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Kurzfassung

Das Hauptziel der vorliegenden Dissertation ist die Zenggvon multiva-
riaten Signalen in moglichst unabhangige Komponentendiésem Zweck
werden neue Methoden entwickelt, die durch die Informatioeorie moti-
viert sind. Diese erlauben nicht nur die Losung des Minronigsproblems,
sondern auch weitere Analysen der Komponenten.

Im ersten Teil dieser Dissertation wird ein exakter Sobtizr die Abhangig-
keit zwischen zwei reellwertigen Zufallsvariablen, gesssdurch die wech-
selseitige Information (Mutual Information (Ml)), eindggfrt, der als Aus-
gangspunkt fur weitere Entwicklungen dient. Mit Hilfe nanscher Tests
wird fur eine Vielzahl von Verteilungen bewiesen, dassmigre Schatzer im
Vergleich zu anderen bekannten Schatzern minimalenrsgsiechen und sta-
tistischen Fehler besitzt. Dariiber hinaus wird eine ne@Cluster-Methode
entwickelt, die eine sehr natirliche Definition fur died#dnde zwischen be-
liebigen Clustern benutzt, wobei auf eine Mittelung UbegelBschaften der
einzelnen Objekte verzichtet werden kann.

Im zweiten Teil wird der MI-Schatzer verwendet, um einenere Algorith-
mus fur die Independent Component Analysis (ICA) zu foremein. Die-
ser zeigt in numerischen Tests, dass er hinsichtlich Ggkeaitibisherigen
ICA-Algorithmen Uberlegen ist. Des weiteren wird mit Kileiner genauen
Abschatzung der absoluten Abhangigkeit ein Zuvertissts-Test fur belie-
bige ICA-Ausgaben entwickelt. AuRerdem wird im Anschlussexweiterter
ICA-Algorithmus formuliert, der es erlaubt, fur verratise Daten bessere Er-
gebnisse zu erzielen.

Der dritte Teil der Dissertation beschaftigt sich mit denwendung dieser neu
entwickelter Algorithmen auf experimentelle Messdatenhand der Unter-
suchung des EKGs einer schwangeren Frau wird gezeigt, dasdemen
Erweiterungen des Standard-ICA-Modells sehr gute Ergslenin der Tren-
nung des Mutter- und Fotus-Signals erzielt werden. Inreaegteren Anwen-
dung werden die Infrarotspektren von organischen Mischontyotz gewis-
ser Abhangigkeiten zwischen den Spektren der Reinsubetamiurch eine
passende Vorverarbeitung hervorragend separiert. Aafewkerden die neu-
en Algorithmen zur Reduzierung des systematischen Fehlelesr Synchro-
nisationsanalyse, der durch eiiderlagerung der beiden Signale entsteht,
eingesetzt. Als letzte Anwendung multivariater Methoderdweine Schlaf-
phasenklassifikation in intrakraniellen EEG-Daten duethirt.






Abstract

The main object of this dissertation is to decompose mulat@ signals in-
to components as independent as possible. For this purpose approach
based on information theory is developed that allows noy tmisolve the
minimization problem but also to further analyze the congra obtained.

In the first part of this dissertation a precise estimator afual information
(MI) is introduced which is used as starting point for furtdevelopments. In
numerical tests it is proven that for a variety of distrilouis this new estima-
tor shows minimal systematical and statistical errors imgarison to other
estimators. Furthermore, by means of Ml a novel cluster oteth formula-
ted which defines distances of higher dimensional objedisowt having to
average over properties of the single objects.

In the second part the MI estimator is used to formulate a mel@pendent
component analysis (ICA) algorithm. Numerically, it is fauthat the algo-
rithm outperforms previous algorithms in regard to accyrcaddition, the
exact estimation of the absolute dependency allows to sg@reeliability test
for any ICA component. Subsequently, an extended ICA dligoris formu-

lated which achieves improved results with noisy data.

In the third part of this dissertation these new methods ppéied to experi-
mental data. First, the ECG of a pregnant woman is sepanatedignals of
the mother and fetus by an extended version of the standadviGdel. In
the next application the infrared spectra of the pure substware identified
from the spectra of organic mixtures, despite the fact timfitst ones are not
really independent. Subsequently, the new algorithms sedl to eliminate
the bias in a synchronization analysis due to an overlap ofsignals. As a
last application it is shown that multivariate methods dse able to perform
a sleep stage classification on intracranial EEG data.
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Kapitel 1

EinfUhrung

Bei der experimentellen Untersuchung komplexer Systenrdemeoft eine Vielzahl von
Signalen gemessen. Aus dem Wissen uber ihre wechsedsesighangigkeiten kann eine
Fulle an Information Uber das untersuchte System gewoweeden. So werden Schatzun-
gen dieser Abhangigkeiten z.B. in der Synchronisatiobt} §der Clusteranalyse [36] ver-
wendet. Das Wissen Uber die Abhangigkeiten kann aberféuneimdere Zwecke verwendet
werden. So kann oft angenommen werden, dass Signale, dignterschiedlichen Quel-
len ausgesandt werden, unabhangig sind. Bei einer Mesgarden dann aber meistens
nur Mischungen von diesen Quellsignalen aufgenommen.fDMinimieren der so auftre-
tenden Abhangigkeiten konnen dann wieder die ursprcingh Signale zuriickgewonnen
werden. Diese Riickgewinnung wird "Blind Source Separa{l®8SS)” genannt, und wie
schon angedeutet, sind dabei nicht nur die Quellsignalekarint, sondern auch die Pa-
rameter der Mischung. Die Methode, die mit Hilfe von Schagen der Abhangigkeiten
versucht, diese Aufgabe zu losen, wird "Independent ComapbAnalysis (ICA)” [27]
genannt.

Es gibt eine Vielzahl von Abhangigkeitsmal3en, wobei digdduinformation (MlI) [60]
durch ihren informationstheoretischen Hintergrund amsghnet ist. Dieses Mal? ist dann
und nur dann Null, wenn die untersuchten Signale vollighin@ngig sind. Hierin unter-
scheidet sie sich z.B. vom Korrelationskoeffizienten, derimeare Abhangigkeiten misst.
Ein weiterer Vorteil der Ml ist, dass sie auch fir hoherdimsionale Signale definiert ist.
Diese Eigenschaften zeichnen die MI gegentber andereafgipkeitsmalien aus und
ermoglichen eine Reihe von zusatzlichen AnwendungerkalBa zum Beispiel eine Clu-
stermethode formuliert werden, die bei der Berechnung dietensionaler Cluster auf die
sonst Ubliche Mittelung Uber Eigenschaften der einzelDbjekte verzichtet. Des weiteren
stellt die Ml ein Mal3 der absoluten Abhangigkeit dar, w& m der ICA von Nutzen ist,
um zu entscheiden, ob tatsachlich unabhangige Kompenesrhalten wurden. Dies ist
mit anderen Mal3en nicht moglich, da diese nur relativeakigigkeiten abschatzen bzw.
nicht auf alle Arten von Abhangigkeiten sensitiv sind.



KAPITEL 1. EINFUHRUNG

Die ICA ist eine relativ junge Technik und wurde das erste Maletwa 20 Jahren in der
Literatur erwahnt [31]. Bis jetzt lag das Hauptaugenmerkder Entwicklung von schnel-
len Algorithmen fur die Trennung von instantanen lineawachungen [43, 28, 10, 79].
Es sind bereits Algorithmen erstellt worden, die z.B. zaisetzte [39, 73] bzw. nichtlinea-
re Mischungen [69, 24] separieren kdnnen, diese sind abgetat viel weniger getestet
worden und somit sind ihre Fehlerquellen noch recht unbatkan

Ein Beweis dafir, dass die ICA noch immer in ihren Anfangtatkt, ist, dass erst seit kur-
zem die Zuverlassigkeit der geschatzten ICA-Komponedigkutiert wird [45, 23, 26, 64].
Die Uberpriifung der tatsachlichen Abhangigkeit der Komgren und ihre Eindeutigkeit
ist unerlasslich, um diesen eine physikalische Bedeuturggeben. Nur wenn diese Prifun-
gen positiv ausfallen, entspricht die ICA-Ausgabe derétaichen Quellsignalen, und die
BSS ist erfolgreich durchgefiihrt worden.

Ein weiteres fundamentales Problem, welches noch weitgebegelost ist, ist die Tren-
nung von verrauschten Mischungen. Bis jetzt existierenAlgorithmen [27], die eine
Vielzahl von Anforderungen an das Rauschen stellen. Dieskaber fur experimentelle
Daten meistens nicht erfillt. Um die Trennung von Messaligm zu ermoglichen, die mit
starkerem Messrauschen tberlagert sind, mussen dedtgpassende ICA-Algorithmen
entwickelt werden.

Trotz der intensiven und relativ langen Beschaftigungdeiin instantanen linearen ICA-
Modell sind erst kurzlich neue Algorithmen entwickelt wen [6, 42, 65], die eine hohere
Trenngenauigkeit erreichen als die bisherigen. Dies wawdg mit einem numerischen
Mehraufwand erkauft, dieser ist aber fur die meisten Ardugrgen akzeptabel.

Dennoch sind schon eine Reihe von Erfolgen bei der Anwenden¢CA auf experimen-
telle Daten erzielt worden, insbesondere in den GebieteAldestik [72], Medizin [76, 65]
und Spektroskopie [5, 49]. Dabei handelt es sich z.B. um ggarfung von Gemischen ver-
schiedener Gerausche, die SeparationWberlagerungen physiologischer Signale und die
Gewinnung der Spektren von Reinsubstanzen aus chemiscisehuMgen.

Aufgrund der Vielzahl von Situationen, in denen durch siiaué bzw. sequentielle Auf-
zeichnungen multidimensionale Datensatze erzeugt wersiemit einer Anzahl weiterer
Anwendungen zu rechnen. Auf3erdem kann in manchen Gebietehis jetzt erfolglos
bestimmte ICA-Algorithmen angewandt wurden, durch diewé@rdung neuer Techniken
mit einem Durchbruch gerechnet werden.

Die vorliegende Doktorarbeit ist wie folgt gegliedert. [este Teil beinhaltet eine Einfuh-
rung in die Messung von Abhangigkeiten (Kap.(2.2)). Naickeeallgemeinen Diskussion
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wird dann ein neuer Schatzer der Ml [37] vorgestellt (Kag8)). Nach der numerischen
Validierung des Schatzers in Kap.(2.4) werden dann peéUberlegungen zur Imple-
mentierung des Schatzers angestellt. Im letzten TeiediEspitels (Kap.(2.7)) werden die
Anwendungsmaoglichkeiten der Ml als Abhangigkeitsma@enSynchronisations- und der
Clusteranalyse gezeigt.

Im zweiten Teil der Arbeit wird zuerst eine Einfuhrung irediCA gegeben (Kap.(3.2)),
wobei die bekanntesten Algorithmen vorgestellt werdersdhtie3end wird in Kap.(3.2.3)
ein neuer ICA-Algorithmus vorgestellt, der im Anschlusseamer Vielzahl von Signalen
mit anderen Algorithmen verglichen wird. Danach wird mitfelides neues Schatzers fur
die Ml ein Zuverlassigkeitstest (Kap.(3.2.5)) fur diedAusgabe formuliert. Vor dem Ab-
schluss dieses Kapitels werden praktistherlegungen (Kap.(3.2.6)) angestellt, z.B. wie
zu entscheiden ist, welcher ICA-Algorithmus am besterefiile Anwendung geeignet ist,
oder was getan werden kann, wenn die Quellsignale abhaigigoder wie Rauschen in
der Mischung behandelt werden kann.

Im letzten Teil dieser Arbeit werden Anwendungen der ICA exgerimentelle Daten be-
sprochen. Im Kap.(4.1) wird erfolgreich das EKG einer samyeen Frau in einen Mutter-
und Fotus-Anteil separiert. Die nachste Anwendung (K&ap)) beschaftigt sich mit der
Ruckgewinnung von Infrarotspektren der ReinsubstanzsnSpektren von Mischungen
organischer Verbindungen. In Kap.(4.3) wird gezeigt, d#issICA in der Lage ist, den
systematischen Fehler in der Synchronisationsanalyseduzieren, der durch eingber-
lagerung der Signale entsteht. Die letzte Anwendung (Kag)X multivariater Methoden
ist eine Schlafphasenklassifikation anhand des intragilem EEGs von Epilepsiepatien-
ten. Die Arbeit wird mit einer Zusammenfassung und einembfak abgeschlossen.






Kapitel 2

Messung von Ablangigkeiten

Bei der Untersuchung komplexer Systeme stellt sich oft dagy& "Besteht zwischen dem
System A und System B ein Zusammenhang, gab es einen Infonsatistausch zwi-
schen ihnen?”. Antworten auf diese Frage ermoglichenBdi@ehungen in einem kom-
plexen Netzwerk und damit auch die zugrundeliegenden Mesimen zu verstehen. Im
Allgemeinen ist es aber nicht so einfach, diese Abhangfigikeu bestimmen.

Eine Moglichkeit, den gemeinsamen Informationsinhatt &ystemen zu bestimmen, bie-
tet die Informationstheorie. Sie ermoglicht es, ausgdhlvem Messungen der Systeme un-
ter Zuhilfenahme von statistischen Methoden, z.B. mit dechgelseitigen Information
("mutual information”, Ml), eine Schatzung ihrer Abhé&ggeit zu geben. Die Bestimmung
der Abhangigkeiten zweier oder mehrerer Messreihen glioti auch eine Reihe weite-
rer Anwendungen. In dem Fall, dass diese Abhangigkeiterdadurch zustande kamen,
dass die verschiedenen Messreililrerlagerung der urspriinglichen Signale sind, kann
versucht werden durch Minimierung eben dieser Abhangjigkedie "originalen” (unge-
mischten) Signale wieder zuriickzugewinnen. Dieser Ansad oft als ICA (Independent
Component Analysis) bezeichnet und wird im nachsten Kehpiesprochen. Es gibt also
eine Vielzahl von Anwendungsmaoglichkeiten, wenn man inldgge ist, die Abhangig-
keiten zwischen Signalen zu bestimmen. Im Folgenden wendieainen neu entwickel-
ten Schatzer fur die MI vorstellen, der sich durch besonderinge systematische und
statistische Fehler auszeichnet. AuRerdem werden wiraligesannte Gruppierungsei-
genschaft der MI ausnitzen, um eine neue Methode der Clnstigse vorzustellen. Alle
diese Ansatze werden durch umfassende numerische Siomgatiberprift.

2.1 Informationstheorie

In der Informationstheorie stellt man sich zunachst dager wie Messsignale kodiert wer-
den konnen. Eine beliebige Messung kann nach erfolgrei¢bdierung in einem Speicher
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KAPITEL 2. MESSUNG VON ABHANGIGKEITEN

abgelegt, ubertragen und verarbeitet werden. Die Auffigdoptimaler Losungen fur die
Datenverarbeitung ist eine grundlegende Fragestellungi€le modernen Wissenschatf-
ten wie Mathematik, Physik, Nachrichtentechnik, InforikaElektrotechnik und Medizin.
Grundlegende Konzepte der Informationstheorie wurdeeitsan den vierziger Jahren des
zwanzigsten Jahrhunderts von Claude Shannon verotfenfh9]. Ein Beispiel ist der aus
der Thermodynamik ibernommene Begriff der Entropie. Basisgrof3e der Informati-
onstheorie ist die Shannon-Entropie, die fur eine diskegteilte ZufallsvariableX wie
folgt definiert ist:

H(X) = =3 p(X = a)logp(X = a:). (2.2)

Hier stehen die; fur mogliche Werte vonX, undp(...) ist die Wahrscheinlichkeit dafr,
dass eine Messung vax den Werta; ergibt. Die Einheit der Entropie ist dabei abhangig
von der Basis des Logarithmus. Haufig wird als Basis 2 géwé dies der Kodierung in
binaren Zahlen entspricht (Einhdtit). Die Entropie einer Zufallsvariable ist ein Malf3 fur
den mittleren Gewinn an Information durch eine Messung.n¥rukturierter und zufalli-
ger eine Variable ist, um so grol3er ist inre Entropie. Imeaiad Fall, wenn die Zufallsvaria-
ble zum Beispiel die meiste Zeit einen konstanten Wert amtiomd nur manchmal davon
abweicht, kann im Mittel nicht sehr viel Information bei d&obachtung einer Messung
gewonnen werden, da diese sehr wahrscheinlich dem koest&wrt entspricht. Diese
Situation zeichnet sich durch eine kleine Entropie aus.

Ein anschauliches Beispiel kann in Ref. [27] gefunden werdetrachten wir eine Zu-
fallsvariable X', welche acht verschiedene Werte mit den Wahrscheinliodkéil/2, 1/4,
1/8, 1/16, 1/64, 1/64, 1/64, 1/64) annehmen kann. Die Ergnogn X ist dann genau 2 bit.
Wenn wir in herkdmmlicher Weise jeder Variablen eine didange binare Zahl zuordnen,
benotigen wird aber 3 bit. Ein bessere Methode ware alaeifide Variablen durch kurze
binare Folgen zu kodieren und weniger haufige durch lgng&ir konnten zum Beispiel
0, 10, 110, 1110, 111100, 1211101, 111110, 111111 verweridiesd Folgen konnen di-
rekt in einer Bitsequenz verbunden werden, da sie aufgruret Konstruktion trotzdem
eindeutig zugeordnet werden kdnnen). Mit dieser Kodigrsind im Mittel nun nurmehr
T X141 X241 x3+ 4 x4+ x5 = 2biterforderlich, was der berechneten Entropie
(= minimale Kodierungslange) entspricht.

2.2 Wechselseitige Information - Mutual Information (MI)

Wie bereits eingangs erwahnt, ist die Mutual Informatiam Mald fur die Abhangigkeit
von Zufallsvariablen. Wir definieren sie zunachst fur edafallsvariablenX undY'. Eine
Verallgemeinerung auf beliebig viele Zufallsvariablefolgt spater.
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2.2. WECHSELSEITIGE INFORMATION - MUTUAL INFORMATION (M)

In Gl.(2.1) ist davon ausgegangen worden, dass die Zuéalkie diskret verteilt ist. In
den meisten Anwendungen sind aber die Werte der Zufalshigrkontinuierlich verteilt,
was in der Abschatzung der Entropie beriicksichtigt werdess. Dazu wird der Wertebe-
reich der Zufallsvariable in Intervalle aufgeteilt ("bimg”) und die Wahrscheinlichkeits-
verteilung durch eine im Intervall konstante Wahrschemiteitsdichte x (x) ~ ux(z)A™
ersetzt, wobein der Dimension der Variable entspricht. Eine Verkurzungatervalllange
A gegen Null filhrt zur Zerlegung in die "Differential-Enpie” H (X ) und einen konstan-
ten Beitrag

Hn(X) ~ () = mlogd , A(X) == [ do pu(a)logpn(e) . (22)
Die Mutual Information ist allgemein definiert als

I[(X,Y)=H(X)+H(Y) - H(X,Y). (2.3)

Im Fall kontinuierlicher Variablen hebt sich der zweite B8&g der Entropidéog A durch
die Differenzenbildung der Entropien auf, und es ergilt sic

I(X,Y) = lim Ly, = // dady u(z,y) 1og% . (2.4)

Hierbei ist angenommen, dass die Verbundvarigble (X,Y") die Wahrscheinlichkeits-
dichte u(z,y) hat. Die Wahrscheinlichkeitsdichten voxi und Y sind durchp,(z) =

[ dyp(x,y) undp,(y) = [ dep(z,y) bestimmt.

Die Gl.(2.4) ist genau dann Null, wenk und Y unabhangig sind, d.h. dass die Wahr-
scheinlichkeitsverteilung faktorisiefi(z, y) = p.(z)u,(y). In allen anderen Fallen nimmt
sie grofl3ere Werte als Null an. Das Problem ist fytx;, Y) anhand von Daten zu schatzen.
Die zu untersuchenden Daten bestehen aus einem Sat¥ dugarianten Messungen
zi = (z4,v;), 1 = 1,....N, von denen angenommen wird, dass sie iid (independent-ident
cally distributed) Realisationen einer Zufallsvariale= (X, Y") sind. Die Aufgabe ist es,
I(X,Y) von dem Satz; abzuschéatzen, ohne dabei explizites Wissen ibger, und 1,

zu benutzen.

Im Gegensatz zu anderen Schatzern, die auf Kumulanterdhiwgen [27], Parametri-
sierung von Dichten [60], Kern-Schatzern [60] oder Birgnjh6] basieren, wollen wir hier
einen Algorithmus behandeln, der diemachsten Nachbarn jedes Punkigaur Schatzung
benutzt [37]. Dieser ist dateneffizient und adaptiv, daBtenit k=1 wird bis zum kleinsten
moglichen Mal3stab aufgelost, und die Aufldsung ist dohdr, wo mehr Daten vorhanden
sind. Weiterhin besitzt er einen minimalen systematiscéreier, fur unabhangige Vertei-
lungen wird dieser, bis auf einen statistischen Fehleasexpakt Null. Diese Eigenschaften
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KAPITEL 2. MESSUNG VON ABHANGIGKEITEN

zeichnen den neuen Schatzer gegeniiber anderen in dextuitéeinUberblick ist in Ref.
[37, 74] zu finden) diskutierten Algorithmen aus und macteriaesonders nitzlich, wenn
eine moglichst genaue Bestimmung der Abhangigkeiteoreeflich ist.

2.3 Schatzung der Ml

Die naheliegendste und am meisten verbreitete Methode diedVinformation abzuschat-
zen besteht darin, die Trager véhund Y in endliche Intervalle zu zerlegen ("binning”)
und GI.(2.4) durch eine Summe abzuschatzen

I(X Y) ~ Iblnned X Y Zp ( ] 1Og (Z()p z]) (25)

wobeip, (i) = [ dz pg(z), py(J f dy py(y) undp(i, j) ff dzxdy p(zx,y) ist.

(fi entsprlcht dem Integral uber das Intervze)ll Um die MI jetzt abzuschatzen mussen
die Punkte abgezahlt werden, die in die einzelnen Intkervallen. Wennn, (i) (n,(j))
die Anzahl der Punkte darstellt, die in date Intervall vonX (j-te Intervall vonY) fal-
len, undn(z, j) die Anzahl, die in die Schnittflache der Intervalle fallelann istp, (i) ~

nz (1) /N, py(j) = ny(j)/N,undp(i, j) ~ n(i,j)/N, wenn alle Wahrscheinlichkeitsdich-
ten durch (nicht notwendigerweise glatte) Funktionen besbbar sind. Die rechte Seite
von GL.(2.5) konvergiert dann zl X, Y’), wenn die Datenpunktanzahl gegen unendlich
geht und die Intervalllange hinreichend langsam gegen tdatiert. Im Fall, dass aber
die Dichten (multi-)fraktal sind, wirde GI.(2.5) auflagygsabhangige Entropien definieren,
die im Grenzfall von unendlicher Auflosung divergierenrdén [19, 20, 61]. Obgleich die
im Folgenden vorgestellte Methode auch fur diesen Falbaeld werden kann, gehen wir
dieser Problemstellung hier nicht weiter nach.

Die in Gl.(2.5) verwendete Intervalllange muss nichtdlle Intervalle gleich gewahlt wer-
den. Optimierte Schatzer [18, 16] verwenden in der Tat tdapntervalllangen, die so
gewahlt sind, dass die(i, j) moglichst gleich sind. Obwohl solche Schatzer viel besse
sind als solche, die eine feste Lange verwenden, habenosielém noch systematische
Fehler, die einerseits von der Abschatzung Y0, Y) durch lyneq (X, Y') stammen und
andererseits durch die Abschatzung der Wahrscheinlitdtkehten durch Haufigkeiten zu-
stande kommen. Der Fehler der Letzteren kann im Prinziphdiiecrekturterme fur endli-
chen, (i) bzw.n,(j) minimiert werden [20], was aber bei den Algorithmen in R&8,[16]
nicht gemacht wurde.

Wir wollen hier einen anderen Weg gehen, und die Mutual m&ttion mittels einer Stati-
stik Uber die k-nachsten Nachbarn abschatzen. Es wirdchst der Kozachenko-Leonenko
Schatzer fur die Shannon Entropie [33, 19, 61, 75] besmocder als Ausgangspunkt fur
die Schatzung der Ml dient.



2.3. SCHATZUNG DER M

Sei X eine kontinuierliche Zufallsvariable mit Werten in einenetnischen Raum, d.h. es
existiert eine Abstandsfunktigic — z’|| zwischen zwei beliebigen Realisationen \&n
und sei die Wahrscheinlichkeitsdichtér) eine Funktion im eigentlichen Sinn. Dann ist
die differentielle Shannon-Entropie durch Gl.(2.2) dedfihi Das Ziel ist jetzth(X) aus
N Stichproben(z; ... xy) abzuschatzen.

Im ersten Schritt der Herleitung wird verwendet, dass &)(2uch als Mittelwert von
log uu(z) verstanden werden kann. Wenn es uns moglich ist, einearfediert Schatzer

———

fur log () zu finden, hatten wir auch sofort einen fehlerfreien So¥éfiir die Entropie

N
H(X)=-N"! Z log () . (2.6)

Um lomi) abzuschatzen, benutzen wir die Wahrscheinlichkeitselief(¢) fur die Ab-
stande zwischen; und denk-ten nachsten Nachbarn. Die GroBge)de ist gleich der
Wahrscheinlichkeit, einen Punkt innerhalb des Radius [¢/2,¢/2 + de/2] um x; zu
finden,k — 1 Punkte innerhalb kleinerer Abstande uNd— k£ — 1 Punkte aul3erhalb des
Radius. Ferner segi; die Masse des um; zentriertere-Balls, p;(¢) = ng_xin/Q déu(§).
Unter Verwendung der Trinomialgleichung erhalten wir

- (N —1)!
Belede = S —miv k=11 *
dp(;ie) de x pi™t x (1 —p)N -+ (2.7)
bzw. N p
A = k() D e 2.

Es kann leicht tiberpriift werden, dass die NormieryngP;(e) = 1 der Wahrschein-
lichkeitsdichte erfullt ist. Mit Hilfe der GI.(2.8) kannugh sofort der Erwartungswert von
log p;(€) berechnet werden

E(logp;) = /OOO de Py(€)log p;(€)

= k<Nk_1) /O dp p" (1 = p)N " logp
= (k) —9p(N), (2.9)

IMit "fehlerfrei” meinen wir hier, dass das Ensemblemittehv (X ) mit H (X)) iibereinstimmt.

9



KAPITEL 2. MESSUNG VON ABHANGIGKEITEN

wobei(r) die Digamma-Funktion ist)(x) = I'(x)~'dl'(x)/dx. Sie wird durch die Re-
kursionformek)(x + 1) = ¢(z) + 1/x undy (1) = —C erzeugt, wobel’ = 0.5772156. ..
die Euler-Mascheroni Konstante ist. Fur grofgilt «/(z) ~ logz — 1/2x. Der Erwar-
tungswert ist Uber die Position aller ander®n— 1 Punkte berechnet worden, wohei
festgehalten wurde. Ein Schatzer fig ;(x) wird dadurch erhalten, daggz) Uber den
gesamten-Ball als konstant angenommen wird. Dies ergibt

pi(e) = cded,u(xi) , (2.10)

wobeid die Dimension vorx ist, undc,; das Volumen dedg-dimensionalen Einheitsballs
darstellt. Fur die Maximumsnorm ergibt dies = 1 und fur die euklidische Norm, =
742 /T (14d/2)/2% Im spateren Verlauf werden wir stets die Maximumsnormvesden.

Aus der Kombination von GI.(2.9) und (2.10) erhalt man

log p(x;) = (k) — (N) — d E(loge) —logcy (2.11)

und daraus

~

H(X)=—v¢(k) +¥(N) +logcq + % Zlog €(7) , (2.12)

wobeie(i) der doppelte Abstand zwischepund seinenk-ten Nachbarn ist.

Die einzige Naherung, die wir verwenden, ist Gl.(2.10).nWelie Dichtey(z) konstant
ware, hatten wir also einen fehlerfreien Schatzer.

Mit Hilfe des Kozachenko-Leonenko Schatzers fur die &pie und Gl.(2.3) kann jetzt
die MI abgeschatzt werden. Daflrr betrachten wir eine diseensionale Zufallsvariable
Z(X,Y), die wiederum durchlV Realisierungen vertreten wird, uad2 sei der Abstand
zwischen einem Punkt und demk-ten Nachbarn. Die Gleichungen (2.8) und (2.9) gelten
unverandert. Die erste Veranderung tritt in GI.(2.10), aw d durchd; = dx + dy,

¢q durch ey, cq, und natirlichz; durch z; = (x;,y;) ersetzt werden muss. Mit diesen
Modifikationen erhalten wir

~

H(X,Y) = (k) —¢(N) —log(caxcay)

dx + dy &
_ Ixtdy > “loge(i) . (2.13)
=1

N

Um I(X,Y) zu erhalten, muss nur noch GI.(2.13) von den Schatzunge# {X) und
H(Y') subtrahiert werden. Fur Letztere kann direkt Gl.(2.12) aeim selberk-Wert ver-
wendet werden. Dies wirde aber bedeuten, dass wir die fitetrauf verschiedenen Ska-
len schatzen. Fur jedéswirden dann der Abstand zum nachsten Nachbarn im zweidi-

mensionalen Raum grof3er sein, als die Abstande zu derbldacin den eindimensiona-
len Raumen. Da aber der Fehler in Gl.(2.12), durch die Udgkerteilung der Dichten,

10
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Abbildung 2.1: (a): Bestimmung von €(i), n,(i) und n,(i) fir den ersten Algorithmus mit
k =1 und einem fixen i. In diesem Beispiel ist n,(i) = 5 und n, (i) = 3.

(b),(c): Bestimmung von €,(4), €,(i), n, (i) und n, (i) fir den zweiten Algorithmus. (b) zeigt
den Fall, bei dem ¢,(i) und ¢,(i) durch den selben Punkt bestimmt werden, wahrend in
(c) der Fall gezeigt wird, bei dem beide GrofZen durch zwei verschiedene Punkte bestimmt
werden.

natiirlich vom Abstand abhangt, wiirden sich die Fehler HgX), H(Y) und H(X,Y)
nicht gegenseitig aufheben.

Um dies zu vermeiden, stellen wir fest, dass GI.(2.12) fliebige Wert vork gliltig ist,
und wir auch unterschiedlicheWerte fur die Schatzung voff (X,Y’) und H(X) bzw.

H(Y') verwenden kdnnen. Im Folgenden werden zwei Variantenestelt, diek fur die
verschiedenen Raume so wahlen, dass der Fehler dez&sh@bglichst klein wird.

Im ersten Algorithmus, der in Abb.(2.1a) dargestellt iggt derk-te Nachbar vorr; auf
einer der Seiten des Quadrates mit der Kantenlafigeohne Beschrankung der Allge-
meinheit kdnnen wir annehmen, dass dies eine vertikate &ti Wenn jetzi, (i) Punkte
innerhalb der vertikalen Liniem = x; + €(i) /2 liegen, dann ist(i) /2 der Abstand zu den
(n.(i) + 1)-ten Nachbarn von; und

X = 3 00n)+1) - v(V)

N
d
— logcay, — WX Zlog €(7) . (2.14)

=1
Fur die andere Richtung (dieRichtung in Abb.(2.1a)) ist dies nicht exakt giltig, d&) /2
nicht exakt der Abstand zufm, (i)+1)-ten Nachbarn ist, wenn analeg(:) als die Anzahl

11



KAPITEL 2. MESSUNG VON ABHANGIGKEITEN

der Punkte innerhally; — ;|| < €(¢)/2 definiert wird. Trotzdem konnen wir GI.(2.14) als
gute Naherung fuH (Y') betrachten, wenn all& durchY ersetzt werden. Einsetzen von
Gl.(2.13) und GI.(2.14) in GI.(2.3) fuhrt dann zu

ID(X,Y) = (k) — ((ne + 1) + (ny + 1)) + (N). (2.15)

In gleicher Weise kann auch die Ml fir Zufallsvariable abgeschatzt werden. Die hdher
dimensionale MI, auch allgemeine Redundanz genannt, kéutewals eine Summe von
Entropien geschrieben werden

(X1, Xs, ... X)) = H(X)) +H(Xy)+ ...+ H(X,)
— H(X1, Xs,...Xm) (2.16)

und somit ergibt sich

IO(X), Xy, ... X)) = (k) + (m —1)y(N) (2.17)

Wir werden im nachsten Abschnitt sehen, dass dieser Satditen bis jetzt in der Literatur
verfugbaren Schatzern fur die Ml Uberlegen ist und mugre geringen systematischen Feh-
ler besitzt. Trotzdem kann er noch verbessert werden, dsletigendung von Quadraten
bzw. (Hyper-)Kuben die Nachbarschaften unnotig grof3 madr allem fur hochdimen-
sionale Zufallsvariablen zahlt es sich daher aus, von (Hyjeben auf (Hyper-)Rechtecke
uberzugehen.

Wie in Abb.(2.1b) und (c) ersichtlich, mussen wir fur dieeite Variante des Schatzers
zwischen zwei Fallen unterscheiden. Entweder sif(d) und ¢,(¢) durch einen Punkt
(Abb.2.1b) oder durch zwei verschiedene Punkte (Abb.hés)immt. Nachdem die Wahr-
scheinlichkeitsdichte aus Gl.(2.9) fur diesen Fall agaptvorden ist [34], erhalt man einen
neuen Schatzer fur die allgemeine Redundanz

IP(X), Xo, ... X)) = (k) —(m—1)/k

(m — 1)$(N) (2.18)
Bei der Herleitung ist leicht geschummelt worden, da wirseis, dass im FaH, (i) <
€y(7) (wie in Abb.(2.1b),(c)) in den zwei Rechteckén — €,(:)/2, z; — €,(7)/2] x [y; —
€y(1)/2,y; + €, (7) /2] und[z; + €,(7)/2, x; + €,(7) /2] % [y; — €,(7)/2, y; + €,(7)/2] keine
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Abbildung 2.2: Innerhalb der schattierten Rechtecke kdnnen keine Punkte liegen. Dies
heil3t fur die Methode (2), dass die Schatzung fur die Entropien H(X) (H(Y)) eigentlich
modifiziert werden misste, da ein Teil der Flache au3erhalb (innerhalb) des Streifens ¢,
(ey) fur Punkte verboten ist. Diese Abweichung wird in GI.2.18 nicht berlicksichtigt.

Punkte enthalten sein kdnnen (Abb.(2.2)). In der Schigfir H (X, Y') wurde dies kor-
rekt berucksichtigt, nicht aber in denen fdf X') und H (Y"). Die Korrekturterme sind von
der Ordnung)(1/n,) bzw.O(1/n,), und es ist wahrscheinlich, dass sich beide Terme zum
Grof3teil aufheben, da sie mit unterschiedlichen VorzeicheH (X) bzw. H(Y") beitra-
gen. Wir haben aber keinen Beweis dafur. Unabhangig dieson durch die Annahme der
Konstanz der Wahrscheinlichkeitsdichte innerhalb deshigeks nicht erwartet werden,
dass die Schatzer fur endliché exakt sind. Die Bestimmung des eigentlichen Fehlers
von I und I beruht letztendlich auf numerischen Tests, die in Kap)@uschgefuhrt
werden.

2.4 PraktischeUberlegungen

Die Ml ist invariant unter Reparametrisierung der einzel@efallsvariablen. WenX’ =
F(X)undY’ = G(Y) Homomorphismen sind, dann gilt X, Y) = (X', Y’). Im Ge-
gensatz dazu ist aber die Entropié X ) nicht invariant. Diese Eigenschaft der Ml erlaubt
es nicht nur, die beiden Variablen zum Beispiel auf gleicaganz zu bringen, sondern
auch ihre Verteilungen so gleichformig wie moglich zutgéien. Dies ist zwar streng ge-
nommen fur die nachste Nachbarsuche nicht notig, reduaber trotzdem den numeri-
schen Fehler des Schatzers, wenn die Dichten der Zufaldan hohe Spitzen aufwei-
sen, wie es zum Beispiel in der weiter unten diskutierten @ariExponentialverteilung,
w(x,y) = 2% exp(—x — zy)/T(0) fur 2,y > 0, der Fall ist.
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KAPITEL 2. MESSUNG VON ABHANGIGKEITEN

Den grol3ten Teil der CPU-Zeit benotigt der Algorithmus diie Suche nach Nachbarn. In
der einfachsten Implementierung werden zwei verschaeh8zdhleifen tber alle Punkte
verwendet und somit eine CPU-Zeit der Ordnung@V?) bendtigt. Diese Version ist aber
nur fur sehr kurze MessreiheV(kleiner als ungefahs00) vertretbar. Einen Algorithmus
der KomplexitatO(N+v'k N) erhalt man, wenn zuerst dig nach ihrer GrofRe geordnet
werden, was automatisch die Ordnung fur giieorgibt [52]. Die nachsten Nachbarn zu
einem Punk({z;, y;) werden dadurch gefunden, dass die an beiden Seiten,\ggiegenen
Punkte auf ihre Abstande im-Richtung tberprift werden. Den schnellsten Algoritsmu
fur die Nachbarsuche erhalt man aber durch die VerwendwongGittern [21, 25]. Der
zweidimensionale Raum wird in Boxen der Grof3é,/k/N) unterteilt und die beiden
eindimensionale Raume in Boxen der Grog3e /N ). Zuerst wirde bestimmt, indem die
k-nachsten Nachbarn mit Hilfe des 2D-Gitters gefunden eerdanach wirch, undn,
durch die beiden anderen Gitter bestimmt. Falls die Vengién vonX undY glatt sind,
fuhrt dies zu einer Komplexitat der Ordnut{/kN).

In der Datenaufzeichnung werden Ublicherweise A/D-Wandiit einer Aufldsung von 12
bzw. 16 Bit verwendet. Dies fuhrt fur langere Datens&u vielen Punkten mit identischen
Koordinaten. Die Bestimmung dérnachsten Nachbarn ist dadurch nicht mehr eindeutig,
weil manchmal Nachbarn exakt den gleichen Abstand vom sudéten Punkt aufweisen.
Durch Addieren von sehr geringem Rauschen (Amplitude viedinger als der kleinste
Abstand in den Messsignalen) zu den Daten, kann diese Enggatifgehoben werden. In
allen untersuchten Fallen fuhrte dies zu zufriederestelén Ergebnissen.

2.5 Numerische Simulationen

In diesem Kapitel wird gezeigt, wie sich der statistischd aystematische Fehler der bei-
den Varianten des MI-Schatzers verhalten. Wir zeigenriuelErgebnisse fur zweidimen-
sionale Verteilungen, da Untersuchungen an hoherdiroeakin Verteilungen sehr ahn-
liche Verhalten [37] fur die Fehler zeigten. Im ersten Twenhden wir den Schatzer auf
korrelierte Gaul3verteilungen an, da fur diesen Fall dasyéinche Ergebnis bekannt ist.
SeienX undY gaul3verteilt mit verschwindendem Mittelwert, einer Vamaon eins und
einer Kovarianz vom. Die Ml ist dann [16]:

1
IGauss(X7 Y) = _5 log(l - 7’2) . (219)

Abb.(2.3) zeigt den Mittelwert des Fehlef&) (X,Y) — Ig.uss(X,Y) fur verschiedene
Werte vonr, gemittelt iber eine groRe Anzahl von Realisationgri (- 107). Es werden
nur die Ergebnisse voh® (X,Y) fur k = 1 gezeigt, da sie sich kaum von denen mit
k > 1 unterscheiden. Auch der UnterschiedZU (X, Y) ist so klein, dass er nicht in der
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Abbildung 2.3: Schatzungen von (2 (X,Y) — Iexact (X, Y) fUr zwei gau3verteilte Zufalls-
variable mit Varianz eins und Kovarianz » = 0.9,0.6, 0.3, und 0.0, aufgetragen gegen 1/N
(k = 1). Fir N <= 1000 betrug die Anzahl der Realisationen > 2 x 10°, die dann fiir
N = 40000 bis auf ~ 10° verkleinert wurde. Die Fehlerbalken sind kleiner als die Symbole.

Abbildung erkennbar ist. Auffallig in Abb.(2.3) ist nichur die Konvergenz des systema-
tischen Fehlers® (X, Y) — Igauss(X,Y) — 0 fir N — oo, sondern auch, dass dieser fiir
unkorrelierte GaulRverteilungen € 0), unabhangig vomv, vertraglich mit Null ist.

Um Unterschiede zwischen den beiden Variablen des Salkamezeigen, werden in
Abb.(2.4) die Werte vod (" (X, Y') mit denen von/? (X, Y) fiir verschiedene Werte von
N gegenubergestellt (= 0.9). An der Abszisse wird/N bzw. (k — 1/2)/N aufgetragen.
Abgesehen von sehr kleinen Werten kimnd IV, kann beobachtet werden, dass die Werte
der Schatzer ein Skalierungsverhalten der Form

k

IVX,Y) ~ () - IO(X)Y) ~ <I>(k —1/2

N

) (2.20)

zeigen.

Dies ist ein filr verschiedene Verteilungen guiltiges Brge. Das Verhalten voi") (X Y)
resultiert aus dem Umstand, dass die Anzahl von Nachbanmmerhalb eines fixen Ab-
standes mitV skaliert. Furl ® (X, Y') muss dieses Argument leicht modifiziert werden, da
das kleinere Epsilone, bzw. ¢,, meistens durch defk — 1)-ten anstatt durch deften
Nachbarn festgelegt wird.

Der statistische Fehler der beiden Schatzer zeigt edenfiass/? (X, Y) fur ein gege-
benesk zwischen den Werten voH! (X, Y) mit £ — 1 und & liegt. Die Abb.(2.5) zeigt
die Varianz der Schatzungen fur zwei Gaul3verteilungerderi Kovarinaz- = 0.9. Der
statistische Fehler hangt nur sehr schwach ~vatp und ist furr = 0 etwa10% kleiner.
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Abbildung 2.4: Mutual Information Schatzungen IV (X,Y) (linkes Bild) und I®(X,Y)
(rechtes Bild) fur zwei gauRverteilte Zufallsvariable mit Kovarianz » = 0.9, aufgetragen
gegen k/N (linkes Bild) bzw. (k—1/2)/N (rechtes Bild). Jede Kurve entspricht einem fixen
Wert fir N, mit N = 125, 250, 500, 1000, 2000, 4000, 10000 und 20000, von unten nach oben.
Die Fehlerbalken sind kleiner als die Symbole. Die gestrichelte Linie stellte den exakten
Wert I(X,Y) = 0.830366 dar.

Aus Abb.(2.5) ist ersichtlich, dass der Fehler, aul3er &l groRe Werte voh/N, etwa

mit ~ /N skaliert. Die Tatsache, dass der statistische Fehletitetamendé zunimmt,

ist nicht verwunderlich, da auch die Verteilung der Epssidmeiter wird. Fur praktische
Anwendungen sollten dahé&rWerte grolRer als 1 verwendet werden, um den statistischen
Fehler zu reduzieren, aber auch nicht zu grof3e Werte, waiurdh auf der anderen Seite
der systematische Fehler erhoht wird. Fur die meisteneéxdungen wird es sinnvoll sein,
k-Werte zwischen 3 und 5 zu wahlen. Falls speziell auf Unalgigkeit getestet werden
soll, spielt der systematische Fehler, wie gezeigt, keiokeRund es kbnnen Werte bis

k ~ N/2 verwendet werden.

Auch fur andere Verteilungen ist es moglich, Werte der Malgtisch zu berechnen. In
Ref. [37] werden Ergebnisse der beiden Schatzer fur dm@aExponentialverteilung
[15], die sortierte Weinman-Exponentialverteilung [15jdudie "Kreis-Verteilung” [14]
diskutiert. Im Folgenden sind nur noch Resultate fur déteeder drei Verteilungen gezeigt,
da sich keine unterschiedlichen Schlussfolgerungen andetiten beiden ergeben. Die
Wahrscheinlichkeitsdichte der Gamma-Exponentialviemeiist furz > 0 undy > 0

1
10) = ——ale " 221
/J(I',y’ ) F(e)x € ? ( )

wobeid ein skalarer Parameter ist [15]. Fur alle anderen Werterwamdy gilt (z, y; 0) =

0. Die Ml ist durchI(X,Y )exact = ¥(0 + 1) — log @ bestimmt [15]. Da die Verteilung
fur ¢ > 1 engumz = 0 undy = 0 lokalisiert ist, werden die Eingangsdaten fur die
Schatzer durchy, = logx; bzw. y; = logy; umskaliert, mit dem Ziel den numerischen
Fehler zu verkleinern (siehe Kap.(2.4)). In Abb.(2.6) wiidfunf verschiedene Werte von
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Abbildung 2.5: Standardabweichungen des Schatzers IV (X,Y) (+) und I®(X,Y) (x)
fur zwei gauBverteilte Zufallsvariable mit Kovarianz » = 0.9, multipliziert mit /N und dar-
gestellt gegen k (I (X,Y)) bzw. k—1/2 (I (X,Y)). Jede Kurve entspricht einem festen
Wert fur N, mit N = 125, 250, 500, 1000, 2000, 4000, 10000 und 20000, von unten nach oben.

6 der relative Fehler ® (X', Y")/I(X,Y )exact fUr k = 1 gegenl/N dargestellt. Es muss
beachtet werden, dass der Abschnitt gekchse sehr klein ist, d.h. dass auch fur diese
Verteilung hervorragende Ergebnisse erhalten wurden. Yengleich ist in Abb.(2.7) der
relative Fehler fur die Gaul3verteilung mit den selbeiNerten gezeigt.
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Abbildung 2.6:  Verhaltnis I(X,Y )estim/lexact (X, Y) fUr die Gamma-Exponentialverteilung,
dargestellt gegen 1/N. Diese Werte wurden, nach einer logarithmischen Transformierung
von z; und y;, mit I und k = 1 erhalten. Die funf Kurven entsprechen den Werten
#=0.1,0.3,1.0,2.0,10.0 und 100.0 (von unten nach oben).

1PXY) 1 lggaei(XY)
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Abbildung 2.7:  Verhaltnis 1) (X,Y)/Iwaet (X,Y) fir k = 1 gezeichnet gegen 1/N, fiir 4
verschiedene Werte von r.

Das Verhalten des Schatzers in Abb.(2.6) als auch in AlY).(2bt Anlass, eine Annahme
zu formulieren:

Seiu(z,y; ) eine zweidimensionale Verteilung mials skalaren Parameter. Weiters wird
angenommen, dagsfur r = rq faktorisiere und in der Umgebung vep glatt ist, so dass
ou(z,y;r)/0r endlich bleibt. Dann schlagen witif viele Verteilungen, nicht notwendi-
gerweisefir alle, vor, dass

I (X, Y) /exaet(X,Y) — F(k,N) (2.22)

gultig ist, wennr — ry. Hierbei ist F'(k, N') eine Funktion, dieifr alle k und N > 1in
der Nahe von 1 veduft und tir N — oo gegen 1 konvergiert.

Wir wissen nicht, fur welche Gruppen von Verteilungen diésainahme zutrifft, aber wir
fanden, dasg() undI® fir unabhangige ZufallsvariableXi undY fiir alle untersuchten
Verteilungen exakt sind. Wir testeten auch gleichformige exponentielle Verteilungen
und Daten mit unterschiedlichen Verteilungen fur die baid@ufallsvariablen und fanden
immer, dasg"?(X,Y) = 0 ist. Der statistische Fehler lag fur diese numerischereExp
rimente in der GroRenordnung ven10—2 bis 10~. AbschlieBend sei festgestellt, dass in
Ref. [37] die systematischen und statistischen FehlerN8i0X,Y) und I® (X, Y) mit
denen des MI-Schatzers von Darbelly und Vajda [16] velhglicwerden, der in der Litera-
tur als der genaueste und effizienteste Algorithmus gilt.@Hé untersuchten Verteilungen
zeigt sich, dass der systematische Fehler #68) gegeniiber diesem Schatzer um etwa
eine Zehnerpotenz verbessert wird. Der statistische Fgkhdalt sich vergleichbar und
zeigt fur groReV eine Verbesserung.
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2.6 Eigenschaften der Ml

Die Mutual Information besitzt eine Reihe von interessarnggenschaften. Die erste
wichtige Eigenschatft, die bereits in Kap.(2.4) erwahntdey ist die Unabhangigkeit von
I(X,Y) gegenuber einer Umskalierung der Variablen. Jede glaitbaindeutig inver-

tierbare Funktion ist fur die Umformung’ = F(X) undY’ = G(Y) zulassig. Diese

Eigenschaft kann leicht bewiesen werden, da die neue Wadirdichkeitsdichte durch

p (' y') = Jx (@) Iy (y )z, y) (2.23)
gegeben ist, wobeiy = ||0X/0X'|| und Jy = ||0Y/0Y’|| die Jacobi-Determinanten

sind. Weil fur die eindimensionalen Dichten das Gleichig grgibt sich fur die Mutual
Information

/ / /
]'(leyl) — //dx/dylﬂl<x/7y/>log M(x7y)

(2", (y')
_ . ) Tog @ Y)
= [ dety iz 8 e @ity (1)
= I(X,Y). (2.24)

Diese Eigenschaft kann einerseits dazu verwendet werdeiVadablen so gleichformig
wie moglich zu verteilen, um numerische Fehler zu minimme(Kap.2.4). Andererseits
stellt sie eine Robustheit des Schatzers gegeniiber ggwitorungen des Signals im ei-
gentlichen Messvorgang dar.

Die nachste Eigenschaft ("Gruppierungseigenschaft”)

I(X,Y,2) =1((X,Y),Z)+ I(X,Y) . (2.25)

kann ebenfalls aus der Definition der Ml (GI.(2.4)) hergeleiwerden. Sie ist analog zu
dem Additionsgrundsatz der Shannon-Entropien [13] unédpesiass die Ml in hierar-
chische Ebenen zerlegt werden kann. ki 2 kann/(X; ... X, ), mit einer beliebigen
Aufteilung von(X; ... X, ), in die Ml zwischen den Elementen innerhalb eines Clusters
und die Ml zwischen den Clustern zerlegt werden.

Eine weitere nutzliche Eigenschaft ergibt sich, wennZ:24) und (2.25) kombiniert wer-
den
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(XY, Z) = I(X"\Y"),2)+ I(X",Y")
= I(X,Y),2)+I(X",Y") (2.26)
(XY, 2)+[I(X,Y) = I(X,Y)].

Hierbei wurde ausgenitzt, dass die Ml auch invariant gégenHomomorphismen von
hoherdimensionalen VariablgiX’,Y’) = F(X,Y) ist. Diese Eigenschaft besagt, dass
es filr die Bestimmung deknderung der Redundanz einer hochdimensionalen Variable,
welche eine Transformation in einem Unterraum erfahrsreicht, nur dieAnderung der

Ml in diesem Unterraum zu bestimmen. Dies reduziert den misctgen Aufwand fur viele
Anwendungen erheblich, siehe Kap.(3.2.3.4). Alle hiepbeshenen Eigenschaften fur die
MI konnen auf jede beliebige Dimension der Variablen ugexheinert werden.

2.7 Anwendungen der Ml

2.7.1 Anhangigkeitsmal} fir die Zeitreihenanalyse

Eine der zentralen Aufgaben in der Datenanalyse ist esaAdilgkeit von Signalen zu
testen. Sobald eine Messung aus mehreren Komponentermthesédlt sich die Frage,
ob diese unabhangig sind oder gemeinsame Informatioagarir Zum Beispiel ist fur die
Neurophysiologie interessant, ob zwei Hirnareale Infdromeaustauschen. Durch die Auf-
zeichnung der elektrischen Potentiale in den relevanteei@een des Gehirns erhalt man
Zeitreihen, die dann mit verschiedenen Abhangigkeitanmafditersucht werden konnen. In
Ref. [53] werden die Kovarianz, die Koharenz, die Phasecissonisation, die nichtlineare
Interdependenz sowie die Mutual Information fur dieselhRdeinander verglichen. Diese
Verfahren unterscheiden sich in der ihnen zugrundeliegie Detfinition von Abhangigkeit.
Die ersten beiden, die Kovarianz und Koharenz, sind nutiaeére Abhangigkeiten sen-
Sitiv.

Nichtlineare Abhangigkeiten kdnnen mit den verbleibemdrei Verfahren gemessen wer-
den. Fur die Messung der Phasensynchronisation wird rdesPhase mit Hilfe einer
Hilbert- oder Wavelettransformation aus den beiden Zibiére X (1) und Y (¢) extrahiert
[51]. Aus der Phasendifferenzyy (t) = ¢x(t) — ¢y (t) kann dann mit unterschiedli-
chen statistischen Methoden ein Mal3 fur die Phasensynigation gewonnen werden. Im
Spateren wird die "mean phase coherence” aus Ref. [47]amtet, die wie folgt definiert
Ist:

Day(t) = @u(t) — @y (1) - (2.27)
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Es kommen fur diese Methode nur Anwendungen in Betrachtldreen die Phase verniunf-
tig extrahiert werden kann, dies ist z.B. fur gekoppelteilzoren erfillt. Die nichtlinea-
re Interdependenz hingegen wird iiber Aienlichkeit in der zeitlichen Entwicklung be-
stimmt. Dazu wird untersucht, ob ahnliche Zustande inailleen Zeitreihe zu den selben
Zeiten auch ahnlichen Zustanden in der anderen entsgmedhit dem Begriff Zustand
sind hier die Grof3en eines dynamischen Systems zu eindimb@gn Zeitpunkt gemeint,
die durch eine Einbettung, aus der Zeitreihe approximierten [32]. Dieser Ansatz wird
als Test auf generalisierte Synchronisation [51] verwende

Die MI kommt hingegen aus der Informationstheorie (Kad2und ist sensitiv auf jede

Art von Abhangigkeiten. Wenn die Abhangigkeit von zweif@isvariablenX undY be-
stimmt werden soll, kann einfadh? (X, Y") bzw. I®® (X, Y") berechnet werden. Falls wir

es aber stattdessen mit zwei Zeitreih€(¥) bzw. Y (¢) zu tun haben, sind im Allgemei-
nen die Messwerte zur Zeitvon vergangenen Messwerten abhangig und es konnen somit
auch zeitliche Abhangigkeiten auftreten. Um jetzt senaiif jede Art von Abhangigkeit

zu sein, musg™M? (X (¢), X (t —1),..X(t—n)), (Y(t),Y(t —1),..Y(t —n))) berechnet
werden, wobei der Parametedurch die Ausdehnung der zeitlichen Korrelationen in den
einzelnen Zeitreihen bestimmt ist.

Alle diese Mal3e versuchen Abhangigkeiten in Zeitreiherdeutifizieren. Durch ihre un-
terschiedlichen Konstruktionen hangt es aber immer vorrdegestellung ab, ob ein Mal3
geeignet ist. Hier zeichnet sich die Eigenschaft der Ml diespesagt, dass sie dann und
nur dann Null ist, wenn die untersuchten Zeitreihen absoehabhangig sind, d.h. ihre
Wahrscheinlichhkeitsdichten faktorisieren und somihkaformationsaustausch stattfand.
Fur alle anderen Mal3e ist dies nicht zutreffend, da sehid wahki Zeitreihen abhangig
sein konnen, ohne dass sich dies in der linearen Abhaegjgker Phasensynchronisa-
tion oder der nichtlineare Interdependenz manifestiestiBist die MI zu bevorzugen,
wenn es um die Bestimmung der Unabhangigkeit geht, undug@endiesem Bereich liegt
auch die groRte Starke der SchatZ€?(X,Y) und I®®(X,Y). Dieser Umstand macht
diese Schatzer auch besonders attraktiv fur die Indepgrndomponent Analyse (ICA)
(Kap.3.2). Ein gutefJberblick iiber die verschiedenen AbhangigkeitsmaResfisith in
Ref. [51].

2.7.2 Clusteranalyse

Es wird hier eine vom Konzept her sehr einfache Methode zmahthischen Clusterana-
lyse vorgestellt, die wir Mutual Information Clustering [®) [36] nennen wollen. Die
Einfachheit des Algorithmus wird durch die Gruppierungseischaft der Ml (Gl.(2.25))
ermdoglicht. Sie erlaubt in jeder Ebene der Hierarchie Méieeweigung der Cluster zu be-
rechnen, so dass ein Zuruickgreifen auf Ergebnissen dasstieEbenen entfallen kann. Im
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Folgenden sei eine kurze Einfuhrung in die Clusteranaggsgeben.

Die Klassifikation von Daten ist fundamental fur das Varstfiis in allen Disziplinen der
Wissenschaften [29]. Eine Klassifikation kann tberlagpeder nicht tiberlappend sein,
beaufsichtigt oder unbeaufsichtigt erfolgen. Wir sindrtgpeziell an der Clusteranalyse
interessiert, bei der die Klassifikation nicht tberlappend unbeaufsichtigt erfolgt.

Den Ausgangspunkt der Clusteranalyse stellt ein Satz vgek@¥n dar, deren Eigenschaf-
ten durch einen charakteristischen Vektor beschriebedemeDie Aufgabe besteht jetzt
darin, diese Objekte in Gruppen einzuteilen, wobei dafigsahliel3lich die charakteristi-
schen Vektoren verwendet werden. Aufgrund der Vielf&kigder Anwendungsmaglich-
keiten, existieren auch eine grof3e Anzahl von Methoden uterDau clustern (fir einen
Uberblick siehe [29]). Hier wollen wir uns mit der hierarsbhen Clustermethode (HC)
beschaftigen, die die Objekte in verschachtelte Strgktwerknipft.

Das Herz eines jeden Clusteralgorithmus bildet das bemdtastandsmal3. Dieses kann
die Ahnlichkeit der charakteristischen Vektoren bestimmespektive ihre Unahnlichkeit.
Es wird aber nicht strikt gefordert, dass das Abstandsmalaandsatzen einer Metrik
genugt (Positivitat, Symmetrie, Dreiecksungleichutiger Mehrzahl von HC-Methoden
wird ein Abstandsmal’ verwendet, welches nur fur zwei Qbjelefiniert ist. Fur diese
Falle konnen nur die Abstande zwischen den Objekteniiredgen Ebenen der Hierarchie
berechnet werden und mussen fur alle anderen Ebenentgimiérden. Im Gegensatz
dazu, erlaubt die MI auch Abstande zwischen beliebig dsiwaralen Objekten zu berech-
nen und somit auch auf jeder Ebene der Hierarchie. Da in depfierungseigenschaft
der Ml (Gl.2.25)X,Y und Z selbst wieder Cluster hoherer Dimension darstellen kann
kann dies rekursiv angewandt werden und erlaubt somit diedB@ung einer vollstandi-
gen Hierarchie.

Die Ml direkt als Abstandsmal3 zu verwenden, bringt allegdiainige Probleme mit sich.
Der Abstand ware dann von der Menge an Information in dexedien Objekten abhangig.
Es muss daher versucht werden, eine Normierung fur die Minzien. Eine Moglichkeit
hierfur stellt das Abstandsmalf}

DX,Y)=1— % , (2.28)

in Ref. [44] dar, welches die Voraussetzung einer Metriklérind normiertist:D(X,Y) <
1 fur alle Paaré X, Y).

Fur kontinuierliche Zufallsvariablen tritt das Problemf,adassH (X,Y) (G1.(2.2)) nicht
invariant unter Reskalierung und nicht positiv definit istd andererseitd;, fur A — 0
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divergiert. Wir ersetzen daher in G1.(2.28) X, Y) durchHy;,, (X, Y') und D(X, Y') durch
ein Ahnlichkeitsmal

S(X,Y) = T (D(X,Y) — 1) log A = LY

A0 my +my,

(2.29)

Dieses Mal3 beriicksichtigt nun, dass unterschiedlich niémeale Cluster auch unter-
schiedliche Mengen an Information tragen, aber nicht, €isster mit gleicher Dimen-
sion sich auch in ihrem Informationsgehalt unterscheidiemkn. In vielen Anwendungen
wird dies naherungsweise erfullt sein, fur sehr heteregDaten muss versucht werden ei-
ne passende Transformation zu finden, die es erlaubt demrafmnsgehalt der einzelnen
Objekte zu homogenisieren.

Im Einzelnen ist der MIC-Algorithmus wie folgt aufgebaut:

(1) Berechnung der Nachbarschaftsmatrix - paarweiserafolst(X;, X ;) zwischen al-
lenn charakteristischen Vektoren Objekte= n Cluster)

(2) Auffinden der zwei Clustek; und/, mit dem geringsten Abstand
(3) Bilden eines neuen Clusteikl) durch Vereinigen vork und!

(4) Entfernen der Zeilen/Spalten mit den Indiéesnd! aus der Nachbarschaftsmatrix
und Einfugen einer neuen Zeile/Spalte, die die Abstawdschen(kl) und allen
anderen Clustern enthalt

(5) Falls die Anzahl der Clustetr > 2 ist, zuriick zu (2); anderenfalls Verbinden der
beiden Cluster; Abbruch

Eine Anwendung des MIC-Algorithmus wird in Kap.(4.1) gegei
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Kapitel 3

Behandlung multivariater Daten

In der experimentellen Untersuchung komplexer Systenesistiufig moglich, eine Viel-
zahl an Signalen simultan aufzunehmen. Die einzelnen &igma Spateren auch Kanale
oder Komponenten genannt, sind aber in den meisten Faltbh separat interpretierbar,
d.h. die interessante Information ist iber mehrere Kawéiteilt. Eine anspruchsvolle Auf-
gabe in der Statistik und verwandter Gebiete ist es, einggpale Darstellung dieser multi-
variaten Daten zu finden, d.h. die Daten so zu transformjelia@ss ihre essentielle Struktur
sichtbar beziehungsweise zuganglich wird. Es wird vdrsuRrojektionen der Messdaten
zu finden, die jeweils nur eine interessante Grol3e desi8gstathalten.

Die Mischungen konnen unterschiedlicher Natur sein, innat wollen wir uns aber
auf lineare instantane Zusammenhange beschranken, siKotiaept so klar wie moglich
darzustellen.

Nehmen wir an, uns liege ein multivariates Messsignél), j = 1, ..., m vor, welches aus
m Kanalen mit jeI" Beobachtungen besteht. Es konnen jetdiheare Mischung erzeugt
werden

j=1
In Matrixschreibweise ergibt sich eine kompaktere Dahsibegf

y = Wx. (3.2)
Die n x m-dimensionale MatriXW kann jetzt unter verschiedenen Gesichtspunkten be-
stimmt werden, je nach der Natur der Messdaten und der Rediges).

FUr manche Anwendungen ist es zum Beispiel sinnvoll, diradision vory zu verklei-
nern(n < m) und so die verfugbare Information auf eine geringere Ahzah Kompo-
nenten zu komprimieren. Dies ist insbesondere dann vorelsge, wenn die Daten stark
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verrauscht sind und so der Rauschpegel unterdriickt wisdhierfir verwendete Technik
wird als Principle Component Analysis (PCA) oder Faktor Ksa bezeichnet. Als an-
schauliches Beispiel aus der Psychologie sei hier eineifArbie Spearman [62] angefihrt.
Er fuhrte verschiedene Leistungstests an Schilern dwabei die Ergebnisse eines jeden
Tests eine Komponente vondarstellten. Es wurde dann mit Hilfe der PCA eine lineare
Mischung gefunden, so dass die erste Komponentenamviel Information wie moglich
von allen Tests enthalt. Diese Komponente wurde dann vear&mn als genereller Faktor
der Intelligenz bezeichnet. Diese Argumentation ist rafinicht ganz unumstritten.

Eine andere Technik behalt alle Komponenten, versucht dieetransformierten Kom-
ponenten so statistisch unabhangig wie moglich zu madbes heil3t, die Werte einer
Komponente sollen so wenig Information wie moglich tbierahderen Komponenten ent-
halten. Dieser Ansatz ermoglicht es, Mischungen von @iggiblen wieder zu entmischen,
und ist unter dem Namen "Blind Source Separation” (BSS) beka

Wiederum eine andere Technik kombiniert eine starke Dimo@sseduktion mit der Suche

nach moglichst interessanten Wahrscheinlichkeitsienigen der einzelnen Komponenten
(ein Spezialfall sind wieder unabhangige Komponenterngs® Methode ist unter dem

Namen "Projection Pursuit” bekannt.

3.1 Blind Source Separation (BSS)

In vielen experimentellen Messsituationen besteht keirigylidhkeit, direkt die eigent-
lichen interessanten Systemgrof3en zu messen, zum Beigma man keinen direkten
Zugang zum Ursprung ihres Entstehens hat. Vielmehr werddmene Sensoren in dem zu
untersuchenden System platziert, und es wird versuchsaashaltene multivariate Signal
zu interpretieren. Beispiele fur solche Situationen sirghrere sprechende Personen in ei-
nem Raum, mehrere aktive Gehirnregionen zur selben Zeibjlitefone mit der selben
Tragerfrequenz, die gleichzeitig emittieren, Infrapaktren von chemischen Mischungen.

Mit der Nomenklatur des letzten Kapitels, woheit) jetzt fur die Messung am Sensor
zur Zeitt steht, konnen wir schreiben

x = As. (3.3)

Hierbei stehts;(¢) fur das Signal der Quellen, z.B. das Gesprochene nur egrsoR, und
A ist eine Matrix, die angibt, wie eine Quelle an den Sensoemigcht wird. Letztere
hangt z.B. von den Positionen der Mikrophone und Persobei®@avohl A als auchs
ist unbekannt, und die Aufgabe besteht darin, allein aud/ssung detJberlagerungc
beide GrolRen zu ermitteln. Unter der Annahme, dassicht singular (d.h. invertierbar)
ist, suchen wir eine Matri¥W, die wieder die ursprunglichen Quellen erzeugt

s=Wx. (3.4)
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Wenn die unabhangigen Quellsignalét) irgendeine Struktur enthalten, raumlicher oder
zeitlicher Natur, d.h. keine gaul3sche Verteilung mit détraiger Autokorrelationfunktion
aufweisen, liefert die Transformation in statistisch umsaigige Komponenten eine eindeu-
tige Losung furW. Genau betrachtet ist die Losung nur eindeutig, bis a&f Skalierungs-

S und Permutationsmatri®, da die Aufgabe unterbestimmt ist:

x = A's' = (AS™'P1)(PSs) . (3.5)

Wenn aber manche Quellsignalgt) abhangig von anderen sind, muss dies in der In-
terpretation der geschatzten Quellsignale bertickgiciverden. Da im vorhinein in kei-
ner Anwendung sichergestellt werden kann, dass alle Quealiklich unabhangig sind
und eine raum/zeitliche Struktur aufweisen, muss immeEteeutigkeit der gefundenen
Losung uberprift werden. Die im Folgenden vorgestdiiethode, ICA, erzeugt nur so
unabhangige Komponenten wie moglich. Es muss daher ndggich Uberprift werden,
ob tatsachlich eine BSS erzielt worden ist.

3.2 Independent Component Analysis (ICA)

3.2.1 Einfuhrung

Independent Component Analysis ist eine statistische Mithwelche ein multivariates
Signal in moglichst unabhangige Komponenten zerlegzu@enotigt wird ein Schatzer
fur die Abhangigkeit von Signalen (Kontrastfunktion)duain Algorithmus, der effizient
die Komponenten mit der geringsten Abhangigkeit findet.

Die Verwandtschaft von ICA mit der PCA wird in Kapitel (3.2.@iskutiert. Im Kapitel
(3.2.3) werden die am haufigsten verwendeten Algorithnoevieseigene Entwicklungen
vorgestellt. Wie wir im letzten Kapitel gesehen haben, istlhtsache, dass der Minimie-
rungsalgorithmus konvergiert, nicht ausreichend furldterpretation der Ergebnisse, da
die Quellen vielleicht nicht unabhangig sind oder dasdneeviodell nicht passend ist. In
Kapitel (3.2.4) werden die verbleibenden AbhangigkedenKomponenten und die Gite
ihrer Separation untersucht. Praktis¢Heerlegungen wie Filterung des Messsignals, Wahl
des Algorithmus und Verhalten bei Messrauschen werden pit&lg3.2.6) besprochen. Im
Folgenden sei hier noch ein geschichtlichiéerblick der ICA skizziert.

Die erste Anwendung fand dieser Ansatz 1982 in einer neysiplogischen Fragestel-
lung [31]. In einem einfachen Modell fur die Bewegungslkdinrerung wurde versucht,
den Winkels; und die Geschwindigkeit, des bewegten Gelenks aus zwei EMG-Sensoren
x1 und x5 zuriick zu gewinnen. In den achtziger Jahren war ICA hagpigch unter
franzosischen Wissenschatftlern bekannt. Es wurden egewid Algorithmen entwickelt,
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die Kumulanten hoherer Ordnung verwendeten. Erst Mitte9@er erhielt ICA groRere

Beachtung. Es wurden schnellere und robustere Algoritrenémickelt, die es auch dank
der fortgeschrittenen Computertechnik ermoglichte§ Btif hoherdimensionale Proble-
me anzuwenden [27]. Der erste internationale ICA-Workslapde 1999 in Frankreich

abgehalten.

3.2.2 Unablangig kontra unkorreliert

In der Alltagsprache besteht kein Unterschied in der Badwutler Begriffe unabhangig
und unkorreliert, mathematisch aber sehr wohl. Im spaterrden wir unter Unkorreliert-
heit verstehen, dass zwei Zufallsvariablgrundy, Kovarianz Null haben

N

cov(xy, xe) = Z(:clj - qu)(:cgj - szz) = E{z122} — E{x1}E{x2} = 0. (3.6)

Im Sinne einer vereinfachten Darstellung, aber ohne Béas&iing der Allgemeinheit, set-
zen wir den Mittelwert der Zufallsvariablef{y,} = E{y.} = 0. Somit heil3t fur uns
unkorreliert einfach

N
E{Il'll'g} = Zl‘ljl'gj = 0 . (37)
J

Im Gegensatz dazu sind zwei Zufallsvariablen unabhamgign inre Wahrscheinlichkeits-
dichte faktorisieren.

Pzizo (1‘1, xQ) = Pz, (xl)pwz (1‘2) . (38)

Wie wir bereits in Gl.(2.4) gesehen haben, ist nur fur dieBall I(x,z,) = 0. Ist das
gegeben, ist aucl{x,x,} = 0. Zwei unabhangige Zufallsvariablen sind also auch un-
korreliert, wahrend der Umkehrschluss nicht zwingend Bilirch Integration von GI.(3.8)
erhalt man aul3erdem

E{g(x1)h(zs)} = E{g(x1)} E{h(x2)} (3.9)

wobei g und h beliebige integrable Funktionen sind. Der Vergleich defibi&onen von
Unkorreliertheit (GI.(3.7)) und Unabhangigkeit (GI9}. zeigt, dass erste nur ein Spezi-
alfall von der letzteren ist, namlich wennund & linear sind. Die Unabhangigkeit zwei-
er Zufallsvariablen ist eine starkere Forderung, weil @ieichung fur alle integrablen
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1.5

Abbildung 3.1: Zwei gleichformig verteilte Zufallsvariable, wobei sich die linke von der
rechten Abbildung nur durch eine Rotation unterscheidet. Beide Bilder stellen unkorrelierte
Variable dar, aber nur rechts sind sie auch unabhangig.

Funktionen erfullt sein muss. Ein anschauliches Beisigiein Abb.(3.1) gegeben. Bei-
de Darstellungen zeigen unkorrelierte Variablenpaarelinken Bild erkennt man aber,
dass Wissen ubey,, bereits Auskunft iber den Wertebereich vgngibt und somit ei-

ne Abhangigkeit zwischen den beiden Variablen bestehd.@ahte Bild zeigt hingehen
vollig unabhangige Zufallsvariable.

Oft ist es hilfreich, das Messsignal vor der Anwendung de&-Klgorithmus durch eine
Hauptachsentransformation zu dekorrelieren. Zusammeegingr darauf folgenden Nor-
mierung wird dieser Schritt in der Literatur al¢hiteningbezeichnet.

Die Kovarianzmatrix vorz: kann mit Hilfe der Eigenvektormatri und einer Diagonal-
matix der Eigenwert® umgeschrieben werden

E{xx"} = EDE" . (3.10)

Die Transformation ist dann durch

z=D"2ETx = Vx (3.11)

bestimmt und liefert

C.=FE{zZ}=1. (3.12)
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Abbildung 3.2: Abhéangigkeit der MI vom Rotationswinkel fur die Datenpunkte aus
Abb.(3.1 links). Fur einen Winkel von etwa 43 wird ein Minimum der Ml erreicht, welches
in Abb.(3.1 rechts) dargestellt ist.

Die Matrix V kann noch mit jeder beliebigen orthogonalen Matrix von simkultipliziert
werden, ohne die Kovarianzmatrix vanzu verandern, d.h. eine beliebige Rotation hat
keinen Einfluss auf die Korrelation der Komponenten: mit

Z=Uz (3.13)

gilt
E{ZZ"} = URE{zZ"}UT =uU1U” =1 . (3.14)

Diese Freiheit kann dazu benutzt werden, bereits dekertelQuellen noch unabhangig
zu machen. Jede Wahl vaherzeugt ein unkorreliertes-Signal, aber nur ein bestimmtes
U erzeugt im Allgemeinen unabhangige Signale. Die Aufgadrel @A kann also auf das
Auffinden einer orthogonalen MatriR C U beschrankt werden.

Die Anzahl der zu bestimmenden Parameter wird durch dasénhiy um etwa einen
Faktor zwei reduziert, da eine orthogonale Matrix dun¢ch — 1)/2 Werte vollkommen
bestimmt ist. Dies bedeutet fur den zweidimensionaleih Baks nur noch ein Parame-
ter, der Winkel der Drehmatrix, bestimmt werden muss. \@rdlich wird dies auch durch
Abb.(3.1), da sich die linke von der rechten Seite nur duiok &otation unterscheidet.
Die Eindeutigkeit des passenden Rotationswinkels wirdbh.£3.2) veranschaulicht. Dort
sind die Werte des in Kap.(2.3) besprochenen Schatzenslidgegen den Winkel aufge-
tragen. Ein ausgepragtes Minimum ist fur den Winkel eritlich, bei dem die Kante des
Quadrates parallel zu den Achsen verlauft (Abb.(3.1)t®¢chei dem also die Zufallsva-
riablen minimal abhangig sind.
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4 -2 0 2 4
Abbildung 3.3: Zwei gauRverteilte Zufallsvariable

In der Einleitung ist erwahnt worden, dass ICA nur fur Signsinnvoll ist, deren Struktur
nicht bereits durch die Korrelationsmatrix festgelegtlistzteres ist fur gauf3’sche Variable
der Fall, wenn sie zeitlich-korreliert sind. Abb.(3.3) zeigt zwei Zufallsvariabletrgaul3-
verteilter Wahrscheinlichkeitsdichte. Es ist ersicHitjidass in diesem Fall jede Rotation
unabhangige Komponenten liefert (wenn die MI nur zwischkeichzeitig aufgezeichne-
ten Punkten berechnet wird) und somiin diesem Fall nicht eindeutig bestimmt werden
kann. Nur eine zeitliche Struktur im Signal, zum BeispigleeMischung aus weil3em und
rotem gaufy’schen Rauschen, wirde jetzt eine Entmischumggéichen. Hierfur misste
dann aber die Ml auch zwischen zeitversetzten Punkterckegidhtigt werden.

Um die ursprunglichen Quellsignasaund die MischmatripA erfolgreich im linearen Fall
abzuschatzen, kbnnen wir nun die notigen Voraussetaungsammenfasse:muss vol-
len Rang haben und ist somit invertierb&darf nicht mehr als einen Kanal weil3es Rau-
schen enthalten und alle Quellsignale missen unabhgegigDie letzte Forderung kann
ein wenig abgeschwacht werden, mogliche Anwendungedewvein Kap. (3.2.6.2) disku-
tiert.

3.2.3 ICA-Algorithmen

Wie bereits eingangs erwahnt, wird fur jeden ICA-Algbnitus ein Schatzer der Abhangig-
keiten ("Kontrastfunktion”) und ein effizienter Minimiemgsalgorithmus bendtigt. Im All-
gemeinen kann man die verschiedenen Kontrastfunktioneweén Familien einteilen. Die
erste beruht auf der Schatzung der Wahrscheinlichkehseh Gl. (3.8) [6, 42, 65, 50]. Die
andere Moglichkeit besteht darin, faund/ aus GI.(3.9) geeignete Funktionen zu finden
mit dem Ziel, ein moglichst grol3es Anwendungsspektrunudbeken. Diese Moglichkeit,
Abhangigkeiten abzuschatzen, wird auch durch den Zentr@renzwertsatz motiviert,
welcher besagt, dass eine Summe von Zufallsvariablerr @@heiner Gaul3verteilung ist

31



KAPITEL 3. BEHANDLUNG MULTIVARIATER DATEN

als die einzelnen Variablen. Es gibt daher zahlreiche Allgoren, die Statistiken hoherer
Ordnung verwenden, um die Nahe zur Gaul3verteilung abatsah Die gunstigen ma-
thematischen Eigenschaften dieser Statistik erlaubensahr effiziente Minimierung.

Im Laufe der Zeit ist eine groRe Anzahl von Algorithmen emielt worden (fur einen
Uberblick siehe [27]). Wir stellen hier nur die haufigstwendeten Algorithmen vor. Da
in diesen mehr Wert auf Schnelligkeit als auf Genauigkdigfenorden ist, werden wir
auch eigene Entwicklungen vorstellen, die diesem UmstasahRung tragen.

3.2.3.1 Bell-Sejnowski-Algorithmus und Ablommlinge

Dieser Algorithmus verwendet den in der Statistik weitverfeten Maximum-Likelihood
(ML) Schatzer. Die Annahme ist, dass die ML gerade die btechiVahrscheinlichkeit fur
die Beobachtung der Quellsignalgergibt. Die Likelihood furx(¢) wird nach Gl. (3.3)
aus den Wahrscheinlichkeitsdichten der Einzelmessungeeleitet

pa(x) = | det WIp,(s) = |det W| [ pi(s:) = | det W| [ piwla).  (3.15)

Im vorletzten Schritt wurde die Unabhangigkeit der Quegfiales verwendet. Wenn wir
nun7 Messungen vor vorliegen haben, ergibt sich die Likelihood aus dem Prodigkt
Dichten

n

T
= [T p:w! ()l det Wi . (3.16)

t=1 i=1

Oft wird der Logarithmus von GlI. (3.16) verwendet, da Summneter Maximierung leich-
ter zu handhaben sind

T n

log L(W) => > pi(W/x(t)) + T|det W| . (3.17)

t=1 i=1

Wir haben nun die Likelihood als Funktion der Mat#iX ausgedruickt. Tatsachlich hangt
sie aber auch von den Funktiongnab. Zum Glick hat sich gezeigt, dass eine genaue
Kenntnis demp; nicht notig ist. Dies folgt aus dem folgenden Theorem:

Bezeichnen wir mip; vermutliche Wahrscheinlichkeitsdichten der unéabgigen Kompo-
nenten und sei

o) = 5o tog fls) = 2. (3.18)
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Fordern wir von den Scitzungen der unatitmgigen Komponentesy = b x , dass sie
unkorreliert sind und Varianz eins haben. Dann ist der MIb&&zer mitp; ersetzt durchy;
lokal konsistent, wenn jed@sdie Gleichung

o{pi} = E{sigi(si) — ¢'(si)} > 0 (3.19)
erfullt.

Um das Theorem anzuwenden, brauchen wir nur zwei Funktiphés) und p; (s), von
denen wir wissen, dasi{p." } und®{p; } unterschiedliche Vorzeichen haben. Denn dann
konnen wir in jedem Maximierungsschritt diejenige derdas Funktionen wahlen, fir die
®{p;"} positiv ist (der Fall® = 0 hat Wahrscheinlichkeit Null).

Zwei solcher Funktionen sind z.B.

log p; (s) = a — 2log cosh(s)

log p; (s) = B8 — [s*/2 — log cosh(s)]] (3.20)

gegeben.

Fur die Herleitung des Bell-Sejnowski-Algorithmus mussachst der Gradient von
Gl. (3.17) berechnet werden

10log L
T 0OW

Hier ist g eine vektorwertige Funktion def, mit den Komponenten

= WP + E{g(Wx)xT} . (3.21)

W) = (log iy = B _ [ R SO0
PiWX) | fanh(Wx) — Wx  f(Wx) < 0

wobei f(Wx) = F{— tanh(Wx)Wx + (1 — tanh(Wx)?)} ist. Die Matrix W wird somit
in jedem Maximierungsschritt um

AW oc [WT™ + E{g(Wx)x"} . (3.23)

aktualisiert. Dieser Algorithmus ist nicht sehr effiziedg in jedem Schritt} invertiert
werden muss. Die Konvergenz kann verbessert werden, in@sniitigangssignal vor-
her gewhitedwird. Eine weitere Verbesserung kann durch Verwendung de&rbchen-
Gradienten-Verfahrens
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AW o (1 + E{g(y)y' Hhw (3.24)

erreicht werden. Da die Skalierung van nicht von Bedeutung ist, kann in dieser Schreib-
weise gut erkannt werden, dass der Algorithmus konvergiemnE£{g(y)y’} = 1 erfullt

ist. Das heif3ty; und g;(y;) sind unkorreliert furi # j. Dies ist die nichtlineare Erweite-
rung der Kovarianz Gl. (3.9) und unterstreicht, dass Uaaligkeit mehr als nur lineare
Unkorreliertheit bedeutet.

Es wird in Ref. [27] gezeigt, dass dieser Algorithmus aimllem Informationsmaximie-
rungs-Prinzip (infomax) in der Neuronalen-Netzwerk Latier ist. Daruber hinaus wird
dargestellt, dass der ML auch mit Hilfe eines Fixpunkt-Alganus (siehe Kap. (3.2.3.2))
gefunden werden kann, der sehr gute Konvergenzeigensohzdsitzt.

3.2.3.2 FastICA

Anstelle die Abhangigkeiten zwischen den Komponenterustizatzen, kann alternativ
auch die Abweichung der einzelnen Komponenten von einef3@ateilung berechnet
werden und als Kontrastfunktion in einem ICA-Algorithmusrwendet werden. Dieser
Ansatz ermoglicht es, die Komponenten nacheinander abateen, so dass bei Bedarf
nicht alle Komponenten berechnet werden missen. Die Athwieg von einer Gaul3ver-
teilung kann beispielsweise durch Momente hoherer Orgmilngeschatzt werden, welche
einfach numerisch zu berechnen sind und au3erdem gums#tieematische Eigenschaf-
ten besitzen. Aus diesem Grund findet man die zeitlich effiesten ICA-Algorithmen,
darunter auch FastICA, in dieser Kategorie.

Die einfachste Variante von FastICA verwendet die Kurtosi® Abweichungen vom
gauld‘schen Verhalten abzuschatzen:

> (0 subgaussisch, z.B. gleichformige Verteilung
kurt(y) = Ey* — 3(Ey?)? (3.25)
< 0 supergaussisch, z.B. Laplaceverteilung

Unter der Annahme, dass unser Eingabesignal unkorrediewnid Varianz eins hat, ergibt
sich fur die Ableitung der Kurtosis

dlkurt(w'z)|
ow
Da wir nur an Richtungsanderungen des Vekiorgteressiert sind, kdbnnen wir den zwei-

ten Term der Ableitung verwerfen. Aul3erdem spielen mukgtive Faktoren keine Rolle,
da wir einw auf dem Einheitskreis suchen und nach jeder Iteration d&to¥durch seine

= 4signkurt(w’ x))[E{(w'z)*} — 3w|w|?] . (3.26)
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Lange dividieren. Somit folgt die Aktualisierungsregesdsradientenalgorithmus, der den
Betrag der Kurtosis jeder Komponente maximiert

Aw o signkurt(w’z)) E{z(w’z)3} (3.27)
w— (W+ Aw)/|[|w+ Aw|| . '
Dieser Algorithmus kann auch leicht in eine onfifersion umgeschrieben werden, wel-
che den Vorteil hat, auch fur nichtstationare Umgeburgggignet zu sein. Diese besitzt
aber eine langsamere Konvergenzgeschwindigkeit, di& star der Wahl der Lernrate
abhangt und somit einen kritischen Parameter darstefie Blternative ist die Verwen-
dung eines Fixpunkt-Algorithmus [28], der parameterfseiind sich durch ein gutes Kon-
vergenzverhalten auszeichnet. Hierfur wird der GradiemtKurtosis Gl. (3.26) direkt als
neue Richtung fuw verwendet

Aw < E{z(w'z)*} — 3w

w — w/||lw (3.28)

Dies ist die einfachste FastlICA-Variante und findet vorralléir storungsfreie Signale
Verwendung. Sobald Storungen wie Ausreif3er in den Messdairhanden sind, ist es oft
notwendig, andere Schatzer fur die Abweichung von def¥sarteilung zu verwenden, da
die Kurtosis durch die Verwendung der vierten Potenz femfllig ist. Es wird in Ref.
[28] gezeigt, dass hierfur eine bestimmte Klasse von Rankh besonders gut geeignet ist
(Herleitung siehe [27]). Im Folgenden ist das Gerist deslEA-Algorithmus dargestellt,

1. Subtrahieren des Mittelwerts von den Daten
2. Whiten der Datea = Vx
3. Initialisieren vonw

4. Aktualisieren vorw «— E{zg(w'z)} — E{zg'(w’z)}w, wobei eing aus GI.(3.29)
gewahlt wird

5. Projektion auf den Einheitskreig «— w/||w||

6. Zurlck zu Punkt 4, bis Konvergenz erreicht ist

LJeder neue Messpunkt kann sofort im Algorithmus verwenaéetlan. Im Gegensatz dazu missen bei
einem Algorithmus in Blockverarbeitung (Gl.(3.27)) alleebspunkte vorher bekannt sein.
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wobei fur die Funktiony eine gewiinschte Schatzfunktion aus GI.(3.29) fur dievéib
chung von der Gaul3verteilung eingesetzt werden kann.

91(y) = tanh(y)
92(y) = ;%Xp(—yz/ 2) (3.29)

Der Algorithmus findet nur eine unabhangige Komponente.di€ Suche der weiteren
Komponenten wird die Eigenschaft ausgenitzt, dass diechés MatrixIV' eine Rotati-
onsmatrix ist. Somit miissen einfach nur die erhaltenen paranten nach jedem lterati-
onsschritt orthogonalisiert werden. Hier kann man zweigebensweisen unterscheiden.
Die erste Methode sucht nach den unabhangigen Komponhkittsreinander, das heifdt
jede neue Komponenten wird zum Beispiel mit der Gram-SctiMigthode orthonormal
auf alle bisherig gefunden erzeugt. Die zweite MethodetsaldhKomponenten gleichzei-
tig, so dass nach jedem Interationsschrittimmer alle Kamepten aufeinander orthogonal
erzwungen werden. Diese Variante zeigt zwar meistens éiledtteres Konvergenzver-
halten, hat aber den Vorteil, dass keine Fehler aufsummvenden.

FastICA stellt zur Zeit den am meisten verwendeten Algariik dar, weil er, wie der Na-
me schon suggerieren will, schnell konvergiert und songhéir hoherdimensionale Pro-
bleme geeignet ist. Wie wir im nachsten Kapitel sehen werdit er aber im Vergleich
zu anderen ICA-Algorithmen nicht die prazisesten Absodgen fur die unabhangigen
Komponenten. Algorithmen, die mehr auf die Genauigkeit$gatzung der Abhangig-
keiten bedacht sind, erlauben auch eine exaktere Erngttien Quellsignale [6, 42, 65].
Durch diesen Mehraufwand verlangert sich aber auch did&eit, so dass besonders
fur hoherdimensionale Probleme oft FastICA bevorzugtwi

3.2.3.3 TDSEP

Bis jetzt haben wir ICA-Algorithmen besprochen, denen dmahme zugrunde liegt, dass
die Quellsignale unabhangige Realisationen eines staem Zufallsprozesses sind, das
heil3t, es ist keinerlei Information zwischen Messungeinaten, sie sind zufallig ver-
teilt. In vielen Situationen kommt es aber vor, dass aufedeafolgenden Messungen kor-
reliert sind. Beispiele hierfur sind etwa Audiosignal&rbedizinische Daten, Bilddaten
und Spektren. In diesem Fall lasst sich diese zeitlicherin&ation zur Formulierung neuer
ICA-Algorithmen verwenden. Im Kapitel (3.2.2) haben wirsgéen, dass eine Unkorre-
liertheit der Signale noch nicht ausreichend ist, um uaalgige Komponenten zu erhal-
ten. Diese Unkorreliertheit bezog sich aber immer nur auuian aufgezeichnete Mes-
spunkte. Wenn man nun diese Unkorreliertheit auch fur zargohiedlichen Zeitpunkten
aufgezeichnete Signale fordert, kann durch alleinige ¥adung von Statistiken zweiter
Ordnung eine Zerlegung in unabhangige Komponenten étreierden. Dabei muss man
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allerdings fordern, dass die MischmatAxinstantan ist und somit eine Verallgemeinerung
auf zeitverzogerte Mischungen nicht moglich ist.

Im theoretischen Fall wirden bereits zwei Zeitpunkte @igben, die simultan unkorre-
liert gemacht werden, um einen ICA-Algorithmus zu definmef46]. Dieser Ansatz er-
laubt zwar eine sehr einfache und schnelle Berechnung derpkoenten, da nur zwei
Hauptachsentransformationen durchgefiihrt werden emjsst aber aufgrund der unter-
schiedlichen Zeitstrukturen in Messsignalen und des Zuewéen fixen Zeitintervalls fur
viele Anwendungen ungeeignet. Vielmehr hat sich gezeagseine simultane Diagona-
lisierung der Korrelationsmaritzen mehrerer Zeitintéejatypischerweise 20, zu einem
robusten und effizienten Algorithmus fuhrt. Implementiggen dieses Ansatzes sind in
der Literatur unter zwei Namen bekannt SOBI [7] und TDSER,[@d® unterschiedliche
Minimierungsverfahren verwenden. Hier sei in aller KUTASEP (Temporal Decorrela-
tion source SEParation) vorgestellt. Die Kontrastfunkisetzt sich aus dem Beitrag zur
instantanen Dekorrelation und der zeitlich Dekorrelatasammen

Ty =Bx) =Y {(y;(0)* + D> (w®)ys(t + )" (3.30)

i#j k=1 i

Um diese Funktion zu minimieren, wird ein Trick verwendesr don Cardoso vorgeschla-
gen wurde [11]. Dieser basiert auf der von Jacobi verwemdégelegung einer Rotations-
matrix in elementare zweidimensionale Rotationen zur ligmeg von Diagonalmatrizen.
Auf diese Weise kann das Minimum von GI.(3.30) effizient gefen werden.

Der TDSEP-Algorithmus eignet sich also nur zur Trennung Quelisignalen, die nicht
unabhangig verteilt sind. Diese missen nicht unbedingtZeitreihen sein. So kdnnen
auch zum Beispielberlagerungen von Bildern getrennt werden, weil ein Biikt mei-
stens in Helligkeit und Farbe seinen Nachbarn ahnlicteistist auch nahe liegend, Algo-
rithmen wie den Bell-Sejnowski oder FastICA, die auss@tiah die instantane Informa-
tion im Signal verwenden, mit Algorithmen wie TDSEP zu veden, um bestmogliche
Separationen zu erzielen. Ein solcher Ansatz wird im K&pijeverfolgt und ist besonders
fur Messsignale geeignet, die starkes Rauschen der Quell#oder eine steil abfallende
Autokorrelation besitzen.

3.2.3.4 Ml basierte Least Dependent Component Analysis (MICA)

Im Prinzip kdnnen die Kontrastfunktionen der FastICA umed &ell-Sejnowski-Algorith-
mus als sehr grobe Approximationen der Mutual Informatiesefnen werden (Kumulan-
tenexpansion siehe [27]). Da der absolute Wert der Ablgkedtien fur ein Minimierungs-
problem irrelevant ist und es nur auf die richtige OrdnungAlghangigkeiten ankommt,
ist eine solche Approximation zulassig. Dennoch kann getvaverden, dass die Verwen-
dung eines exakten Schatzers fur die Ml die Genauigke&sICA-Algorithmus erhoht.
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bzw. Kurtosis

Mi

0 225 45 67.5 90
Winkel

Abbildung 3.4: Verhalten der Kurtosis und MI unter Rotation einer zweidimensionalen
gleichférmigen Verteilung, siehe Abb.(3.1).

In Abb.(3.4) wird fur zwei gleichformig verteilte ZufaVariablen das Verhalten bei einer
Rotation der Datenpunkte fur die Kurtosis mit der des Mi&ezers aus Kap.(2.3) ver-
glichen. Wie zu erwarten, zeigen beide AbhangigkeitsneafB@hnliches Verhalten, es ist
aber ersichtlich, dass die Ml ein schafer ausgepragtesiim zeigt und so im Mittel eine
genauere Bestimmung des tatsachlichen Winkels erlawstid2r hinaus erlaubt die Ver-
wendung eines absoluten Abhangigkeitsmalies, wie dieldh direkt eine Abschatzung
der Zuverlassigkeit der ICA-Ausgabe (Kap.(3.2.4)). Dudiese Vorzige der MI motiviert
formulieren wir jetzt einen neuen ICA-Algorithmus, der ddih-Schatzer der vorherigen
Kapitel verwendet.

Nehmen wir wieder arx besteht aus Messungen mit jeweil$’ Messpunkten, die wieder-
um GIL.(3.3) genugen. Des Weiteren wud@urch eine Hauptachsentransformation und
eine Skalierung iz transformiert, so dasS(z) = 1 ist. Das Ziel ist jetzt/(z; ... z,) un-

ter einer Rotationsmatrik zu minimieren. Jede hoherdimensionale Rotation kannnn ei
Produkt aus Rotationen zerlegt werden, welche nur in efhen2 Unterraum agieren

R=[]Ry(9). (3.31)
,J
wobei
Rij(d)(wy ...z . xj. .. xp) = (:Elx;x;xn) (3.32)
mit
Ty =cos@x; +sing xj, = —singx;+coso ;. (3.33)
ist.
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Die minimal abhangigsten Komponenten konnen jetzt daderhalten werden, dass itera-
tiv Uber alle Kanale jeweils in zweidimensionalen Unéemen das Minimum der Ml ge-
funden wird, solange bis das globale Minimum erreicht wind Prinzip muften auch fur
Rotationen in den Unterraumen, nach jedem Iterationgsdne allgemeinen Redundan-
zenl(z ...z,) berechnet werden. Glucklicherweise kann aber der nuoteridufwand
durch Verwendung der Eigenschaft (Gl.(2.26))

I(Rij(9)X) — I(X) = I(X}, X}) — I(X;, X;) (3.34)

erheblich verringert werden, da sie es erlaubt, die MI nalein Unterraumen zu berechnen
in denen gedreht worden ist.

Zur Bestimmung des optimalen Rotationswinkels in einerrigbg, j) wird I,;(¢) =
1(#, z;) an Ublicherweise 128 verschiedenen Winkeln im Interjéalt /2] berechnet. Die
Verwendung dek-nachsten Nachbar-Statistik im Schatzer bewirkt atassdlie Werte der
MI Uber die Winkeln keine glatte Funktion ergibt, da beiskleinen Winkelanderungen
sich die Nachbarschaftverhaltnisse sprunghaft andénmdn. In numerischen Simulatio-
nen hat sich gezeigt, dass das Minimum am zuverlassigsfenden werden kann, wenn
1(, z;) durch 3 bis 15 Fourierkomponenten gefittet wird und dann dasmim des Fits
berechnet wird. Ein weiterer Trick zur Glattung wird in Rgf2] vorgestellt, wobei ein-
zelne Punkte durch Punktwolken ersetzt werden. Diese \faumg der Punkte hilft den
relativen numerischen Fehler d&/, z;) weiter zu verkleinern. Die erzielte Verbesserung
ist recht bescheiden, wie wir in Kap. (3.2.4) sehen werded,werursacht einen betracht-
lichen numerischen Mehraufwand (Faktor 30). Somit mussimzétfall entschieden wer-
den, ob dieser Aufwand gerechtfertigt ist.

Der MILCA-Algorithmus kann jetzt zusammengefasst werden:

1. Vorverarbeitung (Mittelwertentfernung, Filterunggehdentfernung, ...) unghiten
der Daten;

2. Fur jedes Padp, j) miti, j = 1...n Auffinden des Winkels), der den geglatteten
Fitvon I;;(¢) = I(Z;, Z;) minimiert;

3. WennI(Z, ... Z') noch nicht konvergiert ist, zuriick zu (2). Andernfallsist= Z..

Die Reihenfolge def:, j) in Punkt (2) istim Allgemeinen nicht ausschlaggebend. Sdwo
eine systematische wie auch eine zufallige Wahl der Paagten in numerischen Simu-
lationen ahnliche Konvergenzverhalten. Um die Effiziees d\lgorithmus zu steigern,
ware eine selektive Wahl der Paare niitzlich, die z.B. lalie Anderungen der Winkel
im letzten Iterationsschritt bestimmt werden kann. Weitgloglichkeiten, den Algorith-
mus zu verbessern, waren, die Anzahl der Winkel schriteveu vergrof3ern, die Dichte
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der Schatzungen im Minimum zu erhdhen oder mit einer Absganes schnelleren ICA-
Algorithmus zu starten. Daruiber hinaus konnte in dehsten Nachbarsuche berticksich-
tigt werden, dass sich die Nachbarschaften nur minimal beRbtation andern, anstatt
wie bisher diese fir jeden Winkel neu zu berechnen.

In der vorgestellten Variante des MILCA-Algorithmus wirdwbn ausgegangen, dass kei-
ne zeitliche Abhangigkeiten in den Signalen vorhanded.sim Folgenden wollen wir
aber annehmen, dass uns ein Signaforliegt, welches eine endliche Autokorrelations-
zeit besitzt. Algorithmen wie JADE [10], FastICA [28] undfémax [43] konnen weiter
verwendet werden. Dies heil3t aber, dass die zeitlichermdton des Signals verschenkt
wird und somit auch eine Moglichkeit, die Separation zibessern. Auf der anderen Seite
minimieren Algorithmen wie AMUSE [46] und TDSEP [79] zedfie Korrelationen, sie
verwenden dabei aber ausschlie3lich Statistiken zwett@nihg. Somit ist die erste Grup-
pe von Algorithmen nicht in der Lage, zwei gaul3verteilten@ig mit unterschiedlichen
Frequenzspektren zu trennen, wahrend die zweite Grupgbe imi der Lage ist, zeitlich
weilRe Signale mit verschiedenen Amplitudenverteilungetrennen. Offensichtlich ist es
erforderlich, sowohl Statistiken hoherer Ordnung, alshadie zeitlichen Strukturen in den
Signalen zu nitzen, um optimale Ergebnisse zu erhaltepn D& MILCA-Algorithmus
kann sehr einfach und unkompliziert fur diesen Fall forerilwerden.

Der erste Schritt in der nichtlinearen Zeitreihnenanalyse gindimensionalen Daten ist
eine Verzogerungseinbettung [32]. Dabei wird eirdimensionales Signah{ > 1) da-
durch erzeugt, dass Messwerte mit passend gewahlten Verzogerungamsogenannten
Verzogerungsvektoren zusammengefasst werden

x(t) = [2(t — 7),2(t — 27), ... 2(t — m7)]". (3.35)

Demnach wird der "Zustand” eines Signals zur Zetturchm vorherige Zeitpunkte be-
schrieben. Dies macht naturlich nur Sinn, wenn eine Zeitsiir in dem Signal enthalten
ist. GleichermalRen kdnnen wir auch multivariate Signalbetten. Fiim Messkanale er-
gibt sich somit einex x m Verzogerungsmatrix

X(t) = [x1(t), ... xn(t)]. (3.36)

Um jetzt eine instantane lineare Mischung auSignalen, die entweder nicht gaul3verteilt
sind oder keine nicht-triviale Zeitstruktur besitzen, nuneischen, schlagen wir vor, die
MI der Verzogerungsmatrix zu minimieren

I(s1(t),...8n(t)) = min . (3.37)
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Es muss dabei beachtet werden, dass die Verzogerungeemekils eine Einheit betrachtet
werden, d.h. in GI.(3.37) werden nicht die Ml zwischen dersgkiedenen Verzdgerungen
des selben; berechnet. Ausfuhrlicher heil3t das

I(x1(t),...x,(t)) = I(x1(t—7),...21(t —m71),
To(t —7),...2o(t —m7), ...

Tp(t —7),...2,(t — m7)) (3.38)

- Zf(xz'(t—T),---ﬂii(t—mT))
- ZH(Xi(t))—H(Xl(t)a---xn(t))

In der Minimierung kann wie in der ersten Variante des Altjorius vorgegangen werden,
d.h. wir zerlegen die Rotationen, diéx; (), ...x,(t)) minimieren, inn(n — 1)/2 Rota-
tionen. Jede dieser Rotationen besteht immer noch ausiétewatvonm Verzogerungs-
koordinaten-Paaren, aber diese konnen wiederum Rotationen zerlegt werden, wobei
jeweils nur ein Paar rotiert wird. Somit erhalten wir

I xUt), X)) = T xi(0), . x5(8) )
= I(x;(t), x}(t)) — I(xi(t),%(¢))

(
= I(xi(t —7),...2;(t —m7))
+I(z;(t —7),...2;(t —m7))
—I(zi(t —7),...25(t — mT1)
—I(2(t = 7),...25(t —m7))
+m [ (a;(t), 25(t)) — I(xs(t), z;(1))] (3.39)

wobei wir fur den letzten Term angenommen haben, dass; fliestationar sind und somit
I(xi(t), 2%(t)) unabhangig von ist. Im Fallm = 2 werden somitim Algorithmus nur die
paarweise Ml benotigt. Erst fun > 2 ist es notig, dien-dimensionale MI abzuschatzen.

Die Erweiterung des MILCA-Algorithmus kann an einem eitfexs Beispiel veranschau-
licht werden. Seiem; (t) undz,(t) zwei Kanale mit einer gauf3’'schen Amplitudenvertei-
lung, aber mit unterschiedlichen Spektren(t) ist weil? (iid), wahrend:,(t) rot ist. Der
Einfachheit halber nehmen wir eine Rotationsmatrix alsdkisig an. Die Punktwolke der
beiden Signale in Abb.(3.5 links) bieten keinerlei Ansaitzit fur eine Separation der Si-
gnale. Wie wir aber in Abb.(3.6) sehen kdnnen, ist es valikeen ausreichend; = 2 zu
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Abbildung 3.5: Linkes Bild: Scatterplot von zwei Gaul3verteilungen mit unterschiedlichen
Spektren. Rechtes Bild: Ausgabe des modifizierten MILCA-Algorithmus (7 = 1 und m =
2), wobei die wei3e gauRverteilte Zufallsvariable oben und die rote unten dargestellt ist
(die Signale stimmen bis auf einen Skalierungsfaktor sehr genau mit den urspriinglichen
Quellsignalen tberein.)
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Abbildung 3.6: Anderung von I unter Rotation fir das Signal aus Abb.(3.5). Die
annahernd horizontale Kurve zeigt das Verhalten, wenn die MI nur zu instantanen Zeit-
punkten berechnet wird, die sinusférmige Kurve zeigt die Werte der Ml unter Berlicksich-
tigung von Zeitverzégerungen (Der tatsachliche Winkel der Mischung ist 0).
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wahlen, um die originalen Quellen (Abb.(3.5 rechts)) vaieduriickzugewinnen.

Der MILCA-Algorithmus kann aber auch fur andere Anwendemgrweitert werden. Der
allgemeinste Ansatz fur eine lineare Entmischung ist [27]

sit) = DY wh it —kr)

j=1 k=1

N
= ZWZ'ij(t) s (340)

wobei diex; (t) wieder Verzogerungsvektoren wie in GI.(3.35) sind, und

wij = [w) ... wp]. (3.41)
Somit erhodht sich gewissermafen die Anzahl der Messkangl — k1) vonn aufn x m
und auch die Zahl der Komponenten dgit) aufn x m, da im Unterschied zur GI.(3.37)
jetzt jeder Kanal als eigenstandig betrachtet wird. S&dninen wir die instantane Variante
des MILCA-Algorithmus unverandert verwenden, und e®ahtlsich lediglich die Anzahl
der Komponenten.

~

I(51(8), .. Sum(t)) = min . (3.42)

Dieser Ansatz ist offensichtlich passender fur Signale), die selbst Mischungen zeit-
verzogerter Quellsignale sind. Fur eine endliche Anzah\/erzogerungszeiten

ni(t) =) i alis;(t — k), (3.43)
k=1

J

ergibt GI.(3.40) mit endlichem allerdings keine exakte Entmischung, da wir fur die In-
vertierung von Gl.(3.43) eine unbegrenzte Zahl an Vermimggstermen benodtigen wiirden.
AulRerdem sind die Losung von GI.(3.40) im Allgemeinen kelferzogerungsvektoren.
Trotzdem sollten sie die Quellsignale in GI.(3.43) bes$edee eines instantanen Ansat-
zes abschatzen konnen (siehe Anwendungen in Kap.(4.1)).

Fur die letzte Variante des MILCA-Algorithmus wird eineits beriicksichtigt, dass die
Mischung nicht nur instantan erfolgen muss (Gl.(3.42)) an@erdem, dass es nitzlich
sein kann, auch die zeitlichen Abhangigkeiten (GI.(3)&d@minimieren. Es werden somit
die letzten beiden Varianten des Algorithmus kombiniert.
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Wir verwendenn Verzogerungen in der Entmischung undfur die Minimierung der MI.
Mit dem selben Ansatz wie in GI.(3.40) ist nun die Aufgabe

a3 !

I(s1(t),...Spm(t)) = min. (3.44)

zu finden, wobei wir die Definition vor (s;(¢),...) aus GI.(3.39) mit;(t) = [8;(t —
7),8i(t — 27),...8;(t —m'7)]T verwendet haben.

In Kap.(4) werden dann verschiedene Anwendungen vordiegtelenen die unterschied-
lichen Varianten des MILCA-Algorithmus Verwendung finden.

3.2.4 Leistungsvergleich verschiedener ICA-Algorithmen

In den letzten zehn Jahren sind eine Vielzahl von ICA-Algomien entwickelt worden.

Im Kap.(3.2.3) sind dabei nur die am haufigst verwendetegzoihmen behandelt wor-

den. Die Motivationen fur neue Entwicklungen sind ebenstfaltig. Sie sind z.B. darauf

zuruickzufuhren, dass die Datensatze in den verschsed@nwendungen spezifische Ei-
genschaften besitzen, so dass ein Algorithmus auf diesmiept werden kann. Aber da

wir es meistens mit Situationen zu tun haben, in denen kess&¥ Uber die Quellsigna-
le vorhanden ist (daher auch der Name ”"Blind Source Sepaiatimuss im allgemeinen

von einem ICA-Algorithmus verlangt werden, dass er fuidigge Wahrscheinlichkeits-

dichten der Signale gute Ergebnisse liefert. Als Test, wiedie verschiedenen Algorith-

men in der Lage sind, blind Mischungen zu trennen, messediwifeparationsgenauig-
keit an 18 unterschiedlich verteilten Quellsignalen. Daeschiedenen Verteilungen sind in
Abb.(3.7) dargestellt. Um jetzt die Gite einer Separaromestimmen, wird der Amari-

Leistungsindex [1]

N
1 i i
|p]| + |p]|

2N Sy maxy [pir| - maxy [p|

P, = —1 (3.45)

verwendet. Hierbei isp;; = (A*lA)Z—j das Matrixprodukt der invertierten geschatzten
Mischmatrix mit der tatsachlichen Mischmatrix und sotlher bei optimaler Riickgewin-
nung der Quellsignale die Einheitsmatrix (bis auf Zeilenpatationen und -skalierung)
darstellen.

Fur den Test folgen wir exakt Ref. [6, 42] um eine Vergleiatkeit zu gewahrleisten. Jedes
Problem besteht aus einer der Verteilungén) aus Abb.(3.7). Es werden eintausend Paa-
re von Zufallszahlen: und y unabhangig aus(x)p(y) gezogen. Diese werden dann mit
einem zufallig gewahlten Winket durchz’ = zcos¢ + ysin ¢,y = —xsin¢ + ycos ¢
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N
. _
5
NI

Abbildung 3.7: Die 18 Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen der Quellsignale [6, 42]: (a)
Studentverteilung mit drei Freiheitsgraden; (b) doppelexponentiell; (c) gleichférmig; (d)
Student mit funf Freiheitsgraden; (e) exponentiell; (f) Mischung zweier Doppelexponenti-
eller; (g-h-i) symmetrische Mischung zweier Gauf3: multimodal, transitional und unimodal;
(-k-I) nicht symmetrische Mischung zweier Gaul3: multimodal, transitional und unimodal;
(m-n-0) symmetrische Mischung von vier Gaul3: multimodal, transitional und unimodal; (p-
g-r) nicht symmetrische Mischung von vier Gaul3: multimodal, transitional und unimodal.
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pdfs FastiCA Jade Imax KCCA KGV RADICAL MILCA MILCA
(verfeinert)

a 4.4 3.7 18 3.7 3.0 2.1 2.7 24
b 5.8 41 34 3.7 2.9 2.7 2.9 2.5
c 2.3 1.9 20 27 2.4 1.2 1.5 1.0
d 6.4 6.1 6.9 7.1 5.7 5.3 7.0 4.3
e 4.9 39 32 17 15 0.9 0.9 1.0
f 3.6 27 10 17 1.5 1.0 0.9 0.9
g 1.8 1.4 06 15 1.4 0.6 0.6 0.6
h 5.1 41 31 46 36 37 3.4 3.3
[ 10.0 6.8 7.8 8.3 6.4 8.3 7.9 8.0
| 6.0 45 506 14 1.3 0.8 0.7 0.8
k 5.8 4.4 4.2 3.2 2.8 2.7 2.4 2.3

I 11.0 83 94 4.9 3.8 4.2 4.1 3.3
m 3.9 28 3.9 6.2 4.7 1.0 1.0 0.8
n 5.3 39 321 7.1 3.0 1.8 2.0 1.6
0 4.4 33 41 6.3 45 34 3.4 2.9
p 3.7 29 8.2 3.6 28 11 1.6 1.2
q 19.0 15.3 433 5.2 3.6 2.3 29 19
r 5.8 43 59 41 37 32 3.5 2.7
Mittel 6.1 47 106 4.3 3.3 2.6 2.7 2.3

Tabelle 3.1: Leistungsindex (multipliziert mit 100) fir die BSS von 2-Komponenten-
Mischungen. Die Ergebnisse der ersten 6 Spalten (FastICA [28], Jade [10], Imax [43],
KCCA [6], KGV [6], and RADICAL [42]) sind von [42] kopiert. Die letzten beiden Spalten
zeigen die Ergebnisse fur MILCA, zuerst fir die Standardversion (Spalte 7) und dann mit
Datenvermehrung (Spalte 8). Der Leistungsindex ergibt sich aus einer Mittelung tber 100
Datensatzen, jeder Satz besteht aus 1000 Wertepaaren, welche zufallig aus den pdfs ge-
zogen werden. Fir MILCA verwenden wir k& = 10 und fitten 1(¢) mit drei (MILCA) bzw. funf
Fouriertermen (MILCA verfeinert).

gemischt (d.h A ist eine reine Rotation). Dies wird 100 mal mit unterschidtén Win-
keln und Satzeriz, y) wiederholt, iber welche anschlieRend ein mittlerer lugigsin-
dex (Gl.(3.45)) gebildet wird. Die Ergebnisse sind zusammmé Resultaten verschiede-
ner anderer ICA-Algorithmen [42] in Tabelle (3.1) (SpaltéLl@A) gezeigt. Sie sind im
Mittel hervorragend und werden nur von denen des RADICAQekithmus [42] Uber-
troffen. Dieser ist MILCA ahnlich, da er ebenfalls die hate Nachbar-Statistik benutzt,
aber dabei nur die Schatzung der differentiellen ShartfrnepienH («’) und H (y') ver-
wendet. Eine weitere Eigenschaft des Algorithmus in Re2] j4t die Verwendung der
in Kap.(3.2.3.4) besprochenen Datenvermehrung, die &r giatteren Abhangigkeit vom
Winkel ¢ fuhrt. Der selbe Trick kann auch im MILCA-Algorithmus veswdet werden
und verbessert aus ahnlichen Griinden auch dort das Esg&e Resultate werden in der
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Spalte MILCA(verfeinert) gezeigt und sind nun im Mittel Bes als die von RADICAL.

In Anwendungen mit einer kleinen Zahl von Komponenten istis®ILCA zu bevorzu-
gen, nur fur hoherdimensionale Probleme kann es aufgtasashumerischen Mehraufwan-
des effizienter sein, schnellere ICA-Algorithmen zu verdem

3.2.5 Von der ICA zur Blind Source Separation

Das Ziel der ICA ist es, Komponenten zu finden, die voneinasdeunabhangig wie
moglich sind. Das Ziel der BSS ist es, die originalen Qigtiales aus einer Mischung
x wieder zuriickzugewinnen. Die lineare instantane ICAeliefienau dann eine Losung
fur die BSS, wenn das Eingangssignal eine lineare instariéischung aus unabhangigen
QuellsignaleA darstellt. Diese Voraussetzungen miissen immer fir jBidgansatz uber-
pruft werden. Ob die Unabhangigkeit der Quellsignaleatpe ist, kann wiederum mit Hil-
fe der Mutual Information bestimmt werden, da sie ein Mafdig absolute Abhangigkeit
ist. Gefundene Abhangigkeiten zwischen den vermeirghdQuellsignalen konnen darauf
hinweisen, dass die urspriinglichen Quellsignale tatgdcabhangig sind, aber auch, dass
die Mischung nicht linearer instantaner Natur ist.

Auf der anderen Seite ist die Struktur der Quellsignaled@islend fur die Eindeutigkeit
der Losung. So ist es moglich, dass andere Mischungen aenhnliche Abhangigkei-
ten zeigen und somit, die gefundene Entmischung nicht etiglest. Dies kann mit Hilfe
der Variabilitat der MI unter kontrollierter Mischung véziert werden. Eine rasch&nde-
rung der Ml durch eine erneute Mischung identifiziert seBibmponenten. Andererseits
zeichnen sich unzuverlassige Komponenten durch eineggeAnderung der Ml aus.
Diese Tests werden jetzt ausfuhrlich erklart und dannene kiinstlich erzeugten Daten-
satz illustriert. In Kap.(4.1) wird dann die Anwendung auésddaten gezeigt. Aulerdem
sei noch erwahnt, dass in Ref. [45, 23, 26] Zuverlasstgtasts vorgestellt werden, die auf
der Bootstrapmethode bzw. der Rauschinjektion basieren.

Abhangigkeitsmatrix / Modelltest:

Fur die meisten Anwendungen kann angenommen werden, @e@sidllsignale unabhan-
gig sind. Somit weisen Abhangigkeiten in dem ICA-Ausgaii¢eren meistens auf Fehlan-
nahmen im gewahlten Modell fur die Mischung hin. Es musk 8nhmer im Voraus fur ein
Modell entschieden werden, ob es linear oder nichtlingarsses instantan oder enthalt es
zeitliche Mischungen. Fur die Bewertung der Stimmigkei gewahlten Modells mit der

2Die Quellsignale miissen noch zusatzlich die Bedingufiglen, dass maximal ein Kanal eine GauR-
verteilung ohne zeitliche Korrelationen aufweist.
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Abbildung 3.8: Exemplarische Abhangigkeitsmatrix f(XZ-,Xj) (k=6) zwischen allen Ka-
nalpaaren (die Diagonale ist auf Null gesetzt). Die Kandle 1, 5 und 6 sind eindimensionale

Komponenten, die Kanéle 2, 3 und 4 bilden eine dreidimensionale Komponente und die
Kanéle 7 und 8 eine zweidimensionale Komponente.

Realitat berechnen wir die paarweise Ml zwischen aIIen-KIﬁmponenten[A(yi, y;) mit
i,j =1,..., N undi # j. Eine exemplarische Abhangigsmatrixistin Abb.(3.8)agk Ein
Paar von Komponenten, deren MI unter einem definierten C\aremf(yi,yj) < Dyrax
fallt, wird als wirklich unabhangig angesehen.

Eine Komponente, die wirklich unabhangig von allen anddéemponenten ist, wird als
eindimensionale Komponente bezeichn&ine Gruppe von Komponenten, die unterein-
ander abhangig sifd/(y;,,...,v:,) > Daax), aber die wirklich unabhangig von den
restlichen Komponenten sind, werden als multidimensmi@mponenten bezeichnet.
Auf diese Weise erlaubt die Abhangigkeitsmatrix, unaighg vom verwendeten ICA-
Algorithmus, ein- und multidimensionale Komponenten zenigfizieren.

Eine eindimensionale Komponente, deren Eindeutigkeihmaic Hilfe eines zweiten Tests
uberprift werden muss, entspricht dann, bis auf einetie€@kagsfaktor, einem urspring-
lichen Quellsignal. Eine multidimensionale Komponentesahwieriger zu interpretieren,
da es mehrere mogliche Grunde fur die Abhangigkeiteisadven ihren Kanalen gibt. So
kdnnten diese Kanale noch zusatzlich durch eine weliderlagerung (unterschiedlicher
Natur) untereinander gemischt worden sein, wobei auchideeimen Quellsignale durch
Filterung unterschiedliches Aussehen an den Sensorepre&ignen und somit unter-
schiedlich zu den Messsignalenbeitragen (Kap.(4.1)). Eine andere Moglichkeit fur das
Auffinden von multidimensionalen Komponenten konnen &fgigkeiten zwischen ein-
zelnen Quellsignalen sein (Kap.(4.2)).

3Eine theoretisch saubere Definition wéfr(e;/k, (Y15 ooy Yk—1, Yt 1, -, Yn)) < D zu fordern, aber das
wilrde zu einem numerischen Mehraufwand fuhren. Diesmgare Definition wird jedoch fur die meisten
Anwendungen nicht benotigt.

4Es sei noch angemerkt, dass nicht alle moglichen Paare wompkinenten innerhalb dieser Gruppe
paarweise abhangig sein miissen.
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Abbildung 3.9: I(R(¢)(X,Y)) (k=6) gegen den Rotationswinkel. Von oben nach unten:
X= gleichférmig, gleichformig+Gaul3, Gaul3; Y= immer Gaul3.

Fur den Fall, dass nur eine einzige multidimensionale Komepte gefunden wird, d.h.
alle Komponenten sind voneinander abhangig, konnte kemges Quellsignal zuriickge-
wonnen werden und es wurde somit eine BSS erzielt.

Eindeutigkeitstest:

Nehmen wir an, unter der Annahme einer linearen instantdfisohung habe sich im
Modelltest gezeigt, das’¥ und Y zwei eindimensionale Komponenten sind. Aufgrund
der Unabhangigkeit von allen anderen Komponenten ist tstimidiese Komponenten
das gewahlte Modell passend. Um jetzt noch die Eindeutigk& X undY zu prifen,
wird eine Rotation im zweidimensionalen Unterraum durdilye;, wobeil (R(¢)(X,Y))

fur unterschiedliche Rotationswinkelberechnet wird. In Abb.(3.9) zeigen wir dafir drei
Falle.

In diesen istX gleichformig verteiltes Rauschen, gleichformig vdtes Rauschen tiber-
lagert mit gauf3'schem Rauschen, bzw. reines gaul3'schescRa, wobej fur alle Falle
gauR'sches Rauschen darstellt. Die Tiefe des Minimums/yBr{¢)) spiegelt die Eindeu-
tigkeit von X undY wieder. Eine flache Kurve deckt eine Mehrdeutigkeit derdrisfur

X undY auf, wahrend ein ausgepragtes Minimum ihre Eindeutigieigt. Es wird nun
die Variabilitat vonI(R(¢)) zwischen allen Kanalpaaren der ICA-Ausgabe als ein MaR
fur die Eindeutigkeit verwendet:

oij = 1(X;, X;) — I(R(0)(X;, X)) (3.46)
wobei das globale Minimum vohbei ¢ = 0 ist und
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1 2
XX = 5= | dol(R()(X X)) (3.47)
0
Aus Abb.(3.9) kdnnte man schliel3en, dass es ausreichgddis, X ;) aus MI-Werten an
nur zwei Winkelng = (0, /4) abzuschatzen, aber dies kdnnte aufgrund numerischier Flu
tuationen gefahrlich sein. Auf3erdem kann die Form/d&(¢))-Kurve auch komplexere
Erscheinungen als in Abb.(3.9) annehmen, z.B. fiur Sigmaienultimodaler Verteilung.

Der Modelltest ist fur verschiedene ICA-Modelle direktrwendbar, und im Eindeutig-
keitstest muss nur noch die Mischoperation entsprechegepasst werden.

Um zu Uberprifen, ob die gefundene ICA-Komponenten eimgsialische Bedeutung
tragen, d.h. ob die BSS erfolgreich war, ist es unerlasstie Komponenten auf ihre Zu-
verlassigkeit (Modell- und Eindeutigkeits-Test) zu &stEntsprechende Anwendungen
werden in Kap.(4) fur das lineare instantane Modell bzmedire Modell mit zeitversetzter
Mischung gezeigt.

3.2.6 Von der Theorie zur Praxis
3.2.6.1 Rauschen am Sensor und der Quelle

Da es unser Ziel ist, eine BSS an realen Messdaten durdirasfimissen wir den Einfluss
von Rauschen in der ICA diskutieren. Hierbei kdnnen ppieti zwei Falle unterschieden
werden. In ersten Fall sind die Quellsignale selbst mit RauscHmarlagert, im letzteren

wird das Rauschen durch die Messung selbst induziert.

Fir den ersten der beiden Falle kann im Allgemeinen waitegin Standard-ICA-Algo-
rithmus verwendet werden, weil die Mischung der Signalerash detUberlagerung mit
Rauschen erfolgt. Somit kann die Entmischung wie bishestayafiihrt werden, wobei nur
mit geringen Leistungseinbul3en zu rechnen ist, die dadenidtehen, dass die Quellsigna-
le jetzt naher einer Gaul3verteilung sind. Dies heil3t, ohasdealfall die Mischmatrix exakt
bestimmt werden kann und die primare Zusatzaufgabe dasiteht, aus den zuriickgewon-
nenen verrauschten Quellsignalen die tatsachlichenlfyrhle abzuschatzen. Hierfur
kdnnen verschiedene RauschunterdrickungsmethodéndB2endet werden, wobei die
einfachste wahrscheinlich ein Tiefpassfilter ware.

Im Fall von Messrauschen gestaltet sich die BSS als viel sriger, da hier das Si-
gnal noch nach der eigentlichen Mischung verandert wimtbljedessen steht man vor

STatsachlich gibt es noch den weiteren Fall "dynamischesBiaen”.
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Abbildung 3.10: Erste Zeile: gemischte gleichformig verteilte Zufallsvariablen: (a) ohne
gaul'sches Messrauschen; (b,c) mit Messrauschen; Zweite Zeile: (d) MILCA-Ausgabe der
Daten von (a); (e) Anwendung von A~! auf die Daten aus (b); (f) MILCA-Ausgabe der
Daten von (c).

dem Problem, dass bei einer Invertierung der Mischung dasdk&n plotzlich abhangig
gemacht wird. Veranschaulicht wird dies in Abb.(3.10), week gleichformig verteilte
Quellsignales; nach der Mischung mit unabhangig verteiltem gauf3'schens&any
Uberlagert werden

2
€T; = Z Az‘ij + n, (348)
j=1
wobei
(mi(t)n; (1)) = 105500 (3.49)

gilt. In der mittleren Spalte der Abbildung wird die Inverder tatsachlichen Mischmatrix
angewandt und man sieht, dass damit korreliertes Rausalzenge wird. In der rech-
ten Spalte wird MILCA direkt verwendet und in diesem Fall zst erkennen, dass hier
ein Kompromiss zwischen der Unabhangigkeit der Quelligind der Unabhangigkeit
des Rauschens gemacht werden muss. Um einen tieferendkimblgewinnen, wird die-
se Mischung fur ein fixes\ und verschiedenen Signal-Rausch-VerhaltnisseN g =
var(s;(t))/r) wiederholt durchgefithrt. Das Verhalten véfy) wird dann in Abb.(3.11)
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Abbildung 3.11: Ungeglattete Schatzungen von I(¢) fiir zwei rotierte gleichférmig ver-
teilte Zufallsvariablen, die mit isotropen gauly’'schem Messrauschen Uberlagert sind, ab-
getragen gegen ¢. Das Signal-Rausch-Verhaltnis betragt von oben nach unten SNR =
0,13,7,4,1.

gezeigt. Wir kdnnen sehen, dasslurch die Annaherung des Signals an die GauRBvertei-
lung, mit sinkendem SNR flacher wird, d.h. die Variabilitziiglich des Mischwinkels
verringert sich. Der Einfluss des Rauschens fiihrt durchalieer besprochene Problema-
tik dartiberhinaus zu einer Verschiebung des Minimum &dbiese beiden Effekte fithren
daher bei einer direkten Verwendung eines Standard-1Cgfodthmus zu Fehlern in der
Abschatzung der originalen Mischmatrix.

Es kann versucht werden, spezielle Algorithmen zu entvimnckke weniger vom Messrau-
schen beeinflusst werden. Nahezu alle in der Literatur wbejeen Algorithmen (fur einen
Uberblick, siehe [27, 12]) erzielen aber nur gute Ergelmisenn das Rauschen sehr spezi-
elle Voraussetzungen erfullt. So wird oft verlangt, dasgaulverteilt, additiv, unkorreliert
und isotrop ist. Fur diesen einfachen Fall kann auch der@AtAlgorithmus zu n-MILCA
(noisy-MILCA) modifiziert werden. Im ersten Schritt wirdrefQuasiwhitening” mit der
geschatzten Kovarianzmatr® = (C, — r1)~%/2 der reinen Signafedurchgefuihrt, um
die Quellsignale unkorreliert zu machen [28]. Im Verglemim herkommlichen White-
ning heil3t das aber, dass unsere rekonstruierten Signale(siehe Gl.(3.11)) wegen des
Messrauschens korreliert sind. Aus diesem Grund darf @et nicht mehd (¢) mini-
miert werden, da es durch diese Abhangigkeiten irregefiterden wirde. Da wir aber
davon ausgehen, dass das Messrauschen die oben erwalediaguhgen erfullt, d.h.
die Abhangigkeiten vollkommen durch die lineare Korrglatbestimmt sind, konnen wir
den linearen Beitrag zur MI subtrahieren. Fur den neuen@®AtAlgorithmus wird daher
[(¢) + Ln(1 — Cyj(4)?) minimiert.

8Unter reinen Signalen ist hier das Messsignal ohne Messinangyemeint.
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Abbildung 3.12: Gemittelter Amari-Leistungsindex gegen das Signal-Rausch-Verhaltnis.

Die Konditionszahl der Mischmatrix ist 6. Die obere Kurve (im SNR-Bereich von 7 bis 3)

ist fur den Standard-MILCA-Algorithmus und die untere fiir n-MILCA

Um jetzt MILCA mit n-MILCA zu vergleichen, mischen wir wiedem zwei gleichformig
verteilte Zufallsvariable mit Matrizen mit fixierter Kortdinszahi. In Abb.(3.12) zeigen
wir den durchschnittlichen Amari-Leistungsindex tibe® 1@rschiedene Mischungen mit
verschiedenem Rauschen. Es ist ersichtlich, dass diecBsdintigung des Rauschens im
Algorithmus das Ergebnis deutlich verbessert (abgesediresehr kleine SNR). Das Aus-
mald der Verbesserung hangt aber von der Konditionszalidexhmatrix ab. Fur Ma-
trizen, die weit von einer Sigularitat entfernt sind (kieiKonditionszahl) hat das Qua-
siwhitening nur einen sehr geringen Einfluss und der Untéesiczwischen MILCA und
n-MILCA ist minimal. Im anderen Extremfall einer sehr grof3¢onditionszahl sind die
Mischungen annahernd gleichy(t) ~ z;(t), und keiner der Algorithmen ist in der Lage,
ein gutes Ergebnis zu liefern.

Bevor wir diesen Abschnitt verlassen, sollen noch ein paat&\iber Ausreil3er in Messda-
ten gesagt werden. Im Prinzip sind Ausreil3er nur eine sipeferm von Rauschen. Da
aber unser MI-Schatzer auf denachsten Nachbar-Statistik beruht, stellen Ausreif3er ei
viel geringeres Problem dar als fur Algorithmen [6, 42k duf der Kurtosis basieren.

3.2.6.2 Abhangige Quellen

Eine der Voraussetzungen an die Quellsignale ist ihre gaEiage Unabhangigkeit. Dies
ist in der Tat die Grundidee der ICA und ist auch intuitiv targllich. Wenn sich zum

"Die Konditionszahl ist durch das Verhaltnis des groRtegeBwerts zum kleinsten Eigenwert gegeben,
d.h. annahernd singulare Matrizen fihren zu groR3enéfert
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Beispiel mehrere Personen in einem Raum unterhalten, &3 istfensichtlich, dass die
einzelnen Personen voneinander unabhangig untersdhiedikustische Signale aussto-
Ren. Es ist somit die Voraussetzung erfullt, dass die arrenexh Orten im Raum verteil-
ten Mikrophone Mischungen von unabhangigen Quellsignaldzeichnen. Die Situation
sieht aber vollkommen anders aus, wenn z.B. die Quellségshaich einen aulReren Takt-
geber synchronisiert werden. Dies ist in einem Musikkoihder Fall, wo nicht mehr die
Voraussetzung erfillt ist, dass die Quellsignale unagltasind. Fur diesen Fall wiirde
die direkte Verwendung einer ICA auf die Mikrophonsignalehhdie akustischen Signale
der einzelnen Musiker liefern, auch nicht wenn die Art desdtiung bekannt ware. Der
ICA-Algorithmus wiirde namlich Mischungen der Messsignfnden, die unabhangiger
voneinander sind als die tatsachlichen Quellsignale.

Eine mogliche Losung dieses Problem stellt die Filterdeg Messdaten dar. Dies kann
damit erklart werden, dass die Quellsignale nur in einestitmenten Frequenzbereich
abhangig sind. Am Beispiel des Musikkonzerts kann davagegangen werden, dass vor
allem die niedrigen Frequenzen Abhangigkeiten zeigerdimtioheren Frequenzen durch
die Charakteristik der einzelnen Musikinstrumente bestinverden und somit unabhangig
fur verschiedene Instrumente sind. Die Anwendung eindsAyorithmus auf hochpass-
gefiltete Messsignale erhoht somit die Chance, eine gutatseng fur die Mischmatrix
zu erhalten und damit doch noch eine BSS zu erzielen. EineeAdung fur einen ahnli-
chen Fall wird in Kap.(4.2) gezeigt, wo Infrarotspektregamischer Mischungen getrennt
werden.

3.2.6.3 Anzahl der Quellen und Anzahl der Komponenten

In den meisten Veroffentlichungen findet man Satze wier’Biafachheit halber nehmen
wird an, dass die Anzahl der Quellsignale gleich der AnzahNesskanale ist”. Naturlich
macht dies vieles einfacher, aber diese Annahme ist nutiéwenigsten Anwendungen
erfullt. Im Allgemeinen ist es immer von Vorteil, wenn die2ahl der Messkanale grosser
als die Anzahl der Quellen ist. Im Fall einer linearen Misakonnen dann einfach die
Komponenten gewahlt werden, die nach der Hauptachsafbramation eine Varianz tiber
einem bestimmten Grenzwert aufweisen, d.h. die Anzahl derNull verschiedenen Ei-
genwerte entspricht im Idealfall der Anzahl der Quellerneda Reduzierung der Anzahl
der Messkanale ist nicht in allen Fallen einfach und dettsich speziell bei verrauschten
Messdaten als schwierig.

Ein anderes Problem kann auftreten, wenn die Anzahl der hegde etwa von der glei-
chen GroRenordnung wie die Anzahl der Messpunkte ist. ann es zu einemUber-
lernen” (overlearning) des Algorithmus kommen, das sictiudeh auszeichnet, dass die
geschatzten ICA-Komponenten hohe Spitzen aufweisenmuddmrestlichen Stellen anna-
hernd Null sind. Im Extremfall, falls die Anzahl der Messk#n identisch mit der der
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3.2. INDEPENDENT COMPONENT ANALYSIS (ICA)

Messpunkte ist, kann jedes Messsignal in Komponentengtevierden, die nur einen ein-
zigen Punkt ungleich Null enthalten, d.h. jeder einzelnsspeinkt wird durch eine einzel-
ne Komponente beschrieben. Da aber in den meisten FakeArdiahl der tatsachlichen
Quellen viel kleiner ist als die der Messkanale, kann di¢a®blem meist mit Hilfe einer
Dimensionsreduktion gelost werden [27].

Noch problematischer ist es, wenn die Anzahl der Quellefégr’ist als die Anzahl der
Messkanale. Das bedeutet namlich, dass die Mischung imértierbar ist. Selbst wenn
die Mischmatrix exakt bekannt ware, konnten wir nicht elxakten Werte der unabhangi-
gen Signale zuriickgewinnen. Der Grund dafur ist die ddielfMischung verloren gegan-
gene Information. Diese Situation wird oft als ICA mit Ukempletter Basis bezeichnet,
da wir es mit einem ICA-Modell

x=As=> as (3.50)

zu tun haben, bei dem die Anzahl der Basisvekteregrofier ist als die Raumdimension
von x, folglich die Basis zu grol3 ist. Solche eine Situation i znanchmal bei der Ex-

traktion von Merkmalen aus Bildern zu finden, wo die Anzall@eaellen gegen unendlich
tendiert.

Um dieses Problem zu ldsen, muss versucht werden, zurdieRdischmatrix abzuschat-
zen und dann im nachsten Schritt die unabhangigen Qgedil. In der Praxis zeigt sich
aber, dass es oft sehr schwierig ist, eine effiziente BSSzzelen [27]. Der Erfolg ist sehr
stark von den jeweiligen Messdaten abhangig, und es enttpdieh oft, einen einfachen
linearen ICA-Algorithmus auf die Daten anzuwenden, um atiman Teil der Quellsignale
zu gewinnen. Diese kdnnen dann vom originalen Messsigntdrat werden, um so even-
tuell weitere Quellen in einer zweiten ICA zu identifizier&ieser Ansatz liefert aber im
Allgemeinen nur grobe Abschatzungen der urspringlicheellsignale.

3.2.6.4 Welcher ICA-Algorithmus ist der Beste?

Die Wahl des ICA-Algorithmus wird entscheidend von der lestgllung der Anwendun-
gen und vom vorhandenen Wissen uber die Messdaten bestivennh die Anwendung

sehr zeitkritisch ist, miissen Abstriche bei der Genauigikeeptiert werden und FastICA
ware meist eine gute Wahl. Bei bekannter Verteilung derliQigeale kann z.B. aus Tab.
(3.1) ein ICA-Algorithmus gewahlt werden. In den meisteillén ist aber die Verteilung
der Quellsignale unbekannt und so ist es ratsam, einen ifigaus zu wahlen, der im
Durchschnitt Uiber viele verschiedene Verteilungen d&déeistung zeigt, wie MILCA

oder RADICAL.
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KAPITEL 3. BEHANDLUNG MULTIVARIATER DATEN

Fir jede Anwendung muss entschieden werden, wie die Messdamischt worden sind.
Wenn kein Wissen dariiber vorhanden ist, ist es zweckmai3gysten Entmischungsver-
such ein lineares instantanes Modell zu wahlen. Mit Hilfeee Zuverlassigkeitstest (siehe
Kap.(3.2.5)) muss dann entschieden werden, ob das gendbHell fur die untersuchten
Messdaten passend ist. Wenn dies nicht der Fall ist, mifsseerungen des Modells vor-
genommen werden. Aufgrund der Vielzahl von unterschiédiicArten einer Mischung ist
es meist unerlasslich, Vermutungen uber ihre Natur aiétien. Diese konnen z.B. dar-
in bestehen, dass Punktwolken wie in Abb.(3.10) geplottecten und nach Strukturen
darin gesucht wird [27]. Es ist mit Sicherheit keine leicAtdgabe, die Art der Mischung
zu bestimmen, nicht nur aufgrund der oft sehr geringen Aineai vorhandenen Mess-
punkten. Falls es aber gelingt, eine verniunftige Scmgizzles Modells der Mischung zu
erhalten, konnen die Messdaten mit seiner Hilfe so transfyt werden [12, 27], dass wie-
der die linearen instantanen ICA-Algorithmen aus Kap.@®.2erwendet werden kdnnen.
Somit muss nur noch, wie am Anfang des Kapitels besproclepassender Algorithmus,
abhangig von der Fragestellung der Anwendungen und dehamdenen Wissen tber die

Messdaten, gewahlt werden.
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Kapitel 4

Anwendungen der ICA

In den seltensten Fallen erfullen Messdaten die Voramssgen, dass sie lineare instanta-
ne Mischungen von unabhangigen Quellen darstellen. Eexthvird die Rickgewinnung
der Quellsignale auRerdem dadurch, dass die Anzahl derkisie®le manchmal kleiner
ist als die Anzahl der Quellen. Rauschen sowohl an der Qatdlauch am Sensor kom-
plizieren das Problem noch zusatzlich. Trotz alledem iisteffizienter Algorithmus zur
Dekomposition linearer instantaner Mischungen (siehe.(8a3.3)) ein hilfreiches Werk-
zeug, welches fur viele Anwendungen adaptiert werden kenri-olgenden werden ver-
schiedene Anwendungen dargestellt, in denen jeweils eiterschiedliche Erweiterung
des linearen instantanen ICA-Modells verwendet wird. Esde®r Beispiele gezeigt, bei
denen entweder die Mischung zeitversetzt erfolgt, die @uoelicht unabhangig sind oder
starkes Rauschen die Signale Uberlagert.

4.1 Elektrokardiogramm (EKG) einer schwangeren Frau

Die Trennung eines Elektrokardiogramms einer schwandenaun in die Herzschlagkom-
ponente der Mutter und des Fotus stellt eine sehr intemesgawendung fir die ICA in
der Medizin dar. Dafur wurde zuerst der lineare instantdieCA-Algorithmus auf einen
in der Literatur viel diskutierten EKG-Datensatz [9, 45, 80] angewendet, der im Netz
frei verfugbar ist [17]. Dieser besteht aus der Ableitumg 8 Elektroden, die Uber den
Thorax und das Abdomen der Frau verteilt waren. Der in Abb)(dargestellte Datensatz
enthalt insgesamt 8 mal 2500 Messpunkte, die mit einergitatge von 500 Hz aufgezeich-
net wurden.

Iwir sind uns der Tatsache bewusst, dass der Herzschlag sehrigt und die tatsachliche Abtastrate
womdglich geringer ist als die in Ref. [17] angegebene.rAlde Richtigkeit der Daten wurde von den Auto-
ren bestatigt. Dartiber hinaus sind unsere Schlussiohgen unabhangig von der tatsachlichen Abtastrate.

57



KAPITEL 4. ANWENDUNGEN DER ICA

M B M

S

[N

31WWWWMMMWMW
A WMWWM |WVW“\MMM
o e WMWWWWW
. L “WWWMMWW”
[ G YUY U Y Y Y
MMMMMWMMMW"M%

1 2 3 4 Zeit (s)
Abbildung 4.1: 8-Kanal EKG einer schwangeren Frau.
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Die Ausgabe des MILCA-Algorithmus ist in Abb.(4.2) gezeigtobei £k = 30 nachste
Nachbarn fur die Abschatzung der Mutual Information vemaet wurden. Fir die Mini-
mumsuche im Raum der Drehungen WUI@Q(Z)) mit 3 Fourierkomponenten angepasst.
Der Erfolg der Separation kann fur diese Anwendung bevestsell erkannt werden. Ganz
offensichtlich sind die ersten beiden Kanale durch derestgrlag der Mutter bestimmt
und der Kanal 5 durch die des Fotus. Die Kanale 3, 4 und Gadéethaber noch immer
Anteile von beiden und sind starker verrauscht. Die Karvaund 8 sind demgegeniber
uberwiegend von Rauschen mit unterschiedlichen Fregueteiten dominiert.

Bei einer genaueren Untersuchung der ICA-Komponentennatkenan aber, dass die
Komponente des Fotus noch einen Anteil vom EKG der Muttén@h Dieser Verdacht
wird auch von der Zuverlassigkeitsuiberprifung der Komgnten bestatigt. Die Ergebnis-
se des Modelltests, die paarweisen Abhangigkeiten, sinkbb.(4.3 links) gezeigt. Wir
sehen, dass die meisten Ml in der Tat kleine Werte annehnusgeaommen der ersten
beiden Komponenten. Dies ist ein weiterer Hinweis, das&dm@le 1 und 2 zu der selben
Quelle gehoren, namlich dem Herzschlag der Mutter. Aastauch zu erkennen, dass
die brigen Komponenten nicht wirklich unabhangig voragider sind.

Um in einer automatisierten Weise zu entscheiden, welchmgémenten abhangig sind
und welche nicht, d.h. ein- bzw. multidimensionale Kompdea in der ICA-Ausgabe zu
identifizieren, wenden wir den Clusteralgorithmus aus Kap.2) auf die ICA-Komponen-
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Abbildung 4.2: MILCA-Ausgabe: Komponenten nach der Minimierung von I(X; ... Xg)
fur die EKG-Signale aus Abb.(4.1).
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Abbildung 4.3: Linkes Bild: I zwischen allen paarweisen Kombinationen des Signals aus

Abb.(4.2). Rechtes Bild: Quadratwurzel der Variabilitat o;; von I;;(¢). In beiden Bildern ist
die Diagonale auf Null gesetzt.
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Abbildung 4.4: Dendrogramm fiir Abb.(4.2). Die H6he der Cluster (i) entspricht (X, X;)
(k=6).

ten an. Das so erhaltene Dendrogramm wird in Abb.(4.4) gézei der Abbildung sind
zwei Cluster zu erkennen: der Muttercluster, der die KadaP, 3, 4 und 7 enthalt, und der
Fotuscluster mit den Kanalen 5 und 6. Dies entspricht degelihis aus dem Modelltest,
zeigt aber, dass auch hier noch keine ausgezeichnete Tigaeu beiden Cluster erreicht
wurde, da das Dendrogramm keine ausgepragte Abtrenndvweiat

Der \Vollstandigkeit halber ist in Abb.(4.3 rechts) das éygis des Eindeutigkeitstest ge-
zeigt. Es ist ersichtlich, dass die Kanale 1, 2 und 5, dieldiglichste Prasenz eines Herz-
schlags zeigen, auch am zuverlassigsten abgeschatgmiednnen. Die restlichen Kanale
sind durch ihren starken Rauschanteil nicht mehr eindeotiginander trennbar.

Daher kann man schlieR3en, dass die Separation noch niéhtadgt und Veranderungen
am verwendeten ICA-Modell durchgefuihrt werden solltemnegt missen wir uns aber klar
werden, in welche Richtung das Modell verbessern werdersnaszu hilft es sich vorzu-
stellen, dass nur eine Quelle aktiv ware. Im Fall des EK@sen dann die verschiedenen
Elektroden typischerweise verschiedene Projektionesedi®uelle und die Messsigna-
le z;(¢t) kdnnen deshalb als unterschiedliche dynamische Koaetireufgefasst werden.
Solche Koordinaten sind dann nicht unabhangig voneinakdenen aber auch nicht linear
abhangig sein. Wir erwarten in diesem Fall also eine mefedsionale Komponente, wie
in Kap.(3.2.5) diskutiert. Wie schon von Takens [68] festg#t, konnen die zeitverzoger-
ten Varianten eines Kanals ebenfalls als unterschiedkdwedinaten aufgefasst werden.
Somit stellte der ICA-Ansatz aus Gl.(3.40), der mit Vereiighgsvektoren arbeitet, eine
Moglichkeit dar, das EKG-Signal besser zu trennen, weeitlgkeitig auch mehrdimen-
sionale Komponenten zugelassen werden.
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Abbildung 4.5: Oberes Bild: Kanal 1 und 2 des EKGs aus Abb.(4.1). Unteres Bild: MILCA-
Ausgabe fur diese beiden Kanale.

1 2 3 4  Zeit (s)

Abbildung 4.6: MILCA-Ausgabe fiir das eingebettete 2-Kanal-EKG-Signal aus Abb.(4.5
oben) mit Einbettungsdimension m = 3.

Wir nehmen zuerst einmal an, dass wir nur Zugang zu den elstgten Kanale aus
Abb.(4.1) hatten. In beiden Kanalen, die in Abb.(4.5 olgereigt sind, ist der Herzschlag
des Fotus gut zu erkennen und eine Separation in MutterFotus-EKG sollte moglich
sein. Bei genauem Hinsehen sieht man, dass beide Kanatewoiierzschlag der Mutter
dominiert werden, aber dass die R-Zacken in beiden Kargitenunterschiedliche Form
haben: In der oberen Spur sind sie hauptsachlich posighjngegen sie in der unteren
sowohl positiv wie auch negativ sind. Es ist daher klar, dasskeine instantane Mischung
der beiden Kanale geben kann, zu welcher der Herzschlalldiger nicht beitragt. Eine
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Abbildung 4.7: MILCA-Ausgabe fiir das eingebettete 8-Kanal-EKG (k = 100,m = 3).

instantane lineare ICA muss daher fur solch einen Fallagas, wie es in Abb.(4.5 unten)
gezeigt ist.

Fur den nachsten Versuch, das EKG zu trennen, verwendefetat den Ansatz aus
Gl.(3.40), wobei wir die Einbettungsdimension= 3 und die kleinstmogliche Verzoge-
rungszeit- = 1/500 s~! wahlen. Der einzige Unterschied in der Minimierung issslevir
jetzt sechs Komponenten haben, die wie bisher sukzessoenizweidimensionalen Un-
terraumen minimal abhangig gemacht werden. Die Ergsbriig die beiden EKG-Kanale
sind in Abb.(4.6) gezeigt. Die Separation ist deutlich esgert worden. Obwohl wir noch
immer eine ICA-Komponente haben, die sowohl Beitrage venMutter als auch vom
Fotus enthalt (Komponente 4), ist der Komponente 6 psaktein reines Fotus-EKG.

Schlie3lich wenden wir noch diese Methode auf alle veréiigh 8 EKG-Kanale an. Als
Einbettungsdimension wird wieder = 3 gewahlt. Die ICA-Ausgabe enthalt somit 24
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Abbildung 4.8: Dendrogramm fiir Abb.(4.7). Die Hohe jedes Clusters entspricht der Ml
I(X;, X;) der Cluster ij (k=3).

Kanale, die in Abb.(4.7) gezeigt sind. Es kdnnen klar d@ponenten erkannt werden,
die durch den Herzschlag der Mutter, durch den des Fotuslurah Rauschen dominiert
werden. Um eine objektivere Aussage zu erhalten, wendewistter unsere Clusterme-
thode auf die ICA-Ausgabe an. Das in Abb.(4.8) dargest@ikadrogramm zeigt zwei

ausgepragte Cluster, die die Mutter- bzw. die Fotusleaeathalten. Es gibt auch etliche
kleine Cluster, die als Rauschen betrachtet werden konnen

Fur beliebige zwei ClusteX = X;... X, undY = Y;...Y, gilt immer I(X,Y) >
I(X) + I(Y). Dies garantiert, wenn die Ml korrekt abgeschatzt wirdssdéer Baum Kkor-
rekt wachst, d.h. jeder Elternknoten tiber seinen zwehf&noten angeordnet ist. Die
zwei kleinen Storungen (wenn die Cluster (1-14) und (1p<iéh verbinden und wenn
(21-22) sich mit 23 verbindet) resultieren aus einem kieiRehler in der Abschatzung der
Abhangigkeiten. Dies beeinflusst aber nicht unsere Ssfalgerungen.

In Abb.(4.9) zeigen wir die Matrizen der paarweisen Ml (B)kind der paarweisen Varia-
bilitat unter Mischung (rechts). Wie zu erwarten zeigenesne viel ausgepragtere Struktur
als die Matrizen in Abb.(4.3). In der Abhangigkeitsmattann nun eine klare Blockstruk-
tur erkannt werden, d.h. die Mutter- und die Fotus-Kompee sind jetzt in der Tat un-
abhangig. Aus dem rechten Bild, dem Eindeutigkeitstemtinkersehen werden, dass die
Mutterkanale (1-4) und die Fotuskanale (7-8) stabilegzungen darstellen. Die restli-
chen Kanale sind hauptsachlich gau3verteiltes Raustieauf Kanal 23, der dem Uber-
lagerten Trend des originalen vierten EKG-Kanal entsjprich
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Abbildung 4.9: Linkes Bild: 7 zwischen allen paarweisen Kombinationen des Signals aus
Abb.(4.7). Rechtes Bild: Quadratwurzel der Variabilitat o;; von I;;(¢). In beiden Bildern ist
die Diagonale auf Null gesetzt.

Das Endergebnis der BSS erhalt man dadurch, dass alle Kemnpen, die nicht zum aus-
erwahlten Cluster gehoren, geloscht werden

§z(t) — PC §z(t) =

{ 5(t) i € Cluster C (@.1)

0 sonst

und anschlieRend eine Ricktransformation durchgefiuinct An dieser Stelle steht man
vor dem Problem, dass das rekonstruierte Signal

Tix(t; O) = Wi Posit) . Wige = w; (4.2)
im Allgemeinen kein Verzogerungsvektor ist, d.h.
fi‘j,k—f—l(t; C) #i‘j7k(t—7'; C) . (43)

In Anbetracht dessen muss eine heuristische Entscheicdefditgverden, was als gerei-
nigtes Signal verwendet werden kann. Wir verwenden einfi@chMittelwert

z;(t;C) =

3=

D il + k7 C) . (4.4)
k=1

Wir zeigen hier nicht alle acht bereinigten Kanale des Eltbzw. Fotus-Signals, da dies
nicht sehr informativ ware. Die Ergebnisse sind namliohsauber, um eine Beurteilung
auf dieser Skala durchzufuihren. Anstatt dessen zeigemwbb.(4.10) einen Ausschnitt
von einem der originalen EKG-Kanale und die Beitrage deszbtchlags der Mutter bzw.
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1s 2 s
Abbildung 4.10: (a) Ausschnitt des originalen EKGs; (b,c) der Mutter- und Fétus-Beitrag,

erhalten ohne Verzogerungseinbettung; (d,e) beide Beitrage bei Verwendung der Verzoge-
rungseinbettung.

des Fotus aus der Rucktransformation des jeweiligent€isisDie Trennung ist nahezu
perfekt.

Das sehr gute Ergebnis fur den untersuchten EKG-Date[isdtzeigt die Leistungsfahig-
keit der ICA in realen Messdaten, obgleich wir eingestehérssan, dass das Signal-
Rausch-Verhaltnis in diesem Fall sehr vorteilhaft ise Biewinnungen eines reinen Fotus-
EKGs ist von klinischer Relevanz, wird aber aufgrund deeblichen Schwierigkeiten bei
der Extraktion bis jetzt noch nicht praktiziert. Daher was interessant zu sehen, wie
MILCA bei ungunstigeren Signal-Rausch-Verhaltnissépedet. In diesem Zusammen-
hang seien noch die Arbeiten [58, 55] erwahnt, in denenuattsvurde, das Fotus-EKG
sogar aus univariaten Signalen mit Hilfe lokaler nichtiirer Methoden zu gewinnen. Es
ware interessant, unsere Methode mit einer Erweiterunlylééhode aus [58, 55] auf mul-
tivariaten EKG-Signalen zu vergleichen.

4.2 Infrarotspektren organischer Molektile

Eine der Anwendungen, bei denen man einen starken Hinwkdaseafirt der Mischung be-
sitzt, ist sicherlich die Spektroskopie. Wir betrachtesr ibsorptionsspektren im Infrarot.
Das Lambert-Beersche Gesetz besagt, dass sich die gemddssorption linear zu den
Konzentrationen der untersuchten Stoffe verhalt. Soamtkdavon ausgegangen werden,
dass z.B. ein aufgezeichnetes Infrarotspektiyfyi) einer chemischen Mischung, sich aus
einer linearen Mischung der Spektrerif) der reinen Substanzen zusammensetzt:
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Abbildung 4.11: Abhangigkeiten zwischen 3-Komponenten-Spektren (10000 Realisatio-
nen): (a) Ml der zweiten Ableitung der originalen Quellsignale S” gegen die MI der origi-
nalen Quellsignale S; (c) MILCA wurde auf die ungefilterten Signale angewandt: Ml der
originalen Quellsignale S gegen die MI der geschatzten Quellsignale Y(©;(b,d) MILCA
wurde auf die gefilterten Signale angewandt: (b) MI der zweiten Ableitung der originalen
Quellsignale S” gegen die MI der gefilterten geschatzten Quellsignale Y”, (d) Ml der ori-
ginalen Quellsignale S gegen die Ml der geschatzten Quellsignale Y;

zi(f) = Zajsj(f) . (4.5)

Dieser Umstand vereinfacht die Anwendung und im weiteresthanken wir uns auf ein
instantanes lineares ICA-Modell, um einerseits die unbeteKonzentrationsmatrix und
anderseits die unbekannten Spektren der Reinsubstanzeea$pektren einer Mischung
organischer Molekile zu bestimmen.

Um eine BSS zu erzielen, mussen aber auch andere Vorawsgetzin den Messdaten
erfullt werden. So darf fur maximal eines der Quellsignah diesem Fall sind das die
Spektren der Reinsubstanzen, die Werte einer GauRvengilfolgen. Fir den Fall der
IR-Spektroskopie ist diese Voraussetzung gewissermafierei erfillt, da die Spektren
aufgrund ihrer ausgepragten Supergaul3ianitat meisgsefle Kurtosiswerte aufweisen.

20hne Korrelationen zwischen den Frequenzen.

66



4.2. INFRAROTSPEKTREN ORGANISCHER MOLBBLE

Die letzte noch zu erfullende Anforderung an die Messda&edie Unabhangigkeit der
Quellsignale. Leider treten fur IR-Spektren hier abergotibe Verletzungen auf. Die Er-
klarung liegt darin, dass funktionelle Gruppen in einebSanz, z.B. Hydroxidgruppe,
Aminogruppe, Aldehydgruppe usw., immer einen Beitrag nemi bestimmten Frequenz-
band liefern. Somit sind die Spektren zweier unterscheéeli Molekiile, die dieselbe (oder
auch nur eine ahnliche) funktionelle Gruppe enthaltemaalig. Eine Moglichkeit, die
Quellsignale unabhangiger zu machen, besteht darin,igi@a® Hochpass zu filtern (sie-
he Kap.(3.2.6.2)), da somit ein starkeres Gewicht auf e@iatieiten im Spektrum gelegt
werden kann. Diese Feinheiten sind charakteristisch i@rbétreffende Substanz, weil
diese die Information Uber die chemischen Verbindungederunachsten Nachbarn der
funktionellen Gruppe enthalten.

Um die generelle Gultigkeit der Verbesserung der Unaptukeit durch Hochpassfilterung
zu zeigen, wird die Ml zwischen einer groRen Zahl an IR-Sgekberechnet. Hierfur wer-
den 99 IR-Spektren organischer Molekille aus der NIST4mek [63] ausgewahlt, die
im Frequenzbereich 550-3830: ! (je 822 Datenpunkte) aufgenommen wurden. Daraus
wurden 10000mal jeweils drei Spektren ausgewahlt und damrenAbhangigkeit vor und
nach der Filterung bestimmt. Als Hochpassfilter wird hier zliveite Ableitung verwendet,
da sie sich bereits fur andere BSS-Algorithmen [41, 77228bewahrt hat. In Abb.(4.11a)
ist zu sehen, dass die Abhangigkeiten zwischen den g#ditt€uellsignales” deutlich
erniedrigt wurden. Zwar ist die Ml noch immer fur die mersi&ipel nicht vertretbar mit
Null, aber es ist mit einer signifikanten Leistungssteiggriir die Separation zu rechnen.

Zuerst wollen wir uns aber ansehen, was mit den ICA-Komptamepassiert, wenn die
Quellen abhangig sind. Dafir mischen wir die zwei Spekten o-Xylol und p-Xylol, die
eine sehr ahnliche molekulare Struktur und somit stad¢elappende Spektren aufweisen.
Die Punktwolke in Abb.(4.12a) zeigt, dass der Prewhiteriehritt aus den anfanglich
streng positiven Signalen zu unkorrelierten Vektorenrtfidie durch eine reine Rotation
nicht mehr vollkommen positiv gemacht werden konnen. $@hes unmaoglich, dass die
fehlende Rotation, die durch einen beliebigen ICA-Aldamus bestimmt wird, die exak-
ten Spektren der Reinsubstanzen liefert. Das Ergebnis ya&Mist in Abb.(4.12b,d) zu
sehen. Eine der beiden Komponenten ist zwar sehr gut rekarstworden, die andere
aber zeigt wie erwartet grobe Abweichungen vom originaleel@ignal. Wenn nun aber
die Mischung der Spektren vor der Anwendung der ICA gefikegtden und dann die
Inverse der gefundenen Konzentrationsmatrix auf das Migolal angewandt wird, erhalt
man die in Abb.(4.12c,e) gezeigten Schatzungen flr dieadRéstanzen. Diese sind na-
hezu perfekt und beweisen, dass in manchen Fallen eine B8tnabglich ist, wenn die
originalen Quellen abhangig sind.

Um die Verbesserung in der Trennung durch die Filterung zerarauern, verwenden wir
wieder 99 Spektren aus der NIST-Datenbank und mischen ho@ijéweils drei Spektren
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Abbildung 4.12: Mischung von o-Xylol und p-Xylol: (a) gewhitetes Signal; (b) MILCA-
Ausgabe; (c) MILCA-Ausgabe, wobei die ICA im gefilterten Raum durchgefihrt wurde;
(d) die gestrichelte Linie entspricht den Punkten aus (b), die durchgezogene Linie den
tatsachlichen Quellsignalen; (e) wie (d), nur jetzt sind die Ergebnisse aus Bild (c) gezeigt.
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mit einer zufallig verteilten Matrix. In Abb.(4.13) ist dé&mari-Leistungsindex sowohl
fur MILCA im originalen Raum (diese ICA-Komponenten wendgir mit Y bezeichnen),
als auch fur den gefilterten Raum (diese ICA-Komponenterdarewir mitY” bezeich-
nen) gegen die Ml der Quellsignale aufgetragen. Wie zu eéenarird die Trennung mit
steigender Abhangigkeit der Quellsignale erschwerts&i&ffekt ist aber fur die unbehan-
delten Signale (Abb.(4.13a)) viel starker ausgeprdgtfia die gefilterten (Abb.(4.13b)).
In den Abb.(4.13c,d) ist ersichtlich, um wie viel sich diep8gation verbessert hat, der
Mittelwert des Leistungsindex konnte von 0.3 auf wenigerGal verringert werden.

Auch die Positivitat der ICA-Komponenten kann als Leigigsimerkmal herangezogen wer-
den, da ein IR-Spektrum im Allgemeinen immer positiv.igds ein MaR fir die Positivitat
von K Spektrene; verwenden wir

(1, ., Tx) KZ ””>° i (4.6)

] 1 |l’”|

Wenn alle Spektren streng positiv sind, ergibt der Indéx,, ...,xx) = 1, in allen an-
deren Fallen ist er kleiner als 1. In den Abb.(4.13e,f) st Bositivitatsindex gegen den
Amari-Leistungsindex aufgetragen. Das linke Bild, bei deith.CA auf die unverander-
ten Spektren angewandt wurde, enthalt eine Vielzahl véakomponenten, die markante
negative Bereiche aufweisen. Aul3erdem zeigt die Punkeneilke starke Korrelation zwi-
schen beiden Indices, was ein Hinweis darauf ist, dass dieeEiehung der Positivitat in
die Kontrastfunktion der ICA eine Leistungssteigerungpeicht. Anders sieht es im rech-
ten Bild aus, bei dem MILCA auf die gefilterten Spektren angeslt wurde. Hier ist fur
die Mehrheit der Punkte nur eine minimale Abweichung voreesirikten Positivitat der
ICA-Komponenten zu sehen und es ist keinerlei Korrelatwiszhen den beiden Indices
zu erkennen. Dies bedeutet, dass nur geringe AussichtenreuSteigerung der Trennlei-
stung durch eine Einbindung der Positivitat in die Koriftasktion der ICA bestehen.

Um die Unterschiede in den Abhangigkeiten der ICA-Kompuag zu zeigen, werden fur
die 10000 Realisationen die Ml der tatsachlichen QuelsigS bzw. S” gegen die Ml der
geschatzten Quellsignatébzw.Y” in Abb.(4.11b,c,d) aufgetragen. Wie zu erwarten war,
ist die Punktwolke fur die im gefilterten Raum durchgetéHCA naher um die Diagonale
verteilt als fur die ungefilterten Spektren. Zusammergaddasst sich somit sagen, dass ei-
ne Hochpassfilterung, im untersuchten Fall die zweite Alnhgj, die Abhangigkeiten von
IR-Spektren erheblich reduzieren kann, was zu einer skgmifen Leistungssteigerung der
BSS von chemischen Mischungen fhrt.

3In den Messdaten kann es aufgrund von messtechnischen lBienkiorrekturen manchmal vorkom-
men, dass sehr kleine negative Werte im Spektrum enthattén s
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Abbildung 4.13: Leistungsvergleich der MILCA durchgefihrt im originalen Raum (linke
Spalte) mit der MILCA im gefilterten Raum (rechte Spalte): (a,b) Ml der Quellsignale ge-
gen den Amari-Leistungsindex; (c,d) Histogramm des Leistungsindex; (e,f) Positivitatsin-
dex gegen Leistungsindex.
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OPA-ALS IPCA SIMPLISMA SIMPLISMA-ALS BTEM MILCA

toluene 0.996 0.968 0.971 0.973 0.954  0.987
n-hexane 0.523 0.994 0.994 0.995 0.992  0.990
acetone 0.639 0.873 0.866 0.899 0.886  0.933
aldehyde 0.579 0.937 0.943 0.953 0.899 0.901
33DMB 0.555 0.584 0.576 0.963 0.983 0.964
DCM 0.502 0.971 0.969 0.967 0.904  0.909

Tabelle 4.1: Vergleich der Separationsgute von verschiedenen BSS-Algorithmen fiir expe-
rimentell gemessene IR-Spektren einer 6-Komponenten-Mischung. Als Leistungsindex ist
das normierte Skalarprodukt i dargestellt. Die Werte der ersten 5 Spalten sind aus Ref.
[77] genommen.

Die Analyse von IR-Spektren chemischer Mischungen hatise¥ae lange Tradition und
es sind eine Vielzahl an Algorithmen Giber die Jahre entgftckorden, die versuchen, die
Spektren der Reinsubstanzen zuriickzugewinnen. Dieswifigien sind mit der Zeit sehr
ausgeklugelt worden und so wird meistens Uber verscheederfahren eine Frequenz-
bandselektion vorgenommen, um dieerlappungen in den Spektren zu minimieren. Au-
Rerdem enthalt die Kontrastfunktion meistens viele \aestene Terme, wie die Entropie,
Positivitat und andere Grof3en, die optimiert werden.

Wir wollen hier die Trennleistung von bekannten effiziendgorithmen mit der von MIL-
CA vergleichen [5]. Dazu verwenden wir vierzehn experirelatgemessene IR-Spektren
[77], die aus sechs Reinsubstanzen (Toluol, n-Hexan, A¢&d”henylpropanolaldehyd
(Aldehyd), 3,3-Dimethylbut-1-en (33DMB) und Dichlormeth (DCM)) zusammen ge-
mischt wurden. Der Frequenzbereich erstreckt sich dabei9&® bis 320Qm !, wo-
bei jedes Spektrum aus 5626 Datenpunkten besteht. Um d#srgtimdrauschen zu un-
terdriicken, wendeten wir einen Savitzky-Golay-Filter][Bnit 81 Punkten Fensterlange
und einem Polynom siebenter Ordnung auf die Messdaten anERgebnis des MILCA-
Algorithmus ist zusammen mit den Spektren der ReinsubstaimzAbb.(4.14) zu sehen.
Alle Spektren wurden relativ rein rekonstruiert und es sindgeringe Unterschiede zwi-
schen den originalen Quellsignalen und ihren Schatzurzgearkennen. Das Ergebnis
von MILCA wird in Tab.(4.1) mit denen von SIMPLISMA [78], SIFLISMA-ALS [71],
BTEM [77, 22], IPCA [8] und OPA [56] verglichen. Um konsisteau sein, verwenden wir
ebenfalls den in Ref. [77] benutzten Leistungsindex, dasrerte Skalarprodukt

(y-s)
MIE

zwischen dem Spektrum der Reinsubstannd dem geschatzten SpektriymAus der Ta-

belle ist ersichtlich, dass SIMPLISMA-ALS am effizientasfér diesen Datensatz arbei-
ten, dicht gefolgt von MILCA und BTEM. Dies ist ein durchaustinierendes Ergebnis,
da bis jetzt nur die einfachste Version des MILCA-Algoritisnverwendet wurde. Dies
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Abbildung 4.14: Geschatzte Spektren von MILCA (durchgezogene Linie) und Spektren
der Reinsubstanzen (gestrichelte Linie) [77]; (a) Toluol; (b) n-Hexan; (c) Aceton; (d) Alde-

hyd: (e) 33DMB; (f) DCM.
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steht im Gegensatz zu anderen Algorithmen, bei denen erlea¥il weiterer Tricks und
eine Reihe von weiteren Beitragen zur Kostenfunktion murden. Moglichkeiten die
Leistung unseres Algorithmus weiter zu steigern, sind diB.Einbeziehung der Positi-
vitat oder die Nutzung der Korreliertheit der Nachbartrenzen (siehe Kap.(3.2.3.4) in
die Kontrastfunktion. Aul3erdem sollte Uberpruft werdeb eine Frequenzbandselektion,
wie sie in den meisten Algorithmen erfolgt, ebenfalls zweeiteigerung der Gite der Se-
paration fuhrt.

4.3 Synchronisation oder Superposition?

In vielen Bereichen der Wissenschaft wird versucht, imnmenglexere Systeme zu un-
tersuchen. An der Front der Forschung steht hier sichedashmenschliche Gehirn. Es
gibt eine Vielzahl von Problemen, die das Verstandniseswch komplexen Netzwerks
erschweren. Um diese Probleme zu umgehen, ist es oft noigyedas gesamte System
konzeptionell in Teilsysteme zu zerlegen, die dann abéesiich nicht unabhangig von-
einander sind. Eine Methode, um Zusammenhange zwisclserdiTeilen darzustellen,
ist die Synchronisationsanalyse [51]. Dabei werden Malie z:8. die Phasenkoharenz
[51, 47, 35, 38] dazu benutzt, Verbindungen in diesen Netzevezu erkennen. Ein grol3es
Problem ist dabei, dass die Messdaten migtstrlagerungen verschiedener Quellsignale
enthalten und somit eine Synchronisation vorgetausaiat, wbwohl zwischen den Quellen
gar keine Verbindung bestehen muss. In dem Fall kann die I€lfeim, um diesen syste-
matischen Fehler der Synchronistionsmalfie zu beheben.

Die erzielte Verbesserung der Synchronisationsanalyss exwemplarisch an einem Sy-

stem von zwei Rossler-Oszillatoregezeigt, da diese als ein Modell fur viele biomedizi-
nische Anwendungen dienen [70, 51]. Im Folgenden werdemmigrsuchen, wie sich die

Synchronisationsmalf3e in den beiden folgenden Falleraltern

e Beide Oszillatoren sind unabhangig voneinander und ilgeae werden mit vari-
ierender Starke gemischt. (Dynami

e Die Signale der Oszillatoren sind dynamisch gekoppelt. IKaatrollparameter ist
die Kopplungsstarke. (Dynamik B)

4Es wird hier auf eine genaue Beschreibung des Rossler-ldodgzichtet. Interessierte finden eine
ausfuhrliche Beschreibung z.B. in Ref. [32, 51]
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Im Detail sieht das so aus, dass zuerst aus den Differelelighgngen der Rossler-Systeme

1'}1 = —0.985 Vg — V3 + € (w1 — Ul)

vy = 0.985v; + 0.15 v9

1')3 = 02+ U3 (U1 — 10)

wl = —1.015 Wy — W3 + € (Ul — wl) (48)

we = 1.015w; +0.15 wy
u')3 = O2+U)3 (w1—10)

die Zeitreihen erzeugt werdedit(= 0.1). Fur die DynamikB wird der Kopplungsparame-
tere vone = 0 (keine Kopplung) big = 0.36 mit einer Schrittgrof3e von 0.01 verandert.
In der spateren Analyse wird dann die Synchronisation@wisz; = v; undz, = wy
berechnet. Fir DynamiK iste = 0 und die beiden Quellsignale undw, werden durch

r1 = (1 —q)v1 + quy

4.9
o = qui + (1 — q)uwy (4.9)
gemischt, wobei der Mischparametevon ¢ = 0 (keine Mischung) big = 0.45 mit einer
SchrittgrofRe von 0.05 geandert wird. Somit erhalt mamdié DynamikA 10 und fur die
Dynamik B insgesamt 37 Zeitreihenpadte , x2).

Im nachsten Schritt wird die Synchronisation zwischen Aetreihenpaaren sowohl vor
als auch nach der Anwendung von MILCA berechnet. Als Synukationsmal3e werden
dabei die lineare Korrelation (GI.(3.7)), die Phasenkeha (Gl.(2.27)) und die Mutual
Information (Gl.(2.19)) verwendet. Die Ergebnisse fie 8iynamikA sind in Abb.(4.15)
zu sehen. Die Werte aller Mal3e erhdohen sich mit steigendekesder Mischung, obwohl
die beiden Rossler-Systeme unabhangig sind (linkeg .Hisl ist somit mit diesen Mal3en
unmdglich zwischen einer echten Synchronisation undréierlagerung zu unterschei-
den. Mit Verwendung der ICA als Vorverarbeitungsschrigictites Bild) gelingt es aber,
diesen systematischen Fehler praktisch zu eliminieremwida@ewinscht alle Mal3e tiber
den gesamten Wertebereich wpannahernd null sind.

Es bleibt noch zu beweisen, dass bei der Analyse von gekepp8lystemen die ICA
nicht die tatsachliche vorhandene Synchronisation @drsin Abb.(4.16) ist zu sehen,
dass diese Bedingung erfullt ist. Im linken Bild, in dem tlieerte der Mal3e gegen die
Kopplungsstarke aufgetragen sind, dient gewissermalfen als Sollvorlagan\jégzt die

ICA als Vorverarbeitungsschritt verwendet wird, bleibaa Werte der Phasenkoharenz
nahezu unverandert. Die Werte der MI verringern sich gerad den linearen Anteil der
Abhangigkeiten, da dieser durch die ICA auf null gesetztifsiehe lineare Korrelation in
Abb.(4.16 rechts)). Daher empfiehlt es sich, als neues Ma@ewunichtlinearen Anteil der

MI, 1(¢) + s In(1 — Cy;(¢)?), zu verwenden. Dieser bleibt dann wie die Phasenkoharenz
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Abbildung 4.15: Werte der linearen Korrelation, Phasenkoharenz und Mutual Infor-
mation gegen den Parameter ¢ der Mischung (Dynamik A). Linkes Bild: ohne ICA-
Vorverarbeitung; Rechtes Bild: mit ICA-Vorverarbeitung.

unverandert. Es zeigt sich somit, dass die ICA als Vonbsiamngsschritt in der Synchro-
nisationsanalyse ein sehr hilfreiches Werkzeug, ist undama Anwendungen tiberhaupt
erst ermoglicht.

Die gezeigten Ergebnisse gelten fur Modelldaten, d.hages Wissen uber die Art der
Mischung, kein Messrauschen und eine kontrollierte Anzahl Quellen. Es muss noch
gezeigt werden, wie sich die Synchronisationsmal3e urdaéstischeren Bedingungen ver-
halten, um die tatsachliche Leistungsgewinnung zu bgemteévor allem ist zu erwarten,

dass Probleme bei stark gekoppelten Systemen auftretelemeseil es Mischungen der
Messsignale geben wird, die unabhangiger sind als digiumgfichen Quellsignale. Dies
wilrde dann zu erniedrigten Wert fur die Synchronisatigwrén.

Bis jetzt werden in der Synchronisationsanalyse so gepdiSurrogate” verwendet, die
es erlauben, auf gewisse Null-Hypothesen zu testen. Ebestleekannt, dass diese nicht
zwischen Daten von gemischten unabhangigen Signalen ichdimear gekoppelten Sy-
stemen unterscheiden kdonnen (siehe z.B. Ref. [3]). Satnilié ICA eine der vielverspre-
chendsten Methoden, um solche Probleme der Synchronisatialyse in realen Messda-
ten zu losen.
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Abbildung 4.16: Werte der linearen Korrelation, Phasenkoharenz und Mutual Information

gegen den Kopplungsparameter ¢ (Dynamik B). Linkes Bild: ohne ICA-Vorverarbeitung;
Rechtes Bild: mit ICA-Vorverarbeitung.

4.4 Schlafphasenklassifikation anhand des EEG

In der klassischen Schlafphasenklassifikation [54] weriereinzelnen Messkanale auf
bestimmte Frequenzanteile und Muster hin untersucht. Dalvd jeder Kanal als ei-
genstandig betrachtet und fur die Zuordnung eines Zertnalls (meist erfolgt eine Un-
terteilung der Signale in 30 Sekundenintervalle) zu eirdl&phase wird dann die Infor-
mation aus allen Kanalen zusammengefuhrt. Wir wollem Bieen anderen Weg gehen.
Die Idee ist dabei, nicht nach charakteristischen Merkmaleden einzelnen Kanalen zu
suchen, sondern vielmehr die Verteilung der Quellsigoakr alle Kanale fur die Klassi-
fikation zu verwenden [67, 66]. Dazu musste nur die ICA aafalnzelnen Zeitfenster an-
gewandt werden und die erhaltenen Mischmatrizen miteimawerglichen werden. Wenn
jetzt der Patient zu unterschiedlichen Zeiten in die selidefphase eintritt, musste sich
dies in einefAhnlichkeit der Matrizen zeigen.

Die im Rahmen dieser Arbeit untersuchten EEG-Datind von der Klinik fur Epilep-

tologie der Universitat Bonn zur Verfugung gestellt wend Sie wurden mit Hilfe zweier
intrahippokampalen Tiefenelektroden [30, 2, 38, 35, 4¢ (o der rechten bzw. linken
Gehirnhemisphare platziert waren) mit je 10 Kontakten eimeér Abtastrate von 390 Hz
aufgezeichnet. Die Auflosung der Analog-Digital-Wandietrug dabei 12 Bit und zusatz-
lich erfolgte noch eine Bandpassfilterung (0,05-85 Hz).afzisch wurden simultan noch

SDie Hauptziele der EEG-Analyse an der Universitat Bonndist Verbesserung der Lokalisation des
epileptischen Fokus und eine mogliche Anfallsvorhersage
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unahnlich
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00:00 00:34 01:09 01:43 02:18 02:52 03:26 04:01 04:35

Abbildung 4.17: Zwei unterschiedliche Schlafphasenklassifikationen; Oberes Bild: Ahn-
lichkeitsindex der Korrelationsmatrizen des Tiefen-EEGs (Segmentlange: 41 Sekunden);
Unteres Bild: klassische Klassifikation aus dem Oberflichen-EEG nach Ref. [54] (Seg-
mentlange: 30 Sekunden)
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Abbildung 4.18: Wie Abb.(4.17) jedoch fur einen anderen Datensatz.
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Signale an 5 Oberflachenelektroden [80], 2 Elektroden arAdyen (Elektrooculographie
(EOG)) und 3 Elektroden am Kinn (Elektromyographie (EMQ)jgezeichnet, mit deren
Hilfe eine klassische Schlafphasenklassifikation ertalfftiese dient aber ausschlief3lich
Vergleichszwecken, und fur die spatere Analyse wurderdiaSignale der Tiefenelektro-
den verwendet.

Mit dem Ziel, eine ICA-basierte Schlafphasenklassifikatdurchzufiihren, werden von
einer gewahlten Hirnseite die 10 Messsignajen Segmente mit jeweils 16000 Daten-
punkten zerlegt, was einer zeitlichen Lange von etwa 4L8aéén entspricht. Im nachsten
Schritt wird eine instantane lineare ICA, in unserem FallM&_CA-Algorithmus, auf die
Segmente angewandt und die Zuverlassigkeit der einzé@®fKomponenten tberpruft.
Die Komponenten zeigen in dem Modell- und Eindeutigke#stein sehr ahnliches Ver-
halten wie die des EKGs der schwangeren Frau (Kap.(4.1pd¥vum sehen die verschie-
denen Elektroden verschiedene Projektionen der Quelldrearwerden somit abhangige
Komponenten gefunden. Dartiber hinaus konnen viele dengbmenten nicht eindeutig
abgeschatzt werden, da sie annahernd gaufRverteiliZomait macht es keinen Sinn, die in
der ICA gewonnenen Matrizéi” miteinander zu vergleichen, da ein MaR fiir itenlich-
keit nur einen aussagekraftigen Wert liefert, wenn allengonenten zuverlassig geschatzt
werden konnen.

Als Alternative zur ICA bietet sich aber an, nur eine Haupssntransformation mit einer
anschlieBenden Skalierung (Whitening) der Signale durf¢inzen, weil durch sie ein mul-
tivariates Signal in unkorrelierte, nach ihrer Varianz gke@t, Komponenten zerlegt wer-
den kann. Diese Ordnung wird in allen Segmenten eingefirdtsomit ist ein Vergleich
ihrer Korrelationsmatrizen sinnvoll. Als MaR fiir diéhnlichkeit der Matrizen eignet sich
wiederum der Amari-Leistungsindex. Obwohl wir jetzt kel@A durchfihren und keine
Chance haben, die eigentlichen Quellsignale zu erhaltgspecht einédhnlichkeit in den
Matrizen mit einer hohen WahrscheinlichKedtich ahnlichen Quellverteilungen.

In Abb.(4.17) ist ein beispielhaftes Ergebnis fir einendbaatz gezeigt. DiBhnlichkeit
zwischen den Segmenten unterschiedlicher Zeiten isti¢arkbdiert, wobei dunkelblau
fur identische Matrizen steht und dunkelrot den groRtefuigden Wert darstellt. Im un-
teren Teil des Bildes ist zum Vergleich das aus den Obe#léelekiroden gewonnene
Somnogramm gezeigt (beide Klassifikationen sind vollkomemeunabhangig voneinan-
der durchgefuhrt worden). Um das komplexe Bild zu verstelst es am einfachsten, sich
zuerst auf einen schmalen horizontalen Streifen zu koneeem. Das Auftreten verein-
zelter blauer Blocke ist ein Zeichen dafir, dass die @uekrteilung Uber einen langeren

8Es gibt die Moglichkeit, dass zwei ahnliche Korrelatiorarizen vollkommen unterschiedliche Quell-
verteilungen aufweisen. Aber in Anbetracht der KonstanzMatrix Uber einen langeren Zeitraum ist es
sehr unwahrscheinlich, dass sich die Quellverteilungdgeso verandert hat, dass die Korrelationsmatrix
konstant bleibt.
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Zeitraum konstant bleibt. Das wiederholte Auftreten eislesien Blocks in einem Streifen
ist ein Hinweis darauf, dass die gleiche Quellenverteilmegrere Male wahrend der Nacht
auftritt. Wenn wir jetzt die Anfangs- und Endzeiten dieséid&e mit dem Somnogramm
vergleichen, stellen wir fest, dass diese in etwa mit deraAg$- und Endzeiten der ein-
zelnen Schlafphasen Ubereinstimmen. Somit ist es ntglen einzelnen blauen Blocken
entsprechende Schlafstadien zu zuordnen. In Abb.(4.18)pish eine Klassifikation fur
eine andere Nacht mit starker ausgepragten Tiefschaafahgezeigt. Die sehr guitber-
einstimmung der zwei Klassifikationen zeigt, dass allemdear Analyse der Korrelationen
der Messsignale eine Unterscheidung der Schlafstadiedgticht wird. Um eine Aussage
uber die Trenngute der Klassifikation zu machen, musscje@ost die Zuverlassigkeit an
einer grof3eren Anzahl von Datensatzen tberpruft werde

Die vorgestellte Methode verzichtet vollkommen auf die Ksa der Kurvenform der ein-
zelnen Kanale und ist somit unabhangig von der Referdwatizsmg (z.B. bipolar, Laplace
oder gemeinsame Ableitung) der Kanale. AuRerdem werdgergmer der klassischen
Schlafphasenklassifikation weder EOG noch EMG-Signalétigin Es konnte somit ge-
zeigt werden, dass multivariate Techniken ebenso einesHileation der Schlafphasen zu-
lassen wie die bisher verwendeten univariaten Technikéneily Vorteil gegenuiber letz-
terer ist die konzeptionelle Einfachheit der neuen Methmdeehen, die es erleichtern
sollte, Unterschiede zwischen verschiedenen Datenségsser zu erkennen. Auf3erdem
erhalt man mehr bzw. zusatzliche Information Uber dibl&phasen, da die Beziehung
zwischen ihnen ebenfalls idhnlichkeitsbild zu erkennen sind. Es bieten sich somieein
Reihe von Moglichkeiten, weiterfuhrende klinische Ustechungen mit dieser Methode
durchzufuhren.
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Kapitel 5

Zusammenfassung und Ausblick

Das Hauptaugenmerk dieser Dissertation lag auf der Zargpgon multivariaten Signalen
in moglichst unabhangige Komponenten. Um das zu erraiclvarde ein Mal3 benotigt,
welches so exakt wie moglich die Abhangigkeiten zwiscen Signalen bestimmt. Da
die Genauigkeit bisheriger Algorithmen als nicht ausreighbetrachtet wurde, stellte die
Entwicklung eines exakten Schatzers [37] fur die wedatge Abhangigkeit (Mutual
Information) den Ausgangspunkt der Arbeit dar. Fur einelxahl von Verteilungen, wur-
de dann in numerischen Tests bewiesen, dass der neue &dné@tergleich zu anderen
Schatzern minimalen systematischen und statistischieleHeesitzt. Dartiber hinaus wur-
de eine auf der MI basierende neuartige ClustermethodedB6yickelt, die es erlaubt
auch die Abstande zwischen hoherdimensionalen Objatenessen und somit auf eine
Mittelung Uber die Eigenschaften der einzelnen Objekteigbtet.

Fur die Zerlegung von Signalen in moglichst unabhandgigenponenten (Independent
Component Analyse (ICA)) zeigte sich, dass der neue Mb&sh'es ermoglicht, einen
ICA-Algorithmus (MILCA) [65] zu formulieren, der hinsichth Genauigkeit bisherige
Algorithmen Ubertrifft. Dieser Zugewinn an Prazessionss jedoch mit einem numeri-
schen Mehraufwand erkauft werden, welcher aber fir diesteeiAnwendungen vertret-
bar ist. Ein Vorteil der Verwendung eines exakten Abhakegitgmales ist, dass damit die
ICA zur LCA (Least dependent Component Analyse) erweitestden kann, da namlich
nicht in allen Anwendungen die Unabhangigkeit der Qugfale erfullt ist (Kap.(4.2)).
Desweiteren wurde eine MILCA-Variante vorgestellt, die Hiife von Verzogerungsvek-
toren nicht nur die Abhangigkeiten zwischen instantan@sdpunkten minimiert, sondern
auch von zeitlich versetzten, was von Vorteil ist, wenn dign8le hauptsachlich zeitli-
che Information tragen. Eine weitere Variante des MILCAy&iithmus, die in Kap.(4.1)
erfolgreich angewandt wurde, ermoglicht auch eine Séjparader Signale, wenn an den
Sensoren verschiedene Projektionen der QuellsignalesgEmeverden.
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Die Abschatzung der absoluten Abhangigkeit bietet auehiMibglichkeit einen Zuverlas-

sigkeitstest [64] fur beliebige ICA-Ausgabe zu formudiar Ein solcher Test stellt eine not-
wendige Voraussetzung fur die Interpretation jeglicii®kiKomponenten dar, dies wurde
aber erst kurzlich wahrgenommen [45, 23, 26]. Erst nachelenittelt worden ist, welche

der Ausgabesignale ein- bzw. multidimensionale Kompagredarstellen, kann die Rich-
tigkeit des verwendeten ICA-Modells Uberprift werdeie 2tzte Neuentwicklung stellt

eine spezielle Erweiterung des MILCA-Algorithmus (Kap®.1) dar, die es erlaubt, bei
Anwesenheit von Messrauschen in den Daten, bessere Esgelmi erzielen.

Im dritten Teil der Doktorarbeit wurden die vorgestelltelyérithmen auf experimentelle
Daten angewandt. Im ersten Beispiel wurde gezeigt, dabBsdsis EKG einer schwange-
ren Frau sehr gut in das Mutter- und Fotus-Signal trenasstl'Eine der Neuheiten dabei
ist, dass nach der Anwendung einer erweiterten VarianteMle€A-Algorithmus und
des Zuverlassigkeitstests eine Clustermethode dazudiemurde, um multidimensionale
Komponenten in der ICA-Ausgabe zu identifizieren.

In einer weiteren Anwendung wurde gezeigt, dass Infrasispn von organischen Mi-
schungen, trotz gewisser Abhangigkeiten zwischen dekt&reder Reinsubstanzen, durch
eine Vorverarbeitung mit einem Hochpassfilter hervorrdgsepariert werden konnen. In
einem Vergleich mit verschiedenen modernen Algorithménsgeziell fur die Trennung
von Infrarotspektren konstruiert wurden, konnte gezeigtden, das MILCA in der Spit-
zengruppe lag. In weiteren Analysen konnte daher untatsuerden, ob eine Einbezie-
hung der Positivitat die Trennleistung noch weiter stedigguRerdem konnte in einem
erweiterten Algorithmus die Korrelation in den Nachbagfrenzen oder die haufig ange-
wandte Frequenzbandselektion genutzt werden.

In der dritten Anwendung wird gezeigt, dass die ICA in der @yonisationsanalyse ein-
gesetzt werden kann, um den systematischen Fehler zu eeelnzier durch diéberla-
gerung der Signale entsteht. Dies ist besonderes fir bielaedizinische Anwendungen
wichtig, da man dort sehr haufig mit solchen Situationenfiariert ist. In zuktnftigen
Arbeiten sollte der Einfluss von Messrauschen auf diesedkaur untersucht werden.

In der letzten Anwendung wird gezeigt, dass die alleinigesémdung der Korrelationen
zwischen den Messkanalen in der Lage ist, eine Schlafpkisssifikation in intrakraniel-
len EEG-Daten durchzufuhren. Die Einfachheit der vorglieh Methode steht im starken
Kontrast zu bisherigen Klassifikationsverfahren und kémmklinischen Anwendungen er-
lauben, Unterschiede zwischen z.B. physiologischem utitbpagischem Verhalten leich-
ter zu erkennen.
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In dieser Arbeit wurden neue Algorithmen entwickelt, dieiner Vielzahl von Anwendun-
gen ihre Nutzlichkeit bewiesen haben. Die VerbesserumgirGenauigkeit der Schatzung
der Abhangigkeit, die Einfuhrung eines Zuverlassigitests, die Formulierung einer auf
der MI basierten Clustermethode und die Erweiterung desntenen linearen Modells
stellen fur viele Fragestellungen in der BSS hilfreicherk¥euge dar. Es sind daher in
Zukunft noch eine Reihe weitere Anwendungen zu erwarten.
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