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Kapitel 0

Einleitung

Die vorliegende Arbeit befafit sich mit der verifizierten Auswertung arithmetischer Aus-
driicke. Ansto3 dazu war unter anderem die Unzufriedenheit mit den numerischen Féahig-
keiten vieler Computer—Algebra—Systeme (kurz CASe). Sie liefern zwar in vielen Fillen ex-
akte symbolische Resultate, konnen diese aber in der Regel nicht mit vorgebbarer Genauigkeit
numerisch auswerten oder gar einschliefen. Fast alle Systeme suggerieren dies zwar durch
das Vorhandensein einer beliebig langen Gleitpunktarithmetik, die Anzahl signifikanter Stel-
len 148t sich jedoch meist nur durch fragwiirdige Techniken wie sukzessivem Erhchen der
Stellenzahl und Beobachtung der ,stabilen* Ziffern erraten. Falls ausnahmsweise doch eine
Moglichkeit zur Ermittlung der Giite eines Resultats vorgesehen ist, basiert sie offensichtlich
auf Heuristiken (Mathematica), die ohne grofie Miihe falsifiziert werden kénnen.

Im ersten Kapitel dieser Arbeit wird zunéchst ein Uberblick iiber erprobte Verfahren zur
Auswertung bestimmter Klassen von arithmetischen Ausdriicken gegeben. Anschliefend wird
ein Wiederberechnungsverfahren beschrieben, das besonders auf die zuvor dargelegten Ge-
gebenheiten in CASen zugeschnitten ist. Es ist jedoch auch in Umgebungen anwendbar,
die zumindest eine adiquate Unterstiitzung von Langzahlarithmetiken (Operatorkonzept,
Klassen) bieten.

Im zweiten, umfangreichsten Kapitel dieser Arbeit wird dann auf die genaue Berechnung
von Standardfunktionen in dynamischen Rastern eingegangen. Ihre Verfiigharkeit ist neben
der Existenz einer sachgemifl implementierten Arithmetik unverzichtbar fiir die praktische
Realisierung der in Kapitel 1 vorgestellten Verfahren. Die Methoden der fiir die gesamte
(X)SC—Sprachenfamilie grundlegenden Arbeiten von Braune ([Br]) und Kramer ([[Xr]) wer-
den dazu auf die besonderen Verhéltnisse in dynamischen Rastern angepafit und erweitert.
Auch der Einsatz von Intervall-Newton—Verfahren und die Problematik der Bestimmung
von zugehorigen Startintervallen werden diskutiert, da sinnvollerweise nicht alle géngigen
Standardfunktionen iiber Polynomapproximationen berechnet werden sollten.

Das dritte Kapitel schliellich beschreibt zwei im Rahmen dieser Arbeit vorgenommene Imple-
mentierungen der in den beiden ersten Kapiteln erarbeiteten Algorithmen. Die erste wurde
mit Hilfe von REDUCE vorgenommen und zeigt insbesondere, dafl die beschriebenen Methoden
vollkommen transparent in dieses CAS integrierbar sind.

Aufgrund der inzwischen — nicht zuletzt wegen einer fehlenden graphischen Benutzerober-
fliche — geschwundenen Bedeutung von REDUCE, wurde eine zweite Implementierung in An-
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griff genommen, diesmal allerdings nicht innerhalb eines CASs, sondern als C++-Bibliothek.
Die Sprache C++ unterstiitzt ein Operatorkonzept und erlaubt dank ihres méchtigen Klas-
senkonzeptes die einfache Implementierung von Langzahlarithmetiken. Da sie als ”general
purpose language” auch fiir das ”scientific computing” geeignet und aulerdem weit verbreitet
ist, schien sie als Kandidat fiir ein solches Projekt eine gute Wahl zu sein.

Die vorgenommene Implementierung geht jedoch weit iiber die alleinige Realisierung einer
Langzahlarithmetik und der zugehorigen Standardfunktionen hinaus. Auch wenn dies be-
reits zur Kodierung eines Wiederberechnungsverfahrens — mit einer Schnittstelle, die etwa
Zeichenketten zur Ubergabe eines arithmetischen Ausdrucks verwendet — ausgereicht hitte,
so wire das Resultat doch nicht sehr befriedigend ausgefallen. Die Wiederberechnung sollte
vielmehr in einer fiir den Anwender transparenten Art und Weise integriert werden. Auch
sollte es moglich sein, die Arithmetik innerhalb eines Programmes selbst noch zur Laufzeit
frei zu wahlen. Dies wurde durch Schaffung eines meta—arithmetischen Typs mit dem Na-
men ArithmeticDomainElement (kurz ADE) erreicht, der das in REDUCE verwendete Konzept
arithmetischer Doménen (Bereiche) nachahmt. Uber spezielle Methoden erlaubt diese Klasse
die Wahl verschiedener Arithmetiken und die Kontrolle von Parametern wie Stellenzahl oder
die Vorgabe von Genauigkeitszielen. Sie ist aber dennoch fiir den Programmierer vollkom-
men analog zum vordefinierten arithmetischen C++-Typ double zu verwenden und kann
aulerdem mit iiberschaubarem Aufwand um eigene Arithmetiken und Standardfunktionen
erweitert werden.

Im Anhang schliefllich werden zwei OSF /Motif-Applikationen vorgestellt, die den Typ ADE
verwenden und seine besonderen Moglichkeiten zu einem groflen Teil ausschopfen. Der Funk-
tionenplotter xmvfplot und der Taschenrechner xmvcalc sind beide im besonderen Mafe
dazu geeignet, die Probleme des numerischen Rechnens auf dem Computer zu veranschauli-
chen.

Die Quelltexte aller im Rahmen dieser Arbeit erstellten Bibliotheken und Programme sind
vom FTP-Server des Fachbereichs Mathematik der Bergischen Universitidt — Gesamthoch-
schule Wuppertal aus dem Verzeichnis pub/sources/Steins abrufbar:

% ftp wmfizl.math.uni-wuppertal.de
login: anonymous

password: eigene e-mail Adresse
ftp> cd pub/sources/Steins

Mein besonderer Dank gilt an dieser Stelle Herrn Prof. Dr. G. Heindl, der die Anregung und
Moéglichkeit zur Beschéftigung mit der Thematik und viele wertvolle Hinweise zur Prasentati-
on der erhaltenen Resultate gegeben hat. Nicht unerwéhnt bleiben darf auch Prof. Dr. H.-J.
Buhl, mit dem ich viele hilfreiche Diskussionen iiber Aspekte des Softwaredesigns fithren
durfte und der auBerdem als aktiver Beta—Tester eine Fiille von Anregungen zur Verbesse-
rung der beiden zuvor erwidhnten OSF /Motif-Applikationen geliefert hat.


ftp://wmfiz1.math.uni-wuppertal.de/pub/sources/Steins

Kapitel 1

Verifizierte Auswertung
arithmetischer Ausdriicke

Die verifizierte Auswertung arithmetischer Ausdriicke ist ein wichtiger Teilaspekt der kon-
trollierten Numerik. Fiir bestimmte Typen solcher Ausdriicke existieren bereits etablierte
Verfahren, iiber die im folgenden ein kurzer Uberblick gegeben werden soll.

Zu den einfachen Typen arithmetischer Ausdriicke fiir die spezielle Algorithmen existieren
zéhlen:

— Skalarprodukt—Ausdriicke ((X)SC-Sprachenfamilie).

— Univariate Polynome sowie Ausdriicke, die ausschliefilich Operatoren aus {+, —, -}
enthalten (Bohm—Algorithmus und verschiedene Modifikationen).

Skalarprodukt-Ausdriicke werden in der (X)SC-Sprachenfamilie ([[<11], [K12]) durch Verwen-
dung eines sogenannten iiberlangen Akkumulators behandelt (siehe [Ha]). Sie fallen daher in
gewisser Weise aus dem hier diskutierten Kontext, da eigentlich kein spezialisierter Algorith-
mus verwendet wird, sondern lediglich ein modifizierter (meist softwaremiflig emulierter)
Koprozessor. Dieser wird, eventuell durch Umstellen der Ausdriicke, solange wie moglich
genutzt und erst — unter Beriicksichtigung des gewiinschten Rundungsmodus — ausgele-
sen, wenn dies unvermeidbar ist. Die erzielte Genauigkeit beruht einzig und allein auf der
Tatsache, dal nur diese einzige finale Rundung vorzunehmen ist.

Das Verfahren von Béhm und seine Modifikationen beruhen im wesentlichen auf einer Dar-
stellung des Problems, die die Anwendung verifizierender Loser fiir lineare Gleichungssysteme
erlaubt. Diese verbessern iterativ eine EinschlieSung des Defektes einer Naherungslosung. Ei-
ne kompakte Darstellung der Verfahrensidee und der theoretischen Grundlagen findet sich
z. B. in [IKic], Abschnitt 1.4.5. Dort wird auch auf die Originalarbeiten von Rump ([Rul],
[Ru2]) verwiesen. Durch Verwendung des sog. “staggered correction“ Formats und iiberlan-
ger Akkumulatoren ist die mit diesen Verfahren erzielbare Genauigkeit im Prinzip nur durch
das Erreichen des Unterlaufbereichs beschréinkt.

Die erforderlichen Schritte zur Uberfithrung in ein Gleichungssystem sind zwar stets moglich,
liefern aber bereits fiir die gewohnliche Division und Standardfunktionen nicht auflésbare
Nichtlinearitaten.
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Fiir beliebige arithmetische Ausdriicke, die insbesondere Standardfunktionen enthalten diir-
fen, stehen im wesentlichen die folgenden Verfahren zur Verfiigung:

— Eine Verallgemeinerung des Bohm-Algorithmus nach Fischer et al ([Ii1]).

— Wiederberechnungsverfahren nach Richmann ([Ri]) u. a.
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1.1 Der Algorithmus von B6hm

Die Auswertung eines univariaten Polynoms

N
P(z) =) apa®
k=0

an der Stelle zp nach Horner kann nach Einfiihrung von Hilfsvariablen ry,ry_1, ..., mit
ryY = an
rN—1 = TN To+an-1
ro = ri-To+ag= P(z)

wie folgt als lineares Gleichungssystem formuliert werden:

1 0 N an
—ro 1 N—1 aN—1
—X 1 T aq
0 —X 1 Ty Qo
<~ L-r = a

Offensichtlich liefert die exakte Losung 7 dieses Gleichungssystems insbesondere den Wert
des Polynoms P an der Stelle zq. Es gilt: P(xq) = 7.

Der Bohm—Algorithmus startet mit einer Naherungslosung 7 = (7w,...,7), die iiblicher-
weise mit Hilfe des Horner—Schemas und normaler Gleitpunktarithmetik berechnet wird. Im
Anschlufl wird mit Hilfe eines iiberlangen Akkumulators eine EinschlieBung D des Defektes
a — L - 7 berechnet und das System L -Y = D unter Verwendung von Intervall-Arithmetik
durch Vorwirtssubstitution gelost. Bis zu diesem Punkt ist das Verfahren im Prinzip eine
Intervall-Version der bekannten Nachiteration. Die dort {ibliche Berechnung des Residuums
mit doppelter Genauigkeit wird hier lediglich durch die Verwendung eines iiberlangen Akku-
mulators ersetzt, was, da nur eine abschlieBende intervallméfiige Rundung erfolgt, zu einer
sehr engen EinschlieBung des Defektes fiihrt.

74 Y ist jetzt eine Darstellung der EinschlieBung der Losung im sog. “staggered correction
Format (siehe [Lol]). Zur Erhohung der erzielbaren Genauigkeit wird dabei die Summation
nicht explizit durchgefiihrt, sondern die Korrekturterme lediglich in einem Vektor abgespei-
chert. Sollte die obige Einschliefung den Genauigkeitsanforderungen nicht gentigen, wird die
Nachiteration, jetzt allerdings mit der neuen N#herung 7 + mid(Y’) wiederholt. Auch die-
se Addition wird nicht explizit durchgefiihrt, der neue Defekt wird vielmehr in der Form
a— L-7— L-mid(Y) berechnet. Dies ist wiederum ein sog. Skalarprodukt—Ausdruck, der
mit Hilfe eines iiberlangen Akkumulators sehr eng eingeschlossen werden kann.

Diese Vorgehen wird dann bis zum Erreichen einer vorgegebenen Genauigkeit oder einer
Hochstzahl von Iterationen wiederholt.
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Das gesamte Verfahren laft sich auf multivariate Polynome verallgemeinern, wie Lohner
in [Lo2] gezeigt hat. Die wesentliche Idee besteht darin, als Koeffizienten bereits Werte
im “staggered correction® Format zuzulassen und das Ergebnis ebenfalls in diesem Format
darzustellen. Polynome in mehreren Veridnderlichen kénnen dann durch Schachtelung des so
modifizierten Verfahrens ausgewertet werden.

Die zweite Abbruchbedingung des Algorithmus deutet bereits an, daf§ dieser Algorithmus
keinesfalls garantieren kann, eine EinschlieBung der gewiinschten Giite zu liefern. Er scheitert
insbesondere, falls die EinschlieBungen der Defekte die Null enthalten und ihre Unter— und
Obergrenzen den gleichen Betrag besitzen.

Eine Verallgemeinerung auf einfache arithmetische Ausdriicke

Die Grundidee des Bohm—Algorithmus 148t sich auf bestimmte einfache arithmetische Aus-
driicke iibertragen. Es sind dies solche, in denen nur die Grundoperationen Addition, Sub-
traktion und Multiplikation vorkommen.

Zur algorithmischen Formulierung seien die auftretenden Konstanten mit ag, ..., ay durch-
nummeriert. Die Auswertung des Ausdrucks entspricht der Abarbeitung einer (i. a. nicht
eindeutig bestimmten) Sequenz

TM = a“i]v[ 3 ZM G {O,,N}
a, , ipef0,...,N}
_ ai, *k 1y, x€{0,..., N} e{k+1,...,M} o
Tk Tip ¥k A5 ikG{O,...,N},jk€{k+1"._7M} ) *k€{+7 a}
Tip ¥k Tj > ke €{k+1,..., M}
To =

Sofern keine Zeilen der Art

v Ui ik,jkE{k—i-l,...,M} , kE{l,...,M}

TR =T

auftreten, a8t sich dies ebenfalls auf die Losung eines linearen Gleichungssystems zuriick-
fithren, dessen Koeffizientenmatrix untere Dreiecksgestalt besitzt. Wieder enthélt die Kom-
ponente 7y des Losungsvektors 7 den Wert des betrachteten Ausdrucks.

Beispiele: (vgl. [Kic], Abschnitt 1.4.6) Der auszuwertende Ausdruck sei gegeben durch:
(ap + a1) - ag — as - ay. Eine mogliche Sequenz zu seiner Auswertung ist

s = Qo
ry = s+ aq
s = T4-0a9

9 = as
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T = T9-aQq

o ‘= T3 —T

Das zugehérige Gleichungssystem hat die Gestalt

1 0 0 0 00 s ao
—1 1 0 0 0 0 T4 ay
0 —as 1 0 0 0 T3 . 0
0 0 0 1 00 ro || as
0 0 0 —Qy 1 0 T1 0
0 0o -1 0 11 To 0

Ein einfaches Beispiel fiir einen Ausdruck, der sich diesem Zugang nicht unmittelbar er-
schliet ist: (ag + a1) - (ag + a3). Eine naheliegende Sequenz zu dessen Berechnung ist

T4 = Qo

r3 = T4t a
o = Qg

ry = Tr9g-+as
o ‘= T3-T

Sie 148t sich allerdings nicht in Matrix—Schreibweise bringen, da in der letzten Zeile ei-
ne Nichtlinearitéit auftritt. Diese 148t sich jedoch unter Ausnutzung der Distributivitdat der
Multiplikation sukzessive eliminieren. Es gilt:

ro = T3*7

r =1y +as = To r3 - (19 + as)

T3 To+ 13- as

To = Q3 = ro = Tz-ag+713-as
Jetzt sind alle kritischen Terme beseitigt und nach Einfiithrung von zwei zusétlichen Variablen
e = T3+ a2

's = T3-0as

ergibt sich schlielich rq = r¢ + r5, was zu folgendem Gleichungssystem fiihrt:

1 0 0O 0 0 0 0 T4 ag
-1 1 0O 0 O 0 O r3 aq
0 0 1 0 0 0 0 Ty as
0 O -1 1 0 0 0 r | =1 a3
0 —ay 0 0 1 0 0 rg 0
0 —as 0 0 O 1 0 5 0
0 0 0O 0 -1 -1 1 7o 0
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Bemerkung: Die Reihenfolge der Variablen rg,...,rs wurde so gewéhlt, dafl die untere
Dreiecksgestalt erhalten bleibt.

Eine entsprechende Vorbehandlung ist immer moglich, mufl aber gegebenfalls iteriert bis
zum Verschwinden aller Nichtlinearitdten durchgefiihrt werden. Hierbei besteht allerdings
die Gefahr, dal redundante Variablen verbleiben, die die Dimension des Systems unnétig
vergrofern. In unserem Beispiel sind dies r; und 7.

Mit der Division ldt sich nicht auf diese Art und Weise verfahren. Es ist wohl mdglich,
Dividend und Divisor getrennt nach obigem Schema zu behandeln. Da die nachfolgende
Division dann allerdings zwischen moglicherweise bereits fehlerbehafteten Grofien stattfindet,
ist kein maximal genaues Resultat mehr zu erwarten.

1.2 Eine Verallgemeinerung des Bohm—Algorithmus
nach Fischer

Ein beliebiger arithmetischer Ausdruck wird bei Fischer als Abbildung f: Dy x--- x D,,, —
R mit D; C R fir ¢« = 1,...,m aufgefaBBt. Seine sukzessive Auswertung kann durch
Einfithrung zusétzlicher Variablen z; fiir die Zwischenresultate auch durch ein i. a. nichtli-
neares Gleichungssystem beschrieben werden:

21 = fi(xy, .o xm)

zi = filxy, . Ty 21y, Zi1)

Zn = folTr, o T, 21, Z0m1)
Die fr(k =1,...,n) repriasentieren Operationen, die nur ein oder zwei Argumente betreffen.
Die exakte Losung Z liefert dann in ihrer n—ten Komponente z, den Wert des Ausdrucks

flxy, ... xy) .

Es soll ein Verfahren konstruiert werden, das den Fehler Az := 2 — Z einer Naherungslosung
7 unter Verwendung eines iiberlangen Akkumulators einschlieBt. Ahnlich wie beim Bohm-—
Algorithmus kann dieser Vorgang anschlieend solange iteriert werden, bis eine vorgegebene
Fehlerschranke erreicht wird. Dabei wird der aktuelle Wert der berechneten Naherung jeweils
mit Hilfe des Mittelpunktes der berechneten Einschliefung des Fehlers korrigiert. Dies erfolgt
zur Erhohung der erzielbaren Genauigkeit ebenfalls wieder durch Verwendung des ,,staggered
correction® Formats und nicht durch explizite Berechnung.

Es stellt sich heraus, dafl die folgende implizite Form des obigen Systems zur Herleitung ei-
nes solchen Verfahrens besser geeignet ist. Sie erlaubt die Elimination von Divisionen durch
Multiplikation beider Seiten mit dem entsprechenden Divisor und damit fiir rationale Aus-
driicke eine durchgehende Verwendung eines iiberlangen Akkumulators bei der Berechnung
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der Residuen. Sie lautet:
91(21) =0

gi(Zl,...,Zi) = 0

gn(z1,...,2n) = 0
mit gp : Dy X ---xDp - R, D; C R, k=1,....nund ¢« = 1,..., k. Die Variablen
x1,...,T, werden dabei als Konstanten aufgefafit und deshalb unterdriickt. Setzt man nun
die stetig partielle Differenzbarkeit der g, bzgl. der z; fiir ¢ = 1,...,k voraus, ergibt sich
durch iterierte Anwendung des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung fiir k =1,...,n

A~

g(Z1, o 2k) = agi(Z1, 22,0, 2k) + Ogk(&ny 22, oo 2) - Az
= gi(Z1, 22, 23,5 2) + O1gk(&as 22, - - 2) - Az
+ ank(§17£27237 cee 7216) ' AZZ

k
= ge(Z1,. .. %) + Zaigk(gla oo 21, &y Zigas - 2) - Az
i=1

mit & € conv{Z;, Z;}. Da Z die exakte Losung des impliziten Systems ist, folgt daraus

k—1

Az, = _<gk(217~-7£k)+Zaigk(gla'--72i—la£i72i+17'--72k)'AZZ'>

i=1

JOkgk(Z1, - Zk-1, &)

falls die Bedingung Opgx(Z1, - .., 2k_1,&) # 0 erfiillt ist. Da dies bei den im Kontext der
Auswertung arithmetischer Ausdriicke auftretenden g stets der Fall ist (die gy sind sogar
linear bzgl. z;), lassen sich hieraus die Az induktiv mit

Az = —g1(%) /Ovg1(&)

beginnend bestimmen.

Zur intervallméBigen Auswertung ersetzt man & jeweils durch conv{Zz;, z; + [Az]} und die
fir i = 1,...,k — 1 nicht bekannten Werte Z; wiederum durch Z; + [Az;]. Dies fithrt mit der
Abkiirzung

(2,24 [A2]) 1= Oign(Gr, ..., Fior, conv{Fs, 5+ [Az]Y, Zipr 4 [Azisa)s - B + [Azial, 20)
auf die Inklusionsformel
Az, € [Azk]
k-1
= (oG B+ Y g (B 2+ [A2) - [Az)) fowan(Fr, - B, &)
=1

fiir die k—te Komponente des Fehlervektors Az. Diese komplexe Vorschrift vereinfacht sich fiir
die Grundrechenarten und Standardfunktionen erheblich. Spezielle Inklusionsformeln hierfiir
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finden sich in [Fil] ebenso wie Hinweise zur Modifikation dieser Inklusionsformeln fiir eine
im staggered correction Format vorliegende Néherung Zz.

Der auf diesen Voriiberlegungen basierende Algorithmus startet mit einer durch konventionel-
les Auswerten erhaltenen Ndherung Z und gleicht im wesentlichen dem Bohm—Algorithmus,
wobei jedoch der Fehler direkt mit Hilfe der oben hergeleiteten Inklusionsformel eingeschlos-
sen wird.

Eine Erweiterung dieser Strategie zur Behandlung von Intervallargumenten wird in [Fi2]
angegeben. Ausnahmefille wie Uberlauf oder Division durch Null werden hingegen bereits
in [Fi1] kurz diskutiert.

Wegen seiner engen Verwandtschaft zum Bohm—Algorithmus hat dieses Verfahren allerdings
die gleichen Schwichen. Es kann wie dieser beim Auftreten von FehlereinschlieBungen, die
die Null als Mittelpunkt enthalten, keine Verbesserungen einer Naherung mehr erreichen.

1.3 Wiederberechnungsverfahren

Die mit allen bisher zur Auswertung arithmetischer Ausdriicke vorgestellten Verfahren erziel-
bare Genauigkeit resultiert im wesentlichen aus der geschickten Verwendung eines iiberlangen
Akkumulators und Speicherung der erhaltenen Korrekturterme im “staggered correction*
Format. Diese Tatsache bindet die Algorithmen eng an die (X)SC—Sprachenfamilie. In an-
deren Programmierumgebungen wére zunéchst eine Nachbildung dieser Werkzeuge durch
geeignete Software erforderlich, um die bisher vorgestellten Algorithmen unverdndert zu
iibernehmen.

Da Computer—Algebra—Systeme in der Regel Gleitpunktarithmetiken mit dynamischer Man-
tissenléinge zur Verfiigung stellen waren Verfahren wiinschenswert, die hiervon profitieren
konnen. Die Grundidee aller Wiederberechnungsverfahren besteht darin, den gegebenen Aus-
druck zunéchst einer gewohnlichen (Intervall-)Auswertung zu unterziehen, dabei aber mit
Hilfe geeigneter Datenstrukturen iiber alle Zwischenergebnisse und die zugehorigen Opera-
tionen Buch zu fithren. Sollte das Resultat nicht die erforderliche Genauigkeit aufweisen
wird die Berechnung — in Teilen oder global — mit erhdhter Stellenzahl wiederholt. Die
erste Auswertung erfolgt in der Regel mit einer gewissen Anzahl von Schutzziffern, um den
Wiederberechnungsschritt nach Mdéglichkeit zu vermeiden. Die im ersten Durchlauf gespei-
cherten Zwischenresultate sind zur Ermittlung von Konditionszahlen notwendig, mit deren
Hilfe die im zweiten Schritt einzuhaltenden Fehlertoleranzen bestimmt werden.

Auf die detaillierte Darstellung von Verfahren anderer Autoren ([Ri], [Fi3], [Schu]) wird an
dieser Stelle verzichtet. Schumacher formuliert u. a. den von Richman entwickelten Algorith-
mus in seiner Sprechweise ([Schu], Abschnitt 3.2.1) neu, wohingegen Fischer die Einbindung
schneller automatischer Differentiationstechniken behandelt ([I'i3], Kapitel 5).

Das hier vorgestellte Verfahren ist speziell auf die Integration in Computer—Algebra—Systeme
sowie Programmierumgebungen, die ein Operatorkonzept zusammen mit einer geeigneten
Langzahl-Arithmetik unterstiitzen, zugeschnitten.
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1.3.1 Ein Wiederberechnungsverfahren fiir dynamische
Raster

Als arithmetischen Ausdruck wollen wir im folgenden eine Abbildung f: R™ 2 D — R
bezeichnen. Dabei wird zusétzlich gefordert, dal es ein n € IN und eine Sequenz

Tmr1 = Gi1(z1,...,Tp)
Tmri = Gi(T1, o Ty Tty -+ Tonri1)
Y= Tmin = Gn(T1, o T, Tty oo oy Tinn—1)

mit g;: R ' D D; - R und y = f(x1,...,3,) fiir (v1,...,2,) € D gibt.

Die Zahl n sowie die Funktionen g; sind hierbei natiirlich nicht notwendig eindeutig bestimmt,
da es in der Regel verschiedene Moglichkeiten zur Auswertung eines gegebenen arithmeti-
schen Ausdrucks gibt. Die Abbildungen g; (i = 1,...,n) repréisentieren die auf einem Rech-
ner verfiigharen elementaren Funktionen und Grundrechenarten, die zusétzlich eingefiihrten
Variablen x,,11,...,Zmn, die bei der Berechnung anfallenden Zwischenergebnisse bzw. den
letztendlich ermittelten Wert des arithmetischen Ausdrucks. Eine formale Unterscheidung
von Zwischenergebnissen und Eingangsdaten ist nicht sinnvoll, da in Computer—Algebra—
Systemen auch symbolische Konstanten wie e und 7 in arithmetischen Ausdriicken auftreten
konnen.

Bemerkung: Der obige Formalismus zur Beschreibung der Auswertung eines arithmetischen
Ausdrucks erlaubt es, mehrfach auftretende Teilausdriicke zu beriicksichtigen. Wir wollen
jedoch zur Vereinfachung annehmen, dafl fiir « = 1,...,n + m — 1 jedes z; in hochstens
einer der Funktionen ¢; (j = ¢+ 1,...,n) tatséchlich vorkommt. Der Auswertung liegt
also im Prinzip ein geeigneter “parse tree“ zugrunde. Ohne diese Annahme konnten die
entsprechenden Teilausdriicke ggf. mehrfach mit unterschiedlichen Fehlerschranken zur Wie-
derberechnung anstehen. In der Praxis kann diese Einschrankung bei dem hier entwickelten
Intervall-Verfahren entfallen, solange sichergestellt ist, daf§ eine Wiederberechnung nie zu
einer echten Obermenge und damit zu einer Verschlechterung eines bestehenden Resultats
fithrt.

Nach einer intervallméfigen Auswertung der gewéhlten Sequenz

[Em] = guf], - o)

[ajm-&-i] = gi([xl] IR [xm] ) [ajm-&-l] I [xm-l-i—l])

[y] = [xm+n] = gn([xl] Y [xm] ) [mm—i-l] Y [xm—&—n—l]) )
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deren Durchfiihrbarkeit natiirlich gewéhrleistet sein muf}; wird in der Regel aber nur {y} C
[y] und nicht {y} = [y| gelten.

Bemerkung: Die Notation [z] fiir ein © € R soll andeuten, da [z] ein Intervall aus IR
ist, welches x enthélt.

Gesucht wird deshalb ein Algorithmus der sicherstellt, daf} eine vorgegebene positive absolute
oder relative Fehlerschranke A bzw. e nicht iiberschritten wird. Nach Durchfithrung des
Verfahrens soll also

diam([y]) < A (1.1)

bzw.

diam([y])

inf(|[y]])

gelten. Dabei bezeichnet diam(X) := sup(X) — inf(X) den Durchmesser eines Intervalls
X € IR und | X| := {|z||x € X} die intervallwertige Betragsfunktion.

Dies kann zum Beispiel durch eine geschickte Anpassung der verwendeten Gleitpunktraster
bei einer wiederholten Berechnung erreicht werden, wobei entweder die komplette Sequenz in
einem globalen feineren Raster oder aber einzelne Teile in verschiedenen, geeignet gewéhlten
Rastern zu durchlaufen sind.

Der im folgenden hergeleitete Algorithmus verfolgt die zweite Strategie und ist daher ins-
besondere fiir Programmierumgebungen geeignet, die eine Langzahlarithmetik mit beliebi-
gen Mantissenlingen zur Verfiigung stellen (REDUCE, Mathematica) oder das Uberladen von
Operatoren und damit die einfache Implementierung einer solchen Arithmetik unterstiitzen
(C++, PASCAL (X)SC).

Zur Formulierung des Algorithmus ist es erforderlich, Kriterien anzugeben, die es erlauben
aus einer vorgegebenen Fehlerschranke fiir y sukzessive solche fiir g; (i = n, ..., 1) baw. x; (i =
m-+n—1,...,1) herzuleiten. Dazu werden wir zunéchst eine Analyse der Fehlerfortpflanzung
fiir eine gewohnliche Gleitpunktauswertung

<e fir0 ¢ [y] (1.2)

LTm+1 + A$m+1 = jm—&—l = §]1 (i’l, e ,i’m)
Togi + AZpyi = T = Gi( @1, Ty Tongds - -+ Tongie1)
U= Tmin + Dlmin = Tman = Go(T1y oy Ty Tont 1y -+ s Tmtn—1)

vornehmen. Die dabei erhaltenen Fehlerschranken sind auf eine erneute Intervall-Auswertung
zu tbertragen, da sie so bestimmt werden, daf sie fiir alle z; € [z;] (i = 1,...,m + n)
Giiltigkeit besitzen.

Die (1.1) entsprechenden Genauigkeitsanforderungen lauten

17—yl = [Azpin| <A (1.3)
bzw.

=: 5xm+n‘§€ firy#0 . (1.4)
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Setzt man fiir die Funktionen g; stetig partielle Differenzierbarkeit voraus erhélt man durch
iterierte Anwendung des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung unter Verwendung der
abkiirzenden Schreibweise

29 = (x1,..., Tmei) bzw. 9= (Z1,..., Fmsi)
aus (1.3)
7=yl = [§uE")) = gz )|

= |Ag(E" ) + gu (3" Y) = gu (@™ )| mit Agy = Go — g

m+n—1

= Agn(j'(n_l)) + Z ijﬁjgn(xl,... ;Ij—lafja:i‘j—l—la--- 7jm+n—1) (15)
j=1
mit &; € conv{z;,Z;}
< A (1.6)

Um mit den obigen Abschétzungen in der Praxis arbeiten zu konnen, ist es erforderlich,
obere Schranken fiir die Fehler Az; (i = 1,...,m +n) und Ag; (: = 1,...,n) angeben
zu konnen. Wir werden dazu naheliegenderweise die bei der intervallméffigen Auswertung
erhaltenen Einschliefungen heranziehen.

Mit der entsprechenden Abkiirzung

{x(i)} = ([z1], -+, [Tmad))

konnen, da nach Voraussetzung fiir (i = 1,...,m + n) jeweils Z; € [x;] gilt, alle in (1.5)
auftretenden Groflen wie folgt abgeschéitzt werden:

Agn(@" )] < diam([rynn) (L.7)
|Az;| < diam([z;]) :
10;gn (21, j1,&5, Tty ooy Tngn—1)] < sup (‘ajgn ([x("_l)DD . (1.9)

(1.7) ist allerdings eine grobe Uberschitzung des Auswertefehlers und sollte deshalb nach
Moglichkeit vermieden werden.

Zur Berechnung der EinschlieBungen der partiellen Ableitungen kann z. B. auf die Technik
der automatischen Differentiation (vgl. [Fi3]) zuriickgegriffen werden. Es zeigt sich jedoch,
daf} diese Information fiir die géngigen Standardfunktionen und Operatoren meist leicht aus
den bekannten EinschlieBungen von Ergebnis und Argument(en) abgeleitet werden kann. Da
sie tatsdchlich nur benotigt wird, falls eine Wiederberechnung unvermeidbar ist, erscheint
dieses Vorgehen aus Optimierungserwégungen zweckméfliger. Da wir auflerdem an spéterer
Stelle noch eine Modifikation des verwendeten Kalkiils angeben werden, die auch die Be-
handlung einiger nicht iiberall differenzierbarer Funktionen (Absolutbetrag, Quadratwurzel,
Arkussinus und -kosinus und Areakosinus) erlaubt, wiirde das Anwendungsspektrum des
Wiederberechnungsverfahrens unnotig eingeschrénkt.
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In der Praxis liegen ohnehin meist undre und bindre Operatoren vor, d. h. die partiellen Ab-
leitungen 0;¢, (1, ..., 2j-1,&,Tj+1,- - - s Tmin—1) verschwinden bis auf einen oder zwei Ter-
me. Manchmal werden Addition und Multiplikation auch als n-dre Operatoren zugelassen
(REDUCE). Diese Fille miissen gesondert behandelt werden.

Bei den nachfolgenden Betrachtungen werden wir aus Griinden der einfacheren Darstellung
auf die Indizierung verzichten. Sie sind sinngemé$ auf die g; (i = 1,...,n) zu iibertragen.

Unére Operatoren

Wenden wir uns zunéchst dem Fall eines undren Operators

y=glx)
typischerweise einer Standardfunktion von R nach R zu. (1.5) vereinfacht sich dann zu
[Ag(T) +Az-g'() < A (1.10)

fiir £ € conv{z, z} oder unter Verwendung des Resultats einer intervallméfigen Auswertung

[yl := g([z])
(1.9) ausnutzend:
[Ag(Z)] + |Az| - sup(|g'([z]))) <A . (1.11)
Da |Az| < diam([x]) gilt, kann, falls
diam([z]) - sup(lg'([z])]) < A (1.12)
erfiillt ist, an dieser Stelle direkt
[Ag(Z)] < A — diam([z]) - sup(|g'([z])]) (1.13)

gefordert werden. Fiir den noch zu formulierenden Algorithmus bedeutet dies, dafl das Argu-
ment des Operators bereits ausreichend genau vorliegt und nur die eigentliche Auswertung
mit hoherer Genauigkeit zu wiederholen ist.
Andernfalls miissen sowohl die Berechnung des Arguments als auch des Ergebnisses der
Operation erneut vorgenommen werden. Zur Bestimmung der dabei maximal tolerierbaren
Fehler aus (1.11) sind verschiedene Strategien denkbar.
Die naheliegendste besteht darin, zu fordern, daf sich die Wirkung beider Fehler die Waage
halt, d. h.

A

max {|Aa| - sup(lg'([2])]), |Ag(@)} < 5 (1.14)

anzustreben.
Man koénnte ebenfalls erwégen, zu verlangen, dafl die Fehler selbst die gleiche Gré8enordnung
besitzen, was auf die Schranken

[Ag(2)], |Az] < 5 + sup(|g'([=])])



1.3. WIEDERBERECHNUNGSVERFAHREN 17

fiithrt. Dies scheint zunéchst vorteilhaft, da nur eine Berechnung fiir beide Werte ausreicht.
Allerdings resultiert aus dieser Vorschrift eine sténdige Verschérfung der Fehlerschranken bei
der nochmaligen Abarbeitung der Sequenz. Da der Nenner der rechten Seite betragsméfig
immer grofler als 1 ist, gilt insbesondere stets

|Az| < A

Wegen dieses negativen Trends bei der Propagation der Fehlerschranken haben wir im fol-
genden auf (1.14) zuriickgegriffen.

In der Praxis werden bei der Berechnung von arithmetischen Ausdriicken relative Fehler
bevorzugt, weil sie Informationen iiber die Anzahl der signifikanten Stellen eines ermittelten
Ergebnisses liefern kénnen. Da mit ihnen aber nur durchgéngig gearbeitet werden kann,
wenn keine der berechneten EinschlieBungen die Null enthélt, wurde zunéchst ein Kriterium
fiir absolute Fehler hergeleitet. Der Ubergang zu relativen Fehlern geschieht in kanonischer
Weise.

Falls 0 ¢ [y] gilt und eine Schranke ¢ fiir den Betrag des relativen Fehlers von y vorgegeben
ist, kann das zuvor beschriebene Vorgehen fiir A = ¢ - inf(|[y||) angewendet werden.

Falls 0 ¢ [z] bzw. 0 ¢ [y] gilt, konnen die hergeleiteten Schranken fiir |[Az| und |Ag(Z)] iiber
die Beziehungen

|Az| < leo| - sup([[z]])  bzw.  [Ag(Z)] < leg@| - sup(ly]])

in Obergrenzen fiir die tolerierbaren relativen Fehler von x bzw. ¢(Z) umgerechnet werden.

Bin&re Operatoren

Zu den in der Praxis vorkommenden bindren Operatoren gehoéren Addition, Subtraktion,
Multiplikation, Division und Potenzieren. Wie bereits an fritherer Stelle bemerkt, wollen wir
Addition und Multiplikation in voller Allgemeinheit diskutieren, d. h. sie als n—dre Ope-
ratoren zulassen. Die allgemeine Potenzfunktion wird in der Regel mit Hilfe der Identitét
17> = el°e(@1)22 herechnet. Statt der Sequenz

Y= g1(1,19) := a2

wird also zur Berechnung von x7? tatsichlich die Befehlsfolge

r3 = gi(x1,T2) = log(zy)
Ty = 92(9517$27$3) ‘= T3- T2
y:=x5 = g3(1,%9,13,24) 1= exp(zd)

abgearbeitet. Dementsprechend finden die zuvor hergeleiteten Fehlerschranken fiir unére
Operatoren sowie die noch zu betrachtenden fiir die Multiplikation Anwendung. Falls die
Potenzfunktion jedoch fiir kleine ganzzahlige Exponenten effizienter durch sukzessive Multi-
plikation implementiert werden soll, zeigt Lemma (2.1.2) einen moglichen Ausweg auf.
Wenden wir uns also zunéchst der Subtraktion zu. Fiir

Y= g(xlaxZ) =2 — T2
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vereinfacht sich (1.5) zu
’6(5%1—.1'2)+A£C1—A£C2|§A s

wobei || < e_ gilt und e vom verwendeten Raster sowie dem gewihlten Rundungsmodus
abhéngt.

Bemerkung: Die Giiltigkeit einer solchen Fehlerschranke ¢ fiir die verwendete Arithmetik
kann vorausgesetzt werden, da in dynamischen Rastern kein Unter- oder Uberlauf auftritt.

Mit Hilfe des Resultats
ly] == g ([71], [22]) := [21] — [22]
einer intervallméaBigen Auswertung kann bei vorgegebener absoluter Fehlerschranke A analog

zu (1.12), falls
diam ([z41]) + diam ([z5]) < A (1.15)

erfiillt ist, die Wiederberechnung der Argumente unterbleiben und mit Hilfe der hinreichen-
den Bedingung;:
e -sup(|[y]]) < A — diam ([z1]) — diam ([22])

das fiir die erneute Berechnung der Differenz zu verwendende Raster geeignet gewahlt wer-
den. Ist dies nicht moglich, kann etwa

A

3 und max{|Az|,|Azs|} < = - A (1.16)

Wl =

e - sup(|[y]]) <

gefordert werden.

Unter der Voraussetzung 0 ¢ [y] konnen die vorausgegangenen Betrachtungen sinngeméafl auf
relative Fehlerschranken {ibertragen werden. Diese miissen lediglich — wie bei den unéren
Operatoren vorgefiithrt — durch Multiplikation mit inf(|[y]|) in eine absolute Schranke um-
gerechnet werden.

Falls [z;], ¢ € {1,2} die Null nicht enthélt, kann gemé&8

|Azi| < lea,| - sup(|[2:]])

sofort eine relative Fehlerschranke fiir den entsprechenden Operanden hergeleitet werden.
Fiir die Division

Y= g(x1,m0) = 11/ 79 mit x9 # 0
ergibt sich fiir Zo # 0 aus (1.5)

fiir ein £ € conv{xy, T2}, wobei auch hier — wie bei der Subraktion — die Existenz einer
Fehlerschranke ¢, mit |¢| < e, vorausgesetzt wird. Ein Vergleich mit dem Resultat der
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klassischen Fehleranalyse

Ay = (1+¢) ——m— — —
y ( ) xTo - (1 + 812) )
_ ot mtAs  om
Ty wo-(14ep,) w2
T 1
L R O
Ty my- (1+ey,) Ty @2
T T I 1 T
= £ N—l —1 1-— 2 + A.Tl - — —1
Ty T2 1+ &4, Ty T2
erlaubt sogar die Elimination von &. Es ergibt sich
€ I——i—Axl — — Axy xf <A
i) i) ToT9

Wie bei der Subtraktion kann mit Hilfe des Resultats

[yl = g ([z1], [12]) = [21] / [22] mit 0 ¢ [z

einer intervallméBigen Auswertung analog zu (1.12), falls

diam ([z1]) 4+ diam ([z3]) - sup(|[y]])
inf (|[z2]])

erfiillt ist, die Wiederberechnung der Argumente unterbleiben und mit Hilfe der hinreichen-
den Bedingung

<A

diam ([x,]) + diam ([z5]) - sup(|[y]|)
inf(|[zo]|)

das fiir die erneute Berechnung des Quotienten zu verwendende Raster geeignet gewihlt
werden. Wie bei der Subtraktion kann andernfalls alternativ

6/'SUP(H1‘3]|)§% und - maxc{| Az, [Azs| - sup(llgl)} < 5 - A-inf((fe)) (117

e/ -sup(|lyll) < A -

w

gefordert werden.
Relative Fehlerschranken sind wie der Subtraktion zu behandeln.

N-are Operatoren

Fiir die Addition

ergibt (1.5)
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Diese Darstellung setzt allerdings voraus, daf§ die Addition der Z; (i = 1,..., N) selbst exakt
durchgefiihrt wird und nur eine Rundung ins Ausgaberaster erfolgt. Mit Hilfe des Resultats
einer intervallméfigen Auswertung

] = g(lzal, - [en]) = 3l

kann, falls

Z: diam ([z;]) < A

erfiillt ist, die Wiederberechnung aller Summanden vermieden werden. Dazu muf§ lediglich
das Ausgaberaster mit Hilfe der hinreichenden Bedingung

e - sup(|[yl]) <A = diam([z;])

i=1

geeignet gewihlt werden. Andernfalls kann etwa

und  max {|Az;|} < —— (1.18)

. < —
En SuP(Hy”) ~ N+1 i=1,..,N N +1

gefordert werden. Sollte die exakte Durchfiithrung der Summation nicht méglich sein, kann
z. B. Lemma (2.1.3) herangezogen werden, um ein geeignetes Raster fiir die Durchfithrung
der Additionen zu wéhlen.

Der zweite Teil von (1.18) ist zwar relativ einfach zu handhaben, liefert jedoch viel zu scharfe
Schranken, falls viele Summanden exakt oder zumindest ,,sehr gut eingeschlossen® vorliegen
und nur wenige stark gestort sind. Das folgende Vorgehen erlaubt es, diesen Umstand aus-
zunutzen und weniger strenge Grenzen zu erhalten.

Dazu sei zunéchst o. B. d. A. angenommen, dafl diam([z;]) < diam([z;44]) firi=1,...,N—1
gilt, die Argumente also in aufsteigender Reihenfolge beziiglich ihrer Durchmesser angeordnet
sind. Nun wird das maximale Ny € {1,..., N} mit der Eigenschaft

Zogdiam([:ci]) < N]\:E . - A (1.19)

bestimmt und anschlieSend alle Summanden z; mit j > N erneut berechnet, wobei jetzt
allerdings etwas schwicher

1 N a
Az < N _ N, (N+ ] A ;dlam([x,]))

gefordert wird. Existiert ein solches Ny nicht, bleibt der zweite Teil von (1.18) giiltig.
Relative Fehlerschranken sind wie der Subtraktion zu behandeln.

Fiir die Multiplikation
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ergibt (1.5)
N
5H£z+ZA$lexz—ljz+le SA mit |€|§€H

Auch diese Darstellung ist wie bei der Addition nur zuldssig, wenn die Multiplikation der
Z; (1=1,..., N) exakt durchgefithrt wird und nur eine Rundung ins Ausgaberaster erfolgt.
Mit Hilfe des Resultats einer intervallméfiigen Auswertung

N

lyl == g([z1], ..., [2n]) = H[%‘]

i=1

kann, falls

Zdlam z;]) Hsup [z;]]) < A (1.20)
J#%

erfiillt ist, die Wiederberechnung aller Faktoren vermieden werden. (1.20) ist im Fall N > 2
fiir praktische Belange wenig geeignet, da die partiellen Produkte in der Regel nicht verfiigbar
sind und aufwendig berechnet werden miifiten. Die leicht abgeschwéchte Bedingung

sup([s]) -3 % <A (1.21)

hingegen ist leichter zu iiberpriifen, auch wenn auf den ersten Blick die Division durch die
sup(|[z;]|) nicht immer moglich scheint. Sollte jedoch ein ig € {1,..., N} mit sup(|[z;]|) =0
existieren, kann verniinftigerweise [y] = 0 angenommen werden, was eine Wiederberechnung
ohnehin ad absurdum fiihrt.

Das Ausgaberaster kann nun mit Hilfe der hinreichenden Bedingung

en - sup(|[y]]) <A —sup(|[y]]) - ; m

geeignet gewihlt werden. Andernfalls kann etwa

A Az, 1 A

gefordert werden. Auch in diesem Fall kann, falls die Berechnung des Produkts nicht exakt
durchfithrbar ist, ep jetzt allerdings mit Hilfe von Lemma (2.1.1) ermittelt werden.
Wie bei der Addition ,verschenkt® der zweite Teil von (1.22) eventuell bereits vorhandene

Genauigkeit der Faktoren xy, ..., zy. Um dem entgegenzuwirken, sei zunéchst o. B. d. A. an-
genommen, daf f;lra&fﬁ)) < f:za%iﬁ‘; fir i =1,..., N — 1 gilt, die Argumente also in auf-

steigender Reihenfolge beziiglich gewisser relatlver Fehlergréﬁen angeordnet sind. Nun wird
wie bei der Addition das maximale Ny € {1,..., N} mit der Eigenschaft

Yo diam([z]) _ No A
2 supllle) < N+1 sup(D (1.23)
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bestimmt und anschliefend alle Faktoren z; mit j > N, erneut berechnet, wobei jetzt aller-
dings etwas schwicher

| 1 N A _ O M
A%l < (N+ 1 sup(|[y])) 2 SUP(HC’””))

gefordert wird. Existiert ein solches Ny nicht, bleibt der zweite Teil von (1.22) giiltig.
Relative Fehlerschranken sind wie der Subtraktion zu behandeln.

Modifikation des Kalkiils fiir nicht iiberall stetig partiell differenzierbare Funk-
tionen

Der bisher verwendete, aus (1.5) abgeleitete Kalkiil zur Berechnung von Fehlerschranken, ist
leider nicht fiir alle géingigen Standardfunktionen anwendbar, selbst wenn die intervallméflige
Auswertung des zugrunde liegenden Ausdrucks durchfiihrbar ist. Es treten zwei Klassen von
Ausnahmen auf.

Zu der einen gehort der Absolutbetrag, der an der Stelle 0 nicht differenzierbar ist. Er
geniigt dort aber zumindest noch einer lokalen Lipschitz-Bedingung. Die Verallgemeinerung
des Kalkiils ist in diesem Fall offensichtlich, es ist lediglich die obere Schranke fiir den Betrag
der partiellen Ableitung durch die Lipschitz—Konstante zu ersetzen.

Anders stellt sich die Situation bei einigen Funktionen dar, die an den Réndern ihrer De-
finitionsbereiche unbeschriankte Ableitungen besitzen. Hierunter fallen von den im nachfol-
genden Kapitel behandelten die Umkehrfunktionen von Sinus, Kosinus und hyperbolischem
Kosinus sowie die Quadratwurzel. Eine (1.5) vergleichbare Darstellung kann in allen die-
sen Fillen jedoch ebenfalls erzielt werden. Ausgangpunkt ist dazu die folgende, aus (1.3)
abgeleitete Darstellung:

7=yl = 19(&) — g(z)]

= |Ag(2) + g(7) — g(z)]

< |Ag(@)| + lg(2) — g(2)]

< A
Der Term |g(Z) — g(x)| muf jetzt in jedem einzelnen Fall gesondert abgeschétzt werden.
Wir wollen dies hier exemplarisch fiir den Arcussinus durchfiihren. Eine obere Schranke fiir
|0, arcsin(§)|, € € conv{x, Z} wie zur Anwendung von (1.5) erforderlich, kann nicht angegeben
werden, wenn +1 € {z, 7} gilt. Im Fall £ = —1 ist — bei hilftiger Aufteilung des Beitrages
zum Gesamtfehler A — folgende Ungleichung nach Az = ¥ — x aufzulésen:

larcsin(z) — arcsin(x)| = g + arcsin(—1 + Az) < >
Anwendung des Kosinus ergibt

A
cos(g + arcsin(—1 + Az)) > cos(;) :
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da der Kosinus im in Frage kommenden Intervall [0, 7] streng monoton fallend ist. Nach
Anwendung des Additionstheorems fiir den Kosinus erhélt man

A
COS(g) cos(arcsin(—1 + Azx)) — sin(g) sin(arcsin(—1 + Azx)) > cos(;)

und daraus nach einfacher Umformung

A A
Ar<1-— 005(5) = ZSing(Z)
Das gleiche Resultat ergibt sich fiir die verbleibenden Fille z = —1 und 1 € {z,Z}. Die
Argumentation fiir den Arcuskosinus verlduft vollkommen analog und fithrt zum gleichen
Ergebnis.
Im Fall des Areakosinus und 1 € {x,Z} ergibt sich

Az < cosh(é) —1= 23inh2(é)
2 4
und fiir die Quadratwurzel und 0 € {z,Z}

Ar < —
=7

Bemerkung: Ohne den Ubergang zum halben Winkel wiire die numerische Bestimmung
konkreter Werte fiir obere Schranken in den beiden ersten Féllen sehr aufwendig, da die
Gefahr der Ausloschung besteht.

Ein Algorithmus zur hochgenauen Auswertung arithmetischer Ausdriicke

Vor der endgiiltigen Formulierung soll hier zunéchst eine genaue Spezifikation des Algo-
rithmus angegeben werden. Dabei wird von der Verfiigbarkeit einer Arithmetik zur Basis b
mit dynamischen Mantissenldngen und unbeschrianktem Exponentenbereich ausgegangen. Zu
verwendeten Begriffen und Notationen sei an dieser Stelle auf die einleitenden Ausfithrungen
in Kapitel 2 verwiesen. Die Grundrechenarten, Standardfunktionen und eventuell zugelasse-
ne transzendente Konstanten (e, 7, ...) miissen mit vorgebbarer Genauigkeit berechenbar
sein. Ist dies alles der Fall, soll das Verfahren folgendes leisten.

Falls die intervallméfige Auswertung des gegebenen Ausdrucks mit k—stelliger Arithmetik
moglich ist, gilt nach einem eventuell erforderlichen Wiederberechnungsschritt:

L. [@man] € 1S(b, k, —00, 00).
2. diam([@pyn]) < b7F, falls 0 € [2,,4,] gilt.
3. [®min) enthdlt maximal 3 Elemente des Rasters S(b, k, —00, 00), falls 0 ¢ [2,,,1,] gilt.

Die folgende, unter Verwendung einer noch zu definierenden Funktion recompute([z;], k)
formulierte Vorschrift leistet das Gewiinschte:
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1. Initialisierung:
Berechne [z4],. .., [;1,] unter Verwendung k-stelliger Intervall-Arithmetik.

2. Wiederberechnungl:
Falls 0 € [2,,4,,] und diam([w,,,1,]) > b~* gilt, rufe recompute([z,4n], k) auf.

3. Wiederberechnung?2:
Falls 0 ¢ (240 und #([Tmin) N S(b, k, —00,00)) > 3 gilt, rufe recompute([z,in), k)
auf.

4. Resultat:
[ m4n) erfiillt die obigen Spezifikationen.

Bemerkungen:

— Die erstmalige Berechnung erfolgt haufig unter Verwendung zusétzlicher Schutzziffern.

— Der Aufruf von recompute([z,,+,), k) erfolgt nach obiger Vorschrift eventuell zweimal.
Dieser Fall tritt auf, falls nach der ersten Wiederberechnung die Null aus [, 1, elimi-
niert wurde. Ohne eine erneute Wiederberechnung wiirde [z,,,] die Bedingungen

0 ¢ [Tmin) und diam([z,,40]) < b7F
erfiillen, ohne dafl notwendigerweise auch
#([Tmin] N S(b, k, —00,00)) <3
gilt.

Die Funktion recompute([z;], ¢) erfiillt eine gegeniiber der des Wiederberechnungsverfahrens
leicht abgewandelte Spezifikation. Nach ihrer Abarbeitung gilt:

1. [x;] € 1S(b, ¢, —00,0).
2. diam([z;]) < b~*, falls beim Aufruf(!) 0 € [z;] galt.

3. [x;] enthdlt maximal 3 Elemente des Rasters S(b, ¢, —o0, o), falls beim Aufruf(!) 0 ¢
[z;] galt.

Bemerkung: Der dritte Punkt der Spezifikation impliziert, daf§ die obere Schranke der
Betriige der relativen Fehler |e, | fiir beliebige z; € [z;] im Bereich [2 - b7%,2 - b'4] liegt,
also um eine Gréfenordnung beziiglich der Basis variieren kann. Diese ,, Liicke” muf3 bei der
Kalkulation der Fehlerschranken beriicksichtigt werden! In den im Rahmen dieser Arbeit
vorgenommenen Implementierungen wurde aus Griinden der Konsistenz mit dem zweiten
Punkt der Spezifikation stets etwas schiirfer |e,,| < b~¢ gefordert.

Die Funktion recompute([z;], ¢) verwendet Rekursion und arbeitet nach folgendem Schema:

1. Rekursionsende:
Falls i € {1,...,m} gilt, z; also zu den Eingangsdaten gehort, gebe eine der Spezifika-
tion von
recompute(.,.) entsprechende /—stellige EinschlieBung zuriick.
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2. Vermeidung:
Falls das Argument bzw. die Operanden genau genug vorliegen, gehe zu (4).

3. Rekursion:
Bestimme die erforderlichen Genauigkeiten fiir Argument bzw. Operanden und rufe
recompute(.,.) zu ihrer Wiederberechnung auf.

4. Resultat:
Wiederhole die eigentliche Auswertung der Funktion bzw. des Operators mit der er-
mittelten Genauigkeit und gebe das Resultat auf ¢ Stellen intervallméfig gerundet
zuriick.

Bemerkung: Die Bestimmung der erforderlichen Genauigkeiten erfolgt nach den zuvor her-
geleiteten Formeln, die hier der Kiirze wegen nicht erneut angefiihrt werden. Die dabei erhal-
tenen Ergebnisse sind lediglich auf entsprechende negative Potenzen der Basis b abzurunden,
d. h. im Falle eines resultierenden absoluten Fehlers A ist min{k € N [b=% < A} und fiir
einen relativen Fehler e entsprechend min{k € IN |2 - b'™% < £} als zweites Argument fiir
den rekursiven Aufruf von recompute(.,.) zu verwenden.

Beispiel: Zitat aus [Wo], Seite 52: ,,Es stellt sich heraus, daff die Zahl ™15 sehr nahe bei
einer ganzen Zahl liegt. Um zu {iberpriifen, ob das Ergebnis tatséchlich keine ganze Zahl ist,
miissen Sie die Rechnung mit ausreichender numerischer Prézision ausfiihren.*

IN[4] := N[Exp[Pi Sqrt([163]], 50] 17
OUT[4] := 2.6253 74126 40768 74399 99999 99999 25007 25971 98185 689 10

Die Entscheidung, ob dies ein Beweis fiir die Behauptung V163 ¢ Z ist, sei dem geneigten
Leser iiberlassen. Wir werden nun das vorgestellte Wiederberechnungsverfahren anwenden,
um diese Frage durch Berechnung einer garantierten EinschlieBung zweifelsfrei zu beantwor-
ten.

Die Sequenz

r1 = 163

Ty = T

r3 = qi(T1,72) 1= /21

Ty = go(T1, 20, 73) 1= Ty T3

s = g3(x1, T, T3,14) = exp(xy)

wird zur Auswertung des Ausdrucks herangezogen. Thre Abarbeitung mit 31-stelliger BCD-
Intervallarithmetik und der entsprechenden Einschlieung
3.14159265358979323846264338323)] von 7 liefert folgende Resultate:

[ws] = [12.7671453348037046617109520097)

wa] = [40.109169991132519755350083622%)
[rs] = [262537412640768743.9999999999955, 262537412640768744.0000000000087)
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Dieses Resultat erfiillt nicht die Spezifikation des Verfahrens fiir eine 31-stellige hochge-
naue Auswertung und ermoglicht insbesondere auch keine Antwort auf unsere Fragestel-
lung. Es muf} also eine Wiederberechnung erfolgen und dazu sind zunéchst die erforderlichen
Genauigkeiten Ay, und A,, zu bestimmen. Der Test gemé&f (1.12) versagt, es ist also (1.14)
anzuwenden. Nach dem Ubergang zu relativen Fehlerschranken e,, bzw. €,, erhilt man

legs] < 0.4999999999999999999999999999748 - 10~*!  und
les,| < 0.1246597723439656833727217914825 - 10~ %2
Da
min {k € N |2-10"7% < 0.4999999999999999999999999999748 - 10—31} =33
bzw.

min {k € N |2- 107" < 0.1246597723439656833727217914825 - 10—32} =35

gilt, ist also zunichst recompute([z4],35) aufzurufen und anschlieBend g5 auf 33 Stellen
genau auszuwerten.

In Abweichung von (1.22) gehen wir bei der Wiederberechnung von x; davon aus, daf die
Multiplikation exakt ausgefithrt wird. Mit klassischer Fehlerrechnung verifiziert man leicht,
daB dies zu 2 zusétzlichen signifikanten Ziffern fiir xo bzw. z3 fithrt, also recompute([zs], 37)
bzw. recompute(|x3], 37) auszufithren sind.

Der erste Aufruf fithrt zur genauen Berechnung

] = [3.141592653589793238462643383279502887

von 7 auf 37 Stellen.
Da x; exakt vorliegt und damit (1.12) erfiillt ist, kann Ay, nach (1.13) bestimmt werden,
was direkt auf A, < 10737 fithrt. Der Ubergang auf eine relative Fehlerschranke

inf([[x5]|)

e, ] < 10737
2 sup(|[za]])

zeigt, daf} 2 zusétzliche Ziffern erforderlich sind.
Die Wiederberechnung der kompletten Sequenz ergibt schlieSlich:

lws] = [12.7671453348037046617109520097808923]]
ws] = [40.10916999113251975535008362290414])
[ws] = |262537412640768743.9999999999993]

Es gilt also in der Tat ¢™163 ¢ Z .



Kapitel 2

Genaue Standardfunktionen in
dynamischen Rastern

Wir wollen in diesem Kapitel generell nur Gleitpunktraster betrachten, in denen weder Unter-
noch Uberlauf auftreten. Diese sind lediglich durch die Basis b der Zahldarstellung und
die Anzahl der verfiigharen Mantissenstellen k£ charakterisiert und koénnen in der iiblichen
Notation als S(b,k, —00,00) mit b€ N , b > 1 und k € N \ {0} geschrieben werden. Wir
werden abkiirzend S(b, k) zur Bezeichnung verwenden.

Unter einer auf k Stellen hochgenau implementierten Standardfunktion wollen wir im weite-
ren Verlauf dieser Arbeit folgendes verstehen.

Definition 2.0.1 Eine intervallwertige Implementierung f : D D D — 1S(b, k) einer reel-
len (Standard-)

Funktion f : R D D — R heifit hochgenau auf k Stellen, falls fir alle x € D mit f(x) # 0
folgende Bedingungen erfillt sind:

1. inf(f()) < f(z) < sup(f(x)).

2. f(x) enthilt hiéchstens drei Punkte des Rasters S(b, k).
Enthdlt f(x) fiir alle © € D mazimal zwei Elemente spricht man von mazimaler Genauigkeit.
Bemerkungen:

— Die maximal genaue Implementierung einer Funktion ist i.a. nicht moglich, wie schon
die Betrachtung der einfachen Funktion f(z) = (3) - an der Stelle # = 3 im Raster
S(10,k), k € N \ {0} zeigt (vgl. [Kr], S. 13).

— Fiir Raster mit endlichem Exponentenbereich ist obige Definition bereits ohne die
Einschrankung f(z) # 0 sinnvoll und iiblich.

— Im Hinblick auf die Verallgemeinerung auf dynamische Raster wurde in der obigen
Definition der Definitionsbereich D von f bewuft nicht genauer spezifiziert. Im Falle
eines festen Rasters wird in der Regel D = DN S (b, k) gelten.

27
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Die Ausdehnung auf den Fall f(z) = 0 ist nicht kanonisch. In der Praxis sollte hier eine
geeignete obere Schranke fiir die Breite des Ergebnisintervalls f (x) gefordert werden. Im
Rahmen dieser Arbeit wurde der Wert b=* gewiihlt. Die Beweggriinde dazu werden aus der
folgenden Uberlegung ersichtlich.

Die oberen Schranken fiir die Absolutwerte des relativen Fehlers ¢ ; liegen bei einer auf k Stel-
len maximal genauen Funktionsauswertung im Intervall [b=% b'~*], im hochgenauen Fall im
Intervall [2-57%,2-b'*]. Eine optimale Implementierung sollte also von einer Fehlerschranke
von b~* ausgehen, damit fiir eine moglichst groBe Teilmenge des Definitionsbereichs D ein
maximal genaues Ergebnis aus 15(b, k) erzielt wird.

Fiir die zugehorigen Intervallversionen (d. h. fiir Argumente X € [ D) iibertragen wir die-
se Terminologie sinngeméf jeweils auf Unter- und Obergrenze. Im {ibrigen gehen wir auf
sie nur explizit ein, falls sie sich nicht aufgrund des Monotonieverhaltens der betrachteten
Standardfunktion in trivialer Weise aus den Werten der zugehorigen Punktroutinen ergeben.
Dies trifft in dieser Arbeit nur fiir Sinus und Kosinus, die allgemeine Potenzfunktion und
den hyperbolischen Kosinus zu.

Fiir dynamische Raster (d. h. im Prinzip beliebige Mantissenldngen) kann die Definition von
Hoch- und Maximalgenauigkeit verallgemeinert werden, indem man formal % als zusétzliches
Funktionsargument aufnimmt und fordert, daB fiir alle k € N \ {0} die Funktionen f(., %)
k—stellig hoch- bzw. maximalgenau sind.

Definition 2.0.2 Fir eine reelle (Standard-)Funktion f : R O D — R wund ein dynami-

sches Raster
S(b) == U S(b, k)
keIN \{o}

heift eine Implementierung f - Dx N \{0} — I5(b) hoch- bzw. mazimalgenau, falls fir alle
k€ N \{0} und die Intervallrundungen rdy : 1S(b) — 1S(b, k) sowie die Einschrinkungen
fr: D x {k} — I1S(b) die Verkniipfungen rdy, o fy k-stellig hoch- bzw. mazimalgenau sind.

Die Auswertung von Standardfunktionen erfolgt in der Regel nach einem der drei folgenden
Verfahren:

— direkt iiber ein geeignet gewéhltes Approximationspolynom, wobei eventuell eine Argu-
mentreduktion vor- und eine Riicktransformation des Ergebnisses nachzuschalten sind.

— mit Hilfe des Newton-Verfahrens.

— durch Riickfithrung auf andere Standardfunktionen unter Verwendung geeigneter alge-
braischer Identitdten (siehe etwa [ASt]).

Es gibt Standardfunktionen wie zum Beispiel den natiirlichen Logarithmus, die mehrere Al-
ternativen zulassen, und solche, die Mischformen aus der ersten und dritten Moglichkeit
erfordern. Approximationen durch Kettenbriiche werden wir in dieser Arbeit nicht betrach-
ten, da sie bestenfalls bei der Ndherung einiger Konstanten wie 7, e oder log(10) Verwendung
finden und keine a priori Fehlerabschiatzungen erlauben. Fiir a posteriori Abschétzungen sei
an dieser Stelle auf klassische Werke ([I<h], [P¢]) verwiesen.



2.1. GRUNDLAGEN 29

2.1 Grundlagen

2.1.1 Verwendeter Fehlerkalkiil und
grundlegende Abschitzungen

In dieser Arbeit wird der von Braune (vgl. [Br], Kap. 2.3) und Kramer [I{1] eingefiihrte, aus
einer Spezialisierung des Landau-Symbols entstandene, Fehlerkalkiil verwendet. Er erlaubt
die einfache Handhabung von relativen Fehlern gleicher Gréf8enordnung, die im wesentlichen
durch die Basis b und die Mantissenliange ¢ eines Rasters S(b, () sowie den Rundungsmodus
festgelegt werden. Wir wollen diesen Kalkiil hier jedoch in Abweichung von Braune und
Kramer in einer Intervallschreibweise verwenden, die unserer Auffassung nach leichter zu-
ganglich ist und die Notation dennoch nicht unnétig kompliziert.

Definition 2.1.1 Das relative Fehlerintervall fiir ein Raster S(b, () ist definiert durch Ey :=
[_bke’ bk@] .

Bemerkung: Unabhéngig vom verwendeten Rundungsmodus gilt fiir jede Operation x €
{+,—,-,/} im Raster S(b,¢) (angedeutet durch den Index ¢) und alle z,y € S(b, ¢)

rrey € (wry)- (1+ E)

Fiir die so definierten Fehlerintervalle und beliebige reelle Zahlen z, y und z gelten folgende,
mit Hilfe der Rechenregeln fiir Intervalle leicht zu {iberpriifende, Beziehungen:

l.x-Ey=|z|- E, .

2. lz| > y|l=y-EiCx-Eyp.

3. x-Eyty-Ey=lz|-Ev+ |yl - B, = (|z| + |y])Er -
4. (xty-Ey)Ey=x-E,+y- EEy .

5 Ey-Ey=FEpp1 .

6. Ekly(z + Ep) + z(z + Ep)] € (lyl + |2) Ex(z + E) -

Bemerkung: Zum Beweis der sechsten konnen die Regeln 2-4 herangezogen werden.

Interessanter ist die folgende Moglichkeit, Potenzen des Fehlerterms (1 + Ey) und damit den
relativen Fehler des Produkts von n Werten in /—stelliger Arithmetik abschitzen zu kénnen
(vgl. [Br], Kap. 2. 4. 1, Lemma 2).

Lemma 2.1.1 Unter der Voraussetzung
0<n<v2-b-1-1
firt,n € N \ {0} und £ > 2 gilt

(1+E)" C 1+ (n+1)E,
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Bemerkung: Fiir die Praxis stellt die Voraussetzung des Lemmas keine bedeutende Ein-
schriankung dar. Im Falle einer 13-stelligen BCD-Arithmetik fithrt sie etwa zu der Beschrén-
kung n < 1414212.

Ohne spezielle Voraussetzungen gelten die folgenden Abschétzungen.

Lemma 2.1.2 Fire >0 undn € N gilt

1S(1+€)n§1+n'€<exp(n-5)—n7'6>

Beweis: Fiir alle ¢ > 0 und n € N gilt (14 ¢)" < exp(n - €). Die rechte Seite kann nun mit
Hilfe der fiir alle z € R § geltenden Ungleichung

X

exp(z) <14z (exp(a:) — 5)

weiter abgeschétzt werden, was auf die Behauptung fiihrt.

Bemerkung: Eine spezielle Fassung dieses Lemmas, allerdings ohne Beweis, findet sich
bei Wilkinson [Wi]. Dort wird e = 27 und n - e < 0.1 gesetzt und die Giiltigkeit von

(14+27%)" <141.06-n- 27" behauptet.

Eine untere Schranke liefert fiir ¢ > —1 und n € IN die Bernoullische Ungleichung
(I14+e)">14n-¢
Etwas schwieriger sind Summen von n > 2 Termen zu handhaben. Hier gilt:

Lemma 2.1.3 Fiir die Summe S von N Werten aq,...,ayx gilt

S::al—i—g...+gaN:S—|—A5

mit
N

AS c Eg Z(l + Eg)N_k(‘al 4+ ...+ ak|)
k=2

(Beweis durch vollstindige Induktion)

Bemerkung: Bei Braune ([Br], Kap. 2.4.2, Lemma 3) findet sich eine Abschétzung fiir die
Summation der Gréie nach geordneter Terme gleichen Vorzeichens, die sich allerdings jeweils
um mindestens eine Gréfenordnung beziiglich der Basis b unterscheiden miissen.

2.1.2 Polynom-Auswertung nach dem Horner—Schema

In diesem Abschnitt soll mit Hilfe des zuvor vorgestellten Fehler—Kalkiils eine Rundungs-
fehleranalyse verschiedener Varianten des Horner-Schemas durchgefiihrt werden. Zur algo-
rithmischen Formulierung der Auswertung des Polynoms

N
P(z) =) apa®
k=0
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nach dem Horner—Schema verwenden wir folgende Bezeichnungen:

N an,
r—1 = ap1+x-r,, k=N,...,1 (N Horner—Schritte)

Nach Abarbeitung der Sequenz gilt P(z) = 7.

Bei der Implementierung dieses Algorithmus auf dem Rechner treten jedoch Fehler in den
Eingabedaten z und a; (kK =0,...,N) bzw. bei der Ausfithrung der Addition und Multipli-
kation auf, die die Genauigkeit des Ergebnisses beeinflussen. Tatséchlich berechnet wird

v = an(l+eay),
Pt = (a1 (420 ) + @4+ e) 7)1 +2))(1+24), k=N, 1.
Es gilt jetzt nur noch P(z) + Ap = 7.
Erfolgt die Rechnung in einem festen, (-stelligen Raster so gilt ohne nédhere Spezifikation

des Rundungsmodus und unter der Annahme ¢,, € E; (k=0,...,N) bzw. e.,e; € Ey die
folgende Aussage.

Lemma 2.1.4 Fir den absoluten Fehler Ap bei der Auswertung eines Polynoms P an der
mit einem relativen Fehler €., |e,| < 1 behafteten Stelle © nach dem Horner—Schema gilt
folgende Inklusion:

N N
Ap € Eg(2 + Eg) {Z ‘akxk‘ (1 + E€)2k(1 + 5x)k + Z ‘rk_gj’k‘ (1 + Eg)%_z(l + Ex)k—l}

k=0 k=1

N
+e, ) a1+ )M (1 +e,)"!
k=1

Ist der konstante Term ag im verwendeten Raster exakt darstellbar, gilt schirfer:

N
Ap € E, {|a0\ + (2+ Ey) [Z ‘akxk‘ (14 E)**(1 4 ¢,)"

k=1
N
—l—Z‘mx ’(1+Ez)2k 2(14e,)" ]}—i—szme (14 E)*(1 4 g,)" !
k=1
Beweis: Nach Ausfithrung eines einzelnen Horner—Schrittes gilt fiir k = N—1,...,1 folgende
Inklusion:
Th—1 = Qg-1+eT (T
€ {ar1(1+Ep) +a(rp+Ap)(1+e.)(1+ Ep)} (1 + Ep)
C a1 (1+E)? +a(ry+ Ap)(1+&,)(1+ Ep)?
C ap 1 (1+E)? +ar(1+e.)(1+ E)* + 2A,(1 +e,)(1 + Ep)?
C ap (14 E)? + orpe(1 4 Ep)? + epari(1 + Ep)?* + 2Ar(1 + ) (1 + Ep)?
C ap1+arp +ap1(2E; + EF) + orp(2E; + E?) + 2Ap(1 + €,)(1 + E,)?
+ e (1 + Ep)?
C 1+ B2+ Ep) (Jag_1] + |2rs]) + 2A8(1 + 2) (1 + Ep)? + epari(1 + Ep)?
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Fiir den absoluten Fehler Aj_; gilt also
Apq € Eg<2 + Eg) (\ak_1| + |$T’k|) + xAk(l + €$)(1 + E4)2 + &Txl’Tk(l + Eg)2

Induktionsanfang: (N = 1)

AO € Eg(2 + Eg) (|a0\ -+ |33'T’1D -+ LIZ’A1<1 + Ex)(l + Eg)Q -+ 8133'7”1(1 -+ Eg)Q

mit A; € a1 E, folgt
Ep{(2+ Ey) (lao] + |zr1]) + |arz!| (1 + £2) (1 + E)?} + eqri (1 + Ey)?
da (2+ E;) > 1 gilt, folgt
Ep{(2+ B (Jaol + [or1]) + 2+ Be) jaaa’ | (1 + &) (1 + Ep)*} + qari (1 + E)?

N

N

N

1 1
Eg(? + Eg) {Z ‘akxk‘ (1 + E£)2k(1 + €x)k + Z "r’kxk‘ (1 + Ee)Qk*2(1 + 5m)k1}
k=0 k=1

1
+er Y et (14 E) (1 +e,)" !
k=1

Induktionsschritt: (N — 1 nach N)

N—-1

A € Eg(? + Eg) { Z ‘ak+1xk’ (1 + E£)2k<1 + gz)k
k=0

N-1

N—
Z ‘Tk+1x ‘ + E)? 72 (1 + ax)k_l} + & Z T2 (1 4+ E)? (1 + ¢,) !
k=1 k=1

Einsetzen fiithrt auf

Ay € Ei2+ E)(Jag| + |ory|) + 2A1(1 + ) (1 + Ep)? 4 epari (1 + E)?
N-—1
C Ei(2+ Ep) (|lao] + |zr]) + E¢ (2 + E) { > ‘akﬂxkﬂ‘ (14 E)?2(1 4 e,k

N-—1
1 Z \rkﬂx \ (1+ E)* (14 &,)" } +ep > T2 (1 + E) P (1 +g,)"
k=1

+ arscrl(l + Ey)?

N

E,(2+ Ey) {Z‘akx‘ 1—|—E)2k(1—|—5z —|—Z‘rkx‘ 1+Eg>2k 2(14—55,;) }
k=0

+ &, Z rkxk(l + Eg)2k(1 + em)k’1
=1

Den zweiten Teil des Lemmas erhilt man durch Einsetzen der Beziehung fiir A in

AO c Eg(Q + Eg) |l”f’1| + Eg ‘ao‘ + l’Al(l + 5$)(1 + E'e)2 + &Txl’Tl(l + E'g)2
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Bemerkung: Eine schwichere — weil die Auswirkung evtl. auftretender Ausléschung iiber-
schétzende — Version dieses Lemmas fiir den relativen Fehler ep findet sich bei Braune ([Br],
Kap. 2.4.4, Lemma 5). Dort wird allerdings keine Storung des Argumentes = zugelassen.

Die hier bewiesene Version des Lemmas spiegelt die Verhiltnisse beim Rechnen in einem
festen, (-stelligen Raster wieder, wie sie zum Beispiel bei Verwendung der IEEE-Gleitpunkt-
arithmetik herrschen.

Langzahl-Arithmetiken werden in der Regel jedoch nicht von der Hardware unterstiitzt
und miissen softwareméifig realisiert werden. Dies eroffnet zusétzliche Moglichkeiten. Es
konnen Mantissen variabler Liange verwendet oder Rundungen eingespart werden, um so
partiell mit hoherer Genauigkeit zu arbeiten. Das Horner—Schema bietet hierzu verschiedene
Ansatzpunkte.

Zunéchst kann die in jedem Horner—Schritt stattfindende Multiplikation exakt durchgefiihrt
werden, was in unserer Terminologie . = 0 bedeutet. Die Stellenzahl verdoppelt sich dabei
hochstens und eine Rundungsoperation wird ebenfalls eingespart, da erst nach der Addition
wieder ins urspriingliche (-stellige Raster gerundet wird. Fiir ein festes Raster setzt dieses
Vorgehen die Existenz einer multiply—and—add—Operation voraus, die den gleichen Fehler-
abschétzungen wie die anderen Grundrechenarten geniigt. Eine entsprechende Modifikation
fithrt auf die folgende Aussage.

Lemma 2.1.5 Fir den absoluten Fehler Ap bei der Auswertung eines Polynoms P an der
mit einem relativen Fehler €, |e,| < 1 behafteten Stelle x nach dem wie oben beschriebenen,
abgewandelten Horner—Schema gilt folgende Inklusion:

N—-1
Ap € E {(2 + E) Y aat| (1+ E)F(1+ &) + |ana™| (1 4+ E)N (1 + )Y
k=0

N N
+3 ’Tkxk‘ (1+E) (1 + sm)’“‘l} +e. > (1 + Ep)f(1+e,)"!
k=1 k=1

Ist der konstante Term aqg exakt darstellbar, gilt schdrfer:

Ap € Eg{‘&o’—F (2+ E)) Z‘aka;’ 1—|—Eg) (1+e,) —|—’aNas ‘ (1+ Ey) (1+5x)N

N
+ Z ‘rk:c ‘ + E)F N1 4+ )k } +e, > (1 + Ep)f(1+e,)"!
P

Beweis: Nach Ausfithrung eines einzelnen so abgewandelten Horner—Schrittes gilt fiir k£ =
N —1,...,1 folgende Inklusion:

Th—1 = Qp_1+t¢T Ty

{ap1(1+ Ep) + x(r + Ap) (1 + )} (1 + Ey)

ar1(1+ E)? 4+ a(rp + Ap) (1 +e,)(1 + Ey)

ap1 + 21+ ap_1(2E + E2) + ar By + oA (1 4+ £,) (1 + Ep) + epari (1 + Ey)
i1 + Eo (Jag—1| + |2r%]) + Eo(1 4+ Ep) lag—1] + 2Ak(1 +€,) (1 + Ey)

+ eari(1 + E)

NN 1N m
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Induktionsanfang: (N = 1)

Ay € Ey(lag| + |zr]) + Eo(1 + Ep) |ao| + x A1 (1 + ) (1 + Ep) + e (1 + Ey)
mit A, € a1 By fOlgt
E, {\ao\ +|ari| + (1+ Ep) lao| + |arz!| (14 &)1+ E) } + qari (1 + Ey)

N

N

2+ E,) Z]akx [(1+ B)R(1+ e)" + |z | (1 + B)(1 + &,)

1 1
+ > ‘rkx ’ (1+E)* 114 e,)" } +e, > a1+ E)F(1+e,)"!

k=1 k=1

Induktionsschritt: (N — 1 nach N)

N-2
A € E {(2 +E) Y Jarna®| (1 + EDFQ + 0)* + jana™ | (1 4+ BE)N (14 e,)N !
k=0
N— N-1
Z ‘Tk+1x ‘ (14 E)F 11+ e,k } tep O e (14 Ep)f (1 +e,)F !
k=1 k=1

Einsetzen in
Ag € Ey (lao] + |zr1|) + Eo(1 + Ep) |ag| + 2A1(1 + ) (1 + Eyp) + epxri (1 + Ey)

und Umsortieren fiithren schlieBlich auf die Behauptung. Der Beweis des zweiten Teils des
Lemmas ergibt sich durch Einsetzen in

Ay € E; (lao| + |zri|) + Eo|ag| + 2A1(1 + ) (1 + Eyp) + exxr (1 + Ey)

O

Bemerkung: Die beiden Teilaussage des Lemmas lassen sich etwas abschwéchen und sind
dann leichter zu handhaben:

N N
Ap c Eg {(2 + Eg) Z ‘akxk’ (1 + Eg)k<1 -+ 8x)k -+ Z ‘Tk.%'k’ (1 + Eg)k71<1 -+ 8x)k1}

k=0 k=1

N
-+ Er Z Tkl‘k(l + Eé)k<1 + 5x)k_1
k=1

bzw.

N N
Ap € E {\a0| + Q24 E) Y ara®| (14 B (14 &2)" + 3 | (1 + B)P 1 (1 + gm—l}
k=1 k=1

N
+ep et (1+ Ep)F (14 e,)"
k=1

Eine weitere Modifikation besteht in der zusétzlichen Bereitstellung der Polynomkoeffizienten
mit doppelter Genauigkeit, d.h. g,, € Fy (n = 0,...,N). Erst die Addition fiithrt dann
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wieder ins (-stellige Ausgangsraster. Das umgekehrte Vorgehen, also exakte Durchfiihrung
der Addition, ist wegen des unkontrollierten Anwachsens der Stellenzahl nicht zu empfehlen.
Es bringt gegeniiber der Kombination der beiden anderen vorgeschlagenen Modifikationen
auch keinen groBen Gewinn mehr. Im vorausgehenden Lemma ist lediglich der Faktor (2+ E))
bei der ersten Summe innerhalb der geschweiften Klammer durch Eins zu ersetzen.

Lemma 2.1.6 Fir den absoluten Fehler Ap bei der Auswertung eines Polynoms P an der
mit einem relativen Fehler ., |e,| < 1 behafteten Stelle x nach dem zuletzt oben beschriebe-
nen, abgewandelten Horner—Schema gilt folgende Inklusion:

N-1
AP S Eg {(1 + El+1 + Egl) Z ‘akmk‘ (1 + Eg)k(l + Em)k + ‘GN:L‘N’ (1 + EE)N(l + €I)N
k=0

N N
+ Z ‘rkxk’ (1+E)* 11+ sx)k_l} + &, Z rer® (1 4+ Ep)*(1 +e,)F?
k=1 k=1
Ist der konstante Term aqg exakt darstellbar, gilt etwas scharfer:

N-1
AP S Eg {|a0| + (1 + El+1 + Egl) Z ’akxk‘ (1 + Eg)k(l + €x)k
k=1

N
+|ana™| L+ EDN(1+ )™ + 3 [rea| (1+ B (1 + z—:x)k_l}
k=1

N
+ &5 Z rk:ck(l + Eg>k<1 + av)k_l
k=1

Beweis: Nach Ausfithrung eines einzelnen so abgewandelten Horner—Schrittes gilt fiir & =
N —1,...,1 folgende Inklusion:

Th—1 = Qp—1 +¢T T}

{ap_1(1+ Egp) + x(rp + Ag)(1 +22)} (1 + Ep)

ap—1(1 4+ Eo)(1 4 Eop) + x(rr + Ap)(1 +,) (1 + Ey)

ap—1 + o) + ap—1 (B + Eop + Esg—y) + xrp by + 28 (1 + £,)(1 + E)

+ epark (1 + Ey)

Te-1 + Eo (ag—1| + |2r]) + Eo( B + Eop) |ag—1| + 2 Ak(1 4+ €,) (1 + Ep)
+ epxri(l + Ey)

N 1N m

N

Der Rest des Beweises verlauft vollkommen anlog. O

Bemerkung: Eine dem vorherigen Lemma entsprechende Abschwéchung ist hier in dieser
Form nicht moglich, da der Faktor (1 + E,, 1 + Ey) nicht notwendigerweise grofier als Eins
ist.

In der vorliegenden Form sind die vorangehenden Lemmata nicht besonders hilfreich, da sie
unhandliche Potenzen der Fehlerterme (1 + E;) bzw. (1 4 ¢,) enthalten. Hier bietet sich
Lemma 2.1.1 an. Wir wenden es zunédchst auf Lemma 2.1.4 in seiner abgeschwéichten Form
an und setzen dabei zuséatzlich €, = 0 voraus.
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Lemma 2.1.7 Fiir den absoluten Fehler Ap bei der Auswertung eines Polynoms P an der
Stelle x nach dem Horner—Schema gilt unter den Voraussetzungen von Lemma 2.1.1 folgende
Inklusion:

N N N
Ap € Eg(2 + Eg) {(1 -+ Eg) Z ‘akxk‘ + (1 + QEK) Z k ‘akxk’ + E, Z k2 ‘akxk‘}
k=0 k=1 k=1
Ist der konstante Term ag im verwendeten Raster exakt darstellbar, gilt schirfer:

N N N

Ap € Ey {|a0| +(2+ Ey) l(l +Ep)Y ’akxk’ +(1+2E)> k ‘akxk‘ +Ep Y K ’akxk” } :
k=1 k=1 k=1

Beweis: Nach Lemma 2.1.4 und unter der Voraussetzung ¢, = 0 gilt:

N N
Z arz®| (14 Ep)** + Z ‘rkxk‘ (1+ Eg)2k_2}

k=0 k=1

fj arz®| (14 2k + 1) E,) + ivj | (1 + (2k — 1)E@)}

Ea

Ap € Eg(2 + Eg)

N
&
o
+
S

apz®| (14 (2k + 1)Ep) + > (Z |amxm|> (1+ (2k — 1)Eg)}

k=0 k=1 \m=k

N
S laga (1+ 2k + 1) Ep) +
k

N
&
o
+
S

z

1 (i (1+ (2m — 1)Eg)> }akxk\}

m=1

M=

% apz™| (14 2k +1)E,) +

N
=
o
+
S

N
=
o
+
=
—N— —— —— ——
hE
Bl

(k + K Ey) |axa® \}

i
o
T
I

- Eg(2 + Eg) {(1 + Eg) iv: ’akxk’ 1+ 2Eg i ‘akxk’ + E, iv: k2 ‘akxk‘}
k=0 k=1 k=1

Der Beweis des zweiten Teils der Behauptung erfolgt analog mit Hilfe des entsprechenden
Teils von Lemma 2.1.4. a

Bemerkung: Falls zusitzlich zu den Voraussetzungen des Lemmas apa® > 0 fiir alle k =
0,...,n gilt, lassen sich obige Aussagen leichter lesbar formulieren. Sie lauten dann

Ap € E/(2+ E) {(1+ E)P(x) + (1 + 3E)xP'(z) + Epa® P"(x) }
bzw. falls ag exakt darstellbar ist
Ap € B {ao+ 2+ E) [(1+ E)(P(x) — ap) + (1 + 3E)aP'(z) + Ea®P"(x)] }
Die linearisierte Version von Lemma 2.1.5 lautet wie folgt.

Lemma 2.1.8 Fiir den absoluten Fehler Ap bei der Auswertung eines Polynoms P an der
Stelle x nach der ersten beschriebenen Modifikation des Horner—Schemas gilt unter den Vor-
aussetzungen von Lemma 2.1.1 folgende Inklusion:

Ap € Eg{(2+3Eg—|—EE Z‘akx ‘+ (1+ E5+E€ g: ‘akxk‘+%§:k2’amk‘}
k=1

k=0 k=1
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Ist der konstante Term aqg im verwendeten Raster exakt darstellbar, gilt schdrfer:

N N
Ap € Eg{|a0|+(2+3Eg+E€ Z’akx’ 1+gEg+E€ Z ‘akx’
k=1

+ E; ikQ ‘aka:k’}
k=1

Bemerkung: Auch die Aussagen dieses Lemmas lassen sich unter der zusétzlichen Voraus-
setzung aiz® > 0 fiir alle k = 0, ..., n leichter lesbar formulieren. Sie lauten dann

E
Ap € E {(2 +3E, + E2)P(2) + (1 + 3B + E)aP'(x) + %xQP”(x)}
bzw.
E
Ap € Ey {ao +(2+3E,+ E})(P(z) — ag) + (1 + 3E, + Ef )z P'(z) + %sz”(as)}

Der Vollstéandigkeit halber sei hier auch noch die linearisierte Version von Lemma 2.1.6 ange-
geben. Diese kam allerdings in den durchgefiithrten Implementierungen nicht zur Anwendung.

Lemma 2.1.9 Fir den absoluten Fehler Ap bei der Auswertung eines Polynoms P an der
Stelle x nach der zweiten beschriebenen Modifikation des Horner—Schemas gilt unter den
Voraussetzungen von Lemma 2.1.1 folgende Inklusion:

Ap € L {(1 + Eg) Z ’akxk‘ + —-F, Z k ‘akxk‘ + —F, Z k2 ‘akxk‘
k=0 2 2 k=1

N-1 N-1
+ (Eoy1 + 2By + E3—4 Z ‘akﬁ ‘ (Ese + Esp—1) > ‘akxk‘}
k=0

Ist der konstante Term aqg im verwendeten Raster exakt darstellbar, gilt schdrfer:
Ap € Eg {|a0| —f- 1 + Eg Z ‘akxk‘ + EEE Z k ‘akxk‘ + EEE Z k?z ‘akxk‘
k=1 k=1 k=1

N-1 N—-1
+ (EK—H —+ 2E2g + Egg_l) Z ‘akxk‘ —+ (Egg + Egg_l) Z ’akxk’}
k=0 k=0

Die bisher aufgefiihrten linearisierten Versionen decken nur den Fall ¢, = 0 ab. Die Berech-
nung vieler Standardfunktionen verlangt jedoch die Auswertung von Polynomen in z2. Es
soll deshalb abschlieend noch der Fall ¢, € E, betrachtet werden. Die entsprechende Version
von Lemma 2.1.4 lautet:

Lemma 2.1.10 Fir den absoluten Fehler Ap bei der Auswertung eines Polynoms P an
der mit dem Fehler e, € E, behafteten Stelle x nach dem Horner—Schemas gilt unter den
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Voraussetzungen von Lemma 2.1.1 folgende Inklusion:

N N N
Ap € L (2 -+ Eg) {(1 + Eg) Z ‘akxk‘ + (1 + gEg) Z k ‘akxk‘ + gEg Z k2 ‘akxk‘}
k=0 k=1 k=1

3 U 3
+ Eg {(1 + —E[) Z kakxk + —E[ Z k2akxk}
2 k=1 2 k=1

Ist der konstante Term ag im verwendeten Raster exakt darstellbar, gilt schirfer:

N N N
Ap € FEy (2 + Eg) {|CL0| + (1 + Eg) Z ’akxk‘ + (1 + gEe) Z k ‘akxk‘ + ;Eg Z k2 ’Clkl‘k‘}
k=1 k=1 k=1

3 & 3 04
+ Eg {(1 + §Eg) Z kakxk + §Eg Z kQCLkZL‘k}

k=1 k=1

Bemerkung: Auch die Aussagen dieses Lemmas lassen sich unter der zusétzlichen Voraus-
setzung aix® > 0 fiir alle k = 0, ..., n leichter lesbar formulieren. Sie lauten dann

9 3
Ap € E, {(2 + 3B+ E)P(2) + (3+ 14, + 5E})aP () + e + 2E§)x2p"(x)}

bzw.
Ap € E{(2+ Eao+ (24 3E, + E})(P(x) — ao) + (3 + 14E, + 5E})x P’ (x)
9 3

+(§ g+§ E)xQP”(;c)}

Die entsprechende Version von Lemma 2.1.5 lautet:

Lemma 2.1.11 Fir den absoluten Fehler Ap bei der Auswertung eines Polynoms P an der
mit dem Fehler e, € E, behafteten Stelle x nach der ersten beschriebenen Modifikation des
Horner—Schemas gilt unter den Voraussetzungen von Lemma 2.1.1 folgende Inklusion:

N N N
Ap € E {(2 + 3B+ B}) Y axa®| + (14 4B, + 2B}) Y k|aga®| + By 3 b ’akxk‘}
k=0 k=1 k=1

+ E¢{(1+ 2B)xP'(x) + B’ P'(z)}

Ist der konstante Term ag im verwendeten Raster exakt darstellbar, gilt schdrfer:

N N
Ap € Eg{\ao\+(2+3EZ+E§)Z‘akx’“‘+(1+4Eg+2E§)Zk‘akxk‘
k=1 k=1

N
+E S K ]akxk\} + Eo{(1+2E)2P' () + Ea’P" ()}
k=1
Bemerkung: Auch die Aussagen dieses Lemmas lassen sich unter der zusétzlichen Voraus-
setzung aix® > 0 fiir alle £ = 0, ..., n leichter lesbar formulieren. Sie lauten dann
Ap € E{(2+3E, + E})P(x) + (2 + TE; + 2E})xP'(z) + 2B P () }
bzw.

Ap € B {ag + (2+3E, + E})(P(z) — a9) + (2 + TEy + 2E})xP'(x) + 2E2*P"(x) }
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2.2 Standardfunktionen iiber Potenzreihen

Die generelle Vorgehensweise bei der Berechnung von Standardfunktionen iiber Potenzreihen
sieht wie folgt aus.

Im einfachsten Fall ist keine Argumentreduktion erforderlich und der Gesamtfehler €4, setzt
sich aus dem Approximationsfehler ¢,,, und dem Auswertefehler ¢p zusammen. Ersterer
rithrt vom vorzeitigen Abbruch der Potenzreihenentwicklung her und kann fiir alle betrach-
teten Potenzreihen mit Hilfe des Argumentes x und des Polynomgrades N betragsméflig
nach oben abgeschétzt werden.

Der Auswertefehler wiederum ist — wie sich im folgenden herausstellen wird — mit Hil-
fe der im vorherigen Abschnitt hergeleiteten Lemmata fiir alle verwendeten Potenzreihen
unabhdngig vom Polynomgrad N abschétzbar. Es ist dazu lediglich eine Beschrénkung des
Argumentes x erforderlich, die sich aber in der Regel aus Konvergenzgriinden sowieso er-
gibt. Falls das Horner—Schema unter Verwendung /—stelliger Arithmetik durchgefiihrt wird,
konnen also jeweils Schranken

lep| <c-bF mit ce R (2.1)
angegeben werden. Der Gesamtfehler der Polynomapproximation ergibt sich insgesamt als
Eges = EP + Eqpp + (1 +€p)
Soll insgesamt ein auf k& Stellen hochgenaues Ergebnis geliefert werden, ist also
lep + Eapp - (1 +ep)| < D7
zu fordern. Einsetzen von (2.1) und Auflésen nach e, fithrt auf

1—c- bl—ﬁ—l—k

-k
|5app| S b ) 1 +c- bl—f

(2.2)
Diese Ungleichung kann nur erfiillt werden, falls 1 — ¢ - b'=“** > 0 gilt. Eine einfache Umfor-

mung fithrt auf die Forderung
0>k+1+]1logy(c) . (2.3)

Ist die zur Durchfithrung des Horner—Schemas notwendige Stellenzahl ¢ entsprechend ge-
wéhlt, kann im Riickschluf mit Hilfe von (2.2) eine obere Schranke fiir den Approxima-
tionsfehler angegeben werden. Dies erlaubt abschlieend die Bestimmung des erforderlichen
Polynomgrades N, da wie bereits erwéihnt fiir das Argument z stets obere Schranken zu
wéhlen sind. Es sind dabei allerdings nachtréglich die Voraussetzungen von Lemma 2.1.1 zu
verifizieren, d. h. die Giiltigkeit der dazu hinreichenden Bedingung

0 >2-log,(N+1)—log,(2) +1 . (2.4)

zu priifen.

Bemerkung: Bei der Implementierung von intervallwertigen Standardfunktionen nach die-
sem Schema ist es nicht erforderlich, das Horner—Schema unter Verwendung von /-stelliger
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Intervall-Arithmetik durchzufiihren. Es reicht vielmehr aus, mit Hilfe entsprechend gerichtet
gerundeter Operationen die Unter— bzw. Obergrenze des Ergebnisintervalls zu bestimmen.
Die fehlende Intervallgrenze kann daraus iiber den Gesamtfehler 4.5 berechnet werden, da
sowohl der Auswertefehler ep (a priori) und der Approximationsfehler ¢,,, (wird berechnet)
bekannt sind.

Falls doch eine Argumentreduktion erforderlich ist, werden zuvor mit den in Kapitel 1 her-
geleiteten Formeln Schranken fiir die Betrdage der relativen Fehler €, des Argumentes x und
ey der Funktionsauswertung von f an der gestérten Stelle Z = x - (1 + ¢,) berechnet. Wenn
dies a priori nicht moglich ist, mufl die Auswertung zunéchst mit einer heuristisch festgeleg-
ten Anzahl von Schutzziffern durchgefiihrt werden. Die ermittelte Schranke fiir |e,| ist dann
bei der Argumentreduktion entsprechend zu berticksichtigen. Auch hierbei kann der Versuch
einer a priori Analyse (wie etwa bei den trigonometrischen Funktionen) versagen und eine
wiederholte Berechnung erforderlich werden.

Bemerkung: Wie beim Horner—-Schema kann auf die Verwendung von Intervall-Arithmetik
verzichtet werden, wenn mit Hilfe geeignet gerichteter Rundungen die Unter— oder Ober-
grenze des Ergebisses berechnet wird. Aus ihr kann die fehlende Intervallgrenze mit Hilfe der
vorgegebenen Schranke fiir den absoluten oder relativen Fehler berechnet werden. Dies gilt
natiirlich nicht, falls eine a priori Analyse nicht moglich ist und ein Wiederberechnungsschritt
erforderlich wird. Zu dessen Durchfithrung werden die Resultate einer intervallméigen Aus-
wertung ja explizit benotigt!

2.2.1 Die Exponentialfunktion

Zur Berechnung der Exponentialfunktion wird die fiir alle z € R konvergierende Potenzreihe

ooxk

exp(r) = ) -5
= fl
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herangezogen. Da fiir negative Argumente die Gefahr der Ausloschung besteht, wird fiir sie

die Identitat ]

p(—) (25)

exp(z) =

verwendet.

Approximationsfehler bei Abbruch nach dem N—-ten Glied

Fiir x > 0 gilt bekanntlich folgende Abschétzung des relativen Approximationsfehlers von

=N
l+a+...+ % N
ZL‘+1

|€app| < N1 (2.6)

Fiir grofle x fithrt dies zu unakzeptablen Werten fiir IV, daher ist in der Regel eine Argu-
mentreduktion erforderlich.

Argumentreduktion
Zunéchst wird fir z > In(b) mit Hilfe der Identitét
exp(z) = b/ O exp(z — In(b)[z/ In(b)]) (2.7)

das Argument auf das Intervall [0,In(b)) reduziert.

Fiir b = 10 ist auch dieses noch unbefriedigend. Falls im verwendeten dynamischen Raster
die Division durch Zwei fehlerfrei durchfithrbar ist, bietet sich die iterierte Anwendung der
Identitét

T
exp(z) = exp(2)? 2.5)
zur weiteren Reduktion des Arguments an. Fiir b = 10 und = € [0,In(b)) ist dies bis zu

viermal erforderlich, um schliellich auf ein in der Praxis akzeptables Argument

In(10)
o4

i€ [0, ] € [0,0.14392]

zu kommen.

Fehler der Polynomauswertung nach Horner

Der bei der Durchfithrung des Horner—Schemas entstehende relative Fehler ep wird iiber
Lemma 2.1.8 abgeschétzt. Da zusétzlich ag = 1 exakt darstellbar ist, a,z™ > 0 gilt und stets
P(x) # 0 erfiillt ist, kann die folgende Fassung zur Anwendung gebracht werden:

Ep € % {1 +(2+3E,+ E})(P(x) — 1)+ (1 4+ 3E, + Ef)xP'(x) + %xQP,,(x)}

Unter Ausnutzung der Tatsache, daf3 1;'((;0)) und i/((f) jeweils kleiner als Eins sind und P(z) €
[1,exp(z)) gilt, ergibt sich
E,
€EE1+(243E,+E)(1———)+ (1+3E,+ E; —
ep e{ + (2 + 35, + E;)( exp(m))+( + 3L, + Ej)r + 5@
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Fir b=10, ¢ > 5 und x < 0.14392 fiithrt dies auf
ep €1.4121-FE,

woraus nach (2.3) die Notwendigkeit zweier Schutzziffern (d. h. ¢ = k+2) folgt. Gemés (2.2)
folgt daraus fiir den Approximationsfehler

‘gapp‘ < 8.5867 - 10~ (F+1)

Fehleranalyse der Argumentreduktion

Die Behandlung negativer Argumente gemafl (2.5) erfordert die Betrachtung der Fehlerfort-
pflanzung bei der Invertierung fehlerbehafteter Grofen. Es gilt

1 1 €y
)

- T .(1-
Da fiir eine auf ¢ Stellen hochgenaue Auswertung der Exponentialfunktion 2-b'~* eine obere
Schranke fiir den Absolutbetrag des relativen Fehlers darstellt, ergibt sich fiir eine insgesamt
auf k Stellen hochgenaue Berechnung nach Division die Forderung
9. bl—é
7 <
1—2.p- =
0 > k+1+log(24+2-b77)

b—k

Im Fall b = 10 besteht somit die Notwendigkeit, zwei zusétzliche signifikante Ziffern von
exp(—x) zu berechnen.

Die eigentliche Reduktion des Arguments nach (2.7) wird gemaf8 Kapitel 1, (1.14) behan-
delt, allerdings unter Verwendung relativer Fehler. Bei einer geforderten Genauigkeit von
b=* ergeben sich die folgenden Schranken fiir die Giite der Funktionsauswertung und der
Argumentreduktion:

exp(z) b7k 1 bk

gexp(:i) S -~ e = e

exp(z) 2 exp(z-e,) 2
bzw. - . L
o] < Sp@) b ot

e I CREN R

fiir ein ¢ € conv{z,z(1+¢,)}. Im Fall b = 10, z € [0, log(b)] und |e,| < 2-107*, d. h. fiir ein
auf mindestens fiinf Stellen hochgenau reduziertes Argument, folgt daraus die Notwendigkeit
zweier zusitzlicher signifikanter Ziffern fiir Argumentreduktion und Funktionsauswertung.

Zur entsprechend genauen Berechnung von Z nach (2.7) ist gegebenenfalls ein Wiederberech-
nungsschritt erforderlich, da eine a priori Betrachtung nicht moglich ist. Mit der Abkiirzung

q := |z/log(b)]| gilt fiir den relativen Fehler des reduzierten Arguments nach klassischer
Fehlerrechnung
lea| = _a-log®) | ’
x T —q- lOg(b) log(b)

Wird eine weitere Reduktion des Arguments nach (2.8) erforderlich, ist fiir b = 10 die Zahl
der signifikanten Stellen der Funktionsauswertung noch einmal um Zwei zu erhéhen, um nach
der notwendigen Riicktransformation die urspriinglich geforderte Genauigkeit zu erreichen.
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2.2.2 Der Sinus und Kosinus

Sinus und Kosinus werden iiber die global konvergierenden Potenzreihen
) 2k

sin(z) =z - kz:%(—l)km

bzw. . o
cos(x) = ];)(_1)]{(2/@)!

berechnet. Sie werden hier zusammen betrachtet, da zur Berechnung jeder der beiden Funk-
tionen in bestimmten Fillen auch die Potenzreihe der anderen herangezogen wird.

Approximationsfehler bei Abbruch nach dem N—ten Glied

Fiir sin(z) # 0 gilt im Falle des Sinus folgende Abschitzung des relativen Approximations-
fehlers

2N+2

T T

app| < . 2.9
[Eap] < (2N + 3)! [sin(z) (29)
Fiir den Kosinus ergibt sich unter der entsprechenden Voraussetzung cos(z) # 0
£C2N+2 1
app| < 2.10
[Eanpl < (2N + 2)! |cos(z) (2.10)

Beide Abschéitzungen zeigen, dafl zum Erreichen eines befriedigenden Konvergenzverhaltens
eine Argumentreduktion notwendig ist.

Argumentreduktion

Beide Potenzreihen werden in der Praxis nur auf dem Intervall [-7, 7] ausgewertet. Zur
Reduktion des Argumentes x wird zunéchst j := L%J bestimmt und danach 7 := z — L%J 5

berechnet. Die Ermittlung des eigentlichen Funktionswertes erfolgt anschlieBend durch Aus-
wertung der nach folgender Tabelle auszuwéhlenden Reihe:
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|42 mod 4 | sin(z) | cos(z)
0 sin(7) cos(T)
1 cos(Z) | —sin(z)
2 —sin(Z) | — cos(T)
3 —cos(Z) | sin(7)

Fehleranalyse der Argumentreduktion

Die einzuhaltenden Genauigkeiten bei geforderter k—stelliger hochgenauer Auswertung wer-
den wie bei der Exponentialfunktion gemifl Kapitel 1, (1.14) ermittelt. Es ergeben sich
jeweils die folgenden relativen Fehlerschranken:

sin(x)| b7k sin(x) | b7k
sin(z)| = - N T d T S TS
Esin(@) sin(z)| 2 . 2] x-cos(§)| 2
bzw. (@) (=) i
cos(z)| b cos(z b~
cos(z)| = ~N| " To d T S . >
Eoos(2) cos(Z)| 2 . 2] x sm(§)| 2

jeweils fiir ein £ € conv{z,z - (1 +¢,)}.
Unter Ausnutzung der Relationen |sin(z)| < |z fiir [#| < 7 und |cos(z)| < 1 fiir alle z sowie
fiir ein & € conv{x, T} ergeben sich folgende Abschétzungen:

sin(x) - sin(x)
x-cos(§)| x
sin(z)| sin(z) ‘ > 1 1
D] " [ e oo T el [5] % 1 el [
cos(x) - cos(x) - cos(x) |
xosin(€)| T | x-& | T |22 (14 |es])
cos(z)| cos(x) 1
cos(Z)|  |cos(w) —e,-x-sin(é)| T 1+ N xi;;glf)w\)

Bei der zweiten und vierten Ungleichung wurde der Mittelwertsatz der Differentialrechnung
jeweils auf den Nenner der linken Seite angewandt. Zu konkreten Werten gelangt man wie
bei der Exponentialfunktion durch eine Minimalforderung an den relativen Fehler €., etwa
le2] < 2-107" und Ausnutzung der Tatsache, daB |z| < T gilt. Fiir b = 10 resultiert daraus
in allen Fillen die Notwendigkeit, Funktionsauswertung und Argumentreduktion jeweils auf
zwei zuséatzliche signifikante Ziffern genau durchzufiihren.

Ohne Einschréinkungen des Definitionsbereichs oder Voraussetzungen an das verwendete Ra-
ster sind keine a priori Aussagen iiber die fiir die Argumentreduktion notwendige Anzahl si-
gnifikanter Stellen von m méoglich. Es wird deshalb zunéchst mit einer heuristisch bestimmten
Anzahl von Schutzziffern gearbeitet und eine EinschlieSung

j+1, 7

%= T
2 JZ



2.2. STANDARDFUNKTIONEN UBER POTENZREIHEN 45

fiir das reduzierte Argument berechnet.
Sollte die dabei erzielte Genauigkeit nicht ausreichen, ist ein Wiederberechnungsschritt er-
forderlich. Die Bestimmung der notwendigen Zahl signifikanter Stellen von 7 erfolgt mittels
klassischer Fehlerrechnung. Da « und | 23! ] exakt sind, ergibt sich bei fehlerfreier Durchfiih-
rung der Subtraktion

L 13
+1 T
I3

- |ex]

lex] =

J+l |«
e < LTJ}
" inf(| X))

_Uely
-5
Fehler der Polynomauswertung nach Horner

Bei genauerer Betrachtung zeigt sich, daf tatsichlich jeweils Polynome in u = 22 auszuwerten
sind. Es sind dies

Panl) = 32 (=1 Gy,
bzw. N k
Panlt) = (-1 i

Bemerkung: Auf die Indizierung von Py, und P, mit dem Polynomgrad N wurde der
Ubersichtlichkeit halber verzichtet.

Zur Fehleranalyse wird dementsprechend Lemma 2.1.11 herangezogen. Da zusétzlich ag =
1 in beiden Fillen exakt darstellbar ist, konnen die folgenden Fassungen zur Anwendung
gebracht werden:

Eg N N k

ep € 1+ (2+3E, + E?) + (1+4E, + 2E?)

N o2k E,
E 1+ 2E)uP. Eu?P!
E e;(2k+1)!}+gm(u){< OB )P 1) + Bl >}
und

N ) N kuk;

€ 14 (24 3E, + E?) 14+ 4E, +2F
€, u) + (24 3E,+ E) 2 .+( +4E, + g)];@k)!

+E, ; kék } Pcf(u) {1+ 2B)uP(u) + Eq® Pl (u) }

Wegen des alternierenden Verhaltens der Koeffizienten von Py, bzw. P, erlauben diese
Darstellungen keine von Polynomgrad N unabhéingige Aussage durch den direkten Grenz-
iibergang N — oco. Die Absolutbetrige von Leibniz—Reihen konnen jedoch sehr einfach mit
Hilfe der ersten beiden Summanden abgeschétzt werden. Fiir sie gilt

[e.9]

> (1) fagat

k=0

€ conv{|ag — a1z, |ao|}
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Anschliefend kann dann der Grenziibergang N — oo erfolgen. Wir fiithren dies hier nur fiir
Py, durch, da die entsprechende Betrachtung fiir P..s vollkommen analog verlduft.

E[ N k N k’
Ep. € 14+ (2+3E,+ E? (1 4+ 4E, + 2E})
Fein Psin(u){ ( ¢ Z),;(Qkﬂrl)! ( ¢ ¢ ,;1 2/<:+1
NoE2.k E, U 2u?
E 14 2E)— + E,~—
* f,;(zk+1)!}+Psin(u){( +2E)g + B 5!}
E@ E E2 N-1 k+1 4E E N—-1 k uk—i—l
C 14+ (2+3 B 2 ) P—
= u){ T2 3B+ f)kzo (2k+3)!+( Akt ot kzo * 2k+3)!
N-1 uk+1 EZ 2u
E k+1)? 1+42E E,—
* €,§< +1) (2k+3)!}+Psm(u){( i 5)3,+ ¢ 51}
0 PRSP U S AE, + 2E?) uN~
C — - 1 _
= PSi(){+(+ e+ BOS 2 Gryy T ARt fﬁ,g 2% + 1)
N—-1
u 2u
- 1+ 2E, E—
4k ‘ 2k+1 } Psm(u){( H2B)5+ f51}
inh 202
- A 64 17B + oEn) L) o)t g2
3— 12 3! 5!
inh 20>
- . {1+ (64175, + 65 25000 | g 4 opy 8 +E£l}
—z 12 3! 51
Die entsprechende Rechnung fiir P, ergibt
cosh 2
P € 7 {1+(4—|—13Eg+5Eé)uT(x)+(1+2Eg)2'—i—Eg%}
2|

Fiir b=10,¢2>5, |z <7, dh. 0 <u< T erglbt sich insgesamt

ep, €1.6095-E,  bzw. ep. €4.2551-F,

sin

In beiden Fillen mufl das Horner-Schema also mit zwei Schutzziffern arbeiten. Gemaf (2.2)
folgt daraus fiir die Approximationsfehler

leapp| < 8.3892-107FFD  buw.  |eg,,| < 5.7425 - 107+

Fiir kleinere Basen wie etwa b = 2 ist geméaf} dieser Abschétzung die Berechnung des Kosinus
iiber die zugehorige Potenzreihe sehr ungiinstig, insbesondere wenn an eine hardwareméflige
Implementierung gedacht ist. Es wéren vier Schutzbits erforderlich. In der Praxis wird fiir
kleinere Basen deshalb die Identitét cos(x) = sin(z + §) verwendet.
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Die zugehorigen Intervallfunktionen

Die Berechnung von Sinus und Kosinus fiir reelle Intervallargumente X erfordert einige
Fallunterscheidungen (vgl. [Br], S. 85f). Hierbei gehen im wesentlichen die bei der Argu-
mentreduktion ohnehin zu ermittelnden ganzzahligen Anteile | %] fiir 2 € {inf(X),sup(X)}
ein.

Mit den Bezeichnungen j; :=
folgenden Fille.

Fiir d = 0 liegen Unter- und Obergrenze des Argumentes im gleichen Intervall modulo 7.
Innerhalb dieser sind Sinus bzw. Kosinus jeweils streng monoton fallend oder steigend. Es

ergibt sich jeweils

sin(X) = { [sin(inf(X)),sin(sup(X))] , fir j; mod4 € {0,3}
[sin(sup(X)),sin(inf(X))] , fir j; mod4 e {1,2}
bzw.
cos(X) = { [cos(inf(X)), cos(sup(X))] , fir j; mod4 € {2,3}
[cos(sup(X)), cos(inf(X))] , fiir j; mod 4 € {0,1}

Fiir d > 3 ist beim Intervallsinus und -kosinus das Ergebnis stets [—1, 1].
Fiir 0 < d < 3 gibt mit den Definitionen

Ymin 1= min{sin(inf(X)), sin(sup(X))} bzw. Ymax := max{sin(inf(X)), sin(sup(X))}
die folgende Tabelle Auskunft iiber das Resultat des Intervallsinus:

j1m0d4‘dmod4:1‘dmod4=2’dmod4:3

0 [Yrmin, 1] [Ymin, 1] [—1,1]
1 [ymin; ymax] [_17 ymax] [_ 17 ymaX]
2 [—1, Ymax] [—1, Ymax] [—1,1]
3 [ymina ymax] [ymina 1] [ymina 1]

Bis auf Rotation um eine Zeile (bedingt durch die bereits erwahnte Identitét cos(z) = sin(x+
7)) ergibt sich mit den entsprechenden Definitionen

Ymin := min{cos(inf(X)), cos(sup(X))}

bzw.
Ymax = max{cos(inf(X)), cos(sup(X))}

folgendes Bild fiir den Intervallkosinus:

jimod4|dmod4=1|dmod4=2]|dmod4=3

0 [Yrmin» Ymax] [—1, Ymax] [—1, Ymax]
1 [_L ymax] [_17 ymax] [_1’ 1]
2 [ymina ymax] [ymina 1] [ymina 1]
3 [Ymin, 1] [Yomin, 1] [—1,1]
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Bemerkungen zur Implementierung

Es ist fir die Laufzeit eines nach obigen Vorschriften implementierten Intervallsinus (oder
-kosinus) sehr ungiinstig, die Bestimmung der Werte fiir j; und j unabhéngig von der
Berechnung (und damit auch der Argumentreduktion) der entsprechenden Punktroutinen
durchzufiihren. Die Fallunterscheidungen werden zwar etwas aufgebldht, dafiir kénnen aber

direkt die entsprechenden Routinen fiir Argumente in [—7, ] aufgerufen werden.

2.2.3 Der hyperbolische Sinus

Der hyperbolische Sinus wird fiir kleine Argumente iiber die zugehorige Potenzreihe

o] Qk

smh =x-
k—O (2k + 1)

berechnet.

Approximationsfehler bei Abbruch nach dem N—-ten Glied
Fiir x > 0 gilt nach ([Br|, S. 97) folgende Abschétzung des relativen Approximationsfehlers:

ZL’2N+2

|Eapp| < mcosh(m) . (2.11)

Fiir grofe Argumente fithrt dies zu unakzeptablen Werten fiir N. Deshalb wird in diesen
Féllen die Identitét

e’ —e
2
zur Berechnung verwendet, welche wiederum fiir kleine Argumente aufgrund von Ausléschung
nicht geeignet ist. Wir verwenden hier wegen des Zusammenhangs mit der Argumentreduk-

tion bei der Exponentialfunktion als Schranke den Wert z = w ~ (0.57564.

sinh(z) = (2.12)
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Fehler der Polynomauswertung nach Horner

Bei genauerer Betrachtung zeigt sich, dafl tatséichlich das folgende Polynom in v = 2 aus-

zuwerten ist:

N U,k

lg) (2k +1)!
Zur Fehleranalyse wird dementsprechend Lemma 2.1.11 herangezogen. Da zusétzlich ay = 1

exakt darstellbar ist und a,u™ > 0 gilt, kann die folgende Fassung zur Anwendung gebracht
werden:

E
ep € Hre A1+ (24 3B+ B})(P(w) = 1) + (2 + TEy + 2B} )uP(u) + 2B* P (u)}

P(u) =

P(u)
Hierzu miissen die Ausdriicke u%;‘)) bzw. uz% nach oben abgeschétzt werden. Nach ([Br],
S. 98) gilt
Pu) u
U <=
P(u) — 6
Eine entsprechende Rechnung fiir den zweiten Ausdruck fithrt auf
o P (u) < U
P(u) — 4

Einsetzen dieser Abschitzungen in die urspriingliche Beziehung ergibt

speEE{1+(2+3Eg+E§)(1— )+(2+7Eg+2E§)Z+Egu}

x
sinh(x) 2
Fiir b =10, ¢ > 5, < 0.57564 ergibt sich

ep € 1.2168F,

Aus (2.3) folgt somit die Notwendigkeit zweier Schutzziffern, also ¢ = k+ 2. Dies fithrt gema8
(2.2) auf
‘gapp‘ < 8.7821 - 10—(k+1)

Fehleranalyse bei Verwendung der Exponentialfunktion

Klassische Fehlerrechnung fiithrt, unter der Voraussetzung, dafl die Division durch Zwei fehler-
frei durchfiithrbar ist, auf

e’ e’ gexp(m)
sinh(x = S - 17 ~cexp(z) T 5 17 N\ ——(1
’6 h( )’ |2 Slnh('r)g p( ) 2 Slnh(x) <€/ 1 + gexp(w) ( + E/)> ‘
1
‘QSingh(x) (2 cosh(z) + e_rl j_L i)’ , mit € := max(|€exp() |: [£/])

e (1+¢)
< th

< |coth(@) + 2sinh(z) (1 —¢)

Fiir ¢ < 2- 107 ergibt sich
|5sinh(x)| S 2.3876 - ¢

Dies fiihrt fiir b = 10 zur Notwendigkeit zweier Schutzziffern.
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2.2.4 Der Arcustangens

Die Umkehrfunktion des Tangens kann fiir Argumente x mit |z| < 1 iiber die Potenzreihe

[es) L ka
t =x- —1
arctan(z) = x kz:%( ) 1

berechnet werden.

Approximationsfehler bei Abbruch nach dem N—ten Glied
Nach ([Kr], S. 50) gilt folgende Abschitzung des relativen Approximationsfehlers:

.T2N+2 1 1

wnl < . .
Eaml < SN 3 T2 [

(2.13)

Fiir groe Argumente fiithrt dies zu unakzeptablen Werten fiir N. Eine Argumentreduktion
ist deshalb erforderlich.

Argumentreduktion

Zunéchst reicht es 0.B.d.A. aus, nur positive Argumente zu betrachten, da arctan(—x) =
—arctan(x) gilt. Zur Argumentreduktion kénnen dann folgende Identitdten herangezogen
werden:

2 arctan(—-F— fir z<2<1
arctan(z) = R <1+V 1”?) R - =
5 —arctan(;) , fir z>1
Die erste der beiden Identitéten legt fiir  den Wert - +1 7 nahe. Bei einer kleineren Schranke

wire die entsprechende Reduktion eventuell mehrfach durchzufiithren (vgl. [Kr], S. 52). Der
erhohte Aufwand hierfiir steht in keinem Verhéltnis zur Erh6hung des Grades des Approxi-
mationspolynoms. Fiir Werte kleiner als & wird die Reihenentwicklung verwendet.
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Fehleranalyse der Argumentreduktion

Der Gesamtfehler der Reduktion von Argumenten z > 1 ergibt sich nach klassischer Fehler-
rechnung als

5 arctan(1)

-_— . (C_::E _—

Z —arctan(f) 2 I —arctan(:)
z arctan(1)

_— . T — — . 8
arctan(z) 2  arctan(z) arctan(;)

€arctan(z) ’ garctan(%)

Fiir die auftretenden Verstérkungsfaktoren von ez und ¢ sind im Fall z > 1 die

folgenden Abschéatzungen giiltig:

arctan( i)

5 -9 b arctan(1) -
—_— = Z . R ———SS.,
Z —arctan(L)| ~ v Z —arctan(L)| ~
Durch die Forderungen
garctan x garctan x
lez] < T() bzw.  [Earetan(1)] < T() (2.14)

wird die vorgegebene Fehlerschranke €,,ctan(z) also nicht iiberschritten. Bei angestrebter k—
stelliger hoher Genauigkeit folgt, dafi § auf k& 4 1 + log,(8) Stellen genau zu berechnen ist.
Fiir b = 10 bedeutet dies, dal zwei zusétzliche signifikante Ziffern zu bestimmen sind.

Die Fehleranalyse fiir den zweiten beteiligten Summanden wird nach Kapitel 1, (1.14) be-
handelt. Nach Einfithrung relativer Fehler ergibt sich mit der Bezeichnung y := %

arctan(y)

L1
1+¢2

€arctan(y)

2

garctan(g)‘ > bzw. ‘Sy’ <

arctan(y)| Earctan(y)
arctan(y) 2

fir ein £ € conv{y,y}. Die Anwendung des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung auf
den Nenner der rechten Seite der ersten Ungleichung fithrt mit der Abkiirzung

Y 1
K= :
arctan(y) 1+ &2
auf
1 €arctan(y) 1 Earctan(y)
€arctan(§)‘ < |1 n e, K . 5 bzw. |5y‘ < ; 9

Die obere Schranke fiir |,| kann zur Vereinfachung der Schranke fiir 5arctan(g])‘ herangezogen

werden. Es ergibt sich

1
1+e,-K

1

. €arctan(y)
2

€arctan(y) €arctan(y)

€arctan(y) o
2 2+ €arctan(y)

. 5 <

5arctan(g)’ < ‘

1+ - K|

1
K

Fiir x > 1 gilt nun || < %. Insgesamt ergibt sich somit unter Beriicksichtigung von (2.14)

b—k
T bzw. ley| < Zopk

<
- — 16

Earctan(j) ’ 1
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und daraus fiir b = 10 die Notwendigkeit von zwei zusétzlichen signifikanten Ziffern bei der

Berechnung von Argument und Funktionswert.

Der verbleibende Fall von Argumenten x im Intervall [ﬁ, 1] wird unter der Voraussetzung,

dafl die Multiplikation mit Zwei fehlerfrei durchfithrbar ist, ebenfalls nach Kapitel 1, (1.14)

geE?ndelt. Mit der Abkiirzung y := o \;ﬁ und k wie oben gilt nach Einfithrung relativer
ehler

1

K

Earctan(y) Earctan(y)

2

bzw.

’5y| <

€arctan(y S
' (y)‘ 2+ €arctan(y)

In dem zu betrachtenden Intervall kann || grob durch Eins nach oben abgeschétzt werden.
Dies fiihrt auf
b—k

b—k
Earctan(g)‘ < m bzw. ‘gy’ < 7

Mit der weiteren Abkiirzung z := 1 + /1 + 22 fithrt klassische Fehlerrechnung auf die For-

derung
A

1— |e.|
und mit € := maxz{|e.|, |¢/|} folgt hieraus zusammen mit der zuvor hergeleiteten Schranke
fir |e,|

S+ le/l) + le/l < ey

bfk
4+ bk

Unter der zusétzlichen Voraussetzung, dafl die beiden bei der Berechnung von z erforder-
lichen Additionen und das Quadrieren von x fehlerfrei durchgefiithrt werden, sind bei der
Auswertung der Quadratwurzel keine weiteren Schutzziffern erforderlich. Dies resultiert aus
der Tatsache, daf der Verstirkungsfaktor von ¢ 477z betragsméBig durch Eins beschrénkt
ist. Die obige Voraussetzung ist in dem betrachteten Intervall durchaus legitim, da alle
beteiligten Operanden die gleiche Groflenordnung besitzen und keine aufwendigen Exponen-
tenangleichungen erforderlich sind.

Fiir b = 10 und k& > 5 folgt aus den vorangehenden Abschéitzungen die durchgéingige Not-
wendigkeit zweier Schutzziffern.

e <

Fehler der Polynomauswertung nach Horner

Bei genauerer Betrachtung zeigt sich, daf§ tatsiichlich ein Polynom in u = z? auszuwerten

ist. Es hat die Form
N k

P(u) = (1)

=Y 2k 41

Zur Fehleranalyse wird dementsprechend Lemma 2.1.11 herangezogen. Da zusétzlich ag = 1
exakt darstellbar ist, kann die folgende Fassung zur Anwendung gebracht werden:

k- uF
2k+1

E,
P(u)

uk N
1 + (14+4E,+2E}) "

S
" 2k + —~

N
{1+(2+3EK+EE)Z
k=1

N/{JQ-uk E[
E
- ‘fzzk+1}+P(u

k=1

Ead

) {1+ 2E)uP (u) + E? P"(u)}
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Wie bei Sinus und Kosinus ist wegen des alternierenden Verhaltens der Koeffizienten von P
sowie dessen erster und zweiten Ableitung keine von Polynomgrad N unabhéingige Aussa-
ge durch den direkten Grenziibergang N — oo moglich. Dieses Problem wird auf analoge
Weise gelost. Es tritt jedoch das zusétzliche Problem auf, daf§ die in der ersten geschweiften
Klammer auftretenden Summen nicht ebenso einfach wie beim Sinus bzw. Kosinus durch
alleinige Indexverschiebung abgeschétzt werden kénnen. Erst die in unserem konkreten Fall
erfiillte Bedingung u = x? < 1 erlaubt einen Zugang iiber die geometrische Reihe (vgl. [Kr],
S. 26, (1.3.6)) und damit schlielich eine vom Polynomgrad unabhéngige Aussage. Fiir die
einzelnen Summen ergibt sich:

i\f: uk B Nl ket B N=lok+1 k1 artanh(z)
ok +1 A 2k+3 A %43 2k+1- v

N k N-1 k+1 N—1

3 keut (k+1) u <USpc 1
Zok+1 | & 2k+3 P s I

Zur Behandlung der dritten Summe ist ein weiterer Kniff erforderlich. Wir nutzen aus, dafl

fir u=2% <1
0 1 1 asd
I — _ k}k_l
ou <1—u) (1 —wu)? 2 ku

k=1

gilt, wobei die letzte Reihe durch gliedweises Ableiten der geometrischen Reihe erhalten wird.
Hiermit 148t sich nun auch die verbleibende Summe behandeln:

N 2k N=1 (L 1 1)2 . b +! N-1 N-1
3 utoo_ ZMSE ISR SR
P 2k +1 0 2k 4+ 3 2 P P

Mlﬁﬁ

<1iu+(1—uu)2>:g(l—1u)2

Einsetzen all dieser Abschitzungen in die urspriingliche Beziehung fiithrt auf

E,
1_'U/

U 1
2 1—u

Ep €

{1 + (24 3E; + E})x - artanh(z) + (1 + 4F, + 2E?)

3

u 1 u 20
Eym—— + (14 2E)) - + E,~—
+52(1_u>2+(+ 1) + B }

Fiir b= 10, £ > 5 und u = 2? < 3+;\/§ ergibt sich insgesamt

ep €1.6184 - FE,

und damit die Notwendigkeit zweier Schutzziffern bei Forderung k—stelliger hoher Genauig-
keit. Gemé$ (2.2) folgt daraus fir den Approximationsfehler

|Eapp| < 83802 10~ (1)
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2.2.5 Der Areasinus

Die Umkehrfunktion des hyperbolischen Sinus kann fiir Argumente z mit |z| < 1 iiber die
Potenzreihe

s 1, fir k=0

arsinh(z) =z -y ¢ - 2? mit ¢ = { (2k—1)?2 .

kz—:o —Ch-19kRtT) fir k>0
berechnet werden. In der Praxis wird die Reihe nur auf einem Intervall (0, Z] mit geeignet
gewahlter Obergrenze 0 < r < 1 ausgewertet.
Fiir die verbleibenden Félle werden die Identititen

—arsinh(—z) , fir <0
, fir z=0

0
ln(a:+\/x2+1) , fir z>7

arsinh(z) =

verwendet.

Approximationsfehler bei Abbruch nach dem N—ten Glied
Fiir # > 0 gilt nach ([Kr], S. 60 !) folgende Abschitzung des relativen Approximationsfehlers

2N+2 2N+2

len |z . len |z

T e

(2.15)

|5app| <

Fehleranalyse fiir x > ¥

Die Fehleranalyse fiir Argumente x > z wird wie beim Arcustangens nach Kapitel 1, (1.14)

behandelt. Mit den Abkiirzungen y := z++v22 + 1 und k := lnz(/y) -%, ¢ € conv{y, y} ergibt
sich wie beim Arcustangens nach Einfithren relativer Fehler

€in(y) ’1’ Eln(y)
fwin| < —2W by, e | < |2 2w
: (y)‘ - 2+€1n(y) oW ‘ y‘ T K 2

In der Originalarbeit befindet sich allerdings ein offensichtlicher Tippfehler.
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Der Term ist jedoch fiir + — oo nach oben unbeschrankt. Hier kann die folgende

Y
N In(y)
Uberlegung Abhilfe schaffen. Es gilt fiir £ € conv{y,g =y(1+¢,)}, y >0und |g,| <1

—_

1 1
SV @ivErD)-(-|5)

Hiermit ergibt sich nun folgende obere Schranke fiir &:

T+ Va?+ 1 B 1
- ln(m—i-\/x2 ) (x+vVa2+1)-(1—|g)) In(z+Va2+1)-(1—|g))
Mit einer Minimalforderung an ¢,, etwa |g,| < 2-b~* und damit einer auf mindestens fiinf

Stellen hochgenauen Berechnung des Argumentes des natiirlichen Logarithmus, 148t sich
aufgrund des Monotonieverhaltens des Logarithmus und der Tatsache, daf3

rHVE2EH+1>2+V2+1>1

gilt, folgende Schranke fiir k angeben:

1
k<

T In(z+VE24+1)-(1-2-074)

Fir b = 10 und z = % fithrt dies auf x < 8.0224, woraus wiederum die Notwendigkeit
dreier zuséatzlicher signifikanter Ziffern bei der Berechnung des Argumentes des natiirlichen
Logarithmus folgt. Fiir die Auswertung des Logarithmus selbst reichen zwei Schutzziffern.
Unter der Voraussetzung, dafl die Addition von z und v/x? + 1 exakt durchgefithrt wird,
ergibt die weitere Analyse unter Verwendung der Abkiirzung z = 22 + 1

as+\/x2 ’

eve

Der Koeffizient von [, | ist monoton steigend in z und fiir > § durch 1.124 nach unten
beschriankt. Die bei der Berechnung von 2z und der anschlieBenden Auswertung der Wurzel-
funktion einzuhaltenden Genauigkeiten ergeben sich dann zu

e
z

’Z
o< L - '
z

z

T2+

Vi Jes
_1

le.| <
ya

fur &, € conv{z, Z} bzw.

Aus der ersten Ungleichung erhélt man wegen der Monotonie der Quadratwurzel

oo < /(1= es) |
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Mit einer der an |e,| gestellten Mindestanforderung entsprechenden fiir |e,| ergeben sich im
vorliegenden Wertebereich die folgenden konkreten Schranken:

<L124-Jg,| , fe S 11238 ]g,| und ey

< 0.56193 - |g, |

evs

Zieht man nun zusétzlich die zu Beginn hergeleitete Schranke fiir |, | ins Kalkiil erhélt man
insgesamt

Emg)| und ez <0.035022-

5111(3/)‘

2| < 0.070053 - |ewgy| ,  le=| < 0.070041 -

Die Berechnung von z und das anschliefende Ziehen der Quadratwurzel miissen also fiir
b = 10 mit drei zusétzlichen signifikanten Ziffern erfolgen.
Fehler der Polynomauswertung nach Horner

Bei genauerer Betrachtung zeigt sich, daf8 tatsichlich ein Polynom in u = 2? auszuwerten
ist. Es hat die Form

N
Plu) = ¢ -u
k=0

Zur Fehleranalyse wird dementsprechend Lemma 2.1.11 herangezogen. Da zusétzlich ay = 1
exakt darstellbar ist, kann die folgende Fassung zur Anwendung gebracht werden:

E ol -
ep € oo {1+(2+3EE+E§)Z!%|'Uk+(1+4Ez+2E§)Zk'\Ck!'uk
P(u) k=1 k=1

+E, kz_j K2 ol - uk} + P?i) {(1+2B)uP'(u) + Ea* P (u) }

Zur Abschétzung der vorkommenden Summen verfahren wir wie beim Arcustangens und
erhalten die folgenden vom Polynomgrad N unabhéngigen Aussagen:

Nl (2k +1)?

N N-—1
]ck]‘uk _ ‘Clc+1"uk+1: ]ck|-uk+1
kz::l kz:% kz:% 2(k+1)(2k + 3)

< u leg] - u® <
P 1—u
sowie
N N—-1 N-—1 <2k+1)2
k- leg - u® = (k4 1) - |epp| - uFtt = e ] - uf!
i; k=0 k;o 2(2k +3)
N-1 N-1
2k —1 U
— — = Lok < Z 2 k- Lo k-1
u%( 2(2k+3)>|ck| u” < 6—|—u kzzjl lex| -

IN

i ()
6 1—u
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und
N N—-1 N—-1 k+1 2k,+1 2
ZkQ"CH'Uk _ Z k—l—l |ck+1\-uk+1: Z( (2)1{(:—}_3) ) |Ck|'uk+1
k=1 k=0 k=0
iy 2k + 1 1 1
= u k> + k:+>|ck| uF <u <k:2+ —k + )|ck|uk
> (K g+ T (¢4

| <
—_

5 3 — U
= (Q—k)\ck]‘qu—ir—uQE k~|ck|~uk1—|——g |ck\uk
2 2 O 23

- 2( U >3+3( U >2+1 U
- 1—u 2\1 —u 2 1—u

Zusammen mit den Abschitzungen

e
[|

3
d |P"(u)| < =
und P (0)] <

=

P(u)Zl—% baw. |P'(u)] <

ergibt sich insgesamt

U u 2
1+(2+3E,+E 1+4E, +2E7) | = ( )
ep € 1_%{ + (2 + 35, + @)1 + (1 +4E + ‘f)(6+ T )
u \° 3 u \2 1 u 3
E,(2 = —. 1+ 2E, Ey—
+é< (1—u> +2(1—u) T3 1—u>+(+ g+ 620“}
Firb=10,/>5und u ==z §i4 d. h.j:éergibt sich insgesamt

epel04-E,

und damit die Notwendigkeit zweier Schutzziffern bei Forderung k—stelliger hoher Genauig-
keit. Gemé$ (2.2) folgt daraus fir den Approximationsfehler

|Eapp| < 8.9591 - 10~ (1)

2.2.6 Der Areakosinus
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Die Umkehrfunktion des hyperbolischen Kosinus kann fiir Argumente x mit x > 1 iiber die
Potenzreihe

1, fir k=0

VTS e 1 .:
arcosh(z) = Va2 — 1 ;;)Ck (x —1)% mit ¢ : { fir k>0

_ _k
Ck—19%41

berechnet werden. In der Praxis wird die Reihe nur auf einem Intervall (1,Z] mit geeignet
gewdhlter Obergrenze 1 <  ausgewertet.
Fiir die verbleibenden Fille werden die Identitéten

0 , fir z=

arcosh(:ﬂ)Z{ln(x_i_m) , fir z>7z>1

verwendet.

Approximationsfehler bei Abbruch nach dem N—ten Glied
Fiir z > 1 gilt nach ([Kr], S. 69 ?) folgende Abschiitzung des relativen Approximationsfehlers:

)N+1 )N+1

en|(z— 1 _ lewal(z -1
1 —e|(x —1) 1—3(z—1)

|Eapp| < (2.16)

Fehleranalyse fiir x > &

Die Fehleranalyse fiir Argumente x > = wird analog zum Areasinus behandelt. Mit den

Abkiirzungen y := x + V22 — 1 und & : ln%y) . % ,& € conv{y, 7} ergibt sich wie dort
£l ~‘<M bzw B ‘<‘l’.€ln(y)
n@| = 2+€1n(y) ' ' =k 2

Auch in diesem Fall ist der Term ﬁ fiir z — oo nach oben unbeschrankt. Wie beim

Areasinus folgt aus der Abschétzung

1 1

1
SV @ivE_ D (1-|5)

fiir Kk unmittelbar

z+vr2 -1 1 1

H’S ° =
In

(x+vVa?—1) (z+va?2—-1)-(1—|g]) In(z+vVa2-1)-(1-lg))

Mit einer Minimalforderung an ¢,, etwa |g,| < 2-5~* und damit einer auf mindestens fiinf
Stellen hochgenauen Berechnung des Argumentes des natiirlichen Logarithmus, 148t sich
aufgrund des Monotonieverhaltens des Logarithmus und der Tatsache, daf3

TV -1>72+Vi2—-1>1

2 Auch hier enthilt die Originalarbeit einen offensichtlichen Tippfehler.
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gilt, folgende Schranke fiir x angeben:

1
r <

T In(z+vVa2-1)-(1-2-07%)
Fir b = 10 und 7 = % fithrt dies auf x < 2.0209, woraus fiir £ > 5 wiederum die Not-
wendigkeit zweier zusétzlicher signifikanter Ziffern bei der Berechnung des natiirlichen Lo-
garithmus und dessen Arguments folgt. Unter der Voraussetzung, da3 die Addition von z

und a2 — 1 exakt durchgefithrt wird, ergibt die weitere Analyse unter Verwendung der
Abkiirzung z = 22 — 1

eve] <

r+Va?—1
Vet |

Der Koeffizient von |, | ist monoton fallend in z und fiir > 1 durch 2 nach unten beschrénkt.
Die bei der Berechnung von z und der anschlieBenden Auswertung der Wurzelfunktion ein-
zuhaltenden Genauigkeiten ergeben sich dann zu

Ve \/?
|5Z\SZ_2\>E_Z' 5 = ;"5\/;
fiir €, € conv{z, Z} bzw. ‘
evz
‘6\/5 S m .

Aus der ersten Ungleichung erhilt man wegen der Monotonie der Quadratwurzel

el < V(A —le]) - |evz

Mit einer der an |e,| gestellten Mindestanforderung entsprechenden fiir |¢,| ergeben sich im
vorliegenden Wertebereich die folgenden konkreten Schranken:

ez <2 0eyl . [ea £1.9997 - fe,| und ez < 0.9998- [g,|

Zieht man nun zusitzlich die zu Beginn hergeleitete Schranke fiir |¢,| ins Kalkiil erhdlt man
insgesamt

< 0.24736 -

< 0.49482 - [enny| 5 les| < 0.49475 -

an(y)‘ und ‘6\@ gln(y)’

vz
Die Berechnung von z und das anschliefende Ziehen der Quadratwurzel miissen also fiir
b = 10 im Gegensatz zum Areasinus mit nur zwei zusétzlichen signifikanten Ziffern erfolgen.
Fehler der Polynomauswertung nach Horner

Bei genauerer Betrachtung zeigt sich, daf tatséchlich ein Polynom in v = x — 1 auszuwerten
ist. Es hat die Form

N
Plu) = ¢ -u
k=0
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Zur Fehleranalyse wird dementsprechend Lemma 2.1.11 herangezogen. Da zusétzlich ay = 1
exakt darstellbar ist, kann die folgende Fassung zur Anwendung gebracht werden:

N N
ep € {L+@+3Er+gb§]%yu“+a+4m+aE@§:k¢%yuk

k=1 k=1

Ey
P(u)

—FEg i\[: k‘2 . ’Ck| . uk} PE(;KL) {(1 + QEZ)UP,(U,) + Egu2P”(u)}

Zur Abschitzung der vorkommenden Summen verfahren wir wie beim Areasinus. Wir geben
hier nur noch die Ergebnisse an, die Rechnungen verlaufen vollkommen analog. Es ergibt
sich

Z| | <1 U
Crl U = <
=1 2 1—u
sowie N
1 2
Sk laf vt < 5 g ()
= 3 1—-u 1—u
und N
357 u \? 1 w
el <5 (7)) 5
g; el sy \tm) i) T3
Zusammen mit den Abschéatzungen
1 4
Pu) > 1_-§ bow. |P'(w)] <5 und |P'(w)] < 5

erhalt man

€ 1+(2+3E +E)1 + (14 4E, + 2E?) Lo +1 ( = )2
- i -
i —g T RT3 1w 2 \1—u
1 U 1 U 4
E/ | =- = 14+ 2F E,—
+€<2<1—u> <1—u> 3 —u>+(+ 5%*'€w“}
Firb=10,¢>5und u = §i4 d. h. :E:—erglbt sich insgesamt

Ep € 1.0319 - Eg

Der tatséchliche Wert des Areakosinus ergibt sich allerdings erst durch Multiplikation des
zuvor betrachteten Polynoms mit dem Term +/x? — 1. Unter der Voraussetzung, dafl sich
dessen Fehler ¢ Y und der Gesamtfehler der Polynomapproxiamtion e4.s die Waage halten
sollen, ergibt sich bei geforderter k—stelliger hoher Genauigkeit
b—k
e < S F mit & := max{le |, [eges|}

Verwendet man diese scharfere Schranke zur Bestimmung der zur Durchfithrung des Horner—
Schemas notwendigen Stellenzahl ¢ ergibt sich in Analogie zu (2.3)

0>k +1+1log,(1.0319- (2 +0b%))
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Fiir b = 10 bedeutet dies ¢ = k+ 2. Eine obere Schranke fiir den Approximationsfehler liefert
eine entsprechend modifizierte Fassung von (2.2)

10~k 10
leann| < 2410—F lep| _ __2410°F 1.0319 C10—(k+1)
N, lep| 1+ 1.0319 - 10— (++1)

woraus
|Capp| < 3.9652 - 10~ (D)

gefolgert werden kann. Falls der Radikand 2% — 1 exakt ermittelt wird, reichen fiir die Be-
rechnung der Quadratwurzel ebenfalls zwei zusétzliche Schutzziffern. Diese Annahme ist im
vorliegenden Wertebereich keine schwerwiegende Einschrinkung, da x? in der N#he von 1
liegt und daher keine aufwendige Exponentenangleichung durchzufiihren ist.

2.2.7 Der Areatangens

Die Umkehrfunktion des hyperbolischen Tangens kann fiir Argumente x mit |z| < 1 iiber die
Potenzreihe

> 1
tanh(z) = = - .2k
artanh(z) = x ,;02143—1—1 x

berechnet werden. In der Praxis wird die Reihe nur auf einem Intervall (0, Z] mit geeignet
gewihlter Obergrenze 0 < z < 1 ausgewertet.
Fiir die verbleibenden Félle werden die Identitédten

—artanh(—z) , fir —1<x<0
artanh(z) = 0 , fir z=
llm(lﬂ) fir 1>x>2%
2 1=z)

verwendet.
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Approximationsfehler bei Abbruch nach dem N—ten Glied
Fiir x < 1 gilt nach ([Br], S. 41) folgende Abschiitzung des relativen Approximationsfehlers:

$2N+2 1

< . 2.17
|€PP|—2N+3 1_1.2 ( )

Fehleranalyse fiir x > ¥

Die Fehleranalyse fiir Argumente 1 > z > Z wird analog zum Areasinus bzw. -kosinus
behandelt. Zuséatzlich wird dabei vorausgesetzt, dafl die Division durch Zwei im verwendeten

Raster fehlerfrei durchfithrbar ist. Mit den Abkiirzungen y := if—i und K = lnz(/y) . %, € €
conv{y, g} gilt wie dort
€ln(y) ‘1’ €ln(y)
| < — W < 2.
€1 (y)‘ = 24 ey ZW ley| < i 9
Wie beim Areasinus folgt aus der Abschitzung
PR 1
¢ yd—lgl) 5 -(1-lgl)
fiir k unmittelbar
K - X ’ X = X
In(15) 551 —lel)  In(FE) - (1-lgy))

Fiir b = 10, & = £ gilt mit der Forderung |e,| < 2-b~* folgende Schranke fiir &:

1
< = 3.9799
") (1-2-b9) ’

woraus sich wiederum

En)| < 049995 - €y bzw, ley| < 0.12563 - ey

ergibt. Unter der Annahme, dal 1 + x und 1 — x jeweils exakt berechnet werden, miissen
Division und Auswertung des Logarithmus mit zwei zusétzlichen signifikanten Stellen durch-
gefiihrt werden. Die obige Annahme ist aufgrund der Tatsache, dafl =z € (%, 1) gilt keine
wesentliche Einschriankung.

Fehler der Polynomauswertung nach Horner

Bei genauerer Betrachtung zeigt sich, dafl tatséichlich das folgende Polynom in v = 2 aus-
zuwerten ist:
uF

P<u):22k+1 '

k=0
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Zur Fehleranalyse wird dementsprechend Lemma 2.1.11 herangezogen. Da zusétzlich ay = 1
exakt darstellbar ist und a,u™ > 0 gilt, kann die folgende Fassung zur Anwendung gebracht
werden:

{1 +(2+3E,+ E})(P(u) — 1) + (2 + TE; + 2E}))uP'(u) + 2Egu2P”(u)}

P(u)
P'(u)

Hierzu miissen die Ausdriicke Uy bzw. u nach oben abgeschitzt werden. Wie beim
Arcustangens bereits praktiziert, ziehen wir nacﬁl einer Indexverschiebung die geometrische
Reihe zu Hilfe und nutzen auerdem die Tatsache, dafl P(u) > 1 gilt.

Wir erhalten

2PN(

/ N—1
“]133((3)) < uPi(u) =u ];) 21113 = g 1iu
und
. P"(u) < WPP(u) = u? NZ2 (k+1)(k+2) o
P(u) — = 2k +5

2 N— u2
u? U 1
< — /{: 1 < —
= 22 * 2((1—u)2+1—u)
Einsetzen dieser Abschitzungen in die urspriingliche Beziehung ergibt

xz

————— )+ (2+ TE; + 2E;
artanh(a:)>+(+7 ¢+ 2E)

ep € E4{1+(2+3E6+Ez?)(1_ ﬁ

2
+Egu2< Y ) }
1—u

Firb=10,¢0>5, 2 =z erglbt sich

ep € 1.0264 - Ey

und damit die Notwendigkeit zweier Schutzziffern bei Forderung k—stelliger hoher Genauig-
keit. Geméa$ (2.2) folgt daraus fiir den Approximationsfehler

|eapp| < 8.9727 - 10~ (+D
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2.3 Standardfunktionen iiber Newton-Verfahren

2.3.1 Intervall-Newton—Verfahren

Zur Berechnung einer Einschliefung einer einfachen Nullstelle einer stetigen Funktion f kann
das folgende, dem vereinfachten Newton—Verfahren dhnliche Intervall-Verfahren verwendet
werden (vgl. [I[ic], S. 61, Satz 10 oder [AH], S. 69, Theorem 1):

Satz 2.3.1 Die reelle Funktion f sei stetig differenzierbar im Intervall X© und fir alle
v € X0 gelte f'(x) € D = [dy,do] mit 0 < dy < dy < 0. Fiir & € X©O gelte f(7) = 0. Wird
fiir ein beliebiges V) € X O definiert

t
X+ . x®) A {x(t) — j%())} (t=0,1,2,...)

so gilt
1. XD ¢ X®,
2.2 € XW,
3. limy_e X = 7.

Bemerkung: Nach ([AH], S. 74, Theorem 3) fiihrt die Wahl 2® = mid(X®) zu einem
optimalen Verfahren in dem Sinne, daf die Durchmesser diam(X(*+") der Iterierten im
Vergleich zu jeder anderen Wahl minimal werden.

Das skizzierte Verfahren hat die Konvergenzordnung 1. Zu einem Verfahren mit mindestens
quadratischer Konvergenz gelangt man fiir eine stetig differenzierbare Funktion f, deren
Ableitung f’ die Intervall-Auswertungen f/(X®) (¢t =0,1,2,...) erlaubt, durch folgende
Modifikation. Das Intervall D wird in jedem Schritt durch

DY = f(XW) N [ly, 1]
mit
0<h < fl(z)<l, zeX?
ersetzt (vgl. [AH], S. 75, Theorem 4).

Bemerkung: Bei einer Implementierung eines Verfahrens nach obigen Vorschriften, muf3 die

Berechnung von
(t) (t)
(t)_f(x ) (t)_f(l‘ )
x i) bzw. =z DO

intervallmiBig erfolgen und dazu insbesondere eine garantierte EinschlieBung von f(x®)
berechnet werden. Die Qualitdt des Verfahrens hingt entscheidend von der Giite dieser Ein-
schlieBung ab! Falls 2 = mid(X®) gewshlt wird, ist es nicht erforderlich, auch diesen
einzuschlieBen. Es muB lediglich gewihrleistet sein, daf seine Berechnung nicht aus X®
herausfiihrt.
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Es bleibt das Problem der Bestimmung eines geeigneten Startintervalls X (. In der Regel
ist nur eine Punkt-Néherung 7 fiir die gesuchte Nullstelle & bekannt. Fiir die im Rahmen
dieser Arbeit mit Hilfe des Newton—Verfahrens behandelten Funktionen Quadratwurzel und
natiirlicher Logarithmus kann der folgende Satz (vgl. [Fr], Abschnitt 10.2) weiterhelfen.

Satz 2.3.2 Die Funktion f : [a,b] — R sei zweimal stetig differenzierbar, streng monoton
wachsend und strikt konvex. Falls f(a) < 0 und f(b) > 0 erfillt ist, gelten folgende Aussagen:

1. Es existiert genau ein & € [a,b] mit f(z) = 0.

2. d:=a-— f(a)f(bl)’:“(a) € (a,z].

RPN ()R
3.V =b— 4% € [2,b).
4. f(a’) <0 und f(0') > 0.

Die Giite der Niherung b’ kann durch

mit m := min{ f'(z)|z <z <V} <min{f'(z)|a <z <V} und M = max{f"(z)|) <z <b}
abgeschitzt werden.

Bemerkung: Wie auch in [Ir] ausgefiihrt, erlaubt dieser Satz ebenfalls die Konstruktion
eines iterativen Intervall-Verfahrens zur Verbesserung der EinschlieBung einer einfachen Null-
stelle. Die Folge der Obergrenzen entspricht dabei der der Iterierten des Newton—Verfahrens
fiir den Startwert b. Die Folge der Untergrenzen ist eine Majorante der Iterationsfolge der
Regula Falsi fiir die Startwerte a, b.

Mit Hilfe der a posteriori Fehlerabschitzung kann bei Kenntnis einer unteren Schranke fiir
m aus einer Punkt-Niherung (¥ := # (mit f(#) # 0!) ein Kandidat fiir ein Startintervall
X O bestimmt werden. Dazu ist zunichst unter Verwendung von Intervall-Arithmetik ein
weiterer Newton-Schritt auszufithren. Aus der so erhaltenen EinschlieBung [7] einer neuen
Niherung & wird wie folgt ein Kandidat fiir ein Startintervall X(© bestimmt.

Einschlief3ung:
L f(£) >0: XO.= {inf ([E]) — §, min {:i,sup ([EDH mit 0= L-f (sup ([%]))

2. f(8) <0: XO .= [i;,sup ([:E])}

Bemerkung: Die Verwendung von Intervall-Arithmetik bei der Berechnung einer weiteren
Néherung ist wesentlich fiir die Anwendbarkeit von Satz (2.3.2)! Ebenso muf§ bei der prak-
tischen Berechnung von ¢ durch entsprechend gerichtete Rundungen fiir eine sichere obere
Schranke gesorgt werden.

X©) ist dann ein geeignetes Startintervall fiir jedes der zuvor beschriebenen Intervall-Ver-
fahren, da fiir deren Konvergenz & nicht notwendigerweise im Inneren von X(© zu liegen
braucht.
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Sollte die Bestimmung des Vorzeichens von f(Z) in der Praxis nicht moglich sein, kann der
Versuch der EinschlieBung statt dessen mit der neuen Niherung & := (1 + ¢) - sup ([ ]) fiir
ein heuristisch gewéhltes ¢ > 0 wiederholt werden. Dieser Wert ist unter den gegebenen
Voraussetzungen stets grofler als 2. In der Praxis muf3 bei seiner Berechnung selbstverstéand-
lich entsprechend gerichtet gerundet werden.

Die auf den ersten Blick kompliziert erscheinende Verbindung eines klassischen und eines
Intervallverfahrens vermeidet den hohen Aufwand, der bei der ausschlieflichen Verwendung
des letzteren entsteht. Falls die Ndherung & schon ausreichend gut ist, stellt im giinstigsten
Fall bereits das durch Aufblihung erhaltene Startintervall X© eine EinschlieBung mit der
geforderten Genauigkeit dar.

Konvergenzerhaltung durch Rasteranpassung

Bei durchgehender Rechnung in einem festen /—stelligen Raster ist in der Regel nicht zu
erwarten, dafl die nachgeschalteten Intervall-Verfahren eine auf ¢ Stellen hochgenaue Ein-
schlieBung liefern. Es stellt sich deshalb die Frage, wie sich eine Erhchung der Stellenzahl auf
die Giite des relativen Fehlers einer weiteren Newton—Iterierten auswirkt. Wir wollen dies
am Beispiel des vereinfachten Newton—Verfahrens untersuchen. Bei Verwendung ¢-stelliger
Arithmetik gilt fiir den absoluten Fehler A, einer aus &; berechneten neuen Naherung 7,4
der Nullstelle & von f

Apyg 1= Ty — 2 =734 — f(it)/zd — I
< {j—i_At_(l—’_QEf)'@(14‘@)}(1—#&)—A
C EE+ AL+ Ey) — (1+2E)(1 + Ey)*- f(ii;At)
C 2B+ A1+ E) — (1+2E)(1+ E))?- f(i")‘F?t'f/(f)

mit & € conv{Z, 7;}

1)
Ay~

/
c A, <1 _ fﬁ) +3E; + AtEp + Eo(4 + 5E, + 2E7)
Dabei wurde davon ausgegangen, daB f hochgenau ausgewertet werden kann, also f () €
(1+2E)) - f(x) fur alle x im Definitionsbereich von f gilt. AuBerdem muf ¢ > 2 erfiillt sein,
damit unabhéingig von der Basis b stets 0 ¢ (1 + 2E) gilt.

Unter der Voraussetzung & # 0 liefert der Ubergang zu relativen Fehlern

Eay = Atj—i—l
€ & (1 - flf?) + By + e By +Eg(4+5EZ—|—2Eg)5tflff>
< & (1— flf?) +Ee< + |ed| + (4 + 5E, + 2E7) || (¢) |>
C 5t<1—flc(f)>+EZ{1+\5tl<1+(4+5Eg+2E2 f/df D}
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Um tatséchlich eine Abnahme des relativen Fehlers ;.1 zu erzielen, geniigt es die hinrei-

chende Bedingung
1 flc(f)D} < et (2.18)

d

lee] |1 —

’ + bt {1 + |ed| <1 + (4 4 501 + 26°7%)

zu erfilllen. Der Faktor ‘1 — %‘ < ¢ < 1 ist dabei bestimmend fiir die theoretische Konver-
genzrate des vereinfachten Newton—Verfahrens und kann bei Kenntnis einer EinschlieBung
der gesuchten Nullstelle a priori abgeschéitzt werden.

Bemerkung: Die oben aufgestellte Bedingung ist auf das entsprechende Intervall-Verfahren
iibertragbar. Dazu muf} lediglich der Punkt d durch das Intervall D ersetzt werden und an
geeigneter Stelle die Suprema der entstehenden Intervalle gew#hlt werden.

Eine entsprechende Analyse fiir das allgemeine Newton—Verfahren liefert, falls auch die Ab-
leitung f’ hochgenau auswertbar und zudem differenzierbar ist
Azt+1 = i"t+1 — T =Ty —y f(j;t)/gf’(;gt) -

. (1+2Ey) f(z+Ay) .
€ {x+ ‘T a42E) P (1+E£)}(1+Ez)—

S (1 . f’(f)) ca2 JON

N /(@) J1(@) f(2)
—Eg'At~J{;((§t)>-{2+Ee+(2+1 2E)(1+Ee)
+2-(14+2E,+ = 22E£)(1 + Ey)? } mit £,n € conv{z, T, }

Bemerkung: Zur Herleitung wird eine weitere Rechenregel fiir die Fehlerintervalle E, be-
notigt. Sie lautet

Clio B+ TP fidleser
D E— xX - D E— ur alle x
l+ax- B~ “T1+2-E

und kann z. B. mit Hilfe der geometrischen Reihe bewiesen werden.

Unter der Voraussetzung 2 # 0 liefert der Ubergang zu relativen Fehlern

Ay
Et41 = —
T
B f’(f)) o . S ()
- (1 F@y) T ) )
f'(€) 4E,
+EZ'€t‘m'{3+’€t‘+Ee+(2+ 1—|—2E'4)(1+E£)2
+2-(1+2E,+ 2, )(1+ E)?
1y 2E, ¢

Bemerkung: Die Ubertragung dieses Resultats auf das entsprechende Intervall-Verfahren
ist leider nicht direkt moglich, da im Nenner nicht der Punkt f (7;) sondern das Intervall
f(X}) steht.
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2.3.2 Die Quadratwurzel

Die Quadratwurzel y/z einer reellen Zahl z > 0 wird iiblicherweise mit Hilfe des gewohnlichen
Newton—Verfahrens als positive Nullstelle z der Funktion

flz) =2 -2

bestimmt. Das Verfahren konvergiert fiir alle Startwerte o > & streng monoton fallend gegen
Vz (vel. [Stoe], S. 245, Satz (5.5.5)). Die Iterationsvorschrift lautet
-z 1 2
Tyy1 =Ty — 2t'!Et =5 <xt—|—x—t> (t=0,1,2,...)

Vor Beginn des Verfahrens wird der im halboffenen Intervall [b*, 0*T!) (k € Z ) liegende
Radikand z je nach Paritéit des Exponenten k in eines der Intervalle [b=!, 1), bzw. [b=2,b7!)
transformiert. Dies geschieht mittels Division durch eine gradzahlige Potenz der Basis b
und ist somit fehlerfrei durchfithrbar. Im Anschlu8 wird fiir den so erhaltenen Wert 2’ eine
Niherung & von vz’ gem#B obiger Iteration bestimmt.

Bemerkung: Es ist fiir das weitere Vorgehen nicht wesentlich, wie die Ndherung x bestimmt
wird. Dies kann etwa auch mit Hilfe einer im jeweiligen System verfiigharen Quadratwurzel—
Routine erfolgen.

Um aus dieser Néherung durch Aufblihung ein Startintervall X (® zu erhalten, wird eine
untere Schranke m fiir die erste Ableitung von % — 2’ benétigt. Diese ergibt sich aufgrund der
oben durchgefiithrten Transformation und der damit implizit verfiigharen a priori Information
iiber die Lage der positiven Nullstelle von z? — 2’ zu

B 2.-b7! | falls k£ =0mod?2
e 2-vb-1 , falls k=1mod?2

Sollte die zur Rechtfertigung dieses Vorgehens erforderliche Bedingung

s c (b1, Vb"1) |, falls k= 0mod?2
[Vb-1,1) , falls k=1mod?2
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nicht erfiillt sein, kann das entsprechende Intervall unmittelbar zur Initialisierung von X
herangezogen werden. Es wire ebenfalls denkbar, die Giite von Z mit Hilfe einiger Newton—
Schritte zu verbessern. Der fiir die Bestimmung des Startintervalls X9 zusitzlich erforder-
liche Vorzeichentest kann in dynamischen Rastern stets erfolgreich durchgefiihrt werden.
Zur eventuell erforderlichen Verbesserung der erhaltenen EinschlieBung wird dann die Itera-
tion

id(X®)? — 2
Xt .= xOn {mid(X(t)) - (2.X)(t) =1 (t=012,..)

bis zur Erfiillung einer geeigneten Abbruchbedingung durchgefiihrt. Das Ergebnisintervall X
ist anschliefend gegebenenfalls einer Riicktransformation zu unterziehen.

In dynamischen Rastern konnten bis auf die Division alle dazu erforderlichen Operationen
exakt ausgefiihrt werden. Es ist jedoch trotzdem in der Regel nicht zu erwarten, dafl das
Verfahren beim Erreichen des Stagnationspunktes (X@*Y = X®) eine hochgenaue Ein-
schliefung ermittelt hat. Wir wollen daher eine (2.18) entsprechende Bedingung herleiten,
die es erlaubt anzugeben, wieviele zusétzliche Ziffern erforderlich sind, um in einem weiteren
Verfahrensschritt tatsédchlich eine Verbesserung der EinschlieBung zu erhalten. Wir gehen
dabei davon aus, dafl das Quadrieren z? und die Multiplikation mit Zwei exakt durchfiihr-
bar sind. Die auf diese Verhéltnisse angepafite Analyse des vereinfachten Newton—Verfahrens
liefert

At—i—l = .i't+1—\/;:.7~ft 0 (.i'? —52/)/£d—\/;
! A 2
€ {\/§+At—<ﬁ+ J Z~(1+Eg)2}(1+Eg)—\/?

d
2V A+ A?
C VZE +A(1+E) - % (14 By)?
2vzZ + A 202 LA
c Ay (1 — %) + V2 E)+ NE;+ E)(3+ 3E, + E?>At%
Nach dem Ubergang zu relativen Fehlern (2’ # 0) erhilt man
c ,: At
t+1 . \/y
PAVELE AN 2V + A
€ & (1 - %) + E, (1 + led| + Eo(3 + 3E, + Ej)|e] % )

c V(2 +e)
- d

€t (1 — \/Z(2d+ 8,5)

)

Um also in einem weiteren Schritt tatséichlich eine Verbesserung der Naherung zu erzielen,
geniigt es, die hinreichende Bedingung

VZ'(2+ &)

bt {1 + |e¢] (1 + 03+ 3 4 P2 y

>}<]et\<1—‘1_@
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zu erfiillen. Nimmt man an, daf§ ¢, € Ej, £ > k > 2 und b = 10 gelten, kann (2.19) mit
Hilfe der a priori Informationen iiber die Lage von v/z' und der daraus ableitbaren groben
Abschétzung 0 < % < % wie folgt konkretisiert werden:

2-0.1 2-0.1
101—@{1+0.1(1+0.03O301{ 5 ‘>}<101"“<1—‘1— 2 D)

Logarithmieren und Umstellen fithrt schluflendlich auf die Forderung
¢ >k +log,;,(1.102878595) — log,,(0.95)

Da die Differenz der beiden Logarithmen im Intervall [0.06, 0.07] liegt, reicht also bereits eine
zusétzliche Stelle, um die theoretische Verbesserung nicht durch den Einflul von Rundungs-
fehlern zu verlieren. Mit zwei zusétzlichen Ziffern in jedem weiteren Schritt des Intervall-
Verfahrens diirfte daher die Konvergenz gegen eine hochgenaue EinschlieBung mehr als ge-
sichert sein.

Beispiel:  (angeregt durch eine miindliche Mitteilung von R. Stiefken)

In der ATARI—Version von PASCAL-SC, die iiber eine 13—stellige BCD-Arithmetik verfiigt, liefert
das gewohnliche Newton—Verfahren mit der umgeformten Verfahrensvorschrift

1 z
Tia1 :§($t+x—t> (t:0,1,2,)
und Rundung zur néchsten Gleitpunktzahl als Ndherung der Wurzel von 0.3 den Wert & =
0.547722557505. Die Iteration stagniert an dieser Stelle, der Wert ist also ein Fixpunkt des
Gleitpunkt—Verfahrens! Er besitzt eine Genauigkeit von 2 ulp, da /0.3 € [0.5477225575057]
gilt.

Der Vorzeichentest liefert wie zu erwarten

0.547722557505% — 0.3 < 0

Ein weiterer mit Intervall-Rechnung (!) durchgefiithrter Newton—Schritt ( ohne die obige
Umformung ) ergibt N
[Z] = [0.547722557505%]

(Der Wert 0.5477225575052 ist der entsprechende Fixpunkt bei Verwendung der Original-
vorschrift z; == x; — (22 — 0.3) /27, !) GeméB Teil 2 der Vorschrift zur Aufblihung kann
direkt

XO) = [0.547722557505]

als Startintervall verwendet werden. Es handelt sich zwar bereits um eine hochgenaue Ein-
schlieBung, trotzdem ist das Intervall-Verfahren in der Lage — bei durchgehender Verwen-
dung 13-stelliger BCD-Arithmetik — die weitere Iterierte

X = [0.5477225575057]

zu berechnen. Bereits nach einem Schritt ist also sogar eine maximal genaue Einschliefung
ermittelt, und dies ohne Verwendung von Skalarprodukt—Ausdriicken oder dhnlicher Hilfs-
mittel. Die Giiltigkeit der Beziehung 0.5477225575051%2 < 0.3 ist zudem mit 13-stelliger
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BCD-Arithmetik nicht mehr zu iiberpriifen, wird jedoch durch das Intervall-Verfahren ga-
rantiert.

In dynamischen Rastern wiirde man selbstverstandlich bei der Ermittlung des Startinter-
valls anders vorgehen. Bereits der mit Intervall-Arithmetik durchzufiihrende gewthnliche
Newton—-Schritt wird mit hoherer Genauigkeit ausgefiihrt. Bei einer entsprechend guten
Ausgangsniherung ist dann héufig die durch Aufblihung erhaltene EinschlieBung bereits
hochgenau und das Intervall-Verfahren kommt iiberhaupt nicht mehr zur Anwendung.

2.3.3 Der natiirliche Logarithmus

Der natiirliche Logarithmus In(z) einer reellen Zahl z > 0 kann mit Hilfe des gew6hnlichen
Newton—Verfahrens als die einzige Nullstelle  der Funktion

flz)= e~
angendhert werden.Die Iterationsvorschrift lautet

et — z

L1 = T — (t:0,1,2,)

ert
Eine einfache Betrachtung zeigt, daff das Verfahren global konvergiert. Fiir Startwerte xy <
Z gilt nach einem Iterationsschritt x; > Z. Fiir solche Werte liefert das Verfahren streng
monoton fallende Konvergenz.
Im Gegensatz zur Quadratwurzel verwenden wir als nachgeschaltetes Intervallverfahren das
in Satz (2.3.1) beschriebene, dem vereinfachten Newton—Verfahren nachempfundene. Dabei
wird ® = mid(X®) gewshlt. Zwar ist die Intervallauswertung der Ableitung f'(x) = e fiir
die Tterierten X ® maglich, fithrt aber bei Wahl von mid(X®) fiir (¥ zur Notwendigkeit von
zwei weiteren Auswertungen der Exponentialfunktion fiir inf(X®) bzw. sup(X®) in jedem
Iterationsschritt. Selbst bei Wahl eines dieser Werte fiir () wiire immer noch eine zusétzliche
Auswertung der Exponentialfunktion an der verbleibenden Intervallgrenze erforderlich. Wir
halten deshalb im Laufe des Verfahrens D = X" fest.
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Zur Bestimmung von X (9 aus einer mit dem klassischen Verfahren gewonnenen Niherung
dienen folgende Voriiberlegungen. Fiir ein im halboffenen Intervall [b*, b¥+1) liegendes Argu-
ment z gilt die grobe Einschlieung In(2) € In(b)- [k, k+1). Falls & € In(b)- [k, k+1) gilt, kann
der Wert m = b* zusammen mit der nichsten intervallmifiig aus & berechneten Newton—
[terierten [%] zur Bestimmung von X © gemif der Vorschrift zur Aufblihung verwendet wer-
den. Sollte die Voraussetzung nicht erfiillt sein, kann selbstverstéindlich X© = In(b)- [k, k+1]
gewiihlt werden. Falls X(© nicht bereits die gewiinschte Genauigkeit besitzt, wird D = X"
bestimmt und die Iteration

i (t)
6rnld(X ) P

XD . (0 A {mid(X(t)) _ T} (t=0,1,2,...)

durchgefiihrt. Bei der praktischen Durchfithrung sind die bereits bei der Quadratwurzel an-
gesprochenen Konvergenzprobleme zu beriicksichtigen. Nach (2.18) geniigt es, um in einem
weiteren Schritt tatséchlich eine Verbesserung der Naherung zu erzielen, die hinreichende
Bedingung

yiot {1 el (1 44+ 5b 4 219“5):5;9((2))> }

£ |y el mi conv{log(z), mid(X®
< e (1 ‘1 Sup(D)|> t &€ {log(z), mid(X™)} (2.19)

zu erfiillen. Nimmt man an, dal ¢, € Ej, ¢ > k > 2 und b = 10 gelten, kann (2.19) mit
Hilfe der a priori Informationen iiber die Lage von log(z) und der daraus ableitbaren groben

Abschitzung 0 < Seflf (%)) < <5 wie folgt konkretisiert werden:

1 1
1 1—4{1 .1(1 4. 2—)} 101% (1—‘1——‘)
0 +0 + 4.050 o)< 0 0 )

Logarithmieren und Umstellen fiihrt schluflendlich auf die Forderung
0>k +log;,(1.140502) + 1

Da log;,(1.140502) € [0.05,0.06] gilt, reichen also zwei zusétzliche Stellen, um die theoreti-
sche Verbesserung nicht durch den Einflul von Rundungsfehlern zu verlieren.
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2.4 Standardfunktionen iiber algebraische Identititen

2.4.1 Die allgemeine Potenzfunktion

Die allgemeine Potenzfunktion wird auf dem Umweg iiber Exponentialfunktion und natiir-
lichen Logarithmus berechnet. Es gilt

2V =@V fir x>0
Folgende Sonderfille werden zusétzlich beriicksichtigt:

0 , falls =0 und y#0
x¥ = 1, falls 2#0 und y=0
(=Dl jzlv ) falls <0 und y€Z

Der zuletzt aufgefiihrte Sonderfall kann entweder auf den allgemeinen Fall abgebildet werden
oder aber durch iterierte Multiplikation mit dem Aufwand O(log,(y)) behandelt werden. Zur
Fehleranalyse konnen dann Lemma (2.1.1) bzw. (2.1.2) herangezogen werden.

Fehleranalyse fiir den allgemeinen Fall

Wie die verwandte Exponentialfunktion wird die allgemeine Potenzfunktion geméafl Kapitel
1, (1.14) unter Verwendung relativer Fehler behandelt. Bei einer geforderten Genauigkeit von
b=k ergeben sich mit den Abkiirzungen 2 := In(z)-y und s := z- 2158, ¢ € conv{z, z(1+¢,)}
die folgenden Schranken fiir die Giite der Funktionsauswertung und der Berechnung von z:

exp(z)
exp(Z)

Eexp(2) <

b=k 1| b7k
Ohne FEinschrinkung des Definitionsbereichs 148t sich hieraus a priori keine Information

iiber eventuell notwendige Schutzziffern ableiten. Es wird deshalb in der Regel ein Wieder-
berechnungsschritt erforderlich sein. Mit den bei der erstmaligen Auswertung erhaltenen
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EinschlieBungen Z := [In(z) - y| und [2¥] € W := exp(Z) lassen sich notigenfalls wie folgt
obere Schranken fiir die wiederholte Auswertung ermitteln:

sup (W)

1
<
— inf(WW)

sup(W) |
sup(|Z]) 220

b=k bk
. 7 bzw. ‘EZ’ < 7

Eexp(2)

Die bei der Bestimmung von In(x) einzuhaltende Fehlerschranke ergibt sich fiir
€ := max{|e.|, |em(z)|} dann aus der Forderung ¢ - (1 +¢) < [e.|.

Die zugehorige Intervallfunktion

Es ist zur Bestimmung von Z := XY nicht notwendig, die allgemeine Potenzfunktion fiir
alle vier in Frage kommenden Kombinationen der Grenzen der Intervallargumente X und Y
auszuwerten. Nach ([Kr], S.47f) kann das Ergebnis Z := [z1, 25] mit z; := 2{" und 2z := z¥’
durch folgende Wahlen von x;, y;, i € {1,2} berechnet werden:

Bedingung ‘ 1 | T ‘ 7 | Yo
sup(X) <1, sup(Y) <0 | sup(X) | inf(X) | sup(Y) | inf(Y)
inf(Y) >0 | inf(X) | sup(X) | sup(Y) | inf(Y)
inf(Y) <0 <sup(Y) | inf(X) | inf(X) |sup(Y) | inf(Y)
inf(X) > 1, sup(Y) <0 | sup(X) | inf(X) | inf(Y) | sup(Y)
inf(Y) >0 | inf(X) | sup(X) | inf(Y) | sup(Y)
inf(Y) <0 <sup(Y) | inf(X) | inf(X) | inf(Y) | sup(Y)
inf(X) <1 < sup(X), sup(Y) <0 | sup(X) | inf(X) | inf(Y) | inf(Y)
inf(Y) >0 | inf(X) | sup(X) | sup(Y) | sup(Y)

inf(Y) <0 < sup(Y) * * * *

In den mit (*) gekennzeichneten Féllen ergibt sich das Ergebnisintervall Z gemifi der Vor-
schrift

Z = [exp(min{sup(Y) - In(inf(X)),inf(Y) - In(sup(X))}),
exp(max{sup(Y’) - In(sup(X)),inf(Y") - In(inf(X))})]

Auch bei der Intervallversion ist ein Sonderfall zu beriicksichtigen. Fiir ein Punktintervall
Y =ly,yl,y € N und 0 € X ist die allgemeine Potenzfunktion ebenfalls definiert. Es ergibt
sich dann

XY . [0,sup(|X])¥Y] , falls y gerade
"] [inf(X)Y,sup(X)Y] , falls y ungerade
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2.4.2 Der hyperbolische Kosinus

Der hyperbolische Kosinus wird ausschlieflich iiber die Identitét

et +e”
2

berechnet. Im Gegensatz zum hyperbolischen Sinus besteht hierbei keine Gefahr der Auslo-
schung.

cosh(z) = (2.20)

Fehleranalyse

In fast volliger Analogie zur entsprechenden Betrachtung beim hyperbolischen Sinus fithrt
klassische Fehlerrechnung, unter der Voraussetzung, dafl die Division durch Zwei fehlerfrei
durchfithrbar ist, auf

’5 h ’ — Lg 6exp (1 + e )
cosh(z) 2 COSh(aj‘) exp(x) 2 COSh 1 + 5exp (@) /
2 CO;:h(x) (2 COSh( ) 1 + ) Il’llt €= maX<|€exp(I | |5/|)

< € (1 + QCS;;(x) 8 J—r ii)

Unter den zusitzlichen Voraussetzungen € < 2- 1074 und x > 0 folgt |€cosh(z)| < 1.5003 - €.
Dies fiithrt zur Notwendigkeit zweier Schutzziffern.
Die zugehorige Intervallfunktion

Auf den offenen Halbstrahlen (—o0,0) bzw. (00,0) ist der hyperbolische Kosinus jeweils
streng monoton fallend bzw. steigend. Aufgrund der zusétzlich vorhandenen Symmetrie er-
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gibt sich fiir den hyperbolischen Intervallkosinus insgesamt folgendes Berechnungsschema:

[cosh(sup(X)), cosh(inf(X))] , falls sup(X) <0
cosh(X) := [1,cosh(sup(|X]))] , falls 0e€ X
[cosh(inf(X)), cosh(sup(X))] , falls 0 < inf(X)

2.4.3 Der Tangens

1

Zur Berechnung des Tangens kann die Reihenentwicklung

tan(r) = 3 (-1 2B g

n=1

mit
1 in+1
By:=1, B, :=— . B, fi
0 ) n+1l;)<k>k iur n>0

herangezogen werden. Die Berechnung der Bernoulli-Zahlen B,, und der dabei auftretenden
Binomialkoeffizienten ist sehr aufwendig und muf} fiir dynamische Raster mittels rationaler
Arithmetik ausgefithrt werden. Auch nach einer Reduktion des Argumentes auf das Intervall
[0, %) konvergiert die Reihe jedoch sehr langsam.

Auf der anderen Seite ist die Verwendung der Identitét

sin(z)

tan(z) = cos(x)

wegen der Notwendigkeit zweier Funktionsauswertungen ebenfalls nicht optimal. Dies laf3t
sich jedoch etwas lindern, indem die beiden Funktionsriimpfe in einer einzigen Routine zu-
sammengefa3t werden. Die jeweils anfallende Argumentreduktion mit der dabei eventuell
erforderlichen Wiederberechnung braucht so nur einmal durchgefiihrt zu werden.
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Fehleranalyse bei Riickfithrung auf Sinus und Kosinus

Hier ist zunéchst die Fehlerfortpflanzung bei der Division von fehlerbehafteten Grofien zu
untersuchen. Es gilt

- (1l+e, T € T €y — €
( ):7,<1+€x)(1_ Y ):f.(l_k Y
y-(1+¢y) Y 1 +¢y Y 1+¢y

Fiir € := max(|e,], |ey|) folgt somit

)

| |< 2e
Ex
Y 1—¢

Hieraus ergibt sich fiir die Basis b = 10, daf fiir Sinus und Kosinus jeweils zwei zusétzliche
signifikante Stellen zu berechnen sind.

2.4.4 Der hyperbolische Tangens

Wie beim Tangens kommen in der Reihenentwicklung

00 22n<22n _ ].)B " .
tanh(z) = ) ol n 2t

n=1
des hyperbolischen Tangens die Bernoulli-Zahlen B,, vor. Daraus ergeben sich die gleichen
Nachteile wie im Falle des Tangens.
Das Ausweichen auf die Identitét

tanh(z) = sinh(z) _ e — e:x _ e —1

cosh(z) e*+e® e¥+1
ist in diesem Fall jedoch nicht so problematisch, da fiir Argumente grofleren Betrages nur eine
einzige Auswertung der Exponentialfunktion notwendig ist. Wegen der Ausloschungsgefahr
im Zéhler ist dieser Weg wie beim hyperbolischen Sinus fiir betragskleine Argumente x <
Z nicht empfehlenswert. Hier miissen hyperbolischer Sinus und Kosinus separat berechnet
werden. Wie beim Tangens hat dies fiir b = 10 auf jeweils zwei zusétzliche signifikante Stellen

zu erfolgen.




78 KAPITEL 2. GENAUE STANDARDFUNKTIONEN IN DYNAMISCHEN RASTERN

Fehleranalyse bei Verwendung der Exponentialfunktion

Zunéchst reicht 0.B.d.A. die Betrachtung positiver Argumente aus, da tanh(—xz) = — tanh(x)
gilt. Setzt man voraus, dafl Inkrementieren bzw. Dekrementieren um Eins fehlerfrei durch-
fithrbar sind, erhélt man mit Hilfe der im vorhergehenden Abschnitt hergeleiteten Fehlerfor-
mel fiir einen Quotienten fehlerbehafteter Groflen und der nach klassischer Fehlerfortpflan-
zung ermittelten relativen Fehler in Z&dhler und Nenner

621‘ 621
2o 7 Cexp(2z) — 2741 €exp(2z)

‘gtanh(x)‘ = 2w

1+ mgexp@x)

621

Mit der Abkiirzung € := |€exp(2s)| und unter Beriicksichtigung der Tatsache, daf3
gilt, ergibt sich daraus

621
e(l+ #=)

<
"C:tanh(:p)‘ > 1_¢

Fiir praktische Anwendungen muf} der fiir z > 0 monoton fallende Term 626%1 weiter ab-
geschétzt werden. Hierzu ist die Spezifikation eines Schwellwertes = erforderlich. Aus den
gleichen Griinden wie beim hyperbolischen Sinus bietet sich fiir die Basis b = 10 der Wert

@ ~ 0.57564 an. Hieraus folgt fiir x > 7
14625
e —1 =

Bei angestrebter k—stelliger hoher Genauigkeit ergibt sich schliellich folgende Forderung

b—k
< -
© = 046251 bk

Fiir b = 10 und k& > 5 bedeutet dies, dafi zwei zusitzliche signifikante Ziffern von e?* zu
bestimmen sind.

Bemerkungen zur effizienten Implementierung

Falls der hyperbolische Tangens fiir Argumente kleinen Betrages iiber die separat aufzu-
rufenden Funktionen fiir den hyperbolischen Sinus bzw. Kosinus berechnet wird, sollte der
Schwellwert T so gewahlt werden, daf bei der Berechnung von sinh(z) keine Argumentreduk-
tion mehr vorgenommen werden mufl. Es kann dann direkt die entsprechenden Routine fiir
reduzierte Argumente aufgerufen werden.

Bei der Verwendung der Exponentialfunktion sollte die explizite Multiplikation mit Zwei fiir
gewisse Argumente unterbleiben. Bei unserer Implementierung der e-Funktion sind dies Ar-
gumente z mit T < |z| < In(10) ~ 2.3025. Die Multiplikation solcher x mit Zwei macht eine
aufwendigere Argumentreduktion, die unter Umsténden sogar einen Wiederberechnungs-
schritt erfordert, notig. Dies 148t sich vermeiden, indem unter Verwendung zusétzlicher
Schutzziffern statt exp(2z) besser exp(x)? berechnet wird.
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2.4.5 Der Arcussinus

Bei der Berechnung der Umkehrfunktion des Sinus werden insgesamt vier Fille unterschieden.
Diese sind

—arcsin(—z) , fir <0

] 0 , fir z=0
arcsin(x) = arctan (h) , fir O0<ax<1

5, fir z=1

Fehleranalyse fiir = € (0,1)

Die Fehleranalyse fiir Argumente x € (0,1) wird wie beim Arcustangens nach Kapitel 1,

(1.14) behandglt. Mit den Abkiirz.ungen Y = ﬁ un.d K = ar?tgn(y) : ﬁj 5' e conv{y, i}
erhélt man bei geforderter k—stelliger hoher Genauigkeit nach Einfithren relativer Fehler
c b 1 b*
Earctan(@)‘ >~ m bzw. ‘€y| < E 7

Der Term ist jedoch fiir z — 1, d. h. y — oo nach oben unbeschréankt. Hier kann die

arctan(y)

folgende Uberlegung Abhilfe schaffen. Es gilt fiir & € conv{y, 7 = y(1 +¢,)}

1 1 B 1 — 2
1+ 7 1+ 2(1=g))*  1+22(ly - 2ley))

Hiermit ergibt sich nun folgende obere Schranke fiir x:

- z(1 — x2?) 1
K < )
\/1—x2-arctan(\/lf7) L+ 22(ley > — 2]gy|)

v 1 — 22 1 1

: <
arctan( L 2) L+ 2([ey* — 2[ey]) = 1= 2?[ey[(2 — |gy])

11—z
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Mit einer Minimalforderung an ¢,, etwa |g,| < 2-b~* und damit einer auf mindestens fiinf
Stellen hochgenauen Berechnung des Argumentes des Arcustangens, ld3t sich sich im Fall
b = 10 folgende Schranke fiir x angeben:

1
<
=T 01042 — 21079

< 1.0005

Dies hat fiir £ > 5 zunéchst die Konsequenz, dafl fiir den Arcustangens zwei zusétzliche
signifikante Ziffern zu berechnen sind.

Mit der weiteren Abkiirzung z := /1 — 22 fithrt klassische Fehlerrechnung auf die Forderung

le.|
1 — ||

S+ le/l) + le/l < ey

und mit € := max{|e.|, |e/|} folgt hieraus zusammen mit der zuvor hergeleiteten Schranke
fir |e,|:

2-¢€ <le)l < bk
€
1—e = 7Y~ 2001
und damit:
bfk
P —
S =002+ bk
Die bei der Berechnung von r := 1 — 22 und der anschlieBenden Auswertung der Wurzel-

funktion einzuhaltenden Genauigkeiten ergeben sich dann wie beim Areakosinus zu

el b*

& < <
24 e T 8004+ 3. bk

leq| < ?T le]  mit & € conv{r,7} bzw. ‘5\/;

Aus der ersten Ungleichung erhilt man wegen der Monotonie der Quadratwurzel —|e,.| <
V(1= ler]) - [e].

Mit einer der an |e,| gestellten Mindestanforderung entsprechenden fiir |e,| ergibt sich, dafl
die Berechnung von r und die Division fiir b = 10 und k£ > 5 mit zwei zusétzlichen signifi-
kanten Ziffern erfolgen miissen. Beim Ziehen der Quadratwurzel ist hingegen nur noch eine
weitere Schutziffer erforderlich.
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2.4.6 Der Arcuskosinus

Bei der Berechnung der Umkehrfunktion des Kosinus werden insgesamt fiinf Félle unter-
schieden. Diese sind:

m , fir xz=-1
arctan (@) +7 , fir —1<x<0
arccos(z) = 5, fir r=
arctan( 1;9”2) , fir O<ax<1
0 , fir z=

Fehleranalyse fiir = € (0,1)

Die Fehleranalyse fiir Argumente x € (0, 1) wird analog zum Arcussinus behandelt. Mit den
yi-s® ¢ € conv{y, gy} erhilt man bei geforderter

Abkiirzungen y :=
k—stelliger hoher Genauigkeit

1
T arctan(y) 1+£2°

b=* 1] bk
5arctan(g)‘ S m bzw. |€y| S ; 7
Auch hier ist die Abschétzung von rtgn(y) nicht unmittelbar moglich, allerdings ist jetzt der

Fall x — 0 der problematische. Ein zum Arcussinus analoger Ansatz fithrt auf

1 - 1 B x?
1+ 7 1+ 21— g[)2 1+ (1—2?) (e, - 2le,|)

Hiermit ergibt sich nun folgende obere Schranke fiir x:

- V1= 22 22 ' 1
N x~arctan(*/1;T) 1+ (1= 2?)(|gy[* — 2lgy])
Vi-a?-ax 1 _ 1
arctan (YI=22) 14 (1 —a?)(ley? = 2[ey|) = 1= (1= 2?)[e,|(2 — |ey])

xT
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Wie beim Arcussinus fiihrt die Minimalforderung |e,| < 2-6=* im Fall b = 10 auf die Schranke

1
<
=T o 1042 — 21079

< 1.0005

Auch hier entsteht fiir £ > 5 zunéichst die Notwendigkeit, zwei zusétzliche signifikante Ziffern
bei der Berechnung des Arcustangens zu bestimmen.
Mit der weiteren Abkiirzung z := /1 — 22 fithrt klassische Fehlerrechnung auf die Forderung

le2| (T+le/]) + e/ < eyl

und mit € := max{|e|,|e/|} und der ohnehin notwendigerweise zu erfiillenden Zusatzbedin-
gung ¢ < |g,| folgt hieraus

’5y|
e <
T2+ |5y|

Zusammen mit der zuvor hergeleiteten Schranke fiir |, | erhélt man:
p=F
P —
ST A002+ b

Fiir £ > 5 und b = 10 ergeben sich hieraus die gleichen Konsequenzen fiir die Anzahl der
bendétigten Schutzziffern wie beim Arcussinus.

Fehleranalyse fiir = € (—1,0)

Hier ist zunéchst die abschlieBende Addition von 7 und die durch sie hervorgerufene Fehler-
verstirkung zu betrachten. Es stellt sich heraus, dafl trotz unterschiedlichen Vorzeichens der

Summanden keine Ausloschungsgefahr besteht. Klassische Fehlerrechnung ergibt bei Ver-
1—z2

wendung der Abkiirzung y :=

arctan(y) ety + T
arctan(y

€arccos(z) — En

arctan(y) + 7 arctan(y) + '

_
PR

Da fiir Argumente z € (—1,0) der Ausdruck arctan (—VI;IQ> nur Werte in (—7%,0) annimmt,

ergibt sich mit € := maxz{|carctan(y)| - ||} die Forderung

3.e<bh*

Fiir b = 10 hat dies zur Konsequenz, dafl zwei zusétzliche Ziffern von 7 benotigt werden.
Die restliche Analyse verlauft vollkommen analog zum vorherigen Abschnitt, da das negative
Vorzeichen entweder durch Quadrieren oder Betragsbildung nicht ins Gewicht fallt. Es ist
lediglich durchgehend die oben hergeleitete, etwas schérfere Fehlerschranke ? einzusetzen.
Im Falle der Basis 10 bleibt die Anzahl erforderlicher Schutzziffern jedoch unverandert.



Kapitel 3

Implementierungen

3.1 Designgrundlagen

Die im Rahmen dieser Arbeit vorgenommenen Implementierungen des in Kapitel 1 vorgestell-
ten Wiederberechnungsverfahren wurden unter besonderer Beriicksichtigung der folgenden
Vorgaben erstellt:

— Transparenz und einfache Benutzung fiir den normalen Anwender.
— leichte Erweiterbarkeit durch den fortgeschrittenen Benutzer.
— Portabilitét.

Dem letzten Aspekt wurde insbesondere durch die Erstellung hardware—unabhéngiger Biblio-
theken fiir Langzahlarithmetik und hochgenaue Standardfunktionen fiir Punkt- und Inter-
vallargumente in dynamischen Rastern Rechnung getragen. Die theoretischen Grundlagen
dazu wurden in Kapitel 2 ausfiihrlich behandelt.

Es soll an dieser Stelle nicht verschwiegen werden, dafl eine hardware-unabhéingige Lang-
zahlarithmetik selbstversténdlich nie die Leistungsfiahigkeit einer durch einen arithmetischen
Koprozessor unterstiitzten IEEE-Gleitpunktarithmetik erreichen kann. Hieraus resultieren
erheblich hohere Laufzeiten als bei der gewohnlichen Rechnung. Dies ist aber zu tolerie-
ren, wenn man sich vor Augen fiithrt, dal die auf eine vorgebbare Stellenzahl hochgenaue
Auswertung arithmetischer Ausdriicke selbstverstidndlich nicht die breite Palette speziali-
sierter Algorithmen der kontrollierten Numerik ([HHIKR]) ersetzen will. Sie stellt vielmehr
ein zusatzliches Hilfsmittel dar, das durch gezielte Anwendung und geschickte Integration
in bestehende Verfahren dazu beitragen kann, qualitativ bessere numerische Resultate zu
erhalten.

Vor diesem Hintergrund gewinnt der erste genannte Designgrundsatz zusétzliches Gewicht.
Ein Software-Tool mag noch so méchtig sein; wenn es nur umsténdlich handhabbar und
schwierig zu erlernen ist, wird der potentielle Anwender es nicht akzeptieren. Ist diese Hiirde
iiberwunden, entsteht in der Regel bald der Wunsch, eine Anpassung an die eigenen Bediirf-
nisse vorzunehmen. Dem wurde in beiden Implementierungen durch eine offene, klar do-
kumentierte Schnittstelle Rechnung getragen. Diese nutzt die Moglichkeiten der jeweiligen

83
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Implementierungssprache derart, daf§ Ergénzungen durch den Benutzer keine endlose Kette
von Modifikationen im Gesamtsystem nach sich ziehen.

3.2 REDUCE

Das Computer—Algebra—System REDUCE bietet in der Version 3.3a eine im Modul "ALG1.R”
leidlich dokumentierte Schnittstelle fiir benutzerdefinierte Arithmetiken, die aber, wenn ih-
re Funktionsweise einmal verstanden ist, einen fiir den Benutzer vollkommen transparenten
Zugang ermoglicht. Diese Eigenschaft sowie die Offenlegung der Quelltexte und die daraus
resultierende Verfiigharkeit auf vielen verschiedenen Rechnerplattformen fithrten zur Wahl
von REDUCE als Kandidat fiir eine Implementierung des in Kapitel 1 vorgestellten Wieder-
berechnungsverfahrens.

3.2.1 Die Benutzer—Schnittstelle

Anders als etwa Mathematica ([\Wo]), das numerische Resultate nur nach Aufruf einer spe-
ziellen Funktion liefert, trennt REDUCE ([Hca]) zunéchst einmal streng zwischen symbolischem
und numerischem Rechnen. Zwischen beiden Modi kann mit den Befehlen

on numval; % numerischer Modus ein
bzw.
off numval; % numerischer Modus aus

umgeschaltet werden. In der numerischen Betriebsart stehen verschiedene sogenannte ”arith-
metic domains” zur Verfiigung. Im Standardlieferumfang befinden sich u. a. die Gleitpunkt-
arithmetiken:

— FLOAT.
— BIGFLOAT.

Sie ermoglichen das Rechnen mit den im System verwendeten Maschinenzahlen (in der Regel
eines der IEEE-Formate) sowie die Verwendung einer softwareméfig realisierten iiberlangen
Gleitpunktarithmetik zur Basis 10 mit vorgebbarer Mantissenléinge und theoretisch unbe-
schrinktem Exponentenbereich ([Sa]). Eine breite Palette von Standardfunktionen wird von
beiden unterstiitzt.

Die Auswahl eines dieser arithmetischen Bereiche erfolgt nach der Umschaltung in den nu-
merischen Modus durch

on float;
bzw.
on bigfloat;

Die Festlegung der Mantissenlénge N erfolgt fiir die Doméne BIGFLOAT durch den Aufruf
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precision N;

Die auf dem in Kapitel 1 vorgestellten Wiederberechnungsverfahren basierende selbstverifi-
zierende Arithmetik wird vollkommen analog durch die Eingabe

on accurate;

aktiviert und die gewiinschte Anzahl signifikanter Stellen N aller vom System zuriickgegebe-
nen Werte durch

accuracy N;

spezifiziert.

Das folgende Protokoll einer Beispielsitzung zeigt, wie die am Ende von Kapitel 1 zur De-
monstration des Wiederberechnungsverfahrens erorterte Frage, ob V163 ¢ Z gilt, mit Hilfe
von REDUCE unter Verwendung der neuen Doméne ACCURATE geklart werden kann:

reduce 3.3a (15 jan 1988):

1: on numval;

2: on bigfloat;

3: precision 31;

4: exp(pixsqrt(163));

26253 74126 40768 743.9 99999 99999 92

5: on accurate;

***x domain mode bigfloat changed to accurate

6: accuracy 31;

7: input 4;

[2.625374126407687439999999999992E+17,
2.625374126407687439999999999993E+17]

3.2.2 Implementationsdetails
Verwendete Datenstrukturen

REDUCE ist weitgehend in RLISP, einer prozeduralen LISP-Erweiterung, implementiert. Der
RLISP-Interpreter gehort zum System und setzt wiederum auf LISP auf. Es ist daher nicht
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verwunderlich, daf} die zur Realisierung der selbstverifizierenden Arithmetik verwendete Da-
tenstruktur auf Listen basiert. IThr Aufbau ist im folgenden mit einer Mischung aus Backus—
Naur-Form und RLISP-Syntax beschrieben. Punkte ”.” und runde Klammern ”(”, bzw. ”)”
sind dabei nicht im metasprachlichen Sinne zu verstehen.

<tagged evaluated arithmetic expression> ::=
(’!:ibfexpr!: . (<evaluated arithmetic expression>)

Bemerkung: Das sog. Tag ”!:ibfexpr!:” dient der Typkennung zur Laufzeit, da LISP
eine untypisierte Sprache ist.

<evaluated arithmetic expression> ::=
( <bigfloat interval> . <atomic expression> ) |
( <bigfloat interval> . ( <operator>
<evaluated arithmetic expression>
{<evaluated arithmetic expression>} ))

<bigfloat interval> ::= ( ’!:ibf!: . ( <bigfloat> . <bigfloat> ) )

Bemerkung: Die beiden BIGFLOAT’s reprasentieren Unter— und Obergrenze des Intervalls
und zwar in dieser Reihenfolge.

<atomic expression> ::= <domain element> |
‘e |
7p1

Bemerkung: Zulédssige Wahlen fiir <domain element> stellen Elemente arithmetischer Be-
reiche dar, die eine intervallméflige EinschlieBung mit vorgebbarer relativer bzw. absoluter
Fehlerschranke erlauben.

<operator> ::= ’minus |
‘plus |
’difference |
’times |
’quotient |
<standard function>

<standard function> ::= ’fabs
’sqrt
> exp
’log
’sin
’cos
’tan

’asin
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>acos |
’atan |
’sinh |
’cosh |
>tanh |

>acosh |
’atanh |

Bemerkungen:

— Die Punkte sollen andeuten, daf§ die Menge der unterstiitzten Funktionen erweitert
werden kann.

— Die allgemeine Potenzfunktion taucht hier nicht auf, da sie bis auf Spezialfille stets
mittels der Identitit pow(x,y) = exp(log(x)*y) berechnet wird.

— Die Implementierung der arithmetischen Operationen auf Werten vom Typ <evaluated
arithmetic expression> erfolgt in kanonischer Art und Weise und wird deshalb hier
nicht ausgefiihrt.

Verwendete Programmierschnittstelle

Die Integration der auf der zuvor beschriebenen Datenstruktur basierenden Arithmetik in
das System geschieht iiber die folgenden Anweisungen:

module ibfdmain; 9% REDUCE unterstuetzt ein Modulkonzept !

%y externe globale Variable

% !:prec!: fuer bigfloat aktuell gueltige Stellenzahl

% !:ibfacc!: gibt die geforderte signifikante Stellenzahl an

% domainlist!* enthaelt die im System verfuegbaren arithmetischen Bereiche
global ’(!:prec!: !:ibfacc!: domainlist!x);

% accurate als neue arithmetic domain mit dem

% tag-feld ’!:ibfexpr!: vereinbaren

switch accurate;

domainlist!* := union(’ (!:ibfexpr!:), domainlist!*);

put (’accurate,’tag,’!:ibfexpr!:);
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put (’!:ibfexpr!:,’dname, ’accurate) ;
flag(’ (!:ibfexpr!:),’field);

% Konvertierungsroutinen aus anderen domains deklarieren

put (’!:ibfexpr!:,’i2d,’i2ibfexpr!*); % integer
put(’!:bf!:,’ I :ibfexpr!:, ’bf2ibfexpr!*); % bigfloat
put(’!:ft!:,> 1 :ibfexpr!:,’ft2ibfexpr!*); % float

put(’!l:rn!:,’!:ibfexpr!:, ’rn2ibfexpr!*); I rational

% arithmetische Praedikate

put (’!:ibfexpr!:, ’minusp,’ibfexpr!_minusp!*); %h<O07
put (’!:ibfexpr!:,’zerop,’ibfexpr!_zerop!*); h=07
put (’!:ibfexpr!:,’onep,’ibfexpr!_onep!*); % =17

% arithmetische Operationen

put (’!:ibfexpr!:,’minus,’ibfexpr!_minus!*); % unaeres Minus
put (’!:ibfexpr!:,’plus,’ibfexpr!_plus!*);

put (’!:ibfexpr!:,’difference, ’ibfexpr!_difference!*);
put(’!:ibfexpr!:,’times,’ibfexpr!_times!x);

put (’!:ibfexpr!:,’quotient,’ibfexpr!_quotient!*);

%» Die Funktion prepfn stellt normalerweise die Schnittstelle zum
% symbolischen Simplifizierer dar, wird in unserem Fall jedoch

% zum Einklinken des eventuell erforderlichhen Wiederberechnungs-
% schrittes verwendet

put (’!:ibfexpr!:, ’prepfn,’ibfexpr!_prep!*);

% Ausgaberoutine

put (’!:ibfexpr!:,’prifn,’ibfexpr!_prin!*);

% Umwandlung in Standardquotienten
put(’!:ibfexpr!:,’simpfn,’!:ibfexpr!:simp);

symbolic procedure !:ibfexpr!:simp(u); (’!:ibfexpr!: . u) ./ 1;

symbolic procedure ibfexpr!_prep!*(u);
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% vorgeschaltete Routine, die eine Typpruefung zur Laufzeit
% durchfuehrt und ggf. die eigentlich fuer die Wiederberechnung
% zustaendige Routine aufruft

if ibfexprp!:(u) then
<<

ibfexpr!_prepl(cdr u)
>>

else u;

symbolic procedure ibfexpr!_prepl(u);
begin scalar a, dm, r, i;

% Den urspruenglichen Ausdruck extrahieren und eine
% symbolische Vereinfachung vorschalten. Dieser

% Schritt kann unterbleiben, allerdings werden dann
% dem System bekannte Identitaeten wie ’sin(pi)=0’

% nicht mehr angewendet. Im Gegenzug verringert sich
% dafuer aber die Laufzeit der Routine.

a := extract!_expr!:(u);

dm := dmode!*;
dmode!* := nil;
r := reval(a);
dmode!* := dm;

% Falls das Resultat eine rationale oder ganze Zahl ist, den
% Ausdruck verwerfen und statt dessen den vereinfachten
% Term in das entsprechende Rueckgabeformat konvertieren.

if eqcar(r,’quotient) and fixp(cadr r) and fixp(caddr r) then
<<

= mkrn(cadr r,caddr r);

>1:ibfexpr!: . (rn2ibf!:(r,!:ibfacc!:) . 1r);

R R
I

>>

else if not fixp(r) then
<<

% Wiederberechnung auf !:ibfacc!: Stellen durchfuehren

89
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=
Il

ibfrecompute!: (u,!:ibfacc!:);
car r;

e
Il

% Falls erforderlich, eine zweite Wiederberechnung nachschalten

if not ibfincludesO!:(i) and not ibfaccurate!:(i,!:ibfacc!:) then
r := ibfrecompute!:(r,!:ibfacc!:);

r := ’l:ibfexpr!: . r;
>>

return r;
end;

%» Definition der zum Spezifizieren der signifikanten Stellenzahl
% vorgesehenen Funktion und der von ihr verwendeten Variablen

:ibfacc!: := 10; 7% default value wie bei bigfloat

initdmode ’accurate;

symbolic procedure accuracy n; % analog zu precision fuer bigfloat’s

if (n < 1) then
I:ibfacc!:

else

<<
l:ibfacc!: := n;
n

>>;

% accuracy als Operator im symbolischen Modus deklarieren
flag(’ (accuracy),’opfn);

% Liste der verfuegbaren Standardfunktionen und Konstanten
deflist(’ ((fabs ibfexpr!_abs!*) /» Absolutbetrag

(sqrt ibfexpr!_sqrt!*) % Quadratwurzel
(exp ibfexpr!_exp!*) % Exponentialfunktion
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(expt ibfexpr!_expt!*) % allgemeine Potenzfunktion
(log ibfexpr!_1ln!*) % natuerlicher Logarithmus
(sin ibfexpr!_sin!x*) % Sinus

(cos ibfexpr!_cos!*) % Kosinus

(tan ibfexpr!_tan!x*) % Tangens

(asin ibfexpr!_asin!*) % Arcussinus

(acos ibfexpr!_acos!*) % Arcuskosinus

(atan ibfexpr!_atan!x*) % Arcustangens

(sinh ibfexpr!_sinh!x*) % hyperbolischer Sinus
(cosh ibfexpr!_cosh!x*) % hyperbolischer Kosinus

(tanh ibfexpr!_tanh!x) % hyperbolischer Tangens
(asinh ibfexpr!_asinh!*) % Areasinus

(acosh ibfexpr!_acosh!*) % Areakosinus

(atanh ibfexpr!_atanh!*) 9 Areatangens

h
(e ibfexpr!_e!x*) % Eulersche Zahl
(pi ibfexpr!_pi!x)), % Kreiszahl Pi
>I:ibfexpr!:);
b
endmodule; % ibfdmain

Bemerkung: Die Definition der Arithmetik—Routinen unterbleibt wie bereits erwdhnt aus
Platzgriinden an dieser Stelle.

Die im Modul "ibfrecmp” angesiedelte Routine ibfrecompute(.,.) iiberpriift zunéchst,
ob der Ausdruck bereits der Spezifikation des Wiederberechnungsverfahrens geniigt. Ist dies
nicht der Fall, wird die Wiederberechnung mit Hilfe einer weiteren globalen Liste mit dem
Tag 7 !:ibfrec!:” delegiert. Nur fiir die Grundrechenarten, das unédre Minus und einige
atomare Ausdriicke erledigt sie diese Aufgabe direkt.

symbolic procedure ibfrecompute!: (c,k);

begin scalar 1i,r,prec,arg,cl,c2,kond,err,ops,func;
integer 1,n;

if fixp(k) and (k > 0) then
<<

car c; % Intervall
cdr c; % ’op

[T
Il

if ibfincludesO!: (i) and leq!:(ibfwidth!: (i) ,make!:bf(1,(-k))) then
return c
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else if not ibfincludesO!:(i) and ibfaccurate!:(i,k) then
return c

else % Ausdruck hat nicht die geforderte Genauigkeit
<<

% Rationale Zahlen und Float’s werden gesondert behandelt

if rn!:(r) then
return (rn2ibf!:(r,k) . r)

else if eqcar(r,’!:ft!:) or floatp(r) then
<<
prec := l:prec!:; !l:prec!: =k + 2;
i := ibfround!: (ft2ibf!:(if floatp(r) then
mkfloat(r) else r),k);
l:prec!: := prec;
return (i . r);
>>

else if (r eq ’e) or (r eq ’pi) then
return (applyl(get(r,’!:ibf!:),k) . r)

else if eqcar(r,’minus) then 7 unary operator !
<<

cl := ibfrecompute!: (cadr r,k);

i ibfminus!: (car cl1);

return (i . list(’minus,cl));

>>

else if eqcar(r,’plus) then

else if eqcar(r,’difference) then

else if eqcar(r,’times) then

else if eqcar(r,’quotient) then

else
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<<
func := get(car r,’!:ibfrec!:);

if func eq nil then
rederr 1list("RECOMPUTATION OF ",car r,
" IMPOSSIBLE IN IBFRECOMPUTE!:");

return apply2(func,c,k);
>>;

>>;
>>

else
ibferrmsg ’ibfrecompute!:;

end;

Bemerkung: Der Code fiir die Grundrechenarten wurde hier aus Platzgriinden nicht wie-
dergegeben.

Die in der Liste 7! :ibfrec!:” versammelten Funktionen arbeiten (fast) alle nach dem glei-
chen Prinzip. Zunéchst werden fiir den vorliegenden Operator oder die Standardfunktion die
bei der Wiederberechnung zu erreichenden absoluten bzw. relativen Genauigkeiten bestimmt.
Anschlielend wird fiir die ggf. erforderliche Wiederberechnung des Argumentes bzw. der
Operanden wieder das globale ibfrecompute(.,.) aufgerufen, womit die Rekursion sich
vollendet. Fiir den zugegebenermafen trivialen Fall des Absolutbetrages sieht die zugehorige
Wiederberechnungsroutine wie folgt aus:

symbolic procedure rec!_ibffabs!:(c,k);
begin scalar cl;
cl := ibfrecompute!: (caddr c,k);
return (ibfabs!:(car c1) . list(’fabs,cl));

end;

77'

Durch konsistente Erweiterung der beiden Listen 7! :ibfrec!:” und ” ! :ibfexpr!:” kénnen
also zusétzliche Funktionen vollkommen transparent und ohne grofleren Aufwand hinzuge-
fiigt werden. Wire der Absolutbetrag dem System nicht bereits bekannt, wiirden die Anwei-
sungen

put(’!:ibfexpr!:, ’fabs, ’ibfexpr!_abs!*);
put(’!:ibfrec!:, ’fabs, ’rec!_ibffabs!:);

ihn nahtlos in die Domé&ne ACCURATE integrieren.
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3.3 C++

Die Realisierung einer selbstverifizierenden Arithmetik mit Hilfe der Programmiersprache
C++ ([Str],[ES]) liegt aus verschiedenen Griinden nahe. Zunichst unterstiitzt C++ ein Ope-
ratorkonzept, das die Verwendung benutzerdefinierter Arithmetiken erheblich vereinfacht, da
nicht von der gewohnten Notation abgewichen werden mufl. Zusammen mit dem méchtigen
Klassenkonzept, das die Implementierung eigener Datentypen und der zugehorigen Operatio-
nen mit einer klar definierten Schnittstelle erlaubt, stellt es eine erwigenswerte Alternative
zu den nur auf kommerzieller Basis verfiigharen (X)SC-Produkten dar. Dank des unter
Beachtung der GNU Public License (kurz GPL) frei erhéltlichen C++-Compilers der Free
Software Foundation (FSF), ist diese Programmiersprache zudem auf fast allen géngigen
Rechnerplattformen verfiighar.

Die eigentliche Implementierung besteht aus zwei schichtartig iibereinander liegenden Teilen.
Der ,untere“ dient der Bereitstellung der fiir den Wiederberechnungsalgorithmus erforder-
lichen Datenstrukturen. Dariiber liegt eine Schnittstellenklasse ArithmeticDomainElement
(kurz ADE), deren einzige Aufgabe darin besteht, verschiedenste Arithmetiken in transparen-
ter Weise zur Verfiigung zu stellen. Sie ist dhnlich einfach zu handhaben, wie das domain
interface des Computer—Algebra—Systems REDUCE (vgl. vorigen Abschnitt).

Beim Design beider Teile wurde besonderer Wert auf die Beachtung des objektorientierten
Paradigmas gelegt. Dies resultiert in der intensiven Verwendung von Vererbung, virtuellen
Funktionen und Polymorphie. Konsequenterweise erfolgt auch die — fiir erfahrene C++-—
ProgrammiererInnen durchaus mégliche — Erweiterung des Systems durch Ableiten von
vorgegebenen Basisklassen.

3.3.1 Die Benutzer—Schnittstelle

Wie schon bei der Beschreibung der REDUCE-Implementierung soll zunéchst anhand eines
kleinen Beispielprogramms die Verwendung des neu geschaffenen Typs ADE illustriert werden.
Wir betrachten die gleiche Problemstellung, fithren aber diesmal die erste Auswertung inter-
vallméiBig (mit der Doméne aus BIGFLOATINT) aus, nachdem zuvor die zu verwendende Stel-
lenzahl mit der Funktion precision() festgelegt wurde. AnschlieSend wird zur Doméne
ACCURATE gewechselt und die Berechnung wiederholt. Die vorher festgelegte Stellenzahl wird
jetzt allerdings als Genauigkeitsvorgabe interpretiert, d. h. jede Zuweisung erfolgt mit der
geforderten Anzahl signifikanter Ziffern. Der Aufruf einer weiteren Funktion accuracy () wie
in der REDUCE-Implementierung ist nicht erforderlich.

#include ”ADE.h”
int main()
{

ADE Pi, x;

precision(31);

SetActualDomain(BIGFLOATINT);
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Pi =4 x atan(”1");
x = exp(Pi * sqrt(7163”);
cout € "x = 7 K x < endl;

SetActualDomain(ACCURATE);
Pi =4 x atan(”1");

x = exp(Pi * sqrt(7163”);

cout € "x =7 < x < end];

return 0;

}

Bemerkung: Die Konstante 7 ist fiir den Typ ADE nicht vordefiniert und mufl deshalb
explizit berechnet werden.

Das Programm erzeugt die folgende Aussgabe:

[262537412640768743.9999999999955,262537412640768744.0000000000087]
[262537412640768743.9999999999991,262537412640768743.9999999999993]

X

X

Bemerkung: Die etwas grobere Einschliefung resultiert aus der internen Verwendung zweier
zusétzlicher Schutzziffern und deshalb teilweise entfallender Wiederberechnungsschritte.

3.3.2 Eine Klassenhierarchie fiir Wiederberechnungsverfahren

Im folgenden soll eine C++-Klassenhierarchie vorgestellt werden, die die Implementierung
von Wiederberechnungsverfahren unter Beriicksichtigung der zu Beginn dieses Kapitels auf-
gefiithrten Designgrundlagen ermoglicht. Im Gegensatz zu der REDUCE-Implementierung wird
der abstrakte Datentyp Liste hier nicht explizit verwendet. Eine vergleichbare Struktur wird
vielmehr implizit durch die geschickte Verschachtelung der beiden C++-Klassen Evaluated-
Expr bzw. ArithmeticExpr generiert.

Diese sind wie folgt definiert:

class ArithmeticExpr {
public:
virtual ArithmeticExprs clone() const = 0;
virtual BigFloatInt recompute(BigFloatInt&, long) = 0;
virtual const char xconst ClassName() { return ”ArithmeticExpr”; }

virtual ~ArithmeticExpr() {}

%
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class EvaluatedExpr {

BigFloatInt value;
ArithmeticExpr xexpr;

public:
EvaluatedExpr() { expr = NULL; }

EvaluatedExpr(double d) : value(d)
{

}

EvaluatedExpr(BigFloatInt ibf, ArithmeticExpr *e) : value(ibf)

{
}

EvaluatedExpr(const EvaluatedExpr& ee)

{

expr = (ArithmeticExpr %) new DoubleAtom(d);

expr = e—clone();

value = ee.value;
expr = ee.expr—-clone();

}

EvaluatedExpr& operator=(const EvaluatedExpr&);

EvaluatedExpr* clone() const

{
}

BigFloatInt Value() { return value; }

return new EvaluatedExpr(value, expr);

void recompute(long, int = FALSE);

~EvaluatedExpr() { delete expr; }
b

Bemerkung: Der Typ BigFloatInt stellt eine Intervallarithmetik basierend auf dem dyna-
mischen Gleitpunkttyp BigFloat zur Verfiigung. Fiir beide Typen sind die {iblichen Opera-
toren und Standardunktionen (vgl. Kapitel 2) definiert. Der Typ BigFloat ist dem entspre-
chenden Typ in REDUCE nachempfunden und basiert wie dieser auf einem im Prinzip beliebig
langen ganzzahligen Typ (genannt BigInt), der fiir die Darstellung der Mantisse verwendet
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wird. Aus Effizienzgriinden wird fiir den Exponenten lediglich der Typ long herangezogen.

Der Typ BigInt nutzt die populdre Technik, gerade so viele Zehnerstellen in einem Ma-
schinenwort unterzubringen, daB bei Multiplikation und Addition von Ubertriigen keine
Uberliufe auftreten. Die Modulstruktur der bereits etwas in die Jahre gekommenen MIRACL—~
Bibliothek ([Sc]) diente als Vorbild, um diesen Ansatz einer Quasi-BCD—Arithmetik zu einer
vollwertigen C++-Bibliothek auszubauen. In den zugehorigen low level Routinen (Dateien
"bb*.h bb*.C”) wurde ein ,sicherer” Zeigertyp verwendet, bei dem es sich um eine Weiter-
entwicklung des Typs CheckedPtrToT von Stroustrup ([Str], Abschnitt 7.10) handelt, der im
Original einige gravierende Schwéchen aufweist. Diese Pointer werden bei der Konstruktion
jeweils an Speicherbereiche bestimmter Gréfie gebunden. Der zugehdrige Dereferenzierungs—
Operator iiberpriift bei jedem Zugriff, ob eine Bereichsverletzung vorliegt, und bricht das
Programm ggf. ab. Die Definition der entsprechenden Klasse smallBCDptr findet sich in
der gleichnamigen Headerdatei. Uber die Verwendung ,sicherer* oder gewohnlicher Zeiger
kann mittels bedingter Compilierung durch Definition des Makros CHECKPTR entschieden
werden. Eine Template—Version (SavePtr<T>) wurde ebenfalls erstellt, kam aber, da nicht
alle Ubersetzer dieses Feature bereits voll unterstiitzen, nicht zur Verwendung. AuBerdem
wurde in den low level Routinen und bei der Implementierung der Klasse BigInt intensiv
vom assert—Makro Gebrauch gemacht, um zumindest in Ansétzen Eiffel-dhnliche Vor- und
Nachbedingungen zu realisieren (siehe [V eB]). Viele wertvolle Hinweise zu den bei der Imple-
mentierung von Langzahl-Arithmetiken auftretenden Fragestellungen finden sich in [Knu],
Abschnitt 4. 3 (Multiple-Precision Arithmetic).

Die Klasse ArithmeticExpr dient ausschlieflich als Basisklasse fiir weitere abzuleitende Klas-
sen, die die verschiedenen Typen arithmetischer Ausdriicke wie Summen, Differenzen, Pro-
dukte, Quotienten, Funktionen und Konstanten représentieren. In der oben wiedergegebenen
Form erlaubt sie deshalb naturgeméaf noch keine Kodierung komplexer arithmetischer Aus-
driicke.

Wir wollen nun am Beispiel des relativ einfachen Ausdrucks

3.14 + 2.71
zeigen, wie durch Ableiten weiterer Klassen von ArithmeticExpr komplexe Ausdriicke auf-
gebaut werden kénnen. In unserem Beispiel sind dies die Klassen DoubleAtom bzw. Sum, die
wie folgt definiert werden koénnen:
class DoubleAtom : public ArithmeticExpr {
double x;
public:

DoubleAtom(double d = 0.0) : x(d) {}

ArithmeticExprx clone() const

{
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return (ArithmeticExpr *) new DoubleAtom(x);

}

~DoubleAtom() {}
BigFloatInt recompute(BigFloatInt&, long);

virtual const char xconst ClassName() { return "DoubleAtom”; }

class Sum : public ArithmeticExpr {
EvaluatedExpr xx, *y;

public:
Sum() : x(NULL), y(NULL) {}

Sum(const EvaluatedExpr& v, const EvaluatedExpr& w)

{

x = v.clone();
y = w.clone();

}

ArithmeticExpr* clone() const

{
}

~Sum() { delete x; delete y; }

return (ArithmeticExpr %) new Sum(xx, xy);

BigFloatInt recompute(BigFloatInt&, long);

virtual const char xconst ClassName() { return ”Sum”; }
¥

Zusammen mit dem entsprechenden bindren Operator + fiir den Typ EvaluatedExpr

EvaluatedExpr operator+(const EvaluatedExpr& x, const EvaluatedExpré& y)

{

EvaluatedExpr 1;

r.value = x.value + y.value;
expr = (ArithmeticExpr %) new Sum(x, y);
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return r;

}

und einem zusitzlichen Konstruktor

EvaluatedExpr::EvaluatedExpr(double d) : value(d)
{

}

stellt das folgende Programmsegment fiir einen C++-Compiler dann kein Hindernis mehr
dar:

expr = (ArithmeticExpr ) new DoubleAtom(d);

EvaluatedExpr x;

x = EvaluatedExpr(3.14) + 2.71;

Der explizite Aufruf des Konstruktors EvaluatedExpr (double) ist erforderlich, da der Com-
piler andernfalls zunédchst die beiden double-Konstanten addieren und erst bei der Zuweisung
ein Objekt vom Typ EvaluatedExpr erzeugen wiirde. Mit dieser kleinen Hilfestellung wird
folgender Code generiert:

x.operator=(operator+(EvaluatedExpr(3.14), EvaluatedExpr(2.71)));

Das eigentliche Wiederberechnungsverfahren wird iiber die Memberfunktionen

void EvaluatedExpr::recompute(long k, int top)

{
if (includesO(value))

{
if (width(value) > BigFloat(1,-k))
value = expr—recompute(value, k);

// second recomputation if zero is no longer included
// and(!) we are at the top level of an expression

if ((top == TRUE) && (lincludesO(value)))
value = expr—recompute(value, k);

}

else if (laccurate(value, k))
value = expr—recompute(value, k);
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bzw.
BigFloatInt Sum::recompute(BigFloatInt&, long);

realisiert. Erstere iiberpriift lediglich, ob der Wert des arithmetischen Ausdrucks bereits die
geforderte Genauigkeit besitzt (vgl. dazu die Spezifikation des Wiederberechnungsverfahrens
aus Kapitel 1). Falls dies nicht der Fall ist, wird die Wiederberechnung der beteiligten Ope-
randen bzw. Argumente an die entsprechende — von ArithmeticExpr abgeleitete — Klasse
delegiert. Dies geschieht durch den Aufruf der virtuellen Memberfunktion recompute (Big-
FloatInt&, long), die als Riickgabewert den mit der gewiinschten Genauigkeit neu berech-
neten Wert liefert. Die dazu in der Regel erforderlichen EinschlieBungen des Resultats und
der Operanden bzw. Argumente sind als Aufrufparameter value und iiber die Memberfunk-
tion EvaluatedExpr: :Value() der beteiligten Operanden bzw. Argumente verfiighar.

Das Hinzufiigen weiterer Operatoren und Funktionen erfolgt nun vollkommenen analog durch
Uberladen des entsprechenden Operators bzw. Definition der entsprechenden Funktion fiir
den Typ EvaluatedExpr und Ableiten einer geeigneten Klasse von ArithmeticExpr. Ist
auch fiir diese die Memberfunktion

recompute (BigFloatInt& value, long k) geeignet definiert, integriert sich der neue Ope-
rator bzw. die Funktion nahtlos in die bestehende Hierarchie und damit auch in das Wie-
derberechnungsverfahren.

Die Klassenhierarchie des Typs EvaluatedExpr im Uberblick

Des besseren Versténdnisses halber soll die Klassenhierarchie des Typs EvaluatedExpr noch
einmal (fast) vollstédndig in graphischer Form wiedergegeben werden. Dazu wurde die “object
model notation“ nach Rumbaugh et al. ([Rum]) in einer an die Sprache C++ angepafiten
Variante verwendet.

EvaluatedExpr ArithmeticExpr

BigFloatint value; virtual BigFloatlnt recompute(BigFl oatInt&, long);

ArithmeticExpr *expr;

void recompute(long, int);

CellVaue Minus ‘Differenoe‘ ‘ Product ‘ ‘Quotient ‘ ‘ BigIntAtom ‘ ‘BigFIoatAtom‘

Floorvalue ‘ DoubleAtom ‘ ‘ BIASIntAtom ‘ ‘ BigFloatintAtom
AbsoluteValue

SquareRoot

Exponentia Function Bigint BigFloat
NaturalLogarithm g :
BigFloatint

DecimalLogarithm

Bemerkung: Die in den nicht atomaren, von ArithmeticExpr abgeleiteten Klassen ent-
haltenen Zeiger auf Objekte vom Typ EvaluatedExpr wurden der Ubersichtlichkeit halber
nicht mehr beriicksichtigt.
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Bemerkungen zur effizienten Implementierung

Der Aufbau der beteiligten Klassen ist der besseren Verstédndlichkeit wegen leicht vereinfacht
wiedergegeben. Erfahrene C++-ProgrammiererInnen werden sofort bemerken, daf die Imple-
mentierung von Copy-Konstruktor und Zuweisungsoperator fiir den Typ EvaluatedExpr
besondere Sorgfalt erfordert und insbesondere explizit erfolgen mufl. Die andernfalls vom
Compiler automatisch generierten Versionen fithren nur eine ,,oberflichliche“ Kopie (engl. -
swallow copy) durch, ohne auch die ,hinter den Zeigern liegenden“ Objekte zu duplizieren.
Dies wird in der Regel zu Zugriffen auf bereits destruierte Objekte und damit zum Pro-
grammabsturz fithren (siehe [MeS], Tip 11).

Die einfachste GegenmaBnahme stellt das generelle , tiefe“ Kopieren (engl. deep copy) dar,
wobei stets Zeiger auf neu erzeugte Kopien der beteiligten Objekte zugewiesen werden. Sie
ist auch in den oben vorgestellten Programmfragmenten dargestellt und verwendet die eigens
fiir diesen Zweck bereitgestellte Memberfunktion EvaluatedExpr: :clone (), die wiederum
entsprechend zu definierende Memberfunktionen der ,Erben“ von ArithmeticExpr aufruft.
Dieses sichere Vorgehen fiihrt allerdings zu erheblichen Laufzeiteinbuflen, da insbesondere
Copy-Konstruktor-Aufrufe von C++ Ubersetzern in groBer Zahl generiert werden. Effekti-
ves Gegensteuern ist aber zum Gliick mittels Verwendung sogenannter Handle-Klassen und
einer lazy—copy Strategie moglich. Die Handle-Klassen enthalten zusétzlich zum eigentlichen
Zeiger einen Referenzzéhler, der beim Erstellen einer ,,oberflachlichen“ Kopie inkrementiert
und beim Destruieren des zugehorigen Objektes dekrementiert wird. Erst wenn der Zustand
des Objektes in einer Weise gedndert werden soll, die unerwiinschte Seiteneffekte nach sich
z0ge, wird zuvor mittels deep copy eine identische Kopie (ein Clone) mit eigenem Refe-
renzzéahler erzeugt.

3.3.3 Eine C++—Schnittstelle fiir arithmetische Datentypen

Die in der Uberschrift genannte Schnittstellenfunktionen wird — wie sollte es anders sein
— von einer C++—Klasse ArithmeticDomainElement (kurz ADE) iibernommen. Sie hat
folgende offentliche Schnittstelle:

class ArithmeticDomainElement {

DomainImpl *impl;
DomainType tag;

// further implementation details omitted
public:
// warious constructors:
ArithmeticDomainElement/();

ArithmeticDomainElement(long, unsigned long d = 1);
ArithmeticDomainElement(double);
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ArithmeticDomainElement(const char x);
// copy constructor:
ArithmeticDomainElement(const ArithmeticDomainElement&);
// assignment operator:
ArithmeticDomainElement& operator=(const ArithmeticDomainElement&);
// destructor:
~ArithmeticDomainElement();
// unary arithmetic operators:

friend ArithmeticDomainElement operator+(const
ArithmeticDomainElement&);

friend ArithmeticDomainElement operator—(const
ArithmeticDomainElement&);

// binary arithmetic operators:

friend ArithmeticDomainElement operator+(
const ArithmeticDomainElement&z,
const ArithmeticDomainElement&);
friend ArithmeticDomainElement operator—(
const ArithmeticDomainElement&,
const ArithmeticDomainElement&);
friend ArithmeticDomainElement operators(
const ArithmeticDomainElementé&z,
const ArithmeticDomainElement&);
friend ArithmeticDomainElement operator/(
const ArithmeticDomainElement&,
const ArithmeticDomainElement&);

// arithmetic assignment operators:

ArithmeticDomainElement& operator+=(const ArithmeticDomainElement&);
ArithmeticDomainElement& operator—=(const ArithmeticDomainElement&);
ArithmeticDomainElement& operators =(const ArithmeticDomainElement&)
ArithmeticDomainElement& operator/=(const ArithmeticDomainElement&);

I

/] comparison operators:
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friend int operator<(const ArithmeticDomainElement&,
const ArithmeticDomainElement&);

friend int operator>(const ArithmeticDomainElement&,
const ArithmeticDomainElement&);

friend int operator<=(const ArithmeticDomainElement&,
const ArithmeticDomainElement&);

friend int operator>=(const ArithmeticDomainElement&,
const ArithmeticDomainElement&);

friend int operator==(const ArithmeticDomainElement&,
const ArithmeticDomainElement&);

friend int operator!=(const ArithmeticDomainElementé&,
const ArithmeticDomainElement&);

// miscellaneous functions:

friend ArithmeticDomainElement ceil(const ArithmeticDomainElement&);
friend ArithmeticDomainElement floor(const ArithmeticDomainElement&);
friend ArithmeticDomainElement fabs(const ArithmeticDomainElement&);
friend ArithmeticDomainElement sqrt(const ArithmeticDomainElement&);
friend ArithmeticDomainElement log(const ArithmeticDomainElement&);
friend ArithmeticDomainElement logl0(const ArithmeticDomainElement&);
friend ArithmeticDomainElement exp(const ArithmeticDomainElement&);
friend ArithmeticDomainElement sin(const ArithmeticDomainElement&);
friend ArithmeticDomainElement cos(const ArithmeticDomainElement&);
friend ArithmeticDomainElement tan(const ArithmeticDomainElement&);
friend ArithmeticDomainElement asin(const ArithmeticDomainElement&);
friend ArithmeticDomainElement acos(const ArithmeticDomainElement&);
friend ArithmeticDomainElement atan(const ArithmeticDomainElement&);
friend ArithmeticDomainElement sinh(const ArithmeticDomainElement&);
friend ArithmeticDomainElement cosh(const ArithmeticDomainElement&);
friend ArithmeticDomainElement tanh(const ArithmeticDomainElement&);
friend ArithmeticDomainElement asinh(const ArithmeticDomainElement&);
friend ArithmeticDomainElement acosh(const ArithmeticDomainElement&);
friend ArithmeticDomainElement atanh(const ArithmeticDomainElement&);
friend ArithmeticDomainElement pow(const ArithmeticDomainElementé&z,
const ArithmeticDomainElement&);

// i/ o routines:

friend istream& operator>>(istreamé&s, ArithmeticDomainElement&);
friend ostream& operator<(ostream&, const ArithmeticDomainElement&);

/] retrieving and setting actual arithmetic domain:
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friend DomainType GetActualDomain();
friend DomainType SetActualDomain(DomainType);

// retrieving and setting precision:

static long precision();
static long precision(long);

¥
typedef ArithmeticDomainElement ADE;

Alle iiblicherweise fiir arithmetische Typen (wie etwa double) verfiigbaren Operatoren und
Funktionen sind also zugénglich. Der besondere Nutzen dieses ,,meta—arithmetischen® Typs
verbirgt sich hinter der Funktion SetActualDomain(DomainType). Sie erlaubt die Wahl der
verwendeten Datenreprisentation und der zugehorigen Arithmetik an nahezu beliebiger Stel-
le innerhalb eines Programms und zwar wahrend der Laufzeit(!). Momentan sind die folgen-
den arithmetischen Doménen verfiighar:

NONE.

— IEEEDOUBLE.

— BIAS.

— RATIONAL.

— BIGFLOAT.

BIGFLOATINT.

— ACCURATE.

Der Typ NONE ist — wie der Name nahlegt — giiltig, falls noch keine Doméne vom Pro-
gramm aktiviert wurde. Er wird ebenfalls vom Default—Konstruktor vergeben. Bis auf wenige
Ausnahmen, die wir spéter noch detaillierter diskutieren werden, fiithrt jeder Versuch einer
Operation mit Variablen dieses Typs zum vorzeitigen Programmabbruch. Zusétzlich wird
der Name der fehlgeschlagenen Memberfunktion auf den standard error stream ausgegeben.
Die Doméne BIAS bietet eine Schnittstelle zu der frei erhéltlichen Maschinen—Intervallarith-
metik BIAS ([[<n1]) und dem zugehorigen C++-Binding PROFIL ([KK12]). RATIONAL schliefilich
ermdglicht das Rechnen mit rationalen Zahlen beliebiger Grofie. Die Bedeutung der verblei-
benden Doménennamen geht aus den bisherigen Ausfiihrungen hervor.

Es ist moglich, eigene arithmetische Typen zu integrieren. Die dazu noétigen Schritte werden
im Rahmen der Darstellung der hinter ADE stehenden Klassenhierarchie und ihrer Funktions-
weise ersichtlich.
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Die Hauptmotivation fiir eine solche Schnittstellenklasse ist die Tatsache, daf§ fiir viele Pro-
bleme im ”scientific computing” optimal angepafite aber in der Regel nicht durch Koprozes-
soren oder andere geeignete Hardware unterstiitzte arithmetische Typen existieren. Hier sind
unter anderem rationale Zahlen im Bereich der Computergeometrie oder selbstverifizierende
Arithmetiken in der (kontrollierten) Numerik zu nennen.

Es wire aus Griinden der Effizienz also naheliegend, diese Arithmetiken nur gezielt in , kri-
tischen“ Programmabschnitten einzusetzen. Was ein , kritisches* Codesegment ist, hingt im
allgemeinen von den aktuellen Werten der involvierten Variablen ab. Diese sind aber eben
erst zur Laufzeit bekannt, daher die Notwendigkeit, die Arithmetik auch zu diesem Zeit-
punkt noch beeinflussen zu kénnen. Ein Beispiel, wie auch klassische numerische Verfahren
hiervon profitieren konnen, findet sich in [Heil] bzw. [Hei2]. Dank einer einzigen hochgenau-
en Auswertung einer problemspezifischen Funktion kann nach anschlieBender e-Inflation —
einer in der kontrollierten Numerik héufig angewendeten Technik — bereits eine sehr gute
EinschlieSung der gesuchten Losung bestimmt werden.

Implementierung der Arithmetik fiir den Typ ADE

Auch hier wird erneut die in C++ mogliche Polymorphie ausgenutzt. Die Klasse ADE enthélt
einen Zeiger auf ein Objekt vom Typ DomainImpl. Dahinter verbirgt sich aber in der Tat stets
ein Objekt einer abgeleiteten Klasse. DomainImpl dient wieder ausschlieflich als Basisklasse,
die die Schnittstelle zu ADE festlegt:

class DomainImpl {
protected:
DomainRepr xpdata;
public:
// flag is used to trigger actions (e. g. recomputuation) of derived classes:
virtual Domainlmpl* clone(int flag) const;
// default constructor:
Domainlmpl() { pdata = NULL; }
// wirtual destructor:
virtual ~Domainlmpl() {}
// for micer error messages:

virtual const char xconst ClassName() const { return "DomainImpl"; }
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/] conversion to given domain:

virtual DomainImplsx ToDomainlmpl(DomainType);
// unary minus:

virtual void minus(void);
// arithmetic operators:

virtual void add(const Domainlmpl&);

virtual void subtract(const Domainlmpl&);
virtual void multiply(const DomainImpl&);
virtual void quotient(const Domainlmpl&);

// comparison operators:

virtual int less(const Domainlmpl&);
virtual int greater(const Domainlmpl&);
virtual int leq(const Domainlmpl&);
virtual int geq(const Domainlmpl&);
virtual int equal(const DomainImpl&);
virtual int neq(const DomainImpl&);

// miscellaneous functions:

virtual void ceil();
virtual void floor();
virtual void fabs();
virtual void sqrt();
virtual void log();
virtual void log10();
virtual void exp();
virtual void sin();
virtual void cos();
virtual void tan();
virtual void asin();
virtual void acos();
virtual void atan();
virtual void sinh()
virtual void cosh()
virtual void tanh()
(

virtual void asinh

)

9

I

)
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virtual void acosh();
virtual void atanh();
virtual void pow(const DomainImpl&);

// i/ o routines:

virtual ostream& operator< (ostreamé&);

b

Bemerkung: Entgegen der iiblichen Praxis sind alle Operatoren und Funktionen nicht als
Friends der Klasse realisiert. Nur Memberfunktionen kénnen virtuell sein und damit in ab-
geleiteten Klassen problemlos iiberladen werden.

Die Klasse DomainImpl kann naturgemafl noch keine Annahmen iiber die interne Repréisen-
tation der Daten abzuleitender Klassen machen. Sie enthilt deshalb einen Zeiger auf ein
Objekt vom Typ DomainRepr. Dessen Deklaration fordert lediglich die Unterstiitzung des
bereits ausgiebig diskutierten Cloning—Mechanismus.

class DomainRepr {

public:

// flag is supplied by DomainImpl, see comment:
virtual DomainRepr* clone(int flag) const = 0;

virtual ~DomainRepr() {}

Die in Zusammenarbeit mit der Klasse ADE wichtigste Aufgabe kommt der Memberfunktion
DomainImpl::ToDomainImpl (DomainType) zu, die fiir jede abgeleitete Klasse die Konver-
tierung in die fiir ADE momentan giiltige arithmetische Doméne leistet. Insbesondere erfolgt
diese Umwandlung erst wenn es wirklich erforderlich wird und nicht bereits beim Umschal-
ten zwischen verschieden Doménen. Objekte vom Typ ADE behalten ihren ,internen®, durch
(Copy—)Konstruktion oder Zuweisung erworbenen Typ bis dieser ggf. durch eine erneute Zu-
weisung gedndert wird. Dadurch werden iiberfliissige Umwandlungen und die Akkumulation
von Konvertierungsfehlern vermieden. Explizite Umwandlungen kénnen aber weiterhin wie
oben angedeutet durch Zuweisung forciert werden.

Bemerkung: Die Implementierung dieser Umwandlungsroutinen ist nicht unproblematisch.
Insbesondere wenn zwischen Zahldarstellungen zu verschiedenen Basen oder von Intervall—
in Punktdoménen konvertiert werden soll, konnen unerwartete Effekte auftreten. Die im
Rahmen dieser Arbeit erstellten Konvertierungen von IEEE- zu BCD-Formaten erfiillen
die Anforderungen an eine validierte Arithmetik. Fiir die umgekehrte Richtung wurden die
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BIAS/PROFIL-Routinen bzw. die Routinen der C—Standardbibliothek verwendet, die Zeichen-
ketten in den entsprechenden Typ umwandeln. Deren Giite hingt stark vom jeweiligen Sy-
stem ab. Wenn hohere Anspriiche an die Qualitidt dieser Konvertierungen gestellt werden,
konnen (falls verfiighar) die entsprechenden Routinen der XSC-Bibliotheken verwendet wer-
den.

Mit dieser Umwandlungsroutine und den weiteren Memberfunktionen kénnen fiir ADE alle
Funktionen und Operatoren leicht definiert werden. Wir wollen dies am Beispiel der Addition
diskutieren. Der zu ihrer Implementierung erforderliche Programmcode sieht wie folgt aus:

ArithmeticDomainElement operator+(const ArithmeticDomainElement& x,
const ArithmeticDomainElement& y)
{

ArithmeticDomainElement z;
DomainImpl *pdi;
DomainType D = GetActualDomain();

z.tag = D;

if (D != x.tag) z—impl = x—impl—ToDomainlmpl(D);
else z—impl = x—impl—clone(0);

pdi = y—impl—ToDomainlmpl(D);
z—impl—add(xpdi);
if (pdi != y—impl) delete pdi;

return z;

Die folgenden Schritte werden hier durchgefiihrt. Zunéchst wird falls notig der erste beteilig-
te Operand in die aktuelle arithmetische Doméne konvertiert. Sollte dies nicht erforderlich
sein, muf} dennoch ein Clone des Operanden erzeugt werden, da der nachfolgende Aufruf
seiner virtuellen Memberfunktion DomainImpl: :add(const DomainImpl&) andernfalls un-
erwiinschte Seiteneffekte zeitigen wiirde. Ist auch der zweite Operand konvertiert worden,
kann die Addition erfolgen. Um kein Speicherleck zu hinterlassen, mufl nun ggf. das von
der Konvertierung des zweiten Operanden herrithrende temporédre Objekt destruiert wer-
den. Anschliefend wird das Ergebnis zuriickgegeben. Fiir unidre Operatoren und Funktionen
mit einem Argument vereinfacht sich die Vorgehensweise geringfiigig, da naturgeméf kein
zweiter Operand zu betrachten ist. Auch der Ausgabeoperator kann vollkommen analog im-
plementiert werden.

Bemerkung: Der Memberfunktion clone (int) wird hier wie in fast allen anderen Féllen der
Wert Null {ibergeben. Die einzige Ausnahme von dieser Regel stellt der Zuweisungsoperator
dar, der den Wert Eins verwendet. Bis auf die Klasse EvaluatedExprDomainImpl jedoch,
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die zur Domé&ne ACCURATE gehort, wird dieser Wert von allen anderen von DomainImpl
abgeleiteten Klassen ignoriert. Ein von Null verschiedener Wert veranlafit die Funktion
EvaluatedExprDomainImpl::clone(int flag) dazu, zusitzlich zum eigentlichen Clonen
iiber die Funktion EvaluatedExpr: :recompute(long, int) eine Wiederberechnung zu ini-
tiieren. Dieser wiederum werden der aktuelle Wert des statischen Memberdatums prec von
ADE als erster und der Wert TRUE als zweiter Parameter iibergeben.

Der Parameter flag wurde eingefiihrt, um den Einsatz des Wiederberechnungsverfahrens
gezielt steuern zu kénnen. Die Alternative, bei jeder Operation der Doméne ACCURATE eine
Wiederberechnung durchzufithren, wurde aus Griinden der Effizienz verworfen.

Das zweite Argument von EvaluatedExpr: :recompute(long, int) ist erforderlich, um die
unnotige, eventuell erfolgende zweite Wiederberechnung auf tieferen Stufen eines arithmeti-
schen Ausdrucks zu unterbinden. Diese ist geméfl der Spezifikation des Algorithmus nur auf
dem obersten Level erforderlich. Daher wurde der Parameter mit dem Default-Wert FALSE
versehen.

Ausgewihlte Designaspekte des Typs ADE

Die im vorigen Abschnitt skizzierte Implementierung der Arithmetik sowie der Vergleichs-
und des Ausgabeoperators fiir den Typ ADE sind ”straight forward”, wenn man das Zusam-
menspiel der beteiligten Klassen einmal verinnerlicht hat.

Etwas anders stellt sich die Situation fiir den Eingabeoperator

friend istream& operator>>(istream&, ArithmeticDomainElement&);
sowie den Konstruktor
ArithmeticDomainElement(const char x);

dar. Die Problematik ist in beiden Féllen vergleichbar.
Wiirde etwa der Eingabeoperator analog zum Ausgabeoperator implementiert, konnte fol-
gende Situation entstehen:

int main()

{
ADE x;

SetActualDomain(IEEEDOUBLE);
cin > x;

}

Da die Variable x mit dem Defaultkonstruktor konstruiert wurde, hat sie den Typ NONE. Das
Programm wird also mit einer Fehlermeldung abbrechen, da kein sinnvoller Eingabeoperator
verfiighar ist.

Bemerkung: Wiirde in obigem Beispiel der Ausgabeoperator aufgerufen, wire die Reaktion
die gleiche. Dies ist jedoch gerechtfertigt, da x noch keinen giiltigen Wert (und damit implizit
auch keinen arithmetischen Typ) besitzt.
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Ein moglicher Ausweg wire die Definition einer temporédren Variablen — etwa tmp — der ak-
tuellen Doméne innerhalb des Eingabeoperators. Daran anschlieend miifiten der Aufruf der
entsprechend {iberladenen Memberfunktion tmp.operator>>(istream&) und die Zuweisung
des so erhaltenen Wertes erfolgen.

Der zuvor beschriebene Kunstgriff scheint zunéchst auch eine gangbare Losung fiir den Kon-
struktor

ArithmeticDomainElement(const char x);

zu sein. Hier ist die Situation jedoch noch komplizierter, wie das folgende — leicht abgewan-
delte — Programmsegment verdeutlicht:

int main()

{
ADE x(71.234");

SetActualDomain(IEEEDOUBLE);
}

Zum Zeitpunkt des Konstruktoraufrufs ist keine arithmetische Doméne giiltig. In welchen
Typ sollte also die Zeichenkette ”1.234” umgewandelt werden? Diese Problem stellt sich in
dhnlicher Weise bei der Initialisierung globaler Variablen.

Als Fazit ergibt sich leider die Notwendigkeit einen kleinen Stilbruch zu begehen, da das
bisher so bewihrte Konzept der Polymorphie nicht mehr trigt. Wegen der bereits erwihn-
ten engen Verwandtschaft zwischen dem Einlesen aus Streams und der Konstruktion mittels
Zeichenketten wurde auch der Eingabeoperator aus Konsistenzerwégungen in der nachfol-
gend beschriebenen Weise implementiert. (Fiir Experten: Genauer konnte im Gegenteil sogar
der Konstruktor mit Hilfe des Eingabeoperators und String Streams realisiert werden.)

Die Eingaberoutine analysiert den Input Stream und wéhlt — nach dem Uberspringen
fithrender Trenn- und Leerzeichen (engl. white spaces) — gemé8 folgender Vorschrift einen
arithmetischen Typ aus:

1. BIGFLOATINT, falls als erstes Zeichen ’[" erkannt wird.

2. RATIONAL, falls nach einem evtl. auftretenden Vorzeichen als erstes nicht-numerisches
Zeichen '/’ erkannt wird.

3. BIGFLOAT, sonst.

Die Nichtberiicksichtigung der aktuellen Doméne hat den Vorteil, daf§ alle Eingaben ohne
Verlust von Genauigkeit erfolgen konnen. Als Nachteil wird dafiir erkauft, dafl beim Erweitern
der von ADE unterstiitzten Doménen Eingabeformate hinzukommen kénnten, die mit keinem
der Typen BIGFLOAT (INT) oder RATIONAL vertriglich sind. Die Eingaberoutine miifite also
entsprechend angepafit werden, was einen Verstofl gegen ein wesentliches Paradigma von
C++ darstellt. Es besagt, da Anderungen und Erweiterungen von Klassenhierarchien durch
Ableiten und Uberladen erfolgen sollten, da direkte Manipulationen an Memberfunktionen
die Verfiigharkeit des Quelltextes voraussetzen.
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Zusitzliche Funktionen fiir den Typ ADE
Sollen dem System neue Funktionen hinzugefiigt werden, so bestehen dazu prinzipiell zwei

Moglichkeiten:

— Die Funktion ist in Termen des Typs ADE formulierbar, d. h. mit Hilfe der vorhandenen
Funktionen und Operatoren zu implementieren.

— Die Funktion erlaubt dies nicht und muf} in die Klassenhierarchie integriert werden.

Natiirlich sollte der ersten Alternative unbedingter Vorzug eingerdumt werden. Nur so steht
die Funktion auf einen Schlag fiir alle Doménen zu Verfiigung, die die zu ihrer Implementie-
rung verwendeten Funktionen und Operatoren unterstiitzen.

Beispiel: Der Kotangens etwa konnte wie folgt implementiert werden:

ADE cot(const ADE& x)

{
ADE y = sin(x);

if (((y <0) [l (y >0)))

cerr < "ADE cot(const ADEX):”
< "argument is multiple of pi” < endl;

exit(1);
}
y = cos(x) /y;
return y;

Bemerkung: Die Abfrage, ob eine Nullstelle des Sinus vorliegt, mag auf den ersten Blick
etwas umstindlich erscheinen. Man sollte sich allerdings bei Verwendungs des Typs ADE stets
vergegenwartigen, dafl sich dahinter auch Intervall-Doménen verbergen kénnen!

Neue Funktionen in die Klassenhierarchie zu integrieren ist dagegen sehr viel aufwendiger
und sollte deshalb nur in begriindeten Ausnahmeféllen erwogen werden. Selbst wenn die
Anderungen auf ein Minimum beschréinkt werden, sind zumindest die folgenden Klassen
betroffen:

— ADE.
— DomainImpl.

— von DomainImpl abgeleitete Klassen, die die neue Funktion unterstiitzen sollen.



112 KAPITEL 3. IMPLEMENTIERUNGEN

Die notwendigen Modifikation an den ersten beiden sind eher formaler Natur. Sie gehen aus
der Beschreibung des Zusammenspiels der entsprechenden Klassen hervor und sind — einen
entsprechenden Editor vorausgesetzt — mittels ”copy and paste” nebst minimaler Ande-
rungen zu bewerkstelligen. Der fiir die von DomainImpl abgeleiteten Klassen zu treibende
Aufwand fallt dagegen schon stirker ins Gewicht. Fiir die Doméne ACCURATE etwa sind die
notigen Schritte bereits am Beispiel des bindren Additionsoperators besprochen worden. Auf
alle Fille ist jedoch eine komplette Neuiibersetzung aller Module erforderlich, da sich so-
wohl die Schnittstelle von ADE als auch die Basisklasse DomainImpl aller anderen Klassen
veridndert.

Integration weiterer arithmetischer Doménen

Da zu dieser Aufgabenstellung bereits sechs Musterlosungen (darunter auch das Fremdpro-
dukt BIAS/PROFIL) vorliegen, diirfte die Integration weiterer Arithmetiken wie etwa der
dotprecision oder multiple-precision Typen aus C-XSC kein Problem darstellen. Le-
diglich die Existenz einer ,sauberen®, den Konventionen fiir arithmetische Typen entspre-
chenden, C++—Schnittstelle sollte gesichert sein.

Auf drei unbedingt erforderliche, aber leicht zu iibersehende Teilaufgaben eines solchen Por-
tierungsprojektes soll hier abschlieend noch hingewiesen werden:

1. Der Enumerationstyp DomainType und das statische char—Array DomainNames (in
"DomainImpl.h” bzw. "DomainImpl.cc”) miissen um den neuen Typ erweitert werden
(siche Kommentar in "DomainImpl.cc”).

2. Sollen andere Doménen in den neuen Typ konvertierbar sein, mufl deren Memberfunk-
tion
ToDomainImpl entsprechend angepafit werden.

3. Falls der neue Typ ein mit BIGFLOAT (INT) bzw. RATIONAL unvertriagliches Eingabe-
format besitzt, miissen der Eingabeoperator ADE: : operator<<(istream&, ADE&) und
der Konstruktor
ADE: :ADE(const char *) geeignet modifiziert werden.

Bemerkung: Sollte der dritte Punkt entfallen, das Eingabeformat des neuen Typs also
kompatibel sein, mufl unter Punkt 2 unbedingt die ,,passende“ der in Punkt 3 aufgefiihr-
ten Doménen in den neuen Typ konvertierbar gemacht werden. Andernfalls werden weder
Eingabe noch Konstruktion aus Zeichenketten von der neuen Doméne unterstiitzt!
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Die Klassenhierarchie des Typs ADE im Uberblick

Zum Abschlufl dieses Kapitels soll auch die Klassenhierarchie , hinter“ dem Typ ADE noch
einmal (fast) vollstindig wiedergegeben werden:

Arithmetic DomainElement — Domainimpl — DomainRepr
static DomainType Actual Domain; static const char * DomainNames[]; virtual DomainRepr* clone(int) const = 0;
static long prec; DomainRepr * pdata;
DomainType tag;
Domainimpl *impl; virtual Domainimpl* clone(int) const;

long precision(long);

SetActual Domain(DomainType);
| |
‘ EvaluatedExprDomainimpl b i il | EvaluatedExprDomainRepr
~~~~~~~~~~~~~~~~~
‘ BigFloatIntDomainlmpl b ****************** + BigFloatIntDomainRepr
BigFloatDomainimpl BigFloatDomainRepr
FloatDomainlmpl FloatDomainRepr

BigRational Domainlmpl BigRational DomainRepr



Anhang A
Beispiel-Applikationen

Abschliefend sollen zwei OSF/Motif basierte Anwendungen vorgestellt werden, die den
meta—arithmetischen Typ ADE verwenden. Beide Applikationen wurden mit Hilfe einer leicht
modifizierten Version des Application Frameworks von Douglas Young, das in [Yo] entwickelt
wird, erstellt. Sie sind beide vorziiglich zur Demonstration vieler Phéinomene und Probleme
numerischer Rechnungen auf dem Computer geeignet. Auflerdem haben sie als Testwerk-
zeuge fiir die im Rahmen dieser Arbeit vorgenommenen C++-Implementierungen wertvolle
Dienste geleistet.

A.1 Der X11-Funktionsplotter xmvfplot

Der 2D-Funktionsplotter xmvfplot ist zwar ein einfacher Représentant seiner Spezies, unter-
stiitzt jedoch die wichtigsten Anforderungen an ein solches Programm. Moglich sind u. a. die
interaktive Eingabe der zu zeichnenden Funktion, das Vergroflern von Ausschnitten (mit
Riicknahme) sowie die Verfolgung der aktuellen Maus—Koordinaten in einer Statuszeile.
Die wesentliche Neuerung ist allerdings nur wihrend des Eingabe-Dialoges sichtbar und
verbirgt sich hinter dem links unten, oberhalb von OK— und CANCEL-Button liegenden
Option-Menii. Es erlaubt den Zugriff auf die Funktion SetActualDomain(DomainType) und
damit die Umschaltung der verwendeten Arithmetik. Lediglich die Unterstiitzung der Do-
méne RATIONAL wurde nicht realisiert, da fiir diese keine Standardfunktionen implemen-
tiert sind. Die zur Unterstiitzung der interaktiven Funktionseingabe geschaffene C++-Klasse
FuncEval erlaubt die Verarbeitung von Funktionsstrings und die (verifizierte) Auswertung
fiir vorgebbare Werte. Die Bedeutung dieser Funktionalitdt fiir EinschlieBungsalgorithmen
wird in [Ste] hervorgehoben. Es handelt sich bei dieser Klasse um eine Portierung eines
C-Moduls zur ,Funktionsberechnung aus Eingabestrings“ ([Schal), der allerdings in der
Originalfassung grobe Fehler enthilt. Einer der in dem zugehorigen Artikel abgebildeten
Funktionsplots pafit ganz offensichtlich nicht zur angegebenen Funktion.

Die beiden folgenden Bilder zeigen einen Plot des Graphen des Polynoms

p(z) = 170.4 - 2* — 356.41 - 2% + 168.97 - x + 18.601

im Bereich [1.09160791,1.09160805] x [—2- 10713, 5 107!3] berechnet unter Verwendung der
Doménen BIGFLOAT (ein qualitativ vergleichbares Ergebnis liefert auch IEEEDOUBLE)
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In beiden Féllen wurde mit 16-stelliger Arithmetik gerechnet bzw. auf ebenso viele Stellen
(automatisch) verifiziert.

Die beiden positiven Nullstellen des obigen Polynoms liegen sehr nahe zusammen, wie die
Zerlegung in Linearfaktoren

9+ 35
:L‘_i
10

> —V3H 18601
g_’/‘ e —

p(z) =170.4 - ( 10 )z — 17040

) )

und die unter Verwendung von ADE berechneten EinschlieBungen

d+ V35 18601
+10 = 1.091607978309967 und 17040 — 1.091607981220655

zeigen.

Bemerkung: Die Zerlegung wurde mit REDUCE berechnet, da sowohl Mathematica wie auch
MAPLE die positiven Nullstellen nicht separieren konnten und eine doppelte Nullstelle bei
x = 1.09161 vermuteten. Diese Aussage wird jedoch von dem zweiten Plot klar wiederlegt;
selbst das erste nicht verifiziert berechnete Bild 143t bereits vermuten, dafl dies nicht zutreffen
kann. Erst wenn das Polynom explizit mit rationalen Koeffizienten eingegeben wird sind
beide System in der Lage, die korrekte Faktorisierung zu berechnen. Es ist leider eine vom
Autor héufig gemachte Erfahrung, dafl zumindest Mathematica bei der Trennung zwischen
symbolischem und numerischem Rechnen die nétige Schérfe vermissen l&t. Auch bei der
Angabe der Anzahl der signifikanten Stellen eines numerischen Resultats wird offensichtlich
cine Heuristik verwendet, die eher zur Uberschiitzung der tatséichlichen Giite neigt.

A.2 Der X11-Taschenrechner xmvcalc

Die X11-Anwendung xmvcalc ist, wie das folgende Bild zeigt, ein Clone des bekannten X11-
Programms xcalc, das auf fast jeder unter X laufenden Workstation verfiigbar ist.
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0,821248:-13

Es wurde einem objektorientierten Redesign unterworfen und dabei gleichzeitig an das
Young’sche Framework angepafit. En passant wurden ebenfalls zwei schwere Fehler im TI-
Modus (algebraischer Eingabemodus, nur dieser wurde portiert!) des Originals korrigiert.
Natiirlich gestattet auch diese Anwendung wieder die Wahl der verwendeten Arithmetik iiber
ein Option—Menii, das sich links unterhalb des Displays befindet. Auch hier wird die Doméne
RATIONAL aus den bereits angefithrten Griinden nicht unterstiitzt. Die Display-Logik wurde
so modifiziert, dafl sie bei Intervall-Arithmetiken zur Darstellung von Resultaten ggf. in
einen zweizeiligen Modus umschaltet. Die direkte Eingabe von Intervallen ist jedoch nicht
moglich!

Bemerkung: Im Display ist das verifizierte Resultat der Auswertung des im vorigen Ab-
schnitt behandelten Polynoms an der Stelle x = 1.091608 sichtbar.
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