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KAPITEL EINS

Einleitung

1.1 Motivation

Die Stabilitdt gehort zu den wichtigsten Eigenschaften, die ein dynamisches Sys-
tem aufweisen kann. Erste Betrachtungen der Stabilitidt wurden deshalb schon von
Aristoteles und Archimedes [63,83] durchgefiihrt. Ende des 19. beziehungsweise
Anfang des 20. Jahrhunderts wurden unter anderem von Hurwitz, Routh und
Nyquist [43,62,72,75,76] vollstandige Methoden fiir lineare Systeme vorgestellt,

welche heute noch als Stand der Technik gelten.

Allerdings sind diese Methoden fiir die meisten dynamischen Systeme nicht direkt
anwendbar, da sich diese nur mit nichtlinearen Differentialgleichungen beschrei-
ben lassen. Hier sind zum Beispiel die polynomialen Lotka-Volterra-Gleichungen,
welche die Populationsdynamik beschreiben, oder mechanische Systeme wie elek-
trische Maschinen zu nennen, deren Modelldifferenzialgleichungen aufgrund der

Winkelbeziehungen trigonometrische Terme beinhalten.

Fiir solche Systeme ist die Stabilitdtsbetrachtung ein aktuelles Forschungsgebiet.
Die meisten Ansédtze basieren hierbei auf der Stabilitdtstheorie von Ljapunow
[59], welche weitgehende Kriterien zur Analyse der Stabilitdt von nichtlinearen,

autonomen Systemen bietet.

Ein wichtiges Teilgebiet der Stabilitdtsanalyse fiir solche Systeme ist die Bestim-
mung der Grofle des Einzugsgebiets. Das Einzugsgebiet beschreibt die Menge der
Anfangszustande, fiir welche Losung der Systemdifferenzialgleichung in die Ru-

helage xR mit f(xR) = 0 einlaufen. Diese Betrachtung fiihrt auf eine nichtlineare

1



1.2 Zielsetzung und Konzept

Optimierungsaufgabe mit Nebenbedingungen, bei der numerische Losungsver-
fahren im Allgemeinen scheitern. In den letzten Jahren wurden verschiedene
Ansitze prasentiert, unter anderem sind hier [10-16,19,21,24,29,35-38,42,45, 56,
66,68,73,80,88,90,92-95,95,96,99,102] zu nennen. Allerdings sind mit Ausnahme
von [11-13,80] die meisten Ansédtze nur fiir polynomiale Systeme anwendbar.
Dies wird damit begriindet, dass sich nach dem Approximationssatz von Weier-
strafd [101] jede nichtlineare Funktion durch Polynome beliebig genau darstellen
lasst. Jedoch sind hierdurch die Ergebnisse immer mit einer gewissen Ungenau-
igkeit behaftet, was insbesondere fiir sicherheitsrelevante Betrachtungen nicht

akzeptabel ist.

Dies motivierte die Entwicklung eines neuen Algorithmus zur Bestimmung einer
garantierten inneren Approximation des Einzugsgebiets eines nichtlinearen au-
tonomen Systems, welcher in Teilen in [65,100] publiziert und ausfiihrlicher in
dieser Arbeit prasentiert werden soll. Dieser Algorithmus nutzt die aus der Verifi-
kationsnumerik stammende Intervallarithmetik, um gesicherte Einzugsgebiete fiir

ein nichtlineares System zu bestimmen.

1.2 Zielsetzung und Konzept

Ziel dieser Arbeit ist es, fiir Systeme mit asymptotischer stabiler Ruhelage im
Ursprung mithilfe der Stabilitdtstheorie von Ljapunow und der Intervallarithmetik

innere Schranken fiir das Einzugsgebiet der Ruhelage zu bestimmen.

Die Begriffe Stabilitdt, Ruhelage und Einzugsgebiete werden in Kapitel 2 einge-
hend anhand der Stabilitidtstheorie von Ljapunow [53,59] behandelt. Es werden
dabei die Probleme bei der Bestimmung von Einzugsgebieten aufgezeigt und die

bereits existierenden Losungs- bzw. Relaxationsverfahren prasentiert.

Das in dieser Arbeit vorgestellte Losungsverfahren nutzt die sogenannte Inter-
vallarithmetik [3, 4]. Hierzu werden in Kapitel 3 Notation, Rechenvorschriften
und Erweiterungen der Intervallarithmetik vorgestellt. Die Intervallarithmetik
sichert eine garantierte Einschlieffung des Wertebereichs einer Funktion auf ei-
nem Intervall. Allerdings ist hierbei diese Einschlieffung meist nicht exakt. Aus
diesem Grund werden in der vorliegenden Arbeit Moglichkeiten aufgezeigt, die

sogenannte Uberschiatzung zu reduzieren.




1.2 Zielsetzung und Konzept

Zur Losung der in Kapitel 2 dargelegten Aufgabenstellung wird in Kapitel 4
ein Branch-and-Bound-Algorithmus vorgestellt, welcher auf die meisten in der
Praxis auftretenden nichtlinearen Systeme anwendbar ist. Er wird an Benchmark-
Beispielen aus der Literatur evaluiert. Dies geschieht mit dem Ziel, die Ergebnisse

mit den Resultaten der konkurrierenden Verfahren zu vergleichen.

Um der aktuellen Entwicklung hinsichtlich der Parallelisierbarkeit von Algo-
rithmen Rechnung zu tragen, werden in Kapitel 5 Aufwand und Vorteile der

Parallelisierung anhand des in dieser Arbeit vorgestellten Algorithmus aufgezeigt.

Abschliefiend beinhaltet Kapitel 6 eine Zusammenfassung und einen Ausblick auf

mogliche Weiterentwicklungen.




KAPITEL ZWEI

Problemstellung und Stand der

Forschung

2.1 Stabilitiat von dynamischen Systemen

In dieser Arbeit werden autonome, dynamische Systeme betrachtet, deren Zu-

standsdifferenzialgleichungen in der Form
x(t) = f(x), x€R", tcR, x(0)=2x" (2.1)

gegeben sind. Hierbei seien x(t) € IR” der zeitliche Verlauf des Zustandsvektors,
x¥ € R" der Anfangszustand des Systems zum Zeitpunkt ¢ = 0 und n die Anzahl
der Systemzustinde. Die (Vektor-) Funktion f(x) sei stetig und differenzierbar.
Die Bezeichnung ,, autonomes System” bedeutet hierbei, dass das System keine
Eingédnge besitzt. Dies ist beispielsweise dann der Fall, wenn der Regler schon

entworfen und in der Systemdifferenzialgleichung berticksichtigt wurde.

Die Stabilitatseigenschaft beschreibt die Reaktion der Systemdynamik auf eine
Auslenkung oder Erregung x°. Hierbei ist das Ziel, dass die Zustande nach einer

Auslenkung fiir t — oo in die Ruhelage xR mit f(xR) = 0 einlaufen.

Definition 2.1: Stabilitat (nach [25,62])
Die Ruhelage x® mit f(xR) = 0 des Systems (2.1) heifst grenzstabil im Sinne von
Ljapunow, wenn fiir jedes ¢ > 0 eine Zahl § > 0 existiert, sodass bei einem beliebigen

Anfangszustand, der die Bedingung

on —xRH <0




2.1 Stabilitat von dynamischen Systemen

Abbildung 2.1: Trajektorie eines asymptotisch stabilen Systems geméfs Definition
2.1 mit Ruhelage xR = 0

erfiillt, die Eigenbewegung des Systems die Bedingung
Hx(t) — xRH <e firallet >0

erfiillt. Die Ruhelage heif$t asymptotisch stabil, wenn sie stabil ist und

li = xR
lim [lx(£)[] =

gilt.

In Abbildung 2.1 ist beispielhaft der Verlauf einer Trajektorie eines asymptotisch
stabilen Systems mit der Ruhelage xR = 0 aufgezeichnet. Da der Anfangszustand
die Bedingung ||x°|| < & erfiillt, verldsst die Trajektorie gem&f Definition 2.1 das
Gebiet ||x(f)]| < € nicht und lauft in die Ruhelage ein.

Lasst sich f(x) in der Form

flx) = Ax
mit A € R"*" darstellen, handelt es sich um ein lineares System. Fiir die Klasse
der linearen Systeme ldsst sich die Stabilitdt einer Ruhelage anhand mehrerer
Verfahren eingehend {iiberpriifen [62]. Eine Methode stellt die Betrachtung der
Eigenwerte der Systemmatrix A dar. Liegen alle Eigenwerte von A in der linken
komplexen Halbebene, so ist die Ruhelage asymptotisch stabil. Befindet sich

mindestens ein Eigenwert in der rechten Halbebene oder liegen mindestens zwei




2.1 Stabilitat von dynamischen Systemen

Eigenwerte am gleichen Punkt auf der imagindren Achse, so ist die Ruhelage nicht

stabil. Andernfalls ist das System grenzstabil.

Da ein asymptotisch stabiles System eine Systemmatrix mit negativen Eigenwerten
hat, ist der Rang der Matrix A gleich der Anzahl der Systemzustdnde n, also
maximal. Dies bedeutet, dass nur x = 0 die Bedingung f(x) = 0 erfiillt und damit
das System nur eine Ruhelage im Ursprung hat. Ist sie Systemmatrix hingegen

singuldr, besitzt das System ein Kontinuum von unendlich vielen Ruhelagen [1].

Bei nichtlinearen Systemen ist aufgrund der hoheren Komplexitit diese einfache
Betrachtung nicht mehr moglich. Da f(x) nicht durch eine Matrix charakterisiert
wird, existieren auch keine Eigenwerte, welche fiir eine Stabilitdtsanalyse ver-
wendet werden konnen. Weiterhin kann das System nun mehr als eine Ruhelage
haben, ohne dass diese ein Kontinuum bilden. Hierbei ist die Stabilitat fiir jede
Ruhelage einzeln zu untersuchen, da ein System gleichzeitig stabile und instabile

Ruhelagen besitzen kann.

Der erste Ansatz zur Stabilitdtsbetrachtung einer Ruhelage eines nichtlinearen
Systems ist die Linearisierung der Systemdifferenzialgleichung in dieser Ruhelage.
Wenn die Methoden fiir lineare Systeme das linearisierte System als asympto-
tisch stabil kennzeichnen, dann ist auch die Ruhelage des nichtlinearen Systems
asymptotisch stabil. Folglich weiff man, dass eine Umgebung J um die Ruhelage
existiert, fiir welche alle Trajektorien in den Ursprung laufen. Allerdings hat man

keine Aussage iiber die Grofie dieser Umgebung.

Im Allgemeinen bezeichnet man die Menge aller Anfangszustande, fiir welche die
Trajektorien des Systems in die Ruhelage xR einlaufen, als Einzugsgebiet. Diese

Menge wird durch
QO:= {xo e R"

lim x(t) = xR}

t—o0

beschrieben.

Das vollstandige Einzugsgebiet ist im Allgemeinen nicht algebraisch beschreib-
bar [50]. Allerdings eroffnet sich mit Hilfe der Stabilitdtstheorie von Ljapunow [59]
die Moglichkeit, eine innere Approximation des Einzugsgebiets algebraisch anzu-

geben.

Um nun () von einer inneren Approximation abzugrenzen, wird () im Folgenden
als exaktes Einzugsgebiet bezeichnet. Weiterhin wird ohne Beschriankung der

Allgemeinheit angenommen, dass die zu betrachtende Ruhelage im Ursprung




2.1 Stabilitat von dynamischen Systemen

liegt, also
xR =0

gilt. Wenn dies nicht der Fall ist, kann dies tiber die lineare Zustandstransformation

z:x—xR

erfolgen. Fiir die weitere Betrachtung miissen die Begriffe der positiven bzw.

negativen Definitheit sowie der Ljapunowfunktion definiert werden.

Definition 2.2: Definitheit von Funktionen
Eine skalare Funktion V (x) heifSt positiv (semi-)definit auf einer Menge M, falls folgende
Bedingungen gelten:

i) V(0) =0
ii) V(x) >0(V(x) >0) Vxe Mundx #0

Eine skalare Funktion V (x) heifst negativ (semi-)definit auf einer Menge M, falls folgende
Bedingungen gelten:

i) V(0)=0
i) V(x) <0 (V(x)<0) VxeMundx #0
Definition 2.3: Ljapunowfunktion

Eine skalare, stetig differenzierbare Funktion V (x) heifst Ljapunowfunktion auf einer
Menge M > 0, falls V (x) die folgenden Bedingungen erfiillt:

i) V(x) ist stetig differenzierbar und positiv definit auf M.

ii) Die zeitliche Ableitung V (x) entlang der Trajektorien von (2.1)

V() = 2 f(x)

ist negativ semidefinit auf M.
Zur Veranschaulichung, inwieweit man die Ljapunowfunktion nutzen kann, um

die Stabilitdt einer Ruhelage zu untersuchen, wird auf ein Beispiel aus [61] zuriick-

gegriffen:




2.1 Stabilitat von dynamischen Systemen

Abbildung 2.2: Pendel nach [61]

Beispiel 2.1
Das in Abbildung 2.2 dargestellte Pendel kann mit dem Winkel x; = ¢ ausgelenkt
werden, die Winkelgeschwindigkeit sei durch den Zustand x, = ¢ gegeben.

Die Ruhelage xR = (0, 0)7 ist asymptotisch stabil, denn wenn man das Pendel
auf x¥ auslenkt, wird es mit kleiner werdender Amplitude hin- und herschwingen
und letztendlich in die Ruhelage mit dem Winkel ¢ = 0 und der Winkelge-
schwindigkeit ¢ = 0 einlaufen. Dieses Verhaltens wird durch den Luftwiderstand
verursacht, welcher die Energie des Pendels kontinuierlich verkleinert. Die Ener-
gie des Pendels ist die Summe der kinetischen Energie Vi, (x(t)), welche von der
Winkelanderung x,(t) abhidngt, und der potenziellen Energie Vpot(x(t)), welche

durch die Hohe Ah(t) bestimmt wird, welche aus x1 (t) berechnet werden kann.

Fiir die Gesamtenergie

V(x(t)) = Viin(x(t)) + Vpor(x(t))
gilt aufgrund der Dampfung also die Eigenschaft

lim V(x(t)) = 0

t—o0

Aus V = 0 folgt demnach, dass die Hohe Ah und die Geschwindigkeit ¢ ver-
schwinden, was bedeutet, dass das Pendel aus jeder Auslenkung x¥ in die Ruhela-

ge zuriickkehrt.

Die Ljapunowfunktion beschreibt demnach eine Art Energiefunktion des Systems,
wobei diese nicht der tatsdchlichen Energiefunktion des Systems entsprechen,

sondern nur die Eigenschaften einer solchen besitzen muss. Die erste Eigenschaft

8



2.1 Stabilitat von dynamischen Systemen

ist hierbei, dass die Energie in der Ruhelage verschwindet und fiir alle anderen
Zustande positiv ist, d. h. dass V(x(t)) positiv definit ist. Weiterhin soll sich
der Wert der Ljapunowfunktion entlang der Trajektorie standig verkleinern oder

zumindest nicht ansteigen, es soll folglich

V(x(t) = W f(x(t) <0

gelten. Mit diesen Vorbetrachtungen kann nun ein wichtiger Satz zur asymptoti-
schen Stabilitdt formuliert werden (die Zeitabhédngigkeit der Trajektorie x(t) wird

im Folgenden aus Griinden der besseren Lesbarkeit wieder ausgelassen).

Satz 2.1: Lokale asymptotische Stabilitit [35, 53]

Wenn auf einer Umgebung D des Ursprungs eine Ljapunowfunktion V (x) existiert, deren
zeitliche Ableitung V (x) negativ definit auf D ist, dann ist die Ruhelage im Ursprung
asymptotisch stabil.

Nun kann eine Untermenge des Einzugsgebiets mit dem folgenden Satz angegeben

werden.

Satz 2.2: Garantierte Untermenge des Einzugsgebiets [35, 50]

V(x) sei eine Ljapunowfunktion fiir das autonome System (2.1) auf dem Gebiet
QO ={xeR"WV(x)<c},c>0 . (2.2)

Wenn

o (% zusammenhingend und beschriinkt ist sowie den Ursprung enthiilt und

o V(x) negativ definit auf QO ist,

dann ist die Ruhelage im Ursprung asymptotisch stabil und Q)} ist eine garantierte
Untermenge des Einzugsgebiets der Ruhelage, das heifst, es gilt

QFC O

Nach Satz 2.2 muss das Gebiet

QF = {x e R"|V(x) < ¢}




2.1 Stabilitat von dynamischen Systemen
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Abbildung 2.3: Nicht zusammenhéngendes, durch V(x) < 1 definiertes Gebiet

zusammenhédngend sein und den Ursprung enthalten. Dies ist jedoch nicht fiir

alle Ljapunowfunktionen erfiillt. In Abbildung 2.3 ist das durch die Funktion
V(x) =4 (xd+23) — 45 (xd+xd) +145 (2 +5)

und durch die Bedingung V(x) < 1 eingeschlossene Gebiet abgebildet. ()} besteht
hier aus fiinf nicht zusammenhdngenden Teilgebieten M;, M, M3, My und Ms,

es gilt also
Qj = M; UM U MszU My U Msg

Hierbei enthilt das Gebiet M5 den Ursprung. Es ist offensichtlich, dass die Gebiete
M, My, M3 und M4 keine Teilgebiete des garantierten Einzugsgebiets sind. Ware
V(x) auf den Gebieten M1, My, M3, M4 und M5 eine Ljapunowfunktion, wiirde
dies bedeuten, dass V(x) auf diesen Gebieten negativ semidefinit sein muss.
Fiir die in M5 startenden Trajektorien folgt daraus, dass die Trajektorien in die
Ruhelage im Ursprung einlaufen. Die in den anderen Teilgebieten startenden
Trajektorien konnen nicht gegen die Ruhelage im Ursprung konvergieren, da die
Rénder der einzelnen Mengen aufgrund der negativen Semidefinitheit von V' (x)
und der Bedingung V(x) < 1 (am Rand selbst gilt V(x) = 1) eine uniiberwindbare

Barriere darstellen.

Aus dieser Betrachtung kann nun der folgende Satz abgeleitet werden.
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2.2 Problemstellung

Satz 2.3: Erweiterung des Satzes 2.2
Besteht die Menge
O ={xeR"V(x)<c},c>0

aus mehreren nicht zusammenhingenden Gebieten My, My,..., M,, dann bezeichnet
Q). diejenige kompakte und zusammenhingende Teilmenge M;, welche die Ruhelage im

Ursprung enthilt. Besteht Q)} aus nur einer zusammenhingenden Menge, dann gilt
0. = Q.

Ist V(x) eine Ljapunowfunktion fiir das autonome System (2.1) auf Q. und ist V(x)
negativ definit auf )., dann ist die Ruhelage im Ursprung asymptotisch stabil und Q). ist

eine garantierte Untermenge des Einzugsgebiets der Ruhelage, das heifst, es gilt

Q. CO

2.2 Problemstellung

Zur Bestimmung einer Untermenge des Einzugsgebiets einer Ruhelage gemafs

Satz 2.3 miissen zwei Problemstellungen geldst werden:

e Bestimmung einer geeigneten Ljapunowfunktion

e Bestimmung des maximalen c fiir die Untermenge des Einzugsgebiets gemaf3
Satz 2.3

Bei der Bestimmung der Ljapunowfunktion muss bedacht werden, dass man diese
nicht immer aus der Energiefunktion des Systems bilden kann. Weiterhin kénnen
unterschiedliche Ljapunowfunktionen zu unterschiedlichen Untermengen des
Einzugsgebiets fithren. Mit der Methode von Zubov [102] lédsst sich grundsétz-
lich eine Ljapunowfunktion V(x) bestimmen, deren Niveaumenge V(x) = 1 das
exakte Einzugsgebiet einschliefit. Allerdings ist hierfiir eine partielle Differenzial-
gleichung zu 16sen, weswegen sich diese Methode eher als Existenznachweis einer
solchen Ljapunowfunktion nutzen lédsst. Viele Verfahren, welche die Methode von
Zubov nutzen, approximieren die Losung der partiellen Differenzialgleichung, wo-
bei hierdurch keine Garantie mehr gegeben ist, dass die erhaltene Menge wirklich

nur Punkte enthélt, die im exakten Einzugsgebiet der Ruhelage liegen.

11



2.2 Problemstellung

Zur Konstruktion von Ljapunowfunktionen wurden in den vergangenen Jahren
verschiedene Ansédtze vorgestellt (z. B. [11,13,14,16,19,37,45,46,56, 68, 88,99]),
weswegen in dieser Arbeit der Fokus auf die Ermittlung einer moglichst grofsen

Untermenge des Einzugsgebiets fiir eine gegebene Ljapunowfunktion gelegt wird.

In Abbildung 2.4 sind die Gebiete (), ()¢, und O, aufgezeigt, welche durch die
Niveaumengen V(x) = c¢; respektive V(x) = c; und V(x) = c3 begrenzt werden.
Wihrend Q, und Q, vollstindig in der Menge liegen, in der V(x) negativ definit
ist, enthalt das Gebiet ()., Punkte aus der Menge, in welcher V(x) positiv ist.
Der Zeichnung kann also entnommen werden, dass ()¢, und ()., Untermengen
des exakten Einzugsgebiets sind, wahrend eine solche Aussage tiber ()3 mit der

gegebenen Ljapunowfunktion nicht getroffen werden kann.

21 2t =
N kN, Yo

; > > —
T

LV(az)cl L{(g)@ /<

Abbildung 2.4: Gebiete (), fiir verschiedene c

Im Allgemeinen ist eine solche grafische Auswertung nicht anwendbar. Zum
Einen ist diese auf Systeme mit bis zu drei Zustanden beschrankt, zum Anderen
wird vorausgesetzt, dass die Konturlinien von V(x) = ¢ und V(x) = 0 exakt
gezeichnet werden konnen. Dies kann aber aufgrund der moglichen Komplexitit
der Konturlinien nicht garantiert werden. Aus diesen Griinden wird versucht, die

Aufgabenstellung algebraisch oder numerisch zu l1osen.

Nach Forsman [26] kann das maximale ¢, welches das Einzugsgebiet (). nach

Satz 2.3 bestimmt, durch die Optimierungsaufgabe

¢* = minc (2.3)
A0 NI 4D

ermittelt werden, wobei 0Q). den Rand von Q). bezeichnet und I' durch

I'={xeR"|V(x)=0,x#0}

12



2.2 Problemstellung

definiert wird. Gilt Q). = )}, dann kann Gleichung (2.3) zu

¢* = minc (2.4)
{xeR"|V (x)=c}NI['#D

umgeschrieben werden. Weiterhin ldsst sich dann die Optimierungsaufgabe (2.3)

wie folgt vereinfachen. Wenn £ einen Punkt auf
I'n{xeR"|V(x) =c}

bezeichnet, so gelten fiir diesen Punkt die Gleichungen

V(z) = ¢
V() = 0 (2.5)
£ # 0
Hieraus folgt, dass man Gleichung (2.4) zu
¢* = min V(x) (2.6)
V(x)=0
x#0

umschreiben kann. Auch wenn die Optimierungsaufgabe (2.6) eine kompakte
Darstellung hat, ist sie nicht einfach zu 16sen. Dies liegt zum Einen daran, dass die
Zielfunktion und die Gleichungsnebenbedingung nichtlinear sind, zum Anderen

ist der Ausschluss der Losung x = 0 ein Problem fiir globale Loser.

Um diesen Sachverhalt zu veranschaulichen, soll versucht werden, die Optimie-
rungsaufgabe (2.6) mit der Lagrangemultiplikatorenregel [7] zu 16sen. Fiir Opti-
mierungsaufgaben der Form

i 7
hg)lgog(X) (2.7)

ist die sogenannte Lagrangefunktion durch
L(x,A) := g(x) + Ah(x)

definiert. Ist nun x* ein lokales Minimum, welches die Aufgabe (2.7) erfiillt, dann

existiert ein A, sodass das Gleichungssystem

aL , .
a—xl(x ,/\) =0
aL * J—
axﬂ(x,/\) =0
aL * —
ﬁ(?() =0

13



2.3 Stand der Forschung fiir polynomiale Systeme

erfiillt ist. Wendet man diese Methode nun auf die Optimierungsaufgabe (2.6) an
und vernachlassigt die Nebenbedingung x # 0, so ergibt sich mit der Lagrange-
funktion

L(x,A) = V(x)+ AV (x)

das Gleichungssystem

v . v o .
: . (2.8)
avV . v .
. (x*) + AE)xn (x*) =0
V(x*) = 0

Da V(x) positiv und V(x) negativ definit auf einer Umgebung um den Ursprung

sein miissen, besitzen diese Funktionen im Ursprung ein Extremum, das heif$t, die

Gleichungen
1%
IV o\ — —(0)=0
E(O) =0 ox; |
W v
0x;, (0) =0 Xy (O) =0

sind erfiillt. Da gleichzeitig noch V(0) = 0 gilt, erfiillt der Ursprung fiir ein belie-
biges A das Gleichungssystem (2.8). Das bedeutet, dass die Losungsmenge des
Gleichungssystems 2.8 neben diskreten Punkten, von denen mindestens einer ein
Minimalpunkt des Optimierungsproblems 2.6 ist, auch eine eindimensionale Man-
nigfaltigkeit {x = 0, A beliebig} beinhaltet. Viele numerische Loser scheitern hier-
bei genau an dieser Eigenschaft. Die Losung mit Computer-Algebra-Programmen
ist nur bei einfachen Aufgabenstellungen moglich, wie beispielsweise der Unter-
suchung von polynomialen Systemen in wenigen Variablen mit quadratischer

Ljapunowfunktion.

2.3 Stand der Forschung fiir polynomiale Systeme

Wie im vorherigen Abschnitt aufgezeigt, ist die Losung der Optimierungsaufgabe
2.6 ein nichttriviales Problem. Fiir Systeme, deren rechte Seite der Zustandsdiffe-
renzialgleichung polynomial ist, wurden in den vergangenen Jahren verschiedene

Verfahren vorgestellt.
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2.3 Stand der Forschung fiir polynomiale Systeme

Viele dieser Verfahren fiihren auf die Uberpriifung eines Polynoms darauf, ob es
als Summe von Quadraten, welche aufgrund der englischen Bezeichnung sum-of-
squares [97] auch als sos bezeichnet wird, darstellbar ist. Dies fiihrt wiederum auf
sogenannte lineare Matrixungleichungen, welche wegen der englischen Bezeich-
nung linear matrix inequalities auch LMI genannt werden. Fiir LMI-Probleme ste-
hen Losungsverfahren, wie sie in SeDuMi [86] oder LMILAB [27,71] der Robust
Control Toolbox in MATLAB [91] implementiert sind, zur Verfiigung. Diese
Losungsverfahren sind sehr leistungsfahig und relativ schnell, weswegen vie-
le Verfahren zur Bestimmung eines Einzugsgebiets die Problemstellung in eine
LMI-Aufgabe umformulieren. Allerdings arbeiten die zur Verfiigung stehenden

LMI-Loser nicht in jeder Situation numerisch stabil.

Dennoch sollen einige der Verfahren, welche die Aufgabenstellung in die Losung
einer linearen Matrixungleichung tiberfiihren, im Folgenden vorgestellt werden.

Hierbei wird stets angenommen, dass die Menge
Qc={xeR"V(x)<c},c>0
zusammenhdngend ist und den Ursprung enthalt.

Tibken stellt in [92] ein Verfahren vor, welches einen Satz aus der algebraischen
Geometrie von Jacobi und Prestel [44] nutzt. Hierzu definiert man (). als semi-
algebraische Menge [8] S(c — V(x)). Wenn nun V (x) auf S(c — V(x)) negativ ist,

dann existiert nach [44] die Darstellung

—V(x) =q0(x) + q1(x) (c = V(x)) (29)

wobei go(x) und g;(x) sos-Polynome mit jeweils unbekanntem geradem Grad
sind. Um also ein ¢ zu ermitteln, mit welchen ein Teilgebiet des Einzugsgebiets
berechnet werden kann, miissen entsprechende go(x) und g1 (x) bestimmt werden.
Hierzu muss fiir 1 (x) ein Ansatz aufgestellt werden und danach Gleichung (2.9)
nach go(x) umgestellt werden. Die Uberpriifung, ob go(x) und g1 (x) Summe von
Quadraten sind, kann dann tiber lineare Matrixungleichungen erfolgen. Proble-
matisch ist nach [44] der Wert von V (x) an der Stelle 0, welcher nicht gréfer null
ist. Allerdings ist hier ein Ausnahmefall von Scheiderer [81] erfiillt, sodass das

Verfahren von Tibken wie beschrieben angewandt werden kann.

Chesi zeigt in [12,13], dass, wenn ein Polynom s(x) existiert, sodass s(x) und
—V(x) + (V(x) — ¢)s(x) als Summe von Quadraten von Polynomen darstellbar

sind und nur im Ursprung verschwinden, ¢ < ¢* gilt. Dies ist eine Umstellung der
prung g g
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2.4 Stand der Forschung fiir nichtpolynomiale Systeme

Methode von Tibken, der Beweis erfolgt hier aber nicht iiber die Sdtze von Jacobi

und Prestel sowie Scheiderer.

In [35,36] wendet Hachicho die Ergebnisse von Laserre [54] zur Theorie der
Momente an, um einen Algorithmus zur Bestimmung eines Einzugsgebiets zu

entwickeln.

Weitere Methoden, welche auf die Losung einer LMI-Aufgabe fiihren, sind in
[10,14,73,90] zu finden.

Dilaver und Tibken erweitern in [21,93] die Methode von Tibken und Hachicho
[95], indem Sie einen Satz aus der Analysis von Ehlich und Zeller [23] und dessen
Erweiterungen von Ruttmann [79] und Gértel [28] nutzen, um Schranken fiir das
polynomiale V(x) zu ermitteln und daraus ein moglichst groies Einzugsgebiet
zu bestimmen. Als weitere Methoden, welche die Optimierungsaufgabe nicht
mithilfe von linearen Matrixungleichungen 16sen, sind beispielsweise [24,29] zu

nennen.

2.4 Stand der Forschung fiir nichtpolynomiale Syste-

me

In [11,12] préasentiert Chesi ein Verfahren zur Ermittlung von Einzugsgebieten

von nichtlinearen Systemen der Form

r

¥ =g(x)+ Y hi(x)&i (xa) (2.10)

i=1
wobei ¢(x) und &;(x) polynomiale Funktionen, a; Indizes mit der Eigenschaft
a; € {1,...n} und ¢; (x,,) nichtpolynomiale Funktionen in der Variable x,, sind.

Unter der Voraussetzung, dass §; (x4, ) /-mal stetig differenzierbar auf der Menge

Vae ={%, e Rlx € V;} mit Vo = {x e R"| V(x) <c}\0

ist, lassen sich fiir k € N und 0 < k < ¢ die ¢; (x,,) mit

X
& (xay) = I (xay) + w022

in Taylorreihen mit Restglied zerlegen. Hierbei sind die /; (x,,) durch
L dIE; (xa, xh
l; (xlli) = Z ‘:l(‘uz) =

. ] !
]:O dxai Xgl-:() ]

16



2.4 Stand der Forschung fiir nichtpolynomiale Systeme

gegeben. Mit der Definition der Polynome

pe) = 2 (g(x): £ ot (x))
gix) = Dy, ()70

10 = (a@ .. a®)

kann das folgende Theorem vorgestellt werden.

Satz 2.4: Einzugsgebiet fiir nichtlineare Systeme [12]
c sei eine Losung der Optimierungsaufgabe
c=supc sodass p(x)+q(x)Tw <0, Vx € V., Yw € Eckpunkte (w')

ceRy
2.11)

wobei w! den Intervallvektor

mit w! = [o;, 57 | beschreibt. Wenn die o; und ;

d<e; (x,,
Ji < M < Fz anl. S Vai,c

- dx{ll.
etfiillen, dann ist c eine untere Schranke fiir c* und Q). C Q) ein giiltiges Einzugsgebiet

der Ruhelage.

Die Optimierungsaufgabe 2.11 kann analog zu den Losungsverfahren fiir poly-
nomiale Systeme tiber Summen von Quadraten als LMI-Aufgabe geschrieben
werden. Allerdings muss hier relativ viel Aufwand betrieben werden, um die Auf-
gabenstellung fiir den LMI-Loser aufzubereiten. Weiterhin treten hier die bereits
geschilderten numerischen Probleme beim Losen von LMI-Aufgaben auf. Eine obe-
re Schranke fiir c* kann mit diesem Verfahren nicht bestimmt werden. Allerdings
kann tiberpriift werden, ob ein bestimmtes c gleich dem gesuchten c* ist. Diese
Uberpriifung ist in [12, Theorem 3] angegeber:. Weiterhin ist anzumerken, dass die
hier geltenden Sitze nur fiir Systeme gelten, deren Systemdifferenzialgleichung
die Form (2.10) besitzen, die nichtpolynomialen Terme diirfen also jeweils nur von
einer Variable abhdangen. Es ist allerdings schon in [11] erw&hnt, dass durch An-
passung der Taylorreihen die Methode auch auf Systeme mit nichtpolynomialen

Termen in mehreren Variablen anwendbar ist.
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2.4 Stand der Forschung fiir nichtpolynomiale Systeme

Ein alternativer Zugang zur Bestimmung von Einzugsgebieten stellen Saleme et
al. in [80] vor. Ahnlich dem Verfahren von Dilaver und Tibken werden in diesem
Verfahren die Sdatze von Ehlich und Zeller, Ruttmann und Gértel angewandt.
Zusatzlich werden Abschdtzungen fiir die nichtpolynomialen Terme und ein

Algorithmus zur Bestimmung von unterer und oberer Schranke von ¢* vorgestellt.

Beim Vergleich der beiden existierenden Methoden féllt auf, dass bei der Methode
von Saleme et al. keine Ableitungen der nichtpolynomialen Terme bestimmt
werden miissen, wahrend bei der Methode von Chesi fiir eine moglichst genaue
innere Schranke eine Ableitung vom hohen Grad berechnet werden muss, was je
nach Aufgabenstellung aufwendig sein kann. Weiterhin ist man bei der Methode
von Chesi auf einen LMI-Loser angewiesen, welcher zu numerischen Problemen
fithren kann. Als weiterer Vorteil der Methode von Saleme et al. ist die Bestimmung
von unterer und oberer Schranke zu nennen. Wahrend hier sogar die gewiinschte
Genauigkeit vorgegeben werden kann, kann beim Verfahren von Chesi nur a

posteriori verifiziert werden, ob die ermittelte untere Schranke gleich c* ist.

Als Nachteile des Verfahrens von Saleme et al. sind die notwendigen Zustands-
transformationen und Abschédtzungen zu nennen, welche in hoherem Mafle auf-
wendig sein konnen. Weiterhin ist dieses Verfahren auf quadratische Ljapunow-
funktionen beschrankt, wihrend diese Einschrankung beim Verfahren von Chesi

nicht notwendig ist.
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KAPITEL DREI

Intervallarithmetik

3.1 Einfithrung

Bei der Speicherung von reellen Zahlen in einem Digitalcomputer treten aufgrund
der diskreten Speicherung und begrenzten Genauigkeit Rundungsfehler auf. Zwar
ist die Darstellung einer Zahl bei doppelter Genauigkeit bis auf 272 ~ 2.22 x
1071¢ genau moglich, allerdings kann sich dieser Fehler bei der Verarbeitung
der Zahl vergrofiern, ohne dass es aufféllt. Ein Beispiel ist das von Rump in [77]
vorgestellte Problem: Die Funktion

f(a,b) = 333.756° + 2> (11a2b2 — B0 12104 — 2) 5568 + ;—b
soll an den Stellen a = 77617 und b = 33096 ausgewertet werden. Hierzu wur-
de auf einer IBM S/370 das Ergebnis mit einfacher, doppelter und erweiterter

Genauigkeit bestimmt; die Ergebnisse lauteten:

einfache Genauigkeit =~ 1.172603...
doppelte Genauigkeit  1.1726039400531 . ..
erweiterte Genauigkeit 1.172603940053178. ..

Obwohl alle Ergebnisse auf den Funktionswert 1.17260. .. hindeuten, sind alle

Stellen und sogar das Vorzeichen falsch. Das tatsachliche Ergebnis lautet
f(a=77617,b = 33096) = —0.8273960599468213681411650954 . . .

Eine Untersuchung der Ursache und eine Betrachtung des Problems mit IEEE-754-
Arithmetik sind in [60] zu finden.
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3.2 Notation

Werden solche Rundungsfehler nicht beachtet, konnen schwerwiegende Folgen
auftreten. In [41] wird der Fall eines MIM-104 Patriot-Raketenabwehrsystems
beschrieben, welches aufgrund von Rundungsfehlern im Steuerrechner [98] eine
Boden-Boden-Rakete R-11 (Scud) nicht abfangen konnte, was zum Tod von 28
Menschen fiihrte.

Die Idee liegt nun darin , eine Zahl x, welche sich eventuell nicht exakt im Floating-
Point-Raster darstellen ldsst, durch ein Intervall zu ersetzen, welches x garantiert
enthdlt. Hierbei miissen die Grenzen des Intervalls so gewahlt werden, dass diese
im Floating-Point-Raster darstellbar sind. Rechnet man nun mit diesem Intervall,
kann man zwar nicht die Genauigkeit erh6hen, jedoch kann man jederzeit ein

Mat fiir die Genauigkeit beziehungsweise den Fehler bestimmen.

Aufgrund der vielfiltigen Anwendungsgebiete der Intervallarithmetik gibt es
fiir verschiedene Programmiersprachen Implementierungen der Intervallarith-
metik. Historisch sind hierbei Fort ran—-XSC und Pascal-XSC [51] zu nennen.
Fiir C und C++ stehen beispielsweise die Bibliotheken FI_LIB bzw. FILIB++
[55] zur Verfiigung. Das Computer-Algebra-System Maple kann mit Hilfe von
intpakX [52] Intervallrechnungen (inklusive dem Intervall-Newton-Verfahren)
durchfiihren. Fiir MATLAB wurde die umfangreiche Toolbox INTLAB [78] entwi-
ckelt, welche neben der Intervallarithmetik eine automatische Differenziation und

Sekantenarithmetik liefert.

3.2 Notation

Ein abgeschlossenes Intervall x! ist gegeben durch die untere Schranke x, welche
im Folgenden Infimum genannt wird, und die obere Schranke x, im Folgenden

Supremum genannt, mit x < E, sodass
x<x<x VxExI:[x,ﬂ (3.1)

gilt. Eine andere Moglichkeit, Intervalle eindeutig zu bezeichnen, ist die Angabe
des Mittelpunkts

¥=midx! = =

und des Radius des Intervalls

rad (x1> = =7
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3.3 Arithmetische Operatoren fiir Intervalle

Die Umrechnung in die Darstellung tiber Infimum und Supremum kann iiber
xl = [JZ —rad <x1) , X + rad (xl) }

erfolgen. Alternativ zum Radius kann auch der Durchmesser des Intervalls ange-
geben werden, welcher dem doppelten Radius entspricht. Im Folgenden wird die

Darstellung durch Infimum und Supremum verwendet.

Ein Punktintervall [x, x|, ein sogenanntes degeneriertes Intervall, stellt die reelle
Zahl x dar. Hierbei ist zu beachten, dass sich bei der praktischen Implementierung
nicht jede Zahl als degeneriertes Intervall darstellen ldsst. Dies liegt an der schon

im vorherigen Abschnitt geschilderten Genauigkeit des Floating-Point-Rasters.
Der Schnitt zweier Intervalle ist durch

Ayl - %) o x <yodery <x
[max(z, y), min (x,v) } sonst
definiert. Uberlappen sich zwei Intervalle in mindestens einem Punkt, das heifit, es

gilt x > y oder y > x, dann ist die Vereinigung der beiden Intervalle das Intervall

Huyl = [min(z, y), max (x,y) }
Sind die beiden Intervalle disjunkt, ist die Vereinigung eine nicht zusammenhéan-
gende Menge und kann nicht als Intervall dargestellt werden. Es ist jedoch mithilfe
der Definition
AUyl = [min(f, y), max (x, y)]
moglich, eine Hiille zu bilden, welche die beiden Intervalle beinhaltet und selbst

ein Intervall darstellt.

3.3 Arithmetische Operatoren fiir Intervalle

Ziel der Intervallarithmetik ist nicht nur die EinschlieSfung mit Hilfe von Inter-
vallen, sondern auch die Rechnung mit ihnen. Um fiir eine gegebene Funktion
mit Intervallen rechnen zu kénnen, muss die Funktion in ihre einzelnen Operatio-
nen aufgespalten werden. Fiir jede dieser Operationen muss dann die obere und
untere Schranke des moglichen Wertebereichs bestimmt werden, damit Infimum
und Supremum der Funktionsauswertung auf einem Intervall angegeben werden

konnen.
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3.3 Arithmetische Operatoren fiir Intervalle

Hierbei soll fiir die bindren Operationen die Bedingung
I,,0 I I
x oy g{xoy, xex €eR, yey E]R}

gelten. Um eine solche Einschlieffung zu garantieren, miissen die Regeln fiir die
Verkniipfung o ausgearbeitet werden. Im Folgenden wird dies fiir die Grundre-
chenarten o = {+, —, -, +} hergeleitet (vergleiche auch [30,40,70]).

Bei der Addition (+) von zwei Intervallen ist es offensichtlich, dass der Wertevorrat
durch die Addition der jeweiligen Schranken der Intervalle beschrankt wird.

Hieraus folgt die Definition
yli= x4y, x+y| (3.2)

Bei der Subtraktion (—) des Intervalls y' vom Intervall x! berechnet sich der
minimale Wert des Wertevorrats durch die Subtraktion des Supremums von y!
vom Infimum von x!. Der grofitmogliche Wert des Wertevorrats kann nur bei der
Subtraktion des Infimums von y! vom Supremum von x! entstehen. Dies kann
nachgewiesen werden, indem man die Intervalle ¥ <x< x und —y <-—y< -y
addiert. Dann folgt

Yoy<x-ys<x-y

und hieraus die Regel fiir die Subtraktion

—yli=x—y,x—y| . (3.3)

Bei der Multiplikation (-) von zwei Intervallen ist die triviale Einschrankung fiir

den Wertevorrat

x!-yl:= [min(S), max(S)] mit S = {fg,?g,f-?,?-ﬁ} . (39

Eine ausfiihrlichere Fallunterscheidung findet sich in [70, S. 13f].

Die Division (<) von zwei Intervallen x! und y! kann in eine Multiplikation von

x! mit dem Reziproken von y! umgewandelt werden: Dann gilt fiir den Fall 0 ¢ !
x1+yI:x1~lI mitllz é,l : (3.5)

Yy Yy y ¥
Fiir den Fall 0 € y! ist es mithilfe der erweiterten Intervallarithmetik (vergleiche

[70, S. 109£f]) moglich, ein Ergebnis zu berechnen. Hierbei handelt es sich jedoch
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3.4 Intervallvektoren

entweder um ein uneigentliches Intervall oder um zwei disjunkte Intervalle. Im

Folgenden wird auf die weitere Betrachtung dieses Falls verzichtet.

Fiir Operationen mit einem Operanden (undre Operationen) miissen genauso
entsprechende Betrachtungen durchgefiihrt werden. So gelten beispielsweise fiir

die Potenzierung von x! mit m € N

[EZm, EZm] E >0
<x1> 2m [Ezm,fzm] T <0 (3.6)
[O,max <§2m, Ezm” x<0< x

und
m— 2m—1 —2m-—1
<x1> m—1 [x , X }

Da der Logarithmus und die Exponentialfunktion streng monoton steigend sind,

konnen die Intervallerweiterungen
e~ = [ef, e;]
log, (x') = [log,x, log, x|

angewandt werden. Fiir weitere Operationen kann die Intervalloperation dquiva-

lent hergeleitet werden.

3.4 Intervallvektoren

Bis jetzt beschrédnkte sich die Betrachtung auf Intervalle. Im Folgenden soll die
Betrachtung auf n-dimensionale Intervallvektoren hin erweitert werden. Hierbei

bezeichnet
xl [ X1, x1]

I J—
x}’l [ﬁ/xn]

T
den Intervallvektor mit n Intervallen in , der alle Vektoren x = (xl, ey xn> mit
der Eigenschaft

xléxlgx_lr ceey Xn S Xy S X

beinhaltet. Die meisten Eigenschaften von Intervallen konnen angepasst auch auf

Intervallvektoren angewandt werden, wenn diese komponentenweise betrachtet
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3.5 Intervallerweiterung
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Abbildung 3.1: Schnitt von zwei Intervallvektoren

werden. Der Mittelpunkt eines Intervallvektors wird mit

bezeichnet. Um den Schnitt von zwei Intervallvektoren zu berechnen, bestimmt

man den Schnitt der einzelnen Komponenten der Intervallvektoren. Wenn
dnyl=2

fiir mindestens ein i gilt, dann ist der Schnitt der Intervallvektoren x’ und y! auch
@, wie in Abbildung 3.1a dargestellt. Andernfalls gilt fiir die Vereinigung
x1 Ny
xI N y = ’
x5 O Y

was auch der Abbildung 3.1b entnommen werden kann.

3.5 Intervallerweiterung

Das Ziel der Intervallarithmetik ist die Bestimmung von Schranken fiir den Werte-

bereich einer Funktionen auf einem Intervall bzw. Intervallvektor. Hierbei bezeich-
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3.5 Intervallerweiterung

net man mit F! : R” — R genau dann eine Intervallerweiterung von f : R" — R,

o F! <x1> 2 {f(x)|x € xl} (3.7)

gilt. Das Infimum von F! (x!) wird mit F, das Supremum als F bezeichnet, es gilt

folglich
(x) =[]

Allerdings ist die Darstellung von F! (x!) nicht eindeutig, da theoretisch unendlich
viele Intervalle angegeben werden konnen, welche die Inklusionseigenschaft (3.7)
erfiillen. Es ist allerdings das Ziel der Intervallarithmetik, eine Intervallerweite-
rung moglichst einfach bestimmen zu kdnnen. Die einfachste Intervallerweiterung
ist die sogenannte natiirliche oder naive Intervallerweiterung. Hierzu werden alle
in der Funktion vorkommenden Operationen durch die entsprechenden Intervall-

operationen und alle FlieSkommazahlen durch Intervalle ersetzt.

Beispiel 3.1
Die Funktion
f(x) =x*>—2x+3

soll auf dem Intervall [0, 2| betrachtet werden. Durch Austausch der Operatoren
gemaf$ den Gleichungen (3.2), (3.3), (3.4) und (3.6) folgt die natiirliche Intervaller-

weiterung

FI([0,2]) = [0,2]*—[2,2]-[0,2]+3,3]
= [0,4]—[0,4]+3,3]
= [3,7] -0, 4]
= [-1,7]

Wie Abbildung 3.2 demonstriert, ist der exakte Wertevorrat von f(x) auf x’ durch
das Intervall [2, 3] gegeben, mithilfe der natiirlichen Intervallerweiterung erhilt
man das Intervall [ -1, 7], welches [2, 3] zwar vollstindig einschliefit, allerdings
nicht exakt, das heifst

{f(x)|x € xl} C FN (x1>

Dieses Problem wird als Abhingigkeitsproblem oder Uberschitzung bezeichnet.
Es tritt dann auf, wenn mindestens eine Intervallvariable mehrfach im Funkti-
onsterm vorkommt. Wahrend dies bei einer Addition keine Folgen hat, ist eine

Uberschétzung schon bei der Subtraktion festzustellen: So ist das Ergebnis von
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3.5 Intervallerweiterung
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Abbildung 3.2: Infimum und Supremum von F! (x!) auf x! = [0, 2] verglichen
mit dem Funktionsverlauf von f(x) auf x! (aus Beispiel 3.1)

Gerne wieder

I'_ xI nicht wie erwartet [0, 0], sondern [ X — X, x— x ] . Das Problem der Uber-

x
schédtzung lasst sich nur dadurch verhindern, dass die Funktion soweit umgestellt
wird, dass jede Intervallvariable nur einmal im Funktionsterm auftaucht. f(x) aus
Beispiel 3.1 lasst sich auch durch f(x) = (x — 1)? + 2 beschreiben. Die Auswertung

der natiirlichen Intervallerweiterung ergibt hier

Y () = ((0,2] - [1,1])? +[2,2] = [2,3] ,

es findet also keine Uberschitzung statt.

Nun kann eine solche Umstellung im Allgemeinen nicht immer erfolgen, weswe-
gen weitere Methoden entwickelt wurden, die Uberschatzung zu reduzieren. Eine
dieser Methoden ist die sogenannte Bisektion. Hierbei wird ausgenutzt, dass die
Uberschitzung linear mit der Verkleinerung der Intervalle abnimmt [17]. Hierzu
muss das zu untersuchende Intervall in mehrere Teilintervalle aufgeteilt werden,
woraufhin jeweils das Infimum und Supremum dieser Teilintervalle bestimmt

und danach die Vereinigung der Teilintervalle berechnet werden.
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3.5 Intervallerweiterung

Beispiel 3.2
Die Funktion

f(x) = x2—2x+3

soll auf dem Intervall [0, 2] betrachtet werden. Hierzu wird das Intervall in zwei
gleich grofe Teilintervalle x' = [—0, 1] und x> = [1, 2] aufgeteilt. Die natiirliche

Intervallerweiterung fiir x11 bestimmt sich aus

FN([0,1]) = [0,12] ~[2,2][0,1] +[3,3]
[0,1] —[0,2]+[3, 3]
— [3,4]-1[0,2]
= [1,4]
und fiir xb

EV(1,2) = [1,22] -[2,2]-[1,2] +[3,3]
= [1,4]—1[2,4]+ 3, 3]
= [4,7]—12,4]
= [0,5]

Die Vereinigung von FN(x1) und FN(x%) berechnet sich zu
[1,4]U][0,5] =10,5]

Wie auch Abbildung 3.3 entnommen werden kann, liefern die neu berechneten
Schranken eine bessere Einschliefung fiir den tatsdchlichen Wertebereich |2, 3|

von f(x) auf x! als die natiirliche Intervallerweiterung.

Die Uberschitzung der natiirlichen Intervallerweiterung bei der Bisektion verrin-
gert sich linear mit der Verkleinerung. Es gibt jedoch auch weitere Intervallerweite-
rungen, welche insbesondere bei kleinen Intervallen eine geringere Uberschitzung

bieten kdnnen, zum Beispiel die Mittelpunktsform.

Um die Mittelpunktsform herzuleiten, wird die Taylorreihe der Funktion f :
R” — R an der Stelle ¥ (Mittelpunkt des Intervalls x') nach dem konstanten Term
abgebrochen:

f) = 1)+ (@) -

Dabei bezeichnet ¢ € IR" eine Stelle zwischen x und ¥. Da x und ¥ in x! liegen,

I

liegen auch alle Zwischenstellen in x!, weswegen man x und & durch x! ersetzen

kann, um die Mittelpunktsform von f zu erhalten:
M <x1> — f(%) + (1:’1 (xf)) (x] — %) (3.8)
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Abbildung 3.3: Vergleich natiirlicher Intervallerweiterung und Bisektion (aus
Beispiel 3.2)

Hierbei bezeichnet F'! (x!) eine Intervallerweiterung der Ableitung von f nach x
(fiir n > 2 die Intervallerweiterung des Zeilenvektors mit den partiellen Ableitun-
gen von f), welche beispielsweise mithilfe der natiirlichen Intervallerweiterung

ermittelt wurde. Dann gelten
of
11 I D) -J
F <x ) - {ax(x)

FM D {f(x)]xexl}

und

Beispiel 3.3

Betrachtet wird wie in Beispiel 3.1 die Funktion
flx) =x* —2x+3
auf dem Intervall [0, 2]. Die Ableitung von f(x) beziiglich x lautet

flx)=2x—-2 ,
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Abbildung 3.4: Vergleich natiirlicher Intervallerweiterung und Mittelpunktsform
(aus Beispiel 3.3)

womit sich die Schranken

FM([0,2]) = (12-2-1+3)+([2,2]-[0,2] - [2,2])-([0,2] - [1,1])
(2, 2]+ ([0, 4] = [2,2]) - [-1,1]

= [2,2]—[-2,2]

[0, 4]

fiir f(x) auf x! berechnen lassen. Die mithilfe der Mittelpunktsform ermittelten
Schranken sind in Abbildung 3.4 den mithilfe der natiirlichen Intervallerweiterung

bestimmten Schranken gegeniibergestellt.

Eine weitere Intervallerweiterung ist die Sekantenform. Die Sekante einer Funktion

zwischen den Stellen x und y ist gegeben durch

_f)—fy)
s(x,y) = =y , (3.9)
es handelt sich also um den Differenzialquotienten. Stellt man (3.9) nach f(x) um,

so erhdlt man
f(x) =f(y) +s(xy)- (x—y)

Kann man s(x,y) zum Beispiel durch Polynomdivision soweit vereinfachen, dass

keine Division durch null mehr auftreten kann, ist es moglich, eine EinschlieSung
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3.5 Intervallerweiterung

des Wertevorrats von f auf x! anzugeben. Hierzu ersetzt man x durch x/ und y

durch X und erhilt die Intervallerweiterung

o (xf) = f(%) + ! (xl,az) (' —%)

wobei S! (xI , JZ) eine Intervallerweiterung der vereinfachten Sekantengleichung
(3.9) darstellt.

Beispiel 3.4

Betrachtet wird die Funktion
flx) =+*—2x+3

auf dem Intervall [0, 2]. Die allgemeine Gleichung fiir die Sekante ldsst sich mit

Polynomdivision umschreiben zu

x> —2y+3— (y*> -2y +3)
xX—Yy
x% —y? — (2x —2y)
X—=Yy
= x+y—2

s(vy) =

Daraus folgt

Nun kann die Sekantenform mit

F5([0,2]) = (12—=2-1+3)+([0,2]+[1,1]—[2,2])-([0,2] —[1,1])
= [2,2]+([1,3]—-[2,2])-[-1,1]
= [2,2]+[-1,1]-[-1,1]
= [2,2]—[-1,1]
= [1,3]

bestimmt werden. Wie in Abbildung 3.5 zu sehen ist, ist die mit der Sekenten-
form ermittelte obere Schranke bereits exakt und die untere Schranke ndher am
Minimum der Funktion f(x) als die mit der natiirlichen Intervallerweiterung

bestimmte Schranke.

In den Beispielen 3.3 und 3.4 fallen die mithilfe der Mittelpunktsform bzw. Se-

kantenform berechneten Schranken fiir den Wertebereich schiarfer aus als die in
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Abbildung 3.5: Vergleich nattirlicher Intervallerweiterung und Sekantenform (aus
Beispiel 3.4)

Beispiel 3.1 mithilfe der natiirlichen Intervallerweiterung bestimmten Schranken.
Dies kann jedoch nicht verallgemeinert werden. Insbesondere bei weiten Interval-
len liefert die natiirliche Intervallerweiterung engere Schranken als die Schranken
zweiter Ordnung. Wenn moglich, sollten alle drei Intervallerweiterungen bestimmt

und danach sollte der Schnitt der Ergebnisintervalle mit

(o) = PN (&) n M (+F) 0 FS ()

berechnet werden. Da alle Intervallerweiterungen garantiert den Wertevorrat von

f(x) auf dem Intervall x! einschliefen, enthélt auch der Schnitt den Wertevorrat.

3.6 Globaler Optimierungsalgorithmus

Eine Anwendung der Intervallarithmetik ist die Ermittlung von globalen Schran-
ken von Funktionsauswertungen auf einem Intervall. Der hierfiir genutzte Algo-
rithmus geht auf Skelboe [84] zuriick, wurde danach unter anderem in [39, 40]
weiterentwickelt und in modifizierter Form [70] als Skelboe-Moore-Algorithmus

zur Ermittlung von oberen und unteren Schranken einer Funktion auf einem
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3.6 Globaler Optimierungsalgorithmus

Intervall vorgestellt. Insofern ist der in [70] vorgestellt Algorithmus selbst auch

wieder eine Intervallerweiterung.

Hier soll nun eine leicht vereinfachte Version aufgezeigt werden, welche das
globale Minimum einer Funktion f(x) auf dem Intervall x € R" bis auf eine
Genauigkeit € bestimmen kann. Die Grundstruktur dieses Algorithmus wird in
Kapitel 4.1 abgewandelt, um ihn zur Losung des Optimierungsproblems (2.6)

nutzen zu konnen.

Im Algorithmus wird wahrend der Laufzeit eine Liste £ verwendet, welche nach i

sortierte Paare (7y;, x) mit der Eigenschaft

ME<!TN<...<7 . (3.10)
enthilt. Initialisiert wird die Liste, indem man mit
[ F| = F(xh)
f = F

f = f(¥) mitx Mittelpunkt von x

initiale Schranken fiir das Minimum von f(x) auf x© bestimmt und in die neu zu
erzeugende Liste £ das Paar < f x10> eintrdagt. Nach dieser Initialisierung kann
der eigentliche Algorithmus gestartet werden:
whilef—]_fz e do
Entferne das erste Paar ( ﬁ , x11> aus der Liste £
Bisektiere x/! entlang der langsten Kante in zwei Intervalle 't und y%
fori=1—2do
yh ey
1 < mid(y!)
if () < f then
f f(@)
16sche alle Paare (7y;, x'1) mit der Eigenschaft v; > f aus der Liste £
{diese Intervalle konnen kein Minimum enthalten}
end if
FF| < F (/)
if F < f then
sortiere das Paar (E ! > zuriick in die Liste £ gemafs der Vorschrift in
(3.10)
end if
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3.7 Losen von Intervallgleichungssystemen

fem
end for

end while

Nach Abbruch des Algorithmus wird das Minimum f* von f(x) auf x durch

f<f<f

eingeschlossen. Die Liste £ enthélt dann alle Kandidaten, welche das Minimum
enthalten konnen. Hierbei handelt es sich nicht nur um Intervalle, welche das Mi-
nimum beinhalten, sondern auch um solche, welche geniigend nah am Minimum
liegen, sodass das mithilfe der Intervallarithmetik bestimmte Infimum kleiner als
die globale obere Schranke ist. Diesen unter anderem in [22,47,49] beschriebenen
Effekt bezeichnet man als Clusterproblem. Auch wenn bereits Verfahren zur Re-
duzierung vorgestellt wurden, zum Beispiel die Exclusion-Regions-Methode von
Schichl und Neumaier [82], liegt die Losung dieses Problems in einem aktuellen

Forschungsfeld.

3.7 Losen von Intervallgleichungssystemen

Eine Erweiterung des globalen Optimierungsalgorithmus ist es, die notwendige
Bedingung fiir das Vorliegen eines Minimums zu {iberpriifen. An den Extremstel-
len x* einer Funktion f gilt

%(x*) =0

Unter der Voraussetzung, dass das Minimum von f nicht an den Randpunk-
ten des Startintervalls liegt, konnen alle Intervalle xli verworfen werden, deren
Intervallableitung des Gradienten die Null nicht enthalt, das heifst

0 7£ F/I(xl]-)

Dies bedeutet im Gegenzug aufgrund der Uberschitzung jedoch nicht, dass die

Intervalle, welche
0 e F'I(x") (3.11)

erfiillen, tatsdchlich ein Extremum enthalten. Ist die Gleichung (3.11) nicht er-
fiillt, kann das Intervall x%i verworfen werden. Diesen Test bezeichnet man als

Gradiententest.
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3.7 Losen von Intervallgleichungssystemen

Wenn Gleichung (3.11) erfiillt ist, kann das sogenannte Intervall-Newton-Verfahren
angewandt werden, um das Intervall, welches die Null enthalten kann, zu verklei-

nern.

Im Allgemeinen soll fiir ein System von Gleichungen

82(X
glx) =" ,
gm(x)
zum Beispiel fiir einen Gradienten einer Funktion, die Nullstelle(n) x* mit der
Eigenschaft
g1(x*) =
$(x*) =
gm(x*) = 0

ermittelt werden. Die Herleitung fiir das Intervall-Newton-Verfahren in diesem
Abschnitt folgt dabei der aus [70]. Fiir eine kontinuierlich differenzierbare Funkti-
on f : R — R weifd man aufgrund des Mittelwertsatzes der Differenzialrechnung,

dass fiir

g(x) = gy) +8'(€)(x —y)
ein ¢ zwischen x und y existiert. Gesucht wird nun auf dem Intervall x0 eine
Losung der Gleichung g(x) = 0. Sofern eine Losung existiert, erfiillt sie die
Bedingung

0=28(y)+g () (x-y)

mit y € x0. Hier wird der Einfachheit halber y = ¥ gewahlt. Dann gilt
8(%)
§'(¢)

Hierbei ist von der Stelle ¢ nur bekannt, dass sie zwischen x € x0 und ¥ € x

liegt. Dies lasst sich durch die Bedingung ¢ € x verallgemeinern. Mit der Inter-
vallerweiterung G'! (xD) fiir die Ableitung von g nach x lasst sich das Intervall

durch die Iterationsvorschrift

et = Ik N(xlk) (k=0,1,2,...)
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3.7 Losen von Intervallgleichungssystemen

Intervall X x

x'o 1.0000000 | 4.0000000
xh 1.3749999 | 2.2187500
xh 1.9706756 | 2.0773260
xBs 1.9994967 | 2.0007548

Tabelle 3.1: Verkleinerung des Startintervalls mithilfe des Intervall-Newton-Ver-

fahrens im Beispiel 3.5

mit dem sogenannten Newtonoperator

N (x) =2 - 8(¥)

ST (3.12)

verkleinern. Diese Verbesserung ldsst sich allerdings nur ausfithren, wenn 0 ¢
G'T (x0) gilt.

Beispiel 3.5

Es soll die Nullstelle der Funktion ¢(x) = x*> — 4 auf dem Intervall x0 = [1, 4]
ermittelt werden. Die Ableitung ¢’(x) = 2x kann durch G (x!) = 2x! einge-
schlossen werden. Hieraus bestimmt sich der Newtonoperator zu

¥ —4
V() -
X X 2x1

und die Iterationsvorschrift lautet

()2 — 4
2xk ’

wobei #¥) den Mittelpunkt des Intervalls x’ bezeichnet. Wie Tabelle 3.1 zeigt,

1 = o {f(k) _

wird das Intervall effektiv verringert, ohne die Eigenschaft der Einschlieffung
der Losung x* = 2 zu verlieren. In [69] wird gezeigt, dass das Intervall-Newton-

Verfahren eine quadratische Konvergenz fiir den eindimensionalen Fall besitzt.

Eine weitere wichtige Eigenschaft ist das folgende Theorem:

Theorem 3.1 (Inklusionseigenschaft). Liegt N (x!) vollstindig in x!, das heifit
N (xl ) C x! ,

dann besitzt g(x) auf dem Intervall x! eine eindeutige Nullstelle.
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3.7 Losen von Intervallgleichungssystemen

Der Beweis kann beispielsweise in [9] nachgeschlagen werden.

Fiir den mehrdimensionalen Fall ist die Ermittlung des Newtonoperators nicht
so einfach durchfiihrbar, da es sich in diesem Fall bei G’ (x’) um eine mehrdi-
mensionale Intervallmatrix handelt, von der die Inverse berechnet werden muss,
vergleiche auch [40] und [70]. Eine Moglichkeit ist der sogenannte Krawczykope-
rator [9,20,40,48,70], der wie folgt gebildet wird:

Die Matrix L soll die Inverse von G'! (x'r) approximieren. Ist das zu untersuchende

Intervall nicht weit, kann hierzu beispielsweise

L= (it ()
gewdhlt werden. Dann wird der Krawczykoperator gebildet durch
K(ﬂ):f—LG”uy+u—L)QP—@ , (3.13)

wobei [ die Einheitsmatrix in der Dimension von L darstellt. Die Iterationsvor-

schrift lautet nun

x%ﬁzx%mK(fﬁ (k=0,1,2,..) . (3.14)
Auch fiir den Krawczykoperator gilt die in Theorem 3.1 beschriebene Inklusions-
eigenschaft der Nullstelle.

Als Alternativen zum Krawczyk-Schritt wiren das Gaufs-Seidel-Iterationsver-
fahren [48] oder das Gaufs-Eliminationsverfahren [2] zu nennen. Fiir den Anwen-

dungsfall in dieser Arbeit bringen diese Alternativen jedoch keine Vorteile.
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KAPITEL VIER

Berechnung gesicherter
Einzugsgebiete fiir nichtlineare

Systeme

4.1 Erster algorithmischer Ansatz

Im Folgenden soll nun ein Algorithmus entwickelt werden, um fiir die Losung

der in Kapitel 2.2 hergeleiteten Optimierungsaufgabe

V(x*) = c*
V(x*) = 0
x* £ 0

einschlielende Schranken zu bestimmen. Hierbei es sich wie bei dem in Ka-
pitel 3.6 vorgestellten Optimierungsalgorithmus um einen Branch-and-Bound-
Algorithmus, welcher jedoch grundlegende Unterschiede aufweist. Eine initiale
Intervallbox soll in kleinere Intervallboxen aufgeteilt werden und anhand der
Intervallerweiterung der Ljapunowfunktion V(x) und ihrer zeitlichen Ableitung
V(x) auf diesen Intervallboxen klassifiziert werden. Ziel des Algorithmus ist es,
eine garantierte Einschlieffung fiir c* sowie eine Liste mit Kandidaten fiir x* mit

zu erhalten.

Mithilfe der Intervallerweiterung aus Kapitel 3.5 besteht die Moglichkeit, fiir
eine gegebene Ljapunowfunktion V(x) und ihre zeitliche Ableitung V(x) die
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4.1 Erster algorithmischer Ansatz

Liste £
I I I
E x11 le Xy
I I
E x12 xz2 xilaz
E X{r xér Cen xYIZr

EinschlieSungen
Vi) = [Z,V} (4.1)
und
Vi) = [_V, V} (4.2)
mit den Eigenschaften
V < minV(x), V > maxV(x)
- xexl . xex! (4.3)
V < minV(x), V > maxV(x)
— xex! xex!

zu bestimmen.

Das optimale c* soll bis auf einen maximalen Fehler ¢ bestimmt werden, das heifst

= [C,E} und c—c<e

Weiterhin miissen vor dem Start des Algorithmus initiale Schranken fiir c* gesetzt
werden. Die obere Schranke ¢ kann ohne Beschrankung der Allgemeinheit auf
+oo gesetzt werden. Die initiale untere Schranke ¢ = ¢, ., muss entweder mit einer
bereits bestehenden Methode oder der Abschitzung aus [92] bestimmt werden.
Hilfsweise kann ein sehr kleiner positiver Wert geraten werden, was jedoch bei

einem Wert grofier ¢* zu einem Fehler beim Ablauf des Algorithmus fiihren kann.

Des Weiteren benotigt miissen wéahrend der Laufzeit die zu untersuchenden
Intervalle gespeichert werden. Hierzu bietet sich eine geordnete Liste an, wie sie
in Abbildung 4.1 dargestellt ist, an. Hierzu werden jeweils Tupel bestehend aus
dem Intervall x// und der unteren Schranke von V(x) auf x’ gespeichert, wobei

die Liste nach diesen unteren Schranken aufsteigend sortiert sein soll.
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4.1 Erster algorithmischer Ansatz

@V<c b))V <ec

Abbildung 4.2: Darstellung der Félle V<cundV <

Aufbauend auf dem Algorithmus aus Kapitel 3.6 sollen nun die Bedingungen
herausgearbeitet werden, um ein Intervall als Kandidat fiir die Losung zu klas-
sifizieren oder es zu verwerfen. Hierzu wird zuerst angenommen, dass V(x)
quadratisch ist. Fiir Ljapunowfunktionen hoherer Ordnung wird der Algorithmus

im weiteren Verlauf des Kapitels angepasst werden.

Fiir das zu klassifizierende Intervall x! werden mithilfe der Gleichungen (4.1) und
(4.2) Schranken fiir die Ljapunowfunktion und ihre zeitliche Ableitung auf x!

bestimmt.

Gilt z > coder V < c folgt daraus, dass das Intervall weder die Losung x* bein-
halten kann noch dass die Schranken fiir ¢* verbessert werden konnen. Aus diesem
Grund kann das Intervall verworfen werden. In Abbildung 4.2 sind beispielhaft 2

Intervalle gezeigt, welche in diesem Schritt verworfen werden wiirden.
Gilt z > 0, bedeutet dies, dass das Intervall x! vollstandig im Gebiet
{x e R"|V(x) >0}

liegt, also die Losung x* nicht beinhaltet. In Abbildung 4.3a ist dies fiir ein Bei-
spielintervall illustriert. Bevor das Intervall verworfen werden kann, kann V (x)
am Mittelpunkt X mit

Vin = V(%)

ausgewertet werden. Gilt V;;, < ¢, so kann die obere Schranke fiir ¢* mit
c=Vu

verbessert werden. Wenn das Intervall nicht im vorherigen Schritt verworfen
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I 2 ,
T X2 2 x% .
N =N
4 7,
5 j

i/
—> >
Vir) =
Vizr)=c¢c () =c
@V>0 b)YV <0

Abbildung 4.3: Darstellung der Fille V > 0 und V<0

wurde, muss tiberpriift werden, ob v < 0 gilt, wie es in Abbildung 4.3b illustriert
wird. In diesem Fall kann das Intervall die Losung x* nicht beinhalten und kann
daher verworfen werden. Eine Aktualisierung der Schranken kann daher nicht

durchgefiihrt werden.
Wurde das Intervall nicht verworfen, gilt 0 € V! (xl ), das bedeutet, dass

* I

X ex

gelten kann. Bevor das Paar (V, x! ) zurtick in die Liste sortiert wird, kann even-

tuell noch die obere Schranke verbessert werden. Gelten
V(¥)>0und V(%) <c ,
kann die obere Schranke fiir c* mit
c=Vy=V(?)

aktualisiert werden.

Wenn V; des ersten Elements in der Liste £ grofier als das bisherige ¢ sowie das

initiale C ist, kann die untere Schranke fiir ¢* mit
c=V,

aktualisiert werden. Eine Implementierung dieser Klassifizierung in einem Pseu-
docode findet sich in Anhang A.1.
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4.2 Erweiterungen der Methode

Als Aquivalent zum in Kapitel 3.7 vorgestellten Gradiententest lasst sich der im
vorherigen Abschnitt beschriebene Algorithmus durch die Uberpriifung der La-
grangebedingungen erweitern, um frithzeitig Intervalle aus der Liste entfernen zu
konnen. Wie bereits bei der Losung des Optimierungsproblems mit der Lagrange-
multiplikatorenregel erwédhnt (vergleiche Kapitel 2), erfiillen alle Optimalpunkte

x* die Bedingungen

L(x,A) = V(x)+AV(x)

oL , ., oV, v, .

gy (&) = 5o () F A () =0 @4
g—i (x*,A) = V(x¥) =0

Da nur Intervalle in die Liste £ zurticksortiert werden, fiir welche die Intervaller-

weiterung V! (x) > 0 erfiillt, miissen nur noch 1 Bedingungen

oL aV(x) dV (x) .
X o, + A o, 0, 1 ,...,n (4.5)

tiberpriift werden. Durch Umformulierung von (4.5) erhédlt man

oV
ox; .. oV
9% 9V , 4.
A 7 flr o, # 0 (4.6)
oXx;

Die Idee liegt nun darin, eine neue Intervallvariable M € R einzufiihren, welche
mit den Schranken [ —oo, oo] initialisiert wird. Die Eintrége der Liste £ miissen
entsprechend um die zum Intervall x/ zugehérige neue Variable Al erganzt
werden. Die erweiterte Datenstruktur der Liste ist in Abbildung 4.4 beispielhaft
dargestellt.

Gilt 0 € VI(x!), so kénnen n temporire Variablen Al mit der Gleichung

71
[—o0,+o0]  falls v (x>0
; axi
oV
Ai=9 5o (4.7)
1
——=—— sonst
1% ()
\ axi

41



4.2 Erweiterungen der Methode

Liste £
I I
E xll le .. x,ﬂl )\Il
I I
E x12 x22 P xi{lz )LIZ
E x{r xér o X;I{ /\Ir

Abbildung 4.4: Aufbau der erweiterten Liste £

bestimmt werden. Da A fiir alle Gleichungen (4.5) gleich sein muss, gilt es noch,
den Schnitt der Al mit
Mea =AM N NALNAL,

zu bestimmen. Hierbei bezeichnet Aélt das Intervall A; vor diesem Test. Ist das
Schnittintervall Al nicht leer, wird es zusammen mit (V, x! ) in der Liste £

I

gespeichert. Andernfalls kann x' verworfen werden, da es keine Losung der

Optimierungsaufgabe (2.6) enthalten kann.

Ist das zu klassifizierende Intervall klein, kann der Algorithmus mit einem wei-
teren Test erweitert werden. Hierzu wird nach dem Lagrangetest und vor dem
Zuriicksortieren in die Liste ein Krawczykschritt (3.14) auf die Intervalle x’ und A’
angewandt, mit dem Ziel, entweder das Intervallpaar verwerfen oder verkiirzen

zu konnen. Hierzu muss der Krawczykschritt auf das Gleichungssystem

oV dv
aéf) + A aéf
G(x,A) = : . =0 (4.8)
oV (x dv(x
T 4 A
V (xf)

mit x € x!, A € A angewandt werden.

42



4.3 Anpassungen fiir Lyapunowfunktionen hoherer Ordnung

Die Jacobimatrix von G (x, A) lautet

0%V (x) -|—A82V(x) V(%) +A82V(x) oV (x)
dx10x1 dx10x1 dx10x, dx10x;, 0x1
G (x,A)=| 9*V(x) /\BZV (x) V(v ABZV (x) 9V (x)
0x10x, 0x10x, 0x,,0X, 0X,,0X;, 0x;y,
oV (x) N oV (x) 0
0x1 oxy,
und kann durch
02V (x!) /\IBZV(xI) V() AIBZV(xI) oV (xl)
dx10x1 dx10x1 0x10X, 0x10x, 0x1
G'! <x1,)tl> = | 0?V(x) Alan(xI) V() Alan(xI) oV (x!)
0x10x, dx10xy 0X,,0Xy, 0X,0Xy, 0x;,
oV (xl) - oV (xl) 0
dx1 oxy

auf x’ und A! eingeschlossen werden. Um die Intervallmatrix G’ (x!, A!) durch
eine skalare Matrix L zu approximieren, wird der Mittelpunkt von G’ (x/, A1)

gewdhlt, das heifst, die Approximation der Inversen wird durch

L= (mid (' (¥, /\1)))_1

berechnet. Der Krawczykoperator wird nach Gleichung (3.13) durch

gebildet. Ist der Schnitt von K (xI A ) mit (xl A ) T leer, kann das Intervall verwor-
fen werden. Gilt

xl
K(x',AD ¢ <A1> , (4.10)

liegt im Intervall x! eine Losung der Optimierungsaufgabe (2.6). Diese Eigenschaft
wird im folgenden Abschnitt noch von Nutzen sein, um die Stabilitdtsanalyse mit

nichtquadratischen Ljapunowfunktionen durchfiihren zu kénnen.
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4.3 Anpassungen fiir Lyapunowfunktionen hoherer Ordnung

4.3 Anpassungen fiir Lyapunowfunktionen hoherer

Ordnung

In Abschnitt 4.1 wurde von der Voraussetzung ausgegangen, dass V(x) quadra-
tisch ist. Dies stellt jedoch in vielen Fillen eine erhebliche Einschrankung dar,
da hierdurch die Form des ermittelten Einzugsgebiets auf Kreise und Ellipsen
beschrankt wird. Durch Anpassung der Aktualisierung der oberen Schranke lasst
sich dieses Verfahren jedoch auch auf Ljapunowfunktionen hoherer Ordnung an-
wenden, wodurch auch kompliziertere Einzugsgebiete bestimmt werden kénnen.
Solange mit den Niveaumengen von V(x) ein geschlossenes und zusammen-
hdngendes Gebiet gebildet werden kann, ist es moglich, den in den vorherigen

Abschnitten beschriebenen Algorithmus anzuwenden.

Problematisch wird es jedoch, wenn die Menge {x € R"| V(x) < ¢} aus meh-
reren Teilgebieten besteht. Hierdurch konnen an Punkten in der Menge Y =
{x € R"| V(x) > 0} Werte fiir V(x) auftreten, welche kleiner als der Optimalwert
c* sind. Aus diesem Grund kann die obere Schranke c fiir c* nicht mehr wie im ur-
spriinglichen Algorithmus durch eine Auswertung an einem Punkt in der Menge

Y aktualisiert werden.

Die neue Herangehensweise ist nun, die obere Schranke der Intervallauswertung
Vixl) = [K, V} - also V - als potentielle obere Schranke zu nutzen. Dies ist
jedoch nur dann erlaubt, wenn bekannt ist, dass im entsprechenden Intervall x!
ein Optimalpunkt liegt. Verifiziert werden muss dies mit dem im Abschnitt 4.2
beschriebenen Krawzcykschritt. Nur wenn Gleichung (4.10) erfiillt ist, ist sicherge-

stellt, dass V(x) auf dem Intervall x mindestens den Wert von c¢* annimmt.

Eine Teilmenge des Einzugsgebiets (). wird nach Beendigung des Algorithmus
nicht mehr durch Gleichung (2.2) beschrieben, sondern durch diejenige zusam-

menhédngende Untermenge von
O ={xeR"V(x)<c},c>0 ,
welche den Ursprung enthalt.

Der angepasste Algorithmus lédsst sich auch auf die Stabilitdtsbetrachtung mit
quadratischen Ljapunowfunktionen anwenden. Da die obere Schranke fiir c* nun
deutlich konservativer geschitzt und seltener aktualisiert wird, kann sich die

Laufzeit des angepassten Algorithmus erhohen.
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4.4 Beispiele

Eine Beschreibung des angepassten Algorithmus in Pseudocode ist in Anhang A.2

zu finden.

4.4 Beispiele

Zur Verifikation des in den vorherigen Abschnitten vorgestellten Verfahrens und
zur Beurteilung von dessen Effektivitat wurden die in der Literatur verwendeten
Beispiele mit dem neuen Verfahren nachgerechnet. Hierbei ist der Algorithmus
in MATLAB [91] mithilfe der Toolbox INTLAB [78] implementiert und auf einem
Standard x86-PC ausgefiihrt worden. Die hier dargestellten Ergebnisse sind nach
der siebten Nachkommastelle nach aufien gerundet, das heifst, die untere Schranke

ist ab-, die obere Schranke hingegen aufgerundet.

In den Beispielen 4.1 bis 4.14 werden Einzugsgebiete fiir polynomiale Systeme
mithilfe einer quadratischen Ljapunovfunktion bestimmt, wihrend in den Bei-
spielen 4.15 bis 4.20 Ljapunovfunktionen hoherer Ordnung verwendet werden. In

den Beispielen 4.21 bis 4.25 werden Einzugsgebiete fiir nichtpolynomiale Systeme

ermittelt.
Beispiel 4.1
Es soll das System
fCl = —X1
Xp = —xp+ x%xz

aus [35] mit der Ljapunowfunktion V(x) = x% + x2 betrachtet werden. Mithilfe

der hier vorgestellten Methode konnten die Schranken

= 3.9999999
= 4.0000000

allo

fiir c* ermittelt werden, welche konsistent mit der Losung aus [35] sind. Wie
Abbildung 4.5 ersichtlich ist, bertihren sich die Linien V(x) = ¢ und V(x) =0

nahezu.

Beispiel 4.2

Betrachtet werden soll das System aus [35] mit der Zustandsraumdarstellung

X1 = —x1 -I-X%

XQ = —2x2
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4.4 Beispiele

mit der Ljapunowfunktion V(x) = 0.5 (x2 + x3). In [35] ist als untere Schranke
¢ = 8.81831 angegeben, widhrend mithilfe der hier vorgestellten Methode die

Schranken
= 8.8182996

= 8.8182998

alla

fiir c* bestimmt wurden. Die hier ermittelten Schranken wurden jedoch sowohl
graphisch (vergleiche Abbildung 4.6) als auch mit der Methode von [80] verifiziert,
sodass hier ein Fehler bei der Ermittlung des Ergebnisses in [35] angenommen
werden muss. Es ist davon auszugehen, dass beim verwendeten LMI-Loser nume-

rische Probleme auftraten.

Beispiel 4.3
Das in [35] vorgestellte Beispielsystem

X1 = —2x1+x1x2

Xo = —Xp+Xx1X2

soll mithilfe der Ljapunowfunktion V(x) = x? 4 x3 untersucht werden. Die ermit-

telte EinschlieSung
= 4.0954839
= 4.0954841

allo

ist konsistent mit dem Ergebnis aus [35]. Das resultierende Einzugsgebiet kann

Abbildung 4.7 entnommen werden.

Beispiel 4.4

Das System aus [35] mit der Zustandsraumdarstellung
X1 = —x1+ Zx%xz
562 = —X2
soll mit der Ljapunowfunktion V(x) = 0.33x3 + 0.498x;x, + 0.376x3 untersucht

werden. Mithilfe der ermittelten Schranken

= 0.9961677
= 0.9961679

alla

kann das Einzugsgebiet O, = {x € R?| V(x) < 0.9961677} bestimmt werden.
Aus Abbildung 4.8 kann entnommen werden, dass Q. die Linie V(x) nahezu
bertihrt.
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4.4 Beispiele

Abbildung 4.6: Ermitteltes Einzugsgebiet fiir Beispiel 4.2
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Abbildung 4.8: Ermitteltes Einzugsgebiet fiir Beispiel 4.4
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Beispiel 4.5
Das in [35] vorgestellte Beispielsystem

X1 = —x1+x

X = 01x;—xp—x —0.1x3

soll mithilfe der Ljapunowfunktion V(x) = x? 4 x3 untersucht werden. Die ermit-

telte EinschliefSung
= 7.1114710
= 7.1114711

alla

weist auf ein kleineres c* als die in [35] angegebene untere Schranke ¢ = 7.112889
hin. Wie in Beispiel 4.2 wurde das ermittelte Ergebnis sowohl grap_hisch (siehe
Abbildung 4.9) als mit der Methode aus [80] verifiziert, sodass hier ein Problem
mit dem verwendeten LMI-Loser beim Verfahren von [35] vermutet werden muss.
Man kann in Abbildung 4.9 erkennen, dass die ermittelte untere Schranke fiir c*

ein Einzugsgebiet liefert, welches die Linie V(x) = 0 beinahe bertihrt.

Beispiel 4.6
Das in [35] vorgestellte Beispielsystem

X1 = —x1+x2x§
Xo = —Xp+ Xx1X2

X3 = —X3

soll mithilfe der quadratischen Ljapunowfunktion V(x) = x7 + x3 + x3 untersucht

werden. Die ermittelte Einschlieffung

= 4.9187584
= 4.9187585

allo

bestatigt die in [35] gefundene untere Schranke c= 4.9187584. Das resultierende

Einzugsgebiet kann Abbildung 4.10 entnommen werden.

Beispiel 4.7

Fiir das nichtlineare System aus [36]
= ((x—(S)T(x—(S)—1>x
mit dem Zustandsvektor

T
xz(xl X2 X3 X4 x5> e R’
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Abbildung 4.10: Ermitteltes Einzugsgebiet fiir Beispiel 4.6
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und
T 5
5= (0.2 02 02 02 0.2) R

soll ein Einzugsgebiet mithilfe der Ljapunowfunktion
V(x) =23+ x4+ x5+ x5 +x2
bestimmt werden. Mit den Schranken

= 49187584
= 49187585

alla

kann c* eng eingeschlossen werden.

Beispiel 4.8
Ein Van-der-Pol-Oszillator [50] kann durch die Differenzialgleichungen

X1 = X2

X = —x1—2x(1—2x3)
beschrieben werden. Mit der in [13] gegebenen Ljapunowfunktion
V(x) = x3 + x1x2 + 23
soll nun ein Einzugsgebiet bestimmt werden. Mit der Einschlieffung

= 0.9152361
= 0.9152362

allo

kann das Einzugsgebiet
O = {x c le‘ V(x) < 0.9152361}

bestimmt werden. Die ermittelten Schranken sind hierbei konsistent mit der in [13]
ermittelten unteren Schranke ¢ = 0.915. Das resultierende Einzugsgebiet kann

Abbildung 4.11 entnommen werden.

Beispiel 4.9
In [13] ist ein Rduber-Beute-Modell durch die Systemdifferenzialgleichungen
X = —3x; +4x? — 0.5x1xp — x5

Xo = —2.1xr 4+ x1X

gegeben. Dieses System besitzt die vier Ruhelagen

xR = 0 , xR = 21 , xR = 1 und x® = 5 ,
0 1.98 0 0
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von welchen die ersten beiden asymptotisch stabil sind.

Die Stabilitatsbetrachtung der Ruhelage x®1 mit der Ljapunowfunktion
V(x) = 4x3 4 x1x0 + 23
fiihrt zu der Einschlieffung

= 3.3762171

C
¢ = 33762172 ,

welche konsistent mit der unteren Schranke aus [13] c= 3.376 ist. Wie Abbildung
4.12 entnommen werden kann, beriihrt die Linie V(x) = ¢ nahezu die Linie
V(x) = 0.

Beispiel 4.10
Betrachtet werden soll das Einzugsgebiet der Ruhelage x*2 des Systems aus Bei-
spiel 4.10. Transformiert man das System so, dass die Ruhelage x*? im Ursprung

liegt, erhélt man die Zustandsraumdarstellung

X = —042x; —2.3x7 — 0.5x1x0 — 1.05x, — x3

Xp = x1x2+ 1.98x1
Mithilfe der Ljapunowfunktion
V(x) = 4x3 4+ x1x0 + 23

konnten die Schranken
= 0.0216741

= 0.0216742

alla

eruiert werden. Die in [13] angegebene untere Schranke ¢ = 0.022 ist laut person-
licher Mitteilung des Autors gerundet. Abbildung 4.13 kann entnommen, dass
mit der neuen Methode fiir die gegebene Ljapunowfunktion nahezu das optimale

Einzugsgebiet bestimmt werden.

Beispiel 4.11
In [26] wurde das Einzugsgebiet des Systems

X1 = —x1+ 2x§
Xy = x2—xp+ 3
X3 = —x% — X3
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Abbildung 4.11: Ermitteltes Einzugsgebiet fiir Beispiel 4.8
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Abbildung 4.12: Ermitteltes Einzugsgebiet fiir Beispiel 4.9
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mit der Ljapunowfunktion V(x) = 0.5 (x2 + x3 + x3) betrachtet und das Einzugs-
gebiet

O = {x c ]R3’ V(x) < 0.395}
bestimmt. Mithilfe der bestimmten Schranken

= 0.3950264
= 0.3950265

alla

kann dieses Einzugsgebiet bestatigt beziehungsweise auf das in Abbildung 4.14
dargestellte Einzugsgebiet erweitert werden.

Beispiel 4.12

In [26] wurde das System
fCl = —X1—X1X2
Xo = —Xxp— x%

vorgestellt, fiir welches mit der Ljapunowfunktion V(x) = x% + 2x1x, 4 2x3 ein
Einzugsgebiet bestimmt werden soll. Mit der Methode aus [26] war dies nicht

moglich, mit der neuen Methode kann die Einschlieffung

= 0.5455994
= 0.5455995

allo

ermittelt werden.

Beispiel 4.13

Fiir das nichtlineare System mit der Zustandsraumdarstellung
X1 = —x1+ x%xz
Xy = —2XZ

wird in [58] die Ljapunowfunktion V(x) = (i>2 + (£>2 angegeben, um
1P 2.59 132/ ANBEEEE
das Einzugsgebiet
Q. ={xeR"V(x) <1}
zu bestimmen. Mit dem hier vorgestellten Verfahren konnten die Schranken

= 1.0952614
= 1.0952616

allo

eruiert werden, wodurch sich das Einzugsgebiet
Q. = {x € R"| V(x) < 1.0952614}

ergibt. Wie in Abbildung 4.16 ersichtlich, bertihrt die Linie V(x) = ¢ die Linie
V(x) = 0 nicht.
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Abbildung 4.13: Ermitteltes Einzugsgebiet fiir Beispiel 4.10
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Abbildung 4.14: Ermitteltes Einzugsgebiet fiir Beispiel 4.11
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Abbildung 4.16: Ermitteltes Einzugsgebiet fiir Beispiel 4.13
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Beispiel 4.14
Das sogenannte SIR-Modell beschreibt in der mathematischen Epidemiologie
ein Modell zur Ausbreitung von ansteckenden Krankheiten. In [57] wird das

SIR-Modell mit
S = A—PBSI—dS+cl+6R

I = BSI—rI—dl—al—cl

R = rI—dR-I4R
betrachtet, wobei S die Anzahl der anfélligen (aber gesunden), I die Anzahl der
der reversibel erkrankten und ansteckenden und R die nach Infektion wieder
gesundeten Individuen beschreibt. Die Gesamtpopulation ist N = S + I + R. Die

Konstanten A, ¢, d, r, a,  und ¢ sind hierbei positiv.

MitA =4,c=d=r =a = =6 = 0.5und der Verschiebung der Ruhelage
T
<4 1.6 O,8> in den Ursprung folgt die Zustandsraumdarstellung

X1 = —1.3x7 —1.5xp 4+ 0.5x3 — 0.5x1x7
Xy = 0.83(1 + 0.5X1X2
X3 = 0.5X2 — X3

Bei der Analyse mit der Ljapunowfunktion

(x) = @xz + —64:57x2 + @xz + %x X2 + %x X3+ 19é'tx X
T 47571 7 380072 T 47573 T 475 12 T 47572 T 4yl

konnten die Schranken fiir ¢* zu

= 2.6094420
= 2.6094421

allo

bestimmt werden, womit welche konsistent mit der in [57] ermittelten unteren
Schranke ¢ = 2.6094 sind. Das entsprechende Einzugsgebiet kann Abbildung 4.17

entnommen werden.

Beispiel 4.15
Das System aus [16,35,90] mit der Zustandsraumdarstellung

X1 = —x1+2x%x7_

Xo = —Xp
soll mit der Ljapunowfunktion vom Grad m = 4

V(x) = 0.2991x7 + 0.06027x3x, + 0.4513x;x;
+0.003036x7x3 4 0.04548x3x3 + 0.34079x3
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betrachtet werden. Wahrend in [35] die untere Schranke zu c= 0.450 bestimmt

wurde, konnten mit dem neuen Verfahren die Schranken

= 0.4647959
= 0.4647960

alla

ermittelt werden. Das Einzugsgebiet ist nun das zusammenhéingende Gebiet von
QF = {x € 1122‘ V(x) < 0.4647959} ,

welches den Ursprung enthilt. Dieses kann auch Abbildung 4.18 entnommen

werden.
Beispiel 4.16
Fiir das System
X1 = X2
Xy = —2x1—3x+ x3x;

wurde in [35] mit der Ljapunowfunktion
V(x) = 2.333x% + 1.353x1x2 + 0.1152x3 x5 + 0.4306x3 4 0.092x3x3 + 0.00509x7x3

das Gebiet
Qf = {x € IRZ‘ V(x) < 6.680}

als Untermenge des exakten Einzugsgebiets bestimmt. Mithilfe der in dieser Arbeit

vorgestellten Methode konnte die Einschlieffung

= 7.9296479
= 7.9296480

allo

bestimmt werden, was zum in Abbildung 4.19 dargestellten Gebiet
Of = {x € ]R2’ V(x) < 7.9296479}
fiihrt.

Beispiel 4.17
Das Einzugsgebiet der Ruhelage im Ursprung des Systems

X1 = X

Xo = —2x1—3xp+ x%xz
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1

T2

Abbildung 4.18: Ermitteltes Einzugsgebiet fiir Beispiel 4.15
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soll mit der Ljapunowfunktion

V(x) = 1.398x1xp +2.173 x 10 3x3x; — 8.5276 x 10 3x1x3
—1.326 x 107°x3x3 + 3.816x7 + .011785x7 + 0.3774x3
+4.7097 x 1073x4 +9.0992 x 100§ + 1.46952 x 10~°x$

analysiert werden. In [35] wurde die untere Schranke fiir c* zu
5.848 < ¢*

bestimmt. Diese untere Schranke kann mit der neuen Methode und der Einschlie-

lung
= 7.5608322
= 7.5608323

allo

verbessert werden. Hieraus folgt das in Abbildung 4.20 dargestellte Einzugsgebiet.

Beispiel 4.18

Fiir das System
X1 = —2x1+x2+x§+xg
Xp = —X1—Xp— x%x%

soll mit der Ljapunowfunktion

V(x) = 1.3637x3 +0.31873x% + 0.14717x1x, + 0.0989x3x, + 0.11578x1x3
+0.40147x3x5 + 0.004794x3x5 + 0.029774x7x5 + 0.011599x3x5
+0.01159x3x5 + 0.02296x3x3 + 0.011481x2° + 0.011481x$
+0.115782x7 + 0.098905x5

eine garantierte Untermenge des Einzugsgebiets bestimmt werden. Mit der Me-
thode aus [35] konnte die untere Schranke fiir c=0992 ermittelt werden, welche

mit der neuen Methode auf

= 1.2549328
= 1.2549329

allo

verbessert werden konnte. Das ermittelte Einzugsgebiet kann der Abbildung 4.21

entnommen werden.

Beispiel 4.19
Das System
X1 = X2

X = —x1—x(1—2x3)
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Abbildung 4.20: Ermitteltes Einzugsgebiet fiir Beispiel 4.17
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wurde bereits in Beispiel 4.8 mit einer quadratischen Ljapunowfunktion betrachtet.

Nun soll die folgende Ljapunowfunktion vom Grad m = 4 verwendet werden:
V(x) = x3 4+ x120 + X3+ x] + X355 + x5

In [13] konnte eine untere Schranke c = 3.047 ermittelt werden, mit dem hier

vorgestellten Verfahren kann dieses Ergebnis mithilfe der berechneten Schranken

= 3.0470403
= 3.0470404

allo

verifiziert werden. Das resultierende Einzugsgebiet kann Abbildung 4.22 entnom-

men werden.

Beispiel 4.20

Fiir das System mit der Zustandsraumdarstellung
X1 = x% — 2X1
X = 3xq xg — X7

aus [26] soll mit der Ljapunowfunktion V(x) = x} + x3 ein Einzugsgebiet be-
stimmt werden. Wahrend fiir die Methode [26] der Aufwand zu grofs ist, kann mit

dem hier vorgestellten Verfahren die EinschlieSung

= 0.8211190
= 0.8211191

alla

tiir ¢* bestimmt werden. Hieraus folgt das in Abbildung 4.23 dargestellte Einzugs-

gebiet.
Beispiel 4.21
In [11] wird
X1 = X
Xy = —xp—sin(xq)

als Beschreibung der Systemdynamik eines einfachen Pendels angenommen. Mit
der Ljapunowfunktion V (x) = 4x% + 2x1x, + 3x5 kénnen mit der in dieser Arbeit

prasentierten Methode die Schranken

= 23.0071867
= 23.0071868

alla

bestimmt werden, womit die untere Schranke aus [11], c= 22.94, verbessert wird.
Wie in Abbildung 4.24 beriihrt die Linie V(x) = ¢ nahezu die Linie V(x) = 0.
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24 -3 2 1 0 1 2 3 4

X1

Abbildung 4.22: Ermitteltes Einzugsgebiet fiir Beispiel 4.19
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Abbildung 4.24: Ermitteltes Einzugsgebiet fiir Beispiel 4.21

64



4.4 Beispiele

Beispiel 4.22
Fiir das System

%1 = —0.25x +In(1+ xp)
Xy = —0.2753(1 — O.ZX1X2 + (0.125961 — XZ) COS Xq

soll fiir die Ruhelage im Ursprung ein Einzugsgebiet mit der Ljapunowfunktion
V(x) = x4+ 23
bestimmt werden. Mit der hier vorgestellten Methode kénnen die Schranken

= 0.2737075
= 0.2737076

alla

ermittelt werden, welche das optimale c* enger einschliefien als die in [11] ermit-
telte untere Schranke ¢ = 0.2606. Das resultierende Einzugsgebiet kann Abbildung

4.25 entnommen werden.

Beispiel 4.23

Das System
¥ = 1+4x3+0.125x3 — exp(xy)
X2 = —X2—2X3
X3 = —xp —2x3—0.5x7

soll mit der quadratischen Ljapunowfunktion
V(x) =3+ x5 + 23

betrachtet werden. Mithilfe der berechneten Schranken

= 2.6613837
= 2.6613839

allo

kann das in Abbildung 4.26 dargestellte Einzugsgebiet
O = {x c ]R?" V(x) < 2.6613839}

bestimmt werden. Die hier bestimmte untere Schranke fiir c* ist enger als das
in [11] ermittelte ¢ = 2.655.

Beispiel 4.24
In [12] wird das System

X1 = —x1+x2+05(exp(x1) —1)
Xp = —X1— X+ X1X2 + X1 COS X1
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4.4 Beispiele

Abbildung 4.25: Ermitteltes Einzugsgebiet fiir Beispiel 4.22

2 V(z)=c

!

-1.5

—2 \
2 .

-1
T2 -2 -2
1

Abbildung 4.26: Ermitteltes Einzugsgebiet fiir Beispiel 4.23
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mit der Ljapunowfunktion
V(x) =x3+x3
betrachtet. Das in [12] ermittelte c = 0.3210 konnte anhand der mit der neuen

Methode berechneten Schranken

= 0.3210740
= 0.3210741

alla

verifiziert werden.
Das resultierende Einzugsgebiet kann Abbildung 4.27 entnommen werden.

Beispiel 4.25
Die Systemdynamik eines Rotationspendels in [12] wird beschrieben durch die

Differenzialgleichungen

X1 = X

Xp = —0.2xp 4+ 0.81sin x1 cos x1 — sin xq
Mit der quadratischen Ljapunowfunktion
V(x) = x3 4+ x1xp + 423
wird in [12] die Menge
Q. ={xeR"V(x) <0.6990}
als gesichertes Einzugsgebiet bestimmt. Mit den ermittelten Schranken

= 0.6992996
= 0.6992998

allo

kann das Einzugsgebiet auf
O = {x c le‘ V(x) < 0.6992996}
vergroflert werden. Dieses Gebiet ist auch in Abbildung 4.28 dargestellt.
Zum schnellen Nachschlagen sind die fiir die Beispiele 4.1 bis 4.25 mit der neuen

Methode bestimmten Schranken in den Tabellen 4.1 bis 4.5 die untere Schranke

der jeweiligen kompetitiven Methode gegeniibergestellt.

Beim Vergleich féllt auf, dass die Ergebnisse mit Ausnahme der Beispiele 4.2

und 4.5 die mit den kompetitiven Methoden ermittelten Schranken mindestens
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4.4 Beispiele

Abbildung 4.28: Ermitteltes Einzugsgebiet fiir Beispiel 4.25
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bestdtigt und zum Teil wie Fall der Beispiele 4.13, 4.15, 4.21, 4.22, 4.23 und 4.25
leicht und im Falle der Beispiele 4.16, 4.17 sowie 4.18 sogar deutlich verbessert

werden.

Bei der Betrachtung der Beispiele 4.2 und 4.5 konnte nachgewiesen werden, dass
die mit der Methode aus [35] ermittelten unteren Schranken zu grof sind, woraus
ein Gebiet als Einzugsgebiet angegeben wird, welches im schlimmsten Fall Punkte
enthilt, welche nicht zum tatsdchlichen Einzugsgebiet gehoren. Das Problem liegt
hier nicht an der Methode selbst, sondern wahrscheinlich an der numerischen In-
stabilitdt des verwendeten LMI-Losers. Da die meisten Verfahren zur Bestimmung
von Einzugsgebieten auf LMI-Loser zuriickgreifen, kann bei diesen Verfahren
nicht ausgeschlossen werden, dass diese eventuell ebenfalls zu grofse Gebiete
liefern. Der hier vorgestellte Algorithmus weist diese Problematik hingegen nicht

auf.
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Beispiel | System Benchmark neue Methode
L1 X = —x142x3x ¢ = 0.450 c = 04647959
X = —x [35, Bsp. 8] c = 04647960
116 X = x ¢ = 6.680 ¢ = 7.9296479
X = —2x1—3x+ %31, [35, Bsp. 9] c = 7.9296480
L1 B = 4xp+x] c =5.848 ¢ = 75608322
X = —12x; — 16x; — 4x3 [35,Bsp.10] | ¢ 7.5608323
118 X = 20 +x+x+x c=0992 c = 1.2549328
Xy = —x1— X3 —x3%5 [35 Bsp.12] | ¢ 1.2549329
419 X1 = Xp E:3.047 c 3.0470403
X = —x1—x(1—x3) [13,Bsp.44] | ¢ 3.0470404
Y o= x3—2x c 0.8211190
4.20 _ [26, Bsp. 6.14] | =
X = 3x1x§—x2 ¢ = 0.8211191

Tabelle 4.3: Berechnung von Einzugsgebieten fiir polynomiale Systeme mit Ljapu-

nowfunktionen hoherer Ordnung

Beispiel | Ljapunowfunktion

115 0.2991x7 + 0.06027x3 x5 + 0.4513x7x + 0.003036x7 x5
+0.04548x2x3 + 0.34079x3

116 2.333x% + 1.353x1x + 0.1152x1.3x; + 0.4306x3 + 0.092x3x3
+0.00509x7x3
1.398x1x2 + 0.002173x3x, — 0.0085276x1 x5 — 0.00001326x3x3

4.17 3.816x7 + 0.011785x] + 0.3774x3 + 0.0047097x5 + 0.0000090992x¢
+0.0000146952x5
1.3637x3 + 0.31873x2 + 0.14717x1x + 0.0989x3 x5 + 0.11578x71 x5

418 +0.40147x3x3 4 0.004794x3x3 4 0.029774x7x5 4 0.011599x7x3
+0.01159x3x3 + 0.02296x3x5 + 0.011481x30 + 0.011481x%
+0.115782x7 + 0.098905x5

4.19 x4 x1xp + X3 + xf + x3xd + x5

4.20 X7+ X3

Tabelle 4.4: Ljapunowfunktionen fiir die Beispiele aus Tabelle 4.3
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KAPITEL FUNF

Parallelisierung

5.1 Einleitung

Moderne Rechner verfiigen bis auf wenige Ausnahmen meistens tiber mehrere
Rechenkerne, selbst in moderne Smartphones halten Doppelkernprozessoren Ein-
zug. Der Vorteil liegt hierbei darin, dass mehrere Aufgaben zeitgleich ausgefiihrt
werden konnen, allerdings auch - sofern die Aufgabenstellung hierfiir ausgelegt
ist - eine Aufgabenstellung aufgeteilt auf mehreren Kernen berechnet werden

kann. Hierbei teilen sich mehrere Kerne Arbeitsspeicher und Peripherie.

Eine weitere Moglichkeit, eine Aufgabe zu verteilen, ist es, Teilaufgaben auf meh-
reren getrennten Rechnern - im Folgenden Rechnerknoten genannt - zu berechnen.
Hierbei verfligen die getrennten einzelnen Rechner iiber eigenen Arbeitsspeicher

und kommunizieren untereinander iiber ein Netzwerk.

Durch die Kommunikation und die Teilung von Arbeitsspeicher und Periphe-
rie geht Rechenzeit verloren, sodass die Ausfiihrungsgeschwindigkeit nicht mit
der Anzahl der Rechenkerne bzw. Parallelrechner linear ansteigt. Bei schlecht
parallelisierbaren Aufgabenstellungen kann die Parallelisierung sogar zu einer
Erhohung der Laufzeit fithren. Theoretische Betrachtungen zur Parallelisierbar-
keit von Algorithmen wurden beispielsweise von Amdahl [5] und Gustafson [34]
durchgefiihrt, allerdings werden gewisse Effekte, welche zu einer Beschleunigung
oder Verlangsamung des zu parallelisierenden Codes fithren konnen, hierbei nicht
berticksichtigt, sodass allgemeine Aussagen zu dieser Thematik nicht zu treffen

sind.
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5.2 Umsetzung

e-Kern-CPU

ListenVerwaltung: Verteilung der Liste £

Algorithmus Algorithmus cee Algorithmus
Thread 1 Thread 2 Thread e

SchrankenVerwaltung: Austausch der
Schranken zwischen den Threads

Abbildung 5.1: Architektur der Parallelisierung auf einer CPU mit e Kernen

In Zusammenarbeit mit Mayer [64,65] wurde untersucht, inwieweit der in Kapitel

4 vorgestellte Algorithmus von der Parallelisierung profitiert.

5.2 Umsetzung

Da der in Kapitel 4 vorgestellte Algorithmus seriell abgearbeitet wird, miissen
zur Parallelisierung Anpassungen vorgenommen werden. In [18] werden zwei
Arten beschrieben, wie ein Branch-and-Bound-Algorithmus parallelisiert werden
kann. Zum Einen kann die komplette Datenstruktur parallelisiert werden, sodass
samtliche Funktionen auf allen Rechnerknoten ausgefiihrt werden. Die andere
Moglichkeit liegt darin, die Testaufgaben auf die einzelnen Rechnerknoten zu
verteilen. Hier miissten nur die Grenzen und bei Bedarf Listen ausgetauscht

werden.

Im Folgenden wird der zweite Ansatz weiterverfolgt. Zuerst soll die die Paralleli-
sierung auf einem Knoten mit e Kernen betrachtet werden. Wie in Abbildung 5.1
ersichtlich, laufen auf den einzelnen Kernen Threads mit Teilaufgaben, welche
untereinander iiber zwei separate Datenstrukturen die Schranken (Schranken-
Verwaltung) sowie Listen (ListenVerwaltung) austauschen. Da diese Struk-
turen im Speicher liegen, auf welche alle Threads zugreifen konnen, muss hierfiir
ein Mutex [89] beziehungsweise wechselseitiger Ausschluss verwendet werden.

Alle Threads sollen, wie Abbildung 5.2 zu entnehmen ist, nun eine eigene Liste

75



5.2 Umsetzung

A Thread 1 Thread 2 Thread 3 Thread m
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Threads mit eigenen Listen

Abbildung 5.2: Verwaltung von parallelen Listen

verwalten, welche jeweils Teil der Gesamtliste £ sind. Lauft die Liste innerhalb
eines Threads leer oder werden die Schranken aktualisiert, muss auf die ent-
sprechende Datenstruktur zugegriffen werden, um entweder eine neue Teilliste
anzufordern oder die anderen Threads tiber die aktualisierten Schranken zu infor-
mieren. Gleichzeitig miissen die Schranken regelméfiig ausgelesen werden, um

die Liste gegebenenfalls verkleinern zu konnen.

Um nun mehrere Rechner iiber ein Kommunikationsnetzwerk zu verbinden, wird
eine Struktur verwendet, wie sie in Abbildung 5.3 dargestellt wird. Der Kommu-
nikationsthread in den jeweiligen Rechnerknoten nutzt die MPI-Schnittstelle [32],
um die Schranken und Listen zwischen den Rechnerknoten auszutauschen. Bei
der Ausfiihrung ist zu unterscheiden, ob der Kommunikationsthread einem sepa-
raten Kern des Knotens zugewiesen wird oder ob er auf einem der Kerne, welche
bereits eine Teilaufgabe berechnen, ausgefiihrt wird. Im ersten Fall stehen nur
e — 1 Threads zur Berechnung des Teilproblems zur Verfiigung, allerdings bremst
der Rechenaufwand des Kommunikationsprozesses nicht die Berechnung der
Teilaufgabe aus und umgekehrt. Allerdings ist der entsprechende Kern, solange
keine Kommunikation erfolgt, nicht ausgelastet. Im zweiten Fall sind alle Kerne
vollstandig ausgelastet, allerdings konkurriert der Kommunikationsthread mit ei-
nem der Threads zur Losung der Teilaufgabe. Im weiteren Verlauf wird untersucht

werden, inwieweit sich dies auf den Speedup auswirkt.
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5.3 Effizienzbetrachtung

Iteration 1 Iteration 3
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Iteration 2 Iteration 4

Abbildung 5.4: Zwei-Listen-Konzept

Der in dieser Arbeit prasentierte Algorithmus nimmt eine Tiefensuche bei der Su-
che des Optimums vor. Das heifst, es wird versucht, die Auswertung des Intervalls
mit der niedrigsten unteren Schranke fiir V(x) zu verbessern. Durch die dadurch
auftretenden hdufigen Aktualisierungen der Schranken wird viel Rechenzeit fiir

den Austausch der Schranken verwendet.

Fiir die Implementierung wurde nun ein Zwei-Listen-Konzept gewdhlt, wie es
in Abbildung 5.4 dargestellt ist. Das Startintervall ist in der Liste £; gespeichert
und wird dort im ersten Schritt entnommen. Alle zuriickzusortierenden Listen
werden nun solange in die Liste £, geschrieben, bis die Liste £; leer ist. Danach
werden die Intervalle solange der Liste £, entnommen, bisektiert und in Liste
L, zuriickgeschrieben, bis £ leer ist. Durch Wiederholung dieser Schritte wird
eine Breitensuche vorgenommen, mit dem Ziel, weniger Aktualisierungen der
Schranken vornehmen zu miissen und trotzdem gleichzeitig die Listengrofie in

jedem Thread tiberschaubar zu halten.

5.3 Effizienzbetrachtung

Zu dem Zweck, die Effizienz der Parallelisierung in den Blick zu nehmen, wur-
de von Mayer das Konzept aus Abschnitt 5.2 auf einem Parallelrechner-System
implementiert. Dieses bestand aus einem Server mit AMD Phenom II X4 905E
Prozessor mit 4 Rechenkernen in einem Prozessor und 6 GB Arbeitsspeicher sowie
3 Clients mit dem gleichen Prozessor und 4 GB Arbeitsspeicher. Die einzelnen
Rechnerknoten wurden {iiber ein Gigabit-Ethernet-Netzwerk miteinander ver-
bunden. Als Betriebssystem wurde OpenSuSE 11.2 [87] in der 64-Bit-Version
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5.3 Effizienzbetrachtung

Knoten Threads durchschnittliche | Standardabwei- S Smax
pro Knoten Laufzeit [s] chung (rel. Fehler)
1 1 2859.16 82.86 (2,9%) 1 1
1 3 1038.69 67.42 (6,5%) 2.75 3
1 4 918.41 69.75 (7,6%) 3.11 4
2 3 491.45 45.95 (9,3%) 5.82 6
2 4 443.24 98.33 (22,2%) 6.45 8
3 3 343.05 42.09 (12,3%) 8.33 9
3 4 293.26 37.22 (12,7%) 975 | 12
4 3 282.53 78.44 (27,8%) 1012 | 12
4 4 242.65 31.63 (13,0%) 11.78 | 16

Tabelle 5.1: Laufzeiten fiir verschiedene Konfigurationen

ausgewdhlt und der Algorithmus in Ot /C++ implementiert. Fiir die Intervalla-
rithmetik wurde £ilib++ [55] verwendet. Um Ableitungen der Ljapunowfunk-
tion und der zeitlichen Ableitungen schnell und effizient zu bestimmen, wurde
die automatische Differenziation [31] mithilfe von FADBAD++ [85] utilisiert. Zur
Verwaltung von Threads auf einem Knoten wurde mit QThreads aus der Qt-
Klassenbibliothek [67,74] fiir C++ verwendet, die MPI-Schnittstelle wurde durch
MPICH2 [6,33] realisiert.

Der Speedup S der Parallelisierung ist definiert durch den Quotienten aus der
Laufzeit des parallelen und des seriellen Algorithmus, das heifst,
_ Hp)
S:= (1)’
wobei t(p) hier die Laufzeit des Algorithmus mit insgesamt p Threads beschreibt.
Mit Smax soll der theoretische Speedup bezeichnet werden, welcher sich aus dem
Produkt aus der Anzahl der Verfiigung stehenden Rechenknoten 4 und der Anzahl

der fiir die Rechnung zur Verfiigung stehenden Threads pro Knoten (entweder e

oder e — 1) berechnet.

Zur Analyse wurde mit Beispiel 4.7 ein moglichst komplexes Beispiel ausgewdahlt
und insgesamt 100-fach ausgefiihrt. Gemittelt wurde eine Laufzeit #(1) = 2859.16
Sekunden gemessen, wobei die Standardabweichung 82.86 Sekunden betrégt.
Danach wurden fiir verschiedene Konfigurationen jeweils 100 Messungen durch-

gefiihrt; deren Ergebnisse sind Tabelle 5.1 zu entnehmen. Hierbei haben Konfigura-
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5.3 Effizienzbetrachtung

Speedup

o realer Speedup S

-o- theor. Speedup Smax

0 T T T T T T 1
0 2 4 6 8 10 12 14

Anzahl der zur Verfiigung stehenden Kerne

Abbildung 5.5: Konfiguration mit 3 Threads pro 4-Kern-Prozessor

tionen mit jeweils drei Threads pro Kern einen separaten Kommunikationsthread
pro Knoten, wahrend sich in Konfigurationen mit vier Threads pro Kern der

Kommunikationsthread die Rechenzeit mit den Algorithmus-Threads teilt.

Es féllt auf, dass Konfigurationen mit zusétzlichen Thread pro Kern, welcher sich
Ressourcen mit dem Kommunikationsthread teilt, die Aufgabenstellung schneller
l6sen, als dies Konfigurationen mit separatem Kommunikationsthread leisten
konnen. Allerdings ldsst sich auch erkennen, dass der reale Speedup in diesen
Konfigurationen schlechter ist als der theoretische. Insgesamt ist festzuhalten, dass
es bei der gegebenen Aufgabenstellung und Rechnerkonfiguration sinnvoller ist,
alle vorhandenen Kerne zum Losen der Aufgabenstellung zu nutzen. Fiir Kon-
tigurationen mit deutlich groflerer Anzahl von Threads muss diese Betrachtung

allerdings erneut durchgefiihrt werden.

In den Abbildungen 5.5 und 5.6 ist der jeweilige Speedup fiir beide Konfigura-
tionsklassen mit steigender Anzahl von Threads aufgezeichnet. In beiden Konfi-
gurationen sieht man, dass erwartungsgemaf} mit steigender Anzahl von Threads

der Abstand des realen Speedups zum theoretischen Speedup grofier wird.
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o realer Speedup S

-o- theor. Speedup Smax

O T T T T T T T T 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Anzahl der zur Verfiigung stehenden Kerne

Abbildung 5.6: Konfiguration mit 4 Threads pro 4-Kern-Prozessor

81



KAPITEL SECHS

Zusammenfassung und Ausblick

Die Untersuchung der Stabilitit eines dynamischen Systems stellt eine wichtige
Aufgabe in der Systemanalyse dar. Bei nichtlinearen Systemen ist der erste Schritt,
herauszufinden, ob das System tiberhaupt stabil im Sinne von Ljapunow ist. Wenn
das zu untersuchende System diese Eigenschaft besitzt, interessiert man sich fiir
das Einzugsgebiet, ein Gebiet von Zustdnden, in welche das System ausgelenkt

werden kann, sodass die Systemtrajektorien in die Ruhelage einlaufen.

Mit Hilfe der Niveaumengen einer sogenannten Ljapunowfunktion ist ein Teil-
gebiet des exakten Einzugsgebiets algebraisch angebbar. Das Problem besteht
hierbei darin, den maximalen Funktionswert c¢* dieser Ljapunowfunktion anzuge-
ben, sodass das durch die Niveaumengen beschrdnkte Gebiet ein Teilgebiet des

Einzugsgebiets ist.

Zur Losung dieser Problemstellung wurde in dieser Arbeit ein Algorithmus vor-
gestellt, der im Gegensatz zu den existierenden Methoden einen neuen Ansatz
verfolgt. Anstatt die Aufgabenstellung in die Losung einer linearen Matrixun-
gleichung zu {iiberfiihren oder Transformationen der verwendeten Funktionen
vornehmen zu miissen, nutzt der Algorithmus die Intervallarithmetik, um Schran-
ken fiir die Ljapunowfunktion und ihre zeitliche Ableitung zu bestimmen. Als
angenehmer Nebeneffekt ist dieses Verfahren bei sorgfaltiger Implementierung
robust gegeniiber Rundungsfehlern. Da das Verfahren neben der unteren Schranke
fiir den gesuchten Wert c* auch eine obere Schranke liefert, kann wéahrend der

Laufzeit eine Aussage tiber die Qualitdt der unteren Schranke getroffen werden.
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Zur Nutzung der Intervallarithmetik stehen Toolboxen bzw. Bibliotheken fiir zahl-
reiche Programmiersprachen zur Verfiigung. Im Rahmen der Forschung zu dieser
Arbeit wurden zwei dieser Implementierungen, ndmlich INTLAB fiir MATLAB
sowie FILIB++ fiir C++, ausgiebig genutzt, um das neue Verfahren zu imple-
mentieren. Zur Evaluation ist eine umfangreiche Literaturrecherche durchgefiihrt
worden, mit dem Ziel, das Verfahren an einer Vielzahl von Beispielen zu testen.
Hierbei konnten mindestens die Ergebnisse der existierenden Verfahren bestatigt
werden, meistens konnten diese sogar verbessert werden. In zwei Féllen wurde
festgestellt, dass das kompetitive, auf der Losung von LMI basierende Verfahren

ein minimal zu grofies Einzugsgebiet liefert.

Da der Rechenaufwand mit der Anzahl der Zustdnde exponentiell ansteigt, wurde
eine Untersuchung der Parallelisierbarkeit des Algorithmus durchgefiihrt, um
die Rechengeschwindigkeit zu erh6hen und dadurch diesen Effekt abzumildern.
Die Parallelisierbarkeit wurde am Literaturbeispiel mit der hochsten Anzahl von
Systemzustdanden (n = 5) verifiziert. Hierbei konnte eine deutliche Verkiirzung

der Programmlaufzeit festgestellt werden.

Mit dem vorgestellten Algorithmus lédsst sich eine umfangreiche Klasse von nicht-
linearen Systemen auf ihre Stabilitdat untersuchen. Allerdings sind aufgrund der
Einschrankungen der Intervallarithmetik bei der Division mit Intervallen, welche
die Null enthalten, keine Systeme mit rationalen Funktionstermen in der Sys-
temdifferenzialgleichung oder der Ljapunowfunktion betrachtbar. Dies betrifft
nicht nur Intervalle, welche mindestens eine Singularitit des rationalen Funktions-
terms beinhalten, sondern aufgrund der Uberschitzung auch weitere Intervalle.
Trotz zahlreicher Uberlegungen wurde fiir dieses Problem noch keine anwendba-
re Losung gefunden. Vanelli und Vidysagar beweisen in [99] die Existenz einer
sogenannten maximalen Ljapunowfunktion, welche allerdings nur schwer zu
tinden. Diese Funktionen kénnen jedoch durch rationale Funktionen approximiert
werden, welche selbst auch wieder Ljapunowfunktionen sind. Hachicho nutzt in
seiner Dissertation [35] Funktionen dieser Art aus, um ein grofieres Einzugsge-
biet zu bestimmen. Aufgrund der dadurch entstehenden Moglichkeiten ist eine
Erweiterung des hier vorgestellten Verfahrens hinsichtlich rationaler Funktionen

anzustreben.

Das hier dargestellte und begriindete Verfahren setzt voraus, dass es sich bei dem

zu analysierenden System um ein autonomes System handelt, was voraussetzt,
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dass der Regler des Systems schon entworfen und in der Systemdifferenzialglei-
chung berticksichtigt wurde. Kommende Verfahren werden jedoch die Betrach-
tung von Einzugsgebieten nicht nur zur Stabilitdtsanalyse, sondern auch zur
Reglersynthese nutzen. Ziel ist es hierbei, den Regler zu ermitteln, der das grofite
Einzugsgebiet eines nichtlinearen Systems garantiert. Dies ist jedoch nicht ein-
fach umzusetzen. Fiir Erweiterungen dieses Verfahrens sollte untersucht werden,

inwieweit der Reglerentwurf mit aufgenommen werden kann.
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ANHANG EINS

Algorithmen

A.1 Stabilitdtsanalyse mit quadratischen Ljapunow-

funktionen

1: {Initialisierung von c, c}

2 |V, V] < Vi)

3: L+ (V, innit)

4: while E_— c >edo

5:  Entferne das erste Paar (K L x11> aus der Liste £
6:  Bisektiere x1 entlang der lingsten Kante in zwei Intervalle y't und y
7. fori=1—2do

8: xl  yli

9: X < mid(x7)
10: [K, V} — VI
11: [V,ﬂ — VI(xl)
12: if V> corV < cthen
13: {_Verwerfe Inte;vall}
14: else if V>0 then
15: Vi < V (%)
16: if V,, < c then
17: c=Vy
18: end if
19: {Intervall x! kann verworfen werden}
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A.2 Stabilitdtsanalyse mit Ljapunowfunktionen hoherer Ordnung

20: else if V < 0 then

21: {Intervall x! kann verworfen werden)}
22: else

23: if V (¥) > 0 then

24: Vin < V (%)

25: if V,, < c then

26: c=Vpy

27 end if

28: end if

29: sortiere Paar (K, xl ) zurick in £
30: end if

31: if Kl > max (E, ,t) then

32 c=V,

33: end if

34: end for
35: end while

A.2 Stabilititsanalyse mit Ljapunowfunktionen héhe-

rer Ordnung

1: {Initialisierung von ¢, c}

2 |V, V] Vi)

3 Al < [0, 0]

s L (VA7)

5 whilec—ngdo

6:  Entferne ersten Eintrag (K L xl, A11> aus der Liste £
7. Bisektiere x! entlang der lingsten Kante in zwei Intervalle y't und y"
8 fori=1—2do

9: x! yli
10: Al Ah
11: ¥ < mid(x”)
12: [K, V} — VI(xh)
13; [V,ﬂ — Vi)
14: if_‘_/' > corV < cthen
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A.2 Stabilitdtsanalyse mit Ljapunowfunktionen hoherer Ordnung

15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:
31:
32:
33:
34:
35:
36:
37:
38:

{Verwerfe Intervall}
else if V>0 then
Vi < V (%)
{Intervall x! kann verworfen werden}
else if V < 0 then
{Intervall x! kann verworfen werden)}
else
(acfnea, Alnew) «— Krawzykschritt (x!, AT)
if xnew = @ or Afnew = @ then
{Intervall x! kann verworfen werden)}
else
if xfmew © x! and Amew © AT then
[K,V} V()

if V < c then
c=v
end if
end if
sortiere (Z, xIHQU,/\I“eu> zurick in £
end if
end if
if Kl > max (E ,nit) then
c=V,
end if

end for

39: end while
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