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Geleitwort

Die Funktionalanalysis gehort zweifellos zu den Schliisseldisziplinen der modernen
Mathematik und hat einen zentralen Beitrag zu deren Ausprigung in der ersten
Halfte des 20. Jahrhunderts geleistet. Bei diesen Entwicklungen haben wiederum
Begriffe rund um die Idee von “Dualitét” eine zentrale und faszinierende Rolle
gespielt, da sie einerseits die Entwicklung der Funktionalanalysis selbst stark be-
einflusst haben, andererseits aus der Funktionalanalysis bedeutende Impulse fiir
mogliche mathematische Prézisierungen dieser Idee (iiber die klassische Dualitét
in der Geometrie des 19. Jahrhunderts hinaus) kamen.

Gemeinsam mit meinem Mitherausgeber Gregor Nickel freue ich mich daher sehr,
mit der vorliegenden Monographie von Alessa Waldvogel unseren Leserinnen und
Lesern die erste detaillierte mathematikhistorische Untersuchung dieser Entwick-
lungen unterbreiten zu konnen. Die Arbeit ist entstanden als Dissertation an der
Bergischen Universitdt Wuppertal im Rahmen des 2016-2019 von Klaus Volkert
und mir geleiteten DFG-Projekts “Dualitat als Archetypus mathematischen Den-
kens”.

Die Arbeit zerfillt in zwei Teile, deren erster die Geschichte des Begriffs des Dual-
raums behandelt, wihrend der zweite sich den dualen Operatoren widmet. Teil 1
umfasst drei grofte, chronologisch, aber aus thematischen Griinden auch teilweise
iiberlappend angeordnete Kapitel zu Riesz’ Arbeiten iiber die LP-Rdume, zum Satz
von Hahn-Banach sowie zur Auflésungstheorie unendlicher linearer Gleichungssys-
teme. In Teil IT wird ein etwas anderer Weg beschritten: Frau Waldvogel nimmt als
Ausgangspunkt einen vorlaufigen Endpunkt der betrachteten Entwicklung, ndm-
lich einen von Banach 1932 gegebenen Uberblick, und verfolgt dann in den Kapiteln
6-8 Banachs Literaturverweise zuriick.

Die Gestaltung des Titels und der erste Abschnitt des Vorworts lassen aufhorchen:
es geht Frau Waldvogel zwar um eine historische Darstellung der Thematik, jedoch
eingebettet in die Zielrichtung eines tieferen Verstdndnisses des Begriffs Dualitéit
in der Funktionalanalysis. In der Arbeit greifen denn auch historische und syste-
matische Behandlung ineinander. Hierbei liegt meines Erachtens eine besondere
Stérke der Arbeit bei der Durchdringung der mathematischen Sachverhalte in den
untersuchten Quellen und ihrer sehr gelungenen systematischen Einordnung.

Die Funktionalanalysis hat schon vielfach die Aufmerksamkeit der Mathematik-
historiker*innen auf sich gezogen. Auch viele der hier betrachteten Entwicklungen
wurden bereits anderweitig untersucht — doch stets unter anderem Blickwinkel.
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Das vorliegende Werk stellt eine (iiberfillige und sehr gelungene) Zusammenschau
der wichtigsten Entwicklungsschritte im vorliegenden Kontext dar. Gleichzeitig
bietet es aber auch einiges Neue: man findet hier erstmalig Langsschnittstudien
nicht nur zu den beiden Schliisselbegriffen Dualraum und dualer Operator, sondern
auch etwa zu Losbarkeitsbedingungen fiir lineare Gleichungssysteme oder zum Be-
griff der Vollstetigkeit. Die historische Bedeutung des Satzes von Hahn-Banach fiir
die Entwicklung von Dualitdtskonzepten in der Funktionalanalysis wird sehr klar
herausgearbeitet. Die Wahl von Dieudonnés Arbeit von 1942 (in der die beiden
untersuchten Entwicklungsstringe aufeinandertreffen) als Schlusspunkt der Dar-
stellung ist sehr plausibel.

Man steht beim Verfassen eines solchen Werkes immer irgendwann vor der Ent-
scheidung, einen Schlussstrich ziehen zu miissen: es gdbe immer noch mehr Mate-
rial, mehr Entwicklungsstriange etc., die Beriicksichtigung finden kénnten, die aber
im Interesse einer Fertigstellung der Arbeit explizit ausgeblendet und zukiinftiger
Erforschung vorbehalten werden miissen. Frau Waldvogel spricht (in Abschnitt
9.2) selbst einige Problemkreise kurz an, die in der Arbeit keine eingehende Be-
handlung finden konnten. Hierdurch weist die Arbeit bereits iiber sich hinaus und
zeigt auf, wie die Erforschung der Geschichte der Funktionalanalysis weitergehen
kann. Fiir eine solche Weiterverfolgung wird die Leserschaft, davon sind wir iiber-
zeugt, im vorliegenden Buch eine sehr tragfihige Grundlage und vielerlei Anregung
finden.

Ralf Kromer
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Vorwort

Die vorliegende Arbeit soll einen Beitrag zu einem tieferen Verstédndnis des Begriffs
Dualitdt in der Funktionalanalysis leisten. Diesem wollen wir ndher kommen, in-
dem wir untersuchen, wie der Begriff in der Funktionalanalysis verwendet wird.
Dabei stoffen wir nicht zuletzt auf die beiden Konzepte dualer Rdume und dua-
ler Operatoren. Um eine rein formalistische Bedeutung, die wir mit einem Blick
auf den momentanen Gebrauch der Begriffe erhalten kénnen, zu {iberschreiten,
wollen wir die historischen Entwicklungen untersuchen, die zu den aktuellen Defi-
nitionen gefiihrt haben. Dabei werden wir bedeutsame Ideen und Konstruktionen
kennenlernen, die uns einen gehaltvollen Einblick in das Konzept Dualitdt in der
Funktionalanalysis ermoglichen.

Duale Rdume Was sind duale Rdume in der Funktionalanalysis? Zu dieser Frage
finden sich mindestens drei Antwortmoglichkeiten: 1) Der exemplarische Weg: Ein
Paradebeispiel zweier dualer Rdume in der Funktionalanalysis liefern die von Riesz’
eingefiihrten LP- und L7 T-Réiume. 2) Die aktuell meist verwendete Definition:
Der Dualraum X' eines normierten Raums X ist der Raum aller stetigen linearen
Funktionale auf X. 3) Die Suche nach der allgemeinsten Form dieses Konzepts:
Wie kann man dieses Konzept auf Radume iibertragen, die nicht notwendigerweise
mit einer Metrik ausgestattet sind?

Die historischen Entwicklungen hinter diesen drei Anndherungsmoglichkeiten an
die Bedeutung des Begriffs dualer Ridume in der Funktionalanalysis sollen Inhalt
von Teil I dieser Arbeit sein. Dabei wird Kapitel 1 zeigen, wie es mit dem Satz von
Fischer-Riesz (1907) und Schmidts Untersuchungen (1908) zu Riesz’ Einfiihrung
der LP- und [P-Raume in den Jahren 1910 und 1913 kam. In Kapitel 2 wollen
wir darstellen, wie unser heutiger Begriff des Dualraums eines normierten Raums
von Hahn im Jahr 1927 eingefiihrt wurde. Die wichtigste Grundlage fiir Hahn war
Hellys bedeutsames Polaritdtskonzept von 1921, das wiederum wichtige Konzepte
von Minkowski (1896) enthélt. In Kapitel 3 verfolgen wir schlieflich Kéthes und
Toeplitz’ Einfithrung dualer Folgenrdume (1934), die nicht notwendigerweise mit
einer Metrik ausgestattet zu sein brauchen, sowie Dieudonnés Definition dualer
Systeme (1942), bestehend aus beliebigen Vektorrdumen.



Duale Operatoren Wie kam es zu unserem heutigen Begriff dualer Operato-
ren in der Funktionalanalysis? Da dieser Begriff eng mit dem dualer Gleichungen
verkniipft ist, besteht eine mdgliche Vorgehensweise zur Beantwortung der Frage
darin, die zugehorige Losungstheorie zu verfolgen. Dies wollen wir in Teil 1T dieser
Arbeit tun. In Banachs Monografie Théorie des opérations linéaires (1932) findet
sich eine entsprechende Ubersicht, die wir in Kapitel 5 vorstellen. Geht man den
darin enthaltenen Verweisen nach, so stéfst man zum einen auf die Entwicklung
dualer Operatoren zu gewissen linearen Operatoren, die sich u.a. in den Arbei-
ten (Riesz, 1910), (Saks, 1929) und (Banach, 1929b) vollzieht, zum anderen auf
die Entwicklung dualer Operatoren zu kompakten (,yvollstetigen®) Operatoren, die
sich u.a. in den Arbeiten (Fredholm, 1903), (Riesz, 1916), (Hildebrandt, 1928) und
(Schauder, 1930c) findet. Diese Entwicklungsstrange wollen wir in den Kapiteln
6 und 7 verfolgen. In Kapitel 8 zeigen wir, wie Dieudonné (1942) duale Opera-
toren bzgl. allgemeinen Vektorrdumen einfiihrt — ausgehend von den allgemeinen
Definitionen im normierten Fall bei Banach (1932) und Hausdorff (1932).

Die geometrisierte Analysis Ein Hauptmerkmal der heute als Funktionalanalysis
bezeichneten mathematischen Disziplin besteht darin, ein geometrisches Vokabular
fiir Funktionen(mengen) zu verwenden. Dies fiihrt uns zu der alternativen Bezeich-
nung der ,geometrisierten Analysis‘, mit der wir in dieser Arbeit auf zwei Dinge
hinweisen wollen:

Zum einen besteht ein Zusammenhang zwischen der Entwicklung des Dualitédtsbe-
griffs und der Einfiihrung geometrischer Begriffe in der sich entwickelnden Analy-
sis. So setzt bspw. schon der Begriff des dualen Raums eine geometrische Interpre-
tation voraus. Die dazu einschneidendste Entwicklung in den von uns betrachteten
Untersuchungen findet sich, neben Riesz’ und Fischers ,synthetischem* Abstands-
bzw. Konvergenzbegriff (siche Unterkapitel 1.3), bei Schmidt (1908), der eine ,Geo-
metrie in einem Functionenraum* einfiihrt (siehe Unterkapitel 1.5). Es stellt sich
die Frage, ob sich die Entwicklung des Raumbegriffs und die des Dualitdtsbegriffs
gegenseitig beeinflussten. Bei der Einfiihrung von Riesz’ [L?]-Klassen finden wir
hierzu einen moglichen Hinweis (siehe Abschnitt 1.6.c).

Die Bezeichnung ,geometrisierte Analysis‘ macht uns auerdem bewusst, dass die
Entstehung der Funktionalanalysis ein Prozess war: Verschiedene Entwicklungen in
bestimmten mathematischen Bereichen haben nach und nach zur Etablierung der
Funktionalanalysis als eigenstdndige mathematische Disziplin gefiihrt. So schrei-
ben bspw. Birkhoff und Kreyszig in The establishment of functional analysis:*

ISiehe auch Kreyszigs Artikel zu den zentralen Ideen in der Funktionalanalysis bis 1932: (Kreys-
zig, 1986b) und (Kreyszig, 1986a).



Thre Anfinge waren eng mit der Variationsrechnung, den Operator-
methoden und der Integralgleichungstheorie verbunden. Thre strenge
Entwicklung wurde vor allem durch die Entwicklung der Cantorschen
Mengenlehre, der mengentheoretischen Topologie, die prézise Defini-
tion der Funktionenrdume sowie der axiomatischen Mathematik und
der abstrakten Strukturen ermdglicht.

(Birkhoff und Kreyszig, 1984, 258)

Birkhoff und Kreyszig schétzen ,jihre Konsolidierung als ein selbsténdiges Gebiet
um etwa 1933 (Birkhoff und Kreyszig, 1984, 258).2 Das bedeutet, dass sdmtli-
che der von uns betrachteten Arbeiten zum normierten Fall in einer Zeit verfasst
wurden, bei der man riickblickend eigentlich noch gar nicht von einer Funktional-
analysis als eigenstédndigem Gebiet spricht. Erst die Arbeiten von Kéthe, Toeplitz
und Dieudonné gehoren zu dieser Einordnung. Neben Birkhoffs und Kreyszigs Ar-
tikel gibt es viele weitere Untersuchungen zur Geschichte der frithen Funktional-
analysis. So z.B. die Monografien von Monna (1973) und Dieudonné (1981) oder
die Artikel von Bernkopf (1966) und Siegmund-Schultze (1982). In dieser Arbeit
wollen wir im Gegensatz zu diesen allgemeinen Darstellungen den Fokus auf die
historische Entwicklung dualer Rdume und dualer Operatoren legen, eingegrenzt
auf den Zeitraum von 1903 bis 1942. Wichtige Informationen hierzu finden sich
in Pietschs History of Banach spaces and linear operators (Pietsch, 2007).> Au-
Berdem ist Hellingers und Toeplitz’ Enzyklopadieartikel (Hellinger und Toeplitz,
1927) ein interessantes Nachschlagewerk aus der Zeit vieler der hier dargestellten
Entwicklungen, das uns in den folgenden Kapiteln gelegentlich begegnen wird.

Zum Aufbau dieser Arbeit Die Kapitel 1, 2 und 3 sind so gestaltet, dass sie unab-
héngig voneinander gelesen werden konnen. Jedes dieser Kapitel endet aufserdem
— ebenso wie die Kapitel 6, 7 und 8 — mit sich anschliefenden Bemerkungen, die
Uberblicke, Zusammenhinge und Interpretationen der vorgestellten Untersuchun-
gen geben. Teil I und Teil IT dieser Arbeit enden jeweils mit einem Abschlusskapitel
(Kapitel 4 und 9), das eine Ubersichtstabelle iiber die vorangehenden Untersu-
chungen enthilt. Zur besseren Ubersicht sind die darin aufgelisteten Stellen in den
entsprechenden Kapiteln mit einem Kasten umrahmt: In Teil I sind dies jeweils
Ausgangsproblem und Resultat der betrachteten Arbeiten, im zweiten Teil ent-
sprechende Formulierungen dualer Operatoren oder dualer Verhéltnisse. Zu einem

2 Allerdings wird oftmals schon das Jahr 1887 als ,Geburtsjahr* der Funktionalanalysis bezeich-
net. In diesem Jahr betrachtete Volterra Funktionen, die von anderen Funktionen abhdngen
(deutsche Ubersetzung des Titels von (Volterra, 1887)), d.h. Funktionale.

3Pietschs Ziel ist darin hauptséchlich die Darstellung der Entwicklungen der spéteren Funktio-
nalanalysis. Dennoch finden sich in diesem umfangreichen Werk auch zu unseren Betrachtun-
gen detailreich gesammelte Informationen.



griindlichen Versténdnis der hier vorgestellten historischen Entwicklungen gehort
natiirlich auch das Wissen dariiber, wie die jeweiligen Mathematiker* zu ihren
Konstruktionen gekommen sind: Was fiihrte Riesz zur Definition eines Abstands-
begriffs fiir Funktionen? Woher hatte Hahn die Idee, einen ,polaren Raum“ aus
Funktionalen einzufithren? Welche Verhéltnisse im normierten Fall waren die Basis
fiir Dieudonnés Einfithrung seiner Begriffe im Fall allgemeiner Vektorrdume? Da-
bei ist neben einem Verweis auf die jeweils zitierten Arbeiten natiirlich interessant,
wie die Autoren iiberhaupt auf diese Arbeiten gestofen sind. Oftmals gibt hier ein
Blick in die entsprechenden Lebensumsténde Auskunft. Daher finden sich vor den
Untersuchungen der entsprechenden Arbeiten jeweils kurze Abschnitte zu den auf-
tretenden Protagonisten.® Schlieflich sei noch bemerkt, dass die auftretenden Glei-
chungsnummern bis auf wenige offensichtliche Ausnahmen den Originalnummern
aus den jeweiligen Zitaten entsprechen und dass eine Jahreszahl in Klammern bis
auf wenige offensichtliche Ausnahmen immer einen zugehorigen Literaturverweis
darstellt.

Abbildungen Die 14 Portraitskizzen stammen von Xavier Coley.
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Duale Raume






1 Riesz’ Einfiihrung der LP~-Riaume

1.1 Einleitung

In diesem Kapitel wollen wir untersuchen, wie es zu Riesz’ Einfiihrung der L”(a, b)-
und [P-Rédume kam. Dabei wird sich zeigen, dass sich der Weg dorthin in drei
Etappen einteilen lasst:

1) Satz von Fischer-Riesz (1907),
2) Schmidts Resultat in (Schmidt, 1908),
3) Riesz’ Arbeiten (Riesz, 1910) und (Riesz, 1913).

Zu diesen Entwicklungsschritten gibt es neben den allgemeinen Darstellungen zur
Geschichte der frithen Funktionalanalysis (sieche Vorwort) zahlreiche speziellere
Untersuchungen. Wir greifen hier Horvaths Beitrag On the Riesz-Fischer theorem
(Horvath, 2004), Pietschs Arbeit Erhard Schmidt and his contributions to func-
tional analysis (Pietsch, 2009) sowie Kreyszigs Artikel Friedrich Riesz als Wegbe-
reiter der Funktionalanalysis (Kreyszig, 1990) heraus. Zu Riesz’ wichtigstem Werk-
zeug in (Riesz, 1910) siehe auRerdem Hawkins’ Arbeit Lebesgue’s theory of inte-
gration: its origins and development (Hawkins, 1970). Wie bereits erwdhnt, wollen
wir uns in den Darstellungen in diesem Kapitel auf den Aspekt der Dualitéat kon-
zentrieren. Dieser wird sich schon jeweils im Ausgangsproblem der entsprechenden
Arbeiten andeuten: In jeder der drei Etappen war ein lineares Gleichungssystem
der Ausgangspunkt, im Fall von (Riesz, 1910) bestehend aus Integralgleichungen,
in den anderen Féllen aus Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten. Jedes
dieser Gleichungssysteme stimmt dabei in seiner Form mit den anderen iiberein.
Im endlichdimensionalen Fall finden wir diese Form in folgender Gleichung:

Ax =c.



Dabei sind die Matrix A € K™*™ und die rechte Seite ¢ € K™ gegeben, z € K"
wird gesucht. Schreiben wir diese Gleichung als das folgende Gleichungssystem

n
E ;T = Ciy 1= 1,2, ey,
j=1

so kénnen wir die linke Seite als Paarung zweier Elementarten betrachten: zum
einen aus den gegebenen Koeflizientenvektoren a; = (a1, ..., @in ), zum anderen aus
dem gesuchten Losungsvektor x. Wir werden sehen, dass diese beiden Elementarten
aus zwei ,zugeordneten‘ Rdumen stammen miissen, um eine Losbarkeitsbedingung
fiir das Gleichungssystem zu erhalten. Die Beziehung dieser beiden Rdume kann
man dabei als dual bezeichnen. Im endlichdimensionalen Fall sowie im Fall von
Schmidt und dem Satz von Fischer-Riesz sind die beiden entsprechenden Réume
identisch, womit kein Grund besteht, solch eine Beziehung zu formulieren. In Riesz’
Fall von 1910 unterscheiden sich diese Rdume erstmals und Riesz beschreibt ihre
Beziehung sehr klar und explizit, jedoch ohne sie als ,dual‘ zu bezeichnen. Die-
selbe Beziehung finden wir dann wieder in (Riesz, 1913). Hier untersucht Riesz
die Folgenrdaume [P und erhilt analoge Resultate zum Fall der Funktionenrdume
LP?(a,b) in (Riesz, 1910). Diese Resultate bilden den Ausgangspunkt fiir Hellys Un-
tersuchungen von allgemeinen normierten Folgenrdumen in (Helly, 1921). Hellys
Konstruktionen bilden wiederum die Grundlage fiir Hahns Einfithrung des polaren
Raums, der unserer heutigen Definition des Dualraums eines normierten Raums in
der Funktionalanalysis entspricht. Hellys und Hahns Untersuchungen werden wir
in Kapitel 2 verfolgen.



1.2 Frigyes Riesz (1880-1956)

Ohne Zweifel gehort Friedrich Riesz zusammen mit Fréchet, Hilbert
und Banach zu den Hauptbegriindern und Fiihrern wiahrend der ersten
Jahrzehnte der Entwicklung der Funktionalanalysis.

(Kreyszig, 1990, 117)

Frigyes Riesz wurde am 22. Januar 1880 in Gyér bei Budapest geboren.® Sein
Bruder Marcel folgte sechs Jahre spéter. Im Jahr des Ersten Internationalen Ma-
thematikerkongresses in Ziirich (1897) begann Riesz ein Ingenieurstudium am Eid-
genossischen Polytechnikum, der heutigen ETH, wechselte jedoch bald zum Ma-
thematikstudium, zunéchst noch in Ziirich, dann in Budapest, wo er 1902 unter
G. Valyi den Doktorgrad erwarb. Im Gegensatz zu Lebesgues beriithmter Disserta-
tion (Lebesgue, 1902), die im selben Jahr erschien und die den Ausgangspunkt fiir
die Einfiihrung des Lebesgue-Integrals bildete — Riesz” Werkzeug in (Riesz, 1910)
(siehe Abschnitt 1.6.a) —, blieb Riesz’ Dissertation aus dem Bereich der projektiven
Geometrie weitgehend unbeachtet. Bald darauf wandte sich Riesz funktionalanaly-
tischen Problemen zu, wozu sicherlich sein einjahriger Aufenthalt in Géttingen vor
dem Abschluss seiner Promotion beitrug. Dabei entwickelte sich ein enger Kontakt
zu Hilbert und spéter auch zu Schmidt und Weyl, woraus Freundschaften hervor-
gingen. Somit ist es nicht iiberraschend, dass, wie wir gleich sehen werden, Riesz

6Diese biographische Skizze basiert auf Kreyszigs Artikel Friedrich Riesz als Wegbereiter der
Funktionalanalysis (Kreyszig, 1990), fiir den Kreyszig einige Anregungen von F. Riesz’ Bruder
M. Riesz sowie von T. Rado erhalten hat.
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und Schmidt gut iiber die Arbeiten des jeweils anderen Bescheid wussten. 1904
begann Riesz als Oberlehrer zu arbeiten, zunédchst in Leutschau, dann in Buda-
pest. Wahrend dieser Zeit entstanden sdmtliche der Riezschen Arbeiten, die wir in
diesem Kapitel betrachten. Im Alter von 32 Jahren erhielt Riesz einen Ruf nach
Klausenburg, wo er 1914 zum Ordinarius ernannt wurde. Im Jahr 1918, als Klau-
senburg zu Rumaénien geschlagen wurde, arbeitete Riesz wieder fiir zwei Jahre in
Budapest, bis er 1920 damit beginnen konnte, zusammen mit A. Haar, Riesz’ Kol-
lege aus der Zeit in Klausenburg, das Mathematische Institut der neuen Universitéat
Szeged aufzubauen. 1946 erhielt er schliefilich einen Ruf zuriick nach Budapest,
wo er die letzten zehn Jahre seines Lebens verbrachte und am 28. Februar 1956
verstarb.

1.3 Der Satz von Fischer-Riesz (1907)

1.3.a Ein Abstandsbegriff fiir Funktionen

In Riesz’ Artikel Sur les ensembles de fonctions aus den Comptes rendus vom
12. November 1906 (Riesz, 1906) finden wir einen ersten, kleinen Schritt, der zur
spateren Konstruktion der LP-Raume fiihrte. Riesz libernimmt in diesem Beitrag
die Fréchetsche Idee aus (Fréchet, 1906), Methoden fiir Punktmengen auf allge-
meinere Mengen zu iibertragen — insbesondere auf Mengen aus Funktionen. Als
Anwendung dieses Konzepts fiihrt Riesz einen Abstandsbegriff fiir Funktionen ein,
welche beschriinkt und Lebesgue-integrierbar sind:”

En fait, si 'on regarde comme identiques deux fonctions dont la dif-
ference est une fonction de l'intégrale nulle, on peut définir pour les
fonctions intégrables une notion de distance, généralisation de la méme
notion pour les ensembles de points et qui jouira des propriétés ana-
logues a celles de lécart. On appellera distance d(f, f2) des fonc-
tions fi et fo la valeur absolue de 4/ [(f1 — f2)?, l'intégrale étant
prise sur tout l'ensemble parfait. On n’aura d(f1,f2) = 0 que si
la différence f; — fo est une fonction de l'intégrale nulle; et comme
on le prouve aisément, pour trois fonctions quelconques f1, fo, f3 on
a d(f1, fo) < d(f1,fs) + d(fa, f3). Je me bornerai a I'ensemble des
fonctions bornées et intégrables au sens de M. Lebesgue, définies sur
lintervalle 0...27. (Riesz, 1906, 740)

Im Originalzitat steht d(f1, f2) = d(f1, f3) + d(fz2, f3) statt d(f1, f2) < d(f1, f3) + d(f2, f3).
Aus dem Kontext ergibt sich, dass die Ungleichung gemeint ist.
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Diese Aquivalenzklassen aus Funktionen werden also als Punkte betrachtet — mit
einem analogen Abstandskonzept. Riickblickend wird dies oft als die Einfithrung
der L?-Norm bezeichnet. Riesz verwendet diese Definition, um Schmidts Satz in
(Schmidt, 1905) iiber die Abziéhlbarkeit vollstdndiger Orthogonalsysteme aus auf
einer perfekten Menge definierten, stetigen Funktionen zu verallgemeinern. Dabei
formuliert er fiir die Orthogonalitit zweier Funktionen: ,On dit que les fonctions
f1, fo de 'ensemble sont orthogonales si I'integrale définie de leur produit pris sur
'ensemble parfait est nulle.” (Riesz, 1906, 739), d.h.®

[ hia@)saleydo =

Durch die Verbindung der Gedanken von Schmidt, Lebesgue und Fréchet, von
dem auch die Bezeichnung ,écart* stammt (Fréchet, 1906, 30), ist Riesz somit auf
eine fiir die spéteren Entwicklungen sehr wichtige Idee gestofsen: eine Norm fiir
Funktionen.

1.3.b Ein Isomorphismus zwischen Funktionen- und
Folgenraum

Nur ein paar Monate spéter, im Mérz 1907, erschien der néchste kleine Schritt in
Richtung LP-Raume: Auf deutsch und auf franzosisch stellt sich Riesz in seinem
Artikel Uber orthogonale Funktionensysteme in den Géttinger Nachrichten (Riesz,
1907d) und in der franzésischen Version Sur les systémes orthogonaux de fonctions
in den Comptes rendus (Riesz, 1907a) die folgende Frage:

Riesz’ Ausgangsproblem von 1907

Man ordne jeder Funktion eines orthogonalen Funktionensystems
eine bestimmte reelle Zahl zu. Unter welchen Bedingungen gibt
es dann eine Funktion von der Beschaffenheit, dafs fiir jede Funk-
tion des orthogonalen Systems das Integral des Produktes dieser
Funktion und der in Frage stehenden Funktion, erstreckt iiber den
Definitionsbereich des orthogonalen Systems, die zugeordnete Zahl
ergebe? (Riesz, 1907d, 116)

8auf der zugehorigen perfekten Menge
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Mit anderen Worten: Unter welchen Bedingungen existiert eine Funktion f(x)
mit

b
/ f@pi(x)de=a; (i=1,2,..),

wobei {p;(z)} ein Orthogonalsystem bildet und die a; gegebene Konstanten sind?
Wie Riesz erklart, geht die Motivation dazu aus Hilberts Methode zur Losung
linearer Integralgleichungen hervor. Dies sei kurz erldutert: In seiner fiinften Mit-
teilung (Hilbert, 1906a) ,libersetzt* Hilbert die folgende Integralgleichung zweiter
Art, wie sie von Fredholm (1903) eingefiihrt wurde:

b
o(s) + / K(s,t)p(s) dt = f(s)

in ein lineares Gleichungssystem mit unendlich vielen Unbekannten. Die rechte
Seite wird mittels

o= [ " F(s)p(s) ds

in eine unendliche Folge transformiert und der Integralkern K(s,t) entsprechend
in eine unendliche Matrix, wobei {¢,(s)} ein ,orthogonales vollstdndiges Funktio-
nensystem“? (Hilbert, 1906a, 443) ist. Die a,, sind damit Koeffizienten ,analog den

9Fiir eine ausfiihrlichere Erlduterung des folgenden Hilbertschen Zitats siehe z.B. (Dorier, 1996,
281f).

Als Bindeglied und zur Vermittlung zwischen der Theorie der Funktionen und Glei-
chungen mit unendlich vielen Variablen, wie ich sie in meiner vierten Mitteilung
entwickelt habe, und andererseits der Theorie der Integralgleichungen, die doch
Relationen fiir Funktionen einer Variablen s ausdriicken, bedarf es irgend eines
Systems von unendlich vielen stetigen Funktionen

P1(s), P2(s), ...

der Variablen s, die im Intervalle s = a bis s = b die folgenden Eigenschaften
erfiillen:

I. die sogenannte Orthogonalitits-Eigenschaft:
b
[ eoras=o.  m#a)
a

b
/ (@ (5))% ds = 1;

II. die Vollstédndigkeits-Relation, die darin besteht, dafs identisch fiir jedes Paar
stetiger Funktionen u(s),v(s) der Variablen s

/ab u(s)v(s)ds =

/ab w(s)®1 (s) ds/abv(s)<b1(s) ds+/; w(s)®a(s) ds/abv(s){)g(s) ds + ...

wird.
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Fourierschen Koeffizienten“ (Riesz, 1907d, 116). Riesz untersucht in seinem Ar-
tikel nun die ,Umkehrung‘ dieser Transformation: Anstatt zu einer vorgegebenen
Funktion die zugehdrigen Fourier-Koeflizienten zu bilden, seien die a, vorgegeben
und die zugehorige Funktion f(z) wird gesucht. Riesz beantwortet seine Frage
fiir eine ,ausgedehnte Klasse von Funktionen [...], die Funktionen, die samt ihren
Quadraten im Lebesgueschen Sinne integrierbar sind“ (Riesz, 1907d, 117):

Riesz’ Resultat von 1907

Hauptsatz: Es sei {@;(x)} ein normiertes Orthogonalsystem in-
tegrierbarer Funktionen von integrierbarem Quadrate, die fir ein
Intervall ab definiert sind; d.h. ein System, fir welches

b b
[ eitaresards =0 i # ) und [ (oito))? do =

und zwar fir jede Funktion des Systems. Ordnen wir jeder Funk-
tion des Systems eine Zahl a; zu. Dann ist die Konvergenz von

;a2 eine notwendige und zugleich hinreichende Bedingung da-
fiir, damit es eine integrierbare Funktion f(x) von integrierbarem

Quadrate gebe, so dafs

/a  f)pie) da =

sei fir jede Funktion ¢;(x) und jede Zahl a;. (Riesz, 1907d, 117)

Modern gesprochen ist damit die Isomorphie des Funktionenraums L?(a,b) und
des Folgenraums [? gezeigt:
L*(a,b) = 12,

Heute nennen wir dieses Resultat den Satz von Fischer-Riesz. Fischer (1907b)
zeigte gleichzeitig und unabhéngig von Riesz eine dquivalente Form des Satzes: die
Vollsténdigkeit von L?(a, b). Dazu fiihrte Fischer das Konzept der ,convergence en
moyenne* (Fischer, 1907b, 1023) ein — d.h. Konvergenz bzgl. der L2-Norm. Riesz’
gezeigte Isomorphie kommt in seinem néchsten Beitrag sogleich zur Anwendung.

Wir bezeichnen ein solches System von Funktionen ®1(s), ®2(s), ... als ein orthogo-
nales vollstandiges Funktionensystem fiir das Intervall s = a bis s = b.
(Hilbert, 1906a, 442f)
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1.3.c Analytische Geometrie fiir ein Funktionensystem

Weitere drei Monate spéter, im Juni 1907, reichte Riesz seinen Artikel Sur une es-
pece de géométrie analytique des systémes de fonctions sommables (Riesz, 1907¢)
ein. Dem Titel entsprechend setzt sich Riesz darin das folgende Ziel: ,,Approfon-
dir la méthode des coordonnées appliquée & I’étude des systémes de fonctions
sommables‘ (Riesz, 1907c, 1409). Durch die gezeigte Isomorphie L?(a,b) = [?
ergibt sich fiir Riesz die Moglichkeit, fiir die Menge der quadratisch Lebesgue-
integrierbaren Funktionen eine analytische Geometrie einzufithren. Diese Funk-
tionen kénnen mithilfe ihrer Fourierkoeffizienten dargestellt werden. Somit kann
man vom Funktionenraum der quadratisch Lebesgue-integrierbaren Funktionen
in den Folgenraum [? iibergehen, in dem man im Gegensatz zu ersterem Punkt-
koordinaten zur Verfiigung hat und damit Konzepte der analytischen Geometrie
anwenden kann. Dariiber hinaus erkldrt Riesz, dass es fiir den Funktionenraum
L?(a,b), ohne diesen jedoch als solchen zu bezeichnen, nicht nur die Méglichkeit
einer analytischen Geometrie gibt, sondern auch die einer synthetischen: ,une théo-
rie géométrique des systémes de fonctions, une théorie qui ressemble a la géométrie
synthétique” (Riesz, 1907c, 1409). Eine ,synthetische’ Geometrie bedeutet dabei
die direkte Einfithrung geometrischer Begriffe fiir Funktionen, d.h. ohne den Um-
weg iiber den Folgenraum [? zu machen. Riesz verweist hierbei auf seine eigene
synthetische Abstandsdefinition fiir quadratisch Lebesgue-integrierbare Funktio-
nen in seinem vorigen Artikel sowie auf Fischers synthetisch eingefiihrtes Konzept
der ,convergence en moyenne®. Dieser ,parallélisme® (Riesz, 1907c, 1410) zwischen
den beiden geometrischen Theorien, analytisch und synthetisch, ist ein Merkmal
des Exponenten p = 2. Es wird sich zeigen, dass bei der Untersuchung der all-
gemeinen LP(a,b)-Réume, wo mit Ausnahme von p = 2 keine Isomorphie zu den
entsprechenden Folgenrdumen besteht, , die Ubersetzbarkeit der Resultate, wie fiir
p = 2, und damit die Moglichkeit einer dhnlich einfachen analytischen Theorie |...]
in allen iibrigen Féllen verloren [geht|; und somit |[...] die synthetische Behand-
lungsweise in ihre vollen Rechte [tritt]. (Riesz, 1910, 452f)

1.3.d Der Rieszsche Darstellungssatz

Noch im selben Artikel finden wir Riesz’ erste Anwendung dieser Uberlegungen:
den — wie wir ihn heute nennen — Rieszschen Darstellungssatz fiir stetige lineare
Funktionale auf dem Funktionenraum L?(a,b). Nach einem Verweis auf Fréchet,°

10Rjesz verweist auBerdem auf den Darstellungssatz von Hadamard (1903) fiir stetige linea-
re Funktionale auf dem Raum aller auf einem beschrankten Intervall definierten, stetigen
Funktionen. Im Gegensatz zu Hadamard verwendet Riesz hier allerdings nicht den Begriff
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der gleichzeitig und unabhéngig von Riesz in (Fréchet, 1907) dasselbe Resultat ge-
zeigt hat, sodass wir heute auch vom Darstellungssatz von Fréchet-Riesz sprechen,
schreibt Riesz:

Pour ’ensemble des fonctions sommables, de carré sommable, j’appelle
opération continue chaque opération faisant correspondre & toute fonc-
tion f de ’ensemble un nombre U(f) et telle que, quand f,, converge
en moyenne vers f, U(f,) converge vers U(f). L’opération est dite
linéaire si U(f1 + f2) = U(f1) + U(f2) et U(cf) = cU(f). Alors pour
chaque opération linéaire continue il existe une fonction k telle que la
valeur de l'opération pour une fonction quelconque f est donnée par
Pintégrale du produit des fonctions f et k. (Riesz, 1907¢, 1410)

Riesz zeigt also, dass alle stetigen linearen Funktionale auf L?(a,b) in der Form

b
/ kdr, ke L*a,b)

dargestellt werden kénnen. Heute formulieren wir dies, indem wir sagen, dass der
Dualraum von L?(a,b), bestehend aus allen stetigen linearen Funktionalen auf
L?(a,b), isomorph zu L?(a,b) ist, bzw. dass L%(a,b) ,selbstdual* ist. Riesz spricht
allerdings nicht von einem ,Dualraum‘ und auch nicht von einem ,Raum‘ aus Funk-
tionen.

1.3.e Vollstindigkeit der L?(a,b)-Raume

In Riesz’ Artikel Sur les suites de fonctions mesurables (Riesz, 1909) finden wir
noch vor der Einfithrung seiner [L?]-Klassen den Satz, dass — wie wir heute sagen
wiirden — die L?(a,b)-Riume fiir jedes p > 0 bzgl. der jeweiligen LP-Norm voll-
stindig sind.!! Wieder formuliert Riesz dies, ohne von einem ,Funktionenraum?
oder einer ,Norm‘ zu sprechen. Er schreibt:!?

En appliquant notre critére de convergence (en mesure), on en déduira
le théoréme trés général: Soit p un nombre positif quelconque et soit
[frn(2)] une suite de fonctions mesurables telles que les intégrales

Tx = / () — ful@)|P de

fonctionnelle®.
HFischer zeigte dies schon zuvor fiir p = 2 (Fischer, 1907b).
12Zur Notation , . ... dz“ siehe (Riesz, 1909, 1303).
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existent et que
lim I, =0
=00, k=00

alors il existe toujours une fonction mesurable f(x) telle que

Tim [ [f(z) ~ fule)|P dz = 0.

Ce théoréme contient en cas particulier un théoréme fondamental én-
oncé par M. E. Fischer, lié d’autre part intimement a bien des résultats,
trouvés par 'auteur, concernant les systémes de fonctions orthogonales.

(Riesz, 1909, 1305)

Riesz arbeitete also schon mit den LP-Normen bevor er die [LP]-Klassen einfiihr-
te und stellte deren Vollstédndigkeit fest. Offensichtlich bestand fiir ihn bisher kein
Grund, die LP(a, b)-Raume explizit einzufiithren. Dies &nderte sich in der folgenden
Arbeit (Riesz, 1910). Darin untersucht Riesz ein System aus linearen Integralglei-
chungen, welche LP-Funktionen enthalten. Dieses dhnelt dem System aus seiner
Version des Satzes von Fischer-Riesz, ist jedoch viel allgemeiner. Eine diskrete
Version dieses Problems finden wir bei Schmidt (1908).

1.4 Erhard Schmidt (1876-1959)
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Oswald Johannes Erhard Schmidt wurde am 13. Januar 1876 in Dorpat, heu-
tiges Tartu (Estland), geboren.'® Dort begann er 1893 u.a bei A. Kneser sein
Mathematikstudium, das er 1899 bis 1901 in Berlin fortsetzte. In Berlin wurde er
wesentlich von H. Schwarz geprigt. Anschlieffend ging er nach Géttingen, wo er
1905 bei Hilbert promovierte (Schmidt, 1905). Schon ein Jahr spéter folgte seine
Habilitation an der Universitdt Bonn bei E. Study. Wie wir sehen werden, ver-
wendet Schmidt bei der Einfiihrung seiner ,Geometrie in einem Functionenraum‘
in (Schmidt, 1908) Ideen von Study (siche Abschnitt 1.5.b). 1907 veréffentlichte
Schmidt einen zweiteiligen Artikel (Schmidt, 1907b,a) iiber Integralgleichungen,
in dem er die Resultate von Hilberts Theorie auf einfachere und zum Teil voraus-
setzungsdrmere Weise beweist. Pietsch hebt neben dieser Leistung im Bereich der
Hilbertraum-Theorie auch Schmidts Unterstiitzung von Kollegen hervor:

Each of his papers contains essential ideas that have influenced our
mathematical understanding significantly. [...] Around 1905/07, he
wrote a series of famous papers on Integralgleichungen und Gleichungen
mit unendlich vielen Unbekannten. Therefore, together with D. Hilbert
(1862-1943), F. Riesz (1880-1956), J. von Neumann (1903-1957), and
M. H. Stone (1903-1989), he became one of the founders of Hilbert
space theory. [...] As shown by the following examples, Schmidt was
very generous in providing his colleagues with new ideas.

(Pietsch, 2009, 7f)

Pietsch verweist beispielhaft auf Zermelo und von Neumann (zu letzterem siehe
Abschnitt 9.2.b). 1907 reichte Schmidt auflerdem seine Arbeit Uber die Auflésung
linearer Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten (Schmidt, 1908) ein, mit
der er wesentlich zur ,Geometrisierung‘ der Analysis und damit zur Entstehung
der Funktionalanalysis beitrug. Bernkopf schreibt:

Although his paper (Schmidt, 1908) is in one sense a definitive work
on the subject, its chief importance was the explicit development of
the concept of a Hilbert space and also the geometry of such space
ideas that were only latent in Hilbert’s own work. [...] Schmidt’s work
on Hilbert space represents a long step toward modern mathematics.
He was one of the earliest mathematicians to demonstrate that the
ordinary experience of Euclidean concepts can be extended meaning-
fully beyond geometry into the idealized constructions of more complex
abstract mathematics. (Bernkopf, 1975)

13Die folgenden Informationen stammen aus (Pietsch, 2009) und (Bernkopf, 1975).
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Im Jahr der Veroffentlichung dieser Schmidtschen Arbeit, die wir im folgenden Un-
terkapitel untersuchen wollen, wurde Schmidt in Ziirich zum Ordinarius ernannt.
Nach Professuren in Erlangen (1910-1911) und Breslau (1911-1917) wurde er an
der Friedrich-Wilhelms Universitét in Berlin, der heutigen Humboldt Universitét,
Nachfolger von Schwarz, wo er 1929/30 das Amt des Rektors innehatte und bis
zur Emeritierung 1950 verweilte. Am 6. Dezember 1959 verstarb Schmidt im Alter
von 83 Jahren.

1.5 Schmidts Ergebnisse (1908)

1.5.a Ausgangspunkt: Folgenraum [?

Schmidts Artikel Uber die Auflosung linearer Gleichungen mit unendlich vielen
Unbekannten (Schmidt, 1908) beginnt mit der Formulierung des Ausgangspro-
blems:

Schmidts Ausgangsproblem von 1908

Es seien gegeben die Gleichungen

Z ApmZm = ¢ (n=1,2,..;ad inf.).
m=1

I. Es mogen nur solche Losungen in Betracht gezogen werden, fiir

welche
m=0o0
2
> 12l
m=1
convergiert.

II. Es sei in jeder einzelnen Gleichung die Quadratsumme der ab-
soluten Betrige der Coefficienten convergent. (Schmidt, 1908, 53)

Modern gesprochen wird also gefordert, dass sowohl die gesuchten Losungen als
auch die vorgegebenen Koeffizientenfolgen Elemente des Folgenraums /2 sind. Hier-
bei verweist Schmidt auf Hilbert (1906b) und Toeplitz (1907), die die von Hill,
Poincaré, von Koch und anderen begonnene Theorie linearer Gleichungen mit un-
endlich vielen Unbekannten fortgesetzt haben. Hilbert und Toeplitz forderten ne-
ben den obigen beiden Bedingungen noch eine dritte:
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III. Hilbert und Toeplitz fiigen noch die Voraussetzung hinzu, dass das
Coeflicientensystem der Gleichungen das einer beschrinkten quadrati-
schen Form sei; d.h. dass es eine positive Grofe M giebt, so dass fiir

jedes n
i=n k=n

| Z Z airtiyr| < M

i=1 k=1

bleibt fiir alle x;, yy, fiir welche

i=n k=n
DlmlP=1, D lwlf=1
i=1 k=1
ist. (Schmidt, 1908, 53)

Schmidts Ziel ist es nun, eine notwendige und hinreichende Losbarkeitsbedingung
fiir das obige lineare Gleichungssystem ohne die zusétzliche dritte Voraussetzung
zu finden. Dazu entwickelt er eine

1.5.b Geometrie in einem Functionenraum

(Titel von Schmidts erstem Kapitel). Mit der Idee, fiir einen ,Functionenraum*
eine Geometrie einzufithren, macht Schmidt nach Hilberts analytischer Vorge-
hensweise zur Losung unendlichdimensionaler linearer Gleichungssysteme einen
groflen Schritt in Richtung Geometrisierung der Analysis fiir Funktionen, d.h. in
die Richtung der heutigen Funktionalanalysis. Schmidts ,Functionenraum® ist der
Folgenraum /2. Fiir den Funktionenraum L?(a,b) haben wir schon geometrische
Begrifflichkeiten kennengelernt: Riesz’ Einfiihrung seines Abstandsbegriffes (sie-
he Abschnitt 1.3.a) und Fischers Definition der ,convergence en moyenne“ (siehe
Abschnitt 1.3.b). Schmidt verweist auf diese Ansétze:

Vergl. zu diesem Kapitel die analogen Begriffsbildungen in der Thése
von Fréchet (1906) und in den Noten von Riesz (1906, 1907a,b,c) und
insbesondere die Noten von E. Fischer (1907b,a), die unter Zugrunde-
legung eines anderen Funktionenraumes'? eine mit den Entwicklungen
dieses Kapitels voellig analoge Theorie enthalten.

(Schmidt, 1908, 56, Fufinote)

4 Tatsichlich heikt es in der Uberschrift von Schmidts Kapitel , Functionenraum® und hier ,Funk-
tionenraum®.
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In einer weiteren Fufinote verweist Schmidt auf den Ursprung seiner geometrischen
Konzepte:

Die geometrische Deutung der in diesem Kapitel entwickelten Begriffe
und Theoreme verdanke ich Kowalewski. Sie tritt noch klarer hervor,
wenn A(z) statt als Funktion als Vector in einem Raume von unendlich
vielen Dimensionen definiert wird. Die zugrunde gelegte Definition der
Lénge ||Al| und der Orthogonalitit sind die von Study (1905, 372) in
die Geometrie eingefiihrten. (Schmidt, 1908, 56, Fuinote)

Schmidt fiihrt die ,,Groe || A (I2-Norm) sowie den zugehorigen Begriff der ,star-
ken Convergenz“ (Normkonvergenz) ein. Auferdem verallgemeinert er entspre-
chend den ,pythagordischen Lehrsatz und die Besselsche Ungleichung® und tiber-
triagt!® sein in seiner Dissertation vorgestelltes ,,Orthogonalisierungsverfahren® fiir
den Raum C(a, b) auf den Folgenraum /2. Weiter fiihrt Schmidt das ,lineare Funk-
tionengebilde* und die ,,Perpendikelfunktion” (orthogonale Projektion) ein.

1.5.c Schmidts Auflésungsmethode

In Schmidts zweitem Kapitel kommt das geschaffene geometrische Konzept zur An-
wendung. Zunéchst werden homogene Gleichungssysteme untersucht, dann folgen
drei ,,Auflésungsmethoden der inhomogenen Gleichungen®. Die dritte lautet:

Schmidts Resultat von 1908

Durch das [...] angegebene Verfahren erhélt man eine mit der Rei-
he Ai(x),As(x),... ad inf. linear aequivalente Reihe zueinander
orthogonaler und normierter Funktionen Bj(z), Ba(z), ... ad inf.

Und zwar wird wegen der vorausgesetzten linearen Unabhéngigkeit
jedes endlichen Systems in der Reihe Aj(z), As(z),... ad inf. die

15Schmidt schreibt zur Anwendung seines Orthogonalisierungsverfahrens:

Durch eine Anwendung der in meiner Dissertation auseinandergesetzten Methoden
(Schmidt, 1905, letztes Kapitel), welche ihre volle Giiltigkeit behalten, wenn statt
des Bereiches der stetigen Funktionen der Bereich der unendlichen Zahlenreihen von
convergenter Quadratsumme der absoluten Betrage zu Grunde gelegt wird, gelingt
es in der vorliegenden Untersuchung, nur unter den Voraussetzungen I und II die
notwendigen und hinreichenden Kriterien fir die Losbarkeit unserer Gleichungen
herzuleiten |...]. (Schmidt, 1908, 55)
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lineare Aequivalenz unserer beiden Funktionenreihen durch Glei-
chungen der Form

By, (z) = i Yrw Ay ()

gegeben, wo die Coefficienten [...] sich bestimmen lassen und sdmt-
liche 7y, von Null verschieden sind. |...]

Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Lisbarkeit un-
serer Gleichungen [ " _° Gpm Zm = cn, A.W.] besteht nun in der
Convergenz der quadratischen Form

n=oo
n=1

N

=n

Z IYTLIJCV‘Q'

v=1

(Schmidt, 1908, 73)

Dazu drei Bemerkungen: Bei dem ,angegebenen Verfahren“ handelt es sich um
Schmidts Orthogonalisierungsverfahren. Die ,Reihe A;(z), A2(x),... ad inf* be-
steht aus den Folgen (a1, )m, (@2m )m, --- Die ,Coefficienten ~,,,* lassen sich anhand
des Orthogonalisierungsverfahrens bestimmen.

Man beachte die Ahnlichkeit zwischen Schmidts Resultat und Riesz’ Version des
Satzes von Fischer-Riesz: quadratische Konvergenz der rechten Seiten. In beiden
Féllen bilden die Koeffizienten ein Orthogonalsystem, bei Schmidt nach entspre-
chender Transformation. Um die beiden Resultate mit denen in (Riesz, 1910)
und (Riesz, 1913) zu vergleichen, wo die Koeffizienten kein Orthogonalsystem bil-
den, betrachten wir eine dquivalente Formulierung von Schmidts Resultat. Diese
stammt von Kéthe:!6

oo
Zaikxk =c¢,1=1,2,.. (1)
k=1

[...] Ist A eine Matrix, die auf alle Stellen ¢ des Hilbertschen Raumes
anwendbar ist in dem Sinn, daf die Summen (1) stets konvergieren, so
ist fiir die Losbarkeit von (1) notwendig und hinreichend die Existenz
einer Zahl m > 0, so dafk fiir alle komplexen uq, us, ..., U,

n n
i=1 i=1

16K6the verwendet das Wort ,,Stelle® fiir eine Folge.
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gilt. Dabei ist a; die i-te Zeile von 26 und die Absolutstriche auf der
rechten Seite bedeuten den absoluten Betrag in der Metrik des Hilbert-
schen Raumes. (Kothe, 1938, 193f)

In Abschnitt 1.7.a zeigen wir, wie sich diese Losbarkeitsbedingung ausgehend vom
endlichdimensionalen Fall entwickelt hat.

1.6 Die Klassen [L?] und [Lppl} (1910)

Dieudonné beschreibt Riesz’ Untersuchungen tber Systeme integrierbarer Funk-
tionen aus dem Jahr 1910 (Riesz, 1910) als ,fundamental paper, second only in
importance for the development of Functional Analysis to Hilbert’s 1906 paper*
(Dieudonné, 1981, 124). Dabei ist Riesz’ Artikel insbesondere fiir die Entwicklung
des Dualitétskonzepts in der Funktionalanalysis von grofer Bedeutung. Zum einen
liefert er ein oder sogar das Paradebeispiel zweier dualer Rdume in der Funktio-
nalanalysis, zum anderen ist er der Ausgangspunkt fiir Hellys Polaritdtskonzept,
welches wiederum Hahn zur Einfithrung des ,polaren Raums* fiihrt (siehe Kapi-
tel 2). Um Riesz’ Untersuchungen iibersichtlich darzustellen, verwenden wir seine
sehr verstdandlich formulierte Einleitung als roten Faden. Riesz beginnt mit der
Formulierung des Ausgangsproblems:

Riesz’ Ausgangsproblem von 1910

Im Mittelpunkte der vorliegenden Untersuchungen steht die Frage
nach der Auflésbarkeit eines Systems von Funktionalgleichungen
der Form

/a ' f)ee) do = c

nach der unbekannten Funktion £(z). (Riesz, 1910, 449)

Die gegebene Funktion f(x) und die rechte Seite ¢ sind dabei als f;(z) und ¢;
zu verstehen, sodass hier ein Integralgleichungssystem vorliegt. Im Gegensatz zu
Riesz’ fritherem Problem in (Riesz, 1907d) wird nicht gefordert, dass die f;(z) ein
Orthogonalsystem bilden.
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1.6.a Das Lebesguesche Integral und zwei wichtige
Ungleichungen

Riesz bemerkt, dass ,schon manche, unter anderen besonders Stieltjes* (Riesz,
1910, 449) dieses Problem untersucht haben. Allerdings habe bisher das entspre-
chende Werkzeug gefehlt:

Jedoch die Méglichkeit, in sehr allgemeinen Fillen entscheidende Kri-
terien zu entwickeln, ist erst seit kurzem gegeben, seitdem ndmlich
der Begriff des Integrals durch Lebesgue jene geistreiche und gliickli-
che Erweiterung erfahren hat, welcher nun manche, bisher gescheiterte
Probleme ihre sinngeméfie Erledigung verdanken. (Riesz, 1910, 450)

,Das Lebesguesche Integral® lautet damit auch der Titel von Riesz’ §1 und wird
darin ausfiihrlich erklért. Neben einem kurzen Verweis auf Borels Mafitheorie nennt
Riesz Lebesgues entsprechende Arbeiten: (Lebesgue, 1902), (Lebesgue, 1904) und
(Lebesgue, 1909)17. Der ,geistreiche und gliickliche* Integralbegriff von Lebesgue
beinhaltet eine ,genetische Definition des Integrals*(Riesz, 1910, 453), mit der
bestimmte Satze fiir Reihen auf Integrale {ibertragen werden kénnen. Die entspre-
chenden Sétze fiir Integrale finden wir in Riesz’ §2 (Riesz, 1910, 456):

e Holder-Ungleichung

[ s < [/m|f(x)pdxr [ h d:crp, ol

e Minkowski-Ungleichung

[ 1)+ st |pdx] <|[1reral +[/m|g<x>|pdx]’l’, P

Die zugehorigen Sétze fiir Summen (Riesz, 1910, 455):

1

n n 1 1
S Jaibil < [ Jail?]? Z|b\p 1%, p>1, (1)
1=1 1=1

1 1

(S Jas + i) 7 < Z|az|”+[§j\bimi p>1 (2)
i=1 i=1

"Die Arbeit (Lebesgue, 1909) erschien erst nach Abschluss von (Riesz, 1910). Riesz schreibt da-
zu: ,Dieselbe weist auch mit den Paragraphen 2, 3 unserer Arbeit manche Beriihrungspunkte
auf, die jedoch nur den Fall p = 2 betreffen.“ (Riesz, 1910, 453, Fufinote)
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fithren auf Holder (1889) und Minkowski (1907) zurtick. Riesz schreibt in einer
Fufnote:

Meines Wissens wurde die Ungleichung (2) [...] von H. Minkowski auf-
gestellt: (Minkowski, 1907, 95). Bez. der Literatur der Cauchy-Holder-
schen Ungleichung (1) siehe (Landau, 1907). (Riesz, 1910, 455)

Landau (1907) beschrieb noch vor Riesz eine duale Bezichung zwischen den Fol-
genrdumen [P und [ #71 sehr dhnlich zur heutigen Formulierung (siehe Abschnitt
1.6.f). Fiir Beispiele der ,bekannten Relation* (Landau, 1907, 26), d.h. der Holder-
Ungleichung, verweist Landau auf Holder (1889, 44), Pringsheim (1903, 174) und
Jensen (1906, 181). In seinem Artikel Why Holder’s inequality should be called
Roger’s inequality untersucht Maligranda (1998) die Geschichte der Holder-Un-
gleichung — man beachte, dass Holder auf Rogers (1888) verweist — und der Cauchy-
Schwarz-Ungleichung, d.h. Hoélder fiir p = 2.

Fiir den Fall p = 2 ist die [Holder-, A.W.] Ungleichung unter dem
Namen Schwarzsche Ungleichung bekannt. Fiir diesen Fall folgt [die
Minkowski-Ungl., A.W.] aus [der Holder-Ungl., A.W.] durch einfache
Umformung. S. (Fischer, 1907b). (Riesz, 1910, 456)

Die beiden entsprechenden Ungleichungen fiir Integrale sind sehr wichtig fiir Riesz’
Untersuchung seines Ausgangsproblems und fiir Untersuchungen der LP-Funk-
tionen allgemein. In seiner Einleitung verweist Riesz auf den Fall p = 2 und seine
Uberlegungen in (Riesz, 1907a):

1.6.b Die quadratisch Lebesgue-integrierbaren Funktionen

Wie schon erwihnt, stellt das Ausgangsproblem

/a @) do = c,

eine Verallgemeinerung von Riesz’ Fragestellung von 1907 dar:

Vor einigen Jahren haben E. Fischer und Verfasser gleichzeitig die Fra-
ge nach der Auflésbarkeit des Systems fiir den Fall beantwortet, daf die
fiir irgend eine Strecke (a, b) erkldrten, reellen, integrierbaren Funktio-
nen f(x) ein normiertes Orthogonalsystem bilden, d.i. ihre Produkt-
integrale = 0 und ihre Quadratintegrale = 1 sind und auch von der
I6senden Funktion quadratische Integrierbarkeit gefordert wird.
(Riesz, 1910, 450)
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Riesz verweist auf (Fischer, 1907b) und (Riesz, 1907a) und formuliert noch einmal
das Resultat:

Als notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Lésbarkeit des Sys-
tems

b
/ fk@é(z)de =, (k=1,2,...)

ergab sich die Existenz der Summe
>
k
(Riesz, 1910, 450)

Dieses Resultat kennen wir schon aus Abschnitt 1.3.b und sicherlich kannten es sei-
ner Zeit auch viele Leserinnen und Leser von (Riesz, 1910). Dass Riesz es dennoch
noch einmal formuliert, spricht fiir seine versténdliche Art, seine Untersuchungen
darzustellen. Er erkléart, dass eine Losungsfunktion £*(z) durch die Reihe

> erfrl)
k

dargestellt werden kann und verweist dazu auf (Fischer, 1907b), (Riesz, 1909) und
(Weyl, 1909). Diese Darstellungsmoglichkeit fiihrt zur Identitét

b
[le@Pra=3,
a k

welche ,im Falle des trigonometrischen Orthogonalsystems” (Riesz, 1910, 451) von
Fatou (1906) gezeigt wurde.!® Die entscheidende Methode ist hier die Verwendung
von Fourierkoeffizienten. Mit ihnen konnte Riesz 1907 die Isomorphie

L*(a,b) = 1

zeigen, mit der wiederum viele Resultate durch reine Ubertragung gezeigt werden
konnen:

Es ist nun wohlbekannt, wie man mit den angefiihrten Resultaten — ja
auch schon mit der engeren Formulierung derselben z. B. fiir das trigo-
nometrische Orthogonalsystem — an die von Hilbert begriindete, von
Hellinger, Toeplitz, E. Schmidt, Hilb, Weyl u.a. weiterentwickelte scho-

18Riesz verweist auRerdem auf Hurwitz (1903).
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ne Theorie der Funktionen abzahlbar unendlich vieler Veranderlichen
ankniipfen kann. (Riesz, 1910, 451)

Riesz verweist auf (Riesz, 1907b,c) (vergleiche Unterkapitel 1.3), aukerdem auf
Fréchet (1907, 1908) und Plancherel (1909a,b).

Man gelangt zu einer Fiille von Tatsachen iiber quadratisch integrierba-
re Funktionen. |...] Es bedarf hierzu fast rein formaler Ubersetzbarkeit.
(Riesz, 1910, 451)

Diese ,formalen Ubersetzungen® sind, wie gesagt, moglich aufgrund der Darstellung
der L2-Funktionen durch ihre Fourierkoeffizienten. Eine davon ist sehr interessant:
Wie wir wissen, entwickelte Schmidt eine Losbarkeitsbedingung fiir Riesz’ Aus-
gangsproblem fiir den Fall, dass sowohl die gegebenen Koeffizienten als auch die
gesuchten Losungen Elemente des Folgenraums /2 sind (siehe Unterkapitel 1.5). Mit
dem Satz von Fischer-Riesz kann dieses Resultat auf den Fall, dass sowohl Koeffi-
zienten als auch Losungen aus dem Funktionenraum L?(a, b) stammen, {ibertragen
werden. Damit ist Riesz’ Ausgangsproblem fiir den Fall p = 2 geldst:

Unter andern ist damit auch das anfangs gestellte Problem fiir die ge-
nannte Funktionenklasse [L?(a, b), A.W.| vollstéindig erledigt, nachdem
die Kriterien fiir die Auflésbarkeit des entsprechenden Gleichungssys-
tems mit abzahlbar unendlich vielen Unbekannten bei Schmidt (1908)
fertig vorliegen. (Riesz, 1910, 451)

1.6.c Zwei zugeordnete Klassen

Die Fragestellung fiir quadratisch integrierbare Funktionen wird nun von Riesz ver-
allgemeinert. In seinem Artikel (Riesz, 1909) hat Riesz schon mit einem beliebigen
Exponenten p > 0 gearbeitet. Wie wir gesehen haben, zeigt er darin die Vollstén-
digkeit der LP(a, b)-Réume, ohne allerdings den Begriff ,Raum‘ zu verwenden. Dies
andert sich nun.

In der vorliegenden Arbeit wird nun die Voraussetzung der quadrati-
schen Integrierbarkeit durch jene der Integrierbarkeit von |f(x)|P er-
setzt; p bedeutet eine beliebige, rationale oder irrationale Zahl > 1.19
Jede Zahl p bestimmt eine Funktionenklasse [L?]. Die Rolle der Klasse

9Rjesz bemerkt hier: ,Ich hatte mich schon in der Note (Riesz, 1909) mit derartigen Funktio-
nen beschéftigt. Es wird dort jedoch nur p > 0 vorausgesetzt, was fiir die Giiltigkeit der
entwickelten S&tze schon hinreicht.*



27

[L?] ibernehmen hier je zwei Klassen [L?] und [Lﬁ} ; sie haben die Ei-
genschaft, daf jede Funktion, die mit allen Funktionen der einen Klasse
integrierbare Produkte ergibt, sicher der andern Klasse angehért. Die
Untersuchung dieser Funktionenklassen wird auf die wirklichen und
scheinbaren Vorteile des Exponenten p = 2 ein ganz besonderes Licht
werfen; und man kann auch behaupten, daf sie fiir eine axiomatische
Untersuchung der Funktionenrdume brauchbares Material liefert.
(Riesz, 1910, 452)

Die Verallgemeinerung des Exponenten p fiihrt Riesz zu einer dualen Beziehung,
wenn auch nicht so benannt, zwischen den ,Funktionenklassen [LP] und [L%}
Die Schreibweise mit den eckigen Klammern stammt dabei von Riesz — ebenso wie
die Hervorhebung der gegenseitigen Beziehung, ,dafl jede Funktion, die mit allen
Funktionen der einen Klasse integrierbare Produkte ergibt, sicher der andern Klas-
se angehort”. Es sei an dieser Stelle bemerkt, dass diese duale Beziehung zwischen
zwei Funktionenrdumen besteht und nicht zwischen einem Raum und zugehéri-
gem Dualraum aus Funktionalen, wie wir es in der heutigen Funktionalanalysis
gewohnt sind. Darauf wollen wir in Unterkapitel 1.7 zuriickkommen. Riesz’ klarer
Beschreibung dieser dualen Beziehung folgen zwei weitere Gedankenschritte: 1)
Riesz erkennt die bislang noch nicht beschriebene Selbstdualitiit der Klasse [L?]
als etwas, das im Allgemeinen von zwei Klassen, ndmlich [L?] und [LP%I}, iiber-
nommen wird. 2) Direkt im Anschluss, nach einem Verweis auf die ,wirklichen und
scheinbaren Vorteile des Exponenten p = 2“, die auf der Isomorphie L?(a,b) = [?
basieren, spricht Riesz’ erstmals von Funktionenrdumen statt Funktionenklassen.
Dies konnte ein Hinweis auf einen gegenseitigen Einfluss des sich entwickelnden
Dualitéts- und Raumbegriffs in der Funktionalanalysis sein. Man kénnte sich vor-
stellen, dass Riesz moglicherweise aufgrund der zu formulierenden Abgrenzung der
beiden verschiedenen Klassen [LP] und [L%} im Gegensatz zur vorigen ,allum-

fassenden Umgebung® L? auf die Verwendung des Raumbegriffs gebracht wurde.

Aufserdem spricht Riesz genau in diesem Satz von einer ,axiomatischen Untersu-

chung* dieser Funktionenraume.

Eingefiihrt wird die ,Funktionenklasse [LP]* dann in §3, nachdem Riesz zuvor ge-

zeigt hat, dass

a) ,das Produkt der Funktionen f(z), h(x) sicher integrierbar [ist], wenn es eine

Zahl p > 1 gibt, derart daf die Funktionen |f(z)|?,|h(z)|7"T integrierbar
ausfallen.” Ferner:

b) ,Ist das Produkt f(x),h(z) fiir alle integrierbaren Funktionen f(z), fiir wel-
che die Potenz |f(z)|P (p > 1) integrierbar ist, ebenfalls integrierbar, so ist
es auch die Potenz |h(z)|7°T % (Riesz, 1910, 457)
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Erst jetzt ist die duale Paarung (siehe Abschnitt 1.7.b)

/ab fhdx

fel[l?] und he [L%}

mit

wohldefiniert und die duale Beziehung der Funktionenklassen [LP] und [Lﬁ}
gezeigt:

Bezeichnen wir die Gesamtheit jener integrierbaren Funktionen, fiir
welche die p*® Potenz des absoluten Betrages (also aufgrund [einer Un-
gleichung, die zuvor gezeigt wurde, A.W.| auch alle niedrigeren Poten-
zen) integrierbar ist, als Funktionenklasse [LP], so besagen [die beiden
Resultate a) und b), A.W.], dak jede der Klassen [L”], {Lf} genau
aus jenen Funktionen besteht, die mit jeder Funktion der andern Klas-
se multipliziert, integrierbare Produkte ergeben. Ist p = 2, so ist auch
527 = 2; die Klasse [L?] hat somit die Eigenschaft, daR jede Funkti-
on, die mit allen Funktionen der Klasse integrierbare Produkte ergibt,
selbst der Klasse angehdrt. In dieser Eigenschaft der Klasse [L?] liegt
ein Grund dafiir, daff dieselbe in allen Fragestellungen, in welchen das
Produktintegral auftritt, eine ausgezeichnete Rolle spielt. Sucht man
dann die fiir die Klasse [L?] geltenden Resultate auf andere Klassen
[LP] auszudehnen, so miissen die Klassen [L?], {Lppj] gleichzeitig be-

trachtet werden.

Fiir das Weitere ist es noch wichtig, festzustellen, daf die Klasse [LP]
alle linearen Verkniipfungen je einer endlichen Anzahl in ihr enthalte-
ner Funktionen ebenfalls enthdlt. (Riesz, 1910, 459)

Die erste kursiv gedruckte Aussage beschreibt die duale Beziehung der Funktio-
nenklassen [LP] und [Lppj]: Diese charakterisieren sich gegenseitig und liefern
eine wohldefinierte duale Paarung. Ein weiterer Grund, diese Beziehung dual zu
nennen, besteht im méglichen Vertauschen der Exponenten p und % ohne damit
den Wahrheitswert zu indern. AnschlieRend stellt Riesz die Selbstdualitiit von [L?]
mittels Exponentenvergleich fest. Er erklirt weiter, dass die Klasse [L?] eine ,aus-
gezeichnete Rolle“ spiele. Man konnte also sagen, dass Riesz hier die Selbstdualitit
des L?(a,b)-Raums als Spezialfall der Dualitiit der LP(a,b)-Riume erkennt, auch
wenn er weder von ,Dualitdt* noch von ,Selbstdualitét® spricht. Ein weiterer inter-
essanter Punkt ist die anschlieffende Feststellung der Linearitét der [LP]-Klassen.
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1.6.d Losbarkeit im Rahmen dualer Raume und schwache
Konvergenz

In Riesz’ Einleitung erfolgt eine erste Antwort zum Ausgangsproblem:

Was nun insbesondere die anfangs gestellte Frage angeht, so wird diesel-
be in der Folge unter der Voraussetzung, dafs die Koeffizientenfunktio-
nen der einen, die gesuchte Funktion der andern je zweier zugeordneten
Klassen angehdren, vollstindig erledigt. (Riesz, 1910, 452)

Bei dieser Formulierung (,insbesondere) konnte man félschlicherweise den Ein-
druck bekommen, dass sich die Beantwortung des Ausgangsproblems fast zuféllig
im Rahmen der Erkenntnis der dualen Beziehung zwischen den Funktionenklassen
[LP] und {Lv%l} ergeben hat. Stattdessen hat sich ja gerade umgekehrt, ausge-
hend vom zu l6senden Gleichungssystem, die Beschreibung der dualen Beziehung
der dabei auftretenden Riume ergeben. Bislang, bei Riesz (1907d) und Schmidt
(1908), waren diese Réume identisch und selbstdual. Nun aber sind sie verschieden
und zeigen eine gegenseitige Beziehung, die man formulieren kann — und die von
Riesz auch explizit formuliert wird: ,zwei zugeordnete Klassen®.

In seiner Einleitung gibt Riesz eine kurze Zusammenfassung seines Vorgehens zur
Losung des Ausgangsproblems:

Fiir eine endliche Anzahl von Gleichungen gelingt dies durch die Be-
trachtung eines einfachen Variationsproblems; und der Ubergang zu
unendlich vielen Gleichungen wird sich nachher mit Hilfe des Begriffs
der schwachen Konvergenz duflerst leicht gestalten. Das einfache Kri-
terium, das wir erhalten, ist auch fiir den Fall p = 2 bisher unbekannt.
Es ergeben sich daraus entsprechende Kriterien fiir die Umkehrbarkeit
gewisser Funktionaltransformationen. Die Anwendbarkeit dieser Kri-
terien wird an einzelnen speziellen Typen von Funktionalgleichungen
ausgeprobt, wobei sich auch fiir diese Typen manche neue Gesichts-
punkte ergeben. (Riesz, 1910, 452)

Dies wollen wir hier verfolgen: Nach einem Satz iber die Anndherung der Funk-
tionen der Klasse [LP] durch streckenweise konstante Funktionen (§4) und Eigen-
schaften tiber das unbestimmte Integral der Funktionen einer Klasse [LP] (§5) fiihrt
Riesz in §6 die ,starke und schwache Konvergenz in bezug auf den Exponenten p'
ein. Die hier als ,starke Konvergenz“ bezeichnete Konvergenz bezeichnen wir heute
als die p-Normkonvergenz einer Funktionenfolge f;(x) gegen eine Grenzfunktion
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f(x), jeweils Elemente der [LP]-Klasse:

11m/|f (2)|Pdx =0

(Riesz, 1910, 464). Riesz verweist dabei auf Fischers ,convergence en moyenne“
fiir den Fall p = 2 (siehe Abschnitt 1.3.b). Aus dieser ,starken Konvergenz* folgt
leicht unser heutiger Begriff der schwachen Konvergenz?°. Siehe erste ,Grenzglei-
chung':

.. daf$ aus der starken Konvergenz der Folge {fi(x)} gegen f(x) auch
das Bestehen der Grenzgleichungen

i [ o= [ s s i [(1n@ra= [Cier e

folgt; in der ersten der beiden Gleichungen bedeutet g(z) eine beliebige
Funktion der Klasse [Lﬁ} (Riesz, 1910, 464)

Allerdings fiihrt Riesz nicht diese Art von Konvergenz unter der Bezeichnung der
schwachen Konvergenz ein, sondern einen ,noch umfassenderen Konvergenzbe-
griff“; aus dem die erste Grenzgleichung und somit auch unser heutiger Begriff
der schwachen Konvergenz folgt:

Die Folge {f;(x)} von Funktionen der Klasse [LP] konvergiert in be-
zug auf den Exponenten p schwach gegen die Funktion f(x) derselben
Klasse, wenn a) die Integralwerte

/ @ de

insgesamt unterhalb einer endlichen Schranke liegen; b) fiir alle Stellen
a<x<b

hm fl Ydx = / f(z
ausfdllt. (Riesz, 1910, 465)

Dabei verweist Riesz im Fall p = 2 auf einen Zusammenhang mit Hilberts Kon-
vergenzbegriff zur Definition der ,yollstetigen Funktionen (siche Abschnitt 7.9.a):
sindem namlich der schwachen Konvergenz einer Folge von Funktionen jene Hil-
bertsche Konvergenz ihrer Fourierschen Konstanten entspricht* (Riesz, 1910, 465,

20Heute verwenden wir im Fall eines allgemeinen normierten Raums X die folgende Definition:
Eine Folge (z)n in X heiRt schwach konvergent, wenn die Folgen (z’(xn ))n fiir jedes =’ € X’
im zugrundeliegenden Koérper K konvergieren.
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Fufinote). In einer anderen Fufnote erfahren wir von Riesz, dass unser heuti-
ger Begriff der schwachen Konvergenz nicht nur eine Folgerung seiner Definition
ist, sondern dass sie dquivalent dazu ist.?! In §7 erhilt Riesz eine ,Ausdehnung
des Fischerschen Satzes‘ aus (Fischer, 1907b) als Anwendung seines ,Hauptsat-
zes liber schwache Konvergenz“: die Vollstédndigkeit der LP(a, b)-Rédume bzgl. der
LP-Normen (p > 1). Riesz schreibt:

Vergleiche (Riesz, 1909), wo derselbe Satz (auch fir 0 < p < 1) auf
andere Weise entwickelt wird. (Riesz, 1910, 468, Fufnote)

(Vergleiche hierzu Abschnitt 1.3.e.) In §8 beginnt Riesz schlieflich damit, die Los-
barkeitsbedingung zu seinem Ausgangsproblem

/ab filx)é(x)de = ¢;

zu bestimmen. Dabei wird, wie gesagt, gefordert, dass die Koeffizientenfunktionen
fi(z) der Klasse [Lﬁ} und die Losungsfunktionen &(z) der Klasse [LP] angehoren.

Im Fall p = 2 kann auf zwei verschiedene Arten auf Schmidt (1908) zuriickgegriffen
werden:

e Man kann, wie schon erldutert, Schmidts Resultat fiir den Folgenraum [2
mittesls der Isomorphie L?(a,b) = [? (Satz von Fischer-Riesz) auf den Funk-
tionenraum L?(a, b) iibertragen und erhilt dadurch die entsprechende Los-
barkeitsbedingung.

e Man kann aber auch Schmidts Methode auf das L?(a,b)-Problem anwenden,
wenn man Schmidts Konvergenzsatz durch den Fischerschen ersetzt.

Diese Moglichkeit des Riickgriffs auf Schmidts Untersuchungen, sei es auf das Re-
sultat oder auf die Methode, ist jedoch ein Sonderfall:

Die Ausdehnung dieser gewissermafsen geometrischen Methode auf be-
liebige Exponenten scheint dagegen auf unhebbare Schwierigkeiten zu
stoken. Demgemaéfs weicht unsere Methode, die auch im Falle p = 2
manches Neue bieten diirfte, wesentlich von der Schmidtschen ab.
(Riesz, 1910, 469)

Mit anderen Worten: Man kann nur im Fall p = 2 analytische Geometrie betreiben,
fiir alle anderen Exponenten muss man synthetisch vorgehen. In §9 und §10 zeigt
Riesz schlieflich:

21Riesz verweist auf Lebesgue (1909) fiir den Fall p = 2.
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Riesz’ Resultat von 1910

Ein endliches oder abzdhlbar unendliches System wvon linearen
Integralgleichungen

b
/ fil)¢(zx)de =¢; (i=1,2,..),

deren Koeffizienten f;(x) der Klasse [Lﬁ} angehdéren, lafst dann

und nur dann eine der Bedingung

b
/ €(2)|P do < MP

geniigende losende Funktion &£(x) zu, wenn fir alle n bei beliebigen
Zahlen p; die Ungleichung

n b n
’ZNiCi‘ﬁSMﬁ/ ‘Zﬂifi(x)’%dx
=1 =1

a

besteht.

Ist speziell M* die kleinste Zahl von der geforderten FEigenschaft,
so besitzt das System eine einzige der gestellten Bedingung gendii-
gende Ldsung. (Riesz, 1910, 474)

Im Originalzitat heifst es M 7T statt M ﬁ, dies ist jedoch ein Tippfehler, siehe
(Riesz, 1910, 470) bzw. (Riesz, 1910, 479f) mit Erlduterung in Abschnitt 6.1.c.
Man beachte die Ahnlichkeit mit Schmidts Resultat, formuliert von Kothe in Ab-
schnitt 1.5.c. Die Notwendigkeit der Bedingung folgt mithilfe der Hélder-Ungleich-
ung (siehe Abschnitt 1.7.b); um zu zeigen, dass die Bedingung auch hinreichend
ist, verwendet Riesz seinen Hauptsatz tber schwache Konvergenz (Riesz, 1910,
466-468).

1.6.e Darstellungssatz fiir die L?(a,b)-Raume

In §11 zeigt Riesz zweierlei: Zum einen erklirt er, dass die Notwendigkeit seiner
Lésbarkeitsbedingung problemlos auch fiir den Fall {iberabzéhlbar vieler Gleichun-
gen bewiesen werden kann. Um zu zeigen, dass die Losbarkeitsbedingung in diesem
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Fall hinreichend ist, wird fiir beliebige Mengen das Auswahlaxiom benotigt. ,Fir
jene Mengen jedoch, die wir in der Folge betrachten werden, ergibt sich das Vor-
handensein entsprechender Teilmengen unmittelbar aus unseren fritheren Entwick-
lungen.“ (Riesz, 1910, 475) Zum anderen formuliert Riesz in diesem Paragraphen
seinen Darstellungssatz fiir stetige lineare Funktionale auf den LP(a,b)-Riumen,
wie er es in (Riesz, 1907¢) schon fiir den Fall p = 2 getan hat (sieche Abschnitt
1.3.d):22

Wird durch eine Vorschrift jeder Funktion f(z) der Klasse {L#} eine

Zahl Ay zugeordnet, und gentgt diese Zuordnung den Forderungen:

A#1f1+lt2f2 = N’lAfl + N’QAfz;

p—1

P

b
Al < M V (@) da

wo die Schranke M nur von der Vorschrift abhdingt, so gibt es eine bis
auf eine Nullmenge eindeutig bestimmte Funktion a(x) der Klasse [LP]
derart, daf fir alle f(x)

A = /aba(x)f(x) do

ist. (Riesz, 1910, 475)

Damit sind, wie auch im Darstellungssatz fiir den Fall p = 2 von 1907, die Elemente
des Dualraums — im heutigen Sinne — von L7 (a,b) bestimmt:

b
Ay :/a a(z) - dz, a€ [LP].

Jedoch spricht Riesz auch hier nicht von einem ,Dualraum‘ oder einem &hnlichen
Konzept. In den folgenden Paragraphen (§§12-15) fiithrt Riesz duale Operatoren
(,Transponierte” (Riesz, 1910, 479)) bzgl. den [LP]-Klassen ein — ein weiterer in-
teressanter Zweig in der Entwicklung des Dualitdtsbegriffs in der Funktionalana-
lysis, zu dem wir in Teil IT dieser Arbeit kommen werden — und entwickelt Ansétze
zur Fredholmschen Alternative. Riesz’ Artikel endet schliefslich mit Bemerkungen
zur moglichen Ubertragung seiner Resultate auf Funktionen, die auf beliebigen
messbaren Mengen definiert sind, nicht nur auf Intervallen.

22Riesz verweist auf (Riesz, 1907c) und (Fréchet, 1907).
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1.6.f Die Funktionenrdume L”(a,b) und die Folgenrdume [?

Riesz’ Einleitung endet mit dem Ausblick, dass man durch die Anwendung &hn-
licher Methoden auch die Folgenrdume [P untersuchen kénne. Riesz verweist auf
Landau (1907) mit der Bemerkung, dass dieser ,einen Satz von Hellinger und Toep-
litz, nach welchem aus der Konvergenz einer linearen Form fiir alle Variablenreihen
konvergenter Quadratsumme die Beschranktheit der Form folgt, auf den Fall eines
beliebigen Exponenten p > 1¢ (Riesz, 1910, 452, Fuknote) ausgedehnt hat. Bei
Landau (1907) finden wir Folgendes:

Indem ich mir einen Beweis fiir diesen Satz (Hellinger und Toeplitz,
1906, 353) zurechtlegte, fand ich folgende Verallgemeinerung, welche
vielleicht fiir die Zwecke der Herren Hellinger und Toeplitz niitzlich
sein kann, und in welcher der obige Hilfssatz als Spezialfall p = 2
enthalten ist.

Es sei p eine reelle Grofie > 1,
a; >0 (i:1,2,...);
die unendliche Reihe

oo
L= E a;T;
i=1

sei fir alle Systeme positiver Groflen x; (i = 1,2,...) konvergent, fir

welche -
et
i=1

ist. Dann liegt L fiir alle jene Systeme x; unterhalb einer endlichen
Schranke, und zwar ist
i=1

konvergent und

p—1
P

L:ZaiaciS(Zaf_l)
i=1 i=1
(Landau, 1907, 25f)

Damit kam Landau schon drei Jahre vor Riesz’ Untersuchungen zu den L”(a,b)-
Réumen bzw. sechs Jahre vor Riesz’ Untersuchungen zu den [P-Rdumen in (Riesz,
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1913) sehr nahe an die Beschreibung einer dualen Beziehung zwischen den Réu-
men [ und [7 7. Der Schlusssatz in Riesz’ Einleitung formuliert schliefslich die
Beziehung zwischen den Funktionenrdumen LP(a,b) und den Folgenrdumen (P:

Doch ist hier ein wesentlicher Unterschied zu verzeichnen. Denn die Re-
sultate, zu welchen man gelangen wird, zeigen auch hier vollige Analo-
gie mit jenen, zu welchen die Untersuchung der Funktionenklassen [L?]
filhrt. Jedoch die Ubersetzbarkeit der Resultate, wie fir p = 2, und da-
mit die Méglichkeit einer dhnlich einfachen analytischen Theorie geht
in allen tbrigen Fdllen verloren; und somit tritt die synthetische Be-
handlungsweise in ihre vollen Rechte. (Riesz, 1910, 452f)

Eine ,&hnlich einfache analytische Theorie”, d.h. die Riickfiihrung des Falles der
Funktionenrédume LP(a,b) auf den Fall der Folgenriume [P, ist im Allgemeinen
nicht gegeben, da es fiir p # 2 keinen Isomorphismus zwischen LP(a,b) und [P
gibt. Es kann zur Untersuchung des Funktionenraums LP(a, b) also nicht der Fol-
genraum [P herangezogen werden. Die entsprechenden Integralgleichungen kénnen
damit nicht auf entsprechende unendlichdimensionale Gleichungssysteme zurtick-
gefiihrt werden wie in Hilberts Untersuchungen. Stattdessen muss unabhéngig da-
von, synthetisch, vorgegangen werden. Dies finden wir in Riesz’ Arbeit Les sys-
téemes d’équations linéaires & une infinité d’inconnues (Riesz, 1913), die drei Jahre
nach seinem Beitrag zu den [LP]-Klassen verdffentlicht wurde. Riesz zeigt darin
das folgende Resultat zum analogen Ausgangsproblem:

Riesz’ Resultat von 1913

Pour que le systéeme d’un nombre fini ou d’une infinité dénombrable
d’équations

o0
Zaikxk =¢ (i=1,2,..),
k=1

dont les coefficients a;, sont tels que les séries

> a7 (i=1,2,.)
k=1

convergent, admette au moins une solution (xy) telle que

oo
S lagl? < A7,
k=1
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il faut et il suffit que l'inégalité

p—1

n o] n b
| Zﬂici| <M (Z | Z,Uiafik|p_l>
=1 k=1 i1

ait lieu, quels que sotent n et les nombres, réels ou non, ;.

En particulier, st M désigne le plus petit des nombres pour lesquels
la condition est remplie, il n’y a qu’une seule solution jouissant de
la propriété exigée. Au cas d’une infinité d’équations, cette solution
extrémale () est liée aux solutions extrémales (x}) des systémes
partiels [2;0:1 airxr = ¢;, AW.| par la relation

oo
lim Y faf — 2f[” = 0.
k=1

(Riesz, 1913, 61)

Dieses Resultat bildet den Ausgangspunkt fiir Hellys Polaritétskonzept in (Helly,
1921) (sieche Kapitel 2).

1.7 AbschlieBende Bemerkungen

1.7.a Die Lo6sbarkeitsbedingung

Um Riesz’ und Schmidts Untersuchungen besser zu verstehen, betrachten wir die
endlichdimensionale Version ihres Problemtyps: die lineare Gleichung

Az =c,

wobei die Matrix A € K™*™ sowie die rechte Seite ¢ € K™ gegeben sind und
x € K" gesucht wird. Schreiben wir diese Gleichung als das folgende Gleichungs-
system:

n
E Qx5 = Cjy 1= 1,2,...7m,
j=1
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so sehen wir die Verbindung zu Schmidts unendlichdimensionalen Gleichungssys-
tem von 1908:

m=0o0
E ApmLm = Cn, N =1,2,...
m=1

(siehe (Schmidt, 1908, 53), sowohl die Koeffizientenfolgen a,, als auch die Losungs-
folgen Z sollen aus dem Folgenraum [? stammen) und zu Riesz’ Gleichungssystem
von 1913:

(o)
E aipTr = ¢, ©t=1,2,...
k=1

(siehe (Riesz, 1913, 61), die Koeffizientenfolgen a; sollen aus dem Folgenraum 75T
stammen, die Losungsfolgen x aus [P). Riesz’ Integralgleichungssystem von 1910
stellt eine kontinuierliche Form davon dar:

b
/ fi(x)é(x)de = ¢y, i=1,2,...

(siehe (Riesz, 1910, 474), die Koeffizientenfunktionen f;(x) sollen aus der Klasse
{Lp%l} stammen, die Losungsfunktionen £(z) aus [LP]). Riesz’ System von 1907

bildet hiervon einen Spezialfall:

b
/ o) de = as, i=1,2, .

(siehe (Riesz, 1907d, 117), sowohl die Koeffizientenfunktionen ;(x) als auch die
Losungsfunktionen f(x) sollen aus dem Funktionenraum L?(a,b) stammen, zu-
satzlich wird gefordert, dass die ¢;(x) ein Orthogonalsystem bilden). Im endlich-
dimensionalen Fall ist die Gleichung Az = ¢ genau dann lésbar,?? wenn

Rg(A) = Rg(Ale).

Das bedeutet: Fiir jede Linearkombination der Zeilen von A, die eine Nullzeile
ergibt, muss dieselbe Linearkombination der zugehorigen rechten Seiten Null er-

geben:
V’U,i : Zuiai =0 = Zuici =0.
i=1 i=1

Kothe (1938) formuliert dies folgendermafsen:

23Das folgende ,Rangkriterium‘ finden wir bei Frobenius (1905), der auf (Fontené, 1875),
(Rouché, 1875) und (Frobenius, 1877) verweist.
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Jede lineare Abhéngigkeit zwischen den Zeilen der Matrix [gilt] auch
fiir die entsprechenden Koordinaten von c. (Kothe, 1938, 193)

Damit zeigt sich die Verbindung zwischen endlich- und unendlichdimensionalem
Fall: Das Schmidtsche Resultat von 1908 — in Kothes Formulierung (siehe Ab-
schnitt 1.5.c) — entspricht einer Verallgemeinerung der obigen Beziehung zwischen
den Zeilen von A (den Koeffizienten des Gleichungssystems) und den rechten Sei-
ten:

Ist 2 eine Matrix, die auf alle Stellen ¢ des Hilbertschen Raumes an-
wendbar ist in dem Sinn, daf die Summen [ 7o | a;pzr, A.W.| stets
konvergieren, so ist fiir die Losbarkeit von [Zzozl aikxy = ¢, AW/
notwendig und hinreichend die Existenz einer Zahl m > 0, so dafs fiir
alle komplexen uy, us, ..., Uy,

n n
i=1 =1

gilt. Dabei ist a; die i-te Zeile von 20 und die Absolutstriche auf der
rechten Seite bedeuten den absoluten Betrag in der Metrik des Hilbert-
schen Raumes.

(2) ist offenbar eng verwandt mit der Losbarkeitsbedingung fiir endliche
Gleichungssysteme, verlangt aber nicht nur, daf die linearen Abhén-
gigkeiten der a; fiir die ¢; gelten, sondern dafs auch die Unabhéngigkeit
der ¢; nicht ein gewisses Mafs der Unabhéngigkeit der a; iibersteigt.

Die Bedingung (2) ist nun in der Theorie der linearen metrischen Réu-
me auf Réume sehr allgemeiner Natur iibertragen worden.
(Kothe, 1938, 193f)

Die Bedingung (2) findet sich auch in Riesz’ Resultat von 1910:

n b n
|ZuiCi|ﬁ§Mﬁ/ |Zuz‘f¢(ﬁﬁ)|ﬁd$
i=1 a =1

(Riesz, 1910, 474) sowie in der Folgenversion von 1913:

p—1

P

n o0 n b
| Z,Uici| <M (Z | Zﬂiaik|pl>
=1 k=1 u;
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(Riesz, 1913, 61). Riesz und Schmidt verweisen jeweils auf die vorangehende Pro-
blemversion: Schmidt (1908) verweist auf Riesz (1907d); Riesz (1910) verweist auf
die Arbeiten (Riesz, 1907d) und (Schmidt, 1908). Es sei darauf hingewiesen, dass
die obige Bedingung sowohl in (Riesz, 1907d) wie auch in (Schmidt, 1908) nicht
direkt zu finden ist. In beiden Féllen bilden die Koeffizienten (schlieflich) ein Or-
thogonalsystem und die Bedingung ,versteckt‘ sich hinter einer dquivalenten Form.
Die Ubertragung dieser Bedingung auf ,,RAume sehr allgemeiner Natur* findet sich
bei Helly (1921), Hahn (1927) und Banach (1929a). Dies stellen wir in Kapitel 2
dar.

1.7.b Die Hoélder-Ungleichung

In jedem der obigen Probleme folgt die Notwendigkeit der Losbarkeitsbedingung
aus der Holder-Ungleichung.?* Dies wollen wir hier erliutern. Innerhalb Schmidts
[2-Folgenriumen entspricht die Holder-Ungleichung der Cauchy-Schwarz-Ungleich-
ung:

IEIGI = [(F; )

(Schmidt, 1908, 58). Die Notwendigkeit der Losbarkeitsbedingung fiir das Glei-
chungssystem

m=0o0
E ApmLm = Cn, N =1,2,...
m=1

folgt nun mit der (Un-)Gleichungskette:?>

n n o0 o0 n n
‘ E uic;| = | E (5 E Qim Zm| = | E E WiGim Zm | < || Z|| u;a;
i—1 =1 m=1 m=1i=1 i—1

In Riesz’ Version von 1910 finden wir die Holder-Ungleichung
p—1

b % b P
< V (@) do [/ h<x>|p”1dm] p>1

24Zum historischen Hintergrund der Holder-Ungleichung siehe Abschnitt 1.6.a.

25Es sei bemerkt, dass Schmidt selbst die ,,Besselsche Ungleichung® (Schmidt, 1908, 73), welche
die Cauchy-Schwarz-Ungleichung impliziert, verwendet, um die Notwendigkeit der von ihm
formulierten Losbarkeitsbedingung zu zeigen.

/ab f(z)h(z)dx
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(Riesz, 1910, 456) und die Notwendigkeit der Losbarkeitsbedingung fiir das Inte-
gralgleichungssystem

b
/ fi(x)e(z)de = ¢y i=1,2,...

folgt aus (Riesz, 1910, 469):

n _P_ n b P b 2 P _
1> pici| 7T = |ZMZ/ fi(@)¢(z) da|7T = |/ > wifi@)é(@) da 7T
i=1 i=1 a ¢ i=1

p=1 p—1

- l/:'g(x)lpdxr [/ab]iuifi(x)"ﬁldx] :

_ [/ab|§(x)|pdx] h/ab|§mfi(x)|fl dz.

Auf analoge Weise wird die Notwendigkeit der Losbarkeitsbedingung in Riesz’ Ver-
sion von 1913 gezeigt (Riesz, 1913, 49). Hier finden wir die Holder-Ungleichung

p—

1
P

’Zakbk| < (ZGH”pl) <Z|bk|p> (p>1)
k=1 k=1 k=1

(Riesz, 1913, 43). Die allgemeinste Form der Probleme von Schmidt und Riesz —
formuliert in heutiger Schreibweise — lautet:

E(a:l) = C; 1= 1,2, ceay

wobei das Funktional ¢ aus dem Dualraum des normierten Raums der z; stammt.
Hier folgt die Notwendigkeit durch:

n n n
i=1 =1 i=1

Schmidts und Riesz’ Sétze sind also Spezialfille desselben allgemeinen Problems.
Nun folgt ein wichtiger Punkt: Die Holder-Ungleichung bildet die Grundlage fiir
den Beweis der Notwendigkeit der obigen Losbarkeitsbedingung. Die Hélder-Un-

<

gleichung gilt jedoch nur fiir eine Paarung aus Funktionen/Folgen/ ..., die aus ,zwei
zugeordneten Klassen“ (Riesz, 1910, 452) gebildet wird — aus zwei zueinander
dualen Rdumen! Womit wir diese Paarung in der Holder-Ungleichung als duale
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Paarung bezeichnen wollen. In Riesz’ Arbeit von 1910 sind die dualen Rdume
e dic Funktionenriume LP(a,b) und L7 (a,b).

In (Riesz, 1913) sind es
e die Folgenrdume [P und [ =

In Schmidts Untersuchungen sind es
o die Folgenrdume /2 und [2.

In Schmidts Fall besteht noch keine Notwendigkeit, die Beziechung der Elemente
aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung zu formulieren, denn alle vorkommenden
Folgen — die gegebenen Koeflizienten und die gesuchten Lésungen — stammen aus
demselben Raum. Im Fall von Riesz gibt es dann zwei Réume, die ,die Rolle*
des Folgenraums /2 oder des Funktionenraums L?(a, b) ,jiibernehmen”. Damit kann
Riesz zum einen damit beginnen, die Beziehung zwischen diesen beiden Raumen
zu formulieren, und zum anderen kann er Schmidts Version und die Version des
Satzes von Fischer-Riesz als Spezialfall der beschriebenen Beziehung betrachten.
Heute wiirden wir sagen: Selbstdualitét ist ein Spezialfall von Dualitét.

1.7.c Duale Raume

Riesz beschreibt eine duale Beziehung zwischen zwei Funktionenrdumen bzw. Fol-
genrdumen. Unser heutiger Gebrauch des Wortes ,dual‘ in der Funktionalanalysis
ist jedoch ein anderer: Zu einem gegebenen normierten Raum wird der Dualraum
definiert, welcher aus allen auf dem gegebenen Raum definierten, stetigen linearen
Funktionalen besteht. Damit ist der Dualraum von LP(a, b) also nicht L7 1 (a,b),
sondern lediglich isomorph dazu, wie Riesz in seinem Darstellungssatz gezeigt hat.
Wir wollen Riesz’ Formulierung hier noch einmal lesen:

Wird durch eine Vorschrift jeder Funktion f(z) der Klasse {L%} eine

Zahl Ay zugeordnet, und geniigt diese Zuordnung den Forderungen:

Aulf1+lt2f2 = :UJlAfl + :u'QAf2;

p—1

p

)

b
A<M l/ £ da
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wo die Schranke M nur von der Vorschrift abhdngt, so gibt es eine bis
auf eine Nullmenge eindeutig bestimmte Funktion a(x) der Klasse [LP)
derart, daf fir alle f(x)

b
Af:/ a(z) f(x)dx

ist. (Riesz, 1910, 475)

Riesz’ Darstellungssatz2® zeigt, bei Vertauschen von p und 527, dass der Dualraum
von LP(a,b), wie er heute definiert ist, gegeben ist durch

b 2
(LP(a, b)) = / a(z) - dz | a € L7 (a,b)

Allerdings spricht Riesz nicht von einem ,dualen Raum‘, der hier definiert wird,
oder iiberhaupt von einem ,Raum‘ aus ,opérations”, wie er es im Fall der Funktio-
nenrdume tut. Eine solche Formulierung erscheint spéter in (Hahn, 1927). Hahns
,polarer Raum* besteht aus allen entsprechenden ,Linearformen* und enthalt auch
eine Norm fiir sie — was vielleicht ein Grund fiir Hahn war, von einem ,Raum’
zu sprechen. Es konnte also interessant sein herauszufinden, wann erstmals eine
Norm fiir Funktionale eingefiihrt wurde und wann ein System bestehend aus allen
entsprechenden Funktionalen zu einem gegebenen Raum erstmals als ,Dualraum’
bezeichnet wurde. Dies soll im néchsten Kapitel behandelt werden.

26Man beachte, dass die genannten Eigenschaften fiir eine ,Zuordnung® gelten, obwohl Ay weiter
als ,,Zahl“ bezeichnet wird. In seinem Darstellungssatz fiir den L?(a, b)-Raum in (Riesz, 1907c)
spricht Riesz von einer ,nombre* U(f), jedoch auch von einer ,opération“, die die zugehdrigen
Voraussetzungen erfiillt. Man fragt sich, warum Riesz nicht Hadamards Bezeichnung ,,fonc-
tionnelle* verwendet. Hadamard verwendet dieses Wort in (Hadamard, 1903), wo er seinen
Darstellungssatz fiir das System aller auf einem beschrankten Intervall definierten, stetigen
Funktionen beweist und Riesz verweist darauf.



2 Hellys Polaritatskonzept und der
Satz von Hahn-Banach

2.1 Einleitung

Die heutige Verwendung des Begriffs ,Dualraum’ in der Funktionalanalysis basiert
hauptséchlich auf folgender Definition:

Zu einem normierten Raum X besteht der zugehorige Dualraum X'
aus allen stetigen linearen Funktionalen auf X. Ist ||z| die Norm von
X, so ist X’ mit der zugehérigen dualen Norm ||z'|| = sup, =y |2/ (z)]
ausgestattet.

Es gibt viele niitzliche Bezichungen zwischen X und X’. So kann man z.B. etwas
iiber X erfahren, indem man die Auswirkungen der zugehérigen Funktionale auf
X untersucht. Zum Beispiel:?”

Seien X ein normierter Raum und M C X eine Teilmenge. Dann gilt:
Die Menge M ist genau dann beschriankt in X, wenn die Mengen ' (M)
fiir jedes 2’ € X’ beschriankt in K sind.

Ein weiteres niitzliches Konzept, das sich mit der Definition des Dualraums ergibt,
ist das der schwachen Konvergenz:8

Eine Folge (z,), in X heift schwach konvergent, wenn die Folgen
(' (zp))n fir jedes 2’ € X’ in K konvergieren.

2"Die Implikation ‘=’ ist klar. Um ‘<’ zu zeigen, wird der Satz von Hahn-Banach bendtigt.
K € {R,C}.

28Bzgl. der Entwicklung des Begriffs der schwachen Konvergenz siehe (Pietsch, 2007, 56-58).
Pietsch verweist fiir den normierten Fall auf Hilberts Definition der Vollstetigkeit in (Hilbert,
1906b), siche Abschnitt 7.9.a, auf das erste Vorkommen der Bezeichnung ,schwache Konver-
genz“ in (Weyl, 1908, 8), auf Riesz’ Erweiterung des Konzepts in (Riesz, 1910, 465), sieche
Abschnitt 1.6.d, auf (Riesz, 1913, 55) und schliefilich auf (Banach, 1929b, 231) und (Banach,
1932, 122, 133).



44

Das obige Konzept des Dualraums ermdglicht es also, Eigenschaften des Raums
X durch moglicherweise einfachere Untersuchungen im zugrundeliegenden Koérper
K zu erhalten sowie mit einem schwachen Konvergenzbegriff zu arbeiten, wenn
das tibliche Konzept nicht anwendbar ist. In diesem Kapitel wollen wir den beiden
folgenden Fragen nachgehen:

1) Welche Ideen und Konzepte gehen dem Begriff unseres heutigen Dualraums
voraus?

2) Wofiir steht der Terminus ,dual‘ in ,Dualraum‘?

Zu 1) Wie wir gesehen haben und sehen werden, begannen die Entwicklungen in
diesem Bereich jeweils mit dem Problem der Loésung eines linearen Gleichungssys-
tems. Dabei wurden unterschiedliche Versionen desselben Problemtyps betrachtet:
zunédchst in den Untersuchungen von Schmidt und Riesz aus den Jahren 1907 bis
1913 (siehe Kapitel 1), dann in Hellys Arbeit von 1921 und schlieflich bei Hahns
Einfiihrung des polaren Raums im Jahr 1927. Hahn verweist in seiner Arbeit auf
Helly, der wiederum auf Schmidt und Riesz verweist, sodass wir von einer expli-
ziten Verbindung dieser Arbeiten sprechen und die darin enthaltenen Konzepte
bzgl. Frage 1) herausstellen kénnen.

Zu 2) Hier konnte man darauf verweisen, dass, wenn man zu einem Dualraum eines
normierten Raums X wiederum den Dualraum, also den Bidualraum zu X, bildet,
man wieder ,etwas Ahnliches* wie den Ausgangsraum X erhilt. Im Allgemeinen gilt
jedoch nicht X = X". Wir werden Frage 2) ndher kommen, wenn wir untersuchen,
warum Hahn unser heutiges Konzept des Dualraums urspriinglich als ,polaren
Raum* bezeichnet hat. Wie wir sehen werden, basiert dieses Konzept auf dem von
Helly entwickelten Polaritdtskonzept.

In diesem Kapitel soll also zunédchst auf die Verbindung zwischen Hellys Arbeit
von 1921 und den Untersuchungen von Riesz und Schmidt zu den jeweiligen Pro-
blemversionen eingegangen werden. Dann wollen wir Hellys Konstruktion seines
Polaritatskonzepts vorstellen. Da Helly hierfiir Begriffe aus Minkowskis Theorie in
(Minkowski, 1896) verwendet, erkunden wir die entsprechenden Konzepte. Nach
der Darstellung von Hellys Untersuchungen werden wir Hahns Arbeit (Hahn, 1927)
und auch die davon unabhéngig erhaltenen Resultate von Banach (1929a) untersu-
chen. Unser Fokus ist dabei wieder sehr speziell. Ausfiihrlichere Untersuchungen —
neben den allgemeinen Darstellungen zur Geschichte der frithen Funktionalanalysis
(siehe Vorwort) — zu den Arbeiten von Helly, Hahn und Banach finden wir bspw. in
Hochstadts Artikel Eduard Helly, father of the Hahn-Banach theorem (Hochstadt,
1980), Heusers Commentary on Hans Hahn’s contributions to functional analysis
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(Heuser, 1995) und Naricis und Beckensteins Artikel The Hahn-Banach theorem.:
the life and times (Narici und Beckenstein, 1997).29

2.2 Eduard Helly (1884-1943)

Eduard Helly wurde am 1. Juni 1884 in Wien geboren.3? Sein Mathematikstudium
an der Wiener Universitét schloss er 1907 mit einer Promotion tiber Fredholm-
Gleichungen unter der Betreuung von W. Wirtinger und F. Mertens ab. Wirtinger
vermittelte ihm ein Stipendium an der Universitdt Gottingen, wo er Vorlesungen
von Hilbert, Klein und Minkowski besuchen konnte. Wie wir sehen werden, ba-
sieren die Konstruktionen in (Helly, 1921) auf Konzepten von Minkowski (1896)
(siehe Unterkapitel 2.5). Zuriick in Wien arbeitete Helly als Oberlehrer an Gym-
nasien und Privatschulen, wobei es ihm gelang, sich parallel Forschungsarbeiten
im Bereich der Funktionalanalysis zuzuwenden. Dabei bewies er in (Helly, 1912)
15 Jahre vor Hahn (siehe Abschnitt 2.8.b) eine Vorversion des Satzes von Hahn-
Banach. Im Ersten Weltkrieg diente Helly als Leutnant. 1915 wurde er durch einen
Lungenschuss verwundet, der auch sein Herz verletzte, und von russischen Solda-
ten gefangen genommen. Aufgrund der Kédmpfe in Russland konnte Helly erst
nach einer langen Reise iiber Japan, den fernen Osten und Agypten 1920 wieder

29Siehe auBerdem Jaécks Arbeiten zu Banach: (Jaéck, 2016), (Jasck, 2020) und (Jaéck, 2021).
30Dje folgenden Informationen stammen aus (Butzer et al., 1980) und (Hochstadt, 1980).
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nach Wien zuriickkehren. Im Jahr 1921 erwarb er mit der von uns in diesem Ka-
pitel betrachteten Habilitationsschrift (Helly, 1921) die Lehrbefugnis. Allerdings
erlangte Helly keine Professur — seiner Frau, Elise Bloch, zufolge, ,partly becau-
se Helly was Jewish and also because Hahn thought a younger person should be
preferred” (Hochstadt, 1980, 123). Dennoch trafen sich Helly und Hahn, der 1921
zum Ordinarius ernannt wurde, regelméfig in den folgenden Jahren. Aus dieser
Zeit geht sicherlich Hahns Bezugnahme auf Hellys Konstruktionen in seiner Arbeit
zur Einfiihrung des polaren Raums (Hahn, 1927) hervor (siehe Unterkapitel 2.8).
Auch in seinem restlichem Leben sollte Helly die M&glichkeit einer mathematischen
Karriere verwehrt bleiben. Nachdem er in Bank- und Versicherungsunternehmen
gearbeitet hatte, musste er 1938 in die USA emigrieren, wo er mit Einsteins Unter-
stiitzung 1939 eine Stelle am Paterson Junior College (New Jersey) erhielt. Zwei
Jahre spéter wechselte er zum Monmouth Junior College (New Jersey). Im Jahr
1943 wurde Helly dann ein Lehrstuhl am Mathematischen Institut des Illinois In-
stitute of Technology angeboten. Ungliicklicherweise verstarb Helly fiinf Wochen
spater, am 28. November 1943, an einem Herzinfarkt in Folge seiner Kriegsverlet-
zung.

2.3 Verbindung zu Riesz und Schmidt

Helly beginnt seinen Artikel Uber Systeme linearer Gleichungen mit unendlich vie-
len Unbekannten von 1921 (Helly, 1921) mit einer Bezugnahme auf Schmidts und
Riesz’ Untersuchungen zu ihren jeweiligen unendlichdimensionalen linearen Glei-
chungssystemen mit unendlich vielen Unbekannten. Wie in Kapitel 1 dargestellt,
hat Schmidts Gleichungssystem von 1908 die folgende Form:

m=o0
g ApmLm = Cn, N =1,2,...
m=1

(Schmidt, 1908, 53), wobei sowohl die Koeffizientenfolgen (anm)m als auch die
Losungsfolgen (Z,, )., Elemente des Folgenraums [? sein sollen. Riesz’ Gleichungs-
system von 1913 ist allgemeiner und enth&lt Schmidts Problem:

oo
E aipTr = C;, ©t=1,2,...
k=1

(Riesz, 1913, 61). Hier sollen die Koeffizientenfolgen (a;x)x aus dem Folgenraum
[7°7 stammen und die Losungsfolgen (z )k aus IP. Schmidt und Riesz haben jeweils
eine Losbarkeitsbedingung in Form einer Ungleichung zwischen den rechten Seiten
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¢; und den vorgegebenen Koeffizienten erhalten. In Riesz’ Fall ist dies die folgende
Ungleichung, siehe (Riesz, 1913, 61):

p—1

p

n oo n P
| Zﬂici| <M (Z | Zﬂiaik’pl>
i=1 k=1 4

Die Notwendigkeit dieser Losbarkeitsbedingung ergibt sich in Riesz’ wie auch in
Schmidts Fall aus ,,gewissen Ungleichungen®, wie Helly formuliert:

Die Bedingungen der Losbarkeit eines Systems von unendlich vielen
linearen Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten wurden, be-
sonders durch die Arbeiten von E. Schmidt (1908) und F. Riesz (1913),
fiir den Fall aufgestellt, daft die Koeffizienten und Lésungen gewissen
Ungleichungen zu gentigen haben. (Helly, 1921, 60).

Mit den ,,gewissen Ungleichungen®, welche von den Koeffizienten und Lésungen
erfiillt sein miissen, um die jeweilige Losbarkeitsbedingung zu erhalten, sind ge-
meint:

e (Cauchy-)Schwarz-Ungleichung, siehe (Schmidt, 1908, 58):
IFIHIGI = [(F; G)l,
wobei F' und G Elemente des Folgenraums [? sind,

e Holder-Ungleichung, siehe (Riesz, 1913, 43):

p—1

1> arbi| < (Z |ak"’p1> T’ <Z|bk|p>p (p>1),
k=1

k=1 k=1

wobei (az) und (by,) jeweils aus den Folgenriumen /77 und [P stammen.
Diese Version der Holder-Ungleichung enthilt die obige Schwarz-Ungleichung
als Spezialfall. Das zugehorige Kapitel bei Riesz tragt den Titel Les inégalités
fondamentales.

Helly soll es sich nun zur Aufgabe machen, diese Beziehung zwischen den Koeffi-
zienten und den gesuchten Losungen zu verallgemeinern. Heute wiirde man sagen:
Helly strebt eine Verallgemeinerung der Voraussetzung der Folgenrdume [P und
[7°T hin zu allgemeineren Folgenrdumen an. Wie wir sehen werden, bezeichnet
Helly analog zu Riesz’ Formulierung die entsprechende Ungleichung als ,funda-
mentale Ungleichung®. Helly schreibt:
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In der vorliegenden Arbeit soll gezeigt werden, daf der wesentliche
Inhalt der betreffenden Bedingungen darin liegt, daff im Raum von
abzahlbar unendlich vielen Dimensionen, in welchem die geometrische
Interpretation des Gleichungssystems vor sich geht, eine Abstandsbe-
stimmung vorliegt, fiir welche das ,,Dreiecksaxiom® gilt, oder, um den
Zusammenhang mit den Minkowskischen Begriffsbildungen hervorzu-
heben, der , Aichkérper* ein konvexer Kérper ist. (Helly, 1921, 60)

Eine , Abstandsbestimmung, fiir welche das ,Dreiecksaxiom‘ gilt“, bezeichnen wir
heute als Norm. Mittels der genannten ,geometrischen Interpretation des Glei-
chungssystems” entwirft Helly ein Polaritéitskonzept, um damit eine Losbarkeitsbe-
dingung fiir beliebige lineare Gleichungssysteme mit unendlich vielen Unbekannten
zu finden. Dieses Konzept stellt, wie wir sehen werden, eine Verbindung zwischen
Geometrie, linearer Algebra und Funktionalanalysis dar. Bevor wir dies erlautern
kénnen, miissen wir zunéchst einige Konzepte und Notationen aus Minkowskis
Theorie der Geometrie der Zahlen (1896) erfassen.

2.4 Hermann Minkowski (1864-1909)

Hermann Minkowski wurde am 22. Juni 1864 in Aleksotas, heutiges Kaunas (Li-
tauen), geboren.?! Als er acht Jahre alt war, emigrierten seine (deutschen) Eltern

31Die folgende biographische Skizze basiert auf (Dieudonné, 1974) und (Strobl, 1985).
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mit ihm und seinen drei Geschwistern aufgrund antisemitischer Mafnahmen aus
dem russischen Zarenreich ins preufische Konigsberg. Schon im Gymnasium in
Konigsberg las Minkowski Arbeiten von Dedekind, Dirichlet und Gauf. Im April
1880 begann er sein Mathematikstudium an der Konigsberger Universitéit, die
er nur fiir drei Semester in Berlin verlieff. In Konigsberg schloss er Freundschaft
mit Hilbert, der ebenfalls zu dieser Zeit in Konigsberg studierte, und A. Hurwitz,
der dort 1884 einen Lehrstuhl erhielt. Mit 18 Jahren erhielt er den Grand Prix
des Sciences Mathématiques fiir seine eingereichte Arbeit Grundlagen fir eine
Theorie der quadratischen Formen mit ganzzahligen Koeffizienten. Diese sollte die
Grundlage fiir seine Dissertation Untersuchungen tber quadratische Formen, Be-
stimmung der Anzahl verschiedener Formen, welche ein gegebenes Genus enthdlt
sein, mit welcher er 1885 unter der Betreuung von F. von Lindemann promovierte.
1887 bewarb er sich um eine Professur an der Universitdt Bonn, wofiir er die Habi-
litationsschrift Rdumliche Anschauung und Minima positiv definiter quadratischer
Formen verfasste. 1892 wurde er hier zum Assistenzprofessor beférdert. Zwei Jahre
spéter lehrte er fiir zwei Jahre in Kénigsberg, bis er ans Eidgenossische Polytech-
nikum Ziirich kam. Hier wurde er Kollege seines Freundes Hurwitz, der Frobenius’
Lehrstuhl iibernommen hatte, und Dozent von Einstein. 1902 iibernahm Minkow-
ski eine speziell fiir ihn von Hilbert geschaffene Lehrstuhlstelle an der Universitét
Gottingen. Diese sollte er fiir den Rest seines Lebens innehaben. In Gottingen be-
gann er sich fiir mathematische Physik zu interessieren und entwickelte den Begriff
des vierdimensionalen Raum-Zeit-Kontinuums, welcher bedeutenden Einfluss auf
Einsteins Arbeit haben sollte. Wir konzentrieren uns hier jedoch auf Minkowskis
zahlentheoretisches Interesse. Dieudonné schreibt:

From his Grand Prix paper to his last work Minkowski never ceased
to return to the arithmetic of quadratic forms in n variables (,n-ary
forms®). Ever since Gauss’s pioneering work on binary quadratic forms
at the beginning of the nineteenth century, the generalization of his re-
sults to n-ary forms had been the goal of many mathematicians, includ-
ing Eisenstein, Hermite, Smith, Jordan, and Poincaré. Minkowski’s
most important contributions to the theory were (1) for quadratic
forms with rational coefficients, a characterization of equivalence of
such forms under a linear transformation with rational coefficients,
through a system of three invariants of the form and (2) in a paper of
1905 (Minkowski, 1905), the completion of the theory of reduction for
positive definite n-ary quadratic forms with real coefficients, begun by
Hermite. |[...]

This 1905 paper was greatly influenced by the geometric outlook that
Minkowski had developed fifteen years earlier — the ,,geometry of num-
bers, as he called it, his most original achievement. (Dieudonné, 1974)
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Die Geometrie der Zahlen (Minkowski, 1896)32 sollte eine wichtige Grundlage fiir
Hellys Arbeit von 1921 werden. 1907 erschien Minkowskis zweites grofies zahlen-
theoretisches Werk Diophantische Approzimationen (Minkowski, 1907) mit An-
wendungen der Geometrie der Zahlen. Am 12. Januar 1909 starb Minkowski im
Alter von 44 Jahren an einem Blinddarmdurchbruch.

2.5 Minkowskis Aichkoérper (1896)

Kommen wir zu Minkowskis Geometrie der Zahlen (Minkowski, 1896). Um die
darin enthaltene Definition eines ,,Aichkorpers® zu verstehen, benétigt man den
Begriff der ,,Strahldistanz:

Man denke sich eine Function von zwei Punkten®® — sie moge, wenn
der erste Punkt a, der zweite b heisst, mit S(ab) bezeichnet werden —
von folgender Art: Es soll S(ab) fiir einen beliebigen Punkt a und einen
beliebigen Punkt b stets einen bestimmten Werth haben; |...]
(Minkowski, 1896, 1)

Es soll sein: S(ab) = 0, wenn b—a = 0 ist, S(ab) > 0, wenn b — a nicht
= 0 ist, ferner S(cd) = tS(ab), wenn 0 — ¢ = ¢(b — a) und darin ¢t > 0
ist. (Minkowski, 1896, 11)

Eine Strahldistanz wird ,einhellig genannt, wenn die heute so genannte Dreiecks-
ungleichung?* erfiillt ist:

Fiir irgend drei verschiedene Punkte a, b, ¢ soll immer
S(ac) < S(ab) 4+ S(be)
sein. (Minkowski, 1896, 1)

Um eine Metrik im heutigen Sinne zu definieren, fehlt also nur noch die Symmetrie-
eigenschaft. Strahldistanzen, welche diese erfiillen, nennt Minkowski ,wechselseitig*
(Minkowski, 1896, 2). Minkowski gibt ein Beispiel fiir eine solche Strahldistanz:

32Die Geometrie der Zahlen wurde erstmals 1910 verdffentlicht. Jedoch erschienen die ersten 240
Seiten schon 1896 als erster Abschnitt.

33 Es bedeute n irgend eine Anzahl, und die n Zeichen z1, ..., z, sollen, ein jedes unabhingig
von den anderen, jeden reellen Werth vorstellen diirfen. Ein einzelnes System von Werthen
dieser Zeichen heisse ein Punkt, die Werthe selbst die Coordinaten des Punktes.“ (Minkowski,
1896, 1)

34Minkowski verwendet bei der Ungleichung das Symbol ,<‘. Leider findet sich keine Erklirung
dazu. Wahrscheinlich verwendet Minkowski es im Sinne von ,<‘.
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Die ,Spanne“ von a nach b ist definiert als das ,Maximum unter den absoluten Be-
tragen der n relativen Coordinaten eines Punktes b in Bezug auf einen Punkt
a* (Minkowski, 1896, 2). Damit entspricht die Punktmenge 20 — der ,Bereich
sdmtlicher Punkte, nach welchen die Spanne von o [d.h. vom Ursprung, A.W]
Eins betriagt*(Minkowski, 1896, 3) — unserer heutigen endlichdimensionalen Ein-
heitssphare beziiglich der Maximumsnorm, welche als einhellige und wechselseitige
Strahldistanz betrachtet werden kann. Jetzt kénnen wir Minkowskis Definition ei-
ner ,,Aichfliche* und eines , Aichkorpers”, formuliert fiir beliebige Strahldistanzen,
verstehen:

Die Menge dieser®® Punkte t, fiir welche S(ot) = 1 ist, moge die Aich-
fliche der Strahldistanzen S(ab) heissen. Der Bereich 20 stellt eine spe-
cielle solche Aichfldche vor. Ferner moge die Menge derjenigen Punkte
v, fiir welche S(ov) < 1 ist, der Aichkdrper der Strahldistanzen S(ab)
heissen. [...] (Minkowski, 1896, 9)

Fiir einhellige Strahldistanzen triagt nun der Aichkérper folgenden Cha-
rakter:

Gehdren irgend zwei Punkte dem Aichkérper an, so ist dasselbe mit
jedem Punkte der sie verbindenden Strecke der Fall.
(Minkowski, 1896, 12)

Verwenden wir unsere heutigen Begriffsbildungen, so ist Minkowskis Aichfliche
also die Einheitssphére, sein Aichkorper die Einheitskugel — und dies jeweils be-
ziiglich einer beliebigen Strahldistanz, wobei eine einhellige und wechselseitige
Strahldistanz einer Norm im heutigen Sinne entspricht. Im Fall einer einhelligen
Strahldistanz ist der Aichkérper konvex.

2.6 Hellys Polaritatskonzept (1921)

2.6.a Die konvexe Abstandsfunktion

In Ubereinstimmung mit Minkowskis Konzept einer einhelligen Strahldistanz fiihrt
Helly in seiner Arbeit von 1921 die ,konvexe Abstandsfunktion“ (Helly, 1921, 62)
ein, welche unserem heutigen Normbegriff entspricht.3¢ Dabei erinnert der Begriff

35Siehe (Minkowski, 1896, 2-9).

36In (Heuser, 1992) finden wir die Bemerkung: ,Hier sehen wir {ibrigens noch viel deutlicher
als bei Riesz, dafs paradoxerweise die abstrakte Norm vor dem abstrakten Vektorraum da
ist.“ (Heuser, 1992, 647) Ist es tatsdchlich paradox, wenn das Konzept einer Norm oder eines
Abstands vor dem eines Raums eingefiihrt wird? Wie wir sehen, geschah dies mehr als einmal.
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,Abstandsfunktion“ an Minkowskis Strahldistanz und ,konvex* an die Konvexitét
des Aichkorpers im Fall einer einhelligen Strahldistanz, d.h. im Fall, dass die heute
so genannte Dreiecksungleichung erfiillt ist.

Es seien x1, s, ...z, kartesische Koordinaten irgend eines Punktes ei-
nes n-dimensionalen Raumes R,,. Die Grofken xj seien vorlaufig reell
vorausgesetzt und zur Abkiirzung soll der zugehorige Punkt einfach
mit x bezeichnet werden.

[...] In diesem Raume sei jedem Punkte z eine reelle positive Zahl
D(z) = D(x1,x2,...,z,) zugeordnet, die folgenden Bedingungen ge-

niigt:

D(\) = |\ D(x) (n

D(a +y) < D(x) + D(y) (1)

Aus D(z) =0 folgt z =0,d.h. 2y =20 = ... =2, = 0. (I11)
(Helly, 1921, 60f)

Helly bemerkt, dass aus dieser Definition direkt die Stetigkeit von D(x) folgt und
dass ,die Gesamtheit aller Punkte, fiir welche D(x) < 1 ist, einen konvexen Bereich
erfiillen” (Helly, 1921, 61). Dann schreibt er Folgendes:

Die Begrenzung dieses ,,Aichkorpers® wird aus den Punkten x gebildet,
fiir welche D(z) = 1 ist. Sie ist zentrisch symmetrisch bezliglich des
Koordinatenursprunges und ist eine abgeschlossene Punktmenge, die
R,, in zwei Teile zerlegt und fiir welche die Koordinaten sdmtlicher
Punkte unter einer endlichen Grenze liegen. (Helly, 1921, 61)

Diese ,Begrenzung” ist fiir Hellys Untersuchungen von zentraler Bedeutung. Wie
wir sehen werden, spielt sie im Folgenden die gleiche Rolle wie ein Kreis im Zwei-
dimensionalen, beziiglich dem eine eineindeutige Zuordnung zwischen der Menge
aller Punkte®” und der Menge aller Geraden®® definiert werden kann — also einem
Kreis, der eine Polaritit zwischen Pol und Polare impliziert. Helly beweist eine
Verallgemeinerung eines Satzes3® aus (Minkowski, 1896):

Durch jeden Punkt dieser Begrenzung geht mindestens ein linearer
R,,_1, der nicht in das Innere des Aichkorpers eindringt, der — nach
Minkowski — den Aichkorper ,stiitzt*. Oder anders und gleich fiir einen
beliebigen Punkt verallgemeinert ausgesprochen:

37auker dem Kreismittelpunkt

38aufer den Geraden durch den Kreismittelpunkt

39 Die Aichfliche einhelliger Strahldistanzen besitzt durch jeden ihrer Punkte mindestens eine
Stiitzebene.“ (Minkowski, 1896, 13)
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Wenn irgend ein Punkt y gegeben ist, fiir welchen
D(y) = M,

so existiert mindestens eine lineare Gleichung

n
E upT =1,
k=1

so dajs
> upye =1
k=1

und fiir jeden Punkt x, dessen Koordinaten der Gleichung geniigen,

mmmer
D(z)>M

1st.

Im folgenden soll abkiirzend Y _;'_, ugx) mit (u,x) bezeichnet werden.
(Helly, 1921, 61)

In anderen Worten: Zu einem beliebigen Punkt y des endlichdimensionalen Raums
R, mit D(y) > M existiert mindestens ein affiner Unterraum R,,_1, in dem der
Punkt y enthalten ist und in dem fiir die Elemente x aus R,y gilt: D(z) > M.
Im zweidimensionalen Fall bedeutet dies zum Beispiel, dass fiir jeden Kreis und
jeden Punkt P auf oder auferhalb des Kreises mindestens eine Gerade existiert,
die den Punkt P so enthélt, dass sich Gerade und Kreis nicht schneiden. Im Fall,
dass P auf dem Kreis liegt, ist die entsprechende Gerade die Tangente am Kreis
in P.

2.6.b Die polare Abstandsfunktion (endlichdimensional)

Die Gleichung
Z UL = 1
k=1

aus Hellys obigem Satz definiert einen affinen Unterraum in R,,_;. Dabei ist der
Punkt u = (uq, ..., u, ) fest, wihrend die Punkte 2 Elemente des affinen Unterraums
sind. Es kénnen nun aber auch umgekehrt die Punkte x fest gehalten werden,
sodass man zu einem vorgegebenen affinen Unterraum den Punkt u erhélt. Dies
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wird in der Geometrie bei der Konstruktion von Pol und Polare verwendet — woher
Helly die Gleichung sicherlich kannte. In (Hesse, 1873)%° finden wir z.B.:

Man nennt zwei Punkte, deren Verbindungslinie den Kreis in einem
Punktpaare schneidet, welches harmonisch®! ist mit den beiden Punk-
ten, harmonische Pole des Kreises. |...|

9) (z—a)(wr—a)+(y =)y —b) —r* =0

Es ist dieses |...] die Gleichung einer geraden Linie, auf welcher der eine
Pol variiert, wenn der andere unverdndert bleibt; mit anderen Worten:

Der geometrische Ort des einem gegebenen Punkte zugeordneten, har-
monischen Poles des Kreises ist eine gerade Linie.

Diese gerade Linie fiihrt den Namen der Polare des gegebenen Punktes
und der gegebene Punkt den Namen des Poles der geraden Linie. Die
Gleichung 9) stellt also die Polare des durch seine Koordinaten x1,y1
gegebenen Punktes dar. (Hesse, 1873, 182)

Durch Hesses Gleichung 9) wird die Polare, welche die Punkte (x,y) enthélt, zum
Pol (x1,y1) bzgl. des Kreises mit Mittelpunkt (a,b) und Radius r beschrieben.
Wahlen wir den Einheitskreis, d.h. ¢ = b = 0 und r = 1, so erhalten wir Hellys

Gleichung
n
Zukxk =1.
k=1

Somit kann die Beziehung zwischen v und z in dieser Gleichung als polar bezeichnet
werden. Mit dieser Auffassung erscheint es dann ganz natiirlich, dass Helly die
Norm, die er fiir die u einfiihrt, als ,die zu D(z) polare Abstandsfunktion® (Helly,
1921, 62) bezeichnet. Diese wird definiert als

Au) = |(u=$)|D(a:):17

d.h. als ,das Maximum der Summe (u,x) mit der Nebenbedingung D(z) = 1¢
(Helly, 1921, 62). Aus dieser Definition ergibt sich, dass die zugehdorige Polare im
Fall A(u) =1 einer Tangenten entspricht:

Der durch die Gleichung (u,z) = 1 dargestellte R,,—1 schneidet den
Aichkorper, stiitzt ihn, oder hat keinen Punkt mit ihm gemein, je nach-

40Die Erstauflage erschien schon 1865.
4174 harmonisch® siehe (Hesse, 1873, 55fF).
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dem

Au) = 1 ist.

AV

(Helly, 1921, 62)

Aufierdem ist die Definition von A(u) dquivalent zur folgenden Charakterisierung,
was sicherlich die Intention war: die kleinste Zahl ¢ > 0, sodass gilt

Vz € Ry, : |(u,z)| < ¢ D(x).
Damit ist die ,fundamentale Ungleichung* (Helly, 1921, 62)
[(u, 2)| < Au)D(x)

erfiillt, welche Helly fiir seine Losungstheorie bendtigt. Sie enthélt die Schwarz-
und Holder-Ungleichung, die wir aus Schmidts und Riesz’ Untersuchungen ken-
nen, als Spezialfélle. Helly bemerkt, dass die Beziehung zwischen D(z) und A(u)
,2umkehrbar ist:

Nebenbei mag bemerkt werden, daf die Beziehung zwischen D(z) und
A(u) umkehrbar ist, d.h. es ist

D(x) = [(u; )| o quy=1-

(Helly, 1921, 63)

Diese ,,Umkehrbarkeit” ist im endlichdimensionalen Fall einfach zu zeigen, nicht
jedoch im unendlichdimensionalen Fall, wie Helly spéter in seiner Arbeit bemerkt.
Heute wiirden wir sagen: Dazu muss erst noch der Satz von Hahn-Banach bewiesen
werden.

Schliefslich verdeutlicht Helly die Verbindung zwischen seinen Konstruktionen und
denen von Riesz: Er zeigt, dass die polare Abstandsfunktion von

D) = (X 1a41)"

tatsdchlich gegeben ist durch

A = (Shf) ™

und erhélt das folgende Resultat:
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Die fundamentale Ungleichung [...] liefert jetzt die als Holdersche Un-
gleichung bekannte Beziehung

p—1

)] < (Zw)p (Zw;’ﬂ) -

k=1 k=1
(Helly, 1921, 65)

Nach der Erweiterung seines Ansatzes fiir komplexwertige Punkte in §2 iibertragt
Helly in §3 seine Begriffsbildungen auf den unendlichdimensionalen Raum R,,.

2.6.c Der Raum R, von abzdhlbar unendlich vielen
Dimensionen

Auch fiir den allgemeinen unendlichdimensionalen Folgenraum R, fithrt Helly ein
entsprechendes geometrisches Vokabular ein:

Als Punkt z eines Raumes R, von abzahlbar unendlich viel Dimen-
sionen sei jede Zahlfolge x1,xs, z3... bezeichnet, wobei die Groken z;
beliebige reelle oder komplexe Zahlen sein kénnen. [...] Die Gesamtheit
aller Punkte, fiir welche die Reihe

o
(u,z) = Z ULTE
k=1

konvergiert und fiir welche die Gleichung
(u,z) =c

besteht, bilden eine lineare Mannigfaltigkeit, die mit R,_; bezeichnet
werden soll. [...] Die Begriffe Gerade, Strecke, Ebene lassen sich ohne
weiteres libertragen. (Helly, 1921, 66)

Durch die Gleichung
(u,z) =c¢

mit festem v = (u1,usz,...) wird hier also eine unendlichdimensionale Hyperebe-
ne R,_1 definiert. Dann folgt die Einfiihrung der ,,Abstandsfunktion D(x) fast
analog zum endlichdimensionalen Fall. Der einzige Unterschied ist, dass hier nicht
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notwendigerweise ganz R,, den Definitionsbereich von D(z) bildet, sondern ein li-
nearer Unterraum. Anschliefend fiihrt Helly den ,Begriff der Grenze® ein, bei dem
wir heute von Normkonvergenz sprechen wiirden:

Mit Hilfe der Funktion D(x) kann jetzt der Begriff der Grenze definiert
werden: Es sei = lim,_,o 2(*) wenn D(x — x(V)) durch geniigend
grofle Wahl von v beliebig klein gemacht werden kann. Die Begriffe
Umgebung, Haufungsstelle, Ableitung einer Punktmenge ergeben sich
in bekannter Weise. (Helly, 1921, 67)

Schliefslich folgt analog zum endlichdimensionalen Fall die Einfiihrung der ,,polaren

Funktion® A(u) mithilfe der ,oberen Grenze®, d.h. dem Supremum:*?

Au) = |(Ua$)|p(z):1~
Damit gilt wieder die wichtige ,fundamentale Ungleichung*:
|(u, 2)| < A(u)D(x).

Aufierdem sind die obigen Normeigenschaften I und II erfiillt. Jedoch ,muf A(u)
nicht der Bedingung IIT geniigen® (Helly, 1921, 67). Die nicht erfiillte Definitheit ist
auch in Riesz’ Theorie der Grund, Aquivalenzklassen der LP-Klassen zu betrachten.
(Siehe hierzu z.B. Riesz’ Einfiihrung der L2-Norm in Abschnitt 1.3.a.) Weiter stellt
Helly, wie oben erwédhnt, fest:

Auch 188t sich im Falle unendlicher Dimensionszahl die vollige Rezi-
prozitit von D(z) und A(u) nicht ohne weiteres behaupten |...].
(Helly, 1921, 68)

Auch der Satz iiber die gegenseitige Lage von Aichkérper und entsprechender
Hyperebene gilt im unendlichdimensionalen Fall nur in abgeschwéchter Form:

Der durch die Gleichung (u,z) = c dargestellte R,_1 schneidet den
Kérper D(x) < M oder hat keine Punkte mit ihm gemein, je nachdem
Job] MA(u) > ¢ oder < c ist. Uber den Grenzfall M A(u) = c laRt sich
hier im allgemeinen nichts aussagen. (Helly, 1921, 68)

2.6.d Die Fragestellung andert sich

In Hellys §4 finden wir:

42Djie Definition verlangt noch entsprechende Voraussetzungen an den Definitionsbereich, sodass
die Funktion auch wohldefiniert ist.
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Hellys Ausgangsproblem von 1921

Es liege nun ein System unendlich vieler linearer Gleichungen mit
unendlich vielen Unbekannten vor:

(a,z)=¢, (¥=1,2,3,..). (1)

Ferner sei eine konvexe Abstandsfunktion D(z) gegeben, und es
seien samtliche A(a”)) endlich, wenn A(u) die zu D(x) polare
Funktion bedeutet. (Helly, 1921, 69)

Die Koeffizientenfolgen a(*) und die rechten Seiten ¢, sind gegeben, z wird ge-
sucht. Es wird gefordert, dass = bzgl. D(x) und die a(*) bzgl. A(u) endlich sein
sollen. Dies entspricht den Voraussetzungen in Schmidts und Riesz’ Problemen,
ist jedoch viel allgemeiner. In Schmidts und Riesz’ Versionen waren die konvexen
Abstandsfunktionen konkret gegeben: die I2- bzw. die [P-Norm. Helly fiihrt dage-
gen eine allgemeine Norm mit zugehoriger dualer Norm ein, welche gemeinsam
die wichtige ,fundamentale Ungleichung’ erfiillen. Aus dieser Ungleichung folgt die
Notwendigkeit der Losbarkeitsbedingung, welche wir in analoger Form aus den Un-
tersuchungen von Schmidt und Riesz kennen — die folgende Ungleichung zwischen
den rechten Seiten ¢; und den gegebenen Koeflizienten:

; i Avey| < MA(i Aa) (B)

(Helly, 1921, 69). Es stellt sich die Frage, ob diese Bedingung auch hinreichend ist
fiir die Existenz einer Losung mit D(z) < M. Helly gibt zwei Beispiele, die zeigen,
dass dies im Allgemeinen nicht so ist. Jedoch erhélt Helly fiir den Fall, dass das
gegebene System nur endlich viele Gleichungen enthélt, folgendes Resultat:

Fir ein endliches Gleichungssystem ist also die Bedingung (B) hin-

reichend fiir die Ezistenz eines Lisungssystems, das der Ungleichung

[D(x) < My, wobei My irgend eine Zahl > M ist, A.W.] gendigt.
(Helly, 1921, 73)

Spannend ist nun der Fall eines Systems mit unendlich vielen Gleichungen: Hier

betrachtet Helly die Paarung (u,z) als ,lineare Operation®:*3

43Helly bemerkt anschlieRend, dass aus II. die Stetigkeit von L(u) folgt.
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Wenn beachtet wird, daff
L(u) = (u,x)

eine an u ausgeiibte lineare Operation darstellt, welche den Bedingun-
gen
L") =¢, (v=1,2,3...)

|L(u)] < M1A(u)

geniigt, so zeigt sich, daf das Auflosungsproblem des Systems (1) ein
Spezialfall folgendes Problems ist:

Es soll im Bereich der unendlich vielen Variablen wuq, us, u3... eine Ope-
ration L(u) gesucht werden, die folgenden Forderungen geniigt:

I. Die Forderungen der Linearitit |[...|.
IT. |L(w)| < M7 A(u), wobei M; eine beliebige Zahl > M ist.
L. L(a™) =¢, (v=1,2,3...).

Kann eine Operation, die den gestellten Bedingungen genitigt, gefunden
werden, und kann dann ferner gezeigt werden, daf sich diese Operation
in der Form

L(u) = (p,u), D(p) < M,

darstellen 148, so ist © = p die gesuchte Losung von (1).
(Helly, 1921, 74f)

Helly fragt hier also nicht mehr nach einer Losungsfolge, sondern nach einer be-
schrinkten linearen Operation L(u), d.h. nach einem stetigen linearen Funktional
im heutigen Sinne. Das ist ein entscheidender Schritt in der Entwicklung des Kon-
zepts unseres heutigen Dualraums. Es bleibt die Frage, ob jedes L(w) mithilfe
einer Folge dargestellt werden kann, d.h. ob immer eine Folge ¢ mit L(u) = (u,q)
existiert.

2.6.e Nichtreflexivitat

Helly gibt eine klare Antwort:**

44Helly fiigt jedoch hinzu, dass es immer eine Darstellung der Form L(u) = limy— e (u, ¢*))
gibt.
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Im allgemeinen kann nicht behauptet werden, daf sich L(u) in der
Form

L(u) = (u,q)
darstellen 14£t. (Helly, 1921, 80)

Als Beleg bringt Helly das erste?® — wie wir heute sagen — nichtreflexive Beispiel
an. Heute nennen wir einen normierten Raum X reflexiv, wenn er zu seinem Bi-
dualraum isomorph bzgl. der dualen Paarung ist. Das Konzept reflexiver Rdume
findet sich erstmals bei Hahn (1927) (,regulédre Réume®, siche Abschnitt 2.8.d). In
folgendem Zitat erfahren wir Hellys Motivation fiir die Untersuchung der Reflexi-
vitat:

Die Frage, wann das gegebene Gleichungssystem Losungen im gewShn-
lichen Sinne besitzt, ist identisch mit der Frage, wann sich eine lineare
Operation L(u) durch eine lineare Form (g, ) darstellen 1&5t. Die bis-
herigen Bedingungen sind dazu nicht hinreichend, wie das folgende
Beispiel zeigt: |...] (Helly, 1921, 82)

Helly erstellt also nicht nur die Grundlage fiir Hahns Einfithrung des polaren
Raums, welcher aus ,Linearformen“ besteht, die auf Hellys linearen Operationen
(,Linearoperationen“, siehe unten) basieren, sondern auch fiir Hahns Einfithrung
des Begriffs ,reguldrer Raume".

Bevor wir zu Hahns Konzepten kommen, betrachten wir noch Hellys Resultat. Zum
einen sehen wir darin die Ahnlichkeit zu Riesz’ Resultat: Ungleichung zwischen den
rechten Seiten ¢; und den gegebenen Koeffizienten a(*). Zum anderen taucht darin
eine neue Losungsform auf: eine ,Linearoperation®, die im Allgemeinen nicht durch
eine Folge dargestellt werden kann.

Hellys Resultat von 1921

Es sei D(x) irgend eine konvexe Abstandsfunktion, A(u) die pola-
re Funktion und es werde vorausgesetzt, dafs innerhalb der Punkt-
menge, fiir welche A(u) endlich ist, eine abzéhlbare Menge tiberall
dicht sei.

Fiir das Gleichungssystem

(" z)=¢, (¥=1,2,3.)

45Siehe (Pietsch, 2007, 30).
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ist dann das Erfiilltsein der Ungleichung

‘ zn:)\ucl,| < MA <i )\Va(”)>
v=1 v=1

fiir beliebige Wahl der Zahlen n und A, die notwendige und hin-
reichende Bedingung dafiir, daf fiir jede Zahl M; > M eine im
Bereiche u definierte Linearoperation L(u) existiert, fiir welche

La)=¢, ¥=1,2,3,.)
|L(u)] < MiA(uw).
Es existiert dann auch stets eine Punktfolge ¢, so daf

lim (a(”),q(h)) =c¢ ¥=1,23..)

h—o0
| lim (u, ¢"™)| < MyA(w).
h— o0

(Helly, 1921, 81)
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2.7 Hans Hahn und Stefan Banach

2.7.a Hans Hahn (1879-1934)

Hans Hahn wurde am 27. September 1879 in Wien geboren.%® 1898 begann er in
seiner Heimatstadt ein Studium der Rechtswissenschaften, wechselte nach einem
Jahr jedoch zur Mathematik. Er studierte zunéchst in Wien, dann in Strafsburg,
Miinchen und Géttingen und kehrte 1901 wieder nach Wien zuriick, wo er un-
ter G. von Escherich mit seiner Dissertation Zur Theorie der zweiten Variation
einfacher Integrale den Doktorgrad erwarb. 1905 habilitierte er sich mit der Ar-
beit Bemerkungen zur Variationsrechnung ebenfalls in Wien. Anschliefsend wurde
er Lehrbeauftragter in Wien und Innsbruck sowie von 1909 bis 1914 in Czerno-
witz als aufserordentlicher Professor. Wéhrend des Ersten Weltkriegs diente er in
der Osterreichisch-ungarischen Armee, wo er schwer verwundet wurde. Im Jahr
1916 lehrte er zunédchst als aufierordentlicher Professor in Bonn bis er 1917 einen
Lehrstuhl erhielt. 1921 wurde er Nachfolger von G. von Escherich in Wien. Neben
bedeutsamen Schiilern, wie z.B. K. Menger, W. Hurewicz und K. Godel, traf Hahn
hier auf Helly, der ihn wesentlich bei seiner Arbeit zum Beweis des Fortsetzungs-
satzes und zur Einfiihrung des polaren Raums beeinflusste. Monna schreibt:

46Die folgende biographische Skizze basiert auf Nachrufen von Mayrhofer (1934) und Menger
(1934).
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Functional analysis could only start its rapid development after the so
called theorem of Hahn-Banach had been proved. Fundamental work
was done by H. Hahn in his paper Uber lineare Gleichungssysteme in
linearen Rdumen, published in 1927 (Hahn, 1927). (Monna, 1973, 76)

Hahns mathematisches Interesse war breit gefdchert. So forschte er in den Be-
reichen der Variationsrechnung, der Theorie der reellen Funktionen, der mengen-
theoretischen Geometrie, der Funktionalanalysis, der Maftheorie, der harmoni-
schen Analysis und der allgemeinen Topologie. Hahn ist jedoch auch wegen seines
groflen Interesses an philosophischen Themen bekannt. Zusammen mit P. Frank,
O. Neurath und M. Schlick griindete er den Wiener Kreis und verdffentlichte einige
grundlegende wissenschaftstheoretische Arbeiten. Er verstarb am 24. Juli 1934 an
den Folgen einer Operation.

2.7.b Stefan Banach (1892-1945)

Zu Stefan Banach, der spéitestens seit der Herausgabe seiner Monografie im Jahr
1932 (Banach, 1932) als Hauptbegriinder der Funktionalanalysis angesehen wer-
den kann, gibt es zahlreiche Literatur.*” Wir stiitzen uns hier hauptsichlich auf
einen Artikel von H. Steinhaus (1963), Banachs Forderer und Freund. Banach
wurde am 30. Marz 1892 in Krakau geboren. Schon zu Schulzeiten waren seine

47Siehe insbesondere das Buch von Katuza (1995).
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mathematischen Féhigkeiten herausragend. Da sein Vater ihn nicht unterstiitzte
(seine Mutter kannte er nicht) musste er mit 15 Jahren selbst fiir seinen Lebens-
unterhalt sorgen. Von 1911 bis 1913 studierte er Mechanik am Polytechnikum in
Lemberg, wo er sein Vordiplom erwarb. Nach dem Ausbruch des Ersten Weltkriegs
kehrte Banach nach Krakau zuriick, wo er zwar Vorlesungen von S. Zaremba hor-
te, jedoch nur unregelméfig und fiir kurze Zeit. Mathematisches Wissen erwarb
er sich hauptséichlich im Eigenstudium. Seinen Lebensunterhalt verdiente er mit
Nachhilfestunden. Eines Tages wurde er von Steinhaus entdeckt, der gerade darauf
wartete, eine Stelle an der Lemberger Universitdt anzutreten:

One summer evening, in 1916, as I was walking along the ,Planty“
(a park surrounding the city), I heard a conversation, or rather a few
words. I was so struck by the words ,the Lebesgue integral“ that I
came nearer to the bench on which the speakers were sitting and, then
and there, I made their acquaintance. The speakers, Stefan Banach
and Otto Nikodym, were discussing mathematics. They told me they
had another chum — Wilkosz. It was not only mathematics that bound
together those three young men, it was the hopeless situation of young
people in the  fortress Cracow* (such was the official status of Cracow in
those days of war), the insecurity of the future, the difficulty of earning
one’s living, the lack of contacts not only with foreign scientists, but
even with the Polish ones — such was the atmosphere of this city in
1916. But all that did not prevent the three young men from spending
a lot of time in cafés discussing mathematical problems admidst a noisy
crowd. (Steinhaus, 1963, 7f)

Kurz darauf verfassten Banach und Steinhaus einen gemeinsamen Artikel (Banach
und Steinhaus, 1918)4®. Mit Steinhaus’ Hilfe erhielt Banach von 1920 bis 1922 eine
Assistenzstelle bei A. Lomnicki am Lehrstuhl fiir Mathematik in der Abteilung fiir
Mechanik des Polytechnikums Lemberg. 1922 wurde Banach ohne vorherigen ma-
thematischen Abschluss mit seiner siebten Veroffentlichung Sur les opérations dans
les ensembles abstraits et leur application auzx équations intégrales (Banach, 1922)
an der Universitdt Lemberg promoviert. Noch im selben Jahr habilitierte er eben-
falls in Lemberg und wurde auflerordentlicher Professor, 1927 dann ordentlicher
Professor.

The Lwoéw mathematicians understood at once that Banach would
make Polish mathematics famous. (Steinhaus, 1963, 8)

48Diese erste Arbeit von Banach wurde 1917 von S. Zaremba prisentiert, jedoch aufgrund des
Krieges erst 1918 verdffentlicht.
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Ohne Zweifel wurde Banach mit seinen Arbeiten zur Funktionalanalysis kurzer-
hand beriihmt. Der Satz von Hahn-Banach und der Banachraum sind nur zwei
von vielen Benennungen. S. Ulam, ein Schiiler Banachs, berichtet z.B. 1946 zur
Verbreitung von Banachs Ideen, hier zitiert von Steinhaus:

Banach’s work has set off for the first time in a general case the suc-
cess of geometrical and algebraic approach to the problems of linear
analysis, reaching far beyond the rather formal discoveries of Volterra,
Hadamard and their successors. His results embraced more general
spaces than the works of such mathematicians as Hilbert, E. Schmidt,
von Neumann, F. Riesz and others. Many American mathematicians,
particularly the younger ones, have taken up the idea of geometrical
and algebraic study of linear functional spaces, and this work is still
(1946) going on vigorously and bringing about important results.
(Steinhaus, 1963, 10)

1939 bis 1941 war Banach Dekan der Mathematisch-Physikalischen Fakultét an der
Lemberger Universitit. Steinhaus zufolge gab es die Lemberger Mathematikerschu-
le erst mit Banachs Erscheinen. Zusammen mit Steinhaus griindete Banach 1929
die Studia Mathematica als wesentliches Publikationsorgan der Lemberger Schu-
le. Die Mitglieder — unter ihnen auch Saks (siehe Unterkapitel 6.3) und Schauder
(siehe Unterkapitel 7.8) — diskutierten oft im ,Schottischen Café¢* und hielten ihre
Ergebnisse, hauptsachlich aus dem Bereich der Funktionalanalysis, im sogenannten
Schottischen Buch fest. Viele Mitglieder der Lemberger Schule wurden wéahrend
der Zeit der Besetzung Polens durch die Nationalsozialisten oder die sowjetischen
Besatzer ermordet. Banach musste wiahrend der deutschen Besatzung sein Amt
niederlegen, wurde aber 1944 wieder Mathematikprofessor. Am 31. August 1945
verstarb er an Lungenkrebs.

2.8 Hahns polarer Raum (1927)

Wie wir in Unterkapitel 2.2 und Abschnitt 2.7.a erfahren haben, arbeiteten Hahn
und Helly in den Jahren nach 1921 beide in Wien — womit Hahn Gelegenheit hatte,
sich in Hellys Konstruktionen hineinzudenken. So ist es nicht verwunderlich, dass,
wie wir gleich sehen werden, viele der Konzepte aus Hahns Artikel Uber lineare
Gleichungssysteme in linearen Riumen (Hahn, 1927) auf Hellys Ideen aufbauen.
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2.8.a Ausgangspunkt: Integralgleichungen

Wie auch bei den entsprechenden Untersuchungen von Schmidt, Riesz und Hel-
ly bildet bei Hahn ein lineares Gleichungssystem und die Frage, wie es zu lésen
ist, den Ausgangspunkt. Hahn beschreibt, wie er anhand der Untersuchung von
Integralgleichungen zweiter Art auf das Problem gestofen ist:

Bekanntlich sind die Integralgleichungen zweiter Art:

b
o(s) + / K(s,)p(t) dt = f(s)

der Untersuchung erheblich leichter zuginglich, als die Integralglei-
chungen erster Art:

b
/ K(s,t)p(t)dt = f(s).

Es liegt das offenbar daran, daft wir die Auflésung der Gleichung

vollstédndig beherrschen, und durch Hinzutreten des Zusatzgliedes

/b K (s, t)p(t) dt

die fiir die Gleichung ¢(s) = f(s) herrschenden durchsichtigen Verhalt-
nisse nicht allzu sehr gestért werden. Es liegt also die Frage nahe: sei
in irgendeinem linearen Raume, dessen Punkte wir mit  bezeichnen,
ein lineares Gleichungssystem gegeben:

uy () = ¢y,

von dem wir wissen, dafl es auflosbar ist; unter welchen Umsténden
wird man daraus auf die Auflésbarkeit des linearen Gleichungssystems:

uy(z) + vy () = ¢y

schliefsen konnen? Im Falle der Integralgleichungen bedeutet x die Funk-
tion ¢(s) und y durchlduft alle Werte des Intervalles [a, b].
(Hahn, 1927, 214)
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Interessant ist Hahns allgemeine Formulierung des linearen Gleichungssystems:

uy () = ¢y.

Dabei sind die u, Funktionale und nicht etwa Folgen oder Funktionen. Somit ist
Hahns Gleichungssystem viel allgemeiner als die Systeme von Schmidt, Riesz und
Helly. Im Fall einer Integralgleichung erster Art hat u, die Form

b
w0 = [ Koo d

und die Integralgleichung

b
/ K(s,0)p(t) dt = £(s)

wird als {iberabzéhlbares System der folgenden Gleichungen betrachtet, jeweils mit
festem y € [a, b]:

b
/ KOt dt = f(y), v < [a.b].

Hahns Frage ist nun: Unter welchen Voraussetzungen folgt aus der Losbarkeit des
Systems

uy(x) = ¢y
die Losbarkeit von
uy () + vy () = ¢;?

Er beantwortet dies mithilfe des Begriffs der ,Vollstetigkeit*:

Als ausschlaggebend erweist sich dabei der in §3 auseinandergesetzte
Begriff der Vollstetigkeit des Systems der Linearformen v, (z) in bezug
auf das System der Linearformen u,(z), der eine direkte Verallgemeine-
rung des von Fr. Riesz (1916) eingefiihrten Begriffes der Vollstetigkeit
einer linearen Transformation darstellt. (Hahn, 1927, 214)

In diesem Kapitel beschranken wir uns jedoch auf Hahns Untersuchungen zum
System

Uy(x) = cy.
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2.8.b Der Fortsetzungssatz

Geméf dem Titel seiner Arbeit fiihrt Hahn in §1 einen allgemeinen normierten
49

Raum ein:
Sei R ein linearer Raum; seine Punkte bezeichnen wir mit x. Ist dann
A eine reelle Zahl, so kommt neben x auch der Punkt Az in R vor; sind
z1 und xo Punkte von R, so kommt auch der Punkt x; + 22 in R vor.

Sei in fR eine konvexe Mafbestimmung gegeben; d.h. es sei in R eine
Funktion D(x) definiert mit folgenden Eigenschaften:

1. Es ist D(z) > 0, und zwar = 0 dann und nur dann, wenn x = 0.
2. D(Az) = |A\|D(x).

Die Zahl D(x1 — z2) gilt dann als der Abstand der Punkte z; und z».
Auf Grund dieser Mafsbestimmung ist R ein metrischer Raum.
(Hahn, 1927, 215)

Sowohl Definition als auch Notation der ,konvexen Mafbestimmung® stimmen
fast géinzlich mit Hellys konvexer Abstandsfunktion {iberein (siehe Abschnitt 2.6.a
bzw. 2.6.c).”® Man beachte, dass Hahn bei %R von einem linearen Raum spricht,
obwohl es hier im Allgemeinen keine Punktkoordinaten gibt. Der mit der kon-
vexen Mafbestimmung ausgestattete lineare Raum R wird dann als ,metrischer
Raum® (Hahn, 1927, 215) bezeichnet. Es folgen entsprechende Definitionen des
,Grenzpunkts” bzgl. der konvexen Maftbestimmung, d.h. unserer heutigen Norm-
konvergenz, der ,Cauchyschen Folge* und der ,Vollstandigkeit”, die im Folgenden
immer vorausgesetzt werden soll. R ist also ein Banachraum im heutigen Sinne.
Weiter fiihrt Hahn Funktionale im heutigen Sinne ein —,Linearformen (vergleiche
Hellys ,Linearoperationen* in Abschnitt 2.6.d):

Eine in einem linearen Raume R definierte Funktion f(z) heife eine
Linearform in R, wenn sie folgende Eigenschaften hat:

1. Fiir jeden Punkt x von R und jedes reelle A ist:

fQx) = Af(x).

49Hahn verweist auf (Hahn, 1922, 3) und (Banach, 1922).
50Es sei bemerkt, dass die Aquivalenz in Eigenschaft 1. unnétig gefordert wird. Die Riickrichtung
folgt aus der Homogenitat in Eigenschaft 2.
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2. Fiir je zwei Punkte ;1 und x5 von fR ist:

[z +22) = f(x1) + f(22).

3. Es gibt eine Zahl M, so daf fiir alle  von fR:

|f(z)] < MD(z).

Man erkennt sofort, daf es unter allen diese Ungleichung erfiillenden
Zahlen M eine kleinste gibt. Sie werde als die Steigung der Linearform
f(x) bezeichnet.

Da ferner aus den Eigenschaft 1., 2., 3. von f(x) folgt:

|f(z1) = f(z2)| < M - D(x1 — x2),

so sieht man, daft jede Linearform in R gleichmdfig stetig ist. Wir
werden uns nun iiberzeugen, daf es in R Linearformen gibt, die nicht
identisch verschwinden. (Hahn, 1927, 215f)

Ahnlich zu Hellys Konstruktion der polaren Abstandsfunktion A(u) wird die ,Stei-
gung der Linearform f(z)“ als die kleinste Zahl M mit |f(z)| < M D(x) definiert.
Hahn bezeichnet diese jedoch (noch) nicht als etwas ,Polares‘ oder als ,Mafbe-
stimmung®. Zunéchst formuliert er sein Ziel: Hahn mochte zeigen, dass es zu je-
dem allgemeinen Banachraum nichttriviale Linearformen gibt. Das schliefit an Hel-
lys Suche nach Linearoperationen bzgl. allgemeinen normierten Folgenrdumen an,
worauf Hahn auch verweist: (Helly, 1921, 75ff). In diesem Abschnitt aus Hellys
Artikel finden wir eine Vorversion von Hahns Satz I, mit dem gezeigt wird, dass
eine Linearform, die auf einer Punktmenge von R definiert ist, zu einer Linearform
auf dem zugehorigen aufgespannten linearen Raum fortgesetzt werden kann. Der
anschlieffende Satz I1T ist heute bekannt als Satz von Hahn-Banach und wird als

einer der bedeutendsten Sitze in der Funktionalanalysis betrachtet:5!

Satz ITI. Sei Ry ein vollstindiger linearer Teilraum von R und fo(x)

eine Linearform in Ry der Steigung M. Dann gibt es eine Linearform

f(z) in R der Steigung M, die auf Ro mit fo(x) ibereinstimmt.
(Hahn, 1927, 217)

Eine Folgerung dieses Satzes zeigt die Existenz einer nichttrivialen Linearform
bzgl. eines allgemeinen Banachraums:

51Fs sei bemerkt, dass die Forderung der Vollsténdigkeit nicht notwendig ist. Vergleiche Banachs
Version spéter in diesem Unterkapitel.
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Satz IVa. Ist der vollstindige lineare Raum Rg echter Teil von ‘R,
so gibt es eine nicht identisch verschwindende Linearform in R, die in
allen Punkten von Ry den Wert 0 hat. (Hahn, 1927, 218)

2.8.c Der polare Raum

Nachdem Hahn die Existenz eines nichttrivialen Funktionals zu einem allgemeinen
Banachraum gezeigt hat, fithrt er in §2 den zugehorigen Raum ein. Dabei ist es
interessant, zu sehen, an welcher Stelle Hahn erstmals von einem ,Raum‘ dieser
Linearformen spricht.

Wir betrachten nun die Menge & aller Linearformen v = f(x) im
Raume fR. (Hahn, 1927, 218)

Zunichst wird also die ,Menge* aller Linearformen betrachtet, welche nun mit
u statt mit f(z) bezeichnet werden. Dies erinnert zum einen an Hellys polaren
Unterraum der u mit A(u) < oo; zum anderen deutet diese Schreibweise eine
Betrachtung der Linearformen als Punkte an (statt Operationen). Die Steigung
der Linearformen bekommt nun ein Symbol, das uns wieder an Hellys Notation
erinnert:

Verstehen wir unter A(u) die Steigung der Linearform u = f(z), so
hat A(u) offenbar folgende Eigenschaften: [...] (Hahn, 1927, 218)

Hahn erklart, dass A(u) sdmtliche Eigenschaften einer konvexen Mafbestimmung
erfiillt. Jetzt (erst) spricht Hahn von einem Raum. Dies ldsst vermuten, dass es fiir
Hahn einen Zusammenhang des Normbegriffs und des Raumkonzepts gibt.

Durch A(uw) ist also eine konvexe Mafbestimmung im Raume & ge-
geben. Jeder Punkt u von & bedeutet eine Linearform von z in fA.
Bezeichnen wir den Wert der Linearform v im Punkte 2 mit B(u, z),
so gilt die Ungleichung:

|B(u,z)| < A(u)D(x).
(Hahn, 1927, 219)

Dies ist eine noch allgemeinere Form der ,fundamentalen Ungleichung‘, die wir von
Hellys Untersuchungen im Fall eines allgemeinen normierten Folgenraums kennen.



71

Wie auch in Hellys Fall ist diese Ungleichung der Schliissel fiir die Notwendigkeit
der Losbarkeitsbedingung in Hahns Resultat. Hahn verwendet das Symbol

B(u,z),

wobei B wahrscheinlich fiir ,Bild‘ oder ,Bilinearform‘ steht, statt (u, ), moglicher-
weise um anzudeuten, dass wir es in diesem Fall mit einer allgemeineren Operation
als der des konkreten Skalarprodukts zu tun haben. Unter Verwendung der Holder-
Ungleichung zeigt Hahn, dass der Raum & vollsténdig ist. Jetzt (erst) erhilt &
seinen Namen — mit Verweis auf Helly:

Wir bezeichnen®? & als den zu R polaren Raum, A(u) als die zu D(x)
polare Mafibestimmung. (Hahn, 1927, 219)

2.8.d Regulire Raume

Direkt nach der Definition des polaren Raums, unseres heutigen Dualraums, fiihrt
Hahn Elemente des — wie wir heute sagen wiirden — Bidualraums ein:

Setzt man in B(u,x) fiir x einen festen Punkt T von R ein, so wird
B(u,) eine Linearform in & (im allgemeinen ist aber nicht jede Line-
arform in & in dieser Gestalt darstellbar). (Hahn, 1927, 219)

Mithilfe eines festen Punktes T aus R kann eine Linearform in &, d.h. ein Element
des Dualraums von G, d.h. ein Element des Bidualraums von R, dargestellt werden.
Aber nicht jede Linearform in & kann durch ein Element aus SR dargestellt werden.
Wir wiirden heute sagen: Es gibt Banachrdume, die nicht reflexiv sind. Helly hat
dies schon gezeigt, indem er ein Beispiel eines nichtreflexiven Folgenraums gegeben
hat. Allerdings hat er dieses Phanomen nicht benannt, im Gegensatz zu Hahn:

Hahns Ausgangsproblem von 1927

Sei nun B eine Punktmenge im Raume & (d.h. eine Menge von
Linearformen in 2R). Die zu B gehorigen Linearformen bezeichnen
wir ausfithrlicher mit u, (), wobei der Index y eine zu B &quiva-
lente Menge Q) durchlauft. Bedeuten dann die ¢, reelle Zahlen, so
ist:

uy(z) = ¢, (fiir alle y von 9)) (5)

52Hjer verweist Hahn auf (Helly, 1921, 62). In diesem Abschnitt fiihrt Helly die Maximumsnorm
A(u) als ,die zu D(x) polare Abstandsfunktion® ein.
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ein lineares Gleichungssystem in R. Sei & der von % aufgespannte
lineare Teilraum von &. Wir werden uns insbesondere mit dem
Falle befassen, daf jede Linearform g(u) in & die Gestalt hat:
g(u) = B(u,T), wo T einen Punkte von R bedeutet. In diesem
Falle heifte das Gleichungssystem (5) reguldr. Hat insbesondere jede
Linearform in & die Gestalt B(u, Z), so ist jedes Gleichungssystem
(5) reguldr. Wir nennen dann den Raum R reguldr.

(Hahn, 1927, 220)

Dies ist hochstwahrscheinlich die erste Einfiihrung reflexiver Rdume.?® Mit diesem
neuen Konzept gelangt Hahn dann zu folgendem Resultat:

Hahns Resultat von 1927

Satz VII. Damit es einen dem reguldren Gleichungssysteme (5)
geniligenden Punkt x von R gebe, ist notwendig und hinreichend
die Existenz einer Zahl M, so daf fiir jede endliche Linearkombi-
nation \juy, + Agtly, + ... + Apuy, aus den u, des Systems (5) die
Ungleichung gelte:

|)\10y1 + )\Qcyz + ...+ )\ncy"| < MA()\l’U,yl + )\guy2 + ...+ )\nuyn).

(Hahn, 1927, 220)

Wie auch in Schmidts, Riesz’ und Hellys Fall finden wir hier die bekannte Unglei-
chung zwischen den rechten Seiten ¢; und den gegebenen Koeffizienten.%*

2.8.e Banachs Version

Zwei Jahre nach der Veroffentlichung von Hahns Fortsetzungssatz wurde dieser
wiederum gezeigt — unabhéngig von Hahns Arbeit. Wie wir aus Abschnitt 2.7.b

53Siehe (Pietsch, 2007, 30).

54Man beachte, dass hier im Gegensatz zu Hellys Problem, wo eine Linearoperation gesucht
wird, die Linearformen u, gegeben sind. Man konnte sagen, dass dies eine ,duale’ Form
von Hellys Problem ist. Die Situation ist mit der Vertauschung der Exponenten in Riesz’

_p_
[P /l»=1-Problem vergleichbar. Wie wir im néchsten Abschnitt sehen werden, entspricht Ba-
nachs Problemversion wiederum Hellys Form, sodass Banachs Version das duale Problem zu
Hahns ist. Dadurch wird die Forderung der Regularitét, wie Hahn sie stellen muss, bei Banach
unnotig.
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wissen, griindete Banach im Jahr 1929 zusammen mit Steinhaus die Zeitschrift Stu-
dia Mathematica. Direkt im ersten Band (elfter Artikel) zeigt Banach seine Version
des Fortsetzungssatzes, womit wir dieses bedeutende Resultat heute als Satz von
Hahn-Banach bezeichnen. Eine wichtige Vorarbeit, auf die auch Hahn verwiesen
hat, liefert dabei Banachs Dissertation aus dem Jahr 1922 (Banach, 1922). Dar-
in fithrt Banach ,ensembles vectoriels normés“ ein, welche den Ausgangspunkt in
seinem Artikel Sur les fonctionelles linéaires (Banach, 1929a) bilden:

L’ensemble E est dit wectoriel lorsque pour ses éléments sont défi-
nies les opérations d’addition et de multiplication par un nombre réel,
conformément aux régles d’algébre. Un ensemble vectoriel est dit
normé lorsqu’ & tout son élément z est attribué un nombre réel [sic],

désigné par ||z|| — la norme de cet élément —, de maniére que: 1°
[|z]| > 0 pour tout = # ©; ||©|| = 0, le symbole © désignant 1’¢lément
nul (module d’addition), 2° ||az| = |a|||z| pour tout « réel, 3°

|21 + 22| < ||z1|| + [|z2||. La suite {z,} des éléments d’un ensemble
vectoriel normé est, par définition, convergente vers I’élément x lorsque
lim ||z, — z|| = 0. — Pour une exposition détailée voir (Banach, 1922).

(Banach, 1929a, 211, Fufinote)

Banach fiihrt weiter ,les fonctionelles linéaires f(z)“ ein, die auf ,un ensemble
linéaire G (C E)“ definiert, additiv und stetig sein sollen. Dann definiert er die
Norm dieser Funktionale:

On prouve aisément qu’il existe alors un nombre M > 0, de sorte que
|f(@)] < M|=|

pour tout x C G. Le plus petit possible des nombres M est dit la norme
de f(z) dans G. Nous la désignons par || f||¢ ou bien simplement par
[If]l st G = E. On a donc

[f @] < fllellzll. (= cG)
(Banach, 1929a, 211)

Dies ist wieder die ,fundamentale Ungleichung’, wie wir sie schon von Helly und
Hahn kennen. Es folgt wie bei Hahn (1927) eine Vorversion des Fortsetzungssatzes
und schlieflich die allgemeine Version:

Théoréme 2. G étant un ensemble linéaire et f(x) une fonctionelle
linéaire définie dans G, il existe une fonctionelle linéaire (z), définie
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dans F, telle que
p(x) = f(z) (2CG)
el = [1flle-
(Banach, 1929a, 213)

Banach bemerkt, dass aus diesem Satz die Existenz eines nichttrivialen Funktionals
fiir jedes ,ensemble vectoriel normé* folgt.

In §2 von Banachs Artikel finden wir dann das folgende Resultat mit der bekannten
Ungleichung zwischen den rechten Seiten ¢; und den gegebenen Koeffizienten:®?

Banachs Resultat von 1929

Théoréme 3. Soient {z,,} une suite des éléments de E, {c,} une
suite numérique et M un nombre positif. La condition nécessaire
et suffisante pour 'existence d’une fonctionelle linéaire f(z), rem-
plissant les relations

1. f(zn)=cn (n=12,..)
2. |Ifl < M,

est que l'on ait 'inégalité

i=1 =1

pour tout systéme fini des nombres réels A;.(Banach, 1929a, 213)

In einer Fufnote gibt Banach — als einzigen Verweis im Artikel, abgesehen von
dem auf (Banach, 1922) — die folgende Information:

Ce théoréme a été démontré pour certains ensembles particuliers par
M. F. Riesz (1913, 1910, 449) et dans quelques cas plus généraux par
M. Helly (1912, 265). Notre démonstration est trés simple et ne sup-
pose sur ’ensemble E que ce qui est dit dans 'introduction. Notam-

ment nous ne supposons pas que I’ensemble E soit complet ou sépa-
rable. (Banach, 1929a, 213, Fufinote)

55Man beachte, dass in Banachs Théoréme 3 im Gegensatz zu Hahns Resultat das Funktional
f gesucht wird, wéhrend die ,¢éléments z, de E“ gegeben sind. In Hahns Version sind die
Funktionale u, gegeben und es wird nach einem ,Punkt x von JR“ gesucht.
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Die Untersuchungen von Helly (1921) und Hahn (1927) waren Banach also unbe-
kannt, dennoch gelangte er zu denselben Ergebnissen — noch mehr: E muss nicht
vollstédndig oder separabel sein.

2.9 Abschlielende Bemerkungen

Zusammenfassend konnen wir die historische Entwicklung des Konzepts unseres
heutigen Dualraums zu einem normierten Raum in der Funktionalanalysis in drei
Schritte einteilen:

1. zwei konkrete normierte duale Folgenrdume [P und 57 (Riesz),

2. zwei allgemeine normierte duale Folgenraume mit der Entdeckung der Nicht-
reflexivitat (Helly) und

3. ein allgemeiner normierter Raum und sein Dualraum, bestehend aus allen
zugehorigen Funktionalen (Hahn und Banach).

2.9.a Riesz: zwei konkrete normierte duale Folgenrdume

Bei Riesz (1913) bildet das folgende lineare Gleichungssystem den Ausgangs-
punkt:°6

oo
g ATy =¢C;, 1=1,2,...
k=1

Die gegebenen Koeffizienten a; sollen aus dem Folgenraum = stammen, die
gesuchten Losungen x aus IP.°7 Diese Voraussetzungen werden wegen der Holder-
Ungleichung gefordert:

p—

1 1

n n P n P
|Zakbk| < (Zak”pl> <Z|bk|p> (p>1)
k=1 k=1 k=1

56Eine ausfiihrlichere Darstellung von Riesz’ (und Schmidts) Untersuchungen findet sich in Ka-
pitel 1.

57Fiir p = 2 ergibt sich das Problem von Schmidt (1908). Auferdem findet sich die ,Integralver-
sion‘ davon in (Riesz, 1910):

[ r@e@ = e =12,

_p_
(Riesz, 1910, 474), wobei die Koeffizientenfunktionen f;(z) aus der Klasse [L P—l] stammen
sollen und die Losungsfolgen &(x) aus [LP].
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(Riesz, 1913, 43). Die Holder-Ungleichung wird benétigt, um die Notwendigkeit
der Losbarkeitsbedingung fiir das Problem zu zeigen, welche in der folgenden Un-
gleichung zwischen den rechten Seiten c¢; und den gegebenen Koeffizienten a; be-
steht:

p—1

n [e%e] n . p
| Zﬂz‘ci| <M (Z | Z,Uiaik|p_1)
i=1 k=1 u1

(Riesz, 1913, 61). Man kann also behaupten, dass Riesz auf die spezielle (duale)
Beziehung zwischen den beiden Folgenrdumen [P und = gestoflen ist, wihrend
er nach einer Losbarkeitsbedingung fiir sein lineares Gleichungssystem gesucht
hat.58

2.9.b Helly: zwei allgemeine normierte duale Folgenrdaume

Bei Helly (1921) ist der Ausgangspunkt das folgende lineare Gleichungssystem:
(a,z)=¢, (v=1,2,3,..).

Dabei sollen die Losungsfolgen x endlich bzgl. einer beliebigen konvexen Abstands-
funktion D(z) sein und die Koeffizientenfolgen a®) endlich bzgl. der zugehorigen
polaren Abstandsfunktion A(u). Damit sind sowohl die Koeffizienten als auch die
Losungen Folgen wie bei Riesz, jedoch sind die Voraussetzungen viel allgemei-
ner. Wir wiirden heute sagen: Helly fiihrt allgemeine duale Normen ein, statt die
konkreten - und [7-T-Normen zu verwenden. Analog zu Riesz’ Untersuchungen
gehen die Voraussetzungen, jeweils endlich bzgl. den dualen Normen zu sein, aus
der wichtigen ,fundamentalen Ungleichung‘ hervor, die fiir die Losbarkeitsbedin-
gung gebraucht wird:
(u,2)] < Au)D(x)

(Helly, 1921, 62). Allerdings — und das ist ein entscheidender Punkt — kann Helly
Beispiele angeben, in denen das Problem keine ,L.osung im gewdhnlichen Sinne*
besitzt, d.h. keine Losungsfolge. Stattdessen erhélt Helly das Resultat, dass die
Losbarkeitsbedingung, d.h. die folgende Ungleichung zwischen den rechten Seiten
¢; und den gegebenen Koeflizienten:

| i e < MA (i )\l,a(”)>
v=1 v=1

581n (Riesz, 1910) finden sich die beiden dualen Funktionenriume LP(a,b) und LroT (a,b).
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(Helly, 1921, 81), eine stetige Linearoperation L(u) liefert, fiir die gilt:
La)=¢, (r=1,23,..).

Damit ist also ein neues Problem formuliert, bestehend aus Folgen und Funktio-
nalen. Dieses stellt den Ausgangspunkt fiir den néchsten Schritt dar.

2.9.c Hahn und Banach: ein allgemeiner normierter Raum und
sein Dualraum

Bei Hahn (1927) und Banach (1929a) finden wir schlieflich die allgemeinste Form
der linearen Gleichungssysteme, die wir von Riesz und Helly kennen, fiir den nor-
mierten Fall:

uy(z) = ¢y

(Hahn, 1927, 220). Hier soll eine Losung x Element eines beliebigen normierten
Raums ‘B sein und die u, sollen Linearformen auf B sein, d.h. Elemente des
zugehorigen polaren Raums &. Damit haben wir zum einen beliebige Elemente,
zum anderen zugehorige Funktionale. Banach untersucht die duale Version des
Problems: f(z,) = ¢, (Banach, 1929a, 213), wobei die z,, gegeben sind und das
Funktional f gesucht ist. Wie in Riesz’ und Hellys Untersuchungen wird auch hier
gefordert, dass die beiden ,Elementarten‘ die ,fundamentale Ungleichung‘ erfiil-

len:
|B(u,z)| < A(u)D(z)

(Hahn, 1927, 219) bzw. entsprechend (Banach, 1929a, 211). Fiir den Fall reflexiver
Réaume erhalt Hahn die Losbarkeitsbedingung zwischen den rechten Seiten ¢; und
den gegebenen Koeffizienten:

|/\16y1 + )‘20y2 +..+ )"'lcyn| < MA(/\luyl + )‘2uy2 +o Tt A"uyn)

(Hahn, 1927, 220) bzw. entsprechend (Banach, 1929a, 213).

Abschliefsend fassen wir zusammen: Die Folgenrdume [P und 177 sind durch ihre
Rollen in der Holder-Ungleichung verbunden, bei der die Exponenten vertauscht
werden konnen, sodass man diese Beziehung als dual bezeichnen kann. Die Dualitdt
der beiden Folgenrdume [P und [ 771 entwickelte sich durch Hellys Beitrag in ein
Konzept von Raum und zugehorigem Dualraum aus Funktionalen, bei dem die
zugehorigen Normen die ,fundamentale Ungleichung’ erfiillen.
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3 Kothes Auflosungskriterium

3.1 Einleitung

In den vorigen beiden Kapiteln haben wir die Entwicklung einer Losungstheorie
fiir Gleichungssysteme des folgenden Typs dargestellt:

f(l‘l) = C; 1= 1,2,

Dabei ist das stetige lineare Funktional ¢ Element des Dualraums X’ eines nor-
mierten Raums X, aus dem die x; stammen, womit die rechten Seiten ¢; Elemente
des zugrundeliegenden Korpers sind. Diese Form, wie wir sie bei Banach (1929a)
und in dualer Form bei Hahn (1927) finden, enthélt die Versionen von Schmidt
(sieche Abschnitt 1.5.a), Riesz (siche Abschnitte 1.6.d und 1.6.f) und Helly (sie-
he Abschnitt 2.6.d) als Spezialfille und ist die allgemeinste Form dieses Typs im
normierten Fall. In diesem Kapitel wollen wir die Arbeiten von Kéthe und Toep-
litz untersuchen, die sich diesem Problem im Fall linearer Folgenrdume stellten,
die nicht notwendigerweise mit einer Metrik ausgestattet sind. Wie wir in Kapi-
tel 2 erfahren haben, basiert Hahns Arbeit bzgl. beliebigen normierten Réumen
auf Hellys Konzept fiir normierte Folgenrdume. Wir werden sehen, dass auf dhn-
liche Weise auch Kothes und Toeplitz’ Ergebnisse eine Grundlage fiir Dieudonnés
Untersuchungen bilden: Neben K&thes und Toeplitz’ Konzept dualer Folgenrdume
werden wir mit Dieudonné auf duale Systeme beliebiger Vektorrdume stofien.

Zunichst wollen wir Kéthes und Toeplitz’ Konzept dualer Folgenrdume von 1934
(Kothe und Toeplitz, 1934) vorstellen, welches, wie gesagt, im Rahmen linearer
Folgenrdume besteht, die nicht notwendigerweise mit einer Metrik ausgestattet
sind — im Folgenden kurz: ;metrikfreier Fall‘. Dabei soll zum einen der Unterschied
zwischen diesem Konzept und dem dualer Rdume im normierten Fall aufgezeigt
werden. Zum anderen wollen wir Kéthes und Toeplitz’ schwache Versionen einiger
Definitionen vorstellen, die wir aus dem normierten Fall kennen. Weiter betrachten
wir die Folgearbeiten von Kothe (1938, 1939) mit einem ,, Auflésungskriterium® fiir
das obige Problem im Fall metrikfreier Folgenrdume. Kéthes Auflésungskriteri-
um wird von Dieudonné bei der Formulierung seines Théoréme 12 in (Dieudonné,
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1942) zitiert. Die Verbindung werden wir naher erldutern. Dieudonnés Arbeit ist
aus mindestens zwei Griinden fiir die Untersuchung des Dualitétsbegriffs in der
Funktionalanalysis interessant: Zum einen fiihrt Dieudonné duale Systeme beliebi-
ger Vektorrdume ein; zum anderen enthélt Dieudonnés Théoréme 12 zwei Bedin-
gungen, die zwei ,Entwicklungszweige‘ vereinen: erstens eine Bedingung, die auf
Ko6thes Auflosungskriterium basiert, womit, wie wir sehen werden, Théoréme 12
mit den in den vorigen Kapiteln dargestellten Entwicklungen verbunden ist; zwei-
tens eine Bedingung, die uns auf den in Teil II behandelten Entwicklungszweig
dualer Operatoren fiihrt.

Bei unseren Betrachtungen der Arbeiten von Kothe, Toeplitz und Dieudonné liegt
der Schwerpunkt wieder auf dem Aspekt der Dualitét. Fiir ausfiihrlichere Informa-
tionen zu den Theorien von K6the, Toeplitz und Dieudonné verweisen wir bspw. auf
Pietsch (2007).

3.2 Otto Toeplitz und Gottfried Kothe

3.2.a Otto Toeplitz (1881-1940)
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Otto Toeplitz wurde am 1. August 1881 in Breslau geboren.®® Nach dem Abitur
begann er in Breslau bei J. Rosanes und R. Sturm Mathematik zu studieren. Er
widmete sich fast ausschliefslich der algebraischen Geometrie, woriiber er 1905 pro-
movierte. 1906 ging er nach Gottingen, wo er sich im folgenden Jahr mit der Arbeit
Zur Transformation der Scharen bilinearer Formen von unendlichvielen Verdnder-
lichen habilitierte und anschlieffend als Privatdozent lehrte. Behnke schreibt zu
Toeplitz’ Gottinger Zeit:

Toeplitz gehorte bald zum engeren Kreis der Hilbert-Schiiler. Er be-
gann auf dem Gebiete der Integralgleichungen und der Gleichungen
mit unendlich vielen Verénderlichen mitzuarbeiten. Zeit seines Lebens,
also etwa 30 Jahre, hat er sich dann weiterhin auf diesem Gebiete be-
tatigt. Der Enzyklopéddieartikel iiber Integralgleichungen ist von ihm
gemeinsam mit Ernst Hellinger verfafst, und in den letzten 10 Jahren
seines Lebens hat er mit Gottfried Kothe iiber Rdume von unendlich
vielen Verdnderlichen wissenschaftlich gearbeitet.

(Behnke und Kéthe, 1963, 3)

Hellingers und Toeplitz’ Enzyklopéadieartikel (Hellinger und Toeplitz, 1927) wird
uns in dieser Arbeit immer wieder begegnen. Zu Toeplitz’ Arbeit mit Kéthe kom-
men wir in Unterkapitel 3.3. Neben Hilberts Einfluss auf Toeplitz berichtet Behnke
auch vom damaligen Wirken F. Kleins, das Toeplitz veranlasste, sich schon frith
mit didaktischen Fragen zu beschéftigen. Aufserdem traf Toeplitz in Gottingen
auf Minkowski. 1913 wurde er auferordentlicher Professor in Kiel, 1920 dann or-
dentlicher Professor. Hier entstand 1927 der gemeinsame Enzyklopédieartikel mit
Hellinger. Behnke berichtet jedoch auch von Toeplitz’ Engagement in der Leh-
re der Didaktik zu dieser Zeit, das ihn auch veranlasste sich der Geschichte der
Mathematik zuzuwenden, und weiter:

In diesen Kieler Jahren hat dann Toeplitz sein padagogisches Kénnen
zu der ganz erstaunlichen Hohe gebracht, die seinen Ruf als Vortragen-
der begriindete und besonders auffiel, wenn es sich um einen Vortrag
vor einem Laienpublikum handelte. (Behnke und Kothe, 1963, 3)

1928 folgte Toeplitz einem Ruf nach Bonn als Nachfolger von Study.

Und nun folgt die Zeit, die in jeder Beziechung den Hohepunkt seines
Lebens darstellt. (Behnke und Kéthe, 1963, 5)

59Die folgenden Informationen stammen aus Behnkes Nachruf auf Toeplitz in (Behnke und Ké-
the, 1963). Der zweite Teil dieses Artikels besteht aus Kéthes Wiirdigung von Toeplitz’ ma-
thematischem Werk.
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Behnke erzahlt vom aufblithenden Bonn, wo Toeplitz eine grofse Horerschaft ver-
antwortungsvoll betreute, von lebhaften Gedankenaustauschen mit Kollegen, unter
ihnen Hausdorff, Philosophen, Historikern und National6konomen, von der Her-
ausgabe der sich weit verbreitenden Einfilhrung in die Mathematik Von Zahlen
und Figuren (Rademacher und Toeplitz, 1930) und von seiner grofartigen Lehre
zur Didaktik.

1931 kniipfte er an seine Untersuchungen aus seiner frithen Gottinger
Zeit an und verdffentlicht gemeinsam mit Gottfried Kéthe wieder einen
Aufsatz zur Theorie der linearen Koordinatenrdume von unendlich vie-
len Veréanderlichen. (Behnke und Kothe, 1963, 6)

Behnke erklart, warum Toeplitz die Arbeit mit Kéthe nicht fortsetzen konnte:

Viele weitere Projekte waren verfolgt und ihre Ausfithrung in Angriff
genommen |...] als der schleichende Beginn der deutschen Katastrophe
ihn, den Juden, sogleich packte. Schon Ostern 1933 wurde er seines
Amtes enthoben. Da er als &lterer Professor seine wirtschaftliche Exis-
tenz damit zunéchst noch nicht véllig verlor, blieb er in Deutschland.
Doch hielt es ihn jetzt nur noch wenig bei der wissenschaftlichen Ar-
beit. (Behnke und Koéthe, 1963, 7)

Stattdessen unterstiitzte Toeplitz seine jiidischen Glaubensgenossen, wobei er viel
Leid und Ungerechtigkeit zu Gesicht bekam.

Trotzdem harrte er hier aus, bis mit den Ereignissen vom 8. November
1938 die Nacht vollig iiber Deutschland hereingebrochen war. Dann
wanderte er nach Paléstina aus und wurde dort Referent in der Hoch-
schulverwaltung. Doch sein Leben ging jetzt schnell zur Neige. Er starb
am 15. Februar 1940. (Behnke und Kothe, 1963, 7f)
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3.2.b Gottfried Kéthe (1905-1989)

Gottfried Maria Hugo Kéthe wurde am 25. Dezember 1905 in Graz geboren.%? 1923
begann er an der Grazer Universitit ein Chemiestudium, wechselte jedoch schnell
zur Mathematik und Philosophie und erwarb 1927 seinen Doktorgrad. Seine Dis-
sertation, betreut von T. Rella und R. Daublewsky von Sterneck, trug den Titel
Beitrdage zu Finslers Grundlegung der Mengenlehre. Anschliefend arbeitete Kothe
fiir ein Jahr bei Finsler in Ziirich, wo er auch Vorlesungen von Weyl besuchte, bis
ihn ein Stipendium der Deutschen Forschungsgemeinschaft nach Gottingen fiithrte.
Dort besuchte er Vorlesungen von E. Noether und van der Waerden. Aufgrund ei-
nes Empfehlungsschreibens von Noether ernannte ihn schlieflich Toeplitz 1929/30
zu seinem Assistenten in Bonn. Dort beschéftigte er sich nach seinen bisherigen
Untersuchungen im Bereich der Ringtheorie nun gemeinsam mit Toeplitz mit to-
pologischen Vektorrdumen. Kéthe und Toeplitz arbeiteten auch nach Kéthes Jahr
in Bonn weiterhin zusammen und verdffentlichten 1934 eine bedeutende Arbeit zu
dualen Folgenrdumen (Kothe und Toeplitz, 1934), die wir in Unterkapitel 3.3 un-
tersuchen werden. Kéthe und Toeplitz blieben zwar auch nach der Entziehung von
Toeplitz’ Lehrstuhls (siehe Abschnitt 3.2.a) in Kontakt, dennoch veroffentlichte
Kothe die néchsten beiden Arbeiten zu ihrer gemeinsamen Theorie allein (Ko6the,
1938, 1939). Spéter schrieb Kéthe iiber seine Zusammenarbeit mit Toeplitz, hier
zitiert von Weidmann (1990):

60Djie folgenden Informationen basieren auf Artikeln von Tillmann (1990) und Weidmann (1990).
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Wir haben dann gemeinsam die Theorie der vollkommenen Rdume ent-
wickelt, ein Gegenstiick zur Theorie der Banachrdume. Beide Theorien
sind nach dem zweiten Weltkrieg in der allgemeinen Theorie der topo-
logischen linearen Rdume aufgegangen, die durch die franzosischen Ma-
thematiker des Bourbakikreises ihre endgiiltige Gestalt erhielt, nach-
dem die allgemeine Topologie als Hilfsmittel geniigend weit entwickelt
war. Seit diesen ersten Arbeiten mit Toeplitz bin ich im wesentli-
chen diesem Problemkreis treu geblieben, der auch als das Gebiet der
Funktionalanalysis bezeichnet wird und der methodisch als Durchdrin-
gung und Fortentwicklung der klassischen Analysis mit topologisch-
algebraischen Begriffen gekennzeichnet werden kann.

(Weidmann, 1990, 3)

Im Jahr 1930 arbeitete Kothe als Assistent von Behnke und L. Neder in Miins-
ter, wo er 1931 eine rein algebraische Habilitationsschrift abschloss und 1937 zum
aufierordentlichen Professor ernannt wurde. 1940 wechselte er nach Gieflen, wo er
1943 zum Ordinarius ernannt wurde. Nach dem Zweiten Weltkrieg wurde Koéthe
zum Professor an der neuertffneten Universitiat Mainz ernannt, wo er erst Leiter
des Mathematischen Instituts, dann Dekan und schlieflich Rektor von 1954 bis
1956 wurde. Zu diesem Zeitpunkt fokussierte sich Koéthes Forschung fast génzlich
auf den Bereich der Funktionalanalysis. 1957 wurde Ko6the Leiter des neu gegriin-
deten Instituts fiir Angewandte Mathematik in Heidelberg, wo er 1960 den ersten
Teil seiner Abhandlung Topologische lineare Riume verdffentlichte. Noch im sel-
ben Jahr wurde er Rektor der Universitdt Heidelberg bis 1961. 1965 erhielt K&the
den Lehrstuhl fiir Angewandte Mathematik an der Universitdt Frankfurt. Mit dem
Wunsch nach mehr Zeit zur Verfassung des zweiten Teils seiner Abhandlung ent-
schloss er sich 1971 in den Ruhestand zu treten und verdffentlichte den zweiten
Band schlieklich 1979, der wie auch schon der erste Band grofe Resonanz fand.
Am 30. April 1989 verstarb Kéthe vollkommen unerwartet und bis zum letzten
Tag wissenschaftlich aktiv.

3.3 Kothes und Toeplitz’ duale Folgenrdaume
(1934)

In ihrer Arbeit Lineare Rdume mit unendlich vielen Koordinaten und Ringe un-
endlicher Matrizen von 1934 (Kothe und Toeplitz, 1934) setzen sich Kothe und
Toeplitz das Ziel, eine allgemeine Theorie fiir Folgenrdume zu entwickeln, welche
die folgenden Untersuchungen vereint:
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e Hilberts Theorie der quadratischen bilinearen Formen von unendlich vielen
Veriinderlichen innerhalb des Raums [? (bzw. o3 in der Notation von Kéthe
und Toeplitz) in (Hilbert, 1906b),

e Hellingers und Toeplitz’ Untersuchungen in (Hellinger und Toeplitz, 1906)
der ,Gesamtheit 3 (o3) aller derjenigen linearen Transformationen (Matrizen)
[-..], bei denen fiir jede Stelle ¢ aus o3 die Summen [y, = 32 apgzy, AW |
alle konvergieren und die transformierte Stelle y wieder zu oo gehort*(Kothe
und Toeplitz, 1934, 194) — ,Stellen” ¢ = (x1, x2, ...) bezeichnen Folgen —,

e Hellingers und Toeplitz’ Untersuchungen des Raums w aller Folgen und des
Raums ¢ aller Folgen mit endlich vielen Gliedern ungleich Null in (Hellinger
und Toeplitz, 1906) sowie

e Toeplitz’ Untersuchungen zum Raum o, aller beschrankten Folgen (heute
bezeichnet mit [*°) in (Toeplitz, 1911).

3.3.a Duale und vollkommene Raume

Kothes und Toeplitz” Vorgehen wurde von zwei interessanten Entdeckungen ge-
priagt: Zum einen gibt es einen linearen Folgenraum, dessen zugehorige lineare
Transformationen in sich selbst keinen Ring®' bilden. Zum anderen gibt es einen
,maximalen Matrizenring®,%? der nicht als ein System Y()\) aller linearen Trans-
formationen eines linearen Folgenraums A in sich aufgefasst werden kann. Diese
Feststellungen fithrten Kéthe und Toeplitz zur Einfiihrung der folgenden Defini-

tionen ,dualer Raume” und ,vollkommener Raume":

Ist A irgendein linearer Koordinatenraum, d.h. eine Teilmenge von w
mit den formalen Linearitétseigenschaften, so verstehen wir unter sei-
nem dualen Raum A* die Menge der Stellen u = (uq,us,...), fir die
>, UnZy, stets absolut konvergiert, was auch r [= (21, 22,...), A W]
flir eine Stelle aus A ist. Ist der duale Raum des dualen Raumes mit A

61 Eine Menge von unendlichen Matrizen 2A = (apq)sp,g = 1,2,3, ..., heifle ein Matrizenring,
wenn fiir je zwei Matrizen 2, B der Menge die Summen > 27 | apabag alle absolut konvergie-
ren, wenn Summe und Produkt zweier Matrizen der Menge wiederum der Menge angehdren
und wenn die Regeln der Addition, das assoziative Gesetz der Multiplikation und die distri-
butiven Gesetze gelten.“ (Kothe und Toeplitz, 1934, 205) Koéthe und Toeplitz geben in §6
von (Koéthe und Toeplitz, 1934) ein Beispiel eines linearen Folgenraums, dessen zugehdrige
linearen Transformationen in sich selbst keinen Ring bilden.

62 Ein Matrizenring M heife mazimal, wenn er nicht echter Teil eines anderen Matrizenringes
ist.“ (Kothe und Toeplitz, 1934, 210) Kéthe und Toeplitz geben in §9 von (Kothe und Toeplitz,
1934) ein Beispiel eines maximalen Matrizenrings, der nicht als System X(\) aller linearen
Transformationen eines linearen Folgenraums A in sich aufgefasst werden kann.
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identisch, so nennen wir A vollkommen. Wir betrachten ferner diejeni-
gen linearen Transformationen [y, = > | ape4, A-W.], bei denen fiir
alle Stellen r aus A die unendlichen Summen rechterhand sdmtlich ab-
solut konvergieren und die transformierte Stelle y = (y1,yo, ...) wieder
eine Stelle aus A ist; das System aller dieser Transformationen heifse
2(N). (Kothe und Toeplitz, 1934, 194f)

Kothes und Toeplitz’ Definition eines dualen Raums bezieht sich also auf lineare
Folgenraume (,lineare Koordinatenraume*). Allerdings verweisen Kéthe und Toep-
litz in ihrer Einleitung auf Hausdorffs und Banachs Konzept des ,konjugierten
Raums® eines allgemeinen normierten Raums. Dies wollen wir kurz vorstellen: Wie
in Unterkapitel 2.8 erlautert, fiihrte Hahn 1927 den polaren Raum aller stetigen
linearen Funktionale bzgl. eines allgemeinen normierten Raums ein. Eben dieses
Konzept finden wir bei Hausdorff (1932) und Banach (1932):

Sie [alle ,Linearformen®, die auf dem linearen metrischen Raum E,
definiert sind, A.W.] bilden [...] einen [...] vollstindigen linearen metri-
schen Raum FE,, den zu E, konjugierten Raum.

(Hausdorff, 1932, 299)

Etant donné un espace E du type (B), I'espace E de toutes les fonc-
tionnelles linéaires définies dans E est évidemment aussi du type (B).
Nous appellerons E I'espace conjugué avec E. (Banach, 1932, 188)

Im Fall von Folgenrdumen konnen manche dieser stetigen linearen Funktionale
(,Linearformen®, ,fonctionnelles linéaires*) — jedoch nicht alle, wie Helly gezeigt
hat (siehe Abschnitt 2.6.e) — durch eine Folge dargestellt werden:

Zun(')n-

Diese Funktionale sind stetig und beschréankt, wenn

fiir alle Elemente « des entsprechenden Folgenraums und die zugehorigen Normen

]l = l[ull fl]

gilt. Koéthe und Toeplitz fordern dagegen nun absolute Konvergenz. Dadurch er-
halten sie Resultate, die im Fall der gewohnlichen Konvergenz nicht gelten.®® Zum

63Siehe §16 in (Kothe und Toeplitz, 1934).
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Beispiel ist, wenn A vollkommen ist, 3(\) ein maximaler Matrizenring.5*

Man beachte, dass immer, wenn wir im Folgenden Ko6thes und Toeplitz’ dualen
Raum mit Hausdorffs und Banachs konjugiertem Raum vergleichen wollen, die
Identifizierung einer Folge u mit der Abbildung )" u,(-), gedacht werden muss.
Neben Ko6thes und Toeplitz’ Konzept des dualen Raums ist auch ihre Definition
eines vollkommenen Raums speziell fiir Folgenrdume gemacht. Somit kann der
duale Raum des dualen Raums eines linearen Koordinatenraums A mit A identisch
sein — und nicht nur isomorph dazu wie im Fall des konjugierten Raums.

3.3.b Dualer Raum und konjugierter Raum

Ko6the und Toeplitz schreiben zum bestehenden Unterschied zwischen ihren Unter-
suchungen im metrikfreien Fall und denen von Hausdorff und Banach (und denen
von Schmidt, Riesz, Helly und Hahn, siehe Kapitel 1 und 2):

Herr F. Hausdorff und kurz darauf auch Herr St. Banach haben eine
Reihe von Untersuchungen verwandter Tendenz von F. Riesz, H. Hahn,
E. Helly, I. Schauder mit eigenen Untersuchungen zu einer geschlosse-
nen Theorie zusammengefallt, die sich ein von dem unsrigen wesent-
lich verschiedenes Ziel setzt. Bei Hausdorff und Banach wird der linea-
re Raum A abstrakt durch Linearitétsaxiome definiert [...] — insoweit
sind unsere Koordinatenrdume als spezielle Félle darin enthalten —,
und dazu wird, ebenfalls abstrakt durch Axiome, in dem Raum ei-
ne Metrik aufgestellt, womit ein Begriff des Limes und der Stetigkeit
gegeben sind. Es werden sodann die linearen stetigen Funktionen des
Raumes als Elemente seines ,konjugierten‘ Raumes betrachtet; speziell
flir oo wird gezeigt, dal sein konjugierter Raum nicht identisch ist
mit dem oben definierten dualen Raum o7 ; bei den Koordinatenréu-
men braucht also dualer und konjugierter Raum nicht ibereinzustim-
men. Im Gefolge davon sind also auch die abstrakten linearen, stetigen
Transformationen von A in sich nicht mit unserem System X(A) iden-
tisch; daft das System dieser abstrakten linearen stetigen Transforma-
tionen einen Ring bildet, ist kein Problem, sondern versteht sich von
selbst. Nur kann daraus fiir unsere Theorie nicht gefolgert werden.
(Kothe und Toeplitz, 1934, 195)

Dass der konjugierte Raum im Sinne von Hausdorff und Banach von o, nicht mit
Ko6thes und Toeplitz” definiertem dualen Raum o {ibereinstimmt, kann bewiesen

64Siehe §§ 6,7,9 in (Kéthe und Toeplitz, 1934).
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werden, indem gezeigt wird, dass es Funktionale (,Linearformen“ in der Schreib-
weise von Hausdorff, ,Linearfunktionen® in der von Kéthe und Toeplitz) bzgl. o
gibt, die nicht mithilfe einer entsprechenden Folge dargestellt werden kénnen, ver-
gleiche bspw. (Hausdorff, 1932, 305). Dass das System aus Hausdorffs und Banachs
abstrakt eingefiihrten stetigen linearen Transformationen einen Ring bildet, folgt
aus ihrer Normdefinition, die ja von K&éthe und Toeplitz nicht verwendet wird.

Kothe und Toeplitz entwickeln eine Bedingung, unter der dualer und konjugierter
Raum im Sinne der oben genannten Identifikation {ibereinstimmen. Interessant
bzgl. der Beziehung der beiden Rdume ist dabei der Gebrauch der Worter ,Line-

arfunktion” und ,Linearform“:%°

Definition 5. Eine Linearfunktion, d.h. eine Funktion u(x), die jeder
Stelle ¢t aus X\ eine komplexe Zahl u in der Weise zuordnet, dafs

u(ry) =7 - u(r),ur + 1) = ux) + ub)
ist, heife stetig, wenn fir jede Folge t™ mit Limes aus X gilt:

i (n)y — im (™
g, ) =l o ¥
Der von den stetigen Linearfunktionen gebildete lineare Raum heife
der zu X konjugierte Raum X .

Satz 6. Ist A > ¢ und normal, so stellt jede ,Linearform® ux, wo u
eine Stelle aus \* ist, eine stetige Linearfunktion dar und umgekehrt;
in diesem Sinne ist X' = \*. (K6the und Toeplitz, 1934, 200)

In einer Fufinote machen Ko6the und Toeplitz noch einmal auf den unterschiedli-
chen Gebrauch der Begriffe ,Linearfunktion* und ,Linearform“ aufmerksam und
betonen den Unterschied zwischen ihrem Konzept und dem von Hausdorff und
Banach:

Hausdorff gebraucht das Wort ,Linearform® fiir den unserer ,Linear-
funktion“ analogen Begriff seiner Theorie. Da wir zwischen dem Aus-
druck " w;z; und der abstrakten Linearfunktion sorgfaltig unterschei-
den miissen, sind wir genotigt, die Hausdorffsche Benennung umzu-
stiirzen. (Kothe und Toeplitz, 1934, 200, Fufinote)

65\ > ¢ bedeutet, dass A den Raum ¢ aller Folgen mit endlich vielen Gliedern ungleich Null
enthéilt. Ein Folgenraum heift normal, wenn er mit jedem Element ¢ = (21, z2,...) auch das
Element y = (y1,y2, ...) mit |y;| < |z;| enthalt.
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Im Sinne Ké6thes und Toeplitz’ ist eine ,Linearform* > u;x; also eine spezielle ,Li-
nearfunktion“. Wie bereits erldutert, gibt es Elemente in Hausdorffs und Banachs
konjugiertem Raum, d.h. ,Linearfunktionen®, die nicht mithilfe einer Folge, d.h. als
,Linearform* dargestellt werden kénnen.

3.3.c Schwache Konvergenz

Fiir ihre Untersuchungen im Rahmen metrikfreier Rdume bendtigen Kéthe und
Toeplitz einen Konvergenzbegriff. Diesen finden wir in

Definition 1. Die Folge von Stellen t™V) )| ... eines Raumes X heife
konvergent, wenn lim,,_,o ur™ fiir jede Stelle u aus \* existiert.

(Ko6the und Toeplitz, 1934, 197)

Im Fall eines normierten Raums X und seines zugehorigen Dualraums X’ aus
stetigen linearen Funktionalen z’ formulieren wir heute: Eine Folge (x,), in X
heifit schwach konvergent in X, wenn der Grenzwert
. /
oy ()

im zugrunde liegenden Korper K fiir alle 2’ in X’ existiert. Schwache Konvergenz
wird also indirekt mittels allen entsprechenden Funktionalen definiert — bzw. in
Kothes und Toeplitz” Fall mittels allen entsprechenden Folgen des dualen Raums.
Ko6the und Toeplitz sprechen hier (noch) nicht von ,schwacher Konvergenz, auch
wenn diese Bezeichnung seinerzeit schon verwendet wurde (siehe z.B. Abschnitt
1.6.d zu Riesz’ Definition). Das Konzept der schwachen Konvergenz finden wir
wieder in Kothes spéteren Arbeiten, zu denen wir jetzt kommen.

3.4 Kothes Auflésungskriterium fiir lineare
Gleichungssysteme mit unendlich vielen

Unbekannten (1938 und 1939)
3.4.a Ein Blick auf den normierten Fall

Mit Kothes und Toeplitz” Konstruktionen von 1934 sollte die Grundlage einer
Losungstheorie fiir lineare Gleichungssysteme mit unendlich vielen Unbekannten
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im Rahmen metrikfreier Folgenrdume geschaffen werden. In seinem Artikel Lds-
barkeitsbedingungen fiir Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten von 1938
(Kothe, 1938) formuliert Kothe das Problem:

Kothes Ausgangsproblem von 1938

Es sollen notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Los-
barkeit eines Gleichungssystems

oo
Zaikxk =¢ 1=12,.., (1)
k=1

durch eine Stelle ¢ eines vorgegebenen vollkommenen Raumes ab-
geleitet werden. (Kothe, 1938, 193)

Kothes Idee ist die folgende:

Man deutet die Matrix 21 des Gleichungssystems als Matrix einer linea-
ren Transformation [y = ¢, A.W.], die einen geeignet zu wéhlenden
linearen Raum A von Stellen ¢ = (21, x2, ...) in einen Teil eines anderen
Raumes p abbildet, und versucht durch das Studium dieser linearen
Transformationen Aufschluf iiber die Losungsverhéltnisse zu bekom-
men. (Kothe, 1938, 193)

Dabei bieten sich nach Kéthe fiir A und g ,jin natiirlicher Weise* (Kothe, 1938,
193) die vollkommenen Raume im Sinne von (Kéthe und Toeplitz, 1934) an. Diese
,natiirliche’ Heranziehung findet sich auch bei Hahn (1927), der regulidre Réu-
me voraussetzt, um eine Losbarkeitsbedingung fiir sein allgemeines lineares Glei-
chungssystem im normierten Fall zu erhalten (siche Unterkapitel 2.8). In seiner
Einleitung verweist Kéthe auf die Entwicklung der Loésungstheorie im normier-
ten Fall: Er erklart, dass sich die entsprechende Losbarkeitsbedingung, welche auf
das Rangkriterium im endlichdimensionalen Fall zuriickgefiihrt werden kann (siehe
Abschnitt 1.7.a), im Rahmen eines unendlichdimensionalen Problems erstmals bei
Schmidt (1908) findet (siehe Unterkapitel 1.5). Schmidt untersuchte das Problem

Ar = ¢,

mit A = g = [? und erhielt die folgende Lésbarkeitsbedingung, hier in Kothes

n n
| E ’U@CZ‘| §m| E uiaz-|.
i=1 i=1

Schreibweise:
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Dabei ist a; die i-te Zeile von 2. Diese Bedingung ,.ist nun in der Theorie der li-
nearen metrischen Rdume auf Radume sehr allgemeiner Natur iibertragen worden“
(Kothe, 1938, 194). Kothe verweist beispielhaft auf Banach (1932). Kothes Ziel
besteht darin, analoge Beziehungen fiir den metrikfreien Fall zu finden. Zur bes-
seren Versténdlichkeit seiner Untersuchungen stellt er die Idee des Beweises vor,
der zeigt, dass die obige Bedingung im normierten Fall hinreichend fiir die Losbar-
keit des Gleichungssystems ist (Kothe, 1938, 194). Dies wollen wir hier verfolgen,
wieder unter Verwendung von Ko6thes Schreibweise:

Ausgangspunkt ist das lineare Gleichungssystem
Ar = c.

Dabei soll die Transformation 20 zur Vereinfachung eine lineare Transformation
A — A sein (die Aussage gilt auch fiir A — p), wobei A ein vollkommener Folgen-
raum ist. Mit A* soll der zugehérige duale Raum bezeichnet werden. Sei nun u ein
Element aus A\*, dann gilt durch Multiplikation mit « von links:

u(Ar) = uc.

Diese Beziehung lisst sich auch so interpretieren, dass es eine Abbildung x gibt,
die jedem u2(, d.h. einem Element aus A*, eine Zahl uc zuordnet:

x(ul) = uc.

Wenn nun die Ungleichung

n n
‘ E uici‘ Sm’ g uiai’
i=1 i=1

erfiillt ist, ergeben sich fiir die Abbildung x die folgenden Eigenschaften:

e Die Zuordnung ist eindeutig.®® D.h. durch z wird auf dem Raum v < \*
aller u2l eine Linearform (Kothes Formulierung) definiert.

e Die Abschitzung bedeutet die Stetigkeit dieser Linearform in v im Sinne der
Norm von A*.

Mit dem Fortsetzungssatz (Satz von Hahn-Banach) gilt: Jede auf einem Teilraum
(hier v) eines linearen normierten Raums (hier A*) erklirte, dort im Sinne der
Norm stetige Linearform kann auf dem ganzen Raum fortgesetzt werden. Ist \*

66Seien u1 und ug aus A\* mit u3 A = ug A. Dann gilt |uic—uac| = |(u1 —u2)c| < m|(u1 —u2)A| =
mlui A — uz Al = 0 (jeweils entsprechende Normen).
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auflerdem separabel, so kann jede auf ganz \* erklirte stetige Linearform x(u)
durch ein Element t aus A dargestellt werden:

o
w(u) =uE =Y u;T,
j=1

fiir alle u aus A*. Die Folge t ist Losung des Gleichungssystems.

Kothes néchstes Ziel besteht also darin, einen Fortsetzungssatz fiir metrikfreie

Raume zu finden bzw. zu konstruieren.5”

3.4.b Kothes schwache Topologie

Analog zur Definition der Konvergenz in metrikfreien Raumen in (K6the und Toep-
litz, 1934) fiihrt Kothe einen metrikfreien Beschranktheitsbegriff ein und greift den
Konvergenzbegriff aus (Kéthe und Toeplitz, 1934) wieder auf, diesmal unter der
Bezeichnung ,schwache Konvergenz*:

Eine Menge M von Stellen ¢ aus A heifst beschrinkt, wenn zu jedem u
aus \* eine reelle Zahl k(u) > 0 gehort, so dak |ux| < k(u) ist fir alle ¢
aus M. Eine Folge (™ von Stellen des vollkommenen Raumes A heift
schwach konvergent, wenn lim,, u;(") fiir jedes u aus A\* existiert.
(Kothe, 1938, 195f)

Dadurch sind Beschrénktheit und Konvergenz also jeweils indirekt mittels allen
Elementen u des zugehorigen dualen Raums A\* definiert. Jetzt kann Kothe seine
schwache Topologie einfiihren:

Definition 1. N sei eine beschrinkte Menge des dualen Raumes \*.
Ist ¢ eine Stelle aus X, so werde supy¢y |by| mit (r)n bezeichnet. Die
Menge N heifle begrenzt, wenn fiir jede schwach gegen o konvergente
Folge t™ aus \ (x'")n gegen Null geht.

Definition 2. M sei eine begrenzte Menge aus A*,e > 0,¢ eine Stelle
aus \. Die Gesamtheit aller Stellen vy aus A\, die der Ungleichung

(t—n)m <e

67K6the muss sich aufierdem um die Bedingung der Separabilitit kiimmern. Dies werden wir
hier jedoch nicht verfolgen.
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gentigen, bezeichnen wir als eine schwache Umgebung der Stelle .
Die Gesamtheit aller dieser Umgebungen heife die schwache Topo-
logie von M.

Die schwache Topologie von A erfiillt die vier Hausdorffschen Umge-
bungsaxiome. (Kothe, 1938, 196)

AnschlieRend fithrt Kothe die ,starke Topologie® ein, die sich auch schon in (Ko-
the und Toeplitz, 1934) findet. Diese unterscheidet sich von der Definition der
schwachen Topologie dadurch, dass statt begrenzten Mengen beschrinkte Mengen
verwendet werden.

3.4.c Kothes Resultat von 1938

Mit diesen Definitionen gelingt es Kéthe, eine metrikfreie Version des Fortsetzungs-

satzes zu zeigen. In Kurzform lautet dieser:58

Jede Linearfunktion, die auf einem Teilraum von A erklart und dort im
Sinne der starken oder schwachen Topologie stetig ist, kann auf ganz
A stetig fortgesetzt werden. (Kothe, 1938, 194f)

Damit erhilt Kothe schliefslich das folgende Resultat:

Ko6thes Resultat von 1938

Satz 1. 2 bilde den vollkommenen Raum X\ in einen Teilraum des
vollkommenen Raumes p ab, ¢ sei eine Stelle aus p. (1) ist dann
und nur dann durch ein ¢ aus \ l6sbar, wenn durch

z(A'b) = be

auf A (p*) eine im Sinne von \* schwach top. stetige Linearform
eindeutig erkldrt ist, d.h. wenn es in \ eine begrenzte Menge M
gibt, so dafl fir alle b aus p*

|bC| S (Ql/b)]u

gilt. (Kothe, 1938, 204)

68Siche (Kothe, 1938, 199fF) fiir die Ausformulierung des Satzes.



94

Zum einen erkennen wir die Ahnlichkeit zwischen Kothes Losbarkeitsbedingung
und der Lésbarkeitsbedingung im normierten Fall — vergleiche obige Formulierung

von Schmidts Problem: . .
13 | < | Yo
i=1 i=1
Zum anderen erfahren wir im Resultat, dass das Erfiilltsein der Ungleichung
|be| < (A'0)n

dquivalent ist zur Existenz der Linearform x in obiger Beweisskizze. Dies werden
wir wieder aufgreifen, wenn wir Dieudonnés Sitze untersuchen. Anschliefend zeigt
Kothe fast® denselben Satz fiir separable Riume (Satz 2 (Kéthe, 1938, 204)).

3.4.d Ko6thes Resultat von 1939

Ein Jahr spéter macht es sich K&the in seinem Artikel Erweiterung von Linear-
funktionen in linearen Riumen (Kothe, 1939) zur Aufgabe, sein Resultat von 1938
zu ,verschirfen und auf endgiiltige Gestalt [zu] bringen* (Ko6the, 1939, 719). Dazu
fiihrt er eine noch ,bessere’ schwache Topologie ein:

Die wesentliche Idee ist die Einfiihrung einer neuen Topologie in den
vollkommenen R&éumen, der auf den beschréankten, schwach kompakten
Mengen des dualen Raumes aufgebauten k-Topologie. Sie ist einfacher
als die in (Kothe, 1938) betrachtete schwache Topologie, und es 148t
sich zeigen, daf sie die schérfste Topologie ist, fiir die noch gilt, daf eine
auf einem linearen Teilraum erkldrte, im Sinne der Topologie stetige
Linearfunktion stets durch eine Stelle des dualen Raumes erzeugt wird.

(Kothe, 1939, 719)

Analog zu seinen Konstruktionen in (Kothe, 1938) definiert Kothe die k-Topologie
auf folgende Weise:"°

Auf die beschriinkten, schwach kompakten Mengen des dualen Raumes
A* 1aRt sich nach dem Muster von (Kéthe, 1938) eine Topologie in A
aufbauen.

69Man ersetze ,schwach® durch ,stark® und ,begrenzt“ durch ,beschrankt.

70K6the nennt eine Menge M aus Elementen eines vollkommenen Folgenraums )\ ,schwach
bzw. stark kompakt* in A, wenn jede unendliche Teilmenge von M eine schwach bzw. stark
konvergente Teilfolge enthélt. Es sei auflerdem an Kothes Notation von 1938 erinnert: (r)x
bedeutet sup,¢ g |ug|-
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Definition 1. K sei eine beschriankte, schwach kompakte Menge aus
A*, € > 0, ¢ eine Stelle aus A. Die Gesamtheit aller Stellen y aus A, die
der Ungleichung

(x—1)x = sup Jux —v)| <e
ue kK

geniigen, bezeichnen wir als eine k-Umgebung der Stelle 1. Die Ge-
samtheit dieser Umgebungen erzeugt die k-Topologie von A.

Der Nachweis der Umgebungsaxiome bietet keine Schwierigkeiten.
(Kothe, 1939, 724)

Es gelingt Kothe wieder, einen entsprechenden Fortsetzungssatz zu zeigen, womit
er schlieflich sein ,,Aufldsungskriterium* beweisen kann, das Satz 1 und Satz 2 aus
(Kothe, 1938) als Spezialfille enthélt:

Ko6thes Resultat von 1939

Satz 6 (Auflosungskriterium). 2 bilde den wvollkommenen
Raum X auf einen Teilraum des vollkommenen Raumes p ab, ¢
sei eine Stelle aus .

Die Gleichung
Ar =¢

st dann und nur dann durch ein xe X lésbar, wenn durch
z(RA'v) =vc, vep’,

auf ganz A (*) eine im Sinne von X* k-top. stetige Linearfunktion
eindeutig erkldrt ist, d.h. wenn es in A eine beschrinkte, schwach
kompakte Menge K gibt, so daf$ fir alle v aus p*

loc] < (A'v) i

gilt. (Kéthe, 1939, 730)

Wie wir sehen werden verweist Dieudonné (1942) auf dieses Resultat, dem wir uns
nun zuwenden wollen.
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3.5 Jean Dieudonné (1906-1992)

Jean Alexandre Eugéne Dieudonné wurde am 1. Juli 1906 in Lille geboren.” Schon
in der Schulzeit begann Dieudonnés mathematische Karriere, die er engagiert und
diszipliniert verfolgte und die im Laufe seines Lebens eine Gréfenordnung annahm,
die wir hier auch ndherungsweise nicht einfangen kénnen. Wir beschranken uns auf
die folgenden Stationen: Im Jahr 1924 begann Dieudonnés Mathematikstudium an
der Ecole Normale Supérieure, wo er Freundschaft mit Cartan und Weil schloss
und 1931 bei P. Montel iiber Nullstellen komplexer Polynome promovierte. Nach
einem Jahr in Bordeaux und vier Jahren in Rennes lehrte er von 1937 bis 1952 in
Nancy. Mit 34 Jahren wurde er zum ordentlichen Professor ernannt. 1952 ging er
fiir sieben Jahre in die USA, zunédchst an die University of Michigan, dann an die
Northwestern University. Zuriick in Frankreich beteiligte er sich an der Griindung
des Institut des Hautes Etudes Scientifiques (LH.E.S., Bures-sur-Yvette), wo er
mit Grothendieck zusammenarbeitete. 1964 erhielt er einen Lehrstuhl in Nizza,
wo er von 1964 bis 1968 Dekan war und 1970 den Internationalen Mathematiker-
kongress ausrichtete. Den Rest seines Lebens zog er sich zuriick, um Biicher zu
schreiben. Dies waren die Hauptstationen von Dieudonnés mathematischem Le-
ben, wobei wir zahlreiche Zwischenaufenthalte und Gastprofessuren nicht erwihnt
haben. Dieudonné verfasste iiber 300 Artikel, 26 Biicher, auferdem einen grofien

"IDie folgende biographische Skizze basiert auf einem Bericht von Cartier (2005), der auf die
Biographie von Dugac (1995) verweist.
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Teil der Abhandlungen der Bourbaki-Gruppe (Bourbaki, 1998), die er zusammen
mit Cartan, Chevalley, Delsarte, de Possel und Weil griindete, sowie acht Bénde der
Reihe Eléments de Géométrie Algébrique zusammen mit Grothendiek (Grothen-
diek und Dieudonné, 1967). Seine mathematischen Beitrége lassen sich sehr grob
in die Bereiche Funktionalanalysis, Ringtheorie und Gruppentheorie einteilen. Der
in dieser Arbeit untersuchte Beitrag (Dieudonné, 1942) stammt aus Dieudonnés
Zeit in Nancy:

The theory of normed spaces was developed around 1920 by Banach
and his school. Later on, around 1935, Toeplitz and Kothe studied in
depth spaces consisting of sequences of numbers. Using the general no-
tion of locally convex space introduced by von Neumann, Dieudonné
extended in 1942 to this broader framework the results of Banach,
mainly the duality, the weak convergence and the perturbation of ope-
rators. (Cartier, 2005, 3)

In seinem Ruhestand wandte sich Dieudonné der Geschichte der Mathematik zu
und schrieb unter anderen die Arbeiten Abrégé d’histoire des mathématiques 1700-
1900 (Dieudonné, 1978), History of functional analysis (Dieudonné, 1981) und A
history of algebraic and differential topology 1900-1960 (Dieudonné, 1989). Am
29. November 1992 verstarb er im Alter von 86 Jahren.

3.6 Dieudonnés Resultat (1942)

3.6.a Ein vollkommen duales System

Dieudonnés Vorhaben in seinem Artikel La dualité dans les espaces vectoriels to-
pologiques von 1942 (Dieudonné, 1942) lautet wie folgt: ™

Nous nous proposons, dans ce travail, de donner un exposé d’ensemble
de la théorie de la dualité dans les espaces vectoriels topologiques |...].
Cette théorie s’est développée autour du probléme de la résolution des
équations linéaires, ¢’est-a-dire de la forme f(x) = yo, ot 'inconnue x
est un élément d’un espace vectoriel E, le second membre yg un élément
d’un espace vectoriel F' (distinct ou non de E), et f une application
linéaire donnée de E dans F [...]. (Dieudonné, 1942, 107)

"2Dieudonné bemerkt, dass sich eine Zusammenfassung der Untersuchungen in (Dieudonné, 1942)
schon in den beiden Artikeln (Dieudonné, 1940b) und (Dieudonné, 1940a) findet. Er verweist
auf eine rege Korrespondenz mit Cartan bzgl. dieser Theorie.
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Man beachte, dass der Problemtyp

f(z) =wo
mit

f:E—>F
von allgemeinerer Form ist als der, den wir in diesem Kapitel untersucht haben.
Hier ist f ein allgemeiner Operator, wogegen in (siehe Einleitung 3.1)

g(l‘z) =C;

¢ ein Funktional
{:FE—K

ist. Die historische Entwicklung des Problems, das Dieudonné beschreibt, vollzieht
sich fiir den normierten Fall u.a. mit/in den Arbeiten von Riesz (1910, 1916),
Banach (1929b, 1932), Schauder (1930c¢) und Hausdorff (1932). Diese werden wir
in Teil IT dieser Arbeit untersuchen. Auf der Suche nach Lisbarkeitsbedingungen
entwickelten die genannten Autoren nach und nach das Konzept allgemeiner dua-
ler Operatoren. Bei Banach (1929b) finden wir bspw. fiir einen stetigen linearen
Operator U : E — E’, wobei E und E’ zwei beliebige Banachriume sind:

Une opération U(z) fait correspondre a toute fonctionnelle linéaire YV
définie dans E’ une fonctionnelle X = Y [U(z)] définie dans E, aussi
linéaire. [...| Cette correspondance entre X et Y est une nouvelle
opération linéaire

X =0(Y)

définie dans le domaine des fonctionnelles linéaires Y, le contredomaine
étant contenu dans I’ensemble des fonctionnelles linéaires X. |[...]

Nous Pappellerons l’opération adjointe a 'opération y = U(x).
(Banach, 1929b, 235)

Wir werden sehen, dass Dieudonné auf analoge Weise ein Konzept fiir duale Ope-
ratoren im metrikfreien Fall einfiihrt.

Mit dem Vorhaben, so allgemein wie moglich zu arbeiten, fiihrt Dieudonné ein
duales System zweier beliebiger Vektorrdume ein, die nicht notwendigerweise mit
einer Topologie ausgestattet sein miissen:

Considérons deux espaces vectoriels E, E' (qui peuvent étre éventuel-
lement munis de topologies; lorsqu’il en est ainsi, il est fait abstraction
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de ces topologies dans ce paragraphe). Supposons donnée dans le pro-
duit E x E' une forme bilinéaire (z,z') — B(x,2’) (c’est-a-dire une
application de E x E’ dans le corps C, linéaire par rapport a chacune
des variables x € E, 2’ € E'); supposons en outre que cette forme
satisfasse aux deux conditions suivantes:

(D1) La relation «quel que soit x € E, B(z,2") = 0» entraine ' = 0.
(Dy1) La relation «quel que soit ' € E', B(x,z') = 0» entraine x = 0.

Nous désignerons par B, la forme linéaire x — B(x,2") définie dans
E, par B/ la forme linéaire ' — B(z,z’) définie dans E’.
(Dieudonné, 1942, 112)

Im Gegensatz zu den Konstruktionen im normierten Fall, die wir in den vori-
gen Kapiteln verfolgt haben, fithrt Dieudonné ein génzlich symmetrisches duales
System ein, wobei E’ ein beliebiger weiterer Vektorraum neben F ist und nicht
notwendigerweise der Dualraum von E. Dieudonné zeigt jedoch (Dieudonné, 1942,
113): Wenn man fiir E einen lokalkonvexen Raum, ausgestattet mit der Topologie
T, wahlt und fiir £’ den zugehorigen Dualraum aller linearen Funktionale z’ auf
E, die bzgl. ¥ stetig sind, so sind die beiden Bedingungen (D) und (D) mit
B(z,2’") = o/ (z) erfiillt. Im normierten Fall gibt es hierzu eine analoge Argumen-
tation, welche, wie auch bei Dieudonné, den Satz von Hahn-Banach beinhaltet.”
Dieudonné méchte in seiner Arbeit zundchst Aussagen fiir allgemeine Vektorréu-
me zeigen, die nicht notwendigerweise mit einer Topologie ausgestattet sind, um
dann Folgerungen fiir lokalkonvexe und normierte Ridume herleiten zu kdénnen;
diese Falle sind fiir ihn ,les plus importants en pratique (Dieudonné, 1942, 110).
Dieudonnés Ziel besteht also darin, ein allgemeines ,Geriist‘ einzufithren, welches
verwendet werden kann, um Resultate in spezielleren, praktischeren Féllen zu be-
weisen.

Zuriick zu diesem allgemeinen Geriist: zwei Vektorrdume, Bilinearform B(z,z”)
mit (Dr) und (Dyp). Dieudonné erklért, dass innerhalb dieser Bedingungen eine
stopologie d’espace localement convexe” (Dieudonné, 1942, 113) auf E mittels den
Halbnormen |B,| definiert werden kann: ,la topologie faible définie par E’ sur

731) Sei ' € X’ so, dass fiir alle 2 € X gilt: #’(x) = 0. Dann gilt aufgrund der Definition der
Norm des Dualraums X':
I = sup |o'(x)]=0 = a’'=0.
llzll<1
2) Sei z € X so, dass fiir alle 2’ € X’ gilt: 2’(z) = 0. Dann gilt mit dem Satz von Hahn-
Banach:

lz|| = sup |2'(x)|=0 = z =0.
ll=][<1
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E¥, bezeichnet mit o(F, E’). Dies ist die grobste Topologie fiir einen lokalkonve-
xen Raum, fiir die alle B, stetig sind. o(F’, F) kann entsprechend symmetrisch
eingefiihrt werden:

On définit de fagon analogue la topologie faible o(E’, E) définie par
E sur E’; en raison de la symétrie évidente que présentent ces deux
topologies, nous nous contenterons, en général, d’énoncer les propriétés
de o(E,E"), celles de o(E’, F) s'en déduisant en permutant les roles
de F et E'. (Dieudonné, 1942, 113)

Anschlieffend fiihrt Dieudonné eine ,application linéaire v de F dans F* ein, die
,faiblement continue* ist:

Considérons maintenant deux couples d’espaces vectoriels, E,E’ et
F F'; supposons données une forme bilinéaire B définie dans E x E’,
et une forme bilinéaire C définie dans F' x F’, ces deux formes satis-
faisant aux axiomes (Dy) et (Dyr). Munissons E et E’ des topologies
o(E,E'") et o(E',E), F et F' des topologies o(F,F’) et o(F', F), et
considérons une application linéaire u de E dans F; [...| nous dirons
que u est faiblement continue sie elle est continue pour les topologies
o(E,E') et o(F, F'). (Dieudonné, 1942, 118)

t,7 dass fiir jedes 4’ € F’ ein eindeutiges 2’ € E’ existiert, sodass

Dieudonné zeig
gilt:

C(u(z),y’) = B(x,2').

Diese Beziehung definiert eine Abbildung v’ : F' — E’ — ]a transposée de u“ — die
durch

B(x,u'(y') = Clu(x),y)

bestimmt ist. Dies entspricht Banachs Definition eines dualen Operators im nor-
mierten Fall. Jetzt formuliert Dieudonné das Problem:

Dieudonnés Ausgangsproblem von 1942

Cherchons maintenant les propriétés de la transposée v’ qui équi-
valent a I’existence d’une solution (au moins) de I’ éguation linéaire
u(zx) = yo, ot Yo est un élément donné de F.

(Dieudonné, 1942, 119)

74Siehe Théorémes 2 et 9 in (Dieudonné, 1942, 114, 118).
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3.6.b Dieudonnés Théoréme 12

Dieudonnés Resultat von 1942

Théoréme 12 Pour que l’équation u(x) = yo admette une solution
-1
au moins, il faut et il suffit que yo soit orthogonal & v’ (0), et que

la forme linéaire Hy,, définie dans u'(F"), soit continue dans ce
sous-espace. (Dieudonné, 1942, 120)

Dieudonnés Théoréme 12 liefert eine Losung zum Ausgangsproblem. In einer Fufs-
note verweist Dieudonné dazu auf Kéthe (1939). Betrachten wir zunéchst die Be-

[13

dingung ,que yo soit orthogonal & « (0)*. Dieudonnés Théoreme 11 liefert die
Notwendigkeit dieser Bedingung (zweite Gleichung):

Théoréme 11 On a

(Dieudonné, 1942, 119)

Mit % werden dabei die Annihilatoren der entsprechenden Mengen gekennzeich-
net:

Nous dirons qu’un élément z € E et un élément x’ € E’ sont orthogo-
nauz si B(z,z") = 0.

Soit M une partie quelconque de F; nous désignerons par M* ’ensemble
des 2’ € E' qui sont orthogonaux a tous les x € M.
(Dieudonné, 1942, 115)

Ist u(E) abgeschlossen, so ergibt sich aus Théoréme 11 die folgende Behauptung;:

Théoréme 13 Siu(E) est fermé dans F, pour que l’équation u(x) = yo

admette au moins une solution, il faut et il suffit que yo soit orthogonal
-1
a v (0). (Dieudonné, 1942, 120)

Eine analoge Aussage fiir den normierten Fall findet sich z.B. in Hausdorffs Zwei-
tem Hauptsatz Uber ,normale Auflésbarkeit* in (Hausdorff, 1932, 307f) (siehe Ab-
schnitt 8.2.c). Zuriick zu Théoréme 12. Ist umgekehrt die Bedingung ,que yo
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—1

soit orthogonal & u’ (0)* erfiillt, so erhdlt C(yp,y’) fiir alle y/ derselben Klasse
~1

mod. u’ (0) denselben Wert — ,mais ces classes ne sont autres que les ensembles

~1

u' (2'), ou &’ parcourt u'(F')* (Dieudonné, 1942, 120). Damit definiert Dieu-

donné

Hy,(2") := C(yo,y')

-1
fiir alle y' derselben Klasse u' (z’) und erhélt die wohldefinierte ,forme linéaire*
auf u'(F"):
' — Hy,(2).

3.6.c Verbindung zu Kothe

In seinem Théoréme 12 verweist Dieudonné auf Kothe:

Voir par exemple (Kéthe, 1939, 730); on trouvera a cet endroit des
indications bibliographiques sur d’autres théorémes analogues du méme
auteur. (Dieudonné, 1942, 108, Fufinote)

Dieudonnés Verweis auf (Kothe, 1939) bezieht sich auf Kéthes Auflésungskriterium
(Satz 6) (siche Abschnitt 3.4.d). Die ,autres théorémes analogues du méme auteur”
sind Satz 1 und Satz 2 in (Kothe, 1938) (Abschnitt 3.4.c). Dieudonné schreibt in
seiner Einleitung:

Le critére de résolubilité de f(z) = yo que nous obtenons dans ce Cha-
pitre, généralise celui obtenu par G. Koéthe™ dans un cas particulier;
il redonne aussi le critére algébrique de résolubilité énoncé plus haut,
en spécialisant convenablement la topologie faible considérée.
(Dieudonné, 1942, 108)

Dieudonnés Théoréeme 12 stellt also zum einen eine Verallgemeinerung von Ko-
thes Ergebnissen dar, zum anderen enthilt es das ,critére algébrique“, d.h. die

Bedingung ,,que yo soit orthogonal a u} (0)“. Dieudonné hat schon gezeigt, dass 1)
diese Bedingung notwendig ist fiir die Losbarkeit des obigen Problems und dass 2),
wenn die Bedingung erfiillt ist, die Abbildung H,, eine wohldefinierte Linearform
auf u/(F") darstellt. Somit muss Dieudonné im Beweis von Théoréme 12 nur noch
zeigen, dass 3) die Bedingung ,que la forme linéaire H,,, définie dans w'(F”), soit
continue dans ce sous-espace’ notwendig ist und dass 4) sie — zusammen mit der

75 Auch hier verweist Dieudonné auf die Fufnote zu Kothe.
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-1
zusitzlichen Bedingung ,que yo soit orthogonal & «’ (0)* — hinreichend ist. Die

Verbindung zu Kothe besteht in der Abbildung H,,. Dies sei kurz erldutert:

Kothe zeigt innerhalb seiner Voraussetzungen in Folgenrdumen, dass die lineare
Gleichung
Ar =¢

genau dann l16sbar ist, wenn die Abbildung

z(RA'b) =vc, v e p*
wohldefiniert und stetig bzgl. Kéthes schwachen Definitionen auf 2’ (p*) ist. Eben
dies fordert Dieudonné von der Abbildung H,, auf «'(F’). Bei genauerer Betrach-
tung erkennen wir, dass H,, dieselbe Rolle wie Kothes Abbildung « spielt. Wie
oben dargestellt, ist sie bzgl. der linearen Gleichung

u(z) = yo

definiert durch Hy (z') = C(yo,y’) (zur Erinnerung: 2’ ist Element aus u/(F")).
Damit bestehen also die folgenden Entsprechungen:

Kothe Dieudonné
Rr=c,r€NcEN |u(x)=yy, x€FEy€F
—1
z(A'v) =vc, 0 € p* | Hy(2') = Cyo,y'), y €u’ (z/) C F'
Ao, v e p x’ Gu’(F’)
ve C(v0,y')

Kothes Konzepte, insbesondere seine schwache Topologie, wurden speziell fiir Fol-
genrdume entwickelt, Dieudonnés Konzepte fiir allgemeine Vektorrdume.

3.7 Abschlielende Bemerkungen

Wir wollen die verschiedenen Konzepte dualer Rd&ume bzw. Systeme im normier-
ten und im metrikfreien Fall vergleichen. Dazu betrachten wir genauer Hellys und
Hahns Konstruktionen als Grundlage fiir den Begriff des konjugierten Raums und
Kothes, Toeplitz’ und Dieudonnés Konstruktionen im metrikfreien Fall. In bei-
den Fillen finden wir in einem ersten Schritt die entsprechenden Konstruktionen
fiir Folgenrdume (Helly, Kéthe und Toeplitz) und schlieflich die fiir allgemeine
Vektorrdume (Hahn und Dieudonné).
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3.7.a Hellys und Hahns Konstruktionen im normierten Fall

Eine Ausfiihrung der entsprechenden Untersuchungen findet sich in Kapitel 2.
Hellys Ausgangspunkt ist das lineare Gleichungssystem

(™, z) = ¢,

(Helly, 1921, 69) im Rahmen beliebiger normierter Folgenrdume, wobei die Koeffi-
zientenfolgen a(*) und die rechten Seiten ¢, gegeben sind und z die gesuchte Folge
ist. Zu einer beliebigen konvexen Abstandsfunktion D(x) wird die zugehérige po-
lare Funktion A(u) gebildet. Die Folgen a(*) sollen endlich bzgl. A(u) sein und z
endlich bzgl. D(z). Dadurch ergeben sich zwei duale Folgenriume:

{z:D(z) < oo} und {u:A(u) < co}.
Hahns Ausgangspunkt ist das lineare System
uy(z) = ¢y

(Hahn, 1927, 220). Hier soll eine Losung = Element eines beliebigen normierten
Raums B sein und die u, sollen Linearformen im Hahnschen und Hausdorffschen
Sinne auf % darstellen. Damit ergibt sich auf der einen Seite ein normierter Raum
% und auf der anderen Seite der zugehorige polare Raum &:

B ={z:D(z) <oo} und & = {u: wist Linearform auf B; A(u) < co}.

Die Normen D(z) und A(u) sind so definiert, dass sie die ,fundamentale Unglei-

chung' erfiillen:
[(u,2)] < Au)D(x) (Helly),

|B(u,z)| < A(u)D(z) (Hahn).

Diese Ungleichung wird gebraucht, um die Notwendigkeit der folgenden Losbar-
keitsbedingung zu zeigen:

1> e <MA (Z )\l,a(”)>
v=1 v=1
(Helly, 1921, 81),

|A1cy, + Aacy, + ... + Ancy,

< MA(/\l’U,yl + )\2Uy2 + ...+ )\nuy")
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(Hahn, 1927, 220). Um zu zeigen, dass diese Losbarkeitsbedingung auch hinrei-
chend ist, wird ein Fortsetzungssatz benétigt, im allgemeinen normierten Fall also
der Satz von Hahn-Banach. Wie wir gesehen haben, hat auch Kéthe fiir sein Re-
sultat einen Fortsetzungssatz im Rahmen metrikfreier Folgenrdume gezeigt.

3.7.b Kothes, Toeplitz’ und Dieudonnés Konstruktionen im
metrikfreien Fall

Im Gegensatz zu Hellys und Hahns ,fundamentaler Ungleichung’ fordern Kéthe
und Toeplitz absolute Konvergenz der dualen Paarung (u,z), um den dualen
Raum zu einem linearen Folgenraum zu definieren. Kéthes Auflosungskriterium
von 1939

oe| < (A'v) ke

zum Ausgangsproblem 2y = ¢ &hnelt und unterscheidet sich von Hellys und Hahns
Lésbarkeitsbedingung: Einerseits erkennen wir die Ungleichung zwischen den rech-
ten Seiten und den gegebenen Koeffizienten. Andererseits gibt es fiir die Koeffizi-
enten keine Norm, sondern eine schwache Topologie, die eine schwache Version des
Fortsetzungssatzes ermdglicht.

Wiéhrend Kothe den Fall der Folgenrdume betrachtet, d.h. das lineare Gleichungs-
system
Ar=cre A€ u,

man beachte die Ahnlichkeit zu Hellys System: (a(*),z) = c,, untersucht Dieu-
donné einen allgemeineren Fall

u(x) =yo, x € E,yg € F,

man beachte die Ahnlichkeit zu Hahns System: u,(z) = ¢,, wobei F mit E’ (und
entsprechend F' mit F’) mittels der Bilinearform B, die auf E x E’ definiert ist
und die Bedingungen (D) und (Dyp) erfiillt, ein duales System bildet. Wie schon
erwahnt, sind diese beiden Bedingungen im normierten Fall erfiillt, d.h. im Fall
eines normierten Raums X und seines Dualraums X’. Damit ist Dieudonnés dua-
les System also eine Verallgemeinerung des normierten Falls. Es sei betont, dass
Dieudonné bspw. im Gegensatz zu Hahn direkt ein génzlich symmetrisches System
zweier Vektorrdume F und E’ einfiihrt. Hahn hat mit der Einfithrung eines Raums
begonnen und dann den zugehorigen Dualraum definiert. Mit Dieudonnés Verweis
auf Kothes Auflosungskriterium bzgl. der Bedingung ,que la forme linéaire H,,
soit continue, welches wir auf den normierten Fall zuriickfiihren koénnen, kann
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man auferdem sagen, dass Dieudonnés Losbarkeitsbedingung eine Verallgemeine-

rung des normierten Falls darstellt. Jedoch gibt es da noch die andere Bedingung
—1
in Dieudonnés Theorem: ,que yo soit orthogonal a u’ (0)

“

Diese fiihrt uns zu
einem anderen ,Zweig‘: dem der Entwicklung dualer Gleichungen und ihren Lo-
sungsansétzen. Dies wollen wir in Teil II verfolgen. Vorab nur ein kurzer Ausblick:
Bei Hausdorff (1932) finden wir fiir den normierten Fall bspw. die Gleichungen:

Yy=8r u=0vs,

wobei jeweils die eine Gleichung die , konjugierte Abbildung” (Hausdorff, 1932, 307)
der anderen darstellt. Hausdorff zeigt dazu den folgenden Satz, welcher Dieudonnés
Losbarkeitsbedingung sehr &hnlich ist:

IX. Zur Aufiésbarkeit von y = sx nach x ist notwendig, daf fiir alle vy

mit vgs = 0 auch voy = 0 sei. Zur Auflésbarkeit von u = vs nach v ist

notwendig, daf fir alle xo mit sxtg =0 auch uxg =0 sei.
(Hausdorff, 1932, 307)

Den historischen Hintergrund dieses ,Zweiges, d.h. dualer Gleichungen und dua-
ler Operatoren, wollen wir, wie gesagt, in Teil II untersuchen. An dieser Stelle
hoffen wir, die Entwicklungen und die verschiedenen Konzepte dualer Rdume in
der Funktionalanalysis beleuchtet zu haben: Riesz’ ,zugeordnete Klassen“, Hellys
durch die ,polare Abstandsfunktion* verbundenen Folgenrdume, Hahns ,polaren
Raum‘ und Banachs ,l’espace conjugué”, Kéthes und Toeplitz’ ,duale Raume* und
Dieudonnés duale Systeme.



4 Uberblick

4.1 Momentenproblem

In Hellingers und Toeplitz’ Enzyklopddie-Artikel (Hellinger und Toeplitz, 1927)
finden wir den folgenden Abschnitt zum Momentenproblem:

Das Momentenproblem. Dem Wesen nach dquivalent mit der Losung
der Integralgleichung 1. Art ist das Problem der Bestimmung einer
Funktion ¢(s) durch abzahlbar unendlich viele lineare Integralgleichun-
gen

b
/ E,()et)dt =c, (n=1,2,..), (3)

wo die k,(t) gegebene Funktionen, die ¢, gegebene Konstanten sind;
[...].7 Fiir den Fall, dak die k,(t) gleich den Potenzen t"~! sind, ist
das Problem (3) lange vor dem Entstehen der Theorie der Integral-
gleichungen behandelt worden (Pincherle, 1905, 805) und namentlich
von T. J. Stieltjes (1894) als Momentenproblem zum Gegenstand ei-
ner klassischen Untersuchung im Zusammenhang mit der Theorie der
Kettenbriiche gemacht worden. (Hellinger und Toeplitz, 1927, 1457)

Da dieser Problemtyp eine spezielle Version der linearen Gleichungssysteme ist,
die wir in diesem Teil der Arbeit behandelt haben, wollen wir untersuchen, ob hier
eine historische Verbindung besteht. Zunéchst werfen wir einen Blick in (Stielt-
jes, 1894), um etwas {iber Stieltjes’ Motivation zu erfahren, das ,probléme des
moments* zu untersuchen:

Considérons sur une droite infinie OX... une distribution de masse (po-
sitive), la masse m; se trouvant concentrée a la distance &; de l'origine

Z msz

"6Hellinger und Toeplitz erkliren, dass diese Ubertragung mittels eines ,yollstandigen Orthogo-
nalsystems® moglich ist.

O. La somme
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peut étre appelée le moment d’ordre k de la masse par rapport a
Porigine. |...|

Nous appellerons probléme des moments le probléme suivant:

Trouwver une distribution de masse positive sur une droite (0c0), les
moments d’ordre k (k =0,1,2,3,...) étant donnés.
(Stieltjes, 1894, J48)

Die Summe ist zu verstehen als Zf; miF, k= 0,1,2,... Stieltjes fragt hier also
nach einer Massenverteilung bzgl. vorgegebenen Momenten: Massenpunkte m; auf
einer Geraden jeweils mit Abstand &; zum Ursprung O. Auf Stieltjes Arbeit folgten
weitere Untersuchungen zu diesem Problemtyp. Bei Kjeldsen (1993) kénnen wir
The early history of the moment problem verfolgen:

In the present study it is discussed how the moment problem naturally
arose within Stieltjes’ creation of the analytical theory of continued
fractions. Further it is shown how the moment problem in the work of
Hamburger came to be regarded as an important problem in its own
right. From then on it moved away from its origin into other fields of
mathematics — complex function theory and functional analysis — in
the work of Nevanlinna and M. Riesz respectively. In the end it was
made completely independent from continued fractions.

(Kjeldsen, 1993, 19)

Im Rahmen dieser Arbeit interessieren wir uns natiirlich fiir die Entwicklung des
Momentenproblems innerhalb der Funktionalanalysis. Bei Banach (1932) finden
wir z.B.:

On a donné le nom du probléme des moments au probléme qui consiste
a établir des conditions pour l'existence d’une fonction f satisfaisant a
I'infinité d’équations

b
/ foidz=1¢; ou i1 =1,2,...

pour une suite de fonctions {¢;} et une suite de nombres {¢;} données
d’avance. (Banach, 1932, 74)

Im Jahr 1932 wurde die Bezeichnung ,Momentenproblem* also weiterhin fiir diesen
Problemtyp verwendet. Es stellt sich die Frage: Besteht auch eine Verbindung
zwischen dem Momentenproblem und den Entwicklungen, die z.B. zu Banachs
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Untersuchungen des Gleichungssystems

f(xn) =Cn

in (Banach, 1929a) gefiihrt haben (siche Abschnitt 2.8.e), wovon das Momenten-
problem einen Spezialfall darstellt? Tatséchlich finden wir bei Pietsch (2007) den
folgenden Abschnitt unter dem Titel ,abstract moment problem®:

What conditions must be satisfied by the elements z1,z2,... € X and
the constants 1,72, ... in order to guarantee the existence of a func-
tional £ € X* such that

Lzp) =~ forh=1,2,..7

(Pietsch, 2007, 37)

So weit wir jedoch wissen, entstand die Entwicklung, die wir in den Kapiteln 1, 2
und 3 dargestellt haben, nicht aus den Untersuchungen der Kettenbriiche, die mit
Stieltjes Arbeit begannen. Der wahrscheinlichere Ausgangspunkt ist wohl Riesz’
Frage in (Riesz, 1907d):

Man ordne jeder Funktion eines orthogonalen Funktionensystems ei-
ne bestimmte reelle Zahl zu. Unter welchen Bedingungen gibt es dann
eine Funktion von der Beschaffenheit, dafs fiir jede Funktion des ortho-
gonalen Systems das Integral des Produktes dieser Funktion und der
in Frage stehenden Funktion, erstreckt iiber den Definitionsbereich des
orthogonalen Systems, die zugeordnete Zahl ergebe?

(Riesz, 1907d, 116)

In Abschnitt 1.3.b haben wir gesehen, dass die Motivation dieser Fragestellung
hochstwahrscheinlich aus der Umkehrung von Hilberts Konstruktion von Fourier-
koeffizienten hervorging. Die darauf folgenden Untersuchungen von Schmidt, Riesz,
Helly, Hahn, Banach, Kéthe und Dieudonné hatten sicherlich die Intention, Los-
barkeitsbedingungen fiir immer allgemeinere lineare Gleichungssysteme zu finden.
Trotzdem kann man bei den Problemen, die wir in diesem Teil der Arbeit pré-
sentiert haben, natiirlich aufgrund der Ahnlichkeit von Versionen des Momenten-
problems‘ in der Funktionalanalysis sprechen — d.h. aufgrund ihrer systematischen
Verbindung anstatt einer historischen.
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4.2 Betrachtete Entwicklungen zum Begriff dualer
Raume in der Funktionalanalysis

Wir wollen die einzelnen Versionen der ,Momentenproblem-Reihe’ noch einmal
im Uberblick betrachten. Die folgende Tabelle zeigt die jeweilige Problemversion
mit zugehoriger Losbarkeitsbedingung in Originalschreibweise. Die zugehorigen
Voraussetzungen finden sich jeweils auf der in der letzten Spalte angegebenen
Seite dieser Arbeit.
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Teil 11

Duale Operatoren






5 Banachs Uberblick iiber lineare
Funktionalgleichungen (1932)

In Teil II dieser Arbeit soll es um die historische Entwicklung dualer Operatoren in
der Funktionalanalysis gehen. Hierbei liefert Banachs Monografie Théorie des opé-
rations linéaires (Banach, 1932) einen guten Uberblick iiber Equations fonction-
nelles linéaires (Banach, 1932, Kapitel X), die wiederum einen”” Ausgangspunkt
zur Einfiihrung bzw. zum Gebrauch dualer Operatoren bilden. Dabei gibt es oft-
mals natiirliche Uberschneidungen mit den Entwicklungen des Konzepts dualer
Rdume in der Funktionalanalysis, die in Teil I dargestellt sind. Zum besseren Ver-
stindnis wollen wir Banachs Uberblick mit zum Teil durch moderne Notationen
ersetzten bzw. ergénzten Schreibweisen darstellen. Aufserdem benennen wir an den
einzelnen Stellen Banachs Verweise auf entsprechende Arbeiten, die einen ersten
Zugang zur historischen Untersuchung der jeweiligen Entwicklungen geben.

Als Grundlagen (Banach, 1932, Kapitel VI, §3) setzt Banach zwei Banachrdume
,E et F1* und eine ,opération linéaire*

Uz) =y

mit
U:E— E;

voraus. Eine ,opération linéaire” ist eine ,opération additive et continue“, wobei
ein solcher stetiger linearer Operator immer auch beschrankt ist und umgekehrt.
Wir verwenden entsprechend im Folgenden den Begriff ,linearer Operator‘, meinen
aber immer auch die Stetigkeit/Beschrianktheit. Mit X bzw. Y bezeichnet Banach
die stetigen linearen Funktionale, definiert auf £ bzw. F;. Betrachtet man den
Ausdruck Y[U(z)], so kann man ihn auch als ein auf E definiertes Funktional
interpretieren:

""In Unterkapitel 9.2 findet sich ein Ausblick zu weiteren Entwicklungen bzgl. des Konzepts
dualer Operatoren.
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Es lasst sich zeigen, dass X linear und stetig ist, womit man durch

UY)=X
(Banachs Schreibweise) einen neuen linearen Operator

U : E_l — E
gegeben hat: den dualen Operator zu U (,opération conjuguée/associée“ (Banach,
1932, 100)). E; und E (Banachs Schreibweise) sind dabei die zugehérigen Dual-
rdume aller stetigen linearen Funktionale definiert auf E; bzw. E. Die Normen
von U und U stimmen iiberein. Ist U vollstetig, so ist es auch U. Dabei gilt:
,Une opération linéaire U(x) s’appelle totalement continue, si elle transforme tout
ensemble borné en ensemble compact.“ (Banach, 1932, 96) Eine Menge heifst fiir

Banach kompakt, wenn jede unendliche Folge der Menge eine konvergente Teilfolge
enthilt. In der Schreibweise der dualen Paarung’®:

U(2),Y) = Y[U(2)],

die wir im Folgenden immer verwenden wollen, um die Dualitdt zwischen Opera-
tor und zugehdrigem dualen Operator darzustellen, ergibt sich™ fiir den dualen
Operator:

(U(x),Y) = (2, U(Y)).

Banachs Verweise: Banach bemerkt, dass der Begriff des dualen Operators in
dieser Allgemeinheit erstmals in (Banach, 1929b) eingefiihrt wurde, wo auch die
Aussage der Normgleichheit zu finden ist. Fiir den Beweis der Aussage, dass mit
U auch U vollstetig ist, verweist Banach auf Schauder (1930c).

5.1 Relations entre les opérations linéaires et les
opérations conjuguées avec elles

Siehe (Banach, 1932, Kapitel X, §1). Als ersten Gleichungstyp bringt Banach

Ux) =1y

"8Siehe Abschnitt 1.7.b zum Begriff der dualen Paarung.
P(U(2),Y) =Y[U(2)] = X(2) = U(Y)(z) = (2, U(Y))
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an, wobei U ein linearer Operator
U:E—FE

und E, E’ Banachrdume sind. Man beachte, dass E’ hier nicht den Dualraum zu
E darstellt. Im Spezialfall E' = R geht eine Moglichkeit, Gleichungen dieses Typs
zu l6sen, auf das endlichdimensionale Rangkriterium zuriick. Eine ausfiihrliche
Untersuchung der historischen Entwicklungen hierzu findet sich in Teil I. Eine
andere Moglichkeit basiert, wie Banachs Titel des Paragraphen §1 andeutet, auf
der Betrachtung des zu U dualen Operators U mit

U:E > E.

Es wird damit gleichzeitig zur urspriinglichen Gleichung auch die dazu duale Glei-
chung
UYy)=X

untersucht. Wieder werden die stetigen linearen Funktionale auf F bzw. E’ mit X
bzw. Y bezeichnet.

Betrachtete Gleichungen

U(x)=y (Ulinear) und UY)=X (5.1)

Hier ergeben sich die folgenden Sétze:

Théoréme 1. Si lopération associée X = U(Y) admet 'opération in-
verse continue, U'equation y = U(x) admet une solution pour tout y.
(Banach, 1932, 146)

Théoréme 2. Si l’équation X = U(Y) admet une solution pour tout X,
alors

1° Vopération y = U(x) admet 'opération inverse continue,

2° le contredomaine de U(x) est l’ensemble des y qui satisfont a la
condition

(Banach, 1932, 147)
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Man beachte, dass die Inverse eines linearen Operators nicht notwendigerweise
stetig ist. Es gilt jedoch Folgendes:8°

Si la transformation de E en E; déterminée par I'opération linéaire y =
U(z) est biunivoque, 'opération inverse x = U~1(y) est évidemment
additive. Il est facile de voir que pour 'existence de ’opération inverse,
il faut et il suffit que

U(z) = © entraine z = 6.

Si Popération inverse est continue, il existe un M > 0 tel que ||z| <
My

Réciproquement, s’il existe un nombre m > 0 tel que m-||z|| < |U(z)]l,
il existe 'opération inverse continue. (Banach, 1932, 145)

Durch Vertauschen der entsprechenden Objekte in den Théorémes 1 et 2 erhalt
man die dazu dualen Aussagen (siehe hierzu Abschnitt 6.5.b):

Théoréme 3. Si l'opération associée y = U(x) admet 'opération in-
verse continue, l'equation X = U(Y) admet une solution pour toute
fonctionnelle linéaire X définie dans E.

Théoréme 4. Si l’équation y = U(x) admet une solution pour tout y,
alors

1° Vopération X = U(Y) admet ’opération inverse continue,

2° son contredomaine est I’ensemble des X remplissant pour tout x C
FE la condition

(Banach, 1932, 148)
Aus den Théorémes 1-4 ergeben sich weitere, z.T. duale Resultate:

e Ist U(x) = y fiir jedes y eindeutig l6sbar, so ist auch U(Y) = X fiir jedes X
eindeutig losbar und umgekehrt.

e Besitzen die Operatoren U und U stetige Inversen, so gibt es fiir jedes y und
jedes X genau ein z und ein Y mit U(z) =y und U(Y) = X.

80Mit © wird der Nullvektor bezeichnet.
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e Sind die Gleichungen U(z) = y und U(Y) = X Iosbar fiir jedes y und jedes
X, so sind sie eindeutig losbar.

e Bei abgeschlossenem Bild von U(x) (bzw. U(Y')) besteht das Bild von U(Y))
(bzw. U(x)) aus allen X mit

U@)=0=X(z)=0
(bzw. allen y mit U(Y) = 0= Y(y) = 0).

Banachs Verweise: Banach verweist zur Theorie des Gleichungstyps (5.1) auf
Hausdorff (1932). Weiter bemerkt er, dass sich die gezeigten Sétze in dieser allge-
meinen Form in (Banach, 1929b) finden. Fiir speziellere Fille wurden diese schon
frither gezeigt:

e (Hellinger und Toeplitz, 1927):3! Fiir E = E' = L? alle Sitze in Banachs §1.

e (Riesz, 1910), (Riesz, 1913): Fir E = E' = LP bzw. E = E' =P (p > 1)
Théoréme 1 und Théoréme 3.

e (Saks, 1929): Fir E = F' = LP, E = E' = [P (p > 1) Théoréme 2 und
Théoreme 4.

Zu Banachs Aufzihlung ldsst sich hinzufiigen, dass sich in (Banach, 1929b) ein
Verweis auf den im Band der Zeitschrift direkt vorausgehenden Artikel (Saks,
1929) findet. Saks verweist auf Riesz (1910, 1913) und Riesz verweist auf Toeplitz
(1907) fiir den Fall p = 2. Toeplitz’ bilineare Formen und reziproke Matrizen bilden
dabei eine Weiterfithrung von Hilberts Untersuchungen in (Hilbert, 1906b).

5.2 La théorie de Riesz des équations linéaires
totalement continues

Siehe (Banach, 1932, Kapitel X, §2). Es sei U ein vollstetiger linearer Operator
mit

U:F—F.
Es liisst sich zeigen, dass die Bilder von Id— U und Id — U (mit Id bezeichnen wir

die identische Abbildung) abgeschlossen sind. Untersucht werden die Gleichungen
(Id—U)(z) =y und (Id - U)(X) =Y

81Gemeint ist hochstwahrscheinlich (Hellinger und Toeplitz, 1927, 1376f).
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Betrachtete Gleichungen

r—U(z) =y (U vollstetig) und X -U(X)=Y (5.2)

Es ergeben sich folgende Sétze, wobei die Beweise fiir die beiden Gleichungen
analog verlaufen:

e Die homogenen Gleichungen
r—U(x)=0 ud X-U(X)=0
besitzen die gleiche endliche Anzahl an linear unabhéngigen Losungen.

e Ist v —U(z) =y (bzw. X — U(X) =Y) fiir jedes y (bzw. Y lésbar, so ist
die zugehdrige homogene Gleichung nur trivial 16sbar und umgekehrt.

Banachs Verweise: Banach bemerkt, dass sich alle Resultate des Paragraphen §2,
abgesehen von der Verwendung des Konzepts eines allgemeinen dualen Operators,
erstmals bei Riesz (1916) finden. Weiter verweist er bei der Aussage iiber die gleiche
Anzahl der linear unabhéngigen Losungen der beiden homogenen Gleichungen auf
Hildebrandt (1928) und Schauder (1930c).

5.3 Valeurs réguliéres et valeurs propres dans les
équations linéaires

Siehe (Banach, 1932, Kapitel X, §3). Sei U nun wieder linear und nicht notwendi-
gerweise vollstetig mit
U:E— FE.

Der duale Operator von Id — hU (h € R) ist gegeben durch Id — hU.

Betrachtete Gleichungen

r—hU(x) =y (U linear) und X —hU(X)=Y (5.3)
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Ist die erste bzw. zweite Gleichung von (5.3) fiir ein festes hg € R fiir jedes y bzw. Y
eindeutig 16sbar, so heift ho reguldrer Wert (jvaleur réguliére”) dieser Gleichung.
Ansonsten heifit hy Eigenwert (,valeur propre). Die Menge aller Eigenwerte heift
Spektrum. Ist x bzw. X Losung der ersten bzw. zweiten homogenen Gleichung

r+hU(z) =0 und X +hU(X)=0,

so heillt x Eigenvektor (,&lément propre”) bzw. X FEigenfunktional (,fonctionnelle
propre”). Da die Operatoren Id —hU und Id —hU mit U wieder linear sind, lassen
sich die z.T. dualen Resultate zu den Gleichungen (5.1) auch fiir (5.3) zeigen.
Insbesondere haben die beiden Gleichungen (5.3) die gleiche Menge von reguldren
Werten und damit auch das gleiche Spektrum. Aufserdem gilt:

e Die Menge der reguldren Werte ist offen.
o Gilt |h] < |T1/\7 dann ist h reguldrer Wert.
o Gilt fiir h # 1/
r—hU(x)=0 und X -hUX)=0,

dann gilt X (z) = 0. ,En d’autres termes: [’élément propre de la valeur h

est orthogonal a toute fonctionnelle propre de la valeur h' distancte de h.
(Banach, 1932, 159)

Banachs Verweise: In Paragraph §3 gibt Banach keine Verweise.

5.4 Théorémes de Fredholm dans la théorie des
équations linéaires totalement continues

Siehe (Banach, 1932, Kapitel X, §4). Wenn man nun zusétzlich voraussetzt, dass
U vollstetig ist, ergibt sich eine Verallgemeinerung der Fredholmschen Sitze.%?

Betrachtete Gleichungen

r—hU(z) =y (U vollstetig) und X —hU(Y)=Y (5.4)

827u den Fredholmschen S#tzen kommen wir in Kapitel 7.
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Die zugehorigen homogenen Gleichungen erhalten die Nummer (5.5):
r+hU(x)=0 und X +hU(X)=0 (5.5)

e Die beiden homogenen Gleichungen (5.5) haben dieselbe endliche Anzahl
d(h) an linear unabhéngigen Losungen.

o Ist d(h) =0, so ist h reguldrer Wert.

e Ist d(h) > 0 und seien x; bzw. X; (1 = 1,2,...,d(h)) die Losungen der
homogenen Gleichungen (5.5), so sind die inhomogenen Gleichungen (5.4)
losbar fiir alle y mit X;(y) = 0 bzw. alle Y mit Y (z;) = 0.

Aufserdem lésst sich zeigen:

e Die Eigenwerte der ersten Gleichung in (5.4) bilden eine Menge isolierter
Punkte.

Banachs Verweise: Fiir die Verallgemeinerung der Fredholmschen Sétze verweist
Banach auf Schauder (1930c), fiir den hier letztgenannten Satz auf Riesz (1916).

Es soll nun die historische Entwicklung der folgenden beiden Gleichungspaare im
Hinblick auf die Entstehung des Begriffs des allgemeinen dualen Operators unter-
sucht werden:

A) In Kapitel 6 wollen wir die Entwicklung des Gleichungstyps (5.1) verfolgen.
Hieraus kann fiir den Fall der Gleichungen (5.3) gefolgert werden.

U(z) =y (U linear) und U(Y)=X (5.1)

Banachs Verweisen folgend stoflen wir hier auf die Arbeiten (Riesz, 1910),
(Saks, 1929) und (Banach, 1929b).

B) In Kapitel 7 wollen wir die Entwicklung des Gleichungstyps (5.4) verfolgen.
Hiervon ist (5.2) ein Spezialfall.

r—hU(z) =y (U vollstetig) und X —hU(Y)=Y (5.4)

Hier stofen wir mit Banachs Verweisen auf Riesz (1916), Hildebrandt (1928)
und Schauder (1930c).

In Kapitel 8 werden wir dann die verallgemeinerten Darstellungen von Banach,
Hausdorff und Dieudonné fiir normierte bzw. metrikfreie R&ume betrachten.
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Auch in diesem Teil II der Arbeit gilt: Unser Fokus liegt auf dem Aspekt der
Dualitét. Ausfiihrlichere Darstellungen finden sich z.B. in den in Teil I genannten
Arbeiten.
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6 Duale Operatoren zu linearen
Operatoren

Banachs Verweisen in (Banach, 1932) folgend beginnen wir bei der Untersuchung
der Entwicklung des Gleichungstyps (5.1) mit Riesz’ Arbeit von 1910, die wir
schon aus Teil I kennen. Nach der Betrachtung der entsprechenden Gleichungen
mit linearem Operator, womit wir immer auch die Stetigkeit/Beschrinktheit des
Operators meinen, kommen wir in Kapitel 7 dann zu den entsprechenden Glei-
chungen mit wvollstetigem Operator.

6.1 Riesz’ Transponierte (1910)

6.1.a Lineare Funktionaloperation und -transformation

Bei Riesz (1910) finden wir die fiir den Dualitétsbegriff in der Funktionalanalysis
so wichtige Einfiihrung der [LP]-Klassen (siehe hierzu Unterkapitel 1.6). Im Titel
von Riesz’ §11 stofien wir auf den Begriff der ,linearen Funktionaloperation“: Bei
der Darstellung der linearen Funktionaloperation durch ein Integral handelt es sich
um Riesz’ Darstellungssatz fiir stetige lineare Funktionale auf den Radumen L?(a, b)
(siehe hierzu Abschnitt 1.6.e). Heute sagen wir, dass mit diesem Satz die Elemente
des Dualraums von L7°T (a,b) durch die folgenden Funktionale bestimmt sind:

b
Ay = / a(z) - dz, o€ [L”].
In §12 finden wir dann die Einfithrung der ,Funktionaltransformation T'[f(z)]*

Uber die Funktionaltransformation T|[f(z)], welche jeder Funktion der
Klasse [LP] eine Funktion derselben Klasse zuordnet, setzen wir voraus,

dak sie distributiv und in Bezug auf den Exponenten p beschrankt sei.
(Riesz, 1910, 477)
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Im Gegensatz zur Funktionaloperation Ay aus §11, die jeder Funktion der Klasse
{Lppf1 eine Zahl zuordnet, ordnet die Funktionaltransformation T(f(z)) jeder

Funktion der Klasse [L?] eine Funktion derselben Klasse zu. Statt einem Funktional
haben wir mit 7" also einen Operator

T:LP(a,b) — LP(a,b)

gegeben. Riesz’” Motivation dieser Einfiihrung ldsst hier noch auf sich warten.
T[f(z)] soll linear® und beschriinkt sein, dann heift die Funktionaltransforma-
tion ,lineare Transformation der Klasse [LP]*. Die Definition der Beschrdinktheit,
die dquivalent zur Stetigkeit des Operators ist, liefert auch die Norm des Opera-
tors:

Beschrankt in bezug auf den Exponenten p heifft die Transformation
dann, wenn es eine absolute Konstante My gibt derart, daf fiir alle
Funktionen f(z), fiir welche

b
[ @<
ist, das mit der transformierten Funktion gebildete Integral
b
[ @ ds < g
ausfallt. (Riesz, 1910, 477)
Wir setzen sofort fest, dafs wir in den weiteren Entwicklungen unter

My immer die kleinstmdgliche positive Zahl von den hier angegebenen
Eigenschaften verstehen. (Riesz, 1910, 477, Funote)

83Dabei gilt:
Die Transformation heifft distributiv, wenn identisch fiir alle f
Tlerfr(@) + cafa(@)] = a1 T[f1(2)] + c2T[fa ()]

ist; die Identitét ist so aufzufassen, daf sich die auf beiden Seiten stehenden Aus-
driicke hochstens um eine additive Nullfunktion unterscheiden. (Riesz, 1910,
477)
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6.1.b Ahnlich zu transponierten Matrizen

Als Anwendung seines Darstellungssatzes fir stetige lineare Funktionale auf [L?]
(siehe hierzu Abschnitt 1.6.e) fiithrt Riesz die ,, Transponierte’ zur Transformation
T[f(x)] ein. Dazu betrachte man das Integral

[ Tl @)gta)da

mit f(z) aus [L?] und g(z) aus [Lﬁ} Halt man hier g(x) fest, so kann dies, wie
man leicht zeigen kann, als ein stetiges lineares Funktional auf L”(a,b) (,lineare
Funktionaloperation auf der Klasse [LP]“) aufgefasst werden. Nach Riesz’ Darstel-
lungssatz gibt es damit eine bis auf eine additive Nullfunktion eindeutige Funktion

¥(z) der Klasse [Lﬁ} sodass fiir jedes f(z) aus [LP] gilt:

b b
/ Tf(@)g(a) do = / f (@) () de.

Auf diese Weise wird jedem g(x) aus [L%} ein ¥ (z) aus [L%} zugeordnet.
Man kann leicht zeigen, dass diese Zuordnung linear und beschrinkt ist. Damit
gilt — analog zur Transponierten A7 einer endlichdimensionalen Matrix A mit

(Az,y) = (z, ATy):

Riesz’ Transponierte von 1910

Die Vorschrift

b b
/ T{f(2)lg(x) dz = / £ () lg(@)) da

definiert somit eine lineare Transformation ¥[g(z)] der Klasse
[LP%I} ; fir dieselbe ist Mx = M.

Durch dieselbe Vorschrift wird, wenn die Transformation ¥ die
gegebene ist, die Transformation T' definiert.

Die Transformation ¥[g(z)] heift die Transponierte zur Transfor-
mation T'[f(z)]; letztere heifit wieder Transponierte zu T[g(z)].
(Riesz, 1910, 478f)
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6.1.c Die Verbindung

In §13 finden wir Riesz’ Anlass zur Einfiihrung einer linearen Transformation und
der zugehorigen Transponierten (vergleiche Gleichungstyp (5.1) in Kapitel 5):

Wir fragen nach der Losbarkeit der Funktionalgleichung

TE(2)] = f (). (34)

Darin bedeutet f(x) die gegebene, &(z) die gesuchte Funktion aus der
Klasse [L?]. Das Gleichheitszeichen ist bis auf eine additive Nullfunk-
tion zu deuten. (Riesz, 1910, 479)

Die Gleichung (34) ist nach Riesz’ vorausgehender Untersuchung gleichwertig mit
dem Gleichungssystem

/a (o) Slg(a) do = / g s, g0 € [£7]. (35)

Hier haben wir die Verbindung zu den Untersuchungen aus Teil I (siehe hierzu
auch Abschnitt 6.5.a): Das Gleichungssystem (35) hat némlich die Form®!

/ab filx)é(x)de = ¢;

mit den Koeffizienten f; aus der Klasse [L%] und den gesuchten Losungen £(x)

aus der Klasse [LP], wofiir Riesz in den vorigen Paragraphen seiner Arbeit die
Losbarkeitsbedingung

n b n
’ZMCi‘ﬁSMﬁ/ ‘Zﬂifi(x)’%dx
i=1 i=1

a

(Riesz, 1910, 474) gefunden hat (siche Abschnitt 1.6.d). Mit dieser Losbarkeitsbe-
dingung ergibt sich der folgende Satz:®®

84mit ¢ aus einer {iberabzihlbaren Indexmenge

85Dass sich dieser Satz mittels der obigen Losbarkeitsbedingung ergibt, ist leicht einzusehen, da
,das System der T[g(x)] alle linearen Verbindungen dieser Funktionen mit enthélt (Riesz,
1910, 479).
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FEine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Liosbarkeit der
Funktionalgleichung (34) durch eine Funktion &(x), fir welche

b
/ E(@)|P dr < M

ausfdllt, besteht darin, daf$ die Ungleichung

/|s 2)]|7 dx]

fiir alle Funktionen g(x) der Klasse {Lppj} erfillt ist.
(Riesz, 1910, 479f)

Ydx| <M

Mithilfe dieses Satzes kann Riesz der folgenden Fragestellung nachgehen:

Unter welchen Bedingungen gibt es eine lineare Transformation 7!
der Klasse [LP] derart, daf fiir alle Funktionen f(x) dieser Klasse die
Gleichung (34) gleichwertig sei der Gleichung

mit andern Worten: unter welchen Bedingungen gibt es zu T eine li-
neare Umkehrtransformation? (Riesz, 1910, 480)

Gesucht wird also ein stetiger linearer Operator
T [LP] — [LP]

mit
TT'=T7'T=E.
Mit E bezeichnet Riesz die ,jidentische Transformation®. Ist €~* die Transponierte

zu T~ so sind diese Gleichungen nach Definition der Transponierten dquivalent
zZu

Tlg—gx-l =

Angenommen, es gibt eine solche Umkehrtransformation 77! und damit auch
T1, dann gelten (mit M = Mp-1 = Mz-1) die folgenden beiden Ungleichungen
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(vergleiche Abschnitt 6.5.a):

/\f |”d3:<Mp/ T @) da,
b 2 D P
[ 1 e < vzt [ i)

Riesz zeigt, dass das Bestehen dieser Ungleichungen, die wir hier mit (R) fiir Riesz
bezeichnen, notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz einer linearen
Umkehrtransformation ist:

(R)

Die lineare Transformation T[f(x)] der Klasse [LP] besitzt dann und
nur dann eine lineare Transformation T~ als eindeutige Umkehrunyg,
wenn es eine Zahl M gibt derart, daf§ fir alle f(x) aus [LP] und alle

g(x) aus {Lﬁ] [die Ungleichungen (R) erfillt sind, A.W.].

Ist diese Bedingung erfillt und bedeutet My die kleinste Zahl M, bei
welcher noch die erste Ungleichung fir alle f besteht, Mo die entspre-
chende Zahl fiir die zweite Ungleichung, so ist

My = My = Mp-1 = Ms-1.

(Riesz, 1910, 482)

Banachs Théoreme 1 und Théoréme 3 aus Unterkapitel 5.1 ergeben sich fiir die
[LP]-Klassen folgendermafsen: Angenommen, ¥ (bzw. T') besitzt eine eindeutige
stetige Umkehrung T~ (bzw. T~1), dann gelten dquivalent dazu die Ungleichun-
gen (R). Mit der Holder-Ungleichung folgt aus ihnen

/ [lg(@)]| 7T “r;' [/abprdxr

p—1

/|T |de] V (@ pldx]p

Dass dazu dquivalent die Gleichung T'[¢(z)] = f(x) (bzw. T[v(z)] = g(x)) fir jedes
f aus [LP] (bzw. g(z) aus [Lﬁ}) losbar ist, folgt aus Riesz’ obigem Satz (siehe
Seite 129), siehe (Riesz, 1910, 481).

Ydx| < M

und auch

Ydx| <M
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6.1.d Bezug zu Toeplitz

Riesz verweist bei seinem letztgenannten Resultat fiir den Fall des Folgenraums 2
auf Toeplitz (1907). Toeplitz verwendet in seinem Artikel (Toeplitz, 1907) sowohl
die ,Symbolik des Matrizen-Calciils*, wobei er beispielhaft auf Frobenius (1878)
und Kronecker (1903) verweist, als auch Begriffsbildungen aus Hilberts Theorie in
(Hilbert, 1906b), wie z.B. die folgenden: Eine Bilinearform

Az,y) = Z ApgTpYq

p,q=1

heifit beschrankt, wenn fiir alle n gilt:

n
§ ApqTpYq

p,q=1

[An(z,y)| =

n n
<M fur ingl,Zysz
p=1 p=1

vergleiche (Hilbert, 1906b, 158, 176). Das System der Koeffizienten (a,q,) wird in
diesem Fall beschrankte unendliche Matriz A genannt. In Hellingers und Toeplitz’
Enzyklopéddieartikel (Hellinger und Toeplitz, 1927) — wo Toeplitz’ entsprechender
Satz riickblickend erlédutert wird — finden wir den von Toeplitz verwendeten Begriff
der hinteren Reziproken und eine Aussage dariiber, warum diese von Interesse
ist:

Eine beschriankte Matrix 9B heifit (hintere) Reziproke zu [der beschrink-
ten Matrix, A.W.] 2, wenn

AB = €&,

Existiert sie, so hat [...] das zur Matrix 2 gehorige beschrinkte Glei-
chungssystem

Zapqxq =y (=12..)
q=1

fiir beliebige rechte Seiten y, mit konvergenter Quadratsumme die Lo-

sungen
Tq :quryr (q: 1a27"')7
r=1
die [...] gleichfalls konvergente Quadratsummen besitzen.

(Hellinger und Toeplitz, 1927, 1428f)

Toeplitz” Resultat lautet nun folgendermafsen, wobei auf den ersten Blick ein Zu-
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sammenhang zu Riesz’ Ergebnis schwer zu erkennen ist:36

Eine reelle, beschrinkte Bilinearform A besitzt dann und nur dann eine
hintere beschrinkte Reziproke, wenn AA' nicht den Verdichtungswert
oo hat, dann und nur dann eine vordere, wenn A’A derselben Bedin-
gung gentigt, und beides zugleich, also eine eindeutige, beschrdinkte Re-
solvente dann und nur dann, wenn sowohl AA’ als auch A’A in oo
keinen Verdichtungswert aufweisen. (Toeplitz, 1907, 108)

Den Zusammenhang zu Riesz’ Ergebnis sehen wir leichter in Hellingers und Toep-
litz’ spaterer Formulierung des Resultats:

Eine beschrinkte Matriz 2 besitzt dann und nur dann eine beschrinkte
hintere Reziproke, wenn die Werte der quadratischen Form A (x, )
[--.] fir alle Wertsysteme von der Quadratsumme Z;ozl x2 =1 oberhalb
einer Zahl m > 0 liegen, d.h. wenn

oo 2 oo
AA (z,x) = Z ( apaxp> > min, m > 0.
a=1 1 p=1

o0

p=

Fiir die Existenz einer vorderen Reziproken ist die gleiche Figenschaft
von AUA(x, x), fir die einer eindeutigen Reziproken sind diese beiden
FEigenschaften charakteristisch.  (Hellinger und Toeplitz, 1927, 1430)

Wihlen wir in Riesz’ Ungleichungen (R) erstens p = 2, zweitens statt der L2- die
[?-Norm, d.h. statt den Integralen entsprechende Reihen, und drittens T = A2,
womit T = A2 ist, so erhalten wir Toeplitz’ Resultat.

6.1.e Anwendung von Riesz’' Resultat

Da mit K : LP(a,b) — LP(a,b) auch E — AK linear ist, kann Riesz (in §14) seine
Untersuchungen auf die Funktionalgleichung

§(x) = AK[¢(2)] = f(=)

ibertragen, d.h. auf die Spektraltheorie — was sicher die Hauptmotivation fiir
die Einfiihrung der linearen Transformation und der zugehoérigen Transponierten
war.

86Mit A’ wird die Transponierte bezeichnet.
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Es bedeute K eine beliebige lineare Transformation der Klasse [LP]; A
sei ein veranderlicher Parameter. Die obige Funktionalgleichung ist eine
Verallgemeinerung der bekannten Fredholmschen Integralgleichung.

Das Problem, die Funktionalgleichung fiir jeden einzelnen Wert von A
in bezug auf ihre Losbarkeit zu untersuchen, 1ifst sich bei beliebigem
Exponenten p mit unseren Hilfsmitteln vollstdndig erledigen. [...] Wir
beschrianken uns hier auf einige Betrachtungen bei p = 2 und behandeln
auch nur gewisse spezielle Typen der Funktionalgleichung, bei denen
die Anwendung unserer Resultate sich dufserst einfach und natiirlich
gestaltet. (Riesz, 1910, 482f)

Zunichst beweist Riesz den folgenden Satz fiir p = 2 (siche Unterkapitel 5.3):

Bedeutet My die der Transformation K entsprechende (kleinste) ab-
solute Konstante, so ist obige Funktionalgleichung fiir alle Parameter-
werte A, fir welche

1
Al < —
N < 37
ausfdallt, sicher eindeutig losbar und die Transformation E — MNK hat
eine eindeutig bestimmte Umkehrung. (Riesz, 1910, 483)

Riesz zeigt dazu, dass ,fiir die Transformation ' = E — MK, wie auch fiir die
Transformierte ¥ = E — AR* die Ungleichungen (R) gelten, wenn |A| < ﬁx erfiillt
ist. Es folgen weitere wichtige Resultate der Spektraltheorie, mit denen Riesz die
Hilbertsche Theorie in (Hilbert, 1904) und (Hilbert, 1906b) weiterfiithrt. Wir wollen
hier nur die Untersuchungen herausgreifen, die fiir die weitere Entwicklung des
Begriffs des dualen Operators eine Rolle spielen. Ein Aspekt ist z.B. die schwache
Konvergenz (siche Abschnitt 1.6.d):

Aus der Definition der linearen Transformation folgt unmittelbar, dafs,
wenn eine Folge {f,(z)} stark gegen eine Funktion f(x) konvergiert,
dies auch fiir die Folge {T[f.(x)]} und die Funktion T[f(z)] der Fall
ist. Weniger evident ist, dafs bei jeder linearen Transformation auch die
schwache Konvergenz erhalten bleibt. Dies folgt nun aus der Existenz
der transponierten Transformation. (Riesz, 1910, 486)

Das erkennen wir anhand der Gleichungen:
b b b b
[ @@ ds = [ @) de = tim [ fu@3h@]de= tim [Tl @) do

(Riesz, 1910, 486), wobei {f,(x)} eine schwach gegen f(x) konvergente Folge in

[LP] und h(z) aus {LP%} ist. Mit dieser Feststellung kann Riesz seine Resul-
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tate noch ,etwas weiter ausbauen“. Fiir uns ist hier das Anbringen des Begriffs
der Vollstetigkeit interessant. In seinen Untersuchungen zu vollstetigen Transfor-
mationen in (Riesz, 1916) finden wir ndmlich einen weiteren Zwischenschritt zur
Entwicklung des Begriffs eines allgemeinen dualen Operators (siche Unterkapitel
7.4). Dabei geht es um die Existenz einer genauen Losung statt einer Losung durch
Approximation der Gleichung

b 1
/ €la) — G- KIg(@) P do =0,

die bewiesen werden kénnte, wenn man an einer bestimmten Stelle des Beweises
nicht davon ausgehen miisste, dass eine gewisse Menge von schwach konvergen-
ten Folgen alle gegen Nullfunktionen konvergieren konnten. Fiir Genaueres siehe
(Riesz, 1910, 486f). An dieser Stelle ist jedenfalls die folgende Definition von Nut-
zen:

Hier greift der Begriff der Vollstetigkeit ein. [...] Wir nennen némlich
eine Funktionaltransformation vollstetig, wenn bei ihr jede schwach
konvergente Folge in eine stark konvergente iibergeht.

(Riesz, 1910, 487)

Riesz’ Paragraph endet mit dem Beweis des Satzes iiber die Zerlegung von re-
ell symmetrischen, vollstetigen Lineartransformationen in elementare Transforma-
tionen, ,welcher dem Hilbertschen Satze iiber die Normalzerlegung einer reellen
quadratischen Form entspricht* (Riesz, 1910, 489).

6.1.f Analoge Resultate fiir die Folgenrdume /?

Banach verweist fiir Théoréme 1 und Théoréme 3 aus Unterkapitel 5.1 bzgl. der
Folgenrdume [P (p > 1) auf (Riesz, 1913). Allerdings sind in dieser Rieszschen
Arbeit, abgesehen von der Losbarkeitsbedingung

p—1
P

n o] n b
| Z.uici| <M (Z | ZM%HPI)
i=1 k=1

fiir das Gleichungssystem

oo
E aipTr = ¢, 1 =1,2,...
k=1
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(Riesz, 1913, 61), wobei die Koeffizientenfolgen a; aus [ 771 und die gesuchten Lo-
sungsfolgen x aus I? stammen sollen (siche Abschnitt 1.6.f), die entsprechenden
Untersuchungen nur fiir den Fall p = 2 ausformuliert. Die Definition der Trans-
ponierten erfolgt also zuniichst fiir  und y aus /2, kann aber auf I und |/ =
ibertragen werden:

Riesz’ ,transposée von 1913
o0

o= ap (i=1,2,..) (4)
k=1

=3 any: (k=1,2,..). (10)
1=1

Les deux substitutions sont liées entre elles par la relation

o0 o0

!/ 1
Z L;Yi = Z LY -
i=1 k=1

(Riesz, 1913, 84)

Nous dirons que les substitutions (4) et (10) sont les transposées
I'une de 'autre. Pour abréger, nous désignerons la substitution (4)
par A et sa transposée (10) par 2. (Riesz, 1913, 85)

Siehe hierzu (Riesz, 1913, 78-85). Riesz formuliert die entsprechenden Resultate
zwar nur fiir den Fall p = 2 und bemerkt dabei, dass dies schon von Toeplitz (1907)
und Hilb (1909) gezeigt wurde, betont jedoch, dass sein Vorgehen im Gegensatz zu
denen von Toeplitz und Hilb auf den allgemeinen Fall (p > 1) iibertragen werden
kann:

Mais dans I'ordre historique, il fut découvert par M. Toeplitz, indépen-
damment de cette theorie génerérale et méme avant que cette théorie
fit développée (Toeplitz, 1907). Une autre démonstration, trés simple
et intéressante, est due a M. Hilb (1909). Mais ces deux démonstrations
ne semblent pas susceptibles d’étre étendues & des cas plus généraux,
tandis que notre démonstration s’étend immédiatement & p > 1 quel-
conque. (Riesz, 1913, 89)

Als Anwendung der Resultate untersucht Riesz auch in dieser Arbeit entsprechende
Verhéltnisse aus der Spektraltheorie.
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6.2 Stanistaw Saks (1897-1942)

9

W

Stanistaw Saks wurde am 30. Dezember 1897 in Kalisz geboren.®” 1915 begann
er an der Universitdit Warschau zu studieren, wo er 1922 bei S. Mazurkiewicz
mit der Dissertationsschrift A contribution to the theory of surfaces and plane do-
mains promovierte und neben seinem Doktorvater auch von W. Sierpinski geprégt
wurde. Schon ab 1921 lehrte er an der Technischen Universitdt Warschau. 1926
habilitierte er sich an der Universitdt Warschau und lehrte auch hier bis 1939.
Sowohl K. Kuratowski als auch A. Zygmund lobten seine Lehrkunst. 1931 erhielt
er ein Rockefeller-Stipendium und ging fiir ein Jahr in die USA. Auferdem war
er fiir langere Aufenthalte in Lemberg und Vilnius. Er beschéftigte sich haupt-
sdchlich mit der Theorie der reellen Funktionen und Themen der Topologie und
Funktionalanalysis. Neben anderen Arbeiten — hauptséichlich Artikel in der Zeit-
schrift Fundamenta Mathematicae — verdffentlichte er 1933 das Lehrbuch Théorie
de lintégrale, das heute auch auferhalb Polens verbreitet ist. Als Mitglied der
Lemberger Schule trug sich Saks ins Schottische Buch ein (siehe Abschnitt 2.7.b).
Ab 1939 war er in Lemberg, wo 1941 die Deutschen einmarschierten. Saks, der
einer jiidischen Familie angehorte, floh nach Warschau. Dort wurde er verhaftet
und am 23. November 1942 von der Gestapo erschossen.

(3)

87In dieser biographischen Skizze stiitzen wir uns hauptsichlich auf den Eintrag
von Hawkins (1975) im Dictionary of Scientific Biography und den Mathteacher
(http://www.tomaszgrebski.pl, 17.05.21). Zur weiteren Lektiire verweisen wir auf die Bei-
trige von Zygmund (1987) und Wojtaszczyk (1987).



137

6.3 Saks’ Ergdanzung (1929)

6.3.a Zwischen Banachs Arbeiten

Saks ergénzt in seinem Artikel Remarque sur les fonctionnelles linéaires dans les
champs LP (Saks, 1929) Riesz’ Resultate, die wir in Unterkapitel 6.1 vorgestellt
haben. Der Artikel befindet sich im ersten Band der Studia Mathematica genau
zwischen den beiden Artikeln von Banach Sur les fonctionnelles linéaires (Banach,
1929a) und Sur les fonctionnelles linéaires II (Banach, 1929b) — und dies natiir-
lich nicht zuféllig. In (Banach, 1929a) finden wir (siehe Abschnitt 2.8.e) neben
Banachs Version des Fortsetzungsatzes (Satz von Hahn-Banach) die Losbarkeits-

bedingung
-
> he
i=1

i=1

fiir das Ausgangsproblem

flzp)=cn (n=1,2,..)

(Banach, 1929a, 213), wobei die Unbekannte f ein stetiges lineares Funktional auf
dem Raum der z,, sein soll. Eben diese Aussage zeigt Riesz fiir den konkreten Fall
der Funktionenrdume L?(a,b) in (Riesz, 1910) und den Fall der Folgenrdume [P
in (Riesz, 1913), worauf Saks auch verweist. Riesz leitet daraus die von Banach
genannten Théorémes 1 und 3 (siehe Unterkapitel 5.1) fiir den LP(a, b)- und IP-Fall
her. Saks’ Ziel ist nun eine Umkehrung dieser Theoreme, welche sich wiederum in
der allgemeinsten Form in (Banach, 1929b) findet.

6.3.b Saks’ Transponierte

Saks bezeichnet den heute und auch von Riesz als [P bezeichneten Folgenraum
mit LP (p > 1), was ein wenig verwirrend sein kann, da Riesz’ [LP]-Klassen ja
die entsprechenden Funktionenklassen sind. Weiter verwendet er wie Banach im
Artikel vorher die doppelten Normstriche. In Saks’ Fall stehen diese fiir die [P-
Norm:

1
X1 = lz |$np‘| ,
siehe (Saks, 1929, 217). U(X) sei ,une fonctionelle linéaire définie dans LP“ mit

U:LP— LP.
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Es folgt die Einfiihrung der Transponierten mit Verweis auf (Riesz, 1913, Kap. III,
IV), wo wir die Einfithrung im Fall p = 2 finden (vergleiche Abschnitt 6.1.f). Zwar
stellt Riesz dies analog fiir die Funktionenklassen [L?] mit p > 1 in (Riesz, 1910)
vor, dennoch ist es an dieser Stelle interessant, die Einfithrung fiir die Folgenrdume
[P mit beliebigem p > 1 zu verfolgen: Zunédchst kann man in diesem Fall jede
Operation (Saks Schreibweise)

Y =U(X)

als ,substitution linéaire” der Form
Yi :Zaikmk (1=1,2,..)
k

ausdriicken. Dann folgt die Einfiihrung der ,transposée” U*(X):

Saks 1929

Le tableau de coéfficients a;;, donnant lieu & une relation fonction-
nelle linéaire [Y = U(X)] dans 'espace L?, s’appelle borné de rang
p. On sait que, si le tableau (a;) est borné de rang p, le tableau
transposé (ay;) est borné de rang ¢, p et ¢ étant liés par la relation
connue % + % = 1. U(X) étant une fonctionelle correspondant
au tableau (a;1), on désignera par U*(X) la fonctionelle attachée
au tableau transposé et définie dans ’espace L7?; elle est appelée
transposée de U(X). (Saks, 1929, 217)

6.3.c Im Anschluss an Riesz

Saks formuliert ein ,théoréme connu de M. F. Riesz* und verweist dabei auf (Riesz,
1913, 59):

Si un nombre positif M existe, tel que

. X
>
Jo (0l =

ait lieu pour tout élément X < L9 (q = p%)? I’équation

UX)=Y
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admet une solution X € LP pour chaque vecteur Y € L”. Le but de la
note présente est de prouver la réciproque de ce théoréme |...].
(Saks, 1929, 218)

Tatséchlich finden wir bei (Riesz, 1913, 59) nicht diesen Satz, sondern die Losbar-
keitsbedingung des Gleichungssystems

oo
E QT = Cq, L= 1,2,
k=1

fiir den [P-Fall. Saks Formulierung ergibt sich daraus analog zu unseren Uberlegun-
gen in Abschnitt 6.1.c, wobei ||[U*(X)]|| > HX” einer der Rieszschen Ungleichungen
(R) entspricht. Saks zeigt nun den folgenden Satz, der obige Aussage enthilt und
erweitert:58

Théoréme. U(X) étant une fonctionnelle linéaire dans l’espace LP,
les trois conditions suivantes sont équivalentes:

(A) U(L?) = L?,
(B) U(LP) est un ensemble de deuziéme catégorie (au sens de Baire),
(C) il existe un nombre positif M tel que l'inégalité

ey = 11
7)) =

ait lieu pour chaque vecteur X de LvT,
(Saks, 1929, 218)

Saks bemerkt mit Verweis auf Riesz (1910) ergédnzend fiir die Funktionenrédume:

On énonce mutatis mutandis, une proposition analogue pour les champs
de fonctions sommables de puissance p (> 1). (Saks, 1929, 218)

Mit Saks’ Satz ist Banachs Théoréme 4 (siehe Unterkapitel 5.1) gegeben. Saks
bemerkt aulerdem, dass die Existenz einer positiven Zahl M mit

11X

[0l >

im Fall des Hilbertraums /2 (.espace hilbertien H“) dquivalent ist zur Existenz

einer hinteren Reziproken (,réciproque a droite*8?), womit folgt:

887u Baires Kategorienbegriff siche bspw. (Pietsch, 2007, 42).
89Saks verweist fiir den Begriff auf (Hellinger und Toeplitz, 1927, 1428f) (siehe Abschnitt 6.1.d).
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Pour qu’il existe une réciproque & droite de la fonctionnelle linéaire
U(X) dans Uespace hilbertien, il faut et il suffit que l’equation

UX)=Y

admette une solution en X pour chaque vecteur Y de cet espace. 11
parait que la proposition analogue pour des espaces généraux L? (p >
1) n’est pas encore connue. (Saks, 1929, 221)

Cependant, M. Banach a prouvé le théoréme suivant qui est valable
pour tout espace linéaire complet: si 'equation U(X) =Y admet pour
chaque vecteur Y une seule solution en X, la fonctionnelle U posséde
la réciproque compléte U 1. (Saks, 1929, 221, Fufnote)

Saks verweist fiir den Fall des ,l’espace hilbertien H* auf Toeplitz (1907), Hilb
(1909), Hellinger und Toeplitz (1927, 1430f) und Riesz (1913, 89-94).

6.3.d Vollstetiger Fall

Als Anwendung seiner Untersuchungen zeigt Saks noch einen Satz fiir vollstetige
Operatoren:

U(X) désignant une fonctionnelle linéaire et complétement continue
dans un espace linéaire E, 'ensemble U(E) est un ensemble compact
dans E, ou bien il est de premiére catégorie dans E. (Saks, 1929, 221)

Interessant sind dabei vor allem die Verweise von Saks: Fiir den Begriff ,,compléte-
ment continue“ verweist Saks auf die Arbeit (Riesz, 1916, 74), zu der wir in Un-
terkapitel 7.4 kommen werden. Dabei gilt: ,Une fonctionnelle linéaire U(X) est
dite complétement continue lorsqu’elle transforme chaque ensemble borné en un
ensemble compact.“ (Saks, 1929, 221, Fufnote) Zum Begriff ,compact® schreibt

er:

Nous employons ici le term ,,compact® dans un sens un peu différent
de celui qui lui est attribué habituellement; on appelle ordinairement
un ensemble compact si chaque son sous-ensemble infini [sic] admet de
points limites; cependant, nous dirons dans le texte qu un ensemble est
compact si chacun de ses sous-ensembles infinis et bornés posséde de
tels points. (Saks, 1929, 221, Fufinote)

Hinsichtlich der Fredholmschen Alternative bemerkt er:
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L’énoncé que nous venons d’établir, étend le fait bien connu que ’equation
de Fredholm de premiére éspéce n’est pas, en général, résoluble. D’ailleurs,
dans le cas ou I'espace FE est I’espace hilbertien, notre énoncé découle
du théoréme connu de MM. Picard-Schmidt sur 'equation intégrale
de premiére éspéce, ce théoréme s’étendant sans modifications & toute
équation de la forme U(X) =Y, ou U désigne une fonctionnelle linéaire
complétement continue dans ’espace de Hilbert. (Voir, p. ex. (Lalesco,
1912, Kap. IV).) (Saks, 1929, 222, Fufinote)

6.4 Banachs Verallgemeinerung (1929)

In §4 von Banachs zweitem Artikel®® im ersten Band der Studia Mathematica
(Banach, 1929b) finden wir die in Kapitel 5 beschriebene Einfiihrung eines allge-
meinen dualen Operators im normierten Fall, sowie die Théorémes 1-4. Bzgl. einer
,opération linéaire” U(z) (Banach, 1929b, 235) — d.h. eines stetigen/beschrinkten
linearen Operators im heutigen Sinn — die von E nach E’ abbildet, wobei E und
E' Banachridume (,deux ensembles vectoriels normés et complets”) sind, definiert
Banach:"!

Banachs ,’opération adjointe* von 1929

Une opération U(z) fait correspondre a toute fonctionnelle linéaire
Y définie dans E’ une fonctionnelle X = Y[U(x)] définie dans E,
aussi linéaire. [...] Cette correspondance entre X et Y est une
nouvelle opération linéaire

X =0U(Y)

définie dans le domaine des fonctionnelles linéaires Y, le contredo-
maine étant contenu dans I’ensemble des fonctionnelles linéaires X .
[...] Nous 'appellerons l’opération adjointe a Uopération y = U(x).

(Banach, 1929b, 235)

Dies entspricht einer Verallgemeinerung von Riesz’ , Transponierten” im Fall £ =
E' = L?(a,b) in (Riesz, 1910) (siche Unterkapitel 6.1). Zwar verweist Banach im

90Zum ersten Artikel (Banach, 1929a) siche Abschnitt 2.8.e.
91In (Banach, 1932) verwendet Banach die Begriffe ,opération conjuguée“/,opération associée®
(Banach, 1932, 100).



142

gesamten Artikel lediglich auf (Banach, 1929a) und seine Dissertation (Banach,
1922), jedoch werden die Arbeiten (Riesz, 1910) und auch (Riesz, 1916) mit Riesz’
Einfiihrung des dualen Integraloperators im Fall C(a,b) (siehe Unterkapitel 7.4)
von Saks im direkt vorausgehenden Artikel zitiert. Wir kénnen also davon ausge-
hen, dass Banach diese Arbeiten kannte. Nach dieser Definition folgen, wie gesagt,
die in Unterkapitel 5.1 genannten Théorémes 1-4, hier unter den Namen Théoréme
5. 1., Théoréme 5. II., Théoréme 6. I. und Théoréme 6. II. Der Beweis zu Théoréme
6. lautet dabei wie folgt:

Démonstration. Elle est tout & fait analogue & celle du théoréme
précédent. On remplacera dans celle-ci les lettres z,y, X,Y, U, U resp.
par Y, X,y,z,U,U et on s’appuiera sur le théoréme cité dans le renvoi
au lieu du théoréme 2 et réciproquement. (Banach, 1929b, 238)

Wie auch in (Banach, 1932) (siehe Abschnitt 6.5.b) beschreibt Banach mit diesem
Beweis die klare duale Beziehung der beiden Théorémes 5 et 6.

6.5 Abschlielende Bemerkungen

6.5.a Zusammenhange

In den Entwicklungen, die in Teil I dieser Arbeit dargestellt sind, geht es um die
Lésung von Spezialfillen des Gleichungssystems

g(&bz) = Cj, 1= 1,2, ceey (61)
wobei das gesuchte stetige lineare Funktional
(: X —>K

ein Element des zum Raum X der z; gehorigen Dualraums X’ sein soll. Die Un-
tersuchungen von Riesz, die wir in Unterkapitel 6.1 verfolgt haben, beziehen sich
dagegen auf die Losung eines Spezialfalls der Gleichung

T(x) =y, (6.2)
wobei z gesucht und T ein linearer Operator

T:X->Y
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ist, bei Riesz mit X =Y = LP(a,b). Fir das Gleichungssystem (6.1) ergibt sich
(sieche Abschnitt 1.7.a) die Losbarkeitsbedingung

n n
’ E uici’ S MH E U; Tj
i=1 i=1

: (6.3)

fiir ein M > 0 und sémtliche Parameter u; aus K. Fiir die folgende Uberlegung
betrachten wir aufferdem das zu (6.1) duale Problem

&;(SL’):CZ', 1= ].,2,..., (61[))

bei dem nun x die Unbekannte ist, mit der analogen Losbarkeitsbedingung

i=1 =1

Riesz’ Vorgehen war mit X = Y = LP(q,b) und X' = Y’ = L7 7 (a,b) das
folgende:*? Die Losbarkeitsbedingung (6.3p) kann fiir die Losung von Gleichung
(6.2) genutzt werden, wenn man eine zu (6.2) dquivalente Darstellung mit der
Form von (6.1p) findet. Mithilfe der Dualitét zwischen 7' und dem zugehorigen
dualen Operator 77 : Y/ — X’ erhdlt man im Fall T'(z) = y mit der Schreibweise
der dualen Paarung:

(y’y/) = (T(x),y’) = (x,T’(y/)),
fiir alle y" aus Y’ und umgekehrt. Damit ist (6.2) dquivalent zu
T'(y)(x) =y'(y), ¥ €Y, (6.4)

wobei
T(@): X - K

fiir jedes ¢’ aus Y’ ein stetiges lineares Funktional aus dem Dualraum X' ist.
Dadurch ergibt sich®® mit der Losbarkeitsbedingung (6.3p) die folgende Losbar-
keitsbedingung fiir (6.4) und damit auch fiir (6.2):

ly' ()] < MIT'(y')], (6.5)

fiir alle 4" aus Y.

92Wir benutzen zum besseren Verstindnis unsere heutige Schreibweise. Fiir Riesz’ Formulierun-
gen siehe Abschnitt 6.1.c
93Mit y'(y) und T’ (y'),y" € Y, sind alle linearen Kombinationen enthalten.
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Der duale Operator wird hier also bendtigt, um fiir die Losung der Gleichung
(6.2)
T(x)=vy

die in Teil I vorgestellte Losbarkeitsbedingung fiir Gleichung (6.1) nutzen zu kén-
nen. Damit ist eine mdgliche Motivation zur Einfithrung eines dualen Operators
dargestellt, die wir im Fall der LP(a,b)-Rdume bei Riesz (1910) vorfinden. Riesz
verwendet diese Uberlegungen, um im Bestehen der Ungleichungen (R) eine not-
wendige und hinreichende Bedingung fiir die Existenz einer stetigen Umkehrtrans-
formation zu erhalten. Dass die Ungleichungen notwendig sind, sieht man mit

1Al = 1T~ T (O < ITHHIT -

Saks greift den von Riesz verwendeten dualen Operator im [P~ (und L?(a,b)-) Fall
auf, um Riesz’ Resultate zu ergénzen. Bei Banach (1929b) finden wir die Resultate
und den dualen Operator schliefslich in allgemeiner Form fiir den Fall allgemeiner
Banachrdume.

6.5.b Duale Resultate durch Vertauschen

Banachs Formulierung zum Erhalt der Théorémes 3 et 4 aus den Théoréemes 1 et 2
(siehe Unterkapitel 5.1) mittels entsprechendem Vertauschen enthélt eine explizite
Form von Dualitét:

En remplagant dans les théorémes 1 et 2 qui précédent z,y, X,Y,U
et U respectivement par Y, X,y,z,U et U et en appliquant dans le
raisonnement les théorémes sur les fonctionnelles 14 ot on a fait appel
aux théorémes concernant les éléments, on obtient [les théorémes 3 et
4, AW.. (Banach, 1932, 148)

Man erhalt jeweils zwei zueinander duale Sétze allein durch formales Vertauschen.
Dies ist fiir Banach so einsichtig, dass er z.B. Saks fiir den [P- und L?(a,b)-Fall
Théoréeme 2 und das dazu duale Théoréme 4 zuspricht, obwohl Saks ,nur‘ einen
wesentlichen Baustein fiir Théoréme 4 ausformuliert.

6.5.c Die Orthogonalitiatsbedingung

Banachs Théoréme 2 und Théoréeme 4 aus Unterkapitel 5.1 enthalten eine Eigen-
schaft, die wir im Folgenden als ,Orthogonalitdtsbedingung‘ bezeichnen wollen. So
lesen wir in Théoréme 2 (und alles Folgende gilt analog fiir Théoréme 4 in dualer
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Form): Ist die Gleichung X = U(Y) fiir jedes X losbar, so besteht das Bild von
U(z) aus den Elementen y, fiir die gilt: Y (y) = 0 fiir alle Y mit U(Y) = 0. Zur
Erinnerung: Fiir Banachs Théorémes ist U definiert durch

U:E— FE,

wobei mit E’ ein weiterer allgemeiner Banachraum neben E gemeint ist und nicht
der Dualraum von E. Die Dualriume werden stattdessen mit £ und £’ bezeichnet
und es gilt fiir den dualen Operator

Die Aussage von Théoréme 2 kann man nun auch folgendermafen formulieren: Ist
die Gleichung
Uy)=X

fiir jedes X losbar, so sind genau die y € E’, fiir die gilt:
Ulx) =y,

,orthogonal‘®* zu allen Losungen Y € E’ der homogenen Gleichung
U(Y)=0.

Das fiir diese Arbeit Interessante an dieser Eigenschaft ist, dass hier sowohl der
entsprechende Operator als auch der zugehorige duale Operator auftreten. Oder:
sowohl die entsprechende (inhomogene) Gleichung und die zugehéorige (homogene)
duale Gleichung. Damit ist eine weitere Motivation zur Einfithrung des Begriffs ei-
nes dualen Operators gegeben. Wir wollen Banachs Beweis (siche (Banach, 1932,
148)) dieser Aussage aus Théoreme 2 verfolgen und zeigen, wo die Dualitét zwi-
schen Operator und dualem Operator verwendet wird:

1) Es sei yo gegeben mit Y (yo) = 0 fiir alle Y mit U(Y) = 0. G’ sei das Bild von
U(x), welches, wie man zeigen kann, abgeschlossen ist. Angenommen, yq ist nicht
im Bild G’ enthalten, so existiert, wie Banach mithilfe seines Fortsetzungssatzes
zeigen kann, ein Funktional Yy mit Yy(yo) = 1,Yo(y) =0, y € G'. Wegen Yy(y) =
0, y € G’, gilt — und hier wird nun die Dualitéit zwischen U(x) und U(Y’) benutzt

94Die Bezeichnung ,orthogonal‘ verwenden in diesem Zusammenhang z.B. Banach (1932, 159),
siehe Unterkapitel 5.3, Schauder (1930c, 191), siche Unterkapitel 7.8 oder Dieudonné (1942,
115), siehe Unterkapitel 3.6.
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(wir verwenden die Schreibweise der dualen Paarung):
(z,U(Yp)) = (U(x),Yy) =0, z € E.

Daher ist U(Yp) = 0. Dies steht im Widerspruch zu Yy (yo) = 1.

2) Ist yo = U(zo) im Bild G’ und Y gegeben mit U(Y) = 0, so gilt (und wieder
wird die Dualitit benutzt):

(U(x),Y) = (2,0(Y)) =0, € E

und damit Y (U(z)) =0, « € E, d.h. insbesondere Y (U(zg)) = 0, also Y (yo) =
0.



7 Duale Operatoren zu
vollstetigen Operatoren

7.1 Endlichdimensionale lineare Gleichungssysteme
und die Fredholmsche Alternative

Die Gleichung
Ax =c

mit A € K™*" 2 € K® und ¢ € K™ beschreibt ein endlichdimensionales lineares
Gleichungssystem, bestehend aus m Gleichungen mit n Unbekannten. Es ist ge-
nau dann 16sbar, wenn der Rang der Koeffizientenmatrix A gleich dem Rang der
erweiterten Koeffizientenmatrix Alc ist. Dieses Kriterium von Frobenius (1905)
(siehe Abschnitt 1.7.a) bildet den Ausgangspunkt fiir die in Teil I dargestellten
Entwicklungen. Ist der Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix gleich der An-
zahl der Unbekannten, so ist das Gleichungssystem eindeutig l6sbar. Die homogene
Gleichung Az = 0 besitzt in diesem Fall nur die triviale Lésung. Bei einem quadra-
tischen Gleichungssystem (A € K"*") kann man anhand der Determinante Aussa-
gen iiber die Losbarkeit machen: Das Gleichungssystem ist genau dann eindeutig
16sbar, wenn det(A) # 0. Die Losung kann in diesem Fall mithilfe der Cramerschen
Regel (Cramer, 1750) explizit angegeben werden. Ist det(A) = 0, so besitzt das
homogene System Az = 0 auch nichttriviale Losungen und es kann, neben der
Uberpriifung, ob alle Nebendeterminanten den Wert Null haben, z.B. folgender-
mafen untersucht werden, ob das inhomogene System losbar ist: Es seien mit z’
die Losungen der homogenen adjungierten Gleichung

Axr=0
bezeichnet. A’ sei die zu A adjungierte Matrix, d.h. transponiert und konjugiert.

Angenommen, es existiert eine Losung z* des Gleichungssystems Az = c¢. Dann
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gilt (und hier wird die Dualitdt von A und A" benutzt):
(e,2') = (Ax* 2"y = (z*, A'2’) = (x*,0) = 0,

das heift, ¢ ist orthogonal zu den (nichttrivialen) Losungsvektoren des homogenen
adjungierten Systems A’z = 0. Betrachtet man A als lineare Abbildung, so kann
man dies auch folgendermafen formulieren: Die Gleichung Az = c ist genau dann
16sbar, wenn ¢ im Bild von A ist:

Az = clésbar < ¢ € im (A4).
Das Bild von A ist orthogonal zum Kern von A’:
im (A) L ker(A").

Im Fall einer endlichdimensionalen linearen Abbildung gilt sogar, dass das Bild
von A das gesamte orthogonale Komplement des Kerns von A’ ist:

im (A) = ker(A") |,

womit die Orthogonalitit von b zu den Losungsvektoren von A’x = 0 also not-
wendige und hinreichende Bedingung fiir die Losbarkeit von Ax = ¢ ist. Die Not-
wendigkeit der Bedingung entspricht der Aussage von Banachs Théoréeme 4 fiir
lineare Operatoren (siche Unterkapitel 5.1), deren Beweis wir in Abschnitt 6.5.c
dargestellt haben. Dass die ,Orthogonalitdtsbedingung‘ auch hinreichend ist, gilt
im unendlichdimensionalen Fall im Allgemeinen nicht. Allerdings ist die Bedingung
hinreichend im Fall kompakter Operatoren. Dies finden wir in der Fredholmschen
Alternative, worunter wir heute die folgende Aussage verstehen:

Fredholmsche Alternative

Sei X ein Banachraum, T : X — X ein kompakter Operator und
T : X' — X’ der dazu duale Operator sowie A # 0 ein Element des
zugrunde liegenden Korpers K.

Betrachtet wird die Gleichung
M —Tz =y (F)
und die dazu duale Gleichung

e —T'2 =y (FP)
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Entweder (erster Fall) besitzen sowohl die homogene Gleichung

A —Tzr=0 (Fu)
als auch die dazu duale Gleichung

M —T'z' =0 (F2)

nur die triviale Losung und die inhomogenen Gleichungen (F') und
(FP) sind fiir jedes y € X bzw. y' € X’ eindeutig 16sbar,

oder (zweiter Fall) es existieren n = dimker(A — T') = dimker(\ —
T’) < oo linear unabhingige Losungen der homogenen Gleichungen
(Fg) und (FZ) und die inhomogene Gleichung (F) ist genau dann
16sbar, wenn

y €ker(A\—T"),

ist, die inhomogene Gleichung (FP) ist genau dann 1sbar, wenn
y € ker(A — T)*

ist.

Die in der Fredholmschen Alternative enthaltenen Aussagen wurden im Laufe ihrer
Entwicklung oftmals ohne die jeweiligen dualen Aussagen formuliert, d.h. ohne
gleichzeitige Betrachtung der dualen Gleichungen (FP) und (F%). Oft werden
diese dann riickblickend ergénzt. Hinsichtlich einer historischen Untersuchung des
Dualitédtsbegriffs ist es natiirlich interessant zu sehen, in welchen Arbeiten die
dualen Formulierungen explizit auftreten.

Fiir die obige heutige Formulierung der Fredholmschen Alternative verwenden wir
die folgenden Notationen und Begriffe:

e Ein Operator T' : X — Y zwischen zwei normierten Riumen X und Y
heillt kompakt, wenn er beschrinkte Mengen auf relativ kompakte Mengen
abbildet, d.h. auf Mengen, deren Abschluss kompakt ist. Dies ist dquiva-
lent dazu, dass fiir jede beschrinkte Folge (z,) in X die Folge (Tz,) in YV
eine konvergente Teilfolge enthilt. Da kompakte Mengen beschrankt sind,
sind kompakte Operatoren stetig. In Abschnitt 7.9.a geben wir einen kleinen
Uberblick iiber die verschiedenen Verwendungsweisen des Begriffs kompakter
(,vollstetiger”) Operatoren, die uns im Folgenden begegnen werden.
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e Der zu einem linearen Operator T : X — Y duale Operator T' : Y’ — X' ist
(wie z.B. bei Banach (1929b),% siehe Unterkapitel 6.4) fiir alle 4’ € Y’ und
x € X definiert durch

(T'y')(x) = ¢/ (Tx),

in der Schreibweise der dualen Paarung:

(Tz,y') = (2, T'Y).

e Fiir die Teilmengen U C X und V C X' eines normierten Raums X und
seines Dualraums X’ sind die Annihilatoren, entsprechend den orthogonalen
Komplementen im Hilbertraumfall, wiefolgt definiert:

Ut :={2' e X' :2'(x) =0 Yz € U},

Vi={zeX:2'(x)=0 Vo' € V}.

Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Losbarkeit im zweiten Fall
der Fredholmschen Alternative beruht auf den folgenden Aussagen fiir kompakte
Operatoren:

im (T) = ker(T") 1,

bzw.

im (T") = ker(T)™*.

Wie schon in Abschnitt 6.5.c angesprochen, tauchen in dieser ,Orthogonalitéitsbe-
dingung’ sowohl der Operator T als auch der dazu duale Operator T auf, ebenso
— durch die Definitions- und Wertemengen und insbesondere die Annihilatoren —
der Raum X und der zugehorige Dualraum X’. Dadurch ist eine mogliche Moti-
vation zur Einfiihrung dieser Konzepte (dualer Operator, dualer Raum) bei der
Untersuchung des Gleichungstyps (F') gegeben. Wir wollen daher die Entwicklung
des Begriffs eines allgemeinen dualen Operators, den wir bei Schauder (1930c) im
Rahmen der allgemeinen Fredholmschen Alternative finden, verfolgen. Schauder
verallgemeinert darin Resultate von Riesz (1916). Ausgangspunkt ist fiir uns die
Arbeit von Fredholm (1903).

95Bei Banach sind die entsprechenden Riume Banachriume, in obiger Definition geniigen jedoch
normierte Rdume.
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7.2 lvar Fredholm (1866-1927)

Ivar Fredholm’s small but pithy output was concentrated in the area
of the equations of mathematical physics. Most significantly, he solved,
under quite broad hypotheses, a very general class of integral equations
that had been the subject of extensive research for almost a century.
His work led indirectly to the development of Hilbert spaces and so to
other more general function spaces. (Bernkopf, 1972)

Erik Ivar Fredholm wurde am 7. April 1866 in Stockholm geboren.”6 1885 studierte
er flir ein Jahr an der Koniglichen Technischen Hochschule in Stockholm. Bernkopf
schreibt zu dieser priagenden Zeit:

During this single year he developed an interest in the technical pro-
blems of practical mechanics that was to last all his life and that ac-

counted for his continuing interest in applied mathematics.
(Bernkopf, 1972)

1886 ging Fredholm an die Universitdt Uppsala, die damals als einzige Universitét
in Schweden Doktorgrade verlieh. Dort erhielt er 1893 den Doctor philosophiae
und 1898 den Doktor der Naturwissenschaften. Tatséchlich promovierte er jedoch

96Die folgenden Informationen stammen aus den Beitrigen von Bernkopf (1972) und Zeilon
(1930).
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unter der Betreuung von Mittag-Leffler an der Universitdt Stockholm, wo er an-
schlieftend lehrte. 1899 ging Fredholm fiir ein Jahr nach Paris zu Hadamard, Picard
und Poincaré. An letzteren hatte Mittag-Leffler schon 1890 Fredholms erste Ar-
beit On a special class of functions geschickt. In Paris entstand beim Studium
des Dirichlet-Problems der Potentialtheorie Fredholms bekannte Theorie der Inte-
gralgleichungen, die bald von Hilbert aufgegriffen und weiterentwickelt wurde. Die
Hauptarbeit, in der er seine Theorie darlegte, war Sur une classe d’equations fonc-
tionelles (Fredholm, 1903). Sie ist Gegenstand von Unterkapitel 7.3. Im Jahr 1906
wurde er Professor fiir Mechanik und mathematische Physik an der Universitét
Stockholm, wo er 1910 auch Dekan war. Am 17. August 1927 verstarb Fredholm
im Alter von 61 Jahren.

7.3 Fredholms Alternative (1903)

7.3.a Abelsche und Volterrasche Integralgleichungen

In seiner Arbeit Sur une classe d’équations fonctionnelles von 1903 (Fredholm,
1903) untersucht Fredholm Integralgleichungen der Form

mm+4fmmmw@=wm, (b)

(Fredholm, 1903, 365), wobei f(z,y) und 1(x) gegebene Funktionen sind und
p(z) gesucht ist. Fredholm gibt selbst einige Hinweise zur historischen Vorge-
schichte seiner Untersuchungen, die wir hier nennen wollen. Fiir eine ausfiihrliche
Darstellung der vorausgehenden Entwicklungen — wie z.B. die der Neumannschen
Reihendarstellung, der Volterraschen Integralgleichungen, der Poincaréschen Un-
tersuchungen zu Randwertaufgaben, der von Kochschen Theorie der unendlichen
Determinanten oder des Hadamardschen Determinantensatzes — lese man z.B. den
Enzyklopéddieartikel von Hellinger und Toeplitz (Hellinger und Toeplitz, 1927). Ein
Zitat wollen wir an dieser Stelle daraus entnehmen:

Aus diesem Komplex von Einzeltatsachen hat Fredholm die Konzeption
der allgemeinen Gleichung [(b), A.W.] und die Idee ihrer Behandlung
nach dem Muster der Determinantentheorie entnommen; an diesem
Komplex von Einzeltatsachen orientiert, gewinnt er die Losung von

[(b), A.W.] oder vielmehr von der Gleichung

b
mﬁ—A/k@ﬁﬂﬂﬁzﬂw
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die aus [(b), A.W.] durch Einfiigung des Parameters A\ hervorgeht, als
Quotient zweier ganzen transzendenten Funktionen von A. Indem er
nicht nur die Tatsachen, sondern auch die Methoden der Determi-
nantentheorie formal nachbildet, gelangt er ganz im Rahmen dieser
elementaren Operationsmittel und ohne Benutzung der bei Poincaré
entscheidenden funktionentheoretischen Schlufweise zu einer einfachen
Theorie von allgemeinem Charakter.

(Hellinger und Toeplitz, 1927, 1355)

Fredholms Integralgleichungen zweiter Art gehen historisch die Integralgleichun-
gen erster Art voraus. Fredholm verweist dabei auf Abel (1823), der sich mit der
Losung des folgenden Gleichungstyps (,,équation fonctionnelle abélienne (Fred-
holm, 1903, 365)) beschéftigte:?”

/ f(@,y)e(w) dy = ¥ (). (a)

Fredholm erklért, dass sich ein Grofiteil der Probleme der mathematischen Physik
auf Gleichungen der Form (b), bzw. der Form

ga(:rl...:cn)+/.../f(xl...xn,51...§n)<p(£1...§n)dfl...dfn =Y(z1...20)

zuriickfiihren lésst. Dabei verweist er auf das Dirichletsche Problem und analo-
ge Probleme der Magnetismus- und Elastizitdtstheorie. Der erste Artikel zum
Problem der Losung einer Gleichung vom Typ (b) stammt nach Fredholm von
Neumann (vermutlich ist (Neumann, 1877) gemeint). Neumann findet darin eine
Reihenentwicklung fiir ¢(z), die zwar im Fall des Dirichletschen Problems konver-
giert, nicht aber im allgemeinen Fall. In der von Fredholm als ,travail important®
(Fredholm, 1903, 366) bezeichneten Arbeit hat Volterra (1896) die Neumannsche
Methode erfolgreich auf Gleichungen vom Typ

o) + / " f o)) dy = b(a), (©

97Fredholm schreibt dazu:
En effet, si on introduit au lieu de f(z,y) et ¥(x), %f(:n,y) et %w(z), I’équation
(b) s’écrit
1
Xo(e) + [ Fayety) dy = w(z),
équation qui se transforme en I’équation (a) en posant A = 0. Ainsi la solution de

I’équation (a) peut étre considérée comme implicitement contenue dans la solution
de I’équation (b). (Fredholm, 1903, 365)
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(Fredholm, 1903, 366) angewandt. Fredholm erklért, dass die von ihm zu unter-
suchende Gleichung (b) als Spezialfall der Volterraschen Gleichung (c) aufgefasst
werden werden kann: fiir den Fall, dass f(z,y) fiir y > x verschwindet. In den
folgenden Untersuchungen soll f(x,y) derart vorausgesetzt werden, dass fir o < 1
die Funktion (z — y)*f(x,y) ,finie et intégrable” ist. Fredholm schreibt dazu:

Ainsi je ne vais pas traiter ’équation (b) dans toute sa généralité. Mais
les restrictions que j’ai imposées & la fonction sont justifiées par les
applications de I’équation (b) & la Physique mathématique auxquelles
je me réserve de revenir dans un autre travail. (Fredholm, 1903, 367)

Im folgenden Abschnitt wollen wir Fredholms Ansatz verfolgen. Siehe hierzu auch
(Hellinger und Toeplitz, 1927, II. A.), wo wir auch eine Auflistung wiederholter
Entwicklungen der Fredholmschen Theorie finden.

7.3.b Die Fredholmsche Determinate und die zwei
Maoglichkeiten

Ausgehend vom Konzept der Determinante fiir endlichdimensionale Matrizen fiihrt
Fredholm in §1 seiner Arbeit eine entsprechende Grofse Dy fiir Funktionen f ein:

Supposons que f(x,y) soit une fonction finie et intégrable soit par
rapport & une seule ou par rapport aux deux variables réelles = et y
qui, pour fixer les idées, seront supposées positives et moindres que
Punité.

Dans ce cas il existe une quantité D qui joue par rapport a ’équation
fonctionnelle (b) le méme role que joue le déterminant par rapport a
un systéme d’équation linéaires. (Fredholm, 1903, 367)

Fiir die genaue Definition von D¢ durch Reihendarstellungen, die Wohldefiniert-
heit?® und die Eigenschaften von Dy sowie die Minoren (,les mineurs de Dj“
(Fredholm, 1903, 369)) lese man (Fredholm, 1903, 367-371). Fiir unsere Betrach-
tungen geniigt hier eine oberfldchliche Darstellung der Untersuchungen. Hellinger
und Toeplitz schreiben:

Wie Fredholm diese Bildungen und Relationen nach dem Vorbilde der
H. v. Kochschen Theorie der unendlichen Determinanten gewonnen
hat, ist in Nr. 5 angedeutet worden.?® Er gewinnt aus ihnen die gesam-
te Theorie der linearen Integralgleichungen 2. Art in der gleichen Weise,

98Bzgl. der Konvergenz nutzt Fredholm den Determinantensatz von Hadamard (1893).
99Siehe (Hellinger und Toeplitz, 1927, 1356) und (Hellinger und Toeplitz, 1927, 1372, Fufinote).
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wie man mit Hilfe der Unterdeterminanten und der zwischen ihnen gel-
tenden Relationen die gesamte Theorie der linearen Gleichungssysteme
abzuleiten pflegt. (Hellinger und Toeplitz, 1927, 1371f)

Dies finden wir in Fredholms §2. Untersucht wird die Gleichung vom Typ (b):

1
o)+ [ fws)ols) ds = vla), @
0ol () est une fonction inconnue et 1(x) une fonction finie et intégrable.” (Fred-
holm, 1903, 372). Fredholm ,iibersetzt* diese Gleichung sogleich in Operatorform:

En considérant I’équation (7) comme transformant la fonction ¢(x) en

2

une nouvelle fonction ¢ (x) j’écris cette méme équation

Srp(x) = h(x), (7)
et je dis que la transformation Sy appartient a la fonction f(x,y).
Les transformations (7) forment un groupe. (Fredholm, 1903, 372)

Fiir die letzte Behauptung setzt Fredholm fiir eine Funktion g(z,y) mit den glei-
chen Anforderungen wie f(x,y):

SgSrp(x) = Sro(x),
wobei )
Fla) = o) + f@) + [ ale.)f ()
und untersucht Gleichung (7) bzgl. moglicher Invertierbarkeit:

Quant & l'inversion de I’équation (7) deux cas sont possibles: D est
différent de zéro ou Dy = 0. (Fredholm, 1903, 372)

1. Fall: Dy # 0:
Setzt man

g(mvy) = Df ’

so ergibt sich aus Voriiberlegungen in Fredholms §1, auf die wir hier nicht néher
eingehen, dass F(z,y) identisch verschwindet. Damit gilt

SgSpp(x) = p(x).
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Ebenso lasst sich zeigen, dass

SpSeip(x) = ¥(z)

ist. S ist also die inverse Transformation zu Sy und Fredholm erhélt den folgenden
Satz:

Si le déterminant Dy d’une équation fonctionnelle de la forme

www+A.ﬂm@¢wms=wu»

ot f(x,s) et ¥(x) sont des fonctions finies et intégrables, est différent
de zéro, il existe une et une seule fonction @(x) satisfaisant o cette
équation.
Cette fonction est donnée par ’équation:
x
1 1 <y>

o) = v - [ —p T ay

(Fredholm, 1903, 373)

Hellinger und Toeplitz bemerken (Hellinger und Toeplitz, 1927, 1372f), dass ebenso
wie

1
o) = v(o)+ [ gla)oty) dy
0
stets eine und die einzige Losung von (7) ist, auch

am=ww+49mmww@

stets eine und die einzige Losung von der transponierten Gleichung'®?

ﬂ@+Af@@M@®=M@ (77)

ist und dass man hier bei g(z,y) von dem ldsenden Kern oder der Resolvente
spricht. Fredholm formuliert diese duale Aussage jedoch nicht explizit.

100Dje Nummerierung (7) stammt von Fredholm, die Zusitze (7T) fiir die transponierte und (7x)
fiir die homogene Gleichung haben wir hier zur besseren Ubersicht ergénzt. Bei Fredholm
(1903, 374) wird die homogene Gleichung (7g) mit (7’) bezeichnet.
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2. Fall: Dy = 0:

Aus den Voriiberlegungen aus Fredholms §1 folgt aufferdem, dass es in diesem Fall
,un premier mineur de D; qui n’est pas identiquement nul“ (Fredholm, 1903, 373)
gibt. Damit lésst sich fiir die homogene Gleichung

1
o)+ [ fas)p(s)ds =0 (7n)
0
Folgendes zeigen:

La condition nécessaire et suffisante pour qu’il existe une solution dif-
férente de zéro de I’équation

Syp(x) =0

c’est que Dy = 0. Sin est lordre du premier mineur du Dy qui soit
différent de zéro, l’équation donnée posséde n solutions linéairement
indépendantes. (Fredholm, 1903, 375)

Es sind dabei n linear unabhéngige Losungen gegeben durch

_ x, 52 fn
i) =D (7717 2 . 77n> ’

_ fl, T fn
(I)Q(x) B Df (nla mn .. nn> ’

q)n(x) — Df (617 52 .’E) 7

m, 12 ... Mn

o (B &)

der erste Minor von Dy ist, der nicht identisch verschwindet. Jede Losung der
homogenen Gleichung lésst sich aus ihnen durch Linearkombinationen darstellen.
Auch hier weist Fredholm nicht — wie Hellinger und Toeplitz (Hellinger und Toep-

wobel
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litz, 1927, 1373) — eigens darauf hin, dass analog dazu die Funktionen

b= (8 6 &)

y N2 - T
ww =0, (0 S ).

\I/n(a:) — Df (51; 52 §n>

M, 12 T

die Losungen der transponierten homogenen Gleichung

(@) + / f(s,)p(s) ds = 0 (7h)

bilden.!?! Dennoch tauchen diese Losungsfunktionen bei Fredholm direkt im An-
schluss auf, wenn er fiir die inhomogene Gleichung (7) zeigt:

Les conditions nécessaires et suffisantes pour que ’équation

Spp(x) = ¢(x)

ait une solution s’expriment par les n équations (15).
(Fredholm, 1903, 378)

Die Erfiillung der Gleichungen (15) (siehe (Fredholm, 1903, 377)) ist dquivalent
dazu, dass die rechte Seite ¢ (x) die n Gleichungen

1
/w(x)\py(x)dx:o, v=1,.n
0

erfiillt, wobei n die Ordnung des ersten Minors ist, der nicht identisch verschwindet,
und die n linear unabhingigen V¥, wie oben gegeben sind. In dem Fall ist eine

101Hellinger und Toeplitz bemerken auferdem, dass n der Defekt des Kernes f(x,y) genannt wird.
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Losung von (7) gegeben durch:

Dy (:i;, 51 7572 f]n)
) 1 2 - n
o) = vla) - |
0 D (51, §n>
f
m, - Tn

aus der sich alle weiteren durch Addition einer Lésung der homogenen Gleichung
102

Y(y) dy,

ergeben.

7.3.c Ein dualer Operator

In §3 bestimmt Fredholm ,la premicre variation du déterminant D;“ (Fredholm,
1903, 379) und ,la variation logarlthmlque de Df (Fredholm 1903, 381). Bei
letzterer fithrt er — vergleiche Syp(x) )+ fo z,y)¢(y) dy — die Notation

Tro(x / fly,x

ein (Fredholm, 1903, 381) und zeigt, dass sowohl

1
Slog Dy = /0 710 (@, )=y dv

als auch 1
dlog Dy :/ ([T5 16 f (@, )] o=y du
0

gilt. Ty taucht auch im néchsten Paragraphen §4 Le théoréme de multiplication
auf: Ausgehend von obiger Definition des Produkts

S¢Sy = Sp
wird mit obiger Definition fiir T (und entsprechend T) gezeigt, dass
T,Ty = S

mit

G(r,y) = fly,z) + g(y,x / fly,t)g(t,x)dt = F(y,x)

102Hellinger und Toeplitz bemerken, dass der hier auftretende Kern gelegentlich als Pseudoresol-
vente bezeichnet wird (Hellinger und Toeplitz, 1927, 1374).
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gilt (Fredholm, 1903, 381f). Damit erhélt Fredholm schlieflich die Aussage

Dp = D;D,.

Im letzten Paragraphen §6 finden wir Folgendes: Es sei f(z,y) eine endliche und
integrierbare Funktion, i(z,y) eine Funktion, sodass (x — y)“i(z,y) beschrénkt
und integrierbar ist. Weiter befinden wir uns im 2.Fall: D; = 0, womit es also
einen ersten Minor gibt, der nicht identisch verschwindet und dessen Ordnung n
sei. Weiter gelte

S¢S = 5;5¢.

Die n linear unabhéngigen Losungen der homogenen Gleichung
Srp(x) =0

werden wieder mit

Dy (), ..., Pp(x)
bezeichnet. Dann gibt es Koeffizienten py,, mit

n

S; Py = Zp,\uq)u(x), A=1,...,n.
p=1

Ebenso gibt es Koeffizienten gy, mit
n
T,y = Zun\Iju(l‘)v A= 1,-..,7’1,
pn=1

wobei
Uy(x),..., Up(z)

die n linear unabhéngigen Lésungen der homogenen Gleichung
Ty¥(x) =0
sind. Fredholm zeigt nun mit der gleich folgenden Identitidt die Behauptung:

Je dis que le déterminant des coefficients py,, est égal & celui des coef-
ficients gx,.. (Fredholm, 1903, 385)
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Fredholm 1903
1 1
/\I/(sc)Siq)(:E)dx:/ O(2)T; ¥ (x) d.
0 0

(Fredholm, 1903, 385)

Heute wiirden wir sagen, dass diese Identitdt aus der Dualitdt der Operatoren
S; und T; hervorgeht. Es folgen weitere Untersuchungen fiir den Fall, dass die
Funktion i(z,y) unbeschrinkt und (z — y)®i(z,y) beschrinkt ist.

7.3.d Weitere Entwicklungen

Zum Zusammenhang der Fredholmschen Theorie und Hilberts Spektraltheorie
bzw. zur allgemeinen Untersuchung des Gleichungstyps

b
o(s) — A / k(s Dp(t) dt = f(s)

siche (Hellinger und Toeplitz, 1927, 1375f). Fredholms Ansatz wurde, wie gesagt,
wiederholt entwickelt — auch ohne den Begriff der Fredholmschen Determinante
zu verwenden. Da insbesondere Schauder (1930c) auf diese ,determinantenfreien‘
Sétze, wie sie in (Hellinger und Toeplitz, 1927) formuliert sind, Bezug nimmt,
wollen wir sie hier zitieren:
Man hat eine Reihe von weit einfacheren Theorien aufgestellt, die die
Auflésung der linearen Integralgleichungen 2. Art leisten, ohne den
immerhin verwickelten Apparat der Fredholmschen Formeln zu bené-
tigen. Es versteht sich, daf man auf solche Art nicht die [obigen Fred-
holmschen, A.W.] Tatsachen erhélt, mit deren Wortlaut der Begriff
der Fredholmschen Minoren eng verflochten ist, sondern nur denjeni-
gen Kern der Tatsachen, der sich ohne Benutzung dieser Bildungen
herausschélen 1dft, und deren Komplex im folgenden stets als die de-
terminantenfreien Sdtze bezeichnet werden soll. Wenn man die in Rede
stehenden Integralgleichungen wieder folgendermafen bezeichnet:

b b
() @(s) + / K(s,t)p(t) dt = £(s), (Jn) o(s) + / K (s, t)p(t) dt = 0,

(7)) () + / K(t, s)b(t) dt = g(s), () ¥(s)+ / K (1, s)(t) dt = 0,
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so kann man sie so formulieren:
Die determinantenfreien Satze:

Satz 1. Die Anzahl d der linear-unabhdangigen Losungen ¢1(s), ...,
wa(s) von (Jp,) ist endlich und gleich der Anzahl der linear-unabhdingigen
Lésungen yn(s), ...,0a(s) von (J;); d heife der ,Defekt” des Kernes
K(s,t).

Satz 2. Ist d = 0, so ist (J) bei willkirlich gegebenem f(s), (J')
bei willkirlich gegebenem g(s) losbar, und zwar nur auf eine Weise. Es
existiert Gberdies ein losender Kern® K(s,t) derart, daf diese Losun-
gen von (J) und (J') gegeben sind durch

b b
(3) o) = f(s)+ / K(s, )£ (t) dt, (3') ls) = gls)+ / K(t. 5)g(t) dt.

Satz 3. Ist d > 0, so existiert dann und nur dann eine Ldsung von
(J), wenn

b
/ Yi(s)f(s)ds =0 firi=1,...,d

gilt, und ebenso dann und nur dann eine Lisung von (J'), wenn

b
/ vi(s)g(s)ds =0 firi=1,....,d

gilt; jede Lisung von (J) ergibt sich aus dieser einen durch Addition
einer Losung von (Jy), jede Losung von (J') aus dieser einen durch
Addition einer Losung von (J}). Auch hier kann man eine Funktion
K(s,t) finden, durch die sich die Losung, soweit sie vorhanden, in der
Gestalt (J) und (J') ausdriickt (Pseudoresolvente).

(Hellinger und Toeplitz, 1927, 1376f)

In Satz 3 finden wir die von uns als ,Orthogonalitdtsbedingung‘ bezeichnete Be-
dingung. Diese Formulierung der ,determinatenfreien Sitze* von Hellinger und
Toeplitz soll uns im Folgenden eine Orientierung und Vergleichsmoglichkeit bie-
ten.
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7.4 Riesz’ Betrachtungen auf C(a,b) (1916)

Im Jahr 1916 veroffentlichte Riesz seine Arbeit Uber lineare Funktionalgleichungen
(Riesz, 1916).1%3 In der Einleitung schreibt er:

Die vorliegende Arbeit behandelt das Umkehrproblem fiir eine gewisse
Klasse von linearen Transformationen stetiger Funktionen, nebst An-
wendung auf die Fredholmsche Integralgleichung. Dabei kommt es uns
weniger auf neue Resultate an, als auf die Erprobung einer &usserst
elementaren Methode. (Riesz, 1916, 71)

Die ,,gewisse Klasse von linearen Transformationen sind die ,yollstetigen Trans-
formationen®, dabei verweist Riesz auf die Verwendung von Fréchets Begriff der
kompakten Menge und auf Hilberts &hnliche Begriffsbildung der vollstetigen Trans-
formationen:

Der wichtigste Begriff, der hierbei zur Verwendung kommt, ist der von
Herrn Fréchet in die allgemeine Mengenlehre eingefiihrte Begriff der
kompakten Menge (hier spezieller kompakte Folge), der sich in ver-
schiedenen Zweigen der Analysis ganz besonders bewdhrt hat. Dieser
Begriff gestattet eine besonders einfache und gliickliche Formulierung
der Definition der vollstetigen Transformation, die im wesentlichen ei-
ner dhnlichen Begriffsbildung von Herrn Hilbert fiir Funktionen von
unendlich vielen Verdnderlichen nachgebildet ist. (Riesz, 1916, 71)

(Vergleiche hierzu Abschnitt 7.9.a.) Mit dem Begriff der Vollstetigkeit kann Riesz
in seiner Theorie zur Umkehrung dieser Transformationen zeigen, dass ,gewisse
Prozesse sich nicht ins Unendliche fortsetzen lassen, sondern notwendig abbrechen®
(Riesz, 1916, 71). Diese ,Erprobung einer dusserst elementaren Methode* wollen
wir im Folgenden darstellen. Zugrunde gelegt wird dabei die Menge aller auf einem
beschriinkten Intervall definierten, komplexwertigen'?? stetigen Funktionen, die
Riesz ,der Kiirze halber als Funktionalraum® (Riesz, 1916, 72) bezeichnet. Noch
in der Einleitung finden wir allerdings die Bemerkung;:

Die in der Arbeit gemachte Einschrinkung auf stetige Funktionen ist
nicht von Belang. Der in den neueren Untersuchungen iiber diverse
Funktionalrdume bewanderte Leser wird die allgemeinere Verwendbar-
keit der Methode sofort erkennen, er wird auch bemerken, dass gewisse

103 Anlgsslich des 100th Jubilee of Riesz Theory verfasste Pietsch (2019) einen Bericht.
104Rjesz bemerkt, dass samtliche Resultate auch fiir die entsprechende Klasse der reellwertigen
Funktionen gelten.
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unter diesen, so die Gesamtheit der quadratisch integrierbaren Funktio-
nen und der Hilbertsche Raum von unendlich vielen Dimensionen noch
Vereinfachungen gestatten, wiahrend der hier behandelte scheinbar ein-
fachere Fall als Priifstein fiir die allgemeine Verwendbarkeit betrachtet
werden darf. (Riesz, 1916, 71)

Auf diese angedeutete, jedoch nicht ausgefiihrte Moglichkeit der Verallgemeinerung
von Riesz’ Theorie kommen wir in Abschnitt 7.9.b zuriick. Zunéchst wollen wir die
fiir Die Umkehrung der linearen Transformationen (Riesz’ §2) notigen Definitionen
und Hilfssditze (Riesz’ §1) betrachten.

7.4.a Der Funktionalraum

Fiir den ,Funktionalraum* der auf einem beschréankten Intervall definierten, kom-
plexwertigen stetigen Funktionen definiert Riesz die ,Norm“ einer Funktion, die
,Distanz* zweier Funktionen sowie die ,gleichméfkige Konvergenz® einer Funktio-
nenfolge gegen eine Grenzfunktion jeweils bzgl. der — wie wir heute sagen wiirden
— Maximumsnorm. Eine Transformation 7" auf dem Funktionalraum heifit ,line-
ar“, wenn sie ,distributiv® und ,beschrankt* ist. Riesz bemerkt sogleich, dass ein
solcher beschrankter linearer Operator auch stetig ist. Ausgangspunkt soll das

Umkehrproblem der Transformation vom Typ
B=E-A

sein. Dabei bezeichnet E die identische und A eine vollstetige Transformation. Der
Begriff der Vollstetigkeit wird, wie schon angesprochen, mithilfe Fréchets Begriff
der kompakten Folge erklért:

Eine Folge {f,,} heisse nach Fréchet kompakt, wenn jede Teilfolge der-
selben eine gleichméssig konvergente weitere Teilfolge enthélt.
(Riesz, 1916, 73)

Riesz zeigt, dass zwar jede kompakte Folge beschrankt ist, jedoch nicht jede be-
schriankte Folge kompakt zu sein braucht. Dies ist eine wesentliche Eigenschaft fiir
Riesz’ Theorie:

Auf der soeben hervorgehobenen Tatsache, dass ndmlich eine Folge
beschrankt sein kann, ohne kompakt zu sein, beruht nun das Spezielle
der wvollstetigen linearen Transformation gegeniiber der allgemeinen.
[...] Wir erkldren nun: eine lineare Transformation heisse vollstetig,
wenn sie jede beschrdnkte Folge in eine kompakte tiberfiihrt.

(Riesz, 1916, 74)



165

Riesz nennt einige Beispiele fiir vollstetige Transformationen, darunter auch den
Integraloperator

K[f] = / K(x.9)f(y) dy,

auf den er im Rahmen der ,Anwendung auf die Fredholmsche Integralgleichung”
spater zurlickkommt. Es folgt die Definition einer ,linearen Mannigfaltigkeit:

Darunter verstehen wir jede Mannigfaltigkeit von Elementen unseres
Funktionalraumes, die folgenden Bedingungen geniigt: 1) mit f, f1, fo
zugleich sind auch cf, f1+ fa darin enthalten; 2) sind die Elemente einer
gleichmaéssig konvergenten Folge {f,} darin enthalten, so ist es auch
die Grenzfunktion f. Beispiele fiir lineare Mannigfaltigkeiten bietet der
Funktionalraum selbst [...]. (Riesz, 1916, 74)

Wie wir heute sagen wiirden, ist der Funktionalraum aller auf einem beschrénkten
Intervall definierten, komplexwertigen stetigen Funktionen ein Banachraum und
Bedingung 2) #quivalent zur Vollstandigkeit von C(a,b). Es folgen einige Hilfs-
sitze liber lineare Mannigfaltigkeiten, die ,fast unmittelbar aus den Definitionen
fliessen®. Es sei bemerkt, dass diese Arbeit sechs Jahre vor Banachs Dissertation
(Banach, 1922) entstand, in der der Begriff des abstrakten Banachraums erstmals
wesentlich geprigt wird. Bei Werner (2011) finden wir die Anmerkung, dass bei
Riesz (1916) die ,Banachraumaxiome schon klar zu Tage [treten|, auch wenn Riesz
sich weigert, diese abstrakt zu formulieren, und stets im Rahmen der sup-Norm
auf Cf[a,b] argumentiert” (Werner, 2011, 41). Wir verweisen allerdings auf Riesz’
in der Einleitung gemachte Bemerkung zur moglichen einfachen Verallgemeine-
rung seiner Theorie. Zu Riesz’ Vorgehensweise schreibt Werner weiter: ,Obwohl
er eigentlich nur kompakte Integraloperatoren auf C|a,b] betrachtet, sind seine
Argumente vollkommen allgemein |[...]; sie sind so elegant, daf sie bis heute nicht
vereinfacht wurden.“ (Werner, 2011, 314)

7.4.b Abbrechende Prozesse

Mit Riesz betrachten wir also die Transformation
B=F— A,

wobei E die identische und A eine vollstetige Transformation auf dem Funktional-
raum C'(a,b) ist. Fiir die homogene Funktionalgleichung

Blg] =0
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zeigt Riesz den folgenden Satz:

Satz 1. Die Losungen der homogenen Gleichung
Blyp] =0

bilden eine lineare Mannigfaltigkeit von endlicher Dimensionszahl.
(Riesz, 1916, 80)

Vergleiche hierzu Banachs Verweis in Unterkapitel 5.2 und auch Hellingers und
Toeplitz’ Formulierung der determinantenfreien Sdtze in Abschnitt 7.3.d: Riesz
zeigt hier eine verallgemeinerte Form von Hellingers und Toeplitz’ Satz 1 — fiir
einen allgemeinen vollstetigen Operator auf C(a, b) — jedoch ohne Betrachtung der
dualen Gleichung. Im direkt folgenden Satz 1’ zeigt Riesz, dass dies auch fiir die
homogene Gleichung

B"[p] =0

(mit n = 1,2, ...) gilt und stellt die folgende bedeutsame Uberlegung an:

Bevor wir den Satz 2 ansprechen, bemerken wir zunéchst, dass jede Lo-
sung der Gleichung B"[p] = 0 wegen B"*! = BB™ auch die Gleichung
B"l¢] = 0 befriedigt. Also definieren die Gleichungen B"[p] = 0
fir n = 1,2, ... eine Folge von linearen Mannigfaltigkeiten, deren jede
in allen Folgenden enthalten ist. Es frégt sich nun, ob die einzelnen
Mannigfaltigkeiten echte Teile der folgenden sind? Vor allem ist klar,
dass wenn z.B. die m-te Mannigfaltigkeit kein echter Teil der m+ 1-ten
und also mit dieser identisch ist, dies dann auch fiir alle folgenden der
Fall ist. |...]'% Es sind also nur zwei Fille moglich: entweder treten bei
jedem Schritte neue Losungen auf, oder es bricht dies bei einem Expo-
nenten n ab, von wo an samtliche Mannigfaltigkeiten identisch sind.
(Riesz, 1916, 80)

In Satz 2 zeigt Riesz, dass der zweite Fall eintritt:

105Zur Begriindung schreibt Riesz:

Gébe es namlich eine erste Mannigfaltigkeit, fiir welche dies nicht mehr zutrifft, und
bezeichnen wir den entsprechenden Exponent mit n+1, so wiirde es also eine Funktion
© geben, fiir welche B"t1[¢] = 0, B[] # 0 wire. Wir setzen ¢ = B™~™[y]; dann
wird B[] = B"T1[p] = 0 und B™[¢)] = B"[¢] # 0, d.i. es wire schon die m + 1-
te Mannigfaltigkeit nicht mehr mit der m-ten identisch, entgegen der Voraussetzung.

(Riesz, 1916, 80f)
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Satz 2. Es gibt eine Zahl v derart, dass fiir n > v jede Lésung der
Gleichung
B"g] =0

auch schon die Gleichung

B[] =0
befriedigt, wihrend fiir n < v die Gleichung

B" gl =0

auch neue, d.i. solche Lisungen besitzt, welche die Gleichung

B[] =0
nicht befriedigen. (Riesz, 1916, 81)

Aus Satz 2 ergibt sich (Riesz, 1916, 82), dass wenn die inhomogene Gleichung

Blp] =g

fiir jedes g des Funktionalraums C(a,b) losbar ist, die entsprechende homogene
Gleichung aufler der trivialen Losung keine weiteren Losungen besitzt. Das bedeu-
tet wiederum, dass in diesem Fall die jeweilige Losung der inhomogenen Gleichung
fiir jede rechte Seite g eindeutig ist. Diese Feststellungen, die Riesz in Satz 8 for-
muliert, finden wir in Banachs Uberblick (siche Unterkapitel 5.2). Sie entsprechen
einer Verallgemeinerung von Hellingers und Toeplitz’ Satz 2 (fiir einen allgemeinen
vollstetigen Operator auf C(a, b)) der determinantenfreien Sdtze (sieche Abschnitt
7.3.d), jedoch wieder ohne Betrachtung der dualen Gleichung. Anschlieffend stellt
Riesz die Frage, ,wie die Mannigfaltigkeit der Funktionen g, fiir welche die Glei-
chung losbar ist, ausschaut? Die Antwort erteilt der Satz 5. (Riesz, 1916, 82)

Satz 5. Die Transformation B tberfihrt den Funktionalraum in eine
lineare Mannigfaltigkeit. (Riesz, 1916, 83)

Dies gilt damit auch fir die Transformationen B™, die ja ,von demselben Ty-
pus® wie B sind. Jede Transformation B™ bildet also den Funktionalraum C/(a,b)
auf eine lineare Mannigfaltigkeit ab. Diese bezeichnet Riesz jeweils mit L,. Der
urspriingliche Funktionalraum C'(a,b) wird entsprechend als Lo bezeichnet. Nun
folgt — wie auch bei den obigen Lésungsmengen der homogenen Gleichungen — eine
bedeutsame Uberlegung zu diesen Bildriumen:



168

Da der Funktionalraum, den wir hier mit Ly bezeichnen wollen, die
Mannigfaltigkeit L; enthélt und da L,, und L, aus Lo und L; durch
Anwendung ein und derselben Transformation, ndmlich von B™, ent-
stehen, so ist auch L,4+1 in L, enthalten. Wir fragen nun, ob L, 41
echter Teil von L,, ist oder aber die beiden identisch sind. Es leuchtet
unmittelbar ein, dass in dem in Satz 3 behandelten Falle, wo Ly = L1
ist, d.i. Ly sdmtliche Funktionen enthélt, dies auch fiir alle L,, zutrifft.
Allgemeiner folgt aus L,,+1 = L,, die Beziehung L,, = L, fiir alle
n > m. Es sind also hiernach nur zwei Fille moglich: entweder es fallen
bei jedem Schritte Elemente weg, oder aber ist dies nur zu einem gewis-
sen n der Fall, von wo an dann samtliche Mannigfaltigkeiten identisch
sind. (Riesz, 1916, 85)

Ahnlich zu Satz 2 bzgl. der Losungsmengen der homogenen Gleichungen zeigt hier
Satz 6, dass der zweite Fall gilt. Aufserdem enthélt er eine wichtige Aussage zur
Verbindung zu Satz 2.

Satz 6. Es gibt eine Zahl v derart, dass fiir n > v immer L, = L,
wird, wdhrend fiir n < v die Mannigfaltigkeit L, 41 echter Teil von L,
ist. Diese und die in Satz 2 definierte Zahl v sind identisch.

(Riesz, 1916, 85)

Verwenden wir fiir die entsprechenden Lésungsmengen der homogenen Gleichun-
gen die moderne Abkiirzung kery, also

kery(E — A) := {z € C(a,b) : (E — Az =0},
und fiir die Bildmengen L,, die Abkiirzung imy, d.h.

iy, (B — 4) = {(B ~ Az -2 € Ca, b)),

so kann man Riesz’ bisherige Resultate folgendermafen formulieren:!9

e Die Losungsmengen kery(F — A) der homogenen Gleichungen sind endlich-
dimensional.

o {0} = kerg(E — A) C kery (E — A) C kery(E — A) C ...

o . Cimy(F—F)Cim; (F—A) Cimgy (E—A) =C(a,b)

106Werner schreibt dazu: ,,Die Idee, Kern und Bild von (Id—T)™ zu analysieren, ist sicherlich durch
die Konstruktion der Jordanschen Normalform einer Matrix nach dieser Methode inspiriert
(siehe (Weyr, 1890); in Biichern iiber lineare Algebra [werden diese Aussagen, A.W.] im
endlichdimensionalen Fall haufig Fitting zugeschrieben, der aber erst 10 Jahre alt war, als
Riesz seine Arbeit schrieb).“ (Werner, 2011, 314f)
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e Es existiert eine kleinste Zahl k mit

kery(E — A) = kerg1(E — A) = kerg2(E— A) = ...

e Es existiert eine kleinste Zahl h mit

imh (E — A) = imh+1 (E — A) = imh+2 (E — A) = ...

e Es gilt der Zusammenhang k =h (=v).

Aus diesen Resultaten ergibt sich Riesz’ Satz 7. Wie Riesz erklirt, enthélt dieser als
Spezialfall die Fredholmsche Alternative bzgl. der Losbarkeit der entsprechenden
homogenen und inhomogenen Integralgleichungen.

Satz 7. Entweder ldsst sich die Transformation B umkehren, d.h. es gibt
eine inverse lineare Transformation B~ fiir welche BB™! = B™'B =
E ist; oder aber besitzt die homogene Gleichung Blp] = 0 ausser der
identisch verschwindenden auch weitere Losungen. (Riesz, 1916, 86)

Da im Fall der Umkehrbarkeit das Bild von B ganz C(a,b) ist, ist der Fall v =0
fiir Riesz damit erledigt:

Den Fall v = 0 wollen wir nun als durch den Satz erledigt betrachten

und wenden uns der ndheren Untersuchung des Falles v > 1 zu.
(Riesz, 1916, 86)

Dazu fiithrt Riesz neue Bezeichnungen ein: Die Bildmenge L” heiftt dabei die ,,Kern-
mannigfaltigkeit* mit den ,Kernelementen®. Die Losungsmenge der homogenen
Gleichung B”[¢] = 0, die wir heute auch als Kern oder Nullraum bezeichnen,
heifst ,Nullmannigfaltigkeit* mit den ,Nullelementen“. Aus den obigen Resultaten
ergibt sich:

Unabhéngig von der Zahl v kann man die Kernelemente g auch durch
die Eigenschaft charakterisieren, dass die Gleichung B™[yp] = g fiir jedes
n losbar ist, die Nullelemente wieder dadurch, dass sie fiir geniigend
grosse n die Gleichung B"[¢] = 0 befriedigen. (Riesz, 1916, 87)

Es folgen bedeutende (Zerlegungs-) Sétze zu den Kern- und Nullmannigfaltigkei-
ten und den Transformationen, siche (Riesz, 1916, 87-90). Als Abschluss seines
§2 zeigt Riesz zwei Resultate zur Spektraltheorie, die ,fiir die meisten verwandten
Untersuchungen von Anfang an grundlegend“ sind. Dazu wird statt der einzelnen
Transformation F — A die ,Schar“ E — AA betrachtet, wobei A ein beliebiger kom-
plexwertiger Parameter ist. Riesz bemerkt, dass, da mit A auch AA vollstetig ist,
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fiir simtliche Transformationen der Schar die bisherigen Resultate gelten. Mit der
Einfithrung der Zahl v lassen sich hier mit Riesz zwei Fille formulieren:

o Im Fall ¥(A) = 0 heifit A in Bezug auf A ein ,regulérer Parameterwert®.

e Im Fall () > 0 (,wo nach den Sétzen 2. und 6. die Gleichung ¢ = AA[y]
wenigstens eine nicht identisch verschwindende Losung zulésst* (Riesz, 1916,
90)) heiflt A ein ,singulirer Parameterwert* oder auch ,Eigenwert* von A.

Riesz zeigt den folgenden Satz:

Satz 12. Die Eigenwerte \ besitzen im Endlichen keine Hdaufungsstelle.
(Riesz, 1916, 90)

Hierauf verweist Banach in seinem Uberblick (siehe Unterkapitel 5.4).

7.4.c Anwendung auf Integralgleichungen

Obwohl Riesz in (Riesz, 1910) fiir die [L?]-Klassen schon das Konzept eines dualen
Operators eingefiihrt hat (siehe Unterkapitel 6.1), taucht der Begriff in den bisher
dargestellten Untersuchungen von (Riesz, 1916) nicht auf. Dies &ndert sich in §3
(Anwendung auf Integralgleichungen). Allerdings finden wir das Konzept hier nur
fiir den Fall von Integraloperatoren. Riesz schreibt:

Um Anschluss an die Theorie der Integralgleichungen zu gewinnen,
betrachten wir die Transformation vom ,Integraltypus“

b
K[f] = / K(x.9)f(y) dy,

wo wir, um zunéchst nur den wichtigsten Fall vor Augen zu halten,
die Funktion K(z,y) fir a < z < b,a < y < b stetig voraussetzen.
Um unsere allgemeinen Resultate auf die sogenannte Fredholmsche In-
tegralgleichung oder — nach Hilbert — Integralgleichung zweiter Art:
¢ — K| = g anwenden zu kénnen, miissen wir vorerst zeigen, dass die
Transformation vom Integraltypus K|f] linear und vollstetig ist.
(Riesz, 1916, 92)

Nachdem Riesz dies gezeigt hat, untersucht er die Transformation
B=F-K

unter der folgenden Fallunterscheidung (B injektiv, B nicht injektiv):



171

Regulérer Fall: v =0

Hier existiert zur Ausgangstransformation B = F — K eine inverse Transformation
B~L. Fiir diese gilt B~ — B'K = B"Y(F — K) = B™'B = E und damit
B~' = FE — H, wobei H := —B~!'K auch eine vollstetige Transformation ist. Es
ergibt sich die Vermutung, ...

[..] dass also die Umkehrung der Integralgleichung

b
1)~ [ K ftw)dy = g(2)
durch eine Gleichung vom selben Typus
b
f(x)=g(1?)—/ H(z,y)g(y) dy
geschieht, (Riesz, 1916, 94)

welche Riesz auch beweist. An dieser Stelle fiihrt Riesz die zugehdrige transponierte
Gleichung ein:

Riesz’ ,transponierte Integralgleichung* von 1916

Nun sind wir in der Lage, sofort auch die sogenannte transponier-
te Integralgleichung zu erledigen. Setzen wir &(z,y) = K(y,x)
und sei K die entsprechende Transformation; dann sagt man, die
Gleichung f — &[f] = g sei in Bezug auf die vorhin behandelte
vom transponierten Typus. Umgekehrt ist f — K[f] = g der zu
f — &[f] = g transponierte Typus. Tritt nun fir den einen Ty-
pus die allgemeine Umkehrbarkeit ein, so ist es auch fir den an-
dern der Fall, da ndmlich aus den obigen Beziehungen zwischen
K(z,y) und H(z,y) die dhnlichen Beziehungen zwischen £(z,y)
und H(z,y) = H(y,z) durch Vertauschung der Variablen unmit-
telbar folgen. Die Lisung der transponierten Integralgleichung wird
hiernach durch die Formel

i) = a(y) / H(z,y)o() de

geleistet. (Riesz, 1916, 95)
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Diese Aussagen haben die duale Form von Satz 2 der determinantenfreien Sdtze bei
Hellinger und Toeplitz (siche Abschnitt 7.3.d). In Abschnitt 7.9.b kommen wir auf
diese explizite Beschreibung der Dualitdt zwischen der urspriinglichen Integralglei-
chung und der dazu transponierten Gleichung zuriick. Allein ,durch Vertauschung
der Variablen* folgt unmittelbar die duale Aussage mit dem entsprechenden dualen
Operator. Es stellt sich hier die Frage, warum Riesz diesen Gedanken nicht auch
fiir allgemeine Operatoren auf C(a,b) verfolgt hat (auch hierzu siehe Abschnitt
7.9.b). Wir betrachten den zweiten Fall:

Singulérer Fall: v > 0

Riesz erklirt, dass er — statt simtliche Resultate aus §2 ,in die Sprache der Theo-
rie der Integralgleichungen zu iibersetzen® — sich auf das Wesentliche beschranken
wird. Zunéchst bemerkt er, dass sich aus dem soeben festgestellten dualen Verhalt-
nis ergibt, dass der Fall v > 0 entweder fiir die beiden Transformationen B = F— K
und B = F — R gleichzeitig eintritt oder gar nicht. Mit Satz 7 erhilt man somit
die folgende Fredholmsche Alternative:

Entweder besitzen die Gleichungen

b b
fa) / K(z.y)f () dy = 9(a), () — / K, y)i(x) dz = o(y)

fiir alle g und g je eine eindeutig bestimmte Losung, oder, wenn dies

nicht der Fall ist, dann haben die entsprechenden homogenen Gleichun-

gen ausser der identisch verschwindenden noch weitere Lésungen.
(Riesz, 1916, 95f)

Riesz erklart weiter:

Die weiteren Fredholmschen Sitze, ndmlich das Ubereinstimmen der
Anzahl der linear unabhéngigen Losungen der beiden homogenen Glei-
chungen und die durch diese ,Nullésungen® ausgedriickte Bedingung fiir
die Losbarkeit der inhomogenen Gleichung bei vorgegebenem g resp.
g, erhdlt man aus obigem Satze, wie Herr W. A. Hurwitz (1912) vor
Kurzem gezeigt hat, durch einen sehr einfachen Kunstgriff. Die Sétze
10., 11. und 13. gestatten es uns, einen andern Weg einzuschlagen,'®”

107Rjesz zeigt, dass K (x,y) bei einigen Fragen ,wie z.B. Losbarkeit der inhomogenen Gleichung,
Anzahl der unabhéngigen Losungen der homogenen Gleichung oder allgemeiner kanonische
Gruppierung der Nullelemente® (Riesz, 1916, 97) durch die Funktion K»(z,y) ersetzt werden
kann. Dabei wird K geméfs den vorangehenden Resultaten in zwei orthogonale Teile K =
K1 4+ K» zerlegt, womit sich auch fiir die Transponierte eine entsprechende Zerlegung £ =
R1 + K2 ergibt. Siehe fiir eine genauere Ausfiilhrung dieser Zerlegung mit den zugehorigen
Eigenschaften (Riesz, 1916, 96-98). Ka(z,y) hat nun die interessante Eigenschaft, in der
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der weiter fiihrt und tieferen Einblick in das Verhalten samtlicher Null-
elemente gewahrt. (Riesz, 1916, 96)

Das ,,Ubereinstimmen der Anzahl der linear unabhingigen Losungen der beiden
homogenen Gleichungen“ finden wir in Satz 1, ,die durch diese ,Nullésungen‘ aus-
gedriickte Bedingung fiir die Losbarkeit der inhomogenen Gleichung bei vorgege-
benem g resp. g, d.h. die ,Orthogonalitdtsbedingung’, in Satz 3 der von Hellinger
und Toeplitz formulierten determinantenfreien Sditzen. Damit hat Riesz im Fall der
Integraloperatoren auf C(a,b) alle Fredholmschen Sétze in dualer Form formuliert
(siehe hierzu Abschnitt 7.9.b). Riesz’ Resultate wurden zunéchst von Hildebrandt
(1928), dann von Schauder (1930c) verallgemeinert.

7.5 Theophil Hildebrandt (1888-1980)

A

Form

Ko(z,y) = fi(@)f1(y) + .. + fm(®)fm (1),
wobei fi, ..., fm Nullelemente von B, fi,...,fm Nullelemente von B sind, dargestellt werden
zu konnen. Dabei sind B = E — K und 8 = E — £ die Transponierten voneinander. Aufgrund
dieser Darstellung kann Ko (z,y) auf eine quadratische Matrix zuriickfithrt werden mit den
Elementen

b
@ij :/ fi(@)f; () de.

Fiir eine ausfiihrlichere Untersuchung hierzu verweist Riesz auf Lalesco (1912, 49-59).
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Theophil Henry Hildebrandt wurde am 24. Juli 1888 in Dover (Ohio) geboren.!08
Er studierte an der University of Illinois und an der University of Chicago. An
letzterer promovierte er 1910 bei E. H. Moore mit der Dissertationsschrift A con-
tribution to the foundations of Fréchet’s calcul fonctionnel. Ab 1909 lehrte er an
der University of Michigan, wo er 1923 auch eine Professurstelle erhielt. Von 1934
bis zu seiner Emeritierung 1957 leitete er die dortige Mathematische Fakultét.
Hildebrandt beschéftigte sich mit Themen der Funktionalanalysis und der Inte-
gralgleichungstheorie. Einer seiner Doktoranden war J. Wehausen. Am 9. Oktober
1980 verstarb Hildebrandt im Alter von 92 Jahren.

7.6 Hildebrandts Verallgemeinerung (1928)

7.6.a Ausgangspunkt: allgemeiner Banachraum

Im Anschluss an Riesz (1916) verfolgt Hildebrandt in seinem Artikel Uber voll-
stetige lineare Transformationen (Hildebrandt, 1928) das Ziel, einen Teil der von
Riesz angedeuteten moglichen Verallgemeinerungen zu beweisen.

In seiner Abhandlung Uber lineare Funktionalgleichungen (Riesz, 1916)
hat Friedrich Riesz eine elegante und allgemeine Methode zur Behand-
lung der linearen Integralgleichungen entwickelt. Es gelingt ihm, die
Haupteigenschaften dieser Gleichungen aus der Betrachtung der cha-
rakteristischen Eigenschaften allgemeinerer Funktionaltransformatio-
nen und Funktionalriume herzuleiten. Den Beweis des Satzes jedoch,
dass die Anzahl der Lésungen fiir die homogene Fredholmsche Integral-
gleichung und fiir die transponierte oder adjungierte Gleichung dieselbe
ist, zieht er nicht aus allgemeinen Uberlegungen, sondern bedient sich
der expliziten Integralgestalt der Transformation. Es ist nun Zweck die-
ser Arbeit, eine Herleitung dieses Satzes lediglich aus den Eigenschaf-
ten der Transformation durchzufithren, ohne deren Integralgestalt zu
beniitzen. Dabei legen wir statt des Raumes der stetigen Funktionen
einen allgemeineren Funktionalraum zu Grunde. Andeutungen iiber die
Méglichkeit einer solchen Ausdehnung finden sich schon am Anfang der
Abhandlung von Riesz. (Hildebrandt, 1928, 311)

Hildebrandt fiihrt einen ,allgemeinen Raum § aus Elementen f (oder g, h)“ (Hil-
debrandt, 1928, 311) ein, wobei er auf Banach (1922, 134-136) und Wiener (1922,

108Dje folgenden Informationen stammen hauptséchlich aus der Seite der American Mathematical
Society (www.ams.org, 18.05.21), wo Hildebrandt 1945/46 Préasident war.



175

123) verweist. Dabei handelt es sich um einen linearen Raum, der mit einer Norm
ausgestattet ist (Hildebrandt verwendet die Notation || - ||) und bzgl. dieser voll-
standig (Hildebrandts Formulierung) ist; also um einen Banachraum im heutigen
Sinne.

In einem solchen Raume gelten die Resultate, welche Riesz in dem
allgemeinen Theil seiner Arbeit hergeleitet hat, mit der Ausnahme,
dass an die Stelle der gleichméfigen Konvergenz die Konvergenz im
Sinne

lim || f, — fll =0,

n—oo

wir wollen sagen im Sinn der Norm, gesetzt wird.
(Hildebrandt, 1928, 312)

Riesz verwendet fiir seine Untersuchungen im Raum C(a,b) die Maximumsnorm,
bzgl. der C(a,b) vollstandig ist. Hildebrandt fordert nun axiomatisch, dass der
Raum § mit einer Norm ausgestattet ist, bzgl. der er vollstindig ist.

Mit Riesz beschéftigen wir uns mit Transformationen B, durch welche
jeder Funktion f von § eine Funktion B(f) oder Bf aus §, oder einem
Raume &, welcher denselben Bedingungen wie § geniigt, zugeordnet
ist. (Hildebrandt, 1928, 312)

Das heifst
B:§— 6,

wobei im Spezialfall & = § sein kann. Hildebrandt nennt eine solche Transfor-
mation ,linear, wenn sie linear (,B(c1f1 + cafe) = c1B(f1) + caB(f2)", fiir alle
komplexen Zahlen c1, co) und beschrénkt (,,||B(f)|| < M||f|“) ist.

Der Kernpunkt der Rieszschen Entwicklung liegt nun in der Definition
vollstetiger Transformationen. Wihrend eine lineare Transformation
eine beschriankte Folge in eine beschrinkte Folge und eine kompak-
te Folge in eine kompakte Folge {iberfiihrt, wird eine Transformation,
welche eine beschrénkte Folge in eine kompakte Folge transformiert,
als wvollstetig definiert. Die Resultate von Riesz beziehen sich auf eine
lineare Transformation von der Form

B(f) =f—-A(f) =(E-A)/,

wobei A vollstetig ist und E die Einheitstransformation E(f) = f
bedeutet. (Hildebrandt, 1928, 312f)
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Hildebrandt formuliert die entsprechenden Rieszschen Ergebnisse zum vollstetigen
Operator B = E — A (vergleiche Unterkapitel 7.4). Wir greifen hier zwei heraus:

2. Die Losungen der homogenen Gleichungen
Bf=0; B"f=0

bilden lineare Mannigfaltigkeiten endlicher Dimensionszahl oder Ord-
nung. Man kann also alle Losungen als lineare Verbindung einer endli-
chen Anzahl von ihnen darstellen. (Hildebrandt, 1928,
313)

4. Jede Funktion des Raumes § lasst sich auf eine und nur eine Weise
als Summe einer Losung von B™ f = 0 und einer Funktion der Man-
nigfaltigkeit B™§ darstellen, d.h.

f= zm:cigi + fo,

=1

wobei fo zu B™§ gehort. Diese Zerlegung definiert eine lineare Trans-
formation By : Bof = fo und (E — Bo)f = Y./ ¢igs, fiir welche
ABy = ByA ist.109 (Hildebrandt, 1928, 314)

Mit n; wird die Anzahl der linear unabhéngigen Losungen der Gleichung
Bif=0

bezeichnet, wobei j = 1, ...,m ist und m der Rieszschen Zahl v aus Abschnitt 7.4.b
entspricht. Die Abbildung By bildet ein f € § auf den Teil der obigen Zerlegung
ab, der zur Bildmenge B™§ gehort.

Im Jahrbuch iiber die Fortschritte der Mathematik lesen wir:

Die Arbeit (Hildebrandt, 1928) ergéinzt die Abhandlung von F. Riesz
((Riesz, 1916), JEM 46.0635). Dort werden die Eigenschaften der linea-
ren Integralgleichungen aus allgemeinen Funktionaltransformationen
hergeleitet aufser dem Satz, dafs die homogene Integralgleichung und
ihre transponierte die gleiche Anzahl linear unabhingiger Lésungen
besitzt. Den Beweis hierfiir erbringt Verf. in der vorliegenden Abhand-
lung etwa auf folgendem Wege: Die in Rede stehende Transformation

109Bggl. ABg = BoA schreibt Hildebrandt: ,Wenn eine Gleichung fiir alle Elemente von § besteht,
werden wir 6fters die Funktion f nicht ausdriicklich dazu schreiben.“ (Hildebrandt, 1928, 314)
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lautet f — A(f). Es wird gezeigt, daf die Existenz einer Transformati-
on Ag, die den Bedingungen Ag = AAg = AgAp geniigt, die einer mit
Ay = Ay = AgAp nach sich zieht und umgekehrt. Die Maximalordnung
der linearen Mannigfaltigkeiten Agf und Ao f ist dieselbe.

(A. Hammerstein, JEM 54.0427.03)

Dies wollen wir im Folgenden ausfiihren.

7.6.b Zur transponierten Gleichung

Hildebrandt schreibt:

Eine Andeutung, wie man die Losungen der transponierten Gleichung
von Bf = 0 erhalten kann, liegt in der folgenden Bemerkung: Wenn
man die Transformation Ag durch die Gleichung

Nom, ni

Aof = Ao (D cigi+ Bof) =Y _ cigi
1 1

definiert, dann ergibt einerseits AyJ§ die lineare Mannigfaltigkeit der
Losungen der Gleichung B f = 0, andererseits hat man fir alle f

BAO = 0 oder AAQ = AO und auch AoAO = Ao.

Man koénnte also fiir die transponierte Gleichung erwarten, dass sich
eine Transformation Ag finden lisst, welche der Bedingung

A()B = 0 oder A()A = A()

fiir jedes f des Raumes § geniigt. (Hildebrandt, 1928, 314f)

Die Abbildung Ay soll also ein f € §F auf den Teil der obigen Zerlegung abbilden,
der zur Losungsmenge der Gleichung

Bf =0

gehort. Damit gilt zum einen, dass AgF der Losungsmenge von Bf = 0 entspricht;
zum anderen gilt

BAof = B(>_cigi) =0,
1

d.h.
(E — A)Ag =0
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also
AAO = Ao;

und aufserdem

AoAof = AO(Z cigi) = Zcigi = Aof.
1 1

Hildebrandt schreibt nun zwar, dass man fiir die ,transponierte Gleichung* erwar-
ten konne, dass sich eine Transformation Ay mit

A()B = 0 oder A()A = AO

finden lasse, jedoch formuliert er die transponierte Gleichung nicht. Wir versuchen,
Hildebrandts Uberlegung zu formulieren: AoF liefert die Losungsmenge von Bf =
0 und es gilt BAy = 0. Eine Transformation, fiir die nun AgB = 0 gilt, liefert
durch AyF die Losungsmenge der transponierten Gleichung.

Hildebrandt 1928
BAy=0und A)B =0

Dabei liefert ApF die Losungsmenge der Gleichung
Bf=0

und AyF die Losungsmenge der dazu transponierten Gleichung.

Fiir die Verallgemeinerung von Riesz’ Satz ist zu zeigen, dass die Losungsmengen
AT und AgF von derselben Ordnung sind. Dies gelingt Hildebrandt mit folgendem
Satz:

Die Existenz einer Transformation, welche den Bedingungen Ay =
AAy = AgAo geniigt, zieht die Existenz einer Transformation mit
Ay = AgA = AgAy nach sich und umgekehrt. Die Mazimalordnung
der linearen Mannigfaltigkeiten Ag§ und AoF ist dieselbe. Im Falle
ApF die mazimale Ordnung hat, lautet die Bedingung, dass f zu BF
gehort: Agf = 0. (Hildebrandt, 1928, 317)

In der letzten Aussage erkennen wir wieder die ,Orthogonalitédtsbedingung’. Wir
bemerken abschliefsend, dass Hildebrandt in seiner Arbeit micht den Begriff ei-
nes allgemeinen dualen Operators verwendet. Diesen finden wir bei Schauder
(1930c).
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7.7 Juliusz Schauder (1899-1943)

Juliusz Pawel Schauder wurde am 21. September 1899 in Lemberg geboren.!!?

Direkt nach seinem Abitur wurde er 1917 in die Gsterreichisch-ungarische Armee
einberufen und geriet in italienische Kriegsgefangenschaft. 1919 begann er sein
Studium in Lemberg, wo er 1923 bei H. Steinhaus mit der Dissertationsschrift
The theory of surface measure promovierte. Zunédchst unterrichtete er als Gym-
nasiallehrer und betrieb seine mathematische Forschung nebenher. 1928 hielt er,
nach der Verdffentlichung seiner Arbeit Contributions to the theory of continuous
mappings on function spaces, seine erste Vorlesung an der Lemberger Universitét,
wo er neben seiner Gymnasiallehrstelle auch eine Assistenzstelle antrat. 1930 ver-
offentlichte er neben seinem bekannten Fixpunktsatz (Schauder, 1930a) auch die
Arbeit Uber lineare, vollstetige Funktionalaperationen (Schauder, 1930c), die wir
in Unterkapitel 7.8 untersuchen. 1932 erhielt er ein Stipendium, durch das er nach
Leipzig und Paris konnte, wo er mit J. Leray zusammenarbeitete.

With J. Leray he published a paper (1934) considered to be a landmark
in topological thinking in connection with partial differential equations.
In this paper what is now known as Leray-Schauder degree (a homotopy
invariant) is defined. This degree is then used in an ingenious method

H0Dje folgende biographische Skizze basiert auf einem Beitrag von Forster (1975). Zur weiteren
Lektiire sei auf den Nachruf von J. Leray (1980) verwiesen.
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to prove the existence of solutions to complicated partial differential
equations. (Forster, 1975)

1939 wurde er an der Universitdt Lemberg zum Professor ernannt. Er gehorte mit
Steinhaus, Banach (sieche Abschnitt 2.7.b) und Saks (siehe 6.2) zur Lemberger
Schule. Als Jude wurde er im September 1943 von der Gestapo ermordet. Forster
schreibt:

A last desperate plea for help, delivered by a Polish student who es-
caped to Switzerland, reached the topologist Heinz Hopf. Among other
things, Schauder wrote that he had many important new results but no
paper to write them on. He implored the Swiss mathematicians to ask
the German physicist Werner Heisenberg to intervene with the German
authorities so that his life would be spared. The Swiss physicist W.
Scherrer wrote a letter to Heisenberg, but to no avail. Schauder died
in September 1943. According to one version he was betrayed to the
Gestapo, was arrested, and disappeared; according to another (more
probable) version he was shot after one of the regular roundups.
(Forster, 1975)

7.8 Schauders Verallgemeinerung (1929)

In seinem Artikel Uber lineare, vollstetige Funktionaloperationen (Schauder, 1930c)
beginnt Schauder mit einer Einordnung seiner Beitrége:

In der vorliegenden Arbeit werden alle drei Fredholmschen fiir die Inte-
gralgleichungen geltenden ,determinatenfreien Sitze in préziser Fas-
sung auf allgemeine vollstetige Funktionaloperationen iibertragen, wo-
bei der zugrunde gelegte Raum linear, normiert und vollstédndig ist.
Solche Rdume werden wir kurz als Rdume ,yom Typus B* bezeichnen.
Derselbe Gegenstand wurde in einer fritheren, grundlegenden Arbeit
von Herrn F. Riesz behandelt und ein Teil der in Betracht kommenden
Fredholmschen Sétze bereits bewiesen. Fiir den Fall eines allgemeinen
Raumes vom Typus B konnten mittels Rieszscher Methoden diejenigen
Sétze nicht erledigt werden, bei welchen der Begriff der ,transponierten
Gleichung” eine Rolle spielte. In dieser Note bringen wir die noch nétige
Erganzung. Dabei tritt die restlose Dualitat zwischen einer Funktional-
operation und ihrer konjugierten Funktionaloperation klar zutage.
(Schauder, 1930c, 183)
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Schauder fiigt als Fufinote hinzu, dass der Hauptteil der vorliegenden Arbeit schon
am 8. Juni 1929 in der Sitzung der Polnischen Mathematischen Gesellschaft (Ab-
teilung Lemberg) vorgetragen wurde. Auferdem gibt Schauder den Hinweis, dass
man den genauen Wortlaut der ,drei Fredholmschen fiir die Integralgleichungen
geltenden determinantenfreien Sitze* in (Hellinger und Toeplitz, 1927) findet (sie-
he Abschnitt 7.3.d). Schauders Ziel ist es nun, diese fiir allgemeine vollstetige
Operatoren, definiert auf allgemeinen Rdumen ,yom Typus B, zu verallgemei-
nern. Fiir R&ume ,yom Typus B*“ verweist er in seiner kurzen Einleitung wie auch
Hildebrandt auf Banach (1922). Hier finden wir — nach der axiomatischen Ein-
fiihrung eines linearen ,champ“ E, bei der Banach als Beispiele ,les vecteurs, les
formes de Grassmann, les quaternions, les nombres complexes etc.“ (Banach, 1922,
135) anfiihrt — die folgenden Voraussetzungen:

Admettons ensuite que

11 I existe une opération appelée norme (nous la désignerons par
le symbole || X||), définie dans le champ E, ayant pour contredo-
maine ’ensemble de nombres réels et satisfaisant auzr conditions
sutvantes:

InL ||X] =0,
I, || X|| =0 équivaut & X = 6.

I3 [la. X[ = |al.[ X]],
I | X+ Y| < [ X[+ []Y],
IIT Si

1° {X,} est une suite d’éléments de E,
2° limr=co | X, — X,|| =0,
p=00
il existe un élément X tel que

lim | X — X, =0.

(Banach, 1922, 135f)

Als Anhénger von Banachs Lemberger Schule kannte Schauder natiirlich Banachs
Konzept eines allgemeinen normierten, vollstindigen Raums, eines Raums ,yom
Typus B, also eines Banachraums. Neben der Verallgemeinerung der Fredholm-
schen Sétze fiir allgemeine vollstetige Operatoren, definiert auf allgemeinen Ba-
nachrédumen, sollen auferdem die Rieszschen Resultate in dualer Hinsicht erweitert
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werden: Wéhrend Riesz den Begriff der ,, Transponierten nur bei der Anwendung
seiner Sétze auf Integralgleichungen anbringt, macht es sich Schauder zur Aufgabe,
,die noch notige Ergdnzung“ zu bringen. Dazu wird, wie Schauder explizit formu-
liert, die ,restlose Dualitdt” zwischen einem Operator und seinem dualen Operator
herangezogen, um so alle, insbesondere die dualen, Aussagen der Fredholmschen
Sétze in allgemeiner Form zu erhalten.

7.8.a Der Satz von Schauder

Als Satz von Schauder wird heute oft die folgende Aussage bezeichnet (und auch
Banach verweist hier auf Schauder, siehe Kapitel 5):

Seien X und Y Banachrdume, dann ist ein stetiger linearer Operator
K : X — Y genau dann kompakt, wenn der duale Operator K’ : Y/ —
X’ kompakt ist.

Wir wollen verfolgen, wie Schauder fiir diesen Satz das zugrunde liegende Konzept
eines allgemeinen dualen Operators einfithrt. Ausgangspunkt ist ein allgemeiner
Banachraum R. Weiter sei X (x) ein ,lineares und stetiges Funktional, welches im
Raume R erkldrt ist“ (Schauder, 1930c, 183f). Unserer heutigen Definition eines
Funktionals als speziellem Operator entsprechend, erklért Schauder:

Eine Funktion, die jedem Elemente = eines z-Raumes ein Element y
eines y-Raumes zuordnet, bezeichnen wir als Funktionaloperation (Ab-
bildung, Transformation). Sind die Elemente y reelle Zahlen, so spricht
man von einem Funktional. (Schauder, 1930c, 184, Fufnote)

Es sind im Folgenden immer stetige lineare Funktionale gemeint. Analog zu Hahns
Einfithrung (siehe Unterkapitel 2.8) des polaren Raums und zugehoriger Norm,
jedoch ohne darauf zu verweisen, erklart Schauder:

Die Gesamtheit aller Funktionale X bildet eine abstrakte Menge, wel-
che durch passende Normierung wieder zu einem Raume R* vom Typus
B zusammengefaftt werden kann. Als Norm des Funktionals X (in Zei-
chen || X||) definieren wir die kleinste Zahl M, welche die Ungleichung

[X(z)| < M

— unter der Zusatzbedingung ||z|| < 1 — erfiillt. War der urspriingliche
Raum vom Typus B, so gilt dies auch vom Raume der Funktionale,
dem s.g. konjugierten (transponierten) Raume. (Schauder, 1930c, 184)
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Gegeben sei nun eine Funktionaloperation y = f(z), ,welche den ganzen z-Raum R
linear und stetig auf eine echte oder unechte Teilmenge des y-Raumes R’ abbildet”
(Schauder, 1930c, 184). Wir wiirden dies heute notieren als:

f:R—= Ry f(x) =y,

wobei R’ nicht den zu R konjugierten Raum darstellt — das tut R* —, sondern
neben R einen weiteren allgemeinen Banachraum. Anschlieffend fiihrt Schauder
den Begriff des dualen Operators ein, wobei er auf Banach (1929b) verweist (siehe
hierzu Unterkapitel 6.4). Schauder formuliert entsprechend:

Schauders ,konjugierte (transponierte) Funktionaloperation*

Wir wollen nun festsetzen, was unter der konjugierten (transpo-
nierten) Funktionaloperation verstanden werden soll. Sie soll ndm-
lich den Y-Raum (den Raum aller Funktionale iiber R’) auf den
X-Raum (den zum z-Raume konjugierten Raum) abbilden. Sei
néamlich Y (y) ein beliebiges Funktional im y-Raume. Dem Y — als
selbststédndiges Element betrachtet — ordnen wir das Funktional

X(z) =Y|[f(z)] (z€R)
zu. Wir schreiben dann
X =Y[f(z)] = F(Y)

und dies ist die gewiinschte konjugierte Funktionaloperation. Sie
ist linear und stetig in dem (konjugierten) Y-Raume als Definiti-
onsbereiche und dem (konjugierten) X-Raume als Wertbereiche.
Es sei nochmals hervorgehoben, daft F' in ganz anderen Rdumen
als y = f(x) erklart ist. (Schauder, 1930c, 184)

Wir wiirden dies heute wohl auf folgende Weise formulieren: Zu einer Funktional-
operation

f:R—=R; f(z)=y

wird die konjugierte Funktionaloperation definiert durch

F:R* 5 R F(Y)=X,
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wobel

F(Y)la] = X[a] := Y[f(2)] (2 € R).

Verwenden wir die Schreibweise der dualen Paarung, so gilt also:

(f(2),Y) = (z, F(Y)).

Fiir die Einfiihrung des Begriffs eines kompakten Operators verwendet Schauder
Riesz’ Definition der ,yvollstetigen Funktionaloperation“ in (Riesz, 1916):

Herr Riesz (1916) nennt eine Funktionaloperation vollstetig, wenn diese
beschréankte Mengen in kompakte tiberfithrt. (Schauder, 1930c, 184)

Damit zeigt Schauder schliefilich die Aussage des heutigen Satzes von Schauder in
zwei Schritten:

Satz 1. Ist y = f(x) linear und vollstetig, so ist auch X = F(Y) in
entsprechenden Raumen linear und vollstetig. (Schauder, 1930c, 185)

Satz I1. Ist die konjugierte Funktionaloperation X = F(Y) wollstetig

(nach der in den X wund Y -Rdumen tblichen Normierung), so trifft

dies auch fir die urspriingliche Funktionaloperation y = f(x) zu.
(Schauder, 1930c, 187)

7.8.b Der Bidualraum

Fiir ein besseres Verstédndnis der folgenden Erlduterungen sei hier noch einmal
Schauders Terminologie zusammengefasst: Zu einer gegebenen stetigen linearen
Funktionaloperation

fiR = R f(2)=y,

wobei R der ,z-Raum® und R’ der ,y-Raum® ist, gehort die wie oben definierte
,konjugierte (transponierte) Funktionaloperation®

F:(R)" — R*; F(Y)=X,

wobei (R')* der ,Y-Raum* ist, d.h. der ,Raum aller Funktionale iiber R'“ — es sind
immer stetige lineare Funktionale gemeint — und R* der ,zu z-Raum konjugierte
(transponierte) X-Raum®.

Im Beweis von Satz II finden wir nun eine Einfiihrung des Bidualraums.
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Wir betrachten die zum z-Raume bezw. y-Raume konjugierten Raume
X,Y. Auch diese Rdume besitzen ihre eigenen konjugierten Riume,
die durch Bildung von Funktionalen a(X), 3(Y) iiber dem X bezw. Y-
Raum erhalten werden. Wir bezeichnen den a-Raum als den zum z-
Raume bikonjugierten Raum; eine dhnliche Definition besteht fiir den
[-Raum. (Schauder, 1930c, 187)

Schauder erklért, dass die Ausgangsrdume mittels der — wie wir heute sagen wiir-
den — kanonischen Abbildung der dualen Paarung jeweils isomorph zu einer Teil-
menge des zugehorigen Bidualraums sind:

Die urspriinglichen Rdume der Elemente x, bezw. y sind mit einer
Teilmenge ihrer bikonjugierten a-, bezw. S-Réume homeomorph und
sogar isomorph. In der Tat, ist zy ein beliebiges festes Element aus
dem z-Raum X, so stellt uns

X (o) = a(X) = agy(X)

bei veranderlichem X ein Funktional iiber dem Funktional X, also ein
Element oy, aus dem bikonjugierten a-Raum dar. [...] Man {iberzeugt
sich nun sehr leicht von der folgenden Beziehung:

Norm des Funktionals «ay, = ||zl
(Schauder, 1930c, 187)
Durch (wieder in der Schreibweise der dualen Paarung)
(20, X) = (X, @)

fiir alle X aus dem Dualraum wird also jedem xy aus dem urspriinglichen Raum
eindeutig ein Element ay, des Bidualraums zugeordnet. Dass die Norm des Ele-
ments xy aus dem urspriinglichen Raum mit der des ihm eindeutig zugeordneten
sbikonjugierten Funktionals ay,“ (Schauder, 1930c, 187, Fufnote) {ibereinstimmt,
zeigt Schauder mithilfe des ,Erweiterungssatzes des Herrn Hahn“. Dabei verweist
er neben Hahn (1927) auch auf Banach (1929a). Der Beweis von Schauders Satz
II verlauft nun folgendermafen: Satz I gilt generell fiir vollstetige Funktionalope-
rationen, also auch fiir die zur Funktionaloperation y = f(x) konjugierte Funktio-
naloperation X = F(Y'), wenn diese als vollstetig vorausgesetzt wird:

In den abstrakten X, bezw. Y-R&umen gilt nun unser Satz I. Betrach-
ten wir also die (konjugierte) Funktionaloperation X = F(Y) und ist
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diese vollstetig, so ist auch die zu ihr konjugierte Funktionaloperation
B=f(a),
B=pY)=alF(Y), (a=alX))

vollstetig. Wir wollen nun beweisen, dafs die urspriingliche Funktional-
operation y = f(z) vollstetig ist. (Schauder, 1930c, 188)

Zur besseren Ubersicht hier noch einmal in der Schreibweise der dualen Paarung:

(F(Y),0) = (Y, f*(a)).

Es soll nun mithilfe der Betrachtung von f* gezeigt werden, dass f eine beliebi-
ge beschriankte Menge A auf eine kompakte Menge f(A) abbildet. Hierfiir wird
zu jedem Element der z-Raum Menge A das iiber die duale Paarung eindeutig
zugeordnete bikonjugierte Element «, gebildet (siehe oben). Mit A ist wegen der
Normgleichheit auch die Menge der a, beschrankt. Nach Satz 1 bilden die Ele-
mente

Bm = f*(am)

eine kompakte Menge, d.h. es gibt eine Teilfolge der a,, sodass (in Anlehnung an
Schauders Schreibweise):

Jim_ Norm (f*(as,,) — f*(as,)) = 0.

n—oo

Es gilt nun fiir alle  der Menge A (mit der Schreibweise der dualen Paarung):

(Y, fH(aw)) = (F(Y), aw) = (2, F(Y)) = (f(2),Y)

fiir alle Funktionale Y auf dem y-Raum. Hier erkennt man sehr schén die Nutzung
der Dualitéat. Daraus folgt die folgende Normgleichheit und damit die Behauptung
(in Anlehnung an Schauders Schreibweise):

Jim () = flen)] = lim_ Norm (f*(au,,) — f* (@) = 0.

n—oo n—roo

Schauder formuliert dies folgendermafen:!!!

1Ty der zweiten Zeile ist sicherlich By, (Y) = Bm = Y[f(zm)] gemeint. Interessant ist, dass
Schauder fiir die Norm im Bidualraum nicht die Doppelstriche, sondern das Wort ,Norm*
verwendet.
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Nun ist [..]
Bn = Bn(Y) = fH(an) = w, [F(Y)] = g, [Y f(2)] = Y[f(2n)],
ﬂm(Y) = Bm = Y[f(ﬂf)],

wo Y ein beliebiges im y-Raume erklirtes Funktional bedeutet. [Dar-

aus| folgt
Bn — Bm = Y[f(xn) - f(mm)]v
also |[...]
Norm (8n — Bm) = [If(zn) — f(zm)]-
[Also] [...]

lim | f(zn) = f(zm)] = 0.

m—r oo
n— oo

(Schauder, 1930c, 189)

In diesem Beweis erkennt man deutlich die Heranziehung der ,restlosen Dualitét
zwischen einer Funktionaloperation und ihrer konjugierten Funktionaloperation*
(Schauder, 1930c, 183), die einer ,restlosen‘ Verallgemeinerung der Fredholmschen
Sétze noch gefehlt hat. Schauder erklért in Satz I1I, dass — in unserer heutigen
Schreibweise — fiir zwei lineare Operatoren T : X — Y und S : Y — Z der duale
Operator der Verkniipfung SoT gegeben ist durch die entsprechende Verkniipfung
der dualen Operatoren 77 : Y’ — X’ und S : 7' — Y’, d.h.

(SoT) =T o8

7.8.c Verallgemeinerung der Fredholmschen Alternative

Es folgen Schauders ,Hauptsétze“ (siehe hierzu auch Banachs Verweis aus Unter-
kapitel 5.4). Dazu sei der Fall angenommen, dass ,der z-Raum mit dem y-Raume
tibereinstimmt“ (Schauder, 1930c, 189).

Hauptsatz 1. Die beiden homogenen Gleichungen
x+ f(z)=0

Y +F(Y)=0

besitzen dieselbe Anzahl von linear unabhdingigen Lésungen, wenn eine
der beiden Funktionaloperationen f(z) resp. F(Y') als vollstetig vor-
ausgesetzt wird. (Schauder, 1930c, 189f)
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Schauder weist darauf hin, dass Riesz diese Aussage im Fall der Integraloperatoren
auf C'(a, b) schon bewiesen hat und verwendet dessen Argumentation, indem er auf
die entsprechenden Stellen in (Riesz, 1916) verweist:

Herr F. Riesz hat nun den Satz vom Ubereinstimmen der Anzahl der
Losungen von [den beiden obigen homogenen Gleichungen, A.-W.] im
Felde der stetigen Funktionen bewiesen, wenn dazu noch f(x) von spe-
zieller Form ist. Nun sind wir aber im Besitze der Satze I, II, III und
diese Satze erlauben uns die Rieszsche Methode auf den allgemeinen
Fall zu iibertragen. Wir setzen also im Folgenden die Kenntnis der
Arbeit des Herrn Riesz voraus und verzichten auf den ausfiihrlichen
Bewelis. (Schauder, 1930c¢, 190)

Am Ende des Beweises von Hauptsatz I verweist Schauder auf Hildebrandt (ver-
gleiche Unterkapitel 7.6):

Wir machen auf eine Arbeit des Herrn T. H. Hildebrandt aufmerksam:
(Hildebrandt, 1928). Der von Herrn Hildebrandt bewiesene Satz laft
sich leicht aus dem Hauptsatze I gewinnen. Aber auch umgekehrt bie-
tet, (wie es Herr S. Mazur mir gegeniiber bemerkte) das Hildebrandt-
sche Ergebnis einen anderen Weg, um zum Hauptsatze 1 zu gelangen
mit Benutzung der in dieser Arbeit vorkommenden Sitze I, II. Bei
Herrn Hildebrandt kommt aber der Begriff der konjugierten Funktio-
naloperation nicht vor. (Schauder, 1930c, 191, Fufnote)

Dann folgt Hauptsatz I1:
Hauptsatz IL. a) Ist f(x) vollstetig, so ist die Gleichung
Yo =z + f(z) = h(z)

fiir gegebenes yg dann und nur dann losbar, wenn y zu allen Nullésun-
gen'Y der konjugierten Gleichung orthogonal ist, d.h. wenn Y (yo) =0
ist. Dabei wird als Nullosung Y jede Losung von

Y+FY)=0
bezeichnet.
b) Ist F(Y) wvollstetig, so ist die Gleichung

Xo=Y + F(Y)=H(Y)
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fiir gegebenes Xo dann und nur dann losbar, wenn Xy zu allen Nul-
losungen x der urspringlichen Gleichung y = f(z) orthogonal ist,
d.h. wenn Xo(x) = 0. Dabei wird als Nullosung x jede Losung von

x4+ f(x)=0

bezeichnet. (Schauder, 1930c, 191f)

Im Beweis von Hauptsatz II wird der ,Erweiterungssatz des Herrn Hahn (1927)¢
sowie wieder eine Uberlegung von Riesz (1916, 82, Satz 4) benutzt. Riesz hat
Schauders Hauptsatz II fiir den Fall von Integraloperatoren auf C(a, b) gezeigt (sie-
he Abschnitt 7.4.c). Schlieflich folgt Hauptsatz III ,durch formell-logische Schliisse
aus den Hauptsétzen I, IT (Schauder, 1930c, 193):

Hauptsatz III. Voraussetzung: Eine der Funktionaloperationen f(x) be-
zw. F(Y) ist vollstetig.

Behauptung: Die vier folgenden Eigenschaften sind einander gleichwer-

tig:

a) die Gleichung y = x + f(x) ist fir jedes y losbar,

b) die Gleichung X =Y + F(Y) ist fiir jedes X ldsbar,

¢) die Gleichung 0 = x + f(x) besitzt keine ,,Nullosungen®,

d) die Gleichung 0 =Y + F(Y) besitzt keine ,,Nullosungen®.
(Schauder, 1930c, 193)

Schauder bemerkt, dass die Gleichwertigkeit von a) und ¢) bereits von Riesz (1916)
bewiesen wurde. In der Tat finden wir dies fiir allgemeine vollstetige Transforma-
tionen auf C(a,b) in Riesz’ Satz 7 (siche Abschnitt 7.4.b). Auferdem ergénzt
Schauder in einer ausfiihrlichen Funote — wieder mit Verweisen auf (Riesz, 1916)
und fiir den ,Fall des Hilbertschen Raumes* auf (Riesz, 1913) — wie mit den erhal-
tenen Resultaten die Funktionaloperation

y=az+Af(z),

wobei f(x) vollstetig ist, untersucht werden kann, d.h. wie man zu gewissen Aus-
sagen der Spektraltheorie gelangen kann. Den Abschluss von Schauders Arbeit
bildet eine Anwendung der Resultate auf die Potentialtheorie, worauf wir hier
jedoch nicht mehr eingehen.

Diese Sétze iiber vollstetige Funktionaloperationen kénnen auf heut-
zutage fast klassische Probleme angewendet werden. Wir zeigen es an
dem Beispiel der Integralgleichungen der Potentialtheorie.

(Schauder, 1930c, 193)
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7.9 Abschlielende Bemerkungen

7.9.a Ein kurzer Uberblick zum Begriff der Vollstetigkeit

Im Groften und Ganzen finden sich hier zwei Verwendungsweisen:

1) Hilberts Definition in (Hilbert, 1906b), die Riesz in (Riesz, 1910) in dquiva-
lenter Form iibernimmt, und

2) Riesz’ Modifikation in (Riesz, 1916), die von Hildebrandt (Abschnitt 7.6.a),
Schauder (Abschnitt 7.8.a), Saks (Abschnitt 6.3.d), Banach (Kapitel 5) und
Hausdorff (Abschnitt 8.2.c) aufgegriffen wird.

1) In (Riesz, 1910) lesen wir (siche Abschnitt 6.1.e):

Wir nennen némlich eine Funktionaltransformation vollstetig, wenn bei
ihr jede schwach konvergente Folge in eine stark konvergente iibergeht.
(Riesz, 1910, 487)

Riesz bemerkt (Riesz, 1910, 487), dass diese Definition mit der Hilbertschen (Hil-
bert, 1906b) iibereinstimmt. Bei Hilbert finden wir:

Wir nennen eine Funktion F(z1,x2,...) der unendlich vielen Variablen
T1, T2, ... fiir ein bestimmtes Wertesystem derselben vollstetig, wenn die
Werte von F(z1 4+ &1, 22 + €9, ...) gegen den Wert F'(x1,xo, ...) konver-
gieren, wie man auch immer €1, é9,... fiir sich zur Null werden l&£t,
d.h. wenn

L€1:O762:07.“F(z1 + €1, + 2, ) = F(I17I27 )

wird, sobald man €1, €3, ... irgend solche Wertsysteme 55}1) 5éh)

laufen lafst, dak einzeln

... durch-

)

Lineooe™ =0, Lp—ooel™ =0, ...

ist. Wenn eine Funktion fiir jedes Wertsystem der Variablen vollstetig
ist, so heifte sie schlechthin vollstetig. (Hilbert, 1906b, 200)

Dabei zieht Hilbert ,nur solche Wertsysteme der unendlich vielen Variablen x1, x1,
weey Y1, Y2, ... w.s.f. in Betracht, die der Bedingung

(x,2) <1, (y,y) <1,..
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geniigen“ (Hilbert, 1906b, 177). Hilbert verwendet fiir seine Definition das Konzept
der schwachen Konvergenz: Seien x1 = (£}), 22 = (£2),... und x = (&) Folgen der
abgeschlossenen Einheitskugel in /2, dann konvergiert die Folge aus Folgen (x,,)
schwach gegen die Folge =, wenn

lm € =&, k=1,2, ...,
n— o0

d.h. wenn sie punktweise gegen x konvergiert.

2) In (Riesz, 1916) modifiziert Riesz — aufgrund der Feststellung, dass eine Folge
beschrinkt sein kann, ohne kompakt''? zu sein — seinen Begriff der Vollstetigkeit
aus (Riesz, 1910). Dabei gilt (siche Abschnitt 7.4.a):

FEine lineare Transformation heisse vollstetig, wenn sie jede beschrinkte
Folge in eine kompakte iiberfiihrt. (Riesz, 1916, 74)

Pietsch schreibt dazu:

This terminology was used for many years. Since 1950, on the sugges-
tion of Hille (1948, 14), ,vollstetig® is mostly replaced by ,compact®.
(Pietsch, 2007, 50)

Riesz’ vollstetige Funktionaltransformationen in (Riesz, 1910) sind auf reflexiven
Banachrdumen gerade vollstetig im Sinne von (Riesz, 1916), d.h. kompakt im
heutigen Sinne.!'3

7.9.b Duale Operatoren, duale Gleichungen, duale Aussagen

Fredholm (1903) (siche Abschnitt 7.3.c) fiihrt den zu

Srp(x /fxy

dualen Integraloperator

Tro(x / fly, @

»Eine Folge {fn} heisse nach Fréchet kompakt, wenn jede Teilfolge derselben eine gleichméis-
sig konvergente weitere Teilfolge enthilt.“ (Riesz, 1916, 73) Heute nennen wir (vergleiche
B. (Werner, 2011, 66)) einen linearen Operator T': X — Y kompakt, wenn er beschriankte
Mengen auf relativkompakte Mengen abbildet, bzw. wenn fiir jede Folge (z) in X die Folge
(Tzn) in Y eine konvergente Teilfolge enthélt.
1138jehe z.B. (Werner, 2011, 128).

112
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ein, ohne diesen als solchen zu bezeichnen. Allerdings tut er dies nicht zur For-
mulierung der Fredholmschen Sétze, insbesondere nicht zur Formulierung der ,Or-
thogonalitdtsbedingung‘. Stattdessen formuliert er die Losungen der homogenen
dualen Gleichung explizit. Weiter betrachtet Fredholm nicht explizit die jeweili-
ge duale Gleichung, auch wenn Hellinger und Toeplitz dies in ihrer Beschreibung
sogleich ergénzen. Die Notation Ty taucht das erste Mal als abkiirzende Schreib-
weise bei den Untersuchungen zur ersten Variation von Dy auf und dann wieder
bei Fredholms ,théoréme de multiplication®. Erst in §6 stolen wir auf eine Bezie-
hung zwischen S; und T;, von der wir heute sagen wiirden, sie entspringe aus der
Dualitét der beiden Operatoren.

Riesz betrachtet in (Riesz, 1916) vollstetige Transformationen auf C'(a,b). Obwohl
er fiir diese einen Teil der Fredholmschen Sétze beweist und obwohl er in (Riesz,
1910) schon duale Operatoren auf den LP(a,b)-Rdumen verwendet hat, fiihrt er
hier keinen zugehorigen dualen Operator ein und formuliert somit auch nicht die
jeweiligen dualen Aussagen der Fredholmschen Sétze. Sobald es dann jedoch zur
Anwendung auf Integralgleichungen kommt, erscheinen duale Integralkerne:

R(z,y) = K(y,z),
und ,transponierte Integralgleichungen‘:

Dann sagt man, die Gleichung f — R[f] = g sei in Bezug auf die vorhin
behandelte vom transponierten Typus. Umgekehrt ist f — K[f] = ¢
der zu f — &[f] = g transponierte Typus. (Riesz, 1916, 95)

Auferdem formuliert Riesz hier die dualen Aussagen der Fredholmschen Sétze,
insbesondere mit den jeweiligen ,Orthogonalitatsbedingungen‘. Es stellen sich zwei
Fragen: 1) Warum verzichtet Riesz im allgemeineren Fall der vollstetigen Transfor-
mationen auf C(a,b) auf die Einfiihrung eines dualen Operators, mit der er auch
die jeweiligen dualen Gleichungen hétte betrachten kénnen, die ihn im Integral-
operatorfall zu den entsprechenden dualen Aussagen fithren? 2) Warum schriankt
sich Riesz trotz seiner Bemerkung in der Einleitung auf vollstetige Operatoren auf
C(a,b) ein? Zur Erinnerung:

Die in der Arbeit gemachte Einschrankung auf stetige Funktionen ist
nicht von Belang. (Riesz, 1916, 71)

Neben der Anwendbarkeit seiner Argumente auf L?(a,b) und den ,Hilbertschen
Raum® 12, die Riesz selbst als Beispiel nennt, lassen sich seine Resultate aus §2,
wie oben erwdhnt, ohne weiteres auf allgemeine Banachriume iibertragen. Pietsch
schreibt dazu:
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Riesz was not able to express the relationship between the transposed

b b
F(t) = / K(s,)f(t)dt and §(s) s / K (s,1)5(s) ds

in an abstract form. This could have been the reason why he contin-
ued working in Cla,b]. Only after the discovery of the Hahn-Banach
theorem did duality provide the way out. (Pietsch, 2007, 51)

Tatséchlich ist die Definition eines allgemeinen dualen Operators erst dann sinn-
voll, wenn der Dualraum eines allgemeinen normierten Raums nicht nur aus dem
Nullfunktional besteht. Dies zeigt der Satz von Hahn-Banach (erst) im Jahr 1927
bzw. 1929. Schauder (1930¢) verallgemeinert die Rieszsche Theorie — in den Worten
von Werner:

[Riesz’] Resultate wurden durch Schauder (1930c) komplementiert, der
gleichzeitig den adjungierten Operator betrachtete.
(Werner, 2011, 314)

Dabei liegen sdmtliche Resultate Schauders bei Riesz fiir den Spezialfall der Inte-
graloperatoren auf C'(a,b) vor. In Riesz’ allgemeinem Fall der vollstetigen Opera-
toren auf C'(a, b) wird ,nur‘ die endliche Anzahl der linear unabhéngigen Losungen
der homogenen Gleichung

x4+ f(z)=0

aus Schauders Hauptsatz I gezeigt (Riesz’ Satz 1), sowie die Alternativen a)-c)
aus Schauders Hauptsatz III (Riesz’ Satz 7), nicht jedoch die entsprechende Or-
thogonalitdtsbedingung aus Schauders Hauptsatz II fiir den Fall der Gleichung

z+ f(z) =y.

Fiir Schauder treffen damit drei wichtige Errungenschaften aufeinander: 1) Riesz’
vollstdndige duale Formulierung der Fredholmschen Sétze fiir den Fall der Integral-
operatoren auf C(a,b), 2) Riesz’ Resultate fiir allgemeine vollstetige Operatoren
auf C(a,b) (in nicht-dualer Form) und 3) Banachs Einfithrung des allgemeinen
dualen Operators in (Banach, 1929b), worauf Schauder jeweils verweist. Somit
vollendet Schauder die von Riesz’ begonnene Theorie mit dem Resultat der For-
mulierung der allgemeinen Fredholmschen Sétze in dualer Form, ist jedoch nicht
als Urheber des Konzepts eines allgemeinen dualen Operators oder der Idee, die
entsprechenden zueinander dualen Gleichungen zu untersuchen, zu sehen.

Es sei noch darauf hingewiesen, dass Schauder, im Gegensatz zu Banach in (Ba-
nach, 1929b), wo der allgemeine duale Operator eingefiihrt wird, in seiner kurz
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darauf veroffentlichten Arbeit (Schauder, 1930c), deren Inhalte ja schon im Juni
1929 vorgetragen wurden, den (Raum-) Begriff des ,konjugierten Raums“ verwen-
det. Da Schauder Hahns Arbeit (Hahn, 1927) kannte, ist dies nicht verwunderlich.
Dennoch ist interessant, dass Banach diesen Begriff 1929 noch nicht verwendet.



8 Duale Operatoren in normierten
und metrikfreien Raumen

8.1 Felix Hausdorff (1868-1942)

Auf der Seite des Projekts der Hausdorff Edition''* lesen wir:

Felix Hausdorff (1868-1942) gehort zu den herausragenden Mathemati-
kern der ersten Hilfte des 20. Jahrhunderts. Er ist einer der Begriinder
der Topologie, einer fiir die moderne Mathematik grundlegenden Dis-
ziplin, und er leistete bedeutende Beitrage zur Mengenlehre, Maftheo-
rie, Funktionalanalysis, Algebra und angewandten Mathematik. Als

M4Giehe http://www.hausdorff-edition.de, 19.05.21. Produkt des Projekts ist eine kommentierte
und um Nachlassmaterial ergdnzte Ausgabe von Hausdorffs gesammelten Werken: (Brieskorn
et al., 2020).
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Protagonist der mathematischen Moderne ist er nicht ohne seine phi-
losophischen Arbeiten zu verstehen. Dies und auch seine literarischen
Arbeiten machen Hausdorff zu einem exzeptionellen Intellektuellen und
produktiven Mathematiker der Zeit von der Jahrhundertwende bis zum
Ende der Weimarer Republik. Wegen seiner jiidischen Herkunft wurde
er von den Nationalsozialisten verfolgt und schlieflich in den Tod ge-
trieben. Hausdorff hat bis zu seinem Tod wissenschaftlich gearbeitet,
konnte aber in Deutschland nicht mehr publizieren. Er hinterliefs ne-
ben seinem publizierten Werk ein ungewthnlich umfangreiches Korpus
an wissenschaftlichen Manuskripten. Diese spiegeln in ihrer Gesamt-
heit die Entwicklung wesentlicher Teile der Mathematik in der ersten
Hilfte unseres Jahrhunderts wider.

Felix Hausdorff wurde am 8. November 1868 in Breslau geboren. 1870 zog die Fa-
milie nach Leipzig, wo Hausdorff von 1887 bis 1891 Mathematik und Astronomie
studierte, unterbrochen durch Aufenthalte in Freiburg im Breisgau und Berlin.
1891 promovierte er bei H. Bruns mit der Arbeit Zur Theorie der astronomischen
Strahlenbrechung. 1895 habilitierte er sich ebenfalls im Bereich der Astronomie und
an der Universitat Leipzig, wo er eine Stelle als Privatdozent erhielt und neben der
Lehre und Forschung in der Mathematik auch seine literarischen und philosophi-
schen Interessen verfolgte. Unter dem Pseudonym Paul Mongré verdffentlichte er
einige philosophisch-literarische Schriften. 1901 wurde Hausdorff aufierordentlicher
Professor an der Universitat Leipzig. Als Mitglied einer jiidischen Familie bedriick-
te ihn hier immer mehr eine antisemitische Atmosphére. Sein Hauptarbeitsgebiet
wurde bald die Mengenlehre. 1910 wurde er als planméfiger Extraordinarius an
die Universitdt Bonn berufen, wo er die Arbeit an seinem Buch Grundzige der
Mengenlehre (Hausdorff, 1914) begann. 1913 folgte er einem Ruf als Ordinarius
an die Universitat Greifswald, wo er zeitweise der einzige Mathematiker und durch
die Lehre fast vollstandig ausgelastet war. Als er 1921 nach Bonn berufen wurde,
konnte er sich wieder mehr in Forschung und Lehre (z.B. in einer Vorlesung iiber
Wahrscheinlichkeitstheorie) entfalten. In Bonn schloss er aufierdem Freundschaft
mit Study und Toeplitz. In dieser Zeit entstand auch seine Arbeit Zur Theorie der
linearen metrischen Riume (Hausdorff, 1932), die wir im folgenden Unterkapitel
vorstellen wollen. Purkert berichtet in Band III von (Brieskorn et al., 2020), dass
Hausdorff sich schon friih intensiv mit Gebieten der entstehenden Funktionalana-
lysis beschéftigt hat. 1931 gab er dann mit der Vorlesung Punktmengen Purkert
zufolge eine ,yorziigliche Einfiihrung in den aktuellen Stand der linearen Funktio-
nalanalysis“. Aus dieser Vorlesung ging die Arbeit (Hausdorff, 1932) hervor. Zwar
hat sich Hausdorff auch danach noch mit Themen der Funktionalanalysis beschéf-
tigt, jedoch nichts mehr dazu veréffentlicht. Im Jahr 1935 wurde Hausdorff als Jude
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emeritiert. Er veroffentlichte noch sieben Arbeiten aus dem Bereich der Mengen-
lehre und der Topologie. 1941 wurde dann damit begonnen, die Bonner Juden in
das Kloster in Bonn-Endenich zu deportieren, von wo aus spéater die Transporte
in die Vernichtungslager erfolgen sollten. Nachdem Hausdorff und seine Frau den
Befehl erhalten hatten, sich ins Endenicher Lager zu begeben, nahmen sie sich
am 26. Januar 1942 das Leben. Hausdorff hatte seinen handschriftlichen Nachlass
zuvor H. Bonnet iiberbracht.

8.2 Der allgemeine normierte Fall bei Banach und
Hausdorff (1932)

In seinem Artikel La dualité dans les espaces vectoriels topologiques von 1942 ver-
weist Dieudonné auf die Arbeiten (Banach, 1932) und (Hausdorff, 1932) zum nor-
mierten Fall. Das entsprechende Kapitel aus Banachs Théorie des opérations li-
néaires haben wir schon vorgestellt (siche Kapitel 5). Nun wollen wir auch einen
Blick in Hausdorffs Theorie der linearen metrischen Rdume werfen. Diese enthélt
ebenso wie Banachs Monografie eine Ubersicht der bis 1932 errungenen Resul-
tate in der Funktionalanalysis. Uns geniigen an dieser Stelle die entsprechenden
Untersuchungen bzgl. der dualen Gleichungen y = sz, u = s’v und des dabei auf-
tretenden dualen Operators.

Hausdorffs Abhandlung entstand aus der Aufgabe heraus, die bisherigen Resul-
tate aus der Theorie der normierten Rdume zusammenhéngend darzustellen und
daraufhin zu untersuchen, wo die Voraussetzung der Vollstdndigkeit tatséchlich
notwendig ist.11®

Die folgende, moglichst allgemein gehaltene Darstellung, die auch auf
die Verschiedenheit der Baireschen Kategorie bei linearen Rdumen ein-
geht, moge daher nicht als iiberfliissig angesehen werden, obwohl sie
natiirlich auch viel Bekanntes wiederbringt; ihr Kern liegt in den drei
einfachen Hauptsétzen (VI, X, XI), die sich auf die beiden Begriffe
stetig umkehrbar®, ,normal auflésbar beziehen und alle bisher aufge-
stellten speziellen Satze in sich enthalten diirften.

(Hausdorff, 1932, 294)

11574 den bisher aufgestellten speziellen Sitzen gibt Hausdorff die folgenden Literaturangaben:
(Schmidt, 1908), (Riesz, 1913), (Helly, 1912), (Helly, 1921), (Hahn, 1922), (Hahn, 1927),
(Banach, 1922), (Banach, 1929a), vergleiche Teil I; (Toeplitz, 1907), (Riesz, 1913), (Banach,
1922), (Banach, 1929b), vergleiche Kapitel 6; (Riesz, 1916), (Schauder, 1930b), (Schauder,
1930c¢), vergleiche Kapitel 7; aulerdem (Kuratowski, 1924), (Sierpiriski, 1930) und (Toeplitz,
1911).
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8.2.a Die konjugierte Abbildung

Grundlage fiir Hausdorffs Untersuchungen sind zwei normierte Rédume (,lineare
metrische Réume* (Hausdorff, 1932, 295)) E, und E,.

Durch
Yy = sz,

wo s ein Funktionszeichen ist, werde jedem Punkt z € F, eindeutig
ein Punkt y € E, als Bild zugeordnet, so daf

sE, =L, < E,
das Bild des ganzen Raumes E,, ist. (Hausdorff, 1932, 296)

Hausdorff weist darauf hin, dass bei sz absichtlich keine Klammern verwendet
werden, da sich dies in gewissen Féllen als Matrizenprodukt auffassen lasst. Die
Abbildung y = sz soll stets als linear und stetig vorausgesetzt werden, wobei die
Stetigkeit dquivalent zur Beschrianktheit ist (Hausdorff, 1932, 297). Als Spezialfall
dieser linearen Operatoren — auch in diesem Kapitel verstehen wir darunter immer
auch die Stetigkeit/Beschranktheit — fithrt Hausdorff stetige lineare Funktionale
(Ey = R) und damit schlieflich den Dualraum ein (vergleiche Abschnitt 2.8.c):

Die samtlichen stetigen linearen Abbildungen s des festen Raumes E,
in den festen Raum E, bilden, mit dem Betrag |s| metrisiert, wieder
einen linearen metrischen Raum Fs. |...]

II. Der Raum Ej ist vollstindig, falls E, vollstindig ist (auf E; kommt
es nicht an). [...]

In dem besonderen Falle, daff E, der Raum der reellen Zahlen ist,
haben wir die reellen linearen stetigen Funktionen von x € E, vor uns,
die man auch lineare Funktionale oder Linearformen nennt; wir werden
sie in der Regel mit ux bezeichnen. Sie bilden mit dem Betrage

|uz|

|u| = sup — = sup |uz|
z#£0 || |z|=1

einen (wegen der Vollstandigkeit des reellen Zahlenraumes) vollstdndi-

gen linearen metrischen Raum F,, den zu F, konjugierten Raum.
(Hausdorff, 1932, 298f)
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Hausdorff erklért, dass sich zwei lineare Operatoren
s: b, —FEy, t:E,—E,
— in moderner Schreibweise — folgendermafien zu einem linearen Operator
z:E, - FE,

zusammensetzen lassen:
zax = t(sx) = (ts)x.

Als Spezialfall dieser Zusammensetzung ergibt sich analog zu Banach (1929b) (sie-
he Unterkapitel 6.4) der duale Operator:

Hausdorff 1932

Ist z.B. E, der Raum der reellen Zahlen, so erhalten wir vermoge
der stetigen linearen Abbildung y = sz von E, in E, aus jeder in
E, definierten Linearform vy eine in I, definierte Linearform

vy = v(sz) = (vs)x = ux,

oder es gibt eine wegen |u| < |v] |s| stetige lineare Abbildung des zu
E, konjugierten Raumes F, auf einen linearen Teilraum L,, = E,s
des zu E, konjugierten Raumes E,,. Diese Abbildung u = vs heifst
die zu y = sz konjugierte Abbildung. Ihr Betrag
|vs|
|Is|]| = sup —— = sup |vs|
v#0 |U| v|=1

ist jedenfalls < |s|, wird sich aber = |s| ergeben.

(Hausdorff, 1932, 299)

In unserer heutigen Schreibweise: Mittels eines linearen Operators
s: By = B,
ergibt sich fiir jedes stetige lineare Funktional v auf £,

v:E,— E, =R
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ein stetiges lineares Funktional u auf F,:
vy = v(sz) = (vs)r = uz.
Bzgl. dieser Identitét lasst sich ein weiterer linearer Operator s’ definieren:
s':Ey,=E, = L,=E,;s CE,; s(v)=u.

HausdorfT stellt diesen dualen Operator s’ jedoch durch Vertauschen der Reihen-
folge in den Abbildungen v = vs und y = sz dar: Die Abbildung

Yy = sz,
mit s an vorderer Stelle, wiirden wir heute formulieren als
s:Ey—E,, s(x)=y

und die Abbildung

mit s an hinterer Stelle, als
! / / _ —
E, — E,, s'(v)(=vs)=u.

Damit ist auch mit der Norm ||s|| in unserer heutigen Schreibweise ||s’|| gemeint
und mit |s| die Norm des urspriinglichen Operators, in unserer heutigen Schreib-
weise ||s|. Hausdorff driickt mit dieser Notation, im Gegensatz zu den vorigen
Darstellungen aus Kapitel 6 und 7,1'® neben der Eigenschaft (Ax,y) = (x, ATy)
den Zusammenhang der Idee eines dualen Operators mit der einer transponier-
ten Matrix aus: Fiir eine Matrix A € R™*", ihre Transponierte A7 € R™*™ und
x € R™ gilt:
(Az)T = 2T AT,

8.2.b Aussagen zu Reziproken

Hausdorff gibt einige Aussagen zu Reziproken, die u.a. wegen Riesz’ Verweis auf
Toeplitz in (Riesz, 1910) (siehe Abschnitt 6.1.d) fiir diese Arbeit interessant sind.
Es seien y = sz eine stetige lineare Abbildung von E, in E,, und 2’ = ty eine stetige
lineare Abbildung von E, in E,, und damit ¢s eine stetige lineare Abbildung von
E, in sich und st eine stetige lineare Abbildung von Ej, in sich. Ist dann ts = 1, die

116Fine Ausnahme bildet Hildebrandt (1928), siche Abschnitt 7.6.b.
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identische Abbildung von FE, auf sich, so heift ¢ eine ,linke Reziproke* von s und

s eine ,rechte Reziproke* von t; entsprechend umgekehrt fiir den Fall st = 1y.117

Die Existenz einer linken Reziproken ¢ zu s ist damit gleichbedeutend,
dafs die Abbildung y = sx eine eindeutige stetige Umkehrung =z = 3§y,
Abbildung von L, auf E,, besitzt, die sich zu einer stetigen linearen
Abbildung = = ty des ganzen Raumes E, auf E, erweitern lasst. Die
Existenz einer rechten Reziproken t zu s ist damit gleichbedeutend,
daf die Abbildung y = sz, auf eine geeignete lineare Teilmenge L, von
E, eingeschrinkt, diese schlicht [d.h. eindeutig umkehrbar, A.W.| und
beiderseits stetig auf den ganzen Raum E, abbildet.

(Hausdorft, 1932, 300)

Zum Kriterium der Existenz der linken Reziproken schreibt Hausdorff, dass diese
Erweiterungsfihigkeit im Fall des ,Hilbertschen Raumes®, d.h. im Folgenraum [2,
auf Grund von Schmidts Resultat tiber orthogonale Projektionen in (Schmidt,
1908) sicher besteht. Daraus folgen die Reziprokensétze von Toeplitz (1907) (siche
Abschnitt 6.1.d).

Wenn s sowohl eine linke Reziproke t (ts = 1,) als auch eine rechte
t' (st = 1,) hat, so stimmen sie {iberein [...|; man spricht in diesem
Fall von einer Reziproken schlechthin, und hierfiir ist notwendig und
hinreichend, daf die Abbildung y = sz (mit der Umkehrung = = ty)
eine lineare Homdomorphie zwischen £, und F, darstelle.
(Hausdorff, 1932, 300)

D.h. dass die Abbildung y = sz stetig ist und (mit = = ty) eine eindeutige stetige
Umkehrung besitzt.

8.2.c Duale Gleichungen

Im letzten seiner vier Paragraphen konzentriert Hausdorff sich auf den Einsatz des
dualen Operators. Zunédchst nennt er die Paradebeispiele fiir duale Rdume: Der
konjugierte Raum des Folgenraums 1P (, HP“) mit p > 1 ist [ ﬁ; ,der Hilbertsche
Raum H? ist zu sich selbst konjungiert®; der konjugierte Raum von ' ist [°°, der
konjugierte Raum der Nullfolgen aus [* ist [*. Dann folgt mit einem Verweis auf
Hahn (1927) und Banach (1929a) der Satz von Hahn-Banach mit anschliefendem
Korollar {iber die Existenz eines nichttrivialen Funktionals (siehe Abschnitte 2.8.b
und 2.8.e).

117Vergleiche (Hellinger und Toeplitz, 1927, 1428f) und Abschnitt 6.1.d zu ,vorderer und hinterer
Reziproke®.
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VIII. (Erweiterungssatz) Eine in der linearen Menge L < E,, definier-
te Linearform ux mit der Schranke M (|ux| < M|z| fir x € L) lift
sich auf den ganzen Raum E, mit derselben Schranke erweitern. |...]

VIII. Ist L < E, linear und in E, abgeschlossen, so gibt es eine in L
verschwindende, aber in einem vorgegebenen Punkte xo € E, — L nicht
verschwindende Linearform ux. Zu einem vorgegebenen Punkte xo # 0
gibt es eine in xy nicht verschwindende Linearform mit |uxzo| = |ul |zol.

(Hausdorff, 1932, 306)

Schlieflich erfolgt die Einfiihrung des Bidualraums und die Feststellung der allge-
meinen Nichtreflexivitit (vergleiche Abschnitt 2.8.d):

Die Linearformen von u, die wir unter Nachsetzung des Funktionszei-
chens ¢ mit ux bezeichnen, bilden den zu E, konjugierten Raum E.
Dieser Raum ist > F, in dem Sinne, daf er eine zu E, linear isome-
trische Teilmenge enthélt, die man mit E, identifizieren kann. [...] Im
allgemeinen gilt hier nicht das Gleichheitszeichen.

(Hausdorff, 1932, 306)

Als Begriindung, dass im Allgemeinen nicht gilt E, = E,, d.h. dass E; im Allge-
meinen nicht isomorph zu seinem Bidualraum ist, nennt Hausdorff zum einen das
folgende Gegenbeispiel: ,,Zum Raum der Nullfolgen aus H*> ist H' der konjugierte
Raum, zu diesem H, zu diesem ein Raum > H'“ (Hausdorff, 1932, 306); zum
anderen das folgende Argument: ,schon weil jeder konjugierte Raum vollsténdig
ist, was F, nicht zu sein braucht* (Hausdorff, 1932, 306).

Jetzt folgen die fiir uns interessanten Untersuchungen zu dualen Gleichungen: Es
seien (in Hausdorffs Sprechweise) £, und E, lineare metrische Réume und E, und
E, die jeweils konjugierten Raume. Weiter sei

y=so &
eine stetige lineare Abbildung von E, auf L, < E, und
u=vs (2)

die zu (1) konjugierte Abbildung (und damit linear und stetig) von E, auf L, <
E,.

Wir fragen nach der Auflosbarkeit von (1) bei gegebenem y nach z und
von (2) bei gegebenem u nach v. (Hausdorff, 1932, 307)

Hausdorffs gleich folgenden beiden Hauptsdtzen dazu geht ein Satz voraus:
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IX. Zur Auflésbarkeit von y = sx nach x ist notwendig, daf$ fir alle
v mit vgs = 0 auch voy = 0 sei. Zur Auflésbarkeit von u = vs nach v
ist notwendig, daf8 fir alle xg mit sxo =0 auch uzg =0 sei.

Das folgt unmittelbar aus voy = (vos)z und uxg = v(szg). Es ist ferner

klar, dak aus einer Losung x von (1) alle Losungen durch x + z, aus

einer Losung von (2) alle Losungen durch v + vg erhalten werden.
(Hausdorff, 1932, 307)

Dies ist die ,Orthogonalitdtsbedingung‘: Zur Auflésbarkeit von y = sz ist not-
wendig, dass y orthogonal zu allen Lésungen vy der homogenen dualen Gleichung
vos = 0 ist. Analoges gilt fiir die duale Gleichung u = vs. Im Fall endlicher Rdume
und im Fall kompakter Operatoren ist diese Bedingung auch hinreichend. Haus-
dorff nennt nun eine der Gleichungen (1) und (2) ,normal auflésbar, wenn die
Bedingung auch hinreichend ist, und bemerkt:

Man beachte, daf die Forderung normaler Auflésbarkeit fiir beide Glei-
chungen nicht dasselbe bedeutet, sondern fiir die Gleichung (2) schéarfer
ist als fir (1). (Hausdorff, 1932, 307)

Dies liegt an der Tatsache, dass Banachrdume im Allgemeinen nicht reflexiv sind.
Hausdorff fiihrt folgende Abkiirzungen ein (Hausdorff, 1932, 307), die wir mit
der Schreibweise aus Unterkapitel 7.1 jeweils wie ganz rechts angegeben notieren

wiirden:
L, = sE, das Bild von E, bei der Abbildung y = sz =ims
L, = E,s das Bild von E, bei der Abbildung u = vs =ims’
F, = Menge der Punkte xzg mit sxqg =0 = ker s
F, = Menge der Punkte vg mit vgs =0 = ker s’
F, = Menge der Punkte y mit voy =0 (fiir vy € F,) = (kers’) |
F,, = Menge der Punkte u mit uzg =0 (fiir zy € F) = (kers)*

Hausdorff bemerkt, dass die mit F' bezeichneten Mengen alle abgeschlossen sind.
Der Satz IX besagt nun einfach, dafl
LySFgﬁ Lu SFuv

und die Forderung normaler Auflésbarkeit verlangt, daf fiir y = sz in
der ersten, fiir u = vs in der zweiten dieser Formeln das Gleichheits-
zeichen gelte. (Hausdorff, 1932, 307)



204

Das heifst, dass gelte:

ims = (kers’), bzw. ims’ = (kers) .

Hausdorff erklart, dass immer gilt

ims = (kers’)
und fiir reflexive Raume auch

im s’ = (kers)t.

Daraus folgt Hausdorfls Zweiter Hauptsatz:

X. (Zweiter Hauptsatz) Zur normalen Auflosbarkeit von y = sz ist not-
wendig und hinreichend, daf die Menge L, = sE, in I, abgeschlossen
sei. Zur normalen Auflésbarkeit von u = vs ist notwendig und, falls
der zu E, konjugierte Raum wieder E, ist, auch hinreichend, daf$ die
Menge L, = E,s in E, abgeschlossen sei.

Weiter aber gilt:

XI. (Dritter Hauptsatz) Zur normalen Auflosbarkeit von u = vs ist die
stetige Umkehrbarkeit von y = sr notwendig und hinreichend.
(Hausdorff, 1932, 308)

Es folgen weitere Aussagen zur normalen Auflosbarkeit, siche (Hausdorff, 1932,
308-310). Zusammenfassend schreibt Hausdorff:

Bei vollstindigem E, und E, ist fir jede der Abbildungen y = sz,
u = vs die stetige Umkehrbarkeit mit der normalen Auflésbarkeit dqui-
valent, und nach XI sind alle vier Eigenschaften miteinander dquiva-
lent. (Hausdorff, 1932, 310)

Abschliefsend geht Hausdorff auf wvolistetige lineare Abbildungen ein. Dabei gilt
wetwas modifiziert nach Riesz (1910, 74)“

Die lineare Abbildung y = tx von E, in E, heifit vollstetig, wenn sie
jede beschriankte Menge in eine total beschrinkte oder, was dasselbe
ist, jede beschrénkte Folge x,, in eine solche Folge vy,, = tx,, verwandelt,
die eine Fundamentalfolge vy, enthélt. (Hausdorff, 1932, 310)

Eine ,,Fundamentalfolge ist dabei eine Cauchyfolge im heutigen Sinne. ,,Fine Men-
ge heiftt total beschrankt, wenn sie fiir jedes 6 > 0 Summe endlich vieler Mengen
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von Durchmessern < § ist.“ (Hausdorff, 1932, 310) Hausdorff zeigt fiir die vollste-
tige Abbildung ¢ von E, in E, den folgenden Satz:

XIII. Die Abbildung y = sx = x — tx des vollstdndigen Raumes F, in
sich ist, wenn tx vollstetig ist, stetig umkehrbar.
(Hausdorff, 1932, 311)

Aufserdem ergénzt Hausdorff, dass unter den Voraussetzungen von Satz XIII nicht
nur die beiden Abbildungen y = sx und u = vs normal auflésbar sind, sondern
— mit Verweis auf Riesz (1916) — auch die homogenen Gleichungen sxg = 0 und
vos = 0 dieselbe Anzahl linear unabhéngiger Lésungen haben.

8.3 Der metrikfreie Fall bei Dieudonné (1942)

In Unterkapitel 3.6 haben wir schon einen Blick in Dieudonnés Theorie in (Dieu-
donné, 1942) geworfen. Zur Ubersicht hier noch einmal die wichtigsten Schritte mit
kleinen Ergdnzungen: Ausgangspunkt von Dieudonnés Arbeit ist der Gleichungs-
typ

f(@) = yo,

wobei f : E — F ein Operator zwischen zwei Vektorrdumen E und F sein soll.
Dieudonné verweist auf den endlichdimensionalen Fall dieses Problems (vergleiche
Unterkapitel 7.1):

Lorsque E et F' ont un nombre fini de dimensions, de probléme se
raméne & la résolution d'un systéme d’équations linéaires f;(z) =
Yio (1 < i < n), ou les f; sont des formes linéaires et les seconds
membres, des scalaires donnés: probléme purement algébrique, dont la
solution classique fait intervenir les matrices; ...(Dieudonné, 1942, 107)

Unabhéngig von der Anzahl der Dimensionen von E und F findet sich hier die
oben angesprochene ,Orthogonalitdtsbedingung’ in rein algebraischer Form:

mais il est possible de mettre cette solution sous une forme qui
s’étende aussitot au cas ou on ne fait aucune hypothése sur le nombre
de dimensions de F et F. Il faut pour cela introduire la notion de
dual algébrique d’un espace vectoriel F: on entend par 14 un nouvel
espace vectoriel dont les éléments sont les formes linéaires définies dans
E. A toute application linéaire f de E dans F' est alors associée une
application linéaire f* du dual de F' dans le dual de E, dite transposée
de f (lorsqu’on rapporte E, F et leurs duals & des bases convenables,



206

la matrice associée & f* n’est autre que la matrice transposée, c’est-
a-dire obtenue par échange des lignes et des colonnes, de la matrice
associée & f); et la condition de résolubilité de 1’équation f(z) = yo
est que u(yp) = o pour toute forme linéaire u définie sur F' et telle que
f*(u) =0.118 (Dieudonné, 1942, 107)

Diese rein algebraische Losbarkeitsbedingung ist nun aber nicht sehr niitzlich fiir
die allgemeine Anwendung;:

Cette forme de la condition de résolubilité est toutefois trop générale
pour étre utile dans les équations linéaires que ’on rencontre en pra-
tique, ot 'innconnue et le second membre parcourent des espaces vec-
toriels & une infinité de dimensions (le plus souvent des espaces fonc-
tionnels); c’est que, dans ces équations, les applications linéaires f qui
interviennent ne sont pas du type le plus général, mais sont assujet-
ties & des conditions liées a la présence de topologies sur les espaces
vectoriels E et Fj [...] (Dieudonné, 1942, 107f)

Hier setzt Dieudonné an, wobei er so allgemein wie mdglich bleiben méchte. Er
fithrt das in Abschnitt 3.6.a dargestellte, symmetrische duale System zweier belie-
biger Vektorrdume mit einer Bilinearform ein, welche den Bedingungen (Dg) und
(Dr1) geniigt. Zu einer ,application linéaire v de E dans F* definiert er bzgl. der
stopologie faible* den zugehorigen dualen Operator (siche auch hierzu Abschnitt
3.6.a):

Dieudonnés ,transposée* von 1942

Si u est faiblement continue, il résulte des théorémes 2 et 9 qu’a
tout ¢’ € F’ correspond un 2’ € E’ et un seul tel que C(u(z),y’) =
B(z,2'); la donnée de l'application linéaire u de FE dans F' définit
donc une application de F’ dans E’, que nous designerons par u/,
et appellerons la transposée de u; il est immédiat que v’ est une
application linéaire; elle satisfait & I'identité fondamentale

B(x,u'(y') = Clu(x),y). (D

Inversement, cette identité caractérise u' [...].
(Dieudonné, 1942, 118)

H18Djeudonné verwendet o fiir das Nullelement des zugrunde liegenden Kérpers und O fiir das
Nullelement des Dualraums von E.
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Dieudonnés Aussagen zur schwachen Stetigkeit in den Théorémes 2 et 9 (Dieu-
donné, 1942, 114, 118) zeigen in diesem allgemeinen Fall zweier beliebiger Vek-
torraumpaare das, was Riesz’ Darstellungssatz im Fall der LP(a,b)-Riume zeigt
(vergleiche Abschnitt 6.1.b): die Moglichkeit einer eindeutigen Zuordnung eines
Elements 2’ € E’ zu jedem y’ € F’ mit der obigen Eigenschaft. Der duale Opera-
tor zu v’ ist wiederum w:

On peut donc définir la transposée de Iapplication linéaire continue u’;
cette transposée n’est autre que u (en d’autres termes, la relation entre
u et u' est symétrique). (Dieudonné, 1942, 119)

Aus der ,jidentité fondamentale (I)* ergibt sich nun ,une série de conséquences,
par ou se relient étroitement les propriétés d’une application linéaire u et de sa
transposée u'.“ (Dieudonné, 1942, 119) So z.B. die folgenden Sétze aus Abschnitt
3.6.b:

Théoréme 11 On a

(Dieudonné, 1942, 119)

Bei der Suche nach Losbarkeitskriterien fiir die lineare Gleichung

u(z) = yo
erhalt Dieudonné zum einen das uns bekannte Resultat mit Verweis auf Kothe:

Théoréme 12 Pour que [’équation u(x) = yo admette une solution au
1

moins, il faut et il suffit que yo soit orthogonal & v’ (0), et que la forme
linéaire Hy,, définie dans u'(F"), soit continue dans ce sous-espace.
(Dieudonné, 1942, 120)

Zum anderen das

Théoréme 13 Siu(E) est fermé dans F, pour que l’équation u(x) = yo
admette au moins une solution, il faut et il suffit que yo soit orthogonal

a v (0). (Dieudonné, 1942, 120)

Analoge Aussagen zu Théoréme 11 und Théoréme 18 im normierten Fall finden
wir bei Hausdorff (1932) (siche Abschnitt 8.2.c). Dieudonné bemerkt, dass sein
Théoréme 13 das in der Einleitung vorgebrachte algebraische Losbarkeitskriterium
impliziert:



208

Le critére de résolubilité algébrique d’une équation linéaire f(x) = yo,
rappelé dans I'Introduction (§1), se déduit facilement du théoréme 13;
il suffit en effet de prendre pour E’ et F' les duals algébriques de E et F
respectivement; alors toute forme linéaire sur E (resp. F') est continue,
donc (§3) tout sous-espace vectoriel de E (resp. F') est fermé, et le
théoréme 13 est par suite applicable. (Dieudonné, 1942, 121)

Mit den Konzepten seines ersten Kapitels zeigt Dieudonné dann im zweiten Kapitel
weitere Resultate fiir den normierten Fall, die sich schon bei Banach (1932) und
Hausdorff (1932) finden:!19

Comme nous 'avons déja signalé (Introduction, §1), a 'exception du
théoréeme 20, aucun des résultats de ce Chapitre ne doit étre consi-
déré comme nouveau; les principaux sont dus & M. Banach (1932) et a
M. Hausdorff (1932). Ce sont d’ailleurs ces résultats qui nous ont servi
de guides dans la théorie générale exposée au Chapitre I; en particu-
lier, la forme des principaux théorémes que nous avons obtenus sur les
topologies faibles est calquée sur les théorémes analogues de M. Haus-
dorff pour les topologies d’espace normé (bien que le principe de leur
démonstration soit tout a fait différent). (Dieudonné, 1942, 122)

8.4 Abschlielende Bemerkungen
8.4.a Dieudonné und die Arbeiten von Banach und Hausdorff

Bei der Herausgabe von Hausdorffs gesammelten Werken schreibt Chatterji, wie
Dieudonnés Arbeit von 1942 zu (Banach, 1932) und (Hausdorff, 1932) steht:

Dieudonné [...] was strongly motivated in writing his 1942 paper by
the problem of solving the equations y = sz, u = s'v (in our nota-
tion) in the general framework of two vector spaces in duality; indeed
(Dieudonné, 1942) can be said to be the birthplace of this duality the-
ory. Two sources seemed to have influenced Dieudonné: Banachs book
(Banach, 1932) and this paper of Hausdorff (1932); he refers to them
several times and although his methodology is quite different, it is clear
that he is aiming at the clearest possible formulation of the theorems

concerning s, s’ given by Banach and Hausdorff.
(Chatterji et al., 2001, 296)

119 Théoréme 20 Pour qu’un espace localement convexe E soit normable, il faut et il suffit
qu’il existe un voisinage de 0 faiblement borné dans E. (Dieudonné, 1942, 126) Dieudonné
verweist hier auf Wehausen (1938).
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Wie bereits angemerkt, verlauft Dieudonnés Einfiihrung der ,transposée” (siehe
Unterkapitel 3.6 und 8.3) analog zu der von Banachs ,opération adjointe (sie-
he Unterkapitel 6.4) und der von Hausdorffs ,konjugierter Abbildung* (sieche Ab-
schnitt 8.2.a). Auch die in dieser Arbeit dargestellten Resultate Dieudonnés, welche
die ,Orthogonalitdtsbedingung’ enthalten, finden wir analog bei Banach (siehe Ka-
pitel 5) und Hausdorff (siehe Abschnitt 8.2.c). Dieudonnés Ziel war es, ein sehr
allgemeines ,Gertist‘ zu schaffen, welches dann verwendet werden kann, um Re-
sultate in spezielleren Fillen zu beweisen. Genauer: Aus Aussagen zu allgemeinen
Vektorrdumen, die nicht notwendigerweise mit einer Topologie ausgestattet sein
miissen, sollen Folgerungen fiir lokalkonvexe und normierte Raume hergeleitet wer-
den; diese Fille sind fiir Dieudonné ,les plus importants en pratique® (Dieudonné,
1942, 110).

8.4.b Dieudonné und die Entwicklungszweige dualer Raume
und dualer Operatoren

Sowohl der in Teil I dargestellte Entwicklungszweig des Begriffs dualer Rdume als
auch der in Teil IT dargestellte Entwicklungszweig dualer Operatoren endet mit
einem Unterkapitel zu Dieudonné (1942). Natiirlich finden sich neben (Dieudonné,
1942) (und (Riesz, 1910)) weitere Uberschneidungen dieser beiden Entwicklungs-
zweige — und auch viele ,Abzweigungen‘. Wir hoffen aber, einen Grofsteil der histo-
rischen Entwicklungen der beiden Konzepte dargestellt und damit das Verstdndnis
fiir diese Begriffe vertieft zu haben. Selbstverstandlich ist (Dieudonné, 1942) auch
nicht das Ende dieser Entwicklungen. Fiir ein Ende unserer Betrachtungen eignet
sich die Arbeit jedoch gut: Einerseits wird darin das allgemeine Konzept eines dua-
len Systems und eines dualen Operators eingefiihrt, welches die vorigen Konzepte
als Spezialfille enthélt; andererseits treffen in Dieudonnés Théoréme 12 die Los-
barkeitsbedingung, welche uns in Teil I begleitet hat (Ungleichung zwischen den
rechten Seiten und den gegebenen Koeffizienten) und die Losbarkeitsbedingung
aus Teil IT (,Orthogonalitétsbedingung’) aufeinander.
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9 Uberblick

9.1 Betrachtete Entwicklungen zum Begriff dualer
Operatoren in der Funktionalanalysis

Die folgende Tabelle zeigt einen Uberblick iiber die in Teil IT dargestellten Ent-
wicklungen. Die zweite Spalte nennt jeweils den Raum, auf dem die betrachteten
Operatoren definiert sind. Die zugehorigen Rahmenbedingungen finden sich auf
der in der letzten Spalte angegebenen Seite dieser Arbeit.
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Arbeit
(Fredholm, 1903)
(Riesz, 1910)
(Riesz, 1913)

(Riesz, 1916)

(Hildebrandt, 1928)

(Saks, 1929)

(Banach, 1929b)

(Schauder, 1930c)

(Hausdorff, 1932)
(Dieudonné, 1942)

Raume

beschr.&R-intgrb.

auf (0,1)
L?(a,b)

12 (bzw. IP)
C(a,b)

Banachraum

[r

Banachraum

Banachraum

norm. Raum
Vektorraum

Dualer Operator / Dualitét
(Originalschreibweise)

oy U(2)Si®(x) dz = [ ®(x)T; ¥ (z) de
[ TIf(@))g(@) dz = [} f(2)T[g(x)] do
Dol Ty = D g ThYy

R(z,y) = K(y,x)

m»\wo =0 und \Mom =0

y=flz), X =F(Y)

U =US, Yy = ST
B(z,u/(y')) = Clu(z),y)

Bezeichnung

Transponierte
transposée
transponierte
Integralgleichung
transponierte/
adjungierte
Gleichung
transposée
opération adjointe
(Banach, 1929b)
opération
conjuguée/associée
(Banach, 1932)
konjugierte/
transponierte
Funktionaloperation
konjugierte Abbildung
transposée

Siehe Seite
161
127
135

171

178

138

141

183

199
206
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9.2 Ein Blick auf parallele Entwicklungen

Nach diesem Uberblick iiber die in dieser Arbeit dargestellten Entwicklungen zum
Begriff dualer Operatoren, die mehr oder weniger alle miteinander verbunden sind,
wollen wir einen Blick tdiber den Tellerrand werfen. Tatséchlich gibt es noch weitere
Untersuchungen in diesem Bereich.

9.2.a Salvatore Pincherle

Bislang haben wir in dieser Arbeit noch nicht darauf hingewiesen, dass zur Zeit
(und auch schon frither) der hier betrachteten Untersuchungen auch in Italien
bedeutsame funktionalanalytische Beitrdge verfasst wurden. Dies holen wir nun
nach:

It is generally agreed that functional analysis, properly speaking, orig-
inated in Italy. During the last four decades of the 19th century, there
occured a powerful resurgence of Italian mathematical creativity. First
came three great geometers, Betti, Beltrami, and Cremona, and not
long after six notable analysts, each of whose contributions related to
early functional analysis [...]: Giulio Ascoli (1843-1896), Cesare Arzela
(1847-1912), Ulisse Dini (1845-1918), Giuseppe Peano (1858-1932), Sal-
vatore Pincherle (1853-1936), and Vito Volterra (1860-1940).
(Birkhoff und Kreyszig, 1984, 264)

Leider blieben jedoch einige Arbeiten dieser Autoren weitgehend ohne Beachtung.
So auch eine Arbeit von Salvatore Pincherle (*1853; 11936), welche uns im Rahmen
des Aspekts der Dualitéit besonders interessiert: der Artikel Funktionaloperationen
und -gleichungen aus der Encyklopidie der mathematischen Wissenschaften von
1905. Darin finden wir lineare Operatoren auf unendlichdimensionalen Rdumen:

Die Prinzipien des Rechnens mit Symbolen zusammen mit Uberlegun-
gen der Geometrie der linearen Rdume geben der Theorie der distri-
butiven Operationen einen hohen Grad an Klarheit und Einfachheit,
soweit diese Operationen an den Elementen einer linearen Mannigfal-
tigkeit von endlicher Dimensionenzahl ausgeiibt werden, mégen diese
Elemente nun Funktionen sein oder nicht. Man kann sich fragen, ob sich
diese Uberlegungen auf alle Funktionen einer linearen Mannigfaltigkeit
ausdehnen lassen, wenn die Anzahl der Dimensionen dieser Mannigfal-
tigkeit (abzéhlbar) unendlich ist. Die Frage ist zu bejahen: so kann man
z.B. die Mannigfaltigkeit S' (Funktionalraum) der Potenzreihen « einer
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Variablen z ins Auge fassen und dann die Gesamtheit der distributiven
Operationen untersuchen, die jedes Element dieser Mannigfaltigkeit in
ein Element derselben Mannigfaltigkeit iiberfiihren.

(Pincherle, 1905, 777)

Pincherle stellt fest, dass diese Operationen eine Gruppe bilden und man fiir sie
eine zur Stetigkeit analoge Eigenschaft definieren kann, siehe (Pincherle, 1905,
777). Sowohl die Arbeit mit Operatoren auf unendlichdimensionalen Rdumen wie
auch die geometrische Interpretation analytischer Probleme finden wir sogar noch
frither in der Arbeit Cenno sulla Geometria dello spazio funzionale von 1896/1897
(Pincherle, 1897a). Auch hier verwendet Pincherle eine Geometrie in einem un-

endlichdimensionalen Funktionenraum. Dies lesen wir mit Monna (1973):12

Here he [Pincherle, A.W.] considers the set of all analytic functions in
a variable z, writing (Pincherle, 1897a, 368):

Ad une tale varieta, evidentemente ad un numero infinito
di dimensioni, si puo dare il nome di spazio funzionale; ogni
serie di potenze di z sara un punto di questo spazio ed i coef-
ficienti della serie si potranno riguardare come le coordinate
del punto.

He knows the concept of linear space.

Essendo ¢y, ¢s, ..., ¢, numeri arbitrari ed o, as, ..., a,, funzio-
ni linearmente indipendenti, ’insieme dei punti

c1] + Ccog + ... + Ccpa

costituird una varietd o spazio lineare ad n — 1 dimensioni
contenuto nello spazio funzionale.

In this paper Pincherle defines continuity of a distributive functional.
[...] (Monna, 1973, 124f)

120Monnas Ubersetzung (Monna, 1973, 152)

Such a variety, which has evidently infinitely many dimensions, can be given the
name function space; then every power series in x is a point of this space, and the
coefficients of the series can be considered as the coordinates of the point.

If ¢1,ca,...cn, are arbitrary numbers and a1, g, ..., an linearly independent func-
tions, then the set of the points

c1aq + c2a2 + ... + cnop

forms a variety of linear space of n—1 dimensions which is contained in the function
space.
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Monna bemerkt, dass Pincherle in zahlreichen Arbeiten zu ,opérations fonction-
nelles zwar mit konkreten Funktionenrdumen und konkreten Operatoren arbeitet,
allerdings:

But he must have known the definition of an abstract linear space, for
in the paper Mémoire sur le calcul fonctionnel distributif (Pincherle,
1897b) [...] he refers to Peano’s Calcolo geometrico, chapter IX and
also to Grassmann. (Monna, 1973, 125)

Bei Monna (1973) finden sich weitere interessante Informationen zu Pincherles
Arbeiten. Wir kehren hier zuriick zu dem Abschnitt aus (Pincherle, 1905), der
Pincherle fiir uns interessant macht:

Die Gesamtheit derjenigen Elemente von .S, die einer linearen Relation
(mit endlicher oder unendlicher Gliederzahl) geniigen, kann als Ebene
von S bezeichnet werden. Jeder Operation A, die die Elemente von S
transformiert, entspricht eine Operation A, die die Ebenen so trans-
formiert, dass dabei die Bedingung der Koinzidenz von Punkten und
Ebenen erhalten bleibt, sie heisst die Adjungierte von A. Sind dann
B, C die Adjungierten von B, C, so gilt:

wenn A = BC, so ist A= C B.

(Pincherle, 1905, 778)

Pincherle fithrt damit mittels Linearformen Hyperebenen in Funktionenrdumen
ein; und darauf aufbauend zu einer Operation A ihre Adjungierte A, die ,die Ebe-
nen so transformiert, dass dabei die Bedingung der Koinzidenz von Punkten und
Ebenen erhalten bleibt“. Diesen Gedanken finden wir 16 Jahre spéter bei Helly
(1921), wenn er seine polare Abstandsfunktion einfiihrt (siehe Unterkapitel 2.6).
Leider blieben Pincherles Arbeiten, wie gesagt, weitgehend unbeachtet. Pincherle
fligt noch hinzu:

Ist A ein linearer Differentialausdruck, so ist A seine Lagrangesche
Adjungierte. (Pincherle, 1905, 778)

Die Lagrangesche Adjungierte begegnet uns auch bei den Entwicklungen unseres
zweiten Ausblicks:
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9.2.b Marshall Stone

In (Kromer, 2022) beschreibt Kromer, wie Marshall Stone (*1903; 11989) in seinem
Artikel Linear transformations in Hilbert space I aus dem Jahr 1929 (Stone, 1929)
einen allgemeinen dualen Operator auf komplexen Hilbertrdumen definiert. Damit
finden wir dieses Konzept unabhéngig und zeitgleich zu dem von Banach (1929b)
(siehe Unterkapitel 6.4). Wie Kromer erklirt, nahmen Stones Uberlegungen ihren
Ausgangspunkt bei adjungierten Differentialgleichungen,'?' welche urspriinglich
von Lagrange stammten, siehe hierzu (Bécher, 1917, 23),22 und wurden durch Ar-
beiten von von Neumann zur Quantenmechanik auf das Konzept eines allgemeinen
dualen Operators (,adjoint”) gefiihrt. Kromer bemerkt dazu, dass unter dem Ge-
sichtspunkt der Dualitit die Adjungiertheit zwischen zwei Operatoren interessant
ist, da es sich hierbei um eine Involution (,réciprocit” in Bochers Worten) handelt,
wogegen das Phénomen der Selbstadjungiertheit aus dieser Sicht eher uninteressant
ist (hier sind Operator und dualer Operator identisch). Das Hauptproblem in den
von Kromer betrachteten Entwicklungen bestand darin, eine Definition der Selbst-
adjungiertheit zu finden, welche bestmoglich fiir gewisse fiir die Quantenmechanik
relevante Probleme der Operatortheorie geeignet ist. An dieser Stelle trat Stone
hervor, der sich mit Operatoren auf Hilbertrdumen beschéftigte und auf von Neu-
manns Vorhaben stiefs, eine systematischere mathematische Anndherung an die
Probleme der Quantenmechanik durch die Verwendung von komplexen Hilbert-
rdumen und darauf definierten Operatoren zu entwickeln. Zu von Neumanns Vor-
haben siehe (Kromer, 2022). Es sei hier nur erwéhnt, dass es von Neumanns Ziel
war, Hilberts Spektraltheorie fiir beschrinkte Operatoren (Hilbert, 1906a) und die
Rieszsche Erweiterung fiir kompakte Operatoren (Riesz, 1913) auf unbeschriankte
Operatoren zu iibertragen, und dass von Neumanns besonderer Dank Schmidts
Anregungen dazu gilt. Stone erklirt zu seinem durch von Neumanns Arbeiten
motivierten Vorhaben:

My own interest in Hilbert space problems was aroused by reading the
page proofs of von Neumann’s paper when they were given to me by
Professor Caratheodory, an editor at that time of the Mathematische
Zeitschrift, just as he was finishing a visiting lectureship at Harvard in
the spring of 1928. I saw almost at once that von Neumann needed
the concept of adjoint as a key to his problem and that a successful

121K rémer bemerkt, dass die Bezeichnung ,,adjungiert wohl erstmals bei Fuchs (1873) (adjungirt
(Fuchs, 1873, 183)) zu finden ist. Zuvor verwendet bspw. Liouville den Begriff ,l’équation
conjuguée’ (Liouville, 1838, 605).

122Wie Kromer schreibt, macht Bocher die Anmerkung (Bécher, 1917, 31), dass die adjungier-
te Gleichung der adjungierten Gleichung wieder die urspriingliche Gleichung ist, sodass die
Operation der Bildung der adjungierten Gleichung eine Involution ist, was zur Zeit Bochers
als Reziprozitat bezeichnet wurde.
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approach to the spectral theorem for self-adjoint operators could be
made by the use of methods already familiar in the theory of differential
equations. (MacLane, 1970, 236f)

Bei Kromer (2022) finden wir aufschlussreiche Bemerkungen zu diesem Zitat, hier
zitiert aus einem Anhang von (MacLane, 1970), sowie eine Darstellung von Stones
Arbeiten zu obigem Vorhaben. Dort lesen wir Stones Definition dualer Operatoren

auf Hilbertrdumen:!23

Associated with a given linear transformation T is a unique linear
transformation 7%, the adjoint of T'; if there exist elements g and g*
such that (T'f;g) = (f;¢*) for all f in the field of T, then ¢ is in
the field of T* and T*g = g*, and conversely. [...| We shall consider
mainly |[...] the self-adjoint transformations T', for which T" and T* are
identical. (Stone, 1929, 199)

In Stones Buch Linear Transformations in Hilbert space and their applications
to analysis (Stone, 1932) finden wir diese Definition noch einmal. Hier betrach-
tet Stone lineare Operatoren, definiert auf (Untermengen von) dem komplexen
Hilbertraum L? mit dem inneren Produkt (f,g) := fab f(z)g(z) da.

Definition 2.7. Two transformations 77 and 75 are said to be adjoint to
each other [...] if they satisfy the relation (T} f,g) = (f,Tzg) for every
fin ©; and every g in D,. (Stone, 1932, 41)

01 und D5 sind jeweils die Definitionsmengen von 77 und 75. Interessant ist hierbei
auch Stones Erkléarung zur Bezeichnung ,adjoint*:

This concept of adjointness receives its name from its analogy with
certain concepts of algebra and analysis. As we shall see in the next
chapter, the adjoint operators of analysis satisfy the condition imposed
by the definition, in a sense which will be made more precise |...]. On
the other hand, we could quite as well introduce a different terminology
based upon a geometrical analogy, for the relation with which we are
dealing is satisfactorily described as one of duality. We prefer the term
with an analytical background because it will be more suggestive of
the uses we shall find for it. (Stone, 1932, 41)

Wir verweisen aufierdem auf die verschiedenen Bezeichnungen innerhalb der Ar-
beiten, die wir hier in Teil II dargestellt haben (siehe Unterkapitel 9.1). Kromer
bemerkt, dass auch die Bezeichnungen in den Arbeiten bzgl. Hilbertrdumen und

123Wir haben Stones Schreibweise Q(-,-) des inneren Produkts des Hilbertraums durch (-,-) er-
setzt.
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insbesondere in von Neumanns Arbeiten variieren: In (von Neumann, 1932, 48)
stofsen wir auf ,adjungiert”, in (von Neumann, 1930, 373) auf ,konjugiert” und in
(von Neumann, 1931, 572) auf ,transponiert-konjugiert®.

Abschliefsend wollen wir Kromers Eindruck bzgl. der Verbindung zwischen ad-
jungierten Operatoren (unendlichdimensionaler Fall) und adjungierten Matrizen 24
(endlichdimensionaler Fall) wiedergeben. Kromer erklért, dass zwar Hilberts Inte-
gralgleichungstheorie weitgehend auf der Analogie zu Matrizen basiert: Die Per-
mutation der beiden Variablen im Kern entspricht der Transposition einer Ma-
trix, symmetrische bzw. hermitesche Kerne entsprechen symmetrischen bzw. her-
miteschen Matrizen und wir kénnen heute die Symmetrie bzw. hermitesche Sym-
metrie einer reellen bzw. komplexen Matrix als Selbstadjungiertheit bezeichnen.
Allerdings wurde eine allgemeine Notation adjungierter Operatoren und nicht nur
die der Selbstadjungiertheit erst spéter betrachtet. Damit ergibt sich fiir die von
Kroémer untersuchten Entwicklungen des adjungierten Operators, dass dieser wohl
nicht von Anfang an als Analogon zum Begriff der adjungierten Matrix konzipiert
wurde und dass auch die Bezeichnung nicht aus diesem Grund gewahlt wurde.
Dagegen bestreitet Kormer nicht, dass Rechenregeln fiir Operatoren, insbeson-
dere die Operation der Adjunktion, von entsprechenden Matrizenoperationen in-
spiriert worden sein kénnten. Kroémer verweist dazu bspw. auf Rechenregeln
fir Operatoren in (Hilbert et al., 1928) sowie auf von Neumanns Gebrauch der
Cayley-Transformation und allgemeiner von unitédren Operatoren. Wir verweisen
bspw. auf Hildebrandts Vorgehen in (Hildebrandt, 1928) (siehe Unterkapitel 7.6).

124Kr5mer erginzt, dass die moderne Bezeichnung adjungierter Matrizen auf Cauchy zuriick-
zufiihren ist, der auf Gauf verweist. Den historischen Hintergrund hierzu liefert Hawkins
(2013).



Schlusswort

Was ist Dualitdt in der Funktionalanalysis? Wir wollen diese Frage im Sinne ei-
ner Wittgensteinschen Familiendhnlichkeit beantworten: Dazu betrachten wir den
Begriff Dualitdt in der Funktionalanalysis‘ als Mitglied der Familie ,Dualitét in
der Mathematik‘ und fragen, welche Rolle es darin einnimmt. In einem Verwandt-
schaftsverhéltnis zur Logik finden wir auch in der Funktionalanalysis die Idee und
Moglichkeit, Aussagen bzw. Beweise aus dazu dualen Aussagen bzw. Beweisen al-
lein durch Vertauschen der Objekte (und eventuell Relationen) zu erhalten, wie
etwa bei Banachs Théorémes I - 4 (siehe Abschnitt 6.5.b):

En remplagant dans les théorémes 1 et 2 qui précédent z,y, X,Y,U
et U respectivement par Y, X,y,z,U et U et en appliquant dans le
raisonnement les théorémes sur les fonctionnelles 1a ot on a fait appel
aux théorémes concernant les éléments, on obtient [les théorémes 3 et
4, AW (Banach, 1932, 148)

Weiter stoken wir in der Funktionalanalysis — mit einer Ahnlichkeit bspw. zur Dua-
litdt in der projektiven Geometrie — auf das Konzept ,Das Duale zum Dualen ist
das Ausgangsobjekt‘, wenn wir die Konstruktion von dualen Rdumen betrachten.
So gilt etwa fiir Riesz’ Funktionenklassen mit 1 < p < oco:

Die Klassen [LP] und [Lﬁ} haben die Eigenschaft, daff jede Funkti-
on, die mit allen Funktionen der einen Klasse integrierbare Produkte
ergibt, sicher der andern Klasse angehort. (Riesz, 1910, 452)

Nun kam es jedoch nach Riesz’ Einfithrung der [L?]- und [Lﬁ} -Klassen und sei-
ner Beschreibung der dualen Beziehung zwischen ihnen zu einem entscheidenden
Schritt in der Entwicklung des Dualitdtsbegriffs in der Funktionalanalysis: Helly
(1921) anderte bei seinem Ausgangsproblem die Fragestellung (Abschnitt 2.6.d).
Er fragte statt nach Losungsfolgen oder -funktionen nach Funktionalen. Dabei
stellte er fest, dass nicht jede zu seinem Ausgangsproblem gefundene ,Linearope-
ration“ durch eine Folge darstellbar war (Abschnitt 2.6.¢). Tatséchlich gilt im All-
gemeinen nicht, dass ein Bidualraum zu seinem Ausgangsraum isomorph ist. Hahn
(1927) fithrte aufgrund dieser Feststellung reguldre Raume ein (Abschnitt 2.8.d)
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und man kénnte behaupten, dass es eine Besonderheit der Funktionalanalysis ist,
eine Klasse von Réumen zu fixieren (reflexive Rédume), bei der das Konzept ,Das
Duale zum Dualen ist das Ausgangsobjekt‘ eingehalten wird. Kéthe und Toeplitz
(1934) sprachen hier bei der Schaffung ihrer Grundlage einer Losungstheorie fiir
metrikfreie Folgenrdume gerade von ,yollkommenen Riumen®. (Thre Definitionen
dualer und vollkommener Réaume (Abschnitt 3.3.a) waren dabei ,symmetrischer
als die des konjugierten Raums (Abschnitt 3.3.b) im normierten Fall.) Einen wich-
tigen Aspekt der Dualitétstheorie in der Funktionalanalysis beschreibt Kreyszig:
Darunter verstehen wir némlich ...

... die Idee, die auf einem Raum definierten stetigen linearen Funktiona-
le zu untersuchen und damit zugleich Aufschluss iiber den betreffenden
Raum selbst zu erhalten. (Kreyszig, 1990, S.120f)

Es geht in der Funktionalanalysis also darum, das Duale zu verwenden, um da-
mit Informationen iiber das Ausgangsobjekt zu erhalten. Dazu sei noch einmal
bemerkt, dass hierbei der Satz von Hahn-Banach (bzw- ein entsprechender Erwei-
terungssatz fiir metrikfreie Rdume) ein wesentlicher Entwicklungsschritt war (Ab-
schnitte 2.8.b, 2.8.e). Erst mit ihm wurden einige der in dieser Arbeit betrachteten
Resultate moglich, bzw. einige Definitionen gehaltvoll, so z.B. die entsprechenden
Versionen der Losbarkeitsbedingung aus Teil I im normierten und metrikfreien
Fall, die Einfiihrung des polaren Raums oder die Einfiihrung eines dualen Opera-
tors auf allgemeinen Banachraumen.

Welche Rolle spielte die Geometrisierung? Es kann wohl behauptet werden,
dass die Entwicklung des Dualitétsbegriffs in der Funktionalanalyis und die ,Geo-
metrisierung’, d.h. die Einfiihrung eines geometrischen Vokabulars fiir Funktio-
nen(mengen), oder anders gesagt, fiir die Analysis, sich gegenseitig beeinflusst
haben. Wie wir gesehen haben, ging Riesz’ Beschreibung der dualen Beziehung
der [LP]- und {L#}—Klassen in (Riesz, 1910) (Abschnitt 1.6.c) aus der dua-
len Paarung der Koeffizienten- und Losungsfunktionen in der Holder-Ungleichung
hervor, aus welcher sich die Notwendigkeit der Losbarkeitsbedingung zu Riesz’
Ausgangsproblem ergab (Abschnitt 1.7.a). Ein entscheidendes Werkzeug war hier
das Lebesgue-Integral, dessen genetische Definition die Ubertragung von Reihen-
sitzen ermoglichte (Abschnitt 1.6.a). Der Holder-Ungleichung ging jedoch Riesz’
Abstandbegriff fiir Funktionen voraus, zunéchst fiir Funktionen aus [L?] in (Riesz,
1906) (Abschnitt 1.3.a), dann allgemeiner fiir Funktionen aus [LP],1 < p < oo.
(Hier muss bemerkt werden, dass Schmidt (1908) (Abschnitt 1.5.b), in Erweiterung
und mit neuer Vorgehensweise von Hilberts Untersuchungen, einen wesentlichen
Grundstein zur Geometrisierung der Analysis, und damit zur Herausbildung der
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Funktionalanalysis, geschaffen hat.) Es war dann gerade das erste Auftreten zweier
verschiedener Raume im Ausgangsproblem bei Riesz (1910) (Abschnitt 1.6.c), das
Riesz’ Formulierung der gegenseitigen Beziehung ermoglichte. Bei Schmidts Be-
trachtungen in {? und Riesz’ vorhergehenden Untersuchungen von Funktionen aus
[L?] stimmte jeweils der Raum der gegebenen Koeffizienten mit dem der gesuchten
Lésungen iiberein. Riesz (1910) konnte diese Fille als Spezialféille benennen. Heu-
te sagen wir: Selbstdualitit ist ein Spezialfall von Dualitdt. Bei dieser Rieszschen
Untersuchung ist etwas ganz Entscheidendes passiert: Der vertraute (jedoch ins
Unendlichdimensionale erweiterte) euklidische Raum teilte sich auf in zwei Réu-
me:

Die Rolle der Klasse [L?] iibernehmen hier je zwei Klassen [LP] und
[Lﬁ}. (Riesz, 1910, 452)

Dieser Sachverhalt bestiarkte Riesz darin, fiir seine Funktionenklassen eine ,syn-
thetische® statt ,analytische Geometrie (Abschnitt 1.3.c) zu betreiben. Die Mog-
lichkeit einer analytischen Geometrie, d.h. die Riickfithrung des Funktionenraums
L?(a,b) auf den Folgenraum 2, war ohnehin nur im Fall p = 2 gegeben, wo die
Isomorphie L?(a,b) = I? bestand:

Die Untersuchung dieser Funktionenklassen wird auf die wirklichen und
scheinbaren Vorteile des Exponenten p = 2 ein ganz besonderes Licht
werfen; und man kann auch behaupten, daf sie fiir eine axiomatische
Untersuchung der Funktionenrume brauchbares Material liefert. |...]

Die Ubersetzbarkeit der Resultate, wie fiir p = 2, und damit die Mog-
lichkeit einer dhnlich einfachen analytischen Theorie geht in allen Gbri-
gen Fdllen verloren; und somit tritt die synthetische Behandlungsweise
in ihre vollen Rechte. (Riesz, 1910, 452f)

Riesz spricht gerade in dieser Textstelle, wo es um die Abgrenzung der beiden
Funktionenklassen [LP] und {LP%} im Gegensatz zur alleinigen Umgebung [L?]

geht, zum ersten Mal von Funktionenrdumen statt von Funktionenklassen.

Die Einfiihrung eines Abstandsbegriffs fiir Funktionen ging auch Hellys Einfiihrung
zweier allgemeiner dualer Normen in (Helly, 1921) voraus (Abschnitt 2.6.b). Die
gegenseitige Beziehung dieser Normen iibertrug Helly dabei innerhalb einer beein-
druckenden geometrischen Interpretation normierter Folgenrdume aus der dualen
Beziehung von Pol und Polare im endlichdimensionalen euklidischen Raum.

Weitere und weit tiefer gehende Untersuchungen zur Frage, wie es dazu kam, dass
Funktionenklassen als ,Radume* angesehen und bezeichnet werden, finden sich in
(Epple et al., 2002) und in (Rodriguez Hernandez, 2006).
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Welche Motive regten die Entwicklung des Dualitatsbegriffs in der Funktional-
analysis an? In Abschnitt 1.3.b haben wir gesehen, dass Riesz’ Motivation zur
Frage, unter welchen Bedingungen eine Funktion f(z) mit

b
/f(l‘)%(l‘)dxzai (i=1,2,..)

existiert, wobei {p;(x)} ein Orthogonalsystem bildet und die a; gegebene Kon-
stanten sind, aus Hilberts Fourierkoeffizientenbildung hervorging. Riesz fragte hier
nach der zugehorigen Umkehrung. Diese Fragestellung fiihrte ihn zur Entdeckung
der Isomorphie des Funktionenraums L?(a,b) und des Folgenraums /2. Seine Un-
tersuchungen in (Riesz, 1910) verallgemeinerten diese Fragestellung und fithrten
zur Einfithrung der [LP]-Klassen. Das zu (Riesz, 1910) analoge Problem fiir die
Folgenrdume [” in (Riesz, 1913) (Abschnitt 1.6.f) enthéilt wiederum die Version
von Schmidt (1908) (Abschnitt 1.5.a) und ist dariiber hinaus als Spezialfall in
allgemeineren Versionen dieses Problemtyps von Helly (1921) (Abschnitt 2.6.d),
Hahn (1927) (Abschnitt 2.8.d) und Banach (1929a) (Abschnitt 2.8.e) enthalten.
Bei der ,Reihe‘ dieser verschiedenen Problemversionen, die man aus systematischen
Griinden als Momentenproblem bezeichnen kann (Unterkapitel 4.1), erkennen wir
eine fortschreitende Verallgemeinerung (Unterkapitel 1.7, 2.9), die schlieflich die
Einfiihrung von Hahns polarem Raum (Abschnitt 2.8.¢), dem heutigen Dualraum,
motivierte. Es ist anzunehmen, dass es gerade die voranschreitende Verallgemei-
nerung dieses Problemtyps war, die die Entwicklung des Dualitdtsbegriffs in der
Funktionalanalysis nach sich zog.

Auch bei der Einfiihrung dualer Operatoren lag die Motivation im Lésen von Glei-
chungen. Dies haben wir in Abschnitt 6.1.c gesehen: In (Riesz, 1910) finden wir
die Verbindung des Gleichungstyps der Momentenproblemreihe aus Teil I dieser
Arbeit (Abschnitt 1.7.a) und des Gleichungstyps aus Teil IT (Kapitel 5), zu dem
oft auch die duale Gleichung betrachtet wurde. Riesz’ Darstellungssatz fiir stetige
lineare Funktionale auf LP(a,b) ermoglichte es ihm, duale Operatoren auf diesen
Réumen einzufithren (Abschnitt 6.1.b). Banach (1929b) verallgemeinerte dieses
Konzept und definierte duale Operatoren auf allgemeinen Banachrdumen (Unter-
kapitel 6.4). Zwischen (Riesz, 1910) und (Banach, 1929b) lagen allerdings weitere
Entwicklungen zum Konzept eines allgemeinen dualen Operators, die zeigen, dass

der Satz von Hahn-Banach hierfiir wesentlich war.12?

Als Abschluss dieser voranschreitenden Verallgemeinerungen, sowohl bzgl. dua-

125Rjesz (1916) verallgemeinerte die Fredholmschen Sitze teilweise fiir kompakte Operatoren
auf C(a,b), behandelte die zugehodrige duale Gleichung jedoch nur fiir Integraloperatoren
(Unterkapitel 7.4). Schauder (1930c) brachte mit Banachs Definition eines dualen Operators
auf allgemeinen Banachridumen die restliche Ergidnzung (Unterkapitel 7.8).
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ler Operatoren wie auch dualer Rdume, haben wir fiir diese Arbeit (Dieudonné,
1942) gewéhlt. Hier treffen innerhalb eines allgemeinen dualen Systems, wovon die
Konstruktionen der vorangehenden Arbeiten Spezialfdlle bilden, die beiden Los-
barkeitsbedingungen zu den Problemversionen aus Teil I und Teil IT aufeinander,
mit denen sich die Begriffe dualer Rdume und dualer Operatoren entwickelt haben
(Abschnitte 3.7.b, 8.4.b).

Beteiligte mathematische Zentren Wie aus den biographischen Skizzen hervor-
geht, war natiirlich Géttingen ein Zentrum fiir unsere betrachteten Entwicklungen.
Hier verweilten (der eine ldnger, der andere kiirzer) Minkowski, Schmidt, Hahn,
Riesz, Toeplitz, Helly und Kéthe (wenn auch nicht alle zur selben Zeit). Ein wei-
terer Schwerpunkt lag spéter in der Lemberger Schule, welcher Banach, Saks und
Schauder angehorten. Es steht hier zum einen noch die Frage nach franzoésischen
Beitrdgen aus. (Der Einfluss von Lebesgue, Fréchet, Poincaré und Hadamard wur-
de in unseren Untersuchungen nur angedeutet.) Zum anderen die Frage nach den
Wechselwirkungen zwischen diesen Zentren. Auch hier liefert die Arbeit von Ro-
driguez Hernandez (2006) einen tiefen Einblick.
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Alessa Waldvogel

Dualitat in der Funktionalanalysis

Zur historischen Entwicklung
dualer Raume und dualer Operatoren
in der geometrisierten Analysis

Unter Dualitatstheorie in der Funktionalanalysis verstehen wir im
Allgemeinen, lineare stetige Funktionale zu untersuchen, um da-
mit Informationen Uber den zugrunde liegenden Raum selbst zu
erhalten. Entwicklungsschritte zu dieser Dualitatstheorie waren:

Das erste Auftreten zweier unterschiedlicher dualer Funktionen-
raume in der Funktionalanalysis: Riesz’ [LP]-Klassen. Eine all-
gemeine Norm flr lineare Folgenraume und die dazu duale Norm:
Hellys Polaritatskonzept. SchlieBlich der Gedanke, einen Dual-
raum aus Funktionalen statt aus Funktionen zu bilden: Hellys
und Hahns Einfihrung des , polaren Raums".

Diese Uberaus spannende Entwicklung in der ersten Halfte des
20. Jahrhunderts wird in dieser Arbeit anhand einer griindlichen
begrifflichen Analyse dargestellt. Dabei st6Bt man immer wieder
auf die parallel verlaufende Geometrisierung, also auf die Einfiih-
rung geometrischer Begriffe flir Funktionen(mengen). Daruber
hinaus wird die Entwicklung von Ansatzen einer Dualitatstheorie
bei Raumen, die nicht notwendigerweise mit einer Norm ausge-
stattet sind, vorgestellt, sowie die mit der Entwicklung dualer
Raume eng verbundene Entwicklung dualer Operatoren.

ISSN 2197-5590 Hvl;!n!ﬂ\s/vsgccscw



	Deckblatt
	Titelblatt
	Geleitwort
	Inhaltsverzeichnis
	Vorwort
	Teil I: Duale Räume
	1 Riesz' Einführung der Lp-Räume
	1.1 Einleitung
	1.2 Frigyes Riesz (1880-1956)
	1.3 Der Satz von Fischer-Riesz (1907)
	1.4 Erhard Schmidt (1876-1959)
	1.5 Schmidts Ergebnisse (1908)
	1.6 Die Klassen [Lp] undhLpp−1i(1910)
	1.7 Abschließende Bemerkungen

	2 Hellys Polaritätskonzept und der Satz von Hahn-Banach
	2.1 Einleitung
	2.2 Eduard Helly (1884-1943)
	2.3 Verbindung zu Riesz und Schmidt
	2.4 Hermann Minkowski (1864-1909)
	2.5 Minkowskis Aichkörper (1896)
	2.6 Hellys Polaritätskonzept (1921)
	2.7 Hans Hahn und Stefan Banach
	2.8 Hahns polarer Raum (1927)
	2.9 Abschließende Bemerkungen

	3 Köthes Auflösungskriterium
	3.1 Einleitung
	3.2 Otto Toeplitz und Gottfried Köthe
	3.3 Köthes und Toeplitz’ duale Folgenräume (1934)
	3.4 Köthes Auflösungskriterium für lineare Gleichungssysteme mit unendlich vielen Unbekannten (1938 und 1939)
	3.5 Jean Dieudonné (1906-1992)
	3.6 Dieudonnés Resultat (1942)
	3.7 Abschließende Bemerkungen

	4 Überblick
	4.1 Momentenproblem
	4.2 Betrachtete Entwicklungen zum Begriff dualer Räume in der Funktionalanalysis


	Teil II: Duale Operatoren
	5 Banachs Überblick über lineare Funktionalgleichungen (1932)
	5.1 Relations entre les opérations linéaires et les opérations conjuguées avec elles
	5.2 La théorie de Riesz des équations linéaires totalement continues
	5.3 Valeurs régulières et valeurs propres dans les équations linéaires
	5.4 Théorèmes de Fredholm dans la théorie des équations linéaires totalement continues

	6 Duale Operatoren zu linearen Operatoren
	6.1 Riesz’ Transponierte (1910)
	6.2 Stanisław Saks (1897-1942)
	6.3 Saks’ Ergänzung (1929)
	6.4 Banachs Verallgemeinerung (1929)
	6.5 Abschließende Bemerkungen

	7 Duale Operatoren zu vollstetigen Operatoren
	7.1 Endlichdimensionale lineare Gleichungssysteme und die Fredholmsche Alternative
	7.2 Ivar Fredholm (1866-1927)
	7.3 Fredholms Alternative (1903)
	7.4 Riesz’ Betrachtungen auf C(a, b) (1916)
	7.5 Theophil Hildebrandt (1888-1980)
	7.6 Hildebrandts Verallgemeinerung (1928)
	7.7 Juliusz Schauder (1899-1943)
	7.8 Schauders Verallgemeinerung (1929)
	7.9 Abschließende Bemerkungen

	8 Duale Operatoren in normierten und metrikfreien Räumen
	8.1 Felix Hausdorff (1868-1942)
	8.2 Der allgemeine normierte Fall bei Banach und Hausdorff (1932)
	8.3 Der metrikfreie Fall bei Dieudonné (1942)
	8.4 Abschließende Bemerkungen

	9 Überblick
	9.1 Betrachtete Entwicklungen zum Begriff dualer Operatoren in der Funktionalanalysis
	9.2 Ein Blick auf parallele Entwicklungen


	Schlusswort
	Literaturverzeichnis



