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1 Einleitung und Ergebnisse

Ein Gebiet @ C C" heiflt lineal konvex, wenn fiir jeden Randpunkt z € 02 eine
komplexe Hyperebene S, existiert mit z € S, und S, N Q = 0. Ist Q glatt be-
randet mit einer definierenden C°°-Funktion r, so ist die komplexe Tangentialebe-
ne von 02 in z der einzige Kandidat fiir eine solche Ebene. Bezeichnen wir mit
or(z) = (0r(z)/0z1,...,0r(2)/0z,) den komplexen Gradienten von r in z und mit
TO0Q := {¢€ € C" : Or(2) - £ = 0} den holomorphen Tangentialraum von 95 in z, so
ist €2 genau dann lineal konvex, wenn fiir alle Randpunkte z € 9 gilt

Z24+E4Q firalle ¢ e T000.

Wie andere Formen der Konvexitét ldsst sich auch lineale Konvexitét fiir glatte Gebiete
iiber die komplexe Hesse- und die Leviform ausdriicken. Nach C. Kiselman [Ki] sind
C?-glatte Gebiete 2 genau dann lineal konvex, wenn fiir jeden Randpunkt die Behnke-
Peschl Bedingung [BP] erfiillt ist, d.h. fiir alle z € 9 gilt

Re H, (z f) —i—ﬁ (2 §) = (1.1)

§+Z o a- £J£k > 0 firalle ¢eTM00Q.

Mit & € T;OGQ ist auch i-& € T190Q und es folgt £,.(z,£) > 0. Linear konvexe Gebiete
sind also lineal konvex, lineal konvexe Gebiete sind pseudokonvex. Lineale Konvexitét
ist invariant unter komplex linearen Koordinatenwechseln.

Es sei hier Q = {z : r(z) < 0} ein beschrinktes, C*°-glatt berandetes, lineal konve-
xes Gebiete von endlichem Typ im Sinne von J. D’Angelo. Ziel dieser Arbeit ist es
zum einen, die Randgeometrie solcher Gebiete zu untersuchen und damit zum anderen
nicht-isotrope Abschitzungen zu erzielen. Wir zeigen, dass die Geometrie lineal konve-
xer Rénder in wesentlichen Punkten mit der linear konvexer Gebiete vergleichbar ist.
So werden die Eintrage des Multityps von D. Catlin auch hier durch lineare Koordi-
natenwechsel realisiert; sie stimmen mit den ¢g-Typen von J. D’Angelo iiberein. Lineal
konvexe Gebiete sind also insbesondere semireguldr im Sinne von K. Diederich und G.
Herbort [DH2].

Wir wéhlen eine Umgebung U = U(9€2) des Randes und eine natiirliche Zahl m > 2
so, dass die Kontaktordnung jeder komplexen Geraden in jedem Punkt ¢ € U mit der
zugehorigen Niveaumenge 0,0 := {z € U : 7(z) = r(¢) + 0} kleiner gleich m ist.
Fiir ¢ € U, Vektoren v aus der komplexen Einheitssphire S” ! und 6 > 0 klein genug
definieren wir die Polyradien 7(q, v, d) als den Abstand des Punktes g zur Niveaumenge
081, s entlang der komplexen Geraden C > A — ¢ + Av. Nach Wahl einer geeigneten
Basis e, ..., e, bzgl. des Punktes ¢ und ¢ > 0 assoziieren wir dazu die Standardradien
71(q,9),...,7(q,9). Damit definieren wir Polyzylinder Ps(¢q) und deren Multiplikation
mit positiven Konstanten ¢ durch

c-Ps(q) = {z:|z—qrl <c-m(g,9) firalle k =1,...,n}.

Es werden die Ergebnisse von J. McNeal [McN2] fiir linear konvexe Gebiete verallgemei-
nert. Die Existenz bzw. der Nachweis der Eigenschaften der Polyzylinder ermdoglicht
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es nun, nicht-isotrope Abschitzungen und Ergebnisse auf den lineal konvexen Fall zu
ibertragen. So konstruieren wir auf den Pj5(q) beschrinkte Gewichtsfunktionen wy g,
deren Leviform guten unteren Abschitzungen geniigt,

CX*
> E
Las (2 X) ¢ Tk((l»‘;)

Wir summieren die Funktionen geeignet und erhalten nach D. Catlin [Ca3] das best-
mogliche Resultat fiir subelliptische Abschéitzungen.

Theorem I Es sei 2 C C" ein beschrinktes, glattes, pseudokonvexes Gebiet mit einer
definierenden C*®-Funktion r. Es sei p € 00 ein Randpunkt von endlichem Typ und
es gebe eine Umgebung U = U(p), so dass 02N U lineal konvex ist. Es sei m € N so
gewdhlt, dass der 1-Typ jedes Punktes q € U kleiner gleich m ist. Dann gibt es eine
Umgebung V- =V (p) C U, so dass auf V eine subelliptische Abschitzung der Ordnung
e = 1/m fiir das O-Neumann Problem auf (0,1)-Formen gilt.

Wir beschéftigen uns dann mit der Fragestellung, ob jede Nullstellenvarietéit, die die
Blaschke-Bedindung erfiillt, von einer holomorphen Funktion aus der Nevanlinna-Klasse
induziert wird. Dabei betrachten wir den zu der Varietiit assoziierten (1,1)-Strom und
schétzen diesen nicht-isotrop ab. Definieren wir fiir 1-Formen w auf ) die gewichtete
Norm |jw(z)||,, im Punkt z € © durch

(0, ()

@l = s {0

Ve (E”\{O}}, (1.2)

so lautet unser Ergebnis

Theorem II Es sei Q2 C C" ein beschrinktes, lineal konvexes Gebiet mit glattem Rand
und von endlichem Typ. Ist © ein d-geschlossener, positiver (1,1)-Strom auf €2, der
die Blaschke-Bedingung erfillt, so gibt es eine Losung w der Gleichung idw = © mit

/Hw(z)H,{ AV, < +oo. (1.3)
Q

Nach E. M. Stein [St] ist bekannt, dass die Funktionen der Hardy-RAume fast {iberall
nicht-tangentiale Grenzwerte besitzen. Allerdings sind im allgemeinen Fall die ver-
wendeten Naherungskegel isotrop und spiegeln daher nur unzureichend die Geometrie
des Randes wieder. Speziell fiir linear konvexe Gebiete endlichen Typs gelang es F.
Di Biase und B. Fischer [DBF]| aber optimale N#herungsregionen anzugeben. Sie ver-
wenden eine Regularisierung P”(q,d) der konstruierten Polyzylinder, wie sie nun auch
fiir lineal konvexe Gebiete endlichen Typs zur Verfiigung stehen. Wir iiberpriifen hier,
dass sich mit den Methoden aus [DBF] auch in dieser Situation — d.h. genauer fiir
beschrankte, lineal konvexe Gebiete mit C'*°-glattem Rand und von endlichem Typ —
ein analoges Resultat erzielen lédsst. Wir definieren fiir Randpunkte w € 9 und a > 0
die Ndherungsumgebungen A, (w) durch

Ao(w) = {2€UnNQ:7(z) € P'(w,alr(z)])}. (1.4)

Dabei ist 7 : U — 02 die Projektionsabbildung. Wir erhalten
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Theorem III FEs sei Q) C C" ein beschrinktes, lineal konveres Gebiet mit C*-glattem
Rand und von endlichem Typ. Weiter seien 0 < p < 400, f € HP(Q) und Ay (w) wie
oben. Dann existiert fiir o-fast alle w € 02 der Grenzwert
lim z).

Aa(w)2z—w f( )
Tangentiale Grenzwerte miissen im allgemeinen Fall nicht existieren, wie schon das
Beispiel von J.E. Littlewood [L] im Einheitskreis zeigt. Trotzdem kann es Ndherungs-
regionen geben, die grofler sind als Kegel der Art (1.4). Solche N#herungsregionen
heiflen exotisch. Mit Hilfe der Arbeiten von F. Di Biase [DB1, DB2] ist es moglich,
deren Existenz herzuleiten. Wir zeigen also

Theorem IV Es seien Q C C" wie in Theorem III und Ay(w) fir w € 092 die pas-
senden Ndiherungsregionen nach (1.4). Dann gibt es fiir jeden Randpunkt w € 9$) eine
Menge L(w) C Q mit w € OL(w), so dass gilt

a) Fir o-fast alle Randpunkte w € 0Q enthdilt L(w) eine Folge (z)k, die gegen
w konvergiert und die fir jedes o > 0 eine Teilfolge (2x;); enthdlt mit {zx;} N
Aa(w) = 0.

b) Fiir jede Funktion f € HP(QY) existiert der Grenzwert lim  f(z) fir o-fast

L(w)>z—w

alle Randpunkte w € 0S2.
Fiir ein bestimmtes o gilt Aa,(w) C L(w).

Diese Arbeit ist wie folgt aufgebaut: in Teil I befassen wir uns zunéchst mit der Geo-
metrie lineal konvexer Rénder. Dazu kldren wir in Abschnitt 2 Typfragen fiir solche
Rénder und konstruieren in Abschnitt 3 die angesprochene §-minimal Basis mit der
Beweisfithrung aller benétigten Eigenschaften.

Teil IT ist der Frage subelliptischer Abschétzungen gewidmet. Wir geben in Abschnitt 4
eine kurze Einfiihrung in das 0-Neumann Problem und zitieren die Bedeutung der Exi-
stenz plurisubharmonischer Gewichtsfunktionen mit guten unteren Abschitzungen der
Leviform. Damit ist der Beweis von Theorem I auf die Konstruktion solcher Funktionen
geméfl Theorem 4.4 zuriickgefithrt. Wir konstruieren die angesprochenen Funktionen
wq,s auf den Polyzylinder Ps(g) in Abschnitt 5. Durch einen Summationsprozess be-
weisen wir Theorem 4.4 und damit Theorem I in Abschnitt 6.

In Teil ITI geht es um nicht-isotrope Abschéatzungen fiir Strome. Diese wurden als verall-
gemeinerte Distributionen eingefiihrt, eine kurze Darstellung bekannter Tatsachen fin-
det man in Abschnitt 7. Insbesondere wird zu jeder holomorphen Funktion ein positiver
(1,1)-Strom der zugehorigen Varietéit assoziiert. Um diesen nicht-isotrop abzuschétzen,
konstruieren wir in Abschnitt 8 eine geeignete Uberlagerung von € nach Vorlage von
[BCD]. In Analogie erhalten wir in Abschnitt 9 eine zur Blaschke-Bedingung &qui-
valente, nicht-isotrope Abschétzung fiir Strome © wie in Theorem II. Wir l6sen die
Gleichung idw = © zunichst lokal fiir den sternférmigen Fall in Abschnitt 10. Zur
Losung des allgemeinen Falls benétigen wir Elemente der Garbentheorie, wie sie in
Abschnitt 11 dargestellt sind. In Abschnitt 12 wird damit Theorem II bewiesen.

Im vierten Teil dieser Arbeit untersuchen wir schliefilich das Randverhalten von HP-
Funktionen. Wir fithren die Regularisierung der Polyzylinder und damit die passenden
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Néherungsregionen in Abschnitt 13 ein und verifizieren die benéttigten Eigenschaften
gemaf [DBF]. Nach den nétigen Abschétzungen fiir Maximalfunktionen beweisen wir
Theorem IIT nach der klassischen Methode von E. M. Stein [St] in Abschnitt 14. Der
Nachweis von Theorem IV erfolgt schliefflich in Abschnitt 15.

Herrn Prof. Dr. Klas Diederich gilt mein Dank fiir seine Unterstiitzung und fruchtbare
Diskussionen wihrend der Anfertigung dieser Arbeit.



Teil I
Randgeometrie lineal konvexer (Gebiete

2 Der Multityp, ¢-Typen und Semiregularitét

Der Catlinsche Multityp Bevor wir den Multityp nach D. Catlin [Ca2] definieren
konnen, bedarf es einiger Notationen.

Dazu sei 2 C C" ein glatt berandetes Gebiet mit einer definierenden Funktion r und
20 € 092 ein Randpunkt. Es bezeichne I',, die Menge aller n-Tupel A = (A1, A2, ..., \p)
mit 1 < A\j < Ay < -2 < A\, < Ho00, fiir die gilt:

Fiir jedes k = 1,...,n ist entweder Ay = 400 oder es gibt nicht negative

ganze Zahlen ay, ..., ag, so dass gilt:

1.
“ A

]~
y‘k}@

ar >0 und

J

Solche A € '), nennen wir Gewichte. T';, kann lexikographisch geordnet werden: Sind
A= (A1, ) und A = (N],..., X)) zwei Gewichte, so ist A < A’, falls fiir ein
ke{l,...,n} gilt:

Aj = )\;» fir j <k, aber A\ <.

Ein Gewicht A € T, heifit ausgezeichnet, wenn es holomorphe Koordinaten (z1, ..., z,)

um zg gibt, die zg auf den Ursprung abbilden, so dass

D*DPr(0) =0 fiir alle (o, 3) mit Z
j=1

R (2.1)
Aj
gilt; dabei bezeichnen D® bzw. D die iiblichen Ableitungen 9!/ 0z{" -+ 0z bazw.
8‘ﬂ|/8§1ﬁ1 -+ 0zp". Der Multityp M (09, z9) = (mi,...,my) ist dann definiert als das
Infimum aller Gewichte, die grofler sind als jedes ausgezeichnete Gewicht bzgl. der
lexikographischen Ordnung.

Nach J. Yu [Y] nennen wir weiter ein Gewicht A € T'), linear ausgezeichnet, falls es einen
komplex linearen Koordinatenwechsel gibt, so dass (2.1) in den neuen Koordinaten
gilt. Wir definieren den lineare Multityp L(0S2, z9) = (l1,...,l,) als das Infimum aller
Gewichte, die grofler sind als jedes linear ausgezeichnete Gewicht A.

Per definitionem ist L(0f2, zp) invariant unter komplex linearen Koordinatenwechseln
und es gilt stets L(09, z9) < M(95,2). Das Beispiel r(z) = Rez; + Rez3 + |2a/*
aus [Y] zeigt, dass Gleichheit im allgemeinen nicht erwartet werden kann — hier sind

L(0,0) = (1,2) und M(09,0) = (1,4). Ein Ergebnis dieses Abschnitts ist

Theorem 2.1 Ist Q ein glatt berandetes, lineal konvexes Gebiet, so gilt L(0Q,z) =
M (0%, z) fiir jeden Randpunkt z € OS) .

Wir verschieben den Beweis und fiithren zunéchst weitere Begriffe ein.
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Die ¢-Typen von D’Angelo Es sei U = U(zp) C C" eine offene Umgebung. Ist
f U — C eine C*°-Funktion auf U, so ist ihre Verschwindungsordnung in zy durch
v(f,20) = min{k > 0: f*) () # 0} definiert. Fiir eine Abbildung f : U — C" mit
f=f1,--, fn) sei
v(f,z0) = min{v(fi,20) : 1 <i<n}.
Die maximale Kontaktordnung einer komplex analytischen, eindimensionalen Varietét
mit dem Rand 0f2 eines Gebietes Q = {r < 0} in zy € 0 definieren wir durch
v(r 04,0)
A1(00Q, z9) := sup ————,
O 20 = S 0)

wobei das Supremum iiber alle holomorphen, nicht konstanten Kurven v : A(0,a) — C"
mit y(0) = 2o gebildet wird. Wir nennen A; (9%, z¢) den D’Angelo-Typ (1-Typ) von 02
in zp und sagen, das Gebiet €2 ist in 2y € 92 von endlichem Typ, falls A1(09, zp) < +00
gilt. Die Bedingung endlichen Typs ist nach D’Angelo [DA1, DA2] offen, d.h., gilt
A1(09, zp) < 400, so gibt es eine offene Umgebung U = U(zp) mit

AL (0, w) < 2(A1(0, 2) — 1) fiirwe U (2.2)

mit 9y, = {z : r(z) = r(w)}. Ist 0Q pseudokonvex nahe zp, so lésst sich diese obere
Schranke in Abhéngigkeit vom Rang der Leviform in zy noch verbessern.

Ist nun S C C" eine (n— g+ 1)-dimensionale komplexe Hyperebene durch zp,1 < ¢ < n,
so ist der D’Angelosche g-Typ

Ag(0R, zp) = i%fAl((?Q NS, z), 1<qg<n,

wobei das Infimum {iber alle solchen Hyperebenen gebildet S wird und A1 (902N S, zg)
der 1-Typ des Gebietes QNS C § ist.

Semiregulire Punkte Allgemein gilt nach Catlin [Ca2] fir 1 <¢<n
Mn—gr1 < Dg(00, %), (2.3)

wobei m; den i-ten Eintrag des Multityps von 0f) in zy bezeichnet.

Gebiete endlichen Typs, fiir die in (2.3) Gleichheit fiir alle ¢ gilt, werden von K. Die-
derich und G. Herbort [DH2| betrachtet und heiflen semiregulir. Semiregularitéit ist
keine offene Bedingung, wie ein Beispiel aus [DH2] zeigt: fiir Q = {r < 0} ¢ €* mit

7“(2) = Rez + ‘2’2’6 + ’23|6 + |Z4‘6 + ‘Z2’2‘23’2|24‘2

gilt namlich M (0€,0) = (1,6,6,6) und A (99Q,0) = 6 fiir ¢ = 1,2,3. Aber fiir z =
(—a®,a,0,0) € 99 sind M (99, z) = (1,2,4,4) und A(99, z) = 6.

Wir zeigen, dass lineal konvexe Gebiete semiregulér sind.

Theorem 2.2 Es seien ) ein glatt berandetes, lineal konvexes Gebiet und M (0%, zp) =
(1,ma,...,my) der Multityp von 0 in zp € 0. Dann gilt mp_q41 = Ag(0, 20) fiir
alle 1 < g<mn.
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Das Theorem verallgemeinert die Aussagen iiber die Gleichheit des 1-Typs mit dem
linearen Typ fiir linear konvexe Gebiete von J. McNeal [McN1] bzw. H. Boas und E.
Straube [BS] fiir eine etwas grofiere Klasse von Gebieten. Die Ubereinstimmung der
Eintrige des Multityps mit den ¢-Typen im linear konvexen Fall wurde von J. Yu [Y]
gezeigt.

Zunéchst zeigen wir

Lemma 2.3 Es seien r(z) = Rez + h(Imz1,2’) eine C°°-Funktion mit h(0) = 0,
dh(0) = 0 und h(0,2") > 0 fir alle 2’ = (z2,...,2y,) sowie Q = {r < 0} ein Gebiet.
Dann wird der Multityp M (052,0) durch einen linearen Koordinatenwechsel realisiert.

Offenbar sind die Voraussetzungen fiir glatte lineal konvexe Gebiete erfiillt. Damit folgt
die Behauptung von Theorem 2.1 unmittelbar aus Lemma 2.3. Es verallgemeinert die
Ergebnisse von Yu [Y] fiir den linear konvexen Fall, was die Gleichheit von L(052, zp)
und M (09, zp) betrifft. Fiir Gebiete 2 wie in Lemma 2.3 stimmen jedoch die Eintrége
des Multityps im allgemeinen nicht mit den D’Angeloschen ¢g-Typen iiberein; betrachten
wir Q := {rr(z) < 0} mit

ri(z) = Rez + |2223\2 + \z2|8 + |23|k, k> 8,

so gelten L(09y;,0) = M(0Q%,0) = (1,4,4), aber A1(9,0) = k; fillt der Term |z3|*
weg, so ist 02 in 0 noch nicht einmal von endlichem Typ.

Beweis von Lemma 2.3:  Es sei r» wie in Lemma 2.3 gegeben. Wir wéhlen nahe
0 lokale Koordinaten (z) = (21, 2’), die den linearen Multityp L(9,0) = (1,12,...,1y)
realisieren, d.h. es gilt

r(z) = Rez +h(Imz,2")
= Rez + P(2') + R(Im 21, 2). (2.4)

Dabei ist P(2') # 0 ein vom Grad 1 homogen bzgl. (l3,...,l,) gewichtetes Polynom,
d.h., es gilt fiir t > 0

t-P(2) = P(tY2z, ... tYz), (2.5)

und R geniigt fiir geeignete Konstanten C' > 0,6 > 0 nahe 0 der Abschétzung

n 145
|[R(Im z1,2")] < C- (!zl| —i—Z\zkllk) . (2.6)
k=2

Nach Voraussetzung gilt (0, 2’) > 0. Damit erhalten wir
0 < %I_I%% Ch(0, 822y, Lt Iz
= P(Z)+ %E)%% CR(0,t 12y ot )
= P(),
das Polynom P ist also ebenfalls nicht negativ. Es ist

P = Z cap?®Z” mit E={(a,B):wr(a,B) =1}, (2.7)
(a,B)EE
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wobei wir .
wr, (Oé, ﬂ) = Z ak;_kﬁk
k=2
gesetzt haben. Es sei c,02’® mit cog # 0 ein reiner Term aus der Darstellung von P.
Dabei kann ohne Einschrinkung oy, # 0 fiir alle k = 2, ..., n angenommen werden, sonst
betrachen wir im folgenden die Einschrinkung von P auf {2’ : 2z = 0 falls aj, = 0}.
Wir definieren fiir £ = 2,...,n und den k-ten Einheitsvektor e die positiven Polynome
i durch
Pkt C2 A= pp(N) :=P(Xex) = Z CapA* N,
(a,8)€EE
aptBE=lk

Wegen der Positivitét gibt es einen Koeffizienten c,g # 0 mit (o, 3) € E, o, # 0, 8 # 0
und oy, + B = . Fiir alle (o, 3) € E gilt auflerdem lp < Y, ag + O < l,. Damit
gibt es (o, ), (&, 3") € E mit corpr # 0,cqmpr # 0,0/, 8", 0", 5" # 0 und

o' + 5 < Jaf < [o"+ 57 (2.8)

Zu jedem reinen Term c,0z'* von P gibt es also unreine Terme mit (2.8). Diese kénnen
durch biholomorphe Koordinatenwechsel jedoch nicht wegtransformiert werden. Wir
benutzen dazu die von K. Diederich und G. Herbort [DH1] in einem Spezialfall ange-
wandte Vorgehensweise und zeigen so, dass der Multityp hier mit dem linearen Mul-
tityp iibereinstimmt. Es seien dazu U = U(0),V = V(0) C C" offene Nullumgebun-
gen und F': U — V ein lokaler Koordinatenwechsel, der ein ausgezeichnetes Gewicht
A= (1,),...,Ay) mit A > L(91,0) realisiert. Dann gilt

D*DP(ro F71)(0) =0 Va,8 €Ny mit a; =61 =0, wale,B)<1.

Ist F'(0) = (aij)Zj:h so ist ayp, = 0 fiir k = 2,...,n, denn sonst wire m, = 1 fiir ein
¢ > 2 und damit A < L(952,0). Damit ist aber mit

byy 0---0
F'0)™! = (bij)ij=1 = H

*
auch die Matrix (b;;);';_ invertierbar und es gilt
ro F_l(w) = Rew; + P(F_l(w)) + Terme hoherer Ordnung.

Setzen wir F~!(w) in einen gewichteten Ausdruck 2/®z"® ein, so erhalten wir

ag Br
n n n
EH ) F @) =[] [ Sbgws | | by | +Tho.
k=2 \j=2 =2
Fiir jede Permutation o von {2,...,n} taucht dabei der Term

n

._ a8 ag =0
Ts(w) = H bké(k)bkg(k)wafk)wa?k)
k=2



2 Der Multityp, ¢-Typen und Semiregularitét 11

auf. Da F’(0)~! invertierbar ist, gibt es jedoch mindestens eine Permutation o mit
Ty(w) # 0. Damit gilt fiir (o, §) mit ¢, 3 # 0 aus (2.7)

DDP(ro F71)(0) # 0.
Es sei jo der kleinste Index mit Aj; > 1j,. Mit wa(e, 8) < wr(e, ) = 1 erhalten wir
einen Widerspruch. Also gilt L(0€2,0) = M (09,0) und das Lemma ist bewiesen. O

Es lohnt sich, die Darstellung (2.4) der definierenden Funktion 7 in den den (linearen)
Multityp realisierenden Koordinaten mit den Abschéitzungen (2.5) und (2.6) noch etwas
genauer zu betrachten. Wir zeigen

Lemma 2.4 Es seien r und damit P wie in (2.4) mit den Abschditzungen (2.5) und
(2.6) gegeben und Q2 = {r < 0} sei lineal konvex. Dann ist P eine konvexe Funktion.

Der Beweis benutzt die gleiche Strategie, mit der im allgemeinen pseudokonvexen Fall
gezeigt wird, dass P plurisubharmonisch ist.

Beweis:  Wir miissen zeigen, dass die reelle Hesse-Matrix von P(z’) nahe 0 € €1
positiv semidefinit ist. Dazu definieren wir fiir £ > 0

ri(z) = % -r(tzl,tl/l?zg, el tl/l”zn)

= Rez +P(z)+ 1 R(t Im oz, Y22, .tz

Da dieser Koordinatenwechsel linear ist, sind alle Gebiete €2 := {r; < 0} lineal konvex
nahe 0. Auflerdem gilt

r0(z) = Rez1 + P(2) = 1%in(l)rt(z)

nahe 0 gleichmifig. Es sei nun 2z’ € U(0') beliebig vorgegeben. Mit z1 = z1(t, 2') :=
—P() - % CR(0,t 229, .t /2, st dann g(t) := (z1(t, 2'),0, 2) € 9. Zu beliebi-
gem ¢ € €1 sei nun weiter

-1 n
() = - (2400 S ola)

Per constructionem gilt £(¢) := (£1(t),¢) € qu(%)E)Qt. Wir erhalten

< q(t),&(t) + Ly, (q(t), £(1))

(
= ReHy,(q(t),£(t) + Lry(q(t),£(2))
= ReHP(Z/,f/)—f—,CP(Z/,f/).

0 < limReH,
t—0

Da ¢ € € ! beliebig gewihlt war, ist damit die reelle Hessematrix von P(2') positiv
semidefinit; d.h., P ist ein konvexes Polynom. O

Wir zeigen damit nun Theorem 2.2, wobei wir uns auf bekannte Ergebnisse fiir semire-
guldre Gebiete [DH2] bzw. den linear konvexen Fall [Y] zuriickziehen.

Beweis von Theorem 2.2: Es sei ein C*°-glattes, lineal konvexes Gebiet gegeben,
ohne Einschrinkung gelte 0 € 9€). Wir wihlen die Koordinaten um 0 wieder so, dass
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der lineare Multityp L(09,0) = (1,[2,...,l;) — und damit nach Theorem 2.1 auch der
Multityp M (9€2,0) = (1, ms,...,m,) — realisiert wird. Die definierende Funktion r
ist dann von der Form (2.4) mit den Abschétzungen (2.5) und (2.6). Nach Lemma 2.4
ist das Gebiet Qy = {z : ro(2) = Rez1 + P(2) < 0} linear konvex nahe 0 und nach [Y]
gilt fir 1 <g<n

In—g+1 = Mn—qt1 = Aq(0%0,0). (2.9)

AufBerdem zeigen die Uberlegungen im Beweis von Lemma 2.3, dass gilt
M(09,0) = M(090,0). (2.10)

Ist nun Qg in 0 von endlichem Typ, so ist Q nach [DH2, Theorem 1.9] semiregulér und
nach Definition gilt m,_4+1 = A4(09,0) fiir alle g. Ist andererseits Ay(9€,0) = 400
fiir ein ¢, so gilt mit (2.9) und (2.10), sowie der allgemeinen Ungleichung (2.3)

+o0 = Ag(000,0) = mpy_gr1 < Ay(09,0).

Also gilt auch in diesem Fall Gleichheit fiir alle ¢ und das Theorem ist bewiesen. O

3 Lokale Geometrie lineal konvexer Riander

Es sei Q0 C C" beschrinkt, glatt berandet und lineal konvex auf einer Umgebung U eines
Randpunktes p € 9 von endlichem Typ. Nach einem linearen Koordinatenwechsel,
der die lineale Konvexitét erhélt, sei

UNoQ={z€U:Rez +h(Imzy,z2,...,2,) =0}.

Man sieht leicht, dass die Behnke-Peschl Bedingung (1.1) und die definierende Glei-
chung des holomorphen Tangentialraumes an 92 von Rez; unabhingig sind. Wir
konnen also ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass die Niveaumengen
{z €U :r(z) =0} mit |0] < dg, o > 0 klein, alle lineal konvex sind. Wir wahlen weiter
m € IN nach (2.2) so, dass der 1-Typ jedes Punktes ¢ € U kleiner gleich m ist.

Im folgenden seien stets ¢ € U N Q mit |r(q)] < do/2, v € S ! ein Einheitsvektor
und §p/2 > 6 > 0. Hiangen A und B von diesen drei Parametern ab und gibt es eine
Konstante ¢ > 0, so dass A(q,v,0) < c¢- B(q,v,0) fiir alle ¢,v,0 gilt, so schreiben wir
abkiirzend A < B. A 2 B bzw. A =~ B haben dann die offensichtliche Bedeutung. Wir
definieren nun durch

7(q,v,6) :==sup{p > 0:7(q+ M) —r(g) <6 fir alle A € C mit |A\| < p}

den Randabstand des Punktes g zu 0§05 := {2 : r(2) = r(q) + 0} gemessen entlang
der von v aufgespannten komplexen Geraden. Da alle Punkte ¢ € 92, von endlichem
Typ sind, sind diese Radien fiir § > 0 klein genug endlich. In Abh#ngigkeit von ¢ und
9 wihlen wir nun in Analogie zu T. Hefer fiir den linear konvexen Fall [Hf] induktiv
und durch einen linearen Koordinatenwechsel, der g in den Nullpunkt {iberfiihrt, unsere
Koordinaten wie folgt: Zunéchst seien

o e Vr(@)
L V()]

und Tl(q’ 5) = T(Qa 6156)'
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pl € 0€y5 sei ein Punkt auf der Geraden z; : € 3 A — ¢ + Xey, der 71(q, ) realisiert.
Dabei sei die Gerade so parametrisiert, dass z1(0) = ¢ gilt und p' auf der positiven

Re z1-Achse liegt, also p* = ¢ + 71(g,0)e;. Nach Wahl der z;-Achse gilt %TT@ =1 und

damit 6(;—(2) ~ 1 fiir alle z € U. Mit Hilfe des Satzes iiber implizite Funktionen sieht

T1
man dann, dass

71(q,0) ~ dist(q,0Qqs5) =~ 9§ (3.1)

mit von ¢ und § unabhingigen Konstanten gilt. Es seien nun paarweise senkrechte
Vektoren ey, ..., e,_1 € S"! mit 7;(q,d) := 7(q, e;,) und realisierenden Punkten p’ €
982, 5 so konstruiert, dass jeweils z;(0) = ¢ gilt und die p’ auf den positiven Re z;-Achsen
liegen. Es sei dann e € (e1,...,ex_1)" ein Einheitsvektor, der 7(g,v,d) minimiert,
(g, 6) == 7(g, e, 8) und p* € 99,5 ein Punkt, in dem 74(q, §) realisiert wird. Dabei
sei wieder die zugehorige komplexe Gerade zj, von ¢ nach p¥ so parametrisiert, dass p*
auf der positiven Re z;-Achse liegt und z;(0) = ¢ gilt. Insbesondere gelten fiir k£ > 2

71 (q, ) = dist(q, 0y s N {21 =+ = 2,1 = 0})
und 71(q,9) < 12(q,0) < -+ < 7,(q,0). Wir nennen (eq,...,e,) eine d-minimal Basis
in g und z1, ..., 2z, die zugehorigen Koordinaten. Aus der orthogonalen und minimalen
Wahl der Achsen z, = x + iyg bzw. ihrer Parametrisierung folgt sofort, dass gilt
k k
W) _guna ) g f jskse (3.2)
82’]' 3yk

Mit Hilfe der Polyradien 74 (g, ¢) definieren wir nun fiir ¢ € UNQ und § > 0 Polyzylinder
Ps(gq) und deren Multiplikation mit positiven Konstanten ¢ > 0 durch

c-Ps(q) = {z:|z—qrl <c-71k(g,9) firalle k =1,...,n}. (3.3)
Wir zeigen zunéchst das fundamentale
Lemma 3.1 Es gibt ein ¢ > 0, so dass fir alle g € UNQ und §p/2 > § > 0 gilt
c- Ps(q) C Qgs. (3.4)

Beweis: Im linear konvexen Fall gilt (3.4) mit ¢ := 1/4". Wir zeigen, dass dieses c
auch hier die gewiinschte Eigenschaft besitzt und arbeiten in den zu ¢ und § assoziierten
Koordinaten z1,...,z, der d-minimal Basis eq,...,e,. Dazu sei ein beliebiger Punkt
Q € 09,5 N U N Ps(q) gegeben. Ist Qy = x, + iy, fiir k= 1,...,n, so definieren wir

o 1 Lfallsxzp >0 . 1 Lfallsy, >0
U = { —1 , sonst und by := { —1 , sonst ’
sowie
"L apz L
kZk kZk
h(z) := Re + Im .
) ; 7k(q, 0) ; 7k(q, 0)

Es gilt dann h(z) < 1 fiir alle z € ¢- Ps(q). Wir nehmen an, es gelte auch h(Q) < 1
und betrachten eine beliebige komplexe Hyperebene H durch (). Dann gibt es ein
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XelC'WX #0mit H={z¢€ C": (2,X) = (Q,X)}. Ohne Einschrinkung kénnen

wir annehmen, dass Xy # 0 fiir alle k = 1,...,n gilt, denn sonst betrachten wir im
folgenden Q € H N Ps(q) auf U N{z: z; = 0 falls X3, = 0} mit
Op = 0 ,falls X =0
Tl Qr  falls X £0

Die Ebene H ist komplex (n — 1)-dimensional und wegen X} # 0 fiir alle & schneidet
sie jede der Achsen z;. Es seien 2F = \yep, Ay € €,k = 1,...,n die Schnittpunkte von
‘H mit den Koordinatenachsen. Weiter gelte

|2E| > 7.(q,0) firalle k=1,...,n. (3.5)

Die Hyperebene lésst sich dann auch darstellen durch

H = {z:zl+2a;€(zl—zk):a;€€@}.
k=2

Wegen @ € Hist Q =z + 37, ap(z! — 2*) mit komplexen Zahlen as, . .., o, woraus
wir fiir die Koordinaten von @)

Q= (14'20%)'2% und Qk:—ak-z,ﬁ, k=2,...,n (3.6)

k=2

erhalten. h(Q) < 1 impliziert 1 > h(Q) = >_7 ‘i’;‘:‘g” > r;i?qu also

!Ql \Qk| 3
— Z <1 1;2 |ovg | (3.7)

7 k= 7
mit (3.5) und (3.6). Mit (3.6) erhalten wir aber auch

n n
1+Zak 1+Zak -11(q,0
k=2 k=2

(3.7) und (3.8) ergeben nun wegen 1 — Y 5 |ag| > |1+ > 5 ag| > 1 — > 5 || einen
Widerspruch. Die Annahme (3.5) ist also falsch, es gibt einen Schnittpunkt z* der
komplexen Hyperebene H mit einer Koordinatenachse, fiir den |2*| < 71(q,d) gilt.
Damit ist 2* € ;5. Wihlen wir als Hyperebene nun die komplexe Tangentialebene an
08, s in @, so widerspricht dies der linealen Konvexitdt von €, s in Q. Es gilt also
h(Q) > 1 und das Lemma ist bewiesen. O

Q1] = &t = (3.8)

Mit Hilfe dieses Lemmas lassen sich nun nicht nur die Ableitungen der definierenden
Funktion 7 in ¢ bis zur Ordnung m durch die Polyradien 7 abschétzen, sondern auch
die Ableitungen in allen anderen Punkten des Polyzylinders.

Lemma 3.2 Es set g € UNKQ und § > 0 klein genug. Dann gilt bzgl. der zu q und §
assoziierten Koordinaten fir alle z € Ps(q)

dlotBly(2) 4]
~ HZ:1 Tk(Q7 5)ak+ﬁk

fir alle Multiindizes o, 3 € Ny mit 1 < |a+ (] < m.

02907P (3.9)
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Beweis: Nach Wahl der Koordinaten z = (z1,2’) bzgl. ¢ und ¢ besitzt r eine
Darstellung der Gestalt
r(z) —r(q) = Rez1 + hi(2) + ho(Im 21, 2') (3.10)

mit einer nicht negativen Funktion h; (aufgrund der linealen Konvexitidt von 0€y )
und einer Funktion hg, die einer Abschitzung der Art |ho(Im 21, 2")| < |Im 21| geniigt.
Fiir z € Ps(q) folgt mit (3.1)

r(z) —r(q) > Rez1 +0—C|Imz1| 2 —|z1] 2 —71(g,0) ~ —4. (3.11)

Mit Lemma 3.1 gilt also |r(z) — r(q)| < 6 fiir alle z € ¢+ Ps(q). Der Restterm R der
Taylorentwicklung von r um g,
m
r(z) —r(q) = Z cap?®Z’ + R(2),
lal+]8|=1

lisst sich gleichmifig durch C - |z|™*! abschiitzen. Da die Kontaktordnung jeder

komplexen Geraden an 9%, in ¢ hochstens m ist, folgt 7% (g,0)™ ™ < 6 fiir alle k:
Andernfalls gébe es fiir jedes C' > 0 einen Punkt ¢ € U N Q und ein 6 > 0 mit
(g, 6)™ Tt > C-6. Es gilt jedoch § > r(q+ Aep) —7(q) fiir alle A € € mit |\ < 7%(q, ),
also 7x(q, 6)™ L > C - (r(q + Mex) — r(q)) fiir alle |A| < 7x(g,6). Das bedeutet, dass die
komplexe Gerade € > A — ¢ + Aei mit 0§, eine Kontaktordnung > m + 1 hat, was
durch die Wahl von m aber ausgeschlossen ist.
Wir erhalten also

m

Z cap?®ZP| SO+ C - 1(q, )™ < fiir alle 2 € ¢+ Ps(q). (3.12)

laf+[8]=1

Auf dem endlichdimensionalen Vektorraum aller Polynome bis zum Grad m sind alle
Normen dquivalent, d.h. ist 7(g,0)* := [[;_; 7(g,6)** und A;(0) C C" der Einheits-
polyzylinder, so gilt insbesondere

m m
sup Z Caﬂzafﬁ = sup Z Caﬁc\a+ﬁ|7_(q75)a+ﬂza25
2€ePs() || 1 Bm1 €810 |jaf+151=1
m
~ > Icaplr(a, 0. (3.13)
laf+|8]1=1

Aus (3.12) und (3.13) folgt die Behauptung fiir z = ¢. Es sei nun z € Ps(q) beliebig. Fiir
einen Multiindex « sei D® ein Differentialoperator bzgl. der assoziierten Koordinaten.
Ist |3] < m, so erhalten wir aus der Taylorformel unter Benutzung von (3.9) fiir z = ¢
m—|B|
[Dr(z) = Dr(g)) S D ID“Dr(g)] - 7(g,6)" + Cralg, 6)™ VIH!
la)=1
oL
s
s 7@ 0
)
7(q,0)%

N

7(g,0)® 4+ Oy (g, )™ 1AIH1

A

(3.14)
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Mit der Dreiecksungleichung folgt nun die Behauptung. O

Wir benutzen die Abschétzungen aus Lemma 3.2, um die Ableitungen 1. Ordnung in
den Punkten p¥ weiter zu quantifizieren (vgl. Lemma 3.4). Dazu bendtigen wir

Lemma 3.3 Es gibt ein C' > 0, so dass fir alleq e UNQ gilt TN QeoNU =0 mit
Lg = {2 € C":79(2) ==Re[0r(q) - ( — )] = C - [Imar(q) - (= —q)| =20}  (3.15)

Beweis: Wir wéhlen einen linearen Koordinatenwechsel, der ¢ in den Nullpunkt
tiberfithrt und erhalten in den Koordinaten z = (z1,2’) eine Darstellung wie in (3.10)
mit einer Funktion hy > 0 und einer Funktion he mit |he(Im 21, 2')| < A-|Im 2z fiir alle
z € UNC. Dabei kann die Konstante A > 0 von ¢ unabhéngig gewahlt werden. Fiir
z € Qq0NU gilt dann 0 > r(2) —r(¢) > Rez; —A-|Im 21|. Nach Wahl der Koordinaten
ist Or(q) = (1,0,...,0); damit ist 74(2) = Rez; — C - [Im 21|. Wéhlen wir C > A, folgt
Yq(z) <Rez1 — A |[Imz | <0 firalle z € QuoNU und so Ty N Qo NU = 0. ]

Lemma 3.4 Es seiqe UNKQ und § > 0. Man betrachte die assoziierten Koordinaten
z=(21,-..,2n) bzgl. q und d. Es gilt:

a) Firl <k<nist
8r(pk) Tl(qa 6)

~
~

8zk Tk<q,5).

b) Firj <k ist
0z; |~ 7(q,90)

Beweis: Nach Wahl der z;-Achse, wegen der Glattheit von r und nach eventu-
eller Verkleinerung von U gilt dr(z)/0z1 ~ 1 fiir alle z € U N (2, insbesondere also
fiir die Punkte p*. Es gilt aber auch 9r(q)/dy; = 0 und daher ohne Einschrinkung
|0r(2)/0y1| < 5 fiir alle 2 € UNQ. Es folgen die Abschitzungen |dr(p*)/0z| ~ 1
fir alle K = 1,...,n. Wir betrachten nun die Kegel I',» aus (3.15) fiir £ > 2. Es gilt
Im 9r(p*) - p* = 0 wegen (3.2). Setzen wir

or(p¥)
621 ’

ay = 71(q,0) -

so gilt |ag| = 71(q, ). Fiir ein geeignetes (und unabhingiges) ¢ > 0 gilt also w* € Qg5
mit w* := (cay,0,...,0) und es ist Imay, - Or(p*) /021 = 0. Nach Lemma 3.3 erhalten
Wir Ypn (w*) <0, was wir zu

8r(pk) 87‘(pk)
. < . .
B car < Re or 7(q,0) (3.16)

k k
umformen. Wegen Re 87:9(51 ). cay, ~ \ag(i )\2 -11(q,9) 2 11(g,0) folgt damit die untere

Abschétzung aus a) auch fiir 2 < k < n. Die oberen Abschitzungen der Ableitungen
folgen aus Lemma 3.2. O

Re

Wie im linear konvexen Fall kénnen die Radien 7(q,v,d) durch die Standardradien
Tk(q, §) kontrolliert werden. In Anlehnung an J. McNeal [McN2] und den Beweis des
entsprechenden Satzes fiir linear konvexe Gebiete zeigen wir
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Lemma 3.5 Es sei g € UNQ und v = | vgey, ein Einheitsvektor, dargestellt in den
zu q und § > 0 gehorigen Koordinaten. Dann gilt

n

loe| 1
2 nwd  rged) (3.17)

k=1

wobei die Konstanten in ~ unabhdingig von q,6 und v gewdhlt werden kinnen.

Beweis: Es sei Q = Av € 09y ein Punkt mit |A\| = 7(q,v,9), der den Radius
7(q,v,6) realisiert. Wir withlen einen Winkel 8; € R, so dass 1Q; = |Q1] € R{ gilt.
Mit (3.10) erhalten wir

71(q,6) =~ 6
z r(e"Q) —r(q)
~ Ree”1Qy + hi(e1Q") + ha(0,€7Q")
Z 1@l (3.18)

Nach (3.15) gilt
Re [87“(]92) (z— p2)] < Im [0r(p2) (z —pQ)H fiir alle z € Q5 N U. (3.19)

Wir wihlen 6, € R mit Ree'?Qqy = |Qs|. Es ist dann Ime2Q, - 85(21322) = 0 und mit
(3.19) folgt

[2r®*) s, ( ?) ion 5|27 @) or(p?) ar(p?)

also .

or(p®) | or(p®) or(p?)

< . s
Q2| < ‘ 02 72(q,0) - 29 + Q1] - 9 |

woraus Q2| S (g, d) mit (3.18) sowie den Abschétzungen aus Lemma 3.4 folgt. Wir
konnen analog fortfahren: Wihlen wir 6, € R mit Ree*Q), = |Qy| fir k = 3,...,n, so

87‘ (p )

gilt jeweils Im e Q) - = 0. Mit den vorher erzielten Abschidtzungen und Lemma
3.4 folgt |Qk| < Tr(q, ) 1nduktiv auch fiir £k = 3,...,n. Damit sind

Qkl =7(q,v,6) - [vx] S 7k(q,0) firk=1,...,n

womit wir die Abschitzung < in (3.17) erhalten. Im Beweis von Lemma 3.1 haben wir
bereits gesehen, dass fiir Q = (x1 4+ iy1,...,2Tn +iyn) € Q5 gilt

~ |Q || +
> ey il

1 Tk’(q =1 Tk q:

womit auch die andere Abschétzung folgt. m

Die Polyzylinder Pjs(q) konnen also in dem Sinne als maximal angesehen werden, dass
alle Radien 7(q, v, d) iiber ihre Achsen kontrolliert werden. Dies zeigt auch das folgende
Korollar, dessen Beweis sich unmittelbar aus Lemma 3.5 ergibt.
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Korollar 3.6 Es seien ¢ € QNU, 6 > 0 und v ein Einheitsvektor. Dann gilt mit
unabhdngigen Konstanten

a) Ist z=q+ \v € Ps(q), so ist |\ < 7(g,v,9)
b) {z=q+ X v: A <7(q,0,0)} € C- Fs(q)-
Beweis:  Fiir z = ¢+ \v € Ps(q) gilt |z| = |Avi| < 7%(g,9) fiir alle k =1,...,n.

Damit ist
n

o1 i
1> [\l >
RS0 R )

und a) folgt. Andererseits gilt nach Lemma 3.5 stets |vx| - 7(q,v,9) < 7x(g,0), so dass

fir z = ¢+ Av mit |\ < 7(q,v,0) wegen |zi| < |vg| - 7(g,v,0) auch b) gilt. O
In Analogie zu Bruna, Charpentier und Dupain [BCD] definieren wir mit d, := |r(q)]
k(q,v,0) = _ O fiir v e €"\ {0} (3.20)
q7 I T T(q,'l), 5) .

und «(gq,0,9) := 0. Zeigt v dabei in die Normalenrichtung in ¢, so ist (g, v, dy) mit |v]
vergleichbar, womit sich die Rolle der normierenden Konstanten d, in der Definition
von « erkliart. Mit Hilfe von k(q, v, d) ldsst sich die Aussage von Lemma 3.5 durch

n

> |kl (g, ex,6) ~ K(q,v,0) (3.21)
k=1
darstellen. Damit ist die Bezeichnung von eq,...,e, als d-Extremalbasis im linear

konvexen Fall gerechtfertigt.

Wiéhrend x im linear konvexen Fall die Eigenschaften einer Norm erfiillt, miissen wir
hier bei der Dreiecksungleichung die Multiplikation mit einer universellen Konstanten
zulassen. k(q,-,0) ist also eine Pseudonorm auf C".

Lemma 3.7 Es seien ¢ € UNQ und § > 0. Dann gilt fir alle v,w € C"
a) k(q,v,0) =0 < v=0
b) k(g A-v,0) = |\ - k(q,v,0) fir \e C
c) k(q,v+w,9) < k(g,v,9) + k(g,w,0)

Beweis: a) ist trivial, b) folgt unmittelbar aus der Definition der Radien 7(q, v, ).
Weiter impliziert b), dass (3.21) fiir alle v € C" gilt. Damit erhalten wir c). 0

Zu ¢ € UNQ und einem Vektor v € S~ ! sei die komplexe Gerade € 3 A — ¢+ Av nun
so parametrisiert, dass ein Punkt @, in dem 7(q, v, d) realisiert wird, auf der positiven
Re A-Achse liegt. Es ist dann

m

p(N) = r(g+ M) —r(q) = Y ajelg, )X+ R(N) (3.22)
J+k=1
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mit |[R(A\)] < [A™F! und

ITTkr(q + M) &7 tkr(q)
ajk(q,v) = ————=" = 2P (3.23)
A ONF _ 9z20zP8
ONON b oo 92002
mit v = o ... Wir schreiben wieder 7(q,9)* = [[_; 7,(g,0)* und |v|* :=
[v]* -« - |up|* und zeigen

Korollar 3.8 Fiir alleqc UNQ,ve S" 1,6 >0 und j, k mit 1 <j+k<m gilt

0
|a‘]k(Q7U)| ~ T(q,'l),(;)j+k

Beweis: Mit Lemma 3.2 und Lemma 3.5 erhalten wir

IOPRSTER T DI () e ey
k4, ~ ~ 7(q,v,0)i+F

7(q,0
Wher IRNACR)) lal=7,Bl=k

und so die Behauptung. O

Nach Wahl von m gibt es auflerdem ein 1 > 0 mit

> k(@) > 7 (3.24)

j+k=1

fiir alle ¢ € U NQ und v € S"~ 1. Damit gilt nach der Darstellung (3.22)
5 = o(r(q,v,0))

Z |ajk(q7 ’U)’ : T(Q7 v, 5)j+k +C- T(Qa v, 5)m+1
j+k=1

5 Z |a]k:(Q7U)’ : T(Q?”aé)j+k'
j+k=1

IA

Dabei wurde der Term C - 7(g,v,8)™ ! mit (3.24) abgeschiitzt:
C m m )
C- T(Q7U75)m+1 < —- Z ‘ajk(qav)’T(Q>v75)m+1 S Z |ajk(Q>,U)‘T(Q7U15)]+k'
jk=1 j+k=1
Zusammen mit Korollar 3.8 haben wir also gezeigt:

Lemma 3.9 Es gibt unabhingige Konstanten, so dass fir jedes ¢ € U N, jeden
Finheitsvektor v und § > 0 mit der Darstellung (3.22) gilt

m
Z |ajk(Q?v)|'T(Q7U15)]+k ~ 0.
j+k=1

Ist also v € qu@Qq,g ein Tangentialvektor in q, so folgt §'/2 < 7(q,v,0) < §L/m,
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Definieren wir fir v = 1,...,m mit a,(q,v) := max lajr(g,v)| in Analogie zu [McN2]
Jtk=v

5 l/l/
o(q,v,d) := min 1<v<my,,
(@.2,9) (ay(qw))

Lemma 3.10 Firqc UNQ,v e S" ' und § > 0 gilt (q,v,0) =~ o(q,v,9).

so erhalten wir

Beweis: Die Beziehung < folgt aus Korallar 3.8. Fiir die umgekehrte Relation
bemerken wir, dass nach der Definition von o(q,v, )

m
Z |ajk(Q7v)"0-(Q7U75)j+k SJ d
j+k=1

gilt und da das Polynom t — 3.} |ajk(q,v)| - tJ*F fiir t > 0 monoton wachsend ist,
folgt die Behauptung mit Lemma 3.9. O

Als Konsequenzen halten wir fest

Korollar 3.11 Seiqe UNQ und v € qu08qu0 ein tangentialer Finheitsvektor. Sind
d >0 >0, so gilt

(%’)” Y (g,0,6) S Tg,0.) S (%’)l/m-f(qwﬁ)-

Beweis:  Wir wiihlen v/ mit 7(q,v,8") ~ (8’ /a,(q,v))"/"". Es folgt

o)~ (5)" ()" 2 (5)" s

und analog die andere Abschitzung. |

Korollar 3.12 Fiir jedes ¢ > 0 gibt es Konstanten ¢/, ¢’ > 0, die nicht von ¢ € U N Q)
und 6 > 0 abhingen, mit ¢’ - Ps(q) C Pus(q) C " - Ps(q).

Beweis: Dies ergibt sich aus Korollar 3.11. O

Wir nutzen die dquivalente Darstellung der Radien, um — in Analogie zu J. McNeal —
zu zeigen, dass sich die Absténde 7(z,v,0) fiir z € Ps(q) nicht unkontrolliert &ndern.

Lemma 3.13 Es seien ¢*,¢> € UNQ,5 > 0 und es gelte ¢> € Ps(q'). Dann gilt fiir
jedes v € S"1
T(ql,’l),(S) ~ T(q27?}76)7

wobei die Konstanten von ¢, ¢%,v und § unabhdingig sind.

Beweis: Nach Lemma 3.2 und Lemma 3.5 gilt mit (3.23) und den dort eingefiihrten
Notationen

ajp(@® o)l S D

lo|=5,1 8=k

”U| a+p3 5
- Z < —

lel=3,18=k

o r(g?)
02207P

’ . ‘,U’a'*‘ﬁ

A
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Damit ist 7(¢?%,v,8) ~ o(¢?,v,0) 2 7(¢*,v,d). Fiir die umgekehrte Ungleichung erhal-
ten wir fiir ¢> € ¢+ Ps(q!) in Analogie zu (3.14) aus dem Beweis von Lemma 3.2
0
DBr(a?) — DBr(ah) < — 0
| Dr(q”) r(g) S (qL.0)7
Ist nun v mit a,, (¢4, v) = §/7(¢*, v, )" gewiihlt, so folgt

al/o(qzvv) 2 Z (’ajk(qlvv)’ - |ajk(q2av) _ajk(qluU)D

Jt+k=vo
6 "U’ >O¢+ﬁ
T D D
~ 1 4)vo 1 5
@0 e, \T0)
6
7(qt, v, 6)v0’

nach Lemma 3.5, falls ¢ klein genug gewéhlt wurde. Damit ist
o(3,v,0) < 1(¢4v,8) fir ¢ €c- Ps(gh).

Zu diesem ¢ wihlen wir geméf Korollar 3.12 ein ¢; > 0 mit P, 5(q) C ¢+ Ps(q) fiir alle
g € UNQund § > 0. Im allgemeinen Fall ¢*> € Ps(q') setzen wir dann §' = §/c;. Damit
ist ¢* € P.s/(q') C c- Py(q'). Es folgt

o(qg®,v,0) < ci/ma(qz,v, Y < 1(ghv, )
S O-(ql?/U7 5,) 5 O-(q:l?’U? 6)
S 7(ghv,9)
und das Lemma ist bewiesen. O

Als Konsequenz erhalten wir eine ,, Verschlingungseigenschaft“ fiir die Polyzylinder:

Lemma 3.14 Es gibt eine unabhingige Konstante C > 0, so dass fiir ¢*,¢> € QNU
und § > 0 mit Ps(q') N Ps(q?) # 0 gilt

Ps(¢"') C C-Ps(¢*) wnd Ps(¢®) C C- Ps(q").

Beweis:  Es sei ¢ € Ps(¢') N Ps(¢?). Nach Lemma 3.13 gilt 7(¢',v,0) ~ 7(¢%,v,9)
fir alle Einheitsvektoren v. Es sei nun v der Einheitsvektor von ¢ nach ¢ und w der
normierte Vektor von ¢! nach ¢. Es ist dann ¢ = ¢ + \v = ¢ + pw mit A\, 4 € € und
nach Korollar 3.6 gilt [A\| < 7(¢%,v,6), |u| < 7(¢!,w,0) < 7(¢% w,5). Damit ist aber
bzgl. der zu ¢% und ¢ assoziierten Koordinaten mit Lemma 3.5

lakl = lag + Mo+ pwr] < Joel - 7(6%,v,8) + [we] - 7(¢%,w,0) S Ti(a?, )

fiir alle k. Mit einer (eventuell groBeren) Konstanten gilt somit Ps(q') C C - Ps(¢?).
Die andere Abschitzung erhilt man analog. o

Wir beobachten, dass die Polyzylinder eine Quasidistanz induzieren: fiir ¢', ¢*> € UNQ
definieren wir dazu

d(¢',¢*) := inf {5 >0:¢%¢€ Pg(ql)}

und zeigen
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Lemma 3.15 Es gibt unabhingige Konstanten, so dass fir alle ¢*,¢%, ¢ € QNU gilt
a) d(ql,qz)zo & ¢ =g
b) d(q',¢%) = d(¢* q')
c) d(¢',q*) S d(q",q°) +d(a’, ¢°)

Beweis:  a) ist klar. Sei 0;; := d(q¢*,¢?). Wir wihlen § > 0 mit d12 < § < 2812 und
¢ € Ps(q). Mit Lemma 3.14 bzw. Korollar 3.12 gilt

Q

q' € Ps(¢") € C- Ps(¢*) € P.s(q?),

es folgt d(q¢?,q¢') < ¢6 < d(q',¢?) und die Gleichheit analog. Zur Dreiecksungleichung
bemerken wir nur, dass ¢* € Prs5,,45,)(¢°) C Pc(513+523)(q1) gilt. O
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Teil II
Subelliptische Abschitzungen

4 Das 0-Neumann Problem und Subelliptizitit

Die folgende Darstellung des -Neumann Problems ist allgemein bekannt und kann in
der Literatur gefunden werden. Fiir eine ausfiihrlichere Darstellung sei beispielsweise
auf [DA3, DL, H61, Ko3, Kr] verwiesen.

Das 0-Neumann Problem Es sei 0 < q < n. Es sei weiter 2 C C" ein Gebiet und
es bezeichne L(20 )(Q) die (0, ¢)-Formen auf €2 mit quadratintegrierbaren Koeffizienten.
Ist u eine solche Form, so kénnen wir sie durch

/
u:z urdz’ it dz' =dz, Ao AdE,

darstellen. Es durchlduft I = {i1,...,i,} alle streng monoton geordneten g-elementigen
Teilmengen von {1,2,...,n}. Der Strich am Summenzeichen weist auf die strenge Mo-
notonie hin. Ist v = 3 ;vrdz! eine weitere (0,¢)-Form mit L*-Koeffizienten, so wird
L?O )(Q) mit dem inneren Produkt

(u,v) :== Z,/ wurordV und  |ju® = (u,u) = / lul? dV
T Q Q

zu einem Hilbertraum. Dabei ist [u|? := >, [us|?. Wir bezeichnen mit D(Q) := C5°()
die beliebig oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Triager in Q und mit
Do,)(2) C L(O q)(Q) die (0, ¢)-Formen mit Koeffizienten aus D(2). Fir eine Form

uw=3Y;urdz" aus D (Q) ist der d-Operator bekanntermafien definiert als

ou —Zzl%dzk/\dz
I

Da sich jede L?-Funktion durch Funktionen aus D() approximieren lisst, kénnen
wir O als dicht definierten Operator auf L%o,q)(ﬂ) ansehen. Eine Form u € L?()’q)(Q)
ist dann aus dom 9, falls du im Sinne der Distributionentheorie eine (0,q + 1)-Form
mit L2-Koeffizienten ist. Genauer ist 0 : L( )(Q) — L(o +1)(Q) ein abgeschlosse-
ner, dicht definierter, unbeschrinkter Operator Der formal adjungierte Operator ist
o L%O o) L( g €s ist u € dom 0*, wenn das Funktional L% )(Q) > v+ (v, u)

stetig ist. Ist r eine glatte, definierende Funktion fiir €2, so beschrelbt
- or
ul0r 1= Z (Z u/d ) dz!
[7|=q—1

die Kontraktion einer (0,¢)-Form wu mit dem Rand 0. Bekanntermafien gilt
u € dom0* & widr =0 auf 0f.



24 4 Das 0-Neumann Problem und Subelliptizitit

Fiir ¢ > 1ist O=0,: L% (Q) — L? )(Q) der durch

(0,9) (0,q
O := 09" +0%0
domO = {ue€domdNndomd*: Ju € domd*,d*u € domd} .

definierte Laplace-Beltrami Operator. Er ist selbst adjungiert und abgeschlossen.

Zwischen der O-Gleichung und dem Laplace-Beltrami Operator besteht der folgen-
de interessante Zusammenhang: Es sei {2 glatt berandet und o € C&?q)(Q) eine 0-
geschlossene (0, ¢)-Form mit glatten Koeffizienten. Gibt es nun ein v € dom O mit

Ou = a, so ist 0*u eine Losung der Gleichung 0f = a.

Dies motiviert die Losung der O-Gleichung und fithrt auf das d-Neumann Problem:

Lose Ou = « Laplace-Beltrami Gleichung
mit al ker O Integrabilitdtsbedingung
durch v € dom O Randbedingung.

Die Bezeichnung Randbedingung ist hier gerechtfertigt, weil genau dann v € dom O
gilt, wenn uw.0r = 0 auf 92 und du_dr = 0 auf 9 sind.

Sind © beschrénkt und pseudokonvex und ¢ > 1, so gilt ker 9+ = Im 0*. Jedes a €
L%O?q)(fl) lidsst sich dann eindeutig in @ = a1 + ap mit oy € kerd und ap € Imo*
zerlegen. Nun gibt es eindeutig bestimmte v, € dom O N Im 9* mit Jv; = a7 und
vg € dom d* Nkerd mit O*vy = as. Analog gibt es wieder eindeutig bestimmte u; €
dom 9* Nker @ mit 9*u; = v; und uy € dom d Nker &* mit Jug = vs. Insgesamt ist also
o = 00*uy +0*uz. Definieren wir nun Ny := u; +us, so ist Ny : L%Qq)(Q) — L%qu)(Q)
ein linearer, beschriankter Operator mit Nya € dom O fiir alle o € L%qu)(Q). Es gilt
ONya = a und Nya ist eine Losung der O-Gleichung; das 0-Neumann Problem auf
beschriankten, pseudokonvexen Gebieten ist also losbar.

Ist 5_04 = 0, so ist die Losung der é—Glei_chung Ou = «, die auf ker 0 senkrecht steht,
u = 0*Nyo. Der Operator N, heifit der 0-Neumann Operator fir (0, ¢)-Formen.

Subelliptische Abschitzungen Es stellt sich die Frage, welche Regularitéitseigen-
schaften wir fiir die Losung u erwarten kénnen, wenn das Datum « glatt gegeben ist.
Im globalen Fall ist diese Frage durch das folgende Theorem [Kol] gelost.

Theorem 4.1 (J. J. Kohn) Es sei Q C C" ein pseudokonveres Gebiet mit glattem
Rand und o € CE’OOU(Q) eine glatte, 0-geschlossene (0,1)-Form. Dann gibt es eine

glatte Losung u € C®(Q) der Gleichung Ou = .
Anders stellt sich die Situation dar, wenn « nur auf einer (offenen) Teilmenge des

Randes eines Gebietes glatt ist. Eine Antwort liefern hier subelliptische Abschétzungen.
Dazu bedarf es zunéichst weiterer Notationen.

Auf L2(RY) ist die Einschrinkung der Fouriertransformation F

1 —i(x
Fu(z) = (%)N/Q'/RNU(Z/)'e 9 dy
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auf die schnellfallenden Funktionen S, eine Isometrie. Es sei ps(z) = (1 + |z|?)® mit
s > 0. Wir definieren Agu := F~1(ps- Fu) fiir u € S,,. Der Sobolev-Raum der Ordnung
s ist dann W*(RY) := {u € L*(RY) : Asu € L*(RYM)}. Mit dem Skalarprodukt
(u,v)s 1= (Asu, Av) 2y flir u,v € W*(RY) und der induzierten Norm |jul|? =
(u,u)s wird W*(RY) zu einem Hilbertraum. Fiir natiirliche Zahlen s ist W* genau
die Vervollstindigung der glatten L?-Funktionen, deren Ableitungen bis zur Ordnung
s wieder quadratintegrierbar sind. Ist D C RY eine offene Teilmenge, so ist W*(D)
der Raum der Funktionen auf D, die durch Einschréinkung einer W*(IR”")-Funktion auf
D gegeben sind. Fiir u € W*(D) gibt es dann ein «* € W*(RY) mit ||ulls = ||u*]|s.
|| ||s ist eine Norm auf W#(D), die von einem Skalarprodukt induziert wird. Mit dieser
Norm ist W#*(D) vollstandig, also ein Hilbertraum.

Es sei nun Q = {r < 0} C C" ein glatt berandetes pseudokonvexes Gebiet, z° € 9Q ein
Randpunkt und U = U(z") eine offene Umgebung von z". Weiter sei

Dip,9)(U) :=={a € D(gq (U N Q) : a € domd*}.

Dann erfiillt das 0-Neumann Problem eine subelliptische Abschitzung der Ordnung e
auf U, falls mit einer Konstanten C' = C(U, ) > 0 fiir alle a € D 4)(U) gilt

lofl2 < € (lloal® + 0% al* + [lal*) -

Wir erkennen die Bedeutung subelliptischer Abschéatzungen anhand des folgenden Theo-
rems [Ko2], garantiert es doch Regularitét im lokalen Analogon zur Theorem 4.1.

Theorem 4.2 (J. J. Kohn) FEs sei Q) C C" ein glatt berandetes, pseudokonvezes Ge-
biet. Nahe 2° € O gelte eine subelliptische Abschitzung fiir (0,q)-Formen der Ord-
nung €. Es sei U = U(zp) eine offene Umgebung und o € L%Qq)(ﬂ) NC>®(U) eine
0-geschlossene (0,q)-Form. Dann ist auch die 0-Neumann Losung O*Na der Glei-
chung Ou = « glatt auf U. Genauer gilt: Ist « € W*(U), so sind Na € W*+2(U) und
O*Na € WSTe(U).

Es bezeichne H2(Q) = L?(2) N O(f) die quadratintegrierbaren holomorphen Funktio-
nen auf . Das Theorem beinhaltet, dass der Bergman-Projektor P : L?(Q) — H?(Q)
die Réume W in sich selbst iiberfiihrt, da wir P durch Pu = u—9* N,410u ausdriicken
konnen. Insbesondere gilt P(C*°(U)) C C*°(U). Diese Condition R wurde von S. Bell
[B] zum Studium glatter Fortsetzbarkeit eigentlich holomorpher bzw. biholomorpher

Abbildungen eingefiihrt.

Maximale subelliptische Abschitzungen Die urspriingliche Motivation zur Un-
tersuchung von Punkten endlichen Typs, wie sie in Abschnitt 2 eingefiihrt wurden, war
der Versuch, notwendige und hinreichende Bedingungen fiir die Giiltigkeit subellipti-
scher Abschétzungen zu finden. J.J. Kohn [Ko2] erhielt durch den Gebrauch der Metho-
den von K. Diederich und J.E. Fornaess [DF2] eine notwendige Bedingung fiir Gebiete
mit reell analytischen Réndern. Diese Bedingung ist dquivalent mit der Nichtexistenz
komplex analytischer Varietdten im Rand. D. Catlin zeigte schlielich [Cal, Ca2, Ca3],
dass die Bedingung endlichen Typs notwendig und hinreichend fiir die Subelliptizitéit
von pseudokonvexen Gebieten ist.
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Theorem 4.3 (D. Catlin) Sei 2 C C" ein glatt berandetes, pseudokonveves Gebiet
und zg € 00 ein Randpunkt. Das 0-Neumann Problem erfillt genau dann eine subel-
liptische Abschdtzung fir (0,1)-Formen in zy, wenn zy von endlichem Typ ist.

Insbesondere zeigt D. Catlin dabei, dass fiir die Ordnung € der Subelliptizitét

1 1 2
N0 T S €S Aa0 0 it T = Aq (9. z0)"
AL(O9, 2)T = © = A0, 2) 1(09, o)

gilt. Uber den bestméoglichen Wert von ¢ ist im allgemeinen nichts bekannt. Im lineal
konvexen Fall besagt Theorem I jedoch, dass hier eine optimale Abschétzung fiir € gilt.
Es verallgemeinert damit die Ergebnisse fiir den Fall n = 2 [Ca4, FS] bzw. den linear
konvexen Fall [F'S, McN2] auf lineal konvexe Gebiete. Nach [Ca3, Thm 2.2] erhalten
wir Theorem I durch die Konstruktion geeigneter plurisubharmonischer Gewichtsfunk-
tionen, deren Leviform guten unteren Abschitzungen geniigt. Wir zeigen

Theorem 4.4 FEs sei Q) C C" ein beschrinktes Gebiet mit einer definierenden C*°-
Funktion r. Es seip € 0N ein Randpunkt von endlichem Typ und auf einer Umgebung
U =U(p) sei Q lineal konver. Es sei m € IN so gewdhlt, dass der 1-Typ jedes Punktes
q € U kleiner gleich m ist. Zu § > 0 klein genug sei Ss := {z € U : —6 < r(z) < 0}.
Dann gibt es eine Funktion \s € C*°(U) mit folgenden Eigenschaften:

a) 0 < Xs(2) <1 firallezeQNU.
b) A5 ist plurisubharmonisch auf QN U.

c) Ist z € S5 und X € C", so ist

| X
L(2,X) 2 s2jm’

Die Vorgehensweise ist wie folgt: zunichst werden in Abschnitt 5 auf den Polyzylin-
der aus Abschnitt 3 beschrinkte Funktionen, deren Leviform guten, nicht-isotropen
Abschéitzungen geniigen, konstruiert. Grundlage ist dabei der zweidimensionale Fall
von D. Catlin [Cad] bzw. die Darstellung dieser Ergebnisse aus [Hb]. Der Beweis von
Theorem 4.4 erfolgt schliefllich in Abschnitt 6 durch Summation der Funktionen aus
Abschnitt 5.

5 Plurisubharmonische Gewichtsfunktionen

Es seien 2 und p € 9€) wie in Theorem 4.4. Wir arbeiten im folgenden fiir ¢ € QN U
und § > 0 stets in den gem#fl Abschnitt 3 assoziierten z-Koordinaten der §-minimal
Basis. Zunéchst sei auflerdem a klein und positiv, spiater werden wir a fest wéhlen.
Ausgangspunkt fiir unsere Uberlegungen ist die pseudokonvexe Ausdehnbarkeit lineal
konvexer Gebiete endlichen Typs.

Lemma 5.1 Es sei g € UNQ und § > 0 klein genug, sowie z = (21,...,2,) die z2u q
und 0 assoziierten Koordinaten.
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a) Es gibt Konstanten d > 0 und b = b(q) > 0 und eine C>-glatte, plurisubharmoni-
sche Funktion pgs: Agq(q) — R, so dass fir z € Qg0 gilt

5(r(z) =1(@) = [z = af*) < pgs(2) < r(z) —r(g) —blz—q™  (5.1)

b) Sei 1 > a > 0. Dann gibt es eine C*°-glatte, plurisubharmonische Funktion
Pq.s - Aa(q) — R, so dass fiir z € Qg q5 N ANg(q) gilt

$(r(2) =r(q) — [z —q|*) < pgs(z) < 2a0 —blz — q|™

Beweis: Es ist ¢ € 9€40 von endlichem Typ und €, ist lineal konvex nahe q.
Damit stimmen die Eintrige des Multiptyps mit den D’Angelo-Typen nach Theorem
2.2 iiberein und q ist ein semiregulérer Punkt im Sinne von K. Diederich und G. Herbort
[DH2]. Insbesondere ist der Multityp M (9€q0,¢) damit auch ein Ausdehnungstupel
[DH1, DH2] und es gibt eine plurisubharmonische C3-Funktion p, s, die (5.1) erfiillt.
pq,s erhdlt man aus p, s durch Faltung mit einer geeigneten Cg°-Funktion. Die Wahl
von a ist beliebig. O

Wir erhalten damit eine beschrinkte Funktion, deren Leviform in Tangentialrichtung
guten unteren Abschitzungen geniigt.

Lemma 5.2 Es seien ¢ € UNQ und 1> a,6 > 0. Dann gibt es eine Funktion
g5 € PSHNC™(Qqa5 N Adlq))
mit folgenden Figenschaften:
a) Pes(2) <0 fiir z € Qgq5 N Ps(q).
b) ve5(q) 2 —a?/™ mit einer von a unabhingigen Konstanten.
c¢) Unabhingig von 0 gilt 1 5(2) 2 —1 fir alle z € Q45 N Ps5(q).
d) Fir alle z € Qg 05 N Ag(q) und X € C" gilt

B k=2 Tk(qu 5>2

Beweis: Nach Korollar 3.8 gibt es eine Konstante ¢, so dass fiir alle ¢ € U N Q2
und 6 > 0,k = 1,...,n und v = 1,...,m, mit den dort verwendeten Notationen
¢ 1(q,0)" - ay(q,ex) < 9§ gilt. Dabei héngt die Konstante ¢ > 0 nicht von ¢, oder k
ab. Wir definieren fiir k=2,...,nund v =2,....m

_ 2/v 2/v
o) o= - () e (ALY T

Die Funktionen ws’g sind plurisubharmonisch und glatt auf €, .5 N Ag(g) und es ist
3ad — pgs > ad > ac-a,(q, zr) - (g, 0)". Also gilt auf Q.5 N P5(q)

3ad — 2/v av(q, z1)\ "
— (5 pq,5> < —(ac)?” (% k)) PR
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und damit dort ¢ < 0. Wir definieren nun

Vgs(z ZZ@b

k=2 v=2
Nach Lemma 5.1b) gilt 0 < p, 5(q) < 2ad. Damit ist w(];’g(q) > —a?/V, woraus b) folgt;
wegen |3ad — pg 5| S 0 — wieder nach Lemma 5.1b) — folgt ¢). Auflerdem ist

n

| X5 |?
Ly, ,5(27X) 2 Z 3
¢ =2 Tk(CI> 5)

mit einer Konstanten, die von a aber nicht von ¢ und ¢ abhéngt, da es fiir alle k ein v
mit 7 (q, 0)"* 2 0/|ay, (¢, ex)| gibt, und v, 5 erfiillt die Bedingungen des Lemmas. O

Im néchsten Schritt wird zunéchst eine Funktion mit guten unteren Abschétzungen
fiir die Leviform in Normalenrichtung konstruiert. Durch Anwendung der Exponential-
funktion und Addition von exp s erfolgt dann eine Normierung. Zur Vereinfachung
der Notation identifizieren wir einen Vektor X = (Xi,...,X,) € C" mit dem holomor-
phen Tangentialvektor

X =) Xy eTC"
Z kazk €
und schreiben (¢, X) := X (¢) = Z Xry “D fiir glatte Funktionen ¢.

Lemma 5.3 Es sei g€ QNU und a > 0. Es gibt eine Konstante cg > 0, unabhdngig
von ¢ € QNU und 0 < § < 1 klein genug, so dass eine glatte, plurisubharmonische
Funktion W5 auf Q.45 N Ag(q) existiert, fir die gilt

a) 0 S Wq75 S 1.
b) Fir alle (z,X) € Ps(q) x C" gilt

| X
L‘,W 5(2' X) > Cco ZW

Beweis: Nach K. Diederich und J.E. Fornaess [DF1] gibt es Konstanten 0 < a < 1
und L = L(a) > 1, so dass mit

Pa5(2) = (r(2) —r(q) — 2a0) - exp(~L|2[*)

dann —(—74s)* streng plurisubharmonisch ist. Damit ist auch

Visle) = o (- (T2E)) (52)

streng plurisubharmonisch auf Q45 und es ist 0 < V, 5(2) < 1. Auf Ps(q) ist |7g5(2)] <

c1 - 6 und es gilt ohne Einschrinkung

O0fq s
821

1
> 1 und fir k=2,...,n

o

Ors| _
=7 Tk(Q7 5) .

8Zk
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Damit gilt fiir alle z € Ps(q) und X € C"

(05, X)2 > |Ledx 2 ‘%X § ‘%q’ - §n Oas
T
q,0> = 821 1 k £ F) .
2
B 8rq5 8rq5
N 821
o7 oins |
T T
> q,0 X 2_2 § (L
- ‘ | 1| 8zk
1 arq(s 9 87“q5 9
bl D112 — Ol IX
> 5|%2] 1 c<n>§j pusl
52|Xk|2
> 2 E
> 32|X1| c3

wobei ¢(n) nur von der Dimension n abhéngt und c3 = cac(n). Also ist

—a 2 1(07gs(2), X)P
»CVq,é(Z’X) = ‘/;1,5(2)' (5 ‘C’—(_fq,é)a(z’X)—f_a '5201‘,,3 6(Z)|272a

2

a 82| X[
%’6(2)‘5203%"( ‘Xl‘Q_ SZW

X2 X
C/'| 1 _CH'Z | k’

o 52 Tk(q7 5)2 ’

Y

k=2

wobei die Konstanten ¢ und ¢’ nicht von ¢ und ¢ abhiingig sind. Wihlen wir nun
0 < t < 1 geeignet, so erfiillt W, 5(2) := tV, 5(2)+ (1 —t)-exp(1)4,5(2)) die Bedingungen
des Lemmas. O

Im folgenden Lemma wird eine Funktion mit Tréger in Ps(q) konstruiert, wobei die
guten Abschétzungen der Leviform auf P,5(¢) erhalten bleiben. Dabei ist wichtig, dass
die Konstante « unabhéngig von ¢ und ¢ gewéhlt werden kann.

Lemma 5.4 Es gibt eine Konstante co > 0, so dass fir alleq € QNU und 0 < § < 1
eine Funktion
wgs € PSHNC™®(Qqas N Aalq))

existiert, fir die gilt
a) 0 <wgs < 1.
b) suppwgs C Ps(q).
c) Aufy- Ps(q) C Qqas gilt
| X |
L X) > il 1
wns (5 X) o Z * 7(q,0)*

Dabei kann 1> v > 0 unabhdngig von q und § gewdhlt werden.
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|2 |2
71(q,0)?

NgE

Beweis: Es seien f;5(2) := und £ € C*°(RR) wie folgt gew&hlt:

k=1

i) {z)=1firz < 3,£(1)=%,€(n) =1 und &(z) > 0O fiir alle z € R.
ii) ¢ ist monoton fallend und es ist |¢'(x)| < 100&(x) fiir alle z € R.
Mit L > 1 definieren wir ¢ : Q45 N Ag(q) — R durch
9(2) = (§0 fy5)(2) - exp(LWy5(2)).

L soll so gewihlt werden, dass g auf Ps(q) plurisubharmonisch ist. Dazu bemerken wir
zuniichst, dass g auf {z : fy5(2) < 2} plurisubharmonisch ist, denn dort ist g(z) =
exp(LW,,5(2)). Wir berechnen die Leviform von g auf S := {z: 3 < f, 5(2) < n}:

Loz, X) = exp(LWys5(2)) - [Leog, (2, X)
+2LRe(9(§ © f4,6)(2), X) - (OWy,5(2), X)
+L €0 fos - (Lw, s (2, X) + LIOWy5(2), X)*)].

Mit den Abschatzungen
2L|Re(9(§ 0 fq,5)(2), X) - (W 5(2), X)

(
¢} z 2
< szg%g&fw‘+ﬁ@oﬁmu»KmMm&%XW

und
n

’(8fq,57X>’2 < ¢y
k=1

Zka
Tk (q7 5)2

2 n 2
| Xk|
<
*%mev

k=1

auf S erhalten wir nach Wahl von &

Ly(z,X)

v

eXp(Lqug(Z)) : [Efofq,é (Z’ X)
+(€" 0 fys(2) = 100) - [(Dfg5, X + feLy, 5 (2, X)]
Co - Efqﬁ(Z,X),

A\

wenn L > 1 grofl genug gewéhlt ist. Es sei nun A € C°°(IR) eine konvexe Funktion mit
AMz) =0 fir x < cq, Ny A > 0 auf (g, +00) und A(z) < 1 fiir alle z < exp L. Dabei
wollen wir ¢4 so wihlen, dass {z : g(z) > ¢4} C Ps(q) gilt. Dazu setzen wir

und beachten, dass mit Lemma 5.2 b) und nach Definition (5.2) von V; 5 mit von ¢ und
0 unabhéngigen Konstanten fiir eine gute Wahl von s > 0 gilt

W4,5(0) tVq,5(0) 4+ (1 — 1) exp(tq,5(0))

/.2/m

te™" 4 (1 —t)e
1-"a’, (5.3)

(A\VARAVS
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falls @ < 1 geniigend klein gewihlt wurde. Daraus folgt

% exp(L(Wy,6(0) — Wy s(2)))

1 - exp(—LWy5(2))

> % exp(L - (W, 5(0) — 1))
> Pexp(—Lda®)
> 3

und somit gilt

{z:9(2) 2 ca} C {z:&0 fy6(2) = caexp(—LWy5(2))}
C {z:€0 fs(2) > &}
C {z: fyo(z) <1}

C Ps(q).
Wir definieren w5 : Q4.5 N Ag(q) — R durch
wes(z) = (Aog)(z).

Dann ist wg 5 glatt auf Q4 .5 N Ag(g) und es ist 0 < wy s < 1, wegen g(z) < el und nach
Wahl von A, d.h. wys erfiillt die Bedingung a) des Lemmas. b) gilt, weil suppw,s C
{z : g(2) > ca} C Ps(q); auBerdem ist wys auf Ps(¢) nach Konstruktion von g auch
plurisubharmonisch.

Wir suchen nun eine von ¢ und § unabhéngige Konstante v < 1, so dass

9(z) > 339(0) = Sgea fiir z €y Ps(q) (5.4)
gilt, denn dann folgt

Loy 5(2,X) X'(g(2)) - [(9g(2), X)|> + N (g(2)) - Lg(z, X)
N(55ca) - Lo(2, X)

X
= CO'kZ_lTk(CJﬁ)Z

auf vPs(q) C Ps(q) und ¢ hingt nicht von ¢ und ¢ ab.
Dazu beachten wir zunéchst, dass nach (5.3) gilt

Wes(2) = Wy5(0) < 1+Ca®—1 = Ca®

und weiter

l9(2)| = 19(0)] = lg(2) = 9(0)] = T2ea — lg(2) — g(0)].
Ist a < 1 klein genug, so gilt f; 5(z) < % fur z € a- P5(q) und damit dort £o f, 5(2) = 1.
Wegen |exp x — 1| < 2|z| nahe Null schitzen wir also ab

19(2) = g(0)] < exp(LW,5(2)) - [§ 0 fy5(2) — 1] + [exp(LW,5(2)) — exp(LW, 5(0))]
el - |exp[LW, 5(z) — LW, 5(0)] — 1|
Ca®

1
30 ¢4
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fiir 0 < a <« 1 klein genug. Nach Lemma 3.1 und Korollar 3.12 gibt es eine unabhéngige
Konstante ¢ und ein ¢ = ¢(a) mit Q45 D ¢+ Pas(q) D ¢ - Ps(¢). Wihlen wir nun v mit
0 < v < min{c,a}, so ist v - Ps(q) C Qgqes Na- Ps(q) und fir z € v - Ps(q) gilt (5.4).
Damit folgt die Behauptung. O

6 Der Beweis von Theorem 4.4

Es sei 6 > 0 gegeben, wir fixieren a und die Konstante v gemdfi Lemma 5.4. Fiir
jeden Punkt ¢ € QN U und § > 0 konstruieren wir die zugehorigen Koordinaten und
betrachten die Polyzylinder Ps(q). Mit Hilfe eines Kompaktheitarguments wéhlen wir
Punkte ¢',...,¢" mit N = N(J) € N,sodassmit [ :={j e N:1<j < N}

Ss C U v Ps(q) und ¢ ¢ U v-Ps(¢’) firallekel  (6.1)
jel j<k
gilt und zeigen zunéchst das folgende

Lemma 6.1 Es existiert eine obere Schranke M = M () > 0, die nicht von ¢ abhingt,
so dass fiir alle g € QNU die Menge Eg ={jel:y Ps(¢/) Ny Ps(q) # 0} hochstens
M Elemente besitzt.

Beweis: EsseiqeUNQ. Ist j € Eg, so gibt es eine unabhingige Konstante C' > 0
mit 7 - Ps(¢’) € Cv - Ps(q). Wir setzen c := 1/2C. Dann gilt fiir j, k € Eg,j <k

¢y - Ps(¢?) Ney - Ps(g®) = 0,

denn andernfalls wiire ¢* € cy- Ps(¢F) € Cey- Ps(¢?) C - Ps(¢?), was der Konstruktion
(6.1) widerspricht. Es gilt weiter

U ev-Ps(¢/) © Cv-Ps(g)
jexs
und somit, da die Vereinigung auf der linken Seite disjunkt ist,
Z voley - Ps(¢?) = vol U ey - Ps(¢7) < volCv - Ps(q).
jexy jexy
Das Volumen jedes Polyzylinders v - Ps(¢’),j € Eg, ist aber nach Lemma 3.14 auch

nach unten durch volvy - Ps(q) beschréinkt. Damit folgt #Eg < M mit einer von ¢
unabhéingigen Konstanten M. |

Mit dieser Konstanten M und den Funktionen Wgi 5 AUS Lemma 5.4 definieren wir

1 N
As(z) = Mqujﬁ(z)
j=1

und priifen nach, dass diese Funktion die Bedingungen des Theorems erfiillt. Aus Lem-
ma 6.1 folgt a) mit 0 < w,; 5 < 1; b) ist offensichtlich. Auf jedem der Polyzylinder
v+ Ps(¢’) schreiben wir X = (Xy,...,X,,) bzgl. der zu ¢’ und ¢ assoziierten Koordina-
ten. Bs gilt 7,(¢,0) < 8Y/™ fiir 1 < k < n, unabhéngig von ¢ und 6. Damit folgt c), weil
S5 durch die Polyzylinder iiberdeckt wird und wegen der entsprechenden Eigenschaften
der wy; 5. Das Theorem ist bewiesen. O
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Teil 111
Nicht-isotrope Abschitzungen fiir
Strome

Ziel dieses dritten Teils ist der Beweis von Theorem II. Dazu motivieren wir vorher
kurz die Fragestellung. Fiir ¢ € IR sei log™ ¢t = logt fiir t > 1 und log* ¢ = 0 fiir t < 1.

Die Nevanlinna-Klasse N(f2) eines glatten Gebietes Q = {r(z) < 0} C C" besteht aus
den holomorphen Funktionen f € O(1), die der Bedingung

sup [ og" [f(:)]dos(z) < oo
4 oNs

geniigen. Dabei sind 0Q° = {z : 7(z) = —6} und dos(z) das euklidische Maf auf 9Q°.
Fiir eine Funktion f € N() bezeichne X := X; := {z : f(2) = 0} die zugehorige
Varietdt und X = (X, ng) ihre Zerlegung in irreduzible Komponenten mit den zu-
gehorigen Vielfachheiten ng. X, bezeichne den reguldren Teil von Xj. Es ist bekannt,
dass Funktionen aus der Nevannlinna-Klasse die Blaschke-Bedingung erfiillen:

Zmévww%@<+w (®)
L k

Es stellt sich die Frage, ob die Blaschke-Bedingung fiir Divisoren (X, ng) auch hinrei-
chend ist, damit diese durch ein f € N(Q) definiert werden konnen. Fiir streng pseu-
dokonvexe Gebiete mit gewissen topologischen Zusatzvoraussetzungen ist dies nach
(voneinander unabhéngigen) Arbeiten von H. Skoda [Sk] und G.M. Henkin [Hk] der
Fall. Auch im linear konvexen Fall endlichen Typs ist Antwort positiv. Dabei behan-
deln J. Bruna, P. Charpentier und Y. Dupain [BCD] zunéchst den Fall strikten Typs;
die allgemeine Aussage stammt von K. Diederich und E. Mazilli [DM] und benutzt die
von K. Diederich und J.E. Forneess in [DF3] konstruierten Triagerfunktionen.

7 Strome

Den klassischen Losungsansatz liefert die Theorie der Strome. Stréome wurden von G.
de Rham als verallgemeinerte Distributionen eingefiihrt und von P. Lelong auf die an-
gesprochene Problemstellung angewandt. Exemplarisch sei hier auf die Quellen [dR]
und [LG], sowie die Einleitung aus [BCD] verwiesen, an denen sich die folgenden Dar-
stellungen orientieren. Es sei dabei 2 C C" ein Gebiet.

Strome Fiir eine Testfunktion ¢ € D(2) und k € INg sei
lelle == sup{|D%(2)|: z € Q,a € Ny mit |o| < k}.

Eine Folge (¢;); C D(§2) konvergiert gegen ¢ € D(2), wenn es ein Kompaktum K C €2
mit supp p; C K fiir alle j gibt und fiir alle k£ € Nq gilt lim |¢; — ¢||x = 0.
j—00
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Fiir Differentialformen ¢ € Dy, ,)(€2) vom Bigrad (p, ¢) mit Koeffizienten aus D(£2),

o(z) = Z/ ory(z)dz! A dz!
H|=p,|J|=q

und k& € Ny sei |ollx = sup{|D%rs(z)| : z € Q,|a| < k,|I| = p,|J| = ¢} und
Konvergenz in D, ,)(§2) wird analog zu oben erklrt.

Ein (n — p,n — q)-Strom auf Q ist ein Element des Dualraums von Dy, 4 (€2), also ein
stetiges, lineares Funktional © : D(p,q)(Q) — C; d.h., es gibt zu jedem Kompaktum
K C Q Konstanten Cx > 0 und kg € No mit [O(p)| < Ck - [[¢[lky fiir ¢ € Dy, ¢)(2)
mit supp C K. Gibt es ein | € INg mit kx < [ fiir alle Kompakta K, so heifit ©
Strom von einer Ordnung < [. Ist © von einer Ordnung < [ aber nicht von einer
Ordnung < [ — 1, so heiit © Strom der Ordnung I. Stréme der Ordnung 0 setzen
sich zu linearen Funktionalen auf Cj (;, 4y(§2), den Raum der (p, ¢)-Formen mit stetigen
Koeffizienten mit kompaktem Tréger, fort. (n,n)-Strome werden auf Testfunktionen
angewandt, sind also Distributionen.

Ist M C Q eine komplexe Untermannigfaltigkeit der Dimension p, so definiert
= Mle)i= [ ¢ fir g € Dy () (71)

einen Integrationsstrom. Ist X C  eine Varietéit der Dimension p und X die Un-
termannigfaltigkeit der reguléren Punkte von X, so setzt sich der Integrationsstrom
[X], definiert auf 2\ (X \ X), zu einem Strom auf ganz Q fort. Dieser wird mit [X]

bezeichnet.
Positivitdt Wir benutzen die iibliche Notation und schreiben

n
8= %85\z\2 = %Zdzj Ndz; sowie [ = (pH~tpP fir1 <p<n.
j=1
Eine Form ¢ mit Koeffizienten aus D(Q2) heifit positiv vom Grad p, falls sie homogen

vom Grad (p,p) ist und fiir jedes System ai,...,a,—p von 1-Formen a; = > a;; dz;
mit konstanten Koeflizienten gilt

eNiog Aop A ... Niag—p N Gy = 1 - 3,  mit einer Funktion ¢ > 0.

Die positiven Formen vom Grad p bezeichnen wir mit D; (Q), die positiven Testfunk-
tionen einfach mit D' (). Ein Strom © heifit positiv vom Grad (n — p), wenn © ein
(n — p,n — p)-Strom ist und fir jedes System «,...,a, von Linearformen in dz; mit
konstanten Koeffizienten und ¢ € DT (Q) gilt

O(piar Aag A ... Niay A ay) > 0.

Es seien T,f_p(Q) die positiven Strome vom Grad n — p auf €. Insbesondere definiert
beispielsweise jede positive Form v € D,J{_p(Q) einen positiven Strom vom Grad n — p
iiber Integration durch

D;m)aw/gww.



7 Strome 35

Ein positiver Strom © € T,j_p(Q) kann durch eine homogene Differentialform vom Typ
(n — p,n — p) in kanonischer Weise durch

0 = t,- > Opddnde (7.2)
[1|=|T=n—p

mit ¢, = 2-(=P) fiir n — p gerade bzw. ty, = 2~ (D) fiir n — p ungerade dargestellt
werden. Fir jeden Index I = (i1,...,%,—p) mit 4; < ... < iy_p sind die Distributionen
O1108, dann positive Mafle. Durch Faltung mit geeigneten Testfunktionen ldsst sich
jeder positive Strom durch positive Strome mit glatten Koeflizienten approximieren.
Genauer gilt (vgl. [LG, §2]):

Theorem 7.1 Fin Strom © € T,f_p(ﬂ) ist auf jeder kompakten Teilmenge von Q) der
Limes einer Folge positiver Strome (t); C D,J;p(Q).

Fiir positive Strome © € T;_p(Q) definieren wir ihre Spur tr (©) durch tr (©) = O A ).

Geschlossene Strome Wir definieren die Operatoren d,0 und 9 fiir Stréme auf Q

iiber Dualitdt. Fiir © € Dy, () sei dO(p) := (=1)P*1O(dy) mit p € D1 4-1)(Q).

00 bzw. 0O werden analog erklirt. Ist der Strom © durch Integration von Formen
definiert, also ©(p) = [ A @ fiir ein 1 € D(,_pn—q) (), s0 gilt

10(p) = (~1)"116(di) = (—1)P*+ /Q A dp = /Q & A g,

d.h. dO© wird durch dvy dargestellt und die Definition ist konsistent. Ein Strom © heifit
d-geschlossen, falls d© = 0, also genauer dO(¢) = 0 fiir alle ¢ € D, 41)(£2), gilt. Ist
NS Tn*_p(Q) geschlossen, so sind auch 90 = 90 = 0.

Ist wieder X C 2 eine Varietdt der Dimension p, so ist der gemifl (7.1) assoziierte
Integrationsstrom [X| positiv und geschlossen, es gilt also [X] € T, Tf_p(Q) mit d[X] = 0.

Positive, geschlossene Strome vom Grad 1 Wir betrachten nun speziell den Fall
p = n — 1 und damit positive, geschlossene Stréme vom Grad 1. Ein solcher Strom ©
kann nach (7.2) durch

0 =1 Z @jk de A dZp, (7.3)
k=1

dargestellt werden, wobei die Koeffizienten © , komplexe Mafle sind. Positivitit besagt,
dass fiir beliebige komplexe Zahlen Aq,..., A\, stets gilt

> OpAiA > 0.
J,k=1

Insbesondere sind dann alle ©;; und die Spur tr (©) = >, ©;; positiv und es gilt fiir
z € Q und Tangentialvektoren u,v € T,

10(2)(u,v)| < O(2)(u, iu)/?0(2) (v, iv)"/2. (7.4)
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Ist V eine plurisubharmonische Funktion auf €2, so definiert

0*V

J,k=1

de A dzy,

im Distributionensinne einen d-geschlossenen, positiven (1,1)-Strom auf Q. Die Um-
kehrung gilt zumindest lokal: Ist © € T, () geschlossen, so gibt es zu jedem Punkt
z € Q) eine offene Umgebung U = U(z) C Q und eine Funktion V' € PSH(U) mit
O|U = iddV.

Cousin II-Daten, Divisoren und assoziierte Strome Wir wollen nun zu jeder
holomorphen Funktion auf €2 — oder genauer: ihrer Nullstellenvarietit — einen positi-
ven, geschlossenen Strom assoziieren und wiederholen dazu kurz die Fragestellung des
Cousin II-Problems:

Gibt es fiir jede lokal definierte Nullstellenmenge in 2 C C" eine globale Funktion
f € O(Q), die genau die vorgeschriebene Varietét besitzt? D.h. exakt: Existiert zu
jeder abzihlbaren, offenen Uberdeckung (U;); von Q und nirgends lokal identisch ver-
schwindenden Funktionen f; € O(U;) mit f;/fr € O*(U; N Uy) fiir alle Paare j, k ein
f e O) mit f/f; € O*(Uj) fiir alle 57 Dabei bezeichnet O*(D) die holomorphen
Funktionen auf D C C" ohne Nullstellen.

Bekanntermaflen ist die Antwort im allgemeinen selbst im pseudokonvexen Fall nega-
tiv. Ist jedoch 2 pseudokonvex und einfach zusammenhéingend, so ist die Existenz einer
solchen Funktion f gesichert.

Wir nennen (Uj, f;); wie oben ein Cousin II-Datum fiir 2 und zwei Daten (U}, f;); und
(Vj,g;); dquivalent, falls f;/gr € O*(U; N Vj,) fiir alle j,k gilt. Die Aquivalenzklassen
sind (multiplikative) Divisoren auf Q. Jedes Cousin II-Datum (Uj, f;) definiert auf €2
eine Cousin II-Verteilung (Uj, hji) mit hj, := fi/f;, denn es gelten hjphy; = 1 auf
U;j N Uy und hjrhghy; = 1 auf U; N U, N U;. Wir sprechen von einer Lisung (Uj, hj)
mit h; € O*(U;) der Cousin II-Verteilung, falls h;/hy, = hj, auf U; N U, gilt. Es ist
dann dort fjh; = frhg. Also ist f := f;h; € O(Q) wohldefiniert und heit Ldsung des
Cousin II-Datums.

Jedem Cousin II-Datum Y = (Uj, f;); wird iiber
Oy = iddlog|fj| auf U,

ein auf ganz ) wohldefinierter (1, 1)-Strom zugeordnet. Dieser ist positiv und geschlos-
sen. Ist nun f eine Losung des Cousin II-Datum, so sei X = Xy = {z: f(2) = 0} die
zugehorige Varietdt und X = (Xg,ni) ihre Zerlegung in irreduzible Komponenten mit
den zugehorigen Vielfachheiten ny. Bezeichnet wieder X} die reguléren Punkte von
Xk, so gilt Oy = Zk ng[Xg], d.h.

Ov(p) = an/x ¢ fiir ¢ € Dq n—1)(€),
& k

wobei sich die Summe iiber die k erstreckt, die den Trager von ¢ treffen.
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Anwendung auf die Nevanlinna-Klasse Es seien nun Q = {r(z) < 0} ein glatt
berandetes Gebiet mit einer definierenden Funktion 7, X = (Xj,n;) die Zerlegung
einer Varietdt X C € in irreduzible Komponenten mit den zugehorigen Vielfachheiten
und © = Oy der zugehérige positive, geschlossene (1,1)-Strom von der Form (7.3).
© geniige der Blaschke-Bedingung (B). Mit [0 = >, [©;;| konnen wir diese auch
darstellen als

/|r|d|@| — B(O) < +0.
Q

Lokal sind Losungen v der Gleichung i00u = © von der Form v = log | f| mit einer holo-
morphen Funktion f. Um zu beweisen, dass jeder Divisor, der die Blaschke-Bedingung
erfiillt, durch eine Funktion f € N(2) definiert werden kann, ist also zu zeigen, dass
es zu jedem geschlossenen, positiven (1,1)-Strom, der (B) geniigt, eine (auf Q plurisub-
harmonische) Funktion u mit i00u = © und

sup/ |u(2)| dos(z) < const B(O)
5 Joqs

gibt. Durch eine Standardargumentation mit Regularisierung und Approximation kon-
nen wir dabei annehmen, dass © glatt bis auf den Rand ist und die obige Ungleichung
fiir 6 = 0 zeigen. Die Losung der Gleichung i00u = © erfolgt dabei in zwei Schritten:
Zuerst 16st man idw = ©. Ist dann w = w; g + wp,1 mit Komponenten vom Bigrad
(1,0) bzw. (0,1) eine reelle Losung, so ist wp 1 = w1, und man sieht leicht, dass mit der
Losung U der 0-Gleichung OU = wp 1 dann u = 2Re U die gesuchte Funktion ist. Dieses
Schema fiihrt also auf L!(99)-Abschitzungen fiir die d-Gleichung OU = w mit einer
glatten O-geschlossenen (0,1)-Form w. Hinreichende Bedingungen an w fiir die Existenz
einer solchen Loésung miissen nicht-isotrop sein und héingen stark von der Geometrie
der Gebiete ab. Da der d-Operator vollstéindig isotrop ist und die Lésung noch einen
Faktor |r| enthélt, miissen diese nicht-isotropen Bedingung an w von analogen Bedin-
gungen an den Strom © stammen. Theorem II besagt also, dass wir hier den ersten
Schritt idw = © mit den notigen nicht-isotropen Abschitzungen 16sen.

Es sei nun wieder ) wie in Theorem II eine beschrinktes, lineal konvexes, glatt be-
randetes Gebiet von endlichem Typ mit einer definierenden C'°°-Funktion r. Um eine
nicht-isotrope Norm fiir (1,1)-Stréme © einzufiihren, bedienen wir uns der Polyradien
7 aus Abschnitt 3 sowie der in (3.20) eingefiithrten Pseudonorm

_ %
7(2,v,0)’
wobei wir wieder J, = |r(z)| schreiben. Weiter schreiben wir einfach 7(z,v) und (z, v)

statt 7(z,v,0,/2) baw. k(z,v,0,/2). Fiir glatte (1,1)-Formen © und z € Q definieren
wir nun die nicht-isotrope Norm der bilinearen Abbildung ©(z) auf T, durch

Gl = smp

k(z,v,0) =

und wie in (1.2) die nicht-isotrope Norm der linearen Abbildung w(z) auf T, fiir 1-
Formen w auf Q2 durch

lw(z)l,, = sup{\wwvﬂ

o) V€ @"\{0}}.
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Analog ist die euklidische Norm von © gegeben durch

10@z)[ == sup  |O(z)(u,v)].
lull=1,[lvll=1
Wir bezeichnen mit dV, das euklidische Volumenelement und unterteilen den Beweis
von Theorem II in Analogie zu J. Bruna, P. Charpentier und Y. Dupain [BCD] in zwei
Teile. In einem ersten Schritt zeigen wir

Theorem 7.2 Fir jedes glatte, beschrinkte, lineal konvexe Gebiet 2 C C" von endli-
chem Typ gibt es eine Konstante C = C(Q2) > 0, so dass fir alle glatten, d-geschlossenen,
positiven (1,1)-Stréme © auf Q0 gilt

[ate@l. av. < ¢ [ sl v
& Q

Dazu konstruieren wir in Abschnitt 8 basierend auf den Polyzylinder Ps(q) aus Ab-
schnitt 3 eine geeignete Uberlagerung von ). In Abschnitt 9 beweisen wir damit Theo-
rem 7.2. Grundlage beider Abschnitte ist die Arbeit [BCD].

Im zweiten Schritt zum Beweis von Theorem II 16sen wir die Gleichung idw = © mit
einer Abschitzung

/ lo()l, dv. < C(2.0)- / 5. 10(2)]], V.. (7.5)
Q Q

Dieser Schritt zum Beweis von Theorem II orientiert sich an den Methoden von H.
Skoda [SK] fiir den streng pseudokonvexen Fall und besteht im wesentlichen aus einer
lokalen und einer globalen Aussage. Zunichst wird in Abschnitt 10 eine Losung fiir
sternformige Gebiete gezeigt. Sternfoérmigkeit wird hierbei benétigt, um die Formel von
Poincaré zur Losung der Gleichung idw = © anwenden zu kénnen. Um ein globales
Resultat im allgemeinen Fall zu erzielen, bedienen wir uns Methoden der Garbentheorie.
Die notigen Begriffe und Hilfsmittel werden in Abschnitt 11 zur Verfligung gestellt.
Damit ist es in Abschnitt 12 dann moglich, die Aussage von Theorem II zu beweisen,
da sich dieses aus Theorem 7.2 und (7.5) unmittelbar ergibt.

8 Eine geeignete Uberlagerung von ()

Fiir ¢ € 2 nahe 92 und 0 > 0 bezeichne 0}, 5 wie in Abschnitt 3 die Niveaumenge
005 = {z : r(2) = 7(q) + §}. Wir schreiben nun auch 9Q° := {z : r(z) = —¢} und
0Q, = 0Qq0. Wir definieren das Fléchenstiick S5(¢) und dessen Multiplikation mit
positiven Konstanten ¢ in Analogie zu (3.3) durch

c-S5(q) = c- Ps(q) N0Qy.

Sei 0 < v < 1 zunéchst beliebig. Wir wihlen zu § > 0 nun N = N(§) € IN Punkte
q ..., ¢ €09, so dass Ss5(¢t),. .., Ss5(¢") im folgenden Sinn maximal sind:

v- Sa(qj)ﬂv Ss(q ’“)—@ fiir j # k

8.1
v+ Ss(z U ~v-Ss(¢?) £ 0 fiir alle z € Q0 (8.1)
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Nach Lemma 3.14 gibt es ein C' > 0 mit

N
09 c | Cv- Ss(d).

j=1
Wir wéhlen nun v nach Korollar 3.12 so klein, dass
20y - P5(z) C Psya(2) (8.2)
fiir alle z € 2 nahe 09 gilt. Zur Vereinfachung schreiben wir fiir diese z mit J, := |r(2)|
S(z) := Cv-Ss,(2) und S*(z) := 2Cv- S5, (2).
Eine Argumentation wie in Lemma 6.1 zeigt, dass es ein M = M () < +oo gibt, so

dass jeder Punkt z € 9Q° in hochstens M der Flichen S*(¢'), ..., S*(¢V) enthalten ist.

Fiir z nahe 09 und 6 > 0 klein genug, sei ms(z) die Projektion von z entlang des
Gradienten Vr(z) auf die Niveaufliche 9Q°. Die Abbildung ms ist wohldefiniert und
gleichméfig in § von der Klasse C'* auf einer Umgebung U von 0f2.

Zu einem noch fest zu wahlenden «, 1 > o > 0, wihlen wir fiir 8Q°‘k, k € IN grof genug,
Punkte ¢"*, ..., ¢™* in Analogie zu (8.1). Es sei {¢/} die Familie all dieser Punkte.
Wir definieren mit 6; := 9, Ir(¢7)| = oF die Mengen

@ =
Qj = {Z e ak > 52 > ak+1’7r5j(z) € S(qj)}
Q = {2€Q:a"1 28 > m(2) € 57(¢))

Dann ist Q; C Qj fiir alle j und Sy, == {z : —dp < r(z) < 0} C UJ; @, mit dp > 0
geeignet. Weiter ist jeder Punkt aus U in maximal M verschiedenen @} enthalten,
wobei die Schranke M nicht von « abhéngt.

Fiir z € Q und w € Q nahe 9Q mit z = 75, (w) sowie Einheitsvektoren v € S"~! kénnen
wir die Polyradien 7(z,v) und 7(w, v) leicht vergleichen:

Lemma 8.1 Es seien z,w € ) nahe 02 mit z = w5 (w) und v € S"~1 ein Einheits-
vektor. Es gilt

a) Ist 6y < 9, so ist T(w,v,d,) = 7(z,v).
b) Fiirv e TR0, und 6, < 0, gilt
1/2 1/m
r(z0) (2) 7 St s e ()

bzw. fiir 64 > 6,

Beweis: b) folgt mit Korollar 3.11 direkt aus a). &, < 0, impliziert jedoch
w € C - Ps_(z) und damit a) nach Lemma 3.13. O
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Es seien ey, ..., e, eine §;/2-minimal Basis in ¢, wi, ..., wy, die zugehsrigen Koordina-
ten und z = 75, (w) die Projektion von w € Q;. Offenbar verschwinden die Ableitungen

gj}l firi=2,...,n und aéwa’l in ¢/. Da 75 gleichméBig glatt in § ist, sind auf Q;f
0Im % 0z; .
‘ D, <A und ‘811)11 SA firi=2,...,n (8.3)

mit \; ~ diam Q;. Man beachte, dass A; — 0 fiir j — oo. Die ersten Ableitungen
von 7; lassen sich auf Q7 mit Hilfe der Polyradien 7(¢’, e;) aber auch qualitativer
abschétzen:

Lemma 8.2 Mit nur von « abhingigen Konstanten gelten auf Q; die Abschitzungen

| e
‘821('“))‘ < M firl<i,l<n.

ow; ~o7(d e

Beweis: Wir bemerken, dass mit Lemma 8.1 fiir v € S"~! gilt

T(w,’l}) ~ T(qj,’l)), (84)
wobei die involvierten Konstanten wegen d;/a > 8, > §;02 auf @} nur von « abhéngen.
Es seien zunéchst 6,, = 05, 71, ..., eine d,,/2-minimal Basis bzgl. w sowie

n n
e = Zaiﬂ” und v = Z biey.
p=1 v=1

Es bezeichne al7r(S das Differential der Abbildung w5, im Punkte . Offenbar sind
dry) (M) =m und dmy, () = 0 fiir 2 < p < n und somit

n
dry(er) = aim =Y albles,
v=1

d.h. mit (3.17) und (8.4) folgt

‘3%(10)

111
owy ‘ b

'R ) @) S rde)

Fiir w mit d,, # J; folgt die Behauptung mit Hilfe der Taylorformel und einer analogen
Argumentation zum Beweis von Lemma 3.2 durch

0z;i(w) < 0zi(ms; (w))
ow, |~ ow;

'+c5j,

wobei wir die bereits gezeigten Abschétzungen benutzen und §; diesen offenbar ebenfalls
geniigt. O
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9 Nicht-isotrope Abschitzungen
fiir positive, d-geschlossene (1,1)-Stréme
Zum Beweis von Theorem 7.2 zeigen wir fiir d-geschlossene, glatte und positive Formen

© vom Bigrad (1, 1) mit der in Abschnitt 8 konstruierten Uberdeckung der Q;, Q; eine
Abschitzung der Art

ow [[O(W)]],, dViy < Cla) - [ 0w ||O(w)] dViy. (9.1)
Qj Qj

Dazu schétzen wir |[©(w)]|, fiir ein w € QF ab. Fiir z € S*(¢7) ist 7(z,v) = 7(¢’,v)
wegen (8.2) und Lemma 3.13. Damit folgt fiir w € @} mit 6, < J; nach Lemma 8.1
Ji O (w)(u, v)]

— - Su _ ) 4 < @ w 9.2
5y SO ) (o)~ 190l 02)

< <5>m up 10 v)

5w u,v#£0 K(qj’ u) ' "Q(qjv U)

Ist d,, > 6;, so gilt diese Ungleichungskette mit 2 statt <, die Konstanten héngen
dabei nicht von « ab. Wir folgen der Idee von J. Bruna, P. Charpentier, Y. Dupain
aus [BCD] und zeigen analog, dass das Supremum durch eine §;/2-minimal Basis in ¢
realisiert wird.

Lemma 9.1 Es sei eq,...,e, eine 6;/2-minimal Basis in ¢. Dann gilt mit v =

Dok Uk€ls U = Y Uger und fir w € Q]

~
~

wp0 5(¢7,u) - k(g7 0) = k(g ep)?

8 (w)(u, v)| ~ O(w)(ex iex)

Beweis:  Zunichst ist [O(w)(u,v)| < >3 [uk| - [u] - [©(w)(ex, e)]. Mit (3.21) gilt

k(g u) k(g7 ) T
lug| < = L) bzw. |vg| < e O dass wir insgesamt

I u) - k(g v 90w (er @)
(©w)(u,v)| S w(@u) - (e, )k; (@ en) - 5 &)

erhalten. Nach (7.4) ist |O(2)(ex, €;)| < O(2)(ex,ier) /20 (2) (e, ie;)'/? und mit ab <
a® + b? folgt die Behauptung. |

Nach Lemma 9.1 ergeben sich fiir (9.2) und w € @} mit d,, < J; die Abschitzungen

1 & , ,
= O(w)(er ier)T(¢)ex)? S w-||Ow)], (9-3)
J k=1
2 4 2 ) A
S (51ZL 5] mZ@(w)(elﬁzek)T(q]?ek)Q?
k=1
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bzw. eine analoge Ungleichungskette mit 2 falls 6,, > d;. Insbesondere folgt
2
/ du |OW)|l,, Vi S (5]- m q er) / (5m ) w)(eg,iex) dVy.  (9.4)
Q@

Es sei w = (wy,...,w,) die Darstellung von w bzgl. der zu ¢/ und d;/2 assoziierten
Basis e ..., e,. Mit n := "} /\lyék dw; A dwy ist 2"O(w)(ek, iex) dVy = © Ang. Um
das Integral links in (9.4) abzuschétzen, konnen wir also Integrale der Form

2 _
55 O A (9.5)
Q;

fir Kk = 1,...,n untersuchen. Betrachten wir dabei das Integral auf der linken Seite
von (9.1), so erfiillt der Term fiir £ = 1 bereits eine gute Abschitzung. Es gilt dann
némlich 7(¢’, e1) ~ §; und §,, > a; auf Q;, d.h. wir erhalten

2

_2 . 2 _1
9, mr(gd e1)? 0 < Cla) - by

Wir wollen nun eine Funktion ¢,0 < ¢ < 1, in den zu ¢ und 9;/2 gehorigen Koordi-
naten mit Tréger in ) und ¢|g; = 1 einfiihren. Dazu seien zunichst ¢p und ¥ = ¥,
wie folgt gewihlt:

a) o € C5°([—2,2]) mit wol—11;=1und 0 < o <1
b) ¥ e Ci([a®,a™!]) mit ¥l =1und 0< ¥ <1

Wir schreiben U*(t) := W}(t) := ¥(t) + Ft¥'(t) und nehmen dabei an, dass ¥ so
gewdhlt wurde, dass U* folgendem technischen Lemma geniigt.

Lemma 9.2 ([BCD]) Fiir « klein genug gibt es ein VU, mit den FEigenschaften aus
b), so dass U* auf [o?, 5] positiv ist und fir t € [5=, %] gilt [tUL(t)] < B(a) mit
lim,—0 f(a) = 0.

Den einfachen Beweis findet man in [BCD]. Wir definieren

o = v (5) o (oriati) o ()
- \v(‘fgi)@(w); (9.6)

dabei sind z = (21,...,2,) = 75, (w) und C' und ~ die Konstanten aus (8.2); ¢ erfiillt
die gewiinschten Figenschaften. Fiir 2 < k < n sei 7 die Form

n
ik = " dwy A\ dwg A day.
2



9 Nicht-isotrope Abschéitzungen fiir (1,1)-Strome 43

Dann sind 1, = dw; A 7, und © A 7, eine d-geschlossene (n — 1, n)-Form. Wir wenden
den Satz von Stokes auf ¢ - (—7")% O A7 an:

0 = [ p-nienm.
o0

— [ afe-nrenn]

= —z 4,0'(—7")511@/\87“/\77;6—1-/ (—T)%@/\&p/\ﬁk,

mQ; *

wobel wir supp ¢ C ()] benutzen. Aus der Darstellung von O A 7 ergibt sich, dass
bei der Berechnung von dr und d¢ nur Terme in dw; und dwy beriicksichtigt werden

miissen. Schreiben wir wieder d,, = |r(w)| = —r(w) fiir w € QF, so folgt
2_1( 0Or m O
L —r—
[ [ m 2 o
- 5’”" a<'09/\dwk/\17;€—/ <p5m -1 or O A dwg A Ty
2 0 Q* aw
=: Ik-i-Hk.
Es ist
Oy 0 Ow
[t Y U ) I T
" " own ( <5j> (w)>
J 0 or Ow 0P
= vy (). T g v -
0; <5J> dwy W)+ (63) dwy
also

or m Op or 6w moy -, 5w m Ow 0P

Benutzen wir nun U* gemifl Lemma 9.2, so erhalten wir

2 _ 2
O 1(13( )ﬁ\l/* 5710 OAn = Ik—i-IIk—l-m O W % - —— O AN
Q] dun 9; 2 Jor 0; w
J J

=: Iy + I + III;. (97)

Wir wollen die Integrale aus (9.7) abschétzen und stellen zunéchst den Bezug zu (9.4)
und (9.5) her: dazu kénnen wir annehmen, dass @} so nahe am Rand 9 ist, dass

Re aaujl > ¢ >0 auf Q; gilt. Fiir w e Q5N {0w < 05} ist W* positiv, insbesondere sind
® und U* identisch 1 auf @;; andererseits ist fiir w € Q7 N {0w >4}

v () = () () w () 2 o




44 9 Nicht-isotrope Abschétzungen fiir (1,1)-Strome

nach Lemma 9.2. Wir erhalten also

2_ or 1)
a O(w)=——T* (= :
Re Q%(S (w )Gwl <5j>@/\77k (9.8)
J
2 _q 21
2 ot @/\Uk—ﬁ(a)/ o O Amg
Qj Qi {6w>d;}

und damit nach (9.4)—(9.8)

_2 .
/ Ow H@(w)”n dVy, < (5j ™. (¢, ek)2 | Re(Ig + 1T + III)| (9.9)
Qj —

n

_2 . 2 _q
0TS (e B [ 550 A

k=1 Q5 {0w>6;5}
Durch Anwendung des Analogons von (9.3) fiir d,, > 6; folgt fiir das letzte Integral
2

"2 A 2_
0) 36 (gl en)? / 55 0 A (9.10)
k=1 Q

;ﬂ{(SwZ(Sj}
< Bla)- / 50 [0w)]], dVi.
QF

Wir schéitzen nun die Integrale I, II und III; ab. Nachrechnen ergibt mit (8.3)

0P 1 0lIm z; & 1 0z
Re—| < : R : R
‘ “our| ¥ (g en) ‘ D | 2@ ‘ " wn
)\.
S (9.11)
7(¢’, e1)
dabei sind wie bisher z = 75, (w) mit w € @3, €1,..., ey eine ; /2-minimal Basis in ¢/
und wy, ..., w, die zugehoérigen Koordinaten. Mit §; ~ 7(¢?, eq) folgt
Aj 2
|ReIIIk| < = o © A . (9.12)
0 Ja

In Q;f gilt per constructionem §;/a > 6, > 0425]-. Damit und durch (9.3) fiir 6,, > 9,
resp. der umgekehrten Ungleichung fiir d; > 6,, erhalten wir in jedem Fall auf QF

_2 2 D ,
;"o Y (g er)*O(w)(enyier) S max(6u,d;) - o |O(w)]l,
k=1

5.
< 4
< Yoo,

(9.9) — (9.12) liefern nun

PR
/ 5 | ©(w < 573 w(d en)? - | Re(ly + T1y)| (9.13)
k=1

+(s@+c2)- [ sulewl, v

(6 Q;
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Um die Integrale I und II; abzuschétzen, berechnen wir % und benutzen Lemma

8.2, (8.4) sowie die Abschétzung ‘g]}“k < 4;/7(¢%, ex) aus Lemma 3.2. Es ist dann

Jp 1 or S 0Im z; "‘Zn: 1 0z;
8wk (5]‘ awk (5]' 8wk 2 T(qj,ei) awk
1
< - 9.14
~ T(q‘jaek) ( )
und daher
_2 ,
6.7 N r(q ex)? - | Re(ly + 1)) (9.15)
k=1
n _2 2 1
S ZT ¢, er)? d; m5$-7|®/\dwk/\nk\
1 Q: (¢, ex)

n j 9 2 2 4 51 ~
+ D 7(d,ex) /*5]- 0 'W‘@/\dwk/\ﬁﬂ

n

S C(Oé)'ZT(qj76k)/62*\@/\dwk/\ﬁk|.

k=1 J

Da O positiv ist, folgt mit (7.4) und der Holderschen Ungleichung

1/2 1/2
/\eAdeﬁk;gU y@mm) (/ |@/\771|> .
; % %

i
Auf Q; gilt 6,/6; ~ C(a). Nach (9.3) fiir 6, < J; bzw. dem Analogon fiir 6, > J;
folgt fiir w € @ somit &y, [|O(w)][,, ~ 5% S T(¢7, ex)?Opk(w), wobei die Konstanten
nur von « abhingen. Mit ab < ea? + C(g)b? schiitzen wir ab:

(¢, ex) - / 1© A dug A i (9.16)
Q@5
j 2
< T g n s e, @/\m
< O(0)- | bull®W)Il, AV +C(e / b0 |O(w)]| dVi,
Q3

so dass unsere Rechnungen mit (9.13) — (9.16) statt (9.1) die Abschétzung
Aj
0 dull®@W)l @V < |Bla) + = +eC(a)] - 5w 1©(w)l,; dVa
i

/ 5 O (w || AV,
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ergeben. Durch Summation erhalten wir
S [ sellot < X [pa)+ v ece)- / S O
J=Jjo J=jo

+eEC@): Y [ sulew v,

Jj=jo " i

M{ﬁ(a)—k)\jo-l-eC’ }/%He

IN

L MC(e /aw |©(w)]| V.

Wir wahlen nun zunachst a so klein, dabb Mp(a) < I und dann jj so groB, bzw. € so
klein, dass M\, /a < 1 7 und MeC(a) < g L gelten. Wir erhalten fiir ein geeignetes &g

/ b lO)|, dVi < 3 / 5 |0w),, AV + C / 5.0 10w) | Vi,
{w:d, <80} Q Q

woraus die Behauptung von Theorem 7.2 unmittelbar folgt. O

Damit ist Schritt eins zum Beweis von Theorem II abgeschlossen.

10 Der sternformige Fall

Im zweiten Schritt setzen wir zunédchst die Sternférmigkeit der Gebiete zusétzlich vor-
aus und 16sen die Gleichung idw = ©. Es sei hier also @ = {r(z) < 0} C C" ein
beschranktes, lineal konvexes Gebiet von endlichem Typ < m mit einer definieren-
den C°°-Funktion r.  sei weiter sternférmig bzgl. einer offenen Menge U C €2, d.h.
sternformig bzgl. jedes Punktes p € U. Wir zeigen:

Lemma 10.1 Seien Q wie angegeben und 6, = |r(z)| fir z € Q. Zu jedem d-geschlosse-
nen (1,1)-Strom © gibt es eine Konstante C = C(Q,0), so dass fir die Poincaré-
Lésung w der Gleichung idw = © gilt

/ lo@)ll, dv; < C- / 5. 10(2)]), V..
(9] Q

Der Beweis des Lemmas erfolgt nach der Methode von Skoda [Sk| fiir den Fall streng
linear konvexer Gebiete mit den nétigen Anpassungen an die nicht-isotropen Normen
||-||,. fiir 1-Formen bzw. (1,1)-Stréme aus [BCD].

Es ist zu beachten, dass die Konstante C' vom Strom © abhéngt. Ist das Integral auf
der rechten Seite also endlich — was nach Theorem 7.2 genau denn der Fall ist, wenn
© der Blaschke-Bedingung geniigt —, so gibt es eine Losung w der Gleichung idw = ©,
deren Integral iiber die nicht-isotrope Norm ebenfalls endlich ist.

Beweis des Lemmas: Ohne Beschriankung der Allgemeinheit kénnen wir anneh-
men, dass ) sternformig bzgl. des Nullpunktes ist und der Trédger von © diesen nicht
enthélt. Ist dann p(z) = inf{t > 0 : z € tQ} die Gauge-Funktion, so ist 7(z) := p(z) — 1
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eine definierende Funktion fiir 2. Es ist p(tz) = ¢ - p(z) fiir alle ¢ > 0 und aus der
Definition der Radien 7 folgt sofort, dass auch 7(¢z, tv,td) = 7(z,v,d) gilt. In Analogie
zu [BCD] erhalten wir fiir z € 9,0 <t < 1und v € C"

Ttz tv) 2 (‘;’*) o (2,0). (10.1)

Verwenden wir als Weg zwischen 0 und z die direkte Verbindungslinie, so ergibt die
Formel von Poincaré die Losung

1
):/0 O(tz)(z/t, tv) dt

Wir schiitzen [|w(z)]|,, ab. Wegen 8, < 7(z,v) gilt fir v € S™! stets r(tz, %) =
|Z‘ k(tz, |Z‘) < | . Benutzen wir die Beschrénktheit von € und (10.1), so folgt

/‘@(tz) f,tu)’dt

< / 10t K(tz tv) it

(5 5 —
. t N 2

o /0 o=l -

1—L
w(z)(v)|T(z,v 14 1 5, ™
ol = sup WD < 5 sy, 2"

und wir erhalten mit dem Satz von Fubini

IN

jw(z)(v)]

A

Damit ist

1—L

1 1 5 m
[l@i e s [57 [ e, %" aav
Q Q 0 t

1—L

1 1 S, m
~ //5m 1-H@(tz)\|n'tszVzdt — L.
0 JQ

Fiir t > 0 sei £ = tz. Dann ist tQ = {tz : p(z) < 1} = {£ : p(§) < t} und daher

11 1-1
%71 5tz " 55 "
L o)l - ——dvz = g/t e - pongr dVe:

Offenbar gelten genau dann £ € € und p(f) <t<1,wenn ¢ € tQ und t € [0,1]. Mit
einer weiteren Anwendung des Satzes von Fubini schitzen wir also ab

_1

1 1, 6; ™
I = //(55/0"‘ ||®(£)”&Wd‘/§dt
N T
= [e@lor [ S arav
p(&)

_1
||@ H o " [
< 2n+1 7 )(5€/t) bt dVe.
P
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Wir berechnen das innere Integral: Es ist d¢/; = [r(§/t)] = 1 — ( ) definitionsgems;
)

dt = (117(7)) dt und daher

mit 7 = 0, erhilt man (1 —7)% = (5) und dr = (

1 1-p§) +-1
/ (5£/t)%_1dt = / T 5 dr
p(&) 0 1 =)
_ 1 1-p(¢) L
= 6 Jo
1 m
_ o e p(&)]m - 55
p(f) p(§)

Insgesamt folgt

L@l s1s [ 8Bk .

Wegen 0 ¢ supp © ist p(§)|suppe > t(©) > 0 und die Behauptung des Lemmas folgt.
Es ist klar, warum die Wahl der Konstanten von © abhéngt. a

11 Elemente der Garbentheorie

Es werden nun einige Elemente der Garbentheorie eingefithrt. Damit wollen wir im
nichsten Abschnitt die gewonnene lokale Aussage globalisieren. Im einzelnen definieren
wir Garben und Prégarben, sowie ihren kanonischen Zusammenhang, und geben kurze
Einfiihrungen in Cohomologiegruppen sowie exakte Sequenzen davon.

Alle angesprochenen Resultate dieses Abschnitts sind wohl bekannt und kénnen in der
Literatur gefunden werden. Es sei hier auf die Darstellungen in [GF, GR, Kr| verwiesen,
an denen wir uns orientieren.

Auch wenn die Garbentheorie fiir allgemeine topologische Rédume zur Verfiigung steht,
beschriinken wir uns auf den Fall des C". Im folgenden sei also 2 C C" ein Gebiet.

Garben und Prigarben Ist F ein topologischer Raum und 7 : F —  eine lokal
topologische Abbildung, so heifit § = (F, ) eine Garbe iiber Q, 7 heiit die Projektion
der Garbe. Ist klar, welche Projektion gemeint ist, so bezeichnen wir die Garbe einfach
mit F. Fiir z € Q sei F, := 7 1({z}) der Halm von F iiber z. Es sei U C ) eine
offene Teilmenge. Eine stetige Abbildung s : U — F heifit Schnitt von F iiber U, wenn
mos =1idy gilt. Die Menge aller Schnitte iiber U ist I'(U, F).

Es seien (F,7) und (F,7’) Garben iiber Q. Versehen wir

FaoF ={ffleFxF nf)=r(f} = FxF

z€Q

mit der Relativtopologie in F x F’, so ist die Projektion F & F" — Q mit (f, f') — w(f)
lokal topologisch; mit anderen Worten: die so definierte Whitney-Summe der Garben
F und F' ist wieder eine Garbe iiber (2.

Eine Garbe F iiber Q heifit Garbe von (abelschen) Gruppen, wenn jeder Halm F, mit
z € Q die (additiv geschriebene) Struktur einer (abelschen) Gruppe trigt und die
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Subtraktionsabbildung F & F — F, (f1, f2) = f1 — fo stetig ist. Bezeichnet dann 0,
das neutrale Element der Gruppe F, und ist U C €2 offen, soist 0 : U — F mit z — 0,
ein Schnitt von F iiber U, der Nullschnitt. Fiir jede offene Menge U C 2 besitzt dann
auch T'(U, F) Gruppenstruktur: man definiert s — so € I'(U, F) fir s1,s2 € I'(U, F)
durch (s; — s2)(2) = s1(z) — s2(z). Einfaches Beispiel ist die Nullgarbe 0 = Q x {0},
versehen mit der Projektion 7 : 0 — Q,(2,0) — z. Jeder Halm 0, ist die triviale
Gruppe. Garben mit anderen algebraischen Strukturen werden analog erklért.

Sind (F,7) und (F',7’) Garben iiber 2, so heiit eine Abbildung ¢ : F — F' halmtreu,
wenn 7' o = 7 gilt — d.h. fiir alle z € Q ist p(F,) C F.. Eine stetige, halmtreue
Abbildung ¢ : F — F' heiit Garbenmorphismus. Ein solcher Garbenmorphismus
definiert fiir jede offene Teilmenge U C 2 eine Abbildung

o :T(U,F)—-T(UF) mit ¢*(s)=¢pos. (11.1)

Sind F und F’ Garben von (abelschen) Gruppen und ¢ : F — F’ ein Morphismus
zwischen ihnen, so heifit ¢ Garbenhomomorphismus, wenn fiir jedes z € 1 die Ein-
schrinkung ¢, : F, — F. von ¢ auf F, ein Homomorphismus ist. Der Kern und das
Bild eines Garbenhomomorphismus sind definiert durch

ker p = U kerp, bzw. Ime= U Im .. (11.2)
z€Q z€Q

Gibt es fiir jede offene Menge W C () eine Menge My, und fiir zwei offene Mengen
V C W C Qeine Abbildung r“’/v : My — My mit 7"% = idpry,, und rgor‘v/v = 7“5[/ fiir alle
offenen U C V. C W C €, so heifit das System {Mw,T“;V } Prigarbe. Die Abbildungen
rV heifien Restriktionsabbildungen. Jede Garbe F induziert iiber My, := I'(W, F) und
VY (s) := s|V fiir s € T(W, F) die ihr zugeordnete kanonische Préigarbe.

Ebenso induziert jede Pridgarbe eine Garbe: Es sei das System {MW,T‘V/V } gegeben;
wir fixieren ein z €  und fithren auf {(W,s) : W = W(z) offen, s € My} folgende

Aquivalenzrelation ein:

(W1, 81) ~y (Wa,82) &= IV =V(z) offen mit
V. Cc Wi N Wy und r‘V/Vl(sl) = T‘V,VQ(SQ).

Die Aquivalenzklassen bezeichnen wir mit (W,s), und definieren den Halm F, als
Vereinigung der Klassen (W, s), und die Garbe F als (disjunkte) Vereinigung der Halme
F,. Natiirlich ist 7w : 7 — € die kanonische Projektion. Ist W C ) offen, so induziert
jedes s € My einen Schnitt rs mit der Eigenschaft rs(z) := (W, s),. Definieren wir
nun B := {rs(W) : W C Q offen, s € My}, so lésst sich zeigen, dass B die Basis einer
Topologie bildet, mit der 7 lokal topologisch wird. Auf die beschriebene Weise erhalten
wir fiir jede offene Menge W C ) also eine Abbildung ty : My — T'(W,F). Eine
Pragarbe heifit kanonisch, wenn jede der Abbildungen vy, W C €, bijektiv ist. Eine
Pragarbe ist genau dann kanonisch, wenn die Serre’schen Bedingungen gelten:

(S1) Fiir alle s,t € My, zu denen eine offene Uberdeckung {W;};c; von W mit

7“1‘//‘[2(8) = ""VM[Z (t) existiert, gilt s = t¢.

(S2) Sind W = J; W; und s; € My, mit r%ﬁwj (s;) = Tvmljfmwj(sj) fiir alle i, 7, so gibt
es (genau) ein s € My mit r%(s) = s;.
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Ist F eine Garbe, so ist die Garbe, die aus der F zugeordneten kanonischen Préagarbe
{*(W, F),r¥} gewonnen wird, isomorph zu F. Eine Garbe lisst sich also iiber ihre
Schnitte bereits definieren.

Eine Prigarbe F = {My,r{’} heifit Pragarbe (abelscher) Gruppen, wenn jedes My,
eine (abelsche) Gruppe und jede Abbildung r‘V,V ein Gruppen-Homomorphismus sind.
Die zur Prigarbe F' assoziierte Garbe F ist dann eine Garbe (abelscher) Gruppen und
andererseits ist die zu einer Garbe abelscher Gruppen kanonische Prigarbe dann auch
eine Prégarbe abelscher Gruppen. Ist F' = {Mj,, r%}’v } eine weitere Priagarbe abelscher
Gruppen iiber 2, so ist ein Prdgarbenhomomorphismus ® : F' — F' eine Familie {®y }
von Abbildungen ®y : My, — My, so dass fiir jedes Paar V' C W offener Mengen gilt
dy o r‘V/V = r%}’v o Oy und jede der Abbildungen @y die Gruppenstruktur respektiert.
Analoge Definitionen und Resultate gelten fiir andere algebraische Strukturen.

Cohomologie Es seien nun F eine Garbe (additiv geschriebener) abelscher Gruppen
und U = {U;}2, eine abzdhlbare, lokal endliche, offene Uberdeckung von Q. Wir
schreiben abkiirzend Uj, . ;. statt U;y N...NU;.. Mit r € IN sei

U, F) = [ TWi...ir, F);

10,550

die f € C"(U,F) sind Funktionen, die jedem (r 4 1)-Tupel alternierend einen Schnitt
f(io, ... i) € T'(Ui,...i,,F) zuordnen und heilen r-Coketten. C"(U, F) ist auf natiirli-
che Weise wieder abelsche Gruppe. § = §"(U,F) : C"(U, F) — C"™HU, F) mit

r+1

8f(i0s .y ipgp1) == Z(—1)jf(z'o,...,%j,...,¢r+1)|UZ_O

=0

ist der Corand-Operator, wobei der Index mit " jeweils entfillt. Direktes Nachrechnen
ergibt 62 = 0. Es bezeichne Z"(U,F) = {f € C"(U,F) : 6f = 0} fiir r € Ny die
r-Cozyklen von F bzgl. der Uberdeckung U« und B" (U, F) := §(C"~ (U, F)) fir r € N
bzw. speziell B®(U, F) := {0} die r-Cordnder. Offenbar sind Z” und B" Untergruppen
von C" und die rte- Cohomologiegruppe von €2 bzgl. U mit Koeffizienten in F

HWUF) =2"UF)/B"UF), r>1

ist wohldefiniert. Wegen B? = {0} wird vereinbarungsgema8 H°(U,F) := Z°(U,F)
definiert. Der Corand-Operator induziert also eine semiexakte Sequenz

', F) - ', F) L A, F) s

mit B"(U, F) = Im §|cr-1y,7) C kerd|or@,7) = Z"(U, F). Wir nennen zwei Cozyklen
cohomolog bzgl. einer Uberdeckung, wenn sie sich blof um einen Corand unterschei-
den, d.h. die gleiche Cohomologieklasse in H" (U, F) représentieren. Fiir f € Z"(U, F)
bezeichne [f] die Aquivalenzklasse von f in H" (U, F).

Eine abzihlbare, offene, lokal endliche Uberdeckung V = {V;}32,, von (2 ist eine Verfei-
nerung der Uberdeckung U, wenn es eine Affinititsfunktion o : Ng — No mit V; C Us(i)
fiir alle ¢ gibt. o induziert durch (o™ f)(io, . .., ir) = f(o(io), ..., o(ir))|v,
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C™(U,F) und (ig,...,ir) € N""! einen Homomorphismus o* : C"(U,F) — C"(V, F).
Es gelten do* = ¢*6,0*(Z"(U,F)) C Z"(V,F) und o*(B"(U,F)) C B"(V,F); wir
erhalten also eine wohldefinierte Abbildung

c*:H" U, F)— H" (V,F). (11.3)

Sind ¢ und ¢’ zwei Affinitdtsfunktionen der Verfeinerung V von U, so stimmen sie auf
H" iiberein. Jedes f € Z" (U, F) induziert damit eine wohldefinierte Cohomologieklasse
bzgl. V, ndmlich o* f (fiir jede Affinitatsfunktion o). Sei

zr,F) =z W, 7).
u

f,g € Z'(Q,F), also etwa f € Z"(U,F) und g € Z"(V,F), sind dquivalent, f ~ g,
wenn es eine gemeinsame Verfeinerung W von U und V gibt, so dass die von f und g¢
induzierten Cohomologieklassen bzgl. W iibereinstimmen. Die rte-Cohomologiegruppe
H"(Q,F) ist dann die Vereinigung all dieser Aquivalenzklassen. Wieder ist H' (2, F)
auf offensichtliche Art eine abelsche Gruppe; H" (2, F) ist der direkte Limes der Grup-
pen H" (U, F).

Zu jedem Element aus H"(Q, F) gehort also eine Uberdeckung U = {U;}°, und ein
Element aus H" (U, F). Speziell ist HO(U, F) die Gruppe der Funktionen f, die jedem
i € IN einen Schnitt f; € I'(U;, F) zuordnen, so dass auf U; N U; gilt f; = f;. Damit
ist HO(U,F) = I'(Q, F) und insbesondere ist H°(2, F) auf natiirliche Weise zu den
globalen Schnitten I'(Q2, ) isomorph.

Exakte Sequenzen Sind A, B und C abelsche Gruppen und A —~ B Y, C Ho-
momorphismen, so heiflt diese Sequenz ezakt an der Stelle B, wenn Im ¢ = ker gilt.
Ist speziell C' = {0}, so bedeutet Exaktheit, dass ¢ surjektiv ist; fiir A = {0} bedeutet
Exaktheit die Injektivitdt von .

Es seien F,G und ‘H Garben abelscher Gruppen iiber ). Sind nun

0-F -5 H—0

Homomorphismen, so wird Exaktheit auf offensichtliche Weise definiert: Die Sequenz
ist (exemplarisch) exakt an der Stelle G, wenn mit Definition (11.2) gilt Im ¢ = ker);
die Sequenz ist exakt, wenn sie an jeder Stelle exakt ist.

Fiir jedes r > 0 und jede offene Uberdeckung U = {U;} werden Homomorphismen

0— C"U,F) L5 orw,6) L Cm U, H) (11.4)
geméB (11.1) iiber * : f+— o f bzw. ¥* : g — 1 o g induziert. Die Sequenz (11.4) ist

wieder exakt; man beachte allerdings, dass 1* nicht notwendig surjektiv ist, weswegen
die abschlieflende 0 weggelassen wird. Schreibt man statt (11.4)

0— C"(U,F) 2 Cm U, G) 5 CIU, H) — 0

mit C§(U, H) = ¢*(C"(U, G)), so ist diese Sequenz exakt. Sie und diese Uberlegungen
fiihren auf das kommutative Diagramm
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0 —= U, F) L= U, 6) L YU H) —= 0
) ld )

U,6) —X—~ C5U,H) 0

ld lﬁ

( U,

0 —— CH_](U.?: _> Cr-l—lug 7. CT-H

%
*

0—— C'U

7

4§

P

H) —

Kommutativitét bedeutet p*od = dop* und 1*0d = Jorp*, womit man mit Zj(U, H) =
C5(U,H) N Z" (U, H) baw. By(U,H) = C5(U, H) N B (U, H)

0—-2"U,F)— Z"U,G) — Zy(U,H) — 0
0 B' U, F) — B'(U,G) — By(U,H) — 0
und daher wohldefinierte Abbildungen

erhélt. Ist nun [h] € Hj(U,H) und h ein Représentant, so gibt es ein g € Z"(U, G) mit
¥*g = h. Dann macht der Ausdruck [(¢*)~1dg] =: 6*[h] Sinn (vgl. [Kr]) und ist durch
[h] als Element von H" (U, F) eindeutig bestimmt. Das Schlangen-Lemma garantiert
nun die Exaktheit der resultierenden Sequenz

0— HWUF) 2 HW,G) 5 HYWU,H) 2 HY (U, F)
L HWU,G) S HY U H)

Wir wollen diese lange exakte Cohomologiesequenz anwenden und dafiir die zunéchst
notwendige Einschréankung auf die Gruppen Hg (U, H) eliminieren. Dazu benutzen wir
wieder den von einer Verfeinerung V = {V;} und der zugehorigen Affinitétsfunkti-
on o geméf (11.3) induzierten Homomorphismus. Entscheidend ist, dass es fiir je-
des h € C"(U,H) eine Verfeinerung V und eine Affinitdtsfunktion o gibt, so dass
o*h € C§(V, H) gilt. Bezeichnet H(2,H) den direkten Limes von H{(U,H), so ist
damit die kanonische Abbildung von H{ (€2, H) nach H" (€2, H) ein Isomorphismus. Ins-
gesamt erhalten wir

Theorem 11.1 Sei Q) C C" ein Gebiet und 0 — F — G — H — 0 eine exakte Sequenz
von Garben abelscher Gruppen tber Q). Dann gibt es eine lange, exakte Cohomologie-
sequenz

0 — HO(Q7f) - HO(Qag) - HO(Q7H) — Hl(Qaf)
- Hl(Qvg) I Hl(QvH) I HQ(Q’f) —
Bei der Anwendung dieser Cohomologiesequenz erweist es sich natiirlich als niitzlich,
die auftretenden Cohomologiegruppen gut zu kennen. Besonders wichtig ist dabei der

Fall, wenn einige davon sogar verschwinden. Eine Klasse von Garben, fiir die dies gilt,
sind feine Garben, die nun eingefiithrt werden sollen.
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Feine Garben Fiir eine offene Menge U C C" sei D(U) der Ring (ohne Eins) der
Testfunktionen auf U. BekanntermaBen gibt es zu jeder offenen, lokal endlichen Uber-
deckung U = {U;}2, von 2 eine C*° Teilung der Eins bzgl. U; d.h., es existieren
Funktionen ¢; € D(U;) mit 0 < ¢; <1und ), ¢; = 1.

Eine Garbe F von D-Moduln heifit fein, wenn fiir jede offene, lokal endliche Uber-
deckung U = {U;}2; und jede C*°-Teilung der Eins {¢;}°; bzgl. U gilt

a) (Qpi)z'fZOZa fir f € F, undz€supp90i
b) (@i)z'f:f7 fir f € F, undz¢supp(1_9&i)'

Dabei bezeichnet 1, den Keim von % in z. Die Cohomologiegruppen feiner Garben
verschwinden; wir zitieren hier nur das Ergebnis, den Beweis findet man z. B. in [GF].

Theorem 11.2 Ist F eine feine Garbe, so gilt H" (2, F) = 0 fiir alle r > 1.

12 Globalisierung: Beweis des Theorems

Wir wollen die Aussage von Lemma 10.1 nun auf Gebiete erweitern, die nicht notwendig
sternférmig sind, sonst aber den dort genannten Voraussetzungen geniigen. Damit
beweisen wir Theorem II. Es sei also 2 C C" ein beschrinktes, lineal konvexes Gebiet
mit glattem Rand und von endlichem Typ. Zu einer lokal endlichen Uberdeckung (€2);
seien w; Losungen der Gleichung idw = © auf €2, die eine Abschétzung der Art (1.3)
erfiillen. Ist (p;); eine C*°-Teilung der Eins bzgl. dieser Uberdeckung, so gilt

@—i'dZ(pjwj' = —iZdQDj A wj.
J J

Die d-geschlossene Form ) dy; A wj hat dann meBbare Koeffizienten auf {2 und unter-
scheidet sich von © blo3 um eine weitere d-geschlossene Form. Wir benutzen also die
in Abschnitt 11 bereit gestellten Methoden der Garbentheorie und zeigen Theorem II:

Beweis:  Wir benutzen die Idee von Skoda [Sk|. Dazu definieren wir zunéchst drei
Garben iiber ihre Schnitte und gehen dann &hnlich vor, wie es beim Beweis des Lemmas
von Dolbeault gemacht wird (vgl. hierzu [Kr]).

Es sei U eine offene Teilmenge von 2. Die Garben F, G und H seien wie folgt definiert:

a) Esist © € T'(U, H) genau dann, wenn O ein d-geschlossener 2-Strom der Ordnung
null ist und fiir jedes Kompaktum K C U gilt

/ 5.10(:)]| dV. < oo,
K

b) Esist w € I'(U,G) genau dann, wenn w ein 1-Strom der Ordnung null ist und fiir
jedes Kompaktum K C U gilt

/K]w(z)HH—i—&Hdw(z)H AV, < +oo. (12.1)
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c) Esist f € I'(U, F) genau dann, wenn f ein 0-Strom der Ordnung null ist und fiir
jedes Kompaktum K C U gilt

[ @I+ I, ave < s,
K

Die konstante Garbe € ist eine Untergarbe von F und man erhélt die Garbensequenz
d d
0 —C—F—G—H—0.

Lemma 10.1 zeigt, dass diese Sequenz exakt ist, da es fiir jeden Punkt z € ) eine
Umgebung in 2 gibt, die den Bedingungen des Lemmas geniigt. Wie in [Sk| benutzen
wir, dass F und G fein sind: dazu seien w € I'(U,G) und ¢ € D(U). ¢w erfiillt wegen
d(pw) = dp AN w + ¢ - dw die Abschitzung (12.1) und es ist pw € T'(U, G). Das gleiche
Argument wirkt fiir 7 und wir konnen nun in Analogie zum Lemma von Dolbeault
vorgehen.

Es sei G¥ = {g € G : dg = 0} der Kern von d bzgl. G. Die Sequenzen

0—>go—>gi>7-{—>0

O—>(D—>]:i>g0—>0

sind exakt und fithren auf die korrespondierenden exakten Cohomologiesequenzen
HY(Q,G) — HY(QH) — HY (9,6 — HY(Q,06)
HY(Q,F) — HY 9,6 — H*(Q,C) — H*(Q7F).

Da F und G feine Garben sind, verschwinden ihre Cohomologiegruppen fiir » > 1 und
aus der Exaktheit folgt

H'(Q,6°) = H(Q,H)/d(H’(Q,G))
HY(Q,6°) = H*Q,0),
d.h. wir erhalten
H*(Q,C) = HY(Q,H)/d(H°(2,G)). (12.2)

Es ist zu kldren, warum H?(Q, C) verschwindet: Beschriinkte, glatte, lineal konvexe
Gebiete sind C-konvex, d.h. der Durchschnitt von €2 mit jeder komplexen Geraden ist
zusammenhéngend und einfach zusammenhéngend. C-konvexe Gebiete aber sind ein-
fach zusammenhéngend (vgl. [H62, §4.6]). Bekanntermafien ist dann H?(2, €) = {0}.
Da die Elemente aus H°(2,-) den globalen Schnitten entsprechen, gibt es nach (12.2)
zu jedem Strom © € I'(Q,H) einen Strom w € I'(2,G) mit dw = O, wobei die ent-
sprechenden Integralabschétzungen gelten. Das aber ist genau die Behauptung von
Theorem II, das damit bewiesen ist. O
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Teil TV
Das Randverhalten von H?-Funktionen

Ist @ ={z € C": r(z) <0} C C" ein beschrénktes, C*°-glattes Gebiet mit definieren-
der Funktion 7, so bezeichne wieder 9Q° = {z : r(2) = —4} fiir positve § und o bzw.
os das Oberflichenma$ auf 99Q bzw. 9Q°.

Eine holomorphe Funktion f € O(Q) gehort zum Hardy-Raum HP(Q2), wenn gilt

1/p
1fl ey = sup (/ |f(2)|P dUg(Z)) < 400 fir0<p<+oo
>0 \JoQs

bzw.  ||f |l goe(q) = sug[f(z)| < +4oo fiir p = oc.
zE€

Offenbar gilt H>*(2) C HP(Q) C N(Q) fur positive p. Fiir o-fast alle Randpunkte be-
sitzen Funktionen f € HP(Q) nicht-tangentiale Grenzwerte nach E. M. Stein [St]. Die
verwendeten N#herungsregionen basieren auf ,Kugeln“ B(w,p) C 0. Diese haben
in komplexe Tangentialrichtungen einen Durchmesser proportional zu ,/p und verhal-
ten sich in der Normalenrichtung wie p. Sie sind also nur im streng pseudokonvexen
Fall optimal. Zum Beweis von Theorem III folgen wir daher der Vorgehensweise von
F. Di Biase und B. Fischer [DBF] fiir den linear konvexen Fall und verwenden eine
Regularisierung der Polyzylinder aus Abschnitt 3.

13 Passende Niherungsumgebungen

Es sei wieder Q = {r(z) < 0} C C" ein beschrénktes, lineal konvexes Gebiet von
endlichem Typ < m mit einer definierenden C'*°-Funktion r. Da es sich um eine lokale
Aussage handelt, konnen wir bei einem gegebenen Randpunkt w € 92 davon ausgehen,
dass r so gewihlt wurde, dass in einer offenen Umgebung U = U(w) die zugehorigen
Niveaumengen alle lineal konvex und von endlichem Typ < m sind.

Die Polyzylinder Pjs(q) sind weder bzgl. ¢ noch bzgl. 0 stetig. Da wir sie zur Definition
der Nidherungsumgebungen benutzen wollen, ist also eine Regularisierung notwendig.
Es seien daher ¢ € U N Q und § > 0 klein genug. Wir definieren

P'(¢,6) == |J Py(@) wd P"(g,0) = [J P(po)
§'<8 P'(p,6)3q

und nun mit Hilfe der Projektionsabbildung 7 : U — 92 fiir einen Randpunkt w € 99
und « > 0 die Ndherungsumgebung A, (w) gemif (1.4) durch

Ao(w) = {zeUNQ:m(z) € P"(w,alr(z)])}.

Es gilt Aq(w) C Ay (w) fiir o < o, Weiter enthélt offenbar jedes A, (w) eine Folge
(zp)r C Q, die gegen w konvergiert, was die Bezeichnung Niherungsumgebung rechtfer-
tigt. Zunichst befassen wir uns jedoch mit den Eigenschaften von P’ und P”. Diese
Mengen sind keine Polyzylinder mehr. Es besteht jedoch ein enger Zusammenhang zu
Ps(q), wie das folgende Lemma zeigt.
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Lemma 13.1 FEs seien ¢ € U NQ und § > 0. Es existieren unabhdingige Konstanten
Cc1,C9, 01, 02 > 0 mat

Pes(q) € P'(g,0) C Pos(q)
Pl(q7025) - P//(qvé) - P,(Q7 025)

Beweis: Man sieht direkt, dass 0 < ¢; < 1 beliebig und ca = 1 gewéhlt werden
konnen. Als Konsequenz aus Lemma 3.10 erhalten wir 7(q,v,d") < C" - 7(q,v,0) fiir
alle g € UNQ,v € S ! und 6 < § mit einer unabhingigen Konstanten C’. Damit
folgt Py(q) € C'Ps(q) C Peys(q) nach Korallar 3.12 fiir alle &' < 6 und damit der
erste Teil der Behauptung. Ist p € P’(q,0), so liefert diese mit Lemma 3.14 auch
P'(p,d) C P'(¢q,C¥) und so die noch fehlende Inklusion. O

Als unmittelbare Konsequenz erhalten wir, dass durch
d"(p,q) == inf{6 >0:q€ P"(p,0)}

eine — zu d(p, q) dquivalente — Quasidistanz gegeben ist. Es gilt — anders als fiir Ps(q)
und d(p,q) — hier P"(q,8) = {z:d"(¢q,2z) < §}. Damit ist

Ao(w) = {z2€UNQ: d"(w,n(2)) < alr(2)]}.
Zu zeigen ist, dass die Mengen A, (w) offen sind. Dazu benétigen wir das

Lemma 13.2 Ist z € P"(q,9), so gibt es ein n > 0 und eine offene Umgebung B =
B(z) mit B C P"(q,9") fir alle &' mit |6 — 0’| <n.

Beweis: Ist z € P"(q,d), so existiert ein p mit ¢ € P'(p,d) und z € P'(p,d). Per
definitionem gibt es ein §; < § und, weil die Polyzylinder offen sind, eine Umgebung
B = B(z) mit B C Py, (p). Es gilt B C P'(p,d’) fiir ¢’ mit |6 — | < — 1 =: n. O

Lemma 13.3 Sind w € 02NU und a > 0, so ist Ay(w) offen.

Beweis: Ist zp € Ay (w), soist w(29) € P”(w, a|r(z0)|). Nach Lemma 13.2 existieren
n > 0 und B = B(w(z)) offen mit B C P"(w,d) fiir |alr(z0)| — 0] < n. Sei V =
7 (BN o). Weil die Projektion stetig ist, ist V offen, und auch W :=V N {z € Q:
lalr(z0)| — a|r(z)|| < n} ist offen; es gilt W C A, (w) und A, (w) ist offen. O

Fiir ¢ € UNQ und n > 0 klein gilt mit der Definition

Dy(q) :== P"(q,nlr(q)])

Lemma 13.4 Ist n > 0 klein genug, so gilt |r(z)| = |r(q)| fir alle z € D,(q).

Beweis:  Es sei wieder 0Qy5s = {z € U : r(2) =1(q) + 0} fir g € UNQ und 6 > 0.
Nach Lemma 3.1 gibt es ein ¢ > 0, so dass fiir 1 > n > 0 und nach Lemma 13.1 gilt

Qq,% r(q)| - C'P%|7‘(q)|(Q) D Punir)(@) D Dyla).

Damit folgt r(z) < r(q) + 3|r(q)| = —3|r(q)| fiir = € Dy(q), also |r(2)| = |r(q)|. Fiir
z € ¢+ Ps(q) gilt aber auch |r(z) — r(¢)| < ¢ nach (3.11) im Beweis von Lemma 3.2;
speziell mit § = $|r(q)| erhalten wir hier |r(q)| = |r(2) —r(q)| 2 |r(2)| — |r(¢)| und das
Lemma ist bewiesen. |
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Lemma 13.5 FEs seien ¢ € U N und n > 0 klein genug. Dann gilt:

a) Dy(q) C Py(2)(2) fiir alle z € Dy(q).
Das (eindimensionale) Maf von w1 (w) N Dy, (q) lisst sich fiir jedes w € 7(Dy(q))
durch C - |r(q)| abschdtzen, wobei C' > 0 nicht von q,w oder n abhdngt.

b) Es gibt ein C > 0 mit m(Dy(q)) C P"(w(q),C|r(q)|) fir alle g € UNQ.

¢) Zu jedem v gibt es ein o, so dass aus q € Aq(w) und z € Dy(q) folgt z € Ay (w).
Dabei hingt o/ nicht von w sondern nur von o ab.

Beweis: Fiir z € D;(q) gilt mit (wechselnden, aber stets) unabhéngigen Konstanten

Pir(2)(2) D Pyp(e)(2) D Pypq)(q) D P"(q,nlr(q)]) = Dy(q)

nach Lemma 13.4, Lemma 3.14 und Lemma 13.1, falls 7 klein genug ist. Fiir z € D, (q)
ist m~1(m(2)) N Dy(q) ein Teil der x1-Achse in den zu z und § = |r(z)| assoziierten
Koordinaten. Teil zwei von a) folgt dann mit Lemma 13.4. Fiir b) benutzen wir die
Quasidistanz d” und Lemma 13.4; sei z € Dy(q), die Behauptung folgt aus

d'(m(2),7(q)) < d'(m(2),2) +d"(2,9) +d"(¢,7(q)) T Ir(q)l-

Der Nachweis von ¢) verlduft &hnlich. Es ist 7(z) € P(w, d'|r(2)]) fiir ein o/ zu zeigen,
welches nur von « abhingt. Wieder benutzen wir die Quasidistanz d” und bemerken
nur, dass sich d’(w,7(q)),d"(7(q),q),d"(q,z) und d”(z,7(z)) nach Lemma 13.4 durch
C(a) - |r(z)| abschétzen lassen. O

Insbesondere sind also nach c) die Mengen D,(q) Teilmengen von €2 und nach Lemma
13.1 gibt es einen Polyzylinder F,,, () (¢), der wiederum in Dj,(q) enthalten ist. Diesen
Polyzylinder bezeichnen wir mit d,(q), die Konstante a héngt dabei von nichts ab.

Ebenso sind im folgenden die Konstanten ¢ > 0 ggf. wechselnd aber stets unabhéingig
von g. Wir definieren fiir ¢ € U N und ¢ > 0

Sc(q) = c|r(q)|(7T(Q)) N o9Q.
Nach Lemma 13.5 b) und Lemma 13.1 gibt es eine Konstante, so dass die Projektion

von Dy (q) in S.(q) enthalten ist. Speziell fiir ¢ € Ay (w), w ein Randpunkt, gilt wegen
der Aquivalenz der Distanzen d und d”

7T(Q) € Pca|r(q)|(w)'

Daher gibt es eine Konstante c¢,, die nur von « abhéngt, mit w € S¢,(q). Ist o das
Oberflachenmaf} auf 0f2, so ist fiir w € 92 und 6 > 0

o(Ps(w)NoN) =~ 0 - H 7 (w, 6)2.
k=2
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Sind nun also ¢ € U N, n > 0 klein genug und fest sowie w € 9 so gewihlt, dass
q € Aq(w) gilt, so folgt mit Konstanten c,, ¢/, die nur von « abhéngen,

n-r(@)] - o(Se.(q)

Q

can - 1r(@)* - [T m(x(a), calr(@))?
k=2

%

cann - [P @) - ] (0 calr(@)])
k=2

n
S d? - 1r(@))? - T g anlr(@)))?
k=2

~ c, -vold,(q). (13.1)

14 Nicht-tangentiale Grenzwerte

Die klassische Beweisfiihrung aus [St] verlangt Abschiitzungen fiir L!(9€2)-Funktionen
bzw. der zugehorigen Maximalfunktionen. Wir fithren zunéchst die benttigten Be-
zeichnungen ein:

Sind w € 0f) ein Randpunkt und r > 0 ein Radius, so definieren wir die nicht-isotrope
Kugel 8" (w,r) durch
B (w,r) = P"(w,r) N oN.

Fiir f € LP(09), 1 < p < 400, bezeichne M" f die Mazimalfunktion von f bzgl. der
Kugeln " (w, r),

" = Su 71 o
M) = sup s [ @)oo

und analog M f die Maximalfunktion bzgl. B(w,r) :={z € 9Q : |z —w| < r},

1
Mf(w) = sup —rs /ﬁ GG

Es gilt, die Maximalfunktion abzuschéitzen. Wir iiberpriifen, dass die Kugeln 3" die
Bedingungen von K.T. Smith ([Sm]|, vgl. [Kr]) erfiillen. Im einzelnen gilt

a) Jede Kugel 8" (w,r) ist offen (in 92), enthélt w und hat endliches MaS8.
b) Fiir r1 < ry gilt 8" (w, 1) C 8" (w,r2).

c¢) Es gibt eine Konstante ¢y > 0, so dass fiir 5" (w1,7) N B" (wg, s) # 0 mit r > s gilt
ﬁ”(wQa 5) - ﬁ”(wla COT)‘
d) Es gibt eine Konstante C' > 0 mit o(8"(w, cor)) < Co (8" (w,1)).

Dazu: a) und b) sind klar; wegen b) geniigt es, ¢) fiir » = s zu zeigen. Das folgt jedoch
mit Lemma 13.1 wie d) direkt aus Lemma 3.14 bzw. Korollar 3.12. O

Damit erfolgt auch der Nachweis des nicht-isotropen Analogons zu dem Uberdeckungs-
satz von Wiener (vgl. [Kr]). Genauer gilt: ist K C Q2 kompakt und {3"(wa,ra) tacr
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eine (relativ) offene Uberdeckung von K, so gibt es endlich viele, paarweise disjunkte

Kugeln 8" (way,7a1)s - - -5 " (Way s Tay )» S0 dass mit ¢g > 0 aus ¢) gilt
k
K ¢ |J 8" (wa;,cora;)- (14.1)
j=1

Einen Beweis findet man in [Kr, § 8.4]. Wir erhalten damit das folgende Lemma, dessen
Beweis wir aus Griinden der Vollstindigkeit angeben.

Lemma 14.1 Es gibt ein C > 0, so dass fiir alle f € L*(92) und A > 0 gilt
112100
—

Beweis: Esseien f € L1(09Q), A > 0 gegeben und Sy := {w € 9Q : M" f(w) > A}. Es
geniigt, o(K) fir eine kompakte Teilmenge K C Sy mit o(Sy) < 20(K) abzuschétzen.
Fiir jedes w € K gibt es eine Kugel 5" (w, ry,) mit

1
ST e, @) > A (14.2)

Aus der Uberdeckung {8"(w,ry)}wex von K wihlen wir gemif (14.1) Kugeln
B"(w1,7w,), -, 8" (wk, T, ). Es ist dann nach a) - d) und (14.2)

oc({fwed: M"f(w) >\}) < C-

M=

o(K) < ) o(8"(wj,coru,))

1

<.
I

N
™=

U(ﬁ”<wj7 rwj))

1

<.
Il

sAZ/ Ol do(e)
w],T'w )
- ||f||L1(aQ)
~Y A )
wobei die involvierten Konstanten nur von 2 abhéngen. O

Eine analoge Aussage gilt fiir die Maximalfunktion M f bzgl. euklidischer Kugeln.
Wie in [St] zeigt man nun mit Hilfe von Lemma 14.1, dass M und analog auch M"
beschrénkte Operatoren von LP(9€) nach LP(9€2) sind. Darin liegt die Bedeutung des
Lemmas fiir den Beweis des Theorems. Es gilt also

Lemma 14.2 Fir f € LP(09) gilt [|M f|[7, S Ifl7» bzw. [M"fII7, S 1£170
Als entscheidend erweist sich das folgende Lemma, das wir in Analogie zu [DBF] zeigen.

Lemma 14.3 Fiir eine nichtnegative, plurisubharmonische Funktion u mit u € C(£2)
sei f = ul0Q. Zu jedem a > 0 gibt es eine Konstante C,, die nicht von w € 0f)
abhdngt, so dass fir alle Randpunkte w gilt

sup u(z) < Cad”(Mf)(w).
zE€EAL(w)
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Beweis:  Es seien w € 9, a > 0 beliebig und n > 0 klein genug und fest gewahlt.
Weiter bezeichne Pf die eindeutig bestimmte, harmonische Poissonfortsetzung von
f auf Q. Wegen der Plurisubharmonizitéit von v und nach Theorem 3 aus [St] gilt
w(z) < Pf(2) < Mf(r(2)). Gemif den Uberlegungen aus Abschnitt 13 betrachten wir
dy(z) C Dy(z) C Q. |u| ist plurisubharmonisch auf d,(z). Die Mittelwerteigenschaft
fithrt zunéchst zu

1
S G L OV

! Mf(x(0)) dV(©),

voldy(z) Jp,(z)
nach (13.1) und Lemma 13.5 folgt nun fir z € A, (w)

1
S Corre - /S MOt
< o MY(Mf(w))

~

und damit die Behauptung. O

Wir beweisen nun Theorem IIT und folgen dabei dem Losungsweg aus [St], wie er auch
in [Kr| aufgezeigt wird. Zunéchst wéhlen wir eine endliche Uberdeckung 4, ..., {2} von
Q mit Q = U?:l €1; aus glatt berandeten Gebieten {}; mit folgenden Eigenschaften:

a) Fir alle j = 1,...,k ist 9Q; := 9Q N 9Q; eine (2n — 1)-dimensionale Mannigfal-
tigkeit mit glattem Rand.

b) Es gibt ein g9 > 0 und fiir jedes j = 1,...,k einen zu aﬁj transversalen Vektor
v;, der aus €) herauszeigt, so dass fiir 0 < ¢ < g¢ gilt

Q—cvy ={z—cevj:2€Q;} CC Q.

Dies ist ohne weiteres moglich. In dieser Situation gilt (vgl. [Kr, §§8.3, 8.5])

Theorem 14.4 Es seien @ C C" beschrinkt mit C?-glattem Rand, 0 < p < 400
und f € HP(Q). Es sei Qq,...,Q eine Uberdeckung mit den angegeben Eigenschaften
und vi,...,v, bezeichne die assoziierten Normalenvektoren. Dann existiert fiir alle

j=1,...,k der Grenzwert lim.\ o f(w — ev;) = f(w) fir o-fast alle w € 02 N 0.

Beweis von Theorem III:  Wir wissen bereits, dass die Grenzwerte im speziellen
Sinne von Theorem 14.4 o-fast iiberall existieren. Es bezeichne f die Grenzfunktion
und Q. .., Q eine endliche Uberdeckung von Q aus C*®-glatten, lineal konvexen Ge-
bieten endlichen Typs mit den oben angegebenen Eigenschaften. Ohne Einschrankung
betrachten wir nur ; und den zugehé¢rigen dufleren Normalenvektor v = v;. Weiter
geniigt es wegen H° () C HP(Q) fiir alle positiven p, den Fall p < +00 zu betrachten:
Nach Theorem 14.4 und dem Satz iiber die majorisierte Konvergenz von Lebesgue gilt
fiir 9 == 90 N I

li{r(l) . |f(w—ev) — f(w)Pdo(w) = 0. (14.3)
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Fiir j, k € IN definieren wir Funktionen f;; : 21 — C durch

‘p/2‘

fin(2) = |F = 1v) = fG = }v)

Diese Funktionen sind stetig auf einer Umgebung von ©; und plurisubharmonisch auf
Q1. Wir erhalten mit Lemma 14.3 und Lemma 14.2

2
/6Q [ sup fjk(Z)] do(w) < Co [ [M"(Mf)(w)]?do(w)

z€EAL (w) o

IN

c /a M) do)

IN

" -w20w.
ca/aﬁlujk( )2 do(w)

Lassen wir nun j gegen 400 streben und wenden (14.3) an, so folgt

/ sup  |£(2) — f(z — L) do(w)
Io

ot z€Aq (w)

< O 1w - fw-fopdow).  (4.)
o0

Mit A > 0 sei Ay := {w € I : Hmsup 4, (w)s2—w [£(2) — f(w)| > A}; zu zeigen ist,
dass Ay eine Menge vom Mafl Null ist. Wir benutzen, dass fiir f € LP(9€2) und A > 0

1

o({w e a0 [f(w)| >A}) = o [ (w)[? do(w)

Aw€89:|f(w)|>A}

gilt und schéitzen ab

0(Ay) < o({wedQy: limsup |f(Z)—f(Z—%I/)|>)\/3})

Aa(w)dz—w
+o({we dQy: limsup |f(z— Tv) = flw—Fv)]>A/3})
Ao (w)dz—w
+o({w e o : limsup |f(w— Tv) — f(w)] > A/3})
Ao (w)dz—w
< C’-l/ sup |f(2) — f(z — tv)|Pdo(w) + 0
B AP Jot zeAa(w) :
1 .
oo | 1w {2) = fup o)

< 055 [ 1wt = Fw)P dow)

nach (14.4). Das letzte Integral hat nun nach (14.3) fiir k& — 400 den Grenzwert 0.
Damit ist o(A4)) = 0 und da A > 0 beliebig gewihlt war, folgt

limsup |f(2) = f(w)| = 0

Ao (w)3z—w

fiir o-fast alle w und so die Behauptung des Theorems. O
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15 Exotische Niherungsregionen

Der Beweis von Theorem IV beruht im wesentlichen auf der Arbeit von Fausto Di Bia-
se [DB1, DB2|. Die Behauptung ergibt sich nach [DB1, Theorem 5.32] bzw. [DB2,
Theorem 5.12] in der vorliegenden Situation aus der Konstruktion geeigneter Familien
von Naherungsumgebungen sowie passender Einbettungen eines Baumes 7.

Dazu bedarf es zunéchst natiirlich weiterer Definitionen. Die Darstellung der Néhe-
rungssysteme und -familien richtet sich dabei nach F. Di Biase mit den angegebenen
Quellen und wird unserem Fall angepasst. Die Zerlegung des Randes mit der resul-
tierenden Baumstruktur stammt von M. Christ [Ch]. Der Nachweis der benétigten
Eigenschaften erfolgt jeweils oft in Analogie zu [DBF].

Ausgangspunkt der Uberlegungen sind die N&herungsregionen A,. Wir definieren fiir
z € Q und « > 0 das Duale oder auch den Schatten A}, von A, durch

A (2) = {w e dN:z e Ay(w)} = {w e dN: m(z) € P (w,alr(2)])}

Offenbar gilt z € A,(w) < w € A (z). Wieder sei 5”(w,r) fiir einen Randpunkt w
der Durchschnitt von P”(w,r) mit dem Rand QN U.

Zu iiberpriifen ist, dass die Ndherungsumgebungen A, (w) ein Ndherungssystem bilden.
Dazu fixieren wir zunéchst ein o > 0. A, 1= {Aq(w) }weon ist dann eine Niherungsfa-
milie. Wir wollen zeigen, dass A, sogar eine natirliche Niherungsfamilie ist, also den
folgenden Bedingungen [DB1, DB2| geniigt:

a) Fiir jedes w € 02 enthélt A, (w) eine Folge aus (2, die gegen w konvergiert.
b) Fiir jedes z € U N ist A} (z) offen.

c¢) Fiir jedes z € UNS gibt es von z unabhingige Konstanten ¢ und C' sowie Kugeln
B"(wy, cry) und " (w,, Cr,) mit " (w,, cr,) C A%(z) C " (w,, Crs).

d) Strebt eine Folge (zx)r C U NQ gegen w € 92, so gelten

lim diam A% (z) = 0 wund  lim sup d"(¢,2) = 0.
k—o00 k—o0 CEA (1)

a) ist klar, b) wird in Lemma 15.1 gezeigt, c¢) verschieben wir fiir einen Moment und
zeigen die Behauptung gleich in einem allgemeineren Kontext; d) schlie8lich folgt aus
¢), da wir sehen werden, dass w, = 7(z) und r, = |r(z)| gewihlt werden kénnen.

Lemma 15.1 A} (z) ist offen.

Beweis:  Zu zeigen ist, dass fiir ¢ € P"(wp,n) eine offene Umgebung U = U (wy)
mit ¢ € P’(w,n) fir alle w € U existiert. Fiir ¢ € P"(wp,n) gibt es jedoch per
definitionem einen Punkt ¢ mit ¢ € P'({,n) und wg € P'({,n). AuBlerdem finden wir
dann U = U(wy) offen mit U C P’(¢,n). Damit ist aber ¢ € P'(¢,n) C P"(w,n) fiir
alle w € U und die Behauptung folgt. |

Nun lassen wir auch «a > 0 variieren. A := {4, }o>0 heiit dann Néiherungssystem fiir
00 oder auch einparametrige Familie von natirlichen Ndherungsfamilien, wenn jedes
Ay, o > 0, eine natiirliche Ndherungsfamilie im Sinne der obigen Definition a) — d) ist
und weiter gilt
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e) Aq(w) C Ag(w) fiir alle w € 902N U und alle 0 < o < .

f) Fiir jedes z € UNQ und a > 0 gibt es ein w, € 92 N U und ein r, > 0 mit

B (wy, co(a)r,) € A%(z) € B"(ws, Co(a)r,). (15.1)
Dabei hiangen c¢o(a), Co(cr) > 0 zwar von « aber nicht von z ab.
Hier ist e) klar. f) verallgemeinert ¢) und ist Inhalt des néchsten Lemmas.

Lemma 15.2 Zu jedem o > 0 gibt es positive Konstanten co(a) und Cy(a), so dass
(15.1) fir z € UNQ mit w, := w(z) und r, = |r(2)| gilt.

Beweis: Es bezeichne C' die Konstante, fiir die p € P”(q,r) impliziert ¢ € P”(p, Cr).
Es geniigt, co(a) = a/C und Cp(a) = Cx zu wiihlen. O

Es seien {Aq}q ein Néherungssystem fiir 9Q und £ = {L(w)} eine Néherungsfamilie.
Wir sagen, L ist exotisch im Punkt w € 92 bzgl. {As}a, wenn L(w) eine Folge (z(w))x
mit limg 2 (w) = w enthélt und es fiir jedes o unendlich viele k& mit zx(w) & Aq(w)
gibt. Die Familie £ ist exotisch auf einer Teilmenge E C 0 bzgl. {A,}, wenn sie
exotisch in jedem Punkt von F ist. Wir wollen hier also die Existenz einer exotischen
Néherungsfamilie beweisen; dies ist eine einfache Umformulierung von Theorem IV.

Auf Grundlage einer Arbeit von M. Christ [Ch] wollen wir nun fir 92 N U versehen
mit der Quasidistanz d” eine Zerlegung des Randes dyadischer Art konstruieren. Wir
fixieren eine Konstante ¢; > 1 mit

d"(wi,way) < ey [d(wy,w3) +d" (w3, we)]  fiir alle wy, we, w3 € QN U.

Es sei 1 > h > 0 klein genug, gemif [Ch, Theorem 11] geeignet gewéhlt. Fiir jedes
k € Z wéhlen wir eine maximale Anzahl von Punkten wy, € 0QNU,a € I}, mit
d"(Wk o, wr,3) > h¥ fiir alle a, 3 € I,a # B. Nach Wahl der wy, gilt auch eine
umgekehrte Relation; d.h., zu jedem k € Z und w € 9Q N U gibt es ein a € [}, mit

d"(w,wpa) < W~ (15.2)

Auf den geordneten Paaren (k, ) definieren wir eine partielle Ordnung < wie folgt: zu
jedem (k, «) iiberpriifen wir, ob es ein 8 mit d”(wy, o, wr—1,5) < 2(1: hF=1 gibt. Ist dies
der Fall, so sagen wir (k,«) < (k — 1,3). Dieses Paar (k — 1,3) ist dann eindeutig
bestimmt (vgl. [Ch]) und (k,«) steht in keiner Beziehung zu einem anderen Paar
der Form (k — 1,7). Gibt es kein solches 3, so wihlen wir nach (15.2) ein § mit
d" (W, wk—1,5) < hE~L, schreiben wieder (k, o) < (k — 1, 3) und (k, @) steht in keiner
Beziechung zu einem anderen Paar (k — 1,7). Durch Transivitdt wird die Relation <
ausgedehnt, sie erfiillt damit die Eigenschaften eines Baumes nach [Ch]. Es gilt:

a) Ist (k,a) < (I,0), so ist k > L.
b) Fiir jedes (k,«) und I < k gibt es genau ein 8 mit (k, o) < (I, 5).
¢) (k,a) < (k —1,3) impliziert d’(wy o, wx_1,5) < hFL.
d) Aus d"(wga, wr—1,3) < 11 hE=1 folgt (k, ) < (k — 1, 3).
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Den konstruierten Baum nennen wir T, T = {wi o : k € Z,a € Ii}; k heifit die
Generation von wy, o. Fiir eine wiederum geeignet wihlbare Konstante ag, 1 > ag > 0,
sei weiter
Qk,a = U ﬁ"(wlﬁ,aohl).
(1,B)< (k@)
Wieder vereinfachen wir die Notation und schreiben im folgenden nur 7' = {z}, |z fiir
die Generation von x und @), statt Q. q.

Die offenen Mengen {Q,}, der konstruierten, ineinander liegenden Zerlegungen von
QN U stehen in Zusammenhang mit Kugeln {3/},, deren Radius mit wachsender
Generation von x kleiner wird,

= 0" (e(), b,

um gewisse Randpunkte ¢(z) € 9Q N U: nach [Ch, Theorem 11] gibt es positive
Konstanten a1, ae und 7, so dass fiir alle x € T’

B"(e(@),a0h™) € Qo < B"(p(x), arhl)
und o({w € Qu : d’(w, 00\ Q) < thi*1}) < ast - 0(Q,) fiir positive t gelten.

Eine Abbildung ¢ : T — U N eines Baumes T C 02 nach U N  nennen wir FEin-
bettung. Sie heifit passend bzgl. der quasi-dyadischen Zerlegung @ = {Q} und des
Néherungssystems A, wenn es Konstanten ¢, und C, gibt, die nur von « aber nicht
von z abhéngen, so dass fiir alle x € T gilt

3" (wo(@), carq(a)) C Aylq(x)) C B"(wg(z), Carg(z)).
Wir zeigen, dass es bei fest gewéhlter Zerlegung stets eine passende Einbettung gibt.

Lemma 15.3 Fiir jedes positive o gibt es Konstanten ca(a) und Ca(a) mit c2(1) = ay,
so dass fir alle x € T, |x| > 1, ein z, € U NQ existiert mit

B"(p(x), ea(@)h™) € AL(z0) C " (o(), c2(@)h™).

Beweis: 1, sei der innere Normalenvektor an 99 fiir w € Q. ¢ und C’ seien so
gewihlt, dass R < |r(w 4+ Rvy)| < C'R fiir jeden Randpunkt w und alle R > 0 gilt.
Wir definieren fiir |x| geniigend grof3

ai

insbesondere gelten 7(z,) = ¢(z) und ol SRl < r(zp)| < el hl#l. Mit Lemma
15.2 folgt die Behauptung:

g <90(””)’Coc?(i§”hml> C A(zy) C B” <<p(w),//

|

Damit sind nun alle n6tigen Vorkehrungen getroffen, um die Ergebnisse von F. Di Biase
anwenden zu koénnen.

Beweis von Theorem IV: {A,} ist ein Ndherungssystem fiir Q2 und die Ein-
bettung T' 5 = +— 2z, € D ist passend. Damit sind die Voraussetzungen von [DBI,
Theorem 5.32] bzw. [DB2, Theorem 5.12] erfiillt und die Behauptung folgt. 0
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