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Einlaitung

»S0 auchsagtesnichts Uberdie Welt aus, daf? sie sich
durch die Newtonschéviechanikbescheibenlafit; wohl
aber, dal3 sie sich so durch jene bescheibenlait, wie
diesebender Fall ist.”

Ludwig Wittgenstein

Die Losungder MaxwellschenGleichungerspielteinegrof3eRolle in der naturwissenschaft-
lichen Forschungsowie in Anwendungender Physik und der Elektrotechnik. Diese Glei-
chungen,in denenMaxwell die ErkenntnisseFaradaysin Formeln gefal3that, beschreiben
die elektromagnetischeBrscheinungemlurch Abhangigkeitenelektrischerund magnetischer
Felder:

divB=0 divD =p D=ckE

rotE = —B rotH = J+ D (B:,uH)

So erfordert beispielsweisaler erheblicheHerstellungsaufwandbei der Konstruktion elek-

tromagnetischeApparaturenetwa der Hochenegiephysik (Teilchenbeschleunigegtc.), die

aufgrundihrer mitunterenormenAusmalfenur nocheineneinmaligenBau der Anlage erlau-
ben, eine moglichst genaueVorhersagealer zeitabtangigenelektromagnetischekeldgioi3en.
Leider sind, auler in wenigenSpezialtllen, keine expliziten Losungender Maxwellschen
Gleichungenbekannt,insbesonderdann im allgemeinenkeine Aussageuber das Verhal-
ten elektromagnetischdfelderinnerhalbder meist sehrkompliziertenStrukturenrealeroder
geplanterApparaturengemachtwerden.

Aus diesemGrundwurde eine Reihenumerischeierfahrenzur naherungsweisehosungder
MaxwellschenGleichungerentwickelt. Die Ubliche Vorgehensweisest hierbeizurachsteine
DiskretisierungdesRaumesgtwadie Betrachtungder Eckpunkteeiner Zerlegungin Wiirfel
oder Simplizes,und ausgehendon vorgegebenemnfangsbedingungean diesendiskreten
Stellen die Durchfuhrung einer Zeititeration tlber (meist aquidistante)diskrete Zeitpunkte,
wobei die in den MaxwellschenGleichungenauftretenderDifferentialoperatoremurch Dif-
ferenzenoperatoreersetztwerden, indem man also von partiellen Differentialgleichungen
Ubegeht zu DifferenzengleichungenZur Losungder durch diesenDiskretisierungsansatz
aus Systemernrpartieller Differentialgleichungerentstehendemifferenzengleichungssysteme
ist die Vorgabevon Anfangs-und Randwertererforderlich,es handeltsich hierbeisomitum
Anfangsrandwertprobleme.

Sehr erfolgreich ist die von Kane S. Yee in [37] vorgestellteund darauf aufbauendvon
ThomasWeiland weiterentwickelté Methode,die KomponenterdeselektrischerFeldesund
die Komponenterndes magnetischer-eldesin den Knoten zueinanderversetzter(,dualer’)
Raumgittersowie in um einen halben Zeitschritt versetztenZeitpunktenzu plazieren,um
danndie jeweils neuenKomponentenzum Zeitpunkt? bzw. ¢ + %) abwechselndn Form
eines sogenanntenlLeap-Frog“-\erfahrensaus den vorherigen(alteren) Komponenten(an
den Zeitpunktent — 1 und ¢ — § bzw. t — § und t) zu berechnen. Eine auf dieser
Idee basierendeModellierung des Rowland-\érsuchsunter Beriicksichtigungabsorbierender

Randbedingungénwurde erfolgreichin [1] durchgefihrt.
Die beschriebene/orgehensweisezur numerischenLosung der MaxwellschenGleichung

trennt zwischenRaumund Zeit, indem beide separatdiskretisiertwerdenund anschlie3end
eine reine Zeititeration durchgetihrt wird. Da die Stabilitat der numerischerierfahrenein

1 gl [35, 34, 36].
2 Zur ModellierungabsorbierendeRandbedingungemnerhalbder Diskretisierungvon K. S. Yee,vgl. [25].
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speziellesVerhaltnis der gewahlten Diskretisierungererfordert, fuhrt diese Trennunginsbe-
sonderedazu,dalRdie GrolReder fur die Zeititerationzu verwendenderZeitintervalledurch
denkleinstenAbstandbenachbarteRaumpunktéestimmtwird: Die Zeitdiskretisierungnuf3
mindestensso fein gewahlt werden,dal3die GroReder Zeitintervalled; multipliziert mit der
Lichtgeschwindigkeitc hochstensder Distanz zweier benachbarteRaumpunkteentspricht,
daRalso fur zwei solchePunkte P und @) stetsc - §; < dist(P, Q) gilt. Anschaulichheil3t
das, dalR3die Zeitintervalle mindestensso klein gewahlt sein missen,dal’ die Feinheitder
diskretenraumlichenStruktur bei einer sich mit Lichtgeschwindigkeitausbreitenderelek-
tromagnetischeiWelle Beriicksichtigungfindet. Bei der ModellierungspeziellerSituationen
bestehtalsonicht die Moglichkeit,in Regionendie eine grobereRaumdiskretisierungulas-
sen,auchdie Zeitdiskretisierungyroberzu wahlenund damitden Rechenaufwandu senken.

Wahrendden obigen Ansatzendie klassischeFormulierungder MaxwellschenGleichungen
zugrunddiegt, in derinsbesonderdie beschriebend@rennungvon Raumund Zeit zum Aus-
druck kommt, tragt ihre zeitgen@al3e Formulierungder speziellenVerwobenheitvon Raum
und Zeit sowie der Untrennbarkeitvon elektrischenund magnetischerErscheinungeriRech-
nung: Raumund Zeit werdenin der vierdimensionalerMinkowski-Raum-Zeitvereinigt,
in der die Sonderrolleder Zeit durch das dort definierte Pseudoskalarprodukeprasentiert
wird, ein indefinitesinneresProdukt,desserassoziiertequadratisché-orm durchdasVorzei-
chenzwischenraumartigerund zeitartigenVektorenunterscheidetDie elektromagnetischen
Feldstarkenwerdenin 2-FormenF und F' zusammengefaRilerenaulereAbleitungin einem
Fall verschwindetthomogeneMaxwellscheGleichung):

dFF =0

und derenKoableitungim andererFall eine 1-Formist, die Ladungsdichteind Stromdichte
zur Gesamtladungerbindet(inhomogeneMaxwellscheGleichung):

§F = —J

Die Lorentztransformationerls die mit der Pseudometrikertraglichenorthogonalerilrans-
formationender Minkowski-Raum-Zeitund gleichzeitigals die Abbildungen,unterdenendie
MaxwellschenGleichungenforminvariantsind, zeigendie fundamentalé/erbundenheiter
Minkowski-Raum-Zeitmit den Feldgleichungen.

Diesedurch den CartanscherKalkil ernbglichte moderneFormulierungder Maxwellschen
Gleichungenst AusgangspunktervorliegenderArbeit. EineDiskretisierungderMinkowski-
Raum-Zeitin FormeinerZerlegungderbetrachtetefeilmengen vierdimensionalé&implizes
und Plazierungder FeldgilRenin derenEckpunktenlegt nahe,den Kalkill der alternieren-
denDifferentialformenim Hinblick auf dieseSituationzu modifizieren,indematffine Formen
als eindeutig bestimmteatffin linear Interpolierendeder Werte in den Eckender Simplizes
betrachtetwerden. Die Minkowski-Raum-Zeitwird aufgrundder ihr inharentenUrsprungs-
freiheit (im Sinnedesin der SpeziellerRelativitatstheoriedurchgetihrtenVerzichtesauf einen
absolutenrRaum zugunsterrelativer, zueinande@quivalenterBezugssystemajer Inertialsy-
steme)konsequenterweisals vierdimensionaleaffiner Punktraumbetrachtet.Im Gegensatz
zu denauf Zeititerationenfiihrenderklassischerverfahrenertélt mandurch die Simplizial-
zerlegungder vierdimensionalerMinkowski-Raum-Zeitein linearesGleichungssystenxlas
durch entsprechen@éndereMethodenzu |osenist. Eine UnterscheidungwischenAnfangs-
und Randbedingungeim Sinneder klassischerProblemstellungst bei dieservierdimensio-
nalen Betrachtungsweisaicht sinnvoll, da esin der Minkowski-Raum-Zeitkeine absolute,
sondermur relative,vom gewahltenBezugssysterabhangigeGleichzeitigkeitgibt. Es sollte
daherohne Auszeichnungeines spezielleninertialsystemsnur noch von Randbedingungen
die Redesein.
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Zum Aufbau dieserArbeit:

Zunachstwird ein Kalkul affiner »-Formen entwickelt, eine an die beschriebene&ituation
angepaldt&/ersiondesklassischermifferentialformenkalkls. Dazuwerdenalle Begriffe und
Methodengeliefert, die fur die Betrachtungaffiner »-Formenberbtigt werden; es werden
neben Operatorenund Abbildungen fur Vektoren, wie innere Produkte und orthogonale
Transformationenauch affine Punktéaume, affin lineare Abbildungen, Polynome htheren
Gradesund Multilinearformen betrachtet. Aus Griinden der Notationskonsistenaverden
dabeiauchBegriffe und Methodenaufgetfihrt, die sich nicht oder nur wenig von denendes
klassischerKalkuls alternierendeDifferentialformenunterscheidenlm Hinblick auf weitere
Anwendungsraglichkeitendes hier entwickeltendiskretenKalkils wurde besondergrof3er
Wert auf die Vollstandigkeitder vorgestelltenMethodengelegt. Die numerischd.dsungder
MaxwellschenGleichungenim Rahmender Theorie elektromagnetischeFelderist nur ein
mogliches Anwendungsfeld.

Da dieseArbeit die Bestimmungvon Feldkomponentemn Eckpunkteneine Teilmengeder
Minkowski-Raum-ZeitzerlegendewierdimensionaleiSimplizeszum Ziel hat, folgt die Be-

trachtungstiickweiseaffiner r-Formen,die auf VereinigungemneinandegrenzendeSimpli-

zesdefiniertsind. Stetigkeitsbedingungean die lokalenr-Formenauf gemeinsameiseiten
benachbarteGimplizesstellendabeidie Eindeutigkeitder Werte in den Eckpunktendieser
Untersimplizessicher,womit eine solchesimpliziale r-Form auf dem betrachteterPolyeder
eineindeutigeinerdiskretenLosungin den Eckpunktenaller beteiligtenSimplizesentspricht.

Im anschlieRendedritten Teil wird der entwickelte Kalkul auf die Theorie elektromagne-
tischer Felderangewandt.Dazu werdenzurachstdie im erstenTeil allgemeinformulierten
Eigenschaftemffiner PunktédumeunterBeriicksichtigungderin der PhysikiiblichenBezeich-
nungenfur die Situationder vierdimensionalerMinkowski-Raum-Zeitformuliert. Es folgt

ein kurzer Uberblick Uiber die innerhalbder Theorie elektromagnetischeFelder berbtigten

Begriffe und die Anwendungdes Kalkills auf diese Situation, die als Ergebnisalle fur die

Modellierung einer realenSituation notwendigenZusammenéngeliefert.

Schliel3lichfolgt die explizite Darstellungdes diskretenModells der MaxwellschenGlei-
chungenauf vierdimensionalerSimplizes,also die Anwendungder entwickeltenMethoden
aufin vierdimensionale&SimplizeszerlegteTeilmengender Minkowski-Raum-Zeitmit in den
Eckender SimplizesplaziertenFeldkomponentenDie LosungeinesProblemsinnerhalbdes
diskretenModells wird abschliel3en@dn einemnumerischerBeispiel demonstriert.

Die vorliegendeArbeit erdffnet ein breites Feld moglicher weiterfuhrenderForschungzur
Klarung der Zusammenéinge zwischen

» der Wahl der vierdimensionalersimplizialen Zerlegung,
* der Auswahlund Modellierungvon Randbedingungesowie
» der Strategiezur Losungdesentstehende&leichungssystems.

Hierbei setzteinerealistischeModellierungkompliziertererStrukturenein tiefes Verséindnis
elektromagnetischeErscheinungeworaus. Der genaueEinflul3 und die Abhangigkeitender
vielfaltigeneinekonkreteProblemmodellierungleterminierenderaktorenauf Effizienz und
Stabilitat erfordernumfassendenumerischeTestsund sind ein vielversprechendeBeld fur
zukiinftige Untersuchungen.
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| Ein diskreter Differ entialformenkalk Ul

.Die Mathematikersind eine Art Franzosen:redetman
zuihnen,so Ubersetzersie esin ihre Spracheunddann
ist esalsbald etwasganzandees.”

JohannWolfgangvon Goethe

Eswird ein Kalkul affiner r-Formen,ein an die SituationdiskreterDatenin den Eckpunkten
von Simplizesangepaliteaffin linearerSpezialfalldesDifferentialformenkallls, dagestellt.
Dazu sind, im AnschlU3 an einige grundlegendeDefinitionen, verschiedend/orbereitungen
erforderlich: zunachstwerden affine Punktéume, affin lineare und affin polynomiale Ab-
bildungenund Multilinearformen eingefihrt und untersucht.Schliel3lichwerdendie affinen
r-Formen definiert und, unter besondereBerticksichtigungihrer speziellenEigenschaften,
die bekanntermalgebraische®perationendie aul3ereAbleitung sowie dasIntegral Uiber ein
Simplex betrachte

|.1 GeometrischeGrundlagen, Grundbegriffe
und Bezeichnungen

.l---] jeder,dermalin irgendeinerer hoheen Dimen-
sionengeweserist, wird auchwissen,daf’ die da oben
eineziemlichgrauenhaftepunzivilisierteMeutesind, die
einfachkurzundkleingehauerundumdie Eckegebracht
werden mifdte,und daswirde ja auch passieen, wenn
jemandauf denDrehkame,wie manRaketerim rechten
Winkel zur Reali&t abfeuert:

DouglasAdams

Ein geeigneterLebensraum‘derspatereinzutihrenderaffinenr-Formensind pseudoeuklidi-
schePunktiaume eineVerallgemeinerunguklidischerPunktéume.Beispielsweisést die der
SpeziellenRelativitatstheoriezugrundeliegend&inkowski-Raum-Zeitals vierdimensionaler
Minkowski-Raumein pseudoeuklidischelPunktraum.Zunachstwird daherdasPseudoskalar-
produktauf einemreellenVektorraumdefiniertund ein grundlegende&onstruktionsverfah-
renfur OrthonormalbasebeschriebenAnschlielRendvird der pseudoeuklidisch@unktraum
eingetihrt, dessenverschiebungsvektorrauin mit einemPseudoskalarproduktersehener
reeller Vektorraumist.?

3 GrundlagerdesDifferentialformenkalkls und derklassischeVektoranalysigindensichbeispielsweisén [6, 18,27, 3,

22,32,33,9, 13, 14], dabeimit spezielleBeriicksichtigungaffiner Koordinatenund affin linearerAbbildungenin [27]. Fur
die grundlegendetopologischerBegriffe seiauf[2, 11, 12], fur denInfinitesimalkalkil speziellauf [5] und[10] verwiesen.
4 AnschaulicheBehandlungereuklidischerPunkt-und Vektoriaumefindensichin [3] und[8].



2 | Ein diskreter Differentialformenkalll

[.1.1 Inneres Produkt und quadratische Form

Definition 1
VY seiein n-dimensionalereeller Vektorraumfir eine natirliche Zahl n > 0.

a) Ein inneresProduktauf V ist eine nicht entartete symmetrischeBilinearform
E:VxV—-R.

¢ ist alsoin beidenKomponenterinear, und es gilt:

e {(vyw)=0 YweV & v=0,
e Vo,weV: {vw)=E¢w,w).

b) Ein inneresProdukt( auf V heildt

e positivdefinit: & (v £ 0 = £(v,v) > 0)
s negativdefinit:& (v # 0= &(v,v) <0),
* indefinit:< ¢ ist wederpositiv noch negativdefinit.

c) Zwei Vektorenv,w € V heiRené-orthogonal:< £(v, w) = 0.
d) FureineTeilmenge/V vonV ist der{-orthogonaleUntervektorraunmvon WV in V definiert
durch

Whi={veV|é{v,w)=0 YweW}.

Bezeichnung

a) Ein inneresProdukt ¢, also eine symmetrische nicht entartete,aber nicht notwendi-
gerweisepositiv definite Bilinearform heil3t auch Pseudoskalargndukt geschrieberals

() mit
E:VxV—R
(u,v) — &(u,v) = (u,v), .

b) Im folgendenwird anstellevon ,¢-orthogonal kurz orthogonalverwandt.

Bemerkung

Der eingefihrte Orthogonaliatsbegrif 1a3t die Moglichkeit selbstorthogonalerVektoren
v € V\{0} mit {v,v), = 0 zu.

Seietwa) = R" , n > 3 mit Standardbasiand (indefinitem)inneremProdukt

n—1

<v,w)€ = Z VjW; — VpWy,

i=1
furov = (vl,...,vn)T, w = (wl,...,wn)T, danngilt fur v := (0,...,0,1,1)T :
<)‘u7:uu>f = )‘:u <u7u>f = 0 V)\7Iu € H 9
offenbarist also

W:={\u|)eR} c Wt



I. 1 Geometrischesrundlagen,Grundbegrife und Bezeichnungen 3

Definition 2
Sei V wie obenund ¢ ein inneresProduktauf V.

a) Die assozierte quadratische Form zu ¢ ist definiertdurch
gV — R
v qe(v) = <v,v>€ )
b) Die durch¢ induzierte Pseudonorm auf V' ist definiertdurch
[l¢ : V—C
o qe(v) falls g¢(v) >0,
”Hﬁwm‘{uﬁﬁw falls g¢(v) < 0.
Bemerkung
a) Unterschiedlichennere Produktedefinierenunterschiedlichejuadratischd-ormen,denn
dasinnereProduktlaltsich durch seineassoziiertequadratisché-orm ausdiicken(, Po-
larisierungslemma* ):
1
(v, w)e = 1(%(” +w) = qe(v —w)) .
b) Zu jedemwv € V gibt esgenauein Elementv® desDualraumsV*, so daRfir alle w € V
gilt:
(v w)e = vg(w) )
Fur eineBasis(v1, ..., v,) von ¥V unddie zugeldrige dualeBasis(v*. ..., v,*) von V*
laRtsich v¢ € V* folgendermaRerschreiben:
vé = Z <v,v,-)€ v = Z <v;,',v,->5 v (v) ] .
i=1 i,j=1
c) Ist(vy,...,v,) eineBasisvonV, soist (vf, . .,vﬁ) eineBasisdesDualraums)*, denn:
Alvf—l—---—l—)\nvﬁ =0
& <)\1vf—|—---—|—)\nv§)(v) =0 VoeV
& <)\1v1,v>€ 4+ <)\nvn,v>£ = (Mv1+---+ )\nvn,v>£ =0 VoveVy
S Mor+ -+ Ao =0
SA=--=X,=0.
Folglich ist die Abbildung
y — V*
Vb ’05
ein IsomorphismuglesVektorraumsy auf seinenDualraum)’*.
d) Ist& C V ein Untervektorraumso gilt:

UNUT =0 < ¢ istauf U nicht entartet.
In diesemFall 1aRtsich V als direkte Summeschreiben:
V=UGU" .

(Ein Beweis hierzu findet sich in [14].)



4 | Ein diskreter Differentialformenkalll

Im folgendensei ) ein n-dimensionalereeller Vektorraumfir eine natirliche Zahl » > 0,
¢ eininneresProduktauf V' und ¢¢ die zu £ assoziiertequadratischeé-orm.

Bezeichnung

Fur eineBasis(v1,...,v,) vOn 'V heirSt(vf, el vﬁ) die zugelrige ¢£-Basis von V*.

Definition 3

a) Eine Vektorv € V mit |g¢(v)| = 1 heiBtEinheitsvektor.

b) EineBasis(ey,...,e,) vonY auspaarweiseorthogonalerEinheitsvektorerhei3tOrtho-
normalbasis.

Satz1l

a) Esgibt eine Orthonormalbasises, ..., e,) von V.

b) Esgibteinezahlr € {0....,n}, sodalfur jedeOrthonormalbasisvy, ..., v,) vonV gilt:
#{i e{l,....n} | qlv) = —1} =r.

Bewels:
a) (Modifiziertes Schmidtsches Orthonormierungsverfahren®)®

Sei (uq,...,u,) eineBasisvon V. Das Ziel ist, darauseine Orthonormalbasise;. . ... e,)
von V zu konstruieren. Es sind zwei Falle zu betrachten:

i. [dim(V)=n=1,dh. V = span(uy)]
Da u; # 0 und¢ nicht entartetist, gibt eseinv € V, mit <ul,v)5 # 0. Nun gilt aber:

X e R\{0} mitv =Xuy = 0% (ur,v) = A {ur, ur),
Folglich ist g¢(u1) # 0 . Mit

1
€l iI=m —F/———= Uy
|ge(un)|
folgt:
qe(ur)
(e1.€1) = =41.
© Jag(u)]

i. [dim(V) =n > 1]
1. Schritt: Konstruktion des Vektorse:
« Fallsesein: € {1,...,n} mit g¢(u;) # 0 gibt, vertauschimanw; mit «;. Mit
1

€l iI=m —F/———= Uy
|g¢ ()]

folgt wie oben:

{e1,€1)¢ =

5 Vgl etwa[27, 14].

6 Da die in der Literatur zu findendenVersionendiesesVerfahrensohne Voraussetzungler Definitheit des inneren
Produktesmeist nichtkonstruktiveAnteile enthalten,wird hier eine rein konstruktiveund im Hinblick auf Anwendungen
leicht implementierbard-orm vorgestellt.
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* Ansonstengilt ¢¢(u;) = 0 fur: = 1,....n. Manwahltnunein: € {1,...,n}
mit g¢(uq + u;) # 0. Solchein: existiert,dennunter der Annahme

qe(ur +u;) =0 Vie {l,...,n}

erhielte man:
1 .
0= §<q5(u1) +2 <u1,u,->€ + q5(u,-)) = <u1,u,->€ Vie{l,....n}
und damit (mit Koordinatenfunktionenvy, ..., «, bediglich (u1, ..., uy))
Vo= Za,-(v) up €V (ug,v), = Za,-(v) {ur,ui)e = 0.
i=1 i=1

Da ¢ nicht entartetist, muf3tealsow; = 0 gelten,wasein Widerspruchware!
Man setztnun

1
€] 1= (uy + uy) .

|g¢ (w1 + ui)]

2. Schritt: Konstruktionder ¢; fur: > 1:
DazuseibereitseineBasis(eq, . . ., ¢i—1,u;, ..., un) von} mit folgendenEigenschaf-
ten gegeben:

* (e1,...,€ei—1) seiein Orthonormalsystemes gelte also

lge(ex)| = 1 furk e {1,...,2 — 1} und
<63-,6k>5 =0furj ke {l,....i—1},k # J.

 Im Fall : > 2 seiendie Vektorenu;,. ..., u, bereitsorthogonalzu e;. ..., e; 9,
es sei also
<u;,',ek>5 =0fluryje{i...,n}, ke {l,...;i—2}.
Firj = i.....n:
Man setzt

uj = u; — (uj, e,'_1>5 qe(ei—1) €—1 .
Danngilt fur/ < : —1
(tj,en)e = (ujs e = (uj, €im1) qe(eiz1) (eiz1, €1)¢ =0
und
(@)s ein)e = (ujs eimn)e = (ujs eiz1) ¢ qeleint) geleim1) = 0.,
also gilt
u; € {ey, ..., e,-_l}l )
Schliel3lichsetzt man
Uy 1= Uj .
(Damit ist die zweite Voraussetzundur den nachsteninduktionsschritterftillt.)
Offensichtlichist (eq, ..., e;—1,u;, ..., u,) eineBasisvon V, danur Vielfachelinear

unablangiger Vektoren subtrahiert,also nur zulassigeBasistransformationedurch-
gefuhrt werden.
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Man hat nun zwei Falle zu unterscheiden:

« Fallseseinj € {z,...,n} mit g¢(u;) # 0 gibt, vertauschimanu; mit ;.
DieserFall tritt speziellfir : = n ein, dennfir ein beliebiges

n—1
v = ai(v) e+ an(v)u, €V
1

?

(mit Koordinatenfunktionenvy, . .., o, bediglich (eq,..., en—1,uy)) gilt dann

<unav>£ = an(v) <unaun>g = an(v) Q£(un) ;

unddawu, # 0 und¢ nicht entartetist, muf3 g (u,,) # 0 gelten.

Man setzt
1
€ = —F/——— U,
|g¢ (ui)|
und damit gilt:

|ge(ei)| =1 und (e e), =0, k=1,...,i—1.

* Esgeltege(u;) = 0 fur j = «,...,n und ohne Einschénkung(sieheoben)sei
i < n. Manwahltnuneinj € {s,...,n}, fur dasgg(u; + u;) # 0 gilt. Wie im
erstenSchritt existiert solch ein 7, dennunter der Annahme

ge(ui+u;) =0 Vj>i
erhielte man einen Widerspruch:

(uiuj)e =0 Vj>i

1—1 n
= <u,-,v>£ =0 Vol|= Za}'(v) e; + Za}-(v) u; | €V
j=1 j=i
= u; =0
(mit Koordinatenfunktionenyy, . .., o, bediglich (eq,....e;—1,u;, ... uy)).

Man setzt nun

1
€; 1= (u; + uj) .
|g¢ (ui + uj)|

Damit gilt

|ge(en)] =1,
und ferner gilt far alle [ < ¢ :
1

(€5, €1)e = (uj, ep)e + (uj,er),) =0.
o |g¢ (ui + uj)] < a 15)

Auch hier ist offensichtlich,dal3 (e, ..., e;, uit1, ..., u,) eineBasisvonV ist.

(Damit ist auchdie ersteVoraussetzungr den nachstennduktionsschritterftillt.)
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b) (Spezialfalldes Tragheitssatzeson Sylvestef)®
Sei(e1,....e,) eineOrthonormalbasison V undr := #{7 | q¢¢(e;) = —1}.

« Fallsr = 0 ist, ist ¢ positiv definit, es gilt also ¢¢(v) > 0 fur alle v € V\{0}, woraus
sofort die Behauptungfolgt.

« Seialsor > 0. OhneEinschénkungseiendie Basiselementso sortiert,dal3g¢(e;) = —1
fur1 < ¢ < r gilt. Esseild := span{e,...,e;} und W ein beliebigermaximaler
Untervektorraumvon V, auf dem¢ negativdefinit ist. Dann gilt zuréchst,da ¢ auf i/
negativ definit ist:

dim (W) > dim(U) = r .

Nun sei mit Koordinatenfunktionen\y,...,\, beziglich (ey,....e,) eine Abbildung
® : W — U definiert durch:

b w= Z)\i(w) ej — O(w) := Z Ai(w) e; .

Diese Abbildung ist offenbarlinear, und es gilt:

P(w)=0= N(w)=0,71=1,...,r

= 0> (ww)e = Y N(w)gele) = Y Ni(w)? >0
i=r+1 i=r+1
= N(w)=0,i1=1,....n = w=0.

Somitist ker(®) der Nullvektorraum,® alsoein Monomorphismusund man erhalt:
dim (W) < dim (U) .

Es folgt:
dim (W) = dim (U) = r ,

alsoist » unablangigvon der gewahlten Orthonormalbasis.

Definition 4
Fur eine (beliebige!) Orthonormalbasise, . .., e,) von V heil3t

Index(¢) := #{z e{l,....n} | qle) = —1}

der Indexvon . (Satz1 garantiertdie Wohldefiniertheit.)

Bemerkung
Sei (e1,...,e,) eine Orthonormalbasis.

n
a) Ista € V*, sogilt mit v := > {ei, i) alei) €
=1

<v,w>€ =a(w) Ywey

und damit v¢ = o .

Ein BeweisdesallgemeinenSatzedindet sich in dengangigenBucherniiberLineareAlgebra(vgl. etwa[14]).
8 Sieheauch[26].
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b) Ist zusatzlich r := Index(¢) und

(ei) = 1 falls 1<:<n—r,
U\ =1 21 falls n—r+1<i:1<n,

danngilt fUr v = Ajeq + -+ - + Apen, w = preq + -+« + ppeyn -
<v,w)€ = )‘Lul +- 4+ )"n—'r,u'n—'r - )"n—'r—l—l,u'n—'r—l—l — )"n,u'n :

It (e7....,e)) die zugerﬂ')rigedualeBasisund(ef, . .,eﬁ) die zugetdrigen¢-Basisvon

rn

V*, dannerhalt man folgendenZusammenhang:

2

ef falls : <n—1r,
—e; falls i >n—1r.

[.1.2 Orthogonale Transformationen

Bezeichnung
Im folgendensei

* V ein n-dimensionalerreeller Vektorraum,

* ¢ ein inneresProduktauf V,

* ¢¢ die zu ¢ assoziiertequadratisché~orm und

* |Illg - V — C die durch¢ induziertePseudonornauf V.

Weiter seienOrthonormalbasefiey, . .., e,) von ¥V wie folgt sortiert:

gelei) = { 1 falls 1 <¢<n—Index({) . (%)

—1 falls n—Index(é)+1<i<n.

Definition 5

Eine lineareAbbildung I : V — V heil3torthogonale Transformation (beziglich &), wenn L
mit ¢ vertraglich ist, wenn also gilt:

(v,0) = (L(v), L{w)), Yv,weV.

Bemerkung
a) JedeorthogonaleTransformationl. : V — V ist ein Isomorphismusdennes gilt:
v € ker(L) = <v,w)€ = <L(v),L(w)>€ =0 VYwey
=v=0,

da¢ nicht entartetist. L ist alsoein injektiver Endomorphismusind damit bijektiv.
b) OrthogonaleTransformationern’. : V — V bilden selbstorthogonal®ektorenauf selbst-
orthogonaleVektoren ab:

0= g¢(v) = (v, 0)¢ = (L(v), L(v))¢ = ge(L(v)) -
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Lemma 1
Fur einelineare Abbildung . : ¥V — V sind folgendeAussageraquivalent:

a) L ist eine orthogonaleTransformation.
b) L ist vertraglich mit der zu ¢ assoziierterquadratischerForm, es gilt also:

1L = ge(L(v)) = (L(v). L(v))¢ = (v.0)¢ = q¢(v) = o]} Vv e V.

c) L bildet Orthonormalbaseauf Orthonormalbaseab, wobei eine Anordnunggenan ()
erhaltenbleibt.

Bewels:
* a) = ¢) Ist L eine orthogonaleTransformationund (e, ..., e,) eine Orthonormalbasis
vonV, soist auch(L(e1),..., L(e,)) eineOrthonormalbasisjenn  ist ein Isomorphis-

mus, und es gilt:

07 Z.?éj7i7j€{17"'7n}7

(Lei). L(¢}))¢ = (eire))g = 4 1. 1<i=j<n—Index(¢) .
—1, n—Index({)<i=j<n.
* «¢) = b) Esseien(ey,...,e,) und (L(ey),..., L(e,)) Orthonormalbaseron V, dann
gilt fur jedesv = > v;e; € V:
=1
L(v) = L(Z v,'e,') = vil(e;)
1=1 1=1

und damit folgt:

4e(L(v)) = (L(v), L(v))e = > wivj{L(ei), L(e;)),

* b) = a) Esgelte
(v) = qe(L(v)) VveV,
dannfolgt fur alle v,w € V :
(9¢(v + w) = ge(v — w))
(4¢(L(v + w)) = g¢(L(v — w)))

(qe(L(v) + L(w)) = qe(L(v) = L(w))) = (L(v), L(w)) .

|
IS R N S N
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Bemerkung
Essei L : V — V eine orthogonaleTransformation. Weiter seienv := (eq,...,¢,) und
0= (€1,...,6,) Mit & = L(e;) fure: =1,...,n Orthonormalbasenon V.

Dannist die zu derinversenTransformationZ.~' : YV — V bediglich der Basisv gelrige
Matrix M = (mi;); ,_; mit

n
ej = L_l(éj) = Zmijéi ,7=1,....,n
1=1

die Koordinatentransformationsmatri¥, , := M, ; = M € R">" von v nachv :

Rr i ge
Novo o
V
mit als (1 x n)-Matrizen zu interpretierenderBasen:
1 n n n
o| : = inei = Z x; ijiéj
T =1 =1 j=1
n n 7
= Z (Z mﬂxz) € = v My o
j=1 \i=1 T

Die Matrix My , hei3tauchdie mit der orthogonalen Transformation Z und der Orthonor-
malbasis v assoziierte Matrix.

Wegen

n n
(ei,e5)e = <Z MkiChs Y mljél>
k=1 =1

n
= mgimg; ek, éx)e
¢ k=1
folgt mit

n I 0
Ee = < €i, €5 ) — ( n—Index(¢) )
¢ < }>€ i,5=1 0 _]Index(g)

aus der Orthogonaliat der Basiselemente:
Ee=Mj - Ee-Mpy .
Betrachtetman analog M = (ﬁu;‘)?}-:l mit
n n
éj = L(ej) = Zﬁzzjei = Z MigMpier , ) = 1,...,n,
i=1 i k=1
so gilt offenbar
M =My, 5=Mjy=FE;M], Eg,

insbesondererhalt manfur My, , = (m,-f-);'j:1 (und k :=n — Index(¢)) die inverseMatrix:

( mi,1 mpg 1 —Mgy11 0 —Mad \
M-l = mi k mp k —Mgy1 k0 —Mpk
Lo ™ | _ . ..
mi k+1 Mg k+1  ME41,k+1 My k+1

\ —Min Tt —Mkn MEk+1n Tt Man )

3
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Weiter gilt:
T T
Be= (ML) B M= (Be- ML, Be) - B (B M, B
:Ef'ML,n'Eg'MLT,U'Eg
und es folgt
Be= My Bg- M{, (= ML, Be Myy) .
Ist umgekehrtM € R"*" eine Matrix mit
Ee=MTE:M=MEM",
soist M die Koordinatentransformationsmatrdes Basiswechsels
(€1, . ven) > (Ller), .., L(en))

fur eineorthogonaleTransformatiorn/.. Die Mengeder Matrizenmit dieserEigenschafbildet
mit der Matrixmultiplikation offenbareine Untegruppevon GL(n.R):

e Fur M,N € R™" mit Bc = MTEcM = NTE:N gilt:
Be=NTEN =NT(MTEM)N = (MN)TE((MN) .
e FurM € R™", E; = MTE:M gilt:

- - T\ -
e = BMM™ = (BMEQ) EeM ™" = (BMTEe) EeM
= (M) BeMt

« Esist offenbar B = I] E¢I,.

[.1.3 Affine Punktr aume

Definition 6
Zu einer Menge M gebees eine Menge V von bijektiven Abbildungenv : M — M, so
das qilt:
1) Firalle (P, P,) € M x M gibt esgenaueinv € ¥V mit v(P;) = P» .
2) Es gibt Verknipfungsabbildungen
+:YVxYVY —YV
(v,w)— v+ w:i=wowv
und
R xVY —YVY
(Mv)— A v,

sodal(V.+,-) ein n-dimensionalereeller Vektorraumist.

Dann hei3t M n-dimensionaler(affiner) Punktraumbeaiglich V (oder mit zugeldrigem
(Verschiebungs-p@ktorraum)’). Die Elementevon M heiRenPunkte die Elementevon
V heil3en(Merschiebungs-pktoen
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Beispiel
Ist V' ein n-dimensionalerreeller Vektorraum,so ist die Menge Vy := {f, | w € V} der
Abbildungen

fw:V3vr— fu(v):=v+weV
beZiglich
Juwr + fuy = fu, © fun Ywi,wa €V ound
AMw:=fw YweV, AeR

vermbge der linearenBijektion
Vowr— fu€Vy

ein zu V isomorpherreeller Vektorraum. Folglich ist V' ein n-dimensionalerPunktraum
beziglich Vy .

Vorbemerkung (zum folgendenLemma)

Dasim Anschlu? zitierte Ergebnisaus[14] garantiertdie Existenzeiner Topologieauf dem
zu einemn-dimensionalerPunktraumM gelbrigenVektorraum), beziglich der die obigen
Verknipfungsabbildungesowie Linearformenstetig sind.

Offene Mengenin V werdendazufur eine fest gewahlte Basis(vi.....v,) vonV vermbge
der Abbildung

¢:R" — VY
(fla"'af'n)—r L Zfzvz
1=1

als Bilder offener MengendesR" definiert. Diese Topologieist dieselbe,die durch jede
Norm auf V induziertwird und ist insbesondereindeutigbestimmit.

Lemma 2
Auf jedemendlichdimensionalereellenVektorraumV’ existiertgenaueine Topologie,sodaf’

1) V eintopologischer \ektorraum ist, also die beidenVerknipfungsabbildungen

* Addition zweier Vektorenund
* Multiplikation einer reellenZahl mit einemVektor

stetig sind, und
2) jedeslineare Funktional/ € V* stetigist.

Im folgendensei M ein n-dimensionaleiPunktraumbeziglich V.

Schreibweise
Furv € V, P, P, € M mit v(P;) = P» schreibtmanauch
v=:PPy=P— P,
v(P1)=: P+
<:>P1+P1_p2 :P2:P1—|-(P2—P1)) .
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Rechenregeln
Es gilt:

a (P+v)+w=P+(v+w) VPeEM, vwe,
b) PiPy = —P P VPl,PQ € M,
C) PQ—Plz(PQ—Pg)—I-(Pg—Pl) VPl,PQ,PgeM.

Beweis:

a) Furalle P € M undv.w € V qilt:
(P+v)4+w=wwP)=(wov)(P)=P+(v+w).

b) Fur P, P, € M dilt:

Pl_pg(Pl) = P2 = Pl = Pg_pl(Pg) = Pg_pl <P1_p2(P1))
= Pl_pQZ—PQ_pl.

c) Fur P, Py, P; € M qilt:

P+ <P3732 + PfR’s) = <P1 + PfR’s) + P3Py =Py + P3Py =P,

Definition 7
Po, Pr,..., P, € M heilBengenaudannaffin linear unablangig wenn gilt:
Furalle: € {0,...,r} sinddie VektorenP,-E eV fury €{0,...,r}\{7} linearunablangig.

Bemerkung

Die affin lineare Unablangigkeitder Fy,..., P, € M folgt bereitsaus der linearen Un-
abhangigkeitder Vektoren Py Py, ..., Py P,, dennfur k € {1,...,r} gilt

PiPi=P P+ PP, i=0,....r

und somit erhalt man:

0=Y NPP =3 (PR + BP) + AP
g i

=S NAR = [+ S0 | AR
e =

= X\=0 Vie{0,. .. r\{k}.

Lemma3 (,O0-Lemma“, [16])
k
Fur Po,..., P, € MundXg,..., A\ € R mit > \; = 1 ist der Punkt

=0

k
P::O—l—ZAinD,-EM

1=0

unablangigvon O € M.
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Beweis:
Es gilt:

A k
O + Z XO'P =0+ 00 + Z i <OTO t Ojji)

k k k
=0+00' +3 N0+ NOP;=0+Y \NOP;.

1=0 1=0 1=0

Schreibweise
Nun kdnnenaffine Linearkombinationervon Punktenaus M definiertwerden:

k
Fur Po,...,Pr € M, XAo,.... A € R, D\ =1 sei

=0

k k
Y NPi=XoPo+-- 4 MPi= 04 NOP,
1=0 1=0

fur einen beliebig gewahlten Punkt O € M.

Bemerkung
a) Offenbarist

k k
D NP=) Ao Pa
i=0 i=0

fur jede Permutations von {0. ..., k}.

b) Falls)\; = 6;;, i =0,...,k, fureinj € {0,...,k}, soqilt:

k
Y NPi=Pj.
1=0

c) Fur einenn-dimensionalerivektorraumV als PunktraumbeZiglich Vy, ist eine affine
Linearkombinationvon vg, ..., v; € V eine Linearkombination

k k
Z Aiv; mit Z N=1.
1=0 1=0

Definition 8
Eine TeilmengeN C M heilRt konvex wenn gilt:

VPl,PQE./\/’Z {)\1P1—|-)\2P2|)\1—|—)\2:1, Al,AQZO}CN.

Fur eine TeilmengeN C M ist die konvexeHille von V' definiert als kleinste konvexe
Menge,die N enthalt. Da DurchschnittekonvexerMengenkonvexsind, gilt also

conv(N) = (] N

NCN'cM
N konvex
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Speziellheil3tfur affin linear unablangigePunkte /. ..., P, € M

k k
(Py,....P) :=conv({Py,..., Pp}) = {ZA,-P,- ANiZ0 Vi, Y = 1}
1=0 1=0

dasvon den Eckpunkten Fy,.... P, aufgespannté-Smplex.

Ist {Qo,...,Q.} C {Fo,..., P} mit affin linear unabtangigenPunkten(y, ..., Q, und
0 < r < k eineTeilmengeder Eckpunkteeinesk-Simplex, so heidt dasvon diesenPunkten
aufgespannte-Simplex

(Qoy-..,Qyr) = conv({Qo,...,Qr}) C conv({Po,...,Pr})=: K

(r-dimensionale)Seite oder Untersimplex von K. Dabeisprichtmannur im Fall » < £ von
einer eigentlichen Seite; X selbstheil3t uneigentliche Seite.

Der Rand 0K von K ist die Vereinigungaller eigentlichenSeitenvon K:

k
oK = {Z AP,
1=0

Die eindimensionalerseiteneinesSimplex nenntman Kanten, nulldimensionaleSeitensind
offenbar Eckpunkte.

k
i >0 Vi,ZAizl,Elje{(),...,k}:)\}-:()}.
1=0

Definition 9

Fur & > 1 zerfallendie (k£ + 1)! Anordnungerder Eckpunkteeinesk-Simplex{Fo, ..., P) in

zwei Klassen,wobei ElementederselberKlassedurch geradePermutationerund Elemente
unterschiedlicheKlassendurch ungeradePermutationerauseinandehervogehen. Diese
beidenKlassennenntman die Orientierungen des Simplex.

Ein Simplex (Fo. ..., P;) zusammemit einer Orientierungdes (k£ + 1)-Tupelsder Ecken
(Po, ..., Pr) heil3torientiertes Smplex; man schreibtdafur (( P, ..., Pt)).

Fur die zu einemorientiertenSimplex A" getdrige Punktmengeschreibtman |A].

Bemerkung
a) Esqilt:
{(Poy--os Pe)) = (Poy..., Pr) .

b) Ist S} die Mengeder Permutationervon {0..... %} und

Or:{(PU(U)""apa(k)) |0—E Sl(c]} —>{a,ﬂ}

die Zuordnungder Orientierung,danngilt fur ein orientiertesSimplex{( Fo. ..., P;)) der
Orientierunga :

) = a fallso gerade
~ | p fallso ungerade

Folglich gilt fur jede geradePermutations :

<(PJ(0), .. .,Pa(k))> = <(P0, .. .,Pk)> .

Fur £ > 1 gibt esalso genauzwei orientierteSimplizes,namlich ((Fy, Pi, P, . ... Py))
und{((P1, Po, P2, ..., Py)). Im Fall k = 0 gibt esnur daseineorientierteSimplex{(F)).
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Definition 10
Es sei M ein Punktraummit zugeldrigem Vektorraum) .

Eine TeilmengeA" C M heilt (affiner) Unterpunktraumvon M, wenn es einen Untervek-
torraum/ von )V gibt, so daf3gilt:

1) VPP, e N: PIP,elU,
2) VPe N, velUu: P+veN.

Bemerkung (Eigenschaftervon Unterpunktaumen)

a) Affine Unterpunktdumesind affine Punktéume.
b) Fur alle P ¢ N gilt

N=P+U:={P+v|vel},

wobei der Untervektorrauni/ eindeutigbestimmtist.
c) Fur zwei UnterpunktaumeAN = P + U und N = P’ +U' von M gilt:

NcN & (PeNundUu cil').

d) Der Durchschnittvon Unterpunktdumenist entwederdeer oder ein Unterpunktraum.

Definition 11

Die affine Hulle aff(7") einernichtleerenTeilmenge7 einesPunktraumes\ ist der Durch-
schnitt aller Unterpunktaume " C M, die 7 enthalten.

(aff(7) ist also der kleinste Unterpunktraumgder 7 entfalt.)
Die Dimensioneiner TeilmengeZ C M ist definiertdurch

dim(7) := max {k € Ny | Esgibt (k¥ + 1) affin linearunabh.Punktein 7} .

Lemma 4
Ist dim(7) = k undsind P, ..., P, € T affin linear unabléngig, so gilt:

k k
aff (T) = {Z AP | Y = 1} = aff((Py,..., P}))
und folglich ist dim(af;zT)) = dirlr:(T).

Bewels:
Fur & = 0 ist die Aussagetrivial.

Seialsok > 0 und V' = P + U/ ein Unterpunktraunmvon M, der7 enthalt.
Danngilt N = Py + U und

PoPietd Vie{l,... k},
folglich enthalt AV den Unterpunktraum

k
NIiZ{PO‘I’Z)‘iPO_’Pi )\QER,Z:L,IC}

1=1

k k
{Po + (1 -3 Ai) PP+ Y NP,

)\,'ER,Z':L...,/C}
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Es bleibt noch zu zeigen: 7 c N,

Seidazu P € 7. Dann sind die Punkte 7. ..., P, P affin linear abrangig und damit
die VektorenPy P, ..., Py Py, Po P linear abiangig. Da nachVoraussetzund, . . ., P affin
linear unablangig,also Py Py, . .., Py P, linear unablangigsind, gibt es Ay, ..., \; € R mit

k
PP = Z X, Py P
=1

Damit ist

k
P=P 4+ PP=P + Z NP P e N,
=1

Bemerkung

Der obige Beweis zeigt auch, daf’ die Definition der Dimensionvon Teilmengenaffiner
Punktiaumevertraglich ist mit der Definition einesn-dimensionalerPunktraumegalso der
Dimensionvon Punkt&dumenund damit insbesonderezon Unterpunkthumen)am Anfang
diesesAbschnittes.

Definition 12
Eine Teilmenge7 C M heil3t maximaldimensional, wenn gilt:

dim(7) = dim(M) (& aff(7)=M).

Definition 13

Ein n-dimensionalemseudoeuklidischer Punktraumist ein n-dimensionalefPunktraumM,
auf desserzugelorigem Verschiebungsvektorraut ein Pseudoskalarprodukt definiertist.

Ein pseudoeuklidischePunktraummit Index(¢) = 1 heif3t Minkowski-Raum.
Falls Index(¢) = 0 gilt, also¢ ein Skalarprodukist, heit M euklidisch.

Bemerkung

a) Die durch die zum Pseudoskalarprodukt assoziiertequadratische=orm ¢¢ definierte
Pseudonornj|-|[, aufV induzierteine Pseudometrik auf M x M:

dg : M X M — C
(P.Q) > de(P,Q) = ||PQ) -

b) Unterpunktdume euklidischerPunktiéumesind euklidisch, da sich Skalarprodukteauf
Untervektoraume vererben. Unterpunktaume pseudoeuklidischePunkté&ume miissen
dagegemicht pseudoeuklidisclein,dadie EinschankungerindefiniterinnererProdukte
entartetseinkonnen. Der Index eineseingeschiinkteninnerenProdukteskanndabeistets
nur kleiner werden.
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Vorbemerkung (zur folgendenDefinition)

Es sei M ein Punktraummit zugeldrigem Vektorraumy und A" C M ein k-dimensionaler
Unterpunktraunmit zugeldrigem Untervektorrauni/ von V. Weiter seienF, ..., P, € NV
affin linear unablangig.

Danngibt esfiir alle P € NV eindeutigbestimmteX;(P), ..., A\.(P) € R, sodaRgilt:

k

k k
PP =Y Xi(P) PP = (1 -y )\i(P)) PPy + Y Xi(P) PP,
1=1 1=1

i=1
und somit

k

k
P=Pyt+ PP = (1 - ZMP))PO £ NP P

1=1

Daher definiert man:

Definition 14
Ein (k + 1)-Tupel (P, ..., P;) affin linear unabtangigerPunkte Py, ..., P, € N mit

aﬂ({P(],,Pk}) = N

heiRt (affines)Koordinatensystenvon .
Fur einenPunkt P ¢ N mit

k k
P= (1 = /\i(P)) Po+) N(P) P
i=1 i=1
hei3t \;(P) fur: = 1,..., k die i-te (affine) Koordinatevon P bediglich (7, ..., P).

Bemerkung

a) Fur eineBasis(vy,...,v;) von undeinenPunkt P € N ist (P, P + vy,..., P+ v})
ein Koordinatensystenvon .
b) Setzt man zusitzlich

k

k
M(P):=1-3 X(P) (;» > X(P) = 1) ,

1=1

soheiBen)\(P). ..., \x(P) baryzentrisch&oordinatenvon P beziglich (Fy. ..., P;).

Bezeichnung

Ist (Po, ..., P;) ein Qfﬁnes Koqdinatensystemon N, soist der Punkt P, als Ursprungdes
von denVektoren Py Py, . ... Py P, aufgespanntet/nterraumegewahlt. Man schreibtdaher
fur (Po, ..., Py) auch <P0; Pﬂ?l, .. .,Pg?k). Ist alsoN = P+ ein k-dimensionaleaffiner
Unterraumvon M, O € N und(v1,...,v;) eineBasisvon i/, soschreibtmanfir dasaffine
KoordinatensysteniO, O + vy, ...,0 + v;) von N auch(O; vy, ..., v;).
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Lemma5 (Koordinatentransformation)
Es seien

(Poivis..ovp) = (Po,..., Py) mit v;= PP, i=1,....k
(Phsvl . vh) = (P PY) mit ol = PP i=1,...k

affine Koordinatensystemeon A

Fur: = 1,...,k seiendie affinen KoordinateneinesPunktesP € N mit \;(P) beziglich
(Po, ..., Py) undmit X;(P) beziglich (P, ..., P;) bezeichnet.Es gelte weiter

k

k k
Py=Po+ Y Ni(Pg)vi = (1 - ZM(PS))PO + Y (PP
1=1 1=1

1=1

und

k

] .

vy = E v, ) =1,...,k
1=1

(= P/ =R+ R+ PP = PO—I—Z D) +ay) PP =1 k)

A,(P')

J

mit einer regukren Matrix (x,-}-)f}-:l .

Dann erhalt man die folgendeKoordinatentransfor mationsformel:

A (P) e an N M(P) = M)

/\’k(.P) T )\k(P)_.)‘k(P(ll)
MP) = M(PY) - M(PL) = M(P) N A (P) = M(Py)
AP = NP (P = 2P \W(P) = M(RY)

(Diese Transformationsforméiir affine Koordinatenlal3tsich leicht durch Koeffizientenver-
gleich verifizieren?)

®  vgl. etwa[3].
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1.2 Affine Polynome

LDer leer Raumist vedammutviel bessemls somanche
Materie, mit der die Natur ihn fullt.”

Tennesse®Villiams

Zunachstwerdenaffin lineareAbbildungenzwischenaffinen Punktéumenbetrachtet.Solche
Abbildungenbilden affine Linearkombinationewon Punktenauf die entsprechendekombi-
nationender Bildpunkte ab. Die Definition lal3tsich dabeianalogauf Vektoraumeals spezi-
elle affine Punkt@aumeubertragen Anschliel3endvird im Hinblick auf denzu entwickelnden
Kalkul affiner »-Formenund derenlintegrationder allgemeinereBegriff affin polynomialer
Abbildungeneingefihrt, wobei eine zu der in [5] analogeVorgehensweisgewahlt wurde.
Diese Abbildungenstellensich in natirlicher Weise als homogenePolynomein baryzentri-
schenKoordinatendar, wobei affine PolynomeerstenGradesgeradedie zuvor betrachteten
affin linearenAbbildungensind. Eine austihrliche Untersuchungon Abbildungenbeziglich
baryzentrischeKoordinatensowiezahlreicheTransformationsund Umrechnungsformelfin-
den sich in [4].

[.2.1 Affin lineare Abbildungen

Definition 1

Es sei M ein n-dimensionalerPunktraummit zugeldrigem VektorraumV, M’ ein m-
dimensionalerPunktraummit zugeldrigem Vektorraum)’ und A/ c M’ eine nichtleere
konvexe Teilmenge.

Eine Abbildung @ : A/ — M heilRtgenaudannaffin linear, wenn gilt:
Fur alle Py, Py € N, Xo, A1 € R mit Mg, A1 > 0und Ao + Ay = 1 ist

(I)(/\(]P(] + /\1101) = /\O(I)(P(]) + /\1(1)(101) .

Bemerkung

a) Fur ein solchesd : N/ — M ist auchdasBild ®(A”) ¢ M konvex.
b) Verkettungeraffin linearer Abbildungensind ebenfallsaffin linear.

Lemma 1
Seid : N — M affin linear.

k k
Danngilt fur alle Py,..., Py € N, Xo,...., 0 ERmit > \; =1 und > NP € N:
1=0 1=0

k k
) (Z Az-g-) = NO(P).

Beweis: (Induktion Uber k)
e Lk =0:

O(1-Py)=1-B(Fy).
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k= 1:
i) Fur Py, P, € NV und0 < )\ < 1 gilt offenbar
(I)()\P(] + (1 — )\)Pl) = )\(I)(P(]) + (1 — )\)(I)(Pl) .

i)y Mit Py, Py € N seinunP := X\gPy + M P € N mit \g + )\ = 1.
Weiter seietwa\; < 0 unddamit Ay =1 — Ay > 0. Danngilt:

1 )\1 1 )\1
O(F) =9 P4+ —PFP | =—9P)+ —9(PF
p) = 0P+ Ste ) = or) + Sar)

und man erhalt
O(P) =®(XPo + MPr) = X®(Po) + M ®(Py) .
(k—=1) - k > 2
k

k
Essei My =1undP = > \F € N,
i=0 i=0

i) Zunachstsei A; > 0 fur alle: € {0,...,k}.
k
Danngibt esein* € {0,...,k} mit \;» < 1, dennsonstware > \; > k+1 > 1.

i=0
Essei\* :=1— )\ = > A; # 0, danngilt:
i€{0,.. k}\i*

k
o(P) <I><O+Z)\ OP)

O+ X\ OP; + \j»OPss
1€40,....k}\e*

A ;
= O+ X* )\—*OP,' + A+ O P

16{0, SEP\*
—® O+)\*0P*+/\ OP. )

mit
=04y Yob= Y Ypewn
- SAT A
1€40,....k}\e* 1€40,....k}\e*

und somit
O(P) = O\ P* + \p» Pie) = N O(P*) 4+ Xn O(Pir) .

Mit der Induktionsvoraussetzuniplgt:

Py =X ) %(I)(P)Jr)\(b Zw

i€{0,... k}\i*

i) Esseinunetwal;» <0 fur:* € {0,...,k} und\* :=1— ;s = > Ai >0,
i€{0,..,k}\i*
Wegen

1T =Xy 1
=1, —>0,

s
v P, P !
v Y >0 und P,P» € V'

)\*
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ist dann
. Ao 1 —Ai ,
pri= >y =P e
1€40,....k}\e*
Damit gilt:
N 1 — A
B(P) = () + ——0(Pr) .

und mit der Induktionsvoraussetzungrhalt man:

B(P) = N B(P*) + \in®(Pir)
k

=)y %(I)(P,-) F A ®(Pr) =Y Nd(P;) .

i€{0,....k}\e* i=0
O
Lemma 2
Seien M, M"YV, V' und N/ ¢ M’ wie obenmit dim(N') = k.
Danngibt es zu affin linear unablangigenPunktenF. . ... P, € N’ und beliebigenPunkten

Qo, ..., Q1 € M genaueine affin lineare Abbildung

N = M mit ®(P)=0Q;,i=0,...,k

Beweis:
1) Eindeutigkeit: Sei® : N/ — M affin linearmit ®(P;) = Q;, 1 =10,....k .
Zu jedemP € N' C aff(NV') existiereneindeutigbestimmtelo(P), ..., \x(P) € R mit

k k
Y>> X(P)=1und P = > X\(P) P,. Folglich gilt:
i=0 i=0

k k
O(P) = ‘D(Z Ai(P) Pi) = Z)\z‘(P) O(P) =) N(P)Qi.

1=0

Also ist & eindeutigbestimmt.
2) Existenz: Offenbarist die Abbildung

o: N — M
k
P ®(P):=> X(P)Qi

1=0

affin linearmit ®(F;) = Q; .1 = 0,...,k.

Folgerung

Ist 7 C M’ eine nichtleerekonvexeMengeund ¢ : A7 — M affin linear, so gibt es
genaueine affin lineare Abbildung @ : aff(M') — M, die eingeschankt auf A/ mit ®
Ubereinstimmt,fur die also gilt

(i)|./\//:(I).
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Bewels:
Esseidim(N') = k , weiter seienPy, .... Py € A" affin linear unablangig.
Dann gibt es eine eindeutigbestimmteaffin lineare Abbildung

¢ :aff (V') = M mit &(P)=d(P),1=0,...,k
Dadie Einsch'ankungéw, affin linearist, folgt die Behauptungausder Eindeutigkeit.

Bemerkung

Ist N/ ¢ M’ eine maximaldimensional&onvexeTeilmengeeinesm-dimensionalerPunkt-
raums,so ist eine affin lineare Abbildung ® : N/ — M durchihre Werte auf (m + 1) affin
linear unablkangigenPunkten?, . ... P, € N’ eindeutigfestgelegt.

Lemma 3

SeienM., M, V, V' wie oben. N/ C M’ seieinenichtleerekonvexeTeilmengeund /' der
Unterraumvon V' mit

aff (V) = P+U' VP eaff(N").

Weiter sei ® : N7 — M affin linear.
Dann gibt es genaueine lineare Abbildung L : ¢’ — V mit

(P +v)=®(P)+ Lo(v) VPeN veld mitP+veN.

Beweis:

1) Existenz: & seidie eindeutigbestimmteaffin lineare Fortsetzungron ® auf aff (A”).
Fur einenbeliebigen,fest gewahltenPunkt P ¢ A sei

Lp(v):=®(P +v)—d(P) Yoeld.
e Lpistlinear,dennfir A,z € R, v,w € U qilt:

Lp(ho + )

A

= &P+ ((P+ )= P)+ ((P+ pw) — P)) — d(P)
= (—(P + 2\v) + %(P + 2uw)) —®(P)

(P + 2,uw)) — &(P)

DN | —
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« Die Abbildung st unablangigvon P, dennfur @ € N’ gilt Lp = Lg:

Lp(v) = &(P+v) = &(P) A
=0(Q+((P+v)—Q)—(Q+(P-Q))
<A(Q) <Q—|—QP)) + <Q+QP+v) —@(Q))

—_—
Lo(QP)+Lg(v)
Aus
&(P+v)=d(P)+ Lp(v) YVPeN veld
folgt nun

(P +v)=®(P)+Lpv) YPeEN veld mitP+veN.
2) Eindeutigkeit: Seik := dim (AN”) und L : &/’ — V einelineare Abbildung mit
(P +v)=0(P)+Lv) YVPeEN veld mitP+veN.
Im Fall & = 0 ist /' = {0} und L = 0 die Nullabbildung.
Falls £ > 1 ist, existierenaffin linear unablangigePunkte P, ..., P, € N,
Damit ist <P0731, .. .,Po?k) eine Basisvon ¢/’ und
L(PJP,-) — &P —D(Py), i=1,... .k
wodurch L. eindeutigbestimmtist.
Mit Lg(v) := Lp(v) furein P € N’ undallev € &' mit P+v € N gilt alsodie Behauptung.

O

Bemerkung

Sind M, M', M" Punktéaume, N/ ¢ M', N ¢ M" nichtleerekonvexe Teilmengenund
®: N — M sowieV : N — N affin lineare Abbildungen,so gilt:

Loow = Lo o Ly ,
dennfur alle P, P +v € N gilt einerseits

(B0 W)(P+v)=B(W(P+v)) = D(V(P)+ Ly(v))
= O(V(P)) + Lo(Ly(v))

und andererseitsga die Komposition® o ¥ affin linear ist,

(PoU)(P+v)=(PoW)(P)+ Loow(v)
= ®(V(P)) + Loow(v) .
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Definition 2

Es sei M ein pseudoeuklidischePunktraummit zugetdrigem Vektorraum)’ und Pseudo-
skalarprodukt¢.

Eine affin lineareAbbildung ® : M — M heil3taffin orthogonaleTransformation(beziglich
£), wenndie zugeldrige lineareAbbildung Ls : V — V eineorthogonalelransformationist.

Vorbemerkung (zum folgendenBeispiel)

Da man jeden reellen Vektorraumals speziellenaffinen Punktraummit ausgezeichnetem
Nullpunkt betrachterkann,desserzugeloriger Vektorraumzu ihm selbstisomorphist, lassen
sich die obigen Bezeichnungerund Eigenschaftenauf Abbildungenvon Punkt@umenin
Vektoriaume,von Vektoriaumenin Punktaumeundauf AbbildungenzwischenvVektoriaumen
ubertragen.Der ersteFall, Abbildungenvon Punkt@aumenin Vektoriaume,soll hier naher
betrachtetwerden.

Beispiel
Essei M einn-dimensionaleiPunktraummit zugeldrigem Vektorraumy und V' C M eine
nichtleerekonvexeTeilmenge./ seider Unterraumvon V' mit

aff(N)=P+U VP eaff(N).

Eine Abbildung f : /' — V in einenR-VektorraumV hei3tgenaudannaffin linear, wenn
furalle Py, Pr € M, Mo, A1 € R mit Ao, Ay > 0 und Ao + Ay = 1 gilt:

FoPo+MPr)=Xf(FPo)+ M f(Pr).

Es geltendie auf dieseSituationtbertragbaretereitsfir affin lineare Abbildungenin affine
Punktiaume gezeigtenEigenschaften.

Insbesondergibt es genaueine lineare Abbildung Ly : ¢/ — V' mit
f(P+v)=f(P)+ Lf(v) VPEN,veU mit P+veN.

Umgekehrtist fur jede lineare Abbildung L : ¢/ — V, jedenPunkt P € N und jedenVektor
v € V die Abbildung

fL,'v N —V
Qr— fr..(Q):=v+ L<P22)
affin linear, dennesgilt fur alle Qo. Q1 € NV, Mo, A\ >0 mit A\g + Ay = 1 :
Jro(XQo+MQ1) =v + L<)\0P@0 + )\1P@1)

= (Ao +A)v+ )\OL<P@0) + )\1L<P@1)
= )\OfL,'v(QU) + )\lfL,'v(Ql) )

Folgerung
Die Mengeder affin linearen Abbildungen

Aff(M, V) :={f: M — V affin linear}

von einemn-dimensionale®PunktraumM in einenm-dimensionalemeellenVektorraumV’ ist
vermogederVektorraumoperationein V ein((n + 1) - m)-dimensionalereellerVektorraum.
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Bewels:
Die Vektorraumeigenschaftesind leicht nachzuweisenynd es gilt offenbar:
(af +Bg)(AoPo+ M Pr) =af(APo+ M Pr)+ Bg(AoFPo+ M Pr)
=a- (Ao f(Po) + A f(P) + 8- (Rog(Po) + Ag(P1))
= Ao - (af + Bg)(FPo) + A1 - (af + Bg)(P1)
furalle f,g € AF(M,V), Py, P € M undXg, \1 € R mit \g + Ay = 1.

Seiennun Py, ..., P, € M affin linearunablangigePunkte,und sei{v1,...,v,} eineBasis
von V.

Dannist {¢;; |0 <¢:<mn, 1 <j; <m} mit

v; falls: =k,
ei(P) = {77 2

fur0 < k < n eineBasisvon Aff(M, V), dennjedesf € Aff(M, V) ist durch
FP) = Nijuj, i=0....nmitAi; ER, 0<i<n, 1<j<m,
j=1

eindeutig festgelegt,und es gilt:

(P = Z)‘i}'v}' = Z)‘l}‘tow(Pz)
j=1 j=1
= Z )‘k}(fok;:(Pz) = Z )‘k;:(fok} (Pz) ;1 =0, ;1
J=1k=0 J=1 k=0

sowie

Vorbemerkung (zur folgendenDefinition)

Ist o : ¥V — V' einelineare Abbildung zwischenendlichdimensionalereellenVektoriaumen
und v € V' fest gewahlt, dannist

0y YV — V'
w > o (w) := v+ p(w)
affin linear. Lineare Abbildungensind also spezielleaffin lineare Abbildungen(mit » = 0).

Die obigeBezeichnungler zu eineraffin linearenAbbildung getbrigeneindeutigbestimmten
linearen Abbildung wird daheribernommen:

Definition 3
Fur einelineareAbbildung ¢ : V — V' zwischenreellenVektorraumen), V' sei L, := ¢.
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[.2.2 Affin polynomiale Abbildungen

Definition 4

Essei M einn-dimensionaleiPunktraummit zugeldrigem Vektorraumy und V' C M eine
nichtleerekonvexeTeilmenge.Weitersei V' ein endlichdimensionaleYektorraumundr eine
natirliche Zahl mit » > 1.

Eine Abbildung ® : ' — V' heiRtgenaudannaffin polynomial (affinesPolynom)vom Grad
r , wenneseinein jeder Komponenteaffin lineare(r-fach affin lineare) Abbildung

U:Nx---xN—V
—_————

r mal

gibt, so dal3 gilt:

®(P)=U(P,....P) YPeEN .

r mal

Die Menge der affin polynomialen Abbildungenvon A" nach V' vom Grad r» wird mit
P"(N,V) bezeichnet.

SpeziellseinochP’(V, V) die Mengeder konstantemAbbildungenvon A" nachV.

Bemerkung
a) P(N,V):=PYN, V) ist die Mengeder affin linearenAbbildungenvon A" nachV'.
b) Es qilt:
PUN, V) Cc PYN, V) C PHN, V) C PN, V) C -
und damit

PN, V)CP TN, V) Vr,s>0,

dennfir jeder-fach affin IineareAbbiIdung\IlN:/\/”" — V unds > 0 ist auchdie (in den
letztens Komponenterkonstante)Abbildung ¥ : A"t — V' mit

U(Py,... Py Prgr,....,P) =U(P..... P)

in jeder Komponenteaffin linear.

Lemma 4

Ist ® : A/ — V eineaffin polynomialeAbbildung von Gradr, so gibt es eine r-fach affin
lineare symmetrische Abbildung

ZN X x N —V,
N—

r mal

fur die qgilt:
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Bewels:
Setztman mit den Bezeichungerder Definition

E(Pl, P T'Z 0(1")) VPl,...,P,«E./\/’,
oES,
so ist = symmetrisch,;-fach affin linear, und es gilt:

_ 1
:(P,...,P):HZ\IJP

gES,
—W(P,....P) = ®(P) YPeN .

Bemerkung
Essei® € P"(N,V) und

[1]

®(P)=Z(P.....P) YPEN

fur eine r-fach affin lineare symmetrischeAbbildung = .
k
Sindnun P, ..., P, € N affin linear unablangig,sogilt mit Ag,..., \t € R, > X\ =1:

1=0

k k k
@(Z /\,-Pz-) = E( )\,-Pi,...,Z)\iP,-)
1=0

1=0 1=0

( “,Z)\P,,...,zk:)\ P)

I
3.’

1=0
k k
:...:Z---Z)\il---)\,'rE(Pil,...,P,'T).
11=0 1,=0

Folglich 1at sich ® als ,Linearkombinatiofi (mit VektorenausV als Koeffizienten!) der
Monome

k
{)\8‘0---)\2’“ ‘ g, ..., ar € Np, Zai:r}
1=0

schreiben.Da = symmetrischist, sind dabeidie KoeffizientendiesesPolynomsin baryzen-
trischenKoordinaten). . ... A\; fur ein festes(k + 1)-Tupel (7, ..., P;) durchdie Werte

=(Py,....BYEV , 0<ii < <i, <k

festgelegt.Diesevon Ag, . ... \; unablangigenKoeffizientenlassersichwiederumin eindeu-
tiger Weiseals Linearkombinationetveziglich einerBasis(v1, . . ., v, ) von V' darstellen.Sei
dazu(vj,...,v;,) die dualeBasis,dannsind die Komponentenfunktione®®, . ... ®,, mit

m

= ivf(@(P)) v; = Z(I),'(P) v; YPeN
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Polynomein denbaryzentrischerKoordinatenlg, . .., A\, mir reellenKoeffizienten:
k m
@(ZA,-P,-) >y }<ZA P)
1=0 7=1
vl (Z Z)\“--- T:(P,-l,...,P,-T))-vj

21=0 2,=0

Ms

1

J

m k k
S LD IR S R
j=1 \i1=0  i,=0
k k k
= @j(ZA,‘P,‘) = Z---Z)\,'l "')‘ir E;,‘(P,'I,...,Pir) , ] = 1,...,m
i=0 =0  1,=0
mit Komponentenfunktionef, ..., =,, von = beziglich der Basis(v1,...,vm) :

E(Pla"-ap'l"):Zv;‘(E(Pl""’PT))vi

Sind umgekehrt®y, ..., ®,, € P"(N,R) affine Polynomeund sind =5, . .
r-fach affin lineare Abbildungenmit

Zm c NT = R

®;(P)==iP,....P) YPEN ,i=1,...,m,
b 1

so gilt:

[I]
[1]

S0Py u= Y 2P

1:1 121

(P,....P)

mit einer offenbarr-fach affin linearenAbbildungen= : N — V. Damit folgt:

Z szPT./\/’V)

Die obige Definition affiner Polynomesoll nun mit der nachfolgenderiiblichen Definition
homogenesowienicht notwendigerweisaomogenePolynomé® in Zusammenhangebracht
werden.

Definition 5
U sei ein endlichdimensionalereeller Vektorraum.

Eine Abbildung f : U — V heil3thomogenes Polynom vom Gradr, wenneseinein jeder
Komponentelineare Abbildung

g:Ux---xU—YV
e’

r mal

1 vgl. [5]
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gibt, so dal3 gilt:
=g(v,..., VoelU.
flv)=g(v v) v

r mal

Eine Abbildung f : U — V heil3tPolynom vom Gradr, wennesfir: = 0,....r homogene
Polynomef; : U — V vom Grad: gibt, so daRgilt:

f=fototfo

Bemerkung
Es sei nun i/ der zu aff(NV') getdrige Vektorraum.
In [4] wird unter Verwendungder letzten Definition eine Abbildung

¢ :aff(N) - R

als homogenesPolynom r-ten Gradesbeziglich eines Entwicklungspunktes?, € aff(/\)
definiert, wenn die Abbildung
¢p,i=¢olp : U — R
vi— (P +v)
mit
tp,(v):= P +veaf(N) YVoeld und
15 (P):=P—PyelU VP eaff(N)

ein homogenedolynomr-ten Gradesist.

Nicht notwendigerweiséaiomogend?olynome(genau)r-ten Gradeswerdendannin tblicher
Weiseals Summey = ¢¢ + --- + ¢, homogenerPolynome

@0y pr s all(N) — R

vom GradO0,....r mit ¢, # 0 eingefihrt.
Motiviert durch die Gleichheitder Kardinalitat

k
#{(ag,...,ak)Eng"i'l ‘ Zai:r}:<kjr)
1=0

und der Dimensiondes Vektorraumsder Polynomehodchstens--ten Gradesiiber einem k-
dimensionalerVektorraumwird dannnachgewieset, daR sich jedesreellwertige Polynom
hchstens r-ten Grades? als homogene$olynomgenau r-ten Gradesn baryzentrischeto-
ordinatendarstellenlat. Weiter wird gezeigt,daf fur jedesPolynom® € P"(N,R) die
Koeffizientender Monome in baryzentrischerKoordinatenbeziglich einesaffinen Koordi-
natensystems?r, ..., Py)

k
{)\30...)\? Zai:r}
=0

unablangig vom EntwicklungspunktF, sind. Durch AnwendungdieserErgebnisseauf die
Komponentenfunktioneder am Anfang diesesAbschnitteseingefihrtenaffin polynomialen
Abbildungenerhalt man damit folgendesResultat:

1 vl [4].
12 Im Sinneder Definition in dieserBemerkunggenss [4, 5].
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Lemma 5

Die MengeP’ (aff ('), V) deraffin polynomialenAbbildungenr-ten Gradesvonaff (') nach
V' ist vermbge der Vektorraumoperationem V' ein reeller Vektorraum.

Ist & := dim (V) und (P, . .., P;) einaffinesKoordinatensystenaon aff (\V') , m := dim (V)
und (v1,...,v,) eineBasisvon V, soist die Menge

k
{(ASO...Agk)-v}' ‘ ao,...,akENo, Za,‘:T,jE{l,...,m}}

1=0

eine BasisdiesesVektorraumswobei (A\g° - - - A\?*) die Monomein baryzentrischerKoordi-
natenbeziglich desaffinen Koordinatensystemsind. Es gilt:

dim (P (aff (A7), V) = m - (k i ’“) |

r

Folgerung

Da wegendim (') = k stetsauchein affines Koordinatensysten?;, . .., P;) mit Punkten
Py, ... Py € N gewahlt werdenkann,gilt die Aussageentsprechendur P” (', V). Folglich
gibt es fur jedesaffine Polynomy € P"(N, V) eine eindeutighbestimmtesaffines Polynom
¢ € P'(aff(N),V), dasauf V' mit ¢ Ubereinstimmt.

Vorbemerkung (zur Definition der Ableitung)

Wahrendim klassischernfinitesimalkalkil AbbildungenzwischenBanachaumenbetrachtet
werden,konnenfir polynomialeAbbildungenzwischenendlichdimensionaleNektoraumen
Ableitungenrein algebraischohne Voraussetzungler Vollstandigkeitund Normiertheit, so

eingefihrt werden,daRdieserAbleitungsbegrif mit demanalytischervertraglichist.1® Dabei

ist ausschlaggebendlal? verschiedendNormen auf den betrachteterVektoriaumenauf den

gleichenAbleitungsbegrif und die gleichenAbleitungenfiuhren. Eine beliebige Norm auf

einem Vektorrauminduziert dabeistetsdiejenigeeindeutigbestimmteTopologie, beZiglich

der alle Vektorraumoperationeand linearenFunktionalestetigsind* Desweitererinduziert
jedeNorm auf einemVerschiebungsvektorraum natirlicher WeiseeinenDistanzbegrif auf

dem zugrundeliegendeaffinen Punktraum.

Im Anschluf3soll nunin Anlehnungan die Uibliche Vorgehensweiséie Ableitung affin poly-

nomialer Abbildungeneingefihrt werden. Fur dieseBetrachtungerkonnenalle Vektoriaume
als normiertund vollstandig vorausgesetaiverden. Desweiterersind aufgrundder Stetigkeit
der Vektorraumoperationealle polynomialenAbbildungenstetigl®

Zur Berechnungler Ableitung seidazur > 1 und f : U — V ein homogene$olynommit

=g(v,..., VoelU
fv)=g(v lv) v

fur eine r-fach lineare Abbildung g : U™ — V.
Setzt man nun wie im affin linearenFall

1
h(vi,...,0p) = ] Z g(va(l),...,va(T)) Vor,...,o, €U,
" o€S,

13 Ableitungenvon PolynomenohneVoraussetzungormierterVektoriaumewerdenin [27] betrachtet.

Vgl. dazudasLemmaauf Seite12.
Zur Stetigkeitvon Polynomen(im Fall endlichdimensionalevektoriaume)vgl. [5].

14
15
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soist A : U" — V einer-fach lineare symmetrischeAbbildung mit
fw)y="h(v,...,v) YoelU.
Ublicherweisedefiniertmanfir =z, » € U die Ableitungvon f in z in Richtungv durch:

DIl = i L =)

Nun gilt:
fla+tv)=h(x+to,....,2 + tv)
= h(x,...,x)—l—(’{) .h(x,...,x,tv)—|-<;) ch(x, ... x to tv) 4 - -

N—

f(z) t-h(z,...,z,v) t2-h(z,...,z,v,)

r T
o (r—l) 'M,'"’t”)fr(T) h(to,te,. )

tr=1.h(z,v,...,v) t7-f(v)

Darausfolgt:
Df|z(v)=r-h(z,...,2,v)
+ %in% (t - Koz, v) + 2. Ks(z,v)+ ...+ A Kn(z, v))

mit nicht von ¢ abrangigenk(z,v),..., Ky(z,v) € V und damit
Dflz(v)=r-h(x,...,2,v).
(Fur r = 1 erhalt manspeziell D f|,(v) = f(v) , furr =0 gilt Df],(v) =0.)

Seijetzt ® € P"(aff(N), V) ein affinesPolynom,i/ derzuaff(N') geldrige Vektorraumund

Op : U —V

v — (I)po(v) = (I)(Pg + v)

daszugeldrige Polynombeziglich einesEntwicklungspunktes’, € aff(\'). Danngilt:

8(Q+ 1)~ 0(Q) _ (R + R +1) — (R + 1iQ)

t N t (*)
op, (PQ +10) — 05, (RQ)
B t

fur alle @ € aff (N), v € U undt # 0. DieserZusammenhangst dabeioffenbarunablingig
vom Entwicklungspunkt,denn mit

®p, (v) == B(Py + v) <:<I><P0+P0731+v):<I>P0<P0731+v)) Yoeu

fur einenweiterenEntwicklungspunktP; € aff(\') erhalt man:

0(Q + )~ a(q) _ *r(AQ+ 1) —on (FQ)
t t
Op, (PJPl 4 PO+ tv) ~&p, (PJPl 4P Q)
t
Op, (Pf@ + tv) _p, (Pf@)
t .
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Gilt nun®p, = @} +--- + @, mit homogenerPolynomend, ,..., &% : U — V vom
GradO,...,r und symmetrischerAbbildungenV’, : ' — V mit

-,

iPO(’U):\I;iPO(’U:'\./.LB) YVoeld,i1=1,...,r,
¢ mal
so gilt fur z,v € U :
DO, |x(v) =0,
DOy |o(v) =1 -Wp(2,....z,0), e =1,...,r
1—1 mal

und folglich (unter Verwendungder Ableitungsregeffir Summen):

DO p,|4(v )—D(fb“ +o 4 O ) [a(v)

—Zz \IIPO L)

1—1 mal
Wegen(x) setztman dahernaheliegenderweise:

Do|g(v): = D(I>p0|P;Q(v)

=Y i W (RQ..... PQ.v).
=1 1—1 mal
Definition 6

Es sei M ein n-dimensionalerPunktraummit zugeldrigem VektorraumV, N' C M eine
nichtleerekonvexeTeilmengeund ¢/ der zu aff (\V') gelbrige Vektorraum. Weiter sei V' ein
endlichdimensionalereeller Vektorraumund » eine natiurliche Zahl mit » > 0.

Fur ¢ € P"(N.,V) sei ® : aff(N) — V das (eindeutig bestimmte)affine Polynom mit
O = ¢. Weiter sei

Op, =0+ +@p UV

daszu & getvrige Polynombediglich einesEntwicklungspunktes’, € aff(AN) mit homo-
genenPolynomen

¢P0""’ TPO:M—>V

vom Grado,....r und symmetrischen{i\bbildungen\IJj,0 U =V mit
L) = U (v,...,0) Yveld.i=1,...,r.
B (0) = W, (v, v)

7 mal
Fur P € N undv € U heilRt

De|p(v) := D®[p(v) : = D<I>Po|p*p( v)
—Zz Ul POP L PPv) eV

71— lmal

Ableitung von ¢ an der Selle P in Richtung v.
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Die Abbildung
Dy :N — Hom(U,V):={f: U — V linear}
Pv+—— Dy(P):=Dy|lp:U>v+—— Dplp(v) eV
heil3t Ableitung von ¢.

Bemerkung

a) Fur eine affin lineare Abbildung ¢ € P(N,V) gilt
e(P+v)=¢(P)+ Ly(v) YPEN,veld mit P+veN
mit einer eindeutigbestimmtenlinearenAbbildung L, : ¢/ — V.
Nunist ¢ = ¢% + ¢! mit
Q) :=¢(P), ¢1(Q) = 9(Q) —¢(P) YVQeN

und
(v) =@ (P+v)=@(P4+0v)—¢(P)=Ly(v) YoelU mit P+veN .

Es folgt:
Dglp(v) = ¢h(v) = Ly(v) YPEN, veU
und somit (als konstanteAbbildung Dy : V'3 P +—— L)
Dy =1L, .
b) Fir ein konstantesaffines Polynom¢ € PY(N, V) ist
D¢ =0:N — Hom(U,V)
Pr—L,=0:U>v—0€c V.
c) Furr > 0 undfestesv € U ist die Abbildung
De(v) N — V
P De|p(v)

ein affines Polynomvom Gradr» — 1, denn

T

DOp|s(v) =) i U (2,.... 2,
pola(v) =i Wp(z,....2.v)

=1 i—1 mal

mit (¢ — 1)-fach linearen Abbildungen

x|—>\Il§30(x,...,_:£,v), r=1,....r.

1—1 mal

Vorbemerkung (zur Definition hohererAbleitungen)

Es sollennun hohereAbleitungenaffin polynomialerAbbildungeneingefihrt werden.Da fur
endlichdimensionaleeelle Vektoriaumel/ und V' auchHom(/. V') ein endlichdimensionaler
reellerVektorraumist, kanndazuder obeneingefihrte Ableitungsoperatoauf die Abbildung
Dy angewandwerden. So erhalt man eine rekursiveDefinition hohererAbleitungendurch
mehrfacheAnwendungdes OperatorsD.
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Definition 7

M seiein n-dimensionalePunktraummit zugelorigemreellerVektorraumy, N' C M eine
nichtleerekonvexeTeilmenge/ der zu aff (') gehdrige Vektorraum,V ein endlichdimen-
sionalerVektorraumund r eine natiurliche Zahl mit » > 0.

Fur eine natirliche Zahl: > 0 ist die :-te Ableitung von ¢ € P"(N, V) definiertdurch

_ o: N =V, 2
D'¢:= ¢ Dy : N — Hom(U, V), 7
DY Dy): N — Hom"(U, V), i

wobei Hom’ (¢4, V) fir j > 1 definiertist durchdie rekursiveVorschrift

Hom' (U, V) := Hom(i, V') und
Hom? (U, V') = Hom (U, Hom? 1@, V) . j = 2.

Bemerkung

a) Furr >:> 0 undfestgewahltevy,...v; € U ist die Abbildung

Dic,o(vl,...,vi) N —V
Pr+—— D'¢lp(vy)...(v;)

ein affines Polynomvom Gradr — 1.
Insbesonderést D'¢(vy,...,v;) fur i = r konstant,und esgilt:

Dig=0 Vi>r.
b) Ist® : aff(NV) — V das(eindeutigbestimmte)affine Polynommit |, = ¢ und
dp = 0p + -+ UV

das zu ® geldrige Polynom beziglich eines EntwicklungspunktesP, € aff(A) mit
homogenenPolynomen

Oh ... .0 UV
vom Grad0,...,r und symmetrischen{i\bbildungen\IJj,0 U — V mit

Sgo(v):\llzgo(e,_\/ﬁ) YVoeld,i=1,...,r,
¢ mal

sogilt furr >4 >0, P € N undvy,...,v; € U :
D'elp(v1,....vi) = D'®py| pp(v1,....vi)
:E:j(j—U-uo—i+1)¢%&%?,”yﬂ?mh“wv0.
J=t j—i mal

c) Eine austihrliche Behandlungder Ableitungenvon Polynomensowie explizite Umrech-
nungsformelnzwischenkartesischerund baryzentrischerKoordinatendarstellungefin-
den sich in [4].
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.3 Multilinearformen

»Warum kann uns nicht jemand ein \erzeichnis der
Dinge geben, die jeder denkt und keiner sagt, und eines
derjenigen, die jeder sagt und keiner denkt?"

Oliver WendellHolmes

Eswird derreelleVektorraumder MultilinearformensowiedesserUntervektorraunder alter-
nierenderMultilinearformeneingefihrt und nebenderBehandlungleriiblichenalgebraischen
OperationerdasobeneingefihrtePseudoskalarprodukiir Multilinearformenverallgemeinert.
Anschliddendwird die kanonische:-Form definiert, die eine Standard-Orientierunguf dem
zugrundeliegendeWektorraumund damit auf dem affinen Punktrauminduziert. Durch die
verallgemeinertéennereMultiplikation mit der kanonischem-Formwird schlie3lichdie Du-
alitatsabbildunglefiniert,die eserlaubt,die Vektoriaumeder r-fachenund der (n — r)-fachen
alternierenderMultilinearformenals zueinanderdual aufzufassen.

[.3.1 Grundbegriffe

Im folgendensei

« YV ein n-dimensionalereeller Vektorraumund
o S, furr € N die Mengeder Permutationervon {1,...,r}, d.h.

Sy i=A{o:{l,...,r} = {1....,r} bijektiv} .

Definition 1

a) Eine Abbildung ¥ : V x --- xV — R heil3t genaudannr-fach multilinear, wenn F
S———

r mal

linear in jeder Variablenist.

SolcheineAbbildung F' heil3t(r-fache) Multilinearform, die Vielfachheitr heil3tauchder

Grad von F'. Die Mengeder r-fachenMultilinearformenwird mit M, V* bezeichnet.
b) Eine r-fache Multilinearform F' € M, V* heil3t genaudannalternierend, wennfur jede

Permutations € S, gilt:

F(va(l),...,va(T)) =sign(o) - F(vi,...,v,) Yor,...,0, €V.

A, V* bezeichnetlie Mengeder alternierendem-fachenMultilinearformen.
c) Speziellseinoch AgV* := R und MyV* .= R .

Bemerkung
a) M., V* ist ein reeller Vektorraumvermbge der Addition und Multiplikation in R:
(F+G)(v1,...,00): = F(v1,...,0,) + G(v1,....00) ,
(AF)(v1,ecyvp) i =X Fog,..o,o) mit F;,G €M, V", AeR.

b) A,V* ist ein Untervektorraunvon M, V*, dennfur .G € A, V*, A € R undo € 5,
gilt offenbar:

(F+@G) (va(l), . ,vJ(T)) = sign(o)(F + G)(vi,...,vy),
(AF) (va(l), . ,va(T)) = sign(o)(AF)(v1,...,0p) .
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Definition 2
Far Fy,..., F, € V* wird dasTensorpodukt /'y @ - -- ® F, € M, V* definiertdurch
(F1 @@ Fy) (v, vp) = Fi(vg) - - Fy(vy) Yor,....0, €V
Das aul3ee Produkt F; A --- A F, € A, V* wird definiertdurch
(Fi A= ANFp)(v1,...,00) := det (Fi(vj))

T
i =1 Vor,....,o, €V

Bemerkung
Die so ddfinierten Produktehabenfolgende Eigenschaften:

a) Fallsfur Fy...., F, € V* undvy,....v, € V mindestensineder Bedingungen

EIZ’J € {1’...’7"}’2.#3.’ mltvl:v}’
Ji.ge{l,...,r}, e #j, mit F; = F}

erfullt ist, so gilt stets

(Fy AN ANFE)(v1,...,0,) =0

b) Falls dim (span(vq,...,v,)) < r ist, gilt:
vang (Fi(0;))] =) < r = det ((Fi(o;))} ;) =0
= (FiA---ANF)(vr,...,0,) =0

Insbesondererhalt man fir » > n = dim(V):

(Fy AN ANF)(v1,...,0,) =0 Vop,....0, €V

= ANV =0 Vr>n.

Schreibweise

Im folgendenwird dasAuslassereinesFaktorsin mehrfacherProdukteneinesElementesn

Mengen,etc.,durch ein Dach iiberdem auszulassendelementbezeichnetalsoz. B.:

FiA AN AFy = Fy A AFiqg AFygt Ao A By
{v1, 00304y ey vp b= {01, 00 V1, Vi e e, U
Lemma 1

Es sei (e}, ...,e}) eine Basisvon V*.

1N

Dannistfur1 < r <n

{eg @ ee 1< <n)

eine BasisdesVektorraumsder r-fachenMultilinearformenM, V*. Insbesondergilt fur die

Dimension:
dim(M,V*) =n".

Beweis. Siehez. B. [22].

Bemerkung
ISt (e1,...,en) €ineBasisvon ¥V mit zugeldriger dualerBasis(ej, . .., ) , sogilt:
F = Z F(ejl,...,ejr)-(e;‘-l®---®e;‘-r) VI e MV

lgjlﬂ"'JjTS'n
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Definition 3
Der alternierende Anteil einer Multilinearform wird definiertdurch die Abbildung

Alt : M V* — A V*
1 .
At (F)(v1,.. . 0p) == ] Z sign(o) - F('Ua(l)a--'ava('r)) -

" oES,

Bemerkung
Offenbarist Alt(F) fur alle F € M,V* alternierenddenn

Alt(F)(vK(l),...,vK(T)) =sign(k) Alt(F)(v1,...,v,) Yoi,...,0, €V, kK €S, .

Desweiterergilt Alt|s,y+ = id|a, p+ , die Abbildung Alt ist also eine Projektion.

Beispiel
Far Fy,..., F, € V* gilt

FiN--ANF=rl AW, @--- @ F),

denn es ist
(Fl A A FT)(vl, .. .,v,) = det (Fi(vj)):,jzl
= > sign(0) Fi(von) - Fr ()
oES,

(F1®---®Fr)('Ua(l)a---a'vo(r))
=rl-A(F @ - @ Fp) (v, ..., 0p)

Rechenmegeln (fur aul3ereProdukte)
Esseienfy, ..., F, € V*. Danngeltendie folgendenRegeln:

a) Fur F, F/ € V* und a,o' € R gilt:

FiN- ANFE_NaF + ' FYANFigr Ao A F,
=alFt N NFiANFANFiq N ANF,
+o YA ANF_{ANF'ANFgiqy A---ANFy .

b) Fur o € S, qilt:

Fa(l)/\---/\Fa(T):Sign(a')-Fl/\---/\F,«.

T
c) FurG,:= > aiFj,i=1,...,r, mta;; €R, i,j € {l,...,r}, qgilt:
j=1

Gl/\---/\GrZdet(aij):}-:l'Fl/\--'/\Fr-

d) Aus F; = F; fure,y € {1,...,r} und: # j folgt F1 A---AF, =0
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Lemma 2
Es sei (e}, ...,e;) eine Basisvon V*.
Dannistfur1 < r <n

{ef Avoonel |1 <ji<---<jr <n}

eine Basis des Vektorraumsder alternierenderMultilinearformen A, V*. Insbesondergilt
fur die Dimension:

dim(A, V") = (”).

r

Beweis. Siehez. B. [22].

Bemerkung
ISt (e1,...,en) €ineBasisvon ¥V mit zugeldriger dualerBasis(ej, ..., ) , sogilt:
F= Z F(e;,'l,...,e;,'r)-(e}‘-l/\---/\e;) VFeAV".

1<h<-<jr<n

1.3.2 AuRere Produkte von Multilinearformen

Definition 4
Fur zwei Multilinearformen ' € M, V* und G € M,V* wird dasTensorpodukt

FoGeM . V*
definiert durch
(F@G) (1., 0pqs) i= F(v1,...,00) - G(Upg1, oo oo Vpgs) Y0100, 0005 EV

Das aulRee Produkt zweieralternierendeMultilinearformenf € A, V* und G € A, V* wird
definiert durch

(r+ s)!

rls!

FANG:=

AlL(F ® G) € Ay V" .

Bemerkung

a) DasaulRereProduktzweier alternierendeMultilinearformenist wegen
LNy =2 Alt(Fl & Fg) VI, F e V*

vertraglich mit dembereitsdefiniertenaul3ererProduktzweier Linearformen.

b) DieseDefinition desaul3erernProduktesalternierendeMultilinearformenliegt aufgrund
desfolgendenZusammenhangesahe:
Far Fy,...,F G,y .Ge eV, F=FN---NF,, G:=G1 N NGy gl|t

rls!

(r+ s)!

Alt(F @ G) = (Fy A ANF, NGy A+ NGY) .
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Beweis. (zu Teil b) der Bemerkung)
Far vy, ..., 00, 0541,.... 0,45 € V gilt einerseits

(Fl/\"'/\F,«/\Gl/\'--/\Gs)(vl,...,v,«+5)

( Fy(vy) -+ Fo(vr) Gi(vi) - Gs(vr) )

= det : : : :

Fi(vres) -0 Fr(vrgs) Gi(vrgs) o+ Gs(vrys)

— Z sign(o) Fy (%(1)) o F, (Ua(r)) el (Ua(r+1)) el (UJ('r—I—s))
OESrts

und andererseits
Alt(F @ G)(v1, ..., 0p45)

1 .
— I Z sign(o) (F @ G) (va(l), e, UJ(H_S))
) OESrts
1
= (T n S)' Slgn(a) F(va(l)a 7’00(1")) G(’Ua('r—l—l)a cee 7’00(1"4—5))
OESr+
1 .
T > sign(o) (Z sign(e) F1(va(on)) P (Va(er))) )
OESr+ 0ESy

' (Z sign(7) G (Varrr(n)) - Gs (Va(rar(s)) ) -

Nun gibt esfur Permutationemw € S,., , o € S, und 7 € 5, stetseine eindeutigbestimmte
Permutations € 5,45 mit

(6(1)y...,0(r+8))=(o(o(1)),...,0(o(r)),o(r +7(1)),....0(r+7(s))) .
Dabei gilt:

sign(&) = sign(o) - sign(o) - sign(7) .

Es folgt
Alt(F @ G)(v1, ..., 0p45)
rls! i
— (T_I_S)| Z S]gn(a) Fl(’[}o_(l)) PR .F'r(vo_('r))
) O'ESH.
. Gl (vo.(,',.+l)) e GS (UU(T+5))
g!
= (Trf:s),(ﬂ A NF AGLA - AGS) (01, vrps).
O
Bemerkung

Man erhélt im obigenBeweisinsbesondereglen Zusammenhang

(Fl/\---/\Fr/\Gl/\---/\Gs)(vl,...,vH_s)

1 :
= m Z mgn(a)F(va(l),...,va(r)) : G(UJ(T+1),...,UJ(T+5)) .
e UEST-I-S
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Folgerung
Fur FF € A, V*, G € AV undoy,. .., v06 € V gilt allgemein:
(FANG)(v1,...,0r45)
!
_ U PG (o, vpys)

rls!

= Z Sign(O')F(’Ua(l), ey va('r)) . G(’Ua('r—l—l)a cee va('r—l—s)) .
0€Syq s, 0(1)< - <a(r)
o(r+1)<--<o(r+s)

Beweis:
Esgerugt, F' := F4 A~ - AF, und G := Gy A--- NGy mit Fy,..., F,, Gy,...,Gg € V*
zu betrachten. Wegen

(FANG)(v1,...,0r45)

1 :
= Z mgn(a) F(va(l)a e va(r)) : G(va(r—l—l)a e va(r—l—s))

Corlsl
UEST-I-S

bleibt nur zu zeigen:
Z sign(a) F(va(l)a e va(r)) : G(”a(r—l—l)a e va(r—l—s))

UEST-I-S

= rls! Z sign(a)F(va(l), . ,va(r)) . G(UJ(T+1), .. ,va(,drs)) )
O€Srys, o(1)<<a(r)
o(r41)<-<o(r+s)

Seidazuo € S,4s , danngilt:

{o(1),...;o(r)}U{o(r+1),...;0(r+s)}={1.....,r+ s} .
Nun gibt es genauzwei Permutationenx € S, , f € S; , sodal3gilt:

ola(l)) <---<o(a(r)) und o(r+ (1)) < --- < a(r + p(s)) .
Definiert mannun 7 € S,4¢ mit

(lo.ooror+ 1, 0.+ 38):=(a(l),....a(r),r+ B(1),....r+ [(s))
SO ist

(00r) (1o +3) = (a(a(l)).....o(a(r), a(r + B(1)).....a(r + B(s))).
Es gilt also

L4+ s)

= (a7 (1), @™ () BT, BTN (s))

und
sign(o) = sign((co7)o77") =sign((c o 7)) - sign(a) - sign(3) .
Es folgt:
D sign(0) F(vg)s - Vo) - GUa(rat)s- - Vo(rts))
0S4
= Y sign(o) > sign(a)sign(B) F(vo(a(i)):- - -+ Vo(a(r)))
e

G (V(r4p(1))s - -+ Va(r4A(s)))
= Z sign(o) r! s! F(va(l), ce, ’Ua(,r)) : G(UJ(T_H), ce, UJ(H_S)) .

CE€Srqs, o(1)< - <a(r)
a(r+1)<---<a(r+s)
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Bemerkung (Eigenschafterdes aul3erenProduktes)
Fur alle F' € A, V*, G € AV*, H € AV* qilt:

a) Homogeniét: (M) A (uG) = Ap(FAG) YA, u € R,

b) Assoziativitit: (FAG)ANH = FA(GANH) ,

c) Distributivitat: FA(G+H)=FAG+FAHund(F+G)ANH=FANH+GANH,
d) Alternierendheit: F A G = (=1)"°G A F .

Bemerkung
a) Ausd)folgt FAF =—-FAF =0 fur FFe A, V* mit ungeradem. Aber esgilt zum
Beispiel fur v, vy, v3,v3 € V*:

(vg Avy + 03 Avy) A(vg Aol + 03 Avs) =205 Aoy Avs Aoy .

b) Die Vereinigung | J A, V* hat durch dasauRereProduktdie Struktur einer graduierten
r=0
Algebra. Da dasaul3ereProduktfir die dieseAlgebra erzeugenderbualbasiselemente

ei,.... e} antikommutativist, ist [ J A,V* eine Grassmann-Algebra.
r=0

[.3.3 Innere Produkte alternierender Multilinearformen

Es sei nun zusatzlich ein Pseudoskalarprodukt auf VV gegeben:
()¢ VxV—R

(1, v) > {u,v) .

Vorbemerkung (zur folgendenDefinition)
Durch dendurch¢ induziertenlsomorphismus) 3 v — v¢ € V* mit
vg(w) = (v,w)e Ywey
ertalt man ein Pseudoskalarprodulguf V*:
¢ 5) < ¢ s> ._

us, V% | == (u~, v = (U, V), .

( = (o)
DiesesProduktsoll nun zu einem Pseudoskalarprodultir alternierendeMultilinearformen

verallgemeinertverden. Seidazur > 1 , danngilt fur vy,...,v,, wy,....w, € V :

T

(65 A A (o, 0y) = det <”’§(wf))iaf=1
— det <<vi’wj>€)?"
= det <wz‘(”4‘)) :,}:1

= <w§/\---/\w§)(v1,...,v,«).

i,y=1

Setzt man

T
<vf A A Uf,wf Acee A w§>£ = det <<v,',w;,->€) = det <<U§aw§>£)_ ;

i,y=1
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so ist fur fest gewahltevy,...,v, € V die Abbildung

T T

E'vf/\---/\'vf : (wl,...,w,n) — <v§/\---/\v£ wf/\---/\w£>£
offenbarr-fach multilinear und alternierend womit die Abbildung

T

<v§/\---/\v$,->£: <w§/\---/\w§) — <vf/\---/\v§,w§/\---/\w€>
linear und eindeutigbestimmtist. Hierzu verwendetman

dim (A, V*)") = dim (A V) = (")

r

und die Injektivitat® der Zuordnung

T

¢ —
<vl /\ PP /\ vf’ >£ | I:'Uf/\"'/\'l)& .

Analog zeigt sich, da fur fest gewahlte wy, ..., w, € V die Abbildung

4 4
E“’l/\“"\wr:(vl,.--,vr)'—> <Uf/\'--/\v€ wf/\.../\w5>

T T
r-fach multilinear und alternierendst, und damitist die Abbildung
<-,w§/\---/\w,§>5 : <vf/\---/\v§) — <v§/\---/\vf,u}f/\---/\w§>5

linear und eindeutigbestimmit.
Man hat somit also eine wohldefiniertesymmetrischéebilineare Abbildung

() AV X AV =R,

die fur » = 1 mit dem Pseudoskalarprodulauf V* Ubereinstimmt.

Es bleibt noch zu zeigen,daRR dieseAbbildung nicht entartetist. Seidazu(eq,...,e,) eine
Orthonormalbasisron V mit

1 falls i = j < n — Index(¢) ,
<e,',e}'>£ =< —1 falls : =7 >n—Index(¢),
0 sonst,

danngilt mit1 <oy < -~ <2, <nundl <5 <--- <y, <n:

T

3 & ¢ ¢ _ i .
<6i1 A A eir’e;’.] A A 6fr>£ = det <<61k’6}l>£)k,l=l
_ {ﬂ falls {i1,....7%} = {j1....,jr},
0 sonst.

Da {efl A A efr \ 1<n<---<y < n} eine Basis von A, V* ist, folgt damit die

Behauptung.

16 vgl. dazu[22].
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Definition 5
Essei(v],...,v,) eineBasisvon V* undfur 1 <r <n seienF.G € A, V* mit
I = Z Fkl,...,kr . (vzl A A vzr) ,
1<ki<--<ky<n
G = Z le,...,kr . (vzl AN A vzr) .

1<ki<-<ky<n

Das (durch dasPseudoskalarprodukt auf V induzierte)Pseudoskalarprodukt von F' und &
ist définiert durch

(F.G)e = Z i, i, - Gii,...j, - det <<Ufkavfl>5)

1<y < <ip<n
1<y < <yr<n

Speziellfir » = 0 und o, 8 € AgV* = R sei <a,ﬂ>€ = a- 3.

T

k=1

Bemerkung

a) Wie bereitsgesehenst dasPseudoskalarproduktiternierendeMultilinearformenwohl-
definiert,alsoinsbesonderenablangigvon der gewahltenBasisvon V*, und stimmt fir
r = 1 mit demdurchdasPseudoskalarprodukt auf V induziertenPseudoskalarprodukt
auf V* Uberein.

b) Fur r» = n ist dasobige Produktdie eindeutigbestimmtebilineare Abbildung auf dem
1-dimensionalervektorraumA, V*, so daf3 fur jede Orthonormalbasisge, .. ., e,) von
V gilt:

(TN Nep el Ao A e:;)g = (—1)Index(£) .

nI

c) IstaufV ein Skalarprodukgegebenso ist auchdasobendefiniertePseudoskalarprodukt
auf A, V* positiv definit.

d) Fur eine Orthonormalbasise, ..., e,) von V mit

1 falls : = j <n — Index(¢) ,

<e,-,e;,->€ =< —1 falls i=j>n—Index(¢),
0 sonst,

und
F= Z F(ekl,...,ekr)-(ezl/\---/\ezr),
1<ki1< <k, <n
G = Z G(ekl,...,ekr)-(ezl/\---/\ezr)EA,«V*

1<ki<-<ky<n

erhalt man wegen

e, =

ef falls : < n — Index(¢) .
¢ falls i >n— Index(¢)

fur das Pseudoskalarprodukton F' und ¢

(F,G)e= Y Flei,.....ei,) Glei.....ei,)

1<i1<-<1,<n
] (_1)#{ke{l,...,'r}|ik>'n—1ndex(£)} .
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Vorbemerkung (zur folgendenDefinition)

Far 0 < r,s < n mit r + s < n seienMultilinearformen F' € A, V* und H € A, V*
gegeben. Dann ist die Abbildung

Urp: AV — R
Gr—Vpp(G):=(FANG H)

offenbarein linearesFunktionalauf A, V*. Da dasobendefiniertePseudoskalarprodukiicht
entartetist, gibt esnun eine eindeutigbestimmteMultilinearform 7 5 € A, V*, sodal3gilt:

Upp(G)=(FAG H);=(G Iru), VGeAV".

3
Man erhalt damit eine Abbildung
L Apg sV X AV — AVY
(H,F)— «H,F):=1Ippy.

Definition 6
Fiurn > r > s > 0 definiertman dasinnere Produkt durch

L AV X ALY — AV
(F.G)— 1o F = ((F,G) .

Lemma 3
Das innere Produktgerigt der folgendenrekursivenVorschrift:

Q) FRaro<r<n,Fe AV unda € AgV* =R ist
o' =a- .
(2) Fur F,G € AqV* = V* ist
el =(F,G) .
@) Furt <ry,ro <mn, Fr € AV, Fr € ALV undG € AjV* st
G(FyANFY) = (gF)ANFo+ (=1)"Fy A (g Fy) .
@) Furo <rq,ro.s <mmitry+ry <s,Gy € A,V Gy € AL,V undF € A V" ist

LGl/\GgF - LGQ(LGI F) *

Bewels:
1) Fura € Rund G, H € A V* qilt:

= 1o H = aH .

2) Fur F.H € A\ V* unda € R qilt:
<FAO¢,H>€:O£<F,H>€:<O¢,<F,H>€>
= LFH:<F,H>£.

§
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3) Es reicht, diese Eigenschaftfur Basiselemente:; A --- A e der Multilinearformen

beziglich einer Orthonormalbasiseq, ..., e,) von V mit
1 falls : = j <n — Index(¢) ,
<e,-,e}->£ =< —1 falls i=j>n—Index(¢),
0 sonst,

nachzuweisen.Sei dazu
F=ep, Gi=e¢p, /\---/\ezTJrS_1 \
Hy:=e€ N---Ne , H=e€ N---Nej

Tr41 trgs °

Dann qilt:

(F'AG Hy A Hy) = <e}2/\ e N Nep e A Aef >5
Dieser Ausdruckverschwindetur dannnicht, wenn gilt:

¢ #{ila---air—l—s} =r+ s und
d {kaklau'ak'r-l-s—l} - {ila---ai'r—l—s} .

Andererseitserhalt man mit obiger Regel (3):

r+s
(A ) = 30 () ewser) (e Ao n e A ner)
j=1

Damit verschwindet((, « (1 A H3)), nur dannnicht, falls gilt:

o #{kl,...,k,«+5_1}:7“—|—5—1,

e ke {i,...,ir4s} und

o {kl,...,k,«+s_1} = {il,...,ir+5}\{k} .

Dadie Bedingungenunterdenendie beidenAusdiiicke notwendigerweiseerschwinden,
offenbaraquivalentsind, geriigt die BetrachtungdesFalles,in dem (F' A G, Hy A Hg)5
und (G, cp(Hy A Hy)), nicht verschwindermussen.Die obigenBedingungerseienalso
erfullt, undesseik = ¢, fureiny € {1....,r + s}. Danngilt:

—1 le{k,....krye—1}|[l>n—Index
(G.op(Hy A [—]2)>5 = (=1)7"- <6k,6k>5'(—1)#{ €f{ +a—1}[1> (&)}
( ki .. kygs—1 )
-sgny o ~ )
(A TP 2 TP P
und andererseits

<F A G, Hl A ]_12>5 _ (_1)#{j€{i1,...,ir+s}|j>'n—lndex(£)} ) Sgn(k’ kfl ce k1~—|—s—l) .

21 ... ir+5
Damit folgt:
<F NG, Hy A H2>€ = <G, LF(Hl A H2)>€ ,
undda:r(Hi A Hs) eindeutigbestimmtist, ist die Regel(3) verifiziert.
4) Es gilt:
<G, LF1AF2H> = (Fl A Fg) A G, H)g
= (1A (F2 A G),H)g
NG, LF1H>€
G, LFQ(LFIH)>€ .

P N N Ny
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Bemerkung

a) FalRtmandie aulRereMultiplikation mit F' € A;V* als Abbildung

(FAN) AV — AV
G— FANG
auf, soist dies die zur innerenMultiplikation mit F
tp o Ny sV — AV
Gr— 1pG = 1(G,F)

adjungierteAbbildung beziglich desPseudoskalarproduktés -)5. Esgilt alsofur zwei
MultilinearformenGG € A, V* und H € A, 4 V*:

<F/\ G, H>€ = ippaH = Lg(LFH) = <G, LFH>£ .

b) Mit derobigenrekursivenVorschrift zur BerechnungdesinnerenProduktedolgt dessen
Distributivitat ausder Bilinearitat des Pseudoskalarproduktés:
Furr > sund F, F' € A, V*, G, G € AV*, u, i € R qilt:

L(“G+“:G/)F = L(“G)F + L(“/G:)F
=p-gF+ 4 o F
und
Lg(,uF + ,u'F') =1q(pF) + Lg(,ulFl)
=p-1gF +p - gF .

Beispiel

Essein > 5 und (eq,...,e,) eineBasisvon V.

Mit &, = <e§,e§>£ (fo.) <e,-,ej)€, 2, = 1,....n, gilt dann:

Lt net <6§ Aci A 6§)

<Le§6§) A ei A e§ — e§ A <Le§ <e§ A eé)))

= Lt <513 : 65 A 6§ — 6§ A <514 : 6§ — 65 : 515))

=624 &3 6§ — o5 &13 65 — €23 €14 6§ + 23 €15 65 + o5 &14 6§ — a4 &5 6§
= (&14 €25 — &5 524)6§ + (&15 §23 — &3 525)65 + (&13 €24 — Cua 523)6§ -

Bemerkung
Beziglich einer Basis(¢7, . ... e},) von V* und Basen

{es Ao Ael |1 <ji < <jr<n}vonA, V", 0<r<n,

berechnetsich dasinnere Produktvon

F= Z F(ekl,...,ekp)-<ezl/\---/\ezp)EApV*,
1<k < <kp<n
G = Z G(ekl,...,ekq)-<ezl/\---/\ezq) € ANV”

1<ki<-<kq<n
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fur ¢ < p wie folgt:

o = Z G(ejl,...,ejq) Le* O -+ 0 Lgr

. . Jq 72
1<ji << jg<n

OL6;1< Z F(ekl,...,ekp)-621/\---/\62?)

1<ki<-<kp<n

= Gle; ...6‘)L*O---OL*
Z (]1’ 1V 1a) V€5, €js

1< << gq<n

OLﬁL( Z F(ekl,...,ekp)

1<ki<-<kp<n

4
-1 * * * "y *
. (—1) '<6j176kl>5'6k1/\"'/\ekl/\"'/\ekp)
=1
*
= Z G(ejl,...,ejq)-F(ekl,...,ekp)- Z <e]-1,
1<51 < <gg<n 11,00 Ip¥=dkq,..., k
1<k <--<kp<n {l lqi}<<{~<llp P}

li,...,1
* * 3 ) s 'p * *
.<e]~q,elq>£- mgn(kl,.”’kp) €lot1 /\.../\elp.

Fur den Fall, da3(e7, ..., e;) die duale Basiszu einer Orthonormalbasige;. . . .

VY ist, ermalt man:

gl = Z G(ejl,...,e]-q) .F(ekl’_._’ekp)

1<k <--<kp<n
1<51 < <9g<n, 1<7441 < <yp<n

{]1 44444 ]P}:{kl 44444 kp}

le{1,...¢}|ji>n—TInd : Jlseees]
(—#liEtt il “ex“)}'Slgn<k1,...,ki)63"q+l

Bemerkung
a) Fur Fi, F, € AV* gilt:
<F17F2>£ = <Fl A 17F2>£ = <17LF1F2>£ = LF1F2 3
und somit folgt die Symmetrie:

tp oy = (Fr, Fa) e = (B2, P = ep P

,€y) VON

*

b) Fur eineBasis(ey,....e,) von) mit zugerﬁ')rigerf-Basis(ef, .. .,eﬁ) von V* und

Fl:ale5 Ao A€ ,ngage5 /\---/\GiEApV*

i ip J1 J
erhalt man speziell:

— 3 3
LFIFQ—Oq-LefPO---OLefl<Oz26]-1/\"'/\6]-p

p ——~—~
= QL Ot 0 (Z (—1)k_l<6i1aejk>g efl A A efk ARES

ip 19

k=1

=...= 0109 Z sign(o) <e,'l, 6j0(1)>5 ceen <e,'p, e]'a(p)>5
oESy

p
= ajas det ((Gik, e]'l>€>

k=1

= (F17F2>£: <F27F1>£ :LFQFI :

p

¢
/\e]-p

)
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[.3.4 Orientierung und kanonischen-Form

Definition 7
Essein > 1 und ‘B die Mengeder (geordnetenBasen(vy,...,v,) von V.
Fur zwei Basenv = (vq,...,0,),10 = (wy,...,w,) € B sei

n

-1
T= <(Sij)Zf=1) mit w; = Z‘Sjivf ,r=1,...,n

=1
der Basiswechsel.Dann heifenv und tv

» gleich orientiert, wenndie Determinantelet (7') desBasiswechselpositiv ist,
* entgegengesetzt orientiert, wenndie DeterminantedesBasiswechselsegativist.

Durch die (offensichtliche)Aquivalenzrelation,gleich orientiert erhélt man eine eindeutig
bestimmte(disjunkte) Zerlegungder Basenin zwei gleichmachtigeAquivalenzklassen

B=B,UB_,

so daBfur ¢ € {+,—} je zwei Basenv, v € ‘B, gleich orientiert sind. Diese beiden
Klassenheil3endie Orientierungen auf V. Die Elementev € B, heiRenpositiv orientiert,
die Elementev € *B_ negativ orientiert.

Ein orientierter \ektorraum ist ein Vektorraum)’ mit gewahlten Orientierungen, U B _
auf V.

Bemerkung
Die Bezeichnungnmit 8 (*B_) sowie mit positiv (negativ)ist dabeiwillk trlich und kann
ebensoausgetauschiverden.

Schreibweise
Fir einen orientiertenVektorraum) bezeichne

BV) = BL(V)UB_(V)

die Zerlegungin positiv orientierteund negativ orientierteBasen.
or: B(V) — {—1,+1} seidie durchdie OrientierungeindeutigbestimmteAbbildung mit

41 fallsveBL(V),
or(v) = {—1 falls v € B_(V) .

Da durch Auszeichnungeiner Orientierungauf einerBasisv € B(V) eine Orientierungauf
ganz) festgelegist, wird im folgendereineOrientierungauchdurch(v. ) mite € {+1,—1}
und or(v) = ¢ bezeichnet.

Vorbemerkung (zur kanonischen:-Form)
Fur eine Basis (v1,...,v,) von ¥V mit zugeldriger ¢-Basis (vf,...,vﬁ) von V* sowie
&j = <v,-,v}->€ laikt sich wegen

0% oA Ao

= 0 (vf A Avfuf A A = det (6],
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einen-Form E¢,, .,y € A,V* definierendurch

1
= VA A

det (fi;i)Z;;zl‘

1
Eogom) (0150 0vn) = <E('vl,...,'vn)7E('vl,...,'vn)>€ = W det (fz}) ==x1.
Fur eineOrthonormalbasisey, . . ., ¢, ) von V' erhélt mandenZusammenhangit demindex
des Pseudoskalarproduktgs In diesemFall ist
E(el,...,en) = ef A A 6,,51 — (_1)Index(5) 61‘ A A 6,,*1

und man erhalt:

<E(el,...,en)7E(el,...,en)>€
— <61’61>€ Ceee <6'nae'n>€ _ (_1)1ndex(£) .

Nun ist einen-Form £ wegendim(A,,V*) = 1 durchdie Gleichung
g E = (_1)Index(£)

bis auf dasVorzeicheneindeutigbestimmt. Daherwird £ nochfolgendermalRemormiert:

Definition 8

a) Auf V seieine Sandard-Orientierung dadurchfestgelegt,daf eine beliebige,aberfest
gewahlte Sandard-Orthonormalbasis

bs:=(e1,...,en) €B

als positiv orientiert definiertwird, esseialsob, € B .
b) Die kanonischen-Form F € A, V* aufV ist die eindeutigbestimmten-Form, so dal3fir
jede positiv orientierteOrthonormalbasise’, . .., e, ) € B gilt:
E(e'l, c.e ) = (—1)Index(£) )

rn

Bemerkung

a) Wegendim (V) = n unddim (A,V*) = 1 ist ' als Vielfachesder Determinantenform
durch die obige Definition eindeutig bestimmtund wohldefiniert. Mit der gewahlten
Standard-Orthonormalbasgilt dabei:

E= ef Ao A€l

n

dennfur jede positiv orientierteOrthonormalbasise, . .., e),) € B ist
E(e'l, el eil) = det <ef (6;))1',3‘:1 = det <<e,-, 6;>5)i,j:1 = (—1)Index(£) )

Es gilt also insbesonderauch:

E= () A A ()
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b) Man erhalt mit der gewahlten Standard-Orientierung
B, — {(vl,...,vn) € B | (<)M Bluy v, > 0} ’
B = {(vl,...,vn) €B | (—1)™MNO . Bluy, .. vy < o} ,
dennfiur v; = Zlaj-e}-, i=1,....n, gilt
}:
E(vi,....vn) = Z 01111""'Ol?n'E(eil,---,ein)
{1 ,in y={1,...,n}
Index 1\ "
= (—1) (5) - det (af)i,j:l s
die DeterminantedesBasiswechseldat also dasentsprechend®orzeichen.
c) Im Fall ¥V = R" mit Standardskalarprodukind -Orientierungmif3t F(v1,...,v,) das
orientierte Volumen desvon v4,....v, aufgespannterParallelotops. Deshalbwird F£
auch Volumenform genannt.
Man erhélt in diesemFall fir v; = - alej, i = 1,...,n:
j=1
E(vi,...;on) = (€] AN ANep)(v1, ..., 0p)
= det <af) = \/<v1/\---/\vn,v1/\---/\vn>
1=
und inbesondere
Eler,...,en) =(E, E)=1.
Definition 9

Eine Orientierungauf V induziert eine Orientierungauf (n + 1)-Tupeln affin linear un-
abhangigerPunktein M sowie auf von diesenPunktenaufgespannten-Simplizes:

a)

b)

d)

Seienh. . ... P, € M affin linear unablangigundv; := PoPi eV furi = 1,....n.
Dann heil3tdasgeordnete(n + 1)-Tupel (P, .... Py)

» positiv orientiert :< (vq,...,v,) € By,
* negativ orientiert :< (v1,...,v,) € B_ .

Eine Orientierung des Punktraums M ist die durch die Orientierungdes zugeldrigen
Vektorraumsinduzierte disjunkte Zerlegungder Menge geordneter(n + 1)-Tupel affin
linearunablangigerPunktein M in die Mengepositiv orientierterund die Mengenegativ
orientierter (n + 1)-Tupel.

Sei V' ¢ M einekonvexeTeilmengemit aff(A') = M, dannheil3t eine bijektive affin
lineare Abbildung @ : V' — ®(N) ¢ M

» orientierungserhaltend (oder orientierungstreu), falls L die Orientierungvon V
erhalt, wenn also mit ¢ € {+,—} fUr eine orientierte Basis (vy,...,v,) € B,
stetsauch(Lg(v1),..., La(vy)) € B gilt, und

» orientierungsumkehrend , falls ® nicht orientierungserhaltentst.

Ein positiv (negativ) orientiertes n-Smplex ist ein orientiertes:-Simplex{(( Py, . ... P,)),
dessen(n + 1)-Tupel (P,..., P,) der Eckpunktepositiv (negativ)orientiertist.
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Bemerkung

a) Fur eineBasis(vy,...,v,) vonV gilt:

® ist genaudannorientierungserhaltendyenn gilt:
Sign(E(Lq)(’Ul), <. 7L<I)(v'n))) = Sign(E(vla <. av'n)) s
® ist genaudannorientierungsumkehrendyenn gilt:

sign(E(Lg(v1), ..., La(vy))) = —sign(E(vi,....v,)) .

b) Die durch die Orientierungauf V' induzierte Orientierungauf Simplizesist mit der
Definition in Kapitel 1.1.3 auf Seite 15 vertraglich.

Seidazuo : {0,...,n} — {0.....n} eine Permutation,(/y,..., P,) ein geordnetes
(n + 1)-Tupe|,v,- =P, — Fy €V undw,; := Pa(i) - PJ(O) evifur:=1,...,n.

Ist 0(0) = 0, sogilt w; = Py — Py = v, fur 2 = 1,...,n. Damit hat die
Determinantedes Basiswechsels/on (v1,...,v,) nach (wi,...,w,) das gleiche
Vorzeichenwie die Permutationo.

Es geriigt nun, die (ungerade)Permutation

(Pa((])a"'apa('n)) = (P17P07P27---7Pn)

zu betrachten,da sich fur jedesy : {0.....n} = {0,...,n} mit x(0) # 0 die
Permutationder Eckpunkteals Verkettung

(Po. Pr.... Pu) ~ (Po. Pygoys Pas - o Pugoy—1- Pty Pugoygas- - Pu)
> (Pyo)s Pos Pas oo Pugoy—1- Pty Pugoygrs- - Pu)
> (Pyys Puqrys - -+ Pugn))

schreibenl@it. Damit gilt:

(w1, ..., wy) = (—v1,—01 + v2,...,—V1 + vy) .
Folglich sind (v1, ..., v,) und (w1,...,w,) wegen
-1 =1 --- -1
det 1 . =—1
| 1

entgegengesetarientiert.

c) Zur Wahl einerOrientierungbestehtauchdie Moglichkeit, von geordneterin + 1)-Tupeln

affin linear unabkngigerPunkteauszugehemnd als AquivalenzrelationgeradePermu-
tationensolcherTupel zu betrachten.Auf diesemWeg induziertein positiv orientiertes
n-Simplex{(( P, ..., P,)) einepositive Orientierungeiner Basis <P0731, ceey Pg?n) und

damit auf dem zugeldrigen Verschiebungsvektorrausowie auf dem von den Punkten
aufgespanntemffinen Punktraum.

Im folgendenwerdenOrientierungenauf Punkt@umenund Orientierungerauf den zu-

gelorigen Verschiebungsvektagiumensynonymbehandelt.

d)
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[.3.5 Die Dualitatsabbildung

Der Zusammenhang
. o (7Y n! B n L .
dim(A, V") = <r) = 7(71 T (n - r) = dim(A,—, V")

zeigt, dal3die Vektoriaume A, V* und A, —, V* identifiziert werdenkdnnen. Dazu soll nun
ein von ¢ abhangigerlsomorphismuseingefihrt werden:

Definition 10
Die Dualitatsabbildungist fur 0 < r < n definiertdurch
* =k AV — Ay VT
Fr— xF:=.pF .

Bemerkung

a) Die Dualitatsabbildungst ein Isomorphismusalsoinsbesonderdijektiv:
Dazusei(eq,....e,) eineOrthonormalbasivon ¥V und0 < r < n.
Fur ein Basiselement

efl/\---/\efre {efl/\---/\efr ‘ 1§j1<---<j,«§n}CA,«V*
und {1, ..., %, 0041, 25} = {1,...,n} erhalt man:

*(eg/\---/\efr):u gE:Lego---oaeg <e§/\---/\e§)
7Y 29

21 ell/\---/\elr
_ i1...1
= mgn( - nn) (€5, 61'1)5 ----- (€, eir>€ <6§r+l Ao A efn) .

Folglich ist die Dualitatsabbildungeine Bijektion der Basiselementeind somit ein Iso-
morphismusder Vektoriaume.

b) Der Name ,Dualitatsabbildungy ist motiviert durch die Moglichkeit, vermbge der Ab-
bildung

[,G]: A,V — R
F—[F.d]

fur G € A,_,V*, wobei [F, G] durchdie Gleichung
FAG=[F,G]-E €A V*

eindeutigdefiniertist, den VektorraumA,,_, V* als Dualraumvon A, V* aufzufassen.
Mit denim Anschlu3aufgefihrten Eigenschafterd) und b) erhalt man

FAG = (—1)m=+dex©) p a 4@))
_ (_1)1"(n—1")+1ndex(£) LF a. B :

folglich ist

[F, G] _ (_1)1"(n—1")+1ndex(£) ix G
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Lemma 4 (Eigenschafterder Dualitatsabbildung)
a) Esqilt:

x1=F,

«F = (_1)Index(£) .
b) Fur F' € A V* gilt:

*(*F) _ (_1)1"(n—1")+1ndex(£) P

c) Beziglich obigen Dualitatsbegrifes sind innere und auf3ereMultiplikation zueinander
duale Abbildungen,dennfur F' € A, V*, G € AJV*, r < n — s qilt:

tp(xG) =*+(GAF).

Man hat also ein kommutativesDiagramm:

AVE A ALY

* ] ®) * ]

A'n—sv* - A'n—'r—sv*
d Fur F.G € A V* qilt:

FA*G=1pG-E=GA+F = (=)™, (+xG)- E .

a) Anwendungder Definition:
xl=nk=1-F,
oF = 1B = (_1)Index(£) .
b) Sei(ey,...,e,) eineOrthonormalbasison V. Mit &;; := <e,-,ej>£, i,7€{l,...,n},und

F= Z Fleiy,....e;)ef N---Nej |

1<i1<-<1,<n
E= (=M@ er p o per

erhalt man:

1<i1<-<1,<n
. 1 ...0p
.slgn< 1n) 'filil"'firir .GZ‘T_H /\.../\ezfn)
= Y Flei.o.ei) i i,
N —’

1S1]<<1r§'n Index
(_1) (¢)

. 1 ...t . I M SR
- s1gn " - s1gn t " i -efl Ao Nep .
1...n 1...n r

(_l)r (n—r)
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c) Fur FF € A, V*, G € AV, r < n—s gilt:
LF(*G) = LF(LgE) —1aoap = *(G A\ F) .

d) Seien F,G € A, V+. Durch Anwendungder schon bewiesenenRechenregelrund
Ausnutzungder Symmetriedes Pseudoskalarproduktesmd damit desinnerenProduktes
zweier alternierendeMultilinearformen gleichenGradeserhalt man:

FAxG = (—1)Index(£) *x(F A xG) = (—1)Index(£) * (LEpsG E)
—_——— ,
€AV €R

_ (_1)Index(£)(LFA*GE) B
Es folgen die zu beweisendendentitaten:
FA+G = (=)™ o(rE) - B

(_1)Index(£)L*G «F.F
(_1)Index(5)L*F «G-F ’

F A+ — (_1)Index(£)—|—'r('n—'r)(L*GAFE) " E
— (_1)Index(£)+'r('n—'r)(LF(* * G)) . E
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1.4 Affine r-Formen

.Dieses Prinzip ist so vollkommenrallgemein,dalikeine
Anwendungmiglich ist.”

Geoge Polya

Eswerdenaffin polynomialer-Formenalsaffin polynomialeAbbildungenvon konvexenTeil-
mengenaffiner Punktédumein denVektorraumder r-fachenalternierendemMultilinearformen
Uberdem zu dem affinen Punktraumgelbrigen Verschiebungsvektorraumingefihrt. Affin
polynomialer-FormenerstenGradesalsoaffin lineareAbbildungen,heil3enaffine r-Formen.
Alle weiterenBetrachtungererfolgenim Hinblick auf die Anwendungund die damit ver-
bundeneNotwendigkeit,den Raumder affin linearenFormennicht zu verlassenum so die
Moglichkeitzu erhalten die Abbildungenals eindeutigbestimmtenterpolierendamit in affin
linear unabl&ngigenPunktengegebeneerten zu identifizieren. Dabeiwerdennebenden
von alternierenderMultilinearformen durch punktweiseBetrachtungvererbtenOperationen
die aul3ereAbleitung, die mittels eineraffin linearenAbbildung zurickgeholteForm und un-
ter VerwendungdesHodge-Operatorgjer punktweisedurchdie Dualitatsabbildungdefiniert
wird, die Koableitungals Verallgemeinerungler Divergenz eingefihrt.

[.4.1 Grundbegriffe

Im folgendensei M ein n-dimensionalerPunktraum,) der zugelorige Vektorraumder
Parallelverschiebungeumnd S, fir » € N die Mengeder Permutationervon {1,...,r}.

Definition 1

Essei N C M einenichtleerekonvexeTeilmengeund/ derzu aff(N') getbrige Verschie-
bungsvektorraum.

Eine affin polynomialer-Form vom Gradq auf V' ist eine affin polynomialeAbbildung
n: N — AU

vom Grad q.
QI(N) bezeichnetlie Mengeder affin polynomialenr-Formenvom Gradq auf V.

Eine affine r-Form auf V' ist eine affin polynomialer-Form vom Grad 1, also eine affin
lineare Abbildung

w:N —= AU

Mit Q, (V) := QI(N) wird die Mengeder affinen »-Formenauf A bezeichnet.
Furw € QI(N) und P € N ist der Wert von w an der Stelle P definiertdurch

wp:=w(P) e AU .

Da V' stetseine maximaldimensionalé&onvexe Teilmengein aff (\) ist, seiim folgenden
zur VereinfachungV" als maximaldimensionain M angenommenes seialsoaff (A) = M
und U = V.
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Bemerkung

a) QYN ist ein R-Vektorraumvermbge der Vektorraumoperationeim A, V*:

(aqwi + agwa) p i= g (w1)p + a2 (w2) p
Vwi,wy € Qg(./\/’), ar,a9 €ER, PE N .

b) Fur ¢; < ¢ ist Q' (V) C QF(N') ein Untervektorraum.
c) Furw € Q4(WN) dgilt:

wiN = AV =R,

Qd(N) ist also die Mengeder affinen Polynomef : V' — R vom Grad g , speziellist
Q0(N) die Mengeder affin linearenAbbildungenvon A" nachR.

d) WegenA,V* = AgV* = R gilt die obige Aussageentsprechendiir w € O (N).

e) Furr > nist A,V* = 0 und damit auch

QN)={f:N—=0}=0 V¢g>0.

Lemma l

a) Sei(v],....v}) eineBasisvon V*. Dannist die Menge(dvy, ..., dv}) mit

dvf : N — M V*
Pr— dvi(P) = (dv])p =]

eine Basis des Vektorraumsder konstantenl—Formen((\).
b) Es qilt:

dim (Q1(N)) = n?4n.

Beweis:

a) Fur die konstanterund damitinsbesonderaffin linearenAbbildungengilt offenbar

dvf € ((N)={w: N = V*|waffinlinear} , i=1,....,n.

Die Basiseigenschafiier Mengeder (konstanten)l-Formen(dvy, ..., dv}) folgt unmit-
telbar aus der punktweisenDefinition der Vektorraumoperationeauf Q(N') und der
Basiseigenschafton (v, ....v}).

b) Aus

(V) = ATV, A V) = AT(M, A V)
erhalt man mit der Folgerungauf Seite 25:

dim (U (V) = (n + 1) - (”

1):n2+n.
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Definition 2
Furwy; € QI'(N), ..., w0, € QI (W) ist dasauRee Produkt

(w1 A Awy) € QUtTar (N
definiert durch

(Wi A Awp)p :i=(wi)pA--A(w)p VPEN.

Bemerkung
FUr wi,...,w, € Q(N) mit

#{J e{l,....r}w; € Q(I](./\f)} >r—1
(esdarf alsohochstensein w; nichtkonstansein)ist dasauliereProdukteine affine r-Form:

(Wi Ao Awr) € Q(N) .

Folgerung
a) Fur eineBasis(v],....v:) vonV* und1 < r < n ist
{dv;/\---/\dv;fr 1<n<--<yr §n}

eine Basis des Vektorraumsder konstanten--FormenQ?(A\).
b) Mit denFormelnvon Seite 31 und Seite 39 erhalt man:

dim (@40) = dim (P AV = (1) (1) =

und speziell

dim (2, (V) = (n + 1)(”) .

r

Schreibweise
Furw € QHN) und P € NV istwp € A, V*, alsogilt:

wp = Z Qi (P) -0l Ao Nof

1<i1<-<1,<n

= > i (P (o) p A A ()

1<i1<-<1,<n

und folglich

w= Z iy ,oiy - dvf A Ndo

1<y <<1,.<n

mit affin polynomialenAbbildungenvom Grad g :
iy N =R 1< <<y, <n.

(Im Fall w € Q,(N) sind dies affin lineare Abbildungen.)
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Definition 3

Fur wi € O (V) undw, € Q2 (V) ist dasauRee Produktwr A wo € Q7 T%(\) definiert
durch

(Wi Aw2)p == (wi1)p Aw2)p € Ap4, V" VP EN .

Bemerkung
Furw € Q, (V) , n € Q4(N) seiw|y konstantodern|y konstant.
Dannist dasaufRereProdukteine affine (r + s)-Form:
w/\n EQ',«+5(./\/’) .
In den Fallen
n e QN), feQV)
n €N, feN) =

f:N — R| f konstan} sowie

{
{f: N — R| f affin linear}

erhalt man speziell:

fAn=f-n=nAfeQ(N).

[.4.2 Zur tickgeholte Form und auf3ere Ableitung

Definition 4

Es seien N ¢ M und AV ¢ M’ maximaldimensionalekonvexe Teilmengen affiner
Punktéumemit zugetorigen Verschiebungsvektdgiumen) und)V’. Weitersei® : N/ — N
affin linear und es seiw € QF(N).

Die mittels® zuriickgeholteaffin polynomialer-Form ®*w € Qf(A”) ist definiert durch

(@*M)Q(m,...,v,«) = we(@)(La(vi), ..., La(vy)) VQ € N v, oo eV,

Definition 5
Esseien\’, M und) wie oben,undesseiw € Qf(N'). Weiter sei die Abbildung

Fy N — M, 1 V*
Pr+— F,(P)=Fulp
definiert durch
Fulp(vi,ve, ... vp01) = (Dw|p)(v)(ve,....v01) VP EN, v1,...,0,41 €EV.
Dannist die aul3ee Ableitungdw € Qﬂ;}(]\f) von w definiertdurch

(dw)p :==(r+1)-Alt(F,|p) VP € N .

Bemerkung
Furw € QIN) und P € NV ist Dw|p € Hom(V, A, V*). Damit ist die Abbildung

Filp: V'™ SR

in jeder Komponentdinear und in denhinterenr Komponenteralternierend.
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Folgerung

a) Istw affin linear, alsow € Q,(N) mit der (eindeutigbestimmten)zugelrigen linearen
Abbildung L, : V — A, V*, soist die obendefinierte Abbildung F,, konstant. Daher
setztmanin diesemFall F, € M, V* mit

Fu(vi,va, ... v041) 1= Ly (v1)(ve, .o 0pg1) Yor,... 0040 €V,
und esgilt fur die auRereAbleitung dw € QY (N) C Q41 (N) vonw :
(dw)p=(r+1)-Alt(F,) VPeN .

b) Mit der Folgerungauf Seite41 erhalt manfir w € QI (N) :

(dw)p(vi,....vr41) = i Z sign(o)

|
(r+1)! el

) (Dw|P) (va(l)) (UO'(2)7 e va('r—l—l))
= Z sign(a) (Dw|P) (va(l)) (UO'(2)7 <o 7’00(1"4—1))

TESr41

o(2)<--<o(r+1)
r+1 _

=> (=)™ (Dw|p)(vi) (1., By )
1=1

VPEN, ViyeooyUpg1 € V.

Im affin linearenFall, alsofir w € Q,(AN') erhalt manentsprechend:

r+1
(dw) p(v1.. . veg1) = Y (=1 Lo(oi) (o1, ..., B, org)
. VPeN, vi,....o,.41 €V .
Lemma 2
Essei(vy,....v,) eineBasisvonV, (v],...,v}) die zugeldrige dualeBasisvon V* und
w= Y i dvf A Advf € QUN)

1<y <<1,.<n

mit affin polynomialenAbbildungen
Q4 iy N =R 1<y <<y, <n

vom Grad q.
Dann gilt die Koordinatendarstellungler &uf3een Ableitung

n

dw = Z Z (Daviy,.q, )(v5) dv Advj A=+ A dv]
1<p1<-<1,<n \ y=1
Bewels:
Es gerugt offenbar,die Behauptungr eineneinzelnenSummanderzu beweisen.Sei also
W=« dv;-*l Ao A dv;-*r , P ¢ N undwy,...,w,41 € V. Durch Einsetzervon

n n

(Dol p)(wi) = (Dw|p) | D () (wi) - vj) | =Y (i) - (Dol p)(v;)

j=1 j=1
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erhalt man:

dop(wis... wr41)

r+1
_Z H—l Dw|p)(w,)(w1,...,fu\,-,...,w,«_H)
'r—l—l
=3 (- Z (Dl P) ()01, - T 0 41)
1=1
n r+1
=> ) (- D)o (w;) - (D p)(vy) v A= Ao ) (w1, .., W5« Wy 41)
7=1 =1
n r+1
=3 > (=) i (wi) - (Dalp)(v;)
7=1 =1
vi(wi) e vl (wi) e vf (wrg)
- det : : :
vy (wi) vi (wi) v (Wrg1)
= (Dalp)(v)- Y sign(o) v} (we()) - v (we(2)) -+ 0F (We(rt1))
7=1 O'EST+1
= 3" (Dalp)(vy) - (v At A AvL) (w1, w,4)
j=1
= ( (Da|p)(vy) - (dv;f)P A(dvi)p Ao A (dvl) p | (wr, Wr41)
j=1
= ( Da(v;) dv;f Advi A A dv; (w1, Wr41)
=1 P

Folgerung
Fir eine affine r-Form

W= Z Qoo VTN - Ndvf € Q. (V)

11
1<n<-<i,<n

mit affin linearen Abbildungen
Gy N=-R ,1<y<---<4,<n
erhalt man entsprechendls Koordinatendarstellunger auderenAbleitung:

dw = Z Z Loy, i (vj) dvj Ndvi, A+ A dv;,

1<p1<-<1,<n \ y=1
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Bemerkung

Es seien N ¢ M und AV ¢ M’ maximaldimensionalekonvexe Teilmengen affiner
Punktdumemit zugeldrigen Verschiebungsvektatumen) und V'. Weiter sei (v1, ..., vy)
eine Basisvon V und (wy, ..., w,,) eine Basisvon V'

Schreibtman eine affin lineare Abbildung @ : A/ — A" mit Komponentenabbildungen

(P + w) = ®(P) + Lo(w) = B(P) + Z (Lo);(w) - v; |

so erhalt man fir

n= Z Qiy,.iy Ao A - Ndvf € QN

1<p<-<1,<n

und
dd; := Z (L) (wj)dw}, i=1,...,n
=1

die zuruckgeholteForm

= > (i, 0®)dd; A AdD; € QLN

1<i1<-<1,<n

dennesgilt fur @ € N’ undv = '21 wi(v) w; € V'
}:

(d9i)g(v) = i (La);(w;) (du) o(v)
- i (La);(1w;) - w(v)
= (La), (i wi(v) w}-) = (La)i(v)
- v:<L¢<:>> = (A} (La(v) (= (@ dv])g(v)) |
Rechenregeln

EsseienV c M. N/ c M, N’ c M" maximaldimensional&onvexeTeilmengenaffiner
Punktumemit zugeldrigen Verschiebungsvektaiumeny, V', V",

a) Furw, € QIN), + = 1,2,3 gilt:
(w1 Aws) Aws = wi A(wp Aws) (€ QBTRIR(N)) .
b) Furw € QFN), n € QYN gilt:

nAw=(=1)"wAn <€ ing(./\f)) )
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c) Fiurw € QNWN), n € QYN) qilt:

dw Am) = do A+ (=1)w A dy (€ QFEHW))

d) Furw € QYN gilt:
d(dw) = 0.

e) Firw e QF(N), n € QIN) und eineaffin lineare Abbildung @ : N/ — A gilt:
(A ) = B () A0 () (e EIW))

f) Furw € QF(N) und affin lineare Abbildungen® : N/ — A, U : A — A gilt:
UH@w) = (Bo0)'w (€ QUNT)).

g) Furw € QF(N) und eine affin lineare Abbildung ® : N7 — A gilt:

A(®* () = 0" (dw) (€ QT (V) .

Beweis. (Sieheauch[6, 9].)

a), b) folgensofortausdenentsprechendeBigenschaftemlternierendeMultilinearformen.
c) folgt ausder Produktregel

dla-p)=da-f+a-dp

und der Rechenregeb).
d) Firw = advi A--- Adv} € QY(N) qilt:

dw:d(a/\dvfl/\---/\dvfr) =da Ndv; N Adv]
= d(dw) = d(da A dvl A--- Advf ) =d(da) Advf A A do .

Nun folgt die Behauptungwegen

(d(da))|p(v,w) = D(da)|p(v)(w) — D(da)|p(w)(v)
= D(Da|p(v))(w) — D(Da|p(w))(v)

= D?%a|p(v,w) — D*a|p(w,v) .

ausder Symmetrieder zweiten Ableitung.
e) folgt ausder Definition von ®*w.
fy FurQ ¢ N undvy.....v, € V" qilt:

(@0 W)'w)(vr,... vp) = (<I>o\Il)(Q)(L<I>o\II(Ul) o Loow(vr))
(@) (La(Ly(v1)), ..., La(Ly(vr)))

( w)y(qg)(Lw(v1), ..., Ly(vr))

= (U*(P w)) (vl,...,v,«).
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g) Esseia € Q}(N) eine affin polynomiale 0-Form, (vi,...,v,) eine Basis von V,
(w1,...,wy) eine Basisvon V' und L = ((Lg)1,---,(La)s) in Komponentenabbil-
dungen. Dann erhalt man mit der Kettenregel:

d(®*a)=d(ao )

Z D(ao ®)(w;) dwj{

n

™

s
I
—
«
I
—

(Da(vi) o @) - (La);(w;) dwjf

o
=)

(Da(vi) o @) - Z (La);(w;) dwj

=1

-

«
I
—

(Da(v;) o @) dP,

v

«
I
—

o (i Da(v;) dv;-*)
_ 9*(da)

Die Aussagefolgt nun per Induktion far
w=wi Awy € QV(N) mit w1 € QIN), ws € Qf:z(./\/’)
unter Ausnutzungvon c) und e):

d(®*w) = d(P*wy A P*wy)
= d®*wy A D*wy + (—1)°0*wy A dD*ws
= O*dwy A DFwy + (—1)°D*wy A D*duws
= ¢ (dwl Awy+ (=1)°w A dwg)
= 0" dw

und aufgrundder Linearitat der Operatorerfur beliebigew € QF(N).

Definition 6

Essei M ein n-dimensionaleaffiner Punktraummit zugetorigem Verschiebungsvektorraum
Y und V' C¢ M eine maximaldimensionalé&onvexe Teilmenge.

Eine affin polynomialer-Formw € QI (N) heil3t

» geschlossen (& dw = 0,

e exakt:= dn e Qﬂﬂ(]\f) mit dn = w . (Die r-Formw besitzteine Sammform .)

Bemerkung
Eine exakteaffin polynomialer-Form ist stetsgeschlossendennfir w = dn gilt:

dw =d(dn)=0.
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Lemma 3 (Zwei Spezialtlle desPoincaéschenLemmas}’
Far » > 1 qilt:

a) Jedekonstanter-Form
W= Z Qi VTN - Ndof € Qg(./\f)

(28
1<p1<-<1,<n

ist exakt.

b) Jedegeschlossenaffine r-Form

w = Z iy iy VTN - Ndo] € QD (N)

1<i1 <<, <n
ist exakt.
Bewsis
a) SeiQ € NV undy furalle P € NV, wy,...,w,_1 € V definiertdurch

1 —
nP(wla"'aw'r—l) = ;wQ<QPawla"'aw'r—l) 3

dannistn € Q,_1(N) , dennfir Ay, A2 € R, P1, P, € N mit \y Py + Ao P2 € N gilt:
1
M Pt Ao Py (W15 wp—1) = - wQ((MP1L+ AaP2) — Q,wy,. .. wp—1)
1 — —
= WQ<)\1QP1 + QP wy, ... awr—l)
A1 3 )\2 -
= TL‘JQ <QPlawla' . '7w'r—l) + TL‘JQ <QP27wla' . '7w'r—l)

:)‘l'npl(wla---,w'r—l)‘l‘)\Q"I]PQ(U)],...’U),,«_I).
Nun gilt fur P +v € N

NP4y = NP + L,,(v)

und damit
L'n(v)(wla . '7w'r—l) = nP—l—'v(wla . '7w'r—l) - nP(wla . '7w'r—l)
1 - -
= —<wQ<QP—I—v,w1,...,w,«_1) —wQ<QP,w1,...,w,«_1))
,
1
= ;wQ(v,wl,...,w,«_l).

Mit der in Teil b) der Folgerungauf Seite 60 angegebenemarstellungder auleren
Ableitung gilt nun:

T

(dn)p(wr,...ow) =Y (1) T Ly(wi)(wy, ... Wy wy)

1=1
1 — : .
= ;Z(_l)leQ(U}i,wl,...,wi,...,wr)
1=1
:wQ(wl,...,w,«).

Die affine (r — 1)-Form ist also eine Stammformder konstanten-Form w .

17 Ein allgemeinerBeweisdesLemmasvon Poincag fur Differentialformenauf sternbrmigenMengenfindet sich etwa
in [6, 9]. Die hier betrachteterkonvexenMengensind natirlich stets sternfrmig, ebensosind alle betrachteteraffin
polynomialenr-Formendifferenzierbar.Daherist dasallgemeineErgebnisauchhier giltig. Da jedochfir die im nachsten
Kapitel zu untersuchendestiickweiseauf SimplexpolyedermefiniertenAbbildungenStammformerexplizit berbtigt werden,
wird an dieserStelle ein konstruktiverBeweisfir die im Blickpunkt stehenderaffin linearenSpezialélle angegeben.
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Fur ein @ € A undKoordinatenfunktionem, ..., 3, bediglich einerBasis(v1, ..., v,)
von V mit

QP =) pi(P)-vi YPEN
i=1
setztmanfurallel < i1 < -~ < ¢ <nundP € N :

(nzll,...,ir)p::l Qg1 (Q‘|‘—Q )

r

2 k+1 -
(i) p = zﬂzk VLA AT A AL

Dann gilt offenbar
’hllz EQO(N) 771'21 i, € Q1(N) und

Miv,.oir -= 7711, ol N ’711 ol € QE—I(N) :
Es gilt:
(d’rhl,;lr)P = (dnlll,,lr)P /\ (nfl,,lr)P + (nlll,,lr)P /\ (dnfl,,lr)P
1 & 7
= ; . r _I_ 1Lazl 44444 iy ('U]) v]
7=1
A (Z Bin(P) (=1 F o Ao AvE A A )
k=1
+ - oy, ’“(Q—I_T—T—lQ ) revg Ao Aop
1 n T k 1
= >N Loy, () Bi(P) (=)
r+1
=1 k=1
VEAVE A AOE A A
+ (azl, ,zr(Q) + ‘T‘l Qi iy <Q_p)) vz A Awv
Aus
dw = Z Z Lo, . (vj)dv; Advi A= Ndvj =0

1<i1<--<1,<n j=1
folgt nunfur alle P € N undwy,...,w, € V :

(]:d(.uQ<Cﬁ3 wl,...,w,«)

_Zﬂz de vzawla---aw'r)

:Zﬂ,-(P) Z ZL% 44444 o (0))
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Es gilt also:

Insgesamterkalt man fur

ni= > Wi (€97, (V)

1<i1<-<1,<n
das Ergebnis:

dpp = Y (i) A (i) p

1<i1<-<1,<n

1 < ; ;
= ) (r—k—l;L“” 44444 o (05) Bi(P) vi, Ao Avg

1<i1<-<1,<n

1<i1<-<1,<n

1<i1<-<1,<n

= Z ail""aiT(P) ’U;; /\ e /\ v;.kr = LUP VP E N .

1<n<--<i,<n

Die affin polynomiale(r — 1)-Form zweitenGrades(affin quadratischeForm) 7 ist also

eine Stammformder geschlosseneaffinen r-Form w .

1.4.3 Hodge-Operator und Koableitung

Im folgendensei M zusatzlich pseudoeuklidisclund ¢ dasPseudoskalarproduleuf ).

Definition 7
Die kanonischeaffinen-Forme € Q, (M) ist definiertdurch

epi=F VPe M.

Bemerkung

Im vorliegenderfall einespseudoeuklidischeRunktraumsM mit zugeldrigem Vektorraum

)V existiertdie kanonische:-Form stetsglobal. M ist daherstetsorientierbar.

Betrachtetman dagegerdie allgemeinereSituationvon Differentialformenauf Mannigfaltig-
keitenmit punktweisedefiniertenTangentialaumensoist die Orientierbarkeitaquivalentzur

globalenExistenzeiner solchenn-Form, keinesweggarantiert.
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Definition 8
Furs <r < n seiw € QFN) undy € QLN .
Das innere Produkt ¢, € Q'19(\) ist definiert durch

r—3S

(tgw)p = typwp VP EN.

Bemerkung

a) Wie die Definition desinnerenProdukteszweier Multilinearformenist diesepunktweise
Definition abrangig vom Pseudoskalarprodukt auf V.
b) Es bestehtdie Moglichkeit, zunachstdas Skalarproduktzweier Multilinearformen zu
verallgemeinerrund anschlieRendlarausdasinnere Produktherzuleiten.
Hierzu definiert manfur w € QF(N) undn € QF(N) punktweise:
<<w7n>f)P = <wP7nP>f s
man hat also eine Abbildung
() s BN x QUN) 3 (w, ) — {w,m)e

mit einer polynomialenAbbildung

(W) N3 Pr— <<w,n)€)P = (wp,np) €ER .

vom Gradp + ¢. Sinddabeiw,n € Q,(N) undist mindestensine der beidenFormen
konstant,soist (w, 7). € Qo(N) eineaffin lineare Abbildung.

DasinnereProduktvon w € Q7 (N) undn € Q4(N) mit r > s laRtsich danndurchdie
folgenderekursive Vorschrift berechnen:

(1) tyw = <w,n>€ far r = s,
(2) ty(w1 Awa) = (tgw1) Awa + (=1)" w1 A (Lyw2)
fur wy € QY (N), wo € QZ(N) undn € Q{(N),

(3) tpan, = ty, O Ly, -

Mit diesenRegelngilt firn € Q' (V) , w € QF(N) und( € Q% (V)

<77 A waC)f = L'n/\wc = Lw(L'nC) = <L<J, L'I)C)g 9

inneresund aulRereProduktsind also adjungierteAbbildungenbeziglich (-, -)5 .

Definition 9
Der Hodgesche *«-Operator wird punktweisedurch die Dualitatsabbildunglefiniert:
+ 0 QIN) — Q5 (V)
w > *w Mit (+w)p = *(wp) VP EN.

Bemerkung

Aufgrund der punktweisenDefinition gilt fur den x-Operatordie der Definition der Du-
alitatsabbildungentsprechend&igenschatft:

(*LU)P — *(LUP) — prE = lypEp = (ng)P

= kW = L€ .
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Lemma 4 (Eigenschafterdes «-Operators)
Die folgendenEigenschafteriassensich aufgrundder punktweisenDefinition der verwen-
deten Produkte und Abbildungen unmittelbar aus den entsprechende\ussagenuber die
Dualitatsabbildungherleiten:
a) Esgilt
xl = ¢, *e = (—1)Index(£) \
wobei reelle Konstantenals konstante)-Formenzu verstehersind.
b) Furw € QJ(N) gilt
(
c) Furw e QYN N), n € QYN), r+ s < n gilt:
t(w) =*(wAn) = (=1)""* (n Aw) = (=1)" 1 (xn) .
Inneresund aulReredroduktvertauscheralso beziglich des*-Operators:
W) BT i)

k(kw) = (—1)T(n_r)+lndex(€) Cw

* l ®) * l
or_ () ) arte v

d) Furw € QF(N) undn € Q(N) gilt:

NA¥W = lpw - =wWA*) = (—1)Index(€)t*ﬂ(*w) ‘€.

Definition 10
Die Koableitung 6w eineraffin polynomialenr-Formw ist definiertdurchdie Abbildung

§:QUN) — QIZH(N)
W dw = *d * <(_1)"(’"+1)+Index(f) w) .

I.4.4 Exkurs: Die klassischenDiffer entialoperatoren

Die klassischenDifferentialoperatorerder Vektoranalysis(Rotation, Gradient, Divergenz)
lassersichin einfacheMVeisedurchdie OperatorerdesDifferentialformenkalldls ausdiicken.
SpezielleEigenschafterwie das Verschwindender Divergenz eines Rotationsfeldedolgen
dabeiausdem Verschwinderder zweimaligenaul3erenAbleitung.

EsseinunV = M = R?® mit Standardbasisnd Standardskalarprodukt.
* st ein Vektorfeld

f1
f= (fQ) ‘R® — R?
3

gegebenso gilt fur w := fidxz + fody + f3dz :
dw = xd*w = *d( frdy AN dz + fadz Ndx + f3dx A dy)

_ (0fr  Ofy  Ofs

_*(—8:5 +—8y —|——az)dx/\dy/\dz
_Oh [ Ofr [ Ofs .

=9 "oy Ta: - W

Die Koableitung ist also eine Verallgemeinerung der Divergenz.
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Weiter gilt:
_[(0fs Of dfs  0f
dw_(@x ay)ci:t/\dy—l—(ay aZ)dy/\d,z
dfi  9fs
* (a—z— a—x)d“df“

man erhalt also einenZusammenhangit der RotationdesVektorfeldesf :

dfs  0fy 0fi 0dfs dfs If

dw =0 & rotf:<@_g’8—z_8—x’a—$_%):0

Fur ( := fidy A dz + fadz AN dx + fzdx A dy qilt:

o= (2 2 VOB G g n de = divf de A dy A de
Jdxr Oy 0z
Aus
0 = ddw
(998 _onY, 0 (o5 ok
- \9z\ 0z Oy dzx \ Jy 0z
d (dfi  Ofs
folgt damit:

div(rot f) = 0.
Mit den durch das SkalarprodukinduziertenAbbildungen

i V3 (v,) € VF, <iT(v))(w) — (v,w) YweV
und

i = <iT)_l RV
erhalt man:

rot f =t dil f,
divf=xdxilf.

Seinung : R* — R ein Skalarfeld,dannfolgt mit

., Jg dg dg

n:=dg = a:de + aydy + 8Zdz
aus
g g g 9q

= ddg = dn = — d d — d d

0 7= (83,/8:}& 8:}&83,/) A y+<828y 8yaz) ynadz
d9%q 0%
<8x82 a 8zax)dz A d

das Verschwindender Rotation eines Gradientenfeldes:
B dg dg g
rot(gradg) = rot (8_x’ 3y’ 8_,2)
B 0% B 0% 0% B d9%q 0% B 0% _0
- \0ydz 020y 0z0x 0xdz dxdy Oydx)
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|.5 Das affine Integral

.Die Konstruktionselbstist eineKunst,ihre Anwendung
auf die Welt ein boser Schmaotzer.”

Luitzen Brouwer

Eswird nundasintegraleinern-Formuiberein n-SimplexsowieeinerFormkleinerenGrades
uberein entsprechenklleinerdimensionaleSimplexfur die spezielleaffin lineareSituationbe-
trachtet. Dazuwird zurachsteine(bis auf einenkonstanteriFaktor)zu derin [27] angegebenen
Berechnungsvorschrifiir dasaffine Integral eineslinearenOperatorsaquivalenteDefinition
verwendet.Da die zu integrierendeForm dort allerdingsim Schwerpunkiausgewertewird,
folgt einewenigerallgemeineDarstellungdie esgestattetdasintegraldurchFunktionswerte
in denEckpunkterzu berechnenym so der AsnwendunginnerhalbeinesdiskretenModell auf
Basisvon in SimplexeckerplaziertenGrol3engerechtzu werden. Schlie3lichwird der Satz
von Stokesfir affine »-Formenauf Simplizesunter Verwendungder eingefihrten Begriffe
und Werkzeugebewiesen.

[.5.1 Integration von n-Formen

Vorbemerkung (zur Definition desIntegrals)

(v1,...,vn) und (wy,...,w,) seienBasenvon V, (vj,....vs) und (wi....,w}) seiendie
zugeldrigendualenBasen, ¥ : V — V seiderBasiswechsemit W (v;) = w; furi=1,...,n
Vernmbge der dualenAbbildung ¥* : V* — V* mit

(W ())(w) = f(¥(v)) VfeV' veV
folgt aus

ol (v;) = 8ij = wi (w;) = wi(W(v) = U (w})(v;) Vij e {l.....n)
fur: = 1,...,n:

of = wf oW = U*(w}) .

Man erhalt:

dv = d(w} o W) ZL“’ op(W;)

n

= (Lw,* o L\p)(w}-) dw;f

=1
= Z Ly, (w;) dw; = Z W;(wy) dwj
=1 =1

und es folgt:

dof A Adoy = [ Y W(wy) dwl | A A W(w)) du
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Fur die Definition desIntegralseineraffinenn-Formw € Q, (V') Uberein n-Simplexmiissen
nun nochlokale Koordinateneingefihrt werden.Dazusei( 7, ..., P,) C M ein orientiertes
(n+1)-Tupelaffin linearunabtangigerPunkte also(( P, ..., P, )) einorientiertes:-Simplex,

N :=(Py,...,P,) =conv{P,....,P,} C M
sei das zugeldrige n-dimensionaleSimplex,
(v1,....vp) € BY) mit vj:= PP, i=1,....n
die orientierteBasisder Verschiebungsvektoremnd es sei
w:=advi A ANdvy, € Qu(N)

eine affine n-Form mit einer affin linearenAbbildunga : /' — R.
Weiter sei eine Abbildung p : R" — M definiertdurch

p(tl,...,tn) =Py +tior+ ...+ o,

dann gilt mit

An::{(tl,...,tn)ERn t; >0 Vi,ztiﬁl}

1=1

offenbar:

N =(Py,....P) = {Pg +) b
1=1

Da « affin linear ist, gilt nun:

>0 Vi, » < 1} = p(A,) .

1=1

a(p(ty, ... tn)) = af Py + Ej;”)

—al P+ (1 — Xn:t) (PoPo) + Zn:ti(P(]_’Pi))
:<1_Zt) (Py) —|—Zta

= a(P)) +Zt P) — a(Py))

= a(Py) —|—Zt,- La(v

Ublicherweisedefinierteman nun dasIntegralvon w tiber A" durch

/w: /a(p(tl,...,tn)) dty...dt,
N Am
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im vorliegendenFall lal3t sich diesesintegral jedochexplizit berechnen:
/Oz(p(tl, e ,tn))dtl e dtn
An

ltn =2

: / 0/ 0/ ((1_?,.)@@0”;“&(3))

Es werdenzwei Zwischenbehauptungdmewiesen:
1) Furk =2,...,n+ 1 gilt:

n k—1
1— t; n
t, ; (1 — Z t,')
1

11— ]
1=k— !
dtp_q...dt, =
0/ 0/ 0/ (k—1)! -t (n+1)!
Beweis. (n — k + 2)-malige Integration:
) Zn:t -1 - EREDIN
— ; n n 1=l
By (1 — Zl: t,') (1 - Zl: t,')
1=[—1 1=[—1
dti_1 = |—
/ (=1 = Il
0
- - t1_1:0

2) Furk =2,....,n+ 1 qilt:

n k—2
1— t; n
; (1 - > ti) "
1 1

[ i

0
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Beweis:

tr_1=0

s=0

und

tr_1=0

n

Z tia(F;) .

1=k



I. 5 Das affine Integral 75

Unter Verwendungder Zwischenegebnissel) und 2) folgt nun:

/Oz(p(tl, e ,tn)) dtl .. .dtn

An

1 / =3
= (n—|—1)' (a(P0)+Oz(P1))—I-/ / TQ(PQ) dtsz...dt,

Man erhalt damit alsoeine Berechnungsvorschrifiir dasintegral einer affinen n-Form tiber
ein n-Simplex, die nur von den Werten der affin linearenFunktion o in den Eckpunkten
desSimplexabhangt. Allerdings mu3dazudie n-Formw beZiglich der dualenBasiszu der
durchdie EckpunktegegebeneBasisdesVektorraums/ dagestelltwerden.Daherwird nun
zurichsteine allgemeinereDefinition desIntegrald® angegebengie anschli®endin obigem
Sinne spezialisiertwird:

Definition 1

Es sei (Fo., ..., P,) ein orientiertes(n + 1)-Tupel (nicht notwendigerweiseffin linear un-
abhangiger) Punktein M und /' ¢ M eine konvexe Menge maximaler Dimension mit
<P0,...,Pn> c N.

Das Integral einern-Formw € Q,(N) Uberdasorientierte(n + 1)-Tupel (P, ..., P,) ist
definiert durch:

1 1 - .
= P (PP,...,PP,,).
[ oo )

(Po,...,Pn)

18 DieseDefinition stimmtbis auf einenkonstanterFaktor mit dem Integral eineslinearenOperatorsin [27] tiberein.
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Bemerkung

Im Fall dim ({F,..., P,}) < n verschwindetdas Integral, da fir nicht affin linear un-
abhangigePunkte P, .. ., P, die Vektoren Py P, ..., Py P, linear abrangig sind und damit
die auf diesenVektorenausgewertetalternierendeMultilinearform verschwindet.

Spannerdagegen Fo, ..., P,) ein n-Simplex auf, so ist

n

1
— Pe(Py,...,P,

das Baryzentrum,und es gilt fur
w:i=advi A Advy € Q,(N)

mit v; = Py P , 1= 1,...,n:

I« 1 - 5
/ w:mZn+1w(Pi)<P0P1,...,P0Pn)

(Po,.... Py) =0
1 — 1 . )
- Zn—l—l a(F) - (v A Avp)(v1, ..., vp)
T =0

1 n
= m;a(ﬂ-) .

DieserZusammenhantggt im Sinneder Vorbemerkungund einesdiskretenModells mit in
den Eckpunktender SimplizesplaziertenWerten nahe,das Integral einer n-Form Uiber ein
orientiertes:-SimplexunterVermeidungder Auswertungm Schwerpunktiu definieren.Das
betrachtetdn + 1)-Tupel muR nun also ein n-Simplex aufspannemund die zu integrierende
n-Form beZiglich der durch die Eckpunktedes Simplex gegebenerBasis des Vektorraums
)V damgestellt werden:

Definition 2
Es sei

* (Po,...,P,) einorientiertes(n + 1)-Tupel affin linear unablangigerPunktein M,

-

e v, = PP fUI‘iZl,...,n und
° N = <P0,...,Pn> .

Das Integral von
w:i=adv] A Advy € Q,(N)
uber dasorientierten-Simplex (( Fo, ..., P,)) ist definiertdurch
R S
T ey &
{(Po,...; Pn)) =

Fur r < n ist dasIntegraltiberein orientiertes -Simplex{(Qo, . . ., @»)) in NV definiertdurch
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Bemerkung
ImFalln =0ist M =N ={F},V=0,w=ac QN) =R unddamit

1
/ w:ﬁa(Pg):a.
{((Po))

Lemma 1
Essei ((Fy.....P,)) ein orientiertesn-Simplexin M. Weiter sei

SN :=(Py,....P) = ®({(Po,....P)) = (B(Py),...,0(P,)) =N c M

eine bijektive affin lineare Abbildungundw € Q,(A7).

Dann qilt:
/ w = / O*w .

{(®(Po),...,P(Pr))) {(Po,....,Pn))

Bewels.

Essei(Fo, ..., P,) einorientiertegn + 1)-Tupelin M, v; := Py P; | w; = <I>(PJ<I>(P0 fur
i=1,....,nundw = a dwi A Adwl € Qp(N') .

Dann qilt:

(®(Po), . ®(P,))) i=0
1 n
- (n + 1)| zz:; (a © (I))(Pz)
= / (o ®)dvi A+ Adv: / e
((PoversPa) (Porr.sPo))

Folgerung

DasIntegralist wohldefiniert,da esinvariant unter geraden(also zulassigen)Permutationen
der Eckpunktedes orientiertenSimplex ist.

Fur orientierungserhaltendeermutationemler Eckpunktedesn-Simplex (( 7, ..., P,)), also
bijektive, orientierungserhaltendaffin lineare Abbildungen

O:N = (Po,.o. Py) = (B(Py),....0(Py)) = BN) = N

[ oo [ o |

((Po,....P,)) ((Po,....P,)) (B(Po),...B(Py)))

erhalt man:

Ist & orientierungsumkehrendo gilt:

[ o] oo | -

(Po,Pn))  {(Po,iPa)) (B(Po),....0(Py)))
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Beweis. (SiehedazuauchTeil b) der Bemerkungauf Seite52.)
Seio: {0,...,n} — {0,...,n} eine Permutatiormit ®(F;) = P, furi =0,...,n
1) Im Fall o(0) = 0, also®(Fy) = Fo, gilt mit
w,:—POP,,w,:—P()PU(l) ]3() 1 =1,.
) =

und dem Basiswechsel.g : V — V mit Lg(w w; fur: = 1 SN
adwi A--- Adwy = det ((Lg);(w ))” | o dw] A ---/\dﬁ):;
= sign(o) - a dwy A - -+ A dw},

Das Vorzeicheneiner beziglich der entsprechendeBasendalgestelltenn-Form andert
sichalsogenaudann,wenn® orientierungsumkehrendt und somitdie Orientierungdes
(n + 1)-Tupel (P, ..., P,) andert. Es gilt:

/ adw] A+ Ndwy = / adw] A--- A dw),
{(Po,.... Pn)) {((Po(0)s-Poimy))

= sign(o) / adwy A« Adwy .
<(P0(0)1---1P0(n))>
2) Esreicht, die (ungerade)Permutation
(Pa((])a"'apa('n)) = (P17P07P27---7P'n)
zu betrachted? Fir die Vektoren

-

w; = PPy, i == Pyg)Pogiy , i=1,...,m

gilt also

(W1,...,Wy) = (—w1, —w1 + W, ..., —W1 + Wy)
und somit

dw} = —dw] — - — dw}, ,

dw; =dw} ,i=2,...,n.
Es folgt:

= / adwy A« Adwy

{((Pot0y s+ Po(m)))
= / (—a) - (—dw] — -+ —dw}) Ndws A+ Adw,
{(Pa©)Pacn)))
= — / adwy A« Adwy .

n
((Poto)ssPoim)))
Da sich eine beliebigePermutationder Eckpunktemit P,y # Py als Verkettungeiner
Permutationder letzten n Punkte, einer Vertauschungjer ersten beiden Punkte und
einer weiterenPermutationder letzten» Punktedarstellenlal3t und dasVorzeichender
Verkettungder Permutationerdas Produktder Vorzeichender Einzelpermutationetst,
folgt somit die Behauptung.

O

1% vgl. Bemerkungauf Seite52, Teil b).
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Definition 3
Gegebenseienorientierten-Simplizes

N = ((Py,.... P i=1,....m
mit
Ni= [N =(P,....PYC M, i=1,....m
und paarweisenicht maximaldimensionaleSchnittmengealso
alf(M;NN;) # M, i.5€{l,....om}, i#7.

Weiter sei N/ ¢ M einekonvexeTeilmengemit A7 U ---UAN,, C N/ C M.
Das Integral von w € Q,(AN’) UberK := NP* U --- U N2 ist definiertdurch

m

[+-% [

i =1 per
7

Bemerkung
Es gilt folgende Linearitat:

/(tlwl —I—tgwg) :tl/wl —I—tg/wg le,wg € Qn(NI), t1.19 € R.

K K K

[.5.2 Integration von r-Formen kleineren Grades

Vorbemerkung (zur folgendenDefinition desIntegrals)
Mit » > 1 sei(FP,..., P,) C M ein(r + 1)-Tupel affin linear unabtangigerPunkteund

N :=(Py,....,P) =conv{Py,..., P} C M

dasvon diesenPunktenaufgespannte-dimensionaleSimplex. 4/ C V seidervon denVek-
torenvy,...,v, Mitv; := PP, ¢« = 1,...,r aufgespannte-dimensionaléUntervektorraum
von V. Fur die affine Hulle von A" gilt somit:

al“f(./\/'):{Pg—I-u|u€L{}:P0—I-M.

Weiter sei V" := ((F,..., P;)) einesder beidenzu N getbrendenorientiertenr-Simplizes
mit einer Orientierunge € {+1,—1}. Damitist auchauf der Basisv := (vy,...,v,) von
U eine Orientierung(v, ¢) festgelegtwodurchder Unterrauml/ C V zu einemorientierten
Vektorraumwird. Die Basisv sei zu einer Basis(v1,...,v,) von V emganzt, und es sei
N' Cc M eine maximaldimensionalé&onvexeTeilmengemit ' ¢ N,

Nun &Rt sich mit der zu (vy,...,v,) geldrigen dualenBasis (v}, ..., v;) eine beliebige
r-Formw € Q,(N') schreibenals

w = Z Qi dv;fl VANEIERIVAN dv;

1< < <gr<n

mit affin linearenAbbildungena;,  ; : N — R furl <j; <--- < j, <n.



80 | Ein diskreter Differentialformenkalll

Vermoge der Inklusionsabbildung : aff(V) — M laBtsich w nachaff(N') zuriickholen.
Es gilt:

RS L [dvr falls k<,
duy = 2 (Lo)y(vj) dvj = {0 falls k > r |
}:
also qgilt fur die zurickgeholteForm
Fw = Z (iy,..i,0u)dijy N+ Ndej, = aq_pdo] N+ ANdvy .

1<p<<pr<n
Dieser-Form ,lebt* auf A7 N aff(\), ist alsoauchiber (P, ..., P,)) integrierbar. Man
setzt naheliegenderweise:

[ n ]

((Po,..., P)) ((Po,...,P))
Definition 4
EsseiN° := ((F...., P,)) ein orientiertesr-Simplexin M undv; := PoP; , i = 1,....r.
Weiter sei (vy, . .., v,) eineBasisvon ¥ und N/ ¢ M eine maximaldimensional&onvexe

Teilmengemit NV := |N°"| ¢ N,
Das Integral von
w = Z gy gy dv;l A A dv; € Q, (Nl)
1< < <jr<n
tber N°" ist definiert durch

T

1
/w = mzal,...,r(ﬂ)-

Nor 120

Bemerkung

a) Im Fall » = 0 setztmanfur w = a € Qy(N') :

w = l!a(Pg) = a(F) .

1
{(Po))
b) Wie obengilt fur bijektive affin lineare Abbildungen® : M — M mit

Oy : N=(P,....P) = {(®(P),....,9(P)) =dN) =N

im Fall der Orientierungserhaltunguf N die Gleichung
w= / O*w = / w

{(Po,...., P,)) {(Po,...., P,)) (B(Po),...8(P,)))

und im Fall der Orientierungsumkehrung

[ o] v [ o

{(Po,...., P,)) ((Po,.... P)) UDB(Po),....,B(P,)))
c) Esqilt:

/ (tlwl —I—tgwg) = tl/ w1 —I—tg/ wy Ywi,wo € Q,«(./\/’I), t1,t € R.
Nor Nor Nor

Diese Linearitat vererbtsich auchauf dasim Anschluf3an dieseBemerkungdefinierte
Integral Uber Vereinigungenorientierter Simplizes.
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Definition 5
Gegebenseienarientierter-Simplizes

NP = {((Py,...,PD)),i=1,....m

mit
Nii= [N =(P},....PYCM,i=1,...,m

und paarweisehdchstengr — 1)-dimensionalerSchnittmengetf, esgelte also:
Vi,je{l,....om},i#£j : dim(N;NN;) <r.

Weiter sei V! ¢ M eine konvexeTeilmengemaximalerDimensionmit
MU---UN, CN cM.

Das Integral von w € Q,(N”) tberK := NP* U --- U N ist definiertdurch

K ./\,/;’or

I.5.3 Der Stokesschentegralsatz auf k-Simplizes

Bezeichnung

* Furn > 2 sei M ein n-dimensionaleiPunktraummit zugeforigem Vektorraum) .

e Fur2<k<nsei(h,...,P) einorientiertes(k + 1)-Tupel affin linear unablangiger
Punktein M.
o N :={((Py,...,P)) seidasvon F,.... P, aufgespannt@rientierte.-Simplex, und

essei N = [N = (Py,..., P).
o Esseiv;:= PP furi=1,...,k und := span{vy, ..., v}, alsoaff(N) = Py + U.
+ N’ C M seieinekonvexeTeilmengemaximalerDimensionmit N" C N,

* (v1,..., 0k Vp41....,0y) S€i€INEBasisvon V und (v7,....v}) die dualeBasis.
Lemma 2
Es sei
!
W= Z aila"'aik—] dvl*] /\ o /\ dv:{k—] E Qk_l(./\/’)

1<i1<-<1p—1<n
eine (k — 1)-Form auf A’ mit affin linearenAbbildungen
Qiyipy N =R, 1<dp <o <ip_g <m.

Dann qilt:

k
/ dw = %Z (=1~ <a1,...,3,...,k(Pf) - al,...,E,---,k(PO)) ' (51)
j=1

Nor

2 Fari # j ist N; N A, alsoentwedereer oderesist aff(NV; NA;) = P, ; + U ; furein P, ; € N; NN, undeinen
hochstengr — 1)-dimensionalerUntervektorrauni/; ; C V.
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Bewels.
Aus dw € Qi (N") mit

dw = Z Z La,, . - (v5) dv;f A dv;‘l A A dv;fk_l

1§i1<---<ik_1§'n }Q{zl 44444 ’k—l}
1<y<n

erhalt manvermdge der Inklusionsabbildung : aff (V) — M die zurickgeholteForm
Fdw € Qy (NI N aff(N)) C Qk(N)

mit
Hdw = Z Z Loy, ., (v5) dv;f ANdvi A Ndvoj
1S11<<lk_]gk }Q{zl 44444 ’k—l}
1<5<k
k .
= Lo, . (vj) (=1 dvf AL A dv
j=1
Fur dasIntegral Uber das k£-Simplex gilt:
k
/dw = [ Mdo= [ Y La, . () (=1 dvf A Adv]
Nor Nor Nor }:1
1 k
= k+1 Lo —1)"~!
R Z PCHICEY
1

O

Um nundie GleichheitdesIntegralseiner(% — 1)-Form uiberden Randeinesk-Simplex(also
eineVereinigungvon (k£ — 1)-Simplizes)und desintegralsder auderenAbleitung dieserForm
UberdasgesamteSimplexzu zeigen,wird die durchdie OrientierungdesSimplexinduzierte
Orientierungdes Randesberitigt.

Definition 6
Eine orientierte Seitedesorientiertenk-Simplex A'°" ist ein orientiertesSimplex

N o= <<P0,...,P}-,...,Pk)) e {0, k).
Eine orientierte Seite N = ((F;,, ..., P;,)) fur {ir,...,ix} = {0,... k}\{j} heitnach
auf3enorientiert, wenn die (k + 1)-Tupel (P;, P;,...., ;) und (Fy...., P) die gleiche
Orientierunghaben;andernfallsheif3t fo nachinnen orientiert

Der nachaufRenorientierte RanddN°" von N°" ist die Vereinigung
k

ON©® = U Nt
=0
der & + 1 nach auBenorientiertenSeiten/\/;-’r von N°r,

Bemerkung

Fur dasorientierte k-Simplex (( Py, . .., P;)) ist die orientierteSeite (P, ..., P}, ..., Pt))
nachauf3en(innen) orientiert, falls ; gerade(ungerade)st.
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Lemma 3

Esseiw € Q;_1(N') wie im letztenLemmadefiniert. Danngilt fir dasintegralvon w tber
den nach auRenorientiertenRand von N°":

k
/ w = %Z (1) <a1,...,}‘,...,k(Pf) - al,...,i,---,k(PO)) ' (52
=1

a./\/'or

Beweis:
Es sei

N = {(Poce Bl P)) NG o= (AL G =00k

(Damit ist fo fur geradeg nachauf3enund fur ungeradeg nachinnenorientiert.)

Nun werdendie mittels der Inklusionsabbildungen; : aff () < M zurickgeholter{k —1)-
Formen:jw betrachtet:

1) Furj e {1,....k} istaff(N;) = Py + span{vy,...,0;,...,v;}, alsogilt:

Ljw = a kdvi‘/\---/\gv\;f/\---/\dvz.

] vy

2) Furj =0, alsoNy = (P1,..., P) istaff(Ny) = Py + Uy mit
Uy : = span{Pl_pg, e ,Pl_pk}

= span{ <P;PO + Po_pg), ceey <P1_p0 + Po_pk) }
= Span{(_vl + ’02), < (_vl + ’Uk)} .

Durch die Zuordnung?!

wy = —v1,

wjt=—v1+v;, ] =2,....k
erhalt man:

dvi = —dw] — -+ — dwy}, ,

dv =dw! ., i1=2,... k.
Mit der Inklusionsabbildung : aff(NV) — M gilt
towg =19 = 1h="(to) =i5or*,

und unter Verwendungvon

Uy = span{(va — v1),..., (v —v1)} = span{wa, ..., w;}

2L vgl. Teil b) der Bemerkungauf Seite’52.
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folgt:

% . . * . *
= 1 ( E iy iy AV A N dv;,

1<i1<---<ik_1 <k

b ..,kdw2 A dw!

k
=Y oy s (mdwh) Adws A AdwE A A du

j=2
+as dwi A -+ A dwy,
k .
— Z( 1)”"+1 ay s dwi A -+ A dwy, .
j=1

Unter Verwendungler orientierungsatingigenVorzeicheR? erhéalt mansomitfir dasintegral
von w Uber dennachaulenorientiertenRandvon V" :

k
w = Z (—1)} 2w
dNor I=0pfer
k .
= [ gw+ Y, [ (=D ay s pdviAANdvI AL A dv]
Né)r jleor
R E (1) &
= a2 | 2 e P Y Do a(P)
=1 \j=1 j=1 =0
1 k k k
+1
- y Z ( 1)} Z al}"'ﬂ}ﬂ"'ﬂk(Pl) —I_ (_1)} Z al} 1}1 1k(Pl)
7=1 =1 é;(]l
1 k
»
= 2 0 oy a(P) = ey ()
=1

Bemerkung
Im Fall £ = 1 ist Vo' = <(P0,P1)) undw = o € Q(](./\[l)
Damitist V' = ((P1)) nachauRenund V" = ((Py)) nachinnenorientiert,und manerhalt:

Jao= [ tanai=ta=ar)—atp= [ .

Nor ((Po.P1)) AN

2 ygl. dazuTeil b) der Bemerkungauf Seite80.
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Aus (S1) und (S2) folgt nun (zusammemit obigem Sonderfall):

Satz1 (Stokesschetntegralsatzauf £-Simplizes)

Fur1 < & < n sei M einn-dimensionalePunktraum\°" ein orientiertesk-Simplexin M,
N’ c M einekonvexeTeilmengemaximalerDimensionmit |V °"| € N’ undw € Q;_1(N).

Dann qilt:
/dw: / w .

Nor a./\/'or






Il Stickweiseaffine r-Formen

.Daten ohne \erallgemeinerungsind nur Klatsch und
Tratsch.”

RobertPirsig

Nachdemim erstenKapitel affine r-Formenauf konvexenTeilmengenaffiner Punktéaume
und speziellauf einzelnenSimplizesuntersuchtvurden,wodurchsie als eindeutigbestimmte
affin linearInterpolierendén denEckpunkterder SimplizesdenUbemgangzu diskretenDaten
ermbglichenund damit GrundlagedesdiskretenModells sind, werdennun stiickweiseaffine

r-Formenauf endlichenSimplexpolyederrbetrachtetalso auf Vereinigungerendlich vieler

aneinandegrenzendeSimplizesgleicherDimension,die (zusammemit ihren Untersimpli-

zes) als Simplizialzerlegunghrer Vereinigungsmengeinen Simplizialkomplexbilden. Die

Stetigkeitder stiickweiseauf jedem Simplex definiertenAbbildung ist in natirlicher Weise
durch die Wertein den Eckpunktengemeinsame6eitengarantiertund vererbtsich auf die

stickweisenaul3erenAbleitungenals Tangentialstetigkeit. Umgekehrtlaldt sich unter Vor-

aussetzungeiner der TangentialstetigkeithnlichenBedingungan lokal definiertekonstante
(r + 1)-Formenauf den einzelnenSimplizessowie deseinfachenZusammenhangdes Sim-

plizialkomplexesdie Existenzeinerdurchstiickweiselntegrationkonstruierbaresimplizialen
Stammformzeigen,alsoeinerstetigenstiickweisen-Form, derenaul3eréAbleitungaufjedem
Simplex der entsprechendeworgegebenerir + 1)-Form entspricht. Man erhalt auf diesem
Weg eine diskrete Version des PoincaéschenLemmasfir stickweisekonstante(r + 1)-

Formen auf einfach zusammen&ingendenSimplexpolyederd® Betrachtetman simplizial

affin lineare(r + 1)-Formenauf Simplexpolyederrbeziglich vorgegebeneSimplizialzerle-
gungen alsostetigeAbbildungen,die sich ausstiickweisedefinierten(r + 1)-Formenauf den
einzelnenSimplizeszusammensetzerp gerigt dereinfacheZusammenhangn allgemeinen
nicht mehr. In diesemFall 1aRtsich eine diskrete VersiondesLemmasvon Poincaé unter
Voraussetzunger Geschlossenheder lokal definiertenFormenund der Sternbrmigkeit des
Polyedersbeziglich einesEckpunkteszeigen.

1.1 Simplizialzerlegungen

,ES gibt einensehrgutenAusspruchwonachDreiecke,
wennsie einenGott erfundenhatten, ihn dreiseitig ge-
machthatten.”

Baronde Montesquieu

Es wird eine an die vorliegendeSituation angepaliteDefinition einer Simplizialzerlegung
einesSimplexpolyedersorgestellt. Da ein endlichesdiskretesModell dasZiel ist, geriigt es,
sich auf endlicheSimplizalkomplexezu beschanken;desweiterenst esim Hinblick auf die
fur die Modellierungin BetrachtkommendenTeilmengenaffiner Punktdumeangemessen,
Grundsimplizegyleicher Dimensionzu fordern. Die hier (zum Teil in spezialisierteM/eise)
eingetihrten,ebensowie ohne explizite Definition VerwendungfindendeBegriffe (konvexe
Zellen, ZellenkomplexeZellenhille, etc.) lassensich Biichernuiber Topologi€4 entnehmen,
wobei die BezeichnungenliesesKapitels speziellan [11] angelehntsind.

3 EinevemleichbareMethodezur Konstruktionvon Spline-Funktionerdurch Integrationfindet sich in [15].

2 vgl. z.B.[2, 11, 12]. Fur Kantenwegeund derenDeformationersei speziellauf [31] verwiesen.
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Im folgendensei M ein n-dimensionaleiPunktraumund V' der zugeldrige Vektorraumder
ParallelverschiebungeM — M.

Definition 1
Eine endlicheMenge X := {Ky,...,K,,} von Simplizesk; ¢ M, i = 1,...,m, heil3t
(endlicher) Simplizialkomplexwenn gilt:

* Mit jedemSimplexist auchjede seinerSeitenin K enthalten.
» Der Durchschnittzweier Simplizesin K ist entwedereer odereine gemeinsamé&eite.

Unter den Grundsimplizesron X verstehtman die Simplizesk’; € K, die selbstnicht Seite
einesk; € K\{K;} sind.
K heilsthomogenkt-dimensional wenn alle seineGrundsimplizes:-Simplizessind.

Unter dem Korper (der geometrischerRealisierungy von K verstehtman die Vereinigung
aller seiner Simplizesals Punktmengen:

K| := U K.
1=1

Bemerkung

a) Gemeinsamé&eitenzweier Simplizeskdnnendabeije nachBezugeigentlichund unei-
gentlichsein. Soist der DurchschnitteinesSimplexmit einemseinerUntersimplizedr
letztereseine uneigentlicheSeite.

b) DerKorpereinesSimplizialkomplexesst die VereinigungseinerGrundsimplizesgajedes
weitere Simplexals SeiteeinesGrundsimplexbereitsin der Vereinigungenthaltenist.

Definition 2

Eine TeilmengeN C M heilRt Polyeder wenn es einen SimplizialkomplexX' gibt, dessen
Korper NV ist, wennalso |[K| = N gilt. X heiBtdannSimplizialzerlegungon V..

Fur 0 < m < n heiRtein PolyederN' ¢ M m-dimensionalesSimplexpolyedender kurz
m-Simplexpolyedemwenneseinehomogenn-dimensionaleSimplizialzerlegungron A gibt.

Bemerkung

a) Sind Vi,..., N die m-dimensionalenGrundsimplizesder Simplizialzerlegungeines
m-Simplexpolyeders

N=MU...UNgCM,

so ist die Schnittmengezweier Simplizes V; und N fur 1 < 4,7 < K, i # j
stetsentwederleer oder ein hochstengm — 1)-dimensionaled)ntersimplex. Fur zwei
Grundsimplizes

Ni=(Pi,...,P), Nj=(Pl,...,PIVCN, 1<ij<K i#j
einesm-Simplexpolyedergyilt also:
1) #({Pg,...,P,iz}m{Pg,...,Pg;}) <m.
(2) Falls{Py,....PLY0{P], ..., Ph} = {Qo,...,Qi} furl e {0,....m — 1}, sogilt:
Ni N =(Qo, ..., Q1) .
Falls {Pi,....Pi}n{P!.....PL} = 0 , sogilt:
NinN;=0.
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b) Aus dem Pflastersat? folgt, daR jede Simplizialzerlegungeinesm-Simplexpolyeders
homogenm-dimensionalist.

Definition 3
Es sei

N=MNMU...UNg=IK|lCcM

ein m-Simplexpolyederwobei N7, . .., N die m-dimensionalerGrundsimplizesiner Sim-
plizialzerlegungk von \V seien. { P, ..., P} C N seidie Mengealler nulldimensionalen
Simplizes (Eckpunkte)in K.

a) Eine endlicheFolge (Qo,...,Q;) mit [ > 0 von PunktenQy,...,Q; € {Po,...,Pr}
heil3t Kantenzug(der Lange!) in K, wenn jeweils zwei aufeinanderfolgend@unktedie
Kante einesSimplex aufspannenalsowennfir alle ¢ € {0,...,1 — 1} gilt:

Qu # Qu+1 und (Qy. Quir) € K.

b) Ein Kantenzug(Qq. ..., Q;) heilltgeschlosserwenn @, = @; ist.

c) Eine elementae Deformation eines Kantenzuges@ := (Qq.....Q;) in K in einen
KantenzugQ' in K ist eine der folgendenAbbildungen:

© Q=(Qo- - Qu-1,9u, Qus1r---, Q1) — (Qo, -, Qu—1, Quy1,---. Q1) = Q"
far <Qu—laQanu+l> e kX )

e Q=(Qos s Qu. Qus1s-- -, Q1) — (Qo,. ., Qu, Pe, Quyr, ..., Q1) = @',
far <Q“,Q“+1,Pg> e K,

© Q=(Qo - Qu-1.Qu: Q1o . Q) — (Qos- o Que1..... Q1) = Q'
far Qu—l = Qu+l )

o Q=(Qo . Qu Q1. Q1) — (Qosv . Qu Pe, Quo Qugr. .., Q1) = Q'
fur <Q“,Pg> e K,

e Q=(Q0.Q1.....Q1) — (Q1,....Q1,Q1) = @,
falls I > 2 und Qo = @; (also @ geschlossenist .

d) K heifl3t zusammerdngend wenn es fur je zwei Eckpunkte P, P, einen Kantenzug
(Qo.....Qp) In K mit Qg = P, undQ; = P, gibt.

e) K heildt einfachzusammerdngend wenn X' zusammen@ingendist und sich jeder ge-
schlossen&antenzug(Qq. . ... Q;) in X durch Anwendungendlich vieler elementarer
Deformationenin einenKantenzugder Lange0 uberfihrenlalit.

Bemerkung

Die obigen Uber Kantenzige eingefihrten Zusammenhangsbedeffur Simplizialkomplexe
sindaquivalentzu dentopologischensichauf PolyederalsKorperderKomplexebeziehenden.
Fur den ZusammenhandaRt sich diese Aquivalenz recht einfach zeigen, wogegenfir
den einfachenZusammenhanglso den Nachweisder Isomorphieder Fundamentalgruppen
simplizialerKomplexeundderFundamentalgruppahrergeometrischeRealisierungeisatze
Uber simpliziale Abbildungen, simpliziale Approximation und Unterteilungensimplizialer
Komplexe erforderlich sind 28

% vgl. [11].
% vgl. dazuetwa[2].
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11.2 Simpliziale r-Formen

.Das Universum bestehtaus dem fortgesetzten\er-
schwinderaller Mengerder Moglichkeiterbisaufeine.”

David Cottingham

Simplizial affin polynomialer-Formenauf Simplexpolyederrsind stetigestiickweiseauf den
Grundsimplizesdefinierte Abbildungen. Im affin linearenFall sind auf jedem Simplex der
Simplizialzerlegungaffine r-Formendurchihre Wertein denaffin linear unabl&ngigenEck-
punkteneindeutigbestimmt. Setztmanin gemeinsameg&ckpunkternverschiedeneSimplizes
gleiche Werte voraus, so erhalt man eine stetige Abbildung auf dem gesamtenSimplex-
polyeder,derenEinschankungauf jedesGrundsimplexeine affine r-Form ist. Die aul3eren
Ableitungendieserr-Formenstimmendabeitangentialin Richtungvon Vektorenauf gemein-
samenSeitenuberein. Unter starkeren dieserTangentialstetigkeihnlichenVoraussetzungen
an stiickweisedefiniertekonstante(r + 1)-Formenlassensich umgekehrtstetigesimpliziale
Stammformerkonstruierenywvodurchmaneine VerallgemeinerungleserstenSpezialfallsdes
Lemmasvon Poincaé auf einfach zusammendéingenderSimplexpolyederrertalt. Fur den
zweiten Spezialfall, also simplizial affin lineare und damit auf gemeinsamerkKanten ste-
tige (r + 1)-Formen,ist mit der Sternbrmigkeit desPolyedersbeziglich einesgemeinsamen
Eckpunktesaller Grundsimplizesine starkereVVoraussetzungefiir die Existenzeiner sim-
plizialen Stammformerforderlich.

[1.2.1 Grundbegriffe

Definition 1
Es sei

N=MU...UNg=IKlcM
ein m-Simplexpolyedemit einer SimplizialzerlegungC und Grundsimplizes\Vy, ..., NVk.
Eine simplizial (affin) polynomialer-Form vom Grad ¢ auf A/ beZiglich X ist eine stetige
Abbildung

w:iN —= AYVE,
die auf jedemSimplexdie Einschéankungeiner affin polynomialen--Form vom Gradg ist.
Fur jedesSimplex \V; ¢ N, 1 = 1,..., K gibt es also eine konvexe Menge maximaler

DimensionN] c M mit N; C V! sowie eine affin polynomialer-Form w! € QJ(N) , so
daf gilt:

wi = wiln = wln s N — AV
Eine simplizialer-Form auf V' be4iglich K ist einesimplizial affin linearer-Form, alsoeine

simplizial polynomialer-Form vom Grad 1 auf A/ beziglich K.

Bemerkung

Jedeaffin polynomiale Abbildungw : £ — A, V* vom Grad ¢ auf einem k-dimensionalen
Simplex £ = (P, ..., P) in K laBtsich zu eineraffin polynomialenr-Formw' € Qf (M)
fortsetzen,indem man (7, ..., P;) zu einemaffinen Koordinatensystent 7%, ..., P,,) von

M emganzt und definiert:

k k n n
w’(P) ;:w((l—z/\g)Po—l—Z/\IPg) VP:Z/\IPI’Z/\izl'
=1 =1 =0 =0
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Lemma 1
Eine simplizialer-Formw : N' — A, V* bediglich K ist durchihre Wertein denEckpunkten
derSimplizialzerlegung< (alsoaufden0-SimplizesderZerlegungdesPolyedersV) eindeutig
bestimmit.

Bewels:

Fur jedesm-Simplex.\V; , i = 1,..., K ist die affin lineare Abbildungw; = w|y; durchihre
Wertein den(m + 1) affin linear unabtangigenEckpunkteneindeutigbestimmt. Es ist also
nur zu zeigen,dallmandurch die Vorgabevon Wertenin allen Eckpunkteneine simpliziale
r-Form, also eine insbesonderstetige Abbildung erhalt.

Seidazul; = <P3,...,P,§,> furj € {1...., K'}. Weiter seienWerte

W e AV Vie {0, om), je{l..... K}
mit der Vertraglichkeitsbedingundir gemeinsame=ckpunkte

wh=w VP=P eNinN;,ije{l,....K}, kle{0,....,m}
gegeben. Dann definiert man in einem Punkt

P=Y NPl e N Y Ni=1,X2>0i=0....m

den Wert von w durch

w(P):= Z Ai wf e AV
1=0

Insbesondergilt damit:
w(P)=w! Vie{o....m} je{l....K}.

Durch dieseVorschrift erralt man eine stiickweiseaffin lineare Abbildung auf der gesam-
ten Simplizialzerlegung. Die Wohldefiniertheitfolgt dabeiaus der durch die Konstruktion
erfullten Stetigkeit. Sei dazufur £ € {0,...,m —1}

NiON; =(Qo,....Qx) = (Ph.....PL)y=(PL ....P})
ein gemeinsames&ntersimplexvon A; und V; mit
Qi =P, =P, 1=0,...k

und

k
P:=Y"NQi € (Qo,.... Q)
=0

k

mit Ag,..., . € R, DN =1, \; >0, Il =0,...,k ein Punktin diesemUntersimplex.
1=0

Dann gilt:

k k m
P=>"NQi=> N, Pu=> XPi (€N
=0 =0 q=0

k m
=D MPL =Y MNP (€N
=0 q=0
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mit reellenzahlen i, ... i X ... M, >0,

m . k . m . k .
PIRVEDIRVED IR EDIPES
g=0 1=0 g=0 1=0

und

)‘Z]:)‘%ZO vqe{0,---,m}\{ﬂ(],---,,uk},pE{O,---,m}\{VO,---,Vk},
No= M =M =0,k
Es folgt:

k k m
W(P) =) Nw(@Q) =Y N, w(Py)=> Nw(P)
=0 =0 q=0

k m
=D Mw(Pl) =) Nw(r]).
1=0 q=0

Der Wert von w im Punkt P hangt also nur von Wertenin den gemeinsamerkEckender
SimplizesV; und NV; ab. Da diesfur beliebigegemeinsaméJntersimplizesin K gilt, ist w
eine simpliziale r-Form auf A/ beziglich XK.

O

Folgerung
Istw : N — A, V* eine simpliziale r-Form auf A = |K| beZiglich X, soist fur beliebige
UntersimplizesC € K die Einschénkungw|, : £ — A, V* eineaffin lineare Abbildung.

[1.2.2 Tangentialstetigkeit

Es seien

Ni=(Pl.....PL), Nj=(P},....PLYCN =N, U---UNg = |K| c M
zwei Grundsimplizeseines m-SimplexpolyedersV, die sich in einem gemeinsameni-
dimensionalenUntersimplex

L={Qo.....Qk) :./\/’iﬂ./\/’;,‘
mit £ > 1 schneiden.
Mit v; := QOHQI fur/ = 1,....k sei(vy,..., v, V541, ...,0,) €iNne Basisvon V mit der
zugeldrigen dualenBasis (v7. ..., v}).

7N

Ist nunw : N/ — A, V* eine simpliziale »-Form auf A/ bediglich X, so lassensich die
Einschénkungenvon w auf die einzelnenSimplizesschreibendurch

cmelv=eble = Y aflvdel Ao Ad L €=, K
1<p<-<1,<n
mit w; € Q, (V) und maximaldimensionalekonvexenMengenV, C M mit Ve C N;. Fur
eine gemeinsamekante (Q.. Q) C £ und ¢ = 4,5 gilt dann:

we(Qs) = we(Qa) + L (QaQp)
= ) <O‘z€1,...,ir(Qa) tLye <Q(;Qﬂ)) vi A Al

1<i1<-<1,<n
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Aus der Stetigkeitvon w, speziellaus
wi(Qc) =wi(Q) - ¢ =0,k (= wi(Q)=w(@) YQEeL)
folgt
Lo, (Qu0Qp) = Lo, (Qa@s) -
Aus der Darstellungbeziglich der Basiserhalt man weiter
,,,,, JCEDREE

DieseGleichheitgilt fur beliebigeKantenin £ und damitfur beliebigeLinearkombinationen
innerhalb des durch das Simplex £ aufgespannterUnterraumsvon V. Somit stimmen
alle Richtungsableitungermuf gemeinsamerintersimplizesiiberein, es gilt also fur alle

v € spanf{vy,..., v} :

Ly, (v) =Ly, (v) und L, (v)=1L_, (), 1< <<, <n.
Betrachtetman nun die au3erenAbleitungen

dwlg = Z (Z L l (v) dvj Advi A=+ A dvfr) ,E=1,7,

1<ii<<iyr<n \l=1

so folgt die Gleichheitaller derjenigenSummanderin dw! und dw; , In denenv; einerder

Basisvektoreny, ..., v ist, also auf dem gemeinsametntersimplex. liegt.
Bezeichnung
Die Eigenschaft

L, (v1) dvf Ndvi A---Ndv] =1L, (v) dvf Ndvf A--- A dv]

oir oin
furl <4 <--- <ip <nundl € {1,...,k}, die fir w; = w|n; undw; = wly, aufzwei
beliebigenGrundsimplizesV;, N; ¢ N mit einemgemeinsamentersimplex( erfllt ist,
nenntmanTangentialstetigkeit der auf3erembleitungender Einschankungerder simplizialen
r-Form w beziglich des SimplizialkomplexestC.

Bemerkung
Da die Tangentialstetigkeitler auBerenAbleitungendw; € QY (A7) der lokalen affinen
r-Formenw, € Q.(N]), ¢ = 1,..., K ausden Eigenschafterder simplizialen r-Form w

folgt, ist sie bei einer stickweisegegebenerkonstanten» + 1)-Form als Kandidatfur eine
stiickweiseaul3ereAbleitung eine notwendige Bedingung fur die Existenzeiner (globalen)
simplizialenr-Form auf einem Simplexpolyedebeziglich einer Simplizialzerlegung.

Nun ist aberim allgemeinenbei zwei benachbarteisimplizes\;, V; ¢ N (auBerim Spe-
zialfall einer affinen r-Form auf aff (\V; U N;)) in den emganztenlinear unablangigenRich-
tungenvi 1, ..., v, keineGleichheitderentsprechendeRichtungsableitungegegebenDas
fuhrtinsbesonderelazu,dal3die Tangentialstetigkeieiner gegebenerstickweisekonstanten
(r+1)-Formals modglichestiickweiseaulReréAbleitung einersimplizialenr-Formnicht direkt
Uberpiifbar ist, da sich die Koeffizientender einzelnen(r + 1)-Formenbeziglich der Basis

{dvfl/\---/\dv* |1§i1<---<i,«+1§n}

Tr41
alsSummerzusammensetzemm Falleder Tangentialstetigkesind dabeieinigeSummanden

notwendigerweisgleich, anderemiissenabernicht gleich sein,womit im allgemeinenauch
keine Gleichheitder Koeffizienten gegebenist.
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[1.2.3 Simpliziale Stammformen stlickweisekonstanter Formen

Ausgehendvon einer stiickweisekonstantenr + 1)-Form ist nebender notwendigenaber
nicht direkt tberpiifbaren Bedingungder Tangentialstetigkeitgine starkere, hinreichende,
abernicht notwendigedafur aberleichtalserfullt zu verifizierendeBedingundgir die Existenz
einersimplizialenr-Form auf zwei benachbarteisimplizesdie Gleichheitaller Summanden,
in denereindv;] mit1 < [ < k auftritt. Die ExistenzderlokalenStammformerfolgt dabeiaus
demLemmavon Poincaé. Unter Voraussetzungntsprechendevertraglichkeitsbedingungen
auf gemeinsameiseitenaneinandegrenzendeiSimplizeslassensich auf diesemWeg sim-
pliziale Stammformerauf einfachzusammenéingenderSimplexpolyederrkonstruieren.

Definition 2
Es sei

N=MU...UNg=IKlcM

ein m-Simplexpolyedemit einer SimplizialzerlegungC und Grundsimplizes\Vi, ..., NVk.
a) Eine Abbildung

K
n: K= U (NI\ON;) — A V*

1=1

heilt stiickweisekonstantbeziglich X, wennn|y:\gn; furs = 1,..., K konstantist,
b) Es sei

n: K — Ay V*

eine stiickweisekonstanteAbbildung beZiglich £ und
w: N — AV

eine simpliziale r-Form beZiglich £ mit

w

N e N i1, K

o
N, = Wy

fir maximaldimensional@eilmengenV; ¢ M mit N; C V] . Weiter gelte:

1
dwi

NAON, = ninvnan, » 1 =1, K.

Dann heil3tw eine simpliziale Stammfornmvon 7 .

Lemma 2
Es seien

NiyNjCN =MU...UNg=|K|lCcM

zwei Grundsimplizesiner SimplizialzerlegungC einesm-SimplexpolyedersV, die sichin
einem gemeinsamerk-Simplex

£=(Qo.r Qi) = Ni N

mit £ > 1 schneidenWeiter sei(v;. ..., v,) eineBasisvon Y mit v; = QOHQI, l=1,...k,
und (v],...,v;) seidie dualeBasis.
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Mit 0 < r < nundé = 2,7 seien

me= > A doh A Al € Q)L (A])

l§i1<"'<ir+1 <n

konstantgr + 1)-Formenauf maximaldimensionalekonvexenMengenin M mit Ve C A7,
so dalf3 gilt:

az:l,---,ir-u = afl,---;ir+l \V/ (il, . '7iT+1) : {il, . '7iT+1} N {1, . ,k} 7£ @ .

Danngibt esaffine r-Formenw; € Q,(N;) undw; € Q, (V) , so daBgilt:

dw,':m', dwj:n;i und w,-|£:w}-|£.

Beweis:
Als konstantgr + 1)-Formensindz; undr; exakt. Daherseifir £ = ¢, 7 wie im Beweisdes
erstenSpezialfallsdesPoincaéschenLemmas’ w; € Q, (V) mit dw = 7 definiertdurch

1 r+1 1 o
Z afleirﬂ Zﬂ,l (=) dvl A A dvi A= A dvfﬂrl

1<iy <+ <ipg1<n =1

wg::r—l—l

mit Koordinatenfunktionerp;. . ... 3, bediglich (Qo;v1,...,v,) .
Damit gilt far alle wq,...,w, € V :

1 - ,
(wg)P(wla"-aw'r) = r+1 ) (ng)Qo <Q0P7wla"-aw'l") VPe Ng )
. k
Ist nun P € £ ein Punktauf dem gemeinsamefntersimplex,so gilt Qo P = > A\jv; mit
=1

geeigneten\, ..., A, € R, und wegenv; <QJP) =0 furk <! < nqilt

(1) 0, <QJP, wy, ... ,wr)

7 * * -
= ( E iy Vi N A %H) <Q0P,w1, . -,wr)

1<y < <tpyq<n
{i1,ipgr {1, k)20

_ J * * -
= ( E X i Vi Ao A vz-r“) <Q0P, wy, ..., w,«)

1<y < <tpyq<n
{i1:ipgr {1, k)20

= (j)q, (QuP.wr,. -0, )
und folglich

(wi) p(wy, ... wy) = (wj)P(wl,...,w,«) VPeLl, wy,...,w, €V. (V1)

O

27 Sehe Seite 65.
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Folgerung

Da die Einschiankungender beidenr-Formenw; undw; auf dasgemeinsameéJntersimplex
L = N; N Nj identischsind, erhalt man durch

wlng = welng , £ =107
eine (wohldefinierte)simpliziale »-Form

w: N;UN; — AV
beziglich der Simplizialzerlegung

K :={K;e K|K;CN;UN;} ={K; € K|K; ist Seitevon \; oder\;}
mit den Eigenschaften:

w|N{ = w£|Nﬁ ? wg € Q""(Né) Und dw5|/\/§ = 77£|J\/§ 9 f € {Zaj} :

Bemerkung

Im obigen Beweis werden die StammformenbeZiglich eines affinen Koordinatensystems
(Qo;v1,...,v,) definiert, wobei der Punkt @)y € £ willkrlich als Ursprung gewahlt ist.
Betrachtetman fuir zwei Ursprungspunkte?, Q' € N; ¢ N die entsprechende®Stamm-

formen w;,w. € Q,(N!) beziglich der affinen Koordinatensystemé&@:v1....,v,) und
(Q;v1,...,v,) mit
1 -
(i) plaon....w) = —— - () g (QPown. ..y )
1 —
1
(wi)P(wl,...,w,«) = -(ni)Q,<Q’P,w1,...,w,«) Vwy,...,w, €V,
so gilt:
1 . .
1
(&) plens- o) = —— - (g (QQ + GPown. ..y
1

_ T—(n,-)Q<Q73,w1,...,w,«)
H—l(ni)Q<Q7Q,w1,...,wT)

= (w;) pwy, ..., w,) — (w,-)Q,(wl, cey W)

_|_

also
(@) p = (@i)p = (@ (= (wilp+ (wh)g) (v2)
fur beliebigePunkteP € N/ . Dabei hangt(w,-)Q, € A, V* nichtvon P ab.

* Betrachtemannunfir ¢ = ¢, j jeweilszwei wie im obigenBeweiskonstruierte--Formen
we und wé beziglich der Ursprungspunkt&) € £ bzw.Q' € £ , sogilt aufgrundder
Stetigkeit:

(wi)p, = (i) p, = (Wi = (wi)g = (wj)p, — (wj) p VP €N, Pj €N

Die entsprechendesimplizialenr-Formenw undw’ unterscheidesich alsoauf V; UN;
um eine konstanter-Form ¢ € Q%(M) mit

((P) :=wg = —w'Q VPeM.
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Wahlt manals Ursprungspunkt&)’ € N; und Q" € N; , r-Formenw! € Q,(N!) mit

1 -
(1) plns o) = —— - (i) (QP.wr. .y )
Ywi,...,w, €V, Pe N/,
sowie w? € Q,(N}) mit
(w!) ,(w w)——l - (n5) <Q7Pw w)
7)p ooy Wy _T—I—l 7]} Q” s WYy e ooy Wy

Ywy,...,w, €V, P EN;,
und definiertmanw; € Q,(A) fur einenbeliebigenPunkt@ € £ durch
wi(P) = (wj) p = (Wj) g + (wi)g YPEN, (+)
so erhalt man eine simpliziale r-Form &’ auf A; U N; durch
W = welwg s E=1,7,

dennw’ unterscheidesichvon derin obigerFolgerungkonstruiertersimplizialenr-Form
w nur durch eine konstanter-Form; es gilt:

(wi) p = (wi)p — (wilgr VP EN;

sowie
(w;)p = (wérl)p - (w;I)Q + (w;)Q
= (@)p = @)gn) = (@ig = (@)gn) + ((wi)g — (wig)
= (wj)p — (wi)g VP EN;
und speziell:

(wé)p = (wi)p — (wi)Q'
= (wj)p — (wi)g = (wj)p YPEL.
Es zeigt sich hier insbesonderegalR dieseKonstruktionunablangigvon ¢ € L ist.
Wahlt man nun zusatzlich noch
Q=Q"ecL=N,NN;,
so vereinfachtsichw; € Q,(N]) in () wegen(w))q = (w])gv = 0 zu
Wi(P) = (w)) p+ (wi)gn VP EN. (V3)

J J

Zur stetigenFortsetzungder in @' entwickeltenStammformw, muf3 also nur der Wert
(wi)gn zu derin Q" entwickeltenStammformw addiertwerden.
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Satz 1
Gegebenrsei ein einfachzusammen&ingendesn-Simplexpolyeder

N=MNMU...UNg=I|K|CcM

mit einer SimplizialzerlegungC und Grundsimplizes\Vy, ..., Nk.
Mit 0 < r < n seien

ne € W (Vi) , é=1,....K

konstantgr + 1)-Formenauf maximaldimensionalekRonvexenMengenmit Ve C Né C M.

Weiter gelte fur je zwei GrundsimplizesV;, N; ¢ N, die sich in einem gemeinsameri-
Simplex

£:={Qo.... Q1) = Nin A

mit 1 < k£ < m schneiden:
Ist (v1,...,v,) €ine Basisvon YV mit v; = QOHQ,, I =1,....k undist (v]....,v}) die
zugelbrige duale Basis, und schreibtman ferner

"75 - : : ail,...,ir+1 dvil ARERRA dvir+l 3 f =17
1<n<-<tr41<n

SO ist
az:l,---,ir-u = afl,...,ir“ V (il, . '7iT+1) : {il, e 7iT+1} N {1, . ,k} 7£ @ .

Dann gibt es eine simpliziale r-Form w auf N beziglich £ mit
wlne = welwe > we € Q(NVE), E=1,.. K,
so das gilt:

dweln, =nelwe - €=1,... K.

Beweis:
Esseien{P,..., Pr} C K alle nulldimensionalerSimplizesin K. Fur zwei Eckpunkte

PﬂaPVeNfc-/\/’a ,U,I/E{1,...,[1},56{1,...,](}

einesGrundsimplex\V seiw,, € A, V* definiertalsWertderin P, entwickeltenStammform
Zu n¢ im Punkt P, :

1
r+1

'(ng)p“<Pﬂjy,w1,-..,w,~) le,...,w,« cy.

Wup (W1, ... wy) 1=

Damitist w,, durchdie vorausgesetzt¥ertraglichkeitsbedingungvohldefiniert?®
Nun sei P, fureina € {1,..., L} beliebig, aberfest gewahlt.

Fur ein Simplex Vg , ¢ € {1..... K}, gibt esdanneinen Eckpunkt P; € N, und einen
Kantenzug(P,,. .., P,,) mit P,, = P, und P,, = P3 , also eine Folge von Eckpunkten,

2 SjeheGleichung(V1).
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so dal3jeweils zwei aufeinanderfolgendunktein einemSimplexliegen. Man ddfiniert auf
N¢ die Stammform:

1 -
(wg)P(wl,...,wr) ::7“—I-1 . (ng)Pﬁ<PﬂP,w1,...,w,«)

-1
—I—Zw“l“lﬂ(wl,...,w,«) Vwy,...,w, €V, P E./\/'é.
1=0

Es sind nun zwei Teilbehauptungerzu beweisen:

1) we ist unablangigvom Kantenzug(FP,,, ..., P,,) von P, nach P;.

Dazuwird gezeigt,dalRfur elementareDeformationen(Py,. ..., Py) ~> (Py, ..., Py,)
gilt:

-1 k-1
Zw“zﬂz+l = Zwylyl-l'l :
1=0 1=0

Fur EckpunktePy,, Py,, P\, € Ny C N, ( € {1,..., K} gilt offenbaf®

L(J)\l )\3 - L(J)\l )\2 + w)\Q)\S

sowie

Wa = Waa, T =0,

worausdie Gleichheitder obigen Summenfir die erstenvier elementarerDeformatio-
nert? folgt. Die Fiinfte der Deformationenalso die Verschiebungles Anfangspunktes
innerhalb eines geschlosseneiantenzugesaul3ertsich nur in einer Umnumerierung,
dennmit y; = po gilt:

-1 -1 -1
Zwﬂzﬂzﬂ = Wpops + Zwﬂzﬂzﬂ = Zwﬂzﬂzﬂ + W -

Sind nun (P, ..., Py,) und (P,,..., P, ) zwei Kantenige von P, nach Pg, so ist

(P,m, s Py =Py Py _,... .,P,,O) ein geschlossendtantenzug.Da .\ einfachzusam-

menltangendist, l1aldt sich jeder geschlossen&antenzugdurch endlich viele elementare
Deformationenin einenKantenzugder Lange0 tUberfihren. Daherqilt:

-1 k—1
E wﬂzﬂz-l-l + E wyk—zyk—z—l = 0
-1 k—1 k—1 k—1
i E wﬂzﬂz-l-l = - E wyk—zyk—z—l = E wyk—z—lyk—z = E wyzyz-l-l *
1=0 1=0 1=0 1=0

Die Stammformw; ist alsowegen

-1 k—1
E Wpiptigs (W1, wy) = E Wyivig (W1, .o wy) YVwr,...w, €Y

unablangig von der speziellenWahl desKantenzugeson P, nach Pg.

29
30

SieheGleichung(V2) in obiger Bemerkung.
Ersetzenzweier SeiteneinesDreiecksdurch die Dritte (und umgekehrt)sowie Streichen(Einfugen)eines,Hin-und-
Zuruck”-Weges.
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2) we ist unablangig vom gewahlten Eckpunkt Ps € M.

Seidazu P, € N¢ ein Eckpunkt. Danngilt fur alle P € N :

1

(wf)P(wla"-aw?"): r+1 ) (ng)pﬁ<Pﬂ737+P;P,w1,...,wr)

-1
+ Zw“l“lﬂ(wl, ceey W)
1=0

1 o
- r+1 ) (ng)Pq((P‘YPawla---aw'r) +wﬂ7(w1,...,w,n)
-1
+Zwl‘zl‘z+l(w17"'aw'r)
1=0
r+1 P ’ ’

l
—I—Zw“l“l“(wl,...,w,«) Vwy,...,w, €V
1=0

mit ;41 := . Man erhalt alsoden Wert derin P, entwickeltenStammformzu 7, im

PunktP zuziglich desdurchdenKantenzug( Py,. . - -, Py, ) von P, nachP, definierten

zu addierenderAnteils. Die Stammformw, ist somit auchunablangig vom gewahlten
EntwicklungspunktP; € N,

Da die lokalen Stammformen
we € Q,«(/\/’é) ,E=1,.... K

unter Verwendungder Vertraglichkeitsbedingundur die stetigeFortsetzungVV3) konstruiert
wurden,stimmensieaufgemeinsameBeitenaneinandegrenzendeimplizestiberein. Durch
die Einschankung

wWinvg =wela s E=1,0 K

erhalt man also eine (wohld€finierte) simpliziale »-Form «w auf A" mit den gewiinschten
Eigenschaften.

O

Folgerung (PoincaéschesLemma fir stickweise konstante(r + 1)-Formen auf einfach
zusammen@ingenderSimplexpolyedern)

Ist mit den Voraussetzungedes letzten Satzes

K
n: K= U (./\/’5\8./\/'5) — A V*
e=1

stickweisekonstantbeziglich X mit
nlnon: = nelvnans - me € QU (VE) L E=1.... K,

so ist die obenkonstruiertesimpliziale r-Form w eine simpliziale Stammformvon 7.
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Bemerkung

a) Ist A nicht zusammen&ingend,so kann, da zwischenverschiedenerZusammenhangs-
komponenterkeine Stetigkeitsbedingungenu erfillen sind, jede der Komponenterfir
sich betrachtetverden. Der Satzgilt alsoauchfir nichtzusammerdngendeSimplexpo-
lyeder, derensamtliche Zusammenhangskomponenteinfachzusammenéngendsind.

b) Die aus der Tangentialstetigkeiteiner stiickweise konstanten(r + 1)-Form folgende
Existenzeiner simplizialen Stammformentsprichtinnerhalbder klassischervektorana-
lysis der ausder TangentialstetigkeiéinesstiickweisekonstanterVektorfeldesfolgenden
Existenzeiner stiickweiseaffin linearenFunktion, derenGradientdas (somit konserva-
tive) Vektorfeld ist.31

[1.2.4 Simpliziale Stammformen stiickweiseaffin linearer Formen

Der zweite in Kapitel | behandelteéSpezialfall des PoincaéschenLemmasbesagt,da? jede
geschlossendaffin lineare) r-Form auf einer konvexenMenge exakt ist. Setzt man nun
eine simpliziale (» 4+ 1)-Form auf einem Simplexpolyedervoraus, die auf jedem Simplex
Einschiankung einer geschlossenerorm ist, so lassensich lokale Stammformenauf be-
nachbarterimplizesin Punktengemeinsamentersimplizesentwickeln,wodurchmaneine
simpliziale Stammformauf den beteiligten Simplizeserhalt. Folglich lafit sich der zweite
SpezialfalldesLemmasvon Poincae fur sternfyrmige Simplexpolyedemit einemgemein-
samenEckpunktaller Grundsimplizesverallgemeinern.Da sich aberim affin linearenFall
die in verschiedenerPunktenentwickelten(quadratischenstammformenum geschlossene
r-Formenunterscheidengie im allgemeinennicht konstantsind, ist es nicht moglich, wie
im letzten Abschnitt simpliziale Stammformenauf einfach zusammenéingendernPolyedern
durch Anpassungvon Konstantenzu konstruieren.

Definition 3
Es sei

N=MNMU...UNg=IK|lCcM

ein m-Simplexpolyedemit einer SimplizialzerlegungC und Grundsimplizes\Vy, ..., Nx.
Eine simpliziale Sammform einer simplizial polynomialen(r + 1)-Form

n: N — AV
vom Grad ¢ auf V' beziglich K ist eine simpliziale r-Form
wi N —= AV

(vom Grad ¢ + 1) beziglich £ mit

wing = wiln s wi € W WND) L i=1,.. . K,
und maximaldimensionalekkonvexenMengenN, C¢ M mit N; Cc N/ . i =1..... K, so
daf gilt:

dwilne =nla, , t=1,..., K.

81 vgl. dazul.4.4 Exkurs: Die klassischerifferentialoperatoren.
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Lemma 3
Es seien

Ni,N; CN =N U...UNg = K| Cc M

zwei Grundsimplizesiner Simplizialzerlegungl einesm-SimplexpolyedersV, die sichin
einem gemeinsamerk-Simplex

mit £ > 1 schneiden.
Mit 0 < r < n sein einesimpliziale (alsosimplizial affin lineare)(r + 1)-Formauf \; U N;
beziglich der Simplizialzerlegung

K':={K; e K|K; C N;UN;} = {K, € K| K, Seitevon \; oder\;}
mit
n|-/\/§ = ’7£|J\/§ s N¢ € Q'l"-l-l('/\/’{{) 3 f: iaja

und maximaldimensionalekonvexenMengen\;, N C M mit N; C N und N; C A .
Sind nun n; und n; geschlossengilt also

dn; =0 und dn; =0,

so besitztn eine simpliziale Stammformbediglich K'. Es gibt also eine simpliziale »-Form
w auf V; U N; vom Grad 2 beziglich £’ mit

wln = weln; s we € QE(-N%) , E=1,7,

so dalf3 gilt:

dwiln, =nla; und  dwjly, =l -
Beweis:
Nach Voraussetzungind die (r + 1)-Formenn; undn; geschlossemnd damit exakt.
Seinun (vy,...,v,) eine Basisvon YV mit v; = Q00;. 1 =1,....%k und (vf,...,vy) die
zugelbrige duale Basis. Weiter sei

Ne = Z afleirﬂ dv;-*l Ao A dv;'kr“ ,E=1,7.

1<n<-<tr41<n
Mit Koordinatenfunktionerp, ..., 5, beziglich (Qo;v1,....v,) setztman:
1 ¢ r+1 -
Corm X (e (e Epair)
1<11<-<trg1<n

r+1
k ——~—
/\Zﬂik(P).(_l) +1.v;rl/\.../\v;rk/\.../\v;.*m)
k=1

far ¢ = 4,5 und P € V. Dannist w; € Q7(N}) undesgilt dwg = ne fur ¢ =, 5.%

%2 vgl. dazuTeil b) desBeweisesdesPoincaéscherLemmasauf Seite66.
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Da die simpliziale (» 4+ 1)-Form  stetigist, gilt fur alle Punkte P € £ desgemeinsamen
Untersimplex:

mi)p=())p = ab . (P)=al (P) Y0<ij<---<ipp1<n,

2150038041

und da mit Qo, P € £ auch <Qo + 4 QJP) € L ist, folgt:
(w,')P = (wf)P VPeL.

Damit ist
wi NFUN; — AV mit wly, ==we . =14,

eine (wegenw;|z = wj|z wohldefinierteund stetige) simplizal quadratischer-Form auf
N; U N bediglich £ mit
dweln, = nelne = nlng - £= 14,7
O
Folgerung (Poincaésches emmafir simplizial affin lineare(r+1)-Formenauf sternbrmigen

Simplexpolyedern)
Ein m-Simplexpolyeder

N=MU...UNg=|K|CcM

mit einer Simplizialzerlegungt und Grundsimplizes\, ..., Nk seisternbrmig beziglich
einesgemeinsameitckpunktes) € X, esgeltealso@ € N; furi=1,..., K.

Mit 0 < r < n sein einesimpliziale (r + 1)-Form auf V' beZiglich X mit

N i € Qe (V)L i=1,... K

NN = T

und maximaldimensionalekonvexenMengen\,; C M mit N; C V] , wobei die lokalen
(r + 1)-Formengeschlosserseien:

dpi=0,i=1,..., K.

Dann besitztn eine simpliziale Stammformbeziglich K.

Bemerkung
Betrachtetman fur zwei Ursprungspunkt&). Q' € A; ¢ AV und
n= Z Qi dvzﬁ ARERRA dvlt.u € Q’"‘H ('N’ll)

1<n1<<tr41<n

zwei Stammformeno, o’ € Q3(N7) mit

2

1
wp = >y (T T Gireire (Q +

1<t < <trp1<n0

r+1 -
P
r—I—QQ )

r+1
k ——~—
/\Zﬂik(P).(_l) +1.v:_‘] /\.../\v;fk/\.../\v;fm)
k=1
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beziglich desaffinen Koordinatensystemg?; v1, ..., v,) und Q?J =Y Bi(P)-v; sowie
=1

1 r+1 -
L{JIP = Z (T + 1 ‘ ail,...,ir+l (QI + m@lp)

1< < <tr41<n0

r+1
k+1 3
A BL(P) - (=) -v;-*l/\---/\v;-*k/\---/\v;-*m)
k=1

beziglich (Q';v1,...,v,) und QP = 3" B)(P) - v; , so gilt wegen
i=1

- +1 - r+1 -
P=Q + @ P
@P=Q+ 500+ —5a

— 1 — ’]"—I—l —
— ) / / P
Q'+QQ+—5QQ +.—50

r+1 - 1 -
— 0P+ —QO
Q+r—|—2Q +T—I—QQQ

r+1
r+ 2

Q' +

und

QP=QQ+QP = > B(P)-u=>_ (B(Q)+AH(P)) v
=1
= BI(P)=81Q)+A(P). I=1.....n

der Zusammenhang

| r+1 -
I 150t
e

1<n<-<tr41<n

r+1
k * /*\ *
AT BLQ) (=)Mol A A A A
k=1
n ! L (Q@Q
(r+1)(r42) Tt
r+1

k —_—~
A Bin(P) - (1) wf A AVE A A
k=1

Ty e ()

r+1
k+1 5
A @) - (=) -v;-*l/\---/\v;.*k/\---/\v;-*m)
k=1
+wp .

Die beidenStammformenunterscheidersich also wegen

d(wi—wé):dw,‘—dwézm—m:ﬂ
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um einegeschlossenaffine r-Form, die im allgemeinemicht konstantund damitauchnicht
allein von den Punkten@ und Q' abhangigist. Insbesondergilt wegen

1 -
w5 << )

1< <<tr41<n
r+1
k+1 T
/\Zﬂzk —1) o A AvE A A

_ LD b o
= Z (T + 1 all’...’l'r.l.l (Q + r + QQ Q)

1<n1 < <trp1<n

r+1
AN (=BLQ) - (=DM vl A A A A )

k=1

und

1 r+1 -
- E PN . / /
wQ - (T —I— 1 all,...,lr.H (Q + r _I_ QQ Q)

1<n<-<tr41<n
r+1
k-l-l * /\ *
/\Zﬂzk OF A AVE A AE

im allgemeinen
wQ # —w'Q und wp # wp +wg -

Die Konstruktioneiner simplizialen Stammformauf einem Simplexpolyededurch Auswahl

eines Startpunktesund Addition von Werten entlang KantenZigen, wie sie im konstanten
Fall durchgeiihrt wurde, ware also, da die zu addierenderAnteile auf geschlosseneKan-

tenzigenim allgemeinennicht verschwinden stetsvon den speziell gewahlten Eckpunkt-
folgen abhangig. Der einfacheZusammenhangles Simplizialkomplexesgeriigt in diesem
Fall offenbarnicht. Desweitererist nicht garantiert,dal man durch eine solcheKonstrukti-

onsvorschrifteine stetige Abbildung und damit eine simpliziale Stammformerhielte,da die

StetigkeitsbedingungemwischenbenachbarterSimplizesnur bei Auswahl einesgemeinsa-
menEntwicklungspunkteder StammformerBeriicksichtigundinden,nicht aberbei Addition

von geschlossenefRormenentlangKantenzigen.

Bemerkung

Die lokale Geschlossenheginersimplizialen(r + 1)-Form und die darausfolgendeExistenz
einer simplizialenStammform(vom Grad2) entsprichtinnerhalbder klassischen/ektorana-
lysis der ausdemlokalenVerschwindengler RotationeinesVektorfeldesfolgendenExistenz
einerstiickweisequadratischefunktion,derenGradientdasVektorfeldist (alsoderKonserva-
tivitat desFeldes)?® Da sichzwei quadratischéunktionenmit identischerGradientenfeldern
nur um eine Konstanteunterscheidenist esim klassischerAnalogonabermaoglich, globale
Losungenauf Simplexpolyederrbereitsunter VoraussetzungeseinfachenZusammenhangs
zu konstruieren.

3 vgl. dazul.4.4 Exkurs: Die klassischerifferentialoperatoren.






Il Elektromagnetische Felder

.ES gibt ein Paradoxon,auf dasich schonim Alter von

16 Jahren stiel3. Wennich einenLichtstrahl verfolge,...
sollte ich einensolchenLichtstrahl als ein ruhendesjm

Raumoszillierendeslektomagnetischebeld sehen.So
etwasscheintesjedochnichtzugebenwederauf Grund
der Erfahrung noch nach den MaxwellschenGleichun-
gen.”

Albert Einstein

Im folgendenwird der diskrete Differentialformenkallédl auf die MaxwellschenGleichun-
gen angewandt,die — beruhendauf den ErgebnissenFaradays— als Grundformelneiner
vereinheitlichendenrheorie elektrischerund magnetischeiKrafte die elektromagnetischen
Erscheinungerals Eigenschafterdes kontinuierlichenModells elektromagnetischeFelder
beschreibenErstdurchdenvon E. CartangeschdenenDifferentialformenkalll lassensich
die MaxwellschenGleichungendem besondererZzusammenhangon Raumund Zeit sowie
der Verwobenheitvon elektrischemund magnetischentreld angemesseformulieren. In der
hier betrachteterSituation diskreter Datenin EckpunktenvierdimensionaleiSimplizesund
damiteindeutigbestimmteraffin linearerinterpolierendeauf dengesamterSimplizeserweist
sich der diskreteDifferentialformenkalkl als angemessened/erkzeug.

[11.1 Die Minkowski-Raum-Zeit

»Zeit, Ort und Bewegung,als allen bekannt, erklare
ich nicht. Ich bemerkenur, dals man gewbhnlich diese
GroRRennicht andersals in bezugauf die Sinneauffaf3t
und so gewisse\orurteile entstehen.”

IsaacNewton

Elektrischesund magnetische&eld lassensich in einer2-Form F' zusammenfasseuje auf
demerweiterterKonfigurationsraun{Ereignisraum)demkartesischerfProduktdesAnschau-
ungsraumesnit der Zeit und damit einemvierdimensionalermaffinen Punktraumdefiniertist.
Der erweiterteKonfigurationsraunist mit einer durch die relativistischenGleichungenauf-
gepiagtenPseudometrikgder Minkowski-Metrik versehengdie durchein Pseudoskalarprodukt
desindex1 aufdemzugeldrigenVerschiebungsvektorraumduziertwird. UnterdiesenVor-
aussetzungersieht in gleichformig zueinandebewegtenBezugssystemealles gleich aus®,
sofernaffine KoordinatensystemgenaR der Poincaé-Gruppe(Verschiebungennd Lorentz-
Transformationenjransformiertwerden. Insbesondersind die MaxwellschenGleichungen
fur die 2-Form F' und die Minkowski-Metrik forminvariantunterder Poincae-Gruppe.Man
nenntdenmit dieserMetrik versehenerrweitertenKonfigurationsraun{der ein vierdimen-
sionalerMinkowski-Raumim Sinneder Definition in 1.1.3 ist) Minkowski-Raum-Zeit.

Im folgendenwird die geometrischestruktur der Minkowski-Raum-Zeitim Hinblick auf die
diskreteFormulierungder MaxwellschenGleichungerbetrachtet.Die speziellenEigenschaf-
ten setzendabeizumeistnicht die Vierdimensionalét sondernnur ein Pseudoskalarprodukt
desIndex 1 voraus. Als GrundlagedieserBetrachtungerdienenim wesentlichen26] und
[14]; auf Beweisewird, soweitsie dort nachzulesemsind, verzichtet. Eine Untersuchungon
Minkowski-Raumen(germalR der Definition in 1.1.3) als affine Punkt@umefindensichin [3].
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[11.1.1 Definitionen, Bezeichnungenund grundlegendeEigenschaften

Im folgendensei

* M einvierdimensionaleMinkowski-Raum(die Minkowski-Raum-Zeit),
* )V derzugeldrige vierdimensionalé/ektorraumder Parallelverschiebungem — M,
» ¢ dasPseudoskalarprodukt

E:VxV—R

(u,v) — {(u, v) =t {u,v)
mit Index(¢) = 1,

* ||| : ¥V — C die durch¢ induziertePseudonormauf V,
* d die durchdiesePseudonormnduziertePseudo-Abstandsfunktion

d:- Mx M — C

(P,Q) — d(P,Q) := | PQ] .

Desweiterersei jede Orthonormalbasise, €2, e3, ¢4) von V so sortiert, da gilt:

N ! falls 7 € {1,2,3},
Gelei) = { 1 fallsi=4.

Bemerkung

a) Fur jede Orthonormalbasigey, €2, €3, ¢4) von V gilt:

07 Z%]’ i’j€{1727374}7
(ei,e) =41, 1=7€{1,2,3},

-1, 1=7=4,
und damit
[e1]] = [leal| = [[es]| = 1, [lea]| = 7.
4 4

Fur zwei Vektorenv,w € ¥V mit v = > vje;, w = > w;e; gilt also:

=1 1=1

(v, w) = viwy + vaws + V3W3 — vawy .

b) Fur eine Orthonormalbasiser, €2, €3, €4) von V und einenbeliebigenPunktO € M ist

(0.0 4+ ¢€1,0 4 €2,0 + e3,0 + e4) ein affines Koordinatensysterwon M.
Fur zwei Punkte

4 4
P:O—I—Z)\,'e,', P’:O+ZA§6,-€M

erhalt man als Abstandvon P und P’:

d(P,P') =[PP = /O = M)+ (o = X 4 (s = Ny)% = (g = Ny

Fur den AbstanddesPunktes” vom UrsprungO erhalt man:

d(P.0) = |[PO| = \/N 4 M3+ M3 — ).
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Bezeichnung
Ublicherweisenennt man

* die Punkte P € M (raum-zeitliche) Ereignisse,
» dasinnere Produkt{ Lorentzprodukt und
» (nichttriviale) Vektorenv € V\{0} mit ||v|| = 0 selbstorthogonal, lichtartig oderisotrop.

Bemerkung

Es gibt Basenvon V, die nur ausselbstorthogonaleNektorenbestehen Fur eine Orthonor-
malbasis(eq, ez, €3, ¢4) von V ist eine solchebeispielsweise

{61—I—64, €g + €4, €3 + €4, 61+62+\/§64}-

Lemma l

Zwei selbstorthogonal&/ektorenv,w € V sind genaudann orthogonal,wenn sie linear
abhangig sind.

Beweis:

Fur eine Orthonormalbasise, e2, e3. €4) von V seien

4 4
! !
v:E v,'e,':v—l—v4e4,w:§ wie; — W + waeq €Y

mit v, w’ € span(eq, e2,€3). Auf diesemUntervektorraumist ¢ positiv definit.
Sind nunv und w selbstorthogonalso gilt:

(v,0) = (', 0") —vi=0 und (w,w) = (W, w)—wi=0.
1) Sind v undw zueinanderrthogonal,so gilt:
0= (v,w) = (v, w') — vswy .
Da (per def.) v,w # 0 sind, gilt weiter:
(oY= v >0 und (w,w')= wi>0.
Man erhalt:
(') = vjud = () (' )
Damit ist Gleichheitin der Cauchy-Schwarz-Ungleichun@ir »',w’ € span(eq, €2, €3)
erfullt, und esfolgt die lineare Abhangigkeit:
A € R\{0} : o' =X
= wvgwy = (v, w') = Mo’ v") = Mof
= w4 = vy .
Man erhalt:
w =1 + wiey = M + Avges = Iv .
2) Sind umgekehrtr und w linear abhangig, so ermalt man sofort die Orthogonaliat:

v=Aw = (v,w) = {Aw,w) = MNw,w) =0.
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Definition 1
Fur Py, € M heil3t

Kr(Py) = {P eM | ||PP| = o}
Lichtkegel von Py in M. Fur P € K (Py)\{Fy} heildt

Sppi={P+tRP | teR}
Licht-Weltlinie oder Lichtstrahl durch 7, und P.

Bemerkung
Die BezeichnungerlLichtkegel* und,Lichtstrahl’ sind motiviert durchdie Lichtartigkeitder

Verschiebungsvektoref, P firr Punkte P € K1 (Py). Die zwei Punkte Py und P lassen
sichin diesemFall als zwei mogliche Ereignisseeinessich mit (derals ¢ := 1 festgelegten)
Lichtgeschwindigkeifortbewegendeieilchensinterpretierenalsoals zwei auf der Weltlinie
einesPhotonsliegendeEreignisse.
Lemma 2
a) Fur alle Py, P € M qilt:

P e ]X’L(P(]) & Bye I(L(P) .
b) Sei /iy € M, danngilt:

Spp=Spp, VP K (P)\{F} .
c) Furalle Py € M qilt:

]X’L(P(]) = U Spojp .
PeK1(Po)\{ Fo}

d) Fur zwei Punkte P,Q € M, P # @ mit ||P22|| = 0 gilt:
Spo=Kr(P)NK(Q).
Beweis. (Sieheauch [26].)
a) Esqilt:
PPl = |[PPy| ¥ Py, PeEM.
b) Sei Py € M, P € Ki(Py)\{Fv}, danngilt:
Q € Sp,.p ) )
SIJteER: Q=P+t PRP=(1-1)Ph+tP=P+(1—-1)PPF
& QeSpp, -
c) FurPye M, Pe Ki(Po)\{Po} undQ = Py +1 PP € Sp, p mit ¢ € R gilt:
1@l = [t] || PP =0
und folglich ist
Sp,.p C Kr(Py) VP e Kr(Po)\{Fo} .
Umgekehrtgilt:
P=Py+PPeSpp VPeKi(P).
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d) Die Inklusionsbeziehung
SP’Q = SQ’p C ]X’L(P) N ]X’L(Q)

wurde durch b) und c) bereitsgezeigt.
SeialsoR € K (P)N K(Q). Fur R = P oder R = () gilt dannoffenbar

Re{P,Q} CSpg=2>5g.pr-
Fur R ¢ {P,Q} qilt:
0= <P7%,P7%>
- <P22 +QR, PQ + Q7%>
= (PQ.PQ)+2(PQ.4R) + (QR.GR) .
— —

die VektorenPZ) undQ?% sindalsoselbstorthogonaindzueinandeorthogonalfolglich3*
sind sie linear abhangig. Es seietwa@ R = )\ P, danngilt:

R=Q+QR=0Q+(—\)QP
=(14+MQ—AP =P+ (1+)PQ
= RESP’Q:SQ’]J.

Bezeichnung

Ein Verschiebungsvektar := P@ € V zweier EreignisseP, () € M heil3t
e zetartig & (v,v) < 0 (& Q liegt innerhalbdesLichtkegels Kz (P)),

e raumartig :& (v,v) > 0 (& @ liegt auBerhalldesLichtkegels K ( P)).

Lemma 3
Es seienv,w € V\{0} zwei Vektorenmit

4 4
1=1 1=1
beziglich einerOrthonormalbasige;, €2, €3, e4) von V. Weiter seiv zeitartigund w zeitartig
oder lichtartig, es gelte also
(v,v) <0 und (w,w) <0.
Dannist vy - wy # 0 und (v, w) # 0, und esgilt:
sign(vy - wy) = —sign({v,w)) .

Beweis. (Siehe[26].)
Anwendungder Cauchy-Schwarz-Ungleichungie im Beweiszu Lemmal.

Folgerung
Ist v € V\{0} mit (v,v) < 0 undw € V\{0} mit (v.w) =0, sogilt (w,w) > 0.
Jedemichttriviale Vektor, der orthogonalzu einemzeitartigenVektor ist, ist alsoraumartig.

3 vgl. Lemmal
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Bemerkung

Man kann nun auf der Menge der zeitartigenVektoren
r:={veV|({v,v) <0}

eine Aquivalenzrelation~ definieren:
Vower: (v~w:e (v,w) <0).

Die AquivalenzrelationseigenschaftéReflexivitit, Symmetrie Transitivitat) sind offensicht-
lich.

Nun ist fur alle v € 7 offenbarauch—v € 7 , undesist v » —v . Desweiterergilt wegen
desletzten Lemmasfir alle v,w € 7 :

v~w oderv~—w.
Damit wird = durch~ in genauzwei Aquivalenzklassemzerlegt:

Fur eine beliebigefest gewahlte Sandard-Orthonormalbasis (1, €2, €3, ¢4) von V' sei

« 7t die Aquivalenzklassein der ¢4 enthaltenist, und
7~ die Aquivalenzklassein der —e4 enthaltenist.

Da aufgrund obigen Lemmasfir v,w € ¥V mit (v.v) < 0, (w,w) < 0 und (v,w) < 0

beZiglich jeder Orthonormalbasistetsv, - wy > 0 gilt, habendie vierten Komponenten
aquivalenterVektorendas gleiche Vorzeichen. Die beiden Aquivalenzklasserwerdennun

wie folgt bezeichnet:

« Die Aquivalenzklassaler zukunftsorientierten zeitartigenVektoren
rt={ver|vy>0}.
« Die Aquivalenzklasseler vergangenheitsorientierten zeitartigenVektoren

T ={ver|v<0}.

Bei denMengenr™t und 7~ handeltessich offenbarum Kegel, dennfir e € {+, -} qgilt:
v,wET = vt+we T,
veET I r>0=>r-vert.

Hinwels. DieseKlassifizierungist zurachstwillk tirlich und von der gewahltenOrthonormal-
basisabhangig, ebensowie die anschlielRendeDefinitionen und BemerkungerdiesesAb-
schnittesjn denenZeitorientierungerverwendetwerden. Die Basisunab&ngigkeitwird erst
im folgendenPunktlll.1.2 tGber Lorentztransformationedurch die Beschankungauf spezi-
elle Orthonormalbaserdie durch AnwendungbesondereorthogonaleiTransformationeraus
der Standardbasiservogehen,sichepgestellt.

Definition 2
Fur Py € M heildt

o Kz(P):= {P eEM | PP € T} Zeitkegel von Py in M,
o Ki(PR):= {P eM | PP e T+} Zukunftszeitkegel von P in M und
« K, (Py):= {P e M \ PP € T_} \ergangenheitszeitkegel von Py in M.
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Bemerkung

a) FureinEreignisPy = (20, 1¢) laRtsich I(}_(P(]) als raum-zeitlicheGeschichtesinervom
Raumpunktr, abdemZeitpunktt, ausgehendespharischerelektromagnetischeWelle,
also gleichzeitigin alle Richtungenausgesandtesich mit (der als ¢ := 1 festgelegten)
LichtgeschwindigkeitfortbewegendePhotonen,nterpretieren.

b) Der Begriff der Vergangenheitsund Zukunftsorientiertheital3t sich auchauf denLicht-
kegel ausweiten:Fur v € V\{0} mit (v,v) = 0 gilt:

Jee {+1,—1}: sign({v,w)) =¢ YwerT.

Bewels:
Zunachstgilt nachLemma 3:

{(v,w) #0 YwerT.

Angenommenses gibt w,w’ € 77 mit (v,w) < 0 und {(v,w') > 0, danngibt es eine
reelle Zahl A > 0 mit

(v, w0} = Ao, w')] = [ v, Aur)|
und es folgt:
0= (v,w) + (v, \w') = (v,w + M) .
Also ist v orthogonalzu w + Aw’ € 7 und damit raumartig(Widerspruch!).
Definition 3

Ein lichtartiger Vektor v € V\{0} heil3t

« zukunftsorientiert : & (v,w) < 0 Yw € 77,
e vergangenheitsorientiert :< (v.w) >0 Yw € 77,

Bemerkung

Zwei lichtartige Vektorenv, v’ € V\ {0} habengenaudanndie gleichezeitliche Orientierung,
wenn beziglich jeder Orthonormalbasishre vierten Komponentendas gleiche Vorzeichen
haben.

Definition 4
Fur Py € M heildt

. Kzf(Po) = {P € Kr(Fo) \ PJP ist zukunftsorientier} Zukunftslichtkegel und
o K (PR):= {P € Kr(F) \ P, P ist vergangenheitsorientieytVergangenheitslichtkegel
von Fy in M.
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[11.1.2 Lorentztransformationen

Im folgendenwerdenorthogonaleTransformationenalso lineare Abbildungenl : V — V
mit der Eigenschaft

(v,w) = (L(v), L(w)) Yo,weV,

und affin orthogonalélransformatione® : M — M, derenzugeldrige lineareAbbildungen
Lg : V — V orthogonaleélransformationersind, betrachtet.Zunachstwerdendie wichtigsten
Eigenschafterausl.1.2 fur den Spezialfallder Minkowski-Raum-Zeitformuliert.

Eigenschaftenorthogonaler Transformationen

a) JedeorthogonaleTransformationl. : V — V ist ein Isomorphismus.

b) OrthogonaleTransformationerbilden lichtartige Vektoren auf lichtartige Vektoren ab.
Folglich bilden affin orthogonaleTransformationerLichtstrahlenauf Lichtstrahlenund
Lichtkegel auf Lichtkegel ab.

c) Orthogonale Transformationensind mit der zu ¢ assoziiertenquadratischenForm
vertraglich und durch diese Eigenschaftcharakterisiert.

d) OrthogonaleTransformationemilden (unterBerticksichtigungder Positiondeszeitartigen
Vektors) Orthonormalbaseauf Orthonormalbasemb und sind durch diese Eigenschaft
charakterisiert.

Vorbemerkung (zur folgendenDefinition)
Sind L, Ly,Ls : ¥V — V orthogonaleTransformationenso gilt:

(v,0) = <(L o L_l)(v), (L o L_l)(w)>
= (L7 (v), L7 (w)) Yv,weV

und
{(v,0) = (L1(v), L1(w))
= {(Ly 0 L1)(v), (La 0 Ly)(w)) Vo,we V.

Folglich bildet die Menge der orthogonalenTransformationzusammemit der Verkettung
von Abbildungeneine Gruppe.

Definition 5

Eine orthogonaleTransformation/. : V — V heil3t allgemeine (homogene) Lorentztransfor-
mation. Die Mengeder allgemeinenLorentztransformationemersehemit der Abbildungs-
verknipfung heif3tallgemeine (homogene) Lorentzgruppe. Man schreibtdafur:

£4:={L:V — YV orthogona}, o).

Bemerkung

Essei L € £, eineallgemeineLorentztransformatiomind es seienv := (¢, €}, €}, ¢;) und
= (e}, e, e, ef) mite! = L(e}) furi = 1,2.3.4 Orthonormalbasemon V.

Dannist die mit der orthogonalenTransformation/. und der Orthonormalbasi® assoziierte
Matrix die Koordinatentransformationsmatrixon v nachtv:

Mpo= Mo = (méj)é-ljzl e RV,

2
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Mit
1
B = ({ei.e;))i = 1 <: (<6§a6§‘>)i;‘=1 = (<6;I’elf!>)i3‘=1)

gilt dann:
Ee=Mpo-Ee-M] g, =M],-E:- M
3 Lo ¢ Ly Lo~ ¢ Lo

und man erhalt in Komponenten:

mi1 mao1 m3i —m41
— mi2 mo2 mso —MmM42
ML}J:Eg-M{’U-Eg:
’ mi3 ma3 m3s3 —743
—MmMi14 —M9o4 —M34 mayg

Entsprechendjilt umgekehrt: Zu einer gewahlten Orthonormalbasigé, é2, é3, é4) ist jede
Matrix M € R*** mit

Ee=MTE:M=MEMT
die Koordinatentransformationsmatroes Basiswechsels
(éla 627 é37 é4) ~> (L(él)a L(é2)7 L(é3)7 L(é‘l))

fur eineorthogonaleTransformatiorn/.. Die Mengeder Matrizenmit dieserEigenschafbildet
zusammenmit der Matrixmultiplikation eine Untegruppevon GI.(4.R).

Definition 6
Eine Matrix M € R** mit der Eigenschaft
Be=MTEM (= MEMT)

heil3t allgemeine Lorentzmatrix. Die Menge der allgemeinenLorentzmatrizerversehemmit
der Matrixmultiplikation heif3tallgemeine Lorentzmatrizengruppe:

ey = ({M R | B =MTEMY, ).

Vorbemerkung (zu folgendemLemma)
Fur M = (m,-f-);l}.:1 € £M, gilt wegenEe = MTEM -
4
—1 = Z migm a(ei, €j) = miy +miy +miy —miy .
i,j=1
Es folgt:

2 2 2 2
my =1+my+my+myy>1 = |mul>1.

Die Gruppe £91 4 wird dadurchin zwei Teilmengenzerlegt,die durch dasVorzeichender
Komponentem44 bestimmtwerden. DiesebeidenTeilmengenunterscheidersich durch die
Wirkung ihrer Elementeauf die Zeitorientierunglichtartiger und zeitartigerVektoren.
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Lemma 4
SeiM = (m,-}-)?}-:1 € £M4 und (€1, é2, €3, é4) eine Orthonormalbasizvon V. Dannsind
folgende Aussagenaquivalent:

a) myq > 1.
b) M erhalt die Zeitorientierungaller (nicht-trivialen) lichtartigenVektoren,esgilt also:

4

4
Vo= Zv,‘éi e V\{0}, |lv][ =0 : sign(vs) = sign (Z m4,'vi) )

i=1 i=1
c) M erhalt die Zeitorientierungaller zeitartigenVektoren:

4

4
Vo= Zvié,‘ €V, (v,v) <0 : sign(vy) = sign (Z m4,-vi) )

Beweis. Siehe[26].

Damit zeigt sich, dal3 die durch das Vorzeichen der Komponente m44 bestimmten
Aquivalenzklasserder LorentzmatrizenKlassenvon Lorentztransformationerntsprechen,
welche die Zeitorientierungerhaltenbzw. andern. Dabeiwird die Unablangigkeitvon der

gewahlten Orthonormalbasigeradedurch das obige Lemma sichegestellt. Man definiert

daher:

Definition 7
Eine allgemeineLorentzmatrix M = (m,-}-)?}.:1 € £M, heildt

» Kkausalititsehaltend (orthochon) < myy > 1,
* nicht kausalifitsehaltend: < myy < —1 .

Entsprechendheil3t eine allgemeineLorentztransformation. € £ 4
» Kkausalititsehaltend (orthochion) , wenn L. die Orientierungaller zeitartigenVektoren
erhalt, wenn also gilt:
(L(v),v) <0 Yover,

* nicht kausaliitsehaltend wenn L. die Orientierungaller zeitartigenVektorenumkehrt:

(L(v),v) >0 Vver.

Nicht kausaliaitserhaltendallgemeineLorentztransformationednderndie Zeitorientierung
aller zeitartigenund (nichttrivialen) lichtartigenVektorenund sollenim folgendennicht mehr
betrachtetwerden. Desweiterenwverdennur noch solche Orthonormalbasezugelassendie
mit der bereitsfest gewahltenStandard-Orthonormalbadis; . e2, €3, ¢4) gleich orientiertsind
und derenzeitartiger Vektor zukunftsorientiertist:

Definition 8

Eine zulassigeBasisvon V ist einemit (e1, e2. €3, e4) gleichorientiertegeordneteOrthonor-
malbasis(¢q, é2, €3, €4) mit zukunftsorientiertenzeitartigenVektor é,.
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Bemerkung

Eine weitere Moglichkeit, die Orientierungder Basisin eherklassischeM/eisefestzulegen,
ist zusatzlich zur Zeitorientierungdie Forderungder ,Rechtstandigkeit der raumartigen
Vektoren (¢4, é2, é3) bediglich der Restriktion des inneren Produktesauf den Unterraum
span(ey, €2, e3) (dasdort positiv definit, alsoein Skalarprodukist) und desdurch (e, e, €3)
auf span(ey, ez, e3) definiertenVektorproduktes.

4
Man fordert dazufir é¢; =

)

v11 Va1 v31
vig | X | va2 |, | vs2 > 0.

V13 V23 V33

vijey, 1= 1,2,3:
1

Vorbemerkung (zur folgendenDefinition)

Die Beschankungauf zulassigeBasenwirkt sich auch auf die als Basiswechseln Frage
kommendenLorentztransformationennd Matrizen aus:

Fur M € £, gilt wegenEy = M TE:M:
det (MTEM) = det M - det Fy - det M = det F
= (det M)’ =1 = det M = +1 .
Setztman M := EM mit

—1 0
FE = ! 1 ,
0 1
so gilt:
MTEM=M"ETEcEM =M"EM = E; = Me £y
und

det M = det F - det M = — det M .

Sind nun aberv := (¢, ¢, e, ¢)) und o := (e}, e, e}, €]]) zulassigeBasenvon V, so gilt
fur die Koordinatentransformationsmatri' = (m,-}-)?}-:1 € £94 von v nachtv:

e det M =1, dennv und o sind gleich orientiertund

e my4 > 1, dennely und e} sind zukunftsorientiert.

Definition 9

Eine allgemeine(homogene) orentztransformatioreifl3teigentlich wennsie orientierungs-
erhaltendist.

Die Menge der eigentlichenkausalifitsehaltendenhomogeneriLorentztransformationemst
definiert durch

L:={L € L£a]|(L(es).e4) <0, L orientierungserhalterd

Entsprechendst die Mengeder eigentlicherkausalititsehaltenden_orentzmatrizerdefiniert
durch

LM = {M = (mij)ijzl € LMy | mag > 1, det M = 1}-
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Bezeichnung

Zur Vereinfachungwird im folgenden£ kurz Lorentzgruppegenannt,die Elementel. € £
heiRenkurz LorentztransformationenMatrizen M € £93 heiRenkurz Lorentzmatrizen

Bemerkung

a) Esist leicht nachzuweisengalR £ eine Untegruppevon £ 4 (und £97 eine Unteilgruppe
von £91,4) ist.
b) JedelLorentztransformatior. € £ Uberfihrt zulassigeBasenin zulassigeBasen.

Definition 10

Die Poincare-Gruppe(inhomogend.orentzgruppe)B ist die Mengeder affin orthogonalen
Transformationengerenzugelorige lineare AbbildungenLorentztransformationesind:

P:={d: M — M| affin linear, Ly € £} .

Beispiele fur Lorentzmatrizen

Im folgendenwerdenzwei spezielleUnteigruppender Lorentzmatrizerbetrachtet.Dabeiist
zu beachtengalReineentsprechendBezeichnundir LorentztransformationearstdannSinn
macht,wenndurch AuszeichnungeinerzulassigerBasisv ein Bezugssystenfest gewahlt ist
und so die eindeutigeZuordnung

£3L5 My, € &M

von Transformationerund Matrizen ermbglicht wird.

a) Die Untegruppeder Raumdehungen
E 4x4 | 1
9%::{( 1)€R |R6803(R)}C£9ﬁ.

Die Gruppeneigenschafteiolgen unmittelbardaraus,dalSO;(R) C GL(3,R) eine Un-
tergruppeist. Es gilt hierbeifir jede Lorentzmatrix M = (m,-}-)‘.lf.:1 € LM :

2

MeEeR & mig=mog =m3s =10
& my1 = myz = myz =0

&S mys =1,

jede Lorentzmatrixmit der letzten Eigenschafist also bereitseine Raumdrehung.
b) Die Untelgruppender Schibe (boosts)in Richtungder erstendrei Einheitsvektoren

Si={Mi(B)| —1<fB<1}C &M, i=123,

wobei manfir —1 < 8 < 1 setzt:

1 _ =B
-5 1 e
My(B) := 1
_ﬂ 1
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und entsprechendlurch Vertauschungron Zeilen und Spalten

1
1 —p
My(B)e= | VI VIR
_ﬂ 1
\/1-p2 \/1-p2
1
1
M = 1 —f
— 1
V1-p2 \/1-p2
Fur: = 1.2, 3 gilt danndie relativistische Geschwindigkeitsadditionsformel:
B1+ B2 )
M, €6, VM, , M; €G6;.
() () = L2 (31). M)

sowie
(Mi(3))™" = My(—B) ¥ Mi(B) € &; .

Die Gruppeneigenschafolgt schlieRlichmit M;(0) = I.

Vernmbge der Variablentransformation

tanh : R —] — 1, 1]
Y — tanhd =: 8

erhalt man die hyperbolischeForm eines Schubes:

cosh ¥ —sinh ¢
1
Li(9): = ]
—sinh d cosh ¥
— tanh ¥
1— tanh2 \/1—tanh? ¥
_ | = Mi(tanh 9) = My(p)
—tanhﬂ 1
1— tanh2 AV 1—tanh? 9
und analog
h —sinh ¢
Lo(9) : = CoS sin — My (f),
—sinh d cosh ¥
Ls(v) : = coshd —sinhd | ~ Ms(5) -
—sinhd  cosh?d
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Damit gilt:

Li(V1) - Li(¥2) = M;(tanh 1) - M;(tanh d2)
tanh 97 + tanh 95
z(1 + tanh 94 - tanhﬁg)
= M,'(tanh (191 + 192))
= L,(’lgl —|—192) Vi, 9 eR, 1=1,2,3.

Satz 1

Fur jede Lorentzmatrix M € £ gibt es einen Schub L;(¥) mit ¥ € R und zwei
Raumdrehungerk, R’ € R, so daRgilt:

M=R-I,¥)-R.

Beweis. Siehe[26].

Bemerkung (Physikalischelnterpretation)
Ist M € £97t die KoordinatentransformationsmatreinesBasiswechsels

(él, 62, 63, 64) ~> (L(él), L(ég), L(ég), L(é4))

fur eine Lorentztransformatiorl. : YV — V), so entsprichtobige Zerlegung

1. einerRaumdrehungleserstenBezugssystemso dal3die ersteRaumachsén Richtung
der Bewegungdeszweiten Bezugssystemeelativ zum erstenzeigt,

2. einem Schubin Richtung der Erstender gedrehtenAchsen (also in Richtung der Be-
wegung des zweiten Bezugssystemselativ zum ersten), so dald die Raumachserdes
gedrehtererstenBezugssystemsich beziglich deszweitenin Ruhebefindenund

3. einerweiterenDrehungdieserRaumachsenuf die AchsendeszweitenBezugssystems.
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111.2 Die Maxwellschen Gleichungen

.Die Wissenschafist eine Differentialgleichung.
Die Religionist eine Randbedingung.

Alan Turing

ElektrischesFeld £ und magnetisches$-eld B werdenin einer affinen 2-Form ' zusam-
mengefal3tdie auf konvexenmaximaldimensionaleieilmengender Minkowski-Raum-Zeit
definiertist. In dieserBetrachtungsweissind die homogenenMaxwellschenGleichungen
aquivalentzur Geschlossenhedieser2-Form. Durch Kombinationder elektrischerErregung
D und der magnetischerErregungH in einerweiteren2-Form I sowie der Ladungsdichte
(als zeitlicher Teil) und der Stromdichte(als raumlicherTeil) in einer1-Form .J erhalt man

eine entsprecheneleganteFormulierungder inhomogenerMaxwellschenGleichungery®

[11.2.1 Die Maxwellschen Gleichungen im Wandel der Zeit

Es soll nunkurz die zeitliche Entwicklungder Formulierungder MaxwellschenGleichungen
nachgezeichnaterden3® Auf die BetrachtunghysikalischeHintergriindeundderspeziellen
in derPhysikVerwendundindenderdifferentialgeometrischeethodenwird andieserStelle
verzichtet®’

In der anfanglichenFormulierungder MaxwellschenGleichungenwerden Abhangigkeiten
von Vektorfeldern

f:R*xR > (2,t) — f(z,1) € R®?

beschriebendie jedemraum-zeitlicherEreignis(beziglich der StandardbasidesR® zusam-
menmit der Zeit) einen(Raum-)\éktor zuordnender die Feldkomponentein Richtungder
kanonischerBasisvektorerenthalt:

f(x = (x17x27x3)—r7i) = (fl(xvi)afQ(xai)7f3(x7i))T :

Im einzelnenbetrachtetman dabeifolgende Vektorfelder:

» Das (aul3ee) elektrischeFeld £
— die Wirkung der elektrischerKraft auf eine Ladungals passiveObjekt —,
» die elektrischeErregung (Merschiebung)D
— die aktiv durch eine LadungerzeugteelektrischeKraft —,
» das(aulRee) magnetischd-eld (magnetischénduktion B
— die Wirkung der magnetischerKraft auf eine Ladungals passiveObjekt —,
» die magnetisché&rregung(\VerschiebungFeldstirke) H
— die aktive Rolle einer Ladung,die ein magnetische&eld erzeugt— und
» die elektrischeStromdichte.J
— die Ladung, die sich durch eine Flachehindurchbewegt.

Weiterhin findet ein SkalarfeldVerwendungdie Ladungsdichte

Q:HSXHB(x,i)I—)Q(I’i)EH.

% Betrachtungerelektromagnetischerscheinungein Differentialformenschreibweisindensich beispielsweisén [32,

33, 24].
% vgl. dazuspeziell[33].
87 WeiterfilhrendephysikalischeEinzelheitenfinden sich etwain [21, 19, 32, 33].
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Der ZusammenhangdieserFelderwird durch die MaxwellschenFeldgleichungemund durch
Materialgleichungerbeschriebed®
In den Materialgleichungen
D(x.t) =e(x,t) E(x,1)
B(z,t) = p(x,t) H(z, 1)
J(x,t) = o(x,t) F(x,1)
fur raum-zeitlicheEreignisse(z, t) treten,Tensoren“auf:

* Die elektrischePermittivitat ¢ |,
» die magnetischéermeabiliat ¢ und
+ die Konduktivitit o .

Fur ein Ereignis(z, ¢) sinddie linearenAbbildungen:(z, 1) und u(z, t) stetspositiv definit®,
o(x,t) ist entwederpositiv definit oder verschwindet.Im Spezialfalleinesisotropen(,rich-
tungsunabéngiger) Mediumssind die MatrizenVielfacheder Einheitsmatrix;mankanndie
obigenTensorenin diesemFall also als (skalare)FunktioneA® betrachten:

e.p0:RExR—R.

Die MaxwellschenGleichungenin ihrer anfanglichenForm sind partielle Differentialglei-
chungender mit 1, 2. 3 indizierten Komponentenfunktionewer elektromagnetischekelder
in Richtung der StandardbasisvektoresesR*. Die raumlichenKoordinatenwerdendabei
mit =, y, z bezeichnetdie partielle Ableitung nachder Zeit ¢ UiblicherweisedurchdenPunkt:

Die homogenerMaxwellschenGleichungen

(1) Die Quellenfeiheit
0By 0By 0Bj

oz i Jy i 0z =0
(2) Das Induktionsgesetz

* Die inhomogenemMaxwellscherGleichungen

(3) Die Eigenschaft,elektrische Ladungensind QuellendeselektrischerFeldes*”
dDy N 0Dy N dD3
oz Jy 9: ¢

(4) Das Durchflutungsgesetz

dHy OHy :
oy oz D
dH, OH3 :
9 aw 2t
dHy OH; :
a—x_W_JS—I_DS

38

Die klassischerrormulierungerund Bezeichnungerindensich etwain [19, 21, 23].
39

Mit thermodynamischeMittel kanngezeigtwerden,daBe(z, t) und u(z, t) zusatzlich symmetrischsind (Vgl. [21]).
40 vgl. [19].
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Einekirzere,seitEndedes19. Jahrhundert¥erwendundindendeSchreibweisermobglichen
die Operatoren,Divergenz* und ,Rotation*:#!

Q) divB =0
(2) rotF = —B
(3) divD = p

(4) rotH = J+D

Seit Mitte des20. Jahrhundertserwendetman schlielRlicheineder vierdimensionalersitua-
tion angemessenBifferentialformenschreibweise:

* Die homogene Maxwellsche Gleichung:
(H dF =0
» Die inhomogene Maxwellsche Glechung:
0y 6F =—J (<:> *d*F:J)
Die elektromagnetischeReldersind dabeiin denFormenF’, I und.J zusammengefalit:

F:=Fide Ndt + Es dy Ndt + E3dz A dt

+ BydyANdz+ By dz ANdx + By dx A dy
F:=Dydx ANdt + Dydy Adt + Dy dz Adi

+ HydyNdz+ Hydz Ndxe + Hy dx A dy
J=Jidx+ Jody+ Jsdz— pdt.

Bemerkung

a) In der Minkowski-Raum-Zeitgelten zwischenauf3ererAbleitung und Koableitung un-
abhangigvom Gradr desOperanderstetsdie Beziehungen

S = — *dx
d = *6% ,

b

dennfir eine r-Formw mit r € {1,2,3,4} gilt:

Sw = (=D sw

= —%d*w
und folglich auch

_ _(_1)(1"+1)(4—'r—1)+1d(_1)1"(4—1")—|—1w

= (—1)(T+1)2+72+1dw

= dw .

b) Man erhélt die klassischerMaxwellschenGleichungenausden Gleichungen(H) und (1)
durch komponentenweisBetrachtungbeziglich der Standardbasis:

41 vgl. dazul.4.4 Exkurs: Die klassischerDifferentialoperatoren.
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Aus der homogenenGleichung

E E
ozdF:aa—ldyAdxAdH@dzAdx/\dt
Y yA
E E
—|—a—2d:p/\dy/\dt—|—a—2dz/\dy/\dt

Ox 0z

E E
OB endenat+ 2Py ndo n i
Ox dy
B .
-|-8a—ldx/\dy/\dz—|—B1dt/\dy/\dz
xr
B .
+%dy/\dz/\dx—|—B2dt/\dz/\dx
Yy
B .
2 OB nde hdy + By di A da A dy
z
folgt aufgrundder linearen Unablangigkeit der Basiselement&komponentenweiselas

Induktionsgeset12)

0= Bg—%Jr% dx A dy A di
dy oz
. QB3  OE
_<B2_—8x —I——az)d:p/\dz/\dt
+ Bl—@Jr% dy A dz A dt
0z Jy

und die Quellenfreiheit(1)

_ (0B1 0By 0Bj
0_<8x + 3y + 5, )dx/\dy/\dz.

Entsprechencerhalt man die klassischeninhomogenenviaxwellschenGleichungen(3)
und (4) ausder inhomogenerGleichung

SF =—J <<:> xd*x F =] & d*F—*]:O)
durchkomponentenweisBetrachtungdennbeziglich der Standardbasigilt:
d*F:d<—D1 dy A dz + Dy de A dz — Dy da A dy

—|—H1d:p/\dt—l—Hgdy/\dt—l—Hgdz/\dt)

D .
:—aa—ldx/\dy/\dz—Dldt/\dy/\dz

X

D .
—|—aa—2dy/\dx/\dz—|—D2dt/\dx/\dz

y

D .
_aanz/\dx/\dy—ngt/\dx/\dy

z

H H
_|_a_ldy/\dx/\dt—|—a L dz Ndx A di

ay 82

H H
LMy ndt+ P2 gy

ax 82

H H.
—|—a—3d:p/\dz/\dt—l—aa—3dy/\dz/\dt,

x Y
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zusammengefaldlso

dx I = (_aDl 9D aDS)dx/\dy/\dz
yA

or 9y 9
. H H
— D3+8_1_8—2 dx Ndy A dt
dy oz
t(Dy+ 2 0N s g n
Ox 0z
. 0Hs OHj;
— D — — —— Jdy ANdz A dt
( R P ) yAdazndl,
sowie
xJ =Jidy NdzNdt — Jyde Ndz Ndt + Jsdae ANdy ANdt — p dx Ndy AN dz .
Man erhalt:
oDy 0Dy 0Dj3
= — - - d dy N d
0 (g 9 3y 5, x Ndy Ndz
—<J3+D3+aﬂ—aﬂ)dx/\dy/\dt
Jy x
H H
+ J2+D2+8—3—8 U)de Adz A dt
Ox 0z
. OH OH
D+ 2222 Y dy Ade A dt .
0z Jy

c) Die Kontinuitatsgleichungalsodie lokale Formulierungder Ladungsehaltung folgt aus
der inhomogenemaxwellschenGleichung(l):

SF=—J = 0= §6F =—6J

und folglich gilt:

0 = *d * (Jidx + Jady + J3dz — pdt)
oy dJy dJz .
:<8x + Jy + 0z +Q>
= divJ + 9.

[11.2.2 Materialeigenschaften

In der Theorie elektromagnetischefFelder sind Materialeigenschafteabhangig von einem
raum-zeitlichenEreignisund einer Richtung. Man hat es dabeimit Abbildungen

¢: U — Hom(V(U),V(U))
Pvr+— p:V(P)— V(P)

zu tun, wobei U eine Teilmengedes EreignisraumsM und V(P) fur jedesP € U ein
R-Vektorraumist. Betrachtetman zum Beispiel das Tangentialfindel V (/) := T'(U) einer
k-dimensionalendifferenzierbarerMannigfaltigkeitZ/ € M, so ist die Abbildung ¢p ein
Endomorphismusles k-dimensionalerTangentialraumd/( P) := Tp(U) von U in P.
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Da in dieserArbeit maximaldimensional&onvexeTeilmengenV' C M desEreignisraums
betrachtetverden,derenVerschiebungsvektorraustetsder gesamtezu M gelorige Vektor-
raum )V ist, wird zur Vereinfachungm folgendenV als von P unablangig angenommen.
Man kann daherals MaterialeigenschafteAbbildungender Form

e NxV—V
(P.v) — (P, v)

fur einenendlichdimensionalef®-VektorraumV betrachten.

[11.2.2.1 Materialeigenschaften in klassischer Formulierung
In der klassischerFormulierungelektromagnetischeZusammenéingeist
ep=@(P):V—V
v @p(v) = @(P,v)
fur einenfestenPunkt P eine Abbildungenzwischen3—dimensionale®-Vektoraumenderen

ElementeBilder der betrachteterelektromagnetischeReldersind. Die Abhangigkeitzweier
Vektorfelder f1, f» : N' — V laBtsich also beschreiberdurch:

fi(P) = ¢p(fa(P)) =¢(P, fo(P)) VP eN.

Die MaxwellscheElektrodynamikgriindetauf der Voraussetzunginespunktweiselinearen
ZusammenhangslektromagnetischeFelder, ¢( P) ist also fur jedes P € M einelineare
Abbildung, die beziglich der StandardbasidesR? als Matrix geschriebernwerdenkann:

fi(P)=¢(P) fo(P) YPeEN .

Die auftretendenMatrizen sind dabei diagonalisierbarg und p sind positiv definit, o ist
positiv definit oder verschwindet.

Ist ( P) zusatzlich richtungsunab#ingig, so spricht man von Isotropie. In diesemFall sind
die Matrizen¢( P) stetsproportionalzur Einheitsmatrix,es gilt also:

fl(P):(pP-fg(P) VPEN
mit einer Funktion
o:N>3Pr——oppeR.

[11.2.2.2 Materialeigenschaften in Differentialformennotation

Im vorliegendenModell, dem die Differentialformenschreibweisder MaxwellschenGlei-

chungenzugrundeliegt, verwendetman anstelleder UblicherweisebetrachtetenV/ektorfelder
affine r-Formen,also affin lineare Abbildungenvon maximaldimensionalekonvexenTeil-

mengen\" desEreignisraums\ in den Vektorraumder alternierendem-fachenMultiline-

arformenA,V*. Die zugeldrigen Materialeigenschaftersind Abbildungen

o : N x ALV — A V*
(P,G) — ¢(P,G)

fur r-facheMultilinearformenG € A, V*, wobei hier die UnablangigkeitdesVektorraumsy
und damit auchdesVektorraumsA, V* vom Ereignis P ausgenutztvird.
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Bezeichnung

In Anlehnungandie klassischélerminologielassersich die Bezeichnungefir spezielleMa-
terialeigenschafteauf die Differentialformennotatiofibertragerund somitals Eigenschaften
der Abbildung ¢ ausdiicken:

» Die Abbildung ¢ heil3taffin linear, wennsie in der erstenKomponenteaffin linear ist,
wenn also fur jedesGG € A, V* die Abbildung

o N — AV*
Pr+— ¢q(P) = ¢(P,G)

affin linear ist.

» Die Abbildung¢ heildtlinear, wennsiein derzweitenKomponenterinearist, alsowenn
fur jedes P € N die Abbildung

op: AV — AVF
G — op(G) = ¢(P,G)

linear ist.

e N heilRthomogenbeziglich ¢, wenn unabléngig vom betrachteterEreignisist, also
wenn gilt:

o(P.G)=p(Q,G) YP,Qe N, GeAV*.

Hinweis: Eine solcheAbbildung ¢ ist alsokonstantin der erstenVariablen,demraum-
zeitlichen Ereignis. Da es in der Minkowski-Raum-Zeitkeine absolute,sondernnur
relative,vom gewahltenBezugssystemabrangigeGleichzeitigkeitgibt, ist auchein rein
raumlicherHomogeniatsbegrif (fur jedenfestenZeitpunkt) stetsbezugssystemaBhgig.

e Ist A/ nicht homogenbe4iglich ¢, so nenntman A/ hetengenbediglich .

Die affine Materialgleichung

Unter Verwendungdieser Bezeichungenerhalt man fur den Zusammenhangler affinen
2—FormenF und F' eine Materialgleichung

Fp=1yp(Fp) YPeN
mit
Pp i AV — AV*
G+— Yp(G) :=¢(P,G)
fur eine affin lineare und lineare Abbildung

1,[) : N X AQV* — AQV*
(P,G) — (P, G) .

Bemerkung

Um auchin der Differentialformennotatiorinenan die Anschauungangelehntersotropie-
begriff einzutihren,ist esnotwendig,zwischenRaum-und Zeitrichtungenzu unterscheiden.
Dazusei(eq, €2, €3, ¢4) einezulassigeBasisvon V. Dannist

L * * % * % * % * % * % *
V.= {61 A 62’ 61 A 63’ 62 A 63’ 61 A 64’ 62 A 64’ 63 A 64}
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eine Basisvon A;V*. Weiter habedie Abbildung ) in einemPunkt P € A beziglich v
Diagonalgestalmit positiven DiagonalelementenDann gibt esreelle Konstanten

12 13 23 14 24 34
¢P7¢P7¢P7¢P7¢P7¢P >0a

so daRR fur alle
G = Z Glei, e5) e Nej € AV*
1<i<j<4

gilt:

»(P,G)=1p Z Gleisej)e; Nej | = Z 1,[)33? Glei,ej) ef Nej .

1<i<y<4 1<i<y<4

Um die Unablangigkeitder Konstantenvon der gewAhlten (zulassigen)Basis sicherzustel-
len, ist die Vertraglichkeit mit Lorentztransformationeerforderlich. Es gerigt dazu, die
Vertraglichkeit mit Raumdrehungenind Schibenzu Uberpiifen4?

a) Fur die (spezielle)Raumdrehungnit
V1 = €2, Vg 1= €3, V3 = €1, V4 1= €4
(= vi=e€,vy=€3,v3=¢€], vy=¢)
erhalt man wegen

Z Gleiej) ef Nej = Z G(vi,vj) v; Avj

1<i<y<4 1<i<y<4

Y. Gleisej)ef Ner = > Glui,vj)vf Ao}

1<i<y<3 1<i<y<3
= 3 3
Glejeq)el | Ney =1 > Gloj,eq) v ) Nej

aus der Bedingung

y \ y
Z VP Glei.ej) ef N e = Z VP G, v;) v A vy,

1<i<y<4 1<i<y<4

fur die Konstantendie Beziehungen:

VP =9 =y und ¢p = 0p = ¢p.

Umgekehrtst leicht verifizierbar,dalR3dieseBedingunghinreichendir die Vertraglichkeit
mit beliebigenRaumdrehungerst.
b) Die Vertraglichkeitmit Raumdrehungesei nun bereitserfullt, es sei also

3
VPG =Pp- | DY Glejej)ef N +¢';,-<ZG(6,-,64)6;A61)
1=1

1<i<j<3

mit reellenKonstanten)’,. 1/, > 0. Durchden(speziellen)Schubin Richtungdesersten
Basisvektors

cosh 9 sinh 9
L(9) = (;» L) = Ll(—ﬁ))
sinh 9 cosh ¥

42 ygl. 111.1.2, Satz1.
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erhalt man mit
o :=sinhd, 7:= coshd (:> t—o? = 1)

die Vertraglichkeitsbedingung:

3
77[)93 ( Z G(ei,ej) er N 6;‘-) + 17[)9’3 (Z G(ejeq) X A 61)
1=1

1<i<j<3
L ' - <G(7'61 —oeq,e2) (T€] + oey) A e
+ G(1e1 — oeq,e3) (Te] + oe)) A e
+ Glea,e3) e5 A e§)

+ Yl - <G(7'61 —ceq,Teqs —oey) (Te] + oex) A (Tey + oe])

+ G(ea, Tes — oer) e5 N (Tey + oel)

+ G(es, Teq — oey) €5 A (1€ + 061‘))
(p 7* =¥ 0?) - Gler.e2) + ((p — ) T0) - Glez. ea)) € A €
p i =¥ a?) - Gleres) + ((Wp —p) 70) - Gles, eq)) €] A e}
Up - Glea,e3)) €5 A €}
1,[)73 -Gley, 64)) el N e
1,[)” 1,[)9;)7’0) -Gley,er) + (1,[)]37' —1,Z)P ) G(62,64)) e5 N ey
(Vp—¥p) 7o) Gler,es) + (Vp 78 —bp o?) - Gles,ea)) €3 Al

N
TN

Damit dieseGleichheitund damit auchdie Gleichheitaller Koeffizientenin der Darstel-
lung beZiglich der Basisfur beliebiged € R undalle G € A,V* erfullt ist, mussendie
Konstanteny ' und v p” notwendigerweisgleich sein.

Wie bei der Betrachtungder Raumdrehungst hier leicht nachweisbardal3dieseBedin-
gungfur die Vertraglichkeit mit Schilbbenauchhinreichendist.

Bezeichnung

e N heiRtisotrop in einemPunkt P € N bediglich +/, wenn es eine reelle Konstante
Y’ > 0 gibt, sodalfur jede alternierende—facheMultilinearform G' € A, V* gilt:

Die Abbildung ¢ ist in diesem Punkt also linear und richtungsunabéingig in allen
Variablen.
N heiRtisotrop bediglich ), wenn die Isotropie beziglich 1) in jedemPunkt P ¢ A
erfullt ist.

e FurdenFall, daR V' homogenund isotrop be4iglich einer Materialeigenschaft ist, gibt
es eine Konstantey’ € R, so daBgilt:

H(P,G) =4 -G YPEN, GeNV*.

In genaudiesemFall nenntman+’ eine Materialkonstante
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Bemerkung

a)

b)

OhneNormierungder Lichtgeschwindingkeit > 0 erhalt manfur die Vertraglichkeitmit
Lorentztransformationedie Bedingund®

Yo = Wb
C
Umgekehrt impliziert die Forderungder ,Invarianz des Vakuums® (und damit des
Ubeigangsvon Galileitransformationerzu Lorentztransformationerjusammermit obi-
gem Transformationsverhalte(itir eine zunachstbeliebigereelle Konstantec > 0) eine
Lichtgeschwindigkeit,die der Gleichung

c= ()

geriigt*, im vorliegendennormiertenFall alsoc = 1.

Die oben gestellte Forderungder Basisunab&ngigkeit der die Abbildung > definie-
rendenreellen Konstantenschlief3tnicht die Moglichkeit aus, basisabBngige Material-
eigenschafteau betrachten Bei der ModellierungrealerStrukturenist essogarerforder-
lich, solchezuzulassenSo sind natirlich Materialeigenschaftemlie etwadaselektrische
und magnetischeVerhaltenvon Festlorpern beschreibenjm allgemeinennicht invari-

antgegeriber Raumdrehungefzum Beispiel bei Gitterstrukturen)geschweigelennge-

geriiberSchiben,alsobei Ubeigangvon einemBezugssystenin demderKorperruht, zu

einemsich dazugleichrmalig gradlinig bewegendennertialsystem.Die klassischemur

die RaumdimensioneibericksichtigenderBezeichnungenhomogen®, ,heterogen“und

»isotrop* sind daherstetsals homogenhetengenbzw. isotrop beiglich desgewahlten

Bezugssystenmu verstehen.Beim Wechselzu einer anderenzulassigenBasis und der

damit verbundenerorthogonalenTransformationder Koordinatensind dann stetsauch
die basisabAngigenMaterialeigenschafteantsprechenau transformieren.

[11.2.3 Die diskreten Maxwellschen Gleichungen

Die MaxwellschenGleichungenin Differentialformenschreibweiseerdenan die Situation
diskreterDatenin EckpunktenvierdimensionaleiSimplizesangepal3tMan erhalt Gleichun-
gen fur die eindeutigbestimmteninterpolierenderder Funktionswertein den Eckendieser
Simplizes,also Gleichungenfur affine r-Formenauf 4-Simplizes.

Dazusei( Py, P1, P2, P5, P4) ein orientiertesh—Tupel affin linear unabltangigerPunktein M,
esseiN := ((Py, P1, P2, P5, Py)) dasorientierte(maximaldimensionaleyon diesenPunkten
aufgespannte-Simplex und v; := Py P; furi ¢ {1,2,3,4}.

Weiter seien F, I' € Qy(|N|) mit

F:=Fydel Ndej + Ey del A dey + Es des A dey
+ By de3 A des + B dei A del + Bs dej A des

F =Dy de} A de} + Dy del A del + D3 dely A de}
+ Hy dei A dey + Hy de A de] + Hs del A dej,

43
a4

Eine Behandlungder Invarianzder Materialgleichungeriindet sich etwain [23].
Vgl. dazu[7, 30].



ll. 2 Die MaxwellschenGleichungen 131

affine 2-Formenauf | V| und
J = Jydel + Jodes + J3 dei — pdey € Qq(|N])
eine affine 1-Form auf |[\V| , wobei (e}, €3, €3, e}) die duale Basiszu einer zulassigenBasis
(e1,€2,€3,e4) VON 'V sei.
Ist nun
ON = NgUNT UN, UN3 UN
die Zerlegungin nachaul3enorientierte3-Simplizes,so folgt aus
ddw =10 Ywe Q(|N])
mit dem Stokesschemntegralsatzauf Simplizes:

VMEQMND:OZJ&M:/ﬁwZE:/dw:‘ /w.

4
N 1=0 &, 1=0 5N

~

[11.2.3.1 Die Integralform der diskreten homogenen Maxwellschen Gleichung

Aus derhomogenerMaxwellschenGleichung(H) erhalt mannicht nur dasVerschwinderder
SummederIntegraleiiberdie RanderderRandsimplizesV; , sonderrsogardasVerschwinden
jedeseinzelnenSummandenMit dem Stokesscheintegralsatzauf Simplizesfolgt aus

dF =0 = /dF:O,j:O,...,4
N,

die Integralform der diskreten homogenen Maxwellschen Gleichung auf N :

/F:O,j:(),...,4. (DH)
aN;
Bemerkung
Durch dasVerschwinderder Summealler funf Integralefolgt jeweils eine der Gleichungen
ausden vier Ubrigen. Gilt namlich fur: € {0....,4}

/on vie{0,... AN},

N,
so erhalt man:

. /F:0:> /F:—i:/F:().

1=0 5N aN; =1 N

~
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[11.2.3.2 Die Integralform der diskreten inhomogenen Maxwellschen Gleichung
Aus der inhomogenerMaxwellschenGleichung(l) folgt:

§F = —J <<:> sdxF=J & (—1)3'1+1d*F:*J)

é/d*ﬁ:/*J,j:(),...,él.
N;

A,

Mit dem Stokesschenntegralsatzerhalt man die Integralform der diskreten inhomogenen
Maxwellschen Gleichung auf A

/*F:/*J,j:(),...,él. (DI)
aN; N;

Bemerkung
Auch hier laRRtsich der Stokesschentegralsatzauf A© anwenden.Es gilt:

4
>y /d*F: /d*ﬁz/dd*ﬁzo
1=0 N N
und mit (DI) erhalt man:
4 . 4 . 4
Z/d*F:Z /*F:Z/*J:/*J:/d*J.
1=0 &, 1=0 5, 1=0 &, N N
Aus der Gliltigkeit der inhomogenerMaxwellschenGleichungauf A und dem Stokesschen
Integralsatzfolgt also die Ladungserhaltung auf A

0= /d* J = /(le(el) + Ly, (ea)+ Ly, (e3) + Lo(eq)) del A--- Adey .
N N
DieseEigenschafder 1-Form .J ist somit eine notwendige Bedingung fur die Losbarkeitder
diskretenMaxwellschenGleichungenauf dem orientierten4-Simplex .

Dabeifolgt wie obenausdem (stetserfullten) Verschwinderder Summeder Integraleund
der(Voraussetzungder) Ladungserhaltungeweils eineder Gleichungerausdenvier tbrigen.
Sei dazu

4 ~ 4

>y /*F:Z/*J:()
1=0 9, =0 N,

und fur einz € {0,...,4}
/*F:/*J Vi {0, AN},
ON; N;

dann gilt:
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[11.2.4 Die komponentenweise Formulierung der
diskreten Maxwellschen Gleichungen

Zur Verkiirzung der Schreibweisesei nun

4
Z F,-;,-de:-‘/\de;‘-, F= Z ]:—‘,-jdef/\de;‘-, J:ZJidef
1<i<j<4 1<i<j<4 =1

mit den Komponenten

0 By —By Ik 0 Hs —Hy D

S O TN U I (e
(Fz;r)i,jzl = 0 By |’ Fij =1 0 Ds
0 0 0 0

sowie mit J; = —op.
Zur komponentenweisefrormulierungder diskretenMaxwellschenGleichungenist es er-
forderlich, die betrachteteraffinen Formenzu transformieren. Dazuseivy : V — V ein
Basiswechsemit ¢ (e;) = v; fur« = 1.....4 und¢* : V* — V* die duale Abbildung.
Dann qilt:

ej = vf o =1p"(v])

und folglich:
4
def = d(vio) = Z ;:Zgb,-(vj)dv;,i:l,...,él.
j=1 j=1

[11.2.4.1 Die homogene Gleichung
Fur die in der homogenerGleichungbetrachtete-Form F' erhalt man:

F = Z Fi;;def/\dejf

1<i<y<4
4 4
= Z Iy (Z Yi(vg) dUZ) N (Z ¥j(vr) dvl*)
1<i<j<4 k=1 =1

4

- Z Z Fij ¥i(vr) ¥5(vr) | dvg A dof

k=1 \1<i<;<4

= S S Fy o) () — i) (o) | dof A do

1<k<i<4 \1<i<j<4

Esseinuneinj € {0,...,4} fest gewahlt. Da fir die Gleichung(DH) die Orientierung
auf dendreidimensionaleRandsimplizesyon A" unerheblichist, kannman (willk tirlich) eine
Orientierungauf (Pj,, Pj,. P;,, Pj,) mit {jo, j1.72.73} = {0,....4}\{s} wahlen.
EsseialsoN; := ((P;,, Pj,. Pj,, P;,)) ein orientiertesSimplex. Diese Orientierunglegt auf
dem Rand
3 o~
N = <Pj0,...,ij,...,Pjg>

k=0
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eine Orientierungnach auf3enfest: Mit

N = APy Pios Po))s - N = ((Pios Pias Pro)).
le = <(P}27P}0ap )) N;? = <(P,’"0’PJ"2’PJ"1)>

gilt fur den nachauf3enorientiertenRand:

3
_ k
— Yt
k=0
Man setzt nun
= Pjo_pjl , Vg 1= Pjo_ij , V3 1= Pjo_pjg , V4 1= Pj;Pj .
Dann erhalt man mit dem (von j abhangigen)Basiswechsel
Y =V
e —r v, 1= 1

4

PRI

und

apl = Z Fllw (77[)11 (vk) 77[)1'2(’01) - 77[)1'1 (vl) 77[)1'2 (vk)) 3 1< k<l <4

1<11<12<4

fur dasIntegral von I Uber N :

F:/ Z ayy dvj, A dvoy
a.,\/} 8./\/} 1<k<li<4
(i k41
=5 21 (o i s(Pi) =i 5(Pw))
1

Esfolgt die komponentenweid@arstellungder diskretenhomogeneiMaxwellscherGleichung
in Integralformfiir die Seite\; desSimplex/V:

0= (FulP;) = Fu(Pjy) (Pr(va) di(vs) — r(vs) ta(v2))

1<k<li<4
— Y (Fu(Py) = Fu(Pjy)) (Vi(vr) ¥ilvs) — i(vs) (1))
1<k<li<4
+ Y (Fu(Pi) = Fu(Piy)) (da(1) dalvz) = i (v2) da(on)) -
1<k<li<4
Achtung: Der Basiswechsel, die Vektorenvy, v9, v3 und die Indizesj, . . ., 73 hangenvon
j € 40,....4} ab! Die in der GleichungauftretenderreellenZahlen

Yp(vr) = Ly, (v) , 1 <k<4,1<1<3,

sind abernur einmal zu bestimmengda sie durch die Diskretisierungfestgelegtsind.

Bemerkung

Die durch Ersetzender Komponentent,, . ... F34 durchdie klassischerFeldkomponenten
Bi. Ba, B3 und Ey, F», E3 entstehendeleichungersind ausGriindender Ubersichtlichkeit
im anschli®endenKapitel aufgefihrt.
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[11.2.4.2 Die inhomogene Gleichung

Fur die inhomogeneGleichung(D1) milssendie 2-Form /' und die 3-Form ./ transformiert
werden. Es gilt:

* [ = % Z F,-}' del A de;‘-
1<i<j<4
= Flg dey A dey — Flg de; N dej + Fgg del N dej
— iy dey A del + Foy det A dely — Fyq del A de
= Z Fz-'}- dej N de; =: F

1<i<j<4
und
4
kJ = x (Z Ji def)
1=1
= Jy des N dey A\ dey — Jo del Ades A dey
+ J3 del ANdes N dey + Jy del A des A dejy
4
=N Jldei Ao AdeE A A def =2 T
1=1
mit
0 —D3 D2 Hl Jl
1\ 4 L 0 —Dl H2 N4 . —J2
(Fij)i,jzl T 0 H; |- (Ji)z—l B
0 0 —0

Mit einem Basiswechsel
Y -V

e v, 1= 1,...

4

b

erhalt man

F= % D Fl (bilvr) di(v0) — dilvr) wi(or)) | dvi A dof

1<k<i<4 \1<i<j<4

sowie

—

=2 <Z¢1<vk>dvz) A A (Z@bi(vk)dv;;) A

A (Z ba(vr) dv;;) :

k=1

Wie obensei nunein j € {0,...,4} fest gewahlt. Da auchfir die Gleichung(DI) die
Orientierungauf den Seitenvon N unerheblichist, kann man fur (P;,. P;,, P;,, P;,) mit
{j0s71, 72,73} = {0,...,4}\{7} wiederumwillk Urlich eine Orientierungwahlen,indem das
orientierte Simplex \; := ((P},, Pj,, P},, P;j,)) betrachtetund damit auf dem Rand d.N;
einen Orientierungnach auf3enfestgelegtwird.
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Setzt man weiterhin wie oben
vy = Pj P, , vo =P Py, , v3:= Pj Py, , vq:i= Py Pj,
so erhalt man mit dem (von ; abhangigen)Basiswechsel
Y =V
e v, 1= 1,...,4

und

O‘;;l = Z lem (¢11(vk) 77[)1'2(’01) - 77[)1'1 (vl) 77[)12(’0]6)) s 1< k<l <4

1<11<12<4
fur dasIntegral von F' Gber oN; :

/F':/ Z o/kldv,’;/\dv;k

= & (0alPs) = aba(Py) = (P + @ha(Pi) + ala(Py) = aa(Py)
:é< > (Fu(Py) = Fy(Piy)) ($r(v2) () — i (v3) ha(v2))
1<k<li<4
= Y (Fu(Pu) = Fu(Pj)) (da(vr) davs) — dp(vs) daor))
1<k<li<4
£ (FP) = Fa(Pi) (alvn) vn(v) = win(v2) a(on)) )
1<k<li<4

Mit
o = T} (a(on Vs (o) ha(3) = a(on Jbs(oa)iba (v3)
— by (v2)th3(v1)a(v3) + tha(va)h3(v3)ha(vr)
+ a(v3)hg(v1)ha(va) — 1,[)2(1)3)1,[)3(1)2)7,/)4(01))

3 (1 (01 (o) ha(vs) = n (o) (va)iha(v2)
— 1 (v2)3(v1)a(v3) + Y1(v2)s(v3)tha(vr)

+ ¥1(v3)Y3(v1)Ya(v2) — 1(v3)h3(v2) s vl))

)

+ J3 <¢1(01)¢2(U2)¢4(U3) P1(v1)h2(v3) vy
— P1(v2)va(v1)ha(vs) + P1(v2)a(vs)iha(vr)
+ 1 (v3)h2(v1)a(v2) — b1(v3)h2(va) s vl))

+ Ty (1 (0n) o (v )b (v3) — 61 (v1) (03 iba(v)
— P1(v2)a(v1)hs(vs) + P1(v2)a(vs)ibs(vr)
+ 91(v3)1ha(v1 )13 (va) — %1)1(03)%/)2(02)%/)3(01))

PN

erhélt man fur dasIntegral von J' tiber V;:

3
* * * 1
/J':/advl/\d%/\dv:; = HZO‘(PJ’)'
N =
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Somit folgt die komponentenweisBarstellung der diskreten inhomogenerMaxwellschen
Gleichungin Integralformfir die SeiteV; desSimplex\V:

> a(p) =

=0
> (FulPi) = Fu(Pi)) (a(v2) vi(vs) = da(v3) da(v2))
1<k<I<4
— Y (Fu(Py) = Fu(Piy)) (r(v1) ivs) — bi(vs) thi(v1))
1<k<i<4
+ Y (FL(Py) = Fu(Piy)) (br(v1) thi(vz) — () dhi(v1)) -
1<k<i<4
Hinweis: Auch hiersindderBasiswechsel, die Vektorenvy, v9, v3 unddie Indizesjy, . . ., j3
vonj € {0,....4} abhangig. Esist dahernaheliegenddieseGroRenund damit die reellen

Zahlen
Yr(vy) = Ly, (v7) , 1 <k<4,1<1<3,

vom homogenenFall zu ibernehmen.

Bemerkung

Die durch Ersetzender KomponentenJi,...,.J; und Fj,,..., F}, durch die klassischen
FeldkomponenterH, Hy, Hs, D1, D2, D3, J1, J2, J3 und ¢ entstehenderGleichungensind
wie bei denhomogenerGleichungenm nachstenKapitel aufgefihrt.






|V Das diskrete Modell der
Maxwellschen Gleichungen auf
vierdimensionalen Simplizes

.Der naive Realismudthrt zur Physik,und die Physik
zeigt,dal’ der naiveRealismugalschist. Deshalbist der
naive Realismusfalls er wahr ist, falsch; deshalbist er
falsch.”

BertrandRussell

Die im vorherigenKapitel durch AnwendungdesdiskretenDifferentialformenkallils auf die
MaxwellschenGleichungererhaltenen/ersionerbilden die GrundlagedesdiskretenModells
elektromagnetischefelderauf vierdimensionalerSimplizes. Im folgendenwerdennun die
fur dieseModellierung erforderlichenHilfsmittel und Technikenvorgestellt. Dazu werden
die diskretenMaxwellschenGleichungerunter Verwendungder klassischer-eldkomponen-
ten auf vierdimensionalerSimplexpolyederndie in den GleichungenauftretenderMaterial-
eigenschafteisowiedie fur die Losbarkeitnotwendigerweiseu setzenderfRandbedingungen
betrachtet Abschlie3endvird aneinemnumerischerBeispieldie Verwendunglesentwickel-
ten diskretenModells demonstriert.

V.1 Diediskrete Modellierung elektromagnetischer Felder

.Viele physikalischeSystemesind rechnerischirr eduzi-
bel; das effizientestderfahren, ihre Zukunftzu bestim-
men,ist alsoihre eigeneEntwicklung.”

StephenWolfram

NachfolgendwerdenHinweisefir die ModellierungeinerrealenSituationim Blick auf die
Verwendungler Ergebnissalervorausgehendelkapitel zusammengetrageBei Betrachtung
konkreterBeispielesind die Komponenterder in den MaxwellschenGleichungenauftreten-
den FelderbeZiglich einesgewahlten Bezugssystemsim allgemeinendes Ruhesystemsler
betrachteterSituation,zumeistalso desnaherungsweisemertialsystemsinesOrtesauf der
Erdobeflache,von Interesse Daherwerdenzurachstdie als ErgebnisdesletztenKapitelsge-
wonnenerkomponentenweiseBarstellungerder MaxwellschenGleichungemachErsetzen
der aus Grilndender UbersichtlichkeiteingefihrtenHilfskomponenterdurch die klassischen
Feldkomponenteaufgefihrt. Anschliel3endvird die Einbeziehungon Materialeigenschaften
undRandbedingungediskutiert. Im darauffolgendenUnterkapitelsind Hinweisefur die Dis-
kretisierungderbetrachteteffeilmengeder Minkowski-Raum-ZeizusammengestellEswird
eineinfached/erfahrenbeschriebenymauseinergegebenedreidimensionale®implizialzer-
legungdesRaumesdurch Zylinderkonstruktionereine Zerlegungder Minkowski-Raum-Zeit
in vierdimensionale&Simplizeszu erhalten.Esfolgen einige Bemerkungerbeziglich derUm-
setzungdesklassischerstabilitatskriteriums.Schliel3lichwerdendie speziellerEigenschaften
desvorgestelltendiskretenModells zusammengefi.



140 IV DasdiskreteModell der MaxwellschenGleichungerauf vierdimensionalerSimplizes

IV.1.1 Die diskreten Maxwellschen Gleichungen unter
Verwendung der klassischen Feldkomponenten

Es sei (e1, €2, €3,€4) eine zulassigeBasisvon V und (e]. €5, €3, e;) die zugeldrige duale
Basis. Weiter sei

N=MNU...UNg=I|K|CcM

ein vierdimensionaleSimplexpolyederwobei V. . .., N die vierdimensionaleiGrundsim-
plizes einer SimplizialzerlegungC von A" seien. Fur zwei Simplizes

N = <Péa...,PZ>, N; = <Pg,...,Pf> CN,i#j,
gilt damit also:
#({Pg,...,Pj}m{Pg‘,...,PL{'}) <4,
(Qo.....,Qp) falls {Pg,...,Pg}m{Pg,...,Pg}

0 falls{Pg,...,P;'}m{Pg,...,Pg} — 0.

IV.1.1.1 Die Diskretisierung der elektromagnetischen Felder

Auf jedem vierdimensionalenSimplex werden die durch die Werte in den Eckpunkten
eindeutigbestimmteraffinen 2-FormenF' und F' sowiedie affine 1-Form J betrachtet.Dazu
seiendie Werte in einem Punkt

4
P=> NP € Nj=(Po.....P). > hi=1,
i=0 i=0
definiert durch

F(P)=Y NF(P), F(P)=> NF(P), J(P)=> X J(P).

Durch dieseVorschriftenerhalt man simpliziale 2-Formen F' und I sowie eine simpliziale
1-Form J auf N bediglich X:

Vie{l,....K}: Fly,. Fly, € Q2N;) ., Jly, € 2(N)).
Es sei nun K die Menge der dreidimensionalerSeitensimplizesn XK. Fur jedessolche
RandsimplexC € K wird
« ein vierdimensionaleSimplex A; C N mit
L= {(Py, P, P2, P3) C (Py, P, Py, P3, Py) =\

* eine Orientierung( P, P1, P2, P3) der Eckpunkte,
» Basisvektoren

v = Pg_pl , Vg 1= Pg_pg , V3 1= Pg_pg , Vg 1= Pg_p4
von V sowie
* einBasiswechsell : V — VYV mit U(e;) = v; , 1 =1,....4

gewahlt. Fur die Anwendungder diskretenMaxwellschenGleichungenwerdendie Ein-
schénkungervon F, I und J auf \; , alsodie affinen 2-FormenF |y, . F|y, sowiedie
affine 1-Form J|;, betrachtet.Damit erhalt man fur die orientierteSeite (( Fo, P1., P2, P3))
folgende Ergebnisse:
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IV.1.1.2 Die diskrete inhomogene Maxwellsche Gleichung

jI(Jl(PO) + J1(P1) + Ji(P2) + Ji(P3))-
[Wa(v1)Ws(v2)Wa(vs) — Wa(v1)Ws(vs)Wa(v2)
(02)U3(v1)Wa(v3) + Wa(ve)W3(v3)Wa(vr)
+Wo(v3)Us(v1)Wy(va) — Ua(v3)Ws(va)Wy(vy)]
( 9(Py) 4+ Jo(Py) + Jo( Po) + Jo( Ps3))-
[V (vl W3 (v2)Wa(vg) — Wi(v1)Ws(v3)Wa(va)
Wi (v2)W3(v1)Wa(vs) + Wi(v2)Ws(v3)Wa(vr)
+‘I‘1(03)‘I’3(01)‘I’4(U2) — Wi (v3)W3(v2) Wa(v1)]
—I-Z(J:s(Po) + J3(P1) + J3(P2) + J3(Ps))-
[W1(v1)Wa(v2)Wa(vs) — Wy(v1)Wa(vs)Wa(va)

Wa(v2) — Wi (v3)Wa(v2)Wy(v1)]
o(Pa) + o(P3)):

(v3) = Wi (v1)Wa(vs)Ws(v2)
W3(vs) + Wi (v2) Wa(v3)Ws(v1)
U (v3)Wa(v1)Ws(vg) — Wy(v3)WUa(ve)Ws(vy)]

= —(D1(P1) = Di(Fo))(W2(v2)Ws3(vs) — Wav3) Ws(v2))
+ (D1(P2) — D1(Fy 3(v3) — Wa(v3)W3(v1))
— (D1(P3) — Di( Py 3(v2) — Wa(v2)W3(v1))
+ (D2(Pr) = D2(Po)) (W1 (v )‘1’3(03) — Uy (v3)Ws(v2))
— (D2(P2) — D2( Py 3(v3) — Wi (v3)W3(v1))
+ (D2(P3) — Do Py 3(v2) — Wi(v2)W3(v1))
— (D3(P1) — D3(Fo)) (W1 (v2)Wa(vs) — Wi (v3)Wa(v2))
+ (D3(P2) — D3(Po 2(v3) — Uy (v3)Wa(v1))
— (D3(P3) — D3( Py 2(v2) — Wi (v2)Wa(v1))
+ (H1(Pr) — Hi(Fy)) )‘1’4(03) Wy (v3)Wa(v2))
— (H1(P2) — Hi( Py 4(v3) — W1 (v3)Ws(v1))
+ (H1(P3) — Hi( Py (
+ (Ha(Pr) — Ha(Fy)) 2(”
— (Ha(P2) — Ha( Py
+ (H2(P3) — Ha( Po
+ (Hs(Pr) — H3(F))(Ws(v
— (H3(P2) — H3( Py
+ (H3(Ps) — H3(Fo

4(v2) — Uy (v2)Wy(v1))
4(v3) — Wa(v3)Ws(v2))
4(v3) — Wa(v3)Ws(v1))
v1)Wa(v2) — Wa(v2)Wa(vr))
JWa(vs) — Wa(v3)Wa(v2))
Wa(vs) — W3(v3)Wa(v1))

Uy(ve) — U3(v2)Wy(vr)) .

Die in der Gleichung auftretende Gesamtladung, zusammengesetzt aus der skalaren Ladungs-
dichte o und den Komponenten .J1, J2, J3 des Stromdichtevektors, wird in jedem Punkt P;

durch die zu modellierende Situation vorgegeben.
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IV.1.1.3 Die diskrete homogene Maxwellsche Gleichung

0 = (B1(P1) = Bi(Po))(W2(v2)W3(vs) — Wa(vs)Ws(v2))
— (B1(P2) = B1(F))(Va(v1)Ws(vs) — Wa(vs)Ws(v1))
+ (B1(Ps) — B1(Fo))(W2(v1)W3(v2) — Wa(v2)Ws(v1))

— (Ba(P1) — Ba(Fy) )(W1(v2)W3(v3) — Wi (v3)W3(v2))

+ (B2 Py) — Ba(F)) (W1 (v1)Wa(vs) — Wi (vs)W3(v1))
— (Ba(Ps) — Ba(F0)) (W1 (v1)W3(v2) — Wi (v2)Ws3(v1))
+ (B3(P1) — B3(Fo)) (W1 (v2) Wa(vs) — Wi (v3)Wa(v2))
— (Bs3(P2) — B3(Fo))(W1(v1)Wa(vs) — Vi (v3)Wa(v1))
+ (Bs3(P3) — B3(Fo)) (W1 (v1)Wo(v2) — Wi (v2)Wa(v1))
v
— (Ex(Py) — By (Po)) (Wi (v1)Wa(vg) — Wy (v3)Wa(v1))
+ (Ex(Ps) — By (Po)) (W1 (v1)Wa(v2) — Wi (02)Wy(01))

+ (E2(P1) — E2(Fo))(Wa(v2)Wa(vs) — Wa(vs)Wa(v2))
— (F2(P2) — Ea(FPo))(Wa(v1)Wa(vs) — Wa(v3)Wa(v1))
+ (Ea2(P3) — Ea(FPo))(Wa(v1)Wa(v2) — Wa(v2)Wa(vr))

)
)
(
)
)
(
)
)
+ (E1(P1) — Ea(Po))(
)
)
(
)
)
+ (E3(P1) — E3(Fo))(Ws(v2)Wa(vs) — Us(v3)Wa(v2))
— (E3(P2) — E3(Py) Wa(vs) — W3 (v3)Ws(v1))
+ (E3(P3) — E3(FPy) Wa(va) — Wa(v2)Wa(v1)) -

IV.1.1.4 Materialeigenschaften

Der Zusammenhangder Feldkomponentemn beidenGleichungenwird durch die Material-
gleichungen

D(P) = (P)E(P)
B(P) = u(P)H(P)
J(P) = o(P)E(P)

hegestellt. Die dabeiauftretendenTensorensind bei einer Modellierung von Materialien
(also nicht des Vakuums)im allgemeinenvom gewahlten Bezugssystenabhangig. Fur
die Gewahrleistungder InvarianzdesVakuums,eineminsbesondergim allgemeinenSinne)
isotropenMedium, wo also anstelleder beziglich einer gewahlten zulassigenBasis auftre-
tendenMatrizen positive reelle Konstantenzq := £(P) und uo := p(P) verwendetwerden
konnen,ist zu beachtendal3die in 111.2.2 fur die Einfuhrungeinesallgemeinensotropiebe-
griffs geforderteBasisunab&ngigkeitder Materialgleichungdurch die Bedingung

1

g = —
Ko

erfullt wird. Diese Bedingungentspricht(ohne Normierungder Lichtgeschwindigkeit)der
klassischernBedingung

1
60,“0 = 6_2’
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wobei die Permittivitat desVakuums:, und die Permeabiliit desVakuumsy¢ physikalische
Konstantensind

So ist es also bei konkreter Modellierung nebender Betrachtungder MaxwellschenGlei-
chungenzusatzlich erforderlich,denlokalen Zusammenhanger Feldkomponenteim jedem
Knotenpunktdurch folgendelinearenGleichungssystembierzustellen:

Di(P) = eij(P)- Ej(P), i=1,2,3,
Bi(P) =) wij(P)- Hj(P), i=1.23,
Ji(P) =Y oij(P)- Ej(P),i=1,2,3.

Die auftretenderMatrizensind dabeizwar stetsdiagonalisierbarhabenaberim allgemeinen
beZiglich der gewahlten zulassigenBasis keine Diagonalgestalt. In einemim klassischen
Sinne (also basisabhngig) isotropenMedium vereinfachersich die Zusammentngedurch
den Ubegang zu reellen Konstanten:

Di(P) = «(P)- E{(P), i=1,2,3,
(P)- Hi(P),i=1,2,3,
(P)- E(P),i=1,2.3.

~ =

>
I
q =

IV.1.1.5 Randbedingungen

Fur die eindeutigel 6sbarkeitdesdurch dasvorgestellteVerfahrenentstehendesleichungs-
systemsist es im allgemeinenerforderlich, Randbedingungenorzugebenwobei aufgrund
der vierdimensionalerBetrachtungsweisend der nur relativen (bezugssystemabBhgigen)
GleichzeitigkeiterstnachAuszeichnungeinerBasisund damitder Wahl einesinertialsystems
zwischenklassischemnfangs-und Randbedingungennterschiedenverdenkann.

In bezugauf die Anzahlvon Gleichungenund Unbekannterhat man folgendeSituation:

* In jedem Knotenpunkt ; sind jeweils drei Komponentendes elektrischenund des
magnetischerfeldes,also sechsUnbekannteplaziert. (Durch die Materialgleichungen
konnendie elektrischerFelder £ und D sowiedie magnetischefrelderB und H jeweils
identifiziert werden.)

» Auf jedemdreidimensionalefRandsimplexhat man zwei Gleichungengegeben.

* Auf jedemvierdimensionalerSimplex folgt die homogeneMaxwellscheGleichungauf
einerderSeitenausdenvier Gibrigen. Ebensdolgt unterder(notwendigen)/oraussetzung
derLadungserhaltunguf demgesamterSimplexeinederinhomogenerleichungeraus
den anderen. Von den insgesamtzehn Gleichungensind also stets zwei automatisch
miterfullt.

* Durch Hinzunahmeeinesweiteren Punktestuiber einer Seite erhalt man sechsweitere
Unbekanntaind achtweitereGleichungenyon denenaberzweiausdenrestlichenfolgen.
Die Anzahl der zusatzlichen Gleichungenkann sich dabei durch Einfuhrung weiterer
Seitenerhohen.

4% Siehez. B. [19].
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Auf einemvierdimensionalerSimplex ohne Vorgabevon Randbedingungehat man somit
30 Unbekannte aber nur acht Gleichungen.

Nunist fur die konkreteFormulierungvon Randbedingungeabensawie fur die Einbeziehung
von Materialeigenschaftedie konkretezu modellierendeSituationausschlaggebendNeben
der Moglichkeit der EinbeziehungklassischerAnfangsbedingungem das diskrete Modell
seienhier zwei der UblichenklassischerRandbedingungstypedmetrachtet:

a) Anfangsbedingungemassensich durch die Vorgabe von Feldkomponentenn einer
,Gleichzeitigkeitshyperebeneties Ereignisraums,also innerhalb eines nur von den
raumlichenBasisvektoreraufgespanntedreidimensionalemaffinen Unterraumesnodel-
lieren. Entwederverringertsich dabeiinnerhalbdesGleichungssystemdurch Einsetzen
der Feldkomponenteulie Zahl der Unbekannterbei gleichbleibendeGleichungsanzahl,
odermannimmtfur jedevorzugebené-eldkomponenteinezusatzlicheGleichungin das
Systemauf, wodurchsich bei unvei&anderterVariablenzahldie Anzahl der Gleichungen
erhoht.

b) Die OberfacheeinesperfektenLeiters laft sich durch das Verschwindender zu dieser
ObeflachetangentialerKomponenterdeselektrischerund der zur Oberfichenormalen
Komponentedes magnetischerFeldesmodellieren® Man ertalt so zu jedem Ereignis,
dassich auf der Weltlinie einesPunktesauf der Leiteroberfachebefindet,entsprechende
Bedingungenan die FeldkomponentenDie EinbeziehungsolcherRandbedingungem
daszu losendeGleichungssystergestaltetsichinsbesonderdannsehreinfach,wenndie
OberfachedesLeiters bereitsin Richtungder Standardbasisvektorererlauft und damit
nur die entsprechendeikomponenterdeselektrischerbzw. magnetischefreldesals Null
vorzugebensind. Wie bei den Anfangsbedingungererringertsich dabeientwederdie
Zahl der Unbekanntenpder die Anzahl der Gleichungenerhoht sich.

c) UmeindenVersuchsaufbaumgebende@nendlichesyYakuumdurchendlichviele Punkte

nachzubildenyerwendetman absorbierend®kandbedingungerdie die Eigenschaftha-
ben, Reflexionenan den Randern,wie sie bei der obigenModellierung perfekterLeiter
auftreten,zu vermeiderf! Der Gedankedabeiist, unter Annahmeniiber die Gestalt
der auftretenderfelder eine sich fortsetzendéNelle nachzubildenjndem Feldkompo-
nentenin Randpunkteraus Feldkomponenteimnerer Punktedes betrachteterGebietes
extrapoliertwerden.DieseVorgehensweiserforderteinesehrgute Abstimmungder Dis-
kretisierungauf die zu modellierendeSituation. Man erhalt dabeifir die absorbierenden
Randpunktéeigleichbleibende¥ariablenzahkusitzlichein dasSystemeinzubeziehende
(im allgemeinennichtlineare)Gleichungen.
Eine alternativeModellierungsnaglichkeiteinesumgebendeiWakuumsbestehdarin,den
betrachtetemaumlichenBereichin Abhangigkeitvon der Geschwindigkeitich ausbrei-
tenderEinflissezu vergrol3ern. Bei einervierdimensionalemModellierunglal3tsich dies
sehrleicht realisieren,indem als Teilmengeder Minkowski-Raum-Zeitdie Vereinigung
aller Zeitkegelder zur AnfangszeitbetrachteterkEreignisseverwendetwird.

Eine umfassenddJntersuchungvierdimensionalerRandbedingungsmodellierun@lso ins-
besondereder Einbeziehungstetssehreng mit dem konkretenzu modellierenderBeispiel
verknipfter klassischerAnfangs- und Randbedingungerist ein interessantegeld fur wei-
tegehendeForschung.

4 vgl. [37].
47 Fir die EinbeziehungsolcherRandbedingungemm dasin [37] vorgestellteVerfahren: Siehe[25].
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IV.1.2 Diskretisierung der Minkowski-Raum-Zeit

Die entwickeltendiskretenMaxwellschernGleichungersetzerein vierdimensionaleSimplex-
polyedervoraus,eswird alsoeineDiskretisierungderfir die Modellierungbetrachtetefeil-
mengeder Minkowski-Raum-Zeitdurch Zerlegungin vierdimensionaleSimplizesberotigt.
Vor allgemeinenUberlegungerzu einer (im Sinneder Stabilitat) giinstigenWahl einer sol-
chenDiskretisierungsollen kurz Moglichkeitenaufgezeigtwerden,unter Verwendungeiner
bereits erfolgten Simplizialzerlegungdes dreidimensionalerRaumeseine vierdimensionale
Zerlegungder Minkowski-Raum-Zeitzu konstruieren.

IV.1.2.1 Zylinderkonstruktionen

Ist eine Zerlegungdes betrachtetemaumlichenGebietesin dreidimensionaleSimplizesge-
geben,also eine Unterteilungdes Raumesauf einem Niveau gleicher Zeit beziglich eines
gewahltenBezugssystemso kanndurchBildung einesZeitzylindersiiberjedemdreidimen-
sionalenSimplexund anschliel3end&implizialzerlegunglieserZylinder ein vierdimensiona-
les Simplexpolyederkonstruiertwerden. Dabei stl3t man auf das Problem,dd? die durch
Zerlegungder vierdimensionalerZylinder entstehendebenachbarteisimplizesgemeinsame
Seitenoder Untersimplizeskleinerer Dimensionhabenmiissen,um so eine Diskretisierung
im Sinne der entwickeltenMethode zu erhalten. Es sollen hier zwei Verfahrenvorgestellt
werden, die dies leisten:

Es sei
N = <P0,P1,P2,P3> cM

ein dreidimensionaleSimplexauf einemGleichzeitigkeitsniveabeziglich (e, e2, €3, €4), €S
gelte also

aff(NV') = Py + span{ey, ez, e3} .
Mit Q; := P; + ¢4 fur< = 0,...,3 ist dannein Zylinder ber A/ definiert:

zZ = COHV({PO’ Pla P27 P37 QO) Q]a Q27 Q3}) :
a) Z lafdtsich durch sukzessives Abscheiden von Simplizeswie folgt zerlegen:

Z =(Py, P1, P2, P3, Qo) U (P1, P2, P3,Qq, Q1)
U (P, P3,Q0,Q1,Q2) U (P3,Qo, Q1,Q2,Q3) .

Diese Zerlegunghat den Nachteil, dd3 benachbart&ylinderzerlegungerzunachstnicht
zusammenpasseda nicht notwendigerweisgemeinsamé&eitenauftreten.Das Problem
laRtsich l6sen,indem dasAusgangssimpleXV” zunachstfeiner unterteiltwird und dann
Zylinder UberdiesenkleinerenSimplizesgebildetwerden. Als Punkteverwendetman

(*)

1. die Eckpunkte

2. jeweils einenPunktim Innerender Kanten(FP;, P;) fur: # j ,

3. jeweils einenPunktim Innerender Seiten(F;, P;, ;) fur paarweiseverschiedene
2,7,k und

4. einenPunktim Innerendes Simplex \,
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wobei jeweils die Baryzentrergewahlt werdenkdnnen. Anschliel3endetrachtetmanals
feinere Unterteilungdie durch Numerierungder Punktein obigem Sinne (Ecke, Kante,
Seite,Simplex)entstehende®! kleinerenSimplizes(6 Uberjederder4 Seiten)undfihrt
uber diesendie angegeben&ylinderkonstruktiondurch.

b) EineweitereMethode,die einefeinerealsdie in (x) angegeben8implizialzerlegungles
Zylinders tiber V' zum Ergebnishat, ist austihrlich in [2] beschrieben:

1. Fur jedesUntersimplexC ¢ A wird ein festerPunktim InnerendesZylinders tiber
L ausgevahlt.

2. Mit aufsteigendebDimensionwird fir jedesUntersimplexZ c A die Zentralunter-
teilung® in bezugauf die gewahltenPunkteim Innerenund die bereitsvorhandenen
Randunterteilungenlurchgeiihrt.

Wenn bei diesemVerfahrenals Punkteim Innerender Zylinder Giber den Teilsimplizes
die Baryzentrengewahlt werden,so passendie entstehendeisimplizialzerlegungerbe-
nachbarteZylinder in der WeisezusammenglalR3als Durchschnittezweier Simplizesstets
nur die leere Menge oder gemeinsaméJntersimplizesauftreten.

Auch bei Verwendung einer bestehendendreidimensionalenSimplizialzerlegungist es
moglich, die GrolRe der Zeitintervalle, die hier der Hohe der Zylinder tber den Simpli-
zesentspricht,der Feinheitder gegebenemaumlichenUnterteilunganzupassenDazuwahlt
man die Kanten Giber den verschiedenertEckpunktenunterschiedlichlang. In diesemFall
hat man zwar deformierteZylinder, die hier angegebeneKonstruktionenlassensich aber
dennochohne weiteresdurchiuhren.

IV.1.2.2 GeometrischeStabilitatsbedingungen

Eine Ubersetzunglesklassischerstabilitatskriteriumsauf die vierdimensional&ituation,also
der Bedingung,dal3 (bei einer Lichtgeschwindigkeitvon ¢ = 1) die Zeitdiskretisierungstets
sofein gewahltwerdenmul3,dalRdie GroReder Zeitintervalled; kleineralsdie Distanzzweier
benachbarteRaumpunktast und somitfur zwei solchePunkteP und @ stetsé; < dist(P, Q)
gilt*d, fuhrt zu einer lokalen, rein geometrischerBedingungan die Wahl der Simplizes.
Geht man von (beZiglich eines Bezugssystemsjaumlich fest gewahlten Punktenaus, so
durfen, mit einer Ausnahmealle von einemEreignis P; in zukiinftiger Richtungausgehende
Kantennicht innerhalbdesLichtkegelsverlaufen,wobei die ausgenommenkante zu einem
zukiinftigen Ereignis desraumlich ruhendenPunktesverlauft. Aus Symmetriegiindenlafit
sich dieseBedingungentsprechen@uchin Richtungder Vergangenheiformulieren. Diese
Einschankungstellt sicher,dal3sich daselektromagnetischEeldinnerhalbeinesZeitschrittes
nicht signifikant verandernkann. Es liegt nahe, eine etwas allgemeinereBedingung zu
formulieren:

Von einem Eckpunkt P; darf in zuKinftiger Richtung hdchstenseine Kante inneralb des
Lichtkegelsverlaufen.

Weiterhin scheintes angebrachtzu starke Grof3enunterschiedewischenden Seitenfachen
eines Simplex, die entsprechendé&nterschiededer in den GleichungenauftretenderSum-
mandenzur Folge habenund dadurchzu numerischenProblemenfihren konnen, zu ver-
meiden. Eine klassischeBedingunghierfur ist, die Simplizesnicht zu spitz zu wahlen. Bei
entsprechendeFormulierungist das obige Kriterium nur ein Spezialfall (in Zeitrichtung)
dieserallgemeinererBedingung. Dabei ist allerdingszu beachtendall sich die geometri-
scheStrukturdes(dreidimensionalenRaumesei Ubeigangzu einemandererBezugssystem

4 Siehe[2].
4 vgl. z.B. [37].
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verandernkann: Die Lorentzkontraktionverandertdie Koordinatenin RichtungeinesSchu-

bes. Da aberfir die Modellierungein Ruhesystenausgezeichnewird, beziglich desserdie

Feldkomponenteietrachtetverdenund in den GleichungenBasistransformationewerwen-

det werden,die durch die gewahlte zulassigeBasis und die Simplexkanterfestgelegtsind,

gernigt es,eine,ausgewogenefFormder Simplizesinnerhalbdesbetrachtetemnertialsystems
zufordern. Die obigekursiv gesetztdBedingungst dabeiallerdingsdurchdie spezielleEigen-

schaftder LorentztransformationerstetsLichtkegel auf Lichtkegel abzubilden,unabl&ngig

vom gewahlten Bezugssystem.

IV.1.3 Eigenschaften des diskreten Modells

Durch dasvorgestellteVerfahrenerhalt man ein Gleichungssystemn demalle Bedingungen
fur die Gultigkeit der diskretenMaxwellschenGleichungerbeziglich der gewahlten Simpli-
zialzerlegungdie Materialeigenschaftesowie die fur die LosbarkeitnotwendigenRandbe-
dingungenzusammengefal&ind.

Bei entsprechengewahltenRandbedingungehandeltes sich bei diesemGleichungssystem
um ein im allgemeinensehrgrofResund durch die rein nachbarschaftlich&erknipfung der
Feldkomponenterdiinn besetztedineares GleichungssystemgdessenGestalt entscheidend
durch die Numerierungder EckpunktebeeinfluBtwird. Eine entsprechendjeschickteVor-
gehensweiseollte dabeizu einemdurch bekanntenumerischeVerfahreneffizient losbaren
Systemfuihren. Bei Wahl von Randbedingungerdie nicht zu einemlinearenGleichungssy-
stemfihren,sind entsprechen@ndereLosungsstrategienu wahlen.

Da die MaxwellschenGleichungerfesterBestandteildeszu l6senderSystemssind, miissen,
andersals bei herkbmmlichen Zeititerationsverfahrenzusatzliche Forderungenan die zu
wahlendenAnfangs- und Randbedingungegestelltwerden. Wahlt man etwa einen auf ei-
nigen dreidimensionalerSimplizes nicht den diskretenGleichungengerigendenAnfangs-
zustand,so ist dasgesamteGleichungssystemicht |6sbar,wahrendherkbmmliche Verfah-
ren zum Teil auch ausinkonsistentenAnfangswertenentsprechend&rgebnisseberechnen.
Ebensokanndie Vorgabevon zu vielen oderinkonsistenterAnfangs-und Randbedingungen
zur Uberbestimmtheiund zur Unlosbarkeitdes Systemsfilhren, wogegeneine zu geringe
Zahl oder die Redundanaler Bedingungerzu einemunterbestimmterund damit nicht ein-
deutigldsbarerGleichungssysterfithrenwird. Im Fall der Uberbestimmtheibestehtier die
Moglichkeit, das Systemals Ausgleichsproblenzu behandelrund so eine Naherungsisung
zu ermitteln.

Schliellichist zu beachtendal3,um einerealistischeModellierungim Sinneeineselektroma-
gnetischenFeldeszu gewahrleisten,dessenVeranderungerdurch sich hochstenamit Licht-
geschwindigkeitausbreitend&\Vellen hervogerufenwerden,entsprechend8edingungeran
die fur die Zerlegungder betrachtetenreilmengeder Minkowski-Raum-Zeitzu wahlenden
Simplizeszu stellen sind.
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V.2 Ein numerisches Beispiel

.ES gibt keinenweiter verbreitetenirrtum als die An-
nahme Jangwierigeund genauemathematisch&erech-
nungerkdnntengarantieen,da’die AnwendungleskEr-
gebnisseswf eineNatugegebenheiabsolutsicherist.”

A. N. Whitehead

Zur lllustration der VerwendungdesvorgestelltendiskretenModells wird nun ein (raumlich)
zweidimensionaleBeispiel betrachtetindemdie FeldgibRenals unablangig von der dritten
RaumkoordinatelesBezugssystemsnd damit als konstantin dieserRichtungvorausgesetzt
werden. Desweitererwird ausgenutztdal3elektromagnetisch&elderbei Verwendungeines
zylindrischenraumlichenKoordinatensystemsand der Voraussetzungler Homogeni&t und
Isotropie beZiglich des Ruhesystemsalso von Materiakonstantenm klassischerSSinne,in
zwei unablangigeTeilfelder zerlegbarsind: DastransversaleslektrischeFeld (TE) und das
transversalenagnetischd-eld (TM). Beide Teilfelder, ausdenensich dasGesamtfeldgenali
dem Superpositionsprinzigwelchesbesagtdalddie Summezweier oder mehrererLdsungen
wiederumeine Losungder Differentialgleichungst) additiv zusammensetzgzeichnensich
dabeidurchdasVerschwindeneweils einerHalfte derelektromagnetischefreldkomponenten
aus. Als weitere VereinfachungwerdenLadungs-und Stromdichte,also die Komponenten
der 1-Form.J fur die folgendeModellierungals verschwindend/orausgesetzt.

Zur Anwendungdes diskretenModells auf ein (raum-zeitlich) dreidimensionaleBeispiel
transversalemagnetische(TM-)Wellen werdenzurachstdie diskretenMaxwellschenGlei-

chungenan die vereinfachteSituationangepal3t AnschlieRendverdendie konkreteSimpli-

zialzerlegungsowie die auf den einzelnenSimplizeszu erfullendenGleichungerentwickelt,
wobei sich letztereaus den an die Simplizialzerlegungangepafitemhomogenerviaxwell-

schenGleichungengdenentsprechendeAnfangs-und Randbedingungersowie aushomoge-
nen Gleichungenauf Simplizesweiterer Simplizialzerlegungendie gemeinsameseitenmit

denfir die ModellierungzugrundeliegendeB8implizeshaben,zusammensetzeuf diesem
Weg erhalt man das zu losendelineare Gleichungssystemdas schlidilich verwendetwird,

um in einemkonkretenBeispieldasFortschreitereineranfanglichinitialisierten Wellenfront
zu berechner?

IV.2.1 Das transversale magnetische Feld

Bei der ZerlegungdeselektromagnetischeReldesin zwei unablangigeTeilfelder erhalt man
dastransversaleslektrischeFeld mit der Eigenschaft

Hi=Hy=0, F3=0
und dastransversalanagnetischd-eld mit der Eigenschaft
Hy3 =0, K1 =FE, =0,

derenletzteresm folgendenbetrachtetwird. Nebender Homogeniét und IsotropiedesMa-
terialsbeziglich desRuhesystemsvird dabeivorausgesetztjalikeine Abhangigkeitvon der
dritten Raumkomponentbesteht,so da fur die Modellierung eine Teilmengeeinesdreidi-
mensionalerSchnittesdurch den Ereignisraumverwendetwird, der von den erstenbeiden

%0 Eine entsprechend®odellierungeineszweidimensionalemBeispielsfilr transversalenagnetischaVellen, in demdas

Fortschreitereineranfanglichinitialisierten Wellenfrontsimuliert wird, findetsichin [37].
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raumlichenBasisvektorere;, e und demzeitlichenBasisvektores der gewahltenzulassigen
Basis(eq, 2, €3, ¢4) vonV aufgespanntvird. DieserSchnittwird in dreidimensionaleSim-
plizes zerlegt,die jeweils als RandsimplizewvierdimensionaleSimplizesbetrachtetverden.

Ladungs-und Stromdichtewerdenim folgendenals verschwindendrorausgesetzt:

Ji=Jo=J3=0,0=0.

Es sei nun (e, ez, €3, €4) eine zuldssigeBasis von V und (e}, e}, €}, e;) die zugelvrige
duale Basis, ' C M sei ein dreidimensionaletUnterpunktraummit dem zugel®rigen
Verschiebungsvektorrautd = span{eq, e, e4}, €sgelte also

N = P +span{ej,ez,e4} VP EN .
Weiter sei eine Teilmenge
L=LiU...ULg CN

mit einer Simplizialzerlegungn dreidimensional&implizes.L,, . ... L gegebensodal’die
Schnittmengezweier Simplizes£; und £; fur: # ; stetsentwederleer oder ein hochstens
zweidimensionalegemeinsames$intersimplexist.

Diese dreidimensionalerSimplizes
L;=(PPLPLP) el K)

lassensich nun als SeitenvierdimensionaleiSimplizesbetrachten.Dazu sei ein orientiertes
(dreidimensionalespimplex

K :={(Py, P1, P, P3)) ,
eine Basis (vy,...,v4) von V mit
vi=PoPy, va=PoPy, vy = PP

und ein Basiswechsel
y:y —Y
e — v, 1=1

4

gegeben.

Dannerhalt manunterdenobigenVoraussetzungetiurch Streicherder Termemit Hs. £y, Es
(sowie B3, D1, D) die folgendenvereinfachterGleichungerfir die orientierteSeiteX:

» Die diskreteinhomogenéviaxwellscheGleichungfir transversalenagnetisché-elder.
0 = —(D3(Pr) — Ds(Fo))(W1(v2) Wa(vs) — Wi(vs)Wa(v2))

+ (H1(P1) — Hi(F))
— (Hy(P2) — Hi(Fo
+ (H(P3) — Hi(Fy

+ (Hz2(Pr1) — Ha(F))
— (Hz(P2) — Ha(Fo
+ (Hy(P3) — Hao( Py

1(v2)Wa(vz) — Wy (v3)Wy(va))

Uy (v1)Wy(v3) — Wy(v3)Wy(vy)) (DITM)
(v1)Wa(v2) — Wy (v2)Ws(v1))

2(v2)Wa(v3z) — Wa(v3)Wy(v2))

Wy(v3) — Wa(v3)Wa(v1))

Uy(ve) — Uy(ve)Wy(vy)) .
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Die diskrete homogenévaxwellscheGleichungfiir transversalanagnetisché-elder.

0 = (Bl(Pl) ( )) \\J vg)\IJ:g(Ug) - @2(03)\113(1)2))

2(
— (Bi(P,) — Bi(F))(W2(v1) W3(vs) — Wo(v3)W3(v1))
+ (B1(Ps) — Bi(F0)) (W2 (v1)Ws(v2) — Walv2) Ws(v1))
— (Ba(P1) — Ba(F0)) (W1 (v2) W3(vs) — Wi (v3)Ws3(v2))
+ (B2 Py) — Ba(F0)) (W1 (v1)Ws(vs) — Wi (v3)Ws(v1)) (DHTM)
— (Ba(Ps) — Ba(F0)) (W1 (v1)W3(v2) — Wi (v2)W3(v1))
+ (E3(P1) — E3(Fo))(Ws(v2)Wa(vs) — Us(v3)Wa(v2))
— (E3(P2) — E3(Py))(Ws(v1)Wa(v3) — W3 (v3)Ws(v1))
)

J(Ws3(v1)
+ (E3(P3) — E3(Fo))(Ws(v1)Wa(v2) — W3(v2)Wa(v1)) -

Bemerkung

a)

b)

Diese diskretenMaxwellschenGleichungenfir transversalenmagnetische~elder setzen
nicht voraus,dafld dasorientierteSimplex X in einemdurch die Basisvektorerey, e, e4
aufgespannteraffinen Unterraumdes Ereignisraumdiegt. Sie entstehenallein durch
Streichender als verschwindend/orausgesetzteReldkomponentenkolglich miissendie
Gleichungen(bei Beriicksichtigungder dem Modell zugrundeliegendeAnnahmen)auf
jedemorientiertendreidimensionalersimplexihre Gultigkeit haben,unablangig davon,
wie diesesSimplex liegt.

Da in diesemBeispiel ein von den Vektoreney, e2, e4 aufgespannteund damit von es
unablangigerdreidimensionaleSchnitt durch den Ereignisraumbetrachtetwird, ist die
homogeneGleichung(DHTM) offenbarstetserfillt, dennesgilt bei denvorausgesetzten
Eigenschafterder Feldkomponenten:

Z F,';,‘ de:F A\ de}‘-
1<i<j<4
= By de; Ndey — By del Ades + E3 del A dej

und dain jedemder Summandenle; auftritt, folgt:

/FZO VK = <P0,P1,P2,P3> CN:P0+Span{61,62,64}.
oK

Zur Einbeziehungder homogenenGleichungist es daher erforderlich, weitere dreidi-
mensionaleSchnitte durch den Ereignisraumzu betrachten,bei denenauch die dritte
raumliche Richtung Berticksichtigungfindet, soweit man dadurchBedingungenan die
Feldkomponentemnerhalbder fur die Modellierungbetrachtete@eilmengeerhalt.

Mit U(v) = _24: Ui(v) v; gilt:

4 4 4 4
W(Za, 6,‘) = Zai V; = Z\I’z(ZOlj 63’) Uy,
=1 =1 =1 =1

folglich ist ¥,(v;) die ¢-te Komponentevon v; bediglich (e;, ez, €3, e4).
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IV.2.2 Die Simplizialzerlegung einer Quader zerlegung

Zur Einbeziehungaller fur die Problemstellungelevanterraum-zeitlichenKkomponentenst

es erforderlich, verschiedena@reidimensionaléSchnittedurch die Minkowski-Raum-Zeitzu

betrachten.Dabeiwird dasProblemnur fur die folgendeerste Teilmengegelost, wogegen
die weiteren Schnitte durch den Ereignisraumnur der Beriicksichtigungder dritten Raum-
komponentalienen. Bei konsequentierdimensionaleModellierungsind diesezusatzlichen
Betrachtungemicht erforderlich,sie tretenhier nur durchdie Anwendungdesvierdimensio-
nalendiskretenModells auf ein dreidimensionale®roblemzutage.

IV.2.2.1 Die e;-e>-e4-Ebene
Es wird nun eine ,rechteckige”dreidimensional€leilmenge
L= {xlel + x9e9 + T4€4 | € € [ai,bi], 7= 1,2,4} cN
mit reellenIntervallen|(a;, b;], ;. b; € R, a; < b; fur: = 1,2, 4 betrachtet.
Diese Intervalle seienin Teilintervalle aufgeteilt:
[aia bl] = [x:]ax'zm,] = [%afﬂﬂ U [leax%] u...u [xin,—laxin,]

mit 0 < m; € Nunda; = 2 < 2% < - <l =b furi=1,2,4.
Es seienIndexmengen/; := {0,1,...,m;}, I; := {0,1,...,m; —1} furi = 1,2.4 und
Multindexmengen

I:= {L:(Ll,LQ,L4)|Li€]i,i:1,2,4} :]1 X]2 ><I4,
j:: {Ii: (51,52,54)|I€1‘ Eji,i:1,2,4} :jl ><I~2 ><]~4

definiert. Dann erhalt manfur £ eine Zerlegung
c=Jo"
KEj
in (my - ma -my4) Quader
Q" :={x1e1 + 2262 + a4 | 25 € [2h 2k 4], 1= 1,2,4)
V k= (K1, k2, K4) € I.

Die auftretendenntervalldurchmessedieserQuaderseienmit

s k=124
i=3

in einer Diagonalmatrix

of 0
o -
&% = 2 V k= (Kk1,K2,k4) € 1
0 o
zusammengefal3tBezeichnetman weiter mit

1

L 2 4 B
x,=a, 61+ x,e0 64 Vo= (11,00,14) €1
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die auftretenderGitterpunktedieserQuaderzerlegungnd zur Vereinfachungdie Eckpunkte
einesQuaderg)” fur alle x = (k1, k2, k4) € I entsprechender eindeutigerDualdarstellung
der Zahlen

{0,....7} 20 =4bg + 2by + by = (b3baby), . b1, by, b3 € {0.1},

mit

K1+1,K2,K4) b
Kl,K2+1,K4) b

K1+1,K2+1,K4) b

q5 = K1+1,K2,K4+1) b

q6 =2 Kl,K2+l,K4+l) b

(
(
(
(
£ =2
(
(
(

A7 = T(ki+41,k0+1,k44+1) >

so gilt offenbar
QF = conv{qy,...,q%} Vrel.

Um einezulassigeSimplizialzerlegunglieserQuaderzerlegungu erhalten wird jederQuader
in funf dreidimensionaleSimplizeszerlegt, wobei es erforderlichist, eine von zwei punkt-
spiegelbildlicherSimplizialzerlegungeim AbhangigkeitdesindextripelsdesQuaderggenaf
einemdreidimensionalerschachbrettmusteru wahlen(s. Abb. 1).

Abbildung 1: Quaderzerlegung
Fur einIndextripels = (k1. ko, k4) € I richtetsichdabeidie zuwahlendeSimplizialzerlegung
QF = ST US; U Sy USyUSE

eines Quaders@* danach,ob x; + k2 + k4 geradeoder ungeradeist. Diese beiden
Simplizialzerlegunger{(A) und (B) werdenim folgendenangegeben. Dabei ist fur jedes
Simplex 57, « = 1,...,5 der ersteEckpunktals UrsprungausgezeichnetZusitzlich wird
jeweils die zur TransformationV? der lokalen Basis gelbrige Transformationsmatrix)*
beziglich der Basis (e, ..., es4) angegebenwobei der dritte raumliche Basisvektorin der

Weise vorzeichenbehaftean letzter Stelle erganzt ist, da3 die Basis positiv orientiert ist
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und Simplizesmit gleichemindex: € {1,....5} beiderZerlegungenpunktspiegelbildlich
zueinanderstehen. Weiterhin wird fur jedesdreidimensionaleSimplex die entsprechende,
sich durch Einsetzenin (DITM) ergebendediskrete inhomogeneMaxwellsche Gleichung
angefihrt. Durch Einsetzenn (DHTM) lal3tsich dabeiebenfallsleicht Uberpiifen, dal3die
homogeneGleichungstetserfullt ist.

Fur ein Simplex S¥ = (P, P1, P», P3), « € {1,...,5}, mit der zur Transformation¥*
getdrigen Transformationsmatrix X gilt alsoim folgenden:

Pf_P(]’ j:172737
Ul(ej) = ¢ —e3, J =4 undk; + k2 + k4 gerade
€3, J =4 und k1 + k2 + k4 UNngerade

mit det ¢ > 0, womit die Basis

(Wi (en), Uilea), Wi(es). Wi(ea)) = (P1 — Po, Po — Fo, Py — Py, %e3)
stets positiv orientiert ist.
(A) Fur gerades:; + x2 + k4 zerlegtman@* in folgendeSimplizes(s. Abb. 2):

aq a,

; P N |
/ s AN \
/ 4 N \
’ DN
s N
. NI
s DU
s N
L N "
2 > Y5
o -
2 -1 €2
4 -
/ -
/ -
— e,

q, q,

Abbildung 2: SimplizialzerlegungeinesQuaderqA)

(A1.1)
-1 .
K K K _K _K K K ' ' 1 '
ST =141 40-95.95) , ¥1 =" A
1
0= 06765 - (D3(P) — D3(Fy))
+ 6765 - (H(P3) — Hi(Py)) + 6565 - (Ho(Py) — Ho(Py))
= 6165 - (D3(q5) — D3(q7))
+ 0764 - (Hh(q5) — Hi(qy)) + 6565 - (Ha(qq) — Ha(q7))
(A 1.2)
-1
K K K _K _K K K 1 : : :
S5 = {af. 4695, q5) » 5 == 0" A

—1
0=26165 - (D3(Ps) — D3(Fy))
— 676y - (Hy(Py) — Hi(Po)) + 6565 - (Ho(P2) — Ho(Py))
= 6165 - (D3(qg) — Da(q1))
— 076y - (Hh(qs) — Hilqy)) + 0565 - (Ha(q5) — Ha(qy)) .
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(A 1.3)
1 ..
K K K _K K K ) ) —1 )
Sy = (43.93.96.90) » V3 = 06" A
-1
0 = 6105 - (D3(P2) — D3(Fo))
— 6765 - (H\(P3) — Hy(Py)) — 6505 - (Ha(Py) — Hy(Fy))
= 6105 - (D3(q5) — D3(q3))
— 6164 - (Hi(qq) — Hi(q3)) — 6505 - (Ha(q3) — H2(q3))
(A 1.4)
L1
K K _K _K K K 1 '
S4 :<(I77q37(I57q6>7¢4 =0"- . 1 3
—1
0 =610 - (Ds(P1) — D3(Fo))
+ 6165 - (H1(Py) — Hi(Fy)) — 6367 - (Ha(Ps) — Ha(Fy))
= 6765 - (D3(q5) — D3(q7))
+ 6164 - (Hi(gqs) — Hi(qr)) — 6505 - (Ha(qg) — Ha(q7))
(A 1.5)
-1 .
K K K _K K K 1 1 .
S5 :<(I57(I07(I67(I3> 77[)5 =0"- . . . 1 3
1.
0 =206765-(D3(P1)— D3(P2)+ D3(Ps) — D3(Fo
+ 6705 - (Hi(Pr) — Hi(P2) +H1(P3) Hy(Fy))
Hy(P2) + Hy(Ps) — Ha(Fy))
D3(q5)

Hi(q

65064 - (Ha(Pr) —
Ds(q¢) + D3(q3) —
— Hy(q

Hi(q) + H1(q3)
Hs(qg) + Ha(q3)

Uty Ol

= 87165 - (D3(4p)
0) — (
(45))

+ 6705 - (Hi(q
— 65064 - (Ha(q

)

K
0)—

)

a7

(B) Furungerades:; + x2 + x4 wahlt manfolgendeSimplizes(s. Abb. 3)

,
s
s
,
RN ,
N e
\ N ,
\ N e
N N s
AN
\ .
\ A
\ RN e
a7 N ! 4
2 a3
<_ N ] .
N
N / 2
€

9

Abbildung 3: SimplizialzerlegungeinesQuader9B)
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(B 1.1)
1 .
K K K K _K K K : : —1 :
Sl ::<q67(I77(I27(I4>’¢1 =" . . . 1 ’
—1
0 =07165 - (Ds(gz) — Ds(qg))
+ 0765 - (Hi(qy) — Hi(gg)) + 0365 - (Ha(q7) — Ha(gg)) -
(B 1.2)
R
K K K K _K K K —1 : : :
S5 =1{435.47.93.47) , ¥y =" . T
1
0=26165 - (D3(q7) — Ds(q3))
— 0765 - (Hi(qy) — Hi(q3)) + 6565 - (Ha(q3) — Ha(q3)) .
(B 1.3)
—1 .
K K K K _K K K : : 1 :
Sy =1(q5.41.491.47) » Y3 == 0" . T
—1
0= 0765 - (D3(q7) — Ds(q5))
— 6104 - (Hi(g7) — Hi(gs)) — 6504 - (Ha(qy) — Ha(gs))
(B 1.4)
-1
K K K K _K K K 1 :
Sy =1{40-494-43,q1) - by = 06" . 11
1
0= 6165 - (D3(q5) — D3(q5))
+ 0765 - (Hi(gz) — Hi(ag)) — 6365 - (Ha(q7) — Halqg)) -
(B 1.5)
1 1 .
K K K K _K K K : -1 -1 :
S5 ::<(I2aq77q17(I4>7¢5 =" . . . 1 )
1 . 1

0= 6765 - (D3(q7) — Dalqy) + Dalqs) — D3(g3))
+ 6705 - (Hi(q q1) + Hi(qy) — Hi(q3))

Hi(q7) — H(
— 8565 - (Ha(q7) — Halqy) + Halqy) — Ha(q3)) -

Diese aus der diskreteninhomogenerviaxwellschenGleichung (DITM) folgendenZusam-

menltangeentsprechenn [37] der Gleichung
oE., 0H, O0H,

9 = —

ot oz Jy

Aufgrund der durch Vernachéssigungder dritten raumlichen Richtung auf der betrach-
teten Teilmenge stets erfullten homogenenMaxwellschenGleichung (DHTM) erhalt man
nur einen Teil der zur ProblembsungerforderlichenBedingungen. Es fehlen speziell die
Abhangigkeitender Ableitungender Komponentens; und B in zeitlicherRichtungvon den

Ableitungender KomponenteF; in Richtungvon e; und e;.
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IV.2.2.2 Die e;-e3-e4-Ebene

Betrachtetmanim obigenModell anstelledesUnterpunktraums\V” einendreidimensionalen
UnterpunktraumV’ ¢ M mit zugeldrigem Verschiebungsvektorraut = span{eq, ez, 4}
und eine dreidimensional€eTeilmenge

L= {z1e1 + x3€3 + 2404 | 75 € [0, b;], 1 = 1,3,4} C N

mit einer zur obigen analogenSimplizialzerlegung,so ist keine der beidendiskretenMa-
xwellschenGleichungena priori erfullt.

Es ist dabeifur ein Simplex S¥ = (Py, P1. P2, P3), © € {1,....5} die Transformation¥
durch

Pi—PF, j5j=1,2,3,
Uf(e;) =< ea, J =4 undk; + k3 + k4 gerade
—e9 J =4 undky + k3 + k4 Ungerade

so festgelegt,dal’ die Basis
(Wi (er), Wi(ea), Wi(es), Ui(ea)) = (Pr — Po, Py — Po, Py — Py, te3)

positiv orientiert ist.

Man erhalt folgendeGleichungerfur die ZerlegungeinesQuaders)*®, « = (k1. k3, k4) des
Typs (A) fur geradesund desTyps (B) fur ungerades:| + x3 + k4 -

(A 2.1)

0= TM(q3)— Hi(qr) ,

0 =67 (B2(g5) — Ba(qy)) + 85 (Fs(qq) — F3(q1))
(A 2.2)

0= Hi(qg) — Hi(qy)

0 =67 (B2(qq) — Ba(aq)) + 85 (Fs(q5) — F3(qi))
(A 2.3)

0= M(qq) — Hi(q3) ,

0 =67 (B2(gs) — Ba(q3)) — 6§ (Es(q3) — F3(q3))
(A 2.4)

0= Hi(q5) — Hi(q7)

0 =67 (Ba2(g5) — Baq7)) — 64 (Es(g6) — F3(q7))
(A 2.5)

0= Hi(qq) — Hi(qs) — Hi(q3) + Hi(qs)
0 =67 (Ba(qg) — B2(gg) + Ba(q5) — Ba(gs))
— 64 (Es(qq) + Es(qg) — Eslay) — Es(qs)) -
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(B 2.1)

0= H(q5) — Hi(gs)

0 =067 (Ba(g3) — Bags)) + 65 (Fs(q7) — Fs(gg))
(B 2.2)

0= H(q7) — Hi(g3)

0 =67 (Ba(q7) — Ba(q3)) + 65 (F3(q5) — E3(q3)) ,
(B 2.3)

0= Hi(q7) — Hi(q5)

0 =067 (Balqr) — Balgs)) — 05 (Es(qy) — Fs(gs)) ,
(B 2.4)

0= Hi(q;) — Hi(qg)

0 =67 (Balqs) — Ba(qp)) — 05 (Es(qt) — Fs(qq))
(B 2.5)

0= Hy(¢5) — Hi(qf) — Hy(qf) + Hi(qh) ,
0 =67 (B2(q7) — B2(qt) + Ba(qf) — Ba(q3))
— 05 (Es3(q7) + Es(qt) — Es(qy) — E3(q3)) -

Das Problemzerfallt damitin zwei entkoppelteTeilprobleme:

» Die inhomogeneMaxwellsche Gleichung erfordert, dal3 H; in Richtungvon e; kon-
stantsein muf3, was bei der Betrachtungvon zu e3 transversalemagnetischereldern
erwartungsge? ist.

« Die homogeneGleichungerfordertdie Abhangigkeitder Anderungvon B, in zeitlicher
Richtung e, und der Anderung von F3 in Richtung von ¢, man hat es also mit
einem Problemin einer von ¢; und e4 aufgespanntemffinen Ebenezu tun. Dieser
Zusammenhangntsprichtin [37] der Gleichung:

on, _or,
”8t I

Bei der Betrachtungeiner fur transversalemagnetische~elder durch Vernach@ssigungder
zweiten raumlichenRichtung nur teilweise interessanteeilmengeerhalt man also Glei-
chungengdie, da die Abhangigkeitenin RichtungdesBasisvektors, fehlen,auchnur einen
Teil der die Felderdeterminierendernformationenberticksichtigen. Dabei tragt die homo-
geneMaxwellscheGleichung(DHTM) eine der fehlendenAbhangigkeitenbei, wogegendie
inhomogeneGleichungnur triviale Information liefert.
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1V.2.2.3 Die ey-e3-e4-Ebene

Nun wird eine Teilmenge
L = {x9eq + x3e3 + 244 | 25 € [ai, b;], 1 =2,3,4} C N

einesUnterpunktraumsV” C M mit zugeldrigen Vektorraum/” = span{es, ez, e4} und
eine zu den obigenanalogeSimplizialzerlegungoetrachtet.

Fur ein Simplex S¥ = (P, P1, P>, P3) ist die Transformation¥” wiederumdurch
Pj_P(]a j:17273a
Ufe;) =< —er, J =4 undks + k3 + k4 gerade

€1, J =4 und k2 + k3 + k4 UNgerade

so festgelegt,dal’ die Basis
(Wi (er), Wi(ea), Wi(es), Ui(ea)) = (Pr — Po, Py — Po, Py — Py, &eq)

positiv orientiert ist.

Man erhalt folgendeGleichungerfur die ZerlegungeinesQuaders)*®, « = (k9. k3, k4) des
Typs (A) fur geradesund desTyps (B) fur ungerades:; + x3 + k4 -

(A 3.1)

0= Ha(qz) — Ha(qr) ,

0 =265 (Bi(gs) — Bi(q1)) — 6§ (Es(q0) — E3(q1))
(A 3.2)

0= Ha(qg) — Halqy)

0 =265 (Bi(qg) — Bi(qs)) — 0§ (Falgs) — Fa(qy))
(A 3.3)

0= Ha(qq) — Halgs)

0 =265 (Bi(gs) — Bi(q3)) + 65 (E3(q3) — E3(q3)) ,
(A 3.4)

0= Ha(qs) — Ha(q7)

0 =265 (Bi(g3) — Bilegr)) + 85 (Fs(q¢) — F3(q7))
(A 3.5)

0 = Ha(qy) — Ha(q5) — Ha(q3) + Ha(gs)
0 =65 (Bi(qy) — Bi(gs) + Bi(g5) — Bilqs))
+ 65 (P3(q5) + E3(qs) — Ea(g3) — E3(q5)) -
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(B 3.1)

0= Ha(qs) — Ha(g) ,

0= 1063 (Bi(a5) — Bilag)) — 6§ (Es(e7) — Es(qg))
(B 3.2)

0= Ha(q7) — Ha(q3) ,

0= 1065 (Bi(a7) — Bi(az)) — 6§ (E3(g3) — Es(q3))
(B 3.3)

0= Ha(q7) — Ha(g5) ,

0= 1065 (Bi(ar) — Bi(as)) + 65 (Es(as) — Es(q5))
(B 3.4)

0= Ha(g3) — Ha(qp)

0= &5 (Bi(qs) — Bilqg)) + 65 (Es(q7) — Es(qg))
(B 3.5)

0= Hy(q7) — Ha(q7) — Ha(qg) + Ha(q3)
0 =265 (Bi(g7) — Bilqr) + Bilas) — Bi(q3))
+ 61 (E3(q7) + E3(ar) — Ealqy) — Ealq3)) -
Auch diesesProblemzerfallt in zwei entkoppelteTeilprobleme:
» DieinhomogenaMaxwellscheGleichungererfordert,dal3 /5 in Richtungvones konstant
sein muf3. )
* Die homogeneGIe__ichungerfordertdie Abhangigkeitder Anderungvon By in zeitlicher
Richtungund der Anderungvon Fs5 in Richtungvon e, wasin [37] der Gleichung
dH,  OF,
F=or = oy

entspricht.

IV.2.2.4 Die e;-er-e3-Ebene
SchlieRlichwird nun ein rein raumlicher Schnitt

L = {z1e1 + zoea + x3e3 | 2 € [a;,b;], 1 =1,2,3} C N

fur einen UnterpunktraumA™’ c M mit Vektorraumi/" = span{eq, ez, e3} mit einer
entsprechendeBimplizialzerlegungbetrachtet.

Die TransformationV” ist fur ein Simplex S* = (P, P1, P2, P3) wiederdurch
Pi—F, j5=1,2,3,
Ulej) =< €4, J =4 undk; + k2 + k3 gerade
€4, J =4 undky + k9 + k3 ungerade
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so festgelegt,so dafl’ die Basis
(Wi (er), Wi(ea), Wi(es), Ui(ea)) = (Pr — Po, Py — Po, Py — Py, Fe4)

positiv orientiert ist.
Man erhalt fur die Zerlegungvon Q*, « = (k1, k2, k3) desTyps (A) fur geradesund des
Typs (B) fur ungerades:; + k9 + x3 :

(A 4.1)

0 = D3(g5) — D3(q7) ,

0 =205 (Bi(qy) — Bilgr)) — o7 (B2(q3) — Ba(q7))
(A 4.2)

0 = D3(qq) — Da(qs) ,

0 =265 (Bi(gs) — Bilay)) + 67 (Balgg) — Ba(ay))
(A 4.3)

0= D3(q5) — D3(q3)

0 =205 (Bi(g5) — Bi(g3)) — 67 (B2(qq) — B2(43))
(A 4.4)

0 = D3(q3) — D3(q7) ,

0 =205 (Bi(gg) — Bilqr)) + 61 (Ba2(g5) — Ba(q7))
(A 4.5)

0= Ds(qy) — D3(qs) + Ds(q3) — Ds(q5)

0 =65 (Bi(qy) + Bi(gg) — Bi(gz) — Bi(gs))

+ 87 (Ba(qg) — Balgs) — Ba(q3) + Ba(qs)) -

(B 4.1)

0 = D3(¢3) — D3(q5)

0 =205 (Bi(q7) — Bilgg)) — o7 (B2(qs) — Ba(gs))
(B 4.2)

0 = D3(q7) — D3(q5) ,

0 =205 (Bi(g5) — Bilq3)) + 67 (Ba2(qf) — B2(q3)) »
(B 4.3)

0= D3(q7) — Ds(q5)

0 =205 (Bi(qgs) — Bi(g5)) — o7 (Ba(q7) — Ba(g5))
(B 4.4)

0 = D3(q5) — D3(q5)

0 =205 (Bi(q7) — Bilqg)) + 61 (B2(g3) — B2(qq)) »
(B 4.5)

0= D3(q7) — D3(q7) + Ds(qs) — Ds(q3)
0 =65 (Bi(g7) + Bilgy) — Bi(gs) — Bi(45))
+ 61 (Ba(q7) — Balqy) — Balqy) + Ba(q3)) -
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Man erhélt die folgendenzwei entkoppeltenTeilprobleme:

 (DITM) erfordertdie Konstantheitvon D3 in Richtungvon es.

 (DHTM) setztdie Ableitungvon By in Richtunge; unddie Ableitungvon B, in Richtung
von ez in Beziehung. Dies entspricht(zusammemmit der vorausgesetzteBedingung
H, = 0) der Quellenfreiheitdes magnetischereldes:

on. _ o,
dr Oy

Hinwels. Dieser Zusammenhangvird in [37] nicht beriicksichtigt, was zur Folge hat,
daf3 dort auch solche Anfangsbedingungewerwendetwerden konnen, die einer (im

SinnederQuaderzerlegungjiskretenVersionder Quellenfreiheitund damitdendiskreten
MaxwellschenGleichungennicht geriigen!

IV.2.3 Das Gleichungssystem

Man erhalt durchdie obenvorgestellteSimplizialzerlegungler Quaderzerlegungon £ ¢
Gleichungenfirr die Variablen

Hi(qi) , Ho(qi') . D3(q;) , 1 €10,....7}
innerhalb eines Quaders

Q* = conv{gf,....qf} . kel

Da die MaxwellschenGleichungenauf beliebigendreidimensionalerSchnittendurch den
EreignisraumGiultigkeit haben,werdenfir die Problembsungauchdie Bedingungerheran-
gezogendie sichausdenDiskretisierungemer Mengen,’, £” und £" ergebenund sich auf
Simplexseitenbeziehendie auchin der Simplizialzerlegungvon £ auftauchen.Alle diese
Gleichungenlassensich zu einem Gleichungssystenn den Variablen

Hi(x,), Ho(z,) , D3(x,), ¢ = (t1,02,04) € T
zusammenfasserDazusei = (k1, k2, £4) € I und zur Abkiirzung

Si= 6, i=1,2.4,

2

a:= 06104, b:= 0964, c:= 6109 .

Fur den erstenZerlegungstyp(A) erhalt man damit aus der inhomogenenMaxwellschen
Gleichungdas Gleichungssystem

S

c « -« a4 < < . b . —a b —c

fur

v = (Hi(ah): Ha(a5), Ds(af): - Hi(a¥). Ha(a), Ds(gf))"
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und aus der homogenenGleichung

(54 —51 —54 61
(51 _51 _54 64
rz=20
—51 54 —54 51
81 —84 =61 &
—54 —52 54 52
52 =82 ba —ba
rz=20
—52 —54 54 52
2 84 —ba —by
6o —é&9 —&1
—52 —51 52 51
rz=20
-6 =62 & 82
51 52 —52 _51
far
~ K K K K K K\ T
i = (Bi(qg), B2(90). E3D3(q5 ). - - . Bi(ar ), Ba(a7), Es(q7))
Fur denzweitenZerlegungstydB) erhalt man die folgendenGleichungssysteme:
c . . - a —a —b —c¢ . b
—a b a —-b —c c
c —b a b —c —a z=20
—a b —c —-b a c
—a b —c —a b -—c a —-b ¢ a —b ¢
(51 _51 _54 64
(54 —51 —54 61
rz=20
61 —84 —61 b
—51 (54 —54 61
6o —82 84 —by
—54 —52 (54 62
rz=20
2 84 —ba —by
—52 —54 54 52
—81 =62 & 82
6o -6y —&1
rz=20
(52 —52 (51 _51
—52 —51 (52 61

Diese Teilsystemelassensich mit
1
BlZ,UHl’BQZ,UHQ’Egngg

in offensichtlicherForm zu einem Gleichungssysterfir die FeldgblRenH;, H, und D3 in
allen Gitterpunktender Quaderzerlegungusammenfassen.

Zur Einbeziehungon klassischef\nfangs-undRandbedingungekdnnendie entsprechenden
Feldgibi3enaufderrechtenSeitedesGleichungssystenmusammengefit werdenoderweitere
Gleichungenhinzugenommerwerden, etwa

TP o

W
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fur die Bedingungen

Hi(q7) = o, Ha(q7) =B, D3(q3) =~ .

Es zeigt sich hier insbesonderegald man ein klassischegexplizites) Zeititerationsverfahren
dadurcherhalt, dalRmandie unbekannterireldkomponenterinerraumlichenEbeneausden
als AnfangsbedingungewerwandterKomponenterbenachbartereitlich frihererraumlicher
Ebenender Quaderzerlegungrmittelt.

Bemerkung (Vertraglichkeitsbedingungen)

Die Giultigkeit der diskretenMaxwellschenGleichungenin dieserspeziellenDiskretisierung
hat einige besondereAbhangigkeitender Feldgiblenin benachbartersimplizeszweier an-
einandergrenzendeQuadermit einer gemeinsamerseiterilachezur Folge.

Seidazu@”® = conv{q{,...,¢5} fur k = (k1, k2, k4) €in Quadervom Typ A.
FUr k1 < my — 1 und X := (k1 + 1, k2, k4) ist dann@Q* = conv{qy,...,¢?} ein Quader
vom Typ B.

Durch die Gleichungen(A 1.1) auf Q* und (B 1.4) auf Q* erhalt man

o= Dalaf) = Dalaf) | Hh(g) — Fh(ai) | Ha(ag) — Halai)

ok o o
sowie
o Dalad) = Dalag) | Hilaz) — Halag) _ Halar) — Holap)
- 5)\ 5)\ - 5)\
4 2 1
Da(g5) = Da(af) | Hi(e5) = Hi(af) _ Ha(ar) — Ha(ap)
N &% 55 &
4 2 1
und folglich
Hy(qf) — Ha(af) _ Ha(at) — Ha(gg) _ Ha(ar) — Ma(af)
8 87 h '

Durch die Gleichungen(A 2.1) auf Q* und (B 2.4) auf Q* erhialt man desweiteren

Ds(af) = Ds(ag) _ Ds(at) — Ds(ag) _ Ds(ar) — Dalaf)
o 51 5

und aus (A 4.1) und (B 4.4) folgt

Hi(qf) = Hi(a§) _ Fi(at) — Fi(g) _ Hhi(ad) — Hr(ef)
" 6 6 '

EntlangderStrecke(qg, qf = q()]‘, qf‘) sind die Felder Hy, H, und D3 alsoaffin linear.
Analog ertilt man etwa aus (A 1.4) auf Q* und (B 1.1) auf Q* die affine Linearitit des
FeldesH, entlangder Strecke(qf. ¢% = 4. 43).

Durch Betrachtungentsprechendegleichungerauf aneinandggrenzenderQuadern@)” vom
Typ (A) und Q* vom Typ (B) erhélt manzusammenfassertie affine Linearitat aller Felder,
alsoder Felder Hy, H» und D3 entlangfolgenderStrecken:

1) in RichtungdesBasisvektorse; :

o fUrky >0undX = (k1 — 1, K9, Kq) entlang(qj,qu,qg) und (q%‘,qf,q?),
o flUrky <mi—1undX:= (k1 +1,k2,K4) entlang(qg,qf,q%) und (q{f,q?,q%‘),
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2) in Richtung desBasisvektorses :

o fUrky >0undA := (k1,60 — 1,Kyq) entlang(qf,qf,qg) und (qi,qff,qg),
o flUrky <my—1undX := (k1,62 + 1,K4) entlang(qg,qg,qg) und (q?,q?,q%),

3) in Richtung desBasisvektorsey :

o flUrks >0undX = (k1,K2, 64 — 1) entlang(qf,qf,qg) und (q%,q?,qg),
o flUrks <mg—1undX :=(k1,K2,k4 + 1) entlang(qg,qu,qj) und (q?,q?,q%).

Durch diese Folgerungenaus den diskreten MaxwellschenGleichungenauf benachbarten
Simplizeserhalt man ebenfallsEinschankungenan Anfangs- und RandbedingungenDies
sind notwendigeVertraglichkeitsbedingungefur die Losbarkeitdes Gleichungssystems.

IV.2.4 Die Implementation

Fur das BeispielprogrammlM p zur Berechnungtransversalemagnetische(TM-)Wellen

wurde die ProgrammiersprachPascal-XSCverwendef! Die Programniufe wurden auf

einer SUN-Workstationausgefihrt.

Das Programmverwendetan besonderenSpracherweiterungemsbesonderedynamische
Felder, damit verbundendas Operatorkonzepund das optimale (exakte) Skalarprodukt.
Samtliche Berechnungenwurden mit der Standardrundungur nachstenGleitkommazahl
durchgetihrt; Intervallarithmetikoder gerichteteRundungereur EinschlieRungvurdennicht

verwendet. Fur die Losung des linearen Gleichungssystemsvurde keine Ricksicht auf

die Laufzeit des Programmsoder Effizienz der verwendeterAlgorithmen genommen. Die

berechneterBeispielesind daherrechtklein gehalten.

Der Programmablaufm Uberblick:
1) Bestimmungder Komponenterder Matrix deslinearenGleichungssystem@& Mvai n):

* Anfangsbedingungen

» Randbedingungen

* InhomogeneMaxwellscheGleichungen
 HomogeneMaxwellscheGleichungen

* Gegebenenfallzusatzliche Modellierungsbedingungen

2) Im Falle der Losungals linearesAusgleichsproblenfAGP=1) Berechnungler 1. Gaul3-
schenTransformation

3) LosungdeslinearenGleichungssystemf.GS)

« Uberfuhrungin obereDreiecksgestalidurch Gau3algorithmusmit Spaltenpivotwahl)
* Bestimmungder Losungdurch RuckwartsrekursionRR)
» Ergebnisausgabe

Die Ergebnissevurdenmit MATHEMATICA 3.0durchdie FunktionLi st Pl ot 3D graphisch
damgestellt.

51 Der QuelltextdesProgrammdindet sichim Anhang.
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IV.2.5 Numerische Ergebnisse

Als erstesBeispiel fur transversalenagnetischd-elderwurde das zeitliche Verhalteneines
konstantenFeldesberechnet.Die Randbedingungemurdendabeiso gewahlt, dafd sie mit
einemzeitlich unve&nderlicherkonstanterelektromagnetischeReld vertraglich sind.
Erwartungsgerali3 laldtsich ein solchesProblemexaktldosen. Bei der Simulationbleibenalle
drei Felder mit fortschreitendeZeit konstant.

Als weiteresBeispielwurde dasFortschreitereineranfanglichinitialisierten Welle berechnet.
Dazuwurdeein (14 x 14 x 6)-Gitter verwendetwas der Simulationiiber5 Zeitschritteauf
einemraumlichenGitter mit 14 x 14 Punktenentspricht. Als Intervalldurchmessewurden
im Einklang mit dem klassischertabilitatskriteriumé; = 6, = 1 und é4 = 0.5 verwendet.
Desweitererwurdenfolgende(klassischenAnfangs-und Randbedingungegesetzt:

* Anfangsbedingungen: Fur alle
t=(t1,02,t4) € {0,....13} x {0,...,13} x {0},

also zur Startzeit(:4 = 0) :

Hl(x ) =0
—3 fallsy =3,
Mol = {0 sonst,
S 0 sonst

* Randbedingungen: Fur alle
t=(t1,09,04) € {0,....13} x {0} x {1,...,5}
sowie fur alle
0= (11,19,14) € {0,...,13} x {13} x {1,....5},
alsoam vorderenRand(:; = 0) und am hinterenRand (¢, = 13) :
Hi(z,)=0

Auf diesemWeg erhalt man ein Problemmit:

e 845 Quadern

1176 Gitterpunkten

» 588 Anfangsbedingungen

* 140 Randbedingungen

» 4225 diskreteninhomogenerMaxwellschenGleichungen
* 10140 diskretenhomogenerMaxwellschenGleichungen

Dies entsprichteinemlinearenGleichungssystermit 15093 Gleichungen(Zeilen) und 3528
Variablen (Spalten).

DiesesSystemwurdeals Ausgleichsproblenbehandeltyvomit alsoein (3528 x 3528 )-System
zu losenwar.
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1V.2.5.1 Das D3z—Feld

Die folgendendrei GrapherzeigenraumlicheSchnittedurchdenEreignisraunfir ¢4 = 0. 2, 5.

Bei dergewahltenZeitschrittweited, = 0.5 entsprichtdiesdenZeitpunktent =0 ,¢ =1 und
t = 2.5 . Die anfanglichbei «; = 3 initialisierte Welle wird durchdie Ausgleichsrechnungn
zulassigeAnfangsbedingungeangeglichen.Diese Welle bewegtsich dann(nachrechts)in

RichtungdeserstenBasisvektors:; und hatzum Zeitpunkt? = 2.5 ihren hdochsteAusschlag
etwabei vy = 4 .
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IV.2.5.2 Das Hy—Feld

Auch diese Graphenzeigenraumliche Schnittedurch den Ereignisraumfir die Zeitpunkte
t=0,t=1undt?=2.5. Die bei:; = 3 durchein Wellentalinitialisierte und an zulassige
AnfangsbedingungeangeglichenaVelle bewegtsich dannnachrechtsin Richtungvon e;
und hat zum Zeitpunkt¢ = 2.5 ihren Ausschlagzwischen:; = 4 und; = 5.
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IV.2.5.3 Das Hi1—Feld

Die raumlichen Schnitte fur die Zeitpunktet = 0 , ¢ = 1 undt = 2.5 zeigenfiur das
zur Anfangszeitin allen raumlichenPunktenals verschwindendsorausgesetzté&eld die zu

erwartendergeringenAusschége.
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V.3 Aushlick

Es zeigtsich, dalder gewahlte Ansatzgeeignetist, numerische.dsungerder Maxwellschen
Gleichungenim RahmeneinesdiskretenModells elektromagnetischelFelder zu ermitteln.
Das vorgestellte Beispiel kann dabei aber allenfalls die Anwendbarkeitnachweisensowie
einen Einblick in die Vorgehensweiseur Modellierung konkreter Situationengeben. Eine
Reihevon Fragenbleibt nochunbeantwortetind bietet Raumfur weitelgehende~orschung:

» Offen ist, ob die Vorschaltungeines Anpassungsschrittesn dem fehlerbehafteteoder
durchinterpolationgewonnenénfangs-und Randbedingungemit demdiskretenModell
vertraglich gemachtwerden,zur eindeutigerLosbarkeitdes Systemduhrenkann. Dabei
ist sicher nicht zu erwarten,dal fur beliebige modellierte Beispiele exakte (diskrete)
Losungenexistierten.

» Ist es erforderlich, das Gleichungssystenmaherungsweiseu |dsen, also etwa wie im
zweiten betrachteterBeispiel durch Behandlungals Ausgleichsproblemso scheinteine
Gewichtung der einzelnen problemdeterminierendeBedingungennaheliegend. Auf
diesemWeg konntemandie Erfulltheit der diskretenMaxwellschenGleichungenstarker
gewichten,Anfang- und Randbedingungeentsprechendchwacher.

» Es stellt sich die Frage,inwieweit sich die Effizienz der Losungsstrategieurch Aus-
nutzung modellspezifischerEigenschaftenwie der Diunnbesetztheitder in dem zu
ldsendenlinearen GleichungssystenauftretendenMatrix steigernlafdt. Dabeiist auch
zu beriicksichtigen,ob und wie sich diese Eigenschafterbei Losungdes Systemsals
Ausgleichsproblenauf die ersteGauldsch@ransformationvererben.

» DieseFragenachder Ausnutzungder Dunnbesetztheitst sehrengmit der Parallelisier-
barkeit einerangemessenenosungsmethodeerknipft. Dabeihat die Numerierungder
Eckpunkteeinenentscheidendekinfluld auf diesenAspekt.

» BeiderWahlvon (zumBeispielabsorbierenderlRandbedingungerdie nichtzu einemli-
nearerGleichungssysterfuihren,ist eserforderlich,anderederProblemstellungngepalite
Losungsstrategienu wahlen. Eine umfassendéntersuchungst hierzuerforderlich. Es
kannin diesemZusammenhanginnvoll sein, lineareund nichtlineareBedingungerge-
trennt zu behandeln.

» Esistnochzuklaren,in welcherWeisesichdie Diskretisierunglerbetrachtetefeilmenge
der Minkowski-Raum-Zeitauf die Stabilitat (im Sinnesich zeitlich veranderndeiFelder)
auswirkt. Die durch UbertragunglesklassischerStabilitatskriteriumsauf die vierdimen-
sionaleSituationgewonnendcinschankungist dabeiausnumerischerGrindensicherlich
nicht ausreichend Eine allgemeinereBedingungzur Vermeidungsehrunterschiedlicher
GrolRenordnungederauftretendeWerte,die gegebenenfalldasklassischeKriterium als
Spezialfall enttéilt®?, scheinthier angemessener.

Die vielenFreiheitendie dasentwickelteVerfahrenm Hinblick auf die Diskretisierungdurch
eine SimplizialzerlegungNumerierungder Eckpunkte,Auswahl und Plazierungder Rand-
bedingungensowie die Losungsstrategi&lir das entstehenddsleichungssystenbietet, legt
eineumfassendé&ntersuchunglieserZusammenéingenaheund schaft damitviel Raumfur
weitereForschung Esist zu erwartendal3ebendieséreiheiteneine Anwendbarkeider vor-
gestelltenMethodeauf weit mehrkonkreteSituationernzulassenals diesdurchherkbommliche
Ansatze moglich ist, sowie, bei geschickteModellierungunter Beriicksichtigungeiner an-
gemessenel.osungsstrategiélr das entstehendesleichungssystemzu weit effizienteren
Verfahrender Problembsungfuhren.

52 Etwa eineBedingungan die Simplizesder Art ,nicht zu spitz*.
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Basierendauf denhier gewonnenertrkenntnissetvestehtdie Moglichkeit,in einemweiteren
Schrittdenbewul3tallgemeingehaltenemliskreterKalkil auchaufandereProblemederNatur-
und Ingenieurwissenschafteanzuwendensoweit sich diesein Differentialformennotation
darstellenlassen.

Eine konsequentéodellierung naturwissenschaftlichezusammenéinge,bei der kiinstliche
TrennungernverschiedeneDimensionenvermiedenund zeitgenalleFormulierungerverwen-
detwerden,erscheinim Blick auf aktuelleEntwicklungenin denNaturwissenschaftemehr
als angemessen.
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A Queéllcodes

Struktur des Programms TM.p

program TM;

Funktion TestAb
Uberfilhrung der (erweiterten) Matrix in obere Dreiecksgestaltmit Uberpiifung auf
maximalenRang. Testauf Losbarkeitbei Uberbestimmtheit.

ProzedurRR :
Ruckwartsrekursionzur Berechnungder Losung.

ProzedurGS_Ausgabe :
Ausgabeder erweitertenMatrix.

ProzedurErgebnis _Ausgabe
Ausgabeder Losung.

ProzedurHoehenlinienbild
Ausgabeder Losungals Zeitschicht-Hbhenlinienbilder.

ProzedurMathematica _Ausgabe :
Ausgabeder Losungfur MATHEMATICA in eine Datei.

ProzedurLGS:

LosungdeslinearenGleichungssystemsgia TestAB und RR
AnschliddendAusgabeder ErgebnissgErgebnis_Ausgabe , Hoehenlinienbild ,
Mathematica_Ausgabe ).

ProzedurTMMain :
Definition desGleichungssystemsnd Losungdurch LGS

Globale Variablen

test (0 oder1):
1 fur die Ausgabevon Zwischenschritten.

AGP (O oder 1):
1 fur Losungals Ausgleichsproblem.

dimx1 , dimx2 , dimx4 (integer):

Anzahl der Knoten ( [0..dimx1, 0..dimx2, 0..dimx4] ).
eps (real):

Schrankefur den Losbarkeitstest.

deltal , delta2 , delta4 (real):
Intervalldurchmesseder Quader.
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Programmlisting

{**************************************************************** *kkkkkkkkkkk }
{r “}
{r T™.p “}
{r “}
- -Programm zur Simulation transversaler magnetischer ellen.
*  PASCAL-XSC-P Simulati I isch Well *
{r “}
utor: eter Feuerstein
* A P F i *
ersion: A2.
*  Versi 11.12.2000 *
{r “}
chematische arstellung er Diskretisierung:
* Sch isch D Il d Diskretisi *
{r “}
{* x.y,2): Koordinaten ein Knotens ¢ *}
a,b,cl: ndizes er Feldkomponenten in g im Loesungsvektor X
* b Indi d Feldk i im L k *
{r mit  x[a]=H1[q], x[b]=H2[d], x[c]=D3][q] “}
{r “}
uerzungen: :=dimx1, :=dimx2, :=dimx
* Abk D1l:=dimx1, D2:=dimx2, D4:=dimx4 *
Y 4}
Y ‘}
{* kkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkhkhkkhkkhkhkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkhkkkx *}
{* * (0,0,0) (1,0,0) (2,0,0) (D1,0,0) * *}
{* * [1,2,3] [4,5,6] [7,8,9] [3*D1+1,..+2,..+3] * *}
{* * * *}
0L Y
{* * [3*(D1+1)+1,..+2,..+3] * *1
{* * * *}
 * 020 Y
{* * [3*2%(D1+1)+1,..+2,..+3] * *1
{* * * *}
{* * * *}
{* * * *}
{* * * *}
{* * * *}
{* * (0,D2,0) (D1,D2,0) * *}
{* * [3*D2*(D1+1)+1,..+2,..+3] [3*(D2*(D1+1)+D1)+1,..+2,..+3] * *}
{* kkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkhkhkhkkhkhkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkhkkkx *}
Y }
Y }
{* kkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkhkhkhkkkhkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkhkkkx *}
{* * (0,0,1) . * *}
{* * [3*(D2+1)*(D1+1)+1,..+2,..+3] * *}
{* * * *}
oLy Y
{* * [3*(D2+2)*(D1+1)+1,..+2,..+3] * *}
{* * * *}
{* * (0,2,1) . * *}
{* * [3*(D2+3)*(D1+1)+1,..+2,..+3] * *}
{* * * *}
{* * * *}
{* * * *}
{* * * *}
{* * * *}
{* * . (D1,D2,1) * *}
{* * [3*((2*D2+1)*(D1+1)+D1)+1,..+2,..+3] * *1
{* kkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkhkhkhkkkhkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkx *}
Y }
Y : }
Y : ‘}
Y : %}
Y }
{* kkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkhkkhkkhkhkkkhkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkhkkhkkkkhkkkx *}
{* * (0,0,D4) * *}
{* * [3*D4*(D2+1)*(D1+1)+1,..+2,..+3] * *}

{* * * *}
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{*
{*
{*
{*
{*
{*
{*
{*
{*
{*
{*
{*
{*
{*
{*

*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*
*

(0,1,D4) .
[3%(D4*(D2+2)*(D1+1)+(D1+1))+1,..+2,..+3]

(0,2,D4)
[3%(D4*(D2+2)*(D1+1)+2%(D1+1))+1,..+2,..43]

[3*((D4+1)*(D2+1)*(D1+1)-1)+1,..+2,..+3]

kkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkhkkkkkkhkkkhkkkkkkkkkkhkkkkkkkhkkkkkkkhkkkkkkkk

{****************************************************************

program TM ( input, output );

ECIEE S R T N N

(D1,D2,D4)

Kkkkkkkkkkkkk

use mv_ari; { Matrix/Vektor Arithmetik }
const
test = 0; { 1: Ausgabe von Zwischenschritten }
AGP = 1; { 1: Loesung als Ausgleichsproblem }
dimx1 = 13;
dimx2 = 13;
dimx4 = 5; { Knoten ( 0..dimx1, 0..dimx2, 0.dimx4 )}
eps = 1E-10; { Schranke fuer Loesbarkeitstest }
deltal = 1;
delta2 = 1;
delta4 = 0.5;
type gvector = dynamic array[*] of integer;
{ ____________
function TestAb(var A T rmatrix;
var b T rvector;
m, n : integer;
var index gvector) . integer;
{ Ueberfuehrung  der (erweiterten) (mx(n+1))-Matrix Al bin }
{ obere Dreiecksgestalt mit Ueberpruefung  auf maximalen Rang. }
{ -> TestAB = j > 0 falls Pivot = 0 in Spalte |j }
{ Test auf Loesbarkeit von A x = b bei Ueberbestimmtheit. }
{ -> TestAB = j < 0 falls Nullzeile j mit rechter Seite <> 0 }
{ -> TestAB = 0 sonst (alles OK) }
{ Weitere Uebergabeparameter: }
{ index Zeilenindizes zur Vermeidung von Zeilenvertauschungen }
var i, j, k, imax, ipivot . integer;
max, betrag, pivot, faktor 1 real;
err integer;
begin
0;

writeln(Ueberfuehrung

while

i

<= n do

in obere Dreiecksgestalt...

“}
“}
“}
“}
“}
“}
*“}
*}

“}
“}
*}
“}
“}
“}

}
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begin

{ Pivotsuche in Spalte | }

max = 0.0;
for i = j to mdo
begin
betrag := abs(Afindex[i],j]);
if betrag > max then
begin
max = betrag;
imax = i
end;
end;
if test = 1 then { Fortschrittsanzeige fuer Testzwecke }
begin
write('[',(n-j+1):6,’ 1);
writeln(j:5,index([j]:5,’ | ’,imax:5,index[imax]:5,’ |
end;
if max < eps then { irregulaerer Fall }
begin
err = |
j = n + 1 { Schleifenende erzwingen }
end
else { regulaerer Fall }
begin
ipivot = index[imax];
if imax <> j then
begin
{ Vertauschung der Inhalte von index[imax] und index{j]
index[imax] = index[j];
index(j] = ipivot;
end;
pivot = AJipivot,j]; { abs(pivot) = max > 0.0 }
for k := j+1 to mdo
begin
{ Alle Zeilen unterhalb von | bearbeiten }
faktor  := Afindex[K],]] | pivot;
Alindex[k],j] = 0;
for i := j+1 to n do
Alindex[k],i] = Alindex[K],i] - faktor * Alipivot,i];
b[index[K]]:=b[index[k]] - faktor  * D[ipivot];
end;
o=
end
end; { while }
if err = 0 then
begin
if  Alindex[n],n] < eps then
err = n { kein maximaler Rang }
else
if m> n then
begin
writeln;
writeln(Ueberbestimmtheitstest...”);
for j = n+l to mdo
if  (abs(b[index[j]])>eps) and (err=0) then
err = -; { Nullzeile mit rechter Seite <> 0 }
end;
end;

TestAB:=err;
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end; { TestAb }

procedure RR(var A 1 rmatrix;
var b T rvector;
var X : rvector;
m, n . integer;
var index 1 gvector);

{ Rueckwaertsrekursion zur Loesung von A X = b }

{ mit (mxn)-Matrix A unter Beruecksichtigung der }
{ Zeilenindizes (index) }

var i, j : integer;
begin
X[n] := b[index[n]}/A[index[n],n];
for j = n-1 downto 1 do
X[l = #*( b[index[]] -
for i := j+1 to n sum(A[index[j],i*x[i])) [ Alindex[j].jl;

end; { RR}

procedure  GS_Ausgabe(var A @ rmatrix;
var b T rvector;
m,n : integer);

{ Ausgabe der erweiterten (mx(n+1))-Matrix Al b}

var i, j : integer;
begin

writeln('Gleichungssystem:’); writeln;
for i = 1to mdo
begin
for ji=1 to n do write(trunc(Ali,j]):2);
write(’ | trunc(bli]):2);
writeln
end;
writeln

end; { GS_Ausgabe }

procedure  Ergebnis_Ausgabe(var X : rvector;
n : integer);

{ Ausgabe der Loesung x }

var i, j, k : integer;

begin
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writeln; writeln('Berechnete Loesung : ’); writeln;
for j = 1to ( n div (dimx4+l) ) do
begin
for i =0 to dimx4 do
begin
k = 3**(dimx1+1)*(dimx2+1)+j;
write('x[’,k:4,] = " x[k]:20, ;
end;
writeln
end

end; { Ergebnis_Ausgabe }

procedure  Hoehenlinienbild(var X : rvector;
n : integer);

{ Ausgabe der Loesung x als Zeitschicht-Hoehenlinienbilder

var x1, x2, x4, Feld, q : integer;

begin
writeln;
writeln(’Feldkomponenten H1, H2, D3 :); writeln;
for x4 := 0 to dimx4 do
begin
writeln(’[x4 = "x4,7);
for x2 := 0 to dimx2 do
begin
for Feld := 1 to 3 do
begin
for x1 := 0 to dimxl do
begin
g = 3*(x1+x2*(dimx1+1)+x4*(dimx1+1)*(dimx2+1));
g := q + Feld; { Feld: 1:H1 2:H2 3:.D3 }
write(round(x[q]) mod 10)
end;
write(’ )
end;
writeln
end;
writeln; writeln
end
end; { Hoehenlinienbild }
{
procedure  Mathematica_Ausgabe(var X : rvector;

n : integer);

{ Ausgabe der Loesung x zur Verwendung mit }
{ ListPlot3D[array] in MATHEMATICA }

var x1, x2, x4, Feld, q : integer;
mfile T text;
mfilename 1 string;
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begin

) ]

mfilename = 'Erg ' + image(dimx1+1) + X'+ image(dimx2+1) + X

+ image(dimx4+1);

rewrite(mfile,mfilename);

for Feld = 1 to 3 do
begin
case Feld of
1: writeln(mfile,'Feld: H1);
2: writeln(mfile,’Feld: H2");
3: writeln(mfile,’Feld: D3,
end;

writeln(mfile);
for x4 := 0 to dimx4 do
begin
writeln(mfile, [x4 = "x4,71);
writeln(mfile);
write(mfile,’ {"
for x2 := 0 to dimx2 do
begin
write(mfile,’ {"
for x1 := 0 to dimxl do
begin
q 3*(x1+x2*(dimx1+1)+x4*(dimx1+1)*(dimx2+1));
= q + Feld; { Feld: 1:H1 2:H2 3:Db3 }
write(mfile,x[q]);
if x1 < dimx1 then write(mfile, )
end;
write(mfile,’ } )
if x2 < dimx2 then write(mfile, )
end;
writeln(mfile,’ } ) writeln(mfile);
end;
writeln(mfile);
end

end; { Mathematica_Ausgabe }

e — }
procedure LGS(var A 1 rmatrix;

var b T rvector;

var x : rvector;

m, n : integer);

{ Loesung des Gleichungssystems A X = b mit mxn-Matrix A }
{ 1. Ueberfuehrung in obere Dreiecksgestalt (TestAb) }
{ 2. Bestimmung der Loesung durch Rueckwaertsrekursion (RR) 1}
var index : gvector[1..m];

i, err : integer;

x1, x2, x4 : integer;
begin

for i = 1 to mdo index]i] = i; { Indizes fuer Zeilen }

err = TestAb(A,b,m,n,index);

if err = 0 then { kein Fehler }
begin
RR(A,b,x,m,n,index);
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Ergebnis_Ausgabe(x,n);
Hoehenlinienbild(x,n);
Mathematica_Ausgabe(x,n);

end
else
begin
writeln;
if err >0 then { A hat keinen maximalen Rang }
begin
writeln('Rang der Matrix nicht maximall );
write(’ Spalte:’,err);
= (err-1) div 3;
write(’ (Variable: ;
case ((err-1) mod 3) of
0:  write("HL’);
1: write(H2");
2 write('D3");
end;
x4 = i div ((dimx1+1)*(dimx2+1));
i:= 1 mod ((dimx1+1)*(dimx2+1));
x2 = i div (dimx1+1);
x1:= i mod (dimx1+1);
writeln((’,x1,’",’,x2,",",x4,"))’)
end
else { keine Nullzeilen }
begin
writeln(Ueberbestimmtes Gleichungssystem nicht loesbar!);
writeln(’ Zeile ’,-err,”: b[’,index[-err],’] = ’,blindex[-err]]);
end;
writeln;
end
end; {main}
{ ____________
procedure  TMMain ( glva: integer );
{ Definition des Gleichungssystems (gl Gleichungen, va Variablen) }
{ - Anfangsbedingungen, Randbedingungen, Maxwellsche  Gleichungen }
{ Loesung des Gleichungssystems (LGS) }
var
A : rmatrix[1..gl,1..va];
AtA © rmatrix[1..va,l..va];
b : rvector[1..gl];
Atb 1 rvector[1..va];
X : rvector[1..va];
x1, x2, x4, ginr, ginr2 . integer;
i, j, k . integer;
g0, 91, 92, 93, 94, g5 g6, q7 : integer; { Ecken eines Quaders }
dl, d2, d4, di4, di12, d24 1 real;
pi 1 real;
begin

{ Bestimmung der Komponenten der Matrix }

ginr = 0; { Gleichungsnummer }
ginr2 = 0; { alte Gleichungsnummer }
pi := arctan(0.5)*4;

dl := deltal;
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d2 = deltaz;
d4 = delta4;
di4 = di1 * d4;
d24 = d2 * d4;
di2 = di1 * d2; { ..zur Abkuerzung }
A = null(A);
b := null(b);
X = null(x);
writeln('Bestimmung der Matrixkomponenten...’); writeln;

{ Anfangsbedingungen }
write(’ Anfangsbedingungen )
for x4 := 0 to 0 do

for x2 = 0 to dimx2 do
for x1 = 0 to dimxl do

begin
g0 = 3 * ( x1 + x2 * (dimx1+1l) + x4 * (dimx1+1) * (dimx2+1));
Alglnr+1,q0+1]:=1; b[gInr+1]:=0; { H1(x1,x2,0) }
Alglnr+2,q0+2]:=1; b[gInr+2]:=0; { H2(x1,x2,0) }
Alglnr+3,q0+3]:=1; b[gInr+3]:=0; { D3(x1,x2,0) }
if  (x1=3) then
begin
b[gIinr+2]:=-3; { H2(x1,x2,0) }
b[gInr+3]:=3; { D3(x1,x2,0) }
end;
ginr:=glnr+3
end;
writeln((glnr - gInr2):5);
ginr2 = ginr;

{ Randbedingungen }
write(’ Randbedingungen )

for x4 = 1 to dimx4 do

begin

for x2 := 0 to dimx2 do

begin
{ linker Rand }
g0 = 3 * ( x2 * (dimx1+l) + x4 * (dimx1+1) * (dimx2+1));
{ A[glnr+1,g0+1]:=1; b[gInr+1]:=0; { H1(0,x2,x4) }
{ A[glnr+1,g0+3]:=1; b[ginr+1]:=5; { D3(0,x2,x4) }
{ Alglnr+1,g0+2]:=1; b[ginr+1]:=0; { H2(0,x2,x4) }
ginr:=ginr+0;
{ rechter Rand }
g0 = 3 * ( dimx1 + x2 * (dimx1+1l) + x4 * (dimx1+1) * (dimx2+1));
{ A[gInr+1,g0+1]:=1; b[gInr+1]:=0; { H1(dimx1,x2,x4) }
{ A[gInr+1,g0+3]:=1; b[gInr+1]:=0; { D3(dimx1,x2,x4) }
{ A[gInr+1,q0+2]:=1; b[gInr+1]:=0; { H2(dimx1,x2,x4) }
ginr:=glnr+0;

end;

for x1 := 0 to dimx1l do
begin
{ vorderer Rand }
g0 = 3 * ( x1 + x4 * (dimx1+1) * (dimx2+1));

Alglnr+1,q0+1]:=1; b[ginr+1]:=0; { H1(x1,0,x4) }
{ A[glnr+1,g0+2]:=1; b[ginr+2]:=0; { H2(x1,0,x4) }
{ A[gInr+2,g0+3]:=1; b[gInr+2]:=0; { D3(x1,0,x4) }
ginr:=ginr+1;

{ hinterer Rand }
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go = 3 * ( x1 + dimx2 * (dimx1+l) + x4 * (dimx1+1) * (dimx2+1));

Alglnr+1,q0+1]:=1; b[gInr+1]:=0; { H1(x1,dimx2,x4) }
{ Alglnr+1,90+2]:=1; b[gInr+2]:=0; { H2(x1,dimx2,x4) }
{ AlgInr+2,g0+3]:=1; b[gInr+2]:=0; { D3(x1,dimx2,x4) }
ginr:=ginr+1;
end;

end; { x4 }

writeln((glnr - gInr2):5);

ginr2 = ginr;

{ inhomogene Maxwellsche Gleichungen }
write(’ Maxwellsche  Gleichungen : );
for x4 = 0 to dimx4-1 do
for x2 := 0 to dimx2-1 do
for x1 := 0 to dimx1-1 do
begin

{ Indizes der Knoten (jeweils H1 (+1), H2 (+2), D3 (+3)) }

g0 = 3 * (x1 + x2 * (dimx1+l) + x4 * (dimx1+1l) * (dimx2+1));
gl = q0 + 3;

g2 = g0 + 3 * (dimx1+1);

g3 == g2 + 3;

g4 = g0 + 3 * (dimx1+1l) * (dimx2+1);

g5 = g4 + 3;

g6 = g4 + 3 * (dimx1l+1);

q7 = g6 + 3;

if  (x1+x2+x4) mod 2 = 0 then
begin { Typ A}

{ A1l - 15 }

Alglnr+1,q0+2]:= d24;
Alglnr+1,q1+1]:=-d14; Alglnr+1,q1+2]:=-d24; Alglnr+1,q1+3]:=-d12;
Alglnr+1,q3+1]:= di4;
Alglnr+1,95+3]:= d1z;
Alglnr+2,q0+3]:= d1z;
Alglnr+2,g4+1]:= d14; Afginr+2,q4+2]:=-d24; Alglnr+2,q4+3]:=-d12;
Alglnr+2,q5+2]:= d24;

Alglnr+2,q6+1]:=-d14;

Alglnr+3,q0+1]:=-d14;

Alglnr+3,g2+1]:= d14; A[ginr+3,q2+2]:= d24; Alginr+3,q2+3]:=-d12;
Alglnr+3,q3+2]:=-d24;
Alglnr+3,q96+3]:= d1z;
Alglnr+4,q3+3]:= d1z;
Alglnr+4,95+1]:= di4;
Alglnr+4,q6+2]:=-d24;
Alglnr+4,q7+1]:=-d14; Alglnr+4,q7+2]:= d24; Alginr+4,q7+3]:=-d12;
Alglnr+5,q0+1]:= d14; Afginr+5,q0+2]:=-d24; Alginr+5,q0+3]:= d1z;
Alglnr+5,q3+1]:= d14; Afginr+5,q3+2]:=-d24; Alginr+5,q3+3]:= d1z;
Alglnr+5,q5+1]:=-d14; Alglnr+5,95+2]:= d24; Alginr+5,q5+3]:=-d12;
Alglnr+5,q6+1]:=-d14; Alglnr+5,96+2]:= d24; Alginr+5,q6+3]:=-d12;
ginr:=glnr+5;

end

else

begin { Typ B}

{B11 - 15 }
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Alglnr+1,q6+2]:=-d24;

Alglnr+2,q3+2]:=-d24;

Alglnr+3,q95+2]:= d24;

Alglnr+4,q0+2]:= d24;

Alglnr+5,q7+2]:=-d24;

Alglnr+5,q4+2]:=-d24;

Alglnr+5,92+2]:= d24;

Alglnr+5,q1+2]:= d24;
}

)

Alglnr+1,q7+2]:= d24;
Alglnr+1,q6+1]:=-d14;
Alglnr+1,g4+1]:= di4;
Alglnr+1,g2+3]:= d1z;
Alglnr+2,q7+3]:= d1z;
Alglnr+2,q3+1]:= di4;
Alglnr+2,g2+2]:= d24;
Alglnr+2,q1+1]:=-d14;
Alglnr+3,q7+1]:=-d14;
Alglnr+3,g5+1]:= di4;
Alglnr+3,q4+2]:=-d24;
Alglnr+3,q1+3]:= d1z;
Alglnr+4,q4+3]:= d1z;
Alglnr+4,g2+1]:= di4;
Alglnr+4,q1+2]:=-d24;
Alglnr+4,q0+1]:=-d14;
Alglnr+5,q7+1]:= di4;
Alglnr+5,q4+1]:= di4;
Alglnr+5,q2+1]:=-d14;
Alglnr+5,q1+1]:=-d14;
ginr:=ginr+5;
end;
end;

writeln((glnr - glnr2):5; (DITM)");

ginr2 = ginr;

{ homogene Maxwellsche Gleichungen

write(’

for x4 = 0 to dimx4-1 do

for x2 := 0 to dimx2-1 do
for x1 := 0 to dimx1-1 do

begin

{ Indizes der Knoten (jeweils H1 (+1), H2 (+2),

go = 3 * (x1 + x2 * (dimx1+1l) + x4 * (dimx1+1)

gl = g0 + 3;

g2 := g0 + 3 * (dimx1+1);

g3 = g2 + 3;

g4 = g0 + 3 * (dimx1+1l) * (dimx2+1);

g5 = g4 + 3;

q6 = q4 + 3 * (dimx1+1);

q7 = g6 + 3;

if (x1+x2+x4) mod 2 = 0 then

begin { Typ A}
{ A21 - 24}
Alglnr+1,q0+3]:= d4; A[ginr+1,91+3]:=-d4;
Alglnr+1,q5+2]:= dl; A[ginr+1,91+2]:=-d1;
Alglnr+2,q5+3]:= d4; A[ginr+2,04+3]:=-d4;
Alglnr+2,q0+2]:= dl; A[ginr+2,04+2]:=-d1;
Alglnr+3,92+3]:= d4; A[ginr+3,93+3]:=-d4;
Alglnr+3,q96+2]:= dl; A[ginr+3,02+2]:=-d1;

Alglnr+1,q6+3]:=-d12;

Alglnr+2,q3+3]:=-d12;

Alglnr+3,q5+3]:=-d12;

Alglnr+4,q0+3]:=-d12;

Alglnr+5,q7+3]:=
Alglnr+5,q4+3]:=
Alglnr+5,q2+3]:=-d12;
Alglnr+5,q1+3]:=-d12;

D3 (+3)) }
* (dimx2+1));

diz;
diz;
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Alglnr+4,q7+3]:= d4; Alginr+4,96+3]:=-d4;
Alglnr+4,q3+2]:= dl; A[ginr+4,q7+2]:=-d1;
ginr:=ginr+4;

{ A31 - 34 }

Alglnr+1,g2+3]:= d4; A[ginr+1,90+3]:=-d4;
Alglnr+1,96+1]:= d2; A[ginr+1,02+1]:=-d2;
Alglnr+2,q4+3]:= d4; A[ginr+2,06+3]:=-d4;
Alglnr+2,q0+1]:= d2; A[ginr+2,04+1]:=-d2;
Alglnr+3,q3+3]:= d4; A[ginr+3,91+3]:=-d4;
Alglnr+3,95+1]:= d2; A[ginr+3,91+1]:=-d2;
Alglnr+4,95+3]:= d4; Alginr+4,q7+3]:=-d4;
Alglnr+4,q3+1]:= d2; A[ginr+4,q7+1]:=-d2;
ginr:=ginr+4;

{ A4l - 44}

Alglnr+1,q0+1]:= d2; A[ginr+1,91+1]:=-d2;
Alglnr+1,q1+2]:= dl; A[ginr+1,93+2]:=-d1;
Alglnr+2,g5+1]:= d2; A[ginr+2,04+1]:=-d2;
Alglnr+2,q6+2]:= dl; A[ginr+2,04+2]:=-d1;
Alglnr+3,q3+1]:= d2; A[ginr+3,02+1]:=-d2;
Alglnr+3,92+2]:= dl; A[ginr+3,90+2]:=-d1;
Alglnr+4,96+1]:= d2; A[ginr+4,q7+1]:=-d2;
Alglnr+4,95+2]:= dl; A[ginr+4,q7+2]:=-d1;
ginr:=ginr+4;

end

else

begin { Typ B}

{ B21 - 24 }

Alglnr+1,q7+3]:= d4; A[ginr+1,06+3]:=-d4;
Alglnr+1,g2+2]:= dl; A[ginr+1,06+2]:=-d1;
Alglnr+2,g2+3]:= d4; A[ginr+2,03+3]:=-d4;
Alglnr+2,q7+2]:= dl; A[ginr+2,03+2]:=-d1;
Alglnr+3,95+3]:= d4; A[ginr+3,04+3]:=-d4;
Alglnr+3,q1+2]:= dl; A[ginr+3,95+2]:=-d1;
Alglnr+4,q0+3]:= d4; A[ginr+4,91+3]:=-d4;
Alglnr+4,q4+2]:= dl; A[ginr+4,90+2]:=-d1;
ginr:=ginr+4;

{ B31 - 34 }

Alglnr+1,95+3]:= d4; A[ginr+1,q7+3]:=-d4;
Alglnr+1,q1+1]:= d2; A[ginr+1,95+1]:=-d2;
Alglnr+2,q3+3]:= d4; A[ginr+2,91+3]:=-d4;
Alglnr+2,q7+1]:= d2; A[ginr+2,03+1]:=-d2;
Alglnr+3,q4+3]:= d4; A[ginr+3,06+3]:=-d4;

Alglnr+3,g2+1]:= d2; A[ginr+3,06+1]:=-d2;
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Alglnr+4,g2+3]:= d4; A[ginr+4,90+3]:=-d4;
Alglnr+4,q4+1]:= d2; A[ginr+4,90+1]:=-d2;
ginr:=ginr+4;
{ B41 - 44 }
Alglnr+1,q7+1]:= d2; A[ginr+1,06+1]:=-d2;
Alglnr+1,q6+2]:= dl; A[ginr+1,94+2]:=-d1;
Alglnr+2,g2+1]:= d2; A[ginr+2,93+1]:=-d2;
Alglnr+2,q1+2]:= dl; A[ginr+2,03+2]:=-d1;
Alglnr+3,q4+1]:= d2; A[ginr+3,95+1]:=-d2;
Alglnr+3,95+2]:= dl; A[ginr+3,97+2]:=-d1;
Alglnr+4,q1+1]:= d2; A[ginr+4,90+1]:=-d2;
Alglnr+4,g2+2]:= dl; A[ginr+4,90+2]:=-d1;
ginr:=ginr+4;
end;
end;

writeln((glnr - glnr2):5; (DHTMY)");

ginr2 = ginr;

{ Zusatzbedingungen (Hindernis) }

write(’ Zusatzbedingungen )

for x4 = 0 to dimx4 do
for x2 = 3 to 4 do
for x1 = 5 to 6 do

begin
g0 == 3 * ( x1 + x2 * (dimx1+1l) + x4 * (dimx1+1)
{ Alglnr+1,g0+1]:=1; b[ginr+1]:=0; { H1(x1,x2,0)
{ AlgInr+2,90+2]:=1; b[gInr+2]:=0; { H2(x1,x2,0)
{ A[gInr+3,q0+3]:=1; b[gInr+3]:=0; { D3(x1,x2,0)
ginr:=glnr+0
end;
writeln((glnr - gInr2):5);
ginr2 = ginr;
writeln;
if glnr = gl then
begin
writeln(’ Gleichungen  (Zeilen): ',gl:5);
writeln(’ Variablen (Spalten) : valb);
writeln;
if (test = 1) and (va < 38) then GS_Ausgabe(A,b,gl,va);
if  AGP=1 then
begin
writeln(’ Ausgleichsproblem o valb,) X ',va);
writeln;
{1. Gausssche Transformation}
AtA = transp(A) * A
Atb = transp(A) * b
LGS(AtA,Atb,x,va,va)
end
else
LGS(A,b,x,gl,va);
end

else

}
}
}

(dimx2+1));
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begin
writeln(Fehler!’);
writeln(’va: 'va);
writeln('gl: "al);
writeln('glnr: ",ginr)
end;

end; { TMMain }

{ Hauptprogramm }

var gl ,va : integer;

begin
writeln;
writeln(*** Simulation transversaler magnetischer  Wellen ***);
writeln;
writeln('Gittergroesse: L dimx1+1,’ x ,dimx2+1, X ', dimx4+1);
writeln;

{ Anzahl Gleichungen }

gl = 0

gl = gl + (dimx1+1) * (dimx2+1) * 3; { AB}

gl = gl + 0 * (dmx2+1) * dimx4 ; { RB links/rechts }
gl = g + 2 * (dimx1+1) * dimx4 ; { RB vorne/hinten }
gl = g + dimx1 * dimx2 * dimx4 * 5 ; { (DITM) }

gl = g + dimx1 * dimx2 * dimx4 * 12 ; { (DHTM) }

{ g =9 +2* 2* (dmx4+l) * 3 ; { Zusatz }

{ Anzahl Variablen }
va = (dimx1+1) * (dimx2+1) * (dimx4+1) * 3

TMMain(gl,va)

end.
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