
Ein diskreter
Differ entialformenkalk ül
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Einleitung

„So auchsagtesnichts über die Welt aus,daßsie sich
durch die NewtonscheMechanikbeschreibenläßt; wohl
aber, daß sie sich so durch jene beschreiben läßt, wie
diesebender Fall ist.“

Ludwig Wittgenstein

Die Lösungder MaxwellschenGleichungenspielt einegroßeRolle in der naturwissenschaft-
lichen Forschungsowie in Anwendungender Physik und der Elektrotechnik. Diese Glei-
chungen,in denenMaxwell die ErkenntnisseFaradaysin Formelngefaßthat, beschreiben
die elektromagnetischenErscheinungendurchAbhängigkeitenelektrischerund magnetischer
Felder: ���������
	������ ������ ����������������� ��������  ���"! ����
# ��$
So erfordert beispielsweiseder erheblicheHerstellungsaufwandbei der Konstruktion elek-
tromagnetischerApparaturenetwa der Hochenergiephysik(Teilchenbeschleuniger,etc.), die
aufgrundihrer mitunterenormenAusmaßenur nocheineneinmaligenBau der Anlageerlau-
ben,einemöglichst genaueVorhersageder zeitabḧangigenelektromagnetischenFeldgr̈oßen.
Leider sind, außer in wenigenSpezialf̈allen, keine expliziten Lösungender Maxwellschen
Gleichungenbekannt,insbesonderekann im allgemeinenkeine Aussageüber das Verhal-
ten elektromagnetischerFelderinnerhalbder meistsehrkompliziertenStrukturenrealeroder
geplanterApparaturengemachtwerden.

Aus diesemGrundwurdeeineReihenumerischerVerfahrenzur näherungsweisenLösungder
MaxwellschenGleichungenentwickelt. Die üblicheVorgehensweiseist hierbeizun̈achsteine
DiskretisierungdesRaumes,etwadie Betrachtungder EckpunkteeinerZerlegungin Würfel
oder Simplizes,und ausgehendvon vorgegebenenAnfangsbedingungenan diesendiskreten
Stellen die Durchführung einer Zeititeration über (meist äquidistante)diskreteZeitpunkte,
wobei die in denMaxwellschenGleichungenauftretendenDifferentialoperatorendurchDif-
ferenzenoperatorenersetztwerden, indem man also von partiellen Differentialgleichungen
übergeht zu Differenzengleichungen.Zur Lösungder durch diesenDiskretisierungsansatz
ausSystemenpartieller DifferentialgleichungenentstehendenDifferenzengleichungssysteme
ist die Vorgabevon Anfangs-und Randwertenerforderlich,eshandeltsich hierbeisomit um
Anfangsrandwertprobleme.

Sehr erfolgreich ist die von Kane S. Yee in [37] vorgestellteund darauf aufbauendvon
ThomasWeilandweiterentwickelte1 Methode,die KomponentendeselektrischenFeldesund
die KomponentendesmagnetischenFeldesin den Knoten zueinanderversetzter(„dualer“)
Raumgittersowie in um einen halbenZeitschritt versetztenZeitpunktenzu plazieren,um
danndie jeweils neuenKomponenten(zum Zeitpunkt % bzw. % ��&' ) abwechselndin Form
einessogenannten„Leap-Frog“-Verfahrensaus den vorherigen(älteren)Komponenten(an
den Zeitpunkten % �)( und % �*&' bzw. % �+&' und % ) zu berechnen. Eine auf dieser
Idee basierendeModellierungdesRowland-VersuchsunterBerücksichtigungabsorbierender
Randbedingungen2 wurde erfolgreich in [1] durchgef̈uhrt.

Die beschriebeneVorgehensweisezur numerischenLösung der MaxwellschenGleichung
trennt zwischenRaumund Zeit, indem beideseparatdiskretisiertwerdenund anschließend
eine reine Zeititerationdurchgef̈uhrt wird. Da die Stabiliẗat der numerischenVerfahrenein

1 Vgl. [35, 34, 36].
2 Zur ModellierungabsorbierenderRandbedingungeninnerhalbder Diskretisierungvon K. S. Yee,vgl. [25].
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speziellesVerḧaltnis der gewähltenDiskretisierungenerfordert,führt dieseTrennunginsbe-
sonderedazu,daßdie Größeder für die Zeititerationzu verwendendenZeitintervalledurch
denkleinstenAbstandbenachbarterRaumpunktebestimmtwird: Die Zeitdiskretisierungmuß
mindestensso fein gewählt werden,daßdie Größeder Zeitintervalle

���
multipliziert mit der

Lichtgeschwindigkeit� höchstensder Distanzzweier benachbarterRaumpunkteentspricht,
daßalso für zwei solchePunkte � und � stets ��� � �	��
������� ������� gilt. Anschaulichheißt
das, daß die Zeitintervalle mindestensso klein gewählt sein müssen,daß die Feinheit der
diskretenräumlichenStruktur bei einer sich mit Lichtgeschwindigkeitausbreitendenelek-
tromagnetischenWelle Berücksichtigungfindet. Bei der ModellierungspeziellerSituationen
bestehtalsonicht die Möglichkeit, in Regionen,die einegröbereRaumdiskretisierungzulas-
sen,auchdie Zeitdiskretisierunggröberzu wählenunddamitdenRechenaufwandzu senken.

WährenddenobigenAnsätzendie klassischeFormulierungder MaxwellschenGleichungen
zugrundeliegt, in der insbesonderedie beschriebeneTrennungvon RaumundZeit zumAus-
druck kommt, trägt ihre zeitgem̈aßeFormulierungder speziellenVerwobenheitvon Raum
und Zeit sowieder Untrennbarkeitvon elektrischenund magnetischenErscheinungenRech-
nung: Raum und Zeit werden in der vierdimensionalenMinkowski-Raum-Zeitvereinigt,
in der die Sonderrolleder Zeit durch das dort definiertePseudoskalarproduktrepr̈asentiert
wird, ein indefinitesinneresProdukt,dessenassoziiertequadratischeForm durchdasVorzei-
chenzwischenraumartigenund zeitartigenVektorenunterscheidet.Die elektromagnetischen
Feldsẗarkenwerdenin � -Formen� und �� zusammengefaßt,derenäußereAbleitungin einem
Fall verschwindet(homogeneMaxwellscheGleichung):

� �����
und derenKoableitungim anderenFall eine1–Formist, die Ladungsdichteund Stromdichte
zur Gesamtladungverbindet(inhomogeneMaxwellscheGleichung):

� �� � !	"
Die Lorentztransformationen,als die mit der Pseudometrikvertr̈aglichenorthogonalenTrans-
formationenderMinkowski-Raum-Zeitundgleichzeitigalsdie Abbildungen,unterdenendie
MaxwellschenGleichungenforminvariantsind, zeigendie fundamentaleVerbundenheitder
Minkowski-Raum-Zeitmit den Feldgleichungen.

Diesedurch denCartanschenKalkül ermöglichte moderneFormulierungder Maxwellschen
Gleichungenist AusgangspunktdervorliegendenArbeit. EineDiskretisierungderMinkowski-
Raum-Zeitin FormeinerZerlegungderbetrachtetenTeilmengein vierdimensionaleSimplizes
und Plazierungder Feldgr̈oßen in derenEckpunktenlegt nahe,den Kalkül der alternieren-
denDifferentialformenim Hinblick auf dieseSituationzu modifizieren,indemaffine Formen
als eindeutigbestimmteaffin linear Interpolierendeder Werte in den Eckender Simplizes
betrachtetwerden. Die Minkowski-Raum-Zeitwird aufgrundder ihr inhärentenUrsprungs-
freiheit (im Sinnedesin derSpeziellenRelativiẗatstheoriedurchgef̈uhrtenVerzichtesaufeinen
absolutenRaumzugunstenrelativer,zueinander̈aquivalenterBezugssysteme,der Inertialsy-
steme)konsequenterweiseals vierdimensionaleraffiner Punktraumbetrachtet.Im Gegensatz
zu denauf ZeititerationenführendenklassischenVerfahrenerḧalt mandurchdie Simplizial-
zerlegungder vierdimensionalenMinkowski-Raum-Zeitein linearesGleichungssystem,das
durch entsprechendandereMethodenzu lösenist. Eine UnterscheidungzwischenAnfangs-
und Randbedingungenim Sinneder klassischenProblemstellungist bei dieservierdimensio-
nalenBetrachtungsweisenicht sinnvoll, da es in der Minkowski-Raum-Zeitkeine absolute,
sondernnur relative,vom gewähltenBezugssystemabḧangigeGleichzeitigkeitgibt. Essollte
daherohne AuszeichnungeinesspeziellenInertialsystemsnur noch von Randbedingungen
die Redesein.
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Zum Aufbau dieserArbeit:

Zunächstwird ein Kalkül affiner � -Formenentwickelt, eine an die beschriebeneSituation
angepaßteVersiondesklassischenDifferentialformenkalk̈uls. Dazuwerdenalle Begriffe und
Methodengeliefert, die für die Betrachtungaffiner � -Formenben̈otigt werden; es werden
neben Operatorenund Abbildungen für Vektoren, wie innere Produkteund orthogonale
Transformationen,auch affine Punktr̈aume, affin lineare Abbildungen, Polynomehöheren
Gradesund Multilinearformen betrachtet. Aus Gründen der Notationskonsistenzwerden
dabeiauchBegriffe und Methodenaufgef̈uhrt, die sich nicht odernur wenig von denendes
klassischenKalküls alternierenderDifferentialformenunterscheiden.Im Hinblick auf weitere
Anwendungsm̈oglichkeitendeshier entwickeltendiskretenKalküls wurde besondersgroßer
Wert auf die Vollständigkeitder vorgestelltenMethodengelegt. Die numerischeLösungder
MaxwellschenGleichungenim Rahmender TheorieelektromagnetischerFelder ist nur ein
möglichesAnwendungsfeld.

Da dieseArbeit die Bestimmungvon Feldkomponentenin Eckpunkteneine Teilmengeder
Minkowski-Raum-ZeitzerlegendervierdimensionalerSimplizeszum Ziel hat, folgt die Be-
trachtungstückweiseaffiner � -Formen,die auf VereinigungenaneinandergrenzenderSimpli-
zesdefiniertsind. Stetigkeitsbedingungenan die lokalen � -Formenauf gemeinsamenSeiten
benachbarterSimplizesstellendabeidie Eindeutigkeitder Werte in den Eckpunktendieser
Untersimplizessicher,womit einesolchesimpliziale � -Form auf dem betrachtetenPolyeder
eineindeutigeinerdiskretenLösungin denEckpunktenaller beteiligtenSimplizesentspricht.

Im anschließendendritten Teil wird der entwickelteKalkül auf die Theorie elektromagne-
tischerFelderangewandt.Dazu werdenzun̈achstdie im erstenTeil allgemeinformulierten
Eigenschaftenaffiner Punktr̈aumeunterBerücksichtigungder in derPhysiküblichenBezeich-
nungenfür die Situationder vierdimensionalenMinkowski-Raum-Zeitformuliert. Es folgt
ein kurzer Überblick über die innerhalbder Theorie elektromagnetischerFelderben̈otigten
Begriffe und die AnwendungdesKalküls auf dieseSituation,die als Ergebnisalle für die
Modellierungeiner realenSituationnotwendigenZusammenḧangeliefert.

Schließlich folgt die explizite Darstellungdes diskretenModells der MaxwellschenGlei-
chungenauf vierdimensionalenSimplizes,also die Anwendungder entwickeltenMethoden
auf in vierdimensionaleSimplizeszerlegteTeilmengender Minkowski-Raum-Zeitmit in den
Eckender SimplizesplaziertenFeldkomponenten.Die LösungeinesProblemsinnerhalbdes
diskretenModells wird abschließendan einemnumerischenBeispieldemonstriert.

Die vorliegendeArbeit eröffnet ein breitesFeld möglicher weiterführenderForschungzur
Kl ärung der Zusammenḧangezwischen

• der Wahl der vierdimensionalensimplizialenZerlegung,
• der Auswahl und Modellierungvon Randbedingungensowie
• der Strategiezur LösungdesentstehendenGleichungssystems.

Hierbei setzteinerealistischeModellierungkompliziertererStrukturenein tiefesVersẗandnis
elektromagnetischerErscheinungenvoraus.Der genaueEinfluß und die Abhängigkeitender
vielfältigeneinekonkreteProblemmodellierungdeterminierendenFaktorenauf Effizienz und
Stabiliẗat erfordernumfassendenumerischeTestsund sind ein vielversprechendesFeld für
zukünftige Untersuchungen.
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I Ein diskreter Differ entialformenkalkül
„Die Mathematikersind eineArt Franzosen:redetman
zu ihnen,so übersetzensieesin ihre Sprache,unddann
ist esalsbaldetwasganzanderes.“

JohannWolfgangvon Goethe

Es wird ein Kalkül affiner � -Formen,ein an die SituationdiskreterDatenin denEckpunkten
von Simplizesangepaßteraffin linearerSpezialfalldesDifferentialformenkalk̈uls, dargestellt.
Dazu sind, im Anschluß an einige grundlegendeDefinitionen, verschiedeneVorbereitungen
erforderlich: zun̈achstwerdenaffine Punktr̈aume,affin lineare und affin polynomialeAb-
bildungenund Multilinearformeneingef̈uhrt und untersucht.Schließlichwerdendie affinen

� -Formendefiniert und, unter besondererBerücksichtigungihrer speziellenEigenschaften,
die bekanntenalgebraischenOperationen,die äußereAbleitung sowie dasIntegral über ein
Simplex betrachtet.3

I.1 GeometrischeGrundlagen, Grundbegriffe
und Bezeichnungen

„[...] jeder,der mal in irgendeinerder höheren Dimen-
sionengewesenist, wird auch wissen,daß die da oben
eineziemlichgrauenhafte,unzivilisierteMeutesind,die
einfachkurzundkleingehauenundumdieEckegebracht
werden müßte,und daswürde ja auch passieren, wenn
jemandauf denDrehkäme,wie manRaketenim rechten
Winkel zur Realiẗat abfeuert.“

DouglasAdams

Ein geeigneter„Lebensraum“dersp̈atereinzuf̈uhrendenaffinen � -Formensindpseudoeuklidi-
schePunktr̈aume,eineVerallgemeinerungeuklidischerPunktr̈aume.Beispielsweiseist dieder
SpeziellenRelativiẗatstheoriezugrundeliegendeMinkowski-Raum-Zeitals vierdimensionaler
Minkowski-Raumein pseudoeuklidischerPunktraum.Zunächstwird daherdasPseudoskalar-
produktauf einemreellenVektorraumdefiniertund ein grundlegendesKonstruktionsverfah-
ren für Orthonormalbasenbeschrieben.Anschließendwird der pseudoeuklidischePunktraum
eingef̈uhrt, dessenVerschiebungsvektorraumein mit einemPseudoskalarproduktversehener
reeller Vektorraumist.4

3 GrundlagendesDifferentialformenkalk̈uls undderklassischenVektoranalysisfindensichbeispielsweisein [6, 18,27,3,
22, 32, 33, 9, 13, 14], dabeimit speziellerBerücksichtigungaffiner Koordinatenundaffin linearerAbbildungenin [27]. Für
die grundlegendentopologischenBegriffe seiauf [2, 11, 12], für denInfinitesimalkalk̈ul speziellauf [5] und [10] verwiesen.
4 AnschaulicheBehandlungeneuklidischerPunkt-und Vektorr̈aumefindensich in [3] und [8].



2 I Ein diskreterDifferentialformenkalk̈ul

I.1.1 Inneres Produkt und quadratische Form

Definition 1�
sei ein � -dimensionalerreellerVektorraumfür einenaẗurliche Zahl ����� .

a) Ein inneresProdukt auf
�

ist einenicht entartete,symmetrischeBilinearform��� �
	�������
�

ist also in beidenKomponentenlinear, und es gilt:

•
������������� ��� � � � ! �"� � ,

• � ���#�$� � �
�%�&���#�'�(�)�%�����#��� .

b) Ein inneresProdukt
�

auf
�

heißt

• positiv definit
� ! ����*� �(+ �%�&���#�%�-, � � ,

• negativdefinit
� ! ���.*� �/+ �%�&���#�0�21 � � ,

• indefinit
� ! �

ist wederpositiv noch negativdefinit.

c) Zwei Vektoren
���#�3� �

heißen
�
-orthogonal

� ! �%�����#�4�'� � .
d) Für eineTeilmenge5 von

�
ist der

�
-orthogonaleUntervektorraumvon 5 in

�
definiert

durch

576 �8�:9;��� �=< �%�����#�4�-� �>� �:� 53? �

Bezeichnung

a) Ein inneresProdukt
�
, also eine symmetrische,nicht entartete,aber nicht notwendi-

gerweisepositiv definite Bilinearform heißt auchPseudoskalarprodukt, geschriebenals@�A � ACB&D
mit ��� �
	��=EF�G���HF�#�%�JIEF� �%�&HF�#�%�-�/� @ HF�#� B D �

b) Im folgendenwird anstellevon „
�
-orthogonal“ kurz orthogonalverwandt.

Bemerkung

Der eingef̈uhrte Orthogonaliẗatsbegriff läßt die Möglichkeit selbstorthogonalerVektoren��� �'K 9 �%? mit
@ ���#� B D � � zu.

Sei etwa
� � �-L

, ���:M mit Standardbasisund (indefinitem)inneremProdukt

@ ���#� B&D �8� LONFPQ R S P �
R � R E � L � L

für
�T�3��� P �VUVUVUV�#� L �&W , ���7��� P �VUVUVUV�#� L �&W , danngilt für

H��8�7� � �VUVUVUV� � �VXO�VXO�&W :@&Y HF�#Z[H B�D � Y Z @ HF�#H B�D � �\� Y �#Z"� � �
offenbar ist also

5 �8�:9 Y H < Y � � ?�]
5�6 �
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Definition 2
Sei

�
wie obenund � ein inneresProduktauf

�
.

a) Die assoziierte quadratische Form zu � ist definiert durch����� ���
	�����
	 � ��� �������������� ���
b) Die durch � induziertePseudonorm auf

�
ist definiert durch� ��� � � ���
	"!���
	 �  � � �#��$&% � �'� (� falls � �'� (�*),+��- % � � �'� (� falls � �'� (�*.�+ �

Bemerkung

a) UnterschiedlicheinnereProduktedefinierenunterschiedlichequadratischeFormen,denn
dasinnereProduktläßtsich durchseineassoziiertequadratischeForm ausdr̈ucken(„Po-
larisierungslemma“):����0/1� � �32465 � �'� �78/1� � � �'�  � /1�:9 �

b) Zu jedem <; �
gibt esgenauein Element  � desDualraums

�6=
, so daßfür alle />; �

gilt: �����/?� � �, � � /1� �
Für eineBasis � �@'� A A AB���C�� von

�
und die zugeḧorige dualeBasis � D@ = � A A AB���C = � von

� =
läßt sich  � ; � =

folgendermaßenschreiben: � � CE F#G @ �H��� F � �  =F � CEFJI KLG @ �� K �� F � �  =K � (�� =F �
c) Ist �  @ � A A A �� C � eineBasisvon

�
, so ist �  �@ � A A AB�� �C�� eineBasisdesDualraums

� =
, denn:M @� �@ 7 � � � 7 M C� �C �,+NPO M @� �@ 7 � � � 7 M C� �C�Q � (�R�,+TSU<; �N � M @  @ ���� � 7 � � � 7,� M C  C ���� � ��� M @  @ 7 � � � 7 M C  C ��(� � �,+VSU<; �N M @BD@W7 � � � 7 M CD�C��,+N M @ � � � � � M C �,+ �

Folglich ist die Abbildung���X	�� =���X	  �
ein IsomorphismusdesVektorraums

�
auf seinenDualraum

� =
.

d) Ist Y[Z �
ein Untervektorraum,so gilt:Y]\UY_^ �,+ N � ist auf Y nicht entartet.

In diesemFall läßt sich
�

als direkte Summeschreiben:� � Y]`aY_^ �
(Ein Beweis hierzu findet sich in [14].)
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Im folgendensei
�

ein � -dimensionalerreellerVektorraumfür einenaẗurliche Zahl ����� ,�
ein inneresProduktauf

�
und �	� die zu

�
assoziiertequadratischeForm.

Bezeichnung
Für eineBasis 
�����������	������� von

�
heißt 
�� � �������	��� ���� die zugeḧorige

�
-Basis von

���
.

Definition 3

a) Eine Vektor ��� �
mit �� �	��
���������

 
heißt Einheitsvektor.

b) Eine Basis 
"!  �������	�	! � � von
�

auspaarweiseorthogonalenEinheitsvektorenheißtOrtho-
normalbasis.

Satz 1

a) Es gibt eine Orthonormalbasis
"!�����������	!���� von
�

.
b) Esgibt eineZahl #$�&%��������������(' , sodaßfür jedeOrthonormalbasis
��  �������	��� � � von

�
gilt:

)+*�, �&%  �������	���('.-	�	��
���/0� �21
 �3

� #$4
Beweis:

a) (ModifiziertesSchmidtsches Orthonormierungsverfahren5)6

Sei 
�5  �������	��5 � � eine Basisvon
�

. Das Ziel ist, darauseine Orthonormalbasis
"!  �������	�	! � �
von

�
zu konstruieren.Es sind zwei Fälle zu betrachten:

i. [ 6�798+
 � � � � �
 

, d.h.
�
�;:=<?>�@ 
0A  � ]

Da 5 $B� � und
�

nicht entartetist, gibt esein �C� � , mit D05  ����E � B� � . Nun gilt aber:
F?G ��H�I�%���' mit � �

G 5 �J � B� D05  ����E � �
G D05  ��5  E � 4

Folglich ist �	��
�5K	� B� � . Mit

! ML �
 

N
�� �	��
�5  ����

5 

folgt:

D"!���	!��E � �
�	��
�5  �
�� �	��
�5  ���� �PO

 4

ii. [ 6�7Q8R
 � � � �S�  
]

1. Schritt: Konstruktion desVektors !  :
• Falls esein

, �&%  �����������(' mit �	��
�5?/0� B� � gibt, vertauschtman 5?/ mit 5K . Mit

! ML �
 

N
�� �	��
�5  ����

5 

folgt wie oben:

D"!���	!��E � �
�	��
�5  �
�� �	��
�5  ���� �PO

 4

5 Vgl. etwa[27, 14].
6 Da die in der Literatur zu findendenVersionendiesesVerfahrensohne Voraussetzungder Definitheit des inneren
Produktesmeist nichtkonstruktiveAnteile enthalten,wird hier eine rein konstruktiveund im Hinblick auf Anwendungen
leicht implementierbareForm vorgestellt.
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• Ansonstengilt ����������	�
� für � 
�������������� . Man wählt nun ein ����� ���������������
mit ���������! "� � 	$#
�� . Solchein � existiert,dennunterder Annahme�������%�& '� � 	!
(�*) �&�'� ���������������
erhielte man:�$
 �+�, �������%��	- +/. �%����� ��0 �  "������� � 	�12
 . �%����� ��0 � ) �!�3� �������������-�
und damit (mit Koordinatenfunktionen4 � ��������� 4�5 bez̈uglich ��� � ����������� 5 	 )

)768
 59 �;: � 4 � ��6<	�� � �2=(> . �%����6 0 � 

59 �;: � 4 � ��6<	 . �%����� ��0 � 
(�8?

Da @ nicht entartetist, müßtealso �%�A
B� gelten,wasein Widerspruchwäre!
Man setzt nunC�� > 
 �D EE � � ��� �  '����	 EE ���%�& '� � 	F?

2. Schritt: Konstruktionder C � für �$G � :
DazuseibereitseineBasis �HC � ����������C��JI � ����������������� 5 	 von = mit folgendenEigenschaf-
ten gegeben:

• �HC � ����������C��JI � 	 sei ein Orthonormalsystem,es gelte alsoK �����HC�L�	 K 
M� für N3�O� ����������� �&P ��� und. CRQS��C�L 0 � 
� für T � N3�B� ����������� ��P ���U� N #
 T .
• Im Fall ��G +

seiendie Vektoren � � ����������� 5 bereitsorthogonalzu C�������������C �JI�V �
es sei also. � Q ��C L 0 � 
W� für TX�B��� �������������U� N2�B� ����������� ��P + � .

Für T 
 � ����������� :

Man setztY� Q > 
(� Q P . � Q ��C��JI � 0 � � � �HC��JI � 	-C��JI � ?
Dann gilt für Z/[\�!P �.�Y�]QS��C�^ 0 � 
 . �]QS��C�^ 0 � P . �]Q_��C �JI � 0 � �����HC �JI ��	 . C �JI ����C�^ 0 � 
(�
und.�Y�]QS��C �JI � 0 � 
 . �]QS��C �JI � 0 � P . �]Q_��C �JI � 0 � �����HC �JI ��	%�����HC �JI ��	!
B�`�
also giltY�]Q �3� C�������������C �JI ����a'?
Schließlichsetzt man� Q > 
 Y� Q ?

(Damit ist die zweiteVoraussetzungfür dennächstenInduktionsschritterfüllt.)

Offensichtlichist �HC�������������C �JI ����� � ����������� 5 	 eineBasisvon = , da nur Vielfachelinear
unabḧangigerVektorensubtrahiert,also nur zulässigeBasistransformationendurch-
gef̈uhrt werden.
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Man hat nun zwei Fälle zu unterscheiden:

• Falls esein
���������
	
	
	
����

mit ���������������� gibt, vertauschtman ��� mit ��� .
DieserFall tritt speziell für

� � �
ein, dennfür ein beliebiges

 �"!$# %& �(' %�) ���  �+*
�-, ) ! �  ��� ! �/.
(mit Koordinatenfunktionen) % �
	
	
	�� ) ! bez̈uglich ��* % �
	
	
	�� * !0# % � � ! � ) gilt dann1 � ! �  -2 � � ) ! �  � 1 � ! � � ! 2 � � ) ! �  �3������� ! � �
und da � ! ��4� und 5 nicht entartetist, muß ���0��� ! �6��7� gelten.
Man setzt

*
��8 � 9: ;; ���������<� ;; ��� �
und damit gilt:;; ������* � � ;; � 9 und

1 * � � *
= 2 � �>� �@? � 9 �
	
	
	
���+A 9CB
• Es gelte � � ������� �D� für

� � �E�
	
	
	����
und ohneEinschr̈ankung(sieheoben)sei�GF��

. Man wählt nun ein
���H���E�
	
	
	�����

, für das ���������I,H��������7� gilt. Wie im
erstenSchritt existiert solchein

�
, dennunter der Annahme���0��� � ,�� � � �>�KJ �ML>�

erhielte man einen Widerspruch:1 � � � � � 2 � �>�KJ �NL>�
O 1 � � �  -2 � �>�KJ  �PQ � � # %& �R' %�) � �  �+* � , !& �R'+� ) � �  �3� �TSU �/.
O � � �>�

(mit Koordinatenfunktionen) % �
	
	
	
� ) ! bez̈uglich ��* % �
	
	
	
� * � # % � � � �
	
	
	
� � ! � ).Man setzt nun

* � 8 � 9: ;; ������� � ,�� � � ;; ��� � ,�� � � B
Damit gilt;; � � ��*
�<� ;; � 9 �
und ferner gilt für alle V FW�

:1 *
� � *�X 2 � � 9: ;; ���������I,������ ;;@Y 1 ��� � *
X 2 � , 1 ��� � *
X 2 ��Z �>� B
Auch hier ist offensichtlich,daß ��* % �
	
	
	
� *
� � ���\[ % �
	
	
	
� � ! � eineBasisvon

.
ist.

(Damit ist auchdie ersteVoraussetzungfür dennächstenInduktionsschritterfüllt.)
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b) (Spezialfall desTrägheitssatzesvon Sylvester7)8

Sei
������������������	�


eineOrthonormalbasisvon � und ���������������� ������
 ���! #" .
• Falls $�&% ist, ist ' positiv definit, es gilt also ��� ��()
!* % für alle

(,+ �.-���%�" , woraus
sofort die Behauptungfolgt.

• Seialso  * % . OhneEinschr̈ankungseiendie Basiselementesosortiert,daß ��� �����/
 �0�� 
für  213�415 gilt. Es sei 67���58:9�;�<=��> ����������� >�?�" und @ ein beliebigermaximaler
Untervektorraumvon � , auf dem ' negativdefinit ist. Dann gilt zun̈achst,da ' auf 6
negativ definit ist:A�B�C � @ 
ED A�BFC � 6 
 �G�H
Nun sei mit KoordinatenfunktionenI ����������� I 	 bez̈uglich

������������������	�

eine AbbildungJ �E@K�=LM6 definiert durch:

J �#NG�
	O ��PQ� I ��� N 
=���=R�SL J � N 
 ��� TO ��PQ� I ��� N 
=��� H

DieseAbbildung ist offenbar linear, und es gilt:J � N 
 �G%�UVI ��� N 
 �G% � �W�X ��������� 
U3% D0Y N � N[Z � �

	O��P
T:\
� I ��� N 
�] ��� �����^
 �

	O��P
T�\
� I ��� N 
�][D %

UVI � � N 
 �G% � �W�X ����������_ U NG�G%`H
Somit ist a#>�b � J 
 der Nullvektorraum,

J
alsoein Monomorphismus,und manerḧalt:A�BFC � @ 
 1 A�BFC � 6 
 H

Es folgt: A�BFC � @ 
 � A�BFC � 6 
 �c �
also ist  unabḧangig von der gewähltenOrthonormalbasis. d

Definition 4
Für eine (beliebige!) Orthonormalbasis

��� � ����������� 	 

von � heißte < A >�f � ' 
 ���X�4g#� + �# ����������_ "!��� � ��� � 
 �0�� �h

der Index von ' . (Satz1 garantiertdie Wohldefiniertheit.)

Bemerkung
Sei

��� � ����������� 	 

eine Orthonormalbasis.

a) Ist i + �kj , so gilt mit
( ���

	l��PQ� Y�� � ��� � Z � i ��� � 
W� � :

Y^(�� N.Z � �Gi � N 
nm N + �
und damit

( � �oi .
7 Ein BeweisdesallgemeinenSatzesfindet sich in dengängigenBüchernüberLineareAlgebra(vgl. etwa[14]).
8 Sieheauch[26].
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b) Ist zus̈atzlich ���������
	���
����� und

����������������� �! �"#"#$%�'&)(*&)+-, �/.,/�0�1 2"#"3$4+-, �65 �/&7(�&7+ .
danngilt für 8 ��9;:��2:�5=<�<�<>5)9@?@��? , A �CBD:��2:�5=<�<�<>57B;?@��? :E 8 . AGF � �=9
:HBD:�57<�<�<�5%9@?>I;JHB;?�I;J , 9@?�I;JLKM:HB;?�I;J�KM: , <�<�< , 9@?�B;?ON
Ist ����P : .�Q�Q�Q�.���P? � die zugeḧorige dualeBasisund ��� � : .�Q�Q�Q�.�� � ?�� die zugeḧorigen � -BasisvonR P , dannerḧalt man folgendenZusammenhang:

� � � � E ����.���� F � � P� ��� ��P� falls (�&7+-, �/., � P� falls (�S%+-, �/N

I.1.2 Orthogonale Transformationen

Bezeichnung

Im folgendensei

•
R

ein + -dimensionalerreeller Vektorraum,
• � ein inneresProdukt auf

R
,

• ��� die zu � assoziiertequadratischeForm und
• T < T � � RCUWV

die durch � induziertePseudonormauf
R

.

Weiter seienOrthonormalbasen���2:�.�Q�Q�Q�.���?�� von
R

wie folgt sortiert:

���������3������� falls �'&)(*&)+-, ���
	���
���>�6.,/� falls +-, ���
	���
���>�M5 �'&)(*&)+ N ��X>�
Definition 5

Eine lineareAbbildung Y � R7UZR
heißtorthogonale Transformation (bez̈uglich � ), wenn Y

mit � vertr̈aglich ist, wenn also gilt:E 8 . AGF � � E Y � 8 �H. Y � A � F �\[ 8 . A)] R N
Bemerkung

a) JedeorthogonaleTransformationY � R)U^R
ist ein Isomorphismus,dennesgilt:

8-]�_ ��`�� Y �ba E 8 . AcF � � E Y � 8 �L. Y � A � F � �)d [ A=] Ra 8 �)de.
da � nicht entartetist. Y ist alsoein injektiver Endomorphismusund damit bijektiv.

b) OrthogonaleTransformationenY � R=UZR
bilden selbstorthogonaleVektorenauf selbst-

orthogonaleVektorenab:

de�7����� 8 �*� E 8 . 8>F � � E Y � 8 �H. Y � 8 � F � �)���2� Y � 8 ���fN
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Lemma 1
Für eine lineareAbbildung

���������
sind folgendeAussagen̈aquivalent:

a)
�

ist eine orthogonaleTransformation.
b)

�
ist vertr̈aglich mit der zu � assoziiertenquadratischenForm, es gilt also:	 ��
��� 	������� � 
��
����� ��� ��
��������
����� ����� ������� ����� � 
��� � 	 � 	����� �! "��#

c)
�

bildet Orthonormalbasenauf Orthonormalbasenab, wobei eineAnordnunggem̈aß

�$%�

erhaltenbleibt.

Beweis:

• & �('*)+�
Ist
�

eine orthogonaleTransformationund

�,+-.�./././���,.0��

eine Orthonormalbasis
von

�
, so ist auch


��
�,+-����./././�����
�,.0��1�
eineOrthonormalbasis,denn

�
ist ein Isomorphis-

mus, und es gilt:� ��
�,.23������
�,546�1� � ��� ,.2��,748� � � 9: ;�< � =�>�@? �A=1� ?  CBEDE�./././.��FHGI�DE� D(J�= �@? JKFMLCNO�P�Q.RS
 � �A�LIDE�TFULVNO�P�Q.R�
 � ��WX= �@? JKF"#
•

)+�Y'[ZS�
Es seien


�, - �./././���, 0 �
und


��
�, - ���./././�����
�, 0 �1�
Orthonormalbasenvon

�
, dann

gilt für jedes
� � 0\2^] - �E23,.2I _� :��
��� � �U` 0a 2^] - � 2 , 2cb � 0a 2^] - � 2 ��
�, 2 �A�

und damit folgt:� � 
��
����� ��� ��
��������
����� ��� 0a2ed 45] - �E2e�64 � ��
�,.23������
�,746�1� �� 0a 2^] - ���2 � � 
��
�,.23�1� � 0a 2^] - ���2 � � 
�,.23�� 0a2cd 45] - �E2e�64 � ,.2��,746� � ��� ������� ����� � 
���f#
•

ZS�g' & � Es gelte� � 
��� ��� � 
��
����� � �U "�K�
dann folgt für alle

���1hT ��
:� ����h�� ��� Di�j � � 
�(kVh��HL � � 
�(LVh���l� Di j � � 
��
�(kVh��1�HL � � 
��
�(LVh��1��l� Di�j � � 
��
���mkV��
h��1�HL � � 
��
���HLC��
�h��1� l �n� ��
��������
h��1� � # o
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Bemerkung
Es sei

���������
eine orthogonaleTransformation. Weiter seien � �
	��������������������

und�� 	�� ������������� ����� mit
����	���������

für � 	� !���������#" Orthonormalbasenvon
�

.

Dann ist die zu der inversenTransformation
��$ � �%�&�'�

bez̈uglich der Basis
�� geḧorige

Matrix ( 	)�+*,� -.� ��0/ -213� mit4-5	6� $ � � �4-7��	 �8 �
13� *,� - ���3�:9;	� !���������#"
die Koordinatentransformationsmatrix(=< /?> �
	 ( >@/BA> 	 (DC=E �GFG� von � nach

�� :E � HJI�K L� E �M � N ���
mit als

�O QP="R�
-Matrizen zu interpretierendenBasen:� ST�U%�...UV� WX 	 �8 �
13� UV����R	 �8 �
13� UV� ST �8 -@13� *Y-@� �4- WX	 �8 -@13�[Z �8 �
13� *Y-@�\UV�0] �4-5	 �� ST (=< /?> S T U �...UV� WX WX_^

Die Matrix ( < /?> heißt auchdie mit der orthogonalen Transformation
�

und der Orthonor-
malbasis � assoziierte Matrix.

Wegen ` ��+��4-7a+bJc�d_efg�hRiVj g�kOlm gon ef p?h3iqj p rslm p+tvu cwefg�h3iVj g�k j g@ryx#lm g!n!lm g!z u
folgt mit { u[| c~} x m k n m r z u#� ek0� r@h3i c��V� e!�V�0�����+��� uO� �� � � �0�����+��� u#�!�
aus der Orthogonaliẗat der Basiselemente:{ u c6���� �?��� { u � � � �?�J�
Betrachtetman analog

l�wc_� lj k r7� ek0� r@h3i mitlm r c6��� m r7� cwef k
h3i lj k r m k c efk0� g�h3i lj k r j g�kOlm g�n:� c�� n�������n#�3n
so gilt offenbarl��c�� �V��  �?¡� c6� � i� �?� c { u � � �� �?� � { u n
insbesondereerḧalt manfür

� � �?� c�� j k r.� ek0� r@h3i (und ¢ | c � �¤£+¥V¦�§�¨ ��© � ) die inverseMatrix:

� � i� �?� c«ª¬¬¬¬¬¬¬
j iO� i ����� j g�� i � j g�®3iO� i ����� � j e � i...

...
...

...j iO� g ����� j g�� g � j g�®3iO� g ����� � j e � g� j iO� g�®3i ����� � j g�� g�®3i j g�®3iO� g�®3i ����� j e � g�®3i...
...

...
...

� j iO� e ����� � j g�� e j g�®3iO� e ����� j e � e
¯�°°°°°°°± �
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Weiter gilt:

���������
	������������ ��� � �
	������ ������� � � ����� � ��� ����� ��� � ����� � � ����� � ��� ���� � � � ���� � � � � � ����� � � �
und es folgt������� ���� � ��� � � ����� ����� ����� � ��� � � ���� ���
Ist umgekehrt

� �
��� ���
eine Matrix mit� � ��� � � � �!���"� � � �$#

so ist
�

die KoordinatentransformationsmatrixdesBasiswechsels%'& � #)()()()# & �+*-, %/.�%'& � * #)()()(0# .�%'& � *1*
für eineorthogonaleTransformation

.
. Die MengederMatrizenmit dieserEigenschaftbildet

mit der Matrixmultiplikation offenbareine Untergruppevon 243 %/5 # � * :
• Für

� #�6 ��� � ���
mit

���7�8� � ���)�9� 6 � ��� 6 gilt:

� � � 6:� � � 6 � 6:� � � � � � � � 6 � % � 6 * � � � % � 6 * �
• Für

�;�<��� ��� # � � ��� � � � � gilt:

� � ��� � �"�
	����8='� � �"� �)> � � �
	���� � � � � � � � ��� � � �
	��
� = �
	���> � ���)�
	�� �

• Es ist offenbar
�����@? �� ���0? � .

I.1.3 Affine Punktr äume

Definition 6
Zu einer Menge A gebees eine Menge B von bijektiven Abbildungen C$D�A EFA , so
daß gilt:

1) Für alle
%/G � # G�H * � A IJA gibt esgenauein C � B mit C %/G � * � G�H

.
2) Es gibt VerknüpfungsabbildungenK D BLI�B�MNEOB% C #�P *-QMNEOC K P D � P$R C

und � D � I�BLM�ESB%'T # C *-QM�E T � C #
so daß

% B # K # � * ein
5
-dimensionalerreeller Vektorraumist.

Dann heißt A 5
-dimensionaler(affiner) Punktraumbez̈uglich B (oder mit zugeḧorigem

(Verschiebungs-)Vektorraum B ). Die Elementevon A heißenPunkte, die ElementevonB heißen(Verschiebungs-)Vektoren.
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Beispiel
Ist

�
ein � -dimensionalerreeller Vektorraum,so ist die Menge �������
	��������� ��� der

Abbildungen

�  � ���������� � ! �#" �$� �&% ��� �
bez̈uglich � (' % � #) �$�*� #)!+ � ('-, �/.102�43&� � und5 ��6�$�*��7  , ��� � 0 5 ��8
vermöge der linearenBijektion�9� � � ��� �  ��� �
ein zu

�
isomorpherreeller Vektorraum. Folglich ist

�
ein � -dimensionalerPunktraum

bez̈uglich � � .

Vorbemerkung (zum folgendenLemma)

Das im Anschluß zitierte Ergebnisaus[14] garantiertdie Existenzeiner Topologieauf dem
zu einem � -dimensionalenPunktraum: geḧorigenVektorraum� , bez̈uglich der die obigen
Verkn̈upfungsabbildungensowie Linearformenstetig sind.

OffeneMengenin � werdendazufür eine fest gewählte Basis  � . 01;1;1;�0 ��<=" von � vermöge
der Abbildung > �=8 < ��� �

 @? . 01;1;1;�0 ? <#"BA6����
<C D E . ?

D � D

als Bilder offener Mengendes 8 < definiert. Diese Topologie ist dieselbe,die durch jede
Norm auf � induziertwird und ist insbesondereeindeutigbestimmt.

Lemma 2
Auf jedemendlichdimensionalenreellenVektorraum

�
existiertgenaueineTopologie,sodaß

1)
�

ein topologischer Vektorraum ist, alsodie beidenVerkn̈upfungsabbildungen

• Addition zweier Vektorenund
• Multiplikation einer reellenZahl mit einemVektor

stetig sind, und
2) jedeslineare Funktional F&� �HG stetig ist.

Im folgendensei : ein � -dimensionalerPunktraumbez̈uglich � .

Schreibweise
Für

� �I�&0HJ . 02J 3 �I: mit
�  J . " �9J 3 schreibtman auch� �H�LKJ . J 3 �*J 3 � J . 0�  J . " �H�=J . %M�N�O J!. % KJ!.2J�3&�*J�3/�*J!. %  J�3 � J!. "QP6R
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Rechenregeln
Es gilt:

a)
���������	��
�����������
�����������������
�����

b) ������	 !�#" ��$ %�	� �&�	�'���$ (�)���
c)

�  "�� � �*���  "��	+%�	�����$+,"�� � �-�.� � ���  ���$+/�0��1
Beweis:

a) Für alle
�2�)�

und
����
����

gilt:���������3��
���
����������4������
056����������������������
���1
b) Für

�	�'���$ 7�8�
gilt:�� � �  ��� � �	���  �9 � � � ��  � � ���  �	� ��  � ��: �� � �  ��� � ��;9 �� � �  �)" ��  � � 1

c) Für
� � ���  ���$+7�<�

gilt:�	�	� : �� + �$ ,� ��	��� + ;=� : �	��� ��	�>� + ;?� �� + �$ @��� + � �� + �$ @���$ �1
Definition 7�	A'���	�'�>B%B%B%���$C����

heißengenaudannaffin linear unabḧangig wenngilt:

Für alle D �7E'F��%B%B%B>��G�H sinddie Vektoren ��$IJ�LKM�(� für N �7E'F��%B%B%B%��GOHQP�E D H linearunabḧangig.

Bemerkung
Die affin lineare Unabḧangigkeit der

�$AQ�%B%B%B>���$C��R�
folgt bereitsaus der linearenUn-

abḧangigkeitder Vektoren ��$A%�	�'�%B%B%B>� ��$A%�$C'� dennfür S ��EOTQ�%B%B%B%��GOH gilt��$U'� I � ��$UQ� A � �� A � I � D ��F��%B%B%B%��G'�
und somit erḧalt man:F�� VW X Y%ZX\[Y']�^ I �� U �$I$� VW X Y'_X\[Y']�^ I%: �� U �$A�� ��$A%�$I ; � ^ A �� U �$A

� VW X Y'_X\[Y'] ^ I ��$A%�$I`"#abc ^ A,� VW X Y'_X\[Y'] ^ IJd%ef ��$A%�$U
9 ^ I$��Fg� D �7E'F��%B%B%B>��G�H'P�E S H�1

Lemma 3 („O-Lemma“, [16])

Für
�$AQ�%B%B%B>��� U ���

und ^ A'�%B%B%B%� ^ U �0h mit

UiIkj3A ^ I��T ist der Punkt

�<lk��m�� UW Ikj3A ^ I �m�� I �(�
unabḧangig von

mn�8�
.
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Beweis:

Es gilt:

����� �� � �
	��
��� ��� �
� ��� ��� � � �� � �
	��

����� � ��� � � ���� ��� ��� � � �� � �
	��
��� � ��� �� � �
	��

� � � ��� ��� �� � �
	��
� � � ���

�
Schreibweise
Nun könnenaffineLinearkombinationenvon Punktenaus  definiertwerden:

Für
� 	"!�#�#�#�! � �%$  ! � 	"!�#�#�#�! � �&$�' !

�(� �
	 �
� ��)

sei�� � �
	 �
� � � � � 	 � 	 ��*�*�*"� � � � �,+

� ��� �� � �
	 �
� � � �

für einen beliebig gewählten Punkt
� $  .

Bemerkung

a) Offenbar ist �� � �
	��
� � ��� �� � �
	��.-0/

�21 � -"/
�21

für jede Permutation3 von 465 !�#�#�#�!87:9 .
b) Falls �

� ��; � < !�= � 5 !�#�#�#>!>7:! für ein ? $ 465 !�#�#�#�!>7:9 , so gilt:�� � �
	��
� � ��� � <@�

c) Für einen A -dimensionalenVektorraum B als Punktraumbez̈uglich C�D ist eine affine
Linearkombinationvon E 	 !�#�#�#�! E � $ B eineLinearkombination�� � �
	 �

� E � mit

�� � �
	 �
� �F)��

Definition 8
Eine TeilmengeGIHJ heißt konvex, wenn gilt:K ��L ! ��M $ G + 4 � L8��L � � M���M�N � L � � M

�F) ! � L ! � M�O 5 9 HPG
�

Für eine Teilmenge G HQ ist die konvexeHülle von G definiert als kleinste konvexe
Menge,die G entḧalt. Da DurchschnittekonvexerMengenkonvexsind, gilt alsoR>S0T0U
V GXW � Y

Z\[]Z_^`[6aZ ^cb�d�egfgh2i G �
�



I. 1 GeometrischeGrundlagen,Grundbegriffe und Bezeichnungen 15

Speziellheißt für affin linear unabḧangigePunkte
����������������	�
�� � � ������������	�������������������� � ������������	��� !�#" 	$ %'& �)( % � %+*** ( %!,.-0/21 � 	$ %'& �3( % �5476

dasvon den Eckpunkten
� � ������������	

aufgespannte8 -Simplex.

Ist
��9 � ����������9;:���<=��� � ������������	>�

mit affin linear unabḧangigenPunkten
9 � ����������9;:

und
-@?5AB? 8 eineTeilmengeder Eckpunkteeines 8 -Simplex,so heißt dasvon diesenPunkten
aufgespannte

A
-Simplex� 9;������������9 : �3��������������9;������������9 : �� )<�����������������������������	>�� 3�C�>D

(

A
-dimensionale)Seite oder Untersimplex von

D
. Dabei spricht mannur im Fall

ACE 8 von
einer eigentlichen Seite;

D
selbstheißt uneigentliche Seite.

Der Rand F D von
D

ist die Vereinigungaller eigentlichenSeitenvon
D

:F DG�H" 	$ %'& �)( % � %+*** ( %!,.-I/J1 � 	$ %'& �3( % �54C�)KMLN
O� - ��������� 8 �;� (QP � - 6�R
Die eindimensionalenSeiteneinesSimplexnenntmanKanten, nulldimensionaleSeitensind
offenbar Eckpunkte.

Definition 9
Für 8 , 4 zerfallendie

� 83S 4� �T AnordnungenderEckpunkteeines 8 -Simplex
� ��������������� 	 �

in
zwei Klassen,wobei ElementederselbenKlassedurch geradePermutationenund Elemente
unterschiedlicherKlassendurch ungeradePermutationenauseinanderhervorgehen. Diese
beidenKlassennenntman die Orientierungen desSimplex.

Ein Simplex
� ����������������	>�

zusammenmit einer Orientierungdes
� 8BS 4� -Tupelsder Ecken�U� � ������������	> 

heißt orientiertes Simplex; man schreibtdafür
� �U� � ������������	� ��

.

Für die zu einemorientiertenSimplex V geḧorige Punktmengeschreibtman W VXW .
Bemerkung

a) Es gilt: W � �U� � ������������	� �� W � � � � ������������	��)R
b) Ist Y �	 die Mengeder Permutationenvon

� - ��������� 8 � und��Z[��\^]_��`>a ��b ������������`�a 	 bUc W�d 
 Y �	7eBf ��g3��h3�
die Zuordnungder Orientierung,danngilt für ein orientiertesSimplex

� �U����������������	� ��
der

Orientierung
g

:��Z ]�] � `�a ��b ����������� `�a 	 bUc�c �Hi g falls d gerade
�h

falls d ungerade
R

Folglich gilt für jede geradePermutationd :j ] � `�a ��b ����������� `�a 	 bUc>k � � �U� � ������������	> ��)R
Für 8 , 4

gibt es also genauzwei orientierteSimplizes,nämlich
� �U� � ���!l����!m�n�����������	> ��

und
� �U� l ��������� m ����������� 	  _�

. Im Fall 8 � - gibt esnur daseineorientierteSimplex
� �U���� ��

.
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Definition 10
Es sei

�
ein Punktraummit zugeḧorigem Vektorraum ���

Eine Teilmenge��� � heißt (affiner) Unterpunktraumvon
�

, wenn es einenUntervek-
torraum � von � gibt, so daß gilt:

1) �
	����	�������� �	���	������ ,
2) �
	����������� �!	#"$����� .

Bemerkung (Eigenschaftenvon Unterpunktr̈aumen)

a) Affine Unterpunktr̈aumesind affine Punktr̈aume.
b) Für alle 	%��� gilt�'&(	$")�*�+&-,.	("/�10��2�3�546

wobei der Untervektorraum� eindeutigbestimmtist.
c) Für zwei Unterpunktr̈aume �7&8	$"9� und �;:�&8	�:<"9�=: von

�
gilt:�7�>� :@?BA 	#�3� : und �*�C� :+D �

d) Der Durchschnittvon Unterpunktr̈aumenist entwederleer oderein Unterpunktraum.

Definition 11
Die affine Hülle EGFIHKJML einernichtleerenTeilmengeJ einesPunktraumes

�
ist der Durch-

schnitt aller Unterpunktr̈aume �N� � , die J enthalten.

( EOFPHKJ2L ist also der kleinsteUnterpunktraum,der J entḧalt.)

Die Dimensioneiner TeilmengeJQ� � ist definiert durchR<S+T HKJML��+& T E.U�,WVM�YX�Z60 Es gibt H[V\"(].L affin linear unabh.Punktein J^4\�
Lemma 4
Ist
R_S`T HKJMLP&-a und sind 	 Z �b�b�b��	�cM�YJ affin linear unabḧangig,so gilt:EOFdHKJ2L�& e cf g+h Z�i g 	 g/jjj cf g+h Z�i g &-]@k(&(EOFdH�lK	 Z �b�b�b��	 cnm L

und folglich ist
R_S`T HoEOFIHKJ2LpL1& R_S`T HKJ2L .

Beweis:

Für V(&rq ist die Aussagetrivial.

Sei also Vts-q und �u&8	$"9� ein Unterpunktraumvon
�

, der J entḧalt.
Dann gilt � &v	 Z ";� und�	 Z 	 g �3� �5w��Y,W]W�b�b�b��V@46
folglich entḧalt � den Unterpunktraum� : �_& e 	�Z�" cf g+h � i g �	�Z�	 g/jjj i g ��x��w�&8]W�b�b�b��V k& e 	�Z�"zy�]|{ cf g+h � i g~} �	�Z�	�Z�" cf g+h � i g �	�Z�	 g�jjj i g ��x��w�&8]W�b�b�b��V k& e cf g+h Z�i g 	 g�jjj cf g+h Z�i g &-] k �
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Es bleibt noch zu zeigen:
�������

.

Sei dazu �	� � . Dann sind die Punkte ��
����������������� affin linear abḧangig und damit
die Vektoren �� 
 ���������������� 
 � � ���� 
 � linear abḧangig. Da nachVoraussetzung� 
 ����������� � affin
linear unabḧangig,also �� 
 ���������������� 
 ��� linear unabḧangigsind,gibt es ������������������� � mit

���
��"! �# $
% � �
$
���
��
$
&

Damit ist

�"!'��
)( ���
��"!*��
�( �# $
% � �
$
���
��
$
� � � &

+
Bemerkung

Der obige Beweis zeigt auch, daß die Definition der Dimension von Teilmengenaffiner
Punktr̈aumevertr̈aglich ist mit der Definition eines , -dimensionalenPunktraumes(also der
Dimensionvon Punktr̈aumenund damit insbesonderevon Unterpunktr̈aumen)am Anfang
diesesAbschnittes.

Definition 12

Eine Teilmenge
�-�/.

heißt maximaldimensional, wenn gilt:

0�132546�87 ! 0�192:4;.<7=4;> ?A@B4C�87 ! .<7 &
Definition 13

Ein , -dimensionalerpseudoeuklidischer Punktraumist ein , -dimensionalerPunktraum
.

,
auf dessenzugeḧorigemVerschiebungsvektorraumD ein PseudoskalarproduktE definiert ist.

Ein pseudoeuklidischerPunktraummit F;G 0�H�IJ4 E 7 !/K heißt Minkowski-Raum.

Falls F;G 0�H�IJ4 E 7 !"L gilt, also E ein Skalarproduktist, heißt
.

euklidisch.

Bemerkung

a) Die durch die zum PseudoskalarproduktE assoziiertequadratischeForm M�N definierte
PseudonormO�P6O N auf D induziert eine Pseudometrik auf

. Q .
:

R NTS . Q5. UJV�W4 �)��X 7�YUJVZR N 4 �)��X 7 S ! �O��[X8O N &
b) Unterpunktr̈aumeeuklidischerPunktr̈aumesind euklidisch, da sich Skalarprodukteauf

Untervektorr̈aumevererben. Unterpunktr̈aumepseudoeuklidischerPunktr̈aumemüssen
dagegennicht pseudoeuklidischsein,dadie Einschr̈ankungenindefiniterinnererProdukte
entartetseinkönnen.Der Indexeineseingeschr̈ankteninnerenProdukteskanndabeistets
nur kleiner werden.
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Vorbemerkung (zur folgendenDefinition)

Es sei
�

ein Punktraummit zugeḧorigemVektorraum� und ��� � ein � -dimensionaler
Unterpunktraummit zugeḧorigemUntervektorraum� von � . Weiter seien �	��
����
��	�����
affin linear unabḧangig.

Danngibt es für alle ����� eindeutigbestimmte����������
����
���������� �"! , so daßgilt:#� � �%$ �& ' ( � � ' ����� #� � � ' $ )+* , �& ' ( � � ' ������- #� � � �/. �& ' ( � � ' ����� #� � � '
und somit �%$0�	� . #�	��%$ ) * , �& ' ( � � ' ����� - �	� . �& ' ( � � ' �1���2� '	3
Daher definiert man:

Definition 14

Ein �4� . * � -Tupel ���	��
����
��	�5� affin linear unabḧangigerPunkte �	��
����
��	�6��� mit798 �;:��	��
���
��	�5<��+$=�
heißt (affines)Koordinatensystemvon � .

Für einen Punkt �>�?� mit�%$ ) * , �& ' ( � � ' ����� - �	� . �& ' ( � � ' �����@� '
heißt � ' ����� für AB$ * 
���
�� die A -te (affine)Koordinatevon � bez̈uglich ���	��
����
��	�5� .
Bemerkung

a) Für eine Basis ��C � 
����
�C���� von � und einenPunkt �D�E� ist ���/
�� . C � 
����
�� . C����
ein Koordinatensystemvon � .

b) Setzt man zus̈atzlich

���������/FG$ *H, �& ' ( � � ' ����� )BI �& ' ( � � ' �����+$ * - 

so heißen ����������
���
����5����� baryzentrischeKoordinatenvon � bez̈uglich ���	��
���
��	��� .

Bezeichnung

Ist ��� � 
���
��	��� ein affinesKoordinatensystemvon � , so ist der Punkt � � als Ursprungdes
von denVektoren

#�	��� � 
����
 #�	��	� aufgespanntenUnterraumesgewählt. Man schreibtdaher

für ��� � 
����
��	�5� auch J�� ��K #� � �B��
����
 #� � �	��L . Ist also �M$N� . � ein � -dimensionaleraffiner

Unterraumvon
�

, O%�P� und ��C5�
����
�C���� eineBasisvon � , soschreibtmanfür dasaffine
Koordinatensystem�4O�
�O . C � 
����
�O . C���� von � auch �4O K C � 
����
�C���� .
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Lemma 5 (Koordinatentransformation)

Es seien ���������
	���������������� ����������������
����������� � ���������� � �"! �������#$�% �'&� ���
&	 ��������
&��( �� % �)&� ��������)&��( ���*�+�
&� � �� &� � &� � � �,! �������#
affine Koordinatensystemevon - .

Für
� �.! �������# seiendie affinen KoordinateneinesPunktes

�0/ - mit 1 � ���2� bez̈uglich��� � ����������
�
und mit 1 & � ���2� bez̈uglich

��� &� �������� &� �
bezeichnet.Es gelte weiter� &� � � � 3 �4 ��5�	 1 � % � &� ( � � �.67!98 �4 ��5�	 1 � % � &� (�: � � 3 �4 ��5�	 1 � % � &� ( � �

und � &; � �4 ��5�	�< � ; � � �>= �"! �������#?�@ �)&; � ��� 3 ������ &� 3 �� &� � &; � ��� 3 �4 ��5�	 % 1 � % �)&� ( 3 < � ; (A B�C DE�F ��GIHJ � ����������>= �"! �������#�K
mit einer regul̈aren Matrix

� < � ; � ��*L ; 5�	 .

Dann erḧalt man die folgendeKoordinatentransformationsformel:MN 1 & 	 ���2�
...1 & � ���2�
OP � MN < 	Q	SR�R�R < 	 �...

...< � 	 R�R�R < ��� OP�T
	 MN 1 	 ���2� 8 1 	 ��� &� �

...1 �
���2� 8 1 �
��� &� �
OP� MN 1 	 ��� &	 � 8 1 	 ��� &� �UR�R�R 1 	 % � &� ( 8 1 	 ��� &� �
...

...1 �V��� &	 � 8 1 �V��� &� �WR�R�R 1 � % � &� ( 8 1 �V�X� &� � OP T
	 MN 1 	 ���2� 8 1 	 ��� &� �

...1 �V���2� 8 1 �V�X� &� �
OPZY
(DieseTransformationsformelfür affine Koordinatenläßtsich leicht durchKoeffizientenver-
gleich verifizieren.9)

9 Vgl. etwa[3].
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I.2 Affine Polynome

„Der leere Raumist verdammtviel besserals somanche
Materie,mit der die Natur ihn füllt.“

TennesseeWilliams

Zunächstwerdenaffin lineareAbbildungenzwischenaffinenPunktr̈aumenbetrachtet.Solche
Abbildungenbilden affine Linearkombinationenvon Punktenauf die entsprechendenKombi-
nationender Bildpunkteab. Die Definition läßtsich dabeianalogauf Vektorr̈aumeals spezi-
elle affine Punktr̈aumeübertragen.Anschließendwird im Hinblick auf denzu entwickelnden
Kalkül affiner � -Formenund derenIntegrationder allgemeinereBegriff affin polynomialer
Abbildungeneingef̈uhrt, wobei eine zu der in [5] analogeVorgehensweisegewählt wurde.
DieseAbbildungenstellensich in naẗurlicher Weiseals homogenePolynomein baryzentri-
schenKoordinatendar, wobei affine PolynomeerstenGradesgeradedie zuvor betrachteten
affin linearenAbbildungensind. Eineausf̈uhrlicheUntersuchungvon Abbildungenbez̈uglich
baryzentrischerKoordinatensowiezahlreicheTransformations-undUmrechnungsformelnfin-
den sich in [4].

I.2.1 Affin lineare Abbildungen

Definition 1
Es sei

�
ein � -dimensionalerPunktraummit zugeḧorigem Vektorraum � ,

���
ein � -

dimensionalerPunktraummit zugeḧorigem Vektorraum � � und � �	�
���
eine nichtleere

konvexeTeilmenge.

Eine Abbildung ���� �����
heißt genaudannaffin linear, wenn gilt:

Für alle ���������	��� � �����������	�! mit ���"�����$#% und ���'&(����)+* ist�-,.�������/&!�������10�)2�����3,4����05&!���1�3,4����0/6
Bemerkung

a) Für ein solches�2��� ���7�
ist auchdasBild �3,8� � 0 �� konvex.

b) Verkettungenaffin linearerAbbildungensind ebenfallsaffin linear.

Lemma 1
Sei ���9� ���:�

affin linear.

Danngilt für alle ���"�1;1;1;�����<$�=� � �����"�1;1;1;1����<	�> mit
<?@BA � � @ )C* und

<?@BA � � @ � @ �=� � :
� D <E @BA � � @ � @GF )

<E @BA � � @ �3,4� @ 0/6
Beweis: (Induktion über k)

• HC)I% : �3,�*'J�����0K)2*3J"�3,4����0K6
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•
�����

:

i) Für ���	�
�������� und ������� �
gilt offenbar��� ������� � � � �"!#���$! � � ��� ���%!&� � ��� �'! ��� ���%!�(

ii) Mit ���)�
���*�+��� sei nun �-, � ���$��� �.�'�$���*�+��� mit ��� �.�'� �/�
.

Weiter sei etwa � �10 � und damit � � �/�2� � �*3 � . Dann gilt:��� � � ! � �4 ���� �.� � �'���� � �
5 � ���� ��� �*!&� � �'���� ��� � � !
und man erḧalt��� �*! � ��� ���$�������'�$���%! � ��� ��� ���	!&���'� ��� ���%!6(

•
� �7��� !78 �:9<;

:

Es sei =>?A@ � � ? �B�
und �<, � =>?A@ � � ? � ? ��� � .

i) Zunächstsei � ? 9 � für alle CD��E	�F�%G%G%G%� �'H .
Danngibt esein CJID��E	�F�%G%G%G%� ��H mit � ?LK 0 �

, dennsonstwäre =>?A@ � � ? 9�� � � 3 �
.

Es sei ��I, ���2� � ?LK � >?LMFN �
O P P P O =%Q#R ?LK � ?*S
� � , danngilt:

��� �*! � �UT�V � =W ?A@ � � ?�XV � ?ZY� ��[\�V � W?LMFN �
O P P P O =%Q#R ? K�
?�XV � ? ��� ?LK]XV � ?LK_^`

� � [\ V ��� I [\ W?LMFN �
O P P P O =%Q#R ?LK
� ?� I XV � ?a^` ��� ?LKbXV � ?LK_^`� �dc)V ��� I XV � I ��� ?LK]XV � ?LK_e

mit � I , � V � W?LMFN �
O P P P O =%Q#R ?LK
� ?� I XV � ? � W?LMFN �
O P P P O =%Q#R ?LK

� ?� I � ? �f� �
und somit��� �*! � ��� � I � I ��� ?LK � ?LK ! � � I ��� � I !&��� ?LK ��� � ?LK !�(
Mit der Induktionsvoraussetzungfolgt:��� �*! � � I W?LMFN �
O P P P O =%Q#R ? K

� ?� I ��� � ? !&��� ?LK ��� � ?LK ! � =W ?A@ � � ? ��� � ? !�(
ii) Es sei nun etwa � ? K 0 � für CJI2�gE	�F�%G%G%G$� �'H und ��I2, �:��� � ? K � >?LMFN �
O P P P O =$Q_R ?LK � ? 3 � .

Wegen �� I � � � ?LK� I �:� � �� I 3 �1� � � ?LK� I 3 � und ���
� ? K �f� �
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ist dann������� ��
	����� � � � � �������
� � �� � � � ���� � ����� � �
�� � � � � �"!$#&%
Damit gilt:'�( � ��) � �� � '*( � ) � � � �
�� � '*( � �
� ),+
und mit der Induktionsvoraussetzungerḧalt man:

'*( � ) � � � '*( � �-) � � �
� '*( � �
� )� � � ��
	����� � � � � ������� � � �� � '*( � � ) � � � � '*( � � � ) � �� �/.0 � � '*( � � ) % 1
Lemma 2
Seien 2 + 2 # +�3�+�3 # und ! #,4 2 # wie obenmit 5�6
7 ( ! # ) �98

.

Danngibt eszu affin linear unabḧangigenPunkten
�  +�:�:�:;+ � � �"! # und beliebigenPunkten<  +�:�:�:�+ < �=� 2 genaueine affin lineareAbbildung' � !>#@? 2 mit

'*( � � ) � < � +BA �DC +�:�:�:�+ 8 %
Beweis:

1) Eindeutigkeit: Sei

' � ! # ? 2 affin linear mit

'*( � � ) � < � +EA �FC +�:�:�:�+ 8
.

Zu jedem
� �G! # 4FHJI ( ! # ) existiereneindeutigbestimmte

�  ( � )�+�:�:�:�+ � � ( � ) �LK mit�M�/.0 � � ( � ) � � und
�N� �M�/.0 � � ( � ) � � . Folglich gilt:'*( � ) � '=O �� �/.0 � � ( � ) � �&P � �� �/.0 � � ( � ) '*( � � ) � �� �/.0 � � ( � ) < �0%

Also ist

'
eindeutigbestimmt.

2) Existenz: Offenbar ist die Abbildung' � ! # � ? 2�FQ� ? '*( � ) �/� �� �/.0 � � ( � ) < �
affin linear mit

'*( � � ) � < � +,A �NC +�:�:�:;+ 8
. 1

Folgerung
Ist ! #�4 2 # eine nichtleerekonvexeMenge und

' � ! # ? 2 affin linear, so gibt es
genaueine affin lineare Abbildung R' � HJI ( ! # ) ? 2 , die eingeschr̈ankt auf ! # mit

'
übereinstimmt,für die also giltR'�S TVU � ' %
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Beweis:

Es sei
���������
	�����

, weiter seien ������������������� �
	 affin linear unabḧangig.

Dann gibt es eine eindeutigbestimmteaffin lineareAbbildung�� �"!$#&% � 	�')(+*
mit

�� � �-, �� � � �-, � �-.  / ��������� �10
Da die Einschr̈ankung

��)2 354
affin linear ist, folgt die Behauptungausder Eindeutigkeit.

Bemerkung
Ist
� 	�6 * 	

einemaximaldimensionalekonvexeTeilmengeeines 7 -dimensionalenPunkt-
raums,so ist eineaffin lineareAbbildung

�8� � 	 (9*
durch ihre Werteauf

� 7;:=< � affin
linear unabḧangigenPunkten � � �����������->?� � 	 eindeutigfestgelegt.

Lemma 3
Seien

* � * 	 ��@A��@ 	 wie oben.
� 	B6 * 	

sei einenichtleerekonvexeTeilmengeund C 	 der
Unterraumvon @ 	 mit!$#&% � 	�'  � :DC 	FE ��� !$#&% � 	�' 0
Weiter sei

�G� � 	 (H*
affin linear.

Dann gibt es genaueine lineareAbbildung IKJ � C 	 ( @ mit� � � :ML �K � � � � :MI J � L � E ��� � 	 ��L��NC 	 mit � :ML�� � 	 0
Beweis:

1) Existenz:
��

sei die eindeutigbestimmteaffin lineareFortsetzungvon
�

auf
!$# ��� 	 �

.
Für einenbeliebigen,fest gewähltenPunkt �O� � 	 sei

IKP � L � �  �� � �=:ML �-Q �� � � � E LR�NC 	 0
• I P ist linear, denn für ST��U �8VW�KL1�YXZ�[C 	 gilt:

IKP � S�L):MUTX � �� � �=: �Y� � :\S�L �-Q � � : �Y� � :MUTX �-Q � �Y�-Q �� � � � ��R] <^ � �=: ^ S�L � : <^ � �=: ^ UTX �`_=Q �� � � �
 ] <^ �� � �=: ^ S�L � : <^ �� � �=: ^ UTX �`_ Q �� � � �
 ] <^ �� �Y� < Q ^ S � �=: ^ S � � :ML �Y� : <^ �� �Y� < Q ^ U � � : ^ U � � :MX �Y�`_=Q �� � � �
 ] � < Q ^ S �^ �� � � � :\S �� � � :ML � : � < Q ^ U �^ �� � � � :MU �� � � :MX �`_=Q �� � � �Ga"� < Q S Q U � �� � � � :\S �� � � :ML � :MU �� � � :MX �`bcQ �� � � � a �� � � � :\S a �� � � :ML �-Q �� � � � b :MU a �� � � :MX �-Q �� � � � bBb Q �� � � � S a �� � � :ML �-Q �� � � �`b :MU a �� � � :MX �-Q �� � � �`b S�IKP � L � :MUTIKP � X �W0
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• Die Abbildung ist unabḧangig von
�

, dennfür ������� gilt �
	���
� :

� 	������ ���� � ��� ����� �� � � �� �� � � � ��� ��� ����� � ����� �� � � � � � � � ������
�� � � ��� �� � � � !� �#"$"%� �&�� � � � !� ��� � " � �� � � � "� � �
� � !� � " � �
� � !� ��� � "' (*) +,.- �0/�$	 �21 ,.-�35476 ���
� ���.�98:� �<; �>=
Aus

�� � ��� ��� � �� � � � � �
	 ���.�?8 � �<� �>@ � �<; �
folgt nun � � ��� ��� � � � � � � �
	 ���.�?8 � �<� �>@ � �<; � mit

��� � �<� �>=
2) Eindeutigkeit: Sei A%BC�ED�FCG � ��� � und ��BH;I�$JLK eine lineareAbbildung mit� � ��� ��� � � � � � � � ���.�?8 � �<� �>@ � �<; � mit

��� � �<� �>=
Im Fall AM�ON ist ;I�
��P*N�Q und ��ON die Nullabbildung.
Falls A%ROS ist, existierenaffin linear unabḧangigePunkte

�&T @VUVUVUW@ �&X ����� .
Damit ist � !� T �&Y @VUVUVUW@ !� T � X "

eine Basisvon ;I� und

�0� !� T �&Z5" �[�� � ��Z ��� �� � � T � @
\ �ES @VUVUVUV@ A @
wodurch � eindeutigbestimmtist.

Mit �
] ���.� BC���
	 ���.� für ein
� �<��� undalle � �<;I� mit

�%� � �<��� gilt alsodie Behauptung.^
Bemerkung

Sind _ @ _`� @ _`� � Punktr̈aume, ���baO_`� @ ��� ��ac_`� � nichtleerekonvexeTeilmengenund� Bd���&Je_ sowie f�Bg��� �&Jh��� affin lineareAbbildungen,so gilt:

�
]ji7kM���
]ml��
k @
denn für alle

� @ �� � ����� � gilt einerseits� � l#f �7� ��� ��� � � � f � ��� �.��� � � � f � � � � � k����.�2�� � � f � � ��� � �
] � �
k ���.�2�
und andererseits,da die Komposition

� lnf affin linear ist,� � l#f �7� ��� ��� � � � l#f �7� � � � �
]ji�k ���.�� � � f � � ��� � �
]ji�k ���.� =
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Definition 2
Es sei

�
ein pseudoeuklidischerPunktraummit zugeḧorigem Vektorraum � und Pseudo-

skalarprodukt� .
Eine affin lineareAbbildung ��� �����

heißtaffin orthogonaleTransformation(bez̈uglich� ), wenndie zugeḧorige lineareAbbildung 	�
��� � � eineorthogonaleTransformationist.

Vorbemerkung (zum folgendenBeispiel)

Da man jeden reellen Vektorraumals speziellenaffinen Punktraummit ausgezeichnetem
Nullpunkt betrachtenkann,dessenzugeḧorigerVektorraumzu ihm selbstisomorphist, lassen
sich die obigen Bezeichnungenund Eigenschaftenauf Abbildungen von Punktr̈aumenin
Vektorr̈aume,vonVektorr̈aumenin Punktr̈aumeundaufAbbildungenzwischenVektorr̈aumen
übertragen.Der ersteFall, Abbildungenvon Punktr̈aumenin Vektorr̈aume,soll hier näher
betrachtetwerden.

Beispiel
Es sei

�
ein � -dimensionalerPunktraummit zugeḧorigemVektorraum� und ��� � eine

nichtleerekonvexeTeilmenge. � sei der Unterraumvon � mit

����� ����������� � �"! ���#� ���%$
Eine Abbildung &'�(� �*)

in einen + -Vektorraum
)

heißt genaudannaffin linear, wenn
für alle �-,/.0�-12! � .�34,/.53617!8+ mit 34,/.536179;: und 34,<��361=�?> gilt:

& � 34,@�A,��83615�-1@����34,@& � �A,/�B�83615& � �-1@�%$
Es geltendie auf dieseSituationübertragbarenbereitsfür affin lineareAbbildungenin affine
Punktr̈aumegezeigtenEigenschaften.

Insbesonderegibt es genaueine lineareAbbildung 	�CD�E� �GF
mit

& � ���IH4�-��& � �2�A�I	�C � H4�J�K�"!L�M.0HN!L� mit ���IHO!L��$
Umgekehrtist für jede lineareAbbildung 	8�P� �QF

, jedenPunkt �"!L� und jedenVektorHR! F die Abbildung

&TS4U V=� ��W �QF
XRYW � &TS4U V � X �%�Z��H[�I	O\R]� X[^

affin linear, dennesgilt für alle
X ,@. X 1=!��M.[34,T.5361=9;: mit 34,_��361[�?> :

&TS4U V � 3 , X , �83 1 X 1 ����H=�I	 \ 3 , ]� X , �83 1 ]� X 1 ^
� � 3 , �83 1 �`H[�83 , 	 \a]� X , ^ �83 1 	 \a]� X 1 ^
��34,@&TS4U V � X ,@�B�83615&TS4U V � X 15�%$

Folgerung
Die Mengeder affin linearen Abbildungenb �c� � . F �%�Z�Rd/&e� �f�QF

affin linearg
voneinem� -dimensionalenPunktraum

�
in einenh -dimensionalenreellenVektorraum

F
ist

vermögederVektorraumoperationenin
F

ein �i� �O��>T�Aj/hk� -dimensionalerreellerVektorraum.
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Beweis:

Die Vektorraumeigenschaftensind leicht nachzuweisen,und esgilt offenbar:���������
	
����������������������������������������������������	
���������������������� �!�� � ����� � ���� � ����� � �������"�#�� � 	
��� � ���� � 	
��� � ����$ � �#�����%����	&����� � ���� � �#�����%����	'���(� � �
für alle

��)*	,+.-0/0��12)�34��)5� � )�� � +�1
und

 � )� � +�6
mit
 � �7 � �98

.

Seiennun
���:)�;�;�;�)���<�+ 1

affin linear unabḧangigePunkte,und sei =�> ��)�;�;�;�) >:?A@ eineBasis
von

3
.

Dann ist =:B�C DFE�GIH�J�H�K )58 HMLNH�O @ mitB C D ����P!��QR�TS >UD falls J �$V�)G sonst
für G%H V HWK eineBasisvon

-0/0�(12)�34�
, dennjedes

�.+.-0/0��12)�34�
ist durch����� C �X� ?Y D*Z �  C D > D ) J � G )�;�;�;�) K mit

 C D +[6�) GIH�J�H�K )58 HMLNH�O )
eindeutig festgelegt,und es gilt:����� C �X� ?Y D\Z �  C DU>UD �

?YD\Z �  C DUB�C D ��� C �� ?Y D\Z �
<YP Z � �P D]B P D ��� C ���_^`

?YD\Z �
<YP Z � �P DUB P Dbac ��� C ��) J � G )�;�;�;�) K

sowie ?Y D\Z �
<YP Z � � P D B P D � G$d ^` ?YD\Z �

<YP Z � � P D B P Dbac ��� C �X� G ) J � G )�;�;�;�) K
d ?Y D\Z �

<YP Z � � P D B P D ��� C �X� G ) J � G )�;�;�;�) Kd ?Y D\Z � � C D > D � G ) J � G )�;�;�;�) Kd � C �5�$��������� CR? � G ) J � G )�;�;�;�) K�e f
Vorbemerkung (zur folgendenDefinition)

Ist B Qhg�i_g�j eine lineareAbbildung zwischenendlichdimensionalenreellenVektorr̈aumen
und > +Tg�j fest gewählt, dann istB�k Qhg7l�i2g jm�nl�i B k � m ��QR� > � B � m �
affin linear. LineareAbbildungensind alsospezielleaffin lineareAbbildungen(mit > � G ).
Die obigeBezeichnungderzu eineraffin linearenAbbildunggeḧorigeneindeutigbestimmten
linearenAbbildung wird daherübernommen:

Definition 3
Für eine lineareAbbildung B Qhg7i_g�j zwischenreellenVektorr̈aumen

go)�g�j
sei pXq QR� B .
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I.2.2 Affin polynomiale Abbildungen

Definition 4
Es sei

�
ein � -dimensionalerPunktraummit zugeḧorigemVektorraum� und ��� � eine

nichtleerekonvexeTeilmenge.Weitersei � ein endlichdimensionalerVektorraumund � eine
naẗurliche Zahl mit �	��
 .
Eine Abbildung �������� heißtgenaudannaffin polynomial(affinesPolynom)vom Grad
� , wenneseine in jederKomponenteaffin lineare( � -fach affin lineare) Abbildung

� ��������������� ��� ����! #"
$ ���

gibt, so daß gilt:

�&%('*)!+ � %('-,�.�.�.�,/'� ��� ����! 0"
)213'54���6

Die Menge der affin polynomialenAbbildungen von � nach � vom Grad � wird mit78� %9�:,;�*) bezeichnet.

Speziellsei noch
78< %9�:,;�*) die Mengeder konstantenAbbildungenvon � nach � .

Bemerkung

a)
7 %9�:,;�*)=>+ 7@? %9�:,;�8) ist die Mengeder affin linearenAbbildungenvon � nach � .

b) Es gilt:

7 < %9�:,;�*)-� 7 ? %9�:,;�8)!� 78A %9�:,;�*)-� 7*B %9�:,;�*)-�C�����
und damit

7 � %9�:,;�*)-� 7 �EDGF %9�:,;�8)213��,EH*��I8,
dennfür jede � -fach affin lineareAbbildung

� J� � ��� und H*�KI ist auchdie (in den
letzten H Komponentenkonstante)Abbildung L� M� �NDOF $ �P� mit

L� %Q' ? ,�.�.�.�,/' � ,/' �NDR? ,�.�.�.�,/' F )->+ � %(' ? ,�.�.�.;,/' � )
in jeder Komponenteaffin linear.

Lemma 4
Ist �5S�T�U� eine affin polynomialeAbbildung von Grad � , so gibt es eine � -fach affin
lineare symmetrische Abbildung

V J�W�X�����G�Y�� ��� ����! 0"
$ ���5,

für die gilt:

�&%('*)!+ V %('-,�.�.�.;,/'� ��� ����! 0"
)Z13'54���6
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Beweis:

Setztman mit den Bezeichungender Definition���������
	�	�	������������������������� � ! � ��" �$# ��	�	�	
��� ��" %#�&(' ������	�	�	
����*),+-�
so ist

�
symmetrisch,� -fach affin linear, und es gilt:��������	�	�	����.�/��������������� � ������	�	�	����.�� � ������	�	�	����.�0�213���.� ' �4),+-5 6

Bemerkung

Es sei
17)48  �9+:�
;.�

und13�%�.�/�<��������	�	�	����.� ' �4),+
für eine � -fach affin linearesymmetrischeAbbildung

�
.

Sind nun
��=���	�	�	
����>?),+

affin linear unabḧangig,so gilt mit @ =���	�	�	�� @ >.)0A�� >BCED = @ C � � :

1GF >� CED = @ C � CIH �J�KF >� CED = @ C � C ��	�	�	�� >� CED = @ C � CIH� >�CEL�D = @ CEL �KFM� CEL � >� CED = @ C � C ��	�	�	
� >� CED = @ C � CIH�N	�	�	O� >�CEL�D =QP�P�P >�C � D = @ CEL P�P�P @ C � ����� CEL ��	�	�	
��� C � ��5
Folglich läßt sich

1
als „Linearkombination“ (mit Vektorenaus

;
als Koeffizienten!) der

Monome R
@ S�T= P�P�P @ S�U> VVV3W =���	�	�	
� W > )YXZ=�� >� CED = W C � �\[

schreiben.Da
�

symmetrischist, sind dabeidie KoeffizientendiesesPolynomsin baryzen-
trischenKoordinaten@ = ��	�	�	�� @ > für ein festes

�%]Z^ � � -Tupel
��� = ��	�	�	
��� > �

durchdie Werte����� CEL ��	�	�	
��� C � ��)Y;4��_?`Ja � ` P�P�P `<a  `b]
festgelegt.Diesevon @ =���	�	�	�� @ > unabḧangigenKoeffizientenlassensichwiederumin eindeu-
tiger WeisealsLinearkombinationenbez̈uglich einerBasis

��c � ��	�	�	
��c�d*�
von

;
darstellen.Sei

dazu
��c�e� ��	�	�	
��cOed � die dualeBasis,dannsind die Komponentenfunktionen

1�����	�	�	��
1 d
mit13�%�.�/� d� CED � c eC �%13���.���Qc C � d� CED � 1 C ���.�Qc C ' �4),+
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Polynomein denbaryzentrischenKoordinaten
�����������������

mir reellenKoeffizienten:	 
 �� �� � � ������������� �� 	 � 

�� �� � � ����������� �� ��� ��

���� 
 ���� ! � ����� ����"# � � �� ����� � ��"�$&% � �� ��������� � ��"�' �(��� ������ �� 

���� # � ����� ����"# � � �� )����� � ��"�� �� %#$*% ���� ��������� ����" '+' �(��� �

, 	 � 
 �� �� � � � � � ��� ���   � ����� ��� "  � � �� ����� � ��"�$ � % � �� ��������� � ��"�' �.- �(/ ���������10
mit Komponentenfunktionen

$ � ��������� $ �
von

$
bez̈uglich der Basis

% ��� ��������� � � '
:$*% � � ��������� ��2 ' � �� ���� �3�� %#$*% � � ��������� ��2 '+' � ����� ���� $ � % �4� ��������� � 2 ' �5�768�4� ��������� � 2:9<;>=

Sind umgekehrt
	 � ��������� 	 � 9@? 2 % ; ��A '

affine Polynomeund sind

$ � ��������� $ �CB ; 2ED AF -fach affin lineare Abbildungenmit	 � % � ' � $ � % � ��������� �G H�I J2�KMLON ' 6P� 9<; �&Q �(/ ���������10R�
so gilt: �� ���� 	 � % � ' �5�)� �� ���� $ � % � ��������� � ' �5�)� B $*% � ��������� � '
mit einer offenbar F -fach affin linearenAbbildungen

$ B ; 2SDUT
. Damit folgt:	 B �V�� ���� 	 ���5� 9W? 2 % ; � T ' =

Die obige Definition affiner Polynomesoll nun mit der nachfolgenden̈ublichenDefinition
homogenersowienichtnotwendigerweisehomogenerPolynome10 in Zusammenhanggebracht
werden.

Definition 5X
sei ein endlichdimensionalerreeller Vektorraum.

Eine Abbildung Y B X
DZT

heißt homogenes Polynom vom Grad F , wenn es eine in jeder
Komponentelineare Abbildung[ B X(\ ����� \]XG H�I J2�KMLON ^ D_T
10 Vgl. [5]
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gibt, so daß gilt:���������
	���������������� ��� �������� ����� �"!$#
Eine Abbildung

�"%!'&)(
heißtPolynom vom Grad * , wennes für + �',��������-� * homogene

Polynome
�/.0%�!1&2(

vom Grad + gibt, so daßgilt:�3�4�/57648�8�8/69� � #
Bemerkung
Es sei nun : der zu ;=< �?>@� geḧorige Vektorraum.

In [4] wird unter Verwendungder letztenDefinition eine AbbildungA % ;=< �B>@��&)C
als homogenesPolynom * -ten Gradesbez̈uglich einesEntwicklungspunktesD 5 � ;=< �B>@�
definiert, wenn die AbbildungA�E/F %G� AIH7JKE/F % :ML &NC�POL & A � D 5769���
mit J E/F �����%G� D 5�69� � ;=< �B>@�Q�R� � : undJ�SUTE/F � D �7%G� DVL9D 5 � : � D � ;=< �B>@�
ein homogenesPolynom * -ten Gradesist.

Nicht notwendigerweisehomogenePolynome(genau)* -ten Gradeswerdendannin üblicher
Weiseals Summe A � A 5 6'8�8�8�6 A � homogenerPolynomeA 5/�������-� A � % ;=< �B>@��&)C
vom Grad

,���������� * mit A �"W�1, eingef̈uhrt.

Motiviert durch die Gleichheitder KardinaliẗatX3Y0��Z 5 ����������Z\[/�7�"] [-^ T5 ___ [` .GaU5 Z . � *�b �dcfe 6 **hg
und der DimensiondesVektorraumsder Polynomehöchstens* -ten Gradesüber einem e -
dimensionalenVektorraumwird dannnachgewiesen11, daßsich jedesreellwertigePolynom
höchstens * -tenGrades12 alshomogenesPolynomgenau * -tenGradesin baryzentrischenKo-
ordinatendarstellenläßt. Weiter wird gezeigt,daß für jedesPolynom i �'j � �B>k�-C�� die
Koeffizientender Monome in baryzentrischenKoordinatenbez̈uglich einesaffinen Koordi-
natensystems

� D 5 �������-� D [l�Y0mn F5 8�8�8 mnlop qqq pr sGtUu�v sUwVx�y
unabḧangig vom Entwicklungspunktz u sind. Durch AnwendungdieserErgebnisseauf die
Komponentenfunktionender am Anfang diesesAbschnitteseingef̈uhrtenaffin polynomialen
Abbildungenerḧalt man damit folgendesResultat:
11 Vgl. [4].
12 Im Sinneder Definition in dieserBemerkunggem̈aß [4, 5].
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Lemma 5
Die Menge

���������	��
�������
deraffin polynomialenAbbildungen� -tenGradesvon

���	��
�
nach�

ist vermögeder Vektorraumoperationenin
�

ein reeller Vektorraum.

Ist ����������� ��
�
und

��� ���"!"!"!"��� #$�
ein affinesKoordinatensystemvon

���	��
�
, %&��������� �'���

und
��(*)"�"!"!"!���($+,�

eine Basisvon
�

, so ist die Menge-/.1032$4�65"5"5 0 2*7#98 5 (;:<<<,= � �"!"!"!�� = #�>9? � � #@ A�B � = A �C� �EDF>HG*I$�"!"!"!�� %KJML
eineBasisdiesesVektorraums,wobei

.1032$4�N5"5"5 032 7#98 die Monomein baryzentrischenKoordi-
natenbez̈uglich desaffinen Koordinatensystemssind. Es gilt:����� �O� � �����P��
�������1� ��% 5 Q �SRT��VU6W
Folgerung
Da wegen ����� ��
� �6� stetsauchein affines Koordinatensystem

��� ���"!"!"!"��� #$�
mit Punkten� �$�"!"!"!1� #/>X


gewählt werdenkann,gilt die Aussageentsprechendfür
� � ��
Y���/�

. Folglich
gibt es für jedesaffine Polynom Z >H� � ��
Y�����

eine eindeutigbestimmtesaffines Polynom[Z >�� � �����	��
�������
, dasauf



mit Z übereinstimmt.

Vorbemerkung (zur Definition der Ableitung)

Währendim klassischenInfinitesimalkalk̈ul AbbildungenzwischenBanachr̈aumenbetrachtet
werden,könnenfür polynomialeAbbildungenzwischenendlichdimensionalenVektorr̈aumen
Ableitungenrein algebraisch,ohneVoraussetzungder Vollständigkeitund Normiertheit, so
eingef̈uhrt werden,daßdieserAbleitungsbegriff mit demanalytischenvertr̈aglich ist.13 Dabei
ist ausschlaggebend,daßverschiedeneNormenauf den betrachtetenVektorr̈aumenauf den
gleichenAbleitungsbegriff und die gleichenAbleitungenführen. Eine beliebigeNorm auf
einemVektorrauminduziert dabeistetsdiejenigeeindeutigbestimmteTopologie,bez̈uglich
der alle Vektorraumoperationenund linearenFunktionalestetigsind.14 Desweitereninduziert
jedeNorm auf einemVerschiebungsvektorraumin naẗurlicherWeiseeinenDistanzbegriff auf
dem zugrundeliegendenaffinen Punktraum.

Im Anschlußsoll nun in Anlehnungan die üblicheVorgehensweisedie Ableitung affin poly-
nomialerAbbildungeneingef̈uhrt werden.Für dieseBetrachtungenkönnenalle Vektorr̈aume
als normiertund vollständigvorausgesetztwerden.Desweiterensind aufgrundder Stetigkeit
der Vektorraumoperationenalle polynomialenAbbildungenstetig.15

Zur Berechnungder Ableitung sei dazu �/\ I
und ]K��^`_ �

ein homogenesPolynommit] ��(3� �ba ��(M�"!"!"!���(c d"e f�hgjilk �nmo(p> ^
für eine � -fach lineareAbbildung ab�j^ � _ �

.

Setzt man nun wie im affin linearenFallq ��(*)��"!"!"!"��( � � ��� I�*r @s$t*u�v a . ( s$w )'x �"!"!"!���( s$w � x 8 mo(*)��"!"!"!"��( � > ^ �
13 Ableitungenvon PolynomenohneVoraussetzungnormierterVektorr̈aumewerdenin [27] betrachtet.
14 Vgl. dazudasLemmaauf Seite12.
15 Zur Stetigkeitvon Polynomen(im Fall endlichdimensionalerVektorr̈aume)vgl. [5].
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so ist
���������
	

eine � -fach linearesymmetrischeAbbildung mit������������������������������� �!�#"
Üblicherweisedefiniertmanfür $ ��� �!� die Ableitung von

�
in $ in Richtung

�
durch:% �'& (��������)+*-,.0/�1 �2 $43�5 ���267�2 $ �5 "

Nun gilt: �2 $43�5 �������� $43�5 �8��������� $43�5 ������� $ �������9� $ �: ;�< =>@? (�A 3CB � D�ECF �� $ �������9� $ � 5 �G�: ;�< =.0H I ? (KJ L L L J (KJ M�A 3CB �N ECF �� $ �������9� $ � 5 �8� 5 �@�: ;�< =.+OPH I ? (KJ L L L J (KJ M9J MPA 3 F�F�F
F�F�F 3RQ �� 6 D�S F �� $ � 5 �8��������� 5 ���: ;�< =.0TVUKWXH I ? (KJ M9J L L L J M�A 3CB �� ECF �� 5 �8� 5 �G��������� 5 ���: ;�< =.0TPH >@? M�A "

Darausfolgt:% ��& (������� � F �� $ �������9� $ �����3 )+*+,.0/Y1�Z 5 FK[ \  $ ����� 3�5 \ FK[^]  $ ����� 3 ����� 3�5P_@`�a FK[ _  $ �����Xb
mit nicht von 5 abḧangigen

[ a  $ ��������������� [ _  $ �����Y�c	 und damit% ��& (������� � F �� $ �������9� $ ������"
(Für � � D erḧalt man speziell

% ��& ( ����d�#�2����
, für � ��e gilt

% ��& ( ����d�#e
.)

Sei jetzt f �Cg4���hjikmln���9	�� ein affinesPolynom,o der zu
hjikmln�

geḧorige Vektorraumundf'pKq � o 6��r	�4s6�� f p@q ������-� f Xt 1 3 ���
daszugeḧorige Polynombez̈uglich einesEntwicklungspunktes

t 1 �!hjikmln� . Danngilt:

f Pu 3�5 ���26 f Xu��5 � f B t 1 3 vt 1 u 3�5 � E 6 f B t 1 3 vt 1 u E5� f p@q Bwvt 1 u 3�5 � E 6 f p@q Bwvt 1 u E5
XxG�

für alle
u#�yhjizmln�

,
� � o und 5Y{�|e . DieserZusammenhangist dabeioffenbarunabḧangig

vom Entwicklungspunkt,denn mitf p W ������-� f �t a 3 ��� B � f B t 1 3 vt 1 t a 3 � E � f p@q B}vt 1 t a 3 � E�E ��� � o
für einenweiterenEntwicklungspunkt

t a �|hjikmln� erḧalt man:

f Pu 3�5 ���26 f Xu��5 � f p@q Bwvt 1 u 3�5 � E 6 f p@q Bwvt 1 u E5� fdp q B}vt 1 t a 3 vt a u 3�5 � E 6 fdp q B}vt 1 t a 3 vt a u E5� fdp W B vt a u 3�5 � E 6 fdp W B vt a u E5 "
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Gilt nun
���������	��
�	�������� �	��
� mit homogenenPolynomen

�	��
����������� �	��
��������� vom
Grad � ����������� und symmetrischenAbbildungen � �� � ��� � � � mit

� �� ��!#"%$ � � �� �&!#" �������&� "' (�) *��+-,/.
$�01"�2 �3�-4 �65 ���������7���

so gilt für 8 � "92 � :

:;� �� �=< >%!#"�$ � � �:;� �� �=< >=!#"�$ � 4?� � �� ��! 8 �������&� 8' (�) *�A@CBD+-,E.
� "�$ �	4 �65 ���������7�

und folglich (unter Verwendungder Ableitungsregelfür Summen):

:;�	� � < > !#"�$ �9:GF�� �� � �H�����
� � �� �7I�< > !#"�$
� �J
�LKMB
4?� � �� ��! 8 �������&� 8' (�) *�N@?BD+-,E.

� "�$-O

Wegen
!QP=$

setztman dahernaheliegenderweise:
:;� < R�!#"�$ � �9:;�	� � <TS� � R !#"�$

� �J
�LKMB
4?� � �� ��!6UV ��W ��������� UV ��W' (�) *�N@?BD+-,E.

� "�$-O

Definition 6
Es sei X ein Y -dimensionalerPunktraummit zugeḧorigem Vektorraum Z , []\^X eine
nichtleerekonvexeTeilmengeund � der zu _a` ! [ $ geḧorige Vektorraum.Weiter sei � ein
endlichdimensionalerreellerVektorraumund � einenaẗurliche Zahl mit ��b � .
Für c 2ed � ! [ �&� $ sei

� � _f` ! [ $ �g� das (eindeutig bestimmte)affine Polynom mit� < h � c . Weiter sei

� � ���9� �� � �H�����=� � �� � �f�i�j�

daszu
�

geḧorige Polynombez̈uglich einesEntwicklungspunktes
V � 2 _f` ! [ $ mit homo-

genenPolynomen

� �� � �������&� � �� � �f�i�j�

vom Grad � ���������7� und symmetrischenAbbildungen � �� �T�k� � �l� mit

� �� ��!#"�$ � � �� �&!#" �������&� "' (�) *��+-,E.
$�01"�2 �3�-4 �65 ���������7� O

Für
V 2 [ und

"92 � heißt
: c < � !#"�$ � �9:;� < � !#"�$ � �9:;� � � < S� � � !#"�$

� �J
�LKMB
4?� � �� �&!mUV � V ��������� UV � V' (�) *�N@?B�+-,E.

� "�$	2 �

Ableitung von c an der Stelle
V

in Richtung
"
.
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Die Abbildung����� ���	��
������������������� �!�"�#�$�
linear%&�'�	���(�)�*&+�)���,�(�.- /0�1�32!4�'�	���(�5- /�647��89�

heißt Ableitung von
�

.

Bemerkung

a) Für eine affin lineareAbbildung
��8;:����<���+�

gilt�)�6&>=�4?���>�)�6&+�@=�A�B	�647�DC�&E8F�<�G4(8F�
mit

&,=�4�8F�
mit einer eindeutigbestimmtenlinearenAbbildung

A�B0�H�I�J�
.

Nun ist
�K�L�NM.=O��P

mit� M �*Q+�����,�)�6&+�)�)� P �*Q+�)���,�)�*Q+�R�0�)�6&+�SCTQ�8F�
und � M/ �647�N�>� M �6&>=�4?���>�)�6&+�)�� P/ �647�N�>� P �6&>=�4?���>�)�6&,=�4?�R���)�6&+���>A�B	�647�DC�4(8F�

mit
&,=�4(8F��U

Es folgt: �(�5- / �647�N�>� P/ �647�N�>A B �647�DC�&E8F�<�)4(8F�
und somit (als konstanteAbbildung

�(���V�W2;&X'�	�JA B
)�(��YOA B U

b) Für ein konstantesaffines Polynom
��8;:�M ���<�����

ist�(���>Z�� ���	��
5�[�����������&�'�	��A�B�YOZ��"�32!4�'�@�\Z(89�EU
c) Für ]!^ Z

und festes
408_�

ist die Abbildung�(�)�*47��� ���	�$�&�'�	���(�5- / �647�
ein affines Polynom vom Grad ] �O`

, denn��a)/[b[- c?�647�N� de f g PRh@i[j
f
/[b �6k@��lmlmlm�Gkn omp qf

r Pts�uwv
�G47�

mit
� h ��` �

-fach linearenAbbildungenk�'�	� j
f
/[b �6k@�mlmlml��Gkn omp qf

r Pts�uwv
�G47��� h ��`[�mlmlml�� ] U

Vorbemerkung (zur Definition höhererAbleitungen)

EssollennunhöhereAbleitungenaffin polynomialerAbbildungeneingef̈uhrt werden.Da für
endlichdimensionalereelleVektorr̈aume

�
und

�
auch


5�[���������+�
ein endlichdimensionaler

reellerVektorraumist, kanndazuder obeneingef̈uhrteAbleitungsoperatorauf die Abbildung�(�
angewandtwerden. So erḧalt maneine rekursiveDefinition höhererAbleitungendurch

mehrfacheAnwendungdes Operators
�

.
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Definition 7�
sei ein � -dimensionalerPunktraummit zugeḧorigemreellerVektorraum� , ��� � eine

nichtleerekonvexeTeilmenge,� der zu �	��
��� geḧorige Vektorraum, � ein endlichdimen-
sionalerVektorraumund � eine naẗurliche Zahl mit ����� .
Für einenaẗurliche Zahl ����� ist die � -te Ableitung von ��������
�� �!�� definiertdurch

"$# �&%('
)* + ��%,��-.�/� �0'����" �1%,�2-.354768
��9�!�:�� �0'<;=�" #?>A@ 
 " ���%,�2-.35476 # 
��9�!�:��B�C�ED$�

wobei 354769F	
��9�!�: für GH��; definiert ist durchdie rekursiveVorschrift

35476 @ 
��9�!��C%('�35476I
��9�!�� und354769F,
��9�!��C%('�35476KJL�9�M354769F >A@ 
��9�!�:ON:�PGQ��D�R
Bemerkung

a) Für �I�/�TS/� und fest gewählte U @ ��V�V�VWU # �X� ist die Abbildung"$# ��
YU @ ��V�V�V��MU # �% ��Z[-\�]<^Z[- " # �5_ `�
YU @ aV�V�V!
YU # 
ein affines Polynom vom Grad �:Z�� .
Insbesondereist

" # ��
YU @ ��V�V�V��MU #  für �T'/� konstant,und es gilt:" # �K'��cb9�0SE�:R
b) Ist de%f�,��
����-g� das(eindeutigbestimmte)affine Polynommit d=_ hi'e� und

d�`kj5'�dTl` j0mEn�n�nom d �` j %,�p-\�
das zu d geḧorige Polynom bez̈uglich eines Entwicklungspunktes

] l �q�,��
��� mit
homogenenPolynomen

d l`7j ��V�V�V!�!d �`7j %,�p-\�
vom Grad �f��V�V�V!�M� und symmetrischenAbbildungen r #` j %s� # -t� mit

d #` j 
YUu0'er #` j 
YUa��V�V�V!�MUv w�x y#�zC{}| ~b9U$�����C�0'<;7��V�V�V��M�:�
so gilt für �����=S�� , ] ��� und U @ ��V�V�V!�MU # ��� :" # �5_ `C
YU @ ��V�V�V��MU # C' " # d�` j _=�` j ` 
YU @ ��V�V�V��MU # 

' �� F�� # G n 
�G�ZE;7 n�n�n 
�G�Z�� m ;k n r F ` j 
<�
] l ] ��V�V�V!���] l ]v w�x yF >[#�zC{�|

�MU @ ��V�V�V!�MU # �R
c) Eine ausf̈uhrlicheBehandlungder Ableitungenvon Polynomensowieexplizite Umrech-

nungsformelnzwischenkartesischenund baryzentrischenKoordinatendarstellungenfin-
den sich in [4].
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I.3 Multilinearformen

„Warum kann uns nicht jemand ein Verzeichnis der
Dinge geben, die jeder denkt und keiner sagt, und eines
derjenigen, die jeder sagt und keiner denkt?“

Oliver WendellHolmes

Eswird derreelleVektorraumderMultilinearformensowiedessenUntervektorraumderalter-
nierendenMultilinearformeneingef̈uhrt undnebenderBehandlungderüblichenalgebraischen
Operationendasobeneingef̈uhrtePseudoskalarproduktfür Multilinearformenverallgemeinert.
Anschließendwird die kanonische� -Form definiert,die eineStandard-Orientierungauf dem
zugrundeliegendenVektorraumund damit auf dem affinen Punktrauminduziert. Durch die
verallgemeinerteinnereMultiplikation mit der kanonischen� -Form wird schließlichdie Du-
alitätsabbildungdefiniert,die eserlaubt,die Vektorr̈aumeder � -fachenundder

� ��� ��� -fachen
alternierendenMultilinearformenals zueinanderdual aufzufassen.

I.3.1 Grundbegriffe

Im folgendensei

• � ein � -dimensionalerreeller Vektorraumund

• �
	 für ���� die Mengeder Permutationenvon ����������������� , d.h.

� 	���� ��� � ������������������������������������� bijektiv �! 

Definition 1

a) Eine Abbildung " � �$#&%�%�%'#(�) *�+ ,	'-/.10
�32 heißt genaudann r-fach multilinear, wenn "

linear in jeder Variablen ist.
SolcheineAbbildung " heißt(r-fache) Multilinearform, die Vielfachheitr heißtauchder
Grad von " . Die Mengeder � -fachenMultilinearformenwird mit 4(	��65 bezeichnet.

b) Eine � -facheMultilinearform "7�$4 	 �65 heißt genaudannalternierend, wenn für jede
Permutation�8�8�
	 gilt:

":9<;�=�>@?BAB����������;�=�> 	 ADC �FE<GIH�J � �K�L%�" � ; ? ����������;�	��NMO; ? ����������;�	P�(�F Q 	 �65 bezeichnetdie Mengeder alternierenden� -fachenMultilinearformen.
c) Speziell sei noch

QSR �65 �I� 2 und 4 R �65 �I� 2 .

Bemerkung

a) 4 	 �65 ist ein reellerVektorraumvermögeder Addition und Multiplikation in 2 :� "FT�UV� � ; ? ����������;�	�� �W� " � ; ? ����������;�	��LT�U � ; ? ����������;�	��S��<X "!� � ; ? ����������; 	 � �W� X %�" � ; ? ����������; 	 � mit "6��UY�(4 	 � 5 � X �Z2[ 
b)

Q 	��65 ist ein Untervektorraumvon 4(	��65 , denn für "6��U\� Q 	��65�� X �]2 und �]�Y�
	
gilt offenbar:� "FT�UV��9<; =�>^?<A ����������; =�> 	 A C �FE<G@H�J � �K� � "$T�U!� � ; ? ����������;�	��S��<X "!��9<;�=�>^?<AB����������;�=�> 	 A<C �FE<G@H�J � �K� �<X "_� � ; ? ����������;�	��/ 
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Definition 2
Für

����������������	�
���
wird dasTensorprodukt

����������������	�
��	����
definiertdurch� ����������������	�� ��� ����������� � 	����! ���� ��� ����������������	 ��� 	��#" � ����������� � 	$
��&%

Das äußere Produkt
� ��' ����� ' � 	 
�( 	 � �

wird definiert durch� ��� ' ����� ' ��	�� ��� ����������� � 	����! &)+*�, � ��- ���/. �0� 	-21 .43 � " � ����������� � 	$
��&%
Bemerkung
Die so definierten ProduktehabenfolgendeEigenschaften:

a) Falls für
� � ����������� 	 
5� �

und
� � ��������� � 	 
�

mindestenseineder Bedingungen6�7 �98:
5;�<����������0=?>�� 7�@ A8B�
mit

� -C �/. �6�7 �D8E
5;�<�����������=�>�� 7�@ A8B�
mit

� -  �� .

erfüllt ist, so gilt stets� ��� ' ����� ' ��	�� ��� ����������� � 	��� �FG%
b) Falls

)?H2I ��JLKNM�OP��� � ��������� � 	 �0�RQS=
ist, gilt:T M�O+U�V�� � - ��� . �0� 	-21 .W3 �0X Q&=ZY[)?*�, V�� � - �\� . �0� 	-21 .W3 �0X  �FY � ��� ' ����� ' ��	�� ��� ����������� � 	��� &FR%

Insbesondereerḧalt man für
=]_^& _)?H2I � �$�

:� � ��' ����� ' � 	 � ��� � ��������� � 	 �� �F`" � � ��������� � 	 
��Y[( 	 � �  �F`"E=a]�^�%
Schreibweise
Im folgendenwird dasAuslasseneinesFaktorsin mehrfachenProdukten,einesElementesin
Mengen,etc.,durchein DachüberdemauszulassendenElementbezeichnet,alsoz. B.:��� ' ����� 'cb��- ' ����� ' ��	$�! &��� ' ����� ' ��-!dP� ' ��-!e�� ' ����� ' ��	��; � ����������� b� -\��������� � 	�>Z�! f; � ����������� � -2dP��� � -!e������������ � 	�>Z%
Lemma 1
Es sei

�Lg � � ��������� g �h � eine Basis von
� �

.

Dann ist für
<jik=�il^

m g �.9n ��������� g �.9o�p <ZiA8q�����������D8/	$i&^�r
eineBasisdesVektorraumsder

=
-fachenMultilinearformen

� 	 � �
. Insbesonderegilt für die

Dimension:

dim
� ��	�� � �� �^ 	 %

Beweis: Siehez. B. [22].

Bemerkung
Ist
�Lg ����������� g h �

eineBasisvon
�

mit zugeḧoriger dualerBasis
�Lg � � ��������� g �h � , so gilt:�f s�0t .Dn 1 u u u 1 .Do t h � �Lg .Dn ��������� g .Do ���Nv g �.Dn ��������� g �.DoLw "x�y
� 	 � � %
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Definition 3

Der alternierende Anteil einerMultilinearform wird definiert durchdie Abbildung

���������
	��������	���
������������������������������	����! #"$&%�'(&)�*�+&,.-�/�0 ��12�23��54.� (�6 �.7 ����������� (�6 	.7.8:9

Bemerkung

Offenbar ist
��������;<�

für alle
�>=@? 	 � 

alternierend,denn

������������4.��A 6 �.7 ������������A 6 	.7.8  ,.-�/�0 �.BC�D�����������E���&��������������	��GFH�&��������������	�=I�J��B5=LKM	 9
Desweiterengilt

������N O +�PRQ  -TS N O +�PCQ , die Abbildung
�����

ist alsoeineProjektion.

Beispiel

Für
�<�������������U	L=V� 

gilt

� �UW 3�3�3 W � 	  $&% 3���������� �UX 3�3�3 X � 	 ���
denn es ist ���<� W 3�3�3 W �U	������&��������������	��< S�Y �D���2Z.���\[]�E�

	Z�^ [`_2� '(�)&* + ,.-�/�0 ��12�23��<�&4.� (�6 �.7�8 3&3�3�3&3��U	&4.� (�6 	.7�8a b�c d6�e&f�g2h h h gDe&+ 7 ��iEj.k fTl ^ m m m ^ iEj.k +Tl � $&% 3����������<� X 3�3�3 X �U	������&��������������	�� 9
Rechenregeln (für äußereProdukte)

Es seien
�<�������������U	�=@� 

. Dann geltendie folgendenRegeln:

a) Für
�����JnJ=o� 

und p � p nJ=rq
gilt:�<� W 3�3�3 W �UZ�sD� W 4 p �ut p n � n 8 W �UZ!v2� W 3�3�3 W �U	 p � �UW 3�3�3 W � Z�sD�UW � W � Zwv2�UW 3�3�3 W � 	t p n � �UW 3�3�3 W � Z�sD�UW � n W � Zwv2�UW 3�3�3 W � 	 9

b) Für
1x=yK 	

gilt:

� (�6 �.7 W 3�3�3 W � (�6 	.7  ,.-�/�0 ��12�23�� �UW 3�3�3 W � 	 9
c) Für z Z �w 

	{[`_2� p Z [ � [ ��|� " ��������� $ � mit p Z [ =}q���|E��~��}�&�&�����������&�&� gilt:

���U�L�������
�J���u�����2���2� �]� ���� ���2� ���<�U�L�������5�U���
d) Aus

� � �o� �
für � �����@�&�������������&� und �: �¡� folgt

� � �¢�����&�
� � �o£
.
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Lemma 2
Es sei

����� ���������������	�

eine Basis von � � .

Dann ist für ��������� � �������������� � ����! "�$# �&% ����� % #('&�)�+*
eine Basis des Vektorraumsder alternierendenMultilinearformen , ' � � . Insbesonderegilt
für die Dimension:

dim
� ,+'-� � 
/.10 � ��2�3

Beweis: Siehez. B. [22].

Bemerkung
Ist
��� � ����������� 	 


eineBasisvon � mit zugeḧoriger dualerBasis
��� � ������������� �	4


, so gilt:5 . 6�87 ����9;: : : 9<��� 7 	 5 �=� ��� ����������� ��� 
 �?> � ���� �@�����4� � ����8ACB 5ED , ' � � 3
I.3.2 Äußere Produkte von Multilinearformen

Definition 4
Für zwei Multilinearformen

5FDHG '-� � und I DHGKJ � � wird dasTensorprodukt5)L I D@G '�M J � �
definiert durch� 5)L I 
-�=N � ���������-N '�M J 
+OP. 5 �=N � ���������-N ' 
 � I �=N '�M � ���������-N '�M J 
 B N � ���������-N '�M J!D � 3
Das äußere ProduktzweieralternierenderMultilinearformen

5FD ,+'-� � und I D , J � � wird
definiert durch5 � I OP. � �!Q�R 
-S� S R SUT!VXW � 5)L I 
 D ,+'�M J � � 3
Bemerkung

a) Das äußereProduktzweier alternierenderMultilinearformenist wegen5 � � 5�Y .[Z � T&VXW � 5 � L�5\Y 
 B 5 � � 5\Y]D � �
vertr̈aglich mit dembereitsdefiniertenäußerenProduktzweierLinearformen.

b) DieseDefinition desäußerenProduktesalternierenderMultilinearformenliegt aufgrund
des folgendenZusammenhangesnahe:
Für

5 � ��������� 5 ' � I � ��������� I J D � � � 5 OP. 5 � �������4� 5 ' � I OP. I � �������4� I J gilt:

T&VXW � 5)L I 
/. � S R S� �!Q�R 
-S � 5 � �@������� 5 ' � I � �@������� I J 
 3
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Beweis: (zu Teil b) der Bemerkung)

Für ����������������	�����	�
���������������	�
����� gilt einerseits��� ����������� � 	��������������������� � � � ����������� 	�
��� "!$#�% &' � � � � ��� ����� � 	 � � ��� ��� � � ��� ����� �� � � ���
...

...
...

...� � � � 	�
���(����� � 	 � � 	�
���)��� � � 	�
���)�����*�� � � 	�
��� +, -.�/�0�132�4�57698;: ��< � � �;=�� .�> ��?�@ �;�����;� � 	;=�� .�> 	�?�@ ��� �;=�� .�> 	�
��7?�@ �;�����$��� $=�� .�> 	�
�7?�@
und andererseitsACB % �D�"E ��� � � � ����������� 	�
��� F��GIHKJ ��L -.�/;0�132�4 5�6M8�: ��< � ���"E ����= � .�> ��? ����������� .�> 	�
��?�@ F��GIHKJ ��L -.�/;0�132�4;5�6M8�: ��< � � =�� .�> ��? ����������� .�> 	�? @ ��� =�� .�> 	�
���? ����������� .�> 	�
�7? @ F��GIHKJ ��L -.�/;0�132�4 5�6M8�: ��< � &' -N�/;0�1 5�6M8�: �7O � � �;= � .�>3N�> ��?3?�@ �;�����;� � 	;= � .�>3N�> 	�?D?�@ +,��P -Q�/;0�4 5�6M8�: ��R �����;= � .�> 	�
 Q�> ��?3?�@ �;�����;����$= � .�> 	�
 Q�> �?3?�@�SUT
Nun gibt es für Permutationen

< ��V 	�
� ,
O �WV 	 und

R ��V  stetseineeindeutigbestimmte
Permutation X< �YVZ	�
� mit� X<�� F � ��������� X<���GIHKJ �7�  ��<���O;� F ��� ��������� <��7O;��G �7� � <��DGCHKRZ� F ��� ��������� <��DGCHKRZ��J �7��� T
Dabei gilt: 5�6M8�: � X< �  5�6M8�: ��< ��� 5�6M8�: �7O ��� 5�6M8�: ��R � T
Es folgt ACB % �D�"E ��� � � � ����������� 	�
��� G L J L��GIHKJ ��L -.�/;0�132�4;5�6M8�: ��< � � �;=�� .�> ��?�@ �;�����;� � 	;=�� .�> 	�?�@�����$= � .�> 	�
��7?�@ �;�����;����;= � .�> 	�
��?�@ G L J L��GIHKJ ��L ��� � ��������� � 	 ��� � �����������  � � �;��������������	�
� � T [
Bemerkung
Man erḧalt im obigenBeweisinsbesondereden Zusammenhang��� � ��������� � 	 ��� � �����������  � � �;��������������	�
� � FG L J L -.�/;0�132�4;5�6M8�: ��< � � = � .�> ��? ����������� .�> 	�?�@ ����= � .�> 	�
��7? ����������� .�> 	�
��?�@\T
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Folgerung
Für

���������
	�����������
	
und ��� ��������� � ��������� gilt allgemein:� ������ � ��� ��������� � �������

 �"!$#&% ��'! ' % ')(�*$+-, � �/.��� � � � ��������� � ����� �
 01�2�3�465�7"8"1�9-:6;-<�= = = <�1�9 4 ;1�9 465 :6;-<�= = = <�1�9 465�7 ;

>�?A@�B �"C ���ED ��F�G ��H ��������� ��F�G � H"I ( JD ��F�G ��� �KH ��������� ��F�G ����� H"I�L

Beweis:

Es gen̈ugt,
�NM  � � � (�(�( �O� � und

�M   � � (�(�( �P � mit
� � ����������� � �� � ���������� � ��� 	

zu betrachten. Wegen� ������ � ��� ��������� � �������
 Q! ' % ' 0

F�R�S 465�7
>�?A@�B �"C �T� D ��F�G ��H ��������� ��F�G � H I (  D ��F�G ��� �KH ��������� ��F�G ����� H I

bleibt nur zu zeigen:0
F�R�S 465�7

>�?A@�B �"C �T� D ��F�G ��H ��������� ��F�G � H I (  D ��F�G ��� �KH ��������� ��F�G ����� H I
 ! ' % ' 01�2�3�465�7U8�1�9V:6;A<�= = = <�1�9 4 ;1�9 465 :U;-<�= = = <�1�9 465�7 ;

>�?A@�B �"C �"� D ��F�G ��H ��������� ��F�G � H I (  D ��F�G ��� ��H ��������� ��F�G ����� H I L
Sei dazu

C �XWT�����
, dann gilt:Y�CZ� Q ����������� CZ�U! ��[
\ Y�CZ�"!
# Q ����������� CZ�U!$#&% ��[  Y Q ��������� !
#&% [ L

Nun gibt es genauzwei Permutationen] ��WT� , ^ ��WT� , so daßgilt:CZ� ] � Q ���`_ (�(�( _ CZ� ] ��! �K� und
CZ�"!
# ^ � Q ���`_ (�(�( _ CZ�U!$# ^ �U% �K� L

Definiert man nun a �XWT�����
mit

a � Q ��������� ! � !
# Q ��������� !
#&% ��M  � ] � Q ����������� ] �"! ��� !$# ^ � Q ����������� !
# ^ �U% �K�
so ist �"Ccb a � � Q ��������� !
#&% �  �"CZ� ] � Q �K����������� CZ� ] �"! ����� CZ�U!
# ^ � Q �K����������� CZ�"!
# ^ �U% �K�K� L
Es gilt also

aed � � Q ��������� ! � !
# Q ��������� !
#&% � D ] d � � Q ����������� ] d � �"! ��� !
# ^ d � � Q ����������� !
# ^ d � �"% � I
und >�?A@�B �"C �  >�?A@�B D �"CJb a � b a d � I  >�?A@�B �K�"Ccb a �K� ( >�?A@�B � ] � ( >�?A@�B � ^ � L
Es folgt: 0

F�R�S 465�7
>�?A@�B �"C �f��D ��F�G ��H ��������� ��F�G � H"I ( JD ��F�G ��� �KH ��������� ��F�G ����� H"I

 01�2�3 465�7 8"1�9-:6;-<�= = = <�1�9 4 ;1�9 465 :U;-<�= = = <�1�9 465�7 ;
>�?A@�B �"C � 0g�2�3 4h 2�3 7

>�?A@�B � ] � >�?A@�B � ^ �T��D ��F�GAijG ��H6H ��������� ��F�G-ijG � H6H"I
( JD ��F�G ���Tk G ��H6H ��������� ��F�G ���Tk G � H6H"I 01�2�3�465�7"8"1�9-:6;-<�= = = <�1�9 4 ;1�9 465 :U;-<�= = = <�1�9 465�7 ;

>�?A@�B �"C � ! ' % '���D ��F�G ��H ��������� ��F�G � H"I ( JD ��F�G ��� �KH ��������� ��F�G ����� H"IlL
m
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Bemerkung (Eigenschaftendes äußerenProduktes)

Für alle
���������
	��
��������
	������������
	

gilt:

a) Homogeniẗat: ��� ����� ��� �� � �!�"� ���#$�&% � � � ��' ,
b) Assoziativiẗat: � ���#����(�)�*�+� � ,�-�.� ,
c) Distributivität:

�,� � 0/1�.�����,�.0/1���-� und � ��/0$�2�#�����,�-�*/00�#�
,

d) Alternierendheit:
�+�34� �65�7 � �68 � ��(� .

Bemerkung

a) Aus d) folgt
���.�9� 5 ���.�:�<; für

�*�1� � � 	
mit ungeradem= . Aber es gilt zum

Beispiel für > 	? � > 	@ � > 	A � > 	B �<� 	 :��> 	? � > 	@ / > 	A � > 	B �2� ��> 	? � > 	@ / > 	A � > 	B ����C > 	? � > 	@ � > 	A � > 	B�D
b) Die Vereinigung

EF�6G ? ����� 	 hat durch dasäußereProduktdie Struktur einer graduierten

Algebra. Da das äußereProdukt für die dieseAlgebra erzeugendenDualbasiselementeH 	 @ �JIJIJIJ� H 	E antikommutativist, ist
EF��G ? � � � 	 eine Grassmann-Algebra.

I.3.3 Innere Produkte alternierender Multilinearformen

Es sei nun zus̈atzlich ein PseudoskalarproduktK auf
�

gegeben:L6M � MON�P Q ��R.� 52S '
��T � > ��U52S L T � > N�P D

Vorbemerkung (zur folgendenDefinition)

Durch den durch K induziertenIsomorphismus
�+V > U 5WSX> P �1� 	 mit> P ��Y ��� L > � Y N P % Y �.�

erḧalt man ein Pseudoskalarproduktauf
�
	

:L6M � MON�P Q � 	 R.� 	 5WS 'Z T P � > P6[ U 5WS�\]T P � > P�^ P Q � L T � > N P D
DiesesProduktsoll nun zu einemPseudoskalarproduktfür alternierendeMultilinearformen
verallgemeinertwerden.Sei dazu =`_<7 , danngilt für > @ �JIJIJIa� > � � Y @ �JIJIJIa� Y � �(� :Z > P@ �.IJIJIb� > P� [ ��Y @ �JIJIJIa� Y � ����c]dJe Z > Pf ��Yhg � [ �fji g G @��c]dJe Z L > f � Y g N P [ �fji g G @��c]dJe Z Y Pf ��>kg � [ �fji g G @� Z Y P @ � MJMJM � Y P� [ ��> @ �JIJIJIJ� > � � D
Setzt man

\!> P@ � MJMJM � > P� � Y P @ � MJMJM � Y P� ^ P Q ��c]dJe Z L > f � Ylg N P [ �fji g G @ �,c]dJenm \]>
Pf � Y Pg ^ Pao

�
fji g G @ �
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so ist für fest gewählte �����������������
	�� die Abbildung��������� � � � ������ ��� � ��������� � ����� "!$# �&%��')(�(�(&' � %� � � % ��')(�(�(&' � %�&* %
offenbar + -fach multilinear und alternierend,womit die Abbildung# ��%��')(�(�(&' � %� � ( * % ��, � % ��')(�(�(&' � %��- �  "!$# ��%��')(�(�(&' � %� � � % ��')(�(�(&' � %�&* %
linear und eindeutigbestimmtist. Hierzu verwendetman.0/2143 ��5 ���76 � 6�8:9 .0/;1 ��5 ���76 � 9 ,=< + -
und die Injektivität16 der Zuordnung#0� %��')(�(�(&' � %� � ( * % �  "! ��������� � � � �����>
Analog zeigt sich, daßfür fest gewählte

� ����������� � �?	@� die Abbildung�A �� ��� � � � A �� � � ���������������&� ��� "!$# ��%��')(�(�(&' � %� � � % ��'B(�(�(&' � %� * %+ -fach multilinear und alternierendist, und damit ist die Abbildung# ( � � % ��'B(�(�(&' � %� * % ��, ��%��')(�(�(&' � %� - �  "!$# ��%��')(�(�(&' � %� � � % ��')(�(�(&' � %� * %
linear und eindeutigbestimmt.

Man hat somit alsoeine wohldefiniertesymmetrischebilineareAbbildungC ( � (ED % � 5 � � 6GF 5 � � 6�!IH �
die für + 9KJ mit dem Pseudoskalarproduktauf � 6 übereinstimmt.

Es bleibt noch zu zeigen,daßdieseAbbildung nicht entartetist. Sei dazu
��L ����������� L�M � eine

Orthonormalbasisvon � mitC�L�N � LPO D % 9RQS T J falls U 9WVYX <  @Z�[ .0\�] �_^ � � J falls U 9WVY` <  aZ�[ .0\�] �_^ � �b
sonst �

danngilt mit J
X U �dc (�(�( c U � X < und J
XeV �dc (�(�( c V � X < :# L % N � ')(�(�(�' L % N � � L %O � ')(�(�(&' L %O � * % 9 .0\�f , C�L N2g � L Oih D % - �j�k lEm �94n
o J falls p�U ����������� U ��q 9 p V ����������� V ��q:�b
sonst >

Da r L %O � ')(�(�(�' L %O �tss J:XWV ��c (�(�( c V � X <�u eine Basis von
5 ��� 6 ist, folgt damit die

Behauptung.

16 Vgl. dazu[22].
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Definition 5
Es sei

��������	�	�	�	� �
��
� eineBasisvon  � und für ��������� seien � ���������  � mit���  �"!$#"%'&)( ( ( &*#'+'! � � #"%-, . . . , #"+0/$1 � �# %32 /	/	/ 2 � �# +'45�� �  �'!*#"%-&)( ( ( &*#"+-! � � #"%', . . . , #"+0/$1 � �#"%32 /	/	/ 2 � �#"+'456
Das(durchdasPseudoskalarprodukt7 auf  induzierte)Pseudoskalarprodukt von � und �
ist definiert durch8 � ���:9�;:< �  %>=@? %-A�B B B A ? + =@C%>=ED %-A�B B B A D + =@C �0F %-, . . . , F + / �HG %-, . . . , G + /@I
J	KML
N � �FPO � � �GRQ>S ;"T �#	, UWV3� 6
Speziell für �X��Y und Z �"[\�]��^  � �`_ sei

8 Z �"[39-;�< ��Z / [ .

Bemerkung

a) Wie bereitsgesehenist dasPseudoskalarproduktalternierenderMultilinearformenwohl-
definiert,alsoinsbesondereunabḧangigvon der gewähltenBasisvon  � , und stimmt für����� mit demdurchdasPseudoskalarprodukt7 auf  induziertenPseudoskalarprodukt
auf  � überein.

b) Für �a��� ist dasobige Produktdie eindeutigbestimmtebilineareAbbildung auf dem� -dimensionalenVektorraum � �  � , so daß für jede Orthonormalbasis
�-b � �	�	�	��� b � � von gilt: 8-b � � 2 /	/	/ 2 b �� � b � � 2 /	/	/ 2 b �� 9 ; � �'c � ��dfe	g�h�i	j ;"k 6

c) Ist auf  ein Skalarproduktgegeben,so ist auchdasobendefiniertePseudoskalarprodukt
auf � �  � positiv definit.

d) Für eine Orthonormalbasis
�-b � �	�	�	�	� b � � von  mit8-b F � b GE9 ; �mln o � falls p0�rqs�t� cvu�w I
J	x$y>z
{�|}5~ falls �0�r�s�]� }����$�
�	� y>z�{�|�

sonst |
und � � ��"�$�"�'�)� � � �*�'�'�*� � y��	� � |	�	�	�	|��	� � {3�$�-�	�� �3� �	�	� � �	�� �'� |� � ��'�*� � �)� � � �*� � �*� � y'�	� � |	�	�	��|��	� � {3� � �	��"� � �	�	� � �	��"�'�5������  �
erḧalt man wegen�	�¡ �`¢ ��£¡ falls �0¤\� }v���$�
�	� y>z�{�|} ��£ ¡ falls �0�t� }v���$�
�	� y>z�{
für dasPseudoskalarproduktvon

�
und

�¥ � | �:¦ £ � ��'� ¡ � �)� � � � ¡ � �*� � y-� ¡ � |	�	�	��|�� ¡ � {3� � y'� ¡ � |	�	�	��|�� ¡ � {��y }5~ {-§©¨ �	ª ¨ �'« ¬ ¬ ¬ « �'"® ¡P¯"° ��±$²f³�´�µ-¶	· £'¸ º¹
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Vorbemerkung (zur folgendenDefinition)

Für
���������	��


mit
�������


seienMultilinearformen ����������� und ��������� �����
gegeben. Dann ist die Abbildung!#"%$ &' ����� �)(+*�,-.(+* !)"%$ &0/ -01 '3254 ��6 - � �87:9
offenbarein linearesFunktionalauf � � � � . Da dasobendefiniertePseudoskalarproduktnicht
entartetist, gibt esnun eineeindeutigbestimmteMultilinearform ; "%$ & �<� � � � , so daßgilt:!)"%$ &0/ -01 2�4 ��6 - � �87�9 2�= - � ; "%$ &0> 9@? - �8����� �)A
Man erḧalt damit eine AbbildungB ' ����� ��� �)C ����� �)(+* ����� �/ � � � 1D.(+* B / � � � 1 '32 ; "%$ & A
Definition 6
Für


�E��FE��FE��
definiert man das innere Produkt durchB ' � � � � C � � � � (+* � ��G+� � �/ � � -01D.(+* BIH � '32 B / � � -01 A

Lemma 3
Das innereProduktgen̈ugt der folgendenrekursivenVorschrift:

(1) Für
�8���F��


, �J������� � und KL�	��MN� � 2 , istBIO � 2 KFP�� A
(2) Für � � - �5��Q�� � 2 � � istBIH � 254 � � - 7:9 A
(3) Für R �5� Q ���TSU�


, � Q �V���:W�� � , � S �V���IXN� � und
- �V� Q � � istBIH / �DQY6F� S 1 25/ BIH �DQ 1 6F� S � / ( R 1 �:W �DQY6 / BIH � S 1 A

(4) Für
���L� Q ��� S ���U�L


mit
� Q �U� S ���

,
- Q#�8� �:W � � , - S �8� �IX � � und ���8� � � � istBIH W�Z H X � 2 BIH X / BIH W � 1 A

Beweis:

1) Für K�� , und
- � �[�5���N� � gilt:4 K\6 - � �87 9 2�4 K - � �<7 9 2 K 4 - � �<7 9 254 - � K]�<7 9^ B O � 2 K]� A

2) Für � � �[���QN� � und K�� , gilt:4 ��6FK � �87:9 2 K 4 � � �87�9 2�_ K � 4 � � �87:9a` 9^ B " � 2�4 � � �87 9 A
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3) Es reicht, diese Eigenschaftfür Basiselemente��������	�
�
�����
��� der Multilinearformen
bez̈uglich einer Orthonormalbasis� �
�
�
�
�
�
������� von � mit� � � ����������� � !�" falls # �%$'&)(+*-,�.0/�1
2 �43 �5�* " falls # �%$'67(8*9,�.0/�1
2 �43 �:�;

sonst �
nachzuweisen.Sei dazu<>= ��� �? �:@ = ��� �? � �A�
�
�B�A� �? DCBEGFH� �I � = ��� ���� �J�
�
�B�K� ��� � IML�= �	� ���DCH� �J�
�
�B�K� ���DCBE:N
Dann gilt: � < �A@O� I �P� I L � � �>Q0� �? �A� �? � �A�
�
�B�K� �? DCBEDFH� ��� �� � �J�
�
�B�K� �� DCBE�R �
DieserAusdruckverschwindetnur dannnicht, wenn gilt:

• S+TH# � �
�
�
��� #�UWV�X
Y �[Z�\	] und
• TB^ � ^ �H�
�
�
�
� ^ UWV�X`_ � Y � TH# ���
�
�
�
� # UWV�X Y .

Andererseitserḧalt man mit obiger Regel (3):a�b � I � � IML �P� UWV�Xc��de� � * " � � _ �Hf � ? ��� � gih �0j � ���� �J�
�
�B�lk�
�� gm�J�
�
�B�K� ���DCBE�n9N
Damit verschwindet

� @O��a4b � I �P� I L �`� � nur dannnicht, falls gilt:

• S+TB^ � �
�
�
�
� ^BUWV�X`_ � Y �oZ�\�]O* " ,
• ^�pqTH# � �
�
�
�
� #�UWV�X�Y und
• TB^ �H�
�
�
��� ^ UWV�X`_ � Y � TH# �
�
�
�
��� # UWV�X YBr�TB^0Y .

Da die Bedingungen,unterdenendie beidenAusdr̈uckenotwendigerweiseverschwinden,
offenbaräquivalentsind, gen̈ugt die BetrachtungdesFalles,in dem

� < �K@O� I � � IML � �
und

� @O��a4b � I �P� I L �`� � nicht verschwindenmüssen.Die obigenBedingungenseienalso
erfüllt, und es sei ^ � # � für ein $ p�T " �
�
�
�
�sZ5\-] Y . Danngilt:� @O��a4b � I � � IML �`� � � � * " � � _ � � � � ? ��� ? � � � � * " �WtPuWv�w�u ? �Wx y y y x ? DCBEDFH�Wzs{ v�| � _0}G~����W�
� �`� z�H�W�B.�� ^ � �
�
� ^BUWV�X`_ �# � �
�
���# � �
�
� #�UWV�XH�
und andererseits� < �A@O� I � � IML � � � � * " � tPu � w�u ���Wx y y y x ��DCBE�zs{ � | � _0}G~������H� �s� z �H�W�B.�� ^ � ^ � �
�
� ^BUWV�X`_ �# � �
�
� #�UWV�X � N
Damit folgt:� < �A@O� I � � IML � � � � @O��a4b � I � � IML �`� � �
und da a4b � I � � IML � eindeutigbestimmtist, ist die Regel(3) verifiziert.

4) Es gilt: � @O��a4b ��� bH� I �P� � � < � � <�L ���A@O� I � �� � < � � � <�L �A@��s� I � �� � < L �A@O��a b � I � �� � @O��a4bB� � a4b � I �`� � N �
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Bemerkung

a) Faßtman die äußereMultiplikation mit
����������	

als Abbildung
 �������������� 	���� ����� � � 	������ ��� �
auf, so ist dies die zur innerenMultiplikation mit

��! �����"� � � 	#�$� ����� 	�%��$� �! ��& � 
 �(' �)�
adjungierteAbbildung bez̈uglich desPseudoskalarproduktes*  ' ,+"- . Es gilt also für zwei
Multilinearformen

� �������.	
und / �����"� � �.	

:* ��� �)' / +"- & �! �0�1 / & �!1 
 �! / � & * �)' �! / +2-43
b) Mit der obigenrekursivenVorschrift zur BerechnungdesinnerenProduktesfolgt dessen

Distributivität ausder Bilinearität desPseudoskalarproduktes5 :
Für 687:9 und

� ' �#;<�=� � �.	 '<�)'�� ;��=�����.	 '4>?'�> ;<��@
gilt:�2ACB 1 � BED 1 D F � & �2AGB 1 F ��H �2ACBED 1 D F �&�>  � 1 ��H > ;  � 1 D �

und �!1#I > ��H > ; � ;�J & �!1 
 > �(��H �!1#I > ; � ;�J&�>  � 1 ��H > ;  � 1 � ; 3
Beispiel
Es sei K�7ML und


"NEO 'QPQPQPQ' N�R �
eine Basisvon

�
.

Mit 5QS T � &VU N - S ' N -TXW - &A�Y$Z\[^] F * N S ' N T + - '4_�'\`a&cbd'QPQPQPQ' K ' gilt dann:

�!e"fg 0 e"fhji N -k � N -l � N - m�n& � e fh i � e fg i N - k � N -l � N - m�n�n& �!e"fhji�i �!e"fg N - k�n � N -l � N - m � N - k � i �!e"fg i N -l � N - m�n�n�n& �!e"fhji 5 O k  N -l � N - m � N - k � i 5 O l  N - m � N -l  5 O m n�n& 5Eo l 5 O k N - m � 5Qo m 5 O k N -l � 5Qo k 5 O l N - m H 5Qo k 5 O m N -l H 5Qo m 5 O l N - k � 5Qo l 5 O m N - k& 
 5 O l 5Qo m � 5 O m 5Qo l � N - k H 
 5 O m 5Qo k � 5 O k 5Qo m � N -l H 
 5 O k 5Qo l � 5 O l 5Qo k � N - m 3
Bemerkung
Bez̈uglich einer Basis


"N 	 O 'QPQPQP�' N 	R �
von

�.	
und Basenp N 	T g �qQQd� N 	T\r.s b4tu` O�v QQ v ` � t K�w von

����� 	 '?x(t 6 t K '
berechnetsich das innere Produkt von� & yO�z${�g"|�} } } |${�~�z$R � I N { g 'QPQPQPQ' N { ~�J  i NQ	{ g ��QQd� NQ	{ ~ n ������� 	 '��& yO�z${ g |�} } } |${��"z$R � I N { g 'QPQPQPQ' N {���J  i N 	{ g ��QQ�� N 	{�� n ������� 	
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für ����� wie folgt:���	��
 ����������� � � �������������� � �! #"#"#"# � � ��$ �&%�'( �*),+#+#+-) �&%�'(/.) �&%�'( ��0 ����1 � ��� � � ��1324���� ��� 1 �  #"#"#"5 � 132 $ + �56 1 �87 +#+#+ 7 �#6132:9
 ����������� � � ����������;�!� � �! #"#"#"# � � ��$ � % '( �*),+#+#+-) � % '(/<) �&%�'(/. 0 ����1 � ��� � � ��1324���� ��� 1 �  #"#"#"5 � 132 $+>=� ?A@ *B�CED-F ?HG  +JI � 6� �  � 61�K�L!M + � 61 � 7 +#+#+ 7ON� 61 K 7 +#+#+ 7 � 6132 9
 ��&P ( ��Q-R R R Q ( � PTS�&PTU � Q-R R R Q U 2 PTS�;��� � �5 #"#"#"5 � � ��$ + � ��� 1 �  #"#"#"# � 132 $ + �V K ��W X X X W K 2ZY�[ V U ��W X X X W U 2ZYK �]\T��Q-R R R Q K 2 I �#6� �  �#6? � L!M +^+#+#++#+#+J+J_ � 6� �  � 6? �T` M +ba�cHd^egfih   #"#"#"# h =j   #"#"#"# j =
k � 6? �]\T� 7 +#+#+ 7 � 6? 2ml

Für den Fall, daß B � 6   #"#"#"# � 6� F die duale Basis zu einer OrthonormalbasisB �   #"#"#"# � � F vonn
ist, erḧalt man:� � ��
 ��&PTU ��Q-R R R Q U 2 PTS�&P ( � Q-R R R Q ( � PTS W �&P ( �]\T� Q-R R R Q ( 2 PTSV ( ��W X X X W ( 24Y�[ V U ��W X X X W U 2ZY �;��� � �5 #"#"#"5 � � ��$ + � ��� 1 �  #"#"#"5 � 132 $

+ B�CEDTF�o V ?Hp V !q r r r q s Y!t ��KAu�� Gwvyx5z#{�|#} M�~ Y +#a�cyd-e f�� # #"#"#"5 � =j T #"#"#"5 j =
k � 6� �]\T� 7 +#+#+ 7 � 6�&2 l

Bemerkung

a) Für �   �8����� = n 6 gilt:� � # � �5� M 
 � �  7 D  � �T� M 
 � D  ��� � � �#� M 
��&� � � �  
und somit folgt die Symmetrie:�&� � � � 
 � � # � �#� M 
 � � �  �  � M 
��&� . �  l

b) Für eineBasis B � # #"#"#"# � � F von
n

mit zugeḧoriger � -Basis B � M   #"#"#"# � M � F von
n 6

und�  
��  � M � � 7 +#+#+ 7 � M � 2  � � 
�� � � M� � 7 +#+#+ 7 � M�&2 �i� = n 6
erḧalt man speziell:�&� � � � 
��  + � %��� 2 ),+#+#+-) � %��� � 0 � � � M� � 7 +#+#+ 7 � M�&2 9
��  � � + � % �� 2 ),+#+#+-) � % �� .	� =�1 @  B�CEDTF 1 G  � � � �5 � ��U � M � M��� 7 +#+#+ 7 N� M��U 7 +#+#+ 7 � M� 24�
 "#"#" 
��  � ���� p^� 2 a�cyd-e B��8F I � � �  � ����� �]� L5M +^+#+#+^+JI � � 2� � ����� 2 � L!M
��  � ���J�#� 0 � � � UT � ��K � M 9 = 1#q ?A@  
 � � # � �5� M 
 � � �  �  � M 
��&� . �  l
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I.3.4 Orientierung und kanonischen-Form

Definition 7
Es sei ����� und � die Mengeder (geordneten)Basen ���
	������������� von � .

Für zwei Basen ������� 	 �������� � ����������� 	 �������� � ����� sei

� �� 
��!�" #$� �"&% #(')	+*-, 	 mit �."/� �0
#(')	 !1#("2�$#3�54)� � ������ �

der Basiswechsel.Dann heißen � und �
• gleich orientiert, wenndie Determinante687�9/� � � desBasiswechselspositiv ist,
• entgegengesetzt orientiert, wenndie DeterminantedesBasiswechselsnegativist.

Durch die (offensichtliche)Äquivalenzrelation„gleich orientiert“ erḧalt man eine eindeutig
bestimmte(disjunkte)Zerlegungder Basenin zwei gleichm̈achtigeÄquivalenzklassen

���:�<;>=? � , �
so daß für @A�CB
DE��FEG je zwei Basen �����H�I�<J gleich orientiert sind. Diese beiden
Klassenheißendie Orientierungen auf � . Die Elemente ���>�<; heißenpositiv orientiert,
die Elemente �A�K� , negativ orientiert.

Ein orientierter Vektorraum ist ein Vektorraum � mit gewähltenOrientierungen� ;>=? � ,auf � .

Bemerkung
Die Bezeichnungmit � ; ( � , ) sowie mit positiv (negativ) ist dabeiwillk ürlich und kann
ebensoausgetauschtwerden.

Schreibweise
Für einen orientiertenVektorraum � bezeichne

�L�M�N�O���<;5���N�P=? � , ���N�
die Zerlegungin positiv orientierteund negativorientierteBasen.QSRNT �L�M�N�OUVBSF � ��D � G sei die durchdie OrientierungeindeutigbestimmteAbbildung mit

Q
R ���8�O��W D � falls �P�A� ; ���N�O�F � falls �P�A� , ���N�OX
Da durchAuszeichnungeinerOrientierungauf einerBasis �Y�Z�L���N� eineOrientierungauf
ganz � festgelegtist, wird im folgendeneineOrientierungauchdurch �����+[S� mit [\��B
D � ��F � G
und Q
R ���8�Y�][ bezeichnet.

Vorbemerkung (zur kanonischen� -Form)

Für eine Basis ���S	���������
�8� von � mit zugeḧoriger ^ -Basis ���
_	 ��������S_�8� von �5` sowie^ " # T �baM� " ��� #1c _ läßt sich wegendYe�f� _	-gLh�h�h
g � _�i d<e�:j�� _	Og�h�h�h
g � _� ��� _	Og�h�h�hSg � _�lk _ �f687�9/�M^ " # � �"&% #(')	
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eine � -Form
�������	� 
 
 
 � �	������������

definierendurch

�����	��� 
 
 
 � �	������ �� ��� �� "!$#&%(' )+* �' � )-,/. ���1032.�465"5"534 0 2
�87

Für diese � -Form gilt

9;:=<�> ��? @ @ @ ? > �A �����	��� 
 
 
 � �	�B���DCB�����	��� 
 
 
 � �	��	EB�����	��� 
 
 
 � �	��	F
2
� �G �� "!$#&%"' )+* G �� "!$#&% ' ) * ��H � 7

Für eineOrthonormalbasis#�I(. EJ"J"J"E I � * von
�

erḧalt mandenZusammenhangmit demIndex
desPseudoskalarproduktes% . In diesemFall ist����K��	� 
 
 
 � K����� I 2 .�465"5"534 I 2 �

� #	L � *;M�NOP;Q � 2
� I � . 465"5"534 I ��

und man erḧalt:9 :=<�R ��? @ @ @ ? R �A ����K���� 
 
 
 � K����� C ����K���� 
 
 
 � K���	EB����K��	� 
 
 
 � K��� F
2�TS I . E I .BU

2
5V5"5"5V5 S I � E I � U

2
� #	L � *;M�NOP;Q � 2

� 7
Nun ist eine � -Form

�
wegen ��W�XY# � � �Z� * � � durch die Gleichung9 : �D� #	L � *;M�NOP;Q � 2

�
bis auf dasVorzeicheneindeutigbestimmt.Daherwird

�
nochfolgendermaßennormiert:

Definition 8

a) Auf
�

sei eine Standard-Orientierung dadurchfestgelegt,daß eine beliebige,aber fest
gewählte Standard-Orthonormalbasis[�\ ��� #�I(. E"J"J"JE I � * �^]
als positiv orientiert definiert wird, es sei also

[V\ ��]Y_
.

b) Die kanonische n-Form
�`�6���V�Z�

auf
�

ist die eindeutigbestimmte� -Form,so daßfür
jede positiv orientierteOrthonormalbasis#�Ia . E"J"J"JE Ia � * ��] _

gilt:�Yb I a . E"J"J"J"E I a �3c � #	L � *;M�NOP;Q � 2
� 7

Bemerkung

a) Wegen ��W�X�# � * � � und ��W�X�# ���V�Z� * � � ist
�

als Vielfachesder Determinantenform
durch die obige Definition eindeutigbestimmt und wohldefiniert. Mit der gewählten
Standard-Orthonormalbasisgilt dabei:�D� I 2 .�465"5"5V4 I 2 �

E
dennfür jedepositiv orientierteOrthonormalbasis#�Ia . E"J"J"J"E Ia � * �d] _

ist�Yb I a . E"J"J"J"E I a �3c � �� "!Ze3I 2 ' b I a) c"f
�
' � )g,/. � �� "!Ze C I ' E I a) F

2
f �' � )g,/. � #	L � *;M�NOP;Q � 2

� 7
Es gilt also insbesondereauch:�D�hb I a . c 2 4i5"5"534 b I a � c 2 7
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b) Man erḧalt mit der gewähltenStandard-Orientierung

���������
	�����������	����������� �������
�! �"�#%$�&('�)+*�,-�
	.����������	�����/10324�456� � �
	 � ��������	 � ����� �� �������
�! �"�#
$�&('�)7*�,-�
	 � ��������	 � ��810 2 
denn für

	�9:� �;<>= �@?
9<BA < �CD�E����������F�

gilt

,-�
	.����������	��.�G� HI 9(J�K L L L K 9(M�N = I � K L L L K � N?
�9(J *.*�*�*.* ? �9(M *�,-� A 9(J ������� A 9(M �

�O�������
�! �"�#
$�&('�)7*�P�Q�RGS ? 9<UT �9!K <V= � 
die DeterminantedesBasiswechselshat alsodasentsprechendeVorzeichen.

c) Im Fall W �YX �
mit Standardskalarproduktund -Orientierungmißt

,-�
	.����������	����
das

orientierteVolumen des von
	 � ��������	 �

aufgespanntenParallelotops. Deshalbwird
,

auch Volumenform genannt.

Man erḧalt in diesemFall für
	 9 � �;<V= � ?

9<BA < ZC[�\����������F :

,-�
	 � ��������	 � �G�O� A�]�Z^ *�*�* ^ A�]� ���
	 � ��������	 � ��_P�Q�Ra` ? < 9�b
�9!K <V= � �dc ef	.� ^ *�*�* ^ 	��@�	.� ^ *�*�* ^ 	���g

und inbesondere

,-� A � ������� A � �Z�dc ef,-�,hgG�O�Di
Definition 9

Eine Orientierungauf W induziert eine Orientierungauf
�
F�jk���

-Tupeln affin linear un-
abḧangigerPunktein l sowieauf von diesenPunktenaufgespannten

F
-Simplizes:

a) Seien m�n ������� m �o� l affin linear unabḧangigund
	 9�p � qm�n�m 9 � W für

CZ�d����������F
.

Dann heißt dasgeordnete
�
F�jr���

-Tupel
� m�n ������� m ���

• positiv orientiert
p sut
v.w�x�y�y�y�x�v�z�{h|�}�~

,
• negativ orientiert � � t
v w x�y�y�y�x�v z {h|d}4�

.

b) Eine Orientierung des Punktraums � ist die durch die Orientierungdes zugeḧorigen
Vektorraumsinduziertedisjunkte Zerlegungder Menge geordneter

t
�4�O��{
-Tupel affin

linearunabḧangigerPunktein � in die Mengepositiv orientierterunddie Mengenegativ
orientierter

t
�4�O��{
-Tupel.

c) Sei ���O� einekonvexeTeilmengemit ��� t � {[� � , dannheißt eine bijektive affin
lineare Abbildung �\������� t � { �\�
• orientierungserhaltend (oder orientierungstreu), falls �G� die Orientierungvon �

erḧalt, wenn also mit � |�����x����
für eine orientierte Basis

t
v.w�x�y�y�y�x�v�z.{�|Y}��
stetsauch

t �G� t
v w {�x�y�y�y�x �G� t
v z {�{�|d} � gilt, und
• orientierungsumkehrend , falls � nicht orientierungserhaltendist.

d) Ein positiv (negativ) orientiertes
�

-Simplex ist ein orientiertes
�
-Simplex � t
����x�y�y�y�x���z�{�� ,

dessen
t
�o�_��{

-Tupel
t
� � x�y�y�y�x�� z {

der Eckpunktepositiv (negativ)orientiert ist.
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Bemerkung

a) Für eine Basis
���������������	��
�

von � gilt:

• � ist genaudannorientierungserhaltend,wenn gilt:������� ���������������������������	��������
������� ������� �������������������	��
������
• � ist genaudannorientierungsumkehrend,wenn gilt:������� ������� � ��� � �����������	� � ��� 
 �������! ������� ������� � ���������	� 
 ����"

b) Die durch die Orientierungauf � induzierte Orientierungauf Simplizes ist mit der
Definition in Kapitel I.1.3 auf Seite15 vertr̈aglich.
Sei dazu #%$'&)( ���������	*,+.- &)( ���������	*,+ eine Permutation,

��/,0����������	/,
1�
ein geordnetes��*3254)�

-Tupel,
�)6 $ �7/,68 ./,0:9 � und ; 6 $ �7/,<�= 6�>  ./,<�= 0�> 9 � für ? �@4����������	* .

• Ist # � ( �A� ( , so gilt ; 6 �B/ <�= 6�>  7/ 0 �B� <�= 6�>
für ? �C4����������	*

. Damit hat die
Determinantedes Basiswechselsvon

��� � ���������	� 
 �
nach

� ; � ��������� ; 
 � das gleiche
Vorzeichenwie die Permutation# .

• Es gen̈ugt nun, die (ungerade)PermutationD /,<�= 0�> ���������	/,<�= 
)>�E �!��/����	/,0��	/,F����������	/,
�
zu betrachten,da sich für jedes GH$3&�( ���������	*,+@I- &)( ���������	*,+ mit G � ( �KJ� ( die
Permutationder Eckpunkteals Verkettung��/,0��	/��)���������	/,
1��L D /,0��	/,M�= 0�> �	/,F����������	/,M�= 0�>ONP� �	/����	/,M�= 0�>RQ,� ���������	/,
 EL D /,M�= 0�> �	/,0)�	/,F����������	/,M�= 0�>ONP� �	/����	/,M�= 0�>RQ,� ���������	/,
 EL D /,M�= 0�> �	/,M�= ��> ���������	/,M�= 
)> E
schreibenläßt. Damit gilt:� ; � ��������� ; 
 ���!�� S� � �� S� � 2.� F ���������� S� � 2.� 
 ��"
Folglich sind

��� � ���������	� 
 �
und

� ; � ��������� ; 
 � wegen

T1U�V WXXY
 :4Z :4Z[�[�[\ :44

. . . 4
]�^^
_ �! :4

entgegengesetztorientiert.

c) Zur Wahl einerOrientierungbestehtauchdie Möglichkeit,von geordneten
��*`2a4)�

-Tupeln
affin linear unabḧangigerPunkteauszugehenund als ÄquivalenzrelationgeradePermu-
tationensolcherTupel zu betrachten.Auf diesemWeg induziert ein positiv orientiertes*

-Simplex b ��/ 0 ���������	/ 
 ��c einepositiveOrientierungeinerBasis dfe/ 0 / � ��������� e/ 0 / 
�g und
damit auf dem zugeḧorigen Verschiebungsvektorraumsowie auf dem von den Punkten
aufgespanntenaffinen Punktraum.

d) Im folgendenwerdenOrientierungenauf Punktr̈aumenund Orientierungenauf den zu-
geḧorigen Verschiebungsvektorräumensynonymbehandelt.
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I.3.5 Die Dualit ätsabbildung

Der Zusammenhang���������
	����������� ����� ���� ��� � � � � � � � ���� ��!"�#���$������%'&(	�����
zeigt, daßdie Vektorr̈aume

�
	�� 
und
�
%)&(	*� 

identifiziert werdenkönnen. Dazu soll nun
ein von + abḧangigerIsomorphismuseingef̈uhrt werden:

Definition 10
Die Dualitätsabbildungist für ,.- � - � definiert durch/ � / 	021 � 	 �  �(3 � %)&(	 � 4"5�(3 / 4 1 �76�8�9;:
Bemerkung

a) Die Dualitätsabbildungist ein Isomorphismus,also insbesonderebijektiv:
Dazu sei

�=<�>�?�@�@�@�?*< % �
eineOrthonormalbasisvon

�
und ,A- � - � .

Für ein Basiselement< 0B�CED.F�F�F)D < 0 BHG�I#J < 0K C�D�F�F�F)D < 0K GMLLON -QP >SR F�F�F R P 	 - ��T.U � 	 � 
und VXW >*?�@�@�@�? W 	 ? W 	=Y >�?�@�@�@*? W %�Z � V N ?�@�@�@�? � Z erḧalt man:/ � < 0 B�C�D�F�F�F)D < 0 B�G � �[6]\=^_ Ca`�b b b ` \=^_ G 9c�76]\=^_ G
d F�F�F d 6]\=^_ C � < 0 > D.F�F�F)D < 0 % �

�7e=�$f)g � W > @�@�@ W %N @�@�@ � !ih < B�C ?*< B�C�j 0 F)F�F�F�F h < B�G ?*< B�G�j 0 � < 0 B�GlkXCED.F�F�F)D < 0 B�m � :
Folglich ist die Dualitätsabbildungeine Bijektion der Basiselementeund somit ein Iso-
morphismusder Vektorr̈aume.

b) Der Name „Dualitätsabbildung“ ist motiviert durch die Möglichkeit, vermöge der Ab-
bildung n F ?*oSp 1 �
	��� ��3rqs"tu�vxw s�y*zS{
für
z |#}
~)�(�����

, wobei
w s�y*zS{

durch die Gleichungs#��z"�"w s�y*zS{��X�;|.} ~ � �
eindeutigdefiniert ist, denVektorraum

}
~)�(�����
als Dualraumvon

}
�����
aufzufassen.

Mit den im Anschlußaufgef̈uhrtenEigenschaftend) und b) erḧalt mans#��z"�[�au��X� ���$~)�(�=�l�(�$�*�*�=������� s7�.�=���=�'zO�a��[�au��X� �a�l~)�(�=�l�(�$�*�*���X��������� ��z7�X�;y
folglich ist w s�y*zS{��"�au��X� �a�$~)�(�=�l�(�$�*�*���X������� � �Sz"�
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Lemma 4 (Eigenschaftender Dualitätsabbildung)

a) Es gilt: ����������	�
������������������������ �
b) Für !#"%$ &�')( gilt:���*� ! �+�������� & �-,	. & �-/0�������������1� ! �
c) Bez̈uglich obigen Dualitätsbegriffes sind innere und äußereMultiplikation zueinander

dualeAbbildungen,dennfür !2"3$ & ')( �54 "3$ 61')( �+798
:;=< gilt:>�? �*�@4A� �B����4DC ! � �
Man hat also ein kommutativesDiagramm:$561')( E E E F ?G $ & / 61')(��H I ��H$ ,	. 6 ')(KJ�L � E E E �G $ ,	. & . 6 ')(

d) Für ! ��4 "
$ & ' ( gilt:! CM�@4B� >N? 4�O��
��4DCM� ! ����������������������1� > ( ? �*�@4A�PO����
Beweis:

a) Anwendungder Definition:����� >�Q �
���)O�����	�
� >NR ������������������������1�+�
b) Sei �*S Q ��T�T�T���S , � eineOrthonormalbasisvon ' . Mit U�V WYX ��Z�S V ��S W\[ � �5]��_^ "3` �	��T�T�T��1:Pa@� und

! � bQ�c V�d�egf f f e0V�h c , ! �*S V�d ��T�T�T���S V�h �gS (V�d CiO�O�O	CMS (V�h ��
����������������������1�jS ( Q CiO�O�O	CMS (,
erḧalt man:���*� ! �+�B�+k bQ�c V�d*egf f f e0V�h c , ��������������������1�lO ! ��S V�d ��T�T�T���S V�h �O�m�n�o@pqk ] Q T�T�T�] ,�+T�T�T�:ir O U�V�d�V�d O�O�O U�V�h�V�h O	S (V h-s�d CtO�O�O	CMS (V�u r� bQ�c V�d�egf f f e0V�h c , ! �*S V�d ��T�T�T���S V�h �9O U V�d*V�d O�O�O U V u V uv w�x y�-. Q ��z {�|�}�~N���-�O�m*n�o	p�k ] Q T�T�T�] ,�+T�T�T�:ir O�m*n�o	pqk ] & / Q T�T�T1] , �1] Q T�T�T1] &�+T�T�T1: rv w�x y�-. Q � h � u�� h �

O�S (V�d CtO�O�O@CMS (V�h �
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c) Für
���������
	��
��������
	������������

gilt:

������� ! �" ��������#%$  �" ��#'&(�%$ " �(� �)*�+ �,

d) Seien
�
�-.�/� � � � . Durch Anwendung der schon bewiesenenRechenregelnund

Ausnutzungder SymmetriedesPseudoskalarproduktesund damit desinnerenProduktes
zweier alternierenderMultilinearformengleichenGradeserḧalt man:

��) � 0 132 4576983:9;
" � �+<� >=@?3A-B>C3DFE�G �H�(� ��) � + %" � �+<� >=@?-A-B>C�DFE�G �I�>���'& 	 #�$  0 132 457J
" � �+<� >=@?-A-B>C�DFE�G �����'& 	 #%$  LK $ ,

Es folgen die zu beweisendenIdentiẗaten:

��) � M" � �+<� =@?-A-B>C�DFE�G ��� 	 #������%$  N LK $
" � �+<� >=@?-A-B>C�DFE�G � 	 #O� �MK $
" � �+<� =@?-A-B>C�DFE�G � 	 �O� �K $ �

��) � M" � �+<� >=@?-A-B>C�DFE�G@P � DRQ7S � G ��� 	 #'&(� $  LK $
" � �+<� >=@?-A-B>C�DFE�G@P � DRQ7S � G ���������H� + N LK $
" ��� �K $ �

��) � M" � �+<� =@?-A-B>C�DFE�G �I��� 	 #������%$  N 
" � �+<� >=@?-A-B>C�DFE�G �I��� 	 #O� �T 
" � �+<� =@?-A-B>C�DFE�G �I��� 	 �O� ! 
" � �+<� >=@?-A-B>C�DFE�G �I��� 	 ������#%$  N 
" � �+<� >=@?-A-B>C�DFE�G �I��� #'& 	 � $  
" � �+<� >=@?-A-B>C�DFE�G �H�(� �) � �T 
"M�) � �U,

V
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I.4 Affine r-Formen

„DiesesPrinzip ist so vollkommenallgemein,daßkeine
Anwendungmöglich ist.“

George Polya

Eswerdenaffin polynomiale� -Formenalsaffin polynomialeAbbildungenvon konvexenTeil-
mengenaffiner Punktr̈aumein denVektorraumder � -fachenalternierendenMultilinearformen
über dem zu dem affinen Punktraumgeḧorigen Verschiebungsvektorraumeingef̈uhrt. Affin
polynomiale� -FormenerstenGrades,alsoaffin lineareAbbildungen,heißenaffine � -Formen.
Alle weiterenBetrachtungenerfolgen im Hinblick auf die Anwendungund die damit ver-
bundeneNotwendigkeit,denRaumder affin linearenFormennicht zu verlassen,um so die
Möglichkeitzu erhalten,die AbbildungenalseindeutigbestimmteInterpolierendemit in affin
linear unabḧangigenPunktengegebenenWertenzu identifizieren. Dabei werdennebenden
von alternierendenMultilinearformen durch punktweiseBetrachtungvererbtenOperationen
die äußereAbleitung,die mittels eineraffin linearenAbbildung zurückgeholteForm und un-
ter VerwendungdesHodge-Operators,der punktweisedurchdie Dualitätsabbildungdefiniert
wird, die Koableitungals Verallgemeinerungder Divergenzeingef̈uhrt.

I.4.1 Grundbegriffe

Im folgendensei
�

ein � -dimensionalerPunktraum, � der zugeḧorige Vektorraumder
Parallelverschiebungenund ��� für ���
	 die Mengeder Permutationenvon ����������� �� .

Definition 1
Es sei ��� � einenichtleerekonvexeTeilmengeund � der zu ��������� geḧorige Verschie-
bungsvektorraum.

Eine affin polynomialer-Form vom Grad � auf � ist eineaffin polynomialeAbbildung

 "! �$#&%'�(�*)
vom Grad � .+-,� ����� bezeichnetdie Mengeder affin polynomialen� -Formenvom Grad � auf � .

Eine affine r-Form auf � ist eine affin polynomiale � -Form vom Grad � , also eine affin
lineare Abbildung

./! �$#0% � � )21
Mit

+ �3����� !54 +76� ����� wird die Mengeder affinen � -Formenauf � bezeichnet.

Für .�� + ,� ����� und 8 � � ist der Wert von . an der Stelle 8 definiert durch

.:9;!54<. �=8>� � % � � )?1

Da � stetseine maximaldimensionalekonvexeTeilmengein ���@����� ist, sei im folgenden
zur Vereinfachung� als maximaldimensionalin

�
angenommen,essei also ���@����� 4 �

und � 4 � .
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Bemerkung

a)
��������	�

ist ein 
 -Vektorraumvermögeder Vektorraumoperationenin � ���� :������������������������ "!#�����$�����%�&�'���(�$�����%�)*� ��+ � �-, � �� ���	� + � ��+ � �-, 
 +(./, �10
b) Für 2 �43 2 � ist

����5�6���	�879����:�6���	�
ein Untervektorraum.

c) Für
� , � �; ���	�

gilt:

�< =�?> � ; � � ! 
 +
���;@���	�

ist also die Mengeder affinen Polynome A  B�C> 
 vom Grad 2 , speziell ist� ; ���	�
die Mengeder affin linearenAbbildungenvon

�
nach 
 .

d) Wegen �(D ���FE! � ; ��� ! 
 gilt die obigeAussageentsprechendfür
� , � �D ���	� .

e) Für GIHKJ ist � � ��� !KL
und damit auch

� �� ���	��!NM A  O�?>PLRQ-!#LS) 26T L40
Lemma 1

a) Sei
��U �� +�V�V�V�+ U �D � eineBasisvon

���
. Dann ist die Menge

��WXU �� +�V�V�VY+ WXU �D � mitWXU �Z  O�1[\> � � � �.N][\>^WXU �Z � . ��!N��WXU �Z �%�_ "!#U �Z
eine BasisdesVektorraumsder konstanten1–Formen

� ; � ���	�
.

b) Es gilt:

`ba"cd��� � ���	�e��! J � � J 0

Beweis:

a) Für die konstantenund damit insbesondereaffin linearenAbbildungengilt offenbar

WXU �Z , � � ���	� E!fMg�< =�1> � ��h �ji=kml8noaolbp�i�q�Q +(r !Ns +�V�V�V�+ J 0
Die Basiseigenschaftder Mengeder (konstanten)

s
-Formen

��WXU �� +�V�V�V�+ WXU �D � folgt unmit-
telbar aus der punktweisenDefinition der Vektorraumoperationenauf

�������	�
und der

Basiseigenschaftvon
��U �� +�V�V�V�+ U �D � .

b) Aus

�������	��!#tvuw��� + � � � � � E!�twuw��x + � � � � �
erḧalt man mit der Folgerungauf Seite 25:

`baoc#���������	�e��!d� J �fs���y{z J s\| ! J � � J 0
}
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Definition 2
Für ���������
	���������������� ���������
������� ist das äußere Produkt� ����������������� � ��� �
	
� � � � �!�
�� �"��
definiert durch� ����������������� �$#&%(')� ��� �$# �*�����+� � ��� �$#-,/. � 10
Bemerkung
Für ��� ��������� ���*�2�3� ���� mit46587 �:9�; ����������<�=?> �!@A����B� ����DCFEG<3H ;
(esdarf alsohöchstensein � @ nichtkonstantsein) ist dasäußereProdukteineaffine < -Form:� ����������������� � ����� ����I0
Folgerung

a) Für eine Basis �
J�K�+�������L��JMKN � von O K und ;QP < PSR ist5MT J K@ 	 �������+� T J K@ � > ;UP 7 �3VW�����XV 7 �3PGR C
eine BasisdesVektorraumsder konstanten< -Formen � B� ���� .

b) Mit den Formelnvon Seite31 und Seite39 erḧalt man:Y?Z\[ � � �� ����]��' YMZ^[ �`_ � ��a��b � O K �]�c'ed R <!f � g Rihkjjml ' � R�hkj ��n<�n�� R Hk<��]n j n
und speziellYMZ^[ � ��� ����]��'W� Rih�; � d R < f 0

Schreibweise
Für �o��� �� ���� und . �  ist � # � b � O K , also gilt:� # ' p��qXr 	]s!� � � s r � q N t r 	]u v v v u r � �
.U� � J Kr 	 �������+� J Kr �' p�]qwr 	]s!� � � s r � q N t r 	]u v v v u r � �
.U� �Xx T J Kr 	]y # �������+�zx T J Kr ��y #
und folglich� ' p�]qwr 	 s!� � � s r � q N t r 	]u v v v u r � � T J Kr 	 ��������� T J Kr �
mit affin polynomialenAbbildungenvom Grad j :

t r 	]u v v v u r � %8|{~}�� ;�PG�$�3VW�����XVz�
�3PGR 0
(Im Fall ����� � ���� sind dies affin lineareAbbildungen.)
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Definition 3
Für ���������
	� 	 ���� und ���������
�� � ���� ist das äußere Produkt ���������������
	������� 	 � � � ���� definiert
durch � ��������� ���! #"$� ��� ��� � � ��� ��� �&% � 	
� � �('�)+*-, � /.

Bemerkung
Für �0�1� � ���� , 2 ����3 ���� sei �54 6 konstantoder 2 4 6 konstant.

Dann ist dasäußereProdukteine affine
�
798;:<�

-Form:

�=� 2 �>� � � 3 �����.
In den Fällen

2 �>��3 �����?�@ �>��AA ����B"DCE@> FHGJI 4 @ konstantK sowie

2 �>��A3 �����?B@ �>� A ����B"DCE@> FHGJI 4 @ affin linearK

erḧalt man speziell:@ � 2 "L@NM 2 " 2 � @ �>� 3 �����.

I.4.2 Zur ückgeholteForm und äußere Ableitung

Definition 4
Es seien

 OQP
und

SR;OTP!R
maximaldimensionalekonvexe Teilmengenaffiner

Punktr̈aumemit zugeḧorigenVerschiebungsvektorräumen' und ' R . Weiter sei U  VSRWGX
affin linear und es sei �Y�Z���� ���� .
Die mittels U zurückgeholteaffin polynomialer-Form U ) �S�&� �� ��SR[� ist definiert durch� U ) � ��\���] � ?_^_^_^_?`] � �B #" ��acb \�d �
e a �
] � �`?_^_^_^(?`e a �
] � �f� *-g �  R ?�] � ?_^_^_^_?`] � � ' R .

Definition 5
Es seien

h?9P
und ' wie oben,und essei ���&���� ���� . Weiter sei die Abbildungi�j  /kcGml � � � '�)
,DnkcG ioj � , �B" ioj 4 �

definiert durchi j 4 � �
] � ?`] � ?_^_^_^(?`] � � � �� #"$�
p �54 � �`�
] � �`�
] � ?_^_^_^(?`] � � � � *-, � h?�] � ?_^_^_^(?`] � � � � ' .
Dann ist die äußere Ableitung q �0��� �`r �� � � ���� von � definiert durch� q � ���� #"$�
7�8;s<�oMEt�u[v_� ioj 4 � � *-, � /.

Bemerkung
Für �w�x���� ���� und , �  ist

p �54 � �&y�z<{ � ' ? % � ' ) � . Damit ist die Abbildungi j 4 �  ' � � � GJI
in jederKomponentelinear und in denhinteren

7
Komponentenalternierend.
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Folgerung

a) Ist � affin linear, also ���������
	�� mit der (eindeutigbestimmten)zugeḧorigen linearen
Abbildung ���������� � ��� , so ist die oben definierteAbbildung ��� konstant. Daher
setztman in diesemFall � � ��� ����� � � mit��� �"!#��$%!'&($�)�)�)*$%!'�����*� �,+-�� �"!#�*�%�"!'&�$�)�)�)�$%!'�����*�/.0!#��$�)�)�)*$%!'������� � $
und esgilt für die äußereAbleitung 1 ����� 2����� �
	���34� ����� �
	�� von � :� 1 �5��6 + �"7�8-9(��:(;�<,=�� ��� �>.@?A�B	DC

b) Mit der Folgerungauf Seite41 erḧalt man für �E�F� G� �
	�� :� 1 �5� 6 �"! � $�)�)�)*$%! ����� � + 7�8-9�"7 8-9(�%HAIJ'K#L(MON(PRQ�S,T#U �"V��:#�"W@�YX 6 �(Z�! J'[ ��\"] Z�! J'[ &^\ $�)�)�)*$%! J'[ ������\"]+ I_%`%a MbN(P_"ced"f,g'h h h g(_�c MbN(P fQ�SiT'U �"V����"W@�jX 6 � Z ! J'[ ��\ ] Z ! J'[ &^\ $�)�)�)�$%! J'[ �����^\ ]+ �����I kil � �^mn9(� k ��� �"W@�jX 6 �%�"! k �%�"!#�*$�)�)�)�$po! k $�)�)�)*$%!'�����*�.0?A�B	�$�! � $�)�)�)*$%! ����� � � C
Im affin linearenFall, also für ���q� �(�r	�� erḧalt man entsprechend:� 1 �5� 6 �"! � $�)�)�)*$%! ����� � + �����I k,l � �^mn9(� k ���  � �"! k �%�"! � $�)�)�)�$po! k $�)�)�)�$%! ����� �.0?A�B	�$�! � $�)�)�)*$%! ����� � � C

Lemma 2
Es sei �"!#��$�)�)�)*$%!'sR� eineBasisvon � , �"! �� $�)�)�)�$%! �s � die zugeḧorige dualeBasisvon � � und� + I�^t k P^uwv v v u k M txs�y k P^z { { { z k M 1 ! �k P�| :�:�: | 1 ! �k M �}� G� �
	��
mit affin polynomialenAbbildungeny k P^z { { { z k M � 	 ��~ $ 9���������:�:�:��F�"�����
vom Grad � .
Dann gilt die Koordinatendarstellungder äußeren Ableitung:����� ��^�x�,���w� � � �x�,���x�

�� �� ��� �w�"��� � �^� � � � � � �*  �O¡ �   � ¡R¢�¤£ � ¡R¢�,� £}¥�¥�¥'£ � ¡R¢�,�^¦§©¨
Beweis:

Es gen̈ugt offenbar,die Behauptungfür eineneinzelnenSummandenzu beweisen.Sei also�ª� � � ¡ ¢�,� £«¥�¥�¥#£ � ¡ ¢�,� , ¬�¯® und ° ��±�²�²�²*± ° ³�´ � �µ . Durch Einsetzenvon

�"� �Y¶ ·   � ° �   � �"� �j¶ ·  
�� �� ��� �¹¸�¡R¢� � ° �   ¥ ¡ �»º ¦§ � �� ��� �x¡R¢� � ° �   ¥ �"� �j¶ ·   �"¡ �  
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erḧalt man:���������
	��������������	��
� ����	� � � 	 �������

� ��	�� �� !�#" � ����� � ����� 	 ������%$ � � �������� ����	 �
� ����	� � � 	 �������

� ��	'&�( � 	*),+( ���
� � � �� !�-" ����� ) ( �����
	�������%$ �

� ��������.����	��
� &�( � 	

����	� � � 	 �������
� ��	 ) +( ���

� � �0/ �� 21." � ��� ) ( � ) +� 354 ����� 4 ) +� 6�7 ��� 	 ������%$ �
� �������� ����	 �

� &�( � 	
����	� � � 	 �������

� ��	 )8+( ���
� � � �� 91." ����� ) ( �

��:8;�<>=?@ ) +
� 3 ���
	�� ����� A) +� 3 ���

� � ����� ) +
� 3 ���.����	��

...
...

...) +
� 6 ���
	�� ����� A) +

� 6 ��� � � ����� ) +
� 6 �B�.����	��

C�D
E

� &�( � 	 �� 91." ����� ) ( � � �F,GIH 6BJ 38K�LNMIO ��P��
� )8+( / � FIQ 	�R 7 � )8+� 3 / � FIQNS R 7 ����� )8+� 6 / � FIQ ����	�R 7

� &�( � 	 �� 91." � ��� ) ( � �0/ ) +( 4 ) +
� 3�4 ����� 4 ) +� 6�7 ��� 	 �������� ����	 �

� =@ &� ( � 	 �� 91." ����� ) ( � �0/ � )8+( 7 � 4 / � )8+
� 3 7 � 4 ����� 4 / � )8+� 6 7 �

CE ���
	���������.����	��
� =@ &� ( � 	  91�� ) ( �*� )8+( 4 � )8+

� 3 4 ����� 4 � )8+� 6
CE � ���
	���������.����	���T U

Folgerung
Für eine affine V -Form� � �	�W � 3�XZY Y Y X � 6 W & 1

� 3�[ \ \ \ [ � 6 � ) +� 3�4 ����� 4 � ) +� 6.]_^ � �a`b�
mit affin linearenAbbildungen1 � 3�[ \ \ \ [ � 6.c `edgfh�.��ikj 	
l ����� l j � inm
erḧalt man entsprechendals Koordinatendarstellungder äußerenAbleitung:

��� � �	�W � 3�XZY Y Y X � 6 W & =
@ &� ( � 	*o�pIq 3�r s s s r q 6 � ) ( �5� )8+( 4 � )8+

� 3 4 ����� 4 � )8+� 6
CE T
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Bemerkung

Es seien
� ���

und
���������

maximaldimensionalekonvexe Teilmengenaffiner
Punktr̈aumemit zugeḧorigenVerschiebungsvektorräumen 	 und 	 � . Weiter sei 
�������������������
eine Basisvon 	 und 
��  ��������������� eine Basisvon 	 � .
Schreibtmaneineaffin lineareAbbildung ��� ��� �!�

mit Komponentenabbildungen

�"
$#�%&���(')�"
�#*�+%&,(-.
����(')�"
�#*�+% �/ 0 1  
�,(-2�
0 
����234� 0 �

so erḧalt man für5 ' /76 0 8$9+: : : 9 0 ; 6 �2<
0 8$= > > > = 0 ;+? ��@0 8.A 3�3�3 AB? ��@0 ;�CED�FG 
 � �

und

? � 0 �H' �/ I 1  
�, - �
0 
�� I � ? �"@I �KJ.')L�����������M

die zurückgeholteForm

�K@ 5 ' /76 0 879+: : : 9 0 ; 6 � 
 <
0 8 = > > > = 0 ;2N ��� ? � 0 8 A 3�3�3 AO? � 0 ; CED�FG�P � �HQ �

dennes gilt für R C � �
und �S' �TI 1  � @

I 
��U�+� I C 	 � :


 ? � 0 �$V�
W�U�(' �/ I 1  
�, - �
0 
�� I � P ? �"@I Q V 
��U�

' �/ I 1  
�,(-2�
0 
�� I �234� @I 
��U�

')
�, - � 0YXZ �/ I 1  �"@
I 
��U�Y� I\[] '^
�, - � 0 
��U�

'���@0 
�, - 
��U�$�('^
 ? ��@0 � - _ V+` 
�, - 
��U�$� a�'^
$�K@ ? ��@0 � V 
��U�Wbdc
Rechenregeln
Es seien

�e��� � ���+����� � ��� �+����� �
maximaldimensionalekonvexeTeilmengenaffiner

Punktr̈aumemit zugeḧorigen Verschiebungsvektorräumen 	���	 � ��	 � � .
a) Für f 0 C^D F$gG g 
 � ���KJh'iL���j���k gilt:


lfm A fmn�� A fmo"'�fm A 
lfpn A fpo�� a CSD F 8�q FWr q FWsG 8�q G r q G s 
 � � b c
b) Für f C^Dmt G 
 � ��� 5 C^D Fu 
 � � gilt:5 A fv')
7w*L�� G : u f A 5 a CEDmt q FG q u 
 � � b c
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c) Für ������� �	��
���������������
� gilt:

� ����������� � ��� �"!��$#"%&� � ��� � �(')�*� �,+-�$.-/� + � +0/ ��
�2143
d) Für �5�6� � �&��
� gilt:

� � � �7���98:3
e) Für �;�<��� �&��
���=���<�=��	��
� und eineaffin lineareAbbildung >9? 
;@BAC
 gilt:

>ED ����� �F��� >ED ���7�0� >ED �2���G'&�<���H+-�� + �FI 
 @KJ 1<3
f) Für �;�<� � �	��
� und affin lineareAbbildungen >9? 
L@-AM
N��O ? 
L@ @-AM
L@ gilt:

O D � >ED �7����� ><P O"� D � I �*� �� I 
 @ @KJ	J 3
g) Für �N�Q��� �	��
� und eineaffin lineareAbbildung >�? 
L@0AR
 gilt:

� � >ED ���7�$��� >ED � � �7�G'&�*���,.-/� +0/ I 
 @SJ 143

Beweis: (Sieheauch [6, 9].)

a) , b) folgen sofortausdenentsprechendenEigenschaftenalternierenderMultilinearformen.
c) folgt aus der Produktregel

� �2T U	V0��� � T*U	V�!QT*U � V
und der Rechenregelb).

d) Für �W�XT �)Y DZS[ �QU�U�U�� �)Y DZS\ �9� � �&��
� gilt:

� �]� � I T�� �)Y DZS[ �*U�U�U)� �)Y DZS\ J � � T�� �)Y DZS[ �<U�U�U&� �)Y DZS\^ � � � �7��� � I � T � �)Y DZS[ �*U�U�U&� �)Y DZS\ J � � � � T_�-� �)Y DZS[ �*U�U�U)� �)Y DZS\ 3
Nun folgt die Behauptungwegen

� � � � T��$�a` bE� Y �$c"�_�9d�� � T���` b�� Y ���2ce�0#Qd�� � T_��` bE�2ce��� Y �
�9d��fdgT=` b � Y �f���2ce�0#Qd��fdgT=` b �2ce�$��� Y �
�9d�haT=` b � Y ��ce�0#Qdgh�T=` b �2c"� Y �E3

ausder Symmetrieder zweiten Ableitung.
e) folgt aus der Definition von > D � .
f) Für i �L
L@ @ und

Y / ��j�j�ja� Y ����kE@ @ gilt:

I � >4P O"� D � J	l � Y / ��j�j�ja� Y � ���L��mKnpo$q-rsm l r$�2t npo$q � Y / ����j�j�ja��t npo$q � Y � �$��L�unBmKq0m l rvr$�2t n �2t q � Y / �$����j�j�ja��t n �2t q � Y � �$�$���� >ED �w� q0m l r �2t q � Y / ����j�j�j���t q � Y �a�$����fO D � > D �7�$� l � Y / ��j�j�ja� Y � �E3
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g) Es sei ������� �	��
� eine affin polynomiale � -Form, �����	�����������	��� eine Basis von � ,��� � ��������������� eine Basis von ��� und  �!#" �$�  %! � � �����������  %! � � � in Komponentenabbil-
dungen. Dann erḧalt man mit der Kettenregel:& �$'�(��%� " & �)�+*,'-�" �. / 0 �21 �)�3*,'-����� / � & � (/" �. / 0 � �. 4 0 � � 1 �%�)� 4 �5*,'-�768�  ! � 4 ��� / � & � (/" �. 4 0 � � 1 �%�$� 4 �5*,',�76 �./ 0 � �  %! � 4 ��� / � & �,(/" �. 4 0 � � 1 �%�$� 4 �5*,',� & ' 4" '�(79 �. 4 0 �71 �%�$� 4 � & �:(4�;" '�(�� & �<��=
Die Aussagefolgt nun per Induktion für> " >?�%@A>?B��C� � D ��
�7EGFIHJ>?���C�-KL	��
���M>JB��C� �ON KD N L ��
�
unter Ausnutzungvon c) und e):& �$' ( >P� " & �)' ( >?�%@3' ( >JB	�" & '�(Q> � @3'�(R> B�S �$TVU	� L '�(Q> � @ & '�(R> B" '�( & > � @3'�(R> B�S �$TVU	� L '�(Q> � @C'�( & > B" ' (�W & >?�%@X>JB S �$TVU�� L >?�%@ & >JB�Y" ' ( & >
und aufgrundder Lineariẗat der Operatorenfür beliebige >Z�[� � D ��
��= \

Definition 6
Es sei ] ein ^ -dimensionaleraffiner Punktraummit zugeḧorigemVerschiebungsvektorraum� und 
`_ ] eine maximaldimensionalekonvexeTeilmenge.

Eine affin polynomiale a -Form >b�c� KD ��
� heißt

• geschlossen dfe & > "g� ,
• exakt dfeihkj �l� K$m �D N � ��
� mit

& jn" > . (Die a -Form > besitzteineStammform j .)
Bemerkung
Eine exakteaffin polynomiale a -Form ist stetsgeschlossen,dennfür > " & j gilt:& > " & � & j � "c� =
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Lemma 3 (Zwei Spezialf̈alle desPoincaŕeschenLemmas)17

Für ����� gilt:

a) Jedekonstante� -Form��� �	�
������� � � ������
���� ����� � � � � �������� ����!#"$"$"%! ���& ���('*),+-/.1032
ist exakt.

b) Jedegeschlosseneaffine � -Form

��� �	�
�������� � � ������
�� � ����� � � � � ��� ���  ��� !#"$"$"%! ���  ��� '*) - .1032
ist exakt.

Beweis:

a) Sei 4 '50 und 6 für alle 7 '5098;: 	 8$<$<$<=8�: -�>�	 '@? definiert durch

6%A .B: 	 8$<$<$<=8�: -�>�	 2DC � �� �FEHGJI4;7 8�: 	 8$<$<$<$8�: -�>�	�K 8
dannist 6 '#) -�>�	 .1032 , dennfür L 	 8 LNM '#OD8 7 	 8 7�M 'P0 mit L 	 7 	RQ LNM$7�M 'P0 gilt:

6%S � A �BT S=U A U .B: 	 8$<$<$<=8�: -�>�	 2 � �� � E .�. L 	 7 	RQ LNM=7�M 2�V 4 8�: 	 8$<$<$<$8�: -�>�	 2
� �� �FEWG L 	 I4;7 	 Q L M I4;7 M 8�: 	 8$<$<$<$8�: -�>�	�K
� L 	� �FEHGXI4;7 	 8�: 	 8$<$<$<=8�: -�>�	�K Q LNM� �FEHGXI4;7 M 8�: 	 8$<$<$<=8�: -�>�	�K� L 	 " 6 A � .B: 	 8$<$<$<=8�: -�>�	 2 Q LNM " 6 A%U .B: 	 8$<$<$<$8�: -�>�	 2DY

Nun gilt für 7 Q � '90
6 A T�Z � 6 A Q@[R\ . � 2

und damit [ \ . � 2�.B: 	 8$<$<$<=8�: -�>�	 2 � 6%A T�Z .B: 	 8$<$<$<=8�: -�>�	 2�V 6%A .B: 	 8$<$<$<=8�: -�>�	 2� �� G � EHGJI4;7 Q � 8�: 	 8$<$<$<=8�: -�>�	�K V � EHGJI4;7 8�: 	 8$<$<$<$8�: -�>�	�K�K
� �� �FE . � 8�: 	 8$<$<$<$8�: -�>�	 2DY

Mit der in Teil b) der Folgerungauf Seite 60 angegebenenDarstellungder äußeren
Ableitung gilt nun:

. � 6 2 A .B: 	 8$<$<$<=8�: - 2 �
-� ��]�	 .�V � 2

� T 	 [ \ .B: � 2�.B: 	 8$<$<$<$8_^ : � 8$<$<$<=8�: - 2
� ��

-� ��]�	 .�V � 2
� T 	 � E .B: � 8�: 	 8$<$<$<=8_^ : � 8$<$<$<$8�: - 2

�`�FE .B: 	 8$<$<$<=8�: - 2DY
Die affine . � V � 2 -Form 6 ist alsoeineStammformder konstanten� -Form � .

17 Ein allgemeinerBeweisdesLemmasvon Poincaŕe für Differentialformenauf sternf̈ormigenMengenfindet sich etwa
in [6, 9]. Die hier betrachtetenkonvexenMengensind naẗurlich stetssternf̈ormig, ebensosind alle betrachtetenaffin
polynomialen

-
-Formendifferenzierbar.Daherist dasallgemeineErgebnisauchhier gültig. Da jedochfür die im nächsten

Kapitel zuuntersuchendenstückweiseaufSimplexpolyederndefiniertenAbbildungenStammformenexplizit ben̈otigt werden,
wird an dieserStelleein konstruktiverBeweisfür die im Blickpunkt stehendenaffin linearenSpezialf̈alle angegeben.
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b) Für ein
�����

undKoordinatenfunktionen���	�	
	
	
	���� bez̈uglich einerBasis �����	�	
	
	
��������
von � mit ������ �� � � � � � � � ��� � �"! �#���
setztman für alle $&%(' �*) �	�	� ) ',+-%(. und

�/�0�
:132 �� 465 7 7 7 5 � 8�9	:<; � $= � > � 435 7 7 7 5 � 8? �A@ == @ $ ����CB �1 2�D� 465 7 7 7 5 � 8 9	: ; � +�E � � � �GF � � �����6HI$ � E�J � � ��K� 4�L �	�	� LNM� K� F L �	�	� L ��K� 8PO

Dann gilt offenbar2 �� 465 7 7 7 5 � 8 �RQPS � � �T� 2�D� 435 7 7 7 5 � 8 �RQ +�U �	� � � und2 � 465 7 7 7 5 � 8 ; � 2 �� 435 7 7 7 5 � 8 L 2�D� 435 7 7 7 5 � 8 �RQ D+6U � � � � O
Es gilt: ��V 2 � 465 7 7 7 5 � 8 � : � 1 V 2 �� 465 7 7 7 5 � 869 : L 1 2 D� 465 7 7 7 5 � 869 : @ 1 2 �� 465 7 7 7 5 � 8�9	: L 1 V 2 D� 465 7 7 7 5 � 869 :�XWY $= ��Z � � == @ $[]\�^ 43_ ` ` ` _ ^ 8 ��� Z ����KZbacLed +�E � � � �GF � � ���6HI$ � E�J � ��K� 4fL �	�	� LNM� K� F L �	�	� L ��K� 83g@ $= � > � 435 7 7 7 5 � 8? �h@ == @ $ ����CB � = � ��K� 4�L �	�	� L ��K� 8� $= @ $ ��Z � � +�E � � []\�^ 43_ ` ` ` _ ^ 8 ��� Z ��� � F � � �f�6HI$ � E�J �� ��KZ L ��K� 4�L �	�	� LNM� K� F L �	�	� L ��K� 8@ ? > � 435 7 7 7 5 � 8 � � � @ == @ $ [ \ ^ 4 _ ` ` ` _ ^ 8�i ����Cj B � � K� 4 L �	�	� L � K� 8 O
Aus Vlk � ��6m � 43npo o o n � 8 m�� ��Z � � [ \ ^ 43_ ` ` ` _ ^ 8 ��� Z ��V�� KZ L V�� K� 4 L �	�	� L V�� K� 8 �rq
folgt nun für alle

�s�t�
und uv�	�	
	
	
	��u + � � :q*� Vbkxw i ���� ��uv�	�	
	
	
	��u + j� �� � � � � � � � �pVbk w ��� � ��u � �	
	
	
���uP+��� �� � � � � � � � � ��6m � 43npo o o n � 8 m�� ��Z � � []\ ^ 4 _ ` ` ` _ ^ 8 ��� Z �� 1 � KZ L � K� 4 L �	�	� L � K� 869 ��� � ��u � �	
	
	
���uP+��� ��6m � 46npo o o n � 8 m�� �� Z � � []\ ^ 4 _ ` ` ` _ ^ 8 ��� Z ��� ? � Z � � ��� 1 ��K� 4�L �	�	� L ��K� 869 ��uv�	�	
	
	
���u + �@ +�E � � � �GF � � �f�6HI$ � E i � KZ L � K� 4 L �	�	� LNM� K�GF L �	�	� L � K� 8 j ��u � �	
	
	
���uP+	� B O



I. 4 Affine r-Formen 67

Es gilt also: ��������	��
 
 
 �����	�� ���� ������� �	� � � � � � ����� ������� �� � ��!� �#"%$&$&$�"'�(!� �) ������ � ��
 
 
 ��� � �� ���� � *�+ � � � ��� � � � � � � � � ��� � ��� ��, �� � ��-/. �
+10 �

$2� !�3"4� !� � "%$&$&$�"65� !� , "7$&$&$�"'� !� �98
Insgesamterḧalt man für:<; ) ������ � ��
 
 
 ��� � �� : ���	= > > > = ���@?�A7B9C*�D � �FE �	G
das Ergebnis:H :�I ) ������ � ��
 
 
 ��� � �� H ?2? : �� � = > > > = � � G " ? : C� � = > > > = � � G2G I) ������ � ��
 
 
 ��� � �� J .K9L . ���� ��� ��� � � � � � � � � ��� � �M� � �� � �(!� �#"%$&$&$�"4�(!� �L J�N � � = > > > = � � �	O � L KK9L . ����� �	� � � � � � ��P@QOR TS�UV� !� � "%$&$&$�"4� !� � U) ������ � ��
 
 
 ��� � �� J .K9L . ����� � � � � � � � ��PWQOR TS%� !� � "%$&$&$�"4� !� �

L J�N � � = > > > = � � �	O � L KK9L . ����� �	� � � � � � ��P@QOR TS�UV� !� � "%$&$&$�"4� !� � U) ������ � ��
 
 
 ��� � �� P N � � = > > > = � � �	O � L � ��� � � � � � � � ��P@QOR S�S �(!� �M"%$&$&$�"'�(!� �) ������ � ��
 
 
 ��� � �� N � � = > > > = � � �� � �(!� �#"%$&$&$�"4�(!� � ) X I Y  A E 8
Die affin polynomiale � K -Z. � -Form zweitenGrades(affin quadratischeForm) : ist also
eine Stammformder geschlossenenaffinen K -Form X . [

I.4.3 Hodge-Operator und Koableitung

Im folgendensei \ zus̈atzlich pseudoeuklidischund ] dasPseudoskalarproduktauf ^ .

Definition 7
Die kanonischeaffinen-Form _ AVB  � \ � ist definiert durch_ I`; )Za Y  A \ 8
Bemerkung
Im vorliegendenFall einespseudoeuklidischenPunktraums\ mit zugeḧorigemVektorraum^ existiertdie kanonischeb -Form stetsglobal. \ ist daherstetsorientierbar.

Betrachtetmandagegendie allgemeinereSituationvon Differentialformenauf Mannigfaltig-
keitenmit punktweisedefiniertenTangentialr̈aumen,soist die Orientierbarkeit,̈aquivalentzur
globalenExistenzeiner solchen c -Form, keineswegsgarantiert.



68 I Ein diskreterDifferentialformenkalk̈ul

Definition 8
Für ��������� sei �	��
� ������� und ����
��������� .

Das innere Produkt �����	� 
 �"!#��%$&� ����� ist definiert durch�'�����(�')+*-,����%./� )1032 �4�65
Bemerkung

a) Wie die Definition desinnerenProdukteszweierMultilinearformenist diesepunktweise
Definition abḧangig vom Pseudoskalarprodukt7 auf 8 .

b) Es bestehtdie Möglichkeit, zun̈achst das Skalarproduktzweier Multilinearformen zu
verallgemeinernund anschließenddarausdasinnereProduktherzuleiten.
Hierzu definiert man für �9�+
� �:����� und ���+
;�������� punktweise:<>= �@?%�>A'B%C ) *-, = � ) ?%� ) ADBE?
man hat also eine Abbildung=GF ? F A'BE*H
 � � �����JI�
 �� �����JK��L�@?%�M�ONP&Q = �@?%�MADB
mit einer polynomialenAbbildung= �@?%�MADBE*R�6K 2 N P&Q <>= �@?%�MADBSC ) , = � ) ?%� ) ADBE��TU5
vom Grad V3WUX . Sind dabei �@?%�Y�+
 � ����� und ist mindestenseineder beidenFormen
konstant,so ist

= �@?%�MA B �U
;Z������ eine affin lineareAbbildung.

Das innereProduktvon �[��
� � ����� und �\��
;�� ����� mit �^]�� läßtsich danndurchdie
folgenderekursiveVorschrift berechnen:

(1) �����_*-, = �@?%�MA B für � , � ,
(2) � � �L�a`cbd�e��f*-,��'� � �`��gbh�ie�W��GPkj:� �'l �`;b��'� � �ie��

für �`^�U
� l�Dl ����� , �iem�U
��n� n ����� und ���U
;�` ����� ,
(3) ��� l'o � n *-,p��� nEq ��� l .

Mit diesenRegelngilt für �Y��
;� l� ����� , ���+
;� n� ����� und rs��
;��t� ! � ����� := �fbd�@?%r>A B ,���� oHu r^,�� u �'����r>�O, = �@?S����r>A B ?
inneresund äußeresProduktsind alsoadjungierteAbbildungenbez̈uglich

='F ? F ADB .

Definition 9
Der Hodgesche v -Operator wird punktweisedurchdie Dualitätsabbildungdefiniert:v^*>
 �� �����JP#Qw
;�x $&� ������yNP#Qzv"� mit �'v"�(� ) *-,�v>�L� ) � 032 �4�65
Bemerkung
Aufgrund der punktweisenDefinition gilt für den v -Operatordie der Definition der Du-
alitätsabbildungentsprechendeEigenschaft:�'v"�(� ) ,�v>�L� ) �O,�� u .M{ ,�� u .M| ) ,}�'� u | � )~ v"�y,�� u | 5
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Lemma 4 (Eigenschaftendes � -Operators)

Die folgendenEigenschaftenlassensich aufgrundder punktweisenDefinition der verwen-
deten Produkteund Abbildungen unmittelbar aus den entsprechendenAussagenüber die
Dualitätsabbildungherleiten:

a) Es gilt ���������	�
��������
�������������������
wobei reelle Konstantenals konstante� -Formenzu verstehensind.

b) Für  "!$#&%' �)(*� gilt�+���  �,������
� ' ��-�. ' �0/1���������
�2�3�54  76
c) Für  8!9#;: ' �)(*�3��< !9# %= �)(*�3�?>A@9BDCFE gilt:GIH �J�  ���K�+�  ML <N��������
� '�O = �A��< LP ��������
� '�O = G0Q �J�R<N� 6

Inneresund äußeresProduktvertauschenalsobez̈uglich des � -Operators:# : ' �)(*� S S S T HU # : / %' / = �)(*���V W ��V#;: -R. ' �)(*�YX�Z � S S S �U #;: / %-R. ' . = �)(*�
d) Für  [!K#;: ' �)(*� und < !K# %' �)(*� gilt:< L �  � G H  4 ���  ML �R<\������
� ���������
���3� GI] H �J�  � 4 � 6
Definition 10
Die Koableitung ^_ eineraffin polynomialen> -Form  ist definiertdurchdie Abbildung^�`�# %' �)(*�? U #	% .ba' .5a �)(*� dc U ^_ 7` �9�ReA�gf�����
�J-R� ' /ba��0/1�������������3� 4  ;hi6
I.4.4 Exkurs: Die klassischenDiffer entialoperatoren

Die klassischenDifferentialoperatorender Vektoranalysis(Rotation, Gradient, Divergenz)
lassensichin einfacherWeisedurchdieOperatorendesDifferentialformenkalk̈ulsausdr̈ucken.
SpezielleEigenschaftenwie das Verschwindender Divergenz einesRotationsfeldesfolgen
dabeiausdem Verschwindender zweimaligenäußerenAbleitung.

Es sei nun j �lk �$m,n mit Standardbasisund Standardskalarprodukt.

• Ist ein Vektorfeldo �qpr o aoRso n tu ` m n U m n
gegeben,so gilt für  8` � o a e+vg@ o s e+w�@ o n e+x :^_ �K�ReA�  �K�ReN� o a e�w L e�xA@ oRs e�x L e�v�@ o n e�v L e�wN��K�,y�z1{�|z1}�~ z1{R�z1�K~ z1{R�z1���A� }\� � ��� � �� z1{ |z1} ~ z1{ �z1� ~ z1{ �z1� ���+��� {D�
Die Koableitung ist also eine Verallgemeinerung der Divergenz.
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• Weiter gilt: ���������
	������ �
	������� � �� � ��� ���
	���
��� �
	������� � ��� � �� � �
	 ��
��� �
	 ��
 � � ��� � ��
man erḧalt alsoeinenZusammenhangmit der RotationdesVektorfeldes	 :�����! #" $&%�' 	 ���(�
	���
��� �
	���
� � �
	)��
�*� �
	���
 � �
	���
+� �
	)��
�,� �! �-

• Für .0/ � 	)� � ��� � �,�1	�� � �,� � 2�1	�� � 2� � � gilt:� . � �(�
	)��
 � �
	���
� � �
	���
�,� � �� � ��� � � �!35476 	 � �� � ��� � �
Aus  ��1�)�����89��
� �(�
	���
+� �
	)��
�,� � ��
 �(�
	���
��� �
	���
���� ��
� ���
	)��
��� �
	���
��;: � �� � ��� � �
folgt damit:354<6>=?$&%�' 	>@ �! �-

• Mit den durch dasSkalarproduktinduziertenAbbildungenACB /5D1EGF�H�>I#J F �LK7M(N DPO ��Q ACB = F @SR =CT @ � J F � T MVU T N D
und ACW / � Q A B RYX � /)D O �
I D
erḧalt man:$&%�' 	 � ACW�Z � A B 	G�354<6 	 � Z � ZPACB 	 -

• Sei nun [�/Y\ � I \ ein Skalarfeld,dann folgt mit] / �1� [ �^� [�
 � �� � [�
� � ��� � [�
� � �
aus  ��1�)� [ �!� ] � �!� � [�
�5�
G� � � [�
��
� � � �� � ��� �_� � [�
�)�
�2� � � [�
�5�
� � � ��� � �� � � � [�
��
�`� � � [�
�)�
 � � �a� � 
dasVerschwindender RotationeinesGradientenfeldes:$&%�'b=Sc�$ed�3 [ @ �_$&%�'
�P� [�
 � � [�
� � � [�
�
��f�1� � [�
�5�
�g� � � [�
�)�
� � � � [�
�)�
G� � � [�
��
� � � � [�
��
�2� � � [�
�5�
h� �! �-
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I.5 Das affine Integral

„Die Konstruktionselbstist eineKunst,ihre Anwendung
auf die Welt ein böserSchmarotzer.“

Luitzen Brouwer

Eswird nundasIntegraleiner � -Formüberein � -SimplexsowieeinerFormkleinerenGrades
übereinentsprechendkleinerdimensionalesSimplexfür diespezielleaffin lineareSituationbe-
trachtet.Dazuwird zun̈achsteine(bisaufeinenkonstantenFaktor)zuderin [27] angegebenen
Berechnungsvorschriftfür dasaffine IntegraleineslinearenOperators̈aquivalenteDefinition
verwendet.Da die zu integrierendeForm dort allerdingsim Schwerpunktausgewertetwird,
folgt einewenigerallgemeineDarstellung,die esgestattet,dasIntegraldurchFunktionswerte
in denEckpunktenzu berechnen,um soderAnwendunginnerhalbeinesdiskretenModell auf
Basisvon in SimplexeckenplaziertenGrößengerechtzu werden. Schließlichwird der Satz
von Stokesfür affine � -Formenauf Simplizesunter Verwendungder eingef̈uhrtenBegriffe
und Werkzeugebewiesen.

I.5.1 Integration von n-Formen

Vorbemerkung (zur Definition des Integrals)��������	�	�	��
����
und

��������	�	�	��
����
seienBasenvon � ,

������ ��	�	�	��
���� 
und

������ ��	�	�	��
���� 
seiendie

zugeḧorigendualenBasen, ��������� seiderBasiswechselmit � ������������ für � �� !��	�	�	�� � .
Vermöge der dualenAbbildung � � �"� � �#� � mit� � � ��$%&
���' � �($"� � ���')+*,$.- � � �/�0-21
folgt aus � �� ���434���5�� 36�(� �� ���7348�(� �� � � ���439&8� � � ��� �� 
���434:* � �<;=-?>� !��	�	�	�� �"@
für � �A !��	�	�	�� � :� �� ��� ��/B � � � � ��� �� 8C
Man erḧalt:D � �� � D ��� ���B � 8�

�E 3GF �IH8JIKL&M
N ���739 D � �3
� �E 3GF �/O H J%KL B H N8P ���734 D � �3
� �E 3GF � H N L ��� 3  D � �3 �

�E 3GF � � � ��� 3  D � �3 �
und es folgt:

D � ��/Q.R�R�R!Q D � �� ��ST �E3GF � � � ���734 D � �3VUW Q2R�R�R!Q ST �E3GF � � � ���734 D � �3VUW��X�Y�Z%� � � ��� 3 & ��\[ 3GF � D � �� Q.R�R�R!Q D � �� C
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Für die Definition desIntegralseineraffinen � -Form � �������
	�� überein � -Simplexmüssen
nunnochlokaleKoordinateneingef̈uhrt werden.Dazusei ��������������� � ����� ein orientiertes� ����� � -Tupelaffin linearunabḧangigerPunkte,also � �� � ���������� �!�#" einorientiertes� -Simplex,	%$'& �  � ���������� �!"�&)(�*,+.-0/� � ���������� ��12�)�
sei das zugeḧorige � -dimensionaleSimplex,��3,4�����������35�,���768��9:� mit 35; $'& < �  ;0� = & � ��������� �
die orientierteBasisder Verschiebungsvektoren,und es sei� $'&)>�?,3.@4�A8B�B�B5A ?,3.@� �����!�
	��
eine affine � -Form mit einer affin linearenAbbildung >)$C	EDGF .

Weiter sei eine Abbildung H $�F � DG� definiert durchH ��I�4����������#I#�.��$'&� � � I�4�3,4 � ����� � I#�,35�J�
dann gilt mitK � $'&ML2�NI�4����������#I#�.���8F �POOO I#;RQ)SUTV=#� �W ;'X 4 I#;RY �!Z
offenbar: 	[& �  � ���������� �."�& L  � � �W ;'X 4 I#;\35; OOO I#; Q�S]T^=#� �W ;'X 4 I#; Y � Z & H � K �.��_
Da > affin linear ist, gilt nun:

>�� H �NI�4����������#I#�.�#��&)>J`  � � �W ;'X 4 I#;a35;ab&)>J`  � � ` ��c �W ;'X 4 I ; b <�N �� ��� � �W ;'X 4 I ; <�� �� ; ��b
&)>J`J` ��c �W ;'X 4 I ; bd � �

�W ;'X 4 I ;  ; b& ` �:c �W ;'X 4 I#; b >��� � � �
�W ;'X 4 I#;\>��� ;��&)>��� � � � �W ;'X 4 I#;���>��� ;�� c >��� � �#�

&)>��� ��� � �W ;'X 4 I ;.e�f ��3 ; ��_
Üblicherweisedefinierteman nun dasIntegral von � über 	 durchgh � & gi�j >�� H ��I 4 ���������#I � �#�0?5I 4 ������?5I � �
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im vorliegendenFall läßt sich diesesIntegral jedochexplizit berechnen:����������	��
�����������
��������
�����������
�
� �� � ���� �� � ����� ��

���  "! � �� � #$#�%'& �( )+* � 

)-, ����.

�
�0/ �( )+* � 


) ����. ) � , ��
����������
�21
Es werdenzwei Zwischenbehauptungenbewiesen:

1) Für 3 �54 �������6��78/ %
gilt:

�� � ���� �� � ����� ��
���  "9 � �� � #�%'& ��)+*0: �0� 


)-, : �0�
� 3 &;% ��< ��
 : �0� ��������
�>=� %

��72/ % ��< 1
Beweis: ��7 & 3 / 4 � -malige Integration:

�� �� �  "? � �� � # %@& ��)+*0A �0� 

)-, A �0�

��B &C% ��< ��
 A �0� �EDFFFFFG &
# %'& ��)+*0A �0� 


)-, A
B�<

HJIIIIIK
�� �� �  "? � �
� ? L"M *

�
�ON %@& ��)+*0A 
 )-P

A
B�<Q �� � ���� �� � ����� ��

���  "9 � �� � # %'& ��)+*0: �0� 

)+, : �0�

� 3 &C% ��< ��
 : �0� �������
�
� �� � ���� �� � �������

���  "9�R"M � �� � N %'& ��)+*0: 
 ) P
:

3 < ��
 : ��������
�� �� � � %@& 
�S� �7�< ��
� � %
�T7U/ % ��< 1

2) Für 3 �54 �������6��78/ %
gilt:�� ���  "9 � �� � # %@& ��)+*0: �0� 


)-, : �WV
� 3 & 4 ��< �()+*0: �0� 


) ����. ) �W��
 : �0�
=�EN %'& ��)+*0: 
 ) P

:
3 < ����. : �0� �0/ N %'& ��)+*0: 
 ) P

: �0�� 3 &C% ��< �( )+*0: 
 ) ����. ) �X1
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Beweis: ��� ��� ���
	 �� � ���� ������� ����� ��� � ���� � �"!$#&% �'����� ��� � ��( �*) � #�+ � � ���
, ��� ��� �
� 	 �� � � � ��� -��� ������� ��� � � � � ���� � �"!$#&% ( �*) � ��� #�+ � � ���

.0/111112 � ���� ������� ��� � ��� � ���� � �3�
#&% �' ����� � � ( � ) � #
46555557

��� ��� �
�
	 �
	 �*8
9 � �;:

Die beidenSummandenwerdengetrenntberechnet:��� ��� �
�
	 �� � � � ��� -��� ������� ��� � ��� � ���� � �"!$#&% ( �*) � ��� #�+ � � ���
, ��� ��� �
� 	 �� � < �=� ������� � � �">@?A> � ���� � �"!$#&% ( � ) � ��� #�+$>
, /1112

BCCCD < ���E������� � � ?F> � ���� � �G��#&% � > ��H� � �"!$#&%
I@JJJK ( � ) � ��� # 4 5557

��� ��� �
� 	 �
L � �

, < ���M������� � � ? �� % ( �*) � ��� #
und

/111112 � ���� ������� ��� � � � � ���� � �3�
#&% �' ����� � �$( � ) � #
4 555557
��� ��� �
�
	 �
	 � 8
9 � � , < ��� ������� � � ? � ����*� �G��#&% �' ����� � ��( �*) � # :
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Unter Verwendungder Zwischenergebnisse1) und 2) folgt nun:����������	��
�����������
��������
�����������
�
� �� � ���� �� � ����� ��

�� !#" �  � � $%$�&(' �) *,+ � 

*.- ����/

�
��0 �) *,+ � 


* ����/ * � - ��
��1�������
�
� &
��230 & ��4 ����/

�
��0 �� � �������

�� !#5 �  � � 6 &7' ��*,+�8 
 *.9
8

: ����/ � ����
 8 ��������
 �
0 �� � �������

�� !�5 �  � � $ &7' �) *,+�8 
 *.- �) *,+�8 
 * ����/ * ����
 8 ��������
 �
� &
��230 & ��4 ������/

�
�10;����/������0 �� � �������

�� !#< �  � � 6 &7' ��*,+�= 
 *.9
=

> 4 ����/ 8 ����
 = ��������
�
0 �� � �������

�� !�< �  � � $�&7' �) *,+�= 
 * - �) *,+�= 
 * ����/ * ����
 = ��������
 �� &
��2?0 & ��4 �) *,+ � ����/ * �A@

Man erḧalt damit alsoeineBerechnungsvorschriftfür dasIntegraleineraffinen 2 -Form über
ein 2 -Simplex, die nur von den Werten der affin linearenFunktion � in den Eckpunkten
desSimplexabḧangt. Allerdings mußdazudie 2 -Form B bez̈uglich der dualenBasiszu der
durchdie EckpunktegegebenenBasisdesVektorraumsC dargestelltwerden.Daherwird nun
zun̈achsteineallgemeinereDefinition desIntegrals18 angegeben,die anschließendin obigem
Sinne spezialisiertwird:

Definition 1
Es sei ��/

�
����������/1�D� ein orientiertes ��2E0 & � -Tupel (nicht notwendigerweiseaffin linear un-

abḧangiger)Punkte in F und G HIF eine konvexeMenge maximalerDimensionmitJ /
�
����������/ �DK HLG .

Das Integral einer 2 -Form BNMPO ��� G � über dasorientierte ��2Q0 & � -Tupel ��/
�
����������/1�D� ist

definiert durch:�R.S�TU V V V U S ��W BYX �
&
214 B $ �) *,+ � &

230 & /
* -[Z]\/

�
/ � ��������� \/

�
/ �_^ @

18 DieseDefinition stimmt bis auf einenkonstantenFaktormit demIntegraleineslinearenOperatorsin [27] überein.
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Bemerkung
Im Fall

���������
	��
��������	����������
verschwindetdas Integral, da für nicht affin linear un-

abḧangigePunkte
	��
��������	��

die Vektoren �	���	���������� �	���	�� linear abḧangig sind und damit
die auf diesenVektorenausgewertetealternierendeMultilinearform verschwindet.

Spannendagegen
��	�����������	����

ein
�
-Simplex auf, so ist��  ! � "�$# "

	  &%(' 	 � ��������	 ��)
das Baryzentrum,und es gilt für*,+.-0/21�354��687�7�7�6 153�4� %:9 ���<;=�
mit 3  +.- �	 � 	

 ?> - " ��������� :@
A�B�C�D E E E D B�F�G *H- "��I

��  ! � "�$# "
* ��	  �5J �	 � 	 � ������� �	 � 	 �5K

- "��I
��  ! � "�$# "

/ ��	  � 7 � 3�4�L6:7�7�7�6 3�4� ��� 3 ��������� 3 ���
- "���$# " ��I

��  ! � / ��	
 �LM

DieserZusammenhanglegt im Sinneder Vorbemerkungund einesdiskretenModells mit in
den Eckpunktender SimplizesplaziertenWertennahe,das Integral einer

�
-Form über ein

orientiertes
�
-SimplexunterVermeidungderAuswertungim Schwerpunktzu definieren.Das

betrachtete
���2# " � -Tupel muß nun alsoein

�
-Simplex aufspannenund die zu integrierende�

-Form bez̈uglich der durch die EckpunktedesSimplex gegebenenBasisdesVektorraumsN
dargestellt werden:

Definition 2
Es sei

•
��	�����������	����

ein orientiertes
���$# " � -Tupel affin linear unabḧangigerPunktein O ,

• 3  +.- �	 � 	
 

für
> - " ��������� und

•
; +.- ' 	�����������	�� )

.

Das Integral von*,+.-0/2153�4�L687�7�7�6 153�4� %:9 ���<;=�
über dasorientierte

�
-Simplex

' ��	�����������	���� )
ist definiert durch@

PQA�B�C�D E E E D B5F�GQR *S+.- "���$# " ��I
��  ! � / �T	

 �LM
Für U �V� ist dasIntegralüberein orientiertesU -Simplex

' �TWX����������WZY�� )
in
;

definiertdurch@
PQA�[\C�D E E E D [^]TGQR *S+.-`_ M
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Bemerkung
Im Fall ����� ist � �����
	����� , � ��� , � ����������������� � und damit!

"$#&%('*)$+ �
�-,
,/.
�0�1�  �0�2��3

Lemma 1
Es sei 4 �1� (576767685 ��9:�<; ein orientiertes� -Simplex in � . Weiter sei

=�> � > � 4 �� 576767675 � 9 ;@? = � 4 �� 576767685 � 9 ;A�0� 4 = �1���� 576767685 = �1� 9 �<;0� > �CBED �
eine bijektive affin lineareAbbildung und � �2��9:��� B � .
Dann gilt: !

"$#&FG#&%('*)IH J J J H FG#&%(K7)&)$+ �
� !
"&#&%('<H J J J H %/KA)$+

=�L � 3

Beweis:

Es sei �1� (576767685 ��9:� ein orientiertes�1�NM , � -Tupel in � , O�P > � Q�  � P , R�P > � Q= �*�  � = �1� P � fürS � , 576767675 � und � > �T�VU R L WYX�Z7Z7Z[X U R L9 ��� 9 �\� B � .

Dann gilt: !
"$#&FG#&%('*)IH J J J H FG#&%/K8)&)$+ �

� ,�1�]M , � .
9^
P`_ 
�0� = �*� P �<�

� ,�1�]M , � .
9^
P`_ 
�1�ba = �A�1� P �

� !
"&#&% ' H J J J H % K )$+

�1�Va = �GU O LW XcZ7Z7Z/X U O L9 �
!

"&#&% ' H J J J H % K )$+
= L � 3

d
Folgerung
Das Integral ist wohldefiniert,da es invariantuntergeraden(also zulässigen)Permutationen
der EckpunktedesorientiertenSimplex ist.

Für orientierungserhaltendePermutationenderEckpunktedes � -Simplex 4 �1�� 576767685 � 9 �<; , also
bijektive, orientierungserhaltendeaffin lineareAbbildungen

=�> �e� 4 �� 576767685 � 9 ;0? 4 = �1���� 576767685 = �1� 9 �<;0� = �����0�f�
erḧalt man: !

"$#&%('<H J J J H %/KA)$+ �
� !
"$#&%('<H J J J H %/KA)$+

=@L � �
!

"&#&FG#&%('*)IH J J J H FG#&%/KA)$)$+ �
3

Ist
=

orientierungsumkehrend,so gilt:!
"$#&%('<H J J J H %/KA)$+ �

�hg !
"$#&%('<H J J J H %/K8)$+

= L � �hg !
"$#&FG#`%('*)IH J J J H FG#`%/K8)$)$+ �

3
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Beweis: (SiehedazuauchTeil b) der Bemerkungauf Seite52.)

Sei ���������
	
	
	�������������
	
	
	����� einePermutationmit ���������������! �#" für $�� ���
	
	
	
�� .

1) Im Fall � � � �%� � , also ������&����'��& , gilt mit( � � � )� & � � ��*( � � � )� �! &+" � �! �#" � )� & � �! �#" � $��-, �
	
	
	
��
und dem Basiswechsel.0/ �21-�31 mit .0/�� ( � �4� *( � für $��5, �
	
	
	
�� :6879(�:;�<>=
=
=!<?79(�:@ ��A�B�C��+��. / � � � *(ED �+� @�GF DIH ; =�687J*(�:;0<�=
=
=!<87K*(�:@��LNM#O9PQ� � � =�687J*( :; <>=
=
=!<87K*( :@SR
Das Vorzeicheneiner bez̈uglich der entsprechendenBasendargestellten� -Form ändert
sichalsogenaudann,wenn � orientierungsumkehrendist undsomitdie Orientierungdes� �?T ,�� -Tupel ��� & �
	
	
	
� � @ � ändert. Es gilt:U

V  XW!Y F Z Z Z F W![ "G\
6879( :;�<>=
=
=!<879( :@ � U

] � W!^N_`Y�a F Z Z Z F W9^N_`[+a �+b
6c7K*( :;�<>=
=
=9<87J*( :@

��LNMXO!PQ� � � U
] � W ^N_ Y�a F Z Z Z F W ^N_`[+a �+b

6c79(�:;�<>=
=
=9<879(�:@ R
2) Es reicht, die (ungerade)Permutationd � �! &+" �
	
	
	
� � �! @ "�e �S��� ; � ��& � ��f �
	
	
	�� � @ �

zu betrachten.19 Für die Vektoren( � � � )� & � � ��*( � � � )� �! &+" � �! �#" � $��-, �
	
	
	
��
gilt also � *( ; �
	
	
	���*( @ �0�S�Ng ( ; � g ( ; Th( f �
	
	
	
� g ( ; Th( @ �
und somit 79( :; �Sg 7J*( :; g =
=
= g 7K*( :@ �79(�:� � 7J*(�:� � $��ji �
	
	
	
�� R
Es folgt: U

V  XW Y F Z Z Z F W [ "G\
6879(�:;0<�=
=
=!<879(�:@
� U
] � W ^N_ Y�a F Z Z Z F W ^N_`[+a �+b

6c7K*(�:;�<�=
=
=!<87J*(�:@
� U
] � W ^N_ Y�a F Z Z Z F W ^N_`[+a �+b

�+g 6 � = �+g 7J*( :; g =
=
= g 7K*( :@ � <87K*( :f <>=
=
=9<87J*( :@
�Sg U

] � W ^N_ Y�a F Z Z Z F W ^N_`[+a �+b
6c79(�:;�<�=
=
=!<879(�:@ R

Da sich eine beliebigePermutationder Eckpunktemit � �! &+"lk�m� & als Verkettungeiner
Permutationder letzten � Punkte, einer Vertauschungder erstenbeiden Punkte und
einer weiterenPermutationder letzten � Punktedarstellenläßt und dasVorzeichender
Verkettungder PermutationendasProduktder Vorzeichender Einzelpermutationenist,
folgt somit die Behauptung. n

19 Vgl. Bemerkungauf Seite52, Teil b).
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Definition 3
Gegebenseienorientierte � -Simplizes��������
	����� ������������ � ������ ��� 	�� ��������� �
mit � � �!	#" � ����$"�	�� � ������������ � ��%�'&)( ��� 	�� ��������� �
und paarweisenicht maximaldimensionalerSchnittmenge,also

*,+.- � �%/ �10,243	 ( �5���7698$: � ��������� �<;��=� 3	 6?>
Weiter sei

��@ &�( einekonvexeTeilmengemit
�BADCFE�E�E�C9�HG & ��@ &I( .

Das Integral von J 8$K � - ��@L2
über M �!	 � ���A CFE�E�E�C9� ���G

ist definiert durchN
O J �!	

GP 0RQ A
N

S?TVUW J >

Bemerkung
Es gilt folgendeLineariẗat:N

O -YX A J A[Z X�\ J \ 2 	 X A NO J ADZ X�\ NO J \^] J A � J \ 8<K �  � @ � � X A � X�\ 8F_�>

I.5.2 Integration von r-Formen kleineren Grades

Vorbemerkung (zur folgendenDefinition desIntegrals)

Mit `ba � sei - � � ��������� �=c 2 &d( ein - ` Z � 2 -Tupel affin linear unabḧangigerPunkteund� �!	�eY� � ��������� � c�f 	dg�h�i�j : � � ��������� � c ; &)(
dasvon diesenPunktenaufgespanntè-dimensionaleSimplex. k &dl sei der von denVek-
toren m�npo�q�q�q�o m�r mit mps[t!u vw=x�w syo{z[u�|�o�q�q�q�o } aufgespannte} -dimensionaleUntervektorraum
von ~ . Für die affine Hülle von � gilt somit:

�,�.� ���Du�� w xD������������� u w x������
Weiter sei ������t!u�� � w=x o�q�q�q�o w r���� einesder beidenzu � geḧorendenorientierten} -Simplizes
mit einer Orientierung � � � � |�o���| � . Damit ist auchauf der Basis �$t!u � m n o�q�q�q�o m r � von�

eineOrientierung � �%o���� festgelegt,wodurchder Unterraum
��� ~ zu einemorientierten

Vektorraumwird. Die Basis � sei zu einer Basis � m�n�o�q�q�q�o m���� von ~ ergänzt, und es sei��  ��¡
einemaximaldimensionalekonvexeTeilmengemit � � ��  .

Nun läßt sich mit der zu � m�n�o�q�q�q�o m���� geḧorigen dualenBasis � m�¢n o�q�q�q�o m�¢� � eine beliebige} -Form £ ��¤ r � �� L� schreibenals

£¥u ¦n §©¨7ª�«5¬ ¬ ¬ «¨7®�§y�=¯ ¨ ª�° ± ± ± ° ¨ ®5²�m ¢¨7ª=³<´�´�´�³ ²�m ¢¨7®
mit affin linearenAbbildungen ¯ ¨ ª�° ± ± ± ° ¨ ®4tµ�� =¶¸· für |º¹�» n�¼ ´�´�´ ¼ » r ¹�½ .
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Vermöge der Inklusionsabbildung���������
	��� ��� läßt sich � nach �����
	�� zurückholen.
Es gilt: � ����� ������� ���! �� � ��" � � � "$#� �&% � " #� falls ')(+*�,-

falls ')./*�,
also gilt für die zurückgeholteForm� # � � ��102�431576 6 6 52�4810:9 ��;�< 3>= ? ? ? = < 8�@ ��� � � �A3�BDCECEC$B � � �A8 �F; �1= ? ? ? = � � " #� BDCECEC$B � " #��G
Diese * -Form „lebt“ auf 	IH:JK�����
	�� , ist also auchüber L ��M�N ,EOEOEOP, M � �1Q integrierbar. Man
setzt naheliegenderweise:R

SUTWVYX = ? ? ? = V 8[ZU\ � �]� R
SUTWVYX = ? ? ? = V 8�ZU\ � # � G

Definition 4
Es sei 	I^`_a�]� L ��M�N ,EOEOEOP, M � �1Q ein orientiertes* -Simplexin � und " < �]� bM�NEM < ,!c �ed ,EOEOEOP,`* .
Weiter sei ��" � ,EOEOEOP, " 9 � eine Basisvon f und 	IH!ge� eine maximaldimensionalekonvexe
Teilmengemit 	h�]�ji 	I^1_Eiagk	IH .
Das Integral von� � ��102�A3>576 6 6 52�A8>0l9 ; �A3>= ? ? ? = �A8 � "m#�A3 BDCECECYB � "m#�A8onDp �$q 	 HWr
über 	I^1_ ist definiert durchR

sut[v � �]� d� *xw dy�`z �� < � N ; �1= ? ? ? = � ��M < � G
Bemerkung

a) Im Fall * � -
setztman für � �{; n+p N �
	IHU� :R

SUTWVYX ZU\ � �]�
ddYz ;!��M�Ny���+;!��M�Ny� G

b) Wie obengilt für bijektive affin lineareAbbildungen | �:� �F� mit| i s}�~	�� L M N ,EOEOEOP, M � Q!� L�| ��M N � ,EOEOEOP,P| ��M � �1Qa� | �
	��a��	
im Fall der Orientierungserhaltungauf 	 die GleichungR

SUTWVYX = ? ? ? = V 8[ZU\ � �
R

SUTWVYX = ? ? ? = V 8[ZU\ | # � �
R

SWTW�lTWVYX Z[= ? ? ? = �lTWV 8�ZWZU\ �
und im Fall der OrientierungsumkehrungR

SUTWVYX = ? ? ? = V 8[ZU\ � ��� RSUTWVYX = ? ? ? = V 8�ZU\ | # � ��� R
SUTW�lT]VYX Z[= ? ? ? = �lT]V 8�ZUZU\ � G

c) Es gilt: R
s tUv �[� � � � w �>� � �E�!�/� �

R
s tUv � � w �1�

R
s tUv � ��� � � ,�� � nDp �$q 	 HWr , � � , �1� nK� G

DieseLineariẗat vererbt sich auchauf das im Anschlußan dieseBemerkungdefinierte
Integral über VereinigungenorientierterSimplizes.
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Definition 5
Gegebenseienorientierte � -Simplizes��������
	����� ������������ � ������ ��� 	�� �����������
mit � � � 	"! ������#!�	��$� ������������ � ����&%(' ��� 	�� ���������$�
und paarweisehöchstens) �+* �-, -dimensionalenSchnittmengen20, esgeltealso:. ���0/21#3 � ���������$�54��6�87	 / �:9�; < ) � �>= �@? ,BA �:C
Weiter sei

��D %�' eine konvexeTeilmengemaximalerDimensionmit�FEBG5H�H�H�G2�JI % � D %K' C
Das Integral von L 1#M � ) � D , über N � 	 � ���E GOH�H�H�G2� ���I

ist definiert durchP
Q L � 	 IR ?TS6E P

UWVYXZ L C

I.5.3 Der StokesscheIntegralsatz auf k-Simplizes

Bezeichnung

• Für [5\^] sei ' ein [ -dimensionalerPunktraummit zugeḧorigemVektorraum_ .
• Für ]@`�ab`�[ sei ) � � ��������� �6c�, ein orientiertes )�a:d �-, -Tupel affin linear unabḧangiger

Punkte in ' .
•

� ��� � 	fe ) � � ��������� � c ,�g sei dasvon � � ��������� � c aufgespannteorientierte a -Simplex, und
es sei

� � 	h! � ��� !jihkmljn-o�p�p�p�o$l6q�r .
• Es sei s�t6u i vl n l t für w i�x�o�p�p�p�o�y und z{u iK|�}>~-��� s�� o�p�p�p�o s q�� , also ~��������BiKl n�� z .
• ���6�^� sei einekonvexeTeilmengemaximalerDimensionmit ������� .
• � s � o�p�p�p�o s q�o s q�� � o�p�p�p�o s�� � sei eineBasisvon � und � s��� o�p�p�p�o s��� � die dualeBasis.

Lemma 2
Es sei � u i �����t ����� � � ��t ���-��� �j� t ��  ¡ ¡ ¡   t ���-��¢ s �t �j£5¤�¤�¤�£ ¢ s �t ���-�¦¥5§ q�¨ ��© � �«ª
eine ��y¬^x-� -Form auf � � mit affin linearenAbbildungen

� t ��  ¡ ¡ ¡   t ���-�8u � ��®°¯ o¦x&± w �¦² ¤�¤�¤ ² w q�¨ � ±(³5´
Dann gilt: µ

¶W·m¸ ¢ � i xy>¹ q� ºT» � ��¬:x-� º ¨ �½¼ � ��  ¡ ¡ ¡  
¾º   ¡ ¡ ¡   q �¿l º �6¬ � ��  ¡ ¡ ¡  
¾º   ¡ ¡ ¡   q �¿l6n-�¿ÀO´ (S1)

20 Für Á>ÂÃ2Ä ist ÅÇÆ-ÈÉÅBÊ alsoentwederleer oder es ist Ë0ÌÎÍ ÅÇÆ�ÈÉÅjÊTÏ ÃÑÐ Æ Ò ÊÎÓÕÔÖÆ
Ò Ê für ein Ð Æ
Ò ÊÉ×ØÅÇÆ-ÈÉÅjÊ und einen
höchstensÍ«Ù>Ú&Û�Ï -dimensionalenUntervektorraumÔ Æ
Ò ÊÝÜ:Þ .
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Beweis:

Aus
���������
	�����

mit����� ������������ � � ���� �!"����#
$%%& �')(*,+�- ��. / / / . -  �!"��0�21 ' 1"3 465 - ��. / / / . -  �!"� 	87:9;���<7
=9?> �<7
=� � >A@B@B@C> �<7
=�� �!"�

DBEEF
erḧalt manvermögeder InklusionsabbildungG6H
I;J 	K�L�NM OQP

die zurückgeholteFormG = �����A� ��R � <S I;J 	K�L��TVUW� � 	K�L�
mit

G =B���X� ������ � ��� � � ���  �!"� � �
$%%& �')(*,+�- ��. / / / . -  �!"��0�21 ' 1" 465 - ��. / / / . -  �!"� 	87;9:���<7
=9Y> �<7
=� � >Z@B@B@C> �<7
=�� �!"�

DBEEF
� �� 9)[ � 465 � . / / / . \' . / / / .  	87;9;�]	�^`_C�

9ba � �<7
=� >AcBcBc"> �<7
=�`d
Für das Integral über das e -Simplex gilt:fgih2j ���X� fgihkj G = ����� fgihkj

��9b[ � 4 5 � . / / / . \' . / / / .  	87 9 �]	�^V_C�
9la � �<7 =� >A@B@B@C> �<7 =�

� _	 e`m _C�on 	 e`m _C�
$& �� 9b[ � 465 � . / / / . \' . / / / .  	87;9;�]	�^V_"�

9la � DF
� _e n

�� 9b[ � 	�^V_C� 9la �qpBr ��s t t t svu9 s t t t s � 	8wx9;�]^ r ��s t t t svu9 s t t t s � 	8wzyB�8{ d |
Um nundie GleichheitdesIntegralseiner

	 e ^Z_"� -FormüberdenRandeines e -Simplex(also
eineVereinigungvon

	 e ^A_"� -Simplizes)unddesIntegralsder äußerenAbleitungdieserForm
überdasgesamteSimplexzu zeigen,wird die durchdie OrientierungdesSimplexinduzierte
Orientierungdes Randesben̈otigt.

Definition 6
Eine orientierte Seitedesorientierten } -Simplex ~��o� ist ein orientiertesSimplex~ ������v���"�"�z�"�B�B�B�,�b�� � �B�B�B�,�o�]�B�z�N�������"�
�B�B�B�B� }q�V�
Eine orientierteSeite ~����� �����8�z���,�B�B�B�,�o�]���B��� für �"�8 "�B�B�B�,�o�8� � �¡�"�
�B�B�B� }¢�C£ �b� � heißt nach
außenorientiert, wenn die � }¥¤�¦ � -Tupel �2� � �o� � �B�B�B�B�,�o� � �"� und �8�]�C�B�B�B�,�o�]�<� die gleiche
Orientierunghaben;andernfallsheißt ~����� nachinnenorientiert.

Der nachaußenorientierteRand §¨~���� von ~���� ist die Vereinigung§¨~ ��� � �©�bª � ~ ����
der }«¤¬¦ nachaußenorientiertenSeiten ~����� von ~���� .
Bemerkung
Für dasorientierte } -Simplex ���8� � �B�B�B�B�o�]�C��� ist die orientierteSeite ���8� � �B�B�B�B� � � � �B�B�B�,�o�]�<���
nachaußen(innen) orientiert, falls � gerade(ungerade)ist.
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Lemma 3

Es sei ���������
	������� wie im letztenLemmadefiniert. Danngilt für dasIntegralvon � über
den nach außenorientiertenRandvon ����� :�

������� ������! �" #%$ 	 ��& � �
#(' 	!)�* 	�+ , , , +.-# + , , , + � �0/ # �1& * 	�+ , , , +.-# + , , , + � �0/32��0465 (S2)

Beweis:

Es sei

� ���# �879�0/12;:�<�<�<=:%>/ # :�<�<�<�:?/1�;��@A:B� #DC �FEE � ���# EE :HGI�KJL:�<�<�<�: � 5
(Damit ist �����# für geradesG nachaußenund für ungeradesG nachinnenorientiert.)

Nun werdendie mittelsderInklusionsabbildungenM #DCONQP �� # �SR TVU zurückgeholten� � & � � -
Formen MXW# � betrachtet:

1) Für GY�[Z � :�<�<�<=: �!\ ist

NQP �� # ���]/ 2A^`_9a N;b Zdc 	 :�<�<�<=:fec # :�<�<�<�:?c;� \ , alsogilt:

M W# ��� * 	�+ , , , +.-# + , , , + �Ag c W	Ah�i�i�i;hkjg c W# h�i�i�i;h g c W� 5
2) Für Gl�8J , also �Y2m�n7X/ 	 :�<�<�<=:?/1�O@ ist

NQP ��Y2��o�8/ 	 ^qp 2 mit

pr2 C � _9a NdbSsut/ 	 /1vd:�<�<�<�: t/ 	 /1�!w� _9a Ndb s ) t/ 	 /12 ^ t/12�/ v=4 :�<�<�<�: ) t/ 	 /12 ^ t/12�/ ��4�w� _9a Ndb ZO��&oc 	 ^ c;v��?:�<�<�<�:��9&oc 	 ^ c;�;� \ 5
Durch die Zuordnung21

x 	 C �]&oc 	 :x # C �]&oc 	 ^ c # :yGI�[zL:�<�<�<�: �
erḧalt man:g c W	 �]& g x W	 & i�i�i & g x W� :g c W{ � g x W{ :A|1�KzL:�<�<�<�: � 5
Mit der InklusionsabbildungM C1NQP ��}�mR T~U gilt

M!��M 2 � M 2[� M W2 �]� M!��M 2 � W � M W2 ��M W :
und unter Verwendungvon

p 2�� _9a Ndb ZO�0c v &�c 	 �?:�<�<�<=:��0c � &�c 	 � \ � _9a Ndb Zdx v :�<�<�<=:?x � \
21 Vgl. Teil b) der Bemerkungauf Seite52.
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folgt: ����������	���
��	������� �� �� ������������ � � ������������� ����! " " " ! ��������#%$ ����'&)(*(*(+& #%$ ���������,-
��� �� �� ��.�/�0  ��! " " " !21. ! " " " ! � 
�3 #%4 �� 3 (*(*( 3 #%4 �� � & #%4 �0 &)(*(*(+&65#%4 �. &)(*(*(+& #%4 �� ,-7  0 ! " " " ! � #%4 �0 &8(*(*(+& #%4 ��� ��.�/�0  ��! " " " ! 1. ! " " " ! �:9 3 #%4 �.<; & #%4 �0 &8(*(*(+&65#%4 �. &)(*(*(%& #%4 ��7  0 ! " " " ! � #%4 �0 &8(*(*(+& #%4 ��� ��.�/ � 
�3:=�� .�> �  ��! " " " !21. ! " " " ! � #%4 �0 &)(*(*(+& #%4 ��:?

UnterVerwendungderorientierungsabḧangigenVorzeichen22 erḧalt mansomitfür dasIntegral
von � über den nachaußenorientiertenRandvon @BA�C :DEFHGJI ��� �� .�/ � DF GJIK 
�3:=�� . � �. �

� DF GJIL �	���� 7 ��.�/ � DF GJIK 
�3:=+� .  ��! " " " !21. ! " " " ! � #%$ �� &8M*M*M�& 5 #%$ �.N&8M*M*M�& #%$ ��
� =OQP �� R / � �� ��.�/ � 
�3:=�� .�> �  ��! " " " !21. ! " " " ! � 
�S

R � ,- 7 �� .�/ � 
�3:=�� .OQP �� T U LT�VU K  ��! " " " !21. ! " " " ! � 
�S
R �

� =OQP �� .�/ � �W� 
�3:=�� .�> � �� R / �  ��! " " " !21. ! " " " ! � 
�S
R � 7 
�3:=�� . �� T U LT�VU K  ��! " " " !21. ! " " " ! � 
	S

R � ,*X-
� =OQP �� .�/ � 
�3:=�� .�> �ZY  ��! " " " ! 1. ! " " " ! � 
�S . �[3\ ��! " " " ! 1. ! " " " ! � 
�S � ��] ? ^

Bemerkung
Im Fall

O �_= ist @`A�C �ba�
�S ��c S � ��d und egfih�jlknm�oqpBrts .
Damit ist pBu�vm fxw�o�y'z*s�{ nachaußenund p`u�vz fxw�o�y m s�{ nachinnenorientiert,undmanerḧalt:|}H~	��� e�f |�J�t����� �+���J����� o��%z�s � ���z f ��� o��%z�s'f�h�o�y'z*s[�\h�o�y m s�f |� }H~J� e`�
22 Vgl. dazuTeil b) der Bemerkungauf Seite80.
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Aus (S1) und (S2) folgt nun (zusammenmit obigemSonderfall):

Satz 1 (StokesscherIntegralsatzauf
�
-Simplizes)

Für ��� � ��� sei � ein � -dimensionalerPunktraum,�	��
 ein orientiertes
�
-Simplexin � ,������ einekonvexeTeilmengemaximalerDimensionmit � �	��
������	� und �	���������� !�	�#" .

Dann gilt: $
%'&)(+* ��,

$
- %'&#( �	.





II Stückweiseaffine r-Formen

„Daten ohneVerallgemeinerungsind nur Klatsch und
Tratsch.“

RobertPirsig

Nachdemim erstenKapitel affine � -Formenauf konvexenTeilmengenaffiner Punktr̈aume
undspeziellauf einzelnenSimplizesuntersuchtwurden,wodurchsiealseindeutigbestimmte
affin linearInterpolierendein denEckpunktenderSimplizesdenÜbergangzu diskretenDaten
ermöglichenund damit GrundlagedesdiskretenModells sind,werdennun stückweiseaffine
� -Formenauf endlichenSimplexpolyedernbetrachtet,also auf Vereinigungenendlich vieler
aneinandergrenzenderSimplizesgleicherDimension,die (zusammenmit ihren Untersimpli-
zes)als Simplizialzerlegungihrer VereinigungsmengeeinenSimplizialkomplexbilden. Die
Stetigkeitder stückweiseauf jedemSimplex definiertenAbbildung ist in naẗurlicher Weise
durch die Werte in den EckpunktengemeinsamerSeitengarantiertund vererbtsich auf die
stückweisenäußerenAbleitungenals Tangentialstetigkeit.Umgekehrtläßt sich unter Vor-
aussetzungeiner der TangentialstetigkeiẗahnlichenBedingungan lokal definiertekonstante� ������� -Formenauf deneinzelnenSimplizessowiedeseinfachenZusammenhangsdesSim-
plizialkomplexesdie ExistenzeinerdurchstückweiseIntegrationkonstruierbarensimplizialen
Stammformzeigen,alsoeinerstetigenstückweisen� -Form,derenäußereAbleitungauf jedem
Simplex der entsprechendenvorgegebenen

� ���	�
� -Form entspricht. Man erḧalt auf diesem
Weg eine diskreteVersion des PoincaŕeschenLemmasfür stückweisekonstante

� �����
� -
Formen auf einfach zusammenḧangendenSimplexpolyedern.23 Betrachtetman simplizial
affin lineare

� ����
� -Formenauf Simplexpolyedernbez̈uglich vorgegebenerSimplizialzerle-
gungen,alsostetigeAbbildungen,die sichausstückweisedefinierten

� �����
� -Formenauf den
einzelnenSimplizeszusammensetzen,sogen̈ugt dereinfacheZusammenhangim allgemeinen
nicht mehr. In diesemFall läßt sich eine diskreteVersiondesLemmasvon Poincaŕe unter
Voraussetzungder Geschlossenheitder lokal definiertenFormenund der Sternf̈ormigkeit des
Polyedersbez̈uglich einesEckpunkteszeigen.

II.1 Simplizialzerlegungen

„Es gibt einensehrgutenAusspruch,wonachDreiecke,
wennsie einenGott erfundenhätten, ihn dreiseitig ge-
machthätten.“

Baronde Montesquieu

Es wird eine an die vorliegendeSituation angepaßteDefinition einer Simplizialzerlegung
einesSimplexpolyedersvorgestellt.Da ein endlichesdiskretesModell dasZiel ist, gen̈ugt es,
sich auf endlicheSimplizalkomplexezu beschr̈anken;desweiterenist es im Hinblick auf die
für die Modellierung in BetrachtkommendenTeilmengenaffiner Punktr̈aumeangemessen,
GrundsimplizesgleicherDimensionzu fordern. Die hier (zum Teil in spezialisierterWeise)
eingef̈uhrten,ebensowie ohneexplizite Definition VerwendungfindendeBegriffe (konvexe
Zellen, Zellenkomplexe,Zellenḧulle, etc.) lassensich BüchernüberTopologie24 entnehmen,
wobei die BezeichnungendiesesKapitelsspeziellan [11] angelehntsind.

23 Eine vergleichbareMethodezur Konstruktionvon Spline-FunktionendurchIntegrationfindet sich in [15].
24 Vgl. z. B. [2, 11, 12]. Für Kantenwegeund derenDeformationensei speziellauf [31] verwiesen.
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Im folgendensei
�

ein � -dimensionalerPunktraumund � der zugeḧorige Vektorraumder
Parallelverschiebungen

� ���
.

Definition 1
Eine endlicheMenge ���	��
������������������� von Simplizes ����� � ������������������� � heißt
(endlicher)Simplizialkomplex, wenn gilt:

• Mit jedemSimplex ist auchjedeseinerSeitenin � enthalten.
• Der DurchschnittzweierSimplizesin � ist entwederleer odereinegemeinsameSeite.

Unter denGrundsimplizesvon � verstehtman die Simplizes � �"! � , die selbstnicht Seite
eines �$# ! �&%'
�� � � sind.� heißthomogen( -dimensional, wennalle seineGrundsimplizes( -Simplizessind.

Unter dem Körper (der geometrischenRealisierung) von � verstehtman die Vereinigung
aller seinerSimplizesals Punktmengen:) � ) �	� �*�	+, � �,-
Bemerkung

a) GemeinsameSeitenzweier Simplizeskönnendabei je nachBezugeigentlichund unei-
gentlichsein. So ist der DurchschnitteinesSimplexmit einemseinerUntersimplizesfür
letztereseine uneigentlicheSeite.

b) DerKörpereinesSimplizialkomplexesist dieVereinigungseinerGrundsimplizes,dajedes
weitereSimplexals SeiteeinesGrundsimplexbereitsin der Vereinigungenthaltenist.

Definition 2
Eine Teilmenge./� � heißt Polyeder, wenn es einenSimplizialkomplex � gibt, dessen
Körper . ist, wennalso

) � ) �0. gilt. � heißtdannSimplizialzerlegungvon . .

Für 1324�524� heißt ein Polyeder .6� � � -dimensionalesSimplexpolyederoder kurz� -Simplexpolyeder, wenneseinehomogen� -dimensionaleSimplizialzerlegungvon . gibt.

Bemerkung

a) Sind .7����������8.:9 die � -dimensionalenGrundsimplizesder Simplizialzerlegungeines� -Simplexpolyeders

.;�<. >= ����� = . 9 � � �
so ist die Schnittmengezweier Simplizes . � und .�# für �?2@���BAC2@DE�F�HG�;A
stetsentwederleer oder ein höchstensIJ�4KF��L -dimensionalesUntersimplex. Für zwei
Grundsimplizes

. � �NMJO �P ����������O ���Q �R.�#S�NMTO #P ����������O #�UQ �V.W�X��2Y���8AZ2YDE�"��G�VA
eines � -Simplexpolyedersgilt also:

(1) [3\]
^O �P ����������O �� ��_ 
^O #P ����������O #����`H2a� .

(2) Falls 
^O �P ����������O �� �b_�
^O #P ����������O #� ���H
^c P ����������cUdT� für e ! 
^1'�����������?Kf��� , so gilt:

.:�g_Z. # �HMhc P ����������c d Q -
Falls 
^O �P ����������O �� �U_3
^O #P ����������O #�����ai , so gilt:

. � _Z.�#j�Yi -
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b) Aus dem Pflastersatz25 folgt, daß jede Simplizialzerlegungeines � -Simplexpolyeders
homogen � -dimensionalist.

Definition 3

Es sei

���������
	�	�	��������� �������
ein � -Simplexpolyeder,wobei

������	�	�	���� �
die � -dimensionalenGrundsimplizeseinerSim-

plizialzerlegung
�

von
�

seien. ����� ��	�	�	�� �� �! �"� sei die Mengealler nulldimensionalen
Simplizes(Eckpunkte)in

�
.

a) Eine endlicheFolge #%$&� ��	�	�	�� $&')( mit *,+.- von Punkten $&� ��	�	�	�� $&'&/0����� ��	�	�	�� �� 1!
heißt Kantenzug(der Länge * ) in

�
, wenn jeweils zwei aufeinanderfolgendePunktedie

KanteeinesSimplexaufspannen,alsowenn für alle 23/4��- ��	�	�	�� *65879! gilt:

$;:�<� $&:�= � und >?$&: � $&:�= ��@ / ��A

b) Ein Kantenzug#%$ � ��	�	�	�� $&'B( heißt geschlossen, wenn $ � � $&' ist.

c) Eine elementare Deformation eines KantenzugesCED � #%$ � ��	�	�	�� $&')( in
�

in einen
Kantenzug CGF in

�
ist eine der folgendenAbbildungen:

• C � #%$ � ��	�	�	�� $&:�H ��� $&: � $&:�= ����	�	�	�� $&')(�I5KJL#%$ � ��	�	�	�� $&:9H ��� $&:�= ����	�	�	�� $&')( � C;F ,
für >?$ :9H � � $ : � $ :�= � @ / � ,

• C � #%$&� ��	�	�	�� $ : � $ :�= � ��	�	�	�� $ ' (MI51JONP$&� ��	�	�	�� $ : � �1Q � $ :�= � ��	�	�	�� $ 'BR � C;F ,
für S�$ : � $ :�= � � � Q9T / � ,

• C � #%$&� ��	�	�	�� $ :9H � � $ : � $ :�= � ��	�	�	�� $&')(MI5KJU#%$&� ��	�	�	�� $ :9H � ��	�	�	�� $&')( � C;F ,
für $&:9H ��� $&:�= � ,

• C � #%$ � ��	�	�	�� $&: � $&:�= ����	�	�	�� $&'B(�I51J N $ � ��	�	�	�� $&: � � Q � $&: � $&:�= ����	�	�	�� $&'BR � C;F ,
für S $ : � �1Q9T3/ � ,

• C � #%$&� � $ � ��	�	�	�� $ ' (;I51JV#%$ � ��	�	�	�� $ ' � $ � ( � C;F ,
falls *W+�X und $&� � $&' (also C geschlossen)ist .

d)
�

heißt zusammenḧangend, wenn es für je zwei Eckpunkte � : � ��Y einen Kantenzug#%$&� ��	�	�	�� $&'B( in
�

mit $&� � � : und $&' � ��Y gibt.

e)
�

heißt einfachzusammenḧangend, wenn
�

zusammenḧangendist und sich jeder ge-
schlosseneKantenzug #%$ � ��	�	�	�� $&')( in

�
durch Anwendungendlich vieler elementarer

Deformationenin einenKantenzugder Länge - überf̈uhrenläßt.

Bemerkung

Die obigen über Kantenz̈uge eingef̈uhrtenZusammenhangsbegriffe für Simplizialkomplexe
sindäquivalentzudentopologischen,sichaufPolyederalsKörperderKomplexebeziehenden.
Für den Zusammenhangläßt sich diese Äquivalenz recht einfach zeigen, wogegenfür
den einfachenZusammenhang,alsoden Nachweisder Isomorphieder Fundamentalgruppen
simplizialerKomplexeundderFundamentalgruppenihrergeometrischenRealisierungenSätze
über simpliziale Abbildungen, simpliziale Approximation und Unterteilungensimplizialer
Komplexe erforderlich sind.26

25 Vgl. [11].
26 Vgl. dazuetwa[2].
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II.2 Simpliziale r-Formen

„Das Universum besteht aus dem fortgesetztenVer-
schwindenaller MengenderMöglichkeitenbisaufeine.“

David Cottingham

Simplizial affin polynomiale � -Formenauf Simplexpolyedernsindstetigestückweiseauf den
GrundsimplizesdefinierteAbbildungen. Im affin linearenFall sind auf jedemSimplex der
Simplizialzerlegungaffine � -Formendurchihre Werte in denaffin linear unabḧangigenEck-
punkteneindeutigbestimmt.Setztmanin gemeinsamenEckpunktenverschiedenerSimplizes
gleiche Werte voraus, so erḧalt man eine stetige Abbildung auf dem gesamtenSimplex-
polyeder,derenEinschr̈ankungauf jedesGrundsimplexeine affine � -Form ist. Die äußeren
Ableitungendieser� -Formenstimmendabeitangentialin Richtungvon Vektorenauf gemein-
samenSeitenüberein.Unter sẗarkeren,dieserTangentialstetigkeiẗahnlichenVoraussetzungen
an stückweisedefiniertekonstante

� ������� -Formenlassensich umgekehrtstetigesimpliziale
Stammformenkonstruieren,wodurchmaneineVerallgemeinerungdeserstenSpezialfallsdes
Lemmasvon Poincaŕe auf einfach zusammenḧangendenSimplexpolyedernerḧalt. Für den
zweiten Spezialfall, also simplizial affin lineare und damit auf gemeinsamenKanten ste-
tige

� ���	�
� -Formen,ist mit der Sternf̈ormigkeit desPolyedersbez̈uglich einesgemeinsamen
Eckpunktesaller Grundsimplizeseine sẗarkereVoraussetzungenfür die Existenzeiner sim-
plizialen Stammformerforderlich.

II.2.1 Grundbegriffe

Definition 1
Es sei �������� ����� ��������� �������
ein  -Simplexpolyedermit einerSimplizialzerlegung

�
und Grundsimplizes

��� !�������! ��� .

Eine simplizial (affin) polynomialer-Form vom Grad " auf

�
bez̈uglich

�
ist eine stetige

Abbildung #%$ �&(' )+*-, !
die auf jedemSimplexdie Einschr̈ankungeineraffin polynomialen� -Form vom Grad " ist.

Für jedesSimplex

��./�0� !�1 � � !������+!32 gibt es also eine konvexeMenge maximaler
Dimension

�%4. �5�
mit

��.��6�%4.
sowie eine affin polynomiale � -Form

# 4.�7	8�9) � �%4. � , so
daß gilt: # . $ � # 4. � : ; � # � : ; $ ��.<&=' ) * ,�>
Eine simplizialer-Form auf

�
bez̈uglich

�
ist einesimplizial affin lineare � -Form,alsoeine

simplizial polynomiale � -Form vom Grad � auf

�
bez̈uglich

�
.

Bemerkung
Jedeaffin polynomialeAbbildung

#?$<@ &A' ) * , vom Grad " auf einem B -dimensionalen
Simplex

@ �DCFEHG !������+! EHI�J in

�
läßt sich zu einer affin polynomialen � -Form

# 4 7K8�9) � � �
fortsetzen,indem man

� E G !������+! EHI � zu einem affinen Koordinatensystem
� E G !�������! E L � von�

ergänzt und definiert:# 4 � E � $ � #�MNM ��O IP QSR �UT QWV E G � IP QSR �UT Q E QXV Y EZ� LP QSR G T Q E Q ! LP QSR G T Q � � >
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Lemma 1
Eine simpliziale � -Form ��� �����
	���

bez̈uglich � ist durchihre Wertein denEckpunkten
derSimplizialzerlegung� (alsoaufden � -SimplizesderZerlegungdesPolyeders

�
) eindeutig

bestimmt.

Beweis:

Für jedes � -Simplex
������������������� ��!

ist die affin lineareAbbildung � ��� �#" $&% durch ihre
Werte in den '(�*) ��+

affin linear unabḧangigenEckpunkteneindeutigbestimmt.Es ist also
nur zu zeigen,daßman durchdie Vorgabevon Wertenin allen Eckpunkteneinesimpliziale� -Form, also eine insbesonderestetigeAbbildung erḧalt.

Sei dazu
�-,.�0/21 ,3 ����������1 ,465 für 798;: ������������!=<

. Weiter seienWerte� ,� 8 �
	�� ?> � 8=:�� ��������� � <@� 7A8=: ������������!=<
mit der Vertr̈aglichkeitsbedingungfür gemeinsameEckpunkte� �B � � ,C > 1 �B �D1 ,C 8 � �FE � , �
�G� 7H8=: ������������!=<@��IJ��K 8=:�� ��������� � <
gegeben.Dann definiert man in einemPunkt1 � � 4L �NM 3PO � 1 ,� 8 � , � 4L �NM 3PO � �Q�6� O ��R � �
��� � ������� � �
den Wert von � durch�S' 16+ � � 4L �NM 3PO � � ,� 8 �
	�� �T
Insbesonderegilt damit:�HU 1 ,�FV � � ,� > � 8=:�� ������� � � <@� 7A8=: ������������!=< T
Durch dieseVorschrift erḧalt man eine stückweiseaffin lineareAbbildung auf der gesam-
ten Simplizialzerlegung. Die Wohldefiniertheitfolgt dabei aus der durch die Konstruktion
erfüllten Stetigkeit. Sei dazufür

I 8�:�� ��������� �XW �@<��� E �-,Y��Z\[ 3 ������� � [ B�] �_^�1 �`�a ����������1 �`�b�c �_^ 1 ,d\a ������� ��1 ,dGb�c
ein gemeinsamesUntersimplexvon

� �
und

� ,
mit[ C �D1 �`�e �;1 ,dGe ��K�� � ��������� IJ�

und 1 � � BL C M 3 O C [ C 8 Z([ 3 ������� � [ B ]
mit O 3 ������� � O B 8�f � BgC M 3 O C �h��� O C R � �iKj� � ��������� I ein Punkt in diesemUntersimplex.

Dann gilt: 1�� BL C M 3 O C [ C � BL C M 3 O �`�e 1 �`�e � 4L k M 3�O �
k 1 �k 'G8 ���l+

� BL C M 3 O , dGe 1 ,dGe � 4L k M 3�O ,
k 1 ,k 'G8 �-,m+
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mit reellenZahlen
������������������	
������ ������������ 	����

,	� ��� � � ���� �� � � � � ���� �
	� ��� � � � ��� �� � � � � � � � ���

und � ���� � � � �"!$#&%('�� ���������*),+�- '�. � ��������� . � +
�0/ %('�� ���������*),+�- '�1 � ��������� 1 � +
�� �� � � � � � � � � � �32 � � ����������465
Es folgt: 798;:&< � �� � � � �

� 7=8�> � < � �� � � � � ���� 7@?�: ����BA �
	� ��� � � �� 7@?�: �� A� �� � � � � � � � 7@?�: �� � A �
	� ��� � � � � 7@?�: �� A 5

Der Wert von 7 im Punkt : hängt also nur von Werten in den gemeinsamenEcken der
Simplizes C � und C � ab. Da dies für beliebigegemeinsameUntersimplizesin D gilt, ist 7
eine simpliziale E -Form auf C bez̈uglich D . F
Folgerung
Ist 7HG CJILK3M*NPO eine simpliziale E -Form auf C ��Q D Q bez̈uglich D , so ist für beliebige
UntersimplizesR % D die Einschr̈ankung 7 Q S G RTIUK3M*NPO eineaffin lineareAbbildung.

II.2.2 Tangentialstetigkeit

Es seien C � �WV : �� ��������� : �	
X*� C �=�WV : �� ��������� : �	YX3Z C � C\[^],_�_�_�]`Cba �WQ D Q Zdc
zwei Grundsimplizeseines

)
-SimplexpolyedersC , die sich in einem gemeinsamen

4
-

dimensionalenUntersimplexR ��V > � ��������� > � X � C ��e C �mit
4 � � schneiden.

Mit f � G � g> � > � für
2 �h� ����������4 sei 8 f [ ��������� f � � f �*i [ ��������� f�j < eine Basis von N mit der

zugeḧorigen dualenBasis 8 fkO[ ��������� fkOj < .
Ist nun 7lG C ImK M NPO eine simpliziale E -Form auf C bez̈uglich D , so lassensich die
Einschr̈ankungenvon 7 auf die einzelnenSimplizesschreibendurch7on � 7 Q prq3� 7tsn Q prq3� �[vu �xw�y{z z z y|�x} u j�~ n �xw�� � � � � �x} Q prq�� f O�xw�� _�_�_ ��� f O�x} ��� ��� ���������*�
mit 7 sn %,� M 8 C sn < undmaximaldimensionalenkonvexenMengenC sn Zdc mit C n Z C sn . Für
eine gemeinsameKante � >
� � >��|� Z R und

� ��� ��� gilt dann:7�n ? > � A � 7�n�8�> � <{���^� qk� g> � > �k�� ��v�|�x���{      �|�x¡v�£¢&¤�¥{¦�x��§ ¨ ¨ ¨ § �x¡�©�ª
«�¬{�® «°¯± �v² ³ ³ ³ ² ± ¡ ¤ ´ª
«�ªYµk¶|¶6·k¸�x��¹»º�º�º�¹ ·k¸�x¡P¼
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Aus der Stetigkeit von � , speziell aus���������
	�����������
	������������������
��������� � ��!�����"�#��!%$&�('*)+!
folgt , -/.�0 1�324�35/67� , -98�0 1��2:�35/6<;
Aus der Darstellungbez̈uglich der Basiserḧalt man weiter, 2 .. =�> ? ? ? > .A@ 0 1� 2 �35/6B� , 2 8 . = > ? ? ? > . @ 0 1� 2 �35�67�DC�E�F#GDHJI�I�I4H+F#KDE+LB;
DieseGleichheitgilt für beliebigeKantenin ) unddamit für beliebigeLinearkombinationen
innerhalb des durch das Simplex ) aufgespanntenUnterraumsvon M . Somit stimmen
alle Richtungsableitungenauf gemeinsamenUntersimplizesüberein, es gilt also für alleNJ'PO Q4RTS�UVN/G��������
��NVW�X :, -/. �#N:!�� , -98 �#N:! und

, 2 .. = > ? ? ? > . @ �#N:!�� , 2 8 . = > ? ? ? > . @ �#N:!��DC�E�F G HJI�I�I4H+F K E+LB;
Betrachtetman nun die äußerenAbleitungenY �[Z\ � ]G�^ � = _�` ` ` _ � @ ^ba c a] dAe G , 2/f. = > ? ? ? > . @ �#N d ! Y N/gdih Y N�g� = h I�I�I h Y N�g� @�j ��k���F��ml"�
so folgt die Gleichheitaller derjenigenSummandenin

Y � Z� und
Y � Z , in denen N d einer der

BasisvektorenN G ����������NTW ist, alsoauf dem gemeinsamenUntersimplex) liegt.

Bezeichnung
Die Eigenschaft, 2 .. = > ? ? ? > . @ �nN d ! Y N gdih Y N g� = h I�I�I h Y N g� @ � , 2 8 . = > ? ? ? > . @ �#N d ! Y N gdih Y N g� = h I�I�I h Y N g� @
für CoE(F G HPI�I�I�HpF K E(L und q '+U/CT���������
�4X , die für ���r�s�ut v . und ��&�w�ut v 8 auf zwei
beliebigenGrundsimplizesx �#� x zy x mit einemgemeinsamenUntersimplex) erfüllt ist,
nenntmanTangentialstetigkeit deräußerenAbleitungenderEinschr̈ankungendersimplizialen{ -Form � bez̈uglich desSimplizialkomplexes| .

Bemerkung
Da die Tangentialstetigkeitder äußerenAbleitungen

Y � Z� '~}i�K���G � x Z� ! der lokalen affinen{ -Formen � Z� '(} K � x Z� !r�iF���CT�������
��� aus den Eigenschaftender simplizialen { -Form �
folgt, ist sie bei einer stückweisegegebenenkonstanten�#{D�JCV! -Form als Kandidatfür eine
stückweiseäußereAbleitung eine notwendige Bedingung für die Existenzeiner (globalen)
simplizialen { -Form auf einemSimplexpolyederbez̈uglich einerSimplizialzerlegung.

Nun ist aberim allgemeinenbei zwei benachbartenSimplizes x � � x  y x (außerim Spe-
zialfall einer affinen { -Form auf R���� x �:� x �! ) in den ergänztenlinear unabḧangigenRich-
tungenNTW ��G �������
��N a keineGleichheitderentsprechendenRichtungsableitungengegeben.Das
führt insbesonderedazu,daßdie Tangentialstetigkeiteinergegebenenstückweisekonstanten�#{b�*CV! -FormalsmöglichestückweiseäußereAbleitungeinersimplizialen { -Formnicht direkt
überpr̈ufbar ist, da sich die Koeffizientender einzelnen�#{D�+CV! -Formenbez̈uglich der Basis� Y N�g� = h I�I�I h Y N�g� @�� = t/C�E+F G HJI�I�I4H�F K ��G E�L��
alsSummenzusammensetzen.Im FallederTangentialstetigkeitsinddabeieinigeSummanden
notwendigerweisegleich, anderemüssenabernicht gleich sein,womit im allgemeinenauch
keine Gleichheitder Koeffizientengegebenist.
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II.2.3 Simpliziale Stammformen stückweisekonstanter Formen

Ausgehendvon einer stückweisekonstanten
���������

-Form ist nebender notwendigen,aber
nicht direkt überpr̈ufbarenBedingungder Tangentialstetigkeit,eine sẗarkere,hinreichende,
abernichtnotwendige,dafür aberleichtalserfüllt zuverifizierendeBedingungfür dieExistenz
einersimplizialen

�
-Form auf zwei benachbartenSimplizesdie Gleichheitaller Summanden,

in denenein 	�
�� mit
���������

auftritt. Die ExistenzderlokalenStammformenfolgt dabeiaus
demLemmavon Poincaŕe. Unter VoraussetzungentsprechenderVertr̈aglichkeitsbedingungen
auf gemeinsamenSeitenaneinandergrenzenderSimplizeslassensich auf diesemWeg sim-
pliziale Stammformenauf einfachzusammenḧangendenSimplexpolyedernkonstruieren.

Definition 2
Es sei

�������������������! ��#" $%"�&�'

ein ( -Simplexpolyedermit einerSimplizialzerlegung
$

und Grundsimplizes
� ��) ����� ) �  

.

a) Eine Abbildung

*,+.-$ + �
 
/
021 �

� � 04365 � 0 �87:9<;>= �

heißt stückweisekonstantbez̈uglich
$

, wenn * " ?A@CBEDF?G@ für H � � ) ����� )>I konstantist.
b) Es sei

*,+ -$ 7:9 ;KJ � = �
eine stückweisekonstanteAbbildung bez̈uglich

$
und

LM+ � 7:9<;>= �
eine simpliziale

�
-Form bez̈uglich

$
mit

L " ? @ � LON0 " ? @ ) LON0�PRQ ; � � N0 � ) H � � ) ����� )>I

für maximaldimensionaleTeilmengen
� N0 &�' mit

� 0 &M� N0 . Weiter gelte:

	 L N0 " ? @ BEDF? @�� * " ? @ BEDF? @ ) H � � ) ����� )>ITS

Dann heißt L eine simplizialeStammformvon * .

Lemma 2
Es seien

� 0 ) �VUW&����X���8�R���������! ��#" $%"�&�'

zwei Grundsimplizeseiner Simplizialzerlegung
$

eines ( -Simplexpolyeders
�

, die sich in
einem gemeinsamen

�
-Simplex

Y �[ZK\^] ) ����� ) \�_6`8��� 0ba �,U

mit
�,c��

schneiden.Weiter sei
� 
 ��) ����� ) 
�d � eineBasisvon

=
mit 
 � � e\ ] \ � ) � � � ) ����� ) � )

und
� 
�� ) ����� ) 
�d � sei die duale Basis.
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Mit
���������

und 	�
����� seien��� 
 ������������ � � �����! �����"$# � ����% & & & % ���! ��$')(+*� �$,.-/-/-0, '+()*� �! ��21.3546�7 �+8:9<;�>=
konstante? ��@BA0C -Formenauf maximaldimensionalenkonvexenMengenin D mit 9 �FE 9 ;� ,
so daß gilt:# �� � % & & & % � �! �� 
 #HG � � % & & & % � �! ��JI ?K� � /L/L/L>M� 6�7 � CONQP � � /L/L/L>M� 6�7 �/R5S P+A /L/L/L>>T RVU
XWZY
Danngibt esaffine

�
-Formen [ � 1�3 6 ? 9 ;� C und [ G 1�3 6 ? 9 ;G C , so daßgilt:' [ � 
 � �  ' [ G 
 � G und [ ��\ ] 
^[ G \ ] Y

Beweis:

Als konstante? �_@�A�C -Formensind � � und � G exakt. Dahersei für 	Z
`���� wie im Beweisdes
erstenSpezialfallsdesPoincaŕeschenLemmas27 [ � 1.3 6 ? 9 ;� C mit ' [ � 
 ��� definiertdurch

[ � N 
 A�5@2A ������ � ��� � � ��� �! �� ��"# � ����% & & & % ���! �� 6�7 �� acb �_d ��e - ?�f A�C a 7 � '+()*� �_,.-/-/-0,hg'+( *��e ,.-/-/-0, '+()*� �! ��
mit Koordinatenfunktionend � /L/L/L/ d " bez̈uglich ?�i 4�j ( � /L/L/L/ ( " C .
Damit gilt für alle k � /L/L/L/Mk 6 1ml :8 [ � =�n ?Kk � /L/L/L/Mk 6 C 
 A�o@2A - 8 ��� =�p�qsruti 4>v Mk � /L/L/L>Mk 6�w I v 1 9 ;� Y
Ist nun v 1�x ein Punkt auf dem gemeinsamenUntersimplex,so gilt ti 4 v 
 yzacb �|{ a ( a mit

geeigneten{ � /L/L/L> { y 1�} , und wegen ( *a r ti 4 v w 
 �
für T ��~��m�

gilt:? � � C p�q ruti 4 v Mk � /L/L/L/Mk 6�w
�� ������ ���0� � � � � �! �� ���� � ��� � � � � � �! ����M�M� � � � � � � ����������$������ � � � � ���!���$� ����$�.�/�/�+��� ����!���
�B u¡¢¤£>¥Z¦M§o¨/¦/©/©/©>¦M§5ªM«

¬� ®
��¯�° ��±0² ² ² ± ° �!��� ¯�³´ ° ��µ ¶ ¶ ¶ µ ° �!����·M¸M¹ � µ ¶ ¶ ¶ µ º�» ������H¼ ����� � � � � ���!��� �

���� �.�/�/�+��� ����!���
�B  ¡¢ £ ¥Z¦M§ ¨ ¦/©/©/©>¦M§ ª «

¬m½K¾ ¼ ¿�À�Á
  ¡¢¤£>¥Z¦M§o¨/¦/©/©/©/¦M§5ª «

und folglich½:Â � ¿�Ã ½ § ¨ ¦/©/©/©/¦M§ ª ¿ ¬m½:Â ¼ ¿ Ã ½ § ¨ ¦/©/©/©>¦M§ ª ¿ÅÄ ¥�ÆBÇ�¦O§ ¨ ¦/©/©/©>¦M§ ª Æ.È`É
(V1)Ê

27 Siehe Seite 65.
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Folgerung
Da die Einschr̈ankungender beiden � -Formen ��� und ��� auf dasgemeinsameUntersimplex���
	 ��� 	 � identischsind, erḧalt man durch

�� ����� � ����� ������� ��� ���
eine (wohldefinierte)simpliziale � -Form

��� 	 ��� 	 �! #"�$&%('
bez̈uglich der Simplizialzerlegung)* � �,+-*/.�01* � */.�23	 � � 	 �54 �6+-*/.�01* � */. ist Seitevon

	 � oder
	 �54

mit den Eigenschaften:�7� ��� � � � � ��� �8� � 0:9 $<; 	>=�-? und @5� � � ��� ��A � � ��� �B� 0C+D� ��� 4/E
Bemerkung
Im obigen Beweis werden die Stammformenbez̈uglich einesaffinen KoordinatensystemsFHGJIDKML�N �-O-O-O&� LQP<R definiert, wobei der Punkt

GJI 0S�
willk ürlich als Ursprunggewählt ist.

Betrachtetman für zwei Ursprungspunkte
G � G = 0T	 � 2U	

die entsprechendenStamm-
formen ���H�V� =� 0W9 $ F 	 =� R bez̈uglich der affinen Koordinatensysteme

FHGXKML N �-O-O-O&� L P R undFHG = KML�N �-O-O-O&� LQP<R mitF � � RHY(F[Z\N �-O-O-O&� Z $ R � ]��^ ]`_ F A � RHa/b,cGJd � Z\N �-O-O-O&� Z $fe �;g� =� ? Y F[Z N �-O-O-O&� Z $ R � ]��^ ]`_ F A � R a�hMb cG = d � Z N �-O-O-O-� Z $feji Z N �-O-O-O-� Z $ 0 %k�
so gilt:

; � =� ? Y F[Z\N �-O-O-O&� Z $ R � ]��^ ] _ F A � RHa�hMb cG = G ^ cGJd � Z\N �-O-O-O&� Z $fe� ]��^ ] F A � R a b cGJd � Z N �-O-O-O&� Z $ e^ ]��^ ] F A � RHa/b cG = G � Z\N �-O-O-O&� Z $fe� F � � RHY(F[Z\N �-O-O-O-� Z $ RmlkF � � RHa�hnF[Z\N �-O-O-O&� Z $ R
also

; � =� ? Y � F � � RHY:lkF � � RHa�hob � F � � RHY ^ ; � =� ? a e (V2)

für beliebigePunkte
d 0p	 =� . Dabeihängt

F � � RHa�h 0 " $ % ' nicht von
d

ab.

• Betrachtetmannunfür � �k� ��� jeweilszwei wie im obigenBeweiskonstruierte� -Formen�q� und � =� bez̈uglich der Ursprungspunkte
G 0��

bzw.
G = 0k�

, so gilt aufgrundder
Stetigkeit: F ��� R Y�r l ;s� =� ? Y�r � F ��� R a h � F ��� R a�ht� F ��� R Yvu l ;g� =� ? Y u i d � 0w	�=� � d � 0x	�=� E
Die entsprechendensimplizialen � -Formen� und � = unterscheidensich alsoauf

	 ��� 	 �
um eine konstante� -Form y 0,9 I$ Fnz{R

mit

y F[d/R � � � a�h � l � ha i d 0 z E
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• Wählt manals Ursprungspunkte
���������

und
��� �����	�

, 
 -Formen � �� ������������� mit

� � ������ ��������������� � � �"! #
%$ #'& ��( � �*),+�-/.� �10 � ������������� � �32
45������������� � � �6�� 0 �7� �� �

sowie � � �� �8�%�������� � mit

� � � �� � � ��������������� � � �"! #
%$ # & ��( � � ),+ + - .� � �10 � ������������� � �32
49������������� � � �6�� 0 �7� �� �

und definiertman � �� �:� � ������;� für einenbeliebigenPunkt
�<�>=

durch

� �� � 0 �@?1! � � � ��A� �B � � � ��A� ) $ � � ��C� ) 4 0 �7� �� �
( D )

so erḧalt man eine simpliziale 
 -Form � �
auf

���FE7�	�
durch

� ��G HJI ?1! � �K G HLI �"M !ON �QPR�
denn � �

unterscheidetsichvon der in obigerFolgerungkonstruiertensimplizialen 
 -Form� nur durch eine konstante
 -Form; es gilt:

� � �� � � ! � � � � � B � � � � ) + 4 0 �7���
sowie � � ��;� � ! � � � ��A� � B � � � ��S� ) $ � � ��C� )

!/- � � � � � B � � � � ) + + 2 BT- � � � � ) B � � � � ) + + 2 $ - � � � �*)B � � � �*),+ 2
! � � � � � B � � � � ) + 4 0 �7�	�

und speziell:

� � ������ ! � � � � � B � � � � ),+
! � � � � � B � � � �*),+F! � � ��U� � 4 0 �V=OW

Es zeigt sich hier insbesondere,daßdieseKonstruktionunabḧangigvon
�T�=

ist.

Wählt man nun zus̈atzlich noch

� ! � � � �V= ! ���YXZ�	�[�
so vereinfachtsich � �� �:� � ������;� in ( D ) wegen

� � � ��S� ) ! � � � ��S� ),+ + !]\ zu

� �� � 0 �"! � � � ��S� � $ � � ���� ),+ + 4 0 �7� �� W
(V3)

Zur stetigenFortsetzungder in
���

entwickeltenStammform � ��
muß also nur der Wert� � ���� ),+ + zu der in

��� �
entwickeltenStammform� � �� addiertwerden.
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Satz 1
Gegebensei ein einfachzusammenḧangendes� -Simplexpolyeder���������
	�	�	��������� �������
mit einer Simplizialzerlegung

�
und Grundsimplizes

������	�	�	������
.

Mit �����! #" seien

$&%('*),+-/. ��0 �21%�3 ��45�76&��	�	�	��98
konstante:;�=< 6�> -Formenauf maximaldimensionalenkonvexenMengenmit

� % ��� 1% ��� .

Weiter gelte für je zwei Grundsimplizes
��?;���A@B�C�

, die sich in einem gemeinsamenD -
Simplex E�F �7G;H + ��	�	�	���H(I&J=��� ?LK � @
mit

6 ��D�� � schneiden:

Ist :;M ����	�	�	�� M�N > eine Basis von O mit M&P � QH + H P �SRT�U6&��	�	�	�� D � und ist :;M�V� ��	�	�	�� MWVN > die
zugeḧorige dualeBasis,und schreibtman ferner

$ % � X�/YZ?\[^]`_ _ _ ]Z?\acb�[/Y Ned
% ?\[/f g g g f ?\acb�[eh M V?\[�i*j�j�j&i h M V?\acb�[ �=4T��k/��lm�

so ist

d
??\[/f g g g f ?\acb�[ �

d
@ ?\[^f g g g f ?\acb�[on : k � ��	�	�	��9k -^. � > Fqp k � ��	�	�	��9k -^. ��r,K p 6&��	�	�	�� D rAs��t5u

Dann gibt es eine simpliziale � -Form v auf
�

bez̈uglich
�

mit

v � wyxz� v % � w{xS� v %q'*) - : � 1% >z�=4T�76&��	�	�	��98��
so daß gilt:h v % � w{x � $ % � w{x �=45��6&��	�	�	��98�u
Beweis:

Es seien
p�| ����	�	�	�� |�} r �~�

alle nulldimensionalenSimplizesin
�

. Für zwei Eckpunkte|�� � |e� ' � % �����=�e��� ' p 6&��	�	�	��9� r �/4 ' p 6&��	�	�	��98 r
einesGrundsimplex

� % sei v ��� '
� - O,V definiertalsWert der in
|e�

entwickeltenStammform
zu $�% im Punkt

| �
:

v ��� :;� ����	�	�	�� � - > F � 6
�S< 6 j 0 $�% 3����`� Q|e�W|e� � � ����	�	�	�� � -/� n � ����	�	�	�� � - ' O u

Damit ist v ��� durchdie vorausgesetzteVertr̈aglichkeitsbedingungwohldefiniert.28

Nun sei
|e�

für ein d '
p 6&��	�	�	��9� r

beliebig,aberfest gewählt.

Für ein Simplex
� % ��4 ' p 6&��	�	�	��98 r � gibt es dann einen Eckpunkt

|e� ' � % und einen
Kantenzug : | ��� ��	�	�	�� | �&� > mit

| ��� � |e�
und

| ��� � |`�
, also eine Folge von Eckpunkten,

28 SieheGleichung(V1).
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so daßjeweils zwei aufeinanderfolgendePunktein einemSimplex liegen. Man definiert auf���� die Stammform:��� ���
	������������������������ ���� ��� � � �!�
	#"%$'&(*)+( �����������������-,
�/.10 �2 35476 �98
:58
: ;=< �� � �������!�� � �?>@ � �������!�� ��ACB � ( A � ��ED

Es sind nun zwei Teilbehauptungenzu beweisen:

1)
� � ist unabḧangig vom Kantenzug� ( 8
F ��������� ( 8
G � von

(*H
nach

(7)
.

Dazu wird gezeigt,daßfür elementareDeformationen� ( 8�F ��������� ( 8 G �JIK� (*L F ��������� (*L-M �
gilt:

.50 �2 35476 �N8
:18
: ;
< �PO 0 �2 35476 � L : L : ;
< D
Für Eckpunkte

(*Q < � (*Q!R � (*Q�S A �UTWV�� �YX A[Z � �������!��\^] gilt offenbar29� Q < Q!S � � Q < Q!R � � Q!R-Q!S
sowie � Q < Q < � � Q < Q!R � � Q!R-Q < �[_J�
worausdie Gleichheitder obigenSummenfür die erstenvier elementarenDeformatio-
nen30 folgt. Die Fünfte der Deformationen,also die VerschiebungdesAnfangspunktes
innerhalb einesgeschlossenenKantenzuges,̈außertsich nur in einer Umnumerierung,
denn mit ` . � ` 6

gilt:

.50 �2 35476 �N8 : 8 : ;
< � �N8�F-8 < � .50 �2 354 � �N8 : 8 : ;
< � .50 �2 354 � �N8 : 8 : ;
< � �N8 G 8 < D
Sind nun � ( 8�F �������!� ( 8
G � und � ( L F �������!� ( L M � zwei Kantenz̈uge von

(*H
nach

(7)
, so ist� ( 8�F ��������� ( 8
G � (*L M � (*L M a < �������!� (*L F � ein geschlossenerKantenzug.Da

�
einfachzusam-

menḧangendist, läßt sich jeder geschlosseneKantenzugdurch endlich viele elementare
Deformationenin einenKantenzugder Länge _ überf̈uhren. Dahergilt:

.50 �2 35476 � 8 : 8 : ;
< � O 0 �2 35476 � L M a : L M a : a < �[_
b .50 �2 35476 � 8 : 8 : ;
< �/cdO 0 �2 35476 � L M a : L M a : a < �PO 0 �2 35476 � L M a : a < L M a : �eO 0 �2 35476 � L : L : ;
< D

Die Stammform
� � ist also wegen

.50 �2 35476 �N8 : 8 : ;
< �� � ���������� � �f�eO 0 �2 35476 � L : L : ;
< �� � �������!�� � �?>@ � �������- �EACB
unabḧangig von der speziellenWahl desKantenzugesvon

(*H
nach

(7)
.

29 SieheGleichung(V2) in obigerBemerkung.
30 Ersetzenzweier SeiteneinesDreiecksdurch die Dritte (und umgekehrt)sowie Streichen(Einfügen)eines„Hin-und-
Zurück”-Weges.
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2) ��� ist unabḧangig vom gewähltenEckpunkt �����	� � .
Sei dazu ��
���� � ein Eckpunkt. Dann gilt für alle ���� � :� ���������������������������� "! #$�% #'& �)( �����+*-,/.�-�0� 
 % .� 
 � �������������������21

%4365 �7 869-: ��;=<6;�< >�?��������������������� 
! #$�% # & �)( �����=@-,A.� 
 � �������������������21B%�� � 
 �������������������� 
%4365 �7 869-: � ; < ; < >�?���� � ����������� �  

! #$�% # & � ( � ���=@ , .��
+� ��� � ����������� � 1
% 37 869-: � ;�<C;�< >�? ��� � ����������� �  DE� � ����������� � �GF

mit H 3JI �'K !4L . Man erḧalt also den Wert der in � 
 entwickeltenStammformzu
( � im

Punkt � zuz̈uglich desdurchdenKantenzug
� � ;�M���������� � ;=N >�?2� von �"O nach � 
 definierten

zu addierendenAnteils. Die Stammform � � ist somit auchunabḧangig vom gewählten
Entwicklungspunkt�-�P�Q� � .

Da die lokalen Stammformen��� �GR � � �TS� �U�"V'! # ���������2W
unterVerwendungder Vertr̈aglichkeitsbedingungfür die stetigeFortsetzung(V3) konstruiert
wurden,stimmensieaufgemeinsamenSeitenaneinandergrenzenderSimplizesüberein.Durch
die Einschr̈ankung�YX Z\[ K !]���^X Z_[��`VU! # ����������W
erḧalt man also eine (wohldefinierte) simpliziale $ -Form � auf � mit den gewünschten
Eigenschaften. a
Folgerung (PoincaŕeschesLemma für stückweise konstante ��$b% #  -Formen auf einfach
zusammenḧangendenSimplexpolyedern)

Ist mit den Voraussetzungendes letztenSatzes

( KBcd !feg� 9 � � � ��h=i � ���kjml�� I � F�n
stückweisekonstantbez̈uglich

d
mit( X Z_[)o2pqZ_[ ! ( � X Z_[�o2pqZ_[ � ( � �GR

:
� I � � � S� � �`VU! # ����������W��

so ist die obenkonstruiertesimpliziale $ -Form � einesimplizialeStammformvon
(
.
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Bemerkung

a) Ist
�

nicht zusammenḧangend,so kann, da zwischenverschiedenenZusammenhangs-
komponentenkeine Stetigkeitsbedingungenzu erfüllen sind, jede der Komponentenfür
sich betrachtetwerden.Der Satzgilt alsoauchfür nichtzusammenḧangendeSimplexpo-
lyeder,derensämtlicheZusammenhangskomponenteneinfachzusammenḧangendsind.

b) Die aus der Tangentialstetigkeiteiner stückweise konstanten �������	� -Form folgende
Existenzeiner simplizialenStammformentsprichtinnerhalbder klassischenVektorana-
lysis der ausder TangentialstetigkeiteinesstückweisekonstantenVektorfeldesfolgenden
Existenzeiner stückweiseaffin linearenFunktion, derenGradientdas (somit konserva-
tive) Vektorfeld ist.31

II.2.4 Simpliziale Stammformen stückweiseaffin linearer Formen

Der zweite in Kapitel I behandelteSpezialfalldesPoincaŕeschenLemmasbesagt,daß jede
geschlossene(affin lineare) � -Form auf einer konvexenMenge exakt ist. Setzt man nun
eine simpliziale ���
����� -Form auf einem Simplexpolyedervoraus,die auf jedem Simplex
Einschr̈ankungeiner geschlossenenForm ist, so lassensich lokale Stammformenauf be-
nachbartenSimplizesin PunktengemeinsamerUntersimplizesentwickeln,wodurchmaneine
simpliziale Stammformauf den beteiligtenSimplizeserḧalt. Folglich läßt sich der zweite
SpezialfalldesLemmasvon Poincaŕe für sternf̈ormige Simplexpolyedermit einemgemein-
samenEckpunktaller Grundsimplizesverallgemeinern.Da sich aber im affin linearenFall
die in verschiedenenPunktenentwickelten(quadratischen)Stammformenum geschlossene
� -Formenunterscheiden,die im allgemeinennicht konstantsind, ist es nicht möglich, wie
im letztenAbschnitt simpliziale Stammformenauf einfach zusammenḧangendenPolyedern
durch Anpassungvon Konstantenzu konstruieren.

Definition 3
Es sei

����������������������� ��� �"!
ein # -Simplexpolyedermit einerSimplizialzerlegung

�
und Grundsimplizes

� ��$ ����� $ ���
.

Eine simpliziale Stammform einer simplizial polynomialen ���%�"��� -Form

&(' ��)+*-,/. �10-2
vom Grad 3 auf

�
bez̈uglich

�
ist eine simpliziale � -Form

45' ��)6* , 0 2
(vom Grad 3
��� ) bez̈uglich

�
mit

4 � 798: 4<; � 798 $ 4<;>=�?A@ . �, � �5B; � $-C  � $ ����� $1D�$
und maximaldimensionalenkonvexenMengen

� B; �E!
mit

� ; �F� B; $�C  � $ ����� $1D�$
so

daß gilt:

G 4 ; � 7 8  & � 7 8>$-C  � $ ����� $1D�H
31 Vgl. dazuI.4.4 Exkurs: Die klassischenDifferentialoperatoren.
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Lemma 3
Es seien ���������	�
������������������������ �������
zwei Grundsimplizeseiner Simplizialzerlegung

�
eines  -Simplexpolyeders

�
, die sich in

einem gemeinsamen! -Simplex" �$#�%'&(�������)�)%+*(,��
���.-��/�
mit !�021 schneiden.

Mit 354�687:9 sei ; einesimpliziale(alsosimplizial affin lineare) <=6?>@1�A -Form auf
�����B�/�

bez̈uglich der Simplizialzerlegung�8CEDF�$G��8HJI��K�L�8HJ�
� � ��� �NM �$G��8HEI����L�8H
Seitevon

� �
oder

� �NM
mit ; � OQP?� ;�R � OSPT� ;�R I�UTVXWY� < � CR A ��Z8��[X��\]�
und maximaldimensionalenkonvexenMengen

� C� ��� C� ���
mit

� � �� C�
und

� � �
� C�
.

Sind nun ; � und ; � geschlossen,gilt also^ ; � � 3 und
^ ; � � 3 �

so besitzt ; einesimplizialeStammformbez̈uglich
� C

. Es gibt alsoeinesimpliziale 6 -Form_ auf
���J���/�

vom Grad ` bez̈uglich
� C

mit_ � OSPT� _ R � OSPa� _ R I�UTbV < � CR A �cZ5��[X��\]�
so daß gilt:^ _ �L� OQdJ� ; � OSd und

^ _ �e� Ocfg� ; � Ocfih
Beweis:

NachVoraussetzungsind die <=6T>�1�A -Formen ; � und ; � geschlossenund damit exakt.

Sei nun <=j � ��������� j�klA eine Basis von m mit j Ha� n% & %+HE�To'� 1 ��������� ! und <=j�p� ��������� jlpk A die
zugeḧorige duale Basis. Weiter sei;�R � q�XrE�Fs�tJu u u tE�Fvxw�sXr kYy R � sXz { { { z � vxw�s ^ j p�Fsc|�}�}�}(| ^ j p�Fvxw�s ��Z8��[X��\]h
Mit Koordinatenfunktionen~ ���������)� ~ k bez̈uglich < %+&�� j �)��������� j k A setztman:� _ R���� DF� q�XrE�FsXtJu u u tE�Fvxw�sXr k

� 16T>:1 } y R �Fs z { { { z �Fvxw�s.� % & > 6T>:16T>�` n% &)�'�
| V�WY�q*)� � ~ �F� < � A } <X�81�A * WY� } j p�Fs |�}�}�}(|��j p�F� |�}�}�}(| j p�Fvxw�sX�

für
Z5��[X��\

und
� I�� CR . Dann ist _ R I�U bV < � CR A und esgilt

^ _ R � ;�R für
Z���[X��\

.32

32 Vgl. dazuTeil b) desBeweisesdesPoincaŕeschenLemmasauf Seite66.
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Da die simpliziale
���������

-Form 	 stetig ist, gilt für alle Punkte 
��� desgemeinsamen
Untersimplex:� 	�� ������� 	�� � ��� � ������ � � � � ���! �� � 
 �"� � � ����� � � � � ���! �� � 
 �$#&%('*)�+-,�././.0,�)�1�23+-'�465
und da mit 7�8 5 
9�: auch ;�7�8 � 1�23+1�2=<�>7�8?
A@��: ist, folgt:�CB � � � ���CB � � � # 
D�E*F
Damit ist BHG�I �KJ I �MLON 1QPSR mit

BUT VXWSG��YB[ZA5"\]�*)^5`_
eine (wegen

B � T ab�cB � T a wohldefinierteund stetige) simplizal quadratische
�
-Form aufI � J I � bez̈uglich d]e mitf B Z T VXW � 	 Z T VXW � 	 T VXW 5"\(��)^5`_ F g

Folgerung (PoincaŕeschesLemmafür simplizialaffin lineare
���h�]���

-Formenaufsternf̈ormigen
Simplexpolyedern)

Ein i -SimplexpolyederIj�kI + J6l/l/l�J Inm��oT d Thp*q
mit einerSimplizialzerlegungd und Grundsimplizes

Ir+/5 l/l/l 5`I m sei sternf̈ormig bez̈uglich
einesgemeinsamenEckpunktes7s�6d , esgeltealso 7s� I � für

)"�o��5 l/l/l 5Qt .

Mit
%u'��v,�4

sei 	 eine simpliziale
���A�*���

-Form auf
I

bez̈uglich d mit	 T VXw=� 	 � T VXw35 	 � �6x 1�23+ �yI e� �"5z)3����5 l/l/l 5Qt
und maximaldimensionalenkonvexenMengen

I e� psq mit
I � p{I e� , wobei die lokalen���]�D���

-Formengeschlossenseien:f 	�� �*%(5z)3����5 l/l/l 5Qt F
Dann besitzt 	 eine simpliziale Stammformbez̈uglich d .

Bemerkung
Betrachtetman für zwei Ursprungspunkte7 5 7Ae"� I � p{I und	 � |+^} ���^~�� � � ~����! �� }�� � ����� � � � � ���! �� f�� R���3� ././. � fh� R���! �� �6x 1�23+h�CI e�Q�
zwei Stammformen

B�5�B eA��x <1 �yI e� � mitB � � |+^} ���^~=� � � ~����! �� }���� ��-��� . � ����� � � � � ���! ��0� 7 � �S����S�:� >7�
A�
� 1�23+|�?� +0�K�������(�3�h�^�������?�3�"���h����3  �/�/�  ¢¡� ����   �/�/�   �����£!¤��^¥



104 II Stückweiseaffine r-Formen

bez̈uglich desaffinen Koordinatensystems
���������
	
�
�
�
	�����

und ������ ����� ��� � �������� � sowie

�! " � #��$&%('�)+* * * ),%.-0/'1$,� 2 3465 3 �7�%.'�8 9 9 9 8 %.-0/'&:,�  ;5 4<5 34<5>= ��  ��?
@BA�C �#D � � �  %�E �����F�;�1G 3 �

D C � ��;H%.' @ �
�
� @JI� H% E @ �
�
� @ ��H%.-0/'1K
bez̈uglich

���  ���;�L	
�
�
�
	������ und ��  �M� ����� � �  � �����N��� � , so gilt wegen

�  �5 465 3465>= ��  ���O�  �5 465 3465>= ��  � 5 4<5 34<5>= �����O�  5 ��  � 5 34<5>= ����  5 465 3465>= �����O� 5 465 3465>= ���� 5 3465>= ����  
und

��  ��� ��  � 5 ���� P �# ��� � �  � �������� � �
�# ��� �RQ �  � ����� 5 � � ������S<�� �P �  � �����N� �  � ����� 5 � � �����T	TU+� 3 	
�
�
�L	�V

der Zusammenhang

�W " � #�1$,%.'�)+* * * ),%.-0/'1$,� 2 34<5 3 �7�%.'18 9 9 9 8 %.-0/'&:+� 5 4<5 34<5>= ����R?
@ A�C �#D � � �  %.E �������;�1G 3 �

D C � �� H%.' @ �
�
� @XI� H%.E @ �
�
� @ � H%.-0/'5 3� 465 3 ��� 465>= � �YTZ�[ '1\ ] ] ] \ [ -0/'+^ ����  _@ A�C �#D � � � %.E �`���F�;�1G 3 �
D C � �� H%.' @ �
�
� @XI� H%.E @ �
�
� @ � H%.-0/'5 3� 465 3 ��� 465>= � �Y Z;[ ' \ ] ] ] \ [ -0/' ^ ����  _@ A�C �#D � � �  % E �������;�1G 3 �
D C � ���H% ' @ �
�
� @XI� H%.E @ �
�
� @ ��H% -0/'1K5J� "ba

Die beidenStammformenunterscheidensich also wegenc Q � %&G �W % SR� c � %,G c �W % �ed�%,G>d�%+�Of
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um einegeschlosseneaffine � -Form,die im allgemeinennicht konstantund damit auchnicht
allein von den Punkten

�
und

���
abḧangig ist. Insbesonderegilt wegen�����
	 ����������� � � ������������ � ���� � �"! ����# $ $ $ # ���%���'& � � ��� ����)(+*�,� �.-/10�2 ��354 �'6 ��798 � ��: �<;�= ��> 3 2 � ��?<@��� / �"�"� /BA? @��7 / �"�"� / ?9@���%����C	 ����������� � � �����%������ � ���� � �"! � � # $ $ $ # � �%���'& � � � ��D�)(+*� � � -/10�2 ��354 � 8 = 6 �� 7 ; � > : �<;�= ��> 3 2 � ��? @��� / �"�"� /BA? @� 7 / �"�"� / ? @���%��� C

und � �� 	 ����������� � � �����%������ � ���� � ��! ����# $ $ $ # ���%���
& � � � ��� ����)(E*� � � -/10�2 ��354 �'6 �� 7 ; � > �<;�= �F> 3 2 � ��?9@� � / �"�"� /GA? @��7 / �"�"� / ?9@� �%����C
im allgemeinen� ���IH	 = � �� und �KJ H	L� �J �G� ����M
Die KonstruktioneinersimplizialenStammformauf einemSimplexpolyederdurchAuswahl
einesStartpunktesund Addition von Werten entlangKantenz̈ugen, wie sie im konstanten
Fall durchgef̈uhrt wurde, wäre also,da die zu addierendenAnteile auf geschlossenenKan-
tenz̈ugen im allgemeinennicht verschwinden,stetsvon den speziell gewählten Eckpunkt-
folgen abḧangig. Der einfacheZusammenhangdesSimplizialkomplexesgen̈ugt in diesem
Fall offenbarnicht. Desweiterenist nicht garantiert,daßmandurcheinesolcheKonstrukti-
onsvorschrifteinestetigeAbbildung und damit eine simpliziale Stammformerhielte,da die
StetigkeitsbedingungenzwischenbenachbartenSimplizesnur bei Auswahl einesgemeinsa-
menEntwicklungspunktesderStammformenBerücksichtigungfinden,nichtaberbei Addition
von geschlossenenFormenentlangKantenz̈ugen.

Bemerkung
Die lokaleGeschlossenheiteinersimplizialen ; �N� ��> -Form unddie darausfolgendeExistenz
einersimplizialenStammform(vom Grad ( ) entsprichtinnerhalbder klassischenVektorana-
lysis der ausdemlokalenVerschwindensder RotationeinesVektorfeldesfolgendenExistenz
einerstückweisequadratischenFunktion,derenGradientdasVektorfeldist (alsoderKonserva-
tivit ät desFeldes).33 Da sichzwei quadratischeFunktionenmit identischenGradientenfeldern
nur um eineKonstanteunterscheiden,ist es im klassischenAnalogonabermöglich, globale
Lösungenauf Simplexpolyedernbereitsunter VoraussetzungdeseinfachenZusammenhangs
zu konstruieren.

33 Vgl. dazuI.4.4 Exkurs: Die klassischenDifferentialoperatoren.





III Elektromagnetische Felder
„Es gibt ein Paradoxon,auf dasich schonim Alter von
16 Jahren stieß. Wennich einenLichtstrahl verfolge,...
sollte ich einensolchenLichtstrahl als ein ruhendes,im
RaumoszillierendeselektromagnetischesFeld sehen.So
etwasscheintesjedochnichtzugeben,wederauf Grund
der Erfahrungnoch nach denMaxwellschenGleichun-
gen.“

Albert Einstein

Im folgendenwird der diskreteDifferentialformenkalk̈ul auf die MaxwellschenGleichun-
gen angewandt,die – beruhendauf den ErgebnissenFaradays– als Grundformelneiner
vereinheitlichendenTheorie elektrischerund magnetischerKräfte die elektromagnetischen
Erscheinungenals Eigenschaftendes kontinuierlichenModells elektromagnetischerFelder
beschreiben.Erst durchdenvon E. CartangeschaffenenDifferentialformenkalk̈ul lassensich
die MaxwellschenGleichungendem besonderenZusammenhangvon Raumund Zeit sowie
der Verwobenheitvon elektrischemund magnetischemFeld angemessenformulieren. In der
hier betrachtetenSituation diskreterDaten in EckpunktenvierdimensionalerSimplizesund
damiteindeutigbestimmteraffin linearerInterpolierenderauf dengesamtenSimplizeserweist
sich der diskreteDifferentialformenkalk̈ul als angemessenesWerkzeug.

III.1 Die Minkowski-Raum-Zeit

„Zeit, Ort und Bewegung,als allen bekannt, erkläre
ich nicht. Ich bemerkenur, daßman geẅohnlich diese
Größennicht andersals in bezugauf die Sinneauffaßt
und so gewisseVorurteile entstehen.“

IsaacNewton

Elektrischesund magnetischesFeld lassensich in einer
�
-Form � zusammenfassen,die auf

demerweitertenKonfigurationsraum(Ereignisraum),demkartesischenProduktdesAnschau-
ungsraumesmit der Zeit unddamit einemvierdimensionalenaffinenPunktraum,definiert ist.
Der erweiterteKonfigurationsraumist mit einer durch die relativistischenGleichungenauf-
gepr̈agtenPseudometrik,derMinkowski-Metrik versehen,die durchein Pseudoskalarprodukt
desIndex � auf demzugeḧorigenVerschiebungsvektorrauminduziertwird. UnterdiesenVor-
aussetzungen„sieht in gleichförmig zueinanderbewegtenBezugssystemenallesgleich aus“,
sofernaffine Koordinatensystemegem̈aßder Poincaŕe-Gruppe(Verschiebungenund Lorentz-
Transformationen)transformiertwerden. Insbesonderesind die MaxwellschenGleichungen
für die

�
-Form � und die Minkowski-Metrik forminvariantunterder Poincaŕe-Gruppe.Man

nenntdenmit dieserMetrik versehenenerweitertenKonfigurationsraum(der ein vierdimen-
sionalerMinkowski-Raumim Sinneder Definition in I.1.3 ist) Minkowski-Raum-Zeit.
Im folgendenwird die geometrischeStrukturder Minkowski-Raum-Zeitim Hinblick auf die
diskreteFormulierungder MaxwellschenGleichungenbetrachtet.Die speziellenEigenschaf-
ten setzendabeizumeistnicht die Vierdimensionaliẗat sondernnur ein Pseudoskalarprodukt
desIndex � voraus. Als GrundlagedieserBetrachtungendienenim wesentlichen[26] und
[14]; auf Beweisewird, soweitsie dort nachzulesensind, verzichtet.Eine Untersuchungvon
Minkowski-Räumen(gem̈aßder Definition in I.1.3) als affine Punktr̈aumefindensich in [3].
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III.1.1 Definitionen, Bezeichnungenund grundlegendeEigenschaften

Im folgendensei

•
�

ein vierdimensionalerMinkowski-Raum(die Minkowski-Raum-Zeit),

• � der zugeḧorige vierdimensionaleVektorraumder Parallelverschiebungen
�����

,

• � das Pseudoskalarprodukt�����
	��� ��������������� � � ����������� � � ������!
mit "$# %�&(' � � �)��*

,

• +-,$+��.� �0/
die durch � induziertePseudonormauf � ,

• 1 die durch diesePseudonorminduziertePseudo-Abstandsfunktion12� � 	 � � ��/��34�(56���� � 1 ��34�756� � � +8365 +:9
Desweiterensei jedeOrthonormalbasis

��;-<(�7;7=>�7;7?-�7;7@-�
von � so sortiert,daßgilt:A7B ��;7C$���ED *

falls F�GIH *>�7J���K�L6�� * falls F �M 9
Bemerkung

a) Für jede Orthonormalbasis
��;-<7�7;(=-�7;(?-�7;7@-�

von � gilt:

� ;(C��7;ONP!��0QR SUT � FUV�XWY� F �ZW G[H *>��J���K��\M L]�*>� F �XW G[H *>��J���K�L6�� *>� F �XW^�M��
und damit + ; < + � + ; = + � + ; ? + �_*>� + ; @ + � F�9
Für zwei Vektoren

� �\` GI� mit
�a� @bCdc < � C ; C �:`e� @bCdc < ` C ; C gilt also:

� � ��`U!��
� < ` <�f � = ` =�f � ? ` ? � � @ ` @ 9
b) Für eineOrthonormalbasis

��; < �7; = �7; ? �7; @ �
von � und einenbeliebigenPunkt gEG �

ist� g � g f ; < � g f ; = � g f ; ? � g f ; @ �
ein affines Koordinatensystemvon

�
.

Für zwei Punkte3h� g f @i Cdc <�j C�;(C���3]k � g f @i Cdc <�j k C ;(C G �
erḧalt man als Abstandvon

3
und

3 k
:1.l 34��3:knm]� + 83]3 k + �ho � j < � j k < � = f � j = � j k = � = f � j ? � j k ? � = � � j @ � j k@ � = 9

Für den AbstanddesPunktes
3

vom Ursprung g erḧalt man:1 ��34� g ��� + 83 g�+ � o j = < f j == f j =? � j =@ 9
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Bezeichnung
Üblicherweisenennt man

• die Punkte
�����

(raum-zeitliche) Ereignisse,
• das innereProdukt � Lorentzprodukt und
• (nichttriviale) Vektoren � ���
	����� mit �������  selbstorthogonal, lichtartig oder isotrop.

Bemerkung
Es gibt Basenvon

�
, die nur ausselbstorthogonalenVektorenbestehen.Für eineOrthonor-

malbasis ������������������������� von
�

ist eine solchebeispielsweise ���"!#�����$���%!#���������%!#�����$���"!#���%!#& '
����(�)
Lemma 1
Zwei selbstorthogonaleVektoren �*�,+ �-�

sind genaudann orthogonal,wenn sie linear
abḧangig sind.

Beweis:

Für eine Orthonormalbasis��� � ��� � ��� � ��� � � von
�

seien

�.� �/ 021 � �
0 � 0 ����3�!4� � � � �%+�� �/ 051 � +

0 � 0 ��+�3�!4+ � � � ���
mit � 3 �,+ 3 �76�8*9�: ��� � ��� � ��� � � . Auf diesemUntervektorraumist � positiv definit.

Sind nun � und + selbstorthogonal,so gilt:; �*�,��<%�>=��?3@�,�?3@A$B4� �� �  und
; +C�,+D<%�E=�+�3@�,+�3FA$B4+ �� �  )

1) Sind � und + zueinanderorthogonal,so gilt: � ; �*�,+
<$�>=��?3@�,+�3@A�B4� � + � )
Da (per def.) �*�,+HG� 

sind, gilt weiter:=,�?3@�,�?3@A
�I� ��KJ ILM:*N =,+�3F�,+�3@AD�O+ ��.J  )
Man erḧalt:= �?3@�,+�3 A � ��� �� + �� � = �?3@�,�?3 A�= +�3F�,+�3 A )
Damit ist Gleichheit in der Cauchy-Schwarz-Ungleichungfür � 3 �,+ 3 �E6�8*9�: �������������������
erfüllt, und es folgt die lineareAbhängigkeit:PMQ �SR%	�����>T +�3*� Q �?3U ����+$�D� = � 3 �,+ 3FA � Q = � 3 �,� 32A � Q � ��U + � � Q � � )
Man erḧalt:+��V+ 3 !4+$�����D� Q � 3 ! Q �������
� Q �W)

2) Sind umgekehrt� und + linear abḧangig,so erḧalt mansofort die Orthogonaliẗat:�.� Q + U ; �*�,+D<%� ; Q +C�,+C<%� Q ; +C�,+D<%�  ) X
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Definition 1
Für

�������
heißt�	��
����������������� ����������� � ���� 

Lichtkegel von
� �

in
�

. Für
�!�"� � 
�� � $#&%�� �('

heißt)�*(+$, * �-� � ����.0/ ����1� �� /��32  
Licht-Weltlinie oder Lichtstrahl durch

� �
und

�
.

Bemerkung
Die Bezeichnungen„Lichtkegel“ und„Lichtstrahl“ sindmotiviert durchdie Lichtartigkeitder
Verschiebungsvektoren ������ für Punkte

�4�5�6��
�����
. Die zwei Punkte

���
und

�
lassen

sich in diesemFall als zwei möglicheEreignisseeinessich mit (der als 7 �-�58 festgelegten)
LichtgeschwindigkeitfortbewegendenTeilchensinterpretieren,alsoalszwei auf derWeltlinie
einesPhotonsliegendeEreignisse.

Lemma 2

a) Für alle
� ��9 �:���

gilt:�����6��
������;<���=���6��
��>�?
b) Sei

���0���
, dann gilt:) *(+$, *0� ) *@, *(+BAC����� � 
�� � $#&%�� �(' ?

c) Für alle
���0���

gilt:�6��
�����D� E*�FHGJIHK-*(+MLONQP$*(+MR)�*(+$, * ?

d) Für zwei Punkte
� 91S ��� 9 �UT� S

mit �"�� S � ��� gilt:) *@, V0�"� � 
��>�W�� � 
 S D?
Beweis: (Sieheauch [26].)

a) Es gilt:

� �� � � � � � ��X� � � AC� �(9 �5��� ?
b) Sei

� � �Y� 9 �U�"�6��
�� � $#&%�� ��'H9
danngilt:S � ) *(+$, *

;[Z\/]�32�� S �"���D.0/ ������5�5
$8]^0/$M����.0/$�5�"��.�
$8]^0/Q ��X���; S � )�*@, *(+ ?
c) Für

���>�3� 9 ���0�6��
�����$#&%���� '
und

S �Y����.�/ �������� )�* + , * mit
/\�02

gilt:

� �� ��S � ��_ /�_ � �� � � � �"�
und folglich ist)�*(+$, *�` �6��
�����aAC�����6��
�����$#&%���� ' ?
Umgekehrtgilt:��������. �������� )�* + , * AC�����6��
������?
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d) Die Inklusionsbeziehung����� �������	� ��
��������������	�����
wurde durch b) und c) bereitsgezeigt.
Sei also ��� �  �����	���  ����� . Für � ���

oder � ���
gilt dannoffenbar���� �"!#��$�
�� �%� � ��� �	� ��&

Für �('�) �*!#�+$ gilt:, ��-�.� � !/.� �+0� -�.���21 .� � ! .���21 .� � 0��-�.���+!3.��� 04 576 89 1;:<-=.���+!3.� �+0 1�-=.� � !3.� �+04 5>6 89 !
dieVektoren

.���
und

.� � sindalsoselbstorthogonalundzueinanderorthogonal;folglich34

sind sie linear abḧangig. Es sei etwa
.� � ��? .���

, danngilt:� ���31 .� � ���212�A@B?<� .�B����AC"13?<�A��@3?%�����212�AC"13?<��.���D ��� � �%� � ��� �	� ��& E
Bezeichnung
Ein VerschiebungsvektorF�G � .��� �/H zweier Ereignisse

�*!#� �/I heißt

• zeitartig G J K�F ! FML;N , ( J �
liegt innerhalbdesLichtkegels

��	�����
),

• raumartig GOJ K�F ! F�LQP , ( J �
liegt außerhalbdesLichtkegels

��������
).

Lemma 3
Es seien F !AR ��HQS� , $ zwei Vektorenmit

F � TU VXW�Y F V�Z>V !*R�� TU V[W	Y R V�Z>V
bez̈uglich einerOrthonormalbasis

� Z Y ! Z>\ ! Z#] ! Z T � von H . Weiter sei F zeitartigund
R

zeitartig
oder lichtartig, es gelte alsoK�F ! F�L*N , und K RB!^R L*_ , &
Dann ist F T;` R T '� ,

und K�F !^R L�'� ,
, und es gilt:a�b[cMd � F T"` R T �e��@ a�bXcfd � K�F !^R L � &

Beweis: (Siehe[26].)

Anwendungder Cauchy-Schwarz-Ungleichungwie im Beweiszu Lemma1.

Folgerung
Ist F��gHQS� , $ mit K�F ! FMLQN , und

R ��HQS� , $ mit K�F !^R L � , , so gilt K RB!^R LQP , .
Jedernichttriviale Vektor, der orthogonalzu einemzeitartigenVektor ist, ist alsoraumartig.
34 Vgl. Lemma1
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Bemerkung
Man kann nun auf der Mengeder zeitartigenVektoren

���������
	�������������������
eine Äquivalenzrelation� definieren:� ������	 ���
!"� � ��� #$�������%�����'&�(
Die Äquivalenzrelationseigenschaften(Reflexiviẗat, Symmetrie,Transitiviẗat) sind offensicht-
lich.

Nun ist für alle �)	*� offenbarauch + ��	*� , und es ist ��, + � . Desweiterengilt wegen
des letzten Lemmasfür alle �����-	.� :

� � � oder � �.+ ��(
Damit wird � durch � in genauzwei Äquivalenzklassenzerlegt:

Für einebeliebigefest gewählteStandard-Orthonormalbasis !0/21��3/34��3/25��3/36�& von � sei

• �87 die Äquivalenzklasse,in der /36 enthaltenist, und
• ��9 die Äquivalenzklasse,in der + /36 enthaltenist.

Da aufgrundobigen Lemmasfür �����:	;� mit �"�����'� �<���=�"�=���%� �>� und �"�����?� �<�
bez̈uglich jeder Orthonormalbasisstets � 6A@ � 6�B � gilt, habendie vierten Komponenten
äquivalenterVektorendas gleiche Vorzeichen. Die beidenÄquivalenzklassenwerdennun
wie folgt bezeichnet:

• Die Äquivalenzklasseder zukunftsorientierten zeitartigenVektoren

� 7 �.���
	 �C3��6 B ���A(
• Die Äquivalenzklasseder vergangenheitsorientierten zeitartigenVektoren

� 9 �.���
	 �C3��6%�����A(

Bei denMengen �87 und ��9 handeltessich offenbarum Kegel, dennfür D 	*��EA� + � gilt:������	 �'F?GH�%EI��	 ��F%�
�C	 � F ��J B �AGHJ @ �C	 � F (

Hinweis: DieseKlassifizierungist zun̈achstwillk ürlich und von der gewähltenOrthonormal-
basisabḧangig, ebensowie die anschließendenDefinitionen und BemerkungendiesesAb-
schnittes,in denenZeitorientierungenverwendetwerden.Die Basisunabḧangigkeitwird erst
im folgendenPunkt III.1.2 überLorentztransformationendurchdie Beschr̈ankungauf spezi-
elle Orthonormalbasen,die durchAnwendungbesondererorthogonalerTransformationenaus
der Standardbasishervorgehen,sichergestellt.

Definition 2
Für KML 	;N heißt

• OCP ! K L &=���-Q K 	 N RR SK L K 	 �UT Zeitkegel von K L in N ,

• O 7P ! K L &?���;Q K 	 N RR SK L K 	 �87?T Zukunftszeitkegel von K L in N und

• O 9P ! K L &?���;Q K 	 N RR SK L K 	 ��9VT Vergangenheitszeitkegel von K L in N .
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Bemerkung

a) Für ein Ereignis
���������	��
����

läßtsich ���� ������� als raum-zeitlicheGeschichteeinervom
Raumpunkt

�	�
abdemZeitpunkt

��
ausgehendenspḧarischenelektromagnetischenWelle,

also gleichzeitigin alle Richtungenausgesandter,sich mit (der als ��� ��� festgelegten)
LichtgeschwindigkeitfortbewegenderPhotonen,interpretieren.

b) Der Begriff der Vergangenheits-und Zukunftsorientiertheitläßt sich auchauf denLicht-
kegel ausweiten:Für �������! �"!# mit $�� 
 �&% � " gilt:')( �* ,+ �,
�-.� #.�./021&3 � $4� 
5 % �6� (87 5 ��9 �*:
Beweis:
Zunächstgilt nach Lemma 3:

$4� 
;5 %=<� " 7 5 ��9 �):
Angenommen,es gibt

5=
;5�> ��9 � mit $4� 
;5 %@?A" und $�� 
;5�> %�BA" , dann gibt es eine
reelle Zahl C�BD" mitE $�� 
;5 % E � CGFF H � 
;5 >JI FF � FF H � 
 C 5 >4I FF
und es folgt:

" � $4� 
;5 %�+ H � 
 C 5 >4I � H � 
;5 +KC 5 >4I :
Also ist � orthogonalzu

5 +KC 5�> �*9 � und damit raumartig(Widerspruch!).

Definition 3
Ein lichtartiger Vektor �L�����! �"!# heißt

• zukunftsorientiert �NM $4� 
;5 %�?�" 7 5 ��9 � ,
• vergangenheitsorientiert �NM $�� 
;5 %OBP" 7 5 �Q9 � .

Bemerkung
Zwei lichtartigeVektoren � 
 � > �����! �"!# habengenaudanndie gleichezeitlicheOrientierung,
wenn bez̈uglich jeder Orthonormalbasisihre vierten Komponentendas gleiche Vorzeichen
haben.

Definition 4
Für

��� ��R heißt

• � �S ������� � ��TU� ��� S ������� FF V����� ist zukunftsorientiertW Zukunftslichtkegel und

• ��XS ��� � � � �YTU� ��� S ��� � � FFZV� � � ist vergangenheitsorientiertW Vergangenheitslichtkegel

von
� �

in R .
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III.1.2 Lor entztransformationen

Im folgendenwerdenorthogonaleTransformationen,also lineareAbbildungen
���������

mit der Eigenschaft
�
	��������� ��� 	���� ��� �������	����� � �

undaffin orthogonaleTransformationen� �� !�" 
, derenzugeḧorige lineareAbbildungen��#$�%�&�"�

orthogonaleTransformationensind,betrachtet.Zunächstwerdendie wichtigsten
EigenschaftenausI.1.2 für denSpezialfallder Minkowski-Raum-Zeitformuliert.

Eigenschaftenorthogonaler Transformationen

a) JedeorthogonaleTransformation
�'���(�)�

ist ein Isomorphismus.
b) OrthogonaleTransformationenbilden lichtartige Vektorenauf lichtartige Vektoren ab.

Folglich bilden affin orthogonaleTransformationenLichtstrahlenauf Lichtstrahlenund
Lichtkegel auf Lichtkegel ab.

c) Orthogonale Transformationensind mit der zu * assoziiertenquadratischenForm
vertr̈aglich und durch dieseEigenschaftcharakterisiert.

d) OrthogonaleTransformationenbilden(unterBerücksichtigungderPositiondeszeitartigen
Vektors)Orthonormalbasenauf Orthonormalbasenab und sind durch dieseEigenschaft
charakterisiert.

Vorbemerkung (zur folgendenDefinition)

Sind
� � �,+ � ��-.�/���0�

orthogonaleTransformationen,so gilt:�
	���1����2�3 �54��,6 +�7 � 	����%3 �54��,6 +87 � ���9
��2 �,6 + � 	���� �,6 + � ���9:�;	���'� �

und �
	���1����� � + � 	���� � + � ����
��� �
��-�4��,+ � � 	���� �
��-�4��,+ � � ������;	���'� �&<

Folglich bildet die Menge der orthogonalenTransformationzusammenmit der Verkettung
von Abbildungeneine Gruppe.

Definition 5
Eine orthogonaleTransformation

���/���0�
heißt allgemeine (homogene) Lorentztransfor-

mation. Die Mengeder allgemeinenLorentztransformationenversehenmit der Abbildungs-
verknüpfungheißtallgemeine (homogene) Lorentzgruppe. Man schreibtdaf̈ur:

=�> � � ��?@�A���A�"�
orthogonalB � 4 � <

Bemerkung
Es sei

� � = >
eineallgemeineLorentztransformationund es seien C � � �ED8F + � D8F - � D8FG � D8FH � undI � � �ED8F F+ � D8F F- � D8F FG � D8F FH �

mit
D8F FJ � ���ED8FJ � für K ��LM��N���O���P Orthonormalbasenvon

�
.

Dann ist die mit der orthogonalenTransformation
�

und der OrthonormalbasisC assoziierte
Matrix die Koordinatentransformationsmatrixvon C nach

I
:

QSR�T U � Q UVT W � �
X J Y � H J T Y[Z + �$\ HM]�H <
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Mit

���������
	��������������� �� ����� � ��� 
! "! !" #$!

%'&&(*) �,+�-���. ����.��/'0 � �� ����� �,+�-'��. . ����. .�1/�0 � �� ������2
gilt dann: � � �*354 �7698 � � 8 3�:4 �76 �;3�:4 �76 8 � � 8 354 �76 �
und man erḧalt in Komponenten:

3=< �4 �76 �;��� 8 3 :4 �76 8 ����� ��� 
> ��� >@? � >BA � # > � �> � ? >@?�? >@A�? # > � ?> � A > ?�A > A�A # > � A# > � � # > ? � # > A � > ���

%'&&(DC
Entsprechendgilt umgekehrt: Zu einer gewählten Orthonormalbasis

��E�F�'�FE� ? �GE� A �GE� � � ist jede
Matrix

3 HJI �FKL� mit� � �*3�:M� � 3N�*3�� � 3�:
die KoordinatentransformationsmatrixdesBasiswechsels�
E�F���GE� ? �GE� A �GE� � �MOP��Q���E�F���
�
Q���E� ? �
�
Q���E� A �
�
Q���E� � ���
für eineorthogonaleTransformation

Q
. Die MengederMatrizenmit dieserEigenschaftbildet

zusammenmit der Matrixmultiplikation eineUntergruppevon RTS �VUW��IX� .
Definition 6
Eine Matrix

3YH=I �FKL� mit der Eigenschaft� � �*3�:M� � 3 ) �;3�� � 3�: 2
heißt allgemeine Lorentzmatrix. Die Mengeder allgemeinenLorentzmatrizenversehenmit
der Matrixmultiplikation heißt allgemeine Lorentzmatrizengruppe:Z�[�\^]�_J`Wacbedgf�hFiLh�jj�k�l _*b�m k�l b,n�oqp r5s
Vorbemerkung (zu folgendemLemma)

Für
bt_vu�wBx y�z h x�{ y�|�} d�~q[ \ gilt wegen k l _�b m k l b :

�T� _ h�x�{ y�|�} w x h w y h���� x o � y�� _*wB�} h9� w@���h9� w@�� h � w@�h�h s
Es folgt: w@�h�h _ � � w@�} h9� w@���h9� w@�� hT� �P� � w h�h � � � s
Die Gruppe

~q[�\
wird dadurchin zwei Teilmengenzerlegt,die durch dasVorzeichender

Komponente
w h�h bestimmtwerden. DiesebeidenTeilmengenunterscheidensich durch die

Wirkung ihrer Elementeauf die Zeitorientierunglichtartigerund zeitartigerVektoren.
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Lemma 4
Sei

��������� 	�
�� �� 	������������ und
���� ��� ���! �"���# � �� � 
 eine Orthonormalbasisvon $ . Dann sind

folgendeAussagenäquivalent:

a)
� �%�'&)( .

b)
�

erḧalt die Zeitorientierungaller (nicht-trivialen) lichtartigenVektoren,esgilt also:*,+ � �- �.��� + �%�� � � $�/10"243 �65 + 57� 298;:%<.= > � + � 
?� :@<�= > A �- �.��� � � � + ��BDC
c)

�
erḧalt die Zeitorientierungaller zeitartigenVektoren:*,+ � �- �.��� + � �� � � $ �6E + � +GFIH 298;:@<�= > � + � 
?� :@<�= > A �- �.��� � � � + ��B C

Beweis: Siehe[26].

Damit zeigt sich, daß die durch das Vorzeichen der Komponente
� �%� bestimmten

Äquivalenzklassender LorentzmatrizenKlassenvon Lorentztransformationenentsprechen,
welche die Zeitorientierungerhaltenbzw. ändern. Dabei wird die Unabḧangigkeitvon der
gewählten Orthonormalbasisgeradedurch das obige Lemma sichergestellt. Man definiert
daher:

Definition 7
Eine allgemeineLorentzmatrix

�J�K��� � 	 
 � �� 	���� �L����� heißt

• kausaliẗatserhaltend (orthochron) 8 M � �%� &N( ,
• nicht kausaliẗatserhaltend 8OM � �%�QPSR ( .

Entsprechendheißt eineallgemeineLorentztransformationT �'�?�
• kausaliẗatserhaltend (orthochron) , wenn T die Orientierungaller zeitartigenVektoren

erḧalt, wenn also gilt:E T � + 
%� +4FIH 2 *,+ �VU �
• nicht kausaliẗatserhaltend, wenn T die Orientierungaller zeitartigenVektorenumkehrt:E T � + 
%� +4FIW 2 *,+ �VU C
Nicht kausaliẗatserhaltendeallgemeineLorentztransformationen̈anderndie Zeitorientierung
aller zeitartigenund(nichttrivialen)lichtartigenVektorenundsollenim folgendennicht mehr
betrachtetwerden. Desweiterenwerdennur noch solcheOrthonormalbasenzugelassen,die
mit der bereitsfestgewähltenStandard-Orthonormalbasis

� � � � � ! � � # � � � 
 gleichorientiertsind
und derenzeitartigerVektor zukunftsorientiertist:

Definition 8
Eine zul̈assigeBasisvon $ ist eine mit

� � ��� ��! � ��# � � � 
 gleichorientiertegeordneteOrthonor-
malbasis

���� � � �� ! �"�� # � �� � 
 mit zukunftsorientiertemzeitartigenVektor
�� � .
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Bemerkung
Eine weitereMöglichkeit, die Orientierungder Basisin eherklassischerWeisefestzulegen,
ist zus̈atzlich zur Zeitorientierungdie Forderungder „Rechtsḧandigkeit“ der raumartigen
Vektoren

�������� ������ ���	�
 bez̈uglich der Restriktion des inneren Produktesauf den Unterraum������ � ��������������	�
 (dasdort positiv definit, alsoein Skalarproduktist) unddesdurch
� ��������������	�


auf ������� � � � ��� � ��� 	 
 definiertenVektorproduktes.

Man fordert dazu für
������ ����� ��� � � � � ����� �!�#"��#$ :%'&( � ��� ���� ��	*)+ , &( � �#�� ��� �	�)+ � &( � 	#�� 	�� 		�)+.-0/21�3

Vorbemerkung (zur folgendenDefinition)

Die Beschr̈ankungauf zulässigeBasenwirkt sich auch auf die als Basiswechselin Frage
kommendenLorentztransformationenund Matrizen aus:

Für 46587�9;: gilt wegen <>= � 40?@<>=�4 :A�B�C>D 4 ? <>=�4FE � A�B�C 4 ?HG A�B�C <>= G A�B�C 4 � A�B�C <>=I � A�B�C 4 
 � �0� I A�B�C 4 �FJ�� 3
Setzt man

�4 K � �<L4 mit�<8K � &MM(ON � P� �P � )�QQ+ �
so gilt: �4 ? < = �4 � 4 ? �< ? < = �<L4 � 4 ? < = 4 � < = I �4R5'7�9;:
und A�B�C �4 � A�B�C �< G A�B�C 4 � N A�B�C 4 3
Sind nun aber STK � � ��U � ����U � ����U 	 ����U� 
 und V K � � ��U U� ����U U� ����U U	 ����U U� 
 zulässigeBasenvon W , so gilt
für die Koordinatentransformationsmatrix4 � �YX � � 
 � �[Z ��� � 5.7�9;: von S nach V :

•
A�B�C 4 �\� , denn S und V sind gleich orientiert und

•
X ��^] � , denn � U� und � U U� sind zukunftsorientiert.

Definition 9
Eine allgemeine(homogene)Lorentztransformationheißteigentlich, wennsie orientierungs-
erhaltendist.

Die Menge der eigentlichenkausaliẗatserhaltendenhomogenenLorentztransformationenist
definiert durch7_K �0`�a 5'7O:Hb!c a � � � 
#��� ��d>e 1 �fa orientierungserhaltendg 3
Entsprechendist die Mengeder eigentlichenkausaliẗatserhaltendenLorentzmatrizendefiniert
durch 7�9RK �ih 4 � �YX � � 
 � �[Z ��� � 5'7�9;:kjj X ��l] �!� A�B�C 4 �0��m 3
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Bezeichnung

Zur Vereinfachungwird im folgenden
�

kurz Lorentzgruppegenannt,die Elemente��� �
heißenkurz Lorentztransformationen. Matrizen ��� ��� heißenkurz Lorentzmatrizen.

Bemerkung

a) Es ist leicht nachzuweisen,daß
�

eineUntergruppevon
�	�

(und
���

eineUntergruppe
von

��� �
) ist.

b) JedeLorentztransformation�
� � überf̈uhrt zulässigeBasenin zulässigeBasen.

Definition 10

Die Poincaŕe-Gruppe(inhomogeneLorentzgruppe)� ist die Mengeder affin orthogonalen
Transformationen,derenzugeḧorige lineareAbbildungenLorentztransformationensind:�������������������� affin linear�	�	��� ��� �
Beispiele für Lor entzmatrizen

Im folgendenwerdenzwei spezielleUntergruppender Lorentzmatrizenbetrachtet.Dabei ist
zu beachten,daßeineentsprechendeBezeichnungfür LorentztransformationenerstdannSinn
macht,wenndurchAuszeichnungeinerzulässigenBasis ! ein Bezugssystemfestgewählt ist
und so die eindeutigeZuordnung�
" �$#�%�'&)(+*,� ���
von Transformationenund Matrizen ermöglicht wird.

a) Die Untergruppeder Raumdrehungen- ��� .0/012 354 ��687:9;7<� 12 ��=)>,?�@A6	B�CED �����
Die Gruppeneigenschaftenfolgen unmittelbardaraus,daß =)>,?:@A6	BFD�GIHJ@LK;�M6	B eine Un-
tergruppeist. Es gilt hierbei für jedeLorentzmatrix ���N@LOQP RSB 7 PT( RVU8W � ��� :��� -�X O W 7 ��OZY 7 �
O ? 7 ��[X O 7 W ��O 7 Y��
O 7 ? ��[X O 7\7 � 3 �
jedeLorentzmatrixmit der letztenEigenschaftist alsobereitseineRaumdrehung.

b) Die Untergruppender Scḧube(boosts)in Richtungder erstendrei Einheitsvektoren] P ���^��� P @L_JB`�,a 3Ib _ b^3 � D ��� �Fc8� 3 �ed;�eK;�
wobei man für a 3�b _ bf3

setzt:

� W @L_JB	����ghhhi
Wj Wek)l:m n)op q nro:st tnrop q nro s qp q nro s

u�vvvw
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und entsprechenddurch Vertauschungvon Zeilen und Spalten

���������
	�� ����
� �� ������� ���� ������������ ����� � �� ����� �

��������
������� �!	�� ����

� � �� ������� ���� ����������� ������� �� �������
� �����"

Für # � � �%$&�(' gilt danndie relativistische Geschwindigkeitsadditionsformel:��)���� � ��*���)��������!�+��)�, � � - � �� - � � ���/.1032 )546��)���� � � � ��)�������� 032 ) "
sowie ����)���� �7� �8� �9��)���:;���<46��)���� � 032 ) "
Die Gruppeneigenschaftfolgt schließlichmit

� ) ��=/�>�@?
.

Vermöge der VariablentransformationA%B�CED 	&FG:8HGIE: � � �&JKML:8H A%B�CED K �N	/�
erḧalt man die hyperbolischeForm einesSchubes:

O � � K �
	&� ���QP(R/S
D K :

S7T
CED K� �:

S7T
CED K

P(R/S
D K

� ���
� ����

�� ����UWV7X(Y ��Z �
UWV7X(Y Z� ����UWV7X(Y ��Z� ��
UWV7X(Y Z� ����UWV7X(Y � Z �� ����UWV7X(Y � Z
������ �9� � � A%B�CED K � �9� � ��� �

und analog

O � � K �
	&� ���
�

P(R/S
D K :

S7T
CED K�:

S7T
CED K

P(R/S
D K

� ��� �9� � ��� � �
O!��� K �
	&� ���

� �
P(R/S
D K :

S7T
CED K:

S7T
CED K

P(R/S
D K

����� �9������� � "



120 III ElektromagnetischeFelder

Damit gilt: ���������	��
������������������������������	��
����������������������� ��� �����������! ������������"  ���������� � 
���������� �$#���������������%�����! &�����'���� � ��� �  &� � �)(*� ��+ � ��,.-&+�/ � "0+�12+	354
Satz 1
Für jede Lorentzmatrix

� ,76�8
gibt es einen Schub

� � �����
mit

� ,9-
und zwei

Raumdrehungen: + :�; ,=< , so daß gilt:�>� : ; 
�� � ������
 : 4
Beweis: Siehe[26].

Bemerkung (PhysikalischeInterpretation)

Ist
� ,?6�8

die KoordinatentransformationsmatrixeinesBasiswechsels�	@A � + @A � + @A	B + @A�C �D9���E�	@A �	� + �E�	@A ��� + �E�	@A�B � + �E��@A	C �'�
für eineLorentztransformation

�GF�HGIJH
, so entsprichtobigeZerlegung

1. einer RaumdrehungdeserstenBezugssystems,so daßdie ersteRaumachsein Richtung
der BewegungdeszweitenBezugssystemsrelativ zum erstenzeigt,

2. einem Schubin Richtung der Erstender gedrehtenAchsen(also in Richtung der Be-
wegung des zweiten Bezugssystemsrelativ zum ersten),so daß die Raumachsendes
gedrehtenerstenBezugssystemssich bez̈uglich deszweitenin Ruhebefindenund

3. einerweiterenDrehungdieserRaumachsenauf die AchsendeszweitenBezugssystems.
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III.2 Die Maxwellschen Gleichungen

„Die Wissenschaftist eineDifferentialgleichung.
Die Religionist eineRandbedingung.“

Alan Turing

ElektrischesFeld
�

und magnetischesFeld � werdenin einer affinen � -Form � zusam-
mengefaßt,die auf konvexenmaximaldimensionalenTeilmengender Minkowski-Raum-Zeit
definiert ist. In dieserBetrachtungsweisesind die homogenenMaxwellschenGleichungen
äquivalentzur Geschlossenheitdieser� -Form. DurchKombinationder elektrischenErregung�

und der magnetischenErregung� in einerweiteren � -Form
�� sowieder Ladungsdichte

(als zeitlicherTeil) und der Stromdichte(als räumlicherTeil) in einer � -Form � erḧalt man
eineentsprechendeleganteFormulierungder inhomogenenMaxwellschenGleichungen.35

III.2.1 Die Maxwellschen Gleichungen im Wandel der Zeit

Es soll nunkurz die zeitlicheEntwicklungder Formulierungder MaxwellschenGleichungen
nachgezeichnetwerden.36 Auf dieBetrachtungphysikalischerHintergründeundderspeziellen
in derPhysikVerwendungfindendendifferentialgeometrischenMethodenwird andieserStelle
verzichtet.37

In der anf̈anglichenFormulierungder MaxwellschenGleichungenwerdenAbhängigkeiten
von Vektorfeldern	�
��������������������� �!"	#���$�����&%'���
beschrieben,die jedemraum-zeitlichenEreignis(bez̈uglich der Standardbasisdes

� �
zusam-

menmit der Zeit) einen(Raum-)Vektor zuordnen,der die Feldkomponentenin Richtungder
kanonischenBasisvektorenentḧalt:	)(*�,+-����./���10*��� � �32&����4'+5��	6.*���$��������	70*���$��������	 � ���$�������3298
Im einzelnenbetrachtetman dabei folgendeVektorfelder:

• Das (äußere) elektrischeFeld
�

– die Wirkung der elektrischenKraft auf eineLadungals passivesObjekt –,
• die elektrischeErregung(Verschiebung)

�
– die aktiv durch eine LadungerzeugteelektrischeKraft –,

• das (äußere) magnetischeFeld (magnetischeInduktion) �
– die Wirkung der magnetischenKraft auf eineLadungals passivesObjekt –,

• die magnetischeErregung(Verschiebung,Feldsẗarke) �
– die aktive Rolle einer Ladung,die ein magnetischesFeld erzeugt– und

• die elektrischeStromdichte �
– die Ladung,die sich durch eine Flächehindurchbewegt.

Weiterhin findet ein SkalarfeldVerwendung,die Ladungsdichte

: 
���;�'�9�����$������� $! : �3�$�����&%'�98
35 BetrachtungenelektromagnetischerErscheinungenin Differentialformenschreibweisefindensichbeispielsweisein [32,
33, 24].
36 Vgl. dazuspeziell[33].
37 WeiterführendephysikalischeEinzelheitenfindensich etwain [21, 19, 32, 33].
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Der ZusammenhangdieserFelderwird durchdie MaxwellschenFeldgleichungenund durch
Materialgleichungenbeschrieben.38

In den Materialgleichungen����������	�
����������	�����������	
����������	�
�����������	�����������	
����������	�
�����������	�����������	

für raum-zeitlicheEreignisse
��������	

treten„Tensoren“auf:

• Die elektrischePermittivität
�

,
• die magnetischePermeabiliẗat

�
und

• die Konduktiviẗat
�

.

Für ein Ereignis
��������	

sinddie linearenAbbildungen
����������	

und
����������	

stetspositiv definit39,����������	
ist entwederpositiv definit oder verschwindet.Im Spezialfalleinesisotropen(„rich-

tungsunabḧangigen“) Mediumssind die MatrizenVielfacheder Einheitsmatrix;mankanndie
obigenTensorenin diesemFall alsoals (skalare)Funktionen40 betrachten:

�������������� "!#�%$�&'�%(
Die MaxwellschenGleichungenin ihrer anf̈anglichenForm sind partielle Differentialglei-
chungender mit ) ��*���+ indiziertenKomponentenfunktionender elektromagnetischenFelder
in Richtungder Standardbasisvektorendes

�  
. Die räumlichenKoordinatenwerdendabei

mit
����,-��.

bezeichnet,die partielleAbleitung nachder Zeit
�

üblicherweisedurchdenPunkt:

• Die homogenenMaxwellschenGleichungen:

(1) Die Quellenfreiheit:/ �"0
/ �21

/ �43
/ ,51

/ �  / . 
6

(2) Das Induktionsgesetz:/ �  / , $ / �73/ . 
8$:9� 0
/ �40
/ . $ / �  / � 
8$:9� 3
/ �73
/ � $ / �40/ , 
8$:9�  

• Die inhomogenenMaxwellschenGleichungen:

(3) Die Eigenschaft„elektrischeLadungensindQuellendeselektrischenFeldes“:/ ��0
/ �;1

/ �<3
/ ,=1

/ �  / . 
8>

(4) Das Durchflutungsgesetz:/ �  / , $ / �<3/ . 
?�@0 1 9��0
/ ��0
/ . $ / �  / � 
?� 3 1 9� 3
/ �<3
/ � $ / ��0/ , 
?�  1 9�  

38 Die klassischenFormulierungenund Bezeichnungenfindensich etwain [19, 21, 23].
39 Mit thermodynamischenMittel kanngezeigtwerden,daß A�BDCFEHGHI und JKBDCFEHGHI zus̈atzlich symmetrischsind (Vgl. [21]).
40 Vgl. [19].
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Einekürzere,seitEndedes19. JahrhundertsVerwendungfindendeSchreibweiseermöglichen
die Operatoren„Divergenz“ und „Rotation“:41

(1)
���������
	

(2) ������ ������
(3)

�����������
(4) ������ �
������

Seit Mitte des20. Jahrhundertsverwendetmanschließlicheineder vierdimensionalenSitua-
tion angemesseneDifferentialformenschreibweise:

• Die homogene Maxwellsche Gleichung:

(H) � � �
	
• Die inhomogene Maxwellsche Gleichung:

(I) ! "� �#�$� %'&�( � ( "� �)�+*
Die elektromagnetischenFeldersind dabeiin denFormen � ,

"� und
�

zusammengefaßt:

�-, � �/.0� 1324��5 � �768� 9$24��5 � �7:0��;/24��5�<� . � 9$24� ; �<� 6 � ;/24� 1 �<� : � 1324� 9>="�-, �7� . � 1324��5 �?� 6 � 9$2@��5 �<� : � ;$24��5� �A.0� 9$24� ; � �360� ;$24� 1 � �3:8� 1324� 9>=� , �/� . � 1 �?� 6 � 9 �?� : � ; �?� ��5CB

Bemerkung

a) In der Minkowski-Raum-Zeitgelten zwischenäußererAbleitung und Koableitungun-
abḧangig vom Grad D desOperandenstetsdie Beziehungen

! �E�<( � ( =
� �)( ! ( =

dennfür eine D -Form F mit DHGEI J�=�K�=�L�=�M�N gilt:

!OF �PRQTSVU � JXWZY\[�]^ .`_ ^ . ( � ( F�E�?( � ( F
und folglich auch

( ! ( F �E�?( U ( � ( W ( F�E� U � J�W [�]`^ .`_ [aY\bc]b .`_ ^ . � U � JXW ][aY\bc] _ ^ . F� U � JXW[�]`^ .`_�d ^+] d ^ . �eF� �eFfB
b) Man erḧalt die klassischenMaxwellschenGleichungenausdenGleichungen(H) und (I)

durch komponentenweiseBetrachtungbez̈uglich der Standardbasis:

41 Vgl. dazuI.4.4 Exkurs: Die klassischenDifferentialoperatoren.
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Aus der homogenenGleichung���������	��
���� � ��� ��� � ��������
���� � �� ��� � �������
��� � ��� � � ��� ��������
����� � ��� � ��� �������
��� � ��� � � �� ��������
����� � ��� � �� ����������� � ��� � � ��� � � � �� � ��� � � ��� � ���������� � ��� � �� ����� ��� ��� � � ��� ������������ � �� ��� � � � � �� � ��� � ��� � � �
folgt aufgrundder linearenUnabḧangigkeit der Basiselementekomponentenweisedas
Induktionsgesetz(2)���"!#����$ ��
���� ����
��� �&% ��� � � ��� ���$ ! ���'$ ��
 �� � � ��
 ���� % ��� � � �� ���� ! �� � $ ��
 ���� ����
 ���� % � ��� � �� ���
und die Quellenfreiheit(1)��� ! ��� �� � ����� ���� ����� ���� % ��� � � ��� � �)(
Entsprechenderḧalt man die klassischeninhomogenenMaxwellschenGleichungen(3)
und (4) ausder inhomogenenGleichung*+��� $�,.-0/ 1 � 1 +��� ,"/ � 1 +� $21�, �.�03
durchkomponentenweiseBetrachtung,dennbez̈uglich der Standardbasisgilt:� 1 +���.� -�$4)� � ��� � � � 4�� ��� � � �5$64�� ��� � � ��#7 � ��� � �����#7 � � ��� �����#7 � � �� ��� 3� $ ��4)�� � ��� � � ��� � �5$ �4 � ��� � � ��� � �����4����� � ��� ��� � � � � �4�� ��� � ��� � � �$ ��4����� � �� ��� � � �5$ �4 � ��� � ��� � � ���� 7 ���� � ��� ��� � ������� 7 ���� � �� ��� � ������ 7 �� � ��� � � ��� ������� 7 ���� � �� � ��� ������ 7 �� � ��� � � ��� ������� 7 ���� � ��� � ��� ����8
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zusammengefaßtalso��������	��
������� 
��������� 
����������� � ��� � ��� � �
������� � ��!���� 
���!������� � ��� � ��� �#"� � ���� � ��! ���� 
 ��! ����$� � ��� � ��� �%"
 � �� � � ��! ���� 
���! ���� � � ��� � ��� �%" &
sowie �%' � ' � � ��� � ��� �%" 
 ' � � ��� � ��� �%" � ' � � ��� � ��� �%" 
)( � ��� � ��� � �*
Man erḧalt:+ �	�,(-
�������� 
��������� 
����������� � ��� � ��� � �
.� ' �/� ���� � ��! ���� 
 ��! ������ � ��� � ��� �%"� � ' � � ����/� ��! ���� 
 ��! ���� � � ��� � ��� �%"
 �,' � � �� � � ��! ���� 
���! ���� � � ��� � ��� �%" *

c) Die Kontinuitätsgleichung, alsodie lokaleFormulierungder Ladungserhaltung, folgt aus
der inhomogenenMaxwellschenGleichung(I):0 �����
 '21 + � 0%0 �����
 0#'
und folglich gilt:+ � �%����34' � � ��� ' � � ��� ' � � � 
)( �%"65�	�/� ' ���� � � ' ���� � � ' ���� � �( ��87:9<; ' � �( *

III.2.2 Materialeigenschaften

In der Theorie elektromagnetischerFelder sind Materialeigenschaftenabḧangig von einem
raum-zeitlichenEreignisund einerRichtung. Man hat es dabeimit Abbildungen=�>@? 
�ACBED#F 34G3 ? 56&HG�3 ? 5I5J�K
�A =ML�> G�3 J 5 
,A G�3 J 5
zu tun, wobei ? eine Teilmengedes EreignisraumsN und

G3 J 5
für jedes

JPO ? einQ
-Vektorraumist. Betrachtetman zum Beispiel dasTangentialb̈undel

G�3 ? 5 > �.R 3 ? 5 einerS
-dimensionalendifferenzierbarenMannigfaltigkeit ?UT N , so ist die Abbildung =ML ein

Endomorphismusdes
S
-dimensionalenTangentialraums

G�3 J 5 > �VR L 3 ? 5 von ? in
J

.
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Da in dieserArbeit maximaldimensionalekonvexeTeilmengen
�����

desEreignisraums
betrachtetwerden,derenVerschiebungsvektorraumstetsder gesamtezu

�
geḧorige Vektor-

raum � ist, wird zur Vereinfachungim folgenden � als von � unabḧangig angenommen.
Man kann daherals MaterialeigenschaftenAbbildungender Form

�
	 ��� ������� ����������� � � �������
für einenendlichdimensionalen� -Vektorraum � betrachten.

III.2.2.1 Materialeigenschaften in klassischer Formulierung

In der klassischenFormulierungelektromagnetischerZusammenḧangeist

���
	 �!� � �"� 	 ������
�#��� � � � ��� 	 �!� � �������

für einenfestenPunkt � eineAbbildungenzwischen3–dimensionalen� -Vektorr̈aumen,deren
ElementeBilder der betrachtetenelektromagnetischenFeldersind. Die Abhängigkeitzweier
Vektorfelder $&%'��$)( 	 � �*� läßt sich also beschreibendurch:

$&% � �"� �+��� � $)( � �"�,� �!� � ����$)( � �"�,�.-/��0 ��1
Die MaxwellscheElektrodynamikgründetauf der Voraussetzungeinespunktweiselinearen
ZusammenhangselektromagnetischerFelder, � � �"� ist also für jedes �20 �

eine lineare
Abbildung, die bez̈uglich der Standardbasisdes ��3 als Matrix geschriebenwerdenkann:

$ % � �"� �+� � �"�4$ ( � �"�.-5��0 �61
Die auftretendenMatrizen sind dabei diagonalisierbar,7 und 8 sind positiv definit, 9 ist
positiv definit oder verschwindet.

Ist � � �"� zus̈atzlich richtungsunabḧangig,so spricht man von Isotropie. In diesemFall sind
die Matrizen � � �"� stetsproportionalzur Einheitsmatrix,es gilt also:

$&% � �"� �+���;: $)( � �"�<-/��0 �
mit einer Funktion

�
	 ��= �>��� ��� 0?� 1

III.2.2.2 Materialeigenschaften in Differentialformennotation

Im vorliegendenModell, dem die Differentialformenschreibweiseder MaxwellschenGlei-
chungenzugrundeliegt, verwendetmananstelleder üblicherweisebetrachtetenVektorfelder
affine @ -Formen,also affin lineareAbbildungenvon maximaldimensionalenkonvexenTeil-
mengen

�
desEreignisraums

�
in den Vektorraumder alternierenden@ -fachenMultiline-

arformen A�B���C . Die zugeḧorigenMaterialeigenschaftensind Abbildungen

�
	 ��� A B � C ��2A B � C� ���ED"����� � � ���ED"�
für @ -facheMultilinearformen D>0FA B ��C , wobei hier die UnabḧangigkeitdesVektorraums�
und damit auchdesVektorraumsA�B���C vom Ereignis � ausgenutztwird.
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Bezeichnung
In Anlehnungandie klassischeTerminologielassensichdie Bezeichnungenfür spezielleMa-
terialeigenschaftenauf die Differentialformennotation̈ubertragenundsomitalsEigenschaften
der Abbildung � ausdr̈ucken:

• Die Abbildung � heißt affin linear, wenn sie in der erstenKomponenteaffin linear ist,
wenn also für jedes �������	��
 die Abbildung

���������� � � � 
�������� ��� ��� ����� � �� � �

affin linear ist.

• Die Abbildung � heißtlinear, wennsie in derzweitenKomponentenlinear ist, alsowenn
für jedes

� � � die Abbildung

�!"� � � � 
 ��� � � � 

� � �����! � � � ����� � �� � �

linear ist.

• � heißt homogenbez̈uglich � , wenn � unabḧangig vom betrachtetenEreignis ist, also
wenn gilt:

� � �� � � ��� �$#  � �&%'�� # � �  �(�)���	� 
+*
Hinweis: Eine solcheAbbildung � ist alsokonstantin der erstenVariablen,demraum-
zeitlichen Ereignis. Da es in der Minkowski-Raum-Zeitkeine absolute,sondernnur
relative,vom gewähltenBezugssystemabḧangigeGleichzeitigkeitgibt, ist auchein rein
räumlicherHomogeniẗatsbegriff (für jedenfestenZeitpunkt)stetsbezugssystemabhängig.

• Ist � nicht homogenbez̈uglich � , so nenntman � heterogenbez̈uglich � .

Die affine Materialgleichung
Unter Verwendungdieser Bezeichungenerḧalt man für den Zusammenhangder affinen,
–Formen - und .- eine Materialgleichung

.- ! ��/ !0� - ! �1%2� � �

mit
/!"� ��34� 
 �5� ��36� 


� � �5�7/! � � � ����/ � �� � �

für eine affin lineare und lineare Abbildung

/8���:9 � 3 � 
 �5� � 3 � 

� �� � �0��5�7/ � �� � � *

Bemerkung
Um auchin der Differentialformennotationeinenan die AnschauungangelehntenIsotropie-
begriff einzuf̈uhren,ist esnotwendig,zwischenRaum-und Zeitrichtungenzu unterscheiden.
Dazu sei �$;=<  ; 3  ;6>  ;	? � eine zulässigeBasisvon � . Dann ist

@ ���BA ; 
 <C ; 
3  ; 
 <C ; 
>  ; 
3 C ; 
>  ; 
 <C ; 
?  ; 
3 C ; 
?  ; 
>0C ; 
?ED
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eine Basis von
�������

. Weiter habedie Abbildung � in einemPunkt �	��
 bez̈uglich �
Diagonalgestaltmit positivenDiagonalelementen.Danngibt es reelleKonstanten�� ���� ������� � � ���� ������� � � ���� ������������
so daß für alle��� � �"!$#&%'�(� �*)�+ ! � + %-, + �!/. + �% � � � � �
gilt: � ) � � � , � � �102 � �"!$#&%'�(� �*) + ! � + % , + �! . + �% 34 � � �"!$#&%'�(� � ! %� �*)�+ ! � + % , + �! . + �%65
Um die Unabḧangigkeit der Konstantenvon der gewählten (zulässigen)Basissicherzustel-
len, ist die Vertr̈aglichkeit mit Lorentztransformationenerforderlich. Es gen̈ugt dazu, die
Vertr̈aglichkeit mit Raumdrehungenund Scḧubenzu überpr̈ufen:42

a) Für die (spezielle)Raumdrehungmit7 98 �:+ � � 7 � 8 �:+ � � 7 �;8 �:+  � 7 �;8 �<+ �)>= 7 � �<+ �� � 7 �� �<+ �� � 7 �� �:+ �  � 7 �� �<+ �� ,
erḧalt man wegen� �"!$#&%'�(� �*)�+ ! � + % , + �! . + �% � � �"!$#&%'�(� �*) 7 ! � 7 % , 7 �! . 7 �%= ?@A @B C �"!$#&%'�"� �*) + ! � + % , +D�! . +D�% � C �"!$#&%'�"� �*) 7 ! � 7 % , 7 �! . 7 �%E �C!GFH �*) + ! � + � , +D�!JI . +D�� � E �C!GFH �*) 7 ! � + � , 7 �!�I . +D��
aus der Bedingung� �"!$#&%'�(� � ! %� �*) + ! � + % , + �! . + �%LK� � �"!$#&%'�(� � ! %� �*) 7 ! � 7 % , 7 �! . 7 �% �
für die Konstantendie Beziehungen:�  �� � � � �� � � ��� und � ��� � � � �� � � ���� 5
Umgekehrtist leicht verifizierbar,daßdieseBedingunghinreichendfür dieVertr̈aglichkeit
mit beliebigenRaumdrehungenist.

b) Die Vertr̈aglichkeitmit Raumdrehungensei nun bereitserfüllt, es sei also� ) � � � , � �>M��N 02 � �"!$#&%'�"� �*) + ! � + %O, + �!/. + �% 34�P �/M M��N>Q �� !GFH �*)�+ ! � + �R, + �!/. + ���S
mit reellenKonstanten� M� � � M M� �T� . Durchden(speziellen)Schubin Richtungdesersten
BasisvektorsU  )�V , � 0WW2>XJY[Z�\ V Z�]$^_\ V` `Z�]$^_\ V X�YaZ�\ V 3Dbb4 c = U  )�V , d  � U  ) e;V ,�f

42 Vgl. III.1.2, Satz1.
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erḧalt man mit���������
	�������������������� ������������� �"!$#
die Vertr̈aglichkeitsbedingung:%'&(�) *+ ,-/.10
2435.1687:9<; 0 � ; 3>= ;@? 0BA ;C?3EDFHG %B& &(�)'I 6, 0
JK-'7L9�; 0 � ;�M = ;C?0BA ;C?M@NO� % &(�)�P 7L9 � ; - �Q� ; M � ; � = 9 � ; ? - G � ; ?M = A ; ?�G 7L9 � ; - �Q� ; M � ; 6 = 9 � ; ? - G � ; ?M = A ; ?6G 7L9�; � � ; 6 = ; ?� A ; ?6�RG % & &(�)�P 7L9 � ; - �Q� ; M ��� ; M ��� ; - = 9 � ; ? - G � ; ?M = A 9 � ; ?M G � ; ? - =G 7L9�; � ��� ; M ��� ; - = ; ?� A 9 � ; ?M G � ; ? - =G 7L9�; 6 ��� ;@M ��� ; -@= ;C?6BA 9 � ;C?M G � ;C? - = R�H�$� %B&( ����� %B& &( ���@# ) 7L9�; - � ; � = G �$� %B&( � %B& &( #�����# ) 7L9�; � � ;@M = # ;C? - A ;C?�G �$� % &( � � � % & &( � � # ) 7L9�; - � ; 6 = G �$� % &( � % & &( #�����# ) 7L9�; 6 � ; M = # ; ? - A ; ?6G � % &(�) 7L9�; � � ; 6 = # ; ?� A ; ?6G � %B& &(�) 7L9�; - � ;@M = # ;C? -KA ;C?MG �$�$� %B& &( � %B&( #��S�1# ) 7L9�; - � ; � = G � %B& &( ���T� %B&( ���@# ) 7L9�; � � ;@M = # ;C?� A ;C?MG �$�$� % & &( � % &( #��S�1# ) 7L9�; - � ; 6 = G � % & &( � � � % &( � � # ) 7L9�; 6 � ; M = # ; ?6 A ; ?M�U
Damit dieseGleichheitund damit auchdie Gleichheitaller Koeffizientenin der Darstel-
lung bez̈uglich der Basisfür beliebige QV�W und alle 7 VQX �@Y ? erfüllt ist, müssendie
Konstanten

% ( & und
% ( & & notwendigerweisegleich sein.

Wie bei der Betrachtungder Raumdrehungist hier leicht nachweisbar,daßdieseBedin-
gung für die Vertr̈aglichkeit mit Scḧubenauchhinreichendist.

Bezeichnung

• Z heißt isotrop in einemPunkt [ V Z bez̈uglich
%

, wenn es eine reelle Konstante% &(]\_^ gibt, so daßfür jedealternierendè –facheMultilinearform 7 V�X �CY ? gilt:% 9 [ � 7 = � %B&(�) 7 U
Die Abbildung

%
ist in diesem Punkt also linear und richtungsunabḧangig in allen

Variablen.Z heißt isotrop bez̈uglich
%

, wenn die Isotropie bez̈uglich
%

in jedemPunkt [ V Z
erfüllt ist.

• Für denFall, daß Z homogenund isotropbez̈uglich einerMaterialeigenschaft
%

ist, gibt
es eine Konstante

% & VaW , so daß gilt:% 9 [ � 7 = � % & ) 7 b [ V Z � 7 V�X �@Y ? U
In genaudiesemFall nenntman

% &
eine Materialkonstante.
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Bemerkung

a) OhneNormierungderLichtgeschwindingkeit����� erḧalt manfür die Vertr̈aglichkeitmit
Lorentztransformationendie Bedingung43

����
	���� ��� ��
�
Umgekehrt impliziert die Forderung der „Invarianz des Vakuums“ (und damit des
Übergangsvon Galileitransformationenzu Lorentztransformationen)zusammenmit obi-
gem Transformationsverhalten(für eine zun̈achstbeliebigereelle Konstante����� ) eine
Lichtgeschwindigkeit,die der Gleichung

� 	�� � � ���� � ����������
gen̈ugt44, im vorliegendennormiertenFall also � 	 � .

b) Die oben gestellteForderungder Basisunabḧangigkeit der die Abbildung
�

definie-
rendenreellenKonstantenschließtnicht die Möglichkeit aus,basisabḧangigeMaterial-
eigenschaftenzu betrachten.Bei derModellierungrealerStrukturenist essogarerforder-
lich, solchezuzulassen.So sindnaẗurlich Materialeigenschaften,die etwadaselektrische
und magnetischeVerhaltenvon Festk̈orpern beschreiben,im allgemeinennicht invari-
ant gegen̈uberRaumdrehungen(zum Beispielbei Gitterstrukturen),geschweigedennge-
gen̈uberScḧuben,alsobei ÜbergangvoneinemBezugssystem,in demderKörperruht, zu
einemsich dazugleichm̈aßig gradlinig bewegendenInertialsystem.Die klassischennur
die Raumdimensionenber̈ucksichtigendenBezeichnungen„homogen“, „heterogen“und
„isotrop“ sind daherstetsals homogen,heterogenbzw. isotrop bez̈uglich desgeẅahlten
Bezugssystemszu verstehen.Beim Wechselzu einer anderenzulässigenBasisund der
damit verbundenenorthogonalenTransformationder Koordinatensind dann stetsauch
die basisabḧangigenMaterialeigenschaftenentsprechendzu transformieren.

III.2.3 Die diskreten Maxwellschen Gleichungen

Die MaxwellschenGleichungenin Differentialformenschreibweisewerdenan die Situation
diskreterDatenin EckpunktenvierdimensionalerSimplizesangepaßt.Man erḧalt Gleichun-
gen für die eindeutigbestimmtenInterpolierendender Funktionswertein den Eckendieser
Simplizes,also Gleichungenfür affine � -Formenauf � -Simplizes.

Dazusei �! #" �  � �   �  #$ �  #%'& ein orientiertes( –Tupel affin linear unabḧangigerPunktein ) ,
essei *,+ 	�- �! #" �  � �   �  #$ �  �%�&/. dasorientierte(maximaldimensionale)von diesenPunkten
aufgespannte� -Simplex und 0�1�+ 	 2 "  #1 für 3�465 � �879�8:9� �<; .
Weiter seien = ��>=?4�@  ��A *BA & mit

=C+ 	�D ��E9FHG��I E9FHG%KJ D  E9FHG I E9FHG%LJ D $ E9FHG$ I E9FHG%JNM � E9FHG I E9FHG$�JNM  E9FHG$ I E9FHG� JNM $ E9FHG��I E9FHG �>=C+ 	�O � E9FHG��I E9FHG%KJ O  E9FHG I E9FHG%LJ O $ E9FHG$ I E9FHG%JNP � E9FHG I E9FHG$�JNP  E9FHG$ I E9FHG� JNP $ E9FHG��I E9FHG
43 Eine Behandlungder Invarianzder Materialgleichungenfindet sich etwain [23].
44 Vgl. dazu[7, 30].
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affine
�
-Formenauf � ��� und�����	��
�����
� ����������� �������������� ���������� 
 � � ��� !

eineaffine " -Form auf � ��� , wobei
�#� � 
%$ � �� $ � �� $ � �� ! die dualeBasiszu einer zulässigenBasis�#� 
 $ ��� $ ��� $ � � ! von & sei.

Ist nun ' � � �)(�*+� 
 *+� � *+� � *+� �
die Zerlegungin nachaußenorientierte , -Simplizes,so folgt aus�-�/.0�	1324. ��� � � � ��� !
mit dem StokesschenIntegralsatzauf Simplizes:

2�. ��� �5� � ��� ! �414�768 �-�/.9�:6; 8 �/.0� �<=?> ( 68@ �/.0� �<=?> ( 6; 8@ .9A
III.2.3.1 Die Integralform der diskreten homogenen Maxwellschen Gleichung

Aus derhomogenenMaxwellschenGleichung(H) erḧalt mannicht nur dasVerschwindender
SummederIntegraleüberdie RänderderRandsimplizes� =

, sondernsogardasVerschwinden
jedeseinzelnenSummanden.Mit demStokesschenIntegralsatzauf Simplizesfolgt aus�-BC�	1ED 68@ �-BF��1 $HG �	1 $�I�I�I�$KJ
die Integralform der diskreten homogenen Maxwellschen Gleichung auf � :6; 8@ BC�	1 $LG ��1 $�I�I�I�$KJ A

(DH)

Bemerkung

Durch dasVerschwindender Summealler fünf Integralefolgt jeweils eineder Gleichungen
ausden vier übrigen. Gilt nämlich für M �CN 1 $�I�I�I�$KJ�O

6; 8@ BC�	132 G �PN 1 $�I�I�I�$KJ�O5Q N M O4$
so erḧalt man:�<=?> ( 6; 8@ BF��1 D 6; 8SR BC� �UT< @WV X@ZYV R 6; 8@ BF��1[A
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III.2.3.2 Die Integralform der diskreten inhomogenen Maxwellschen Gleichung

Aus der inhomogenenMaxwellschenGleichung(I) folgt:���������� 	�
 ���� �������
 ����������� �������� �����������! "$# �� ����  "%# ���'&)(*�,+-&/.0.0.1&�243
Mit dem StokesschenIntegralsatzerḧalt man die Integralform der diskreten inhomogenen
Maxwellschen Gleichung auf 5 : 6 " # ������  "%# ���'&)(*�,+-&0.0.0.0&�243 (DI)

Bemerkung
Auch hier läßt sich der StokesscheIntegralsatzauf 5 anwenden.Es gilt:78 9;:=<  "%# �� ����  6 " �� ��>�  " ��� ����?+
und mit (DI) erḧalt man:78 9;:=<  "%# �� ����

789;:=<  6 "%# � ����
789;:=<  "%# ���'�  6 " ���@�  " ����'3

Aus der Gültigkeit der inhomogenenMaxwellschenGleichungauf 5 und dem Stokesschen
Integralsatzfolgt also die Ladungserhaltung auf 5 :+A�  " ����@�  " �CBED�F1��G � �=HIBED�J/�CG0K0�=HIBED�L0��G � �=HIBNM/��G 7 ���O-G0P�%Q@R0R0R�Q -G0P7 3
DieseEigenschaftder

�
-Form

�
ist somit einenotwendige Bedingung für die Lösbarkeitder

diskretenMaxwellschenGleichungenauf dem orientierten
2
-Simplex 5 .

Dabei folgt wie obenausdem (stetserfüllten) Verschwindender Summeder Integraleund
der (Voraussetzungder)LadungserhaltungjeweilseinederGleichungenausdenvier übrigen.
Sei dazu 78 9;:=<  6 "%# � ����

789;:=<  "%# ���@�?+
und für ein SUTWV +-&0.0.0.0&�24X 6 " # ������  "%# ���ZY�( T[V +-&0.0.0.0&�24X�\ V/S X]&
dann gilt:  6 "_^ ��������a`8 #cb0d#;eb/^  6 "%# ��������f`8 #gb0d#heb/^  "%# ���@�  "i^ ���'3
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III.2.4 Die komponentenweise Formulierung der
diskreten Maxwellschen Gleichungen

Zur Verkürzung der Schreibweisesei nun��� ������
	����� � � ���������� ������������� ������
	����� �� � ���������� �������� � � �� �"!#� � ��������
mit den Komponenten$ � � �&% � �
' �(!#�*) � +,,- . /10324/*576 �. / � 6 5. 6 08 .

9�::; �=< �� � �> � �
' �(!#� ) � +,,- . ?=0324?=5A@ �. ? � @ 5. @ 08 .
9�::;

sowie mit � � ) � 2CB
.

Zur komponentenweisenFormulierungder diskretenMaxwellschenGleichungenist es er-
forderlich, die betrachtetenaffinen Formenzu transformieren. Dazu sei D )*EGF3E ein
Basiswechselmit D $ ��� % �IH � für J �LK ��M�M�M���N und D � )*E � F3E � die duale Abbildung.
Dann gilt: � �� �OH �� P D � D � $ H �� %
und folglich:������ � � $ H ��QP D % � �� �(!#��R�SUT $ H � % � H �� � �� �(!#� D � $ H � % � H �� � J ��K ��M�M�M���N�V
III.2.4.1 Die homogene Gleichung

Für die in der homogenenGleichungbetrachteteW -Form
�

erḧalt man:��� ������
	����� � � � ��� �� � ��� ��� ������
	����� � � �YX ��Z !#� D � $ H Z % � H �Z�[ � X �� \ !#� D � $ H \ % � H �\�[� ��Z ' \ !#� +- ������
	����� � � � D � $ H Z % D � $ H \ % 9; � H �Z � � H �\� ���� Z 	 \ ��� +- ������
	����� � � � $ D � $ H Z % D � $ H \ % 2 D � $ H \ % D � $ H Z %�% 9; � H �Z � � H �\ V
Es sei nun ein ]_^a` . ��M�M�M���N�b fest gewählt. Da für die Gleichung(DH) die Orientierung
auf dendreidimensionalenRandsimplizesvon c unerheblichist, kannman(willk ürlich) eine
Orientierungauf dfe �hg � e �ji � e �hk � e �hl�m mit `]on � ] � � ] 5 � ] 0 b � ` . ��M�M�M���N�bqp `] b wählen.

Es sei also c � ) � d $ e � g � e � i � e � k � e � l % m ein orientiertesSimplex. DieseOrientierunglegt auf
dem Rand r s c � r � 0tZ ! nvu�wYxhy�z�{�{�{�z�|wYxj}~z�{�{�{�z�wYxh�q�
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eine Orientierungnach außenfest: Mit�������� �
	�� ���� � ����� � ��������� �������� �
	�� ����� � ���� � ����������! ����� �
	�� � ��� � � ��� � � ������� ��"����� �
	�� � ��� � � ��� � � ����
gilt für den nach außenorientiertenRand:

# � � � "$%�& � � %�('
Man setzt nun)  ��� *� � � � �  � ) � ��� *� � � � � � � ) " ��� *� � � � � � � )�+ ��� *� � � � � '
Dann erḧalt man mit dem (von , abḧangigen)Basiswechsel- � .0/1.2�3546 / ) 3 �87 �:9 ��;�;�;���<
und = %�> ��� ? �@ 3 
A 3 � @ +CB 3  3 � 	 - 3  	

) % � - 3 � 	 ) > � 6 - 3  	 ) > � - 3 � 	 ) % ���D� 9FEHGJIHKLE <
für das Integral von

B
über

# � � :M
NPORQ B � M

NSORQ ? �@ % A > @ +
= %�>CT )VU%XW T )VU>

� 9YVZ "?%�&  	 6 9 � %�[  ]\
=  �^ _ _ _ ^a`% ^ _ _ _ ^ " 	�� ��b�� 6 =  �^ _ _ _ ^a`% ^ _ _ _ ^ " 	�� � � ��c

� 9d \ = ��" 	�� �  � 6 = ��" 	�� � � � 6 =  
" 	�� � � �5e =  
" 	�� � � �5e =  
� 	�� � � � 6 =  
� 	�� � � �fc '
Esfolgt diekomponentenweiseDarstellungderdiskretenhomogenenMaxwellschenGleichung
in Integralform für die Seite

� � desSimplex
�

:g � ? �@ % A > @ + 	 B %�> 	�� � �� 6 B %�> 	�� � ����� 	 - % 	
) � � - > 	 ) " � 6 - % 	 ) " � - > 	 ) � ���

6 ? �@ % A > @ + 	 B %�> 	�� � ��� 6 B %�> 	�� � ����� 	 - % 	
)  � - > 	 ) " � 6 - % 	 ) " � - > 	 )  ���

e ? �@ % A > @ + 	 B %�> 	�� � � � 6 B %�> 	�� � � ��� 	 - % 	
)  � - > 	 ) � � 6 - % 	 ) � � - > 	 )  ��� '

Achtung: Der Basiswechsel
-

, die Vektoren

)  � ) � � ) " und die Indizes , � ��;�;�;�� , " hängenvon,ihHj g ��;�;�;���<]k ab! Die in der GleichungauftretendenreellenZahlen- % 	 ) > � �Hl8m b 	 ) > �8� 9FEnGJE <J� 9oEHKLE Y �
sind abernur einmalzu bestimmen,da sie durchdie Diskretisierungfestgelegtsind.

Bemerkung
Die durch Ersetzender Komponenten

B  
� ��;�;�;�� B " + durch die klassischenFeldkomponentenp  � p � � p " und q  � q � � q " entstehendenGleichungensindausGründender Übersichtlichkeit
im anschließendenKapitel aufgef̈uhrt.
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III.2.4.2 Die inhomogene Gleichung

Für die inhomogeneGleichung(DI) müssendie
�
-Form � �� unddie � -Form ��� transformiert

werden. Es gilt:� ���� � 	
 ������������ �� � ���������� ������! "� �� �$#���� �% � ��� ��'& �� �$%(��� �# � ��� ��*) �� #�%(��� � � � ��� ��& �� �+� ��� �# � ��� �%�) �� #$� ��� � � � ��� �%*& �� %$� ��� � � � ��� �#� ������������ �-,� � ������*� ������ �/.��0,
und ��� � ��1 �� �324� � � ��� ��65� � � ��� �# � ��� �% � ��� ��'& � # ��� � � � ��� �% � ��� ��) � % ��� � � � ��� �# � ��� ��*) � � ��� � � � ��� �# � ��� �%� �� �324� � ,� ������(�87�7�79�;:��� �� �87�7�79� ������ �/. � ,
mit < �0,� �>= � ��? �@24� .3� 	AA
�B &-C % C # DE�B &-C � D #B D %F B  �GG"IH

< � ,�+= � �324� .3� 	AA
 � �& � #� %&/J  �GG"IK
Mit einem BasiswechselL . MONPM���RQ& NTS � H*U ��V H�W�W�W�H�X
erḧalt man �0,Y� ����Z���[3�� 	
 ������������ �0,� �]\ L � \ S Z9^ L � \ S [_^ & L � \ S [�^ L � \ S Z9^�^  " � S �Z � � S �[
sowie � , � �� �324� � ,� 1 ��Z624� L � \ S Z ^ � S �Z 5 �`7�7�79� a1 ��Z624� L � \ S Z ^ � S �Z 5 �87�7�77�7�7�� 1 ��Z624� L � \ S Z9^ � S �Z 5 K
Wie oben sei nun ein bdcfe B H�W�W�W�H�XYg fest gewählt. Da auch für die Gleichung(DI) die
Orientierungauf den Seitenvon h unerheblichist, kann man für ikj �ml H j �mn H j �po H j �pq6r mite�b!s H b � H b # H b % g � e B H�W�W�W�H�XYg9t e�b g wiederumwillk ürlich eine Orientierungwählen,indem das
orientierte Simplex h � .3� i \ j �pl H j �mn H j �po H j �pq ^ r betrachtetund damit auf dem Rand uvh �
einen Orientierungnach außenfestgelegtwird.
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Setzt man weiterhin wie oben������� ��
	����	���� ������� ���	�����	���� ������� ���	����	���� ������� ���	�����	��
so erḧalt man mit dem (von � abḧangigen)Basiswechsel� �  "!# $&%(')*!+��% �-, �/. �&0&0&0&�21
und 3546&7(��� 8�:9 % �2; % � 9<�<= 4% � % �-> � % � > � 6�? � % � > � 7@? ) � % � > � 7@? � % � > � 6�?:? � .�ACBEDCF5A 1
für das Integral von = 4 über GIH 	 :J

KMLON = 4<�
J
KPLON 8�:9 6 ; 7 9<� 3(46�7<Q��SR6�TUQ��SR7

� .VXW 3 4 �:� > ��	�� ? )Y3 4 �:� > ��	�� ? )X3 4 �2� > ��	�� ?(Z 3 4 �2� > ��	�� ?(Z 3 4 �2� > ��	�� ? )X3 4 �2� > ��	�� ?\[
� .V W 8�:9 6 ; 7 9<�^] = 46�7 > � 	�� ? ) = 46�7 > � 	�� ?2_ > � 6 > � � ? � 7 > � � ? ) � 6 > � � ? � 7 > � � ?:?) 8�:9 6 ; 7 9<�-]\= 46�7 > ��	�� ? ) = 46�7 > ��	�� ? _ > � 6 > ��� ? � 7 > ��� ? ) � 6 > ��� ? � 7 > ��� ?:?
Z 8�:9 6 ; 7 9<�-] = 46�7 > � 	�� ? ) = 46�7 > � 	�� ?2_ > � 6 > � � ? � 7 > � � ? ) � 6 > � � ? � 7 > � � ?2?\[Y`

Mit 3X�S�ba 4� W � � > ��� ? � � > ��� ? � � > ��� ? ) � � > ��� ? � � > ��� ? � � > ��� ?) � � > � � ? � � > � � ? � � > � � ?(Z � � > � � ? � � > � � ? � � > � � ?Z � � > ��� ? � � > ��� ? � � > ��� ? ) � � > ��� ? � � > ��� ? � � > ��� ? [
Z a 4� W � � > ��� ? � � > ��� ? � � > ��� ? ) � � > ��� ? � � > ��� ? � � > ��� ?) � � > � � ? � � > � � ? � � > � � ?(Z � � > � � ? � � > � � ? � � > � � ?Z � � > ��� ? � � > ��� ? � � > ��� ? ) � � > ��� ? � � > ��� ? � � > ��� ?\[
Z a(4� W � � > � � ? � � > � � ? � � > � � ? ) � � > � � ? � � > � � ? � � > � � ?) � � > ��� ? � � > ��� ? � � > ��� ?(Z � � > ��� ? � � > ��� ? � � > ��� ?Z � � > � � ? � � > � � ? � � > � � ? ) � � > � � ? � � > � � ? � � > � � ?\[
Z a 4� W � � > ��� ? � � > ��� ? � � > ��� ? ) � � > ��� ? � � > ��� ? � � > ��� ?) � � > ��� ? � � > ��� ? � � > ��� ?(Z � � > ��� ? � � > ��� ? � � > ��� ?Z � � > � � ? � � > � � ? � � > � � ? ) � � > � � ? � � > � � ? � � > � � ?\[

erḧalt man für das Integral von a 4 über H 	 :J
LON a(4c�

J
LON 3UQ��SR� TUQ��SR� TUQ��SR� �

.1cd
�8 %�e(f 3 > � 	�g ?-`
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Somit folgt die komponentenweiseDarstellung der diskreten inhomogenenMaxwellschen
Gleichungin Integralformfür die Seite

���
desSimplex

�
:�� �� � �
	����� �������������������� "!$#&%�'� �� �)( �+* #,%�'� �� �.- �$/ �0 � �132 � 0 � �1 � �+* 0 � �1 � � 0 � �1�2 �4�* ��4���������� �! #,%�'� �� �.5��+* #,%�'� �� �.-�� / �0 � �1 � � 0 � �1 � �+* 0 � �1 � � 0 � �1 � �4�6 ��4���������� "! # %�'� �� �.7��+* # %�'� �� �.-�� / �0 � �1 � � 0 � �1 2 �+* 0 � �1 2 � 0 � �1 � �4�"8

Hinweis: Auch hier sindderBasiswechsel0 , dieVektoren1 �'9 1 2 9 1 � unddie Indizes: 	 9�;�;�;�9 : �
von :=<?>3@ 9�;�;�;�9 �BA abḧangig. Es ist dahernaheliegend,dieseGrößenund damit die reellen
Zahlen

0 � �1 � ���DC�EGF �1 � � 9 �,HJI�H?� 9 �KHDL+H?M 9
vom homogenenFall zu übernehmen.

Bemerkung
Die durch Ersetzender KomponentenN %� 9�;�;�;�9 N % und # %� 2 9�;�;�;'9 # %�$ durch die klassischen
FeldkomponentenO � 9 O 2 9 O � 94P � 9�P 2 9�P � 9 N � 9 N 2 9 N � und Q entstehendenGleichungensind
wie bei den homogenenGleichungenim nächstenKapitel aufgef̈uhrt.





IV Das diskrete Modell der
Maxwellschen Gleichungen auf
vierdimensionalen Simplizes

„Der naiveRealismusführt zur Physik,und die Physik
zeigt,daß dernaiveRealismusfalschist. Deshalbist der
naiveRealismus,falls er wahr ist, falsch; deshalbist er
falsch.“

BertrandRussell

Die im vorherigenKapitel durchAnwendungdesdiskretenDifferentialformenkalk̈uls auf die
MaxwellschenGleichungenerhaltenenVersionenbildendie GrundlagedesdiskretenModells
elektromagnetischerFelderauf vierdimensionalenSimplizes. Im folgendenwerdennun die
für dieseModellierungerforderlichenHilfsmittel und Technikenvorgestellt. Dazu werden
die diskretenMaxwellschenGleichungenunterVerwendungder klassischenFeldkomponen-
ten auf vierdimensionalenSimplexpolyedern,die in denGleichungenauftretendenMaterial-
eigenschaftensowiedie für die Lösbarkeitnotwendigerweisezu setzendenRandbedingungen
betrachtet.Abschließendwird aneinemnumerischenBeispieldie Verwendungdesentwickel-
ten diskretenModells demonstriert.

IV.1 Die diskrete Modellierung elektromagnetischer Felder

„Viele physikalischeSystemesind rechnerischirreduzi-
bel; daseffizientesteVerfahren, ihre Zukunftzu bestim-
men,ist also ihre eigeneEntwicklung.“

StephenWolfram

NachfolgendwerdenHinweisefür die Modellierungeiner realenSituationim Blick auf die
VerwendungderErgebnissedervorausgehendenKapitel zusammengetragen.Bei Betrachtung
konkreterBeispielesind die Komponentender in denMaxwellschenGleichungenauftreten-
den Felderbez̈uglich einesgewähltenBezugssystems,im allgemeinendesRuhesystemsder
betrachtetenSituation,zumeistalsodesnäherungsweisenInertialsystemseinesOrtesauf der
Erdoberfläche,von Interesse.Daherwerdenzun̈achstdie alsErgebnisdesletztenKapitelsge-
wonnenenkomponentenweisenDarstellungender MaxwellschenGleichungennachErsetzen
der ausGründender Übersichtlichkeiteingef̈uhrtenHilfskomponentendurchdie klassischen
Feldkomponentenaufgef̈uhrt. Anschließendwird dieEinbeziehungvonMaterialeigenschaften
undRandbedingungendiskutiert. Im darauffolgendenUnterkapitelsindHinweisefür dieDis-
kretisierungderbetrachtetenTeilmengederMinkowski-Raum-Zeitzusammengestellt.Eswird
eineinfachesVerfahrenbeschrieben,umauseinergegebenendreidimensionalenSimplizialzer-
legungdesRaumesdurchZylinderkonstruktioneneineZerlegungder Minkowski-Raum-Zeit
in vierdimensionaleSimplizeszu erhalten.EsfolgeneinigeBemerkungenbez̈uglich derUm-
setzungdesklassischenStabiliẗatskriteriums.Schließlichwerdendie speziellenEigenschaften
desvorgestelltendiskretenModells zusammengefaßt.
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IV.1.1 Die diskreten Maxwellschen Gleichungen unter
Verwendung der klassischen Feldkomponenten

Es sei
����������������	�����
��

eine zulässigeBasis von � und
���� � ����� ����	 ����
 �

die zugeḧorige duale
Basis. Weiter sei����� ����������� ������� ����� �
ein vierdimensionalesSimplexpolyeder,wobei

� � � ����� � � �
die vierdimensionalenGrundsim-

plizes einer Simplizialzerlegung
�

von
�

seien. Für zwei Simplizes��!"�$#�% !& � ����� � % !
(' � �*)+�$,-% )& � ����� � % )
/. �0� �2143�05 �
gilt damit also:687-9 % !& � ����� � % !
-:<;8= % )& � ����� � % )
�>@?8ACB �

� ! ; � ) �EDFFG
FFH
IKJ & � ����� ��J<LNM falls

9 % !& � ����� � % !
 : ; = % )& � ����� � % )
 > �ONJ & � ����� ��JPL�QR�2S A T*A U �V
falls

9 % !& � ����� � % !
 : ; = % )& � ����� � % )
 > � VXW

IV.1.1.1 Die Diskretisierung der elektromagnetischen Felder

Auf jedem vierdimensionalenSimplex werden die durch die Werte in den Eckpunkten
eindeutigbestimmtenaffinen Y -Formen Z und [Z sowiedie affine \ -Form ] betrachtet.Dazu
seiendie Werte in einem Punkt%^� 
_ !a` &2b ! % !�c � ) � I % & � ����� � % 
 Md�


_ !a` &eb ! � \ �
definiert durch

Z � % � �

_ !a` & b ! Z � %/! �e� [Z � % � �


_ !a` & b ! [Z � %/! �2� ] � % � �

_ !a` & b ! ] � %/! � W

Durch dieseVorschriftenerḧalt man simpliziale Y -Formen Z und [Z sowie eine simpliziale\ -Form ] auf
�

bez̈uglich
�

:f 5 c O \ � ����� �dg8QPh Z � i�j � [Z � i�j clk � � � ) �2� ] � i�j clk � � � ) � W
Es sei nun [� die Menge der dreidimensionalenSeitensimplizesin

�
. Für jedes solche

Randsimplexm c [� wird

• ein vierdimensionalesSimplex
� ) �n�

mitm � I % & � % ��� % �N� % 	�M � I % & � % ��� % ��� % 	N� % 
�M �0�*) �
• eine Orientierung

� % & � % ��� % �N� % 	�� der Eckpunkte,
• Basisvektoreno � h � p% & % � � o � h � p% & % � � o 	 h � p% & % 	 � o 
 h � p% & % 


von � sowie
• ein Basiswechselq h �$rs� mit q ��� ! � � o ! �P1 � \ � ����� � B
gewählt. Für die Anwendungder diskretenMaxwellschenGleichungenwerdendie Ein-
schr̈ankungenvon Z , [Z und ] auf

�*)
, also die affinen Y -Formen Z � i�j � [Z � i�j sowie die

affine \ -Form ] � i�j betrachtet.Damit erḧalt man für die orientierteSeite
I�� % & � % ��� % ��� % 	��tM

folgendeErgebnisse:
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IV.1.1.2 Die diskrete inhomogene Maxwellsche Gleichung
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Die in der Gleichung auftretende Gesamtladung, zusammengesetzt aus der skalaren Ladungs-
dichte % und den Komponenten ����/��$��/��$� des Stromdichtevektors, wird in jedem Punkt 	�0
durch die zu modellierende Situation vorgegeben.
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IV.1.1.3 Die diskrete homogene Maxwellsche Gleichung
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IV.1.1.4 Materialeigenschaften

Der Zusammenhangder Feldkomponentenin beidenGleichungenwird durch die Material-
gleichungen& ��
'�(��)*��
'��"+��
'�

�,��
'�(�.-���
'��/0��
'�
1 ��
'�(�.2���
'��"+��
'�

hergestellt. Die dabei auftretendenTensorensind bei einer Modellierung von Materialien
(also nicht des Vakuums) im allgemeinenvom gewählten Bezugssystemabḧangig. Für
die Gewährleistungder InvarianzdesVakuums,eineminsbesondere(im allgemeinenSinne)
isotropenMedium, wo also anstelleder bez̈uglich einer gewähltenzulässigenBasisauftre-
tendenMatrizen positive reelle Konstanten

) �,3 ��)*��
'�
und

- �,3 �4-���
'�
verwendetwerden

können,ist zu beachten,daßdie in III.2.2 für die EinführungeinesallgemeinenIsotropiebe-
griffs geforderteBasisunabḧangigkeitder Materialgleichungdurchdie Bedingung

)��$�65-7�
erfüllt wird. DieseBedingungentspricht(ohneNormierungder Lichtgeschwindigkeit)der
klassischenBedingung

) � - � � 58 �,9
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wobei die Permittivität desVakuums��� und die Permeabiliẗat desVakuums� � physikalische
Konstantensind.45

So ist es also bei konkreterModellierung nebender Betrachtungder MaxwellschenGlei-
chungenzus̈atzlich erforderlich,den lokalenZusammenhangder Feldkomponentenin jedem
Knotenpunktdurch folgendelinearenGleichungssystemeherzustellen:
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Die auftretendenMatrizensind dabeizwar stetsdiagonalisierbar,habenaberim allgemeinen
bez̈uglich der gewählten zulässigenBasis keine Diagonalgestalt. In einem im klassischen
Sinne(also basisabḧangig) isotropenMedium vereinfachensich die Zusammenḧangedurch
den Übergang zu reellen Konstanten:� � ��	�
� � ��	�
���� � ��	�
������������������!"����	�
� � ��	�
)�*#��+��	�
������������������$�����	�
� % �,	�
)���-����	�
�����������������'
IV.1.1.5 Randbedingungen

Für die eindeutigeLösbarkeitdesdurchdasvorgestellteVerfahrenentstehendenGleichungs-
systemsist es im allgemeinenerforderlich,Randbedingungenvorzugeben,wobei aufgrund
der vierdimensionalenBetrachtungsweiseund der nur relativen (bezugssystemabhängigen)
GleichzeitigkeiterstnachAuszeichnungeinerBasisunddamitderWahl einesInertialsystems
zwischenklassischenAnfangs-und Randbedingungenunterschiedenwerdenkann.

In bezugauf die Anzahl von Gleichungenund Unbekanntenhat manfolgendeSituation:

• In jedem Knotenpunkt
	��

sind jeweils drei Komponentendes elektrischenund des
magnetischenFeldes,also sechsUnbekannteplaziert. (Durch die Materialgleichungen
könnendie elektrischenFelder

�
und

�
sowiedie magnetischenFelder

!
und

#
jeweils

identifiziert werden.)
• Auf jedemdreidimensionalenRandsimplexhat manzwei Gleichungengegeben.
• Auf jedemvierdimensionalenSimplex folgt die homogeneMaxwellscheGleichungauf

einerderSeitenausdenvier übrigen.Ebensofolgt unterder(notwendigen)Voraussetzung
derLadungserhaltungauf demgesamtenSimplexeineder inhomogenenGleichungenaus
den anderen. Von den insgesamtzehn Gleichungensind also stetszwei automatisch
miterfüllt.

• Durch HinzunahmeeinesweiterenPunktesüber einer Seite erḧalt man sechsweitere
UnbekannteundachtweitereGleichungen,vondenenaberzweiausdenrestlichenfolgen.
Die Anzahl der zus̈atzlichenGleichungenkann sich dabei durch Einführung weiterer
Seitenerhöhen.

45 Siehez. B. [19].
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Auf einemvierdimensionalenSimplex ohneVorgabevon Randbedingungenhat man somit
30 Unbekannte,aber nur acht Gleichungen.

Nun ist für die konkreteFormulierungvonRandbedingungenebensowie für dieEinbeziehung
von Materialeigenschaftendie konkretezu modellierendeSituationausschlaggebend.Neben
der Möglichkeit der EinbeziehungklassischerAnfangsbedingungenin das diskreteModell
seienhier zwei der üblichenklassischenRandbedingungstypenbetrachtet:

a) Anfangsbedingungenlassen sich durch die Vorgabe von Feldkomponentenin einer
„Gleichzeitigkeitshyperebene“des Ereignisraums,also innerhalb eines nur von den
räumlichenBasisvektorenaufgespanntendreidimensionalenaffinen Unterraumesmodel-
lieren. Entwederverringertsich dabeiinnerhalbdesGleichungssystemsdurchEinsetzen
der Feldkomponentendie Zahl der Unbekanntenbei gleichbleibenderGleichungsanzahl,
odermannimmt für jedevorzugebeneFeldkomponenteeinezus̈atzlicheGleichungin das
Systemauf, wodurchsich bei unver̈anderterVariablenzahldie Anzahl der Gleichungen
erhöht.

b) Die Oberfl̈acheeinesperfektenLeiters läßt sich durch dasVerschwindender zu dieser
OberflächetangentialenKomponentendeselektrischenund der zur Oberfl̈achenormalen
KomponentedesmagnetischenFeldesmodellieren.46 Man erḧalt so zu jedemEreignis,
dassich auf der Weltlinie einesPunktesauf der Leiteroberfl̈achebefindet,entsprechende
Bedingungenan die Feldkomponenten.Die EinbeziehungsolcherRandbedingungenin
daszu lösendeGleichungssystemgestaltetsich insbesonderedannsehreinfach,wenndie
Oberfl̈achedesLeitersbereitsin Richtungder Standardbasisvektorenverläuft und damit
nur die entsprechendenKomponentendeselektrischenbzw. magnetischenFeldesalsNull
vorzugebensind. Wie bei den Anfangsbedingungenverringert sich dabeientwederdie
Zahl der Unbekannten,oder die Anzahl der Gleichungenerhöht sich.

c) Um eindenVersuchsaufbauumgebendes(unendliches)VakuumdurchendlichvielePunkte
nachzubilden,verwendetman absorbierendeRandbedingungen,die die Eigenschaftha-
ben, Reflexionenan denRändern,wie sie bei der obigenModellierungperfekterLeiter
auftreten,zu vermeiden.47 Der Gedankedabei ist, unter Annahmenüber die Gestalt
der auftretendenFelder eine sich fortsetzendeWelle nachzubilden,indem Feldkompo-
nentenin RandpunktenausFeldkomponenteninnerer PunktedesbetrachtetenGebietes
extrapoliertwerden.DieseVorgehensweiseerforderteinesehrguteAbstimmungderDis-
kretisierungauf die zu modellierendeSituation.Man erḧalt dabeifür die absorbierenden
RandpunktebeigleichbleibenderVariablenzahlzus̈atzlichein dasSystemeinzubeziehende
(im allgemeinennichtlineare)Gleichungen.
EinealternativeModellierungsm̈oglichkeiteinesumgebendenVakuumsbestehtdarin,den
betrachtetenräumlichenBereichin Abhängigkeitvon der Geschwindigkeitsich ausbrei-
tenderEinflüssezu vergrößern.Bei einervierdimensionalenModellierungläßtsich dies
sehr leicht realisieren,indem als Teilmengeder Minkowski-Raum-Zeitdie Vereinigung
aller Zeitkegelder zur AnfangszeitbetrachtetenEreignisseverwendetwird.

Eine umfassendeUntersuchungvierdimensionalerRandbedingungsmodellierung,also ins-
besondereder Einbeziehungstetssehr eng mit dem konkretenzu modellierendenBeispiel
verknüpfter klassischerAnfangs-und Randbedingungen,ist ein interessantesFeld für wei-
tergehendeForschung.

46 Vgl. [37].
47 Für die EinbeziehungsolcherRandbedingungenin dasin [37] vorgestellteVerfahren:Siehe[25].
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IV.1.2 Diskretisierung der Minkowski-Raum-Zeit

Die entwickeltendiskretenMaxwellschenGleichungensetzenein vierdimensionalesSimplex-
polyedervoraus,eswird alsoeineDiskretisierungder für die ModellierungbetrachtetenTeil-
mengeder Minkowski-Raum-Zeitdurch Zerlegungin vierdimensionaleSimplizesben̈otigt.
Vor allgemeinenÜberlegungenzu einer (im Sinneder Stabiliẗat) günstigenWahl einer sol-
chenDiskretisierungsollen kurz Möglichkeitenaufgezeigtwerden,unter Verwendungeiner
bereitserfolgten Simplizialzerlegungdes dreidimensionalenRaumeseine vierdimensionale
Zerlegungder Minkowski-Raum-Zeitzu konstruieren.

IV.1.2.1 Zylinderkonstruktionen

Ist eine ZerlegungdesbetrachtetenräumlichenGebietesin dreidimensionaleSimplizesge-
geben,also eine UnterteilungdesRaumesauf einemNiveau gleicherZeit bez̈uglich eines
gewähltenBezugssystems,so kanndurchBildung einesZeitzylindersüber jedemdreidimen-
sionalenSimplexundanschließendeSimplizialzerlegungdieserZylinder ein vierdimensiona-
les Simplexpolyederkonstruiertwerden. Dabei stößt man auf dasProblem,daß die durch
Zerlegungder vierdimensionalenZylinder entstehendenbenachbartenSimplizesgemeinsame
Seitenoder UntersimplizeskleinererDimensionhabenmüssen,um so eine Diskretisierung
im Sinneder entwickeltenMethodezu erhalten. Es sollen hier zwei Verfahrenvorgestellt
werden,die dies leisten:

Es sei

���������
	����	�����	����������

ein dreidimensionalesSimplexauf einemGleichzeitigkeitsniveaubez̈uglich ��� � 	 � � 	 � � 	 ���
� , es
gelte also

��� � � � ��� � "!$# �
%'& � � 	 � � 	 � ��(*)

Mit +-,�. ��� ,  ��� für / ��01	�2�2�2�	�3
ist dannein Zylinder über

�
definiert:

4 . ��5�6 %87 � & ����	��9��	�����	����
	 + �
	 + ��	 + �
	 + � ( � )

a)
4

läßt sich durch sukzessives Abscheiden von Simplizeswie folgt zerlegen:

4 �:�����
	��9�
	�����	����
	 + ���';<�=�9�
	����
	�����	 + �
	 + ���;<�=� � 	�� � 	 + � 	 + � 	 + � �';>��� � 	 + � 	 + � 	 + � 	 + � � ) ( ? )
DieseZerlegunghat den Nachteil, daß benachbarteZylinderzerlegungenzun̈achstnicht
zusammenpassen,da nicht notwendigerweisegemeinsameSeitenauftreten.DasProblem
läßtsich lösen,indemdasAusgangssimplex

�
zun̈achstfeiner unterteilt wird und dann

Zylinder überdiesenkleinerenSimplizesgebildetwerden.Als Punkteverwendetman

1. die Eckpunkte
2. jeweils einenPunkt im Innerender Kanten

�=� , 	��A@�� für /-B�DC
,

3. jeweils einen Punkt im Innerender Seiten
�=� , 	��A@E	���F�� für paarweiseverschiedene

/ 	GCH	�I und
4. einen Punkt im InnerendesSimplex

�
,
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wobei jeweils die Baryzentrengewählt werdenkönnen.Anschließendbetrachtetmanals
feinereUnterteilungdie durch Numerierungder Punktein obigemSinne(Ecke, Kante,
Seite,Simplex)entstehenden

���
kleinerenSimplizes( � überjederder

�
Seiten)undführt

über diesendie angegebeneZylinderkonstruktiondurch.
b) Eine weitereMethode,die einefeinerealsdie in ( � ) angegebeneSimplizialzerlegungdes

Zylinders über � zum Ergebnishat, ist ausf̈uhrlich in [2] beschrieben:

1. Für jedesUntersimplex���	� wird ein festerPunkt im InnerendesZylindersüber
� ausgeẅahlt.

2. Mit aufsteigenderDimensionwird für jedesUntersimplex�
��� die Zentralunter-
teilung48 in bezugauf die gewähltenPunkteim Innerenund die bereitsvorhandenen
Randunterteilungendurchgef̈uhrt.

Wenn bei diesemVerfahrenals Punkteim Innerender Zylinder über den Teilsimplizes
die Baryzentrengewählt werden,so passendie entstehendenSimplizialzerlegungenbe-
nachbarterZylinder in derWeisezusammen,daßalsDurchschnittezweierSimplizesstets
nur die leereMengeoder gemeinsameUntersimplizesauftreten.

Auch bei Verwendung einer bestehendendreidimensionalenSimplizialzerlegungist es
möglich, die Größe der Zeitintervalle, die hier der Höhe der Zylinder über den Simpli-
zesentspricht,der Feinheitder gegebenenräumlichenUnterteilunganzupassen.Dazuwählt
man die Kanten über den verschiedenenEckpunktenunterschiedlichlang. In diesemFall
hat man zwar deformierteZylinder, die hier angegebenenKonstruktionenlassensich aber
dennochohne weiteresdurchf̈uhren.

IV.1.2.2 GeometrischeStabilit ätsbedingungen

EineÜbersetzungdesklassischenStabiliẗatskriteriumsaufdievierdimensionaleSituation,also
der Bedingung,daß(bei einer Lichtgeschwindigkeitvon ���� ) die Zeitdiskretisierungstets
sofein gewählt werdenmuß,daßdie GrößederZeitintervalle ��� kleineralsdie Distanzzweier
benachbarterRaumpunkteist undsomit für zwei solchePunkte� und � stets����������� �"!#�%$��'&
gilt49, führt zu einer lokalen, rein geometrischenBedingungan die Wahl der Simplizes.
Geht man von (bez̈uglich einesBezugssystems)räumlich fest gewählten Punktenaus, so
dürfen,mit einerAusnahme,alle von einemEreignis ��( in zukünftiger Richtungausgehende
Kantennicht innerhalbdesLichtkegelsverlaufen,wobei die ausgenommeneKantezu einem
zukünftigen Ereignis desräumlich ruhendenPunktesverläuft. Aus Symmetriegr̈undenläßt
sich dieseBedingungentsprechendauchin Richtungder Vergangenheitformulieren. Diese
Einschr̈ankungstellt sicher,daßsichdaselektromagnetischeFeldinnerhalbeinesZeitschrittes
nicht signifikant ver̈andernkann. Es liegt nahe, eine etwas allgemeinereBedingungzu
formulieren:

Von einem Eckpunkt �)( darf in zuk̈unftiger Richtunghöchstenseine Kante innerhalb des
Lichtkegelsverlaufen.

Weiterhin scheintes angebracht,zu starkeGrößenunterschiedezwischenden Seitenfl̈achen
einesSimplex, die entsprechendeUnterschiededer in den GleichungenauftretendenSum-
mandenzur Folge habenund dadurchzu numerischenProblemenführen können,zu ver-
meiden. Eine klassischeBedingunghierfür ist, die Simplizesnicht zu spitz zu wählen. Bei
entsprechenderFormulierungist das obige Kriterium nur ein Spezialfall (in Zeitrichtung)
dieserallgemeinerenBedingung. Dabei ist allerdingszu beachten,daß sich die geometri-
scheStrukturdes(dreidimensionalen)Raumesbei Übergangzu einemanderenBezugssystem
48 Siehe[2].
49 Vgl. z. B. [37].
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ver̈andernkann: Die Lorentzkontraktionver̈andertdie Koordinatenin RichtungeinesSchu-
bes.Da aberfür die Modellierungein Ruhesystemausgezeichnetwird, bez̈uglich dessendie
Feldkomponentenbetrachtetwerdenund in denGleichungenBasistransformationenverwen-
det werden,die durch die gewählte zulässigeBasisund die Simplexkantenfestgelegtsind,
gen̈ugt es,eine„ausgewogene“FormderSimplizesinnerhalbdesbetrachtetenInertialsystems
zu fordern. Die obigekursivgesetzteBedingungist dabeiallerdingsdurchdiespezielleEigen-
schaftder Lorentztransformationen,stetsLichtkegel auf Lichtkegel abzubilden,unabḧangig
vom gewählten Bezugssystem.

IV.1.3 Eigenschaften des diskreten Modells

Durch dasvorgestellteVerfahrenerḧalt manein Gleichungssystem,in demalle Bedingungen
für die Gültigkeit der diskretenMaxwellschenGleichungenbez̈uglich der gewähltenSimpli-
zialzerlegung,die Materialeigenschaftensowie die für die LösbarkeitnotwendigenRandbe-
dingungenzusammengefaßtsind.

Bei entsprechendgewähltenRandbedingungenhandeltessich bei diesemGleichungssystem
um ein im allgemeinensehrgroßesund durch die rein nachbarschaftlicheVerkn̈upfung der
Feldkomponentendünn besetzteslinearesGleichungssystem,dessenGestalt entscheidend
durch die Numerierungder Eckpunktebeeinflußtwird. Eine entsprechendgeschickteVor-
gehensweisesollte dabeizu einemdurch bekanntenumerischeVerfahreneffizient lösbaren
Systemführen. Bei Wahl von Randbedingungen,die nicht zu einemlinearenGleichungssy-
stemführen,sind entsprechendandereLösungsstrategienzu wählen.

Da die MaxwellschenGleichungenfesterBestandteildeszu lösendenSystemssind,müssen,
andersals bei herk̈ommlichen Zeititerationsverfahren,zus̈atzliche Forderungenan die zu
wählendenAnfangs-und Randbedingungengestelltwerden. Wählt man etwa einenauf ei-
nigen dreidimensionalenSimplizesnicht den diskretenGleichungengen̈ugendenAnfangs-
zustand,so ist dasgesamteGleichungssystemnicht lösbar,währendherk̈ommlicheVerfah-
ren zum Teil auch aus inkonsistentenAnfangswertenentsprechendeErgebnisseberechnen.
Ebensokanndie Vorgabevon zu vielen oder inkonsistentenAnfangs-und Randbedingungen
zur Überbestimmtheitund zur Unlösbarkeitdes Systemsführen, wogegeneine zu geringe
Zahl oder die Redundanzder Bedingungenzu einemunterbestimmtenund damit nicht ein-
deutiglösbarenGleichungssystemführenwird. Im Fall der Überbestimmtheitbestehthier die
Möglichkeit, dasSystemals Ausgleichsproblemzu behandelnund so eineNäherungsl̈osung
zu ermitteln.

Schließlichist zu beachten,daß,um einerealistischeModellierungim Sinneeineselektroma-
gnetischenFeldeszu gewährleisten,dessenVer̈anderungendurch sich höchstensmit Licht-
geschwindigkeitausbreitendeWellen hervorgerufenwerden,entsprechendeBedingungenan
die für die Zerlegungder betrachtetenTeilmengeder Minkowski-Raum-Zeitzu wählenden
Simplizeszu stellen sind.
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IV.2 Ein numerisches Beispiel

„Es gibt keinenweiter verbreitetenIrrtum als die An-
nahme,langwierigeundgenauemathematischeBerech-
nungenkönntengarantieren,daßdieAnwendungdesEr-
gebnissesauf eineNaturgegebenheitabsolutsicherist.“

A. N. Whitehead

Zur Illustration der VerwendungdesvorgestelltendiskretenModells wird nun ein (räumlich)
zweidimensionalesBeispielbetrachtet,indemdie Feldgr̈oßenals unabḧangigvon der dritten
RaumkoordinatedesBezugssystemsund damit als konstantin dieserRichtungvorausgesetzt
werden.Desweiterenwird ausgenutzt,daßelektromagnetischeFelderbei Verwendungeines
zylindrischenräumlichenKoordinatensystemsund der Voraussetzungder Homogeniẗat und
Isotropiebez̈uglich desRuhesystems,also von Materialkonstantenim klassischenSinne, in
zwei unabḧangigeTeilfelder zerlegbarsind: Das transversaleelektrischeFeld (TE) und das
transversalemagnetischeFeld (TM). BeideTeilfelder,ausdenensich dasGesamtfeldgem̈aß
demSuperpositionsprinzip(welchesbesagt,daßdie SummezweierodermehrererLösungen
wiederumeine Lösungder Differentialgleichungist) additiv zusammensetzt,zeichnensich
dabeidurchdasVerschwindenjeweilseinerHälfte derelektromagnetischenFeldkomponenten
aus. Als weitereVereinfachungwerdenLadungs-und Stromdichte,also die Komponenten
der 1–Form

�
für die folgendeModellierungals verschwindendvorausgesetzt.

Zur Anwendungdes diskretenModells auf ein (raum-zeitlich) dreidimensionalesBeispiel
transversalermagnetischer(TM-)Wellen werdenzun̈achstdie diskretenMaxwellschenGlei-
chungenan die vereinfachteSituationangepaßt.Anschließendwerdendie konkreteSimpli-
zialzerlegungsowiedie auf deneinzelnenSimplizeszu erfüllendenGleichungenentwickelt,
wobei sich letztereausden an die SimplizialzerlegungangepaßteninhomogenenMaxwell-
schenGleichungen,denentsprechendenAnfangs-undRandbedingungen,sowieaushomoge-
nen Gleichungenauf SimplizesweitererSimplizialzerlegungen,die gemeinsameSeitenmit
denfür die ModellierungzugrundeliegendenSimplizeshaben,zusammensetzen.Auf diesem
Weg erḧalt man daszu lösendelineareGleichungssystem,dasschließlich verwendetwird,
um in einemkonkretenBeispieldasFortschreiteneineranf̈anglichinitialisiertenWellenfront
zu berechnen.50

IV.2.1 Das transversale magnetische Feld

Bei der ZerlegungdeselektromagnetischenFeldesin zwei unabḧangigeTeilfeldererḧalt man
das transversaleelektrischeFeld mit der Eigenschaft

���������	��
���	�	��


und dastransversalemagnetischeFeld mit der Eigenschaft

� � ��
��� � ��� � ��
��

derenletzteresim folgendenbetrachtetwird. Nebender Homogeniẗat und IsotropiedesMa-
terialsbez̈uglich desRuhesystemswird dabeivorausgesetzt,daßkeineAbhängigkeitvon der
dritten Raumkomponentebesteht,so daß für die Modellierungeine Teilmengeeinesdreidi-
mensionalenSchnittesdurch den Ereignisraumverwendetwird, der von den erstenbeiden

50 Eine entsprechendeModellierungeineszweidimensionalenBeispielsfür transversalemagnetischeWellen, in demdas
Fortschreiteneineranf̈anglichinitialisiertenWellenfrontsimuliert wird, findet sich in [37].
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räumlichenBasisvektoren��������� und demzeitlichenBasisvektor��� der gewähltenzulässigen
Basis

� � � ��� � �����	��� ��
 von � aufgespanntwird. DieserSchnitt wird in dreidimensionaleSim-
plizeszerlegt,die jeweils als RandsimplizesvierdimensionalerSimplizesbetrachtetwerden.

Ladungs-und Stromdichtewerdenim folgendenals verschwindendvorausgesetzt:� �� � �� � � �����������
Es sei nun

� � � ��� � ��������� ��
 eine zulässigeBasis von � und
� ��� � ������ ������ ������ 
 die zugeḧorige

duale Basis, � ��� sei ein dreidimensionalerUnterpunktraummit dem zugeḧorigen
Verschiebungsvektorraum� �� �"!�#%$����������������	& , es gelte also

� ('�)*� �"!�#+$	���������������	&-,.'0/ � �
Weiter sei eine Teilmenge1  1 �3254�4�4	2 1�6 �7�
mit einerSimplizialzerlegungin dreidimensionaleSimplizes

1 � ��4�4�4�� 1 6
gegeben,sodaßdie

Schnittmengezweier Simplizes
1�8

und
1:9

für ;�<>= stetsentwederleer oder ein höchstens
zweidimensionalesgemeinsamesUntersimplexist.

Diese dreidimensionalenSimplizes1 9 @?A' 9B �C' 9� �C' 9� �C' 9�+D �E=F/G$IH	��4�4�4��KJ*&
lassensich nun als SeitenvierdimensionalerSimplizesbetrachten.Dazu sei ein orientiertes
(dreidimensionales)SimplexLNM �O � ' B �C'3���C'%�	�C' � 
KP �
eine Basis

�RQ � ��4�4�4�� Q ��
 von � mitQ �S T' B '3��� Q �� T' B '%��� Q �  T' B ' �
und ein BasiswechselU M �(V+WX�� 8ZYV+W Q 8 � ; [H	��4�4�4�� \
gegeben.

Dannerḧalt manunterdenobigenVoraussetzungendurchStreichenderTermemit ] �	�K^ � �C^ �
(sowie _ ���C` � �C` � ) die folgendenvereinfachtenGleichungenfür die orientierteSeite

L
:

• Die diskreteinhomogeneMaxwellscheGleichungfür transversalemagnetischeFelder:�[ V � `�� � ' ��
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• Die diskretehomogeneMaxwellscheGleichungfür transversalemagnetischeFelder:
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(DHTM)

Bemerkung

a) Diese diskretenMaxwellschenGleichungenfür transversalemagnetischeFelder setzen
nicht voraus,daßdasorientierteSimplex & in einemdurch die Basisvektoren' ��( ' ��( ' "
aufgespanntenaffinen Unterraumdes Ereignisraumsliegt. Sie entstehenallein durch
Streichender als verschwindendvorausgesetztenFeldkomponenten.Folglich müssendie
Gleichungen(bei Berücksichtigungder dem Modell zugrundeliegendenAnnahmen)auf
jedemorientiertendreidimensionalenSimplex ihre Gültigkeit haben,unabḧangig davon,
wie diesesSimplex liegt.

b) Da in diesemBeispiel ein von den Vektoren ' � ( ' � ( ' " aufgespannterund damit von ' �
unabḧangigerdreidimensionalerSchnitt durch den Ereignisraumbetrachtetwird, ist die
homogeneGleichung(DHTM) offenbarstetserfüllt, dennesgilt bei denvorausgesetzten
Eigenschaftender Feldkomponenten:

) � *��+-,/.102+-" ) , 043 '�5,76 3 '�50����� 3 ' 5� 6 3 ' 5� �%��� 3 ' 5 � 6 3 ' 5� �  !� 3 ' 5� 6 3 ' 5" (
und da in jedemder Summanden

3 ' 5� auftritt, folgt:

8
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�� ( 
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�� ( 
��	?7@BAC�;
�� ��D�E-F�GIH ' � ( ' � ( ' "�JK$

Zur Einbeziehungder homogenenGleichungist es dahererforderlich, weitere dreidi-
mensionaleSchnitte durch den Ereignisraumzu betrachten,bei denenauch die dritte
räumlicheRichtung Berücksichtigungfindet, soweit man dadurchBedingungenan die
Feldkomponenteninnerhalbder für die ModellierungbetrachtetenTeilmengeerḧalt.

c) Mit
�K���L�M� "N,PO�� ��,����L����, gilt:

�RQ "* ,PO���S , ' ,UT �
"* ,PO���S , � , �

"* ,PO�� � , Q
"* 0VO��-S 0 ' 02T � ,I(

folglich ist
� , ��� 0 �

die W -te Komponentevon
� 0

bez̈uglich
� ' ��( ' �	( ' ��( ' " � .



IV. 2 Ein numerischesBeispiel 151

IV.2.2 Die Simplizialzerlegung einer Quaderzerlegung

Zur Einbeziehungaller für die Problemstellungrelevantenraum-zeitlichenKomponentenist
es erforderlich,verschiedenedreidimensionaleSchnittedurch die Minkowski-Raum-Zeitzu
betrachten.Dabei wird dasProblemnur für die folgendeersteTeilmengegelöst, wogegen
die weiterenSchnittedurch den Ereignisraumnur der Berücksichtigungder dritten Raum-
komponentedienen.Bei konsequentvierdimensionalerModellierungsind diesezus̈atzlichen
Betrachtungennicht erforderlich,sie tretenhier nur durchdie Anwendungdesvierdimensio-
nalendiskretenModells auf ein dreidimensionalesProblemzutage.

IV.2.2.1 Die e1-e2-e4-Ebene

Es wird nun eine „rechteckige“dreidimensionaleTeilmenge���������
	��������	���������	
���
������� �����
���! "��#���$%��&��('�)+*-,
mit reellenIntervallen

� � � �
� �  ��� � �
� � �/.0�� ��1 � �
für

#0�2$%��&��('
betrachtet.

Diese Intervalle seienin Teilintervalle aufgeteilt:� ���"�
���! ��435� �6 ��� �708!9 �43:� �6 ��� � � 90; 35� � � ��� �� 90;=<�<�<�; 3:� �708!> � ��� �708!9
mit ? 1�@ �0�/A und

�����B� �6 1 � � � 12C�C�C�1 � �708 �2��� für
#0�D$%��&��('

.

Es seien IndexmengenE �GF �H� ? ��$%� <�<�< � @I� )J�IKE �LF �M� ? ��$%� <�<�< � @I��N $J) für
#I�H$%��&��('

und
MultiindexmengenE F �O�%P���QRP � �
P � �
P ��S ��P � � E � ��#�O$%��&��('�)T� E �VU E ��U E � �KE F �O�%WG��QRW����
W����
W�� S ��W��� KE ����#�O$%��&��('�)T� KE � U KE � U KE �
definiert. Dann erḧalt man für

�
eine Zerlegung���YXZ�[]\^]_ Z

in
Q @ � C�@ � C�@ � S

Quader

_ Z F �L`J���
	��������	���������	
���
���]� 3 � �Z�8 ��� �Z�85a � 9 ��#���$%��&��(']bcdWG��QRW����
W��%�
W�� S � KELe
Die auftretendenIntervalldurchmesserdieserQuaderseienmitf Z� F �Bg � �Z�85a � N � �Z�8 �h#��$%��&��('��$+� #�ji
in einer Diagonalmatrix

f Z F �lkmmn f Z� of Z� f Zpo f Z�
q�rrs tvuGw�xRu�y�z
u�{�z
u�|�}0~���

zusammengefaßt.Bezeichnetman weiter mit���� w � y�5�
� y� � {�:�
� {�� � | �5�
� | t���w�xR� y z
� { z
� | }0~ �
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die auftretendenGitterpunktedieserQuaderzerlegungund zur Vereinfachungdie Eckpunkte
einesQuaders

���
für alle �������
	����������������� entsprechendder eindeutigenDualdarstellung

der Zahlen

��� ����������� �"!#�%$�&('�)+*�&(��)%&	,����&('�&(��&	� � �,&	��&(���&('-� ��� ��.����
mit

/ �0�1 �3254 ��6�7 �897 �:�; �/ �	 1 �3254 ��6=< 	 7 �897 �:9; �/ �� 1 �3254 ��6�7 �8�< 	 7 �:9; �/ �' 1 �3254 ��6=< 	 7 �8�< 	 7 �:9; �/ �� 1 �32 4 � 6 7 � 8 7 � : < 	 ; �/ �> 1 �3254 ��6=< 	 7 �897 �:9< 	 ; �/ �?�1 �3254 ��6�7 �8�< 	 7 �:9< 	 ; �/ �@ 1 �3254 ��6=< 	 7 �8�< 	 7 �:9< 	 ; �

so gilt offenbar

� � �BAC�D�E � / �0 �������� / �@ �GFH�I� ��KJ
Um einezulässigeSimplizialzerlegungdieserQuaderzerlegungzuerhalten,wird jederQuader
in fünf dreidimensionaleSimplizeszerlegt,wobei es erforderlich ist, eine von zwei punkt-
spiegelbildlichenSimplizialzerlegungenin AbhängigkeitdesIndextripelsdesQuadersgem̈aß
einemdreidimensionalenSchachbrettmusterzu wählen(s. Abb. 1).

Abbildung 1: Quaderzerlegung

Für ein Indextripel L�MON�L
P�QL�R�QL�S�TVU�WX richtetsichdabeidiezuwählendeSimplizialzerlegung

Y�Z MO[ ZP�\ [ ZR \ [ Z] \ [ ZS^\ [ Z_
eines Quaders

Y Z
danach, ob L PK` L R�` L S geradeoder ungeradeist. Diese beiden

Simplizialzerlegungen(A) und (B) werden im folgendenangegeben.Dabei ist für jedes
Simplex [ Za Q�bcMed�Q�f�f�f�Q(g der ersteEckpunktals Ursprungausgezeichnet.Zus̈atzlich wird
jeweils die zur Transformation h Za der lokalen Basis geḧorige Transformationsmatrixi Za
bez̈uglich der Basis N�j P Q�f�f�fQj S T angegeben,wobei der dritte räumlicheBasisvektorin der
Weise vorzeichenbehaftetan letzter Stelle ergänzt ist, daß die Basis positiv orientiert ist
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und Simplizesmit gleichemIndex
���������
	
	
	
����

beider Zerlegungenpunktspiegelbildlich
zueinanderstehen. Weiterhin wird für jedesdreidimensionaleSimplex die entsprechende,
sich durch Einsetzenin (DITM) ergebendediskrete inhomogeneMaxwellscheGleichung
angef̈uhrt. Durch Einsetzenin (DHTM) läßt sich dabeiebenfallsleicht überpr̈ufen, daßdie
homogeneGleichungstetserfüllt ist.

Für ein Simplex ������������ � ��� � ��� � ���
� ��� �!�����
	
	
	
�"�#�� mit der zur Transformation $%��
geḧorigen Transformationsmatrix&'�� gilt also im folgenden:

$ ��#(*),+.- � /0 1 � +32 � � �54 � ���76#�"8#�2 ) � � 4 �:9 und ; ��< ; �'< ;#= gerade
�) � � 4 �:9 und ; ��< ; �'< ;#= ungerade
�

mit >#?7@A&'��CBED , womit die Basis( $ ��#(*) � - � $ ��#(*) � - � $ ��#(*) � - � $ ��#(*) = -�- � ( ��� 2 ��� � ��� 2 ��� � ��� 2 ��� �7F ) � -
stetspositiv orientiert ist.

(A) Für gerades; � < ; � < ; = zerlegtman GH� in folgendeSimplizes(s. Abb. 2):
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Abbildung 2: SimplizialzerlegungeinesQuaders(A)

(A 1.1)

I�JKMLONQP�R JK�S"R JT�S"R JUVS"R JW#X'S'Y JK�LONCZ J%[]\^^_a` b [c[ [[ [ b [[ [c[ ` b[ b [ [
d
eef Sg NhZ JK�Z Ji [�jlk W jlm i
n ` k W jlm Ton�np Z JK Z Jq [�jlr K jlm W n ` r K jlm T n�n p Z Ji Z Jq [�jlr i jlm K n ` r i jlm T n�nNhZ JK�Z Ji [�jlk W j R JU n ` k W j R JK n�np Z JK�Z Jq [�jlr K j R JW n ` r K j R JK n�n p Z Ji#Z Jq [�jlr i j R JT n ` r i j R JK n�n S(A 1.2)

I JisLONQP�R JqAS"R JtVS"R JUVS"R JT#X'S'Y JiMLONCZ J []\^^_ [ b [ [b [ [ [[c[ [ ` b[c[ ` b [
d
eef Sg NhZ JK�Z Ji [�jlk W jlm W
n ` k W jlm Ton�n` Z JK Z Jq [�j�r K jlm K n ` r K jlm T n�n p Z Ji Z Jq [�jlr i jlm i n ` r i jlm T n�nNhZ JK�Z Ji [�jlk W j R JT n ` k W j R Jq n�n` Z JK�Z Jq [�j�r K j R Jt n ` r K j R Jq n�n p Z Ji#Z Jq [�jlr i j R JU n ` r i j R Jq n�n S
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(A 1.3)
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& ��� �' � �� �)(+* � (�, �.-  /* � (+, �.-0- � �')� �1 �)(+2 ' (+, �.-  /2 ' (+, �.-3-  � ��)� �1 �)(+2 � (+, '4-  /2 � (+, �.-3-��� �')� �� �)(+* � ( 
 �� -  /* � ( 
 �� -3- � �')� �1 �)(+2 ' ( 
 �� -  52 ' ( 
 �� -3-  � ��)� �1 �)(+2 � ( 
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(A 1.4)
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�
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"$##
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(A 1.5)
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" ##
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 �� -  52 � ( 
 �� - 8 2 � ( 
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(B) Für ungerades; ' 8 ; � 8 ; 1 wählt manfolgendeSimplizes(s. Abb. 3):
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Abbildung 3: SimplizialzerlegungeinesQuaders(B)
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(B 1.1)
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"$##
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(B 1.2)

� ��7���8��
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"$##
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(B 1.3)

� �- ���8��
 �;��
 ����
 ��5�
 �� ���� �- ����� � �
���
�
 � � �9�� � � �� � � ��  � �9�

" ##
% 

& �'� �� � �� �*),+ - ) 
 �� /  1+ - ) 
 �; /2/ � ��*� �� �*)�4 � ) 
 �� /  14 � ) 
 �;5/2/  � ��*� �� �*),4 � ) 
 ��5/  14 � ) 
 �;0/2/�
(B 1.4)
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(B 1.5)
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Dieseausder diskreteninhomogenenMaxwellschenGleichung(DITM) folgendenZusam-
menḧangeentsprechenin [37] der GleichungA�BDCFEB�G � B 4.HB�I  B 4.JBDK @
Aufgrund der durch Vernachl̈assigungder dritten räumlichen Richtung auf der betrach-
teten Teilmengestetserfüllten homogenenMaxwellschenGleichung (DHTM) erḧalt man
nur einen Teil der zur Probleml̈osungerforderlichenBedingungen. Es fehlen speziell die
AbhängigkeitenderAbleitungenderKomponentenL � und L � in zeitlicherRichtungvon den
Ableitungender KomponenteC - in Richtungvon M � und M � .
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IV.2.2.2 Die e1-e3-e4-Ebene

Betrachtetman im obigenModell anstelledesUnterpunktraums
�

einendreidimensionalen
Unterpunktraum

�������
mit zugeḧorigemVerschiebungsvektorraum� �	��
�������������������������

und eine dreidimensionaleTeilmenge� � ����� � � ��� � � � � � � � � �"! �$#&%(' )*#+��,-#/.0�&1&��2���3*�54$�6�7� �
mit einer zur obigen analogenSimplizialzerlegung,so ist keine der beidendiskretenMa-
xwellschenGleichungena priori erfüllt.

Es ist dabei für ein Simplex 8�9# �;:+<&=��-<����-<&>��-<&��?�� 16%@��2���A�A�A��-B$�
die TransformationC"9#

durch

C 9#$D �FEHG �JIK L <MEONP< = �RQS��2��-T*�-3*�� > � QS�U4
und V ��� V � � V � gerade

�NW��>X� QS�U4
und V � � V � � V � ungerade

�
so festgelegt,daß die BasisD C 9#$D � � G-� C 9#*D � > G-� C 9#*D � � G-� C 9#*D � � G5G � D < � N(< = �-< > N(< = �-< � N(< = ��Y6� > G
positiv orientiert ist.

Man erḧalt folgendeGleichungenfür die ZerlegungeinesQuadersZW9 , V � D V ��� V ��� V ��G des
Typs (A) für geradesund desTyps (B) für ungeradesV � � V � � V � :

(A 2.1) [ �U\ � D+] 9� G&N(\ � D+] 9� GX�[ �U^ 9� D+_ > D0] 9` G&N _ > D+] 9� G5G � ^ 9� D+a � D+] 9= G&N a � D+] 9� G5GX�
(A 2.2) [ �U\b� D+] 9c G&N(\b� D+] 9� GX�[ �U^ 9� D+_ > D0] 9= G&N _ > D+] 9� G5G � ^ 9� D+a � D+] 9` G&N a � D+] 9� G5GX�
(A 2.3) [ �U\ � D+] 9= G&N(\ � D+] 9> GX�[ �U^ 9� D+_ > D0] 9c G&N _ > D+] 9> G5G&N(^ 9� D+a � D+] 9� G&N a � D+] 9> G5GX�
(A 2.4) [ �U\b� D+] 9` G&N(\b� D+] 9d GX�[ �U^ 9� D+_ > D0] 9� G&N _ > D+] 9d G5G&N(^ 9� D+a � D+] 9c G&N a � D+] 9d G5GX�
(A 2.5) [ �U\ � D+] 9= G&N(\ � D+] 9c G&N(\ � D+] 9� G � \ � D+] 9` GX�[ �U^ 9� D+_ > D0] 9= G&N _ > D+] 9c G � _ > D+] 9� G&N _ > D+] 9` G5GN(^ 9�eD+a � D+] 9= G � a � D+] 9c G&N a � D+] 9� G&N a � D+] 9` G5G f
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(B 2.1)
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Das Problemzerf̈allt damit in zwei entkoppelteTeilprobleme:

• Die inhomogeneMaxwellscheGleichungerfordert, daß
� �

in Richtung von ' � kon-
stantsein muß, was bei der Betrachtungvon zu ' � transversalenmagnetischenFeldern
erwartungsgem̈aß ist.

• Die homogeneGleichungerfordertdie Abhängigkeitder Änderungvon
���

in zeitlicher
Richtung '  und der Änderung von

� �
in Richtung von ' � , man hat es also mit

einem Problem in einer von ' � und '  aufgespanntenaffinen Ebenezu tun. Dieser
Zusammenhangentsprichtin [37] der Gleichung:

(�) �+*
)�,

� ) �.-
)�/

%

Bei der Betrachtungeiner für transversalemagnetischeFelder durch Vernachl̈assigungder
zweiten räumlichenRichtung nur teilweise interessantenTeilmengeerḧalt man also Glei-
chungen,die, da die Abhängigkeitenin RichtungdesBasisvektors' � fehlen,auchnur einen
Teil der die FelderdeterminierendenInformationenber̈ucksichtigen.Dabei trägt die homo-
geneMaxwellscheGleichung(DHTM) eineder fehlendenAbhängigkeitenbei, wogegendie
inhomogeneGleichungnur triviale Information liefert.
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IV.2.2.3 Die e2-e3-e4-Ebene

Nun wird eine Teilmenge

��� �������
	���	���
������������������
����� ���������! ��#"$�&%���'��)(
*,+.-/� �
einesUnterpunktraums

- � � +10
mit zugeḧorigen Vektorraum 2 � � �4365
7�8#�9� 	 ��� � ��� � *

und
eine zu den obigenanalogeSimplizialzerlegungbetrachtet.

Für ein Simplex :$;� �=<?>�@9��>$A���> 	 ��> ��B
ist die TransformationC�;� wiederumdurch

C ;��D �FEHG��
IJ K >LENMO>�@��QPR�TS9��%���'��M,� A � PR�U(

und V 	� V �� V � gerade
�� A � PR�U(

und V 	� V �� V � ungerade
�

so festgelegt,daß die Basis

D C ;� D � A G�� C ;� D ��	�G�� C ;� D ����G�� C ;� D ����G)G�� D > A M�> @ ��>�	WM�> @ ��>��WM�> @ ��XY� A G
positiv orientiert ist.

Man erḧalt folgendeGleichungenfür die ZerlegungeinesQuadersZ,; , V � D V 	 � V � � V � G des
Typs (A) für geradesund desTyps (B) für ungeradesV 	  V �  V � :

(A 3.1) [ �U\]	 D�^ ;� G�MO\]	 D�^ ;A GW�[ �U_ ;	 D�` A D�^ ;a G�M ` A D�^ ;A G)G�M�_ ;� D�b � D�^ ;@ G�M b � D�^ ;A G)GW�
(A 3.2) [ �U\]	 D�^ ;c G�M�\]	 D�^ ;� GW�[ �U_ ;	YD�` A D?^ ;@ G�M ` A D�^ ;� G)G�M�_ ;�YD�b � D�^ ;a G�M b � D�^ ;� G)GW�
(A 3.3) [ �U\ 	 D�^ ;@ G�M�\ 	 D�^ ;	 GW�[ �U_ ;	 D�` A D?^ ;c G�M ` A D�^ ;	 G)G#�_ ;� D�b � D�^ ;� G�M b � D�^ ;	 G)GW�
(A 3.4) [ �U\]	 D�^ ;a G�M�\]	 D�^ ;d GW�[ �U_ ;	 D�` A D?^ ;� G�M ` A D�^ ;d G)G#�_ ;� D�b � D�^ ;c G�M b � D�^ ;d G)GW�
(A 3.5) [ �U\]	 D�^ ;@ G�M�\]	 D�^ ;c G�M�\]	 D�^ ;� G#�\]	 D�^ ;a GW�[ �U_ ;	YD�` A D?^ ;@ G�M ` A D�^ ;c G# ` A D�^ ;� G�M ` A D�^ ;a G)G�_ ;� D�b � D�^ ;@ G# b � D�^ ;c G�M b � D�^ ;� G�M b � D�^ ;a G)GWe
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(B 3.1) ���������
	������ �����
	������������ �� �
�����
	 �� ��� �����
	 �� ����� � � �������
	 � ���� �!���
	 �� �����
(B 3.2) ���������
	��� ��� �����
	��� ����������� �
� � �
	�� ��� � � �
	��� ����� ��� ��� � �
	��� ��� � � �
	��� �����
(B 3.3) ���������
	�� ��� �����
	��"������������ �
� � �
	��� ��� � � �
	��"����$# ��� �
� � �
	������ � � �
	��"%�����
(B 3.4) ���������
	��� ��� �����
	��&������������ �
� � �
	������ � � �
	��&����$# ��� �
� � �
	��� ��� � � �
	��&%�����
(B 3.5) ����� � �
	 � ���� � � �
	 �� ��� � � ��	 � �$# � � �
	 �� ����������� �
� � �
	�� ��� � � �
	��� �$# � � �
	������ � � �
	��� ���# ��� �
� � �
	�� �$# � � �
	��� ��� � � �
	������ � � �
	��� ����'
Auch diesesProblemzerf̈allt in zwei entkoppelteTeilprobleme:

• Die inhomogeneMaxwellscheGleichungenerfordert,daß
���

in Richtungvon ( � konstant
sein muß.

• Die homogeneGleichungerfordertdie Abhängigkeitder Änderungvon
���

in zeitlicher
Richtungund der Änderungvon

� �
in Richtungvon ( � was in [37] der Gleichung

)�* ��+*�, � � * �.-*�/
entspricht.

IV.2.2.4 Die e1-e2-e3-Ebene

Schließlichwird nun ein rein räumlicherSchnitt0�1 1 1 �32�4 � ( � # 4�� ( � # 4 � ( �!5 4�6�798 :%6 �<; 6>= ��? �3@ �BA%�<C%D�EGF 1 1 1
für einen UnterpunktraumF 1 1 1 EIH mit Vektorraum J 1 1 1K�IL�M�N�O$2 ( � � ( � � ( � D mit einer
entsprechendenSimplizialzerlegungbetrachtet.

Die TransformationP �6 ist für ein Simplex Q �6 �SR�T & � TU� � T � � T���V wiederdurch

P �6 � (XW � �
YZ [ T W � T & �]\ �^@ �BA%�BC%�(  � \ �`_ und a � # a � # a � gerade�(  � \ �`_ und a � # a � # a � ungerade�
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so festgelegt,so daß die Basis����������	��
����������	�	
����������	�	
�������������
�
��������������������������������������� !���	

positiv orientiert ist.

Man erḧalt für die Zerlegungvon " � , # �$� # ��� # ��� # �	
 desTyps (A) für geradesund des
Typs (B) für ungerades# �&% # �'% # � :

(A 4.1) ( �*)+����,��- 
���)+����,��� 
��( �*.��� ��/0�	��,��� 
���/0�	��,��� 
�
���.��� ��/�����,��� 
���/�����,��� 
�
��
(A 4.2) ( �*)+����,��� 
���)+����,��� 
��( �*. �� ��/ � ��, �- 
���/ � ��, �� 
�
 % . �� ��/ � ��, �1 
���/ � �2, �� 
�
��
(A 4.3) ( �*) � ��, �1 
���) � ��, �� 
��( �*.��� ��/0�	��,��� 
���/0�	��,��� 
�
���.��� ��/�����,��� 
���/�����,��� 
�
��
(A 4.4) ( �*)+����,��� 
���)+����,��3 
��( �*.��� ��/0�	��,��1 
���/0�	��,��3 
�
 % .��� ��/�����,��- 
���/����2,��3 
�
��
(A 4.5) ( �*)+����,��� 
���)+����,��1 
 % )+����,��� 
���)+����,��- 
��( �*. �� ��/ � ��, �� 
 % / � ��, �1 
���/ � ��, �� 
���/ � ��, �- 
�
% .��� ��/ � ��,��� 
���/ � ��,��1 
���/ � ��,��� 
 % / � ��,��- 
�
�4
(B 4.1) ( �*)+����,��� 
���)+����,��1 
��( �*.��� ��/0�	��,��3 
���/0�	��,��1 
�
���.��� ��/�����,��� 
���/�����,��1 
�
��
(B 4.2) ( �*)+����,��3 
���)+����,��� 
��( �*. �� ��/ � ��, �� 
���/ � ��, �� 
�
 % . �� ��/ � ��, �� 
���/ � �2, �� 
�
��
(B 4.3) ( �*) � ��, �� 
���) � ��, �- 
��( �*. �� ��/ � ��, �� 
���/ � ��, �- 
�
���. �� ��/ � ��, �3 
���/ � ��, �- 
�
��
(B 4.4) ( �*)+����,��� 
���)+����,��� 
��( �*.��� ��/0�	��,��� 
���/0�	��,��� 
�
 % .��� ��/�����,��� 
���/����2,��� 
�
��
(B 4.5) ( �*)+����,��3 
���)+����,��� 
 % )+����,��� 
���)+����,��� 
��( �*. �� ��/ � ��, �3 
 % / � ��, �� 
���/ � ��, �� 
���/ � ��, �� 
�


% . �� ��/ � ��, �3 
���/ � ��, �� 
���/ � ��, �� 
 % / � ��, �� 
�
�4
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Man erḧalt die folgendenzwei entkoppeltenTeilprobleme:

• (DITM) erfordertdie Konstantheitvon
���

in Richtungvon � � .
• (DHTM) setztdieAbleitungvon ��� in Richtung ��� unddieAbleitungvon �	� in Richtung

von � � in Beziehung. Dies entspricht(zusammenmit der vorausgesetztenBedingung
�����
) der QuellenfreiheitdesmagnetischenFeldes:� 
����� ��� � 
�������

Hinweis: Dieser Zusammenhangwird in [37] nicht ber̈ucksichtigt,was zur Folge hat,
daß dort auch solche Anfangsbedingungenverwendetwerden können, die einer (im
SinnederQuaderzerlegung)diskretenVersionderQuellenfreiheitunddamitdendiskreten
MaxwellschenGleichungennicht gen̈ugen!

IV.2.3 Das Gleichungssystem

Man erḧalt durchdie obenvorgestellteSimplizialzerlegungderQuaderzerlegungvon �����
Gleichungenfür die Variablen


 �! #"%$&('*) 
 �� #"%$&('*) �+�  #"%$&('*)-,/.10  )!2!2!2!)4365
innerhalbeinesQuaders

7 $ ��849%:<; 0 " $= )!2!2!24) " $> 5�)@?A.�BC �
Da die MaxwellschenGleichungenauf beliebigendreidimensionalenSchnittendurch den
EreignisraumGültigkeit haben,werdenfür die Probleml̈osungauchdie Bedingungenheran-
gezogen,die sichausdenDiskretisierungenderMengen�*D , �*D D und �*D D D ergebenundsichauf
Simplexseitenbeziehen,die auch in der Simplizialzerlegungvon � auftauchen.Alle diese
Gleichungenlassensich zu einemGleichungssystemin denVariablen


 �! ��E 'F) 
 �% ��E '*) �+�  ��E '*)/G �  G � )4G � )4GIH�'*. C
zusammenfassen.Dazusei ? �  ? � )4? � )4?<H�'	. BC und zur AbkürzungJ &LK � J $&�)*, ��M )ON<)QP()R K � J � J H�)@S K � J � J H�)*T K � J � J � �
Für den erstenZerlegungstyp(A) erḧalt man damit aus der inhomogenenMaxwellschen
Gleichungdas GleichungssystemUVVVVVVVV
W

XZY[X]\<^�\<Y_\(`aX_XbXc^dXbX_XeX X XeXc` X X X XeXbXX Xc`fX X XeX_XbXeXeXbXg^�\<Y_\<`fXhY[Xh\<^iX X XeXbX\<^dXbXeX X Xc^jYk\<`lX1\<Y�X_XeX X XeXbX X XZ` XeXbXX XbXeX X XeX_XbXeXeXc`aXeX Xm^iXbX Xn\<Y[Xh\<^jYk\<`^o\<Yp`fX X XeX_XbXc^�\<Yk`aXeX Xq\<^jY_\<`_\<^[Yr\<`fXeXbX

sutttttttt
v
XxwLy	z

für

� �  
 �  #"%$= 'O) 
 �  #"%$= 'O) � �  #"%$= 'O)!2!2!2!) 
 �  #"%$> 'O) 
 �  #"%$> 'O) � �  #"%$> 'Q'|{
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und aus der homogenenGleichung

�����
�
�������	��
���	
����	��� ����� ����� ������������ ����� ����������� ����� ����� ����
����
������������	��� ����� ���������� ����
��  � � ����
�� � ��� �����������  ����� ���������� ����� ������ ����� ������������
�������
�������

������
� ���� �"!

�����
�
����
�� � ������
���#	��� � ����� ��������������#	��� �������#	��� ����� ������������
���#	��� � ����������
�� � �����������
�� # ��
���� ������������� ������� # ��������� ���������� ����� ������� # ��� ��������������������
�� # ��
����

� ����
� ���� �"!

�����
�
� # ����
�� # ������ ������
���	��� ����������������� ���� ����� ����� ����� ����
���#	
��  ����#$�������  ��� �����
��  ��� ����
���#	�  ����# ����� ����������������� ���� ����� ����� ����� ����� ������������ # ����
�� # 
�����

� ����
� ���� �"!

für

%&�'�(*),+-(*.0/132�4 )"50(*.6/1�2�4�798-:;8 (*.6/132�4-<-<-<=4 ),+-(*.6/> 2�4 )"50(*.6/> 2�4�798 (*.6/> 2?2A@CB
Für denzweitenZerlegungstyp(B) erḧalt man die folgendenGleichungssysteme:���������

�

�$�D� � �E� �$�GF��$� �GHI�D�����D�J
�H�
�K�
�F��LK���$�D�J
�HI�E� �JK��MH�
�KN
�F��$�D�����D� � � � � �MF�$�D� � �OF �$�D�$�$� �$�P
�K��QH	K�
�F�� � �J
�H����
�H�KN
�F��R
�K��SH��D�$�$� �$�$�GF����D� � � � � ����$�D�J
�H�K�
�F�
�H	K�
�F��$� �GH�
�KNF����D� � � �OH�
�KNF

����������
�
� �T�9!

�����
�
��� ����� ������������ ����� ����� ����
���	
����	���������� ����� ������������
����
�������� ����� ����� ����������� �����  ����������� ������
�� � ��
��  � � ��� ���������
�������	����
����	��������� ������ ����� ����� �������

������
� ���� �"!

�����
�
������� # ��� ����� ������������
�� # ����� ����� ����
��������� ����
����$������
�� # ����������� ����� ������� # �������� ������� # ��� ������������� ������
�� # ��
����$�����
���#���
�� � ����� ����� � ��������#	��� ����� ����� �����

������
� ���� �"!

�����
�
� ����������������� ������
��  ��� ����
���#	�  ����# ���� ������������ # ����
�� # 
���	��� ����� ����� ����� ���� ����������������� ����� # ����
�� # ������ ������
�����
�� # 
������� # ��������	��� ����� ����� ����� ����� ���

� ����
� ���� �"!

Diese Teilsystemelassensich mit

),+9'�U VW+ 4 )"59'�UXV;5 4C798 'ZY[ :;8
in offensichtlicherForm zu einemGleichungssystemfür die Feldgr̈oßen V + , V 5 und : 8 in
allen Gitterpunktender Quaderzerlegungzusammenfassen.

Zur EinbeziehungvonklassischenAnfangs-undRandbedingungenkönnendieentsprechenden
Feldgr̈oßenaufderrechtenSeitedesGleichungssystemszusammengefaßtwerdenoderweitere
Gleichungenhinzugenommenwerden,etwa���

�
������\]�P�����������P�P����������������������������P�^\	�����������P�P����������������������������P���P������������\	�����������������������

����
� � �T�

���
�
_`
a
����
�
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für die Bedingungen����������
	����� ����������
	���������� ������ 	������
Es zeigt sich hier insbesondere,daßman ein klassisches(explizites)Zeititerationsverfahren
dadurcherḧalt, daßmandie unbekanntenFeldkomponenteneinerräumlichenEbeneausden
als AnfangsbedingungenverwandtenKomponentenbenachbarterzeitlich frühererräumlicher
Ebenender Quaderzerlegungermittelt.

Bemerkung (Vertr̈aglichkeitsbedingungen)

Die Gültigkeit der diskretenMaxwellschenGleichungenin dieserspeziellenDiskretisierung
hat einige besondereAbhängigkeitender Feldgr̈oßen in benachbartenSimplizeszweier an-
einandergrenzenderQuadermit einer gemeinsamenSeitenflächezur Folge.

Sei dazu � � � �"!�#
$&% � �' ��(�(�("� � �)+* für , � � , � � , � � ,
- 	 ein Quadervom Typ A.

Für , �/.102�43 5 und 6�7 � � , ��8�5 � , � � ,
- 	 ist dann �:9 �;�"!�#
$=< � 9' ��(�(�(�� � 9)&> ein Quader
vom Typ B.

Durch die Gleichungen(A 1.1) auf � � und (B 1.4) auf � 9 erḧalt man

? � � � ��� �@ 	 3 � � �A� �� 	B �-
8 � � ��� �� 	 3 � � ��� �� 	B �� 8 � � ��� �' 	 3 � � ��� �� 	B ��

sowie

? � � �
C � 9-ED 3 � �EC � 9' DB 9-
8 � � C � 9� D 3 � � C � 9' DB 9�

3 � � C � 9� D 3 � � C � 9' DB 9�
� � � ��� �@ 	 3 � � �A� �� 	B �-

8 � � ��� �� 	 3 � � ��� �� 	B �� 3 � � C � 9� D 3 � � C � 9' DB 9�
und folglich� � ��� �� 	 3 � � ��� �' 	B �� � � � C � 9� D 3 � � C � 9' DB 9�

� � � C � 9� D 3 � � ��� �� 	B 9�
�

Durch die Gleichungen(A 2.1) auf � � und (B 2.4) auf � 9 erḧalt mandesweiteren
� � ��� �� 	 3 � � �A� �' 	B �� � � �
C � 9� D 3 � �EC � 9' DB 9�

� � �
C � 9� D 3 � � ��� �� 	B 9�
�

und aus (A 4.1) und (B 4.4) folgt� � ��� �� 	 3 � � ��� �' 	B �� � ��� C � 9� D 3 ��� C � 9' DB 9�
� ��� C � 9� D 3 ������� �� 	B 9�

�
Entlangder Strecke

C � �' � � �� � � 9' � � 9� D sind die Felder
���

,
���

und
���

alsoaffin linear.

Analog erḧalt man etwa aus (A 1.4) auf � � und (B 1.1) auf � 9 die affine Lineariẗat des
Feldes

���
entlangder Strecke

C � �F � � �) � � 9F � � 9) D .
Durch BetrachtungentsprechenderGleichungenauf aneinandergrenzendenQuadern� � vom
Typ (A) und � 9 vom Typ (B) erḧalt manzusammenfassenddie affine Lineariẗat aller Felder,
also der Felder

� �
,
� �

und
� �

entlangfolgenderStrecken:

1) in Richtung desBasisvektorsG � :

• für , �IH ? und 6�7 � � , � 3�5 � , � � , - 	 entlang
C � 9- � � �- � � �@ D und

C � 9� � � �� � � �� D ,
• für , �:.�02��3�5 und 627 � � , ��8�5 � , � � ,
- 	 entlang

C � �' � � �� � � 9� D und
C � �F � � �) � � 9) D ,
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2) in Richtung desBasisvektors��� :

• für � ����� und �
	����������� ����� ������� entlang ������ ���� � ���! "�# und ���!�� ���! � ���! $�# ,
• für � �&%�'(����� und �)	*�+�������� �-,�� �����!� entlang ���! . ���! � ���!�� # und �/�! 0 ���! 1 ���!�1 # ,

3) in Richtung desBasisvektors� � :

• für � � ��� und �
	*�+�� � ��� � ��� � ��� � entlang � �!�� ���! � ���! 0 # und � �!�� ���! � ���! $ # ,
• für � � %�' � ��� und �)	*�+�� � ��� � ��� � ,�� � entlang ���! . ���! � ���!�� # und �/�! " ���! 1 ���!�1 # .

Durch dieseFolgerungenaus den diskretenMaxwellschenGleichungenauf benachbarten
Simplizeserḧalt man ebenfallsEinschr̈ankungenan Anfangs-und Randbedingungen.Dies
sind notwendigeVertr̈aglichkeitsbedingungenfür die LösbarkeitdesGleichungssystems.

IV.2.4 Die Implementation

Für das BeispielprogrammTM.p zur Berechnungtransversalermagnetischer(TM-)Wellen
wurde die ProgrammiersprachePascal-XSCverwendet.51 Die Programml̈aufe wurden auf
einer SUN-Workstationausgef̈uhrt.

Das Programmverwendetan besonderenSpracherweiterungeninsbesonderedynamische
Felder, damit verbundendas Operatorkonzeptund das optimale (exakte) Skalarprodukt.
Sämtliche Berechnungenwurden mit der Standardrundungzur nächstenGleitkommazahl
durchgef̈uhrt; IntervallarithmetikodergerichteteRundungenzur Einschließungwurdennicht
verwendet. Für die Lösung des linearen Gleichungssystemswurde keine Rücksicht auf
die Laufzeit desProgrammsoder Effizienz der verwendetenAlgorithmen genommen.Die
berechnetenBeispielesind daherrecht klein gehalten.

Der Programmablaufim Überblick:

1) Bestimmungder Komponentender Matrix deslinearenGleichungssystems(TMMain):

• Anfangsbedingungen
• Randbedingungen
• InhomogeneMaxwellscheGleichungen
• HomogeneMaxwellscheGleichungen
• Gegebenenfallszus̈atzlicheModellierungsbedingungen

2) Im Falle der Lösungals linearesAusgleichsproblem(AGP=1) Berechnungder 1. Gauß-
schenTransformation

3) Lösungdes linearenGleichungssystems(LGS)

• Überführungin obereDreiecksgestalt(durchGaußalgorithmusmit Spaltenpivotwahl)
• Bestimmungder Lösungdurch Rückwärtsrekursion(RR)
• Ergebnisausgabe

Die Ergebnissewurdenmit MATHEMATICA 3.0durchdieFunktionListPlot3D graphisch
dargestellt.

51 Der QuelltextdesProgrammsfindet sich im Anhang.
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IV.2.5 Numerische Ergebnisse

Als erstesBeispiel für transversalemagnetischeFelderwurde daszeitliche Verhalteneines
konstantenFeldesberechnet.Die Randbedingungenwurdendabei so gewählt, daßsie mit
einemzeitlich unver̈anderlichenkonstantenelektromagnetischenFeld vertr̈aglich sind.

Erwartungsgem̈aßläßtsich ein solchesProblemexakt lösen.Bei der Simulationbleibenalle
drei Feldermit fortschreitenderZeit konstant.

Als weiteresBeispielwurdedasFortschreiteneineranf̈anglichinitialisiertenWelle berechnet.
Dazuwurde ein

�������������
	��
-Gitter verwendet,wasder Simulationüber  Zeitschritteauf

einemräumlichenGitter mit
���������

Punktenentspricht. Als Intervalldurchmesserwurden
im Einklang mit dem klassischenStabiliẗatskriterium ����������� �

und ���������� verwendet.
Desweiterenwurdenfolgende(klassischen)Anfangs-und Randbedingungengesetzt:

• Anfangsbedingungen: Für alle

� � � � �� � �� � � �"!$# �  �%�%�%� ��&�'��$# �  �%�%�%� ��&�'��$# � '  
also zur Startzeit ( � � �(� ) :) � �+*-,+� �.�) � �+* , � � /�0 &

falls � �1� &  � sonst  2�3 �+*-,+� ��4 & falls � �5� &  � sonst �
• Randbedingungen: Für alle

� � � � �  � �  � � �"!$# �  �%�%�%� ��&�'��$# � '��$#��  �%�%�%�  '
sowie für alle

� � � � �  � �  � � �"!$# �  �%�%�%� ��&�'��$#6��&�'��$#��  �%�%�%�  '  
also am vorderenRand( � �7��� ) und am hinterenRand( � �7� ��&

) :) � �+* , � �8�
Auf diesemWeg erḧalt man ein Problemmit:

• 9 �  Quadern
•

�6�6:�	
Gitterpunkten

• 6969 Anfangsbedingungen
•

��� � Randbedingungen
•

�<;6;  diskreteninhomogenenMaxwellschenGleichungen
•

� � ��� � diskretenhomogenenMaxwellschenGleichungen

Dies entsprichteinemlinearenGleichungssystemmit
� 6�<= & Gleichungen(Zeilen) und

&  ; 9
Variablen (Spalten).

DiesesSystemwurdealsAusgleichsproblembehandelt,womit alsoein
�+&  ; 9 ��&  ; 9 � -System

zu lösen war.
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IV.2.5.1 Das D3–Feld

Die folgendendreiGraphenzeigenräumlicheSchnittedurchdenEreignisraumfür ���������
	���� .
Bei dergewähltenZeitschrittweite � ������� entsprichtdiesdenZeitpunkten� ��� , � ��� und
� ��	���� . Die anf̈anglichbei ������� initialisierteWelle wird durchdie Ausgleichsrechnungan
zulässigeAnfangsbedingungenangeglichen.DieseWelle bewegtsich dann(nachrechts)in
RichtungdeserstenBasisvektors� � und hat zum Zeitpunkt � ��	���� ihren höchsteAusschlag
etwa bei ������� .
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IV.2.5.2 Das H2–Feld

Auch dieseGraphenzeigenräumlicheSchnittedurch den Ereignisraumfür die Zeitpunkte�����
,
�����

und
�����	��


. Die bei �� ��� durchein Wellental initialisierte und an zulässige
AnfangsbedingungenangeglicheneWelle bewegtsich dannnachrechtsin Richtungvon � 
und hat zum Zeitpunkt

�����	��

ihren Ausschlagzwischen �  ��� und �  ��
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IV.2.5.3 Das H1–Feld

Die räumlichenSchnitte für die Zeitpunkte
�����

,
�����

und
�����	� 


zeigen für das
zur Anfangszeitin allen räumlichenPunktenals verschwindendvorausgesetzteFeld die zu
erwartendengeringenAusschl̈age.
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IV.3 Ausblick

Es zeigt sich,daßder gewählteAnsatzgeeignetist, numerischeLösungender Maxwellschen
Gleichungenim RahmeneinesdiskretenModells elektromagnetischerFelder zu ermitteln.
Das vorgestellteBeispiel kann dabei aber allenfalls die Anwendbarkeitnachweisensowie
einen Einblick in die Vorgehensweisezur ModellierungkonkreterSituationengeben. Eine
Reihevon Fragenbleibt nochunbeantwortetund bietetRaumfür weitergehendeForschung:

• Offen ist, ob die VorschaltungeinesAnpassungsschrittes,in dem fehlerbehafteteoder
durchInterpolationgewonneneAnfangs-undRandbedingungenmit demdiskretenModell
vertr̈aglich gemachtwerden,zur eindeutigenLösbarkeitdesSystemsführenkann. Dabei
ist sicher nicht zu erwarten,daß für beliebigemodellierte Beispieleexakte (diskrete)
Lösungenexistierten.

• Ist es erforderlich, das Gleichungssystemnäherungsweisezu lösen,also etwa wie im
zweitenbetrachtetenBeispiel durch Behandlungals Ausgleichsproblem,so scheinteine
Gewichtung der einzelnenproblemdeterminierendenBedingungennaheliegend. Auf
diesemWeg könntemandie Erfülltheit der diskretenMaxwellschenGleichungensẗarker
gewichten,Anfang- und Randbedingungenentsprechendschẅacher.

• Es stellt sich die Frage, inwieweit sich die Effizienz der Lösungsstrategiedurch Aus-
nutzung modellspezifischerEigenschaftenwie der Dünnbesetztheitder in dem zu
lösendenlinearenGleichungssystemauftretendenMatrix steigernläßt. Dabei ist auch
zu ber̈ucksichtigen,ob und wie sich dieseEigenschaftenbei Lösungdes Systemsals
Ausgleichsproblemauf die ersteGaußscheTransformationvererben.

• DieseFragenachder Ausnutzungder Dünnbesetztheitist sehrengmit der Parallelisier-
barkeiteinerangemessenenLösungsmethodeverknüpft. Dabeihat die Numerierungder
EckpunkteeinenentscheidendenEinfluß auf diesenAspekt.

• Bei derWahl von (zumBeispielabsorbierenden)Randbedingungen,die nicht zu einemli-
nearenGleichungssystemführen,ist eserforderlich,anderederProblemstellungangepaßte
Lösungsstrategienzu wählen. Eine umfassendeUntersuchungist hierzuerforderlich. Es
kann in diesemZusammenhangsinnvoll sein, lineareund nichtlineareBedingungenge-
trennt zu behandeln.

• Esist nochzuklären,in welcherWeisesichdieDiskretisierungderbetrachtetenTeilmenge
der Minkowski-Raum-Zeitauf die Stabiliẗat (im Sinnesich zeitlich ver̈andernderFelder)
auswirkt. Die durchÜbertragungdesklassischenStabiliẗatskriteriumsauf die vierdimen-
sionaleSituationgewonneneEinschr̈ankungist dabeiausnumerischenGründensicherlich
nicht ausreichend.Eine allgemeinereBedingungzur Vermeidungsehrunterschiedlicher
GrößenordnungenderauftretendenWerte,die gegebenenfallsdasklassischeKriterium als
Spezialfall entḧalt52, scheinthier angemessener.

Die vielenFreiheiten,die dasentwickelteVerfahrenim Hinblick auf die Diskretisierungdurch
eine Simplizialzerlegung,Numerierungder Eckpunkte,Auswahl und Plazierungder Rand-
bedingungensowie die Lösungsstrategiefür das entstehendeGleichungssystembietet, legt
eineumfassendeUntersuchungdieserZusammenḧangenaheundschafft damitviel Raumfür
weitereForschung.Es ist zu erwarten,daßebendieseFreiheiteneineAnwendbarkeitdervor-
gestelltenMethodeauf weit mehrkonkreteSituationenzulassen,alsdiesdurchherk̈ommliche
Ansätzemöglich ist, sowie, bei geschickterModellierungunter Berücksichtigungeiner an-
gemessenenLösungsstrategiefür das entstehendeGleichungssystem,zu weit effizienteren
Verfahrender Probleml̈osungführen.

52 Etwa eineBedingungan die Simplizesder Art „nicht zu spitz“.
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Basierendauf denhier gewonnenenErkenntnissenbestehtdie Möglichkeit, in einemweiteren
SchrittdenbewußtallgemeingehaltenendiskretenKalkül auchaufandereProblemederNatur-
und Ingenieurwissenschaftenanzuwenden,soweit sich diese in Differentialformennotation
darstellenlassen.

Eine konsequenteModellierungnaturwissenschaftlicherZusammenḧange,bei der künstliche
TrennungenverschiedenerDimensionenvermiedenund zeitgem̈aßeFormulierungenverwen-
det werden,erscheintim Blick auf aktuelleEntwicklungenin denNaturwissenschaftenmehr
als angemessen.
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A Quellcodes

Struktur des Programms TM.p

program TM;

• Funktion TestAb :
Überführung der (erweiterten)Matrix in obere Dreiecksgestaltmit Überpr̈ufung auf
maximalenRang. Test auf Lösbarkeitbei Überbestimmtheit.

• ProzedurRR :
Rückwärtsrekursionzur Berechnungder Lösung.

• ProzedurGS_Ausgabe :
Ausgabeder erweitertenMatrix.

• ProzedurErgebnis _Ausgabe :
Ausgabeder Lösung.

• ProzedurHoehenlinienbild :
Ausgabeder Lösungals Zeitschicht-Ḧohenlinienbilder.

• ProzedurMathematica _Ausgabe :
Ausgabeder Lösungfür MATHEMATICA in eine Datei.

• ProzedurLGS :
LösungdeslinearenGleichungssystemsvia TestAB und RR.
AnschließendAusgabeder Ergebnisse(Ergebnis_Ausgabe , Hoehenlinienbild ,
Mathematica_Ausgabe ).

• ProzedurTMMain :
Definition desGleichungssystemsund Lösungdurch LGS.

Globale Variablen

• test (0 oder 1):
1 für die Ausgabevon Zwischenschritten.

• AGP (0 oder 1):
1 für Lösungals Ausgleichsproblem.

• dimx1 , dimx2 , dimx4 (integer):
Anzahl der Knoten ( [0..dimx1, 0..dimx2, 0..dimx4] ).

• eps (real):
Schrankefür den Lösbarkeitstest.

• delta1 , delta2 , delta4 (real):
Intervalldurchmesserder Quader.
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Programmlisting

{**************************************************************** ************ }

{* *}
{* TM.p *}
{* *}
{* PASCAL-XSC-Programm zur Simulation transversaler magnetischer Wellen. * }
{* *}
{* Autor: Peter Feuerstein *}
{* Version: 11.12.2000 *}
{* *}
{* Schematische Darstellung der Diskretisierung: * }
{* *}
{* (x,y,z): Koordinaten ein Knotens q *}
{* [a,b,c]: Indizes der Feldkomponenten in q im Loesungsvektor x *}
{* mit x[a]=H1[q], x[b]=H2[q], x[c]=D3[q] *}
{* *}
{* (Abkuerzungen: D1:=dimx1, D2:=dimx2, D4:=dimx4) *}
{* *}
{* * }
{* ****************************************************************** *}
{* * (0,0,0) (1,0,0) (2,0,0) .... .... (D1,0,0) * *}
{* * [1,2,3] [4,5,6] [7,8,9] [3*D1+1,..+2,..+3] * *}
{* * * *}
{* * (0,1,0) .... * *}
{* * [3*(D1+1)+1,..+2,..+3] * * }
{* * . * * }
{* * (0,2,0) .... . * *}
{* * [3*2*(D1+1)+1,..+2,..+3] . * * }
{* * . * * }
{* * . * * }
{* * . * * }
{* * . * * }
{* * * *}
{* * (0,D2,0) .... .... (D1,D2,0) * *}
{* * [3*D2*(D1+1)+1,..+2,..+3] [3*(D2*(D1+1)+D1)+1,..+2,..+3] * *}
{* ****************************************************************** *}
{* *}
{* *}
{* ****************************************************************** *}
{* * (0,0,1) .... * *}
{* * [3*(D2+1)*(D1+1)+1,..+2,..+3] * *}
{* * * *}
{* * (0,1,1) .... * *}
{* * [3*(D2+2)*(D1+1)+1,..+2,..+3] * *}
{* * * *}
{* * (0,2,1) .... * *}
{* * [3*(D2+3)*(D1+1)+1,..+2,..+3] * *}
{* * * *}
{* * . * *}
{* * . * *}
{* * . * *}
{* * * *}
{* * .... (D1,D2,1) * *}
{* * [3*((2*D2+1)*(D1+1)+D1)+1,..+2,..+3] * * }
{* ****************************************************************** *}
{* *}
{* . *}
{* . * }
{* . *}
{* *}
{* ****************************************************************** *}
{* * (0,0,D4) .... * *}
{* * [3*D4*(D2+1)*(D1+1)+1,..+2,..+3] * *}
{* * * *}
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{* * (0,1,D4) .... * *}
{* * [3*(D4*(D2+2)*(D1+1)+(D1+1))+1,..+2,..+3] * *}
{* * * *}
{* * (0,2,D4) .... * *}
{* * [3*(D4*(D2+2)*(D1+1)+2*(D1+1))+1,..+2,..+3] * *}
{* * * *}
{* * . * * }
{* * . * * }
{* * . * * }
{* * * *}
{* * .... (D1,D2,D4) * *}
{* * [3*((D4+1)*(D2+1)*(D1+1)-1)+1,..+2,..+3] * * }
{* ****************************************************************** *}
{* *}
{* *}
{**************************************************************** ************ }

program TM ( input, output );

use mv_ari; { Matrix/Vektor Arithmetik }

const
test = 0; { 1: Ausgabe von Zwischenschritten }
AGP = 1; { 1: Loesung als Ausgleichsproblem }
dimx1 = 13;
dimx2 = 13;
dimx4 = 5; { Knoten ( 0..dimx1, 0..dimx2, 0..dimx4 ) }
eps = 1E-10; { Schranke fuer Loesbarkeitstest }
delta1 = 1;
delta2 = 1;
delta4 = 0.5;

type gvector = dynamic array[*] of integer;

{---------------------------------------------------------------- ------------ }

function TestAb(var A : rmatrix;
var b : rvector;

m, n : integer;
var index : gvector) : integer;

{ Ueberfuehrung der (erweiterten) (mx(n+1))-Matrix A | b in }
{ obere Dreiecksgestalt mit Ueberpruefung auf maximalen Rang. }
{ -> TestAB = j > 0 falls Pivot = 0 in Spalte j }
{ Test auf Loesbarkeit von A x = b bei Ueberbestimmtheit. }
{ -> TestAB = j < 0 falls Nullzeile j mit rechter Seite <> 0 }
{ -> TestAB = 0 sonst (alles OK) }

{ Weitere Uebergabeparameter: }
{ index : Zeilenindizes zur Vermeidung von Zeilenvertauschungen }

var i, j, k, imax, ipivot : integer;
max, betrag, pivot, faktor : real;
err : integer;

begin

err := 0;
j := 1;

writeln(’Ueberfuehrung in obere Dreiecksgestalt...’);

while j <= n do
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begin

{ Pivotsuche in Spalte j }

max := 0.0;
for i := j to m do
begin

betrag := abs(A[index[i],j]);
if betrag > max then
begin

max := betrag;
imax := i

end;
end;

if test = 1 then { Fortschrittsanzeige fuer Testzwecke }
begin

write(’[’,(n-j+1):6,’ ]’);
writeln(j:5,index[j]:5,’ | ’,imax:5,index[imax]:5,’ | ’,max)

end;
if max < eps then { irregulaerer Fall }
begin

err := j;
j := n + 1 { Schleifenende erzwingen }

end
else { regulaerer Fall }
begin

ipivot := index[imax];
if imax <> j then
begin

{ Vertauschung der Inhalte von index[imax] und index[j] }
index[imax] := index[j];
index[j] := ipivot;

end;

pivot := A[ipivot,j]; { abs(pivot) = max > 0.0 }

for k := j+1 to m do
begin

{ Alle Zeilen unterhalb von j bearbeiten }
faktor := A[index[k],j] / pivot;
A[index[k],j] := 0;
for i := j+1 to n do

A[index[k],i] := A[index[k],i] - faktor * A[ipivot,i];
b[index[k]]:=b[index[k]] - faktor * b[ipivot];

end;
j := j+1

end
end; { while }

if err = 0 then
begin

if A[index[n],n] < eps then
err := n { kein maximaler Rang }

else
if m > n then
begin

writeln;
writeln(’Ueberbestimmtheitstest...’);
for j := n+1 to m do

if (abs(b[index[j]])>eps) and (err=0) then
err := -j; { Nullzeile mit rechter Seite <> 0 }

end;
end;

TestAB:=err;
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end; { TestAb }

{---------------------------------------------------------------- ------------ }

procedure RR(var A : rmatrix;
var b : rvector;
var x : rvector;

m, n : integer;
var index : gvector);

{ Rueckwaertsrekursion zur Loesung von A x = b }
{ mit (mxn)-Matrix A unter Beruecksichtigung der }
{ Zeilenindizes (index) }

var i, j : integer;

begin

x[n] := b[index[n]]/A[index[n],n];
for j := n-1 downto 1 do

x[j] := #*( b[index[j]] -
for i := j+1 to n sum(A[index[j],i]*x[i])) / A[index[j],j];

end; { RR }

{---------------------------------------------------------------- ------------ }

procedure GS_Ausgabe(var A : rmatrix;
var b : rvector;

m,n : integer);

{ Ausgabe der erweiterten (mx(n+1))-Matrix A | b }

var i, j : integer;

begin

writeln(’Gleichungssystem:’); writeln;
for i := 1 to m do
begin

for j:=1 to n do write(trunc(A[i,j]):2);
write(’ | ’,trunc(b[i]):2);
writeln

end;
writeln

end; { GS_Ausgabe }

{---------------------------------------------------------------- ------------ }

procedure Ergebnis_Ausgabe(var x : rvector;
n : integer);

{ Ausgabe der Loesung x }

var i, j, k : integer;

begin
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writeln; writeln(’Berechnete Loesung : ’); writeln;
for j := 1 to ( n div (dimx4+1) ) do

begin
for i :=0 to dimx4 do
begin

k := 3*i*(dimx1+1)*(dimx2+1)+j;
write(’x[’,k:4,’] = ’,x[k]:20,’ ’);

end;
writeln

end

end; { Ergebnis_Ausgabe }

{---------------------------------------------------------------- ------------ }

procedure Hoehenlinienbild(var x : rvector;
n : integer);

{ Ausgabe der Loesung x als Zeitschicht-Hoehenlinienbilder }

var x1, x2, x4, Feld, q : integer;

begin

writeln;
writeln(’Feldkomponenten H1, H2, D3 :’); writeln;
for x4 := 0 to dimx4 do
begin

writeln(’[x4 = ’,x4,’]’);
for x2 := 0 to dimx2 do
begin

for Feld := 1 to 3 do
begin

for x1 := 0 to dimx1 do
begin

q := 3*(x1+x2*(dimx1+1)+x4*(dimx1+1)*(dimx2+1));
q := q + Feld; { Feld: 1:H1 2:H2 3:D3 }
write(round(x[q]) mod 10)

end;
write(’ ’)

end;
writeln

end;
writeln; writeln

end

end; { Hoehenlinienbild }

{---------------------------------------------------------------- ------------ }

procedure Mathematica_Ausgabe(var x : rvector;
n : integer);

{ Ausgabe der Loesung x zur Verwendung mit }
{ ListPlot3D[array] in MATHEMATICA }

var x1, x2, x4, Feld, q : integer;
mfile : text;
mfilename : string;
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begin

mfilename := ’Erg _’ + image(dimx1+1) + ’x’ + image(dimx2+1) + ’x’
+ image(dimx4+1);

rewrite(mfile,mfilename);

for Feld := 1 to 3 do
begin

case Feld of
1: writeln(mfile,’Feld: H1’);
2: writeln(mfile,’Feld: H2’);
3: writeln(mfile,’Feld: D3’);

end;
writeln(mfile);
for x4 := 0 to dimx4 do
begin

writeln(mfile,’[x4 = ’,x4,’]’);
writeln(mfile);
write(mfile,’ { ’);
for x2 := 0 to dimx2 do
begin

write(mfile,’ { ’);
for x1 := 0 to dimx1 do
begin

q := 3*(x1+x2*(dimx1+1)+x4*(dimx1+1)*(dimx2+1));
q := q + Feld; { Feld: 1:H1 2:H2 3:D3 }
write(mfile,x[q]);
if x1 < dimx1 then write(mfile,’ , ’);

end;
write(mfile,’ } ’);
if x2 < dimx2 then write(mfile,’ , ’);

end;
writeln(mfile,’ } ’); writeln(mfile);

end;
writeln(mfile);

end

end; { Mathematica_Ausgabe }

{---------------------------------------------------------------- ------------ }

procedure LGS(var A : rmatrix;
var b : rvector;
var x : rvector;

m, n : integer);

{ Loesung des Gleichungssystems A x = b mit mxn-Matrix A }
{ 1. Ueberfuehrung in obere Dreiecksgestalt (TestAb) }
{ 2. Bestimmung der Loesung durch Rueckwaertsrekursion (RR) }

var index : gvector[1..m];
i, err : integer;
x1, x2, x4 : integer;

begin

for i := 1 to m do index[i] := i; { Indizes fuer Zeilen }

err := TestAb(A,b,m,n,index);

if err = 0 then { kein Fehler }
begin

RR(A,b,x,m,n,index);



178 Quellcodes

Ergebnis_Ausgabe(x,n);
Hoehenlinienbild(x,n);
Mathematica_Ausgabe(x,n);

end
else
begin

writeln;
if err > 0 then { A hat keinen maximalen Rang }

begin
writeln(’Rang der Matrix nicht maximal! ’);
write(’ Spalte:’,err);
i:= (err-1) div 3;
write(’ (Variable: ’);
case ((err-1) mod 3) of

0: write(’H1’);
1: write(’H2’);
2: write(’D3’);

end;
x4 := i div ((dimx1+1)*(dimx2+1));
i:= i mod ((dimx1+1)*(dimx2+1));
x2 := i div (dimx1+1);
x1:= i mod (dimx1+1);
writeln(’(’,x1,’,’,x2,’,’,x4,’))’)

end
else { keine Nullzeilen }

begin
writeln(’Ueberbestimmtes Gleichungssystem nicht loesbar!’);
writeln(’ Zeile ’,-err,’: b[’,index[-err],’] = ’,b[index[-err]]);

end;
writeln;

end

end; {main}

{---------------------------------------------------------------- ------------ }

procedure TMMain ( gl,va: integer );

{ Definition des Gleichungssystems (gl Gleichungen, va Variablen) }
{ - Anfangsbedingungen, Randbedingungen, Maxwellsche Gleichungen }
{ Loesung des Gleichungssystems (LGS) }

var
A : rmatrix[1..gl,1..va];
AtA : rmatrix[1..va,1..va];
b : rvector[1..gl];
Atb : rvector[1..va];
x : rvector[1..va];
x1, x2, x4, glnr, glnr2 : integer;
i, j, k : integer;
q0, q1, q2, q3, q4, q5, q6, q7 : integer; { Ecken eines Quaders }
d1, d2, d4, d14, d12, d24 : real;
pi : real;

begin

{ Bestimmung der Komponenten der Matrix }

glnr := 0; { Gleichungsnummer }
glnr2 := 0; { alte Gleichungsnummer }
pi := arctan(0.5)*4;

d1 := delta1;
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d2 := delta2;
d4 := delta4;

d14 := d1 * d4;
d24 := d2 * d4;
d12 := d1 * d2; { ...zur Abkuerzung }

A := null(A);
b := null(b);
x := null(x);

writeln(’Bestimmung der Matrixkomponenten...’); writeln;

{ Anfangsbedingungen }

write(’ Anfangsbedingungen : ’);

for x4 := 0 to 0 do
for x2 := 0 to dimx2 do

for x1 := 0 to dimx1 do
begin

q0 := 3 * ( x1 + x2 * (dimx1+1) + x4 * (dimx1+1) * (dimx2+1));
A[glnr+1,q0+1]:=1; b[glnr+1]:=0; { H1(x1,x2,0) }
A[glnr+2,q0+2]:=1; b[glnr+2]:=0; { H2(x1,x2,0) }
A[glnr+3,q0+3]:=1; b[glnr+3]:=0; { D3(x1,x2,0) }
if (x1=3) then

begin
b[glnr+2]:=-3; { H2(x1,x2,0) }
b[glnr+3]:=3; { D3(x1,x2,0) }

end;
glnr:=glnr+3

end;

writeln((glnr - glnr2):5);
glnr2 := glnr;

{ Randbedingungen }

write(’ Randbedingungen : ’);

for x4 := 1 to dimx4 do
begin

for x2 := 0 to dimx2 do
begin

{ linker Rand }
q0 := 3 * ( x2 * (dimx1+1) + x4 * (dimx1+1) * (dimx2+1));
{ A[glnr+1,q0+1]:=1; b[glnr+1]:=0; { H1(0,x2,x4) }
{ A[glnr+1,q0+3]:=1; b[glnr+1]:=5; { D3(0,x2,x4) }
{ A[glnr+1,q0+2]:=1; b[glnr+1]:=0; { H2(0,x2,x4) }
glnr:=glnr+0;
{ rechter Rand }
q0 := 3 * ( dimx1 + x2 * (dimx1+1) + x4 * (dimx1+1) * (dimx2+1));
{ A[glnr+1,q0+1]:=1; b[glnr+1]:=0; { H1(dimx1,x2,x4) }
{ A[glnr+1,q0+3]:=1; b[glnr+1]:=0; { D3(dimx1,x2,x4) }
{ A[glnr+1,q0+2]:=1; b[glnr+1]:=0; { H2(dimx1,x2,x4) }
glnr:=glnr+0;

end;

for x1 := 0 to dimx1 do
begin

{ vorderer Rand }
q0 := 3 * ( x1 + x4 * (dimx1+1) * (dimx2+1));
A[glnr+1,q0+1]:=1; b[glnr+1]:=0; { H1(x1,0,x4) }
{ A[glnr+1,q0+2]:=1; b[glnr+2]:=0; { H2(x1,0,x4) }
{ A[glnr+2,q0+3]:=1; b[glnr+2]:=0; { D3(x1,0,x4) }
glnr:=glnr+1;
{ hinterer Rand }
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q0 := 3 * ( x1 + dimx2 * (dimx1+1) + x4 * (dimx1+1) * (dimx2+1));
A[glnr+1,q0+1]:=1; b[glnr+1]:=0; { H1(x1,dimx2,x4) }
{ A[glnr+1,q0+2]:=1; b[glnr+2]:=0; { H2(x1,dimx2,x4) }
{ A[glnr+2,q0+3]:=1; b[glnr+2]:=0; { D3(x1,dimx2,x4) }
glnr:=glnr+1;

end;
end; { x4 }

writeln((glnr - glnr2):5);
glnr2 := glnr;

{ inhomogene Maxwellsche Gleichungen }

write(’ Maxwellsche Gleichungen : ’);

for x4 := 0 to dimx4-1 do
for x2 := 0 to dimx2-1 do

for x1 := 0 to dimx1-1 do
begin

{ Indizes der Knoten (jeweils H1 (+1), H2 (+2), D3 (+3)) }
q0 := 3 * (x1 + x2 * (dimx1+1) + x4 * (dimx1+1) * (dimx2+1));
q1 := q0 + 3;
q2 := q0 + 3 * (dimx1+1);
q3 := q2 + 3;
q4 := q0 + 3 * (dimx1+1) * (dimx2+1);
q5 := q4 + 3;
q6 := q4 + 3 * (dimx1+1);
q7 := q6 + 3;

if (x1+x2+x4) mod 2 = 0 then
begin { Typ A }

{ A 1.1 - 1.5 }

A[glnr+1,q0+2]:= d24;
A[glnr+1,q1+1]:=-d14; A[glnr+1,q1+2]:=-d24; A[glnr+1,q1+3]:=-d12;
A[glnr+1,q3+1]:= d14;
A[glnr+1,q5+3]:= d12;

A[glnr+2,q0+3]:= d12;
A[glnr+2,q4+1]:= d14; A[glnr+2,q4+2]:=-d24; A[glnr+2,q4+3]:=-d12;
A[glnr+2,q5+2]:= d24;
A[glnr+2,q6+1]:=-d14;

A[glnr+3,q0+1]:=-d14;
A[glnr+3,q2+1]:= d14; A[glnr+3,q2+2]:= d24; A[glnr+3,q2+3]:=-d12;
A[glnr+3,q3+2]:=-d24;
A[glnr+3,q6+3]:= d12;

A[glnr+4,q3+3]:= d12;
A[glnr+4,q5+1]:= d14;
A[glnr+4,q6+2]:=-d24;
A[glnr+4,q7+1]:=-d14; A[glnr+4,q7+2]:= d24; A[glnr+4,q7+3]:=-d12;

A[glnr+5,q0+1]:= d14; A[glnr+5,q0+2]:=-d24; A[glnr+5,q0+3]:= d12;
A[glnr+5,q3+1]:= d14; A[glnr+5,q3+2]:=-d24; A[glnr+5,q3+3]:= d12;
A[glnr+5,q5+1]:=-d14; A[glnr+5,q5+2]:= d24; A[glnr+5,q5+3]:=-d12;
A[glnr+5,q6+1]:=-d14; A[glnr+5,q6+2]:= d24; A[glnr+5,q6+3]:=-d12;

glnr:=glnr+5;

end
else
begin { Typ B }

{ B 1.1 - 1.5 }
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A[glnr+1,q7+2]:= d24;
A[glnr+1,q6+1]:=-d14; A[glnr+1,q6+2]:=-d24; A[glnr+1,q6+3]:=-d12;
A[glnr+1,q4+1]:= d14;
A[glnr+1,q2+3]:= d12;

A[glnr+2,q7+3]:= d12;
A[glnr+2,q3+1]:= d14; A[glnr+2,q3+2]:=-d24; A[glnr+2,q3+3]:=-d12;
A[glnr+2,q2+2]:= d24;
A[glnr+2,q1+1]:=-d14;

A[glnr+3,q7+1]:=-d14;
A[glnr+3,q5+1]:= d14; A[glnr+3,q5+2]:= d24; A[glnr+3,q5+3]:=-d12;
A[glnr+3,q4+2]:=-d24;
A[glnr+3,q1+3]:= d12;

A[glnr+4,q4+3]:= d12;
A[glnr+4,q2+1]:= d14;
A[glnr+4,q1+2]:=-d24;
A[glnr+4,q0+1]:=-d14; A[glnr+4,q0+2]:= d24; A[glnr+4,q0+3]:=-d12;

A[glnr+5,q7+1]:= d14; A[glnr+5,q7+2]:=-d24; A[glnr+5,q7+3]:= d12;
A[glnr+5,q4+1]:= d14; A[glnr+5,q4+2]:=-d24; A[glnr+5,q4+3]:= d12;
A[glnr+5,q2+1]:=-d14; A[glnr+5,q2+2]:= d24; A[glnr+5,q2+3]:=-d12;
A[glnr+5,q1+1]:=-d14; A[glnr+5,q1+2]:= d24; A[glnr+5,q1+3]:=-d12;

glnr:=glnr+5;

end;
end;

writeln((glnr - glnr2):5,’ (DITM)’);
glnr2 := glnr;

{ homogene Maxwellsche Gleichungen }

write(’ ’);

for x4 := 0 to dimx4-1 do
for x2 := 0 to dimx2-1 do

for x1 := 0 to dimx1-1 do
begin

{ Indizes der Knoten (jeweils H1 (+1), H2 (+2), D3 (+3)) }
q0 := 3 * (x1 + x2 * (dimx1+1) + x4 * (dimx1+1) * (dimx2+1));
q1 := q0 + 3;
q2 := q0 + 3 * (dimx1+1);
q3 := q2 + 3;
q4 := q0 + 3 * (dimx1+1) * (dimx2+1);
q5 := q4 + 3;
q6 := q4 + 3 * (dimx1+1);
q7 := q6 + 3;

if (x1+x2+x4) mod 2 = 0 then
begin { Typ A }

{ A 2.1 - 2.4 }

A[glnr+1,q0+3]:= d4; A[glnr+1,q1+3]:=-d4;
A[glnr+1,q5+2]:= d1; A[glnr+1,q1+2]:=-d1;

A[glnr+2,q5+3]:= d4; A[glnr+2,q4+3]:=-d4;
A[glnr+2,q0+2]:= d1; A[glnr+2,q4+2]:=-d1;

A[glnr+3,q2+3]:= d4; A[glnr+3,q3+3]:=-d4;
A[glnr+3,q6+2]:= d1; A[glnr+3,q2+2]:=-d1;
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A[glnr+4,q7+3]:= d4; A[glnr+4,q6+3]:=-d4;
A[glnr+4,q3+2]:= d1; A[glnr+4,q7+2]:=-d1;

glnr:=glnr+4;

{ A 3.1 - 3.4 }

A[glnr+1,q2+3]:= d4; A[glnr+1,q0+3]:=-d4;
A[glnr+1,q6+1]:= d2; A[glnr+1,q2+1]:=-d2;

A[glnr+2,q4+3]:= d4; A[glnr+2,q6+3]:=-d4;
A[glnr+2,q0+1]:= d2; A[glnr+2,q4+1]:=-d2;

A[glnr+3,q3+3]:= d4; A[glnr+3,q1+3]:=-d4;
A[glnr+3,q5+1]:= d2; A[glnr+3,q1+1]:=-d2;

A[glnr+4,q5+3]:= d4; A[glnr+4,q7+3]:=-d4;
A[glnr+4,q3+1]:= d2; A[glnr+4,q7+1]:=-d2;

glnr:=glnr+4;

{ A 4.1 - 4.4 }

A[glnr+1,q0+1]:= d2; A[glnr+1,q1+1]:=-d2;
A[glnr+1,q1+2]:= d1; A[glnr+1,q3+2]:=-d1;

A[glnr+2,q5+1]:= d2; A[glnr+2,q4+1]:=-d2;
A[glnr+2,q6+2]:= d1; A[glnr+2,q4+2]:=-d1;

A[glnr+3,q3+1]:= d2; A[glnr+3,q2+1]:=-d2;
A[glnr+3,q2+2]:= d1; A[glnr+3,q0+2]:=-d1;

A[glnr+4,q6+1]:= d2; A[glnr+4,q7+1]:=-d2;
A[glnr+4,q5+2]:= d1; A[glnr+4,q7+2]:=-d1;

glnr:=glnr+4;

end
else
begin { Typ B }

{ B 2.1 - 2.4 }

A[glnr+1,q7+3]:= d4; A[glnr+1,q6+3]:=-d4;
A[glnr+1,q2+2]:= d1; A[glnr+1,q6+2]:=-d1;

A[glnr+2,q2+3]:= d4; A[glnr+2,q3+3]:=-d4;
A[glnr+2,q7+2]:= d1; A[glnr+2,q3+2]:=-d1;

A[glnr+3,q5+3]:= d4; A[glnr+3,q4+3]:=-d4;
A[glnr+3,q1+2]:= d1; A[glnr+3,q5+2]:=-d1;

A[glnr+4,q0+3]:= d4; A[glnr+4,q1+3]:=-d4;
A[glnr+4,q4+2]:= d1; A[glnr+4,q0+2]:=-d1;

glnr:=glnr+4;

{ B 3.1 - 3.4 }

A[glnr+1,q5+3]:= d4; A[glnr+1,q7+3]:=-d4;
A[glnr+1,q1+1]:= d2; A[glnr+1,q5+1]:=-d2;

A[glnr+2,q3+3]:= d4; A[glnr+2,q1+3]:=-d4;
A[glnr+2,q7+1]:= d2; A[glnr+2,q3+1]:=-d2;

A[glnr+3,q4+3]:= d4; A[glnr+3,q6+3]:=-d4;
A[glnr+3,q2+1]:= d2; A[glnr+3,q6+1]:=-d2;
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A[glnr+4,q2+3]:= d4; A[glnr+4,q0+3]:=-d4;
A[glnr+4,q4+1]:= d2; A[glnr+4,q0+1]:=-d2;

glnr:=glnr+4;

{ B 4.1 - 4.4 }

A[glnr+1,q7+1]:= d2; A[glnr+1,q6+1]:=-d2;
A[glnr+1,q6+2]:= d1; A[glnr+1,q4+2]:=-d1;

A[glnr+2,q2+1]:= d2; A[glnr+2,q3+1]:=-d2;
A[glnr+2,q1+2]:= d1; A[glnr+2,q3+2]:=-d1;

A[glnr+3,q4+1]:= d2; A[glnr+3,q5+1]:=-d2;
A[glnr+3,q5+2]:= d1; A[glnr+3,q7+2]:=-d1;

A[glnr+4,q1+1]:= d2; A[glnr+4,q0+1]:=-d2;
A[glnr+4,q2+2]:= d1; A[glnr+4,q0+2]:=-d1;

glnr:=glnr+4;

end;
end;

writeln((glnr - glnr2):5,’ (DHTM)’);
glnr2 := glnr;

{ Zusatzbedingungen (Hindernis) }

write(’ Zusatzbedingungen : ’);

for x4 := 0 to dimx4 do
for x2 := 3 to 4 do

for x1 := 5 to 6 do
begin

q0 := 3 * ( x1 + x2 * (dimx1+1) + x4 * (dimx1+1) * (dimx2+1));
{ A[glnr+1,q0+1]:=1; b[glnr+1]:=0; { H1(x1,x2,0) }
{ A[glnr+2,q0+2]:=1; b[glnr+2]:=0; { H2(x1,x2,0) }
{ A[glnr+3,q0+3]:=1; b[glnr+3]:=0; { D3(x1,x2,0) }
glnr:=glnr+0

end;

writeln((glnr - glnr2):5);
glnr2 := glnr;

writeln;

if glnr = gl then
begin

writeln(’ Gleichungen (Zeilen): ’,gl:5);
writeln(’ Variablen (Spalten) : ’,va:5);
writeln;
if (test = 1) and (va < 38) then GS_Ausgabe(A,b,gl,va);
if AGP=1 then
begin

writeln(’ Ausgleichsproblem : ’,va:5,’ x ’,va);
writeln;
{1. Gausssche Transformation}
AtA := transp(A) * A;
Atb := transp(A) * b;
LGS(AtA,Atb,x,va,va)

end
else

LGS(A,b,x,gl,va);
end
else
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begin
writeln(’Fehler!’);
writeln(’va: ’,va);
writeln(’gl: ’,gl);
writeln(’glnr: ’,glnr)

end;

end; { TMMain }

{---------------------------------------------------------------- ------------ }

{ Hauptprogramm }

var gl ,va : integer;

begin

writeln;
writeln(’*** Simulation transversaler magnetischer Wellen ***’);
writeln;
writeln(’Gittergroesse: ’,dimx1+1,’ x ’,dimx2+1,’ x ’,dimx4+1);
writeln;

{ Anzahl Gleichungen }
gl := 0;
gl := gl + (dimx1+1) * (dimx2+1) * 3; { AB }
gl := gl + 0 * (dimx2+1) * dimx4 ; { RB links/rechts }
gl := gl + 2 * (dimx1+1) * dimx4 ; { RB vorne/hinten }
gl := gl + dimx1 * dimx2 * dimx4 * 5 ; { (DITM) }
gl := gl + dimx1 * dimx2 * dimx4 * 12 ; { (DHTM) }
{ gl := gl + 2 * 2 * (dimx4+1) * 3 ; { Zusatz }

{ Anzahl Variablen }
va := (dimx1+1) * (dimx2+1) * (dimx4+1) * 3;

TMMain(gl,va)

end.
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