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I

Zusammenfassung

Durch den Einsatz innovativer Materialien einerseits, leistungsfähigerer Rechenverfahren
andererseits ist ein Trend hin zu immer leichteren und architektonisch anspruchsvolleren
Brückenkonstruktionen zu beobachten. Insbesondere bei leichten Schrägseil- und Hänge-
brücken wurden in den letzten Jahren verstärkt Schwingungsanfälligkeiten beobachtet.
Als Ursache für die Anregung von Schwingungen treten auÿer personen- bzw. verkehrsin-
duzierten vorwiegend windinduzierte Schwingungen auf. Besonders problematisch ist die
Gefahr der aeroelastischen Instabilität.
Ein besonderes Phänomen dieser Instabilität ist das Biege-Torsions�attern, das zum einen
durch sehr niedrige und eng beieinander liegenden Eigenfrequenzen, zum anderen durch
aeroelastisch ungünstige Querschnittsformen hervorgerufen wird. Ausgangspunkt der ent-
wickelten Verfahren bildet die Formulierung selbsterregter Kräfte mittels Flatterderivati-
ven nach Scanlan.
Die Untersuchung einer Brückenstruktur teilt sich in zwei wesentliche Phasen:
Zunächst sind die aeroelastischen Querschnittseigenschaften zu identi�zieren, welche in
Form von Flatterderivativen in die Struktursimulationen ein�ieÿen. Hierzu werden Identi-
�kationsstrategien auf Basis numerischer Strömungssimulationen entwickelt und der mo-
mentan üblichen Identi�kation im Windkanal kritisch gegenübergestellt.
Auf Basis dieser Derivative erfolgen die Struktursimulationen im Zeitbereich. Im Rahmen
dieser Arbeit wird die dreidimensionale Modellierung mit Finiten Elementen der üblichen
Zwei-Freiheitsgrad-Modellierung gegenübergestellt und die teilweise stark abweichenden
Resultate diskutiert.
Eine besondere Entwicklung ist der Einsatz von Schwingungsdämpfern zur Erhöhung der
aeroelastischen Stabilität. Auf Basis hierfür entwickelter Optimierungsalgorithmen wer-
den Auslegungsstrategien vorgestellt und die Grenzen anhand von Anwendungsbeispielen
aufgezeigt.



II

Abstract

The appearance of innovative materials and powerful computational methods has led to
a trend towards more �ligree and architecturally challenging bridge constructions. In the
last years there has been observed an increasing vulnerability to vibrations, in particular
for cable-stayed and suspension bridges. These vibrations can not only be induced by
pedestrians or tra�c, but also by wind action, where aero-elastic instabilities can be espe-
cially problematic. An important aspect of these instabilities is bending-torsional �utter.
This �utter mode is evoked on the one hand by low eigenfrequencies which lie close to-
gether, and on the other hand the cross-sectional shape can be unfavorable in terms of
aero-elasticity. Starting point of the methods developed in this work is the formulation of
self-excited forces by �utter-derivatives according to Scanlan.
The analysis of a bridge structure can be divided into two phases:
First, the aero-elastic properties of the bridge cross-section have to be identi�ed. These
properties are described by �utter-derivatives which are introduced into the numerical
simulations of the structure. Identi�cation strategies are developed using computational
�uid dynamics which are compared to the conventional identi�cation in a boundary layer
wind tunnel.
Simulations of the structural response in the time domain are based on these derivatives.
Within the scope of this work a three-dimensional FE-modelling is compared to the two-
degree-of-freedom modelling which is commonly used in practice. The results, which show
marked discrepancies, are discussed in detail.
Of particular interest is the application of tuned mass dampers in order to increase the
aero-elastic stability. Based on optimization algorithms, which have been developed espe-
cially for this purpose, design strategies are presented and veri�ed. Their range of validity
including their limits is demonstrated with the help of some practical applications.
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Teil I

Einführung in die Aeroelastik





Kapitel 1

Motivation und allgemeine Grundlagen
der Aerodynamik

1.1 Einleitung

Der Trend zu immer leichteren und schlankeren Brückenbauwerken führt zu architek-
tonisch anspruchsvollen und zugleich kostengünstigen Konstruktionen, welche allerdings
infolge zu geringer Stei�gkeit zunehmend schwingungsanfälliger werden. Ein besonderes
Problem stellen aeroelastische Instabilitäten dar. Hierbei beginnt das System ab einer
kritischen Windgeschwindigkeit mit anwachsenden Amplituden zu schwingen und versagt
schlieÿlich durch Einsturz der Struktur. Dabei wird die Stabilität der Bauwerke zum einen
durch ihre modalen Parameter, zum anderen jedoch auch durch die aerodynamischen Ei-
genschaften des Querschnitts beein�usst.
Abb. 1.1 zeigt die Tacoma Narrows -Brücke, welche im Jahr 1940 infolge Biegetorsi-
ons�atterns einstürzte. Diesem Versagensmechanismus liegen bewegungsinduzierte Kräfte
zu Grunde.

Abb. 1.1: erste Tacoma Narrows -Brücke
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4 1 Motivation und allgemeine Grundlagen der Aerodynamik

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird eine Strategie zur rechnergestützten Konstruk-
tion und Simulation von Brückentragwerken in der Entwurfsphase erarbeitet. Ziel ist die
Unterstützung des Entwurfsprozesses durch die numerische Untersuchung der aeroelasti-
schen und modalen Parameter in einem möglichst frühen Planungsstadium. Auch wenn
Windkanaluntersuchungen in den nächsten Jahren sicherlich nicht ersetzt werden können,
so sind Variantenrechnungen zur Identi�kation verschiedener Eingangsparameter und so-
mit eine Reduzierung der Kosten im Entwurfsstadium durch den Einsatz numerischer
Verfahren erstrebenswert. Daher gliedert sich die Arbeit in folgende Abschnitte:
Zunächst werden die aerodynamischen und aeroelastischen Grundlagen dargestellt und
ein Konzept zur Simulation der aeroelastischen Instabilität erarbeitet.
Die numerische Simulation der Querschnittsumströmung ist Gegenstand des zweiten Ab-
schnitts. Hier werden die strömungsmechanischen Grundlagen auf Basis der Navier-
Stokes-Gleichungen erläutert und für die Simulation mittels Finiter Elemente aufberei-
tet. Besonderes Augenmerk liegt hier auf der Simulation der instationären Strömung auf
zeitveränderlichem Gebiet, die mittels parallelisierter FE-Algorithmen umgesetzt wird.
Der dritte Abschnitt befasst sich mit der Simulation der Flatterinstabilität im Zeitbe-
reich. Die Abbildung der Tragwerke erfolgt sowohl durch sehr einfache Zwei-Freiheitsgrad-
Modelle als auch durch räumliche Diskretisierung mittels der Finiten Elemente. Mit die-
sen werden unterschiedliche Kopplungseigenschaften von Schrägseilbrücken und Hänge-
brücken herausgearbeitet. Des Weiteren wird die Anwendung von Schwingungsdämpfern
zur Erhöhung der Stabilität beispielhaft vorgestellt und diskutiert.
Schlieÿlich werden die Anwendungsgrenzen zusammengefasst und Ausblicke auf die wei-
terführende Forschung gegeben.

1.2 Aerodynamische und aeroelastische E�ekte
Bauwerke, insbesondere schlanke Tragwerke wie Brücken oder Türme, können durch
Windeinwirkung zu Schwingungen angeregt werden. Die Ursachen solcher Schwingungen
basieren auf sehr unterschiedlichen Mechanismen, welche im Folgenden kurz dargestellt
werden.

1.2.1 Böeninduzierte Schwingungen

Böeninduzierte Schwingungen sind Schwingungen des Bauwerks, die durch die �uktuie-
renden Anteile des Windes hervorgerufen werden.
Abb. 1.2 zeigt ein von van der Hooven gemessenes Windgeschwindigkeitsspektrum. Es
gliedert sich in einen makrometereologischen und einen mikrometereologischen Bereich.
Während der makrometereologische Bereich das allgemeine Wettergeschehen beschreibt,
repräsentiert der mikrometereologische Bereich die Turbulenzcharakteristika des Windes.
Dieser Bereich ist für das Schwingungsverhalten der Tragwerke von besonderer Bedeutung.

Zwei übliche Formulierungen der Geschwindigkeitsspektren stellen die Windspektren von
Davenport (Gl. 1.1) und Harris (Gl. 1.2) dar [49], welche in Abb. 1.3 aufgetragen
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werden.

Abb. 1.2: Böenspektren nach van der Hooven, aus [49]
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Flexibler ist das ingenieurmäÿige Modell mach Fichtl und McVehil [19]. Auÿerdem sei
auf das von Karman-Spektum verwiesen, dass für isotrope, homogene Turbulenz Gül-
tigkeit besitzt (vgl. [44]). Wertet man das Davenport-Spektrum z. B. für eine typische
Bemessungswindgeschwindigkeit von u = 30m/s aus, so ergibt sich das Böenspektrum in
Abb. 1.4. Man erkennt hier deutlich, dass die Energiedichte der Böen unterhalb von ca.
f = 1 Hz leicht und unterhalb von f = 0.1 Hz sehr stark ansteigt. Das Maximum liegt
bei ca. 0.01 Hz vor. .
Als Faustformel zur Abschätzung der ersten Eigenfrequenz einer Groÿbrücke gibt Bach-
mann in [3] fe = 100/L an. Wie Abb. 1.5 zeigt, liegen Eigenfrequenzen von Groÿbrücken
unterhalb von f = 0.5 Hz. Bei groÿen Hängebrücken mit Spannweiten von mehr als
1000 m sinkt die Eigenfrequenz auf Werte zwischen 0.03 Hz und 0.1 Hz ab. Hier wird
deutlich, dass besonders Brücken mit Spannweiten oberhalb von 200m mit Eigenfrequen-
zen unterhalb von f = 0.5 Hz durch Böen angeregt werden können. Allerdings können
die Böenreaktionen sehr leichter Brückenstrukturen wie z. B. bei Fuÿgängerbrücken auch
schon bei bedeutend geringeren Spannweiten erheblich werden.
Zur numerischen Simulation böenerregter Tragwerke wird auf Arbeiten von Chen et al
[8] und Zahlten [66] verwiesen, die numerische Verfahren zur Simulation im Zeitbereich
bzw. im Frequenzbereich zur Verfügung stellen. Besondere Bedeutung kommt dabei der
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numerischen Generierung der Windfelder zu, wozu auÿer auf [66] auch auf die Arbeit von
Höffer [31] verwiesen wird.

Abb. 1.5: Grundschwingzeit und Dämpfung nach [45]

1.2.2 Wirbelinduzierte Schwingungen

Aus der wechselseitigen Ablösung von Wirbeln resultieren Kräfte senkrecht zur Windri-
chung, welche die Struktur zu Schwingungen quer zur Anströmrichtung anregen. Deshalb
werden sie auch als Querschwingungen bezeichnet. In Abhängigkeit der Rauigkeit und
der Reynolds-Zahl ergeben sich für verschiedene Querschnittsformen unterschiedliche
Ablösefrequenzen. Wie in Kap. 5.5.2 noch genauer erläuter wird, besteht zwischen der
ungestörten Anströmgeschwindigkeit u und der Ablösefrequenz fk eine naturgesetzliche
Beziehung, die Strouhal-Zahl. Die Wirbelablösefrequenz ergibt sich nach Gl. 1.3 für
einen Querschnitt der Höhe d zu

fk = St · u/d. (1.3)

Löst man Gl. 1.3 nach der Geschwindigkeit u auf und setzt für fk die Eigenfrequenz des
Bauwerks ein, so ergibt sich die kritische Windgeschwindigkeit, bei der die Querschwin-
gungen besonders häu�g auftreten.
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ukrit = fe · d/St (1.4)

Obwohl die Quertriebskräfte sehr klein sind, wachsen die Amplituden infolge Resonanz
stark an und können insbesondere durch Ermüdungserscheinungen zum Versagen einer
Struktur führen. Die Amplituden werden ausschlieÿlich durch die Strukturdämpfung be-
grenzt.
Bei kreisförmigen Pro�len hängt das Querschwingungsverhalten sehr stark von der Rey-
nolds-Zahl ab. Der Ein�uss der Reynolds-Zahl bei scharfkantigen Pro�len ist geringer,
da durch die Kanten die Ablösestellen geometrisch vorde�niert sind. In Kap. 5.5.2 �. wird
dies detaillierter erläutert.

1.2.3 Bewegungsinduzierte Schwingungen
Infolge der Tragwerksbewegung entstehen Kräfte auf den Querschnitt, die selbst wiederum
das System anregen. Bewegungsinduzierte Schwingungen lassen sich in zwei Kategorien
unterteilen:

Bei Gallopingschwingungen handelt es sich entweder um reine Biege- oder reine Torsions-
schwingungen. Das Galloping wird in der Literatur von verschiedenen Autoren behandelt;
besonders sei auf die Arbeit von Ruscheweyh, Hortmanns und Zillinger [50] hin-
gewiesen. Dort werden die Mechanismen für Wirbelerregung und Galloping ausführlich
erläutert und Rechenverfahren für einfache Stahlbauteile angegeben. Auÿerdem wurde
eine Vielzahl von Stahlpro�len im Windkanal untersucht, ausgewertet und zusammenge-
stellt.
Für einen Einfreiheitsgradschwinger errechnet sich die kritische Windgeschwindigkeit nach
[50] zu

ukrit =
4 ·m · Λ · f

ρ · h · c′ , c′ = −dcy

dα
(1.5)

mit:
m: modale Masse
Λ: log. Dekrement der Dämpfung
f : Eigenfrequenz des Bauteils
ρ: Dichte der Luft
h: Höhe des angeströmten Querschnitts
c′: Derivativ

Wie aus Gl. 1.5 hervorgeht, ist die kritische Geschwindigkeit direkt proportional zu Masse,
Dämpfung und Eigenfrequenz. Das bedeutet u. a., dass durch eine gezielte Bedämpfung
des Systems die kritische Geschwindigkeit angehoben werden kann.

Mit Flatterschwingungen werden selbsterregte, gekoppelte Biege- und Torsionsschwingun-
gen bezeichnet. Derartige Probleme können bei sehr schlanken (weichen) Strukturen mit
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niedrigen Eigenfrequenzen, einer geringen Strukturdämpfung und aeroelastisch ungünsti-
gen Querschnittsformen auftreten. Insbesondere wenn der Abstand zwischen Biege- und
Torsionseigenfrequenz gering ist, kann es schon bei kleinen Windgeschwindigkeiten zur
Anfachung und somit zur Instabilität kommen.
Wesentliche Grundlagen der Bauwerksaeroelastik stammen von Scanlan [56], auf den
die folgende Darstellung der selbsterregten Kraftgröÿen mit L(t) als Liftkraft und M(t)
als Torsionsmoment zurückgeht:

L =
1

2
ρu2B

{
KH∗

1

ẇ

u
+ KH∗

2

Bϕ̇

u
+ K2H∗

3ϕ +
K2

B
H∗

4w

}
(1.6)

M =
1

2
ρu2B2

{
KA∗

1

ẇ

u
+ KA∗

2

Bϕ̇

u
+ K2A∗

3ϕ +
K2

B
A∗

4w

}
(1.7)

Darin bezeichnet ρ die Dichte der Luft mit ρ = 1.25kg/m3, B die Bezugsbreite des Quer-
schnitts und K die reduzierte Frequenz, die sich wie folgt aus der Kreisfrequenz ω der
harmonischen Bewegung als dimensionslose Gröÿe bestimmen lässt:

K =
B · ω

u
(1.8)

Auÿer den Flatterderivativen A∗
1 bis H∗

4 gehen die Deformationen w als Verschiebung in
z-Richtung und ϕ als Rotation um die x-Achse und deren zeitliche Ableitungen in die
Kraftgröÿen ein.
Die Bewegungsgleichungen liefern ein nichtlineares Gleichungssystem in zwei Freiheitsgra-
den, wodurch eine elementare Lösung des Problems ausgeschlossen ist.
Da die Untersuchung der Flatter-Instabilität Hauptbestandteil dieser Arbeit ist, wird in
den nächsten Kapiteln näher darauf eingegangen.

1.3 Stand der Forschung
Im Folgenden werden diejenigen Verfahren diskutiert, auf deren Basis zurzeit die aero-
elastische Stabilität von Brücken untersucht wird. Da die für diese Arbeit wesentlichen
theoretischen Grundlagen an entsprechender Stelle aufbereitet werden, wird hier auf ma-
thematische Erläuterungen verzichtet.
Man unterscheidet grundsätzlich zwischen experimentellen und analytischen Verfahren.
Eine wichtige Rolle spielen auÿerdem solche Strategien, die eine Kombination aus einfa-
chen Windkanalversuchen und numerischen Verfahren darstellen, wie sie von Scanlan
et. al. [56], Zahlten et. al. [16, 65], Chen et.al. [8] und weiteren Autoren verfolgt werden.

1.3.1 Experimentelle Verfahren
Zur Sicherstellung der aeroelastischen Stabilität werden in einigen wenigen Fällen Gesamt-
bauwerksmodelle von Brücken im Windkanal untersucht. Einen solchen Versuchsaufbau
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stellt Abb. 1.6 dar.
Infolge der eingeschränkten räumlichen Kapazitäten sind die Möglichkeiten, groÿe Brücken
als Gesamtbauwerksmodell in ausreichendem Maÿstab in einem Windkanal zu untersu-
chen, begrenzt. Daher werden oftmals unter Verzicht auf Untersuchungen des Gesamt-
systems für bestimmte Querschnitte die aeroelastischen Untersuchungen an einem Sec-
tionmodell durchgeführt, wie Abb. 1.7 zeigt. Diese Vereinfachung stellt allerdings eine
Näherung dar, da hierbei von einem zweidimensionalen Erregungsmechanismus ausge-
gangen wird. Auch wird hier die dreidimensionale Struktur auf zwei Freiheitsgrade in
einer Ebene reduziert. Unter der Voraussetzung, dass sich das Tragwerk als linienhafte
Struktur idealisieren lässt, kann die aeroelastische Untersuchung des Querschnitts zwei-
dimensional erfolgen. Bei stark variierenden Querschnitten sind allerdings jeweils für die
verschiedenen Bereiche Sectionmodelle zur Identi�kation der Derivative zu erstellen. Diese
Derivative geben die aeroelastischen Eigenschaften des Querschnitts für einen Ausschnitt
des Überbaus wieder, so dass mit deren Hilfe die Bewegungsgleichungen gelöst und die
kritischen Windgeschwindigkeiten errechnet werden können.

Detaillierte Ausführungen zur Bestimmung der aeroelastischen Eigenschaften �nden sich
in [31]. Grundsätzlich unterscheidet man zwei Verfahren zur Identi�kation der aeroelasti-
schen Eigenschaften aus experimentellen Untersuchungen:

• Die Untersuchung eines elastisch gelagerten Sectionmodells, und

• die Methode der geführten harmonischen Bewegungen.

Zum einen besteht die Möglichkeit, die Derivative aus den Bewegungen zu bestimmen,
die ein elastisch gelagertes Abschnittsmodell ausführt. Hierbei spielen neben der
geometrischen Ähnlichkeit die dynamischen Eigenschaften eine entscheidende Rolle. Die
richtige Auslegung der Eigenfrequenzen und der Scruton-Zahl als Massendämpfungs-
parameter sind zwei besonders wichtige Voraussetzungen zur korrekten Simulation der
Schwingungen. Versuche an elastisch gelagerten Querschnittsmodellen bieten zum Ande-
ren den Vorteil, dass sie unter Beachtung der Ähnlichkeitsanforderungen korrekte Kraft-
gröÿen, Weggröÿen und kritische Einsetzgeschwindigkeiten liefern, die über Modellgeset-
ze direkt umgerechnet werden können. Abgesehen von den Schwierigkeiten, die durch die
hohen Anforderungen an das Modell gestellt werden, besteht jedoch der zusätzliche Nach-
teil, dass die Auswirkungen von Strukturmodi�kationen wie Änderung der Massen oder
der Stei�gkeiten nicht unmittelbar abgeleitet werden können. Höffer erwähnt in [31]
auÿerdem die Möglichkeit von auftretenden Nichtlinearitäten und Instabilitäten in den
Modellversuchen.

Alternativ wurde daher die Methode der geführten harmonischen Bewegungen
entwickelt, die allerdings modelltechnisch schwieriger umzusetzen ist. Der Querschnitt
wird in der Strömung harmonisch vertikal bewegt bzw. gedreht. Dabei werden die Reak-
tionskräfte des Querschnitts gemessen und um den Anteil der Trägheitskräfte reduziert,
so dass die resultierenden Kraftgröÿen infolge der harmonischen Bewegungen bekannt
sind. Diese Vorgehensweise ist für verschiedene Frequenzen zu wiederholen, woraus sich
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Abb. 1.6: Brückenmodell im Grenzschicht-Windkanal der RWTH Aachen

Abb. 1.7: Sectionmodell im Grenzschicht-Windkanal der RWTH Aachen
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letztendlich die Derívative als Funktion der reduzierten Frequenzen ergeben. Die Vorteile
liegen in der Unabhängigkeit von strukturdynamischen Eigenschaften und der gezielten
Vorgabe der reduzierten Frequenzen bzw. Geschwindigkeiten.

1.3.2 Numerische Verfahren
Während bei den experimentellen Verfahren entweder die Flatterinstabilität direkt oder
die Flatterderivative zur analytischen Berechnung der Flatterinstabilitäten im Windka-
nalversuch ermittelt werden, wird im Folgenden über numerische Verfahren berichtet, die
wiederum direkt auf die Simulation des Flattervorgangs abzielen. Auch wurden in letzter
Zeit Anstrengungen unternommen, Derivative im simulierten Versuch zu bestimmen, um
sie als Eingangsparameter zur analytischen Berechnung zu verwenden. Auch für die dann
durchzuführenden Strukturanalysen werden verschiedene Strategien erörtert.
In den letzten zehn Jahren wurden im Bereich der Computational Fluid Dynamics (CFD)
Verfahren zur Simulation auf veränderlichem Gebiet entwickelt, die es erlauben, die Um-
strömung von sich bewegenden Bauteilen zu simulieren. Dabei ist vor allem auf die Arbei-
ten von Hübner [33], Morgenthal [42] und Wallhorn [62] zu verweisen. Sie führen
Strömungssimulationen mit elastisch gelagerten Querschnittspro�len durch. Prinzipiell
simulieren sie einen Sectionmodellversuch mit elastisch gelagertem Querschnittsmodell
und erhalten somit für eine vorgewählte Systemkon�guration und Geschwindigkeit die
Zeitbereichslösung des sich bewegenden Querschnitts. Durch Transformation in den Fre-
quenzbereich werden dann die Flatterfrequenzen identi�ziert.
Die Nachteile dieses Verfahrens liegen auf der Hand: es liefert wie im Windkanal zwar di-
rekt verwendbare Resultate, Modi�kationen der Struktur oder des Querschnitts erfordern
jedoch erneut durchzuführende, sehr zeitaufwändige Simulationen.
Hingegen berechnen u. a. Larsen und Walther [36] aus der numerischen CFD-Simula-
tion harmonisch geführter Bewegungen die Flatterderivative in Anlehnung an die Auswer-
tung der entsprechenden Windkanalversuche. Hier ist der Aufwand zur Berechnung der
Derivative enorm, da zur Bestimmung aller acht Beiwerte nach der Scanlan-Formulierung
für jede reduzierte Geschwindigkeit zwei Simulationen durchgeführt werden müssen.
Als ein weiteres Verfahren präsentiert Larsen in [37] die Simulation von Indizialfunktio-
nen nach der Notation von Scanlan. Aus diesen errechnet er dann durch Transformation
in den Frequenzbereich die Flatterderivative. Allerdings fehlen hier stationäre Dämpfungs-
anteile, wie sie Höffer [31] in sein Lastmodell einbezieht.
Mit den Flatterderivativen können die Bewegungsgleichungen der Struktur gelöst wer-
den. Diese lassen sich im Frequenzbereich oder unter der Annahme einer monofrequenten
Flatterschwingung im Zeitbereich lösen [8, 17, 59, 56, 65]. Als weitere Variante besteht
die Möglichkeit der Zeitbereichsberechnung unter Berücksichtigung der Anregung meh-
rerer beteiligter Eigenformen für den unterkritischen Fall mittels Indizialfunktionen, was
einer Art Faltung der Lösungen der einzelnen Eigenformen entspricht [11, 31, 51]. Da eine
numerische Identi�kation der Querschnittseigenschaften z. Z. noch nicht ausreichend er-
forscht und abgesichert ist, werden diese numerischen Strukturanalysen ausschlieÿlich mit
experimentell ermittelten Derivativen durchgeführt. Daher �ndet hier eine Verknüpfung
experimenteller und numerischer Methoden statt [16].



Kapitel 2

Die physikalische Modellierung des
Brücken�atterns

2.1 Selbsterregungsmechanismus
Im unterkritischen Fall schwingt die Struktur zunächst mit den Eigenfrequenzen. Mit
zunehmenden Windgeschwindigkeiten kommt es zu teilweisen Kopplungen zwischen Bie-
gung und Torsion. Wird die kritische Windgeschwindigkeit erreicht, koppeln sich beide
Freiheitsgrade vollständig und die Struktur schwingt mit der sogenannten Flatterfrequenz.
Diese Flatterfrequenz be�ndet sich i. Allg. zwischen der Biege- und der Torsionseigenfre-
quenz, oftmals stimmt sie mit einer der Eigenfrequenzen überein. Um so enger diese beiden
Werte zusammen liegen, desto gröÿer ist die Gefahr einer Modenkopplung und somit ei-
ner Instabilität. Abb. 2.1 stellt exemplarisch die Energiebilanzen der Liftkraft an einem
schwingenden Querschnitt für die Phasendi�erenzen 0◦ und 90◦ zwischen Durchbiegung
und Verdrehung dar. Im ersten Fall be�nden sich Biege- und Torsionsschwingung in Phase.
Während sich die Arbeiten aus je einer halben Periode aufheben und somit die geleistete
Arbeit am Ende einer Periode gleich Null ist, ergänzen sich die ausschlieÿlich positiven
Anteile im zweiten Fall, so dass das System in jeder Periode positive Arbeit leistet und
angefacht wird. In diesem Fall wird die Struktur instabil. Der hieraus resultierende Me-
chanismus wird als klassisches Biege-Torsions�attern bezeichnet und ist im Flugzeugbau
für Trag�ügel eingehend untersucht worden [21].

Für Querschnitte, die dem Trag�ügel oder der unendlich dünnen Platte ähneln, kann
das Flattern auf Basis potentialtheoretischer Untersuchungen behandelt werden, wie dies
bei Försching [21] nachzulesen ist. So wurden u. a. für den Querschnitt der Tacoma
Narrows -Brücke relativ exakte Rechenergebnisse erzielt. Für die meisten Brückenpro-
�le kann allerdings nicht von dem klassischen Flattern ausgegangen werden. Daher ist
hier die Untersuchung der Querschnittseigenschaften, die bisher in Windkanalversuchen
identi�ziert werden, unerlässlich.

13



14 2 Die physikalische Modellierung des Brücken�atterns

z

w t
2 pp0

u

j
P h a s e n d i f f e r e n z  =  0 °
G e s a m t a r b e i t  =   n u l l

z

w t
2 pp0

u

j
P h a s e n d i f f e r e n z  =  9 0 °
G e s a m t a r b e i t   p o s i t i v

W  >  0

W  >  0

W  >  0
W  >  0

W  >  0 W  >  0

W  <  0

W  <  0

K r a f t  L ( j ) S c h w i n g r i c h t u n g

Abb. 2.1: Bilanz der in einer Phase geleisteten Arbeit W , vgl. [17, 49]

2.2 Das aeroelastische Lastmodell nach Scanlan
Hauptbestandteil des hier beschriebenen Mechanismuses ist die Entstehung von selbster-
regten Kräften. Diese werden durch die elastischen Verformungen w und ϕ des Tragwerks
erzeugt. Es kommt zur Interaktion zwischen Tragwerk und Wind.

P t ( j ) P a e r o ( j )P 0

P 0

P a e r o ( j )

Abb. 2.2: selbsterregte Kräfte Paero

Die Last Pt(ϕ) ist somit die Resultierende aus der Windlast P0 und der aeroelastischen
Kraft Paero(ϕ):
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Pt(ϕ) = P0 + Paero(ϕ) (2.1)

Im reinen Flatterfall, den das Scanlan-Modell [56] beschreibt, ist die äuÿere Last P0 = 0.
Das bedeutet, dass Kraftanteile in Windrichtung (Drag-Anteile) in dem hier verwendeten
Ansatz keinen Ein�uss auf die Stabilität besitzen. Auch werden Turbulenzen, die z. B.
durch eine Einbeziehung vertikaler Windkomponenten vorhanden sind, nicht berücksich-
tigt. Es wird also von einer laminaren, horizontalen Anströmung ausgegangen. Daraus
folgt Pt(ϕ) = Paero(ϕ).
Jedoch ist es möglich, das Scanlan-Modell mit seinen beiden Freiheitsgraden um den
Drag-Freiheitsgrad zu erweitern, was u. a. von Chen et. al. in [9] beschrieben wird. Daraus
resultieren dann drei gekoppelte Di�erentialgleichungen mit insgesamt 18 Koe�zienten.
Ein Brückendeckabschnitt mit konstanten Eigenschaften lässt sich durch einen Quer-
schnitt mit zwei Freiheitsgraden und den dazugehörigen Ersatzstei�gkeiten kz und kϕ

abbilden (Abb. 2.3). Durch die beiden Deformationen w als Verschiebung in z-Richtung
und ϕ als Rotation werden eine selbsterregte Liftkraft L und ein selbsterregtes Moment
M erzeugt.

T r a n s l a t i o n  w ,
L i f t k r a f t  L

R o t a t i o n  j ,
M o m e n t  M

K w

K jW i n d

Abb. 2.3: Mechanisches Modell des Querschnitts

Aus der Dichte ρ der Luft und der Windgeschwindigkeit u lässt sich der Staudruck q
bestimmen:

q =
1

2
ρu2 (2.2)

Somit können die Gleichungen 1.6 und 1.7 wie folgt geschrieben werden:

L = q ·B
{

KH∗
1

ẇ

u
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M = q ·B2

{
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ẇ
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+ KA∗
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Bϕ̇
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B
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4w

}
(2.4)

Die Flatterderivative werden gewöhnlich als Funktion der reduzierten Geschwindigkeit
formuliert, welche wie folgt de�niert wird:

ured =
u

B · f (2.5)
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Aus Gl. 1.8 und 2.5 folgt für die reduzierte Frequenz:

K =
2 · π
ured

. (2.6)

Mit den Kraftgröÿen aus Gl. 2.3 und 2.4 ergeben sich aus der Formulierung des Gleich-
gewichts die Bewegungsdi�erentialgleichungen für ein Zweifreiheitsgradsystem:

mẅ + czẇ + kzw = q ·B
{

KH∗
1

ẇ

u
+ KH∗

2

Bϕ̇

u
+ K2H∗

3ϕ +
K2

B
H∗

4w

}
(2.7)

Θϕ̈ + cϕϕ̇ + kϕϕ = q ·B2

{
KA∗

1

ẇ

u
+ KA∗

2

Bϕ̇

u
+ K2A∗

3ϕ +
K2

B
A∗

4w

}
(2.8)

mit
m: Translationsmasse, Θ: Rotationsmassenträgheit,
cz: Dämpfung der Translation, cϕ: Dämpfung der Rotation,
kz: Translationsstei�gkeit, kϕ: Rotationsstei�gkeit.

Nahe der Flatterinstabilität haben sich die beiden Moden soweit gekoppelt, dass die Struk-
tur monofrequent schwingt. Somit lassen sich die Bewegungsgleichungen auch für ein Sy-
stem mit jeweils mehreren Moden für Biegung und Torsion problemlos lösen, vgl. Kap.
8.1.1.
Im unterkritischen Fall treten jedoch hier breitbandige Systemantworten auf. Wenn die
Struktur mechanisch als linear betrachtet werden kann, ist eine Lösung im Frequenzbe-
reich vorteilhaft. Dazu werden die Kraftgröÿen aus Gl. 2.3 und 2.4 in den Frequenzbereich
transformiert. Es ergeben sich die fouriertransformierten Kraftgröÿen aus folgenden Be-
ziehungen:

XL(iK) = GL,z(iK) ·Xz(iK) + GL,ϕ(iK) ·Xϕ(iK) (2.9)

XM(iK) = GM,z(iK) ·Xz(iK) + GM,ϕ(iK) ·Xϕ(iK) (2.10)

mit den Übertragungsfunktionen

GL,z(iK) = qK2[iH∗
1 + H∗

4 ], (2.11)

GL,ϕ(iK) = qBK2[iH∗
2 + H∗

3 ], (2.12)

GM,z(iK) = qBK2[iA∗
1 + A∗

4], (2.13)

GM,ϕ(iK) = qB2K2[iA∗
2 + A∗

3], (2.14)

wobei Xy die Fourier-Transformierte einer Gröÿe y bezeichnet. Hierzu wird weiter auf
[31] verwiesen.
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2.3 Stabilitätsbetrachtung und Interpretationen

2.3.1 Stabilitätsphänomene
Wie bereits angesprochen, können neben gekoppelten Biege- und Torsionsschwingungen
auch ausgeprägte Schwingungen mit nur einem Freiheitsgrad angefacht werden. Diese Fäl-
le werden als Torsionsgalloping oder als Biegegalloping bezeichnet. Als Bedingung für das
Galloping muss die gesamte Dämpfung, bestehend aus aeroelastischer und Strukturdämp-
fung, zu Null werden. Somit ergeben sich einfache Beziehungen, die die aerodynamischen
Stabilitätsphänomene beschreiben.
Die Lösung der Gleichungen 2.7 und 2.8 hingegen ist nicht ohne gröÿeren Aufwand mög-
lich. Daher werden in der Literatur diverse Abschätzungsverfahren dargestellt, die eben-
falls kurz erläutert werden.
Als weiterer Versagensmechanismus ist die Torsionsdivergenz zu nennen. Hierbei handelt
es sich um ein statisches Stabilitätsversagen, das eintritt, wenn die Gesamtstei�gkeit zu
Null wird. Der Querschnitt kippt dann ohne vorherige Schwingungen aus.

2.3.2 Biegegalloping
Im Fall einer reinen Biegeschwingung reduziert sich das Di�erentialgleichungssystem auf

mẅ + czẇ + kzw =
1

2
ρu2 ·B

{
KH∗

1

ẇ

u
+

K2

B
H∗

4w

}
, (2.15)

wobei das System nun mit der Biegeeigenkreisfrequenz ω0 = ωb schwingt. Die Summe aus
aeroelastischer und struktureller Dämpfung ergibt sich zu

cges = cz − 1

2
ρuBKH∗

1 . (2.16)

Setzt man nun die Gesamtdämpfung zu Null, folgt unter Verwendung des Lehr'schen
Dämpfungsmaÿes ξ für cz = 2mξzωb:

4mξz

ρB2
−H∗

1 = 0 . (2.17)

Der Quotient in Gl. 2.17 wird auch als Scruton-Zahl Sc oder Massendämpfungsparameter
bezeichnet. Für H∗

1 > Sc,z ist die Gesamtdämpfung kleiner als Null und die kritische Ge-
schwindigkeit erreicht. Das System wird dann mit zunehmenden Amplituden schwingen.
Wenn man Gl. 2.17 nach ξz au�öst, erhält man die Dämpfung, die zur Gewährleistung
der Stabilität mindestens notwendig ist.

2.3.3 Torsionsgalloping
Für den Fall einer reinen Torsionsschwingung lässt sich ebenfalls das Di�erentialglei-
chungssystem reduzieren:
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Θϕ̈ + cϕϕ̇ + kϕϕ =
1

2
ρu2 ·B2

{
KA∗

2

Bϕ̇

u
+ K2A∗

3ϕ

}
(2.18)

Das System wird nun mit der Torsionseigenkreisfrequenz ω0 = ωT schwingen. Die gesamte
Dämpfung ergibt sich zu

cges = cϕ − 1

2
ρuB3KA∗

2 . (2.19)

Aus der Bedingung, dass die Gesamtdämpfung zu Null wird, folgt:

4Θξϕ

ρB4
− A∗

2 = 0 . (2.20)

Für A∗
2 > Sc,ϕ ist die kritische Geschwindigkeit erreicht und das System wird instabil.

Auch hier lässt sich aus Gl. 2.20 die mindestens notwendige Dämpfung ξϕ bestimmen.

2.3.4 Biegetorsions�attern - eine einfache Abschätzung
Die Frequenz der Flatterschwingungen liegt bei den meisten schlanken Brücken zwischen
der Biege- und der Torsionseigenfrequenz, deren Moden sich koppeln. Sehr häu�g domi-
niert die Torsionsfrequenz. Auf Grund dieser Erfahrungen geben u. a. Herzog [29] und
Selberg [54] ein Näherungsverfahren an, das eine Abschätzung der kritischen Windge-
schwindigkeiten unter der Bedingung ft/fb > 1.2 zulässt:

ukrit = R · ud

√
1−

(
fB

fT

)2

(2.21)

Dabei beschreibt ud die statische Divergenzgeschwindigkeit, die in [29] wie folgt angegeben
wird:

ud =
ft

r

√
π ·Θ

ρ
(2.22)

Der Massenträgheitsradius ist mit r =
√

Θ/m > B/4 zu berechnen, der Abminderungs-
beiwert 0.4 < R < 0.9 berücksichtigt in einfachster Weise die aeroelastischen Eigenschaf-
ten und geht somit auf Windkanalversuche zurück [54].
Diese Gleichungen genügen zwar nicht der Qualität des Ansatzes von Scanlan, jedoch er-
kennt man unmittelbar die Abhängigkeit der Lösung von dem Frequenzverhältnis fB/fT .
Konvergiert dieser Quotient gegen eins, so konvergiert die kritische Geschwindigkeit ukrit

gegen Null. Wenn auch der Grenzfall der Stabilität nicht genau durch dieses Konzept er-
fasst werden kann, so wird doch qualitativ deutlich, dass in der Regel ein groÿer Abstand
zwischen Biege- und Torsionsfrequenz zu einer Erhöhung der kritischen Geschwindigkeit
führt.
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2.4 Die Formulierung mit Indizialfunktionen

2.4.1 Sprungantwortfunktionen
Ein anderer Ansatz, der auf Wagner [60] zurückgeht, ist die Untersuchung der aero-
elastischen Stabilität mittels Indizialfunktionen. Wagner entwickelte bereits 1925 für
dünne Trag�ügel eine Theorie zur Betrachtung der Auftriebskräfte infolge einer sprung-
haften Auslenkung. Dazu betrachtete er die Entwicklung der resultierenden Kraftgröÿen
auf einen Brückenquerschnitt, dem eine plötzliche Lageänderung eingeprägt wird. Dies
wird am Beispiel einer Rotation ϕ exemplarisch erläutert:
Wird einem umströmten Querschnitt eine plötzliche Verdrehung, wie in Abb.2.4 darge-
stellt ist, eingeprägt, so erfährt er Kraftgröÿen, deren Verlauf sich über die Zeit ändert.
Die Kraft- und Weggröÿen werden i. Allg. über der reduzierte Zeit s aufgetragen, die
gemäÿ Gl. 2.23 de�niert wird.

s = u ·B/t (2.23)

Für s → ∞ konvergieren diese gegen die stationären Kraftgröÿen, die sich infolge einer
Verdrehung einstellen würden (Abb.2.5).

ju

j

1 , 0

s

Abb. 2.4: Einheitssprung nach Wagner
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Abb. 2.5: Kraft als Antwort eines Einheitssprungs
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Betrachtet man exemplarisch die Liftkraft infolge einer Verdrehung, so lässt sich diese wie
folgt formulieren:

L,ϕ(t) = qBCL(t) (2.24)

Hieraus ergibt sich die Antwort auf einen di�erentiellen Sprung dϕ:

dL,ϕ(t) = qBCL(t) = qB
dCL

dϕ

∣∣∣∣−
ϕ

Φ(t)dϕ (2.25)

Hierin bezeichnet Φ(t) die normierten Sprungantwortfunktion, die auch Indizialfunktion
genannt wird. Die Deformation des Tragwerks ϕ(t) lässt sich als Abfolge vieler sprung-
artiger Verdrehungsinkremente dϕ au�assen. Daraus folgt mittels Faltung unter Berück-
sichtigung der Substitution gemäÿ Gl. 2.26 der Kraftverlauf nach Gl. 2.27.

dϕ =
dϕ

dτ
· dτ = ϕ̇dτ (2.26)

L,ϕ(t) = qB
dCL

dϕ

∣∣∣∣−
ϕ

t∫

0

Φ(t− τ)ϕ̇(τ)dτ (2.27)

Für den dünnen Trag�ügel wurden die Sprungantwortfunktionen von Wagner analytisch
hergeleitet, für beliebige Querschnittsformen stellt die normierte Sprungantwortfunktion
in Jones-Approximation, wie sie u. a. von Höffer in [31] formuliert wird, eine mögliche
Verallgemeinerung dar:

Φ(s) = a1 −
n∑

i=3

ai · e−bi·s (2.28)

Die Konstanten ai und bi werden im Weiteren als Wagner-Koe�zienten bezeichnet. n
ist nach [31] mindestens mit n = 4 anzusetzen, so dass sich eine Approximation mit min-
destens zwei Anteilen ergibt.
Für beliebige Querschnitte haben Höffer [31], Larsen [36], Scanlan [56] und andere
Autoren experimentell oder aus Derivativen die Wagner-Koe�zienten bestimmt.
Die Vorteile dieser Formulierung liegen in der Unabhängigkeit von der Flatterfrequenz.
Das bedeutet, dass auch im unterkritischen Bereich, in dem ein Tragwerk in verschiede-
nen Moden schwingt, die Lasten im Rahmen der Theorie vollständig abgebildet werden.
Demgegenüber setzen die Gleichungen 2.3 und 2.4 eine harmonische Schwingung voraus.

2.4.2 Kraftgröÿenmodell

Die Formulierung der aeroelastischen Kraftgröÿen im Zeitbereich wird von verschiedenen
Autoren vorgestellt [8, 31, 52, 56]. Infolge einer beliebigen Tragwerksbewegung treten nach
der in dieser Arbeit verwendeten Theorie Liftkräfte und Momente auf.
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Gemäÿ Gl. 2.25 ist der quasistatische Kraftbeiwert dC/dϕ infolge einer Rotation wesent-
licher Bestandteil der Aeroelastischen Kraftgröÿen infolge einer Querschnittsrotation ϕ.
Auf Grund der sich ändernden relativen Anströmung, die sich aus der Tragwerksbewe-
gung im Windfeld ergibt, kann der Gesamtwinkel ϕges der Anströmung nach [31] wie folgt
de�niert werden:

ϕges(t) =
uz,rel(t)

ux,rel(t)
+ ϕ(t) =

−ẇ(t) + e · ϕ̇(t)

ū
+ ϕ(t) (2.29)

Der sich aus der Relativbewegung ergebende Anteil setzt sich aus folgenden Bestandteilen
zusammen:

• Relativwinkel, des sich aus dem Quotienten aus Translationsgeschwindigkeit und
Windgeschwindigkeit ergibt,

• Winkel, der aus dem Angri� der Windresultierenden mit der Auÿermitte e zum
Schubmittelpunkt resultiert.

Daraus folgt, dass die Kraftgröÿenanteile sowohl infolge von ϕ aus auch von w von den
stationären Kraftbeiwerten dC/dϕ abhängen.
Höffer gibt in [31] ein erweitertes Modell an, das zusätzliche stationäre Dämpfungsan-
teile beinhaltet. Diese Kraftanteile werden durch die Koe�zienten c2, e2, r2 und v2 berück-
sichtigt. Unter Verwendung der Gl. 2.28 lassen sich dann die Kraftgröÿen nach [31] wie
folgt angeben:

L,z(t) = qB
dCL

dϕ

∣∣∣∣−
ϕ


c2

·
w(t)

u
+

1

B

t∫

0

ΦL,z(t− τ)
·
wdτ


 (2.30)

L,ϕ(t) = qB
dCL

dϕ

∣∣∣∣−
ϕ


e2

Bϕ̇(t)

u
+

t∫

0

ΦL,ϕ(t− τ)ϕ̇dτ


 (2.31)

M,z(t) = qB2 dCM

dϕ

∣∣∣∣−
ϕ


r2

·
w(t)

u
+

1

B

t∫

0

ΦM,z(t− τ)
·
wdτ


 (2.32)

M,ϕ(t) = qB2 dCM

dϕ

∣∣∣∣−
ϕ


v2

Bϕ̇(t)

u
+

t∫

0

ΦM,ϕ(t− τ)ϕ̇dτ


 (2.33)

Durch Lösen der Bewegungsgleichungen 2.34 und 2.35 ist somit die Bestimmung der
Tragwerkantwort möglich.
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mẅ + czẇ + kzw = L,z(t) + L,ϕ(t) (2.34)

Θϕ̈ + cϕϕ̇ + kϕϕ = M,z(t) + M,ϕ(t) (2.35)

2.4.3 Überführung der Indizialfunktionen in Derivative

Für den Fall einer harmonischen Schwingung lassen sich die Derivative aus den Indizial-
funktionen bestimmen. Dazu existieren zwei gleichwertige Möglichkeiten.
Larsen transformiert in [37] die Impulsantwortfunktionen durch elementare Umformun-
gen in den Frequenzbereich und führt dann einen Koe�zientenvergleich mit den Übertra-
gungsfunktionen 2.11 bis 2.14 durch.
Höffer setzt harmonische Kraft- und Weggröÿen unter Ansatz von f(t) = f̂ eiωt voraus,
wodurch sich eine Aufspaltung der Kräfte in Gl. 2.30 bis 2.33 in reelle und imaginäre
Anteile ergibt. Auch hier führt ein Koe�zientenvergleich zu den folgenden Gleichungen:

H∗
1 =

dCL

dϕ
· ured

2π

[
c2 +

4∑

k=3

ck · dk · u2
red

(dk · ured)2 + 4π2

]
(2.36)

H∗
2 =

dCL

dϕ
· ured

2π

[
e2 +

4∑

k=3

ek · fk · u2
red

(fk · ured)2 + 4π2

]
(2.37)

H∗
3 =

dCL

dϕ
· u2

red

[
e1

4π2
+

4∑

k=3

ek

(fk · ured)2 + 4π2

]
(2.38)

H∗
4 =

dCL

dϕ
· u2

red

[
c1

4π2
+

4∑

k=3

ck

(dk · ured)2 + 4π2

]
(2.39)

A∗
1 =

dCM

dϕ
· ured

2π

[
r2 +

4∑

k=3

rk · sk · u2
red

(sk · ured)2 + 4π2

]
(2.40)

A∗
2 =

dCM

dϕ
· ured

2π

[
v2 +

4∑

k=3

vk · wk · u2
red

(wk · ured)2 + 4π2

]
(2.41)

A∗
3 =

dCM

dϕ
· u2

red

[
v1

4π2
+

4∑

k=3

vk

(wk · ured)2 + 4π2

]
(2.42)
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A∗
4 =

dCM

dϕ
· u2

red

[
r1

4π2
+

4∑

k=3

rk

(sk · ured)2 + 4π2

]
. (2.43)

Die Koe�zienten sind den Sprungantwortfunktionen wie folgt zugeordnet:

ΦL,z(s) = c1 −
n∑

i=3

ci · e−di·s (2.44)

ΦL,ϕ(s) = e1 −
n∑

i=3

ei · e−fi·s (2.45)

ΦM,z(s) = r1 −
n∑

i=3

ri · e−si·s (2.46)

ΦM,ϕ(s) = v1 −
n∑

i=3

vi · e−wi·s (2.47)



Kapitel 3

Simulationsstrategie zur
rechnergestützten Ermittlung
aeroelastischer Instabilitäten

3.1 Strategische Vorgehensweise
Momentan basieren alle analytischen Verfahren zur Betrachtung aeroelastischer E�ekte
auf der Verwendung von zuvor im Windkanal ermittelten Querschnittsparametern. Der
Nachteil dieser Vorgehensweise liegt in dem hohen Kostenaufwand für die Erstellung der
Sectionmodelle. Bei allen gravierenden Querschnittsmodi�kationen müssen die Modelle
kostenaufwändig angepasst oder neu gebaut werden. Daher ist das Ziel der weiteren Aus-
führungen die numerische Simulation der Windkanalversuche und die Identi�kation der
Scanlan-Derivative aus den Simulationsergebnissen.
Zu solchen numerischen Versuchen wurden von Larsen in [36, 37] erste Ergebnisse präsen-
tiert. Er identi�ziert die Derivative aus der Analyse geführter harmonischer Bewegungen,
was mit einem sehr hohen numerischen Aufwand verbunden ist. Die Identi�kation mittels
Indizialfunktionen liefert nur wenige, mit groÿen Unsicherheiten behaftete Resultate.
Da die Simulation von Indizialfunktionen jedoch mit geringeren Rechenzeiten verbun-
den ist, wird im Folgenden ein Verfahren zur Identi�kation der Scanlan-Derivative aus
numerisch simulierten Indizialfunktionen präsentiert. Zur Skalierung werden dann zwei
zusätzliche Simulationen geführter harmonischer Bewegungen benötigt, um die fehlenden
Konstanten in den Gl. 2.36 bis 2.43 zu identi�zieren. Hierdurch werden die stationären
Dämpfungsanteile berücksichtigt. Mit den hieraus ermittelten Derivativen werden dann
die numerischen Struktursimulationen im Zeitbereich durchgeführt.
Sowohl die Simulationen der Querschnittsumströmung als auch die Strukturuntersuchun-
gen erfolgen durch Spezialprogramme innerhalb der Umgebung des Finite-Element-Sys-
tems FEMAS2000 [6]. Dieses wurde an der Ruhr-Universität Bochum entwickelt und wird
an der Bergischen Universität Wuppertal weiterentwickelt.

Der Ablauf der gesamten Simulationsstrategie wird in Abb. 3.1 kurz vorgestellt.

24
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Abb. 3.1: Ablauf einer vollständig rechnergestützten Flatteruntersuchung

Da die Identi�kation der Derivative aus den Resultaten der Strömungssimulation ein we-
sentlicher Bestandteil ist und eine Aufbereitung der im Kap. 2 präsentierten theoretischen
Zusammenhänge darstellt, wird im Folgenden genauer darauf eingegangen.

3.2 Identi�kation der Derivative aus harmonisch ge-
führten Bewegungen

Eine Möglichkeit zur Identi�kation der Scanlan-Derivative ist die Auswertung von Si-
mulationen mit geführten harmonischen Bewegungen. Dazu wird der Querschnitt für eine
vorgegebene Frequenz in der Strömung mit einem Freiheitsgrad bewegt. Für harmonische
Bewegungen lassen sich die Bewegungsfreiheitsgrade w und ϕ wie folgt ausdrücken:

ϕ(t) = ϕ̂ · eiωt, ϕ̇(t) = ϕ̂ · i · ω · eiωt (3.1)

w(t) = ŵ · eiωt, ẇ(t) = ŵ · i · ω · eiωt (3.2)

Somit lassen sich die Kraftgröÿen wie folgt formulieren:

L(t) = qBCL(t) = qBĈLei(ωt−φ) (3.3)
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M(t) = qB2CM(t) = qB2ĈMei(ωt−φ) (3.4)

Der Phasenwinkel φ bezeichnet die Phasenverschiebung zwischen den Bewegungen, aus
denen die Windlasten induziert werden, und den resultierenden Kraftgröÿen.
Ausgehend von den Gl. 1.6 und 1.7 und einem harmonischen Ansatz gemäÿ Gl. 3.1, 3.2
und 1.8 werden die Kräfte formuliert:

qBĈLei(ωt−φ) = qBK2

{
(iH∗

1 + H∗
4 )

ŵ

B
+ (iH∗

2 + H∗
3 )ϕ̂

}
eiωt (3.5)

qB2ĈMei(ωt−φ) = qB2K2

{
(iA∗

1 + A∗
4)

ŵ

B
+ (iA∗

2 + A∗
3)ϕ̂

}
eiωt (3.6)

Eine Division der Gl. 3.5 und 3.6 durch eiωt und Substitution von e−iφ = cosφ − isinφ
ermöglicht für Bewegungen in ausschlieÿlich einem Freiheitsgrad die Bestimmung der
Derivative durch Koe�zientenvergleich:

ĈL ·B
K2ŵ

(cosφ− i · sinφ) = iH∗
1 + H∗

4 (3.7)

ĈL

K2ϕ̂
(cosφ− i · sinφ) = iH∗

2 + H∗
3 (3.8)

ĈM ·B
K2ŵ

(cosφ− i · sinφ) = iA∗
1 + A∗

4 (3.9)

ĈM

K2ϕ̂
(cosφ− i · sinφ) = iA∗

2 + A∗
3 (3.10)

In Abb. 3.2 sind exemplarisch die Deformation w und die Systemantwort L dargestellt.
Die Phasendi�erenz beträgt ∆T = 0.255 s. Die Phase φ berechnet sich dann zu φ =
∆T · 2π

T
= 0.255 s · 2π

1.00 s
= 1.60. Aus diesem Phasenwinkel lassen sich dann die Derivative

berechnen.
Allerdings ist diese Vorgehensweise mit einem sehr hohen numerischen Aufwand verbun-
den, da zur Ermittlung der Derivative für einen ausreichenden Bereich zu n reduzierten
Geschwindigkeiten ured eine Anzahl von 2n Simulationen notwendig ist.
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3.3 Identi�kation der Derivative aus simulierten Indi-
zialfunktionen

Als Alternative zu der zuvor erläuterten Methode können Sprungantwortfunktionen si-
muliert werden. Hierfür wird der Querschnitt sprungartig in eine neue Lage bewegt. Bei
der Analyse der simulierten Indizialfunktionen treten jedoch folgende Probleme auf:
Zunächst stellt sich die Frage nach der zeitlichen Diskretisierung der simulierten Sprun-
gantwortfunktionen. Da ein sprungartiger Lagewechsel zu nicht mehr di�erenzierbaren
Beschleunigungsverläufen führt, liefern die Zeitintegrationsalgorithmen numerisch zufälli-
ge Resultate, die zu Divergenzproblemen führen können. Somit muss der Sprung zeitlich
aufgelöst diskretisiert werden. Wählt man den Zeitbereich, in dem die Beschleunigung
statt�ndet, zu groÿ, so entsprechen die Resultate nicht mehr der Antwort auf den ge-
wünschten Sprung. Zur numerischen Formulierung dieses Bereiches wird auf Kap. 7.2.1
verwiesen.
Grundsätzlich bestehen mehrere Möglichkeiten, die Derivative aus zuvor simulierten In-
dizialfunktionen zu bestimmen. Larsen beschreibt in [37] die Ermittlung der Derivative
aus den Laplace-Transformierten der simulierten Kraftgröÿenverläufe. In den Zeitver-
läufen der auf den Querschnitt wirkenden resultierenden Kraftgröÿen sind jedoch auch
Frequenzanteile vorhanden, die infolge der numerischen Simulation der sprunghaften Ver-
änderung der Strömung entstehen und nicht in dem physikalischen Problem begründet
liegen. Dadurch führt eine direkte Transformation dieser Lösung in den Frequenzbereich
zu extrem streuenden Resultaten, weshalb die Verwendung der numerisch generierten De-
rivative, wie von Larsen in [37] präsentiert, nur sehr eingeschränkt möglich ist. Auÿerdem
bedeutet die Transformation einen erheblichen numerischen Aufwand.
Daher werden im Folgenden die Derivative aus analytisch gegebenen Sprungantwortfunk-
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tionen in normierter Form berechnet, die mittels der in Kap. 2.4 eingeführten Wagner-
Koe�zienten in Jones-Approximation wie folgt formuliert werden (Gl. 2.28):

Φ(s) = a1 −
n∑

i=3

ai · e−bi·s (3.11)

Die Sprungantwortfunktion wird nun durch Bestimmung geeigneter Wagner-Koe�zien-
ten so an die numerischen Simulationsergebnisse angepasst, dass die Summe der Fehler-
quadrate minimal wird. Die Lösung dieses nichtlinearen Optimierungsproblems erfolgt
durch den Einsatz geeigneter Algorithmen aus dem Programmsystem MatLAB [41].
Diese Algorithmen benötigen Schätzwerte als Startwerte für die Optimierung. In Abhän-
gigkeit der Messwerte und der Güte der Schätzwerte können die Optimierungsprozesse
divergieren oder falsche Resultate liefern. Daher ist ein kritischer Umgang mit diesen
Algorithmen unumgänglich. Salvatori berichtet in [51] ausführlich über den proble-
matischen Einsatz solcher Algorithmen. Er stellt ein modi�ziertes Verfahren zur Lösung
derartiger Problemstellungen vor.
Anhand der identi�zierten Wagner-Koe�zienten lassen sich die Derivative nach den Gl.
2.36 bis 2.43 teilweise berechnen. Allerdings fehlen Angaben zu den freien Parametern
c2, e2, r2 und v2 in den Gl. 2.36, 2.37 , 2.40 und 2.41. Diese Parameter, die die statio-
nären Dämpfungsanteile repräsentieren, lassen sich nicht aus der Sprungantwortfunktion
berechnen.

3.4 Algorithmus zur Identi�kation der Derivative
Beide oben beschriebenen Verfahren weisen Nachteile auf. Die Ermittlung der Derivati-
ve aus harmonischen Querschnittsbewegungen für eine ausreichende Anzahl von Werten
zu ured erfordert einen sehr hohen numerischen Aufwand. Dafür liefert sie unmittelbar
die gesuchten Parameter. Die Bestimmung der Derivative aus Indizialfunktionen ergibt
ausschlieÿlich für die reellen Anteile vollständige Angaben, während die Imaginäranteile
durch das Fehlen der Parameter c2, e2, r2 und v2 unbestimmt sind. In den aktuellen Ver-
ö�entlichungen wird dieser Parameter und somit der stationäre Anteil der Dämpfung an
den Kraftgröÿen entweder vernachlässigt oder in anderer Form berücksichtigt [37].
Im Rahmen des hier entwickelten Algorithmuses werden beide zuvor diskutierten Vor-
gehensweisen kombiniert. Zunächst erfolgt die Identi�kation der Wagner-Koe�zienten,
woraus sich die Realteile der Scanlan-Derivative berechnen lassen. Zur Bestimmung der
Imaginärteile wird zusätzlich auf das Verfahren der harmonisch geführten Bewegungen
zurückgegri�en. Für jeweils einen Freiheitsgrad und eine reduzierte Geschwindigkeit wer-
den die Derivative aus den Imaginärteilen der Gl. 3.7 bis 3.10 bestimmt. Diese führen als
zusätzliche Bedingungen zur Identi�kation der gesuchten Parameter. Des Weiteren ist ein
Abgleich der Realteile aus Gl. 3.7 bis 3.10 mit den Derivativen aus den Gl. 2.36 bis 2.43
sinnvoll.
Somit ermöglicht es diese Strategie, den gesamten Satz Derivative für beliebig viele redu-
zierte Geschwindigkeiten aus nur vier Simulationen zu identi�zieren. Diese Vorgehensweise
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ist in Abb. 3.3 dargestellt.
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Teil II

Numerische Strömungsmechanik





Kapitel 4

Grundlagen der Strömungsmechanik

4.1 Allgemeines

Ziel der Simulationen ist die Untersuchung von Umströmungszuständen an starren oder
�exiblen Strukturen. Sowohl Flüssigkeiten als auch Gase werden als Fluide bezeichnet.
Diese zeichnen sich dadurch aus, dass sie in der Ruhelage keine Schubkräfte aufnehmen
können, mit zunehmender Deformationsgeschwindigkeit jedoch Schubspannungen in der
Strömung aktiviert werden. Eine weitere Eigenschaft ist die Kompressibilität von Fluiden.
Die Kompressibilität von Strömungen kann jedoch vernachlässigt werden, wenn die Zeits-
kalen des untersuchten Vorgangs weit von der Schallgeschwindigkeit des jeweiligen Fluids
entfernt sind und keine gröÿeren Temperaturdi�erenzen vorliegen. Nach Ferziger und
Perich [18] können Gase als inkompressibel betrachtet werden, wenn die Mach-Zahl
kleiner als 0.3 ist.
Bei Geschwindigkeiten von 50 m/s ändert sich die Dichte der Luft um ca. 1%, was auf
die zu untersuchenden Phänomene keinen Ein�uss hat. Da höhere Windgeschwindigkeiten
nur in seltenen Fällen auftreten, ist die Luft als inkompressibel anzusehen.
Des Weiteren wird zwischen laminaren und turbulenten Strömungszuständen unterschie-
den. Von laminaren bzw. Schichtströmungen spricht man, wenn sich die einzelnen Strö-
mungsschichten getrennt voneinander bewegen. Zwar treten hier unterschiedliche Strö-
mungsgeschwindigkeiten auf, jedoch �ndet keine Vermischung der einzelnen Schichten
statt. Mit zunehmender Geschwindigkeit treten räumliche Schwankungen auf, die die
Hauptströmungsrichtung überlagern. Es �ndet ein Austausch zwischen den einzelnen
Schichten statt. Diesen Zustand bezeichnet man als turbulent.
Mit dem Ziel, Viskositäten und konvektive E�ekte abbilden zu können, wird hier die Im-
plementierung der vollständigen Navier-Stokes-Gleichung umgesetzt, obwohl für einige
Querschnitte zur Untersuchung aeroelastischer Eigenschaften die Potentialtheorie quali-
tativ erfolgreich angewandt wurde [21]. Somit ist es möglich, auÿer laminarer Zustände
auch turbulente Phänomene mit gewissen Einschränkungen abzubilden.
In den letzten Jahren wurden auÿerdem weitere Modi�kationen der Navier-Stokes-
Gleichung entwickelt, welche insbesondere im Bereich der Wirbelsimulation und für sehr
hohe Reynolds-Zahlen stabile Lösungen liefern. Da die numerische Simulation der Strö-

33
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mung im Rahmen dieser Arbeit grundsätzlich als möglicher Bestandteil einer ganzheitli-
chen Simulationsstrategie betrachtet werden soll und keinen Anspruch auf die optimale
Abbildung turbulenter Strömungszustände erhebt, wird zunächst auf die sehr umfangrei-
che Einarbeitung von Turbulenzmodellen verzichtet. Dies führt zu starken Einschränkun-
gen bei der Verwendbarkeit der simulierten Kraftgröÿen, wie in Kap. 5.5.3 �. aufgezeigt
wird.

4.2 Kontinuumsmechanische Grundlagen der
Navier-Stokes-Gleichung

Wie in der Strukturmechanik werden zur Beschreibung der physikalischen Modelle die
drei Grundgleichungen benötigt:

• die Gleichungen zur Beschreibung der Kinematik,

• der Kinetik und

• die konstitutiven Gleichungen.

Die Kinematik wird durch den Deformationsgeschwindigkeitstensor εij beschrieben, der
die grundlegende kinematische Gröÿe der Strömungsmechanik darstellt [10]:

εij =
1

2
· (ui,j + uj,i) (4.1)

Die Kinetik der Strömung de�niert sich durch die Massenerhaltung:

∂%

∂t
+

∂(% · ui)

∂xi

= 0 (4.2)

Unter der Bedingung inkompressibler Medien liefert sie die Kontinuitätsgleichung:

ui,i = 0 (4.3)

Des Weiteren ergibt sich aus dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik die Gleichung
für die Erhaltung des Impulses:

% · u̇i + % · ui,juj − σij,j − % · bi = 0 (4.4)

Zur Verknüpfung der kinematischen und der kinetischen Grundgleichungen werden kon-
stitutive Gleichungen benötigt, welche die physikalischen Eigenschaften des Fluids be-
schreiben. Allgemein gilt für Flüssigkeiten nach Newton:

σij = −π · δij + Tij(εij), (4.5)
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mit
σij: Spannungstensor,
π: thermodynamischer Druckanteil,
T : Tensor des viskosen Spannungsanteils.

Für den Fall, dass Tij eine lineare Funktion von εij ist, wird das Medium als Newton'sche
Flüssigkeit de�niert. Der Spannungstensor der Newton'schen Flüssigkeit wird allgemein
als

σij = −π · δij + λ · εkk · δij + 2 · µ · εij (4.6)
mit λ und µ als Lame-Konstanten beschrieben. Mit dem Ansatz

3 · λ + 2 · µ = 0, (4.7)

welcher auf Stokes zurückgeht, reduziert sich die Gleichung 4.6 nach Ansatz von π = p
und εkk = 0 auf

σij = −p · δij + 2 · µ · εij. (4.8)
Die in der Strömungsmechanik bekannte Navier-Stokes-Gleichung ergibt sich aus der
Impulsgleichung und der konstitutiven Gleichung für ein Newton'sches Fluid mit µ als
Viskosität zu

% · u̇i + % · ui,j · uj + p,j · δij − 2 · µ · εij,j = % · bi (4.9)

Die Kontinuität der Strömung wird durch

ui,i = 0 (4.10)

erzwungen.

4.3 Rand- und Anfangsbedingungen
Zur vollständigen Beschreibung der Strömungsgleichungen werden sowohl Anfangs- als
auch Randbedingungen benötigt. Dabei kann der Rand in zwei "klassische" Kategorien
aufgeteilt werden:

∂ΩF = ΓF = Γg

⋃
Γh, Γg

⋂
Γh = 0 (4.11)

Anfangsbedingungen de�nieren Anfangswerte zum Zeitpunkt t = t0. Sie dienen als zeitli-
che Startbedingung zur Lösung des instationären Problems.
Zur Beschreibung der Lösung in den Randbereichen werden Randbedingungen benötigt,
welche sich in zwei Untermengen aufspalten lassen. Dirichlet-Randbedingungen auf Γg

de�nieren Variablen auf den Rändern, wie im Folgenden exemplarisch dargestellt ist:

ui = gi, p = 0 (4.12)

Hier werden an einem bestimmten Rand des Strömungsgebiets ΩF das Geschwindigkeits-
feld g und der Druck p eingeprägt.
Als Neumann-Randbedingung auf Γh werden Randlasten bezeichnet, die an einigen Rän-
dern des Strömungsfeldes ΩF aufgebracht werden können.



36 4 Grundlagen der Strömungsmechanik

ni · σij = hj (4.13)

Im Folgenden werden die notwendigen Randbedingungen genauer erläutert.

Einströmrandbedingungen
Die Geschwindigkeitsverteilung wird für den Rand vorgegeben. Da sich ein den weiteren
Randbedingungen entsprechendes Geschwindigkeitspro�l erst in einem gewissen Abstand
einstellt, ist der Einströmrand in ausreichendem Abstand von dem zu untersuchenden
Bereich zu wählen.

Aus�ussrandbedingungen
Ein besonderes Problem stellt in der numerischen Strömungssimulation die De�nition von
Aus�ussrandbedingungen dar. Ein Freilassen der Druck- und Geschwindigkeitsvariablen
im Bereich der Aus�ussränder kann auf Grund der numerischen Diskretisierung zu stören-
den und falschen Ergebnissen führen [63]. Für die hier entwickelten Anwendungsbereiche
hat es sich als sinnvoll herausgestellt, unter Umständen die Randbedingungen am Aus-
�ussrand unter Beachtung der Kontinuität zu diskretisieren.

Symmetrierandbedingungen
Sehr oft werden Symmetrierandbedingungen zur Reduktion des numerischen Aufwandes
eingesetzt. Allerdings ist darauf zu achten, dass sich eventuelle physikalisch bedingte Os-
zillationen nicht ausbilden können. Im Bereich der Symmetrieränder treten keine Schub-
spannungen auf. Symmetrierandbedingungen können mathematisch wie folgt formuliert
werden [24]:

ui · ni = 0, uj,i · ni = 0 (4.14)

4.4 Dimensionslose Zahlen
Zur Beschreibung zahlreicher Phänomene in der Mechanik werden dimensionslose Gröÿen
verwendet. Diese Werte beschreiben ein äquivalentes Verhalten verschiedener mechani-
scher Systeme im Sinne der Ähnlichkeitsmechanik. Aus der Strukturmechanik sind zahl-
reiche solcher Gröÿen bekannt. Als Beispiel sei hier das Frequenzverhältnis unter einer
harmonischen Anregung erwähnt, aus welchem sich die dynamische Antwort eines Sy-
stems ermitteln lässt [25, 27, 44].
In der Strömungsmechanik spielen Ähnlichkeitskennzahlen, wie dimensionslose Gröÿen
auch genannt werden, eine sehr groÿe Rolle. Die wichtigsten Kennzahlen, auf die in die-
ser Arbeit Bezug genommen wird, werden zusätzlich zu den bereits in Gl. 2.5 und Gl.
2.23 eingeführten Gröÿen der reduzierten Geschwindigkeit und Zeit im Folgenden kurz
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beschrieben.

• Reynolds-Zahl (Trägheitskraft/Reibungskraft)
Viele aerodynamischen Beiwerte und Strömungsvorgänge sind abhängig von der
Reynolds-Zahl. Zum Beispiel wird die Umströmung vieler querangestömter Bau-
teile mit kreiszylindrischer Form entscheidend von der Reynolds-Zahl beein�usst.
Der Zustand der Umströmung von kantigen Pro�len hingegen ist nur sehr unterge-
ordnet von der Reynolds-Zahl abhängig. Aus diesem Grund ist es auch möglich,
aeroelastische Querschnittseigenschaften von Brückenquerschnitten in Windkanälen
zu untersuchen, obwohl es hier kaum möglich sein wird, die gleichen Reynolds-
Zahlen wie im Original zu erreichen. Des Weiteren existieren für viele Benchmarks
zur numerischen Simulation von Strömungszuständen kritische Reynolds-Zahlen,
die eine Grenze für die Simulierbarkeit mit diversen Verfahren beschreiben.
Die Reynolds-Zahl ist de�niert durch:

Re =
ρul

µ
=

ul

ν
(4.15)

mit:
ρ: Dichte des Fluids
l: charakteristische Länge
u: Strömungsgeschwindigkeit
µ: dynamische Viskosität
ν: kinamatische Viskosität

• Strouhal-Zahl
Die Strouhal-Zahl beschreibt das Zeitverhalten speziell für Strömungen mit os-
zillierenden Druck- oder Geschwindigkeitsfeldern. Sie wird de�niert als

St =
df

u
(4.16)

mit:
d: charakteristische Länge
f : Frequenz der Oszillation
u: Strömungsgeschwindigkeit

Als charakteristische Länge wird bei kantigen Querschnitten eine der Kantenlän-
gen, bei Kreisquerschnitten der Durchmesser gewählt. Bei der Umströmung von
Querschnitten treten Oszillationen auf, die für das jeweilige Strömungsproblem cha-
rakteristisch sind. Daher sind sie zur Überprüfung numerischer Verfahren in der
Strömungsmechanik besonders geeignet.



Kapitel 5

Numerische Umsetzung der
Navier-Stokes-Gleichung

5.1 Allgemeines

Die numerische Umsetzung der Navier-Stokes-Gleichung erfolgt mittels der Methode
der Finiten Elemente (FE). Neben der FE-Methode werden in der numerischen Strö-
mungsmechanik auch die Finite-Volumen-Methode, �nite Di�erenzenverfahren und netz-
freie Verfahren angewandt. Die Umsetzung in einer FE-Formulierung bietet den Vorteil,
dass die Einbettung in ein vorhandenes FE-System und die Kopplung mit vorhandenen
Algorithmen groÿe Flexibilität in der Entwicklung und Anwendung auf Interaktionspro-
bleme o�erieren.

5.2 Diskretisierung der Navier-Stokes-Gleichung

Während in der Strukturmechanik Energie- bzw. Variationsprinzipe das geeignete Stan-
dardverfahren zur Diskretisierung darstellen [35, 64, 67], wird in der Strömungsmechanik
die Methode der gewichteten Residuen angewandt. Erläuterungen hierzu �nden sich in
[10, 63, 67].
Die Herleitung der schwachen Form geht von dem Di�erentialgleichungssystem mit den
Gleichungen 4.9 und 4.10 und den Randbedingungen aus Kapitel 4.3 hervor.
Die Formulierung der schwachen Form erhält man nach [67], wenn das Bereichsintegral
über die Di�erentialgleichungen multipliziert mit einem Residuum, welches auch als Test-
funktion bezeichnet wird, gleich Null ist. Daraus folgt für die Navier-Stokes-Gleichung

∫
u̇i · vi dΩ +

∫
ui · uj,i · vj dΩ− 1

ρ

∫
σij,i · vj dΩ +

∫
ui,i · q dΩ =

∫
bi · vi dΩ (5.1)

mit q und vi als Testfunktionen für Druck und Geschwindigkeit.
Durch Anwendung des Green-Gauss'schen Integralsatzes lässt sich der konstitutive

38
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Term in einen Bereichs- und einen Randanteil aufsplitten:
∫

Ω

σij,i · vj dΩ =

∫

Γ

σij · nj · vi dΓ +

∫

Ω

p · δij · vi,j dΩ−
∫

Ω

µ(ui,j + uj,i)vi,j dΩ (5.2)

Somit gilt
∫

u̇i · vi dΩ +

∫
ui · uj,i · vj dΩ−

∫
p

ρ
· δij · vi,j dΩ +

∫
µ

ρ
(ui,j + uj,i)vi,j dΩ

+

∫
ui,i · q dΩ =

∫
bi · vi dΩ +

1

ρ

∫
σij · nj · vi dΓ.

(5.3)

Der Ausdruck ∫

Γ

σij · nj · vi dΓ

beinhaltet die auf das Randgebiet wirkenden Kräfte. Es gilt
∫

σij · nj · vi dΓ = −
∫

p · δij · nj · vi dΓ +

∫
µ(ui,j + uj,i)nj · vi dΓ; (5.4)

somit kann dieser Anteil auch als Randstei�gkeit interpretiert werden und ist daher zu
diskretisieren und in die Koe�zientenmatrix einzumischen. Die schwache Form der Na-
vier-Stokes Gleichung lautet:

∫
u̇i · vi dΩ +

∫
ui · uj,i · vj dΩ−

∫
p

ρ
· δij · vi,j dΩ +

∫
µ

ρ
(ui,j + uj,i)vi,j dΩ

+

∫
p

ρ
· δij · nj · vi dΓ−

∫
µ

ρ
(ui,j + uj,i)nj · vi dΓ +

∫
ui,i · q dΩ =

∫
bi · vi dΩ

(5.5)

Die Diskretisierung der kontinuierlichen Felder im Element uh und ph bzw. vh und qh

erfolgt über folgende Ansätze

uh
α = Y k · uk

α, vh
α = Y k · vk

α (5.6)

und
ph = Υk · pk, qh = Υk · qk (5.7)

mit dem Index k für den Knoten und α für die Richtung.
Die Diskretisierung der Navier-Stokes-Gleichung mittels gleicher Ansatzfunktionen für
Geschwindigkeit und Druck wird auch als Standard-Galerkin-Verfahren bezeichnet.
Im Rahmen der hier präsentierten Programmentwicklung werden Ansätze für Viereckele-
mente sowohl mit vier Knoten (NAST4) als auch mit acht Knoten (NAST8) implemen-
tiert. Auf Grund der hohen Ableitungen, die sich aus den Stabilisierungstermen ergeben,
kommen bei der späteren Anwendung Elemente mit acht Knoten zum Einsatz, die auf
Basis quadratischer Ansatzfunktionen formuliert werden. Hierzu wird auf die Standardli-
teratur zur FE-Methode verwiesen [5, 67].
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5.3 Stabilisierungsverfahren

Wie Berechnungen mit der Standard-Galerkin-Formulierung zeigen, treten Störungen
verschiedener Art auf. Dies können zum Beispiel Oszillationen der Druck- oder Geschwin-
digkeitsfelder sein. Wall [63] schildert dazu sehr ausführliche Untersuchungen. Auch
Chung [10] verweist auf solche Probleme und schlägt u. a. die Wahl verschiedener An-
sätze für Geschwindigkeit und Druck vor. Wall diskutiert in [63] ausführlich diverse
Verfahren zur Stabilisierung des Standard-Galerkin-Verfahrens. Durch seine Studien
hat Wall die Vor- und Nachteile diverser Verfahren herausgearbeitet und emp�ehlt die
Stabilisierung nach Franca und Frey [20].
Die Stabilisierung erfolgt durch die Verwendung modi�zierter Residuen. Hierdurch werden
weitere Kopplungen der einzelnen Felder erzwungen. Im Folgenden werden die Stabilisie-
rungsansätze wiedergegeben.

v̄i = v + τM [u · ∇v −∇q − 2ν∇ · ε(v)]

= vi + τM [uj · vi,j − qi − ν(vi,jj + vj,ij)]
(5.8)

_
q = q + τC [∇ · v] = q + τC [vi,i] (5.9)

Zur Bestimmung der Stabilisierungsparameter τM für die Impulsbilanz und τC zur Konti-
nuitäts- bzw. Divergenzstabilisierung werden in der Literatur eine Vielzahl von Ansätzen
bereitgestellt. Hierzu �ndet man bei Wall in [63] einen ausführlichen Überblick.
Werden nun diese Ansätze als Testfunktion zur Diskretisierung eingesetzt, entstehen zu-
sätzliche Terme. Die schwache Form der stabilisierten Navier-Stokes-Gleichung lässt
sich dann durch folgende Anteile ausdrücken:
Beschleunigung:

∫
u̇α · v̄α dΩ =

∫
u̇α · vα dΩ

+ τM

∫
[u̇α · uβ · vα,β + u̇α · q,α − ν · u̇α · (vα,ββ + vβ,αβ)] dΩ

(5.10)

Konvektivität:

∫
uβ · uα,β · v̄α dΩ =

∫
uβ · uα,β · vα dΩ

+ τM

∫
[uβ · uα,β · uγ · vα,γ − uβ · uα,β · q,α

− ν · uβ · uα,β · (vα,γγ + vγ,αγ)] dΩ

(5.11)
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Dissipation:
∫

2νε(u)∇ _
v dΩ = ν

∫
(uα,β + uβ,α) vα,βdΩ

+ ντM

∫
[nγ · (uγ,β + uβ,γ) · [uα · vβ,α]− nγ · (uγ,β + uβ,γ) q,β

− ν · nγ · (uγ,β + uβ,γ) [vβ,αα + vα,βα]] dΓ

+ ντM

∫
[− (uγ,ββ + uβ,γβ) [uα · vγ,α] + (uγ,ββ + uβ,γβ) q,γ

+ ν (uγ,ββ + uβ,γβ) [vγ,αα + vα,γα]] dΩ

(5.12)

Druck:

−
∫

p

ρ
δ∇v̄dΩ =−

∫
p

ρ
δαβvβ,αdΩ

+
τM

ρ

∫
[−nβ · p · [uα · vβ,α] + nα · p · q,α + ν · nα · p · [vα,ββ + vβ,αβ]]dΓ

+
τM

ρ

∫
[p,β [uα · vβ,α]− p,α · q,α − ν · p,α [vα,ββ + vβ,αβ]]dΩ

(5.13)

Kontinuität: ∫
uα,α

_
q dΩ =

∫
uα,αqdΩ + τC

∫
uα,αvβ,βdΩ (5.14)

Volumenlasten:
∫

bαv̄αdΩ =

∫
bαvαdΩ

+ τM

∫
[bα [uβ · vα,β]− bαq,α − νbα(vα,ββ + vβ,αβ)]dΩ

(5.15)

Randstei�gkeiten:
∫

p

ρ
nα

_
vα dΓ =

∫
p

ρ
nαvαdΓ

+
τM

ρ

{∫
pnβ [uαvβ,α] dΓ−

∫
pnα [q,α] dΓ− ν

∫
pnα [vα,ββ + vβ,αβ] dΓ

}

(5.16)

−ν

∫
2ε (u) n

_
v dΓ =− ν

∫
(uα,β + uβ,α) nαvβdΓ

− τMν

∫
[(uα,β + uβ,α) nα [uγ · vβ,γ ]− (uα,β + uβ,α) nαq,β

− ν (uα,β + uβ,α) nα [vβ,γγ + vγ,βγ]]dΓ

. (5.17)
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In den Koe�zienzenmatrizen werden die o. g. Anteile zusammengefasst. Dabei sind diese
Matrizen wie folgt mit den Freiheitsgraden verknüpft:
M: mit der Beschleunigung,
K: mit der Geschwindigkeit,
G: mit dem Druck verknüpft.

Somit ergibt sich das nichtlineare Gleichungssystem:

M(u) · u̇ + K(u) · u + G(u) · p = F. (5.18)

Auf Grund der Stabilisierungsterme sind M und G ebenfalls geschwindigkeitsabhängig.

5.4 Der instationäre Strömungslöser

5.4.1 Linearisierung der Navier-Stokes-Gleichung
Die Galerkin-Formulierung und insbesondere die Stabilisierung führen zu einem nichtli-
nearen Di�erentialgleichungssystem, welches nicht direkt gelöst werden kann. Hierzu ste-
hen diverse Verfahren zur Verfügung, die aus der Strukturmechanik bekannt sind. Durch
Einführung inkrementeller Weggröÿen bzw. Drücke ist es möglich, das nichtlineare Glei-
chungssystem in eine linearisierte, tangentiale Form zu überführen. Daraus folgt das Lö-
sen des Problems mittels inkrementell-iterativer Algorithmen. Grundvoraussetzung zur
Lösung mittels inkrementeller Verfahren ist die Herleitung der tangentialen Elementma-
trizen.
Exemplarisch wird hier die Formulierung der tangentialen Beziehungen für die nicht sta-
bilisierte, stationäre Navier-Stokes-Gleichung gezeigt. Analog werden die nichtlinearen
Matrixanteile, welche sich aus der Stabilisierung ergeben, diskretisiert.
Das Gleichgewicht zwischen inneren Kräften Fi und äuÿeren Lasten F wird für den Zu-
stand 0

x+
+
x de�niert:

Fi(
0
u+

+
u;

0

∇u+
+

∇u;
0
p+

+
p) =

0

F+
+

F

= Fi(
0
u;

0

∇u;
0
p) +

∂Fi

∂u
· +
u+

∂Fi

∂∇u
·

+

∇u+
∂Fi

∂p
· +
p

(5.19)

Durch partielle Ableitung der inneren Kräfte nach den unbekannten Variablen ergeben
sich die Bestandteile der tangentialen Elementmatrix mit den Anteilen K und G gemäÿ
Gl. 5.18.

Fi,u =
∂

∂u
[K · u +∇u · u + G · p] = K +∇u

Fi,∇u =
∂

∂∇u
[K · u +∇u · u + G · p] = u

Fi,p =
∂

∂p
[K · u +∇u · u + G · p] = G

(5.20)
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Die Kraftzuwächse setzen sich somit aus der Multiplikation der Deformationszuwächse
mit den linearen Matrixanteilen K̄lin und dem nichtlinearen Anteil K̄nili zusammen:

0

F+
+

F−Fi(
0
u;

0

∇u;
0
p) = Fi,u · +

u+Fi,∇u ·
+

∇u+Fi,p ·
+
p

= K · +
u+G · +

p+
0
u ·

+

∇u+
+
u ·

0

∇u

= K̄lin ·
+

U+K̄nili ·
+

U = K̄T ·
+

U

(5.21)

U beinhaltet als Vektor der unbekannten Freiheitsgrade sowohl die Geschwindigkeiten als
auch den Druck. Die Diskretisierung der nichtlinearen Anteile erfolgt mittels der Wich-
tungsfunktionen gemäÿ Gl. 5.6.

5.4.2 Die Lösung des instationären Problems
Zur Lösung der vorliegenden Fragestellung existieren zwei grundsätzliche Strategien. Zum
einen ist es möglich, das physikalische Problem durch gleichzeitige Diskretisierung in
Raum und Zeit zu lösen. Dies erfolgt durch sogenannte Raum-Zeit-Elemente, auf die
im Kapitel 6.3.1 noch weiter eingegangen wird.
Die alternative Strategie, welche im Weiteren verfolgt wird, ist die sequentielle Diskreti-
sierung in Raum und Zeit. Zunächst wird das Di�erentialgleichungssystem räumlich dis-
kretisiert, was zur Formulierung mit Finiten Elementen führt. Anschlieÿend erfolgt dann
die Diskretisierung des zeitlichen Verlaufs durch geeignete Zeitintegrationsalgorithmen. In
[63] �ndet sich ein Überblick über verschiedene Berechnungsverfahren zur Zeitdiskretisie-
rung.
Ein interessantes Verfahren, das auf viele Aufgabenstellungen praktisch gut anzuwenden
ist, ist das sogenannte Einschritt-θ-Verfahren, welches z. B. in [10] ausführlich dargestellt
wird. Für das einfache lineare Di�erentialgleichungssystem von der Form u̇ = f(u, t) wird
die Geschwindigkeit u̇ durch folgenden Ansatz approximiert:

un+1 − un

∆t
= θ · f(un+1, tn+1) + (1− θ) · f(un, tn). (5.22)

Der Parameter θ dient zur Wahl des Integrationsalgorithmus. So ergibt sich für θ = 0 als
Sonderfall das Euler-Vorwärtsverfahren. Wählt man θ = 1, erhält man das Backwards-
Euler-Verfahren (BE). Um das Crank-Nicolson-Verfahren (CN) zu verwenden, ist die
Wahl von θ = 0.5 notwendig. Das CN-Verfahren entspricht der Zeitintegration per Trapez-
regel. Alle diese Verfahren haben bestimmte Eigenschaften und werden in der spezi�schen
Fachliteratur ausführlich diskutiert. Hier sei nur kurz angemerkt, dass das CN-Verfahren
die höchste Genauigkeit bietet, jedoch unter bestimmten Bedingungen (wie z. B. bei zu
groÿen Zeitschritten) zu Oszillationen neigt. Auÿerdem zeigt es keine künstliche Dissipa-
tion. Hingegen eignet sich das BE-Verfahren gut zur Berechnung des Initialschritts, da
die Druckwerte des Vorschritts nicht bekannt sein müssen. Hierdurch erübrigt sich eine
Berechnung des Anfangsdruckfeldes. Auÿerdem weist das BE-Verfahren numerische Dis-
sipation auf. Daher wird es innerhalb des CN-Verfahren in regelmäÿigen Abständen zur
Reduktion von numerisch bedingten Oszillationsneigungen eingesetzt. Auf Grund seiner
relativ einfachen numerischen Umsetzung und des geringen numerischen Aufwands eignet
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sich das Einschritt-θ-Verfahren insbesondere bei geschickter Wahl von 0.5 < θ ≤ 1.0 sehr
gut für die hier vorliegende Aufgabenstellung.
Somit ergibt sich die Zeitdiskretisierung der Navier-Stokes-Gleichung zu

(M + ∆t · θ ·K(un+1)) · un+1 + ∆t · θ ·G · pn+1 = P n + ∆t · θ · Fn+1

mit

Pn = M · un + ∆t · (1− θ) · [Fn −K(un) · un −G · pn]

(5.23)

Da auch dieses Gleichungssystem nichtlinear ist, wird hier wie im stationären Zustand
eine Iteration nötig, um Gleichgewicht zwischen inneren Kräften und äuÿeren Lasten zu
erreichen. Dazu wird auch das Gleichungssystem (Gl. 5.23) linearisiert. Innerhalb eines
jeden Zeitschritts wird somit eine Newton-Raphson-Iteration eingebunden.

5.5 Numerische Beispiele

In der Literatur �nden sich zahlreiche Benchmarks, die sich zur Veri�kation von Rechen-
modellen eignen. Im Rahmen dieser Arbeit wird die Anwendung im Bereich der Aero-
dynamik untersucht. Daher werden hier vorwiegend solche Beispiele angeführt, die einen
direkten Bezug zur untersuchten Fragestellung haben.

5.5.1 Die Bernoulli-Strömung

Im ersten Beispiel sollen das Verhalten des entwickelten Simulationsmodells für verän-
derliche Zeitverläufe der eingeprägten Randgröÿen und der Ein�uss des Zeitintegrations-
parameters θ untersucht werden. Hierfür wird eine eindimensionale Strömung modelliert
(Abb. 5.1) und mit einem Zeitverlauf gemäÿ Abb. 5.2 durch�ossen. Ziel ist es, den Ein�uss
des Zeitintegrationsparameters θ und der Zeitschrittweite ∆t zu untersuchen.

L  =  1 0 . 0 0  m

u x  =  f r e i
u y  =  0

u x =  U ( t )
u y =  0

p  =  0
u y =  0

Abb. 5.1: Eindimensionale Strömung, Geometrie, Diskretisierung und Randbedingungen



5.5 Numerische Beispiele 45

0 0.5 1 1.5 2
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Zeit t [s]

u x [m
/s

]

Verlauf der Fließgeschwindigkeit

Abb. 5.2: Zeitlicher Verlauf der Flieÿgeschwindigkeit

Wie aus Abb. 5.2 hervorgeht, wird die Strömung in den ersten 0.5 s konstant von u = 0
auf u = 1.0 m/s beschleunigt. Danach wird diese Geschwindigkeit beibehalten.
Auf Grund der vorausgesetzten Kontinuität ist die Flieÿgeschwindigkeit in den gesamten
Gebiet konstant, ui,i = 0. Daher lässt sich die Navier-Stokes-Gleichung für den rei-
bungsfreien eindimensionalen Zustand wie folgt umformen:

u̇x +
1

ρ
· p,x = 0 (5.24)

Daraus folgt für den Druck am linken Ein�ussrand:

plinks = prechts + ρ · u̇x · L (5.25)

Mit einer Beschleunigung von u̇ = 2 m/s2 und einer Dichte von ρ = 1 kg/m3 ergibt
sich somit ein Druck p = 20 N/m2. Nach der Beschleunigungsphase fällt der Druck auf
p = 0 sprungartig ab. Die Erfassung dieses sprungartigen Druckabfalls durch das nume-
rische Modell wird nun durch die im Folgenden wiedergegebenen Simulationsergebnisse
studiert.
In der Abbildung 5.3 sind die Druckverläufe in Abhängigkeit verschiedener Werte für θ
und ∆t dargestellt. Au�allend sind die verschiedenen Druckverläufe im Bereich des Über-
gangs zwischen steigender und konstanter Geschwindigkeit. Diese resultieren aus unste-
tigen Beschleunigungen und der damit verbundenen unzureichenden Di�erenzierbarkeit.
Das Resultat ist daher ein Ergebnis, das zum einen von der Zeitschrittweite, zum ande-
ren von der Wahl des Integrationsparameters abhängt. Da für steigende θ das Verfahren
zu höheren Dämpfungseigenschaften neigt, werden die hier entstehenden Oszillationen
verhältnismäÿig stark unterdrückt.
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Abb. 5.3: Druck am Knoten 2

5.5.2 Die Karmansche Wirbelstraÿe

Eine Anwendung der Aerodynamik im Bauwesen ist die Untersuchung von umström-
ten Zylindern. Unter anderem geht dies in das Nachweiskonzept zur Berechnung und
Auslegung von Stahlschornsteinen ein (DIN 4133 [13]). Hier verlangen die Regelwerke
einen Nachweis der Struktur auf Querschwingungen. Betrachtet man einen Zylinder in
einer Strömung, so entstehen im Nachlaufbereich der Strömung alternierende Wirbelab-
lösungen, woraus ein relativ hoher Quertriebsbeiwert resultiert. Zwischen der ungestörten
Anströmgeschwindigkeit u und der Ablösefrequenz fk besteht eine naturgesetzliche Be-
ziehung, die Strouhal-Zahl St. Diese geht auf Versuche von Strouhal (1878) zurück
und beträgt für Kreiszylinder mit dem Durchmesser d im Bereich bis Re < 2 ÷ 3 · 105

ca. St = 0.2. Die Reynolds-Zahl Re berechnet sich aus Re = d · u/ν, die Wirbelablö-
sefrequenz ergibt sich zu fk = St · u/d.
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Hier bedeuten
d: Durchmesser des umströmten Kreisquerschnitts,
ν = µ/ρ: kinematische Viskosität.

Für Umströmungszustände um den unendlich langen Zylinder werden die folgenden Strö-
mungsbereiche und Strömungscharakteristika unterschieden [63]:
• stationäre, laminare Strömung Re ≤ 40
• laminare Wirbelablösung 49 ≤ Re ≤ 190

• Übergang zur dreidimensionalen Wirbelbildung 190 ≤ Re ≤ 260

• Übergang zur turbulenten, dreidimensionalen Strömung 260 ≤ Re

Die besondere Herausforderung dieser Fragestellung für das numerische Verfahren be-
steht darin, dass es hier im Gegensatz zur Umströmung scharfkantiger Pro�le in der
Lage sein muss, die Wirbelablösestelle am glattwandigen Zylinder zu lokalisieren. Die
daraus resultierende Wirbelablösefrequenz ist direkt abhängig von der Viskosität bzw.
der Reynolds-Zahl, deren Ein�uss auf das Strömungsverhalten um scharfkantige Quer-
schnitte bekanntlich weniger ausgeprägt ist.

Das hier vorgestellte Beispiel hat als Standard-Benchmark im Bereich der CFD Einzug
gehalten. Daher existieren hierzu ausreichend viele Ergebnisse sowohl aus numerischen
Berechnungen als auch experimenteller Art. Die Modellierung des Beispiels, wie es hier
simuliert wird, ist in Abb. 5.4 dargestellt. Abb. 5.5 stellt die Diskretisierung mit NAST8-
Elementen dar, welche quadratische Ansätze sowohl für die Geschwindigkeit u als auch
für den Druck p haben.

u x = U
u y = 0

u x  =  f r e i
u y  =  0

u x  =  u y  =  0
d  =  0 . 1 6  m

u x ,  u y  f r e i

x

y

1 . 0 0  m 3 . 0 0  m

2.
00

 m

u x  =  f r e i
u y  =  0

Abb. 5.4: Umströmung eines Zylinders, Geometrie und Randbedingungen
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Abb. 5.5: Umströmung eines Zylinders, Diskretisierung mit NAST8

Der laminare, stationäre Strömungszustand

Um den stationären Zustand zu untersuchen, wird eine Strömung mit Re = 40 simuliert.
Die Strömung wird hier mit einem instationären Algorithmus berechnet, wodurch sich
eventuelle Perioditäten automatisch ergeben. In Abb. 5.6 ist die Druckverteilung über
das Strömungsgebiet zu sehen. Der Verlauf des Druckes ist symmetrisch, und es treten
keine Oszillationen auf.
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Abb. 5.6: Verteilung des Druckes p [N/m2] über das Strömungsgebiet

Um die Richtigkeit des berechneten Druckes nachzuweisen, wird dieser über die Abwick-
lung des halben Zylinders aufgetragen, wobei der Winkel α = 0◦ auf der strömungsab-
gewandten Seite beginnt und im Bereich der direkten Anströmung α = 180◦ beträgt. In
Abb. 5.7 sind die Druckverteilungen für eine Anströmgeschwindigkeit von u = 1.0 m/s
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und u = 2.0m/s aufgetragen. Die Werte für u = 1.0m/s stimmen exakt mit den von Wall
in [63] angegebenen überein. Für u = 2.0 m/s ergeben sich die vierfachen Werte, was auf
Grund der quadratischen Abhängigkeit des Druckes von der Strömungsgeschwindigkeit
(siehe Gl. 2.2) physikalisch korrekt ist.
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Abb. 5.7: Druckverteilung über den Umfang für u = 1.0 m/s und u = 2.0 m/s

Der instationäre Strömungszustand

Um den instationären Zustand zu untersuchen, werden Strömungen mit Re = 100 und
Re = 200 simuliert. Wie zuvor beschrieben, ergeben sich ab Re = 49 instationäre Strö-
mungszustände, die nur mit einem instationären Algorithmus erfasst werden können. Aus
der Frequenz, die der Oszillation zugrunde liegt, lässt sich die Strouhal-Zahl berechnen.
Für eine Einströmgeschwindigkeit von u = 1 m/s, woraus eine Reynolds-Zahl von
Re = 100 folgt, ergibt sich somit eine Frequenz von f = 1.0265 Hz, wie im Amplitu-
denspektrum in Abb. 5.10 dargestellt wird. Daraus errechnet sich die Strouhal-Zahl
St = 0.164.
Vergleicht man Angaben zu ermittelten Strouhal-Zahlen für Re = 100 aus der Lite-
ratur [63], so �nden sich dort Werte zwischen St = 0.156 und St = 0.187. Die mit dem
vorliegenden Modell ermittelte Zahl liegt in diesem Bereich.
Die Auswertung des Druckes, dargestellt in Abb. 5.8, erfolgt für den Knoten 84, der sich
auf dem Rand des Zylinders be�ndet (Abb. 5.9). Die Koordinaten dieses Knotens sind mit
(x, y) = (0.053m,−0.06m) gegeben. Für eine Einströmgeschwindigkeit von u = 2m/s und
eine Reynolds-Zahl von Re = 200 ergibt sich wie in Abb. 5.10 ersichtlich eine Frequenz
von f = 2.538 Hz. Daraus folgt die Strouhal-Zahl St = 0.203. Dieser Wert stimmt mit
dem in der Literatur angegebenen Wert von St = 0.20 nahezu überein.
In den Abbildungen 5.11 und 5.12 sind die Geschwindigkeit uy und das Druckfeld p dar-
gestellt. Hier werden die Oszillationen im Nachlaufbereich deutlich sichtbar.
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Abb. 5.8: Zeitverlauf des Druckes am Knoten 84
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Abb. 5.9: Lage des Knotens 84
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Abb. 5.10: Amplitudenspektren des Drucks am Knoten 84, u = 1 m/s und u = 2 m/s
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Abb. 5.11: Geschwindigkeitskomponente in y-Richtung, für u = 2 m/s
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Abb. 5.12: Druckfeld p, für u = 2 m/s
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5.5.3 Der umströmte Rechteckquerschnitt

Im Folgenden wird die Umströmung des Rechteckquerschnitts mit vier unterschiedlichen
Abmessungen untersucht. Die Seitenverhältnisse der untersuchten Querschnittsformen lie-
gen zwischen b/h = 0.5 bis b/h = 5.0. Exemplarisch ist der Querschnitt Q3 mit b/h = 4.0
in Abb. 5.13 dargestellt.

b  =  1 . 0  m

h 
= 

0.
25

 m

u
Q 3

Abb. 5.13: Querschnittsgeometrie Q3

Ziel der Untersuchung ist die Überprüfung der Anwendbarkeit auf Fragestellungen der
Querschnittsumströmung. Daraus resultierend werden für verschiedeneReynolds-Zahlen
zwischen Re = 8000 und Re = 240000 die Kraftbeiwerte und die Strouhal-Zahlen be-
stimmt. Dies erscheint sinnvoll, da die Erfahrung aus Windkanalversuchen zeigt, dass der
Ein�uss der Reynolds-Zahl ab ca. Re = 7000 auf die Ergebnisse von untergeordneter
Bedeutung ist. Da im hier verwendeten physikalischen Modell keine Turbulenzmodelle im-
plementiert sind, die Strömungsphänomene jedoch groÿe Turbulenzen aufweisen, können
die Resultate der numerischen Simulationen trotz der teilweise guten Übereinstimmung
ausschlieÿlich als Näherungslösungen verstanden werden.
In Abb. 5.14 sind die Resultate aus verschiedenen Strömungssimulationen eingetragen.
Die Übereinstimmung mit den bekannten Werten ist für Querschnitte mit b/h < 2.5 recht
gut. Für gröÿere Seitenverhältnisse ergeben sich gröÿere Streuungen. Au�allend ist, dass
im Bereich b/h > 2.5 auch jeweils mehrere Strouhal-Frequenzen identi�ziert werden.
Dies resultiert daraus, dass sich die abgelösten Wirbel bei langgezogenen Querschnitten
wieder anlegen und es somit zu Überlagerungen kommt. Diese Erkenntnis wird insbeson-
dere in Abb. 5.15 deutlich, in der mehrere Frequenzpeaks zu sehen sind.
Auch Ruscheweyh beschreibt ähnliche Beobachtungen in [49] ausführlich, wenn auch
bei Kreisquerschnitten. Er bezeichnet den Nachlauf bei Reynolds-Zahlen Re > 105 als
von stochastischer Natur, in der jedoch gewisse Frequenzen dominant hervortreten. Je-
doch beruhen diese Vorgänge auf anderen physikalischen Mechanismen.
Exemplarisch werden in Abb. 5.15 die Ergebnisse für den Querschnitt mit dem Seitenver-
hältnis b/h = 5.0 dargestellt. Die Untersuchung erfolgt durch drei Simulationen:
u = 4 m/s ν = 1.68 · 10−5 Re = 238100
u = 2 m/s ν = 1.68 · 10−5 Re = 119000
u = 4 m/s ν = 5.00 · 10−4 Re = 8000
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Abb. 5.15: Amplitudenspektren der Lift- und Momentenbeiwerte für b/h = 5
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Hübner präsentiert in [33] Resultate aus numerischen Simulationen, die für einen ver-
gleichbaren Querschnitt durchgeführt wurden. Die Simulation erfolgt unter Verwendung
des K-ω-Turbulenzmodells für eine Reynolds-Zahl von Re = 1500. Zum Vergleich ver-
weist er auf Resultate von Larsen. Dieser simulierte mit einer Reynolds-Zahl von
Re = 100000 unter Verwendung der Diskreten Wirbelmethode, die auf einem anderen
Turbulenzmodell basiert.

Quelle St CD CL CM

Hübner 0.11 0.20 0.23 0.035
A. Larsen 0.09 0.23 - -

NAST8 0.07− 0.09 0.17− 0.22 0.20− 0.30 0.03− 0.06

Tab. 5.1: Gegenüberstellung Strouhal-Zahlen und Kraftbeiwerte, Ergebnisse verschie-
dener Autoren

Hübner berechnet seine Kraftbeiwerte aus einem quasi-monofrequenten Signal, was durch
die Simulation für eine sehr niedrige Reynolds-Zahl zu begründen ist. Dies stimmt mit
der Beobachtung in Abb. 5.15 überein, in der für Re = 8000 ebenfalls ein monofrequentes
Signal identi�ziert wird.
Abb. 5.16 zeigt, dass die aus dem simulierten Druckfeld berechneten Drag-Koe�zienten
CD = D/(q · h) in weiten Bereichen sehr gut mit Angaben aus der Literatur übereinstim-
men.
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Abb. 5.16: Drag-Koe�zienten, bezogen auf die Querschnittshöhe h, im Vergleich zu An-
gaben nach [56]
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5.5.4 Ein typischer Brückenquerschnitt
Bei dem hier gewählten Querschnitt in Abb. 5.17 handelt es sich um ein symmetrisches,
strömungsschlüpfriges Querschnittspro�l, das mit den Querschnitten zahlreicher real aus-
geführter Groÿbrücken wie z. B. der Bosporus-Brücke, der Normandie-Brücke oder
der Severn Bridge [29] prinzipielle Ähnlichkeit aufweist und somit ein für ingenieur-
wissenschaftliche Studien besonders geeignetes Pro�l darstellt. Auch wurden zahlreiche
theoretische Untersuchungen an diesem Querschnitt durchgeführt [33, 31, 37].

Q 2
b / h = 6 . 2 5

b  =  1 . 0  m

u

h 
= 

0.
16

Abb. 5.17: Querschnittsgeometrien b/d = 6.25

Die Anströmung dieses Querschnitts wird mit einer Geschwindigkeit von u = 3 m/s
simuliert. Die Reynolds-Zahl beträgt ca. Re = 178000. Die Simulationen werden mit
zwei unterschiedlichen Diskretisierungsgraden durchgeführt, um den Ein�uss des Netzes
zu untersuchen (Abb. 5.18).

Abb. 5.18: Diskretisierungen mit 1921 und 6963 Freiheitsgraden

Der Mittelwert des Drag-Koe�zienten beträgt CD = 0.10. Hübner gibt in [33] CD = 0.12
an, Larsen verö�entlicht in [36] CD = 0.08. Somit liegt der hier ermittelte Wert im Be-
reich der in der Literatur verö�entlichten Ergebnisse.
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Abb. 5.19 zeigt die Spektralwerte der Lift- und Momenten-Koe�zienten. Hierzu weichen
die Angaben in der Literatur relativ stark voneinander ab. Larsen gibt in [36] für den
Lift CL,RMS = 0.08 an. Unter der Annahme einer harmonischen Schwingung folgt hieraus
CL,max = 0.113. Hübner hingegen berechnet die Koe�zienten bezogen auf die Gesamt-
breite zu CL,max = 0.03 und CM,max = 0.0056 [33].
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Abb. 5.19: Aplitudenspektren der Lift- und Momentenbeiwerte

Die Koe�zienten, die sich aus der Strömungssimulation mit FEMAS ergeben, liegen trotz
der groÿen Bandbreite im Bereich der in der Literatur verö�entlichten Gröÿenordnungen.
Au�ällig sind zudem hohe Amplituden bei sehr niedrigen Frequenzen. Diese resultieren
aus einer Schwebung im Zeitsignal, die aber diskretisierungsabhängig erscheint. Ändert
man die Randbedingungen auf das für die Simulation begrenzte Gebiet in der Weise,
dass sich physikalisch gleiche Resultate ergeben müssen, so lassen sich diese Schwebungen
unterbinden, was allerdings mit physikalisch schlecht abgebildeten Feldgröÿen bezahlt
wird. Die Abbildungen 5.20 und 5.21 zeigen für das physikalisch identische Problem zwei
unterschiedliche Lösungen. Sie unterscheiden sich dahingehend, dass die Einprägung der
Geschwindigkeit u∞ einmal am linken Rand als Druck, das andere Mal am rechten Rand
als Sog erfolgt. Zur Überprüfung des Ein�usses des Simulationsgebietes werden auÿerdem
Simulationen mit einem bedeutend gröÿeren Einströmgebiet durchgeführt. Jedoch stellt
sich heraus, dass dies keinen bedeutenden Ein�uss auf die Resultate hat und das in Abb.
5.18 dargestellte Gebiet ausreichend groÿ gewählt ist.
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Abb. 5.20: Geschwindigkeit ux, Einströmung am linken Rand eingeprägt
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Abb. 5.21: Geschwindigkeit ux, Ausströmung am rechten Rand eingeprägt

Es ist deutlich zu erkennen, dass sich die Geschwindigkeiten vor und hinter dem Quer-
schnitt unterscheiden. In der Abb. 5.20 wird die Geschwindigkeit u∞ am linken Rand auf-
gebracht. Dies führt dazu, dass diese im Gegensatz zur Geschwindigkeit ux in der Abb. 5.21
abfällt. Aus diesem Abfall der Anströmgeschwindigkeit resultieren die reduzierten Kraft-
beiwerte, wie in Abb. 5.22 dargestellt ist. Allerdings sind die hohen Spektralwerte für die
Schwebung deutlich zu erkennen, welche bei der Modellierung mit Sog-Randbedingungen
nicht au�ällig vorhanden sind. Daraus folgt, dass diese Schwebungen nicht physikalischer
Natur, sondern numerisch bedingt sind.
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Abb. 5.22: Amplitudenspektren der Kraftgröÿenbeiwerte, ausgewertet für unterschiedliche
Randbedingungen

Höffer vergleicht in [31] Versuchsergebnisse unter Berücksichtigung der Turbulenz, die
dem Windfeld zu Grunde liegt. Während die verwendeten Versuchsergebnisse bei einer
Turbulenz von I = 2.7%−3.0% gemessen wurden, erfolgt die Anströmung im numerischen
Modell laminar. Das bedeutet, dass ausschlieÿlich eine Geschwindigkeit ux eingeprägt
wird. Es werden die Druckbeiwerte Cp an verschiedenen Stellen über den Querschnitt
verteilt ausgewertet. In Abb. 5.23 sind sowohl der Mittelwert als auch die Standardabwei-
chung für Cp aufgetragen.
Wie in Abb. 5.23 deutlich zu sehen ist, wird der Mittelwert Cp,mean in weiten Bereichen zu
groÿ abgebildet. Dies ist insbesondere an der Ober- und der Unterseite festzustellen. An
den Enden fehlen auf Grund einer unzureichenden Messwertdichte entsprechende Werte.
Während die Werte an Ober- und Unterseite keinen Ein�uss auf die Dragkraft haben,
können sich unterschiedliche Drücke an den Enden jedoch auswirken. Diese führen u. U.
dazu, dass sich ein zu groÿer Drag-Koe�zient ergibt. Allerdings widerspricht dies der gu-
ten Übereinstimmung mit anderen Simulationsergebnissen.
Der Vergleich der Simulationsergebnisse bezüglich der Standardabweichungen Cp,rms lie-
fert ebenfalls unbefriedigende Ergebnisse. Hier wird klar, dass die Diskretisierung mit dem
feinen Netz eher zu hohe Werte liefert, während das grobe Netz in Teilbereichen zu geringe
Werte liefert. Die Abweichungen sind wahrscheinlich auf die mangelhafte Abbildung der
Turbulenze�ekte in Nähe der Grenzschichten und des Nachlaufs zurückzuführen.
Abschlieÿend lässt sich sagen, dass die Simulationsresultate mit groÿen Streuungen be-
haftet sind. Die Turbulenzen werden einen nicht unwesentlichen Ein�uss haben. Hingegen
fällt auf, dass die Ergebnisse nicht wesentlich von Simulationsergebnissen anderer Auto-
ren abweichen, obwohl diese jeweils mit einem anderen Turbulenzmodell simulieren. Die
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Abweichungen zwischen den Resultaten der verschiedenen Autoren [33, 36] sind im All-
gemeinen unbefriedigend, zeigen jedoch die Schwierigkeit der realitätsnahen Strömungs-
simulation auf.
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Abb. 5.23: Druckbeiwert Cp, für verschiedene Diskretisierungen, im Vergleich zu Messer-
gebnissen aus [31]

5.6 Ergebnisbetrachtung

5.6.1 Mögliche Ursachen für di�erierende Simulationsergebnisse
Im vorherigen Kapitel wurden die Probleme einer realitätsnahen Strömungssimulation auf-
gezeigt. Besonders au�allend sind die unterschiedlichen Resultate, die sich in der Literatur
�nden lassen. Eine mögliche Ursache für die unbefriedigenden Resultate stellt die Simu-
lation der Turbulenzen dar, welche mit den Wirbelablösungen und Nachlaufphänomenen
in direktem Zusammenhang stehen. Zur Simulation der Turbulenze�ekte existiert eine
Vielzahl von Modellen, die im Anschluss kurz vorgestellt werden sollen. Jedoch sei darauf
hingewiesen, dass die Verwendung eines beliebigen Turbulenzmodells keine Garantie für
die fehlerfreie Simulation von Strömungszuständen darstellt, wie sie bei der Umströmung
von Bauteilen auftreten. Je nach Querschnittstyp treten verschiedene Strömungsphäno-
mene auf, die jeweils nur mit bestimmten, speziell dafür entwickelten Turbulenzmodellen
approximiert werden können. Auÿerdem �ieÿen in die Turbulenzmodelle Parameter ein,
die u. a. aus Windkanaluntersuchungen identi�ziert werden müssen.
Ein weiterer Punkt, der geklärt werden muss, ist die Kalibrierung der Rechenmodelle
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auf der Basis geeigneter Windkanalversuche. In der numerischen Simulation wird grund-
sätzlich von einer laminaren Strömung im Unendlichen ausgegangen. Jeder Windkanal
weist jedoch durch seine Konstruktionsart bedingte Rauigkeiten auf, woraus ein mini-
maler Turbulenzgrad resultiert. Um diesen E�ekt in der Strömungssimulation erfassen
zu können, wäre eine Modellierung der Einströmrandbedingungen mit entsprechenden
Zeitreihen notwendig. Auch ist der Ein�uss verschiedener Windkanäle bzw. Querschnitts-
modelle zur Untersuchung eines einzelnen Referenzquerschnitts noch nicht ausreichend
geklärt.

5.6.2 Turbulenzmodelle

Im Folgenden wird ein Überblick über gängige Turbulenzmodelle gegeben. Die Grundglei-
chungen der Strömungsmechanik, die in Kap. 4.2 hergeleitet werden, sind aus Sicht des
Ingenieurs als vollständig und exakt anzusehen. Allerdings sind sie für die Vielzahl der
ingenieurtechnischen Fragestellungen nicht lösbar, weshalb sie wie z. B. in Kap. 5.3 modi-
�ziert werden müssen. Einen Überblick über die aktuell angewendeten Turbulenzmodelle
geben z. B. Ferzinger und Peric in [18] und Oertel in [43].
Bei der Auswahl eines Turbulenzmodells ist zu beachten, dass zum einen jedes Turbulenz-
modell grundsätzlich nur für eine bestimmte Strömung geeignet ist. Zum anderen basie-
ren Turbulenzmodelle immer auf experimentellen Untersuchungen, die nur für bestimmte
Reynolds-Zahlbereiche und Parameter durchgeführt werden. Vor der Berechnung der
Strömung ist also zu prüfen, ob das zur Verfügung stehende Turbulenzmodell für die phy-
sikalische Fragestellung geeignet ist und ob alle notwendigen Parameter bekannt sind.
Da die Navier-Stokes-Gleichungen Strömungen grundsätzlich vollständig beschreiben,
ermöglichen sie auch die direkte Simulation turbulenter Strömungen. Diese Strategie wird
als Direct Numerical Simulation (DNS) bezeichnet. Hierzu müssen allerdings die Wirbel
und die Oszillationen so fein in Raum und Zeit diskretisiert werden, dass dies selbst für
einfachste Problemstellungen numerisch kaum zu bewältigen ist. Allerdings stellt dieses
Verfahren laut Ferzinger und Peric das theoretisch exakteste Verfahren dar.
Da der numerische Aufwand bei der Anwendung der DNS zumeist nicht umsetzbar ist,
wurden Verfahren zur sogenannte Reynolds-gemittelten Simulation entwickelt. Dazu
werden die Navier-Stokes-Gleichungen für gemittelte Turbulenzen gelöst (Reynolds-
averaged Navier-Stokes Equation, RANS). Dies erfolgt durch die Berücksichtigung einer
turbulenten Viskosität in der Navier-Stokes-Gleichung, wie im Folgenden dargestellt:

µges = µ + µt (5.26)

Zu der physikalisch für jedes Medium gegebenen molekularen Viskosität µ wird die tur-
bulente Viskosität µt hinzu addiert. Die turbulente Viskosität ist jedoch eine Funktion
verschiedener Ein�ussgröÿen. Diese werden je nach Ansatz durch zusätzliche Feldglei-
chungen beschrieben.
Prandtl und Kolmogorov haben 1940 vorgeschlagen, die turbulente Viskosität in
Abhängigkeit eines Längenparameters lε und der Turbulenzenergie K zu formulieren:

µt = ρ · lε
√

K (5.27)
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Dazu muss zusätzlich zu den Strömungsdi�erentialgleichungen die Turbulenzenergie K
durch Lösung einer weiteren Di�erentialgleichung berechnet werden, woraus die turbulen-
te Viskosität µt zu bestimmen ist.
Da hierzu ausschlieÿlich eine weitere Di�erentialgleichung zu lösen ist, bezeichnet man
dieses Verfahren auch als Eingleichungsverfahren.
Als Zweigleichungsmodell sei z. B. das bekannte K-ε-Modell genannt. Hier wird die turbu-
lente Viskosität zusätzlich als Funktion der Turbulenzdissipation ε de�niert, die wiederum
als Funktion des Ortes beschrieben wird. Daraus folgt, dass zusätzlich eine weitere Di�e-
rentialgleichung für ε zu lösen ist. Die turbulente Viskosität wird wie folgt berechnet:

µt =
Cµ · ρ ·K2

ε
(5.28)

Trotz seiner problematischen Anwendung in der numerischen Bauwerksaerodynamik wird
dieses Verfahren von verschiedenen Autoren verwendet [33, 62, 38].
Daneben �ndet vor allem in der Aerodynamik das neuere K-ω-Modell Anwendung, in
dem die zweite Di�erentialgleichung für ε durch eine Di�erentialgleichung für ω ∼ ε/K
ersetzt wird. Im Gegensatz zu dem K-ε-Modell können hier die Gleichungen auch ohne
zusätzliche Betrachtungen an starren Rändern gelöst werden. Dadurch ist das K-ω-Modell
insbesondere im Bereich von Grenzschichten mit starken Druckgradienten anderen Zwei-
gleichungsmodellen überlegen.
Leider liefern auch diese Modelle nicht immer befriedigende Lösungen. Daher wurden
nichtlineare Wirbelviskositätsmodelle entwickelt, die ein gekoppeltes, nichtlineares Di�e-
rentialgleichungssystem für alle Komponenten des Reynolds-Spannungstensors liefern.
Dies führt zu einer weiteren Erhöhung des numerischen Aufwands.
Eine Methode, die den numerischen Aufwand der DNS reduziert, ist die Grobstruktur-
simulation, auch Large-Eddy Simulation (LES) genannt. Hier werden nur die groben
Schwankungsanteile der Strömung in Raum und Zeit direkt gelöst, während für die feinen
Skalen Modellannahmen getro�en werden. Diese Strategie wird verfolgt, da insbesondere
die grobskaligen Anteile sehr energiereich sind, während die Energie in den feinskaligen
Anteilen gering ist. Daher kann die LES als eine Kombination von DNS und RANS be-
trachtet werden. Allerdings ist der Rechenaufwand immer noch sehr hoch. Auÿerdem
liegen nur sehr wenige Erfahrungswerte im Bereich der Bauwerksaerodynamik vor, so
dass die Zuverlässigkeit dieses Verfahrens für die hier untersuchten Fragestellungen nicht
erwiesen ist. Zur LES sei hier insbesondere auf die Arbeit von Glück [24] verwiesen.

5.6.3 Weiterführende Forschung

Auf der Simulationsseite wären verschiedene Turbulenzmodelle zu implementieren. Es
wurde schon erwähnt, dass jedes Turbulenzmodell Anwendungsgrenzen besitzt und somit
nur für bestimmte Strömungsphänomene geeignet ist. Oftmals müssen bei der Wahl des
Turbulenzmodells Kompromisse eingegangen werden, da verschiedene Strömungsphäno-
mene in Kombination auftreten. Hingewiesen sei auf komplexe Querschnittsgeometrien,
die sowohl bereichsweise gekrümmte als auch scharfkantige Bereiche aufweisen können.
Somit ist es unter Umständen erforderlich, Berechnungen mit verschiedenen Modellen
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durchzuführen und die Resultate dann zu bewerten.
Ein weiterer wichtiger Punkt sind gesicherte Referenzlösungen aus experimentellen Un-
tersuchungen. Hierzu müssen für bestimmte Querschnittstypen umfangreiche Windkanal-
untersuchungen durchgeführt werden. Die Ermittlung von Druckzeitreihen an möglichst
vielen Stellen des Querschnitts ist für eine Kalibrierung der numerischen Verfahren not-
wendig.
Um jedoch Windkanalergebnisse sicher zur Kalibrierung der Rechenverfahren anwenden
zu können, ist vorab der Ein�uss der verschiedenen Windkanalkonstellationen zu un-
tersuchen. Dazu müssen für identische Referenzquerschnitte die Experimentalergebnisse
verschiedener Einrichtungen verglichen werden.



Kapitel 6

Fluid-Struktur-Interaktion

6.1 Allgemeines
Sowohl im Bereich der numerischen Strukturmechanik als auch im Bereich der numeri-
schen Strömungsmechanik waren in den vergangenen Jahrzehnten beachtliche Fortschritte
zu verzeichnen. Für einen Überblick sei hier auf die Standardliteratur verwiesen [5, 10, 67].
Nachdem diese beiden Bereiche erfolgreich und weit erforscht wurden, begann vor einigen
Jahren die Untersuchung gekoppelter Problemstellungen. Vor der Erläuterung einzelner
algorithmischer Techniken werden zunächst die wichtigsten kontinuumsmechanischen Be-
ziehungen erläutert.

6.2 Kontinuumsmechanische Grundlagen

6.2.1 Klassische Formulierungen
Die Beschreibung einer Variablen, z. B. einer Geschwindigkeit, erfordert ein geeignetes
Koordinatensystem. Üblicherweise werden eulersche und lagrangsche Koordinaten
unterschieden. Die Formulierung in eulerschen Koordinaten wird auch als räumliche
Betrachtungsweise bezeichnet. Auf Grund der Fixierung auf einen festen Raumpunkt er-
möglicht diese Betrachtungsweise die Beschreibung groÿer Deformationen. Daher hat sich
diese Formulierungsweise insbesondere in der Strömungsmechanik etabliert. Jedoch wird
sie auch vereinzelt zur Simulation groÿer Deformationen im Bereich der physikalisch nicht-
linearen Strukturmechanik angewandt [1, 32].
Im Gegensatz hierzu bezeichnet man die lagrangsche Formulierung auch als materiel-
le Form, da hier die Koordinaten an ein Materieteilchen (Flüssigkeitsteilchen) gebunden
sind. Diese Methode ist in der Strukturmechanik von Vorteil, da hier die Deformatio-
nen eines bestimmten Tragwerkspunktes errechnet werden. Was in der Strukturmechanik
vorteilhaft ist, ist ein Nachteil in der Strömungsmechanik. Die Berechnung der Deforma-
tionen eines Wasserteilchens ist in den meisten Fällen uninteressant und numerisch kaum
umsetzbar.

63
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Als Ausnahme ist die Berechnung von �üssigkeitsgefüllten Behältern zu nennen, was von
Brüggemann in [7] ausführlich beschrieben wird. Hier treten im Fluid keine nennenswert
gröÿeren Deformationen als in der Struktur auf. Auÿerdem sind die Strömungsvorgänge
von untergeordneter Bedeutung. Die Kopplung der Felder Fluid und Struktur ist daher
relativ einfach möglich und bereitet keine besonderen algorithmischen Probleme.
Für die im Rahmen dieser Arbeit zu untersuchenden Problemstellungen sind jedoch die
Strömungszustände von gröÿtem Interesse. Es handelt sich zum einen um gleichgerich-
tete Strömungen über längere Zeit, zum anderen bewirken turbulente Zustände wichtige
Beanspruchungen im Bereich der Struktur, die umströmt wird. Daher wird ein Konzept
benötigt, das in der Lage ist, die beiden physikalischen Felder möglichst umfassend zu
koppeln.

6.2.2 Die ALE-Betrachtungsweise
Aufgrund der zuvor erläuterten Nachteile der beiden konventionellen Konzepte wurde
die sogenannte Arbitrary Lagrangean Eulerian-Betrachtungsweise (ALE) formuliert, die
in der Lage ist, die Vorteile beider Einzelkonzepte zu vereinigen. Die ersten Verfahren
stammen unter anderem von Donea [15] und Hughes [34]. In [34] wurde dabei erstmals
ein ALE-Finite-Elemente-Verfahren zur Simulation inkompressibler, viskoser Strömungen
vorgestellt.

Die Idee der ALE-Betrachtungsweise ist die Möglichkeit, unabhängig vom Materieteilchen
bzw. vom Punkt im Raum zu agieren. Dazu wird ein drittes Referenzgebiet Ωx zu dem
Materialgebiet Ωz und dem Raumgebiet Ωy de�niert.

W z

W y

W x

y = F ( x , t )

F t

z = Y ( x , t )

Y t

R e f e r e n z g e b i e t

R a u m g e b i e t
M a t e r i a l g e b i e t

F t   Y t

Abb. 6.1: Felder in der ALE-Betrachtungsweise

Das neu eingeführte, beliebig bewegbare Referenzgebiet Ωx beschreibt die kinematischen
Vorgänge, Abb. 6.1. Da sich die beiden Gebiete Ωz und Ωy bezogen auf das Referenzge-



6.2 Kontinuumsmechanische Grundlagen 65

biet grundsätzlich in Bewegung be�nden, lassen sich dafür die Abbildungen Φt und Ψt

de�nieren:
Ωx × [0,∞[→ Ωy, (x, t) → Φ(x, t) = y (6.1)

Ωx × [0,∞[→ Ωz, (x, t) → Ψ(x, t) = z (6.2)

Daher lassen sich die Abbildungen wie folgt beschreiben:

f(y, t) = (f ◦ Φ)(x, t) = (f ◦ Φ ◦Ψ−1)(z, t) (6.3)

6.2.3 Materielle Zeitableitung der ALE-Betrachtungsweise

Im Folgenden wird wegen ihrer besonderen Bedeutung zur numerischen Umsetzung die
ALE-Konvektivgeschwindigkeit hergeleitet. Zur detaillierten Ableitung der ALE-Bilanz-
gleichungen wird vor allem auf [34] und [63] verwiesen.
Die materielle Zeitableitung ergibt sich aus der Di�erentiation einer skalaren Eigenschaft
eines Materieteilchens nach der Zeit. Aus Anwendung der Kettenregel folgt für eine Funk-
tion f

ḟ =
∂f(z, t)

∂t
|z =

∂f(x, t)

∂t
|x +

∂f(x, t)

∂xi

∂x

∂t
|z. (6.4)

Als Partikelgeschwindigkeit im Referenzsystem wird wi wie folgt de�niert:

wi =
∂xi

∂t
|x (6.5)

Wird in Gl. 6.4 die Geschwindigkeit im Materialfeld eingesetzt, so folgt daraus:

∂yi(z, t)

∂t
|z =

∂yi(x, t)

∂t
|x +

∂yi(x, t)

∂xj

wj. (6.6)

Hier ergeben sich die Materialgeschwindigkeit ui und die Netzgeschwindigkeit mi als

ui =
∂yi(z, t)

∂t
|z (6.7)

und

mi =
∂yi(x, t)

∂t
|x (6.8)

Somit lässt sich die ALE-Konvektivgeschwindigkeit als Di�erenz aus Material- und Netz-
geschwindigkeit de�nieren:

ci = ui −mi (6.9)
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6.3 Die Strömung auf zeitveränderlichem Gebiet

6.3.1 ALE-Verfahrensweisen
Zur Behandlung der Strömungsproblematik auf veränderlichem Gebiet werden verschie-
dene Strategien verfolgt. Eine elegante Vorgehensweise stellt die Formulierung von soge-
nannten Raum-Zeit-Ansätzen dar, wie sie u. a. von Walhorn in [62] beschrieben wird.
Hier wird die Approximation sowohl im Raum als auch in der Zeit auf Elementebene
durchgeführt. Eine Veränderlichkeit des Strömungsgebietes ist hierdurch automatisch be-
rücksichtigt, da die Modellgleichungen im Raum-Zeit-Gebiet einheitlich formuliert und
unter Berücksichtigung des sich ändernden Integrationsgebietes integriert werden. Als
Nachteil dieser Systematik sei erwähnt, dass Verfahren höherer Ordnung mit höheren An-
sätzen für die Zeitachse mehrere Stützstellen in Zeitrichtung benötigen.
Eine weitere Variante ist die getrennte Betrachtung von Referenzgebiet, Strömungsgebiet
und Zeitachse. Aus dem aktuellen Geschwindigkeitsfeld werden die veränderten Maÿe des
Raumes bestimmt. Auÿerdem �ndet die Netzgeschwindigkeit in den Bilanzgleichungen
Berücksichtigung und geht somit in die räumliche Integration ein. Hierzu werden die ein-
zelnen mathematischen Felder jeweils eigenständig betrachtet. Eine Kopplung �ndet in
Abhängigkeit der algorithmischen Umsetzung verschieden stark statt (Kap 6.4).

6.3.2 ALE-Formulierung der Navier-Stokes-Gleichung
Ausgehend von den mechanischen Grundgleichungen ergibt sich nach [63] die instationäre,
inkompressible Navier-Stokes-Di�erentialgleichung in ALE-Betrachtungsweise unter
Berücksichtigung der ALE-konvektiven Geschwindigkeit:

∂ui

∂t
|X + ci · uj,i − 1

ρ
· σij,i = bi (6.10)

ui,i = 0 (6.11)

Hierbei werden alle räumlichen Ableitungen im räumlichen Feld Ωy durchgeführt, aus-
schlieÿlich die zeitliche Ableitung bezieht sich auf das Referenzgebiet Ωx.
Da sich die ALE-Konvektivgeschwindigkeit ci gemäÿ Gl. 6.9 als Di�erenz aus der Materi-
algeschwindigkeit ui und der Netzgeschwindigkeit mi ergibt, kann Gl. 6.10 auch wie folgt
geschrieben werden:

∂ui

∂t
|X + ui · uj,i −mi · uj,i − 1

ρ
· σij,i = bi (6.12)

Analog zu Kapitel 4.3 ergeben sich die Randbedingungen mit der zusätzlichen Bedingung,
dass am Interface ΓI des bewegten Randes die Netzgeschwindigkeit gleich der Partikelge-
schwindigkeit sein soll (Non-slip-Randbedingung).
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Für ΓI × (0, T ) gilt:

ui = mi (6.13)

Die Variationsformulierung erfolgt nun gemäÿ Kapitel 5.2 und 5.3 mit den entsprechenden
Testfunktionen gemäÿ Gl. 5.8 und 5.9 zur Stabilisierung und lautet:

∫
u̇i · v̄i dΩ +

∫
ui · uj,i · v̄j dΩ−

∫
mi · uj,i · v̄j dΩ− 1

ρ

∫
σij,i · v̄j dΩ

+

∫
ui,i · q̄ dΩ =

∫
bi · v̄i dΩ

(6.14)

6.4 Die algorithmische Umsetzung der ALE-Formulie-
rung

6.4.1 Partitionierte Verfahren
Im Rahmen dieser Arbeit wird eine partitionierte Verfahrensweise gewählt. Der Vorteil
liegt in der relativ einfachen Modularisierung des Problems. Somit ist es möglich, ausge-
reifte und umfangreiche Einzelmodule für die physikalischen bzw. mathematischen Felder
zu verwenden. Auÿerdem ist eine e�ektive Verteilung der numerischen Arbeit auf ver-
schiedene physikalische Rechenmaschinen ohne besondere Maÿnahmen möglich. Dies ist
insbesondere dann notwendig, wenn eine linienhafte Struktur mittels verschiedener Sec-
tionmodelle abschnittsweise zweidimensional angeströmt wird. Dann ist die Behandlung
jeweils eine Section in einer Strömungssimulation vorteilhaft und die Kopplung �ndet über
die gemeinsame Struktur statt.

F e l d  1

F e l d  2t n
+

1 =
 t n

 +
 d

t F e l d  1

F e l d  2

It
er

at
io

n

s c h w a c h  g e k o p p e l t  s t a r k  g e k o p p e l t  

t n+
1 =

 t n
 +
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t

Abb. 6.2: partitionierte Algorithmen, schwach und stark gekoppelt

Bei den partitionierten Verfahren unterscheidet man zwischen stark gekoppelten und
schwach gekoppelten Algorithmen (Abb. 6.2). Schwach gekoppelte Verfahren entspre-
chen einem klassisch gesta�elten Ansatz. Zunächst wird das erste Feld gelöst und die
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Übergangsbedingungen werden auf das zweite Feld aufgebracht. Danach werden aus dem
Resultat des zweiten Feldes die Randbedingungen für das erste Feld im nächsten Zeit-
schritt bestimmt.
Im Gegensatz dazu erreicht man eine starke Kopplung der Felder durch eine Ausiteration
der Übergangsbedingungen über die beiden Felder in jedem einzelnen Zeitschritt.
Dies ist besonders bei schnellen Strömungsvorgängen und groÿen Deformationen der
Struktur in der Strömung angebracht.

6.4.2 Parallelisierung der Mechanik-Module

Die Kopplung der einzelnen Felder erfolgt im Rahmen einer schwachen Kopplung durch
Parallelisierung einzelner, jeweils speziell für das betre�ende Feld entwickelter Programm-
module. Durch Parallelisierung ist eine Aufteilung des Gesamtproblems in die physika-
lischen Einzelprobleme und die jeweils entsprechende numerische Behandlung möglich.
Gemäÿ dem numerischen Aufwand der einzelnen Gebiete erfolgt somit eine optimale Ver-
teilung der Rechenarbeit auf zur Verfügung stehende Rechnerresourcen.

Im Rahmen einer Strömungssimulation auf veränderlichem Gebiet werden ein Programm
zur Bestimmung der Netzdeformationen und ein weiteres zur Lösung der instationären
Navier-Stokes-Gleichungen benötigt (Abb. 6.3). Die Berechnung der Netzdeformatio-
nen erfolgt in Analogie zur linearen Elastizitätstheorie, da dieses Verfahren gut geglättete
Netze garantiert. Durch gezielte Stei�gkeitsde�nitionen ist es möglich, die Verteilung der
lokalen Netzdeformationen zu beein�ussen. Sollen z. B. resultierende Kraftgröÿen aus den
Drücken an bestimmten Konturknoten errechnet werden, so wird eine Strukturberechnung
für die Druck-Zeitreihen als Nachlauf durchgeführt.

Im Falle von Fluid-Struktur-Interaktion wird als weiteres Modul das Programm zur Si-
mulation der Struktur im Zeitbereich parallelisiert (Abb. 6.4). Alle diese Programme müs-
sen mit Daten versorgt werden bzw. Daten austauschen. Die Steuerung wird von einem
Master-Programm übernommen, das die jeweiligen Slave-Prozesse steuert und koordiniert.

Der Unterschied dieser beiden Algorithmen soll an Hand eines Anwendungsbeispiels aus
der Aeroelastik verdeutlicht werden. Die Nutzung dieser beiden Algorithmen in der Ae-
roelastik hängt von der Zielsetzung ab.
Der Algorithmus ALE-2 ist in der Lage, die Aeroelastik eines Tragwerkabschnitts direkt
zu simulieren. Für eine gewählte Windgeschwindigkeit und vorgegebene modale Eigen-
schaften der Struktur ist es möglich, eine Flattersimulation durchzuführen. Wenn die
Windgeschwindigkeit eine kritische Gröÿe überschritten hat, wird die Struktur mit der
Flatterfrequenz beginnen, zu oszillieren. Diese Vorgehensweise wurde von verschiedenen
Autoren angewandt, um aeroelastische Eigenschaften eines Brückenquerschnitts mit einer
gegebenen Struktur zu untersuchen [33, 42, 62].
Ein anderer Weg, Brückentragwerke auf ihre aeroelastischen Eigenschaften zu untersu-
chen, ist die Simulation der Struktur unter Verwendung aeroelastischer Querschnittsei-
genschaften [52, 56]. Wie in Kap. 3.2 ausführlich erläutert wird, werden die Derivative
für gewöhnlich an 2-D-Sectionmodellen in Windkanalversuchen ermittelt. Dazu wird der
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Abb. 6.3: Algorithmus zur Simulation von Strömung auf zeitveränderlichem Gebiet

Querschnitt harmonisch in der Strömung bewegt. Gemessen werden die auf den Quer-
schnitt resultierenden Kräfte, aus denen die Derivative ermittelt werden können. Diese
Vorgehensweise wird von verschiedene Autoren wie z. B. Höffer [31], Selvam et. al.
[55] und Thiesemann et. al. [59] näher beschrieben.
Für diese Methode eignet sich der Algorithmus ALE-1 besonders, da hier die harmoni-
schen Bewegungen eingeprägt und die Drücke berechnet werden. Dies entspricht genau
dem Verfahren in einem Windkanal.

Mit zunehmender Rechenleistung und verbesserten Modellen zur Beschreibung der phy-
sikalischen Verhaltensweisen innerhalb der Querschittsumströmung wäre die Vorstellung,
komplexe dreidimensionale Strukturen innerhalb parallelisierter Umgebungen zu simulie-
ren, denkbar. Zum Einsatz käme dann der Algorithmus ALE-2, in dem der Masterprozess
allerdings eine Vielzahl von Strömungssimulationen steuern würde, Abb. 6.5.
Die Struktur würde dann global in einem Feld diskretisiert, jedoch in verschiedene aerody-
namische Abschnitte eingeteilt. Jedem dieser Abschnitte würde dann ein zweidimensiona-
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Abb. 6.4: Algorithmus zur Simulation von Fluid-Struktur-Interaktion

les Strömungsgebiet zugewiesen, so dass hierfür jeweils ein Feld zur Strömungssimulation
und ein Feld zur Bestimmung der Netzdeformation zur Verfügung gestellt werden müssten.
Bei einer ausreichend groÿen Anzahl physikalischer Rechner wären somit aerodynamische
Untersuchungen unter Berücksichtigung der dreidimensionalen Eigenschaften von Struk-
tur und Windfeld möglich, ohne den Zeitaufwand stark zu erhöhen.

6.4.3 Die softwaretechnische Umsetzung und Parallelisierung im
System FEMAS

Die Implementierung und Parallelisierung der verschiedenen physikalischen Felder erfolgt
in der Umgebung des Finite-Element-Systems FEMAS2000 [6]. Das Programmsystem er-
möglicht dem Nutzer durch seinen modularen Aufbau die Entwicklung eigener Programm-
versionen für spezielle Probleme. Das gesamte System liegt als Fortran77-Quellcode vor.
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Abb. 6.5: Algorithmus zur Simulation der Fluid-Struktur-Interaktion einer 3-D-Struktur

Die Parallelisierung der verschiedenen physikalischen Probleme erfolgt durch Einbindung
der zu parallelisierenden Programme in die Umgebung der Parallel Virtual Machine
(PVM), [23]. Die Softwareumgebung PVM ermöglicht die Simulation eines Parallelrech-
ners durch das Zusammenwirken diverser physikalischer Rechenmaschinen. Es ist möglich,
diesen Rechnern gezielt bestimmte Teilprozesse bzw. Aufgaben zuzuordnen oder die Ver-
teilung der Arbeit dem PVM zu überlassen.
Im Fall der hier beschriebenen Anwendung wird für jedes mathematische Feldproblem
ein Rechner in die PVM eingebunden. Die Teilaufgaben werden entsprechend der Lei-
stungsfähigkeit an die Rechner verteilt. Ein Steuerungsprogramm (Master) aktiviert und
koordiniert die Slaveprozesse auf den jeweiligen Rechnern, wie in den Abb. 6.3 und 6.4 be-
schrieben. Der Datenaustausch erfolgt über das Netzwerk mittels Fortran-Funktionen,
die dem Systemumfang von PVM angehören. Um die relevanten Daten übertragen zu kön-
nen, werden Routinen entwickelt, die aus der PVM-Umgebung die entsprechenden Daten
einlesen und den im jeweiligen Modul dafür bereitgestellten Speicher belegen. Für die
De�nition der Übergangsbedingungen am Interface werden die jeweiligen Interfaceknoten
und -freiheitsgrade de�niert, wodurch die Zuordnung der Zwangsbedingungen zwischen
den Feldern erfolgt.
In Abb. 6.6 ist der Ablauf einer Strömungssimulation auf veränderlichem Gebiet in der
Umgebung von FEMAS dargestellt.
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Abb. 6.6: Strömungssimulation auf veränderlichem Gebiet in FEMAS2000 [6]
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6.5 Numerische Beispiele

6.5.1 Die Bernoulli-Strömung auf veränderlichem Gebiet
Nachdem im Kap. 5.5.1 das Lösungsverhalten für veränderliche Zeitverläufe der einge-
prägten Randgröÿen untersucht wurde, wird nun hier die Funktion des Interfaces veri-
�ziert. Dazu wird anstelle einer zeitveränderlichen Randströmung eine Netzdeformation
eingeprägt. Hieraus resultieren die Netzgeschwindigkeit und die Flieÿgeschwindigkeit am
Interface und im Gebiet.
Als Beispiel wird die Strömung simuliert, welche sich z. B. in einer Injektionsspritze ein-
stellt. Durch die Bewegung des Kolbens wird des Strömungsfeld zusammengeschoben,
bis es nicht mehr vorhanden ist. Das System, dargestellt in Abb. 6.7, wird entsprechend
des Beispiels aus Kap. 5.5.1 modelliert. Als Einwirkung wird nun der linke Rand kon-
stant mit ẍ = 1.0 m/s2 beschleunigt (Abb. 6.8). Daraus resultiert eine linear ansteigende
Netzgeschwindigkeit m am linken Rand, welcher die Flieÿgeschwindigkeitgemäÿ Abb. 6.9
entspricht.

L  =  1 0 . 0 0  m

u x  =  f r e i
u y  =  0

u x =  m
u y =  0

p  =  0
u y =  0

Abb. 6.7: Strömungsgebiet, Geometrie, Diskretisierung und Randbedingungen

Der Druck am Interface lässt sich mit p(t) = ρ · (L−x(t)) · ẍ(t) analytisch berechnen [33].
Wie Abb. 6.10 zeigt, stimmen die mit FEMAS berechneten Werte und die analytischen
Resultate überein. Abweichungen ergeben sich ausschlieÿlich zum Startzeitpunkt. Die Ur-
sachen hierfür wurden in Kap. 5.5.1 erläutert.
In Abb. 6.11 werden die Strömungszustände der Fragestellung für einzelne Zeitschritte
dargestellt.
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Abb. 6.8: Netzverschiebung x[m] am Interface
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Abb. 6.9: Flieÿgeschwindigkeit ux[m/s]
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Abb. 6.10: Druck p [N/m2] am Interface, Vergleich analyt. Lösung und num. Resultate

t = 0 . 0 5  s
v  =  0 . 0 5  m / s ;  p  =   9 . 9 9 8 7  N / m ²

t = 1 . 0 0  s
v  =  1 . 0 0  m / s ;  p  =   9 . 5 0  N / m ²

t = 2 . 0 0  s
v  =  2 . 0 0  m / s ;  p  =   8 . 0 0  N / m ²

t = 3 . 0 0  s
v  =  3 . 0 0  m / s ;  p  =   5 . 5 0  N / m ²

t = 4 . 0 0  s
v  =  4 . 0 0  m / s ;  p  =   2 . 0 0  N / m ²

Abb. 6.11: Entwicklung der Flieÿgeschwindigkeit und des Drucks, zu verschiedenen Zeit-
punkten
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6.5.2 Der ALE-quasistationäre Test
Stationäre Strömungszustände müssen sich bei korrekter Umsetzung ebenfalls mit Algo-
rithmen zur instationären Behandlung simulieren lassen. Im Rahmen dieses Testes wird
auf einem stationären Strömungsgebiet eine Netzbewegung simuliert. Dabei werden die
Knoten des mittleren Elementes harmonisch in Strömungsrichtung bewegt, wodurch alle
Elemente kontinuierlich verzerrt werden. Dies stellt für das ALE-Verfahren eine instatio-
näre Aufgabe dar. Wall stellt in [63] Ergebnisse eines Verfahrens, in dem die richtige
Wahl des Integrationsgebietes nicht erfolgt, korrekten Ergebnissen gegenüber. Durch die
fehlerhafte Wahl des Integrationsgebietes können die Bilanzgleichungen nicht erfüllt wer-
den. Dies führt dann zu sehr hohen Druckgradienten, die um Zehnerpotenzen gröÿer sind
als die Drücke infolge der Reibung. Auÿerdem treten hohe Geschwindigkeitsoszillationen
auf.
Das hier verwendete Verfahren zeigt keinen dieser Defekte. Die Strömungslösungen bleiben
von den Netzbewegungen unberührt, wie Abb. 6.12 zeigt.
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Abb. 6.12: Flieÿgeschwindigkeit ux und Druck p auf bewegtem Netz, während einer
Periode



Kapitel 7

Numerische Identi�kation
aeroelastischer
Querschnittseigenschaften

7.1 Allgemeines
Dieses Kapitel zeigt exemplarisch für einen ausgewählten Brückenquerschnitt die Ermitt-
lung von Scanlan-Derivativen mittels numerischer Verfahren. Die Simulationen werden
für den strömungsschlüpfrigen Querschnitt aus Kap. 5.5.4 durchgeführt, da für diesen
Querschnitt ausführliche Referenzergebnisse zur Verfügung stehen. Höffer gibt in [31]
sowohl experimentell ermittelte Derivative als auch daraus identi�zierte Indizialfunktio-
nen an. Des Weiteren stehen hier die deformationsabhängigen Kraftbeiwerte dC/dϕ zur
Verfügung. Um den Ein�uss der Simulations-Reynolds-Zahl zu untersuchen, werden die
Berechnungen für zwei verschiedene Reynolds-Zahlen durchgeführt. Die Referenzlösun-
gen nach [31] wurden für Reynolds-Zahlen im Bereich von Re = 64000 bis Re = 224000
ermittelt.
Somit stehen alle erforderlichen Resultate für eine kritische Betrachtung der in Kap. 3
dargestellten Identi�kationsstrategien zur Verfügung. Verö�entlichungen anderer Autoren
liefern zumeist keine vollständigen Ergebnisse oder geben die Randbedingungen, unter de-
nen die verö�entlichen Resultate ermittelt wurden, nicht an.

7.2 Simulation von Indizialfunktionen

7.2.1 Modellierung und Zeitdiskretisierung
Wie bereits in Kap. 3 dargestellt, werden die resultierenden Kräfte auf den Querschnitt
infolge einer plötzlichen Lageänderung ermittelt. Aus diesen müssen dann die gesuchten
Wagner-Koe�zienten identi�ziert werden.
Um einen ungestörten Strömungszustand zu erreichen, ist eine instationäre Vorberechnung
mit einem undeformierten Netz notwendig. Ist der stationäre Strömungszustand erreicht,

77
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wird die plötzliche Lageänderung des Querschnitts durch eine eingeprägte, genau de�nierte
Netzdeformation simuliert. Diese plötzliche Lageänderung führt bei Diskretisierung eines
Zeitsprungs zu nicht di�erenzierbaren Geschwindigkeitsgröÿen, wodurch der Algorithmus
zufällige und zumeist divergierende Lösungen liefert. Daher ist auf die Modellierung der
Sprungfunktion besonderes Augenmerk zu richten.
Um eine mehrfach di�erenzierbare Raum-Zeitfunktion des Netzes zu erhalten, wird der
Sprung als eine Funktion der reduzierten Zeitgröÿe s gemäÿ Gl. 2.23 wie folgt formuliert:

Ψ(s) = 1
2
Ψ̂

(
1− cos π·(s−s0)

s1−s0

)
, s0 < s ≤ s1

Ψ(s) = Ψ̂ , s1 < s
(7.1)
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Abb. 7.1: Modellierung der Sprungfunktion

Durch geeignete Wahl der Parameter s0 und s1 kann der Einheitssprung approximiert wer-
den. Dies wird für verschiedene Sprungdauern s1 − s0 in Abb. 7.1 dargestellt. Allerdings
erfordert eine scharfe Diskretisierung des Sprungs auch dementsprechend kurze reduzier-
te Zeitschrittweiten ∆s für das Integrationsverfahren, so dass hier eine Modulation der
Zeitschrittweiten ∆s(s) unumgänglich ist.
Die Simulationen, die den folgenden Resultaten zugrunde liegen, werden mit einer Sprung-
dauer von s1 − s0 = 0.05 und einer reduzierten Zeitschrittweite von ca. ∆s0 = 5 · 10−5

durchgeführt.
Als weitere Fragestellung ist zu klären, welcher Zeitraum ab dem Zeitpunkt des Netz-
sprungs zu simulieren ist, damit sich wieder ein stationärer Strömungszustand einstellen
kann. Larsen gibt in [37] eine reduzierte Zeit von s = 10 als ausreichend an. Zur Ve-
ri�kation dieser Annahme wurde der Zeitbereich weiter ausgedehnt. Daraus ergibt sich,
dass für einige Antwortfunktionen eine Simulationszeit von bis zu s = 16 als notwendig
betrachtet wird. Die softwaretechnische Umsetzung erfolgt derartig, dass die Simulation
durch einen Restart fortgeführt und somit der untersuchte Zeitraum ausgedehnt werden



7.2 Simulation von Indizialfunktionen 79

kann.

Da die in Kap. 2 beschriebene Theorie von einer linearen Abbhängigkeit von dC/dϕ
ausgeht, sind die Sprungantwortfunktionen für kleine Querschnittsverrückungen zu be-
stimmen. Die Festlegung von kleinen Verformungen ist jedoch vom Querschnitt abhängig.
Höffer gibt für den im Folgenden betrachteten Querschnitt in [31] Kraftgröÿenbeiwerte
als Funktion des Drehwinkels an. Danach kann hier von einer linearen Abhängigkeit bis
zu einem Drehwinkel ϕ von ca. 12◦ ausgegangen werden. Ist mit gröÿeren Querschnitts-
verdrehungen zu rechnen, müsste die Theorie auf nichtlineare Abhängigkeiten für C(ϕ)
erweitert werden, was allerdings nur innerhalb eines Modells zur gemeinsamen Simulation
der Böenreaktion mit Flatterinstabilitäten Sinn macht. In Abb. 7.3 sind die Netze mit
ausgelenktem Querschnitt dargestellt.

Für die im Weiteren beschriebenen Simulationen werden folgende Querschnittsverrückun-
gen gewählt:

Rotation: tan(ϕ) = 0.10
Lift: w/h = 0.1/0.16 = 0.625

Die Simulation der Sprungantwortfunktionen erfolgt mit dem Algorithmus ALE − 1. Die
daraus resultierenden Drücke im Bereich des Querschnittsinterfaces werden auf eine Quer-
schnittsstruktur aufgebracht und mittels einer direkten Zeitintegration quasi-statisch in
die resultierenden Kraftgröÿen L und M entsprechend den Federkräften umgerechnet.

Q 2K w

K j

Abb. 7.2: Umrechnung der Drücke in Liftkraft und Moment

Die Berechnung erfolgt für Reynolds-Zahlen Re = 1000 und Re = 170000, um den Ein-
�uss der Turbulenz der Umströmung um diesen speziellen Querschnitt auf die Resultate
betrachten zu können.
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Abb. 7.3: Diskretisierung; sprunghafte Netzdeformation für Lift und Rotation

7.2.2 Identi�kation der Wagner-Parameter

Die Identi�kation der Sprungantwortfunktionen erfolgt durch Bestimmung der Wagner-
Koe�zienten. Physikalisch bedingt müssen die Kraftgröÿen für t −→ ∞ gegen den sta-
tionären Wert konvergieren, der aus einer Anströmung unter einem bestimmten Winkel
resultiert. Daraus folgt für den hier diskutierten Querschnitt, dass die Kraftgröÿen infolge
Einheitsverdrehung ϕ für t −→∞ folgende Werte annehmen müssen:

M(ϕ) =
dCM

dϕ
· ϕ ·B2 · q (7.2)

L(ϕ) =
dCL

dϕ
· ϕ ·B · q (7.3)
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Für die Verdrehung können diese Kraftbeiwerte als stationäre Kraftbeiwerte interpretiert
werden. Allerdings ist diese Interpretation für die Liftbewegung physikalisch nicht sinnvoll,
da eine translatorische Lageänderung des Querschnitts in der Strömung keine Änderung
der Auftriebskräfte bewirkt. Höffer gibt in [31] für den hier untersuchten Querschnitt
diese Kraftbeiwerte wie folgt an:

Strömungseigenschaft dCL/dϕ dCM/dϕ dCL/dϕ dCM/dϕ
(Rotation) (Rotation) (Translation) (Translation)

turbulenzarme 5.77 1.17 4.68 1.04
isotr. turbulent k.A. 1.10 4.17 0.911

Tab. 7.1: stat. Kraftbeiwerte aus [31]

Diese Ergeben sich vermutlich unterschiedlich, da sie jeweils für Rotation und Translation
in verschiedenen Windkanälen gemessen wurden.
Weil sich die Kraftbeiwerte infolge einer Translation nicht aus den Indizialfunktionen
bestimmen lassen, wird in den folgenden Untersuchungen vollständig auf die Werte für
turbulenzarme Strömung aus Tab. 7.1 zurückgegri�en.
Die weitere Auswertung erfolgt für normierte Sprungantwortfunktionen infolge einer Ver-
drehung. Somit nehmen sie für t −→ ∞ den Wert Eins an, weshalb sich die Wagner-
Koe�zienten e1 = 1.0 und v1 = 1.0 ergeben. Bei einer Simulation mit Re = 170000
stellt sich ein stationärer, hochgradig turbulenter Strömungszustand im Bereich des Quer-
schnitts ein (Abb. 7.5). In diesem Fall werden die stationären Beiwerte gemäÿ Gl. 7.2 und
7.3 als Mittelwerte aus den letzten Zeitschritten berechnet.

Die Abbildungen 7.4 und 7.5 zeigen die normierten Sprungantwortfunktionen infolge der
Einheitsverdrehung ϕ für beide Kraftgröÿen.

Die Kraftbeiwerte werden in Tab. 7.2 wiedergegeben und den Angaben aus [31] gegen-
übergestellt.

ALE − 1 ALE − 1 nach Höffer [31]
Re = 1000 Re = 170000 Re = (64...224) · 103

dCL/dϕ 1.90 0.59 5.77
dCM/dϕ 0.54 0.37 1.17

Tab. 7.2: Gegenüberstellung der stationären Beiwerte

Die Ergebnisse der numerisch simulierten stationären Beiwerte liegen erheblich unter den
gemessenen von Höffer. Zur Überprüfung des Ein�usses der räumlichen Diskretisierung
werden Sprungantwortfunktionen mit einem bedeutend feineren Netz berechnet. Trotz des
Erhöhung von 1921 auf 6963 Freiheitsgrade verbessern sich die Werte nur um ca. 15%.
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Abb. 7.4: normierte Sprungantwortfunktionen infolge Verdrehung ϕ,
simuliert: Re = 1000
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Abb. 7.5: normierte Sprungantwortfunktionen infolge Verdrehung ϕ,
simuliert: Re = 170000
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Als mögliche Ursache kann auf die fehlende Turbulenzmodellierung geschlossen werden.
Darauf deutet die zunehmende Abweichung mit steigender Reynolds-Zahl hin.
Allerdings stimmen die zeitlichen Verläufe der Sprungantwortfunktionen gut mit der Re-
ferenzlösung in [31] überein, was zum einen für die gute Abbildungsleistung des Algo-
rithmuses ALE − 1, zum anderen auch für die Stabilität der Sprungantwortfunktionen
bezüglich ihres Zeitverlaufs spricht.

aus ΦL,ϕ aus ΦM,ϕ

e3 f3 e4 f4 v3 w3 v4 w4

Höffer [31] −0.787 0.343 0.011 0.283 −0.035 0.051 0.620 7.478
Re = 1000 −0.753 0.495 −0.031 0.001 −0.499 0.206 0.491 5.002
Re = 170000 −0.750 0.500 −0.001 0.001 −0.889 0.167 0.453 5.005

Tab. 7.3: Wagner-Koe�zienten, Sprungantworten auf eine Querschnittsverdrehung ϕ

In Tab. 7.3 werden die identi�zierten Wagner-Koe�zienten für die Sprungantwortfunk-
tionen infolge einer Verdrehung den Angaben von Höffer in [31] gegenübergestellt.
Insbesondere die Simulation der Sprungantwortfunktionen für die hohe Reynolds-Zahl
ergibt schwer zu identi�zierende Zeitverläufe, da diese u. U. infolge der Wirbelablösungen
von nicht unwesentlichen Oszillationen überlagert werden. Die Identi�kation der Koe�-
zienten mittels nichtlinearer Fehlerquadratminimierung mit dem Programmsystem Mat-
LAB gleicht diese Oszillationen jedoch aus.

In den Abbildungen 7.6 und 7.7 sind die simulierten Sprungantwortfunktionen für ei-
ne Liftbewegung wiedergegeben. Die Normierung erfolgt durch die in [31] angegebenen
Beiwerte. Hier müssen die Kraftgröÿen für t −→ ∞ gegen Null konvergieren, da der
Querschnitt aus einer geänderten Lage im Raum keinen zusätzlichen Auftrieb erfährt.
Daraus folgen c1 = 0 und r1 = 0. Eine Gegenüberstellung der identi�zierten Wagner-
Koe�zienten erfolgt in Tab. 7.4.

aus ΦL,z aus ΦM,z

c3 d3 c4 d4 r3 s3 r4 s4

Höffer [31] 8.060 19.938 0.471 0.663 5.214 0.964 −4.862 0.882
Re = 1000 12.482 3.628 0.252 0.107 4.975 1.125 −4.026 0.896
Re = 170000 12.054 6.542 −2.120 1.013 4.975 1.124 −4.026 0.897

Tab. 7.4: Wagner-Koe�zienten, Sprungantworten auf eine Liftbewegung w

Zur qualitativen Beurteilung der simulierten Sprungantwortfunktionen werden diese in
der Übersicht Abb. 7.8 dargestellt. Während das ALE-Verfahren die Liftkräfte recht gut
abbildet, werden beide Antwortmomente anfänglich zu stark überhöht. Im Allgemei-
nen lässt sich jedoch feststellen, dass der zeitliche Verlauf der Sprungantwortfunktionen
durch das numerische Verfahren trotz der fehlenden Turbulenzmodellierung für diesen
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Abb. 7.6: normierte Sprungantwortfunktionen infolge einer Verschiebung w,
simuliert: Re = 1000
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Abb. 7.7: normierte Sprungantwortfunktionen infolge einer Verschiebung w,
simuliert: Re = 170000
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Querschnitt erstaunlich gut approximiert wird. Ein Problem stellen jedoch die zur Ver-
fügung stehenden Algorithmen zur nichtlinearen Fehlerquadratminimierung da. Während
der verwendete MatLAB-Algorithmus [41] für einige Antwortfunktionen unabhängig von
der Wahl der Schätzwerte sichere Resultate liefert, ist für die Bestimmung der Wag-
ner-Koe�zienten einer anderen Antwortfunktion eine gute Schätzung notwendig, da eine
Mehrzahl von Lösungen existiert, die alle einen minimalen Fehler aufweisen. Somit wäre
für den weiteren Einsatz ein verbesserter Algorithmus zwingend erforderlich. Hierzu wird
auf die Entwicklungsarbeit von Salvatori [51] verwiesen.
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[31]
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7.3 Simulation harmonisch geführter Bewegungen
Wie in Kap. 3 erläutert, lassen sich die Derivative nicht vollständig aus den Wagner-
Koe�zienten bestimmen. Daher wird in diesem Abschnitt die Bestimmung von Derivati-
ven für eine beliebig gewählte reduzierte Geschwindigkeit demonstriert. Allerdings ist es
sinnvoll, die reduzierte Geschwindigkeit in einer mittleren Gröÿenordnung des gewünsch-
ten Bereichs zu wählen. Die Berechnung der Derivative erfolgt hier ebenfalls für die beiden
zuvor genannten Reynolds-Zahlen.
Zur Bestimmung der Derivative wird eine reduzierte Geschwindigkeit ured = 6.0 gewählt,
mit der der Querschnitt harmonisch in der Strömung gemäÿ den in Kap. 7.2.1 angege-
benen Amplituden bewegt wird. Die Strömungssimulation erfolgt mit einer reduzierten
Zeitschrittweite von ∆s = 5·10−2. Zur Berechnung der resultierenden Kraftgröÿen werden
die Druckzeitverläufe mittels direkter Zeitintegration auf den Brückenquerschnitt aufge-
bracht.
Im Fall der hochturbulenten Strömung werden die Zeitsignale der Antworten deutlich
durch Oszillationen infolge von Wirbelablösungen überlagert. Somit ist eine Filterung
des Signals erforderlich. In den Abbildungen 7.9 und 7.10 sind für die durchgeführten
Simulationen die Weggröÿen des Querschnitts und die sich daraus ergebenden Kraftbei-
werte dargestellt. Gemäÿ der in Kap. 3.2 beschriebenen Vorgehensweise lassen sich die
Phasenwinkel identi�zieren. Durch Einsetzen in die Gleichungen 3.7 und 3.10 werden die
Derivative bestimmt, die in Tab. 7.5 wiedergegeben sind.

Re w = 0.1 tan(ϕ) = 0.1
1000 CL = 0.764 CM = 0.138 CL = 0.850 CM = 0.144

φL = 1.361 φM = 4.582 φL = −0.157 φM = 0.105
H∗

1 = −6.814 A∗
1 = 1.244 H∗

2 = 1.213 A∗
2 = −0.138

H∗
4 = 1.448 A∗

4 = −0.164 H∗
3 = 7.657 A∗

3 = 1.306
170000 CL = 0.516 CM = 0.052 CL = 0.584 CM = 0.056

φL = 1.523 φM = −1.147 φL = −0.314 φM = 0.173
H∗

1 = −4.699 A∗
1 = 0.434 H∗

2 = 1.644 A∗
2 = −0.087

H∗
4 = 0.222 A∗

4 = 0.196 H∗
3 = 5.061 A∗

3 = 0.500

Tab. 7.5: Derivative, bestimmt aus Liftbewegung und Rotation, für ured = 6.0
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Abb. 7.10: Zeitverläufe eingeprägter Weggröÿen und daraus resultierender Kraftbeiwerte,
Liftbewegung (oben) und Rotation (unten), Re = 170000
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7.4 Bestimmung der Flatter-Derivative
Ziel der durchgeführten Simulationen ist die Bestimmung der Scanlan-Derivative, die
als Grundlage für die in den weiteren Kapiteln beschriebenen Strukturuntersuchungen
dienen sollen.

Aus den Imaginärteilen (H∗
1 , H

∗
2 , A

∗
1, A

∗
2) der in Tab. 7.5 zusammengefassten Resultate

lassen sich die fehlenden Dämpfungskoe�zienten c2, e2, r2 und v2 bestimmen, so dass
unter Verwendung der Gleichungen 2.36 bis 2.43 die Derivative mit beliebiger Abstufung
in ured berechnet werden können. In Tabelle 7.6 werden die identi�zierten Dämpfungsko-
e�zienten wiedergegeben.

c2 e2 r2 v2

Höffer [31] 0.116 −0.007 0.913 −0.028
Re = 1000 1.632 −0.058 1.723 −0.119
Re = 170000 0.146 0.020 0.907 −0.123

Tab. 7.6: Dämpfungskoe�zienten, berechnet aus den Imaginärteilen aus Tab. 7.5

Die Realteile bieten die Möglichkeit, die Resultate aus der harmonisch geführten Bewe-
gung mit denen aus den Sprungantwortfunktionen zu vergleichen und u. U. Anpassungen
bzw. Korrekturen vorzunehmen. In Tab.7.7 werden die Realteile der Derivative aus der
Simulation den gemessenen Werten aus [31] gegenübergestellt.

H∗
3 H∗

4 A∗
3 A∗

4

ALE − 1, Re = 1000, aus harmonischer Bew. 7.657 1.448 1.306 −0.164
ALE − 1, Re = 170000, aus harmonischer Bew. 5.061 0.222 0.500 0.196
ALE − 1, Re = 1000, aus Sprungantwort 8.661 −4.015 1.558 0.014
ALE − 1, Re = 170000, aus Sprungantwort 8.481 0.602 1.972 0.010
Höffer [31] 8.947 −1.530 1.091 0.021

Tab. 7.7: Vergleich der Realteile der Derivative, für ured = 6.0

Wie der Vergleich der Resultate aus Simulation und Messung zeigt, gelingt für den hier
untersuchten Querschnitt nur eine näherungsweise Berechnung der Flatterderivative. Die
Verläufe von A∗

1, A
∗
4, H

∗
2 und H∗

3 werden durch das Simulationswerkzeug gut approximiert.
Wie Tab. 7.7 zeigt, liefern die simulierten Sprungantwortfunktionen zuverlässigere Ergeb-
nisse.
Abschlieÿend lässt sich feststellen, dass die hier vorgestellte Simulationsstrategie mit einer
kombinierten Identi�kation aus Sprungantwortfunktionen und geführten harmonischen
Bewegungen zufriedenstellende Resultate mit verhältnismäÿig geringem Aufwand liefert.
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aus [31]
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Trotz der sehr groben Vernetzung liegen die Rechenzeiten allerdings auf den hier ver-
wendeten Linux-Rechnern mit einer CPU-Frequenz von 3 GHz für eine komplette Unter-
suchung mit ca. zwei Wochen auÿerhalb der für die praktische Anwendung akzeptablen
Grenzen. Die Abweichungen sowohl bezüglich der absoluten Kraftgröÿen als auch deren
zeitlicher Verläufe werden auf die nicht umgesetzte Turbulenzmodellierung zurückgeführt.
Die vergleichsweise gute Abbildung der zeitlichen Verläufe spricht für die Stabilität der
Derivative.
Um jedoch die Auswirkungen der verschiedenen Derivativverläufe auf die Tragwerksant-
wort abschätzen zu können, werden in Kap. 8.2.4 vergleichende Struktursimulationen mit
den in Abb. 7.11 dargestellten Derivativen durchgeführt.
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Teil III

Die Struktursimulation im Zeitbereich





Kapitel 8

Numerische Flattersimulation

8.1 Berechnungskonzept

8.1.1 FE-Simulation im Zeitbereich
Die Untersuchung der Brückenstrukturen erfolgt durch Anwendung der Finite-Elemente-
Methode im Zeitbereich. Da zumeist Groÿbrücken mit einer primär eindimensionalen
Ausdehnung betrachtet werden, erfolgt die Diskretisierung vorwiegend durch Balken- und
Fachwerk-Elemente. Desweiteren stehen im Finite-Element-System FEMAS2000 [6] eine
Vielzahl anderer Elemente wie z. B. Schalen- und Dämpfer-Elemente zur Verfügung. Die
Formulierung der Elementmatrizen basiert gemäÿ der allgemein in der Computational
Mechanics üblichen Vorgehensweise auf einer inkrementellen Formulierung des Gleichge-
wichts [5, 35, 67].

Aus den Gleichgewichtsbedingungen folgt für lineare Strukturen das Bewegungsdi�eren-
tialgleichungssystem in matrizieller Form:

M · ẍ + C · ẋ + K · x = Paer(t,x, ẋ) (8.1)

mit

M: Massenmatrix,
C: Dämpfungsmatrix,
K: Systemstei�gkeit,
Paer(t,x, ẋ): aeroelastischer Lastvektor, abh. von der Deformation x

und der Schwinggeschwindigkeit ẋ gemäÿ Gl. 1.6 und 1.7.

In Gl. 8.1 sind die Lasten auf der rechten Seite vom Deformationszustand abhängig und
somit unbekannt. Splittet man nun diese Lasten nach Deformations- und Geschwindig-
keitsanteilen auf und transferiert sie auf die linke Seite, so folgt:

M · ẍ + (C−Caero) · ẋ + (K−Kaero) · x = 0 (8.2)

95
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Nun ist es möglich, die Flatterfrequenzen und Flattermoden durch Eigenwertuntersuchun-
gen des Gleichungssystems 8.2 zu identi�zieren. Allerdings ergeben sich hierbei folgende
Probleme:

1. Die resultierenden Systemmatrizen sind unsymmetrisch, da zu den Strukturmatriz-
zen unsymmetrische Anteile aus der Aeroelastik hinzukommen. Dies bewirkt einen
enormen Speicherbedarf.

2. Als Lösung ergeben sich komplexe Eigenwerte, die nicht mit den in der Strukturme-
chanik üblicherweise verwendeten Lösungsalgorithmen bestimmt werden können.

3. Eine Berücksichtigung von nichtlinearen Struktureigenschaften ist durch die modale
Betrachtungsweise ausgeschlossen.

Um diese Probleme zu umgehen, wird die Problemstellung wie folgt modi�ziert:
Ziel ist die Lösung für Strukturen mit allgemeinen Eigenschaften. Dazu werden Strategien
durch Lösung im Zeitbereich mit direkter Zeitintegration verfolgt.
Werden die aeroelastischen Anteile nicht wie nach Gl. 8.2 auf die linke Seite gebracht,
so ist eine Lösung durch Iteration der aeroelastischen Kräfte möglich. Dies bietet die
Vorteile, dass die Systemmatrizen symmetrisch bleiben und mit den üblichen Lösungs-
algorithmen der Strukturmechanik berechnet werden können. Das entspricht hinsichtlich
der Aeroelastik dem in der Strukturmechanik weit verbreiteten modi�zierten Newton-
Raphson-Verfahren.
Allgemeine Strukturen verhalten sich nichtlinear, so dass hier die Berücksichtigung der
Strukturnichtlinearitäten durch eine inkrementelle Formulierung des Gleichgewichts er-
folgt:

M · +̈x + C · +̇x + KT · +x = Paero(t)− Fi,K − FC − FM (8.3)

mit:

M: Massenmatrix,
C: Dämpfungsmatrix,
KT : tangentiale Stei�gkeitmatrix,
+x: inkrementelle Verschiebung,
Paero: aeroelastischer Lastvektor,
FM : Vektor der Massenkräfte,
FC : Vektor der Dämpfungskräfte,
Fi,K : Vektor der inneren elastischen Kräfte.

Eine vollständig nichtlineare Berechnung im Zeitbereich ist zwar möglich, jedoch steigen
die Rechenkosten zu sehr an, so dass die Vorgehensweise wie folgt vereinfacht wird:
Zur Berücksichtigung der geometrischen Nichtlinearitäten, wie sie bei den hier untersuch-
ten Groÿbrücken auftreten, wird zunächst unter Eigengewicht eine geometrisch nichtlinea-
re statische Berechnung durchgeführt und die tangentiale Stei�gkeit KT abgespeichert.
Mit Hilfe dieser tangentialen Stei�gkeit werden dann modale Untersuchungen zur Be-
stimmung der Eigenfrequenzen und der Eigenformen sowie die Zeitbereichsberechnung
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zur Simulation der aeroelastischen E�ekte durchgeführt (Abb. 8.1). Dies ist gerechtfer-
tigt, da sich Instabilitäten numerisch schon bei sehr kleinen Deformationen ergeben und
somit die Annahme einer bereichsweisen Linearisierung der Stei�gkeit zuverlässige Er-
gebnisse liefert [16]. Da sich die Wirbelstruktur um einen Querschnitt erst bei deutlichen
Verformungen ausbilden kann, werden in der Realität die Erregungsmechanismen, die zur
Instabilität führen können, jedoch erst bei gröÿeren Deformationen aktiv.

P

x

v

t

2 A

2 A
2 P ( A )

K T

G L a s t n i v e a u  a u s  s t ä n d i g e n  L a s t e n  

Abb. 8.1: Dynamische Berechnung um die statische Ruhelage infolge ständiger Lasten

Werden nun die Zeitinkremente der direkten Zeitintegration ausreichend klein gewählt,
so ergeben sich nur geringe Abweichungen zwischen den Deformationszuständen zweier
Zeitschritte, es folgt:

xn ≈ xn−1; ẋn ≈ ẋn−1 (8.4)
Unter dieser Voraussetzung ist es gerechtfertigt, die Bewegungsgleichung näherungsweise
wie folgt zu formulieren:

M · ẍ(tn) + C · ẋ(tn) + K · x(tn) = Paer[x(tn−1), ẋ(tn−1)] (8.5)

Dies ermöglicht eine einfache algorithmische Umsetzung mit einer maximal erreichbaren
Untersuchungsgeschwindigkeit, was zur Au�ndung der Instabilitäten von besonderer Be-
deutung ist.
Zur numerischen Behandlung der dynamischen Problemstellungen stehen diverse Zeitinte-
grationsalgorithmen zur Verfügung, von denen vorwiegend das Newmark-beta-Verfahren
zum Einsatz kommt [44]. Es bietet den wichtigen Vorteil, dass es in Abhängigkeit der
gewählten Newmark-Parameter unbedingt stabil ist. Da im Rahmen der numerischen
Flattersimulationen Instabilitäten durch Anwachsen der Amplituden identi�ziert werden,
sind Integrationsalgorithmen, die nicht unbedingt stabil sind, nicht einsetzbar.



98 8 Numerische Flattersimulation

8.1.2 Erläuterung der Simulation mit FEMAS-AERO

Das Programm FEMAS-AERO ist ein Spezialmodul im Finite-Elemente-System FE-
MAS2000. Es umfasst Routinen zur Simulation aeroelastischer Phänomene. Des Wei-
teren existieren leistungsfähige Algorithmen zur Generierung von Lastzeitreihen, die die
Turbulenzcharakteristika des Windes abbilden. Somit sind Simulationen aeroelastischer
Probleme unter Berücksichtigung der Böigkeit möglich. Da im Rahmen einer klassischen
Flatteruntersuchung von einer laminaren Anströmung ausgegangen wird, wird zur Zeitrei-
henmodellierung auf die Ausführungen von Höffer [31] und Zahlten [66] verwiesen.
Feill stellt in [17] die Zeitbereichsberechnung frequenzabhängiger Lasten vor, die die
Grundlage einer Flattersimulation bilden.
In Abb. 8.2 wird das Zeitreihenkonzept, das einer jeden aerodynamischen Simulation
zugrunde liegt, verdeutlicht. Zur Simulation des Flatterns werden verschiedene aerodyna-
mischen Knoten mit Windzeitreihen versehen, denen eine konstante Windgeschwindigkeit
zugrunde liegt.
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Abb. 8.2: Zeitreihenkonzept, aus [16]
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Im Rahmen einer gemeinsamen Betrachtung der Böigkeit und der Flatterinstabilitäten ist
es möglich, dem Tragwerk für die verschiedenen aerodynamischen Knoten verschiedene
Windzeitreihen zuzuordnen. Jedem dieser Knoten werden als spezi�sche Querschnittspa-
rameter die Scanlan-Derivative zugewiesen, die zuvor an 2-D-Streifenmodellen imWind-
kanal oder durch numerische Verfahren ermittelt wurden (Kap. 7). Diese Vorgehensweise
gestattet die Simulation räumlicher Strukturen mit global stabähnlichem Verhalten unter
Berücksichtigung komplexer Stei�gkeits- und Massenbelegung.
Der Ablauf der Flattersimulation ist in Abb. 8.3 schematisiert und wird wie folgt er-
läutert: Zunächst werden eine Windgeschwindigkeit und die Flatterfrequenz fflatter = f0

(zwischen fB1 und fT1) geschätzt und die Struktur mittels Zeitbereichssimulation berech-
net. Diese beginnt infolge einer aufgebrachten Störung zu schwingen. Die Schwingungen
klingen entweder ab oder sie wachsen an, d. h., das System wird instabil. Im Fall von In-
stabilität können mittels Fast-Fourier-Transformation die Flatterfrequenz ermittelt und
der Schätzwert korrigiert werden. Somit nähert man sich der kritischen Windgeschwin-
digkeit an.
Der besondere Vorteil, durch den sich dieses Berechnungskonzept auszeichnet, ist das au-
tomatische Au�nden der maÿgebenden Moden. Insbesondere bei groÿen Hängebrücken
liegen die einzelnen Moden sehr nahe beieinander, und es ist nicht grundsätzlich möglich,
die an der Instabilität beteiligten Eigenformen vorherzusagen. Werden immer nur zwei
Moden im Rahmen einer Lösung des Scanlan-Problems betrachtet, so führt dies zu der
Notwendigkeit, mehrere mögliche Kombinationen durchzutesten. Ein besonderes Problem
stellt dann die Bestimmung der jeweils generalisierten System- und Lastparameter dar,
worauf in Kap. 8.2.2 näher eingegangen wird.
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Abb. 8.3: Ablauf einer Flatterberechnung, aus [16]
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8.2 Simulation der Struktur in zwei modalen Freiheits-
graden

8.2.1 Simulationsalgorithmus

Eine übliche Vorgehensweise zur Untersuchung der aeroelastischen Eigenschaften einer
Brücke ist die Reduktion auf die beiden Freiheitsgrade für Biegung und Torsion. So-
mit ist eine Bestimmung der Flatterfrequenz und der kritischen Geschwindigkeit z. B.
durch Lösung des Eigenwertproblems möglich [56, 57]. Da im Folgenden der Ein�uss von
diskreten Schwingungsdämpfern untersucht werden soll, wird ein Berechnungsprogramm
zur Simulation der Flatterinstabilität im Zeitbereich entwickelt. Eine Lösung der Bewe-
gungsgleichungen im modalen Raum mit beliebig besetzter Dämpfungsmatrix ist nicht
ohne Weiteres durchführbar. Durch einen Variations- und Identi�kationsalgorithmus ist
es möglich, die kritischen Geschwindigkeiten und Flatterfrequenzen in Abhängigkeit di-
verser System- und Dämpferkon�gurationen zu ermitteln und somit die Wirkungsweise
von schwingungsreduzierenden Systemen systematisch zu untersuchen.
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Abb. 8.4: Ablauf einer Flatterberechnung, Programm FLUTTER
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Auf die Strukturuntersuchung mit Schwingungsdämpfern wird in Kap. 9.2 genauer einge-
gangen.
In Abb. 8.4 wird der Berechnungsablauf zur Identi�kation der Flatterinstabilität erläu-
tert. Als Startwerte zur iterativen Berechnung werden eine obere Grenze für die kritische
Geschwindigkeit und die Flatterfrequenz geschätzt. Nach Berechnung der Antwort erfolgt
eine Abfrage der Divergenz durch Vergleich der Standardabweichungen für zwei Abschnit-
te des Zeitsignals. Im Falle von Instabilität wird die Windgeschwindigkeit reduziert und
die Flatterfrequenz des zuvor berechneten Schritts als Schätzwert für die nächste Berech-
nung vorgegeben. Da sich die Antwortfrequenzen in Abhängigkeit von den überkritischen
Windgeschwindigkeiten nur unwesentlich ändern, �ndet durch die schrittweise Reduktion
der Windgeschwindigkeiten eine ausreichend genaue Vorgabe der Flatterfrequenz statt.
Diese Vorgehensweise wird solange wiederholt, bis Konvergenz der Weggröÿen erreicht ist.

8.2.2 Modellierung bzw. Diskretisierung eines Tragwerks durch
zwei Freiheitsgrade

Mittels des in Abb. 8.4 dargestellten Algorithmus ist es möglich, die aeroelastischen Ei-
genschaften von Tragwerken durch Simulationen im Zeitbereich zu studieren. Allerdings
ist die Frage zu klären, welche modalen Strukturparameter als Eingangsgröÿen in die
Simulation ein�ieÿen. Dazu werden im Folgenden für einen Stab die Massen und aero-
elastischen Lasten in generalisierter Form hergeleitet (vgl. Petersen [44, 45]). Ziel ist
die energetisch äquivalente Umrechnung der räumlichen Struktur in ein punktförmiges
Ersatzsystem.

Die Biegelinie y(x, t) eines Stabes mit den verteilten Trägheiten m[to/m] und Θx[to ·
m2/m], der ausschlieÿlich in der Eigenform η(x) monofrequent schwingt, wird beschrieben
durch

y(x, t) = y(x)sin(ωt) = Y η(x)sin(ωt). (8.6)

Die kinetische Energie beträgt dann

Wkin =
1

2

∫
m(x)ẏ2(x)dx

=
1

2

∫
m(x)ω2y2(x)cos2(ωt)dx

=
1

2
ω2Y 2cos2(ωt)

∫
m(x)η2(x)dx.

(8.7)

Für das Ersatzsystem wird im Folgenden angenommen, dass die diskrete Einzelmasse am
Ort der maximalen Eigenformordinate angeordnet ist. Die Verformung wird beschrieben
durch:

ŷ(t) = Y sin(ωt) (8.8)

Daraus folgt für die kinetische Energie:
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Wkin =
1

2
M̂ŷ2 =

1

2
M̂Y 2ω2cos2(ωt) (8.9)

Ein Koe�zientenvergleich liefert dann die generalisierte Masse für die Biegung in z-
Richtung :

M̂z =

∫
m(x)η2

z(x)dx (8.10)

Die Rotationsmassenträgheit eines Stabes um seine Längsachse x wird in Anlehnung an
Gl. 8.11 äquivalent berechnet durch:

Θ̂x =

∫
Θx(x)η2

ϕx
(x)dx (8.11)

Bei der Verwendung numerischer Verfahren liegen bei einer Lumped-Mass-Formulierung
diskrete Werte für Knotenmassen und Eigenformordinaten vor. Aus diesen kann die ge-
neralisierte Masse für die Richtung j im Raum durch Aufsummation über die Knoten i
wie folgt berechnet werden:

M̂j =
∑

i

miη
2
i,j (8.12)

Die generalisierte Stei�gkeit berechnet sich für die vorgegebene Eigenkreisfrequenz ω des
wahren Tragwerks zu

K̂ = ω2M̂. (8.13)

Die aeroelastischen Kraftgröÿen sind abhängig von den Deformationen und deren zeitli-
chen Ableitungen. Die Herleitung erfolgt im Weiteren exemplarisch für die Deformationen,
die zusammenfassend als yu bezeichnet werden, so dass eine �ktive Lastgröÿe p̃(x) wie folgt
de�niert werden kann:

paero(x, t) = p̃(x) yu(x, t) (8.14)

Im allgemeinen ist die lasterzeugende Tragwerksverformung yu nicht a�n zur hervorge-
rufenen Tragwerksantwort. Dies resultiert aus der Kopplung der Kraftgröÿen mit jeweils
beiden Weggröÿen. So bewirken die Derivative H∗

2 und H∗
3 Anteile der Liftkraft infolge

der Querschnittsverdrehung und A∗
1 und A∗

4 Anteile des Torsionsmomentes infolge der
Vertikalverschiebung des Querschnitts. Die daraus resultierenden Verformungen werden
in den weiteren Herleitungen ya genannt.
Die �ktive Lastgröÿe p̃(x) repräsentiert die Scanlan-Derivative in Abhängigkeit vom
Querschnitt an der Stelle x. Die Arbeit, die die Last auf ihrem Weg leistet, beträgt dann

W =

∫
paero(x, t) ya(x, t)dx

=

∫
p̃(x) yu(x, t) ya(x, t)dx

= p̃(x) YuYasin
2(ωt)

∫
ηu(x)ηa(x)dx.

(8.15)
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Die aeroelastische Kraft am diskreten Freiheitsgrad mit der Deformation ŷu beträgt

Paero = P̂ ŷu(t) = P̂ Yusin(ωt) (8.16)

und leistet als Arbeit

W = Paeroŷu(t) = P̂ Yusin(ωt) Yasin(ωt) = P̂ YuYasin
2(ωt). (8.17)

Durch Gleichsetzen der Arbeiten (Gl. 8.15 und Gl. 8.17) erhält man die �ktive Lastgröÿe
P̂ im betrachteten Punkt:

P̂ = p̃(x)

∫
ηu(x)ηa(x)dx (8.18)

Wird nun die Struktur in der Simulation durch generalisierte Eigenschaften abgebildet,
so müssen die aeroelastischen Kraftgröÿen ebenfalls umgerechnet werden. Diese ergeben
sich nach Gl. 2.3 und 2.4, wobei die darin enthaltenen Derivative gemäÿ Tab. 8.1 mit den
Modellfaktoren kp zu kalibrieren sind.

Derivative Modellfaktor
H∗

1 und H∗
4 : kp,zz =

∫
ηz(x)ηz(x)dx

A∗
2 und A∗

3: kp,ϕϕ =
∫

ηϕx(x)ηϕx(x)dx

H∗
2 , H

∗
3 , A

∗
1 und A∗

4: kp,ϕz =
∫

ηz(x)ηϕx(x)dx

Tab. 8.1: Umrechnung der aeroelastischen Derivative für generalisierte Freiheitsgrade

Es ist klar ersichtlich, dass eine Modellierung des numerischen Zwei-Freiheitsgrad-Systems
durch die Betrachtung eines Schnittelements der Länge l = 1.0 m mechanisch nur dann
exakte Werte liefert, wenn die Eigenformen für Biegung und Torsion absolut a�n zu ein-
ander sind. Zur Erläuterung ist in Abb. 8.5 ein Einfeldträger mit gelenkigen Au�agern
für die Biegung und Gabellagerungen dargestellt.
Betrachtet man die in Abb. 8.5 dargestellten Moden, so wird auch klar, weshalb z. B.
eine Kopplung der dargestellten ersten Torsionseigenform mit der zweiten Biegeeigenform
nicht möglich ist. Die Energieanteile aus den beiden Hälften des Balkens heben sich auf,
da die Torsion symmetrisch, die Biegung jedoch antimetrisch ist.
Dies wurde im Rahmen diverser numerischer Experimente bestätigt. Wenn allerdings
durch die Lagerungen der Struktur keine absolute A�nität der Eigenformen gegeben ist,
so kann diese Vorgehensweise ausschlieÿlich als Näherung betrachtet werden.



104 8 Numerische Flattersimulation

y

z zz

z z z

y
y

yy
y

1 .  B i e g u n g 2 .  B i e g u n g

1 .  T o r s i o n 2 .  T o r s i o n

Abb. 8.5: Biege- und Torsionseigenformen

8.2.3 Beispiel zur Veri�kation - Der Tacoma-Querschnitt

Zur Überprüfung des entwickelten Algorithmus wird im Folgenden eine Berechnung mit
dem Tacoma-Querschnitt durchgeführt. Als Referenz dient eine Benchmarkberechnung,
die von Feill in [17] verö�entlicht wurde. Feill überprüft die von ihr entwickelten Algo-
rithmen an einem Zwei-Freiheitsgrad-System mit den folgenden modalen Eigenschaften,
wobei sie von einer ungedämpften Struktur ausgeht:
m = 0.5 to, Θ = 0.083 tom2

kz = 5.0 kN/m, kϕ = 1.400 kNm

Der Berechnung liegen die folgenden Parameter zu Grunde:
Zeitschrittweite ∆t = 0.05 s
Start-Windgeschwindigkeit: u = 6.50 m/s
Anzahl der Zeitschritte: nt = 16400
Geschwindigkeitsinkrement: ∆u = 0.05 m/s

Als Querschnittseigenschaften werden die Derivative der Tacoma Narrows -Brücke,
bezogen auf eine Breite B = 4.0 m, verwendet, welche in Abb. 8.6 dargestellt sind.
Als kritische Windgeschwindigkeit wird ukrit = 5.65 m/s identi�ziert, die Flatterfrequenz
beträgt fflatter = 0.652 Hz (Abb. 8.7 und 8.8). Die Resultate von Feill entsprechen den
hier ermittelten Werten mit ukrit = 5.64 m/s und fflatter = 0.653 Hz, was die Leistungs-
fähigkeit des verwendeten Programms belegt.
Des Weiteren fällt in Abb. 8.7 auf, dass im unterkritischen Fall der Biegefreiheitsgrad
auÿer der Eigenfrequenz zusätzlich einen Peak bei der Torsionsfrequenz aufweist. Dies be-
legt, dass sich auch schon im unterkritischen Fall die Moden koppeln. Wenn die Struktur
durch böigen Wind erregt wird, so werden durch die einzelnen Böen jedes Mal aeroelasti-
sche Kräfte induziert. Diese können nur sehr langsam heraus gedämpft werden und führen
daher zu einer Erhöhung der Tragwerksantworten.
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Abb. 8.6: Flatterderivative der Tacoma Narrows -Brücke, aus [17]
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Abb. 8.8: Zeitverläufe, unterkritische und überkritische Anregung

8.2.4 Untersuchung der aeroelastischen Derivative aus Kap. 7.4

Viele Fragestellungen der Aeroelastik lassen sich anhand eines sehr einfachen Struktur-
modells klären. Im Folgenden werden vergleichende Berechnungen durchgeführt, die eine
Abschätzung des Ein�usses diverser Derivative, wie sie in Kap. 7.4 bestimmt werden, auf
das Strukturverhalten klären sollen.
Für die in Kap. 7 ermittelten Derivative werden zu diversen Systemkon�gurationen die
kritischen Windgeschwindigkeiten und Flatterfrequenzen bestimmt. Auf Grund der relativ
guten aeroelastischen Eigenschaften liefern die Simulationen sehr hohe kritische Windge-
schwindigkeiten. Um im Rahmen eines akademischen Vergleichs aussagekräftige Resultate
zu erhalten, wird die folgende Strukturkon�guration verwendet:

m = 25 to, Θ = 600 tom2, B = 15 m
fB = 0.4 Hz, 0.45 Hz, 0.50 Hz; fT = 1.3 · fB

Der Berechnung liegen die folgenden Parameter zu Grunde:

Zeitschrittweite ∆t = 0.05 s
Anzahl der Zeitschritte: nt = 8192
Geschwindigkeitsinkrement: ∆u = 1.00 m/s

In Tab. 8.2 sind die Resultate der Flattersimulationen zusammengefasst. Die Abweichun-
gen der kritischen Geschwindigkeiten, die aus den simulierten Derivativen berechnet wer-
den, betragen maximal 14 % bezogen auf die Ergebnisse, die aus den gemessenen und
in [31] verö�entlichten Werten resultieren. Au�ällig ist auÿerdem eine Abweichung der
Flatterfrequenzen. Auch liegen hier die Frequenzen der Tragwerksantworten geringfügig
unterhalb der Eigenfrequenzen. Dies ist ungewöhnlich, da die Flatterfrequenz normaler-
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weise zwischen den Eigenfrequenzen liegt.

Höffer [31] ALE − 1, Re = 1000 ALE − 1, Re = 170000
fB fT ukrit fflatter ukrit fflatter ukrit fflatter

[Hz] [Hz] [m/s] [Hz] [m/s] [Hz] [m/s] [Hz]
0.400 0.520 91 0.392 102 0.368 89 0.378
0.450 0.585 102 0.441 115 0.413 102 0.425
0.500 0.650 113 0.490 128 0.459 113 0.472

Tab. 8.2: Vergleich der krit. Geschwindigkeiten und Flatterfrequenzen für verschiedene
Strukturen.

Abschlieÿend ist festzustellen, dass zur Abschätzung der kritischen Windgeschwindigkei-
ten in einem frühen Entwurfsstadium numerisch simulierte Derivative eingesetzt werden
können. Allerdings genügt die Genauigkeit der Resultate nicht den Anforderungen, die
an einen endgültigen Nachweis gestellt werden. Insbesondere, wenn die Flatterfrequenzen
z. B. für eine eventuelle Auslegung von schwingungsdämpfenden Maÿnahmen benötigt
werden, sind auch im frühen Planungsstadium möglichst exakte Derivative erforderlich.

8.3 Anwendungsbeispiele
Groÿbrücken groÿer Spannweiten und somit niedriger Eigenfrequenzen sind für aeroela-
stische Stabilitätsprobleme besonders anfällig. Insbesondere geringe Torsionseigenfrequen-
zen, die sehr nahe bei den Biegeeigenfrequenzen liegen, können eine Anregung durch aero-
elastische Kräfte begünstigen. Daher sind für groÿe Schrägseil- und Hängebrücken grund-
sätzlich Untersuchungen notwendig. In diesem Kapitel werden exemplarisch aeroelasti-
sche Untersuchungen für je eine typische Hänge- und eine Schrägseilbrücke durchgeführt.
Die unterschiedlichen Verhaltensweisen im Fall einer Anregung werden gegenübergestellt.
Daraus können im Weiteren Strategien entwickelt werden, die zu einer Erhöhung der kri-
tischen Windgeschwindigkeiten führen.
Die Untersuchungen erfolgen zum einen für die generalisierte Struktur in zwei Freiheits-
graden mit dem in Kap. 8.2 beschriebenen Programm FLUTTER. Andererseits werden
Simulationen mit dem Programm FEMAS-AERO durchgeführt. Diese Vorgehensweise er-
möglicht es, die Simulationsresultate aus diesen beiden unterschiedlichen Modellbildungen
zu vergleichen.
Um den Ein�uss der modalen Eigenschaften studieren zu können, werden beide Trag-
werke mit den in Kap. 7 identi�zierten aeroelastischen Derivativen untersucht. Dieser
Querschnitt besitzt aeroelastisch instabile Eigenschaften, so dass mit Anfachung ab einer
bestimmten Windgeschwindigkeit zu rechnen ist. Durch die Verwendung gleicher Quer-
schnittseigenschaften für sämtliche Tragsysteme können unterschiedliche Verhaltensweisen
infolge verschiedener aeroelastischer Querschnittseigenschaften ausgeschlossen werden.
Es sei ausdrücklich darauf hingewiesen, dass trotz der Ähnlichkeit zu realen Bauwerken
nicht auf deren Sicherheit geschlossen werden kann. Bei den hier durchgeführten Unter-
suchungen handelt es sich um akademische Beispiele, da die Eigenschaften der Struktur
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teilweise so abgeändert werden, dass sich aeroelastische Phänomene einstellen. Auÿerdem
entsprechen die aeroelastischen Querschnittseigenschaften nicht denen der realen Bauwer-
ke.

8.3.1 Schrägseilbrücke
Als eine typische Schrägseilbrücke ist die in Abb. 8.9 dargestellte Pont de Brotonne
anzusehen. Mit einer Mittelspannweite von 320 m und Seitenfeldern von jeweils 143.50 m
erstreckt sich diese Groÿbrücke über die Seine zwischen Rouen und Le Havre. Der
Überbau, der mittig von einer Seilebene getragen wird, wurde als Betonhohlkasten aus-
geführt. Die Querschnittswerte der Haupttragglieder sind den Angaben von Herzog [29]
entnommen.

1 4 3 . 5 1 4 3 . 53 2 0 . 0

Abb. 8.9: Längsschnitt der Pont de Brotonne

Q u e r s c h n i t t

1 9 . 2 0

3 . 0 0

3 . 0 0 3 . 0 01 3 . 1 0

S
ei

le

Abb. 8.10: �ktiver Querschnitt, vgl. Abb. 5.17

Da die Eigenfrequenzen laut [29] der Originalstruktur mit fB = 0.26Hz und fT = 1.329Hz
genügend weit auseinander liegen und somit keine aeroelastischen Probleme im Bereich
realistischer Windgeschwindigkeiten zu erwarten sind, werden die Querschnittswerte durch
Erhöhung der Biegestei�gkeit und Reduktion der Torsionsstei�gkeit für die vorliegenden
akademischen Untersuchungen derart modi�ziert, dass eine Modenkopplung möglich wird.
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Abb. 8.11: 1. Biegeeigenform, fB1 = 0.359 Hz

Abb. 8.12: 1. Torsionseigenform, fT1 = 0.479 Hz

Abb. 8.13: 2. Biegeeigenform, fB2 = 0.609 Hz
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Abb. 8.14: 2. Torsionseigenform, fT2 = 0.911 Hz

Eine Identi�kation der modalen Parameter liefert die in den Abbildungen 8.11 bis 8.14
dargestellten Eigenformen für Biegung und Torsion. Auf Grund der Komplexität und der
Kopplung Überbau - Pylon treten zahlreiche gekoppelte Eigenformen auf, die hier nicht
wiedergegeben werden. Die erste Biegeeigenfrequenz beträgt fB1 = 0.359 Hz, die erste
Torsionsfrequenz nimmt einen Wert von fT1 = 0.479 Hz an. Das Frequenzverhältnis zwi-
schen Torsions- und Biegefrequenz beträgt somit fT1/fB1 = 1.33.
Auf Grund des nach Strukturmodi�kation geringen Frequenzabstandes ist eine Moden-
kopplung zu erwarten. Auf Basis der in [31] angegebenen Derivative werden Flattersi-
mulationen durchgeführt. Die Berechnung der kritischen Windgeschwindigkeit erfolgt mit
folgenden Parametern:
Bezugsbreite : B = 19.20 m
Dämpfung (Biegung und Torsion): ξ = 1.0 %
Zeitschrittweite ∆t = 0.05 s
Anzahl der Zeitschritte: nt = 16500

Die Simulation mit dem Finite-Element-System FEMAS-AERO ergibt eine kritischeWind-
geschwindigkeit von ukrit = 74.7 m/s bei einer Flatterfrequenz von fflatter = 0.361 Hz
(Abb. 8.15). Der Flatter-Mode stellt imMittelfeld eine gekoppelte, biegedominante Schwin-
gung dar, während in den beiden Seitenfeldern ausschlieÿlich Biegung auftritt (Abb.8.16).

Zum Vergleich werden mit dem Programm FLUTTER Berechnungen mit nur zwei mo-
dalen Freiheitsgraden durchgeführt. Hier existieren mehrere Möglichkeiten, das Flatter-
problem zu diskretisieren. Die in der Praxis am weitesten verbreitete Vorgehensweise
betrachtet ausschlieÿlich den Bereich des Überbaus, in dem die zu untersuchenden Eigen-
formen ihr Maximum aufweisen. Dabei wird die A�nität der jeweils beteiligten Biege- und
Torsionseigenformen nur qualitativ betrachtet und als perfekt vorausgesetzt. Dementspre-
chend wird ein Trägerabschnitt mit einer Einheitslänge vom 1.0m mit den aeroelastischen
Derivativen untersucht.
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Abb. 8.15: Resultate der Flattersimulation mit FEMAS-AERO

Abb. 8.16: Flattermode der instabilen Struktur
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Der Berechnung liegen folgende Gröÿen zu Grunde:
m = 28.083 to/m, Θ = 702.15 tom2/m
fB = 0.358 Hz, fT = 0.479 Hz

Die Simulationen mit diesem einfachen Modell liefern eine kritische Geschwindigkeit von
ukrit = 65.8 m/s, die Antwortfrequenz des Zwei-Freiheitsgrad-Systems beträgt fflatter =
0.358Hz (Abb. 8.17). Somit ist au�ällig, dass diese Modellierungen nicht äquivalent sind.
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Abb. 8.17: Resultate der Flattersimulation, Zwei-Freiheitsgrad-Modellierung für einen
Trägerabschnit von 1 m Länge

Um den Ein�uss der unterschiedlichen Eigenformverläufe für w und ϕ zu untersuchen,
werden nun generalisierte Trägheiten und Lasten aus den Eigenformen (Abb. 8.11 und
Abb. 8.12) des Überbaus bestimmt, siehe Kap. 8.2.2. Die Umrechnung der aeroelastischen
Kraftgröÿen erfolgt gemäÿ Tab. 8.1. Daraus ergeben sich für den Überbau die folgenden
Parameter:
M̂ = 3638.5 to, Θ̂ = 112653.8 tom2,
kp,zz = 129.56, kp,ϕϕ = 160.44, kp,ϕz = 137.02,
fB = 0.358 Hz, fT = 0.479 Hz.

Als Resultate liefern die Untersuchungen die kritische Geschwindigkeit ukrit = 68.0 m/s
und die Flatterfrequenz fflatter = 0.358Hz (Abb. 8.18). Die kritische Windgeschwindigkeit
liegt etwas oberhalb der Ergebnisse, die sich aus der Betrachtung eines Einheitsabschnitts
ergeben. Daraus folgt, dass der Ein�uss der Nichta�nität der beteiligten Eigenformen
unwesentlich ist, sofern diese eine ausreichende Ähnlichkeit aufweisen.
Die Flattermoden, dargestellt in Abb. 8.16, zeigen jedoch auch, dass auÿer dem Überbau
die Pylone und die Seile in Bewegung versetzt werden. Dazu ist kinetische Energie erfor-
derlich, die somit aus dem Erregungsmechanismus zusätzlich bereitgestellt werden muss.
Daher steht zur Anregung des Überbaus weniger Energie zur Verfügung, als in dem Zwei-
Freiheitsgrad-Modell berücksichtigt wird. Somit liefert diese Modellierung eine geringere
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Abb. 8.18: Resultate der Flattersimulation, Zwei-Freiheitsgrad-Modellierung mit genera-
lisierten Parametern

kritische Windgeschwindigkeit.
Ähnliche Beobachtungen schildern Starossek in [57] und D'Asdia et al. in [2]. Sta-
rossek berechnet ebenfalls nach der Methode der Finiten Elemente die kritischen Ge-
schwindigkeiten, allerdings im Modalraum. Er stellt fest, dass die Simulationen räumlicher
Modelle teilweise erheblich höhere kritische Windgeschwindigkeiten liefern als einfache 2-
D-Modelle (bis 150%). Diese Erkenntnisse begründet er mit der mangelnden A�nität der
Eigenformen.

Um den Ein�uss der Strukturdämpfung quanti�zieren zu können, werden die Simulatio-
nen ebenfalls für ξ = 0.5% durchgeführt. In Tab. 8.3 be�ndet sich eine Gegenüberstellung
der einzelnen Simulationsergebnisse. Der Abfall der kritischen Geschwindigkeiten ist ver-
hältnismäÿig gering, was dadurch zu begründen ist, dass die Derivative H∗

1 und A∗
2 sehr

kleine oder sogar negative Werte annehmen. Das bedeutet, dass der Gallopinganteil an der
Instabilität sehr gering ist. Diese wird vorwiegend durch die Koppelterme hervorgerufen.

gesamte Struktur Schnitt generalisierte
FEMAS-AERO l = 1 m Struktur

ξ = 0.5% ukrit 70.0 m/s 61.0 m/s 63.3 m/s
fflatter 0.361 Hz 0.361 Hz 0.359 Hz

ξ = 1.0% ukrit 74.7 m/s 65.8 m/s 68.0 m/s
fflatter 0.361 Hz 0.360 Hz 0.358 Hz

Tab. 8.3: Vergleich der krit. Geschwindigkeiten und Flatterfrequenzen für unterschiedliche
Modellierungen und Dämpfungsgrade
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8.3.2 Hängebrücke
Überblick

Die Bosporus-Brücke, die als stählerne Autobahnbrücke Asien mit Europa über den
Bosporus hinweg verbindet, zählt mit ihrer Mittelspannweite von 1074 m zu den gröÿ-
ten Hängebrücken der Welt. In den letzten Jahrzehnten wurden diverse Hängebrücken
geplant und gebaut, die die Spannweite dieser 1973 für den Verkehr freigegebenen Brücke
überschreiten. Somit ist sie als ein typischer Vertreter der groÿen Hängebrücken anzuse-
hen und eignet sich daher sehr gut für grundlegende Betrachtungen.
Die Bosporus-Brücke stellt eine erdverankerte Hängebrücke dar, deren Überbau mit ei-
ner Gesamtlänge von 1560m seine Lasten durch zwei Tragkabel an die 165m hohen Pylone
abgibt. In Längsrichtung wird eine schwimmende Lagerung angenommen, quer dazu wird
der Überbau an die Pylone gekoppelt, vgl. [40]. Die Querschnittsstei�gkeiten sind [28, 40]
entnommen.
Je nach Ansatz der Stei�gkeiten ändern sich die Frequenzen und vor allem die Reihenfolge
der Moden. So kann z. B. eine Reduktion der Torsionsstei�gkeit zu einer Kopplung anderer
Moden führen. Um diesen Sachverhalt zu verdeutlichen, werden Simulationen mit voller
und mit reduzierter Torsionssteifgkeit durchgeführt. Hieraus lassen sich unterschiedliche
Strategien zur aeroelastischen Stabilisierung ableiten.

2 4 3 2 4 31 0 7 4

9
1

.5

Abb. 8.19: Längsschnitt der 1. Bosporus-Brücke

Abb. 8.20: �ktiver Querschnitt, vgl. Abb. 5.17

Simulation unter Berücksichtigung der vollen Stei�gkeiten

Die Stei�gkeiten werden gemäÿ [28, 40] ohne Reduktionen angesetzt. Aus einer Eigenwert-
untersuchung ergeben sich die Eigenformen und -frequenzen des Tragwerks. Die ersten 35
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Eigenfrequenzen nehmen Werte zwischen 0.1 und 1 Hz an. Teilweise liegen sie sehr eng
beieinander, wodurch eine Anregung mehrerer Moden durch eine einzige Lastfrequenz als
möglich zu betrachten ist. Einige wesentliche Eigenformen werden im Folgenden darge-
stellt:

Abb. 8.21: 2. Eigenform: vertikale Biegung, mit Längsverschiebung, fB1 = 0.121 Hz

Abb. 8.22: 3. Eigenform: vertikale Biegung, fB2 = 0.163 Hz

Abb. 8.23: 5. Eigenform: vertikale Biegung, fB3 = 0.227 Hz
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Abb. 8.24: 12. Eigenform: Torsion des Überbaus, fT1 = 0.378 Hz

Abb. 8.25: 18. Eigenform: Torsion des Überbaus, fT2 = 0.562 Hz

Wie in Kap. 8.2.2 ausführlich beschrieben wird, ist eine Modenkopplung dann möglich,
wenn die beteiligten Moden qualitativ ähnlich sind. Somit kommen hier ausschlieÿlich
Kopplungen zwischen dem ersten Biege- und dem zweiten Torsionsmode oder zwischen
dem zweiten Biege- und dem ersten Torsionsmode in Frage. Da der Frequenzabstand zwi-
schen den beiden letztgenannten geringer ist, wird hierfür eine Kopplung erwartet. Die
zweite Biegeeigenfrequenz beträgt fB2 = 0.163Hz, die erste Torsionsfrequenz nimmt einen
Wert von fT1 = 0.378 Hz an. Das Frequenzverhältnis zwischen Torsions- und Biegefre-
quenz beträgt somit fT /fB = 2.36. Bei fT /fB < 1.5 ist erfahrungsgemäÿ verstärkt mit
Modenkopplung und Instabilität zu rechnen. Somit stellt sich die Frage nach der aeroela-
stischen Anregbarkeit dieser Struktur, was im weiteren durch numerische Simulationen
untersucht wird.
Den im Folgenden genauer dargestellten Berechnungen liegen folgende Parameter zu
Grunde:
Bezugsbreite : B = 28.00 m
Dämpfung (Biegung und Torsion): ξ = 1.0 %
Zeitschrittweite ∆t = 0.10 s
Anzahl der Zeitschritte: nt = 32800
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Des Weiteren werden alternativ Simulationen mit einer Dämpfung ξ = 0.5% durchgeführt.
In Tab. 8.4 erfolgt eine Gegenübertstellung der Berechnungsergebnisse.
Als kritische Windgeschwindigkeit kann ukrit = 63.1m/s identi�ziert werden. Die Struktur
antwortet mit einer Flatterfrequenz von fflatter = 0.170 Hz (Abb. 8.26). Der in Abb. 8.27
dargestellte Mode zeigt die Dominanz der Biegung.
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Abb. 8.26: Resultate der Flattersimulation mit FEMAS-AERO

Abb. 8.27: Flattermode der instabilen Struktur
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Zum Vergleich werden Untersuchungen gemäÿ Kap. 8.2 für einen Trägerabschnitt mit ei-
ner Einheitslänge von 1 m (Abb. 8.28) und mit generalisierten System- und Lastgröÿen
(Abb. 8.29) durchgeführt. Diese beiden Untersuchungen ergeben kritische Geschwindig-
keiten, die mit ca. 37.9 m/s bedeutend unterhalb der mit FEMAS-AERO bestimmten
kritischen Windgeschwindigkeit von ukrit = 63.1 m/s liegen.

gesamte Struktur Schnitt generalisierte
FEMAS-AERO l = 1 m Struktur

ξ = 0.5% ukrit 62.0 m/s 36.0 m/s 37.7 m/s
fflatter 0.171 Hz 0.173 Hz 0.173 Hz

ξ = 1.0% ukrit 63.1 m/s 37.9 m/s 38.7 m/s
fflatter 0.170 Hz 0.173 Hz 0.173 Hz

Tab. 8.4: Vergleich der krit. Geschwindigkeiten und Flatterfrequenzen für unterschiedliche
Modellierungen und Dämpfungsgrade

Wie Tab. 8.4 zu entnehmen ist, bewirkt eine Halbierung der Dämpfung für diese Brücke
eine Minderung der kritischen Geschwindigkeit um ca. 5%. Die Modellierung als Zwei-
Freiheitsgrad-System hingegen liefert Werte, die bedeutend unterhalb der Resultate aus
der realitätsnahen Modellierung liegen.
Auch hier wird deutlich, dass die Abbildung der Struktur als Zwei-Freiheitsgrad-System
nicht zu befriedigenden Resultaten führt. Auÿer dem Längsträger schwingen sowohl die
Tragkabel als auch die Pylone mit. Dadurch werden Massenanteile mit Energie versorgt,
die in dem Berechnungsmodell mit zwei Freiheitsgraden zwar nicht berücksichtigt werden
können, jedoch nicht zu vernachlässigen sind. Daraus resultieren Ergebnisse, die zu einer
unnötigen und somit unwirtschaftlichen Modi�kation der Struktur führen können.
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Abb. 8.28: Resultate der Flattersimulation, Zwei-Freiheitsgrad-Modellierung für einen
Trägerabschnitt von 1 m Länge
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Abb. 8.29: Resultate der Flattersimulation, Zwei-Freiheitsgrad-Modellierung mit genera-
lisierten Parametern

Simulation mit reduzierter Torsionsstei�gkeit

Um den Frequenzabstand zu reduzieren, wird die Torsionsstei�gkeit des Versteifungsträ-
gers mit IT,mod = 0.01·IT angesetzt. Daraus folgt, dass sich die e�ektive Torsionsstei�gkeit
der Brücke aus dem Verhalten der Tragkabel ergibt, da der Verdrehungswiderstand des
Versteifungsträgers vernachlässigbar gering ist. Betrachtet man o�ene Querschnitte, so
ist diese Stei�gkeitsverteilung nicht unmöglich, wenn auch spätestens seit dem Taco-
ma-Einsturz unrealistisch, da derartige Pro�le nicht mehr verwendet werden. Für diese
Konstellation ergeben sich die Eigenformen wie folgt:

Abb. 8.30: 2. Eigenform: vertikale Biegung mit Längsverschiebung, fB1 = 0.121 Hz
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Abb. 8.31: 3. Eigenform: vertikale Biegung, fB2 = 0.163 Hz

Abb. 8.32: 4. Eigenform: vertikale Biegung mit Längsverschiebung, fB3 = 0.172 Hz

Abb. 8.33: 5. Eigenform: Torsion des Überbaus, fT1 = 0.195 Hz
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Abb. 8.34: 6. Eigenform: vertikale Biegung fB4 = 0.227 Hz

Abb. 8.35: 7. Eigenform: Torsion des Überbaus, fT2 = 0.228 Hz

Au�ällig ist der Modentausch zwischen erster und zweiter Torsionseigenform, hervorgeru-
fen durch das Abfallen der Torsionseigenfrequenzen. Hierdurch wird sich eine Kopplung
zwischen der vierten Eigenform (Abb. 8.32) als Biegemode und der fünften Eigenform
(Abb.8.33) als Torsionsmode einstellen. Das Verhältnis zwischen Torsions- und Biegefre-
quenz beträgt somit fT1/fB3 = 1.13.
Die numerische Simulation mit FEMAS-AERO ergibt für eine Dämpfung ξ = 1.0% als
kritische Windgeschwindigkeit ukrit = 18.7 m/s und eine Flatterfrequenz von fflatter =
0.172Hz (Abb. 8.36). Bei Berücksichtigung von ξ = 0.5% reduziert sich ukrit auf 16.4m/s.
In Abb. 8.37 wird die zuvor getro�ene Annahme zur Modenkopplung bestätigt. Au�ällig
ist, dass hier die Torsion einen gröÿeren Anteil an dem Flattermode liefert als dies bei
der zuvor durchgeführten Simulation mit vollen Stei�gkeiten der Fall ist. Dies ist auf die
Nähe zwischen Torsions- und Biegefrequenz zurückzuführen.
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Abb. 8.36: Resultate der Flattersimulation mit FEMAS-AERO

Abb. 8.37: Flattermode der instabilen Struktur

8.3.3 Bewertung der Simulationsergebnisse
In diesem Kapitel wurden zwei unterschiedliche Tragwerkstypen numerischen Flattersimu-
lationen unterzogen. Die erste Struktur, eine typische Schrägseilbrücke, ist auf Grund des
Frequenzverhältnisses fT1/fB1 = 1.33 als gefährdet einzustufen. Hier ergeben die Berech-
nungen jedoch kritische Geschwindigkeiten, die weit über den üblichen Bemessungswerten
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Abb. 8.38: Derivative

liegen. Im überkritischen Fall wird die Struktur zu Biegeschwingungen angeregt.
Ähnliche Resultate liefern die Simulationsergebnisse der unmodi�zierten Hängebrücke.
Auch hier wird trotz des groÿen Frequenzabstandes fT1/fB1 = 2.36 die Struktur zu Bie-
geschwingungen angeregt. Dabei schwingt sie ebenfalls annähernd mit der Biegeeigenfre-
quenz.
Die modi�zierte Hängebrücke mit stark reduzierter Torsionsstei�gkeit des Versteifungsträ-
gers weist hingegen einen Wechsel der an der Kopplung beteiligten Moden auf. Auf Grund
des geringeren Frequenzabstandes sinkt die kritische Windgeschwindigkeit auf Werte ab,
die die Standsicherheit einer Brücke beeinträchtigen können. Hier nimmt auch der Anteil
des Torsionsmodes an dem Flattermode zu.
Bei allen durchgeführten Simulationen fällt jedoch auf, dass der Flattermode groÿe Antei-
le des Biegemodes beinhaltet. Da jedoch H∗

1 < 0 ist, ist ein Versagen infolge Biegegalloping
nicht möglich. Daraus folgt, dass insbesondere die gemischten Derivative H∗

2 , H
∗
3 , A

∗
1 und

A∗
4, dargestellt in Abb. 8.38, für die Instabilität verantwortlich sind.

Eine Variation der Strukturdämpfung beein�usst die Simulationsergebnisse kaum. Dies
wird ebenfalls auf den starken Ein�uss der gemischten Derivative zurückgeführt (vgl. Bei-
spiele in Kap. 9.2.2).
Allgemein ist festzustellen, dass sowohl die Diskretisierung als Zwei-Freiheitsgrad-Modell
als auch die dreidimensionale Diskretisierung ihre Berechtigung haben. Die räumliche
Diskretisierung ergibt im Rahmen der Modellierungsgenauigkeit genaue Ergebnisse. Au-
ÿerdem erlaubt sie, den Ein�uss von Systemvarianten direkt zu untersuchen, da sich immer
die ungünstigste und somit maÿgebende Modenkopplung einstellt. Hingegen ermöglicht
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die Berechnung mit zwei Freiheitsgraden nicht nur Untersuchungen in kurzer Zeit, son-
dern erlaubt es auch, gezielt bestimmte Modenkopplungen zu studieren. Hier können die
Verwendung von generalisierten Systemeigenschaften und die Beaufschlagung der aero-
elastischen Kräfte mit Modellfaktoren eine wesentliche Rolle spielen. Der Nachteil liegt
jedoch ganz o�ensichtlich in der groÿen Ungenauigkeit bis hin zu fehlerhaften Resulta-
ten bei der Ermittlung der kritischen Windgeschwindigkeiten. Diese fallen bei den hier
durchgeführten 2-D-Simulationen grundsätzlich geringer als bei 3-D-Simulationen aus. Da
dies auf den Ein�uss der unberücksichtigten modalen Massenanteile zurückzuführen ist,
ist davon auszugehen, dass die im Rahmen von 2-D-Simulationen ermittelten Ergebnisse
grundsätzlich auf der sicheren Seite liegen und somit für eine grobe Abschätzung dennoch
geeignet sind. Die Kombination beider Berechnungsverfahren ermöglicht jedoch sytema-
tische Untersuchungen, worauf im Kap. 9.2 ausführlich eingegangen wird.

8.3.4 Maÿnahmen zur Erhöhung der aeroelastischen Stabilität
Gemäÿ Eurocode1− 2− 4, Anhang C.3 [14] ist für Galloping nachzuweisen, dass die kri-
tische Geschwindigkeit ukrit > 1.25 · um ist, wobei um die mittlere Windgeschwindigkeit
nach Eurocode1 − 2 − 4, 8.1 ist. Da für das Flattern keine direkte Aussage getro�en
wird, erfolgt der Nachweis äquivalent zum Galloping. Für die hier betrachteten Struktu-
ren werden die Bemessungswindgeschwindigkeiten im Vorfeld der Planung durch Experten
festgelegt. Insbesondere bei leichten Fuÿgängerbrücken mit architektonisch ausgefallenem
Querschnitt treten Stabilitätsprobleme auf [16, 53]. In den vorangehenden Abschnitten
wurden verschiedene Ein�üsse deutlich, die die aeroelastische Stabilität von Brücken-
strukturen beein�ussen. Ziel der Modi�kationen ist es, die aeroelastische Stabilität durch
Änderungen des Querschnitts oder der modalen Eigenschaften der Struktur zu gewähr-
leisten. Daher werden hier einige Möglichkeiten der Stabilisierung durch Änderungen der
modalen Eigenschaften vorgestellt.

a) Anheben der Stei�gkeiten
In Abhängigkeit der Derivative bewirkt eine Anhebung der Eigenfrequenzen durch Erhö-
hung der Stei�gkeiten in den meisten Fällen eine Erhöhung der aeroelastischen Stabilität,
da durch Erhöhung der Eigenfrequenz f die reduzierte Geschwindigkeit ured verkleinert
wird. Dadurch ergeben sich bei Verläufen der Derivative, wie in Abb. 8.38 dargestellt, ge-
ringere aeroelastische Kräfte. Allerdings ist darauf zu achten, dass der Abstand zwischen
Biege- und Torsionsfrequenzen nicht verringert wird.
In der Praxis ist dies zumeist nur durch Änderung des statischen Systems möglich, da
eine Erhöhung der Stei�gkeiten oftmals mit einer Erhöhung der Massen verbunden ist,
wodurch sich der E�ekt abmindern oder sogar völlig aufheben kann. Grundsätzlich sollten
die Hauptträger einer Brücke möglichst torsionssteif als geschlossene Querschnitte ausge-
bildet werden.

b) Frequenzabstand
Ein wesentlicher Punkt ist die Nähe der sich koppelnden Moden. Sinkt das Frequenzver-
hältnis fT /fB, so sinkt die kritische Windgeschwindigkeit. Ist eine Anhebung der Torsions-
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frequenz nicht möglich, so kann es sinnvoll sein, die Biegefrequenz abzusenken. Allerdings
wird dies zu einer stärkeren Böenreaktion des Bauwerks führen, weshalb diese Strategie
in der Praxis nur in Ausnahmefällen verfolgt werden wird.
Um dies zu untermauern, werden Simulationen mit einer festen Torsionsfrequenz durch-
geführt. Folgende modale Parameter liegen den Berechnungen bei Verwendung der Deri-
vative gemäÿ Abb. 8.38 zu Grunde:
m = 10.18 to/m, Θ = 717.27 tom2/m,
fT = 0.352 Hz,
B = 28 m,
ξ = 1 %

In Abb. 8.39 sind die kritischen Geschwindigkeiten über das Frequenzverhältnis fB/fT

aufgetragen. Mit geringer werdendem Abstand zwischen Biege- und Torsionsfrequenz fällt
die kritische Windgeschwindigkeit ab.
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Abb. 8.39: kritische Windgeschwindigkeit, abhängig vom Frequenzverhältnis

c) Anheben der Massenträgheiten bzw. der Dämpfung
Die kritischen Windgeschwindigkeiten werden im Fall des Flatterns nur sehr wenig durch
die Dämpfung beein�usst. Das vereinfachte Verfahren, das in Kap. 2.3.4 dargestellt wird,
zeigt in den Gleichungen keine Abhängigkeit von der Dämpfung. Auch Starossek führt
in [57] vergleichende Studien durch, in denen sich der Ein�uss der Dämpfung als unwe-
sentlich herausstellt.
Allerdings kann in Fällen, in denen die Instabilität als Galloping auftritt (Kap. 2.3.1),
eine Erhöhung der Masse bzw. der Dämpfung zum Erfolg führen.
Für das Biegegalloping ergibt sich Instabilität für

Sc,z =
4mξz

ρB2
< H∗

1 . (8.19)
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Hier gehen sowohl die Masse als auch die Dämpfung linear in den Massendämpfungspara-
meter Sc,z ein, so dass eine Erhöhung der Masse oder der Dämpfung je nach Verlauf der
Derivative eine wirksame Maÿnahme zur aeroelastischen Stabilisierung darstellen kann
(Abb. 8.40). Allerdings sind die Änderungen der Eigenfrequenz durch Massenänderungen
zu berücksichtigen.
Eine Erhöhung der Dämpfung bewirkt in der Theorie zwar eine Verbesserung, jedoch sind
die Dämpfungswerte mit groÿen Schwankungen behaftet und nicht beliebig steigerbar. Da-
her ist eine Erhöhung der kritischen Windgeschwindigkeit durch planmäÿige Erhöhung der
Strukturdämpfung nur in sehr geringem Maÿe möglich.

H 1
*

u r e d

S c , z

Abb. 8.40: Ein�uss des Massendämpfungsparameter

d) Einsatz von Schwingungsdämpfern
Eine Methode, dem System planmäÿig Energie zu entziehen, ist der Einsatz von Schwin-
gungsdämpfern. Diese wurden in der Vergangenheit vorwiegend zur Kontrolle von böen-
erregten Schwingungen und verkehrs- oder personeninduzierten Anregungen eingesetzt
[30]. Besonders zur Reduktion wirbelerregter Querschwingungen haben sich Schwingungs-
dämpfer als erfolgreiche Maÿnahme erwiesen. Der Einsatz zur Erhöhung der aeroelasti-
schen Stabilität ist hingegen noch nicht umfangreich erforscht. Im Rahmen der Planungs-
maÿnahmen für die Fuÿgängerbrücke Kehl-Strassburg wurden Simulationsrechnungen mit
Schwingungsdämpfern durchgeführt, auf deren Basis dann die Auslegung und konstruk-
tive Durchbildung dieser Bauteile erfolgen konnte [53]. Für dieses Projekt konnte zum
ersten Mal der erfolgreiche Einsatz von Schwingungsdämpfern zur Kontrolle aeroelasti-
scher Erregung einer Brücke nachgewiesen werden. Allerdings sind für den allgemeinen
Einsatz zahlreiche Fragen zur Wirksamkeit und Emp�ndlichkeit gegenüber Abweichungen
von der optimalen Auslegung zu untersuchen, was in den folgenden Kapiteln erfolgen soll.



Kapitel 9

Der Einsatz von Schwingungsdämpfern

9.1 Dämpfungsstrategien im Bauwesen
Unter Schwingungskontrolle werden Maÿnahmen verstanden, die zu einer Reduktion bzw.
Beschränkung der Tragwerksantwort auf eine dynamische Erregung führen. Wie in Kap.
8 bereits erwähnt, existieren verschiedene Möglichkeiten, um die aeroelastische Stabilität
einer Brückenstruktur zu erhöhen. Eine bisher ungewöhnliche Methode ist der Einsatz
von Schwingungsdämpfern. Für die Bedämpfung aeroelastischer Schwingungen in einem
Freiheitsgrad existieren diverse Ansätze. Zur Unterdrückung gekoppelter Biege-Torsions-
Instabilitäten wurden hingegen bisher keine systematischen Untersuchungen durchgeführt.
Ziel der vorliegenden Studien ist die Untersuchung der Einsatzmöglichkeiten von schwin-
gungsreduzierenden Systemen zur aeroelastischen Stabilisierung.

9.1.1 Grundlagen der Schwingungskontrolle
Übliche Dämpfungssysteme

Die Reduzierung von Schwingungsamplituden kann durch die verschiedensten Systeme
erfolgen. Schwingungen können sowohl die Standsicherheit als auch die Gebrauchstaug-
lichkeit und Dauerhaftigkeit eines Bauwerks beeinträchtigen. Wenn der Nachweis der ae-
roelastischen Stabilität auch zunächst ausschlieÿlich die Standsicherheit betri�t, so ist
jedoch zu beachten, dass hier schon kleine Amplituden der Bauwerksschwingungen zu
unterdrücken sind. Zum einen geht die Theorie vom Anwachsen der Schwinggröÿen, aus-
gelöst durch kleine Störungen aus, zum anderen treten schon im unterkritischen Bereich
Modenkopplungen auf, vgl. [57]. Die infolge von Böigkeit auftretenden Deformationen
induzieren ständig aeroelastische Kraftgröÿen. Nach Erfahrungen des Verfassers durch
Simulationen der Böenerregung unter Berücksichtigung aeroelastischer E�ekte �ndet ei-
ne Kopplung der Moden und somit eine Erhöhung der Systemantworten schon ab einer
Windgeschwindigkeit von ca. 60% der kritischen Geschwindigkeit statt, was sowohl die
Dauerhaftigkeit als auch die Gebrauchstauglichkeit beeinträchtigen kann.
Um einen allgemeinen Überblick über die Möglichkeiten mechanischer Dämpfungssysteme
zu geben, werden im Folgenden die wichtigsten Systeme und deren Anwendungsmöglich-
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keiten kurz erläutert.
Dissipative Dämpfer
Diese stellen die für den auf statische Belange spezialisierten konstruktiven Ingenieur na-
heliegendste Methode da. Zur Energiedissipation werden Bauteile bzw. Konstruktionen
vorgesehen, die unter Beanspruchung Energie in Reibung bzw. plastische Verformungen
umwandeln. Diese Elemente besitzen häu�g viskose Eigenschaften. Allerdings ist ihr Ein-
satz zumeist auf Anwendungsgebiete begrenzt, in den es zu sehr hohen Beanspruchungen
in der Struktur kommt. Als typischer Einsatzbereich sei die Bedämpfung von Tragwerks-
schwingungen infolge Erdbeben genannt. Zu diesem Zweck werden an bestimmten Stellen
des Tragwerks Lager vorgesehen, die ab einem gewissen Beanspruchungsniveau plastische
Verformungen ausführen und somit dissipierend wirken [39]. Dem gleichen Prinzip ent-
sprechen Tragwerkszonen, deren Ausbildung auf Basis der Kapazitätsbemessung erfolgt
[4]. Besonders im Hochbau, jedoch auch im Brückenbau werden solche Verfahren in stark
seismisch aktiven Zonen eingesetzt [12, 47]. Hierzu sind in bestimmten Bereichen des
Tragwerks Flieÿgelenke vorzusehen, die die Energie durch groÿe Verzerrungen dissipieren
können. Auf eine rotationsfähige Ausbildung dieser Zonen und eine ausreichend starke
Überdimensionierung der Bereiche, die sich linear verhalten sollen, sei hiermit ausdrück-
lich hingewiesen. Auf Grund der genannten Voraussetzungen wird auch klar, warum diese
Strategien der Schwingungsreduzierung zur Bedämpfung aerodynamischer Kräfte nicht
in Frage kommen. Die Dämpfer sollen schon bei geringen Bewegungsamplituden und Be-
anspruchungen ihre Wirkung entfalten. Des Weiteren werden diese Elemente immer als
konstruktive Bauteile zwischen zwei sich relativ zu einander bewegenden Tragwerksele-
mente oder zwischen Tragwerk und Festpunkt geschaltet.
Eine Bedämpfungsart, die auf dieser Basis zur Vermeidung aerodynamisch angeregter
Schwingungen eingesetzt wird, ist das Anhängen eines Tauchkörpers während des Bau-
zustandes (Abb. 9.1). Hierzu wird z. B. am freien Kragarmende eines im Freivorbau
errichteten Brückenabschnitts über ein Gewässer ein Körper mit einem hohen Strömungs-
widerstand in das Gewässer gehängt. Als Tauchkörper haben sich u. a. zusammenge-
schweiÿte Stahlträger als günstig erwiesen. Wird der Kragarm zu Schwingungen angeregt,
bewirkt diese Abspannung geschwindigkeitsproportionale Gegenkräfte und reduziert so-
mit die Schwingungen.

x

F c =  C  x

Abb. 9.1: Stahlträgerkreuz als dämpfendes Element im Bauzustand
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Schwingungsisolierung
Zur Schwingungsisolierung wird ein Körper von seiner Umgebung schwingungstechnisch
entkoppelt. Der vorwiegende Einsatzbereich ist die Isolierung von Maschinenfundamen-
ten. Man unterscheidet aktive und passive Isolierung. Aktive Isolierungen schützen die
Umgebung vor dynamischen Beanspruchungen durch das Maschinenfundament, während
eine passive Isolierung eine Maschine vor Erschütterungen aus der Umgebung abschirmt.

L a s t e r r e g u n g

F u ß p u n k t e r r e g u n g

a k t i v e  S c h w i n g u n g s i s o l i e r u n g                    p a s s i v e  S c h w i n g u n g s i s o l i e r u n g

Abb. 9.2: Prinzip der Schwingungsisolierung

Im Brückenbau �nden isolierende Maÿnahmen zur Unterdrückung seismisch erregter
Schwingungen Anwendung. Als Beispiel sei hier die schwimmende Lagerung der Über-
bauten von Schrägseil- und Hängebrücken genannt, welche zumeist zur Reduktion von
Zwängungen vorgesehen wird. Durch diese Lagerung ist eine erhebliche Reduktion der
Beanspruchungen in Pylonen, Stützen und Widerlagern möglich [40].
Schwingungsdämpfer
In der Literatur �nden sich diverse De�nitionen für Schwingungstilger und -dämpfer. Um
im Weiteren genauer di�erenzieren zu können, werden folgende, häu�g anzutre�ende De-
�nitionen verwendet:
Unter einem Schwingungstilger versteht man eine Zusatzmasse, welche mittels Feder an
das zu bedämpfende System gekoppelt wird. Wird zusätzlich zu der Feder ein Dämpfungs-
element zwischen Hauptsystem und Dämpfermasse geschaltet, so wird dieses System auch
als Schwingungsdämpfer (engl.: Tuned Mass Damper, kurz: TMD) bezeichnet.
Unter der Voraussetzung einer exakten Abstimmung der Dämpferfrequenz ωD =

√
kD/mD

wird dem Hauptsystem kinetische Energie entzogen. Somit reduzieren sich die Amplitu-
den des Hauptsystems, dem jedoch vergröÿerte Relativamplituden zwischen Haupt- und
Dämpfermasse gegenüber stehen. Für die Bemessung des Dämpfers wird gewöhnlich das
diskrete Hauptsystem, welches bedämpft werden soll, in einen Einmassenschwinger um-
gerechnet (vgl. Kap. 8.2.2). Somit ergibt sich gemäÿ Abb. 9.3 ein Zweimassenschwinger
bestehend aus der Hauptmasse (Bauwerk) und der Dämpfermasse.
Für dieses einfache System ist es möglich, die Bewegungsgleichungen direkt zu lösen.
Die Auslegung erfolgt gemäÿ einer optimalen Abstimmung, wofür die Literatur zu den
diversen Anregungsarten verschiedene Kriterien bereitstellt [26, 45, 61]. Wesentliche Aus-



130 9 Der Einsatz von Schwingungsdämpfern

m D

k D ; c D

m H ;  E I

m D

k H ; c H

m H

M o d e l l i e r u n g
k D ; c D

Abb. 9.3: Schwingungsdämpfer: diskretes Tragwerksmodell und Bemessungsmodell

legungskriterien gehen auf die Arbeit von den Hartog [26] zurück.
Die e�ektive Dämpfung, die der Schwingungsdämpfer erzeugt, hängt vom Massenver-
hältnis µ = mD/mH ab. Wird die Frequenzabstimmung κ = ωD/ωH nicht exakt vor-
genommen, �ndet keine wesentliche Reduktion der Amplituden statt. Um eine gewisse
Breitbandigkeit des Dämpfers zu gewährleisten, wird der Tilger, der ausschlieÿlich unter
einer sehr genauen Frequenzabstimmung funktioniert, mit viskosen Elementen versehen.
Diese besitzen eine relative Dämpfung ξD, welche eine geringfügige Abweichung der opti-
male Dämpferfrequenz von der zu tilgenden Erregerfrequenz erlaubt.
Hier wird der eigentliche Nachteil des Schwingungsdämpfers deutlich. Er kann ausschlieÿ-
lich eine Frequenz oder ein sehr schmales Frequenzband bedämpfen. Daraus folgt, dass
die zu bedämpfende Frequenz eindeutig bekannt sein muss. Ausführliche Untersuchung
präsentiert Petersen in [45] zu den Ein�üssen einzelner Abstimmungsparameter.

Die bisher diskutierten Maÿnahmen der Schwingungskontrolle, die für eine bestimmte
modale Systemkon�guration ausgelegt werden, arbeiten ausschlieÿlich auf Grundlage ki-
netischer Gesetzmäÿigkeiten. Diese Systeme, die unabhängig von zur Verfügung stehenden
Energiequellen als mechanischer Bestandteil eines Tragwerks anzusehen sind, werden auch
als passive Systeme bezeichnet. Hingegen de�nieren aktive oder auch intelligente Systeme
Dämpfungsmechanismen, die durch eine Steuerung gezielt den Bewegungen entgegenge-
setzte Kräfte in das Tragwerk einleiten. Hierzu wird eine mit Sensorik versehene Struktur
kontinuierlich überwacht. Die Steuerung ist dann in der Lage, auf geringste Erregungen
zu reagieren und die Dämpfungsanlage unter Umständen den aktuellen Gegebenheiten
optimal anzupassen. Dies kann z. B. erforderlich sein, wenn die modale Masse des Haupt-
systems sich auf Grund der Nutzung ständig verändert. Somit müsste der Schwingungs-
dämpfer den sich ändernden Eigenfrequenzen anpasst werden, was bei passiven Systemen
nicht möglich ist. Insbesondere für Beanspruchungen, bei denen entweder die minimal
notwendige Bewegung noch nicht erreicht ist, oder die zu bedämpfende Frequenz nicht
vorhergesagt werden kann, ergeben sich Vorteile einer aktiven Systembedämpfung. Hierzu
wird auf die ausführlichen Betrachtungen von Phocas [47] und Raps [48] verwiesen.
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Dämpfungsmodelle

Das dissipierende Element stellt einen wesentlichen Bestandteil des Schwingungsdämpfers
dar. Die hierfür eingesetzten Materialien verhalten sich bezüglich der Energieumwandlung
verschieden. Zwei wesentliche Modelle sind die viskose und die Reibungsdämpfung.

Linear-viskose Dämpfung
Entgegengesetzt der Bewegungsrichtung wird eine geschwindigkeitsproportionale Kraft in
das System eingeleitet. Vergleicht man für ein solches Dämpfungsmodell zwei Hysteresen
mit gleicher Amplitude, jedoch doppelter Frequenz, so wächst der Flächeninhalt (Dissi-
pationsenergie) der höherfrequenten Hysterese auf das Doppelte an. Wird hingegen die
Frequenz als konstant angenommen, jedoch die Amplitude verdoppelt, so beträgt die wäh-
rend einer Periode dissipierte Energie das vierfache (Abb. 9.4).
Bei visko-elastischen Materialien haben Versuche ergeben, dass die Dissipation für niedri-
ge Frequenzen frequenzunabhängig ist [45]. Für hohe Frequenzen neigen diese Werksto�e
zur Versteifung, was zu geringfügigen Dämpfungsänderungen führt. Da die Dämpfung bei
Festkörpern aus innerer Reibung resultiert, ist verständlich, weshalb sie nicht frequenz-
abhängig sein kann. Zur einfachen analytischen Betrachtung wird sie zur Anwendung
dennoch als linear geschwindigkeitsproportional angenommen.
Viskose Dämpfung wird z. B. bei Verwendung von plastisch deformierbaren Bauteilen und
speziellen Brückenlagern unterstellt. Die Verwendung hydraulischer Stoÿdämpfer, wie sie
aus dem Fahrzeugbau allgemein bekannt sind, ist zur geschwindigkeitsproportionalen Be-
dämpfung von Bauwerken weit verbreitet.

x

P

x

P

   v i s k o s e  D ä m p f u n g                                                R e i b u n g s d ä m p f u n g

Abb. 9.4: Energiedissipation: Hysteresen infolge viskoser bzw. Reibungsdämpfung

Reibungsdämpfung
Reibungsdämpfer leiten eine der Bewegungsrichtung entgegengesetzte Kraft in das Sy-
stem ein. Diese Kraft ist nur von der senkrecht auf die Gleitebene wirkenden Normalkraft
und dem Reibungskoe�zienten abhängig. Daraus folgt die Unabhängigkeit von der Bewe-
gungsamplitude und der -geschwindigkeit. Somit ergibt sich eine Frequenzunabhängigkeit
der innerhalb einer Periode dissipierten Energie. Wird hingegen bei konstanter Frequenz
die Amplitude verdoppelt, so verdoppelt sich auch die Dissipation pro Periode.
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Im Gegensatz zur viskosen Dämpfung lässt sich keine geschlossene Lösung des durch
Reibung gedämpften Schwingungssystems �nden, da das Dämpfungsglied nichtlinear ist.
Daher erfolgt die praktische Behandlung solcher Probleme durch eine Linearisierung. Da-
zu wird die Dissipationsenergie innerhalb einer Periode bestimmt. Die analytische Lösung
der Bewegungsgleichung erfolgt dann für eine äquivalente viskose Dämpfung, welche die
gleiche Energie aus dem System dissipiert. Somit �ndet die Abbildung der nichtlinearen
Reibungskräfte innerhalb der Bewegungsgleichungen durch eine lineare Dämpfung statt.

9.1.2 Der Einsatz von Schwingungsdämpfern in der
Bauwerksaerodynamik

Der Einsatz von Schwingungsdämpfern gegen windinduzierte Schwingungen ist im Bau-
wesen weit verbreitet und für einige Erregungsmechanismen Stand der Technik. Insbeson-
dere zur Bedämpfung wirbelerregter Querschwingungen von Stahlschornsteinen wurden
verschiedene Systeme entwickelt und mehrfach erfolgreich eingesetzt [45].

Die Auslegung des Schwingungsdämpfers geschieht grundsätzlich nach folgender Vorge-
hensweise:

• Festlegung des erforderlichen Massenverhältnisses µ = mD/mH ; dies ergibt sich je
nach Erregungsart aus der gewünschten e�ektiven Dämpfung und der Breite des
Frequenzbandes, das bedämpft werden soll.

• Bestimmung der optimalen Verstimmung κopt = ωD/ωH als Funktion von µ; hieraus
resultiert die Dämpferfrequenz ωD; Berechnung der Dämpferstei�gkeit: kD = ω2

D·mD

• Bestimmung der optimalen Dämpfung ξD,opt als Funktion von µ und Berechnung
der Dämpfungskonstante des Dämpfers: cD = 2 ·mD · ωD · ξD.

Es sei vorab darauf hingewiesen, dass ein Nachweis einer Konstruktion auf Basis opti-
mierter Dämpfer in der Praxis aus Sicherheitsgründen nicht erfolgen darf. Hierzu wird
auf Kap. 9.3 verwiesen.
In den folgenden Ausführungen wird ein kurzer Überblick zu Auslegungsstrategien und
Optimierungskriterien für die verschiedenen aerodynamischen Anregungsmechanismen ge-
geben, die dem Stand der Technik entsprechen.

Wirbelerregte Querschwingungen

Bei wirbelerregten Querschwingungen lösen sich ab einer kritischen Geschwindigkeit Wir-
bel ab und führen somit zu einer harmonischen Belastung quer zur Anstömrichtung. Auf
Grund dieses Zusammenhangs stellt sich ein resonanter Zustand ein, wenn die Eigenfre-
quenz des Bauwerks mit der Wirbelablösefrequenz gemäÿ Gl. 9.1 übereinstimmt.

fk = St · u/d (9.1)
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Durch die harmonische Bewegung der angefachten Struktur �ndet eine Stabilisierung der
Strömung (Rückkopplung) und somit ein Lock-in-E�ekt statt.
Steigt die Windgeschwindigkeit weiter an, erhöht sich ebenfalls die Wirbelablösefrequenz
und die Beanspruchungen der Struktur reduzieren sich. Ist die Dämpfung zu gering, wird
die Struktur in einer Geschwindigkeitsbandbreite angeregt, was auf den Lock-in-E�ekt
zurückzuführen ist.
Somit erfolgt eine optimale Bedämpfung gegen Querschwingungen durch einen auf die Ei-
genfrequenz abgestimmten Schwingungsdämpfer. Durch eine entsprechend gewählte Vis-
kosität wird dem Lock-In-E�ekt entgegengewirkt. Da die Erregung durch eine harmoni-
sche Kraft erfolgt, können die Optimierungskriterien zur Minimierung der Verformungen
wie folgt nach den Hartog festgelegt werden:

κopt =
1

1 + µ
(9.2)

ξopt =

√
3µ

8(1 + µ)
(9.3)

Weitere Ausführungen �nden sich bei Petersen in [45].

Böenerregung

Die Kontrolle böenerregter Schwingungen ist grundsätzlich als problematisch zu betrach-
ten. Der Wind ist ein Zufallsprozess und beinhaltet somit alle Frequenzanteile. Insbeson-
dere werden Moden mit Frequenzen f < 1 Hz angeregt, siehe Kap. 1.2.1, Abb. 1.4.
Liegen die Eigenfrequenzen der Struktur weit genug auseinander, und wird vorwiegend ein
Mode angeregt, so ist eine Bedämpfung dieses Modes möglich. Allerdings ist der Ein�uss
der zusätzlich hinzukommenden Dämpfermasse auf die anderen Moden zu berücksichti-
gen. Insbesondere bei Tragwerken, die in einem sehr niederfrequenten Bereich zahlreiche
benachbarte Moden aufweisen (Beispiel in Kap. 8.3.2), ist eine Bedämpfung eines einzel-
nen Modes nicht erfolgversprechend. Unter Umständen gelingt eine Schwingungskontrolle
durch eine entsprechend breitbandige Auslegung des Dämpfers, was allerdings zu sehr
hohen Massenverhältnissen µ > 5% führen kann.
Wird als Optimierungsziel die Minimierung der Standardabweichung der Verformungen
de�niert, lauten die Optimierungskriterien gemäÿ [45, 61] für eine stochastische Anregung
mit Weiÿem Rauschen:

κopt =

√
2 + µ

2(1 + µ)2
(9.4)

ξopt =

√
µ(4 + 3µ)

8(1 + µ)(2 + µ)
(9.5)
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Galloping

Galloping ist ein aerodynamisches Stabilitätsproblem, das durch bewegungsinduzierte
Schwingungen in einem Freiheitsgrad hervorgerufen wird (vgl. Kap. 2.3.1). Wird die Sum-
me aus aeroelastischer und struktureller Dämpfung cges < 0, wachsen die Amplituden des
Systems bis zum Versagen der Struktur an. Gl. 9.6 gibt das Stabilitätskriterium für das
Biegegalloping an:

Sc,z =
4mξz

ρB2
> H∗

1 (9.6)

Wird H∗
1 > Sc,z, so tritt Instabilität ein (vgl. Kap. 2.3.2, Gl. 2.17). Aus Gl. 9.6 geht hervor,

dass der Massendämpfungsparameter Sc,z linear mit Erhöhung der Strukturdämpfung ξz

zunimmt. Daraus folgt, dass Gallopingschwingungen durch Erhöhung der Dämpfung ver-
mieden werden können.
Die Optimierungskriterien zur Minimierung der Deformation lauten für selbsterregte
Schwingungen nach [45]:

κopt =

√
1

1 + µ
(9.7)

ξopt =

√ √
1 + µ− 1

2
√

1 + µ(1 + µ)
(9.8)

9.2 Schwingungsdämpfer gegen das Brücken�attern

9.2.1 Einführung
Wie in Kap. 8.3.4 erläutert, führt eine Erhöhung der Dämpfung nur dann zu einer si-
gni�kanten Erhöhung der Stabilität, wenn diese gallopingdominiert ist. Dies bedeutet,
dass Instabilitäten, die durch die Derivative H∗

1 und A∗
2 hervorgerufen werden, sich durch

Erhöhung der Dämpfung wirkungsvoll unterdrücken lassen. Anders sieht dies bei Instabi-
litäten infolge der Derivative H∗

2 und A∗
1 aus, die als Koppelterme wirken. Sind vorwiegend

diese für die Instabilität verantwortlich, verspricht eine Erhöhung der Dämpfung wenig
Erfolg. Eine Veränderung der aeroelastischen Kopplungsfähigkeit, hervorgerufen durch die
qualitative Veränderung der Moden, kann allerdings eine deutliche Änderung der Stabili-
tätseigenschaften der Gesamtstruktur bewirken. Insofern ist es denkbar, dass ein Schwin-
gungsdämpfer, der gezielt auf einen Mode abgestimmt ist und diesen u. U. unterdrückt,
dennoch zu einer Erhöhung der aeroelastischen Stabilität führt.
Im Vergleich zu den zuvor genannten Erregungsmechanismen ist es nicht möglich, Op-
timierungskriterien für das klassische Biege-Torsions�attern herzuleiten. Aufgrund der
Komplexität der einfachsten Modellierung und der beliebigen, in diskreter Form vorlie-
genden Derivative ist eine geschlossen-analytische Beschreibung nicht möglich.
Daher wird hier eine Strategie entwickelt, die auf Grundlage numerischer Untersuchungen
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Optimierungsergebnisse liefert. Eine ähnliche Vorgehensweise beschreibt Wahle in [61],
wo er Optimierungsalgorithmen ebenfalls auf Basis numerischer Berechnungsverfahren
beschreibt, die eine Ermittlung optimaler Auslegungskriterien zu bestimmten Problem-
stellungen erlauben.
In [22] beschreibenGattulli et. al. die Auslegung und Optimierung nichtlinearer Schwin-
gungsdämpfer gegen selbsterregte Schwingungen, ebenfalls auf Basis numerischer Analy-
sen. Allerdings betrachten sie ausschlieÿlich die Struktur als Einfreiheitsgradsystem.

9.2.2 Optimierungsalgorithmen

Modellierung der Brücke mit TMD zur Parametervariation

Ziel der Optimierung ist die Erhöhung der kritischen Windgeschwindigkeit des Tragwerks.
Diese ist bei gegebenen aeroelastischen Querschnittseigenschaften vorwiegend von dem
Frequenzverhältnis fT /fB abhängig. Die Dämpfung spielt hingegen nur in Sonderfällen
eine bedeutende Rolle. Betrachtet man allerdings die Gesamtstruktur mit ihrer dreidimen-
sionalen Charakteristik, so lässt sich als wichtiges Kriterium die A�nität der beteiligten
Eigenformen feststellen, vgl. Starossek [57]. Dieser Aspekt kann ausschlieÿlich inner-
halb einer FE-Simulation berücksichtigt werden. Im Rahmen einer solchen Simulation ist
jedoch eine detaillierte Untersuchung der einzelnen Ein�ussgröÿen wie Massenverhältnis
µ, Verstimmung κ und Dämpfung ξD aus wirtschaftlichen Gründen nicht möglich.
Daher werden diese Ein�ussfaktoren an einem vereinfachten Modell, das sich an den Aus-
führungen in Kap. 8.2 orientiert, untersucht.

W i n d

T M D

B r ü c k e

M D ,  K D ,  C D

M H ,  K H ,  C H

Abb. 9.5: mechanisches Modell zur Optimierung

Hierzu wird die Brücke durch zwei Freiheitsgrade abgebildet. Der Schwingungsdämpfer
kann sowohl Biege- als auch Torsionsschwingungen ausführen, weshalb auch dieser mit
zwei zusätzlichen Freiheitsgraden diskretisiert wird. Dabei wird davon ausgegangen, dass
die Freiheitsgrade w und ϕ entkoppelt sind.
Die Massenmatrix, bestehend aus den Massenmatrizen der Brücke MH und des Dämpfers
MD, lautet:
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M =

[
MH 0
0 MD

]
=




mH 0 0 0
0 ΘH 0 0
0 0 mD 0
0 0 0 ΘD


 (9.9)

Des Weiteren werden die Dämpfung C und die Stei�gkeit K aufgestellt:

C =

[
CH 0
0 CD

]
=




cH,z + cD,z 0 −cD,z 0
0 cH,ϕ + cD,ϕ 0 −cD,ϕ

−cD,z 0 cD,z 0
0 −cD,ϕ 0 cD,ϕ


 (9.10)

K =

[
KH 0
0 KD

]
=




kH,z + kD,z 0 −kD,z 0
0 kH,ϕ + kD,ϕ 0 −kD,ϕ

−kD,z 0 kD,z 0
0 −kD,ϕ 0 kD,ϕ


 (9.11)

Die aeroelastischen Kräfte wirken auf den Brückenquerschnitt, auf die Dämpfermassen
wirken keine Lasten direkt ein. Somit ergeben sich die aeroelastischen Kräfte zu

Paero = q ·B




{
KH∗

1
ẇ
u

+ KH∗
2

Bϕ̇
u

+ K2H∗
3ϕ + K2

B
H∗

4w
}

B
{

KA∗
1

ẇ
u

+ KA∗
2

Bϕ̇
u

+ K2A∗
3ϕ + K2

B
A∗

4w
}

0
0




. (9.12)

Die Bewegungsgleichungen 9.13 werden mittels direkter Zeitintegration gelöst, indem je-
weils die Weggröÿen x aus dem Zeitschritt (n−1) zur Berechnung der Kräfte im Zeitschritt
n verwendet werden:

Mẍ(tn) + Cẋ(tn) + Kx(tn) = Paero[x(tn−1), ẋ(tn−1)] (9.13)

Darin stellt x den Verschiebungsvektor dar:

x =




wH

ϕH

wD

ϕD


 (9.14)

Zur Identi�kation der einzelnen Ein�üsse werden Parametervariationen durchgeführt. Da-
zu stehen die im Weiteren beschriebenen Programmmodule zur Verfügung.
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Das Programm FLUTTER-var-µ

Zunächst ist zu klären, inwiefern eine Bedämpfung der Struktur für vorgegebene modale
und aeroelastische Parameter möglich ist. Der wesentliche Faktor zur Erhöhung der kriti-
schen Windgeschwindigkeit ist die Wahl der Dämpferträgheit. Daher werden zunächst die
kritischen Geschwindigkeiten für verschiedene Massenverhältnisse [µmin : µmax] berech-
net. Die Bestimmung der dazu passenden Abstimmung κopt = fD/fflatter und Dämpfung
ξD,opt erfolgt in erster Näherung nach den Gleichungen 9.7 und 9.8. Es ist zu beachten,
dass sich für groÿe Massenverhältnisse µ die Eigenfrequenzen des Systems und somit die
Flatterfrequenzen ändern. Deshalb steigt der Wirkungsgrad bei einheitlicher Vorgabe der
TMD-Frequenzen unterlinear. Die Abschätzung ist daher konservativ.

Die Anwendung soll am folgenden Problem demonstriert werden:
Für eine gegebene Struktur werden der Ein�uss verschiedener Derivative und die Be-
dämpfung mit unterschiedlichen Massenverhältnissen untersucht. Alternativ dazu erfolgt
eine Untersuchung ohne TMD, allerdings mit Variation der Strukturdämpfung ξ. Dazu
wird die Struktur mit aeroelastischen Kraftgröÿen infolge ausgesuchter Derivative ange-
regt. Die Wirkungsgrade ukrit/ukrit,0 werden als Funktion von µ bzw. ξ ermittelt, wobei
ukrit,0 die kritische Windgeschwindigkeit ohne den Einsatz eines Schwingungsdämpfers für
ξ = 1% bezeichnet.
Die Brücke wird wie folgt modelliert:

m = 10.176 to/m, Θ = 717.27 tom2/m
fB = 0.172 Hz, fT = 0.190 Hz
B = 28.0 m

In Abb. 9.6 sind die Derivative dargestellt, für die die Simulationen erfolgen. Folgende
Berechnungen werden durchgeführt:

• Biegegalloping: nur H∗
1 ,

• Torsionsgalloping: nur A∗
2,

• geschwindigkeitsbezogene Koppelderivative, beide positiv: H∗
2 + A∗

1,und

• geschwindigkeitsbezogene Koppelderivative, beide negativ: −H∗
2 − A∗

1.

Eine Berechnung mit der Kombination aus H∗
2 und A∗

1 mit unterschiedlichen Vorzeichen
liefert unbedingt stabile Lösungen.

In den Abbildungen 9.7 und 9.8 sind die Wirkungsgrade ukrit/ukrit,0 in Abhängigkeit der
Strukturdämpfung ξ oder des Massenverhältnisses µ für den TMD-Einsatz aufgetragen.
Wie Abb. 9.7 zeigt, führt eine Erhöhung der Dämpfung ξ zu einer proportionalen Erhö-
hung der kritischen Geschwindigkeiten. Für das Biegegalloping ist die kritische Geschwin-
digkeit linear von dem Massenverhältnis µ abhängig, während für das Torsionsgalloping
der Verlauf der Wirkungsgradkurven für den Einsatz des TMD (rot) oberhalb derjenigen
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Abb. 9.6: Derivative, gemeinsame Darstellung

für die Dämpfung (blau) liegt. In beiden Fällen lassen sich sehr hohe Wirkungsgrade er-
zielen.
Abb. 9.8 stellt die Wirkungsgrade in Abhängigkeit der Derivativkombination H∗

2 + A∗
1,

links beide positiv, rechts beide negativ, dar. Beide Simulationen ergeben gleiche kriti-
sche Geschwindigkeiten und Wirkungsgrade. Diese sind jedoch gegenüber den Resultaten
der Gallopingsimulationen bedeutend geringer. Im Bereich von µ < 5% lassen sich keine
Wirkungsgrade > 2.5 erzielen.
Anhand der Verläufe wird deutlich, dass eine Erhöhung der kritischen Windgeschwindig-
keiten durch den Einsatz von Schwingungsdämpfern für alle hier untersuchten Derivative
möglich ist. Für Flatterprobleme, die gallopingdominant sind (vorwiegend hervorgerufen
durch H∗

1 und A∗
2), ist der Einsatz eines TMD's als sehr wirkungsvoll zu betrachten. Dies

deckt sich mit den Erfahrungen, die im Rahmen des in [53] geschilderten Projekts gesam-
melt wurden. Für Instabilitätsprobleme, die auf die Derivative H∗

2 + A∗
1 zurückzuführen

sind, kann der Einsatz von Dämpfern die nötige Steigerung der kritischen Windgeschwin-
digkeiten bewirken. Allerdings sind hier die erzielten Wirkungsgrade geringer. Es fällt
jedoch auf, dass die gleiche Steigerung der kritischen Windgeschwindigkeiten nur durch
eine überproportionale Erhöhung der Strukturdämpfung möglich wird. Abgesehen davon,
dass dies in der Praxis nicht umsetzbar ist, kann somit der Einsatz von Schwingungsdämp-
fern als eine sinnvolle Möglichkeit für die Erhöhung der Stabilität betrachtet werden.
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Das Programm FLUTTER-var-damp zur Variation von κ und ξD

Für ein gewähltes Massenverhältnis µ werden Variationsberechnungen zur Optimierung
der Abstimmung und der Dämpfung durchgeführt. Als Ausgangsgröÿe der Dämpfung wird
ξD,0 gemäÿ Gl. 9.8 gewählt. Die Variation der Dämpfung erfolgt durch Simulationen für
ξD = [0.7 · ξD,0 : 1.2 · ξD,0]. Für die Abstimmung wird in den folgenden Untersuchungen
ein Bereich von κmin = 0.7 bis κmax = 1.20 untersucht, wobei die Abstimmung gegenüber
der Flatterfrequenz gemäÿ κ = fD/fflatter erfolgt. Hieraus lassen sich die Optimalwerte
für die Abstimmung κ und die Dämpfung ξD bestimmen. Des Weiteren ist hierdurch ei-
ne Abschätzung der Wirkungsgradverluste infolge Verstimmung und ungünstig gewählter
Dämpfung möglich. Die Berücksichtigung dieser Verluste ist insbesondere für Sicherheits-
betrachtungen unabdingbar.

Zur Erläuterung werden Simulationen mit zwei Derivativ-Sätzen gemäÿ Abb. 9.9 und 9.10
für jeweils µ = 0.01 und µ = 0.02 durchgeführt. Die Derivative stammen von Windkanal-
untersuchungen zweier Bereiche einer Brücke, deren Querschnitt variiert. Da die Instabi-
lität als Torsionsgalloping auftritt, wird ausschlieÿlich ein Torsionsdämpfer simuliert.
Die Abbildungen 9.11 und 9.12 geben die Wirkungsgrade der eingesetzten TMDs be-
züglich der Derivative des Abschnitts 1 für µ = 0.01 und µ = 0.02 wieder. Unter opti-
malen Auslegungsbedingungen kann für µ = 0.01 die kritische Windgeschwindigkeit auf
ukrit = 2.9 · ukrit,0 angehoben werden, für µ = 0.02 beträgt ukrit = 3.3 · ukrit,0. Abgesehen
von der gröÿeren Wirkung weist die mit µ = 0.02 bedämpfte Struktur eine gröÿere Breit-
bandigkeit auf. Das bedeutet, dass trotz einer Verstimmung die Wirkung des TMDs noch
verhältnismäÿig hoch bleibt.
Die Abbildungen 9.13 und 9.16 zeigen deutlich die Abhängigkeit der Flatterfrequenz von
der Abstimmung. Im Bereich optimaler Abstimmung �ndet ein deutlicher Abfall der Flat-
terfrequenz statt.
Abb. 9.10 stellt die Derivative des 2. Querschnittbereichs dar. Die Verläufe der Derivative
sind aufgrund des sich ändernden Querschnitts zwar ähnlich wie in Abb. 9.9, jedoch nicht
gleich. Daraus resultieren im Vergleich zu Abschnitt 1 höhere kritische Windgeschwindig-
keiten mit ukrit = 3.9 · ukrit,0 für µ = 0.01 und ukrit = 5.6 · ukrit,0 für µ = 0.02. Auch
hier erweist sich die Auslegung mit dem höheren Massenverhältnis als breitbandiger und
somit gutmütig.
Als wesentliche Beobachtung ergibt sich die zunehmende Breitbandigkeit der Dämpfer-
wirkung mit steigendem Massenverhältnis µ und zunehmender Dämpfung ξD. Es existiert
ein Dämpfungswert, für den der Wirkungsgrad maximal wird. Wird jedoch berücksichtigt,
dass das Ziel einer optimalen Auslegung eine möglichst hohe Wirksamkeit in einem Bereich
von κ sein soll, so ist festzustellen, dass dies für hohe Dämpfungswerte eher gewährleistet
wird. Da die Eigenfrequenzen und insbesondere die Flatterfrequenzen im Rahmen einer
Planung mit Unsicherheiten behaftet sind, ist dies für die Sicherheit der Auslegung von
entscheidender Bedeutung.
Ein drastischer Abfall der Flatterfrequenz �ndet im Bereich optimaler Abstimmung κu,max

statt. Eine Simulation am Gesamtmodell könnte aufgrund einer veränderten Flatterfre-
quenz den Schluss zulassen, dass sich durch Zusatzmassen die modalen Eigenschaften der
Brücke mit TMD so verändert haben, dass die Abstimmung modi�ziert werden müsste.
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Abb. 9.9: Abschnitt 1: Derivative

0 5 10 15 20

−6

−4

−2

0

2

4

u
red

H
1*  u

nd
 H

4*

0 5 10 15 20

0

2

4

6

8

10

u
red

A
1*  u

nd
 A

4*

0 5 10 15 20

−30

−20

−10

0

10

20

30

u
red

A
2*  u

nd
 A

3*

0 5 10 15 20

0

20

40

60

80

u
red

H
2*  u

nd
 H

3*

H
1
*

H
4
*

A
1
*

A
4
*

A
2
*

A
3
*

H
2
*

H
3
*

Abb. 9.10: Abschnitt 2: Derivative
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Aufgrund der Erkenntnisse aus den Abbildungen 9.13 und 9.16 deutet ein Abfall der Flat-
terfrequenz auf eine optimale bzw. eher zu steife Abstimmung hin.
Ebenfalls au�ällig ist die Unsymmetrie der Verläufe in den Abbildungen 9.12 und 9.15.
Die Wirksamkeit des Dämpfers fällt bei Verwendung dieser Derivative für κ > κu,max stär-
ker als für κ < κu,max ab. Somit wird hier eine Einstellung der Dämpfer auf κu,max nicht
in Frage kommen, um zu groÿe Wirkungsverluste bei eventueller geringer Verstimmung
auszuschlieÿen. Zur sicheren Auslegung wird auf Kap. 9.3 verwiesen.
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Abb. 9.14: Simulationsresultate Abschnitt 2, µ = 0.01, ukrit,max/ukrit,0 = 3.9
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Abb. 9.16: Abschnitt 2: Flatterfrequenzen fflatter(κ)

9.2.3 Ablauf der Stabilisierung einer Brücke - die kombinierte
Simulationsstrategie

Wie bereits in Kap. 8.3.3 erläutert, bieten sowohl die dreidimensionmale Diskretisierung
als auch die Modellierung mit zwei Freiheitsgraden jeweils Vor- und Nachteile. Während
der Vorteil der 3-D-Simulation in der exakten Erfassung der räumlichen Struktur und der
daraus resultierenden Moden besteht, ermöglicht eine 2-D-Modellierung insbesondere bei
Berücksichtigung von Schwingungsdämpfern die gezielte Untersuchung einer bestimmten
Modenkombination. Wird bei einer 3-D-Flattersimulation ein Flattermode 1 durch den
Einsatz von Dämpfersystemen unterdrückt, so ergibt sich bei Steigerung der Windge-
schwindigkeit automatisch der nächste Flattermode 2. Daher ist es i. Allg. nicht möglich,
eine Optimierung der Dämpfer für den Flattermode 1 durchzuführen, da dieser durch die
vorzeitige Instabilität des Flattermodes 2 nicht mehr in Erscheinung tritt. Aus Gründen
der Sicherheit ist es allerdings von besonderem Interesse, Kenntnisse über das Verhal-
ten des Tragwerks unter Variation der Dämpfereigenschaften zu erlangen. Somit ergibt
sich alleine aus Gründen der Sicherheitsbetrachtung die Notwendigkeit einer kombinierten
Auslegungsstrategie. Mit Hilfe der Untersuchungen mit den im Kap. 9.2.2 vorgestellten
Programmen ist eine qualitative Betrachtung der Abstimmungsein�üsse möglich.
Die Auslegung der Schwingungsdämpfer erfolgt gemäÿ Abb. 9.17. Zunächst wird mittels
Flattersimulation am dreidimensionalen Modell die Instabilität identi�ziert. Für die sich
ergebende kritische Windgeschwindigkeit werden auf Basis des Flattermodes die betei-
ligten Eigenformen bestimmt. Für die Flatterfrequenz erfolgt dann mit dem Programm
FLUTTER-var-µ eine erste Abschätzung des Ein�usses von µ. Nach Festlegung eines
Massenverhältnisses werden die Ein�üsse von κ und ξD mit dem Programm FLUTTER-
var-damp qualitativ untersucht und die optimalen Werte festgelegt. Somit kann die Aus-
legung des Schwingungsdämpfers erfolgen, der dann innerhalb der Finite-Element-Analyse
simuliert wird.
Wird für eine höhere Windgeschwindigkeit wiederum eine Instabilität festgestellt, so müs-



9.2 Schwingungsdämpfer gegen das Brücken�attern 145

P r ü f u n g :
u k r i t  >  u b e m

3 - D - S t r u k t u r s i m u l a t i o n
F E M A S - A E R O  

I d e n t i f i k a t i o n  d e s  F l a t t e r m o d e s

2 - D - F l a t t e r s i m u l a t i o n
F L U T T E R - v a r - m
V a r i a t i o n  v o n  m  

F e s t l e g u n g  d e s
M a s s e n v e r h ä l t n i s s e s  m  

2 - D - F l a t t e r s i m u l a t i o n
F L U T T E R - v a r - d a m p

V a r i a t i o n  v o n  k  u n d  x D  

A u s l e g u n g  T M D
F e s t l e g u n g  

A b s t i m m u n g  k  u n d  D ä m p f u n g  x D  

S t r u k t u r s i m u l a t i o n  m i t  T M D
u .  U .  m i t  S y s t e m v a r i a t i o n

S y s t e m  s t a b i l
E n d e

F
la

tt
er

m
od

e 
ne

u 

F
la

tt
er

m
od

e 
id

en
ti

sc
h

ja
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sen die einzelnen Schritte erneut durchlaufen werden.
Durch die Simulation der gesamten Struktur mit den Schwingungsdämpfern ist es dann
möglich, Ein�üsse der Dreidimensionalität zu erfassen. So sind z. B. durch die groÿe Nä-
he benachbarter Eigenformen und die zusätzliche Änderung der Moden durch die TMDs
Beein�ussungen nicht auszuschlieÿen, was zu einem Abfall gegenüber der am vereinfach-
ten Modell bestimmten Wirkungsgrade führt. Insbesondere, wenn die Simulationen ohne
TMDs stark abweichende Lösungen für die beiden Strukturmodelle liefern, ist damit zu
rechnen, dass die Wirkungsgrade in Abhängigkeit von κ und ξD sich bei der dreidimen-
sionalen Strukturmodellierung anders ergeben werden.
Wenn man bedenkt, dass auch die Bestimmung der modalen Eigenschaften der Struktur
mit Unsicherheiten behaftet ist, bedeutet eine optimale Auslegung nicht eine Abstimmung
κu,max auf den höchsten Wirkungsgrad, der sich aus den Berechnungen mit FLUTTER-
var-damp einstellt. Vielmehr ist im Interesse der Sicherheit ein Korridor zu betrachten,
der um die Optimalauslegung κopt herum ein gleichmäÿiges Niveau liefert. Eine Überprü-
fung der Dämpferauslegung bezüglich der Verstimmung ist erst im Anschluss an die in
Abb. 9.17 beschriebene Prozedur möglich. Dazu werden Struktursimulationen mit ver-
schiedenen Grenzwerten für κ durchgeführt und iterativ die Dämpferabstimmungen an-
gepasst.

9.2.4 Stabilisierung einer Hängebrücke

Die zuvor beschriebene Vorgehensweise wird an dem Beispiel der Hängebrücke mit re-
duzierter Torsionsstei�gkeit, beschrieben in Kap. 8.3.2, demonstriert. Insbesondere, wenn
viele Eigenfrequenzen nahe beieinander liegen, stellt sich die Frage nach der Übertragbar-
keit der Ergebnisse, die aus den Berechnungen mit dem Optimierungstool FLUTTER-
var-damp folgen. Daher werden im Weiteren die Schwierigkeiten einer gezielten Stabili-
sierung für diese Struktur herausgearbeitet, die auf Grund ihrer modalen Eigenschaften
besonders problematisch ist. Im Rahmen einer solchen Auslegung sind zur Erfassung des
Strukturverhaltens eine Vielzahl von Berechnungen notwendig, die in den hier dargelegten
Ausführungen jedoch nicht alle wiedergegeben werden können. Deshalb werden die Aus-
führungen hier auf das notwendige Maÿ beschränkt, das zur Verdeutlichung der Strategie
erforderlich ist.
Die Simulationen werden unter Berücksichtigung einer Strukturdämpfung von ξ = 0.5%
durchgeführt. Die Flattermoden enthalten sowohl Anteile aus Torsion als auch aus Bie-
gung, weshalb hier die Bedämpfung beider Freiheitsgrade mit dem gleichen Massenver-
hältnis µ erfolgt. Da im Rahmen dieser Ausführungen die prinzipielle Vorgehensweise
demonstriert werden soll, erfolgt keine Variation unterschiedlicher Massenverhältnisse für
Biegung und Torsion. Des Weiteren werden die Dämpfer für die jeweiligen Flattermoden
im Bereich der maximalen Amplituden des Längsträgers konzentriert angeordnet. In der
Realität erfolgt auf Grund von konstruktiven Randbedingungen eine Verteilung auf meh-
rere Dämpfer.
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Abb. 9.18: System: Anordnung TMDs

Abb. 9.18 zeigt die Positionierungen am Gesamtsystem. Eine Bedämpfung sowohl der Tor-
sion als auch der Biegung erfolgt durch die Verteilung der Massen im Querschnitt gemäÿ
Abb. 9.19. Da die Dämpfermassen voneinander unabhängig schwingen können, bewir-
ken die äuÿeren Massen sowohl eine Torsionsträgheit als auch eine Translationsträgheit,
wodurch eine Bedämpfung beider Freiheitsgrade gewährleistet ist. Um die notwendige
Gesamtmasse in Translationsrichtung zu erreichen, werden in der Mitte des Querschnitts
Zusatzmassen vorgesehen.
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Abb. 9.19: �ktiver Querschnitt mit Anordnung TMD's

a) Bedämpfung des ersten Flattermodes

In Abb. 9.20 ist der Flattermode der Struktur ohne TMD dargestellt. Die kritische Wind-
geschwindigkeit beträgt ukrit = 16.4 m/s, die instabile Struktur schwingt mit fflatter =
0.172 Hz, wie Abb. 9.21 zu entnehmen ist. Es �ndet eine Kopplung des dritten Biegemo-
des mit fB3 = 0.172 Hz und des ersten Torsionsmodes mit fT1 = 0.195 Hz statt.
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Abb. 9.20: Flattermode der instabilen Struktur, ohne TMD
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Abb. 9.21: Resultate der Flattersimulation mit FEMAS-AERO, ohne TMD
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Abb. 9.22: Wirkungsgrade

In Abb. 9.22 ist die näherungsweise Ermittlung der Wirkungsgrade in Abhängigkeit des
Massenverhältnisses µ dargestellt. Daraus geht hervor, dass sich die kritische Windge-
schwindigkeit durch die Wahl von µ = 3 % verdoppeln lassen müsste. Dieser Wert wird
hier hier willkürlich festgelegt. Abb. 9.23 stellt den Verlauf des Wirkungsgrades dar.
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Abb. 9.23: 1. Flattermode, µ = 0.03, ukrit,max/ukrit,0 = 2.375

Ausgehend von der Wahl des Massenverhältnisses µ = 3 % werden zum Erreichen eines
maximalen Wirkungsgrades die folgenden Auslegungsparameter abgelesen:
κopt = 0.89, ξD = 0.0856 · 0.80 = 0.06848

Daraus folgt für die Auslegung der Schwingungsdämpfer:
Brücke: MH = 6789 to, ΘH = 385169 tom2

fB3 = 0.172 Hz fT1 = 0.195 Hz
TMD: fD = 0.153 Hz

auÿen: mD = 14.74 to, kD = 13.635 kN/m cD = 1.942 kNs/m
innen: mD = 72.36 to, kD = 66.939 kN/m cD = 9.537 kNs/m
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Abb. 9.24: Resultate der Flattersimulation mit FEMAS-AERO, mit TMD 1,
κ = 0.89, ξD = 0.0685
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Die Simulationen mit diesen Dämpfern ergeben als kritische Geschwindigkeit ukrit =
21.8 m/s, die instabile Struktur schwingt wieder mit fflatter = 0.174 Hz, der Flatter-
mode bleibt gleich. Laut den Ergebnissen der Voruntersuchung, dargestellt in Abb. 9.23,
müsste sich die kritische Windgeschwindigkeit auf ca. 40m/s steigern lassen. Daraus folgt,
dass die Abstimmung nicht optimal ist. Aus Abb. 9.23 geht weiter hervor, dass im Bereich
der gewählten Abstimmung die Wirkungsgrade sehr stark abfallen. Schon kleine Abwei-
chungen führen hier zu groÿen Verlusten.
Die Dämpfung hat ebenfalls einen Ein�uÿ. Ab einer Dämpfung von ξ = 1.0 · ξD,0 verin-
gert sich dieser E�ekt, das bedeutet, die Breitbandigkeit nimmt zu. Daher wird für die
weiteren Auslegungen ξ = ξD,0 festgelegt.

Um den Ein�uss einer Verschiebung der Abstimmung zu identi�zieren, wird die Berech-
nung mit κ = 0.92 und ξD = 0.0856 erneut durchgeführt. Die Ergebnisse sind in Abb. 9.25
und Abb. 9.26 dargestellt. Die kritische Geschwindigkeit ergibt sich zu ukrit = 29.0 m/s,
die instabile Struktur schwingt mit fflatter = 0.122 Hz. Die Flatterfrequenz entspricht
näherungsweise der ersten Biegeeigenfrequenz, so dass sich nun der erste Biegemode mit
der Torsion gekoppelt hat.

Abb. 9.25: Flattermode der instabilen Struktur, mit TMD 1
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Abb. 9.26: Resultate der Flattersimulation mit FEMAS-AERO, mit TMD 1,
κ = 0.92, ξD = 0.0856
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Es ist also nicht möglich, die Verhaltensweisen der mit Schwingungsdämpfern versehenen
3-D-Struktur unter höheren Windgeschwindigkeiten zu studieren, da hier automatisch
höhere Flattermoden in Erscheinung treten. Somit besteht ausschlieÿlich die Möglichkeit,
diese Sachverhalte an einem Vereinfachten 2-D-Modell zu untersuchen.

Abb. 9.27 stellt einen Schnitt durch Abb. 9.23 dar. Für eine sichere Auslegung ist es
erstrebenswert, einen Bereich zu de�nieren, an dessen Grenzen der gleiche Wirkungsgrad
de�niert werden kann. Die Breite ∆κ dieses Sicherheitskorridors muss dazu vorgegeben
werden. Die Festlegung von ∆κ ist zunächst willkürlich, müsste jedoch von verschiedenen
Ein�ussfaktoren abhängig gemacht werden. Hierzu wird auf die Diskussion in Kap. 9.3
verwiesen.
Eine optimale Abstimmung κopt wird daher als in der Mitte des Korridors liegend de�niert.
Dieser wird hier exemplarisch mit ∆κ ≈ 0.1 festgesetzt. Nimmt man einen Bereich von
0.89 < κ < 1.0 als Abstimmungskorridor an, so reduziert sich der Wirkungsgrad auf
ukrit/ukrit,0 = 2.0.
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Abb. 9.27: Wirkungsgrad für den 1. Flattermode, µ = 0.03

Aus den Berechnungen am räumlichen Modell folgt, dass κ = 0.89 nicht als untere Grenze
des Korridors betrachtet werden kann, weshalb κmin = 0.92 geschätzt wird. Daher wird als
optimale Abstimmung κopt = 0.97 festgelegt. Simulationen mit κ > 1.0 weisen ebenfalls
höhere Flattermoden auf. Die als optimal betrachtete Kon�guration zur Bedämpfung des
ersten Flattermodes ergibt sich dann wie folgt:
Brücke: MH = 6789 to, ΘH = 385169 tom2

fB3 = 0.172 Hz fT1 = 0.195 Hz
TMD: fD = 0.167 Hz

auÿen: mD = 14.74 to, kD = 16.196 kN/m cD = 2.647 kNs/m
innen: mD = 72.36 to, kD = 79.514 kN/m cD = 12.99 kNs/m
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b) Bedämpfung des zweiten Flattermodes

Nachdem der dritte Biegemode durch die zuvor beschriebenen TMDs erfolgreich unter-
drückt wird, koppelt sich der erste Biegemode mit dem ersten Torsionsmode, Abb. 9.25.
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Abb. 9.28: Wirkungsgrade

In Abb. 9.28 werden die Wirkungsgrade in Abhängigkeit des Massenverhältnisses µ wie-
dergegeben. Daraus ergibt sich, dass eine Steigerung über ukrit/ukrit,0 = 1.45 kaummöglich
ist. Die weiteren Berechnungen erfolgen für µ = 3 %.
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Abb. 9.29: 2. Flattermode, µ = 0.03, ukrit,max/ukrit,0 = 1.4375
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Abb. 9.30: Wirkungsgrad für den 2. Flattermode, µ = 0.03

Die Abbildungen 9.29 und 9.30 stellen die Wirkungsgrade für die Bedämpfung des zweiten
Flattermodes dar. In Abb. 9.30 ist zusätzlich ein willkürlich gewählten Korridor mit einer
Breite von ∆κ ≈ 0.1 eingetragen, für den sich mindestens ein Wirkungsgrad von 1.313
erzielen lässt. Aus der Vorberechnug werden als Auslegungsparameter festgelegt:
κmin = 0.920, κopt = 0.975, κmax = 1.030,
ξD = 0.0856.

Die Dämpferkon�guration für κopt = 0.975 ergibt sich wie folgt:
Brücke: MH = 7045 to, ΘH = 385169 tom2

fB1 = 0.122 Hz fT1 = 0.195 Hz
TMD: fD = 0.119 Hz

auÿen: mD = 14.74 to, kD = 8.23 kN/m cD = 1.89 kNs/m
innen: mD = 76.20 to, kD = 42.56 kN/m cD = 9.76 kNs/m

Simulationen mit den beiden Grenzwerten der Abstimmung liefern jeweils eine kritische
Windgeschwindigkeit von ukrit = 30.3 m/s. Mit einer Frequenz von fflatter = 0.166 Hz
koppeln sich die zweite Biegeeigenform und die zweite Torsionseigenform (Abb. 9.31).

Abb. 9.31: Flattermode der instabilen Struktur, mit TMD 1 und 2
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Abb. 9.32: Resultate der Flattersimulation mit FEMAS-AERO,
mit TMD 1 und 2

c) Bedämpfung des dritten Flattermodes

Betrachtet man Abb. 9.31, so werden die Schwingungsdämpfer für den dritten Flattermode
idealerweise in der Mitte der Brücke positioniert. Aus den hier nicht weiter dokumentier-
ten Untersuchungen mit dem Programm FLUTTER-var-µ folgt, dass der Wirkungsgrad
nicht über ukrit/ukrit,0 = 1.9 gesteigert werden kann. Auch hier wird für Biegung und Tor-
sion ein Massenverhältnis von µ = 3 % gewählt. Die Resultate der Vorberechnungen mit
FLUTTER-var-damp sind in Abb. 9.33 dargestellt.

0.7 0.75 0.8 0.85 0.9 0.95 1 1.05 1.1 1.15

1

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

 
X: 1.015
Y: 1.5

 Wirksamkeit TMD , µ = 0.030, ξ
D
/ξ

D,0
=1.00

u kr
it/u

kr
it,

0 [−
]

Abstimmung κκ
opt

 =0.965

X: 0.915
Y: 1.5

∆ κ ≈ 0.1

Abb. 9.33: Wirkungsgrad für den 3. Flattermode, µ = 0.03



9.2 Schwingungsdämpfer gegen das Brücken�attern 155

Setzt man hier ebenfalls einen Abstimmungsbereich von ∆κ ≥ 0.1 an, so folgt hieraus für
die Dämpfer:
κmin = 0.915, κopt = 0.965, κmax = 1.015,
ξD = 0.0856.

Daraus ergeben sich für die optimal abgestimmten Schwingungsdämpfer in Brückenmitte:
Brücke: MH = 4330 to, ΘH = 385169 tom2

fB2 = 0.163 Hz fT2 = 0.228 Hz
TMD: fD = 0.160 Hz

auÿen: mD = 29.48 to, kD = 29.86 kN/m cD = 5.08 kNs/m
innen: mD = 70.95 to, kD = 71.87 kN/m cD = 12.23 kNs/m

Mit den drei Dämpfersätzen lässt sich die kritische Windgeschwindigkeit auf ukrit =
34.8 m/s steigern. Dann beginnt das System erneut, im zweiten Flattermode mit einer
Antwortfrequenz von fflatter = 0.117 Hz instabil zu werden (Abb. 9.34, Abb. 9.35).

Abb. 9.34: Flattermode der instabilen Struktur, mit TMD 1, 2 und 3
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Abb. 9.35: Resultate der Flattersimulation mit FEMAS-AERO,
mit TMD 1, 2 und 3

Laut Berechnungen mit FLUTTER-var-damp ist für den zweiten Flattermode mit
µ = 3 % eine kritische Windgeschwindigkeit von ukrit = 1.31 · 29.0 m/s = 37.99 m/s
zu erwarten. Hier zeigen sich die Anwendungsgrenzen der Optimierungsprogramme. Im
Rahmen der Optimierungsberechnungen wird die Struktur durch zwei Freiheitsgrade ap-
proximiert. Daraus resultieren die Probleme, die schon in den Kapiteln 8.3.1 und 8.3.2
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diskutiert wurden. Auÿerdem werden die Wirkungsgrade durch Vergleich der erreichten
kritischen Geschwindigkeiten mit den Stabilitätsgrenzen ohne TMD bestimmt. Eine Flat-
terberechnung mit nur zwei Freiheitsgraden liefert für den zweiten Flattermode eine kriti-
sche Windgeschwindigkeit ukrit,0 = 16m/s, was wesentlich von der am räumlichen System
berechneten Geschwindigkeit von ukrit = 29.0 m/s abweicht.

Als Ursache für ein Wiederauftreten des zweiten Flattermodes bestehen zwei Möglichkei-
ten:

1. Die Leistungsfähigkeit des Dämpfers ist erreicht. Unter Umständen ist durch Erhö-
hung der Masse eine weitere Steigerung möglich. Untersuchungen ergeben, dass eine
Erhöhung von µ für den zweiten Satz Dämpfer auf µ = 0.05 die Stabilitätsgrenze
nur noch auf ukrit = 36.65 m/s anhebt.

2. Die Abstimmung wurde auf Basis der Simulationen eines einfachen Zwei-Freiheits-
grad-Systems vorgenommen. Wie die Untersuchungen zum ersten Flattermode ge-
zeigt haben, können hier Verschiebungen auftreten. Dies ist nur durch eine iterative
Simulation der Gesamtstruktur mit Variation der Abstimmungen für den zweiten
Mode zu analysieren.

d) Untersuchungen mit verstimmten Dämpfern

Die zuvor durchgeführten Auslegungen der Dämpfer sollen eine Verstimmung von 5% zu-
lassen. Zur Überprüfung dieser Annahmen werden Simulationsrechnungen mit verstimm-
ten Systemen durchgeführt, wobei die Simulationen zum Einen mit einer zu weich gewähl-
ten Abstimmung aller Dämpfer, zum Anderen mit einer zu steif gewählten Abstimmung
durchgeführt werden.
Für die Untersuchung mit verstimmten Dämpfern werden diese wie folgt ausgelegt:
1. Flattermode: κmin = 0.920 κmax = 1.030
2. Flattermode: κmin = 0.920 κmax = 1.030
3. Flattermode: κmin = 0.915 κmax = 1.015

Die Simulationen mit weichen Dämpfern ergeben eine kritische Windgeschwindigkeit von
ukrit = 33.8m/s. Die Flatterfrequenz des zweiten Flattermodes beträgt fflatter = 0.122Hz.
Diese ist geringfügig höher, als sie sich aus der Simulation mit den optimierten TMDs er-
gibt (ukrit = 34.8 m/s, fflatter = 0.117 Hz). Der Abfall der Flatterfrequenz deutet darauf
hin, dass die gewählte Abstimmung für κopt im optimalen Bereich liegt.
Eine Untersuchung der Brücke mit zu steif angenommenen Dämpfern liefert eine kriti-
sche Windgeschwindigkeit von ukrit = 31.0 m/s; dabei beginnt die Struktur mit fflatter =
0.166 Hz im ersten Flattermode zu schwingen. Der Abfall der Flatterfrequenz gegenüber
der Frequenz der unbedämpften Struktur ist auf die zu steife Abstimmung zurück zu füh-
ren. Laut den Untersuchungsergebnissen der Vorberechnung, dargestellt in Abb. 9.27, ist
mit einer Erhöhung der kritischen Windgeschwindigkeit auf ukrit = 2 · 14.6 = 32.8 m/s
zu rechnen. Aus Abb. 9.27 lässt sich jedoch auch ableiten, dass eine Korrektur der Ver-
stimmung nach unten unter Beibehaltung von ∆κ = 0.1 nicht zu einer Erhöhung der
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kritischen Geschwindigkeit führt. Der Wirkungsgrad fällt insbesondere bei zu weich aus-
gelegten Schwingungsdämpfern sehr stark ab. Daher ist mit dem errechneten Wert von
ukrit = 31.0m/s die Windgeschwindigkeit erreicht, die durch die Verwendung der hier ge-
wählten Schwingungsdämpfer erzielt werden kann. Der gesamte Wirkungsgrad der Maÿ-
nahmen ergibt sich zu ukrit/ukrit,0 = 1.89.

9.3 Sicherheitsbetrachtungen für Auslegung und Be-
messung

Die Auslegung von passiven Systemen zur Schwingungskontrolle ist im Bauwesen nicht
durch eine Norm geregelt. Somit ist für den Erfolg solcher Maÿnahmen die Erfahrung des
Ingenieurs in besonderer Weise ausschlaggebend.
Wie aus den in Kap. 9.2.4 dargelegten Untersuchungen hervorgeht, hängt die kritische
Windgeschwindigkeit entscheidend von der Abstimmungsgenauigkeit der Schwingungs-
dämpfer ab. Es wurde bereits erwähnt, dass eine optimale Auslegung ohne Berücksichti-
gung einer möglichen Verstimmung nicht vertretbar ist. Insbesondere im Hinblick auf die
Flatterproblematik gibt es drei wesentliche Gründe, weshalb eine optimale Abstimmung
in der Praxis nicht erreicht wird:

• Die zu Grunde liegenden Eigenfrequenzen lassen sich nicht immer genau berechnen.
Dies liegt zum einen an der oftmals nur sehr schwer zu erfassenden Stei�gkeit der
Struktur. So können z. B. elastische Einspannungen in den Baugrund Auswirkungen
auf globale Eigenfrequenzen haben. Insbesondere bei Seilbrücken ist der Ein�uss der
geometrischen Stei�gkeit auf die Eigenfrequenzen nicht vernachlässigbar, während
die Biegestei�gkeiten des Streckträgers in vielen Fällen von untergeordneter Bedeu-
tung sind.
Zum anderen beein�usst die Masse die Eigenfrequenzen. Es ist also notwendig, diese
möglichst genau und nicht auf der sicheren Seite liegend zu erfassen.
Die Erfahrungen zeigen jedoch, dass bei sehr sorgfältiger Modellierung der räumli-
chen Struktur mit entsprechender Untersuchung von Parameterabhängigkeiten die
Eigenfrequenzen von Seilbrücken oftmals sehr genau erfasst werden können.

• Die Optimierung von Schwingungsdämpfern erfolgt i. Allg. an vereinfachten Mo-
dellen. So weist der in Kap. 9.2.2 vorgestellte Optimierungsalgorithmus die Be-
schränkung auf die Simulation eines einzelnen Modes auf. Wie Berechnungen für
zwei Freiheitsgrade im Vergleich zu einer FE-Simulation gezeigt haben, weichen die
Resultate sehr stark von einander ab, was darauf zurückzuführen ist, dass immer
auch andere Moden mit angeregt werden. Insbesondere für sehr nahe beieinander
liegende Eigenfrequenzen können Beein�ussungen der Moden untereinander nicht
ausgeschlossen werden.

• Die Derivative, numerisch oder experimentell ermittelt, sind ebenfalls mit Unsicher-
heiten behaftet. Wie die in Tab. 8.2 zusammengestellten Resultate zeigen, weisen
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die dort ermittelten Flatterfrequenzen trotz ähnlicher Verläufe der Derivative Ab-
weichungen von bis zu 7% von einander auf. Dies würde zu deutlich reduzierten
Wirkungsgraden der Dämpfer führen.

Ein weiterer Punkt, der einer Diskussion bedarf, ist die Betriebszuverlässigkeit von Schwin-
gungsdämpfern. Da ein Ausfall eines Schwingungsdämpfers z. B. durch Blockade nicht aus-
geschlossen werden kann, müssen solche Szenarien in der Planung berücksichtigt werden.
Dies erfolgt am besten durch den Einbau mehrerer Dämpfer pro zu bedämpfendem Mo-
de. Da es unwahrscheinlich ist, dass mehrere Dämpfer gleichzeitig ausfallen, werden zum
Nachweis eine de�nierte Anzahl noch funktionsfähiger Systeme herangezogen. Auÿerdem
sollten Schwingungsdämpfer in ausreichend kleinen Zeitintervallen auf ihre Funktionsfä-
higkeit geprüft werden.

Im Rahmen dieser Arbeit soll kein Sicherheitskonzept auf Basis probabilistischer Ver-
fahren erarbeitet werden. Allerdings erfolgt in den weiteren Ausführungen eine einfache
Abschätzung der Unsicherheiten bezüglich der berechneten Eigenfrequenzen, um eine Vor-
stellung von deren Genauigkeit und den sich hieraus ergebenden Ein�üssen zu vermitteln.
Ausgehend von einem Einmassenschwinger lässt sich die Verstimmung der Eigenfrequenz
für Abweichungen εm der Masse und εk der Stei�gkeit wie folgt berechnen:

κ̄ =

√
1± εk

1∓ εm

(9.15)

Daraus ergibt sich für die Abstimmung κ ein Bereich zwischen

κ̄min · κopt < κ < κ̄max · κopt (9.16)

Geht man von einer Ungenauigkeit der Masse εm = 5% und der Stei�gkeit εk = 10%
aus, so beträgt die Verstimmung der Eigenfrequenzen 0.926 < κ̄ < 1.076. Betrachtet man
den ersten Flattermode des zuvor präsentierten Beispiels, so ergibt sich laut Abb. 9.27
für 0.870 < κ < 1.011 ein Wirkungsgrad von maximal 1.7 gegenüber dem theoretisch
erreichbaren Maximalwert von 2.50.
Somit muss der Nachweis durch Simulation nicht-optimierter Dämpfer erfolgen. Nach Er-
richten des Bauwerks sind die Eigenfrequenzen durch Messungen zu ermitteln und mit
den numerisch ermittelten Werten zu vergleichen. Bei wesentlichen Abweichungen ist das
numerische Modell damit zu kalibrieren und die Simulationen müssen erneut durchge-
führt werden. Erst daraufhin kann die endgültige Abstimmung der Schwingungsdämpfer
vorgenommen werden. Eine Verstimmung ist i. Allg. nur durch Variation der Dämpfermas-
sen möglich. Da eine Reduktion jedoch zu einer Herabsetzung der e�ektiven Dämpfung
führt, sind die notwendigen Massen vorab mit ausreichender Sicherheit zu bestimmen. Die
Simulationen sind für verschiedene Szenarien mit reduzierter und erhöhter Masse durch-
zuführen, da sich hier verschiedene Relativamplituden zwischen Haupt- und Zusatzmassen
ergeben. Eine Abschätzung dieser Ein�üsse kann durch Simulation am vereinfachten Mo-
dell geschehen.
Im Rahmen der konstruktiven Nachweise kann die Simulation für die stabile Struktur
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nur unter Berücksichtigung der Böigkeit durchgeführt werden, da die zur Bemessung der
einzelnen Bauteile notwendigen Beanspruchungen ermittelt werden müssen. Mittels geeig-
neter Zählverfahren werden dann die für die Dauerfestigkeitsnachweise notwendigen Be-
anspruchungen und deren Klassierungen ermittelt. Eine anerkannte Methode stellt hierfür
z. B. das Rain-Flow-Verfahren dar (vgl. [46]).

9.4 Zusammenfassung
Auf Basis der Zwei-Freiheitsgrad-Modellierung für das Flattern wird ein Algorithmus ge-
scha�en, der es ermöglicht, umfangreiche Parameterstudien zur Ermittlung der optimalen
Abstimmung und der optimalen Dämpfung eines Schwingungsdämpfers zu ermitteln. An-
hand von Untersuchungen an einfachen Strukturmodellen wird gezeigt, dass die Wirksam-
keit der Bedämpfung von selbsterregten Schwingungen maÿgeblich von den Derivativen
abhängt. Allerdings führt der Einsatz von Schwingungsdämpfern auch dann noch zum
Erfolg, wenn die Strukturdämpfung nicht mehr gesteigert werden kann.
Basierend auf den Erfahrungen mit den verschiedenen Diskretisierungen wird eine Stabili-
sierungsstrategie für Brückentragwerke entwickelt, die die Zwei-Freiheitsgrad-Modellierung
und die 3-D-Simulation kombiniert.
Am Beispiel einer Hängebrücke mit nahe beieinander liegenden Eigenfrequenzen wer-
den die Flattersimulationen mit Schwingungsdämpfern, die zuvor auf Basis einer Zwei-
Freiheitsgrad-Modellierung optimiert werden, durchgeführt. Als wesentlicher Faktor ist
die optimale Frequenzabstimmung der Schwingungsdämpfer zu betrachten. Diese wird
näherungsweise durch das Optimierungsprogramm gefunden. Die an diesem Modell er-
mittelten Wirkungsgrade sind allerdings höher, als sie sich bei der räumlichen Simulation
ergeben. Dies ist auf die Abbildungsungenauigkeiten des vereinfachten Modells zurückzu-
führen. Während die Flatterfrequenzen bei allen durchgeführten Simulationen mit beiden
Modellierungen nur unwesentlich von einander abweichen, liegen die kritischen Windge-
schwindigkeiten der räumlichen Modellierung i. Allg. weit über den mit zwei Freiheitsgra-
den simulierten Resultaten. Dies lässt sich durch die nicht erfassten Massen begründen,
die zur Anregung mit Energie versorgt werden müssen. Werden diese zu gering angenom-
men, so ergeben sich auch zu geringe Dämpfermassen, wodurch die Wirkungsgrade stark
herabgesetzt werden. Zudem werden eventuelle Beein�ussungen verschiedener Dämpfer
aufeinander nicht erfasst.
Weichen die mit den beiden unterschiedlichen Modellierungen berechneten kritischen Ge-
schwindigkeiten nur wenig von einander ab, so werden die Auslegungsparameter beider
Modellierungen näherungsweise übereinstimmen.
Dennoch ist das vereinfachte Modell notwendig, um qualitative Aussagen bezüglich der
Abstimmung und der Breitbandigkeit tre�en zu können. Der Nachweis der Gesamtstruk-
tur hat dann allerdings am räumlichen Modell mit zuvor festgelegten Verstimmungen zu
erfolgen.



Kapitel 10

Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit werden numerische Berechnungsverfahren zur Untersuchung
aeroelastischer Stabilitätsprobleme von Seilbrücken vorgestellt. Die Untersuchungen glie-
dern sich in zwei wesentliche Bereiche:

• Identi�kation der aeroelastischen Querschnittseigenschaften. Hierzu wird eine Stra-
tegie zur kombinierten Identi�kation der Flatterderivative zum einen auf Basis har-
monisch geführter Querschnitte, zum anderen durch Auswertung simulierter Sprun-
gantwortfunktionen vorgestellt.

• Numerische Struktursimulation im Zeitbereich. Mittels der Methode der Finiten Ele-
mente werden sowohl für dreidimensional realitätsnah modellierte Brückentragwerke
als auch auf Basis vereinfachter Zwei-Freiheitsgrad-Modelle die kritischen Windge-
schwindigkeiten und Flatterfrequenzen identi�ziert. Ausgehend von der Simulation
im Zeitbereich werden Strategien zur Erhöhung der kritischen Windgeschwindigkei-
ten durch den Einsatz von Schwingungsdämpfern vorgestellt.

Die numerische Strömungssimulation ermöglicht eine verhältnismäÿig grobe Berechnung
der aeroelastischen Querschnittseigenschaften. Allerdings stellen die Turbulenze�ekte ei-
nen nicht zu vernachlässigenden Ein�uss dar, der nur unter Zuhilfenahme von Versuchser-
gebnissen aus Windkanalversuchen partiell erfasst werden kann. Wenn auch zahlreiche ver-
schiedene Turbulenzmodelle zur Verfügung stehen, so ist dennoch weiterhin ein Abgleich
mit Versuchen erforderlich. Auch bewirkt der numerische Aufwand groÿe Speicherkapa-
zitäten und hohe Rechenzeiten. Daher muss festgestellt werden, dass eine Identi�kation
der Querschnittseigenschaften unter wirtschaftlichen Gesichtspunkten und für beliebige,
unbekannte Querschnitte in ausreichender Qualität noch nicht möglich ist.

Zur Struktursimulation stehen hingegen dank umfangreicher Forschungsarbeiten in den
letzten Jahren zuverlässige Berechnungsverfahren zur Verfügung. Insbesondere der Si-
mulation als dreidimensionale Struktur kommt hier eine besondere Bedeutung zu. Sie
ermöglicht es, die Stabilitätsgrenzen eines realen Tragwerks unter Berücksichtigung von
Nichtlinearitäten im Rahmen der verwendeten Theorie exakt zu ermitteln. Davon weichen
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die Berechnungen mit einfachen Zwei-Freiheitsgrad-Modellen bedeutend ab. Die Beschrei-
bung im Zeitbereich erlaubt eine Simulation von diskreten Dämpfersystemen zur Erhö-
hung der kritischen Windgeschwindigkeiten.
Im Rahmen dieser Arbeit wurden kombinierte Strategien auf Basis von 2-D-Modellen und
umfangreichen 3-D-Modellen zur Stabilisierung von Brückentragwerken entwickelt, die
Einsatzmöglichkeiten von Schwingungsdämpfern untersucht und die Probleme aufgezeigt.
Insbesondere hieraus ergeben sich für die Zukunft zahlreiche Weiterentwicklungsmöglich-
keiten:

• Entwicklung von allgemeinen Sicherheitskonzepten zur Auslegung von
Schwingungsdämpfern, die für den Nachweis im Grenzzustand der Tragfähigkeit
herangezogen werden;

• Erweiterung der Optimierungsprogramme auf die Simulation von böenerregten
Schwingungen;

• Entwicklung und Implementierung einer Flatterformulierung, die eine momentane
Anströmung unter verschiedenen Winkeln berücksichtigt. Dies ist notwendig, um
einer konsistenten Formulierung von böeninduzierten und selbsterregten Kräften
näherzukommen.

• Entwicklung und Implementierung von Lastmodellen auf Basis der Indizialfunktio-
nen, die es ermöglichen, selbsterregte Kräfte auch im unterkritischen Bereich ange-
messen zu modellieren.
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