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Kurzfassung

Wiéhrend ihrer Nutzungsdauer werden Stahlbetontragwerke neben den mechanischen
Belastungen auch durch weitere umgebungs- und betriebsbedingte Einwirkungen bean-
sprucht. Die Schadensdiagnostik an bestehenden Konstruktionen zeigt, dass Schadigungen
haufig durch ein Zusammenwirken der dynamischen Einwirkungen aus Wind und Verkehr
mit den hygrisch und thermisch induzierten Zwang- und Eigenbeanspruchungen verur-
sacht werden.

Zur numerischen Simulation derartiger Schadigungsprozesse in Stahlbetonflichentragwer-
ken wird eine gekoppelte thermo-hygro-mechanische Materialformulierung entwickelt und
unter Verwendung der Finite-Element-Methode umgesetzt. Als Ausgangspunkt dient da-
bei eine zeitinvariante Stahlbetonmodellierung, welche die wesentlichen Phéanomene der
physikalischen Nichtlinearitdten erfasst. Als Analysekonzept wird eine zeitvariante Multi-
Level-Iterations-Strategie verwendet. Zur Beschreibung der zeitlich und ortlich veranderli-
chen Feuchte- und Temperaturverteilung im Beton werden gekoppelte Bilanzgleichungen
formuliert. Um die in Fldchentragwerken iiberwiegend in Dickenrichtung verlaufenden
Ausgleichsvorgéange abzubilden, wird daraus ein Berechnungsverfahren abgeleitet und in
ein neu entwickeltes, auch eigenstéindig lauffihiges Programmmodul implementiert. Die
resultierenden Zustandsgrofsen dienen als Grundlage zur Bestimmung der thermisch und
hygrisch induzierten Verzerrungen und resultierenden Beanspruchungen des Tragwerks.
Unter der Annahme einer additiven Zerlegung der Gesamtverzerrungen werden diese in
der Simulationstechnik auf der Materialpunktebene erfasst. Eine derartige Vorgehensweise
ermoglicht, neben den Zwangbeanspruchungen auch die ebenfalls auftretenden Eigenspan-
nungen in der Modellierung zu beriicksichtigen. Die Einbindung der Materialformulierung
erfolgt in ein vierknotiges, isoparametrisches und schubweiches Schalenelement, welches
auf einer mittelflachenorientierten, rotationsvariablenbehafteten Schalentheorie basiert.

Die Modellvorstellungen werden anhand von aussagekraftigen Berechnungsbeispielen ve-
rifiziert. Durch die Anwendung des Simulationskonzeptes zur Untersuchung der thermo-
hygro-mechanischen Schéadigungsentwicklung einer Kiihlturmschale und der thermo-
mechanischen Schiadigungsentwicklung eines Spannbetonturms einer Windenergiecanlage
wird ein moglicher Anwendungsbereich aufgezeigt. Die Ergebnisse verdeutlichen, dass die
lastunabhéngigen Einwirkungen nicht nur die Gebrauchstauglichkeit und Dauerhaftigkeit
derartiger Tragwerke beeintriachtigen, sondern auch Auswirkungen auf die Tragfahigkeit
haben kénnen. Dabei liefern globale Schédigungsindikatoren einen zusétzlichen Eindruck
iiber den Verlauf schidigungsbedingter Steifigkeitsdegradationen.

Derartige Schiadigungsanalysen konnen dazu genutzt werden, Stahlbetontragwerke bereits
in der Planungsphase schiadigungsresistenter und damit dauerhafter auszulegen. Dariiber
hinaus besteht die Mdoglichkeit, sie auch zur Beurteilung der Effektivitdt von geplanten
Sanierungsmafnahmen bereits geschadigter Tragwerke einzusetzen und deren Restlebens-
dauer wirklichkeitsnah zu prognostizieren.
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Abstract

Reinforced concrete structures are subjected to environmental and operational loads in
addition to mechanical loads during their service life. Investigations of damages on existing
structures often conclude that in addition to dynamic loads from wind and traffic also
moisture and thermal induced stresses have initiated the damages.

For the numerical simulation of such damaging processes in reinforced concrete shell
structures, a coupled thermo-hygro-mechanical material formulation is developed and im-
plemented in a finite-element-system. The basis is a time-invariant model for reinforced
concrete subjected to short-term loads, including the essential physical non-linear features.
A time-variant multi-level-iteration-strategy is applied as an analysis concept. Coupled
balance equations are formulated to determine the temperature and moisture distribution,
which vary over time and location in the concrete. A calculation method is developed as a
stand-alone program module, to simulate the balance processes in shell structures, which
mostly occur in thickness direction. The resulting state variables are being used to de-
termine the thermal and moisture induced strains and resulting stresses on the material
point level, under the assumption of the decomposition of the total strains. This allows to
consider the existing eigenstresses in addition to the constraint effects in the modeling of
such a procedure. The integration of the material formulation takes place in a four-noded,
isoparametric, REISSNER-MINDLIN-type finite shell element, based on a middle-surface
orientated shell theory with rotational variables.

The model components are verified by means of significant calculation examples. A pos-
sible field of application is shown, first by the investigation of the damage evolution in
a cooling tower shell caused by thermo-hygro-mechanical loads, second by the damage
evolution in a prestressed concrete tower of a wind turbine caused by thermo-mechanical
loads. The results demonstrate, that the load-independent stresses do considerably reduce
the serviceability and durability of such structures, but also may reduce their load bea-
ring capacity. The damage-induced stiffness degradation becomes transparent by global
indicators.

The model may be used in the design stage to predict damages on reinforced structures
and thus compensate the impact in order to ensure a long life. Furthermore it can be
applied to analyse the efficiency of maintenance work of already damaged structures and
to predict the remaining service life.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation und Einfiihrung in die Problemstellung

Zur wirklichkeitsnahen Untersuchung von Stahlbetonbauteilen werden in der Forschung
schon seit ldngerer Zeit inelastische Analyseverfahren eingesetzt. Mit dem européischen
EC 2 (1992) und der deutschen DIN 1045-1 (2001) sind diese Verfahren auch erstma-
lig in die Berechnungspraxis des Stahl- und Spannbetonbaus eingefiihrt worden. Damit
sind in Deutschland neben den linear-elastischen Berechnungsverfahren auch Verfahren
nach der Plastizitdtstheorie und nichtlineare Verfahren fiir die Schnittgrofenermittlung
sowohl im Grenzzustand der Tragfahigkeit als auch im Grenzzustand der Gebrauchstaug-
lichkeit zugelassen. Damit gewinnen diese Verfahren auch in der Baupraxis zunehmend
an Bedeutung.

Charakteristisch fiir den Verbundwerkstoff Stahlbeton ist sein ausgeprigt nichtlineares
Verhalten. Durch die Zugrissbildung des Betons und das Fliefen des Bewehrungsstahls
entziehen sich hoher beanspruchte Bereiche eines Tragwerks der Lastabtragung, woraus
ein Umlagerungsprozess der inneren Spannungszustinde auf weniger beanspruchte Berei-
che resultiert. Gerade bei Flachentragwerken, die hochgradig statisch unbestimmte Struk-
turen darstellen und die iiber vielfaltige Lastabtragungsmoglichkeiten verfiigen, tritt dieses
Verhalten sehr ausgeprigt in Erscheinung.

Neben der wirklichkeitsndheren Abbildung der Verformungs- und Spannungszustidnde ei-
nes Tragwerks besitzt der Einsatz nichtlinearer Verfahren weitere Vorteile. Die zu einem
bestimmten Belastungsniveau gehdrende Steifigkeitsverteilung ist durch die inkrementelle
Laststeigerung genauer bestimmbar, wodurch die vorliegenden Zwangbeanspruchungen
realistischer erfasst werden kénnen. Daneben wird die in der iiblichen Bemessung vorhan-
dene Inkonsistenz zwischen der linearen Schnittgrofenermittlung und der nichtlinearen
Querschnittsbemessung iiberwunden. Schlieflich kann das Lastabtragungs- und Verfor-
mungsverhalten fiir alle Laststufen abgebildet werden. Die tatséchlich vorhandene Trag-
last kann somit deutlich {iber derjenigen liegen, die nach einer linear-elastischen Schnitt-
grofsenanalyse mit anschliefsender Bemessung fiir das Tragwerk zu Grunde gelegt wird.
Durch den Einsatz nichtlinearer Nachweisstrategien scheinen gerade bei hohen Nutzlas-
ten in bestimmten Féllen signifikante Einsparungen der Bewehrungsmengen méglich.

1
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Die Betrachtung eines neu zu konzipierenden Tragwerks darf jedoch nicht nur unter dem
Gesichtspunkt der aufzunehmenden Traglast erfolgen. Die in den letzten Jahrzehnten
in erheblichem Mafse anfallenden Sanierungsmaftnahmen haben zu einem allméhlichen
Umdenkprozess gefithrt. Neben dem Nachweis einer ausreichenden Sicherheit gegen das
Systemversagen hat der Aspekt der Dauerhaftigkeit und der Lebensdauer zunehmend
an Bedeutung gewonnen. Zu den Hauptgriinden fiir eine eingeschrénkte Lebensdauer ei-
nes Stahlbetontragwerks gehoren zweifellos die Risse im Betongefiige. Dass nicht immer
allein die mechanischen Einwirkungen fiir die auftretenden Schidden an Bauwerken ver-
antwortlich gemacht werden kénnen, hat die Schadensdiagnostik an bereits bestehenden
Gebauden gezeigt, denn allzu oft sind dabei thermische oder hygrische Zwangbeanspru-
chungen als ursichlich fiir den Schédigungsprozess erkannt worden. Bei einer Vielzahl
von Bauwerken treten diese Einfliisse in einer nicht zu vernachldssigenden Grofe auf.
Somit liegt fiir die skizzierte Problematik ein breites Anwendungsgebiet vor. Beispiele
hierfiir sind Wasserbehélter, -kanéle, -becken, Kiihlturmschalen mit Nasskiihlung [Krét-
zig & Gruber 1993; Bolvin & Chauvel 1993|, Fahrbahndecken [Sodeikat 2002; Miiller,
Horenbaum & Maliha 2002, Betonbriicken |Eickschen & Siebel 1998], Fernsehtiirme [An-
dré, Saul & Schiff 1998|, Weisse Wannen [Fechner 2003|, Heifswasser-Langzeitspeicher
[Jook 2001], Tunnelinnenschalen |Grasberger 2002] und Windenergieanlagen |[Harte &
Wormann 2002|. Hygrothermische Einwirkungen, die fiir sich alleine betrachtet gegebe-
nenfalls unkritisch sind, konnen im Zusammenwirken mit dynamischen Einwirkungen aus
Verkehr und Wind bei Tragstrukturen zu einer Beeintrachtigung der Gebrauchstauglich-
keit und Dauerhaftigkeit bis hin zum Verlust der Tragfahigkeit fithren. Denn die mit der
Rissbildung und Schidigung einhergehende Steifigkeitsreduzierung des Tragwerks fiihrt
zu niedrigeren Eigenfrequenzen, wodurch sich hochabgestimmte Systeme automatisch in
Bereiche stéirkerer Energieabsorption adaptieren und sich damit einem akkumuliert pro-
gressiven Schidigungsprozess unterwerfen miissen.

Zur Losung derartiger Problemstellungen haben sich in den letzten Jahren numerische
Néherungsverfahren etabliert. Vor allem die Finite-Element-Methode (FEM) ist im mo-
dernen Ingenieurwesen weit verbreitet. Im Vergleich zu den anderen moglichen Verfahren
zeichnet sie sich im besonderen Mafte durch ihre Flexibilitét bei der Strukturmodellie-
rung aus. Aufgrund der sténdig steigenden Rechnerleistung ist es moglich, mit ihr immer
komplexere Problemstellungen zu 16sen.

1.2 Zielsetzung der Arbeit

Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, den Einfluss hygrischer und thermischer Einwir-
kungen, die sowohl betrieblicher als auch atmosphérischer Natur sein konnen, auf das
Trag- und Verformungsverhalten von flichenartigen Stahlbetonbauwerken zu erfassen.
Dabei stehen vor allem turmartige Schalenbauwerke im Vordergrund des Interesses. Die
Abhéngigkeit der moglichen progressiven Schiadigungsprozesse von den zuvor genannten
Einfliissen soll beschrieben werden.

Hierfiir erforderlich sind physikalisch und geometrisch nichtlineare Stahlbetonschalenele-
mente, welche die Eigenschaften der Komponenten Beton und Stahl sowie deren Verbund-
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wirkung wirklichkeitsnah abbilden konnen. Dariiber hinaus ist die Einbindung der hygri-
schen und thermischen Effekte in ein geschlossenes Simulationskonzept notwendig. Diese
instationdren Einwirkungen, die sich durch unterschiedliche Wechselwirkungen gegenseitig
beeinflussen, fiihren in Fliachentragwerken zu nichtlinearen Gradienten in Dickenrichtung.
Deshalb erscheint es angebracht, dieses vorwiegend eindimensionale Verhalten in Quer-
schnittsrichtung durch eine geeignete Modellierung zu erfassen. Somit ist die Entwick-
lung eines effizienten hygrothermischen Modells und dessen Implementierung notwendig.
Zur Einbindung in den Simulationsprozess miissen die auf Querschnittsebene gewonne-
nen Erkenntnisse mit den geschichteten Schalenelementen auf der Layerebene gekoppelt
werden. Damit wird eine wirklichkeitsnahe numerische Simulation unter Beriicksichti-
gung der nichtlinearen Dehnungsverteilungen aus den witterungsabhéangigen Einwirkun-
gen ermoglicht. Zusatzlich soll durch die Einbindung normativer Regelungen beziiglich des
Schwindens und Kriechens von Beton die Moglichkeit geschaffen werden, normenkonforme
Traglastanalysen unter Beriicksichtigung des zeitabhéngigen Verhaltens durchfiihren zu
kénnen.

Im Anschluss daran sind die erarbeiteten Losungskonzepte mit aussagekraftigen Beispielen
zu verifizieren. Durch Traglast- und Schadigungsanalysen an grofen Schalenbauwerken soll
die Leistungsfahigkeit demonstriert werden.

Als Plattform fiir die in dieser Arbeit vorgestellten Entwicklungen dient das Programm-
system FEMAS 2000 |[Beem, Konke, Montag & Zahlten 1996; Harte, Andres & Wormann
2003].

1.3 Gliederung

Die vorliegende Arbeit ist in acht Kapitel gegliedert, deren Inhalt im Folgenden zusam-
mengefasst wird:

e In Kapitel 2 wird zunéchst ein Einblick in das Verhalten des Verbundwerkstoffs
Stahlbeton gegeben. Insbesondere wird verstarkt auf das fiir den weiteren Verlauf
der Arbeit mafgebende Verhalten von Beton unter hygrischen und thermischen
Einwirkungen eingegangen.

e Das!5. Kapitel ist in vier Abschnitte unterteilt. Zunéchst erfolgt die Darstellung der
zeitunabhangigen Materialformulierung des Betons. Danach wird das hygrothermi-
sche Modell vorgestellt und die dafiir notwendigen Materialparameter besprochen.
Die Formulierungen der zeitabhéngigen Anteile bildet den néchsten Abschnitt. Im
Letzten ist die verwendete Materialmodellierung des Betonstahls aufgefiihrt.

e Nach der Beschreibung der grundlegenden kontinuumsmechanischen Zusammen-
héange zu Beginn des 4. Kapitels wird die auf der REISSNER-MINDLIN-Theorie ba-
sierende Schalentheorie vorgestellt. Die bisher iibliche Einbindung der lastunabhén-
gigen Einwirkungen im Rahmen der Schalentheorie wird zusétzlich aufgefiihrt.

e Das Kapitel |5 gliedert sich im Wesentlichen in vier Abschnitte. Zunéchst wird eine
fiir geometrisch und physikalisch nichtlineare Berechnungen geeignete Schalenele-
mentformulierung dargelegt. Danach erfolgt die Beschreibung der numerischen Um-
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setzung des gekoppelten hygrothermischen Modells und der Implementierungsvari-
anten in das eingesetzte Programmsystem. Die Einbindung des hygrothermischen
Modells und der daraus resultierenden instationdren Verzerrungsanteile in eine zeit-
abhéngige Multi-Level-Iterations-Strategie zur Berechnung von Last-Verformungs-
Pfaden wird im dritten Abschnitt dargestellt. Im letzten Abschnitt des Kapitels
werden Konzepte zur numerischen Simulation von Tragwerksschadigungen auf der
Makroebene mittels nichtlinearer Finite-Element-Analysen behandelt.

Im [6. Kapitel wird die Leistungsfahigkeit der implementierten Modelle untersucht.
Durch numerische Simulationen experimenteller Versuche werden die einzelnen Mo-
dellkomponenten verifiziert. Diese erstrecken sich sowohl auf die zeitinvariante und
zeitvariante Stahlbetonmodellierung als auch auf die gesonderte Betrachtung der
hygrothermischen Betonmodellierung.

Die Untersuchung von zwei real existierenden Bauwerken in Kapitel (7 soll die
jetzt vorhandenen Moglichkeiten zur Simulation von Stahlbetonflichentragwerken
demonstrieren. Mittels nichtlinearer Traglast- und Schadigungsanalysen wird zum
einen die Schale eines Naturzugkiihlturms und zum anderen die Turmkonstruktion
einer Windenergieanlage analysiert. Dabei stehen vor allem die aus den hygrischen
oder thermischen Einwirkungen resultierenden Effekte im Vordergrund des Interes-
ses.

In Kapitel § erfolgt die Zusammenfassung der wesentlichen Aspekte dieser Arbeit.
Desweiteren wird ein Ausblick auf mogliche weiterfiihrende Forschungsarbeiten ge-
geben.



Kapitel 2

Phanomenologie des Stahlbetons

In diesem Kapitel wird das Verhalten des Verbundwerkstoffs Stahlbeton und seiner Ein-
zelkomponenten behandelt. Beginnend mit der Beschreibung der Zusammensetzung und
der Porenstruktur des Betons, wird anschlieffend deren mechanisches Kurzzeitverhalten
in den wunterschiedlichen Belastungsbereichen betrachtet. Besonderes Augenmerk gilt
danach dem Verhalten des Betons unter hygrischen und thermischen Einflissen. Dabei
erfolgt zuerst die Beschreibung der mdaglichen Transport- und Speichermechanismen,
bevor deren Auswirkungen auf das Verformungs- und Spannungsverhalten aufgezeigt
werden. Im Anschluss daran wird der Bewehrungsstahl betrachtet, der im Vergleich zum
Beton ein weniger komplexes Materialverhalten aufweist. Am Ende des Kapitels wird
auf das Zusammenwirken der beiden Komponenten im Verbundwerkstoff Stahlbeton
eingegangen. Das Kapitel dient als Grundlage fir die spdtere numerische Modellbildung
des Stahlbetons.

2.1 Einfiihrung

Stahlbeton ist ein Verbundwerkstoff, der aus den Komponenten Beton und Bewehrungs-
stahl hergestellt wird. Durch deren Zusammenfiigen konnen die jeweiligen spezifischen
Eigenschaften ideal genutzt werden. Wegen der Vielfalt seiner Einsatzmoglichkeiten und
Anwendungsgebiete wird der Stahlbeton in der Ingenieurpraxis haufig eingesetzt. Er eig-
net sich fiir massive Staumauern und Tunnel ebenso wie fiir Hochhéuser, weitgespannte
Briicken und schlanke Tiirme oder architektonisch hochst anspruchsvolle Schalenkonstruk-
tionen. Zu seinen giinstigen Eigenschaften zéhlen beliebige Formbarkeit, hohe Tragfahig-
keit, Bestédndigkeit und Wirtschaftlichkeit.

Die Untersuchung des Stahlbetonverhaltens kann auf unterschiedlichen Ebenen erfolgen.
Bei deren Definition hat sich die Unterteilung in Mikro-, Meso- und Makroebene durchge-
setzt, die erstmals von van Mier (1984) benutzt worden ist. Wahrend die Betrachtung der

5
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Struktur und der Eigenschaften des Zementsteins der Mikroebene und das Zusammen-
wirken zwischen Zuschlag und Zementstein im Beton der Mesoebene zugeordnet werden
konnen, ist die Makroebene durch die Erfassung der Heterogenitéten der Komponenten
Beton und Stahl im integralen Sinne gekennzeichnet. Auf dieser Ebene erfolgt im Allge-
meinen die Untersuchung des Trag- und Schidigungsverhaltens von Stahlbetonstruktu-
ren. Mittels des als Homogenisierung bezeichneten Vorgangs werden die Komponenten des
Stahlbetons durch homogene Ersatzmaterialien substituiert, die ein dquivalentes Verhal-
ten aufweisen. Die dafiir notwendigen makroskopischen Beschreibungsgrofsen sind jedoch
abhéngig von den Phénomenen auf allen Betrachungsebenen, wie im Folgenden gezeigt
wird.

2.2 Beton

2.2.1 Allgemeines

Der Beton ist durch ein komplexes Spannungs- und Verformungsverhalten charakteri-
siert, welches sich aufgrund unterschiedlicher Beanspruchungen ergeben kann. Im Allge-
meinen wird zwischen lastabhéngigen und lastunabhéngigen Ursachen unterschieden. Zu
den lastunabhéngigen zéhlen Einwirkungen aus hygrischen und thermischen Belastun-
gen. Sie fithren aber nur dann zu Spannungen, wenn die ,freien” Verformungen behindert
werden. Infolge mechanischer Beanspruchungen treten lastabhéngige Verformungen und
Spannungen auf. Sie werden nach zeitunabhingigen und zeitabhéngigen Spannungen dif-
ferenziert, da sich nur ein gewisser Anteil sofort und der restliche erst mit der Zeit einstellt.
Die prinzipiellen Wechselwirkungen im Beton konnen anhand eines nach zwei Seiten aus-
trocknenden Betonquerschnitts dargestellt werden (Bild 2.1)).

sh
Agg]

Risse

Bild 2.1: [llustration (a) der Feuchteverteilung h, (b) der Schwinddehnungen 5" und
(c) der Eigenspannungen o, eines nach zwei Seiten austrocknenden Betonquer-
schnitts nach Klopfer (1974) und Bazant (1988).
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Der Beton, der nach der Herstellung einen relativ hohen Feuchtegehalt besitzt, trock-
net bei normalen Umgebungsbedingungen iiber seine Oberflichen aus. Dieser Prozess
setzt sich langsam in das Innere fort, woraus der zeitliche Verlauf der in Bild 2.1a
dargestellten Feuchteverteilung resultiert. Diese fiihrt zu ungleichméfigen Schwindver-
formungen iiber den Querschnitt, da die grofere relative Feuchtedifferenz in den aufsen
liegenden Querschnittsteilen ein erhdhtes Schwinden zur Folge hat (Bild 2.1b). Die Be-
hinderung der Querschnittsverwolbung ruft zusétzliche Verformungsanteile hervor, die
sich aus elastischen und zeitabhédngigen Anteilen zusammensetzen. Die zur Kompatibili-
tét des Querschnitts erforderlichen Verformungsanteile verursachen Spannungen. Dabei
treten am Querschnittsrand Zug- und im Kern Druckspannungen auf (Bild 2.1c). Die
aus nichtlinearen Gradienten resultierenden Spannungen, die innerhalb eines Querschnitts
im Gleichgewicht stehen, werden Eigenspannungen genannt. Zuséatzliche Spannungen im
Querschnitt, die bei globalen Verformungsbehinderungen von lastunabhéangigen Anteilen
auftreten, werden als Zwangspannungen bezeichnet. Das hier dargestellte Verhalten gilt
in analoger Weise auch fiir thermische Einwirkungen.

2.2.2 Zusammensetzung und Entstehung

Beton ist ein heterogener, anisotroper und kiinstlicher Baustoff, der aus einem Konglome-
rat von Zement, Zuschlagstoff und Wasser hergestellt wird. Der Zuschlag ist mit ca. 70 %
des Volumens der Hauptbestandteil des Betons und setzt sich aus einem Gemenge von
gebrochenen oder ungebrochenen Kornern aus natiirlichen oder kiinstlichen mineralischen
Stoffen zusammen. Durch eine als Hydratation bezeichnete chemische Reaktion zwischen
Zementkorn und Wasser erstarrt und erhértet der Zement. Dabei geht der anfangs pla-
stische Zementleim mit fortschreitender Zeit in den erhdrteten Zementstein iiber. Aus
den Klinkerphasen des Zements entsteht in einem exothermen Prozess das so genannte
Zementgel, welches aus feinsten, submikroskopischen, kolloidalen Reaktionsprodukten be-
steht. Das sind die Calciumsilicathydrate (CSH-Phasen), die aufgrund ihrer grofen spezi-
fischen Oberflache fiir die Festigkeitsentwicklung des Zements verantwortlich sind, und das
Calciumhydroxid, welches die hohe Alkalitat des Porenwassers bewirkt. Zur vollstandigen
Hydratation des Zements ist ein Wasserzementwert von w/z ~ 0.40 erforderlich, wobei
ca. 25% des Wassers chemisch gebunden wird (Hydratwasser) und sich ca. 15% durch
Adsorptionskréfte physikalisch an das Zementgel anlagern. Auch nach einem definierten
Trockungsversuch bei 105°C bleibt das Hydratwasser im Zementstein enthalten. Daher
wird es auch als nicht verdampfbares Wasser bezeichnet und der Feststoffmatrix zuge-
rechnet. Um die Herstellung des Betons zu erleichtern oder bestimmte Eigenschaften zu
verbessern, konnen neben den Grundbestandteilen Zusatzmittel oder Zusatzstoffe beige-
mischt werden. Durch die Zugabe von leistungsfihigen Fliefimitteln, die Verwendung von
Silicastaub und den Einsatz von Zementen hoher Festigkeitsklassen konnen beispielsweise
Betone hoherer Festigkeit hergestellt werden, obwohl sie mit w/z-Werten von 0.25-0.35
erzeugt werden und somit eine vollstandige Hydratation nicht moglich ist. Die unhydrati-
sierten Zementklinker verbleiben als hochfester Zuschlag im Beton. Detaillierte Informa-
tionen zur Zusammensetzung des Betons und zum Hydratationsprozess konnen in Wesche

(1993), Griibl, Weigler & Karl (2001) und Reinhardt (2002) nachgelesen werden.
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2.2.3 Porositat und Porengrofsenverteilung

Porositdat und Porengrofsenverteilung sind von entscheidender Bedeutung fiir die makro-
skopischen Eigenschaften des Betons, wie die Druckfestigkeit, der Frostwiderstand oder
die Durchlassigkeit. Die Haupteinflussfaktoren fiir die Porositéit des Zementsteins sind der
w/z-Wert und der Hydratationsgrad, die wiederum von der Zusammensetzung, Herstel-
lung, Nachbehandlung und vom Alter des Betons abhéngig sind. Die im Beton vorhan-
denen Poren erstrecken sich iiber einen Bereich von acht Zehnerpotenzen und lassen sich
durch ihre Grofe und Entstehung wie folgt unterscheiden: Verdichtungsporen (Riittelpo-
ren), Luftporen, Kapillarporen und Gelporen. Die Gréfsenordnung der unterschiedlichen
Porenarten sind dem Bild 2.2 zu entnehmen!. Zusitzlich sind dort die Dimensionen der
im Beton enthaltenen Feststoffe und die moglichen Untersuchungsmethoden aufgefiihrt.
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Bild 2.2: Grofsenvergleich von Partikeln und Poren in Beton und geeignete Untersu-
chungsmethoden nach Setzer (1977).

Die im Millimeterbereich liegenden Verdichtungsporen sind trotz guter Zusammensetzung
und sorgfiltiger Verdichtung im Beton nicht vermeidbar. Bei guter Verdichtung liegt ihr
Volumengehalt bei 1.5 %. Durch die Zugabe eines Luftporenmittels wihrend des Misch-
vorgangs werden meist kugelformige, geschlossene Luftporen (Porendurchmesser < 0.3
mm) erzeugt, die zur Erh6hung der Frost- und Frosttausalzbestindigkeit beitragen. So-
wohl die Verdichtungsporen als auch die Luftporen vermindern die Druckfestigkeit des
Betons. Bei den Kapillarporen handelt es sich um ldngliche, untereinander verbundene
Poren, die fiir die Wasserdurchléssigkeit des Betons entscheidend sind. Sie beinhalten das
iberschiissige ungebundene Wasser, welches sich nicht oder noch nicht am Hydrationspro-
zess beteiligt. Die Kapillarporositdt nimmt mit zunehmendem Hydratationsgrad und mit

'Es sei angemerkt, dass in der Literatur keine einheitliche Auffassung iiber die Grenzen der Grofen-
bereiche besteht.
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kleiner werdendem w/z-Wert ab. Drei Zehnerpotenzen kleiner als die Kapillarporen sind
die Gelporen des Zementsteins, die vornehmlich mit dem physikalisch im Zementgel ge-
bundenen Wasser gefiillt sind und etwa 25 % des Gelvolumens einnehmen. Den Gelporen
werden iiblicherweise auch die Kontraktionsporen zugerechnet, die durch die Volumen-
kontraktion des chemisch gebundenen Wassers entstehen. Die Gelporositét ist somit vom
w/z-Wert weitgehend unabhéngig und wird vor allem durch den Hydratationsgrad gesteu-
ert. Gel- und Kapillarwasser stellen zusammen das verdampfbare Wasser dar, welches bei
den bereits erwdhnten Trocknungsbedingungen aus dem Zementstein ausgetrieben wer-
den kann. In Bild 2.3 sind die Volumenanteile der Hydratationsprodukte nach (Czernin
(1977) dargestellt. Gut zu erkennen ist die Zunahme des Kapillarporenanteils mit stei-
gendem w/z-Wert und der etwa konstante Gelporenanteil. Im Vergleich zum Zementstein
ist die Porositit des Zuschlags eine zu vernachléssigende Grofe. Die erhohte Porositét in
der Kontaktzone zwischen dem Zementstein und den Zuschlagpartikeln bewirkt eine im
Vergleich zum Zementstein erhohte Durchléssigkeit des Betons.
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Bild 2.3: Volumenanteile im Zementstein in Abhéngigkeit vom w/z-Wert bei vollsténdi-
ger Hydratation nach Czernin (1977).

Die beschriebenen Porenarten bilden zusammen das Porensystem des Betons. Fiir die Be-
trachtung hygrischer Phénomene, vgl. Abschnitt 2.2.6) ist eine davon abweichende Cha-
rakterisierung niitzlich. Danach werden geschlossene (isolierte) und offene Poren unter-
schieden. Die geschlossenen Poren sind nicht fiillbar und beteiligen sich somit nicht an
hygrischen Transport- und Speicherprozessen. Bei den offenen Poren ist eine weitere Unter-
scheidung hinsichtlich der Durchstréombarkeit zu treffen. Wahrend nicht durchstrombare
Poren fiir eindringende Stoffe eine Sackgasse darstellen, lassen durchstrombare Poren eine
ungestorte Ausbreitung eindringender Stoffe zu, da sie ein mehr oder weniger zusammen-
héngendes Porengefiige bilden. Folglich kann in den nicht durchstrémbaren Poren nur
Feuchtigkeit gespeichert werden, wohingegen die durchstrombaren Poren zusétzlich als
Transportraum dienen.



10 Kapitel 2:  Phdanomenologie des Stahlbetons

2.2.4 Mechanisches Kurzzeitverhalten
2.2.4.1 Einaxiale Druckbeanspruchung

Monotone Belastung. Bereits im unbelasteten Ausgangszustand entstehen im Beton
Mikrorisse im Zementstein, die als Matrixrisse bezeichnet werden. In der Kontaktzone
zwischen Zementstein und Zuschldagen sind so genannte Verbundrisse vorhanden. Diese
werden insbesondere durch das Schwinden, vgl. Abschnitt 2.2.7, und das Abflieken der
Hydratationswiarme wahrend der Erhartungsphase verursacht. Der Zementstein und die
Mértelmatrix weisen fiir normalfeste Betone® unterschiedliche Steifigkeiten auf. Die Last
wird vornehmlich iiber das Korngeriist der Zuschliage abgetragen. Die hieraus resultierende
Kraftumlenkung fiihrt zu Zugkréaften im Betonkorper quer und schriag zur Kraftrichtung.
Als Folge ergeben sich bei Druckbeanspruchung ein ortlich veranderlicher dreiaxialer Span-
nungszustand und eine ausgepragt nichtlineare Arbeitslinie.

Der Spannungs-Dehnungs-Verlauf ist mit seinen Ursachen fiir einen normalfesten und
einen hochfesten Beton in Bild 2.4 dargestellt. Bis zu Druckspannungen von ca. 40 %
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Bild 2.4: [llustration des Betonverhaltens unter einaxialer Druckbeanspruchung fiir (a)
einen normalfesten und (b) einen hochfesten Beton.

2In der neuen DIN 1045-1 (2001) wird zwischen normalfestem und hochfestem Beton nicht mehr
unterschieden. Um die unterschiedlichen Verhaltensmuster zu verdeutlichen, werden die Begrifflichkeiten
dennoch verwendet.
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der Betondruckfestigkeit verhélt sich der normalfeste Beton trotz der vorhandenen Mi-
krorisse linear-elastisch. Die geringe Gefiigeauflockerung infolge der bereits vorhandenen
Verbundrisse wird durch ein schwach plastisches Verhalten kompensiert. Mit steigender
Beanspruchung, im so genannten Vorbruchbereich, wachsen die Mikrorisse und vereinigen
sich zu Makrorissen mit dem Ergebnis eines Steifigkeitsabfalls und einer fortschreitenden
Kriimmung der Arbeitslinie. Der Bereich der maximal aufnehmbaren Druckspannung ist
durch ein instabiles Risswachstum charakterisiert. Im anschliefenden Nachbruchbereich
bilden sich Trennflachen (vornehmlich parallel zur Belastungsrichtung), die zu einer Ab-
minderung der Tragfihigkeit bei gleichzeitig steigender Verformung und schlieflich zum
vollstdndigen Bruch fiihren. Dieser entfestigende Effekt wird als ,Strain-Softening” be-
zeichnet. Dabei bilden sich die Trennflachen jedoch nicht gleichverteilt iiber das gesamte
Volumen sondern in eng begrenzten Zonen der Betonkorper. Daraus resultiert eine Scha-
denslokalisierung im Nachbruchbereich, die erstmals von van Mier (1984) experimentell
nachgewiesen wurde. Bei der Auswertung einaxialer Druckversuche an Probekorpern un-
terschiedlicher Hohe konnte er beobachten, dass die Spannungs-Verschiebungs-Linien im
Nachbruchbereich kaum voneinander abwichen, wohingegen der Verlauf des abfallenden
Astes der Spannungs-Dehnungs-Linien mafgeblich von der jeweiligen Probenhohe be-
einflusst wurde (Bild 2.5). Dieses Phénomen, der so genannte ,Size-Effekt, ist mit der
Lokalisierung der Verformungen in der Bruchprozesszone erklérbar. Weitere Versuche, die
diese Ergebnisse bestétigen, sind unter anderem von Jansen & Shah (1997) durchgefiihrt
worden.
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Bild 2.5: Spannungs-Verschiebungs-Linien im Nachbruchbereich und Spannungs-
Dehnungs-Linien unter einaxialem Druck, gemessen an Betonprismen mit

einem Querschnitt von 100 x 100 mm? und unterschiedlichen Hohen nach wan
Mier (1984).

Vergleicht man das Verhalten normalfester Betone mit dem von Betonen héherer Festig-
keiten, so lasst sich zweierlei feststellen. Zum einen steigt mit zunehmender Festigkeit der
linear-elastische Bereich tiberproportional an (Bild 2.4). Dies ist mit der fiir hochfeste
Betone charakteristischen hoheren Festigkeit der Mortelmatrix und des hoheren Haftver-
bunds erklérbar, wodurch die frithe Mikrorissbildung reduziert wird. Zum anderen kann
im Nachbruchbereich fiir hohere Druckfestigkeiten ein steilerer Abfall der Arbeitslinie
beobachtet werden, teilweise sogar ein ,,.Snap-Back“-Verhalten. Das zunehmend sprodere
Verhalten kann ebenfalls mit der hoheren Festigkeit der Mértelmatrix begriindet werden.
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Die Risse, die bei normalfesten Betonen nur im Bereich der Mortelmatrix und der Kon-
taktzone zu finden sind, verlaufen dann auch durch die Zuschlagkérner und fiithren zu
einer Reduzierung der Prozesszonenbreite.

Zyklische Belastung. Experimentelle Untersuchungen der Spannungs-Dehnungs-
Beziehung bei zyklisch belasteten Proben sind beispielsweise von Spooner & Dougill (1975))
und Bahn & Hsu (1998)) durchgefiihrt worden. Im Wesentlichen sind dabei die beiden fol-
genden Merkmale festgestellt worden: Zum einen fithren die Lastwechsel aufgrund der
Schédigung zu einer Verringerung der Steifigkeit. Zum anderen entspricht die Umbhiil-
lende der Spannungs-Dehnungs-Kurve in etwa der monotonen Arbeitslinie und ist somit
unabhéangig vom Belastungsmuster.

2.2.4.2 Einaxiale Zugbeanspruchung

Monotone Belastung. Das nichtlineare Verhalten von Beton unter einaxialer Zugbean-
spruchung wird vor allem durch die Grenzschicht der Mortelmatrix und des Zuschlages
bestimmt. In diesem Bereich ist die Verbundfestigkeit zwischen den beiden Phasen kleiner
als die jeweilige Zugfestigkeit, und die oben erlauterten Mikrorisse sind schon vor Belas-
tungsbeginn vorhanden. Die Spannungs-Verschiebungs-Linie ist bis etwa 80 — 90 % linear
(Bild 2.6). Kurz vor dem Versagen durch das Reifen des Betons fithren die vorhandenen

fct

= Verformung

lineares bzw. lokalisiertes Verhalten
nichtlineares
Verhalten

Bild 2.6: [llustration des Betonverhaltens unter einaxialem Zugverhalten fiir (a) einen
normalfesten und (b) einen hochfesten Beton.
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Mikrorisse zu einem nichtlinearen Verhalten. Der Nachbruchbereich bei einem weggesteu-
erten Zugversuch ist wiederum durch das Softening-Verhalten und die stark lokalisierte
Prozesszone gekennzeichnet. Das bedeutet aber, dass auch bei Zugbeanspruchung nur die
Spannungs-Verschiebungs-Beziehung, nicht aber die Spannungs-Dehnungs-Beziehung un-
abhéngig von der Probenhéohe ist, wie Versuchsergebnisse von van Mier (1984) bestétigen.
Der in Bild 2.6/ dargestellte Verlauf der Verformungen im Nachbruchbereich resultiert aus
der Verzahnung der Zuschlagkorner und der Reibungskréfte zwischen den beiden Riss-
ufern.

Zyklische Belastung. Das Verhalten unter zyklischer Belastung weist die gleichen Ef-
fekte wie im Druckbereich auf. Auch hier tritt bei hoheren Lastzyklen eine Steifigkeitsre-
duktion auf, und die Umhiillende der Versuche unter zyklischer Belastung entspricht der
Spannungs-Dehnungs-Kurve bei monotoner Belastung. Zusétzlich kann beobachtet wer-
den, dass bei Eintritt in den Druckbereich die Steifigkeit schlagartig auf die urspriingliche
Grofse zunimmt, da der Beton weiterhin Druckspannungen iibertragen kann, sobald die
Rissflachen geschlossen sind. Ergebnisse von Versuchen, die dieses Verhalten widerspie-
geln, sind unter anderem in Yankelevsky & Reinhardt (1989) und Reinhardt, Cornelissen
& Hordijk (1986) zu finden.

2.2.4.3 Mehraxiale Beanspruchung

Unter mehraxialer Beanspruchung ist gegeniiber der einaxialen eine deutliche Veradnde-
rung des Verformungsverhaltens zu beobachten. Wie oben bereits beschrieben, treten in
einaxialen Druckversuchen noch vor Erreichen der maximal erreichbaren Druckspannun-
gen Querzugspannungen auf, die ein Anwachsen der Mikrorisse zur Folge haben. Treten
zusatzliche Druck- oder Zugbeanspruchungen oder eine kombinierte Beanspruchung in
senkrechten Schnitten zur betrachteten Beanspruchungsrichtung auf, so wird die Bildung
der Mikrorisse vermindert (Druck) oder verstarkt (Zug).

Die Versagenskurven, die neben den Spannungs-Dehnungs-Beziehungen zur Beschreibung
des mehraxialen Verhaltens benétigt werden, verbinden alle moglichen Spannungszu-
stdnde, die der Beton unter mehraxialen Beanspruchungszustianden gerade noch aufneh-
men kann. Das bedeutet, dass alle zuléssigen Spannungszustinde innerhalb dieser be-
grenzenden Linie liegen miissen. Die Versagensflaichen werden im Hauptspannungsraum
dargestellt und liefern das Spannungsmaximum fiir die zugehorigen Spannungs-Dehnungs-
Kurven. Sie sind durch die Wiedergabe der einaxialen Festigkeiten auf den Achsenab-
schnitten charakterisiert und stets symmetrisch. Die wohl bekanntesten biaxialen Versu-
che sind die von Kupfer, die erstmals in Kupfer, Hilsdorf & Riisch (1969) veroffentlicht
worden sind und deren vollstdandige Versuchsbeschreibung in Kupfer (1973) zu finden ist
(Bild 2.7 (links)). Vergleichbare Versuchsergebnisse erzielten unter anderem Liu, Nilson
& Slate (1972) und Nelissen (1972). Die durchgefithrten Versuchsreihen in den zitierten
Literaturstellen umfassen Betonfestigkeiten bis ca. 60 N/mm?.

Fiir hoherfeste Betone ist das mehraxiale Verhalten in jiingerer Zeit beispielsweise von
Rogge & Zilch (2002) und Curbach, Hampel, Scheerer & Speck (2002) untersucht worden.
Dabei konnten fiir die untersuchten Betonklassen im Druck-Druck-Bereich keine prin-
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zipiellen Unterschiede in den Bruchformen festgestellt werden (Bild 2.7 (rechts)). Die
Versuche zeigen jedoch mit steigender Betonfestigkeitsklasse eine prozentuale Abnahme
der Umschlingungsfestigkeit und eine Verlagerung des maximalen Festigkeitszuwachses in
Richtung kleinerer Spannungsverhéltnisse. Das charakteristische entkoppelte Verhalten
im Zug-Zug-Bereich tritt auch fiir hoherfeste Betone auf.
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Bild 2.7: Betonverhalten unter biaxialer Beanspruchung nach Kupfer (1973) (links) und
Curbach, Hampel, Scheerer & Speck (2002) (rechts).

2.2.5 Thermisches Verhalten
2.2.5.1 Warmetransport und -speicherung

Die gesamte Energie eines Korpers setzt sich aus seiner inneren und seiner kineti-
schen Energie zusammen, vgl. Abschnitt 4.1.3l Unter der inneren Energie kénnen die
Bewegungs- und die Lageenergie aller Teilchen verstanden werden. Letztere resultiert aus
den Anziehungs- oder Abstofsungskriften der Teilchen. Die Bewegungsenergie kann bei
Gasen oder Fliissigkeiten als die Energie interpretiert werden, die in den Bewegungsformen
der Molekiile (Translation, Rotation und innere Schwingung) gespeichert ist. Bei Festkor-
pern entspricht dies der Schwingung aller Atome um eine feste Ruhelage. Als Maf fiir die
mittlere, in den Teilchen enthaltene Bewegungsenergie kann die Temperatur aufgefasst
werden. Beriihren sich zwei Korper mit unterschiedlicher Temperatur, kommt es zu einem
Warmetransport vom Korper héherer Temperatur zum Korper niedrigerer Temperatur.
Dabei wird die innere Energie des einen Korpers reduziert und als Wéarme auf den anderen
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iibertragen. Zu beachten ist, dass die Warme nur wéahrend eines solchen Austauschpro-
zesses auftritt und somit keine Zustandsgrofe® oder Systemeigenschaft darstellt. Daher
wird in diesem Zusammenhang haufig von einer Energieform gesprochen. Zur genaueren
Einbindung des Begriffs der Warme in den Kontext der Thermodynamik sei hier auf die
Biicher von Meyer & Schiffner (1980), Hutter (1995) und Stephan & Mayinger (1997)

verwiesen.

Wiérmetibertragung kann in allen Stoffen beobachtet werden. Dabei ist es egal, ob es sich
um feste Kérper oder Fluide* handelt. Unterschiede treten jedoch bei der Abhingigkeit
von der treibenden Temperaturdifferenz und der Schnelligkeit des irreversibel ablaufen-
den Prozesses auf. Der Warmetransport ist danach in Wérmeleitung, Konvektion und
Wiérmestrahlung differenzierbar, deren Merkmale nachstehend aufgefiihrt sind:

Warmeleitung. Als Warmeleitung wird der an Materie gebundene Energietransport
infolge einer Temperaturgradiente bezeichnet, wobei der Warmeaustausch iiber Molekiil-
stofe und nicht durch die makroskopische Bewegung der Materie stattfindet. Die Wérme-
iibertragung findet innerhalb fester Korper oder zwischen einander beriihrenden, relativ
zueinander unbewegten, festen Korpern ausschliefslich iiber Warmeleitung statt. In Flu-
iden liefert die Warmeleitung nur einen geringen Beitrag zum gesamten Warmetransport.

Konvektion. Unter Konvektion wird der Warmetransport durch eine makroskopische
Teilchenbewegung verstanden, der nur bei Stromungsvorgangen fluider Stoffe méglich ist.
Dieser Vorgang wird stets von einem Energietransport durch Warmeleitung begleitet.
Der konvektive Warmeiibergang zwischen einem bewegten Fluid und einer festen Wand
beinhaltet beide Mechanismen, wobei die Ubertragung vornehmlich iiber Konvektion er-
folgt. Dabei wird zwischen der natiirlichen oder freien und der erzwungenen Konvektion
unterschieden. Bei der freien Konvektion findet die Stromung aufgrund ortlicher Dichte-
unterschiede infolge der Temperaturverteilung statt. Bei erzwungener Konvektion wird
die Strémung durch dufere Einwirkungen (z.B. Wind) hervorgerufen oder verstérkt.

Wirmestrahlung. Bei der Warmestrahlung handelt es sich um einen Energietransport
durch elektromagnetische Wellen. Treffen diese auf einen Kérper, wird die Strahlung ab-
sorbiert, reflektiert oder hindurch gelassen. Diese Art der Ubertragung ist nicht an Materie
gebunden und somit auch im Vakuum méglich. Sowohl feste Korper als auch Fluide kon-
nen Energie in Form von Strahlung aufnehmen. Grundsétzlich wird zwischen langwelliger
und kurzwelliger Strahlung unterschieden. Wahrend das Auftreten der kurzwelligen Strah-
lung unmittelbar mit der Sonnenstrahlung zusammenhéngt, ist die langwellige Strahlung
immer vorhanden. Die kurzwellige Strahlung umfasst die Globalstrahlung sowie deren
Reflektion. Bei der Globalstrahlung wird zwischen direkter und diffuser Sonnenstrahlung
unterschieden. In dem Begriff der langwelligen Strahlung sind die Anteile atmosphérische
Gegenstrahlung, Reflektion der atmosphérischen Gegenstrahlung und Abstrahlung der
terrestrischen Umgebung zusammengefasst.

Fiir eine ausfiihrlichere Beschreibung der Warmeiibertragungsmechanismen und deren

3Als ZustandsgroRen bezeichnet man Grofen, die einen bestimmten Wert haben und damit den Zu-
stand eines Systems charakterisieren. Mit Ausnahme der Warme und der Arbeit trifft dies auf alle phy-
sikalischen Grofen zu, so beispielsweise auch auf die Temperatur.

4Der Uberbegriff Fluid wird fiir die Erscheinungsformen Gas und Fliissigkeit verwendet.
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jeweiligen Anteile wird hier stellvertretend fiir weitere auf Baehr & Stephan (1994) und
Hennecke (2000) verwiesen.

Das thermische Verhalten innerhalb des Betons wird durch die zuvor beschriebenen Me-
chanismen in kombinierter Form beeinflusst. Eine Separation der einzelnen Anteile ist
schwierig, jedoch fiir eine phanomenologische Erfassung des Warmetransports auch nicht
erforderlich. Hierbei wird das Zusammenwirken der unterschiedlichen Mechanismen mit-
tels des Kennwerts Warmeleitfahigkeit erfasst. Die Warmeleitfahigkeit der einzelnen Kom-
ponenten und deren Anteile bestimmen diejenige des Endproduktes. In ,trockenem* Beton
wird die Warmeenergie iiber reine Leitung der Matrix und iiber Strahlung im Porenraum
transportiert. Die Wérmeleitfahigkeit von ruhender Luft ist mit A\, = 0.02 W/mK sehr
klein. Je pordser ein Beton ist, desto kleiner wird folglich seine Warmeleitfahigkeit sein.
Mit zunehmendem Porenanteil nimmt auch die Rohdichte des Betons ab, weil die Luft-
dichte gering ist und die Dichte der porenfreien, festen Bestandteile verhéltnisméfig wenig
schwankt. Dies hat dazu gefiihrt, dass die Rohdichte als Bestimmungswert fiir die War-
meleitfdhigkeit in DIN EN 12524 (2000) Eingang gefunden hat. Anzumerken bleibt, dass
die Warmeleitfahigkeit unterschiedlicher Betone trotz gleicher Rohdichte bei voneinander
abweichender Zusammensetzung differieren kann. Der Feuchtegehalt und das Temperatur-
niveau selbst sind weitere Grofen, welche die Warmeleitfahigkeit des Betons beeinflussen.
Das durch Sorption oder Kapillarkréfte gebundene Wasser, vgl. Abschnitt 2.2.6, fithrt zu
einer erh6hten Warmeleitung des feuchten Materials, da das im Porenraum vorhandene
Wasser eine wesentlich hohere Temperaturleitfahigkeit als die Porenluft besitzt (ruhendes
Wasser: \; = 0.59 W/mK). Bei hoheren Feuchtegehalten ist eine zusétzliche Beeinflus-
sung durch Diffusionsvorgdnge unter der Wirkung der Temperaturgradiente moglich. Je
hoher die Temperatur im Beton ist, desto grofier ist auch dessen Warmeleitfahigkeit. Der
Einfluss ist jedoch geringer als der des Feuchtegehalts. Experimentell kann die Warme-
leitfahigkeit mit Hilfe von Plattenversuchen bestimmt werden, die in den Normen DIN
52612-1 (1979), DIN 52612-2 (1984) und DIN 52616 (1977)| geregelt sind.

Bei instationdren Prozessen kommt es neben dem Warmetransport zu einer Wérmespei-
cherung im Stoff. Ein Maf fiir die Speicherung ist die spezifische Warmekapazitét c. Sie
gibt an, wie viel Warmeenergie 1 kg eines Stoffes aufnehmen oder abgeben muss, damit
sich seine Temperatur um 1°C &ndert.

In Bereichen extrem niedriger und hoher Temperaturen kann sich das Verhalten des Betons
merklich &ndern. Diese Bereiche, die hier ausgeklammert werden, sind beispielsweise in
den Arbeiten von Guo (2001) und Thienel (1998) behandelt.

2.2.5.2 Verformungsverhalten

Bekanntermafen dehnen sich nahezu alle Baustoffe mit zunehmender Temperatur aus.
Die Anderung der Lénge, das Dehnmaft Al, hdngt von der Dehnlénge [, dem Tempera-
turunterschied AT und dem materialabhéngigen Wéarmeausdehnungskoeffizienten oy ab:

Der Wirmeausdehnungskoeffizient bzw. die Warmedehnzahl des Betons «; wird im We-
sentlichen beeinflusst durch den Wérmeausdehnungskoeffizienten des Zementsteins oy .,
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den Wérmeausdehnungskoeffizienten des Zuschlags oy, und den Gehalt an Zementstein
und Zuschlag V, bzw. V. Der Warmeausdehnungskoeffizient des Zementsteins setzt sich
additiv aus einem wahren und einem scheinbaren Anteil zusammen. Aus kinetischen Mo-
lekularbewegungen resultiert die wahre Warmedehnung, aus Umverteilungen von Gel-
und Kapillarwasser bei Temperaturdnderungen die scheinbare Warmedehnung. Werte fiir
. stellen sich vor allem in Abhéngigkeit vom Feuchtegehalt zwischen 8 - 107 K~! und
23 -107% K™! ein. Der Wirmeausdehnungskoeffizient des Zuschlags o, , variiert in Ab-
hingigkeit von der Zuschlagart zwischen 4 - 107 K= und 12 - 107% K=!. Dettling (1962)
und Ziegeldorf, Kleiser & Hilsdort (1979) geben Néherungsformeln zur Bestimmung der
resultierenden Warmedehnzahl «; des Betons an. Damit ergeben sich Werte zwischen
5.5-107% K71 und 14 - 1079 K~!, wobei der kleinste Wert fiir wassergesiittigten, ze-
mentarmen Beton mit dichtem Kalksteinzuschlag und der grofite Wert fiir lufttrockenen,
zementreichen Beton mit Quarzit als Zuschlag erreicht wird.

Eine Behinderung der Warmedehnung, beispielsweise durch eine unbestimmte Lagerung
des Systems oder durch ungleichméfige Temperaturverteilungen tiber den QQuerschnitt,
fithrt zu Spannungen, vgl. Abschnitt 2.2.1.

2.2.6 Hygrisches Verhalten

Porose Korper wie der Beton sind neben den mechanischen und thermischen Einwirkun-
gen auch hygrischen Einfliissen ausgesetzt, die herstellungsbedingter, betrieblicher oder
atmosphérischer Natur sein konnen. Hygrische Ungleichgewichte innerhalb eines Korpers
oder zwischen dem Ko&rper und seiner Umgebung fithren zu Ausgleichsvorgéngen. Diese
Prozesse finden in der Hohlraumstruktur der porésen Stoffe statt, in denen das dampffor-
mige und fliissige Wasser auch gebunden werden kann. Die instationdren Vorgédnge sind
somit charakterisiert durch ein Zusammenspiel von Transport und Speicherung. Nachfol-
gend werden ihre wesentlichen Merkmale aufgefiihrt.

2.2.6.1 Feuchtetransport

Der Transport von Feuchtigkeit wird durch eine Vielzahl von Faktoren beeinflusst, wobei
die drei wesentlichen das treibende Potential, die Porenstruktur und der Aggregatzustand
des Wassers sind. Sie bestimmen, in welcher Form die Feuchtebewegung stattfindet. Eine
Feuchtebewegung zwischen zwei Punkten ist nur aufgrund einer Potentialdifferenz zwi-
schen diesen moglich. Das Wasser wird in fliissiger oder gasformiger Phase transportiert,
in einigen Fillen auch auf molekularer Ebene. Bei Temperaturen unterhalb des Gefrier-
punktes kann es in den Poren zur Eisbildung kommen, wodurch der Feuchtetransport
behindert oder auch gestoppt werden kann. In Abhéngigkeit von den Einflussfaktoren
werden unterschiedliche Transportmechanismen wirksam. Ein bestimmtes Potential (z.B.
die Konzentration) kann bei unterschiedlichen Porengrofien verschiedene Transportme-
chanismen hervorrufen (Bild 2.8). Die KNUDSEN-Zahl K, die folgendermafen definiert
ist:

K, = (2.2)

A
deg’
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ermoglicht eine Einteilung der verschiedenen Transportmechanismen. Mit der mittleren
freien Weglinge A wird der Weg beschrieben, den ein Molekiil zuriicklegt, bis es auf ein
gleichartiges trifft. Sie ist druck- und temperaturabhéngig und betrigt fliir Wassermole-
kiile in gasformiger Phase bei 25°C etwa 800 A%, Der &quivalente Porendurchmesser eq
des Materials kann grofier, kleiner oder ungefahr gleich der mittleren freien Weglénge sein.
Je nach Verhéltnis von A und d., kann der Feuchtetransport einem der drei KNUDSEN-
Bereiche zugeordnet werden. Dabei ist zu beachten, dass diese Zuordnung nicht immer
eindeutig moglich ist (Bild 2.8). Die definierten Bereiche unterscheiden sich durch die
Art des Impulsaustausches. Wahrend im Kontinuumsbereich (K, < 1) der Impulsaus-
tausch zwischen den Molekiilen transportbestimmend ist, kommt es im Molekularbereich
(K, > 1) haufiger zu Molekiilstéfsen mit der Porenwand. In diesem Zusammenhang be-
zeichnen die Begriffe Fliissigkeit und Gas ein Kontinuum, dessen Berandung keinen Ein-
fluss auf die Beweglichkeit oder den Impulsaustausch der Fluidmolekiile besitzt [Fehlhaber
& Reinhardt 1991]. Eine detaillierte Beschreibung der einzelnen Mechanismen ist unter
anderem in Klopfer (1974), Kiekl (1983), Fehlhaber & Reinhardt (1991) und Oberbeck
(1995) zu finden.

<4— Ordnungskriterium > < Ursache » <4 Transportmechanismus —»
—| elektrische Spannungen |—>| Elektrokinese |
o —| Gesamtdruck |—>| hydraulische Stromung |
Kontinuumsbereich [ flUssig - . _
K« 1 —{Krimmungsspannung  |—f Kapillarleitung |
—| Konzentration |—>| Oberflachendiffusion |
B —| Konzentration |—>| Diffusion (allgemein) |
—| Partialdruck |—>| Dampfdiffusion |
. — gasformig
Ubergangsbereich —| Temperatur |—>| Thermodiffusion |
K,~1
—| Gesamtdruck |—>| Gasstromung |
] —| Konzentration |—>| Losungsdiffusion |
Molekularbereich molekular —| Druck
K »1 ] Effusion |
—| Temperatur

Bild 2.8: Schematische Ubersicht iiber die Transportphéinomene in porésen Medien nach
Kiefs] (1983).

Aufgrund der vorhandenen Porengréfienverteilung in einem pordsen Stoff treten die Me-
chanismen gleichzeitig auf und beeinflussen sich aufgrund ihrer Uberlagerung gegenseitig.
Betrachtet man die verschiedenen Transportmechanismen beziiglich ihrer Bedeutung fiir
den Feuchtetransport in Betonbauteilen, miissen Mechanismen wie die Losungsdiffusion

SEin ANGSTROM = 1 A = 0.1 nm.
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oder die Elektrokinese haufig nicht berticksichtigt werden, da sie nur in Einzelféllen eine
Rolle spielen. Fehlhaber & Reinhardt (1991) haben die unterschiedlichen Transportarten
zu zwei empirisch gleich beschreibbaren Phidnomenen zusammengefasst. In Abhéngigkeit
vom Aggregatzustand des Wassers definieren sie einen Gasanteil, bestehend aus Wasser-
dampfdiffusion und Effusion, und einen Fliissigkeitsanteil, bestehend aus Kapillarleitung

und Oberflachendiffusion.

2.2.6.2 Feuchtespeicherung

Die hygrischen Wechselwirkungen sind neben dem Transport durch Speichervorgénge be-
gleitet. Die Art und Weise, in der die Feuchtespeicherung erfolgt, wird durch die Intensitét
der Feuchtebelastung bestimmt. Die unterschiedlichen Mechanismen der Speicherung wer-
den den folgenden drei Bereichen zugeordnet:

e hygroskopischer Bereich oder Sorptionsfeuchtebereich,
e iiberhygroskopischer Bereich oder Kapillarwasserbereich,

o Ubersittigungsbereich.

Im hygroskopischen Bereich, der bis zu einer relativen Feuchte von 95 % definiert ist, kann
das Speichervermogen mittels der Sorptionsisotherme beschrieben werden. Die Sorptionsi-
sotherme beschreibt den Zusammenhang zwischen der dufieren relativen Feuchte und dem
zugehorigen Wassergehalt des Materials. Thr Verlauf kann nach DIN EN ISO 12571 (2000)
bestimmt werden und ist davon abhéngig, ob sich das Gleichgewicht durch Wasserauf-
nahme (Adsorption) oder -abgabe (Desorption) einstellt. Die zu beobachtende Hysterese
wird mit dem so genannten Flaschenhalseffekt begriindet [Martinola 2001] und kann nach
Kiinzel (1994) haufig vernachlédssigt werden. Unter normalen Umgebungstemperaturen ist
nach Kiefl (1983) auch der thermische Einfluss auf die Sorptionsisotherme vernachléssig-
bar. Charakteristisch fiir pordse Stoffe ist der S-férmige Verlauf der Sorptionsisotherme
[Klopfer 1974, der durch zwei unterschiedliche Mechanismen hervorgerufen wird. Der erste
wirksame Mechanismus ist die Sorption, d.h. die Anlagerung von Wassermolekiilen an den
inneren Oberflachen der pordsen Stoffe, die mit der BET-Theorie nach Brunauer, Emmett
& Teller (1938) beschreibbar ist. Ursache hierfiir sind VAN-DER-WAALS-Kréfte zwischen
der Feststoffoberfliche (Adsorbens) und den Wassermolekiilen (Adsorptiv). Bis zu einer
relativen Feuchte von ca. 15% bildet sich eine monomolekulare Schicht aus. Oberhalb
von 15 % entstehen multimolekulare Schichten (Bild 2.9). Die maximale Gesamtschicht-
dicke ist bei einer relativen Feuchte von ca. 50 % erreicht. Oberhalb dieser Grenze ist eine
wesentliche Zunahme der Stofffeuchte durch Adsorptionskrifte nicht mehr moglich, da
die Bindungsenergie durch die VAN-DER-WAALS-Kréfte begrenzt ist. Bei kapillarpordsen
Stoffen wird ein zweiter Mechanismus wirksam, die so genannte Kapillarkondensation. Sie
beruht auf dem Zusammenwirken von Adhésionskréften zwischen den festen Oberflachen
und den Wassermolekiilen und Kohésionskraften zwischen den Wassermolekiilen. Hierbei
bilden sich konkav gekriimmte Wasseroberflichen aus, die zu einer Dampfdruckerniedri-
gung oberhalb der Menisken und damit zu einer Wasserdampfkondensation fithren [Krus
1995].



20 Kapitel 2:  Phdanomenologie des Stahlbetons

@ Dampfdiffusion @ Dampfdiffusion @ Dampfdiffusion
Adsorption mono- und multi- Kapillarkondensation
molekulare Belegung Kapillarleitung
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2
1

NI

\\\\\\\ .
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Dampfdiffusion @ Kapillarleitung @ Kapillarleitung
Oberflachendiffusion ungesattigte Stromung geséttigte Stromung
Kapillarleitung

—+ Dampfphase — Fllssigphase «ees sorbierte Phase

Bild 2.9: Schematische Darstellung der Stadien der Feuchtespeicherung nach Klopfer
(1974).

Unter Verwendung der KELVIN-Gleichung

Pk
o] 29

und der LAPLACE-Gleichung

h = exp

2wcosd

Pr = (2-4)

Tk
kann der Zusammenhang zwischen der relativen Feuchte h und dem gemittelten Kapillar-
radius 7, der Grenzfliche zwischen Gas- und Fliissigphase angegeben werden:

2w cosd
Tk QvaT

Die nach KELVIN-THOMPSON bezeichnete thermodynamische Gleichgewichtsbedingung
zeigt an, welche groferen Porenbereiche mit zunehmendem Feuchtegehalt durch den Vor-
gang der Kapillarkondensation gefiillt werden. In den Gleichungen (2.3)-(2.5) ist p; der
Kapillardruck, o,, die Dichte des Wassers, R, die spezielle Gaskonstante von Wasserdampf,
T die absolute Temperatur, w die Oberflachenspannung des Wassers und 6 der Randwin-
kel. Der Kapillardruck pj ergibt sich als Differenz zwischen dem Gasdruck p, und dem
Fliissigkeitsdruck p;:

h =exp |— . (2.5)

Pk = Pv — PI- (2.6)

Dass die Kapillarkondensation den im Vergleich zur Adsorption durch Adsorptionskréfte
leistungsfahigeren Speichermechanismus darstellt, wird durch den stédrkeren Anstieg der
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Sorptionsisotherme oberhalb einer relativen Feuchte von 50 % angezeigt (Bild 2.10). Mit
Adsorption werden zumeist beide Vorgéange - Kapillarkondensation und Adsorption durch
Adsorptionskrafte - bezeichnet.

An den hygroskopischen Bereich schliefst sich bei kapillaraktiven Stoffen der iberhygrosko-
pische Feuchtebereich an, dessen Wassergehalt bis zur freien Wasserséttigung wg, reicht.
Er ist charakterisiert durch die Aufnahme von ungebundenem Kapillarwasser in den Ka-
pillarporen. Der steile Anstieg der Sorptionsisotherme in diesem Bereich hat zur Folge,
dass sich ihre experimentelle Bestimmung als dufterst schwierig erweist, da eine eindeu-
tige Zuordnung des Wassergehalts zur relativen Luftfeuchte nicht mehr méglich ist. Mittels
Saugspannungsmessungen und unter der Annahme eines Zylinderkapillarenmodells kann
der Zusammenhang zwischen Wassergehalt und Kapillardruck bzw. dquivalentem Kapil-
larporenradius experimentell bestimmt werden [Krus 1995]. Dabei wird das Wasser solange
durch kapillare Saugkréfte aufgenommen, bis sich ein Gleichgewichtszustand mit dem ka-
pillaren Unterdruck ausbildet. Die entstehende Kapillardruck- bzw. Saugspannungskurve
kann mit Hilfe der KELVIN-Gleichung (2.3) in Abhéngigkeit von der relativen Luftfeuchte
angegeben werden. Damit entsteht eine im gesamten Feuchtebereich giiltige Feuchtespei-
cherfunktion, die sich aus der Sorptionsisotherme des hygroskopischen Bereichs und der
Saugspannungskurve des tiberhygroskopischen Bereichs zusammensetzt (Bild 2.10).

10-° Kapillarradius rc[m] 10 107
T T T
Waat |- T
Uberhygroskopischer
Materialfeuchte w [kg/m3] Bereich unge-
bundenes
Wasser
l———————— hygroskopischer Bereich — >
Sorption Kapillar- l
kondensation
mono- multimolekulare
- Desorption
E]?:}e Belegung pt gebun-
Bléle denes
- i W
relative Luftfeuchte h [%] AL
| | | | | | | |

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Bild 2.10: Exemplarische Feuchtespeicherfunktion von Beton nach Kiefsl (1983)).

Der Ubersittigungsbereich, gekennzeichnet durch ein Uberschreiten der freien Sittigung
bis hin zur maximalen Wasserséttigung, ist fiir pordse Stoffe im Allgemeinen von unter-
geordneter Bedeutung [Kiinzel 1994; Krus 1995|. Jedoch hat dieser Bereich einen ent-
scheidenden Einfluss auf das Verhalten des Betons, wenn er durch Frost-Tau-Wechsel
beansprucht wird. Der Séttigungsgrad liegt bei diesem Prozess weit iiber dem, der sich al-
lein durch freies Saugen unter isothermen Bedingungen ergibt. Erreicht der Wassergehalt
die kritische Wasserséttigung, dann fiihrt die mit der Phasenumwandlung Wasser-Eis ver-

bundene Volumenvergréfierung zu einer inneren Gefiigeschidigung der Zementsteinmatrix
[Lohaus & Petersen 2002; Lohaus & Petersen 2003].
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2.2.7 Schwinden und Quellen

Physikalische und chemische Vorgidnge im Gefiige des Betons fiihren zu einer signifikan-
ten Anderung des Trag- und Verformungsverhaltens von Betonkonstruktionen gegeniiber
dem Kurzzeitverhalten. Die zeitabhdngige Volumenverringerung eines unbelasteten Be-
tons wird mit Schwinden, die Volumenvergréfserung mit Quellen bezeichnet.

2.2.7.1 Schwindkomponenten

Beziiglich der Volumendnderung des Betons infolge Schwindens unterscheidet man zwi-
schen vier Anteilen, die je nach Alter und Lagerungsbedingungen in unterschiedlicher
Intensitat auftreten konnen |Grube 1991; Miiller & Kvitsel 2002].

Kapillarschwinden. Bei diesem im Frischbeton stattfindenden Prozess verdunstet Was-
ser iiber die Oberfliache des Betons. Die Austrocknung aktiviert Kapillarkréifte im anfangs
noch plastisch verformbaren Beton, die zu einer dichteren Lagerung der Feststoffparti-
kel und somit zu einer Volumenverminderung des Frischbetons fiihren. Man bezeichnet
diesen Vorgang als Kapillarschwinden, Frithschwinden oder plastisches Schwinden. Dabei
handelt es sich um einen rein physikalischen, reversiblen Vorgang. Erstarrt der Beton,
resultieren aus der fortschreitenden Austrocknung zunehmende Kapillarzugspannungen
in der Zementmatrix. Uberschreiten diese die Haftspannung der Feststoffpartikel, so ent-
stehen Oberflachenrisse. Die Kapillarwirkung, und damit der Mechanismus des Kapil-
larschwindens, baut sich stark ab, sobald die Poren nicht mehr vollstindig mit Wasser
gefiillt sind. Eng gekoppelt an das Kapillarschwinden ist der Vorgang des Blutens. Hier-
bei tritt aufgrund von Dichteunterschieden eine Sedimentation der Feststoffe ein, die das
Ansammeln des Wassers auf der Betonoberseite bewirkt. Begiinstigt wird der Vorgang
des Blutens durch einen geringen Mehlkorngehalt und einen hohen w/z-Wert. Das abge-
sonderte Wasser verdunstet oder wird vom Beton aufgesaugt. Erst danach kann es zur
Kapillarwirkung in den Poren des Zementsteins kommen. Bluten und Kapillarschwinden
konnen durch geeignete Mischgutzusammensetzung und eine ordnungsgeméfe Nachbe-
handlung fast vollstdndig vermieden werden.

Karbonatisierungsschwinden. Die Reaktion der Hydratationsprodukte des Zement-
steins mit dem aus der Luft aufgenommenen Kohlendioxid unter Freisetzung des Wassers
und der damit verbundenen Volumenverminderung wird Karbonatisierungsschwinden ge-
nannt. Die daraus resultierenden Schwindverformungen in der Betonrandzone fiithren zu
Eigenspannungen, welche wiederum ein Netz von feinen unregelméafigen Rissen hervor-
bringen konnen. Der Anteil an den Gesamtverformungen ist unter normalen Umweltbe-
dingungen relativ klein, da der Prozess nur in einem kleinen Teil des Gesamtquerschnitts
ablauft.

Trocknungsschwinden. Als Trocknungsschwinden wird die Volumenkontraktion des er-
héarteten Betons, insbesondere des Zementsteins, durch Wasserabgabe an die trockenere
Umgebung bezeichnet. Bei normalfestem Beton ist diese Komponente entscheidend. Da-
her werden die verantwortlichen Mechanismen und das in Versuchen zu beobachtende
Verhalten im folgenden Abschnitt 2.2.7.2/ ndher betrachtet.
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Schrumpfen. Die chemische Reaktion zwischen Anmachwasser und Zement wéhrend der
Hydratation fiihrt zu einer Volumenkontraktion des Leims. Die Erklarung fiir diesen Pro-
zess, der auch als chemisches Schwinden® bezeichnet wird, liefern Powers & Brownyard
(1948). Sie stellen fest, dass das freie Wasser eine geringere Dichte als das Hydratwasser
aufweist. Das Volumen der Hydrate einschliefslich des physikalisch gebundenen Wassers
kann bis zu 8 V.—% geringer sein als das Volumen der Ausgangsstoffe |[Czernin 1977]. Nur
zu Beginn, solange der Beton eine plastische Verformbarkeit besitzt, fiihrt das chemische
Schwinden zu &ufseren Forméanderungen, die aber vergleichsweise klein sind. Bei zuneh-
mendem Verformungswiderstand fithrt der chemische Prozess zu einer Porenbildung im
Gefiige, vgl. Abschnitt 2.2.3. Bei normalfesten Betonen ist das chemische Schwinden von
untergeordneter Bedeutung, da bei den hier vorliegenden w/z-Werten die durch den Hy-
dratationsprozess entstandenen Schrumpfporen aus den Kapillarporen Wasser nachsaugen
konnen. Dagegen ist bei Betonen mit niedrigen w/z-Werten von weniger als 0.40 mit einer
nennenswerten aufseren Volumendnderung zu rechnen. Das geringe Wasserangebot fiihrt
in den Schrumpfporen zu einer Selbstaustrocknung des Porenraums. Der Vorgang wird
als autogenes Schwinden bezeichnet und ist bei hochfesten Betonen von entscheidender
Bedeutung, da die daraus resultierenden Dehnungen einen Grofiteil des Gesamtschwind-
mafes ausmachen [Konig & Grimm 1996} Schrage 1996; Alonso 2002|. Dabei wird die
Volumenénderung durch die sich aufbauenden kapillaren Randspannungen in den ausge-
trockneten Poren bewirkt. Infolge der starken Interaktion des chemischen und autogenen
Schwindens ist eine getrennte Betrachtung der Anteile sehr schwer. Beide Prozesse wer-
den unter dem Begriff Schrumpfen zusammengefasst. Bei normalen, austrocknenden La-
gerungsbedingungen wird das gesamte Schwinden, d.h. das Trocknungsschwinden und das
autogene Schwinden, gemessen, wihrend bei hygrisch konservierender Lagerung nur der
Teil des autogenen Schwindens erfasst wird. Das Schrumpfen ist weitgehend unabhéngig
von den Umgebungsbedingungen und verlauft deshalb gleichméRiger iiber den Querschnitt
als das Trocknungsschwinden.

2.2.7.2 Physikalische Mechanismen

Fiir die Beschreibung der physikalischen Ursachen des Trocknungsschwindens sind in der
Vergangenheit verschiedene Modellvorstellungen entwickelt worden [Powers & Brownyard
1948; Powers 1965; Feldman 1968; Feldman & Sereda 1968 Wittmann 1977; Setzer 1991].

Aufbauend auf der Auswertung experimenteller Untersuchungen der zu Grunde liegenden
Mechanismen schlagt Wittmann (1977) zur Erklarung der Verformungen von Beton in-
folge Schwindens und Quellens das ,,Miinchner Modell“ vor. Danach liegen im trockenen
Zustand die Teilchen des Zementgelgeriistes infolge der Oberflichenspannung in kompri-
mierter Form vor (Bild2.11/ (links)). Die Adsorption von Wasser mit zunehmender Feuchte
fithrt zu einer Reduzierung der Oberflichenenergie (Bild 2.12 (links)). Infolgedessen dehnt
sich der Beton aus und beginnt zu quellen (Bild 2.111 (mitte)). Parallel dazu verursachen
die adsorbierten Wasserfilme eine Minderung der zwischen den Gelteilchen wirkenden VAN
DER WAALS-Kréfte, das heifit, die sekunddren Bindungskréfte werden geschwécht. Diese

6Die Terminologie fiir das Schrumpfen ist in der Literatur nicht einheitlich. Das chemische Schwinden
wird auch als chemisches Schrumpfen bezeichnet |Griibl, Weigler & Karl 2001].
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Bild 2.11: Schematische Darstellung des trockenen Zementgels (links), des mafstab-
lich expandierten Zementgels im unteren Bereich des Feuchtigkeitsgehaltes
(mitte) und der trennenden Wirkung des Spaltdrucks an einigen Kontaktstel-
len (rechts) nach Wittmann (1977).

Mechanismen sind im unteren Luftfeuchtebereich (h < 40 %) mafsgebend. Mit dariiber
hinaus zunehmender Feuchte setzt der Mechanismus der Kapillarkondensation ein. Dieser
ruft selbst keine hygrischen Langendnderung hervor, jedoch baut sich durch die Behin-
derung der freien Wasseranlagerung bei eng beieinanderliegenden Oberflachen ein Spalt-
druck auf. Dieser Spaltdruck wirkt entgegen den mit zunehmender Feuchte abnehmenden
sekundéren Bindungskraften. Gelteilchen, die nicht durch primére chemische Bindungen
aneinanderhaften, werden getrennt. Zwischen den Oberflachen der Gelteilchen lagert sich
eine mobile Wasserschicht ein (Bild 2.11/ (rechts)). Die Folge ist eine erhéhte Zunahme
der Verformung. Bild 2.12 (rechts) zeigt Versuchsergebnisse, die von Wittmann (1977)
beziiglich der zuvor geschilderten Mechanismen ausgewertet worden sind.
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Bild 2.12: Relative Anderung der Oberflichenergie (links) und der hygrischen Dehnung
(rechts) als Funktion der relativen Luftfeuchte nach Wittmann (1977).
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Die auftretenden Wechselwirkungen zwischen Feststoffmatrix und Wasser werden von
Powers (1965) anhand einer keilférmigen Spalte erklart (Bild 2.13).

Zementgel

adsorptives Wasser

Kapillarwasser .
~_— Kapillardruck py

r=30A
Td=8A

Spaltdruck py

o
Y

Bild 2.13: Beschreibung der mikroskopischen Wechselwirkung im Zementgel anhand einer
keilformigen Spalte mit einem Wasserfilm der Dicke d und einem Meniskus mit
dem Radius r nach Powers (1965).

2.2.7.3 Versuchsbeobachtungen

Das Schwinden des Betons wird im Wesentlichen durch das Schwinden des Zementsteins
verursacht, da der Zuschlag im Allgemeinen nicht aktiv schwindet. Versuchsergebnisse an
Zementstein und Beton bestatigten dieses Verhalten [Baroghel-Bouny, Mainguy, Lassa-
batére & Coussy 1999|. Die Behinderung durch den nicht schwindenden Zuschlag bewirkt
eine Verringerung des zum Zementsteinanteil proportionalen Schwindmafes. Umso steifer
der Zuschlag ist, d.h. um so héher der Elastizitdtsmodul des Zuschlags ist, desto grofer
ist dessen aussteifende Wirkung.

Bei der Trocknung einer wassergesittigten Probe entweicht zunéchst das freie Wasser
aus den Kapillarporen. Die damit verbundenen Langendnderungen sind jedoch gering.
Entscheidend fiir die auftretenden Schwindverkiirzungen ist das Entweichen des physi-
kalisch gebundenen Wassers aus den Gelporen. Dabei wird das Schwinden nicht durch
den Wasserverlust selbst, sondern durch die damit verbundene Anderung des im Beton
verbleibenden Wassers bewirkt.

Die Abhéngigkeit des Verhaltens von der Kapillarporsitéit verdeutlicht Bild 2.14 (links).
In seinen Untersuchungen an trocknenden Zementsteinproben steuerte Powers (1959) den
Kapillarporenanteil durch die Zugabe unterschiedlicher Silicagehalte. Fiir den Fall, dass
nahezu keine Kapillarporen vorhanden sind, kann ein sofortiges lineares Verhalten zwi-
schen Wasserverlust und Schwindverkiirzungen beobachtet werden. Bei zunehmendem
Anteil der Kapillarporen ist anfénglich eine erhohte Massenabnahme zu verzeichnen, da
zunachst die wenig schwindwirksamen Kapillarporen entleert werden. Danach verlaufen
die Kurven nahezu parallel.
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Der Einfluss des Feuchtebereichs auf die hygrischen Verformungen ist von Verbeck & Hel-
muth (1968) an diinnen Zementsteinproben untersucht worden. Das aus Hilsdorf (1969)
entnommene Bild 2.14] (rechts) zeigt einen bilinearen Zusammenhang zwischen dem Was-
serverlust und den daraus resultierenden Schwindverkiirzungen. Im Bereich hoher Luft-
feuchten ist vorwiegend der abnehmende Spaltdruck fiir die Verformungen verantwortlich.
Sinkt die relative Feuchte unter 30 %, fiihrt eine Anderung der Oberflichenenergie zu ei-
nem schnelleren Anstieg der Kurve. Die Versuchsergebnisse stehen somit im Einklang mit
dem zuvor beschriebenen , Miinchner Modell“. Die Schwindvorgénge des Zementsteins tre-
ten im normalen Betonbau im Bereich oberhalb von 40 % relativer Luftfeuchte auf. Damit
resultieren bei den meisten Betonkonstruktionen die Schwindverformungen aus der An-
derung des Spaltdrucks zwischen den Hydratationsprodukten.
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Bild 2.14: Beziehung zwischen dem Wasserverlust und dem Schwinden von Zementstein
mit unterschiedlichem Silicagehalt nach Powers (1959) (links) und einer Ze-
mentsteinprobe nach Verbeck & Helmuth (1968)) (rechts).

Hinsichtlich der Auswertung und Diskussion {iber weitere Versuchsergebnisse sei auf Flei-
scher (1992) verwiesen, der den Einfluss unterschiedlicher Zementarten auf das hygrische
Forménderungsverhalten untersucht. Danach fithren hohe Alkalikonzentrationen der Po-
renlosung sowie spezifische Oberflichen des Zementsteins zu einer Erhohung der hygri-
schen Verformungen.

2.2.8 Kriechen und Relaxation

Unter Kriechen versteht man die zeitabhéngige Verformungszunahme des Betons infolge
einer konstanten Lasteinwirkung. Eine Abnahme der Betonspannungen bei eingepragter
Verformung, die auf den gleichen physikalischen Vorgéngen beruht, wird mit Relaxation
bezeichnet. Bild 2.15/ zeigt das prinzipielle Verformungsverhalten eines Betonkorpers, der
ab dem Zeitpunkt ¢, austrocknet, zum Zeitpunkt ¢, mit einer konstanten Spannung o
belastet wird und zum Zeitpunkt ¢. entlastet wird. Die Gesamtkriechverformung setzt
sich aus einem reversiblen Anteil, der verzogert elastischen Verformung, und aus einem
irreversiblen Anteil, dem Fliefsen, zusammen.
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Bild 2.15: Verformungskomponenten des Betons [Rottler 1998].

Das Kriechen wird nahezu vollstdndig durch die Viskositat des Zementsteins verursacht,
da die Zuschldge im Allgemeinen nicht kriechen. Es beruht somit auf &hnlichen mikrophy-
sikalischen Ursachen wie das Schwinden. In der Vergangenheit sind hierzu unterschiedli-
che Modellvorstellungen entwickelt worden, jedoch existiert noch keine allgemein giiltige
Kriechtheorie mit der alle auftretenden Phéanomene des Langzeitverhaltens widerspruchs-
frei erklart werden konnen [Wittmann 1974; Lanig 1988]. Als gesichert gilt, dass das Krie-
chen durch Platzwechselvorginge im physkalisch gebundenen Wasser des Zementsteins
und den damit verbundenen Gleit- und Verdichtungsvorgéngen der Gelpartikel ausgelost
wird.

Im Bereich der Gebrauchsspannungen ergibt sich ein anndhernd proportionaler Zusam-
menhang zwischen den Kriechverformungen und den kriecherzeugenden Spannungen (li-
neares Kriechen). Unter hoheren Spannungen kommt es durch die zunehmende Mikro-
rissbildung in der Kontaktzone zwischen Zementstein und Zuschlag zu einem nichtlinea-
ren, tiberproportionalen Anstieg der Dehnungen (nichtlineares Kriechen). Die in Bild 2.16
dargestellten Bereiche des priméren (I), sekundéren (II) und tertidren (III) Kriechens
sind durch eine abnehmende, konstante und zunehmende Kriechgeschwindigkeit charak-
terisiert. Thr Auftreten ist abhéngig von den im Beton vorhandenen Spannungen.

Eine weitere Aufteilung des Kriechens in Grund- und Trocknungskriechen resultiert aus
der Beobachtung, dass die Kriechverformung eines vor Wasserverlust geschiitzten Be-
tons kleiner ist als diejenige, die bei gleichzeitiger Austrocknung des Betons auftritt. Mit
Grundkriechen wird dabei der Anteil bezeichnet, der sich in einem belasteten Betonkorper
unter versiegelter Lagerung einstellt. Dieser fallt umso grofer aus, je hoher der Wasser-
gehalt ist. Mit Trockungskriechen wird die zusétzliche Verformungszunahme bezeichnet.
Dabei handelt es sich um die Differenz zwischen der Verformung eines austrocknenden,
belasteten Betons gegeniiber der theoretischen Summe der Verformungen, die sich bei ei-
nem unbelasteten Beton infolge Schwindens und bei einem vor Austrocknung geschiitzten
Beton infolge Grundkriechens ergibt [Wittmann 1982|. Dieser nach PICKETT benannte
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Bild 2.16: Kriechverhalten des Betons zu unterschiedlichen Belastungsniveaus [Martinola
2001].

Effekt resultiert aus einer Wechselwirkung zwischen Schwinden und Kriechen. In diesem
Zusammenhang werden auch die Begriffe des trocknungsinduzierten Kriechens oder des
spannungsinduzierten Schwindens verwendet.

Die Ausfiihrungen machen deutlich, dass neben der Belastungsintensitdt vor allem das
Zementsteinvolumen, der Wassergehalt bei Belastungsbeginn und der mdogliche Wasser-
verlust wahrend der Belastung die entscheidenden Einflussgrofen sind. Eine Erhohung der
Temperatur begiinstigt die im Beton ablaufenden Prozesse und fithrt zu einer Vergrofie-
rung der Kriechverformung. Aufgrund der hoheren Steifigkeit und der geringeren Porositét
weisen hochfeste Betone geringere Kriechverformungen auf als normalfeste Betone. Dabei
verringert sich die Grofse des Trocknungskriechens starker, als die des Grundkriechens
[Miiller 1996].

Neuere Versuchsergebnisse zum Kriechen des Betons sind in Nechvatal, Stockl & Kupfer
(1994) und Rottler (1998) zu finden.

2.3 Betonstahl

2.3.1 Mechanisches Verhalten

Der Bewehrungsstahl wird in Stahlbetonkonstruktionen iiblicherweise in Form von Be-
wehrungsstaben oder -matten eingelegt, wobei der einzelne Stab iiberwiegend einaxial
auf Zug oder Druck beansprucht wird. In Bild 2.17 sind die in Versuchen zu beobach-
tenden Spannungs-Dehnungs-Beziehungen von naturharten bzw. kaltverformten Beweh-
rungsstahlen dargestellt. Beide Kennlinien zeigen ein linear-elastisches Verhalten bis zum
Erreichen der Streckgrenze f,”. Unterschiede ergeben sich in der Art und Ausbildung des
Fliefsplateaus. Bei warmgewalzten Betonstédhlen zeigt sich eine ausgeprigte Streckgrenze

"Die Symbole sind in Anlehnung an DIN 1045-1 (2001)| und abweichend von DIN 10080-1 (1999)
gewahlt worden.
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fy, an die sich ein Verfestigungsbereich bis zur Zugfestigkeit f; anschliefit. Bei kaltver-
formten Betonstdahlen hingegen ergibt sich eine anndhernd kontinuierliche o-e-Beziehung
mit einer geringeren Verfestigung. Bei beiden Formen ist bis zum Erreichen der Zugfes-
tigkeit die Dehnung gleichméfig iiber die Probenléinge verteilt. Nach Uberschreiten der
maximalen Zugfestigkeit bei der Gleichmafidehnung e, schniirt sich der Stahl an seiner
schwichsten Stelle unter ortlich grofferer Dehnung ein. Die Werte fiir die Bruchdehnung
variieren zwischen 919 = 1% (stark kaltverformter Stahl) und d19 > 10% (naturharter
Stahl). In DIN 1045-1 (2001) wird der Betonstahl hinsichtlich der Duktilitdt in die zwei
Klassen normalduktil (A) und hochduktil (B) unterteilt. Dabei kénnen alle warmgewalz-
ten Stihle, somit auch Bewehrungsstabstahl, der Duktilitétsklasse (B) zugeordnet werden
[Schwarzkopf 2001]. Der Betonstahl verhélt sich im Gegensatz zum Beton im Druck- und
Zugbereich annahernd gleich.

naturharter Stahl kaltverformter Stahl
(O A O A
ft ------------ ft """""
f, T ' foor[ 7!
g O1p & 0.2% €501 &

Bild 2.17: Spannungs-Dehnungs-Beziehungen fiir einen naturharten Betonstahl (links)
und einen kaltverformten Betonstahl (rechts) [Eibl & Ivanyi 1976].

Das Materialverhalten des Betonstahls kann daher mit den folgenden Kennwerten be-
schrieben werden:

e Streckgrenze f,,

Zugfestigkeit f;,
Verhéltnis f;/ f,,
Elastizitatsmodul Fj,

Bruchdehnung 4.

Die iiblichen Betonstahlsorten weisen im Allgemeinen einen Elastizitdtsmodul zwischen
195000 MPa und 210000 MPa auf.

Wird der Bewehrungsstahl zyklisch belastet, tritt der nach seinem Entdecker benannte
BAUSCHINGER-Effekt auf. Er sagt aus, dass eine vorangegangene Zug- bzw. Druckbean-
spruchung eine Verringerung der Fliefgrenze bei spéterer Druck- bzw. Zugbeanspruchung
zur Folge hat. Ursache hierfiir sind mikroskopische Eigenspannungen.
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2.3.2 Thermisches und hygrisches Verhalten

Der annédhernd gleich groke Warmeausdehnungskoeffizient von Betonstahl und Beton
wirkt sich sehr positiv auf das Zusammenwirken im Verbundbaustoff aus. Somit haben
Wiérmeeinwirkungen kein oder nur ein geringfiigig unterschiedliches Verformungsverhal-
ten zur Folge. Dieses wiirde andernfalls aufgrund der Verbundwirkungen zwischen den
Komponenten zu Eigenspannungen im Querschnitt fithren.

Der Einfluss der Bewehrung auf die Warmetransport und -speichervorgénge in Stahlbe-
tonstrukturen ist gering. Wegen der hohen Dichte des Stahls mit 7800 kg/m? und des
nicht vorhandenen oder nur sehr geringen Luftraums ist die Warmeleitfahigkeit von Stahl
im Vergleich zum Beton sehr hoch. In DIN EN 12524 (2000) wird die Warmeleitfahig-
keit mit einem Wert von A; = 50 W/mK angeben. Dariiber hinaus liegen die iiblichen
Bewehrungsgrade, insbesondere bei Flachentragwerken, bei unter 3 %. Im Gebrauchstem-
peraturbereich kann der Einfluss somit in guter Naherung vernachléssigt werden.

Metallische Werkstoffe, und damit auch der Betonstahl, nehmen im Gegensatz zu pordsen
Baustoffen nahezu keine Feuchte auf. Dementsprechend wird in DIN EN 12524 (2000) fiir
die dort aufgefiihrten Metalle die Wasserdampfdiffusionswiderstandszahl p einheitlich mit
oo vorgegeben. Daher kann auch bei der Betrachtung des hygrischen Transport- und Spei-
cherverhaltens in den Stahlbetonstrukturen der Einfluss des Betonstahls unberiicksichtigt
bleiben.

2.4 Verbund und Tension-Stiffening

Fiir Stahlbetonbauteile ist neben dem Verhalten der Komponenten Beton und Stahl auch
deren Zusammenwirken von entscheidender Bedeutung. Die Verbundwirkung, d.h. die
Kraftiibertragung zwischen den beiden Komponenten, bildet die Voraussetzung fiir die
gemeinsame Tragwirkung in Stahlbetonkonstruktionen. Nur so ist es moglich, dass sich
der Betonstahl an der Abtragung der auf der Betonoberfliche angreifenden Lasten betei-
ligt. Faktoren, welche die Verbundwirkung beeinflussen, sind die Oberflichenprofilierung
der Betonstahle, ausgedriickt durch die bezogene Rippenfliche, der Stahldurchmesser,
der Bewehrungsgrad und die Betonfestigkeiten. Die Kraftiibertragung erfolgt durch die
Haftung infolge physikalisch-chemischer Bindung (Adhésion), durch die Reibung infolge
der Oberflachenrauigkeit und durch den Scherverbund |[Rehm 1961]. Dabei ist der wirk-
samste Verbundmechanismus bei den heute gebréauchlichen gerippten Betonstédhlen der
Scherverbund, bei dem die Verbundkraft durch die mechanischen Verzahnungen infolge
der Stahlrippen auf Betonkonsolen iibertragen wird. Ein Versagen des Verbunds kann
durch Abscheren dieser Betonkonsolen oder durch ein Uberschreiten der Spannungen im
Zugring erfolgen.

Im ungerissenen Zustand kann man anndhernd von einem starren Verbund ausgehen.
Uberschreitet die Spannung die Zugfestigkeit des Betons, kommt es zur Rissbildung und
damit zu einer Relativverschiebung zwischen Beton und Stahl, die als Schlupf bezeichnet
wird. Die vom Stahl im Rissquerschnitt iibernommenen Zugkrafte werden iiber die sich
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in Rissndhe ausbildenden Verbundspannungen wieder in den Beton eingeleitet. Dies ge-
schieht innerhalb der Einleitungslange ;. Bei weiterer Laststeigerung entstehen solange
neue Risse, bis die Rissabstédnde keinen ungestérten Verbund mehr zulassen und die Zug-
spannungen im Beton die Zugfestigkeiten nicht mehr erreichen. An dieser Stelle ist der
Ubergang von der Phase der Erstrissbildung in den Zustand des abgeschlossenen Rissbilds.
Der prinzipielle Verlauf der Spannungen zwischen den Rissen ist in Bild 2.18 dargestellt.

Fi B l __F JF_ 1 11 CF
* |~ T N S W N
G4 fct Gt |L| fct
C.4 G4 Gy
> A >
> — >
@ ungerissen @ Erstrissbildung @ abgeschlossene

Rissbildung

Bild 2.18: Illustration der Rissbildungsphasen mit den zugehérigen Spannungsverlaufen.

Der Beton beteiligt sich somit auch nach der Rissbildung an der Lastabtragung, und
die mittlere Stahldehnung e, ist kleiner als die Stahldehnung im Riss ¢!!. Die daraus
resultierende Dehnungsdifferenz Ae, wiirde in einer gedachten Struktur, in der die Mit-
wirkung des Betons zwischen den Rissen unberiicksichtigt bleibt, nicht auftreten. Diese
versteifende Wirkung wird mit dem Begriff Tension-Stiffening umschrieben. Der Einfluss
dieses Effektes wird in Bild 2.19 veranschaulicht.
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Bild 2.19: Illustration des Tension-Stiffening-Effektes.
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Durch das Aufstellen von Gleichgewichts- und Kontinuitdtsbedingungen an einem diffe-
rentiellen Element kann der Zusammenhang zwischen den Verbundspannungen 73, dem
Schlupf s und den Spannungen und Verschiebungen der Komponenten Beton und Stahl an-
gegeben werden. Die Verbundspannungs-Schlupf-Beziehung, die in der Regel an Auszieh-
bzw. Dehnkorpern bestimmt wird, charakterisiert das Verbundverhalten und wird oft als
Verbundgesetz bezeichnet. Dieser Zusammenhang stellt jedoch kein Stoffgesetz im eigent-
lichen Sinne dar, sondern lediglich ein Ersatzmodell, mit dem die komplexen Vorginge
rechnerisch erfasst werden konnen. Unterschiedliche Vorschlége fiir die 7,-s-Beziehung sind
in der Literatur zu finden, beispielsweise im MC 90 (1993), in Kreller (1990) oder in [Tue
(1993). Wird dabei die in Versuchen festzustellende Abhéngigkeit der Beziehung von der
Rissentfernung vernachléssigt, spricht man von einem ortsunabhéngigen Verbundgesetz,
wird dieser Effekt beriicksichtigt, von einem ortsabhéngigen oder lokalen Verbundgesetz.



Kapitel 3

Modellierung des Stahlbetons

Zu Beginn des Kapitels werden die Charakteristiken der verwendeten zeitinvarianten
Betonmodellierung erldutert. Dazu zdhlen eine hypoelastische orthotrope Materialformulie-
rung, die einazialen Spannungs-Dehnungs-Beziehungen, die biazxialen Versagenskriterien,
ein rotierendes Rissmodell und ein auf der Mesoebene einzuordnendes Verbundmodell.
Danach erfolgt die eingehende Darstellung der hygrothermischen Modellierung von Beton.
Zur Beschreibung der Transport- und Speichervorginge wird ein gekoppeltes, nichtlineares
Differentialgleichungssystems aufgestellt. Die maoglichen Rand- und Anfangsbedingungen
werden besprochen und die mathematischen Beschreibungsmaglichkeiten der einfliefSenden
hygrothermischen Materialparameter aufgezeigt. Die fiir die Erfassung des Langzeitver-
haltens notwendigen Erweiterungen in der Betonmodellierung werden im Anschluss daran
vorgestellt. Die Formulierung basiert auf der additiven Zerlegung der Verzerrungsanteile.
Die mathematische Behandlung der einzelnen Anteile, die zum Teil auf der Grundlage
der hygrothermischen Potentialgroffen bestimmt werden, wird angegeben. Das verwendete
Stoffgesetz fiir den Bewehrungsstahl wird am Ende des Kapitels kurz erldutert.

3.1 Zeitinvariante Modellierung des Betons

In den beiden letzten Jahrzehnten sind zahlreiche fiir Kurzzeitbelastung geltende Beton-
modelle entwickelt worden. Sie basieren auf unterschiedlichen Modellvorstellungen, vgl.
z.B. Zahlten (1990), Hofstetter & Mang (1995)) und Polling (2000). Im Rahmen der nicht-
linearen Elastizitatstheorie kann die Beschreibung des nichtlinearen Werkstoffverhaltens
nach Chen & Han (1988) in die drei folgenden Gruppen gegliedert werden:

o CAucHY-Elastizitét,

¢ hyperelastische Werkstoffmodelle,

e hypoelastische Werkstoffmodelle.

33
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Wiéhrend die beiden Erstgenannten auf einer totalen Formulierung der konstitutiven Be-
ziehungen basieren, wird ein hypoelastisches Modell differentiell bzw. inkrementell formu-
liert. Aus der Annahme der Linearitit zwischen den Spannungs- und Dehnungsinkremen-
ten folgt unter Verwendung des Werkstofftensors C** der Zusammenhang

dO'ij = Cijkl(O'mn>d€kl . (31)

Die inkrementelle Formulierung erlaubt die Erfassung der Belastungsgeschichte und die
Abbildung zyklischen Materialverhaltens. Anzumerken ist, dass die Modelle die Gesetze
der Thermodynamik unter bestimmten Be- und Entlastungszyklen verletzen konnen, da
ihnen die Betrachtung der Potentialfunktion fehlt.

In der vorliegenden Arbeit wird ein hypoelastisches Betonmodell verwendet, dessen Ur-
spriinge auf Darwin & Pecknold (1977a) zurtickgehen. Die wiederholte Anwendung einer
derartigen Betonmodellierung, beispielsweise in Elenas (1990), Stempniewski (1990), Noh
(2002) und Andres (2004), und die Aufnahme des Modells in den MC 90 (1993) zeigen,
dass mit diesem Modell Stahlbetonstrukturen nachweislich wirklichkeitsnah simuliert wer-
den kénnen. In Kratzig, Meskouris & Noh (2003) wird darauf hingewiesen, dass gerade
der empirische Charakter des Modells dessen Attraktivitdt fiir theoretische, normative
und experimentelle Erweiterungen steigert. Die guten Integrationsmoglichkeiten werden
beispielsweise genutzt, um das verdnderte Verhalten von hochfestem Beton durch entspre-
chende Formulierungen zu erfassen.

3.1.1 Konzept von DARWIN & PECKNOLD

An dieser Stelle sollen die wesentlichen Merkmale der in Darwin & Pecknold (1977a)) und
Darwin & Pecknold (1977b)) vorgeschlagenen Vorgehensweise kurz dargestellt werden.
Ausgangspunkt der Betrachtung ist die Annahme eines inkrementell linear-orthotropen
Materialverhaltens. Mit den spannungsabhéngigen Materialkonstanten F; und 1; kann
die inkrementelle Stoffgleichung im ebenen Spannungszustand fiir orthogonal zueinander
stehende Richtungen 1 und 2 mit

d0‘1 . 1 E1 VQEl d€1 (3 2)
doy | 11—y | By Es dey '
angegeben werden. Mit der dquivalenten Querdehnzahl v = /v, der aus einer Ener-

giebetrachtung folgenden Beziehung v Fy = 15 F; und der Einfiihrung eines Schubterms
folgt aus (3.2) die konstitutive Beziehung

d0'1 1 E1 U/ E1E2 0 d€1
dO'Q = 1 B U/ E1E2 E2 0 d€2 . (33)
d7'12 -V 0 0 (1 — V2) G d’}/lg

Fiir den Schubmodul G wird weiterhin gefordert, dass er richtungsunabhéngig ist. Trans-
formiert man (3.3) mit Hilfe der Transformationsmatrix

cos?d sin’ @ sin 6 cos 0
T = sin? 0 cos’f  —sinfcosf |, (3.4)
—2¢infcosf 2sinfcosh cos?hsin’h
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so erhilt man die Werkstoffmatrix C' in Richtung der konvektiven Koordinaten
C=T'CT (3.5)

und kann durch Gleichsetzen von C mit C aus (3.3) die invariante Schubsteifigkeit be-
stimmen:

(1-1?) G = i (E1 B, 2m/E1E2) . (3.6)

Die grundlegende Idee von Darwin & Pecknold (1977b) ist, den zweiaxialen Spannungszu-
stand durch zwei entkoppelte Spannungs-Dehnungs-Beziehungen in Hauptspannungsrich-
tung abzubilden. Durch die dort eingefiihrten dquivalenten einaxialen Dehnungen kann
(3.3) in folgende Form tiberfiihrt werden:

doy E, 0 O deqy
dUz = 0 Eg 0 d€2u . (37)
dris 0 0 G dv12

Der Zusammenhang zwischen den dquivalenten Verzerrungsinkrementen und den Verzer-
rungsinkrementen in Hauptrichtung ergibt sich durch Gleichsetzen von (3.3) mit (3.7):

1 /EQ 1 lEl
d€1u = m(d(‘:l + v Ed{fz), d€2u = m(d€2 +v Ed{fl). (38)

Die inkrementellen dquivalenten Verzerrungen koénnen jedoch auch aus (3.7) zu

dO',L'

bestimmt werden. Die gesamten dquivalenten Verzerrungen folgen aus der Aufsummierung

do; Ao
= R — 1
= [ > (3.10)

NLast v

wobei der Index ¢ = 1,2 fiir die Hauptspannungsrichtungen und NLast fiir die Anzahl
der Lastinkremente steht. Bei den dquivalenten einaxialen Dehnungen handelt es sich um
fiktive Grofen, deren Addition nicht in festen Richtungen erfolgt, sondern in den sich
kontinuierlich &ndernden Hauptspannungsrichtungen. Nach Noh (2002) wird dadurch der
Einfluss der vorherigen Belastungsvorginge im Vergleich zur aktuellen Beanspruchung
iiberschétzt. Durch die Einfiihrung bestimmter Sektoren kann die Abbildung des Materi-
alverhaltens verbessert werden. Wird ein Sektor durch das Drehen der Hauptspannungs-
richtung verlassen, werden die Informationen des jetzt aktuellen Sektors verwendet.

Durch die Einfithrung der einaxialen dquivalenten Dehnungen wird die Moglichkeit ge-
schaffen, das mechanische Verhalten mittels einaxialer Spannungs-Dehnungs-Beziehungen
zu beschreiben. Im néchsten Abschnitt werden die hier eingesetzten Beziehungen darge-
stellt.
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3.1.2 Einaxiale Spannungs-Dehnungs-Beziehungen

Monotone Belastung. Das in Abschnitt (2.2.4) beschriebene Verhalten eines Betons
unter einaxialer Beanspruchung muss in eine mathematische Darstellung der Spannungs-
Dehnungs-Beziehungen einflieften. In der Literatur sind fiir den Druckbereich unterschied-
liche analytische Formulierungen einaxialer Spannungs-Dehnungs-Kurven vorhanden, die
sich durch ihren Verlauf und ihren Giiltigkeitsbereich unterscheiden. Der ansteigende Ast
kann analog zu Darwin & Pecknold (1977a) mit der Gleichung von Saenz (1964) abgebildet
werden:

U Ec
o = Siu 20 . (3.11)

EcO Eiu Eiu ?
1 o) Ty (2
* (ECS ) Eic * (Eic)

Dabei ist ¢;, die aktuelle dquivalente einaxiale Dehnung, F., der Tangentenelastizitéts-
modul im Ursprung, E.s der Sekantenelastizitdtsmodul zur maximalen Druckspannung
0;c und ¢;. die zu ;. gehorende dquivalente einaxiale Dehnung. Die maximale Druckbean-
spruchung o;. ist eine vom Hauptspannungsverhéltnis abhéngige Funktion, vgl. Abschnitt
3.1.3l Fiir die Beschreibung des Entfestigungsbereichs verwenden Darwin & Pecknold
(1977a) eine abfallende Gerade, die vom Punkt (g;., 0;c) bis zum Punkt des angenommen
Druckbruchs (4¢e.1,0.20;.) verlduft. Mit €., ist hier die im einaxialen Versuch messbare
und zur maximal aufnehmbaren Spannung gehorende Scheitelstauchung gemeint.

In den aktuellen Bemessungsnormen MC 90 (1993), EC 2 (1992) und DIN 1045-1 (2001)
ist fiir die Beschreibung des Druckbereichs die Funktion

kn — n? . €
== f t = — 3.12
i pry s R L (312)
aufgenommen worden, die auf die Arbeit von Grasser (1968) zuriickgeht. Nach MC 90
(1993) wird der Faktor k, der die Volligkeit der Funktion beschreibt, mit dem Tangenten-
modul im Ursprung bestimmt:

k= —Feo— mit  E = 21500 (f./10)"/3. (3.13)
cl
Die Scheitelstauchung ., ist konstant mit —2.2 %o anzusetzen. Die Anwendung von (3.12)
wird bis zu einem Spannungsverhéltnis von |o|/fen > 0.5 im Entfestigungsbereich er-
laubt. Fiir das Verhalten bei weiterer Zunahme der Dehnungen wird eine weitere Funk-
tion bereitgestellt. Vereinfachend gibt der MC 90 (1993) eine Gerade zur Beschreibung
des gesamten abfallenden Astes vor:

O, 0.8 e« n-—0.2

— = . 3.14
fe n—1eq n—1 ( )

In EC 2 (1992)|und DIN 1045-1 (2001) wird der mittlere Elastizitdtsmodul E,,, als Sekan-
tenmodul zu |o.| &~ 0.4f., definiert. Zur Bestimmung des Parameters k wird der Sekan-
tenmodul um 10 % erhoht, womit er in etwa dem Ursprungstangentenmodul entspricht:

Jo

€cl

k=—11F,, mit  E, = 9500 (f.)"/3. (3.15)
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Beide Normen geben keine zusétzliche Funktion zur Beschreibung des Entfestigungsbe-
reichs an, sondern erlauben die Anwendung bis zu einer zuldssigen Dehnung e.1,. Un-
terschiede ergeben sich bei der Definition von . und e.1,,. Wéahrend nach EC 2 (1992),
dessen Anwendungsbereich auf normalfesten Beton beschréinkt ist, die Scheitelstauchung
.1 unabhéngig von der Festigkeit angenommen wird, wird in DIN 1045-1 (2001) ein An-
wachsen von €. mit zunehmender Betonfestigkeit beriicksichtigt, was im Einklang mit
neueren Versuchsergebnissen steht [Held & Konig 1992]. Fiir €., gibt der EC 2 (1992)
verénderliche Werte von —3.6 %0 (C12/15) bis —2.8 %0 (C50/60) vor, wihrend in DIN
1045-1 (2001)| fiir diese Betonklassen .1, konstant auf —3.5 %o gesetzt wird und erst fiir
hoherfeste Betone ein Abfall auf bis zu —3.0 %¢ vorgegeben wird.

In das Berechnungsmodell werden die unterschiedlichen Formulierungen eingebunden. Ne-
ben den Annahmen von Darwin & Pecknold (1977b) wird der Ansatz nach MC 90 (1993)
mit einer abfallenden Gerade fiir den Entfestigungsbereich berticksichtigt. Die Formu-
lierung aus der DIN 1045-1 (2001) wird dahingehend erweitert, dass fiir den Bereich
lec| > |ecu| eine zusétzliche abfallende Gerade definiert wird, die in Anlehnung an MC 90
(1993) bis zu den dort definierten Grenzdehnungen reicht. Néhere Erlauterungen diesbe-
ziiglich sind in Andres (2004) enthalten. In Bild 3.1 sind die resultierenden Spannungs-
Dehnungs-Beziehungen fiir die unterschiedlichen Festigkeitsklassen dargestellt. Der zuge-
horige Verlauf des Tangentenelastizitdtsmoduls wird in Bild 3.2 gezeigt.

120.0 T T T T T T
%1000 |- .
£
Z
= 800 s
o C100/115
¥
5 60.0 - -
c
@ C50/60
Q 400 -
e
3]

S
5 200} -
C12/15
0.0 | | | | |
0.0 -1.0 -2.0 -3.0 -4.0 -5.0 -6.0 -7.0

Dehnung & [%o]

Bild 3.1: Spannungs-Dehnungs-Beziehung fiir Betone nach DIN 1045-1 (2001) mit Erwei-
terung in Anlehnung an MC 90 (1993).

Aufgrund der in Abschnitt 2.2.4.1] erlauterten Schadenslokalisierung und des damit ver-
bundenen ,Size-Effektes konnen sich bei numerischen Berechnungen mittels der Finite-
Element-Methode netzabhéngige Losungen ergeben. Die Netzunabhéngigkeit der Ergeb-
nisse kann durch eine Modifikation der Spannungs-Dehnungs-Kurven im Nachbruchbe-
reich gewéhrleistet werden. In die Modellierung sind die von Andres (2004) vorgeschla-
genen, auf dem Bruchenergiekonzept basierenden Anderungen integriert worden, die im
Folgenden kurz skizziert werden.
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Bild 3.2: Verlauf des tangentialen Elastizitdtsmoduls fiir Betone nach DIN 1045-1 (2001).

Danach werden die Grofe der Bruchdehnung und damit der Verlauf der abfallen-
den Gerade im Nachbruchbereich fiir die zuvor beschriebenen Spannungs-Dehnungs-
Formulierungen in Abhé#ngigkeit von der volumenspezifischen Zerstauchungsenergie g
verandert. Dabei entspricht g% dem Flachenintegral unterhalb des Entfestigungsbereichs
der an einem Integrationspunkt anzusetzenden Spannungs-Dehnungs-Linie. Diese Grofe
ist aus der lokalisierten Zerstauchungsenergie G; und der dquivalenten Lange [, bestimm-
bar:

GC hc C
gy =12 =29 (3.16)

leg leq

Bei der lokalisierten Zerstauchungsenergie GG.; handelt es sich um eine netzunabhéngige
und materialspezifische Grofe, die experimentell bestimmt werden muss. Ohne experi-
mentelle Ergebnisse kann G jedoch mit der volumenspezifischen Energie ¢, die dem
Flachenintegral unterhalb des Entfestigungsbereichs der noch nicht modifizierten Kurve
entspricht, und der Prozesszonenbreite h.; relativ genau abgeschitzt werden. Die dquiva-
lente Lange [, kann unter der Bedingung, dass annahernd quadratische Elemente einge-
setzt werden, durch eine Kopplung an die Elementgréfte und die Integrationspunktanzahl
bestimmt werden. Fiir flichenhafte Elemente gilt dann:

leq = \/ Ae/nmt. (317)

Eine zusédtzliche Anpassung wird in Andres (2004) fiir die Berechnung mit dem Trag-
lastkonzept nach DIN 1045-1 (2001) vorgeschlagen, vgl. Abschnitt [5.4.1. Durch den in
der Norm vorgeschriebenen Ansatz fiir die Spannungs-Dehnungs-Linie dndert sich das
Flachenintegral unterhalb der Kurve. Damit jedoch die gleiche Grofe der Zerstauchungs-
energie in die Berechnung einfliet, wird auch hierfiir eine Anderung der Spannungs-
Dehnungs-Kurve im Entfestigungsbereich angedacht.
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Die Modellierung des Zugbereichs erfolgt bis zur Zugfestigkeit, wie allgemein tiblich, durch
eine Gerade. Informationen zu dem daran anschliefsenden Verhalten werden in den Ab-
schnitten 3.1.4/ und 3.1.5 gegeben.

Zyklische Belastung. Nicht nur fiir rein zyklische Beanspruchungen, sondern auch fiir
Entlastungsvorgéange bei Belastungsdnderungen ist die wirklichkeitsnahe Modellierung des
zyklischen Spannungs-Dehnungs-Verhaltens von entscheidender Bedeutung. Basierend auf
Versuchsergebnissen aus der Literatur geben Darwin & Pecknold (1977b)) Beziehungen zur
Erfassung der unter zyklischer Beanspruchung auftretenden Effekte an. Diese sind De-
gradation der Festigkeit und Steifigkeit, Plastifizierung und Energiedissipation. Auf die
Wiedergabe der formelméfigen Zusammenhénge wird hier verzichtet. Lediglich die da-
raus resultierenden Verldufe der Spannungs-Dehnungs-Linien in Hauptspannungsrichtung
werden in Bild 3.3l wiedergegeben.

_ri
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Bild 3.3: Modellierung des zyklischen Verhaltens in Hauptspannungsrichtung nach Dar-
win & Pecknold (1977b) und der Lokalkontaktformulierung bei sich wieder
schliefenden Rissen nach [Su & Zhu (1994).

3.1.3 Biaxiale Versagensflachen

Fiir das biaxiale Versagenskriterium von normalfestem Beton werden in dieser Arbeit die
analytischen Beziehungen von Kupfer & Gerstle (1973) verwendet, die auf den in Ab-
schnitt 2.2.4.3 zitierten Versuchsergebnissen basieren und schon mehrfach erfolgreich zur
Beschreibung der biaxialen Bruchflachen eingesetzt worden sind (Bild 3.4). Die Ausdriicke
gelten dabei unabhéngig von der jeweiligen Betonfestigkeit. Die im Hinblick auf die Unter-
suchung von hochfestem Beton in jiingerer Zeit durchgefiihrten Versuche ergaben jedoch
eine derartige Abhéangigkeit. Curbach, Hampel, Speck & Scheerer (2000) geben fiir die von
ihnen experimentell untersuchten Versagenszustdnde an Betonen unterschiedlicher Beton-
klassen jeweils Naherungsformeln in Form einer Ellipse und eines Polynoms 3. Grades an.
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Dabei wird als Bezugsgrofe f. eingefiithrt (f. = 0.9- f.,). In das vorliegende Modell ist fiir
hochfeste Betone von Andres (2004) die elliptische Gleichung fiir das an einem Probekor-
per der Festigkeit C70/85 bestimmte Versagenskriterium eingebunden worden (Bild [3.4).
Aus ihren Ergebnissen leiten Curbach, Hampel, Scheerer & Speck (2002) ein allgemein-
gliltiges, von der Betonfestigkeit abhdngiges Versagenskriterium fiir den biaxialen Fall ab.
Problematisch an der vorgeschlagenen Beziehung ist, dass sich fiir den Fall des einaxia-
len Spannungszustands nicht exakt die einaxialen Festigkeiten ergeben. Die gegebenen
Beziehungen sind nach Meinung des Verfassers dahingehend zu verbessern.

S
f.
-14 12210 -08 -06 -04 -02 o,
0211f
/
-0.6
Kupfer & Gerstle (1973)
\ -0.8
Curbach et al. (2000) -1.0
\/\
2
R E—
§\-// »

Bild 3.4: Biaxiale Versagensflache nach Kupfer & Gerstle (1973) und Curbach, Hampel,
Speck & Scheerer (2000).

Fiir den Zug-Druck- und den Zug-Zug-Bereich wird auch fiir hochfesten Beton auf die
bereits fiir normalfesten Beton bekannten Gleichungen zuriickgegriffen. Im Rahmen die-
ser Arbeit werden somit folgende Ausdriicke fiir die Beschreibung der Versagensfliche
verwendet:
¢ Druck-Druck-Bereich (< C50/60):
_ 1+365a

O1e = QL Oy, O9e = ———— [, 3.18
1 2 2 (1+Oé)2 ( )

¢ Druck-Druck-Bereich (> C55/67):

c = CH 9 319
Ol = @02 0.769 TTIm (3.19)
e Zug-Druck-Bereich:
14+3.28«c
o1 = fet, O = ———5 Jos (3.20)
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e Zug-Zug-Bereich:

01t — O9t = fct' (321)

Zur Festlegung der einaxialen Spannungs-Dehnungs-Beziehungen fiir das verwendete Kon-
zept miissen zusétzlich aus den Druckfestigkeiten o;. die zugehorigen dquivalenten einaxia-
len Dehnungen ¢;. bestimmt werden, vgl. Gleichung 3.11. Dafiir werden die Beziehungen
aus Darwin & Pecknold (1977a) iibernommen, die in Abhéngigkeit von der Druckfestig-
keit eine Fallunterscheidung zur Ermittlung von ;. vorgeben. Damit wird &;. entweder
mit

51.02561{%3—(3—1)} mit R~ 3 fiar ol > | fel (3.22)

oder mit

3 2
fio = Ea1 {—1.6 (07) +295 <0f—) +0.35 (%)} fiir o] < |f.] (3.23)

bestimmt, wobei £.; wiederum die Scheitelstauchung aus dem einaxialen Versuch darstellt.

An dieser Stelle sei noch die in der Modellierung enthaltene Formulierung fiir die Quer-
dehnzahl v aufgefiihrt. Nach Darwin & Pecknold (1977a) wird die Querdehnzahl im
Druck-Druck- und Zug-Zug-Bereich als konstant angenommen (v = 14). Im Bereich der
Gebrauchsspannungen liegt die Querdehnzahl v, fiir Beton zwischen 0.15 und 0.20. Der
iiberproportionale Anstieg der Querdehnung bei hohen Spannungszustédnden wird im ein-
axialen Druck- und im Zug-Druck-Bereich mittels der Gleichung

4 4
v =1y+0.6 (9) +0.4 (ﬂ) < 0.99 fir o] < lew]  (3.24)

fc O1¢

approximiert. Durch die Annahme einer verschwindenden Querdehnzahl (v = 0) im Ent-
festigungsbereich wird in diesem Bereich ein entkoppeltes Verformungsverhalten sugge-
riert.

3.1.4 Rissverhalten

Zur Beschreibung der Rissbildung im Beton werden im Rahmen der Finite-Element-
Methode im Allgemeinen die Konzepte der diskreten oder der verschmierten Risse an-
gewendet.

Die diskrete Rissmodellierung ist durch die Abbildung eines Risses als geometrische Dis-
kontinuitdt gekennzeichnet. Der wesentliche Vorteil dieser Variante ist die Moglichkeit,
die auftretenden Rissbreiten und den Vorgang der fortschreitenden Rissbildung lokal ge-
nauer zu erfassen. Als nachteilig ist die Notwendigkeit der sténdigen Netzanpassung zu
sehen. Sie erfordert in der Regel den Einsatz adaptiver Verfahren, womit gleichzeitig die
Anforderung an die Rechenkapazitéiten erheblich ansteigen. Ein weiteres Problem ist die
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héufig auftretende Netzabhéngigkeit der Rissverlaufe und der damit verbundene Verlust
der Objektivitat der Losung.

Bei den verschmierten Rissmodellen wird auf die Anpassung des Elementnetzes verzich-
tet. In der Elementformulierung werden die Risse ,yerschmiert” iiber den Bereich eines
Integrationspunktes erfasst. Fiir Flachentragwerke werden unterschiedliche Varianten der
,smeared-crack Modelle in der Literatur vorgestellt Hofstetter & Mang (1995). Sie lassen
sich in ,fixed-orthogonal-crack®, ,fixed-nonorthogonal-crack” und ,rotating-crack” Modelle
unterteilen. Dabei haben sich gerade die rotierenden Rissmodelle als brauchbar fiir die Be-
schreibung des Betons unter Zug erwiesen.

In dieser Arbeit wird auf ein derartiges Modell zuriickgegriffen [Noh 2002]. Dabei wird die
Zugrissbildung mit dem Kriterium von Rankine gesteuert. Uberschreitet die Zugspannung
in der am stéarksten beanspruchten Hauptspannungsrichtung die Zugfestigkeit des Betons,
6ffnet sich senkrecht zu dieser Richtung ein erster Riss. Da das Entfestigungsverhalten des
Betons im Zugbereich an dieser Stelle unberiicksichtigt bleibt und auf indirektem Wege in
der Tension-Stiffening-Formulierung auf der Stahlseite beachtet wird, vgl. Abschnitt 3.1.5]
werden die entsprechenden Anteile im Werkstofftensor der gerissenen Schicht gestrichen.
Daneben wird auch die Querkontraktion fiir die weitere Berechnung zu Null gesetzt. Auf-
grund der Verzahnungen zwischen den Rissufern ist eine Restschubfestigkeit weiterhin
vorhanden, die entsprechend der Beziehung (3.6) angesetzt wird. An den Stellen, an de-
nen ein Riss geoffnet ist, kann sich senkrecht dazu ein zweiter Riss ausbilden. Bedingt
durch die Lastgeschichte oder durch Umlagerungsvorgiange innerhalb des Tragwerks kon-
nen Richtungsinderungen oder SchlieRungsprozesse der Risse folgen. Die Anderungen der
Rissrichtungen werden im Modell mit den jeweiligen Hauptdehnungsrichtungen gesteuert.
Beim Schlieffen der Risse kommt es infolge der Verzahnung der Rissufer schon zu einer
Kraftiibertragung, bevor eine Stauchung an diesem Punkt vorliegt. Dieses Verhalten wird
in der Modellierung mittels einer Lokalkontaktformulierung erfasst, vgl. Bild 3.3. Erneut
auftretende Zugspannungen werden an Stellen, an denen sich im Vorfeld Risse gedffnet
und wieder geschlossen haben, nicht mehr aufgenommen und fiihren zu einer sofortigen
Rissoffnung.

Wahrend Aussagen iiber die vorliegenden Rissrichtungen und Risstiefen in den Bereichen
der Integrationspunkte innerhalb eines verschmierten Risskonzepts moglich sind, kann
man mit diesem Konzept nicht unmittelbar Aussagen iiber die Rissbreiten und Rissab-
stédnde treffen. Deren Grofe ist jedoch mittels der im folgenden Abschnitt beschriebenen
Verfahren recht gut berechenbar.

3.1.5 Tension-Stiffening-Effekt und Rissbreitenbestimmung

Die Art der Modellierung des Tension-Stiffening-Effekts richtet sich nach der zu analysie-
renden Problemstellung [Mehlhorn, Dinges, Keuser & Kolmar 1989]. Soll nicht die lokale
Betrachtung im Vordergrund stehen, sondern das globale Tragverhalten von Stahlbeton-
strukturen, kann der Einfluss durch eine Modifizierung entweder der Beton- oder der
Stahlkennlinie erfolgen. Den im Folgenden angesprochenen Verfahren ist gemein, dass das
Mitwirken des Betons zwischen den Rissen indirekt im verschmierten Risskonzept durch
den Ansatz mittlerer Dehnungen auf der Stahlseite Eingang in die Berechnung findet.
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Die Modellierung des Tension-Stiffening-Effekts ist in unterschiedlichen Genauigkeitsstu-
fen moglich. In der Vergangenheit haufig verwendete Modelle sind jene nach Gilbert &
Warner (1978) und Noakowski (1988). Im Folgenden werden zwei weitere Modelle ange-
sprochen, die in jlingerer Zeit in das verwendete Programmsystem integriert worden sind.
Sie wurden fiir die in dieser Arbeit durchgefiihrten numerischen Analysen eingesetzt.

3.1.5.1 Modell nach KONIG & TUE

Im Hinblick auf die Untersuchung von Strukturen aus hochfesten Betonen ist von [Andres
(2004) das Modell von Tue (1993) implementiert worden, der in seiner Formulierung die
unterschiedlichen Rissbildungsphasen beriicksichtigt. Zur Bestimmung der Verbundkraft
zwischen Betonstahl und Beton gibt er die folgenden Gleichungen vor:

F
14+ a0

Einzelrisszustand,

ki — 0. — )" (3.25)
1 213:9) 8327 ) abgeschlossenes Rissbild.

Tum =

Aceff fet,pur |7

Mit Hilfe der Verbundkraft bestimmt er weiterhin die Dehnungsdifferenz Ae, und die
mittlere Stahldehnung e, zu:

T,
11 I1 um
Esm Es 3 Es 0% SES ( )

Mit diesen Grofen kann der Steifigkeitszuwachs in der Stahlkennlinie folgendermafen
erfasst werden:

JANH

sm

AE, = =, (3.27)

Zur Berechnung der vorhandenen Rissbreiten wird der in Konig & Tue (1992) angege-
bene Formalismus verwendet. Die dafiir erforderliche mittlere Verbundspannung 7, kann
mit Hilfe der Verbundspannungs-Schlupf-Beziehung bestimmt werden, die in Form einer
Exponentialfunktion angegeben ist:

T(8) = Co fem s". (3.28)

Wiéhrend in Konig & Tue (1992) oder Tue (1993) die Werte fiir ¢ und n noch konstant
vorgegeben werden, sind in Konig, Tue & Zink (2001) aufgrund durchgefiihrter Untersu-
chungen von Bergner (1997) hierfiir variable Werte in Abhéngigkeit von den Betonfestig-
keitsklassen zu finden.

3.1.5.2 Modell nach NoH

Ein detailliertes Verfahren zur Modellierung der Verbundwirkung wird von Noh (2002)
angegeben, dessen wesentliche Merkmale im Folgenden kurz beschrieben werden. Die mitt-
leren Stahldehnungen ¢, und die Rissbreiten werden durch eine numerische Integration
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innerhalb eines iterativen Algorithmus bestimmt (Bild 13.5). Das angewandte Rechenkon-
zept basiert auf der , Step-by-Step*“-Integration von Eligehausen, Popov & Bertero (1983).
Die Iteration wird dabei so lange durchgefiihrt, bis der Schlupf dem angenommenen Ver-
lauf entspricht. Als Eingangsgrofen dienen die Stahlspannungen im Riss sowie der Rissab-
stand. Fiir die Bestimmung der Stahlspannungen ist der bezogene Bewehrungsgrad g,ss
erforderlich, fiir den eine auf Meiswinkel & Rahm (1999) basierende Annahme getroffen
worden ist.
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Bild 3.5: Rechenschema der schrittweisen Integration nach Noh (2002).

Innerhalb der Berechnung ist die Verbundspannung aus dem gewihlten Verbundgesetz zu
ermitteln. Prinzipiell ist die Einbindung aller in der Literatur vorgeschlagenen Verbund-
gesetze moglich. In jlingster Vergangenheit wird als Verbundgesetz hdufiger das Modell
von Kreller (1990) eingesetzt [Noh 2002; Petersen 2003|. Diese ortsabhéngige Modell be-
sitzt seine Giiltigkeit sowohl fiir den quasi verbundfreien rissnahen Bereich als auch fiir
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groften Schlupf. Der prinzipielle Verlauf der Verbundspannungs-Schlupf-Beziehung wird
in Kreller (1990) und im MC 90 (1993) identisch angegeben und lautet:

s o
= Trmax (_> 0 S S
S1

Tb('S) S S1,

7_b(s) = Tmax s1 < s < 89, (329)
S — 89

Tb(s) = Tmaz — (Tmax - Tf) ( ) Sy < s < s3,
S3 — S9

m(s) = 74 s3 < S

Abweichend vom MC 90 (1993) definiert Kreller (1990) die Schlupfbereiche in Abhéngig-
keit von der Rissentfernung, vgl. Bild 3.6, Zur Beschreibung des Verbunds unter zyklischer
Beanspruchung wird von Noh (2002) das Verbundmodell aus Tue (1993) verwendet und
an die ortsabhéngigen monotonen Hiillkurven aus Bild [3.6/ angepasst.

1
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Bild 3.6: Ortsabhéngiges Verbundmodell mit zugehorigen Parametern nach [Kreller
(1990).

Zur Beschreibung der modifizierten Stahlkennlinie, dargestellt in Bild 3.7, werden von Noh
(2002) fiinf Stiitzstellen im Belastungsbereich und vier Stiitzstellen fiir den Entlastungsast
gewahlt. Diese werden als bekannt vorausgesetzt oder sind im Vorfeld zu ermitteln. Dabei
geht er von einer normalverteilten Zugfestigkeit aus, wobei die 5 %-Fraktile und die 95 %-
Fraktile den Bereich der Erstrissbildung begrenzen.

Die Auswertung des Modells von Noh (2002) erfolgt auf der Mesoskala. Damit besitzt
es die positive Eigenschaft, dass die Verwendung eines netzabhéngigen Materialgesetzes
fiir die Betonmodellierung im Zugbereich vermieden werden kann. Eine in Analogie zum
Druckbereich auf dem Bruchenergiekonzept basierende Formulierung fiir den Zugbereich
ist somit nicht notwendig.

Mit dem Modell kann der Versteifungseffekt relativ genau erfasst werden. Es besitzt ge-
geniiber den anderen erwéhnten Verfahren den Vorteil der besseren Konvergenz. Dariiber-
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Bild 3.7: Modifizierte Stahlkennlinie nach Noh (2002).

hinaus tritt bei diesem Modell in Verbindung mit dem Einsatz eines Bogenldngenverfah-
rens kein Lastabfall nach der Rissinitiierung auf, wie er bei der Verwendung der anderen
Modelle bereits beobachtet werden konnte. Dieses Verhalten ist jedoch abhéingig vom
Tragwerkstyp und der Belastung und kann daher nicht verallgemeinert werden [Andres
2004].

3.2 Hygrothermische Modellierung des Betons

Die Bereitstellung eines Rechenmodells, mit dem die hygrothermische Situation in Be-
tonstrukturen wirklichkeitsnah bestimmt werden kann, ist Ziel dieses Abschnitts. Fiir
die Berechnung flachenhafter Betontragwerke wird eine eindimensionale Formulierung in
Querschnittsrichtung eingebunden. Eine Erweiterung des hygrothermischen Modells zur
Behandlung mehrdimensionaler Problemstellungen ist ohne weiteres moglich. Daher er-
folgt hier die Darstellung dimensionsunabhéngig.

3.2.1 Einfiihrung

Im Beton werden je nach hygrothermischer Situation die in Abschnitt 2.2.6/ beschrie-
benen Transport- und Speichermechanismen wirksam. Die Beriicksichtigung séamtlicher
Vorgénge in der Modellierung ist derzeit noch nicht realisierbar, da die Quantifizierung
der jeweiligen Einfliisse der einzelnen Mechanismen auf das globale Verhalten im Kom-
positmaterial Beton nicht moglich ist. Unentbehrlich fiir den weiteren Erkenntnisgewinn
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sind Arbeiten auf der Mesoebene, wie sie beispielsweise von [Sadouki & Wittmann (2001))
durchgefiithrt werden. Fiir die Berechnung grofserer Stahlbetonstrukturen ist diese Ebene
trotz der bereits hohen Rechenkapazitdten ungeeignet. Daher bedient man sich hier einer
makroskopischen Betrachtungsweise, mit der die wesentlichen Phdnomene erfasst werden
kénnen. Genaue Aussagen iiber einzelne Prozesse auf lokaler Ebene lassen sich damit zwar
nicht treffen, jedoch kann die Gesamtheit aller Transportprozesse zutreffend prognostiziert
werden.

Fiir den Wérme- und Feuchtehaushalt eines porosen Stoffes gilt der Erhaltungssatz, wel-
cher mit jeweils einer Bilanzgleichung formuliert werden kann. Die Bilanzgleichung setzt
die Anderung einer Groke (Wirme oder Feuchte) mit ihrer Zufuhr in Beziehung. Bei
der Aufstellung der Bilanzgleichungen ist die Wahl geeigneter Potentiale von Bedeutung,
da hiervon die numerische Stabilitdt der Berechnung und die Definition einfacher und
physikalisch plausibler Transportkoeffizienten abhéngig ist.

3.2.2 Bilanzgleichungen

Im Folgenden werden zunéchst die Bilanzgleichungen fiir die Warme und die Feuchte
separat dargestellt, bevor die gegenseitigen Kopplungseffekte betrachtet werden.

3.2.2.1 Warmebilanz

Die Grundlagen zur Berechnung des thermischen Verhaltens in Strukturen sind schon
seit langerer Zeit bekannt und unter anderem den Lehrbiichern von Krischer & Kast
(1978) oder Baehr & Stephan (1994) zu entnehmen. Danach kann der Warmehaushalt
eines Stoffes mittels einer Energiebilanz beschrieben werden. Die Bilanzgleichung wird
in Form einer Differentialgleichung angegeben und beschreibt die zeitliche Anderung der
spezifischen Warmeenergie W, auch Enthalpie genannt:

¥ = —divg, + Q. (3.30)

Dabei dient @); zur Erfassung der Warmeenergie, die durch Umwandlung anderer Energie-
formen je Volumen- und Zeiteinheit am jeweiligen Ort entsteht. Mit diesem Anteil kann
beispielsweise die freigesetzte Hydratationswiarme wéhrend der Abbindephase beriicksich-
tigt werden. Fiir die numerische Untersuchung von jungem Beton ist die Beriicksichtigung
dieses Terms unerlésslich [Tacke 2002].

Die Warmestromdichte g, beschreibt die Warmeenergie (), die je Zeit- und Flacheneinheit
durch eine Querschnittsfliache fliefst:

Q

= — . .1

Ihre Divergenz div q, stellt ein Maf fiir den Warmezustrom oder -abfluss eines diffe-
rentiellen Elements dar. Zwischen der Warmestromdichte und dem Gradientenfeld der
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Temperatur grad) besteht nach FOURIER eine Proportionalitit, die wie folgt definiert
ist:

q, = — ;- grad 0. (3.32)

Die darin enthaltene Warmeleitfahigkeitsmatrix A; kann unter Annahme der Isotropie
aus der Multiplikation der Einheitsmatrix I mit der skalaren Warmeleitfahigkeit A\; be-
stimmt werden?. Die mathematische Darstellung von ), erfolgt in Abschnitt 3.2.4. Das
negative Vorzeichen in (3.32) besagt, dass der Warmestrom entgegen der Temperatur-
gradiente verlduft, d.h. von wérmeren zu kiihleren Bereichen. Die Wérmeenergie fliefst
somit unter der Voraussetzung der Isotropie in Richtung des stérksten Temperaturab-
falls. Die Fliefrichtung wird durch die Orientierung des Vektors und die Intensitdt des
Wiérmeenergietransports durch den Betrag des Vektors, also die Lange, angegeben.

Der Zusammenhang zwischen der Enthalpie eines trockenen Baustoffs und der Temperatur
¥ kann mit der spezifischen Warmekapazitiat c. des Feststoffgeriists formuliert werden:

U = g.c.0. (3.33)

Durch Einsetzen der Wérmestromdichte (3.32) und der Enthalpie (3.33) in die Bilanz-
gleichung (3.30) folgt die Differentialgleichung des Wéarmehaushalts in einem trockenen
Baustoff zu

0c .V = div[\, - grad 9] + Q. (3.34)

3.2.2.2 Feuchtebilanz

Die Feuchtebilanzgleichung fordert die Massenerhaltung oder Kontinuitit der Feuchte.
Danach ist die zeitliche Anderung des Feuchtegehalts w in einem definierten Volumen
gleich der Divergenz des Feuchteflusses ¢;,. Somit gilt

W= —divg,, (3.35)

wobei an dieser Stelle noch keine Feuchtequellen oder -senken beriicksichtigt werden.
Fiir die Beschreibung der Feuchtetransportvorgénge in porosen Medien werden in der
Literatur unterschiedliche Formulierungen aufgezeigt. Anders als beim Warmetransport,
bei dem einheitlich die Temperatur als treibendes Potential verwendet wird, werden fiir
den Feuchtetransport unterschiedliche Potentiale angesetzt.

Wird der Wassergehalt w als treibendes Potential fiir den gesamten Feuchtetransport
zu Grunde gelegt, kann dieser mit dem konzentrationsabhéngigen Transportkoeffizienten
Dy, (w) ausgedriickt werden:

q, = — D), - grad w. (3.36)

! Auf die Darstellung dieses Zusammenhangs zwischen der Matrix und der zugehdrigen skalaren Grofe
wird bei den weiteren in diesem Abschnitt eingefiihrten Beschreibungsfunktionen verzichtet.
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Die Kombination von (3.35) und (3.36) fiihrt zu der Feuchtebilanzgleichung in Abhéngig-
keit vom Wassergehalt:

w = div[Dy, - grad w]. (3.37)

Eine derartige Formulierung wird unter anderem von Bilinski & Kordecki (1994), Ulm,
Rossi, Schaller & Chauvel (1999) und Benboudjema, Heinfling, Meftah, Sellier & Torrenti
(2001) benutzt.

Eine genauere Beschreibung ist mit Hilfe der Aufspaltung des Wassergehalts w in einen
verdunstungsfihigen Wassergehalt in den Poren w, und einen nicht verdunstungsfédhigen
Wasseranteil w,, zu erreichen. Mit dem Anteil w, kann beispielsweise das im Hydratati-
onsprozess gebundene Wasser beschrieben werden. So kann mit

W = We + Wy, (3.38)
die Gleichung (3.37) in der Form
we = div[Dy, - grad w,] — by, (3.39)

angegeben werden. Hierbei wird der Feuchtetransport nur durch die Gradiente von w,
ausgelost |[Bazant & Najjar 1972]. Aufgrund der Diskontinuitdt des materialabhéngigen
Wassergehalts ist die Berechnung mehrschichtiger Bauteile unter Verwendung des Was-
sergehalts als primére unbekannte Potentialgrofe ungeeignet. Weitere Nachteile des Was-
sergehalts als Potentialgrofe sind beispielsweise in Kiinzel (1994) dargestellt.

Eine alternative Potentialgrofe stellt die relative Feuchte h dar, mit der die Beziehung
(3.36) neu angegeben werden kann:

q, = — Ay, - grad h. (3.40)

Der Parameter A,(h) beschreibt die hygrische Leitfahigkeit bzw. Permeabilitdt. Um die
Feuchtebilanzgleichung (3.37) mit der relativen Feuchte als treibendes Potential zu for-
mulieren, wird die in Anlehnung an die Wéarmekapazitat auch als hygrische Kapazitéit
bezeichnete Grofse c;, eingefiihrt. Sie beschreibt fiir den isothermischen Fall die Tangente
an die Sorptionsisotherme bzw. Feuchtespeicherfunktion w(h):

ow

= —_— . -41
5| (3.41)

Ch

Durch Einsetzen von (3.40) und (3.41) in (3.35) erhélt man die Feuchtebilanzgleichung in
Abhéngigkeit von der relativen Feuchte:

cn b = div[A,, - grad h). (3.42)

Wenn die Neigung der Sorptionsisotherme als konstant angenommen wird, wie beispiels-
weise in |Alvaredo (1994), kann (3.42) fiir diesen Fall zu

h = div[D,, - grad h] (3.43)
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umgeschrieben werden, wobei mit Dy (h) = ¢, A, die Diffusivitit bezeichnet wird. Dy, ist
hier die gleiche Grofe wie in (3.36), jedoch mit dem Unterschied, dass Dy, in (3.43) in
Abhéngigkeit von der relativen Feuchte zu definieren ist. Vorschldge fiir die Definition
der funktionalen Feuchteabhéngigkeit des hygrischen Diffusionskoeffizienten sind unter
anderem von Bazant & Najjar (1972), Hedenblad (1997) und Roncero (2000) gemacht
worden. Die in Alvaredo (1994), van Zijl (1999) und Martinola (2001) verwendeten Mo-
delle basieren auf der Beschreibung des Feuchtehaushalts nach Gleichung (3.43). Eine
Differenzierung bei der Anderung der inneren relativen Feuchte durch Feuchtediffusion hy
und durch die Selbstaustrocknung des Betons h, kann mit

h=hg+ h, (3.44)

in die Berechnung mit einbezogen werden [Kim & Lee 1998|. Damit folgt aus (3.43) der
Ausdruck

h = div[Dy, - grad h] + h,. (3.45)

Neben dem Wassergehalt w und der relativen Feuchte h kann der Feuchtetransport auch
mit dem Kapillardruck py als treibende Kraft formuliert werden, wie beispielsweise in
Bednar (2000) oder |Grasberger (2002) geschehen. Anstelle der Feuchtespeicherfunktion
ist dann eine Kapillardruck-Sattigungskurve aufzustellen.

Nach Meinung des Verfassers ist die Verwendung der relativen Feuchte vorteilhaft, wenn
neben den hygrischen Zustandsgrofsen auch die Dehnungszustdnde berechnet werden sol-
len. Aber auch fiir rein hygrische Berechnungen ist die Definition der Ubergangsrandbe-
dingungen mit der relativen Feuchte einfacher moglich.

In den bisher dargestellten Formulierungen des Feuchtehaushalts ist das Dampf- und
Fliissigkeitstransportverhalten im integralen Sinne durch eine makroskopische Gréfse wie-
dergegeben. In der bauphysikalischen Forschung sind Arbeiten entstanden, bei denen
diese Transportanteile getrennt berticksichtigt werden. Beispiele hierfiir sind in Grunewald
(1997) und Bednar (2000) zu finden. Auch bei der im Folgenden dargestellten Formulie-
rung, die sich im Wesentlichen an den Arbeiten von Kiefl (1983), Kiinzel (1994), Oberbeck
(1995) und Steffens (2000) orientiert, wird diese Trennung vorgenommen. Die Mechanis-
men der Dampfdiffusion und der Effusion konnen so in Form eines Dampftransportanteils
und die Mechanismen der Kapillarleitung und der Oberflachendiffusion in Form eines Fliis-
sigkeitstransportanteils erfasst werden. Vorteil dieser phasengetrennten Modellierung ist,
dass die moglichen entgegengesetzten Transportrichtungen der Dampfdiffusion und des
Fliissigkeitstransports hiermit korrekt erfasst werden konnen [Kiinzel, Holm & Sedlbauer
2002]. Eine analoge Aufspaltung der Speicheranteile wird beispielsweise in von Smuda
& von Wolfersdorf (1990) und Oberbeck (1995) vorgenommen. Auch im Rahmen dieser
Arbeit wird die getrennte Erfassung der Speicheranteile bei der Implementierung unter-
schiedlicher Modellvarianten beriicksichtigt. Vergleichsrechnungen haben jedoch gezeigt,
dass diese Anteile nur einen sehr geringen Einfluss auf die Berechnungsergebnisse haben
[Mannsfeld 2003|. Daher werden hier die zugehorigen Beziehungen nicht dargestellt und
es wird lediglich auf die zitierten Literaturstellen verwiesen.
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Fiir die Feuchtebilanz wird somit folgende Formulierung angesetzt:
w = —divg, —divg; + Q. (3.46)

Mit der Grofe )y, konnen dabei Feuchtequellen oder -senken innerhalb der Struktur be-
riicksichtigt werden.

Der Dampftransport in porosen Stoffen kann mit Hilfe des 1. FicKschen Gesetzes be-
schrieben werden, womit eine Proportionalitidt zwischen der Massenstromdichte und der
Gradiente der Wasserdampfkonzentration ¢ unterstellt wird:

D
q, = _TD - grad c. (3.47)

Der Wasserdampfdiffusionskoeffizient Dp und die materialspezifische Diffusionswider-
standszahl p werden in Abschnitt 3.2.4] ndher erlautert. Unter Beachtung der idealen
Gasgleichung

__p
R, T

c (3.48)

kann (3.47) statt mit der Wasserdampfkonzentration ¢ mit dem Wasserdampfpartialdruck
p ausgedriickt werden:

)
q, = -gradp = —=L. gradp = —0, - grad p. (3.49)
1

~ Dp
wR, T

Dabei ist R, die spezielle Gaskonstante fiir Wasserdampf, T" die absolute Temperatur in

Kelvin, ;, der Diffusionsleitkoeffizient der Luft und ¢, die Wasserdampfpermeabilitét.

Fiir den Fliissigkeitstransport entwickelte Kinzel (1994) aus dem DARCY-Gesetz fiir la-

minare Stromung in wassergesittigten pordsen Stoffen eine Formulierung entsprechend
der Gleichung (3.40). Holm (2001) greift die Formulierung von Kiefsl (1983) wieder auf,
die den Transport mit dem Wassergehalt als treibendes Potential abbildet:

q,=-D, - gradw. (3.50)

Die mathematische Darstellung des Transportkoeffizienten D,, erfolgt in Abschnitt [3.2.4.
Mittels der hygrischen Kapazitit ¢, aus (3.41) kénnen der Feuchtetransport in (3.50)
und die Rate der Materialfeuchte in (3.46) in Abhéngigkeit von der relativen Feuchte h
angegeben werden. Die Beziehungen lauten

q,=—Dycp-gradh (3.51)
bzw.
W = cp h. (3.52)

Durch Einsetzen von (3.49), (3.51) und (3.52)) unter Beachtung von (3.56) in (3.46) ergibt
sich die Feuchtebilanz mit der relativen Feuchte als Potentialgrofse zu

e h = div[d, psat - grad h] + div[Dy, ¢, - grad h] + Q4. (3.53)
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Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass die gewéhlte Modellbeschreibung auf einer einseiti-
gen Kopplung der hygrothermischen Analyse des Betons und der Spannungs-Verformungs-
Analyse des Stahlbetons basiert. Mdogliche Riickkopplungseffekte, wie der Einfluss der
Rissbildung auf das Austrocknungsverhalten, bleiben in dieser Arbeit unberiicksichtigt.
Uber diese hygro-mechanische Wechselwirkung existieren in der Literatur widerspriichli-
che Aussagen. Wihrend beispielsweise Bazant, Sener & Kim (1987) durch vergleichende
Untersuchungen an gerissenen und ungerissenen Betonbalken zu einer theoretischen Erho-
hung der Diffusivitét in Rissrichtung gelangten, folgert unter anderem Wittmann (1995)
aus den Ergebnissen eigener Versuche, dass der Trocknungsvorgang entkoppelt betrachtet
werden kann.

3.2.2.3 Kopplung der Bilanzen

In den beiden vorangegangenen Abschnitten 3.2.2.1 und3.2.2.2/sind die Bilanzgleichungen
fiir den Warme- bzw. Feuchtehaushalt separat dargestellt. Zwischen diesen Bilanzgleichun-
gen bestehen jedoch unterschiedliche Wechselwirkungen. Materialparameter, wie die War-
meleitfahigkeit A\; oder der hygrische Transportkoeffizient D,,, sind sowohl temperatur- als
auch feuchteabhéngig. Diese physikalischen Gegebenheiten sind dementsprechend zu for-
mulieren.

Die Enthalpie eines Stoffes steigt durch das im Porenraum enthaltene Wasser. Daher
muss zur Enthalpie des trockenen Stoffes die des Wassers addiert werden. Eine mdgliche
Eisbildung wird hier jedoch ausgeschlossen. Der in (3.49) verwendete temperatur- und
feuchteabhéngige Wasserdampfpartialdruck errechnet sich aus der relativen Feuchte und
dem temperaturabhéngigen Wasserdampfséttigungsdruck pg,; zu

p= hpsat‘ (354)

Die thermische Abhéngigkeit des Wasserdampfsittigungsdrucks ps,; wird nach Kiefsl
(1983) wie folgt angenommen:

Poat = 610.78 exp [bi—m (3.55)
mit

a=2244 b=27244°C fir ¥ < 0°C,

a=17.08 b=234.18°C fir ¥ > 0°C.
Damit gilt fiir die Gradiente des Wasserdampfpartialdrucks

orad p = oo grad h + ag;“t hgrad ¥, (3.56)

Somit liegt ein thermisch und ein hygrisch bedingter Feuchtetransportanteil vor. Es exis-
tieren weitere Interaktionen, die durch Kopplungsterme erfasst werden. In porésen Medien
treten neben der reinen Warmeleitung auch die an ein Medium gebundenen Enthalpie-
strome auf, wobei die durch Wasserdampfdiffusion verursachten Warmeenergietransporte
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von groferer Bedeutung sind als die des bewegten fliissigen Wassers |[Kiinzel, Holm & Sedl-
bauer 2002]. Die durch Verdampfungs- und Kondensationsprozesse transportierte Warme
wird durch die Multiplikation des Dampftransportanteils aus (3.49) mit der Verdamp-
fungsenthalpie r in der Wérmebilanz erfasst. Wahrend Kiinzel (1994) diesen Anteil als
Warmequelle oder -senke interpretiert, betrachtet ihn Oberbeck (1995) als zusétzlichen
Wirmestrom. Auch hier wird dieser Anteil formelméfig als zusétzlicher Warmestrom
eingebunden. Es ist jedoch anzumerken, dass dies numerisch keinen Unterschied macht.

Aus den Bilanzgleichungen (3.34) und (3.53)) resultiert unter Beriicksichtigung der zuvor
erwahnten Wechselwirkungen ein gekoppeltes, nichtlineares Differentialgleichungssystem.
Fiir den Warmehaushalt feuchter und fiir den Feuchtehaushalt thermisch beanspruchter
poroser Baustoffe ergeben sich die vollstdndigen Bilanzgleichungen

)+t h = div [} - grad 9] + div [A} - grad h] + Q;  bzw. (3.57)
¢4 e h = div [}, - grad 9] + div [N} - grad h] + Qp, (3.58)

mit den Koeffizienten

b= 0cCe+ W ey, (3.59) ch =0, (3.63)
=0, (3.60) o =cp, (3.64)
A= A o, oot (3.61) AL = 5, DPuat (3.65)
t Py Py
)‘? = r(sp Psat, (362) )‘Z = 5}7 Psat + Dw Ch- <366>

Die Anteile in den Speichertermen, die unter Einbeziehung der im Wasserdampf gespei-
cherten Warmeenergie und der Aufspaltung der Speicheranteile des Feuchtehaushalts in
einen Gas- und Fliissigkeitsanteil resultieren [Steffens 2000], sind zwar implementiert wor-
den, werden aber wegen ihrer untergeordneten Bedeutung hier nicht dargestellt. Eigene
Vergleichsuntersuchungen mit und ohne Beriicksichtigung dieser Anteile ergaben nur sehr
geringe Abweichungen. Unter Vernachléssigung dieser Anteile beinhalten die Bilanzen
(3.57) und (3.58) keine Komponenten ¢} und ¢} . Sie werden jedoch weiterhin zum Zwecke
einer allgemein giiltigen Formulierung der numerischen Umsetzung aufgefiihrt, vgl. Ab-
schnitt 5.3l

3.2.3 Rand- und Anfangsbedingungen

Die gekoppelten Differentialgleichungen des Warme- und Feuchtehaushalts fiir sich alleine
liefern noch keine vollstdndige physikalische Beschreibung der Wérme- und Feuchtetrans-
portvorgange. Deutlich wird dies durch die Tatsache, dass jede rdumlich und zeitlich
konstante Verteilung der Temperatur und der relativen Feuchte eine Losung des Differen-
tialgleichungssystems darstellt. Erst durch zusétzlich festzulegende Rand- und Anfangs-
bedingungen wird die Berechnung nicht trivialer Losungen des Anfangsrandwertproblems
moglich. Neben der Untersuchung der Mechanismen innerhalb eines Bauteils ist somit die
Frage zu klaren, wie das Bauteil Feuchtigkeit und Warme aus seiner Umgebung aufnimmt
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oder abgibt. Hierbei sind die einwirkenden thermischen und hygrischen Umwelteinfliisse
mafgebend, die als entsprechend formulierte Randbedingungen in die Berechnung einflie-
fen miissen.

Die Warme- und Feuchteiibertragung an den Bauteilgrenzen lasst sich in drei verschiedene
Arten von Randbedingungen unterteilen, die schematisch in Bild [3.8 dargestellt sind.

Dirichlet Neumann Neumann/Robin

\

— =>
Zen = ZSUF \ an Zen * ZSUr

Bild 3.8: Arten von Randbedingungen.

DirICHLET’sche Randbedingungen (1. Art). Diese Art der Randbedingungen tritt
fiir den Warme- und Feuchtetransport nur bei Erd- oder Wasserberiithrung des betrach-
teten Bauteils auf. Die Randbedingungen sind charakterisiert durch die Vorgabe der Zu-
standsgrofen selbst. Die Verhéltnisse an der Oberfldche (Index sur) werden mit denen der
Umgebung (Index en) gleichgesetzt. Damit gilt fiir die Temperatur bzw. relative Feuchte:

Dsur = Den bzw. hgyr = hen. (3.67)
Die Annahmen (3.67) stellen das grébste physikalische Modell fiir den Ubergang dar.

NEUMANN’sche Randbedingungen (2. Art). Die Randbedingungen 2. Art sind durch
die Vorgabe konstanter Warme- oder Massenstrome gekennzeichnet. Durch den Sonderfall,
dass die Strome zu Null gesetzt werden, kénnen Symmetriebedingungen sowie adiabate
bzw. wasser- oder dampfdichte Verhéltnisse an den Bauteilgrenzen erfasst werden. Auch
die Einbindung der kurzwelligen Sonnenstrahlung in den Warmehaushalt eines Bauteils
und die Aufnahme von Regenwasser bei nicht vollstéindig benetzten Oberflichen kénnen
als Randbedingungen 2. Art in die Berechnung eingebunden werden |[Kiinzel 1994].

NEUMANN /ROBIN’sche Randbedingungen (3. Art). Diese treten in der Praxis beim
Wiérme- oder Feuchteaustausch zwischen Bauteil und Umgebung am héufigsten auf. Cha-
rakterisiert sind sie dadurch, dass die Umgebungsverhéltnisse {iber eine Grenzschicht auf
das Bauteil einwirken und fiir die Modellierung ein Ubergangswiderstand eingefiihrt wer-
den muss. Der als Warmeiibergang bezeichnete Wérmeenergieaustausch zwischen einem
ruhenden Koérper und einem bewegten Medium entsteht durch das Zusammenwirken von
Wiérmeleitung, Konvektion und Strahlung.

Der Warmeaustausch durch Konvektion kann mittels des Abkiihlgesetzes von NEWTON
formuliert werden. Der Ausdruck fiir die normal zur Oberfliche stromende Warmemenge
infolge Konvektion ¢ lautet:

g5 = Al (Ven — Vsur).- (3.68)
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Dabei ist af, der Warmeiibergangskoeffizient, der von Temperatur, Oberflaichenbeschaffen-
heit des Korpers, umgebendem Medium und seiner Strémungsgeschwindigkeit abhangt.
Zu beachten ist die Vorzeichendefinition und damit der positive oder negative Eingang
einer dukeren Warmezufuhr in die Warmebilanz. Fiir Werte des Warmeiibergangskoef-
fizienten verweist DIN V 4108-4 (2002) auf DIN EN ISO 6946 (2003). Im Allgemeinen
werden fiir diese konstante Werte angesetzt.

Neben der Konvektion erfolgt der Wéarmeaustausch auch durch Strahlung. Die normal zur
Oberfliche transportierte Wirmeenergie infolge langwelliger Strahlung ¢5!" wird mit dem
Strahlungsgesetz nach STEFAN/BOLTZMANN wie folgt beschrieben:

Gut’ = 0e(Jg, — U, (3.69)
Die Emissivitdat ¢ beschreibt das Verhéltnis der Strahlungszahl eines realen Korpers zu

derjenigen eines ideal schwarzen Korpers. Letztere wird durch die STEFAN /BOLTZMANN-
Konstante o = 5.67 - 107*W /m?K* beschrieben.

Kinzel (1994), wie auch einige andere Autoren, vernachléssigen die Nichtlinearitdt der
Strahlungsrandbedingungen und beriicksichtigen die Anteile aus Konvektion und Strah-
lung in einem einzigen Ansatz der Form

Gt = 02 - (Ven — V) mit o = + . (3.70)

Dabei ist o der Gesamtwérmeiibergangskoeffizient, der sich additiv aus dem konvektions-
bedingten Anteil o, und dem strahlungsbedingten Anteil o zusammensetzt. Im Rahmen
dieser Arbeit werden die Konvektions- und Strahlungsrandbedingungen mit (3.68) und
(3.69) separat erfasst.

Wie schon beim Warmeaustausch aufgezeigt, kann analog zum Abkiihlungsgesetz von
NEWTON der normal zur Oberflache stattfindende Feuchteaustausch ausgedriickt werden.
Kinzel (1994) koppelt die Feuchterandbedingungen an die des Warmehaushalts, indem
er den Ubergangskoeffizienten des Wasserdampfpartialdrucks o in Abhingigkeit vom
konvektiven Warmetibergangskoeffizient o, definiert:

G = 4 - (Den — Dour) mit of =7-1077 - al. (3.71)
Eine andere Beschreibung des Feuchteiibergangs ist Oberbeck (1995) zu entnehmen. Er
beschreibt den Feuchteiibergang in Abhéngigkeit von der ausgetauschten Feuchtemenge:

Gnh = @Z<wv,en - wv,sur); (372)

wobei w, der Gehalt gasférmigen Wasser ist. Fiir die Angabe in Abhéngigkeit von der
relativen Feuchte folgt aus (3.72) die Beziehung

7 sa 7 T sat,en
Gon = Al '(hom — how)  mit al =k Rff tT und ho, =~ pp t’t hen.  (3.73)

Somit sind bei dieser Formulierung die Randbedingungen zustandsgrofenabhéngig defi-
niert.
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Viele Autoren, beispielsweise Alvaredo (1994), geben fiir die rechnerische Beschreibung
des Feuchteilibergangs direkt den Ausdruck in Abhéngigkeit von der relativen Feuchte an:

gnh = @Z(hen - hsur)- (374)

Die Formulierungen (3.73)) und (3.74) werden in der Modellierung alternativ beriicksich-
tigt. Vergleichsrechnungen haben jedoch gezeigt, dass hierdurch keine nennenswerten Un-
terschiede auftreten.

Fiir eine detaillierte Abbildung thermischer Randbedingungen im Rahmen der Modellie-
rung kann hier beispielsweise auf Fouad (1998) oder Hennecke (2000) verwiesen werden.
Weitere Information zu den hygrischen Ubergéingen sind den Arbeiten von Kiinzel (1994)
oder Holm (2001) zu entnehmen.

Um die Ausgangszustinde im mathematischen Modell erfassen zu kénnen, miissen neben
den Randbedingungen auch Anfangsbedingungen definiert werden.

3.2.4 Modellierung der Stoffkennwerte

Nachdem die Bilanzgleichungen und die Rand- und Anfangsbedingungen des hygrother-
mischen Modells dargestellt sind, folgt in diesem Abschnitt die Beschreibung der in den
Modellen verwendeten Materialparameter.

3.2.4.1 Warmeleitfahigkeit

Die Warmeleitfahigkeit \; ist abhéngig von den Zuschlagsstoffen, der Temperatur und
dem Feuchtegehalt des Betons, vgl. Abschnitt 2.2.5. Die mit steigender Temperatur zu-
nehmende Wéarmeleitfihigkeit erfassen von Smuda & von Wolfersdort (1990) durch den
folgenden linearen Ausdruck:

M(9) = A (3.51-1072 99 + 0.93). (3.75)

In Bild 3.9 ist diese Formulierung grafisch dargestellt, wobei die Warmeleitfahigkeit fiir
trockenen Beton A, mit 1.85 W/(mK) angenommen wird [Oberbeck 1995].

Die in der Literatur existierenden Ansétze fiir die Beschreibung der héheren Tempera-
turleitfahigkeit des Porenwassers im Vergleich zur Porenluft gehen iibereinstimmend von
einer linearen Abhéngigkeit vom Feuchtegehalt aus. Beispiele hierfiir sind die Ansétze von

o Kiekl (1983)

w
A(w) = Ar + —— (Atsat — Avr) 5 (3.76)

sat

o Kiinzel (1994)

A(w) = A (1 +b g) , (3.77)
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2.3 T T T T T T T
—— Ansatz nach von Smuda & von Wolfersdorf (1990)

Warmeleitfahigkeit A, [W/(mK)]
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Bild 3.9: Abhéngigkeit der Warmeleitfahigkeit A\; von der Temperatur .
e Lewis & Schrefler (1998)

B O W Oy
>\t<UJ) = >\t,tr (1 + 4 m) . (378)

Die aufgefiihrten Ansétze (3.76)-(3.78) fiir die feuchteabhéngige Warmeleitfahigkeit sind
in Bild 3.10 vergleichend dargestellt. Zur Erfassung der Steigerung mit zunehmendem
Feuchtegehalt ist bei der Verwendung des Ansatzes von Kiekl (1983) der Wert der Wiér-
meleitfahigkeit des wassergeséttigten Materials \; i, und bei Kinzel (1994) der Wérme-
leitfahigkeitszuschlag b zu bestimmen.

Durch die Kombination von (3.75) und (3.76)) definiert Oberbeck (1995) eine feuchte- und
temperaturabhangige Warmeleitfahigkeit

A(9,w) = (3.51-10739 + 0.93) (Am +— st — Am)) . (3.79)

sat
Er verwendet fiir den Warmeleitkoeffizienten des wassergesattigten Betons \; sq¢ bei 20°C

den Wert 2.70 W/(mK).

Die voneinander abweichenden Werte fiir das thermische Leitvermogen unterschiedlicher
Betone bei gleichem Séttigungsgrad S;, = w/ws, sind durch den Einfluss des Porenraums
erkldarbar. Die Zunahme der Porositat hat ein groferes Wasseraufnahmevermogen und so-
mit eine Erhohung der Warmeleitfahigkeit zur Folge. Deshalb verwenden Lewis & Schre-
fler (1998)) in (3.78) die Porositat als Maf fiir die Beschreibung der Feuchteabhéngigkeit.
Diese Art der Beschreibung kombiniert Grasberger (2002) mit dem temperaturabhéngigen
Ausdruck (3.75). Daraus resultiert die folgenden Formulierung fiir die Warmeleitfdhigkeit:

_ OW 0w
= 51-1073 . 1+4——— . .
A (Y, w) At tr (3.5 07249 + 0.93) ( + (1= 6) wan Qc) (3.80)
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Bild 3.10: Abhéngigkeit der Warmeleitfahigkeit \; von der Sattigung Sj,.

3.2.4.2 Wasserdampfpermeabilitit

Die durch ein Potentialgefille ausgelosten Wasserdampfbewegungen im Bauteil werden
in (3.47) mit der Wasserdampfpermeabilitit 0, als Transportkoeffizient beschrieben. Die
Wasserdampfpermeabilitéit ihrerseits lasst sich mit dem Wasserdampfdiffusionskoeffizien-
ten Dp und der materialspezifischen Diffusionswiderstandszahl ;. angeben.

Zur Beschreibung des Wasserdampfdiffusionskoeffizienten Dp wird in DIN EN ISO 12572
(2001) die von SCHIRMER vorgeschlagene empirische Funktion angegeben. Sie lautet:

P T 1.81
Dp = 0.083 - FO (ﬁ) . (3.81)

Nach Kiefl (1983) kann der Gesamtdruckeinfluss in (3.81)) vernachléssigt werden (P = F).
Somit ist der Wasserdampfdiffusionskoeffizient nur noch temperaturabhingig.

Mit der Diffusionswiderstandszahl p werden die Porositdt des Materials und der durch
Umwege verlangerte Diffusionsweg in einem pordsen Stoff gegeniiber dem in Luft beriick-
sichtigt. In Kiekl (1983) wird anstelle von u jeweils ein Strukturfaktor fiir den thermisch
und hygrisch bedingten Wasserdampftransport definiert. Beide Faktoren sind von der
Porenstruktur, der Temperatur und der Feuchte des Materials abhéngig. Eine zusammen-
fassende Darstellung dieser Strukturfaktoren befindet sich im Anhang |A.

Kinzel (1994) und Krus (1995) nehmen dagegen fiir den Feuchtetransport infolge Was-
serdampfdiffusion eine konstante Diffusionswiderstandszahl an. Die mit zunehmendem
Feuchtegehalt erhohte Wasserdampfdurchléssigkeit, die in Versuchen beobachtet werden
kann, wird von ihnen durch den iiberlagerten Vorgang der Oberflichendiffusion erkléart
und dementsprechend im Fliissigkeitstransportanteil beriicksichtigt.
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3.2.4.3 Kapillartransportkoeffizient

Der Transport fliissigen Wassers wird in (3.51) mit dem Kapillartransportkoeffizienten
D,, definiert. Kiefl (1983) bildet die Feuchteabhingigkeit des Kapillarkoeffizienten durch
eine Exponentialfunktion ab, die eine Gerade im halblogarithmischen Mafstab darstellt
(Bild 3.11):

Dw sa.
Dy(w) = Dy yp €xp [ el W t} . (3.82)

Wsat Dw,tr
Dabei ist D, der Kapillartransportkoeffizient des trockenen Materials und D, s.¢ derje-
nige bei freier Wassersittigung. Der Fliissigkeitstransport kann durch Feuchteprofilmes-
sungen bei Saug- und Austrocknungsversuchen experimentell ermittelt werden. Die Mess-

ergebnisse liefern durch Vergleichsrechnungen die benotigten Fliissigkeitstransportkoeffi-
zienten [Krus 1995].

1107 T T T T T T T T T

—~ Ansatz nach Kiefl (1983)

1107

11076

11077

1107 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

Sattigung Sy, [ -]

Kapillartransportkoeffizient D, [m2/h]

Bild 3.11: Abhéngigkeit des Kapillartransportkoeffizienten D,, von der Séttigung S.

Ein vereinfachtes Verfahren zur Bestimmung der auf (3.82) basierenden Beschreibung des
Fliissigkeitstransports wird in Holm (2001) erldutert. Er stellt durch Versuchsauswertun-
gen an unterschiedlichen Materialien fest, dass die Werte fiir D,,;, nur wenig voneinander
abweichen und schlégt einen fiktiven Wert vor. Desweiteren zeigt er eine Moglichkeit auf,
mit der man den Wert D,, 4+ aus dem Wasseraufnahmekoeffizienten A, der freien Was-
sersattigung wy,; und dem Bezugsfeuchtegehalt wgy bestimmen kann.

Fiir den Anstieg der Feuchtetransportgeschwindigkeit mit zunehmender Temperatur ge-
ben Bazant & Najjar (1972) eine entsprechende Formulierung an. Bezogen auf eine Refe-

renztemperatur von 20°C (Ty = 293.15 K) lautet der Ausdruck fiir D,, damit folgender-
mafsen:

Ty + 0 1 1
D) =D,y —— Ul — — . 3.83
(9) = D T exp[ (T20 o ﬁ)] (3.83)
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Dabei ist U der Quotient aus der Aktivierungsenergie () und der universellen Gaskonstante
R. Der Wert fiir U betragt 4680 K.

Die Formulierung von Kiefl (1983) fiir den Einfluss der Temperatur auf den Flissigkeits-
transport basiert auf der Temperaturabhingigkeit der Oberflichenspannung w und der
Viskositiat n des Wassers. Oberbeck (1995) nahert diesen Ausdruck durch einen linearen
Term an. Danach ergibt sich:

Dy (9) = Dy (% + o.5> . (3.84)

Der Einfluss der Temperatur auf den Kapillartransportkoeffizienten D,, ist in Bild 3.12
fiir die oben genannten Ansétze dargestellt. Deutlich erkennbar ist der grofere Einfluss
der Temperatur bei der Formulierung von Bazant & Najjar (1972).

11077 T T T T T T
—/— Ansatz nach Bazant & Najjar (1972)
510~ —o- Ansatz nach KieBI (1983)

—O— Ansatz nach Oberbeck (1995)

Kapillartransportkoeffizient Dw [m2/h]
o

0 10 20 30 40 50 60 70 80
Temperatur 3[°C ]

Bild 3.12: Abhéngigkeit des Kapillartransportkoeffizienten D,, von der Temperatur .

Aus den Kombinationen von (3.82) mit (3.83) bzw. (3.82) mit (3.84) resultieren die alter-
nativ angesetzten temperatur- und feuchteabhéngigen Kapillartransportkoeffizienten:

w | Dygsat| To+ 0 1 1
Do(w,9) = Dy 4y In = Ul— — 3.85
(w ) i 5P |:wsat " Dw,tr :| T20 P |: (TQO TO + 19):| ( )
bzw.
w Dw sat %
D ¥) =D 1 : — +05). .
w(w, V) = Dy 4 €Xp LUW n Dw,tr} ( 50 5) (3.86)

3.2.4.4 Feuchtespeicherfunktion

Aufbauend auf den Erkenntnissen iiber die verschiedenen Feuchtespeichermechanismen
sind in der Literatur verschiedene Ansétze fiir die Feuchtespeicherfunktion entwickelt
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worden. Unterschiede ergeben sich durch den Aufwand, der bei der Bestimmung der N&-
herungsfunktion fiir das Feuchtespeichervermogen betrieben werden muss.

Wiéhrend einige Autoren fiir den gesamten Feuchtebereich nur eine einzige Funktion be-
nutzen, orientieren sich andere an den tatséchlich auftretenden Speichermechanismen und
nahern das Speichervermogen bereichsweise durch mehrere Funktionen an. Um die ein-
gefithrten Freiwerte der Feuchtespeicherfunktion zu ermitteln, ist in Abhéngigkeit vom
gewahlten Ansatz eine bestimmte Anzahl an Messwerten erforderlich, die fiir Porenfeuch-
ten bis 90 — 95 % aus gravimetrischen Sorptionsmessungen und im Bereich dariiber aus
Saugspannungsmessungen bestimmt werden konnen. Die Messwerte werden in der Regel
bei einer Referenztemperatur von 20°C bestimmt, da der Einfluss der Temperatur fiir
viele Untersuchungen vernachléssigbar ist.

Im Folgenden werden einige Ansétze fiir die Bestimmung der Feuchtespeicherfunktion aus
der Literatur aufgezeigt.

Die von Klopfer (1974) aus der BET-Theorie nach Brunauer, Emmett & Teller (1938)
entwickelte Feuchtespeicherfunktion gilt fiir den gesamten Feuchtebereich und lautet:

w(h) = wy,——r-. (3.87)

Dabei beschreibt w,, die Menge an Wasser, die zur Ausbildung einer monomolekularen
Schicht nétig ist. Neben der moglichen Ungenauigkeit aufgrund nur eines Approximati-
onsparameters ist die grofite Schwéche dieser Formulierung, dass der rechnerische Aus-
gleichswassergehalt fiir hohe relative Feuchten gegen oo strebt.

Der von Kiinzel (1994) dahingehend verbesserte Ansatz sieht wie folgt aus:

(b—1)h

S (3.88)

w(h) = Wsat
Neben der freien Sattigung wsy ist der Approximationsfaktor b durch Einsetzen des Aus-
gleichswassergehalts bei 80 % relativer Feuchte zu bestimmen. Dieser Wert ist als Bezugs-
feuchte nach DIN EN 12524 (2000) bekannt. Somit ist der experimentelle und rechnerische
Aufwand begrenzt. Da der Verlauf der Naherungsfunktion lediglich durch zwei Messwerte
geeicht wird, sind jedoch Abweichungen zwischen gemessener und nach Gleichung (3.88)
angendherter Funktion moglich, vgl. Bild 3.13.

In Holm (2001) wird daher die folgende Feuchtespeicherfunktion vorgeschlagen:

Wsat

wpr) = ——F - (3.89)
14 (2

DPia

Die beiden Approximationsfaktoren pg; und pge folgen aus der Anpassung an experimen-
tell ermittelte Ausgleichswassergehalte. Holm (2001) selbst schliagt dafiir die Werte bei
80 % und 95 % relativer Feuchte vor. Die mit dem Kapillardruck p, definierte Funktion
(3.89) kann mit Hilfe der KELVIN-Formel (2.3) in Abhéngigkeit von der relativen Feuchte
angegeben werden.
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Bild 3.13: Numerische Beschreibung der Feuchtespeicherfunktion von Beton.

Zur Beschreibung der Feuchtespeicherfunktion fithrt (Oberbeck (1995) eine N#herungs-
funktion aus HERMITE-Ansétzen dritter Ordnung ein, die iiber die Fehlerquadratmethode
an Messwerte angepasst wird. Der Nachteil dieser Methode ist die grofse Anzahl der zu
bestimmenden Ausgleichsfeuchten und der hohe numerische Aufwand.

Steffens (2000) unterteilt den gesamten Feuchtebereich anhand der auftretenden Speicher-
mechanismen in Intervalle und ordnet jedem eine Néherungsfunktion zu. Damit erreicht
er eine sehr hohe Anpassung der Feuchtespeicherfunktion an die Realitdt, nimmt dafir
jedoch einen erhchten Arbeitsaufwand in Kauf, da mehr Freiwerte vorhanden sind, deren
Bestimmung eine grofere Menge an Messwerten erfordert. Die bereichsweise definierte
Funktion lautet:

([ wpch(l1+2h)
fii h <0.
Y 1+4ch+ch? o =09,
w(h) = ¥ gnig) g h<l (3.90)
Ow (a H[Qw BT lnh] + ir 0.5 <h<1.0,
[ Wsat fur h =1.0.

Dabei ist w,, wie in (3.87) der Wassergehalt bei monomolekularer Belegung der inneren
Oberflache, ¢ ein Wechselwirkungsparameter, w die Oberflichenspannung des Wassers
und a und b weitere Freiwerte. Fiir deren Bestimmung verwendet Steffens (2000) den
LEVENBERG-MARQUARDT-Algorithmus. Daher werden neben der freien Wasserséttigung
mindestens drei Ausgleichswassergehalte benétigt, die experimentell bestimmt werden
miissen. Die Qualitdt der Anpassung steigt mit der Anzahl der zur Verfiigung stehenden
Messwerte.

Als Grundlage der Formulierung der Feuchtespeicherfunktion dienen Oberbeck (1995) und
Steffens (2000) aus Gertis & Kiefsl (1977) entnommene Daten. In Bild 3.13 ist die Anpas-
sung an die gemessenen Werte mit den Gleichungen (3.88)-(3.90) dargestellt. Man erkennt
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die schlechtere Anndherung mit der Funktion von Kiinzel (1994). Die beiden anderen An-
passungsfunktionen sind von anndhernd gleicher Qualitat, lediglich im Bereich unterhalb
von 20 % relativer Feuchte treten bei der Ndherung von Holm (2001) grofere Abweichun-
gen auf. Da dieser Bereich fiir baupraktische Aufgabenstellungen eher uninteressant ist
und der experimentelle und numerische Aufwand bei der von Holm (2001) vorgeschlagenen
Funktion wesentlich geringer ist als bei der von Steffens (2000), wird diese Formulierung
im weiteren Verlauf iiberwiegend eingesetzt. Die Naherung der Feuchtespeicherfunktion
nach Steffens (2000) wird zu Vergleichszwecken ebenfalls verwendet.

Die Ansétze (3.88)-(3.90) zur rechnerischen Beschreibung der Feuchtespeicherfunktion be-
notigen einheitlich den Wert der freien Wasserséttigung ws,;. Die experimentelle Bestim-
mung der freien Wassersittigung gelingt an einer unter Wasser gelagerten Betonprobe.
Fiir die in Abschnitt 6.2 nachgerechneten Versuche lag dieser Wert jedoch teilweise nicht
vor. Naherungsweise wird in diesen Féllen auf einfache Formeln zuriickgegriffen, die in
Ulm, Rossi, Schaller & Chauvel (1999) angegeben sind. Danach kann der Zusammenhang
zwischen der freien Wasserséttigung w,,; und dem verdunstungsfihigen Wassergehalt w,
niaherungsweise mit

Weat A~ W, [1.5 - E] > w, (3.91)
z

bestimmt werden. Fiir den verdunstungsfahigen Wassergehalt geben sie eine Formulierung
in Abhéngigkeit vom Zementgehalt und vom Wasserzementwert vor:

w6:2-<%—k-moo>. (3.92)

Dabei ist k£ die so genannte BOGUE-Konstante, die den Hydratations-Wasserbedarf des
Zements beschreibt und deren Wertebereich mit & € [0.19;0.23] angegeben wird. Der
Parameter m,, stellt den maximal moglichen Hydratationsgrad des Zements dar. Fiir
einen kiirzeren Untersuchungszeitraum sind die in Ulm, Rossi, Schaller & Chauvel (1999)
aufgefithrten Werte zu hoch. In der Literatur sind verschiedene Ansétze zu finden, mit
denen die zeitliche Entwicklung des Hydratationsgrades m beschrieben werden kann. Eine
in mehreren Arbeiten, beispielsweise in Gutsch (2000), verwendete Formulierung geht auf
Jonasson (1984) zuriick. Der in Abhéngigkeit vom wirksamen Betonalter 7, definierte
Ansatz lautet:

m = exp (—b ‘In (1 + ;—’:) _a> . (3.93)

Die Grofsen a, b und 7, sind experimentell zu bestimmende Modellparameter, mit denen
der Ansatz an gemessene Verldufe angepasst werden kann. Jonasson (1984) selbst gibt die
Werte 7, = 20.237, b = 1.0 und a = 1.114 vor.

3.3 Zeitvariante Modellierung des Betons

In diesem Abschnitt wird die Erweiterung der in Abschnitt 3.1/ beschriebenen zeitunab-
héngigen Materialmodellierung im Hinblick auf die Erfassung zeitabhéngiger Phénomene
des Betons vorgestellt.
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3.3.1 Allgemeines

Die Modellierung der auftretenden Gesamtverzerrungen im Beton €9*° erfolgt auf der
Basis einer separaten Behandlung der einzelnen Verzerrungsanteile. Die folgende additive
Zerlegung kann hierfiir angegeben werden:

el =el +ell + e +el + el (3.94)

Die durch kurzzeitig einwirkende Spannungen ausgelosten elastischen und plastischen Ver-
zerrungen werden zu den instantanen Verzerrungen (Kurzzeitverzerrungen) zusammenge-
fasst:

el = 1. (3.95)
Gemeinsam mit den Kriechverzerrungen € bilden diese die lastabhéngigen Verzerrungen
o

el =€l e = 4Pl 4 e (3.96)

Die Verzerrungsanteile infolge thermischer und hygrischer Einwirkungen ergeben die last-
unabhiingigen Verzerrungen €2

el =gt 4 gth (3.97)

Diese stellen zusammen mit den Kriechverzerrungen die zeitabhéngigen Verzerrungsan-
teile €7 dar:

="+ ="+l 4l (3.98)

Die Darstellung der Modellierung der instantanen Verzerrungsanteile erfolgte bereits in
Abschnitt 3.1. Im Folgenden wird die Modellierung der iibrigen Anteile erlautert.

3.3.2 Thermische Verzerrungen

Zwangungsfreie Temperatureinwirkungen fiihren zu einer reinen Volumendehnung (Di-
latation) des Betons. Gestaltdndernde (deviatorische) Verzerrungsanteile treten infolge
thermischer Einwirkungen nicht auf. Somit kann die thermisch induzierte Volumenveran-
derung des Betons wie folgt beschrieben werden:

e =T, 0 (3.99)
mit
g = [é@?l,sg’;Z,éi’?ﬁS,o,o,O]T und T =11,1,1,0,0,0]". (3.100)

In dieser Ratenformulierung ist éih'der Vektor der thermischen Verzerrungsrate, a; der
Wirmeausdehnungskoeffizient und 9 die zeitliche Anderung der Temperatur. Der entspre-
chende Zusammenhang gilt auch in inkrementeller Form:

Ae = T ay AY. (3.101)
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Als Eingangsgrofe fiir die Gleichungen (3.99) bzw. (3.101) dient die zeitliche Entwick-
lung der Temperatur im jeweiligen Materialpunkt. Diese kann mit der in Abschnitt 3.2
beschriebenen hygrothermischen Modellierung bestimmt werden. Die alternative Erfas-
sung einer iiber die Querschnittsdicke linearen, stationdren Temperaturverteilung kann in
analoger Weise erfolgen.

Die numerischen Analysen in dieser Arbeit werden mit dem Ansatz eines konstanten
Wirmeausdehnungskoeffizienten «; durchgefiihrt. Dies stellt eine héufig getroffene An-
nahme dar, die mit hinreichender Genauigkeit gilt. Fiir den Warmeausdehnungskoeffizi-
enten wird, wenn nicht anders angegeben, der in DIN 1045-1 (2001) vorgegebene Wert
von oy = 10 - 107% angesetazt.

3.3.3 Schwinden und Quellen

Fiir die mathematische Beschreibung des hygrisch induzierten Verformungsverhaltens in
Betonbauteilen sind zwei grundsétzlich unterschiedliche Modellierungsarten moglich:

e querschnittsbasierte Modellierung,

e materialpunktbasierte Modellierung.

Im Folgenden wird auf beide Varianten naher eingegangen.

3.3.3.1 Querschnittsbasierte Formulierung

Viele in der Literatur vorgeschlagene Ansétze zur Beschreibung des Schwind- und Quell-
verhaltens von Beton liefern eine Abschéatzung der iiber den Bauteilquerschnitt gemittel-
ten Verformungen. Die vor allem in Verbindung mit dem Trocknungsschwinden auftreten-
den Verformungsgradienten iiber den QQuerschnitt werden hierbei vereinfachend vernach-
lassigt. Beispiele fiir die Art des Ansatzes sind die in den nationalen und internationa-
len Normen angegebenen Vorhersageverfahren, beispielsweise ACI 209 (1982), [DIN 4227
(1988), EC 2 (1992), MC 90 (1993), DAFSTB-RICHTLINIE (1995), DIN 1045-1 (2001).
Auch die Modelle von Bazant & Baweja (1995) und Miyazawa & Tazawa (2001) sind in
diese Kategorie einzuordnen.

Die Anwendung der angegebenen Verfahren zur Bestimmung der hygrisch induzierten Ver-
formungen fiihrt teilweise zu stark differierenden Ergebnissen. Verursacht wird dies durch
Unterschiede in der Definition der Zeitverlaufsfunktion und der Eingangsparameter. In die
Berechnung der Verformung nach DIN 4227 (1988), auf die in DIN 1045 (1988) verwie-
sen wird, gehen nur die Parameter wirksame Bauteildicke, Umgebungsbedingungen und
angenommener Beginn des Schwindens ein. Damit ist lediglich eine grobe Abschitzung
der Verformung moglich, und es zeigte sich, dass diese das Schwinden im Allgemeinen
unterschétzt [Reinhardt 2002|. Eine Neubearbeitung unter Abschétzung des Schwindens
mit analytischen Funktionen und der zusétzlichen Beriicksichtigung von Betondruckfes-
tigkeit und Zementart fithrte zu einer verbesserten Vorhersage. Sie fand sowohl im EC
2 (1992) als auch im MC 90 (1993) Beriicksichtigung. Der erweiterte Geltungsbereich



66 Kapitel 3: Modellierung des Stahlbetons

der DIN 1045-1 (2001) im Hinblick auf hochfesten Beton und Leichtbeton macht die er-
neute Uberarbeitung dieser Ansétze erforderlich [Miiller & Kvitsel 2002]. Uber zahlreiche
Versuche zum Schwindverhalten, besonders mit hochfesten Betonen, sind die zur Beschrei-
bung notwendigen Koeffizienten ermittelt und validiert worden [Miiller, Kiittner & Kvitsel
1999; Persson 2001]. Die neuen Regelungen der Norm beziiglich des Schwindens sind im
Anhang B.1 in einer kompakten Schreibweise dargestellt. Fiir eine vergleichende Untersu-
chung der vom Verfasser numerisch umgesetzten normativen Vorhersageverfahren sei auf
die Diplomarbeit von Miller (2002) verwiesen. Die Einbindung der ebenfalls erwidhnten
und weiterer Modelle ist ohne weiteres moglich.

In Miiller & Kvitsel (2001) wird ein mittlerer Vorhersagefehler von 22 % fiir die Schwind-
ansétze nach DIN 1045-1 (2001) angegeben. Der Wert basiert auf der Auswertung von
168 Versuchen. Eine weitere Verbesserung der Vorhersagegenauigkeit wére nach Meinung
der Autoren nur dann moglich, wenn anstelle des Ersatzparameters Betondruckfestigkeit
die makgebenden betontechnologischen Parameter benutzt werden, die die Zusammen-
setzung des Betons und die daraus resultierenden Einfliisse besser beschreiben. In erster
Linie sind hier Parameter wie der Wasserzementwert sowie die Art und Volumenanteile
von Zuschlagen und Zusatzstoffen zu nennen. Fiir die Einbindung solcher verbesserter Vor-
hersageverfahren in die Normung besteht jedoch weiterhin die Problematik, dass auch der
in der Praxis tatige Ingenieur diese Parameter fiir den jeweils verwendeten Beton kennen
muss. Gerade im Hinblick auf die aktuelle Entwicklung neuer Betonsorten, wie selbstver-
dichtende Betone, Leichtbetone und ultrahochfeste Betone, ist eine solche Entwicklung
jedoch notwendig.

3.3.3.2 Materialpunktbasierte Formulierung

Durch die zuvor skizzierte Formulierungsvariante werden die tatsédchlich im Betonquer-
schnitt auftretenden Feuchtegradienten vernachlassigt. Fiir eine Erfassung der damit ver-
bundenen Eigenspannungen und Verkriimmungen in den zu untersuchenden Bauteilen,
ist eine solche Modellierung unzureichend.

Unter Einbindung einer hygrothermischen Modellierung ist es moglich, das lokale Verzer-
rungsverhalten aus dem Schwinden und Quellen des Betons mathematisch zu erfassen.
Experimentelle Beobachtungen haben gezeigt, dass das hygrische Verformungsverhalten
analog zum thermischen Fall durch das Produkt aus einem Koeffizienten und der Ande-
rung einer Zustandsgrofte beschrieben werden kann. Als Zustandsgrofe wird in der Lite-
ratur entweder die relative Feuchte h oder der Wassergehalt w verwendet. Die hygrischen
Verzerrungen €5" werden dementsprechend durch folgende Beziehungen im eindimensio-
nalen Fall ausgedriickt:

esh = ag, h (3.102)
bzw.

e = g (3.103)

[

Zur Unterscheidung des jeweiligen Ansatzes werden die hygrischen Ausdehnungskoeffizi-
enten mit ayy, [—] oder ay, [m®/kg] bezeichnet. Die beiden Ansitze liefern nur fiir den
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Fall einer linearen Feuchtespeicherfunktion dquivalente Ergebnisse. In |Alvaredo (1994),
van Zijl (1999), Martinola (2001) und Tacke (2002) wird eine Formulierung entsprechend
Gleichung (3.102) benutzt, wihrend Benboudjema, Heinfling, Meftah, Sellier & Torrenti
(2001) und Rahm (2002) eine Formulierung nach Gleichung (3.103) verwenden. Kranz
(1999) und Miiller, Horenbaum & Maliha (2002) setzen zur hygrischen Modellierung das
von Kiefsl (1983) eingefiihrte Feuchtepotential ein. Mittels der hygrischen Kapazitat (3.41)
beschreiben sie die Anderung der hygrischen Verzerrungen in Abhéingigkeit vom Feuchte-
potential.

In den zuvor zitierten Literaturstellen wird mit Ausnahme von Kranz (1999), Martinola
(2001) und Miiller, Horenbaum & Maliha (2002) von einem von der jeweiligen Zustands-
grofe unabhéngigen Ausdehnungskoeffizienten ausgegangen. Eine Feuchteabhéngigkeit
des hygrischen Ausdehnungskoeffizienten agp,(h) bestimmt Martinola (2001) als Ableitung
einer ebenfalls feuchteabhéngigen Schwindmafskurve. Die zu Grunde gelegte Kurve ermit-
telt der Autor durch eine funktionale Anndherung an Schwindmafe, die er experimentell
an trocknenden, zylindrischen Proben unter unterschiedlichen relativen Umgebungsfeuch-
ten bestimmt. Verldufe fiir den hygrischen Ausdehnungskoeffizienten in Abhéngikeit vom
Feuchtepotential nach Kiekl (1983) werden in Miller, Hérenbaum & Maliha (2002) ange-
geben. Sie basieren ebenfalls auf hygrischen Verformungsfunktionen, welche die Autoren
fiir unterschiedliche Betonfestigkeiten aus den Vorgaben des MC 90 (1993) ableiten. Fiir
eine zutreffende Beschreibung des feuchteabhéngigen Ausdehnungskoeffizienten sind nach
Meinung von van Zijl (1999) weitere experimentelle Untersuchungen erforderlich. In den
durchgefiihrten Berechnungen wird zunéchst ein jeweils konstanter Wert fiir den hygri-
schen Ausdehnungskoeffizienten angesetzt. Es sei aber angemerkt, dass die Erweiterung
des Modells um einen zustandsgrofsenabhéngigen Ausdehnungskoeffizienten in der nume-
rischen Umsetzung keinerlei Schwierigkeiten bereitet.

In Abschnitt 2.2.7 wurde bereits darauf hingewiesen, dass das Schwinden vor allem durch
den Verlust des physikalisch gebundenen Wassers ausgelost wird. Der Verlust des freien
Wassers im iiberhygroskopischen Bereich bewirkt dagegen nur geringe Schwindverformun-
gen. Aufgrund des Anstiegs der Feuchtespeicherfunktion in diesem Bereich (Bild 2.10)
andert sich die relative Feuchte im Vergleich zum Wassergehalt nur geringfiigig. Fiir eine
zutreffende Prognose des hygrischen Verformungsverhaltens unter der Annahme eines kon-
stanten Ausdehnungskoeffizienten ist demzufolge die Verwendung von Gleichung (3.102)
der von Gleichung (3.103) vorzuziehen. Hier besteht jedoch noch weiterer Forschungsbe-
darf, gerade im Hinblick auf die quantitative Erfassung des Quellverhaltens von Beton bei
Wasserkontakt, vgl. Abschnitt [6.2.5.

Die Gleichungen (3.102) und (3.103)) sind beide implementiert worden, womit numerische
Vergleichsrechnungen erméglicht werden. Zur Berechnung mit Gleichung (3.103) wird die
Umrechnung der als Potentialgrofse verwendeten relativen Feuchte mittels der hygrischen
Kapazitit notwendig:

3 ow - :
&M = ag o = aswenh, (3.104)

[

Sowohl die querschnittsbasierte als auch die materialpunktbasierte Modellierungsvariante
werden innerhalb der Arbeit weiter verfolgt. Mit ersterer wird im Zusammenhang mit der
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im Folgenden dargestellten Kriechmodellierung die Méglichkeit geschaffen, weitestgehend
normenkonforme Trag- und Schiadigungsanalysen an Stahlbetonkonstruktionen unter Ein-
bindung der zeitabhéngigen Einfliisse durchzufiihren.

3.3.4 Kriechen

Beton unter Druckbeanspruchung kann im Spannungsbereich unterhalb von ~ 50 % der
Druckfestigkeit (Bereich der Gebrauchsspannungen) als linear viskoelastisches Material
angesehen werden [Bazant 1988|. Im ungerissenen Zugbereich ist die Annahme der Linea-
ritit zwischen Kriechverformung und kriecherzeugender Spannung ebenfalls zulissig [Kor-
dina, Schubert & Troitzsch 2000]. Daher wird der weiteren Betrachtung die lineare Visko-
elastizitatstheorie zu Grunde gelegt. Fiir mogliche Erweiterungen beziiglich des nichtlinea-
ren Kriechens sei lediglich auf die Literatur verwiesen, z.B. Bazant & Prasannan (1989),
Rottler (1998), Diener (1998)).

3.3.4.1 Viskoelastizitatstheorie

Unter der Giiltigkeit der linearen Kriechtheorie kann fiir den einaxialen Fall die span-
nungsabhingige Verzerrung im Beton zum Zeitpunkt ¢ mit

e(t) = J(t,to) oc(to) (3.105)

[

angegeben werden. Die Kriech- oder Nachgiebigkeitsfunktion J(t,t) stellt demzufolge die
lastabhéngige Verzerrung infolge einer zum Zeitpunkt ¢, aufgebrachten Einheitsspannung
o.(tp) = 1 dar. Sie kann in eine elastische Nachgiebigkeit 1/E.(ty) und ein Kriechmaf
C(t,ty) aufgespalten werden:

J(t t) = + C(t, o). (3.106)

EC(tO)

Zur einfacheren Definition von Stoffgesetzen wird héufig anstelle der Kriechfunktion die
dimensionslose Kriechzahl ¢(t, ) verwendet. Sie ist definiert als das Verhéltnis zwischen
der unter Dauerlast auftretenden Kriechverzerrung und der elastischen Verzerrung:

e’r (t, to)
t,ty) = ——=. 3.107
Fiir die Kriechfunktion ergibt sich somit folgende Darstellung:
1+ Sp(t7 tO)
J(t,ty) = ——. 3.108
( ) 0) Ec(tg) ( )

Die zu Grunde gelegte Annahme einer konstanten Spannung tritt in realen Stahlbeton-
strukturen praktisch nie auf. Selbst bei konstanter d&uferer Belastung treten sowohl in der
Betonstruktur durch Feuchte- und Temperaturanderungen als auch zwischen den Kom-
ponenten Beton und Stahl Spannungsumlagerungen auf.
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Mit Hilfe des von BOLTZMANN eingefiihrten Superpositionsprinzips lassen sich spannungs-
abhéngige Verzerrungen infolge einer sprunghaft veranderlichen Spannungsgeschichte als
Summe der Einzelverzerrungen ausdriicken:

k
e7(t) = J(tr,to) oelto) + > J (e, ti) Ao(t). (3.109)

=1

Fiir eine stetige Belastungsdnderung kann der Summenausdruck in eine Integralgleichung
vom VOLTERRA’schen Typ iiberfithrt werden:

£7(t) = / Jit, T)a‘gf) dr. (3.110)

0

Bei vorgegebener Verzerrungsgeschichte kann das viskoelastische Verhalten gleichwertig
als Relaxationsproblem betrachtet werden:

t

ou(t) = / Rt T)afgf) dr. (3.111)

0

Dabei bezeichnet R(t,ty) die Relaxationsfunktion, die den zeitlichen Verlauf der Span-
nung infolge einer zum Zeitpunkt ¢y aufgezwungenen Einheitsverzerrung beschreibt. Die
Gleichungen (3.110) und (3.111) beschreiben den Beton in integraler Form als alternden,
viskoelastischen Werkstoff.

Numerische Analysen koénnen auf der Basis der integralen Darstellung mittels
inkrementell-iterativer Verfahren durchgefiihrt werden. Dazu muss der zu untersuchende
Zeitraum in eine geeignete Anzahl von Zeitinkrementen unterteilt werden und der
Verzerrungs- bzw. Spannungsverlauf durch eine Summe diskreter Spriinge approximiert
werden. Diese Vorgehensweise ist prinzipiell méglich, hat jedoch den Nachteil, dass samt-
liche Verzerrungs- und Spannungsinkremente ab dem Zeitpunkt der Erstbelastung zum
Zwecke der spateren Summation gespeichert werden miissen. Bei der Berechnung grofser
Strukturen, die hier im Vordergrund des Interesses stehen, folgt daraus nicht nur ein enor-
mer Speicherbedarf, sondern aufgrund der zu wiederholenden Summationen auch eine
nicht unwesentlich erhohte Rechenzeit.

Die Berechnung kann dahingehend vereinfacht werden, dass die Kerne J(t,to) und R(¢, o)
der Integrale durch die Summe von Produkten aus entkoppelten Funktionen von ¢ und t,
ersetzt werden. Entsprechende Formulierungen fiir die Kriech- und Relaxationsfunktion
sind mit einer Summe von Exponentialfunktionen méglich (DIRICHLET-Reihe):

J(t,to) ~ Mzn; % {1 — exp (—t ;Mt(])] , (3.112)

Rt to) ~ 3" By(to) exp (-t - t”). (3.113)

Tu
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Dabei sind C),(ty) bzw. E,(ty) vom Belastungsalter abhéngige Funktionen, die als in-
nere Variablen den Zustand des Materials beschreiben. Die Konstanten 7, werden als
Retardations- bzw. Relaxationszeiten bezeichnet. Ndhere Erlduterungen hierzu sind in
der Literatur zu finden, unter anderem in Bazant (1988).

Durch diese Vorgehensweise wird die integrale Beziehung des Spanungs-Verzerrungs-
Zeitverhaltens in eine differentielle Form {iberfiihrt. Die allgemeinste Form der daraus
resultierenden Differentialgleichung lautet

P dro, N dleS
1=0 7=0

Dabei stellen k; und [; die konstanten oder zeitvariablen Koeffizienten dar. Die im Ein-
zelfall vorliegende Differentialgleichung kann mit Hilfe rheologischer Modelle gedeutet
werden oder ldsst sich auch in anschaulicher Weise aus ihnen herleiten, vgl. Tacke (2002).
Diese Modelle basieren auf den rheologischen Grundelementen HOOKE’sche Feder, NEW-
TON’scher Dédmpfer und ST. VENANT’scher Korper (Bild [3.14). Durch die Kombination
der Grundelemente konnen beliebig komplexe Modelle aufgestellt werden, beispielsweise
wird durch die Serien- bzw. Parallelschaltung von Feder und Dampfer das MAXWELL-
bzw. KELVIN-Modell gebildet. Weitere Informationen zu den rheologischen Modellen sind
beispielsweise in Gross, Hauger, Schnell & Wriggers (1995) enthalten.

Modell Grundgleichung
Hooke'sche Fed MEMA 5 =F ¢
ooke'sche Feder c=Ec¢
A el —>
g
C
)
& ) n .
T Newton'scher Dampfer -— . c=n¢
e
2
S
.. Op e=0 .. |G| < O
St. Venant'scher Korper T fur F
g =, e =f(o) |o| 2 o
o) E n . 5. G
= Maxwell - Element ==+ =
%é ~— W= — ETET T
5 E
C - -
g Kelvin - Element -— —mj/\/\__’_ — c=Ee+tne
n

Bild 3.14: Rheologische Grundelemente und -modelle mit mathematischer Beschreibung.
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3.3.4.2 Vorhersageverfahren

Im Hinblick auf die Formulierung von Vorhersageverfahren fiir das Kriechen des Betons
haben sich im Wesentlichen zwei Grundansétze durchgesetzt. Wahrend beim Summati-
onsansatz

@(t, to) = @u(t, to) + [ps(t) — ¢y(to)] (3.115)

eine getrennte Erfassung der Kriechverformungen aus Flielen ¢; und verzogerter elasti-
scher Verformung ¢, erfolgt, ist der Produktansatz

ot to) = kr(to) - oo i oo - kit — to) (3.116)

durch die multiplikative Verkniipfung der Einfliisse des Belastungsalters und der Belas-
tungsdauer gekennzeichnet. Vor- und Nachteile der jeweiligen Ansétze sind beispielsweise
in Reinhardt (2002) erldutert. Die iberwiegende Anzahl der in der Literatur vorhandenen
Vorhersageverfahren basiert auf einem dieser Grundansitze. Wahrend in DIN 4227 (1988)
der Summatationsansatz aus (3.115) verwendet wird, werden in den neueren Normenwer-
ken, wie EC 2 (1992) und DIN 1045-1 (2001), Produktansétze eingesetzt. Dabei basiert
das Kriechmodell der DIN 1045-1 (2001) weitestgehend auf demjenigen des MC 90 (1993),
zur Erfassung hochfester Betone sind jedoch weitere Korrekturfaktoren hinzugefiigt wor-
den. Eine kompakte Darstellung der Regelungen nach DIN 1045-1 (2001) befindet sich im
Anhang B.2.

Die in MC 90 (1993), EC 2 (1992) und DIN 1045-1 (2001) angegebenen Kriechzahlen
entsprechen nicht der Definition in Gleichung (3.107). Wahrend dort die Kriechzahl auf
die elastische Verzerrung zu Belastungsbeginn bezogen ist, wird in den Normen die zu
Grunde gelegte elastische Verzerrung mit dem Elastizitdtsmodul des Betons im Alter von
28 Tagen ermittelt:

cr

50
pas(t, to) = —5— (3.117)
€co8

Die Definition der Kriechfunktion aus (3.108) &ndert sich entsprechend zu

1 1 P28 (ta to)
E(to) Egg .

J(t,tg) = (3.118)
Zur Verdeutlichung der Unterschiede wird der zusétzliche Index benutzt. Somit beinhalten
die Kriechzahlen yog implizit eine zeitliche Entwicklung der Steifigkeit. Durch Gleichsetzen
der beiden Ausdriicke in (3.108) und (3.117) ldsst sich der Zusammenhang zwischen ¢ (¢, ty)
und @ag(t, tp) bestimmen. Bei Annahme eines zeitlich konstanten Elastizitdtsmoduls des
Betons ergeben sich keine Unterschiede.

3.3.4.3 Verwendete Modellierung

Die gewahlte Modellierung geht, wie bereits erwahnt, von einem linearen Zusammenhang
zwischen Kriechverformung und kriecherzeugender Verzerrung aus. Nichtlineares Kriechen
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bleibt somit unberiicksichtigt. Bei Gebrauchstauglichkeits- und Tragfédhigkeitsanalysen an
Stahlbetonflaichentragwerken ist der zusétzliche nichtlineare Einfluss des Kriechens nach
Meinung des Verfassers in vielen Féllen von untergeordneter Bedeutung.

Fiir die Grofse der Querdehnzahl des Betons bei viskosem Verhalten nehmen zahlreiche
Autoren ein affines Verhalten von den Kriechverzerrungen zu den kriecherzeugenden Ver-
zerrungen an |Bazant 1988} Hofstetter & Mang 1995; Strippel 1996; Neubauer 2000; Tacke
2002]. Auch in dieser Arbeit wird die Formulierung der Querdehnzahl fiir das viskose Ver-
halten aus der zeitinvarianten Modellierung ibernommen, vgl. Abschnitt 3.1.3.

In den zuvor zitierten Verdffentlichungen wird fiir die mehraxiale Erweiterung einheitlich
von einer Isotropie des Kriechens ausgegangen. Unter dieser Annahme kénnen die iiber-
wiegend aus den Erkenntnissen an einaxialen Versuchen bestimmten Vorhersageverfahren
auf den mehraxialen Zustand einfach iibertragen werden.

Im Druckbereich des Betons werden die mehraxialen spannungsabhéngigen Verzerrungen
auf der Grundlage der folgenden Gleichung bestimmt [Neubauer 2000]:

el =el +el=el+pe’ =(1+¢p)el. (3.119)

Dabei handelt es sich um einen Relaxationsansatz, der dem rheologischen Modell einer
MAXWELL-Kette entspricht. Wahrend sich die elastischen Verformungen unmittelbar bei
Belastung in der Feder einstellen, bauen sich die Kriechverformungen entsprechend der
Viskositat n(t) des Dampfers, und damit entsprechend des verwendeten Kriechgesetzes,
zeitabhangig auf, vgl. Bild 3.14. Bei Entlastung bilden sich die elastischen Verzerrungen
in der Feder zuriick, wahrend die Kriechverzerrungen erhalten bleiben. Ein Riickgang
der elastisch verzogerten Verformung, vgl. Bild 2.15) ist aufgrund der nicht vorhandenen
Trennung im Modell nicht moglich. Fiir zyklische Untersuchungen ist diese Modellierung
daher ungeeignet.

Im ungerissenen Zugbereich (0. < f.;) des Betons wird von einem dem Druckbereich ent-
sprechenden Kriechverhalten ausgegangen. Diese bei der Modellierung des Kriechens iib-
liche Annahme wird durch Versuchsergebnisse von Kordina, Schubert & Troitzsch (2000)
bestatigt. Fiir die in Versuchen teilweise etwas groferen Werte unter Zugbelastung ma-
chen sie den Umstand verantwortlich, dass die Zugkréfte allein von der Zementsteinmatrix
aufgenommen werden miissen, wahrend sich unter Druckbelastung neben der Zementstein-
matrix auch die Zuschldge durch Umlagerungsvorgénge an der Lastabtragung beteiligen.
Im gerissenen Zugbereich wird das Kriechen nicht beriicksichtigt. Eine Erfassung des
zwischen den Rissen auftretenden Verbundkriechens wére durch eine Modifikation der
Tension-Stiffening-Modellierung méglich [Neubauer 2000].

Bei der verwendeten inkrementell-iterativen Vorgehensweise werden die viskosen Verzer-
rungszuwéchse entsprechend der Gleichung (3.119) auf der Basis der Kriechzahl ¢ be-
stimmt. Bei der numerischen Umsetzung der Kriechmodellierung sind die Vorhersagever-
fahren nach ACI 209 (1982), DIN 4227 (1988), EC 2 (1992) bzw. MC 90 (1993), DIN
1045-1 (2001) und Miiller (1986) implementiert worden. Sie kénnen alternativ eingesetzt
werden. Fiir einen Vergleich der Vorhersageverfahren sei auf Miller (2002) verwiesen.

Die Speicherung der gesamten Verzerrungsgeschichte ist bei der gewéhlten Vorgehensweise
nicht erforderlich, da sich die aktuellen viskosen Verzerrungszuwéchse im Inkrement durch
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die kriecherzeugenden Verzerrungen des jeweils vorherigen Schritts bestimmen lassen. Die
Ausgabe der gewiinschten Informationen iiber die zeitliche Entwicklung der einzelnen
Verzerrungsanteile erfolgt jedoch in jedem Zeitschritt, vgl. Abschnitt [5.4.5.

Die hier verwendete Modellierung des Kriechens kann als relativ einfach bezeichnet wer-
den. Trotzdem konnen hiermit die Einfliisse des Kriechens auf das Tragverhalten von
Stahlbetonstrukturen mit seinen auftretenden Spannungsumlagerungen zumindest quali-
tativ gut erfasst werden, wie die durchgefiihrten Berechnung in Abschnitt 6.3 und Stopp
(2003) zeigen. Allerdings sind fiir die wirklichkeitsnahe Erfassung des Kriechens bei zy-
klischen Berechnungen zusétzliche Erweiterungen notwendig. Mit Hilfe der bereits durch-
gefithrten Modifikationen des Programmsystems sowohl beziiglich der Adress- und Spei-
cherverwaltung als auch der Ein- und Ausgabe sind derartige Erweiterungen nun jedoch
einfacher moglich.

3.4 Betonstahlmodellierung

Die Modellierung des Betonstahls erfolgt unter Verwendung eines einaxialen, elasto-
plastischen Werkstoffgesetzes mit kinematischer und isotroper Verfestigung (Bild [3.15).
Dabei wird der BAUSCHINGER-Effekt mit dem kinematischen Verfestigungsmodell nach
PRAGER erfasst. Mit der Annahme einer einaxialen Formulierung kann das Verhalten
des Betonstahls innerhalb der Stahlbetonstruktur ausreichend genau beschrieben werden
[Mehlhorn & Kollegger 1995; Hofstetter & Mang 1995|. Als Eingangsgrofen der Berech-
nung dienen die Fliekgrenze f,, der Elastizitatsmodul Es, der Verfestigungsmodul £}, die
Bruchdehnung ¢, und die Orientierung der Stdbe gegeniiber den konvektiven Koordinaten.

Gs
A Belastung
fy
> En Entlastung
Es
€
2f, - c
En
f,c (History) -
ye 1 H: Afy, infolge
fie Bauschinger Effekt

Bild 3.15: Elasto-plastisches Werkstoffgesetz fiir den Betonstahl.

Der Einsatz verfeinerter Modelle, wie das auf der Grenzflichentheorie basierende Modell
von Polling (2000)), haben auf die Berechnungsergebnisse nur einen sehr geringen Einfluss.

Innerhalb des in Abschnitt 5.2.3 beschriebenen Schichtenkonzepts wird eine verschmierte
Modellierung der Bewehrung vorgenommen. Dabei wird jede Bewehrungsschar in eine
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aquivalente Schichtdicke umgerechnet, fiir die das einaxiale Stoffgesetz angesetzt wird.
Dafiir ist im Allgemeinen eine Transformation zwischen der Bewehrungsrichtung und den
globalen Koordinaten erforderlich [Zahlten 1990].

Alternative Moglichkeiten der Bewehrungsmodellierung, wie die diskrete oder die einge-
bettete Modellierung, erweisen sich bei Stahlbetonflichentragwerken als zu aufwandig und
werden deshalb nicht weiter verfolgt.



Kapitel 4

Kontinuumsmechanische und
schalentheoretische Grundlagen

Das wvorliegende Kapitel gliedert sich in zwei Abschnitte. Im ersten Abschnitt werden
die grundlegenden kontinuumsmechanischen Zusammenhdnge aufgefiihrt. Zundchst erfolgt
die Einfiihrung der kinematischen Beziehungen und der verwendeten Spannungstensoren,
danach werden die materialunabhdngigen Bilanzgleichungen der Mechanik, die Stoffglei-
chung und die Randbedingungen behandelt. SchliefSlich werden das Prinzip der virtuellen
Verschiebungen und dessen Linearisierung angegeben.

Im zweiten Abschnitt wird gezeigt, wie die verwendete Schalentheorie aus den kon-
tinuumsmechanischen Zusammenhdangen wunter Beachtung bestimmter kinematischer
Annahmen hergeleitet werden kann. Bei der Schalentheorie handelt es sich um eine
mittelfldchenorientierte, rotationsvariablenbehaftete Theorie finiter Rotationen unter Be-
ricksichtigung konstanter Schubverzerrungen. Mit den zuvor eingefiihrten Schalengrdfien
erfolgt die Angabe des Prinzips der virtuellen Verschiebungen und dessen Linearisierung.
Den Abschluss des Kapitels bildet die Beschreibung einer zur verwendeten Schalentheorie
konformen Erfassung thermischer und hygrischer Einwirkungen.

4.1 Grundgleichungen der Kontinuumsmechanik

Die Kenntnis der kontinuumsmechanischen Zusammenhénge ist die Voraussetzung fiir die
Beschreibung von Problemstellungen der Strukturmechanik. Daher werden im Folgenden
die Grundlagen kurz wiedergegeben. Fiir ausfiihrlichere Darstellungen wird auf die Li-
teratur verwiesen, z.B. Green & Zerna (1968), Malvern (1969), Betten (1993), Stein &
Barthold (1997) oder Basar & Weichert (2000).

75
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4.1.1 Kinematik

Die Lehre von der Bewegung wird Kinematik genannt. Sie beschrankt sich auf die rein
geometrische Beschreibung von Bewegungen mit Hilfe geeigneter Koordinaten, ohne die
Masse der Korper und die einwirkenden Kréfte zu berticksichtigen.

Konfiguration, Betrachtungsweise, Deformation. Ein materieller Korper B besteht
aus einer zusammenhangenden Menge materieller Punkte P. Jedem dieser Punkte P wird
ein Ortsvektor & im dreidimensionalen EUKLID’schen Raum E? zugeordnet, der durch
krummlinige Koordinaten 6 beschrieben werden kann®:

x=x(0"t) =2 (0" t)e; = z'e; + 2°ey + z’es, (4.1)

wobei 2! die Komponenten und e; die Basisvektoren im orthonormierten kartesischen
Koordinatensystem sind (Bild 4.1). Die Gesamtheit aller materiellen Punkte P des Kor-
pers B zum Zeitpunkt t = t3 bezeichnet man als Referenzkonfiguration oder materielle
Konfiguration By. Fiir den Ortsvektor in der Referenzkonfiguration gilt:

X = m(@l, t()) = X’(Q’)ez = Xlel + X2€2 + X3€3. (42)

Infolge aufserer Lasten verdndert sich die Lage der materiellen Punkte im Raum und da-
mit auch die Konfiguration stetig. Die Abbildung des Korpers zu einem Zeitpunkt t > t,
wird als Momentankonfiguration? By bezeichnet. Fiir die Oberflichen dieser Konfigura-
tionen werden die Bezeichnungen I'y und I'r verwendet. Die Bewegung des Korpers B
kann als eine stetige zeitliche Aufeinanderfolge von Konfigurationen verstanden werden
und ist durch unterschiedliche mathematische Formulierungen beschreibbar. Nach Stein &
Barthold (1997) werden vier Arten unterschieden, von denen sich die EULER’sche und die
LAGRANGE’sche Betrachtungsweise durchgesetzt haben. Bei der ersten Variante werden
die Ortsvektoren der Referenzkonfiguration X und die Zeit ¢t als unabhéngige Variablen
verwendet. Somit wird jeder Kérperpunkt bei der Berechnung durch ein bestimmtes Ko-
ordinatentripel dargestellt, wiahrend sich die Koordinaten, bezogen auf ein raumfestes
Koordinatensystem, stindig dndern. Zusétzlich wird in jedem materiellen Punkt ein loka-
les, nicht notwendigerweise kartesisches Koordinatensystem definiert, das der Bewegung
des materiellen Punktes ldngs seiner Bahn folgt. Der LAGRANGE’schen Betrachtungsweise
zugeordnet ist die stetige und bijektive Abbildung der Referenzkonfiguration auf die Mo-
mentankonfiguration, die durch die Funktion ¢, auch Deformation genannt, beschrieben
wird:

x=p(X,1). (4.3)

Die EULER’sche Beschreibung beruht dagegen auf der Beobachtung materieller Punkte
der aktuellen Konfiguration mit dem wesentlichen Merkmal, dass die Kenntnis iiber den zu

'Der allgemeinen Konvention entsprechend durchlaufen griechische Indizes die Ziffern 1,2 und lateini-
sche Indizes die Ziffern 1,2,3. Es gilt die EINSTEIN’sche Summationskonvention.

2Im Folgenden bezeichnen Grofbuchstaben im Allgemeinen die Referenz- und Kleinbuchstaben die
Momentankonfiguration.



4.1 Grundgleichungen der Kontinuumsmechanik 7

betrachtenden Ausschnitt bzw. das Kontrollvolumen vorausgesetzt wird. Bei Verwendung
eines raumfesten Koordinatensystems wird der materielle Fluss durch ein stationédres Kon-
trollvolumen betrachtet. Mit dem Ortsvektor & und der Zeit ¢ als unabhéngige Variablen
kann die Abbildung der Momentankonfiguration auf die Referenzkonfiguration

X =g H(z.t) = o(X o) (4.4)

angegeben werden. Die EULER’sche Betrachtungsweise wird vorwiegend in der
Fluidmechanik eingesetzt, wdhrend in der Strukturmechanik fast ausschliefslich die
LAGRANGE’sche Betrachtungweise zur Anwendung kommt. Werden dabei die Zustands-
grofken auf den Ausgangszustand bezogen, spricht man von der totalen LAGRANGE’schen
Formulierung. Hingegen ist die mitgehende LAGRANGE’sche Formulierung durch die
Definition des letzten errechneten Gleichgewichtszustandes (Grundzustand) als Bezugs-
punkt charakterisiert. Die Ortsvektoren der Referenzkonfiguration X werden auch als
LAGRANGE’sche oder materielle Koordinaten bezeichnet, die Ortsvektoren der Momen-
tankonfiguration @ als EULER’sche oder raumliche Koordinaten. Die Verschiebung u er-
gibt sich als Differenz der beiden Koordinaten:

u(X,t)=p(X,t) — (X, t)) =x— X (4.5)
und der Geschwindigkeitsvektor v als Rate der Verschiebung;:
_ Ou(X,1)

v(X,1) 5 U= (4.6)
Referenzkonfiguration Momentankonfiguration
93

/o X 0™ \

X1, xt

Bild 4.1: Deformation eines dreidimensionalen Korpers bei Verwendung krummliniger,
konvektiver Koordinaten.
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Basisvektoren und Metrik. Zur Beschreibung der Lage eines Punktes im dreidimensio-
nalen EUKLID’schen Raum E3 und zur Definition von Verzerrungsmafen werden kérper-
feste, konvektive Koordinaten 6 eingefiihrt. Fiir jeden Punkt der Referenzkonfiguration
und der Momentankonfiguration lassen sich die kovarianten Basisvektoren als Tangenten-
vektoren beziiglich der Koordinatenlinien #* angeben (Bild 4.1):

0X ox
G; 50 , bzw. g; 50 = F (4.7)
Durch die Vorschrift
G- Gj= by bzw. g'-g; =0} (4.8)

werden die zu den kovarianten Basisvektoren dualen kontravarianten Basisvektoren

i 00’ 00’
G = 0X ox

bzw. g' = (4.9)

eingefiihrt. Die so genannten Metrikkoeffizienten werden mittels des Skalarproduktes der
jeweiligen ko- oder kontravarianten Basisvektoren gebildet:

Gy =Gi- G ., 909009

i i v g i ] (4.10)
GY=G"-G g7 =g -g .

Damit erhélt man den Metriktensor der Referenzkonfiguration G und den der Momen-
tankonfiguration g, die beide mit dem Einheitstensor 2. Stufe I identisch sind:

I=G=G;GeG =G"G;®G;=yg;9'®g =¢7g,®g,=g. (4.11)
Weiterhin sind auch die Determinanten
det G = det|G;] = G bzw. detg = det[g;;] =g (4.12)

und die differentiellen Volumenelemente

dV = (Xm X dXQ) . dX3 dv = (dCCl X dﬂ)g) : dwg
= (G1 X Gg) . G3 d91d92d03 bzw. = (gl X 92) - gs d01d6’2d93 (413)
— VG db,d0,dbs = /9 d6,d6,d0;

der Referenz- und Momentankonfiguration definiert.

Der materielle Deformationsgradient. Infolge einer kontinuierlichen Bewegung geht
ein Linienelement d X der Referenzkonfiguration By in ein Linienelement da der Momen-
tankonfiguration By iiber (Bild [4.2)). Die Abbildung wird durch den materiellen Deforma-
tionsgradienten F' beschrieben:

da = g—; dX = Gradz dX = FdX. (4.14)
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Referenzkonfiguration Momentankonfiguration

Bild 4.2: Deformation eines Linienelementes.

Der Deformationsgradient kann auch durch den Einheitstensor 2. Stufe I und den Ver-
schiebunsgradienten H ausgedriickt werden:

(X +u) I Ju

0X 0X
Ein eindeutiger Zusammenhang zwischen den materiellen Punkten ist erst dann gewéhr-
leistet, wenn auch die Umkehrabbildung durch den inversen Tensor F~' moglich ist. Ein

notwendiges und hinreichendes Kriterium hierfiir ist, dass die JACOBI-Determinante .J
des Deformationsgradienten ungleich Null ist. Weiterhin muss

J :=detF > 0 (4.16)

dF = =1I+gradu=1+H. (4.15)

gelten, da sonst physikalisch nicht zuldssige Durchdringungen wahrend des Deformations-
prozesses moglich waren. Mittels J lassen sich die Abbildungen von Flidchenelementen
und Volumina von der Ausgangslage By in die aktuelle Lage By angeben:

da = JF'dA bzw. dv = JdV. (4.17)

Der Deformationsgradient ist ein so genannter Zweifeldtensor, der durch die Basisvektoren
der unterschiedlichen Konfigurationen beschreibbar ist. Folgende Darstellungen gelten:

F:gi®Gi, FT:G"L‘(X)gi7 F_lzGl-@gi, F_T:gi®Gi, (4.18)

wobei zu beachten ist, dass der Deformationsgradient im Allgemeinen nicht symmetrisch
ist (F # FT). Damit konnen die Basisvektoren G' in die Basisvektoren g’ iiberfiihrt
werden und umgekehrt:

g, = FG, bzw. G;=F'g.. (4.19)
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Diese Operationen werden auch als push-forward- oder pull-back-Operationen bezeichnet.

GREEN-LAGRANGE’scher Verzerrungstensor. Die Gleichung (4.14) zeigt, dass der
materielle Deformationsgradient die Bewegung des Linienelements vollstédndig erfasst. Er
beinhaltet damit sowohl die eigentliche Deformation als auch die Starrkérpertranslationen
und Starrkorperrotationen. Wegen der enthaltenen Starrkérperrotationen und der daraus
resultierenden fehlenden Objektivitét ist der Deformationsgradient F' als Verzerrungsmafs
nicht geeignet. Da der Deformationsgradient nach Gleichung (4.16) reguldr ist, kann er
multiplikativ in einen positiv definiten, symmetrischen Tensor U bzw. v und in einen
orthogonalen Tensor R zerlegt werden:

F=RU=vR. (4.20)

Den orthogonalen Tensor R nennt man Dreh- oder Rotationstensor. Er beschreibt die
reine Starrkdperrotation. Die Tensoren U bzw. v charakterisieren die reine Streckung bei
der Deformation und werden als materieller Rechts-Streck-Tensor und raumlicher Links-
Streck-Tensor bezeichnet. Als quadratische Form der Strecktensoren aus Gleichung (4.20)
werden der materielle Rechts-CAUCHY-GREEN-Tensor

C=U’=F"F=(Gg)(9,®G)=g9,G?G (4.21)
und der rdumliche Links-CAUCHY-GREEN-Tensor
b=v'=FF"=(g,-G')(G'@g;)=G"g,®g, (4.22)

eingefithrt. Mittels Gleichung (4.14)) kénnen die Tensoren als die Beziehung zwischen den
Quadraten der Linienelemente

dz-dz=dX  -CdX bzw. dX -dX =dz-b'dzx (4.23)

interpretiert werden. Aus der Differenz der Quadrate der Linienelemente (4.23) kann der
GREEN-LAGRANGE’sche Verzerrungstensor E, hdaufig auch als GREEN’scher Verzerrungs-
tensor bezeichnet, definiert werden:

dz-dz —dX -dX =dX - (FTF)dX —dX - GdX
—dX - (C-G)dX (4.24)
—dX -2EdX.

Der GREEN-LAGRANGE’sche Verzerrungstensor®
1
E = 5(0 - G) (4.25)

kann auch durch die kovarianten Komponenten beziiglich eines konvektiven Koordinaten-
systems ausgedriickt werden:

E=F,;G'®G". (4.26)

3Fi{ir den Verzerrungstensor wird in diesem Kapitel die Variable E anstelle von ¢ verwendet, womit
die in der Kontinuumsmechanik haufig benutzte Bezeichnung iibernommen wird.
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Durch Einsetzen der Gleichungen (4.21) und (4.11) in (4.25) folgt fiir die Komponenten
E;;, dass sie sich als halbe Differenz der kovarianten Metrikkoeffizienten der Momentan-
und der Referenzkonfiguration ergeben:

1
Ei; = 5(9@' - Gij). (4.27)
Im Gegensatz zu F ist E symmetrisch. Weiterhin kann gezeigt werden, dass E richtungs-
unabhéngig und invariant gegeniiber Starrkérperbewegungen ist.

4.1.2 AuRere Lasten und Spannungen

Wiéhrend in der Kinematik die Beschreibung der Bewegungen behandelt wird, ohne auf
deren Ursache einzugehen, befasst sich die Kinetik mit den Kréften und Momenten, die
zu der Bewegung fiihren.

AuRere Lasten. Durch dufere Krafteinwirkungen auf Korper entsteht im Inneren ein
Beanspruchungszustand, als dessen Maf in der Kontinuumsmechanik die Spannungen die-
nen. Sie konnen durch Volumenkrifte p,, wie durch Gravitation verursachte Massenkrifte,
als auch durch Oberflichenkrifte p, hervorgerufen werden. Die aus ihnen resultierende
aufere Kraft kann in Bezug auf die Momentan- und Referenzkonfiguration folgendermafen
berechnet werden:

p:pv+pa:/ gfdv+/ ida:/ oofodV + [ TdA, (4.28)
Br I'r Bo To

wobei o die Dichte, f die massenbezogene Volumenkraft und £ den Oberflichendruck
charakterisiert. Der Vektor T' wird auch als Pseudo-Oberflichendruck bezeichnet.

Spannungen. Die Festlegung des inneren Spannungszustandes erfolgt mittels des
EULER’schen Schnittprinzips. Durch eine gedankliche Schnittfithrung wird der Korper B
getrennt. Bezeichnet man mit Ap, die auf das Flachenelement Aa wirkende Schnittkraft in
einem Punkt & mit dem zugehorigen Normalenvektor n, ergibt sich der Spannungsvektor
t aus der Grenzwertbetrachtung

A d
t(x,t,n) = lim Py _ P

&p, _ dp, 4.29
Aa—0 Aa da ( )

Aufgrund des CAUCHY-Theorems ergibt sich eine lineare Abbildung zwischen dem Span-
nungsvektor ¢ und dem CAUCHY schen Spannungstensor o

t(x,t,n) =o(x,t)n. (4.30)

Der symmetrische CAUCHY ’sche Spannungstensor* o wird auch als wahrer Spannungs-
tensor bezeichnet, da seine beiden Indizes auf die deformierte Lage bezogen sind:

4Die Giiltigkeit von o = o7 ergibt sich aus dem Drehimpulserhaltungssatz (Abschnitt [4.1.3).
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Der erste Index i der Komponenten des Spannungstensors o;; beschreibt die Richtung, in
der die Kraft wirkt. Der zweite Index j bezeichnet die Normale des Fliachenstiicks auf das
die Kraft wirkt” [Stein & Barthold 1997].

Mit der zu Gleichung (4.30) analogen Beziehung fiir die Referenzkonfiguration wird der
Normalenvektor des undeformierten Zustands IN auf den Pseudo-Spannungsvektor 1" ab-
gebildet:

T = PN. (4.32)

Der damit eingefiihrte 1. P1OLA-KIRCHHOFF-Spannungstensor P lésst sich direkt aus
dem CAUCHY’schen Tensor o herleiten [Basar & Weichert 2000]:

P=JoF " =detFog,® G; = PG, ® Gj. (4.33)

Dieser aufgrund des Drehimpulserhaltungssatzes unsymmetrische Tensor ist bedingt durch
die fehlende Objektivitat fiir die Modellierung nicht geeignet. Die notwendige Symmetri-
sierung gelingt mittels einer vollstdndigen Transformation auf die Referenzkonfiguration:

S = F_1P = JO'ijGi ® Gj = SUGZ ® Gj. (434)

Der symmetrische 2. PIOLA-KIRCHHOFF’sche Spannungstensor S ist zum GREEN-
LAGRANGE’schen Verzerrungstensor FE energetisch konjugiert und kann damit als
ein geeignetes Spannungsmaf fiir die Formulierung der Schalengleichungen in der
LAGRANGE’schen Betrachtungsweise angesehen werden. Wie man anhand der Gleichung
(4.34) erkennen kann, wird S mit der Basis der Referenzkonfiguration angegeben. Da sich
die Komponenten jedoch weiterhin auf die Basis der Momentankonfiguration beziehen,
vgl. (4.31), sind die Spannungen nicht physikalisch interpretierbar. Unter der Annahme
kleiner Verzerrungen konnen die Komponenten des CAUCHY schen Spannungstensors o
und des 2. PIOLA-KIRCHHOFF’schen Spannungstensors S gleichgesetzt werden:

S = Joil =, /% o'l x5 ol (4.35)

Bei zueinander orthogonalen Basisvektoren konnen die physikalisch interpretierbaren Gro-
fsen des CAUCHY ’schen Spannungstensors o unter Berticksichtigung von Gleichung (4.35)
folgendermafen bestimmt werden:

o<i> — (Y9 i L |9 gij o, [ 9 gij (4.36)
g J g7 g7

Mittels der hier definierten Spannungen werden im néachsten Abschnitt die statischen
Gleichgewichtsbedingungen aus den Erhaltungssétzen der Kontinuumsmechanik hergelei-
tet.

5In der Ingenieurpraxis wird {iblicherweise die vertauschte Definition der Indizes verwendet.
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4.1.3 Bilanzgleichungen

Allgemeine Form der Bilanzgleichungen. Bilanzgleichungen beschreiben allgemein
giiltige Prinzipien bzw. Naturgesetze, unabhéngig von den stofflichen Eigenschaften der
Korper. Sie werden als Axiome bezeichnet, da sie sich nicht aus anderen physikalischen
Gesetzen herleiten lassen. Fiir den Korper B erfolgt zunéchst eine globale Aussage in inte-
graler Form. Unter der Voraussetzung der Stetigkeit der zu bilanzierenden Gréfsen kénnen
daraus lokale Formulierungen in Form von Differentialgleichungen abgeleitet werden, die
fiir einen beliebigen Teilkorper gelten miissen. Die Bilanzgleichungen erhalten den Cha-
rakter von Erhaltungssitzen, wenn die Bilanzgrofen in dem zu bilanzierenden Prozess
unverandert erhalten bleiben.

Man unterscheidet zwischen extensiven und intensiven Grofen. Extensive Grofsen, wie die
Energie, die Entropie oder das Volumen, sind im Gegensatz zu den intensiven Grofien,
z.B. Druck, Geschwindigkeit, Spannung und Temperatur, von der Masse oder Teilchenzahl
des Systems abhéngig. In den Bilanzgleichungen wird die Zunahme extensiver Grofen der
Summe aus dem Zufluss dieser Gréfse iiber die Bereichsgrenzen und der Produktion im
Inneren des Bereichs gegeniibergestellt.

Bilanz der Masse. Das Postulat von der Erhaltung der Masse sagt aus, dass sich die
Masse m eines Korpers B wiahrend eines Deformationsprozesses nicht andert:

m = 00dV = / odv = konst. . (4.37)
Bo BT

Folglich ist die Masse m eine Erhaltungsgrofe. Aus (4.37) ldsst sich unter Verwendung
von (4.17) die 1. lokale Form der Massenerhaltung in Bezug auf den materiellen Korper
Br angeben:

00 = Jo. (4.38)

Unter Verwendung von (4.38), (4.6) und der zeitlichen Ableitung der JACOBI-
Determinante J (4.106)

J = divicJ (4.39)

lasst sich aus

d d
h— o av =< dv = 4.4
el A 4 dt/BTQ v=0 (4.40)

die als 2. lokale Form der Massenerhaltung oder Kontinuitatsgleichung bezeichnete Glei-
chung

o+ odivo =0 (4.41)

herleiten.
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Bilanz des Impulses. Der Impulserhaltungssatz besagt, dass die zeitliche Anderung des
Impulses 2 eines Korpers gleich der Resultierenden der an dem Korper angreifenden Kréfte
p ist:

d
Zi=p. 4.49
a P (4.42)

Fiihrt man fiir den Impuls

i—/ g:bdv—/ ov dv (4.43)
Br Br

ein, der hier die Erhaltungsgrofe darstellt, und berticksichtigt fiir den Vektor p die Be-
ziehung (4.28)), so kann der Impulssatz

d

— dev:/ Qde+/ tda (4.44)
dt Js, Br Iy

in seiner integralen Form angegeben werden. Wird auf der linken Seite von (4.44) die
Gleichung (4.38) beriicksichtigt und die rechte Seite durch die materielle Beschreibung
aus (4.28)) ersetzt, so ergibt sich

d _
dt Jg, Bo To

Bei Vertauschung der Differentiation mit der Integration auf der linken Seite von (4.45)
muss die partielle Differentiation durch die materielle Zeitableitung ersetzt werden. Wird
in (4.45)) der letzte Integrand mit

T=T=PN auf T (4.46)

ersetzt und wird auf das Oberflichenintegral der GAUSS’sche Integralsatz angewendet,
kann die Gleichung folgendermafsen angegeben werden:

/ o000 dV = / oofodV + / DivP dV. (4.47)
Bo Bo Bo

Die Beziehung muss sowohl fiir den ganzen Korper als auch fiir einen lokalen Punkt des
Korpers gelten, woraus die Bewegungsgleichung folgt:

DivP + 0ofy = 0. (4.48)

Unter Vernachlédssigung des Beschleunigungsterms beschreibt (4.48)) die statischen Gleich-
gewichtsbedingungen in materieller Darstellung:

DivP + gy f = 0. (4.49)

Fiir die als 1. CAUCHY sche Bewegungsgleichung bezeichnete raumliche Darstellung der
Gleichungen (4.48)) und (4.49) gilt:

dive + of = 0¥ bzw. dive + of = 0. (4.50)
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Bilanz des Drehimpulses. Der Drehimpulserhaltungssatz besagt, dass die zeitliche An-
derung des Drehimpulses [ eines Korpers gleich der Resultierenden der an dem Korper
angreifenden Momente m ist:

d

—l=m. 4.51
a " (4.51)
Die Erhaltungsgrofe Drehimpuls, auch Drall genannt, eines mit der Geschwindigkeit v

bewegten Korpers beziiglich eines beliebigen Punktes p ist definiert als

l:/B (x —x,) X pvdo. (4.52)

Die integrale Form des Drehimpulserhaltungssatzes kann in rdumlicher

d
dt /g,

(a:—wp)xgvdv—/

(@ —x,) ><gfdv+/ (@ —x,) x tda (4.53)
Br

I'r
oder in materieller Darstellung

d

— (w—a:p)xgvdv:/(a:—wp)xgofodv+/(ac—:z:p)deA (4.54)
dt Bo Bo To
angegeben werden. Aus (4.53) ldsst sich mittels der Kontinuitdtsgleichung (4.41), des
CAucHY-Theorems (4.30), der Bewegungsgleichung (4.48) und des Integralsatzes von
GAuss die Symmetrie des CAUCHY schen Spannungstensors

o=o" (4.55)
zeigen |Altenbach & Altenbach 1994; Basar & Weichert 2000)].

Bilanz der kinetischen Energie. Der Bilanzsatz der kinetischen Energie besagt, dass
die zeitliche Anderung der kinetischen Energie K eines mechanischen Systems der Leis-
tung der eingepriagten Oberflichen- und Volumenkréfte P..;, vermindert um die innere
Spannleistung P;,;, entspricht. Ausgangspunkt seiner Herleitung ist die lokale Form der
Impulsbilanzgleichung (4.50). Durch Multiplikation mit dem Geschwindigkeitsvektor v,
Integration iiber den Korper B und einige Umformungen folgt:

d1 -
——/ gv-vdv:/ gf-fvdv—i-/ t-vda—/ o :gradvdv. (4.56)
}g P;;t P:-:lt

Fiir quasi-statische Vorginge v = 0 folgt daraus der Arbeitssatz der Mechanik:

Pewt = -Pint- (457)

Bilanz der Energieerhaltung. Der Energieerhaltungssatz besagt, dass die Summe aus
der zeitlichen Anderung der Gesamtenergie E gleich der Summe der Leistung der dufieren



86 Kapitel 4: Kontinuumsmechanische und schalentheoretische Grundlagen

Lasten P,,; und der duferen thermischen Leistung (@) ist. Die Gesamtenergie setzt sich
additiv aus der kinetischen Energie K und der inneren Energie U zusammen. Mit u als
innerer Energiedichte, r als Wéarmezufluss iiber das Volumen eines Koérpers By und q als
Wirmezufluss iiber die Oberflache eines Korpers I'r konnen fiir die innere Energie

U= / 0-udv (4.58)
Br
und die dukere thermische Leistung
Q= Q~7‘dv—/ qg-nda (4.59)
By I'r

angegeben werden. Das negative Vorzeichen in (4.59) ist erforderlich, da der nach aufen
gerichtete Normalenvektor n entgegen der nach innen positiv angenommenen Wérmezu-
fuhr weist. Mit (4.58)), (4.59) und den Grofen K und P,,; aus (4.56) lautet der Energie-
erhaltungssatz wie folgt:

d 1 _
— Q(—'U-’U+U> dv—/ Q(f-'v—l—r)dv—l—/(t-'v—q~n)da. (4.60)
dt Br 2 ,, Br I'r

K+U Pe:r:t +Q

N J/

Aus dem Zusammenfiihren der Gleichungen (4.56) und (4.60)) resultiert der Bilanzsatz der
inneren Energie, der auch als 1. Hauptsatz der Thermodynamik bezeichnet wird:

4.1.4 Materialgesetze und Randbedingungen

Materialgesetze. Neben der Kinematik (Verkniipfung der inneren und dufseren Weggro-
fsen) und dem Gleichgewicht (Verkniipfung der inneren und duferen Kraftgrofen) wird die
funktionale Kopplung der beiden Beziehungen bendtigt. Die konstitutiven Gleichungen,
auch als Materialgesetz oder Stoffgesetz bezeichnet, beschreiben die Relation zwischen den
auftretenden Verzerrungen und den daraus resultierenden Spannungen. Die in der Arbeit
verwendete Materialformulierung wurde bereits in Kapitel 3 erlautert. In der Literatur
sind eine Vielzahl weiterer Materialformulierungen vorhanden. Sie unterscheiden sich bei-
spielsweise durch die kinematischen Vorgaben, die zu untersuchenden Werkstoffe und das
betrachtete Belastungsniveau. Bei linear-elastischen Materialmodellen, stellvertretend sei
hier das ST. VENANT-KIRCHHOFF-Materialmodell genannt, existiert ein eindeutiger Zu-
sammenhang zwischen dem 2. PIOLA-KIRCHHOFF’schen Spannungstensor S und dem
GREEN-LAGRANGE’schen Verzerrungstensor E. Unter Verwendung des Materialtensors
4. Stufe C gilt

S=C:E mit C=C""G,®G;®Gy®G. (4.62)
Bei inelastischen Materialformulierungen gilt ganz allgemein:

S = S(E). (4.63)
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Randbedingungen. Die vollstéindige Beschreibung des Strukturproblems macht die An-
gabe von Randbedingungen erforderlich. Dazu zéhlen die geometrischen Randbedingun-
gen

u=u auf 0,8y (4.64)
und die statischen Randbedingungen
P N=T auf  0,Bp. (4.65)

Fiir die Randbedingungen muss gelten, dass sich die jeweiligen Berandungen 0,58, und
0,8 nicht iiberlappen:

FO = FuO U Foo und FuO N Fgo = Q) (466)

4.1.5 Prinzip der virtuellen Verschiebungen

Die strukturmechanische Problemstellung wird durch die Differentialgleichungen (4.25),
(4.48) und (4.63) sowie die Randbedingungen (4.64) und (4.65) beschrieben. Das gekop-
pelte Differentialgleichungssystem kann im Allgemeinen analytisch nicht gelost werden.
Zur Auffindung einer approximativen Losung werden Diskretisierungsmethoden einge-
setzt, die auf Variationsprinzipien basieren. Die bekannten Prinzipien unterscheiden sich
zum einen durch die Anzahl unabhéngiger Variablen, zum anderen dadurch, dass sie ent-
weder auf Arbeits- oder Energieprinzipien futen [Krétzig & Bagar 1997]. Im Rahmen dieser
Arbeit wird das Prinzip der virtuellen Verschiebungen eingesetzt, welches im Folgenden
erlautert wird.

Herleitung. Die lokale Impulsbilanz (4.49) bildet zusammen mit den geometrischen und
statischen Randbedingungen die so genannte starke Form des Gleichgewichts. Im Ge-
gensatz zur starken Formulierung, die eine punktuell exakte Losung fordert, liefert die
schwache Formulierung, hier das Prinzip der virtuellen Verschiebungen, lediglich eine L&-
sung im integralen Sinne. Durch die Multiplikation mit den virtuellen Verschiebungen
du und die anschliefsende Integration kann die lokale Impulsbilanz (4.49) in die schwache
Form {iiberfithrt werden:

/ (DivP + 0o fy) - budV = 0. (4.67)
Bo
Die virtuellen Verschiebungen® sind beliebig, miissen aber die geometrischen Randbedin-
gungen erfiillen:

du=0 auf Ly, (4.68)

womit sie als kinematisch zuléssig bezeichnet werden [Mang & Hofstetter 2000]. Mittels
der Gleichung

(DivP) - du = Div(PTéu) — P : Gradéu  mit  Graddu = iF, (4.69)

Im Sinne der Variationsrechnung stellt Ju eine Variation von u(X,t) bzw. (X, t) dar.
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der Anwendung des GAUSS’schen Integralsatzes
/ P -NdA = DivPdV (4.70)
To Bo

und unter Beriicksichtigung der Spannungsrandbedingungen auf dem Rand I', kann aus
(4.67) die virtuelle Arbeit” bestimmt werden:

YW (u,0u)= [ P:6FdV — / 00f - dudV + T - dudA = 0. (4.71)
Bo Bo 95 Bo

Der erste Term kann auch durch die energetisch konjugierten Grofen des GREEN-
LAGRANGE’schen Verzerrungstensors E und des 2. PIOLA-KIRCHHOFF’schen Spannungs-
tensors S ausgedriickt werden. Somit gilt:

W (u,du) = / S:EdV —/ 00fo - dudV + T - dudA =0, (4.72)
Bo Bo 8.8

(& J/

\ N~
6*Wint 5*Wezt

wobei der erste Term die innere virtuelle Arbeit 6*W,,; und die Summe der beiden an-
deren Terme die dufsere virtuelle Arbeit 0*W,,; beschreibt. Das Prinzip der virtuellen
Verschiebungen kann folgerichtig auch so interpretiert werden: Ein Korper befindet sich
im Gleichgewicht, wenn die Summe der Arbeit verschwindet, die von den &ufseren Lasten
und den inneren Spannungen entlang einer beliebigen, infinitesimal grofen, kinematisch
zuléssigen (virtuellen) Verschiebung du verrichtet wird.

Linearisierung des Prinzips der virtuellen Verschiebungen. Aufgrund der nicht-
linearen Zusammenhénge in Gleichung (4.72) kénnen im Allgemeinen nur inkrementell-
iterative Verfahren zur Bestimmung von Naherungslosungen eingesetzt werden. Diese Ver-
fahren erfordern jedoch die Linearisierung des Variationsprinzips. Durch die Taylorreihen-
entwicklung einer reellwertigen, stetig differenzierbaren Funktion G(u) an der aktuellen
bekannten Stelle @ erhélt man unter Vernachlissigung des Restglieds® R(Aw) die linea-
risierte Form der Funktion:

G(u) := G(u) + DG(u) - Au + R(Au). (4.73)

Dabei ist G(u) der Funktionswert an der Stelle w und DG(w) die Richtungs- oder
GATEAUX-Ableitung in Richtung von Awu mit
u Au) — G(u d
DG(@) - Au = lim CEFAW ZC@) i ng (4.74)

a—0 o da

"Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen ist im Sinne der Variationsrechnung keine vollstindige
Extremalbedingung von Funktionalen und somit keine vollstéindige Variation. Deswegen wird das iibli-
cherweise verwendete Symbol ¢ hier durch §* ersetzt. Siehe hierzu Kratzig & Bagar (1997).

8Die Vernachlissigung ist zuléissig, da das Restglied schneller gegen 0 konvergiert, als die ersten Rei-
henglieder.
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Da sich die weiteren Ausfithrungen auf verformungsunabhéngige Lasten beschrinken, sind
nur die inneren virtuellen Arbeiten 6*W;,; von den Verschiebungen u abhéngig. Daraus
folgt mit

D&*W (u,0u) - Au = AF*W(u, du, Au) = / (AS:0E +0S: AE)dV (4.75)
Bo

das Prinzip der virtuellen Verschiebungen (4.72)) in linearisierter Form zu
LW (u, du, Au) =6"W (u, du) + AS*W (u, du, Au)

= S:éEdV—/Qf~5udV+ T - sudA
Bo B() 070 608 (476>

+/ (AS:6E + S : ASE)dV = 0.
Bo

4.2 Grundgleichungen der Schalentheorie

Aus den Grundgleichungen der Kontinuumsmechanik wird nachfolgend eine mittelfla-
chenorientierte Schalentheorie hergeleitet. Die dargestellte Schalentheorie ist von Montag
(1997) in ein finites Schalenelement umgesetzt worden. Auf die numerische Realisierung
wird im néchsten Kapitel ndher eingegangen. Zu Beginn dieses Abschnitts wird ein kurzer
Uberblick iiber die Schalenelemententwicklung und die zu Grunde liegenden Schalentheo-
rien gegeben.

4.2.1 Ubersicht

Flachentragwerke sind dadurch gekennzeichnet, dass eine ihrer rédumlichen Ausdehnun-
gen wesentlich geringer ist als die beiden anderen. Sind Fliachentragwerke gekriimmt,
spricht man von Schalen. Die Errichtung der ersten Schalenbauwerke liegt schon {iber
zwei Jahrtausende zuriick, aber erst seit dem 19. Jahrhundert wird versucht, das Trag-
verhalten solcher Konstruktionen mit mathematisch orientierten Theorien zu beschreiben.
Die Grundidee der klassischen Schalentheorien ist die Beschreibung des dreidimensionalen
Korpers ausgehend von einer Referenzfliche”. Unter Einsatz der Normalenhypothese, die
bereits Kirchhoff (1850) fiir die Herleitung der ersten korrekten Plattentheorie verwen-
dete, lieferte Love (1888) als einer der Ersten einen schalentheoretischen Ansatz. Durch
den FEinsatz der Normalenhypothese wird das dreidimensionale Kontinuum durch eine
flachenhafte Kinematik abgebildet. In der KIRCHHOFF-LOVE-Theorie erweist sich neben

9Als Referenzfliche wird iiblicherweise die Schalenmittelfliiche als geometrische Mitte zwischen der
unteren und oberen Laibung definiert. Diese Bezugsfliche muss aber nicht notwendigerweise mit der Mit-
telfliche zusammenfallen. Die Implementierung des in Kapitel [5 beschriebenen Elementes ist so durch-
gefiihrt worden, dass Referenz- und Mittelfliche voneinander abweichen kénnen, womit die Moglichkeit
einer exzentrischen Lagerung oder Kopplung gegeben ist. Des Weiteren kann das Element genutzt wer-
den, um beispielsweise einen Plattenbalken annéhernd zu simulieren [Ducke, Eckstein, Meiser & Montag
2000]. Die Moglichkeit der Exzentrizitat wird im Rahmen dieser Arbeit jedoch nicht weiter behandelt.
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den Widerspriichen bei der Definition der Randbedingungen die Vernachldssigung der
transversalen Schubverzerrungen als nachteilig. Die daraus resultierende Beschriankung
auf die Berechnung diinner Strukturen ist durch die Einfithrung der Schubverzerrungs-
theorie beseitigt worden. Die von Reissner (1945) und Mindlin (1951) fiir Platten ent-
wickelte Theorie, die fiir Schalen von Green & Zerna (1968) erweitert wurde, erlaubt die
Berticksichtigung konstanter Schubverzerrungen und die unabhéngige Beschreibung der
Verschiebungen und Verdrehungen. Bei postulierter Dehnungsfreiheit in Dickenrichtung
sind fiir die Kinematik der REISSNER-MINDLIN-Theorie fiinf Variablen erforderlich. Ne-
ben den drei Verschiebungen der Mittelfliche sind das zwei Parameter zur Beschreibung
der Verschiebung oder Rotation des Direktors. Dabei wird der Vektor zwischen einem be-
liebigen Punkt im Schalenraum P und dem zugehérigen Punkt der Referenzfliche P(©) als
Direktor bezeichnet. Beschreibt man den Ortsvektor P durch einen Vektorpolynomansatz
hinsichtlich der Dickenkoordinate 6°

z(0') = Y (°)"a™(0%) = 20 (6%) + (6°)'x (0°) + (¢°)’aP(6*) + ...,  (4.77)
n=0,1
mit (6%)" als n-tes Polynom von 6% und ™ n = 0,1,...,m als eine endliche Anzahl von

Direktoren, so kann die REISSNER-MINDLIN-Theorie als ein Sonderfall fiir den Abbruch
nach dem linear verinderlichen Anteil in 62 interpretiert werden. Fiir den Fall m — oo
strebt die Losung gegen die Losung der dreidimensionalen Theorie [Naghdi 1972; Krétzig
1971].

Auf der Grundlage der Gleichung (4.77) sind durch die Definition unterschiedlicher
Abbruchbedingungen weitere Schalenformulierungen hergeleitet worden. Diese konnen
als Mittelflachen-Multidirektor-Schalentheorien bezeichnet werden. Dabei erfolgt die Be-
schreibung der Direktoren ohne oder mit Verwendung von Rotationsvariablen (Tabelle
4.1). Numerisch umgesetzt wurden diese Theorien z.B. von Menzel (1996), Bischoft (1999)
und Eckstein (1999).

Parameter || mit Rotationsvariablen | ohne Rotationsvariablen
5 O + 63d
6 x©) + 63)\d z© + B3
7 @ + (PN + (6°)2x)d | 2O + (6° + (6°)* )V
9 z© + B3Ad + (0*)y | 2@ + BzD + (63)%2x>)

Tabelle 4.1: Parametrisierung der Mittelflichen-Multidirektor-Schalentheorien.

Samtliche bisher beschriebene flachenartige Theorien sind aus der Kontinuumsmechanik
unter expliziter Darstellung einer ausgezeichneten Koordinate, der Dickenkoordinate 63,
hergeleitet worden. Eine derartige Vorgehensweise wird als Degeneration bezeichnet.

Eine andere Vorgehensweise zur Herleitung flichenartiger Theorien wird in den Arbeiten
von Ericksen & Truesdell (1958) und Green & Zerna (1968) verwendet. Ausgangspunkt ist
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nicht das dreidimensionale Kontinuum, sondern eine steife, massenbehaftete Fliche, die
so genannte COSSERAT-Flache. Mit den flaichenhaft eingefiihrten Schnittgréfien konnen
die Gleichgewichtsbedingungen aufgestellt werden. Im Gegensatz zu den aus der Konti-
nuumsmechanik hergeleiteten Theorien, die vereinfachende Annahmen fiir die Kinematik
treffen, wird hier die Kinematik exakt formuliert. Die vereinfachende Annahme tritt in
diesem Fall schon vorher durch das Postulat der COSSERAT-Flache auf. Auf dieser Grund-
lage entwickelte Harte (1982) unter Beriicksichtigung der KIRCHHOFF-LOVE-Hypothese
die Elementfamilie NACS!. Durch den Einsatz von bis zu quintischen Ansatzfunktionen
kénnen hiermit sehr gute Ergebnisse mit einer geringen Elementanzahl erreicht werden. Da
die Referenzkonfiguration exakt, die Momentankonfiguration aber approximativ beschrie-
ben wird, konnen jedoch Starrkérperbewegungen nicht verzerrungsfrei wiedergegeben wer-
den. Die Definition der Grundgleichungen beziiglich des konvektiven Koordinatensystems
macht die Bestimmung differentialgeometrischer Gréfsen, wie der Christoffelsymbole oder
der kovarianten Ableitungen, erforderlich.

4.2.2 Geometrie und Kinematik

In diesem Teilabschnitt werden die kinematischen Annahmen der verwendeten mittelflé-
chenorientierten Schalentheorie dargestellt. Dabei erfolgt die Beschreibung der Geometrie
ausgehend von einer Referenzflache A, die in der (unverformten, spannungslosen) Aus-
gangskonfiguration durch den Ortsvektor X (0)(9i) und in der verformten Konfiguration
durch den Ortsvektor (¥ (6%) in Abhingigkeit von den konvektiven Koordinaten 6 festge-
legt wird. Durch die Wahl eines linearen Ansatzes in Richtung der konvektiven Koordinate
0% in den jeweiligen Konfigurationen ist ein beliebiger Punkt P des Schalenraums durch
die Ortsvektoren

X0 = X906+ XV baw. x(0)) =06 + B2 (9%) (4.78)

erreichbar (Bild 4.3). Infolge der getroffenen Annahme der Inextensibilitdt, d.h. der Un-
ausdehnbarkeit in Dickenrichtung, kénnen die Direktoren X bzw. @ durch die Nor-
maleneinheitsvektoren D bzw. d ersetzt werden, die die Eigenschaft

|D|=D-D =1 bzw. ||d|=d-d=1 (4.79)
besitzen. Aus den Beziehungen (4.78) folgt damit

X(0)) = XO0) + *D(6*) = XV (9%)e; + D'(0%)e; baw. (450)
z(0) = 0(0%) + 03d(6*) =2V (0%)e; + d'(0)e;. '
Die Komponenten werden im dreidimensionalen EUKLID’schen Raum E? beziiglich der
orthonormierten Vektorbasis e; angegeben. Die Werte fiir 6% variieren zwischen der un-
teren und oberen Schalenlaibung mit —H/2 < 6* < H/2, wobei H(6*) die Hohe des
Schalenkontinuums angibt. Die Schalengrofen, wie beispielsweise die Spannungen, wer-
den beziiglich des lokalen, im Allgemeinen krummlinigen Koordinatensystems angegeben.

1ONACS steht dabei fiir nonlinear arbitrarily curved shell elements.
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Referenzkonfiguration Momentankonfiguration
63

6°d(6)

XO)(6)

Bild 4.3: Kinematik des Schalenkontinuums.

Tangential an die zugehoérigen Koordinatenlinien 6 werden die kovarianten Basisvekto-
ren des Schalenraums G; bzw. g, definiert (Bild 4.4), die sich durch die Ableitung der
Ortsvektoren (4.80) ergeben:

0X ox

G.=—=X94+¢’D, g,=— =z +6%d,
o9 ’ bzw. 09 7 (4.81)
9% _p _ oz _
3T 008 93~ 595

Die kontravarianten Basisvektoren G* und g° und die Metrikkoeffizienten kénnen mittels
der Gleichungen (4.8) und (4.10) bestimmt werden.

Die zu einem Punkt P© der Schalenmittelfliichen gehérenden kovarianten Basisvektoren
werden mit A; bzw. a; bezeichnet. Fiir den undeformierten Zustand By und deformierten
Zustand Br gilt somit:

(0)
09 bzw. 09 (4.82)
ox oz
T = T

Fiir den Direktor der Referenzkonfiguration D wird gefordert, dass er senkrecht auf der
Mittelflache steht. Daraus folgt die alternative Berechnungsmoglichkeit fiir den Basis-



4.2 Grundgleichungen der Schalentheorie 93

Referenzkonfiguration Momentankonfiguration

63

03D(6°)
A,=G,=N

P(()O) /

91

Bild 4.4: Basisvektoren des Schalenkontinuums.

vektor Agtl:

1
Ay = —= A, x As. 4.83
3= A <A (4.83)

Im Rahmen der verwendeten REISSNER-MINDLIN-Kinematik kann die Forderung fiir den
Direktor d der Momentankonfiguration fallen gelassen werden. Bei Beachtung von Glei-
chung (4.79) koénnen die Direktoren D bzw. d durch zwei unabhéngige EULER-Winkel ¥,
bzw. 1, beschrieben werden:

D = D'(V,)e; bzw. d=d'(.)e;, (4.84)

deren Verwendung auf einen Vorschlag von Ramm (1976)) zuriickgeht (Bild 4.5)). Die Kom-
ponenten der Normaleneinheitsvektoren ergeben sich zu:

Dt sin Uy cos U, d! sin 1y cos s
D'=| D? | =] sinV;sinVy |bzw. d'= | d®> | = | sineysiney | . (4.85)
D3 cos Uy d? cos Yy

Mittels des so genannten Schalenshifters Z bzw. z, fiir den gilt:
Z=A0G, Z'=A"9G, Z'=AG, ZT=A0G, (4.86)
bzw.

z=a;,®g", 2l =ad' ®g,, zl=a;®¢g, zT=ad"®g, (4.87)

"Tn der numerischen Umsetzung sind beide Alternativen beriicksichtigt. Bei Vorgabe analytischer
Ausgangsgeometrien wird der Direktor iiber die EULER-Winkel bestimmt. Werden fiir die Definition des
Elementes beliebige Knoten vorgegeben, wird der Direktor der Ausgangsgeometrie mit Gleichung (4.83)
bestimmt.
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Referenzkonfiguration Momentankonfiguration

X3

Bild 4.5: Beschreibung des Schalendirektors nach Ramm (1976)).

kann der Zusammenhang zwischen den Basisvektoren der Schalenmittelflache und des
Schalenraums angegeben werden:

G, =ZA;, G =ZTA bzw. g, =za;, ¢ =z Ta' (4.88)

Weitere Grofen, die fiir die numerische Umsetzung benotigt werden, sind die ko- und
kontravarianten Metrikkoeffizienten der Schalenmittelflache

A=A, Ag und A =A% AP (4.89)
die ko- und gemischtvarianten Komponenten des Kriimmungstensors

B.s=—A, Azs und BP =B,,A” (4.90)
und das differentielle Fléachenelement

dA = VAd# de*. (4.91)
Fiir die Metrikdeterminante A kann allgemein die Beziehung

A =detA = det[A;;] = ((dA; x dAy) - dA3)° (4.92)

angegeben werden, die sich unter Annahme des senkrecht zur Mittelflache stehenden Di-
rektors D zu

A =det[A,5] = A1 Ay — (A12)? (4.93)
vereinfacht. Die Verschiebungen des Schalenraums

u=z—-X = (2 - X9 4+ ¢*d - D) (4.94)
und der Referenzflache (65 = 0)

w® = 20 _ x0 (4.95)

folgen aus der Beziehung (4.5) unter Beriicksichtigung der Gleichungen (4.78)).
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4.2.3 Verzerrungsmalie und Schnittgrofien

GREEN-LAGRANGE’scher Verzerrungstensor. Der in Abschnitt 4.1.1/ eingefiihrte
GREEN-LAGRANGE’sche Verzerrungstensor

) ) 1 ) )
FE = Eile X G] == §(gzj - Gij>G2 & G] (496)

kann unter Verwendung des materiellen Shifters Z auf die Basis der Schalenmittelfléche
transformiert werden:

« 1 ~ « . )
E=Z"TEZ ' = Z—Ti(g ~G)Z' mit E=FEj;A'® A (4.97)

Nach Einsetzen der Metrikkoeffizienten (C.1-C.2) kann E in einen konstanten, linearen
und quadratischen Anteil beziiglich der Dickenrichtung unterteilt werden:

(0) ( (2)

E-E"+EY+EY wmit B;=E9+0°ED 4 (0°2E2. (4.98)
Die aus dem kinematischen Ansatz resultierenden Komponenten des GREEN-
LAGRANGE’schen Verzerrungstensors E sind im Anhang (C.3)-(C.5) aufgefiihrt. Bei Ver-
nachléssigung der quadratischen Anteile der Tangentialverzerrungen, der linearen Anteile
der Schubverzerrungen und unter Beriicksichtigung von (4.79) und der Orthogonalitéts-

anforderung an D resultieren daraus die Komponenten

1
Qo + egﬁaﬁ 5704

Lij = T (4.99)
— 0
27
mit
o _ 1/ 0 0 ©) ()
Qag = Eaﬁ_2<wa wﬁ_X,a Xﬁ )
n_1 0 0 4.100
ﬁaﬁ - Eaﬂ) = 5 <$7(3) . dﬂ + d7a . 33’(5) — ng) . Dﬁ — D,a . X,(,B)> , ( )
Yo =2EY =20 - d.

Dabei sind «a,p die Dehnverzerrungen, (3,3 die Biegeverzerrungen und +, die Schubver-
zerrungen, womit die fiir die Schalentheorie iibliche Bezeichnungsweise iibernommen wird
[Basar & Kritzig 1985; Montag 1997].

Schnittgrofsendefinition. Fiir die im folgenden Teilabschnitt dargestellte Variations-
formulierung werden neben den Verzerrungsmafen energiekonjugierte Spannungsgrofen
benotigt. Der 2. PIOLA-KIRCHHOFF’sche Spannungstensor S aus (4.34) kann analog zu
Beziehung (4.97) auf die Schalenmittelfliche transformiert werden:

S=2T"8Z"' mit §=S57A,%A,. (4.101)
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Fiir die Formulierung der Komponenten beziiglich der Schalenmittelflache wird der Zu-
sammenhang zwischen dem differentiellen Volumenelement dV' (4.13) und dem differen-
tiellen Flachenelement dA (4.91) benotigt:

dv = 1/%d93 dA = detZ d6® dA. (4.102)

Der Wurzelausdruck entspricht der Determinate des Schalenshifters Z aus (4.86). Dieser
ergibt sich zu Eins, wenn der Direktor der Referenzkonfiguration D zu den Basisvektoren
A, senkrecht steht. Durch eine Vorabintegration der Spannungen in Dickenrichtung kon-
nen nun die Komponenten der Spannungsresultierenden beziiglich der Schalenmittelflache
bestimmt werden:

H/2
Soy = / \/2(93) S9de* mit n=0,1,2. (4.103)
—H/2

Hiermit lassen sich die Komponenten des Pseudo-Normalkrafttensors N©)  des Momen-
tentensors M (*®) und des Pseudo-Querkrafttensors Q(® angeben:

H/2

. G
@) _ gt _ [ ]G gos gg8
N S(O)/ — 57 a6,
—H/2
H/2
G
M) = 508 / Vo s (4.104)
_H/2
H/2
) G
a . Qa3 __ a3 3
Q=S = / \ 5 e,
—H/2

womit nur die zu (4.100)) arbeitskonformen Grofen berticksichtigt werden. Es handelt sich
hierbei um physikalisch nicht interpretierbare Grofen. Durch die runden Klammern bei
der Indizierung wird die Symmetrie der Tensoren angezeigt. Die Herleitung physikalisch
interpretierbarer Schnittgrofen gelingt durch die Einfiihrung der Schnittgréfenvektoren
n<* und m=<*>. Ferner werden die nichtphysikalischen Vektorgrofen n® durch

n® = n~*"v/a* (4.105)

definiert, die beziiglich der Basisvektoren der Momentankonfiguration wie folgt zerlegt
werden:

n® = \/% (N“Paz + Qaas3) . (4.106)

Dabei resultiert der Vorfaktor durch den Bezug der Komponenten auf die unverformte
Flache. Fiir den Zusammenhang zwischen den Komponenten aus (4.104) und (4.106) gilt

NoB — p@B) _ e 55 und QY = Q. (4.107)
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Fiir die Herleitung sei beispielsweise auf Bagar & Kratzig (1985) oder Menzel (1996)) ver-
wiesen. Damit konnen die Komponenten der physikalischen Schnittgrofsenvektoren n<®>
und m=<*~ bestimmt werden, welche die fiir die Bemessung eines Tragwerks erforderlichen
Grofsen darstellen:

N<aB> _ ‘/é [ 488 pras
a Qoo ’
Ap<os> _ |4 Jass M. (4.108)
a CLOCO[
Q<a> — é 1aa Qa-
Va+a

4.2.4 Prinzip der virtuellen Verschiebungen

Die innere virtuelle Arbeit 0*W;,, aus (4.72) kann fiir die verwendete Schalentheorie durch
Grofen beschrieben werden, deren Komponenten sich auf die beiden Basen der unverform-
ten Schalenmittelfliche beziehen:

3 Wint(w, du) = /

S:éEdV:/ S:0EAV. (4.109)
Bo

Bo

Durch das Einsetzen der Spannungsresultierenden aus (4.104) und der zugehorigen Va-
riationen der Verzerrungsgrofen aus (4.100) resultiert die folgende Form:

5 Wint = /B (N(O‘ﬁ)&v(aﬁ) + M@ §B1,5) + Qaa%g) av. (4.110)
0

Mit dem Materialtensor (4.62) beziiglich der Schalenmittelfldche
C=C""A,2A;®A,® A, (4.111)

und der kinematischen Beziehung (4.99) konnen die Komponenten der Spannungsresul-
tierenden durch

- 0 1 0
N(@h) :Daﬁpx\a(p/\) +Daﬁp/\5(p)\) +Da603%37
1 2 1
N (@B :Daﬁp/\a(p/\) _,_Daﬁpkﬁ(p/\) _,_Daﬂp&ypg’ (4.112)
~ 0 1 0
Qa :DocSp)\a(p)\) +Da3p)\ﬁ(p)\) +Da3p3/yp3

bestimmt werden. Dabei ist

H/2

Bijkl _ / l% Cijkl (63)771 d93’ m=0,1,2. (4113)

—H/2
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Fir die dufere virtuelle Arbeit 6*W,,; werden Last- und Momentenvektoren auf der Mit-
telfliche und der Berandung berticksichtigt [Montag 1997]:

W ons :/ (pé'u, —|—c6w) da+/ (néu +m5w) ds
. G (4.114)

. , ) , 1 ,
:/ oz 0idA —i—/ (nzéx(o)’ + —Smléwi) ds.
Ao Co 1 + w

Die Gleichungen (4.110) und (4.114) bilden zusammen die schwache Form des Gleich-
gewichts der Schale, deren notwendige Linearisierung im néchsten Abschnitt behandelt
wird.

4.2.5 Linearisierung

Nur der innere Anteil der virtuellen Arbeiten ist von der Linearisierung betroffen, da -
wie bereits im Abschnitt 4.1.5/erwéhnt - nur von konservativen Lasten ausgegangen wird.
Durch Einsetzen der schalentheoretischen Grofien aus (4.110) in die linearisierte Form des
Kontinuums (4.76) geht der innere Anteil der linearisierten Form der Schale hervor:

L& Wiy = / (NW 00y + MP 58105 + Qa(s%) dA
Ao
+ /A (AN(O‘ﬁ)éa(am+AM(°‘5)5ﬂ(a5) +AQ°‘5%> dA (4.115)
0

+ / ( N Adovas + M@ A§Bap) QQA(S%> dA.
Ao

Die hierin verwendeten Verzerrungsgrofen sind in (C.6)-(C.9) aufgefiihrt. Die Bestim-
mung der inkrementellen Anderung der Spannungen AS gelingt mittels des tangentialen
Werkstofftensors Cr und der inkrementellen Anderungen der Verzerrungen AE:

AS =Cr: AE. (4.116)

Damit geht die Gleichung (4.112) fiir die inkrementelle Anderung der Spannungsresultie-
renden in die nachstehende Form {iber:

~ 0 1
AN(Q/B) : aﬁp}\AO{ p>\ +Daﬂp)\A/6 OZIBP3A,YP37
AM©D =2 A, +DT/6”AAB +D%ﬁ”3Avp3, (4.117)

AQ" =D Do) +D5 Ay +D5 7 Ay

Dabei gilt der Zusammenhang (4.113) entsprechend. Zu beachten ist weiterhin, dass die
zur Bestimmung der Spannungsresultierenden in Gleichung (4.104) benétigten Spannungs-
komponenten S* nur fiir linear-elastisches Materialverhalten direkt aus den Verzerrun-
gen bestimmt werden kénnen. Fiir inelastisches Materialverhalten ist eine Integration der
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inkrementellen Werkstoftbeziehung léngs des Verzerrungspfades erforderlich. Die Span-
nungskomponenten folgen dann aus einer Summierung der inkrementell bestimmten Span-
nungen.

Schlieflich sei an dieser Stelle noch auf eine andere Art der Beschreibung der Lineari-
sierung hingewiesen. In Arbeiten anderer Autoren, wie beispielsweise in Harte (1982),
Zahlten (1990), Montag (1997) oder Briggemann (2002)), wird die Linearisierung durch
eine Inkrementierung mit der Einfiihrung unterschiedlicher Zustdnde (Ausgangszustand,
Grundzustand und Nachbarzustand) erklért.

4.2.6 Beriicksichtigung von lastunabhangigen Einwirkungen

Die Beanspruchung aufgrund thermischer Einwirkungen wird bei der Berechnung von
Flachentragwerken iiblicherweise durch konstante und lineare Temperaturanteile iiber die
Tragwerksdicke (AT bzw. AT),) erfasst [Basar & Krétzig 1985 Zahlten 1990]. Eine der-
artige Einbindung ist konform zur verwendeten Schalentheorie vom REISSNER-MINDLIN-
Typ, vgl. Gleichung (4.99). Die infolge der instationdren Wérmeausbreitungsprozesse
nichtlinearen Gradienten iiber die Tragwerksdicke und die damit verbundenen Eigenspan-
nungen bleiben bei einer solchen Formulierung unberiicksichtigt. Aufgrund des sich bei
Warmeeinwirkungen relativ schnell einstellenden stationéren Zustandes wird eine derar-
tige Vorgehensweise aber dennoch in vielen Féllen als ausreichende Néherung angesehen.

Aus den thermischen Einwirkungen resultieren lediglich dilatatorische Verzerrungsanteile,
wahrend deviatorische Anteile nicht auftreten. Somit ergeben sich in der tensoriellen Scha-
lentheorie die thermischen Verzerrungen zu:

th __ th 3 ath
Elag) = ag) T 0" Bag)- (4.118)
Dabei sind a’égﬂ) bzw. ﬁfZﬁ) die thermischen Dehnungen bzw. Verkriimmungen:

ATy
H

041(52[3) = ATy Aap und ﬁfﬁﬁ) =y Aap- (4.119)

In analoger Weise kénnen die aus den Feuchteverteilungen resultierenden Schwind- bzw.
Quelldehnungen in die schalentheoretische Formulierung eingebunden werden |[Harte &
Wormann 2002]. Hierbei kann die relative Feuchtedifferenz Ahy bzw. Ahy, als das ver-

ursachende Potential und der hygrische Ausdehnungskoeffizient oy, als Proportionalitéts-
faktor verwendet werden. Damit folgt aus (4.118) fiir den hygrischen Fall

sh __ _sh 3 ash
Eap) = ¥ap) t 0" Blap) (4.120)
und entsprechend

s s AhM
O‘(Zﬁ) = OéshAhN Aag und ﬁ(;‘ﬁ) = aShT Aaﬂ~ (4121)
Unter Einschluss thermischer und hygrischer Einwirkungen resultieren aus den konstituti-

ven Beziehungen (4.112) die modifizierten Komponenten des Pseudo-Normalkrafttensors
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N5 ynd des Biegemomententensors M%) zu

~ 0
NP =D (apn) — aflyy — aily)
1
+D PN (Biony — Bipny — By
0
+DPP3ey,

(4.122)
1
M@ =D (aon) — afhyy — ailyy)

2

+DN(Biony — Bl — Biy)
1

+ DBy .

Fiir den Fall linear-elastischen Materialverhaltens ergeben sich aus (4.122) die Beziehun-
gen

N@B) —p. [Hocﬁmap/\ —(1+v) (O‘?(faﬁ) + Offg,@))]

N N (4.123)
M@ =B - [HY 3,5 — (14 1) (Bag) + Biam)].

Dabei ist D die Dehnsteifigkeit, B die Biegesteifigkeit und H*%?* der Elastizitéitstensor
[Basar & Kratzig 2000]. Letzerer enthélt ausschliefslich Informationen der Metrik und der
Querdehnzahl:

1

— 2
chﬁp)\ — v <aapa,3>\ + aakaﬂp + 1_Vaa,3ap/\) . (4124)
— VUV

Da der Feuchtehaushalt im Vergleich zum Wéarmehaushalt aber erst nach einem viel lan-
geren Zeitraum einen stationdren Zustand erreichen kann, wird die mit (4.120)) eingefiihrte
Néaherung fiir die hygrische Beanspruchungssituation vom Verfasser als nicht zufrieden-
stellend eingestuft. Daher wird in dieser Arbeit eine Formulierung vorgestellt, mit der
auch nichtlineare Anteile der hygrisch und thermisch induzierten Dehnungen sowie die
daraus entstehenden Eigenspannungen innerhalb eines finiten Schalenelementes erfasst
werden konnen.



Kapitel 5

Finite-Element-Modellierung

In diesem Kapitel erfolgt die Beschreibung der numerischen Umsetzung der in den
vorangegangenen Kapiteln angegebenen Modellvorstellungen in das eingesetzte Finite-
Element-Programmsystem. Zundchst wird auf das verwendete Schalenelement mit seinen
wesentlichen Merkmalen eingegangen. Danach wird die numerische Umsetzung des gekop-
pelten hygrothermischen Modells beschrieben. Die Einbindung der daraus resultierenden
instationdren Verzerrungsanteile in eine zeitabhdngige Multi-Level-Iterations-Strategie
zur Berechnung von Verformungspfaden wird im Anschluss erldutert. Die gewdhlte Vor-
gehensweise bei der Durchfiihrung von Strukturanalysen fiir Stahlbetonflichentragwerke
wird dargestellt und mit den mormativen Vorgaben verglichen. Im letzten Abschnitt des
Kapitels werden zur integralen Beurteilung struktureller Schddigungen von Tragwerken
auf der Makroebene definierte Schidigungsindikatoren behandelt.

5.1 Grundlagen

Zur numerischen Losung partieller Differentialgleichungen kénnen Diskretisierungsmetho-
den eingesetzt werden. Die wohl am héaufigsten verwendete Diskretisierungsmethode im
Bereich der Ingenieuranwendungen stellt die Methode der finiten Elemente dar. Hierbei
erfolgt eine Unterteilung des zu untersuchenden Kontinuums in endliche, sich nicht iiber-
lappende Bereiche, so genannte finite Elemente:

B~B'=| B! mit BInB}=0. (5.1)

e=1

Der Index (...)" kennzeichnet die Ndherungslésung der Finite-Element-Methode, n. die
Anzahl der Elemente. Innerhalb der Elemente werden auf der Basis diskreter Freiwerte an
den Elementknoten Formfunktionen in Polynomform definiert, durch die die unabhéngi-
gen Felder des Variationsproblems approximiert werden. Fiir einen umfassenden Uberblick

101
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tiber die Finite-Element-Methode wird auf die Biicher von Bathe (1996), Hughes (2000)
und Zienkiewicz & Taylor (2000) verwiesen.

5.2 Schalenelementformulierung

In diesem Abschnitt werden die wesentlichen Merkmale des Schalenelementes geschil-
dert. Dazu zéhlen die Anwendung des isoparametrischen Konzeptes, der Assumed Natural
Strain Methode und einer internen Mehrschichtenkinematik.

5.2.1 Isoparametrisches Konzept

Bei der verwendeten isoparametrischen Elementformulierung wird zusétzlich zur appro-
ximativen Beschreibung der Momentankonfiguration die exakte Abbildungsvorschrift der
Referenzkonfiguration durch eine Approximative ersetzt. Anstelle der konvektiven Koor-
dinaten 6, werden die normierten Koordinaten &, zur Geometriebeschreibung der Schale
benutzt. Mit den normierten Koordinaten, fiir die das Symbol eines Einheitsquadrats

O:=(¢,€%) €[0,1] x [0,1] (5.2)
eingefiihrt wird, werden die bilinearen Ansatzfunktionen

NMi(E") = (1 - €)(1 - &), Ny(e) = €162 5

No(£%) = €11~ &), Ny(€%) = (1 -¢)¢? '

gebildet, die aus der Produktbildung eindimensionaler Ansatzfunktionen resultieren und
die folgende Eigenschaft besitzen:

1 im Knoten £,

5.4
0 fiir alle Knoten & # (. (5.4)

N(&") = {
Die Formfunktionen unterliegen bei verschiebungsformulierten finiten Elementen gewissen
weiteren Restriktionen, die fiir das isoparametrische Elementkonzept vollstandig erfiillt
werden |Krétzig & Basar 1997|. Charakteristisch fiir die isoparametrische Elementfor-
mulierung ist die Interpolation der Geometrie und der Verformung durch die gleichen
Ansatzfunktionen N,. Mit diesen kann der Ortsvektor der Schalenmittelfliche in beiden
Konfigurationen XV (6%) bzw. méo)(@a) von den Elementknoten X (O% bzw. 2% in das
Gebiet approximiert werden:

S
I

XgO)h(é*oz) _ ZNk(Sa)Xg))k bzw. .’Bgo)h(fa) = ZNk(ga)w((iO)k (55)

k=1 k=1

Bei der Rotationsbeschreibung werden nicht die Komponenten des Direktors, sondern die
EULER-Winkel selbst mittels der Formfunktionen interpoliert [Bagar 1987]:

4 4
WE (€)= Nu(£)®E, baw. W (6%) =Y Nu(€)k,. (5.6)
k=1 k=1
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Damit erfiillen die Komponenten des Direktors

sin U cos Wk, sin? cosyl,
DM¢™) = | sinWh, sin Wk, bzw. dI'(£*) = | sinyh, sinyh, (5.7)
cos U cos P,

im gesamten Element die Bedingung (4.79). Fiir den Element-Verschiebungsvektor u,(6%)
folgt aus (4.94) die approximative Beziehung

ul(6”) = (%) = X)) + 6% (dl(e”) — D) (5.8)

in Abhéngigkeit von den Elementgrofen, die sich mit (5.5)-(5.7) durch die Knotengrofen
ausdriicken lassen. Weiterhin werden auch die Interpolationen der Variationen und Inkre-
mente der Geometrie- und Verschiebungsgrofien benétigt. Nur exemplarisch werden hier
die Variation und das Inkrement des Ortsvektors der Schalenmittelfiiche z”* angegeben:

W~

4
5O () = 3 N(€)02®  wnd  AOM(E) = 3 N(€)AZOh (5.9)
k=1

k=1

Die tibrigen benétigten Grofen ergeben sich entsprechend.

Mit dem Ziel, die diskretisierte Form von Gleichung (4.115)) zu erhalten, miissen zunéchst
die Variationen und Inkremente der zuvor diskretisierten Groéfsen in die kinematischen
Beziehungen im Anhang (Cl eingesetzt werden. Das Auflosen der resultierenden Gleichun-
gen nach den unbekannten Knotenvariablen erlaubt die folgenden Darstellungen fiir den
Zusammenhang zwischen den variierten und inkrementierten Verzerrungen und fiir die
Knotenverschiebungen:

SE" = Bou", (5.10)
AE" = BAu?, (5.11)
ASE" = (Au"TGout. (5.12)

Dabei ist B die Verzerrungs-Verschiebungs-Matrix und G deren 1. Variation. Auf die
explizite Angabe der beiden Matrizen wird hier verzichtet. Lediglich der Vektor mit den
Inkrementen der Knotenvariablen wird an dieser Stelle aufgefiihrt:

. . . . T
Auf = (A Mg, A2l Avy, Aal Av, A2l Ag,) . (5.13)

Werden jetzt die diskretisierten Verzerrungen in die inkrementellen Anderungen der Span-
nungsresultierenden (4.116) bzw. (4.117) eingesetzt und die daraus folgende diskretisierte
Form und die diskretisierten Verzerrungen in Gleichung (4.115) eingefiigt, so erhélt man
schlielich den inneren Anteil der diskretisierten linearisierten Form des Prinzips der vir-
tuellen Verschiebungen fiir ein Element e, wobei der Ubersicht halber auf die Indizierung
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mit (...)" und (...). verzichtet wird:

Lo*W (u, du, Au) :/ B"Ssur VAdD
O

+ / (Aur)TBTCBsu* vV AdO (5.14)
O

—l—/(Auk)TGSéuk\/ZdD.
O

Da (5.14) fiir beliebige virtuelle Knotenverschiebungen du* erfiillt sein muss, entsteht
daraus die bekannte tangentiale Elementsteifigkeitsbeziehung

kT ’ Auls = A-fewt - fint' (515>

Die tangentiale Elementsteifigkeitsmatrix k; setzt sich additiv aus der Verformungsmatrix
ky und der Anfangsverformungsmatrix kg zusammen:

ky = / BTCBVAdO und ko = / GSVAdD. (5.16)
o o
Mit f,,, wird der so genannte Vektor der inneren Kréfte eingefiihrt:
Fint = / B'SVAdO. (5.17)
O

Ferner stellt der Vorfaktor A den inkrementell zu steigernden Lastfaktor in (5.15) und
fese den Vektor der dufseren Knotenlasten dar, der aus der Diskretisierung von (4.114)
hervorgeht.

Die auftretenden Gebietsintegrale werden numerisch mit dem GAUSS’schen Quadratur-
verfahren gelost, das bei p Stiitzstellen ein Polynom bis zur Ordnung (2p — 1) exakt
integriert. Anstelle der Integration wird die Funktion an bestimmten Stiitzstellen ausge-
wertet und mit entsprechenden Wichtungsfaktoren o; multipliziert. Uber die Lage der
hier vorliegenden 2x2 Stiitzstellen (Integrationspunkte) im Element bzw. die Grofe der
Wichtungsfaktoren wird beispielsweise auf Kratzig & Basar (1997) verwiesen.

Nachdem die Beziehungen auf Elementebene vorliegen, kann unter Beachtung der Rand-
bedingungen und durch die Assemblierung der Elementbeitréige

Kr = L] kT,e, F..; = L] fext,e Fi,; = L] fint,e (518)
e=1 e=1

e=1

die Gesamtsteifigkeitsbeziehung
KT : Auk = )\Fext - F'mt (519)

angegeben werden, die mittels inkrementell-iterativer Verfahren gelost wird.
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5.2.2 Assumed-Natural-Strain Konzept

Bei verschiebungsbasierten finiten Elementen mit niedrigen Ansatzfunktionen kann ein
zu steifes Elementverhalten aufgrund von Approximationsdefiziten auftreten. Fiir diesen
Effekt wird im Allgemeinen der Begriff Locking verwendet. Das Shear-Locking ist charak-
terisiert durch eine irrtiimliche Uberschitzung der Schubenergie. Zur Vermeidung dieses
Phénomens wird hier die Assumed-Natural-Strain Methode eingesetzt, die auf einen Vor-
schlag von Dvorkin & Bathe (1984) zuriickgeht. Hierbei erfolgt die Auswertung der kon-
stanten Schubverzerrungsanteile v, in den Kollokationspunkten, die bei einem 4-knotigen
Element in den Mittelpunkten der Elementkanten liegen (Bild 5.1)).

@ g Vi

VA v

(0,0) C (1,0)

>C,

(0,0) C (1,0)

Bild 5.1: Verlauf der Ansatzfunktion der Schubverzerrungen fiir die Assumed-Natural-
Strain Methode: (a) 71, (b) 7a.

In den mit den Buchstaben A —D gekennzeichneten Punkten werden gerade keine Energie-
anteile berechnet, die zu einer Versteifung fiihren. Die Schubverzerrungen des Elementes
kénnen dann durch eine lineare bzw. konstante Interpolation in der Wirkungsrichtung der
jeweiligen Schubverzerrung bzw. senkrecht dazu bestimmt werden:

B [%] B lézvi“+(1—€2)vf]
y = = .

7 &y + (1 =€y (520

Weitere Locking-Effekte, wie das Membran-, Dicken-, Volumen- oder Krimmungs-
Locking, werden beispielsweise in den Arbeiten von Bischoff (1999), Eckstein (1999) und
Jun (2002) beschrieben und mogliche Gegenmafsnahmen aufgezeigt.

5.2.3 Multi-layered Konzept

Zur wirklichkeitsnahen Untersuchung von Stahlbetonstrukturen ist die Beriicksichtigung
des physikalisch nichtlinearen Verhaltens unerlésslich. Die Realisierung im Rahmen einer
Schalentheorie kann auf der Ebene der Schnittgrofsen oder des Materialpunktes erfol-
gen. Fiir den erstgenannten Fall ist die direkte Formulierung der Materialgesetze in den
resultierenden Grofen der Schale erforderlich [Simo & Kennedy 1992]. Eine detaillierte
Beurteilung der Spannungssituation in Schalendickenrichtung oder der Rissbildung ist
jedoch hiermit nicht moglich.
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Durch eine zusétzliche Diskretisierung in Dickenrichtung kann das Werkstoffverhalten auf
der Materialpunktebene in die Berechnung einfliefien. Dabei wird die Schale an einem In-
tegrationspunkt gedanklich in eine endliche Anzahl von Schichten (,,Layer”) unterteilt. Die
Komponenten Beton und Bewehrungsstahl werden, wie in Bild 5.2 dargestellt, durch sepa-
rate Schichten erfasst. Bei den Stahlschichten handelt es sich um unidirektionale Schichten,
mit denen der Bewehrungsquerschnitt der Einzelstabe gleichméafig iiber die Fliache verteilt
wird. Aus der Addition der einzelnen Schichtgrofien resultieren die Querschnittsgrofien.
Die Integration des Werkstofftensors (4.113) wird folglich durch eine Summation ersetzt:

Y Niay

BTJM: > CE O™ AP, m=0,1,2. (5.21)

n=1

Die mit den Begriffen multi-layered Konzept [Noh 2002| oder interne Mehrschichtenkine-
matik [Jun 2002] verkniipfte Vorgehensweise ist bereits in mehreren Arbeiten erfolgreich
eingesetzt worden [Zahlten 1990; Montag 1997; Polling 2000; Noh 2002] und wird auch
hier verwendet. Die Einbindung der Dickendiskretisierung in ein ganzheitliches Simulati-
onskonzept wird in Abschnitt 5.4.3/ veranschaulicht.

&3

- Schalenmittelflache

EJZ

Bewehrungslagen &

Betonschichten

i1

Bild 5.2: Dickendiskretisierung mit Beton- und Stahlschichten beim Schalenelement
ASEA4.

Die Unterteilung der Schale in mehrere Subelemente stellt eine weitere Moglichkeit dar,
das nichtlineare Materialverhalten auf der Ebene des Materialpunktes einzubinden. Bei
der externen Mehrschichtenkinematik |[Jun 2002] wird die Kinematik dahingehend mo-
difiziert, dass die Anwendung des Verschiebungsansatzes schichtenweise erfolgt. Fiir jede
weitere Schicht werden daher zusétzliche Freiheitsgrade eingefiihrt. Diese Vorgehensweise,
die z.B. in den Arbeiten von Basar, Ding & Schultz (1993), Schultz (1996) oder Eckstein
(1999) verwendet wird, ist vor allem dann vorteilhaft, wenn Materialien mit einem grofsen
Verzerrungsvermdogen untersucht werden sollen. Bei Beton kénnen hiermit jedoch keine
wesentlichen Verbesserungen der Ergebnisse erzielt werden.

In komprimierter Form werden die wesentlichen Eigenschaften des Schalenelementes in
Bild 5.3 dargestellt.
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C 2

Isoparametrisches, mittelflachen-

orientiertes "Assumed-Strain"
Element finiter Rotationen

ASE4

theoretische Reissner-Minouin-Theorie
Grundlage x(0') = x©(0%) + 03d(6%)
Freiheitsgrade AXO Ay, (4 x 5)
rotationsvariablenbehaftete Direk-
Rotation tordefinition mit EuLer-Winkel und
Inextensibilitdtsbedingung ||d||=1
Formfunktion bilineare Polynome

Integrations-

punkte 2x2

Assumed-Natural-Strain Methode
Interpolation _¢2 A 2, C
polat 1= v+ (1-8)5

von v,
=8 vy +(1-€) 75

Dicken-

diskretisierung multi-layered Konzept

Bild 5.3: Finite Elementformulierung des schubweichen Schalenelementes ASEA.

5.3 Numerische Umsetzung des hygrothermischen Mo-
dells

Die Modellgleichungen der hygrischen und thermischen Transport- und Speicherphéno-
mene in porésen Medien sind in Abschnitt 3.2 bereitgestellt worden. Sie bilden ein ge-
koppeltes, nichtlineares, partielles Differentialgleichungssystem. Durch das gleichzeitige
Auftreten der rdumlichen Koordinate X und der zeitlichen Koordinate ¢ wird angezeigt,
dass es sich dabei um ein Anfangsrandwertproblem handelt. Eine analytische Losung ist
aufgrund der inharenten Nichtlinearitdt der Koeffizienten und der Randbedingungen nur
unter stark vereinfachenden Annahmen méglich. Fiir die erforderliche numerische Umset-
zung sind unterschiedliche Vorgehensweisen moglich:

e Bei der vertikalen Linienmethode, kurz Linienmethode, werden die Differentialglei-
chungen zuerst durch eine Semidiskretisierung beziiglich der Ortsvariablen in ein
System nichtlinearer gewohnlicher Differentialgleichungen tiiberfiihrt. Durch eine an-
schliefende Zeitintegration kann das entstandene Anfangswertproblem (AWP) ge-
16st werden.

¢ Bei der horizontalen Linienmethode, auch ROTHE-Methode genannt, erhilt man

durch die zuerst durchgefiihrte zeitliche Diskretisierung eine Folge von elliptischen
Randwertproblemen (RWP).

e Bei der simultanen Diskretisierung in Raum und Zeit werden die Zustandsgréfien
durch einen Produktansatz aus Funktionen der rdumlichen und zeitlichen Koordi-
naten approximiert. Dabei erfolgt die zeitliche Diskretisierung alternativ mit konti-
nuierlichen oder diskontinuierlichen Ansétzen.
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Im Rahmen dieser Arbeit wird ein Raum-Zeit-Element mit zeitlich kontinuierlichen Ver-
laufen eingesetzt.

Nach einer Zusammenstellung der zu untersuchenden Modellgleichungen wird das Diffe-
rentialgleichungssystem in die schwache Form tiberfithrt (Abschnitte 5.3.1:5.3.2). Im fol-
genden Abschnitt wird es durch eine konsistente Linearisierung in die linearisierte schwa-
che Form gebracht. In Abschnitt 5.3.4/erfolgen die rdumliche und zeitliche Diskretisierung,
die Spezifikation der zuvor eingefiihrten Wichtungsfunktionen und die Angabe des resul-
tierenden algebraischen Gleichungssystems. Die Abschnitte [5.3.545.3.7/ behandeln die neu
eingebundenen Gleichungsloser, die in diesem Fall realisierte Konvergenzsicherung und die
Moglichkeit der adaptiven Schrittweitensteuerung. Abschliefend erfolgt die Erlauterung
der Implementierung in das verwendete FE-Programmsystem (Abschnitt [5.3.8)).

5.3.1 Das Anfangsrandwertproblem

Fiir eine iibersichtliche Darstellung der numerischen Umsetzung wird fiir das Differenti-
algleichungssystem und die zugehorigen Anfangs- und Randbedingungen an dieser Stelle
eine kompakte Schreibweise eingefiihrt. Als unabhéngige Zustandsgrofsen treten die Tem-
peratur ¢ und die relative Feuchte h auf, die im Folgenden durch die Variable z, beschrie-
ben werden (z; = 1, z,, = h). Weiterhin werden die Indizes «, 5 und ~ verwendet, die fiir
die Buchstaben ¢ und h stehen. Die Differentialgleichungen (3.57) und (3.58) werden hier
in der Form

B, = b, —divl, in QX [t,T] (5.22)
mit
bo = >.c0 25— Qa und I, = SN grad 24 (5.23)
B B
angegeben. Zur Beschreibung des hygrothermischen Zustands eines Kérpers werden neben
den Differentialgleichungen Rand- und Anfangsbedingungen benétigt. Die zu Beginn des

Betrachtungszeitraums ¢ = t; an jedem Ort X herrschenden Verhéltnisse werden mittels
der Anfangsbedingungen

Ay =200 — 20 =0 in QX [to] (5.24)

beriicksichtigt. Die Ankopplung des Korpers an seine Umgebung gelingt mit der
Vorgabe von Randbedingungen. Fiir die Zustandsgréfsen werden die DIRICHLET-
Randbedingungen

R,=%2,—2,=0 auf Ty x [to, 7] (5.25)
benutzt. Die NEUMANN- und NEUMANN/ROBIN-Randbedingungen werden mit

Rl =1, n—v,=0 auf Ty, X [to,T] (5.26)
erfasst, wobei

Vo = Gna + O‘S(za,en - Za) + 0-5(793'@ - 194) (527>
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ist. Die Strahlungsrandbedingungen gelten nur fiir den Temperaturhaushalt. Sie nehmen
damit bei der Beschreibung der Umsetzung eine Sonderstellung ein, da die beiden Haus-
halte ansonsten den gleichen formalen Aufbau aufweisen. Die zugehorigen Terme werden,
wie dies bereits in (5.27) geschehen ist, im Folgenden durch eine Unterstreichung hervor-
gehoben. Fiir die Randbedingungen, die in Bild 5.4 dargestellt sind, muss die Vereinigung
der Teilmenge den Gesamtrand I' ergeben:

r=r,ur,, und I, NT,, =0. (5.28)

h
AU, hen

Dirichlet-Randbedingung
Ft - Temperatur
Fh - relative Feuchte

Neumann- und
Robin-Randbedingungen

Fq - Warmestrom,
t Konvektion,
Strahlung
I, - Feuchtestrom,
" Feuchtelbergang

Bild 5.4: Randbedingungen des Anfangsrandwertproblems thermischer und hygrischer
Prozesse.

5.3.2 Ubergang zur schwachen Formulierung

Fiir die Finite-Element-Formulierung des Anfangsrandwertproblems ist der Ubergang von
der differentiellen zu einer dquivalenten integralen Formulierung erforderlich. In der Struk-
turmechanik erfolgt die Herleitung der integralen Darstellung im Allgemeinen durch die
Formulierung eines Variationsproblems, vgl. Abschnitt 4.1.5. Eine alternative Moglich-
keit zur Erlangung einer Integralaussage ist die Anwendung der Methode der gewichteten
Residuen.

Aus der Approximation einer Differentialgleichung vom Typ G(z) = 0 resultiert eine Dif-
ferenz zwischen der Naherungslosung? 2" und der exakten Losung z, das so genannte
Residuum R = G(2"). Durch die Multiplikation des Residuums mit einer noch zu wih-
lenden Wichtungsfunktion ¥ wird erreicht, dass der gewichtete Mittelwert des Residuums

Der Index h wird hier fiir die N#herungslosung verwendet und steht nicht stellvertretend fiir die
relative Feuchte h.
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verschwindet. Aus der Anwendung der Methode der gewichteten Residuen auf die Diffe-
rentialgleichung und die nicht wesentlichen Randbedingungen folgt

/ U, B, dQ + / U, R dl,, =0 (5.29)
Q Tuo
oder unter Berticksichtigung von (5.22)) und (5.27)
/ W, (b — divly)dQ +/ Uy (o - n — vg)dD,, = 0. (5.30)
Q Tga

Die wesentlichen Randbedingungen sind in (5.29) vernachléssigt worden. Dies ist mog-
lich, wenn an die Wichtungsfunktionen ¥, die Forderung gestellt wird, dass sie auf I,
verschwinden:

V,=0 auf Ty x [to,T]. (5.31)

Damit miissen die Ansdtze die DIRICHLET schen Randbedingungen exakt erfiillen. Das
Gebietsintegral in (5.30) kann mit dem Divergenztheorem fiir den Vektor I,

div [V, l,] = ¥, divl, + [grad ¥, ] - 1, (5.32)
und dem GAUSS’schen Integralsatz
/ div [W, 1,]dQ2 = /\Ifa l, -ndl (5.33)
Q r
zu
/ (Vo by + grad ¥, - 1,) dQ — / VU,l, ndl (5.34)
Q r

umgeformt werden. Man erhélt die gesuchte schwache Formulierung des Anfangsrandwert-
problems; indem man (5.34) in (5.30) einsetzt und (5.31) beachtet. Damit verbleiben im
Randintegral lediglich die in v, zusammengefassten Anteile. Die schwache Formulierung
lautet:

/Q (Vo by + grad ¥, - 1,) dQ — / U,v,dl, =0. (5.35)

T

da

Diese dquivalente Integralform ist durch eine um Eins reduzierte Ordnung des Differen-
tialoperators gekennzeichnet, die aus der Ubertragung einer Ableitungsordnung auf die
Wichtungsfunktion resultiert. Damit wird die Forderung der Differenzierbarkeit der An-
satzfunktionen fir z, abgemindert. Mit (5.23) und (5.27) resultiert aus (5.35):

/xpa chéng—/\PQ Qo dQ
Q 8 Q

—|—/ grad U, - S A% grad 25 dQ — / Uy qna ATy, (5.36)
Q B Ty

«

—/ U, of (2a,en — 2a) AUy, — / U, oe (Wi — 0 dr',, =0.
r r

qa at
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5.3.3 Konsistente Linearisierung

Aufgrund der auftretenden Nichtlinearitéiten ist die schwache Form (5.36) konsistent zu
linearisieren. Die Linearisierung der strukturmechanischen Problemstellung ist bereits in
den Abschnitten 4.1.5 und 4.2.5 erlautert worden. Sie fiihrt auf eine Gleichung der Form

DG(5) - Az = —CG(50). (5.37)

Fiir die linke Seite von (5.37) erhélt man durch die Linearisierung den Ausdruck

/\I! zza—cg,éAz—i- cﬁ2 Az dQ2
0 a 5 7327 B Y aat B

0Qq
— | ¥, AzzdQd
/Q % 625 b

B
+/ gradW,, - <Z (Z% grad z5 Az, + (A grad) Az5>> dQ
Q 8 <

T (5.38)

Ina
- v, Azgdl,,
/rqa % 0z5 — "1

_/ Vo | 2 (aaii (2aen — 2a) Azg + af Ocaen Azﬁ) —aj Az, | dT,
Ty 3 ’ 0z

825

—/ v, <Z (0‘ 9= (02, — %) Azg +4 aeﬁgn% Azﬁ) + 4 oe)? Aﬁ) dl'y,.
r, \#\ 9% 0z

Auf der rechten Seite von (5.37) kann (5.36) eingesetzt werden. Die nun enthaltene linea-
risierte schwache Form des Anfangsrandwertproblems dient als Ausgangspunkt fiir die im
Folgenden beschriebene Diskretisierung des Problems.

5.3.4 Raum-Zeit-Diskretisierung

Zur Losung parabolischer Anfangs-Randwert-Probleme beruhen die meisten FE-
Methoden auf einer rdumlichen Semidiskretisierung mit anschlieffender Zeitdiskretisierung
durch Differenzenquotienten. Bei der simultanen Raum-Zeit-Diskretisierung wird auch fiir
den Zeitbereich ein FE-Ansatz verwendet. Dabei unterscheiden sich die vorhandenen Ver-
fahren dadurch, ob die Ansétze in der Zeit kontinuierlich oder diskontinuierlich sind.

Die diskontinuierlichen Ansétze, man spricht in diesem Zusammenhang auch von Time-
Discontinuous-GALERKIN-Verfahren, sind dadurch gekennzeichnet, dass sie Unstetigkei-
ten an den Elementgrenzen zulassen. Eine dementsprechende Diskretisierung kann mittels
eines Produktansatzes der Form

20(X, 1) = No(X) M (1) 20 (5.39)

beschrieben werden. Dabei sind N, (X)) die rdumlichen Ansatzfunktionen und M (t)
die zeitlichen Ansatzfunktionen im Element. Der Elementvektor z,. in (5.39) beinhaltet
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die Feldvariablen fiir zwei aufeinander folgende Zeitknoten (Bild [5.5). Nachteil der dis-
kontinuierlichen Zeitdiskretisierung sind die erhéhte Anzahl an Unbekannten, die daraus
resultierenden grofseren Gleichungssysteme und der damit erhéhte Rechenaufwand.

At

O Elementknoten

; ® Integrationspunkte
[ ) ! (]
[ ]
[ )

ti+1(

A9, h

° ii+1

:/
Q

y
X

v

Bild 5.5: Raum-Zeit-Diskretisierung mit diskontinuierlichen, linearen Zeitansitzen.

Deshalb wird in dieser Arbeit ein zeitkontinuierlicher Ansatz eingesetzt. Dabei werden in
der Zeit lineare Ansatzfunktionen eingefiihrt und die zeitliche Integration in Form einer
Punktkollokation an der Stelle 7 ausgefiihrt (Bild 5.6)).

A t |
|
|
: O Elementknoten

- = ? e Integrationspunkte
T T8 ti. Zeitintegrationsebene

ti ©
1 T,
< <
q ) 4% h
ti+r
- | - |
ti t | |
| | | |
| | | |
Lo : I !
[t ! | | |
X I I I
Qe : X1 : Ati At : t
tiz ti tie1

Bild 5.6: Raum-Zeit-Diskretisierung mit kontinuierlichen, linearen Zeitansitzen unter
Verwendung einer punktkollokativen Zeitintegration.

Der verwendete Produktansatz lautet somit:
2a( X, 1) = No(X) za(t). (5.40)
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Im Vektor z,.(t) sind in dieser Darstellung die Feldvariablen an den rdumlichen Ele-
mentknoten zu einem diskreten Zeitpunkt zusammengefasst. Die numerische Losung im
Raum-Zeit-Gebiet erfolgt durch sukzessive Auswertung der diskreten Zeitpunkte. Im Fol-
genden werden die Raum- und Zeitkoordinate zuerst getrennt voneinander betrachtet und
danach entsprechend (5.40) zusammengefiihrt.

Zeitliche Diskretisierung. Fiir die Zeitintegration eines Differentialgleichungssystem 1.
Ordnung wird der zu berechnende Zeitbereich Z = [ty, T'| in eine Anzahl von Teilintervallen
Z; = [t;, t;11] unterteilt. Der Abstand der diskreten Zeitpunkte

to<ti<te<...<t,<T (5.41)
wird mit den Zeitinkrementen
Ati+1 = ti+1 —t; (542)

beschrieben, die dabei nicht notwendig konstant sind. Numerische Methoden zur Bestim-
mung der Zustandsgrofsendnderung im Zeitinkrement konnen der Literatur entnommen
werden. Dabei kann zwischen Ein- oder Mehrschrittverfahren und expliziten oder impli-
ziten Verfahren unterschieden werden. Wéahrend bei Einschrittverfahren die Losung zum
Zeitpunkt t;, 1 allein aus dem zuletzt ermittelten Gleichgewichtszustand zum Zeitpunkt ¢;
ermittelt wird, werden bei Mehrschrittverfahren in der Zeit weiter zuriickliegende Losun-
gen zusatzlich verwendet. Als explizit bezeichnet man eine Zeitdiskretisierung bei der die
Werte der Variablen zum neuen Zeitpunkt ¢;,; nur von den Werten zum alten Zeitpunkt
t; abhéngen. Demgegeniiber bendtigen implizite Verfahren auch Werte im Zeitinkrement
At;, 4 selbst. Eine beliebige Kombination der Verfahren ist moglich:

Explizite Einschrittverfahren =  o(t;11) = f

Explizite Mehrschrittverfahren = ¢

(tis1)
Implizite Einschrittverfahren = ¢(t;41) =

(ti1) :
Implizite Mehrschrittverfahren = ¢(tiy1) = f(o(tiv1), ¢(t:), (tiz1), .. .).

Die zeitliche Entwicklung der Zustandsgrofen z, kann innerhalb der FE-Formulierung
durch bereichsweise Naherungsansétze, wie die LAGRANGE’schen Interpolationspolynome,
beschrieben werden. Da maximal erste Ableitungen beziiglich der Zeit in (5.38)) auftreten,
sind lineare Ansatzfunktionen im Zeitbereich ausreichend (Bild 5.7). Daraus resultiert fiir
die Zustandsgrofsen an einem Punkt 6 im Zeitinkrement

2H00) =T 0) 2 + T 0) 2 = (1 —0) 28, + 02 =20 + AL (5.43)

«

und fiir ihre Raten

) 1 .
22+0(0> = m AZ&+1. (544)

Somit lasst sich die elementvektorielle Darstellung angeben mit

1 )
Azt (5.45)

2H00) =20+ oA bzw. 270(0) = —— Az
’ ’ ’ At ’

a,e
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Die Vorgehensweise entspricht dem bekannten 6-Schema, das zur Losung gewohnlicher
Differentialgleichungen héaufig eingesetzt wird. Der Ausdruck generalisierte Trapezregel
ist hierfiir ebenfalls geldufig.

Der Parameter 6 bestimmt dabei die Art der Integration und kann Werte zwischen 6 = 0
(entspricht einer expliziten Integration) und # = 1 (entspricht einer voll impliziten Inte-
gration) annehmen. In Tabelle [5.1 sind die sich daraus ergebenden bekannten Spezialfille
mit ihren wesentlichen Figenschaften aufgelistet. Das #-Schema besitzt in der Zeit eine

0 Numerisches Verfahren | Stabilitdt | Genauigkeit

0 EULER-Vorwiérts - O(h)
2 CRANK-NICOLSON A-stabil O(h?)
1 EULER-Riickwérts L-stabil O(h)

Tabelle 5.1: Stabilitdt und Genauigkeit von Spezialfillen des Einschritt-6-Verfahrens.
Genauigkeit erster Ordnung. Nur fiir den Fall § = % ist es von zweiter Ordnung genau.
Weiterhin ist das Verfahren unbedingt stabil fiir # > £ [Wood 1990]. Die erreichte Ge-
nauigkeit hangt jedoch auch von der gewéhlten Schrittweite ab. Erfahrungsgeméf kann
das CRANK-NICOLSON-Verfahren zu Oszillationen fiithren [Alvaredo 1994; Wood 1990],
besonders im Zusammenhang mit scharfen Gradienten aufgrund von abrupten Anfangs-
oder Randbedingungen. Dieses Verhalten kann durch eine kleinere Schrittweite oder durch
eine entsprechende Schrittweitensteuerung unterbunden werden. Im Zusammenhang mit
dem voll impliziten EULER-Riickwérts-Verfahren wird von einem oszillierenden Verhalten
in der Literatur nicht berichtet. Diese Erkenntnisse decken sich mit den Erfahrungen des
Verfassers, die er bei Testrechnungen mit den implementierten Modellen gemacht hat, vgl.
Abschnitt 6.2.1.

0 T'=1-0 T?=0 N'=1-¢ N*=¢
0.5 /L /L
0.0
0.0 1.0 0 0.0 1.0 E"
o o> t o o> X

t; tir1 X X1

Bild 5.7: Lineare Ansatzfunktionen fiir die Zeit- und Raumdiskretisierung.

Riaumliche Diskretisierung. Die Diskretisierung des rdumlichen Gebietes €2 erfolgt mit
einem 2-knotigen Stabelement unter Verwendung der in Bild /5.7 dargestellten linearen
Ansatzfunktionen

NE =[N N©]=[1-¢ ¢]. (5.46)
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In Gleichung (5.38) werden Ansétze fiir die duferen Zustandsgrofen, deren Gradienten
und die jeweiligen Variationen benotigt. Unter Beachtung von (5.45) erhdlt man

Za.e(€,0) = Na(€) 255 (0), grad zg (€, 0) = Ba(€) 2,57 (0),

0z (€,0) = N (£) 62510(0), erad 62" (€,0) = Bo(€) 625(0), (5.47)

Da die Zustandsgrofen Temperatur und relative Feuchte mit den gleichen Ansatzfunk-
tionen beschrieben werden, kann fiir N, einheitlich N verwendet werden. Analog kann
auch fiir die Matrizen B, die die zugehorigen B-Operatoren zu den jeweiligen Ansatz-
funktionen beinhalten, einheitlich B geschrieben werden.

Wahl der Wichtungsfunktion. Bei der Berechnung einer Naherungslosung fiir ein An-
fangsrandwertproblem treten sowohl raumliche als auch zeitliche Fehler auf. Durch eine
Wichtung in Raum und Zeit kann der Fehler verteilt werden. Je nach Wahl der Wich-
tungsfunktionen wird die Genauigkeit und Stabilitdt der Losung beeinflusst. Zu den be-
kanntesten Wichtungskonzepten gehoren

e das BUBNOV-GALERKIN-Verfahren,
e das PETROV-GALERKIN-Verfahren,
e die Bereichskollokation und

¢ die Punktkollokation.

Prinzip des BUBNOV-GALERKIN-Verfahrens, haufig auch nur GALERKIN-Verfahren ge-
nannt, ist, die Naherungsansétze fiir die Zustandsgrofen auch als Gewichtsfunktion an-
zusetzen. Werden die Wichtungsfunktionen als virtuelle Grofen gedeutet, ergibt sich
eine Aquivalenz zum Prinzip der virtuellen Verschiebungen. Beim PETROV-GALERKIN-
Verfahren verwendet man eine beliebige, aber plausible Gewichtsfunktion. Bei der Be-
reichskollokation wird nur der residuale Fehler in einem vorgegebenen Gebiet betrachtet.
Einen Sonderfall der Bereichskollokation bildet die Punktkollokation, wobei nur ein ein-
zelner Punkt beriicksichtigt wird.

Mathematisch kann die Punktkollokation durch die DIRAC-Funktion & beschrieben wer-
den, fiir die folgender Zusammenhang gilt:

0 fiir 04,

oo fur 6=r71.

Oy =190 — 7| = { (5.48)

Durch die Multiplikation einer Funktion f mit der DIRAC-Funktion § ergibt sich eine
punktuelle Auswertung des Zeitintegrals an der Stelle 7:

/_OO £(0) 610 — 7| do = f(7). (5.49)

Durch die Kombination einer raumlichen Wichtung entsprechend dem Verfahren von
BUBNOV/GALERKIN mit einer Punktkollokation fiir die zeitliche Diskretisierung konnen
die Wichtungsfunktionen ¥, durch

U, =024 = N O, A2 (5.50)
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ersetzt werden. Identische Gleichungen koénnen durch die Kopplung einer rdaumlichen
Finite-Element-Diskretisierung mit einem Finite-Differenzenverfahren fiir die zeitliche
Diskretisierung ermittelt werden. Die Beriicksichtigung der Raum-Zeit- Ansétze (5.47) und
der Wichtungsfunktionen (5.50) in der linearisierten Form des Anfangsrandwertproblems
(5.37) mit (5.36) und (5.38)) fiihrt auf das im Folgenden dargestellte algebraische Glei-
chungssystem.

Diskretisierte, linearisierte Form des Anfangsrandwertproblems. Durch die Dis-
kretisierung von (5.38) entstehen die nachstehend aufgefiihrten Elementmatrizen. Dabei
folgen die Matrizen

i+T
Speicherung : W ; _Atz—i-l [ } NAZPNdQ,, (5.51)
W NT [£]"7 N aq, 5.52
¢ Atz—i—l / } ’ ( )

e

Quellen : Q.5 = / e NT {%} N dQ., (5.53)

' . , T aAg 4T
Leitung : L., = . B 92 N €., (5.54)
- / BT AQ}”T BdQ, (5.55)

Qe

aus der Integration iiber das Elementgebiet und werden zu der Matrix K¢ op ZUsammen-
gefasst:

Ky =YW, +W!—-Q,,+>L,+L. (5.56)
¥ vy

Die aus der Integration iiber den Rand stammenden Matrizen

i+T
Randstrome : Ry 5 = / N7 [%} N dr,, (5.57)
T. 825
D o on i+T
Konvektion : K, 3 :/ NT | (Zaen — NZae) + b ° N, dr., (5.58)
’ r, 0zp ’ ’ 0zp
K, NT [02]F7 N dr., (5.59)
Fe
| 0,4 A g 00 17T
Strahlung: S:;p = [ N (08, — N9) + doev?, N, dl., (5.60)
’ T. 825 825
S, = [ NT[ioe(N9.)"]"" NdT, (5.61)
Fe

sollen ebenfalls durch eine Matrix erfasst werden. Dabei ist zu beachten, dass die Strah-
lungsrandbedingungen, wie bereits erwahnt, nur fiir den Temperaturhaushalt gelten und
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dass ein Teil der Matrizen fiir die Kopplungsglieder nicht existiert. Mittels einer Fallun-
terscheidung kann K gﬂ angegeben werden:

“Rus-Koy—Ko—S,5—8 _
KD, = 7 o e (5.62)
—Ra”g—Kaﬂ—% Oé#ﬁ

Aus der Diskretisierung der rechten Seite aus (5.37), die in (5.36) aufgefiihrt ist, folgen
die Elementvektoren

Quellen : q, = /Q NT[Q. ™™ d., (5.63)
Randstrome : 7, :/ NT [qna]HT dr.,, (5.64)
Konvektion : kg NT[ (Zaen — 2a)] 17 dT, (5.65)
Strahlung : / N [oe (9, —194)}i+T dr.. (5.66)

Fiir die rechte Seite wird mit (5.52), (5.55) und (5.63)-(5.66) der Ausdruck

F, = _Zwﬂ AzG =S L0 20T + gy + 1ot ko + Sa (5.67)
B

eingefiihrt. Schliefslich kann unter Verwendung von (5.56), (5.62) und (5.67) die matrizi-
elle, linearisierte und diskrete Form der Bilanzgleichungen angegeben werden, mit der die
iterativen Zuwéchse der Zustandsgrofen an den Elementknoten im Zeitschritt bestimmt
werden konnen:

K,+K, Kj+K, ][A9" F,

Q r Q r i+l | = : (5.68)

K + K, K, + Ky, Ah, Fy
Die notwendige Assemblierung des algebraischen Gleichungssystems (5.68) auf die Sys-
temebene wird mit der bereits in Abschnitt [5.2.1/beschriebenen Vorgehensweise vollzogen.

5.3.5 Die eingesetzten Gleichungsloser

Die iterative Berechnung der hygrothermischen Zustandsgrofen erfolgt mit dem Verfah-
ren von NEWTON-RAPHSON, vgl. Abschnitt 5.4.4. Durch den Einsatz dieses inkrementell-
iterativen Verfahrens kann die Problemstellung auf das Losen eines linearen Gleichungs-
systems der Form

Az=b (5.69)

zuriickgefiihrt werden. Dabei ist A die regulire Koeffizientenmatrix, b der Vektor der
rechten Seite und x der gesuchte Losungsvektor. Prinzipiell kann (5.69) durch die Bildung
der Inversen von A gelost werden. In der Praxis wird die rechenzeitintensive und genauig-
keitsanfillige Inversion jedoch vermieden. Die numerische Anwendung der CRAMER’schen
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Regel ist ebenso ungeeignet. Anstelle dessen werden direkte oder iterative Verfahren ein-
gesetzt.

Der Vorteil der direkten Verfahren, die auf einer Faktorisierung der Systemmatrizen ba-
sieren, liegt in der Exaktheit der Losungen nach einer endlichen Anzahl arithmetischer
Operationen.

Bei den iterativen Verfahren wird von einer Anfangslosung ausgegangen, die dann schritt-
weise verbessert wird. Sie beruhen auf der iterativen Fixpunktbestimmung von Glei-
chungssystemen bzw. der Minimierung quadratischer Funktionen. In Abhéngigkeit von
der Problemstellung kann die Losung von Gleichungssystemen mit diesen Verfahren eine
sehr grofse Anzahl arithmetischer Operationen erforderlich machen.

In FEMAS 2000 ist ein auf der CHOLESKY-Zerlegung basierender Gleichungsloser von
Bathe & Wilson (1976) eingebunden [Beem, Konke, Montag & Zahlten 1996]. Dieser di-
rekte Gleichungsloser kann nur bei symmetrischen, positiv definiten Matrizen angewendet
werden, wie im Folgenden noch naher erlautert wird. Aus der Diskretisierung der hygro-
thermischen Problemstellung resultiert jedoch eine unsymmetrische Koeffizientenmatrix.
Somit kann der bereits implementierte Gleichungsloser hierfiir nicht verwendet werden,
womit zur Losungsfindung auf andere Gleichungsldser zuriickgegriffen werden muss. In
der Literatur ist eine Vielzahl von Losungsverfahren dargestellt. Unterscheidungsmerk-
male der existierenden Gleichungsloser sind:

e Anwendungsbereich, direktes oder iteratives Verfahren,

e Anzahl der arithmetischen Operationen, e Robustheit,
e Ausnutzung der Struktur, o Effizienz,
¢ Benutzerfreundlichkeit, e Speicherstrategien.

Um eine moglichst effiziente Umsetzung zu realisieren, sind vergleichend verschiedene L&-
sungsalgorithmen implementiert worden. Im Folgenden werden der bereits vorhandene
und die neu eingebundenen Gleichungsloser vorgestellt. Es handelt sich dabei ausschliefs-
lich um direkte Losungsverfahren.

GAUSs-Algorithmus. Die wohl bekannteste Methode, ein Gleichungssystem der Form
(5.69) numerisch zu lésen, ist der auf dem Eliminationsprinzip basierende GAUSS-
Algorithmus. Ausgenutzt wird dabei, dass Linearkombinationen von Gleichungen die Lo-
sung des Systems nicht beeinflussen. Daher werden geeignete Linearkombinationen zur
systematischen Elimination der Unbekannten benutzt. Das System wird zunéchst durch
elementare Umformungen in ein gestaffeltes System {iberfiihrt, danach wird der gesuchte
Losungsvektor durch Riicksubstitution rekursiv bestimmt. Falls die Diagonalelemente von
A nicht alle ungleich Null sind, ist dabei eine Pivotisierung erforderlich.

Der im Rahmen dieser Arbeit eingebaute GAUSS-Algorithmus ist Engeln-Miillges & Reut-
ter (1996) entnommen worden. Die Ubergabe der Koeffizientenmatrix an der Schnittstelle
zum implementierten Programmbaustein erfolgt dabei in matrizieller Form. Eine md&gliche
Pivotisierung ist bei der vorliegenden Problemstellung nicht notwendig.
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LR-Zerlegung. Die LR-Zerlegung basiert auf dem zuvor beschriebenen Verfahren. Der
Vektor b der rechten Seite bleibt bei dieser Methode zunéchst jedoch unberiicksichtigt.
Die vorgegebene Matrix A wird in eine untere Dreiecksmatrix L mit Einsen auf den
Hauptdiagonalelementen und eine obere Dreiecksmatrix R zerlegt:

A:=LR. (5.70)

Fiihrt man einen Hilfsvektor y = R « ein, so kann das Gleichungssystem nach folgendem
Rechenschema gelost werden:

¢ Bestimmen von L und R aus A.
e Losen von y durch Vorwirtseinsetzen in L y = b.

e Losen von  durch Riickwértseinsetzen in R x = y.

Die LR-~Zerlegung ist prinzipiell fiir beliebige Gleichungssysteme mit nichtsinguldren Ma-
trizen anwendbar. Vorteil des Verfahrens gegeniiber dem nach GAUSS benannten ist, dass
die Losungen fiir beliebig viele rechte Seiten b bestimmt werden kénnen, ohne den rechen-
und zeitaufwendigen Schritt der Dreieckszerlegung zu wiederholen.

In das Programmsystem ist der auf der LR-Zerlegung basierende Algorithmus aus Engeln-
Miillges & Reutter (1996) implementiert worden. Die Koeffizientenmatrix wird wiederum
in matrizieller Form an die Losungsroutinen iibergeben.

CHOLESKY-Zerlegung. In vielen Féllen resultieren aus den ingenieurméafigen Problem-
stellungen symmetrische und positiv definite Koeffizientenmatrizen, fiir die auch der Be-
grifft SPD-Matrizen verwendet wird. Ein Gleichungssystem dieser Art kann mit Hilfe des
effizienteren CHOLESKY-Verfahrens gelost werden, wobei die Koeffizientenmatrix in

A:=LL" (5.71)

zerlegt wird. Unter der Verwendung der Diagonalmatrix D kann eine modifizierte Zerle-
gung angegeben werden:

A:=LDL". (5.72)

Letztere hat den Vorteil, dass auch indefinite Matrizen damit gelost werden kénnen und
sich die Bestimmung der Determinanten der Matrix A, falls benotigt, hiermit einfacher
gestaltet.

Wie bereits erwahnt, ist ein solcher Gleichungsloser in FEMAS 2000 integriert. Fiir eine
effizientere Berechnung wird die in diesem Fall symmetrische Koeffizientenmatrix A nicht
in matrizieller, sondern in vektorieller Form an die Losungsroutinen iibergeben. In diesen
Vektor werden die Koeffizienten aus dem oberen Dreieck von A unter Verwendung der
Skylinetechnik spaltenweise abgelegt (Bild 5.8). Ein weiterer Vektor mit der notwendigen
Zeilen- und Spaltenadressierung muss ebenfalls den Losungsroutinen zugefiihrt werden.
Damit wird die haufig vorliegende Form der Matrixbesetzung ausgenutzt. Optional kann
ferner eine im Programmsystem eingebundene Bandweitenoptimierung benutzt werden,
vgl. Hanskotter (1994).
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1 j - n
Adressierung is = i + 1A(j)
1A |As )
Adressvektor 1A(j)
A22 A24 1 ST n
Ass Ass|Ase Oj1]1]3|5]8
I
: AlA Vektor A
A Ari|Avz| Az Ags| Ans| Asa| As
n A66 A35 A45 A55 A36 A46 A56 A66

Bild 5.8: Speicherung einer symmetrischen Koeffizientenmatrix mittels Skylinetechnik.

Gleichungsloser fiir Bandmatrizen. Beim Losen von Gleichungssystemen ist es grund-
sitzlich empfehlenswert, die Struktur der vorliegenden Systemmatrix zu beachten und
dementsprechend auszunutzen. In der Finiten-Element-Methode entstehen haufig Matri-
zen mit einer Bandstruktur (banded matrices). Man spricht von einer Bandmatrix, wenn
die Elemente der Matrix aufserhalb eines Bandes langs der Hauptdiagonalen verschwinden.

Durch die Kopplung des hygrothermischen Modells mit der strukturmechanischen Mo-
dellierung an den Integrationspunkten des Schalenelementes ist eine grofe Anzahl von
Gleichungssystemen mit einer definierten Bandbreite zu 16sen. Daher bietet sich in die-
sem Falle die Anwendung eines solchen Losers an.

Die Losung eines Gleichungssystems mit der Form einer Bandmatrix erfolgt ebenfalls iiber
eine Dreieckszerlegung, wobei die entstehenden Dreiecksmatrizen wiederum bandférmig
sind, wodurch sich der Rechenaufwand bedeutend verringert. Ein weiterer Vorteil liegt
in der Speicherplatzbelegung, da die vorhandene Matrix A in einer gepackten Form A*
abgespeichert werden kann. So entsteht aus einer (n x n) Matrix mit der Bandbreite m
eine (m x n) Matrix (Bild 5.9).

1 e n 1 jom

1 Ay A 1 A A
Ayl A,l A, S A e
| Ayl Agl Ay :> | AL lAg,l A,
AplAul A AulAul A
(| R |2 Ayl Ass| Agg
n Ags| Ags n Ags| Ags

Bild 5.9: Speicherung einer Bandmatrix in gepackter Form.

Néahere Informationen zum integrierten Algorithmus fiir Bandmatrizen sind in Engeln-
Miillges & Reutter (1996) zu finden. Die Ubergabe der Koeffizientenmatrix in den Lo-
sungsalgorithmus erfolgt in der in Bild 5.9 dargestellten gepackten Form.
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UMFPACK. Neben den bisher dargestellten Gleichungslosern ist das Programmpaket
UMFPACK in FEMAS 2000 integriert worden. Konzipiert wurde UMFPACK vor allem fiir
diinnbesetzte Matrizen (sparse matrices), die dadurch charakterisiert sind, dass sie eine
grofse Anzahl von leeren Matrizenelementen aufweisen. Fiir die Berechnung und Speiche-
rung ist es in solchen Féllen giinstiger, nur die Nichtnullelemente der Matrix abzuspei-
chern. Diese miissen an die UMFPACK-Routinen in der so genannten Koordinatenform
iibergeben werden. Dabei werden neben den vektoriell abgespeicherten Matrixkomponeten
A;; zwei zusétzliche Vektoren benétigt, die die entsprechenden Zeilen- und Spaltenindizes
enthalten (Bild [5.10).

1 j . n
1Ay, Ay, Spaltenindex S
A, 11112|3|3|4|4|5|5]|6
A Ay A Zeilenindex Z
f A, 113]2]|3le6|1]4]|3]|5]6
A Vektor A
n Ag, Ags A Agi| Al Ags| Ags| Avrg| Agsl Ass| Ass| Age

Bild 5.10: Speicherung einer diinnbesetzten Matrix in Koordinatenform.

Lineare Gleichungssysteme mit unsymmetrischen und indefiniten Koeffizientenmatrizen
kénnen mit diesem direkten Loser unter Verwendung von Multifront-Algorithmen bear-
beitet oder gelost werden. Die Multifrontal-Methode ist von Duff & Reid (1983)) entwickelt
worden. Die grundlegende Idee der Methode besteht darin, die Faktorisierung einer diinn
besetzten Matrix auf die teilweise Faktorisierung mehrerer kleinerer, voll besetzter Matri-
zen zuriickzufithren. Durch eine solche Vorgehensweise wird die Datenlokalitéit des Fak-
torisierungsalgorithmus signifikant erhéht. Bei der Berechnung mit UMFPACK sind die
Schritte der Initialisierung, der Faktorisierung und der eigentlichen Losung notwendig.
Eine Beschreibung der verwendeten Algorithmen befindet sich in Davis & Duft (1995).

Fazit. Nachdem die vier neu implementierten Losungsalgorithmen vorgestellt und er-
lautert worden sind, stellt sich nun die Frage, welcher Algorithmus der leistungsstéirkste
ist. Diese Frage kann pauschal nicht beantwortet werden, da die Antwort von der Grofe
und Belegung der Koeffizientenmatrix bei den zu untersuchenden Problemstellungen ab-
héngt. Zum einen verdndert sich mit der Grofe das Verhéltnis der Nichtnullelemente
zu den Nullementen in der Matrix, zum anderen das Verhéltnis der erforderlichen Zeit
fiir die Datenaufbereitung zur tatséchlichen Berechnungszeit. Generell kann gesagt wer-
den: Je grofler das zu losende Gleichungssystem ist, desto effizienter ist der Einsatz von
UMFPACK zu bewerten. Bei den vorliegenden Elementanzahlen und Bandbreiten (m = 6
fiir die hygrothermischen Berechnungen und m = 3 fiir die rein hygrischen oder thermi-
schen Berechnungen) kann der Bandgleichungsloser jedoch ebenfalls als dufserst effizient
eingestuft werden.
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Wiéhrend die hygrothermische Berechnung nun wahlweise mit den vorgestellten Glei-
chungslosern erfolgen kann, wird fiir die strukturmechanischen Berechnungen der bereits
vorhandene Gleichungsloser weiterhin eingesetzt.

5.3.6 Konvergenzsicherung

Innerhalb eines inkrementell-iterativen Verfahrens miissen Konvergenz- bzw. Abbruch-
kriterien fiir die Iterationsschleifen definiert werden. Als Abbruchbedingungen werden
in der Strukturmechanik iiblicherweise Energienormen, Normen der Residuen oder Ver-
schiebungsnormen herangezogen. Dabei ist die Verwendung von relativen Mafen der von
absoluten vorzuziehen, da beim Einsatz von absoluten Konvergenzmafen die Definition
der Genauigkeitsschranke problematisch ist. Die strukturmechanischen Berechnungen in
FEMAS 2000 kénnen wahlweise mit Verschiebungs- und Energienormen durchgefiihrt wer-
den |Beem, Konke, Montag & Zahlten 1996|. Als relative Verschiebungsnorm wird dabei

y_ 1AVl
(i) _ O
RO UL (5.73)
IV a-ll
benutzt, wobei || ... || fiir die EUKLID’sche (=Ly—) Norm der vektoriellen Grofe steht. Der

Verschiebungszuwachs der i-ten Iteration im [-ten Lastschritt AV% wird somit bezogen
auf die Verschiebungen des letzten ausiterierten Zustandes V_;) und mit einer vom
Benutzer vorzugebenden Toleranzgrenze €, verglichen. In der Literatur wird abweichend
von (5.73) die Norm der Anderung des Verschiebungszustands innerhalb des aktuellen

Lastschritts HVE;; — V(i—1)|| alternativ verwendet.

Aufgrund der Normgenerierung kénnen auch bei relativen Konvergenzmafen Fehler in der
Gleichgewichtsbetrachtung auftreten. Enthélt der betrachtete Losungsvektor Freiheits-
grade unterschiedlicher Ordnungen, wird der Einfluss der Eintrége der kleineren Ordnung
mit Bestimmung der Norm verschmiert. Somit ist deren Einfluss unterreprésentiert und
es kann der Fall eintreten, dass Konvergenz angezeigt wird, obwohl sie in Wirklichkeit
bereichsweise noch nicht erreicht wird.

Durch die Aufspaltung des mit unterschiedlichen Feldvariablen besetzten Losungsvektors
in Vektoren mit jeweils nur einer Feldvariablen konnen solchen Konvergenzungenauigkei-
ten minimiert oder ausgeschaltet werden. Bei der Implementierung des hygrothermischen
Modells sind dementsprechende Ansétze zur Konvergenzsicherung eingebunden worden:

4 A9l o 1ARY
(%) H @ (2) (1)
€y = ———— < €01 bzw. €' = ——— < €01, (5.74)
T [0y " haey |l
bzw.
« 1A9)| « IAR |
61(;) = ) U < €0l bzw. Eg;) = (i) Y < €tol- (575)
||"9(1) - "9(l71)|| ”h(l) - h(lfl)H

Die beiden Konvergenzkriterien kénnen wahlweise eingesetzt werden. Ein konvergenter
Zustand wird dann signalisiert, wenn beide Bedingungen in (5.74) oder (5.75)) erfiillt sind.
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5.3.7 Adaptive Schrittenweitensteuerung

Fiir eine effiziente Umsetzung des Zeitschrittverfahrens ist es unerlisslich, sich Gedanken
iiber die optimale Schrittweite At zu machen. Im Allgemeinen ist es nicht sinnvoll, das
zu untersuchende Zeitintervall mit dquidistanten Schritten zu durchlaufen, sondern die
Schrittweite an das lokale Verhalten der Losung anzupassen. Wahrend in Bereichen glatter
Losungen die Schrittweite verhaltnismékig grof sein darf, muss sie in Bereichen starker
Anderungen dementsprechend klein gewiihlt werden.

Mit einem a-posteriori Fehlerschitzer ist eine automatische Schrittweitensteuerung mog-
lich. Die Abschédtzung beruht dabei zumeist auf den Ergebnissen einer unabhéngig von
der ersten Berechnung durchgefiihrten Kontrollrechnung. Prinzipiell existieren folgende
Moglichkeiten:

e Vergleich der Berechnung eines Zeitschritts mit zwei Verfahren unterschiedlicher
Fehlerordnungen ¢, und g, oder

e Vergleich der Berechnung eines Zeitschritts mit demselben Verfahren, jedoch mit
einer von der ersten Berechnung abweichenden Schrittweite.

Durch die Bewertung der erhaltenen Ergebnisse kann dann eine voraussichtlich giinsti-
gere Schrittweite fiir den néchsten Zeitschritt abgeleitet werden. Der Literatur sind fiir
beide Varianten eine Vielzahl entsprechender Verfahren zu entnehmen [Hairer, Norsett &
Wanner 1993 Hairer & Wanner 1996].

In dieser Arbeit wird eine Vorgehensweise gewéhlt, die der zweiten Variante entspricht.
Die Berechnung des Verfahrensfehlers erfolgt nach einer in [Engeln-Miillges & Reutter
(1996) vorgeschlagenen Moglichkeit. Danach wird der globale Verfahrensfehler aus der
Differenz der exakten Losung Z,(X) und der Naherungslosung z, a:(X) bestimmt:

(SN EQ(X) — za,At(X)- (576)

Bei der numerischen Berechnung wird der Verfahrensfehler ndherungsweise aus den Lo&-
sungen zq, at(X) bzw. 2, ap(X) fiir die Schrittweite At bzw. At* ermittelt:

e* _ za,At(X> - Za,At* (X)
At (At/At¥)as — 1

~ ear. (5.77)

Fiir die jeweiligen Kontrollrechnungen wird vom Verfasser die doppelte Schrittweite ver-
wendet (At = At*). Somit ergibt sich die Bestimmungsgleichung
* za,At(X> - za,2At(X)

eh, = T . (5.78)

Der aktuelle Fehler ¢,.; wird aus der Norm des Verfahrensfehlers bestimmt:
€act = [|€Ad[- (5.79)

Die Entscheidung, ob der durchgefiihrte Schritt akzeptiert wird oder nicht, erfolgt durch
den Vergleich des aktuellen Fehlers €, mit einer vorzugebenden Toleranzgenauigkeits-
schranke €;,;, welche im Normalfall in einer Grofenordnung zwischen 1073 —10~* angesetzt
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wird [Wall 1999|. Wird die Fehlerschranke nicht eingehalten, muss der Rechenschritt mit
einer reduzierten Schrittweite wiederholt werden:

€act Z €tol = At = min (szru S) . At (580)

Ist der aktuelle Fehler kleiner als die vorgegebene Toleranz, wird die Losung akzeptiert
und fiir den néchsten Zeitschritt eine vergroferte Schrittweite angesetzt:

€act < €to = At = max (Syaz; S) - At. (5.81)

Der dabei verwendete Schrittlangenfaktor S bestimmt sich aus

S = s - <€t°l> v (5.82)

€act

Fiir den Faktor dg sind in der Literatur unterschiedliche Angaben zu finden. Nach Engeln-
Miillges & Reutter (1996) ist ein Wert zwischen 0.8 und 0.9 anzusetzen. Die Werte fiir die
minimale Reduzierung bzw. Vergrofserung der Schrittweite S,,;, bzw. S, sind je nach
Problemstellung wahlbar. Die besten Ergebnisse wurden mit Werten fiir .5,,;, = 0.5 und
Smaz = 1.5 erzielt.

Der in (5.77) berechnete Verfahrensfehler kann des Weiteren dazu benutzt werden, aus
den unterschiedlichen Naherungslosungen einen verbesserten Naherungswert anzugeben:
(At/At*)qua7At<X) — Za,At* (X)

2 (X)) =z.(X)+ ep, = (At/A)w 1 : (5.83)

Daraus folgt fiir den Fall der doppelten Schrittweite:

2quo¢,At(X) - za,QAt(X)
299 — 1 '

z(X) = (5.84)
Wall (1999) weist darauf hin, dass die Verwendung der verdnderten Ndherungslosung,
obwohl sie eine um Eins erhohte Ordnung besitzt, aufgrund der Stabilitétseigenschaf-
ten nicht ganz unproblematisch ist. Er schlagt vor, die verbesserten Ergebnisse fiir die
Auswertung zu benutzen, jedoch die Berechnung ohne diese durchzufiihren.

Im Zuge der numerischen Umsetzung der Schrittweitensteuerung sind beide Berechnungs-
varianten, d.h. mit und ohne Verbesserung, integriert worden. Bei der Berechnung der in
den Kapiteln 6/ und [7 dargestellten Beispiele ist letztere Variante verwendet worden.

5.3.8 Implementierung in das FE-System

Die numerischen Untersuchungen im Rahmen dieser Arbeit werden mit dem Programm-
system FEMAS 2000 durchgefiihrt. Die urspriingliche Fassung dieses numerischen Simu-
lationsprogramms entstand Anfang der achtziger Jahre an der Ruhr-Universitdt Bochum.
In den letzten 20 Jahren ist das Programmsystem kontinuierlich weiterentwickelt wor-
den und wird mittlerweile an verschiedenen Universitdten eingesetzt und im Rahmen von
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Forschungsarbeiten ergidnzt. Aus einer Fiille von Arbeiten, die auf dem Programmsystem
basieren, seien an dieser Stelle die Arbeiten neueren Datums von Eckstein (1999), Polling
(2000), Noh (2002), Jun (2002), Briiggemann (2002) und Andres (2004) erwéhnt.

Aus der hygrothermischen Betonmodellierung resultiert ein instationéres, nichtlineares
Differentialgleichungssystem 1. Ordnung. Zur Losung derartiger Problemstellungen ist
das Programmsystem vom Verfasser um den Mechanikbaustein FIELD-3 erweitert wor-
den. Fiir die Berechnungsdurchfiithrung sind dariiber hinaus entsprechende hygrische, ther-
mische oder hygrothermische Elemente zu definieren. Mittels einfacher eindimensionaler
Elemente ist die Funktionsfdhigkeit des hinzugefiigten Moduls und die seiner méglichen
Vereinfachungen (FIELD-1, FIELD-2) iiberpriift worden, vgl. Tabelle 5.3\

Fiir die angestrebte Kopplung zwischen hygrothermischer und mechanischer Modellierung
auf der Querschnittsebene innerhalb der in Abschnitt 5.2 beschriebenen Schalenelement-
formulierung ist diese Vorgehensweise nicht zielfithrend. Daher ist der Programmbau-
stein HYGTHERM entwickelt worden, der zur Losung eindimensionaler, hygrothermischer
Problemstellungen eingesetzt werden kann und auch entkoppelt vom verwendeten Pro-
grammsystem lauffahig ist. In diesen sind die in Tabelle 5.2/ aufgefithrten Modellvarianten
integriert worden, die sich durch die Art der Formulierung der Materialparameter unter-
scheiden.

Modell- Warme- Feuchte- Dampf- Fliissigkeits-
bezeichnung | leitfahigkeit | speicherfunktion transport transport

Therm Gl. (3.80) - - -

Hyg-1 ] Gl (3.89) (3 19) Gl. (3.86)

Hyg-2 ; GL (3.89) L. (3.49) GL (3.89)
HygTherm-1 | Gl (3.79) Gl (3.89) Gl (3.49) Gl (3.806)
HygTherm-2 | Gl (3.79) Gl (3.90) Gln. (A.6),(A.12) | GI. (3.86)
HygTherm-3 | Gl (3.80) Gl (3.89) Gl (3.49) Gl. (3.85)
HygTherm-4 | Gl. (3.80) Gl (3.89) 1. (3.49) GL. (3.86)
HygTherm-5 | GL (3.79) GL (3.90) L. (3.49) GL (3.86)

Tabelle 5.2: Implementierte Modellvarianten im Programmbaustein HYGTHERM.

Durch die Kopplung von HYGTHERM mit dem verwendeten Schalenelement auf der Ebene
seiner Integrationspunkte kann die hygrothermische Situation im Querschnitt im jewei-
ligen Zeitschritt innerhalb der kombinierten Simulation erfasst werden. Der erforderliche
Datentransfer zwischen den Programmteilen erfolgt {iber eine hinzugefiigte Schnittstelle.
Die Vorgabe der Eingangsdaten fiir die hygrothermische Berechnung wird iiber das jewei-
lige Schalenelement gesteuert. Fiir die Vorgabe von analytisch beschreibbaren Randbe-
dingungen werden die urspriinglich fiir dynamische Problemstellungen in das Programm-
system integrierten Last-Zeit-Funktionen benutzt. In dem hier vorliegenden Fall kénnen
damit Einwirkungen in Form einer zeitlich verdnderlichen Umgebungstemperatur oder
relativen Umgebungsfeuchte vorgegeben werden. In Bild [5.11/ sind mogliche Einwirkungs-
Zeit-Funktionen dargestellt.
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Bild 5.11: Einwirkungs-Zeit-Funktionen fiir die Vorgabe thermischer oder hygrischer Um-
gebungsbedingungen.

Einen Uberblick iiber die in /Andres (2004) und der vorliegenden Arbeit durchgefiihrten
Erweiterungen und Ergénzungen zeigt die Tabelle 5.3l Detaillierte Informationen zu den
Berechnungsbausteinen sind Beem, Konke, Montag & Zahlten (1996) und Harte, Andres
& Wormann (2003) zu entnehmen.
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Problembeschreibung Systemgleichungen Module
lineare Statik K- V=P STA-1
Theorie 2. Ordnung {K.—-K,(V)}- V=P STA-2
nichtlineare Statik™** K(V) v=P STA-3
nichtlineare Statik
mit begleitender K(V) vVv=P STAA
Eigenwertanalyse fiir {K.+ A (K, (V)+ K, (V))}- =0
Stabilitatsprobleme™
nichtlineare Statik mit
Last-Zeit-Funktion K(V)-V=P() STAS
mc.hthnear‘e Statik K(V). V=P
mit begleitender (K—w? M}-®=0 STA-6
Eigenfrequenzberechnung* N
nichtlineare Statik mit
linearem und nicht- KV) v=P STA-7
linearem Materialgesetz™*
klassische Stabilitét {K.+A-K,(V)}-®=0 STB-1
lineare Statik mit An-
wendung des Stabilitéts- K- V=P STB-2
kriteriums von MUNGAN™
lineare Stabilitats-
analyse mit {K.(d)+ A - K,(V,d)} - =0 STB-3
geschadigter Struktur™
Eigenfrequenzberechnung {K—-w> M} - =0 DYN-0
lineare Dynamik M-V+C-V+K-V=P(t) DYN-2
nichtlineare Dynamik M- V4+C-V+K(V) V=P() DyN-3
lineare, stationére -
Feldprobleme* K-Z=P FIeLp-1
lineare, instationare : _
Feldprobleme* C-Z+K-Z=P(t) FIELD-2
nichtlineare, instationére : -
Feldprobleme* C(Z) - Z+K (Z)-Z=P(Z,t) FIELD-3
nichtlineare, instationére : B
Feldprobleme* CZ)-Z+K(Z)-Z=P(Z,t) HYGTHERM

halb dieser Arbeit (...)* und nach Andres (2004) (...)**.

Tabelle 5.3: Erstellung bzw. Erweiterung der Programmmodule von FEMAS 2000 inner-
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5.4 Nichtlineare Strukturanalyse

Nichtlineare Verfahren werden in der Forschung schon seit langerer Zeit zur Untersuchung
von Stahlbetonstrukturen eingesetzt. Unter Beriicksichtigung der auftretenden Nichtli-
nearitdten des Stahlbetons, wie der Rissbildung, des Betondruckbruchverhaltens und des
Plastifizierens der Bewehrung, konnen damit die Schnittgrofsenverteilungen und Verfor-
mungszustande in Tragwerken fiir unterschiedliche Belastungsniveaus wirklichkeitsnah er-
mittelt werden. Die Ergebnisse derartiger Berechnungen sind jedoch direkt abhéngig von
den in sie einfliefenden strukturmechanischen und sicherheitstheoretischen Modellen.

5.4.1 Normative Vorgaben

In der alten Normengeneration ist der Einsatz nichtlinearer Verfahren zur Dimensionie-
rung der Tragwerke weitestgehend nicht zugelassen. Die derzeit noch iibergangsweise bis
Ende 2004 giiltige DIN 1045 (1988) sieht im Allgemeinen die Schnittgrofsenermittlung
mit einem linearen Stoffgesetz und den Mittelwerte der Materialfestigkeiten vor. Die an-
schliefsende Querschnittsbemessung basiert auf einer globalen Sicherheitsbetrachtung, ent-
sprechend dem, der Norm zugrundeliegenden, deterministischen Sicherheitskonzept. Sie
erfolgt unter Verwendung eines nichtlinearen Stoffgesetzes und der sicherheitsbehafteten
fraktilen Materialgrofen. Dabei ist der globale Sicherheitsfaktor v in Abhéngigkeit von
der Bruchdehnungsebene und der Art der Einwirkungen anzusetzen. Das Versagen der Ge-
samtkonstruktion wird bei dieser Vorgehensweise bereits angenommen, sobald der hochst-
belastete Querschnitt den Bruchzustand erreicht. Systemreserven des Tragwerks werden
hiermit nicht ausgenutzt. Ein weiterer Nachteil ist die inhédrente Inkonsistenz sowohl der
zugrundeliegenden Stoffgesetze als auch die der angesetzten Materialfestigkeiten.

Die neue Normengeneration basiert auf dem semi-probabilistischen Sicherheitskonzept.
Die Einwirkungen S und die Tragwiderstdnde R werden mit partiellen Sicherheitsfaktoren
belegt, womit ein gleichméfigeres Sicherheitsniveau angestrebt wird. Die erforderlichen
Nachweise in den Grenzzustédnden der Tragfahigkeit und der Gebrauchstauglichkeit gel-
ten dann als erfiillt, wenn der Bemessungswert der mafgebenden Einwirkungskombination
kleiner ist als der Bemessungswert des Tragwiderstands (S; < Ry). Die Bemessungswerte
ergeben sich aus der Multiplikation ihrer charakteristischen Werte mit den entsprechenden
Teilsicherheitsbeiwerten. Im Falle der veranderlichen Einwirkungen sind zuséatzlich Kom-
binationsbeiwerte definiert. Sowohl EC 2 (1992) als auch DIN 1045-1 (2001) erlauben
unter anderem den Einsatz nichtlinearer Verfahren. Sie unterscheiden sich jedoch durch
die jeweiligen Vorgaben.

Nach EC 2 (1992) sind neben linear-elastischen nun auch nichtlineare Verfahren zur
Schnittgrofsenermittlung in beiden Grenzzusténden zugelassen. Fiir die Materialfestigkei-
ten sind dabei die Mittelwerte anzusetzen. Die bereits angesprochene Inkonsistenz wird
hierdurch noch nicht aufgehoben. Durch dieses Vorgehen werden jedoch zum einen die
Zwangeinwirkungen mit realistischen Steifigkeiten erfasst und zum anderen die moglichen
Umlagerungsvorginge in Stahlbetonstrukturen, besonders in den hochgradig statisch un-
bestimmten Flédchentragwerken, besser ausgenutzt. Dies kann zu einer wirtschaftlicheren
Bemessung gegeniiber den bisherigen normativen Ansétzen fiihren.
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Die Regelungen der DIN 1045-1 (2001) gehen noch einen Schritt weiter und gestatten
den Nachweis im Grenzzustand der Tragfahigkeit iiber den Nachweis einer ausreichenden
Grenztraglast. Derartige Traglastkonzepte basieren auf der Untersuchung des Gesamt-
systems. Bei einer realitdtsnahen Abbildung der Festigkeiten iiber die Mittelwerte der
Materialeigenschaften ergibt sich allerdings eine Abhéngigkeit des Sicherheitsniveaus von
der Versagensart. Das in DIN 1045-1 (2001) aufgenommene Traglastkonzept versucht dies
zu vermeiden und gibt einen einheitlichen ,,gemittelten” Sicherheitsfaktor von vz = 1.3
vor. Die jeweiligen Unterschiede in den Materialunsicherheiten (7. = 1.50,7s = 1.15)
werden auf die zugehorigen Festigkeiten iibertragen [Konig, Tue & Ahner 1997; Konig &
Ahner 2000]. Die anzusetzenden Rechenfestigkeiten lauten

fyR =11 fyk

fir =1.05- fyr fiir normalduktilen Stahl

fir = 1.08 - fyr fiir hochduktilen Stahl (5.85)
fer =085+ fo fiir Beton bis C50/60

fer=085-a- fu/. fiir Beton ab C55/67.

Durch die modifizierten Festigkeiten und den einheitlichen Sicherheitsfaktor vz bleiben
die Groken der Materialteilsicherheitsbeiwerte ,prinzipiell“ erhalten:

085-a-fo a-fa _ o-fu und L1-foe  fou o S
1.3 1.529 1.50 1.3 1.182 1.15°

(5.86)

Da der Nachweis auf Systemebene gefiithrt wird, ist die Tragfdhigkeit iiber das Erreichen
von Bruchdehnungen und nicht iiber Festigkeiten definiert. Nach DIN 1045-1 (2001), 8.5.1
(6) gilt der Grenzzustand der Tragfdhigkeit als erreicht, wenn in einem beliebigen Quer-
schnitt des Tragwerks die kritische Stahldehnung, die kritische Betondehnung oder der
kritische Zustand des indifferenten Gleichgewichts erreicht ist.

5.4.2 Verwendete Vorgehensweise

Das in DIN 1045-1 (2001) aufgenommen Verfahren geht zweifelsohne in die richtige Rich-
tung, die bereits verdffentlichten kritischen Auseinandersetzungen mit den normativen
Vorgaben zeigen aber auch, dass es noch keine endgiiltige Losung sein kann |[Quast 2000;
Six 2003|. Im folgenden werden einige Kritikpunkte aufgezeigt und die innerhalb dieser
Arbeit verwendete Vorgehensweise vorgestellt.

Eine wirklichkeitsnahe Beschreibung der Baustoffeigenschaften kann nach Meinung des
Verfassers nur durch die Verwendung realer Mittelwerte der Materialgrofsen erfolgen. Bei
den rechnerischen Mittelwerte in (5.85) handelt es sich jedoch um modifizierte Fraktil-
werte. Dies begriindet sich in dem verwendeten Sicherheitskonzept mit Teilsicherheits-
beiwerten, das definitionsgeméf auf die Verwendung von Fraktilwerten ausgerichtet ist.
Mit diesen wird allerdings das Bauteilverhalten der schwéchsten Stelle beschrieben, was
fiir die bis dato auf eine Querschnittsbemessung ausgelegten Nachweiskonzepte zutref-
fend war, fiir die Nachweise auf Systemebene aber nicht gelten kann. Somit wird das
reale Bauteilverhalten zu ungiinstig abgebildet. Die Aufspaltung der Sicherheitsbeiwerte
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in Material- und Modellunsicherheiten versucht diesem Umstand zwar Rechnung zu tra-
gen, der konstante Faktor fiir die Modellunsicherheit g fiihrt jedoch dazu, dass neben
den Materialfestigkeiten auch die Steifigkeiten reduziert werden.

Unter anderem von Six (2003) wird beméngelt, dass zugunsten des Sicherheitskonzeptes
ein Eingriff in die mechanische Modellbildung vorgenommen wird. Dieses Problem tritt
nicht auf, wenn ein dehnungsabhéngiger Sicherheitsbeiwert verwendet wird, wie es die
Modellansétze von Eibl (1992)) vorsehen. Six (2003) hat diese in seiner Arbeit aufgegrif-
fen und formuliert einen Beiwert in Abhéngigkeit der Versagensarten sprode bis duktil,
der ebenfalls an dem bisherigen Sicherheitsniveau mit Hilfe probabilistischer Verfahren
kalibriert wurde.

Kritisch zu beurteilen ist auch die y-fache Steigerung der gesamten Lastfallkombination,
wie es die Regelungen der Norm vorsehen. Bei Tragwerken, wo sich alle Einwirkungen
ungiinstig auswirken, ist einer derartiger Ansatz zutreffend. Beeinflusst hingegen das Ei-
gengewicht die zum spéteren Versagen fithrenden Tragwerksteile positiv, wie es bei tur-
martigen Schalenbauwerken haufig der Fall ist, fiihrt die Erhéhung des Eigengewichtsan-
teils zu einer auf der unsicheren Seite liegenden Dimensionierung des Tragwerks. Deshalb
ist es in solchen Féllen sinnvoll, das Eigengewicht aus der Kombination bei der Laststei-
gerung herauszunehmen. In beiden Fillen ist ein Sicherheitsniveau von vz = 1.3 bei der
Traglaststeigerung der Kombination zu erreichen.

Alle warmgewalzten Stéhle, somit auch Bewehrungsstabstahl, werden in die Duktilitéts-
klasse (B) eingeteilt. Fiir diese wird die maximale Stahldehnung zu e, = 5.0 % normativ
festgelegt. Fiir die nichtlinearen Analysen soll die kritische Stahldehnung jedoch unab-
héangig von der Duktilitiatsklasse zu e, = 2.5 % angenommen werden. Hieraus resultiert
eine konservative Abschétzung der Traglast.

Fiir die in Kapitel [7 durchgefiihrten Berechnungen werden abweichend von den Gleichun-
gen (5.85)) die Mittelwerte der Materialeigenschaften angesetzt:

Jyr = fym = fyk

fir = 1.05- fyr fiir normalduktilen Stahl

fir=1.08" fyr fiir hochduktilen Stahl (5.87)
fer = fom = fox +8 [N/mm?] fiir Beton bis C50/60

fer = fem/7h = (fox +8)/7, [N/mm?] fiir Beton ab C55/67.

Der Ansatz der mittleren Betonfestigkeit f., entspricht der Vorgabe aus DIN 1045-1
(2001), 9.1.5 (1), die dort jedoch lediglich fir die Verformungsberechnung, nicht aber fiir
die Schnittgrofenermittlung zugelassen wird. Hinsichtlich der Festlegung einer mittleren
Stahlfestigkeit des Betonstahls sind in der Norm keine Angabe gemacht geworden. Der als
Mittelwert verwendete Fraktilwert der Stahlfestigkeit f,; ist als solcher gebrauchlich. Der
Ansatz eines einheitliche Tragwiderstands mit vz = 1.3 ist hier nicht mehr sinnvoll. Diese
Art der Nachweisfithrung erfordert die Definition von versagensabhéngigen Tragwider-
stdnden |Quast 2000; Constantinescu 2000; [Eibl 2000; Six 2003|. Fiir eine sinnvolle Festle-
gung solcher Sicherheiten sind umfangreiche Zuverléssigkeitsanalysen an unterschiedlichen
Tragstrukturen durchzufiihren [Six 2003|. In Abhéngigkeit der zu erwartenden Versagens-
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art werden hier die Materialunsicherheiten 1.15 bzw. 1.50 als zu erreichende Grenzwerte
der Tragwiderstande festgelegt.

In der numerischen Analyse sind die einzelnen Einwirkungen, multipliziert mit den zuge-
horigen Teisicherheits- und Kombinationsbeiwerten, nacheinander auf das System aufzu-
bringen. Die letzte Einwirkung wird dann solange gesteigert, bis das Tragwerk versagt.
Uber den Abstand des resultierenden Sicherheitsniveaus zum Grenzwert des mafgebenden
Tragwiderstands ist eine Beurteilung der Tragfahigkeitsreserven méglich.

Die hier behandelten instationéren Prozesse sind in geeigneter Weise in eine derartige Last-
folge zu integrieren. Durch die in Abschnitt 5.4.5 beschriebenen Moglichkeiten ist sowohl
die inkrementelle Steigerung in einem eigens definierten Lastfall als auch die gemeinsame
Steigerung mit weiteren Lastféllen durchzufithren. Somit kénnen sinnvolle Lastfolgen fiir
die zu untersuchende Problemstellung definiert werden, mit denen das Tragverhalten im
Allgemeinen und der Einfluss der hygrischen und thermischen Einwirkungen im besonde-
ren untersucht werden kénnen.

5.4.3 Zeitabhangige Multi-Level-Iterations-Strategie

Fiir die Berechnung physikalisch und geometrisch nichtlinearer Last-Verformungs-Pfade
unter Einsatz des in Abschnitt [5.2.3 beschriebenen Schichtenkonzepts wird von Kratzig
(1997) der Begriff Multi-Level-Simulations-Strategie verwendet. Dieses Konzept, welches
beispielsweise in den Arbeiten von Montag (1997), Polling (2000) und Noh (2002) fiir
zeitunabhéngige Strukturuntersuchungen eingesetzt worden ist, wird an dieser Stelle fiir
zeitabhéngige Prozesse erweitert. Im Folgenden wird der neu entwickelte Algorithmus vor-
gestellt. Bei der Analyse wird zwischen Zeit- und Lastschritten unterschieden. In letzteren
wird eine definierte Lastfallkombination aus den stationdr angenommenen Einwirkungen
(wie z.B. Eigengewicht, Verkehrslasten, Windbeanspruchung, stationdre Temperaturein-
wirkungen) gesteigert. Innerhalb eines Zeitschritts kann die Struktur mit den Auswirkun-
gen der instationédren Prozesse des Schwindens, des Kriechens oder einer zeitabhéngigen
Temperatureinwirkung beansprucht werden. Auch die gleichzeitige Steigerung der Last
und Zeit in der numerischen Berechnung ist moglich. Nédhere Informationen hierzu sind
in Abschnitt 5.4.5.2/ zu finden. Unabhéngig davon, ob es sich um einen Lastschritt, Zeit-
schritt oder einen kombinierten Last-Zeit-Schritt handelt, wird im Folgenden einheitlich
die Abkiirzung LZS verwendet. Die Vorgehensweise innerhalb der zeitabhingigen Multi-
Level-Simulation wird getrennt fiir einen Steigerungs- und einen Iterationsschritt beschrie-
ben. In den Bildern [5.12/ und /5.13/ sind die jeweiligen Abldufe dargestellt. In den weiteren
Ausfithrungen steht der Index (/) fiir den betrachteten LZS und der Index (i) fiir den
Iterationsschritt.

Ausgangspunkt des (I)-ten Steigerungsschrittes sind die zuvor bestimmten globalen Ver-
schiebungen V'(;_;), die iiber die Inzidenztransformation in die lokalen Verschiebungen
v(—1) auf Elementebene iiberfithrt werden. Unter Beachtung der vorliegenden Kinematik
und Ansatzfunktionen lassen sich daraus die Gesamtverzerrungen in den GAUSSpunkten
7ij (1—1) berechnen, aus denen, entsprechend dem verwendeten Schichtenkonzept, die Ge-
samtverzerrungen in jeder Schicht €;; ;1) resultieren. Als Eingangsgrofen fiir das verwen-
dete Materialgesetz werden nur die instantanen Verzerrungen e/ i(-1) benotigt. Sie konnen
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Bild 5.12: Ablauf der zeitabhéngigen Multi-Level-Simulation im Last-Zeit-Schritt.
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durch die Subtraktion der aus dem letzten LZS bekannten zeitabhéngigen Verzerrungen
5% (1—-1) von den Gesamtverzerrungen €;;;—1) ermittelt werden:

€is (1-1) = €ij 1-1) ~ Eij (1) (5.88)

Auf der Materialpunktebene flielien jetzt die aktuellen zeitabhéngigen Verzerrungen 5 )
in die Berechnung mit ein, deren Ermittlung in Abschnitt [5.4.5/ beschrieben wird. Fiir die
entsprechenden Zuwéchse gilt:

z z

Aus dem Materialgesetz resultiert der tangentiale Materialsteifigkeitstensor C'?(]%(O), der
durch Integration iiber die Schalendicke entsprechend Gleichung (5.21) in die Schalenma-

terialtensoren lw)lij M mit m = 0, 1,2 und weiter in die tangentiale Elementsteifigkeitsmatrix
kOT(l) und schlieflich in die tangentiale Gesamtsteifigkeitsmatrix K OT(Z) tiberfiihrt wird. Aus
den zeitabhéngigen Verzerrungszuwéchsen in den einzelnen Schichten Asfj 0 werden, falls

sie vorhanden sind, die dquivalenten Langzeitspannungszuwéchse Aai{ ' durch die Multi-
plikation mit den in den Schichten aktuell vorliegenden Elastizitdtsmodulen berechnet.

Damit unterscheidet sich die Erfassung der thermischen Einwirkungen im numerischen
Simulationsmodell von der in fritheren Arbeiten, z.B. Zahlten (1990) und Noh (2002).
In diesen Arbeiten sind die dquivalenten Lastanteile, die der insgesamt aufzubringenden
Temperatureinwirkung entsprechen, mit denen im Ausgangszustand vorliegenden Steifig-
keiten berechnet worden. Die Beriicksichtigung im jeweiligen Lastschritt erfolgt dann mit
einem dem Lastinkrement entsprechenden Anteil, der sich durch die Multiplikation des
Steigerungsfaktors mit der dquivalenten Gesamtlast ergibt. Durch die Anderung der Stei-
figkeiten im betrachteten Belastungsprozess kommt es somit zu Abweichungen zwischen
den Steifigkeiten, die der Bestimmung der dquivalenten Lastanteile zu Grunde liegt und
den aktuell vorhandenen Steifigkeiten.

Nach der Integration in die dquivalenten Langzeitschnittgrofsen folgen daraus auf Element-
und Strukturebene die Vektoren A fy bzw. AF(,. In der jetzt durchzufiihrenden Steige-
rung

0 z

K (Vo) - AV = APy + AF}, (5.90)
wird entweder im Lastschritt ein zusétzliches Lastinkrement APy = P)— P_;) oder im
Zeitschritt die mit den zeitabhdngigen Dehnungsinkrementen Aszﬁ 0) korrespondierenden
Ungleichgewichtskrafte AF fl) aufgebracht. Damit ergeben sich die aktuellen, noch nicht
ausiterierten Verschiebungen zu

VE?)) = V(l—l) + AVE?)) (591)

In den anschlieffenden Iterationsschritten werden aus den globalen Verschiebungen VE;; 1),

wie zuvor beschrieben, die Verzerrungen in der einzelnen Schicht am Integrationspunkt
52@1)) ermittelt. Dabei folgt fiir die 1. Iteration (i = 1) die Verschiebung VE?)) aus Gleichung
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Tangentiale Steifigkeitsbeziehung im (i)-ten Iteration des (I)-ten Lastschritts

(@) (1) @) _ Ap®) _ ()
KT(Z)(V(l) ) AV(z) = AP(z) =Pq — Fint(l)
globale Verschiebungen/ globale Knotenkrafte-/ tangentiale
Verdrehungen Struktur -momente Gesamtsteifigkeit
(i=1) Q) @)
V(l) Fz’nt(l) KT(l)
Elementknoten-
verschiebungen/ Finites Knotenkrafte-/ tangentiale
-verdrehungen Element -momente Elementsteifigkeit
i—1 (@) ()
'08) ) a, Finmt0) krq
Dehnungen, Intesrations- Normalkrafte,
Krimmungen, funkt a Momente, Schalen-
Gleitungen 2 Querkrafte materialtensoren
(i-1) L(-1) af(@) | af(9) O4jki(s)  Lijki(s)
Yapt): Paptys "y »™w > Drey s Drey s
(i-1) a a(i) 2 ;ikl(3)
Ye(i) 1 L0 Dy
Material-
Verzerrungen punkt Spannungen Materialtensor
(i—1) i4(3) ijkl(%)
20, bekannt: T CT(l)
ex. ex aq
@ =ij(1-1)
l v A A

¥

instantane Verzerrungen

I(—1)

(3-1)
€ij(1)

=i0) ~ S
52'73’(1—1) = €ij(1-1) ~ €5(-1)

ALLD I(i—1)

3@ = G T £ia-1)

Materialgesetz

l
J

Bild 5.13: Ablauf der zeitabhéangigen Multi-Level-Simulation im Iterationsschritt.
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(5.91)). Durch das Aufbringen der Ungleichgewichte im LZS sind in den Gesamtverzerrun-
gen 5(1_11)) die zeitabhdngigen Verzerrungen €. 0 enthalten. Es werden auf der Layerebene

die spannungserzeugenden Verzerrungen des aktuellen Iterationsschritts e (Z(l)l).

I(i—1) _ _(i—1) 2
Sio T i TSy (5.92)

die des letzten ausiterierten Zeitschritts 8 i (1-1)°

€15 1-1) = Eij1-1) — €35 1-1) (5.93)
und die dazwischen liegenden Verzerrungszuwéchse Agfj(i()l):

1) _ _I(-1) _ I
Agijn = Sa) a0 (5.94)
bestimmt. Der Aufbau der tangentialen Gesamtsteifigkeitsmatrix K erfolgt in Analogie

zum LZS. Aus den Spannungen in den einzelnen Schichten a({)() resultleren die Schnitt-

krafte auf Querschnittsebene im Integrationspunkt, womit sich weiter der Elementvektor
fmt(l und der Gesamtvektor der inneren Kréafte F' Z(n) 1 bestimmen lassen. Ein Ungleichge-
w1cht zwischen dem Lastvektor und dem Vektor der inneren Kriéfte fithrt zu einer weiteren
Iteration. Die zeitabhéngigen Grofen sind in der Iteration nicht explizit zu beriicksichti-
gen, da sie jeweils im Zeitschritt durch entsprechende Verschiebungen bzw. Spannungen
in die Strukturberechnung mit einfliefen. Damit folgt die Steifigkeitsbeziechung fiir den
Iterationsschritt zu:

K(i)

T(Z)(V ) AVE;) = AP(Z) =Py - FY

(V). (5.95)

0
Mit den inkrementellen Verschiebungszuwichsen kénnen die Gesamtverschiebungen ak-
tualisiert werden:

V(i)

_ v (%)
o= V(l) + AV

0. (5.96)

5.4.4 Pfadverfolgungsalgorithmen

Die bekannten Pfadverfolgungsalgorithmen, die auf einer TAYLOR-Reihenentwicklung ba-
sieren, konnen den NEWTON-RAPHSON-Verfahren, den Bogenldngenverfahren oder den
Quasi-NEWTON-Verfahren zugeordnet werden.

Das wohl am héufigsten eingesetzte Verfahren ist das von NEWTON-RAPHSON, welches in
einer reinen oder modifizierten Form angewendet werden kann und dessen schematische
Darstellung in der hier gewéhlten Notation in Bild 5.14! erfolgt.

Zu den Bogenlangenverfahren, die den Vorteil haben, dass sie auch abfallende Pfade iiber-
briicken konnen, gehort unter anderem das RIKS-WEMPNER-WESSELS-Verfahren (Bild
5.15).

Die bekannteste Methode der Quasi-NEWTON-Verfahren, die einen Kompromiss zwi-
schen dem modifizierten und dem reinen NEWTON-RAPHSON-Verfahren darstellen, ist
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5 Pradiktor R Korrektor

Py _— Lastschritt (1), I = 1, niner
APy = Py — Py
KRy (Vo) - AV = AP,

VY =Vey+avl)

AP([)

Iterationsschritt (%), ¢ = 1, Njger

©) i i i
Fira) AP&; =Py - F §,Bt(,)(V§l) Y)

(%) () _ (%)
P Ko (Va-) - AV = AP

) _ -1, Ap®
) Vo=V +4Vq
@, Vv

(0 (1 (2
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Av® NGB

AV

>

A
A 4

Bild 5.14: NEWTON-RAPHSON-Verfahren.

A . AV*® N Lastschritt (1), I = 1, Riner
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Bild 5.15: RIKS-WEMPNER-WESSELS- Verfahren.

die BROYDEN-FLETCHER-GOLDFARB-SHANNO-Methode, kurz BEFGS-Methode. Sie wird
haufig fiir Optimierungsaufgaben eingesetzt. Fiir eine detaillierte Beschreibung der Pfad-
verfolgungsalgorithmen sei auf die Literatur verwiesen, z.B. Crisfield (1991).

Im Rahmen dieser Arbeit werden die Verfahren von NEWTON-RAPHSON und RIKS-
WEMPNER-WESSELS eingesetzt, die bereits im Programmsystem FEMAS 2000 imple-
mentiert sind.
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5.4.5 Aspekte der numerischen Umsetzung der zeitvarianten Mo-
dellierung

In diesem Abschnitt wird auf einzelne Aspekte der durchgefiihrten Erweiterungen beztig-
lich der zeitinvarianten Betonmodellierung im verwendeten Programmsystem néher ein-
gegangen. Die sich daraus ergebenden Moglichkeiten, die neu definierten Eingabeblocke,
die teilweise Modifizierung der bestehenden Eingabeblocke und die Verdnderungen im
Programmsystem sind in Harte, Andres & Wormann (2003) dokumentiert.

5.4.5.1 Definition beliebiger Last-Zeit-Folgen

Die Durchfiihrung von nichtlinearen Traglast- oder Schédigungsanalysen erfordert zu-
néichst die Definition von geeigneten Systemlastfillen (SLF), welche die zu erwartenden
Einwirkungen in einer idealisierten Form wiedergeben. Diese Systemlastfélle konnen zu
beliebigen Lastfallkombinationen (LFC) zusammengefasst werden:

LFC; = A, - SLF; + A} - SLF; + i, - SLF, + ...
LFC; = X, - SLF; + A} - SLF; + A}, - SLF,,, + ... . (5.97)

Der zu untersuchende Gesamtlastfall (GLF) des Systems kann in aufeinanderfolgenden Be-
rechnungsléufen mit den zuvor definierten Lastfallkombinationen sukzessive aufgebracht
werden:

GLF = \;- LFC; + \; - LFC; + ... . (5.98)

In einem speziellen Berechnungslauf wird jeweils ein Lastfaktor, beispielsweise \;, inkre-
mentell gesteigert, wiahrend die anderen ihren zuletzt erreichten Wert beibehalten. Fiir die
Steigerung ist die Vorgabe des Anfangslastfaktors \;4, des Lastinkrements A)\; und des
Endlastfaktors \;g notwendig. Bisher wurde dabei ausschlieflich mit einem konstanten
Laststeigerungsfaktor A\; gearbeitet [Beem, Konke, Montag & Zahlten 1996|.

Innerhalb eines Zeitschritts erfolgt die Einbindung der zeitvarianten Prozesse in die nicht-
linearen Analysen, wobei der Steigerungsfaktor in diesem Fall fiir die Steigerung der Zeit
verwendet wird. Eine Inkrementierung mit konstanten Zeitschritten ist jedoch nicht immer
sinnvoll. Die hygrischen Austrocknungsvorgénge und die Schwind- und Kriechprozesse im
Beton laufen nicht gleichméfig ab. Gerade zu Beginn treten grofere Verdnderungen auf.
Orientiert man sich bei der Inkrementierung an den jeweiligen zu simulierenden Prozes-
sen, ist eine numerisch gilinstigere Inkrementierung der Verzerrungsraten moglich, was
den positiven Effekt der besseren Gleichgewichtsiteration mit sich bringt. Deshalb wurde
die Moglichkeit geschaffen, neben einer linearen auch eine exponentielle Inkrementierung
durchzufiihren. Die entsprechende Inkrementierung fiir einen Lastschritt sieht wie folgt
aus:

Ai = Aia + A (5.99)
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Dabei ist \; der bis zur aktuellen Steigerung aufsummierte Steigerungsfaktor, der ohne
Beriicksichtigung der Potenzfunktion bestimmt wird. Durch die Art der Inkrementierung
ergeben sich in Abhéngigkeit des Potenzfaktors (PF) die folgenden Steigerungsmoglich-
keiten:

< 1 degressive Steigerung,
PF{ =1 lineare Steigerung, (5.100)
> 1 progressive Steigerung.

Innerhalb eines Zeitschritts resultiert daraus die Zeitsteuerung
ti=tia + NV (tig — tia). (5.101)

Die Eingabe der Anfangszeit t;4 und der Endzeit t; erfolgt bei der Definition der jewei-
ligen Zeitlastfille.

Neben einem reinen Lastschritt AP() oder einem reinen Zeitschritt AF(, kann auch,
wie bereits in Abschnitt 5.4.3 erwdhnt, ein kombinierter Last-Zeit-Schritt durchgefiihrt
werden. Fiir die simultane Steigerung der Last und Zeit wurde die M6glichkeit geschaffen,
dass die eine Steigerung mit einer linearen Inkrementierung und die andere Steigerung
gleichzeitig mit eine exponentiellen Inkrementierung vollzogen werden kann.

Anzumerken bleibt, dass in Verbindung mit einem Potenzfaktor ungleich Eins der End-
steigerungsfaktor ;g gleich Eins gewéhlt werden sollte, da sonst die Berechnung nicht bis
zum gewiinschten Niveau durchgefiihrt wird. Das stellt jedoch auch fiir die Laststeigerung
keine prinzipielle Einschrankung dar, da die Hohe der Laststeigerung bei der Definition
der Lastfallkombinationen beriicksichtigt werden kann.

Zusammenfassend kann festgehalten werden, das nun eine beliebige Anzahl von Last-
schritten, Zeitschritten oder Last-Zeit-Schritten nacheinander auf ein System aufgebracht
werden kann.

5.4.5.2 Einbindung der zeitvarianten Verzerrungsanteile

Berechnung der lastunabhéngigen Verzerrungen. Die Kopplung der hygrothermi-
schen und mechanischen Stahlbetonmodellierung erfolgt auf der Materialpunktebene des
bereits erlauterten Simulationskonzeptes. Innerhalb eines Last-Zeit-Schritts flieflen auf
dieser Ebene die lastunabhéngigen Verzerrungen, die sich aus der Summe der thermi-
schen und hygrischen Anteile zusammensetzen, in die Simulation mit ein, vgl. Bild 5.12.
Als Basis zu deren Bestimmung dienen die hygrothermischen Zustandsgréfsen 9 und h
bzw. w, die auf Integrationspunktebene mit der in Abschnitt 5.3/ dargestellten Vorgehens-
weise bestimmt werden. Diese in den Knoten der hygrothermischen Berechnungsschichten
bestimmten Grofen miissen fiir die weitere Berechnung in die Hohenlagen der Beton-
und Stahlschichten transformiert werden. Die Umrechnung wird aufgrund der vorhande-
nen Moglichkeiten einer beliebigen Hohenlage der Bewehrung, einer in den unterschied-
lichen Berechnungssequenzen abweichenden Schichtanzahl und einer nicht gleichméfigen
Schichtdickenverteilung fiir die hygrothermische Zustandsgrofenberechnung notwendig.
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Ausgehend von den ny; hygrothermischen Berechnungsschichten werden die Zustandsgro-
Ben an den diskreten Knoten der n. Betonschichten und n, Stahlschichten berechnet.

Bild 5.16/ zeigt exemplarisch eine derartige Transformation. Die Umrechnung zum jeweils
aktuell betrachteten Knoten der Beton- oder Stahlschicht erfolgt unter Verwendung einer
quadratischen Funktion mit den drei nichstgelegenen Werten aus der hygrothermischen
Dickendiskretisierung.

n, =16 n,=10,n,=2
A dy == ———] — —
e T e |
- d, = I —

Bild 5.16: Numerische Transformation der hygrothermischen Zustandsgrofen aus den zu
Grunde liegenden Berechnungsschichten in die Beton- und Stahlschichten

Liegen die hygrothermischen Zustandsgrofen in den Beton- und Stahlschichten vor, so
lassen sich damit die lastunabhéngigen Verzerrungen entsprechend der in Abschnitt [3.3.3
eingefiihrten Formulierungen bestimmen. Dabei kann fiir die hygrischen Verzerrungen al-
ternativ die relative Feuchte h oder der Wassergehalt w eingesetzt werden. Entsprechend
der verwendeten Schalentheorie bleiben Verzerrungen in Dickenrichtung unberiicksichtigt.
Die Zuwéchse der reinen Volumendilatationen infolge thermischer und hygrischer Einwir-
kungen im aktuellen Zeitschritt werden in der Stahlbetonschalenmodellierung mit

A Ap fir a=4,
Asgﬁ(ti_l,tl):{ 0 fir o3 (5.102)

erfasst. Mittels der aus dem vorherigen Zeitschritt bekannten lastunabhéngigen Verzer-
rungen &), 5(t;_1) konnen somit die aktuellen Verzerrungsanteile €5(t;) ermittelt werden:

Fiir die numerische Berechnung der lastunabhéngigen Verzerrungsanteile aus den hygro-
thermischen Zustandsgrofen sind in dieser Arbeit verschiedene Alternativen implemen-
tiert worden. Zum einen werden die iiber die Schalendicke nichtlinear verlaufenden last-
unabhéngigen Verzerrungen in den Materialpunkten entsprechend der nichtlinearen Ver-
teilungen erfasst. Zum anderen werden die lastunabhéngigen Verzerrungen iiber die Scha-
lendicke linearsiert, woraus eine iiber den Querschnitt lineare Verteilung resultiert. Die
lineare Ausgleichsgerade wird unter Anwendung der Methode der kleinsten Fehlerqua-
drate bestimmt. Dabei erfolgt die Quadratur numerisch in Form der Trapezregel mit den
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diskreten Werten der lastunabhéngigen Verzerrungen, die auf der Hohe der Schichtknoten
vorliegen. Wird das Querschnittsintervall auf die Dickenkoordinate 6% bezogen, so erge-
ben sich fiir den vorliegenden Fall der dquidistanten Stiitzstellen die beiden Parameter
der NEWTON-COTES-Formel zu

o 4 a0 o 4
Acdy 5 + > Ael, -d+ Ae) (vt 5
Aa® = = (5.104)
> d
n=1
und
A0 L g8 L SYA g8 A g
c1 9 1 — c,n n ¢,(Ne+1) 2 Ne+1
ABY = = (5.105)

|

N, d
(0 X d- (B + - (B

Dabei ist Aa? der Zuwachs der freien Mittendehnung im Zeitraum (¢;_;,¢;) und A3°
derjenige der Kriimmung. Mit den beiden Parametern kann der Verzerrungszuwachs in
der Hohe 02 wie folgt bestimmt werden:

A’ = Aa® + 62 AB°. (5.106)

Bild 5.17 zeigt exemplarisch die Unterschiede fiir die beiden numerischen Berechnungsva-
rianten. Wahrend bei der ersten Variante aus der Verzerrungsverteilung ein Eigenspan-
nungszustand resultiert, entspricht die zweite Variante prinzipiell der in Abschnitt 4.2.6
skizzierten Vorgehensweise.

n,=10,n,=2 nichtlinear linear

— JEE———
— ; — oth
85,2

s}

— oth
gc,i

— — oth
ﬁ - j
v [

Bild 5.17: Numerische Berechnung lastunabhéngiger (hier thermischer) Verzerrungen in
Dickenrichtung mit linearer und nichtlinearer Beriicksichtigung der Verzer-
rungsanteile

—

Durch vergleichende Berechnungen mit beiden Varianten kann der Einfluss der Eigen-
spannungen oder der Linearisierung auf die numerischen Ergebnisse analysiert werden.
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Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass das Vorgehen bei den thermischen Verzerrungen
sowohl fiir die Beton- als auch fiir die Stahlschichten gilt, wihrend die hygrischen Ver-
zerrungen entsprechend der getroffenen Annahmen nur in den Betonschichten Beachtung
finden.

Auswertungsstufen der hygrothermischen und mechanischen Kopplung. Der
numerische Aufwand zur Berechnung der hygrothermischen Situation ist bei der Ana-
lyse von groferen Stahlbetonstrukturen als nicht unerheblich zu bewerten. Die Effizienz
der numerischen Simulation léasst sich durch eine an der zu untersuchenden Problemstel-
lung angepasste Wahl der Berechnungsebene steigern. Bei der numerische Umsetzung im
verwendeten Programmsystem sind daher drei Auswertungsstufen geschaffen worden:

e Strukturebene. Bei der Auswertung auf Strukturebene werden die hygrothermi-
schen Zustandsgrofen lediglich an einem Punkt der Struktur innerhalb eines Zeit-
schritts berechnet. Diese Art der Auswertung ist moglich, wenn die zu untersuchende
Struktur eine konstante Dicke und gleichméfige Randbedingungen aufweist. Jedoch
ist hiermit keine Beschriankung auf stationdre Randbedingungen gemeint.

¢ Elementeebene. Diese Auswertungsebene ist anzuwenden, wenn in der Diskretisie-
rung die Dicke und Randbedingungen von Element zu Element variieren, im Element
jedoch einheitlich vorgegeben werden. Dann ist die Berechnung der hygrothermi-
schen Zustandsgrofen an einem Integrationspunkt stellvertretend fiir das gesamte
Element ausreichend.

e Integrationspunktebene. Variieren auch die Vorgaben im Element, wird eine
Auswertung an jedem Integrationspunkt notwendig. Dieses Vorgehen wiére auch
dann erforderlich, wenn in der hygrothermischen Modellierung der Einfluss der
Rissbildung erfasst wird.

Berechnung der Kriechverzerrungen. Die Bestimmung der Kriechverzerrungen er-
folgt im Allgemeinen mittels einer inkrementellen Vorgehensweise. Die Zeitintegration
wird dann gewo6hnlich mit Hilfe der Rechteck- oder Trapezregel durchgefiihrt. Vorteil der
Trapezregel ist die genauere Abbildung der vorliegenden Spannungsgeschichte. Im Ver-
gleich zur Rechteckregel, bei der lediglich die Spannungswerte zu Beginn des Zeitschritts
benotigt werden, ist die Naherung mit der Trapezregel aufwendiger, weil die Spannungen
zum néachsten Zeitpunkt zundchst unbekannt und erst einmal angendhert werden miissen.

Die Bestimmung der Kriechverzerrungen basiert in dieser Arbeit auf der Rechteckregel.
Neubauer (2000) weist darauf hin, dass bei einer ausreichenden Anzahl von Zeitschritten
der aus der stufenférmigen Spannungsapproximation resultierende Fehler sehr gering und
somit die Ungenauigkeit fiir praktische Berechnungen belanglos ist.

Die inkrementellen Zuwéchse der tensoriellen Kriechverzerrungen im Druck- und ungeris-
senen Zugbereich des Betons werden zum Zeitpunkt ¢; mit

e s(ti) = e g(tion) + Al y(tioa, ti) = €& g(tion) + @(ti1, b)) - €L ap(tic1)  (5.107)

bestimmt, vgl. Abschnitt 3.3.4. Dabei ist ¢(t;_1,t;) die Kriechzahl im Zeitintervall von
t;_1 bis t;. Fiir den gerissenen Zugbereich werden die Kriechverzerrungen zu Null gesetzt:

e 5(t:) = 0. (5.108)
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Numerisch wird dies durch den Vergleich mit der vorhandenen Rissbildung realisiert, vgl.
Abschnitt 3.1.4.

Im Betonstahl werden keine entsprechenden Verzerrungszuwéchse berechnet. Somit wird
ein ungewolltes ,Stahlkriechen nicht modelliert.

Speicherung und Ausgabe der Verzerrungsanteile. Zur Erfassung des Langzeit-
verhaltens sind im Programmsystem zusétzliche Felder definiert worden, auf denen die
Verzerrungszustande selbst und die notwendige Verwaltungsinformationen abgelegt wer-
den. Die Ansteuerung der Verzerrungsfelder erfolgt iiber einfache Adressberechnungen.
Dabei ist darauf geachtet worden, dass auch fiir die durchgefithrten Erweiterungen die
RESTART-Fahigkeit uneingeschréinkt gilt.

Die Ausgabe der Verzerrungsanteile wird iiber einen neu konzipierten Eingabeblock ge-
steuert. Ausgegeben werden die physikalischen Grofen der im Beton auftretenden Ver-
zerrungen, die sich aus den zugehérigen tensoriellen Grofen ergeben [Basar & Krétzig
1985].

5.5 Nichtlineare Schadigungsanalyse

Die Lebensdauer von Stahlbetontragwerken wird durch unterschiedliche Schadigungs-,
Alterungs- und Deteriorationsprozesse begrenzt. Somit verbleiben diese Tragwerke nicht
im Zustand der ,ewigen Jugend“, der jedoch in der Entwurfsmodellierung normenkon-
form angesetzt wird [Kratzig & Noh 1998|. Ziel von Tragwerksschidigungsanalysen ist
es, die moglichen Schiadigungsevolutionen in Tragwerken wéhrend ihrer Lebensdauer nu-
merisch zu simulieren und die daraus resultierenden Schadigungszustiande quantitativ zu
beschreiben. Ergebnisse solcher Analysen kénnen fiir die Bewertung der Restlebensdauer
bestehender oder fiir den Entwurf neuer Ingenieurstrukturen einen bedeutenden Beitrag
leisten. Diese Problematik wird im Folgenden néher erlautert.

5.5.1 Problembeschreibung

Stahlbetontragwerke sind wéahrend ihrer Nutzungsdauer vielfaltigen mechanischen und
umweltbedingten Einfliissen ausgesetzt, die eine nachhaltige Schidigung verursachen kon-
nen. In den urspriinglich schadigungsfreien Strukturen bilden sich lokale Schédigungszonen
aus, die im Allgemeinen vorerst keine negativen Auswirkungen auf das globale Tragver-
halten haben. Insbesondere in Stahlbetontragwerken, die durch signifikant zeitabhéngige
Belastungen, wie beispielsweise Windlasten, beansprucht werden, kann jedoch ein konti-
nuierliches Anwachsen dieser Prozesszonen stattfinden. Die mogliche Folge ist ein progres-
siver nichtlinearer Schiadigungsprozess, der bis zum Verlust der Gebrauchstauglichkeit und
sogar bis zum Systemversagen fithren kann. Dies gilt fiir alle Typen von Stahlbetontrag-
werken, die durch Degradationsphanomene geschadigt werden. Insbesondere bei turmarti-
gen Bauwerken verursachen solche Windbeanspruchungen als dominierende Einwirkungen
eine Breitbanderregung mit einem definierten spektralen Maximum. Bei hochabgestimm-
ten Systemen, die dadurch charakterisiert sind, dass die dominanten Eigenfrequenzen
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oberhalb des Maximums der Erregerfrequenz liegen, fithren die Deteriorationsprozesse zu
einem Schiften des Antwortspektrums in Richtung des Erregermaximums und damit zu
einer adaptiven Erhohung des Beanspruchungsniveaus.

Bei der Untersuchung von Deteriorationseffekten an Tragwerken sind in der Vergangenheit
héufig zwei vereinfachende Annahmen getroffen worden. Zum einen sind die sich ausbil-
denden Deteriorationen als lokale Effekte aufgefasst worden, welche die Steifigkeitsver-
héaltnisse und den inneren Spannungszustand des Gesamtsystems nicht beeinflussen. Zum
anderen sind die Schadensakkumulationen héufig mit linearen Beziehungen beschrieben
worden. Beispiele hierfiir sind die klassischen Schadigungsakkumulationshypothesen der
Ermiidung und die Risswachstumsgesetze in der Bruchmechanik [Harte, Kratzig, Noh &
Petryna 2000]. Bei den hochgradig nichtlinear ablaufenden Prozessen im Stahlbeton wer-
den diese Annahmen verletzt. Deshalb sollten numerische Simulationen von derartigen
Schadigungsphdnomenen konsequenterweise nichtlinear erfolgen.

Die Betrachtung von Schadigungen und Deteriorationen kann auf unterschiedlichen Skalen
oder Mafistéaben erfolgen. Definitionen solcher Betrachtungsebenen sind in der Literatur
vielfdltig vorhanden, unter anderem in Eckstein (1999) oder Koénke (2000). Sie unterschei-
den zwischen der Mikro-, Meso- und Makroebene. Wahrend sich die Festkorperphysik oder
die Werkstoffwissenschaft mit Materialdefekten auf der Mikroebene beschéftigt, wird in
der Kontinuums- und Strukturmechanik versucht, auf der Meso- und Makroebene solche
Defekte moglichst wirklichkeitsnah zu beschreiben und in die Materialformulierungen mit
einzubeziehen. In den letzten Jahren stand vor allem die Erfassung auf der Ebene des
Materialpunktes oder auf der Querschnittsebene im Vordergrund [Eckstein 1999; Polling
2000]. Nur mit einer wirklichkeitsnahen und schiadigungsorientierten Stahlbetonmodel-
lierung auf diesen Ebenen wird die Moglichkeit geschaffen, Schadigungsanalysen auf der
nachsthoheren Ebene, der Tragwerksebene, durchzufiihren. Im nédchsten Abschnitt werden
die dafiir notwendigen Grundgleichungen angegeben.

5.5.2 Grundgleichungen der Schadigungsanalyse

Ausgangspunkt der Betrachtung von Schédigungsprozessen auf Strukturebene ist das
Prinzip der virtuellen Verschiebungen unter Beriicksichtigung dynamischer Anteile. Fiir
ein beliebig diskretisiertes Tragwerk mit m-Freiheitsgraden kann hieraus das folgende
lineare, implizite und matrizielle Differentialgleichungssystem 2. Ordnung angegeben wer-
den:

M-V +G(V,V.,dt)=P(t) (5.109)
mit
V={WV. .V} und P={P, P...P,}. (5.110)

Dabei sind V,V,V die duferen Knotenkinematen in Form von Verschiebungen, Geschwin-
digkeiten und Beschleunigungen. Weiterhin ist P der Vektor der korrespondierenden Kno-
tenkraftgrofsen, M die globale Massenmatrix, G das nichtlineare Vektorfunktional der
inneren Kréfte und d ein Parametersatz, der den Deteriorationsprozess des Tragwerks
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auf der Ebene der dukeren Variablen charakterisiert. Das nichtlineare Vektorfunktional G
beschreibt den inneren Tragwerkszustand, der von viskosen (V'), elasto-plastischen (V')
und deteriorierenden (d) Tragwerksprozessen abhéngig ist.

Die Anwendung der auf dem Tangentenoperator basierenden inkrementell-iterativen Tech-
niken erfordert die Linearisierung von (5.109). Mit

V=V+AV, V=V +AV, V=V +AV, P=P+AP (5.111)
folgt aus (5.109) die so genannte tangentiale Bewegungsgleichung
M-AV+Cr-AV+ Ky AV=P-F;,=P—[M-V+G(V,V,d,t)]. (5.112)

Dabei sind C'r und K1 die tangentiale Dampfungs- bzw. Steifigkeitsmatrix mit

_9G
ov |y

oG

Cr
Die #uferen Knotenlasten des bekannten Grundzustandes P sind in (5.112) durch den
Vektor der inneren Kréifte F';,; substituiert worden, welcher der Auswertung der linken
Seite von (5.109) fiir den bekannten Grundzustand entspricht. Zur Untersuchung quasi-
statischer Problemstellungen (V' = V' = 0) kann (5.112) zur tangentialen Steifigkeitsbe-
ziehung

Ky(V,d)-AV =P —-G(V,d) (5.114)

vereinfacht werden. Durch die Integration der tangentialen Bewegungsgleichungen (5.112)
oder durch die Anwendung der in Abschnitt 5.4.4] beschriebenen inkrementell-iterativen
Losungstechniken auf die tangentiale Steifigkeitsbeziehung (5.114) konnen die Schadi-
gungsanalysen durchgefiithrt werden.

5.5.3 Definition globaler Schiadigungsindikatoren

Zur quantitativen Beschreibung und Bewertung der Schiadigungszustéinde in Tragwerken
sind in letzter Zeit vermehrt so genannte Schéadigungsindikatoren definiert worden. Dabei
kann grundsétzlich zwischen lokalen und globalen Schadigungsindikatoren unterschieden
werden.

Lokale Schadigungsindikatoren dienen im Allgemeinen der Beschreibung des Schadigungs-
zustandes bzw. -grades auf der Querschnittsebene. Lokale Schidigungen werden in der
Materialformulierung erfasst, jedoch erfolgt im Rahmen der Arbeit keine explizite An-
gabe von lokalen Schiadigungsindikatoren. Lediglich als Beispiel seien die in Andres (2004)
definierten Schédigungsmafie erwahnt. Sie quantifizieren auf der Querschnittsebene die
Schadigung des Betondruckbereichs, die Schiadigung durch Betonzugrissbildung und die
Schédigung durch Stahlplastizieren. Andres (2004) verwendet diese Indikatoren, um méog-
liche Schidigungszustinde in Stahlbetontragwerken auch ohne Beriicksichtigung nichtli-
nearer Materialgesetze bei Stabilitdtsuntersuchungen von Schalen aus Hochleistungsbeton
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zu erfassen. Unter Verwendung ,geschidigter Matrizen identifiziert er mittels inkremen-
tell nichtlinearer Analysen und begleitender Eigenwertberechnungen die Indifferenzpunkte
und die Nachbeulminima bei stabilitdtsgefahrdeten Schalentragwerken.

Globale Schidigungsindikatoren, auf die sich die weiteren Ausfithrungen beschrinken wer-
den, dienen zur Abschétzung des Schidigungszustandes auf Tragwerksebene. Die dafiir
notwendigen Informationen sind in der tangentialen Steifigkeitsmatrix enthalten. Fiir eine
anschauliche Interpretation und Bewertung sind diese matriziellen Informationen jedoch
ungeeignet. Eine quantitative Aussage gelingt mit der Einfiithrung des so genannten Trag-
werksschadigungsindexes D, der durch den Vergleich charakteristischer Werte des aktu-
ellen geschiadigten Zustands mit dem (ungeschidigten) Ausgangszustand definiert wird:

AV, d)

D=1———F—7—"—
)\(Vo,d:O)

mit 0<D<I1. (5.115)

Dabei beschreibt D = 0 den schiadigungsfreien Zustand und D = 1 den Grenzschadigungs-
zustand. Unterschiedliche charakteristische Steifigkeitsgrofsen konnen fiir A in der allge-
meinen Definition des globalen Schiadigungsindikators (5.115) eingesetzt werden. Beispiele
hierfiir sind

¢ Eigenwerte von K,
e Singuldrwerte von K,

e Eigenfrequenzen des Systems,

fiktiv definierte Eigenfrequenz und

¢ Determinanten der mit Hilfe der Eigenformen definierten virtuellen Arbeitsmatrizen.

Im Folgenden werden die drei zuletzt erwiahnten néher erldutert.

In der Arbeit von Noh (2002) erfolgt die Definition der Schidigungsindikatoren mittels
der dampfungsfreien Eigenfrequenzen f; bzw. Eigenkreisfrequenzen w;. Durch den Bezug
auf ihre jeweils schadigungsfreien Pendants wird ein Satz von m skalaren Schidigungspa-
rametern D; hergeleitet:

Ws

Di=1— mit  0<D; <1, (5.116)

Wi, 0
Die Eigenkreisfrequenzen kénnen durch eine begleitende Eigenschwingungsanalyse wéh-
rend der inkrementell-iterativen Berechnung ermittelt werden. Das zu losende allgemeine
Eigenwertproblem lautet

(Ky —w!M)-®; =0. (5.117)

Die dazugehdrigen Eigenschwingungen ®; stellen kleine elastische Bewegungen um die als
fixiert angenommene, geschédigte Verformungskonfiguration V', V', d dar.

Die grundlegende Idee der von Chen (2001) definierten Schiadigungsindikatoren ist, dass
der Verschiebungsinkrementvektor AV als eine fiktive Eigenform betrachtet wird. Bei
numerischen Untersuchungen an Stahlbetonrahmentragwerken konnte Chen (2001) be-
obachten, dass gerade die Eigenform besonders sensitiv auf Schédigungen reagiert, die
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dem Verlauf des Verschiebungsinkrements ausgesprochen ahnlich ist. Zur Uberpriifung
der vorhandenen Korrelation verwendet er die so genannten M AC-Werte, die jeweils ein
normiertes Skalarprodukt zwischen zwei Vektoren darstellen:

AV? P,
FAVE ] [l @ |
Basierend auf der Definition einer fiktiven Eigenfrequenz w; bei der Last P; mit

L, AV K AV

2
MACM-:< ) mit 0<MAC, <1, 1<i<m. (5.118)

0 = (5.119)
oAV M AV
wird das folgende Schidigungsmaf eingefiihrt:
Day=1-2. (5.120)

Wo

Dabei ist in (5.119) fir AV das Pradiktorverschiebungsinkrement des jeweils aktuellen
Lastschritts AV, ; einzusetzen.

In Petryna & Kratzig (2002) wird ein weiterer Schidigungsindikator vorgeschlagen. Die-
sem liegt eine Energiebetrachtung an den moglichen Eigenschwingformen ®; des betrach-
teten Systems zu Grunde. Die daraus resultierenden Arbeitsanteile der imaginéren inneren
Einheitskriifte F;(®;) = ®] - I an den Verschiebungsfeldern ®; werden in den virtuellen
Arbeitsmatrizen W und W fiir die Zustéinde mit und ohne Schédigung abgelegt. Verein-
fachend konnen die Matrizenkomponenten mittels der Skalarprodukte zweier Eigenformen
bestimmt werden:

Wy=® I & =(®,®) ud W:=8 I & =(®,%. (5.121)

Damit entsprechen die virtuellen Arbeitsanteile den Wurzeln der M AC-Werte aus den
Eigenvektoren ®; und ®;:

_ ®;, B,)? ®, o\’
W2 = MAC,; = (2, @, :( L ) : (5.122)
’ (2, 2) - (25, D)) @il 1l @l

Unter Verwendung der Determinanten der Matrizen wird schlieflich der energiebasierte
Schédigungsindikator definiert:

= d
detW =d
D =1- — ~ 1 —detW". 5.123
VEB det W € ( )
Die numerische Ermittlung der Schiadigungsmafe (5.116), (5.120) und (5.123) ist in die
entwickelten Programmbausteine integriert worden. Experimentelle Untersuchungen zu
diesem Themenkomplex sind in Ebert (2002) zu finden.

Die Schéadigungsindikatoren liefern zusétzlich zu den Last-Verformungs-Kurven einen Ein-
druck tiber den Verlauf schiadigungsbedingter Steifigkeitsdegradationen. Eine abschlie-
Kende Aussage dariiber, welcher Schadigungsindikator der geeignetste ist oder ob die Wahl
des Schédigungsindikators tragwerkstypenabhéngig ist, kann zu diesem Zeitpunkt noch
nicht getroffen werden. Hierfiir sind weitere Untersuchungen an Tragstrukturen notwen-
dig.



Kapitel 6

Numerische Verifikation der Modelle

In diesem Kapitel wird die Leistungsfihigkeit der entwickelten Modellkomponenten nu-
merisch verifiziert. Dies geschieht weitestgehend durch den Vergleich experimenteller Un-
tersuchungsergebnisse mit Berechnungsergebnissen aus den durchgefiihrten numerischen
Simulationen dieser Versuche. Dabei erfolgt jeweils die Verifikation bestimmter Kompo-
nenten in getrennter Form. Dies liegt zum einen an der begrenzten Anzahl von experimen-
tellen Versuchsergebnissen, bei denen eine ausreichende Menge an dokumentierten Para-
metern fiir die hier entwickelten Modellvorstellungen vorliegt. Zum anderen wird durch
eine getrennte Betrachtung sichergestellt, dass die Ergebnisse nicht aus einer Uberlage-
rung mehrerer Einflisse resultieren.

Dementsprechend gliedert sich das Kapitel in drei Abschnitte. Der erste Abschnitt dient
der Uberpriifung der zeitinvarianten Stahlbetonmodellierung. Im zweiten Abschnitt wird
die hygrothermische Betonmodellierung verifiziert. Den Abschluss des Kapitels bildet die
Untersuchung der zeitvarianten Stahlbetonmodellierung. Dabei werden sowohl normative
Vorhersageverfahren als auch die auf der hygrothermischen Modellierung basierenden
Formulierungen verwendet.

6.1 Zeitinvariante mechanische Formulierung

Zur Verifikation der im Wesentlichen von Noh (2002) implementierten zeitinvarianten
Stahlbetonmodellierung werden numerische Analysen von drei Versuchen durchgefiihrt.
Anhand von Vergleichen der Ergebnisse mit experimentell ermittelten Daten und mit
numerischen Losungen anderer Autoren soll die Leistungsfahigkeit der Modellierung ge-
zeigt werden. Die Auswahl der Versuche erméglicht die Uberpriifung des physikalisch und
geometrisch nichtlinearen Tragverhaltens.

Der Einbau des Stahlbetonmodells in das ASE4-Element, die Erweiterungen von [Andres
(2004) im Hinblick auf den hochfesten Beton und die innerhalb dieser Arbeit durchge-

147
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fiihrten Anderungen beziiglich der Erfassung der zeitabhingigen Einfliisse machen eine
erneute Absicherung erforderlich. Auf eine ausfiihrliche Diskussion der Ergebnisse wird
jedoch verzichtet und stattdessen auf die jeweils zitierten Literaturstellen verwiesen.

6.1.1 Stahlbetoneinfeldtrager unter Einzellast

Als erstes Beispiel einer Stahlbetonstruktur dient ein Einfeldtrédger mit mittig angreifender
Einzellast, welcher experimentell von Bresler & Scordelis (1963) untersucht wurde. Das
zugehorige System mit der eingelegten Bewehrung ist in Bild 6.1 angegeben.

A, = 2x2.52 cm? 3
P N
P AV
N 10
Ye) 3
¥ gl 8
<
o _o°
=  [e LIPS Ag
L 3.20 L 3.20 | A=5x658cm 3

| | | 2286

Bild 6.1: Stahlbetoneinfeldtréager unter Einzellast: System und Bewehrung nach Bresler
& Scordelis (1963).

Die in der numerischen Analyse verwendeten Materialdaten sind in Tabelle 6.1 aufgefiihrt.
Die Diskretisierung des Balkens erfolgt unter Ausnutzung der Symmetrie mit 10 Elemen-
ten. Die fiir den Beton gewéhlte Schichtenanzahl betragt ebenfalls 10. Die Bewehrung des
Balkens wird mit 4 Stahlschichten abgebildet.

Beton: Stahl:

fo = 38.75 N/mm? fy = 3454 N/mm?

E.o = 31992 N/mm? E, = 201300 N/mm? } obere Lage
v = 0.15 fy = 5520 N/mm?

L
fo = 421 N/mm? E, = 205500 N/mm? } untere Lage
e = 22 % B, =E,/10°

€s = 50 %

Tabelle 6.1: Stahlbetoneinfeldtrager unter Einzellast: Angesetzte Materialparameter.

Anhand der in Bild 6.2/ dargestellten Last-Verschiebungs-Kurve ist erkennbar, dass die
rechnerisch ermittelte Versagenslast die experimentell bestimmte iibersteigt. In Uberein-
stimmung mit dem Versuch versagt der Balken durch einen Bruch der Betondruckzone im
Bereich der Lasteinleitung. Der Verlauf der Last-Verschiebungs-Kurve zeigt ein etwas wei-
cheres Verhalten gegeniiber dem des Experiments auf. Dieses Verhalten steht im Einklang
mit den anderen numerischen Losungen.
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Bild 6.2: Stahlbetoneinfeldtrager unter FEinzellast:  Diskretisierung und  Last-
Verschiebungs-Kurve.

6.1.2 Punktgestiitzte Stahlbetonplatte unter Einzellast

Die von McNeice (1967) untersuchte quadratische Platte ist an den Ecken punktuell ge-
stiitzt und durch eine Einzellast in der Mitte belastet. Hiermit kann das zweiaxiale Stahl-
betonverhalten iiberpriift werden, wobei die Nichtlinearitat nahezu ausschlieflich auf Zug-
rissbildung und Fliefen der Bewehrung beruht. Die Darstellung des Systems erfolgt in Bild
6.3, die der angesetzten Materialdaten in Tabelle 6.2.

a, =ay, = 3.78 cm¥m

Bild 6.3: Punktgestiitzte Stahlbetonplatte unter Einzellast: System und Bewehrung nach
Jofriet & McNeice (1971).

Die Werte fiir den jeweiligen Elastizitdtsmodul von Stahl und Beton, die Druckfestigkeit
sowie die Querkontraktionszahl des Betons sind dem Aufsatz von Jofriet & McNeice (1971)
entnommen. Der Ansatz zur Bestimmung der Zugfestigkeit des Betons entstammt DIN
1045-1 (2001). Mit dem daraus ermittelten Wert wird das reale Steifigkeitsverhalten besser
beschrieben, als mit den in der Literatur teilweise hoher angesetzten Zugfestigkeiten. Fiir
die numerische Abbildung werden 6x6 Elemente und 7 Schichten gewéhlt.
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Beton: Stahl:

fo = 3792 N/mm? fy = 3454 N/mm?
E. =28613 N/mm? E, = 201300 N/mm?
v = 0.15 E, =FE,/103

feo = 2.89 N/mm? s = 5.0 %

Ee = 2.2 %o

Tabelle 6.2: Punktgestiitzte Stahlbetonplatte unter Einzellast: Angesetzte Materialpara-
meter.

In Bild 6.4/ist die Last-Verschiebungs-Kurve angegeben und dem Verlauf des Experiments
gegeniibergestellt. Die Werte beziehen sich dabei auf den dargestellten Messpunkt A. Im
Bereich der ersten auftretenden Risse ist das Tragverhalten zu weich, was durch den An-
satz einer hoheren Zugfestigkeit behebbar wire. Dies wiirde allerdings zu einer steiferen
Systemantwort im Vorbruchbereich fithren. Exemplarisch fiir einen Vergleich mit nume-
rischen Losungen sind die Ergebnisse von Zahlten (1990), Polling (2000) und Noh (2002)
angegeben. Anzumerken ist, dass die von den Autoren verwendeten Daten differieren,
besonders fiir den Elastizitdtsmodul und die Zugfestigkeit.

P/4
-- i Rissbilder auf der Unterseite
A ﬁcmebung ! ! !
4 | | |
16 - ?P/4 T == T >
14— I M N Z= " -
| | | | |
| | | | | |
12 7777777 | — — — — — — B 1, U - - - - — | —
| | | | |
= | | | | | |
S0 P2 S R
& | | | | |
B 8 e S =~ =~ Experiment nach |~~~
IS / | | McNeice (1967) |
6 |- [ N Zahlten (1990) T
4 b 7777: 777777 T\ 777777 :777 —O— Pélling (2000) 77:777
I | | =~ Noh (2002) |
2 ML == == - I -~ | — eigene Werte |- -
| | | |
0 | | | | | .
0 2 4 6 8 10 12

Verschiebung im Punkt A [mm)]

Bild 6.4: Punktgestiitzte Stahlbetonplatte unter FEinzellast: Diskretisierung, Last-
Verschiebungs-Kurve und Rissbilder.

Ebenfalls ist die Rissentwicklung auf der Plattenunterseite iiber den Verlauf der Laststei-
gerung angegeben. Zu erkennen ist der in Plattenmitte axialsymmetrische Spannungszu-
stand, der zu den Réndern hin in einen einaxialen Tragmechanismus iibergeht, was durch
die Belastung, die Geometrie und die symmetrisch eingelegte Bewehrung bedingt wird.
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6.1.3 Naviergelagerte Stahlbetonplatte unter Flachenlast

Als weiteres Testbeispiel wird eine naviergelagerte und durch eine gleichméfige Strecken-
last beanspruchte Platte numerisch analysiert, welche von Taylor, Maher & Hayes (1966))
experimentell untersucht wurde. Da die Mittendurchbiegung der Platte in der Grofenord-
nung der Plattendicke liegt, sind hier auch geometrische Nichtlinearitaten zu beachten.
Die geometrischen Abmessungen und die Lage der Bewehrung sind Bild 6.5 zu entnehmen.

p
|
(o2}
o %l 8
(] [ ] (] [ ] [ ] (] AT
| a,, = 2.80 cm?/m
} 1.8288 a,, = 2.34 cm?m
88
L 1.82
7 7

Bild 6.5: Naviergelagerte Stahlbetonplatte unter Flachenlast: System und Bewehrung
nach Taylor, Maher & Hayes (1966).

Als Materialparameter sind aus Taylor, Maher & Hayes (1966) lediglich die Betondruckfes-
tigkeit und die Stahlfestigkeit bekannt. Die restlichen Parameter wurden in Anlehnung an
Zahlten (1990) gewéhlt (Tabelle 6.3)). Bei Ansetzung groferer oder kleinerer Elastizitéts-
module oder Zugfestigkeiten des Betons kam es zu entsprechend steiferen oder weicheren
Systemantworten.

Beton: Stahl:

fe = 34.50 N/mm? fy = 375.0 N/mm?
Eo =30890 N/mm? E; = 206800 N/mm?
v = 015 E, = E,/10?

fee = 3.60 N/mm? g, = 50 %

Ec = 2.2 %0

Tabelle 6.3: Naviergelagerte Stahlbetonplatte unter Flachenlast: Angesetzte Materialpa-
rameter.

Die Diskretisierung erfolgte auch in diesem Beispiel mit 6 x6 Elementen und 7 Schichten.
Die Ergebnisse im Vergleich zum Experiment und zu den beispielhaft angefithrten Losun-
gen von Arnesen (1979), Zahlten (1990) und Noh (2002) sind in Bild (6.6 wiedergegeben.
Auch hier ist ein geringfiigig zu weiches Verhalten zu Beginn der Rissbildung und ein
etwas zu steifes Verhalten im Vorbruchbereich zu beobachten.

Bedingt durch die nicht symmetrisch eingelegte Bewehrung ist kein absolut axialsymme-
trisches Rissbild zu erwarten. Dies bestétigt sich bei Betrachtung der in Bild 6.6/ ange-
gebenen Rissbilder, welche die Verteilung der Risse in den einzelnen Schichten zu dem
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Rissbilder fur p = 16.5 kN/m?2

&
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Bild 6.6: Naviergelagerte Stahlbetonplatte unter Flachenlast: Diskretisierung, Last-
Verschiebungs-Kurve und Rissbilder.

Lastniveau von 16.5kN/m? widerspiegeln. Die durch die Torsionsmomente in den Plat-
tenecken entstehenden Risse auf der Plattenoberseite sind ebenfalls erkennbar.

6.1.4 Bewertung

Die dargestellten Beispiele zeigen, dass das zeitinvariante Stahlbetonverhalten mit dem
vorliegenden Stahlbetonmodell wirklichkeitsnah simuliert werden kann. Sowohl das Stei-
figkeitsverhalten als auch die Versagenslasten werden in den numerischen Analysen relativ
genau wiedergegeben. Die in den Versuchen beobachteten Effekte, die zum Versagen der
jeweiligen Struktur fithrten oder zumindest einen entscheidenden Einfluss darauf hatten,
wie das Betondruckversagen, das Stahlflieken der Bewehrung oder der Einfluss geome-
trischer Nichtlinearitdten, konnten auch in den jeweiligen numerischen Analysen als Ur-
sachen identifiziert werden. Dariiber hinaus konnte die Leistungsfdhigkeit durch weitere
Testbeispiele bestétigt werden, die vom Verfasser oder von Andres (2004) durchgefiihrt
worden sind.

6.2 Hygrothermische Formulierung

Die nachfolgend aufgefiihrten Beispiele dienen zur Verifikation des neu entwickelten Pro-
grammmoduls HYGTHERM, in welches die in Abschnitt [5.3 dargestellten thermischen,
hygrischen und hygrothermischen Modellierungsvarianten implementiert worden sind. Im
Laufe der Implementierungsphase sind zahlreiche Testrechnungen durchgefiihrt worden,
von denen im Folgenden nur einige wiedergegeben werden. Die Uberpriifung der Leis-
tungsfahigkeit der Modelle erfolgt in den ersten beiden Beispielen durch die Gegenrech-
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nung mit dem eindimensionalen hygrothermischen Simulationsprogramm WUFI, welches
auf den Grundlagen des von Kiinzel (1994) beschriebenen Wéarme- und Feuchtetransports
entwickelt worden ist. In den weiteren Beispielen werden dokumentierte experimentelle
Untersuchungsergebnisse zum Vergleich herangezogen.

6.2.1 Betonquerschnitt unter thermischer Einwirkung

Zur Verifikation der thermischen Modellierung wird ein Betonquerschnitt untersucht, wel-
cher einer einseitigen, instationdren Temperaturverteilung ausgesetzt wird. Die Geometrie
des Querschnitts und die thermischen Umgebungsbedingungen sind in Bild 6.7/ angegeben.

= x
Randbedingungen Randbedingungen
(x=0.0m) (x=0.3m)
o Beton o
9en [°C] 9en [°C]
B45 N
40 40 |
20 -\ - ﬁ 8,= 20°C 20
0 1 L 1 1 Ly t [h] 0 1 1 1 1 Ly t [h]
0 6 12 18 24 30 0 6 12 18 24 30

Bild 6.7: Betonquerschnitt unter thermischer Einwirkung: Geometrie, Anfangs- und
Randbedingungen des untersuchten Querschnitts.

Auf der einen Seite (x = 0.0m) wird ein cosinusformiger Verlauf der Umgebungstempera-
tur mit einer Periode von 24 h und einer Amplitude von Av = 40°C vorgegeben. Auf der
anderen Seite (z = 0.3m) wird eine konstante Umgebungstemperatur von v, = 20°C
angesetzt. Die Beriicksichtigung der instationdren Randbedingung wird mittels der in
Abschnitt 5.3.8 beschriebenen Einwirkungs-Zeit-Funktionen realisiert. In den vom Ver-
fasser implementierten thermischen bzw. hygrothermischen Modellen ist eine getrennte
Beriicksichtigung von Strahlungs- und Konvektionsrandbedingungen moglich, vgl. mit
den Abschnitten 3.2.3 und 5.3.4. Da eine Gegeniiberstellung der Berechnungsergebnisse
mit denen aus einer numerischen Simulation mit WUFI erfolgen soll, bei der die kon-
vektiven und strahlungsbedingten Anteile durch einen Gesamtwiderstand beriicksichtigt
werden, wird an dieser Stelle auf die getrennte Erfassung der strahlungsbedingten Anteile
verzichtet. Der Warmeiibergangskoeffizient of, wird zu 25 W/(m? K) angenommen. Die
in diesem Beispiel angesetzten Betonparameter stammen aus der in WUFI enthaltenen
Materialdatenbank. Die erforderlichen Materialparameter fiir den gewéhlten B45 sind in
Tabelle 6.4 aufgefiihrt. Die rdumliche Diskretisierung des Betonquerschnitts erfolgt in bei-
den Programmen mit 30 eindimensionalen Elementen in Dickenrichtung. Fiir die zeitliche
Diskretisierung wird zunéchst die in Abschnitt 5.3.7 beschriebene adaptive Schrittweiten-
steuerung eingesetzt. Die Berechnungen in HYGTHERM werden mit der Modellvariante
Therm durchgefiihrt, vgl. Tabelle 5.2.
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Trockenrohdichte 0. = 2220 kg/m?
Warmeleitfahigkeit Ar = 1.6 W/(mK)
Wairmekapazitdt ce = 0.236 Wh/(kgK)
Porositat ¢ = 0.18

freie Wassersattigung  wse; = 147 kg/m?
Sattigungsgrad Sp = 0.323

Tabelle 6.4: Betonquerschnitt unter thermischer Einwirkung: Angesetzte Materialpara-
meter.

In Bild 6.8 sind die berechneten Temperaturprofile in Abstédnden von je 3 Stunden darge-
stellt. Die verhéltnisméfig hohen Warmeiibergangswiderstande im Vergleich zum Gesamt-
widerstand sorgen dafiir, dass relativ grofte Differenzen zwischen den extremal vorgegebe-
nen Umgebungstemperaturen 9., und den extremal erreichten Oberflaichentemperaturen
9, auftreten. Gut zu erkennen ist die zwar zeitversetzte, aber doch relativ schnelle Auswir-
kung der Temperaturveranderung. Somit dndert sich auch die Oberflichentemperatur auf
jener der instationédren Einwirkung abgewandten Seite deutlich. Die grau hinterlegte Fla-
che in Bild 6.8/ zeigt den Bereich an, den die gesamten Temperaturprofillinien im Zeitraum
von 48 Stunden beschreiben.
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Bild 6.8: Betonquerschnitt unter thermischer Einwirkung: Temperaturprofile infolge einer
einseitigen, cosinusférmigen Temperatureinwirkung.

Fiir einen Vergleich zwischen den Ergebnissen aus HYGTHERM und WUF| werden ein-
zelne Punkte des Querschnitts im Hinblick auf ihre Temperaturanderungen wéhrend des
Betrachtungszeitraums untersucht. Die zeitliche Entwicklung der Temperaturen an vier
ausgewahlten Vergleichspunkten sind Bild 6.9/ zu entnehmen. Die bereits angesprochene
zeitliche Verzogerung der Temperaturdnderungen wird auch hier durch die Phasenver-
schiebung der einzelnen Temperaturverldufe deutlich. Dariiber hinaus wird in Bild 6.9
die gute Ubereinstimmung mit den Ergebnissen aus WUFI sichtbar. Die in WUFI nicht
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beriicksichtigte Temperaturabhéngigkeit der Wéarmeleitfahigkeit hat in diesem Beispiel
(Oszillation um 20 °C) nur einen sehr geringen Einfluss auf die Berechnungsergebnisse.
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Bild 6.9: Betonquerschnitt unter thermischer Einwirkung: Zeitliche Temperaturentwick-
lung infolge einer einseitigen, cosinusférmigen Temperatureinwirkung.

Um den Einfluss der Warmeabhéngigkeit vom Feuchtegehalt darzustellen, ist bei der
Berechnung zusatzlich der Séttigungsgrad .S, variiert worden. Bild 16.10/ zeigt den Tem-
peraturverlauf an zwei ausgewéhlten Punkten fiir die Grenzfille des trockenen und des
wassergesittigten Betons. Der héhere Feuchtegehalt bewirkt im Querschnitt eine hohere
Wirmeleitfahigkeit und ein gesteigertes Warmespeichervermogen. Aus der hoheren Wér-
meleitfahigkeit resultiert eine Reduzierung des Warmewiderstands des Betonquerschnitts.
Folglich sind die auftretenden Temperaturanderungen fiir diesen Fall geringer.
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Bild 6.10: Betonquerschnitt unter thermischer Einwirkung: Einfluss des Feuchtesétti-
gungsgrades S}, auf die zeitliche Temperaturentwicklung.
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Bei der Berechnung thermischer und hygrischer Problemstellungen kénnen bei bestimmten
Einwirkungssituationen numerische Probleme auftreten. Gerade eine sprunghafte Veran-
derung der Randbedingungen und die daraus resultierenden starken Gradienten in den
oberflichennahen Bereichen der Struktur kénnen ein oszillierendes numerisches Antwort-
verhalten zur Folge haben. Darauthin ist dieses Beispiel ndher untersucht worden. Bild 6.11
zeigt die Temperaturentwicklungen an der Stelle x = 0.0 m, die mit einem Zeitintegrati-
onsparameter von # = 0.5 (CRANK-NICOLSON-Verfahren) und unterschiedlichen konstan-
ten Zeitinkrementen A#' numerisch berechnet worden sind. Es ist erkennbar, dass bei zu
grofs gewéhlter Zeitschrittweite anfénglich erhebliche Oszillationen auftreten konnen, die
mit der Zeit jedoch abklingen. Die Dampfung oder Vermeidung solcher Oszillationen ist
mit der Wahl einer kleineren Schrittweite, eines anderen Zeitintegrationsparameters oder
mit Hilfe der Schrittweitensteuerung moglich (Bild 6.11). Fiir den Fall § = 1.0 (explizites
EULER-CAUCHY-Verfahren) tritt bei diesem Beispiel kein oszillierendes Anfangsverhalten
auf. Durch den Einsatz der Schrittweitensteuerung werden die Zeitschritte automatisch
an die Problemstellung angepasst, was gerade zu Beginn der Berechnung, in der noch
keine glatten Losungen auftreten, hilfreich ist.
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Bild 6.11: Betonquerschnitt unter thermischer Einwirkung: Einfluss der Schrittweite
(At") und der Schrittweitensteuerung (SWS) auf die zeitliche Temperaturent-
wicklung fiir = 0.5.

6.2.2 Betonquerschnitt unter hygrischer Einwirkung

Der bereits im vorherigen Abschnitt untersuchte Betonquerschnitt wird auch zur Verifi-
kation der hygrischen Modellierung verwendet. Der Querschnitt wird in diesem Fall durch
eine einseitige, sinusférmige Feuchteschwankung mit einer Periode von einem Jahr und
einer Amplitude von Ah = 0.3 beansprucht (Bild 6.12)). Der Feuchtetibergangskoeffizient
wird mit off = 0.7kg/(m?h) angenommen.
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Bild 6.12: Betonquerschnitt unter hygrischen Einwirkungen: Geometrie, Anfangs- und
Randbedingungen des untersuchten Querschnitts.

Die numerische Analyse wird wieder mit den Materialdaten des B45 aus der Material-
datenbank von WUFI durchgefiihrt. Die dort abschnittsweise vorgegebenen Verlaufe fiir
die Feuchtespeicherfunktion w(h) und den Kapillartransportkoeffizienten D,, werden ent-
sprechend der im hygrischen Modell Hyg-1 gewéhlten Formulierungen angenéhert. Die
vorgegebenen Verldufe und die gewahlten Approximationen sind in Bild 6.13 dargestellt.

160 : , : 1107 . ; . . .
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Bild 6.13: Betonquerschnitt unter hygrischer Einwirkung: Angendherter Verlauf der
Feuchtespeicherfunktion w(h) (links) und des Kapillartransportkoeffizienten
D,, (rechts) fiir einen B45.

Zur Bestimmung der Freiwerte der Feuchtespeicherfunktion pg; und pps werden neben der
freien Wasserséattigung die Feuchtegehalte wgg und wys benutzt. Der exponentielle Verlauf
des Kapillartransportkoeffizienten wird durch die Vorgabe von D,, s und D, 54 festgelegt.
Die verwendeten Materialparameter sind in Tabelle 6.5 zusammengestellt.

Um den neu implementierten hygrischen Baustein in HYGTHERM zu testen, sind die
Berechnungen in beiden Programmen mit den gewéhlten Naherungsfunktionen fiir w(h)
und D,, durchgefiihrt worden. Die Ergebnisse in den Bildern 6.14/ und 6.15/ zeigen ein
zum Temperaturhaushalt analoges Verhalten, mit den Unterschieden, dass der Feuch-
tetransportprozess viel langsamer stattfindet und dass der Feuchtelibergangskoeffizient
einen geringeren Einfluss hat.
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freie Wassersittigung Weat = 147 kg/m3
Approximationsfaktoren pr1 = 31.66-10° Pa
Pro = 87.79 - 102
Diffusionswiderstandszahl w= 248
Kapillartransportkoeffizient ~ D, 4 = 210712 m?/h
Dy sat = 5-107% m?/h
Temperatur Y= 20 °C

Tabelle 6.5: Betonquerschnitt unter hygrischer Einwirkung: Angesetzte Materialparame-

ter.
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Bild 6.14: Betonquerschnitt unter hygrischer Einwirkung: Feuchteprofile infolge einer ein-
seitigen, sinusférmigen Feuchteeinwirkung.
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Bild 6.15: Betonquerschnitt unter hygrischer Einwirkung: Zeitliche Entwicklung der re-
lativen Feuchte infolge einer einseitigen, sinusféormigen Feuchteeinwirkung.
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Die Ergebnisse unterstreichen die korrekte Implementierung des hygrischen Berechnungs-
moduls. Wird anstelle der Naherungsfunktionen in WUFI mit den abschnittsweise definier-
ten Verldufen gerechnet, resultieren daraus qualitativ die gleichen Verldufe mit geringen
quantitativen Unterschieden.

6.2.3 Einseitige Austrocknung eines Betonquerschnitts

In den Laboratoire Central des Ponts et Chaussées (LCPC) sind Versuche durchgefiihrt
worden, die sich mit dem Langzeitverhalten des beim Bau von Kraftwerken eingesetz-
ten Betons beschéftigen. Grund fiir die Untersuchungen waren entstandene Risse von ei-
ner nicht zu vernachlassigenden Grofse an Stahlbetonkuppeln in Kernkraftwerken. Infolge
dieser Beobachtungen sind verschiedene Betonarten vor Ort und in Laborversuchen im
Hinblick auf Feuchteeinwirkungen untersucht worden. In Granger (1996)) sind Messdaten
experimenteller Untersuchungen an einem 0.4 m dicken Betonkorper aufgefiihrt, dessen
Feuchtigkeitsverteilung nach 1209 Tagen bestimmt wurde. Der Korper, der bei 60 % re-
lativer Luftfeuchte und bei einer Temperatur von 10°C unter Laborbedingungen lagerte,
wurde hygrisch so versiegelt, dass er nur noch iiber eine Seite Feuchtigkeit an die Umge-
bung abgeben konnte.

Aufgrund der vorliegenden Randbedingungen reduziert sich die Problemstellung auf eine
eindimensionale Betrachtung. Fiir die rdumliche Diskretisierung mit dem hygrischen Mo-
dell Hyg-1 sind 30 Elemente verwendet worden.

[ __hygrische
""" ] Isolierung
h=10 |
h= m= 1= n = 2
h=0.6 9 =10°c N 9w =0ke/(m2h)
n
n

Bild 6.16: Trocknung eines einseitig isolierten Betonquerschnitts: Geometrie, Anfangs-
und Randbedingungen des untersuchten Betonkdrpers nach Granger (1996).

Die freie Wassersattigung des Betons wird unter Verwendung der Gleichungen (3.92))
und (3.91) bestimmt. Vorgegeben sind ein w/z-Wert von 0.557 und ein Zementanteil
von 350kg/m3. Fiir die Bogue-Konstante wird ein Wert von k& = 0.19 angenommen,
und der Hydratationsgrad wird mit der Formel (3.93) zu m = 0.85 abgeschitzt. Die
freie Wassersittigung wg,; betrigt somit 132.5kg/m?3. Die dariiber hinaus verwendeten
Parameter fiir die numerische Analyse sind in Tabelle 6.6/ angegeben.

Bild 6.17/ zeigt die berechneten Feuchtegradienten nach 1209 Tagen. Es ist eine sehr gute
Ubereinstimmung mit den Versuchswerten nach [Granger (1996) und den ebenfalls nume-
risch berechneten Ergebnissen nach Rahm (2002) festzustellen. Sowohl die Absolutwerte
als auch die Verteilung iiber den Querschnitt verlaufen nahezu identisch. An der versiegel-
ten Seite findet nur eine sehr geringe Abnahme des Wassergehalts statt, da die Feuchtigkeit
lediglich iiber die freie Seite an die Umgebung abgegeben werden kann.
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freie Wassersattigung Weqt = 132.5 kg/m?
Approximationsfaktoren pr1 = 40.64-10% Pa
pro = 74.52 - 1072
Diffusionswiderstandszahl W= 150
Kapillartransportkoeffizient Dy 4 =  2.8-107% m?/h
Dusat = 2.1-1075 m2/h
Temperatur 9= 10 °C

Tabelle 6.6: Trocknung eines einseitig isolierten Betonquerschnitts: Angesetzte Material-

parameter.
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Bild 6.17: Trocknung eines einseitig isolierten Betonquerschnitts: Feuchteverteilung iiber
den Querschnitt nach 1209 Tagen.

6.2.4 Trocknung eines Betonbalkens unter hygrothermischer Ein-
wirkung

Zur Verifikation der implementierten hygrothermischen Modelle eignen sich die in Hundt
(1975) dargestellten Langzeituntersuchungen zur Warme- und Feuchtigkeitsleitung in Be-
tonbauteilen. Die beschriebenen Experimente erstreckten sich iiber einen Zeitraum von
ca. 3 Jahren und wurden im Rahmen eines Forschungsprogramms fiir dickwandige Re-
aktordruckbehélter durchgefiihrt. In der Literatur liegen nur wenige Ergebnisse von ex-
perimentellen Untersuchungen vor, bei denen die gekoppelten thermischen und hygri-
schen Prozesse in Betonstrukturen untersucht worden sind. Aus diesem Grund waren
die Messdaten aus Hundt (1975) bereits Grundlage fiir andere Berechnungsmodelle [von
Smuda & von Wolfersdorf 1990; [Oberbeck 1995; Kranz 1999; Steffens 2000; Grasberger
2002]. Die Versuchsreihe umfasste insgesamt sechs Betonbalken, von denen der Balken
Nr. 5 zur numerischen Nachrechnung ausgewéhlt worden ist.

Die geometrischen Abmessungen und Randbedingungen des Balkens sind Bild 6.18 zu
entnehmen. Eine Stirnseite wurde dampfdicht versiegelt und mit Hilfe einer Heizplatte
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auf 80°C erhitzt, wihrend die zweite Stirnseite frei blieb (¥., = 20°C, he, = 0.45). Die
Langsseiten wurden thermisch und hygrisch isoliert. Somit reduziert sich die Problemstel-
lung auf eine eindimensionale Betrachtung der ablaufenden Warme- und Feuchteprozesse
in Balkenldngsrichtung. Die rdumliche Diskretisierung erfolgt mit 100 Elementen. Die
zeitliche Diskretisierung wird mittels der Schrittweitensteuerung durchgefiihrt.

beheizte Stirnseite | X thermische und hygrische Isolierung freie Stirnseite

9.,,=80°C 9.,=20°C

o' =20.0 W/(m2K)

Q= 0 kg/(m?h) /

Heizplatte L 2.40m L o; =27.94m/h
7 7

o, = 8.10 W/(m2K)

he, = 0.45

Bild 6.18: Trocknung eines Betonbalkens unter hygrothermischer Einwirkung: Geometrie
und angesetzte Anfangs- und Randbedingungen des Betonbalkens nach Hundt
(1977).

Die Berechnungen werden zunédchst mit dem Berechnungsmodul HygTherm-2 durchge-
fithrt, dem die Definition des Dampftransports nach Kiefl (1983) zu Grunde liegt, vgl.
Anhang /Al Dieser Ansatz wird auch in den Modellen von Oberbeck (1995) und Kranz
(1999) verwendet. Somit kénnen die numerisch erzielten Ergebnisse gut mit deren Ergeb-
nisse verglichen werden. Die Feuchtespeicherfunktion wird innerhalb des Modells mit der
Formulierung aus Steffens (2000) beschrieben. Zur Festlegung der Parameter der Feuchte-
speicherfunktion werden die in Oberbeck (1995) angegebenen und auf |Gertis & Kiekl
(1977) basierenden Daten zu Grunde gelegt, vgl. Bild 3.13. Die weiteren angesetzten Mo-
dellparameter sind in Tabelle 6.7 zusammengefasst [Oberbeck 1995].

freie Wassersittigung Wsqt =  115.00 kg/m3
Kapillartransportkoeffizient D, 4 = 5.0 - 1072 m?/h

Dy st = 3.0-1075 m?/h
Diffusionswiderstandszahl = 150.0
Wairmeleitfihigkeit Agr = 1.85 W/(mK)

)\t,sat = 2.70 W/(mK)

Wairmekapazitat Ce = 0.286 Wh/(kgK)
Porositat ¢ = 0.20

Tabelle 6.7: Trocknung eines Betonbalkens unter hygrothermischer Einwirkung: Ange-
setzte Materialparameter.

Die berechneten Temperaturverlaufe in Bild [6.19 zeigen eine sehr gute Ubereinstimmung
mit den Messwerten nach Hundt (1975). Erkennbar ist ein anndhernd linearer Tempe-
raturverlauf nach 28 Tagen. Es liegt ein konstanter Warmestrom von der beheizten zur
freien Seite vor, der an dieser eine Temperaturerh6hung auf 28 °C erzeugt hat. Ab diesem
Zeitpunkt ist das instationédre Verhalten des Wéarmedurchgangs nahezu abgeklungen. Fiir
den Fall einer entkoppelten Temperaturberechnung wére somit der Gleichgewichtszustand
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erreicht. Aufgrund der Kopplung der Temperatur mit dem Feuchtehaushalt treten noch
geringe Anderungen des Temperaturverlaufs auf.
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Bild 6.19: Trocknung eines Betonbalkens unter hygrothermischer Einwirkung: Tempera-
turverteilung tiber den Betonbalken.

Die Bilder 6.20 und 6.21] beinhalten die gemessenen und berechneten Feuchtegehaltspro-
file iiber die Balkenldngsachse nach 550 bzw. nach 1029 Tagen. Die niedrige relative Luft-
feuchte von he,, = 0.45 bewirkt an der freien Seite eine Feuchtigkeitsabgabe an die Um-
gebung. An der dampfdicht versiegelten Seite findet auch ein Austrockungsprozess statt,
obwohl hier kein Feuchteaustausch mit der Umgebung moglich ist. Ursache hierfiir ist das
Verdampfen des fliissigen Wassers in den stérker erwarmten Bereichen, wodurch ein in
das Bauteilinnere gerichtetes Dampfdruckgefélle entsteht. Zum Ausgleich wird Feuchtig-
keit in Form von Dampf von der beheizten Seite wegtransportiert, numerisch beschrieben
durch den Anteil (3.65) in der Feuchtbilanzgleichung (3.58). Der entstehende Gradient
der Materialfeuchte 16st einen entgegengesetzten Feuchtestrom aus (3.66), der jedoch auf-
grund der grofen Temperaturdifferenz nicht dominiert. Wahrend die Austrocknung der
freien Seite auch innerhalb einer entkoppelten Berechnung abgebildet werden kann, ist die
Erfassung des zweiten Effekts nur im Rahmen einer gekoppelten hygrothermischen Be-
rechnung moglich. Insgesamt ist eine gute Ubereinstimmung der Berechnungsergebnisse
mit den experimentell ermittelten Daten nach Hundt (1975) und den Ergebnissen der an-
deren Autoren zu erkennen, womit die korrekte Implementierung bestétigt werden kann.

Zusétzlich wird der Balken numerisch mit dem Modell HygTherm-1 berechnet, das im Ge-
gensatz zum zuvor verwendeten Modell von einer konstanten Dampfdiffusion im gesamten
Feuchtebereich ausgeht. Bild 6.22 zeigt die hiermit berechnete Feuchteverteilung nach 1029
Tagen. Zunéchst werden der Berechnung die gleichen Materialparameter zu Grunde gelegt
(Tabelle [6.7). Der Dampftransport und somit auch der thermisch bedingte Anteil wird
bei gleicher Dampfdiffusionswiderstandszahl durch diese Formulierung schwécher abgebil-
det, da der erhéhte Transport in Bereichen hoherer Porenfeuchte nach Kiinzel (1994) der
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Bild 6.20: Trocknung eines Betonbalkens unter hygrothermischer Einwirkung: Feuchte-

verteilung iiber den Betonbalken nach 550 Tagen (Berechnungsergebnisse mit
dem Modell HygTherm-2).
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Bild 6.21: Trocknung eines Betonbalkens unter hygrothermischer Einwirkung: Feuchte-
verteilung iiber den Betonbalken nach 1029 Tagen (Berechnungsergebnisse mit
dem Modell HygTherm-2).

Oberflachendiffusion und somit dem Fliissigkeitsanteil zugeschrieben werden kann. Folge
ist, dass bei gleicher Wahl der Modellparameter der nach innen gerichtete, thermisch
bedingte Dampftransport durch den daraus folgenden Fliissigkeitstransport nach aufen
nahezu kompensiert wird. Eine bessere Anpassung an die Versuchsergebnisse ist folgerich-
tig mit einem erhthten Dampftransport (= reduzierte Dampfdiffusionswiderstandszahl p)
oder mit einem reduzierten Fliissigkeitstransport (= erhohter Kapillartransportkoeffizient
D,,) méglich. Ergebnisse mit verdnderten Eingangsparametern bestétigten diese Aussage
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(Bild 6.22). Eine noch bessere Anpassung wére prinzipiell méglich, wird hier aber nicht
angestrebt.
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Bild 6.22: Trocknung eines Betonbalkens unter hygrothermischer Einwirkung: Feuchte-
verteilung iiber den Betonbalken nach 1029 Tagen (Berechnungsergebnisse mit
dem Modell HygTherm-1).

6.2.5 Schwind- und Quellversuche an Betonzylindern

Im Rahmen eines vom Bundesministerium fiir Verkehr geférderten Forschungsprogramms
wurden am Baustoffinstitut der Technischen Universitat Miinchen experimentelle Unter-
suchungen mit der Zielsetzung durchgefiihrt, das in der Praxis auftretende Verformungs-
verhalten von Betonfahrbahnplatten besser vorhersagen zu kénnen |[Springenschmid, So-
deikat & Fleischer 1997]. Um den Einfluss nichtlinearer Feuchtegradienten auf die Verfor-
mung von Beton zu erfassen, wurden in diesem Zusammenhang Versuche an vier Betonzy-
lindern durchgefiihrt. IThre Mantelflachen wurden nach dem Betonieren hygrisch abgedich-
tet, so dass ausschlieklich {iber die Stirnseiten eine Feuchtigkeitsabgabe oder -aufnahme
erfolgen konnte. Nachdem die Betonzylinder zwei Tage lang in einem Klima von 9 = 20°C
und h = 0.98 lagerten, wurden die Anfangswerte der Messreihen bestimmt und es wurde
mit den Versuchsreihen begonnen. Folgende Versuche wurden durchgefiihrt:

e Zwei Betonzylinder wurden beidseitig dem Laborklima ¢ = 20°C und h,,, = 0.65
ausgesetzt. Somit konnten sie nach beiden Seiten austrocknen (Luft-Luft-Lagerung).

e Zwei Betonzylinder wurden mit ihrer Unterseite auf eine feuchte Unterlage gestellt.
Auf dieser Seite konnten die Priifkdrper somit Wasser aufnehmen, wéhrend sie an
der Oberseite, an der sie dem Laborklima ausgesetzt waren, Feuchte abgaben (Luft-
Wasser-Lagerung).
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Uber der Zylinderhthe wurden in #quidistanten Abstianden jeweils vier Messstellen ange-
bracht, an denen die Verdanderungen der Zylinderdurchmesser iiber den Untersuchungszeit-
raum von 120 Tagen aufgezeichnet wurden. Aus der Differenz der jeweiligen Messungen
zur Ursprungsmessung konnten die radialen Verzerrungen bestimmt werden. Bild 6.23
zeigt den schematischen Versuchsaufbau mit den vorliegenden Randbedingungen.
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Bild 6.23: Schwind- und Quellversuche an Betonzylindern: Geometrie, Anfangs- und
Randbedingungen der untersuchten Zylinder nach Springenschmid, Sodeikat
& Fleischer (1997).

Fiir den untersuchten Beton werden in Springenschmid, Sodeikat & Fleischer (1997) ein
w/z-Wert von 0.43 und ein Zementanteil von 350 kg/m?® angegeben. Die Bogue-Konstante
wird wiederum mit 0.19 und der Hydratationsgrad fiir den Untersuchungszeitraum mit
m = 0.80 angenommen. Somit kann der Wert fiir die freie Wassersattigung wy,; mit der
bereits in Abschnitt 6.2.3 dargestellten Vorgehensweise zu 104kg/m? bestimmt werden.
Die dartiiber hinaus verwendeten Parameter fiir die numerische Analyse sind Tabelle 6.8
zu entnehmen.

freie Wassersittigung Weat = 104 kg/m3
Approximationsfaktoren pr1 = 69.07-10° Pa
Do = 44.28 - 1072

Diffusionswiderstandszahl W= 150
Kapillartransportkoeffizient Dy = 1.0-107° m?/h

Dysat = 201076 m2/h
Feuchteiibergangskoeffizient (Luft) alt = 0.7 kg/(m?h)
Feuchteiibergangskoeffizient (Wasser) alt = 0 kg/(m?h)
hygrischer Ausdehnungskoeffizient s = 1.5-1075 m?/kg

Tabelle 6.8: Schwind- und Quellversuche an Betonzylindern: Angesetzte Modellierungs-
parameter.
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Aufgrund der vorliegenden Randbedingungen ergaben sich in den Versuchen nichtlineare
Feuchtegradienten iiber die Zylinderhche. Die in beiden Versuchsreihen bestimmten ra-
dialen Verzerrungen sind als jeweilige Mittelwerte in Tabelle 6.9 angegeben. Die Betonzy-
linder unter beidseitiger Luftlagerung wiesen, wie zu erwarten war, in den Randbereichen
groflere Verzerrungen als im inneren Drittel auf. Die Betonzylinder unter Luft-Wasser-
Lagerung nahmen im unteren Bereich Wasser auf, wahrend sie im oberen Bereich Wasser
abgaben. Somit trat im unteren Bereich der Betonzylinder eine Volumenzunahme und im
oberen Bereich eine Volumenabnahme auf.

(@) Luft-Luft-Lagerung | (b) Luft-Wasser-Lagerung
Messstellen Verzerrungen [%o]
my -0.53 -0.39
m; -0.05 -0.05
my -0.02 0.14
m -0.35 0.31

Tabelle 6.9: Gemessene radiale Verzerungen an Betonzylindern unter (a) Luft-Luft-
Lagerung und (b) Luft-Wasser-Lagerung nach Springenschmid, Sodeikat &
Fleischer (1997).

Die numerischen Analysen erfolgen mit dem hygrischen Modell Hyg-1. In Bild 6.24/sind die
berechneten Ergebnisse der nach 120 Tagen bestimmten Verteilungen fiir die relative Po-
renfeuchte h, die Wassergehaltsdnderungen Aw und die radialen hygrischen Verzerrungen
5" fiir beide Versuchsreihen dargestellt.

Fiir den Fall der Luft-Luft-Lagerung resultieren aus der numerischen Berechnung auf-
grund der Annahme symmetrischer Randbedingungen und eines homogenen Betonkor-
pers zwangslaufig auch symmetrische Verzerrungsverteilungen. Die leichte Unsymmetrie
der Versuchsergebnisse begriinden Springenschmid, Sodeikat & Fleischer (1997) mit der
zementsteinreicheren und damit weniger steifen Oberschicht. Um derartige Ergebnisse
auch numerisch abzubilden, diirfen die Materialparameter nicht konstant tiber die Hohe
angesetzt werden. Fiir den zweiten Lagerungszustand ergibt sich fiir die Wassergehalts-
anderung ein annéhernd linearer Verlauf, wihrend der Verlauf der relativen Feuchte stark
nichtlinear ist. In beiden Fillen ist eine quantitativ gute Ubereinstimmung der numerisch
erzielten Ergebnisse mit den Versuchsergebnissen zu erkennen.

In der Arbeit von Rahm (2002) sind diese Versuche ebenfalls nachgerechnet worden. Die
angegebenen Ergebnisse fiir die Wassergehaltsanderung Aw und die Verzerrungsverteilung
5" stimmen sehr gut mit den eigenen Berechnungsergebnissen iiberein. Allerdings ist nach
Meinung des Verfassers der Wert der Wasserzunahme bei Luft-Wasser-Lagerung mit dem
in der Arbeit verwendeten Modell so nicht berechenbar. Mit dem in Rahm (2002, GI.
4.10) angegebenen Zusammenhang zwischen dem Wassergehalt und der relativen Feuchte
ergeben sich zwangslaufig kleinere Wassergehaltsinderungen zwischen h = 0.98 und h =
1.00 als die angegebenen.
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Bild 6.24: Schwind- und Quellversuche an Betonzylindern: Verlauf der relativen Feuchte
h, der Wassergehaltsinderung Aw und der Verzerrungsverteilung 5" in Beton-
zylindern nach 120 Tagen unter (a) Luft-Luft-Lagerung und (b) Luft-Wasser-

Lagerung.
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Das im Versuch mit Luft-Wasser-Lagerung zu beobachtende Verhalten kann unter Ver-
wendung eines linearen Zusammenhangs zwischen der Anderung der relativen Feuchte
und der Verzerrungsédnderung entsprechend Gleichung (3.102) nicht abgebildet werden.
Obwohl auf der einen Seite die relative Feuchte von 98 % auf 65 % absinkt und auf der
anderen Seite von 98 % auf 100 % ansteigt (Ahunten/Ahopen = 2%/33% ~ 6%), erge-
ben sich auf der Unterseite 80 % der Verzerrungen der Oberseite. Auch mit dem Ansatz
eines feuchteabhéngigen hygrischen Ausdehnungskoeffizienten in der Grofsenordnung wie
er in Miiller, Horenbaum & Maliha (2002) angegeben wird, sind die im Versuch erziel-
ten Ergebnisse nicht reproduzierbar. Bei Ansatz eines linearen Zusammenhangs zwischen
der Anderung des Wassergehalts und der Verzerrungsinderung entsprechend Gleichung
(3.104) werden in Ubereinstimmung mit den Messdaten bessere Ergebnisse erzielt. Im
Falle des Wasserkontakts gelten scheinbar andere Gesetzmafigkeiten, zu deren Klarung
weitere Untersuchungen experimenteller und numerischer Art erforderlich sind.

6.2.6 Bewertung

Die zuvor gezeigten Beispiele bestéatigen die korrekte Implementierung der thermischen,
hygrischen und hygrothermischen Modelle. Dartiber hinaus kann die Funktionalitat der
unterschiedlichen Zeitintegrationsverfahren, der Eingabemdglichkeit beliebiger Randbe-
dingungen mittels der Einwirkungs-Zeit-Funktionen, der adaptiven Schrittweitensteue-
rung und der unsymmetrischen Gleichungslser bestétigt werden.

Bei Problemstellungen, wie bei dem in Beispiel [6.2.4 untersuchten Betonquerschnitt eines
Reaktordruckbehélters, haben die Kopplungseffekte einen entscheidenden Einfluss auf die
Berechnungsergebnisse. Generell kann jedoch festgehalten werden, dass die Warme- und
Feuchtetransportprozesse aufgrund der im Vergleich zum Feuchtetransportvermogen re-
lativ grofen Wéarmeleitfahigkeit in unterschiedlichen Zeitskalen ablaufen. Nach Meinung
des Verfassers kann fiir viele baupraktische Problemstellungen der Einfluss kurzzeitig un-
gleichméfiger Temperaturverteilungen auf den Feuchtetransport auf der einen Seite und
der Einfluss der sich nur langsam &ndernden Feuchteverteilung auf die schnellen Tempe-
raturdnderungen auf der anderen Seite vernachléssigt werden. In solchen Féllen ist der
Einsatz entkoppelter Modelle ausreichend und wesentlich effizienter. Um den getrennten
Einsatz zu ermdglichen, sind die thermischen und hygrischen Modelle auch in entkoppelter
Form umgesetzt worden.

Die im Rahmen dieser Arbeit durchgefiihrten Berechnungen zeigen, dass die materialspe-
zifischen Parameter bei der Berechnung hygrischer Verlaufe einen gréfseren Einfluss auf die
Ergebnisse ausiiben konnen, als bei rein thermischen Berechnungen. Hier waren weitere
systematische experimentelle und numerische Untersuchungen sinnvoll, um die Modellein-
gangsparameter in Abhéngigkeit von bestimmten Betoneigenschaften zu klassifizieren.

6.3 Zeitvariante Formulierung

Nachdem die Leistungsfihigkeit der zeitinvarianten und hygrothermischen Modellierung
hier auszugsweise dargestellt worden ist, sollen die nachfolgend aufgefiihrten Beispiele die
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korrekte Implementierung der zur Erfassung des zeitvarianten Stahlbetonverhaltens ein-
gebauten Algorithmen demonstrieren. Bei den beiden ersten Beispielen handelt es sich um
Versuchsergebnisse, die der Literatur entnommen worden sind. Die numerische Nachrech-
nung erfolgt unter Verwendung der normativen Vorhersageverfahren zur Beschreibung des
Langzeitverhaltens. In den beiden anderen Beispielen liegen beidseitig des Querschnitts
ungleichméfige hygrische Umgebungsbedingungen vor. Hier erfolgt die numerische Simu-
lation mit dem gekoppelten hygrischen und mechanischen Modell.

6.3.1 Langzeitbeanspruchter Stahlbetonbalken unter Flachenlast

Von Washa & Fluck (1952) sind Ergebnisse einer Versuchsreihe an statisch bestimmten
Stahlbetoneinfeldtragern verdffentlicht worden, die von ihnen mit der Zielsetzung durch-
gefiihrt wurden, den Einfluss einer Druckbewehrung auf das Kurz- und Langzeitverhalten
aufzuzeigen. In der Studie sind Balken mit unterschiedlichen Querschnittsabmessungen
und Bewehrungsmengen tiber einen Zeitraum von 2 1/2 Jahren beobachtet worden. Auf-
grund des Vorliegens relativ ausfiihrlicher Daten {iber das zeitabhéngige Materialverhalten
wurden sie schon mehrfach zur Uberpriifung der zeitabhingigen Modellierung herange-
zogen |Schaper 1982; Walter 1988; Strippel 1996; Neubauer 2000|. Fiir die Nachrechnung
in dieser Arbeit werden hier erstmals die normativen Ansétze aus DIN 1045-1 (2001)
verwendet. Die zitierten Autoren wéhlten zur numerischen Analyse jeweils Balken der
Serie C aus, da sie von ihrem Schlankheitsgrad am ehesten mit einem Flachentragwerk
vergleichbar sind (Bild 6.25). Aufgrund der besseren Vergleichsméglichkeit werden auch
hier die sechs Balken dieser Serie numerisch nachgerechnet.
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Bild 6.25: Langzeitbeanspruchter Stahlbetonbalken unter Flachenlast: System und Be-
wehrung der Serie C nach Washa & Fluck (1952).

Die Abmessungen und Bewehrungsgrade der Balken sind in Bild [6.25 angegeben. Die von
der Geometrie identischen Balken unterscheiden sich durch die eingelegte Bewehrungs-
menge auf der Druckseite. Dabei sind je zwei Balken identisch bewehrt. Zuséatzlich zum
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Eigengewicht g; werden die Balken mit einer Gleichstreckenlast gy belastet, womit ins-
gesamt jeweils eine Belastung von 1.197 kN/m aufgebracht wird. Diese fithrt bei allen
Balken dazu, dass weite Bereiche in den gerissenen Zustand iibergehen.

Die in Tabelle 6.10 angegebenen Materialparameter sind weitestgehend dem Aufsatz von
Washa & Fluck (1952) entnommen worden. Dabei werden fiir die Druckfestigkeit und den
Elastizitatsmodul des Betons die jeweiligen Mittelwerte aus den parallel durchgefiihrten
Zylinderversuchen angesetzt.

Beton: Stahl:

fe = 22.68 N/mm? fy = 352.0 N/mm?
E., =20310 N/mm? E, =200000 N/mm?
v = 0.18 E, = 1000 N/mm?
fee = 2.50 N/mm? es = 195 %

Ee = 2.0 %o

Tabelle 6.10: Langzeitbeanspruchter Stahlbetonbalken unter Fléchenlast: Angesetzte
Materialparameter.

Die Trager wurden iiber einen Zeitraum von 5 Tagen nach dem Betonieren feucht gehalten.
Bis zum 14. Tag lagerten die Triger auf der unteren Schalung, womit die Belastung bis
zu diesem Tag nicht wirksam wurde. Erst danach wurden sie auf zwei Endauflager gelegt.
Fiir die variierenden Umgebungsbedingungen wahrend des Untersuchungszeitraums ist
eine relative Luftfeuchte zwischen 20 % und 80 % und eine Temperatur zwischen 21°C
und 27 °C angegeben.

Um das zeitabhéangige Betonverhalten beschreiben zu koénnen, sind im Zuge der Stu-
die Dehnungsmessungen an belasteten und unbelasteten Vergleichsprismen durchgefiihrt
worden. Mit Hilfe der daraus resultierenden Dehnungsverlaufe kénnen die Schwind- und
Kriechanséitze approximiert werden. Mit den gewéhlten Parametern ergeben sich die in
Bild 6.26/ dargestellten Verldufe der Schwind- und Kriechfunktion.
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Bild 6.26: Langzeitbeanspruchter Stahlbetonbalken unter Fléchenlast: Angesetzte
Schwind- und Kriechfunktion nach DIN 1045-1 (2001).

Wiéhrend der experimentellen Untersuchungen sind Verschiebungs- und Dehnungsmessun-
gen in der Tragermitte durchgefiihrt worden. Die numerisch bestimmten zeitabhéngigen



6.3 Zeitvariante Formulierung 171

Verlaufe der Mittendurchbiegung sind zusammen mit den Versuchsergebnissen in Bild
6.27 dargestellt. Als Anfangswerte fiir die Durchbiegung sind bei der Berechnung ohne
Schwinden die Kurzzeitdurchbiegungen eingetragen. Bei der Berechnung mit Schwinden
und Kriechen sind zusétzlich die Einfliisse des Schwindens vom 5. bis 14. Tag bertiick-
sichtigt worden. Wie die Ergebnisse zeigen, stimmen die errechneten Verlaufe relativ gut
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Bild 6.27: Langzeitbeanspruchter Stahlbetonbalken unter Flachenlast: Last-Zeit-Ver-
schiebungs-Kurven im Punkt A fiir die Balken der Serie C.
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mit den experimentell gewonnenen iiberein. Der deutliche Einfluss der Druckbewehrung
auf die Ergebnisse wird auch numerisch gut abgebildet. Auf eine Darstellung der sich
aus den anderen numerischen Studien ergebenden Durchbiegungen wird verzichtet. Der
Vergleich zeigt, dass die berechneten Werte in derselben Gréfsenordnung liegen, wobei die
Ergebnisse der anderen Autoren teilweise stiarker abweichen.

In Bild 6.28 sind die rechnerischen Ergebnisse der zeitlichen Entwicklung der einzelnen
Verzerrungsanteile fiir den oberen Trégerrand in Feldmitte dargestellt. Gut zu erkennen
ist die Abhéngigkeit der instantanen Verzerrungen vom vorliegenden Bewehrungsgrad.

Verzerrung [%o]

T 0.1 1 10 100 1000
Zeitdauer t-t, [d]

Verzerrung [%eo]

Verzerrung [%o]

Zeitdauer t-t, [d]

Bild 6.28: Langzeitbeanspruchter Stahlbetonbalken unter Fléchenlast: Entwicklung der
Verzerrungen im Punkt A fiir die Balken der Serie C.
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Aufgrund groferer Umlagerungsméglichkeiten bauen sich bei den Balken C1/C4 die Ver-
zerrungsanteile am stiarksten ab. Die Gesamtverzerrungen wachsen fiir alle drei Systeme
deutlich an, was im Einklang mit den deutlichen Durchbiegungszunahmen steht. Die Er-
gebnisse stimmen mit denen von Neubauer (2000) gut tiberein.

Auch der zugehdrige Spannungsabfall im Beton, bedingt durch die Spannungsumlagerun-
gen von Beton auf Stahl, wird vom Modell wiedergegeben. Durch den Einfluss der Kriech-
effekte werden beispielsweise in den Balken C3/C6 die Spannungen von 9.8 N/mm? nach
14 Tagen auf 5.8 N/mm? nach 900 Tagen reduziert. In dieser Grofenordnung liegen auch
die vergleichbaren Ergebnisse von Walter (1988) und Strippel (1996)).

6.3.2 Langzeitbeanspruchte Stahlbetonplatten unter Flachenlast

Zur Uberpriifung des Langzeitverhaltens bei zweiaxialer Lastabtragung unter Verwen-
dung der Kriech- und Schwindansétze nach DIN 1045-1 (2001) werden zwei Platten einer
Testreihe untersucht, von denen das Verformungsverhalten unter Laborbedingungen iiber
einen Zeitraum von zweieinhalb Jahren dokumentiert ist. Sie sind als RILEM Benchmark
No. 5 in Espion (1993) veroffentlicht und beziehen sich auf eine Testreihe, die von Tellen-
bach & Favre (1985) durchgefiihrt wurde. Gewéhlt werden daraus die Platten D1 und D3,
welche sich hinsichtlich der Bewehrung und der Lagerung unterscheiden. In der navier-
gelagerten Platte D1 ist im Unterschied zur punktgestiitzten Platte D3 eine zusétzliche
obere Eckbewehrung eingelegt. Die zugehorigen Systembeschreibungen sind Bild 6.29/ und
die angesetzten Parameter Tabelle 6.11 zu entnehmen.

Beton: Stahl:

fe = 30.7 N/mm? (D1) fy = 500.0 N/mm?
fe = 295 N/mm? (D3) Es =200000 N/mm?
E., =33500 N/mm? E, = 2222 N/mm?
v = 0.2 gs = 50 %

fee = 2.60 N/mm?

€e = 2.2 %o

Tabelle 6.11: Langzeitbeanspruchte Stahlbetonplatten unter Flédchenlast: Angesetzte Ma-
terialparameter.

Beide Platten wurden die ersten 7 Tage vor Austrocknung geschiitzt und danach konstan-
ten Umgebungsbedingungen mit einer relativen Luftfeuchte von 65 % und einer Tempe-
ratur von 19 °C ausgesetzt. Die Ausschalung und Lagerung erfolgte am 14. Tag, wodurch
ab diesem Zeitpunkt das Eigengewicht wirksam wurde. Eine zusétzliche simulierte Fla-
chenlast ist letztendlich am 21. Tag aufgebracht worden. Unter Annahme eines normal-
erhirtenden Zementes ergeben sich fiir diese Bedingungen die in Bild 6.30/ dargestellten
Verlaufe der Schwind- und Kriechfunktion.

In Bild [6.31] sind fiir beide Platten die numerisch ermittelten Verlaufe der Durchbiegun-
gen in Plattenmitte iiber die Zeit den Messergebnissen nach der Lastaufbringung von g
gegeniibergestellt. Fiir die Platte D3 wird zusétzlich das Ergebnis von Neubauer (2000)
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Bild 6.29: Langzeitbeanspruchte Stahlbetonplatten unter Fléachenlast: System der navier-
gelagerten Platte D1 und der punktgestiitzten Platte D3 aus Espion (1993).
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aufgefiithrt. Die Vorhersage der Verformung nach 900 Tagen ist bei beiden Platten zu-
treffend. Nur iiber den zeitlichen Verlauf kommt es zu einer niedrigeren Abbildung der
Verformung. Die in DIN 1045-1 (2001)| eingegangenen Ansitze sind, wie bereits erlautert,
aus zahlreichen Versuchen entstanden und an Mittelwerte angepasst. In Anbetracht der
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Bild 6.31: Langzeitbeanspruchte Stahlbetonplatten unter Flachenlast: Last-Zeit-
Verschiebungs-Kurven der Platten D1 und D3.

mit Variationskoeffizienten behafteten Formulierung ist verstédndlich, dass eine exakte Ab-
bildung eines beliebigen Versuches mit den normativen Ansétzen nicht moglich ist. Umso
mehr ist die relativ genaue Vorhersage der Endverformung hervorzuheben. Mit einer leicht
modifizierten Form der Schwind- und der Kriechfunktion wére eine noch genauere Nach-
bildung des Versuches méglich. Hinzu kommt der Aspekt, dass in gerissenen Zugbereichen
der Kriechanteil nicht mehr beriicksichtigt wird. In Wirklichkeit ist zwischen den Rissen
aufgrund des Verbundkriechens ein gewisser Kriechanteil moglich, welcher unter Umstén-
den auch einzelne Risse wieder schlieffen kann. Der Kriechanteil wird somit geringfiigig
unterschatzt.

Die Berechnung von Neubauer (2000)) zeigt ein dhnliches Verhalten, liegt jedoch noch wei-
ter unterhalb der Messkurve. Zu erwéhnen ist, dass er die Vorhersageverfahren nach MC
90 (1993) verwendet, welche fiir die vorgegebenen Eingangsdaten sowohl fiir das Schwind-
mak (hauptsédchlich bedingt durch den fehlenden Anteil fiir das autogene Schwinden) als
auch fiir die Kriechzahlen um nahezu 10 % nach unten abweicht.

Fiir die Uberpriifung der Modellierung wurde eine logarithmische Darstellung gewéhlt
(Bild 6.31)), da hierdurch der Anfangsbereich, in welchem die Schwind- und Kriechdeh-
nungen den grofiten Zuwachs haben, detaillierter abgebildet werden kann. Fiir eine ge-
nauere Betrachtung des Langzeitverhaltens iiber Jahre ist eine Darstellung mit linearer
Skalierung anschaulicher. Diese ist fiir die Platte D1 in Bild [6.32 und fiir die Platte D3
in Bild 6.33 angegeben. Die Abweichung der bei der logarithmischen Skalierung zeitlich
gesehenen Uberbewertung im Anfangszeitraum relativiert sich hierbei. Zusétzlich sind in
den Bildern noch die Kurven unter Vernachlassigung zum einen des Schwindens und zum
anderen des Kriechens dargestellt, um den Einfluss der beiden Komponenten zu verdeut-
lichen. Wie aus den Bildern zu entnehmen, ist der Schwindanteil jeweils grofer als der
Kriechanteil. Bei der Platte D1 liegt ein nahezu additiver Zusammenhang zwischen den
Kurven vor, so dass sich der Kriechanteil zu 30 % und der Schwindanteil zu 70 % bestim-
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men lésst. Fiir die Platte D3 weichen die errechneten Ergebnisse unter Beriicksichtigung
beider Effekte stiirker von der additiven Uberlagerung ab (9 %). Durch die aufgrund der
Lagerung in diesem Fall starker behinderten Schwindverformungen kommt es hier zu stér-
keren Wechselwirkungen.

N
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Bild 6.32: Langzeitbeanspruchte Stahlbetonplatten unter Flichenlast: Last-Zeit-
Verschiebungs-Kurven der Platte D1.
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Bild 6.33: Langzeitbeanspruchte Stahlbetonplatten unter Flichenlast: Last-Zeit-
Verschiebungs-Kurven der Platte D3.

Fiir beide Platten betragt die Vergrofserung der Durchbiegung in Plattenmitte etwa das
2.5fache. Dies zeigt deutlich, wie grofs der Einfluss des Langzeitverhaltens ist. Sowohl
die Verformungskurven aus den Versuchen als auch die numerisch ermittelten weisen zum
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Ende des Untersuchungszeitraums immer noch eine, wenn auch geringe, aber doch stetige,
Zunahme der Verformung auf.

6.3.3 Betonkragstruktur unter Feuchtegradient

Um den Einfluss hygrischer Gradienten auf das Verhalten von Betonstrukturen zu ana-
lysieren, sind im Baustoffinstitut der Technischen Universitdt Miinchen einseitig einge-
spannte Betonbalken einer ungleichméfigen hygrischen Umgebungssituation ausgesetzt
worden [Springenschmid & Fleischer 1989; Springenschmid & Fleischer 1993|. Innerhalb
der Versuchsserie sind Betone mit unterschiedlichen Betonrezepturen untersucht worden.
Bild 6.34/ zeigt die schematische Darstellung der Betonkragstruktur, die mit einer freien
Lange von 2.50 m und einer Hohe von 20 cm hergestellt worden ist. Der Trager ist auf
der Unterseite mit Wasser beaufschlagt worden, wihrend er auf der Oberseite einer kon-
stanten relativen Luftfeuchte von 65 % ausgesetzt worden ist. Die Seitenflichen der Trager
sind hygrisch und thermisch isoliert worden, wodurch sich nur ein eindimensionaler Feuch-
tetransport ausbilden konnte. Die numerische Nachrechnung dient der Verifizierung des
gekoppelten hygrischen und mechanischen Modells.

v

.
2
BTN,
J

Einspannung

20

420 L | 250m L
1 1

Bild 6.34: Betonkragstruktur unter Feuchtegradient: System nach Springenschmid &
Fleischer (1989).

Fiir die Abbildung der Lagerungssituation wird ein im Programmsystem integriertes Bet-
tungselement verwendet, welches facettenartig in eine beliebige Flachengeometrie einge-
bettet werden kann. Durch die gleichzeitige Vorgabe einer grofsen Bettungsziffer und der
Bedingung, dass die Bettung keine Zugkrafte aufnehmen kann, wird einerseits eine Durch-
biegung nach unten verhindert, anderseits jedoch ein Abheben der Struktur ermoglicht.
Die Diskretisierung des Balkens erfolgt mit 10 Elementen. Die Anzahl der Betonschich-
ten ist ebenfalls 10. Zur Bestimmung der hygrischen Situation im Querschnitt werden 15
hygrothermische Schichten mit konstanter Dicke verwendet. Somit wird im Modell die
Umrechnung der hygrischen Grofsen auf die Hohe der Betonschichten notwendig, womit
deren korrekte Umsetzung anhand dieses Beispiels bestétigt werden kann. Aufgrund der
konstanten Hohe der Struktur und der gleichméfigen Randbedingungen ist es ausrei-
chend, die hygrischen Zustandsgréfen nur an einem Punkt pro Zeitschritt zu ermitteln.
Der gesamte Untersuchungszeitraum wird in 10 Zeitschritte eingeteilt, wobei innerhalb
der hygrothermischen Berechnung zusatzlich die Schrittweitensteuerung eingesetzt wird.
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Fiir den Beton wird in Springenschmid & Fleischer (1989) die Betonfestigkeitsklasse B35
vorgegeben. Die Kennwerte werden entsprechend DIN 1045 (1988) angesetzt. Die Wahl
der Materialparameter fiir die hygrische Modellierung orientiert sich an den Werten, die
bereits in Beispiel [6.2.4 verwendet worden sind (Tabelle [6.12)). Die initiale relative Poren-
feuchte wird mit hy = 0.98 angesetzt. Die Berechnung der freien hygrischen Verzerrungen
erfolgt alternativ unter Verwendung der Gleichungen (3.102) und (3.104)).

freie Wassersittigung Woat = 115.00 kg/m?
Approximationsfaktoren pr1 = 95.12-10% Pa

Pro = 57.71 - 1072
Diffusionswiderstandszahl w= 150
Kapillartransportkoeffizient Dy = 3.0-107° m?/h

Dysat = 3.0-107% m?/h

Temperatur Y = 20 °C
hygrische Ausdehnungskoeffizienten ag, = 25-1073

Qg = 1.2 10_5 m3/kg

Tabelle 6.12: Betonkragstruktur unter Feuchtegradient: Angesetzte hygrische Material-
parameter.

Bei der numerischen Analyse wird vorab das Eigengewicht auf das System aufgebracht.
Aufgrund der vorliegenden Lagerung hat dies zunéchst keine Auswirkungen. Das Eigen-
gewicht wirkt jedoch bei der im Folgenden aufgebrachten hygrischen Umgebungssituation
dem , Aufschiisseln der Platte entgegen. Die erhaltenen Ergebnisse sind zusammen mit
zwei experimentellen Ergebnissen in Bild 6.35/ dargestellt. Wéahrend die Wasseraufnahme
auf der Unterseite ein Quellen zur Folge hat, fithrt die Wasserabgabe auf der Oberseite
zu einem Schwinden. Die daraus resultierende Verkriimmung bewirkt das Abheben des
Tréagers am freien Ende. Dieses Verhalten wird fiir beide Berechnungsvarianten qualitativ
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Bild 6.35: Betonkragstruktur unter Feuchtegradient: Vertikales Abheben des freien En-
des.
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sehr gut wiedergegeben, wobei sich mit Gleichung (3.104) die groferen Verformungen ein-
stellen. Eine Annéherung der beiden numerischen Ergebnisse wire durch den Ansatz eines
anderen Ausdehnungskoeffizienten moglich. Jedoch war es hier nicht Ziel des Verfassers,
durch die Anpassung der aus den Literaturstellen nicht bekannten Werte die jeweiligen
Kurven genau zu treffen. Die Nachrechnung soll vielmehr zeigen, dass ein derartiges Ver-
halten mit dem vorgestellten Modell numerisch untersucht werden kann.

Fiir beide Modellierungsvarianten sind in Bild 6.36/ die hygrischen Verzerrungen darge-
stellt, die sich iiber die Hohe des Tragers zu unterschiedlichen Zeitpunkten einstellen. Ein
Vergleich der Verlaufe zeigt den grofsen Einfluss der Feuchtespeicherfunktion. Da in bei-
den Fillen ein konstanter Ausdehnungskoeffizient angesetzt worden ist, wiirden sich unter
der Annahme eines linearen Zusammenhangs zwischen Wassergehalt und relativer Feuchte
qualitativ die gleichen Verldufe ergeben. Der iiberproportionale Anstieg des Wassergehalts
im oberen Feuchtebereich bewirkt, dass sich die mit der Wassergehaltsinderung formulier-
ten hygrischen Verzerrungen schneller dndern. Dieses Verhalten wird numerisch korrekt
abgebildet. Trotz der erwihnten Unterschiede zeigen die nichtlinearen Verléufe fiir beide
Varianten doch sehr deutlich, dass der Ansatz konstanter hygrischer Verzerrungen iiber
den Querschnitt geméf normativer Vorgaben hier unzureichend wire. Eine Verkriimmung
des Balkens kénnte dann in der Analyse folgerichtig nicht beobachtet werden. Somit ist
es gerade fiir Konstruktionen mit ungleichméfigen hygrischen Randbedingungen wichtig,
Modelle zu verwenden, die derartige Effekte erfassen konnen.
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Bild 6.36: Betonkragstruktur unter Feuchtegradient: Resultierende Hohenverteilung der
hygrischen Verzerrungen 5" unter Verwendung der Gleichungen (3.102) (links)
und (3.104) (rechts).

Die quantitative Erfassung der hier dargestellten Aufschiisselungserscheinungen ist Ge-
genstand aktueller Forschungsaktivitdten [Springenschmid 2000; Miiller, Hérenbaum &
Maliha 2002|. Die in den letzten Jahren zum Teil aufgetretenen Schidden an Stahlbeton-
fahrbahndecken kénnen durch dieses Verhalten und den damit verbundenen Folgeursachen
erklart werden.
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6.3.4 Stahlbetonschale unter kombinierter Beanspruchung

Als weiteres Beispiel zur Uberpriifung der korrekten Implementierung dient die in Bild
6.37 dargestellte membrangelagerte Kreiszylinderschale. Die Schale wird neben dem Ei-
gengewicht durch eine Wasserfiillung und eine Auflast am oberen Rand der Schale bean-
sprucht. Zuséatzlich wird eine dem hydrostatischen Druck entgegen wirkende Vorspannung
angesetzt. Dabei soll die wirksame Vorspannkraft nach Abzug aller Verluste gerade den
hydrostatischen Druck kompensieren. Somit werden beide Einfliisse in der FE-Berechnung
vereinfachend vernachléssigt.

lPR =250 kN/m 7|i|i|i|“
- Z
p— . ° )
9 | o= 0.95 C 25/30
' (] (]
g auRen X innen
. o 0 BSt 500
A @2 h=1.0 h=0.8 12 cm2/m 12 cm?/m
v = 10 kN/m? L1 o—+—
@1
N L '
AN ? 2 LT
1 7
L 7.50 L 7.50 L 20
7 7 7

Bild 6.37: Stahlbetonschale unter kombinierter Beanspruchung: System und Bewehrung.

Die hygrischen Randbedingungen werden auf der Innenseite der Schale mit A = 1.0 (Was-
serfiillung) und auf der Aufenseite mit A = 0.8 (AuRenluft) angesetzt. Als initiale relative
Porenfeuchte wird hy = 0.95 gewéhlt. Die hygrischen Modellierungsparameter werden
aus dem vorherigen Beispiel iibernommen (Tabelle 6.12). Der auf der Anderung der re-
lativen Porenfeuchte basierende hygrische Ausdehnungskoeffizient oy, wird mit 2.0 - 1073
angenommen.

Von der Schale wird lediglich ein 90°-Sektor diskretisiert, was aufgrund der angenommenen
Rotationssymmetrie der Einwirkungen ausreichend ist. Die Abbildung des Betons erfolgt
mit 10 Schichten, die des Betonstahls mit 4 verschmierten Schichten.

Zunéchst werden die Auswirkungen der hygrischen Einwirkungen ungeachtet der iibri-
gen Beanspruchungen untersucht. Innerhalb der numerischen Analysen werden die hy-
grischen Verzerrungen 5" in der Schale auf zwei Arten ermittelt vgl. Abschnitt 5.4.5.2.
Aus den nichtlinearen Verldufen der relativen Porenfeuchte im Schalenquerschnitt resul-
tiert eine ebenfalls nichtlineare Verteilung der hygrischen Verzerrungen. Im ersten Fall,
vereinfachend im Folgenden mit Hj, gekennzeichnet, werden diese nichtlinearen Anteile
entsprechend der Gleichung (5.106) im integralen Sinne linearisiert, womit die zu Eigen-
spannungen fiihrenden Anteile in der numerischen Analyse unberiicksichtigt bleiben. Im
zweiten Fall, vereinfachend im Folgenden mit Hyp, gekennzeichnet, werden die hygrischen
Verzerrungen entsprechend der nichtlinearen Verteilungen erfasst.
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In Bild 6.38 sind fiir beide Fille die hygrischen Verzerrungen 5" iiber die Schalendicke
dargestellt. Diese Verlaufe gelten infolge der zu Grunde gelegten Randbedingungen fiir
die gesamte Schale. Betrachtet man die numerisch bestimmten Verzerrungsverteilungen,
so kann zunéchst festgestellt werden, dass die Berechnung der linearisierten Verzerrungs-
anteile auf der Materialpunktebene innerhalb der zeitvarianten Multi-Level-Simulation
korrekt durchgefiihrt wird. Durch die Linearisierung werden die Maximalwerte der nicht-
linearen Verldufe an den Réndern abgemindert (Bild [6.38 (rechts)). Gleichzeitig fithrt dies
zu einem Zuwachs der Schwindverzerrungen in den inneren Schalenbereichen. In beiden
Fallen wiirden die Gradienten zu einer Verkriimmung des Querschnitts fithren. Diese wer-
den durch die aneinander angrenzenden Schalenbereiche in Umfangs- und Hohenrichtung
jedoch unterbunden. Die Folge sind instantane Verzerrungsanteile, die sich aufgrund der
nahezu nicht vorhandenen Gesamtverzerrungen in weiten Schalenbereichen in entspre-
chender Grofsenordnung aufbauen. Durch die Behinderung des Quellens in den inneren
Schalenbereichen entstehen dort Druckspannungen, wihrend aus der Schwindbehinderung
in den duferen Schalenbereichen Zugspannungen resultieren. Uberschreitet die Zugspan-

nung die angesetzte mittlere Betonzugfestigkeit von f.,, = 2.6 N/mm? kommt es zur
Rissbildung.
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Bild 6.38: Stahlbetonschale unter kombinierter Beanspruchung: Resultierende Hohenver-
teilung der hygrischen Verzerrungen " {iber den Querschnitt fiir Hy, (links)
und Hyy, (rechts).

Bild 6.39 zeigt die zeitliche Entwicklung der Rissbildung fiir beide Berechnungsvarianten.
Dabei werden nur die dufseren 6 der insgesamt 11 Auswertungsebenen dargestellt. Zu Be-
ginn der numerischen Berechnung nimmt die relative Porenfeuchte an den Réndern die
jeweilige Umgebungsfeuchte an. Die Behinderung der hygrischen Verzerrungen infolge des
Feuchtesprungs fithrt bei Hyy, zu einer sofortigen oberflichennahen Rissbildung. Eine wei-
tere Rissbildung ist erst dann wieder zu beobachten, wenn durch die allméhliche Abnahme
der Porenfeuchte die Zugfestigkeit im &ufseren Schalenbereich wieder iiberschritten wird.
Bei Hy, beginnt die Rissbildung entsprechend der in Bild 6.38 gezeigten Verzerrungen erst
zu einem spéteren Zeitpunkt. Jedoch bewirkt die Verlagerung der Verzerrungsanteile in
das Schaleninnere eine Zunahme der Risstiefen. Die verénderte Rissbildung in den Rand-
bereichen der Schale resultiert aus den sich ausbildenden Randstérungen.
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Die zu den Verzerrungen korrespondierenden Spannungen sind in Bild 6.40 zu sehen.
Die tiefer gehende Rissentwicklung bei Hy, ist hier zu erkennen. Bereiche, die gerissen
sind, weisen aufgrund der verwendeten Tension-Softening-Modellierung keine Spannungen
mehr auf. Entsprechend der linearisierten hygrischen Verzerrungen und damit auch der
spannungserzeugenden Verzerrungen ist auch die Spannungsverteilung im ungerissenen
Bereich des Querschnitts. Die Spannungsgradienten sind dabei starker als bei Hyy,.
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Bild 6.40: Stahlbetonschale unter kombinierter Beanspruchung: Spannungen ¢! in mitt-

lere Schalenhédhe infolge Hy, (links) und Hyy, (rechts).

Bei der Betrachtung der Verformungen ist das fiir Schalen unter einer Temperaturgradi-
ente typische Verhalten zu beobachten, dass sich die Schale an den Rédndern nach aufien
aufbiegt (Bild 6.41). Infolge der hygrischen Gradiente entstehen in der Schale Meridian-
und Ringbiegemomente. Letztere bauen sich infolge der Gleichgewichtsbedingungen zu
den Rindern hin ab. Randstérungen, insbesondere die Ringkrifte N, sind die Folge.
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Bild 6.41: Stahlbetonschale unter kombinierter Beanspruchung: Verformung der Schale
infolge Hy, und Hyy..
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Die zeitliche Entwicklung der Verformungen in der Mitte zeigt zunéchst bei beiden Va-
rianten ein unterschiedliches Verhalten. Wahrend die sofortige Rissbildung bei Hy, eine
Verschiebung nach aufsen bewirkt, verformt sich die Schale im anderen Fall korrespon-
dierend zu den Randstérungen nach innen. Die in Phasen auftretende Rissbildung ist an
den abschnittsweise stiarkeren Verformungszunahmen gut zu erkennen. Die quantitativ
groferen Verformungen an den Réndern bei Hyp, folgen aus den stéarkeren Gradienten in
den nicht gerissenen Betonbereichen.

Werden die Berechnungen unter Beriicksichtigung der eingangs erwiahnten Last G und
Pr durchgefiihrt, dann zeigt die in Bild 6.42 dargestellte Rissentwicklung, dass durch
die vertikale Last die Zugspannungen zum Teil {iberdriickt werden kénnen. Somit treten
bei Hyp, deutlich weniger horizontale Risse auf, wahrend im anderen Fall die Rissbildung
weniger abnimmt.
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Bild 6.42: Stahlbetonschale unter kombinierter Beanspruchung: Rissbildung infolge
G + PR + HL (hnks) und G -+ PR + HNL (rechts).

6.3.5 Bewertung

Mit den ersten beiden Beispielen konnte die normative Einbindung der Schwind- und
Kriechansétze nach DIN 1045-1 (2001) verifiziert werden. Durch die Erweiterung der nor-
mativen Vorhersageverfahren fiir Beton hoherer Festigkeit und die vorliegende, auch fiir
hochfesten Beton erweiterte Materialformulierung ist die Moglichkeit geschaffen worden,
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das unterschiedliche Verhalten von Stahlbetonstrukturen aus normal- und hochfesten Be-
tonen vergleichend numerisch zu simulieren. So kann der Einfluss der einzelnen Schwind-
und Kriechkomponenten auf die Dauerhaftigkeit analysiert werden. Untersuchungen, die
das andersartige Verhalten beim jeweiligen Schwindprozess aufgrund der unterschiedlichen
Gewichtung der Schwindanteile veranschaulichen, sind in Wittmann (2001) dargestellt.

Die beiden letzten Beispiele bestétigen, dass die im Zusammenhang mit den hygrischen
Gradienten auftretenden Phénomene in Beton- bzw. Stahlbetonstrukturen mit Hilfe der
vorgestellten gekoppelten hygrischen und mechanischen Materialmodellierung numerisch
simuliert werden kénnen.

Die erhohte Neigung zur inneren Austrocknung bei hochfesten Betonen kann auch unter
Verwendung der hier vorgestellten hygrothermischen Modellierung beriicksichtigt werden.
In die Feuchtebilanzgleichung (3.58) ist eine entsprechende Formulierung fiir den Quell-
term zu integrieren, mit dem das iiber den QQuerschnitt konstante Verhalten abgebildet
werden kann. Ein entsprechender Vorschlag ist von Martinola (2001) gemacht worden.

In der Planungsphase derartiger Konstruktionen wird der hier aufgezeigte Einfluss von hy-
grischen Gradienten haufig nicht gentigend beriicksichtigt, woraus zwangslaufig ein nied-
rigeres Sicherheitsniveau resultiert.

Durch die Verwendung iterativer Bewehrungstechniken innerhalb der nichtlinearen Analy-
sekonzepte kann eine dem geforderten Sicherheitsniveau angepasste Bewehrung ermittelt
werden [Meiswinkel 1998|. Nichtlineare Analysen zeigen gerade bei Flachentragwerken, die
infolge ihrer innerlichen statischen Unbestimmtheit {iber relativ hohe Tragfahigkeitskapa-
zitaten verfiigen, auf Moglichkeiten der Materialeinsparung, beispielsweise in Form einer
Bewehrungseinsparung. Dies ist gleichbedeutend mit der Herabsetzung des vorhandenen
Sicherheitsniveaus. Durch die Einbindung zeitabhéngiger Einfliisse in das Analysekonzept
werden diese Reduzierungsmoglichkeiten jedoch teilweise wieder kompensiert. Ein Bei-
spiel, an dem dieses Phanomen gut erklart werden kann, ist das einer gelenkig gelagerten
Platte. Aufgrund der Lagerungsbedingungen bildet sich bei entsprechender Plattengeo-
metrie ein Druck- bzw. Zuggewdlbe aus. Somit wiirden in einer nichtlinearen Analyse ohne
Berticksichtigung der zeitvarianten Effekte zusétzliche Tragreserven angezeigt werden. Bei
Beachtung der Schwind- und Kriecheffekte wird jedoch deutlich, dass die Gewolbewirkung
mit der Zeit wieder abnimmt. Eine Reduzierung der Bewehrung aufgrund der zunéchst
angezeigten Tragreserven wiirde daher ein Sicherheitsdefizit zur Folge haben.
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Kapitel 7

Numerische Anwendungen

Nach der Verifikation der einzelnen Komponenten des entwickelten numerischen Modells
werden in diesem Kapitel die neu geschaffenen Untersuchungsmdaglichkeiten anhand
von zwei realisierten Bauwerken aufgezeigt. Zundchst wird das Verhalten einer Kiihl-
turmschale unter hygrischen, thermischen und mechanischen FEinwirkungen untersucht.
Danach erfolgt die Analyse des Spannbetonturms einer Windenergieanlage unter thermi-
scher und mechanischer Einwirkung.

7.1 Tragfahigkeits- und Schadigungsanalysen eines Na-
turzugkiihlturms

7.1.1 Entwurfsproblematik

Kiihltiirme, die zweifelsohne zu den grofsten aber gleichzeitig auch diinnsten Industrie-
bauwerken unserer Zeit gehoren, bilden einen wichtigen Bestandteil im Kraftwerksbau.
Innerhalb des Stromerzeugungsprozesses wird das erwdrmte Kiihlwasser im sekundéren
Wasserkreislauf einem Kiihlturm zugefiihrt. Die im Inneren eines Naturzugkiihlturms
aufsteigenden erwdrmten Schwaden fithren zu einem thermischen und hygrischen Un-
gleichgewicht zwischen den inneren und duferen Schalenlaibungen. Somit unterliegen die
Stahlbetonschalen von Naturzugkiihltiirmen iiber ihre projektierte Lebensdauer neben
den umgebungsbedingten auch betriebsbedingten Einwirkungen.

Der Einsturz von drei Kiihlturmschalen in Ferrybridge im Jahre 1965 und weitere ver-
einzelte Einstiirze in den beiden darauf folgenden Jahrzehnten verursachten weltweit um-
fangreiche Inspektionen an bereits bestehenden Kiihlturmbauwerken [Kritzig, Eckstein &
Harte 1998]. Dabei waren in einigen Kiihlturmschalen Rissentwicklungen an den Schalen-
rinder festzustellen, die im oberen Schalenbereich durch eine unzureichende Aussteifung
des Schalenrandes und im unteren Schalenbereich vor allem durch Setzungsdifferenzen,
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aber auch durch Schwindeffekte mit den zugehérigen Ringbiegemomenten am Ubergang
zwischen Schale und Stiitzung verursacht worden sind. Dariiber hinaus konnte bei vie-
len Schalen eine iiberwiegend vertikale Rissbildung auf der Schalenaufienseite beobachtet
werden. Es fiel auf, dass die Kiihlturmschalen in vielen Féllen zunéchst ein beanstan-
dungsfreies Tragverhalten aufwiesen und erst nach Jahren diese unerwartete Entwicklung
der Meridianrisse beobachtet werden konnte. Bereits durchgefiihrte Simulationen zeigten,
dass die Wirkung des Windes als alleinige Ursache fiir die Rissentwicklung ausgeschlossen
werden kann. Weder Windlastwechsel noch die Annahme eines extremen Sturmereignisses
ergaben bei der numerischen Berechnung Risse in der beobachteten Grofenordnung und
Verteilung. Daher miissen neben den windinduzierten Beanspruchungen weitere Einwir-
kungen fiir eine derartige Rissbildung verantwortlich sein.

Mit dem entwickelten Modell kénnen derartige Schédigungsprozesse unter Erfassung der
bereits erwahnten thermischen und hygrischen Einwirkungen numerisch simuliert wer-
den. Somit kann die Frage beantwortet werden, welchen Einfluss diese Einwirkungen auf
das Verhalten von Kiihlturmschalen haben und welchen Beitrag sie zu den beobachteten
Rissbildungsprozessen liefern. Die durchgefiihrten Analysen erméglichen Aussagen sowohl
beziiglich der Gebrauchstauglichkeit als auch der Tragsicherheit, da mit ihnen neben lo-
kalen Deteriorationen infolge Betonrissbildung, Betonplastizieren oder Stahlfliefsen auch
globale Versagenstraglasten bestimmt werden konnen.

7.1.2 Vorgaben nach der VGB-Richtlinie

Zur Beriticksichtigung von spezifischen Zusatzanforderungen bei der Bemessung von Kiihl-
tiirmen wird in Ergénzung zu den geltenden Stahlbetonbaunormen von der VGB - Tech-
nische Vereinigung der Grofskraftwerksbetreiber e.V. - die Bautechnische Richtlinie fiir
Kiihltiirme - BTR - herausgegeben. In diese fliefsen die Erfahrungen bei der Herstellung
von Kiihltiirmen ein. Sie enthélt Zusatzangaben zu den Einwirkungen, dem Sicherheits-
konzept, zur gesamten Tragwerksplanung und zur Bauausfiithrung.

Die Einfithrung der neuen Normengeneration machte ein Uberarbeitung der derzeit giil-
tigen VGB-Richtlinie (1997) notwendig. Ein Entwurf der neuen Richtlinie, der hier als
Grundlage dient, liegt mit der VGB-Richtlinie (2003) vor. Im Folgenden werden lediglich
die fiir die durchgefiihrten Analysen beriicksichtigten Regelungen aufgefiihrt. Auf einen
detaillierten Vergleich der inhaltlichen Abweichungen zwischen den Richtlinien wird auf
Stopp (2003) verwiesen.

Einwirkungen. Das FEigengewicht des Stahlbetons ist mit einem charakteristischen Wert
von 25.0kN/m? gemifR DIN 1055-1 (2002) anzusetzen. Zur Beriicksichtigung der meridio-
nalen Windrippen ist die Eigenlast der Kiihlturmschale entsprechend zu erhchen.

Die von aufsen auf den Turm angreifende Windlast wird als eine statische Ersatzlast
abgebildet. Dabei wird die in Hohen- und Umfangsrichtung verénderliche Aufendruck-
verteilung mit

we(z70) = Cpe(e) 'QO'FI 'Qb(z) (71)
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beschrieben. Der Verlauf des Druckbeiwerts ¢, (#) iiber den Umfang ist von der Rauhigkeit
der Betonschale und damit der Ausbildung der Windrippen abhéngig, da diese zu einer
differierenden Entwicklung der Ablosewirbel fiihren. Die Resonanzwirkung infolge dyna-
mischer Windlastanteile wird durch eine Erhohung der statischen Ersatzlast mittels des
dynamischen Uberhshungsfaktors ¢ erfasst. Dieser ist in Abhéingigkeit von der Turmgeo-
metrie und der energiereichsten und somit kleinsten Eigenfrequenz zu bestimmen. Mittels
des Interferenzfaktors F; wird die Beanspruchungserhohung gegeniiber einem Solisten
infolge weiterer hoher Bauwerke in unmittelbarer Umgebung beriicksichigt. Der Boen-
geschwindigkeitsstaudruck ¢, beschreibt die Verteilung iiber die Hohe. Die Grundwerte
der mittels einer Exponentialfunktion angendherten Verteilung sind in Abhéngigkeit von
Standort und Geldnderauigkeit anzusetzen. Die zur Bestimmung der einzelnen Faktoren
notwendigen Diagramme und Tabellen sind in der VGB-Richtlinie (2003) enthalten.

Zur Abbildung der thermischen Einwirkungen werden in der VGB-Richtlinie (2003) sowohl
gleichméfige Temperaturdnderungen T in der Schalenmittelfliche als auch Temperatur-
differenzen AT zwischen Schaleninnen- und -aufenseite verwendet. Die charakteristischen
Werte fiir die drei definierten Einwirkungszusténde lauten:

e Betriebstemperatur TOF

TO? = —15K und
oP _ 0
= { ATO? = +33K (innen wirmer), (7:2)
¢ Sommer-Stillstand TS
TS = +22K und
s _ 0
o= { ATS; = —25K (auen wirmer), (7.3)
e Winter-Stillstand TW
™ =Ty = -39K. (7.4)

Den Ansétzen liegt die Annahme einer Aufstelltemperatur von 15°C zu Grunde. Die Au-
fenlufttemperaturen fiir Sommer (437 °C) und Winter (—24°C) entstammen DIN 1055-7
(2002). Mit Ausnahme der iiber den halben Umfang cosf-formigen wirksamen Tempera-
turdifferenz AT%; sind alle iibrigen Lastfille rotationssymmetrisch anzusetzen. Die Tem-
peraturdifferenzen beziehen sich im Fall der Betriebstemperatur auf die Differenz der Um-
gebungstemperatur, im Fall des Sommer-Stillstandes auf die des Schalenquerschnitts. Der
Wirmeiibergangswiderstand ist mit R,; = R, = 0.04 (m? K)/W anzusetzen. Die Tempe-
raturdifferenz aus Betrieb ergibt sich aus einem als realistisch angenommenen Extremwert
von 50 K, abgemindert um den Teilsicherheitsbeiwert von 1.5.

Zur Beriicksichtigung von Schwindvorgéngen ist in der VGB-Richtlinie (2003)| ein neuer
Lastfall definiert worden. Dabei werden die Schwindverzerrungen durch eine entspre-
chende Temperaturdnderung der Schalenmittelfliche von -15 K abgebildet.

Sicherheitskonzept. Das Sicherheitskonzept der VGB-Richtlinie (2003) entspricht dem
Teilsicherheitskonzept der DIN 1045-1 (2001). Die notwendigen Teilsicherheits- und Kom-
binationsbeiwerte werden im Allgemeinen entsprechend den Vorgaben in [DIN 1055-100
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(2001) tibernommen. An einigen Stellen werden jedoch davon abweichende Werte vorge-
geben.

Im Grenzzustand der Tragfahigkeit sind die folgenden Lastfallkombinationen nachzuwei-
sen:

Y6 G+1.60-W+1.50-8, (7.5)
76 -G+0.96-W+yqr-T+150-8. (7.6)

Dabei diirfen die Auswirkungen des Lastfalls Schwinden nur ungilinstig beriicksichtigt
werden. In Gleichung (7.5) ist ersichtlich, dass der Teilsicherheitsbeiwert der Windlast
abweichend von DIN 1055-100 (2001) zu 7o = 1.60 angenommen wird. Desweiteren wird
der Kombinationsbeiwert v in (7.5) fiir die Temperatureinwirkungen zu Null vorgegeben.
Zur realistischeren Erfassung der Zwangschnittgrofsen aus Temperatur darf bei linear-
elastischer Berechnung v r = 1.00 anstelle von o7 = 1.50 gesetzt werden. Dies ent-
spricht einer Abminderung der Steifigkeit auf 2/3 des urspriinglichen Wertes. Der Ansatz
einer zusétzlichen Abminderung der Zwangschnittgrofen entsprechend der zu verwenden-
den Materialsicherheiten

fYT,red = 10/11’1111(’}/07”}/5) = 10/115 ~ (0.90 (77)

ist durch eine nichtlineare Vergleichsrechnung zu verifizieren.

Im Grenzzustand der Gebrauchstauglichkeit ist der Nachweis der Rissbreitenbeschriankung
nach DIN 1045-1 (2001)| zu fithren. Nachweise zur Verformungs- sowie Spannungsbegren-
zung konnen vernachléssigt werden. Als Lastfallkombinationen sind anzusetzen:

G +0.50- W + T + 8, (7.8)
G 4 TOF + 8, (7.9)
G+0.50-T5 + S, (7.10)
G+0.50-TV + 8, (7.11)

wobei TOF und S nur als ungiinstige Einwirkungen zu beriicksichtigen sind. Der vorgege-
bene Wert fiir die zuléssige Rissbreite der Schale liegt bei wy = 0.20 mm.

Nichtlineare Berechnungsverfahren. In der VGB-Richtlinie (2003)| sind fiir die Er-
mittlung des Verformungs- und Schnittgrofenzustandes in den Grenzzustdnden der Trag-
fahigkeit und der Gebrauchstauglichkeit die Mittelwerte der Festigkeits- und Forméande-
rungskennwerte fen, fetm, Eem und fyr, zu verwenden. Im Grenzzustand der Tragféhigkeit
kann der Nachweis alternativ entsprechend dem in Kapitel [5.4.1 erlauterten Bemessungs-
konzept nach DIN 1045-1 (2001) durch einen rechnerischen Traglastzustand gefiithrt wer-
den.

7.1.3 Modellierung

Der hier untersuchte Kiihlturm entspricht in seiner Geometrie dem im Mérz 2000 im
rheinischen Braunkohlerevier fertiggestellten Naturzugkiihlturm in Niederaufsem, der mit
einer Hohe von 200 m den derzeit groften Kiihlturm der Welt darstellt.
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Um den Einfluss hygrischer und thermischer Zwangeinwirkungen besser analysieren zu
kénnen, werden die Untersuchungen mit einer rotationssymmetrischen Diskretisierung mit
normenmaéfig vorgegebenem Beton durchgefiihrt. Besonderheiten des realisierten Kiihl-
turms, wie die nicht-rotationssymmetrische Griindungssituation, die hochliegende Rein-
gaseinleitung, die Interferenzeinflissse aus Windbelastung, der erstmalige Einsatz einer
Vorspannung im oberen Randglied sowie der Einsatz eines sdureresistenten Hochleistungs-
betons bleiben an dieser Stelle unberiicksichtigt. Uber ihre Einfliisse auf das Tragverhalten
ist schon mehrfach berichtet worden, beispielsweise in Andres & Wormann (2000), Harte
& Krétzig (2002), Busch, Harte, Krétzig & Montag (2002).

Bild [7.1 zeigt die Abmessungen des Kiihlturms, den Wanddickenverlauf und die gewéhlte
Diskretisierung der Schale sowie die Ausbildung des oberen Randglieds. Fiir alle Bauteile
wird ein Beton C30/37 und ein Betonstahl BSt 500 S angenommen.
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Bild 7.1: Tragfahigkeits- und Schadigungsanalysen eines Naturzugkiihlturms: Schalengeo-
metrie und Wanddickenverlauf des Naturzugkiihlturms.
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Die Schale setzt sich aus zwei rotationssymmetrischen Hyperboloiden zusammen, deren
Mittelflachengeometrien durch die allgemeine Hyperbelgleichung

r(z) =ro+ % V2 + (Hr — 2)? (7.12)

beschrieben werden. Die entsprechenden Parameter lauten:

untere Schale : rp = —1.0370 m, obere Schale : ry = 42.3828 m,
a = 43.7030 m, a = 0.2472 m,
b = 105.5967 m, b = 7.9419 m,
Hr = 142.00 m, Hp = 142.00 m.

Die Diskretisierung der Schale erfolgt mit dem in Abschnitt 5.2/ beschriebenen Schalenele-
ment ASE4, wobei zur besseren Erfassung der Randstérungen eine zu den Réndern feiner
werdende Netzgenerierung gewéhlt worden ist. Innerhalb der nichtlinearen Analysen wird
die Schale durch 10 Betonschichten sowie je 2 orthogonal-uniaxiale Stahlschichten model-
liert. Die Schale ist in einer Hohe von 12.165 m auf 48 Radialpfeilern gelagert. Diese haben
eine konstante Breite von 1.40 m in Umfangsrichtung und eine linear verdnderliche Dicke
von 3.10 m an der Griindung bis 1.16 m am Schalenanschluss. Zur Diskretisierung der
Meridionalstiitzen werden raumliche Balkenelemente verwendet. Vergleichsrechnungen in
Noh (2002) zeigen, dass die Abbildungsform der Stiitzen die auftretenden Versagensme-
chanismen bei diesem Bauwerk nur geringfiigig beeinflussen. Daher werden die Stiitzen
auch im Rahmen der nichtlinearen Analysen vereinfachend als linear-elastisch abgebildet.
Die Griindung des Bauwerks erfolgt iiber ein Kreisringfundament mit einer Dicke von
1.80 m und einer Breite von 6.50 m. Das Fundament wird mittels kontinuierlich gebette-
ter Scheiben-Platten-Elemente modelliert. Fiir die vertikale Bettung durch den Baugrund
wird ein Bettungsmodul von k, = 9.0 MN/m? angesetzt. Fiir die horizontale Bettung
wird der halbe Wert der vertikalen Bettung beriicksichtigt. Da das System und alle ange-
nommenen Binwirkungen mindestens achsensymmetrisch sind, wird nur der halbe Turm
diskretisiert.

Fiir die aufzubringenden Windlasten wird entsprechend des Standorts Niederaufsem von
der Windzone 2 mit der Geldndekategorie 1T ausgegangen. Aus den auf der Schalenau-
fsenflache angeordneten Windrippen ergibt sich der Rauhigkeitsparameter k/ag zu 0.005
und somit die Druckverteilungskurve K1.4. Der globale dynamische Uberhshungsfaktor
¢ wird mit 1.07 angesetzt. Vereinfachend wird von einem Solisten ausgegangen.

Die zu Grunde gelegten Bewehrungsmengen fiir die durchgefithrten nichtlinearen Analy-
sen werden zunéchst auf der Basis einer linear-elastischen Schnittgrofsenermittlung mit
anschliefsender Querschnittsbemessung bestimmt. Dabei werden neben den Lastfallkom-
binationen (7.5)-(7.6) und (7.8)-(7.11) die Vorgaben fiir die Mindestbewehrung geméfs
VGB-Richtlinie (2003) beachtet und mittels einer speziellen Extremierungsroutine un-
giinstigst tiberlagert. Als Betondeckung ¢,,,, wird auf der Schalenaufenseite 4.0 cm und
auf der Schaleninnenseite 4.5 cm gewéahlt, womit die Anforderungen der VGB-Richtlinie
(2003) eingehalten werden. Die resultierenden Bewehrungsverlaufe fiir die Ring- und Meri-
dianrichtung sind in Bild 7.2l dargestellt. Zu Vergleichszwecken sind in das Bild die notwen-
digen Bewehrungsmengen fiir einen Beton B35 nach DIN 1045 (1988) eingezeichnet, die
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sich aus den Vorgaben der VGB-Richtlinie (1997) ergeben. Vergleicht man die erforderli-
chen Bewehrungsmengen, so kann festgestellt werden, dass die Verldaufe qualitativ dhnlich
sind. Dies war zu erwarten, da die Regelungen in der neuen Richtlinie entsprechend den
Erfahrungen mit der zur Zeit giiltigen Richtlinie angepasst worden sind. Ein detaillierter
Vergleich fiir die Griinde der quantitativen Unterschiede befindet sich in Stopp (2003).
Fiir die angenommenen Stabdurchmesser erfolgt eine Staffelung in Hohenrichtung. Im
Bereich bis 30 m wird ein Durchmesser von 20 mm, im Bereich zwischen 30 m und 60 m
ein Durchmesser von 16 mm und im dariiberliegenden Bereich ein Durchmesser von 12
mm angenomimen.
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Bild 7.2: Tragfahigkeits- und Schadigungsanalysen eines Naturzugkiihlturms: Verldufe
der aus der linearen Analyse resultierenden Ringbewehrung (links) und Me-
ridianbewehrung (rechts) fiir den verwendeten C30/37 und zum Vergleich fiir
einen B35.

Die fiir den Beton und Stahl angesetzten Materialparameter sind in Tabelle 7.1 zusam-
mengefasst. Die Analysen werden zunéchst mit den dort angegebenen Mittelwerten der
Materialfestigkeiten durchgefiihrt.

Fiir die Darstellung der Untersuchungsergebnisse sind stellvertretend fiir die gesamte
Schale vier charakteristische Punkte ausgewahlt worden. Dabei handelt es sich um die in
Bild [7.1l angegebenen Punkte A (Taillenbereich) und B (Bereich des oberen Randgliedes)
im Staupunktmeridian § = 0° und die Punkte C (f = 60°) und D (6 = 90°) unmittelbar
unterhalb des oberen Randgliedes.
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Beton: Stahl:

fe = 38.00 N/mm? fy = 500.0 N/mm?
E.pm = 31900 N/mm? E, =200000 N/mm?
v = 0.20 E, = 84200 N/]rnm2
fer = 290 N/mm? €y = 5.0 %

€e = 2.3 %o

Tabelle 7.1: Tragfdhigkeits- und Schédigungsanalysen eines Naturzugkiihlturms: Ange-
setzte Materialparameter.

7.1.4 Untersuchte Einwirkungskombinationen

Eine exakte Abbildung der iiber die Nutzungsdauer einwirkenden Grofsen ist bei einem
derartigen Tragwerk nicht moglich. Daher ist man bestrebt, die auf das System einwirken-
den Einfliilsse anhand von charakteristischen Einwirkungskombinationen zu erfassen. Im
Hinblick auf die Untersuchung von hygrischen und thermischen Einfliisse auf das Trag-
verhalten der Kiihlturmschale werden die folgenden Lastfallkombinationen betrachtet:

¢« G+ W,

e G+T+W
«G+H+ W,

e G+ T+ H+ W.

Die der Analyse zu Grunde gelegten thermischen und hygrischen Einwirkungen werden
nachfolgend néher erlautert.

Zur Erfassung der Beanspruchung der Schale durch thermische Einwirkungen T wird hier
die Temperaturdifferenz aus dem Betriebszustand AT®? beriicksichtigt und mit dem nach
der VGB-Richtlinie (2003) anzusetzenden Teilsicherheitsbeiwert von 1.5 multipliziert. Dies
entspricht einer realistischen Grofe der im Winterbetrieb vorhandenen Temperaturgra-
diente. Auf eine mdgliche Berechnung der Temperaturverteilung mittels des thermischen
Modells Therm, vgl. Abschnitt 5.3.8, wird an dieser Stelle verzichtet, da sich bei Vor-
gabe konstanter Umgebungstemperaturen und bei den vorliegenden Querschnittsdicken
innerhalb weniger Stunden ein stationérer Zustand in der Schale einstellt.

Die angesetzten hygrischen Einwirkungen werden im Lastfall H zusammengefasst. Nach
Inbetriebnahme des Kiihlturms ist die Innenflache der Schale aufgrund der Dampfschwa-
den des zu kiihlenden Wassers einem hohen Feuchtigkeitsniveau ausgesetzt. Die relative
Feuchte wird fiir die FE-Berechnung mit h = 0.99 angesetzt. Dieser Wert entspricht den
Annahmen in Ulm, Rossi, Schaller & Chauvel (1999) und Rahm (2002). Die Aufenseite
der Schale wird durch die iiblichen Umgebungsbedingungen beansprucht. Der Jahres-
verlauf der relativen Umgebungsfeuchte ist in Bild 7.3/ exemplarisch fiir einen Beobach-
tungspunkt in Essen dargestellt. Die jahreszeitlich bedingten Schwankungen zwischen
den Mittelwerten im Sommer (min. 70 %) und im Winter (max. 85 %) fallen relativ gering
aus. Als Jahresmittelwert lisst sich eine relative Umgebungsfeuchte von 78 % berechnen.
Aufgrund der nur sehr langsam ablaufenden Feuchtetransportprozesse beeinflussen diese
Schwankungen nur einen geringen Teil der Schale. Die folgenden Untersuchungen werden
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Bild 7.3: Langjéhriger Mittelwerte der relativen Luftfeuchte fiir einen Standort in Essen
[Deutscher Wetterdienst 2003]

daher mit einer konstanten Umgebungsfeuchte auf der Schalenaufenseite, zunédchst mit
hen = 0.80, durchgefiihrt. Als initiale Feuchte hg in der Schale wird ein Wert von 0.95
angesetzt, womit die Feuchteabnahme vor Inbetriebnahme des Kiihlturms naherungsweise
erfasst wird. In Bild 7.4 (links) ist die daraus resultierende Entwicklung der Feuchtever-
teilung in einem Wandquerschnitt der Schale dargestellt. Die Dicke von 24 c¢m entspricht
dem Mittelwert von weiten Teilen der Schale. Vergleichend ist die Entwicklung unter der
Annahme eines modifizierten Ausgangszustandes dargestellt (hy = 0.99). Zu erkennen
ist, dass der Ausgangszustand zwar die zeitliche Entwicklung beeinflusst, der sich einstel-
lende stationdre Endzustand davon jedoch unabhéngig ist. Dariiber hinaus verdeutlichen
die Verlaufe, dass die im Querschnitt ablaufenden Ausgleichsvorgénge iiber Jahre andau-
ern. Daher wird der Kiihlturm in der Simulation iiber einen Zeitraum von 5 Jahren den
hygrischen Einwirkungen ausgesetzt.
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Bild 7.4: Entwicklung der relativen Feuchte h im Kiihlturmquerschnitt fiir unterschiedli-
che Ausgangszustinde

Die Eingangsdaten fiir die hygrische Modellierung entsprechen denen aus Abschnitt [6.3.3
(Tabelle 6.12). Der hygrische Ausdehnungskoeffizient oy, wird zunichst mit 2.0 - 1073
vorgegeben. Die Einbindung der hygrischen Verzerrungsanteile erfolgt alternativ mit li-
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nearer bzw. nichtlinearer Verteilung iiber die Schalendicke, vgl. Abschnitt 5.4.5.2. Die
entsprechenden Einwirkungsfille werden mit Hy, bzw. Hyp, gekennzeichnet.

7.1.5 Ergebnisdarstellung

In den nichtlinearen Analysen werden die einzelnen Einwirkungen entsprechend den zu-
vor definierten Kombinationen nacheinander inkrementell auf das System aufgebracht.
Die quasi-statische Windlast wird abschliefsend bis zum numerischen Versagen gesteigert.
Durch eine derartige Vorgehensweise werden die aus den thermischen und hygrischen
Zwangbeanspruchungen resultierenden Einfliisse als eine Initialschiadigung in Bezug auf
die Hauptbeanspruchung der Kiihlturmschale aus Wind aufgefasst. Davon abweichende
Einwirkungsszenarien sind auch denkbar und berechenbar [Rahm 2002].

7.1.5.1 Last-Verformungs-Kurven und Rissentwicklung

Ein Vergleich der untersuchten Lastfallkombinationen erfolgt zundchst anhand der resul-
tierenden Last-Verformungs-Pfade und der zugehdrigen Rissevolutionen. Die Entwicklung
der normal zur Mittelfliche gerichteten Verschiebung an zwei der zuvor definierten Punkte
der Schale enthalten die Bilder [7.5 und [7.6. Die Rissentwicklung fiir verschiedene Stufen
der Windlaststeigerung auf Hohe der dufseren Bewehrungslage ist in den Bildern [7.7 und
7.8/ dokumentiert. Dabei sind kleinere Rissbreiten numerisch herausgefiltert worden.

Fiir die Lastfallkombination G+ A-W ist bis zu einem Lastniveau von A ~ 1.3 ein lineares
Verhalten erkennbar. Danach ist eine deutliche Verformungszunahme aufgrund des durch
Rissbildung bedingten Steifigkeitsverlustes ersichtlich. Die ersten Risse treten im Bereich
des Randglieds auf. Infolge der Meridianzugkréafte im Luv-Bereich entstehen danach ho-
rizontale Trennrisse unterhalb der Taille, die sich von dort ausgehend vor allem iiber
die Hohe ausbreiten. Weitere iiberwiegend vertikal verlaufende Risse kommen ab einem
Lastniveau von A = 1.7 im oberen Schalenbereich (# ~ 90°) und infolge von Ringbiege-
momenten auf der Schalenaufenseite im Bereich der Taille (# ~ 60°) hinzu. Im weiteren
Verlauf schreitet diese Rissentwicklung fort. Auf der Aufsenseite der Schale schlieffen sich
die einzelnen Bereiche zusammen und es kommt bereichsweise zu einer Uberlappung. Auf
der Innenseite bilden sich Biegerisse bei 8 ~ 120°. Der Stahl plastiziert ab einem Lastni-
veau von A = 1.8 beginnend in einer Héhe von ca. 30 m im Anstrommeridian. Bei A = 2.2
tritt das Versagen durch das Reiften der Meridianbewehrung im Luv auf.

Bei der Simulation der Lastfallkombination G + T 4+ A - W erzeugt bereits die thermische
Beanspruchung nahezu auf der gesamten Aufenseite der Schale horizontale und verti-
kale Risse. Lediglich im unteren Schalenbereich wird die horizontale Rissbildung durch
die Wirkung des Eigengewichts teilweise verhindert. Die iiberwiegende Anzahl der Risse,
insbesondere die horizontalen Risse, sind jedoch in diesem Stadium kleiner als w,, =
0.05 mm (Bild [7.7). Diese Initialschddigung bewirkt bei der anschliefenden Steigerung
der Windlast einen flacheren Anstieg der Last-Verformungs-Pfade und ein Absinken der
Linearitatsgrenze auf A =~ 1.0. Auf einem mittleren Windlastniveau ergeben sich so-
mit deutliche Unterschiede in den Verformungskurven. Im versagensnahen Bereich erfolgt
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Bild 7.5: Tragfidhigkeits- und Schédigungsanalysen eines Naturzugkiihlturms: Vergleich
der Last-Verformungs-Kurven im Punkt B der Schale.
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Bild 7.6: Tragfahigkeits- und Schédigungsanalysen eines Naturzugkiihlturms: Vergleich
der Last-Verformungs-Kurven im Punkt D der Schale.

durch die fortschreitende Rissbildung ein Abbau der Zwangschnittgrofen und damit eine
Anndherung der Kurven. Das Absinken der Traglast auf A = 2.13 resultiert jedoch aus
der infolge der Rissbildung reduzierten Umlagerungsfiahigkeit.

Die Last-Verformungs-Kurve der Einwirkungskombination G + Hyxp + A - W zeigt ein
ahnliches Verhalten. Auf einem Windlastniveau von A &~ 1.0 verhélt sich der Turm bei
hygrischer Vorschidigung durch Hyp, etwas steifer als im thermischen Fall. Bis zum Versa-
genszustand ndhern sich die Verldufe wieder an. Die Traglast ist mit A = 2.11 auf nahezu
gleichem Niveau.
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Bild 7.8: Tragfahigkeits- und Schédigungsanalysen eines Naturzugkiihlturms: Rissent-
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Eine gleichzeitige Beriicksichtigung der beiden vorschadigenden Einfliisse fiithrt zu einer
weiteren Steifigkeitsreduktion. Die Folge ist eine Zunahme der Rissanzahl und -breite. Die
Berechnung ergab ein weiteres Absinken der Traglast auf A = 2.05. Im Vergleich zu den
vorherigen Lastfallkombinationen ist gerade auf einem niedrigen Windlastniveau, welches
fiir die Dauerhaftigkeit des Tragwerkes entscheidend ist, eine Ausweitung der gerissenen
Zonen feststellbar. Doch bleiben die auftretenden Risse auf diesem Gebrauchslastniveau
unter der in der VGB-Richtlinie (2003) vorgegebenen zuléssigen Rissbreite von wy, = 0.2
mim.

Der Kollaps des Tragwerks wurde in allen Féllen durch den gleichen Versagensmecha-
nismus verursacht. In Bild [7.9 wird die Verformung der Kiihlturmschale fiir die Einwir-
kungskombination G+ T+ Hyp, +W bei Erreichen des Traglastgrenzzustandes dargestellt.
Anhand der Verformungsfigur sind deutlich die Auswirkungen der durch den Wind her-
vorgerufenen Druck- und Sogbelastungen in Schalennormalenrichtung zu erkennen. Die
thermischen und hygrischen Gradienten fithren lediglich zu Aufweitungen an den Schalen-
randern. Thre Beitrage sind im Vergleich zu den Verformungen aus Wind jedoch gering und
somit in der Darstellung nicht zu erkennen. Auf eine Abbildung der Verformungsfiguren
aus den iibrigen Einwirkungskombinationen kann daher verzichtet werden.

WIND
g 2

Bild 7.9: Tragfahigkeits- und Schédigungsanalysen eines Naturzugkiihlturms: Verfor-
mung der Schale unter G + T + Hyp, + Aena + W (40-fach iiberhoht).

7.1.5.2 Eigenschwingungsverhalten und Schidigungsindikatoren

Der durch Schiadigung hervorgerufene Steifigkeitsverlust der Schale bewirkt gleichzeitig
eine Verdnderung des dynamischen Verhaltens der Schale. In Bild [7.10 ist der Verlauf der
ersten Eigenfrequenz f; iiber die Steigerungsfaktoren der einzelnen Lastfélle aufgetragen.
Dabei deuten die gestrichelten Linien an, dass der jeweilige Lastfall in der untersuch-
ten Lastfallkombination unberiicksichtigt bleibt. Ein erster Abfall der Eigenfrequenz tritt
bereits bei Steigerung des Eigengewichts auf. Griinde fiir dieses in Bild [7.10 nicht dar-
gestellte Verhalten sind das nichtlineare Spannungs-Dehnungs-Verhalten des Betons im
Druckbereich und der Einfluss des geometrischen Anteils der tangentialen Steifigkeitsma-
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trix. Fiir eine detaillierte Erlauterung dieses typischen Verhaltens fiir turmartige Bau-
werke sei auf die folgende Untersuchung eines Spannbetonturms einer Windenergieanlage
verwiesen (Abschnitt [7.2.4).
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Bild 7.10: Tragfahigkeits- und Schédigungsanalysen eines Naturzugkiihlturms: Entwick-
lung der ersten Eigenfrequenz f;.

Die 1. Eigenfrequenz f; bleibt fiir die Lastfallkombination G + A3 - W bis zu einem Stei-
gerungsfaktor von A3 ~ 1.4 nahezu konstant. Das Einsetzen umfangreicher Rissprozesse
und die damit zwangsléufig einhergehende Steifigkeitsreduktion verursacht einen drama-
tischen Absturz der Frequenz. Dieses steht im Einklang mit dem zuvor gezeigten Last-
Verformungs-Verhalten.

Die zusétzliche Bertiicksichtigung der Temperaturgradiente im Winterbetrieb fiihrt bereits
zu einer deutlichen Reduktion der Eigenfrequenz im Bereich der Temperaturaufbringung.
Bei anschliefender Steigerung des Windes bleibt die Eigenfrequenz zunéchst annédhernd
konstant. Der deutliche Frequenzabfall ist erneut auf einem identischen Windlastniveau
zu beobachten. Wird anstelle der Temperatur der Einfluss der Feuchtegradiente beriick-
sichtigt, zeigt sich ein dhnliches Verhalten. Der unterschiedliche Verlauf im Bereich der
Temperatur- bzw. Feuchtesteigerung resultiert aus der unterschiedlichen Vorgehensweise
bei der Erfassung der thermischen bzw. hygrischen Einwirkungen. Wahrend es sich bei
dem thermischen Steigerungsfaktor A; um einen Multiplikationsfaktor fiir die Einwirkung
handelt (\; = 0.5 — 0.5-T), entspricht der Steigerungsfaktor Ay bei der hygrischen
Einwirkung einem Zeitfaktor (A = 0.5 — 0.5 -5 Jahre). Im Einklang mit der zeitlichen
Entwicklung der relativen Feuchte (Bild [7.4)) tritt daher die Abnahme der Frequenz relativ
zur Lange des Untersuchungszeitraums gesehen schon friithzeitiger auf.

Die Erfassung sowohl der thermischen als auch der hygrischen Szenarien in der Analyse
fiihrt zu einer weiteren Eigenfrequenzreduktion. Die starke Reduktion im Bereich der
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Windlaststeigerung setzt in diesem Fall auf einem etwas geringeren Niveau ein. Dem Bild
7.10 ist zu entnehmen, dass die erste Eigenfrequenz im versagensnahen Bereich fiir alle
vier Lastfallkombinationen auf einem vergleichbar niedrigen Niveau liegt. Jedoch wird
auch durch das Eigenfrequenzverhalten der mafgebliche Einfluss der thermischen und hy-
grischen Einwirkungen auf dem fiir die Dauerhaftigkeit entscheidenden Niveau bestétigt.

Auf Grundlage der 1. Figenfrequenz kann der Schiadigungsindikator D; nach Gleichung
(5.116) bestimmt werden. In Tabelle 7.2/ ist die Entwicklung des Indikators fiir die un-
tersuchten Lastfallkombinationen an bestimmten Punkten des Laststeigerungsprozesses
dargestellt. Dabei wird der Wert der Eigenfrequenz vor Aufbringen des Eigengewichts als
Bezugsgrofse definiert. Der Indikator stellt in einer sehr anschaulichen Weise die schadi-
gungsbedingte Verdnderung des Tragwerksverhaltens dar.

Lastfallkombination Schéadigungsindikator Dy bei
10-G|[10-T|1.0-H|[10-W][20-W
G+ X3 W 0.07 - - 0.06 | 0.52
G+ T+ AW 0.07 | 0.26 - 0.25 | 0.56
G+ X -Hao+ 25 W 0.07 - 022 | 023 | 059
G+A-TH+A-Hy+A3-W || 007 | 026 | 035 | 031 | 0.67

Tabelle 7.2: Tragfahigkeit- und Schadigungsanalyse eines Naturzugkiihlturms: Entwick-
lung des Schédigungsindikators Dy
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Bild 7.11: Tragfahigkeits- und Schédigungsanalysen eines Naturzugkiihlturms: Entwick-
lung der drei ersten Eigenfrequenzen f; fiir G+ W und G+ T + Hyp, + W.
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Die in Bild [7.11 wiedergegebenen Verldufe der ersten drei Eigenfrequenzen zeigen, dass
die einwirkungsbedingten Schidigungen auch bei den hoheren Eigenfrequenzen zu einer
starken Reduktion fiihren. Sie zeigen tendenziell das gleiche Verhalten. Vergleicht man den
jeweiligen Abfall der Eigenfrequenzen mit und ohne Berticksichtigung der lastunabhén-
gigen Beanspruchungen, so ist festzustellen, dass die zweite Eigenfrequenz im Vergleich
zu den beiden anderen sensibler auf die thermischen und hygrischen Initialschadigungen
reagiert.
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Bild 7.12: Tragfahigkeits- und Schédigungsanalysen eines Naturzugkiihlturms: Entwick-
lung der ersten drei Modalformen bei der Einwirkungskombination G 4+ T +
Hyi +W
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Einen zuséatzlichen Eindruck {iber das sich verdndernde dynamische Verhalten liefern die
zu den Eigenfrequenzen zugehorigen Figenformen. Bild [7.12] illustriert die Verdnderung
der ersten drei Eigenformen der Lastfallkombination G4+T+Hyp,+W. Auf einem dhnlichen
Frequenzniveau stellen sich vergleichbare Schwingungsmuster ein. So entspricht beispiels-
weise die 2. Eigenform nach dem Aufbringen des Eigengewichts der 3. Eigenform nach der
Temperaturbeanspruchung. Auffallend ist auch, dass bei der 1. Schwingungsform das glo-
bale fiinfwellige Muster in der Neuwertposition in eine lokale Schwingungsform iibergeht,
die vom Aussehen her der Verformungsfigur in Bild 7.9 entspricht und in der primér der
stéarker geschidigte Teil der Schale schwingt.

Durch den Schadigungsprozess dndert sich das dynamische Antwortverhalten der Struk-
tur. Die Eigenfrequenzen néhern sich durch den schiadigungsbedingten Abfall bei einem
solchen hochabgestimmten Tragwerk den energiereicheren Erregerfrequenzen der einwir-
kenden Windbeanspruchung. Dies fiihrt unweigerlich zu einer erhéhten Energieabsorbtion
des Tragwerks aus dem Windlastprozess und somit zu einer groferen dynamischen Be-
anspruchung des Systems. Die Zunahme der spektralen Erregung fiihrt zu einer etwa
gleichgrofsen Zunahme der dynamischen Beanspruchung, abzulesen im VON-KARMAN-
Windspektrum [Kritzig & Noh 1998]. Demzufolge miisste der dynamische Uberhohungs-
faktor ¢ in einem iterativen Prozess entsprechend angepasst werden.

7.1.5.3 Variation der hygrischen Parameter

In diesem Abschnitt wird exemplarisch der Einfluss einzelner Eingangsdaten auf das
nichtlineare Tragverhalten der Kiihlturmschale aufgezeigt. Bei den bisherigen Berechnun-
gen sind die hygrischen Verzerrungen im verwendeten Schichtenkonzept entsprechend der
nichtlinearen Verteilung iiber die Querschnittsdicke erfasst worden. Welche Auswirkun-
gen eine Linearisierung der hygrischen Verzerrungen in der numerischen Analyse auf die
Ergebnisse ausiibt, soll im Folgenden analysiert werden. Die Berechnungen werden fiir die
Lastfallkombinationen G + Hy, + W und G + Hyp, + W durchgefiihrt.

Fiir die zunachst unverandert angesetzten Eingangsparameter zeigt Bild [7.13 die Ent-
wicklung der Verschiebungen als Funktion des Windlastfaktors A fiir zwei Punkte im
Anstrommeridian, alternativ fiir die Lastfallkombinationen mit H;, und Hyy,. Die entspre-
chenden Kurven unter der Annahme einer relativen Umgebungsfeuchte von 60 % auf der
Schalenaufsenseite sind in Bild [7.14' dargestellt. Eine derartige Annahme wire fiir hie-
sige Verhéltnisse als zu extrem zu bezeichnen, fiir den Bau eines Kiihlturms in anderen
Klimaregionen kann sie jedoch durchaus zutreffend sein.

Bei einem Vergleich der beiden Bilder fallt auf, dass die unterschiedliche Erfassung der
Feuchteeinwirkungen in der numerischen Simulation fiir den Fall einer niedrigeren Umge-
bungsfeuchte stiarkere Auswirkungen hat. Erklarbar ist dieses Verhalten durch die groferen
Unterschiede zwischen den nichtlinearen und den daraus linearisierten Verlaufen bei ins-
gesamt grofserer Feuchtedifferenz zwischen der inneren und &ufseren Schalenlaibung. Die
Annahme einer geringeren Umgebungsfeuchte veréandert die relative Feuchte und damit
die hygrischen Verzerrungen signifikant nur im &uferen Schalenbereich. Bei der Linea-
risierung fithrt die erhohte Gesamtdifferenz der relativen Feuchte auch in weiter innen
liegenden Querschnittsbereichen zu einer erhéhten hygrischen Zwangbeanspruchung und
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Bild 7.14: Tragfahigkeits- und Schédigungsanalysen eines Naturzugkiihlturms: Last-
Verformungs-Kurven mit linearer und nichtlinearer Beriicksichtigung der hy-
grischen Verzerrungsanteile fiir eine relative Umgebungsfeuchte h,,, von 0.60
auf der Schalenaufenseite.

damit zu vergroferten Risstiefen und dem bereits in Abschnitt [6.3.4 erlauterten differie-
renden Verhalten. Auf hoherem Windlastniveau zeigen die Kurven ein &hnliches Verhalten,

welches durch die dominante Windbeanspruchung in diesem Bereich gesteuert wird.

An dieser Stelle sei angemerkt, dass die in der Simulation festzustellenden Unterschiede
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grundsétzlich auch von den hygrischen Materialparametern abhéngig sind. Die nichtli-
nearen Zusammenhéinge im Feuchtehaushalt fithren dazu, dass sich auch im stationdren
Zustand keine lineare Verteilung der relativen Feuchte h {iber den Querschnitt der Schale
einstellt (Bild [7.4). Der Ansatz anderer hygrischer Materialparameter hat eine abwei-
chende Feuchteverteilung zur Folge, und somit kénnen die Unterschiede zwischen den Be-
rechnungsalternativen kleiner oder grofer ausfallen. Zur quantitativen Bestimmung der
Grofenordnung sind weitere Untersuchungen mit modifizierten Eingangsdaten erforder-
lich.

Eine Gegeniiberstellung der Last-Verformungs-Kurven fiir die unterschiedlichen Randbe-
dingungen im Punkt D der Schale enthilt Bild [7.15. Die Unterschiede sind relativ gering.
Fiir den Einwirkungsfall Hy, sind sie, wie bereits erldutert, etwas grofser.

24 | | | | | | |
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Bild 7.15: Tragfahigkeits- und Schédigungsanalysen eines Naturzugkiihlturms: Last-
Verformungs-Kurven fiir unterschiedliche hygrische Randbedingungen auf der
Schalenaufsenseite.

Im Folgenden wird der Einfluss der Grofe des hygrischen Ausdehnungskoeffizienten agy,
untersucht. In den unterschiedlichen Simulationen war mit zunehmender Gréfse des hygri-
schen Ausdehnungskoeffizienten und somit mit stirker werdender Verzerrungsgradiente
eine zunehmende Initialschadigung festzustellen. Die globale Verdnderung &ufsert sich
zum einen in einem zunehmend flacheren Anstieg der Last-Verformungs-Pfade bei der
folgenden Windlaststeigerung und zum anderen durch ein Abnahme der erreichten Grenz-
traglast. Exemplarisch zeigt Bild [7.16 das Last-Verformungs-Verhalten fiir zwei hygrische
Ausdehnungskoeffizienten, die im Vergleich zu den zuvor durchgefithrten Berechnungen
nach oben und unten variiert worden sind. Fiir die hoher angesetzte Feuchtedehnzahl
wird ein deutliches Aufweichen der Schale sichtbar. Der Ubergang zwischen dem linear
und nichtlinearen Bereich der Kurve verlduft anndhernd fliefsend. Die Versagenslast von
A = 2.10 ist im Vergleich zur Lastfallkombination G + A - W deutlich geringer, wenn man
zusatzlich bedenkt, dass die thermischen Einwirkungen hier unberiicksichtigt bleiben.



7.1 Tragfihigkeits- und Schadigungsanalysen eines Naturzugkihlturms 207

24 I I I I I I 220
A 0—5%=218

20k 2r=210 |
— 16} .
<
p -
E 12 - —
2 h, =0.8
% 0.8 —
| —— G + AW

04 - G+H, (o, =110%+ AW 1

’ -o— G +H_ (o, =310%+ AW
0.0 4 l l l l l l

0.00 0.04 0.08 0.12 0.16 0.20 0.24 0.28 0.32
Normalverformung v, [m]

Bild 7.16: Tragfahigkeits- und Schédigungsanalysen eines Naturzugkiihlturms: Last-
Verformungs-Kurven fiir unterschiedliche hygrische Ausdehnungskoeffizienten
Qgh -

7.1.5.4 Variation der Traglastanalysen

Den bisherigen Simulationen lagen einheitlich die Mittelwerte der Materialeigenschaften
(MW) entsprechend (5.87) und Tabelle [7.1 zu Grunde. Fiir den Nachweis einer ausrei-
chenden Traglast unter Verwendung nichtlinearer Verfahren sind nach DIN 1045-1 (2001)
und VGB-Richtlinie (2003) die rechnerischen Mittelwerte (RW) entsprechend (5.85) an-
zusetzen. Damit stellt sich die Frage, welchen Einfluss der modifizierte Ansatz der Ma-
terialfestigkeiten auf die zuvor gezeigten Berechnungsergebnisse hat. Zur Beantwortung
dieser Frage werden zusétzliche numerische Simulationen auf der Basis der rechnerischen
Mittelwerte durchgefiihrt.

Nach dem ~g-Konzept der Norm ist die Steigerung der gesamten Lastfallkombination
vorgesehen. Somit ist auch das Eigengewicht mit zu steigern, obwohl es sich bei einer
Kiihlturmschale aufgrund der quasi vorspannenden Wirkung giinstig auswirkt. Die bereits
in Abschnitt 5.4.2 geduflerte Kritik an dieser Vorgehensweise soll hier durch numerische
Simulationsergebnisse belegt werden.

Im Hinblick auf die Untersuchung der beiden zuvor genannten Punkte werden folgende
Lastfallkombinationen vergleichend untersucht:

G+T+A-W mit Mittelwerten (MW) nach Gl. (5.87),

G+T+A-W (7.13)
G+A- (T+W) mit Rechenwerten (RW) nach Gl. (5.85).

A(G+TH+W)

Unter Ansatz der rechnerischen Mittelwerte wird die schrittweise Steigerung der Belastung
nach unterschiedlichen Vorgehensweisen vollzogen. Bei der ersten Kombination wird das
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Eigengwicht G und die Temperatur T als konstant vorausgesetzt und nur der Belastungs-
teil des Windes inkrementell gesteigert. In einer zweiten Berechnung erfolgt die simultane
Steigerung der Temperatureinwirkung mit dem Wind. Schlieflich wird die gesamte Last-
fallkombination, wie es die Norm vorsieht, mit einem Faktor versehen und inkrementell
gesteigert.

Die Ergebnisse der unterschiedlichen Simulationen werden exemplarisch fiir den Punkt
A der Schale in Bild [7.17 dargestellt. Dabei liegt den gezeigten Berechnungsergebnissen
einheitlich eine maximale Stahldehnung von 5% zu Grunde. Vergleicht man zunéchst
die identische Lastfallkombination unter Ansatz der Mittelwerte bzw. Rechenwerte, so ist
festzustellen, dass die Verlaufe der Kurven annéhernd tiberein stimmen.

2.8 | | | | | | |
24 —
20} i
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(@]
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Bild 7.17: Tragfahigkeits- und Schédigungsanalysen eines Naturzugkiihlturms: Last-
Verformungs-Kurven fiir unterschiedliche Traglastanalysen.

Somit zeigt sich, dass der Ansatz der rechnerisch reduzierten Druckfestigkeit nahezu kei-
nen Einfluss auf das Systemverhalten hat. Dies war auch nicht zu erwarten, da dass globale
Tragverhalten eines Kiihlturms bekanntermafen vor allem durch die Zugrissbildung des
Betons gepragt wird. Unter Ansatz der in DIN 1045-1 (2001) vorgegebenen reduzierten
Stahldehnung von 2.5% wird die Systemtraglast auf einem etwas geringeren Niveau er-
reicht. Im Vergleich zu den beiden erst genannten resultiert aus der Lastfallkombination
G+ A (T + W) ein geringfligig weicheres Verhalten, bedingt durch den erh6hten Ansatz
der Temperaturgradiente. Ein deutlich gedndertes Deformationsverhalten wird dagegen
fiir die Lastfallkombination A - (G + T 4+ W) sichtbar. Die gréofsten Verformungen treten
nicht mehr im Anstrommeridian auf, sondern es kommt zu einem Einbeulen der Schale
im Flankenbereich. Die zugehédrige Last-Verformungs-Kurve in Punkt A zeigt ein nahezu
lineares Verhalten bis zum Versagen. Es wird ersichtlich, dass das Mitsteigern des gilinstig
wirkenden Eigengewichts zu einer erheblichen Uberschitzung der Systemtraglast fiihrt.
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7.1.6 Bewertung

Zusammenfassend kann festgehalten werden, dass bei allen durchgefiithrten Traglastana-
lysen das in der VGB-Richtlinie (2003) definierte Sicherheitsniveau erreicht worden ist.
Somit ist der hier untersuchte Kiihlturm, dessen Bewehrung auf der Basis einer linea-
ren Bemessung bestimmt worden ist, im Hinblick auf die Tragfdhigkeit als standsicher
anzusehen.

Die in den numerischen Simulationen berechneten mittleren Rissbreiten w,, liegen bei der
Lastfallkombination G +H + T + 0.5 - W unterhalb von 0.15 mm. Dieses Beanspruchungs-
niveau entspricht von der Gréfenordnung den in (7.8)-(7.11) vorgegebenen Lastfallkom-
binationen. Somit werden die im Hinblick auf die Gebrauchstauglichkeit an das Tragwerk
gestellten Anforderungen erfiillt.

Die dargestellten Last-Verformungs-Pfade und Rissentwicklungen fiir die unterschiedli-
chen Einwirkungskombinationen verdeutlichen den Einfluss der lastunabhéngigen Einwir-
kungsszenarien auf das Tragverhalten derartiger Strukturen sowohl auf die Gebrauchs-
tauglichkeit als auch auf die Tragfahigkeit. Die in der Vergangenheit haufig geduferte
Meinung, dass die in einem Kiihlturm auftretenden Zwangbeanspruchungen die Grofe
der Traglast kaum beeinflussen, ist nach Meinung des Verfassers nicht zutreffend. Im
Zuge der Berechnungen wurde deutlich, dass die Zwangbeanspruchungen, die aus einer
Kombination von thermischen und hygrischen Einwirkungen hervorgerufen werden, zu ei-
ner nicht zu vernachlassigenden Traglastminderung fithren. Durch die in diesem Fall als
Initialschéddigung aufgefassten Auswirkungen dieser Einfliisse werden mogliche Schnitt-
grofenumlagerungen in ihrer Grofe begrenzt.

Der entscheidende Einfluss der thermischen und hygrischen Beanspruchungen wird durch
die durchgefiihrten Schwingungsanalysen bestiitigt. Dabei ist eine signifikante Anderung
der dynamischen Eigenschaften gegeniiber der Neuwertposition zu beobachten. Die Ei-
genfrequenzen und somit auch die auf ihnen basierenden globalen Schadigungsindikatoren
reagieren sehr sensibel auf die auftretenden Schadigungen im Tragwerk.

Gerade im Hinblick auf die jetzt sowohl nach DIN 1045-1 (2001) als auch nach VGB-
Richtlinie (2003) zugelassenen nichtlinearen Nachweisverfahren ist der in Lastfall (7.5)
angesetzte Kombinationsbeiwert von o7 = 0 problematisch. Wird die Bewehrung auf
Basis einer linearen Schnittgrofsenermittlung mit anschliefender Querschnittsbemessung
bestimmt und werden die aktuellen, im Vergleich zu fritheren Vorgaben erh6hten Ansprii-
che an die Mindestbewehrung eingehalten, werden die unberiicksichtigten thermischen
und auch hygrischen Anteile durch die vorhandenen Reserven abgedeckt. Fiihren jedoch
die mit nichtlinearen Verfahren unter Vernachléssigung der hygrischen und thermischen
Einwirkungen berechneten Tragfihigkeitskapazitdten zu einer Reduzierung der Beweh-
rungsmenge oder der Schalenwanddicken, so resultiert daraus zwangslaufig eine Unter-
schreitung der angestrebten Zuverléssigkeit und somit ein Sicherheitsdefizit. Als Folge
kann ein progressiver Schiadigungsprozess initiiert werden.

Eine Beanspruchung der Schale, wie sie durch das beschriebene Schwind-und Quellver-
halten auftritt, wird in der VGB-Richtlinie (2003) nicht berticksichtigt. Mit dem in der
VGB-Richtlinie (2003) neu aufgenommenen Lastfall Schwinden wird dieses Verhalten
nicht addquat abgebildet, da er als gleichméfige Temperaturanderung anzunehmen ist
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und somit allenfalls einen Einfluss auf die Stiitzen des Kiihlturms ausiibt. Der hier un-
tersuchte hygrische Einwirkungsfall konnte fiir eine Aufnahme in die Richtlinie als lineare
Temperaturdanderung idealisiert werden. Dies entspricht der von Noh (2002) gewé&hlten
Vorgehensweise zur ndherungsweisen Erfassung der hygrischen Einfliisse. Die Festlegung
einer sinnvollen Grofenordnung der dquivalenten Temperaturdnderung ist durch weitere
vergleichende Berechnungen mit den vorliegenden numerischen Modellen moglich. Dabei
ist zu beachten, dass die hygrischen Verzerrungen im Gegensatz zu den auch im Stahl
auftretenden thermischen Verzerrungen Spannungsumlagerungen zwischen den Kompo-
nenten des Stahlbetons bewirken und dass die hygrischen Verzerrungen bei den vorliegen-
den Randbedingungen im Allgemeinen keine lineare Verteilung ausweisen. Der von Noh
(2002) unter Vernachléssigung dieser Aspekte bestimmte dquivalente Wert ATy, von 15
K ist somit noch zu bestétigen.

Vergleichende Simulationen mit variierenden Parametern zeigen die Abhéngigkeit der Er-
gebnisse von bestimmten Eingangsgrofsen auf. Wie wichtig die exakte Bestimmung der
einzelnen Parameter fiir zukiinftige Untersuchungen ist, lasst sich mit derartigen Berech-
nungen feststellen.

Die durchgefithrten Simulationen zeigen, dass mit dem implementierten numerischen
Werkzeug das Schiadigungsverhalten von groften Stahlbetonschalenstrukturen unter ther-
mischen, hygrischen und mechanischen Einwirkungsszenarien analysiert werden kann. So-
mit konnen die an Kiihltiirmen haufiger beobachteten ausgepriagten Rissstrukturen si-
muliert werden, deren Entstehung in vielen Féllen auf die in der Vergangenheit geringe-
ren Anforderungen beziiglich der Mindestschalendicke und der Mindestbewehrungsgrade
zuriickzufiihren ist. Mit derartigen Berechnungen lésst sich die Grofenordnung der vor-
handenen Restsicherheit abschétzen. Dariiberhinaus kann die Wirkung einer geplanten
Sanierungsmafnahme bei einem bereits geschidigten Turm, beispielsweise durch nach-
traglich aufgebrachte Steifen, untersucht werden. Durch den prognostischen Einsatz der
Modelle kénnen mogliche Schwachstellen bereits in der Planungsphase aufgedeckt und
beseitigt werden.

Es bleibt anzumerken, dass die Simulationen unter der Annahme einer unbeschichteten
Kiihlerschale durchgefiihrt worden sind. In der Vergangenheit sind die inneren Laibun-
gen der Schale haufig beschichtet worden. Der Grund hierfiir ist die betonangreifende
Wirkung des Oberflichenkondensats, welches sich aus einem Gemisch des kondensierten
Wassers und der eingeleiteten gereinigten Rauchgase zusammensetzt. Neuere Entwicklun-
gen in Richtung eines sdureresistenten Hochleistungsbetons ermoglichen einen Verzicht
auf die kosten- und wartungsintensiven Beschichtungen [Lohaus 1996; Hiitt]l & Hillemeier
2000]. In die numerischen Berechnungen kann die Beschichtung durch die Modifikation der
entsprechenden Randbedingungen einfliefen. Somit konnte auch dieser Aspekt mit dem
vorgestellten Rechenwerkzeug berticksichtigt und gegebenenfalls vergleichend analysiert
werden.
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7.2 'Tragfahigkeits- und Schadigungsanalysen einer
Windenergieanlage

7.2.1 Entwurfsproblematik bei Windenergieanlagen

Windenergieanlagen sind turmartige Bauwerke unter hochzyklischen und hochdynami-
schen Beanspruchungen. Sie dienen der Stromerzeugung, indem sie einen Teil der Be-
wegungsenergie der Luft in elektrische Energie umwandeln. Die Anlagen kénnen in die
Tragkonstruktion und den maschinentechnischen Teil unterteilt werden, zu dem unter
anderem die Rotorblatter, die Nabe, die Welle und der Generator zédhlen. Fiir die Er-
stellung und Bemessung der Tragkonstruktion (Turm und Griindung) ist in Deutschland
die zur Zeit giiltige ,Richtlinie fiir Windkraftanlagen® vom Deutschen Institut fiir Bau-
technik anzuwenden |[DIBT-RICHTLINIE (1993)]. In den letzten Jahren hat eine rasante
Entwicklung der Anlagenkapazititen stattgefunden, die zu vergréferten Rotordurchmes-
sern, Generatorengréfsen und Turmhohen fithrte. Die gestiegenen Anforderungen an die
Tragkonstruktionen, der Wissenszuwachs im Bereich der Windenergie und die Einfiihrung
der neuen Normengenerationen im Bereich des Massiv-, Stahl- und Grundbaus machten
eine Uberarbeitung der Richtlinie erforderlich, die zurzeit als Entwurfsfassung vorliegt
[DIBT-RICHTLINIE (2003)]. Die Neufassung der Richtlinie orientiert sich an der IEC
61400-1(1999), die auf européischer Ebene den Bau von Windenergieanlagen regelt.

Wiéhrend ihrer Lebensdauer werden Windenergieanlagen fast unentwegt dynamisch an-
geregt, insbesondere durch

e die vom Turbulenzgrad abhéngige Boigkeit des Windes,
e die periodische Anregung mit der Rotorfrequenz f,; und

e die periodische Anregung mit der Blattdurchgangsfrequenz f,,.

Damit wird das Eigenfrequenzverhalten, hier insbesondere die 1. Eigenfrequenz f;, zum
mafsgebenden Parameter fiir den Entwurf der Tragkonstruktion |[Schaumann & Seidel
2000]. Je nach Lage der 1. Eigenfrequenz wird zwischen drei Auslegungsbereichen diffe-
renziert. Von einer ,stiff-stiff* oder unterkritischen Auslegung spricht man, wenn die 1. Ei-
genfrequenz des Turms oberhalb der Blattdurchgangsfrequenz liegt. Liegt sie zwischen der
Rotorfrequenz und der Blattdurchgangsfrequenz, muss beim Hochfahren der Anlage der
Bereich der Blattdurchgangsfrequenz durchfahren werden. Diese Auslegungsvariante wird
mit tiberkritisch oder ,soft-stiff bezeichnet. Wenn die Eigenfrequenz ebenfalls unterhalb
der Rotorfrequenz liegt, miissen beide Resonanzbereiche durchfahren werden (doppelt
tiberkritische oder ,soft-soft“-Auslegung). Bereits im Vorgriff werden die drei Auslegungs-
bereiche fiir die nachfolgend untersuchte Anlage in Bild [7.18 exemplarisch dargestellt.
Zusatzlich ist die 1. Eigenfrequenz des analysierten Turms fiir den ungeschidigten Zu-
stand mit eingezeichnet. Die Tiirme werden haufig, wie auch in diesem Fall, mit einer
soft-stiff“~Auslegung konzipiert, da sich die unterkritische Losung als unwirtschaftlich
erwiesen hat. Sie werden im Allgemeinen so entworfen, dass die Eigenfrequenzen einen
gewissen Sicherheitsabstand zu den zuvor genannten Anregungen aufweisen.
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Bild 7.18: Erregerfrequenzbereiche aus dem Betrieb der untersuchten Windenergieanlage
und mogliche Auslegungsbereiche.

Bis heute werden die Tiirme von Windenergieanlagen iiberwiegend aus Stahl gebaut. Mit
den wachsenden Turmhohen wird es aber immer schwieriger, das Eigenfrequenzverhalten
des Turms mit einer wirtschaftlichen Losung auf die vorliegenden Erregerfrequenzen ab-
zustimmen. Somit gewinnen Betontiirme oder Hybridlésungen zunehmend an Bedeutung
[Seidel 2002; Bellmer 2003]. Treten bei solchen Tiirmen jedoch Schiadigungen und Rissbil-
dungen auf, kann sich das Eigenfrequenzverhalten der Konstruktion zunehmend &ndern
und damit auch deren dynamisches Verhalten. Anhand der nachfolgend dargestellten Un-
tersuchungsergebnisse wird gezeigt, wie zusétzlich zu den mechanischen Einwirkungen
vorhandene Zwangbeanspruchungen nicht nur die Lebensdauer solcher Konstruktionen
erheblich reduzieren, sondern auch die Tragfahigkeit in einem relevanten Umfang negativ
beeinflussen konnen. Da bei Windenergieanlagen im Onshore-Bereich haufig keine nen-
nenswerten Beanspruchungen aus hygrischen Einwirkungen entstehen, wird hier auf deren
Beriicksichtigung verzichtet.

7.2.2 Einwirkungen nach der DIBT-Richtlinie

In Abhéngigkeit von den moglichen Betriebszustianden definiert die DIBT-RICHTLINIE
(2003) Einwirkungskombinationen, die getrennt zu untersuchen sind. Die Nachweisfiih-
rung fiir die Gruppen N (Normal und Extrem), A (Anormal), T (Transport und Errich-
tung) und F (Fatigue, Ermiidung) kann auf zwei verschiedene Arten erfolgen. Wenn das
dynamische Verhalten des Gesamtsystems aus Griindung, Turm und Maschine und ein
turbulentes dreidimensionales Windfeld im Rotorbereich beriicksichtigt werden, kénnen
die Schnittgréfsen in den mafsgebenden Querschnitten in einer gesamtdynamischen Be-
rechnung ermittelt und die Grenzzustidnde mit v = 1.0 nachgewiesen werden. Wenn die
1. Eigenfrequenz um mindestens 10 % von der Anregung aus der einfachen Drehfrequenz
des Rotors abweicht, diirfen nach der DIBT-RICHTLINIE (2003) die aus aeroelastischen Si-
mulationsrechnungen am Ubergang zwischen Maschine und Turm berechneten Beanspru-
chungen im Sinne eines quasi-statischen Bemessungskonzepts mit Teilsicherheitsbeiwerten
alternativ verwendet werden. Mit den 10 % wird ein Bereich definiert, der eine Abweichung

bei der Eigenfrequenzbestimmung von 5 % und einen zusétzlichen Sicherheitsabstand von
5% abdeckt.
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Die grofsten Beanspruchungen der Gesamtkonstruktion resultieren aus den angreifenden
Windlasten, die auf den Turm selbst einwirken und die iiber den Rotor in die Tragkon-
struktion eingeleitet werden. Die auf den Turm der Anlage anzusetzende Winddruckver-
teilung wird in der DIBT-RICHTLINIE (2003)| mit

we(z,0) = c,(0) qi(2) (7.14)

vorgegeben. Die Umfangsverteilung c,(#) wird mit dem von der Reynoldszahl abhéngi-
gen Druckbeiwert ¢, und dem Abminderungsfaktor 1 bestimmt, der die Streckung und
Volligkeit des Turms beschreibt:

¢(0) = c0(60) 0. (7.15)

Der hohenabhéngige Staudruck ¢;(z) wird mit

qi(z) = %gv(z)z (7.16)

berechnet. Dabei ist ¢ die Luftdichte und v(z) die Windgeschwindigkeit in der Hohe z,
die mit Hilfe eines exponentiellen Windprofils ermittelt wird:

’U(Z)—U(href)( © )a. (7.17)

href

Zur Berechnung der Hohenverteilung der Windgeschwindigkeiten ist eine Windgeschwin-
digkeit v(hyef) in der Referenzhdhe h,.r und der Rauhigkeitsexponent a vorzugeben.

Die aus dem maschinentechnischen Teil eingeleiteten Windlasten und Funktionskréfte
werden fiir eine quasi-statische Berechnung in Form von resultierenden Einzelkraften und
Momenten angegeben, vgl. Bild [7.19. Weiterhin werden in der DIBT-RICHTLINIE (2003)
fiir die oben erwahnten Einwirkungskombinationen unterschiedliche Windszenarien vorge-
schrieben, die sich durch die Variation der anzusetzenden Windgeschwindigkeit in (7.17),
durch einen moglichen Boengeschwindigkeitszuschlag Av und durch die Vorgabe unter-
schiedlicher Rauhigkeitsexponenten unterscheiden. Im Rahmen diese Arbeit werden die
folgenden Windszenarien im Sinne der Einwirkungskombination N angesetzt:

Normales Windprofilmodell (NWM). Das normale Windprofil beschreibt die Wind-
beanspruchungen der Anlage, wihrend sie sich im Nennfrequenzbereich in Betrieb
befindet. Fiir die Berechnung der Winddruckverteilung nach Gleichung (7.14)) ist fiir
die Windgeschwindigkeit in Nabenhdhe vy, die vom Anlagentyp abhéngige Nenn-
geschwindigkeit v, oder Abschaltgeschwindigkeit v,,; anzusetzen. Der Rauhigkeits-
exponent o wird in IEC 61400-1(1999) mit 0.2 vorgegeben.

Extreme Betriebsbée (EOG). Durch die extreme Betriebsboe sollen die im Betrieb
moglichen Béengeschwindigkeiten abgedeckt werden. Hierfiir wird vy, aus dem nor-
malen Windprofilmodell mit einem héhenunabhéngigen Zuschlag Av erhoht.
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Extremes Windgeschwindigkeitsmodell (EWM). Bei sehr hohen Windgeschwin-
digkeiten, beispielsweise bei Sturmereignissen, wird die Anlage ,aus dem Wind ge-
fahren®. Die Richtlinie definiert fiir diesen betriebsbereiten Zustand eine standort-
abhéingige Windgeschwindigkeit v,,50 in 10 m Hohe und den Rauhigkeitsexponenten
zu 0.16. Bei schwingungsanfalligen Tiirmen ist die einwirkende Windlast zusétzlich
mit einem Boenreaktionsfaktor zu multiplizieren, wodurch die Boigkeit des Windes
erfasst wird.

Nach der DIBT-RICHTLINIE (1993) sind thermische Einfliisse aus einseitiger Sonnenein-
strahlung oder aus einer Temperaturgradiente iiber die Wanddicke nicht gesondert nach-
zuweisen. Grund hierfiir ist, dass bei der Erarbeitung der Richtlinie vorrangig an Stahl-
tiirme gedacht worden ist, bei denen der thermische Zwang wegen der geringen Wanddicke
von untergeordneter Bedeutung ist. Demgegeniiber 16sen Temperaturunterschiede, wie im
Folgenden gezeigt wird, bei Betontiirmen erhebliche Zwangbeanspruchungen aus, die zu-
mindest die Gebrauchstauglichkeit signifikant beeinflussen konnen. Das hat dazu gefiihrt,
dass in die Neufassung der Richtlinie die in DIN 1055-7 (2002) definierten Tempera-
turlasten iibernommen wurden, die im Zuge des Rissbreitennachweises von Stahl- oder
Spannbetontiirmen zu beriicksichtigen sind. Danach ist ein iiber einen Umfangssektor
von 180° cosinusférmig wirkender und iiber die Wanddicke konstanter Temperaturanteil
von ATy = 15 K sowie ein iiber den Umfang konstant wirkender und iiber die Wanddicke
veranderlicher Temperaturanteil von ATy, = 15 K anzusetzen.

Neben den windinduzierten und thermischen Einwirkungen sind auch das Eigengewicht
der Windenergieanlage einschlieflich des maschinentechnischen Teils und aller Einbauten
und eine eventuell vorhandene Vorspannung mit zu beriicksichtigen. Zur Erfassung der
zuvor beschriebenen Einwirkungen im Rahmen der numerischen Analysen wurde das Pro-
grammsystem FEMAS 2000 um die bis dahin noch nicht existierenden Belastungsmodelle
erweitert.

7.2.3 Dimensionierung und lineare Untersuchung

Als reprisentatives Beispiel zur Untersuchung des Tragfahigkeits- und Schéadigungsverhal-
tens dient die Anlage AEOLUS II, die im Jahre 1992 im Jade-Windpark Wilhelmshaven
errichtet worden ist. Mit einer Nabenhohe von 92 m, 80 m Rotordurchmesser und 3 MW
Nennleistung gehort sie bis heute zu einer der grofiten Windenergieanlagen. Der vorge-
spannte Turm setzt sich aus drei unterschiedlichen Schalenformen zusammen. Er steht
auf einer Kreisfundamentplatte mit einem Durchmesser von 14.4 m und einer Dicke von
4 m. Diese ist wiederum auf 36 Betonpfiahlen gegriindet, die im vorhandenen weichen
Marschboden verankert sind [Kniinz 1992; Albers, Klug & Westermann 1995]. Weitere
Angaben zu den Abmessungen, den eingesetzten Materialien und den technischen Daten
sind Bild [7.19/und Tabelle 7.3/ zu entnehmen. Zusétzlich sind in Bild [7.19 die angesetzten
Einwirkungen aus dem maschinentechnischen Teil der Anlage dargestellt, deren zahlenma-
Rige Vorgabe in Ubereinstimmung mit dem in der DIBT-RICHTLINIE (2003) definierten
Koordinatensystem erfolgt. Fiir die drei angegebenen Windszenarien werden neben dem
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Bild 7.19: Tragfiahigkeits- und Schiadigungsanalysen der AEOLUS Il: Abmessungen und

angesetzten Rotorlasten.

Eigengewichtsanteil die wesentlichen Grofen F, und M, angesetzt. Die im Turm eingelegte

Bewehrung und die aufgebrachte Vorspannung sind in Tabelle [7.4] wiedergegeben.

Die rdaumliche Diskretisierung der Struktur erfolgt mit dem in Abschnitt 5.2/ beschrie-
benen Schalenelement. Die Umfangsrichtung wird mit 32 und die Hohenrichtung mit
92 Elementen abgebildet. Nur mit einer solchen rdumlichen Diskretisierung kann eine
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Maschine ‘ Turm
Nabenhdohe 92 m Turmhohe ca. 88 m
Rotordurchmesser 80 m Durchmesser 4.50-6.20 m
Anzahl der Blatter 2 Langsbewehrung s. Bild
Drehzahl 16-21 U/min | - Betondeckung 7 cm
Einschaltgeschwindigkeit v;;,  6.00 m/s Ringbewehrung 214, s= 15 cm
Nenngeschwindigkeit v, 14.15 m/s - Betondeckung aussen 5 cm
Abschaltgeschwindigkeit vy, 25.00 m/s - Betondeckung innen 4 cm
Nennleistung 3 MW Vorspannung s. Bild
Gewicht 150 t - Verluste aus K+S 12.5%
Gewicht 1410 ¢

Tabelle 7.3: Tragfihigkeits- und Schéadigungsanalysen der AEOLUS II: Daten der Anlage.

Héhe Vorspann- Aullere innere
kraft Léangsbewehrung | Langsbewehrung
|m] [kN] -] §

0.00 - 15.00 43016

15.00 - 24.00 8 - (18p16+3020) | 8 - (15¢16-+3¢20)

24.00 - 29.00 36224

90.00 - 42.00 8 - (12016+3020) | 8 - (10916+3020)

42.00 - 47.00 20432

4700 - 58.00 8 - (12014+43020) | 8 - (10914+43020)

58.00 - 70.00 20376 8 - (8¢14+43020) | 8 - (6p14+3020)

70.00 - 77.00

7700 - 87.74 13534 8 - (8012+3020) | 8 - (6¢12-+3¢20)

Tabelle 7.4: Tragfahigkeits- und Schidigungsanalysen der AEOLUS II: Vorspannkrifte
und Bewehrungsmengen.

wirklichkeitsnahe Abbildung des Strukturverhaltens unter Einbezichung der vorhandenen
Nichtlinearitdaten erreicht werden. Mit der sonst {iblichen Diskretisierung mit Balkenele-
menten ist dies nicht mdglich. Die Lagerung der Struktur wird hier mit Federelementen
realisiert. Eine detaillierte Beriicksichtigung der Boden-Bauwerks-Interaktion wird hier
nicht angestrebt. Die Beriicksichtigung derartiger Effekte wire unter Verwendung finiter
oder infiniter Bodenelemente moglich, die kiirzlich in das Programmsystem FEMAS 2000
integriert worden sind [Mahran 2003; Harte, Andres, Mahran & Wérmann 2004).

Die lineare Analyse des Spannbetonturms liefert als wesentliche Schnittgrofsen die Meri-
diankrifte N?2, die in Bild [7.20) in ihrer Hohen- und Umfangsverteilung dargestellt sind
|[Harte & Wormann 2002|. Erkennbar ist die abgestufte Anordnung der Meridianspann-
glieder korrelierend mit den aus Wind resultierenden Meridiankréften. Aus der linearen
Temperaturgradiente ATy, resultieren die bekannten Meridian- und Ringbiegemomente

12 0.452

M'"=M?=F————aATy=E—"——
12(1— o) "M T P o1 0.2)

107°-15 (7.18)
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= (020/25: E., =288 -10kN/m? = M" = M* = 91.1kNm/m
= C30/37: B = 31.9-10°kN/m?> = MY = M2 = 100.9kNm/m

mit Randstérungen, insbesondere Ringkriften N'! an Turmkopf und Turmfuff. Unter dem
konstanten Temperaturanteil ATy entstehen im warmen Bereich Druckkréifte, im kalten
Bereich aufierhalb dieses Sektors Meridianzugkrifte N2 in einer Grofenordnung von etwa,
25 % der maximalen Zugkrafte aus Wind, ein insofern nicht zu vernachldssigender Anteil.
Aus der Addition der dargestellten Meridiankrifte resultieren bereichsweise Zugkrafte
[Wormann & Harte 2003].
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MeridianschnittgrofRe N22 [KN/m]

Bild 7.20: Tragfihigkeits- und Schiadigungsanalysen der AEOLUS Il: Meridianschnittgro-
fen N?? in Hohen- und Umfangsverteilung.

Wie bereits erwahnt, bauen sich Zwangbeanspruchungen, hier aus thermischen Einwir-
kungen, bei Rissbildung ab. Inwieweit sie dennoch die Tragfahigkeit und Gebrauchstaug-
lichkeit negativ beeinflussen, kann nur durch nichtlineare Analysen festgestellt werden,
die im folgenden Abschnitt beschrieben werden.

7.2.4 Untersuchung des progressiven Schiadigungsverhaltens
Die nichtlinearen Tragfahigkeits- und Schidigungsanalysen werden mit der in Abschnitt

5.4.3 erlauterten Multi-Level-Iterations-Strategie und unter Verwendung der in Abschnitt
3.1/ beschriebenen Stahlbetonmodellierung durchgefiihrt. Die Diskretisierung erfolgt in
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jedem Element mit zehn Betonschichten und vier Betonstahlbewehrungsschichten. Die
numerischen Analysen werden mit den Mittelwerten der Betonfestigkeiten nach DIN 1045-
1 (2001) durchgefiihrt.

Ausgehend von den bereits definierten Einwirkungen werden die Lastfallkombinationen
A (GH+V)+A3-EWMund Ay - (G4 V) + Ay - T+ A3 - EWM zur Bestimmung der Grenz-
traglast numerisch simuliert. Bild 7.21] zeigt fiir beide Kombinationen das nichtlineare
Last-Verformungs-Verhalten in einer Hohe von 70 m im Windanstrémmeridian.

2.50

A3
2.00 |
1.50
=
= 1.00 |
C
o 0.50 |
o
k4 )
I . 1.00 |
= 2
8 0.50 i
-
1.00 .
) —— 4 (G + V) +13 EWM
! 0.50 = M (G + V) +h2 T +A3EWM
0.00 L 1 L L I 1 L \ ! !

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11
Normalverformung v, [m]

Bild 7.21: Tragfahigkeits- und Schadigungsanalysen der AEOLUS II: Last-Verformungs-
Verhalten des Spannbetonturms in einer Hohe von 70 m im Windanstromme-
ridian.

Fiir die Lastkombination ohne Berticksichtigung der thermischen Einwirkungen wird die
Grenztraglast bei einem Windlastfaktor von A3 = 2.24 erreicht. Das Versagen erfolgt
durch Uberschreiten der Zugfestigkeit der Meridianbewehrung, da sich aus der Windbe-
anspruchung des Turms mit daraus resultierendem Kragarm-Biegemoment im Ringquer-
schnitt maximale Zug- bzw. Druckbeanspruchungen in Meridianrichtung ergeben. Wird
das Tragwerk vorab durch die vorgenannten Temperaturlastfille ATy und AT), belastet,
fiihrt die aus ATy, resultierende Ringbiegung zu einer Uberschreitung der Zugfestigkeit
des Betons in Ringrichtung. Folglich entstehen vertikale Biegerisse auf der kalten Turmau-
fsenseite. Durch den cosinusformig verteilten, konstanten Temperaturanteil ATy ergeben
sich meridionale Zugspannungen am Ubergang zwischen dem warmen und dem kalten
Schalenbereich, die im Zusammenwirken mit den Zugbeanspruchungen aus Wind zu friih-
zeitigerer Rissbildung, d.h. zu horizontalen Trennrissen im Betonquerschnitt, fiihren. Auf-
grund der insgesamt reduzierten Biegesteifigkeiten des Schalenquerschnitts sind grofiere
Verformungen die Folge. Die zunehmend verminderte Umlagerungsfahigkeit dufsert sich
in einer geringeren Tragfiahigkeit von A3 = 2.16. Die zugehdrigen Rissevolutionen zeigen,
dass fiir die Lastfallkombination ohne Temperaturanteil bei gleichem Windlastniveau eine
deutlich ausgepragtere Rissausbreitung auftritt [Harte & Wormann 2002|. Dabei werden
gerade die vertikalen Risse, die sich im Gegensatz zu den horizontalen Rissen nicht durch
Vorspannung schlieffen lassen, die Tragfiahigkeit langzeitig herabsetzen.
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Die getroffenen Aussagen konnen durch die zuséatzliche Untersuchung des Schwingungs-
bzw. Schidigungsverhaltens des Turms untermauert werden. Insbesondere anhand der
Evolution der Eigenfrequenzen wird der steifigkeitsmindernde Einfluss der Rissbildung aus
Temperaturzwang deutlich. Hierfiir wurde numerisch der folgende Lastzyklus gefahren:

e Belastung mit A\; - (G+ V) und A\, € [0, 1.0],
e Belastung mit Ay - T und Ay € [0, 1.0],

e Belastung mit A3 - EWM und A3 € [0, 1.5],

e Entlastung mit A\, - EWM und A\ € [0, 1.5],

¢ Belastung mit A5 - NWM und A5 € [0, 1.35].

Dabei sind die Steigerungsfaktoren der Windlasten entsprechend der in der DIBT-
RICHTLINIE (2003) vorgegebenen Sicherheitsfaktoren gewéhlt worden. Der entsprechende
Zyklus ohne die thermischen Einwirkungen wird ebenfalls numerisch analysiert.

Bereits bei der Belastung der Struktur mit A, - (G + V) ist ein signifikanter Abfall der
Eigenfrequenzen zu beobachten (Bild [7.22)). Dieses Verhalten kann mit der Reduktion der
Eintrage der tangentialen Steifigkeitsmatrix K aus zweierlei Griinden erklért werden.
Ein Teil des Abfalls resultiert aus dem Einflieken der vorhandenen Druckkrifte in die
geometrische Steifigkeitsmatrix K. Dieses Verhalten wird in der Literatur fiir druck-
beanspruchte Strukturen beschrieben, beispielsweise in Meskouris (1999). Der zusétzliche
Abfall héingt mit dem nichtlinearen Spannungs-Dehnungs-Verhalten des Betons im Druck-
bereich zusammen. Die in die Berechnung der Steifigkeitsmatrix jeweils aktuell eingehen-
den Tangentenmodule sind auf einem héheren Spannungsniveau geringer und fithren somit
zu einer reduzierten Steifigkeit. Die Verdnderung der 1. Eigenfrequenz f; in Abhéngigkeit
von den verwendeten Steifigkeitsmatrizen ist in Bild [7.22/ dargestellt. Die zusétzlich ein-
gezeichneten vertikalen Linien sind Ergebnisse linearer Vergleichsberechnungen mit den
in DIN 1045-1 (2001) definierten Sekantenmodulen E.,, und mit den Ursprungsmodulen
der Spannungs-Dehnungs-Linien im Betondruckbereich.
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Bild 7.22: Tragfihigkeits- und Schidigungsanalysen der AEOLUS II: Verdnderung der 1.
Eigenfrequenz f; bei der Belastung mit A - (G + V).



220 Kapitel 7:  Numerische Anwendungen

Das Verhalten der 1. Eigenfrequenz fiir die weitere Laststeigerung bei den beiden unter-
suchten Lastzyklen ist in den Bildern [7.23/ und [7.24] dargestellt. Im Fall der thermischen
Beanspruchung kann ein Steifigkeitsabfall in der Last-Verschiebungs-Kurve beobachtet
werden, jedoch ist die 1. Eigenfrequenz zu Beginn und am Ende der Belastung anndhernd
gleich. Die vorwiegend vertikale Rissbildung infolge der Wérmeeinwirkung hat nur einen
geringen Einfluss auf das Schwingungsverhalten der Kragstruktur. Diese wird vor allem
durch die Meridianbiegesteifigkeit bestimmt, die sich aufgrund der Vorspannung noch
nicht signifikant gedndert hat. Die bei Lastwechseln auftretenden Spriinge in den Eigen-
frequenzkurven hiangen wiederum mit den verwendeten Spannungs-Dehnungs-Linien fiir
den Betondruckbereich zusammen. Teile der Struktur werden an diesen Punkten entlastet.
Somit springen die zugehorigen Spannungs-Dehnungs-Linien in diesen Bereichen auf den
Entlastungsast, der mit einem hoheren Elastizitdatsmodul beschrieben wird. Die Folge ist
ein nahezu sprunghafter Anstieg der numerisch ermittelten Gesamtsteifigkeit und damit
auch der Eigenfrequenzen. Bei eigenen Vergleichsrechnungen mit einer ,reinen” nichtlinea-
ren Betonformulierung traten diese Spriinge nicht auf. Somit kann die vermutete Ursache
als Grund fiir dieses Verhalten bestdtigt werden. In Kombination mit den Windlasten
fiihren die thermischen Einwirkungen bereits auf einem niedrigeren Windlastniveau in
verstiarktem Mafe zu horizontalen Rissen [Harte & Wormann 2002|. Begleitet wird die-
ser Vorgang durch ein signifikantes Absinken der Eigenfrequenz. Fiir den Fall ohne die
thermischen Einwirkungen ist bis zum angesetzten Windlaststeigerungsfaktor von 1.5 nur
eine geringe Rissbildung festzustellen. Dies wird auch durch den linearen Anstieg der
Last-Verformungs-Kurve in diesem Bereich angezeigt (Bild [7.21)).
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Bild 7.23: Tragfihigkeits- und Schidigungsanalysen der AEOLUS II: Verédnderung der 1.
Eigenfrequenz f; fiir den Lastzyklus A\; - (G+ V) + XAy - T+ A3 - EWM — )\, -
EWM + A5 - NWM.
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Bild 7.24: Tragfihigkeits- und Schidigungsanalysen der AEOLUS II: Verédnderung der 1.
Eigenfrequenz f; fiir den Lastzyklus A\; - (G + V) + A3 - EWM — \; - EWM +
As - NWM.

Bei der folgenden Entlastung des thermischen Lastzyklus werden die kurzzeitig entstan-
denen horizontalen Risse durch die Vorspannung wieder geschlossen, doch steigen die
Gesamtsteifigkeit und die Eigenfrequenzen nicht mehr auf das urspriingliche Niveau an.
Die verbleibenden vertikalen Risse mit einer reduzierten Ringbiegesteifigkeit vermindern
den Widerstand gegen eine Ovalisierung des Turmschaftes. Ein erneutes Anfahren der
Turbine bis in den Bereich der Nenngeschwindigkeit (Belastung mit NWM) hat jetzt
eine frithzeitigere Anderung des Eigenfrequenzverhaltens zur Folge. Sinkt die 1. Eigenfre-
quenz im ungiinstigsten Fall dauerhaft bis in den Nennfrequenzbereich der Anlage ab, ist
zwangslaufig ein resonantes Verhalten mit akkumulierender Schadigung zu erwarten. Dies
hat gleichzeitig negative Auswirkungen auf das Ermiidungsverhalten derartiger Anlagen.

In den Bildern [7.23] und [7.24 sind zusétzlich die Ergebnisse des eigenfrequenzbasierten
Schadigungsindikators D; nach Gleichung (5.116) fiir die 1. Eigenfrequenz angegeben. Die
Schadigungsparameter charakterisieren den noch vorhandenen Abstand zum kritischen
Traglastgrenzzustand. Mit ihnen kann bei der Untersuchung von Tiirmen von Windener-
gieanlagen jedoch nicht erfasst werden, wie sich die Eigenfrequenz der Konstruktion zur
Nennfrequenz der Anlage verhélt. Damit nehmen derartige Untersuchungen eine Sonder-
stellung ein, fiir welche die Betrachtung der Eigenfrequenzen nach Meinung des Verfassers
einen groferen Erkenntnisgewinn liefert.

Nichtlineare Nachweisstrategien konnen helfen, derartigen Steifigkeitsdegradationen mit
Hilfe eines entsprechend ausgelegten Tragwerksentwurfs vorzubeugen. Besonders fiir zu-
kiinftige Offshore-Windenergieanlagen diirfte dies relevant werden, da neben den zusétz-
lichen hygrischen Beanspruchungen und dynamischen Einwirkungen aus Wellengang die
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Aggressivitat der salzhaltigen Atmosphére die Dauerhaftigkeit negativ beeinflussen wird,
es sei denn, es gelange, Tiefe und Breite der entstehenden Risse gering zu halten.



Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

8.1 Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit beschéftigt sich mit der Entwicklung einer gekoppelten hygro-
thermo-mechanischen Materialmodellierung fiir Stahlbetonflichentragwerke. Die nume-
rische Umsetzung der vorgestellten Modellierung erfolgt im Finite-Element-Programm-
system FEMAS 2000. Die hierzu durchgefiihrten Erweiterungen sind in Harte, Andres &
Wormann (2003) dokumentiert. Als Basis fiir die Implementierung dient ein vorhandenes
isoparametrisches Schalenelement, welches durch eine mittelflichenorientierte, rotations-
variablenbehaftete Schalentheorie finiter Rotationen unter Beriicksichtigung konstanter
Schubverzerrungen gekennzeichnet ist.

Die Grundlage der weitestgehend makroskopischen Betrachtungsweise bildet das zunéchst
beschriebene Verhalten des Verbundwerkstoffs Stahlbeton. Darauf aufbauend wird eine
zeitvariante Stahlbetonmodellierung vorgestellt. Ausgangspunkt ist dabei eine zeitinvari-
ante Formulierung, in der die wesentlichen Ph&nomene der werkstofflichen Nichtlinearitét,
wie die Betonzugrissbildung, das Betondruckverhalten, das elasto-plastische Betonstahl-
verhalten und die Verbundwirkung, wirklichkeitsnah erfasst werden.

Zur Beschreibung der zeitlich und ortlich verdnderlichen Feuchte- und Temperaturver-
teilung im Beton werden zwei gekoppelte Bilanzgleichungen aufgestellt. Die Dampf- und
Fliissigkeitstransportanteile werden in getrennter Form erfasst, als Potentialgrofsen die
Temperatur und die relative Feuchte verwendet. Das resultierende nichtlineare Differen-
tialgleichungssystem mit den zugehorigen Rand- und Anfangsbedingungen wird konsis-
tent linearisiert und in eine Finite-Element-Formulierung tiberfiihrt. Um die in Flachen-
tragwerken iiberwiegend in Dickenrichtung verlaufenden Ausgleichsvorgénge abzubilden,
wird daraus ein eindimensionales Berechnungsverfahren abgeleitet und in das neu ent-
wickelte, auch eigenstandig lauffahige Programmmodul HYGTHERM implementiert. Die
Integration im Zeitbereich erfolgt mit dem Kollokationsverfahren. Durch Einwirkungs-
Zeit-Funktionen konnen die klimatischen Umgebungsverhéltnisse erfasst werden. Die Ein-
bindung unsymmetrischer Gleichungsloser, einer Schrittweitensteuerung und einer an die
Problemstellung angepassten Assemblierung der vorliegenden Matrizen und Vektoren ge-
wahrleistet die Effizienz des numerischen Modells.
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Die zeitvariante Betonmodellierung basiert auf der additiven Zerlegung der Verzerrungs-
anteile. Aus den instationidren Feuchte- und Temperaturverteilungen werden die resultie-
renden nichtlinearen Verzerrungsverteilungen im jeweiligen Betonquerschnitt ermittelt.
Diese werden auf der Materialpunktebene in eine auf dem Schichtenkonzept basierende
zeitvariante Multi-Level-Iterations-Strategie eingebunden, die zum Aufbau der notwendi-
gen Matrizen und Vektoren innerhalb der inkrementell-iterativen Losungstechniken ein-
gesetzt wird. Mit einer derartigen Vorgehensweise ist es im Gegensatz zur Beriicksich-
tigung auf der Integrationspunktebene moglich, die im Querschnitt auftretenden nicht-
linearen Verzerrungsanteile in der Modellierung wirklichkeitsnah zu erfassen. Fiir eine
problemangepasste Berechnung sind bei der Implementierung unterschiedliche Ebenen
der hygrothermischen und mechanischen Kopplung eingefiihrt worden. Zusétzlich werden
auch normative Regelungen beziiglich des Schwindens und Kriechens umgesetzt. Dabei
erfolgt die Modellierung der viskosen Verzerrungsanteile auf der Basis der linearen Visko-
elastizitédtstheorie. Somit wird die Moglichkeit geschaffen, normenkonforme Simulationen
durchzufiihren.

Verschiedene, in jiingerer Zeit definierte globale Schadigungsindikatoren sind in das Ana-
lysekonzept integriert worden. Sie liefern einen zusétzlichen und sehr anschaulichen Ein-
druck iiber den Verlauf schadigungsbedingter Steifigkeitsdegradationen und der damit
verbundenen Verédnderung des Tragverhaltens.

Die Modellkomponenten werden anhand von Vergleichen zwischen experimentellen Mess-
ergebnissen und den eigenen numerischen Nachrechnungen verifiziert. Die aussagekréafti-
gen Beispielrechnungen zeigen zum einen, dass die hygrothermische Situation im Beton
mit den Modellen numerisch nachvollzogen werden kann und zum anderen, dass die hy-
grisch und thermisch induzierten Beanspruchungen von Stahlbetonbauteilen mit der vor-
gestellten Vorgehensweise innerhalb einer nichtlinearen Simulation erfasst werden kénnen.

Abschliefsend werden zwei grofse Schalenbauwerke im Hinblick auf den Einfluss der lastun-
abhéngigen Einwirkungen und der daraus resultierenden Zwangspannungen untersucht.
Sie demonstrieren die Leistungsfihigkeit des implementierten numerischen Rechenwerk-
zeugs und verdeutlichen, dass bei der Anwendbarkeit keine Beschrankung auf kleine Struk-
turen vorliegt. Beide Beispiele zeigen, dass die hygrischen oder thermischen Einwirkungen
auf Stahlbetontragwerke fiir sich alleine gesehen haufig als unkritisch beurteilt werden
kénnen. In Verbindung mit weiteren mechanischen Beanspruchungen kénnen sie jedoch
nichtlineare progressive Schidigungsprozesse auslosen, die sowohl die Tragfahigkeit als
auch insbesondere die Dauerhaftigkeit nachhaltig negativ beeinflussen. Somit kann die in
der Praxis weit verbreitete Meinung, dass die lastunabhéangigen Einwirkungen nahezu kei-
nen Einfluss auf die Tragfédhigkeit von Stahlbetontragwerken haben, vom Verfasser nicht
geteilt werden. Auch wenn sich die Zwangspannungen durch entsprechende Rissbildung
abbauen, fiihren sie zu einer Verdnderung des Tragverhaltens. Die vorhandenen Umlage-
rungsmoglichkeiten in Stahlbetonflichentragwerken werden durch die zusétzlichen Rissbil-
dungsprozesse herabgesetzt.

Schéden an bestehenden Bauwerken resultieren héufig aus dem Zusammenwirken von
mechanischen, thermischen und hygrischen Beanspruchungen. Prognostische Schadigungs-
analysen mit den vorliegenden Modellen kénnen helfen, eventuelle Schwachstellen eines
Tragwerksentwurfs bereits in der Planungsphase aufzudecken und diese durch préaventive
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Mafknahmen zu vermeiden. Bei bereits geschadigten Strukturen konnen die numerischen
Analysen zur Prognose der Restlebensdauer herangezogen werden oder zu einer sinnvollen
Auslegung eines Sanierungskonzeptes beitragen.

Gerade im Hinblick auf die normativ geschaffene Grundlage zum Einsatz nichtlinearer
Strukturanalysen im Rahmen des Nachweisverfahrens ist es wichtig, die bei einem Trag-
werk moglichen Einwirkungsszenarien wirklichkeitsnah abzubilden. Nur wenn dies der Fall
ist, konnen die Verfahren unter dem Gesichtspunkt der Wirtschaftlichkeit, d.h. der Ma-
terialeinsparung bei der Bemessung in der Neuwertphase, eingesetzt werden. Andernfalls
fiihrt dies zu einer Beeintrachtigung des Funktionserhalts wéhrend der gewiinschten Le-
bensdauer des Bauwerks. Die Arbeit zeigt, dass unter diesem Aspekt die Beriicksichtigung
der thermischen und hygrischen Beanspruchungen in vielen Féllen zwingend erforderlich
ist.

8.2 Ausblick

Basierend auf den entwickelten Modellen und den implementierten Algorithmen ergeben
sich folgende weitere Ansétze:

e Mit systematischen numerischen Untersuchungen kénnte die Sensitivitéit der hygro-
thermischen Materialparameter auf die thermischen und hygrischen Einfliisse im
Hinblick auf ihre Schadigungsrelevanz bei unterschiedlichen Tragstrukturen quanti-
fiziert werden.

e Fiir eine Aussage iiber die quantitativen Unterschiede beziiglich der in der Arbeit
alternativ verwendeten Vorgehensweise zur Erfassung der hygrischen Verzerrungen
und somit den Einfluss der Eigenspannungen sind weitere numerische Berechnungen
erforderlich. Dabei sind abweichend von den hier untersuchten Fallen mit hygrischen
Gradienten auch Strukturen mit beidseitigem Austrocknungsverhalten zu analysie-
ren.

e Der Einfluss des zeitabhéngigen Verhaltens auf die Entwicklung der in die Model-
lierung eingebundenen Schidigungsindikatoren ist durch weitere numerische Simu-
lationen zu untersuchen. Die Aussagekraft der Schadigungsindikatoren ist durch
weitere Anwendungsfélle und deren vergleichende Auswertung zu erhéhen.

¢ Die durchgefiihrten numerischen Nachrechnungen experimenteller Versuchsergeb-
nisse bestéitigen, dass das hygrothermische Verhalten von Beton mit den vorliegen-
den Modellen abgebildet werden kann. Zur genaueren Eingrenzung der erforderlichen
Eingangsdaten wéren jedoch weitere experimentelle Versuche wiinschenswert. Hier
waren vor allem systematische Untersuchungen hilfreich, mit denen die Parame-
ter der Transport- und Speicherfunktionen in Abhéngigkeit von charakteristischen
betontechnologischen Kennwerten bestimmt werden.

e Zur weiteren Absicherung der Modellvorstellungen wéren auch Monitoring-Mafs-
nahmen an realen Bauwerken hilfreich.
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Die ndherungsweise und somit baupraktische Abbildung hygrischer Gradienten in
Stahlbetonstrukturen ist durch eine lineare Approximation moglich. Zur Festle-
gung eines quantitativen Werts sollten vergleichende Analysen an unterschiedlichen
Tragstrukturen durchgefiihrt werden.

Eine Erhohung der Vorhersagegenauigkeit des Kriechens ware durch die Einbindung
einer wirklichkeitsndheren, nicht auf den normativen Vorgaben basierenden Formu-
lierung moglich.

Bei hochfestem Beton nimmt im Vergleich zu normalfestem Beton der Einfluss des
autogenen Schwindens zu. Zur Erfassung der inneren Austrocknung ist die Erwei-
terung der vorliegenden materialpunktbasierten, hygrischen Betonmodellierung um
einen entsprechenden Quell- bzw. Senkterm denkbar.

Die vorgestellte Modellierung basiert auf einer einseitigen Kopplung des hygrother-
mischen und mechanischen Modells. Inwieweit mogliche Riickkopplungseffekte das
Schédigungsverhalten signifikant negativ beeinflussen, ist in zukiinftigen Untersu-
chungen zu klaren.

Zur Erweiterung des Anwendungsspektrums der vorliegenden Modelle kénnte eine
Beschreibung des Stahlbetonverhaltens bei extremeren Temperaturen integriert wer-
den. Mit einer diesbeziiglich erweiterten Modellierung kénnten Veranderungen des
Tragverhaltens durch Schéadigungen untersucht werden, die durch Frost- oder Brand-
beanspruchungen hervorgerufen werden.



Anhang A

Modellparameter

Strukturfaktoren nach KIESSL. In das implementierte Modell HygTherm-2 ist eine von
Kiefl (1983) vorgeschlagene Formulierung fiir den Dampftransport integriert worden, vgl.
Tabelle 5.2, Im Folgenden werden die fiir die numerische Umsetzung verwendeten Zusam-
menhéange dargestellt. Auf eine ausfiihrliche Beschreibung der einzelnen Eingangsgrofen
wird verzichtet.

Kiefsl (1983) fithrt Strukturfaktoren ein, mit denen er die Einfliisse der Materialparame-
ter, der vorherrschenden Materialfeuchte und der Temperatur erfasst. Zur Beschreibung
der Wasserdampfdiffusion verwendet er die Faktoren FDP und FDT, wobei mit erste-
rem der hygrisch bedingte und mit letzterem der thermisch bedingten Anteil abgebildet
wird. Fiir beide Faktoren wird von einer Uberlagerung eines seriellen und eines parallelen
Transports ausgegangen. Der sich damit einstellende Gesamttransport wird mittels einer
Verteilungsfunktion gesteuert.

Der Ausdruck fiir den hygrisch bedingten Dampftransport lautet

€FDp:CL€FDp7S+(1—(Z) Ep. (Al)

Dabei werden die Anteile fiir den seriellen Transport

EFpPs = Y P —Phps 1 _1&%6 IR (A.2)
und den parallelen Transport
r = (17 T ) (L ) (A3)
K Wi — W50
mit
LR R r0
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entsprechend der Funktion

n1
Wi — W ;
1— (kr—) fir wso < w < wy,

Wer — W50
w— wiy \

1—(—) fur wi, < w < w;
Wg — Wgy

verteilt. Unter Verwendung von (A.1) wird (3.49) durch die folgende Formulierung ersetzt:

Dp
R, T

q, = erpp - grad p. (A.6)

Somit muss der Ausdruck fiir die Wasserdampfpermeabilitit 4, in (3.62) und (3.66) ent-
sprechend modifiziert werden.

Die thermisch bedingte Komponente des Diffusionsstroms lautet
erpr = a €rpr,s + (1 — ) & (A7)

Die Beziehungen fiir den Paralleltransport (A.3) und die Verteilungsfunktion (A.5) gelten
hier analog. Fiir den abweichend formulierten seriellen Anteil gilt

P grad v, 1

— A.
EFDT,s e P—hp, gradd 1— QZLC fR,s ( 8)
mit
grad v 1
= v - A9
grad ¢ 1— 5@6“;0 (A-9)
grad v, 1 Ay
- 1_ —_ (12 Al
5 grad 19¢ 3 < /\W 7 ( O>
Ay = 0.047 exp (1.752- 1071 9% 4 3.477-107%9) . (A11)

Der thermisch bedingten Feuchtestrom folgt mit (A.7) zu

Dp
R, T

q, = eppr - grad p. (A.12)

Somit dndert sich die zugehorige Formulierung der Wasserdampfpermeabilitdt in (3.61)

und (3.65).

Kiefsl (1983) setzt fiir die Exponenten der Verteilungsfunktion n; = 1.5 und ny = 3.0, fiir
den Reduzierungsfaktor des seriellen Transport fr s = 0.20 und fiir die Warmeleitfédhigkeit
des Wassers Ay = 0.6 W/(m K) bei einer Temperatur von 20°C an.



Anhang B

Vorhersageverfahren

Im Folgenden werden die formelméfigen Zusammenhénge der Vorhersageverfahren des
Schwindens und Kriechens von Beton nach DIN 1045-1 (2001) und DAfStb (2003) dar-
gestellt. In der Norm selbst sind lediglich Diagramme aufgefiihrt, mit denen die zu er-
wartenden Endwerte bestimmt werden konnen. Fiir die Berechnung der Schwind- und
Kriechverformungen zu einem beliebigen Zeitpunkt ¢ wird auf das kiirzlich erschienene
Heft 525 vom Deutschen Ausschuss fiir Stahlbeton verwiesen [DAfStb 2003]. Die dort an-
gegebenen Beziehungen bilden die Basis fiir die in der Norm enthaltenen Diagramme. Die
aus Griinden der Einheitenkonformitit eingefiihrten Bezugsgrofien werden bei der hier
folgenden Darstellung eingesetzt. Daraus resultiert eine kompaktere Schreibweise. Aus-
fithrlichere Beschreibungen der normativen Grundlagen sind in Miiller & Kvitsel (2002)
und Reinhardt (2002) zu finden.

Nach DIN 1045-1 (2001)| gelten die angegebenen Beziehungen unter den folgenden Vor-
aussetzungen:

e feuchte Nachbehandlung nicht langer als 14 Tage,

iibliche klimatische Umgebungsbedingungen mit mittleren relativen Luftfeuchten

von 40 % bis 100 %,
Temperaturen von 10°C bis 30°C,

Belastungsalter ¢ > 1 Tag und

Beanspruchungsgrad o,/ f(to) < 0.45.

B.1 Schwinden nach DIN 1045-1

Schwinddehnung zu einem beliebigen Zeitpunkt t. Die Schwinddehnungen im Be-
ton e.(t, ts) werden als Summe der Anteile Schrumpfen ¢, ,5(¢) und Trocknungsschwinden
Ecas(t,ts) idealisiert:

5cs(t7 ts) = 5c,as(t) + 8c,ds(t ts) (B1>
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Dabei definieren die Zeitpunkte ¢ und t, das Betonalter in Tagen zum Beobachtungszeit-
punkt bzw. bei Beginn der Austrocknung.

Die beiden Anteile in (B.1) setzen sich jeweils aus einem Grundwert e.qs0(fem) bzw.
€c.ds0(fem) und einer Funktion zur Berticksichtigung der zeitlichen Entwicklung G, (%)
bzw. (4s(t — ts) zusammen. Fiir das Trocknungsschwinden wird der Einfluss der relativen
Feuchte durch einen zusétzlichen Term (rgy beriicksichtigt. Daraus ergibt sich:

Ec,as(t) = Ec,asl)(fcm) : 6as(t) (B2)

bzw.

6c,ds(t? ts) = 6c,dSO(fcm) ' BRH(RH> ' 6ds(t - ts) (B?))

Die einzelnen Komponenten fiir das Schrumpfen e ,4(t) werden wie folgt bestimmt:

B fcm/lo 2.5 i
Ec,asO(fcm) = —0O4ggs {m] - 10 (B4>
und
Bas(t) =1 —exp (—0.2- ") . (B.5)

Fiir den Anteil des Trocknungsschwindens e, 45(t, t5) gelten die Zusammenhénge:

Eedso(fem) = [(220 + 110 - avgs1) - exp (—Qigsa * fom/10)] - 1075, (B.6)
[ —155-[1—(RH/100)%] fir 40% < RH < 99% - Bx
Or(RH) = { +0.25 fiir RH >99% - Ba (B.7)
und
B (t o ts) 0.5
Bas(t —t5) = {0'035_}1% =1 (B.8)

Mit den Beiwerten v, ags1 und aygso wird der Einfluss der verwendeten Zementart erfasst.
Die anzusetzenden Werte sind in Tabelle B.1! aufgelistet. Durch den Beiwert [, in (B.7)
wird die innere Austrocknung hochfester Betone beriicksichtigt. Er bestimmt sich zu:

ﬁsl - (35/fcm>01 S 1.0. (B9>

Die in (B.8)) eingehende wirksame Bauteildicke kann mit h; = 2A./u bestimmt werden.
Dabei ist A, die Betonquerschnittsfliche und u der Umfang des Querschnitts, welcher der
Austrocknung ausgesetzt ist. Zu beachten ist, dass in die aufgefithrten Gleichungen die
wirksame Bauteildicke /; in [mm], die mittlere Betondruckfestigkeit fe,, in [N/mm?], die
relative Umgebungsfeuchte RH in [%] und das betrachtete Betonalter ¢ in [d] eingesetzt
werden miissen.
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Schwinden Kriechen
Zementtyp | Qs | Qgs1 | Qlgs2 «
SL {00 | 3 [0.13 -1

NR |700| 4 |0.12 0
RS 600 | 6 |0.12

Tabelle B.1: Beiwerte aus, (gs1, gs2 und « zur Beriicksichtigung der Zementart.

Schwinddehnung zum Zeitpunkt t = co. Die Zeitfunktionsterme (B.5) und (B.8)
streben mit zunehmendem Betonalter gegen eins, so dass in den Formeln (B.2) und (B.3))
die jeweiligen Endschwindmafse implizit enthalten sind. Das Gesamtendschwindmafs ergibt
sich entsprechend als Summe der Schrumpf- und Trocknungsdehnungen fiir ¢ = co zu

Ecsoo = Ecaco T Ecdsoco- (BlO)

Fiir die Auswertung der zuvor aufgefithrten Gleichungen zum Zeitpunkt t = oo sind in DIN
1045-1 (2001) Diagramme enthalten (Bilder 20 und 21 der Norm). Als Eingangsgrofen zur
Bestimmung der Schrumpfdehnung fungieren die Beton- und die Zementfestigkeitsklasse.
Fiir die Trocknungsschwinddehnung gehen zusétzlich die Parameter relative Luftfeuchte
und wirksame Bauteildicke ein.

B.2 Kriechen nach DIN 1045-1

Kriechverformung. Fiir die Ermittlung der einachsigen Kriechverformung eines Beton-
korpers im Alter ¢, der im Alter ¢y belastet worden ist, gilt folgender Berechnungsansatz:

Oc
ECO

€Cc(t,t0) = @(t,to) : (Bl].)

Als Elastizitdtsmodul wird hierbei der Tangentenmodul nach 28 Tagen verwendet, vgl.
Abschnitt 3.1.2. Dieser Ansatz gilt nur fiir eine zeitlich konstante kriecherzeugende Be-
tonspannung o,.

Kriechzahl zu einem beliebigen Zeitpunkt t. Die Kriechzahl (¢, ;) eines Betons
im Alter von ¢t Tagen, der zum Zeitpunkt t; erstmals belastet wurde, wird nach dem
folgenden Produktansatz bestimmt:

p(t,to) = o - Be(t, to)- (B.12)

Dabei stellt ¢y den Grundwert der Kriechzahl dar und f.(¢,ty) eine Funktion zur Be-
schreibung des zeitlichen Verlaufs des Kriechens.

Mittels des Grundwertes

vo = oru * B(fem) - B(to), (B.13)
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in welchem prinzipiell die Aufspaltung in Grund- und Trocknungskriechen enthalten ist,
werden die einzelnen Abhéangigkeiten der Kriechverformung erfasst. Der Faktor

L 1— RH/IOO
= —_— )
YRH 0.1, !

nimmt mit steigender relativer Luftfeuchte und zunehmender wirksamer Bauteildicke A,
ab. Dadurch wird beriicksichtigt, dass bei hohen relativen Luftfeuchten der Anteil des
Trocknungskriechens an der Gesamtverformung immer geringer wird. Bei einer relativen
Luftfeuchte von 100 % tritt nur noch das Grundkriechen auf. Weiterhin wird durch diese
Beziehung ausgedriickt, dass mit zunehmender Betondruckfestigkeit der Anteil des Trock-
nungskriechens an der Gesamtverformung abnimmt, was durch die Faktoren

e <B14>

o1 = [35/ fom]”” und g = [35/ fom]™? (B.15)

erfasst wird. Der Einfluss der relativen Luftfeuchte wird mit steigender Betondruckfes-
tigkeit immer geringer. Die Abnahme des Kriechens mit steigender Betondruckfestigkeit
wird mittels des Faktors

16.8
Vfem

abgebildet. Die Festigkeit dient als Hilfsgrofe zur indirekten Erfassung des Porenanteils
des Zementsteins. Der Einfluss des Betonalters bei Belastungsbeginn wird schliefllich durch
den Faktor

ﬁ(fcm) =

(B.16)

1

= 0.2
0.1+ 192,

Blto) (B.17)

erfasst.

Der zeitliche Verlauf wird durch die hyperbolische Funktion
0.3
Bolt — to) = [%1 (B.18)
ausgedriickt, welche fir (t — tg) — oo dem Endwert §.(t — ty) = 1.0 zustrebt. Dabei gilt
By =1.5-[1+(0.012- RH)"™] - by + 250 - a3 < 1500 - (B.19)
mit
ag = [35/ fuon)”” . (B.20)

Damit wird abgebildet, dass sich die Kriechverformung umso langsamer entwickelt, je
massiger das betrachtete Bauteil ist. Bei hohen relativen Feuchten, bei denen nur das
Grundkriechen auftritt, verschwindet der Einfluss der Bauteilabmessung ebenso wie in
Gleichung (B.14). Mit steigender Betondruckfestigkeit nimmt dagegen der zu einem be-
stimmten Zeitpunkt erreichte Wert von (.(t — ty) zu, da der Anteil des diffusionskontrol-
lierten Trocknungskriechens geringer ist.
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Die Verwendung unterschiedlicher Zementsorten, und die damit entstehenden unterschied-
lichen Hydratationsgrade zu gegebenen Belastungsaltern, wird durch die Korrektur des
Belastungsalters ¢, in Gleichung (B.17) mit

9 o
toerr = to - [rté? + 1} > 0.5 (B.21)

berticksichtigt. Dabei ist v ein Beiwert zur Berticksichtigung der Zementart (Tabelle B.1).

In Reinhardt (2002) findet sich zusétzlich der Hinweis, dass bei Lagerungstemperaturen,
die vor Belastungsbeginn deutlich von 20 °C abweichen, das tatsidchliche Belastungsalter
to in B.21 korrigiert werden sollte. Fiir eine Abschétzung des wirksamen Betonalters tr
wird unter anderem auf einen Ansatz aus MC 90 (1993 ) verwiesen, der wie folgt angegeben
wird:

- 4000
tr = 1365 — ————— | - At,. B.22
! ;exp [ 273 + T(At,) (B:22)

Dabei ist T'(At;) die Betontemperatur in [°C|] wihrend des Zeitraums At; in [d].

Kriechzahl zu einem Zeitpunkt t = co. Die Diagramme zur Bestimmung der End-
kriechzahl ¢(00, ty) sind in den Bildern 18 und 19 der DIN 1045-1 (2001) angegeben. Die
Ablesung der Endkriechzahl erfolgt in Abhéngigkeit von einer relativen Luftfeuchte von
50 % oder 80 %, der wirksamen Bauteildicke, der Beton- und Zementfestigkeitsklasse als
auch des Betonalters bei Belastungsbeginn. Bei relativen Luftfeuchten zwischen 40 % und
100 % darf linear interpoliert werden.
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Anhang C

Kinematische Beziehungen der Schale

Die kovarianten Basisvektoren des Schalenraumes werden in Abhéngigkeit vom gewahl-
ten Verschiebungsansatz in Richtung der Dickenkoordinate 3 bestimmt, vgl. (4.81) und
(4.78). Fiir einen quadratischen Ansatz ergeben sich die Metrikkoeffizienten des Schalen-

raumes entsprechend (4.10) zu
0 0
Gop = Go- Gy = X0 . X 467 (ng> Ds+D,- ng)
+(0°)* (Do D),
Gas = GGy = X0 - D +¢° (DY - D),
Gs3=G3-Gs =D -D

und

)

+(0%)" (do - dg)
9o3 = 9o " 93 :33,(2) d+ 0 <d,(2) 'd> )

933 =9g3-9g3 =d-d.

0 0
o = 9095 = 22 +0° (2 - dy+ d-2l))

(C.2)

An dieser Stelle werden die vollstdndigen Komponenten des GREEN-LAGRANGE’schen
Verzerrungstensors E unter der Annahme eines quadratischen Ansatzes in Dickenrichtung

wiedergegeben:
o Eaﬁ EaS
P lEsa E33]
mit

1
Eop = 5(gap — Gag) = BNy + °ES) + (6°)2EL),

2

1
Eys = 5(9043 — Goa3) = Eéog) + 93E(5¢13),
ESa = a3,

1
FEs3 = 5(933 - G33) = Eé?,),
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(C.3)

(C.4)
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wobei
0 _ 1/ 0. 0 _ %0 . x©
Eaﬁ—§<33’a 'wﬁ X,Oé Xﬁ 9
1
B =5 (20 ds+da-a) - X0 Dy—D,.-X9).
1
2
Eggzi(da ds—D,-Dy),
o (C.5)
B =3 (29 a—x D),
1
Eggzi(da d-D,-D),
1
E§‘§>:§(d-d—D-D).

Zur Angabe der linearisierten Form des Prinzips der virtuellen Verschiebungen werden in
(4.115) die variierten und inkrementellen Verzerrungsgrofen der Schale bendtigt. Ausge-
hend von (4.100) lauten sie wie folgt:

dogp = [m(g) . 5;37(2) + 5337(3) . 33,(2)
%ﬁ:%{w V.5ds+0xQ - ds+d, 0z +od, - xﬁq (C.6)
e =20 - 5d + 62 - d
und
Aé%‘ﬂ B [Am(o) 55'3 ,(2) ) A(SSUSBO) + 5:1:7(2) . Awfg) + A&cfg) . :cfg)} ,

ASBop = = [Aa: 0dg+ 20 Add g+ Aoz - d g+ 620 - Ad g )

+Ad 02 +do- Al + Add, -2+ 0d, - Al
Adv, = Az - 6d + 2 - Add + Az - d + 0z - Ad.

Die Variation und das Inkrement der Komponenten des Direktors d aus (4.85) bestimmen
sich zu

5d' = cos by cos by TPy — sinay sin iy 51y,

dd? = cos )y sin 1y 01y + sin by cos g 61y, (C.8)

§d® = —siny 9y

und

Add' = —sin 1Py cosy 09y Avpy — cos by sin iy (61h1 Arhy + 6tby Arhy)
— sin )y coshy 0Yhg Athy,

Add® = —sin 1y siny 09y Ay + cos by cos iy (691 Arhy + 61by Athy) (C.9)
— sin ¢y sin vy 0thy Ao,

Abd® = —cos 1Py Ay 61y
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