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Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit befasst sich mit der Untersuchung des Stabilitatsversagens einer
Schalenstruktur aus Stahlbeton und hierbei speziell aus dem Werkstoff Hochleistungshe-
ton. Mit den seitens der Materialtechnologie entstandenen Betonen hoher Festigkeit ist
es zunehmend moglich, die Querschnittsdicke von Stahlbetonstrukturen zu reduzieren.
Hierdurch tritt vermehrt die Problematik des Stabilitdtsversagens gegeniiber dem sonst
iblichen Spannungsversagen in den Vordergrund.

Zur Erforschung dieses Phinomens wird in eine isoparametrische Finite-Element-
Formulierung ein im Besonderen den Nachriss- und Nachbruchbereich des Betons rea-
litdtsnah beschreibendes Materialgesetz implementiert. Des Weiteren werden die aus der
Elastostatik bekannten Stabilitdtskriterien auf ihre Giiltigkeit und Anwendbarkeit hin
iiberpriift und erweitert.

Aus der zeitaufwindigen geometrischen und materiellen nichtlinearen Analyse heraus wird
ein Konzept zur Beriicksichtigung von initialen Schadigungen bei der Stabilitdtsanalyse
von Tragwerken entwickelt. Durch die Definition von die Schiadigung beschreibenden Pa-
rametern ist es moglich mit Hilfe einer der klassischen Stabilitdtsanalyse dhnlichen Vor-
gehensweise eine verbesserte Abschitzung des kritischen Lastniveaus vorzunehmen.

Unter der Beriicksichtigung der Ergebnisse von einigen Analysen von Anwendungsbeispie-
len wird zum Abschluss ein Vorschlag zur Einbettung der vorgestellten Vorgehensweise in
das derzeit bestehende Normenkonzept unterbreitet.

Abstract

The present work deals with the investigation of the phenomenon of stability failure of
a reinforced concrete shell structure, especially made of high performance concrete. The
development of concrete mixtures with high compression strength allows the reduction of
cross-section height of reinforced concrete structures. Due to this, stability failure come
into the forefront against the usually occurring stress failure.

To research this phenomenon an isoparametric finite element formulation is extended
with a non-linear material law for concrete, which describes the behaviour after cracking
and crushing close to reality. Furthermore the known stability criteria of elastostatics are
proofed and extended for validity and applicability.

From among time-consuming geometrical and material non-linear analysis a concept for
consideration of initial damage in stability analysis is developed. As a result of the defi-
nition of damage-describing parameters and the use of a procedure near to the classical
stability analysis it is possible to estimate a critical load factor nearer to reality.

At last a proposal for the integration of the developed concept into the actual standard
specifications is made under the consideration of the results of some analysis of applica-
tions.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation

Die vorliegende Arbeit umfasst die drei Themen Schalen, Stabilitdt und Stahlbetonnicht-
linearitét, die jedes fiir sich betrachtet eine grofse wissenschaftliche Herausforderung dar-
stellt.

Schalenkonstruktionen, deren Lastabtrag kriimmungsbedingt in erster Linie iiber Mem-
branspannungen erfolgt, werden bereits seit frithester baugeschichtlicher Zeit konstruiert
- z.B. Schatzhaus des Atreus (Mykene), Pantheon (Rom), Hagia Sophia (Istanbul), etc.
[Harte 2001]. Eine Ermittlung der Schnittgrofen fiir beliebig gekriimmte Konstruktio-
nen hingegen ist erst seit der Einfilhrung der Finite-Element-Methode (FEM) in einem
iiberschaubaren Zeitraum moglich.

Das Stabilitdtsverhalten eines Tragwerks gibt eine Auskunft iiber den Versagensmecha-
nismus einer Struktur. Je diinnwandiger und schlanker eine Struktur ist, desto eher kann
die Grenztragfihigkeit durch den Verlust der Stabilitit erreicht werden. Hinzu kommt der
Einfluss von Formabweichungen von der perfekten Geometrie (geometrische Imperfektio-
nen), die die Grenztragfiahigkeit zusétzlich negativ beeinflussen kénnen.

Im Gegensatz zu dem Stabilitdtsverlust bei Stahlbetontragwerken gehért die Auslegung
gegen Stabilitdtsverlust beim Stahlbau zur gingigen Bemessungspraxis. Die Erforschung
von Beulphdnomenen geniefit hier nach wie vor grofes Interesse in der internationalen

Fachwelt z. B. Arbocz & Wunderlich (2001) und Schneider (2002).

Bei Stahlbeton lassen die konstruktiv bedingten Wanddicken in Bezug auf die sonstigen
Abmessungen ein Beulversagen zunichst nicht erwarten. Die Weiterentwicklung des Be-
tons zu einem hochfesten Hochleistungswerkstoff mit Druckfestigkeiten iiber100 N/mm?,
neuere Publikationen sprechen von theoretisch erreichbaren Festigkeiten bis zu500 N /mm?
[Hillemeier 2003| - hierbei handelt es sich nicht mehr um einen herkémmlichen Beton son-
dern vielmehr um einen nahezu homogenen Werkstoff (s. Bild1.1) - erméglicht allerdings
in Zukunft den Entwurf schlankerer Stahlbetonschalen, d.h. gréffere Abmessungen mit
geringeren Wanddicken [Harte & Krétzig 2001], [Harte & Montag 2001] .

Zudem zeigen diese Betone aufgrund ihrer andersartigen Zusammensetzung gegeniiber
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) zukUnftige Entwicklungen
600 der Materialtechnologie

€ 500-
N
=
= 4007 Stahl S355
2
2 300+
3 Stahl $235
§ 200 hochfester Beton i
° 100 - normalfester Beton ’

_

' ' ' — >

1950 1970 1990 2003 Zukunft

Bild 1.1: Geschichtliche Weiterentwicklung des Werkstoffs Beton im Vergleich zum Werk-
stoff Stahl

normalfesten Betonen neben der erhShten Druckfestigkeit und der erhéhten Steifigkeit
auch ein weitaus sproderes Verhalten im Nachbruchbereich. Damit gewinnt die Ausle-
gung gegeniiber Stabilitatsversagen auch beim Werkstoff Stahlbeton an Bedeutung. Aus
sicherheitstechnischen Griinden ist das Stabilitdtsversagen eines Stahlbetontragwerks ge-
geniiber dem eines Stahltragwerks sogar kritischer anzusehen, da aufgrund der geringen
Duktilitdt in der Regel der sofortige Kollaps des Tragwerks zu erwarten ist.

Dieser Tatsache trigt die neue Normengeneration im Stahlbetonbau kaum Rechnung.
Eine Erweiterung der erlaubten Methoden zur Schnittgréfienermittlung auf nichtlineare
Verfahren ermdoglicht dem Tragwerksplaner zwar eine Ausnutzung der Umlagerungsfahig-
keiten des Tragwerks bei der Bemessung nach DIN 1045-1 (2001), aber hinsichtlich der
Sicherheit gegeniiber Stabilitdtsversagen von Schalentragwerken beschrinkt sich dieDIN
1045-1 (2001) auf eine nicht ausreichende Verformungsbegrenzung bei der nichtlinearen
Analyse. Die bisherige Regelung der DIN 1045 (1988) wurde aufgrund der Inkonsistenz
zu dem gednderten Sicherheitskonzept nicht iibernommen.

Damit wird die mégliche Existenz von Verzweigungspunkten auf geometrisch- und physi-
kalisch nichtlinearen Last-Verformungspfaden ausgeschlossen; eine auch im Stahlbau ur-
spriinglich verbreitete Auffassung, die erst in den 60er Jahren erfolgreich widerlegt werden
konnte. Gerade die Materialnichtlinearitdt des Stahlbetons, mit der deutlichen Reduktion
der Biegesteifigkeit bei Ubergang des Querschnitts in den Zustand IT, kann das Stabili-
tatsverhalten signifikant negativ beeinflussen.

Das Grenztragverhalten eines Schalentragwerks kann ebenso wie bei anderen Tragwerken
mit Hilfe unterschiedlicher Methoden analysiert werden. Dabei wird die Wahl des Verfah-
rens durch den Gefihrdungsgrad des Tragwerks gegen ein Versagensszenario bestimmt.
So wird im Allgemeinen fiir die Bemessung ein linear elastisches Vorgehen als hinreichend
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genau erachtet. Ebenso wird in der Regel die Ermittlung des linearen Beulfaktors als ein
probates Mittel zur Dimensionierung der Tragwerksgeometrie und -schlankheit angese-
hen. Als néchste Stufe zur Genauigkeitssteigerung kann die geometrische Nichtlinearitét
bei der Ermittlung der Schnittgrofen (Theorie II. Ordnung) bzw. bei der Bestimmung
der Beullast beriicksichtigt werden.

Im Stahlbetonbau beginnt eine Tragfihigkeitsanalyse immer mit einer linearen statischen
Berechnung und der daraus folgenden Bemessung nach DIN 1045-1 (2001). Im Anschluss
daran kann die Standsicherheit des Tragwerks mittels einer nichtlinearen Analyse verifi-
ziert bzw. die Bemessung mit Hilfe einer Iteration unter Beriicksichtigung der nichtlinea-
ren Schnittgréfsen optimiert werden. Dabei ist neben der geometrischen Nichtlinearitét
auch der Einfluss der materiellen Nichtlinearitdt des Werkstoffs Stahlbeton zu beachten.
Ebenfalls miissen bei einem solchen Vorgehen die Auswirkungen der Formabweichungen
iiberpriift werden sowie begleitende Analysen zur Stabilitat der Gleichgewichtszustinde
zur Anwendung kommen.

Allgemeingiiltige Aussagen zum Stabilitdtsverhalten sind allenfalls auf numerischem Weg
mit ertriaglichem Aufwand herleitbar. Die Durchfiihrung der alternativ erforderlichen Ex-
perimente im Mafsstab 1:1 oder an Modellen von Stahlbetonschalen zur Verifikation des
zur Anwendung kommenden Materialmodells ist zum einen aufgrund des hohen finanziel-
len Aufwandes und zum anderen aufgrund der Skalierungsungenauigkeiten, die beispiels-
weise bei einer Modellbildung mit Mikrobeton sehr grofs wiren, kaum moglich. Zudem
gelten die so erzielten Ergebnisse ausschliefslich fiir die untersuchten Schalengeometrien
unter den spezifischen Randbedingungen und Belastungen und sind nur schwer und mit
starken Einschriankungen auf andere Verhiltnisse iibertragbar. Somit bietet sich die FE-
Methode aufgrund ihrer Allgemeingiiltigkeit und ihres hohen Entwicklungsstandes als
numerische Plattform fiir die zu leistende Forschungsarbeit an.

Die FEM ist aufgrund ihrer flexiblen Anwendungsbereiche in den letzten Jahrzehnten zu
einem sehr wichtigen Werkzeug in der Ingenieurtétigkeit geworden. In der ndheren Vergan-
genheit wurden neben zahlreichen Elementansitzen in erster Linie die Entwicklung kom-
plexer Materialmodelle vorangetrieben, die eine dufterst wirklichkeitsnahe Abbildung des
Material- und Tragwerksverhaltens ermoglichen. Zur Anwendung kommt innerhalb dieser
Arbeit ein vergleichsweise einfaches Materialmodell, da hier nicht die realitdtsgenaue Er-
fassung des Betons im Mikro- bzw. Mesobereich im Vordergrund steht, sondern vielmehr
eine uneingeschrinkte Anwendbarkeit bei beliebig grofer Schalentragwerke erreicht wer-
den soll. Dieses Materialmodell wird in Bezug auf die verdnderten Materialeigenschaften
des Werkstoffs Hochleistungsbeton erweitert.

1.2 Ziel und Gliederung der Arbeit

Ziel der Arbeit ist neben der grundlegenden Erforschung der stabilitétsgefihrdenden Me-
chanismen eines konservativ belasteten Stahlbetontragwerks die Entwicklung eines Nach-
weisverfahrens zur Bestimmung von Stabilitdtsgrenzen unter Beriicksichtigung von geo-
metrischen und strukturellen Imperfektionen. Hierbei wird besonderes Augenmerk auf
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den Werkstoff Hochleistungsbeton, welcher sich durch sein sprodes Nachbruchverhalten
auszeichnet, gelegt.

Nach einem kurzen Uberblick, einer kurzen Einfithrung in die Behandlung des allge-
meinen Stabilitdtsproblems, der speziellen phanomenologischen Beuleigenschaften diinner
Flachentragwerke aus Stahlbeton, einer ersten Einordnung in die strukturmechanischen
Approximationshierarchie und einer Literaturschau der in der Vergangenheit durchgefiihr-
ten Forschungsarbeiten in Kapitel 2, erfolgt zunéichst eine kurze Darstellung der konti-
nuumsmechanischen Grundlagen und die Herleitung der verwendeten isoparametrischen
Schalenelementformulierung nach der REISSNER-MINDLIN-Theorie in Kapitel 3. Ebenfalls
wird in diesem Kapitel eine Erweiterung des verwendeten Elementansatzes zur Analyse
von imperfekten Schalenstrukturen eingefiihrt.

Die Analyse nichtlinearen Materialverhaltens mit Hilfe der FEM erfordert neben einem
stabilen und moglichst genauen Finite-Elemente-Ansatz ein einfaches, aber hinreichend
genaues, Materialgesetz fiir den Werkstoff Beton. In Kapitel 4, dem ersten Kern dieser
Arbeit, wird mit dem Werkstoffmodell von Darwin & Pecknold (1977b) ein solches Mate-
rialgesetz vorgestellt und fiir die Anwendung auf hochfeste Normbetone nach CEB/FIP
Bulletin D’Information No. 203 und DIN 1045-1 (2001) erweitert bzw. modifiziert. Bei
schwach bewehrten Schalentragwerken bekommt die Mitwirkung des Betons nach Rissbil-
dung eine erhéhte Bedeutung, so dass hier gleich zwei Modellierungen - nach Kénig et
al. (2001) und nach Noakowski (1988), in jlingster Zeit modifiziert und erweitert fiir
zyklische Beanspruchung durch Noh (2002) - umgesetzt werden. Die verwendeten Ma-
terialmodelle miissen anhand von Experimenten an Probekorpern, wie z. B. Zugstidben,
Biegebalken oder ebenen Fléchentragwerken, skaliert und verifiziert werden. Hierzu kann
auf Literaturergebnisse zuriickgegriffen werden. Am Ende des Kapitels finden sich zahl-
reiche numerische Beispielrechnungen, die die korrekte Umsetzung des Materialmodells
belegen sollen.

Im Hinblick auf eine normkonforme Analyse von Stahlbetonschalen aus hochfestem Be-
ton werden die in Kapitel 5 dargestellten Erweiterungen programminterner Bemessungs-
routinen unumganglich. Aufgrund der Ergebnisse einer Parameterstudie mit Rotations-
schalen unterschiedlicher GAUSS’scher Kriimmung K - Hyperboloiden K < 0; Zylinder
K = 0; Ellipsoiden K > 0 - von Eckstein et al. (1979), welche zeigt, dass Schalen ne-
gativer GAUSS’scher Kriilmmung am ehesten stabilitdtsgefahrdet, aber weniger imperfek-
tionsempfindlich sind und einer zusétzlich durchgefiihrten Vorstudie werden hier nega-
tiv gekriimmte Modellschalen fiir die weiteren Betrachtungen ausgewéhlt und zunéchst
einer normgerechten Bemessung unter Beriicksichtigung der Besonderheiten von Hoch-
leistungsbetonen unterzogen. Ergidnzend hierzu sind die Arbeiten von Addai (1976) und
Benz (1976) zu nennen, die ebenfalls Parameteruntersuchungen an Rotationsschalen mit
Hilfe von Schalenringelementen, durchgefiihrt haben.

Kapitel 6 beinhaltet den zweiten wesentlichen Kern dieser Arbeit, die Grundlagen fiir
die Durchfiihrung der linearen und nichtlinearen Traglast- und Stabilitdtsanalysen fiir
Stahlbeton-Schalentragwerke. Hierbei wird zwischen den herkdémmlichen nichtlinearen
Traglastanalysen in Abschnitt 6.1 und den Stabilitdtsanalysen in den Abschnitten 6.2.2
bzw. 6.2.3 unterschieden. In Abschnitt 6.2.3 werden die vorhandenen, zum gréfiten Teil
bei elastischen bzw. elasto-plastischen Werkstoffen wie Stahl und Laminaten angewandten
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Methoden zur Analyse von Stabilitdtsproblemen und zur Beriicksichtigung von geometri-
schen Imperfektionen hinsichtlich ihrer Anwendbarkeit bei Stahlbetontragwerken iiber-
priift und erweitert. Hierbei gebréuchliche Verfahren sind im Wesentlichen die Beobach-
tung der Determinante der tangentialen Steifigkeitsmatrix sowie die Auswertung des In-
differenzkriteriums iiber die Losung von Eigenwertproblemen.

Den dritten Kernpunkt der Arbeit stellt Kapitel 7 dar, in welchem ein Konzept zur glo-
balen Stabilitdtsanalyse unter Beriicksichtigung von strukturellen Vorschidigungen auf-
gezeigt wird, welche als Folge von Vorbelastungen oder Materialfehlern entstehen kénnen.

In Kapitel 8 wird nach Abschluss der Implementierung der in den vorangegangenen Kapi-
teln beschriebenen Algorithmen und Verfahren die Giiltigkeit und Anwendbarkeit dieser
Vorgehensweisen anhand von mehreren Beispielstrukturen aufgezeigt und es werden die
jeweiligen Vor- und Nachteile herausgestellt.

Die gewonnenen Erkenntnisse werden in Kapitel 9 dazu genutzt, eine Moglichkeit zur
Einbettung der Nachweise zur Stabilitdtssicherung in den Entwurfs- und Konstruktions-
prozess aufzuzeigen.

Abschlieffend werden in Kapitel 10 die Ergebnisse zusammenfassend bewertet und ver-
schiedene Ausblicke auf weiterfiihrende Untersuchungen gegeben.



Kapitel 2

Zum Stabilitatsversagen von
Schalentragwerken aus Stahlbeton

2.1 Phanomenologie des Stabilititsversagens

Das Antwortverhalten eines beanspruchten Tragwerks richtet sich im Wesentlichen nach
den Steifigkeitsverteilungen und Lagerungen des Systems. ,Gutmiitige Systeme* versa-
gen bei Uberschreiten der angesetzten Bemessungslast durch ein Spannungsversagen, das
heifst im Fall von Stahlbeton durch Versagen der Betondruckzone oder Fliefsen der Stahl-
bewehrung.

Problematischer ist das Versagen infolge Stabilitatsverlust. Bei dieser Versagensart han-
delt es sich um den Verlust des stabilen Gleichgewichts im System. Dieser Punkt ist im All-
gemeinen durch das Auftreten des ersten Instabilitdtspunktes innerhalb einer FE-Analyse
definiert. Dieser Punkt besagt, dass in diesem Belastungszustand des Tragwerks nicht
exakt ein Verformungszustand, sondern vielmehr ein indifferenter - sprich unbestimmter
- Zustand herrscht. Dies wird bei Betrachtung der hiufig angefiihrten Kugelanalogie in
Bild 2.1 deutlich.

Im Fall des stabilen Gleichgewichts (a) ist die Antwort des Systems auf eine Belastung
eindeutig und bestimmt. Bei Eintritt eines indifferenten Gleichgewichtszustandes (b) exis-
tieren mindestens zwei unterschiedliche Systemantworten. Im Fall des labilen Gleichge-
wichts (c) ist das System nicht in der Lage den momentanen Zustand beizubehalten, und
es erfolgt eine Entlastung des Systems bis bestenfalls zu einem Punkt der Konsolidierung.
Neben diesen drei bekannten Zustinden eines Tragwerks - stabil, indifferent und insta-
bil - sind hier die Zustande ,praktisch stabil® und ,praktisch instabil® mit aufgenommen
worden [Vielsack 1986]. Diese Begriffserweiterung gewinnt fiir diinnwandige Schalentrag-
werke an Bedeutung, da mitunter ein starkes Clustering - Anhdufung auf engem Raum -
von Instabilitdtspunkten auftritt. Die dadurch erhohte Sensitivitit gegeniiber Stérungen
macht die Definition dieses Begriffs sinnvoll, der eine Unterschreitung eines abhéangig von
der Struktur definierten Grenzwertes fiir die Grofke des Umgebungsbereichs eines Insta-
bilitatspunktes beschreibt. Diese Modellvorstellung der Kugel kann aber nur eine leichte
Vorstellung der Komplexitat des Stabilitatsproblems iibermitteln, da sich in diesem einfa-

6
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a) stabiles Gleichgewicht b) indifferentes Gleichgewicht c) labiles Gleichgewicht

d) praktisch instabiles Gleichgewicht  e) praktisch stabiles Gleichgewicht

Bild 2.1: Stabilitdtsverhalten am Beispiel der Kugel in einer Ebene

chen Beispiel die Bewegungen der Kugel ausschlieflich in einer Ebene abspielen. Eine reale
Struktur hat eine sehr viel h6here Anzahl von Freiheitsgraden, so dass hier die Vorstellung
eines indifferenten oder labilen Gleichgewichtszustandes ungleich schwieriger wird.

Wodurch féllt nun also in einem Tragwerk die Entscheidung zwischen einem Spannungs-
oder Stabilitdtsversagen?

Wird ein Tragwerk mit elastischem Materialverhalten betrachtet, so kann lediglich die Ein-
teilung in stabilitdtsgefahrdet oder -ungefihrdet getroffen werden. Ein einfaches Beispiel
fiir ein absolut stabiles Tragwerk ist der ausschliefslich auf Zug beanspruchte Stab. Die
Belastung kann bei elastischem Materialverhalten bis ins Unendliche gesteigert werden,
ohne dass es zu einem Zustand des indifferenten Gleichgewichts kommt. Ein genauso ein-
faches Beispiel fiir ein stabilitdtsgefahrdetes Tragwerkist der Druck- oder Knickstab,
der bei rein elastischer Betrachtung bei der kritischen Last den Zustand des indifferenten
Gleichgewichts erreicht.

Stabilitdtsversagen tritt also vornehmlich bei iiberwiegend druckbeanspruchten Tragwer-
ken auf.

Wird gleichfalls das reale Materialverhalten bei der Analyse des Tragwerks beriicksichtigt,
so ist erkennbar, dass der Zugstab durch Uberschreiten der Materialfestigkeiten versagt,
also ein eindeutiges Spannungsversagen aufzeigt. Der Gleichgewichtsverlust des Knick-
stabs hingegen kann nun sowohl durch Spannungsversagen als auch durch Stabilitatsver-
sagen eintreten. Hierbei ist die Groke der kritischen Last entscheidend. Um ein Stabi-
litdtsversagen zu vermeiden, muss also eine kritische Last oberhalb der Bemessungslast
sichergestellt sein.

Bei komplexen Tragwerken ist eine Einschitzung der moglichen Versagensart nur in ei-
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nigen hinreichend bekannten Fallen moglich, da hier meist sowohl Zonen mit Druck- als
auch Zugbeanspruchung und gegebenenfalls unterschiedliche Materialeigenschaften vor-
herrschen. Somit erscheint eine Uberpriifung der Sicherheit eines Tragwerks gegeniiber
Stabilitdtsversagen in jedem Fall notwendig.

Das Stabilitatsversagen tritt in zwei unterschiedlichen Arten auf. Beim Durchschlags-
problem entzieht sich das Tragwerk durch stark anwachsende Verformungen einer erhéh-
ten Lastzufuhr. Das Snap-Through-Buckling lisst sich gut an einem flach gespannten
Bogen zeigen, der durch eine gleichméfige Auflast belastet wird. Der Bogen trigt die
Last bis zu einem kritischen Lastzustand durch Druck in seine Auflager ab. Zum einen
durch die groker werdenden Verformungen und zum anderen durch Erreichen der kriti-
schen Druckbelastung verliert der Bogen sein stabiles Gleichgewicht und schligt in eine
iiber Zug abtragende Bogenform durch.

Last A Reihe von begleitenden
Eigenwerten

geometrisch nichtlineare Analysen
/' mit begleitenden Eigenwertanalysen (Kap. 6.2.3.2)

[ TR / /
Verzweigungspunkte

Durchschlagspunkte

klassische
Beulanalyse (Kap. 6.2.2)

geometrisch + materiell
Erstrissniveau nichtlineare Analyse (Kap. 6.2.3)

S

Verformung
Imperfektionen

Bild 2.2: Mogliche Tragwerksantworten

Beim Verzweigungsproblem existieren auf einem Lastniveau des Systems unterschied-
liche Tragwerksantworten. Das reine Bifurcation Buckling tritt zumeist bei sowohl
geometrisch als auch strukturell perfekten Schalen auf. Sobald Imperfektionen und/oder
Materialnichtlinearitdten beriicksichtigt werden, tritt in den meisten Féllen nur noch das
Stabilitdtsversagen in Form von Durchschlagen ein. Fiir das Tragwerk gibt es an dem
Punkt des indifferenten Gleichgewichts mehrere Moglichkeiten, auf eine weitere Lastver-
anderung zu reagieren. Die Systemantwort verzweigt also in eine bestimmte Anzahl von
moglichen Zusténden (Verzweigungséste). Je nach Art der Storung in diesem Punkt und je
nach Art des Schalentyps kann der Verzweigungsast durch stabiles oder instabiles Gleich-
gewicht beschrieben werden. In Bild 2.2 sind zur Verdeutlichung der unterschiedlichen
Einfliisse neben den Auswirkungen unterschiedlicher Analyseansitze auch die Einfliisse
geometrischer Imperfektionen und materieller Nichtlinearitéit auf das Stabilitdtsverhalten
einer Schalenstruktur dargestellt.
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Eine nihere Beschreibung dieser Beulphinomene findet sich ausreichend in der Literatur
[Petersen 1982|, [Ramm 1982], [Bushnell 1985|, [Bazant & Cedolin 1991], so dass an dieser
Stelle auf eine detailliertere Darstellung verzichtet wird.

2.2 Allgemeiner Uberblick iiber die Lésungsmethoden
des Stabilitatsproblems

Die Problemstellung des Stabilitdtsversagens wird innerhalb dieser Arbeit mit Hilfe der
FEM behandelt, so dass an dieser Stelle vorab eine Eingrenzung des Giiltigkeitsbereichs
der im Folgenden aufgefiihrten Methoden und Analysen vorgenommen werden soll. Die
Klassifizierung eines Tragwerks, gleich welcher geometrischer Form, kann im Sinne der
FEM in geeigneter Weise unter Zuhilfenahme der allgemeinen Bewegungsgleichung erfol-
gen:

M- V+C-V4+K-V=P. (2.1)

Dieses mit Hilfe der allgemeinen Bewegungsgleichung beschriebene System kann nun je
nach Beschaffenheit in die folgenden Gruppen eingeteilt werden Fiegler 1977):

e Konservative Systeme:

— nichtgyroskopisch
— gyroskopisch

e Nichtkonservative Systeme:

— nichtgyroskopisch und dissipativ
— gyroskopisch und dissipativ
— zirkulatorisch

— allgemein zirkulatorisch.

Ein konservatives System herrscht vor, wenn die Energiesumme im System wihrend des
untersuchten Zeitraums konstant bleibt, dass heifst, wenn keine Energie dem System ent-
nommen oder zugefiihrt wird. Im Gegensatz dazu liegt ein nichtkonservatives System vor,
wenn die Energiesumme iiber den beobachten Zeitraum veradnderlich ist.

Um die weiteren Begriffe zu erldutern, werden die einzelnen Systemmatrizen der Bewe-
gungsgleichung betrachtet. Die Massenmatrix M fliefst in den Ausdruck fiir die kinetische
Energie des Tragwerks ein und ist stets positiv definit. Die DadmpfungsmatrixC beinhaltet
sowohl die innere als auch die dufsere Dadmpfung des Systems.

Beinhaltet das System innere Dampfung, so liegt ein gyroskopisches System vor. Herrscht
dufere Dampfung, dann existiert ein dissipatives System. Die SteifigkeitsmatrixK ist bei
konservativen Kraften immer symmetrisch. Bei nichtkonservativen Kréften bzw. zirkula-
torischen Kriften verliert die Steifigkeitsmatrix ihre Symmetrieeigenschaft Fiegler 1977|.
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Ein Stahlbeton-Schalentragwerk kann somit durch unterschiedliche Modelle beschrieben
werden, was zu einer Vielzahl von unterschiedlichen Losungsansitzen fiihrt. Die vorlie-
gende Arbeit beschriankt sich auf die im iiblichen Bauwesen dominierenden Problemstel-
lungen von konservativen und nichtgyroskopischen Systeme.

Das Phianomen des Stabilitdtsverlustes von Schalentragwerken wurde in der Vergangen-
heit bereits von einer Vielzahl an Forschern untersucht und behandelt. Eine Mehrheit
der geleisteten Forschungsarbeiten beschrinkt sich hierbei auf die Untersuchung von elas-
tischen Materialien. Allenfalls wurden Schalen aus dem Werkstoff Stahl, da sie aufgrund
der hohen Festigkeiten und des hohen Elastizitdtsmoduls besonders diinn herzustellen und
zu verwenden sind, als beulgefdhrdet erkannt. In der Literatur, wie u. a. inBrendel (1979),
Schelkle (1981), Eckstein (1983) und Helnwein (1996), findet sich ein guter Uberblick iiber
die verbreitetsten Verfahren.

Die Beulgefahrdung von Stahlbetonschalen hingegen wird in der Regel als unrealistisch
angesehen. In der Vergangenheit entstanden einige wenige Arbeiten von Forschern, die
sich mit dieser Thematik intensiver befasst haben Wittek 1980], [Billig 1992, [Dulécska
& Kollar 1995, [Baillis, Jullien & Limam 2000).

Mit dem heutigen Kenntnisstand gibt es infolge der vergangenen Forschungsarbeiten drei
verschiedene Moglichkeiten zur Bestimmung der kritischen Last eines Stahlbetontrag-
werks.

Analytische Ldsung. Diese allgemeinste Vorgehensweise ist aufgrund der komplizier-
ten Differentialgleichungen auf einfache Strukturen und einfache Belastungssituationen
beschrankt. Der Ansatz von nichtlinearem Materialverhalten ist bei diesem Losungsweg
nahezu unmoglich.

Numerische Losung. Beispielsweise mit Hilfe der FEM konnen fiir elastisches Mate-
rialverhalten und geometrisch linearer oder nichtlinearer Kinematik die Beullasten von
beliebigen Strukturen hinreichend genau ermittelt werden. Bei dieser Art der Berechnung
konnen bereits verschiedene Imperfektionen in die Berechnung einfliefen. Hierbei ist es
theoretisch méglich, nichtlineares Materialverhalten zu berticksichtigen.

Uberschlagsformeln. Die dritte Vorgehensweise entsteht aus der Suche nach Verein-
fachungen fiir den entwerfenden und planenden Ingenieur und beinhaltet die Benutzung
von iiberschligigen Verfahren oder Formeln, die fiir bestimmte Schalen oder Lastsitua-
tionen auch den Einfluss der materiellen Nichtlinearitit beriicksichtigen kénnen. Hierbei
ist eine allgemeingiiltige Aussage allerdings schwer zu treffen, da diese Formeln durch
Experimente an speziellen Strukturen begriindet sind.

Fiir linear elastisches und fiir elasto-plastisches Material wurden weitere Verfahren zur
Bestimmung kritischer Lasten entwickelt. Aus diesen Verfahren sei beispielsweise das
Storenergiekonzept nach Duddeck et al. (1990) hervorgehoben, in dem die Stabilitéts-
gefidhrdung eines Tragwerks durch die Grofe einer aufgebrachten Storenergie abgeschitzt
wird. Diese Storenergie ist gerade so grofs, dass das Tragwerk in einen zweiten Verfor-
mungszustand ausweicht.

Eine zweite Art von Verfahren, welche aus dem Wunsch heraus entstanden, das reale Ver-
halten nach Uberschreiten eines Instabilitdtspunktes zu beschreiben, sind diedynamisch
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quasi-statischen Vorgehensweisen Hierbei kann das Durchschlagen eines Systems,
welches in der Realitét ein dynamischer Prozess ist - da effektiv kein Lastentzug am Sys-
tem erfolgt - besser beschrieben werden. Der statische Pfad wird durch ein Einschwingen
des Systems nach dem Durchschlagen wieder erreicht.

Aufgrund der Pfadabhingigkeit der Losung bei einem System aus Stahlbeton, welches
beim Aufreifsen des Querschnitts die Krafte vom Beton auf den Stahl iibertrédgt und als
Zwei-Phasen-Werkstoff modelliert ist, sind das Storenergiekonzept und die dynamischen
Verfahren [Billig 1992] nach Auffassung des Autors allerdings nur duflerst beschrénkt
anwendbar.

Um noch einmal die besonderen Eigenschaften eines Schalentragwerks darzulegen, soll an
dieser Stelle kurz auf einen typischen Beulmechanismus eingegangen werden. Eine diinne
Schale kann verhaltnisméfkig groke Membrankréfte, aber nur geringe Biegemomente auf-
nehmen. Kommt es infolge einer weiteren Laststeigerung zu gréfseren Verformungen - die
einzige Moglichkeit des Tragwerks auf die erh6hte Belastung zu reagieren - erzeugen die im
System gespeicherten Membranspannungen infolge der Verformungen Biegespannungen,
welche das Tragwerk dann endgiiltig beulen lassen.
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Bild 2.3: Reduzierte Beullast nach Wittek (1980) und Reduktion infolge Schiadigung des
Stahlbetonquerschnitts

In der Arbeit von Wittek (1980) wurde auf diese Gegebenheit im Besonderen eingegan-
gen. Das Konzept der reduzierten Membranspannungsieht vor, die untere Grenze
der Beullast - bei einer perfekten Schale gegeben durch das Nachbeulminimum - durch
die Reduktion der im perfekten System gespeicherten Membranspannungen zu erreichen.
Dieses Vorgehen fiihrt in Wittek (1980) zum Ziel, da eine direkte Korrelation zwischen
der Groke der Membranspannungen und der Tiefe des Nachbeulbereichs gefunden wird.
Es ist allerdings auf den Anwendungsbereich der Schalen mit weitestgehend linearem
Vorbeulverhalten beschrinkt. Die fiir solche Schalen ermittelten kritischen Lasten geben
eine konservative Abschiatzung des Nachbeulminimums an. In Bild 2.3 ist dieses Vor-
gehen in dem linken Teil noch einmal dargestellt. Der rechte Teil des Bildes2.3 stellt
den Unterschied bei Beriicksichtigung von materiellen Nichtlinearitdten (Schidigung des
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Stahlbetonquerschnitts) prinzipiell dar.

Die bisher aufgefiihrten Aussagen lassen sich im Wesentlichen auf allgemeine Schalentrag-
werke beziehen. Fin typisches Verhalten von Stahlbetonschalen ist aber die Wechselwir-
kung zwischen Verformung und Abbau der Steifigkeit des Querschnitts. In viel stdrkerem
Mafse als bei anderen Baustoffen beeinflussen diese beiden Grofen sich gegenseitig, so
dass eine klare Trennung zwischen Spannungsversagen und Stabilitdtsversagen schwierig
erscheint. Ramm (1986) fiihrt eine Einteilung der Tragwerke in Form einer Skala ein, die
die Wahrscheinlichkeit der Versagensform des Tragwerks wiederspiegeln soll. In Tabelle
2.1 ist diese Art der Darstellung abgebildet. Dabei sei darauf hingewiesen, dass diese
Einteilung nur eine ungefihre Abschétzung der globalen Beulgefihrdung einer Struktur
erlaubt.

Da bereits einfache Tragwerke nur in den seltensten Fillen ausschlieklich Druck- bzw.
Zugzonen aufweisen, ist eine Vorabeinschitzung des Tragwerksversagens zurzeit nur durch
umfangreiche Parameterstudien zu bestimmten Tragwerkstypen oder aber durch einen
ausgiebigen Erfahrungsschatz moglich.

Eine weitere vereinfachte Vorgehensweise beinhaltet das Verfahren nachDulacska & Kollar
(1995). Es ist als sehr konservativ anzusehen, so dass seine wirtschaftliche Anwendbarkeit
eher fraglich ist. Das Grundkonzept der Methode besteht darin, zunéchst die Beullast
nach linearer Theorie unter Annahme von linear elastischem Material zu bestimmen und
sie mittels Faktoren fiir Vorverformungen, Kriecheinfluss, Rissbildung und Plastizieren
des Betons abzumindern:

)\crit = )\lclﬁt : pimp : pcreep * Perack * ppl- (22)
Der Nachweis ausreichender Beulsicherheit ist schlieflich erbracht, wenn gilt:

Acm’t
8

> 1. (2.3)

Die Grofe des Sicherheitsfaktors v ist abhéngig vom Verhéltnis der plastischen Versa-
genslast zu der linearen Beullast des Tragwerks. Um die Anwendbarkeit des Verfahrens
zu testen und gleichzeitig die Giiltigkeit fiir hochfeste Betonsorten zu iiberpriifen, wurde

‘ Stabilitatsversagen ‘ Spannungsversagen ‘
symmetrische Geometrie asymmetrische Geometrie
perfekte Geometrie imperfekte Geometrie
symmetrische Belastung asymmetrische Belastung
globale Belastung lokale Belastung
gleichméfkige Randbedingungen ungleichmékige Randbedingungen
ausschlieflich Membranspannungen Biegespannungen
Druckbeanspruchung Zugbeanspruchung
ungerissen gerissen

Tabelle 2.1: Einteilung von Systemeigenschaften, welche die Versagensart beeinflussen
[Ramm 1986
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es in Andres & Schindelin (2001) bei verschiedenen Hyperboloiden und Zylindern aus
normal- bzw. hochfesten Betonen angewendet. Die Ergebnisse der Analysen lassen sich
wie folgt zusammenfassen:

e Die Anwendung des Verfahrens erweist sich fiir ein iiberschligiges Verfahren als
umstindlich und zeitintensiv, da jeder Querschnitt iiberpriift werden muss.

e Die Ermittlung des Kriecheinflusses erfolgt mittels eines sehr einfachen Gesetzes
iiber einen direkten Zusammenhang mit der Druckfestigkeit des Betons. Bei hoch-
festen Betonen werden die Ergebnisse unrealistisch.

e Die zur Verfiigung stehenden Diagramme sind nur fiir einige Sonderfélle (Geome-
trie und Belastung) giiltig. Die Interpolation auf andere Gegebenheiten erscheint in
einigen Fillen fraglich.

e Die Ergebnisse bestéitigen die angesprochene konservative Pragung des Verfahrens.
Eine wirtschaftliche Auslegung einer Betonschale erscheint mit diesem Verfahren
nur schwer moglich.

Zusammenfassend ist dieses Verfahren fiir einen Nachweis der Beulsicherheit bei Beton-
schalentragwerken problematisch, da die Beschriankungen viele Anwendungsfille ausschlie-
fsen. Die konservative Auspragung des Verfahrens verursacht, dass Beulversagen bei Scha-
len, die diesen Nachweis erfiillen, nicht mehr wahrscheinlich ist. Jedoch sind die daraus
resultierenden Schalendicken in den meisten Fillen wirtschaftlich nicht vertretbar. Auch
spatere Veroffentlichungen wie beispielsweise Kollar & Farago (2003) zeigen, dass die
Anwendung dieses Verfahrens nur einen ungefdhren Anhaltspunkt fiir das kritische Last-
niveau vermitteln kann.

2.3 Beulversuche an Stahlbetonschalen

Zur Ermittlung von realistischen Beullasten bei Schalentragwerken aus Beton bzw. Stahl-
beton wurden in der Vergangenheit nur wenige Versuche durchgefiihrt. Dieses Defizit
gegeniiber den Beuluntersuchungen im Stahlbau ist durch die speziellen Werkstoffeigen-
schaften des Stahlbetons zu erkliaren. Der Werkstoff Beton ist sehr sprode und inhomogen,
so dass eine experimentelle Untersuchung des Nachbeulbereichs kaum mdglich erscheint.
Ein weiterer Grund fiir die nur sparlich durchgefiihrten Experimente ist in den hohen
Kosten und den groken Dimensionen der benotigten Priifvorrichtung zu finden, da der
Werkstoff Beton eine Abbildung des Versuchskorpers mit nahezu gleichen Materialeigen-
schaften auf einen kleineren Mafistab nahezu unmoglich macht.

An dieser Stelle soll nun ein kleiner Uberblick iiber die in der Vergangenheit durchgefiihr-
ten Versuche mit dem Werkstoftf Beton- bzw. Stahlbeton und Mortel gegeben werden. Die
aufgefiihrten Tabellen 2.2 - 2.4 unterteilen sich in die unterschiedlichen Tragwerksformen
anhand des Kriteriums der GAUSS’schen Kriimmung.

Bei genauerer Betrachtung der Tabellen, die im Wesentlichen durchgefiihrte Experimente,
aber auch Schadensfille von Stahlbetonschalen enthalten, fallen vor allem die wenigen
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Autor bzw. Bauteil- | Kriimmungs-| Schlankheit | Beweh-| Schalentyp
Literaturstelle dicke [em] | radius [m)] |-] rung
|[Schubiger 1950 8.0 22.95-45.90 | 1/574 - 1/287 ja Kuppel
| Torroja 1950] 0.8 5.0 1/625 nein Kuppel
[Csonka 1958| 0.6 1.728 - 3.450 | 1/576 - 1/288 | nein Kuppel
[Dischinger 1925 6.0 28.28 1/472 ja Kugel
| Torroja 1950] 9.0 44.0 1/489 ja Kugel
[Beck 1963] 13.0 100 1/769 ja Kugel
[Litle et al. 1970 0.635 2.16 1/340 nein Kugel
[Griggs 1971] 0.64 2.16 1/340 ja Kugel
[Khaidukov & 0.6 5.1 1/850 ja Kugel
Shugaev 1971]
|Odello & Allgood 5.1 18.68 - 24.40 | 1/366 - 1/478 ja Kugel
1973|
[Miiller & Weidlich | 2.8 - 3.9 4.0-8.5 1/11-1/22 ja Kugel
1978
|[Vandepitte et al. 0.7 2.43 1/350 nein Kugel
1979
[Weidlich 1979 0.25-04 8.5 1/340 - 1/212 ja Kugel
in New Mexico aus 12.7 77.78 1/612 ja Kugel
Herzog (1996)
[Csonka 1056], 6.0 | 42.23-46.95] 1/704-1/783| ja | Paraboloid
[Csonka 195§]
|Ballesteros 197§] 6.0 32.9-33.5 | 1/558 - 1/548 ja Paraboloid

Tabelle 2.2: Versuche bzw. Abmessungen von Betonschalen mit positiver GAUSS’scher
Kriimmung (K > 0)

Autor bzw. Bauteil- | Kriimmungs-| Schlankheit | Beweh-| Schalentyp
Literaturstelle dicke [cm| | radius [m] |-] rung
[Committee of 12.7 50.29 - 88.52 | 1/396 - 1/697 ja Hyperboloid
Inquiry 1966]
[Scordelis 1984] 6.3 47.69 1/757 ja Hyperboloid

Tabelle 2.3: Versuche bzw. Abmessungen von Betonschalen mit negativer GAUSS’scher
Kriimmung (K < 0)

Eintrage bei hyperbolischen Schalen auf. Die bei diesen Schalentypen durchgefiihrten Ex-
perimente wurden in der Hauptsache unter Verwendung von Ersatzmaterialien wie z. B.
Kupfer [Der & Fidler 1968], Aluminium [Kritzig 1968] oder PVC [Der & Fidler 1968,
[Mateja 1964] durchgefiihrt. Die so gefundenen Ergebnisse wurden dann im Nachgang auf
grofte Stahlbetonschalen extrapoliert und fiihren beispielsweise zu den Stabilitdtsunter-
suchungen von Zerna et al. (1980), in denen Plastizieren und Rissbildung des Werkstoffs

Stahlbeton fiir rotationssymmetrische Belastungen Beriicksichtigung finden.
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Autor bzw. Bauteil- | Kriimmungs-| Schlankheit | Beweh-| Schalentyp
Literaturstelle dicke [em] | radius [m] |-] rung
[Dischinger & 1.5 8.43 1/562 ja Tonne

Finsterwalder 1932]
[van Riel et al. 1957] 1.0 1.0 1/100 ja Tonne
|Griggs 1971] 0.53 1.28 1/240 ja Tonne
in Budapest aus 8.0 6.4-12.2 1/80 - 1/153 ja Zylinder

Dischinger &

Finsterwalder
(1932)

[Allen 1950] 12.7 18.96 1/386 ja | Zylinder
[Torroja 1950] 8.0 12.2 1/153 ja | Zylinder
[Gouda 1951] 2.22 1.83 1/83 ja Zylinder
aus Riidiger & 6.0 9.53 1/159 ja Zylinder
Urban (1955)
|Rabich 1957 4.0 2.48 1/62 ja Zylinder
[Griggs 1971] 0.65 1.32 1/200 ja Zylinder

[Haas & van Koten 1.0 5.0 1/50 ja Zylinder
1971

Tabelle 2.4: Versuche bzw. Abmessungen von Betonschalen mit GAUSS’scher Kriimmung
gleich Null (K = 0)



Kapitel 3

Kontinuumsmechanische und
schalentheoretische Grundlagen und
Finite-Element-Formulierung

3.1 Kontinuumsmechanische Grundlagen

Die zur Formulierung von finiten Schalenelementen bendtigte Schalentheorie wird aus der
dreidimensionalen Kontinuumsmechanik hergeleitet. Von daher wird an dieser Stelle in
aller Kiirze auf die wesentlichen Grundlagen eingegangen. Ausfiihrliche Herleitungen und
Erlduterungen finden sich in einer grofsen Zahl von Literaturstellen wie u. a. inTruesdell
& Noll (1965) und Green & Zerna (1968).

3.1.1 Kontinuumsmechanische Betrachtungsweisen

Jeder Punkt eines Kontinuums eines Korpers kann mit Hilfe eines Ortsvektors bezogen
auf das globale, kartesische Koordinatensystem beschrieben werden. Diese Beschreibung
kann zu jedem beliebigen Zeitpunkt erfolgen, so dass zu einem bestimmten Zeitpunkt
to die Referenzkonfiguration und zu einem Zeitpunkt ¢ die Momentankonfiguration des
Korpers herrscht.

Die Beschreibung der tensoriellen Eigenschaften dieser Materialpunkte kann durch zwei
unterschiedliche Darstellungsarten erfolgen. Bei Problemen der Stromungsmechanik wird
im Allgemeinen die EULER’sche Beschreibung, auch Feldbeschreibung genannt, gewéhlt,
da hier keine aussagekraftige Referenzkonfiguration gegeben ist und die Beschreibung der
tensoriellen Eigenschaften iiber die Momentankonfiguration zur Zeitt erfolgt. Im Gegen-
satz dazu steht die LAGRANGE’sche Betrachtungsweise, welche die tensoriellen Eigen-
schaften zur Zeit ¢ einem durch die Referenzkonfiguration zur Zeit ¢, eindeutig beschrie-
benen Materialpunkt zuweist. Diese Darstellungsart, auch materielle Betrachtungsweise
genannt, findet ihre Anwendung zumeist bei Problemen der Strukturmechanik, da hier
ausgezeichnete Referenzkonfigurationen vorherrschen.

16
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In der Kontinuumsmechanik wird die Lage der Materialpunkte oft in konvektiven krumm-
linigen Koordinaten © beschrieben. Die Herleitung der Basisvektoren und Metriktensoren
kann sowohl bezogen auf die Momentan- als auch bezogen auf die Referenzkonfiguration
erfolgen.

3.1.2 Grundgleichungen der Kontinuumsmechanik

Die gesamte Kontinuumsmechanik ist auf den Bilanzgleichungen der Kontinuumsmecha-
nik gegriindet, welche axiomatischer Natur sind. Im Einzelnen sind dies der

e Massenerhaltungssatz - ,.Die Masse eines Korpers ist wihrend des betrachteten
Zeitraums konstant.”

e Impulserhaltungssatz - ,Die Anderung des Impulses eines Korpers ist gleich der
an diesen Korper angreifenden resultierenden Kraft.”

e Drehimpulserhaltungssatz - ,Die Anderung des Drehimpulses eines Korpers ist
gleich der Momente der an diesen Korper angreifenden Kréfte bezogen auf einen
festen Raumpunkt.”

Diese Sétze bilden, gemeinsam mit der Bilanzgleichung der kinetischen Energie, die phy-
sikalische Basis dieser Theorie. Fiir eine detaillierte Betrachtung wird an dieser Stelle auf
die Literaturstellen Schroeder (1981) und Menzel (1996) verwiesen.

3.1.3 Prinzip der virtuellen Verschiebungen

Das Prinzip der virtuellen Verschiebungen erfiillt das Gleichgewicht einer allgemeinen, me-
chanischen Problemstellung. Es entsteht aus dem Variationsprinzip, welches Grundlage
einer jeden FE-Modellierung ist, und gilt als Basis einer reinen Weggréfenformulierung.
Hierbei werden ausschliefllich Weggrofen variiert, so dass es folgende Kernaussage bein-
haltet:

,Die Summe der inneren und duferen Arbeit, welche durch die inneren bzw. dufseren Kraft-
grofen entlang der virtuellen inneren bzw. duferen Weggrofhen wirkend erzeugt werden,
ergibt sich zu Null.”

§*A=6"A; + 5" A, = 0. (3.1)

Anders als die Losung der fiir das Gleichgewicht herleitbaren Differentialgleichungen stellt
diese Formulierung nur eine ,schwache” Form der Gleichgewichtsbedingung dar. Sie be-
sagt, dass die geometrischen Randbedingungen exakt erfiillt werden, das globale Gleich-
gewicht hingegen nur im Mittel erfiillt wird und somit lokale Fehler auftreten. Die zur
Anwendung der FEM notwendige Linearisierung bzw. Inkrementierung wird in Abschnitt
3.2 beschrieben.
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3.2 Schalentheoretische Grundlagen

Die Auswahl der in der Arbeit zur Anwendung kommenden finiten Elemente erfolgt in
erster Linie nach deren Verwendbarkeit fiir Materialien mit nichtlinearem Werkstoffver-
halten. Ebenso kann fiir spitere Beschrankungen der Anwendbarkeit die Wahl der in der
Elementformulierung verwendeten Schalentheorie verantwortlich sein.

Bekanntermalfsen setzt sich die Schalentheorie aus der Membran- und Biegetheorie zusam-
men. Die Biegetheorie wiederum kann in die zwei Hauptgruppen der schubstarrenK1RCH-
HOFF-LOVE- und der schubweichen REISSNER-MINDLIN-Theorien unterteilt werden. Sie
unterscheiden sich im Wesentlichen in der Vernachldssigung bzw. Beriicksichtigung der
Schubverzerrungen.

Die weiteren Herleitungen werden in Tensorschreibweise durchgefiihrt. Fiir den Einblick in
die grundlegenden Zusammenhinge und mathematischen Regeln dieser Schreibweise ste-

hen dem interessierten Leser zahlreiche Literaturstellen zur Verfiigung, wie beispielsweise
Schroeder (1981) und Bagar & Kritzig (1988).

Im Folgenden wird die Schalentheorie zur isoparametrischen Formulierung des haupt-
sdchlich zur Anwendung kommenden finiten Elementes dargestellt. Das isoparametrische
Konzept kann durch die Annahme von zwei oder drei Drehfreiheitsgraden und verschie-
denartigen Direktorformulierungen in ein auf der REISSNER-MINDLIN-Theorie basierendes
Elementkonzept umgesetzt werden. Die Vor- bzw. Nachteile der jeweiligen Formulierun-
gen sind beispielsweise in der Arbeit von Deml (1997) hinreichend genau beschrieben.
Allen Formulierungen liegt aber der isoparametrische Grundgedanke, der gleichwertigen
Beschreibung von Geometrie und Verschiebungen, zu Grunde. Auf eine ergénzende Dar-
stellung der Schalentheorie des an gewissen Stellen dieser Arbeit ebenfalls verwendeten
Schalenelementes mit hochwertigem Verschiebungsansatz nach der KIRCHHOFF-LOVE-
Theorie wird aus Griinden der Ubersichtlichkeit verzichtet. Hierzu sei im Wesentlichen
auf die Arbeiten von Harte (1982), Eckstein (1983) und Zahlten (1990) verwiesen.

3.2.1 Darstellung der Geometrie

Wie in Bild 3.1 fiir die Referenz- und Momentankonfiguration dargestellt, kann jeder in
einem konvektiven Koordinatensystem abgebildete Punkt der Schalenmittelfliche durch
den Ortsvektor

r=r(0'0% (3.2)

beschrieben werden. Bezogen auf das globale kartesische Koordinatensystem kann der
Ortsvektor mit

r=X'(0%j (3.3)

ausgedriickt werden. Die geometrischen Variablen des Grundzustandes lassen sich folglich
wie in Tabelle 3.1 angeben. Um nun das Schalenkontinuum zu beschreiben, wird die
Koordinate ©% benutzt, die in jedem Punkt der Schalenmittelfliche normal zu dieser
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unverformte Geometrie
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Bild 3.1: Referenz- und Momentankonfiguration
: _ _ _ a3 a®
Basisvektoren a,=r,,, a%*= ao‘ﬁaﬁ, az=a’ = %
Metriktensoren Uop = 84 - a5, a*’ =a"-a’
Metrikdeterminante a = |aop| = a1y - aze — (a12)2
Flacheninhalt dF = \/a d©'d6?
Kriimmungstensoren boap = —a, - a3, bg = bpa™’
Christoffelsymbole s =aagg

Tabelle 3.1: Basisvektoren und Metriktensoren

gerichtet ist. Bei einer vorhandenen Schalendicke h hat somit die Schalenoberseite die
Koordinate ©2 = +h/2 bzw. die Schalenunterseite die Koordinate ©2 = —h/2. Somit
kann der Ortsvektor im Schalenkontinuum zu

r* =r + 0%a; (3.4)

geschrieben werden. Die Metrikgrofen ergeben sich durch Anwendung von Gleichung3.4
auf die Gleichungen in Tabelle 3.1 entsprechend.

Wird zur Herleitung des finiten Elementes ein isoparametrisches Konzept benutzt, so wird
sowohl der Grund- als auch der Verformungszustand durch dieselben Variablen beschrie-
ben. In der hier verwendeten Theorie wurden gemif Bagar (1987) und Montag (1997) zur
Beschreibung die drei globalen, orthogonal-kartesischen Koordinaten und zwei unabhén-
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gige Eulerwinkel (s. Bild 3.2) zur Abbildung gewéhlt. Der Ortsvektor der Schalenmittel-
flache ldsst sich somit durch

ausdriicken.

Bild 3.2: Definition der Rotationsvariablen

Der fiir die im Weiteren verwendete Theorie ebenfalls bendtigte Direktor wird mit Hilfe
der Eulerwinkel durch

beschrieben. Hierbei stellen A” die Komponenten des Normaleneinheitsvektors beziiglich
des globalen orthogonal-kartesischen Koordinatensystems dar. Sie lassen sich mit Hilfe
der oben definierten Kulerwinkel durch

A =sin Uy cos Uy, A% =sinW;sin¥,, A3 =cos¥, (3.7)

ausdriicken. Nach Einfiihrung dieser Grofen kann der Ortsvektor eines beliebigen Punktes
des unverformten Schalenkontinuums nun durch

0. 0.
I =T+ 0% = X'i; + S A (3.8)

beschrieben werden. Dem verwendeten isoparametrischen Konzept folgend werden die
konvektiven Koordinaten ©%, ©3, soweit es die FE-Formulierung betrifft, durch die nor-
mierten Koordinaten £, €3 ersetzt. Dies soll die approximative Abbildung des Ortsvektors
verdeutlichen. Im weiteren Verlauf der Arbeit wird der unverformte, spannungsfreie Aus-
gangszustand durch den Kopfzeiger 0 gekennzeichnet.
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3.2.2 Grundgleichungen der REISSNER-MINDLIN-Schalentheorie

Wie bereits zu Beginn des Abschnitts 3.2 erwihnt, stellt die REISSNER-MINDLIN-Theorie
eine schubweiche Biegetheorie dar. Im Folgenden sollen nun die notwendigen Grundglei-
chungen zur Umsetzung dieser Theorie in die FEM zusammengefasst werden.

3.2.2.1 Deformationszustand

Im Rahmen des isoparametrischen Grundkonzeptes wird der Deformationszustand, eben-
falls wie die Ausgangsgeometrie, durch drei orthogonal-kartesische Verschiebungen und
zwei Euler-Winkel beschrieben. Wie in Bild 3.1 dargestellt, ergeben sich die beiden Ver-
schiebungsvektoren v und w zu

0 . 0.
V = r—r= (XZ —X’) i, (3.9)

0 . 0.
W = Qg —ag= (AZ — AZ) iz (310)

3.2.2.2 Kinematik

Die kinematischen Beziehungen konnen bezogen auf die Referenzkonfiguration
(GREEN’scher Verzerrungstensor) oder auf die Momentankonfiguration (ALMANSI'scher
Verzerrungstensor) formuliert werden. Im Hinblick auf die spéter zu wihlenden konsisten-
ten Schnittgrofen wird im Rahmen dieser Theorie von dem GREEN’schen Verzerrungs-
tensor ausgegangen:

Yijg = Vji = 5 <r7i r,, =Ty raj) . (311)
Unter Vernachlassigung von Dickenverzerrungen im Rahmen einer REISSNER-MINDLIN-
Schubverzerrungstheorie ergibt sich der bekannte Tensor:

L YaB Va3 _ Aap + €3ﬁaﬁ %Va :| 3.12
i { Vsa 0 } [ 3%a 0 ] 12

Die einzelnen Komponenten des GREEN’schen Verzerrungstensors aqgs, Bag und 7,, die
auch als Dehnverzerrungs-, Biegeverzerrungs- und Schubverzerrungstensoren bezeichnet
werden, sind fiir den isoparametrischen Ansatz der Vollstdndigkeit halber im AnhangA.1
angegeben.

3.2.2.3 Konsistenter Schnittgréfsentensor

Wie bereits erwahnt, muss zu dem verwendeten Verzerrungstensor der energetisch konju-
gierte Spannungstensor ausgewahlt werden. Hier ist es der zweiteP1OLA-KIRCHHOFF’sche
Spannungstensor, der fiir den Aufbau der Schnittgrofsentensoren verwendet wird. Die
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Pseudo-Normalkraft-, Momenten- und Pseudo-Querkrafttensoren kénnen durch Integra-
tion der Spannungen zu

& 3
A _ / fl @ ges. s — /
& &

3 53

o0 ~ o0

o e3qed, Q= / o @3ded (3.13)
&

ausgedriickt werden. Durch eine entsprechende Transformation konnen dann die physi-

kalischen Schnittgréfien unter Beriicksichtigung des Shifters des Schalenkontinuums zu

N<aB> \/E agp NoB
{ <o } = Vaa /=221 s (3.14)
bestimmt werden.

3.2.2.4 Konstitutive Beziehungen

Den konstitutiven Beziehungen, oder auch Werkstoffgesetzen, kommt bei einer materiell-
nichtlinearen Betrachtung naturgeméf eine besondere Bedeutung zu. Im Fall von linear
elastischem Materialverhalten kann der dreidimensionale Werkstofftensor nach Bagar &
Krétzig (1985) zu

Bk — ¢ (alkaﬂ + a'a?* + ﬁa”akv (3.15)

fiir ein Schalenelement bestimmt werden. Hierin ist die Transformation vom Materialko-
ordinatensystem in das Elementkoordinatensystem enthalten.

Innerhalb der hier betrachteten Schalentheorie konnen durch die Forderung des ebenen
Spannungszustandes (o33 = 0) die Pseudo-Schnittgrofentensoren fiir lineares Material-
verhalten unter Einfithrung der Dehn-(D) bzw. Biegesteifigkeit (B) und des Schubmoduls
zu

N@D = DHPqyy, M@ = BHYB,, Q% = Gha™ (3.16)

Y

definiert werden. Der Elastizititstensor H*?#* besteht ausschlieRlich aus Informationen
der Metrik und der Querdehnungszahl:

1-— 2
5 Y <aa’\aﬂ“ + a®a® + T— v ao‘ﬁaA“> ) (3.17)
— UV

Haﬁcp)\ —
Er ist symmetrisch und enthélt in allgemeiner Form sechs unabhdngige Komponenten.
Bei der Verwendung von orthogonalen Flichenkoordinaten @'? = a?' = 0) reduziert sich
seine Zusammensetzung auf vier unabhingige Komponenten.

Zur Beriicksichtigung des nichtlinearen Materialverhaltens wird das Schalenelement von
der klassischen 2D-Approximation in eine Q%D-Approximation tiberfithrt [Montag 1997].
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Dazu wird das Element in Dickenrichtung in einzelne Schichten unterteilt (Multi-layered-
modelling, s. Bild 3.3). Ergénzend hierzu ist in Bild 3.4 das konzeptionelle Vorgehen der
Multi-Level-Strategie zur Ermittlung der tangentialen Steifigkeitsmatrix dargestellt.

Hierbei erfolgt die Ermittlung der Spannungen und Dehnungen in jedem Integrations-
punkt und in jeder Schicht des Elementes. Der Verbund zwischen Beton- und Stahlschicht
wird im ungerissenen Zustand iiber die Gleichheit der Dehnungen und im gerissenen Zu-
stand iiber den Ansatz eines Tension-Stiffening Modells gewéhrleistet.

Sowohl die (N)onlinear(A)rbitarily(C)urved(S)hell-Elements (NACS-Elemente) nach
Harte (1982) als auch die (A)ssumed(S)train(E)lements (ASE-Elemente) nach Menzel
(1996) konnen innerhalb dieses Konzeptes verwendet werden.

Bewehrungslagen
in £1 - Richtung

Bewehrungslagen
in &2- Richtung

Bild 3.3: Geschichtetes Schalenelement nach Zahlten (1990)

Globale Steifigkeitsmatrix / Element - Steifigkeitsmatrix / Spannungen in Schalenmittelflache Spannungen in Schicht
Globaler Lastvektor Element - Lastvektor
+ + 5 ap _of a +
K.P <+ kP pP <+ ={n"m"q’} <+— oil il
52
Struktur Finites Element Materialpunkt
/ as
E - |
@2 82
al
3 as aq
o3 o
Globaler Verschiebungsvektor Element-Verschiebungsvektor Dehnungen in Schalenmittelflache Dehnungen in Schicht
+ + + o+ + + +
v —> vP —> &= {Aap) B(cx[}) Yo} —> yij'yij

Bild 3.4: Multi-Level-Konzept zur Ermittlung der tangentialen Steifigkeitsmatrix
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3.3 Inkrementelle Vorgehensweise

Die Basis einer FE-Modellierung liegt in der Linearisierung des Variationsprinzips, in die-
sem Fall der Linearisierung des Prinzips der virtuellen Verschiebungen. Hierzu werden
zur Approximation des tatsichlichen Zustandes des Tragwerks drei Zustdnde definiert
(Bild 3.5). Der Ausgangszustand - in den entsprechenden Gleichungen durch den Kopf-

Nachbarzustand (...)

Bild 3.5: Ausgangs-, Grund- und Nachbarzustand einer Schalenstruktur

zeiger (0) gekennzeichnet - stellt die unverformte und spannungsfreie Ausgangslage des
Tragwerks dar, der Grundzustand gibt einen bekannten und ausiterierten Gleichgewichts-
zustand wieder. Der Nachbarzustand - erkennbar durch den Kopfzeiger (—) - stellt den
neuen unbekannten, um ein Inkrement erweiterten Gleichgewichtszustand dar.

Die Linearisierung erfolgt somit fiir alle relevanten Variablen durch die Abbildung der Ver-
dnderung zwischen Grund- und Nachbarzustand mit Hilfe der ersten(4) und der zweiten
Variation (++). Die Variationen der Verzerrungsgrofen des GREEN’schen Verzerrungs-
tensors sind im Anhang A.1 vollstindig ausformuliert.

In einem néchsten Schritt kann nun das in Abschnitt 3.1.3 dargestellte Prinzip der virtu-
ellen Verschiebungen durch Anwendung der Linearisierung angegeben werden:

JAT = —6A° o Ky V=P, F, (3.18)
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Hierbei beinhaltet die tangentiale Steifigkeitsmatrix K das energetische Produkt Ky
der ersten Variation der Verzerrungsgrofen mit den inkrementellen Pseudo-Kraftgrofen
und das energetische Produkt K der zweiten Variation der Verzerrungsgrofen mit den
Pseudokraftgrofen. Der Vektor der dufleren Belastung P, wird durch das energetische
Produkt von der duferen Belastung mit den virtuellen Verschiebungen ausgedriickt.F;,
der Vektor der Ungleichgewichtskrifte, ergibt sich aus dem energetischen Produkt der er-
sten Variation der Verzerrungsgrofen mit den Pseudokraftgrofsen. Fiir eine ausfiihrlichere
Beschreibung kann auf die Literatur wie u. a. Menzel (1996) und Montag (1997) verwiesen
werden.

Das Auffinden des Gleichgewichts des Nachbarzustandes wird iiblicherweise mit
inkrementell-iterativen Algorithmen erreicht.

Die hier dargestellten Zusammenhénge sind die Grundlage fiir die in Kapitel 6 vorgestell-
ten Algorithmen zur Analyse beliebig gekriimmter geometrisch- und materieller nichtli-
nearer Schalentragwerke.

3.4 Beriicksichtigung von geometrischen Imperfektio-
nen

Innerhalb einer isoparametrischen FE-Formulierung gibt es unterschiedliche Méglichkeiten
zur Beriicksichtigung von geometrischen Imperfektionen. Die Konzepte unterscheiden sich
in der Approximationsgiite der imperfekten Struktur. Fiir den jeweiligen Anwendungsfall
kann eine Uberpriifung der einzelnen Konzepte im Hinblick auf die jeweiligen Vor- bzw.
Nachteile sinnvoll sein. Bild 3.6 zeigt die um den imperfekten Ausgangszustand erweiter-
ten Zustidnde eines belasteten Schalenelementes innerhalb einer inkrementell/iterativen
Analyse.

Im Weiteren werden zwei unterschiedliche Ansétze vorgestellt und auf die Anwendung im
Bereich der allgemeinen Schalentragwerke kritisch betrachtet. Umfangreichere Ausfiihrun-
gen zu dieser Problematik finden sich beispielsweise in Deml (1997), wo Algorithmen zur
Bestimmung einer mafkgebenden Imperfektionsfigur bereitgestellt werden.

3.4.1 Addition von Verschiebungsinkrementen und facettenartige
Abbildung

Eine Moglichkeit zur Beriicksichtigung einer geometrischen Imperfektion ist die Verén-
derung der Geometrieeingangsdaten des perfekten Ausgangssystems durch die Addition
der innerhalb einer Vorabanalyse zur Bestimmung einer mafgebenden Imperfektionsver-
teilung ermittelten Verformungsfigur. Das so entstandene imperfekte System wird nun in
einer neu zu startenden Analyse als unverformter und spannungsfreier Ausgangszustand
angenommen. Hierbei wird die Form des Tragwerks mit den so entstandenen Elementen
facettenartig abgebildet. Den Vorteilen, die diese Vorgehensweise mit sich bringt - unver-
danderter Elementansatz, Spannungen werden ,automatisch® auf das imperfekte System



26 Kapitel 3: Kontinuumsmechanische und schalentheoretische Grundlagen und ...

g a,
Z .\~ a
’ NEN
€ N ‘\ 2
LRN &
0 o .gs
usgangszustan ) Asim X\
ﬁper%ektge Ge(;mecirie” (-.) a3|mp ) " A
2 JI;/ Nachbarzustand (-..)

g\ X 2
ST~ 3 Grundzustand (...
a 7S ¢
N E270
s\ S FLn ; ;
3\ / Y usgangszustan
"I’ L7 "imperfekte Geometrie" (.(.).),‘mp
1
r 3
ﬂ!’" 2
AV EENs X
is 12
1
X

Bild 3.6: Ausgangs-, Grund- und Nachbarzustand eines imperfekten Schalentragwerks

bezogen, die zu addierenden Verschiebungen sind konsistent zu den Freiheitsgraden des
Systems - stehen ebenso Nachteile gegeniiber.

Diese Nachteile kénnen je nach Aufgabenstellung zu einem Ausschluss dieser Methode
fithren. Die beiden grofsten Nachteile bestehen darin, dass zum einen die Informationen
des perfekten Systems durch das ,Uberschreiben* mit dem imperfekten System verloren
gehen, und dass zum anderen das FE-Modell durch die Verwendung von ebenen Elementen
seine Kriimmungseigenschaften verliert.

Der erste Nachteil kann durch eine aufwindige parallele Speicherung behoben werden,
so dass das Vorgehen auch fiir Algorithmen zur Suche der ungiinstigsten Imperfektions-
figuren angewendet werden kann. Der zweite Nachteil wiegt schwerer und fiihrt bei stark
gekriimmten Schalentragwerken zu einer ,kiinstlichen® Versteifung des Systems.

Ein weiteres Problem kann je nach Umsetzung des isoparametrischen Elementansatzes bei
der Bestimmung der Fulerwinkel entstehen. Die Vorgabe einer beliebig geformten Geo-
metrie ist prinzipiell moglich, jedoch sind bei einem imperfekten System ofter Verschnei-
dungslinien zwischen zwei benachbarten Elementen mdoglich, bei denen eine eindeutige
Bestimmung des Euler-Winkels nur mit numerischen Tricks bzw. Naherungen moglich
ist. Die Erganzung des isoparametrischen Konzeptes mit diesem Vorgehen und die im
Anschluss daran durchgefiihrten zahlreichen Analysen zeigen sehr gute Ergebnisse bei
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perfekt ebenen Ausgangssystemen (vgl. Beispiel 8.1) und durchaus akzeptable Resultate
bei schwach gekriimmten Ausgangssystemen (vgl. Beispiel 8.4).

3.4.2 Erweiterung des Ortsvektors unter Beibehaltung des per-
fekten Geometrieansatzes

Eine weitere Moglichkeit zur Beschreibung der geometrischen Imperfektion ist im Folgen-
den néher erldutert. Bei ihr wird der Ortsvektor eines jeden Integrationspunktes 3.3) im
Hinblick auf die abzubildende imperfekte Struktur erweitert. Der so entstandene Ortsvek-
tor eines Punktes im Schalenkontinuum der imperfekten Struktur wird durch

0 . 0.
(I)';(mp = szplz + £3A;mpii
. . 0.
= (X' +AX") i + & A, i (3.19)
mit Azlmp — sin (‘Pl -+ A\I]Limp) COS (\112 + A‘I]Zimp)
Azzmp — sin (‘Pl -+ A\I]Limp) sin (\DQ + quQ,imp)
A?mp = COS (\Ill + qulyimp)

exakt beschrieben.

Unter Anwendung der trigonometrischen Additionstheoreme kann gezeigt werden, dass
Gleichung (3.19) auch in die Form

. iy 3% ) i eBA AT

tibertragen werden kann (s. Anhang A.1). Durch die Grundvoraussetzung der Spannungs-
freiheit des imperfekten Zustandes kann der GREEN’sche Verzerrungstensor zu

1 0 0
_ - Kk ok *
Vigimp = 9 ( 2i Lo 7Ty imp raj,imp) (3.21)

bestimmt werden. Eine Aufspaltung in die einzelnen Bestandteile des Verzerrungstensors
Qo imps Bapimp UNA Yaimp ist analog zu dem der perfekten Geometrie moglich (s. An-
hangA.1). Die Umsetzung dieser Vorgehensweise innerhalb eines Elementkonzeptes bein-
haltet in einem weiteren elementaren Schritt die Bestimmung der unbekannten Grofsen
AX" und AV aus der Verschiecbung und Verdrehung eines Elementes. Ohne Weiteres
lasst sich der erhdhte Zeitaufwand bei der Durchfiihrung der Umwandlung von &uferen
Verschiebungen und Verdrehungen in die Zuwéchse fiir die Ortsvektorformulierung er-
kennen, da diese Umwandlung fiir jeden Punkt des FE-Netzes erfolgt, so dass bei einem
grofen Netz ein nicht zu unterschitzender Zuwachs an Rechenzeit zu verzeichnen ist. Ein
Weg, diese Transformation zu umgehen, ist durch eine direkte Erweiterung der metrischen
Grofken gegeben. Hierbei wird unter Anwendung der Formfunktionen eine vorgegebene
Verformung des FE-Netzes in die Metrik eingebracht.

Der wesentliche Vorteil dieser Vorgehensweise liegt in der Tatsache begriindet, dass hierbei
die Kriimmungseigenschaften eines durch Schalenelemente abgebildeten Tragwerks beste-
hen bleiben. Ebenfalls sind zu jeder Zeit die Informationen des urspriinglichen perfekten
Systems verfiigbar.
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3.5 Gleichungslosung und Determinantenbildung

Ausgehend von dem GAUSS’schen Eliminationsverfahren, bei dem die Koeffizientenma-
trix des Gleichungssystems durch systematische Elimination in eine obere Dreiecksmatrix
iiberfiihrt wird, kann gezeigt werden, dass eine beliebige symmetrische Matrix in folgende
Form umgewandelt werden kann:

Kr=L"-D- L (3.22)
mit L - normierte obere Dreiecksmatrix
D - Diagonalmatrix.

Diese Zerlegung bietet gegeniiber dem urspriinglichen Verfahren nach CHOLESKY |Bathe
& Wilson 1976]

Ky =LLY (3.23)

mit L — LD3
den Vorteil, dass auch indefinite Gleichungssysteme, die sich durch negative Diagonalglie-
der D;; kennzeichnen, ohne Weiteres gelost werden kénnen.

Die Gleichungslosung erfolgt mit Hilfe der Zerlegung nach Gleichung §.22). Folglich er-
mittelt sich die fiir das in Abschnitt6.2.3.3 vorgestellte Verfahren benétigte Determinante
der tangentialen Steifigkeitsmatrix zu

NN
det Ky = detD = [ [ D (3.24)

i=1

3.6 Beispiel zur Problematik bei hochwertigen Ele-
mentansatzen

Zur Darstellung der Bedeutung von unterschiedlichen Elementanséitzen wurde im Rahmen
dieser Arbeit ein Vergleich zwischen einem isoparametrischen Ansatz (ASE4-Element)
und dem hochwertigen Verschiebungsansatz des NACS-Elementes durchgefiihrt. Um die-
sen Unterschied fiir eine Analyse unter Beriicksichtigung von materieller Nichtlinearitét
darzustellen, wurde das folgende Beispiel ausgewahlt.

Es wird eine beidseitig eingespannte Wand untersucht, die die Abmessungen H = 2.5m
und B = 10.0m hat. Die Belastung wird in Form einer mittigen, horizontalen, von Ein-
spannung zu Einspannung, verlaufenden Linienlast gewahlt. Fiir den Werkstoff wird ein
Beton der Giite C80/95 und ein Bewehrungsgrad von 0.25 % fiir die vertikale und 0.083 %
tiir die horizontale Richtung verwendet. Die Wand wird sowohl mit einer ebenen als auch
mit, einer zylindrischen Geometriefunktion abgebildet. Das Werkstoffverhalten des Mate-
rials Stahlbeton wird mit Hilfe der in den weiteren Kapiteln beschriebenen Gesetzméfig-
keiten abgebildet. Als Tension-Stiffening Modell wird an dieser Stelle ein einfaches Modell
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nach Gilbert & Warner (1978) verwendet, welches beispielsweise in der Arbeit vonZahlten
(1990) beschrieben wird.

Wird die Analyse mit dem ASE4-Element durchgefiihrt, so ist das Ergebnis fiir jede
verwendete Geometriefunktion nahezu identisch, es unterscheidet sich lediglich durch eine
schwache Anderung der Steifigkeit infolge der variierenden Radien des Systems. Bei der
Analyse mit dem NACS-Element hingegen werden in Abhingigkeit von der gewihlten
Geometriefunktion starke Unterschiede in dem Antwortverhalten des Tragwerks gefunden.

Bei Betrachtung des Last-Verformungsdiagramms in Bild 3.7 fallt auf, dass bei einer
Kriimmung infolge R = 50.0m die Anfangssteifigkeit anwéchst, sich aber weitestgehend
derselbe Last-Verschiebungsverlauf einstellt. Wird nun in einem néchsten Schritt der Ra-
dius erhoht, so sinkt zwar die Anfangssteifigkeit ab und ndhert sich derjenigen der ebenen
Struktur an, aber mit Einsetzen der Rissbildung verliert die Struktur scheinbar ihre Trag-
fahigkeit und kollabiert. Dieses Verhalten tritt bei weiterer Steigerung des Radius stirker
auf.

. 1=1.08
1.12 1=1.05
0.96
— 0.80 7
- _
S 064 7
© Diskretisierung mit
Y—
B 048 NACS-Element
8 . —o— eben
——R=50m
0.32 7
) —— R=100m
—o— R=1000m
0.16 7
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Verformung v, [m]

Bild 3.7: Last-Verformungsdiagramm fiir eine Wand mit unterschiedlichen Radien

Der Grund hierfiir liegt in dem Elementansatz der NACS-Elemente verborgen. Durch
seine hochwertigen Ansatzfunktionen sind eine grofse Anzahl von Freiheitsgraden zur Um-
setzung dieser Theorie notwendig (bei dem hier verwendeten Element 13 Freiheitsgrade
pro Knoten). Diese Freiheitsgrade miissen zur Erzeugung der Gesamtsteifigkeitsmatrix
in Richtung des globalen Koordinatensystems transformiert werden. Dieses gelingt aller-
dings nur sinnvoll fiir die Freiheitsgrade mit physikalischer Bedeutung, so dass die weiteren
Positionen der Steifigkeitsmatrix untransformiert bleiben.

Wird nun eine linear elastische oder geometrisch nichtlineare Analyse durchgefiihrt, so
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verringert sich zwar die Genauigkeit der Ergebnisse (bei einer geometrisch nichtlinearen
Berechnung fithrt das zu einer Steigerung der Anzahl der Iterationsschritte), aber dennoch
stellt sich am Ende des Iterationsvorgangs der richtige Gleichgewichtszustand ein. Das
Defizit der Steifigkeitsmatrix wird in diesem Fall {iber die Ungleichgewichtskrifte wieder
ausgeglichen.

Beim FEintreten eines Risses, und somit beim Verschwinden von Haupt- und einzelner
Nebendiagonalglieder der Steifigkeitsmatrix, gewinnen die vormals niedrigen Werte der
untransformierten Positionen an Einfluss und das Ergebnis der Gleichungslosung wird
verfilscht. Dieses Verhalten gilt unabhéingig von dem zur Losung des nichtlinearen Pro-
blems angewandten Verfahren.

Beim Newton-Raphson-Verfahren fiihrt dies zu einem erhéhten Iterationsbedarf, verur-
sacht aber ansonsten keine Nachteile. Bei der Verwendung eines Bogenldngenverfahrens
hingegen gewinnen die Ungleichgewichtskréfte innerhalb der Rechenvorschrift eine héhere
Bedeutung, da hiermit die Lastkorrektur gesteuert wird. Die Transformation der einzel-
nen Anteile in das globale Koordinatensystem kann hier ebenfalls nur fiir die Positionen
korrespondierend zu den physikalisch sinnvollen Freiheitsgraden erfolgen, so dass durch
diese Ungenauigkeit grofsere Riickschritte innerhalb der Iteration bis hin zu friihzeitigem
Versagen erklart werden konnen.

Das Ergebnis dieser Voruntersuchung ist, dass die einfachste und konsistente FE-
Formulierung unter gleichzeitiger Beriicksichtigung von gekriimmten Schalentragwerken
und materieller Nichtlinearitit die isoparametrische Formulierung darstellt. Daher wurde
im weiteren Verlauf dieser Arbeit das ASE4-Element als Basis verwendet.

3.7 Finite-Elemente Programmsystem FEMAS 2000

In dieser Arbeit wurde das Finite-Elemente Programmsystem FEMAS 2000 (Finite Ele-
ment Moduln Allgemeiner Strukturen) verwendet Beem et al. 1996]. Die urspriingliche
Fassung entstand an der Ruhr-Universitit Bochum und wurde seitdem an verschiede-
nen Stellen (Ruhr-Universitdt Bochum, Technische Universitit Kaiserslautern, Rheinisch-
Westfilische Technische Hochschule Aachen, Bergische Universitidt Wuppertal) kontinu-
ierlich weiterentwickelt. Die zu Beginn der Arbeit vorliegende Programmversion stellte
eine Kombination der Versionen der Hochschulen Bochum und Aachen dar. Das Pro-
grammsystem ist, wie bereits der Name andeutet, in modularer Weise aufgebaut, so dass
eine Erweiterung und Ergidnzung an jeder Schnittstelle ohne grofen Aufwand erfolgen
kann. In Tabelle 3.2 sind in aller Kiirze die in Wérmann (2004) und der vorliegenden
Arbeit durchgefiihrten Erweiterungen und Ergénzungen aufgefiihrt. Eine ausfiihrlichere
Beschreibung der einzelnen Bausteine findet sich in Harte et al. (2003).
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Problembeschreibung Systemgleichungen Module
lineare Statik K-V=P STA-1
Theorie 2. Ordnung {K.-K,(V)}- V=P STA-2
nichtlineare Statik™** K(V)- V=P STA-3
nichtlineare Statik
mit begleitender K(V)- V=P QA
Eigenwertanalyse fiir {Ke+A- (K, (V)+K, (V))} - =0
Stabilitatsprobleme®
nichtlineare Statik mit B
Last-Zeit-Funktion K(V)-V=P() STA-S
nlc'hthnear'e Statik K(V)- V=P
mit begleitender (K—w?-M}- W =0 STA-6
Eigenfrequenzberechnung™ N
nichtlineare Statik
mit lin. und K(V)- Vv=P STA-7
nichtlin. Materialgesetz"
Klassische Stabilitét {Kc+A-K,(V)}- & =0 STB-1
lineare Statik mit An-
wendung des Stabilitats- K-V=P STB-2
kriteriums von MUNGAN"
lineare Stabilitéts-
analyse mit {Ke(d)+A-K,(V,d)} - =0 STB-3
geschéidigter Struktur®
Eigenfrequenzberechnung {K-w? M} - ¥ =0 DyN-0
lineare Dynamik M-V+C - V4+K-V=P () DYN-2
nichtlineare Dynamik M-V+C-V+K(V)-V=P(t) | Dvn-3
lineare, stationére B
Feldprobleme™ K-V=Pp FIELD-1
lineare, instationére : -
Feldprobleme'™ C-V4+K-V=P () FIELD-2
nichtlineare, instationire C(Vv). V4K (V)-V =P (V,1) FIELD3

Feldprobleme™

Tabelle 3.2: Erstellung bzw. Erweiterung der Programmmodule vonFEMAS 2000 im Rah-
men dieser Arbeit (...)" und nach Wérmann (2004) (...)**



Kapitel 4

Ein normgerechtes Materialmodell fur
hochfesten Stahlbeton

4.1 Zum Materialverhalten des Werkstoffs Beton

Beton ist ein inhomogener Werkstoff, da er aus mehreren Komponenten besteht, die je
nach Mischungsverhiltnis und Herstellung in ihren Gewichtsprozentanteilen und ihrer Ver-
teilung variieren. Die Komponenten bestehen im Wesentlichen aus Zuschlagstoff, Wasser
und Bindemittel, welches sich in seiner Zusammensetzung zusdtzlich unterscheiden kann.

Der Zuschlagstoft wird je nach Zielsetzung aus unterschiedlichen Kérnungen, welche an
einer vorgebbaren Sieblinie orientiert sind, zusammengestellt. Das Bindemittel beinhal-
tet hauptsichlich Zement und verschiedene puzzolanische Zusatzstoffe wie beispielsweise
Flugasche und/oder Silikastoffe. Hinzu kommen, je nach Anwendungsbereich, weitere che-
mische Zusatzstoffe wie Luftporenbildner oder Betonverfliissiger.

Durch diese Auflistung wird deutlich, dass der Werkstoff Beton sich stark von Werkstof-
fen wie Stahl, Kunststoff oder Holz unterscheidet, deren Materialeigenschaften weniger
inhomogen sind.

Dennoch kann fiir den Werkstoff Beton das Materialverhalten durch entsprechende Gesetz-
mafkigkeiten beschrieben werden. Bei der Abbildung des Materialverhaltens ist es wichtig,
unterschiedliche Genauigkeitsstufen zu unterscheiden. Nach der Einteilung in Bild4.1, die
erstmals von van Mier (1984) eingefiihrt wurde, konnen die Modellgesetze fiir den Werk-
stoff Beton in drei Stufen unterschieden werden. Je nach Anwendungsgebiet kann aus den
Modellierungsstufen eine Entscheidung fiir einen einzelnen Bereich geféllt werden.

Die Betonformulierungen im Mikro-Bereich eignen sich vor allem zur Beschreibung der
chemischen Prozesse innerhalb des Werkstoffs und sind zurzeit auf die Analyse von kleinen
Gesamtsystemen beschrankt.

In den Meso-Bereich fallen diejenigen Betonformulierungen, welche die einzelnen Bestand-
teile des Betons beschreiben und ihre jeweiligen Eigenschaften und die Wechselwirkungen
zwischen ihnen abbilden. Hiermit kénnen Prozesse wie fortschreitende Rissbildung oder
der Kraftefluss innerhalb des Gefiiges realitdtsnah abgebildet werden.

32
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mikro meso makro

Bild 4.1: Abbildungsstufen des Werkstoffs Beton nach van Mier (1984)

In der letzten Kategorie, im Makro-Bereich, befindet sich hingegen der Grofteil der Be-
tonformulierungen. In dieser Kategorie wird der eigentlich stark inhomogene Werkstoff
Beton zur Modellierung innerhalb einer Werkstoftbeziehung beziiglich seiner Festigkeits-
eigenschaften ;homogenisiert”. Hierdurch ist es moglich, grofse Strukturen zu beschreiben
und das Verhalten realitdtsnah abzubilden. Dennoch kann auch in dieser Kategorie das
Verhalten des Betons nicht durch ein einfaches elastisches Materialgesetz abgebildet wer-
den, da beispielsweise in einen Druck- und einen Zugbereich unterschieden werden muss.
Es existieren eine Vielzahl unterschiedlicher Betonformulierungen, die sich zum einen in
der Beschreibung des elasto-plastischen Druckbereichs und zum anderen in der Formulie-
rung der Rissbildung stark unterscheiden.

Es wurden in den letzten Jahren eine grofe Anzahl von Betonmodellen vorgestellt, wobei
sich alle in die drei Klassen

e clastische Betonmodelle
e plastische Betonmodelle

e plastische Bruchmodelle

einfiigen lassen.

Elastische Modelle basieren auf der Elastizitdtstheorie und konnen entweder lastge-
schichtsunabhéingig oder -abhéingig formuliert werden. Der erste Fall wird hyperelasti-
sches Modell genannt. Hierbei wird einem momentanen Verzerrungszustand ein eindeuti-
ger Spannungszustand zugeordnet. Der zweite Fall umschreibt die so genannten hypoela-
stischen Modelle, welche inkrementell formuliert sind und somit den Be- und Entlastungs-
pfad richtig simulieren kénnen. Aufgrund der relativ einfachen Modellierung werden diese
Modelle von vielen Forschern verwendet.

Die plastischen Betonmodelle haben ihren Ursprung in der Materialmodellierung des
Werkstoffs Stahl, bei der die Fliefsbedingung, bestehend aus einer Verfestigungs- und einer
Fliefsregel, gefunden wird. Die Fliekbedingung stellt die Grenze zwischen dem elastischen
und plastischen Bereich dar.
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Die plastischen Bruchmodelle bilden den Nachbruchbereich des Betons besser ab, da hier
direkt die bruchmechanischen Eigenschaften des Werkstoffs Beton eingehen. Sie haben
sich in der Vergangenheit daher sehr bei der numerischen Analyse reiner Betonbauteilen
bewédhrt. Die Formulierungen der plastischen Beton- bzw. Bruchmodelle sind in einem
dreidimensionalen Kontinuum angesiedelt und ihre Umsetzung ist meist kompliziert und
die Anwendung (zurzeit) sehr rechenintensiv.

Die Wahl der Betonmodellierung innerhalb dieser Arbeit fiel vor diesem Hintergrund auf
ein elasto-plastisches Modell mit einer Schidigungskomponente, welches sich fiir die An-
wendung bei Schalentragwerken und groffen Strukturen gut einsetzen lésst. Zudem wurde
hierdurch, wie bereits erwidhnt, die Umsetzung der normativen Vorgaben ermoglicht. Da-
durch lasst sich die Anpassung der Betonmodellierung auf die Belange des Hochleistungs-
betons elegant durchfiihren. Der gewihlte Ansatz nach DARWIN & PECKNOLD wird im
folgenden Abschnitt beschrieben und erlautert.

4.2 Betonmodell nach DARWIN & PECKNOLD

Das Materialmodell nach Darwin & Pecknold (1977b) wurde in fritheren Arbeiten wie z. B.
Kompfner (1983), Elenas (1990) und zuletzt Noh (2002) erfolgreich in FE-Programmcodes
implementiert. Im Folgenden sei dieses Verfahren aus Griinden der Vollstédndigkeit in aller
Kiirze erlautert und beschrieben.

Es wird von einem inkrementell linear-orthotropen ebenen Spannungszustand des Betons
ausgegangen. Die inkrementelle Stoffgleichung fiir orthotropes Material lautet fiir ortho-
gonal zueinander stehende Richtungen 1 und 2:

d0'1 o 1 E1 V2E1 ] d€1 (4 1)
dos | 11— | Ey Es dey |- '
Unter Beriicksichtigung einer dquivalenten Querdehnungszahly = /v; - v, und der Er-

weiterung des Werkstoffgesetzes um einen Schubterm, kann die inkrementelle konstitutive
Beziehung wie folgt formuliert werden:

dO'l 1 E1 Vy/ E1E2 0 d&l
d0'2 = 1 5 Vy/ E1E2 E2 0 : d82 . (42)
dT12 -V 0 0 (1 - 1/2) . G d’712

Da die Hauptspannungsrichtungen in der Regel nicht mit den Richtungen des konvek-
tiven, lokalen Koordinatensystems iibereinstimmen, muss die Werkstoffmatrix in Haupt-
spannungsrichtung transformiert werden. Diese Drehung in Hauptspannungsrichtung wird
mit Hilfe der Transformationsmatrix

cos? © sin?©® sin © cos ©
T = sin® © cos® O —sin © cos O (4.3)
—28inOcosO® 2sinOcosO cos?Osin?O

und der Transformationsvorschrift

cC=TT.C-T (4.4)
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durchgefiihrt.

Das Materialmodell basiert auf der Uberlegung, dass jeder zweiaxiale Spannungszu-
stand durch zwei fiir die Hauptspannungsrichtungen ermittelte, dquivalente Spannungs-
Dehnungsbeziehungen abgebildet werden kann. Somit liegen die Werkstoffbeziehungen
entkoppelt vor. Dabei wird ndherungsweise angenommen, dass der Schubmodul richtungs-
unabhéngig ist.

Diese Richtungsunabhéangigkeit wird dadurch erreicht, dass die beiden Schubterme der
Gleichungen (4.2) und (4.4) gleichgesetzt und somit der Ausdruck

(1-v%)-G= i (81 + B — 20/IEL o) (4.5)

gefunden wird.

Des Weiteren werden die Tangentialsteifigkeiten und die inkrementellen Spannungen in
dem entkoppelten System bestimmt. Dadurch ldsst sich die Gleichung {.2) in folgender
Form formulieren:

doy FEF, 0 O deqy
dO'Q = 0 E2 0 . dEQu . (4 6)
dryy 0 0 G dyi2

Durch das Gleichsetzen der Gleichungen (4.2) und (4.6) resultieren nun die inkrementellen,
dquivalenten, einachsigen Verzerrungen zu:

= e VR ) (4.7

Definiert sind sie ebenfalls durch Umformung der Gleichung @.6):
d€1u _ déLll (4 8)
d€2u % . .

Die gesamten dquivalenten Verzerrungen lassen sich durch Aufsummierung iiber die Last-
inkremente somit zu

Eiu = Z dey,  (k=1,..., Lastinkremente) (4.9)
k

ermitteln. Dieser dquivalente einachsige Verzerrungszustand ist ein fiktiver Zustand und
verdndert sich wihrend einer Berechnung kontinuierlich. Das hat zur Konsequenz, dass
nicht, wie in der Realitit, die Deformationsgeschichte einer bestimmten Richtung betrach-
tet wird, sondern die Belastungsgeschichte verschiedener Hauptspannungsrichtungen ak-
kumuliert wird. Dieser Effekt, der von mehreren Forschern beschrieben wird, wird durch
die Definition von 90° -Sektoren abgeschwicht. Verldsst eine Hauptspannungsrichtung
durch Drehung diesen Sektor, so werden die Richtungen vertauscht, damit die Belastungs-
geschichte die Realitdt besser abbildet.

Aus den obenstehenden Gleichungen ist zu erkennen, dass hauptsichlich der Einfluss der
Schubverzerrung eliminiert wird. Nach der obenstehenden Transformation in den &dqui-
valenten einachsigen Zustand kénnen nun die dquivalenten Spannungs-Dehnungslinien,
wie in den Abschnitten 4.3.1 und 4.3.2 naher erldutert, fiir beide Richtungen bestimmt
werden.
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4.3 Einaxialer Spannungszustand

Zur Beschreibung des Materialverhaltens wird der Zusammenhang zwischen Spannungen
und Dehnungen im einachsigen Zustand benotigt. Das Verhalten des Betons ist in der
Vergangenheit durch eine Vielzahl von Experimenten bestimmt worden. Um das grund-
satzliche Verhalten des Werkstoffs Beton und im Speziellen des Werkstoffs Hochleistungs-
beton unter Druckbeanspruchung zu verstehen, eignet sich eine Erlduterung anhand von
Bild 4.2. Hierbei ist in hellgrau zum Vergleich das bekannte Verhalten des normalfesten

G A
)
K fc N Q Instabiles Riss-
o wachstum, durch-
I o hende Ri
0.85-0.90 _ gehende Risse
R Bildung von
Bruchflachen
I
0.60-0.70 ?"@Q Stab”.?s Risswachs-
R e 0%009 tum, ortliche Risse
() OQ
Anwachsen der
Mikrorisse
205
Cg@co{g
,, fc i 5
| I - Ve_reml_gungvon
Mikrorissen
Il
0.30-0.50 goog(j Quasi linear
‘5@&‘5@ elastisch, Mikrorisse
| durch Schwinden

| Il Lokalisiertes Verhalten

| 1l Lokalisiertes Verhalten

Bild 4.2: Verhalten des Werkstoffs Beton unter Druckbeanspruchung

Betons dargestellt. Im unbelasteten Zustand befinden sich bereits Mikrorisse im Beton-
gefiige, welche im weiteren Verlauf der Belastung stetig ansteigen. Ab einem gewissen
Zeitpunkt vereinigen sich diese Mikrorisse zu groferen Makrorissen und schwéchen das
Betongefiige in zunehmendem Mafe. Der Bereich des instabilen Risswachstums beginnt

bei Normalbeton ab einer Belastung von ca. 70 % — 90 % der maximalen Druckfestigkeit
[Mehlhorn & Kollegger 1995|.

Das Verhalten des hoherfesten Betons ist aufgrund seines d&hnlichen Gefiigeaufbaus nicht
grundsatzlich verschieden, vielmehr unterscheidet es sich im Wesentlichen durch ein Ver-



4.3 Finazxialer Spannungszustand 37

schieben der jeweiligen Grenzen der fiir den Normalbeton bereits erlduterten Rissbereiche.
Hierbei fillt in erster Linie der iiber einen weiten Bereich annihernd lineare Verlauf der
Spannungs-Dehnungskurve auf. Zum einen ist der Grund in dem weitaus geringeren Auf-
treten von Mikrorissen im ungerissenen Zustand - resultierend aus dem dichten Gefiige -
zu suchen und zum anderen verhindert die hohere Zugfestigkeit - die hohere Bindung der
einzelnen Komponenten aneinander - das frithe Vergrofern dieser Mikrorisse Pmadi &
Slate 1989]. Der Nachbruchast fillt infolge der erhéhten Sprodheit des Materials stérker
als bei Normalbeton ab.

In den unterschiedlichen Normen finden somit auch, je nach Entstehungszeitraum oder
-ort, unterschiedliche Formulierungen des einachsigen Spannungs-Dehnungsverhaltens
Einzug. Hierbei unterscheiden sie sich sowohl in der funktionalen Beschreibung der Kurve
als auch in dem Giiltigkeitsbereich. Eine oft verwendete Formulierung ist die Beschreibung
des ansteigenden Astes nach Saenz (1964), welche fiir Normalbetone im Bereich unterhalb
eines CH5/67 gilt:

Eiulio
o; =

(R -2) e (2)

Wird hingegen eine normgerechte Betrachtungsweise angestrebt, so existiert als Ausgangs-
basis zum einen die europdische Normung und zum anderen die neue deutsche Normung.
Im Rahmen dieser Arbeit wurde aus Griinden der Vollstindigkeit auf beide Normen Bezug
genommen und die jeweiligen Gesetzmafigkeiten in den Programmcode implementiert.

(4.10)

4.3.1 Beschreibung nach MODELCODE 90

In dem CEB/FIP Bulletin D’Information No. 203 wird fiir alle erfassten Betongiiten der
ansteigende Ast der Spannungs-Dehnungslinie durch folgenden Zusammenhang vorgege-

ben:
2
Eo | giw _ [ Eiw
Eg Eic Eic

7= (5—3 - ) (_) - fom (4.11)

€ic

mit ES == fcm/e’fd.

Der abfallende Ast nach Uberschreiten der maximalen Druckfestigkeit kann dann durch
unterschiedliche Gleichungen abgebildet werden. Bei Anwendung des CEB/FIP Bulle-
tin D’Information No. 203 wird korrespondierend zum Ansatz nach Darwin & Pecknold
(1977a) ein linearer Verlauf angesetzt (s. Bild4.3). Hierbei wird im Hinblick auf die Anwen-
dung von hochfestem Beton, im Gegensatz zum Originalansatz, die maximale Dehnung
€ variabel angesetzt. Die Geradengleichung
- (— : 0.8) 4 (n—0.2)
— - fer (4.12)

o; =
! n—1

beschreibt diesen abfallenden Ast. Der Parametern wird in Tabelle 4.1 vorgegeben.
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Bild 4.3: Spannungs-Dehnungslinien und Verlauf des tangentialen Elastizitdtsmoduls fiir
Betone nach CEB/FIP Bulletin D’'Information No. 203

| Festigkeitsklasse | C20 | C40 | C60 | C80 | €90 | C100 |
| n [3.00 [ 2.00 [ 1.50 [ 1.20 | 1.01 [ 1.01 |

Tabelle 4.1: Parameter n fiir die Anwendung des Betonmodells nach DARWIN & PECK-
NOLD

Um die Verwendung aller nach CEB/FIP Bulletin D’Information No. 203 erlaubten Be-
tongiiten zu ermoglichen, wurde beziiglich des Elastizitdtsmoduls und der Druckfestigkeit
eine lineare Interpolation des Faktorsn durchgefiihrt. Die resultierenden Faktorenng und

ny, ergeben nach Mittelung den gesuchten Faktorn. Ein Vorschlag zur Erweiterung auf
die Festigkeitsklassen C90 und C 100 ist ebenfalls in Tabelle 4.1 eingefiihrt.

4.3.2 Beschreibung nach DIN 1045-1

Wird die Analyse in Anlehnung an DIN 1045-1 (2001) durchgefiihrt, so wird der anstei-
gende Ast des Diagramms folgendermafsen beschrieben:

kn — n?

=y 4.1
ST (ko2 R (4.13)
mit 7 = &./eq

k= _1-1'Ecm'€cl/fc-

Als Parameter dieser Kurven wird die dquivalente einachsige Dehnung(e;.) an der Stelle
der maximalen Druckspannung (o;.) benotigt. Der Wert resultiert aus der Beriicksichti-
gung des biaxialen Versagenskriteriums aus dem biaxialen Spannungszustand. Bild4.4
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zeigt den prinzipiellen Verlauf der erweiterten Spannungs-Dehnungsbeziehung nachDIN
1045-1 (2001). Der ansteigende Ast verlauft vom Nullpunkt bis zum Punkt A der Kurve.

0.2f

A

Bild 4.4: Prinzipielle Spannungs-Dehnungslinie fiir die Anwendung desDARWIN & PECK-
NOLD-Modells nach DIN 1045-1 (2001)

Der abfallende Ast wird bei Verwendung der Erweiterung noch einmal in zwei Bereiche
(Bereich A-B und B-C) unterteilt. DieDIN 1045-1 (2001) sieht nur den Bereich bis zum Er-
reichen der Betonbruchdehnunge,, (A-B) vor. In diesem Bereich gilt weiterhin Gleichung
(4.13). Zur Anpassung an das Konzept nach DARWIN & PECKNOLD wird die maximale
Betondehnung (Punkt C) in Anlehnung an die Grenzdehnungen des CEB/FIP Bulletin
D’Information No. 203 erhoht und fiir diesen erweiterten Bereich ebenfalls ein linearer
Verlauf der Spannungs-Dehnungslinie eingefiihrt. Der komplette Verlauf der Spannungs-
Dehnungslinie fiir die unterschiedlichen Betongiiten ist in Bild4.5 abgebildet. Tabelle 4.2
konnen die zugehdrigen Parameter entnommen werden. Weitere Parameter finden sich in
Tabelle A.5 im Anhang dieser Arbeit. Hierin ist die Abnahme der maximalen Betonbruch-
dehnung mit wachsender Betonfestigkeit, welche das spriode Verhalten des hochfesten
Betons abbilden soll, erkennbar. Desweiteren wird das steifere Verhalten des hochfesten
Betons durch den steileren Anstieg der Kurven im Vorbruchbereich deutlich.

| Festigkeitsklasse | C12 | C16 [ C20 | C25 | C30 | C35 | C40 | C45 | C50 |

0.2- fer 1.73 [ 231 [ 2.89 [ 361 | 434 [ 5.06 | 5.78 [ 6.50 | 7.23
n 1.886 | 1.886 | 1.886 | 1.729 | 1.571 | 1.414 [ 1.257 [ 1.179 | 1.1
| | C55 | C60 | C70 [ C80 | C90 | C100 | |
0.2 fer 7.87 | 8.50 [ 9.71 [ 10.87 [ 11.97 | 13.01
n 1051 1.0 | 1.0 | 1.0 [ 1.0 | 1.0

Tabelle 4.2: Parameter n fiir die Anwendung des DARWIN & PECKNOLD Betonmodells
in Anlehnung an die DIN 1045-1 (2001)
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Bild 4.5: Erweiterte Spannungs-Dehnungslinien fiir Betone nach DIN 1045-1 (2001)

4.4 Biaxiales Versagenskriterium

Grundlage des verwendeten Betonmodells ist die Transformation des zweiaxialen Span-
nungszustandes in zwei dquivalente einachsige Spannungszustinde. Hierfiir miissen die
dquivalenten Spannungs-Dehnungsdiagramme aufgestellt werden, wozu die maximalen
Druckfestigkeiten und zugehorigen Dehnungen bendtigt werden. Mit einem vorgegebenen
Spannungsverhéltnis kdnnen mit Hilfe eines biaxialen Versagenskriteriums die benotigten
Werte ermittelt werden. Hierzu wird in den meisten Fallen auf das Versagenskriterium
nach Kupfer & Gerstle (1973) zuriickgegriffen. Thre Untersuchungen umfassten verschie-
dene Betonfestigkeiten im Bereich von 19.0 — 62.0 N/mm?. Die so gefundenen Versagens-
kurven zeigen eine Abhingigkeit von der maximalen Festigkeit des Betons. Es werden in
Kupfer & Gerstle (1973) einige Approximationen dieser Versuchsergebnisse angegeben,
wobei sich die in den Gleichungen (4.14) - (4.18) angegebene durchgesetzt hat.

Fiir den Druck-Druck-Bereich ist dies:

Ol = Q-0 (4.14)
14+3.65-«
02 = ———f¢ 4.15
’ 1raf (4.15)
fiir den Zug-Druck-Bereich:
o1 = Q-0 (4.16)
14328«
02 = —ch (417)

1+ o
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und fiir den Zug-Zug-Bereich:
01t = 09t = O¢. (418)

Ihre Anwendung fiir Betone hoherer Festigkeit ist hingegen nach jiingeren Forschungs-
ergebnissen nicht zutreffend. In den derzeitig giiltigen Normen findet sich jedoch keine
Vorschrift zur Abbildung des zweiaxialen Betonverhaltens fiir hochfesten Beton.

Der CEB/FIP Bulletin D’Information No. 203 beschriankt sich auf das Kupfer-Gerstle-
Versagenskriterium und auf den Hinweis nach Forschungsbedarf in Bezug auf andere,
hoherfeste Betone. Die DIN 1045-1 (2001) hingegen behandelt das biaxiale Materialver-
halten von Beton nicht und verweist im Kapitel zur nichtlinearen Schnittgrofenermittlung
lediglich auf die Verwendung eines ,,geeigneten” Stahlbetonmodells.

Hier soll daher die in jiingster Zeit experimentell von Curbach et al. (2000) ermittelte,
biaxiale Versagenskurve zur Anwendung kommen. Sie wurde fiir Probekorper der Festig-
keit B85, welche in etwa einem C70/85 entspricht, ermittelt. Mit Gleichung (4.19) kann
deren Verlauf anhand der experimentellen Ergebnisse approximiert werden:

2 2
("—} +o2— 1‘310) (U—} - U_)
fé fé ¢ fé
= 1.0 4.19
0.769 RV (4.19)

mit f. = 0.9 fun.

Auch wenn diese Kurve streng genommen nur fiir den im Experiment verwendeten Beton
gilt, so zeigt sie doch das tendenziell andere Verhalten von Betonen hoherer Festigkeit. In
den Bereichen der unteren Spannungsverhiltnisse steigt die Festigkeitssteigerung infolge
Querdruck gegeniiber normalfesten Betonen an, wahrend sie in den Bereichen der oberen
Spannungsverhaltnisse unter der Steigerungsrate des normalfesten Betons liegt.

In jiingeren Verdffentlichungen fithren Curbach et al. (2002) eine Verallgemeinerung des
biaxialen Druckversagens in Abhéngigkeit der Festigkeitsklassen ein:

(o1 + 09 — 20)2 N (o9 — 01)2

=1 4.2
2.2 2. b2 (4.20)
mit @ — 1.150-107%- £ — 2.493 - 102 - |f/| + 1.996
b = 0.173-10~*-|f2 — 0.259 - 102 - | f/| + 0.810
c = —1.169-10*- |2+ 2.007 - 1072 | f/| — 0.239

f! 0.9 fom-

Diese allgemeinen Formulierungen (4.20) ergeben fiir den einaxialen Spannungsfall nicht
exakt die einaxiale Festigkeit, wodurch auf eine zu grobe Naherung der empirischen Vor-
faktoren geschlossen werden kann. Aus diesem Grund wird das Versagenskriterium nach
Curbach et al. (2000) fiir die Analyse von Betonen der Giite C55/67 und hoher ange-
wendet. Die Umsetzung der biaxialen Versagenskurven ist im Rahmen des Beispiels in
Abschnitt 4.11.2 tiberpriift worden. An dieser Stelle befindet sich auch eine grafische Dar-
stellung (Bild 4.17) der Bruchkurven.
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Fiir den Zug-Druck-Bereich hingegen wird von vielen Forschern auf die Ahnlichkeit von
Hochleistungsbeton zu Normalbeton hingewiesen. Es gibt jedoch auch hier Untersuchun-
gen, welche ein leicht ungiinstigeres Verhalten von hochfestem Beton aufzeigen. Zwar fin-
det sich in Richter (1999) hierzu eine Kurve zu durchgefiihrten Experimenten, doch wird
aufgrund von zu wenigen vorliegenden Ergebnissen im Folgenden von einem gegeniiber
normalfestem Beton unverinderten Verhalten ausgegangen.

Im Zug-Zug-Bereich ist auch bei hochfesten Betonsorten nach wie vor Gleichung @.18)
giiltig.

4.5 Rissverhalten

Der Werkstoff Beton reift mit Uberschreiten der Zugfestigkeit auf, wobei sich innerhalb
eines Korpers ein Rissband einstellt. Zur Modellierung dieses Verhaltens innerhalb eines
Werkstoffgesetzes existieren unterschiedliche Ansétze, die von ihrer Giite her stark variie-
ren. Bei einem Schalentragwerk, welches im Wesentlichen in zwei Richtungen Belastungen
erfahrt, kann sich neben einem ersten Riss ein zweiter Riss in anderer Richtung ausbilden.
Dieses Verhalten wird durch zwei orthogonal zueinander entstehende Risse abgebildet.

In dieser Arbeit wurde ein Rissmodell gewihlt, welches ein Rotieren, also eine Verdnde-
rung der Rissrichtung in jedem Lastschritt in Hauptdehnungsrichtung, erlaubt. Ein Riss
offnet sich zuerst senkrecht zu der stirker beanspruchten Hauptspannungsrichtung, wobei
damit fiir die weitere Berechnung die Querkontraktion zu Null gesetzt wird. Gleichzeitig
fallt die Steifigkeit dieser Betonschicht zu Null ab - das Nachrissverhalten des Betons
wird iiber die modifizierte Stahlkennlinie beriicksichtigt. Bei wechselnder Belastungsrich-
tung, aber auch bereits durch die Umlagerung der Spannungen im System bei monotoner
Belastung, kann sich zum einen die Rissrichtung &ndern und zum anderen dieser Riss
wieder schliefen. Diese Rissschliebung erfolgt iiber eine Lokalkontaktformulierung, da die
Rissrdnder Verzahnungen aufweisen, die ein exaktes Schliefen des Risses verhindern Noh
2002].

4.6 Weitere festigkeitsabhingige Betoneigenschaften

Neben der ein- und zweiaxialen Druckfestigkeit sind fiir den Verlauf der nichtlinearen
Analyse die Parameter Elastizitdtsmodul, zentrische Zugfestigkeit und Querdehnung des
Betons von entscheidender Bedeutung.

Elastizitdtsmodul. Der Elastizitdtsmodul kann nach DIN 1045-1 (2001) aus der Druck-
festigkeit zu

Eom =95 (for +8.0)"* [N/mm?] (4.21)

abgeleitet werden.
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Gleichung (4.21) zeigt, dass der Elastizitatsmodul bei den hoherfesten Betonen langsamer
ansteigt, da mit zunehmender Festigkeit der Einfluss des Elastizitdtsmoduls des Zuschlag-
stoffs auf den Gesamt-Elastizitdtsmodul anwéchst und dieser bei den unterschiedlichen
Betongiiten unverandert bleibt.

An dieser Stelle sei angemerkt, dass auch der Wert des Elastizitdtsmoduls keinesfalls eine
feststehende Grofe ist. Zum einen ist er innerhalb des Bauteils nicht konstant, wenngleich
er auch nicht in solchem Mafe schwankt wie die Zugfestigkeit, und zum anderen ist der
analytische Wert, welcher in den Normen und Vorschriften angefiihrt wird, nur als ein
Richtwert zu verstehen. Vielmehr zeigen verschiedene Untersuchungen, wie beispielsweise
von Schiper (2002), dass der Wert von mehr Parametern abhingig ist als nur von der
Druckfestigkeit. Allerdings kommen diese Untersuchungen auch zu dem Schluss, dass eine
genauere Bestimmung des tatsédchlich vorhandenen Elastizitdtsmoduls zurzeit nur durch
eine Vorabuntersuchung des zu verwendenden Betons moglich ist. Daher wird im weite-
ren Verlauf ausschlieflich mit den normativen Werten des Elastizitdtsmoduls gearbeitet,
wenngleich auch dieser Aspekt bei der Bewertung der Ergebnisse nicht in Vergessenheit
geraten sollte.

Zugfestigkeit. Die zentrische Zugfestigkeit des Werkstoffs Beton ist eine versuchstech-
nisch schwierig zu bestimmende Grofe. Daher stehen zur Bestimmung der zentrischen
Zugfestigkeit Ersatz-Versuchsanordnungen zur Verfiigung, die es erlauben, die zentrische
Zugfestigkeit iiber die Biegezugfestigkeit oder die Spaltzugfestigkeit zu ermitteln.

Der Zusammenhang zwischen diesen Grofen beruht auf statistischen Erkenntnissen und
kann daher nur eine Ndherung der tatséchlich vorhandenen Grofe darstellen. Daher ist, im
Besonderen bei von der Norm stark abweichenden Betonrezepturen, diese Einflussgrofie
vorab zu bestimmen. Im Folgenden sind die normativen Regelungen angegeben, die dem
planenden Ingenieur eine gute Grundlage fiir die Grofe dieses Materialkennwertes geben.

Der Mittelwert kann bis einschliefslich der Festigkeitsklasse C50/60 aus der charakteris-
tischen Druckfestigkeit zu

fetm = 0.30 - £2/* [N/mm?] (4.22)

C

ermittelt werden. Dieser Zusammenhang ist identisch zur Ermittlung nach DIN 1045
(1988) fiir die herkémmlichen Betonfestigkeitsklassen.

Bei den Festigkeiten ab einem C55/67 wird die mittlere Zugfestigkeit hingegen nach der
Gleichung

fotm = 2.12-In (1 + <f6k1;r 8)) [N/mm?| (4.23)

bestimmt.

Die Zugfestigkeit steigt mit wachsender Druckfestigkeit nur noch unterproportional an.
Dieses Verhalten ist anschaulich durch die Zusammensetzung des Betonquerschnitts zu
erkldren. Im Bereich der unteren Festigkeitsklassen bestimmt der Verbund zwischen Ze-
mentmatrix und Zuschlagskérnern und die Zugfestigkeit des Werkstoffs Zement die Grofe
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der Zugfestigkeit. Die Steigerung der Druckfestigkeit wird in hohem Mafe durch die Stei-
gerung des Verbundes zwischen Matrix und Zuschlag erreicht. Dadurch steigt die Zugfes-
tigkeit kontinuierlich an.

In Bild 4.6 ist ein typisches Zugversagen eines geritzten Zugprobekorpers dargestellt. Der
typische Lastabfall wird bei Rissinitiierung in Punkt A erkennbar. Der Riss pflanzt sich
bei abnehmender Last immer weiter durch den Querschnitt bis zu dem Punkt F, in dem
der Gesamtquerschnitt versagt, hindurch.

(o)
Normale Festigkeit A Hohe Festigkeit
1 A'
fct T ()
g O e O O
B|
A
fCt -+ C'
D|
B
C E'
D
E FF
Verformung
Linearer bzw. Lokalisierungsbereich
nichtlinearer
Bereich

Bild 4.6: Typisches Last-Verformungsdiagramm eines geritzten Zugprobekorpers

Bei den hoherfesten Betonen verdndert sich dieser Zusammenhang insofern, dass nun
neben der Giite des Verbundes die Zugfestigkeit des Zuschlags einen erhéhten Einfluss
erfahrt. Der Betonquerschnitt versagt aufgrund des hohen Verbundes zwischen Matrix und
Zuschlag nicht mehr sukzessive um die einzelnen Zuschlagskorner herum, sondern spaltet
die einzelnen Korner. Hierdurch ist zum einen der geringere Anstieg der Zugfestigkeit in
den hoherfesten Betonklassen und zum anderen der stirkere Lastabfall nach Erreichen
der Zugfestigkeit zu erklaren.

In Abschnitt 4.10 wird zusétzlich die Tatsache behandelt, dass die Zugfestigkeit, wie viele
Materialkennwerte bei Beton, keine feste Grofe darstellt, sondern eine zufallsbehaftete
Grofe ist.

Querdehnungszahl. Zu der Bestimmung der Querdehnung fiir hoherfesten Beton wur-
den beispielsweise von Persson (1995) Versuchsreihen durchgefiihrt. Dort wurde fiir hoch-
festen Beton eine leicht geringere Querdehnung festgestellt. Diese Differenz ist in starkem
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Mafe abhéngig von den verwendeten Zuschlagstoffen und der iibrigen Betonzusammen-
setzung. Daher wird im Allgemeinen fiir alle Betongiiten ein mittlerer Wert vonr = 0.2
angenommen. Der iiberproportionale Anstieg der Querdehnung ab einer Lingsdehnung
des Betons von ca. 70 %, u. a. aufgezeigt von Seelmann (1997), wird im einaxialen Druck-
und im Zug-Druckbereich mittels der Gleichung

4 4
v =02+06-" <@> +04- (ﬂ) < 0.99 (4.24)

fc/ O1t

nach Darwin & Pecknold (1977b) beriicksichtigt.

4.7 Materialmodell fiir Betonstahl

Das Werkstoffmodell zur Beschreibung des Materials Stahl ist ein einaxiales, bilineares
Materialgesetz.

Der Stahl behélt zunéchst bis zum Erreichen der Flielsspannung ein rein elastisches Ma-
terialverhalten. Nach Uberschreiten dieser giitespezifischen Grenze gelangt der Stahl in
den Fliefsbereich, in welchem unter starker Zunahme der Dehnung nur noch ein leichter
Zuwachs der Spannungen zu verzeichnen ist. Die Entlastung aus diesem Bereich erfolgt
hingegen rein elastisch. Es kann aber bis zum Erreichen der maximal aufnehmbaren Druck-
spannung nur eine Dehnung mit dem Betrag der zweifachen Fliekdehnungsgrenze abge-
baut werden. Das bedeutet, dass nach einer Zugbeanspruchung iiber die Fliekdehnungs-
grenze hinaus die Stauchungsgrenze zu einem fritheren Zeitpunkt als bei einem vorher
unbelasteten Stahl erreicht wird.

Dieses Verhalten, der so genannte Bauschinger-Effekt, ist in der Vergangenheit durch
zahlreiche Versuche am Betonstahl beobachtet worden. Ein Materialmodell, welches dieses
Verhalten beschreibt, ist das kinematische Verfestigungsmodell nach PRAGER [Reckling
1967|. Dieses findet im vorliegenden Rechenmodell Verwendung (s. Bild4.7).

G A
£ 1 E,
__ fF>
E
2fy0 J i:
L f

Bild 4.7: Kinematisches Verfestigungsmodell nach PRAGER
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4.8 Tension-Stiffening bei hochfesten Betonen

4.8.1 Allgemeines

Das Mitwirken des Betons zwischen den einzelnen Rissen kann bei einem Konzept der
verschmierten Risse nur durch ein darauf abgestimmtes Tension-Stiffening Konzept abge-
bildet werden. Wenn auch dieser Effekt fiir die Endtraglast eines Tragwerks, solange es
nicht durch grofe Verformungszunahme versagt, nicht entscheidend ist, so ist die mog-
lichst realistische Abbildung dieses Effektes Garant fiir eine realistische Tragwerksantwort.
Mittels eines einfachen Stabmodells kann der Verbundmechanismus zwischen Beton und
Stahl aufgezeigt werden.

Bild 4.8 zeigt ein differentielles Stabelement an dem die Gleichgewichts- und die Konti-
nuitatsbedingungen aufgestellt werden konnen. Die Stahl- und Betonspannung ermittelt
sich zu

Us
dO's(l’) = Tb(l’,S>A—dx (425)
Us
do.(x) = —Tb(SC,S>XdCL’. (4.26)
Gleichgewicht Auswirkung
GCE Tb(X’S) Gc+d6c Gs;és ? ? ? IGS As
o —— S
< r _ 8
GCE Gc+dcc - | > Ys
o A
dx l s
1"
Kontinuitat
: Il
_— Osr] T
|
: Stahl I
Vo |'S
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S =8
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Bild 4.8: Verbund von Stahlbeton an einem Stabmodell

Die Kontinuitéitsbedingung gibt die Relativverschiebung (Schlupf) zwischen dem Stahl
und dem Beton an:

s(x) = vs(x) — vo(x). (4.27)
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4.8.2 Ein vereinfachtes Verfahren zur Beriicksichtigung der Mit-
wirkung des Betons

Um das komplizierte Tension-Stiffening Verhalten von Stahlbeton mdoglichst einfach ab-
zubilden, wurde im Rahmen dieser Arbeit fiir den hochfesten Beton das Konzept nach
Tue (1993) und Koénig et al. (2001) implementiert, welches die Erweiterung des Verbund-
gesetzes nach Bergner (1997) beinhaltet.

Befindet sich der betrachtete Querschnitt im Einzelrisszustand, so berechnet sich die in
den Beton iibergehende Verbundkraft zu
S, P
Tum: sm'Us'_:—' 4.28
i 2 1+a.-0 ( )
Im abgeschlossenen Rissbild wird die Verbundkraft mit Hilfe einer parabolischen Anné-
herung der Stahlspannung zwischen den Rissen zu

ki —0.33(3r —r3) 1™

Tum - Ace *Je . ' : 4.29
eff  Jetgi |T 067 r (4.29)

ermittelt. Somit kann die Erhchung der Steifigkeit durch das Mitwirken des Betons zwi-
schen den Rissen direkt mit

T,
A _ um 4
£E=a 1L (4.30)
7u
AFE Ae
= 4.31
E, ell — Ae (4.31)

bestimmt werden.

Das umgesetzte Verfahren hat zwei Nachteile, die ebenfalls fiir &hnliche Verfahren gelten
[Zahlten 1990], [Gruber 1994]. Diese Nachteile zeigen sich bei einer nichtlinearen Analyse
in Form von schlechtem Konvergenzverhalten und bei der gleichzeitigen Verwendung eines
Bogenlangenverfahrens durch einen moglichen Lastabfall im Bereich nach der Rissiniti-
ierung.

Das schlechte Konvergenzverhalten riihrt von der Tatsache her, dass bei ,einfachen®
Tension-Stiffening Verfahren zur Bestimmung des Effekts der Sekanten-Elastizitdtsmodul
Eg verwendet wird. Hierbei muss in jedem Iterationsschritt der Einfluss neu bestimmt
werden, und somit schwanken die Steifigkeitsverteilung im Tragwerk und ebenfalls die
Ungleichgewichtskrifte mitunter innerhalb des Iterationsvorgangs stark.

Der beobachtete Lastabfall bei kombinierter Verwendung eines Bogenlangenverfahrens be-
trifft in erster Linie Tragwerke, bei denen die Art der Belastung eine starke Verdnderung
der Steifigkeitsverteilung in lokalen Bereichen verursacht. Dieses beobachtete Verhalten
kann nicht auf alle Tragwerkstypen iibertragen werden. Nach Uberschreiten der Riss-
inititerung kann auch mit diesen einfachen Tension-Stiffening Modellierungen eine gute
Abbildung des Gesamttragverhaltens der Struktur erreicht werden.
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4.8.3 Ein detailliertes Verfahren zur Beriicksichtigung der Mit-
wirkung von Beton

Im Gegensatz zu einfachen Verfahren bieten kompliziertere Verbundmodelle die M6glich-
keit den Versteifungseffekt genauer und variabler zu beriicksichtigen. In der Vergangenheit
wurden zahlreiche detaillierte Konzepte zur Beschreibung des Verbundes zwischen Stahl
und Beton entwickelt.

Im Folgenden wird auf das fiir die Anwendung bei finiten Fldchenelementen von Noh
(2002) entwickelte Verfahren zuriickgegriffen. Weitergehend wurden hierin Ergdnzungen
eingearbeitet, welche fiir die Beriicksichtigung der verdnderten Eigenschaften von Hoch-
leistungsbeton notig erscheinen. Das Konzept nach Noh (2002) beinhaltet an zwei unter-
schiedlichen Stellen die Beriicksichtigung einer Normalverteilung der Zugfestigkeit. Eine
zusitzliche Einfiihrung einer normalverteilten Zugfestigkeit iiber das diskretisierte Ele-
mentnetz, wie in Abschnitt 4.10 gezeigt, erscheint im ersten Moment falsch, korrigiert
sich aber bei Betrachtung des verschmierten Risskonzeptes innerhalb der FEM selbst-
standig. Die iiber das Elementnetz gelegte normalverteilte Zugfestigkeit gibt lediglich die
Zugfestigkeit im jeweilig betrachteten Materialpunkt an und bestimmt somit den Zeit-
punkt der Rissinitiierung. Die Zugfestigkeitsverteilung innerhalb des ,Einzugsbereichs“
des Materialpunktes findet indes im Rahmen des Tension-Stiffening Konzeptes mit Hilfe
der Abhéngigkeit zwischen Zugfestigkeit und Rissabstand nach Schwennicke (1983) Be-
riicksichtigung. Weitergehendes wird in Abschnitt4.10 beschrieben.

Das Tension-Stiffening Konzept basiert auf einem iterativen Algorithmus nach Tassios
& Yannopolous (1981) und Eligehausen et al. (1983). Hierbei wird die differentielle Ver-
bundgleichung durch eine numerische Integration innerhalb einer Iterationsvorschrift ge-
16st. Hierzu wird die Implementierung eines Verbundgesetzes zwischen Beton und Stahl
notwendig.

Der Verbund zwischen Beton und Stahl héngt von vielen unterschiedlichen Parametern
ab. Beispielsweise sind fiir seine Grofe und Ausbildung der Stabdurchmesser, die Be-
tondeckung, der Abstand der Bewehrung von der Betonier6ffnung und der Grad der
Umschniirung von entscheidender Bedeutung. Die Lage des Betonstahls innerhalb des
Bauteils wird in den Normen CEB/FIP Bulletin D’Information No. 203 und DIN 1045-1
(2001) durch die Bereiche des guten und méfkigen Verbundes festgelegt. Die Definition
entspricht im Wesentlichen der des Verbundbereichs I und II derDIN 1045 (1988).

An dieser Stelle sollen kurz einige Gesetze zur Beschreibung dieses Verbundes vorgestellt
werden. Um die Moglichkeit eines Vergleichs zu gewahrleisten, werden hier die Gesetze
fiir nicht umschniirten Beton mit Betonstahl im guten Verbundbereich verglichen. Durch
den Vergleich wird deutlich, welches Gesetz fiir das in dieser Arbeit angestrebte Ziel am
geeignetsten erscheint.

Den meisten Verbundgesetzen liegt zur Beschreibung des Verlaufs des ansteigenden Astes
eine Exponentialfunktion der Form

7(S) = a - Trag - $° (4.32)

zugrunde.
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Sie unterscheidet sich lediglich in der Prazision der Beschreibung der Parametera und o
und der Bestimmung von 7,,4,. Die einfachsten Ansétze finden sich in den entsprechenden
Normtexten, da diese einen méglichst weiten Giiltigkeitsbereich erfassen miissen, ohne die
Anwendung durch zu komplexe Zusammenhénge zu behindern. Das CEB/FIP Bulletin
D’Information No. 203 beispielsweise beschreibt den Verbund durch ein Gesetz der Form

a
T(S) = Tmaz <i) 0 <s< S1
S1

T(S) = Tmax 51 <8< 89

S — 89
T(S) = Tmaz — (Tmaw - Tf) S9 < 8 < 83

83 — 52
T(s) = 7¢ s3 < s. (4.33)

Hierbei sind s; = 0.6, a = 0.4 und 7,0 = 2.0 - v/ for anzusetzen. Diese Verbundgesetze
wurden in Experimenten mit normalfesten Betonen aufgestellt.

Mit Aufkommen des Werkstoffs Hochleistungsbeton wurden bzw. werden in jiingster Zeit
zahlreiche Experimente zu seinem Verbundverhalten durchgefiihrt. Gattesco & Bernardi
(2002) beispielsweise verwenden diesen Ansatz fiir Hochleistungsbeton in ihrer Arbeit
iiber den Einfluss der Haltbarkeit von Beton in Bezug auf Chlorid-Angriff auf die Mo-
mentenumlagerung, obwohl die Erweiterung fiir Hochleistungsbeton desMODELCODE 90,
das CEB/FIP Bulletin D’Information No. 228 auf die Notwendigkeit einer Anpassung der
Parameter hinweist.

Die Experimente mit Hochleistungsbetonen dienen der Frage, inwiefern sich das Ver-
bundverhalten mit wachsender Festigkeit und durch die verdnderte Zusammensetzung
des Betons verdndert. Hierbei sind im Wesentlichen die Arbeiten von Tue (1993) und
Kurz (1997) zu nennen. Als wesentliche Ergebnisse dieser Untersuchungen lassen sich die
im Folgenden aufgefiihrten Punkte nennen.

Kurz (1997) zeigt mit Hilfe der durchgefiihrten Experimente, dass die maximale Verbund-
spannung mit wachsender Betonfestigkeit ansteigt, aber ansonsten das Verbundverhalten
sich sehr dhnlich zu dem des Normalbetons verhilt. Jedoch ist bei der Anwendung von
Hochleistungsbeton zu beachten, dass der Anstieg der Zugfestigkeit unterproportional zu
dem der Druckfestigkeit ist, so dass ein durch das Versagen des Zugrings initiierter Verlust
des Verbundes vermieden werden muss.

Dieser Gefahr tragen auch Konig et al. (2001) in ihrem Modellvorschlag zur Erweiterung
der normativen Verbundgesetze Rechnung, indem sie die maximal anzusetzende Beton-
festigkeitsklasse auf einen B85 (C70/85) begrenzen. Kann die Gefahr von Lingsrissen
vermieden werden, so steigt die Verbundspannung in starkem Mafe an, da in einem sol-
chen Fall die hohe Druckfestigkeit dominiert. Dieses giinstige Verbundverhalten kann aber
nur durch die konstruktive Ausfiihrung mit ausreichender Betondeckung gewéahrleistet
werden.

Bei Hochleistungsbeton wird dabei der Grofteil der Verbundkraft durch den sich bilden-
den Druck an der ersten Stahlrippe hinter dem Riss iibertragen. Diese nahezu punktuelle
Kraftiibertragung ist ein weiterer Nachteil, da hierdurch die Verformungsfihigkeit des
Bauteils in starkem Mafe sinkt.
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In diesem Zusammenhang ist auf eine interessante Neuentwicklung der Baustahlindustrie
hinzuweisen, dem tiefgerippten Betonstahl. Forschungsergebnisse vonTue & Krumbach
(1998) zeigen, dass durch die verinderte Rippengeometrie die Gefahr der Langsrissbildung
verringert und die Duktilitdt des Werkstoffs erh6ht werden kann.

Das Verbundgesetz nach Tue (1993) beschreibt den Zusammenhang durch
7(s) = 0.29 - fekcube - 5, (4.34)

wobei darauf hingewiesen sei, dass die Ortsabhingigkeit des Verbundes, im Rahmen dieser
Arbeit durch das Modell nach Kreller (1990) beschrieben, vernachlissigt wurde. Dieses
Verbundgesetz wurde nach Experimenten in einer Entfernung von40 mm vom Riss er-
mittelt. Mit Grundlage dieses Gesetzes wurde von Konig et al. (2001) ein Vorschlag zur
Erweiterung des Gesetzes fiir Hochleistungsbetone gemacht:

T(s) =co -« fem - s". (4.35)

Gleichung (4.35) beschreibt das Verbundverhalten hoherer Betonfestigkeiten realistischer.
Die dazu benoétigten Parameter sind in Tabelle 4.3 angegeben.

Bei steigendem Feinkorngehalt und steigender Flieftfdhigkeit des Betons verringert sich
die Verbundwirkung. Fine Erhohung der Betonfestigkeit hat zur Folge, dass die plasti-
schen Zonen im Rippenbereich geringer werden, so dass dadurch der Verbund steifer wird.
Des Weiteren hat die Erhohung des Elastizitdtsmoduls zur Folge, dass der Schlupf gerin-
ger wird. Bei der Beschreibung des Verhaltens durch ein Gesetz nach Gleichung ¢.32)
verringert sich der Parameter o mit wachsender Druckfestigkeit des Betons.

Ein weiteres Verbundgesetz fiir monotone Belastungen ist das ortsabhidngige Gesetz nach
Kreller (1990), welches die Frage nach der Lénge des verbundfreien Bereichs wegfallen
lasst. Der Verbund wird fiir Normalbeton auf den Bereich

0<2<6.0-d, (4.36)

vom Rissufer definiert. Der Charakter des Gesetzes ist identisch zu Gleichung ¢.33). Der
Unterschied besteht darin, dass abhéngig von der Entfernung vom Rissufer, der Maximal-
wert und die Grenzen s; — s3 des Verlaufs verénderlich sind. Dieses lédsst eine detailliertere
Betrachtung des Verbundes zu. Das Verbundgesetz wird in sechs unterschiedlichen Kurven
definiert, dessen Parameter der Tabelle 4.4 entnommen werden kénnen.

Ein Vergleich der oben vorgestellten unterschiedlichen Verbundgesetze und weitere nach
Noakowski (1988) und Konig et al. (1994) sind in Bild 4.9 in ihrer vorliegenden Formulie-
rung exemplarisch fiir einen C 70/85 dargestellt. Die Anwendung der fiir den Normalbeton
hergeleiteten Verbundgesetze zeigt, dass alle in der selben Grokenordnung liegen, wobei

| [ <C30/37 | C35/45 | C40/50 | C45/55 [ C50/60 | C55/67 | C60/75 | > C70/85 |

€0

0.31

0.29

0.27

0.25

0.23

0.21

0.19

0.17

n

0.30

0.28

0.28

0.26

0.26

0.24

0.22

0.20

Tabelle 4.3: Parameter zum Verbundgesetz nach Konig et al. (2001)
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Verbundbereich nach DIN 1045 (1988) bzw. DIN 1045-1 (2001)

I bzw. gut IT bzw. méafig
Verbund-
gesetz | simm] | se[mm]| | ssimm] | T¢/Tpmaa | s1lmm] | solmm] | ss[mm] | 7¢/Tmae
Nr.
1 51 s1 0.05 | 0.001 51 5] 0.05 | 0.001
2 52 52 0.15 | 0.025 52 52 0.30 | 0.025
3 57 s3 0.30 0.050 s3 st 0.60 0.050
4 s si+0.1 ] 0.55 0.150 s si+0.2 | 1.45 0.150
5 s [ $£+01] 055 | 0150 | s | s+02] 1.95 | 0.150
6 0.25 0.35 1.0 0.150 0.40 0.60 2.5 0.150

nach Kreller (1990):
Tmaz = @\ fer, a = 0.36 - ¢/ds + 1.28, a = 0.003 for + 0.1625

angepasst fiir Hochleistungsbeton nach Konig et al. (2001):

Tmaz = €0 * fem + 0.6™, co und n nach Tabelle 4.3

allgemein giiltig:

Q=

i i Thae 6 ;
Tmaz_Z/G'Tmax20'5'7_771@1’, 31—<M> ‘81,2—1...5

Tmax

Tabelle 4.4: Verbundgesetz nach Kreller (1990) und Erweiterung fiir Hochleistungsbeton
nach Konig et al. (2001)

anzumerken ist, dass die Gesetze nach Noakowski (1988), Tue (1993) und Konig et al.
(2001) nur fiir den geringen Schlupfbereich (s < 0.6) gelten kénnen. Eine Detaildar-
stellung des Bereichs findet sich im Anhang A.2 dieser Arbeit. Zur Beschreibung eines
moglichst grofken Schlupfbereiches wird innerhalb dieser Arbeit das Verbundgesetz von
Konig et al. (2001) in das Konzept von Kreller (1990) integriert. Dieses Vorgehen ver-
spricht innerhalb der Werkstoffmodellierung eine gute Beschreibung des Verbundes von
Hochleistungsbeton. Auch lisst es sich leicht verdnderten Eingangswerten der Betonei-
genschaften anpassen. Hierzu wird mit s; = 0.6, in Anlehnung an die Regelungen des
CEB/FIP Bulletin D’'Information No. 203 die maximale Verbundspannung zu

Tmaz = €0 * fem + 0.6" (4.37)

ermittelt. So kénnen die Gleichungen (4.33) auch fiir den Hochleistungsbeton angewandt
werden. In Bild 4.10 ist der Verlauf der so bestimmten Spannungs-Schlupfbeziehung dar-
gestellt.

Die Normen DIN 1045 (1988) und DIN 1045-1 (2001) beinhalten lediglich die Werte der
Verbundspannung zul. 71 bzw. fi4, welche fiir die Berechnung von Verankerungsldngen
zu verwenden sind. Bei der Bestimmung der Schnittgrofen mit Hilfe des nichtlinearen
Vorgehens verweist die DIN 1045-1 (2001) auf das DAfStb-Heft 525, welches aufgrund
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Verbundspannung t [N/mm?]

nach Tabelle 4.4 !

(Hochleistungsbeton)

%0 05 1.0 15 2.0 25

Schlupf s [mm]

Bild 4.9: Vergleich unterschiedlicher Verbundgesetze an einem C 70/85

seines Erscheinungszeitpunkts innerhalb dieser Arbeit keine Beriicksichtigung gefunden
hat.

Fiir den Modellaufbau wird die durch das Tension-Stiffening modifizierte Stahlkennlinie,
dhnlich dem Vorgehen bei der Kennlinie des Betons, durch charakteristische Punkte abge-
bildet (s. Bild 4.11). Es existieren im Belastungsbereich fiinf und fiir den Entlastungsast
vier Stiitzstellen der Kurve. An diesen Punkten wird die Stahlspannung bzw. -dehnung im
Rissquerschnitt als bekannt vorausgesetzt oder aber vorab ermittelt. So kann eine fehlende
Grofke innerhalb der durchzufiihrenden Iteration ermittelt werden. Die Positionen dieser
charakteristischen Punkte konnen Bild 4.11 entnommen werden. Es wird nun mit Hilfe
der oben erwiahnten Iteration die mittlere Dehnungey,, ermittelt. Die Iterationsvorschrift
wird in Noh (2002) ausfiihrlich beschrieben.

Die Rissstahlspannung berechnet sich dann beispielsweise zu

. fct,r]%

E
Osrm% — 0 + fct,5%_

E.

(4.38)

Der Vorteil dieses Vorgehens liegt in der Verwendung des jeweiligen tangentialen Flasti-
zitdtsmoduls. Hierdurch wird die Konvergenz in starkem Mafe erhoht.
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Verbundspannung t [N/mm?Z]

14

. Schlupfs [mmj

Bild 4.10: Spannungs-Schlupfbeziehung fiir Betongiiten C30/37 - C70/85

G,

A —TS - Effekt
fy S
e / !
fy Wiederbelastung ad
Entlastung q
O'sren /
Monotone
Belastung Nackter Stahl
Gsr95% / G.-G
Osr50% sr— sm
c5sr,5% 7]
/ e : Charakteristische Punkte
€, : Anfangskontaktdehnung
//I *Gsr— 0 ‘
/
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Bild 4.11: Modifizierte Stahlkennlinie nach Noh (2002)
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4.9 Softening-Verhalten des Werkstoffs Stahlbeton

Der Werkstoff Stahlbeton besitzt, wie bereits erwihnt, als ein charakteristisches Merkmal
ein von der Betonmischung und von der Art bzw. Grofe der Stahleinlage abhéngiges, mehr
oder weniger sprodes Verhalten. In erster Linie zeichnet sich die Komponente Beton durch
ein sprodes Nachbruch- bzw. Nachrissverhalten aus. Das Verhalten des reinen Betons
in den jeweiligen Nachversagensbereichen beschreibt der Begriff des ,Softenings”. Dieses
JAufweichen* des Querschnitts nach Uberschreiten der Maximalspannung hat sowohl bei
Zug- als auch bei Druckversagen seinen Ursprung in der begrenzten Zugfestigkeit des
Betons.

Die beiden Versagensmuster zeichnen sich zudem durch eine starke Lokalisierung innerhalb
des Probekorpers bzw. des Bauteils aus. Das bedeutet, dass das eigentliche Versagen
des Bauteils auf einen lokalen Bereich beschrinkt ist. Dieses Verhalten wurde von vielen
Forschern in der jlingeren Vergangenheit untersucht. Bei diesen Experimenten zeigt sich
zudem ein weiterer Effekt, der ,Size-Effekt, welcher in den néchsten beiden Abschnitten
erlautert werden soll.

4.9.1 Softening unter Zugbeanspruchung

Die Bestimmung der Zugfestigkeit wird oftmals durch einen indirekten Versuch, wie bei-
spielsweise dem Drei-Punkt-Biegeversuch, vorgenommen, da die Entwicklung der Zug-
spannung im Probekorper in einem direkten zentrischen Zugversuch nur schwer messbar
ist.

Wird hingegen mit hohem Aufwand ein solcher direkter Versuch durchgefiihrt, so sind
einige interessante Zusammenhénge erkennbar van Mier 1984]. Der Versuch wird verfor-
mungsabhéngig gefahren, um so das Nachrissverhalten beobachten zu konnen. Der zum
Versagen fiihrende Riss entsteht nur in einem Querschnitt des Probekorpers, so dass der
Schadigungsbereich des Probekorpers unabhéngig von den Probekorperabmessungen ist.
Somit lassen sich also bei den Versuchen von der Geometrie der Probekorper unabhéngige
Last-Verschiebungskurven feststellen.

In Bild 4.12 ist der Versuchsaufbau und das Resultat einiger Probekorper aus den zentri-
schen Zugversuchen von Remmel (1994) dargestellt. Im Gegensatz zu einem vergleichbaren
normalfesten Beton ist bei einem hoherfesten Beton die stirkere Neigung zum plotzli-
chen Entlasten nach Erreichen der maximalen Zugfestigkeit erkennbar. Fiir einige Proben
wurde sogar ein Snap-Back-Verhalten in unmittelbarer Versagenspunktnéhe festgestellt.

Wird anstelle der Verschiebung eine mittlere Verzerrungsgréfe, hier die mittlere Liangs-
dehnung, als Bezugsgrofe fiir die Zugspannung eingefiihrt, so ist es ersichtlich, dass diese
Diagramme einem grofen Size-Effekt unterliegen.

Innerhalb einer FE-Modellierung muss dieser Effekt natiirlich Beriicksichtigung finden,
um somit ein netzunabhingiges Antwortverhalten der Struktur zu gewdhrleistenBazant

& Oh (1983).

Bei der Modellierung des in dieser Arbeit zur Anwendung kommenden Materialgesetzes fiir
Stahlbeton kann der Size-Effekt auf alternative Art und Weise Beriicksichtigung finden.
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Bild 4.12: Zentrischer Zugversuch nach Remmel (1994)

Hierbei iibernimmt die Verbunddetailuntersuchung, die bei Risseintritt aktiviert wird, die
Gewihrleistung fiir ein netzunabhingiges Verhalten im Nachrissbereich. Das in Abschnitt
4.8.3 beschriebene Verfahren arbeitet durch den iterativen Prozess zur Auffindung des
Rissabstandes und der Rissstahlspannung unabhéngig von der Gréfse der einzelnen finiten
Elemente, so dass hierbei von einer Formulierung im Meso-Bereich gesprochen werden
kann.

Dieser Weg kann beschritten werden, da mit diesem Modell nicht das Verhalten des rei-
nen Betons im Nachrissbereich beschrieben werden soll. Eine Erweiterung auf diesen Fall
ist nur iiber eine andere Formulierung des Verhaltens von Beton im Nachrissbereich zu
bewerkstelligen, wie beispielsweise nach Borges & Bittencourt (2002).

4.9.2 Softening unter Druckbeanspruchung

Im Beton entstehen bereits im unbelasteten Zustand, unmittelbar nach dem Betonier-
vorgang, durch Eigenspannungen initiierte Mikrorisse, die eine gewisse Vorschidigung
der Struktur bedeuten. Wird das Bauteil bzw. der Probekdérper nun einer wachsenden
Druckbeanspruchung ausgesetzt, so vereinen sich diese Mikrorisse durch die auftreten-
den Zugspannungen, so dass es schlieklich nach Bazant & Oh (1983) zu der Ausbildung
eines Rissbandes der Hohe h, kommt. In sproden und quasi-sproden Materialien verur-
sachen somit zur Hauptspannungsrichtung senkrechte Trennrisse das Druckversagen. Die
Bildung dieser Trennrisse bedeutet fiir die Gesamtstruktur keine Energiefreisetzung, so
dass daraus kein Size-Effekt entstehen kann. Vielmehr leiten sie nur die Versagensform
ein, welche im Nachbruchbereich durch Energieverlust und damit durch einen Size-Effekt
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gekennzeichnet ist.

In van Mier et al. (1987) wird anhand von ein-, zwei- und dreiaxialen Druckversuchen ge-
zeigt, dass dieser Effekt tatsichlich auftritt. Dass dieses Verhalten auch fiir den Werkstoff
Hochleistungsbeton giiltig ist, zeigen die Ergebnisse von Némecek (2000) fiir druckbela-

stete Betonstiitzen unterschiedlicher Querschnittsdicke. Hierbei ist die erreichte Bruchlast
weitestgehend unabhéngig von den Abmessungen, wiahrend aber die Kurve im Nachbruch-
bereich in Abhéngigkeit von den Abmessungen variiert.

Um nun diesen Effekt in einem Materialmodell innerhalb der FEM zu beriicksichtigen,
eroffnen sich verschiedene Moglichkeiten.

Die einfachste und vielleicht ingenieurméfigste Moglichkeit besteht darin, den abfallenden
Ast der einaxialen Spannungs-Dehnungskurve in Abhéngigkeit von einer elementspezifi-
schen Grofe zu formulieren. Diese elementspezifische Grofe ist dabei nichts anderes als
eine Abschitzung der zu erwartenden Risslidnge in dem verwendeten finiten Element.

Oliver (1989) zeigt in seiner Arbeit zwei unterschiedliche Methoden zur Festlegung dieser
Grofe auf. Der Ansatz fiir die Ermittlung der charakteristischen Linge innerhalb eines
isoparametrischen Elementes lautet

() = (Z [ani 0 cos @j+ag—§osin@j} q»Z) : (4.39)

i=1

Die unbekannte Funktion ® in dieser Bestimmungsgleichung kann nach Oliver (1989) in
Abhéngigkeit von der Rissrichtung bestimmt werden. Nun kann fiir jeden Integrations-
punkt die charakteristische Linge bestimmt werden.

Die so genannte dquivalente Lénge hingegen kann als gute Niherung fiir verschiedene
Elementtypen angesehen werden. Mancevski (1998) zeigt, dass fiir flichenhafte Elemente
beispielsweise die Linge

leq =V Ae/nint (440)

eine gute Niaherung darstellt. Als Bedingung fiir die Anwendung dieses einfachen Zusam-
menhangs zwischen dquivalenter Linge und Elementgréfse bzw. Anzahl der Integrations-
punkte ist zu beachten, dass das Element annidhernd quadratisch sein sollte. Bei Wegfall
dieser Beschrankung muss die charakteristische Lange in jedem Integrationspunkt explizit
nach Gleichung (4.39) ermittelt werden.

Als weiterer Parameter wird die Kenngrofse ZerstauchungsenergieG. bendtigt, ein Mate-
rialparameter, welcher nur schwer bestimmt werden kann.

Die Zerstauchungsenergie ist die Energie, die zur Zerstorung des gesamten Probekorpers
benotigt wird. Sie ldsst sich in die beiden energetischen AnteileG.,, die Energie, die im
Probekorper aukerhalb der Schidigungszone aufgenommen wird, undG,,;, die Energie, die
in der Schidigungszone des Bauteils dissipiert wird, aufspalten:

Gc = ch + Gcl
= h- Jeu + hcl : (gcll + gcl2) . (441)



4.9 Softening-Verhalten des Werkstoffs Stahlbeton 57

Augenscheinlich ist also lediglich der Energieanteil G,; eine Materialkonstante und unab-

hidngig von den Bauteil- bzw. Probekorperabmessungen. Um nun mit Hilfe der Zerstau-

chungsenergie eine Netzunabhangigkeit zu erhalten, muss die Modifikation der Spannungs-

Dehnungslinie elementgréffenabhingig erfolgen. Die Kurve wird in einem solchen Mafe

angepasst, dass sich die volumenspezifische Bruchenergie zu
* Gel - hcl

c —

(4.42)

leg
ergibt. In Bild 4.13 ist dieses Vorgehen prinzipiell dargestellt.

Bei Verwendung des in Abschnitt 4.3 vorgestellten Betonmodells nach CEB/FIP Bulle-
tin D’Information No. 203 ergibt die Auswertung der Flidchen unterhalb der Kurve eine
Bestimmungsgleichung fiir die anzusetzende Bruchdehnung

el fcR
e =n-et = - +e m =1...Anz. der Elemente). (4.43
cu clu 0.6 - lg:; ] fcR 1.9. EO cl ( ) ( )
© A
! . G leiq >|e2q> |e3q
| gcl = |1
. eq
! . G,
| g, = |
N 2
|
| * Gc\
| 8= |3
|
|
|
} > ¢
gl g2 g3

Bild 4.13: Beriicksichtigung der Lokalisierung im Druckzustand

Die Bestimmung der Bruchdehnung wird bei dem ebenfalls vorgestellten Betonmodell
nach DIN 1045-1 (2001) ungleich aufwéndiger. Hier beschreibt die analytische Kurve auch
einen Teil des Nachbruchbereichs und erst die Erweiterung des Nachbruchbereichs wird
durch eine Gerade beschrieben. Soll hier der Size-Effekt beriicksichtigt werden, so ist
eine Moglichkeit die Gerade des erweiterten Bereichs entsprechend der charakteristischen
Lange des Elementes anzupassen. Dieses erfolgt durch Ermittlung der Dehnung nach
Gleichung (4.45), indem nicht gfliff sondern an dessen Stelle gdiff ha gesetzt wird.

cl leg

Der folgende Absatz befasst sich mit der Frage, wie die Grofke der Zerstauchungsenergie
plausibel ermittelt werden kann. In den Arbeiten von Vonk (1992) und P6lling (2000)
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wird lediglich auf die Notwendigkeit einer genaueren Untersuchung des Materialparame-
ters Zerstauchungsenergie hingewiesen. Im weiteren Verlauf des SFB 398, eines an der
Ruhr-Universitdt Bochum installierten Sonderforschungsbereichs, ist geplant, diesen Ma-
terialparameter durch Experimente genauer zu definieren. Die Forschung auf dem Gebiet
der Bestimmung der Materialkonstanten Zerstauchungsenergie ist bisher nicht zu einer
seindeutigen Zuordnung nach einzelnen Betongiiteklassen vorangeschritten.

Um nun eine Einbindung in das hier angestrebte normgerechte Materialmodell zu ermogli-
chen, wird versucht, eine ,normgerechte” Zerstauchungsenergie durch die Auswertung der
einaxialen Spannungs-Dehnungskurven der Regelungen zu erhalten. Das Vorgehen wird
im Folgenden schrittweise erlautert:

e In Gleichung (4.13) wird die Rechenfestigkeit f.r durch die charakteristische Grofe
fer ersetzt. Fiir diese Kurve wird dann durch Auswertung des Integrals

Ec=Eclu

2
s= [ oyt 5T (4.44)

Ec=E€cl

die Bruchenergie des Normbetons bestimmt (s. AnhangA.3). Die Ergebnisse dieser
Auswertung finden sich in der Tabelle 4.5.

e Die Prozesszonenbreite wird in Anlehnung an die Arbeit nachBorges & Bittencourt
(2002) zu hy = 1.5 h im jeweiligen Integrationspunkt bestimmt.

e Die reduzierte Zerstauchungsenergie ¢g's? fiir die Kurven nach Gleichung (4.13) mit
der Rechenfestigkeit f.zp wird ermittelt.

e Die Differenz ggfff dieser beiden Werte der Bruchenergie wird bestimmt und mit
Hilfe der Grofe der Prozesszone h, der abfallende Ast des einaxialen Betonmodells
modelliert. Der Parameter n aus Tabelle 4.5 ergibt sich somit zu

diff
9

n=10+ .
Eclu * (01 . fc + 05 g (50111,))

(4.45)

Die so berechneten Werte der Zerstauchungsenergie sind bei genauerer Betrachtung au-
genscheinlich gute Anhaltswerte zur Durchfithrung einer FE-Analyse ohne Kenntnis der
exakten Baustoffkennwerte des jeweilig zu betrachtenden Bauwerks. Werden sie - unter
der Beriicksichtigung einer Probekorperhéhe von 0.1 — 0.2m - mit Baustoffkennwerten
aus anderen Veréffentlichungen [P6lling 2000, [Vonk 1992] verglichen, so ist eine gute
Ubereinstimmung in dem Bereich G = 10.0 — 30.0kN/m festzustellen.

Das Vorgehen rechtfertigt sich nach Meinung des Autors dadurch, dass die Abminderung
der Festigkeit von f.; auf f.r nicht aus der Uberlegung eines Materialsicherheitsbeiwertes
herriihrt, sondern vielmehr ein Bestandteil des nichtlinearen Nachweiskonzeptes darstellt.
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| Festigkeitsklasse | C12 | C16 | C20 | C25 | C30 | C35 | C40 | C45 |
ger - 10°[kNm/m®] [23.19 | 30.27 [ 34.94 | 42.75 [ 50.11 | 56.89 [ 63.19 | 71.11
9o - 103kNm/m®] | 16.20 | 20.93 | 23.85 | 28.83 [ 33.37 | 37.42 [ 41.00 | 45.69
n 147 | 148 | 1.37 [ 1.38 | 1.37 [ 1.36 | 1.34 | 1.37
| Festigkeitsklasse | C50 | C55 | €60 [ C70 | €80 | C90 | C100 | |
ger - 10°[kNm/m?] [ 78.97 | 81.26 [ 82.39 | 88.34 [ 91.65 | 96.67 [ 110.62
9o - 10°kNm/m®] | 53.99 | 53.91 [ 48.75 | 48.45 [ 45.76 | 43.84 [ 46.77
n 121 | 1.20 | 1.35 [ 1.38 | 1.41 [ 1.48 | 1.64

Tabelle 4.5: Zerstauchungsenergie der Lokalisierungszone von Betonen in Anlehnung an
die DIN 1045-1 (2001)

4.10 Die Zufallsverteilung des Werkstoffparameters
Zugfestigkeit

Die Zugfestigkeit von Beton ist eine innerhalb eines Bauteils variable Grofe. Verschiedene
Forscher haben in der Vergangenheit in zahlreichen Experimenten die Zufallsverteilung
der Zugfestigkeit getestet und sie als eine normalverteilte Grofe identifiziert. Ziel ist es, an
dieser Stelle eine Moglichkeit zu schaffen, den normalverteilten Charakter dieser Grofe
in eine FE-Analyse einflieflen zu lassen. Hierzu wird im Vorfeld der FE-Analyse, nach
Erzeugung der Diskretisierung, mittels der neugeschaffenen Programmbauteile ein Netz
von Zufallszahlen tiber die Struktur gelegt. Diese Zufallszahlen Z sind N(0;1) verteilt, so
dass mit Hilfe dieser Zahlen zu einem spateren Zeitpunkt jede andere Grofe, welche einer
Normalverteilung gehorcht (s. Anhang A.4), erzeugt werden kann.

In diesem Fall ist es die Zugfestigkeit mit

fct,r‘an =0z A + M. (446)

Der Charakter der Normalverteilung der Zugfestigkeit wird nachDIN 1045-1 (2001) wie in
Bild 4.14 angenommen. Der Bereich der zu erwartenden Zugfestigkeit erstreckt sich zwi-
schen den beiden Fraktilwerten iiber 90 %. Somit kann die Ungleichung zur Bestimmung
der Varianz nach Schuéller (1981) zu

P (fetm — 16450, < ferran < fem + 1.6450,) =90 % (4.47)

angegeben werden. Wird diese aufgeldst, so resultiert daraus die Varianz als abhingige
Grofke von der mittleren Betonzugfestigkeit zu

02 = (0.182 - fum)’. (4.48)

Bild 4.14 zeigt die Varianz in Abhéngigkeit von der mittleren Betonzugfestigkeit. Tabelle
4.6 beinhaltet die entsprechenden Werte fiir die unterschiedlichen Betongiiten der DIN
1045-1 (2001).

Die Erzeugung von zufallsverteilten Zahlenfeldern nach Petersen (1992) wurde als Bau-
stein in das Programmsystem implementiert. Somit kann bereits bei der Eingabe die
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f (x)

x

P(f,m-1.6456, < X < f,;,+1.645G,)
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Bild 4.14: Normalverteilung der Zugfestigkeit nach DIN 1045-1 (2001) (links) - Varianz
der Zufallsgrofe Zugfestigkeit in Abhangigkeit der mittleren Betonzugfestigkeit
(rechts)

| Festigkeitsklasse | C12 | C16 [ C20 | C25 | C30 | C35 | C40 | C45 | C50 |

| o: | 8.48 | 11.96 | 16.03 | 22.39 | 27.86 | 33.92 | 40.58 | 47.83 | 55.68 |
| Festigkeitsklasse | C55 | €60 | C70 [ C80 | C90 | C100 | | | |
ol | 58.43 [ 64.13 | 70.09 | 76.32 | 82.81 | 89.57 | | |

xT

Tabelle 4.6: Streuung der Zugfestigkeit nach DIN 1045-1 (2001)

Struktur in unterschiedliche Bereiche unterteilt und iiber diese Bereiche zufallsverteilte
Zahlen erzeugt werden. Der fiir dieses Programmbauteil benotigte Startparameter, wel-
cher die Variation des Zufallsfeldes gewahrleistet, wird mittels der Systemuhrzeit des
jeweiligen Rechners ermittelt, so dass bei den durchzufiihrenden Analysen praktisch keine
identischen Zufallsverteilungen auftreten kénnen.

Zur Verifizierung der hier gemachten Aussage wird folgendes Beispiel benutzt. Eine
Platte wird mit 25 x 50 Elementen diskretisiert. Daraus ergibt sich, dass ein Feld mit
25 x 50 x 4 = 5000 Zufallszahlen erzeugt werden muss. Dieses Feld wird dann in Form
eines Zahlennetzes iiber die Diskretisierung gelegt. In Bild 4.15 ist die Zufallsverteilung
der 5000 erzeugten Zufallszahlen fiir vier Diskretisierungen zu erkennen. Sie unterscheiden
sich nur durch den Startzeitpunkt der Berechnung. Fiir die Darstellung der Haufigkeiten
wurde eine Klassenbreite von 0.25 gewdhlt. Hierbei ist die Zufilligkeit der Verteilungen
untereinander und die ausgeprigte Normalverteilung zu erkennen. Ebenfalls in Bild4.15
sind zwei benachbarte Schnitte durch die Platte dargestellt und die dazugehérigen Zu-
fallszahlen aufgetragen. Der Verlauf gibt lediglich einen ersten Eindruck der Verteilung
der Zufallsgrofe fiir zwei unterschiedliche Diskretisierungen wieder. Dieser hier verwen-
dete Ansatz ist nur als eine erste Anndherung an die Problematik der zufallsbehafteten
Materialkennwerte zu verstehen. Detailliertere Modelle beriicksichtigen hingegen die Kor-
relation der einzelnen Kennwerte untereinander. Diese speziellen Analysemethoden der
stochastischen Strukturmechanik [Schuéller 2000] sind zurzeit noch sehr rechenintensiv



4.11 Verifizierungsbeispiele 61

und eignen sich daher nicht fiir die hier durchgefiihrte Analysen.

[= Standardnormalverteilung | 35 —— Diskretisierung Nr. 1
| | | | | | | | | ]
1 Disk. Nr.1 ‘DDisk. Nr.3 95 Diskretisierung Nr. 2 |
Di g1 U |- Disk. Nr.4
F=r - R S - -
l B l 15 1
F - = — - — - -
| | q |
I S S R R
l l l I&i
I e R MR LR (1A
RN Lo L
| |
| | -1.5 1
e e
EREREE S Lok | 257
| | | |
| | | | |
WY L S S W~ VWO 35 r r r r r r r r r
5-4-3-2-101 2 3 45 0.0 2.0 4.0 6.0 8.0 10.0 12.0 140 16.0 18.0 20.0
Plattenbreite [m]

Bild 4.15: Verteilung der Zugfestigkeit fiir zeitlich versetzt erstellte Netze

4.11 Verifizierungsbeispiele

In diesem Abschnitt soll die korrekte Umsetzung und die Anwendbarkeit des vorangestell-
ten Materialgesetzes gezeigt werden. Hierzu wurden im Laufe der Implementierungsphase
zahlreiche Benchmark-Tests durchgefiihrt, von denen im Folgenden einige Ergebnisse dar-
gestellt werden sollen.

4.11.1 Scheibe unter einaxialer Belastung

Die in Bild 4.16 dargestellte Scheibe wird durch eine einaxiale Beanspruchung belastet.
Hierbei wird die Belastung in Form einer Knotenverschiebung des rechten Scheibenrandes
aufgegeben. Die Berechnung wurde fiir die Betone C20/25, C45/55 und C 100/115 nach
DIN 1045-1 (2001) durchgefiihrt. Es ist erkennbar, dass zum einen die vorgeschriebenen
Festigkeiten (f.g) erreicht werden und zum anderen der Softening-Bereich des Betons
gut abgebildet wird. Als einaxiale Spannungs-Dehnungskurve wurde hier ausschlieflich
der nach DIN 1045-1 (2001) vorgegebene Verlauf angenommen, da an dieser Stelle die
Verifizierung der Implementierung des Materialmodells dargestellt werden soll. Als Pfad-
verfolgungsalgorithmus wurde der Algorithmus nach Crisfield (1981) eingesetzt, der im
Vergleich zu anderen Bogenldngenverfahren die besten Ergebnisse erzielte. Numerische
Schwierigkeiten bei diesem Beispiel herrschten nur am direkten Umkehrpunkt aufgrund
des gleichzeitigen Eintritts aller Integrationspunkte in den Softeningbereich.
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Bild 4.16: Scheibe unter einaxialer Beanspruchung: System und FE-Ergebnis

4.11.2 Scheibe unter biaxialer Belastung

Zur Beschreibung des biaxialen Verhaltens des Werkstoffs Beton und zur Uberpriifung
der im Speziellen fiir Hochleistungsbeton getroffenen Annahmen, wird die in Bild4.17
dargestellte Scheibe mit unterschiedlichen SpannungsverhéltnissenP; /Py bis zum Versa-
genseintritt durch Betonbruch belastet. In Bild4.17 sind zusétzlich neben den durchgezo-
genen Linien der experimentellen Kurven nach Kupfer & Gerstle (1973) und Curbach et
al. (2000) die Ergebnisse der FE-Berechnung mit einer Diskretisierung von einem Element
dargestellt. Es herrscht bei allen Spannungsverhiltnissen eine gute Ubereinstimmung, so
dass von einer korrekten Umsetzung der experimentellen Kurven ausgegangen werden
kann.

Diese Berechnungen wurden ebenfalls fiir Diskretisierungen mit einem feineren Element-
netz durchgefiihrt. Hierbei bleibt anzumerken, dass bei einem feineren Elementnetz nume-
rische Ungenauigkeiten zu einem Versagen vor der eigentlichen Bruchlast fiihren konnen.
Diese Tatsache dndert aber nichts an der Giiltigkeit des hier verwendeten Betonmodells,
es zeigt lediglich seine Schwichen und Anwendungsgrenzen fiir ein reines Betontragwerk
auf.
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Bild 4.17: Scheibe unter biaxialer Beanspruchung: System und Ergebnis der FE-Analyse

4.11.3 Scheibe mit unterschiedlichen Abmessungen unter ein-
axialer Druckbelastung
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Bild 4.18: Lokalisierung der Dehnungen
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Zur Uberpriifung der Funktionsweise des Algorithmus zur Verhinderung des Lokalisie-
rungsphinomens unter Druckbeanspruchung wurde das Beispiel der einaxial belasteten
Scheibe fiir unterschiedliche FE-Netze untersucht. Hierzu wurde die bereits in Abschnitt
4.11.1 dargestellte Scheibe aus einem C20/25 in Netzen mit 2 x 2, 4 x 4, 6 X 6 und
8 x 8 Elementen diskretisiert. Somit betragen die Abmessungen der finiten Elemente je-
weils 0.500m, 0.250m, 0.166 m und 0.125m. Das Ergebnis ist in Bild 4.18 in Form eines
Last-Dehnungsdiagramms dargestellt.

Es ist erkennbar, dass bei Beriicksichtigung des Lokalisierungseffektes die Ergebnisse der
unterschiedlichen Diskretisierungen im Nachbruchbereich voneinander differieren - bei sin-
kender Elementgrofe werden die Dehnungen im Nachbruchbereich grofser. Fiir die Ver-
schiebung des Gesamttragwerks - in diesem Beispiel die horizontale Verschiebung der
Scheibe - folgt daraus, dass diese nahezu konstant bleibt.

Wird die Analyse ein zweites Mal mit Nicht-Beriicksichtigung des Algorithmus durchge-
fiihrt, so sind konstante Dehnungen fiir die unterschiedlichen Diskretisierungen erkennbar.
Somit differieren die Verschiebungen, was zu einer falschen Abbildung des tatsdchlichen
Last-Verformungsverhaltens fiihren wiirde.

4.11.4 Schubversagen einer Scheibe nach VECCIO & COLLINS

Neben den Materialgesetzen fiir Beton und Stahl im Zug- und Druckbereich ist fiir eine
sexakte® Abbildung des realen Bauteilverhaltens ein gutes Rissmodell notwendig. Das
im Abschnitt 4.5 beschriebene ,smeared rotating crack model”, also das Modell mit sich
verdndernder Rissrichtung, wird anhand eines von vielen Forschern beschriebenen Ex-
periments von Veccio & Collins (1986) iiberpriift. Hierbei wurden zahlreiche Stahlbe-
tonscheiben mit unterschiedlichen Abmessungen und Bewehrungsgehalten einer reinen
Schubbeanspruchung ausgesetzt und die Rissbildung, die Versagensmechanismen sowie
die entstehenden Spannungen erfasst.

Zur Uberpriifung wurde ein Versuch mit den in Bild4.19 angegebenen Geometrie- und Ma-
terialdaten herausgegriffen und mit dem hier verwendeten Materialmodell nachgerechnet.
Die Langsbewehrung dieser Scheibe ist in etwa doppelt so grofs wie deren Querbewehrung,
so dass hier das Rotieren der Rissrichtung in Richtung der starken Langsbewehrung gut
zu beobachten ist.

Hierzu wurde ein finites Elementnetz mit 8 x 8 Elementen erzeugt, welches entsprechend
dem Versuchsaufbau in Bild 4.19 gelagert wurde. Die Belastung wurde in Form von Schub-
spannungen erzeugenden Linienlasten an den Réndern der duferen Elemente aufgebracht,
wobei diese innerhalb der FE-Modellierung in dquivalente Knotenlasten geméfs Bild4.19
umgeformt werden. Die resultierenden Schubkrifte kN/m] miissen zum Vergleich mit den
anderen Ergebnissen noch mit Hilfe der Abmessungen der Scheibe in Schubspannungen
[N/mm?] umgerechnet werden. Bild 4.20 zeigt die Ergebnisse der durchgefiihrten Berech-
nung im Vergleich mit den experimentellen Daten von Veccio & Collins (1986) und den
FE-Resultaten von Stempniewski (1990) und Kolleger & Mehlhorn (1987). Hierbei ist die
Drehung der Rissrichtung aus dem Zustand orthogonal zur Hauptspannungsrichtung bei
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Bild 4.19: Versuchsautbau und Materialdaten einer Stahlbetonscheibe unter Schubbean-
spruchung nach Veccio & Collins (1986)
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Bild 4.20: Verdnderung der Rissrichtung fiir eine schubbeanspruchte Stahlbetonscheibe
nach Veccio & Collins (1986)

Erstrissbildung in den Zustand in Richtung der starken Lingsbewehrung - einer Haupt-
dehnungsrichtung - gut erkennbar.
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4.11.5 Zugstab mit zentrischer Bewehrung

Bei diesem Beispiel handelt es sich um einen einfachen einaxialen Spannungszustand,
an dem die Giiltigkeit der Tension-Stiffening Modellierung aus Kapitel4.8.3 und eben-
falls die Anwendbarkeit der zufallsverteilten Zugfestigkeit gezeigt werden soll. Die FE-
Berechnungen werden in diesem Fall mit Versuchen verglichen, die im Rahmen einer
bereits abgeschlossenen Forschungsarbeit [Andres & Harte 2000] durchgefiihrt wurden.

y 200 mm /||/ 1000 mm /ll/ 200 mm /ll/
50,50 [
=
] L
o
? o 8 :::::::::IE=:==::==:=
o
i - 1
! 100 / "
- 1BST500S @10 mm,L=1400 mm zu fertigen: 5 Probetrager mit je 1 & 10 mm
ZW.
1BST500S @12 mm, L =1 400 mm = zu fertigen: 5 Probetrager mit je 1 & 12 mm

Bild 4.21: Abmessungen der Versuchskorper nach Andres & Harte (2000)

Sie umfassen eine Versuchsreihe von insgesamt 10 Zugstdben, deren Abmessung Bild
4.21 zu entnehmen sind. Jeweils die Hélfte der Anzahl wurde mit einer Bewehrung von
0.79 % (210 mm) beziehungsweise 1.13 % (212 mm) der Betonflache durchgefiihrt. Die Be-
wehrung wurde zentrisch eingelegt und durch den am Beton geklebten Einspannschuh
durchgefiihrt und verschweifst. So wurde eine kraftschliissige Verbindung zwischen dem
gesamten Versuchskorper und dem Kraftaufgeber der Versuchsanlage hergestellt. Fiir die
vergleichende FE-Berechnung wurden die in weiteren Versuchen ermittelten Materialei-
genschaften zu E = 39960 MN/m?, f, = 82.03 MN/m? und f; = 2.88 MN/m? angesetzt.

60 7

FE-Analysen

m\/
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zentrische Zugkraft [kN/m]

0.000 0.016 0.032 0.048 0.064 0.080 0.096 0.112 0.128 0.144 0.160 0.176
Verschiebung [cm]

Bild 4.22: Last-Verformungsdiagramm fiir einen Zugstab
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In Bild 4.22 sind die Ergebnisse von fiinf FE-Berechnungen der Last-Verformungskurve
des Probekorpers Z14 gegeniibergestellt. Die Kurven der FE-Berechnung befinden sich
in einem guten Naherungsbereich der Versuchskurve und iibertreffen nur leicht die reale
Versagenslast. Die durch die hohere Festigkeit angestiegene Verbundspannung zeigt sich
durch eine hohere Steifigkeit des Systems im Nachrissbereich. Die zufillige Verteilung der

Zugfestigkeit zeigt sich in den geringfiigigen Unterschieden der fiinf FE-Ergebniskurven
untereinander.

4.11.6 Zugstab mit unterschiedlichen Tension-Stiffening Model-
lierungen

Zur Veranschaulichung des Einflusses unterschiedlicher Tension-Stiffening Modellierungen
wurde ein Zugstab mit den Abmessungen nach Abschnitt4.11.5 mit einigen unterschiedli-
chen Tension-Stiffening Modellen getestet und gegeniibergestellt. Zur Anwendung kamen
hierbei die Gesetze nach Gilbert & Warner (1978), Konig et al. (2001) und nach Noakowski
(1988). Bild 4.23 zeigt die Ergebnisse dieser Analyse.

40 1 —+— Ansatz nach [Noakowski 1988]
—o— Ansatz nach [Gilbert&Warner 1978]
= —~— Ansatz nach [Konig et al. 2001]
—o— Ansatz nach [Noh 2002]

—o— kein Tension-Stiffening

zentrische Zugkraft [kN/m]

T T T T T T T T T T T T T T T T T T
0.00 -0.01 0.02 -0.04 -0.05 -0.07 -0.09 -0.10 0.12 0.13
Verschiebung [cm]

Bild 4.23: Zugstab mit unterschiedlichen Tension-Stiffening Modellierungen

Die Ergebnisse deuten auf einen groffen Unterschied im Erstrissbereich hin. Hier bilden
die Gesetze nach Gilbert & Warner (1978), Noakowski (1988) und Kénig et al. (2001)
das Tragverhalten gegeniiber Noh (2002) sehr viel steifer ab. Im abgeschlossenen Rissbild
nahern sich alle Kurven wieder an, die Grenztraglast wird in diesem Beispiel bei allen For-
mulierungen erreicht, allerdings beschreibt die Modellierung nachNoh (2002) den Verlauf
sehr viel realitdtsnaher.



Kapitel 5

Auswahl und Bemessung
stabilitatsgetahrdeter Modellschalen
nach DIN 1045-1

5.1 Erweiterung des allgemeinen Bemessungskonzeptes
fiir hochfeste Betone

Um eine nichtlineare Analyse durchzufiihren, ist zuvor die erforderliche Bewehrung einer
Stahlbetonschale zu ermitteln. Dies wird heute in der Regel rechnergestiitzt im Anschluss
an eine lineare FE-Analyse erledigt. Die in dem ProgrammsystemFEMAS 2000 vorhande-
nen Bemessungsroutinen wurden im Rahmen dieser Arbeit fiir die Anwendung hochfester
Betone verdndert bzw. erweitert.

Der Unterschied zu der Bemessung mit normalfestem Beton ist zum einen die verin-
derliche maximale Betonstauchung €., und zum anderen der verdnderte Verlauf der
Spannungs-Dehnungslinie.

Die Spannungs-Dehnungslinie ist nach DIN 1045-1 (2001) mit

o, = fcd[l—(l—;—c) } fiir 0>¢e.> ep (5.1)
c2
und
O = fcd fiir €2 = E¢ 2 Ecou (52)
gegeben.

Die Ermittlung des Bemessungswertes der Betonfestigkeit erfolgt nach

fea = a - fa /. (5.3)

mit «a =0.85 (Dauerstandsbeiwert).

Fiir Betone bis zu einer Festigkeitsklasse von C50/60 betrigt der Teilsicherheitsbeiwert

68



5.1 FErweiterung des allgemeinen Bemessungskonzeptes fiir hochfeste Betone 69

74 = 1.5 und berechnet sich fiir Betone hoherer Festigkeit zu:

1

Jek *
1.1—5—0‘6

=15 (5.4)

Die festigkeitsabhangigen Parameter der Gleichungen (.1) und (5.3) finden sich in Ta-
belle 5.1 wieder. Hierbei wird auch die unterschiedliche Behandlung von normal- und
hochfestem Beton deutlich.

Um eine Bemessung nach dem Normenkonzept durchzufiihren, miissen die Grenzen der
einzelnen Bemessungsbereiche neu definiert werden. Die Bereichsgrenzen lauten:

Bereich 1: —00<E<0 (5.5)
Bereich 21 0 <& < gppoe— (5.6)
Bereich 3 und 4a: 52— << 1.0 (5.7)
Bereich 4: 1.0 < <144 (5.8)
Bereich 5: 1.0+ 4 < ¢ < 0. (5.9)

Innerhalb dieser Bereiche kénnen nun in allgemeiner Form die jeweiligen Dehnungszu-
stdnde hergeleitet werden. Um eine allgemeine Bemessung durchfiihren zu kénnen, wurde
im Anschluss daran eine iterative Vorgehensweise zur Bewehrungsermittlung fiir die veran-
derten Eingangswerte modifiziert. Dazu musste die Bestimmung der Betondruckspannung
im Querschnitt in allgemeiner Form hergeleitet werden Andres 1998].

In den Bildern 5.1 und 5.2 sind die Beiwerte k, (bezogener Abstand der resultierenden auf-
nehmbaren Betondruckkraft vom Querschnittsrand) und ag (Volligkeit der Spannungs-
verteilungskurve) in Abhéngigkeit von den unterschiedlichen Betongiiten dargestellt.

Bei steigender Betonfestigkeit nimmt die Volligkeit der Spannungs-Dehnungslinie ab, aber
auch der Randabstand der Resultierenden der Betondruckspannung vermindert sich. Da-
her ist bei einer Bemessung eines stark auf Biegung oder Zug beanspruchten Bauteils die
ermittelte Bewehrungsmenge nahezu identisch, wahrend bei druckbeanspruchten Bau-
teilen die hohere Betonfestigkeit bewehrungsmindernd wirkt. Eine Besonderheit bei der
Bemessung stellt hierbei der voll iiberdriickte Querschnitt dar. Hier wird die maximal

| Festigkeitsklasse | C12/15 - C50/60 | C55/67 | C60/75 | C70/85 [ C80/95 |

n 2.0 2.0 1.9 1.8 1.7

€2 -2.0 -2.03 -2.06 -2.1 -2.14

Eeom 35 31 2.7 25 2.4

v 1.5 1.5151 1.5306 | 1.5625 | 1.5957

C90/105 | C100/115 | |

n 1.6 1.55

Ec2 -2.17 -2.2

Ec2u -2.3 -2.2

v 1.6304 1.6667

Tabelle 5.1: Festigkeitsabhéngige Grofen nach DIN 1045-1 (2001)
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Bild 5.2: ag und k, bei einem ganz tiberdriickten Querschnitt

erlaubte Betonstauchung fiir normalfesten Beton bei vereinfachter Beriicksichtigung der
glinstigen Wirkung des Kriechens auf 2.%%¢ beschriankt, wihrend fiir den hochfesten Be-
ton unverdndert €., gilt. Diese Regelung sorgt fiir einen Sprung bei dem Ubergang der
Giiteklassen von normalfestem zu hochfestem Beton und sollte daher verdndert werden.

Zur Verifikation der erweiterten Bemessungsroutinen soll die Ermittlung der Bewehrung
einer einfachen Innenstiitze (Bild 5.3) unter starker Druckbeanspruchung gezeigt werden,
da dort die hohere Druckfestigkeit in stirkerem Make ausgenutzt werden kann. Es ist
erkennbar, dass mit zunehmender Zylinderdruckfestigkeit die Reduktion der erforderlichen
Bewehrung aufgrund des erhohten Sicherheitsbeiwertes fiir hochfesten Beton nach DIN
1045-1 (2001) geringer ausfillt.

An dieser Stelle sei im Hinblick auf die DIN 1045-1 (2001) auf einige Besonderheiten bei
der Bemessung mit hochfestem Beton eingegangen. Fiir stark auf Biegung beanspruchte
Bauteile wird die bezogene Druckzonenhohe z/d fiir normalfesten Beton auf 0.45 und fiir
hochfesten Beton auf 0.35 beschréankt. Diese Regelung triagt dem Umstand der mangelnden
Duktilitat des Werkstoffs Beton Rechnung. Wird die Duktilitdt auf einem anderen Weg,
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Bild 5.3: System und Bemessungsergebnisse einer axial gedriickten und auf Biegung be-
anspruchten Innenstiitze

z. B. durch Umbiigelung, Zugabe von Stahlfasern oder Verdnderung der Bewehrungsmenge
erhoht, so darf von dieser Beschriankung abgesehen werden. Weitere besondere Regelungen
hinsichtlich hochfesten Betons betreffen zum groflen Teil die Querbewehrung, der aber
naturgeméifs bei der Konstruktion von Schalentragwerken weniger Bedeutung zukommt.
Daher wird hier von einer vertiefenden Betrachtung abgesehen.

Fiir den Nachweis der Gebrauchstauglichkeit wird nach DIN 1045-1 (2001) eine Mindest-
bewehrung

As =ke k- fct,eff ) Act/as (510)

und ein maximaler Stabdurchmesser

d. = d: . k.- k- h ) fct,eff > d . fct,eff

4-(h=d) fao — ° feao (5.11)

gefordert.

Die Grofe der Mindestbewehrung ist folglich in erheblichem Mafte von der Zugfestigkeit
des Betons abhingig. Die Differenz zwischen einem C30/37 und einem C80/95 betragt
beispielsweise ca. 65 %.

Die programmtechnischen Voraussetzungen zur Durchfiihrung dieses Nachweises inner-
halb des Programmsystems FEMAS 2000 wurden ebenfalls im Rahmen dieser Arbeit ge-
schaffen.

5.2 Auswahl von stabilitatsgefihrdeten Modellschalen

Um eine Auswahl von Modellschalen zu treffen, die im Rahmen dieser Arbeit néher zu
betrachten sind, miissen mehrere Parameter beriicksichtigt werden. Die Arbeit soll hierbei
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die Untersuchung der Schalentypen Kreiszylinderschale und Hyperboloidschale umfassen.
Des Weiteren erfolgt eine Beschrinkung auf ausgewihlte Lastfille, die fiir eine prakti-
sche Anwendung sinnvoll erscheinen. Bei der Hyperbelschale werden daher die Lastfille
Eigengewicht und Winddruck gewéhlt. Der Kreiszylinder dagegen wird mit dem Lastfall
Axialdruck beaufschlagt, um einen einfachen und iiberschaubaren Spannungszustand zu
erreichen.

Bild 5.4: Geometrie eines Rotationshyperboloiden

Bei der Auswahl einer speziellen Hyperbelgeometrie nach Bild5.4, welche der Gleichung

r(0s) = Ar+a- (%2)2+1. (5.12)

gehorcht, kann fiir eine allgemeine Betrachtung auf die Arbeit von Eckstein et al.
(1979) zuriickgegriffen werden. In dieser Arbeit wurden Schalentypen unterschiedlicher
GAuss’scher Kriimmung auf ihre Beullast und Anfélligkeit gegeniiber Imperfektionen
iiberpriift. Diese Uberpriifung wurde fiir die Lastfille Axialdruck und Manteldruck durch-
gefiihrt. Bei Hyperbelschalen wurde der Bereich der minimalen Beullast bei einem Verhélt-
nis der Hauptkriimmungsradien R,/ Ry = 0.07 identifiziert (Bild 5.5). Allerdings wurde
gleichzeitig herausgearbeitet, dass gerade in diesem Fall die Imperfektionsempfindlichkeit
am geringsten ist.

Daraus allein ldsst sich aufgrund der vielfaltigen Parameter in Gleichung 6.12) keine
eindeutige ungiinstige Geometrie festlegen. Fiir eine spétere Ubertragung der Ergebnisse
dieser Arbeit auf reale Bauwerke werden die Geometrieparameter von existierenden Kiihl-
tiirmen und Vorstudien herangezogen. Die Neigung des unteren Schalenrandes bewegt sich
hierbei in einem Bereich von 15° bis 19°. Der Grund hierfiir liegt in einer moglichst geringen
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Bild 5.5: Beullast und Imperfektionsempfindlichkeit nach Eckstein et al. (1979)

Meridiankriimmungsdifferenz zwischen Fufpunkt und Taille, die das Lastabtragungsver-
halten einer Hyperbelschale positiv beeinflusst.

Um der Grofenordnung eines realen Bauwerks zu entsprechen und damit auch sinn-
volle Bewehrungsmengen zu erzielen, wurden daher fiir die betrachtete Schale hgs =
200m, hy = 100m, a = 50m und ¢, = 15.0° gewihlt. Daraus folgt nach Umstellung von
Gleichung (5.12) die Gleichung zur Ermittlung von b zu

_hE Ry a?hZ

h— (5.13)

2 4 = tan?p,

Diese fiihrt bei den oben gewéhlten Parametern zub = 119.66 m. Im Folgenden ist diese
Geometrie mit Schalengeometrie I bezeichnet.

Mittels der Ndherung fiir die Hauptkriimmungsradien
R1 ~ —-T (62) (514)

b2/ (%) +1
Ry ~ (ab) (5.15)

fiir eine Hyperbelschale mit konstantem Meridiankriimmungsradius ermittelt sich das Ver-
héltnis Ry /Ry zu 0.1746. Diese Schale weist nicht die geringste Beullast auf.

Wird eine Schale mit Ry/R; = 0.07 angestrebt, so kann bei gegebenen Parametern h s,
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hr und a der Parameter b aus folgender Gleichung gewonnen werden:

R
Y
e ()
CL2 02 2
= — =} = 1. 1
0.07 <b> i (5.16)

Bei den hier verwendeten Parametern fiihrt dies zu einem Parameterb = 176.25m. Eine
weitere Beschrinkung in der Arbeit von Eckstein et al. (1979) ist die Bedingung eines
konstanten Meridiankriimmungsradius R,. Dies fiihrt zu der Bedingung

(9—;)2 < 1. (5.17)

Bei Uberpriifung der bis hierher gewihlten Schalen auf Giiltigkeit von Gleichung §.17)
fallt auf, dass die Bedingung erst ab einem Parameterb > 300.0 m anndhernd erfiillt ist.
Daher wird fiir die endgiiltige Festlegung der Schalengeometrie 11 eine zusitzliche Analyse
der linearen Beullast fiir die hier gegebenen Schalencharakteristika notwendig.

Hierzu wurde bei einer Hyperbelschale mit konstantem Parametera und konstanter Hohe
H der Parameter b variiert. Als Lagerungsarten wurden die Einspannung des unteren
Randes und der freie und ausgesteifte obere Rand untersucht. In Bild5.6 ist das Ergeb-
nis einer klassischen Stabilitdtsanalyse einer Schale mit konstanter Dicket = 25.0 cm zu
sehen. Es ist jeweils die Beullast eines bestimmten Lastfalls - Eigengewicht G), Windin-
nensog (W;), Windaufendruck (W,) und G + W, + W; - iiber dem gemittelten Verhéltnis
Ry /Rs aufgetragen. Die Verldufe zeigen, dass, anders als bei den untersuchten Schalen in
Eckstein et al. (1979), kein lokales Beulminimum bei dem Verhéltnis R; /Ry = 0.07 ent-
steht, sondern erst bei einer geringeren Meridiankriimmung der Schale. Die Lage dieses
Minimums variiert in den betrachteten Féllen mit unterschiedlicher Schalendicke (s. Bild
5.7) bzw. unterschiedlicher Lagerung nur leicht - im Fall einer Membranlagerung tritt
fir diese spezielle Geometrie kein Beulminimum auf (Bild 5.8) -, so dass ein mittleres
Verhéltnis zu R;/Rs = 0.037 angegeben werden kann.

Aus diesen Uberlegungen heraus wird fiir die Schalengeometrie II ein Parameterb =
250.5m gewdahlt, da die zusétzlich durchgefithrten Untersuchungen zeigten, dass das Auf-
treten des Beulminimums in starkem Mafse von den iibrigen Schalenparametern wie Dicke
t, Ar, a, b und ¢, abhéngig ist. Daher kann hier keine allgemeingiiltige Grenze fiir Hy-
perboloidschalen festgelegt werden.

Die Neigung des unteren Schalenrandes dieser Schale betragt nach Gleichung

i 1 z
=0
142 0

(5.18)

v, = 8.02°. Die Kriimmungsdifferenz zwischen dem unteren Rand und der Taille kann
anhand der Gleichung

, a 22 —3/2
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Bild 5.6: Beullasten eines eingespannten Rotationshyperboloiden mit Schalendicke? =
25.0cm

ermittelt werden. Fiir Schalengeometrie I ergibt sich die Kriimmungsdifferenz zu(1.5776 -
1073 — 3.4919 - 1073) und fiir Schalengeometrie II zu (1.0590 - 1073 — 1.6096 - 1073).

Weiterhin entscheidend fiir den Spannungszustand im Tragwerk ist neben der Form auch
die Lagerung des Tragwerks. Prinzipiell konnen sowohl am oberen als auch am unteren
Rand unterschiedliche Lagerungsarten (Bild 5.10) zwischen frei und eingespannt gewéhlt
werden. Um auch an dieser Stelle nicht den Bezug zu realen Bauwerken zu verlieren, wird
im Rahmen dieser Arbeit nur auf einige Lagerungsarten niher eingegangen. Durch ein
Stiitzenfachwerk gelagerte Kiihltiirme liegen in dem Bereich zwischen idealer Membranla-
gerung und gelenkiger Lagerung des unteren Randes. Diese Form der Lagerung wird aber
nicht ndher betrachtet. Die in jiingerer Zeit beliebteren radialgestiitzten Kiihlturmschalen
mit einem oberen Aussteifungsrandglied hingegen liegen genau innerhalb des Bereichs der
Lagerungsarten 2.1, 3.1, 2.3 und 3.3. Um die Lagerung des oberen Randes bei Art 2.3
und 3.3 zu realisieren, wurde an der oberen Knotenreihe der Diskretisierung die Verdre-
hung um die ©-Achse behindert. Dadurch wird erreicht, dass eine unendliche Steifigkeit
des oberen Randes simuliert wird, wobei die Starrkorperbewegung des oberen Randes
ungehindert bleibt. In Tabelle 5.2 sind die im weiteren Verlauf der Arbeit betrachteten
Hyperbelschalen aufgefiihrt.

Als klassisches Beispiel fiir eine iiberwiegend auf Druck beanspruchte Struktur soll im
weiteren Verlauf auch eine Kreiszylinderschale untersucht werden. Die Auswahl der Geo-
metrie einer solchen Kreiszylinderschale fallt aufgrund der verschiedenen, die Beullast
bestimmenden, Parameter wie beispielsweise Hohe, Radius und Dicke schwer. Eine Ori-
entierung an bereits bestehenden Forschungsarbeiten, wie beispielsweise Popov & Med-
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Bild 5.7: Beullasten eines eingespannten Rotationshyperboloiden mit Schalendicket =

18.0cm

] Kennung \ Schalenform \ Material \ Lagerung (unten-oben) ‘
I 30 aa I C30/37 gelenkig-frei (2.1)
I 30 ab I C30/37 gelenkig-ausgesteift (2.3)
I 30 ba I C30/37 eingespannt-frei (3.1)
1 30 bb I C30/37 | eingespannt-ausgesteift (3.3)
I 80 aa I C80/95 gelenkig-frei (2.1)
I 80 ab I C80/95 gelenkig-ausgesteift (2.3)
1 80 ba I C80/95 eingespannt-frei (3.1)
I 80 bb I C80/95 | eingespannt-ausgesteift (3.3)
IT 30 aa I1 C30/37 gelenkig-frei (2.1)
IT 30 ab 11 C30/37 gelenkig-ausgesteift (2.3)
IT 30 ba 11 C30/37 eingespannt-frei (3.1)
IT 30 bb II C30/37 | eingespannt-ausgesteift (3.3)
IT 80 aa II C80/95 gelenkig-frei (2.1)
IT 80 ab 11 C80/95 gelenkig-ausgesteift (2.3)
IT 80 ba I C80/95 eingespannt-frei (3.1)
IT 80 bb I1 C80/95 | eingespannt-ausgesteift (3.3)

Tabelle 5.2: Bezeichnungen der Modellschalen
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Bild 5.8: Beullasten eines membran gelagerten Rotationshyperboloiden mit Schalendicke

t=25.0cm
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Bild 5.9: Geometrien der untersuchten Hyperbelschalen

wadowski (1981), ist nur bedingt moglich, da die in den Untersuchungen als besonders
stabilitatsgefahrdeten Abmessungen nur Giiltigkeit fiir Stahlschalen besitzen - im Spezi-
ellen Silos und Kaminrohre.

Wird hingegen der Werkstoff Stahlbeton verwendet, so werden die in diesen Publikatio-
nen als besonders stabilitdtsgefdhrdet identifizierten Abmessungsbereiche verlassen. Da-
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Bild 5.10: Lagerungsvarianten einer Hyperbelschale

her wurde als Beispiel fiir ein ausschlieflich druckbeanspruchtes Schalentragwerk ein axial
gedriicktes Schalenfeld untersucht. Diese Wahl bedeutet eine Reduktion der Parameter,
welche die kritische Last beeinflussen, auf zwei Grofen; die Schalendicke und der Scha-
lenradius.

5.3 Bemessung und Konstruktion der Modellschalen

5.3.1 Allgemeine Vorgaben

Fiir die Verifizierung der programmtechnischen Erweiterungen und fiir die in Kapitel8
durchgefiihrten nichtlinearen Analysen wurde im Rahmen der Arbeit fiir die in dieser Stu-
die betrachteten Modellschalen die Bewehrung fiir unterschiedliche Betongiiten ermittelt.
Im Folgenden sind diese Ergebnisse exemplarisch fiir drei Schalen dargestellt. Die Schalen
wurden jeweils unter einer Kombination von Eigengewicht und Wind belastet.

Die Bemessung der Schalen wurde nach DIN 1045-1 (2001) durchgefiihrt. Hierzu ist zuerst
die Expositionsklasse des zu entwerfenden Bauteils zu wihlen.

Expositionsklassen legen in Abhéngigkeit der Beaufschlagungsart des Bauwerks, sprich
der das Bauwerk umgebenden Bedingungen, die Mindestbetonfestigkeitsklassen, die not-
wendige Mindestbetondeckung und das Vorhaltemaf fest.

Cnom = Cmin + Ac (520)

Hierdurch soll bereits zu Zeiten des Entwurfs und der Planung eine moglichst hohe Dau-
erhaftigkeit des Bauwerks erreicht werden. Die hier betrachteten Modellschalen sind als
Kiihlturmbauwerk denkbar und unterliegen daher ebenfalls den Regelungen der BTR
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(1997). Ohne néher auf die Vorschriften einzugehen wird fiir einen im Kiihlturm- bzw.
Tankbau iiblichen sehr dichten Beton und einer sehr sorgfiltigen Fertigung die Beton-
deckung zu ¢, = 30 mm gewéhlt.

Fiir eine realitdtsnahe Auslegung der Bewehrung werden die mafkgebenden Lastfallkom-
binationen benétigt. Da hier eine Hyperbelschale betrachtet wird, welche in den meisten
Féllen als Kiihlturm genutzt wird, sollen in Anlehnung an dieBTR (1997) - basierend auf
der Norm DIN 1045 (1988) - die beiden Kombinationen G + W + T mit v, = 1.75 und
G+ 1.75 W mit v, = 1.0 gewahlt werden.

Da dieser Arbeit aber andererseits die neue DIN 1045-1 (2001) zugrunde liegen soll, wurde
dem Teilsicherheitskonzept durch eine geeignete normkonforme Lastkombination Rech-
nung getragen. Voruntersuchungen zeigen, dass eine einfache Transformation in das neue
Normenkonzept die Bewehrungsmengen stark (bis zu 40 %) ansteigen lassen Andres et
al. 1999]. Ein Herausarbeiten der mafigeblichen Lastkombination kann und soll allerdings
nicht Bestandteil dieser Arbeit sein. Daher wird in Anlehnung an dieDIN 1045-1 (2001)
ausschliefslich die Lastkombination 1.0 G4 1.5W fiir giinstig wirkendes Eigengewicht und
den Verkehrslastfall Wind gewéhlt. Der Lastfall Wind auf eine Kiihlturmschale ist fiir eine
Stabilitdtsuntersuchung unter Beriicksichtigung von materiellen Nichtlinearitdten sehr ge-
eignet, da der Lastabtrag der Hyperbelschale sowohl durch ausgepragte Zug- als auch
Druckbereiche erfolgt. Die zurzeit in der Erstellung befindliche Neufassung der BTR-
Entwurf, Stand 07/03 2003] gibt von den hier festgelegten Annahmen leicht differierende
Lastkombinationen vor. Die dort festgelegten Teilsicherheits- und Kombinationsbeiwerte
standen zum Zeitpunkt der Erstellung dieser Arbeit zur Diskussion und konnte daher
noch nicht angesetzt werden.

5.3.2 Ergebnisdiskussion der Bemessung der Modellschalen fiir
Hochleistungsbeton

Die Bewehrungsermittlung wird fiir die Betongiiteklassen C30/37, C50/60, C70/80,
C80/95 und C 100/115 durchgefiihrt. An dieser Stelle sind exemplarisch die Ergebnisse fiir
die Hyperbelschale mit einer gelenkigen Lagerung am unteren Schalenrand ausC 30/37
und C80/95 dargestellt. In den Bildern 5.11 und 5.12 fiir die Schalengeometrie I fallt
auf, dass die maximale Bewehrung fiir alle Betonsorten gleich bleibt, da hier Bereiche
mit starker Biege- bzw. Zugbeanspruchung mafkgebend sind. Der Knick in dem Verlauf
der Meridianbewehrung der Schale mit Aussteifung des oberen Randes resultiert aus der
Entlastung des Anstrémmeridians im oberen Schalenbereich. Hier wird der bei etwa 100
gegeniiber dem Anstrommeridian versetzte, in der Flanke liegende Zugbereich mafgebend.

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass die zusétzliche Beriicksichtigung von Tem-
peraturlastfillen die Bewehrung fiir hoherfeste Betone aufgrund der erhohten Steifigkeit
anwachsen lassen wiirde |[Andres & Harte 2000).

Erginzend hierzu wurde die Bewehrung fiir denselben Hyperboloiden mit einer Schalen-
dicke von t = 21 cm ermittelt, die aus der linearen Beulanalyse entstammt. Die Bilder
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Bild 5.11: Ring- und Meridianbewehrung fiir Schale I 30 aa“ und I 80 aa“ fiir die Scha-
lendicke ¢ = 25 cm
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Bild 5.12: Ring- und Meridianbewehrung fiir Schale ,I 30 ab® und I 80 ab* fiir die Scha-

lendicke ¢ = 25 cm
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Bild 5.13: Ring- und Meridianbewehrung fiir Schale ,I 80 aa“ fiir die Schalendickent
21l cm bzw. t = 25 cm
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Bild 5.14: Ring- und Meridianbewehrung fiir Schale I 80 ab“ fiir die Schalendickent

21 cm bzw. t = 25cm
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Bild 5.15: Ring- und Meridianbewehrung fiir Schale II 30 aa“ und ,II 80 aa“ fiir die

Schalendicke ¢ = 20 cm
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Bild 5.16: Ring- und Meridianbewehrung fiir Schale ,IT 30 ab“ und ,IT 80 ab“ fiir die

Schalendicke t = 20 cm
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Bild 5.17: Ring- und Meridianbewehrung fiir Schale ,IT 80 aa® fiir die Schalendickent
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Bild 5.18: Ring- und Meridianbewehrung fiir Schale ,IT 80 ab“ fiir die Schalendickent
17.5cm bzw. t
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5.13 und 5.14 zeigen, dass nicht allein die Reduktion des inneren Hebelarms zu einer Be-
wehrungserh6hung fiihrt, sondern auch der verdnderte Schnittgrofenverlauf aufgrund des
verringerten FEigengewichts der Schale.

Die Analyse der Schalengeometrie 11 zeigt hingegen génzlich andere Verlaufe. Der unter-
schiedliche Verlauf der Bewehrungsmengen {iber die Hohe ist in der schwachen Meridi-
ankriimmung der Schale begriindet. Die Schale verhélt sich hinsichtlich ihres Lastabtrags
nahezu wie eine zylindrische Schale. Ein merklicher Unterschied zwischen den ermittelten
Bewehrungsmengen ldsst sich in erster Linie im oberen Schalendrittel infolge des steiferen
Verhaltens und somit der groferen Ringzugkrifte der C 80/95-Schale erkennen.

Der Vergleich mit den Ergebnissen der am unteren Rand eingespannten Schalen zeigt
nahezu identische Bewehrungsgehalte. Da die Bemessungsschnittgréfsen im Wesentlichen
durch die Membrankrifte in der Schale dominiert sind, ist dieses Resultat plausibel.



Kapitel 6

Traglast- und Stabilitatsanalyse von
Stahlbetonschalen mit Hilfe der FEM

6.1 Geometrisch und physikalisch nichtlineare Trag-
lastanalyse

6.1.1 Allgemeine Vorgehensweise bei Anwendung der FEM

Die wesentlichen Zusammenhénge zur Durchfiihrung einer FE-Analyse wurden bereits in
Kapitel 3 beschrieben. Das linearisierte Prinzip der virtuellen Verschiebungen kann in
seiner allgemeinen Form durch die allgemeine Bewegungsgleichung der FEM ausgedriickt
werden:

+ + +
M-v+Cr-V+Kr-V=P,—-F,, - F.—F,. (6.1)

Sie besteht auf der Seite der inneren Verschiebungsarbeiten aus dem energetischen Pro-
+
dukt der linearen Massenmatrix (M) mit den inkrementellen Beschleunigungen V, der

+
tangentialen Dampfungsmatrix (Cr) mit den inkrementellen Geschwindigkeiten V und

der tangentialen Steifigkeitsmatrix (Kr) mit den inkrementellen Verschiebungen {r/' Die
rechte Seite der Gleichung besteht aus den duferen Kriften (P,), sowie den Trigheits-
(F,,), Dampfungs- (F.) und Ungleichgewichtskriften (F;). Im Rahmen der hier durchge-
fiihrten Untersuchungen erfolgt die Beschrankung auf das Teilgebiet der statischen Ana-
lyse, so dass Gleichung (6.1) zu

+
Kr-v=P,—F; (6.2)
reduziert werden kann.

85
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6.1.2 Inkrementell-iterative Pfadverfolgungsalgorithmen

Die zur Auswahl stehenden Algorithmen zur Auffindung der Gleichgewichtszustiande in-
nerhalb einer inkrementell-iterativen Vorgehensweise, bei der die Gesamtsteifigkeitsbe-
ziehung in der Umgebung eines ausiterierten Gleichgewichtszustandes linearisiert wird,
lassen sich in die beiden Gruppen der Newton- und der Bogenldngenverfahren untertei-
len, wie in vielfachen anderen Arbeiten ausfiihrlich zu finden Eckstein 1983|, [Methfessel
1989, |Zahlten 1990], [Schneider 1997], [Spohr 1998] .

Gerade im Hinblick auf die bei der Betrachtung von Durchschlagsproblemen auftre-
tenden Extrempunkte im Losungsraum, welche durch horizontale Tangenten im Last-
Verschiebungsdiagramm gekennzeichnet sind, treten die Vorteile der Bogenldngenverfah-
ren in den Vordergrund. Sie sind in der Lage derartige Extrempunkte zu {iberwinden
und den Loésungspfad im instabilen Bereich zu verfolgen. Die Verfahren sind hinldnglich
bekannt und sollen an dieser Stelle nicht nidher beschrieben werden. Im Rahmen dieser
Arbeit wurde allerdings ein Bogenldngenverfahren zur Lésung benutzt, welches weitaus
weniger bekannt ist als das Verfahren nach Riks (1979), Wempner (1971) und Wessels
(1977). Das hier verwendete Bogenldngenverfahren nach Crisfield (1981) bzw. Crisfield
(1984) unterscheidet sich gegeniiber den anderen Bogenlédngenverfahren in der Annéhe-
rung von der Ebene der tangentialen Steifigkeit an den Gleichgewichtspfad. Es ist fiir stark
ausgeprigte Durchschlagsprobleme, wie beispielsweise dem Snap-Back-Problem, ein sehr
effektives Verfahren, welches in leicht abgewandelter Form erfolgreich innerhalb der Stabi-
litdtsanalyse eingesetzt wird [de Borst 1987|, [Schneider 1997]. In Bild 6.1 ist das Verfahren
anhand der Darstellung eines Last-Verformungsdiagramms eines Ein-Freiheitsgradsystems
dem Verfahren nach Riks (1979), Wempner (1971) und Wessels (1977) gegeniibergestellt.
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Bild 6.1: Gegeniiberstellung von Iterationsalgorithmen

Neben der Definition der Schnittebene als Kreis unterscheidet es sich dadurch, dass die
Definition der Schnittebene innerhalb des Lastschritts im Gegensatz zu den anderen Ver-
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fahren verdinderlich ist. Hierdurch gelingt das Uberschreiten eines Extrempunktes sicherer
und stabiler.

6.1.3 Normative Vorgaben nach DIN 1045-1

Die nichtlineare Ermittlung von Schnittgrofen, die in Deutschland erstmals ausdriicklich
in der DIN 1045-1 (2001) geregelt wird, ist in Form einer Ermittlung des Tragwiderstandes
zu fithren. Der Bemessungswert dieses Tragwiderstandes muss hierbei grofer als der Be-
messungswert der mafgebenden Einwirkungskombination sein. Nach DIN 1045-1 (2001)
diirfen hierzu folgende rechnerische Mittelwerte der Baustofffestigkeiten - die Nomenkla-
tur ,Mittelwerte“ an dieser Stelle ist nach Meinung des Autors unangemessen, da es sich
um keine Mittelwerte im Sinne der Materialtechnologie handelt - angenommen werden:

fyR = 11 fyk:

fir = 105 fyr fiir Betonstahl mit normaler Duktilitéit
fir = 1.08- fyr fiir Betonstahl mit hoher Duktilitét (6.3)
fer = 0.85-a- fu fiir Beton < C50/60

fer = 085-a- fu/v. fiir Beton > C55/67.

Als Teilsicherheitsbeiwert fiir den Tragwiderstand darf hierbeiyg = 1.3 angesetzt werden.
Der Grenzzustand der Tragfahigkeit ist erreicht, wenn entweder die kritische Stahldeh-
nung, die kritische Betondehnung oder aber ein indifferentes Gleichgewicht am (Gesamt-
system oder in Teilen davon erreicht wird.

Diese Form des Nachweises ist von seinem Ansatz her in erster Linie fiir Systeme giiltig,
in denen sich die Schnittgrofen aller Einzellastfélle der jeweiligen Lastfallkombinationen
ungiinstig iiberlagern, wie es beispielsweise bei einem Einfeld- oder Durchlauftriger unter
Linienlast der Fall ist. Beeinflusst hingegen das Eigengewicht die zum spéteren Versa-
gen fithrenden Tragwerksteile positiv, so verliert diese Form des Nachweises mit einem
Tragwiderstand von yg = 1.3 {iber die gesamte Lastfallkombination ihre Giiltigkeit. Eine
genauere Betrachtung der Vorfaktoren in den Gleichungen (.3) zeigt, dass durch Zusam-
menfassen des jeweiligen Teilsicherheitsheiwertes mit dem Beiwert des Tragwiderstandes
anndhernd der Materialteilsicherheitsbeiwert, welcher bei einer Bemessung mit linearen
Schnittgrofen anzusetzen ist, resultiert:

v = 1.15~13/1.1 =1.182
Y = 1.5~1.3/0.85=1.529. (6.4)

Weitere Probleme dieser Nachweisfithrung werden ausfiihrlich in Six (2003) behandelt.
Gerade im Hinblick auf hoherfesten Beton bewirkt eine Reduktion der Festigkeit auff.r
ebenfalls ein Sinken des Elastizitdtsmoduls. Das System wird dabei zunehmend weicher
und bildet bei stark verformungsabhingigen Berechnungen nicht mehr das reale Trag-
werksverhalten ab. Eine in Six (2003) vorgeschlagene kiinstliche Modifikation des Ela-
stizitdtsmoduls bewirkt zwar einerseits ein realeres Steifigkeitsverhalten, verdandert aber
andererseits die Volligkeit der Spannungs-Dehnungslinie, was zu einer verdnderten auf-
nehmbaren Druckkraft des Querschnitts fiihrt.



88 Kapitel 6: Traglast- und Stabilitdtsanalyse von Stahlbetonschalen mit Hilfe ...

Die Vorgaben der DIN 1045-1 (2001) sind also ausschlieflich fiir eine allgemeine Be-
messung unter Zuhilfenahme von nichtlinearen Schnittgréfsen gemacht. Auch der Dauer-
standsbeiwert « riithrt aus dem Bemessungsansatz her und bedarf keiner Beriicksichtigung
bei einer Traglastuntersuchung.

Zur realitdtsnahen Untersuchung von stabilitdtsgefahrdenden Lastfallkombinationen miis-
sen abweichend von den Regelungen in den Gleichungen 6.3) die realen Mittelwerte der
Baustofffestigkeiten angesetzt werden:

fyr = Jfym = Jfuk

fir = 1.05- fyr (normalduktil)

fir = 1.08- fyr (hochduktil) (6.5)
fer = fom = for + 8.0 [N/mm?] fiir Beton < C50/60

fer = fem/7e= (fou +8.0) /7% [N/mm?] fiir Beton > C 55/67.

Dieser Tatsache wurde in der DIN 1045-1 (2001) durch einen Nebensatz in Absatz
9.1.5(1):,,... fo der Hochstwert der ertragenen Betondruckspannungen; ...bei Verfor-
mungsberechnungen f.,...“ Rechnung getragen. Allerdings ist hierbei kein weiterer Hin-
weis auf die anzusetzenden Stahlkennwerte bzw. auf die Nachweisfiihrung im Hinblick auf
ein mogliches Stabilitdtsversagen getroffen worden.

Bei dieser modifizierten Nachweisfithrung ist ein Teilsicherheitsheiwert vonyg = 1.3 fiir
den Tragwiderstand nicht mehr ausreichend, so dass hier lastfallabhingig neue Beiwerte
definiert werden miissen. Wird hierbei nach den unterschiedlichen Wahrscheinlichkeiten
eines Druck- bzw. Zugversagens unterschieden, so resultieren je nach Versagensart und
dem Versagen verursachenden Lastfall unterschiedliche Teilsicherheitsbeiwerte (s. Tabelle
6.1)

Eine Diskussion iiber die Definition von versagensabhingigen Teilsicherheitsbeiwerten
wird bereits seit Einfiihrung des Teilsicherheitskonzeptes bis zum heutigen Zeitpunkt von
verschiedenen Seiten aus gefiihrt [Constantinescu 2000, [Eibl 2000], [Quast 2000|, [Six
2003]. Diese hier angegebenen Vorschlige der lastfall- und versagensabhéngigen Teilsicher-
heitsbeiwerte entstehen allein aus der Umrechnung der innerhalb des derzeit giiltigen Nor-
menkonzeptes gegebenen Teilsicherheitsbeiwerte. Fiir eine sinnvolle Neufestlegung solcher
Sicherheiten sind umfangreiche Zuverlissigkeitsanalysen an unterschiedlichen Tragsyste-
men durchzufiihren. Hierbei ist ebenfalls iiber eine sinnvolle Festlegung eines Mittelwertes
der Zugfestigkeit des Betonstahls nachzudenken Six 2003].

Das in Kapitel 4 vorgestellte Materialmodell kann sowohl fiir die normkonformen als auch
fiir die modifizierten Festigkeiten angewendet werden.

] ‘ Druckversagen ‘ Zugversagen ‘

| stéindige Last | 1.3/0.85-1.35 = 2.07 | 1.3/1.1- 1.35 = 1.60
| Verkehrslast | 1.3/0.85-1.5=229 | 1.3/1.1-1.5 = 1.77

Tabelle 6.1: Teilsicherheitsbeiwerte g fiir einzelne Lastfille
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6.2 Stabilititsanalyse von Stahlbeton-Schalentragwer-
ken

6.2.1 Allgemeine Stabilitatskriterien

Eine Stabilitdtsuntersuchung kann nach zwei unterschiedlichen Verfahren durchgefiihrt
werden, der Energiemethode oder der Gleichgewichtsmethode.

Die Energiemethode hat die Giiltigkeit des Prinzips der virtuellen Verschiebungen sowie
die Beschrankung auf ein konservatives System zur Voraussetzung. Hierdurch wird die
Existenz eines Gesamtpotenzials der Form

I =11, + I1, (6.6)
gefordert. Gleichgewicht herrscht in dem System fiir 6II = 0. Das Potenzial héngt von
Systemparametern ab, hier ausgedriickt durch den VerschiebungsvektorV.

Daraus folgt fiir einen Gleichgewichtszustand:
STI (V) = 0. (6.7)
Die Variation des Gleichgewichts ergibt:

I (V+ \7> —TI(V) +6IL(V) + %5211 (V) +... (6.8)

+ +
Fiir ein infinitesimales Inkrement V wird das Verhalten von II(V+ V) allein durch die
2. Variation 6*II(V) bestimmt.

Dabher gilt fiir:

6?1 > 0 Systemenergie wird verbraucht (System stabil), der Kérper kann die Gleichge-
wichtslage nicht verlassen

§°II = 0 Stabilititsgrenze

§?II < 0  Systemenergie wird freigesetzt (System instabil).

In bestimmten Féllen verliert die Energiemethode hingegen ihre Giiltigkeit. Dann kann nur
eine gentigend kleine Norm der Verschiebung || V||, nicht aber eine kleine Verschiebung
V garantiert werden [Leipholz 1968]. Daraus folgt, dass in der Struktur ortlich grofe
Verschiebungen mdéglich sind. Somit ist die Ljapunowsche Stabilitatsdefinition Liapunov
1966| in einem solchen Fall verletzt und das energetische Kriterium unbrauchbar.

Bei der Gleichgewichtsmethode, auch statisches Stabilitatskriterium genannt, wird iiber-
priift, ob neben der trivialen Gleichgewichtslage andere nichttriviale Gleichgewichtslagen
existieren. Bei dem hier betrachteten Fall eines konservativen Systems fiihren die energe-
tische und die statische Methode zu der gleichen Stabilititsaussage.

Hierzu wird ausgehend von dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen (Abschnitt3.1.3),
der schwachen Formulierung der Gleichgewichtsbedingung, die Bedingung an der Stabili-
tatsgrenze zu

+ o+ + o+
K- {V +Valt} =P=\"-P (6.9)
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formuliert. Somit existieren an einem solchen Punkt des Belastungspfades mindestens zwei
+ +
unabhéngige Verschiebungszustinde V und V.

Wie bereits in Abschnitt 3.3 erlautert, kann die tangentiale Steifigkeitsmatrix in ihre
energetischen Anteile aufgespalten werde. Somit ergibt sich Gleichung 6.9) zu

+ +
{Kv +Kg} - Var = {Kv + K} - Vi = 0, (6.10)

worin Ky die Verschiebungssteifigkeitsmatrix und K die Spannungssteifigkeitsmatrix
bzw. geometrische Matrix symbolisieren. Fiir den Grenzfall der Referenzkonfiguration,
also des verformungs- und spannungsfreien Ausgangszustandes, geht die Matrix Ky in
K. - die linear elastische initiale Steifigkeitsmatrix - und K bzw. K, in eine Nullmatrix
iiber:

Ky—K. A K,=0. (6.11)

Hieraus ergibt sich die Abspaltung von der Matrix K, = Ky — K., - der Anfangsverfor-
mungsmatrix - die den Einfluss der Verschiebungen auf die strukturelle Steifigkeit bein-
haltet.

Somit ergibt sich aus Gleichung (6.10)

+
{Ke+ Ky + Ky} - Vi =0, (6.12)

Innerhalb dieser Arbeit wird zwar eine Beschrinkung auf konservative Systeme vorge-
nommen, jedoch steht bei Anwendung der schwachen Formulierung einer Erweiterung
hinsichtlich nicht-konservativer Belastungen kein Hindernis im Weg.

6.2.2 Elastische globale Stabilitatsanalyse

Die klassische Stabilitdtsgleichung liefert fiir Problemstellungen mit nahezu linearem Vor-
beulverhalten eine gute Naherung. Bei Tragwerken mit ausgepréigt nichtlinearem Vorbeul-
verhalten fiihrt ihre Anwendung hingegen zu einer starken Uberschiitzung der tatsichlich
vorhandenen kritischen Last, da die Steifigkeitsinderungen infolge nichtlinearer Verfor-
mungen keine Berticksichtigung in dem zu l6senden Eigenwertproblem finden.

Mit Durchfiihrung der Linearisierung A = A, die sich im Bereich um A = 1.0 der exakten
Losung annahert, und Vernachldssigung der nichtlinearen Matrizen, fithrt die in Abschnitt
6.2.3.2 noch herzuleitende Gleichung (6.21) zu dem linearen Stabilitétsproblem

{K.+A-(KZ+KL)}- @ =o0. (6.13)

Hierin ist ¥ der zu dem Eigenwert A gehorige Eigenvektor. Bei zusétzlicher Streichung
der Anfangsverformungsmatrix resultiert daraus die Gleichung des klassischen Stabilitats-
problems

{K.+A-KL}- ¥ =0. (6.14)
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Die Losung der Gleichungen (6.13) bzw. (6.14), zum Beispiel mit Hilfe des Iterationsver-
fahrens nach Corr & Jennings (1976), ergibt eine Schar von Eigenwerten. Die maximale
Anzahl der moglichen Eigenwerte ist hierbei gleich der Ordnungn der Matrix K., also
der Anzahl der Freiheitsgrade der Struktur. Der Algorithmus ermittelt eine vorgebbare
Anzahl von Eigenwerten z (0 < z < n) mit einer vorgebbaren Genauigkeit. Zu Beginn der
Iteration benotigt der Algorithmus lediglichx Startvektoren, die im Laufe der Iteration die
Form der Eigenvektoren annehmen. Einen weiteren Vorteil zeigt diese Methode bei den
in Abschnitt 6.2.3.2 herzuleitenden begleitenden Eigenwertberechnungen, da hierbei in
jedem weiteren Lastschritt die Eigenvektoren des vorherigen als Startvektoren herangezo-
gen werden konnen. Bei gleichméfiger Verdnderung der Steifigkeitsmatrix K, werden die
bendétigten Iterationsschritte hierdurch stark minimiert. Im Fall von starken Steifigkeits-
verdnderungen, beispielsweise infolge grofflichiger Rissbildung, verliert dieser positive
Effekt an Bedeutung, da sich die Eigenformen im gleichen Mafe stark verdndern.

Aus dieser so ermittelten Schar der Eigenwerte stellen nur die positiven Werte eine Lésung
fiir den Instabilitdtspunkt dar. Mit Hilfe des kleinsten positiven Eigenwertes kann das
kritische Lastniveau bestimmt werden

Aerit = A - A, (6.15)

Die sich mitunter ergebenden negativen Eigenwerte haben fiir die Stabilitdtsabschéitzung
der Struktur keine Bedeutung, da sie einen Wechsel der Belastungsrichtung voraussetzen
wiirden.

Eine Aussage iiber das Versagensmuster bei Erreichen bzw. Uberschreiten des Instabili-
tatspunktes liefert die dem Eigenwert zugehorige Eigenform.

Die globale Stabilitdtsanalyse wird in der Regel zur Auslegung des Tragwerks hinsichtlich
der Geometrie und der Schalendicke herangezogen.

6.2.2.1 Abhingigkeit von der Diskretisierungstiefe

Eine Analyse mit Hilfe der FEM ist definitionsgeméfs abhéngig von der Netzfeinheit der
Diskretisierung.

Eine wesentliche Voraussetzung fiir ein praktisch einsetzbares finites Element ist hierbei
die Giiltigkeit der Konvergenz, das heifst die Fahigkeit, bei Netzverfeinerung gegen die
richtige Losung zu konvergieren.

Um fiir die im Vergleich zum Spannungsproblem viel sensiblere Losung des Stabilitatspro-
blems gesicherte Ergebnisse zu gewahrleisten, wurden zahlreiche Konvergenztests, sowohl
mit dem ASE4- als auch mit dem NACS-Element, durchgefiihrt.

Natiirlich ist aufgrund des hoherwertigen Ansatzes und aufgrund der exakten Geometrie-
abbildung das Konvergenzverhalten des NACS-Elementes deutlich besser. Dennoch sind
die Ergebnisse mit dem ASE4-Element durchaus zufrieden stellend, da vergleichbare Ge-
nauigkeit zwar mit erheblich feinerer Vernetzung, aber dhnlicher Rechenzeit erreicht wird.
Ergebnisse in Form der jeweils geringsten positiven Eigenwerte eines durch Eigengewicht
und Wind belasteten Hyperboloiden sind in den Tabellen6.2 und 6.3 dargestellt. Hierbei
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| Umfang/Hohe | 2 [ 4 | 8 | 16 | 32 | 64 | 128 | 256 | 512 |
2 278.82 [ 33.75 [ 13.20 [ 12.32 [ 12.21 [ 12.20 | 12.20 | 12.20 | 12.20
4 162.60 | 24.51 | 6.43 | 5.73 | 5.65 | 5.65 | 5.65 | 5.65 | 5.65
8 35.69 | 24.05] 6.00 | 5.12 [ 5.04 | 5.03 | 5.03 | 5.03 [ 5.03
16 15.11 [12.78 | 5.98 | 5.10 | 5.02 | 5.01 | 5.01 | 5.01 | 5.01
32 14.07 | 11.75 [ 5.98 | 510 | 5.01 | 5.01 | 5.01 | 5.0 | 5.0
64 13.80 | 11.63 [ 5.98 | 510 | 5.01 | 5.0 | 50 | 5.0 | 5.0
128 13.73 | 11.57 [ 598 | 510 | 5.02 | 5.0 | 50 | 5.0 | 5.0
256 13.72 | 11.57 [ 598 | 510 | 5.0 | 5.0 | 50 | 5.0 | 5.0
512 13.72 | 1157 [ 598 | 510 | 5.0 | 5.0 | 50 | 5.0 | 5.0

Tabelle 6.2: Beullasten fiir einen Rotationshyperboloiden unter Eigengewicht-Wind-
Beanspruchung mit variierender Netzfeinheit beim NACS-Element

| Umfang/Hohe | 2 [ 4 | 8 | 16 | 32 | 64 | 128 | 256 | 512 |
2 1406.9 | 241.81 [ 53.45 [ 11.68 [ 7.71 | 7.01 [ 6.85 | 6.81 | 6.80
4 1139.2 | 247.06 | 31.08 | 13.24 [ 10.55 | 10.00 [ 9.87 | 9.83 | 9.83
8 1078.8 | 205.32 [ 29.78 | 9.65 [ 6.85 | 6.39 | 6.29 | 6.26 | 6.25
16 1063.8 | 193.09 [ 27.76 | 9.13 [ 6.05 | 5.37 [ 5.20 | 5.16 | 5.15
32 1058.8 | 189.96 [ 27.15 | 8.93 [ 5.94 | 5.28 [ 5.12 ] 5.08 | 5.0
64 1024.0 | 189.18 [ 26.98 | 8.87 [ 5.91 | 5.25 [5.09 | 5.0 | 5.0
128 1013.6 | 188.99 [ 26.94 | 8.86 [ 5.91 | 5.26 [ 5.0 | 5.0 | 5.0
256 1010.8 | 188.95 [ 26.94 | 8.86 [ 5.90 | 5.0 [ 5.0 | 5.0 | 5.0
512 1010.2 | 188.95[26.93 | 8.86 [ 5.0 | 5.0 [ 5.0 | 5.0 | 5.0

Tabelle 6.3: Beullasten fiir einen Rotationshyperboloiden unter Eigengewicht-Wind-
Beanspruchung mit variierender Netzfeinheit beim ASE4-Element

ist die unbedingte Notwendigkeit einer ausreichend feinen Diskretisierung erkennbar, da
die Beullast von der unsicheren Seite konvergiert.

Erganzend hierzu sei an dieser Stelle eine wichtige Einschrinkung bei der Stabilitéitsana-
lyse fiir das betrachtete ASE4-Element genannt. Die Konvergenz der Losung mit dem
ASE4-Element ist in starkem Mafe abhidngig von der verwendeten Geometriefunktion.
Eine Beschreibung einer Schale mit Hilfe von ebenen Elementen, unter Vernachlissigung
der Kriimmungseigenschaften, kann eine starke Verschlechterung des Ergebnisses bedeu-
ten, welches auch nicht ohne weiteres durch eine einfache Netzverfeinerung behoben wer-
den kann. Um das Ergebnis zu verbessern, muss in einem solchen Fall das Netz um ein
Vielfaches verfeinert werden.

6.2.2.2 Einfluss des Hochleistungsbetons auf das globale Stabilitdtsverhalten

Der Einfluss des Hochleistungsbetons auf das globale Stabilitdtsverhalten ldsst sich durch
vergleichende FE-Analysen deutlich herausstellen. Wird beispielsweise eine zylindrische
Struktur unter verschiedenen Belastungen untersucht, so ist erkennbar, dass unabhingig
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von der Art der Belastung der Zusammenhang zwischen kleinstem positiven Eigenwert
und Betongiiteklasse mit dem Anstieg des Elastizitdtsmoduls korreliert. Dasselbe Verhal-
ten gilt auch fiir den windbelasteten Hyperboloiden (Bild 6.2). Verwunderlich ist dieses
Verhalten nicht, da bei analytisch hergeleiteten Beulformeln einfacher Tragstrukturen der
Elastizitdtsmodul immer linear eingeht.
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Bild 6.2: Beullast in Abhéngigkeit von der Betongiiteklasse (links) und von der Schalen-
dicke (rechts)

Wichtig hierbei ist, dass die Giiltigkeit des proportionalen Zusammenhangs zwischen Beul-
lastfaktor und Elastizitdtsmodul auf direkt gelagerte Systeme beschrinkt ist. Wird bei-
spielsweise das Schalentragwerk indirekt auf nachgiebigen Stiitzen gelagert, so kann der
proportionale Anstieg der Beullast in Abhéngigkeit von der Steifigkeit der Lagerung dif-
ferieren.

In Bild 6.3 sind die Beulfiguren der jeweils kleinsten Beulwerte fiir einen Hyperboloiden
aus C30/37 und C80/95 gegeniibergestellt. Bei den Eigenformen, die zu den linear er-
mittelten Beullasten korrespondieren, ist kein Unterschied zu erkennen. Dieses Verhalten
ist, wie schon der proportionale Zuwachs von Elastizitdtsmodul und Beullast, bei zusam-
mengesetzten Tragwerkssystemen bestehend aus unterschiedlichen Steifigkeiten nicht zu
beobachten.

Bei Variation der Schalendicke wird, wie in Bild 6.2 dargestellt, fiir die Hyperbelschale
unter Windlast eine lineare Abnahme der Beullast erzielt.

Ebenfalls wird an dieser Stelle eine lineare Beuluntersuchung des Schalentyps Kreiszy-
linder durchgefiihrt. Eine erste Untersuchung soll die Grenze zwischen Stabknicken und
Zylinderbeulen unter der Belastung Eigengewicht und Windlast festlegen. Hierzu wurde
eine Zylinderschale der Hohe L = 100 m aus einem C30/37 mit Variation von Schalen-
dicke und Schalenradius einer linearen Beulanalyse unterzogen. Bild6.4 gibt den Zusam-
menhang zwischen der Schalendicke und dem Verhéltnis L/R an. Tabelle 6.4 zeigt die
Variationsparameter der nachfolgenden Untersuchung.

Das Ergebnis dieser Analysen ist in Bild 6.4 dargestellt. Die Steigerung und die Abhén-
gigkeit der Beullast von dem Elastizitatsmodul fallt fiir alle betrachteten Varianten gleich
aus. Die Analyse zeigt auch, dass sich die mafsgebenden Beulformen mit Steigerung des



94 Kapitel 6: Traglast- und Stabilitdtsanalyse von Stahlbetonschalen mit Hilfe ...

57
I
i

%
%

5
%114

i

if

g
%

il
i

AN LT
AR /AR
7R ARl
g A

ARV il W\

\““l A““:’//['
A\ N, )
]

I i
Ny 1 |||||||\\‘\“\\%%\\\
TR

\\‘l'///,‘l‘m i i
i
A

Bild 6.3: Beulfiguren einer Hyperbelschale fiir Beton C 30/37 (links) und C 80/95 (rechts)

’ \ Manteldruck \ Axiallast \ Eigengewicht+Wind ‘
C30/37 | 0.1667<L/R<1]0.1667<L/R<1| 0.1667<L/R<1
C50/60 |0.1667 < L/R<1]0.1667<L/R<1| 0.1667<L/R<1
C70/85 | 0.1667 < L/R<1]0.1667<L/R<1| 0.1667<L/R<1

C100/115 | 0.1667 < L/R <1 | 0.1667 < L/R<1| 0.1667 < L/R <1

Tabelle 6.4: Variationsparameter zur linearen Beulanalyse der Zylinderschale

Elastizitdtsmoduls nicht verdndern. Die Beullasten wurden im Folgenden auf die Beulla-
sten des C 30/37-Systems bezogen.

Um nun den Vorteil eines grofseren Elastizitatsmoduls auszunutzen, wird in der folgenden
Untersuchung mit zunehmendem Elastizitdtsmodul die Dicke der Schale bei gleichblei-
bender Beullast im Sinne einer Optimierung reduziert. In Bild 6.5 sind hierzu Ergeb-
nisse dargestellt. Wird die Schalendicke beispielsweise ausgehend von der Beullast infolge
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Bild 6.4: Grenze zwischen Stabknicken und Zylinderbeulen (links) -
bezogene Beullast - Elastizitdtsmodul fiir die Varianten der Tabelle6.4 (rechts)

Axiallast reduziert, so wird der nichtlineare Zusammenhang zwischen Schalendicke und
Elastizitdtsmodul sichtbar. Auch ist erkennbar, dass die Reduktion der Schalendicke fiir
verschiedene Lastfille die bezogene Beullast in unterschiedlichem Mafe beeinflusst.
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Bild 6.5: Entwicklung der bezogenen Beullast eines Kreiszylinders bei Zunahme des Ela-
stizitdtsmoduls und gleichzeitiger Reduktion der Schalendicke

6.2.3 Geometrisch und physikalisch nichtlineare Stabilitatsana-
lyse

6.2.3.1 Allgemeines
Die im vorangegangenen Abschnitt dargestellte klassische Stabilitatsanalyse liefert, wie

bereits erwihnt, gute Approximationen der kritischen Last bei nahezu linearem Vorbeul-
pfad. Gewinnen geometrische und/oder materielle Nichtlinearitdten im Vorbeulpfad an
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Bedeutung, so verdndern sich mit Steigerung der Belastung die erreichbaren kritischen
Lasten und die zugehorigen Eigenformen deutlich gegeniiber den Resultaten der klas-
sischen Analyse. Dies fiithrt zwangsldufig zu der Notwendigkeit einer, die herkdmmliche
nichtlineare Analyse, begleitenden Untersuchung, so dass ein Indifferenzpunkt sicher iden-
tifiziert werden kann. Hierzu wurden in der Vergangenheit eine Reihe unterschiedlicher
Verfahren bzw. Erkennungsmechanismen hergeleitet, welche innerhalb einer FE-Analyse
zumeist in einer Kombination zum Erfolg fiihren. Im Folgenden sind diese Losungsstrate-
gien aufgefiihrt und werden hinsichtlich der Problematik der materiellen Nichtlinearitét
erginzt bzw. umformuliert.

6.2.3.2 Die begleitende Eigenwertanalyse

Vorbeulbereich. Das Verfahren der begleitenden Eigenwertanalyse ist ein effizientes und
oft verwendetes Verfahren zur Identifizierung indifferenter Gleichgewichtszustinde. Die
folgenden Formulierungen des Eigenwertproblems sind in erster Linie fiir elastische und
elasto-plastische Materialien entwickelt worden. Hierbei wird von einer Aufspaltung der
tangentialen Steifigkeitsmatrix K in einen linear und einen nichtlinear von den Verschie-
bungen abhingigen Teil der Anfangsspannungsmatrix und der Anfangsverformungsmatrix
nach Gleichung (6.16) ausgegangen
Kr = K. +K;+K; + K"+ K"

v

= K.+ K' + KY' =K. +Ky. (6.16)

Die Kopfzeiger (L) und (NL) geben die lineare und nichtlineare Abhéngigkeit von den
Verformungen mit KX = KZ(V) und KVt = KN(V?) an.

Wird von der so definierten tangentialen Steifigkeitsmatrix der nichtlineare Teil abgespal-
ten

Ky =Kr—K,, (6.17)

so kann die Bedingung am Indifferenzpunkt (Gleichung 6.12)) durch

(K. +Ky}- V=0 (6.18)

formuliert werden. Der von den Verschiebungen abhingige Teil Ky kann sodann als
Taylor-Reihe der Form

Kyv=A -Kmn +A2 . KN2+A3 . KN3+A4 cKya+ .. A" - Kyn (619)

entwickelt werden. Wird Gleichung (6.19) in Gleichung (6.18) eingesetzt und die Reihen-
entwicklung nach dem quadratischen Term abgebrochen, so resultiert daraus ein quadra-
tisches Eigenwertproblem der Form

{Kc+ A Ky + A Ky} - ¥ =0. (6.20)

Hierin ist die Matrix K1 der linear und die Matrix K2 der quadratisch von den Verschie-
bungen abhingige Teil des nichtlinearen Anteils Ky der tangentialen Steifigkeitsmatrix.
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+
Um zu verdeutlichen das V die dem ermittelten Eigenwert zugehorige Eigenform darstellt
wurde an dieser Stelle ¥ eingefiihrt.

Die bereits in Abschnitt 6.2.2 vorweggenommene Linearisierung A?> = A, welche im Umge-
bungsbereich des Indifferenzpunktes das exakte Ergebnis wiederspiegelt, fiihrt schlieflich
zum Eigenwertproblem

{(Kc+ A Ky +Kpe)b - = {K.+A- (KF+KY)} - & =0. (6.21)

Eine Analyse der Struktur unter der Annahme einer linearen Kinematik unter gleichzeiti-
ger Beriicksichtigung von materieller Nichtlinearitit - welche ausschliefslich akademischen
Wert hat - hat zur Folge, dass die nichtlinear von den Verschiebungen abhingigen Anteile
aus der tangentialen Steifigkeitsmatrix K, verschwinden. Das Eigenwertproblem bleibt
davon unberiihrt, die einzige Anderung liegt darin, dass das lineare Eigenwertproblem
somit die hochste Approximationsstufe darstellt.

Die begleitende Eigenwertanalyse beinhaltet die Ldsung des oben hergeleiteten Eigen-
wertproblems in jedem Gleichgewichtszustand der nichtlinearen Analyse. Auf diesem Weg
erfolgt eine Anndherung an den Punkt des indifferenten Gleichgewichts und eine Identifi-
zierung des Instabilitdtspunktes durch die Beobachtung der Entwicklung der Eigenwerte
bzw. des kleinsten positiven Eigenwertes. Eine Abschéitzung der zu erwartenden kritischen
Last liefert in jedem Lastschritt den Zusammenhang

Aerit = A - . (6.22)

In der Nihe des Instabilitdtspunktes konvergiert der Eigenwert A zu dem Wert 1.0. Die
Anzahl der gleichen Eigenwerte in diesem Punkt gibt Aufschluss iiber die Anzahl der dort
vorhandenen Verzweigungsaste; die dazugehorigen Eigenformen zeigen den Versagensme-
chanismus an dem erreichten Lastniveau. Dabei ist aufgrund von rechnerbedingten Run-
dungsungenauigkeiten und der Wahl der Lastschrittgrofe das Erreichen des theoretisch
exakten Eigenwertes 1.0 unmoglich.

Die Anwendung von inkrementell-iterativen Pfadverfolgungsalgorithmen innerhalb einer
nichtlinearen Analyse fiihrt zu einer moglichen Abwandlung des dargestellten Eigenwert-
problems in eine inkrementelle Form. Hierbei wird die Ndaherung

A KF=K'4(A-1)- K~ K" +3- AKF (6.23)
eingefiihrt. Die Matrix AK” gibt hierbei die Anderung der Anfangsspannungs- und der
Anfangsverformungsmatrix innerhalb des durchgefiihrten Lastschritts an. Einsetzen von
(6.23) in (6.21) liefert das inkrementelle Eigenwertproblem

{Kr+8-AK"} - @ =0. (6.24)

Somit ergibt sich der Lastfaktor der Stabilitdtsgrenze zu

Aerit = A+ B+ AN, (6.25)
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Die vorstehenden Aussagen sind uneingeschrinkt giiltig fiir lineares Materialverhalten,
aber auch fiir nichtlineares Materialverhalten behélt die Linearisierung ihre Legitimitit.
Die Entwicklung des Eigenwertes liber die Belastungsgeschichte hingegen &ndert sich bei
Beriicksichtigung der Nichtlinearitit des Werkstoffs Stahlbeton grundlegend. Abhéngig
ist die Entwicklung und damit die Giite der Approximation des zu erwartenden kritischen
Lastzustandes in erster Linie von der dominierenden Beanspruchung des Tragwerks.

Tritt iiberwiegend Druck im gesamten Tragwerk auf, so wird die zunehmende Plasti-
zierung des Betons durch die stetige Abminderung des tangentialen Elastizitdtsmoduls
des Werkstoffs Beton gut durch die Verdnderung von K1 abgebildet. Somit erfolgt eine
stetige Anndherung des Eigenwertes an den Wert 1.0.

Anders verhélt sich das Kriterium bei ausgepréigter Rissbildung im Vorbeulbereich. Der
dadurch erfolgte Abbau der Steifigkeit des Tragwerks verursacht einen starken Abfall des
bestimmten Eigenwertes A. Hierdurch wird mitunter bereits weit vor dem tatsichlichen
Erreichen der kritischen Last ein Eigenwert nahe 1.0 ermittelt, der zu der Annahme ei-
nes nahegelegenen Indifferenzpunktes verleiten kann. Dennoch néhert sich der Eigenwert
kontinuierlich dem Wert 1.0 an, wenngleich auch dessen Aussagekraft zur Vorabschétzung
eines kritischen Lastniveaus verloren geht.

Bei nichtlinearem Materialverhalten kann auch der Wechsel des bei Belastungsbeginn
kleinsten positiven Eigenwertes in einen negativen Eigenwert einen Indifferenzpunkt dar-
stellen. Hierbei kann die tangentiale Steifigkeitsmatrix positiv-definit und die Determi-
nante ungleich Null bleiben. In diesem Fall entsteht die Verzweigung durch eine Kombi-
nation von Be- und Entlastung in Teilen des Tragwerks Bazant & Cedolin 1991].

Nachbeulbereich. Die begleitende Eigenwertanalyse identifiziert einen Indifferenzpunkt
und liefert zusétzlich die zu dem entsprechenden Eigenwert zugehorige EigenformW¥, also
die Form, in die das Tragwerk ausweicht.

Die Ausbildung des Verlaufs nach Uberschreiten eines Indifferenzpunktes unterscheidet
sich nach Art des Indifferenzpunktes. Bei einem Durchschlagsproblem kann der Nachbeul-
bereich bei vorheriger Wahl eines geeigneten Pfadverfolgungsalgorithmus ohne Weiteres
verfolgt werden.

Bei der Beriicksichtigung eines nichtlinearen Betonmodells stellt sich hier allerdings die
Forderung nach einem Modell, welches zyklische Belastung abbilden kann, da im Durch-
schlagspunkt die Verformung unter Lastreduktion zunimmt, so dass es zu einer Lastum-
kehr kommt.

Zur Ermittlung des weiteren Pfadverlaufs eines Verzweigungsproblems hat sich in der Ver-
gangenheit das Aufbringen einer Storverformung im letzten ausiterierten Gleichgewichts-
zustand bewidhrt. Mit deren Hilfe kann der primére Pfad verlassen und der sekundére
Pfad beschritten werden [Eckstein 1983]:

V=V,+ 0. (6.26)

Bei linear elastischem Material fiihrt diese Vorgehensweise zu einem garantierten Auf-
finden des Nachbeulpfades, unabhéangig von der Wahl des Parameters¢ und der Wahl
einer Bogenldngen- oder Lastinkrementierung. Lediglich die Konvergenzgeschwindigkeit
der Iteration wird durch eine sinnvolle Wahl verbessert.
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Anders hingegen verhélt es sich bei der Beriicksichtigung von nichtlinearem Materialver-
halten. Hier treten einige zusitzliche Probleme auf, so dass die Ermittlung des Nachbeul-
bereichs in abgednderter Form durchgefiihrt werden muss.

Das erste Problem besteht in der Anniherung an den Verzweigungspunkt. Bedingt durch
numerische Modellungenauigkeiten und daraus mégliche Strukturdnderungen kann der
Antwortpfad ohne erkennbare Anzeichen in einen sekundiren Pfad wechseln, so dass der
gesamte Belastungspfad félschlicherweise als stabil angesehen werden kann.

Ein zweites Problem tritt bei dem Aufbringen der Storverformung und dem Wechsel in den
sekundéren Pfad auf. Hier spielt der Parameter und die Auswahl der Bogenldngen- oder
Lastinkrementierung eine entscheidende Rolle. Die Lastinkrementierung funktioniert nur
in den seltensten Fillen und der Erfolg ist in starkem Make abhéingig von der Grofe der
Storverformung. Ist diese zu gering, so verbleibt die Tragwerksantwort auf dem priméren
Pfad und springt unter Umstdnden bei grofer werdenden numerischen Abweichungen in
einen ,zufilligen“ Sekundérpfad. Bei zu grofter Storverformung kann globales Tragwerks-
versagen eintreten, so dass die Analyse nicht weitergefiihrt werden kann.

Die Inkrementierung iiber die Bogenlinge hingegen erlaubt eine groftere Bandbreite fiir die
Wahl des Parameters £, um in den korrekten Nachbeulpfad zu gelangen. Dennoch kommt
es mitunter zu Konvergenzschwierigkeiten im direkten Umgebungsbereich des Verzwei-
gungspunktes.

Aus diesem Grund wurde das Vorgehen fiir die Besonderheit des Materials modifiziert
und dadurch stabilisiert. Die Analyse erfolgt nach folgendem Schema:

e Analyse des Vorbeulbereichs mit begleitender Eigenwertanalyse nach Gleichung
(6.21) oder (6.24).

e Beobachtung des Eigenwertes A und zusétzlicher Parameter aus den folgenden Ab-
schnitten.

e Nahe des Verzweigungspunktes - vor Eintritt der numerischen Ungenauigkeiten - er-
folgt die Sicherung der zu dem geringsten positiven Eigenwert gehorigen Eigenform.

e Entlastung des Tragwerks um einen festgelegten Anteil der bis dorthin aufgebrachten
Belastung (30 % - 40 %).

e Aufbringen der Storverformung in Form der abgespeicherten Eigenform.

e Wiederholte Belastung der gestorten Schale.

Der Vorteil dieser Vorgehensweise wird bei Betrachtung der beispielhaften Last-
Verformungskurve in Bild 6.6 deutlich.

Es ist erkennbar, dass durch Vorgabe der am tatsichlichen Verzweigungspunkt vorherr-
schenden Eigenform der Nachbeulpfad auch von einem niedrigeren Lastniveau aus erreicht
werden kann. Somit wird durch diese Vorgehensweise nicht nur der numerisch kritische
Bereich in der unmittelbaren Umgebung des Verzweigungspunktes umgangen, sondern
zugleich erheblich Rechenzeit eingespart, was bei groken Schalensystemen ein nicht zu
unterschitzender Gesichtspunkt ist.
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6.2.3.3 Determinantenanalyse der tangentialen Steifigkeits- und Teilmatrizen

Ausgehend von Gleichung (6.12) gelingt es, fiir jeden Gleichgewichtspunkt auf dem nicht-
linearen Losungspfad die folgenden Bedingungen fiir die Determinante der tangentialen

Steifigkeitsmatrix K7 herzuleiten [Kritzig 1989:

Stabiles Gleichgewicht:

det K7 >0 und \V/Dzz >0

Indifferentes Gleichgewicht:

det Kr =0 und 3ID; =0

(6.27)

(6.28)
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Instabiles Gleichgewicht:
det KT <0 und E'D“ <0 (629)

Diese Uberpriifung setzt aus Griinden der Effizienz die Verwendung eines Pfadverfol-
gungsverfahrens voraus, welches die jeweils aktuelle Steifigkeitsmatrix verwendet. Hierbei
sei auf die in Abschnitt 3.5 vorgestellte Dreieckszerlegung der tangentialen Steifigkeits-
matrix verwiesen.

Es muss dabei beachtet werden, dass die Bedingung detK, > 0 nur ein notwendiges und
kein hinreichendes Kriterium fiir das Vorhandensein eines stabilen Zustandes darstellt.
Bei einer Zerlegung der Steifigkeitsmatrix nach Abschnitt 3.5 miissen sdmtliche Diago-
nalglieder D;; positiv sein.

Bei einer Zerlegung nach dem erweiterten Cholesky-Verfahren [urmiihl 1964] miissen
hingegen sdmtliche Werte der transponierten oberen Dreiecksmatrix reell sein. Nur dann
kann von einem stabilen Tragwerkszustand ausgegangen werden.

Im Hinblick auf die zu behandelnden Problemstellungen muss durch eine entsprechende
Skalierung der Determinante verhindert werden, dass sie den von der Hardware nicht
abbildbaren Zahlenraum iibersteigt. Hierzu stehen verschiedene Ansétze zur Verfiigung,
wie sie beispielsweise in Jappelt (1998) beschrieben sind.

Fiir eine hohe zu erwartende Anzahl von Systemfreiheitsgraden (u4r) bietet sich die
logarithmische Skalierung an:

Ndo f

det Ky = (—=1)"“") "log | D | (6.30)
i=1

mit negd = Anzahl der negativen Diagonalglieder.

Begleitend zu den nichtlinearen Analysen sollen die Determinantenentwicklungen mit Hilfe
von Verhéltniswerten der Determinanten der Steifigkeitsmatrix bzw. einzelner Teilmatri-
zen beobachtet werden. Hierzu ist es notwendig noch einmal genauer auf die Skalierung
der Determinate zu schauen. Eine Verhaltniswertbildung der Form

. det KTk o H?:dolf (D”> E det KTk
detKri [T (Di)1 detKpy

ist nur fiir eine Skalierung der einzelnen Determinanten mit einer Norm der Diagonalglie-
der || D|| der Form

(6.31)

Ndof

det KTk = H

i=1

(Dii) &
| D]

(6.32)

giiltig.
Fiir eine logarithmische Skalierung nach Gleichung (6.30) hingegen muss der Verhéltnis-
wert nach
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gebildet werden. Die Herleitung dieses Zusammenhangs findet sich im AnhangA.5 dieser
Arbeit.

Die tangentiale Steifigkeitsmatrix lésst sich, wie bereits in Abschnitt6.2.1 gezeigt, in ein-
zelne Teilmatrizen unterteilen. Fiir die Beobachtung der Entwicklung dieser Teilmatrizen
lassen sich nach der gleichen Vorgehensweise die Determinanten bestimmen. Aufgrund
der Matrizeneigenschaft

det (A + B) # det (A) + det (B) (6.34)

ist die Aufsummierung der Einzeldeterminanten zur Gesamtdeterminante der tangentialen
Steifigkeitsmatrix nicht moglich. Dennoch eignen sie sich zur Beobachtung der Verdnde-
rung der Teilmatrizen.

Der grofse Nachteil dieser Einzeldeterminanten liegt in der aufwindigen Bestimmung. Im
Gegensatz zu der Determinante der gesamten tangentialen Steifigkeitsmatrix, die bei der
Gleichungslosung als Nebenprodukt anfillt, miissen die Determinanten der Teilmatrizen
in einem getrennt von der Gleichungslosung arbeitenden Algorithmus ermittelt werden.
Dieses Vorgehen ist fiir grofse Systeme sehr zeitintensiv und wird in dieser Arbeit nicht
angewendet.

6.2.3.4 Steifigkeitsparameter nach BERGAN

Ein weiteres Maf zur Beschreibung des Steifigkeitszustandes eines Tragwerks ist der
Current-Stiffness-Parameter Sp nach Bergan et al. (1978) und Bergan (1980). Der Pa-
rameter (6.35) wurde speziell fiir Systeme mit einer grofen Anzahl von Freiheitsgra-
den konzipiert, da die Darstellung eines Last-Verschiebungspfades nur einen einzelnen
Freiheitsgrad des Tragwerks wiederspiegelt und somit das Gesamtverformungsverhalten
schlecht abbilden kann:

0 0
_OVT/ON-P

Sp =
OVT/OX- P

(6.35)

Wie in Gleichung (6.35) zu erkennen, ist der Steifigkeitsparameter als Quotient der Pro-
dukte der Verschiebungsidnderung und Last definiert.

Innerhalb einer inkrementell-iterativen Analyse kann mit Hilfe der proportionalen Last-
steigerung

P,=\ - P (6.36)

und der Linearisierung

TN N7
oVi _Vi_ Vi

T T
oA A i

(6.37)
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Gleichung (6.35) zu

+ o+ + o+ )

. + +
(Vl//\l) <P1//\1> Y Vi P
+ o+ + +\ \F ] = x
(Vz/)\z) : <Pi/)\i) A1 Vi P;

umformuliert werden.

Sp =

(6.38)

Wird nun noch die inkrementelle Form der Bewegungsgleichung 6.2) berticksichtigt, so
wird Gleichung (6.38) zu

2

+ o +
ﬁ .Vl'KTl'Vl

Sp= 17 n +
A1 VZT'KTi‘Vz'

(6.39)

Der in Bild 6.7 dargestellte Steifigkeitsparameter Sp kann iiber den Lastfaktor A oder {iber
die Verschiebungsnorm || V|| aufgetragen werden, wobei er das nachfolgend beschriebene
typische Verhalten zeigt.

Zu Belastungsbeginn ist der Parameter laut Definition immer 1.0. Mit weicher werdendem
System wachst das Verschiebungsinkrement an und fiihrt zu einem Abfall vonSp in den
Bereich 0 < Sp < 1.0. Wird das System steifer, so steigt Sp in den Bereich Sp > 1.0
an. Tritt wihrend der Belastungsgeschichte ein Durchschlagspunkt auf, so hat der Ver-
lauf des Steifigkeitsparameters an dieser Stelle einen Nulldurchgang. Anders hingegen das
Verhalten des Steifigkeitsparameters beim Auftreten eines Verzweigungspunktes. Anhand
des Steifigkeitsparameters Sp # 0 ist ein solcher Punkt indifferenten Gleichgewichts nicht
identifizierbar.

Innerhalb einer nichtlinearen Analyse kann die Anfangsspannungsmatrix von der tangen-
tialen Steifigkeitsmatrix separiert werden. Somit resultieren zwei Teilmatrizen, fiir die
getrennt ein Steifigkeitsparameter Sy bzw. SE° bestimmt werden kann.

Werden die beiden Parameter nach der Vorschrift

+ o +

Vi - (Ka+Ku) -V
- + o+ +
VI (Ko +Ku) - Vi+ VK, -V

VI K,V
SpT = — L - (6.40)
VI (Ko +Ku) - Vi+ VK, -V

bestimmt, so kann durch Summenbildung der Steifigkeitsparameter der tangentialen Stei-
figkeitsmatrix ermittelt werden

Slee +Ku

SpT = Spete 4 55, (6.41)
Sind die Parameter hingegen nach
+ + + i
g _ VI (Ka + Ku) W, _ VI KoV
P —

K
— . SKe

(6.42)
+ T
ViT (K +Kui) - Vi

JF
VvI-K,; V!
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Bild 6.7: Verlauf des Steifigkeitsparameters nach Bergan (1980)

ermittelt, so wird einerseits eine hohere Aussagekraft des einzelnen Parameters erreicht,
andererseits geht aber die Giiltigkeit der Summenbildung aus Gleichung (.41) verloren.

Das prinzipielle Verhalten der Teilmatrizen kann fiir lineares Materialverhalten ohne wei-
teres vorab abgeschitzt werden. Der Parameter Spe™* verhilt sich entweder konstant
oder erfihrt einen verformungsbedingten Abfall. Der ParameterSII.f" fallt zusétzlich pro-
portional zur Laststeigerung ab. Wird dieser Lastabfall hingegen durch eine entsprechende
Skalierung behindert, so zeigt dieser Parameter wihrend der Analyse ausschlieflich den
Verformungszuwachs an. Der Unterschied zwischen materieller Nichtlinearitdt und Linea-
ritdt wird durch einen direkten Vergleich der Steifigkeitsparameter der nichtlinearen und
linearen Analyse deutlich. Er wird in Abschnitt 6.2.3.6 ndher behandelt.
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6.2.3.5 Die begleitende Ermittlung der Eigenfrequenzen

Eine weitere Moglichkeit zur Identifizierung kritischer Lastzustdnde ist die begleitende
Ermittlung der Eigenfrequenz. Wird das Eigenwertproblem

{Kr —w? M} - ¥ =0 (6.43)

gelost, so kann ein kritischer Lastzustand erkannt werden.

Hierbei fillt auf, dass bei konstanter Massenmatrix eine Verinderung der Eigenfrequenz
nur iiber die Verdnderung der tangentialen Steifigkeitsmatrix erfolgen kann. Somit ist bei
linearem Materialverhalten allein durch Verinderung der Anfangsspannungs- und An-
fangsverformungsmatrix, welche Bestandteil von K sind, eine verinderte Eigenfrequenz
zu beobachten.

Das Verhalten ldsst sich anhand des Beispiels eines Druckstabes gut erldutern. Der Ver-
gleich der Ergebnisse einer linear durchgefiihrten Eigenfrequenzanalyse mit denen einer
innerhalb einer nichtlinearen Analyse begleitenden Eigenfrequenzanalyse nach Gleichung
(6.43) zeigt, dass die begleitende Analyse geringere Werte fiir die Eigenfrequenzen lie-
fert, da die Anteile der Anfangsspannungs- und Anfangsverformungsmatrix bei steigender
Belastung absolut gesehen zwar anwachsen, aber aufgrund der Kraftrichtung negativ in
die Gesamtsteifigkeitsmatrix einflieken. Daher sinkt die Eigenfrequenz ab. Wird zusétz-
lich noch die materielle Nichtlinearitat beriicksichtigt und begleitend zu einer nichtlinearen
Analyse das Eigenwertproblem gelost, so wird ein noch stirkerer Abfall der Eigenfrequenz
beobachtet, da zusétzlich die Steifigkeit des Tragwerks infolge der Druckbeanspruchung
reduziert wird. Eine ausfiihrliche Betrachtung dieser Zusammenhénge findet sich in der
Arbeit von Woérmann (2004).

Das Auffinden des kritischen Punktes erfolgt durch Ermittlung der Nullstelle der Ki-
genfrequenzkurve. Hierbei ist zu beachten das nicht alle beobachteten Eigenfrequenzen
gleichzeitig und in gleichem Mafe zu Null abfallen Noh (2002). Brendel (1979) zeigt in
seinen Untersuchungen, dass auch bei dieser Vorgehensweise ein Wechsel der mafgeblichen
Eigenform, dhnlich dem Verhalten bei der begleitenden Eigenwertlosung des Stabilitéts-
problems, fiir den Lastfaktor mdglich ist. Bei Erreichen eines Durchschlagspunktes nidhert
sich der Frequenzverlauf der Nullstelle in Form einer vertikalen Tangente an.

Dieses Vorgehen kann unter Umstédnden bei einigen Tragwerkstypen wesentlich stabilere
Losungen als die vorher genannten Verfahren liefern. Die der reduzierten Eigenfrequenz
zugehorigen Eigenform gibt Aufschluss iiber den lokalen oder globalen Charakter des
Stabilitdtsversagens. Im Rahmen dieser Arbeit wurde dieses Verfahren nur an kleinen
Beispielen begleitend zu den weiteren Stabilitdtskriterien eingesetzt.

6.2.3.6 Parallele lineare Analyse zur Identifizierung des Versagensmechanis-
mus

Allgemeines. Das Hauptproblem der in den vorausgegangenen Abschnitten beschriebe-
nen Analysen liegt neben der numerischen Anfilligkeit in der Interpretation der dabei
gewonnen Ergebnisse.
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In Tabelle 6.5 sind sdmtliche Parameter zur Beurteilung der Stabilitdt noch einmal zu-
sammengefasst. Hieraus wird deutlich, dass die Art des Versagens - Traglast- oder Stabili-
tatsversagen - nur durch die Beobachtung der Entwicklung der einzelnen Parameter iiber
die Belastungsgeschichte erfolgen kann. Hierbei fillt auf, dass in den meisten Féllen von
Stabilitdtsversagen bei Beriicksichtigung von materieller Nichtlinearitat die Veranderung
der Parameter sich dem Verhalten der Parameter bei Betrachtung eines materiell linearen
Vergleichmodells anndhert. Im Folgenden wird daher versucht, die Ursache des Versagens
durch eine intensivere Betrachtung der Systemmatrizen zu identifizieren.

Aufspaltung der tangentialen Matrix. Die bereits in Gleichung (6.16) eingefiihrte
Aufspaltung der tangentialen Matrix in die Anteile K., K, und K, bedeutet fiir eine
nichtlineare Analyse, dass alle nichtlinearen Anteile (geometrisch und strukturell) in die
Matrizen K, und K, einfliefen.

Betrachtet man hingegen die materielle Nichtlinearitdt im Zuge einer nichtlinearen Ana-
lyse als eine strukturelle Schidigung - der Begriff Schiadigung und die numerische Um-
setzung werden in Kapitel 7 ndher erldutert -, so kann die tangentiale Steifigkeitsmatrix
auch in der Form

Kra = Ko+ K+ Ko+ Ko/ + K0

= Ku+ K + K+ (6.44)
formuliert werden. Der Index (d) soll dabei die Abhéngigkeit von der materiellen Nichtli-
nearitit/Schiadigung ausdriicken [Krétzig et al. 2000|. Die einzelnen Matrixanteile kénnen
in folgender Form nach Anteilen, die schidigungsbehaftet und schidigungsfrei sind, auf-

gespalten werden

K.q K. + K.(d) mit K, =K.(d=0) (6.45)
K; = KHV)+K*(V,d)
= KEV)+KEV) +KEV,d) + KE(V,d) (6.46)
und analog fiir den nichtlinearen Anteil der Steifigkeitsmatrix
KéVL KNL(V2> + KNL(V2,d)
= KY(VH + KV - KYE(V2 d) + KYE(V2 d). (6.47)

Diese Aufspaltung ist notwendig, da speziell bei dem Material Stahlbeton die Anderung

Gleichgewichtszustand | Steifigkeitsparameter | Determinante von | Diagonalwerte
Kr

stabil Sp 7A 0 detKpg >0 VD, >0

indifferent Sp =10 det K7y =0 dD;; =0
(Durchschlagspunkt)

indifferent Sp #0 detKrg =0 dD;; =0
(Verzweigungspunkt)

instabil Sp #0 det K7qg # 0 dD;; < 0

Tabelle 6.5: Ubersicht iiber die Parameter zur Identifizierung der Versagensart
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der Steifigkeitsmatrix zum einen von der Verringerung des Elastizitdtsmoduls, beispiels-
weise durch Flieflen der Bewehrung oder Plastizieren des Betons, zum anderen von Steifig-
keitsverdnderungen durch Rissbildung und resultierenden wachsenden Verformungen ab-
hiangt. Diese beiden Tragwerkseigenschaften beeinflussen sich gegenseitig, so dass die Auf-
weichung des Systems durch Plastizieren oder Rissbildung starke Verformungszuwéchse
und die wachsenden Verformungen wiederum progressives Aufreifsen der Struktur verur-
sachen.

In Tabelle 6.6 sind die einzelnen Bestandteile der tangentialen Steifigkeitsmatrix fiir die
sich aus der Einfiihrung des Schiadigungsbegriffs ergebenden vier Fille der FEM zusam-
mengestellt.

Beobachtung der einzelnen Matrixanteile.Innerhalb einer nichtlinearen Berechnung
nach Fall 4 der Tabelle 6.6 lassen sich mit Hilfe der in Kapitel 7 noch einzufiihrenden
Definition der Schidigung die drei Matrizenanteile

K., Ki,+K)' KL +KN (6.48)

separieren. Hierdurch lasst sich aber lediglich die Grofe der Schiadigung durch Beobach-
tung der Veranderung von K., quantifizieren.

Strebt man einen detaillierten Vergleich an, so wird eine Analyse nach Fall 3 der Tabelle
6.6 bendétigt, bei der die Anteile

K, KL4+KN KL KNE (6.49)

separiert werden.

Die Analyse wird zweckmifigerweise parallel zu der geometrisch und materiell-
nichtlinearen Analyse durchgefiihrt. Nach Ausiteration des Gleichgewichtszustandes wird
fiir das erreichte Lastniveau der Verformungszustand unter Ansatz geometrischer Nicht-
linearitat aber materieller Linearitdt bestimmt.

Wie bereits in Abschnitt 6.2.3.3 erlautert ist der Aufwand fiir eine direkte Beobachtung der
einzelnen Bestandteile durch eine Determinantenberechnung sehr aufwéndig, so dass zur
Beurteilung der in Abschnitt 6.2.3.4 vorgestellte Steifigkeitsparameter herangezogen wird.
Fiir den Anteil der elastischen Steifigkeitsmatrix beispielsweise ergibt sich die prozentuale

Fall | Kinematik | Schiadigung/Materialgesetz vorhandene Matrizenanteile
1 Linear Nein/Linear K. +KI+ KE
2 Linear Ja/Nichtlinear K., + K+ KL,
3 | Nichtlinear Nein/Linear K. + KL+ KN+ KE + KNE
4 | Nichtlinear Ja/Nichtlinear K.+ KL+ KV + KB, + KN E

Tabelle 6.6: Anteile der tangentialen Steifigkeitsmatrix
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Anderung infolge der materiellen Nichtlinearitiit durch den Verhéltniswert

AVT'KEl AV AV{‘Kedl AV

Ke Kc T, .. * *
B SP _ SP d B AVl K- AVy AV,{ Kegi - AV1 (6 50)
e Slpfe - AV? K- AV, ’ )

AVTK,;-AV,

Xk

*

wobei der Verschiebungsvektor der nichtlinearen Analyse mit (...) gekennzeichnet ist.
Analog hierzu lassen sich die prozentualen Anderungen der anderen Teilmatrizen bestim-
men.

6.2.3.7 Weitere Stabilitatskriterien

Eigenwert- und Eigenvektorbestimmung mit Hilfe der LDL”-Zerlegung. Die Li-
sung der in den vorangegangenen Abschnitten beschriebenen begleitenden Eigenwertpro-
bleme ist, wie bereits erwéihnt, zeit- und rechenaufwindig. Daher kann es bei grofen Struk-
turen von Vorteil sein, diesen Schritt einzusparen. Fujii & Noguchi (2002) zeigen in ih-
rem Konzept der Eigenwertproblemfreien Eigenvektorbestimmung, dass bei FE-Analysen,
welche die Cholesky-Zerlegung LDL” der Steifigkeitsmatrix benutzen, die Losung des Ei-
genwertproblems zum Auffinden von Verzweigungspunkten entfallen kann.

Der wesentliche Grundgedanke basiert auf der bereits in Abschnitt3.5 vorgestellten Auf-
16sung von K7 in die Bestandteile L, D und L?. Mit der Definition eines Vektors t, der
die Spalte k der Matrix L wiedergibt, gilt:

K= [to, oo bhye b, ] D [ttty ] (6.51)

Die Steifigkeitsmatrix kann im Sinne einer Spektralzerlegung durch Eigenwerte und Ei-
genvektoren ausgedriickt werden:

Ndo f
Kr=)» AWUTT (6.52)

=1

Mit der Definition eines Vektors e, dessen einziges Element ungleich 0 das k-te mit
dem Wert 1.0 ist, und nach einigen mathematischen Umformungen der Inversen der
Gleichungen (6.51) und (6.52) unter der Voraussetzung der Orthogonalititsbedingung
(t;.r . sk) = 0k, lasst sich nahe dem Verzweigungspunkt der Eigenvektor ¥ bestimmen:

Sk

U, =

o (6.53)

mit s, = (L7) "ef.

Der zugehorige Eigenwert kann ndherungsweise zu

A = 242 (6.54)
|sk|
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bestimmt werden. Nahe dem Verzweigungspunkt néhert sich dieser Eigenwert dem Wert
0 an. Ein grofer Nachteil dieser Methode liegt fiir Systeme mit einer grofen Anzahl von
Freiheitsgraden und ausgepréigter Bandstruktur der Steifigkeitsmatrix in dem Verlust die-
ser speichersparenden Struktur bei der Inversion der oberen Dreiecksmatrix. Die benotigte
Inversion ist dariiberhinaus auch sehr rechenintensiv. Abzulesen ist dieses an dem 4-fach
erh6htem Zeitaufwand einer numerischen Matrizeninversion gegeniiber der Losung des
Gleichungssystems.

Turkkila (2002) stellt eine Erweiterung dieses Konzeptes fiir die Behandlung des klassi-
schen Eigenwertproblems vor. Die Verbesserung des Eigenwertes innerhalb einer Iteration
zur Bestimmung des kleinsten positiven Eigenwertes wird durch den Quotienten der je-
weiligen Diagonalglieder der Matrizen D und D,s, die aus der Diagonalzerlegung der
Matrizen K7 und K7,5 entstehen, erreicht:

)
Dkk

7 .
kkoA

ANy = AU — Al = —

(6.55)

Der Vorteil dieses Vorgehens liegt in dem Wegfall des zusatzlichen Eigenwertproblems.
Fiir Systeme mit einer grofen Anzahl von Freiheitsgraden erfordert die Ermittlung der
Diagonalglieder D}, .x hingegen grofen rechnerischen Aufwand, da eine zusitzliche Dia-
gonalzerlegung durchgefiihrt werden muss, so dass die Vorgehensweise zur Abschitzung
des kritischen Lastniveaus keinen entscheidenden Vorteil bietet.

Direkte Berechnung. Eine weitere Moglichkeit zur Bestimmung von Stabilitatspunk-
ten unter Umgehung einer zeitaufwindigen begleitenden Analyse bietet die direkte Be-
rechnung [Wriggers et al. 1988, [Wriggers & Simo 1990|. Hierfiir wird das zu l5sende
Gleichungssystem der Gleichgewichtsbedingungen G (V, \) = 0 mit einer den Stabilitédts-
punkt beschreibenden Nebenbedingung erweitert [Planinc & Saje 1999

G(V,)) = { deﬁg&? N } _o. (6.56)

So kann ausgehend vom Grundzustand der Punkt des indifferenten Gleichgewichts be-
stimmt werden. Hierbei konvergiert der Lastfaktor innerhalb einer Iteration gegen den
kritischen Beullastfaktor. Als Nebenbedingung kann ebenso die Bedingung fiir den Eigen-
vektor K7+ (V, \) ¥ = 0 eingefiigt werden [Wriggers & Simo 1990]. Dieses Verfahren eignet
sich in erster Linie fiir Systeme mit einem eindeutigen Eigenvektor im Stabilitdtspunkt.
Ist dieser Stabilitdtspunkt nicht eindeutig, so kann wihrend der Iteration durch stédndiges
Wechseln des Eigenvektors die Losung divergieren. Auch versagt die direkte Methode bei
einem so ausgepragten nichtlinearen Verhalten des Materials Stahlbeton. Hierbei édndert
sich infolge der Belastung mitunter die Steifigkeitsverteilung des Tragwerks so signifikant,
dass die Berechnung des Stabilitdtspunktes ausschlieflich auf Grundlage des Grundzu-
standes zu einer Uberschitzung des maximal erreichbaren Lastniveaus fiihren kann.



Kapitel 7

Konzept zu einer
schadigungsorientierten
Stabilitatsanalyse

7.1 Allgemeines

Mit den in den vorangegangenen Kapiteln vorgestellten und weiterentwickelten Methoden
ist es moglich, ein Tragwerk hinsichtlich seiner Tragfahigkeit und Stabilitdt unter der
Beriicksichtigung von materieller Nichtlinearitit zu analysieren und der Versagensart nach
zu beurteilen.

Derartige Analysen sind bei komplexen Tragstrukturen aufwindig und flihren zu der
Suche nach einer einfachen und zeitsparenden Losungsmethode zur Beantwortung der
Stabilitdtsfrage. Hierzu wird im Folgenden der Versuch unternommen, die nichtlinearen
Eigenschaften des Tragwerks auf eine moglichst einfache Art und Weise fiir eine Stabi-
litdtsanalyse abzubilden. Das Konzept sieht vor, die durch die materielle Nichtlinearitéit
entstehende Anisotropie des Tragwerks in eine vereinfachende lineare Stabilitdtsanalyse
einfliefen zu lassen. Die vereinfachte Analyse wird mit Hilfe des Eigenwertproblems nach
Gleichung (6.13) durchgefiihrt. Um die Schédigung in die lineare Steifigkeitsmatrix ein-
fliefsen zu lassen, miissen vorab die Begriffe Schidigung und Anisotropie definiert werden.

7.2 Begriffsdefinition

7.2.1 Schadigung

Die Schidigung beschreibt den Zustand eines Tragwerks, vor oder nach einer Belastung,
der unwiederbringliche Strukturdnderungen beinhaltet.

Solche Schadigungen werden in der Literatur durch eine Vielzahl von unterschiedlichen
Schidigungsparametern D beschrieben [Mazars et al. 1992|, [Kritzig et al. 2000], [Krétzig

110
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& Petryna 2001], [Noh 2002]. Diese Parameter unterscheiden sich im Wesentlichen durch
ihre Anzahl pro Tragwerk. Bei einer Umsetzung innerhalb eines FEM-Konzeptes lasst sich
somit die Anzahl der Parameter D am besten durch eine Ordnungsliste darstellen. Hierbei
steigt mit zunehmender Ordnungszahl die Anzahl der definierten Schadigungsparameter
an.

1. Ordnung: Ein Parameter D fiir die Schidigung des gesamten Tragwerks.

2. Ordnung: Der Parameter D wird fiir einzelne Teilbereiche des Tragwerks getrennt
definiert.

3a. Ordnung: Fiir jedes finite Element einer speziellen Diskretisierung wird ein Para-
meter D definiert.

3b. Ordnung: In jedem Integrationspunkt eines finiten Elementes wird ein Parameter
D definiert.

4. Ordnung: Fiir jede Schicht innerhalb eines jeden Integrationspunktes wird ein Pa-
rameter D definiert.

5. Ordnung: In jeder Schicht werden die Parameter Dy, D, ..., D, richtungsabhin-
gig fiir Beton und Stahl getrennt definiert.

Diese hier vorgestellte Ordnungsliste ldsst weitergehende Kombinationsméglichkeiten zu.
Beispielsweise kann auch in der Ordnungsstufe 3a eine Beschreibung durch mehrere Schi-
digungsparameter getrennt fiir die Materialkomponenten erfolgen.

Diese Auflistung gestattet es, das Fiir und Wider der einzelnen Ordnungsstufen fiir die
vorliegende Problemstellung zu betrachten.

Der Parameter 1. Ordnung erlaubt es, die Material- und Querschnittsparameter der ge-
samten Struktur in gleichem Mafse zu verdndern, was zur Konsequenz hat, dass entweder
lokale Mechanismen keine oder eine zu starke Rolle in einer reduzierten Beullastberech-
nung erhalten kénnen. Der in Noh (2002) definierte Schidigungsparameter als Verhalt-
niswert der Eigenfrequenzen oder aber auch der in Abschnitt6.2.3.4 beschriebene Steifig-
keitsparameter kann zu dieser Ordnungsstufe gezahlt werden.

In der 2. Ordnungsstufe wird bereits auf die vorhandene Struktur eingegangen, sie erfor-
dert aber vorab eine genaue Kenntnis der zu erwartenden Schwéchen der Konstruktion.

Ordnungsstufe 3a ermoglicht bereits, lokale Schwichungen des Tragwerks besser zu be-
schreiben, wobei der Parameter 3b. Ordnung eine nochmalige Verfeinerung darstellt.

Bei dem Parameter 4. Ordnung gewinnt nun ebenfalls das Versagen im einzelnen Quer-
schnitt an Bedeutung, so dass auch eine wechselnde Belastungsrichtung Beriicksichtigung
finden kann.

Die Verfeinerung der 5. Ordnungsstufe hat zur Folge, dass getrennt fiir die einzelnen
Richtungen und Materialien eine Schidigung definiert wird, so dass hierin verstarkt auf
die Besonderheiten des Werkstoffs Stahlbeton eingegangen werden kann.
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Die Parameter Dy, D, ..

definieren. Die hier verwendeten Parameter finden sich in den Bildern7.1 - 7.3.

., Dy lassen sich getrennt nach Belastungs- und Materialart

h 55555?
'QD _____
= IIlIC
=
S
N Y

Dcomp _ ZD| hl

h
D=0 Dehnung -

Bild 7.1: Parameter zur Beschreibung der Schiadigung des Betons infolge Druckbeanspru-
chung

Der Parameter D™ gibt die Schiadigung des Betonquerschnitts infolge Druckbeanspru-
chung an. Durch Aufintegration der Parameter jeder Schicht iiber die Querschnittsdicke
wird ein Schidigungsparameter fiir den entsprechenden Integrationspunkt bestimmt:
¥D; - h;

h
Die Schidigung wird als Verhéltnis des Sekantenmoduls zum Ursprungselastizitdtsmodul
definiert. Als Richtung werden die beiden konvektiven Koordinatenachsen benutzt. Fiir
die Verwendung dieses Parameters innerhalb einer nichtlinearen Berechnung, beispiels-
weise zur Bestimmung von K., ist der Einfluss der Lage der geschidigten Schichten im
Querschnitt von grofer Bedeutung, so dass fiir die Verwendung im Biegesteifigkeitsanteil
eine entsprechende Integration erfolgen muss.

Deomp —

. (7.1)

D" ist der Parameter zur Beschreibung der Rissbildung des Betons. Seine Definition
erfolgt in Form einer Unterscheidung zwischen ungerissener und gerissener Schicht im
jeweiligen Integrationspunkt. Danach folgt die Aufintegration der Schidigung iiber den
Querschnitt, wobei zwischen Rissbildung startend auf Ober- oder Unterseite unterschieden
wird:

h — terack

Dten =1
h

(7.2)

Der Parameter fiir die Schiidigung des Stahls wird als D***®! definiert. Er gibt den Plasti-
zierungsgrad des Bewehrungsstahls wieder und wird fiir jede Stahllage separat definiert:

Dsteel - EO B ES

== 7.3
EO - ES,max ( )
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Bild 7.2: Parameter zur Beschreibung der Schidigung des Betons infolge Rissbildung
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Bild 7.3: Parameter zur Beschreibung der Schidigung des Stahls infolge Druck- bzw.

Zugbeanspruchung

7.2.2 Initiale Schadigung

Die definierten Schidigungsparameter ermoglichen neben der Verwendung innerhalb einer
nichtlinearen Berechnung auch die Vorgabe von initialen Schiadigungen. Diese Vorgabe

kann auf zwei unterschiedliche Arten erfolgen.

Die erste Moglichkeit besteht in der direkten Eingabe von zusétzlichen Elementinformatio-
nen durch den Anwender des Programmsystems. Hierbei werden den Integrationspunkten
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eines Elementes identische Schidigungen zugewiesen (Kombination der Ordnungsstufen
3a und 5). Diese Reduktion ergibt sich ausschlieflich aus Griinden der Benutzerfreund-
lichkeit der Eingabe.

Eine zweite Moglichkeit besteht in der direkten Ubernahme des Schidigungszustandes
einer vorherigen nichtlinearen Analyse. Hierzu werden wihrend der nichtlinearen Analyse
die Schiadigungsinformationen pro Element und Integrationspunkt in einer Schadigungs-
matrix gespeichert. Diese Speicherung erfolgt in jedem ausiterierten Lastschritt und kann
fiir spiatere Analysen verwendet werden.

Beide Vorgehensweisen zur Definition der initialen Schidigungen fiihren zu einem ge-
schiadigten Ausgangszustand. Die innerhalb der inkrementell-iterativen Vorgehensweise
definierten drei Tragwerkszustinde (s. Abschnitt 3.3) konnen geméf Bild 7.4 dargestellt
werden.

Ausgangszustand
"geschadigtes Material"

Nachbarzustand

Grundzustand "geschadigtes Material"

"geschadigtes Material"

Bild 7.4: Ausgangs-, Grund- und Nachbarzustand einer initial geschédigten Schalenstruk-
tur

7.2.3 Anisotropie

Der Begriff Anisotropie besagt, dass eine Struktur richtungsabhéngiges Werkstoffverhalten
aufweist. Kin Sonderfall hierbei stellt die Orthotropie dar. Sie sagt aus, dass die Struktur
in zwei orthogonal zueinander stehenden Richtungen anisotropes Materialverhalten zeigt.
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Die Orthotropie eines Kontinuums kann durch ein allgemeines Materialgesetz, wie es in
Schultz (1996) und Liirding (2001) angegeben wird, ausgedriickt werden. Die Reduktion
auf den zweidimensionalen Spannungszustand fiihrt analog zu Abschnitt3.2.2.4 zu einer
Reduktion der unabhingigen Komponenten des Werkstofftensors. Fiir ebene Flichentrag-
werke, im Speziellen fiir versteifte oder wabenférmige Tragsysteme, existieren eine Vielzahl
von empirisch ermittelten Werkstoffgesetzen, wovon eine gute Zusammenstellung inBagar
& Kritzig (1985) zu finden ist.

Die sich infolge einer Schidigung einstellende Orthotropie wird innerhalb dieser Arbeit
wie folgt beriicksichtigt. Die Schadigung erfolgt richtungsabhingig, das heift, sie orientiert
sich aufgrund ihrer Definition an dem Elementkoordinatensystem®,. Der Werkstofftensor
wird mit den bereits in Abschnitt 3.2.2.4 dargestellten Zusammenhéngen in Elementko-
ordinatenrichtung aufgestellt. Entgegen dem isotropen Materialverhalten existieren auf-
grund der moglichen, in zwei Richtungen unterschiedlichen Schiadigungen die Dehn- bzw.
Biegesteifigkeiten Dyq, Doy, B1; und Bas. Die bei der Verwendung eines orthogonalen ebe-
nen Koordinatenssystems verbleibenden vier Komponenten des Werkstofftensors ergeben
sich beispielsweise zur Bestimmung des Pseudo-Normalkrafttensors zu:

D11H1111 ) . VD12H1122
I/D12H1212 I/D12H1212 )
. D H'212 D,y H'212 _ © Q)
I/D12H1122 ) ) D22H2222

mit D12 =V D11D22.

N©8) = (7.4)

Bei der Verwendung fiir allgemeine Schalenstrukturen sind auch die restlichen Kompo-
nenten des Werkstofftensors ungleich Null. Zur Bestimmung dieser Komponenten wird
grundsatzlich die Dehnsteifigkeit D;o verwendet, da keine eindeutige Richtung dieser Gro-
flen angebbar ist. Die Ermittlung des Momententensors erfolgt unter Verwendung der
Biegesteifigkeiten analog. Der innerhalb der Schubverzerrungstheorie ebenfalls benotigte
Schubmodul G wird korrespondierend zu der Herleitung in Abschnitt4.2 zu

G — E1 + E2 - 2V\/ E1E2
B 4(1—1?)

(7.5)

angesetzt.

Neben der Entscheidung, ob ein Einfluss auf die Dehn- und Biegesteifigkeit besteht (s.
Abschnitt 7.3), ist die Frage nach der Groke dieses Einflusses von Interesse. Bei einer
Schédigung infolge hoher Druckbeanspruchung des Betons wird der Einfluss zu 100 %
angenommen, da hier das Material sowohl fiir Zug- als auch Druckbeanspruchungen ge-
schidigt ist. Fiir eine Schiadigung infolge Rissbildung wird zur Quantifizierung ein weiterer
Parameter verwendet. Die Druckzonenhohe, die mit Hilfe der Dehnungen an Ober- und
Unterseite (7.10) ndherungsweise zu

oy = Dol (7.6
ol +
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bestimmt werden kann, fiithrt gegebenenfalls zu einer Abminderung des Einflusses der
Schadigung.

Neben der Auswirkung der Schiadigung auf die Dehn- und Biegesteifigkeit entsteht durch
die Rissbildung ein in Bild 7.5 dargestelltes Verschieben der Schwerlinie des (Querschnitts.
Hierzu wird der Versatz zwischen urspriinglicher und aktueller Schwerlinie nach

(5 £ k) - B+ (b — tepack) + B - 31 asi €5 h )

€ges = - = .
I Ec : (h - Zfcrack:) + Es : Zz Ag; 2

bestimmt. In die Bestimmungsgleichung flieft neben der Risstiefe auch die Menge der im
Querschnitt vorhandenen Bewehrung ein, so dass diese mit wachsender Risstiefe an Bedeu-
tung gewinnt. Fiir einen komplett gerissenen Querschnitt entsteht so bei symmetrischer
Bewehrung ein Versatz von Null.

€al V4 i\-jit v X

crack

as2

Bild 7.5: Versatz der Schwerlinie in einem gerissenen bewehrten Stahlbetonquerschnitt

Der Versatz hat zur Konsequenz, dass, dhnlich der Vorgehensweise bei anisotropen un-
symmetrisch versteiften Querschnitten in der Schalentheorie, die Ergédnzung des Elasti-
zitatstensors durch Kopplungskomponenten notwendig wird. Sie bewirken, dass das Ver-
schieben der Schwerlinie die Normalkrafte durch die Kriimmung und die Momente durch
die Langsdehnungen beeinflusst. Die Grofe dieser Kopplungsterme ist in starkem Mafe
von der Form des untersuchten Querschnitts abhingig. InBagar & Kritzig (1985) ist die
Herleitung fiir einen unsymmetrisch versteiften Querschnitt dargestellt. In einem solchen
Fall ist aufgrund des stark inhomogenen Querschnitts die Beschriankung auf die Kopp-
lungskomponenten

U — o L pUL o p . gl

E®2 — o . E®2 _ ¢, . D, H?? (7.8)
ausreichend. Bei der Schwerlinienverschiebung aufgrund von Rissschidigung besteht der
Restquerschnitt hingegen immer noch aus einem weitestgehend homogenen Material, so
dass beispielsweise die Kriimmung in ©2-Richtung die Normalkraft in ©;-Richtung aus-
schliefslich iiber die Querdehnung beeinflusst. Daher werden auch hier die Komponen-
ten 1122 und E'?1? korrespondierend zum Vorgehen bei rein orthotropem Verhalten be-
stimmt:

E1122 - - \/(61 i Dll) i (62 . DQQ) . Hllll

E™2 = y.\/(e1-Dn)- (eg- Dao) - H*2 (7.9)
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Der hier beschriebene Ansatz liefert, was zahlreiche Voruntersuchungen gezeigt haben,
fiir stark bewehrte Querschnitte gute Resultate. Die verdnderten Steifigkeitseigenschaf-
ten und die zusitzlichen Momentenbeanspruchungen des Querschnitts kénnen durch die
hohe Bewehrungsmenge kompensiert werden. Bei schwach bewehrten Schalentragwerken
hingegen bewirkt eine Rissbildung aufgrund der geringen Steifigkeitsanteile der Beweh-
rung eine grofse Schwerlinienverschiebung. Innerhalb einer geometrisch und physikalisch
nichtlinearen Analyse wiirde das Tragwerk durch zusétzliche Verformungen der erh6hten
Momentenbeanspruchung entgehen. Innerhalb einer vereinfachten Stabilitdtsberechnung
kann nun der Versuch unternommen werden, diese Schwerlinienverschiebung in Abhéngig-
keit von dem Bewehrungs- und dem Schidigungsgrad zu begrenzen. Eine solche Begren-
zung kann, wie eine grofse Anzahl von Vorberechnungen gezeigt haben, nur unter gleichzei-
tiger Beriicksichtigung von nicht-konservativen Belastungen sinnvoll vorgenommen wer-
den. Alle anderen empirisch ermittelten Begrenzungen konnen fiir einzelne Bewehrungs-,
Schiadigungs- und Geometrievarianten zwar akzeptable Losungen bieten, allerdings ver-
lieren sie zumeist bei dem Versuch der Verallgemeinerung ihre Giiltigkeit. Im Hinblick
auf das Hauptziel dieser Arbeit, die Voraussetzungen fiir einen alternativen Nachweis zu
schaffen, wird an dieser Stelle auf eine weitere Untersuchung verzichtet und bei schwach
bewehrten Querschnitten der Versatz durch Rissbildung auf einen problemabhangigen
Maximalwert begrenzt.

7.3 Approximation der Beullast durch Initialschadi-
gung

Der in den vorangegangenen Abschnitten erliuterte Schidigungsparameter soll im Fol-
genden fiir die Abschétzung des kritischen Lastniveaus einer Struktur mit nichtlinearem
Materialverhalten verwendet werden. Die Analyse kann auf zwei unterschiedlichen Wegen
erfolgen, die hier dargestellt werden.

Nichtlineare Analyse mit geschidigtem Material. Die Analyse der Struktur er-
folgt geometrisch nichtlinear unter der Annahme eines geschidigten, sich iiber die wei-
tere Belastungsgeschichte linear elastisch verhaltenen Materials. Der so ermittelte Last-
Verformungspfad entspricht dem Antwortverhalten einer geschwichten Struktur.

Das verwendete Materialgesetz ist in groken Teilen dem Gesetz fiir elastisches Material
gleichzusetzen. Der wesentliche Unterschied besteht in der vor Aufstellen des Werkstoff-
tensors durchgefiihrten Beurteilung, ob die vorhandenen Schiadigungen einen negativen
Einfluss auf die Tragfihigkeit haben.

Hierzu werden als eine Niherung die Dehnungen des jeweiligen Querschnitts an Ober-
und Unterseite benutzt, welche sich zu

h h
Yoo (:I:E) = ’y%” = Qo 5 Baa (7.10)

ergeben.
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Nun kann mit Hilfe der im Folgenden dargestellten Fallunterscheidungen eine Auswahl
der anzusetzenden Schadigungen erfolgen. Hierzu wird der Verzerrungszustand mit Hilfe
der Dehnungen aus Gleichung (7.10) in neun unterschiedliche Fille unterteilt und die
Auswirkung auf die Dehn- (D) bzw. Biegesteifigkeit (B) festgestellt.

Zusitzlich muss der Einfluss der beiden Schidigungsparameter D™ und D" diffe-
renziert betrachtet werden, da sie bei unterschiedlichen Dehnungszustinden verschiedene
Auswirkungen auf die Steifigkeitsanteile haben. Die Einfliisse sind in den Tabellen7.1 und
7.2 dargestellt. Wird beispielsweise der Parameter D" betrachtet, so ist ersichtlich, dass
fiir einen voll gezogenen Querschnitt (Y, (j:%) > 0) eine Auswirkung der Schidigung
auf Dehn- und Biegesteifigkeit besteht. Im Gegensatz dazu soll bei einem voll gedriick-
ten Querschnitt (Yaq (i%) < 0) eine Rissschidigung ausschlieflich die Biegesteifigkeit
beeinflussen. Diese Forderung entsteht aus dem Ziel heraus, dass mit einer vereinfachten
Berechnung eine reduzierte Beullast ermittelt werden soll. Rein phédnomenologisch besitzt
ein vormals gerissenes Bauteil in einem voll gedriickten Zustand auch wieder ein gewisses
Maf an Biegesteifigkeit, da die Risse geschlossen sind. Die Grofe dieser Steifigkeit ist hier-
bei abhingig von der Gréfe der Druckkraft und ist auch nur solange vorhanden, wie eine
solche stabilisierende Kraft existiert. Im Nachbeulbereich, dessen Minimum es anzuné-
hern gilt, erfahrt das Tragwerk eine Belastungsinderung und verliert diese erzwungene

Steifigkeit.

Lineare Beulanalyse mit geschiidigtem Material.Hierzu wird, ausgehend von der in
Gleichung (6.44) fiir geschadigtes Material erweiterten Steifigkeitsmatrix, analog zu dem

Yoo (+3) <0 | Yoa (+3) =0 | Yoo (+3) >0
Yaa (—2) < 0|  Daa, Baa Do, Boa Do Baa
Yaa (—2) =0 | Daa,Baa - Boa
Yaa (—2) >0 |  Daa, Baa Boa Buoa

Tabelle 7.1: Fallunterscheidung fiir die Schiadigung infolge Druck D™

Yoo (+%) <0 Yaa (‘i‘%) =0 Yaa (-f—%) >0
Yaa (—5) <0 B B D" > 0= Daa; Baa
ao 2 fe%e’ oo
D" < 0 = Bya
~ (_@) —0 B B D" > 0 = Dag, Boa
ao 2 aa ao

D" < 0 = Bga

D(t;fn<0:>Dau7B(1a Déen<O:>D(X(¥7BO/.(X

D" > 0 = Baa D" > 0 = Bya

Yaa (—%) >0 Daa; Baoz

Tabelle 7.2: Fallunterscheidung fiir die Schidigung infolge Rissbildung D™
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Vorgehen in Abschnitt 6.2.2 das lineare Eigenwertproblem definiert:
{Keaa+ A K} @ ={Ky+A (Kjy+KL)} ¥=0. (7.11)

Schlieklich entsteht in Anlehnung an die Formulierung der klassischen Stabilitdtstheorie
unter ausschliefslicher Beriicksichtigung der Anfangsspannungsmatrix:

(K +A KLU ={K,y+A (KXNV)+KL(V,d)} ¥ =0. (7.12)

Somit ist ein klassischer Stabilitdtsnachweis gefunden, in den Schidigungsaspekte einflie-
fsen konnen.

Beim Aufstellen der Anfangsspannungsmatrix wird die Schidigung ebenfalls beriicksich-
tigt. Fiir ausschliefllich druckbeanspruchte Tragwerke sind beide Matrizen K, und K.,
identisch, da keine zusdtzlichen Schnittgréfen durch einen Versatz der Schwerlinie entste-
hen. In diesem Fall stellt das Eigenwertproblem

{Ka+A-Ki}-®=0 (7.13)

ein gleichwertiges Kriterium dar. Fiir Tragwerke, die sowohl auf Druck als auch auf Bie-
gung beansprucht werden, ist dieses Kriterium gegeniiber Gleichung (7.12) als ungenauer
anzusehen.

Zur Durchfithrung des Nachweises wird fiir beide Kriterien die folgende Vorgehensweise
innerhalb des FE-Programms notwendig:

1. Ermittlung der elastischen Steifigkeitsmatrix K.4 ;=1 mit Dehnungszustand Null.

2. Losen von K¢g i=1 - Vi=1 zf’.

3. Aufstellen von K, i—1.

4. Losen des Eigenwertproblems (K4 i—1 + Aic1Kpa i=1) - ¥ = 0.

5. Aufstellen von K4 ;-2 unter Beriicksichtigung des Verformungszustandes V,;_;.

6. Losen des Eigenwertproblems (K4 i—a + AicoKya i=1) - ¥ = 0.

0
7. Losen des Gleichungssystems K.g j—2 - Vi—2 =P.

8. Aufstellen von K. ;—3 und K,4 ;—2 unter Beriicksichtigung des Verformungs-
zustandes V,_,.

9. Losen des Eigenwertproblems (K4 i—s + Ai—sKya, i=2) - ¥ = 0.

10. Ausgabe der Eigenwerte A;—;, Aj—> und A;_s.
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Alternativ kann in der hier dargestellten Vorgehensweise K, 4 durch K, ersetzt werden.

Zu Beginn wird die elastische Matrix K. ;—; aufgestellt. Zu diesem Zeitpunkt ist dem Sys-

tem noch kein Dehnungszustand bekannt, so dass alternativ lediglichK,g ;—; mit A
ermittelt werden kann.

Im néchsten Schritt erfolgt die Ermittlung von V,;—;. Nach dem Aufstellen der Anfangs-
spannungsmatrix liefert die Losung des Eigenwertproblems in Schritt 4 die erste Ndherung
des kritischen Lastfaktors. Mit Hilfe des Verformungszustandes V,;—; kann eine bessere
Beriicksichtigung des Schadigungszustandes in K4 ;—2 erfolgen. Ein erneutes Losen des
Eigenwertproblems in Schritt 6 liefert die zweite Naherung des kritischen Lastfaktors.
Darauf folgend wird die Gleichgewichtsbeziehung unter Beriicksichtigung der geschadig-
ten Steifigkeitsmatrix erneut gelost. Der so ermittelte Verformungszustand V,—, dient
zum Aufbau einer neuen geschidigten Steifigkeitsmatrix K.4 ;—3 und Anfangsspannungs-
matrix Kyq i—2. Somit wird auf die verédnderten Steifigkeitseigenschaften des geschédigten
Tragwerks eingegangen. Der Grundgedanke dieser Vorgehensweise ist mit der Theorie 2.
Ordnung bei der Schnittgrofenermittlung vergleichbar.

Ein weiterer Ansatz sieht vor, innerhalb der linearen Beulanalyse einen Schidigungszu-
wachs zu simulieren und somit ndher an ein maximal erreichbares Lastniveau zu gelangen.
Das Vorgehen ist in den ersten sechs Schritten identisch mit dem Vorherigen. In Schritt

0
7 wird abweichend das Gleichungssystem K4 ;—2 - Vi—o = A;j—o- P gel0st.

Hierdurch wird bei A;—s > 1.0 ein erhohter Belastungszustand des Tragwerks simuliert.
In einem linearen Schritt wird iiberpriift, ob die sich einstellende Schiadigung grofer als
die Initialschdadigung ist. Ist sie es nicht, so ergibt die weitere Analyse keine Verdnderung
der Beullast. Bei einer Erhohung der Schédigung ist die ermittelte BeullastA;—3 geringer

0
als Aj—2 und die Iteration kann mit dem Losen von K4 ;=3 - V=3 = A;—3- P fortgesetzt
werden.

Die so ermittelte Beullast hingt in ihrer Giite in starkem Mafe von der Qualitdt der
vorgegebenen Schidigungsparameter ab. Wird keine Schadigung vorgegeben, so wird nach
linearer Theorie eine grobe Abschitzung durchgefiihrt und eine Beullast ermittelt, welche
in den meisten Fillen zu hoch gegeniiber der realen ist. Wird hingegen ein vollstindig
geschidigtes Tragwerk vorgegeben, so ist die berechnete Beullast weit geringer als die
reale Beullast. Umlagerungen infolge nichtlinearer Materialeigenschaften finden bei dieser
Art der Nachweisfithrung nur bei der Erzeugung der Schidigungsmatrix innerhalb einer
nichtlinearen Analyse Beriicksichtigung (Kapitel6).



Kapitel 8

Anwendungsbeispiele

8.1 Ebene Wandscheibe mit geometrischen Imperfek-
tionen

Die Beriicksichtigung von geometrischen Imperfektionen ist ein wichtiger Aspekt bei der
Durchfithrung von Stabilitdtsanalysen von Schalentragwerken, auch bei der Beriicksichti-
gung physikalischer Nichtlinearitdt. Die in Abschnitt 3.4 beschriebenen Ansétze wurden
numerisch umgesetzt und anhand eines einfachen Beispiels verifiziert.

perfektes System imperfektes System
l P 1.0m l P
A

P =850 kN/m

Bild 8.1: System, Materialdaten und Imperfektionsverlauf

Die in Bild 8.1 dargestellte axial belastete Wandscheibe, mit Hilfe von 14x7 ASE4-
Elementen diskretisiert, wird eigenform-affinen geometrischen Imperfektionen mit vari-
ierenden Amplituden ausgesetzt. Um bei einer geometrisch und physikalisch nichtlinearen

121
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Analyse den unterschiedlichen Charakter eines Spannungs- bzw. Stabilitdtsproblems auf-
zuzeigen, wird das Beispiel mit unterschiedlichen Systemhéhen A analysiert.

Flieft in die analytische Ermittlung der Knicklinge nach §.1) die erlaubte Druckfestig-
keit und der Elastizitdtsmodul der jeweiligen Betonsorte ein, so kann eine Grenzknicklange
bestimmt werden, bei der das System das reine Spannungsproblem verldsst und in ein Sta-
bilitdtsproblem iibergeht. Bei den gegebenen Abmessungen und unter Vernachlissigung
der Steifigkeitsanteile der Bewehrung kann so die Hohe H = 12.53 m fiir einen Beton der
Giite C30/37 und die Héhe H = 9.11 m fiir einen Beton C80/95 ermittelt werden.

B
H=9.5.—=92.,/ =% 1
S (e &1

Zur Betrachtung des Spannungsproblems wurde daher eine Systemhohe von2.50m ge-
wahlt. Das Ergebnis der nichtlinearen Analyse zeigt (s. Bild8.2), dass aufgrund der Im-
perfektionen die Verformungen in horizontaler Richtung anwachsen, und die endgiiltige
Traglast durch die vergroferten Biegemomente stark abfillt. Ein friihzeitiges Plastizie-
ren in der Analyse ohne Imperfektionen tritt aufgrund der nichtlinearen Spannungs-
Dehnungsbeziehung des Betons auf. Daher ist das zugehorige Lastniveau eines Betons
der Giite C30/37 sehr viel geringer als das eines Betons der Giite C80/95. Bei genauerer
Betrachtung des Antwortverhaltens des Tragwerks ist erkennbar, dass der Beton in den
duleren Fasern umso frither zu plastizieren beginnt je grofer die Imperfektionen sind.
Ebenso verhélt sich das Plastizieren der Meridianbewehrung bei wachsenden Imperfektio-
nen.

——ohne Imperfektion 14.09

—>=Imp.-Amplitude 0.024*10° m 3

——Imp.-Amplitude 0.061*10° m 12,04 C 80/95

—— Imp.-Amplitude 0.122*10° m
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©
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0.00 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010 0.012 0.014 0.016 0.018 0.020 0.00 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010 0.012 0.014 0.016 0.018 0.020
Verformung v, [m] Verformung v, [m]

Bild 8.2: Last-Verschiebungsdiagramm einer axial gedriickten Wandscheibe mit System-
hoéhe H = 2.50m aus C30/37 (links) und C80/95 (rechts) - Spannungsversagen

Fazit: Das Tragwerk besitzt die Fahigkeit, Krafte so umzulagern, dass eine begrenzte wei-
tere Laststeigerung moglich ist. Allerdings plastizieren hierbei zunehmend die Beton- bzw.
Stahlschichten. Hierdurch wird ein vermindertes Endtraglastniveau erreicht. Die Verfor-
mungen des Tragwerks aus hochfestem Beton sind aufgrund der erhohten Sprodheit des
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Werkstoffs bei Eintreten des Versagens geringer als die des Tragwerks aus normalfestem
Beton.

4.8
——ohne Imperfektion a2
—>= Imp.-Amplitude 0.024*10° m ’ ——ohne Imperfektion
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Bild 8.3: Last-Verschiebungsdiagramme einer axial gedriickten Wandscheibe mit System-
hohe H = 15.0m aus C30/37 (links) und C80/95 (rechts)

Um demgegeniiber das Stabilitdtsproblem zu untersuchen, wurde die Systemhéhe auf
H = 15.0m erhoht. Die Ergebnisse sind in Form von Last-Verschiebungsdiagrammen in
Bild 8.3 dargestellt. Es ist erkennbar, dass der Maximalwert der aufnehmbaren Last bei
Steigerung der Imperfektionen kontinuierlich abféllt. Bei Erreichen dieser Maximallast
verliert bei beiden Betongiiten das System seine Stabilitdt, was sich in dem Abfall der
Last-Verformungskurven zeigt. Der Beton geringerer Festigkeit zeigt dabei auch hier ein
wesentlich duktileres Verhalten als der Beton hoherer Festigkeit. Der Abfall nach Uber-
schreiten des durch die Imperfektion verursachten Durchschlagspunktes fillt bei schwé-
cherer Imperfektionsamplitude steiler aus, so dass fiir dieses Beispiel von einem von der
Imperfektionsgrofe unabhingigen Nachbeulminimum ausgegangen werden kann.

Es ist darauf hinzuweisen, dass alle Systeme zum Zeitpunkt des Stabilitdtsverlustes in
gewissen Bereichen schon gerissen sind. Wird die Imperfektionsamplitude so gering ge-
wahlt, dass die Risse nicht eintreten, kann der Antwortpfad ndher an den des perfekten
Systems herangefiihrt werden. Der abfallende Ast der Last-Verformungskurve stellt sich
dann umso steiler ein.

8.2 Zylindrisches Schalenfeld unter Einzellast

Das im Folgenden betrachtete Beispiel soll die Fahigkeit des verwendeten finiten Elemen-
tes beziiglich der Abbildung eines Durchschlagsproblems und die richtige Umsetzung des
Steifigkeitsparameters nach Abschnitt 6.2.3.4 belegen. Hierzu wird ein zylindrisches Scha-
lenfeld nach Sabir & Lock (1972) verwendet. Dieses, an seinen Réndern in Umfangsrich-
tung unverschieblich gelagerte und durch eine Einzellast normal zur Schalenmittelfliche
belastete System wurde in der Vergangenheit in mehreren Arbeiten zur Verifikation der

hergeleiteten Elemente verwendet, so dass ein guter Vergleich der Resultate moglich ist
[Harte 1982, [Deml 1997].
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In Bild 8.4 sind die Ergebnisse der eigenen Berechnung mit einer8 x 8 ASE4-Elementierung
eines Viertels des Systems den Resultaten verschiedener Forscher gegeniibergestellt. Es
ist bei einem Lastfaktor von A\ = 0.593 und einer Verschiebung im Lastangriffspunkt
von 12.5 mm ein Durchschlagen des Systems zu erkennen. An diesem Punkt sind die
Traglastreserven des Systems erreicht, und es stellt sich nach Durchfahren des instabilen
Bereichs die untere, stabile Gleichgewichtslage ein.
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Bild 8.4: Last-Verschiebungsdiagramm des zylindrischen Schalenfeldes nachSabir & Lock
(1972)

Bergan et al. (1978) benutzen dieses Beispiel zur Ermittlung des Steifigkeitsparameters,
so dass auch dieses Resultat verglichen werden kann. Bild 8.5 zeigt den Verlauf des Stei-
figkeitsparameters Sp” iiber einer Verschiebungsnorm || V||. Ein direkter Vergleich der
Ergebnisse ist aufgrund der unterschiedlich definierten Verschiebungsnormen nicht mdg-
lich. Der typische Verlauf des Parameters ist hingegen deutlich erkennbar. Bei Auftreten
des Durchschlagspunktes erfihrt der Parameter einen Nulldurchgang und wéchst bis zum
Punkt des vertikalen Abfalls im Last-Verschiebungsdiagramm bis ins Unendliche an. Der
niachste Nulldurchgang des Parameters lokalisiert den Tiefpunkt der Kurve, wobei kurz
vorher ein weiterer vertikaler Lastabfall zu erkennen ist und daher der Parameter zuvor
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nochmals ins Unendliche anwéchst. Das Tragwerk gewinnt erst bei einem Lastfaktor von
A = 0.05 wieder seine Ausgangssteifigkeit zuriick und steigert diese, welches durch das
stetige Anwachsen des Parameters ausgedriickt wird.

Steifigkeitsparameter S ¥t

Verschiebungsnorm [|VI|

Bild 8.5: Verlauf des Steifigkeitsparameters Sp*
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Bild 8.6: Verlauf der Parameter Sp*™™* und S5~

In Bild 8.6 sind die Verldufe der Parameter Spe™ " und SE” dargestellt. Anhand dieser
Kurven lassen sich die typischen Verhaltensmuster dieser beiden getrennten Parameter
zeigen. Im Bereich vor Erreichen des Durchschlagspunktes fallen diese Parameter dhn-
lich dem urspriinglichen Steifigkeitsparameter ab, wobei der jeweilige Abfall homogener
erfolgt und somit eine bessere Vorhersage des Auftretens des Durchschlagspunktes er-
laubt. Aufgrund der Skalierung des Parameters S}.f” mit dem Lastfaktor, bezogen auf
das Anfangslastinkrement, steigt der Parameter zum einen nicht bis ins Unendliche an
und zum anderen gibt er zusdtzlich die Nulldurchginge im Last-Verschiebungsdiagramm
durch entsprechende Nullstellen wieder. Fiir die Analyse von realen Tragstrukturen un-
ter Beriicksichtigung von nichtlinearem Materialverhalten hingegen ist das Verhalten vor
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Erreichen des Durchschlagspunktes besonders interessant. Hier zeigt sich der Vorteil der
Beobachtung der Parameter der Teilmatrizen, da ihre Verldufe durch einen signifikanten
Abfall zum Durchschlagspunkt gekennzeichnet sind.

8.3 Schalenbogen unter Einzellast

Das Beispiel des Schalenbogens unter Einzellast zeichnet sich durch einen Lastabtrag in
Form einer Kombination aus Druck und Biegung aus. Je nach Radius und Dicke des
Bogens dndert sich das Verhéltnis zwischen Druck und Biegung und bestimmt somit auch
die Form und das Lastniveau bei Eintritt des Stabilitdtsversagens.

Das System, dessen drei ersten Beul-Eigenformen in Bild 8.7 dargestellt sind, wurde mit
einem Radius R = 16.35m und einem Offnungswinkel von 20° gewihlt. Als Beton wurde
ein C100/115 gewihlt, die hochste Betongiite nach DIN 1045-1 (2001). Die Bogendicke
wurde zwischen 0.02 und 0.15m variiert. Dieses Beispiel ist als ein akademisches Beispiel
anzusehen, da das Verhiltnis der Bewehrungsmenge 20.0 cm?/m zur Schalendicke sehr
grof gewahlt wurde. Im Folgenden werden anhand von einigen Ergebnissen der Analyse
mit einem 60x1 Elementnetz aus ASE4-Elementen die wesentlichen Schlussfolgerungen
belegt.

1. Eigenform

R=16.35m

3. Eigenform
©=10°

Bild 8.7: Schalenbogen unter Einzellast: System und 1., 2. und 3. Eigenform der klassi-
schen Beulanalyse

In einem ersten Schritt werden die unterschiedlichen begleitenden Eigenwertprobleme be-
trachtet. Bild 8.8 zeigt das Ergebnis fiir einen Schalenbogen mit einer Dicke von 15.0 c¢m.
Die Analyse erfordert die Kenntnis des Gleichgewichtszustandes zweier benachbarter Last-

schritte (¢ und (i + 1)), daher beginnen die Ergebniskurven erst bei X Bei Beobachtung
der Approximation der kritischen Last féllt auf, dass sowohl das linearisierte ¢.21) als
auch das inkrementelle Eigenwertproblem (6.24) die kritische Last nur schlecht abschét-
zen konnen. Die Ursache hierfiir ist in der ausgepridgten Rissbildung bereits zu Beginn
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der Belastungsgeschichte zu sehen, welches im Diagramm durch den starken Abfall beider
Kurven deutlich wird. Hierbei verliert das System einen wesentlichen Teil seiner Anfangs-
steifigkeit. Da sich beim linearisierten Eigenwertproblem die Abschétzung der kritischen
Last in jedem Lastschritt nach der zu diesem Zeitpunkt verbliebenen Reststeifigkeit des
Systems richtet, ist der starke Abfall und der sukzessive Anstieg durch Ubertragung der
Traglast auf die Stahleinlagen zu beobachten.
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| | |
1 1 1
| | |
s —— — T g7 ]
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|
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Bild 8.8: Schalenbogen unter Einzellast: Vergleich der Eigenwertprobleme

Wihrend dort der Approximationswert der kritischen Last kontinuierlich ansteigt, al-
terniert der berechnete Wert bei Anwendung des inkrementellen Eigenwertproblems. Da
bei diesem Eigenwertproblem die tangentiale Steifigkeitsmatrix auf der einen und die
lastschrittweise Differenz der Steifigkeitsmatrix auf der anderen Seite Verwendung fin-
den, alterniert der approximierte Wert der kritischen Last zwischen einer unteren Grenze
bei starker Verdnderung der Trageigenschaften und einer oberen Grenze bei keiner bis
schwacher Verdnderung der Trageigenschaft innerhalb eines Lastschritts. Bei zunehmend
linearem Materialverhalten ndhern sich obere und untere Grenze an und gehen nahezu
in den Verlauf des linearisierten Eigenwertproblems iiber. Aufgrund des oben angefiihr-
ten Verhaltens kann fiir einen solchen Fall kein zu bevorzugendes Eigenwertproblem be-
nannt werden. Beide Eigenwertprobleme liefern wihrend der Laststeigerung keine guten
Abschétzungen der erreichbaren kritischen Last, zeigen aber sicher den Punkt des indif-
ferenten Gleichgewichts bei Erreichen an.

In Bild 8.9 ist der korrespondierende Verlauf der Eigenwerte fiir das linearisierte Eigen-
wertproblem zu erkennen. Die hier dargestellte Kurve startet mit Eintritt der Rissbildung
bei dem Lastfaktor 1.0. Neben dem Verlauf fiir geometrisch und materiell nichtlinearem
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Verhalten sind hier ebenfalls die Ergebnisse einer klassischen Beulanalyse - geometrisch
und materiell linear - einer ausschliefslich materiell nichtlinearen und einer ausschliefllich
geometrisch nichtlinearen Analyse dargestellt. Man erkennt aufgrund des Unterschiedes
der Kurven sehr stark die Notwendigkeit der Beriicksichtigung aller Nichtlinearitdten in-
nerhalb einer solchen Analyse. Bei der untersten Kurve ist zu beobachten, dass der er-
mittelte Eigenwert iiber einen grofen Belastungsbereich nahe dem Wert 1.0 verlauft. Der
Abfall des Wertes verlauft hierbei kontinuierlich mit einem geringen Steigungsmaf. Die
Linge dieses Bereichs verkiirzt sich mit sinkender Schalendicke, da sich das Verhalten des
Schalenbogens dem linearen Materialverhalten annihert.

40 7

T T
| |
1 1
| | —o— klassische Beulanalyse
| |
! ! —o— geom. + mat. linear
30+ ----- e T . T
| —s=— geom. linear + mat. nichtlinear
< o .
+ : —/— geom. nichtlinear + mat. linear
|
q;') ! —o— geom. + mat. nichtlinear
S 20f N N e
o0 |
Ll !
!
|
0

0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00 12.00
Lastfaktor A [-]

Bild 8.9: Schalenbogen unter FEinzellast: Vergleich unterschiedlicher Material- und
Kinematik-Modellierungen

Bild 8.10 zeigt die Verldaufe der Steifigkeitsparameter der einzelnen Teilmatrizen und den
Verlauf des Determinatenverhaltnisses fiir den Schalenbogen mit einer Dicke von15.0 cm.
Zum Vergleich sind die Verlaufe fiir lineares Materialverhalten ergénzt. Lineares Mate-
rialverhalten hat kontinuierlich fallende Kurven des Determinantenverhiltnisses und des
Steifigkeitsparameters S}.fT zur Folge, wobei der Abfall der Determinante dufserst gering
ausfillt. Dagegen ist der Einfluss des nichtlinearen Materialverhaltens in den anderen
Kurven von Beginn an stark zu erkennen.

In den folgenden Diagrammen sind die Ergebnisse iiber den auf den Endlastfaktor be-
zogenen Lastfaktor aufgetragen, um eine Vergleichbarkeit der Ergebnisse der einzelnen
Schalendicken zu ermoglichen. Ein Vergleich der Verldufe des SteiﬁgkeitsparametersSf.fT
fiir die variierenden Schalendicken zeigt Bild8.11. Der mit sinkender Schalendicke anwach-
sende Abfall des Steifigkeitsparameters ist leicht zu erkennen. Das bei einigen Kurven im
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hinteren Belastungsbereich zu beobachtende lokale Ansteigen des Parameters ist durch
die Wahl des Lastinkrementes begriindet. Einen homogeneren Verlauf erreicht man zum
einen durch eine Verringerung des Lastinkrementes, da die Verdnderung der Steifigkeits-
matrix homogener verlduft, und zum anderen durch die Verwendung von zufallsverteilten
Materialkenngrofen, da auch in diesem Fall die Steifigkeitsmatrix weniger sprunghafte
Anderungen erfihrt. Aufschluss iiber die Art des Versagens gibt die Grohe des Steifig-
keitsparameters Sp” bei Eintreten des Endlastniveaus. Je niiher der Wert bei Null liegt -
dem Wert bei Auftreten eines Durchschlagspunktes - kann bei diesem Beispiel von einem
Versagen infolge Stabilitidtsverlust ausgegangen werden.
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Bild 8.10: Schalenbogen unter Einzellast: Steifigkeitsparameter und Determinantenver-
héltnis fiir die Dicke ¢ = 0.15m

Der in Bild 8.12 dargestellte Vergleich zwischen den Bogen mit einer Schalendicke von
t =0.02m und ¢t = 0.15m zeigt deutlich das unterschiedliche Verhalten auf. Die genaue
Betrachtung der nichtlinearen Analyse zeigt in dem Fallt = 0.15 m ein eindeutiges Fliefen
der Bewehrung, welches das Versagen einleitet. Der diinnere Bogen versagt abrupt infolge
Stabilitdtsverlust bei dem entsprechenden Lastniveau. Neben dem unterschiedlichen Ver-
lauf des Steifigkeitsparameters ist auch beim Determinantenverhéltnis im Stabilitatsfall
der Abfall auf den Wert Null erkennbar.

In Abschnitt 6.2.3.6 wurde ein Weg zur detaillierten Beobachtung der Teilmatrizen vor-
gestellt. Die Bilder 8.13 - 8.15 zeigen die Ergebnisse dieses Vorgehens bei den Bogen mit
Schalendicke ¢ = 0.02m und ¢ = 0.15m. In Bild 8.13 ist der kontinuierliche Zuwachs
der Verdnderung gegeniiber dem linearen Materialverhalten zu erkennen. Besonders die
Kurve des Differenzparameters des Anteils der Anfangsverformungsmatrix verlauft nahezu
parallel mit der des Anteils der Anfangsspannungsmatrix. Der Abfall des Parameters in
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Bild 8.11: Schalenbogen unter Einzellast: Steifigkeitsparameter der tangentialen Steifig-
keitsmatrix fiir unterschiedliche Dicken
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Bild 8.12: Schalenbogen unter Einzellast: Vergleich der Bégen mit¢ = 0.02m und ¢ =
0.15m

den negativen Bereich ist durch den nach DIN 1045-1 (2001) erhéhten Ursprungsela-
stizitdtsmodul begriindet, der zu Belastungsbeginn ein steiferes Verhalten des materiell
nichtlinearen Gesamtsystems verursacht.

Bild 8.14 zeigt dieses Verhalten fiir den Bogen mit der Dicke ¢ = 0.15m fiir den Pa-
rameter des Anteils der Anfangsspannungsmatrix und der elastischen Steifigkeitsmatrix
noch deutlicher. Der grofte Unterschied wird jedoch bei Betrachtung des Verlaufs des
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8.8 Schalenbogen unter Einzellast
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Bild 8.13: Schalenbogen unter Einzellast: Verdnderung der TeilmatrizenK., K, und K,
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den Bogen t = 0.15m

Bild 8.14: Schalenbogen unter Einzellast: Veranderung der Teilmatrizen K. und K, fiir
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Bild 8.15: Schalenbogen unter Einzellast: Verdnderung der Teilmatrix K, fiir den Bogen
t=20.15m

Parameters der Anfangsverformungsmatrix klar (Bild8.15). Der hohe Anstieg iiber einen
Wert von 1.0 zeigt den bei dem Bogen mit groferer Schalendicke gestiegenen Einfluss
der materiellen Nichtlinearitdt auf. Ein Wert grofer 1.0 bzw. kleiner 0.0 bei einer sol-
chen vergleichenden Analyse ldsst auf stark unterschiedliche Verformungen der beiden
Analysen schliefen. Dieser Verlauf kann moglicherweise als Anzeichen fiir das Eintreten
eines Spannungsversagens gedeutet werden. Die Analysen der anderen Schalenbdgen zei-
gen bei geringerer Schalendicke ebenfalls eine Reduktion des Spitzenwertes des Parameters
auf. Diese Spitzen resultieren im Wesentlichen aus der Umlagerung der Betonzugkréfte
in die Bewehrungsstahleinlagen, was eine vergleichende Berechnung mit unterschiedlichen
Tension-Stiffening Modellierungen zeigt. Steigen diese Umlagerungen an (bei dickeren Bo-
gen aufgrund der héheren Belastung bei Rissbildung), so sinkt die Gefahr eines plétzlichen
Stabilitdtsversagens.

8.4 Gedriicktes zylindrisches Schalenfeld

Die Kreiszylinderschale unter Axiallast ist in der Vergangenheit von vielen Forschern als
herausragendes Beulbeispiel behandelt worden. Die kritischen Lasten einer elastischen
perfekten Schale, d. h. sowohl geometrisch als auch strukturell perfekt, konnen analytisch
durch Losen der Differentialgleichung bestimmt werden. Die Losung hierzu findet sich in
vielen grundlegenden Arbeiten zur Losung des Stabilitdtsproblems, wie zum Beispiel in
Fligge (1967), Kollar & Dulacska (1975) und Pfliiger (1975). Experimente mit Hochge-
schwindigkeitsmessungen von Esslinger (1970) zeigen, dass der globale Stabilitdtsverlust
an einer lokalen Stelle des Zylinders beginnt und sich schnell zu einem globalen Versa-
gen ausbildet. Als Endbeulmuster einer axial gedriickten Kreiszylinderschale stellt sich
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dann ein dem YOSHIMURA-Pattern dhnliches Muster ein. Allerdings wird sich aufgrund
der vorhandenen Biegesteifigkeit der Schalenwand nicht das ideale Beulmuster, das den
dehnungslosen Grenzfall darstellt, einstellen.

Die Untersuchungen werden hier an einem Schalensegment, dessen Abmessungen an dem
bekannten Beispiel nach Wolmir (1962) angelehnt sind, durchgefiihrt (s. Bild 8.16). Da
das Stabilitdtsverhalten des Schalentyps Kreiszylinder unter Axiallast durch viele nah
beieinanderliegende Eigenwerte gekennzeichnet ist (Clustering), entstehen bei sich veréin-
dernden Steifigkeiten eine korrespondierend zum niedrigsten Eigenwert iiber den Umfang
und iiber die Hohe stark differierende Anzahl von Halbwellen. Fiir diese Parameterunter-
suchung wird aus Griinden der Vergleichbarkeit fiir alle Schalensegmente und aufgrund der
Unverdnderlichkeit der Geometrie und der Randbedingungen die erste Eigenform durch
eine Halbwelle in Umfangs- und Langsrichtung vorgegeben.

1.12
C100/115,R=83.33m, t=0.10 m, a, = 9.0% a,
0.96 1
—o— linear elastisches Material (perfekte Geo.)
—o— nichtlineares Material (perfekte Geo.)
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@]
T 0.64
o
?
&9 0.48 4 8
— N — _—
0.32 4 Bt
T
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0.16 (imperfekt, geringe Amplitude)
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Bild 8.16: System und Belastung eines axial gedriickten Schalenfeldes (links) und Last-
Verformungskurve aus modifizierter Stabilitdtsanalyse (rechts)

Neben der Dicke ¢ (0.07m; 0.10m) werden ebenfalls der Radius R (70.00 m; 83.33 m;
100.00m), die symmetrische Bewehrung as (2.25 %; 4.50 %; 9.00 %) und die Betonsorte
(C30/37;, C100/115) des Schalenfeldes variiert. Aus Symmetriegriinden wird nur ein
Viertel des Systems unter Beriicksichtigung der Symmetrie-Randbedingungen betrach-
tet. Die hierzu notwendige Diskretisierung erfolgt durch ein8x 8 Elementnetz des ASE4-
Elementtyps. Die Analyse des Schalenfeldes wird unter Beriicksichtigung einer geometrisch
nichtlinearen Kinematik durchgefiihrt. Zu Vergleichszwecken wird neben der Beriicksich-
tigung des vollstandigen materiell nichtlinearen Verhaltens des Werkstoff Stahlbeton auch
eine Analyse des jeweiligen Systems unter Ansatz linearer Materialeigenschaften fiir Beton
und Stahl durchgefiihrt. Begleitend zu den nichtlinearen Analysen werden die Eigenwerte
des linearisierten Eigenwertproblems bestimmt und als Kriterium zum Auffinden eines
Verzweigungspunktes genutzt. Hierbei zeigt sich durchgehend bei allen hier untersuchten
Systemen das im Folgenden beschriebene Verhalten.
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Aufgrund des linearen Vorbeulpfades des perfekten Schalenfeldes und der somit nicht auf-
tretenden Rissbildung im Vorbeulpfad eignet sich der Eigenwert gut zur Abschitzung des
sich einstellenden Verzweigungslastniveaus. Mit zunehmender Anndherung an den Ver-
zweigungspunkt konnen rechnerbedingte numerische Ungenauigkeiten zu Rissbildung im
Vorbeulbereich und einem ,automatischen Ausweichen des Systems in einen Verzwei-
gungsast fiilhren. Die daraufhin weiter verfolgte Tragwerksantwort beschreibt zumeist den
stabilen Teil des Verzweigungsastes und ist somit sicherheitstechnisch nicht aussagekraf-
tig. Somit war es in samtlichen untersuchten Fallen notwendig, eine Verzweigung in einem
gewissen Abstand vom theoretischen Verzweigungspunkt einzuleiten.

Fiir das System mit linearem Materialverhalten konnte ohne weiteres die Analyse mit Hilfe
des inkrementell-iterativen RIKS-WEMPNER-WESSELS-Verfahren durchgefiithrt werden,
wobei die Anwendung des Verfahrens nach Crisfield (1981) eine geringe Verbesserung der
Konvergenz herbeigefiihrt hat. Die Anndherung an den Verzweigungspunkt erfolgt ohne
Probleme und auch die Gréfse der Storverformung ist in den meisten Féllen nicht von
entscheidender Bedeutung zum Auffinden des nachkritischen und zum Nachbeulminimum
fiihrenden Astes.

Bei der Verwendung des nichtlinearen Betonmodells ist die Anndherung an den Verzwei-
gungspunkt problematisch und erfordert gréfite Sorgfalt. Zum Aufbringen der Storver-
formung wird neben der iiblichen Vorgehensweise auch die in Kapitel6.2.3 beschriebene
Modifizierung erfolgreich angewendet.

Die wesentlichen Schlussfolgerungen aus den Ergebnissen sind im Folgenden aufgefiihrt:

e In dem Verzweigungspunkt existieren fiir die perfekte lineare Schale zwei Verzwei-
gungsiste, auf denen die weitere Losung verlaufen kann. Bei Aufbringen einer Stor-
verformung, die affin zur ersten Eigenform nach aufen gerichtet ist (positive Ampli-
tude), verzweigt die Losung in einen stabilen Ast, der zur weiteren Versteifung des
Systems fiihrt. Bei entgegengesetzter Amplitude (negativ) verzweigt die Losung hin-
gegen in einen instabilen, sicherheitstechnisch relevanten Pfad mit Auftreten eines
Nachbeulminimums (Bild A.5).

e Das Aufbringen der Stérverformung mit negativer Amplitude nach vorheriger Ent-
lastung der Schale (s. Abschnitt 6.2.3) fiithrt auf denselben durch eine Verzweigung
im kritischen Punkt ermittelten nachkritischen Ast. Es kann also unter Einsparung
von Rechenzeit der weitere Verlauf dieses Astes analysiert werden (Bild8.16). Ein
weiterer Vorteil ist die grokere Unempfindlichkeit der kraft- bzw. weggesteuerten
Analysen auferhalb der unmittelbaren Umgebung des Verzweigungspunktes. Auf-
grund der Pfadabhéngigkeit des Problems kommt es nahe des Indifferenzpunktes
haufiger zu Abbriichen der Analyse oder bei zu geringen Stérverformungen zu ei-
nem Verzweigen in einen vermeintlich stabilen Ast.

e Bei der Analyse der perfekten, materiell nichtlinearen Schale spielt der Tension-
Stiffening Effekt nur eine geringe Rolle, da am Verzweigungspunkt die eingeprégte
Verformung bereits eine ausgiebige Rissbildung in Gang setzt und bei Erreichen
des Nachbeulminimums der Einfluss des Tension-Stiffenings schon weitgehend abge-
baut wurde. Deutlich wird das Verhalten bei dem Vergleich der Kurven in Bild
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8.17. Das perfekte Schalenfeld wurde in diesem Fall ohne Beriicksichtigung des
Tension-Stiffening Effekts analysiert. Hierbei fillt auf, dass die Ausbildung des insta-
bilen Bereichs nach Uberschreiten des Verzweigungspunktes abhingig vom Tension-
Stiffening Effekt ist, nicht jedoch der Absolutwert des Nachbeulminimums. Bei klei-
nen Imperfektionen ist das System bei Ausbildung der Rissstrukturen bereits einer
groferen Belastung ausgesetzt, was zur Folge hat, dass die Rissbildung schneller
iiber grofte Bereiche des Tragwerks fortschreitet und der Tension-Stiffening Effekt
bei diesem Belastungszustand eine grofere Bedeutung hat. Bei grofen Imperfek-
tionen schreiten die Risse friihzeitig in dem Tragwerk voran, so dass der Tension-
Stiffening Effekt im anfanglichen Belastungsbereich eine grofte Bedeutung hat, diese
allerdings bei fortschreitender Belastung verliert und die Tragwerksantwort in einem
gemeinsamen Pfad endet.

e Der Bewehrungsabstand vom duferen Rand wurde fiir alle Beispiele zu0.5 cm fiir die
dufere Lage gewahlt, um den geringstmdglichen Abfall des Nachbeulminimums dar-
zustellen. Mit anderen Worten sind die so ermittelten Werte des Nachbeulminimums
ein oberer Grenzwert. Bild 8.17 zeigt den Einfluss der Vergroferung des Bewehrungs-
abstandes vom dufseren Rand. Hierbei wurde alternativ ein Bewehrungsabstand von
1.5 cm gewihlt, welcher fiir die Bewehrungsmenge realistischer erscheint. Es ist er-
kennbar, dass das Nachbeulminimum um weitere 5% der kritischen Last abfallt,
da der innere Hebelarm der Bewehrung geringer wird. Bei Betrachtung des Vor-
beulpfades fillt hingegen auf, dass diese Reduktion nur scheinbar eintritt, da das
Schalenfeld infolge seiner verminderten Biegesteifigkeit des Schalenfeldes bereits bei
einem geringeren Belastungsniveau verzweigt. Die Lage der Bewehrung gewinnt bei
schwach bewehrten Schalen hingegen deutlich an Bedeutung, da hier die Lage des
Verzweigungspunktes in starkem Mafe von dem Betonquerschnitt abhéngig ist. Ein
weiterer Extremfall wire die Anordnung der Bewehrung auf Hohe der Schalenmit-
telfliche. Diese Art der Bewehrungsanordnung sollte spétestens seit dem Kollaps
der Kiihltiirme von Ferrybridge fiir Schalentragwerke nicht mehr verwendet werden.

e Die Diskrepanz zwischen nachkritischem Pfad der Analyse der perfekten Schalen-
geometrie und Pfad der imperfekten Schale hat ihre hauptsichliche Ursache in den
unterschiedlichen Modellierungen der Geometrie des Schalenfeldes. Wahrend die
perfekte Schale durch eine Kreiszylindergeometrie abgebildet wird, welche einen kon-
stanten Ansatz der Kriimmung zur Folge hat, so wird die imperfekte Schale durch
eine Geometriefunktion beschrieben, die das Tragwerk nur facettenartig abbildet.
Dieser Einfluss ist in Bild 8.18 dargestellt, indem die imperfekte Schale mit Hilfe
des hoherwertigen Imperfektionsansatzes beschrieben wird. In diesem Fall schmiegt
der Pfad der imperfekten Schale sich an den nachkritischen Ast der perfekten Schale
an. Ebenfalls in Bild 8.18 ist der Antwortpfad fiir ein Netz mit 16 x 16 Elementen
dargestellt. Es erfolgt zwar eine Annéherung an den nachkritischen Ast der perfekten
Schale mit Kreiszylindergeometrie, aber selbst fiir ein doppelt so feines Elementnetz
wird der Ast noch nicht erreicht.

Fazit: Es kann iiber Netzverfeinerung fiir imperfekte Systeme zwar eine ausrei-
chende Annédherung an den tatsichlichen Antwortpfad erfolgen, die hierfiir benotigte
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Bild 8.17: Last-Verformungskurve eines Schalenfeldes mit/ohne Ansatz von Tension-
Stiffening (links) und mit differierenden Bewehrungslagen (rechts)

Feinheit der Diskretisierung erfordert aber einen ungleich héheren Rechenaufwand
als die Analyse des perfekten Systems. Desweiteren féllt auf, dass bei grofer werden-
der Imperfektionsamplitude die Lastumlagerung im System schneller fortschreitet
und der Antwortpfad sich der perfekten Schale stirker nihert.
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Bild 8.18: Last-Verformungskurve eines Schalenfeldes mit unterschiedlichen Imperfekti-
onsansitzen (links) und verschiedenen Diskretisierungstiefen (rechts)

e Bei geringerer Betongiite zeigt bereits der Vorbeulpfad gegeniiber der Losung mit
linearem Material ein verdndertes Verhalten, da mit steigender Belastung der die
Verzweigungslast bestimmende tangentiale Elastizitdtsmodul £ deutlicher abfallt.
Bei hoheren Betongiiten ist ein &hnliches Verhalten bei geringeren Radien zu bemer-
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ken, da hier die Verzweigungslast ansteigt, somit die Schale unter héherer Druck-
beanspruchung steht, und dann ebenfalls der tangentiale Elastizitdtsmodul starker
absinkt. Ein entsprechendes Diagramm hierzu ist im AnhangA.6 dargestellt (Bild
A4).

e Bei Aufbringen einer Imperfektion ist mitunter wihrend der gesamten Belastungs-
geschichte kein indifferenter Gleichgewichtszustand zu beobachten. Eine mogliche
geringe Entlastung findet dann an lokalen Stellen durch Lastumlagerung im System
statt.

e Die Ergebnisse der Variation der Bewehrungsmenge, der Schalendicke und des Scha-
lenradius’ sind im Anhang A.6 in den Bildern A.2 - A.4 dargestellt. Alle Varianten
zeigen bei Beriicksichtigung der materiellen Nichtlinearitit ein vergleichbares Ver-
halten. Die Grofe der Reduktion des Nachbeulminimums ist dabei stark von der
Restbiegesteifigkeit des Systems abhingig.

An diesem Beispiel wird im Wesentlichen das Verhalten des Werkstoffs nach Erreichen der
Verzweigungslast aufgezeigt. Die ebenfalls im Zuge der Analyse berechneten Steifigkeits-
parameter und Determinantenverhéltnisse lassen aufgrund des linearen Vorbeulverhaltens
keinen Schluss auf ein Eintreten der Verzweigung zu.

Zur moglichen Abschitzung des Nachbeulminimums mit Hilfe einer nichtlinearen Analyse
mit geschddigtem Material wird die in Abschnitt 7.3 vorgestellte Vorgehensweise ange-
wandt. In den Bildern 8.19 und 8.20 sind einige Ergebnisse dieser Analysen dargestellt.
Folgendes Verhalten ist erkennbar:

e Bei Ansatz der Schiadigung in Hauptlastrichtung fiihrt eine Rissbildung auf der In-
nenseite der Schale zu einer stirkeren Reduktion des maximalen Lastniveaus als
die Rissbildung auf der Aufenseite des Schalenfeldes, da die jeweilig entstehenden
Momentenzuwichse zu einem Anwachsen der Amplitude der mafkgebenden Verfor-
mungsfigur und in dem anderen Fall zu einer Entlastung fithren. Das Anwachsen
des Versatzmomentes bis zu einer von der Bewehrungsmenge des Querschnitts ab-
hangigen Grenze fiir die Schwerlinienverschiebung und der darauffolgende Abbau
bei weiterer Vergroferung der Risstiefen ist gut erkennbar (s. Bild8.19).

e Orthogonal zur Hauptlastrichtung verursacht eine Schidigung in Form von Rissbil-
dung eine genau entgegengesetzte Wirkung, da nicht die entstehenden Versatzmo-
mente das Geschehen dominieren, sondern vielmehr die Verformungen des Tragwerks
durch die Schwichung der Ober- bzw. Unterseite beeinflusst werden. Daher fillt das
Lastniveau bei Schwachung der Oberseite in stirkerem Mafe ab.

e Eine Schwichung des Tragwerks durch Plastizieren des Betons liefert die besten Er-
gebnisse zur Abschitzung des Nachbeulminimums, da neben den Biegespannungs-
anteilen in grofem Mafe auch die Membranspannungsanteile reduziert werden.

e Bild 8.19 zeigt die Auswirkungen der Druckschiadigung orthogonal zur Belastungs-
richtung. Mit grofer werdender Schidigung wird die Verzweigungslast geringer, da
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die {iber die Querdehnung einfliefsenden Steifigkeiten reduziert werden. Eine Schédi-
gung in Lastrichtung hingegen fiihrt zu den Verldufen in Bild8.20. Hier ist neben der
Reduktion des Nachbeulminimums auch die geringere Steifigkeit im Vorbeulbereich
der Struktur erkennbar.
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Bild 8.19: Last-Verformungskurve eines Schalenfeldes mit Rissbildung senkrecht zur©,-
Richtung auf der Innenseite (links) und Druckschidigung orthogonal zur Be-
lastungsrichtung (rechts)

e Bild 8.20 zeigt die Auswirkung einer Kombination der Schidigung in beide Rich-
tungen, wie sie bei einer herkdmmlichen Analyse durch die Vorgabe eines redu-
zierten Anfangselastizitdtsmoduls moglich ist. Bei diesem Beispiel ist das Ergebnis
einer gleichméfigen Reduktion der Anfangssteifigkeit brauchbar, da die zur Haupt-
tragrichtung senkrechte Richtung ebenfalls einen groften Einfluss auf die Grofe des
Nachbeulminimums hat. Hierdurch ndhert sich die Kurve der endgiiltigen materiel-
len nichtlinearen Kurve sehr nah an.

e Die ebenfalls in Abschnitt 7.3 vorgestellte lineare Beulanalyse liefert fiir eine 50 %-
ige Schiadigung in ©;- und O,-Richtung nach der 1. Iteration eine gegeniiber der
urspriinglichen kritischen Last um ca. 60 % reduzierte kritische Last. Sie liegt im-
mer noch iiber dem Nachbeulminimum, wie in Bild8.21 zu erkennen ist, stellt aber
eine bessere Annaherung an das sicherheitsrelevante Lastniveau dar. Die Reduktion
im 1. Schritt erfolgt bereits durch die geringere Biegesteifigkeit bei einem Deh-
nungszustand von Null. Die weitere Reduktion erfolgt durch den Einfluss der mit
der geschidigten Matrix ermittelten Verformungen auf die Spannungsmatrix.

Die Auswirkungen einer Schidigung aus der nichtlinearen Analyse zeigt ebenfalls
Bild 8.21. Der Schadigungszustand, der sich im Wesentlichen aus einer komplett ge-
rissene Innenseite des Schalenfeldes mit um 45 geneigten Rissen im Auflagerbereich,
aus einer Druckschidigung in weiten Bereichen auf der Aussenseite, mit Ausnahme
der Lasteinleitungsbereiche und der Auflagerbereiche und aus Rissbildung infolge
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Bild 8.20: Last-Verformungskurve eines Schalenfeldes mit Druckschiddigung in Lastrich-
tung (links) und in unterschiedlichen Richtungen (rechts)

Querzug zusammensetzt, fiihrt bereits im ersten Schritt zu einer reduzierten kri-
tischen Belastung von 0.358. Mit Durchfiihrung der Iteration reduziert sich dieser
Wert auf 0.336. Es ist ersichtlich, dass der Ansatz dieser realistischen Schadigung
eine exakte Anndherung an das Nachbeulminimum erlaubt.
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Bild 8.21: Reduzierte kritische Last bei Ansatz einer Druckschiadigung (links) und der
realen Schiadigung aus der nichtlinearen Analyse (rechts)
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8.5 Parameterstudie Rotationshyperboloid

Bei den hier betrachteten Hyperbelschalen handelt es sich um die in Abschnitt5.2 aus-
gewidhlten Modellschalen. Die nichtlinearen Analysen werden sowohl mit als auch ohne
Ansatz der in Abschnitt 4.10 beschriebenen Normalverteilung fiir die Zugfestigkeit durch-
gefithrt. Sie umfassen die insgesamt 16 Systeme aus Tabelle 5.2. Um das Verhalten des
Werkstoffs Hochleistungsbeton aufzuzeigen, werden im Folgenden die nichtlinearen Analy-
sen der Schalengeometrien I und IT exemplarisch fiir einen Lagerungsfall ndher betrachtet.

Die Hyperbelschale wird zum einen mit dem Beton C30/37 und zum anderen mit einem
C80/95 analysiert. Die Bewehrung wird geméf Abschnitt 5.3 gewéhlt. Dazu ergénzend
wird die Mindestbewehrung fiir beide Schalen zu 0.4 % - A, fiir die Ringbewehrung und
0.3% - A, fiir die Meridianbewehrung festgelegt. Die FE-Berechnung erfolgt mit einem
Netz von 64 ASE4-Elementen iiber den Umfang und 32 ASE4-Elementen iiber die Hohe.

Nach dem Konzept der DIN 1045-1 (2001) muss nun die Lastfallkombination G+1.5W ge-

steigert werden. Dabei muss der Tragwerkswiderstand das Lastniveauyr = 1.3 erreichen,

um dem Nachweis zu geniigen. Bei einem Tragwerk wie der Hyperbelschale scheint dieses
Vorgehen aber nur bedingt einsetzbar, da durch Ansatz dieser Kombination der positive
Einfluss des Eigengewichts iiberbewertet wird. Daher wird hier zusdtzlich der Nachweis
in modifizierter Form durchgefiihrt. Das Eigengewicht wird mit einem Lastfaktor 1.0 auf
die Schale aufgebracht, und im Anschluss daran wird der Wind in Lastschritten von 0.05
gesteigert. Der somit zu erreichende Lastfaktor des Systems liegt beid = 1.3-1.5 = 1.95.

Dieser Nachweis entspricht nach Herausrechnen der erhGhten rechnerischen Stahlzugfestig-
keit (y = 1.95/1.1 = 1.77) in etwa dem Nachweis, welcher bei einer Bemessung nach DIN

1045 (1988) mit einem Gesamtsicherheitsbeiwert v = 1.75 gefiihrt worden ist. Ebenfalls
werden die hier dargestellten Analysen mit den realen Materialmittelwerten durchgefiihrt,
wie bereits in Abschnitt 6.1.3 ndher erlautert.

In den Bildern 8.22 - 8.29 sind die Ergebnisse der Analyse fiir die Hyperboloidschalen mit
Geometriefunktion T und IT mit einer Einspannung am unteren und einer Aussteifung am
oberen Rand dargestellt.

Bild 8.22 zeigt gleich mehrere interessante Eigenschaften der Hyperbelschale mit Geo-
metriefunktion I. Trotz der reduzierten Dicke der C80/95-Schale ist das Tragverhalten
steifer gegentiber der C30/37-Schale. Ebenfalls durchgefiihrte Analysen mit Hyperboloi-
den gleicher Dicke und variierender Betongiite zeigen, dass dieses aufgrund des Werkstoffs
steifere Verhalten sich im Bereich nach der Erstrissbildung weiter fortsetzt.

Die Erstrissbildung im Anstrommeridian erfolgt bei dem hdoherfesten Beton aufgrund
der grokeren Zugfestigkeit auf einem hoheren Lastniveau. Das Verhalten nach Erstrissbil-
dung im Anstrommeridian hiangt stark von der vorhandenen Bewehrung, der Schalendicke
und der Gesamtsteifigkeit des Tragwerks ab. Nach Eintritt des Erstrisszustandes erfolgen
die Umlagerungen der Krifte innerhalb des Tragwerks. Analysen mit unterschiedlichen
Tension-Stiffening Modellierungen zeigen, dass die Abbildung dieses Bereichs stark von
den verwendeten Ansdtzen innerhalb des Betonmodells abhéngt. Mitunter treten in den
Last-Verformungsdiagrammen Lastabfille auf, die auf den ersten Blick ein Stabilitdtsver-
sagen vermuten lassen. In solchen Féllen handelt es sich aber zumeist um Umlagerungen
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Bild 8.22: Last-Verformungsdiagramm eines mit Wind belasteten Hyperboloiden aus
normal- und hochfestem Beton (Geometriefunktion I)

von Kréften innerhalb von gréferen Schalenbereichen. Weiterhin ist ersichtlich, dass die
Schale aus C80/95 eine um etwa 10 % hohere Traglast besitzt. Die Ursache hierfiir ist
in dem steiferen Verhalten der Struktur aus C80/95 zu finden, da die zum Versagen
fiihrenden grofien Verformungen erst bei einem héheren Lastniveau erreicht werden. Die-
sen groften Verformungen kann auch durch einen optimierten Verlauf der Schalendicke
begegnet werden.

Die in den Bildern 8.23 und 8.24 dargestellten Rissbilder der Innen- und Aufenseite geben
den Risszustand der Hyperbelschalen zu einem anndhernd gleichen Verformungszustand
weit im Nacherstrissbereich wieder. Sowohl auf der Innen- als auch auf der Aussenseite
sind die Risse vergleichsweise bei der C30/37-Schale iiber einen weit groferen Bereich
verteilt. Hierbei fillt insbesondere die Ausbildung der grofen Risszone an der oberen
Flanke der Hyperbelschale auf. Diese Rissbhildung resultiert aus der grofseren Verformung
und der stirkeren Neigung zum Ovalisieren des Rotationskérpers. Werden hingegen die
Rissbreiten betrachtet, so fallt auf, dass die C 80/95-Schale wesentlich grokere Rissbreiten
aufweist. Dieses Verhalten lasst sich durch die héhere Verbundspannung des hochfesten
Betons begriinden.

Zur Verdeutlichung des bei Betonfestigkeitserh6hung verdnderten Lastabtrags der Scha-
len sind in den Bildern 8.25 und 8.26 die Verldufe der Normalkraft in Meridianrichtung
einer untersuchten Schale auf verschiedenen Lastniveaus gegeniibergestellt. Im direkten
Vergleich ist der wesentlich schmalere Lastumlagerungsbereich der Schale aus hoherfes-
tem Beton zu erkennen. Der bei der hoherfesten Schale zu beobachtende Anstieg der
maximalen Zugkraft und der Abfall der maximalen Druckkraft sind in erster Linie durch
die reduzierte Schalendicke zu erkldren. Dennoch ist der Lastumlagerungsbereich bei der
Schale aus hoherfestem Beton infolge der geringeren Rissbildung und der bei gleichem
Lastniveau héheren Tragwerkssteifigkeit wesentlich geringer. Hierdurch werden ebenfalls
héhere Zugkréfte innerhalb des hochbeanspruchten Schalenbereichs erzwungen.
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Bild 8.23: Risshilder des Hyperboloiden mit Geometriefunktion I auf der Innenseite

C 30/37 C 80/95
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Bild 8.24: Rissbhilder des Hyperboloiden mit Geometriefunktion I auf der Aufenseite

Die Last-Verformungskurve der Hyperbelschale mit der Geometrie I1 zeigt das Bild8.27.

Auch hier lisst sich in Ubereinstimmung mit der Geometrie I das trotz der Dickenreduk-
tion steifere Tragverhalten beobachten. Die Steigerung des Endlastfaktors liegt hier eben-
falls bei ungeféahr 10 %. Auch die in den Bildern 8.28 und 8.29 dargestellten Rissstrukturen
der Schale fiir ein Lastniveau mit annahernd gleichem Verformungszustand unterstreichen
die Erkenntnisse des ersten Beispiels. Der grofste Unterschied zwischen den beiden Geo-
metrien, welcher bereits bei der Bemessung der Schalen im Abschnitt5.3 deutlich wurde,

liegt in dem kriimmungsbedingt differierenden Lastabtrag. Die Hyperbelschale II tragt
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FINITE ELEMENT MODULN ALLGEMEINER STRUKTUREN m

N22 N22

- 56.136 - 606.83

--102.26 -202.88

--260.66 --21.057

- -419.06 --335

- -577.46 - -648.94

. -735.86 - -962.88

- -894.26 12768
-1052.7 -1590.8
-1211.1 -1904.7
-1369.4 -2218.6

A=0.40 A=1.50

Bild 8.25: Meridiannormalkraft nqs der Schale I C30 bb* vor und nach der Rissbildung
im Anstrommeridian

die Last nahezu wie eine Kreiszylinderschale ab, wobei auch hier die verminderte Umla-
gerungsfihigkeit bei Steigerung der Betongiite deutlich wird.

Die Parameterstudie der Hyperbelschalen umfasst insgesamt vier Nachweise der Form
Ay (8.2)

fiir die in Tabelle 5.2 dargestellten Systeme:

Rechnerische Mittelwerte der Baustoftfestigkeiten nach DIN 1045-1 (2001):

e A\(G+ 1.5W) mit der Sicherheit v = 1.3
e G+ AW, mit der Sicherheit v = 1.95

e A\(G + W) mit der Sicherheit 77 = 2.51 (s. Abschnitt 9.2)
Reale Mittelwerte der Baustofffestigkeiten (s. Abschnitt6.1.3):
e G+ AW, mit der Sicherheit v = 1.75.

Die Endlastfaktoren der nichtlinearen Analyse aller untersuchten Systeme der Hyper-
belschale sind in Tabelle 8.1 dargestellt. Die eingeklammerten Werte geben hierin die
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FINITE ELEMENT MODULN ALLGEMEINER STRUKTUREN B | n

N22 N22

- 98.233 - 985.18

--72.486 - 645.71

--243.21 - 306.24
-413.92 --33.231

- -584.64 3727

- -755.36 71217

- -926.08 - -1051.6
-1096.8 -1391.1
-1267.5 -1730.6
-1438.2 -2070

A=0.71 A=1.54

Bild 8.26: Meridiannormalkraft nss der Schale I C80 bb* vor und nach der Rissbildung
im Anstrommeridian
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-0.00 -0.04 -0.08 -0.12 -0.16 -0.20 -0.24 -0.28 -0.32 -0.36 -0.40 -0.44 -0.48 -0.52 -0.56 -0.60 -0.64 -0.68
horizontale Verformung bei ® = 0° und z =-6.25m (s. Bild 5.4)

Bild 8.27: Last-Verformungsdiagramm eines mit Wind belasteten Hyperboloiden aus
normal- und hochfestem Beton (Geometriefunktion II)

mit einer zufallsverteilten Zugfestigkeit ermittelten Resultate wieder. Ein mit(...)* ge-
kennzeichneter Wert zeigt ein ,yerformungsbedingtes stabilitdtsdhnliches Versagen“ des
jeweiligen Systems an. Dieser, im Zuge der in dieser Arbeit durchgefiihrten Analysen
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C30/37 C80/95

A=124 B L L =148

H++ hil m

Bild 8.28: Rissbilder des Hyperboloiden mit Geometriefunktion II auf der Innenseite
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Bild 8.29: Rissbilder des Hyperboloiden mit Geometriefunktion IT auf der Aufsenseite

entstandene Begriff, wird bei der Zusammenfassung der Ergebnisse des Abschnitts8.6
detailliert erldutert.

Die Auswertung der Last-Verformungskurven und der Verlaufe des Steifigkeitsparameter
lassen zusammenfassend folgende Schlussfolgerungen zu:

e Der Nachweis 1 ist fiir die Systeme mit Geometriefunktion I und der aussteifen-
den Lagerung am oberen Rand erfiillt. Diese Schalen erfiillen somit die derzeitigen
Anforderungen der DIN 1045-1 (2001). Ein Blick auf den Nachweis 3 zeigt, dass
es genau die Systeme sind, die auch den Stabilitdtsnachweis nach Abschnitt9.2 er-
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Nachweis 1 Nachweis 2 Nachweis 3 Nachweis 4
Nr. MG + 1.5W) G+ AW, MG+ W) G+ AW,
I30 aa 1.07 (1.07) 1.55 (1.56%) 1.79 (1.69) 1.57 (1.34)
130 ab | 1.51% (1.51%) | 2.02 (2.03) 2.73* (2.64) 1.68 (1.70)
130 ba | 1.08% (1.08%) | 1.57* (1.44) | 1.91* (1.86*) | 1.55 (1.56)
130 bb | 1.51* (1.51%) | 2.01 (1.98) 2.72 (2.12) 1.73 (1.64)
I 80 aa 1.20 (1.24) | 1.65* (1.72%) | 2.22* (2.01) 1.74 (1.66)
180 ab 1.42 (1.39) 1.93 (1.84) 3.02 (2.98) 1.92 (1.76)
180 ba 1.26 (1.24) | 1.72* (1.73%) | 2.14 (2.02) 1.76 (1.73)
I 80 bb 1.37 (1.40) 1.86 (1.85) 3.19* (2.97) 1.93 (1.77)
IT 30 aa | 0.82* (0.82) 1.22 (1.22) | 1.21%* (1.21%) | 1.30* (1.29%)
IT 30 ab | 0.95* (0.94*) | 1.28 (1.27) 1.39 (1.47%) | 1.31* (1.32%)
IT 30 ba | 0.81* (0.82) | 1.20* (1.13*%) | 1.21* (1.22) | 1.29* (1.28%)
IT 30 bb | 0.94* (0.95%) | 1.28 (1.27*) | 1.47* (1.47*) | 1.33* (1.33%)
IT 80 aa | 0.90 (0.90%) 1.46 (1.43) 1.44 (1.44) | 1.40* (1.40%)
I180 ab | 1.15 (1.03) 1.72 (1.72) 1.86* (1.86) 1.66 (1.71)
IT 80 ba | 0.93 (0.94) 1.42 (1.41) 1.46 (1.33) 1.37*% (1.41)
IT80 bb | 1.21 (1.15) 1.64 (1.53) 1.62 (1.88%) 1.59 (1.48)

Tabelle 8.1: Ergebnisse der nichtlinearen Analysen

fiillen. Die modifizierten Nachweise 2 und 4 werden von diesen Systemen teilweise
leicht verfehlt, so dass hier von einer nahezu sicheren, wenn auch kaum dauerhaften
Struktur ausgegangen werden kann.

Der direkte Vergleich zwischen Nachweis 2 und 4 zeigt in vielen Fillen die durch
die erhdhte Festigkeit des Betonstahls bedingte Steigerung der Endlastfaktoren bei
Nachweis 1 an. In den umgekehrten Fallen dominiert die realitdtsndhere Abbildung
der Steifigkeit der Nachweisform 4 und fiihrt zu einem Anstieg der Endlastfaktoren
bei Nachweis 4.

In erster Linie bei Hyperbelgeometrie II tritt haufig das bereits erwahnte verfor-
mungsbedingte stabilitdtsihnliche Versagen der Struktur auf. Diese Art des Versa-
gens wird durch einen Abfall des Steifigkeitsparameters auf Null und durch negative
Diagonalglieder der Steifigkeitsmatrix angezeigt. Die grofsen Verformungen dieses
Schalentyps sind der Grund fiir dieses zu frithe Versagen aller analysierten Lage-
rungsvarianten.

Der direkte Vergleich der sonst identischen Schalen mit gelenkiger und mit einge-
spannter Lagerung am unteren Rand zeigt die untergeordnete Bedeutung der Lage-
rungsart. Es werden nahezu bei allen Untersuchungen die gleichen Endlastfaktoren
erzielt.

Dahingegen zeigt sich ebenfalls bei allen Untersuchungen die grofe Bedeutung der
Aussteifung des oberen Schalenrandes. Ohne eine solche Stabilisierung erfiillt keine
der hier untersuchten Schalen die Nachweise.
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8.6 Kiihlturmschale GRAND GULF, USA

8.6.1 Beschreibung des Schalentragwerks

Als Anwendungsbeispiel wird aus der Literatur ein Kiihlturmbauwerk ausgewihlt, welches
in der Vergangenheit von vielen Forschern untersucht wurde Mang et al. 1983|, [Milford &
Schnobrich 1984], [Min 1992|, [Mahmoud & Gupta 1993|. Dieser Kiihlturm wurde im Jahr
1977 fiir das Kraftwerk GRAND GULF NUCLEAR PLANT, PORT GIBSON, MISSISSIPPI,
USA geplant und ausgefiihrt und stand aufgrund eines Teileinsturzes durch einen wiahrend
der Bauzeit aufgetretenen Tornado im Blickpunkt der Forschungsarbeiten. In ihrer Studie
kommen Mahmoud & Gupta (1993), im Gegensatz zu anderen Forschern, zu dem Schluss,
dass der Turm eher infolge Beulversagens als durch Versagen der Bewehrung zum Einsturz
neigt. Insofern eignet sich dieses Tragwerk hervorragend zur Uberpriifung der entwickelten
Algorithmen.

Die Geometrie kann mit Hilfe der Gleichung (5.12) beschrieben werden. Hierfiir sind die
in Tabelle 8.2 angegebenen Parameter zu verwenden. Ebenfalls sind dort die Material-
kennwerte von den verwendeten Werkstoffen Beton und Stahl angegeben.

Der Dickenverlauf iiber die Hohe ist neben der verwendeten Diskretisierung mit64 x 51
ASE4-Elementen in Bild 8.30 dargestellt. Die Lagerung der Kiihlturmschale wird entgegen
der realen Stiitzung in Form eines engen Stiitzenfachwerks mit einer Hohe von10.67 m
korrespondierend zu den Arbeiten der anderen Forscher als eine vollstindig gelenkige
Lagerung angenommen. Nach Angaben von Min (1992) wurde in Abstimmung mit den
Planern des Kiihlturms die Hohe der Schalenunterkante auf Z = 30ft festgelegt; das
entspricht einer Hohe von 9.15 m. Die Bewehrung ist der Arbeit von Mahmoud & Gupta
(1993) entnommen und in Bild 8.30 dargestellt. Hierbei wird eine iiber die gesamte Schale
und fiir die Innen- und Aufsenseite konstante Betoniiberdeckung von3.81 cm angenommen.
Der gewéhlte Bewehrungsdurchmesser wird aufgrund nicht vorliegender Angaben sinnvoll
im Mittel zu 10 mm abgeschétzt.

Die in Mahmoud & Gupta (1993) angegebenen Druckverteilungs- und Béenstaudruck-
kurven werden in Bild 8.31 mit den entsprechenden Kurven der BTR (1997) verglichen.
Bei einer Ubertragung der Windlast in die hier giiltigen Beanspruchungen liefert der
Normwind K 1.3 die beste Ubereinstimmung. Der Béenstaudruck ist der Windzone III
zuzuordnen.

Daher ergibt sich die dufsere quasi-statische Windbelastung bei Nichtberiicksichtigung

Geometrie Materialkennwerte
untere Hyperbel | obere Hyperbel Beton Stahl
a = 36.31m a = 36.3lm | E.=281-10"kN/m? | £, =2.07-10°kN/m?
b = 96.01m b =86.0685m | f. = 34473.8kN/m? | f,r = 413700 kN/m?
zp = 120.03m zp = 120.03m | v, = 22.79 kN/m3 sy = 0.002
v = 0.175

Tabelle 8.2: Geometrieparameter und Materialkennwerte des Kiithlturms GRAND GULF
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Die in einer vorab durchgefiihrten statischen Analyse infolge Eigengewicht und Windbean-
spruchung linear ermittelten Spannungen bzw. Schnittgréfsen stimmen gut mit den Daten
der {ibrigen Forscher iiberein. Eine durchgefiihrte nichtlineare Analyse mit dem in Kapitel
4 vorgestellten Werkstoffgesetz fiir die LastfallkombinationG + - W ergibt ebenfalls eine
gute Ubereinstimmung des in Mahmoud & Gupta (1993) erreichten Endlastfaktors einer
nichtlinearen Berechnung.

8.6.2 Nichtlineare Stabilitatsanalysen

Im Folgenden wurde zur besseren Beurteilung der Stabilitatsgefahrdung des Bauwerks eine
begleitende Eigenwertanalyse mit zusétzlicher Beobachtung der in Kapitel6 ausfiihrlich
beschriebenen Parameter durchgefiihrt. Der fiir die Beulanalyse mafgebende Lastfall ist
hierbei A - (G + W), welcher die groften Druckkréfte in Meridian- und Ringrichtung des
Kiihlturms verursacht.

Eine vorab durchgefiihrte klassische Beulanalyse ergibt eine Beulsicherheit vonA = 9.27,
was bei der Annahme einer perfekten Geometrie und einer idealisierten Griindungssitua-
tion nach derzeitigem Sicherheitsdenken als ausreichend angesehen werden kann.

In einem weiteren Schritt soll nun das nichtlineare Verhalten des Bauwerks unter An-
satz unterschiedlicher Materialmodellierungen - linear bzw. nichtlinear, normalfester bzw.
hochfester Beton - untersucht werden. Die im Folgenden analysierten Varianten sind:

Variante 0 - originale Material- und Strukturdaten, lineares Materialgesetz

Variante [ - originale Material- und Strukturdaten, nichtlineares Materialgesetz

Variante II - C80/95, originale Wanddicke, nichtlineares Materialgesetz

Variante III - C80/95, reduzierte Wanddicke (-4 cm), nichtlineares Materialgesetz

Variante IV - C80/95, reduzierte Wanddicke (-4 cm), lineares Materialgesetz

Variante V. - C80/95, reduzierte Wanddicke (-4 cm), globale Bewehrungserhéhung,
nichtlineares Materialgesetz

Variante VI - C80/95, reduzierte Wanddicke (-4 cm), globale und 1. lokale Bewehr-
ungserhohung, nichtlineares Materialgesetz

Variante VIT - C80/95, reduzierte Wanddicke (-4 cm), globale und 2. lokale Bewehr-
ungserhohung, nichtlineares Materialgesetz

Variante VIII - C80/95, reduzierte Wanddicke (-4 cm), globale und 3. lokale Bewehr-
ungserhohung, nichtlineares Materialgesetz

Innerhalb der materiell linearen und geometrisch nichtlinearen Analyse wird die kriti-
sche Last - in Form eines Durchschlagspunktes - bei A = 8.94 erreicht (Variante 0).
Somit ergibt die klassische Beulanalyse nur einen um 3.7 % erhohten Wert, so dass in die-
sem Fall von einer guten Abschitzung der erreichten Durchschlagslast gesprochen werden
kann. Nach Uberschreiten des kritischen Lastniveaus zeigt die Beobachtung des Last-
Verformungsdiagramms in Bild 8.32 den kontinuierlichen Lastabfall bis zum Versagen
aufgrund der groken Verformungen auf einem Lastniveau von A\ = 7.14 an. Die zu den
in Bild 8.32 markierten Lastniveaus zugehorigen Verformungsbilder in Bild 8.33 zeigen
die Ausbildung einer durch die hohen Druckkrifte auf der Flanke des Turms bedingten
lokalen Beule, die im Gegensatz zu einer lokalen Beeintrachtigung des Tragwerks zu einem
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Bild 8.32: Last-Verformungskurven fiir unterschiedliche Modellierungen des Kiihlturms
GRAND GULF im Anstrommeridian

globalen labilen Verhalten fiihrt. Bis zum Versagen des Tragwerks bildet sich diese Beule
immer deutlicher aus.

Zur Verdeutlichung des durch die materielle Nichtlinearitit verdnderten Lastabtrags des
Kiihlturms wird eine geometrisch und materiell nichtlineare Analyse der Struktur mit den
originalen Werkstoffkennwerten aus Tabelle 8.2 durchgefiihrt (Variante I). Gegeniiber der
nichtlinearen Analyse mit der LastfallkombinationG+\-W zeigt sich aufgrund der erhoh-
ten Druckkréfte, dass die erste Rissbildung erst bei einem héheren Lastniveau eintritt. Bei
einem Lastniveau von A = 2.70 tritt auch in diesem Fall - in den Last-Verformungskurven
des Bildes 8.32 zu erkennen - ein Durchschlagspunkt auf. Eine Betrachtung der zugehori-
gen Verformungsbilder zeigt gegeniiber der Analyse mit linearem Werkstoffverhalten ein
géanzlich unterschiedliches Verhalten. Aufgrund der Rissbildung im Anstrommeridian und
der Ausbildung eines von der Taille bis zum oberen Rand verlaufenden Rissbereichs in
der Flanke bildet sich nach Durchschreiten des Durchschlagspunktes eine Aufwolbung der
Flanke aus, die in einem Versagen der Ringbewehrung in diesem Bereich endet. Dieses
Verhalten ist in Bild 8.34 fiir zwei Lastniveaus dargestellt.

Im Gegensatz zur linearen Berechnung kann also realistischer der gefiahrdete Bereich der
Schalenstruktur lokalisiert werden. Eine weitere Erkenntnis bringt die Beobachtung der
ebenfalls ermittelten Beulparameter. Hierbei wird deutlich, dass der vermeintliche Durch-
schlagspunkt bei A = 2.70 nicht gleich ein global labiles Verhalten der Struktur mit sich
zieht. Vielmehr reagiert die Struktur auf die lokale Schwichung mit einer Lastumlage-
rung in ungeschwachte Bereiche. Diese lokale Schwéchung fiihrt allerdings in diesem Fall
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FINITE ELEMENT MODULN ALLGEMEINER STRUKTUREN B | "

|Verformungen| |Verformungen|

-0.77543 v -1.4663 v

- 0.68927 -1.3034

- 0.60311 -1.1404

-0.51695 -0.97752

- 0.43079 -0.8146

- 0.34463 - 0.65167

- 0.25847 - 0.48875
0.17231 0.32583
0.086154 0.16291
1.9175e-06 3.7262e-06

A=8.94 (am Durchschlagspunkt) A=7.63 (im Nachbeulbereich)

Bild 8.33: Verformungsfiguren des Kiihlturms GRAND GULF bei unterschiedlichen Bela-
stungsstufen (Variante 0)

durch das stetige Anwachsen der Verformungen zu einem global labilen Verhalten, welches
sich durch den Abfall der Determinante der Steifigkeitsmatrix und durch den Abfall der
Steifigkeitsparameter verrit (s. Bild 8.35).

Das Tragwerk wird nun in einem weiteren Schritt unter Ansatz der Betongiite C 80/95
analysiert (Variante IT). Die Ergebnisse dieser Analyse sind ebenfalls in den Bildern8.32
und 8.35 dargestellt. Im Last-Verformungsdiagramm erkennt man, dass bei einem Lastni-
veau A = 3.71 ebenfalls ein Durchschlagspunkt erreicht zu sein scheint. Die Betrachtung
des Steifigkeitsparameters ldsst aber auch hier den Schluss zu, dass die zuerst lokale In-
stabilitdt erst nach der Lastumlagerung in ein globales Versagen umschligt. Daneben ist
zu erkennen, dass im Vorbeulbereich das Antwortverhalten aufgrund des héheren Elastizi-
tatsmoduls steifer ist und das Erstrissniveau aufgrund der héheren Zugfestigkeit ansteigt.
Die Verformungsfihigkeit hingegen nimmt mit wachsender Betongiite ab, so dass bei Ein-
tritt des Versagens nur ein Drittel der Verformung der Originalstruktur erreicht wird.

Um nun die Auswirkung einer Schalendickenreduktion bei Verwendung des Werkstoffs
hochfester Beton aufzuzeigen, wird die Struktur mit einer um den konstanten Wert von
4.0cm reduzierten Dicke - der Wert ergibt sich aus einer klassischen Beulanalyse zu
A = 9.63 - unter Ansatz eines Betons C80/95 analysiert. Hierzu wird zu Beginn die
Bewehrungsmenge aus Griinden der Vergleichbarkeit konstant gehalten. Eine geometrisch
nichtlineare Analyse (s. Bild 8.32) ergibt einen Lastfaktor von A = 9.40 (Variante IV).
Der Durchschlagspunkt tritt aufgrund des wesentlich steiferen Gesamttragverhaltens der
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FINITE ELEMENT MODULN ALLGEMEINER STRUKTUREN E | "

|Verformungen| ' |Verformungen|
- 0.37068 - 0.86116
-0.3295 - 0.76547
-0.28831 - 0.66979
0.24712 - 0.5741
- 0.20593 -0.47842
- 0.16475 - 0.38273
- 0.12356 - 0.28705
0.082372 0.19136
I 0.041184 I 0.095677

7.2187e-07 4.6181e-07

A=2.70 (am Durchschlagspunkt) A=2.32 (am Versagenspunkt)

Bild 8.34: Verformungsfiguren des Kiihlturms GRAND GULF aus einer nichtlinearen Ana-
lyse (Variante I)

Struktur bei einer geringeren Verformung ein. Die Last-Verformungskurve der materiell
nichtlinearen Analyse (Variante III, Bild 8.32) zeigt, dass bereits bei einem Lastfaktor
von A = 2.72 das Versagen bei kleinen Verformungen der Schalenstruktur eintritt. Auch
kann hier anhand dieses Verlaufs kein Durchschlagspunkt identifiziert werden. Am Ver-
lauf des Steifigkeitsparameters in Bild 8.35 ist zu erkennen, dass bereits vor Erreichen
eines moglichen Durchschlagspunktes das Tragwerksversagen durch Spannungsversagen
eintritt. Dieses zeigt sich durch den stark von Null differierenden Wert des Parameters.

In Anlehnung an die Bemessungsergebnisse der in Abschnitt 8.5 betrachteten Hyperbel-
schalen wird zur Beriicksichtigung des aufgrund der Dickenreduktion verédnderten Ver-
hiiltnisses von Druck- und Zugspannungen die Meridianbewehrung um 3.0 cm?/m und
die Ringbewehrung um 0.5 ¢cm?/m erhéht (Variante V). Diese und weitere lokale Beweh-
rungserhdhungen (Varianten VI - VIII) haben die in dem Bild8.36 dargestellten Kurven
zur Folge. Es ist leicht ersichtlich, dass die globale Bewehrungserhéhung eine Erhohung
des Lastfaktor auf A = 2.91 verursacht. Das grundlegende Tragverhalten der Schale ver-
andert sich hingegen nicht, was auch ein Vergleich der Entwicklung des Steifigkeitspa-
rameters in Bild 8.37 zeigt. Hier fillt auf, dass die Bewehrungserh6hung einen tieferen
Abfall des Parameters erzeugt, das Tragwerk aber dennoch infolge Spannungsversagen
den Grenzzustand erreicht. In weiteren Schritten wird die Ring- und Meridianbewehrung
des Tragwerks an lokalen Stellen erhoht, in erster Linie im Bereich des oberen Randes und
im Bereich der Taille. Die resultierenden Last-Verformungskurven sind ebenfalls in Bild
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Bild 8.35: Steifigkeitsparameter fiir den Kiihlturm GRAND GULF
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Bild 8.36: Last-Verformungskurven des Kiihlturms GRAND GULF im Anstrommeridian
bei Dickenreduktion und lokaler Bewehrungserhéhung
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Bild 8.37: Steifigkeitsparameter fiir den Kiihlturm GRAND GULF bei Dickenreduktion
und lokaler Bewehrungserhéhung

8.36 dargestellt. Eine lokale Steigerung erhoht den erreichbaren Lastfaktor bisA = 3.10,
ohne das wesentliche Tragverhalten zu verdndern. Bei diesem Lastfaktor zeigt sowohl die
Last-Verformungskurve als auch die Entwicklung des Steifigkeitsparameters das Auftreten
eines Durchschlagspunktes an (Bild 8.37). Eine weitere Erhohung der Bewehrung wiirde
eine weitere Steigerung der aufnehmbaren Last nur durch eine signifikante Erh6hung der
Ringsteifigkeit ermoglichen. In diesem Fall kann also von einem das globale Versagen
einleitenden Zustand ausgegangen werden. Eine Betrachtung der Verformungsfiguren aus
dieser Analyse (Bild 8.38) zeigt ein gegeniiber der Originalstruktur dhnliches Verhalten.
Auch hier bildet sich {iber die Flanke von der Taillenhéhe bis zum oberen Rand eine Auf-
wolbung aus. Es ist aus den Verformungsbildern ersichtlich, dass aufgrund der geringeren
Duktilitdat die Gesamtverformungen bei Erreichen des maximalen Lastniveaus und bei
Eintreten des globalen Versagens gegeniiber dem normalfesten Beton kleiner ausfallen.
Dieselbe Beobachtung ist auch beim Vergleich der ermittelten Verschiebungsnormen in
den Bildern 8.35 und 8.37 zu machen.

Bild 8.39 zeigt eine Visualisierung der Rissschidigung in Ring- und Meridianrichtung kurz
vor dem endgiiltigen Versagen des Tragwerks. Neben der ausgepriagten Schidigung im
Anstrommeridian und im Bereich des oberen Randgliedes ist hierbei gut der geschédigte
Bereich auf der Flanke des Turms zu erkennen.
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Bild 8.38: Verformungen des Kiihlturms GRAND GULF aus Variante VIII
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Bild 8.39: Visualisierung der Rissschidigungen aus einer nichtlinearen Analyse
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8.6.3 Schadigungsorientierte Stabilititsanalyse

Zur Demonstration der im Rahmen dieser Arbeit geschaffenen Moglichkeit der Stabilitéts-
untersuchung geschidigter Tragwerke wurde die Variante VIII verschiedenen Schiadigun-
gen ausgesetzt und mit Hilfe der in Kapitel 7 beschriebenen Vorgehensweisen analysiert.
In Bild 8.40 sind die kritischen Lastfaktoren der unterschiedlichen Schidigungszustinde
aufgefiihrt. Die Schidigung bei einem Lastfaktor von A\ = 2.70 besteht im Wesentlichen
aus den im Anstrommeridian ausgepragten Rissstrukturen. Da die Hohe der kritischen
Last in erster Linie von der Ringsteifigkeit des Tragwerks abhangt, fiihrt ihr Ansatz nur
zu der geringen Reduktion auf A\..;; = 9.20. Die Schiadigung bei der Maximallast von
A = 3.10 fithrt bereits zu einer Reduktion der klassischen Beullast aufA..;; = 6.16. Eine
weitere Abminderung auf \..;; = 5.56 erfolgt unter Ansatz der Schidigung aus dem letzten
ausiterierten Lastschritt bei A = 2.84. Durch diese Analyse zeigt sich, dass allein durch die
infolge materieller Nichtlinearitit eingetretene Reduktion der Steifigkeit die kritische Last
des Tragwerks um ungefihr 43 % reduziert wird. Die Diskrepanz zwischen dem Ergebnis
der vereinfachten Beulanalyse und dem Resultat der nichtlinearen Analyse erklirt sich
durch die mit wachsender Schiadigung an Bedeutung gewinnenden verformungsbedingten
Steifigkeitsabminderungen. Daher ist die Vorhersage gegeniiber dem linearen Material-
verhalten von schlechterer Qualitit. Fine vordefinierte Schiadigung, die die Meridianrisse
im Anstrommeridian, die Schwiachung der aussteifenden Wirkung des oberen Randgliedes
und ein von der Taille bis zum Randglied iiber die Flanke verlaufenden Rissbereich grob
beriicksichtigt, ergibt eine noch weitere Abminderung der zu erwartenden kritischen Last
auf A\ = 4.51.

Fazit: Das hier beobachtete Verhalten ist in dem urspriinglichen Definitionsrahmen des
Stabilitdtsbegriffs nicht direkt einzuordnen. Eine genauere Beschreibung des Verhaltens
liefert der Ausdruck ,yverformungsbedingtes, stabilitdtsdhnliches Verhalten“. Diese Trag-
werkseigenschaft stellt sich durch die umfangreiche Rissbildung wihrend der Laststeige-
rung ein. Vergleichende Berechnungen zeigen, dass erst bei einem realitidtsfernen Unter-
driicken der Rissbildung ein klassisches Stabilitatsversagen eintreten kann. Dennoch l&sst
sich der Verformungszuwachs auch bei Lastentnahme infolge des geschwéichten Ausgangs-
systems nicht aufhalten und fiihrt zu einem Versagen der Gesamtstruktur.

Das urspriingliche Bauwerk (Variante 0 und I) kann zu den stabilitdtsgefdhrdeteren Bau-
werken gezdhlt werden. Wahrend sich das Lastminimum im nachkritischen Bereich bei
linearem Materialverhalten noch auf einem hohen Niveau einstellt, ergibt das lokale Ver-
sagen bei Maximallast ein globales stabilitdtsahnliches Versagen der gesamten Struktur,
welches sich anhand der Entwicklung des Steifigkeitsparameters belegen ldsst. Eine Re-
duktion der Schalendicke und Erh6hung der Betongiite fiihrt zu einem steiferen Verhalten
der Gesamtstruktur. Bei lokaler Erh6hung der Bewehrung kann das hierbei urspriingliche
Spannungsversagen in ein stabilitdtsdhnliches Versagen iiberfithrt werden. Die Beobach-
tung der Entwicklung des Steifigkeitsparameters eignet sich gut zur richtigen Einschitzung
des Versagensmechanismus. Es ist ersichtlich, dass das lokale Versagen durch Umlagerun-
gen in benachbarte Schalenbereiche iibertragen wird und letztlich das globale Versagen
der Struktur nicht aufgehalten werden kann.
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Bild 8.40: Resultate der vereinfachten Beulanalyse unter Ansatz von initialen Schidigun-
gen des Kiihlturms GRAND GULF

8.7 Aufwindkraftwerk

Das Aufwindkraftwerk gehort, anders als sein Name vermuten ldsst, zu der Kategorie der
Energiegewinnungsmethoden aus Solarstrahlung. Die Idee, aus durch Sonnenstrahlung
erzeugtem Aufwind Energie zu produzieren, existiert schon seit Ende des 19. Jahrhun-
derts, wurde aber erst durch die umfangreiche Pionierarbeit von Schlaich (1994) in ein
technisch durchfiihrbares Konzept umgesetzt. Das Kraftwerk besteht im Wesentlichen aus
einem hohen Kamin, welcher in der Mitte eines weit ausgedehnten Glasdaches angeordnet
wird. Durch die Sonnenstrahlung wird die Luft unterhalb des Glasdaches erhitzt. Diese so
erwarmte Luft stromt durch den Warmeunterschied zwischen Kaminfufs und -kopf durch
den Kamin nach oben und treibt dabei gleichzeitig die zur Stromerzeugung bendtigten
Turbinen am Kaminfuft an. Zur Erzeugung einer ausreichend starken Stréomung wird fiir
eine wirtschaftliche Stromgewinnung eine Mindesthohe des Kamins von ungefahrl 000 m
benotigt. Ein solches Tragwerk stellt den planenden Ingenieur vor neuartige Problem-
stellungen, wie beispielsweise die Frage nach den anzusetzenden Windlasten oder der
Bauausfithrung. Zur Beantwortung dieser Fragestellungen wurden in der Vergangenheit
durch Initiative von J. SCHLAICH einige Untersuchungen in Form von Diplomarbeiten
und ersten Entwurfsplanungen durchgefiihrt.

Das aufgrund seiner grofen Hohe stabidhnliche Tragwerk wird in erster Linie durch die
Lasten Eigengewicht und Wind beansprucht, welche in dem Tragwerk grofte Druckkréfte
aktivieren. Daher eignet sich die Struktur in besonderem Mafse fiir eine Untersuchung



158 Kapitel 8: Anwendungsbeispiele

= 0.35m 1500
1400
ol 0.35m 1300

1200

el 0.40m 1100
1000
905 m
= 0.40m 900
E 800
S | ©
——0.50 m S 700
£ T 600
0.70 m 500
400
300 ‘
200m |
0.75m 200+ ——-F-1—-—-—-—-7———| — Ringbewehrung -
o 100 & — — 7L77774‘777 — Meridianbewehrung 7L7
| | T T |
0.00m 0.80 m 0 l l l l l
: 0.0 20.0 40.0 60.0 80.0 100.0

Bewehrung pro Seite [cm2/m]

Bild 8.41: Diskretisierung, Dickenverlauf und vorhandene Bewehrungsmengen eines Auf-
windkraftwerkturms

der Stabilititseigenschaften. Eine im Zuge einer Kooperation mit der Universitit Stellen-
bosch durchgefiihrte Arbeit [Schindelin 2002 befasst sich mit der Frage der Formfindung
und der Lastannahmen. Die Ergebnisse dieser Untersuchung haben gezeigt, dass u.a. die
Eigenfrequenz eine entscheidende Grofe bei dem Entwurf des Tragwerks ist.

Die hier untersuchte Schale des Kamins, eine aus zwei Hyperboloiden zusammengesetzte
Schale, wurde vor dem Hintergrund der Steigerung der geringsten Eigenfrequenz gewéhlt.
Zuséatzlich bietet sie den Vorteil, dass die Lasten zu einem Grofsteil in Form von Mem-
branschnittgréfsen abgeleitet werden. Die Hohe des Tragwerks wurde in Anlehnung an
eine derzeit aktuelle Studie zu 1500 m gewahlt. Die Schalendicke dieser Beispielgeome-
trie wurde entsprechend des Bildes 8.41 als linear verdnderlich zwischen maximal 0.80 m
und minimal 0.25m angenommen. Als Baustoff wurde ein Beton der Giite C100/115
gewdhlt. Eine vorab durchgefiihrte Bemessung und Rissbreitenbeschriankung nach DIN
1045-1 (2001) unter Einbeziehung einer Mindestbewehrung entsprechend BTR 1997] ist
ebenfalls in Bild 8.41 dargestellt. Die Diskretisierung erfolgt fiir das halbe System mit
32x97 ASE4-Elementen. Zur Aussteifung des Kreisquerschnitts wurden ab der Taille in
gleichmékigen Abstédnden Steifen in Form von unendlich steifen Drehfedern in die Diskreti-
sierung eingefiigt. Sie verursachen neben der Beibehaltung der Form auch Randstorkréfte
durch die Verdrehungsbehinderung, welche zu den sehr hohen Bewehrungsmengen in Héhe
der Aussteifungen fithren. Da diese Bereiche gesondert betrachtet werden miissen, wurde
fiir die nichtlineare Untersuchung des (GGesamttragwerks der direkte Umgebungsbereich
vereinfachend mit linearem Materialverhalten beriicksichtigt.

Im Folgenden wird in Bezug auf die bisherige Vorgehensweise der LastfallG+W;+ W, fiir
die Ermittlung der kritischen Last verwendet. Die Windlast wird mit Hilfe von 8.3) und
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den Faktoren F; = 0 und ¢ = 1.15 festgelegt. Die Druckverteilungskurve wird fiir eine
rauthe Schale zu K 1.0 gewéhlt. Der Geschwindigkeitsdruck wird wie fiir ebenes Gelénde ab
einer Hohe von 300 m konstant angenommen. Der Innendruckbeiwert wird zuc,, = —0.4
gewahlt. Dies entspricht einem mittleren Wert fiir Kamine und Kiihlturmbauwerke. In
dieser Windannahme sind aufgrund der nicht vorliegenden notwendigen experimentellen
Untersuchungen viele Unsicherheiten und Abweichungen von der Realitit enthalten. Ge-
rade der Ansatz des Windinnensogs und die konstante Erh6hung der Windlast infolge von
Boenanregungen entsprechen nicht der Realitét. Vielmehr ist aufgrund der Hohe des Trag-
werks ein lokales Einwirken einer Windbelastung wahrscheinlicher. Eine hierfiir sinnvolle
Annahme miissen zukiinftige Forschungsarbeiten an Windkanalversuchen ergeben.

Die so ermittelte klassische Beulanalyse des Systems ergibt einen Wert von\..;; = 1.74,
was bereits bei heutigem Sicherheitsdenken viel zu gering ist (\..x < 5.0). Dennoch wird
anhand dieses Systems - da es hier ausschlieflich um das Aufzeigen der Bedeutung der
Schiadigung geht - mit den gewihlten Abmessungen das Verhalten unter Beriicksichtigung
der materiellen Nichtlinearitdt untersucht.

3.2 7

------------------------------------------------- A" =2.96 (At = 30 cm)

2.8 1 —O— lineares Material (perfekte Geo.)

- —0— lineares Material
(imperfekt, groRe Amplitude)

2.4 1 —— nichtlineares Material (perfekte Geo.)

—~4— nichtlineares Material
(imperfekt, kleine Amplitude)

2.0 1 —O>— nichtlineares Material
(imperfekt, mittlere Amplitude)

E k=1.6 lin —<>— nichtlineares Material
“or : (imperfekt, grofe Amplitude)

A=138
............................ . a=144
. {3 '

Lastfaktor A [-]

T

--------------------------------------------------------------------- A=0.93 (At=30cm)
It

..................................................................... A=0.78

0.0 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1

0.0 -1.6 -3.2 -4.8 -6.4 -8.0 -9.6 -11.2 -12.8 -14.4 -16.0

horizontale Verformung in [m] bei ® = 180° und z = 1500m

Bild 8.42: Last-Verformungskurven des Aufwindkraftwerks der horizontalen Verschie-
bung der Turmspitze

Wird das System geometrisch nichtlinear und unter Beriicksichtigung von Imperfektionen
korrespondierend zur ersten Eigenform analysiert, so stellen sich die in Bild8.42 darge-
stellten Last-Verformungsverldufe an Turmspitze und in Bild8.43 im Bereich des unteren
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Schalendrittels ein. Ohne Beriicksichtigung der Imperfektionen tritt bei einem Lastniveau
von A = 1.69 ein Verzweigungspunkt auf. Wird eine Storverformung nahe diesem Punkt
aufgebracht, so verzweigt das System in einen instabilen Nachbeulast, dessen Abfall im-
mer schwicher wird. Das sich einstellende Nachbeulminimum liegt dann auf einer Hohe
von Agr = 1.27. Wird das imperfektionsbehaftete System analysiert, so schmiegt sich
der Verlauf, wie dargestellt, weitestgehend dem Last-Verformungsverlauf des perfekten
Systems an. Bei einem Lastniveau von A = 1.35 kreuzen sich die beiden Verldufe der ho-
rizontalen Verschiebung an der Turmspitze. Dieser Punkt des Tragwerks ist nur indirekt
von der aufgegebenen Imperfektion betroffen. Es wird hier deutlich, dass bei diesem Sys-
tem bereits eine lokale Imperfektion - die Figur korrespondierend zum ersten Figenwert
bildet sich ausschlieflich im unteren Schalenbereich auf der windabgewandten Seite aus
- einen sehr grofsen Einfluss auf das Trag- und Verformungsverhalten des Gesamtsystems
besitzt.
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Bild 8.43: Last-Verformungskurven des Aufwindkraftwerks der horizontalen Verschie-
bung in der Hohe z = 497.8 m

Eine Analyse unter Beriicksichtigung der materiellen Nichtlinearitit verlauft bis zum Ein-
tritt des Verzweigungspunktes nahezu identisch zu der linearen Analyse, da sich durch die
hohe Belastung des Eigengewichts kaum Zugbereiche in dem Tragwerk ausbilden. Aus-
schliefslich in dem direkten Anstrémmeridian entstehen erste Risse infolge Wind. Der
bereits aus der linearen Analyse bekannte Verzweigungspunkt tritt hier aufgrund der
Druckschiadigung des Betons bei einem Lastniveau von \..; = 1.57 ein. Ein Nachbeul-
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bereich kann bei nichtlinearem Materialverhalten fiir den hier gewahlten sproden Beton
nicht ermittelt werden. Werden auf das System jetzt eigenform-affine Imperfektionen auf-
gebracht, so ldsst sich aus den Last-Verformungslinien erkennen, dass diese, im Vergleich
zu denen am linearen System geringen, Imperfektionen aufgrund der hohen Druckbean-
spruchung zu Beginn der Belastungsgeschichte vom System ohne zusétzliche Verformungs-
zuwichse verkraftet werden. Bei einem bestimmten Lastniveau, das mit wachsender Im-
perfektionsamplitude immer geringer wird, versagt das System durch das Auftreten eines
Verzweigungspunktes schlagartig. Auch aus diesem Verhalten lésst sich die Imperfektions-
empfindlichkeit des Systems erkennen.

Ebenfalls in den Bildern 8.42 und 8.43 sind die kritischen Lastniveaus der durchgefiihrten
Stabilitdtsanalysen mit geschadigtem Ausgangssystem aufgefiihrt. Wird beispielsweise der
Schadigungszustand des Tragwerks kurz vor Erreichen der Maximallast als Initialschadi-
gung angenommen, so liefert eine Analyse bereits eine Reduktion um 17 % der urspriingli-
chen linear ermittelten kritischen Last. Die reduzierte kritische Last liegt mitA..; = 1.44
bereits unterhalb der Maximallast, so dass hieraus ebenfalls die Nichtexistenz eines Nach-
beulastes vermutet werden kann. Deutlicher wird der Einfluss von Schadigungen auf die
Stabilitdt der gesamten Konstruktion bei einer, aus den linearen Schnittgréfsenverldufen
abgeleiteten, vorgegebenen Rissschiddigung im Anstrommeridian und einer angenomme-
nen Druckschiddigung im unteren Schalenbereich auf windabgewandter Seite. Die Analyse
liefert das ebenfalls in den Last-Verformungsdiagrammen eingetragene kritische Lastni-
veau A.; = 0.78. Dieses bedeutet einen Abfall der kritischen Last um 55 % gegeniiber der
linearen.

Ein weiterer Eindruck von der groften Bedeutung einer grofsflichigen Schadigung wird bei
Betrachtung der Ergebnisse einer abschliefend durchgefiihrten Analyse mit einer globa-
len Schalendickenerhéhung um At = 0.30 m gewonnen. Hier steigt die lineare kritische
Last auf einen Wert von A+ = 2.96 an und fallt bei Beriicksichtigung eines identischen
Schadigungszustandes auf A..; = 0.93 ab. Dieses entspricht einem Anstieg der linearen
kritischen Last um 70 % und einer Erhohung der kritischen Last der geschéadigten Struktur
um 19 %.

Diese hier durchgefiihrten Analysen zeigen bereits einige vor Verwirklichung einer solchen
Struktur noch zu l6sende Problemstellungen auf.



Kapitel 9

Ubertragung auf das derzeitige
Normenkonzept

9.1 Vorhandene Beulkriterien

Nach der Vorstellung der modifizierten Stabilitdtsnachweise und der durchgefiihrten Bei-
spielrechnungen zeigt dieses Kapitel einen moglichen Weg zur Einbettung der Ergebnisse
in bestehende Nachweiskonzepte. Hierfiir ist zuerst ein kurzer Exkurs in die geschichtliche
Entwicklung des Beulkriteriums notwendig, wobei eine Beschrankung auf den Schalentyp
Hyperbelschale erfolgt.

Die derzeit vorhandenen Kriterien zur Sicherstellung der Stabilitdt von Hyperbelschalen
haben ihren Ursprung in den Auswertungen der Versuche von Mateja (1964), Zerna &
Niemann (1966), Mungan (1965) und Der & Fidler (1968) (s. Abschnitt 2.3). Diese Ver-
suche wurden im Wesentlichen an Modellen aus Ersatzmaterialien durchgefithrt und die
Ergebnisse in Ndherungsformeln iibertragen.

Neben einer einfachen Ndherung in Anlehnung an die klassische Beulformel der axial bela-
steten Kreiszylinderschale [Kritzig 1968|, der Beriicksichtigung der Spannungsinteraktion
nach Dunkerley [Kritzig 1968| und einer Niherungsformel zur Bestimmung des kritischen
Windstaudrucks [Der & Fidler 1968] ist hierbei in erster Linie das Kriterium nach Mun-
gan (1977) zu nennen. Mit Hilfe dieses Kriteriums kann ein zweiaxial druckbeanspruchter
Querschnitt hinsichtlich seiner Beulsicherheit beurteilt werden. Hauptséichlich wurde die-
ser lokale Beulnachweis in der Vergangenheit zur Bestimmung der Wanddickenverldufe von
Kiihlturmschalen genutzt. Ein Nachteil dieses Nachweises ist neben der ausschlieflichen
Beriicksichtigung von Membranspannungen die Beschrinkung auf rotationssymmetrische
Lastfille. Ruhwedel (1986) geht in seiner Arbeit auf diese Problematik ein und entwirft
ein leicht modifiziertes Kriterium, welches auf Experimenten an Kiihlturmschalen unter
Windbeanspruchungen basiert. Auch eine Aussteifung durch ein oberes Randglied findet
in diesem erweiterten Kriterium Beriicksichtigung.

Diese Kriterien dienen dazu, einen Mindest-Beulsicherheitsfaktor fiir das Tragwerk zu ge-
wahrleisten. Dieser Beulsicherheitsfaktor ist in der DIN 1045 (1988) und der BTR, (1997)
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zu v, = 5.0 angegeben. Hierbei wird jedoch vorausgesetzt, dass alle stabilitdtsgefahr-
denden Einfliilsse wie Rissbildung und auferplanmaifige Geometrieabweichungen in das
Berechnungsmodell Einfluss gefunden haben. Ansonsten muss die Beulsicherheit um ein
sentsprechendes” Mak erhoht werden. Das iibliche Vorgehen ist dennoch so, dass bei Ein-
haltung der Geometrieabweichungstoleranzen wéhrend der Ausfiithrung der Nachweis der
perfekten Schale bei Einhaltung des Beulsicherheitsfaktors erbracht ist. Bei Vereinfachung
der Analyse hinsichtlich der Lagerung kann eine zusétzliche Erhéhung des Beulsicherheits-
faktors erforderlich sein.

Nach [Kritzig 1977] ldsst sich der in der DIN 1045 (1988) vorgeschriebene Beulsicher-

heitsfaktor wie folgt zusammensetzen:

A

Vo VL1 YL2 * Vie PO (9.1)
= 1.40-1.15-2.00-1.30 - 1.20 = 5.02
mit  yr1 - Sicherheitsfaktor fiir die Lasthohe

VL2 - Sicherheitsfaktor fiir die Berechnungsannahmen
Vio - Abminderung durch Rissbildung
1/ym1 - Priifungenauigkeiten
1/va2 - Materialfehlstellen.

Dieser Aufspaltung liegt bereits der Gedanke der Teilsicherheitsbeiwerte zu Grunde. Den-
noch ist eine einfache Ubertragung eines solchen Sicherheitsfaktors in die NormDIN 1045-
1 (2001) nicht moglich. Zur endgiiltigen Festlegung eines solchen Sicherheitsfaktors miissen
noch weitere, den zufallsverteilten Charakter der Eingangsgrofien beriicksichtigende, Ana-
lysen durchgefithrt werden. Diese wurden im Rahmen dieser Arbeit nicht angestrebt und
durchgefiihrt.

9.2 Vorschlag fiir einen verbesserten Stabilitdtsnach-
weis fiir den Planungsprozess

Die bereits in Zerna et al. (1980) unter rotationssymmetrischen Lasten und die innerhalb
dieser Arbeit unter Ansatz von materiellen Nichtlinearitdten durchgefithrten Analysen
zeigen, dass Plastizieren des Betons und Rissbildung einen grofien Einfluss auf die Beul-
sicherheit eines Schalentragwerks besitzen. Aus ihren Untersuchungen heraus kommen
Zerna et al. (1980) zu dem Schluss, dass fiir Kithlturmtragwerke der Beulsicherheitsfaktor
mit einem Wert von v, = 5.0 nach globalem Sicherheitskonzept durchaus auf~, = 2.1
reduziert werden konnte.

Die Ergebnisse der in Kapitel 8 analysierten Strukturen zeigen, dass die Einordnung
des Stabilitdtsnachweises in ein Konzept basierend auf Teilsicherheitsbeiwerten ungleich
schwieriger umzusetzen ist. Hieraus entstehen die folgenden wesentlichen Schlussfolgerun-
gen:

e Eine Stabilitidtsgefihrdung eines Tragwerks kann nicht ausreichend durch die Ein-
haltung des Sicherheitsfaktors vz = 1.3 gemif geltender DIN 1045-1 (2001) ausge-
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schlossen werden. In erster Linie ergeben die angesetzten rechnerischen Mittelwerte
der Baustoftfestigkeiten, aber auch die vorausgesetzte Giiltigkeit des Superpositi-
onsprinzips einzelner Lastfille mitunter eine realitdtsferne Tragwerksantwort.

Ein kompletter Verzicht auf einen separaten Stabilitdtsnachweis, wie zurzeit inDIN
1045-1 (2001) vorgesehen, erscheint dem Autor zu dem jetzigen Zeitpunkt, zu dem
das Konzept zur nichtlinearen Schnittgrofenermittlung immer noch Bestandteil kon-
troverser Diskussionen ist ([Eibl 2000], [K6nig & Ahner 2000], [Quast 2000], [Six
2003]), sicherheitstechnisch hochst zweifelhaft. Solange daher keine eindeutigen Re-
gelungen beziehungsweise tragwerksspezifische Sonderregelungen gefunden sind und
der Arbeitsaufwand solcher Analysen auf ein durchfithrbares Mak reduziert ist, sollte
ein zusétzlicher Nachweis nach dem Vorbild der bisherigen DIN 1045 (1988) gefor-
dert werden.

Die Ergebnisse der hier durchgefiihrten Analysen zeigen, dass die normkonforme
Verwendung des Werkstoffs Hochleistungsbeton keine grundsitzliche Verdnderung
des Beulverhaltens einer Stahlbetonschale bewirkt. Dennoch erlauben hoherfeste
Betone eine Verminderung der Schalendicke, deren Sicherheit gegeniiber Stabilitats-
versagen zu iiberpriifen ist.

Die Durchfiihrung des Stabilitatsnachweises sollte aus mehreren, dem tatséchlichen
Arbeitsablauf innerhalb einer Tragwerksplanung angepassten Schritten bestehen:

1. Entwurfsplanung:
An erster Stelle sollte die Durchfiihrung von globalen Stabilitédtsnachweisen zur
Festlegung der Geometrie und der Bauteildicke stehen. Hierbei sollte eine, die
Stabilitat ungiinstigst beeinflussende, Lastfallkombination gewéahlt werden. Zur
optimalen Tragwerksauslegung und zum besseren Erkennen tragwerksspezifi-
scher Schwachstellen, kann an dieser Stelle eine Beriicksichtigung von Schidi-
gungen geméf dem in Kapitel 7 dargestellten Konzept erfolgen. Die Schadigun-
gen des Tragwerks sollen hierbei moglichst realitdtsnah beriicksichtigt werden,
beispielsweise in Anlehnung an den linear ermittelten Schnittgrofenverlauf. Sie
finden sodann Eingang in die Steifigkeits- und Anfangsspannungsmatrizen der
schrittweisen Bestimmung des reduzierten kritischen Beullastfaktors. Der hier-
bei zu erfiillende Sicherheitsfaktor ldsst sich ausgehend von Gleichung 9.1) wie
folgt bestimmen:

1 1
)\ngt > fyged =91 Y2 —— - —— = 2.51. (9.2)
M1 VM2

Die Streichung des Abminderungsfaktors fiir den Einfluss infolge Rissbildung
ergibt eine Reduktion des Sicherheitsfaktors um 50 %, welche gut mit den Re-
duktionen des kritischen Lastfaktors infolge vorgegebener Schiadigung der An-
wendungsbeispiele aus Kapitel 8 {ibereinstimmt.

Die geometrisch und physikalisch nichtlinearen Analysen (s. Abschnitt8.4) zei-
gen hingegen kritische Lastfaktoren bzw. Lastniveaus des Nachbeulminimums,
welche um 70 % gegeniiber der linear ermittelten kritischen Last reduziert sind.
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Im Vergleich zu einer rein geometrisch nichtlinearen Analyse wird das Nach-
beulminimum allein durch die Beriicksichtigung der materiellen Nichtlinearitit
um 50 % reduziert. Diese erhohte Reduktion des kritischen Lastniveaus, welche
im Fall des Analysebeispiels aus Abschnitt8.6 durch die infolge der materiellen
Nichtlinearitat vergréfserten Verformungen verursacht wird, wiirde konsequen-
ter Weise eine Erhéhung des Beulsicherheitsfaktors von~y, = 5.0 auf

1/0.3
Vomeuw = 5.02 - ﬁ — 8.37 (9.3)

nach sich ziehen. Soll der Versuch unternommen werden den in Gleichung 0.1)
aufgefithrten Faktor von v, = 5.0 beizubehalten, so konnte eine modifizierte
Aufspaltung des Sicherheitsfaktors unter der Annahme einer verbesserten Be-
tontechnologie und der in den Anwendungsbeispielen gezeigten Unempfindlich-
keit gegeniiber im Toleranzbereich befindlichen Materialfehlstellen erfolgen:

Yo = L1772 WZZ,neu (94)
= 140-1.15-3.12 =5.02
mit 71 - Sicherheitsfaktor fiir die Lasthéhe
VL2 - Sicherheitsfaktor fiir die Berechnungsannahmen
Viomew — Vizait " ﬁ : $ - Abminderung fiir materielle Nichtlinearitat

(Reduktion um 68 %).

Das in Abschnitt 8.6 ausfiihrlich beschriebene Anwendungsbeispiel zeigt an-
schaulich die hier angefiihrten Reduktionsmafe. In Bild 9.1 ist die Reduktion
der kritischen Last um 50 % auf \'% = 4.51 dargestellt. Die komplette nichtli-
neare Analyse liefert einen maximalen Lastfaktor A = 3.10. Dies bedeutet eine
Reduktion um 68 % gegeniiber dem linearen kritischen Lastniveau. Ebenfalls
ist leicht zu erkennen, dass alle ermittelten Lastfaktoren eindeutig oberhalb des
entsprechenden Grenzwertes liegen, so dass das Tragwerk die hier dargestellten

Nachweise sicher erfiillt.

2. Ausfithrungsplanung:
Die Konstruktion eines Stahlbeton-Schalentragwerks erfordert einen hohen
Aufwand hinsichtlich der Bemessung aller méglichen Lastfallkombinationen.
An dieser Stelle grundsitzlich begleitende Stabilitdtsuntersuchungen in Form
von begleitenden Eigenwertanalysen, Auswertung von Beulparametern, o. . (s.
Abschnitt 6.2.3) fiir alle auftretenden Lastfallkombination zu fordern erscheint
unangemessen und praktisch kaum umsetzbar.

3. Verifikation der Schalenkonstruktion:
Die konstruierte Schalenstruktur soll unter Ansatz der tatsichlichen Beweh-
rungsmengen einer nichtlinearen Stabilitdtsanalyse unterzogen werden. Hierzu
sollen die realistischen Materialkennwerte in die Berechnung einfliefsen. Der
endgiiltige Nachweis umfasst eine komplette nichtlineare Analyse von maximal
zwei realistischen Lastfallkombinationen mit paralleler Beobachtung der in die-
ser Arbeit vorgestellten Parameter zur Beurteilung des Stabilitdtszustandes der
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11.2

9.6 W =9.63
—. 807
< 7 -53%
S5 644 -68%
)
X
S 4
)
% 4.8 1 v ,= 4 51 angenommene
— | cit 7" Schadigung

A=3.10

3.2+ v

1.6
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horizontale Verformung in [m] bei ® =0° und z = 89.63m

Bild 9.1: Last-Verformungskurve und kritische Lastfaktoren des Kiihlturms GRAND
GuLF

Struktur. Die hierbei zu erreichenden Sicherheiten sind aufgrund von fehlen-
den Zuverléssigkeitsanalysen entsprechend der DIN 1055-100 (2001) hier nicht
endgiiltig festlegbar. Hierzu sind weitergehende Parameterstudien notwendig.

Mit dem hier vorgeschlagenen Konzept kénnen grofe Schalenstrukturen aus Stahlbeton,
insbesondere Kiihlturmschalen, nach Ansicht des Autors sicher gegen Stabilitdtsversa-
gen ausgelegt werden. In erster Linie kann bereits zu Beginn des Planungsprozess, also
zum Zeitpunkt des Entwurfs, auf eine bei Stahlbeton iibliche Schidigung des Tragwerks
unter spaterer Gebrauchslast Beriicksichtigung finden. Eine abschliefsende genauere Sta-
bilitatsanalyse mit begleitenden Verfahren soll die endgiiltige Schalenkonstruktion gegen
Stabilitatsverlust nachweisen.



Kapitel 10

Zusammenfassung und Ausblick

Der Entwurf und die Konstruktion eines Stahlbeton-Schalentragwerks stellt auch in der
heutigen Zeit, in der der Einsatz von FE-Programmen zum Standard des Planungsprozes-
ses gehort, groke Anforderungen an den entwerfenden Ingenieur. Das Anwendungsgebiet
von Schalentragwerken aus Stahlbeton ist Jahrzehnte nach der Hauptschaffenszeit der
vielleicht bedeutendsten Entwerfer wie FRANZ DISCHINGER, ULRICH FINSTERWALDER,
Pier Luict NERVI, EDUARDO TORROJA, NICHOLAS ESQUILLAN, FELIX CANDELA,
OVE ARUP, und HEINZ ISLER vielfaltiger denn je und reicht von kuppelartigen Dachkon-
struktionen {iber dickwandige Offshore-Konstruktionen, Masten von Windenergieanlagen
bis hin zu den grofen Kiihlturmbauwerken im Kraftwerksbau. Es ist zu erwarten, dass
nach einer ersten Anwendung eines Hochleistungsbetons bei einer Kiihlturmschale im
Jahr 1999 die Entwicklung des Werkstoffs und damit auch die Einsatzmoglichkeiten eines
solchen Betons zukiinftig anwachsen werden.

Aus sicherheitstechnischen Uberlegungen heraus ist es seit jeher von besonderem Interesse,
genaueres iiber die Art des Versagens eines Tragwerks zu erfahren. Die vorliegende Arbeit
schliefst einen Teil der Wissensliicke auf diesem Gebiet. Hierbei wird der Hauptaugenmerk
auf den mit einer hoheren Sicherheit zu behandelnden Versagensfall des Stabilitatsverlu-
stes gelegt.

Um gesicherte Aussagen treffen zu konnen und eine spitere Ubertragung der Ergebnisse
in bestehende normative Regelungen zu ermoglichen, wurde ein normkonformes Material-
modell fiir Stahlbeton in eine vorhandene isoparametrische Elementformulierung imple-
mentiert. Hierbei wurde spezieller Wert auf eine moglichst realitdtsnahe Beschreibung des
Nachriss- und Nachbruchbereichs gelegt.

Nach einer Uberpriifung der aus der geometrisch nichtlinearen Statik bekannten Algo-
rithmen zur Identifizierung und Einordnung indifferenter Gleichgewichtszusténde entlang
eines Belastungspfades wurden speziell fiir den hochgradig nichtlinearen Werkstoff mo-
difizierte Algorithmen fiir die Analysen verwendet. Diese Modifikationen ermoglichen es,
schwierig zu liberwindende Verzweigungspunkte durch zeitweise Entlastung zu umgehen
und sicher auf den nachkritischen Antwortpfad zu treffen. Weitere Beobachtungsparame-
ter wie der Steifigkeitsparameter nach BERGAN und das Determinantenkriterium wurden
zur Unterscheidung von Traglast- und Stabilitdtsversagen erfolgreich eingesetzt. Ein Ver-
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such, den Charakter des Versagens durch eine parallele lineare - nichtlineare Analyse
zu identifizieren, liefert fiir das Beispiel eines Schalenbogens aussagekréftige Ergebnisse,
scheitert aber zurzeit aufgrund des hohen Aufwands bei grofen Strukturen.

Aus der festgestellten Abhéingigkeit des nachkritischen Bereichs von der materiellen Nicht-
linearitat wurde ein moglichst einfach anzuwendendes Verfahren entwickelt, um den Ein-
fluss der Materialschadigung zu beriicksichtigen. Die Ergebnisse der zahlreichen Untersu-
chungen an unterschiedlichen Tragsystemen zeigen die gute Anndherung an das tatséch-
liche Stabilitdtsverhalten.

Dariiber hinaus lassen in erster Linie die Analysen des Kiihlturmtragwerks den Vorteil der
Kenntnis der Versagensursache klar erkennen. Hier wird deutlich, dass ab einem bestimm-
ten Lastniveau eine weitere Lastaufnahme nur durch Veranderungen der Gesamtsteifigkeit
eines Tragwerks und nicht durch lokale Bewehrungserh6hungen erreicht werden kann.

Das Anwendungsbeispiel Aufwindkraftwerk diente in erster Linie dem Hinweis auf eine
weitere Problematik bei der Umsetzung dieses visiondren Projektes, das Stabilitatsverhal-
ten. Im Rahmen dieser Arbeit wurden jedoch lediglich einige kritische Stellen, die Zonen
mit maximaler Druckspannung infolge Eigengewicht und Wind, des Tragwerks identifi-
ziert und nicht der Versuch unternommen, dieses Tragwerk hinsichtlich seiner Geometrie
und Abmessungen zu optimieren.

Die aus den durchgefiihrten Analysen gewonnenen Erkenntnisse wurden dazu genutzt, eine
Einschéatzung der aktuellen normativen Regelungen vorzunehmen und eine praktikable
Vorgehensweise zur Uberpriifung des Stabilitdtsverhaltens vorzuschlagen.

Neben den stabilitatstheoretischen und materialtechnologischen Aspekten wurden eben-
falls die geometrischen Imperfektionen in die oben angefiihrten Betrachtungen integriert.
Der hierzu benétigte Ansatz wurde in die Elementformulierung implementiert. In Zu-
kunft gilt es, die hier ausgeklammerte Frage nach Einfluss, Art und sinnvoller Grofe der
geometrischen Imperfektionen ndher zu untersuchen.

Ein weiterer stabilitiatsgefihrdender Aspekt, das Kriechen und Schwinden des Werkstoffs
Beton, wurde innerhalb dieser Arbeit nicht behandelt. Die nahezu zeitgleich durchgefiihr-
ten Untersuchungen von Woérmann (2004) liefern ein adiquates Modell zur Beriicksich-
tigung hygrischer und thermischer Effekte innerhalb einer nichtlinearen Traglastanalyse
[Harte & Wormann 2002]. Die Kopplung der vorgestellten Stabilitdtsanalysen mit den
Auswirkungen des zeitverdnderlichen nichtlinearen Materialverhaltens des Betons zur Ver-
besserung der abzuschitzenden kritischen Lasten sind in der Zukunft anzustreben.

Desweiteren ermdoglicht die vorliegende Arbeit, die innerhalb einer nichtlinearen Analyse
ermittelte Schiadigungsmatrix fiir typische Systeme und Lastfille abzuspeichern und auf
perfekte Systeme anzuwenden. Hierdurch lisst sich, vergleichbar mit der Vorgehensweise
bei geometrischen Imperfektionen, in Zukunft eine Datenbank typischer Schidigungsbilder
aufbauen. Unter Verwendung der beschriebenen Algorithmen kénnen verbesserte kritische
Lastfaktoren und realistische Beulformen ermittelt werden.

Zu guter Letzt bleibt die Frage einer méglichen Korrelation zwischen Eigenfrequenzinde-
rung und Verdnderung des kritischen Lastniveaus zukiinftig zu klaren.



Anhang A

Erganzende Formeln und Diagramme

A.1 Nichtlineare kinematische Grofien

Variation der Verzerrungsgroften

Dehnung:

®(ap)

+
X (ap)

++
@ (aB)

N = N = N =

<+
§s<

D4
S

1

} 5,

Biegung (unter Vernachldssigung der quadratischen Terme):

Bap)

+
Blap)

++
B (ap)

0 0 .

LI A B A R i T
X LAL+XLAL+X L AL+XL A

N = N = N =

S R I e ;T

+X 5 Al +X,3 Al +X,3 Al +X,5 A,Ja:| dij

AR AP I AR 1Xl.++j 1XZ.++J. 5
X’a A7ﬁ +X75 A?a +§ o A 3 +§ 3 A,a i

trigonometrische Additionstheoreme:

sin (W + AV) = sinWcos AV + cos ¥ sin AW
cos (W + AVU) = cosWVcos AV — sin ¥ sin AW
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Komponenten des Normaleneinheitsvektors:
0

Al,, = (sinW;cosWy) (cos AWy cos AWy) + (cos Wy cos Us)
- (sin AWy cos AWy) — (sin ¥ sin Ws) (sin AWy cos AWy) (A.9)
— (sin Wy cos W) (sin AW sin AWs)

0

A?mp = (sin¥;sinWy) (cos AWy cos AWy) + (sin Wy cos Uy)
- (sin AWy cos AWy) + (sin Wy cos Wa) (cos AWy sin AWs) (A.10)
+ (cos Wy cos Wq) (sin AWy sin AWs)

0

Af’mp = (cos Uy cos AVUy) — (sin ¥y sin AW,) (A.11)

G ~ Qi pi i

Komponenten des GREEN’schen Verzerrungstensor fiir eine imperfekte Geometrie:
YaB,imp = 5 <r7a raﬁ _rﬂa,imp _r7ﬂ,imp>

1 ) . . ) 0 . L0
= 3 {(X,; +EAL) (X 5+E84%) — (X,; +E AL [

. . 0 . 0 . . .
+AX7; +€3AA7; ) (Xalﬁ +€3A71 Zmp + Axazﬁ —|—€3AA,% >:| 51 (A13)

Ya3,imp = 5 <r7a Iy _r’a,imp r73,7jmp>
1 X a3 A (X 4 A O i 3% 4
- 5 ( ‘o +§ e ) ( + ) - X?a +§ A?a imp
, , 0 0. . ,
+AX,L+EAAY) ( X2+ A fr, + AXP + AAJ)} 8ij (A.14)
Dehnverzerrungstensor aua g imp:
1 i . 0,0 0, . ;0
o = 5 |44 X) = (R4 X4) - (Riaxg) - XL XH| 6y (a9

Biegeverzerrungstensor B,4,imp (unter Vernachldssigung der quadratischen Terme):

Lslyi gi AP i Y O Qi g
ﬁaﬁ,imp = 55 |:X7a A?% +X715A7a _Xaa A?% z‘Jmp_X7JﬂA7a imp
X AAL X AAL—AXS A7 A16
_X7a 3 _X>ﬂ o e Aaﬁ imp ( : )
0 0 , .
—AXL AL fL = AX L AAL—AX AA,Q} 5i;
Schubverzerrungstensor 7, imp (konstante Schubverzerrungstheorie X!, X3 = 0):
1

. . o . 0. . 0 . . . 0. .
Ya3,imp — 5 [XL A _X’Za A’ ijmp_X’Za AA _AX72a A’ ijmp

—AX[ AN G (A.17)



A.2 Verbund 171

A.2 Verbund

20

1 1 [Tue 1993]

Verbundspannung t [N/mm?]

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35

Schlupf s [mm]

Bild A.1: Vergleich unterschiedlicher Verbundgesetze an einem C 70/85 (Detail)

A.3 Bruchenergie

Herleitung des Integrals zur Bestimmung der Bruchenergie:

Ec=

oo T (el )

2
gc=b Ec
] TR
I+ (k=2)-2= 1+(k-2)2=| )
k Ecel £ { (k—2) EC} } se=b
— ct— — ¢ .ln 1+—
f €cl [(k_2) (k_2)2 Eel €c=a
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A.4 Normalverteilung der Zugfestigkeit

allgemeine Normalverteilung:
X ist N(u; 02) verteilt mit p 2 Mittelwert und o2 £ Varianz
normierte Normalverteilung:
Z ist N(0;1) verteilt mit Z = 2= = X =0, - Z + pu
Fiir die Zugfestigkeit gelten nach DIN 1045-1 die Schranken:
5% — Fraktile — 0.7 fem
95% — Fraktile — 1.3 fum

Teenan - af2) o
Y L L3 et Sy (Ut OB
se(m) o)
o (1) o ()
= 0y —6(-y)

= O(y) - (1-6(y))
= —14+2-0(y)=0.9
y ~ 1.645
folgt die Streuung o, zu

w—1645-0, = 0.7 -p
0.3-p

Oy — ——

1.645
or = 0.182- 4= 0182 fur
und die Varianz o2 zu

o2 =0.033259 - f2 .

A.5 Verhiltniswertbildung logarithmisch

Matrizen
Es gilt:
det KTk 1
{ = log(detK l
°9 (det KTl ) 09 ( € Tk) + o9 (det KT1 )

= lOg (det KTk) — log (det KTI)
= det KTk: — det KTl

det KT1

(A.19)

(A.20)

skalierter

(A.21)
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A.6 Gedriicktes zylindrisches Schalenfeld

1.127 1.127
J C100/115,R=83.33m,t=0.10 m, a, = 4.5% a, ] C100/115,R=83.33m,t=0.10m, a, = 2.25% a,
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Bild A.2: Last-Verformungskurve eines Schalenfeldes - 4.50 % Bewehrungsmenge (links)
und 2.25 % Bewehrungsmenge (rechts)
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Bild A.3: Last-Verformungskurve eines Schalenfeldes - Radius R = 70 m (links) und Ra-
dius R = 100 m (rechts)
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Bild A.4: Last-Verformungskurve eines Schalenfeldes -

und Betongiite C30/37 (rechts)
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Bild A.5: Last-Verformungskurve eines Schalenfeldes - Imperfektionen bei linearem Ma-

terialverhalten
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A.6 Gedriicktes zylindrisches Schalenfeld

Zeile |_Spalte 1 2 3 4 5 6 [ 7 [ 8 [ 9 10 11 12 13 14 15 16
Kenngrofe Festigkeitsklassen analytische Beziehung; Erlduterung
1 fek 129 16 20 25 30 35 40 45 50 55 60 70 80 90 100 N/mm?
fek,cube 15 20 25 30 37 45 50 55 60 67 75 85 95 105 115 Z\BBM
3 fem 20 24 28 33 38 43 48 53 58 63 68 78 88 98 108 fem = ferx +8 N/mm?
4 Fetm 1.6 1.9 2.2 2.6 2.9 3.2 3.5 3.8 4.1 4.2 4.4 4.6 4.8 5 5.2 Fetm = o,wo.&m 3 bis C50,/60
Fetm = 2.12In (1 + form /10) ab C55/67
5 Fethi0.05 1.1 1.3 1.5 1.8 2 2.2 2.5 2.7 2.9 3 3.1 3.2 3.4 3.5 3.7 = 0.Tfctm 5 %-Quantil
6 fetk:0.95 2 2.5 2.9 3.3 3.8 4.2 4.6 4.9 5.3 5.5 5.7 6 6.3 6.6 6.8 fetki0.905 = 1.3fctm 95 %-Quantil
7 Maisv 25800| 27400| 28800| 30500| 31900| 33300| 34500| 35700 36800| 37800 38800 40600 42300 43800 45200| Feom = 9500 (for + mvH 3 Z\BEM
8 €1 -1.8 -1.9 -2.1 -2.2 -2.3 -2.4 -2.5 -2.55 -2.6 -2.65 -2.7 -2.8 -2.9 -2.95 -3.0 in %o; gilt nur fir Bild 22 der
DIN 1045-1
9 Eclu -3.5 -3.4 -3.3 -3.2 -3.1 -3.0 -3.0 in %o; gilt nur fir Bild 22 der
DIN 1045-1
10 n 2.0 2.0 1.9 1.8 1.7 1.6 1.55
11 £c2 -2.0 -2.03 -2.06 -2.1 -2.14 -2.17 -2.2 in %o; gilt nur fiir Bild 23 der
DIN 1045-1
12 R -3.5 -3.1 -2.7 -2.5 -2.4 -2.3 -2.2 in %o; gilt nur fir Bild 23 der
DIN 1045-1
13 €c3 -1.35 -1.35 -1.4 -1.5 -1.6 -1.65 -1.7 in %o; gilt nur fir Bild 24 der
DIN 1045-1
14 £c3u -3.5 -3.1 -2.7 -2.5 -2.4 -2.3 -2.2 in %o; gilt nur fir Bild 24 der
DIN 1045-1
a Die Festigkeitsklasse C12/15 darf nur beil vorwiegend ruhenden Einwirkungen verwendet werden.

b Diese Werte stellen den mittleren Elastizitdtsmodul als Sekante bei|o.| = 0.4f¢y, dar.

Tabelle A.1: Festigkeits- und Formédnderungskennwerte von Normalbeton nachDIN 1045-1(Tabelle 9)
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