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1. Einleitung

Die Theorie der kondensierten Materie, in deren Umfeld die vorliegende Arbeit verwur-
zelt ist, verfolgt das Ziel, die Eigenschaften von Festkérpern auf mikroskopischer Ebene
zu verstehen und zu beschreiben. Die gréfite Herausforderung liegt dabei in der Tatsa-
che, dass auch fir vergleichsweise kleine Systeme eine sehr grofle Anzahl von miteinander
wechselwirkenden Konstituenten berticksichtigt werden muss. Bedenken wir, dass schon das
Drei-Korper-Problem in der klassischen Mechanik nicht mehr exakt 16sbar ist, so verwun-
dert es nicht, dass die quantenmechanische Wechselwirkung einer Vielzahl von Teilchen
im Allgemeinen einer exakten Losung entbehrt. Mochte man trotzdem das Verhalten von
Vielteilchen-Systemen untersuchen, ist man gezwungen, Naherungsverfahren zu benutzen,
welche die Komplexitéit des Problems soweit reduzieren, dass eine Losung des vereinfach-
ten Systems moglich wird. Eine géngige Methode ist beispielsweise, die Wechselwirkung
der Teilchen ndherungsweise mit Hilfe eines effektiven Potentials darzustellen und zu be-
obachten, wie sich ein einzelnes Teilchen in diesem effektiven Potential verhélt. Damit
hat man das Vielteilchen-Problem auf ein Ein-Teilchen-Problem reduziert. Einen genauso
bekannten wie erfolgreichen Zugang dieser Art stellt das Bander-Modell dar [4]. Zur Erlan-
gung verlésslicher numerischer Ergebnisse werden die Resultate dieser Theorien oft noch
weiterfithrend mit stoérungstheoretischen Methoden verbessert.

Festkorper zeigen jedoch auch kollektive Phdnomene, die sich nur aus ihrem Charakter
als Vielteilchen-Systeme erkléren lassen. Bekannte Vertreter dieser Erscheinungen sind zum
Beispiel die Supraleitung, das Verhalten bei Phaseniibergdngen oder auch der Antiferro-
magnetismus. Es ist einleuchtend, dass diese Phdnomene mit Ein-Teilchen-Methoden nur
unzureichend beschrieben werden konnen. Daher mussten und miissen weitere Zugéange zur
Beschreibung von Vielteilchen-Systemen gefunden werden.

1.1. Integrable Gittermodelle

Eine Moglichkeit, etwas iiber Vielteilchen-Systeme und ihre kollektiven Zusténde zu lernen,
liegt in der Konstruktion von geeigneten Modellen, die bestimmte Aspekte der Wirklichkeit
nachbilden und zugénglich machen. Betrachten wir in einem Festkoérper nur die niedrig lie-
genden Anregungen mit Wechselwirkung zwischen den Spins, so gelangen wir auf natiirliche
Weise zu Spin-Modellen wie dem Hubbard-Modell bzw. dem Heisenberg-Modell (welches
sich als Hubbard-Modell im Limes starker Kopplung verstehen 148t) [17]. Diese Modelle be-
schreiben einen Festkorper in drei Dimensionen immer noch in so hoher Komplexitét, dass
exakte Losungen im Allgemeinen nicht moglich sind. Die Beschrankung auf eine Raumdi-
mension allerdings erlaubt die exakte Losung derartiger Modelle in einigen Spezialfillen,
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ohne die Benutzung von effektiven Ein-Teilchen-Néaherungen. Die so erhaltenen Resultate
sind wichtig, da mit Hilfe dieser Modelle die theoretischen Mechanismen von Vielteilchen-
Systemen untersucht werden kénnen. Auflierdem erlauben Universalitédtseigenschaften auf
der Grundlage von exakten Ergebnissen auch Aussagen tiber nicht exakt 16sbare Model-
le in der Ndhe von kritischen Punkten bzw. Phaseniibergingen [2,9, 11]. Weiterhin wur-
den im Laufe der Zeit Substanzen gefunden, die quasi-eindimensionales Verhalten zeigen.
Neutronen-Streuexperimente an solchen Substanzen liefern die Fourier-Transformierten der
Zwei-Punkt-Korrelationsfunktionen der entsprechenden eindimensionalen Modelle (vgl. [49]
und Zitate darin). Da einige dieser Substanzen hinreichend genau durch eindimensionale
Modelle beschrieben werden, bildet sich eine Verbindung zwischen Theorie und Experiment.
Somit lassen sich theoretische Vorhersagen und numerische Verfahren oder N&dherungen am
Experiment iiberpriifen und Theorie und Experiment kénnen sich gegenseitig stiitzen und
vorantreiben.

In der vorliegenden Arbeit benutzen wir eine eindimensionale Variante des Heisenberg-
Modells [28]. Es beschreibt einen Isolator in einer Dimension mit Hilfe einer Kette von Teil-
chen, die nur iiber die Austauschwechselwirkung der Spins interagieren. Alle anderen Wech-
selwirkungen wie z.B. das (fiir das Hubbard-Modell entscheidende) Hiipfen von Spins oder
Gitteroszillationen werden vernachléssigt. Auflerdem wird angenommen, dass die Wechsel-
wirkung nur fiir die jeweils nachsten Nachbarn spiirbar ist. Ist diese Wechselwirkung in
allen drei Richtung des Spinraums unterschiedlich, so spricht man vom XYZ-Modell [7,19].
Wenn die Wechselwirkung in z- und y-Richtung gleich ist, wird hingegen vom XXZ-Modell
gesprochen. Diese Modelle lassen sich auf klassische zweidimensionale Vertex-Modelle ab-
bilden [8]. So entspricht das XYZ-Modell dem 8-Vertex-Modell, wéhrend die XXZ-Kette
dquivalent zum 6-Vertex-Modell ist. Die XXZ-Kette enthélt aulerdem interessante Grenz-
falle wie den Ising-Limes oder den XX-Limes, in denen sie sich weiter vereinfacht und zu
einem eindimensionalen klassischen Modell [30,45] bzw. zu einem Modell fiir freie Fermio-
nen wird [47].

1.2. Einbettung, Aufbau und Ergebnisse dieser Arbeit

Ziel dieser Arbeit ist die Untersuchung statischer Korrelationen zwischen Spins auf eindi-
mensionalen Heisenberg-Ketten. Wir haben uns dabei auf die XXZ-Kette und ihre Spe-
zialfélle, den isotropen Limes (d.h. die Wechselwirkung ist in allen Raumrichtung gleich)
sowie den XX-Limes, konzentriert, da diese noch in vielen Bereichen exakte Berechnungen
erlauben. Die Grundlage fiir die analytische Bearbeitung der Heisenberg-Kette liefert der
Koordinaten-Bethe-Ansatz [10], mit dem Bethe den Grundzustand der eindimensionalen
Heisenberg-Kette mit Hilfe von Parametern darstellen konnte, die bestimmte Gleichun-
gen erfiillen mussten. Die entscheidende Verbesserung lag dabei darin, dass Bethe durch
diese Ansatz-Gleichungen das Problem von exponentieller Komplexitét beziiglich der Ket-
tenldnge auf lineare Komplexitit reduzieren konnte. Es folgte die Weiterentwicklung die-
ses Ansatzes [52,63,66-68], die in die Algebraisierung des Koordinaten-Bethe-Ansatzes
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durch Baxter miindete [6]. So gelang durch Einfithrung von sogenannten R-Matrizen die
Verbindung mit der Yang-Baxter-Algebra und der zugehérigen Yang-Baxter-Gleichung.
Dies ebnete den Weg zum algebraischen Bethe-Ansatz [20]. Dabei betrachtet man Model-
le, deren Hamilton-Operatoren sich durch die obigen R-Matrizen darstellen lassen. Die-
se Modelle sind in dem Sinne integrabel, dass das Eigenwertspektrum der zugehdrigen
Hamilton-Operatoren durch den Bethe-Ansatz bestimmt ist, und ihr Grundzustand ange-
geben werden kann. Ein groler Vorteil des algebraischen Bethe-Ansatzes ist weiterhin, dass
er vergleichsweise einfache Ausdriicke fiir die Eigenzustéinde liefert. Dies ermoglicht die Be-
rechnung von Ubergangsmatrixelementen, was die Berechnung von Korrelationsfunktionen
zuganglich macht.

Auch die XXZ-Kette ist ein mit Hilfe des algebraischen Bethe-Ansatzes 16sbares Mo-
dell. Dazu wird ihr Hamilton-Operator mit Hilfe der R-Matrizen formuliert, die ihrerseits
die Konstruktion von Transfer- bzw. Quanten-Transfermatrizen erlauben. Nach Einfiih-
rung eines geeigneten Bethe-Vakuums ermoglichen die Kommutator-Relationen aus der
Yang-Baxter-Algebra die Diagonalisierung dieser Transfermatrizen. Die Eigenwerte und
Eigenvektoren werden dabei durch die so genannten Bethe-Ansatz-Zahlen parametrisiert,
die als Losungen der Bethe-Ansatz-Gleichungen gegeben sind. Transfermatrixzugang und
Quanten-Transfermatrixzugang unterscheiden sich in der Hauptsache dadurch, dass die Ei-
genzustinde der Transfermatrix direkt zu den Eigenzustdnden der Heisenberg-Kette kor-
respondieren und die zugehorigen Eigenwerte das Energiespektrum festlegen, wahrend die
Eigenwerte der Quanten-Transfermatrix (QTM) die Zustandssumme des Systems iiber den
statistischen Operator sowie die Korrelationsldngen beschreiben und die zugehérigen Ei-
genzusténde alle Informationen {iber die Korrelationen enthalten [23,53].

Dichtematrixelemente

Ein wichtiger Schritt in der Berechnung von Korrelationsfunktionen wurde in [31] gelei-
stet, wo der Blickwinkel von der direkten Berechnung der Zwei-Punkt-Funktion auf die
Dichtematrix-Elemente verschoben wurde (vgl. auch [32]). Ausgehend von Ecken-Transfer-
matrizen [8] wird dort eine Integraldarstellung fiir die Dichtematrixelemente der XXZ-
Kette bei T' = 0 mit Hilfe von Vertex-Operatoren [21] im so genannten nicht-kritischen Fall
bestimmt. Fiir den kritischen Fall konnte dort eine Vermutung unter Benutzung der ¢ K Z-
Gleichungen [21,41, 56, 57] angegeben werden. Die Anwendung des algebraischen Bethe-
Ansatzes auf dieses Problem erfolgte erstmals in [36] und erméglichte den endgiiltigen Be-
weis der Integraldarstellung im kritischen Bereich, wobei ein endliches Magnetfeld bertick-
sichtigt werden konnte. Dies wurde in [33] benutzt, um Spin-Spin-Korrelationsfunktionen
bei T' = 0 durch Dichtematrixelemente darzustellen. Spéater gelang in [34] die Aufsummati-
on von Dichtematrixelementen, was die Berechnung von Zwei-Punkt-Funktionen erlaubte.
Die Verallgemeinerung auf den Fall endlicher Temperatur gelang in [23], wo eine handhab-
bare Integraldarstellung fiir die erzeugende Funktion der Spin-Spin-Korrelationsfunktion
hergeleitet wurde. Ausgehend davon konnte in [24] eine Integraldarstellung fiir die Dichte-
matrixelemente der XXZ-Kette bei endlicher Temperatur angegeben werden, die in [22,27]
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schlieBlich bewiesen werden konnte. In [22] konnte auch die Aufsummationstechnik aus [34]
benutzt werden, um im Fall endlicher Temperatur Integraldarstellungen fiir Zwei-Punkt-
Funktionen zu berechnen.

Im ersten Hauptteil dieser Arbeit konnte eine neue Integraldarstellung der Dichtema-
trixelemente fiir Ketten endlicher Léange bei T = 0 hergeleitet werden. Dabei konnten
Methoden aus [22,24] angewendet werden. Dies wurde dadurch erméglicht, dass integrable
Modelle endlicher Léange fiir " = 0 formal sehr dhnlich zu Modellen im thermodynamischen
Limes bei T' > 0 sind, was sich durch die in beiden Fillen vorhandenen Anregungsliicken in
den Spektren erklart. Es war weiterhin moglich, im isotropen Limes die Faktorisierungsme-
thode aus [13] auf diesen Fall anzuwenden. Dies erlaubt die Berechnung von Zwei-Punkt-
Korrelationen nahe benachbarter Spins auf Ketten endlicher Lénge als Korrektur zu den
asymptotischen Werten [29,60]. In [48] konnten die im Rahmen dieser Arbeit erzeugten
Daten benutzt werden, um dort erzeugte Quantum Monte Carlo Daten zu tUberpriifen.
Die Faktorisierung der Integraldarstellung der Dichtematrixelemente ist mittlerweile auch
im allgemeinen XXZ-Fall fiir endliche Temperatur im thermodynamischen Limes gelei-
stet [12,14], und es scheint moglich zu sein, auch diese Ergebnisse durch die Analogie
T=0,L<oco < 1/L=0,1/T < oo auf Ketten endlicher Lénge bei T' = 0 zu iibertragen.

Die Integraldarstellung fiir den Fall endlicher Temperatur aus [22] wurde auerdem noch
[25] folgend in den XX-Limes transformiert, was prinzipiell auch fiir 7= 0 und L < oo
moglich ist und ebenso analoge Ergebnisse hervorbringen sollte. Es konnte so eine kompakte
Integraldarstellung fiir die Dichtematrixelemente bei endlicher Temperatur im XX-Limes
erzeugt werden, die verwendet wurde, um Zwei-Punkt-Korrelationen fiir kleine Abstande
numerisch zu berechnen. Diese Ergebnisse wurden spéter auch dazu benutzt, die Ergebnisse
bzgl. des asymptotischen Verhaltens von (o~ o™ )-Korrelationen zu testen.

Asymptotik von Korrelationsfunktionen

Eine weitere interessante Fragestellung beschéftigt sich mit der Asymptotik von Korre-
lationsfunktionen. Ein wichtiges offenes Problem ist dabei das asymptotische Verhalten
von Spin-Spin-Korrelationsfunktionen bei endlichen Temperaturen im allgemeinen XXZ-
Fall [42]. Wir haben hier Vorarbeiten fiir die Betrachtung des allgemeinen Falls geleistet,
und den XX-Limes bei T' > 0 mit Hilfe des algebraischen Bethe-Ansatzes untersucht.

Die Anfénge der Beschéftigung mit den Korrelationsfunktionen der XX-Kette sind in [46]
und dortigen Referenzen dargestellt. Aufbauend auf diese Grundlagen berechneten Wu et
al. mit Hilfe von Toeplitz-Determinanten die Asymptotik der Korrelationsfunktionen des
zweidimensionalen Ising-Modells [65] unter Benutzung eines Theorems von Szego [26]. Die-
se Ergebnisse wurden in [5,50] auf die XY -Kette angewandt und es konnten Ergebnisse fiir
T =0 und T > 0 berechnet werden. In [59] wurde die XX-Kette mit Hilfe von speziellen
Transfermatrizen (virtual-space transfer matrix) bzw. Pfaffschen Determinanten [51] unter-
sucht. Dabei konnten die Freie Energie, Anregungsliicken und Korrelationsléngen bestimmt
und die Ergebnisse aus [5,50] bestétigt werden. Die Ergebnisse fiir die Eigenwerte und Kor-
relationsldngen konnten in [61] als Grenzfall der XXZ-Kette mit Hilfe des Bethe-Ansatzes
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ebenfalls verifiziert werden. Auch [44] erzielte wieder die bekannten Ergebnisse fir die XX-
Kette, jedoch unter Benutzung der Quanten-Transfermatrix. Eine erneute Untersuchung
der Asymptotik wurde in [54] durchgefiihrt, wo die Emptiness Formation Probability (EFP)
untersucht wurde. Dort wurde die EFP ebenfalls durch Toeplitz-Determinanten dargestellt,
worauthin die Asymptotik wieder durch das Theorem von Szegé [26] zuginglich wurde.
Es folgt aus dem Quanten-Transfermatrixformalismus, dass die Korrelationsfunktionen
eindimensionaler integrabler Systeme bei endlicher Temperatur die Form

(..)= Zexp{—m/fn}An (1.1)

haben. Fiir den fithrenden Term der asymptotischen Entwicklung und insbesondere fiir die
Korrelationsléangen &, konnten in [37,38,40] Ergebnisse erzielt werden, wiahrend handhab-
bare Ergebnisse fiir die Amplituden A, dieser Entwicklung weiter unbekannt blieben.

Die vorliegende Arbeit ging noch einmal zuriick zur XX-Kette und wendete den al-
gebraischen Bethe-Ansatz direkt auf dieses Modell an. So konnten die bekannten Aus-
driicke fiir die Korrelationslangen und Eigenwerte ein weiteres Mal bestétigt werden. Es
war jedoch zusétzlich moglich, die Phasen der Korrelationslangen, die fiir Oszillationen in
der Korrelation sorgen, explizit zu bestimmen. Zudem konnte fiir die Amplituden A,, der
Formfaktorentwicklung der (o?0*)-Korrelationen im XX-Limes erstmals ein geschlossener
Ausdruck angegeben und somit das asymptotische Verhalten der Korrelationen exakt be-
rechnet werden. Fiir die (0~ o )-Korrelationen konnte fiir die Amplituden ein noch von den
Bethe-Ansatz-Zahlen abhédngender Ausdruck hergeleitet werden, der zumindest numerische
Untersuchungen erlaubte.

Aufbau

In Kapitel 2 werden die technischen Grundlagen fiir die weitere Arbeit kurz dargestellt.
Darauf folgt der erste Hauptteil, der sich mit der Berechnung von Korrelationsfunktionen
mit Hilfe von Dichtematrixelementen beschéftigt. So wird in Kapitel 3 die Integraldarstel-
lung fiir die Dichtematrixelemente bei T' = 0 und endlicher Kettenléinge L hergeleitet. Das
FErgebnis wird anschliefend in den isotropen Limes iiberfiihrt, wo eine Faktorisierung die nu-
merische Untersuchung mit hoher Genauigkeit erlaubt. Auflerdem wird in Kapitel 4 die In-
tegraldarstellung bei endlicher Temperatur im thermodynamischen Limes fiir die XX-Kette
betrachtet. Der sich anschliefende zweite Hauptteil dieser Arbeit beschéftigt sich mit der
asymptotischen Entwicklung von Korrelationsfunktionen mit Hilfe der Formfaktorentwick-
lung im XX-Limes. Diese Arbeiten dienen als Vorstudien fiir die noch ausstehende Formfak-
torentwicklung im allgemeinen XXZ-Fall. Kapitel 5 legt die Grundlagen dazu, indem dort
detailliert auf den Bethe-Ansatz im XX-Limes sowie auf die der QTM zugehérigen Eigen-
werte und die entsprechenden Korrelationsldngen eingegangen wird. In Kapitel 6 wird dann
die asymptotische Entwicklung von (c%0*)-Korrelationen im XX-Limes durchgefiihrt. Die
exakten Ergebnisse werden abschlieflend auch numerisch untersucht. Schliefilich bringt Ka-
pitel 7 die Grundlagen fiir die Formfaktorentwicklung von (o~ o )-Korrelationsfunktionen.
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Hier erfolgt eine numerische Untersuchung der Amplituden und Korrelationslangen. Zu-
letzt werden die Ergebnisse dieser Arbeit in Kapitel 8 zusammengefasst und ausstehende
Probleme aufgezeigt.

Publikationen in Verbindung mit dieser Arbeit

Die in Kapitel 3 dargestellten Ergebnisse wurden in [16] verdffentlicht.



2. Grundlagen

Im folgenden Kapitel werden die technischen Grundlagen fiir die weitere Arbeit kurz dar-
gestellt.

2.1. Die Spin-1/2-XXZ-Heisenberg-Kette

Das dieser Arbeit zugrunde liegende Modell ist die eindimensionale Spin-1/2- XXZ-Heisen-
berg-Kette. Sie wird durch den Hamilton-Operator

L
Hxxz =JY (05 107 + 0 10 + Aoi_y07 = 1)) (2.1)
j=1

beschrieben. Dieser ist auf einer Kette mit L Plétzen definiert, die fir Spin-1/2-Zusténde
durch das L-fache Tensorprodukt (C?)®L dargestellt wird. In der Summe iiber direkt be-
nachbarte Gitterplatze parametrisiert J > 0 die globale Kopplung der jeweiligen Spinkom-
ponenten. Diese ist durch Produkte von Pauli-Matrizen o}, o = z,y, 2, die nur auf dem
k-ten Kettenplatz nichttrivial wirken, implementiert. Periodische Randbedingungen sind
durch off = of gegeben. Der Anisotropieparameter A erméglicht es, die Kopplung fiir die
z-Komponente unabhéngig einzustellen. So folgen beispielsweise fiir A = 0 das XX-Modell,
fir A = 1 das XXX-Modell und fir A — oo, J —0,J - A =const. das Ising-Modell. Der
Bereich mit |A| < 1 ist der kritische Bereich, wiahrend fiir A > 1 das nicht-kritische Regime
vorliegt [3].

2.2. Yang-Baxter-Algebra und Yang-Baxter-Gleichung

Im weiteren Verlauf der Arbeit untersuchen wir die Spinkette sowohl fiir endliche Lénge
bei T' = 0, als auch bei endlicher Temperatur im thermodynamischen Limes I. — oo. Beide
Betrachtungsweisen erfordern einen eigenen Zugang, ndmlich den gewthnlichen Transfer-
matrixzugang einerseits und den Quanten-Transfermatrixzugang andererseits. Grundlage
flir beide Zugénge sind die Yang-Baxter-Algebra und die Yang-Baxter-Gleichung, die in
diesem Abschnitt allgemein eingefiihrt werden.

Wir betrachten dazu ein quantenmechanisches System mit NV Freiheitsgraden, fiir welches
ein entsprechender Satz von Bewegungsintegralen {Y}} mit H € {Y}} und der Kommutator-
relation [Y}, Y] = 0 vorliege. Da das betrachtete System quantenmechnische Eigenschaften
haben soll, ist zur Erlangung von Integrabilitdt noch weitere Information notwendig. Zu



2. Grundlagen

diesem Zweck betrachten wir die assoziative quadratische Yang-Baxter-Algebra 7g. Thre
Generatoren Tg‘()\) mit a, 6 =1,...,d, X € C erfillen mit

TN - Ti(N)

T\ = ST : (2.2)
i) - THN

Ti(A) =T(N) ® Ig, (2.3)

To(N) =1, @T(N)
die Yang-Baxter-Algebra
Ria(A, 1) Ti (M) T2 () = To(p)To(A) Raza (A, ). (2.5)

I; ist dabei die d x d-Einheitsmatrix und R(\, ) € End(C? x C%) die R-Matrix, die die
Strukturkonstanten der Algebra definiert und gleichzeitig in der fundamentalen Darstel-
lung direkt mit dem Hamilton-Operator des zugrundeliegenden Systems verbunden ist.
T(\) wird im weiteren Monodromiematrix genannt. Die YBA ist konsistent und besitzt
nichttriviale Darstellungen, wenn die R-Matrizen die Yang-Baxter-Gleichung (YBE)

Ria(A, 1) Rus(A, v) Ros(p, v) = Ras(p, v) Ris(A, v) Rz (A, ) (2.6)
mit der durch
Ria(A\, ) = R\, p) ® 1, (2.7)
Roz(A, p) = Ia ® R(A, ),
Ris3%) = Ry o7 (2.9)

gegeben Einbettung in C¢ ® C¢ ® C? erfiillen.

2.3. Transfermatrix und Quanten-Transfermatrix

Modelle, deren Hamilton-Operatoren direkt mit bestimmten, die YBE erfiillenden R-Matri-
zen zusammenhangen, heiflen fundamentale Modelle. Wir betrachten zunéchst den gew6hn-
lichen Transfermatrixformalismus und zeigen, wie sich der Hamilton-Operator der XXZ-
Kette aus der R-Matrix ergibt, um diese dann nachfolgend auf den Quanten-Transferma-
trixformalismus umzuformulieren.

2.3.1. Transfermatrixformalismus

Ausgehend von der expliziten R-Matrix

1 0 0
0 b(Ap) cAp)
0 c(Ap) bAp)
0 0 0

h(A—

: (2.10)

sh
c(A, ) = ﬁ

R(Av :u) =

_ o O O



2.3. Transfermatrix und Quanten-Transfermatrix

und der gl(d)-Standardbasis e? € End(C?) mit

(en

DG =0505, ehed =dle, (2.11)

unter der kanonischen Einbettung in den End(C%)®” definieren wir eine L-Matrix der Form
L3\ 1) = RGY (A, w)e;) € End(C®E. (2.12)
Die Koordinatendarstellung der Yang-Baxter-Gleichung (2.6) lautet
R (O )RS (A ) RO (1) = RO (1, V) REL (A )RS5 (N, o). (2.13)
Mit (2.12) und Rgg = R}; folgt aus (2.13) durch Multiplikation mit ej;;"

RO ) [Li(0v) © L)) = [Li(,v) © Li(A,v)] RO ). (2.14)

Damit ist L;(\, p) eine Darstellung der Yang-Baxter-Algebra und wird fundamentale Dar-
stellung genannt. Zur Konstruktion der Monodromiematrix benétigen wir noch die Eigen-
schaft der Co-Multiplikation, die besagt, dass das Produkt von zwei Darstellungen der
YBA wieder eine Darstellung der YBA ist. Dies folgt mit

[Lj+15(A\ vje), LA v;)] = 0 (2.15)
aus

(Ljt1 (A viin) @ Ly (p vin)) (L (A v5) @ L, v5))
= Lit1 (A v Lj(A v5) @ Lja (p, via) L (1, ), (2.16)

da (2.16) impliziert, dass auch L;1(\, vj41)L; (X, v;) wieder eine Darstellung der YBA ist.
Nach diesen Vorarbeiten konnen wir die Monodromiematrix definieren als

T\ = Lr(vr) ... LA ), (2.17)

und erhalten unmittelbar wieder eine Darstellung der YBA zur urspriinglichen R-Matrix.
Mittels ¢(A) = T7(A) = tr(T'(\)) folgt aus der Monodromiematrix eine kommutierende
Familie von Transfermatrizen mit [¢t(\), ()] = 0.

Da R regulir ist und damit Rgg()\o,l/o) = 5(‘3’6% flir ein bestimmtes Parameterpaar
Ao, g € C gilt, folgt ng()\o,z/o) = ¢j3- Im homogenen Fall v; = vy fir j = 1,...,L
lasst sich ¢(A) um Ag entwickeln. Mit dem Permutationsoperator Pj, = ejgekg und dem

damit verbundenen Rechtsschiebeoperator U= t(Ao) = PiaPas ... Py 1, folgt

t(\) = Uexp{(A = Xo)HL + O(XA — Xo)?}. (2.18)
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Dabei ist auf der durch Rm = E’Ll periodisch geschlossenen Kette per Definition der
Hamilton-Operator der fundamentalen Darstellung

HL —U 1t )\() Za)\RJ 1](>\0,V0) (2.19)
7=1

definiert. Mit der expliziten R-Matrix (2.10) fithrt (2.19) auf

Z[ oj 105 + 07 10?+Ch(77)(0§_10§—1)}, (2.20)

ZSh

so dass mit A = ch(n) die Beziehung Hxxz = 2Jsh(n)Hp, gilt.

Modifikation zur Anwendung auf die XXZ-Kette endlicher Lange

In Kapitel 3 werden wir den Transfermatrixzugang nutzen, um die XX7-Kette endlicher
Lénge L bei T' = 0 zu betrachten. Dabei wollen wir der Notation aus [39] folgen, was eine
Modifikation der obigen Rechnung erforderlich macht.

Um zu erreichen, dass die Transfermatrix spéater eine ganze Funktion des Spektralparame-
ters wird, definieren wir eine neue L-Matrix in Differenzenform iiber

- 7 oy sh(A + 2 )61 + sh(\ — 7)62 sh(n)e%
L) =sh(A+3)L(A = 3) = ( sh()e? sh(A — D! +sh(A + 1)e
(2.21)
Dann folgt fiir die Monodromiematrix

T(\) =0LL(N) ... L1(N), (2.22)

wobei © = diag(e'?, e71?) die getwisteten Randbedingungen definiert. Wir erhalten so iiber
T(A) = tr 7 (\) die getwistete Transfermatrix 7(\).
Diese Transfermatrix ist mit der urspriinglichen Transfermatrix ¢(\) iiber

7(A) =sh" (A + Dt(A - 1) (2.23)
verbunden. Wir definieren nun die Grofie
T(A) = In(=~1(Z)r(N)) (2.24)

und erhalten I'(4) = 0, so dass mit 771 () = sh=%(n)U~! aus I(3) der Hamilton-Operator
folgt:

-1 Z{a}ip}”%—a 10 + A(05_407 +1)} (2.25)

10



2.3. Transfermatrix und Quanten-Transfermatrix

2.3.2. Quanten-Transfermatrixformalismus

Wir wenden uns nun dem Fall endlicher Temperatur bei unendlicher Kettenldnge zu. Unser
Ziel ist dabei die Berechnung der Zustandssumme Z = tr e~ mit der inversen Temperatur
(. Dazu betrachten wir eine alternative Definition der L-Matrix

Liz(\vj) = RY5(vj, Me;? € End(C?)®* (2.26)

mit T(\) = Li(\,v1)La(A,0) ... Lp(\, vr). Aus dieser konstruieren wir in Analogie zum
vorhergehenden Abschnitt die entsprechende Monodromiematrix und die daraus folgende
Transfermatrix, die im homogenen Fall mit v; = A9, 7 = 1,..., L der Entwicklung

E(A) = exp [~(A = w) Hp + O\ = 1) U (2.27)

um A = vy geniigt.
Als weiteres technisches Hilfsmittel benotigen wir die Trotter-Suzuki-Formel [58]
. Xnm M X
Dieser Grenzwert gilt nicht nur fiir eine gegen X konvergierende Folge komplexer Zahlen
(Xar)men, sondern auch fiir quadratische Matrizen. Aus (2.18) folgt dann mit (2.28)

m {1+;(—ﬁHL+O<1>)]N:e_ﬂHL. (2.29)

lim [U‘lt()\o —~ %)}N = lim_ ~

N—oo

N heifit hier Trotter-Zahl. Die Verwendung von U~ lasst sich durch Benutzung beider
Transfermatrizen ¢(A) und ¢(\) mittels der Beziehung

=X+ vo)t(A 4+ Xo) = 1+ 2XH + O(\?) =14+ 20X ()) (2.30)

vermeiden. Fir die approximierende Darstellung endlicher Trotter-Zahl N des Dichteope-
rators py,z, folgt dann

vl

N
2

_ 2 1
o= (2 ) (2 )] = oo 2 (om0 (W) e
mit A = —F/N, N/2 € N und limy_o X(\) = Hz. Um nun
1, = tr(e_’BHL) = lim trl,...,LZN,L (2.32)

N—o0

mit Zn,;, = tr1,. rpn,r und pp = e PHL 7y bestimmen, definieren wir zuerst Monodromie-
matrizen unter Zuhilfenahme von N Hilfsrdumen 1,..., N:

11



2. Grundlagen

Wenn R unitér ist, also Ri2(A, ) Ro1(p, A) = id gilt, folgt T;()\) = Tf_l und fiir die Trans-
fermatrizen ergibt sich analog zu Kapitel 2.3.1:

(M)
()

o~

T5(N), (2.34)

tI‘]*-
o5 T5(\) (2.35)

<

Um py, 1, umzuformulieren benutzen wir beide Monodromiematrizen und erhalten

PN.L =17 [TN (ff + uo) TN— <—]€ + /\0> Ty (ff + u0> T; (—ff + A0>] .
(2.36)

Durch geschickte Umsortierung der in 7" und T enthaltenen R-Matrizen unter der Spur
l&sst sich dies schreiben als

v =trr 5 [T (). T ()] (2.37)

wobei RUG! = R?) (Transposition des Hilfsraumes) benutzt wurde, und die Quanten-
Monodromiematrix TJ-QTM()\) iber

QTM /\\ B ¢ B ¢ B
TV () = R 5 ()\, 2y 1/0) R (—N o, )\) LRI (-N + o, A) (2.38)
definiert ist. Aus dieser folgt dann durch Spurbildung direkt die Quanten-Transfermatrix
T™
9T () =t TP (N). (2.39)

Mit (2.37-2.39) léasst sich die Zustandssumme durch die Eigenwerte der Quanten-Transfer-
matrix ausdriicken,

L oo
. TM L
Zp = lim try oy [t97M(0)] " = X A, (2.40)
wobei die A, (0) ihre Eigenwerte im Trotterlimes (N — oo) beim Spektralparameter \g = 0
sind. Unter den Annahmen, dass sich

1. die Limites L — oo und N — oo vertauschen lassen, und dass

2. der fithrende Eigenwert im Trotterlimes vom néchstfithrenden durch eine endliche
Liicke getrennt ist [58,59],

lésst sich die Freie Energie pro Gitterplatz durch den fithrenden Eigenwert der Quanten-
Transfermatrix ausdriicken:

oo InZngp  InAg(Ao)
f=odim i e = e

. (2.41)

12



2.4. Algebraischer Bethe-Ansatz

Dabei ist Zy,;, = tr1..1pn,. die approximierte Zustandssumme bei endlicher Trotter-Zahl
N.

Die Spektren der Quanten-Transfermatrix und der gewohnlichen Transfermatrix lassen
sich nun mit Hilfe des algebraischen Bethe-Ansatzes bestimmen. Um diesen anzuwenden
ist es noch notwendig zu zeigen, dass auch die Quantentransfermatrix eine Darstellung der
YBA ist. Wir betrachten dazu die Yang-Baxter-Gleichung (2.6) sowie die Transponierte
beziiglich des Hilfsraumes 1 in (2.6) und erhalten dann mit (2.38) direkt die Gleichung

Ry )T T (1) = T ()T )R\, ). (2.42)

2.4. Algebraischer Bethe-Ansatz

Um die Transfermatrix zu diagonalisieren, benutzen wir den algebraischen Bethe-Ansatz.
Grundlage dafiir sind die quadratischen Vertauschungsregeln aus der Yang-Baxter-Algebra.
Der erste Teil des Bethe-Ansatzes ldsst sich darstellungsfrei formulieren. Daran anschlie-
Bend werden die Anwendungen auf die endliche Heisenberg-Kette bei T = 0 und auf die
unendlich lange Heisenberg-Kette bei T" > 0 diskutiert, und die enge Verwandschaft der
beiden Zugénge aufgezeigt.

2.4.1. Darstellungsfreie Formulierung

Die quadratischen Vertauschungsregeln fiir die Monodromiematrixelemente ergeben sich

direkt aus der Yang-Baxter-Gleichung, wenn wir T = (4 B) einsetzen:

AN B(A) A(p) B(u)
_ | A B(u) AN B Y] «
- K C(p) D(p) ) © ( C(\) D)) ﬂ R(A, ). (2.43)

Weiterhin muf} die Existenz eines Pseudovakuums |0) gegeben sein, auf welches die Mono-
dromiematrix als obere Dreiecksmatrix wirkt:

AN)[0) = a(N)[0),  B(V[0) #0,  C(N)[0) =0, D(N)0) = d(A)[0). (2.44)

Die Eigenwerte a(A) und d(X) der Diagonaleintrége der Monodromiematrix héngen von der
expliziten Darstellung ab und bestimmen die endgiiltige Losung des Bethe- Ansatzes.

Die zugehorigen Eigenzusténde werden durch Anwendung des Operators B(A) auf das
Pseudovakuum erzeugt,

A1) = {3550 = B(\) - B(Aw)|0), (2.45)
wenn die Bethe-Ansatz-Zahlen \; das Gleichungssystem

a(Aj) _ 17 by — M+ )

kl;Il Sh()\j - )\k - 7])
k#j

(2.46)

13



2. Grundlagen

erfiillen. Fiir den Eigenwert zum Eigenzustand |[{A}) gilt dann

M J— PR— M S — .
A =a 11 Shs(ﬁ(x > »)n) +d 11 hs(l?(x ij;)n)' 247

2.4.2. Anwendung auf den Fall endlicher Kettenlinge

Wir betrachten hier eine Heisenberg-Kette der Lange L im kritischen antiferromagnetischen
Regime J > 0 mit —1 < A < 1 und definieren die Randbedingungen mit dem Twist-Winkel

¢ tiber
1 1 1
ol o3 ) _g 4l cLy ) g (2.48)
601 602 €L1 eL2

wobei © = diag(e'?,ei?), ¢ € [0,27]. Die Eigenzustinde zu den Eigenwerten von 7(\)
werden durch die Wirkung der Operatoren B(\) auf das zugehorige Vakuum

10) :( (1) ) (2.49)

A} = BOW) .. BOw)I0). (2.50)
Wir benutzen nun die in Kapitel 2.3.1 eingefiihrten Modifikationen und erhalten fiir die
Erwartungswerte der Diagonalelemente der Monodromiematrix

o\ =wshP A+ 1), d(\) = %shL()\ _m), (2.51)

gebildet:

wobei w := €!?. Die Bethe-Ansatz-Gleichungen haben dann die Form

1 (shOy =D\ 1 shOy = Ae+n) _
E (M) H Sh()\j — /\k — 7]) o _1’ (252)

und fiir die Eigenwerte der Transfermatrix folgt

M M
A()\):wshL(/\Jrg)H—Sh()\_/\j_n)—|—1 (A — gHAAA;F)").

i sh(A = \;) w (2.53)

Jj=1

2.4.3. Anwendung auf den Fall endlicher Temperatur

Im Fall endlicher Temperatur betrachten wir eine unendlich lange Heisenberg-Kette mit pe-
riodischen Randbedingungen. Zur Anwendung des algebraischen Bethe-Ansatzes definieren

wir das Pseudovakuum
®ﬂ
0 1 2
|0) = 1 ® 0 (2.54)

14



2.4. Algebraischer Bethe-Ansatz

mit den Zusténden (}) auf den geraden und (9) auf den ungeraden Plitzen. Die analog
zu Kapitel 2.3.2 konstruierten L-Matrizen

ef +b(\ v c(\, v)e-l
) 72 Av) 72 > , (2.55)

Lj /\,V =
(A7) ( c(\v)e f b()\,l/)ef,l + 6—.2

- ef b c(—v, A\ 6—2
L= :< j(L IEA) 2 b(—i, ) jz ileﬁ ) (2:56)

wirken dann an den entsprechenden Plétzen als obere Dreiecksmatrizen auf das Vakuum.
Damit folgt die Quanten-Monodromiematrix

TRTM(\) = Ly(), %)zN_l(—% A).. .El(—% \), (2.57)
und die expliziten Darstellungen von a(A) und d(X) lauten
8 >3 sh(\ + %) z
AN)=bl—-——= ] =|—FF""— .
=) (shmfé—n)) | 2
BYF [ sh(r-§) \F
dAN) =b(N=) =|—F""——] . .
W (N) (Sh(k—fvﬂLn)) (259)
Die Eigenzustdnde werden durch
) = A5 = BOw) - BOw)[0) (2.60)

gebildet und die explizite Form der Bethe-Ansatz-Gleichungen, die hier wieder die Menge
{)\j}jj\il festlegen, erhdlt man durch Einsetzen von (2.58, 2.59) in (2.46), wahrend der
Ausdruck fiir die Eigenwerte durch das Einsetzen von (2.58, 2.59) in (2.47) folgt.
Weiterhin erfordert die Beziehung Hyxz = 2Jsh(n)H}, die Umskalierung 7' = ZJSh( ) der
physikalischen Temperatur 7.

2.4.4. Gemeinsamkeiten und Unterschiede der beiden Zugdnge

Im Vergleich der beiden Zugénge (endliche Temperatur im Quanten-Transfermatrixzugang
vs. endliche Lénge im gewohnlichen Transfermatrixzugang) wird deutlich, dass beide stark
verwandt sind und sich nur durch die Wahl des Vakuums und der damit verbundenen
Konstruktion der L- und Monodromiematrizen unterscheiden. Dies wirkt sich in relevanter
Form nur auf die explizite Darstellung der Grundzustandseigenwerte a(A) und d(\) der
Diagonalelemente der Monodromiematrizen aus. Der algebraische Teil ist identisch, was es
ermoglicht, Rechnungen die z.B. fiir endliche Temperatur auf unendlichen Ketten durchge-
fiihrt wurden, mit geringem Aufwand auf eine Heisenberg-Kette endlicher Lange bei T'= 0
zu Ubertragen.

15
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Physikalisch gesehen bestimmen die Eigenwerte der gewdhnlichen Transfermatrix das
Energiespektrum der Kette. Ihre Eigenvektoren sind die Eigenzustéinde der Kette, wahrend
andererseits der fithrende Eigenwert der Quanten-Transfermatrix im thermodynamischen
Limes die Zustandssumme generiert und die entsprechenden Eigenvektoren des fithrenden
Figenwertes die statischen Korrelationen zugénglich machen, wie in Kapitel 2.5.1 skizziert
wird.

Es ist auflerdem zu beachten, dass im Fall endlicher Lange eine Verschiebung der Bethe-
Ansatz-Zahlen um % eingefithrt wurde. Sie erlaubt den Anschlufl an die Notation von [39]
und sorgt dafiir, dass die Bethe-Ansatz-Zahlen auf der reellen Achse liegen. Im weiteren
Verlauf der Rechnung von Kapitel 3 wird diese Verschiebung durch ebenfalls verschobene
Inhomogenitéten berticksichtigt.

2.5. Korrelationen

Im Zentrum dieser Arbeit steht die Berechnung von Korrelationsfunktionen der XXZ-Kette
mit verschiedenen Methoden und in verschiedenen Grenzféllen.

In Teil I wird die Darstellbarkeit von Korrelationsfunktionen mit Hilfe von Dichtematrix-
elementen ausgenutzt, wihrend in Teil 1T dieser Arbeit die Asymptotik von Korrelations-
funktionen direkt in der Darstellung durch Monodromiematrixelemente untersucht wird.

2.5.1. Quanten-Transfermatrixformalismus

Korrelationsfunktionen beliebiger lokaler Operatoren X ](-1), o, X ng—j +1) lassen sich mit

Hilfe von Monodromiematrixelementen ausdriicken. Wir betrachten bei endlicher Tempe-
ratur Korrelationsfunktionen der Form

. 1 k—j+1

O xEy _ try,.. pe XY x I .
J k L—oo tI‘17.__7Le_BHL

Aus dem Quanten-Transfermatrixformalismus (vgl. Glgn. (2.37) und (2.40)) folgt fiir die
XXZ-Kette mit j, k € {1,...,L}, j < k aus der Tatsache, dass die Quanten-Transfermatrix
diagonalisierbar ist im thermodynamischen Limes unter Einfiihrung von Inhomogenitéten
&, 7 =1...,m als Ergebnis geméf [23] (mit ab hier unterdriicktem oberen Index QT M):

O X g (OETEXD) (T X))

N0 1m0 (DTN T Aolé) (262)

2.5.2. Dichtematrix

Die Dichtematrix wird benutzt, um ein Untersystem als Teil des {ibergeordneten Systems
zu beschreiben. Dies erreicht man prinzipiell, indem man aus dem normierten statistischen

16



2.5. Korrelationen

Operator die unerwiinschten Freiheitsgrade des iibergeordneten Systems herausspurt. Sei

nun
o—H/T

PL = tro—HT (2.63)
der statistische Operator einer Heisenberg-Kette der Lange L > m. Die Dichtematrix eines
Untersystems der Lange m ist dann definert iiber

Dp(T,H) = trp1..L pL- (2.64)

Endliche Temperatur im thermodynamischen Limes

Der Erwartungswert eines Operators, welcher nur im Untersystem nichttrivial wirkt, 1asst
sich dann als

(A)rn =tri. L Apr = tri m Al mtTmsr. 0ot = 1 m A1 D (T, h) (2.65)

schreiben, wobei A; ., die Einschrinkung des Operators A auf die Gitterplédtze 1 bis m
ist. Unter Benutzung der kanonischen gl(2)-Standardbasis folgt dann fir die Dichtematri-
xelemente

Dgllg:: (T, h) = trl_“melgll S emg::D(T, h) = <61g11 L emg::>T,h. (266)

Mit den Uberlegungen aus Abschnitt 2.5.1 ergibt sich unter Einfithrung von regularisieren-
den Inhomogenitaten §;, j = 1,...,m im thermodynamischen Limes

(13 em3rn = lim  lim  DWIRTET (g, (2.67)

N—o01,....6m—0

Dabei ist
e (DTS @) TEm ) A
(N) —
D 1 = =TT e T (2.68)

der inhomogene, approximierende Ausdruck fir die Dichtematrixelemente bei endlicher
Trotter-Zahl.

Endliche Kettenldnge bei T'=0

Auf endlichen Ketten bei T' = 0 l&sst sich die Dichtematrix bis auf eine Verschiebung in den
Inhomogenitéten £ ganz analog definieren. Sei |1)y) der Grundzustand, so folgt ausgehend
von

DLgllg:;‘ = lim DLgllg:nn (T) = <¢0‘€1gll e em%::‘¢0> (269)
mit A = 7 in (2.22) unter Benutzung von L;(3) = Ro;(0) = Py; gemaB [18] und [35]

ejs =t (DTHBI (D). (2.70)
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2. Grundlagen

Damit lésst sich die Dichtematrix auf Ketten endlicher Lange schreiben als

Drg g =, Mm_ Digmgi(€n..o&m) (2.71)

T @) TR B
TN I A (2.72)

Die Verschiebung in den Inhomogenitidten begriindet sich in den Modifikationen der
Transfermatrix in Abschnitt 2.3.1 (vgl. auch Abschnitt 2.4.4).

18



Teil I.

Bestimmung von
Korrelationsfunktionen mit Hilfe von
Dichtematrixelementen
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3. Korrelationsfunktionen auf Ketten
endlicher Lange

In diesem Abschnitt wollen wir analog zu [22] eine Integraldarstellung fiir die Dichtema-
trixelemente der endlich langen XXZ-Kette herleiten. Dazu sind einige Vorarbeiten nétig,
die es erlauben, die Rechnung aus [27] direkt auf diesen Fall anzuwenden. Die so erreichte
Integraldarstellung wird anschliefend im XXX-Limes betrachtet. Dieser ermdglicht eine
Faktorisierung der Vielfachintegrale, die numerische Untersuchungen méglich macht.

3.1. Hilfsfunktionen und nichtlineare Integralgleichungen

Die Eigenwerte der Transfer- bzw. Quanten-Transfermatrix werden durch die Bethe-Ansatz-
Zahlen bestimmt, die ihrerseits durch die Bethe-Ansatz-Gleichungen festgelegt sind. Im
allgemeinen Fall fiir beliebige Anisotropie A beschreiben diese ein nichtlineares Gleichungs-
system, das nur numerisch fiir kleine Systemgrofien L 16sbar ist.

In diesem Kapitel werden wir mit Hilfe der analytischen Eigenschaften der Bethe-Ansatz-
Gleichungen im gewohnlichen Transfermatrixzugang Hilfsfunktionen herleiten, die es ei-
nerseits ermoglichen, die explizit auftauchenden Bethe-Ansatz-Zahlen zu eliminieren und
andererseits durch Integralgleichungen darzustellen. Diese Integraldarstellungen lassen sich
wieder auf unterschiedliche Weisen formulieren, je nach dem ob man daran interessiert ist,
diese numerisch zu losen oder fiir weitere theoretische Rechnungen zu gebrauchen.

Im folgenden Kapitel werden wir zunéchst in Anlehnung an [39] fiir die endliche XXZ-
Kette bei T = 0 numerisch handhabbare Integralgleichungen herleiten (die Formulierung
in b, E) und daraufhin die fiir theoretische Rechnungen niitzlichere Formulierung in den
Hilfsfunktionen a und a einfiihren.

3.1.1. XXZ-Kette bei endlicher Lange und T'=0

Ausgehend von den Bethe-Ansatz-Gleichungen (2.52) nehmen wir L/2 als gerade an und
beschrinken uns mit n = iy, y € [0, 7] auf das kritische antiferromagnetische Regime
J >0, -1 < A < 1. Dann hat der antiferromagnetische Grundzustand gerade M = L/2
viele Bethe-Ansatz-Zahlen. Fiir diese festgelegte Menge definieren wir

L/2

q(A) == [ sh(A = X)), (3.1)
j=1

®(\) :=shP(\). (3.2)
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3. Korrelationsfunktionen auf Ketten endlicher Linge

Damit kénnen wir die Bethe-Ansatz-Gleichungen schreiben als a(\) = —1 mit
1 e(A—F)g(A+n)
a()) = — 2 , 3.3)
W= E 50T DaG ) (
und der Eigenwert ist
1+a(A
AN) = w®(A+ 2)g(A — 77)q()\<)) (3.4)

Aus den obigen Definitionen folgt, dass ®(\) und ¢(\) in bestimmten Streifen der komple-
xen Ebene analytisch und ungleich Null (ANZ, analytic, non-zero) sind. Es gilt

® ANZin 0 <ImA <, (3.5)
g ANZin —7m <ImA\<0. (3.6)

Wir definieren nun die Funktionen

z) := coth” (m) , 3.7
f(x) o | (3.7)
cothH () wloth(2)2(Ng(A — %) 58)
aA—2) e\ —iy+im)g A+ Z —in)’ ‘

B\ = cothl (T2 by

b(A) := coth (27) a ()\ + 5 > , (3.9)
fir die

b(A) ANZin0<ImA <y (0<y<3), (3.10)
b(A\) ANZ in —y <ImA <0 (3.11)

gilt. Fiir diese Funktionen existieren in den angegebenen ANZ-Streifen, bzw. im Streifen
0 <ImA\ <« fiir f(z), die Fourier-Transformierten der zweiten logarithmischen Ableitun-
gen. Wir schreiben die Fourier-Transformierte der zweiten logarithmischen Ableitung einer
Funktion g(x) als §[In g(z)] und erhalten fir die obigen drei Gleichungen

a 1 > —i(x+ie : kL
§[n 8] = §fin ] + (1 — PR30 8] + (¢ 2* — o DF)in g, (313
SUE] = o FRFn f] + (™ — ¢ F)F M 8] + (W) — g (3.14)
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3.1. Hilfsfunktionen und NLIE

Ziel ist jetzt, §}[Ing] aus (3.13, 3.14) zu eliminieren und nur durch von b und b abhéngige
Groflen zu ersetzen. Dazu definieren wir neue Hilfsfunktionen b, b und h(\) iber

B(A) = b(\) tanh” (gj) (3.15)
B(\) = 5()) tanh’ (gj) (3.16)
h()\) = ﬁm _ 1+al) (3.17)

wd(\ + D)g(\ — i) a(\)

Zwischen den Hilfsfunktionen a, @ und b, b gelten dann die folgenden Beziehungen:

b(\) = —L  —gA-1 3.18
(\) o) a(A—3) (3.18)

b(\) =a(A+1)= ﬁ(Ml-il). (3.19)
2

Unter der Annahme, dass A(\) ANZ im Streifen —3 < Im A < § ist, ist auch h(A) ANZ in
diesem Streifen. Fiir die Funktionen b und b gelten die folgenen ANZ-Bereiche (die reelle
Achse teilweise eingeschlossen):

1+b60N) =1+aA+2) =g\ + 2 —im)h(A + ), ANZin—%<Im)\§0, (3.20)

1 ) . )
1+ O = L+aA—3)=qgA—D)n(A+3), ANZ in 0 < Im\ < % (3.21)
1+ b(\) = tanh® (2) b(A)g(A — (A =T, ANZ in 0 < Tm\ < % (3.22)
1 A+ 2 —imh(A+ Y
1+ L ot (“) qA+5 WA S) ANz~ D <ma<0. (3.23)
b(\) 27 b(\) 2

Dabei wurde benutzt, dass ¢(A — im) = ¢(\) fiir L/2 gerade gilt. Da a(\) fiir Re A — 400
eine konstante Asymptotik mit exponentiell abfallenden Korrekturen aufweist, kann man
aus den obigen ANZ-Relationen schlielen, dass die Fourier-Transformierten der zweiten
logarithmischen Ableitung der Funktionen 1-+1/b, 1+1/b, 14+ b und 1+ b existieren. Man
erhélt damit in den entsprechenden ANZ-Bereichen die folgenden Fourier-Transformierten:

Fn(1 + b)) = ™ D*FV(Ing] + e~ 2*F/ [In h), (3.24)
Bn(1 + ) = e3FFng] + o3 (3.25)
Frln(1+ )] = —Fi[n £+ §{[Ind] + e2*F][In g + e>*F{[In 1], (3.26)

Fnl+ %] = 2%/ In f] — F7nb] 4+ " 2FF Ing] + e~ 25FY[In h). (3.27)

Mit diesen Gleichungen ist nun der Grundstein fiir die weiteren Herleitungen der Integral-
gleichungen fir a, a, b und b gelegt.

23



3. Korrelationsfunktionen auf Ketten endlicher Linge

Die Formulierung in b und b

Zur Herleitung der Integralgleichungen in b und b eliminieren wir §%[In k] mit Hilfe von
(3.24) aus (3.26) und 16sen nach §}[In g] auf. Es folgt

~1k

§iling) = ~—— (S ] = §{n ) + §{[In(1 + b)) — " FH A+ B} (3.28)

Wenn man dies in die RHS von (3.13) einsetzt, die Fourier-Transformationen mit den
Verschiebungen durch die Exponentialfunktionen geschickt zusammenfasst und die inverse
Fourier-Transformation unter Beachtung des Faltungssatzes anwendet, erhélt man

In(b(z + %)) :7:71(1)7 Lln ltanh (W)]

n /Z dy F(z — y) In(1 + b(y + 1))

- [ a@Fe+f-n-@-Hnarby-5). (329
In(b(z — %)) =- :T_(I)fy + Lln [tanh (W(Z; 126))]

+/_O:odyF(:c—y)ln(1+5(y— )

—[ dyF(z — % +iy— (y+ X)) In(1+ b(y + ¥)). (3.30)

Dabei ist F'(x) tiber

L Ay E(y) = ami(h) = — 0 — VE) (3.31)

2
" 26 (3R)sh(3(r — 7))

definiert. Fiir eine detailliertere Darstellung der Rechnung sei auf [39] verwiesen. Im Limes
e — 07 gehen die Gleichungen (3.29) und (3.30) in die dort bestimmten Gleichungen tiber.

Die Formulierung in a und a

Setzt man andererseits (3.24) in (3.25) ein, um §}[In k] zu eliminieren, so ergibt sich

67%’“ 1 —
Silna) = - { Sl + ) - 1+ )} (332
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3.1. Hilfsfunktionen und NLIE

Im
1y ¥
o [ —
Re
C(’)
************************* Ty T

Abbildung 3.1.: Die Integrationskonturen im kritischen Regime |A| < 1.

Mit den gleichen Techniken wie im vorhergehenden Abschnitt erhélt man hier eine Integ-
ralgleichung in a mit Integrationswegen, die ebenfalls tiber die relle Achse laufen

; £ . . sh(z — 1fe)
h’l(a(l’ — % + 15)) = —2i® + lL’}/ — Lln (m)
2

0 dy i ie i i€ i ie
[ K- g+ -+ D)W+ aly - B+ )

[ K -F -+ 35O ray+ 3 -5). (339
Dabei ist h(2i)
sh(2iy
Kiy(\) = . 34
() ish(A — iy)sh(\ +iv) (3:34)
Es ist nun zweckmiBig eine Kontur C = () + C(-) mit
¢ :R-C, wy) =y— 9 +5%,
cH R - C, wly)=-—y+3 -k (3.35)
zu definieren. Dann lasst sich (3.33) fiir alle A\ € C(-) umschreiben in
sh(A — )
In(a(N)) = — 2i® +ily + Lln [ ——22
(a()) g (sh()\+1;)>
dw
= . ox iv(A —w)In(1 + a(w)). (3.36)

Indem man obige Rechnung ausgehend von (3.32) und (3.14) wiederholt, kann man einfach
zeigen, dass (3.36) fir alle A € C gilt. Daraus folgt, dass (3.36) die Funktion a(\) mittels
analytischer Fortsetzung im ganzen Streifen —3 < Im A < 3 bestimmt. Der Limes L — oo
dieser Integralgleichung ist in Anhang A.1 dargestellt.
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3. Korrelationsfunktionen auf Ketten endlicher Linge

3.2. Integraldarstellung der Eigenwerte

In diesem Kapitel werden wir zeigen, wie sich die Eigenwerte der Transfermatrix durch die
oben eingefithrten Hilfsfunktionen ausdriicken lassen.
Ausgangspunkt ist Gleichung (2.53), die wir mit a = 1/a schreiben kénnen als

1d(\—D)g\+1iy) _
AN == z 1+a(\)). 3.37
() = g2 ) (337
Wir definieren nun
A4
r(A) = q(+—2w17r)7 r(A) ANZin 0 < ImA < l, (3.38)
(A —3) 2
und beachten auflerdem, dass b(\) = a(A — %) gilt. Es folgt
AXN—1)
In ———2£ = —1 In(1 1 . .
n(b()\—ify) nw+In(1+b6(A)) +1Inr(A) (3.39)

Um die Eigenschaften der komplexen Fourier Transformation ausnutzen zu koénnen, be-
trachten wir jetzt §)[Inr(A\)] = (e(”_%) —e2 )S [Ing|. Far §}[lnq] setzen wir (3.28) ein
und erhalten nach Vereinfachung des enstehenden Ausdruckes und der Anwendung der
inversen Fourier-Transformation

2 lnr(z +id) =
+oo . . +00
/ dkelF(#+19) {/ g—ie_lk(y PR kKw (y — 3 +ie)Tp[n(1 + [1))]

+oo . iv .
_/ %e—lk(w%—w)e—?f{ﬂ (y+ 3 —ie)Fnl + b)]} . (3.40)
2

oo 2T

Dabei wurde die Verschiebung um id eingefiihrt, um r(x) abseits der reellen Achse zu
behandeln. Nun wird die Fourier-Transformation um 4ie verschoben ausgefithrt, um in
den ANZ-Bereichen von In(1 + b) und In(1 + b) zu bleiben. Nach zweimaliger Integration
iiber z folgt unter Anwendung des Faltungssatzes

Inr(x+1i0) =

L +0o0 q . B .
15(7—W)+/ —yKil(x—l—ié—(y—l—%—ie+i5))1n(1+a(y—is+%—l—ié))

d _ ‘
—/ QiKW(:n—l—ld (y— 2 +ie+i6)) In(1 + a(y +ie — J +1id))
—i—/ 27T 1ﬁ,:lc—l—l(S (y——+15+15)) ((y—i—ig—%—i—ié))

_/ dpr/(l‘—f—l(s (y+ 9 —ic+16) In(@(y —ic + J +16)). (3.41)

0o 2T
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3.2. Integraldarstellung der Eigenwerte

Die Integrationskonstanten wurden hier aus der Asymptotik von Inr(z + i0) fir groBe x
bestimmt. Auflerdem wurden wieder die Beziehungen zwischen den Hilfsfunktionen a und
b nach (3.19) ausgenutzt.

Wir wollen diese Integrale wie in Kapitel 3.1.1 auf die geschlossene Kontur C zuriickfiih-
ren. Dazu miissen zuerst Konturen C* definiert werden:

Cr:R—C w(t)= —t+——1(5—5),
CT:R—-C wt)=t —7+1(6+6). (3.42)

Wenn nun die Konturen C* auf die Konturen C* verschoben werden sollen, ist zu beachten,
dass K, (A — w) als Funktion von w Pole bei w = A+ 3 =z +id = 3 aufweist. Unter der

2
Annahme, dass § < 6 < ¢ gelte, folgt mit

res (Kg (A — w))

fiir den eingangs betrachteten Ausdruck (3.39)

=TFi (3.43)

A()\—ﬂ) L - iy
lnﬁ :—lnw+1§(’y—ﬂ)+lna()\—§)
~ [ SER O + )

2

+ / Kiy (A — w) In(@(w)). (3.44)

2

Fiir den Term Ina(\ — %) setzen wir die nichtlineare Integralgleichung ein und berechnen
die zusétzlich entstehenden Integrale mit Hilfe des Residuensatzes. Als Endergebnis folgt

AN—-1) dw

1n<1>()\—ify):_i¢+i§(7_7r)_/c27rKW()\ w)In(1 + a(w)). (3.45)

Dies gilt wegen der ANZ-Eigenschaften von A(X) fiir § <ImA < 3. Analog lisst sich der
Eigenwert fiir —3 <Im\ < § durch a()) ausdriicken

AN+ D)
O\ + i7)

Auflerdem gilt analog zu [39] fiir Im A < 0

1¢+1f R +/ Kiy (=)l + (). (3.46)

In

In

AN+ D) /+°° dk sh((m — v)k) sin(kA)
O\ + 1fy 2 ch('yk)sh(”k)

dw Inf(1 + b(w)) (1 + b(w))]
+ Lo sh(ZA—w) 40
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3. Korrelationsfunktionen auf Ketten endlicher Linge

3.3. Skalarprodukte und die Dichte-Funktion G

Das {ibergeordnete Ziel ist immer noch die Herleitung einer Integraldarstellung von Dich-
tematrixelementen der Form (2.72). Zur Bestimmung der Skalarprodukte benotigen wir
zuerst die Skalarproduktformel nach [55]. Auf diese aufbauend koénnen wir dann analog
zu [23] fir Ketten endlicher Lange eine Dichte-Funktion einfithren, die die Behandlung der
auftauchenden Determinanten mafigeblich vereinfacht.

3.3.1. Slavnov-Formel

Ausgangspunkt fiir die Herleitung der Dichte-Funktion ist
Lemma 1. [55] Sei {)\j}jle eine Lisung der Bethe-Ansatz-Gleichungen und sei {u )2,
eine beliebige Menge paarweise verschiedener komplexer Zahlen. Dann gilt

(0[C(m) - Cluar) BA) - .. B(Ar)[0) =
[TT0%0 A\ )alns) | Ty sh(A — pug + 1)

det N(\j, p 3.48
H1§j<k§M sh(Aj — Ag)sh(ug — py) P ) ( )

mit
. 2 f (b, Ae)
N(Ajs b)) = t(Ajs b)) — (e, A (3.49)
) ooy s i)’
wobei
sh(n) 1 sh(A — p+ 1)
HO\ ) = L fOup) = - 3.50
M =Gt 0 YT T ey B0
gelten.

Da die Determinantenformel und die Kombination mit der Hilfsfunktion [23] unabhéngig
von der Darstellung sind, gilt auch hier
LAGY) sh(2n)

lim N\, ) = + .
uklgz\k (g, 1) = 0 a(Ag)  sh(Aj — Ap +n)sh(A; — A\ — 1)

(3.51)

3.3.2. Die Dichte-Funktion G
Die Menge {u} der Argumente der linksseitigen Bethe-Vektoren ist im folgenden

(i}t =1 + 330 ) (3.52)
wenn die Bethe-Wurzeln bzw. Inhomogenitéten die disjunkten Vereinigungen von Partitio-
nen {A\} = {A*}U{\"} bzw. {¢} = {¢T} U {¢7} mit Kardinalzahlen |a™|, |¢F| sind.

Wir fithren dann die folgende Notation ein:

- /\Jr j=1,... lat|=n (3.53)
’\;|§+| j=lat+1,...,M '
&+ W—g+ Booj=1,..., ¢ =n. (3.54)
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3.3. Skalarprodukte und die Dichte-Funktion G

In voller Analogie zu [23] folgt

. £, ) — (€, Aj)a(Er) k=1,...,n
N”gq = { J a’(~k)] sh(277) (355)
Okt T B0y Fermeh(y ey K=t L N2

und somit
Lemma 2. [23] Der Quotient zweier Determinanten det N, und det Ny ist proportional
zur Determinante einer n x n-Matrix

det N, 14 + + iy i
dZt No [H Z’((g)e\j)Q)] [det GOAL&l + %)] . ~ (3.56)

k=1...
f:l Js n

Die Funktion G(\,€) ist dabei iber die lineare Integralgleichung

sh(2ivy) G(w, €+ %)

GAE+ G =te+ 5.0+ /QmwA w—1)sh(A —w+17) 1+ a(w)

(3.57)

auf der Kontur C definiert, und sowohl & als auch §+ lregen innerhalb dieser Kontur.
Fiir Skalarprodukte der Form, wie sie bei den chhtematrlxelementen auftreten, erhalten
wir auf dieser Grundlage

{er + 23U A H{AD _
({AH{AD

(1€t et | iy + iy
a(§f +3) 1 +al€f +3)

) E ahh) @)

[IA~] €] b(/\j—’ )\,i')

<111

| j=1 k=1 b()‘j_’flj +3)

Diese Gleichung ist somit einer der Ausgangspunkte zur Herleitung der Integraldarstellung
der Dichtematrixelemente.

sh(\f — AT)

o

ot

1z<ksier P& — &)
- -

['A el sh(A — &5 +9)

Sy ] A AL
j=1k=1 J

Darstellung von G durch a

Mit der Relation 1 ]
- =1 — 3.59
1+ a(w) 1+ a(w) ( )

lasst sich unter Anwendung des Residuensatzes G(\, € + %) auch durch a ausdriicken. Es
ist )
; dw Gw, &+ 3)
GO E+ 1) = —iKy () — —/—Ki A—w) S o) 3.60
e+ §) =i (-0 - [ 2K (- )T T (3.60)
Dabei ist zu beachten, dass die Gleichungen (3.57) und (3.60) dieselbe Struktur haben,
wie die in [23] hergeleiteten Ausdriicke. Unterschiede bestehen lediglich in der vorher nicht
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3. Korrelationsfunktionen auf Ketten endlicher Linge

notwendigen Verschiebung der Inhomogenititen um —i—%y. Es dabei wichtig zu beachten,
dass auch die verschobenen Inhomogenitéten noch innerhalb der Kontur liegen. Nur dann
gilt diese Rechnung.

Darstellung von G in b und b

Die Funktion G(A, & + %) lisst sich auch durch die Hilfsfunktionen b und b darstellen. Zu
diesem Zweck zerlegt man die Kontur C wieder in Teilkonturen, die parallel zur reellen
Achse verlaufen. Diese Konturen werden dann auf die relle Achse verschoben, und mit
Hilfe der Relationen zwischen den Hilfsfunktionen a, a, b und b nach (3.19) erhilt man mit
E=¢+ % zwei definierende Gleichungen. Zum einen ergibt sich eine Integralgleichung fiir

géﬂ(a:) =G(z+ i%, ) :

: & +oo dw ie ie
ot (@) =ik (€ o) - [ G- w ot D)o - )
(+) ie
T dw ien Yt (w—3%)
—Kiy(z — e — :
T T T
(=) ie
+o0 du or 9 (wt3)
_ (e —wtiy— i .
/—OO At (1’ W‘i_lfy 2)1+b_1(w+1§€)
Zum anderen folgt eine Integralgleichung fiir g(_)(x) =—-G(x — %Y, ) :
- : c o0 dw i€ - ie
—g(2) = iy (€~ 1) +/_OO ERnlr—w+ 5)g w5
(=) ie
+o0 dw ien Yt (w—13)
_ R (r—wt i :
/m 5 Ko —w 2)1+b*1(w— 3 (3.62)
(+) ie
+o00 g wtF
+/ in(x—w—i'y—%) e ( 2)

1+b1(w+ %)

Dabei liegt « im Streifen —iy < & < 0. Die Vereinfachung der letzten beiden Gleichungen
durch Fourier-Transformation und Ausnutzung des Faltungssatzes wurde in [15] geleistet
(vgl. dort Glgn. (14a),(14b),(21),(22)). Die Verbindung zwischen der Dichtefunktion G und
den Eigenwerten wird in Anhang A.2 kurz diskutiert.

3.4. Integraldarstellung der Dichtematrixelemente

In diesem Kapitel werden wir mit der allgemeinen Linkswirkung von Monodromiematrix-
elementen auf Bethe-Zustédnde die letzte Vorbereitung zur Formulierung der Integraldar-
stellung der Dichtematrixelemente angeben. Daran anschliefend beginnt die Betrachtung
dieser Integraldarstellung.
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3.4. Integraldarstellung der Dichtematrixelemente

3.4.1. Allgemeine Linkswirkung

Um Dichtematrixelemente der Form (2.72)

v NI E) - Tem Eml M)
o (E ) = O O T Aol — ) (3.63)

zu bestimmen, ist es notwendig zu wissen, wie beliebige Eintridge der Monodromiematrix
auf Bethe-Zusténde wirken. Dies wurde bereits in [24] und [27] untersucht und wir zitieren
das folgende

Lemma 3. [27] Fir die Linkswirkung von Monodromiematrizelementen auf einen allge-
meinen Zustand gilt fiir paarweise verschiedene A1, ..., Ay € C:

M
(o] l II O(Ak)l Te (A1) - TS (Avtpm) =
k=1

M+m \Zﬂ m m M 1
> (s T a0, | TTav) Il ]
O, =1 |+ i b()‘ka)\f)
yeeerlm j=lat|+1 j=1 k=
00N £k k;ﬁej
r m m 1
<11 11 —|| T s
Li=1 k=1 sh(Ag; — &) 1<j<k<m e
k+M#L;
-|a+|a —1 . m .
<[T0 TI s, =& - T shin, - &)
“j=1 k=1 k=at+1
r m ~,7 -1 _ m B M+m
X IT  II st =& +n) J[ shix, —gk)} o I <.
“j=1+|at| k=1 k=87 +1 k;éekl:..l.é

(3.64)

Hier wird die Konvention genutzt, dass die \j; mit j = 1,..., M die Bethg-Ansatzzahlen
sind und weiterhin die \; mit j = M +1,..., M +m den Inhomogenititen §; entsprechen,
sodass Ayrpr = & gilt. Zudem wurde |€+| = card({)\ } 21 N A } 1) benutzt.

Im obigen Lemma werden die Indexmengen {a®}, {a*} sowie {3*}, {#%} benutzt. Die-

se werden gemé#f [27] definiert: Die oj, die den Wert 1 einnehmen, werden mit o, . .. ’alJ;ﬂ

durchnumeriert. Genauso werden die 3; mit Wert 2 durch 3 ,..., ﬁ[@*\ gezéhlt. Die Er-
haltung des Gesamtspins |a™| + |37| = m gilt! und bedingt |3~| = m — |at|. Weiterhin

'Es muss genauso viele Operatoren C wie B geben, d.h. Zi ZJ B e lat|+2la”| = |87 |+2(87|

und auflerdem |a"| + |a”| = [8T| + |87 | = m und damit ‘Oc+| + |87 = m. |a~| bezeichnet dabei die
Anzahl der Zweien in {a;} und analog dazu |37 | die Anzahl der Einsen in {3;}.
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3. Korrelationsfunktionen auf Ketten endlicher Linge

zéhlen die 07;' fir j = 1,...,|a™| die ozj in absteigender Reihenfolge durch, und die Bj_
zahlen fiir j = [a™| 4+ 1,...,m die B "ot ansteigend durch:
af = |a+| i 0 J=1 et (3.65)
Bj :Bj—\oﬁl VA |a+|+1,...,m : (3.66)

Ein Beispiel fiir die Notation liefert [24].

3.4.2. Integraldarstellung

Wir haben nun alle Grundlagen geschaffen, um fiir (3.63) eine Vielfachintegraldarstellung
anzugeben. Die eigentliche Rechnung verlauft analog zu [27], da der algebraische Teil iden-
tisch ist. Lediglich die Hilsfunktionen und die zugehorigen Konturen sind anders definiert
(vgl. Kapitel 3.1.1), da die Grundzustandserwartungswerte a(\) und d(\) und das zuge-
hérige Vakuum anders gewahlt wurden. Auflerdem muss die Verschiebung um +%’ in den
Inhomogenitéten, die aus den Modifikationen in Kapitel 2.3.1 folgen, beachtet werden.
Ansonsten lassen sich analog zu [27] und [22] die Dichtematrixelemente mit Hilfe der all-
gemeinen Linkswirkung (3.64) der Monodromiematrixelemente ausrechnen. Anschliefend
werden die Skalarprodukte mit Hilfe der Slavnov-Formel (3.48) bestimmt. Die entstehen-
den Ausdriicke konnen dann, wie in [27] ausfithrlich beschrieben, aufsummiert werden und
wir erhalten das folgende
Theorem 1. [16] Fiir die Dichtematrizelemente der Spin—%—XXZ—Heisenbergk;ette der Lin-
ge L bei T'=0 gilt die Integraldarstellung

Ls (&, 6m) =Drg) am(ﬁl L

[lot|

g ][n [

jart|—1
|a+\~*+1 m
< | TI T] sh(w -3 I shlw;—&-%)
j=1 k=1 k=at+1
[ B

x| II I shlwj—&+%) JI shlwj—&-3)
k=07 +1

j=lot|+1 k=1

det[—G(wj, &) jk=1,..n
[li<jckam sh(e — &)sh(wj — wp — i)

(3.67)

mit den Hilfsfunktion a und a = 1/a nach (3.36), der Dichtefunktion G(w,€) nach (3.57)
und den Inhomogenititen & = € — 2 innerhalb C.
Wir wollen nun diesen Ausdruck nutzen, um Korrelationsfunktionen zu bestimmen.

32



3.5. Der isotrope Limes

Re

Abbildung 3.2.: Die Integrationskontur im isotropen Limes.

3.5. Der isotrope Limes

Um mit Hilfe des Integralausdruckes fiir die Dichtematrixelemente Korrelationsfunktionen
explizit auszurechnen, betrachten wir (3.67) im XXX-Limes (d.h. A = 1), da wir dort den
Faktorisierungsalgorithmus aus [13] anwenden konnen.

Lassen wir A — 1 gehen, ist es sinnvoll, alle freien Parameter mit ~ zu skalieren und dann
den Limes v — 0 durchzufiihren. Dies hat zur Folge, dass die hyperbolischen Funktionen
verschwinden und stattdessen rationale Ausdriicke auftauchen. Damit dies funktioniert,
miissen die Integrationsvariablen w bzw. ihre Differentiale durch yw bzw. vdw substituiert
werden. Auflerdem ergeben sich die Umdefinitionen

a(yw) — a(w), a(w) —

a
b(yw) — b(w), byw) — b(w), (3.68)
WG(YAE) — G(A ).
Die verschobene Inhomogenitéit £ wird durch € := & + % neu definiert. Auch die Kontur C
andert sich, wie in Abb. 3.2 dargestellt. Zudem gelte im Weiteren ¢ — 0%.
3.5.1. Die Hilfsfunktionen, der fiihrende Eigenwert und die G-Funktion

Wir miissen also die Hilfsfunktionen, den fithrenden Eigenwert und auch die G-Funktion im
XXX-Limes darstellen. Die entsprechenden Rechnungen sind nach obigem Schema einfach
durchzufiihren. Wir beschranken uns hier auf die Auflistung der Ergebnisse.

Nichtlineare Integralgleichungen (NLIE) fiir die Hilfsfunktionen
Fiir die Hilfsfunktionen folgt :
e NLIE fiir Ina(A):

Ina(\) = —2i¢ + L1n (i;z) - /C ifm (3.69)
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3. Korrelationsfunktionen auf Ketten endlicher Linge

e NLIE fir Ina(A):

A— 1 dw In(1 + a(w))
Ina()\) = 2i¢ — Lln <A+z> +/C T TE 0w (3.70)

e NLIE fir Inb(\):
Inb()\) =i¢ + Lln (tanh <72T/\>>
+ [ SO ) in(1+ b)) (3.71)

_ /*‘” %m_y—i) In(1 + b(y))-

oo 2T
e NLIE fiir In b(\):
Inb(A\) = —i¢+ Lln <tanh (72r)\>>
+oo _
+ [0 = G + () (372

- [T SOy )G+ ().

Obige Ergebnisse wurden mit Hilfe der Relationen

}/E%’YKW(’Y()\ —w)) = TH 0w’ (3.73)
+o0 L;”
lim 2yF(vy) :/m dge'® h(3) =K(y), (3.74)
o RO PG +i)
K(z) = 10, 1 l ey (3.75)

bestimmt. Beachte, dass K(x) gerade die Zwei-Spinon-Streuphase beschreibt, und als solche
auch in spéateren Ergebnissen eine zentrale Rolle spielt.

Der Eigenwert der Transfermatrix

Fiir den Eigenwert gilt im isotropen Limes:

lim A(7A) = v"A(\) (3.76)
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3.5. Der isotrope Limes

mit
L/2 . L/2 .
< . A=A —1i 1 . A=A +i
_ i\L J i\L J
Jj=1 j=1
Wir erhalten dann die folgenden Integraldarstellungen:
e Der Eigenwert in Abhéngigkeit von a:
AN+DY . ox dw In(1 + a(w))
In[ 22227 = _L — .
n<(>\+i)L> Ot e I — 0y (3.78)

e Der Eigenwert in Abhéngigkeit von a:

AX—1) R dw In(1 + a(w))
In (()\_1)2L> = —i¢ — 1§L - /Ci’ %m (3.79)

e Der Eigenwert in Abhéngigkeit von b und b:
AN+ L i 400 i
(A2 ) L oy sinte
A+1)L 2 Jooo ¢q ch()

dw In[(1 + b(w))(1 + b(w))]
+ /c<+> 21 sh(m(A —w)) .

(3.80)

Die G-Funktion

Wir benétigen auch die verschiedenen Darstellungen der G-Funktion im isotropen Limes.
Die Anwendung der obigen Manipulation liefert hier:

e Integralgleichung in Abhéngigkeit von a:

: 1 dw 1 Gw, &+ 1)
G\ E+35) =~ . .+/— 2. (3.81
A&+ ) E=A+3)(E-A+D) Jem1+(A-w)? 1+a(w) (3.81)
e Integralgleichung in Abhéngigkeit von a:
| 1 dw 1 Gwé+d)
GO\ E+ 1) = . ._/7 > "2) (382
A &+3) A=E+35)A=¢-3) Jem1+(A-w)? 1+a(w) (3:82)
e Integralgleichung fiir gé+) (x) in Abhingigkeit von b und b:
1,(+)
I 7 /+oo dv i9¢ (v)
- S N— (s — )2
i 9e (l‘) Sh(ﬂ(l‘ — ’5)) w27 (l‘ V) 1+ b—l(y) (3 83)

1,.(-)

+oo dy .oy 19 (v)
_/_OO %K(w—u—i—l—lO)il_i_b_l(V).
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3. Korrelationsfunktionen auf Ketten endlicher Linge

e Integralgleichung fiir gé_)(a;) in Abhéngigkeit von b und b:

i J¢ (z) = sh(w(x—f))+/oo 27rlc( )1+b—1(y) (3.84)
o0 dy o w) |
_/_OO glc(ﬂj—l/—l‘f—lo)m

3.5.2. Integraldarstellung der Dichtematrixelemente im isotropen Limes
Fiir die Dichtematrixelemente fithren wir den isotropen Limes mit Hilfe der Ersetzung

'DLal o (751) ot J’ng) - ‘DLal i (gl) e 7€m) (3'85)

durch. Aus Theorem 3.4.2 folgt direkt
Korrolar 1. Fir die Dichtematrizelemente der Spin-1/2-XXX -Heisenberg-Kette der Linge
L bei T =0 gilt die Integraldarstellung

o |

Drg (& — 3 -3) [ H /c 27 (1 o ] { |1_+[|+1/c 2m(1 e ]
ot 1 i m i m B ] m ~

| TI TI wi—&% -1 [] (w— &c)] l 1T H (wi—&+i) J[ (- fk)]
J=1 k=1 k=at+1 Jj=lat|+1 k=1 k=57 +1

det[G(w;, ék)]j,k:l,...,n .
[h<jckem (€ — &) (wj — wi — 1)

3.6. Separation der Integrale fiir kleine Abstande

In diesem Abschnitt werden wir die Integraldarstellung fiir kleine m mit den Techniken
aus [13] faktorisieren und so fiir exakte numerische Berechnungen zugénglich machen. Ei-
ne numerische Untersuchung der nicht-faktorisierten Dichtematrixelemente wurde in [15]
durchgefiihrt.

3.6.1. Die Emptiness Formation Probability

Die Faktorisierung lasst sich gut an der Emptiness Formation Probability (EFP) fir m = 2
darstellen. Die EFP ist durch die Indizes oy = aiy = 31 = B2 = 1 definiert, und so folgt aus
(3.86)

Drii(é — %,52 - %)(52 ~&) =

dw dws (w1 — 51 —i)(we — 52) -
/c 2m(1+ a(wr)) /C 27(1 + a(wa)) R det [G(w],ﬁk)]j’k:%n. (3.87)
=r(w1,w2)
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3.6. Separation der Integrale fiir kleine Abstédnde

Da der Integrationsbereich des Doppelintegrals symmetrisch in den Integrationsvariablen
ist, konnen wir 7(wy,ws) durch [r(wi,ws) — r(wa,w1)]/2 ersetzen. Dies hat zur Folge, dass
wir

r(wi,ws) — r(wa,wi) =

(w1 —& —i)(w2 — &) N (w2 — & — i) (w1 — &) P(wi,ws)

W] —wg —1 w) —wo +1i T 1t (w1 —w2)? (3.88)
mit der Zerlegung von P(w;,ws) durch
und 5 ) ) ) ) o
p(w) = §w3 — (& + &+ 1) + (& + & +1/3) + 265w (3.90)
n (3.87) einsetzen kénnen. Wir erhalten dann
DLH(él —iL&6-He-6)=
1 Z / dmlG (w1,€p1) / dwyG(ws, Ep2) { p(wi) - gwl . (3.91)
+a(w)) Jo 7(1+a(w2)) 14 (w2 —wr) 3

P662

Der zweite Term in der eckigen Klammer liegt nun schon in faktorisierter Form vor. Um
auch den ersten Term zu faktorisieren, benutzen wir Gleichung (3.81), die wir umstellen zu

- 1 B dw G(w,§)
0D+ gt ~ T e 70— P 392
und von rechts nach links gelesen in (3.91) einsetzen. So folgt
Diii(éi — 5.6 - (& —&) =

> sign(P) {112(35131 —Epy +1)01(Ep1) + é%(fm) - éq’l(fm)‘bz@m)
Pe&?

214 (Ep1 —E€p2) (1 + (Ep1 — Ep2)*) W (€p1, Ep2) | - (3.93)

Dabei wurden die Funktion

c o~ dw G(wa 51)
W(&,&) = / = — 3.94
&)= f e oG- & 1) (399
sowie eine Familie von so genannten Momenten

5 [ dww T G(w,§)
q)j(f)_/c7 TTaw)

jeN (3.95)

eingefiihrt.
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3. Korrelationsfunktionen auf Ketten endlicher Linge

Eigenschaften von ¥ (£, &)

Mit Hilfe von (3.81) kann man zeigen, dass \Il(fl,ég) symmetrisch ist. Im Limes L — oo,

¢ — 0 wird die physikalische Bedeutung von ¥ (£, &2) klar:
hm hm (€, &) = 2K(z) |

L—o00 ¢p—0 r=§1—82

(3.96)

Die in (3.75) eingefiihrte Grofie K(x) beschreibt gerade die Zwei-Spinon-Streuphase [20,43].
Wir geben nun noch die Formulierung von ¥({,&2) in den verschiedenen Hilfsfunktionen
an. Neben der oben gegeben Definition in a ldsst sich (&1, &2) auch durch a ausdriicken:

_—_— dw Gw,& — 3)
\11(51752) - /C 7T(]. + ﬁ(w)) (w — 52)((41 - 52 + 1) .

(3.97)

Unter Ausnutzung der bekannten Relationen zwischen den Hilfsfunktionen lasst sich \11(51, &)
zusitzlich auch in b und b schreiben. Dies ist sinnvoll, da dabei die Integrationskonturen
tiber die reelle Achse laufen und so numerischen Berechnung zugénglicher sind. Unter Be-
nutzung der Funktionen ¢+ folgt mit fjk = §] ks

(+) ()
o [ahe )

0o ch(m(éa—v)) [1+b-1(r) 1+b671(v)

U(1, &) =2K(612) +/ (3.98)

Um nachfolgende Ergebnisse strukturell zu vereinfachen, fithren wir zusétzlich noch eine
Funktion (&1, &2) ein, die tiber

v(€1,6) =1+ (& —&)AV (&4, &) — 1 (3.99)

definiert ist. Auflerdem sei

lim (€1, &) =5 70(&, &2)- (3.100)
Eigenschaften der Momente ®,(§)

Betrachten wir nun die Momente im Limes L — oo, ¢ — 0, so finden wir Polynome in &
der Ordnung j — 1,

lim lim ®, O8) = (iggp12 3.101
A lim @ J© =0 (@) = (o) | (3.101)
k=0
und insbesondere @5-0) (€)= 1.
Diese Polynome erfiillen die Differenzengleichung
o€+ o€ —1) =281, (3.102)
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3.6. Separation der Integrale fiir kleine Abstédnde

sodass wir normierte Momente
(&) = ©;(€) — 2\ (§) (3.103)

definieren kénnen, die fiir L — oo, ¢ — 0 verschwinden. Im Weiteren ist zu beachten, dass
insbesondere

li = .104
Jim, ¢1(§) =0 (3.104)
gilt. Aulerdem definieren wir fiir den spéateren Gebrauch noch eine Determinante A,, iiber

Ay 6n) = det[; (&6)]jh=1..n

(3.105)
[hi<jcr<n &k;

Wir koénnen auch die Momente durch die anderen Hilfsfunktionen ausdriicken. Dann erhal-
ten wir in Abhéngigkeit von a

Wl G (w. E — 1 -
- _l/cd TG (w, € 2)_q>§.0)(§—i). (3.106)

#i() = (1 +aw)
Die Formulierung durch die Hilfsfunktionen b und b erfolgt hier wieder in ¢g(®):

NG SHC

u +°°@ §1—3 B 1-3
901(5)_100 o |1T4+6-1(0) 1+061()]|’ (3.107)

. oo dy §1—3 2 51*5
= —_ _ + . 3.108
w@) =] o =T =T (3.108)

Ergebnisse fiir die EFP und die Zweipunktfunktionen bei m = 2

Benutzen wir die eingefiihrte Notation und formulieren die EFP fiir m = 2 in den Funk-
tionen A und -, so erhalten wir

D@ ~ 56— D) =7~ 157E6) + 1 (Bi(E) + Ma(&) + gl ). (3109)
Aus (3.104) folgt sofort, dass
(})ii% Aj(€) =0, firallejeN, (3.110)
womit fiir verschwindenden Twist-Winkel ¢ — 0
D& —3,6-14)= % - 11*27(51752) (3.111)
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3. Korrelationsfunktionen auf Ketten endlicher Linge

folgt.
Die Berechnung der Zwei-Punkt-Funktion (cjo3) erfolgt nun iiber

(0105) L0 = Dp11(&1 — %,52 )‘|‘DL 5(& — é & — %)
— 16 - -Dial&-16-1). (3112

R

DL”(é 5.6~ 3) =Diii(6 — 5.&— 3) — Dri(é — 5) — Dri(6e —5) +1, (3.113)
i — 35,6 -1 =D& - 1) - DLﬂ(f L& -1y, (3.114)
i = 4.6 - 3) =Dri& — §) ~ Driié — §.& — 5) (3.115)

folgt
(0705) s =4Dp11(& — 5.6 — 3) —2D{(& — §) —2Dpi (& — 5) + 1. (3.116)

Dies geht im homogenen Limes (¢ — 0 bzw. £ — i—) iiber in den faktorisierten Ausdruck

1

<‘7102> *AQ( 5)—5’7(5 3)- (3.117)

l\D\'

Ergebnisse fiir die EFP und die Zweipunktfunktionen bei m = 3

Mit den gleichen Techniken wie oben und weiterhin analog zu [13] lassen sich auch fiir
m = 3 die EFP und die zz-Korrelationsfunktion bestimmen. Wir erhalten fiir die EFP
ausgedriickt durch A,, und

o 1 14562613

DL111(5 2=§2 a§3 2)—24+ 40512513 Al&) + 24513523

1 = = 34285 4563
+ —As(é, &, 8) + 0
60 3(61,62:85) 120€13823

1 — & ..
ﬂfy(&g,{lg) + zykl. Permutationen . (3.118)
24813823

(61, &) A1 (&)

Fiir ¢ — 0 geht dies in

11— &3l
24 24813803
tiber. Auch fir m = 3 lésst sich die Zweipunktfunktion (0f0Z,) durch die Funktionen A,
und ~y ausdriicken [13]. Man erhélt die faktorisierte Form

Dﬂﬂ(é — %,52 — %,53 — %) = 70(51,52) + zykl. Permutationen (3.119)

z _z 2 i Lo 1 i i
<0103>L,¢> :§A2(§7 §) - gW(ﬁ: 5) - 6(A2)m( 5) (A2):cy( )
1 L 1

40



3.7. Numerische Ergebnisse

Die Indizes x und y bezeichnen hier Ableitungen nach dem ersten bzw. zweiten Argument.
Fiir ¢ — 0 erhalten wir im homogenen Limes den faktorisierten Ausdruck

iy Lo iy, Lo
g g) = 5735 2) + 37(35 2)- (3.121)

z Z _
<0103>L— 6 3

Wl

Der thermodynamische Limes

Der thermodynamische Limes L — oo ldsst sich in obigen Ausdriicken fiir ¢ = 0 einfach
durchfithren. Die einzige von L abhédngende Funktion ist 7. Diese zeigt im Limes das
folgende Verhalten:

Jim 10(61,62) = 2[1 + EHIK(Er2) — 1. (3.122)

3.7. Numerische Ergebnisse

In diesem Kapitel werden wir zeigen, wie sich die Zweipunkt-Korrelationen im XXX-Limes
flir ¢ = 0 numerisch bestimmen lassen und die Ergebnisse diskutieren.

3.7.1. Der Algorithmus

Ziel ist die numerische Berechnung von (3.117) und (3.121). Um dies zu erreichen, be-
trachten wir die NLIE fiir die Hilfsfunktionen b und b. In dieser Formulierung laufen die
Integrationswege tiber die reelle Achse. Die NLIE werden dann im Fourier-Raum numerisch
gelost. Dies wird zusétzlich vereinfacht, da die auftauchenden Integrale vom Faltungstyp
sind. Wenn die Lésungen fiir die Hilfsfunktionen vorliegen, kann die Funktion G(), €), eben-
falls durch b und b ausgedriickt und mit Integrationswegen auf der rellen Achse, berechnet
werden. Auf dieser Grundlage kann die Funktion « gemeinsam mit ihren Ableitungen be-
rechnet werden. Sobald 7, v, und 74, bekannt sind, sind die Erwartungswerte (¢f03), und
(0%0%) [, direkt fiir beliebige L berechenbar?. Die benutzten Gleichungen sind in Anhang B
explizit aufgefiihrt.

3.7.2. Ergebnisse

In Tabelle 3.1 sind die Zahlenwerte fiir verschiedene Kettenldngen der zz-Korrelationsfunk-
tionen aufgefithrt. Die Abbildungen 3.3 und 3.4 stellen die Zahlenwerte aus Tabelle 3.1
graphisch dar.

2An dieser Stelle ein besonderer Dank an Herrn Dr. Jens Damerau, der seine vorhandenen Programme
zur Losung nichtlinearer Integralgleichungen auf das vorliegende Problem umschrieb und so die schnelle
Implementierung ermoglichte.
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3. Korrelationsfunktionen auf Ketten endlicher Léinge

L {ofo3) {oio3)

2 —1.00000000000000 —

4 —0.66666666666667 0.33333333333333
8 —0.60851556815620 0.26103720534839
16 —0.59519136338473  0.24696584167998
32 —0.59193864328956  0.24374937989865
64 —0.59113127886152  0.24297329183505

128 —0.59092994011745 0.24278223127753
256 —0.59087965782193  0.24273481483257
512 —0.59086709385781  0.24272300601642
1024  —0.59086395383499  0.24272006021644
00 —0.59086290741326  0.24271907982574

Tabelle 3.1.: zz-Korrelationsfunktionen als Funktion der Systemgrofle.

-0.85

-0.9

-0.95

-1 L SR | L L ST |
10 100

Kettenlange

Abbildung 3.3.: (0§07, ) fiir m = 1.

42



3.7. Numerische Ergebnisse

0.34 T T

0.33 |
0.32
0.31

0.3

0.29

<0,f 05>

0.28

0.27

0.26

0.25

024 b——— '
10 100

Kettenlange

Abbildung 3.4.: (0§07, ) fiir m = 2.

Diskussion der Ergebnisse

Fir L = 2, 4, 8 ist es moglich exakte Ergebnisse auszurechnen. Diese Ergebnisse kon-
nen genutzt werden, um die Genauigkeit der numerischen Berechnung zu testen. Es ist
zu beachten, dass diese mit einer Genauigkeit von 13 Stellen reproduziert werden konn-
ten (Tabelle 3.1). Die hier benutzte Methode erlaubt somit erstmals die Berechnung der
Korrelationsfunktionen mit sehr hoher Genauigkeit. Bei der Betrachtung der Abbildungen
3.3 und 3.4 wird das antiferromagnetische Verhalten des betrachteten Modells sichtbar. Es
sorgt dafiir, dass die Nichste-Nachbar-Korrelation negativ ist, wihrend die Ubernichste-
Nachbar-Korrelation positiv ist. Der monotone Abfall des Betrages der Korrelationen lésst
sich durch den in der Festkorper-Physik 'quantum frustration’ genannten Effekt erkldren.
Zur Veranschaulichung betrachten wir zwei XXX-Ketten der Lingen 2 und 4. Die unnor-
mierten Grundzusténde lassen sich dann schreiben als

lgs)2 =[11) —[T1), (3.123)
Néel
lgs)a =2[TLTL) +2[LT11) = [LUIT) = [TLI) = [T1L0) — [TLL). (3.124)
Néel quantum frustration

Zustédnde mit abwechselnden Spins auf benachbarten Platzen werden Néel-Zustande ge-
nannt und bilden ein Analogon zum klassischen Antiferromagneten, der eine ungestorte
antiferromagnetische Ordnung der Form (o{o7,, 1) = (—1)" zeigt. Fiir die XXX-Kette wird
diese Ordnung nur fiir L = 2 erreicht: Hier zeigt die Nachste-Nachbar-Korrelationsfunktion
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3. Korrelationsfunktionen auf Ketten endlicher Linge

(3.123) das gleiche Verhalten, wie im klassischen Fall. Fiir L = 4 zeigt sich in (3.124), dass es
eine bestimmte Wahrscheinlichkeit fiir zwei parallele Spins auf benachbarten Pléitzen gibt.
Dies vermindert die Korrelation. Fiir anwachsende Kettenldngen wird die Néel-Ordnung
mehr und mehr frustriert, womit sich das monotone Verhalten der dargestellten Korrela-
tionen erklart.

Thermodynamischer Limes

Aus den Gleichungen fiir b und b (vgl. (3.71) und (3.72)) ist ersichtlich, dass b(x) und b(x)
fiir L — oo verschwinden. Damit werden die Integrale in den Gleichungen fiir v, v,, und
Yay zu Null, und wir erhalten (vgl. explizite Gleichungen im Anhang B)

1 4 .1 16

lim (ojo3) =
L—oo

Die erste Gleichung folgt sofort aus dem klassischen Resultat von Hulthéen nach [29],
wahrend die zweite Gleichung dem bekannten Resultat von Takahashi [60] entspricht.

Die Korrelationsfunktionen fiir endliche Kettenldngen wurden also hier als Korrekturen
der asymptotischen Werte mit hoher Genauigkeit berechnet.
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4. Die Dichtematrix im X X-Limes

In diesem Kapitel werden wir Integraldarstellungen fiir die Dichtematrixelemente der XXZ-
Heisenberg-Kette bei endlicher Temperatur im Limes A — 0, dem Limes freier Fermionen,
auch XX-Limes genannt, betrachten.

Wir werden zuerst kurz zeigen, wie dieser Limes mit der Beschreibung freier Fermionen
verbunden ist. Anschliefend werden wir Integraldarstellungen der Dichtematrixelemente
im XX-Limes fiir verschiedene Falle untersuchen.

Freie Fermionen

Wir schreiben den Hamilton-Operator der XXZ-Kette bei A = 0 in den Auf- und Abstei-
geoperatoren ST = S% +iSY und erhalten

L—-1 L
Hxx =2J Y (SFS;,+5;SH,)+2J(S; ST +5,50)—h>_ S5, (4.1)
j=1

Nach Anwendung der Jordan-Wigner-Transformation

k=1 k=1

-1 -1
;=8 [T]@Sfsy —n|, =57 |TI@Ss, -] . (4.3)

k=1 k=1

z __ z + -1 _ T
o7 =287 =1[58],5;]1=1-2¢c; (4.4)
folgt daraus
L-1 L h L

Hyxx =27 Y (cl jcj+clejn) —2J(cler + cher) H (1 - 2cle)) 52 (1 2cle)). (4.5)

7=1

Dabei gehorchen die Fermi-Operatoren den kanonischen Anti-Vertauschungsrelationen.
Betrachten wir andererseits freie Elektronen in tight-binding-Néherung auf einer peri-
odisch geschlossen Kette der Lange L in zweiter Quantisierung, so lautet der entsprechende
Hamilton-Operator

M\?

HFF—2JZ j_HCj-i-C C]_H
7j=1

L
Z (1 —2cle;). (4.6)
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4. Die Dichtematrix im X X-Limes

Um die Gleichheit von Hxx und Hppr im thermodynamischen Limes zu zeigen, betrachten
wir beide Operatoren in diagonalisierter Form. Hpp wird mit der Ein-Teilchen-Dispersion
en = h+4J cos(np)undn =0, ..., L—1, ¢ = 27/ L iiber eine diskrete Fourier-Transformati-
on diagonalisiert. Es folgt

L—1 hL
HFF,diag = Z(élén)gn - 5 (47)

n=0

mit
oL NS g LS~ tping
= — e Wnel L El=—=) e, (4.8)
A R A PPN

Da die z-Komponente M des Gesamtspins eine Erhaltungsgrofe ist, kann in (4.5) der Term
le(l - 2c;r»cj) durch (—1)™ ersetzt werden. Damit ergibt die Diagonalisierung von Hyx

einen zu (4.7) aquivalenten Ausdruck mit der Dispersion

1
6n_{h+4Jcos((n+2)g0) , M gerade =0 L1 (4.9)

h + 4J cos(ny) , M ungerade

Da im thermodynamischen Limes L — oo die Argumente in den Kosinus-Termen kon-
tinuierlich werden, beschreiben Hrppr und Hxx gleicherweise die Thermodynamik freier
Fermionen.

4.1. Dichtematrix im homogenen Fall

Wir betrachten hier die Integraldarstellung fiir die Dichtematrixelemente im XX-Limes im
homogenen Fall (alle Inhomogenitaten &; sind Null). Danach geben wir eine Darstellung
im inhomogenen Fall an und betrachten abschlieBend einige Grenzfalle.

Ausgangspunkt ist die Integraldarstellung der Dichtematrixelememente geméaf [22]. Im
XX-Limes gilt:

A=ch(n) =0= n= % = sh(\ £ 1) = Lich(y). (4.10)

Im homogenen Fall lasst sich die Darstellung der Dichtematrixelemente im XX-Limes durch
Anwendung von (4.10) schreiben als

XX . m(m—1) m dwj
DNhom :(_1) 2 H . %
j=1

o (cich() T (sh(w)"
% l H 1+ a(w;)

1+ a(wj)

lat] . . at-1 m—at
(—ich(w;))™ " (sh(w;))™ "
I |

H1§j<k§m sh(wy, — wy)
[1721 sh™ (wj)ch™ (w;)

(4.11)

=lat|+1

Die Notation in den &; und Bj ist in Kapitel 3.4.1 erklart.
Die Kontur C besteht aus zwei Teilkonturen C* die parallel zur reellen Achse durch
Im A = £7 verlaufen. Die Stiicke der Integrationspfade, die parallel zur imaginéren Achse
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4.1. Dichtematrix im homogenen Fall

_Re

Abbildung 4.1.: Die Integrationskonturen C* verlaufen entlang der Linien Im \ = 47 /4.

verlaufen, werden nach £oo verschoben, wo sie durch verschwindende Asymptotik des
Integranden nicht mehr beitragen.

Wir werden nun in (4.11) eine Transformation auf die erste Brillouin-Zone geméfl [25]
vornehmen. Dazu werden die beiden Teilkonturen wie folgt parametrisiert:

1 .
CH) . [n/2,7] U [-m,—7/2] —-C,w= iarth(sin(p)) + lzﬂ,
c) i [—n/2,7/2] —-C,w= %arth(sin(p)) - IZW (4.12)

Damit folgt

1 dw i
h(2w) = h(2w) = si — = - 4.1
h() = s coh(20) = sin(p). — 5o = (1.13)
und fiir die Hilfsfunktion gilt
a(x) = ) 1+ sin(lil,—‘]T) cos(p) N2
B 1-— sin(;\lf—‘gp) cos(p)
1
= lim a(\) =exp {—(h —4J cos(p))} . (4.14)
N—o0 T

Dies entspricht gerade dem Boltzmann-Gewicht eines freien Fermions im eindimensionalen
Gitter mit chemischem Potential h. Um diese Transformation nun auf (4.11) anzuwenden,
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4. Die Dichtematrix im X X-Limes

schreiben wir diesen Ausdruck etwas um,

ot
D —(—) ™5 (—1)% ~"2[sh(2w;)]*
Nhorn [H /c 27r1] [ 1 [ch(2wj) + 1][ch(2w]) —1] j(l + a(wj))

il ()% ' 2[sh(2u;))% ]
oo [ch(205) + 1eh(2w5) — 1% (14 ()

X

ch(2wy) =1  ch(2w;) —1

x H < sh(2wp)  sh(2wj) )

| 1<j<k<m

, (4.15)

fithren die Transformation (4.12) unter Anwendung der Relationen (4.13) durch und erhal-

ten
Do =(— m(m . H/ dp]] [ (Gl eipj)]
1<j<k<m
lat] —i(ar—1)p; m - —i(B; —1)p;
e J -_1€ J
x S (1) . (4.16)
[]1;[1 1+ Cl(pj) '—IH-H 1+ Cl(pj)

Wir schreiben nun das Vandermonde-artige Produkt [;<; <, (€?* — ¢7) als Summe
iiber Permutationen und vereinfachen den Ausdruck. Es folgt

DX, —<—1>’”<"5”{ ﬁ (-1 ] Y sgn(v)

j=|lat|—1 veG™
lat| (G —v(j (B —v(4))p
T dpe dpe J
— . 4.1
X{U 27 1+a@p ]L 11 /,W27r 1+ a(p) (4.17)
j=1 |at|+1

Die Summen iiber Permutationen schreiben wir jetzt wieder als Determinanten und erhal-
ten

Theorem 2. Die homogene Form der Integraldarstellung der Dichtematrizelemente im
XX -Limes lautet

ot
-+ .

DNhom - [H (_1>BJ I det [B]k<p)]]7k:1,7m (418)

j=1

mit
dp exp{—i(a] —k)p} N :
5 B S fur j=1,...,]a"] L1
jk(p) N T dp exp{— l(ﬁ —lat] —k)p} .. . T ( ' )
T TH50) fir j=la"|+1,...,m
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4.2. Dichtematrix im inhomogenen Fall

4.2. Dichtematrix im inhomogenen Fall

Auch im inhomogenen Fall ist die Integraldarstellung aus [22] der Ausgangspunkt. Fiithren
wir dort den XX-Limes durch, ohne die Inhomogenititen gegen Null gehen zu lassen,
erhalten wir

|a | Hk 1 —1 Ch( gk) Hm:~+ sh(wj — fk)
XX m(,,21 1) k a; +1
D™ =(-1) [H/ 2771} 1+ a(wj)

_ m Hij;l_l jCh(u)j — fk) ZL:B]7+1 Sh(qu — §k)
X H 1 + a(w]')

j=lot|+1

-H1§j<k§m sh(wy — wj)sh(&; — gk)] )
" | [T k=1 sh(wy — &)eh(wy — &) | (4.20)

Diesen Ausdruck transformieren wir mit (4.12) unter Benutzung von (4.13) auf die erste
Brillouin-Zone

Jmiz= mor g | [l m 1
Dy == [H/ﬂzwi” 1+<>”H 1+a<pj>]

:|a+\+1
'ﬁ G il m%
>< .
aie] @ - tan(qa ) sin(p;) ilort |41 @ - tan(qgj_) sin(p;)
L i i
IO‘JF‘ j_ 1 m 1
X
(1T o) <k:§+1 S
m ; 1 m 1
< 1 ( )( I )
j=lat|-1 N k=1 eP — tan(qy) k=, 1 1 — (=i)e's tan(gy)
: cos(qr +q;) +1
x (67 — ) (tan/2) — tan(ay/2) DBELLELN ()
| 1<j<k<m 1N\ qk 14 g;

Dabei sind die ¢; die ebenfalls geméf (4.12) transformierten Inhomogenitaten. Dieser Aus-
druck ldsst sich wieder mit Hilfe der Vandermonde-Determinante etwas kompakter schrei-
ben. Wir erhalten als Ergebnis das
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4. Die Dichtematrix im X X-Limes

Theorem 3. Die Dichtematrizelemente der XX-Kette lauten im inhomogenen Fall

XX (- m(m ) [H/ dpj] [ cos(#54)

1<i<h<m cos(qx/2) cos(q;/2)

det [P(pj)]; ko1,

5T
a; 1

) Iﬁl cos(qd;) ( H 1 > ( ﬁ ] )
=1 1= sin(qd;) sin(pj) \ ;55 1 —ie”"7 tan(gx) ka1 1 + iePs tan(gy)
[ 37 —1 G- —
y ﬁ (—1)57 cos(qBj,) (ﬁhl ) ) ( ﬁ . )
i=latl+1 L= sin(gz-)sin(p;) \ = 1—fe “Pitan(gr) J\ 41 1+ ie'Ps tan(qx)
(4.22)
mit )
—i(a —k)p;
e i=1,...,|a"]
1 ; J ) )
[Py =9 5 (4.23)
e 1 it 1
1+a(pj) ]—|Oé |+ yeea, M

4.3. Spezialfille

Wir werden die obigen Ergebnisse fiir die Dichtematrixelemente der XX-Kette noch in
einigen Spezialfillen betrachten.

4.3.1. Die inhomogene Emptiness Formation Probability

Zuerst betrachten wir die Emptiness Formation Probability im inhomogenen Fall. Es sind
zwei Typen zu unterscheiden:

1. m benachbarte Spins zeigen nach unten. ®_ : o; = 3; =2Vj = ﬁNj =3j

2. m benachbarte Spins zeigen nach oben. &, : a; =3;=1Vj = aj=m—-j+1 =
Oéj :j

Beide Typen unterscheiden sich lediglich im Vorzeichen und in der verwendeten Hilfsfunk-
tion. Wir geben daher hier nur &_ an:
efi(jfk)pj ]

dp; cos( 54
{1;[ / 27 ] L<]1<_£<m cos(qx/2) cos(q]/2)] det 1+ a(pj)

m izl 1
{1;[ — sin( Q5qjs)1n(p]) ( H 1— ie—iplj tan(Qk)) <k:1;£1 1+ ieipjltan(%)>] '

k=1
(4.24)
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4.4. Verbindung zu Korrelationsfunktionen

4.3.2. Tieftemperaturlimes
Wir betrachten den Limes 7" — 0 im homogenen Ausdruck des Trotter-Limes. Dort gilt

4.J cos(p) — h] ' (4.25)

a(p) = exp { T

Wir miissen nun Fallunterscheidungen treffen, da 1 + a fiir 7" — 0 je nach Vorzeichen im
Exponenten der e-Funktion gegen Null oder Eins geht.

1. h>0, |h| < 4J : Hier ist

li =0 lim @(p) = oo. 4.26
A, a(p) , Aim, a(p) = oo (4.26)

Es folgt so

o | , m dp —i(af—k)p _ . . n
DX = [H(—l)ﬁjﬂ] { O_W 5o€ = 504;% ftlr j=1...,|a"|

hom

° j=1 fir j=lat|+1,...,m

(4.27)
2. h <0, |h| <4J : Hier folgt analog
o] 1[0 fir j=0,...,|a"|

Dn{X = -1 By~ (87— . . L .

Nhom jl;[l( )7 ffﬂg—ﬁe i(8; k)p:%j_,C fir j=|at|+1,....m
(4.28)

3. h < 4J : Hier gibt es einen Vorzeichenwechsel in der Hilfsfunktion in Abhéngigkeit
von p. Wir definieren pg := arccos(%). Damit folgt

Ip| > Ipol : h —4Jcos(p) >0, 4J cos(p) —h <0
Ip| < |pol: h—4Jcos(p) <0, 4J cos(p) —h >0, (4.29)

und wir erhalten als Ergebnis

¥ sin((af —k)po) . . n
o ot . 7(19_]&;)” —50¢k fir j=1,...,]a™]|
DNh = H(—l) J . — .
N e sin((8; —k)ro) fir j=lat|+1,...,m
J= (ﬁ]_—k)ﬂ' ] R
(4.30)

4.4. Verbindung zu Korrelationsfunktionen

In diesem Abschnitt werden wir kurz zeigen, wie die Integraldarstellungen der Dichtema-
trixelemente benutzt werden koénnen, um Korrelationsfunktionen explizit auszurechnen.
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4. Die Dichtematrix im X X-Limes

0.22 T T T T

0.2
0.18
0.16
0.14
0.12

0.1
0.08
0.06
0.04

0.02 <01'|03+>, leh:l

+

<0, 0,">
<0, 05 >

<01’|02+>, leh:l

0 2 4 6 8 10 2 4 6 8 10
T A

o

Abbildung 4.2.: (o7 o) fiir m = 1. Abbildung 4.3.: (o7 o} ) fiir m = 2.

Dazu betrachten wir das einfache Beispiel (0] 05 ). Im homogenen Fall gilt fiir endliche
Trotter-Zahl

e (431)

Die Anwendung von Theorem 4.1 liefert dann im Trotterlimes N — oo

d T d ip1 _ gip2
/ apy p2 e e (4.32)

™ (1+a(p1))(1 +a(p2))’

Der Trotter-Limes ist hier lediglich in der Hilfsfunktion zu beriicksichtigen, fiir die das
Ergebnis (4.25) eingesetzt wird. Gleichung (4.32) lasst sich nun numerisch l6sen; dieses
Ergebnis sowie das numerische Ergebnis fiir m = 2 sind in den Abbildungen 4.2 und 4.3
dargestellt. Es ist deutlich sichtbar, dass die Korrelationen fiir grofiere Absténde schwéicher
werden und mit ansteigender Temperatur weiter abnehmen.

In Kapitel 7 werden wir dieses exakte Ergebnis mit der asymptotischen Entwicklung
vergleichen.

52



Teil 1.

Asymptotik von
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5. Bethe-Ansatz

In diesem Teil der Arbeit beschéaftigen wir uns mit der Asymptotik der Korrelationsfunk-
tionen im XX-Limes. Dazu benutzen wir die so genannte Formfaktorentwicklung, die wir
fiir (070%)- und (o~ o™ )-Korrelationsfunktionen durchfiihren werden.

Als Vorarbeit miissen wir uns zuerst detailliert mit dem Bethe-Ansatz im XX-Limes
beschéftigen und die Lage der Bethe-Ansatz-Zahlen sowie die Eigenschaften der Eigenwerte
der Quanten-Transfermatrix und die davon abhéngenden Korrelationsldngen untersuchen.
Dies geschieht in diesem Kapitel.

5.1. Losung der Bethe-Ansatz-Gleichungen

Fir die XXZ-Kette werden die Bethe-Ansatz-Zahlen durch das gekoppelte Gleichungssys-
tem

a(Nj) _ ﬁ sh(\j — A\ 4+ 1)
d(/\]) 1 Sh()\j - /\k - 77) ’
k#j
bestimmt. Wenden wir n = in/2 mit A = ch(n) = 0 auf (5.1) an, so erhalten wir die
Bethe-Ansatz-Gleichungen im XX-Limes fiir endliche Trotter-Zahl:

j=1,....M (5.1)

a(\) =[itanh(\ + B/N)N/2e37 | d()) = [~itanh(\ — 3/N)|N/2e 27 (5.2)

[tanm_fv) o T = (—1)M1, (5.3)

- tanh(\ + %)

An dieser Stelle ist anzumerken, dass die Bethe-Ansatz-Gleichungen entkoppeln und sich
somit fiir jede Bethe-Ansatz-Zahl einzeln 16sen lassen. Um dies auszunutzen definieren wir
zuerst zwei Hilfsfunktionen:

tanh(\ —
v d(A) anh( )7k , fiir N/2 — M gerade,  (5.4)
tanh(A + %7)

a1(A) = —ag(N), fir N/2 — M ungerade, (5.5)

oz

Zlw|2[w

womit sich die Bethe-Ansatz-Gleichungen ergeben als

ap(A) = =1 fiir N/2 — M gerade, (5.6)
ag(A) = +1 fir N/2 — M ungerade.
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5. Bethe-Ansatz

Mit sh(%) =:ish(2\) tan(k) lasst sich a(\) ausdriicken durch
a(A) = e HINTE, (5.8)

Wir wollen nun die Gleichungen (5.6), (5.7) lésen, um tiber die Parametrisierung von & in
n Losungen fiir die Bethe-Ansatz-Zahlen \ zu bestimmen. Wir unterscheiden dabei zwei
Falle:

1. N/2 — M gerade:

h
a(\) = ~1 < —ikN - 2 = —i(2n — 1)

T ih
—+

N

0,1,...,~ 1 (5.9)
2

2. N/2 — M ungerade:

h
a(\) = 1 ¢ —ikN — - = ~2n7i

T ih N
k=2n— + — =0,1,..., — —1 1
& nN—i—NT,n 0,1, > (5.10)
Die Nummerierung n = 0,1,..., N/2 entspricht den iiblichen Konventionen und erzeugt

alle moglichen N/2-vielen Werte fiir A mit

sh(2)) = —ish(22) cot(k). (5.11)
Mit der eingangs eingefiihrten Skalierung 3 = ij und n = 7” folgt schlief3lich

sh(2)\) = sin(4%) cot(k). (5.12)

Diese Gleichung bestimmt die einzelnen Bethe-Ansatz-Zahlen im XX-Limes in Abhéngig-
keit von k, wobei k geméaf (5.9, 5.10) definiert ist.

5.2. Eigenschaften der Bethe-Ansatz-Zahlen

Um in den Kapiteln 6 und 7 die Formfaktorentwicklung bestimmter Korrelationsfunktionen
betrachten zu konnen, ist es zunédchst notig, Anregungen der XX-Kette zu analysieren.
Diese Anregungen hingen in expliziter Form von speziellen Bethe-Ansatz-Zahlen ab, die
so genannte Teilchen- bzw. Lochlésungen bilden.

Wir werden im Folgenden detailliert auf die Eigenschaften der Bethe-Ansatz-Zahlen und
insbesondere auf ihre Lage in der komplexen Ebene eingehen.
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5.2. Eigenschaften der Bethe-Ansatz-Zahlen

Grundsatzliches zur Symmetrie

Wir wollen zunéchst zeigen, welchen Symmetrieeigenschaften die Bethe-Ansatz-Zahlen ge-
niigen. Dazu betrachten wir die LHS von (5.12). Da sh(2)) periodisch mit Periode ir ist,
beschrinken wir uns auf den Streifen S = {A € C| — § < ImA < §}. Die Abbildung
S — C, XA — sh(2)) ist eine 1-zu-2-Abbildung, da jeder Punkt aus C wegen

sh(2(Z — X)) = sh(ir — 2\) = —sh(—2X) = sh(2)) (5.13)

zwei Urbilder hat. Geometrisch beschreibt dies eine Punktspiegelung in :tizﬂ. Diese Punkte
sind somit Verzweigungspunkte der Inversen von sh(2)). Daher kénnen wir uns im Wei-
teren auf den Streifen —7 < Im A < 7 beschrénken. Bei der spéteren Betrachtung der
Nullstellen von 1 + a(A), werden wir zusétzlich die Linien Im A = £% hinzunehmen sowie

Re A > 0 annehmen.

5.2.1. Zerlegung in Real- und Imaginarteil

Um in Abschnitt 5.3 die Korrelationsléngen, die das asymptotische Verhalten der Korrela-

tionsfunktionen bestimmen, nach Betrag und Phase berechnen zu kénnen, muss zuerst der

Ausdruck fiir die Bethe-Ansatz-Zahlen in Real- und Imaginérteil zerlegt werden.
Betrachten wir zunéchst wieder die LHS von (5.12). Mit u = Re A und v = Im X folgt:

sh(2\) = sh(2u) cos(2v) + ich(2u) sin(2v). (5.14)

Dies fiihrt auf elliptische Koordinaten, die eine Ellipse mit Brennpunkten bei +i beschrei-
ben. Es gilt

[sh(2X) — i| £ |sh(2X) + i| = ch(2u) — sin(2v) £ (ch(2u) + sin(2v))

B {20h(2u) fiir +

] . . (5.15)
—2sin(2v) fir —

Der obere Term bezieht sich auf das positive Vorzeichen, wahrend der untere Term das
negative Vorzeichen beriicksichtigt. Diese Beziehung nutzen wir nun aus, indem wir die
RHS von (5.12) betrachten. Wir schreiben

sin(2x) — ish(2y)

t iy) = A
cot( +iy) ch(2y) — cos(2x) (5-16)
und zerlegen k durch k = g + ip mit
_h ) @2n+1)% , N/2— M gerade
P=N7 17 { 2n% , N/2 — M ungerade ° (5.17)
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5. Bethe-Ansatz

Mit k = % folgt dann

sh(2u) cos(2v) = C}TEIQI;(;;)—STO(S(?(]) ) (5.18)
sin(x)sh(2p)

 ch(2p) — cos(2q)

ch(2u) sin(2v) =

(5.19)

Dies setzen wir in (5.15) ein und erhalten fiir den Imaginér- und Realteil von A\ = u + iv

sin(2v) } _ 1 { |:a2 n gx_] 1/2 . {ag N % 1/2}7 (5.20)

ch(2u) 2

=fx(z)
mit
a = cos(k), (Bt := 2sin(k)[sin(k)ch(2p) £ sh(2p)], x := ch(2p) — cos(2q). (5.21)

Wir haben damit A = u + iv explizit in Real- und Imaginérteil aufgespalten und in der
komplexen Variablen k = q + ip dargestellt.

5.2.2. Die Trajektorie der Bethe-Ansatz-Zahlen

Wir wollen nun die durch (5.20) und (5.21) bestimmte Trajektorie, auf der sich die Bethe-
Ansatz-Zahlen aufhalten konnen, naher diskutieren. Dazu werden wir zuerst die Monotonie
des Realteils untersuchen und anschliefend den Start- und Endpunkt der Trajektorie be-
trachten. Dann stehen genug Informationen zur Verfiigung, um die Kurven, auf denen die
Bethe-Ansatz-Zahlen liegen, zu skizzieren.

Monotonie

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dass der Realteil der Bethe-Ansatz-Zahlen als kon-
tinuierliche Funktion von ¢ ein Extremum besitzt. Dazu werden wir die Ausdriicke (5.20)
kurz diskutieren.

Da cos(2q) in [0, 7/2] monoton f&llt, ist # eine monoton wachsende Funktion von ¢ fiir
q € [0,7/2]. Da auch sin(2v) monoton in v fir v € [—m/4, /4] ist, sind die Monotonieei-
genschaften von v als Funktion von ¢ die gleichen wie die von sin(2v) als Funktion von z.
Es gentigt daher, nur f_(z) aus (5.20) genauer zu betrachten:
Zunéchst gilt

By — - =4sin(k)sh(2p) >0 fir 0 <k <7

4J 4J
= —< > —. .
K NT_W@N_WT (5.22)
Daraus folgt, dass
F(z)<0 = —% <v <0 (5.23)
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5.2. Eigenschaften der Bethe-Ansatz-Zahlen

Es lasst sich nun zeigen, dass

4J
f(x) >0 fir N>— Vx>0 (5.24)
'l
Ist N also groB genug (N > 27) so ist der Imaginirteil v eine monotone Funktion von

q€[0, 3]
Analog gilt, dass fi(x) > 0 fiir alle z > 0. Um die Extremaleigenschaften von f, (z) zu
untersuchen, betrachten wir nun

! _ 1 ﬁ—i— ﬁ—
fi(z) = T 9.3/2 {(a2x+ﬂ+)1/2 T (a2z _i_ﬂ_)l/Q}’
4J

und nehmen an, dass es ein xg > 0 mit f! (zo) = 0 gdbe. Dann folgt fir N > 27, dass
[ (x) hochstens eine Nullstelle fiir g > 0 hat. Setzen wir die Definition ein, so folgt aus
xo = ch(2p) — cos(2qp), dass u als Funktion von ¢ genau dann ein Extremum hat, wenn
1
cos?(k)ch(2p)

(5.25)

<1 (5.26)

gilt. Aus den Definitionen von p und ¢ ist schlieSlich ersichtlich, dass es fiir hinreichend
grofle Werte von h immer ein solches Extremum in u geben mu#.

Betrachtung von Start- und Endpunkt der Trajektorie

Wir betrachten unter der Annahme, dass N > % gilt, die Funktionen u(q) und v(q) mit
zunéchst kontinuierlichem ¢ € [0, 5.
Am Start-Punkt gilt ¢ = 0. Aus (5.20) folgt dann:

- fir sin(k) coth(p) > 1 (5.27)
v= , :

—3 arcsin(sin(k) coth(p)) > —%  fiir sin(k) coth(p) < 1

tarch(sin(k) coth(p)) > 0  fiir sin(x) coth(p) > 1 (5.28)
u= . :

0 fiir sin(x) coth(p) < 1

Der Fall sin(x) coth(p) = 1 definiert ein kritisches Magnetfeld h., welches gerade die beiden
zu unterscheidenden Falle trennt:

h 4J
Pe = N; = arth(sin(k)) < h. = NTarth (sin (NT)) ~ 4J. (5.29)
Dies ist das bekannte kritische Feld der XX-Kette.
Fiir den End-Punkt mit ¢ = § folgt
1 Lo T
V=3 arcsin(sin(k) tanh(p)) > ~7
u=0. (5.30)
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5. Bethe-Ansatz

Abbildung 5.1.: Skizze der Trajektorie der Bethe-Ansatz-Zahlen. Beachte die unterschied-
lichen Startpunkte fiir h < h. und h > h. sowie die Auspriagung des
Maximums in u fiir 1/(cos?(x)ch(2p)) < 1.

Dies liefert genug Informationen iiber die Kurven, auf denen die Bethe-Ansatz-Zahlen lie-
gen. Aufgrund der Symmetrie ist es ausreichend, den Bereich -7 < v < 0,u > 0 zu
zeichnen (vgl. Abb. 5.1).

Diese Informationen helfen uns dabei, die Teilchen-Loch-Paare, welche die fithrenden
Anregungen charakterisieren, in den Kapiteln 6 und 7 zu identifizieren. Wir erinnern uns

daran, dass g wie folgt quantisiert ist:

:{(271—1—1)7r n=0,1,...,% -1, N/2 - M gerade (5.31)

N> 2
2n4; , n:(),l,...,%—l,N/2—Mungerade.

Im zweiten Fall ist ¢ = 0 eine Bethe-Ansatz-Zahl. Wir zeigen nun, dass nur diese Bethe-
Ansatz-Zahl fir h < h, auf der Linie ImA = —ir/4 liegen kann und somit alle anderen
Bethe-Ansatz-Zahlen getrennt von dieser Linie auftreten. Dies ist wichtig, da spéter Inte-
grationskonturen iiber diese Linie laufen sollen. Da v(q) monoton ist, geniigt es ¢ = % fiir
N/2 — M gerade bzw. ¢ = QW” fiir N/2 — M ungerade zu betrachten. Mit ¢ = 57, a = 1,2
und v, = v(q) folgt unter Benutzung von

B+ 8J(2J % h)

lim —=———-—= 5.32
No T B2 4 (amT)? (5.32)

.— h . anT
und 7 := g5, s:= %G5 der Ausdruck

(5.33)

N—o0 72 + 52 r2 + 52

sin(202°) = lim sin(2v,) = % { [1 + M} 1/2 B [1 + M] 1/2}
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5.3. Eigenwerte und Korrelationsldngen

Re Re
X | X x XX
« X X « % %
X X X X
X X x X
X X
—————————————————————————— -in RN S N 1
4 4
N/2-M gerade N/2-M ungerade

Abbildung 5.2.: Skizze zweier exemplarischer Bethe-Ansatz-Zahl-Verteilungen fir N/2—M
gerade bzw. ungerade bei h < h.. Beachte, dass nur fiir N/2 — M ungerade
genau eine Bethe-Ansatz-Zahl auf der Linie Im A = —ir/4 liegt.

mit r, s € R. Wir betrachten nun obigen Ausdruck in Polarkoordinaten

r=rgcosp, s=rosing, 719€[0,00), goE[O,g], (5.34)
A1 — 1/2 A1 1/2
25in(20%°) = (1 + (:‘;COS@> - (1 + W) = f(ro,p).  (5.35)
0 0

Daraus folgt direkt, dass d, f(ro, @) > 0, Vo € (0, 5) gilt. f(ro, p) wichst also monoton als
Funktion von ¢, und es geniigt, die Funktion an den Réndern zu betrachten:

s
f(rﬁvg) =0

-2 fix h<he . = fir h<he
f(T‘(),O)—{ —3 fir h>he Ve = { —arcsin(%2)  fir  h > he (5.36)

Wegen ¢ = 0, rg # 0 folgt, dass fiir alle b > h. die Bethe-Ansatz-Zahlen mit ¢ # 0 von
der Linie Im A = —7 getrennt liegen. Es ist dabei anzumerken, dass dies nicht fiir h < h,
und T = 0 gilt. Vielmehr sammeln sich fiir 7 = 0 unendlich viele Bethe-Ansatz-Zahlen an
dieser Linie. Fiir h < h, und T" > 0 liegen die Bethe-Ansatz-Zahlen jedoch wieder getrennt
von der Linie Im A = —7.

Wir konnten also zeigen, dass nur im Fall N/2 — M ungerade Bethe-Ansatz-Zahlen auf
Im A = —7/4 liegen. Wir konnten weiterhin zeigen, dass dies nur auf eine Bethe-Ansatz-
Zahl und nur im Fall A < h, zutrifft und dass alle weiteren Bethe-Ansatz-Zahlen abseits

dieser Linie auftreten (vgl. Skizze in Abb. 5.2).

5.3. Eigenwerte und Korrelationslangen

Wir méchten nun die Eigenwerte der QTM und die zugehorigen Korrelationslangen be-
trachten, um die Grundlage fiir die spéter erfolgende Identifizierung der fiihrenden Kor-
relationslangen zu schaffen. Dazu betrachten wir zuerst eine geeignete Produktdarstellung
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5. Bethe-Ansatz

von A()N), aus der wir Integraldarstellungen fiir In A(\) herleiten koénnen, die dann die
Korrelationsldngen und auch die Freie Energie direkt zugénglich machen.

5.3.1. Produktdarstellung
Ausgangspunkt fiir die Herleitung der Produktdarstellung der Eigenwerte ist Gl. (2.47).

Wenn wir dort n = % setzen, erhalten wir unter Benutzung der Hilfsfunktion ag den
Ausdruck
M
AN) =a(N) [H —icoth(A — ;)| (1 £ ag(N)), (5.37)
j=1

wobei das positive Vorzeichen fiir N/2 — M gerade zu wéhlen ist, wihrend das negative
Vorzeichen fiir N/2 — M ungerade gilt. Wir definieren nun die Polynome

e7r [(wq — 1)(w + ¢)]/* £ e~ 77 [(wg + 1)(w — q)?
[(wq + 1) (w + ¢)]V/?

Py(w,h) = , (5.38)

3
und erhalten mit w = e?* und ¢ = >~

Pi(w,h)
AN =iz~ coth(A — A, . 5.39
. [H t )] (wq + D(w+ 9] 5%

Die Py haben als Polynome vom Grad N fiir A > 0 die folgenden niitzlichen Symmetrieei-
genschaften:

1 (—1)N/?
Pi(——,h) = Py(w,h
:I:( w7 ) ’UJN :t(wv )
=: Pi(wj,h):0<:>Pi(fw%,h):OVh>O. (5.40)

AuBlerdem verhélt sich Py asymptotisch wie Py(w,h) ~ (e% + e_%)wN q%. Aus den
Symmetrieeigenschaften und dem asymptotischen Verhalten folgt fiir N > %

N/2
Pi(w,h) = (€2 e 21)g? [[(w—wh)(w+ L), (5.41)
j=1 ’
wobei ch = ¢? J . Wir betrachten nun die Bethe-Ansatz-Zahlen im Streifen — % < ImX <
bzw. auf dem Rand ImA = —7, ReA > 0 und bezeichnen diese mit )\f, j =1,..., %
Damit lasst sich die Hilfsfunktion schreiben als
T2 q(w — w)(w +1/w))
h
lt+taA) =(1+e T
W=t 10 2 g
NIZ h(X — AE)ch(\ + AT
(1+e )] ( Jﬁ) ( ) (5.42)
jaie sh(A+ 5 )ch(A — &)
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5.3. Eigenwerte und Korrelationsldngen

Abbildung 5.3.: Die Integrationskonturen C und C. Die Teilkonturen schlieBen sich im Un-
endlichen. Die verschiedenen Méoglichkeiten die Konturen zu schlieffen sind
oben links angedeutet.

Wenn wir nun einen gegebenen Eigenwert betrachten, so ist dieser durch eine Menge von
Bethe-Ansatz-Zahlen {)\j}é\il := BR bestimmt. Sei auflerdem PR definiert durch PR :=
{\j € BR|\; ¢ {)\f}} und analog HR := {\; € {)\f}|)\j ¢ BR}. Die Elemente von PR
nennen wir Teilchen, ihre Anzahl sei M),, wihrend wir die Elemente von H R Locher nennen
und ihre Anzahl M}, := N/2— M + M, betrage. Es seien nun )\? € HR verschiedene Locher
und )\g € PR verschiedene Teilchen. Dann folgt das

Lemma 4. Fir den Eigenwert der QTM gilt die folgende Produktdarstellung:

(5.43)

A = (e £ o) { )2 itanh(} — A?)} [N” ch(A = XF)ch(r + X)

Hj-\/[:pl itanh(A — A?) ]1;[1 ch(A — %)ch()\ + %)

5.3.2. Integraldarstellung fiir den Logarithmus des Eigenwertes

Wir benutzen nun die Produktdarstellung (5.43) um Integraldarstellungen von In A(\)
herzuleiten. Dabei ist es wieder nétig, die Falle N/2 — M gerade bzw. ungerade zu unter-
scheiden.

N/2 — M gerade

In diesem Fall ist das positive Vorzeichen in (5.42) und (5.43) zu wéihlen. Weiterhin ist
My — M, = N/2 — M gerade und die Nullstellen )\;“ von 1 + a(A) liegen im Streifen

—Z <ImA < 0 (da (5.22) gelten soll). Mit 3 = 22 und ich()\) = sh(A + I7) folgt dann aus

™
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5. Bethe-Ansatz

(5.42):
w Y2 sh(A = AP)sh(A + 17 + A1)

1+aA)=(1+e T
)= )]r[lsh(A+]2V‘§)sh(A+—]2vl§)

(5.44)

Wir benutzen nun die analytischen Eigenschaften der Hilfsfunktion, um eine Integraldar-
stellung fiir den Eigenwert herzuleiten. Es seien J, T, h > 0 und N > . Dann liegen keine
Null- oder Polstellen auf der Linie ImA = —7. Vielmehr liegen dle Nullstellen A= )\+
und die Polstelle A = —% im Streifen 0 > Im A > —7, wihrend sich die Nullstellen bei
A=-—Z— )\+ und die Polstelle bei A = -3 + ]2\;% im Streifen —7% > Im A > —F befinden.

Fiir d1e logarlthmlsche Ableitung von 1 + ao folgt dann

w1 1 N 1 N
1 N = 2 Na AT EZaA [ 2arE 2
+ao(d) y + 3+ A A+ &

1
. A), (545
A+%_%+f() (5.45)

wobei f(A) holomorph im Streifen S :={A € C|0 > Im A > —%} ist.
Den Logarithmus des Eigenwertes kann man nun schreiben alb

Mh MP
InA(N) = ln(e% + e_%) + Z In(itanh(A — )\;‘)) - Z In(itanh(A — AY))
j=1 i=1
N/2 . .
+ > {In(sh(A + 3 + A))) + In(sh(A — T = \F))}
j=1
N . N .
— 5 In(sh(A + 5 — 8y) - 5 In(sh(A — § + 8y). (5.46)

Wir definieren zwei Konturen C und C. Die Kontur C umschlieBt in der komplexen Ebene
den Streifen —% < Im A\ < 7, wihrend die Kontur C aus zwei Teilkonturen besteht, die die
Streifen —3 < Im)\ < =% bzw. +% <ImA < § umschlieBen (Abb. 5.3). Damit liegen alle
N/2-vielen Nullstellen )\; von 1 —I—ao()\) innerhalb von C bzw. auierhalb von C. Andererseits
liegen alle weiteren Nullstellen innerhalb von C bzw. aufierhalb von C.

Fiir A € C, A — I & C definieren wir zwei Funktionen g()\) und g(\) iiber

N/2

[ S (sh ) 1+/(a) = Do In(ehA ) - n(sh(A— 5+ 2))
= Q(A) (5.47)
41— )= @ S g 4t Nin(sh(A + 7 — &
%n(s( w))l—f—a(w)_;n(s( +Z+ ])) (sh( 7—N))
=90\ (5.48)

64



5.3. Eigenwerte und Korrelationsldngen

Damit folgt aus (5.43)

Mp, My
InA(N) = 1n(e%—e*%)+21n(i tanh(A—A})) =) " In(i tanh(A—XE))+g(A)+3(N). (5.49)
j=1 =1

Unter Beachtung der Tatsache, dass die Anzahl der Nullstellen in den Konturen gleich der
Anzahl der Polstellen ist, kénnen wir nun mit Hilfe partieller Integration die Funktionen
g(A\) und g(A) vereinfachen. Aulerdem kann man die Funktion g(A) durch Deformation der
Integrationswege (angedeutet in Abb. 5.3) durch eine Integration iiber C ausdriicken, bei
der zusétzliche konstante Terme entstehen:

g0 = /C g—;coth()\ Cim ) In(l + aw)) (5.50)
o =- [ %coth()\ — )1 + a(w)) — In(1 + e~ ), (5.51)

Setzen wir nun (5.50) und (5.51) in (5.49) ein, so erhalten wir das Ergebnis

InA(N) = N + % In(i tanh(\ — )\h))
B !
My dw In(1 + a(w))
— Y In(itanh(\ — ) — /C T sh(20—w))

Jj=1

(5.52)

N/2 — M ungerade

Im Fall N/2 — M ungerade gilt das negative Vorzeichen in (5.42) und (5.43) und es ist
My, — M, = N/2 — M ungerade. Wir betrachten den Fall h < h. und bedenken, dass
eine der Bethe-Ansatz-Zahlen (wir nennen sie A\;) in diesem Fall, genauso wie ihr in —iZ’T
gespiegeltes Gegenstiick, auf der Linie Im A = —7 liegt. Daher miissen die Konturen so
modifiziert werden, dass die Bethe-Ansatz-Zahl A\; in der Kontur C liegt, wéhrend ihr
punktgespiegeltes Gegenstiick in der Kontur C unterkommen muss. Wir nennen die so
gebogenen Konturen C, und C, (Abb. 5.4). Dann lisst sich die Rechnung wie im Fall

N/2 — M gerade durchfithren, und man erhélt

Mh My, w In(1 — a(w
lnA(/\)—2hT+Z:1ln(itanh()\—)\?))—Zzlln(itanh()\—)\g))— /C ‘;M (5.53)
Jj= J= ¢

Das Integral iiber die Kontur C, lasst sich unter Beachtung der bei der Integration
aufgesammelten Phase wie folgt umschreiben:

dolo(l—ale) _ | rdol—ale) [ do
/Cz 7 sh(20A —w)) p-U-/C mi sh(2(\ — w)) /CF sh(2(\ —w))’ (5.54)

Dabei beschreibt p.v. den Hauptwert, wiahrend die Kontur Cr die auf Im A = —7 /4 liegen-
den Punkte —A; und A] in gerader Linie miteinander verbindet.

65



5. Bethe-Ansatz

Re

Abbildung 5.4.: Die gebogene Teilkontur C,. Die Bethe-Ansatz-Zahl A\] liegt innerhalb der
Kontur, —); liegt auBerhalb.

5.3.3. Freie Energie und Korrelationsldangen

Wir wollen nun die Gleichungen (5.52) und (5.54) benutzen, um physikalische Eigenschaften
aus den Ergebnissen fiir die Eigenwerte zu berechnen. Dazu setzen wir A = 0. Der Eigenwert
fir My, = M, = 0 hat den gréBten Betrag (vgl. Anhang C.1). Wir nennen ihn Ag. Fiir den
grofiten Eigenwert gilt

dw In(1 4 a(w))

1nA0_ﬁ / W' (5.55)

Alle weiteren Eigenwerte mit A = 0 nennen wir schlicht A.

Quotienten von Eigenwerten

Im Sektor N/2 — M gerade gilt:

In (JX)) Zln (icoth(A)) Zln (icoth(AT)). (5.56)
7=1 7j=1

Fiir den Sektor N/2 — M ungerade folgt analog:

AO) h dw
In In(i coth( )\ In(icoth(A\f)) +
() - X moeoniogy - Smteoniogn + [ 582
1+a(w)
dw In ’ 1—a(w) ’

Um die Integrale in (5.57) weiter zu vereinfachen, folgen wir [25] und transformieren gemaf
(4.12) und (4.13) die Konturintegrale in Integrale iiber die erste Brillouin-Zone. Fiir den
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5.3. Eigenwerte und Korrelationsldngen

Eigenwert Ag folgt mit A =0

4J N/2
ImAg = + / 1 + sin( 4;{) cos(p) b
1 — sin(g77) cos(p)
h dp 1
= hm InAg = 5T +  om In <1 + exp [—Q(h 4J cos(p ))]) (5.58)

Um auch den Quotienten der Eigenwerte (5.57) in eine handhabbare Form bringen zu
konnen, muss zunéchst das Hauptwertintegral betrachtet werden. Wird dies geméf (4.12)
transformiert, so ist der Trotter-Limes problemlos durchfithrbar. Fiir N — oo folgt

dwn |15 ™ dp
—alw
pv/cmsh(w — P.V. - 7111 COth( (h 4JCOS( )))‘

:/ dpln

Im néchsten Schritt muss das Integral iiber Cr bestimmt werden. Die Kontur liegt auf
Im\ = —in/4, beginnt bei —A; = —A; — Z und endet bei A; . Zunéchst folgt mit (4.13)
und (5.12) bei ¢ =0

coth( (h —4J cos(p )))’ (5.59)

1 4J h
ish(2A7) = —sin [ —= ) coth { —= :
ish(2A]) cos(pr) sin (NT) cot (NT) , (5.60)
tanh (4 tanh (s
= pp = arccos (an(jz) ) = arccos (W) (5.61)
anh(N—) sin( %)
. h h
= A}gnoopp = arccos (4J) = arccos (hc> . (5.62)

Es ist nun zu bedenken, dass es fiir h > h. kein Integral iiber Cr gibt, da auf C in diesem
Fall 1 — a(w) > 0 gilt. Als Ergebnis folgt fir h < h, im Limes N — oo aus der Integration
uber Cp mit A =0

A() h
In (A) =ipp + Z In(icoth(A}) le In(icoth(X}))
+/ 2p In coth (h 4.J cos(p)))| - (5.63)

Fiir b > h. ist pr = 0 und die Betragsstriche sind zu vernachlassigen.

Freie Energie

Aus der Integraldarstellung (5.55) fiir In Ag folgt mit der Transformation auf die erste
Brillouin-Zone (4.12) direkt die Freie Energie:

f=-T| gpl <2ch(h_gTCOS(m)> : (5.64)

Dieser Ausdruck entspricht dem bekannten Ergebnis nach [62].
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Korrelationslangen

Wir betrachten nun die Korrelationsliangen &, fir die In(Ag/A) = 1/ gilt. Dazu muss die
RHS von (5.63) komplett in Real- und Imaginérteil aufgespalten werden, um Informationen
iiber den Betrag und die Phase der Korrelationsldngen zu erhalten. Wir definieren

¢ := arg(sin(2v) +ish(2u)). (5.65)
Fiir die Festlegung des Zweiges des Logarithmus schreiben wir

sh(u+i(v+7%))

i coth iv) = 5.66
icoth(u + iv) (a1 1) (5.66)
und unterscheiden die zwei Falle v > 0 bzw. u < 0:
sh(2u) sh(2u) )
: - =t - = t
u>0 Sin(20) an(m — ¢) & ¢ =m + arctan (sin(Zv)
sh(2u) sh(2u) )
u<0 Sin(2v) an(m + ) & @ 7 + arctan (sin(2v) (5.67)
Wir erhalten damit fiir die Phase
h(2
¢ = msgn(u) + arctan <ssm((2?)> . (5.68)

So folgt

{Zln (icoth(A})) Zln 1coth()\p))}

7=1

iy sh(zt)\) M sh(2u?)
2 {77 sgn(uy) + arctan <sin(21);-‘)> } - ]2:1 {77 sgn(u}) + arctan (bm(ZUﬁ’)) } .

(5.69)

Im Fall N/2 — M gerade erhalten wir fiir die Quotienten der Eigenwerte:

Ao\ Mn (1 ch(2u§-‘

. (A) =2 {2 n (ch(2u§‘
(2u}

p

(2u;

J=1

(2u") sh(2u™) .

— cos(2v})> + iarctan (M) + 17ngn(u?)}
(205)
(205)

N S\
) + iarctan (sm(Zu%’)) + 17ngn(uj)}. (5.70)
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Diese Gleichung gilt fiir endliche Trotterzahl genauso wie im Trotterlimes.
Fiir N/2 — M ungerade folgt im Trotterlimes

Mh h ]’L h
1. (ch(2uj) + cos(2v]) sh(2uh)
In (> = Ipp+ { In < J J +iarctan 7] + iT['Sgl’l(uh)
; 2 Ch(Q’LL?) - cos(2v;?) s1n(2v;.l) j
Mp p p »
1. (ch(2uj) + cos(2v)) sh(2u?)
_ | j j o sh(2uj) ‘ .
].231 {2 . <Ch(2u§-’) — cos(2v}) +1arctan sin(207) + imsgn(u;)

coth (21T(h 4 cos(p)))‘ . (5.71)

Die Gréfen In (%) =: % beschreiben die inversen Korrelationsldngen, welche die Langabstands-
Asymptotik verschiedener Korrelationsfunktionen bestimmen.
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6. Die Korrelationsfunktion (o507, ,

In diesem Kapitel wird das asymptotische Verhalten der (0§07, , )-Korrelationsfunktion im
XX-Limes bei endlicher Temperatur T und endlichem Magnetfeld h < 2J betrachtet. Diese
Finschriankung im Magnetfeld vereinfacht die weitere Rechnung, da der Realteil der Bethe-
Ansatz-Zahlen in diesem Bereich sein Maximum immer auf dem Rand bei Im A = —in/4
erreicht (vgl. Abb. 5.1). Es seien |V¥,,) die unnormierten aber orthogonalen Eigenvektoren
der Quanten-Transfermatrix zum Eigenwert A, (\). Dann lasst sich die Korrelationsfunk-
tion durch Einschieben eines vollstandigen Satzes von normierten Zustdnden

¥
Z v ’\p (6.1)
wie folgt entwickeln:

R (Wo|(A(0) — D(0))t™(0)(A(0) — D(0))|®o) (6.2)
19m+1/T,h <\I/0’\I’0>Am+1 :
_QNzl (Wol(A D(0))t"1(0)|W,,) (¥,](A(0) — D(0))[Wo)

(Wo |Wo) AT (| y)
_22_:1( > (¥o|(A(0) — D(0))[¥y) (¥r|(A(0) — D(0))[¥o)
(Un|Wp) Ay (Wo|Po)Ao
=(oD) 0 (O 1)Th (6.3)
= (To|(2A(0) — £(0))[Wy) (Wn|(24(0) — £(0))|Wo)
S (%) (T ) A Goloyhe OV
4 (%l AW©)]¥n) (TnlA©)] %)

(Tn[Un)An  (Tg[¥g)Ag

In dieser Formfaktorentwicklung interessieren wir uns im Weiteren fiir den um die Magne-
tisierung bereinigten Anteil und betrachten daher den Ausdruck

271 Wol A(0)]|W,,) (U, | A(0)|W
(@30 ben — (D) raloh)ra =13 ( AO) < <£'n, én>>’ An>< @'0' é()))'AO@
=:An(T,h)
= 4221e*m/5”- (T, h). (6.5)
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6. Die Korrelationsfunktion (0§07, )

Hier gilt (of) = (07, 1) wegen Translationsinvarianz.

In obiger Summe beschrinken wir uns jetzt auf die Betrachtung der fithrenden Terme.
Um diese zu identifizieren, miissen wir mit den Ergebnissen aus den Kapiteln 5.2 und 5.3
die Anregungen mit den fihrenden Korrelationsldngen &, identifizieren.

6.1. Zustiande und Entartung

Wir werden nun die angeregten Zustédnde betrachten, deren Korrelationslangen das asym-
ptotische Verhalten der Korrelationsfunktion dominieren.

Die Matrixelemente in der Formfaktorentwicklung, die nicht Null sind, stammen wegen
der Gesamtspin-Erhaltung aus Ubergéingen, bei denen die Anzahl der Bethe-Ansatz-Zahlen
gleich bleibt. Es miissen in der Menge der Bethe-Ansatz-Zahlen also Teilchen-Loch-Paare,
fir die M) = M, gilt, betrachtet werden. Da dann % — M gerade ist, miissen wir zur
Betrachtung der Korrelationslange die Gleichung (5.70) heranziehen. Dabei wird klar, dass
die groBite Korrelationsldnge erreicht wird, wenn der Realteil von In(Ag/A) minimal wird.
Dann ist exp{—m/&,} maximal. Da jedes Teilchen-Loch-Paar diesen Realteil vergroBert
(5.56), dominieren die Zusténde mit der kleinstméglichen Anregung M) = M, = 1 die
Korrelation. Es ist nun zu untersuchen, welches dieser Paare den Realteil von In(Ag/A)
minimiert. Dazu muss geméaf (5.56) das Minimum von

ch(2u) + cos(2v)
ch(2v) — cos(QU))
bestimmt werden, wobei das Loch durch A = u + iv, u,v € R beschrieben wird. Aus der
symmetrischen Anordnung der Bethe-Ansatz-Zahlen um die Linie Im A = —7 /4 folgt, dass
auch A = —u +i(—7/2 — v) ein Minimum von (6.6) liefert. Da A(u,v) zudem gerade in u
ist, gibt es genau vier Teilchen-Loch-Paare, die den Realteil von In(Ap/A) minimieren:

Re {In(i coth(\))} = A, v) = In ( (6.6)

{u+iv, u+i(—g -v)}, {—u+iv, —u—i—i(—g — )}

{u+iv, —u—l—i(—g—v)}, {—u—l—iv,u—i—i(—g—v)}. (6.7)
Der néchstfithrende Eigenwert ist also vierfach entartet. Fiir feste T' und h hingt A nur
von ¢q ab (vgl. (5.17)), und wir kénnen uns auf ¢ € [0, 7/2] beschrénken. Man kann zeigen,

dass
dA(u,v)

dg
Die Bedingung G- > 0 (vgl. (5.21)) ist fiir groBe Trotterzahlen und h < 2J immer erfiillt.
Es folgt, dass A(u,v) im Fall gerader N/2 — M fir ¢ = n/N minimal wird. Fur das
ausschlaggebende Loch A\ = u + iv gilt:

ch(2u) } _1 { [1 + 4<1—$>] a [1 + 4“”)] 1/2} (6.9)

>0, firf_ > 0. (6.8)

sin(2v) 2 z2 + y? z2 +y?
mit z := h/2J und y := 7T/2J.
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6.2. Korrelationsldngen

6.2. Korrelationslangen

Wir betrachten nun den Logarithmus des Quotienten der Eigenwerte zerlegt in Real- und
Imaginérteil. Der Realteil gibt uns dabei die Information iiber den Betrag der Korrelati-
onslidnge, wihrend aus dem Imaginarteil die Phase bestimmt wird.

Fiir den Realteil erhalten wir fiir alle Teilchen-Loch-Paare

i (3)] ()

und es folgt so
ch(2u) + cos(2v) 1

= =e &. A1
ch(2u) — cos(2v) ¢ (6:11)

Fiir den Imaginérteil von In(Ag/A) erhalten wir unterschiedliche Ergebnisse fiir verschie-
dene Teilchen-Loch-Paare.
Fir {u+iv, u+i(—7/2 —v)} und {—u+iv, —u+i(—7/2 — v)} folgt wegen

sin(2(v — §)) = —sin(2v + 7) = sin(2v), (6.12)

Im {ln <ZX)>} = 0. (6.13)

Andererseits erhalten wir fir {v +iv, —u+i(—7/2 —v)} und {—u+iv, u+i(—7/2 —v)}
fiir den Imaginérteil (modulo 27):

Im {ln <1>\0> } = +2arctan (sh(2u) ) . (6.14)

sin(2v)

dass

Um diesen Imaginérteil etwas besser zu verstehen, betrachten wir zwei Grenzfélle in (6.9):

h

27 — 0

1. h—-0: =z =

4 1/2
= ch(2u) — {1 + 2] >1 =sh(2u) >0
)

) sh(2u)
= sin(2v) —» 0— = sn@o)
Ag
= Im In (A) = 47 (6.15)

Dies entspricht einer gitterkommensurablen Oszillation oc (—1)™.
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6. Die Korrelationsfunktion (0§07, )

T

2. T —0:=y=72" -0
ch(2u) 1 2 2
sin(2v)} 2{‘1_aji‘l+x}
2 4J
5 (C-1e(ie2))={ 5 T F fwae<e
2 x -1
Ao
= Im In N =F 2pp. (6.16)

Hier sieht man deutlich 2pp-Oszillationen.

Fiir endliche Temperatur und endliches Magnetfeld tiberlagern sich beide Effekte.

6.3. Amplituden

Nach der Diskussion der Korrelationslangen fiir die (oo}, )7 n-Korrelationsfunktion wol-
len wir uns nun den Amplituden der Formfaktor-Entwicklung zuwenden. Aus (6.5) wird
deutlich, dass zwei Bestandteile der Amplituden bestimmt werden miissen

(Wpn|A(Q)[Wo)
(Wo|To)Ao(C)

= _ (ol A(O|Ypn)

o <\I’ph|\1}ph>Aph (O '

Hierbei bezeichnen |¥,;,) die Zusténde, die durch ein Teilchen-Loch-Paar bestimmt sind,
und A, ist der entsprechende Eigenwert. Aus N/2 — M gerade folgt, dass die Bethe-
Ansatz-Zahlen in |¥,,), die gleichen sind wie diejenigen, die den Grundzustand bestimmen.
Lediglich eine Bethe-Ansatz-Zahl fehlt (das Loch) und ist durch das Teilchen, welches
auerhalb der kanonischen Kontur liegt, ersetzt. O.B.d.A. kénnen wir dieses Teilchen-Loch-
Paar an den letzten Platz in der Menge der Bethe-Ansatz-Zahlen setzen, so dass Ay/s = A
durch )\, ausgetauscht wird. Somit folgt

(Tpn| A(Q)[To) _ {OIC (A1) - - CANj2-1)C(Ap) A(O)P0)
(Wo|¥o) (Wo|Wo) '

Fyp, =

(6.17)

(6.18)

Mit Hilfe der Slavnov-Formel lasst sich dieses Skalarprodukt einfach bestimmen. Im XX-
Limes ergibt sich mit (¥,,|¥o) = 0 in Analogie zu [23]
N/2-1
(Wpn| A(S)[Wo) (¢ Ap) I 1 a(¢)(1+a(<))
(Po|Po) b

=a(Ap)

(¢, Ap) k=1 (Aes Ap) | a(An)a’(An)

N/2—-1 b()‘ja )‘h) 1 b(Ah,C)
g [ ]1_[1 b(Aj’C) b(An, Q) C()‘h7C)G(/\h’C)' (6.19)
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6.4. Asymptotisches Ergebnis

Dabei ist a()\) = [itanh(\ 4+ 8/N)]NV/2 exp(h/2T) und b(), ¢), ¢(\, ) beschreiben die Ein-
trage der R-Matrix im XX-Limes

b\, C) = —itanh(A— ), (A, () = Ch(;_o (6.20)
Weiterhin beschreibt G (A, () den XX-Limes der bekannten Dichtefunktion mit
GO = —— 2 (6.21)
sh(2(A = ¢))
Fiir den Eigenwert gilt
N/2
Ag( [H ey +a(N). (6.22)
Damit folgt als Ergebnis fiir die Amplitude F,
N/2—-1
o = ) GO ) €6, 2) 00 ) P 00 ) 623
a(An) @'(An) b(C Ap) c(Ans €) 5p D(AG, Ap)
Fiir den Eigenwert des Teilchen-Loch-Zustands gilt
N/2
Apr = a(N) ﬁ [ & Aj, A)] Z& ;3(1 +a(V)). (6.24)
Damit ergibt sich ganz analog fiir F,, nach (6.17)
—awm) GO, ) (G M) b, ©) V2T (A, A)
Fil = a0) @0w) 0w c0pn0) LL 3y = Tl ) (629
und fiir das Produkt der beiden Skalarprodukte folgt der einfache Ausdruck
poy — GO0 GO0, 626

a'(An) - a'(Ap)

6.4. Asymptotisches Ergebnis

Wir kehren nun zur Betrachtung des asymptotischen Verhaltens der Korrelationsfunktion
(ofor c1)Th — (of)Tn{of 1) T,n zuriick. Aus Gleichung (6.5) folgt fiir m — oo:

=~ (Wo|A(0 \‘Pe} (We|A(0)[Wo) (Ae>m

g Um — (T m Ao
(of +1>Th ( 1>Th +1 Z (U W) A (Wo|Po)Ao

6.27
3 o) e

=4y (th)



6. Die Korrelationsfunktion (0§07, )

Dabei wird tiber die vier oben diskutierten Teilchen-Loch-Paare summiert, die das asympto-

tische Verhalten der Korrelationsfunktion bestimmen. In Abschnitt 6.3 haben wir gezeigt,

dass bei ¢ =0

G(A\},0) G(AL,0)
o/ (AB)  a/(A))

Ay(T,h) = mit £ =1,...,4 (6.28)
gilt.

Wir werden diese vier Amplituden nun auswerten, um das asymptotische Verhalten der
Korrelationsfunktionen explizit zu beschreiben. Zuerst erinnern wir uns daran, dass im
XX-Limes G()\,0) = —ﬁ gilt. Die Ableitung der Hilfsfunktion schreiben wir als

a'(N) ) ) sin(%)
Py OxIn(a(X)) = iNO k() mit k(\) = arc an< 2\
ad(N) 4d 1
_ ~ e Oy ————. 2
a(y) T Psh(zy) (6:29)
Damit folgt
G(A,0)a(N) iT
— ————~ > = ——tanh(2)). 6.30
a'(\) 37 b (6.30)
Mit a(Ap) = a(Ap) = —1 gilt dann
T 2
AT, h) = — <U> tanh(2)\}) tanh(277). (6.31)
Wir fixieren die Nummerierung der Amplituden wie folgt:
Ay ‘ Ah ‘ Ap
Aq utiv | u+4i(—7/2—v)
Ay | —u+iv | —u+i(—7/2 —v)
As | u+iv | —u+i(—7/2 —v)
Ay | —u+iv | u+i(—7m/2—v)
Mit tanh(z + im) = tanh(z) folgt dann
T 2
Ai(T,h) = — <4J> | tanh(2u + 2iv)|> = Ay(T, h), (6.32)
T 2 2 . e ———
Ay(T, h) = <4J> tanh2(2u + 2iv) = AL (T, R). (6.33)
Wir diskutieren nun den Ausdruck tanh(2u + 2iv) in Abhéngigkeit von T, h:
sh?(2)p,)
tanh?(2 ) =——5—"—
anh”(2u + 2iv) 1+ sh2(2))
~1
tan?(ky,) ) T ih
— : = — 34
[1+sin2(;\%) mit ky, N+NT (6.34)
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6.5. Numerische Ergebnisse und Vergleich mit exakten Resultaten

Fiir groBie N folgt

tanh®(2\p,) {14—(4{] + 4J)
—1 T
=[1+ =6t 2ith]  mit = 17 und b = %. (6.35)

Damit ergibt sich fiir die Amplituden

t 1

2
A1(T,h) = Ax(T,h) = — | — 6.36
und fiir Az und Ay ist noch die Phase festzulegen:
. A 2
e~ 2ivo :/Ti = exp {21 arctan <1+7§2bt—b2>} (6.37)
20t

= 0 =arctan (1—|—t2—b2> . (638)

Damit ist ot

- 2 exp{—iarctan(—5—2

(T 0y = ATy = L O (7)) (6.39)

72 (1412 — b2)2 + 4¢262]1/2°

Setzen wir diese Ergebnisse nun in (6.27) ein, so erhalten wir als Ergebnis das
Theorem 4. Fiir die (0§07}, ,)-Korrelationen der XX -Kette gilt im Trotter-Limes asym-

ptotisch fiir groffe Abstinde m der Ausdruck

(010 mi1)Th — (O T (T 1) Th ~

1682 sin?((me + ¢0)/2) (Ch@u) - \/m) : (6.40)

w2 [(1+12 = b2)% 4 4¢202]1/2 ch(2u) + /1 — sin?(2v)

mit
ch(2u) | 1 1—-2p7"? 142p7"2
sin(2v) } 2 { [1 + b2 + tz] + {1 + b2 + tQ} (641)
ch?(2u) — 1 20t
© =2 arctan (s1n(2v)) , o = arctan <1+752—b2> . (6.42)

6.5. Numerische Ergebnisse und Vergleich mit exakten
Resultaten

Wir wollen nun das asymptotische Ergebnis (6.40) mit exakten Resultaten vergleichen.
In [25] wird

T dp cos(mp)
—m 27 1 4+ exp{ h—4J1§05(P)}

(010 ms1)Th — (01 TR (T 1) T = — [ (6.43)
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6. Die Korrelationsfunktion (0§07, )

T T
-0.0005 |
A
Ky
N -0.001 |
i
[S)
\
-0.0015 | |
asymptotisch, N=20
asymptotisch, Trotterlimes -—---—
exakt, Trotterlimes --------
-0.002 L I ¢ ;
0 0.5 1 15 2 25 3

T

Abbildung 6.1.: ({07, )-Korrelation fiir m = 5 und J = h = 1. Exakte und asymptotische
Werte stimmen oberhalb von ca. T'= 1.5J gut iiberein.

gezeigt. Bei der Erzeugung der numerischen Ergebnisse wurden neben den obigen, nur im
Trotter-Limes giiltigen Ausdriicken auch Kurven fiir endliche Trotter-Zahl generiert. Da-
zu wurden die Bethe-Ansatz-Zahlen fiir bestimmte Parametersétze ausgerechnet, so dass
auf dieser Grundlage die Amplituden und Korrelationsldngen bestimmt werden konnten.
Die Abbildungen 6.1 bis 6.2 zeigen die (oo}, )-Korrelationsfunktion fir m = 5,10 in
Abhéngigkeit von der Temperatur. Es sind sowohl die exakten Korrelationen dargestellt,
als auch die asymptotischen Kurven im Trotter-Limes bzw. fir endliche Trotter-Zahl. Es
wird deutlich, dass die Konvergenz der asymptotischen Kurven gegen die exakte Kurve
fir ldngere Abstédnde (m = 10) schon bei wesentlich tieferen Temperaturen einsetzt als
auf kiirzeren Distanzen (m = 5). Aulerdem ist an dem divergenten Verhalten der asym-
ptotischen Kurven endlicher Trotter-Zahl fiir tiefe Temperaturen deutlich zu sehen, dass
nur bis zu einem Temperaturbereich von ca. T' = 0.2J fir endliche Trotterzahl N = 20
noch sinnvolle Resultate erzielt werden. Abbildung 6.3 zeigt den prozentualen Fehler der
asymptotischen Kurve bezogen auf die exakte Kurve fir m = 2,5,10. Es wird deutlich,
dass die asymptotische Kurve fiir kurze Abstdnde (m = 2) schlecht konvergiert, wihrend
der Fehler fiir m = 10 schon fiir tiefe Temperaturen (7' = 0.5.J) auf nahezu Null absinkt.
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6.5. Numerische Ergebnisse und Vergleich mit exakten Resultaten

0 - T
-0.0002 |- e i
-0.0004 | 4
A -0.0006 |- E
pa
S
N -0.0008 1
o
\
-0.001 - i
-0.0012 |- B
asymptotisch, N=20 ———
-0.0014 asymptotisch, Trotterlimes ------- _
) Iexakt, Trotterlilmes ———————
0 0.4 0.6 0.8 1
TN

Abbildung 6.2.: (0§07}, ,)-Korrelation fiir m = 10 und J = h = 1. Exakte und asymptoti-

sche Werte stimmen oberhalb von ca. T' = 0.5.J sehr gut iiberein.

100
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Abbildung 6.3.: Prozentualer Fehler der asymptotischen Kurve fiir m = 2,5, 10. Fir wach-

sende Abstédnde und hohere Temperaturen werden sehr gute Ergebnisse
erreicht.
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7. Die Korrelationsfunktion (oj o}, )

In diesem Kapitel betrachten wir die asymptotische Entwicklung der Korrelationsfunkti-
on (o] a;g 4+1)- Wenn wir hier wie in Kapitel 6 einen vollstindigen Satz von normierten
Eigenzustdnden einschieben, ergibt sich

S ()" Bl BOE) (IO (7.)

0'70‘+ = lim <
(o7 m+1> Z Ao A (W |U,)  Ag(Po|Po)

N—oo =0

Der Vektor |¥g) beschreibt den Grundzustand mit N/2 vielen Bethe-Ansatz-Zahlen; die
Vektoren |V, ) beschreiben die Eigenvektoren der angeregten Zusténde. Die Matrixelemente
in obiger Entwicklung sind nur dann ungleich Null, wenn die |¥,,) durch N/2 — 1 viele
Bethe-Ansatz-Zahlen bestimmt sind, also M — M, = 1 gilt. Damit folgt

(O[C(A1) ... C(Any2) (7.2)
0lC(u1) - - - C(MN/271) )
B(p1) - .. B(pny2-1)10),

“
S
I

wobei die A\; Losungen der Bethe-Ansatz-Gleichungen fiir M = N/2 gerade sind, wéhrend
die p; Losungen der Bethe-Ansatz-Gleichungen fiir M = N/2 — 1 ungerade beschreiben.

Wir definieren nun die Amplituden der Formfaktorentwicklung als

(Wo[ B(O)[Wn) (Wn|C(0)[Wo)
A (U |T,)  Ao(Wo|Tp)

Ay Y = = A, (7.5)

7.1. Berechnung der Amplituden

In diesem Kapitel werden wir die Amplituden A,, der Formfaktorentwicklung zuerst fiir
die X X Z-Kette bei endlicher Temperatur untersuchen und danach in einem kompakten
Ausdruck fiir den X X-Limes angeben.

Wir nutzen die Ergebnisse aus [23], um die Skalarprodukte, aus denen die A,, bestehen,
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7. Die Korrelationsfunktion (o7 0, )

zu bestimmen. Sei {uj}jvz/f ={p1,- -, ny2-1,0}, so folgt

(| C0)] W) _

Ao(Wo|Po)
L[| T oD els) <N/2 0 )
a(0)(1 +a(0)) j=1 sh(d; +n) j=1 a(Aj)a’' (X)) i sh(Aj — Ae + 1)
. 11 M det[G(Aj, )] jk=1,....n/2- (7.6)
1<j<k<N/2 J

Hier ist G(\, p) die in [23] definierte Dichtefunktion fiir die X X Z-Kette bei endlicher
Temperatur.
Fiir den zweiten Teil der Amplitude gilt

T3 dv)ate))] T2 shOy — i+ )]
[H1§j<k§N/2 sh(py, — p))sh(N; — )\k)]
x det[No(Aj, ) jeet,...N/2 5 (7.7)

(Wo| B(0)[ W) =

T2 d(ug)atus) ] [T shius — o+ )]

kel = [H1§j<k§N/2—1 sh(pur, — pj)sh(p; — Mk)}
x det[N1 (g, i) ]j e, Nj2-1 (7.8)
mit
No(Ajs b)) = t(Ajs o) — (e, Aj) ) (7.9)
al (p; sh(2
Nilotg ) =85 EZ?% sy — e+ ngsgzw — e —n)’ (710)
Dabei ist t(A, 1) = ooy tnd die Hilfsfunktion a; wird im X X Z-Fall durch

N/2—1
d(A) sh(A — p; +1)
a(\) = —= — 7.11
1 am[}}l Oy ) 71y
gebildet. Fiir den Eigenwert der angeregten Zusténde gilt
N/2-1
sh(A —pj —n)
A, = —_d (1 . 12

Fiigen wir diese Ergebnisse zusammen, so erhalten wir fiir die Amplitude das
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7.2. Korrelationsldngen

Lemma 5. Fiir die Amplituden der Formfaktorentwicklung der (o7 o;\, 1 )-Korrelationen
gilt im allgemeinen X X Z-Fall der Ausdruck

T T sh2 0y — g+ )]
72 sy — e+ )] [TI2, sh(y — A+ )

n

[N/2—1 N/2 HJ.V_/Q_l 1+ a(pj)

< | 1] 1 [ sh(X)sh(X; +n) [ = d )}
o shug)sh(uy +0) | |52 1+ a1(0)

" ]i]—[/Q 1| det[G(Aj, i)]jk=t,.. ny2 det[No(Aj, )] j =1, N2 (7.13)
j=1 a’'(Aj) det[Nl(My,,uk)]]k 1,....,N/2—1 '

7.1.1. Der X X-Limes

Wir fithren nun in (7.13) den X X-Limes durch, indem wir A gegen Null gehen lassen.
Unter Benutzung von (4.10) folgt nach einfacher Rechnung der kompakte Ausdruck gemafl
Korrolar 2. Fir die Amplituden der Formfaktorentwicklung der (o o\, . |)-Korrelationen

gilt itm X X -Fall der Ausdruck
A = 1 Jif—/f tanh(\;) Nﬁl —coth(p;) | 14 ag(0) {det { 2 } }2
" 1 +a1(0) sh(Aj — i) ) jper N2
(7.14)

1 oy | | T
mit a; nach (7.11) und a = ag = —a;.

Es ist zu beachten, dass in diesem Ausdruck noch die expliziten Bethe-Ansatz-Zahlen
stehen. Die Eliminierung dieser Bethe-Ansatz-Zahlen, beispielsweise durch geeignete Inte-
gralausdriicke wie es in anderen Féllen moglich ist, ist selbst im X X-Limes immer noch
ein offenes Problem.

7.2. Korrelationslangen

Wir wollen nun die Korrelationslénge bestimmen, welche die Asymptotik von (o o, ;) fiir
lange Abstédnde dominiert. Es muss also wieder das Minimum von Re [In(Ag/A)] berechnet
werden. Dabei ist zu beachten, dass M, — M, = 1 gilt. Wir haben schon bei der Diskussi-
on der Korrelationslangen in Kapitel 6 gesehen, dass jedes Teilchen-Loch-Paar positiv zu
Re [In(Ag/A)] beitragt. Damit ist klar, dass eine Anregung mit My = 1, M, = 0 im hier
betrachteten Fall den Betrag von Re In(Ap/A) minimiert.

Fir My, =1, M, =0 gilt

Re o (40) |~ (ot o) " 2,

coth( (h —4J cos(p )))’ (7.15)
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7. Die Korrelationsfunktion (o7 0, )

Man sieht leicht, dass dieser Term fiir v, = —m/4 Null ist (up, > 0). Damit ist das eindeutige
Minimum des Realteils bei ¢ = 0 gefunden und es gilt

ch(2uy,) = sin(k)coth(p). (7.16)

Aus den allgemeinen Betrachtungen der Korrelationslange in Kapitel 5.3.3 folgt dann

Ao\ . ™ dp h—4Jcos(p)\| 1
In <A> =im + [ﬂ . In ‘coth( 5T >' 5 (7.17)

analog zu [61], wobei zu beachten ist, dass sich die pp-Anteile hier nicht-trivial gegenseitig
aufheben.

7.3. Formfaktorentwicklung

Wir betrachten nun die Formfaktorentwicklung und erhalten aus (7.17) als asymptotisches
Ergebnis fiir grole Abstande m — oo

(oo 1) = e_iAl (7.18)

Dabei wird &+ durch (7.17) definiert. Die Amplitude A; enstpricht (7.14), wobei die A;
weiterhin die Bethe-Ansatz-Zahlen des Grundzustands fir N/2 — M gerade beschreiben,
wahrend die p1; die Bethe-Ansatz-Zahlen fiir N/2 — M ungerade mit herausgenommener
Lochlésung (¢ = 0) sind.

7.4. Numerische Ergebnisse und Vergleich mit exakten
Resultaten

Die Abbildungen 7.1-7.3 zeigen die asymptotischen Kurven aus der Formfaktorentwicklung
gemeinsam mit den exakten Ergebnissen aus der Integraldarstellung geméafl Kapitel 4 fiir
m=1,2,3bei J=h=1.

Es wird deutlich, dass die Ubereinstimmung schlechter ist, als bei den zz-Korrelationen
in Kapitel 6. Dies scheint darin begriindet zu sein, dass nur fiir kurze Abstande (bis m = 3)
exakte Resultate zum Testen der Langabstands-Asymptotik erzeugt werden konnten, da
die Vielzahl von Integralen sowie die groflen Determinanten fiir grole Absténde nur mit
einigem numerischen Aufwand zu bestimmen wéren.

Wir geben im Folgenden die Argumente an, welche die Korrektheit der Implementierung
stiitzen.

1. Die numerisch aus den Bethe-Ansatz-Zahlen erzeugten Korrelationsldngen stimmen
mit den exakten Korrelationsldngen geméf (7.17) tiberein (vgl. Abb. 7.4). Dies veri-
fiziert die Berechnung und Auswahl der Bethe-Ansatz-Zahlen und damit die numeri-
sche Bestimmung des Vorfaktors exp (—m/§) = [In(A,/Ao)]™.
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7.4. Numerische Ergebnisse und Vergleich mit exakten Resultaten

<01- 02+>

<01- o 4+>

2. Das analytische Ergebnis fiir m = 1 wurde mit den entsprechenden Ergebissen aus
[27] verglichen und zeigt hier Ubereinstimmung. Dies bestiirkt das Vertrauen in die
Determinantendarstellung geméfl Kapitel 4.

3. Fir N = 2 kann man analytisch zeigen, dass die Amplituden A,, fiir grole T' gegen
1/2 laufen. Dieses Verhalten zeigen auch die numerischen Ergebnisse fiir A,,, und
zwar erwartungsgeméf universell auch fiir grofle V. Dies deutet auf die Korrektheit
der numerischen Berechnung der Amplituden hin.

0.35 0.22 T T T T
0.2 exakt -
03 0.18 | \asymptotisch, N=20 ------- 4
0.25 0.16
N 0.14
0.2 & 012
0.15 " 0.1
v o008
0.1 0.06
0.04
0.05 0.02
0 | | | | 0
0 2 4 6 8 10
T/ T
Abbildung 7.1.: (o7 o} ) fiir m = 1. Abbildung 7.2.: (o o) fiir m = 2.
016 T T T kt T 1 T B |th A T t T
IR ~ exa | 09 k ethe—-Ansatz i
0.14 7\ \ asymptotisch, N=20 ------- exakt  x
0.8
0.12 _
01 g
0.08 |- £
0.06 \%
0.04
0.02
0
0
T/ T
Abbildung 7.3.: (o7 o} 1) fiir m = 3. Abbildung 7.4.: exp{—m/&} fur m = 3.
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8. Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurden statische Korrelationen eindimensionaler Heisenberg-Ketten un-
tersucht. Dabei wurden zwei Hauptziele verfolgt. Zum einen wurde die Integraldarstellung
der Dichtematrixelemente, die fiir endliche Temperatur im thermodynamischen Limes ge-
méB [22] bereits bekannt war, auf Heisenberg-Ketten endlicher Lange bei T' = 0 iibertragen.
Auflerdem stand noch die Transformation der Integraldarstellung der Dichtematrixelemen-
te fir endliche Temperatur in den XX-Limes aus. Zum anderen wurde das asymptotische
Verhalten von Korrelationsfunktionen bei endlicher Temperatur fiir groe Abstédnde un-
tersucht. Dazu wurde die Formfaktorentwicklung der (6*¢*)- und (o~ o)-Korrelationen
betrachtet.

Die technische Basis zum Erreichen der obigen Ziele bildet der algebraische Bethe-Ansatz.
Er ermoglicht es, den Hamilton-Operator der XXZ-Kette und ihrer Grenzfille zu diago-
nalisieren. Dabei sind zwei Zuginge zu unterscheiden. So ist es einerseits moglich, den
Hamilton-Operator durch eine Transfermatrix auszudriicken und diese zu diagonalisieren.
Die Eigenzusténde der Transfermatrix entsprechen dann direkt den Eigenzustinden der
Kette und die Eigenwerte sind unmittelbar mit deren Energiespektrum verbunden. An-
derseits ist es moglich, den Hamilton-Operator mit Hilfe der Quanten-Transfermatrix zu
formulieren und diese im Bethe-Ansatz zu diagonalisieren. Hier sind die Eigenwerte mit
der Zustandsumme des Systems bzw. mit den Korrelationslingen verkniipft, wihrend der
fithrende Eigenvektor alle Informationen tiber die Korrelationen enthélt [53] und die wei-
teren Eigenvektoren die konstanten Terme in der Asymptotik der Korrelationsfunktionen
bestimmen. In der vorliegenden Arbeit wurden beide Zugénge benutzt und in Kapitel 2
eingefiihrt.

Der erste Hauptteil dieser Arbeit beschéftigt sich mit dem erstgenannten Ziel, der Be-
stimmung von Korrelationsfunktionen auf Grundlage von Integraldarstellungen fiir Dich-
tematrixelemente. So wurde in Kapitel 3 dieser Arbeit eine Integraldarstellung fiir Dichte-
matrixelemente der endlich langen XXZ-Kette bei T" = 0 mit Hilfe des Transfermatrixfor-
malismus bestimmt. Hintergrund dabei war die Beobachtung, dass sich integrable Systeme
endlicher Kettenldnge auf &hnliche Weise beschreiben lassen, wie entsprechende Systeme
bei endlicher Temperatur im thermodynamischen Limes. Diese Integraldarstellung konnte
im isotropen Limes faktorisiert werden und erméglichte die numerische Untersuchung von
Nichste-Nachbar- und Ubernéichste-Nachbar-Korrelationsfunktionen mit sehr hoher Pri-
zision. Der Einfluss der endlichen Kettenldnge konnte als Korrektur der asymptotischen
Werte dargestellt werden. Die Bestimmung dieser finite-size-Korrekturen wurde in der No-
tation von [39] durchgefiihrt, wihrend der Faktorisierungsalgorithmus aus [13] auf das hier
vorliegende Problem umformuliert werden konnte. Die Faktorisierung fiir den allgemei-
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8. Zusammenfassung und Ausblick

nen Fall (d.h. die allg. XXZ-Kette) ist mittlerweile geleistet [12,14] und sollte auch fiir
T = 0, L < oo moglich sein. Um (0~ o")-Korrelationen im XX-Limes exakt berechnen
zu kénnen, war die Transformation der Integraldarstellung fiir die Dichtematrixelemen-
te aus [22] in den XX-Limes notwendig. Die hier erzielten Ergebnisse ermoglichten eine
Kontrolle des im zweiten Hauptteil untersuchten asymptotischen Verhaltens.

Die Untersuchung der Asymptotik von Korrelationsfunktionen fiir endliche Temperatur,
das zweite Hauptziel dieser Arbeit, wurde in Teil II angegangen. Grundlegend fiir die Un-
tersuchung der Asymptotik war die detaillierte Analyse des Bethe-Ansatzes im XX-Limes
in Kapitel 5. Sie beinhaltete eine genaue Untersuchung der Lage der Bethe- Ansatz-Zahlen.
Es konnte gezeigt werden, dass diese sich im XX-Limes auf klar definierten Trajektorien
bewegen. Diese Trajektorien konnten explizit bestimmt werden. Zudem war die genaue
Untersuchung der Eigenwerte der QTM nach Betrag und Phase notwendig, um die in der
jeweiligen Formfaktorentwicklung dominierenden Korrelationslangen zu identifizieren. Es
konnten explizite Ergebnisse fiir die Korrelationsléngen beliebiger Anregungen der XX-
Kette hergeleitet werden. Aufbauend auf diesen Vorarbeiten wurden zwei Beispiele fiir
Korrelationen ndher untersucht. Einerseits wurde in Kapitel 6 die Asymptotik der (o%0?)-
Korrelationsfunktion im XX-Limes bestimmt. Hier war es moglich, einen einfachen Aus-
druck fir die Amplituden der Formfaktorentwicklung anzugeben. Zusétzlich ist es gelungen,
eine exakte asymptotische Formel fiir den Trotterlimes zu bestimmen. Die gewonnenen Er-
gebnisse wurden numerisch untersucht. Es zeigte sich, dass die asymptotische Formel schon
fiir Abstéande m = 10 bei recht tiefen Temperaturen (7' = 0.5J) eine sehr gute Approxima-
tion der vollen Korrelation darstellt. Andererseits wurde die (o~ o™ )-Korrelationsfunktion
in Kapitel 7 untersucht. Hier war es moglich, fiir die Amplituden im XXZ- und XX-Fall
Ausdriicke anzugeben, die noch die expliziten Bethe-Ansatz-Zahlen enthalten. Der Aus-
druck fiir den XX-Limes wurde numerisch ausgewertet. Dies wurde dadurch vereinfacht,
dass die Bethe-Ansatz-Gleichungen im XX-Limes entkoppeln. Es war jedoch nicht mog-
lich, ein iiberzeugendes asymptotisches Verhalten — verglichen mit den exakten Kurven aus
Kapitel 4 — zu erhalten. Dies wurde auch dadurch erschwert, dass die Vielzahl von Inte-
gralen im exakten Ausdruck aus Kapitel 4 nur fiir kleine m mit angemessenem Aufwand
zu bestimmen sind.

Als zentrales offenes Problem bleibt die weitere Vereinfachung der Amplituden der Form-
faktorentwicklung fiir die (¢~ o™ )-Korrelationsfunktion bestehen. So wire die Herleitung
einer Integraldarstellung fiir die Amplituden erstrebenswert, welche die Bethe-Ansatz-
Zahlen nur noch implizit in der Hilfsfunktion a(\) enthélt. Es ist wahrscheinlich, dass
eine Losung dieser Aufgabe fiir das XX-Modell wertvolle Hinweise fiir die Bearbeitung
der allgemeinen XXZ-Kette liefert. Auch die Betrachtung der Formfaktorentwicklung der
(0%0*)-Korrelationen fiir die XXZ-Kette steht noch aus. Dort ist zu erwarten, dass die
Herleitung eines kompakten Ausdrucks fiir die Amplituden einfacher ist als fiir die (o0~ o™)-
Korrelationen.
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A. Nebenbemerkungen zu Kapitel 3

A.1. Der Limes L —

Wir betrachten hier den Limes L — oo der Integralgleichung

- sh A=)\ [fdw . ,
Ina(A\) =iyL + Lln (Sh(wr%)) /C%KW(A w)In(1 + a(w)) (A1)

sh\—3)
sh(A+7%5 )
muf} beachtet werden, ob der Imaginéarteil von A kleiner oder grofier Null ist:

mit Twist-Winkel ¢ = 0. Fiir L — co dominiert die Inhomogenitét L In < ) Dabei

1. Im A > 0: a()\) geht exponentiell gegen Null.

2. ImA < 0: a(\) geht exponentiell gegen Unendlich.
Somit trégt nur noch der untere Teil der Kontur C bei, und mit 1/LIna(X) =: e(A) folgt

shA =)\ 1 o-3+5 dw
e\ =iy+In| =25 - — . —Kio(A—w)In(1l + a(w)). A2
Y=t <sh()\+1;)> L J oo yic 2mi 7 ( ) In( (w)) (A.2)

_ sh(iv)
OrelN) = sh(\ + i%)sh()\ — %) (A-3)

gilt, folgt aus (A.2) nach Differentiation beziiglich A und mit —27wip(\) = dxe(\) die be-
kannte Gleichung [33]

sh(iy)

—2mip(\) = ;
mip(Y) sh(\ + 2)sh(A

) * /_Oo dziKiy (A = z)p(). (A.4)

A.2. Verbindung zwischen der Dichtefunktion G und dem
Eigenwert

Wir wollen hier zeigen, wie die Funktion G(\,§) mit dem Eigenwert der Transfermatrix
zusammenhangt. ‘
Dazu betrachten wir A(\) in Abhéngigkeit von a an der Stelle A = 3 —i6:

lnA(%7 —1id) = —ip + ig('y —7)+Ind(id) — /C ;i:Ki;(i'y —w—1i0)In(1 —a(w)). (A.5)
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A. Nebenbemerkungen zu Kapitel 3

Wir bilden nun die Ableitung nach ¢ und lassen dann § — 0 gehen. Mit 1mg(¢) := 0y In A(l)
und —o(w) := =04 Ina(w) folgt dann

= —1-|-/ w (iy — w)lj—(:()w)' (A.6)

Wir betrachten nun die Integralgleichungen fir a und G(\,§):

8¢ In El()\) =2i+ / %Kﬂ()\ — w)(% ln(l + a(w)) ,
C

) dw . o(w)
— 2 Wik —w) 2 A.
o) 1+/ KO )T (A7)
G(w,0)
— K K ( W) A.
GO0) = 1Ky, (17 - )\+/ (=) s (A.8)
Zudem definieren wir e(\) := —2i sowie g()) := iKiy (A) und den Integraloperator fiir eine
2
Testfunktion ¢
: _ [ dw p(w)
(Ko)) = [ Goiifn(h —w) 7. (4.9)

Von diesem Integraloperator existiere die Resolvente (1-— K )~! und ihre Neumann-Reihe.
Dann folgt (vgl Gl. (73) aus [23]) mit o(A\) = [(1—K)"te(A)] und G(A,0) = [(1—K)"1g(\)]
fiir beliebige g(\) und e(\) unter Benutzung der Neumann-Reihe

dw g(w)o(w) _ [ dw G(w,0)
C%H‘C‘(W)__/c T 1+a(w) (A.10)

Dies setzen wir in (A.6) ein, und erhalten mit mg = L1 = 2:0¢ In A(%)

1 dw G(w,0) 1 dw G(w,0)
00 = =5~ [ 3T+ @) =3 " 3T+ 50 (A1)
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B. Formelsammlung zur Numerik in Kapitel

3.7

B.1. Die Funktionen ~, ~,, und «,, im homogenen Limes

Die Funktion (3, 3):

190 (v) 190 (v)
1+b6-1(r) 1+b671v)|’
K(0) =v(1) — 1/)(%) =2In2 mit (x): Digamma-Funktion.

w(i, 1) = 2K(0) - /:’O sh(?;:u)

Die Funktion v, (3, 3):

'79096(%’ %) = C(S’ %) - C(Bv 1)
i T w)

+oo  du _—
_/*00 sh(mv) |1+b6-1(v) - 1+b6-1(v) +2%(3,3)
e Die Funktion %y(%, %)
Yey(3,5) =€(3,1) = (3, 3)
+oo dych(rv) [ Thi(v) Lhs (v) L
_W/*OO sh?(mv) [1+bl(y) * 1+b671(v) —2%(z3)

e ((s,a) ist die Hurwitz-Zeta-Funktion [64]:

o0

1 .

C(S,G)ZZW fU.I' Res>1.
k=0

(B.4)

(B.5)

(B.6)
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B. Formelsammlung zur Numerik in Kapitel 3.7

B.2. Die Funktionen g(()+) und g(_) auf der reellen Achse
e Integralgleichung fiir g(()+)(x) in Abhéngigkeit von b und b:
1 T oo dy lg(ﬂ v
fg((;r)(x) =— / —K(x — V)L_()
i sh(mz) o 2T 1+b6-1(v)
o O (B.7)
T Yy gi—i0) 1% W
[m 27rlC(x v+i 10)1+b—1(y)'
e Integralgleichung fiir g(f)(x) in Abhéngigkeit von b und b:
(=)
L)y T / oo dy 9 )
i 90 (z) = sh(mz) * —o0 27rIC($ v) 1+b671(v)
+oo dy lg(ﬂ(y) (B8)
—/ —K(z—v—i+i0) 1L
—oo 2T 1+ []_1(1/)
e Die erste Ableitung der Funktionen g[()i) mit h(()i) (x) = 0 géi) (x)]e=o0:
1 ch(mx) oo dy 1nd(v)
Shit(z) = —n2 / —K(z —v) 22
i (=) : sh?(mx) * —00 2m (@ V)l +b71(v)
+oo du o %ha(y)
1, . och(mz) /+°° dv 2hy (v)
{10 @) =T 2y T ) 2T T 1)
+oo dy o %hg(y)
e Die zweite Ableitung der Funktionen g3 mit j(()i) (x) = 3§g§i)(:n)|§:0:
Ly o LB s Lit )
Z - Ky — )10\
70 () ch?(rz) — 1sh(mzx) * —o0 2T (=) 14+b-1(v)
+oo dy o o)
1 ch?(rz) +1 =3 too dy 1do (v)
o () = T h¥(rz) — 1sh(nz) /_oo 2 M =V
oo dv iy (v)
_/_oo oK —v—i+io) T ) (B.12)
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(+)

B.2. Die Funktionen g5 und g(_)

auf der reellen Achse

e Die Funktion K(x):

r
K(z) =1i0;1In

: ; : (B.13)

e Fiir die Implementierung des Kerns nutzen wir die Entwicklung
o0
K(x) =2 (=1)*¢a(2k + 1)2?*. (B.14)
k=0

Dabei ist (,(x) = 372, (—1)¥1/k® die alternierende Zeta-Reihe. Fiir Re x > 1 ist
die Zeta-Funktion ¢(x) mit (,(z) durch (,(x) = (1 — 2'7%)¢(x) verbunden [1].
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C. Nebenbemerkungen zu Kapitel 5

C.1. Eigenschaften des groBten Eigenwertes der QTM

In diesem Anhang wollen wir in Kiirze zeigen, dass der Eigenwert Ag der Quanten-Trans-
fermatrix mit M}, = M, = 0 im X X-Limes betragsmaflig grofler ist als alle anderen Eigen-
werte.

Zuerst muss In(icoth(z)) diskutiert werden. Sei z = u +iv, u,v € R, so folgt

icoth(z) =licoth(z)]e'?, (C.1)
) _ ch(2u) 4 cos(2v) o Sin(2v) 4 ish(2u)
icoth(z)[* - ch(2u) — cos(2v) ’ e = sin(2v) —ish(2u) (€-2)

Daraus folgt

My, M,
{Zln (coth(A7)) = > " In( coth(/\p))}

j=1 7=1
My, ch(2u”) 4 cos(2v” My ch(2u?)) + cos(20
1 Zln( () + cox if)—Zln( (25 + cox g)) s
2 = ch(2ul}) — cos(2v}) ot ch(2uy) — cos(2v5)
mit )\;-‘ = u;‘ + ivé.1 , A? = u? + iv?. Man erhélt
e fiir N/2 — M gerade:

{Zln coth(A})) Zln coth()\p))} > 0. (C.4)

7=1

e fir N/2 — M ungerade:

{Zln (coth(A])) Zln coth(Ap))} 0. (C.5)

Jj=1 Jj=1

Fiir N/2 — M ungerade gilt auflerdem, dass
h —4.J cos(p))

™ dp (
/_7r %ln coth( 5T )‘ > 0. (C.6)
Damit folgt fiir alle Eigenwerte A # Ag
A A
m 20| Re <ln AO) >0 [Ag > AL (©.7)
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