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1 Einleitung

In der Festkorperphysik gibt es schon seit iiber 20 Jahren ein besonderes Interesse an stark
korrelierten Elektronensystemen HE] In diesen Systemen kénnen Materialeigenschaften,
wie z.B. die Magnetisierung, mithilfe der starken Coulomb-Wechselwirkung zwischen den
Elektronen beschrieben werden, d.h. komplexes makroskopisches Verhalten wird durch eine
starke mikroskopische Wechselwirkung erklért. Insbesondere interessiert man sich fiir stark
korrelierte Elektronensysteme mit einer niedrig-dimensionalen Unterstruktur. Ein Grund
dafiir sind die auftretenden starken Quanteneffekte in ein- und zweidimensionalen Syste-
men. So zeigten Mermin, Wagner und Hohenberg M, E}, dass die Fluktuationen in Spin-
systemen mit langreichweitiger antiferromagnetischer oder ferromagnetischer Ordnung bei
endlichen Temperaturen (7" > 0) grof§ genug sind, um diese Ordnung zu zerstéren. Demnach
zerfallen fir T > 0 alle Korrelationsfunktionen exponentiell (~ exp(—r/£)) mit dem Ab-
stand r, wobei der Zerfall durch die Korrelationsliange £ charakterisiert wird. Folglich gibt
es bei niedrig-dimensionalen Quantensystemen keine Phaseniibergénge fiir 7' # 0. Ein Pha-
seniibergang ﬂa] trennt zwei unterschiedliche physikalische Bereiche, sog. Phasen. Der Pha-
seniibergang kann an einem (quanten)kritischen Punkt oder an einer (quanten)kritischen
Linie stattfinden. Allerdings wird dort immer eine charakteristische Korrelationsldnge diver-
gieren und eine verschwindende Energieskala existieren. Ein weiterer Grund fiir das starke
Interesse an niedrig-dimensionalen Quantensystemen ist ihre experimentelle Realisierbar-
keit. Das prominenteste Beispiel sind die Kuprate, die eine zweidimensionale Unterstruktur
haben. Sie bestehen aus CuOs-Ebenen, die untereinander im Vergleich zu den Kopplungen
innerhalb der Ebenen kaum wechselwirken. Im Jahr 1986 fanden Bednorz und Miiller ﬁﬂ],
dass Lag_,(Ba,Sr),CuOy4 ein Hoch-Temperatur-Supraleiter mit einer kritischen Temperatur
T. = 23 K ist. (Nur unterhalb der kritischen Temperatur ist das Material supraleitend, mitt-
lerweile gibt es Materialien mit einer kritischen Temperatur iiber 7, ~ 130 — 160 K E, Ia])
Lediglich dotierte Kuprate konnen supraleitend werden. Undotierte Kuprate gehoéren in
die Gruppe der Mott-Isolatoren, die sich gerade dadurch auszeichnen, dass die Coulomb-
Wechselwirkung stark genug ist, Doppelbesetzung (d.h. zwei Elektronen pro Einheitszelle)
zu unterdriicken. Ein Ladungstransport ist jedoch nur mittels Doppelbesetzung oder Dotie-
rung moglich. Dabei entstehen Locher im Mott-Isolator, in die die Elektronen hiipfen kon-
nen. Ein Mott-Isolator besteht also aus zwei Leitungsbéndern, einem gefiillten unteren und
einem leeren oberen Leitungsband. Ein einfaches und effektives Modell zur Beschreibung
bewegter Elektronen in einem schmalen Leitungsband mit groler Coulomb-Wechselwirkung
ist das Hubbard-Modell (s. Kap. H).

Neben den Kupraten gibt es noch weitere niedrig-dimensionale Materialien: Spinketten
wie Kupfer-Germanat (CuGeOs), Kupfer-Pyrimidin-Dinitrat (CuPM(NO3)2(H20)2) und
Kupfer-Benzoat (Cu(CgH5COO); - 3H20) (s. Kap. B, sowie dimerisierte Spinketten und
Spinleitern wie Vanadyl-Diphosphat ((VO)2P207) (s. Kap. Hl). Die Spinketten haben eine
eindimensionale Unterstruktur. Einige von ihnen sind mit dem Bethe-Ansatz ﬂm, Iﬂ] exakt
losbar, wie z.B. das Heisenberg-Modell, das Hubbard-Modell und das Kondo-Modell. Da-
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durch sind sie besonders fiir die theoretische Festkorperphysik sehr interessant. Aber auch
fir die Experimentalphysik sind Materialien, die durch solche Modelle beschrieben werden
konnen, sehr wichtig, weil mit ihrer Hilfe nicht nur die Messmethoden tiberpriift, sondern
auch wichtige physikalische Eigenschaften, wie z.B. die magnetische Struktur, genauer un-
tersucht werden kénnen.

Viele Materialien jedoch kénnen nicht durch integrable Modelle beschrieben werden. Um
diese Materialien sinnvoll zu modellieren, miissen die vorhandenen (integrablen) Model-
le durch zusétzliche Kopplungen, wie z.B. Anisotropien, Frustrationen, die Spin-Phonon-
Kopplung oder die Spin-Orbital-Kopplung, erweitert werden. Diese neuen Modelle sind nun
nicht mehr integrabel, konnen jedoch héufig durch feldtheoretische Methoden analytisch
gelost werden. Dazu wird ein Gittermodell mit einer Gitterkonstante ag << & auf ein
kontinuierliches Modell abgebildet. Kritische Punkte kénnen dann mit der Renormierungs-
gruppe (RG) erfolgreich berechnet werden, weil diese mit den Fixpunkten der RG iiberein-
stimmen. Auflerdem kann die konforme Feldtheorie, die Bosonisierung und die dynamische
Mean-Field-Theorie (DMFT) verwendet werden.

Neben den analytischen Methoden gibt es auch noch numerische Methoden wie die voll-
standige Diagonalisierung. Bei dieser Methode wird der Hamiltonoperator in einer endli-
chen Basis der Lénge L betrachtet. Die aus dem Hamiltonoperator resultierende Matrix
wird diagonalisiert, sodass das gesamte Spektrum bekannt ist und alle thermodynamischen
Grofien berechnet werden konnen. Leider ist das aufgrund des hochdimensionalen Hilbert-
raums (Dimension: S%) nur fiir kleine Systeme L ~ 18 mdglich (S ist hier die Dimension
des lokalen Hilbertraums). Manchmal ist die Kenntnis des gesamten Spektrums gar nicht
erwiinscht, sodass mithilfe des Lanczos- Verfahrens ﬂﬂ] groflere Systeme (L ~ 40) behandelt
werden kénnen. Wenn man sich nur auf die wichtigsten Zustindd] konzentriert, dann ist
die numerische Renormierungsgruppe (NRG) von Wilson E} zumindest fiir das Kondogit-
termodell erfolgreich. Hier werden nur die Eigenzustéinde mit den m grofiten Eigenwerten
in jedem Renormierungsschritt behalten. White ﬂﬂ] fiihrte zudem eine sog. reduzierte
Dichtematrix ein, um die wichtigsten Zustinde zu beschreiben. Damit war eine der er-
folgreichsten numerischen Methoden, die Dichtematriz-Renormierungsgruppe (DMRG) ﬂﬂ],
erfunden.

Eine weitere numerische Methode ist die Quanten-Monte-Carlo-Methode (QMC). Sie
zeichnet sich dadurch aus, dass sie zum einen auf Modelle beliebiger Dimension angewandt
werden und zum anderen thermodynamische Groéflen bei endlicher Temperatur berechnen
kann. Dazu werden Integrale mittels stochastischer Methoden, wie etwa dem Metropolis-
Algorithmus m], berechnet. Diese Integrale entsprechen beispielsweise der Integration der
Schrodinger-Gleichung. Wie bei der Berechnung thermodynamischer Gréflen mit dem Bethe-
Ansatz, kann aber auch eine Gitterpfad-Darstellung betrachtet werden, die die imaginére
Zeit, bzw. die Temperatur, diskretisiert. In diesem Gitter werden verschiedene Wegkonfi-
gurationen betrachtet. Nun werden in jedem QMC-Schritt neue Wegkonfigurationen vor-
geschlagen und mittels einer stochastischen Methode entweder akzeptiert oder wieder ver-
worfen. So kann durch eine hohe Anzahl von QMC-Schritten gewéhrleistet werden, dass
der Mittelwert aller betrachteten Wegkonfigurationen dem physikalischen Erwartungswert
entspricht. Leider ist diese Methode wieder nur auf endliche Systemgrofien beschrénkt, so-
dass eine Analyse des finite-size-Verhaltens, d.h. eine Extrapolation in der Systemgrofie,

'Die Auswahl der wichtigsten Zustinde ist sehr komplex (néheres s. Kap. EZI).



durchgefithrt werden muss, um die physikalischen Gréflen im thermodynamischen Limes zu
berechnen.

Waiéhrend in den feldtheoretischen Methoden nur sehr niedrige Temperaturen, bei de-
nen ag << & gilt, betrachtet werden kénnen und der Bethe-Ansatz auf integrable Modelle
beschréankt ist, ist die QMC-Methode ein sehr wichtiges Instrument, um physikalische Ei-
genschaften bei endlicher Temperatur zu bestimmen. Dadurch kénnen nicht nur tempera-
turabhingige Uberginge, wie von einem ungeordneten System bei hoher Temperatur in ein
geordnetes quantenkritisches System bei tiefen Temperaturen betrachtet werden, sondern
es ist auch moglich experimentelle Daten, die bei endlicher Temperatur gemessen wurden,
mit der Theorie zu vergleichen.

Thermodynamische Eigenschaften bei endlicher Temperatur kénnen auch mit der Trans-
fermatrix-Renormierungsgruppe (TMRG) berechnet werden. Wahrend mit der DMRG nur
Grundzustandseigenschaften (7' = 0) von eindimensionalen Quantensystemen untersucht

ﬂﬁ], zeigte Nishino ﬁ] einige Jahre nach der Erfindung der DMRG, dass
die DMRG-Methode auch auf zweidimensionale klassische Systeme angewandt werden kann,
um die Zustandssumme bei endlichen Temperaturen zu berechnen. Nach der gleichen Idee
kénnen thermodynamische Eigenschaften eindimensionaler Quantensysteme berechnet wer-
den. Dazu wird das eindimensionale Quantensystem zunéchst mithilfe der Trotter-Suzuki-
Zerlegung m@] auf ein zweidimensionales klassisches System abgebildet. Bursill et al. M]
benutzten zuerst diese Idee, aber die ausgewédhlte Dichtematrix wurde nicht optimal ge-
wahlt, so dass das wahre Potential dieser Methode nicht sofort klar wurde. Erst 1997
als Wang und Xiang ﬂﬁ] sowie Shibata ﬂﬁ} einen verbesserten Algorithmus vorstellten,
zeigte sich die Dichtematrix-Renormierungsgruppe fiir Transfermatrizen (oder kurz: Trans-
fermatrix-Renormierungsgruppe) als eine konkurrenzfahige Methode gegeniiber der QMC-
Methode. Sie ist auflerdem eine der préazisesten numerischen Methoden, um thermodynami-
sche Eigenschaften eindimensionaler Quantensysteme zu berechnen. Seitdem ist die TMRG
erfolgreich auf viele Quantensysteme wie Spinketten, Kondo-Gitter-Modelle, die t-J-Kette
und Spin-Orbital-Modelle ﬂﬂb] angewandt worden.

Der grofite Vorteil der TMRG ist, dass der thermodynamische Limes exakt durchgefiihrt
werden kann. Somit kann die {ibliche Extrapolation in der Systemgrofie vermieden werden.
Weiterhin gibt es keine statistischen Fehler, wie in der QMC-Methode. In einem grofien
Temperaturbereich kénnen Ergebnisse erzielt werden, deren Genauigkeit ebenso hoch ist
wie in T'=0-DMRG-Berechnungen. Vergleichbar mit dem tiblichen DMRG-Algorithmus, ist
die TMRG-Methode am besten fiir eindimensionale Systeme mit kurzreichweitiger Wechsel-
wirkung geeignet. Auflierdem gibt es kein Minuszeichen-Problem wie in der QMC-Methode,
sodass das Quantensystem sowohl fermionisch als auch bosonisch sein kann. Die TMRG
scheint sogar einen Vorteil gegeniiber anderen numerischen Methoden zu haben. Es ist
nédmlich moglich, Storstellen- oder Randbeitrage und sogar reelle-Zeit-Dynamik bei end-
lichen Temperaturen zu berechnen. Rommer und Eggert E] zeigten, dass es moglich ist,
Storstellen- oder Randbeitrige von den Bulk-Beitrégen zu trennen. Es gelang ihnen, Gréfien
der Ordnun£ O(1/L) im Vergleich zu Bulk-Grofien der Ordnung O(1) direkt zu ermitteln.
Die Dynamik eindimensionaler Quantensysteme zu bestimmen, ist ein besonders schweres
Problem, weil sowohl mit der QMC- als auch mit der TMRG-Methode nur Korrelations-
funktionen in der imaginédren Zeit direkt berechnet werden konnen. Demnach miissen diese

werden konnen

2Hier bezeichnet L die Systemgrofe.
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Daten zu reellen Zeiten analytisch fortgesetzt werden. Die analytische Fortsetzung numeri-
scher Daten ist allerdings ein schlecht gestelltes Problem, sodass diese Ergebnisse nicht sehr
vertrauenswiirdig sind. Mit einer weiteren Trotter-Suzuki-Zerlegung ist es aber mdoglich, den
TMRG-Algorithmus so zu modifizieren, dass eine direkte Berechnung von Korrelationen zu
reellen Zeiten und bei endlicher Temperatur moglich ist @]

Der Aufbau dieser Arbeit ist wie folgt: In Kapitel Bl wird die in dieser Arbeit verwen-
dete numerische Methode, die TMRG, genauer beschrieben. Dazu wird zuerst die DMRG-
Methode kurz erlautert, weil sie das Grundgeriist der TMRG ist (s. Kap ZZ3). Danach wer-
den zwei verschiedene Trotter-Suzuki-Zerlegungen [15, ,El] erlautert. Mit den zugehorigen
Quanten-Transfermatrizen wird erklért, wie physikalische Eigenschaften im thermodynami-
schen Limes berechnet werden kénnen. Zuletzt wird die Qualitdt der TMRG-Methode am
eindimensionalen Hubbard-Modell gezeigt.

Zwei eindimensionale Quantenmagnete, Kupfer-Pyrimidin-Dinitrat und Kupfer-Benzoat,
werden in Kapitel Bl untersucht. Die beiden Materialien verhalten sich wie zwei eindimen-
sionale gestaggerte antiferromagnetische Spin-1/2 Heisenberg-Ketten. Nun werden experi-
mentelle Daten, wie z.B. die Magnetisierung, mit den numerischen Ergebnissen der TMRG
verglichen, um die physikalischen Konstanten zu iiberpriifen und zu bestimmen.

In Kapital @l werden wiederum numerische TMRG-Ergebnisse mit experimentellen Da-
ten, wie z.B. der spezifischen Wérme, verglichen. Ziel dieser Arbeit ist die Modellierung von
Vanadyl-Diphosphat ((VO)2P207). Demnach soll geklart werden, ob Vanadyl-Diphosphat
eine eindimensionale dimerisierte Spin-1/2 Heisenberg-Kette ist, oder ob es noch zuséitz-
liche zweidimensionale Kopplungen gibt. Es kann gezeigt werden, dass das Modell einer
eindimensionalen schwach dimerisierten Spin-1/2 Heisenberg-Kette die Messergebnisse gut
beschreibt und somit keine zusétzlichen Kopplungen nétig sind. Aulerdem wird die Existenz
zweier verschiedener Energieskalen bewiesen, die natiirlicherweise in dimerisierten Spin-1/2
Heisenberg-Ketten enthalten sind.

Die Thermodynamik des halbgefiillten erweiterten Hubbard-Modells (EHM) wird in Ka-
pitel Bl untersucht. Das EHM zeigt verschiedene Phaseniibergénge, die durch iibliche ther-
modynamische Gréflen wie die isotherme Kompressibilitdt und die magnetische Suszeptibili-
tét bestimmt werden kénnen. Durch die Betrachtung verschiedener Korrelationsfunktionen
kann die Existenz einer Phase mit langreichweitiger Dimer-Ordnung gezeigt werden. Diese
Phase wird seit einigen Jahren kontrovers in der Literatur diskutiert. Auflerdem wird das
gesamte Phasendiagramm in dieser Arbeit bestimmt.

Zuletzt werden die Ergebnisse der Arbeit im Kapitel B zusammengefasst.
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2 Die Transfermatrix-Renormierungsgruppe
(TMRG)

Die in dieser Arbeit verwendete TMRG-Methode kombiniert die Idee der Dichtematrix-
Renormierungsgruppe (DMRG) von White ﬂﬂ} mit dem Transfermatrix-Zugang von Suzuki
und Inoue ﬁ Die DMRG-Methode ist eine sehr prézise numerische Methode zur Berech-
nung von niedrigdimensionalen stark korrelierten Systemen. Besonders der Grundzustand
und die néchstfithrenden angeregten Zustédnde kénnen berechnet werden. Wahrend mit der
DMRG-Methode nur Eigenschaften bei 7" = 0 untersucht werden koénnen, ist es mit der
TMRG-Methode moglich die thermodynamischen Eigenschaften bei endlicher Temperatur
(T' > 0) zu berechnen.

In diesem Abschnitt wird ein Uberblick iiber die DMRG- und die TMRG-Methode ge-
geben. Die DMRG-Methode ist eine Weiterentwicklung der numerischen Renormierungs-
gruppe (NRG) von Wilson und die TMRG-Methode eine Erweiterung der DMRG-Methode
durch die Transfermatrix. Ein detaillierter Uberblick nach Xiang et al. m, @] und Sirker
und Kliimper m, E] wird in Abschnitt gegeben.

2.1 Die Dichtematrix-Renormierungsgruppe (DMRG)

2.1.1 Die numerische Renormierungsgruppe

Wilson schlug die NRG im Jahr 1975 vor, um den Grundzustand des Kondo-Modells zu
berechnen ﬂ] Der Algorithmus startet mit einer Quantenspinkette der Lange L (auch
»Block“ genannt), wobei L so grofl ist, dass dieses System exakt diagonalisiert werden
kann. Dieser Block wird schrittweise um einen Platz erweitert, sodass sich die Systemgrofie
von L auf L + 1 vergroflert. Da der Hilbertraum bei jedem Schritt exponentiell wachsen
wiirde, wird der erweiterte Block renormalisiert, indem immer nur eine feste Anzahl m
von Zustanden im Hilbertraum behalten wird. Alle tibrigen Zustinde werden nicht weiter
beriicksichtigt. Die geeignete Auswahl der m Zusténde ist das zu l6sende Problem bei dieser
Methode. In der NRG werden immer die m Zusténde mit der kleinsten Energie ausgewéhlt.
Fir das Kondo-Problem werden damit gute Ergebnisse erzielt. Fiir andere Systeme wie
z.B. das Heisenberg- oder das Hubbard-Modell werden allerdings nur schlechte numerische
Ergebnisse produziert.

2.1.2 Die DMRG-Methode

White verwendete die Dichtematrix-Projektion, um die richtige Auswahl der m Zusténde in
jedem Renormierungsschritt zu gewéahrleisten. Dadurch kann der Grundzustand sehr genau
numerisch berechnet werden. Ein System der Groéfle L, auch Superblock genannt, wird in
ein System- und einen Umgebungsblock geteilt. Die Zustdnde des System- bzw. des Um-
gebungsblocks werden als |i) bzw. |j) bezeichnet. Somit kann ein Zustand des Superblocks
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als

W) = Wijli) 1) (2.1)
ij
geschrieben werden. Die reduzierte Dichtematrix pg fiir einen Systemblock wird durch

ps = piw = y_ ViV, (2.2)
J

definiert. Dabei ist 3_; eine Teilspur iiber den Umgebungsblock. Normalisiert man die redu-
zierte Dichtematrix, d.h. Tr pg = 1, so enthélt die reduzierte Dichtematrix alle Informatio-
nen, um alle Eigenschaften des Systemblocks zu berechnen. In Ref. ﬂﬁ] wird gezeigt, dass
die m Eigenvektoren, die zu den m gréfiten Eigenwerten der reduzierten Dichtematrix geho-
ren, die optimale Auswahl sind, um den Grundzustand in jedem Renormalisierungsschritt
beschreiben zu koénnen.

DMRG-Algorithmus

Im Folgenden wird kurz der infinite DMRG-Algorithmus anhand einer eindimensionalen
Quantenkette mit einer Wechselwirkung nur zwischen den néchsten Nachbarn (NN—WW)E
vorgestellt. Mit diesem Algorithmus kénnen der Grundzustand, niedrigliegende angeregte
Zusténde sowie lokale Erwartungswerte (A) eines beliebigen lokalen Operators A berechnet
werden. Dazu werden die folgenden Schritte (s. Abb. ZII) durchgefiihrt:

1. Bilde den Systemblock der Gréfle L

L1
Hg =Y hii1. (2.3)
=1

2. Bilde den erweiterten Systemblock Hg. .

3. Konstruiere den Superblock und berechne den Grundzustand |¥) sowie niedrigliegende
angeregte Zusténde, falls bendtigt. Dabei kann der erweiterte Umgebungsblock Hyriq
durch eine Spiegelung des erweiterten Systemblocks gebildet werden.

4. Bestimme die reduzierte Dichtematrix pg und das vollstandige Eigenspektrum. Bilde
den Projektionsoperator U, indem in die Spalten der Matrix U die orthonormalen
Eigenvektoren zu den m grofiten Eigenwerten geschrieben werden.

5. Berechne alle lokalen Erwartungswerte

(A) = TrpgA. (2.4)

6. Projiziere alle Operatoren auf die reduzierte Basis

Hg=U'Hg U. (2.5)
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Abbildung 2.1: Der Superblock eines DMRG-Schritts. Hg ist der Systemblock, Hy der
Umgebungsblock und Hgy1 der erweiterte Systemblock.

Somit ist der Systemblock um einen Platz vergroflert worden und der Algorithmus kann
mit Schritt B fortgesetzt werden.

Durch eine sorgfiltige Analyse des finite-size-Verhaltens kénnen mit diesem Algorith-
mus Riickschliisse auf Ergebnisse im thermodynamischen Limes gemacht werden. Genauere
Ergebnisse werden erzielt, wenn dieser Algorithmus mit dem finiten DMRG-Algorithmus
kombiniert wird. Dieser Algorithmus wird hier nicht verwendet. Details kann der Leser in

Ref. [‘E] finden.

2.2 Die TMRG-Methode

Ein D-dimensionales Quantensystem kann prinzipiell durch exakte Diagonalisierung des Ha-
miltonoperators gelost werden. Mit derselben Methode kénnen auch die thermodynamischen
Eigenschaften des Systems berechnet werden. Allerdings kénnen nur endliche Systeme be-
trachtet werden, sodass eine finite-size-Analyse der Daten notwendig ist, um thermodynami-
sche Eigenschaften im thermodynamischen Limes zu bestimmen. Eine alternative Methode
ist die Quanten-Transfermatrix-Methode, die auf einer Trotter-Suzuki-Zerlegung basiert.
Dort wird das D-dimensionale Quantensystem auf ein (D + 1)-dimensionales klassisches
System abgebildet. Durch Berechnung des grofiten Eigenwerts der Quanten-Transfermatrix
kann das (D+1)-dimensionale klassische System im thermodynamischen Limes gelost wer-
den. Somit sind auch die thermodynamischen Eigenschaften des D-dimensionalen Quanten-
systems bekannt. Eine schematische Darstellung ist in Abb. zu sehen.

Im folgenden Abschnitt wird dieses Verfahren fiir eindimensionale Quantensysteme ge-
nauer beschrieben, da es die Basis der in dieser Arbeit verwendeten TMRG-Methode bildet.

2.2.1 Die Quanten-Transfermatrix

Die TMRG-Methode basiert auf einer Trotter-Suzuki-Zerlegung der Zustandssumme. Dabei
wird ein eindimensionales Quantensystem auf ein zweidimensionales klassisches System ab-
gebildet HEE] Im Folgenden wird sowohl die traditionelle Zerlegung nach Suzuki m] als
auch eine alternative Zerlegung @, @] beschrieben. Zur Veranschaulichung betrachtet man
einen beliebigen Hamiltonoperator H eines eindimensionalen Quantensystems der Lénge L

'Tn diesem Zusammenhang wird hiufig auch von Nichste-Nachbar-Wechselwirkung (NN-WW) gesprochen.
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D-dimensionales Trotter—Suzuki D+1-dimensionales

Quantensystem Zerlegung klassisches System
komplette GroRter Eigenwet
Diagonalisierung der Transfermatri

Thermodynamik Lésung des

des D—-dim. D+1-dim.

Quantensystems klassischen Systems

Abbildung 2.2: Schematische Darstellung zweier Losungswege, um die thermodynamischen
Eigenschaften eines D-dimensionalen Quantensystems zu bestimmen.

mit NN-WW und periodischen Randbedingungen

L
H=> hii. (2.6)
i=1

Da die traditionelle Zerlegung haufig in Quanten-Monte-Carlo- (QMC) und TMRG-Rech-
nungen benutzt wird und in Ref. [15] detailliert beschrieben wurde, wird diese Zerlegung
hier nur kurz erldutert, um das Prinzip der Trotter-Suzuki-Zerlegung zu verdeutlichen.
Zuerst wird der Hamiltonoperator in zwei Teile H = H. + H, zerlegt, die aus kom-
mutierenden Summanden bestehen. Hier besteht H. (H,) aus Termen h; ;1 mit i gerade
(ungerade). Dadurch kann die Zustandssumme in folgender Form geschrieben werden

Z="Tr e P = lim Tr { {e_eHee_eH"}M}, (2.7)
[— o0

wobei € = (3/M der Trotter-Suzuki-Parameter, § die inverse Temperatur und M eine na-

tiirliche Zahl, auch Trotterzahl genannt, sind. Nun kann eine Darstellung des Identitéatsope-

rators 2M-mal in die Zustandssumme eingefiigt werden. Dadurch lasst sie sich durch ein

Produkt lokaler Boltzmanngewichte ausdriicken

iitl /i itl| —eHeo
Thk+1 — <3k3k ‘e

Sharsiih) - (28)
In einer graphischen Sprache lassen sich diese Boltzmanngewichte durch schattierte Pla-
ketten darstellen (s. Abb. Z3)). Die Indices ¢ bzw. k repréisentieren die Spinkoordinate in
der Raumrichtung bzw. in der Trotter-Richtung, die auch imaginare Zeitrichtung genannt
wird. Eine Spalten-Transfermatrix Ty, die sog. Quanten-Transfermatriz (QTM), kann nun
mithilfe dieser lokalen Boltzmanngewichte definiert werden:

fM - (7'1727'374 ‘e TQM_LQM) (7'2737'475 o TQMJ) . (29)

Diese zweispaltige QTM ist auf der linken Seite der Abb. dargestellt. Dadurch ist die
Zustandssumme gegeben durch

Z="Tr T (2.10)

10
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Quantenkette Quantenkette

klassisches Modell

klassisches Modell

Abbildung 2.3: Die linke Seite veranschaulicht die traditionelle Trotter-Suzuki-Zerlegung.
Dabei wird eine eindimensionale Quantenkette auf ein zweidimensionales klassisches Gitter
mit Schachbrettstruktur abgebildet. Die vertikale Richtung entspricht der imaginéren Zeit-
richtung. Die QTM ist zweispaltig. Die rechte Seite zeigt die alternative Trotter-Suzuki-
Zerlegung. Dabei ist die QTM einspaltig.

Im Vergleich zur alternativen Zerlegung wird dadurch bei der numerischen Behandlung un-
notig viel Arbeitsspeicher bendtigt. Ein weiterer Nachteil dieser Trotter-Suzuki-Zerlegung
auf ein zweidimensionales Schachbrettgitter ist eine aufwendige Berechnung von Korrelati-
onsfunktionen. Schliellich miissen hier fiir gerade und ungerade Plétze verschiedene Opera-
toren definiert werden, wodurch wiederum der Speicherbedarf fiir numerische Berechnungen
ansteigt.

Diese numerischen Nachteile konnen vermieden werden, indem eine alternative Trotter-
Suzuki-Zerlegung @, @] verwendet wird. Damit kann die folgende Zustandssumme

Z= lim Tr {7} (2.11)

definiert werden. Dabei ist 7;2(€) = Tr 1 exp[—eH + O(e?)] mit Links- bzw. Rechtsshift-
operatoren T 1. Das so erhaltene klassische Gitter besteht aus alternierenden Reihen sowie
zusétzlichen Punkten in einem mathematischen Hilfsgitter. Ein groler Vorteil dieser Trotter-
Suzuki-Zerlegung ist, dass eine QTM definiert werden kann, die nur einspaltig ist (s. rechte
Seite der Abb. [Z3)). Die Herleitung dieser QTM funktioniert analog zur traditionellen QTM,
sogar die schattierten Plaketten beschreiben dieselben Boltzmanngewichte. Allerdings sind
diese Gewichte von Reihe zu Reihe um 45° im Uhrzeigersinn bzw. im Gegenuhrzeigersinn
gedreht. Mit dieser QTM T} ist die Zustandssumme gegeben durch Z = Tr T.

11
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2.2.2 Physikalische Eigenschaften im thermodynamischen Limes

Das Eigenspektrum der QTM ist der Grund, dass die Methode der QTM fir die numerische
Berechnung physikalischer Eigenschaften sehr niitzlich ist. Im Grenzfall unendlicher Tem-
peratur (T' — oo) kann gezeigt werden ﬂﬁ], dass der grofite Eigenwert der QTM T bzw.
Tyr durch S? bzw. S gegeben ist und alle anderen Eigenwerte gleich null sind. S bezeichnet
hier die Anzahl der Freiheitsgrade des physikalischen Systems pro Gitterplatz. Die Liicke
zwischen dem fithrenden Eigenwert Ay und den néchstfiihrenden Eigenwerten A, (n > 0)
wird immer kleiner, wenn die Temperatur verringert wird. Allerdings wird sich die Liicke
erst bei T" = 0 schlieflen. Das Verhéltnis zwischen dem gréfiten Eigenwert Ag und den an-
deren Eigenwerten A,, definiert nach Gln. [ZI0) und I7) eine Korrelationslinge. Somit
divergiert eine Korrelationsléange, wenn sich die Liicke schlieit. Das kann aber nur an einem
kritischen Punkt oder bei langreichweitiger Ordnung passieren. In einem eindimensionalen
Quantensystem mit kurzreichweitiger Wechselwirkung kann es aber keinen Phasentibergang
fir T > 0 geben. Mermin und Wagner M] haben das fiir die ferro- und antiferromagnetische
Ordnung in eindimensionalen Heisenberg-Modellen gezeigt. Demnach bleibt in eindimen-
sionalen Quantensystemen jede Korrelationslange und somit auch die Liicke zwischen dem
fihrenden Eigenwert und den néchstfiihrenden Eigenwerten fiir 7' > 0 endlich. Deswegen
kann die freie Energie im thermodynamischen Limes auf die Berechnung des grofiten Ei-
genwerts Ag der QTM zuriickgefiithrt werden

1 1
f = —lim —InZ=— lim lim — InTr T
L—o0 L—ooe—0 BL
_ | L L
=ty e {3 s |}
L—oco
InA
= —lim 420 (2.12)
e—0 ﬁ

Hier wurde ausgenutzt, dass die Grenzwerte L — oo und € — 0 vertauscht werden kon-
nen m]

Prinzipiell konnen nun alle thermodynamischen Gréfien aus der freien Energie f durch
numerische Ableitungen berechnet werden. Allerdings ist es hédufig besser, einige Groflen,
wie z.B. die Magnetisierung, direkt zu berechnen ng @] Der thermische Erwartungswert
eines lokalen Operators Oq 2, der auf die Plitze 1 und 2 wirkt und mit dem lokalen Hamil-
tonoperator kommutiert, ldsst sich wie folgt berechnen

©12) = Jim 2T (0120 = Jim T (T (012)7F; )
L R
frio|ee)

Hier sind <\I/£ und ‘\I/é%> die linken und rechten Eigenvektoren, die zum grofiten Eigen-
wert Ag der QTM gehoren. Die modifizierte QTM ist gegeben durch

TM(OLQ) = (T172(0172)T374 e TL—l,L) (T2’3T475 e TL71) (214)

12



2.2 Die TMRG-Methode

<s%s%‘ 71,2(01,2) ‘s%s%> = <5%5%’ 712012 ’s%s%> . (2.15)
Es ist auch moglich 2-Punkt-Korrelationsfunktionen
(010,) = (| Tn (0T} Taa (O)

5 100 [95) (82| 0 [B8) 11
ahk (%)

7 (2.16)

5| T (0) | W8 (WE| Tas (0,) |0
AoA,,

Mp

zu berechnen. Die Korrelationslangen &, und Wellenvektoren k,, sind gegeben durch

Ao

-1
=1
é-n n An

A
, k, = arg (A—n) , (2.17)
0

wobei A,, der néchstfithrende Eigenwert mit nicht-verschwindendem Matrixelement M,, # 0
ist.
Ebenso konnen statische Korrelationsfunktionen berechnet werden, die durch

B
Gr,z = 0) = / drG(r,7) (2.18)
0

definiert sind. Auch hier werden nur der gréfite Eigenwert sowie die zugehorigen linken und
rechten Eigenvektoren der QTM benétigt. Die statischen Korrelationsfunktionen lassen sich
mit der QTM fiir Abstédnde r > 0 schreiben als

M
€ ~ - o

G(r.z=0) =~ (W| Ta T3 Tor [ O ) mit Ty = 3 Tar(Oc). (2.19)
0 =0

Hier ist T/ (Oc.k) die QTM, an die ein Operator O zur imaginiren Zeit 7 = e - k (Trot-
terzahl k) angehéngt wird. Die statische Autokorrelationsfunktion muss allerdings getrennt
berechnet werden

M
k=0

Im néchsten Abschnitt wird gezeigt, wie die QTM mit der DMRG-Methode kombiniert
wird. Das funktioniert nur, weil die QTM aus lokalen Operatoren besteht, die nicht aufsum-
miert sondern multipliziert werden (s. Gl. (Z8))). Dennoch gibt es einige Unterschiede, wenn
die QTM anstelle eines Hamiltonoperators untersucht wird. Diese Unterschiede sind nicht
nur technisch relevant, sondern haben sogar einen wichtigen physikalischen Hintergrund.

Die oben definierte QTM hat nur reelle Eintrédge, ist aber nicht symmetrisch. Fir die
Numerik bedeutet das zumindest einen grofieren Aufwand, um die QTM zu behandeln. Es

13



2 Die Transfermatrix-Renormierungsgruppe (TMRG)

stellt sich also die Frage, ob die QTM symmetrisiert werden kann. Leider ist das nicht der
Fall. Kénnte die QTM némlich in eine reelle symmetrische (oder hermitische) Matrix trans-
formiert werden, waren alle Eigenwerte reell und somit auch die Verhéltnisse der néchstfiih-
renden Eigenwerte zum fiihrenden Eigenwert. Demnach wéren alle Korrelationsfunktionen
kommensurabel mit dem Gitter. Es ist aber bekannt, dass ein beliebiges Quantensystem
bei hinreichend tiefen Temperaturen inkommensurable Oszillationen zeigt. Dabei kann der
Wellenvektor ein beliebiges Vielfaches des Fermi-Vektors sein.

Deshalb ist bekannt, dass das Spektrum der QTM aus reellen Eigenwerten oder aus
komplex-konjugierten FEigenwertpaaren besteht. Demnach kann die QTM als eine normale
Matriz mit einem geeigneten Skalarprodukt verstanden werden. Leider sind die oben ein-
gefithrten Matrizen nicht normal im Bezug zum gewdhnlichen Skalarprodukt, d.h. es gilt
nicht [Ty, TH,] = 0.

In der Numerik wére es sicherlich glinstiger normale Matrizen zu diagonalisieren, aller-
dings wiirde es den numerischen Aufwand nur verlagern. Schliellich miisste dann in jedem
DMRG-Schritt eine geeignete Basis gefunden werden, um die QTM in eine normale Form
zu transformieren. Zuséatzlich kann nicht beantwortet werden, ob die TMRG-Methode da-
durch stabiler oder sogar instabiler werden wiirde. Im Fall der TMRG-Methode auf dem
Schachbrettgitter kann die QTM durch Tl1 / 2T2T11 /2 symmetrisiert werden, wenn sowohl
T = %—1,27'374 .. Ton—1,20m) als auch T = (793745 ... Toas,1) symmetrisch und positiv-semi-
definitf] sind (s. Gl. [ZI)). Diese symmetrisierte QTM zeigte in der Numerik allerdings
keinen positiven Effekt (s. Ref. ﬂﬂ])

2.2.3 Die Methode - DMRG-AIgorithmus fiir die Quanten-Transfermatrix

In diesem Abschnitt wird die in dieser Arbeit verwendete numerische Methode genauer
beschrieben. Dazu wird gezeigt, wie der DMRG-Algorithmus mit den Quanten-Transfermat-
rizen kombiniert wird. Der DMRG-Algorithmus wird benutzt, um die Linge der QTM in
der imaginéren Zeitrichtung, bzw. in der inversen Temperatur g, schrittweise zu vergrofiern.
Wie in der gewohnlichen DMRG (s. Kap. ETZ) wird die QTM zuerst in zwei Teile, den
Systemblock S und den Umgebungsblock FE, aufgeteilt. Die Dichtematrix wird definiert
durch

p=TE, (2.21)

wobei Tys die QTM ist. Im thermodynamischen Limes reduziert sich die Dichtematrix bis
auf eine Normierungskonstante zu p = ‘\Ifé%> <\I’£ ‘ Die reduzierte Dichtematrix pg wird wie
in der (7" = 0)-DMRG durch eine Teilspur tiber den Umgebungsblock

ps = Teu{|wf) (vE|} (2.22)

berechnet. Diese Matrix hat zwar nur reelle Eintrége, ist aber nicht symmetrisch, sodass
eine numerische Diagonalisierung schwieriger ist als in der {iblichen DMRG. Es kénnen so-
gar komplex-konjugierte Eigenwerte auftreten, die allerdings gesondert behandelt werden
kénnen (s. Ref. Eg @] fiir Details). Der Trotter-Suzuki-Parameter ¢ = §/M wird in der
numerischen Behandlung festgehalten. Fiir 0.025 < € < 0.1 werden gute numerische Ergeb-
nisse erzielt (s. Kap. ZZ4l). Demnach kann die Temperatur 7" = 1/eM in jedem Schritt

2 Alle Eigenwerte sind gréfer oder gleich null.
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2.2 Die TMRG-Methode

des DMRG-Algorithmus (M — M + 1) verringert werden. Im Folgenden werden die Blocke
der QTM T3 um 90° gedreht abgebildetE Nun wird der benutzte Algorithmus genauer
beschrieben. Es sollte allerdings beachtet werden, dass in der numerischen Behandlung die
Félle M gerade und M ungerade getrennt behandelt werden miissen.

1. Zuerst wird der erste Systemblock I' konstruiert, der aus M Plaketten besteht. M
wird so gewéhlt, dass die Relation SM < N < M+ erfiillt wird. S ist die Dimension
des lokalen Hilbertraums und N die maximale Anzahl der Zusténde, die in allen
Iterationsschritten behalten werden. ng und n/, sind sog. Block-Spin-Variablen und
enthalten N = SM viele Zustinde. Das S2 - N2-dimensionale Feld (o, ns, 7,n,) wird
gespeichert (s. Abb. B4)).

Abbildung 2.4: Der Systemblock I'. Die Plaketten werden durch eine Summe {iber
angrenzende Spins miteinander verbunden.

2. Der erweiterte Systemblock f(a, N, 52, T, Sh,n), ein S NZ-dimensionales Feld, wird
berechnet, indem eine Plakette zum Systemblock I' hinzugefiigt wird. Wenn h; ;41 reell
und translationsinvariant ist, kann der Umgebungsblock durch eine 180°-Drehung
mit nachfolgender Spiegelung des Systemblocks gebildet werden. Andernfalls muss
der Umgebungsblock analog zum Systemblock separat behandelt werden. Zusammen
bilden der System- und der Umgebungsblock den Superblock (s. Abb. EZ).

Abbildung 2.5: Der Superblock wird durch eine Summe iiber alle o-Zustiande peri-
odisch geschlossen.

3. Der fiithrende Eigenwert Ag und der zugehorige linke und rechte Eigenzustand

<\I/(l]” = \I/L(Sl7n87327ne) 5

Wl ) = Wh(s),nl, s5,n.) (2.23)

3Diese Darstellung wurde aus Platzgriinden gewihlt. Es gibt keine mathematischen oder physikalischen
Griinde.
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werden berechnet und normiert (V}|¥%) = 1. Damit kénnen die thermodynamischen
Eigenschaften zur Temperatur 7' = 1/(2¢(M + 1)) berechnet werden.

4. Die reduzierte Dichtematrix wird berechnet, indem eine Teilspur iiber den Umge-
bungsblock gebildet wird,

palnlshins,s2) = 3 [wif) (w| (2:24)

sl,ne

= Z \IIR(Slvn,sv3,2777‘6)\1111(317”57327”@)-

sl,ne

Danach wird das gesamte Spektrum der reduzierten Dichtematrix bestimmt. In den
Spalten der Matrix V¥ (7is|ns, s2) bzw. VE(R.|n,, s5) befinden sich die linken bzw.
rechten Eigenzustéinde, die zu den N grofiten Eigenwerten gehoren. Dabei ist 15 bzw.
n., die neue renormierte Block-Spin-Variable und enthélt nur N mogliche Werte.

5. Mit den Matrizen V¥ und V¥ wird der Systemblock renormiert. Die Renormierung
(s. Abb. 1) ist gegeben durch

P(O’, Ng, T, ﬁ;) = Z Z VL(ﬁS‘n8732)f(Uv N, 82, T, Sé,n;)vR(ﬁ;’n;,Sé) : (2'25)

Ns,52 ng73’2

Block

> 7

renormiert

7
i
—

Abbildung 2.6: Der Renormierungsschritt dargestellt fiir den Systemblock.

Nun kann der Algorithmus mit Schritt 2 wiederholt werden, wobei der neue den alten
Systemblock ersetzt. Man sollte allerdings beachten, dass die Block-Spin-Variable nun N
anstatt N viele Werte enthélt.

Numerische Durchfiihrung

Der vorhin beschriebene Algorithmus wurde in der Sprache C programmiertﬂ Nun werden
die numerischen Methoden, die in den einzelnen TMRG-Schritten verwendet werden, kurz
erlautert. Zuerst wird erklart, wie die Eigenwerte und Eigenvektoren der QTM (Schritt 3)

4Der grundlegende Algorithmus wurde von Jesko Sirker in seiner Dissertation m] geschrieben und detailliert
kommentiert. Hier wurde der Algorithmus auf die in dieser Arbeit verwendeten Systeme angepasst und
optimiert. Es wurden z.B. fiir jede Spinvariable zwei Einzelspins zu einem sog. Superspin zusammengefasst,
um Systeme mit alternierenden Magnetfeldern untersuchen zu kénnen (s. Kap. Bl).
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berechnet werden. Dazu konnen die Power-, die Look-Ahead-Lanczos- oder die Implicitly-
Restarted-Arnoldi-Methode verwendet werden. Diese Methoden sind besonders geeignet,
weil der Superblock der Dimension S*N* nicht explizit berechnet werden muss. Es reicht
eine Matrix-Vektor-Multiplikation aus, die schrittweise den Eigenvektor mit dem Umge-
bungsblock und danach mit dem Systemblock multipliziert. Die Dimension der beiden Bl6-
cke ist S*N? bzw. S?N? in der alten bzw. neuen Trotter-Suzuki-Zerlegung. Die Power-
Methode wird verwendet, um einen geeigneten Startvektor fiir die Implicitly-Restarted-
Arnoldi-Methode zu erhalten. Mit der Power-Methode konnen der grofite Eigenwert und
der zugehorige Figenvektor berechnet werden, indem die QTM k-mal auf einen beliebigen
Startvektor |®) = >, a; |V;) angewandt wird,

Ai K —00
QM) ) = Y aa 9 = A5 Y, <A_0> 10, 522 AR |0) (2.26)

Dabei sind |¥;) die Eigenvektoren der QTM. Im Grenzfall k& — oo erhélt man eine Néhe-
rung fiir den Eigenvektor |¥g), der zum groBten Eigenwert Ay gehort. Nun wird noch die
Implicitly-Restarted-Arnoldi-Methode aus dem ARPACK-Paket @] verwendet. Dadurch
kann zum einen der Eigenvektor zum grofiten Eigenwert genauer als mit der Power-Methode
bestimmt werden und zum anderen kénnen auch Eigenvektoren zu den néchstfithrenden Ei-
genwerten berechnen werden. Zuletzt sollte noch erwédhnt werden, wie das gesamte Spektrum
der reduzierten Dichtematrix (Schritt 4) bestimmt wird. Dazu wird eine Standardroutine
(DGEEVX) aus dem LAPACK-Paket @]

diagonalisiert werden koénnen.

verwendet, mit der nicht-symmetrische Matrizen

2.2.4 Die Genauigkeit der TMRG-Ergebnisse

Bevor in den folgenden Kapiteln die TMRG-Methode auf physikalische Modelle angewandt
wird, sollte ihre numerische Genauigkeit tiberpriift werden. Dazu werden die numerischen
Ergebnisse der TMRG-Methode mit exakten Ergebnissen verglichen. Da es schon einen er-
folgreichen Vergleich mit analytischen Daten zum Modell freier Fermionen gibt m], wird in
dieser Arbeit die TMRG-Methode auf das eindimensionale Hubbard-Modell (s. Gl. [&3))
angewandt. Fiir dieses Modell liefert der Bethe-Ansatz (BA) M] exakte Ergebnisse, z.B.
fiir die Magnetisierung, die isotherme Kompressibilitidt (Ladungssuszeptibilitit), die ma-
gnetische Suszeptibilitdt und die spezifische Warme. Im Folgenden wird die Hiipfamplitude
t = 1 gesetzt, weil ¢t nur die Energieskalen U — U/t und V' — V/t, sowie die Temperatur
T — T/t parametrisiert. Da in der Numerik verschiedene Coulomb-Abstoflungen U auf die
Genauigkeit keine Auswirkung haben sollten, wird hier U = 8 als Beispiel betrachtet. Die
spezifische Warme C' kann mittels der freien Energie f, die direkt mit der TMRG-Methode
berechnet wird, durch C' = —T9?f/0T? bestimmt werden. Sie wird zusammen mit den
exakten Daten aus dem BA in Abb. B gezeigt. Aulerdem wird noch die Differenz beider
Resultate abgebildet. Die magnetische Suszeptibilitit xs kann mithilfe der Magnetisierung
m = (S?) berechnet werden. Dazu wird bei einem kleinen Magnetfeld der Groe dh ~ 1072
die Magnetisierung m berechnet, sodass die magnetische Suszeptibilitdt durch x5 = m/dh
gegeben ist. Sie wird in Abb. mit dem BA-Ergebnis verglichen. Auf die gleiche Art und
Weise kann die isotherme Kompressibilitdt (Ladungssuszeptibilitit) . berechnet werden,
allerdings werden dazu ein kleines chemisches Potential du und der Erwartungswert des
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Abbildung 2.7: TMRG-Ergebnisse (rote Linie) zur spezifischen Wérme C' fiir das Hubbard-
Modell bei U = 8 verglichen mit BA-Daten (Kreise) in Abhéngigkeit der Temperatur 7. Es
wurden N = 200 Zustédnde in der TMRG-Methode behalten und € = 0.025 verwendet. Die
untere Abb. zeigt die Abweichung AC' zwischen den TMRG- und den BA-Ergebnissen.
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Abbildung 2.8: TMRG-Ergebnisse (rote Linie) zur magnetischen Suszeptibilitat ys fiir das
Hubbard-Modell bei U = 8 verglichen mit BA-Daten (Kreise) in Abhéngigkeit der Tem-
peratur 7. Es wurden N = 200 Zusténde in der TMRG-Methode behalten und ¢ = 0.025
verwendet. Die untere Abb. zeigt die Abweichung Ay, zwischen den TMRG- und den BA-
Ergebnissen.
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Abbildung 2.9: TMRG-Ergebnisse (rote Linie) zur Ladungssuszeptibilitit x. fir das
Hubbard-Modell bei U = 8 verglichen mit BA-Daten (Kreise) in Abhéngigkeit der Tem-
peratur T. Es wurden N = 200 Zusténde in der TMRG-Methode behalten und ¢ = 0.025
verwendet. Die untere Abb. zeigt die Abweichung Ay, zwischen den TMRG- und den BA-
Ergebnissen.

Teilchenzahloperators n betrachtet (x. = n/du). Diese Ergebnisse sind in Abb. EZd zu se-
hen. Fiir Temperaturen 7" 2 0.05 haben die Ladungssuszeptibilitidt und die magnetische
Suszeptibilitit einen kleineren Fehler als 5 x 10™%. Fiir die spezifische Wirme ist der Fehler
um eine Groflenordnung hoher, weil hier eine zweite Ableitung numerisch berechnet werden
muss.

Ahnlich gute Resultate liefert auch ein Vergleich der TMRG-Daten mit exakten BA-Daten
zum isotropen Heisenberg-Modell (s. Kap. Bl bzw. Ref. @]) In Abb. ist ein Vergleich
der Magnetisierungsergebnisse zu sehen. Dabei wurden in jedem TMRG-Schritt N = 64
Zusténde behalten und der Trotter-Suzuki-Parameter € = 0.05 benutzt.

Die durch die TMRG-Methode bedingten Fehler werden nun genauer diskutiert, um fest-
zustellen, ob die Fehler in den obigen physikalischen Gréflen akzeptabel sind oder ob die
Numerik noch weiter verbessert werden muss. Im Prinzip gibt es zwei Fehlerquellen in der
TMRG-Methode. Die Erste ist der sog. Trotter-Suzuki-Fehler, der aufgrund der Abbildung
der eindimensionalen Quantenkette auf das zweidimensionale klassische Gitter entsteht. Die
O(€?)-Korrektur der Transfermatrix sollte zu einem Fehler der Ordnung O(e) in der Zu-
standssumme fiithren. Allerdings ist der Operator in der linearen Korrektur ~ [h;_1 i, hi it1]
anti-hermitisch (h; ;41 ist hermitisch) und die Spur dariiber wird verschwinden, sodass nur
ein Fehler der Ordnung O(€?) iibrig bleibt ﬂﬂ] Der zweite Fehler ist der sog. Trunkierungs-
fehler, der durch die beschrankte Anzahl an Zustdnden N in jedem Renormierungsschritt
auftritt. Bei hohen Temperaturen sollte der Trunkierungsfehler ziemlich klein sein, aber mit
fallender Temperatur ansteigen, weil die reduzierte Dichtematrix dann immer dichter wird.
Es ist also zu erwarten, dass der Trotter-Suzuki-Fehler bei hohen Temperaturen und der
Trunkierungsfehler bei tiefen Temperaturen dominieren wird.
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2 Die Transfermatrix-Renormierungsgruppe (TMRG)
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Abbildung 2.10: Die Abweichung Ay der magnetischen Suszeptibilitéit zwischen den TMRG-
Daten und den exakten BA-Daten in Abhéngigkeit des Trotter-Suzuki-Parameters e fiir
verschiedene Temperaturen. In jedem TMRG-Schritt wurden N = 180 Zusténde behalten.
Die Anzahl der Renormierungsschritte steigt von 100 fiir € = 0.2 bis 2000 fiir ¢ = 0.01, um
die minimale Temperatur von 7" = 0.025 zu erreichen.

Bei der magnetischen Suszeptibilitdt und der Ladungssuszeptibilitdt zum 1D-Hubbard-
Modell ist der Fehler bei 7' 2> 0.05 immer kleiner als ¢ = 6.25 x 10™%, sodass in diesem
Bereich der Trunkierungsfehler vernachléssigbar klein ist. Erst unterhalb einer Temperatur
von T ~ 0.05 scheint der Trunkierungsfehler zu dominieren.

Im Folgenden werden diese Erwartungen tiberpriift. Dazu wird in Abb. ZT0 die Genauig-
keit der magnetischen Suszeptibilitit des 1D-Hubbard-Modells bei U = 8 in Abhéngigkeit
des Trotter-Suzuki-Parameters € fiir verschiedene Temperaturen T" gezeigt. Fiir die Tempera-
turen 7' = 0.25, 0.5 und 1.0 ist der Fehler proportional zu €2, sodass bei diesen Temperaturen
der Trotter-Suzuki-Fehler dominiert. Bei 7" = 0.1 weicht der Fehler schon von dieser Pro-
portionalitdt ab und bei noch tieferen Temperaturen kann kein klares Skalierungsverhalten
mehr erkannt werden. Somit dominiert hier der Trunkierungsfehler.

Als Nachstes wird die Genauigkeit der magnetischen Suszeptibilitdt in Abhéngigkeit
der Anzahl der Zustdnde N untersucht, die in jedem TMRG-Schritt behalten werden (s.
Abb. ETI0). Bei hohen Temperaturen (T = 0.5 und 1.0) nimmt der Fehler nur solange
mit steigender Anzahl von Zustdnden N ab, bis der Fehler kleiner als der Trotter-Suzuki-
Fehler (gestrichelte Linie in Abb. ZTT]) ist. Danach hat eine Erhohung von N keine Aus-
wirkung mehr, weil der Trotter-Suzuki-Fehler in diesem Bereich schon dominiert. Anhand
von Abb. ZTT wird aber auch deutlich, dass die Genauigkeit bei tieferen Temperaturen nur
mithilfe einer groflen Anzahl von mitgenommenen Zustéinden N verbessert werden kann.
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Abbildung 2.11: Die Abweichung Ay der magnetischen Suszeptibilitat zwischen den TMRG-
Daten und den exakten BA-Daten als Funktion der Anzahl der mitgenommenen Zusténde
N. Der Trotter-Suzuki-Parameter ist ¢ = 0.05

Zusammengefasst konkurrieren der Trotter-Suzuki-Fehler und der Trunkierungsfehler.
Ein kleiner Trotter-Suzuki-Parameter ¢ minimiert zwar den Trotter-Suzuki-Fehler, aller-
dings werden dann mehr TMRG-Schritte benétigt, um eine minimale Temperatur, z.B.
T = 0.01, zu erreichen. Dadurch steigt wiederum der Trunkierungsfehler und natiirlich auch
die Berechnungszeit auf dem Computer. Ebenso steigt diese Zeit mit der Anzahl der mitge-
nommenen Zustéande N. Eine hohe Anzahl ist aber die einzige Moglichkeit die Genauigkeit
bei tiefen Temperaturen zu erhdohen. In der Praxis hat sich ein Trotter-Suzuki-Parameter
zwischen ¢ = 0.025 und 0.1 als sehr giinstig erwiesen, um bei tiefen Temperaturen und
mit moglichst wenigen TMRG-Schritten gute Ergebnisse zu erzielen. Mit einem Trotter-
Suzuki-Parameter ¢ = 0.05 kann beispielsweise die minimale Temperatur 7" = 0.01 in 1000
TMRG-Schritten erreicht werden.
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3 Die antiferromagnetische Spin-1/2
Heisenberg-Kette

3.1 Eindimensionale Quantenmagnete

Eindimensionale (1D) Quantenmagnete sind in den letzten Jahrzehnten sowohl theoretisch
als auch experimentell intensiv untersucht worden. Zuerst sollten Erkenntnisse iiber 1D-
Systeme nur helfen, dreidimensionale Systeme besser beschreiben zu kénnen, doch schnell
stellte sich heraus, dass 1D-Systeme selbst interessant sein koénnen. 1D-Systeme zeigen z.B.
quantenkritisches Verhalten und Anregungsliicken. Aber auch das Wechselspiel zwischen
Quantenfluktuationen und thermischen Fluktuationen sowie das Auffinden neuer Phasen
und Quasiteilchen machen 1D-Systeme sowohl fiir die Theorie als auch fiir das Experiment
sehr interessant. 1D-Systeme werden experimentell untersucht, um ihre Realisierung sowie
die Vorhersagen der theoretischen Modelle zu bestétigen. Ein weiterer Vorteil ist die Exis-
tenz einer exakten Losung. Somit kann das physikalische Verhalten des Systems iiber den
gesamten Temperaturbereich untersucht werden. Das erste Modell fir 1D-Quantenmagnete
war das von Lenz und Ising 1925 m] vorgeschlagende , Ising-Modell“. In den folgenden Ab-
schnitten werden das Spin-1/2 Heisenberg-Modell beschrieben und theoretische und experi-
mentelle Ergebnisse fiir zwei 1D-Systeme, Kupfer-Pyrimidin-Dinitrat und Kupfer-Benzoat,
miteinander verglichen.

3.1.1 Das Heisenberg-Modell und magnetische Wechselwirkungen in 1D

Magnetische Materialeigenschaften werden durch die Existenz magnetischer Momente be-
stimmt. Diese konnen aufgrund des Bohr-van-Leeuwen-Theorems nur in quantenmechani-
schen Systemen existieren. Demnach ist Magnetismus ein rein quantenmechanisches Phé-
nomen und wird durch die elektrostatische Coulombwechselwirkung, den elektrischen Spin
und das Pauli-Prinzip bestimmt.

Heisenberg m] zeigte, dass die magnetische Wechselwirkung zweier Spins in Valenzelek-
tronen S; und S; durch den ,Heisenberg®-Hamiltonoperator

o=> Ji;9:S; (3.1)
i,J

beschrieben werden kann. Die Kopplungskonstanten J;; bestimmen die Energiedifferenz
zwischen verschiedenen Spinkonfigurationen an den Orten 7 und j. Fir J;; < 0 ist eine
parallele Konfiguration und fiir .J;; > 0 eine antiparallele Konfiguration der Spins \S; und S;
energetisch giinstiger. Diese quantenmechanische Wechselwirkung zwischen zwei Spins ist
die sog. Austauschwechselwirkung. Sie beruht auf dem Uberlapp zweier benachbarter
Orbitale. Da dieser Uberlapp in Festkorpern meist klein ist, wird der Hamiltonoperator
BI) héufig auf eine Summe tiber néchste Nachbarelektronen reduziert. Auflerdem kann
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3 Die antiferromagnetische Spin-1/2 Heisenberg-Kette

eine anisotrope Kopplung J = J, = J, # J, eingefiihrt werden. Fiir eine Spinkette in 1D
wird so das XXZ-Modell

H=7Y% SiSHi+S/SY, +AS;Si, (3.2)

mit dem Anisotropieparameter A = Jz definiert. Das XXZ-Modell in 1D (besonders mit
antiferromagnetischer Wechselvmrkung (J > 0)) ist ein sehr wichtiges Modell in der Vielteil-
chen-Festkorperphysik. Auflerdem ist fiir Spin S = 1/2 Teilchen das XXZ-Modell (B2) in 1D
durch den Bethe-Ansatz exakt losbar m |. Fiir A = 0 erhélt man das XX-Modell und fiir
A — oo das obengenannte Ising-Modell. Wahrend im Ising-Modell alle Spins entweder in die
z oder —z Richtung ausgerichtet sind, sind im Heisenberg-Modell alle drei Spinrichtungen
moglich. Bei Kupferionen (Cu-Ionen), die in dieser Arbeit untersucht werden, gibt es haufig
kleine Unterschiede zwischen benachbarten Cu-Ionen, die durch einen anisotropen Landé-
Faktor (g-Faktor) modelliert werden kénnen. Demnach kann ein System von Cu-Ionen durch
ein isotropes Heisenberg-Modell beschrieben werden. Im Folgenden wird ein isotropes (J =
Jo = Jy = J;) XXX-Modell verwendet. Mit einem &ufBleren Magnetfeld H nimmt der
Hamiltonoperator folgende Gestalt an

gzjz(s*is*m I g s) (3.3)

Hier ist gu pH-S; der Zeeman-Term mit dem Landé-Faktor g und dem Bohrschen Magneton
UB-

Obwohl dieser Hamiltonoperator nur fiir Systeme mit direkter Austauschwechselwir-
kung entwickelt wurde, kann er auch auf reale Systeme angewandt werden, in denen die
magnetischen Ionen nicht direkt miteinander wechselwirken. Eine direkte Austauschwech-
selwirkung ist haufig nicht moglich, weil die magnetischen Orbitale alle innerhalb der Ionen
(Radius ca. 3 A) liegen und somit keinen Uberlapp mit den benachbarten Ionen haben.
Allerdings konnen Elektronen nichtmagnetischer Ionen, die sich zwischen den magneti-
schen Tonen befinden, eine magnetische Wechselwirkung zwischen ihnen vermitteln. Diese
Wechselwirkung bezeichnet man als Superaustausch 47]. Auch in diesem Fall kann der
Hamiltonoperator ([B3)) verwendet werden. Die Kopplungskonstante J kann nun tiber die
verschiedenen Superaustausch-Wege bestimmt werden.

3.1.2 Die XXX-Kette mit gestaggertem Magnetfeld

Die isotrope Heisenberg-Kette (B3] kann mithilfe des Bethe-Ansatzes exakt gelost wer-
den. Der Grundzustand ist ein Spinsinglett mit liickenlosen Anregungen fiir ein beliebiges
Magnetfeld zwischen Null und dem Sattigungsmagnetfeld @]

H.=4JS/gup. (3.4)

Dender et al. ﬂa] untersuchten Kupfer-Benzoat experimentell, um dieses Verhalten zu be-
statigen. Sie stellten fest, dass Kupfer-Benzoat eine Anregungsliicke hat, die sowohl von der
Richtung als auch von der Stérke des Magnetfelds (o< H 2/ 3) abhéngt. Bei niedrigdimensio-
nalen magnetischen Materialien lasst sich diese Anregungsliicke durch anisotrope Beitrége
zum Superaustausch aufgrund einer Wechselwirkung zwischen der Spin-Orbital-Kopplung
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3.1 Eindimensionale Quantenmagnete

und dem Superaustausch erkldren. Demnach muss der Landé-Faktor im Zeeman-Term der
XXX-Kette ([B3) durch einen anisotropen Landé-Tensor ‘g” ersetzt werden. Zusitzlich wird
noch eine alternierende Dzyaloshinskii-Moriya (DM)-Wechselwirkung @, IE] zum Hamil-
tonoperator hinzugefiigt:

A=7Y (§i§i+1 - “73 (71?) S - FIDM) , (3.5)
mit 1
Hpu = 5 S (=1)'D- (8 x Sia) (3.6)

wobei D der DM-Vektor ist. Seine Gréfe und seine Richtung hangen von der Kristallstruktur
und der lokalen Umgebung der magnetischen Ionen ab. Im Allgemeinen ist die Grofle der
DM-Wechselwirkung (Ag/g)J, wobei Ag ein Shift des g-Faktors im Kristall ist m, @]
Ublicherweise ist (Ag/g) ~ 0.01.
AuBerdem muss der Hamiltonoperator (B3) noch um eine symmetrische anisotrope Wech-

selwirkung

A — — —

Hgp=5;- A - Si—f—l (3.7)

mit einem Tensor zweiter Stufe A erganzt werden, um dipolare Wechselwirkungen zwischen
zwei benachbarten Spins darzustellen. Das kann in dieser Arbeit vernachléssigt werden, weil
diese Wechselwirkung meistens um eine GroBenordnung (ox (Ag/g)%J) kleiner ist als die
DM-Wechselwirkung.

Effektives Heisenberg-Modell mit gestaggertem Magnetfeld

Oshikawa und Affleck @, @, @] untersuchten als erste den Hamiltonoperator ([BI), um
die magnetischen Eigenschaften und dynamischen Spinkorrelationen des antiferromagne-
tischen S = 1/2 Heisenberg-Modells mit alternierenden lokalen Symmetrien zu bestim-
men. Im Folgenden wird dieses Modell als die gestaggertl antiferromagnetische S = 1/2
Heisenberg-Kette (AFHK) bezeichnet. Aufgrund der alternierenden DM-Wechselwirkung
und des anisotropen Landé-Tensors ¢ = G, =+ gs mit alternierenden Nichtdiagonalter-
men induziert ein externes homogenes Magnetfeld H ein effektives gestaggertes Magnetfeld
hs. Durch ecine Drehung im Spinraum um D mit einem Winkel von =+ arctan (D/.J) /2 auf
geraden/ungeraden Plitzen, kann die DM-Wechselwirkung in ein gestaggertes Magnetfeld
ubergehen (s. Anhang/[Al). Definiert man die Richtung des externen homogenen Magnetfelds
H entlang der z- Achse und berticksichtigt, dass das gestaggerte Magnetfeld h naherungs-
weise senkrecht auf H steht und h < H ist, kann der Hamiltonoperator B3) als ein
Heisenberg-Modell mit einem orthogonalen homogenen und gestaggerten Magnetfeld

H =7 |88 = huS7 = (~1)'hsS7] (3.8)

geschrieben werden. Dabei ist h, = gupH/J das effektive homogene Magnetfeld und
hs = ch, das induzierte gestaggerte Magnetfeld. Eine kleine Anisotropie in den Kopplungs-
konstanten kann vernachléssigt werden (s. Anhang [Al). Fiir eine gegebene duflere Magnet-
feldrichtung kénnen der effektive Landé-Faktor ¢ und der Inhomogenitatsparameter ¢ aus

lengl. staggered = gestaffelt.
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3 Die antiferromagnetische Spin-1/2 Heisenberg-Kette

der DM-Wechselwirkung D und dem anisotropen Landé-Tensor ¢° = §, + 5 in folgender
Weise berechnet werden ﬂﬁ]

g= 9|/ |H|, (3.92)
_1 1 = — 77 “— 77 -
c-;’ﬁnguH—i— gSH‘/‘H‘. (3.9b)

Der erste Teil aus Gl. (B30) beschreibt den Beitrag aus der DM-Wechselwirkung und der
zweite Teil den Beitrag aus dem anisotropen Landé-Tensor. Fiir eine bestimmte Magnet-
feldrichtung konnen sich diese beiden Terme sogar gegenseitig aufheben, sodass man den
Hamiltonoperator der isotropen Heisenberg-Kette erhalt.

Thermodynamische Eigenschaften

Die thermodynamischen Eigenschaften der gestaggerten S = 1/2 AFHK wurden von Oshi-
kawa und Affleck @, H, é] untersucht. Sie verwendeten sowohl die lineare Spin-Wellen-
Theorie als auch die Methode der Bosonisierung, in der durch das homogene Magnetfeld nur
der Fermi-Impuls kr verschoben und der Kompaktifizierungsradius R renormalisiert wird.
R héngt dabei von der Stérke des dufleren Magnetfelds ab. Das gestaggerte Magnetfeld
wird durch den Operator cos(27rR<i>) beschrieben. Demnach kann die gestaggerte S = 1/2
AFHK bei kleinen Energien durch das Sine-Gordon-Modell mit der Lagrangedichte

L= % ((%@)2 + const - h, cos(2m RP) (3.10)

beschrieben werden. Dabei ist ® das Bosonfeld und ® das dazu duale Bosonfeld. Ein Ska-
lenargument besagt, dass die Anregungsliicke A proportional zu h;/ (2=d) ist, wobei d die
Dimension des relevanten Operators ist. Hier ist d = 1/2 und somit A hg/ s, Infolge eines

marginalen Operators @] gibt es noch eine logarithmische Korrektur A o hi/ ? [In h|1/ 6, die
in dieser numerischen Arbeit weder bestétigt noch widerlegt werden konnte.

Ublicherweise wird die Magnetisierung m als Ableitung der freien Energie F' nach dem
Magnetfeld berechnet. Hier muss jedoch die Magnetisierung wegen des dufleren homogenen
Magnetfelds h, und des induzierten gestaggerten Magnetfelds hs als Ableitung nach beiden
Magnetfeldern berechnet werden. Diese beiden Magnetfelder sind durch den Inhomogeni-
tétsparameter ¢ verkniipft, der stark von der Richtung des dufleren Magnetfelds abhéngt
(B30). Nach m, Iﬁl, Iﬁfund der Definition der gestaggerten Magnetisierung hgs = ch,, ist
die experimentell zugangliche Magnetisierung, die sog. physikalische Magnetisierung mpys,
die Summe zweier Beitréige

OF oF
Mphys = —77— —C
Py Oh,  Oh,
= my +cms. (3.11)

Anschaulich bedeutet dies, dass die gestaggerte Magnetisierung mg sowohl eine Komponente
in Richtung des gestaggerten Magnetfelds mg; als auch eine in Richtung des homogenen
Felds my = c¢ms hat ﬁ] Demnach ist der gestaggerte Anteil aus ([BI1]) eine Projektion der
gestaggerten Magnetisierung auf die Achse entlang des Magnetfelds, wobei der zugehorige
Beitrag mit dem Inhomogenitédtsparameter ¢ skaliert wird. Dieser Zusammenhang ist fiir
CuPM (s. Kap. B2) gut in Abb. Bl zu erkennen.
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3.1 Eindimensionale Quantenmagnete

Wie bei der Berechnung der physikalischen Magnetisierung muss die freie Energie in
Abhéngigkeit der homogenen und gestaggerten Magnetisierung betrachtet werden, um die
experimentell zugéngliche physikalische Suszeptibilitdt zu berechnen. Sie ergibt sich als

omy, 5 0mg Omeg

— 2
Xphys = = ¢ g T 2o

(3.12)

weil nach dem Satz von Schwarz
Oms  Omy,

Ohy  Ohs
gilt. Der zweite Term in ([BI2) ist wesentlich grofier als der letzte, so dass die physikalische
Suszeptibilitat durch

(3.13)

Oy 29ms (3.14)

Xphys = 55~ T ¢ 55

beschrieben werden kann.

3
&

Abbildung 3.1: Die CuPM-Kette entlang der b-Achse gesehen. Zur Vereinfachung sind nur
die Cu-Ionen und die Pyrimidin-Molekiile gezeigt. Die Richtungen der verschiedenen Kom-
ponenten der Magnetisierung, d.h. m,, und ms = my + m,, werden veranschaulicht. Hin-
weis: Die gestaggerten Komponenten sind nicht originalgetreu skaliert. Diese Abbildung
wurde Ref. @] entnommen.

27



3 Die antiferromagnetische Spin-1/2 Heisenberg-Kette

3.2 Kupfer-Pyrimidin-Dinitrat CuPM(NOj3)2(H20)-

In dieser Arbeit werden die Materialien Kupfer-Pyrimidin-Dinitrat (CuPM) und Kupfer-
Benzoat (Cu-Benzoat) genauer untersucht. Beide Materialien kénnen als ideale Realisierung
fiir die eindimensionale gestaggerte S = 1/2 AFHK betrachtet werden. Die Kopplungskon-
stante J/kp von CuPM ist doppelt so grofi wie die von Cu-Benzoat. Auflerdem ist die
Zwischenkettenkopplung kleiner als bei Cu-Benzoat. Diese Eigenschaften garantieren zum
einen die Moglichkeit einer theoretischen Beschreibung des Materials durch die eindimen-
sionale gestaggerte S = 1/2 AFHK und zum anderen gute experimentelle Bedingungen.
Dadurch kénnen die physikalischen Groflen, wie z.B. die Magnetisierung, beider Materia-
lien sowohl berechnet als auch gemessen werden. CuPM ist bis heute die beste Realisie-
rung des Sine-Gordon-Modells. In den folgenden Abschnitten wird eine kurze Einfithrung
in beide Materialien gegeben. Dieses beinhaltet die Kristallstruktur und die magnetischen
Eigenschaften.

Ishida et al. @, Iﬁ] haben in antiferromagnetischen linearen Polymeren, wie Kupfer-
Pyrazine (PZ = C4NoHy)-Dinitrat, das Pyrazin durch Pyrimidin (PM = C4NoHy) ersetzt.
Die dabei entstandenen Komplexe zeigen ferromagnetische FEigenschaften. Da die Cu-Ionen
an die Stickstoffionen von PM oder PZ gebunden werden, entscheidet die atomare Struktur
von PM und PZ iiber Ferro- oder Antiferromagnetismus. Wéahrend die Austauschwechsel-
wirkung bei PZ iiber vier magnetische Ionen iibertragen wird, sind es bei PM nur drei
(s. Abb. BZ). Dadurch ergibt sich bei PZ eine antiferromagnetische und bei PM eine ferro-
magnetische Wechselwirkung. In der Tat zeigt CuPMs(NOg), ferromagnetische Eigenschaf-
ten, wihrend CuPM(NO3)2(H20)2 (CuPM) eine antiferromagnetische Kopplung zeigt. Die
Strukturen von CuPM und CuPM;3(NOj3)2 unterscheiden sich in der dquatorialen Position
der Stickstoffionen. Dadurch haben bei CuPM die beiden Stickstofforbitale einen merklichen
Uberlapp, sodass das Molekiilorbital von Pyrimidin, zu dem die beiden Stickstofforbitale
hauptséchlich beitragen, antiferromagnetisch ankoppeln kann (s. Abb. B3]).

3.2.1 Kiistallstruktur von Kupfer-Pyrimidin-Dinitrat

CuPM(NO3)2(H20)2 kristallisiert in einem monoklinen Raumgitter mit C2/c¢ Symmetrie,
wobei vier Formeleinheiten eine Einheitszelle bilden. Die Gitterparameter sind in einer

Abbildung 3.2: Die antiferromagnetische Wechselwirkung bei Pyrazin und die ferromagne-
tische bei Pyrimidin. Die Pfeile stellen die magnetischen Spins dar.
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3.2 Kupfer-Pyrimidin-Dinitrat CuPM(NOs3)2(H20)2

Abbildung 3.3: Die antiferromagnetische Wechselwirkung bei Pyrimidin. Die Pfeile stellen
die magnetischen Spins dar und der Bogen den Superaustausch zwischen den Stickstoffor-
bitalen.

Pulver-Kristallstrukturanalyse zu a = 12.1405 A, b = 11.4376 A, ¢ = 7.4557 A und
f = 113.82° bei T = 10 K und zu a = 12.3760 A, b = 11.4972 A, ¢ = 7.5051 A und
B = 114.97° bei Raumtemperatur bestimmt worden EE] Die Struktur bleibt demnach iiber
einen groflen Temperaturbereich erhalten. Die Cu-lIonen bilden eine lineare Kette entlang
der kleinen ac-Diagonalen und werden durch eine N-C-N-Briicke des Pyrimidins miteinan-
der verbunden. Der Abstand zweier Cu-Ionen entlang der Kette ist dcy—cu = 5.71 A bei
T = 10 K, wobei der Abstand zur nichsten Kette dkette—Kette = 6.84 A ist. Die Cu-Ionen
befinden sich in einem verzerrten Oktaeder, dessen Aquatorialebene durch N-O-N-O gebil-
det wird und bei dem jeweils ein Sauerstoffion auf den axialen Positionen sitzt (s. Abb. B4).
Die Hauptachse der Oktaeder ist um 29.4° aus der ac-Ebene gekippt. Da diese Achse mit der
Hauptachse des g-Tensors iibereinstimmt, sind alle Cu-lIonen zwar kristallographisch aber
nicht magnetisch dquivalent. Resultierend bildet sich ein alternierender g-Tensor im Koor-
dinatensystem a’bc’, wobei ¢’ die Winkelhalbierende zweier Hauptachsen von benachbarten
Cu-Tonen ist und o’ senkrecht auf b und ¢’ steht. Die Achse ¢ ist in Abb. B4l gezeigt. In
diesem Koordinatensystem a’b¢’ nimmt der g-Tensor nach Elekronenspinresonanz (ESR)-
Messungen ﬂﬁ] die folgende Form an:

2.073 0 0
7 = 0 2.149  40.127 (3.15)
0 +0.127 2.287
gzz 0 0
- 0 gy *95s | =905 (3.16)
0 +9s 9:-

Gu und G5 bezeichnen den homogenen und den gestaggerten Teil des g-Tensors. Zusitzlich
zu dieser anisotropen Austausch-Wechselwirkung wirkt noch eine Dipol-Wechselwirkung
entlang der Kettenachse. Da beide die gleiche Groflenordnung haben, wird sich eine ma-
gnetische Hauptachse ¢” (s. Abb. B4l ungefiahr in der Mitte zwischen der Kettenachse und
¢ bilden. Das magnetische Hauptachsensystem ist demnach a”bc”, wobei a” senkrecht zu b
und ¢’ ist.
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3 Die antiferromagnetische Spin-1/2 Heisenberg-Kette

Abbildung 3.4: (a) Eine CuPM-Kette mit Blick auf die ac-Ebene. Zur besseren Ubersicht
sind nur die Ionen, die den verzerrten Oktaeder bilden, und die N-C-N-Briicken des Py-
rimidins gezeigt. Die Achsen sind im Text und der DM-Vektor in Abschnitt erklért.
(b) Eine CuPM-Kette mit Blick auf die ab-Ebene. Der Pyrimidinkomplex C4NoHy verbindet
die einzelnen Cu-Ionen. Diese Abbildung wurde Ref. [53] entnommen.
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3.2 Kupfer-Pyrimidin-Dinitrat CuPM(NOs3)2(H20)2

3.2.2 Magnetische Eigenschaften von Kupfer-Pyrimidin-Dinitrat

Feyerherm et al. @] zeigten in einem Vorbericht zur Suszeptibilitét x(7') von CuPM, dass
fiir Temperaturen T > 10 K die Suszeptibilitdtsdaten von CuPM gut durch die homoge-
ne S = % AFHK beschrieben werden. Bonner und Fischer @] berechneten 1964 als erste
die Suszeptibilitdt in diesem Modell. Durch einen Datenfit wurde die Kopplungskonstan-
te von CuPM zu J/kp = 36 K bestimmt. Der experimentelle Fehler lag bei +2% B Bei
tiefen Temperaturen T' < 10 K zeigte sich allerdings eine starke Abhéngigkeit von der Ma-
gnetfeldrichtung. Daraufhin verglichen Feyerherm et al. ﬂﬁ] die Tieftemperaturdaten der
Suszeptibilitdt mit den Ergebnissen des gestaggerten AFHK-Modells von Oshikawa und
Affleck. Als Resultat erhielten sie, dass die experimentellen Daten gut durch dieses Modell
beschrieben werden kénnen. Das gestaggerte Magnetfeld hg beruht also auf einen gestag-
gerten g-Tensor und eine alternierende DM-Wechselwirkung. Durch einen Datenvergleich
konnten Feyerherm et al. ﬂﬁ] die DM-Wechselwirkung im Koordinatensystem a’b¢’ bestim-
men zu

—

D =0.139J(—0.4115,0.0,0.9114). (3.17)
Die Richtung von D ist fast senkrecht zur Achse entlang der CuPM-Kette und kann somit
die Regeln von Moriya @] erfiillen.

Auflerdem wurde die spezifische Wéarme experimentell bestimmt und mit den Daten aus
dem Sine-Gordon-Modell verglichen (s. Abb. B:5])E Die gute Ubereinstimmung der Daten
bekriftigt, dass CuPM durch das Modell einer gestaggerten Heisenberg-Kette beschrieben
werden kann. Zusétzlich zeigt die spezifische Wéarme oberhalb einer Temperatur 7 > 0.38 K
keine 3-dimensionale langreichweitige Ordnung, wodurch die Zwischenkettenkopplung .J’
nach der Formel @]

In
1.28/In(5.8.J/(kpTN))

berechnet werden kann. Hier ist Ty die sog. Néel-Temperatur. Folglich ist die Zwischen-
kettenkopplung mindestens zwei GroBlenordnungen kleiner als die Kopplung J entlang der
eindimensionalen CuPM-Kette und somit wurde die (Quasi-) Eindimensionalitét von CuPM
gezeigt.

J Jkp =

(3.18)

3.2.3 Magpnetisierung von Kupfer-Pyrimidin-Dinitrat

Die Magnetisierung von CuPM ist aufgrund des gestaggerten g-Tensors und der alternieren-
den DM-Wechselwirkung richtungsabhéngig. Wenn das &duflere Magnetfeld H entlang der
magnetischen Hauptachse a” angelegt wird, verhalt sich CuPM wie eine isotrope Heisenberg-
Kette. Sobald das Magnetfeld von dieser Richtung abweicht, 6ffnet sich in diesem magneti-
schen System eine Anregungsliicke, die auf den gestaggerten g-Tensor und die alternierende
DM-Wechselwirkung zuriickgefithrt werden kann. Das System verhélt sich demnach wie
eine gestaggerte S = 1/2 AFHK. Fiir H parallel zur ¢’-Achse ist die Anregungsliicke ma-
ximal, sodass dieser Fall besonders fiir experimentelle und theoretische Untersuchungen

2In dieser Arbeit wird eine Kopplungskonstante von .J /kp = 36.5 K benutzt, die innerhalb der Fehlertoleranz
liegt.

3Bei endlicher Temperatur zeigt die spezifische Wirme immer Phononenbeitrige aufgrund von Gitterschwin-
gungen. Diese Beitrige sind proportional zu 7% und miissen beim Vergleich zwischen theoretischen und
experimentellen Daten berticksichtigt werden.

31



3 Die antiferromagnetische Spin-1/2 Heisenberg-Kette

T (K)
00 05 1.0 1.5 20 25 30 35 40

[]-3 IIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII
on L
() 5010 90 kQe
30 kOe
& 094
E 02 i
=
S 014
0

Abbildung 3.5: Temperaturabhéngigkeit der spezifischen Wéarme von CuPM fiir verschiede-
ne Magnetfelder (0, 30, 50 und 90 kOe) entlang der ¢’-Achse. Die experimentellen Daten
(Symbole) werden mit theoretischen Daten (Linien) zum Sine-Gordon-Modell, korrigiert
durch die Phononenbeitrage, verglichen. Diese Abb. wurde Ref. @] entnommen.

geeignet ist. Im Folgenden werden mehrere Magnetfeldrichtungen untersucht. Dazu werden
die TMRG-Daten mit experimentellen Daten verglichen. Die gepulsten Hochmagnetfeld-
messungen wurden von Wolter ﬁl, ] am ,Laboratoire National des Champs Magnéti-
ques Pulsés“ in Toulouse durchgefiihrt. Eine genaue Beschreibung des Experiments kann in
Ref. @] nachgelesen werden.

Magnetisierung von CuPM fiir H | o”

CuPM verhélt sich wie eine isotrope Heisenberg-Kette (¢ = 0.0) mit einer Kopplung
J/kp = 36.5 K, wenn das Magnetfeld parallel zur a”-Achse ist. Der effektive g-Faktor
betrdgt nach (BUal) g = 2.14. Diesem Wert entspricht ein magnetisches Séttigungsfeld
woH. = 50.7 T (s. Gl. B4)). Die Abb. B0 zeigt zum einen die Magnetisierung von CuPM
in Abhéngigkeit des Magnetfelds H || a” bei einer Temperatur 7' = 1.6 K und zum anderen
die Abweichung zwischen den exakten Bethe-Ansatz (BA)-Daten und den TMRG-Daten
fiir ein Magnetfeld entlang der a”-Achse. Dass diese Abweichung stets kleiner als 2 x 1073
ist, ist ein weiteres Zeichen fiir die Giite der TMRG-Daten im Vergleich zu den exakten
BA-Daten @] Vergleicht man nun die theoretischen Daten zur Magnetisierung mit den
experimentellen Werten, erkennt man fiir ein Magnetfeld bis zu puoH < 45 T eine gu-
te Ubereinstimmung mit der homogenen S = 1/2 AFHK. Bei héheren Magnetfeldern ist
offensichtlich eine Abweichung zwischen den TMRG- und den experimentellen Daten zu
erkennen. Im Experiment @] wird ein Ausrichtungsfehler zwischen der Kristallachse a”
und der Magnetfeldrichtung H von 5° angegeben. Wie man spéater feststellt, 6ffnet sich
aufgrund der DM-Wechselwirkung und des alternierenden g-Tensors eine Anregungsliicke,
sobald das Magnetfeld H nicht mehr genau entlang der Kristallachse a” angelegt ist. Ein
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Abbildung 3.6: Die theoretische (Linie) und experimentelle (Kreise) Magnetisierung von
CuPM bei T' = 1.6 K entlang der a”-Magnetfeldrichtung. Die gestrichelte Linie zeigt TMRG-
Daten, die einen Ausrichtungsfehler von 5° beriicksichtigen. Anm.: Die Abweichungen sind in
der Néhe vom Sattigungsfeld am gréfiten. Untere Abb.: Die Differenz zwischen den TMRG-
und den BA-Daten entlang der a”’-Magnetfeldrichtung.

kleiner Ausrichtungsfehler von 5° wird dadurch das physikalische Verhalten des Materials
andern. Somit werden besonders bei grolen Magnetfeldern Abweichungen zu der isotropen
Heisenberg-Kette auftreten. Wird ein Ausrichtungsfehler von 5° in den Rechnungen bertick-
sichtigt, miissen die physikalischen Parameter zu J/kp = 36.5 K, g = 2.13 und ¢ = 0.01
gedndert werden. Die damit berechneten TMRG-Daten beschreiben das Experiment her-
vorragend (s. Abb. BHl).

Magnetisierung von CuPM fiir H | ¢’

Die Anregungsliicke und somit der Effekt des induzierten gestaggerten Magnetfelds ist am
groften, wenn das Magnetfeld H entlang der Kristallachse ¢’ angelegt wird. Am deutlichsten
erkennt man das anhand der Suszeptibilitét, die in Abschnitt B22Z4] genauer untersucht wird.
Entlang der ¢’-Achse werden die Parameter ¢ = 0.11 und g = 2.19 mit einem Sattigungsfeld
poH. = 49.6 T gemaf Gl. (B4) erhalten. Abb. B zeigt die Magnetisierung m von CuPM
mit einem Magnetfeld H entlang der ¢’-Achse bei einer Temperatur von 7' = 1.6 K. Die
berechnete Magnetisierung mit der TMRG-Methode stimmt fiir den gesamten Magnetfeld-
bereich sehr gut mit den experimentellen Daten iiberein. Besonders fiir kleine Magnetfelder
und im Vergleich mit der exakten Diagonalisierungsmethode (ED) werden die experimen-
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Abbildung 3.7: Die Magnetisierung von CuPM bei T" = 1.6 K entlang der ¢’-Achse. Die
durchgezogene Linie zeigt die berechnete Magnetisierung m mit ¢ = 0.11 und die gestri-
chelte (gepunktete) Linie die homogene (gestaggerte) Magnetisierung m,, (ms). Die expe-
rimentellen Ergebnisse werden durch Kreise gekennzeichnet. Im Inset werden der Bereich
kleiner Magnetfelder bis zu 10 T vergrofiert und die Ergebnisse der ED (Strich-Punkt-Linie)
dargestellt.

tellen Daten genauer durch die TMRG beschrieben, weil die TMRG per definitionem keine
finite-size-Effekte hat (s. Inset von Abb. B). Allerdings sollte man beachten, dass die Da-
ten der ED bei T" = 0 berechnet wurden, wiahrend die TMRG-Ergebnisse bei derselben
Temperatur 7' = 1.6 K wie im Experiment berechnet wurden. Die ED-Daten beschreiben
das Experiment bei hinreichend grofien Magnetfeldern dennoch gut, weil die Anregungsliicke
grof genug ist, um die thermischen Anregungen bei diesen kleinen Temperaturen T < 0.05.J
zu unterdriicken m] Bei etwas grofleren Temperaturen kann die Methode der ED demnach
nicht mehr angewandt werden. Ein Vergleich der theoretischen (TMRG) und experimentel-
len Magnetisierung bei einer Temperatur von 7" = 4.2 K und einem Magnetfeld parallel zur
’-Achse zeigt auch bei dieser Temperatur eine gute Ubereinstimmung (s. Abb. BX). Nur
bei groen Magnetfeldern (uoH > 38 T) weichen die theoretischen von den experimentel-
len Daten ab. Diese Abweichung scheint aber ein experimentelles Problem zu sein @, @]
Schliellich weichen die Werte bei T' = 1.6 K auch in diesem Bereich etwas nach unten ab
bis sie sich schliefllich wieder normalisieren. Die Magnetisierung entlang der ¢’-Achse wird
demnach gut durch das Modell der gestaggerten Heisenberg-Kette beschrieben.
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Abbildung 3.8: Die Magnetisierung von
CuPM bei T = 4.2 K entlang der ¢’-
Achse. Die durchgezogene Linie zeigt die be-
rechnete Magnetisierung m mit ¢ = 0.11
und die gestrichelte (gepunktete) Linie die
homogene (gestaggerte) Magnetisierung m,,
(ms). Die experimentellen Ergebnisse wer-
den durch Kreise gekennzeichnet.

20
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Abbildung 3.9: Die gestaggerte Magnetisie-
rung von CuPM in Abhéngigkeit der Tem-
peratur T bei einem Magnetfeld poH =
9.3 T entlang der Kettenachse. Die durch-
gezogene Linie zeigt die berechnete gestag-
gerte Magnetisierung mg mit ¢ = 0.083. Die
experimentell bestimmten Daten sind durch
Kreise gekennzeichnet.

Magnetisierung von CuPM fiir H entlang der Kettenachse

Fiir ein Magnetfeld H parallel zur Kettenachsd] von CuPM erhilt man die Parameter
¢ = 0.083 und g = 2.117. Die hervorragende Ubereinstimmung der berechneten und der
experimentell bestimmten @] gestaggerten Magnetisierung entlang der Kettenachse bei
einem Magnetfeld von pgH = 9.3 T wird in Abb. gezeigt. Da experimentell nur die
Magnetisierung m gemessen werden kann, ist die gestaggerte Komponente mg mithilfe der
Gl. (BII) extrahiert worden. Zum einen erklirt das die gute Ubereinstimmung der Daten,
denn es wurde dasselbe Modell verwendet. Zum anderen kann dennoch das Modell zur
Beschreibung des CuPM-Kristalls bestétigt werden, weil auch in dieser Kristallrichtung
(c = 0.083) das Modell der gestaggerten Heisenberg-Kette gut funktioniert.

Zusammenfassend sollte man beachten, dass die experimentellen Magnetfelddaten sehr
gut durch die Theorie beschrieben werden koénnen und der c-Faktor entlang der ¢”’-Achse
zu ¢ = 0.11 mit einer Genauigkeit von +0.01 bestimmt werden konnte. Demnach ist der
c-Faktor, bestimmt mit der TMRG-Methode, konsistent mit den Ergebnissen basierend auf
der ED [61]. Er widerspricht jedoch dem Ergebnis ¢ = 0.08 aus ESR-Messungen @]

3.2.4 Suszeptibilitdt von Kupfer-Pyrimidin-Dinitrat

Wie in BZ3 angedeutet, 6ffnet sich eine Anregungsliicke im System, sobald ein gestaggertes
Magnetfeld nach Gl. (B8) in der Heisenberg-Kette angeschaltet wird. In diesem Abschnitt
wird die gestaggerte Magnetisierung bei verschiedenen Temperaturen und die zugehorige
Suszeptibilitdat diskutiert. Auflerdem werden die Ergebnisse mit der Feldtheorie @gi

chen.

vergli-

4Zur Erinnerung: Die Kettenachse liegt in der a’¢’-Ebene und bildet einen Winkel von 64° zur ¢/-Achse [5d].
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Abbildung 3.10: Berechnete Suszeptibilitidt y von CuPM in Abhéngigkeit des Magnetfelds
bei T' = 1.6 K. Die durchgezogene (gestrichelte) Linie zeigt die Suszeptibilitdt mit einem
Magnetfeld entlang der ¢’ (a”)-Achse. Im Inset ist die Suszeptibilitat in Abhéngigkeit der
Temperatur 7" bei einem Magnetfeld H = 0 abgebildet.
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Abbildung 3.11: Die gestaggerte Magnetisierung (Linie) in Abhéngigkeit des Magnetfeldes
H entlang der ¢”’-Achse bei verschiedenen Temperaturen (7 = 1.6, 2.0, 3.0, 4.0, 6.0, 9.0 und
18 K). Die gestrichelte Linie ist ein Fit mg = 0.26 H%-3.
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3.3 Kupfer-Benzoat Cu(CsH;COO)s - 3H20O

Mithilfe der Feldtheorie nach Ref. m] wird gezeigt, dass eine Anregungsliicke A oc H2/3
mit logarithmischen Korrekturen induziert wird, sobald ein Magnetfeld angelegt wird, wel-
ches nicht entlang der a”-Achse, sondern z.B. entlang der ¢”’-Achse wirkt. Somit sind die
Beitrige der gestaggerten Komponente zur Magnetisierung bei tiefen Temperaturen sehr
grofl und bei T" = 0 sogar singulédr. Bei T' = 0 verhélt sich die gestaggerte Magnetisierung
me wie mg o< H 1/3 und bei tiefen Temperaturen 1" > 0 linear in H. In Abb. BIIl wird die
gestaggerte Magnetisierung von CuPM in Abhéngigkeit des Magnetfelds bei verschiedenen
Temperaturen gezeigt. Die Ergebnisse aus der Feldtheorie kénnen damit sehr gut belegt
werden. Wenn die lineare Region bei T' = 1.6 K nicht beriicksichtigt wird, zeigt ein Fit
der Daten, dass auch das Verhalten mg o< H'/? giiltig ist. SchlieBlich konnte der Exponent
numerisch zu 0.3 + 0.05 bestimmt werden. Dieses Verhalten ist auch sehr gut in Abb.
zu erkennen, weil die Suszeptibilitit parallel zur ¢’-Achse im Gegensatz zur (homogenen)
Suszeptibilitit entlang der a”-Achse bei tiefen Magnetfeldern eine Divergenz zeigt. Aller-
dings ist die Suszeptibilitdt, wie oben beschrieben, bei H = 0 endlich, weil erst bei T' = 0
die Suszeptibilitit mit x o« H~2/3 divergiert.

Bei H = 0 verhalt sich die Suszeptibilitiat nach der Feldtheorie wie x(7") o 1/T mit multi-
plikativen logarithmischen Korrekturen. Genau dieses Verhalten erkennt man auch im Inset
der Abb. BTl Zusétzlich sollte erwdhnt werden, dass die Suszeptibilitdt des vollstdndigen
Hamiltonoperators ([BX) berechnet wurde und nicht nur die Suszeptibilitiat des homoge-
nen Systems (hs = 0), bei dem die Suszeptibilitdt bei H = 0 natiirlich endlich ist. Da
solch ein Verhalten auch durch paramagnetische Storstellen erklért werden kénnte, moch-
te ich abschlielend noch darauf hinweisen, dass im theoretischen Modell der gestaggerten
Heisenberg-Kette keine solchen Storstellen enthalten sind. Somit kénnen die starken Beitra-
ge zur Suszeptibilitdt nur durch die starken Korrelationen in diesem Modell erkléart werden.
Demnach handelt es sich bei diesem Verhalten um ein typisches physikalisches Verhalten
der gestaggerten Heisenberg-Kette.

3.3 Kupfer-Benzoat Cu(CgH5COO), - 3H,0

3.3.1 Kristallstruktur von Kupfer-Benzoat

Koizumi et al. @] bestimmten als erste die Kristallstruktur von Cu-Benzoat. Es kristallisiert
in einem monoklinen Raumgitter mit 72/c Symmetrie, wobei vier Formeleinheiten eine Ein-
heitszelle bilden. Bei Raumtemperatur sind die Gitterkonstanten a = 6.98 A, b = 34.12 A,
¢ =6.30 A und § = 89.5°. Da der Abstand b im Vergleich zu a und ¢ groB ist, kann die
Wechselwirkung zwischen den ac-Ebenen vernachléssigt werden. Die Cu-Ionen befinden sich
in einem verzerrten Oktaeder, welches aus sechs Sauerstoffionen gebildet wird. Dabei stam-
men vier Sauerstoffionen aus Wassermolekiilen und zwei aus Benzoat (s. Abb. BTA(A) und
(C)). Diese Oktaeder sind entlang der c-Achse verbunden, indem sie sich zwei Sauerstoffio-
nen des Wassers teilen. Die Hauptachsen zweier benachbarter Oktaeder sind um ~ +10°
aus der ac-Ebene gekippt. Wie beim CuPM bilden sich zwei unterschiedliche Hauptachsen
I und II (s. Abb. BT2), die wieder einen gestaggerten g-Tensor im Koordinatensystem a’bc’
verursachen. Hier ist ¢ die Winkelhalbierende von I und II (s. Abb. BIA(B)) und o’ steht
senkrecht auf ¢’ und b. Kombiniert man diese anisotrope Austausch-Wechselwirkung mit
einer zusatzlichen Dipol-Wechselwirkung ﬂa], erhilt man die magnetische Hauptachse ¢”,
die ungefihr in der Mitte zwischen der Kettenachse und ¢ liegt (s. Abb. BI3)). Das ma-
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gnetische Hauptachsensystem ist demnach a”bc”, wobei a” senkrecht auf b und ¢” ist. In
diesem Koordinatensystem a”bc” nimmt der g-Tensor die folgende Form an [48]:

2.115  £0.0190 0.0906

G = | £0.0190 2.059  +0.0495 (3.19)
0.0906  £0.0495 2.316
— |
= guigs .

3.3.2 Magnetische Eigenschaften von Kupfer-Benzoat

Als erste haben Date et al. @] die magnetische Suszeptibilitdt von Cu-Benzoat bei einem
angelegten Magnetfeld parallel zu den Kristallachsen a, b und ¢ gemessen und mit den
exakten ED-Ergebnissen von Bonner und Fisher @} verglichen. Oberhalb einer Tempera-
tur von T' =~ 8 K gab es eine gute Ubereinstimmung, sodass die Austauschwechselwirkung
zu J/kp = 17.2 £ 2.0 K bestimmt werden konnte. Allerdings zeigten sich in allen be-
trachteten Kristallrichtungen Abweichungen unterhalb von 7' < 8 K, die erst spéter durch
die Arbeiten von Oshikawa und Affleck E, H] zur gestaggerten S = 1/2 AFHK erklart
werden konnten. Wie bei CuPM wird ein gestaggertes Magnetfeld durch den gestaggerten
g-Tensor (BI) sowie durch die DM-Wechselwirkung induziert. Dadurch 6ffnet sich auch
hier eine Anregungsliicke, die Dender et al. ﬂ] mithilfe der spezifischen Warme gemessen
haben. Die durchgezogenen Linien in Abb. B4l zeigen einen Fit zum Aktivierungverhal-
ten o< (A/kpT)%/? exp(—A/kpT), wobei A die Anregungsliicke ist. Essler @] untersuchte
die gemessene spezifische Warme von Dender et al. erneut und konnte das Verhalten der
Anregungsliicke A oc H?/3 nach Oshikawa und Affleck M] fiir zwei verschiedene Kristall-
richtungen H || b und ¢ bestétigen. Fiir H || a” zeigte die spezifische Warme das Verhalten
einer homogenen S = 1/2 AFHK. Demnach kann Cu-Benzoat entlang der a”-Achse durch
eine homogene S = 1/2 AFHK beschrieben werden. In diesem Fall gibt es kein gestaggertes
Magnetfeld, weil sich die Effekte des gestaggerten g-Tensors und der DM-Wechselwirkung
gegenseitig auftheben. Spéater bestimmten Affleck und Oshikawa m] den DM-Vektor im
Koordinatensystem a”bc” zu

D = J(0.13,0.0,0.02) (3.20)

und konnten die Ergebnisse von Essler @] erneut bestatigen.

3.3.3 Magnetisierung von Kupfer-Benzoat

Cu-Benzoat ist ein weiteres Beispiel fiir eine gestaggerte S = 1/2 AFHK. Es zeigt ein sehr
dhnliches Verhalten wie CuPM, lediglich die Kopplungskonstante von Cu-Benzoat ist circa
um einen Faktor 2 kleiner ist als bei CuPM. Die Kopplungskonstante von Cu-Benzoat ist
J/kp =19 £ 0.5 K. Eine Konsequenz der kleineren Kopplungskonstante ist, dass fiir eine
temperaturabhidngige Hochmagnetfeldmessung alle magnetischen Bereiche des Systems zu-
génglich sind. Die Messungen umfassen den vollstandig gestaggerten Bereich mit kT << J,
den paramagnetischen Bereich mit kT > J und den Sattigungsbereich. Im Unterschied zu
CuPM, bei dem die Sattigungsmagnetisierung nicht experimentell erreicht wurde, kann in
diesem Fall der gesamte magnetische Bereich mit den TMRG-Daten verglichen werden. Im
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Abbildung 3.12: (A) Schematische Darstellung der Kristallstruktur von Cu-Benzoat. (B)
Die zwei unterschiedlichen Hauptachsen I und II der Cu-Ionen in der Oktaedersymmetrie.
(C) Ein Cu-lon in der lokalen Oktaedersymmetrie. Diese Abb. wurde Ref. [61] entnommen.
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Abbildung 3.13: Die magnetischen Hauptachsen ¢”” und a” dargestellt in der ac-Ebene. Diese
Abb. wurde Ref. [62] entnommen.
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Abbildung 3.14: Temperaturabhéngige spezifische Wéarme von Cu-Benzoat nach Abzug der
Phononenbeitrage bei verschiedenen Magnetfeldern (uogH= 0, 3.5, 5.0 und 7.0 T) parallel
zur b-Achse. Im Inset ist C'/T fiir poH = 0 und 3.5 T abgebildet. Die durchgezogenen Linien
sind Fits wie im Text beschrieben. Diese Abb. wurde Ref. ﬂ] entnommen.

Folgenden wird die Magnetisierung bei verschiedenen Temperaturen, Magnetfeldern und
Magnetfeldrichtungen mithilfe der TMRG-Methode berechnet und dann mit den experi-
mentellen Daten verglichen. Die temperaturabhéngigen Hochmagnetfeldmessungen wurden
wie die Experimente zu CuPM (s. Kap.B2) am ,Laboratoire National des Champs Magnéti-
ques Pulsés* in Toulouse durchgefiihrt. Beim Cu-Benzoat wurden gepulste Magnetfelder bis
zu pgH = 38 T verwendet. Die Experimente wurden durchgefithrt von Wolter @, IE], die
von Rakoto und Broto unterstiitzt wurde.

Magnetisierung von Cu-Benzoat fiir H || a”

Wenn ein Magnetfeld parallel zur a”-Achse von Cu-Benzoat angelegt wird, verhélt sich
Cu-Benzoat wie eine homogene S = 1/2 AFHK (¢ = 0) mit einer Kopplungskonstan-
ten J/kp = 19 K. Das magnetische Sattigungsfeld wird nach 4] unter der Verwendung
des g-Faktors g = 2.13 entlang dieser Achse zu pu,H. = 26.5 T berechnet. In Abb.
ist die Magnetisierung als eine Funktion des Magnetfelds bei verschiedenen Temperaturen
gezeigt. Allumfassend stimmen die TMRG-Ergebnisse sehr gut mit den experimentellen Da-
ten iiberein. Besonders im Hinblick auf die Sattigungsmagnetisierung kénnen die Ergebnisse
iiberzeugen.
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3.3 Kupfer-Benzoat Cu(CsH;COO)s - 3H20O
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Abbildung 3.15: Homogene Magnetisierung von Cu-Benzoat entlang der a”-Achse bei ver-
schiedenen Temperaturen (1.7, 4.2, 12 und 25 K). Die durchgezogenen (gestrichelten) Li-
nien zeigen die TMRG (experimentellen) Ergebnisse. Im Inset ist die Magnetisierung von
Cu-Benzoat entlang der ¢’-Achse bei verschiedenen Temperaturen (1.7, 4.2, 12 und 25 K)
abgebildet. Die gepunkteten Linien sind die mit der TMRG-Methode berechneten Magne-
tisierungen bei 7' = 12.8 und 22.5 K.

Magnetisierung von Cu-Benzoat fiir H || ¢’

Bei Cu-Benzoat ist die feldinduzierte Anregungsliicke am grofiten fiir ein Magnetfeld ent-
lang der ¢’-Achse. In diesem Fall wird eine Kopplungskonstante von J/kp = 18.9 K benutzt
und der g-Faktor zu g = 2.32 bestimmt. Das zugehorige magnetische Sattigungsfeld betragt
poH. = 24.2 T. Auerdem kann nach B30 ein c-Faktor von ¢ = 0.043 berechnet werden.
Der Inset von Abb. zeigt die Magnetisierung von Cu-Benzoat entlang der ¢’-Achse
bei verschiedenen Temperaturen. Die etwas grofleren Abweichungen zwischen dem Experi-
ment und der Theorie bei hoheren Temperaturen (7" = 12 und 25 K) kann auf eine grofiere
experimentelle Unsicherheit (£3 K) in diesem Temperaturbereich zurtickgefithrt werden.
Deswegen wurden mit der TMRG zusétzliche Magnetisierungskurven bei T' = 12.8 und
22.5 K berechnet und mit dem Experiment verglichen. Die nun gute Ubereinstimmung bei
hohen Temperaturen und die sehr gute Ubereinstimmung bei tiefen Temperaturen bestiti-
gen, dass die Magnetisierung von Cu-Benzoat gut durch die TMRG-Ergebnisse beschrieben
werden kann. Demnach kann der c-Faktor von ¢ = 0.04340.01 bestétigt werden. Auflierdem
liegt der c-Faktor ¢ = 0.034, der aus dem DM-Vektor in Ref. m] berechnet wurde, innerhalb
der Fehlerschranken. Zudem ist in Abb. klar zu erkennen, dass eine Veréinderung des
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Abbildung 3.16: Die Magnetisierung von Cu-Benzoat entlang der ¢”’-Achse bei verschiedenen
Temperaturen (1.7, 4.2, 12 und 25 K). Die durchgezogenen Linien (offene Kreise) zeigen
TMRG-Daten berechnet mit einem c-Faktor von ¢ = 0.043 (¢ = 0.034). Die gestrichelten
Linien zeigen die experimentellen Daten.

c-Faktors um 0.01 auf ¢ = 0.034 keine grofle Auswirkung hat. Zusammenfassend kann ge-
sagt werden, dass die Magnetisierung von Cu-Benzoat sehr gut durch die TMRG-Ergebnisse
beschrieben werden kann.

In Abb.BIMist die gestaggerte Magnetisierung von Cu-Benzoat bei verschiedenen Tempe-
raturen abgebildet. Es ist gut zu erkennen, dass bei tiefen Temperaturen (1.7 K= 0.09kT/J)
die gestaggerte Komponente mit einem Maximum von 0.6pp5/Cu-Ion bei poH = 20 T am
grofiten ist. Die gestaggerte Magnetisierungskomponente nimmt stetig mit steigender Tem-
peratur ab, um bei "= 1.3kpT/J = 25 K fast keinen Beitrag mehr zur Gesamtmagnetisie-
rung zu leisten. Bei einem Magnetfeld von pugH = 20 T ist der zugehorige Beitrag kleiner
als ¢-0.0515/Cu-Ton = 0.043 % 0.051 3 /Cu-Ion. Ein Vergleich mit den Daten aus dem Inset
in Abb. zeigt, dass der gestaggerte Anteil nur ca. 0.4% der Gesamtmagnetisierung ist.
Demnach kann bei tiefen Temperaturen von einem gestaggerten Regime und bei hoheren
Temperaturen von dem konventionellen paramagnetischen Regime gesprochen werden.

In diesem Abschnitt konnte eine vergleichende Analyse von numerischen TMRG- und
experimentellen Daten zu Cu-Benzoat und CuPM bei tiefen Temperaturen durchgefiihrt
werden. Die Ubereinstimmungen waren sehr gut. Auflerdem zeigte die Feldabhiingigkeit
der Magnetisierung ein interessantes Sattigungsverhalten bei hohen Magnetfeldern und ein
quantenkritisches Verhalten (s. Kap. BZZ4l) bei kleinen Magnetfeldern und niedrigen Tem-
peraturen.
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Abbildung 3.17: Gestaggerte Magnetisierung von Cu-Benzoat entlang der ¢”’-Achse bei ver-
schiedenen Temperaturen (1.7, 4.2, 12 und 25 K).
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4 Die dimerisierte antiferromagnetische
Spin-1/2 Heisenberg-Kette

4.1 Das physikalische Modell

Eine dimerisierte antiferromagnetische Spin-1/2 Heisenberg-Kette (S = 1/2 AFHK) kann
durch den folgenden Hamiltonoperator

=03 [(1+ (1) §8i] — 53[5+ 57 (4.1)

(2

beschrieben werden. Dabei ist J die Kopplungskonstante und h die Stérke des Magnetfelds
entlang der z-Achse. Im Vergleich zur isotropen S = 1/2 AFHK, der sog. XXX-Kette [B3]),
gibt es in der dimerisierten Form der S = 1/2 AFHK zwei verschiedene Kopplungskonstan-
ten Jy 9 = J(1£0), die in der Heisenberg-Kette immer abwechselnd auftreten (s. Abb. ET]).
Wenn die Dimerisierung 6 > 0 ist, so gilt J; > Js. Genau wie die Thermodynamik der
gestaggerten S = 1/2 AFHK (s. Kapitel B) kann auch die Thermodynamik der dimeri-
sierten S = 1/2 AFHK mithilfe der TMRG-Methode berechnet werden. Die dimerisierte
S =1/2 AFHK ist physikalisch besonders interessant, weil durch die Dimerisierung ¢ zwei
verschiedene Energieskalen existieren. Diese konnen in thermodynamischen Groéfien sowohl
theoretisch als auch experimentell beobachtet werden. Die grofie Energieskala wird durch die
Kopplungskonstante J; und die kleine Energieskala durch die Spinliicke A gekennzeichnet.
Der Alternierungsparameter & = Jo/J; induziert diese Spinliicke ﬂﬂ] Die thermodynami-
schen Eigenschaften werden durch die grofle Energieskala charakterisiert. Das Maximum
der magnetischen Suszeptibilitit ist beispielsweise bei kpT. ;(nax ~ 0.64.J; lokalisiert und ist
praktisch unabhéngig von & (s. Abb. E2) ﬂﬁ] Die kleine Energieskala hingegen verursacht
eine Anomalie, die im thermischen Ausdehnungskoeffizienten sehr groff werden kann und
sich in der dimerisierten S = 1/2 AFHK nicht proportional zur spezifischen Wérme verhélt.
In diesem Fall ist die Griineisen-Skalierung nédmlich nicht mehr giiltig ﬂﬂ]

Experimentell und theoretisch wird das im Folgenden anhand von Vanadyl-Diphosphat
gezeigt. Vorher wird die Griineisen-Skalierung erklart.

Abbildung 4.1: Schematische Darstellung einer dimerisierten S = 1/2 AFHK.
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Abbildung 4.2: Die magnetische Suszeptibilitat ist hier als x-J; in Abhéngigkeit der Tempe-
ratur als kgT'/J; fir verschiedene Dimerisierungen § aufgetragen. Da hier nur die Position
des Maximums interessiert, wurden die Rechnungen bei kg1 ~ 0.1.J; abgebrochen.

4.1.1 Die Griineisen-Skalierung

Die Entropie ist eine extensive Grofle und kann somit als Summe tiber Einzelbeitrage
S=3% SJ geschrieben werden. Dadurch kann fiir anisotrope Systeme unter hydrostati-
schen Bedlngungen ﬂﬂ der Ausdehnungskoeffizient als

IS s s (%) (1.9
J J T

geschrieben werden. Hier ist kp = —& (%)T die isotherme Kompressibilitat, V' das Vo-
lumen, P der Druck und T die Temperatur. Der Parameter j in der Summe bezeichnet
sowohl magnetische Beitrége (j = m) als auch Phononenbeitrige (ph). In Festkorpern wird
der Phononenbeitrag haufig mithilfe des Debye—Modell&E ﬂ beschrieben. Bei tiefen Tem-
peraturen verhilt sich die spezifische Wirme demnach wie C' « (T/©p)3, wobei ©p die

Debye-Temperatur ist. Nach Lindemann ﬂﬂ ist diese durch
200 [T\ /2
o0~ 7 (17) (13)
gegeben. Hier sind v das molare Volumen, T die Schmelztemperatur und M die molare

Masse. Verwendet man nun das Debye-Modell und die Skaleninvarianz der magnetischen
Entropie S™, so erhélt man

S = SPY(T/O4) + S™(T/J1, A¥), (4.4)

!Die Dispersionsrelation der Phononen wird bis zur Debye-Frequenz als linear angenommen.
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4.2 Vanadyl-Diphosphat (VO)yP207

wobei A* = A/J; durch die kleine Energieskala A definiert wirdll. Mit dem Phononenbeitrag
ch L_—) D@Sgh /00p und dem magnetischen Beitrag Cf* = —J105]"/0.J; zur spezifischen
Waérme erhélt man:

8= % <_A*FA* —gi)* +rhCp + rphcgh) . (4.5)

Hier sind T2" = —9InA*/0InV, Tt = —9InJ;/0InV und TP? = —9InOp/dnV ver-
schiedene Griineisen-Parameter. Die Entropie hangt von zwei Skalenvariablen 7'/.J; und A*
ab. Durch die kleine Energieskala A* gibt es im Ausdehnungskoeffizient 3 ([L3]) einen Beitrag
—A*TA” g‘z’f, der nicht mehr proportional zur spezifischen Wérme ist. Wére diese Energie-
skala nicht vorhanden, wie z.B. bei der isotropen S = 1/2 AFHK, so wére der Ausdeh-
nungskoeffizient hingegen proportional zur spezifischen Wérme. Dieses Proportionalitéts-
verhalten wird Griineisen-Skalierung genannt. Demnach wird durch die Dimerisierung
die kleine Energieskala A* erzeugt, sodass der Ausdehnungskoeffizient nicht mehr der Griin-
eisen-Skalierung geniigt. Allerdings ist der zum Ausdehnungskoeffizienten FP" beitragende
Phononenanteil weiterhin proportional zur spezifischen Wirme PP = %F phCé’ h ED).
Der Ausdehnungskoeffizient 4 kann nun durch

B = AZ o (4.6)

in Einzelbeitrage entlang der Kristallachsen a,b und ¢ zerlegt werden. Nach Ref. ﬂﬂ] gilt:

L OS™ oSm SPh
_AA 0 J1 920 ph “~0
G=% A T G T e,

(4.7)

Hier sind die Vorfaktoren %A*, %?] U und ~Y " von A*, J; und ©p, sowie einer Kombination
von elastischen Nachgiebigkeiten und des molaren Volumens abhéngig. Diese Vorfaktoren
und die Griineisen-Parameter IV haben nur eine schwache Temperaturabhingigkeit, sodass
sie in dieser Arbeit als konstant angesehen werden kénnen. In der Nidhe des Phaseniiber-
gangs bei A — 0 gilt das allerdings nicht mehr, weil dort die Griineisen-Parameter diver-
gieren [76]. Demnach ist in fithrender Ordnung die Temperaturabhéngigkeit der «; einzig
durch Ableitungen der Entropie nach den verschiedenen Energieskalen bestimmt (7).

4.2 Vanadyl-Diphosphat (VO),P,0~

Das Material Vanadyl-Diphosphat (VO)2P207 in seiner Hochdruck-Phase (HP—VOPO)E ist
gut geeignet, um die beiden Energieskalen, die durch die Dimerisierung entstehen, expe-
rimentell und theoretisch zu untersuchen. Zuerst soll aber noch gezeigt werden, dass HP-
VOPO durch eine dimerisierte S = 1/2 AFHK beschrieben werden kann. Zusétzlich miissen
noch die verschiedenen Kopplungskonstanten bestimmt werden, bevor die Auswirkung der
verschiedenen Energieskalen anhand von HP-VOPO erklart werden kénnen.

2Im Folgenden wird A* auch als kleine Energieskala bezeichnet. SchlieBlich unterscheiden sich A und A*
nur durch eine Umparametrisierung.
3engl. high pressure
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4 Die dimerisierte antiferromagnetische Spin-1/2 Heisenberg-Kette

4.2.1 Die Struktur von (VO),P,0-

Azuma et al. haben als erste einen HP-VOPO Kristall synthetisiert. Eine Abbildung eines
HP-VOPO Kristalls ist in Abb. zu sehen. Das Material bildet bei normalem Druck zwei
verschiedene Spinketten ﬂﬁ, E] Unterzieht man diesen Kristall nun mindestens zwei Stun-
den lang einem hohen Druck von 3 GPa und einer Temperatur von 800° C, so bildet sich
nur eine leicht dimerisierte S = 1/2 AFHK @ﬂ] In Abbildung L4 wird die Kristallstruk-
tur von HP-VOPO gezeigt. Da zusétzliche Kopplungen zwischen den dimerisierten S = 1/2
AFHK nicht ausgeschlossen werden kénnen, kann man zum einen die experimentellen Daten
mit den theoretischen Daten bzgl. einer dimerisierten S = 1/2 AFHK vergleichen oder zum
anderen ab-initio DFT—ReChnungenH durchfithren. Der direkte Vergleich der Daten wird
im néchsten Kapitel durchgefiihrt und zeigt, analog zu DFT-Rechnungen, dass HP-VOPO
durch eine dimerisierte S = 1/2 AFHK beschrieben werden kann. Zusétzliche Kopplungen
werden demnach nicht benoétigt.

In diesem Fall wurden DFT-Rechnungen mit der Gradienten-Néherung durchgefiihrt.
Zusatzlich wurden die Atome in der sog. muffin-tin Orbitalbasis behandelt g@] Mit diesen
Rechnungen konnte gezeigt werden, dass es nur zwei wichtige Uberlappintegrale der Gréfie
t1 = 0.114 ¢V und to = 0.10 eV gibt. Das nichstgroBte Uberlappintegral ist t; = 0.02 eV.
Alle anderen sind um mindestens eine GroBenordnung kleiner als ¢; 2. Dies belegt, dass
HP-VOPO eine dimerisierte S = 1/2 AFHK ist @] Aus den DFT-Rechnungen ergeben
sich zusétzlich die Kopplungskonstanten J; /kp = 127 K und Jo/kp = 111 K. Somit ist
& = 0873 und A/kp =318 K @] Diese Werte stimmen mit den Werten aus Ref. ﬂE]
iiberein. Auch die experimentellen Daten zur Suszeptibilitdt von HP-VOPO passen mit den
Daten aus Ref. @] zusammen @] Weiterhin ist die strukturelle Phase von HP-VOPO
sehr rein @], sodass die Anzahl der Storstellen in dem System klein genug ist @], um in
diesem Temperaturbereich keine Auswirkung zu zeigen.

Auflerdem kénnen mit diesen Kopplungskonstanten die experimentellen Daten, z.B. zur
spezifischen Wérme, gut mithilfe der TMRG-Methode beschrieben werden (s. Kap. E2.2)).

4.2.2 Ausdehnungskoeffizienten und die spezifische Warme von (VO),P507

Die thermische Ausdehnung wurde fiir Temperaturen zwischen 7' = 1.5 K und 200 K mit
einem hochauflosenden kapazitiven Dilatometer @, | gemessen. Die temperaturabhéangi-
gen Ausdehnungskoeffizienten o;(T) = 1~1dl/dT des HP-VOPO-Einkristalls entlang einer
Kristallachse ¢ sind in Abbildung dargestellt. Hier ist [ die Lange des Einkristalls. Die
Ausdehnungskoeffizienten «; sind entlang der Spinkette (a.), senkrecht zur Spinkette (o)
und in einem polykristallinen Material (apoly) gemessen worden. Da HP-VOPO (quasi)-
eindimensionale physikalische FEigenschaften zeigt, ist die Kristallstruktur stark anisotrop.
Somit erwartet man auch ein anisotropes Verhalten fiir die Ausdehnungskoeffizienten «;.
Besonders entlang der Spinkette () zeigt sich ein anomaler temperaturabhéngiger Ausdeh-
nungskoeffizient. Schliefflich gibt es bei ca. 13 K einen grofien anomalen negativen Peak. Der
Ausdehnungskoeffizient wachst schlieflich mit steigender Temperatur wieder an, um nach
dem Maximum bei ca. 50 K wieder zu fallen. Ab einer Temperatur von T" > 150 K ist der
Ausdehnungskoeffizient so klein, dass bei HP-VOPO entlang der Spinkette der Gitterbei-
trag zu a,. ungewohnlich klein ist. Normalerweise haben die Ausdehnungskoeffizienten einen

4Dichte-Funktional-Rechnungen
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4.2 Vanadyl-Diphosphat (VO)3P207

Abbildung 4.3: Ein HP-VOPO-Einkristall der Grofie 2 x 2 x 2mm?. Diese Abb. wurde
Ref. ﬂ] entnommen.

Abbildung 4.4: Schematische Darstellung der Kristallstruktur von HP-VOPO. Die VOs;-
Oktaeder sind dunkel und die POy4-Tetraeder hell dargestellt. J; und .J kennzeichnen die
alternierenden Kopplungsstérken, die zu einer dimerisierten S = 1/2 AFHK fiithren. Diese
Abb. wurde Ref. [78] entnommen.
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4 Die dimerisierte antiferromagnetische Spin-1/2 Heisenberg-Kette

O 5 100 150 200
TIK]

Abbildung 4.5: Ausdehnungskoeffizienten eines HP-VOPO-Einkristalls entlang der a-Achse
(Kreise), entlang der Spinkette, d.h. der c-Achse, (Quadrate) und in einem polykristallinen
Material (Dreiecke). Die durchgezogenen Linien sind Fits, die mit TMRG-Daten erstellt
wurden und in Kapitel detailliert erklirt werden.

viel gréferen Gitterbeitrag, wie es in den Ausdehnungskoeflizienten a, und a1y bei hohen
Temperaturen gut zu sehen ist. Sie zeigen nur eine kleine Anomalie bei 13 K, aber auch
kein Maximum bei 50 K, sondern wachsen wie iiblich mit steigender Temperatur monoton
an.

Die beiden unterschiedlichen Anomalien bei 13 K und 50 K bestimmen die Ausdehnungs-
koeffizienten von HP-VOPO-Einkristallen entlang der Spinkette wesentlich. Diese Merkmale
konnen spater zwei verschiedenen Energieskalen zugeordnet werden, sodass dieses anoma-
le physikalische Verhalten vollstdndig mithilfe einer dimerisierten S = 1/2 AFHK erklért
werden kann.

Weiterhin wurde die spezifische Warme im Temperaturbereich T = 2 — 30 K mit ei-
nem AC-Kalorimeter @, ] gemessen. In Abbildung LG wird die spezifische Warme eines
HP-VOPO-Einkristalls gezeigt. Wie bei den Ausdehnungskoeffizienten ist an der spezifi-
schen Warme die Auswirkung der kleinen Energieskala bei einer Temperatur T' ~ 13 K
zu erkennen. Bei tiefen Temperaturen siecht man sowohl die Spinliicke aufgrund des An-
regungsverhaltens als auch eine anomale Schulter bei T' ~ 13 K. Azuma et al. erklarten
diese Schulter mit der Schottky-Anomalie, die durch die Anwesenheit der Energieliicke im
magnetischen Anregungsspektrum entsteht.

Die durchgezogene Linie in Abb. Ll kennzeichnet die mit der TMRG-Methode berechnete
spezifische Warme. Dazu wurde eine dimerisierte S = 1/2 AFHK mit den zuvor aus DFT-
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Abbildung 4.6: Die gemessene spezifische Warme (Rauten) in der Form C/T eines HP-
VOPO-Einkristalls der Masse m = 0.74 mg. Die durchgezogene Linie entspricht der theore-
tisch berechneten spezifischen Wéarme. Zu den TMRG-Daten wurden die Phononenbeitriage
mithilfe des Debye-Modells addiert.

Rechnungen bestimmten Parametern J;/kp = 127 K und Jy/kp = 111 K implementiert.
Bei den TMRG-Rechnungen wurden zwischen 64 und 100 Zusténde fiir die Basis des trun-
kierten Hilbertraums und der Trotter-Suzuki-Parameter ¢ = 0.025 verwendet. Demnach ist
der Trotter-Suzuki-Fehler von der GroBenordnung O(e?) ~ 10~% und der Trunkierungsfehler
von der GroBenordnung O ~ 10~7. Wenn die spezifische Wirme gemessen wird, so miissen
auch die Phononenbeitriage beriicksichtigt werden. Die mit der TMRG-Methode berechnete
spezifische Wéarme entspricht aber nur dem magnetischen Anteil [4]), sodass der Gitteran-
teil mithilfe des Debye-Modells addiert werden muss, um diese beiden Datensétze miteinan-
der vergleichen zu kénnen. Die ermittelte Debye-Temperatur ist © p = 426 K. Somit werden
sowohl die spezifische Warme als auch die Ausdehnungskoeffizienten «; (s. Kap. 23] gut
beschrieben. Die groflere Abweichung bei hoheren Temperaturen liegt an dem hier verwen-
deten einfachen Debye-Modell, welches bei hoheren Temperaturen die Phononenbeitrige
nicht mehr genau genug bestimmt. Allerdings zeigt die theoretisch berechnete spezifische
Wiérme auch eine Schulter bei T' =~ 13 K, sodass diese Anomalie eine intrinsische Eigen-
schaft der dimerisierten S = 1/2 AFHK ist. Zusétzliche Kopplungen zwischen den einzelnen
dimerisierten S = 1/2 AFHK werden demnach nicht benétigt, um die Schulter bei tiefen
Temperaturen in der spezifischen Wéarme zu erkldaren. Die TMRG-Rechnungen beweisen
also, dass HP-VOPO durch eine dimerisierte S = 1/2 AFHK modelliert werden kann und
die Kopplungskonstanten mit der DF'T-Methode prézise berechnet wurden.
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Abbildung 4.7: Die temperaturabhéngige magnetische spezifische Warme C™ einer leicht
dimerisierten S = 1/2 AFHK. Die beiden Kopplungskonstanten sind J; /kp = 127 K und
Ja/kp = 111 K. Im Inset ist die magnetische spezifische Warme in der Form C™ /(kgT'/J;)
als Funktion der Temperatur aufgetragen. Beide Kurven wurden mit der TMRG-Methode
berechnet.

4.2.3 Zwei verschiedene Energieskalen

Hier werden die Auswirkungen der zwei verschiedenen Energieskalen genauer untersucht, um
schlieBlich die Ausdehnungskoeffizienten mit den Ergebnissen der TMRG-Methode erkléren
zu kénnen.

Wie im Kapitel ETT] zur Griineisen-Skalierung erlautert, lassen sich die Ausdehnungs-
koeffizienten entlang einer Achse durch die Gleichung (7)) beschreiben. Mit der TMRG-
Methode ist es moglich, die Ableitungen 0S5 /OA* und 957" /0.J; zu berechnen. In Abb. 1
ist die magnetische spezifische Warme C™ als Funktion der Temperatur gezeigt. Da die
Relation C™ = —J105("/0J; gilt, kann damit ein Beitrag zum Ausdehnungskoeffizienten
direkt mit der TMRG-Methode berechnet werden. In Abb. B erkennt man ein breites
Maximum bei T' &~ 50 K. Das beschreibt die mit J; zusammenhéngenden kurzreichweitigen
antiferromagnetischen Korrelationen und kennzeichnet erwartungsgemaf die grofie Energie-
skala. Weiterhin ist eine kleine Anomalie bei 7' &~ 13 K in Form einer Schulter zu sehen.
Betrachtet man allerdings die spezifische Warme als C™ /T, so ist diese Anomalie als Ma-
ximum bei T~ 13 K deutlich zu erkennen (s. Inset von Abb. E). Dieses Maximum ist
wiederum eine Folge der Anwesenheit einer Anregungsliicke (s. Schottky-Anomalie). Bei
T ~ 40 — 50 K kann eine weitere Anomalie gesehen werden, die wiederum zur groffen Ener-
gieskala gehort. Da die Anomalie bei T' = 13 K viel kleiner ist als die zur groflen Energieskala
gehorende Anomalie und beide das gleiche Vorzeichen haben, kann diese aber nicht die Ur-
sache fiir den Vorzeichenwechsel und den grofien negativen Peak im Ausdehnungskoeffizient
entlang der Spinkette a. sein.
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Abbildung 4.8: Die temperaturabhéngige GroBe 057" /OA* einer leicht dimerisierten S = 1/2
AFHK. In der TMRG-Methode wurden die beiden Kopplungskonstanten J;/kp = 127 K
und Jo/kp = 111 K verwendet.

Der Grund fiir den groflen negativen Peak in «. liegt vielmehr am Beitrag %A*OS()” JOA*
zum Ausdehnungskoeffizienten (7)), der nicht proportional zur spezifischen Wérme ist.
Dieser Term ist auch der Grund dafiir, dass in dimerisierten S = 1/2 AFHK die Grineisen-
Skalierung nicht giiltig ist (s. Kap. EEIT]). Wie die spezifische Wérme lésst sich auch dieser
Beitrag 050" /0A* zum Ausdehnungskoeffizienten mithilfe der TMRG-Methode berechnen.
In Abbildung L] ist ein grofier negativer Peak bei einer Temperatur T ~ 13 K zu erkennen.
Der negative Peak im Ausdehnungskoeffizient entlang der Spinkette a,. kann demnach durch
den grofien negativen Peak in der Ableitung 0S3"/0A* erklirt werden. Dieser negative
Peak ist also eine Auswirkung der kleinen Energieskala A. Solch ein Verhalten kann
tibrigens nur in schwach dimerisierten S = 1/2 AFHK (& 2 0.85) beobachtet werden, weil
dort die beiden Energieskalen klar voneinander getrennt sind. Weiterhin ist in diesem Fall
das Minimum der magnetischen Dispersion eng und tief genug, sodass das magnetische
Anregungsspektrum durch kleine Anderungen in der Anregungsliicke A beeinflussbar ist
(fiir Details s. Ref. @])

Im Folgenden werden die obigen Ergebnisse der TMRG-Methode verwendet, um einen
Fit fur die Ausdehnungskoeffizienten (s. Abb. LH) mit der Gleichung (X)) durchzufiih-
ren. Als Fit-Parameter dienen hier die Vorfaktoren %A*, %f] U und ~Y h, sowie die Debye-
Temperatur ©p. Die gute Ubereinstimmung der experimentellen Daten mit dem Fit bei
hohen Temperaturen T' 2 70 K bestétigt erneut eine Debye-Temperatur von ©p = 426 K.
Der Phononenanteil wird damit also gut beschrieben. Im Ausdehnungskoeffizient entlang
der Spinkette o, sind die beiden magnetischen Beitriage allerdings wichtiger. Auch hier kon-
nen gute Fits erreicht werden. HP-VOPO lésst sich also durch eine schwach dimerisierte
S = 1/2 AFHK modellieren und zeigt die Relevanz von zwei verschiedenen Energieskalen,
die natiirlicherweise in dimerisierten S = 1/2 AFHK enthalten sind.
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5 Das erweiterte Hubbard-Modell

5.1 Das eindimensionale Hubbard-Modell

Das Hubbard-Modell wurde in den Jahren 1959-1963 unabhéngig von John Hubbard @f
@], nach dem es auch benannt wurde, sowie Gutzwiller @] und Kanamori @ entwickelt.
Es ist ein vereinfachtes Modell, um wechselwirkende Elektronen auf einem Gitter, d.h. in
einem Festkorper, zu beschreiben. Ein Festkorper besteht aus Ionen und Elektronen in einem
dreidimensionalen Kristall. In der Born-Oppenheimer-Néherung @, @] bilden die Ionen
auferdem ein statisches Gitter. Somit kann die Dynamik der Elektronen durch folgenden
Hamiltonoperator beschrieben werden

= z<—+vf< >)+ > Vol# - ). (5.1)

1<i<j<N

wobei N die Anzahl der Elektronen, Vo das Coulomb-Potential und V; das periodische Io-
nenpotential ist. Wenn die Fermi-Fléche innerhalb eines Leitungsbands liegt, kann man sich
auf die Untersuchung dieses Leitungsbands beschrénken. In zweiter Quantisierung nimmt
der Hamiltonoperator die folgende Gestalt an

Z tw%%ﬂL S > Viwe pel oo (5.2)
7 j k,l
o= T7l o,0 —T 1

Dabei sind cl » bzw. ¢; » Erzeuger bzw. Vernichter eines Elektrons am Platz ¢ mit Spin o, ¢;;
die Hiipfmatrix und Vj;,; Wechselwirkungsparameter, die durch Uberlappintegrale gegeben
sind. Die Gestalt der Wechselwirkungsparameter V;;;; bestimmt das physikalische Verhalten
des Modells. Fiir V; ; ;41,i+1 wird Supraleitung und fiir V; ;41 ;4+1,; ferromagnetisches Verhal-
ten bevorzugt. Das erweiterte Hubbard-Modell (s. Kap. BZ) erhélt man, wenn die Anteile
Viit1,i+1,; beriicksichtigt werden.

Im Tight-Binding-Fall wird zusétzlich nur ein Hiipfen zwischen néchsten Nachbarn ge-
stattet, sodass t;; =t - 0; ;41 angenommen wird. Wenn auflerdem die Reichweite der Wech-
selwirkung sehr klein ist, wird Vj;; dominieren und die Coulomb-WW wird nur am selben
Platz wirken. Fiir eindimensionale Systeme geht der Hamiltonoperator (220 so in das ein-
dimensionale Ein-Band-Hubbard-Modell

N N
H=—t Z (CZOCH_LO + CzT+1,aCi,a) -+ Uannm (5.3)

i=1 =1
o=T|

mit dem Teilchenzahloperator n; , = cj7gci70 tiber. Das System zum Hamiltonoperator (B3
ist halbgefiillt, d.h. auf den N Pléatzen befinden sich N von maximal 2N Teilchen. Es
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5 Das erweiterte Hubbard-Modell

gibt fiir jeden Platz i vier mogliche Zustdnde: kein Elektron (|0)), ein Elektron mit Spin
1(]1)), ein Elektron mit Spin | (|])) und zwei Elektronen mit verschiedenen Spins (|1])).
Die mogliche Anzahl der Elektronen kann mithilfe des chemischen Potentials p geregelt
werden, welches durch den Operator —pu Zﬁ\;l n; dem Hamiltonoperator (B3)) hinzugefiigt
werden kann, wobei n; = n; 1 + n; | die Gesamtteilchenzahl ist. Fiir p = 0 ist das System
halbgefiillt.

Ein grofier Vorteil des 1D-Ein-Band-Hubbard-Modells (B3]) ist die Existenz einer exakten
Losung, die mithilfe des Bethe-Ansatzes von E. H. Lieb und F. Wu M] gezeigt wurde.
Demnach koénnen viele physikalische Eigenschaften exakt berechnet werden und somit die
Ergebnisse numerischer Methoden, wie der TMRG-Methode, mit den exakten Ldsungen
eines Modells verglichen werden, um die Giite der numerischen Methode zu bestimmen (s.
Kap. Z27)).

Weiterhin koénnen die folgenden Grenzfille des eindimensionalen Ein-Band-Hubbard-
Modells leicht gelost werden:

e Fermigas-Limes:
Im Limes U = 0 beschreibt das 1D-Ein-Band-Hubbard-Modell freie Fermionen. Somit
ist das System hier ein Metall.

e Atomarer Limes:
Im Limes t = 0 ist ein Elektronentransport nicht moglich. Im Grundzustand ist jeder
Platz i einfach besetzt. Das System ist hier ein Isolator mit einer Anregungsliicke

A=U.

e Limes starker Wechselwirkung:
Im Grenzfall U > t ist das 1D-Ein-Band-Hubbard-Modell dquivalent zum t-J-Modell
und bei halber Fiillung sogar dquivalent zum antiferromagnetischen Heisenberg-Modell

a2 & 1
Harnk = 47 > (8iSjs1 = 5) (5.4)
j=1

mit einer Kopplungskonstante J = 4t?/U. Dieses System ist ebenfalls ein Isolator.

Anhand dieser Grenzfélle erkennt man die fundamentale Relevanz des eindimensionalen
Ein-Band-Hubbard-Modells fiir die elektronischen Korrelationen. Die Art der Wechselwir-
kungsparameter beeinflusst, ob das System ein Isolator oder ein Metall ist. Demnach muss es
einen Phaseniibergang, den sog. Mott-Metall-Isolatoriibergang, bei einer kritischen Wech-
selwirkungsstéarke U. geben. Im eindimensionalen Hubbard-Modell findet diese kritische
Kopplung bei U, = 0 statt @]

5.1.1 Fermi-Statistik in der TMRG

In den nachfolgenden Kapiteln wird die TMRG-Methode auf das erweiterte Hubbard-
Modell angewandt. Da es sich bei den Auf- bzw. Absteigeoperatoren (c; » bzw. ¢j,) um
Fermi-Operatoren handelt, sollte diese Eigenschaft in der TMRG-Methode beriicksichtigt
werden. So wie diese in Kap. B eingefithrt wurde, kann sie nur Spinoperatoren behan-
deln. Ohne die Beriicksichtigung der fermionischen Eigenschaften koénnen zwar Dichte-
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5.2 Das erweiterte Hubbard-Modell

und Spin-Korrelationsfunktionen, sowie thermodynamische Groéflen (z.B. die freie Ener-
gie oder die spezifische Warme) richtig berechnet werden, dagegen werden z.B. Singlett-
Korrelationsfunktionen vollstédndig falsch berechnet. Zur Loésung des Problems tragt die

Jordan-Wigner-Transformation (JWT) @] bei. Sie bildet ein Fermionensystem, wie
das Hubbard-Modell, auf ein Spinsystem ab. Die Grundidee ist, die Fermioperatoren cg-:r()j,
die Antikommutator-Relationen geniigen, durch Spinoperatoren zu ersetzen, die auf ver-
schiedenen Gitterplatzen kommutieren. Die Spinoperatoren S;U bzw. S;J erzeugen bzw.
vernichten einen Spin o € {1, ]} am Ort j. Mit den Beziehungen

¢jo = KjoS;, und S S;:UK]',J (5.5)

J,0

und den unitéren Operatoren

. Jj—1 + o— . J + o=
K= e”rzz':o > SieSie  und K; = e 2 im0 220510 Sie (5.6)

erfiillen diese Fermioperatoren tatséchlich die Antikommutator-Relationen. Setzt man diese
JWT in den Hamiltonoperator des 1D-Hubbard-Modells (B3] ein, so verdndern sich die
Hiipfterme, wéhrend sich die Teilchenzahloperatoren kanonisch transformieren M]

chger —  (FDMSE S (5.7)
ey — (DS S (5.8)
nie — 57,5, (5.9)

Diese Transformationen miissen nun noch in die Erwartungswerte physikalischer Grofien
und in alle benétigten Korrelationsfunktionen (s. Gln. ZIH), ZI9) und Z0)) eingesetzt

werden, sodass auch dort méglicherweise zusétzliche Minuszeichen eingefiigt werden miissen.

5.2 Das erweiterte Hubbard-Modell

Eines der Hauptanwendungsgebiete der Festkorperphysik stark korrelierter Elektronen ist
die Untersuchung von Phaseniibergiingen (PU). Das eindimensionale erweiterte Hubbard-
Modell (EHM) wird demzufolge schon seit vielen Jahren wegen des vielféltigen Phasen-
diagramms untersucht. Auflerdem ist es ein niitzliches Modell zur Beschreibung eindimen-
sionaler Materialien, wie organisch-leitende kristalline Salze , leitende Polymere M]
und Kuprate, die zu den Hoch-Temperatur-Supraleitern gehoren. Obwohl das EHM
schon seit mehr als zwei Jahrzehnten untersucht wird |, wird das Phasendiagramm in
der Literatur immer noch kontrovers diskutiert m .

In dieser Arbeit wird erneut das Phasendiagramm des halbgefiillten erweiterten Hubbard-
Modells untersucht. Dazu werden thermodynamische Grofien, wie die magnetische Suszepti-
bilitdt und die isotherme Kompressibilitat betrachtet. Auflerdem konnen die verschiedenen
Phasen mit verschiedensten Korrelationsfunktionen genauer charakterisiert werden.

Der Hamiltonoperator des erweiterten Hubbard-Modells lautet

1 1
H= - tz (C.;o.ch,»l,O' + hC) + UZ <’I’L]7T - §> <’I’L]7l - §>
o j
h
+ V(=D =1 =5 (i —ni) —pdny (5.10)
j j

J
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5 Das erweiterte Hubbard-Modell

Hier ist C},o bzw. ¢; ; der Erzeuger bzw. Vernichter eines Elektrons mit Spin ¢ =T, | am Ort
J, sowie nj, = C}L»,ocjo der Teilchenzahloperator fiir Teilchen mit Spin o und n; = njt +n;,
der totale Teilchenzahloperator. t ist die Amplitude fiir das Hiipfen der Elektronen zwischen
néchsten Nachbarn, U > 0 die Coulomb-Abstoflung am selben Platz und V' > 0 die Néchste-
Nachbar-Coulomb-Abstoflung.

Ein in der Literatur lange Zeit géingiger PU sieht wie folgt aus: Im Grenzfall starker
Kopplung U,V > t gibt es zwei verschiedene Grundzustéinde, die schon durch eine einfache
Energiebetrachtung charakterisiert werden kénnen. Fir U < 2V ist das System ein Isolator
mit einer langreichweitigen Ordnung in der Ladungsdichtewelle (CDW)W, wobei fir U >
2V das System eine quasi-langreichweitige Ordnung in der Spindichtewelle SDI%é zeigt.
Dazwischen gibt es im Bereich starker Kopplung einen PU erster Ordnung ﬂﬁﬁ, , @]
Im Bereich schwacher Kopplung U, V' < t kann das EHM mittels Bosonisierung und g-ologie
untersucht werden m, @] Es wird wieder ein PU zwischen der SDW- und CDW-Phase
bei U = 2V gefunden. Im Spin-Sektor wird der PU durch einen Operator beschrieben,
der in der SDW-Phase marginal irrelevant und in der CDW-Phase marginal relevant ist.
Demnach 6ffnet sich die Spinliicke exponentiell langsam und der PU ist vom Kosterlitz-
Thouless-Typ (KT) m, M] Im Ladungssektor dagegen fiihrt ein relevanter Operator
zu einer Ladungsliicke. Der Operator verschwindet nur fiir U = 2V, sodass genau dort die
Ladungsliicke gleich null ist h] Der PU ist ein PU zweiter Ordnung. Da es auf der
Linie U = 2V sowohl einen PU 1.0Ordnung als auch einen PU 2. Ordnung gibt, muss ein
trikritischer Punkt (Uy, V;) existieren, an dem sich die Ordnung des PU éndert.

Dieser trikritischer Punkt wird in der Literatur auch als bikritischer Punkt (s. z.B. @])
bzw. multikritischer Punkt (s. z.B. m]) bezeichnet. Wie in Anhang [B beschrieben, han-
delt es sich hier aber immer um einen trikritischen Punkt, sodass im Folgenden immer von
einem trikritischen Punkt gesprochen wird, unabhéngig von den in den zitierten Arbei-
ten gewihlten Bezeichnungen. Grundlegende Erlduterungen zu PU finden sich ebenfalls in
Anhang

In den letzten Jahren hat sich allerdings herausgestellt, dass das obige Phasendiagramm
noch nicht vollstédndig ist. Im Bereich schwacher Kopplung hat Nakamura als erster ge-
zeigt m, IE], dass es keine Symmetrie gibt, die es erforderlich macht, dass der PU im
Spin- und im Ladungssektor auf derselben U = 2V'-Linie liegt. In der normalen g-ologie sind
die Amplituden der Operatoren, die fiir den PU verantwortlich sind, identisch, weil sie nur
bis zur ersten Ordnung in den Wechselwirkungsparametern berechnet wurden. Sie kénnten
sich aber unterscheiden, wenn Terme héherer Ordnung beriicksichtigt wiirden. Demnach gibt
es die Moglichkeit, dass es eine zusétzliche Phase gibt, die sich zwischen der SDW- und der
CDW-Phase befindet. Tatséachlich hat Nakamura dazwischen eine Phase mit langreichwei-
tiger Dimer-Ordnung gefunden. Dazu hat er einige Skalendimensionen zu kritischen Expo-
nenten von bestimmten Korrelationsfunktionen bestimmt, indem er eine finite-size-Analyse
der Energiespektren durchgefithrt hat. Diese Phase wird héufig BOW-Phasdl genannt. Die
Existenz einer BOW-Phase um U = 2V im Bereich schwacher Kopplung bis zu einem tri-
kritischen Punkt (U, V) wurden durch Quanten-Monte-Carlo-Simulationen ME] (QMC)
und g-ologie-Rechnungen mit Termen hoherer Ordnung m] bekréftigt. Das Phasendia-
gramm der QMC-Simulation ist in Abb. BTl zu sehen. Allerdings wurde solch eine Phase

Lenglisch: charge density wave
2englisch: bond order wave
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5.2 Das erweiterte Hubbard-Modell

in einer spateren DMRG-Rechnung m] nur oberhalb eines trikritischen Punkts und ge-
nau auf der ersten Ordnung PU-Linie (U = 2V') gefunden (s. Abb. E2)). Dagegen bestéitigen
neuere DMRG-Rechnungen | wiederum das vorgeschlagene Phasendiagramm von Naka-
mura. Weitere Beweise fiir die Existenz der BOW-Phase im Bereich schwacher Kopplung lie-
fern auch Funktional-Renormierungsgruppen-Analysen M] QMC-Rechnungen ] und
DMRG-Rechnungen @] liefern aber auch noch ein weiteres mogliches Phasendiagramm,
in dem das Ende der BOW-Phase nicht mit dem trikritischen Punkt (Uy, V;) zusammenféllt,
sondern die BOW-Phase auch oberhalb des trikritischen Punkts existiert und erst an einem
weiteren kritischen Punkt endet (s. Abb. B3]).

Aufgrund dieser qualitativ und quantitativ unterschiedlichen Phasendiagramme wird in
dieser Arbeit das Phasendiagramm nochmals untersucht. Mit der TMRG-Methode kénnen
thermodynamische Gréflen, wie z.B. magnetische Suszeptibilitdten, im thermodynamischen
Limes berechnet werden. Dadurch wird keine finite-size-Analyse wie bei der DMRG- oder
der QMC-Methode benétigt. Lediglich eine Extrapolation zu T' = 0 sollte stellenweise durch-
gefithrt werden, die allerdings in diesem Fall unproblematisch ist.

Im Kapitel ZZAist die TMRG-Methode auf das eindimensionale Hubbard-Modell (V' = 0)
angewandt worden. Es konnte gezeigt werden, dass die Ergebnisse der TMRG-Methode mit
den exakten Bethe-Ansatz-Ergebnissen iibereinstimmen. Da die Existenz einer zuséatzlichen
Néchste-Nachbar-Coulomb-Wechselwirkung V' keine Auswirkung auf die TMRG-Methode
hat, werden Ergebnisse der gleichen Qualitéit erwartet. In diesem Kapitel wurde ein Trotter-
Suzuki-Parameter ¢ = 0.025 oder 0.05 benutzt, sodass der zugehorige Fehler nur von der
GroBenordnung 104 — 1072 ist. Ein Trunkierungsfehler wird bei den unterschiedlichen
thermodynamischen Grofien vermieden, weil die Basis des trunkierten Hilbertraums aus
N = 200 bis N = 400 Zusténden besteht. Nun wird das Phasendiagramm des erweiterten
Hubbard-Modells untersucht. Dazu werden die Bereiche starker und schwacher Kopplung
betrachtet, sowie die genaue Lage des trikritischen Punkts ermittelt. Auflerdem wird die
Existenz der langreichweitigen Dimer-Ordnung (BOW-Phase) unterhalb des trikritischen
Punkts gezeigt.

5.2.1 Der Bereich starker Kopplung

Die Grundzustandsenergie des EHM (E210)) kann im Bereich starker Kopplung, U,V > ¢, in
Termen des Hiipfparameters ¢ entwickelt werden. In niedrigster Ordnung Stérungsrechnung
kénnen die Hiipfterme sogar vollstandig vernachlassigt werden. Ohne angelegtes Magnetfeld
erhélt man bei halber Fillung (1 = 0) den ungestorten Hamiltonoperator:

HO = Uzj: (nj,T - %) (nj,l - %) + V;(nj —1)(njy1 —1). (5.11)

Dieser hat zwei verschiedene Grundzustande, die in Abb. 4] abgebildet sind. Bei gege-
bener Kettenldnge L ist die Energie des CDW-Zustands durch Eggw = LU/4 — LV und

die Energie der SDW-Zustands durch Eé%)w = —LU/4 gegeben. Beide Energien sind ge-
nau bei U = 2V gleich, sodass dort ein PU erster Ordnung existiert. Fiir U < 2V ist
Eé%)w < E(COI%W, sodass das System in der SDW-Phase ist. Dagegen gilt Eé%)w > E((jol)jw
fir U > 2V und das System bevorzugt die CDW-Phase. In zweiter Ordnung Stérungs-
rechnung in Termen des Hiipfparameters ¢ fithren virtuelle Hiipfprozesse zu einem effekti-

ven antiferromagnetischen Heisenberg-Modell in der SDW-Phase. Die Kopplungskonstante
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Abbildung 5.1: Schematisches Phasendiagramm des EHM nach QMC-Simulationen. Der
trikritische Punkt liegt bei (U/t,Vi/t) = (4.7 £0.1,2.51 £ 0.04). Diese Abbildung wurde
Ref. m entnommen.
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Abbildung 5.2: Schematisches Phasendiagramm des EHM nach DMRG-Rechnungen. Der
PU ist vom KT-Typ bei schwacher Kopplung (gestrichelte Linie) und erster Ordnung bei
starker Kopplung (Linie). Der Kreis bezeichnet den trikritischen Punkt. Die CDW-Phase
existiert nur direkt auf der CDW-SDW-Ubergangslinie und beginnt bei (U, V;) ~ (3.7t, 2t)
und endet bei U < 8¢ (Quadrat). Diese Abbildung wurde Ref. M] entnommen.
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--- SDW-BOW (strong coupling)
5 | — SDW/BOW-CDW (strong coupling) i
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Abbildung 5.3: Das Phasendiagramm nach QMC und nach Néherungen im Bereich starker
Kopplung. Die BOW-Phase liegt zwischen den PU-Linien SDW-BOW und BOW-CDW. Auf
der PU-Linie BOW-CDW kennzeichnen die ausgefiillten Kreise einen PU zweiter Ordnung
und die ausgefiillten Quadrate einen PU erster Ordnung. Ein trikritischer Punkt befindet
sich demnach bei U ~ 5.5. Der zweite trikritische Punkt, an dem die BOW-Phase endet,
wird durch ein nicht ausgefiilltes Quadrat gekennzeichnet. Diese Abbildung wurde Ref. [119]
entnommen.
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Abbildung 5.4: Die zwei Grundzusténde im Bereich starker Kopplung (U, V' > t). Der obere
Zustand ist ein CDW-Zustand, bei dem die Platze alternierend unbesetzt und doppelbesetzt
sind. Der untere Zustand ist ein einfachbesetzter SDW-Zustand. Virtuelle Hiipfprozesse
induzieren eine quasi-langreichweitige SDW-Ordnung.
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Abbildung 5.5: Linke Spalte: (1) CDW-Zustand mit zugefiigtem Teilchen, (2) CDW-Zustand
mit aufgebrochener Doppelbesetzung. Rechte Spalte: (1) SDW-Zustand mit zugefiigtem
Teilchen, (2) SDW-Zustand mit einer Doppelbesetzung.

fiir die Wechselwirkung zwischen den Spins betrigt J = 2t2/(U — V) m, I@] Dieser
Zustand hat demnach eine Ladungsliicke aber keine Spinliicke und die zugehorigen Spin-
Korrelationsfunktionen zerfallen algebraisch. Andererseits hat der CDW-Zustand sowohl
eine Ladungsliicke als auch eine Spinliicke. Wenn die Hiipfterme vernachléssigt werden,
konnen angeregte Zusténde in der CDW- und SDW-Phase durch Ladungs- und Spinanre-
gungen gebildet werden. Eine Ladungsanregung kann z.B durch Hinzufiigen bzw. Entfernen
eines Teilchens realisiert werden. Dagegen kann eine Spinanregung erzeugt werden, indem
eine Doppelbesetzung aufgebrochen wird. Einige Anregungen fiir die SDW- und CDW-
Zusténde sind in Abb. dargestellt. In niedrigster Ordnung Stérungsrechnung lassen sich
die Energien der angeregten Zustdnde aus Abb. fiir die angeregten CDW-Zusténde zu

Elpw = E(CO})W —U/2+42V und Eipyy = Eg))DW — U + 3V, sowie fiir die angeregten SDW-

Zustinde zu Elpy = EE@OI))W +U/2 und E%,y, = E(Sol))w +U —V > Elp, berechnen.

Wenn in der CDW-Phase im angeregten Zustand (2) (s. Abb. i) die beiden Einzelspins
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separiert werden, erhdlt man die Anregungsenergie E(CO l))W +2(—=U/2+2V). In thermodyna-
mischen Grofien wird das Aktivierungsverhalten durch die Energie einer einzelnen Anregung
bestimmt. Dabei ist es irrelevant, ob diese Anregung paarweise oder einzeln auftritt. Al-
so triagt jeder Einzelspin die Energie —U/2 4 2V bei. Demnach wird im Bereich starker
Kopplung die Ladungsliicke A, und die Spinliicke A (beide aus thermodynamischen Daten
berechnet) genau auf der Phaseniibergangslinie (U = 2V') gleich Ay = A, = U/2 sein und
dann linear ~ 2V mit steigendem V' in der CDW-Phase anwachsen. In der SDW-Phase ist
die Anregung (1) aus Abb. eine Ladungsanregung mit kleinerer Anregungsenergie als
bei Anregung (2). Die Ladungsliicke betréigt also A, = U/2 in der SDW-Phase. Allerdings
gibt es in der SDW-Phase keine Spinliicke.

Im Folgenden wird wie in Kapitel B224] die Hiipfamplitude ¢ = 1 gesetzt. Um die ¢-
abhéngigen Ausdriicke zu bekommen, sollten wieder die folgenden Umrechnungen U — U/t,
V — V/tund T — T/t verwendet werden. Die TMRG-Daten zur Spinsuszeptibilitit ys und
zur Spinliicke Ag bei U = 12 (eigentlich U = 12t, aber ¢t = 1 gesetzt) werden in Abb. B0l
gezeigt. Wenn das Anregungsspektrum eine Anregungsliicke hat, dann wird die Energiedi-
spersion der elementaren Anregungen durch e(k) ~ A +k?/(2m) beschrieben, wobei m eine
effektive Masse ist. Darauthin zeigt die zugehorige Suszeptibilitéit fiir Temperaturen 7' << A
folgendes Aktivierungsverhalten

exp(—A/T)

X(T) ~ v (5.12)
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Abbildung 5.6: Magnetische Suszeptibilitdten (Linien) als Funktion der Temperatur 7" bei
U = 12 fiir verschiedene V = 1.0,2.0,--- ,6.0,6.1,6.2,--- ,7.0. Die gestrichelten Linien sind
Fits nach Gl. (IZ). Im Inset ist die aus den Fits bestimmte Spinliicke A; (Kreise) als
Funktion von V' dargestellt. Die Linie im Inset zeigt das theoretische Ergebnis im Bereich
starker Kopplung.
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Abbildung 5.7: Ladungssuszeptibilitaten (Kreise) als Funktion der Temperatur 7" bei U = 12
fiir verschiedene V' = 6.0,6.1,...,7.0. Die Linien sind nur Verbindungslinien zwischen den
Datenpunkten, um die Erkennbarkeit zu erhohen. Die gestrichelten Linien sind Fits nach
Gl. (&I2). Im Inset ist die aus den Fits bestimmte Ladungsliicke A, als Funktion von V'
dargestellt. Die Linie im Inset zeigt das theoretische Ergebnis im Bereich starker Kopplung.

Diese Funktion kann nun als Fit-Funktion fiir die Suszeptibilititsdaten aus der TMRG
verwendet werden, um die zugehorige Anregungsliicke zu bestimmen. Wie im Inset der
Abb. zu sehen, stimmt das Verhalten der Anregungsliicke A; als Funktion von V' sehr
gut mit den Ergebnissen aus der Storungsrechnung zum Bereich starker Kopplung iiberein.
In der SDW-Phase gibt es keine Spinliicke, d.h. die Suszeptibilitat bleibt fiir 7" — 0 endlich
und zeigt kein Anregungsverhalten nach GI. (s. Abb. BEH)). Allerdings gibt es eine
Spinliicke in der CDW-Phase. Beim PU springt die Spinliicke auf A; ~ U/2 und steigt
dann proportional zu 2V an. Demnach befindet man sich bei U = 12, zumindest fiir das
Verhalten der Spinliicke, schon im Bereich starker Kopplung. Die einzige Abweichung der
TMRG-Daten zu den Ergebnissen aus der Stérungsrechnung ist, dass der PU nicht bei
V = U/2 = 6 sondern erst bei V' = 6.18 4+ 0.001 stattfindet. Fiir grofiere U-Werte, z.B.
U = 150, findet der PU allerdings tatsiichlich bei U/2 statt. In Abbildung BT werden die
TMRG-Ergebnisse zur Ladungssuszeptibilitit y. und zur Ladungsliicke A, bei U = 12
gezeigt. Wie die Spinliicke bei U = 12 wird auch die Ladungsliicke bei U = 12 schon
gut durch die Ergebnisse der Stérungsrechnung im Bereich starker Kopplung beschrieben.
Allerdings weichen hier die Werte fiir die Ladungsliicken in der SDW-Phase ein wenig vom
berechneten Wert A, = U/2 ab und sind auflerdem noch von V abhéngig. Das ist ein
Anzeichen dafiir, dass U = 12 noch nicht grofl genug ist, um den Bereich starker Kopplung
in nullter Ordnung Stérungsrechnung zu beschreiben.
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Abbildung 5.8: Die Doppelbesetzung d in Abhéngigkeit der Temperatur T bei U = 12 fir
verschiedene V-Werte. Im Inset sind die extrapolierten Ergebnisse der Doppelbesetzung bei
T = 0 in Abhéngigkeit von V dargestellt.

Zusétzlich zur Spin- und zur Ladungsliicke kann die Doppelbesetzung
d = (njmn;,) (5.13)

untersucht werden, um die Lage des PU erster Ordnung zu bestimmen. Im Bereich star-
ker Kopplung sollte die Doppelbesetzung d bei T' = 0 im SDW-Zustand d = 0 und im
CDW-Zustand d = 1/2 sein. In der Abbildung ist die Doppelbesetzung d bei U = 12
zu verschiedenen V-Kopplungsstirken gezeigt. Wie auch fiir die Ladungsliicke sind schon
einige Korrekturen im Vergleich zu den erwarteten Ergebnissen zu erkennen. Schliefflich ist
die Doppelbesetzung in der SDW-Phase grofier null und steigt mit wachsendem V' monoton
an. Allerdings erkennt man den Sprung, d.h. den PU erster Ordnung, in der Doppelbeset-
zung d bei V' & 6.18 sehr gut. In der CDW-Phase steigt die Doppelbesetzung wiederum mit
wachsendem V' monoton an, bis endgiiltig fiir grole V' der Wert d = 1/2 erreicht wird. Fiir
groffere U-Werte ist das erwartete Ergebnis noch viel besser zu erkennen. In Abb.
wird die Grole des Sprungs in der Doppelbesetzung A, in Abhéngigkeit von U gezeigt. Es
ist gut zu erkennen, dass sich die Grofle des Sprungs fiir groe U dem Wert 1/2 néhert.
Demzufolge ist bei T'= 0 in der SDW-Phase d = 0 und in der CDW-Phase d = 1/2.

In Abbildung wird die spezifische Warme bei U = 12 zu verschiedenen V-Werten
gezeigt. Fiir V = 0 hat sie zwei Maxima. Wéhrend das Maximum bei tieferer Temperatur
eine Folge der Spinanregungen ist, ist das Maximum bei hoherer Temperatur eine Folge der
Ladungsanregungen @] Nur bei tiefen Temperaturen liefern die liickenlosen Spinanregun-
gen Beitrége zur spezifischen Warme, die der konformen Feldtheorie (CFT)E entsprechend

3englisch: conformal field theory
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Abbildung 5.9: Die Spezifische Wéarme in Abhéngigkeit der Temperatur T bei U = 12 fiir
verschiedene V-Werte. Im Inset erkennt man gut den scharfen Peak direkt oberhalb des

PU.

dem Ausdruck -

C =

T (5.14)

3,

gentigen. Auflerdem soll die Spinwellengeschwindigkeit vs mit wachsendem V' ansteigen.
Dementsprechend nimmt mit wachsendem V die Steigung der spezifischen Warme ab und
das zugehorige Maximum wird zu héheren Temperaturen verschoben. Gleichzeitig nimmt
aber auch die Ladungsliicke ab, sodass dieses Maximum zu tieferen Temperaturen verscho-
ben wird (s. Abb. BEd). Allerdings haben in der CDW-Phase (V' > V. ~ 6.18) sowohl die
Spinanregungen als auch die Ladungsanregungen eine Anregungsliicke. Dadurch wird sich
dieses Verhalten nach dem PU (SDW-CDW) gravierend #indern. In Abbildung B3 ist das
sehr gut durch den plotzlich auftretenden Peak direkt oberhalb der Anregungsliicke zu er-
kennen. Da nun in der CDW-Phase beide Anregungen eine Anregungsliicke haben, zeigt die
spezifische Warme das Aktivierungsverhalten

C ~e BT (5.15)

mit A = min(A,, A.). Aus der Thermodynamik ist bekannt, dass [;° C(T)dT = —ey gilt,
wobei eg die Grundzustandsenergie ist. Deswegen sollte die Flache unter der Kurve, die die
spezifische Wiarme beschreibt, fiir kleine Anderungen in V konstant bleiben. Demzufolge
sollte die Flache gleich sein, egal ob man einen V-Wert, z.B. V' = 6.1, knapp unterhalb
des PU in der SDW-Phase oder einen V-Wert, z.B. V = 6.2, knapp oberhalb des PU in
der CDW-Phase wahlt. Auflerdem wird sich das Hochtemperaturverhalten der spezifischen
Wirme nicht veréindern, sodass nur eine Anderung im Tieftemperaturverhalten zu erwarten
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ist. Demnach muss die Flache bei tiefen Temperaturen, die aufgrund des Aktivierungsver-
haltens (BIH) unterdriickt wird, einen scharfen Peak direkt oberhalb der Anregungsliicke
bilden (s. Abb. E¥). Das ist also eine weitere Moglichkeit die Lage des PU mit thermody-
namischen Grofien zu bestimmen. Innerhalb der CDW-Phase erkennt man wiederum, dass
das Maximum der Spinanregungen mit steigendem V-Wert zu hoheren Temperaturen ver-
schoben wird. Bei groflen V-Werten iiberlagern sich schliefllich beide Maxima, sodass sie
nicht mehr voneinander unterschieden werden kénnen.

5.2.2 Der trikritische Punkt

Da es im Bereich starker Kopplung ein PU erster Ordnung und im Bereich schwacher
Kopplung einen PU zweiter Ordnung gibt, ist es klar, dass die Linie des PU erster Ordnung
an einem Punkt, dem sog. trikritischen Punkt (Uy, V}), enden muss. Die Doppelbesetzung
d ist ein gutes Kriterium, um diesen Endpunkt mit der TMRG-Methode zu bestimmen. Wie
bei U = 12 (s. Abb. B¥) zu erkennen, verhélt sich die Doppelbesetzung in der SDW- und
in der CDW-Phase sehr unterschiedlich. Die nach T" = 0 extrapolierte Doppelbesetzung
zeigt bei festem U einen Sprung Ay in Abhéngigkeit von V, solange der PU ein PU erster
Ordnung ist. Demnach erwartet man, dass die Grofle des Sprungs kleiner wird, je kleiner die
Kopplung U wird. Schliellich muss der Sprung am trikritischen Punkt U; verschwinden. Mit
der TMRG-Methode kénnen diese Werte berechnet werden. Fiir U = 7.0 kann bei V' ~ 3.65
immer noch ein endlicher Sprung der Héhe ~ 0.17 (s. Abb. i2T0d) festgestellt werden, wobei
fir U = 6 (s. Abb. BI0D) die Doppelbesetzung als Funktion von V' bereits kontinuierlich
aussieht. Fiir U = 4 ist der kontinuierliche PU besonders gut zu erkennen (s. Abb. EI0al).
In Abb. ist der Sprung Ay als Funktion von U zu sehen. Man erkennt leicht, dass der
Sprung mit fallendem U algebraisch (A; ~ (U — Uy)®) mit einem kritischen Exponenten
a abfallt. Verwendet man diese Funktion als Fitfunktion, so kann der trikritische Punkt
zu 6.7 £ 0.2 bestimmt werden. Der groie Fehler von +0.2 stammt aus verschiedenen Fits.
Zum einen hat der Wert bei U = 7 vermutlich einen groflen Fehler, so dass man einen
Fit ohne diesen Werte durchfiihren sollte. Genauso sollte man auch einen Fit durchfiihren,
der grofle U-Werte nicht berticksichtigt. Fiir jeden einzelnen moglichen U;-Wert kann der
zugehorige Vi-Wert natiirlich mit hoherer Genauigkeit bestimmt werden. Fiir die obigen V;-
Werte erhélt man ein V; = 3.540.1. Hier ist die Unsicherheit nicht eine Fehlerabschatzung,
sondern viel mehr ein Resultat des groflen Fehlers im U-Wert. Fiir Uy = 6.5 erhélt man ein
Vi &~ 3.4 und fiir Uy = 6.9 ein V; = 3.6. Zusammengefasst liegt der trikritische Punkt also
bei (U, Vi) = (6.7 £0.2,3.5 £ 0.1).

5.2.3 Der Bereich schwacher Kopplung

Das Phasendiagramm im Bereich schwacher Kopplung ist vielfaltiger und schwieriger als
im Bereich starker Kopplung, in dem es nur einen PU erster Ordnung gibt. Hier werden
verschiedene kontinuierliche PU erwartet. Der Bereich schwacher Kopplung kann theore-
tisch untersucht werden, indem die Kopplungskonstanten aus der Bosonisierung mit de-
nen aus der Tomonaga-Luttinger-Fliissigkeit verglichen werden. Die Renormierung von
Umklappstreuungs- und Riickstreuungsprozessen liefert dann die Lage und die Art der
PU. Betrachtet man nur Terme erster Ordnung, so wird diese Methode héufig g-ologie @]
genannt. Da es sich hier, wie iiblich in der eindimensionalen Bosonisierung, um ein linea-
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Abbildung 5.10: Extrapolierte Werte der Doppelbesetzung d fir T = 0 als Funktion von
V fiir verschiedene U. Im Inset von wird die Region um den Sprung in d vergrofert
dargestellt. In Abb. @ werden extrapolierte TMRG-Ergebnisse (Kreise) fiir den Sprung in
der Doppelbesetzung A, beim PU bei T = 0 in Abhéngigkeit von U gezeigt. Die Linie ist
ein Fit der Form Ay = 0.232(U — 6.7)%2.

res Anregungsspektrum handelt, kénnen sowohl der Spinsektor als auch der Ladungssektor
getrennt voneinander untersucht werden. Bei halber Fillung (u = 0) fithrt die Umklapp-
streuung im Ladungssektor zu einem relevanten (Wechselwirkungs-)Operator im bosoni-
schen Hamiltonoperator, sodass eine Ladungsliicke A, erzeugt wird. Die Amplitude dieser
Wechselwirkung ist proportional zu U — 2V m] Demnach hat das System im Bereich
schwacher Kopplung aufler bei U = 2V immer eine Ladungsliicke. Schliellich verschwindet
die Amplitude des Operators zur Umklappstreuung genau an diesem Punkt. In der N&he
des PU verhilt sich die Ladungsliicke bei festem U wie

Ao~ |V =V (5.16)

Dabei ist @ > 0 ein wechselwirkungsabhéngiger kritischer Exponent und V. ~ U/2 im
Bereich schwacher Kopplung m] Demnach ist der PU im Ladungssektor ein PU zweiter
Ordnung.
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Andererseits entspricht die fithrende Wechselwirkung im Spinsektor einem Riickstreu-
ungsprozess und ist marginal. Die Amplitude dieser Wechselwirkung ist wie im Ladungs-
sektor U — 2V |. Fiir U > 2V ist der Riickstreuungsoperator marginal irrelevant, sodass
in diesem Bereich die Spinanregungen liickenlos ist. Fiir U < 2V allerdings ist dieser Ope-
rator marginal relevant, sodass eine Spinliicke Ay erzeugt wird. Infolgedessen 6ffnet sich die
Spinliicke nur exponentiell langsam. Fir festes U und V' 2 V. &~ U/2 zeigt die Spinliicke
folgendes Verhalten:

Ay~ V = Voexp{—const/(V — V,)}. (5.17)

Solch ein PU wird als kontinuierlich oder als Kosterlitz-Thouless-Phaseniibergang (KT-PU)
bezeichnet. Im Spinsektor ist der PU demnach ein KT-PU [121].

Wie in der Einfiihrung zu Kap. beschrieben, gibt es nach Nakamura MEI] kein Sym-
metrieargument, dass die Amplituden der Operatoren zur Riickstreuung und zur Umklapp-
streuung gleich sein sollten. Obwohl bis zur ersten Ordnung in den Wechselwirkungspara-
metern beide Amplituden identisch sind, wére es also auch moglich, dass beide Amplituden
unterschiedlich sein kénnten, sobald Korrekturen mit héherer Ordnung beriicksichtigt wer-
den. In diesem Fall konnte eine zusétzliche Phase, die sog. BOW-Phase, zwischen der SDW-
und CDW-Phase vorkommen. In vielen Arbeiten b] ist diese BOW-Phase in ihrer
Lage und auch ihrer Existenz schon kontrovers diskutiert worden.

Aus diesem Grund werden nun mithilfe der Thermodynamik des EHM die PU im Bereich
schwacher Kopplung genauer untersucht. Dazu wird die Linie des PU zweiter Ordnung,
an dem sich die Ladungsliicke schliefit, prézise bestimmt. Auflerdem wird die Linie des
KT-PU, an dem die Spinliicke verschwindet, ermittelt. Zuletzt wird die BOW-Phase mit
langreichweitiger Dimer-Ordnung nachgewiesen.

Da sich an der Linie des PU zweiter Ordnung die Ladungsliicke A, schlieBt, kann die
Lage dieser Linie mithilfe der Ladungssuszeptibilitidt bestimmt werden. Wenn némlich eine
Ladungsliicke vorhanden ist, zeigt die Ladungssuszeptibilitit x. fiir Temperaturen T' < A,
ein Aktivierungsverhalten nach Gl. (IZ). Demnach ist im Tieftemperaturbereich die La-
dungssuszeptibilitdt y. grofer, je kleiner die Ladungsliicke A, ist. Im Bereich schwacher
Kopplung kann die Ladungsliicke durch Gl. (BzI6l) beschrieben werden, sodass sich die La-
dungssuszeptibilitdt y. bei festem U und fester Temperatur Ty wie folgt verhélt:

o xc(Tp, V) steigt mit wachsendem V fiir V' < V. an und
e x.(Tp, V) fallt mit wachsendem V fiir V> V, ab.

Eine Storungsrechnung zweiter Ordnung in 1/7" liefert das Hochtemperaturverhalten

(T 1) = % - %(U/Q +v)]. (5.18)
Demnach wird die Ladungssuszeptibilitit x.(7p, V') fiir hohe Temperaturen Ty > 1 mit
wachsendem V' immer kleiner. Im Bereich V' < V, ist fiir festes U die Steigung der La-
dungssuszeptibilitdt dx./0V > 0 fir kleine Temperaturen Ty < 1 und 9dx./0V < 0 fir
grofle Temperaturen Ty > 1. Aus diesem Grund miissen sich die Ladungssuszeptibilitéts-
kurven fiir verschiedene V' < V. bei festem U mindestens einmal schneiden. Dagegen ist kein
Schnittpunkt in den Ladungssuszeptibilitidtskurven fiir verschiedene V' > V_. zu erwarten,
weil sowohl bei tiefen als auch bei hohen Temperaturen die Steigung der Ladungssuszep-
tibilitdt dx./0V < 0 ist. Dieses unterschiedliche Verhalten der Ladungssuszeptibilitét fiir

69



5 Das erweiterte Hubbard-Modell

V < Vound V > V, ist ein sehr gutes Kriterium, um die Lage V. des PU zu bestimmen.
Fiir die Werte U = 2 und U = 4 ist dies in den Abbildungen BTl und BI2 dargestellt. Fiir
U = 2 sieht man in Abb. BTl (untere Abb.), dass die Ladungssuszeptibilitit zu V' = 1.04
die erste Kurve ist, die die Ladungssuszeptibilitdtskurve fir grofere V' schneidet. Deswegen
kann V., = 1.05 £ 0.01 fiir U = 2 bestimmt werden. Prinzipiell wéire es mit dieser Methode
sogar moglich, das V. noch genauer zu bestimmen. Dazu miissten nur weitere Ladungssus-
zeptibilitdten im Bereich V' = 1.04 bis V = 1.05 berechnet werden, um dann in diesem
Bereich den Schnittpunkt zu ermitteln. Fiir U = 4 schneidet die Ladungssuszeptibilitéits-
kurve zu V = 2.16 als erste die Kurven zu grofleren V. Demnach ist der kritische Punkt
fir U = 2 bei V. = 2.165 + 0.005. Diese ermittelten Werte stimmen sehr gut mit den
DMRG-Ergebnissen M] und den QMC-Ergebnissen m} iiberein.

Weiterhin siecht man in den Abbildungen BEETTl und BT2, dass sich die Ladungssuszep-
tibilitdtskurven fiir V' < V., nicht nur einfach irgendwo schneiden, sondern dass sich fast
alle Ladungssuszeptibilitatskurven in genau einem Punkt schneiden. Demnach gibt es eine
Temperatur 7%, bei der dx./0V = 0 fiir fast alle V ist. Ahnliche Schnittpunkte @, @}
sind auch schon in anderen Systemen und anderen thermodynamischen Groéflen, wie z.B.
der spezifischen Wérme, beobachtet worden.

Obwohl hier thermodynamische Groflen bei endlicher Temperatur 7' > 0 betrachtet wer-
den, wird die so bestimmte Phasengrenze das Phasendiagramm bei T' = 0 darstellen: Zum
einen wird die Ladungsliicke, die hier durch das Aktivierungsverhalten der Ladungssuszep-
tibilitat (BI0l) bestimmt wird, genau das Verhalten bei 7' = 0 beschreiben. Zum anderen
schneiden sich die Ladungssuszeptibilitdtskurven nicht alle in einem Schnittpunkt bei 7.
In Abb. erkennt man gut, dass der Schnittpunkt der Ladungssuszeptibilitatskurven in
der Néhe des Phaseniibergangs nicht mit dem universellen Schnittpunkt bei 7" = T™ {iber-
einstimmt. Da dieser Schnittpunkt nicht bei 7™ = 0.5 sondern bei T* ~ 0.2 liegt, kann das
Fazit gezogen werden, dass mithilfe dieser Methode der kritische Punkt fiir das Phasendia-
gramm bei 7" = 0 bestimmt werden kann. Schlieflich nimmt die Temperatur, an der sich
zwei Ladungssuszeptibilititskurven schneiden, in der Nihe des PU ab.

Die Ladungsliicken A, kénnen nun wieder mithilfe des Aktivierungsverhaltens (BI2) der
Ladungssuszeptibilititen bestimmt werden, sodass das kritische Verhalten am PU nach
Gl. (BEI0) bestétigt werden kann. In Abbildung werden die so ermittelten Ladungs-
liicken fir U = 2,4 und 12 gezeigt. Die Umskalierungen A, — A./U und V' — V/V, dienen
nur dazu die verschiedenen Daten in einer Abbildung darzustellen. Der PU findet iibrigens
genau bei V =V, statt. In der Hauptabbildung erkennt man gut, dass die Ladungsliicke in
der Niihe des PU umso steiler abfillt, je groBer die Kopplung U ist. Das entspricht genau
dem von Nakamura m] vorhergesagten Verhalten des kritischen Exponenten. Im Inset von
Abb. werden diese Ladungssuszeptibilitdten zuséitzlich mit der Ladungssuszeptibilitét
fir U = 12, d.h. im Bereich starker Kopplung, verglichen.

Die Phasengrenze des KT-PU kann mithilfe der Spinsuszeptibilititen bestimmt werden,
weil nur oberhalb des PU (V > V.XT) eine Spinliicke vorhanden ist. Demnach zeigt die
Spinsuszeptibilitit ys fiir V > VAT wieder ein Aktivierungsverhalten ([EI2)). Die Kurven
kreuzen sich in diesem Fall aber nicht, weil bei jeder Temperatur dys/0V < 0 ist. Das gilt
ebenso fiir V < VAT, SchlieBlich kann im Tieftemperaturbereich die Spinsuszeptibilitit

1
(T =0)= 5.19
G(T=0) = 5 (5.19)
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Abbildung 5.11: Ladungssuszeptibilitit y. bei U = 2.

Obere Abb.: x. fir V =0.5,0.6,--- ,1.0 (in Pfeilrichtung). Im Inset ist die Regi-
on um den Schnittpunkt bei T* =~ 0.12 vergroflert dargestellt. Untere Abb.: x. fiir
V =1.04,1.1,1.2,--- ,1.6 (in Pfeilrichtung) und V = 1.04,1.06,1.08,1.1,1.12,1.13,1.2,1.3
(Inset, in Pfeilrichtung).
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Abbildung 5.12: Ladungssuszeptibilitdt x. bei U = 4.

Obere Abb.: y. fir V. = 1.5,1.6,---,2.1,2.15,2.17 (in Pfeilrichtung). Im Inset ist die
Region um den Schnittpunkt bei T* ~ 0.54 vergroflert dargestellt. Untere Abb.: y. fiir
V =2.16,2.17,2.2,2.3,2.4,2.5 (in Pfeilrichtung) und V' = 2.16,2.17,2.18,2.19, 2.2 (Inset, in
Pfeilrichtung).
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Abbildung 5.13: Die Ladungsliicke A./U als Funktion von V/V, bei festem U = 2.0 (Krei-
se), U = 4.0 (Quadrate). Inset: Es wird zusétzlich die Ladungsliicke A./U fir U = 12.0
(Dreiecke) gezeigt (vgl. Abb. B1). Die gestrichelten Linien markieren den PU bei V = V.

durch die CFT berechnet werden. Die Spinwellengeschwindigkeit vy steigt immer mit wach-
sender Wechselwirkung V' an, so dass wieder Oys/0V < 0 gilt. Im Spinsektor &ndert sich nur
das grundlegende Verhalten der Spinsuszeptibilititen am PU. Oberhalb des PU zeigt die
Spinsuszeptibilitit ein Aktivierungsverhalten und unterhalb des PU strebt die Spinsuszep-
tibilitat gegen eine Konstante (BI9) fiir 7 — 0. Im Tieftemperaturbereich, in dem die CFT
gliltig ist, gibt es aber noch universelle Skalenrelationen, die nur von thermodynamischen
Groflen abhéngen. Diese Skalenrelationen werden universell genannt, weil sie nicht mehr
wie die Spinsuszeptibilitit fiir 7" — 0 von einem wechselwirkungsabhéngigen Parameter wie
z.B. der Spinwellengeschwindigkeit vs abhéngen. Wegen C' = T'9S/9T ist die Entropie S
ebenso durch ([ET4) gegeben. Also ist

(5.20)

eine universelle Skalenrelationen fiir V- < VX7, Diese GréBen sind aber nur fiir 7 < A,
giiltig. Da sich die Spinliicke aber in der Nahe des Bereichs, in dem die Ladungsliicke ver-
schwindet, 6ffnet, ist dieses Kriterium in der Numerik leider nicht anwendbar. Demnach gibt
es nur eine Moglichkeit, die Lage des PU zu bestimmen. Die Spinliicken miissen direkt aus
den Spinsuszeptibilitdten durch das Aktivierungsverhalten berechnet werden. Dazu wird
nun der Fall U = 4 exemplarisch untersucht (s. Abb. BEId). Fiir V' < VAT kann der Tief-
temperaturbereich gut durch die CFT (I9) erklért werden. Ebenso ist das Aktivierungs-
verhalten der Spinsuszeptibilitit gut fiir V > VAT zu erkennen. Im Inset von Abb. EI4
werden die Spinliicken in Abhéngigkeit der Wechselwirkung V' gezeigt. Diese Spinliicken
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Abbildung 5.14: Temperaturabhéngige Spinsuszeptibilitdt bei U = 4 fiir verschiedene
V =18,19,2.0,2.02,--- ,2.1,2.15,2.2,2.3,--- ,2.7. Inset: Spinliicke Ag bei U = 4 in Ab-
hangigkeit von V. Der Fit Ay ~ 2.52y/V —2.02 - exp[—0.41/(V — 2.02)] kann die Spinliicke
gut beschreiben.

wurden ermittelt, indem das Aktivierungsverhalten ([xI2) als Fit-Funktion fiir die Spinsus-
zeptibilitdten verwendet wurde. Die gezeigten Fehlerbalken entsprechen unterschiedlichen
Fit-Ergebnissen, bei denen verschiedene Fit-Regionen benutzt wurden. Die Lage des PU
kann nun mittels einer weiteren Fit-Funktion (BI7) fir die Spinliicke berechnet werden.
Fiir U = 4 schlieBt sich die Spinliicke demnach bei VX7 ~ 2.02 £ 0.06, wobei der Fehler
wiederum aus unterschiedlichen Fit-Regionen resultiert. Innerhalb dieser Fehlerschranken
hat man einen starken Beweis, dass V, # VAT fiir U = 4. Insbesondere gibt es demnach
zwei unterschiedliche PU. Bestimmt man nun sowohl die Lage des PU zweiter Ordnung als
auch die Lage des KT-PU fiir weitere U-Werte, so erhiilt man das Phasendiagramm, welches
im néichsten Abschnitt B2 diskutiert wird.

5.2.4 Das Phasendiagramm

Das mit der TMRG-Methode berechnete Phasendiagramm des EHM ist in Abbildung BT0]
gezeigt. Dieses Phasendiagramm ist sehr dhnlich zu dem von Zhang @], welches mit
der DMRG-Methode bestimmt wurde. Fiir (U, V')-Werte oberhalb des trikritischen Punkts
(U, V) gibt es einen PU erster Ordnung, der die SDW-Phase von der CDW-Phase trennt.
Unterhalb des trikritischen Punkts gibt es zwei verschiedene PU-Linien. An der PU-Linie
des KT-PU offnet sich eine Spinliicke und an der PU-Linie des PU zweiter Ordnung 6ffnet
sich eine Ladungsliicke. Da sich diese beiden PU-Linien unterscheiden, muss sich dazwischen
eine zusétzliche Phase befinden. Diese Phase, BOW-Phase genannt, wird im Abschnitt
detailliert beschrieben und untersucht. Allerdings gibt es quantitative Unterschiede zwischen
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Abbildung 5.15: Das mit der TMRG-Methode berechnete Phasendiagramm des EHM. Die
gestrichelte Linie bezeichnet die Ursprungsgerade U = 2V. Die obere durchgezogene Linie
kennzeichnet die Phasengrenze der CDW-Phase. Der zugehorige Fehler ist immer kleiner
als die SymbolgroBie. Der Fehler der KT-Phasenlinie (untere durchgezogene Linie) ist durch
die Fehlerbalken dargestellt. (Uy, V}) ist der trikritische Punkt, wobei der Fehler durch die
Symbolgrofle gegeben ist.

den TMRG-Ergebnissen dieser Arbeit und Zhangs DMRG-Ergebnissen M] bzgl. der Lage
des trikritischen Punkts. In dieser Arbeit liegt der trikritische Punkt bei (Uy = 6.7+£0.2,V;, =
3.5 £0.1), wobei sich Zhangs trikritischer Punkt bei (U; &~ 7.2, V; ~ 3.746) befindet. Beide
Werte sind aber groler als der Wert aus den QMC-Rechnungen m] Uy =47+0.1,V, =
2.51 £0.04) (s. Abb. BETJ).

Auflerdem widerspricht das hier beobachtete Phasendiagramm dem Phasendiagramm von
Jeckelmann M] (s. Abb.E2), welches ebenfalls mit der DMRG-Methode bestimmt wurde.
In diesem Phasendiagramm existiert die BOW-Phase nur direkt auf der PU-Linie erster
Ordnung (SDW-CDW) oberhalb eines trikritischen Punkts bei U; = 3.7 £ 0.2 bis hin zu
einem weiteren kritischen Punkt bei U = 8.

Das Phasendiagramm BTl widerspricht aber auch den Phasendiagrammen anderer QMC-
Ergebnissen ME] und DMRG-Ergebnissen @} In beiden Arbeiten hat das Phasendia-
gramm zwei verschiedene trikritische Punkte (s. Abb. B3). Ein trikritischer Punkt liegt auf
der BOW-CDW-Phaseniibergangslinie, an dem sich die Ordnung des PU é#ndert. Ober-
halb gibt es einen PU erster Ordnung und unterhalb einen PU zweiter Ordnung. Der
andere trikritische Punkt kennzeichnet dann das Ende der BOW-Phase. Der qualitative
Unterschied zu den hier berechneten TMRG-Ergebnissen besteht also darin, dass in de-
ren Phasendiagramme die BOW-Phase nicht an dem trikritischen Punkt endet, an dem
sich die Ordnung des PU #ndert, sondern dariiber hinaus existiert und erst an einem
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weiteren trikritischen Punkt endet. Die beiden trikritischen Punkte liegen in den QMC-
Rechnungen m] bei Uy, ~ 5.5 und bei Uy, =~ 9. In den neueren DMRG-Rechnungen @]
liegen sie bei (U;, ~ 5.89,V;, =~ 3.1), an dem sich die Ordnung des PU indert, und bei
(Uy, = 9.25,V;, =~ 4.76), an dem die BOW-Phase endet.

5.2.5 Die Existenz der BOW-Phase

Das Phasendiagramm in Abb. B0l zeigt, dass unterhalb des trikritischen Punkts (Uy, V;) ein
KT-PU existiert, an dem sich eine Spinliicke 6ffnet. AuBerdem gibt es noch einen weiteren
PU, an dem sich eine Ladungsliicke 6ffnet. Die Phase dazwischen hat im Gegensatz zur
SDW-Phase eine Spinliicke, unterscheidet sich aber von der CDW-Phase, weil jeder Platz
mit nur einem Teilchen besetzt ist. Demnach ist diese Phase die sog. BOW-Phase, die nach
der Feldtheorie einen Mott-Isolator mit Dimerisierung beschreibt. Da solch eine Dimerisie-
rung keine kontinuierlichen Symmetrien bricht, gibt es sogar in einer Dimension bei T'= 0
eine echte langreichweitige Ordnung. Somit hat die Korrelationsfunktion

F(r) = (1) ((404,) = (4,)°) (5.21)
fir die Operatoren A, = SFS7,; oder Ay =37, | (CI.7O.CT+17O— + h.c.) folgendes Verhalten:

lim F(r) = konstant # 0. (5.22)

r—00

Das Verhalten der Korrelationsfunktionen bei grofien Abstdnden kann sehr gut mithilfe der
Korrelationsldngen beschrieben werden. Mit der TMRG-Methode kénnen nach (ZIG) und
BT Korrelationsldngen direkt berechnet werden.

Wenn eine Korrelationsfunktion bei T' = 0 algebraisch abfillt, dann wird die Korrelati-
onslédnge wie { ~ 1/T divergieren. Féllt die Korrelationsfunktion hingegen (sogar bei T' = 0)
exponentiell ab, so bleibt die Korrelationslénge immer endlich. Zeigt die Korrelationsfunk-
tion allerdings eine echte langreichweitige Ordnung bei T' = 0, so wird die Korrelationslénge
wie

_exp(A/T)
VT

divergieren. Dabei ist A die zugehorige Anregungsliicke.

Im Folgenden werden verschiedene Korrelationsldngen berechnet. Die Korrelationslange
zum S,-Operator wird als SDW-Korrelationslange, die Korrelationslange zum Dichteope-
rator (oder Teilchenzahloperator n) als CDW-Korrelationsldnge und die Korrelationsldnge
zur kinetischen Energie k = ZJ(CI.7O.CT+17O— + h.c.) als BOW-Korrelationsliange bezeichnet.
Diese Bezeichnungen sind sinnvoll, weil durch diese verschiedenen Korrelationslédngen die je-
weilige Phase bestimmt werden kann. In der BOW-Phase muss die BOW-Korrelationsldnge
eine langreichweitige Ordnung zeigen und somit durch ([B2Z3]) beschrieben werden kénnen
(s. Abb. BI6al). In der CDW-Phase zeigt dann die CDW-Korrelationsldnge die langreich-
weitige Ordnung (s. Abb. B.I7H). Allerdings gibt es in der SDW-Phase nicht so eine einfache
Charakterisierung. Prinzipiell soll die SDW-Korrelationslange bei tiefen Temperaturen zur
fithrenden Korrelationslange werden, sodass das Verhalten bei grofien Absténden in dieser
Phase einzig durch diese Korrelationsldnge beschrieben werden kann. Da die SDW-Phase
aber nur quasi-langreichweitige Ordnung zeigt, wird die SDW-Korrelationslange &spw in

§ (5.23)

75



5 Das erweiterte Hubbard-Modell

V=2.7,2.9,3.0,3.1,3.16, 3.2

b 025 05 o075 1 % 05 . 1 | 1.E

7/V=3.16

Xpr(TD)
<< <<
S888
~N © ok

T X (T0)

0 e E——

0 0.25 Q5 075 1 0
(c) Xnn(m)

Abbildung 5.16: @: Fithrende SDW-, CDW- und BOW-Korrelationslangen gezeichnet als
ET bei U = 6 und V' = 3.16. |[(b)H(d)i Alternierende statische Suszeptibilititen fiir den
longitudinalen Spin, fiir die Dichte und fiir die kinetische Energie k£ = ZJ(CIWCTH,O + h.c.)
bei U = 6 und verschiedenen V-Werten.

der SDW-Phase wie ~ 1/T divergieren und als £spw - T aufgetragen fir T — 0 gegen
eine Konstante streben (s. Abb. ET7al). Allerdings gibt es keinen Grund dafiir, dass nicht
auch die BOW-Korrelationsldnge zur fithrenden Korrelationslinge werden kénnte. Sie darf
dann nur, wie die SDW-Korrelationsldnge, keine langreichweitige Ordnung zeigen. Bei einer
langreichweitigen BOW-Ordnung, wére man schliellich in der BOW-Phase. Man erwartet
demnach fiir die SDW-Phase, dass die SDW-Korrelationslénge bei tiefen T' zur fiihrenden
Korrelationslinge wird und dass in der Nihe des PU zur CDW-Phase oder zur BOW-
Phase, sowohl die SDW- als auch die BOW-Korrelationsldnge fiihrend werden kénnen. Die
BOW-Korrelationsldnge wird in diesem Fall aber nie langreichweitige Ordnung zeigen (s.
Abb. BTZa).

In Abbildung B.T6al sind die fithrenden SDW-;, CDW- und BOW-Korrelationsldngen bei
U = 6 und V = 3.16 abgebildet. Die fithrenden SDW- und CDW-Korrelationsléngen bleiben
hier endlich, wihrend die fithrende BOW-Korrelationslédnge schneller als 1/7" divergiert, d.h.
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Abbildung 5.17: Fithrende SDW-, CDW- und BOW-Korrelationsldngen gezeichnet als £T
bei U = 6.0 und verschiedenen V-Werten. bzw. zeigt die Korrelationslangen in der
SDW-Phase bzw. CDW-Phase. Hinweis: In Abb. (164l sind die Korrelationslangen in der
BOW-Phase bei U = 6.0 und V = 3.16 gezeigt.
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(a) T bei U =7.5und V = 3.9 (b) €T bei U = 7.5 und V = 3.92

Abbildung 5.18: Fithrende SDW-, CDW- und BOW-Korrelationslangen gezeichnet als £T
bei U = 7.5 und verschiedenen V-Werten. bzw. zeigt die Korrelationslangen in der
SDW-Phase bzw. CDW-Phase.
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5 Das erweiterte Hubbard-Modell

eine langreichweitige Ordnung bei T" = 0 zeigt. Daher befindet man sich bei U = 6 und
V' = 3.16 innerhalb der BOW-Phase.
Weiterhin kann die BOW-Phase bestimmt werden, indem statische Suszeptibilitdten

B
x00(@) = X " [ dr(00(0)0,(7) (5.24)
" 0

fiir einen Operator O, mithilfe der TMRG (s. Gln. (ZI¥), I9) und ZZ)) berechnet
werden. Bei echter langreichweitiger Ordnung divergiert die zugehorige statische Suszep-
tibilitdt x(q) exponentiell mit der Temperatur, sie geht jedoch gegen eine Konstante bei
kurzreichweitiger Ordnung. Ist der Operator O zudem noch erhalten, d.h. kommutiert er
mit dem Hamiltonoperator, so geht die zugehorige statische Suszeptibilitdt gegen null bei
kurzreichweitiger Ordnung. Allerdings ist die Situation bei quasi-langreichweitiger Ordnung,
d.h. beim algebraischem Zerfall der Korrelationen, schwieriger. Dazu werden nun die Fél-
le betrachtet, bei denen die Anregungen liickenlos sind (z.B. die Spinanregungen). Nach
der CFT ist bekannt, dass die zugehorige algebraisch abfallende Korrelationsfunktion bei
groflen Absténden das folgende Verhalten hat

21T\ % —27T

(00(0)Oy (1)) ~ (L) exp [ T xr} exp[—ikr] exp[2miT(d" — d~)7] . (5.25)
v

Dabei ist v die Geschwindigkeit der Elementaranregungen, x = d*+d~ ist die Skalendimen-

sion, d* sind die konformen Gewichte und k ist der charakteristische Wellenvektor. Weiter-

hin ist bekannt, dass das T-Integral bei den statischen Suszeptibilitidten xpo(k) aus [24])

explizit ausgerechnet werden kann:

627ri(d+ —d7) _ 1

T omiT(dt —d ) (5.26)

B
/dT exp27iT(dT — d™)7]
0

Demnach ist das Integral gleich null, wenn der konforme Spin s = d™ — d~ eine ganze
Zahl ungleich null ist, d.h. bei jeder Art von Teilchen-Loch-Anregung. Wenn allerdings
s = 0 ist, dann ist (B2Z0) nicht mehr zeitabhéngig und das Integral ([22Z0]) ergibt ein 1/7-
Verhalten. Bei s = 0 verhilt sich die statische Suszeptibilitit wie xoo (k) ~ T?*2. Fiir den
alternierenden Teil der longitudinalen Spin-Spin-Korrelationsfunktion ist d* = d~ = 1/4,
sodass xs.s, (m) ~ 1/T gilt. Wenn die Skalendimension x > 1 ist, dann reicht es nicht mehr,
nur das langreichweitige Verhalten im Grenzfall T — 0 zu diskutieren. Demnach wird
fiir einen nicht-erhaltenden Operator O die statische Suszeptibilitdt xyoo(k) im Grenzfall
T — 0 gegen eine Konstante streben. Es ergibt sich somit das gleiche Verhalten wie bei den
exponentiell zerfallenden Korrelationsfunktion (s. obige Diskussion).

In den Abbildungen BET60] BI6d und ist die statische Suszeptibilitat fiir den longi-
tudinalen Spin, die Dichte und die kinetische Energie fiir U = 6 und verschiedene V' gezeigt.
Anhand von Abb. ET6H erkennt man, dass sich fiir V' 2> 3.1 eine Spinliicke bildet. Da es aber
bei V' = 3.1 und V = 3.16 noch keine langreichweitige Dichteordnung gibt (s. Abb. BI6d),
muss dort die BOW-Phase existieren. Zumindest fiir V' = 3.16 erkennt man in Abb. BTGd]
dass in dieser Phase eine langreichweitige BOW-Ordnung existiert. Das stimmt auch mit
dem Verhalten der Korrelationslédngen iiberein (s. Abb. BIGal).
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Abbildung 5.19: Die fithrenden BOW-Korrelationslangen gezeichnet als £T bei verschie-
denen (U,V)-Werten ((4.0,2.14), (5.5,2.9), (6.0,3.16) und (7.5,3.9)) in der BOW-Phase.
Hinweis: Die fithrende BOW-Korrelationslinge bei U = 7.5 zeigt keine langreichweitige
Ordnung, weil oberhalb des trikritischen Punkts (U; = 6.7 £ 0.2,V; = 3.5 + 0.1) keine
BOW-Phase mehr existiert. Bei U = 7.5 und V' = 3.9 befindet man sich in der SDW-Phase.

Diese Ergebnisse fiir U = 6 beweisen, dass unterhalb des trikritischen Punkts und
zwischen der PU-Linie zweiter Ordnung und der KT-PU-Linie die BOW-Phase existiert
(s. Abb. BIH). Fir U < 6.0 wird es immer schwieriger die BOW-Phase nachzuweisen, weil
die zugehorige Dimerliicke Ay mit abnehmenden U kleiner wird. In Abbildung sind
fiihrende BOW-Korrelationslangen fiir verschiedene U als T in Abhéngigkeit der Tempe-
ratur gezeigt. Das zugehorige V' ist so gewdhlt worden, dass der Punkt (U, V') innerhalb
der BOW-Phase und knapp unterhalb der PU-Linie zweiter Ordnung liegt (s. Abb. ,
weil die zugehorige Dimerliicke auch bei festem U mit abnehmenden V' kleiner Wird%
Fiir verschiedene U-Werte kénnen die Dimerliicken Ay durch (B2Z3) als Fit-Funktion be-
stimmt werden. Die so ermittelten Dimerliicken Ay fiir (U, V')-Werte knapp unterhalb der
PU-Linie zweiter Ordnung, innerhalb der BOW-Phase, sind in Tabelle Bl angegeben. In
Abb. EET9 erkennt man sehr gut, dass die Dimerliicken mit wachsendem U ansteigen. Auf3er-
dem sieht man, dass der exponentielle Anstieg der BOW-Korrelationslange mit fallendem

(U [V [Ad |
40214 ] 0.01

5.5 129 |0.03
6.0 | 3.9 | 0.08

Tabelle 5.1: Die Dimerliicken Ay fiir verschiedene (U, V)-Werte knapp unterhalb der PU-
Linie zweiter Ordnung, innerhalb der BOW-Phase.
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U bei immer tieferen Temperaturen stattfindet, sodass ein Beweis fiir die langreichweitige
BOW-Ordnung unterhalb von U < 4 mit der TMRG-Methode wahrscheinlich unméglich
sein wird. Da die BOW-Phase aber zusammenhéngend ist (s. Abb. izTH), sollte innerhalb
dieser Phase das physikalische Verhalten identisch sein. Deswegen reicht es aus, die lang-
reichweitige BOW-Ordnung fiir U 2 4 zu zeigen. Auch wenn dieses Verhalten fiir U < 4
erst bei tieferen Temperaturen als 7' < 0.03 in den hier betrachteten thermodynamischen
Groflen erkannt werden kann.

Keine BOW-Phase oberhalb des trikritischen Punkts

Das Phasendiagramm aus Abb. m, Iﬂ] zeigt die Existenz der BOW-Phase auch ober-
halb des trikritischen Punkts, d.h. des Punkts, an dem sich auf der PU-Linie die Ordnung
des PU von erster Ordnung zu zweiter Ordnung éndert. Dort endet die BOW-Phase erst bei
U < 9. Hier wird nun bewiesen, dass es oberhalb des trikritischen Punkts keine BOW-Phase
geben kann. Wie oben schon erwiahnt, werden in Abb. ETIBOW-Korrelationsléngen bei ver-
schiedenen U-Werten gezeigt. Zusétzlich ist in dieser Abbildung die BOW-Korrelationslange
zu dem Wert (U = 7.5,V = 3.9) gezeigt, bei dem es nach m,g@] eine BOW-Phase geben
soll. Hier wird deutlich, dass diese BOW-Korrelationsldnge keine langreichweitige Ordnung
zeigt, sondern lediglich ein 1/7-Verhalten. Dieses Verhalten besagt nun, dass man sich bei
diesem Wert innerhalb der SDW-Phase befindet. Das ist auch gut in Abb. BEI8al zu erken-
nen. Der Wert (U = 7.5,V = 3.9) befindet sich auch, wie bei den anderen U-Werten in
Abb. ETd, schon knapp unterhalb des PU (CDW-SDW), denn bei (U = 7.5,V = 3.92)
befindet man sich schon deutlich innerhalb der CDW-Phase (s. Abb. EIRal). Demnach gibt
es fir U = 7.5 keine BOW-Phase. Das Argument, dass die BOW-Korrelationsldnge fiir
(U =175,V =3.9) erst bei tieferen Temperaturen einen exponentiellen Anstieg und somit
eine langreichweitige BOW-Ordnung zeigt, kann entkriftet werden, weil, wie oben schon
erwahnt, die Temperatur, an dem der exponentielle Anstieg festgestellt werden kann, mit
wachsendem U ansteigt (s. Abb. BTd). Somit erwartet man den exponentiellen Anstieg
fiir U = 7.5 schon bei Temperaturen 7" 2 0.1. Doch bei T' ~ 0.02 ist davon noch immer
nichts zu erkennen. Ebenso zeigt die magnetische Suszeptibilitéit bei U = 7.5 kein Aktivie-
rungsverhalten in diesem Bereich (s. Abb. B20). Eine mogliche Erklarung, dass mit anderen
Methoden fiir U-Werte oberhalb des trikritischen Punkts eine BOW-Phase gesehen wird,
ist vielleicht der Aspekt, dass innerhalb der SDW-Phase auch die BOW-Korrelationslange
die fihrende Korrelationsldnge bei tiefen Temperaturen sein kann (s. Abb. BIRal). Doch
dieser Aspekt beweist, wie oben schon erwahnt, keine langreichweitige BOW-Ordnung.
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Abbildung 5.20: Magnetische Suszeptibilitdten in Abhéngigkeit der Temperatur T bei
U = 7.5 fur verschiedene V' = 3.84,3.86,...,3.94,3.98,4.0 (in Pfeilrichtung).
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6 Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit verwendet die Transfermatrix-Renormierungsgruppe, um thermody-
namische Eigenschaften von eindimensionalen Quantensystemen zu berechnen. Diese Me-
thode basiert auf einer Trotter-Suzuki-Zerlegung mm}, die ein eindimensionales Quan-
tensystem auf ein zweidimensionales klassisches System abbildet. Fiir das klassische Sys-
tem kann nun eine Quanten-Transfermatrix (QTM) definiert werden, die fiir Temperaturen
T > 0 die wichtige Eigenschaft besitzt, dass ihr grofiter Eigenwert Ag immer von allen an-
deren durch eine Liicke getrennt ist. Dadurch kénnen im thermodynamischen Limes, d.h.
fiir die Kettenlange gilt L. — oo, thermodynamische Gréflen, wie thermodynamische Poten-
tiale, Erwartungswerte lokaler Operatoren und Korrelationsfunktionen, mit dem grofiten
Eigenwert und den zugehorigen linken und rechten Eigenvektoren berechnet werden. Wenn
zusatzlich die nachstfithrenden Eigenwerte der QTM bekannt sind, kénnen sogar Korrelati-
onsléangen bestimmt werden. Diese Methode kann auf jedes eindimensionale Quantensystem
mit kurzreichweitiger Wechselwirkung angewandt werden.

Mit der Kenntnis des grofiten Eigenwerts der QTM ist es demnach moglich alle ther-
modynamischen Grélen zu berechnen. Fiir integrable Modelle verwendet man dazu den
Bethe-Ansatz ﬂﬂ] Fiir alle anderen Modelle miissen numerische Methoden verwendet wer-
den. Die Dichtematrix-Renormierungsgruppe (DMRG) ﬂﬂ} ist beispielsweise gut geeignet,
um physikalische Eigenschaften bei T"= 0 zu berechnen. Dazu wird der sehr grofie Hilbert-
raum der Dimension S einer Spinkette mit dem Spin S und der Linge L durch eine kleine
Anzahl von Zustéanden (der Grofienordnung L) beschrieben. Diese Zusténde werden mittels
einer iterativen Methode optimal ausgewahlt. In der Transfermatrix-Renormierungsgruppe
(TMRG) wird nun die DMRG-Methode auf die QTM angewandt. Dadurch kénnen thermo-
dynamische Groflen durch den gréfiten Eigenwert der QTM im thermodynamischen Limes
exakt berechnet werden, wéhrend die imaginére Zeitrichtung (hier: Temperatur) mit der
DMRG-Methode behandelt wird. Mit der TMRG-Methode kénnen so thermodynamische
Groflen bei endlicher Temperatur im thermodynamischen Limes berechnet werden. Dadurch
hat die TMRG-Methode verglichen mit anderen numerischen Methoden grofie Vorteile. Sie
ist sogar gegeniiber der Quanten-Monte-Carlo-Methode (QMC) konkurrenzfihig. Im Ge-
gensatz zur QMC-Methode fithrt die TMRG-Methode den thermodynamischen Limes exakt
aus. Auflerdem gibt es kein Minuszeichen-Problem wie in der QMC-Methode fiir fermioni-
sche Systeme. In dieser Arbeit wurde erklart, wie die TMRG-Methode funktioniert. Dazu
wurden zwei verschiedene Trotter-Suzuki-Zerlegungen betrachtet und erlautert, wie mit der
QTM physikalische Groflen berechnet werden. Desweiteren wurde der DMRG-Algorithmus
mit den QTM verbunden, um die thermodynamischen Grofien iiber einen groflien Tempera-
turbereich berechnen zu konnen.

Desweiteren ist die Genauigkeit der TMRG-Methode iiberpriift worden. Dazu wurden
zum Hubbard-Modell thermodynamische Grofien wie die spezifische Warme und die Suszep-
tibilitdt berechnet und mit den exakten Ergebnissen aus dem Bethe-Ansatz M] verglichen.
Es konnte gezeigt werden, dass die TMRG-Methode iiber einen weiten Temperaturbereich
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6 Zusammenfassung

sehr genaue Ergebnisse liefert. Weiterhin wurden zwei Fehlerquellen diskutiert. Zum einen
existiert der sog. Trotter-Suzuki-Fehler aufgrund der Trotter-Suzuki-Zerlegung mit dem Pa-
rameter €. Es konnte gezeigt werden, dass dieser Fehler von der GroSenordnung O(€?) ist
und bei hohen und mittleren Temperaturen der dominierende Fehler ist. Zum anderen gibt
es noch den Trunkierungsfehler. Dieser Fehler dominiert bei tiefen Temperaturen und héngt
von der Anzahl der mitgenommenen Zusténde fiir die Trunkierung des Hilbertraums ab.
Im Gegensatz zum Trotter-Suzuki-Fehler kann dieser Fehler nicht so einfach kontrolliert
werden. Die einzige Mdoglichkeit gute Ergebnisse bei sehr tiefen Temperaturen zu erzielen,
ist demnach die Anzahl der mitgenommenen Zustinde zu erhohen.

Die TMRG-Methode ist weiterhin auf eine antiferromagnetische Spin-1/2 Heisenberg-
Kette (AFHK) mit einem gestaggerten Magnetfeld angewandt worden, um die Materialien
Kupfer-Pyrimidin-Dinitrat und Kupfer-Benzoat zu modellieren. Beide Materialien zeigen
aufgrund ihres alternierenden Landé-Tensors und der Dzyaloshinskii-Moriya-Wechselwir-
kung eine richtungsabhéngige Magnetisierung. Wirkt das angelegte Magnetfeld entlang der
magnetischen Hauptachse a”, so verhalten sich beide Materialien wie ideale isotrope Spin-
1/2 Heisenberg-Ketten. Andert man allerdings die Richtung des externen Magnetfelds der
Stéarke H, so bildet sich ein effektives gestaggertes Magnetfeld der Starke cH senkrecht zur
Magnetfeldrichtung. In dieser Arbeit wurden TMRG-Rechnungen durchgefiihrt, um die Ma-
gnetisierung beider Stoffe in Abhéngigkeit von der Starke und der Richtung des externen
Magnetfelds bei verschiedenen Temperaturen zu berechnen und mit den experimentellen
Daten zu vergleichen. Aufgrund der guten Ubereinstimmung der theoretischen und experi-
mentellen Daten konnten sowohl der Proportionalitdtsfaktor ¢ als auch der Landé-Faktor g
beider Materialien bestimmt werden.

Zuséatzlich wurde das Verhalten der gestaggerten Magnetisierung in diesen Systemen mit
der TMRG-Methode untersucht und mit der Feldtheorie m} verglichen. Es konnte gezeigt
werden, dass sich die gestaggerte Magnetisierung mg bei T = 0 wie ms & H'/3 und bei
endlichen Temperaturen linear verhélt. Ebenso konnte bestétigt werden, dass die Suszepti-
bilitat einer gestaggerten Spin-1/2 AFHK wie x(7T') « 1/T divergiert. Dadurch konnte die
Divergenz in den Experimenten als intrinsische Eigenschaft des Modells bzw. des Materials
erkldart und die Annahme widerlegt werden, dass hier dieses Verhalten durch paramagneti-
sche Storstellen entsteht.

In Kapitel Bl dieser Arbeit wurde eine dimerisierte Spin-1/2 AFHK untersucht, um das
Material Vanadyl-Diphosphat zu modellieren. In einer Spin-1/2 AFHK wird eine Dimerisie-
rung § erzielt, indem in der Spinkette zwei verschiedene Kopplungsstérken J; o = J(1 £ 9)
definiert werden, die immer abwechselnd auftreten. Es konnte gezeigt werden, dass Vanadyl-
Diphosphat keine relevanten Kopplungen zwischen den einzelnen Spinketten aufweist und
somit eine Realisierung eines eindimensionalen Modells ist. Dazu hat ein Vergleich der
TMRG-Ergebnisse mit den experimentellen Ergebnissen zur spezifischen Warme und zu
den Ausdehnungskoeffizienten beigetragen.

Ublicherweise gilt in Festkérpern die Griineisen-Skalierung, d.h. die Ausdehnungskoef-
fizienten sind proportional zur spezifischen Warme. Sobald aber eine Dimerisierung vor-
handen ist, gilt diese Proportionalitiat nicht mehr. Anhand der Ausdehnungskoeffizienten
konnen somit zusitzliche Eigenschaften festgestellt werden. In dimerisierten Spin-1/2 AF-
HK existieren beispielsweise zwei verschiedene Energieskalen. Die grofie Energieskala wird
hier durch die Kopplungskonstante J; = J(1 + §) und die kleine Energieskala durch die
Anregungsliicke A beschrieben. Aufgrund der Dimerisierung existiert in diesem System
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eine Anregungsliicke. Die isotrope Spin-1/2 AFHK hat keine Anregungsliicke. In dieser
Arbeit konnte gezeigt werden, dass diese beiden Energieskalen natiirlicherweise in einer di-
merisierten Spin-1/2 AFHK vorkommen. Zusétzliche Kopplungen zwischen den einzelnen
Spinketten wurden demnach nicht benétigt, um die auftretenden physikalischen Anomalien
zu erkldren. Fine Anomalie tritt als Schulter in der spezifischen Warme bei tiefen Tempe-
raturen in Erscheinung. Diese Anomalie tritt wegen der Anregungsliicke auf. Eine weitere
Anomalie ist in den Ausdehnungskoeffizienten zu erkennen. Entlang der Spinkette gemes-
sen, nimmt der Ausdehnungskoeffizient hier bei tiefen Temperaturen negative Werte an. Es
bildet sich sogar bei T' =~ 13 K ein Minimum. Bei hohen Temperaturen ist der Ausdeh-
nungskoeffizient zwar wieder positiv, aber im Vergleich zu anderen Festkorpern ziemlich
klein. Diese Eigenschaft ist wiederum eine Folge der Dimerisierung, bzw. der zwei Ener-
gieskalen. In schwach dimerisierten Spin-1/2 AFHK sind diese beiden Energieskalen klar
voneinander getrennt und kénnen somit mit experimentellen und theoretischen Methoden
nachgewiesen werden. In dieser Arbeit konnte nicht nur das gesamte temperaturabhangige
Verhalten der Ausdehnungskoeffizienten, insbesondere das obige Minimum, berechnet wer-
den. Es konnte auch gezeigt werden, auf welchen physikalischen Prinzipien diese Anomalie
beruht. Ein zusétzlicher Beitrag in der dimerisierten Spin-1/2 AFHK fiihrt ndmlich zur
Verletzung der Griineisen-Skalierung.

Ein weiteres Hauptthema dieser Arbeit war die Thermodynamik des erweiterten Hubbard-
Modells (EHM). Dazu wurde zunéchst das eindimensionale Hubbard-Modell beschrieben
und erklart, wie die Fermi-Statistik in der TMRG-Methode mittels einer Jordan-Wigner-
Transformation beriicksichtigt werden kann. Danach wurde das Hubbard-Modell, das nur
eine Coulomb-Abstoflung U am selben Platz beriicksichtigt, durch eine zusétzliche Néchste-
Nachbar-Coulomb-Abstoflung V' erweitert. Obwohl dieses Modell schon seit mehr als zwei
Jahrzehnten untersucht wird, wird sein vielféltiges Phasendiagramm immer noch kontrovers
in der Literatur diskutiert. Einigkeit gibt es nur darin, dass bei U ~ 2V ein Phaseniibergang
existiert, der die Phase mit einer Ladungsdichtewelle (CDW) von der Phase mit der Spin-
dichtewelle (SDW) trennt. Allerdings wird sowohl die Ordnung dieses Phaseniibergangs als
auch die Existenz einer zusitzlichen Phase mit langreichweitiger Dimer-Ordnung (BOW)
in einem mehr oder weniger ausgedehntem Gebiet um U = 2V weiterhin diskutiert.

In dieser Arbeit wurden die zahlreichen Phaseniibergénge mit thermodynamischen Gro-
Ben des EHM untersucht. Dazu wurden z.B. die magnetische Suszeptibilitiat xs und die
isotherme Kompressibilitat x. mit der TMRG-Methode berechnet. Im Bereich starker Kopp-
lung wurden zusétzlich die Ladungsliicke in der SDW-Phase, sowie die Ladungsliicke und
die Spinliicke in der CDW-Phase in niedrigster Ordnung Stérungsrechnung berechnet. Diese
Ergebnisse konnten durch die TMRG-Ergebnisse zu xs und . bestétigt werden. Zwischen
der CDW-Phase und SDW-Phase konnte so ein Phaseniibergang erster Ordnung festge-
stellt werden. Im Bereich schwacher Kopplung sind die Phaseniibergange kontinuierlich. Es
konnte gezeigt werden, dass sich alle Kurven zur isothermen Kompressibilitét fiir ein festes
U und unterschiedlichen V' als Funktion der Temperatur (in einem Punkt) schneiden, falls
man sie in der SDW- oder BOW-Phase berechnet. In der CDW-Phase schneiden sich diese
Kurven nicht mehr. Mit diesem Kriterium konnte die Lage des Phasentibergangs zweiter
Ordnung zur CDW-Phase sehr genau bestimmt werden. Die SDW-Phase hingegen ist durch
einen Phaseniibergang vom Kosterlitz-Thouless-Typ begrenzt. An dieser Linie 6ffnet sich
die Spinliicke exponentiell langsam. Mit der TMRG-Methode war es dennoch moglich die
Spinliicke in der CDW- und BOW-Phase zu berechnen, sodass mit einem feldtheoretischen
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6 Zusammenfassung

Fit der Phaseniibergang genau lokalisiert werden konnte. Da sich beide Phaseniibergangs-
linien unterscheiden, konnte hier nachgewiesen werden, dass dazwischen eine zusétzliche
Phase existiert. Mit der TMRG-Methode konnte weiterhin bewiesen werden, dass diese
Phase langreichweitige Dimer-Ordnung zeigt und somit die BOW-Phase sein muss. Dazu
wurden Korrelationsldngen und statische Suszeptibilitdten untersucht. Desweiteren konnte
ein trikritischer Punkt bestimmt werden, an dem sich die Ordnung des Phaseniibergangs
andert. An diesem Punkt endet sowohl die Linie des Phaseniibergangs erster Ordnung als
auch die BOW-Phase. Mit der TMRG-Methode konnte somit das gesamte Phasendiagramm
bestimmt werden.
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A Dzyaloshinskii-Moriya-Wechselwirkung

Die in Kapitel Bl untersuchten Materialien Kupfer-Pyrimidin-Dinitrat und Kupfer-Benzoat
konnen mithilfe der isotropen Spin-1/2 Heisenberg-Kette und einem effektiven gestagger-
ten Magnetfeld theoretisch beschrieben werden. In diesem Anhang wird nun erklart, wie
dieses Modell aus einer XXX-Kette mit Dzyaloshinskii-Moriya-Wechselwirkung (DM-WW)

(s. Gln. B3) und (BH))
ﬁ = JZ ;S_V;SZ__;_l — Z(—l)lﬁ . (_;‘ X §i+1) (Al)

(2

hervorgeht. Der DM-Vektor D zeige 0.B.d.A. in die z-Richtung D= (0,0, D)T sodass sich
der Hamiltonoperator zu

H=7)" [S7STL + SYSYy + SESE ] - (=)D (Srsy, —svst) (A.2)

vereinfacht. Werden nun die Auf- und Absteigeoperatoren S* = S% 4 15Y

S % (57 +57)
SY = % (st-57) (A.3)
in den Hamiltonoperator eingesetzt, so erhélt man:
- %Z [SS70 + 7St + 28787, - ig S0 (SFShy - STSH) (A)
Mit der Definition J = J + iD geht der Hamiltonoperator iiber in:
H= % Z {js;}—lsi' + "S5 851 + h-c-} + JZ (85153 + 83551 41] (A.5)

wobei * die komplexe Konjugation kennzeichnet. Wie in Kapitel B.LZ beschrieben, wird nun
eine Drehung im Spinraum um den DM-Vektor D mit einem Winkel von + arctan(D/J)/2
auf geraden /ungeraden Pléitzen durchgefiihrt, um die DM-WW in ein gestaggertes Magnet-
feld zu tiberfithren. Die Drehung im Spinraum kann mit tan o = D/.J als

S3; — S; el/? Saie1 — Syt e/ (A.6)
Sy = Sy eio/? Syit1 = Sgit1 el/? (A7)
dargestellt werden. Eingesetzt in den Hamiltonoperator liefert das

A 1 —ix _ * 1o — VA A z z
H=23 |Je 285 185+ e 858541 + e |+ [S5,185 + 55:55,4] - (A8)
Y 171 Z
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A Dgzyaloshinskii-Moriya- Wechselwirkung

Nun werden erneut die Relationen der Auf- und Absteigeoperatoren ([A3]) in den Hamil-
tonoperator eingesetzt, um den folgenden Ausdruck zu erhalten:

H = 7|3 [STST + SUSt] + 7205785 (A.9)

Dieses ist der Hamiltonoperator einer XXZ-Kette. Er geht unter der erfiillten Annahme
D <« J in den Hamiltonoperator einer XXX-Kette iiber. Diese Annahme ist erfiillt, weil
|T| = VJ?+ D? — J gilt.

Da die angewandte Drehung im Spinraum die z-Komponente des Hamiltonoperators
nicht verdndert, wird ein angelegtes Magnetfeld in z-Richtung nur durch den Zusatzterm
—H Y, S7 in [(A9) dargestellt. Wie in Kapitel Blausfiihrlich beschrieben, stimmt dieses auch
mit den experimentellen Ergebnissen iiberein. Schliefllich verhalten sich beide Materialien
fiir ein Magnetfeld entlang der a”-Achse wie eine XXX-Kette. Es bleibt noch die Frage zu
beantworten, was eine Drehung im Spinraum auf ein Magnetfeld in z-Richtung, geschrieben
als —H >, S, bewirkt. Setzt man dazu in den Term —H ), S7 die Auf- und Absteigeope-
ratoren ([A3) ein, fithrt dann die Drehung im Spinraum aus und setzt erneut die Relationen
der Auf- und Absteigeoperatoren ein, so erhédlt man

- HZSf = —HZ [cos %Sf + (—1)isin%S§’] . (A.10)

Mit der Annahme D < J gilt tana = D/J ~ D/J und somit cos § ~ 1, sowie sin § ~ %.
Damit ergibt sich

D
—HZSZ?C ~ —HZ {Sf+(—1)’§sf’]. (A.11)

Somit wird ein Magnetfeld entlang der z-Richtung einerseits in ein homogenes Magnetfeld
entlang der x-Richtung und andererseits in ein dazu senkrecht stehendes gestaggertes Ma-
gnetfeld mit der Stiarke ¢ = % aufgespalten. Ohne Beriicksichtigung eines anisotropen
Landé-Tensors, stimmt das mit B30) iiberein. Legt man allerdings ein homogenes Ma-
gnetfeld der Art H(sin 3,0, cos 3)7 an, so erhilt man ein gestaggertes Magnetfeld der Art
% (ﬁ X ]j) -(0,1,0)7, welches ohne Beriicksichtigung eines anisotropen Landé-Tensors ge-
nau mit B30 iibereinstimmt. Zur Erklarung von (B90), sollte noch erwéhnt werden, dass
der zweite Term allein auf den anisotropen Teil des Landé-Tensors zuriickgefiihrt werden
kann.
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B Klassifizierung kritischer Punkte

In diesem Anhang werden zuerst verschiedene Arten von Phaseniibergingen (PU) kurz
beschrieben, um schlieBlich den kritischen Punkt im Phasendiagramm des Wassers néher zu
erklaren (nédheres s. ﬂa, IE']) Danach werden verschiedene Arten von kritischen Punkten,
wie z.B. trikritische Punkte, eingefiihrt.

Die Thermodynamik eines Stoffes (z.B. Wasser) kann mithilfe von thermodynamischen
Potentialen beschrieben werden. Die innere Energie U(S, V'), die von der Entropie S und
dem Volumen V' abhéngt, ist solch ein thermodynamisches Potential. Eine Phase, d.h. ein
konkreter physikalischer Zustand des Systems, ist stabil, wenn fiir alle dS,dV > 0 die
Kriimmung des Potentials d?U > 0 positiv definit ist. Daraus folgen diese Bedingungen:

oT T
— = — >0 B.1
oPr 1
W . = V—KT > 0. (BQ)

Hier ist ¢y die spezifische Warme, T' die Temperatur, P der Druck und sy die isotherme
Kompressibilitit. Phaseniibergdnge gibt es nur dort, wo die obigen Stabilitdtsbedingungen
gebrochen werden. Dann nimmt das System mehrere Phasen gleichzeitig an. Bei Wasser
geschieht das z.B. unter Normaldruck bei einer Temperatur von 7' = 0° C (s. Abb. [BI]).
Dort koexistieren dann Eis (feste Phase) und Wasser (fliissige Phase). Am Tripelpunkt
koexistieren sogar alle drei Phasen.

&
ZA
=
=1
=
';_{j ¢ Kritischer
| Punkt
Wasser :

Eis i
é + Tripelpunkt | Wasser- :
< 5 - dampf

- | ! : >
27315 ol Jom 100 374! Temperatur in °C

Abbildung B.1: Das Phasendiagramm von Wasser.
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B Klassifizierung kritischer Punkte

Abbildung B.2: Schematisches PV-Phasendiagramm der van-der-Waals Gleichung. Die waa-
gerechten Linien bezeichnen die Maxwell-Konstruktion, die so gebildet wird, sodass die ein-
zelnen Kurven die Stabilitatsbedingung ([B2) erfiillen. Die gestrichelten Linien bezeichnen
die fliissige Phase und die durchgezogenen Linie die gasformige Phase. Hinweis: Oberhalb
der kritischen Temperatur kénnen diese beiden Phasen nicht mehr unterschieden werden,
weswegen diese Linien durch durchgezogenen Linien gekennzeichnet werden.

Anhand der Verdampfungskurve (fliissig-gasférmig) des Wassers wird nun ein PU erster
Ordnung erkléart, der gut durch die van-der-Waals Gleichung

NRT N2a

P=v—N 2

(B.3)

beschrieben wird, wobei N die Teilchenzahl ist, sowie ¢ und b materialspezifische Para-
meter sind. In Abb. werden diese Kurven fiir verschiedene Temperaturen in einem
PV-Diagramm gezeigt. Bei einer festen Temperatur unterhalb der kritischen Temperatur
T, erkennt man, dass es fiir einen Druck zwei verschiedene Volumina gibt. Demnach wird das
Volumen springen, wenn der Druck isotherm gedndert wird. Nach Ehrenfest ﬂﬂ] wird bei
einem PU n-ter Ordnung die n-te Ableitung eines thermodynamischen Potentials springen.
Hier handelt es sich also um einen PU erster Ordnung. Oberhalb der kritischen Temperatur
kann solch ein Verhalten nicht mehr erkannt werden. Dort kénnen die fliissige und feste
Phase also nicht mehr voneinander unterschieden werden. Das Ende einer PU-Linie wird
als kritischer Punkt bezeichnet (s. Abb. [B]).

Die Kriimmung der inneren Energie d2U fiir alle dS,dV > 0 sollte demnach weder positiv
definit (stabil) noch indefinit (PU 1. Ordnung) sein, wenn ein PU zweiter Ordnung be-

90



Abbildung B.3: Das schematische Phasendiagramm fiir ein He® —He*-Gemisch in der Nihe

des trikritischen Punkts. Die Two-Fluid-Koexistenzlinien werden mit D bezeichnet und die

gestrichelte Linie ist die Linie des Lambda—Uberga@ (PU 1. Ordnung). = bezeichnet das
]

Mischungsverhéltnis. Diese Abbildung wurde Ref. entnommen.

schrieben werden soll. Erlaubt man weiterhin, dass ein PU zweiter Ordnung nicht nur einen
Sprung in der zweiten Ableitung eines thermodynamischen Potentials haben darf, sondern
auch die Divergenz dieser Grofle ausreicht, so sollte die Kriimmung der inneren Energie
d?U positiv semidefinit sein. Ist das der Fall, ergeben sich die folgenden asymptotischen
Beziehungen an der Divergenz:

%” 0, (B.4)
VI{T — Q. (B5)

Nachdem oben schon ein kritischer Punkt beschrieben wurde, werden nun bikritische, tri-
kritische und tetrakritische Punkte erklirt. Ein trikritischer Punkt separiert die PU-Linie
erster Ordnung von der PU-Linie héherer Ordnung (s. Abb. [B3) @@] Solch einen PU
gibt es beispielsweise in einem He® —Hel-Gemisch oder im trikritischen Ising-Modell @]
Allerdings verschwinden am bikritischen Punkt zwei Ordnungsparameter, weil zwei geord-
nete Phasen an diesem Punkt in eine ungeordnete Phase iibergehen @] Das ist in Ab-
bildung [B-4al anhand eines anisotropen Antiferromagneten in einem uniformen Magnetfeld
gezeigt. An einem tetrakritischen Punkt gibt es zusétzlich noch eine geordnete Zwischenpha-
se. Mit diesen Informationen zu den bikritischen und trikritischen Punkten wird deutlich,
dass es im erweiterten Hubbard-Modell (EHM) (s. Kap. B) keinen bikritischen Punkt ge-
ben kann. Schliefllich hat das EHM keine ungeordnete Phase, die fiir einen bikritischen
Punkt notwendig ist. Demnach handelt es sich bei dem kritischen Punkt im EHM um einen
trikritischen Punkt.
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B Klassifizierung kritischer Punkte

] H ! \
H, | il spin-flopped \
spin - flopped
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(a) Ein bikritischer Punkt. Die fettgedruckte Linie  (b) Ein tetrakritischer Punkt. Der Unterschied
kennzeichnet einen PU erster Ordnung, die ande- zum bikritischen Punkt besteht in der Existenz
ren Linien entsprechen PU zweiter Ordnung. einer zusétzlichen geordneten Zwischenphase.

Abbildung B.4: Schematische Phasendiagramme eines anisotropen Antiferromagneten in
einem uniformen Magnetfeld mit einem bikritischen bzw. tetrakritischen Punkt.

Hinweis: Rechts neben den PU-Linien zweiter Ordnung existiert nur eine ungeordnete Phase.
Diese Abbildungen wurden Ref. ﬂﬂ] entnommen.
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