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Kapitel 1

Einleitung

Vor achtzig Jahren (1925) formulierten G. Uhlenbeck und S. Goudsmit ihre Idee, fiir
das Elektron einen zusétzlichen Freiheitsgrad anzunehmen, den sie Spin tauften und
damit eine Art Kreiselbewegung mit magnetischem Moment assoziierten. Beide leg-
ten die Arbeit zunéichst ihrem Lehrer P. Ehrenfest vor und baten um Stellungnahme.
Dieser war von der Idee begeistert und machte den Vorschlag, H. A. Lorentz zu kon-
sultieren, der auf eine Reihe von Schwierigkeiten im klassischen Bild eines rotierenden
Elektrons hinwies. Ihrer Sache nicht mehr sicher, wollten Uhlenbeck und Goudsmit
ihre Arbeit zuriickziehen, doch Ehrenfest entgegnete nur schmunzelnd: ,,Ich habe Ihre
Abhandlung bereits vor langerer Zeit abgeschickt. Sie sind beide noch jung genug,
um sich ein paar Dummbheiten erlauben zu kénnen!“

Der Elektronenspin erklirte jedoch nach Vorarbeiten von W. Pauli, A. Landé und
A. Sommerfeld die Aufspaltung von Spektrallinien im Magnetfeld (Zeeman-Effekt),
war allerdings in der ein Jahr spéter, 1926, von W. Heisenberg und E. Schrédinger
vorgestellten Quantenmechanik zunéchst nicht enthalten. Erst nachdem ihn Pauli
1927 durch die Spinmatrizen in die Quantentheorie einbezog, konnten die magne-
tischen Eigenschaften von Atomen, Molekiilen und Festkorpern richtig beschrieben
werden. Spins treten miteinander per Austauschwechselwirkung in Beziehung. Dies
fithrte beispielsweise auf das Heisenberg-Modell [23] von 1928, das den Magnetismus
von nichtleitenden Festkorpern beschreibt und ein echtes Vielteilchenproblem dar-
stellt.

Umso interessanter war, als H. Bethe 1931 den Grundzustand der antiferromagneti-
schen 1D Heisenberg-Kette exakt in dem Sinne angeben konnte, dass der Energiewert
durch einen Satz von Zahlen bestimmt war, die Ansatzgleichungen erfiillen mussten.
Der an diesem Beispiel eingefiihrte Koordinaten-Bethe-Ansatz konnte auf eine Viel-
zahl weiterer Probleme erfolgreich angewandt und die zu Grunde liegende Struktur
als Streuproblem zweier Teilchen identifiziert werden: Die Streumatrix des Vielteil-
chenproblems reduziert sich auf ein Produkt von Streumatrizen zweier Teilchen. Die
damit verbundene Selbstkonsistenzgleichung der Zwei-Teilchen-Streumatrix ist die
Yang-Baxter-Gleichung fiir R-Matrizen und bildet die Grundlage fiir alle per Bethe-
Ansatz 16sbaren Modelle. Beispiele finden sich in [15,44]. Gleichbedeutend wird in
Zusammenhang mit Yang-Baxter der Begriff integrabel gebraucht; das Spektrum ist
durch den (algebraischen) Bethe-Ansatz bestimmt und der Grundzustand des Sys-
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tems kann angegeben werden.

Aus Sicht der Thermodynamik und ihrer Hauptsétze ist der Grundzustand bei T = 0
aber prinzipiell nicht erreichbar und das Einfiihren einer Temperatur 7' > 0 mit
den Mitteln der statistischen Mechanik unumgénglich: Die Thermodynamik eines
Systems vorgegebener Ausdehnung, das mit seiner Umgebung Energie austauschen
kann, wird durch Angabe der Freien Energie f pro Gitterplatz beschrieben. Fiir die
meisten 1D integrablen Systeme ist es moglich, diese mittels zweier unterschiedli-
cher Methoden zu berechnen. Einerseits kann die Freie Energie als ein Funktional in
Dichteverteilungen dargestellt werden, das im thermodynamischen Gleichgewicht ein
Minimum annimmt. Die Bedingung fiir die Extremaleigenschaft ist in den so genann-
ten TBA-Gleichungen fiir die Dichten umgesetzt. Andererseits ist es moglich, sie als
f = —=TInAy(0) aus dem fithrenden Eigenwert Ag(\) einer so genannten Quanten-
transfermatrix (QTM) mit Spektralparameter A = 0 zu erhalten.

Die Methodik des thermodynamischen Bethe-Ansatzes (TBA) wurde erstmals 1969
von C. N. Yang und C. P. Yang [75] fir das 1D Bose-Gas eingefiithrt und 1971
von M. Gaudin [16] und M. Takahashi [63] auf die mittels Bethe-Ansatz losbare
1D Heisenberg-Kette iibertragen. Die Verallgemeinerung auf weitere integrable 1D
Modelle, wie etwa das 1D Hubbard-Modell [64] oder die XXZ-Kette [68,71], bildet
in der Literatur eine Klasse, die mit dem Begriff TBA iiberschrieben ist:

Angenommen, der Grundzustand des Systems korrespondiert zu reellen Wurzeln
der Bethe-Ansatz-Gleichungen. Dann werden die Anregungen iiber dem Grundstand
durch komplexwertige Losungen dargestellt, die sich zu Strings anordnen [67, 71]
und durch ein Stringzentrum auf der reellen Achse charakterisiert sind. Die Thermo-
dynamik in den Bethe-Ansatz-Losungen ist mit der Thermodynamik von Teilchen
und Lochern vergleichbar: Die Menge aller moglichen Stringlosungen werden als freie
Pldtze eines Gitters interpretiert, die von Teilchen besetzt werden konnen. Jedes Teil-
chen entspricht einer Stringlésung der Bethe-Ansatz-Gleichungen und ein nicht be-
setzter Platz ist in diesem Bild einem Loch dquivalent. Wird eine feste Konfiguration
der Besetzung vorgegeben, liegt die innere Energie durch Zéhlen der Teilchenbeitrige
fest, und die zu der Realisierung passende Entropie wird als Mischungsentropie von
Teilchen und Lochern eingefiihrt. Mit einer Legendre-Transformation auf die Freie
Energie wird schliellich die Temperatur des Systems definiert.

Im thermodynamischen Limes weichen die Stringzentren auf der reellen Achse Dich-
teverteilungen von Teilchen und Loéchern, und die Freie Energie wird zu einem Funk-
tional. Die in diesem Stadium noch willkiirlichen Dichten beschreiben das System in
einem beliebig gearteten Zustand auflerhalb des thermodynamischen Gleichgewich-
tes. Die Minimierung der Freien Energie im Rahmen eines Variationsverfahrens fiihrt
schlielich auf einen unendlichen Satz von gekoppelten Integralgleichungen (TBA-
Gleichungen), welche die Dichteverteilungen im thermodynamischen Gleichgewicht
fixieren.

Ein prinzipiell anderer Zugang zur Thermodynamik quantenmechanischer Systeme
beruht auf der Trotter-Suzuki-Zerlegung [56,57,72] des statistischen Operators e HI/T,
Diese entspricht einer Pfadintegraldarstellung [36], mit der ein beliebiges, quantenme-



chanisches System in d Dimensionen auf ein (d+1)-dimensionales klassisches System
abgebildet werden kann [56,57]. Die Abbildung auf das klassische System ist nicht
eindeutig, das Vorgehen aber ist universell anwendbar. So kann etwa das 1D Ising-
Modell in einem transversalen Feld mit L. Onsagers Losung [49] des 2D Ising-Modells
in Beziehung gesetzt [57] oder das klassische Monte-Carlo-Verfahren auf die Thermo-
dynamik der 1D Heisenberg-Kette sowie des 2D X'Y-Modells angewandt werden [62].
Letzteres Beispiel bildet allgemein als Quanten-Monte-Carlo-Verfahren (z.B. [58,59])
eine eigene Disziplin in der statistischen Physik, quantenmechanische Systeme bei
endlichen Temperaturen numerisch zu untersuchen.

Ein besonders Augenmerk galt mit der Entdeckung von 1D Strukturen in Festkor-
pern den Spin-Ketten mit Néchster-Nachbar-Wechselwirkung. Die zugeordnete Pfad-
integraldarstellung des statistischen Operators fiigt dem Modell in imagindrer Zeit-
richtung einen Streifen hinzu, der zum Wert der inversen Temperatur proportional
ist und dessen Zerlegung in imaginére Zeitschritte durch die Trotter-Zahl vorgege-
ben ist. Wird der 1D Hamilton-Operator in zwei Summen mit jeweils kommutie-
renden Summanden aufgeteilt, ergibt die graphische Darstellung des Pfadintegrals
eine Schachbrettstruktur [2,57]. Der englische Begriff Checkerboard ist suggestiver,
charakterisieren doch diagonale Kreuze in abwechselnd jedem zweiten Feld die neu
generierten Wechselwirkungen von jeweils vier Spins. Die von M. Suzuki [57] alter-
nativ vorgestellte Aufteilung des Hamilton-Operators in einzelne Zwei-Platz-Terme
ergibt in der graphischen Ubersetzung ein verzerrtes Schachbrett, das aufgrund der
Periodizitét in Trotter-Richtung mit dem urspriinglichen dquivalent ist [50].

Die Zustandssumme des zugeordneten 2D klassischen Ising-Systems mit Vier-Spin-
Wechselwirkung wurde 1984 von H. Betsuyaku [6,7] mit der Transfermatrixmethode
numerisch untersucht. Es zeigte sich, dass die Konvergenzrate von der gewéhlten
Pfadintegraldarstellung abhéngig und daher die verzerrte Schachbrettstruktur zu be-
vorzugen ist. Die mit dieser Zerlegung verkniipfte Transfermatrix ist bereits die QTM,
so wie sie heute verstanden wird.

Die QTM wieder als ein integrables und per Bethe-Ansatz 16sbares Modell aufzufas-
sen, geht auf die Arbeit von T. Koma [41,42] aus dem Jahre 1987 zuriick: Fiir die
XXZ-Kette im dufleren Feld und fiir das Heisenberg-Modell konnte die Freie Energie
pro Gitterplatz durch den fiihrenden Eigenwert der QTM als f = —T'In A4, ausge-
driickt und die A,,q: charakterisierenden Bethe-Ansatz-Gleichungen numerisch aus-
gewertet werden. Von den insgesamt sechzehn Boltzmann-Gewichten der Vier-Spin-
Wechselwirkung sind fiir die Heisenberg- und XXZ-Kette nur sechs Gewichte von Null
verschieden, weshalb die QTM der Diagonaltransfermatrix des Sechs-Vertex-Modells
dquivalent ist. Zwar beruht die Losung des Sechs-Vertex-Modells [4] auf Reihentrans-
fermatrizen, wie aber R. Z. Bariev, T. T. Troung und K. D. Schotte [1,73] in den 80er
Jahren zeigten, ist eine Losung auch mit Diagonaltransfermatrizen moglich. Letztere
wiederum korrespondieren zu Reihentransfermatrizen eines dann inhomogenen Sechs-
Vertex-Modells [55]. Die QTM hat die bemerkenswerte Eigenschaft, dass die aus dem
kompletten Spektrum des 1D Modells gebildete Zustandsumme im thermodynami-
schen Limes auf einen einzigen Eigenwert reduziert werden kann. Es ist somit im
Vergleich zur herkémmlichen Transfermatrix des TBA keine Stringhypothese notig,
welche die Vollstandigkeit der Bethe-Zustéinde beschreibt. Allerdings tritt durch die
Pfadintegraldarstellung die Trotter-Zahl N als zusétzlicher Parameter auf, der im
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Limes N — oo gesehen werden muss und die Zahl der Eigenwerte und Zusténde der
QTM exponentiell anwachsen lisst.

Mit der Identifizierung des Sechs-Vertex-Modells als 2D klassisches Gegenstiick zu der
1D XXZ-Kette fiir Spin—% gibt es zwei Moglichkeiten, den fithrenden Eigenwert zu
ermitteln: Zum einen ist die QTM mit dem Bethe-Ansatz diagonalisierbar. Zum an-
deren erfiillen die Eigenwerte zu hoheren Spindarstellungen untereinander einen Satz
von Funktionalgleichungen (Fusionshierarchie), aus denen unter bestimmten Voraus-
setzungen der Eigenwert fiir Spin—% folgt.

Wie die bisherigen Stationen in der Entwicklung der QTM zeigten, ist das Eigen-
wertproblem mit dem Bethe-Ansatz 16sbar. Im thermodynamischen Limes ergibt der
fithrende Eigenwert die Freie Energie [41,42], wihrend die néchstfiihrenden Eigenwer-
te Korrelationslangen [66] bestimmen. Das der QTM zugeordnete Ersatzmodell ist
nicht-kritisch und der fiihrende Eigenwert ist von den folgenden durch eine endliche
Liicke getrennt. Der Trotter-Limes am Ende der Diagonalisierung wurde z.B. nume-
risch durch Extrapolation des Eigenwertes gebildet [41,42] oder auch analytisch in
den Bethe-Ansatz-Gleichungen und Eigenwerten durchgefiihrt [65,66]. AuBere Mag-
netfelder kénnen durch verinderte Randbedingungen einbezogen werden [38, 39, 66],
ohne dass die Integrabilitéit verloren geht.

Einen neuen Impuls brachten Anfang der 90er Jahre die Formulierung von Hilfs-
funktionen a [37, 38], die iiber nichtlineare Integralgleichungen definiert sind und
die Bethe-Ansatz-Zahlen ersetzen. Die Freie Energie liest sich darin als Funktional
f = fla], und die enthaltene Kombination 1/(1 + a) ist in natiirlicher Weise als ver-
allgemeinerte Fermi-Funktion zu deuten. Der abschlieBende Trotter-Limes reduziert
sich in dieser Darstellung auf einen elementaren Grenzwert, der nur noch die Inho-
mogenitit der definierenden Integralgleichung von a betrifft.

Die Behandlung des Bethe-Ansatzes ldsst sich auf die Grundlage eines verallgemeiner-
ten Modells [43] stellen, das durch die R-Matrix der XXZ-Kette definiert ist und iiber
zwei freie Funktionen a(A) und d(\), die auch Parameter genannt werden, verfiigt. Die
Eigenwerte und -vektoren sind durch den algebraischen Bethe-Ansatz [44] bestimmt
und es existieren geschlossene Formeln fiir Skalarprodukte [53] und Normen [43].
Die Festlegung der beiden Parameter a(\) und d(\) des verallgemeinerten Modells fiir
die Darstellung der QTM der XXZ-Kette ergibt neben den Bethe-Ansatz-Gleichungen
respektive Hilfsfunktionen zusétzlich die Eigenvektoren. Die Tatsache, dass der Ei-
genvektor zum fithrenden Eigenwert die statischen Korrelationen bei endlichen Tem-
peraturen 1" > 0 bestimmt, wurde in der vorliegenden Arbeit erkannt und erstmals
konsequent ausgenutzt.

Ebenfalls mit dem algebraischen Bethe-Ansatz gelang es der Gruppe um J. M. Mail-
let in einer Reihe von Arbeiten [31-35], verallgemeinerte Dichtematrixelemente, Zwei-
Punkt-Korrelationen und Erzeugende von Zwei-Punkt-Funktionen auf der XXZ7-Kette
bei T'= 0 durch Vielfachintegrale darzustellen.

Werden die Parameter des algebraischen Bethe- Ansatzes entsprechend fiir die gewthn-
liche Transfermatrix gewéhlt, charakterisiert ein bestimmter Satz von Bethe-Ansatz-
Zahlen den Grundzustand der XXZ-Kette in Energie und Eigenvektor. Mit der Dar-



stellung von lokalen Spinoperatoren mittels Elementen der Yang-Baxter-Algebra sind
dann die Erwartungswerte der Dichtematrizen und Korrelationsfunktionen mit der
Skalarproduktformel auswertbar. Im thermodynamischen Limes liegen die Bethe-
Ansatz-Zahlen dicht und die Erwartungswerte transformieren sich in Integrale iiber
Dichteverteilungen. So konnten z.B. die Integraldarstellungen der von M. Jimbo et al.
[25, 26] erhaltenen Dichtematrixelemente reproduziert und um ein &ufleres Feld er-
weitert werden [35], das in der zu Grunde liegenden Symmetrie von [25,26] nicht ent-
halten war. Ein weiteres Beispiel bildet die Erzeugende der zz-Korrelationsfunktion:
Ausgehend von m benachbarten Kettenplitzen ist durch eine naive Auswertung des
Produktes lokaler Operatoren eine exponentiell in m wachsende Zahl von Summan-
den zu erwarten. In [33] konnte die erzeugende Funktion jedoch als eine Summe mit
nur m+1 Summanden in Form von Vielfachintegralen dargestellt werden.

Mit der Arbeit von M. Jimbo et al. [25] wurden 1992 die Zwei-Punkt-Funktionen auf
die Basis von Dichtematrizen gestellt, die den Erwartungswert eines z.B. m-fachen
Tensorproduktes von Elementen der gl(2)-Standardbasis im Grundzustand (7' = 0)
wiedergeben und somit den Erwartungswert eines beliebigen, auf den Pliatzen 1 bis
m der unendlichen Kette wirkenden Operators beschreiben. Aus der Sichtweise der
integrablen Modelle liegt den Dichtematrizen eine mathematische Struktur zugrun-
de, die sichtbar wird, wenn man den einzelnen Kettenplitzen 1 bis m unterschied-
liche Inhomogenititen zuordnet: Die Dichtematrixelemente erfiillen in den Inhomo-
genitéten einen Satz von Funktionalbeziehungen [8,9], die als reduzierte q-Knizhnik-
Zamolodchikov-Gleichungen (rqKZ-Gleichungen) bezeichnet werden. Die inhomoge-
nen Dichtematrixelemente sind durch Vielfachintegrale [25,26] darstellbar, die zuerst
im isotropen XXX-Limes [10, 11] am Beispiel der Emptiness Formation Probabili-
ty ausgewertet werden konnten. Es ist die Hoffnung des Autors dieser Arbeit, dass
sich die hier angegeben Vielfachintegraldarstellungen fiir die erzeugende Funktion bei
endlichen Temperaturen als ebenso niitzlich erweisen. Diese Hoffnung wird bestérkt
durch erste konkrete Anwendungen in der Hochtemperaturentwicklung [74] und Nu-
merik [12].

Die nichtlinearen Integralgleichungen fiir die Hilfsfunktion und die Integraldarstel-
lung des Eigenwertes der QTM konnen alternativ aus der Fusionshierarchie erhalten
werden. Die Transfermatrizen eines Modells zu unterschiedlichen Spindarstellungen
im Hilfsraum sind durch Funktionalbeziehungen miteinander verbunden [47]. Die Bil-
dung von Verhiltnissen mit anschliefender Fouriertransformation der Relationen er-
gibt einen unendlichen Satz gekoppelter Integralgleichungen vom Faltungstyp. Wird
als spezielle Transfermatrix die QTM den Betrachtungen zu Grunde gelegt, lassen
sich die TBA-Gleichungen reproduzieren, wie 1998 von G. Jiittner, A. Kliimper und
J. Suzuki [28] fiir das ¢,J- und erweiterte Hubbard-Modell demonstriert. In diesem
Zugang iiber die Fusionshierarchie wird die Stringhypothese durch Annahmen {iber
die Analytizitit der involvierten Funktionen ersetzt. Die Integralgleichungen sind fiir
alle Trotter-Zahlen giiltig, und das charakteristische Verhalten der Eigenwerte und
Funktionen in ihren analytischen Eigenschaften kann bei einer endlichen Anzahl von
Bethe-Ansatz-Wurzeln untersucht werden.

J. Suzuki erkannte 1998 fiir das si(2)-Modell [54] der Fusionshierarchie, dass der un-
endliche Satz von Integralgleichungen an einer beliebigen Stelle exakt abgeschlossen
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und somit auf ein System von endlich vielen Unbekannten abgebildet werden kann.
Mit dem Abschluss auf einer beliebigen Ebene sind Modelle mit einem héheren Spin
im Quantenraum beschreibbar, wihrend der sofortige Abschluss der Hierarchie die
Ergebnisse des QTM-Zugangs zur Spin—% Heisenberg-Kette reproduziert.

Ein dhnlicher Schritt gelang 2000 M. Takahashi [68] auf der Ebene der reinen TBA-
Gleichungen fiir die XXZ-Kette: Er konnte den unendlichen Satz gekoppelter Integral-
gleichungen auf eine Bestimmungsgleichung vereinfachen, die die Freie Energie direkt
bestimmt und in ihrer Struktur vollig verschieden war von den TBA-Gleichungen.
Die Aquivalenz zu dem QTM-Zugang wurde von ihm 2001 in Zusammenarbeit mit
M. Shiroishi und A. Kliimper [70] gezeigt.

Ob und wieweit die Fusionshierarchie fiir die Berechnung von Korrelationsfunktionen
von Bedeutung ist, ist bislang noch nicht bekannt. Aber auch fiir das sl(3)-Modell
konnen die unendlich vielen gekoppelten Integralgleichungen auf einer beliebigen Ebe-
ne der Fusionshierarchie exakt mit, im Vergleich zu [28], modifizierten Hilfsfunktionen
abgeschlossen werden [13].

Zusammenfassend ldsst sich feststellen, dass die unterschiedlich gearteten Zuginge
zur Thermodynamik im thermodynamischen Limes, den Trotter-Limes eingeschlos-
sen, einander dquivalent sind und auf die gleiche Freie Energie fiihren. Die dariiber
hinausgehende Information {iber die statischen Korrelationen bei endlichen Tempera-
turen ist im Eigenvektor zum fithrenden Eigenwert der QTM verschliisselt. Die darin
begriindete Behandlung der Korrelationen mit dem algebraischen Bethe-Ansatz er-
folgt in der vorliegenden Arbeit exemplarisch am Beispiel einer ein-parametrigen
erzeugenden Funktion [24] fiir die zz-Korrelation. Die Erzeugende ist im Rahmen
des algebraischen Bethe-Ansatzes viel einfacher zu bestimmen als die zz-Korrelation
direkt und ist im Gegensatz zu anderen einfach zu berechnenden Korrelationsfunktio-
nen, wie der als Grenzfall enthaltenen Emptiness Formation Probability, physikalisch
interessant. Zudem kann die Kombinatorik aus [33] unverdndert ibernommen wer-
den, da sowohl die QTM als auch die gewohnliche Transfermatrix nur verschiedene
Darstellungen der gleichen Algebra sind.

Die nachfolgenden Kapitel sind weiter wie folgt organisiert: Die Kapitel 2 und 3 fas-
sen die Yang-Baxter-Algebra fiir das Sechs-Vertex-Modell zusammen, einschlie3lich
der Integraldarstellungen von Bethe-Ansatz-Gleichungen und fithrendem Eigenwert.
Das Kapitel 4 bildet das Kernstiick dieser Arbeit mit der erzeugenden Funktion fiir
die Zwei-Punkt-Korrelationsfunktion (S7S7 , )7x: Auf der Grundlage von Skalar-
produkten mit dem fiihrenden Eigenvektor der QTM wird erstmals der thermische
Erwartungswert der erzeugenden Funktion bei endlichen Temperaturen in einer Viel-
fachintegraldarstellung angegeben. Das Kapitel 5 beinhaltet weitere Beispiele von
zz-Korrelationsfunktionen und die Kapitel 6 bis 9 behandeln den Hochtemperatur-
limes sowie die Grenzfille des Ising-, XX- und isotropen Heisenberg-Modells. Das
Kapitel 10 rundet die Darstellung mit dem Limes T = 0 ab, dessen algebraische
Struktur der Verallgemeinerung auf endliche Temperaturen zu Grunde liegt.



Kapitel 2

Die XXZ-Kette fiir Spin-;

2.1 Hamilton-Operator und R-Matrix

Auf einer Kette mit L Plitzen, dargestellt durch das L-fache Tensorprodukt (C?)®F
flir Spin—%—Zustéinde, ist der Hamilton-Operator

L
Hxxy = CZ [af_lo'f + 0';’_10? +A(oi_y07 — 1)] (2.1)

j=1
der 1D XXZ-Kette iiber die Operatoren of, 0=,y %, +,— definiert. Die Wirkung
von ¢} ist nur fiir den j-ten Platz (j =1,...,L) der Kette als 2 x 2 Pauli-Matrix o“
nichttrivial und die Verwendung periodischer Rinder bedingt off = of¢. Die globale
Kopplung ¢ > 0 legt die Energieskala fest, wihrend A der reelle Anisotropieparame-

ter des Modells ist.

Der Hamilton-Operator (2.1) steht in direkter Verbindung mit der trigonometrischen
Losung

1 0 0 0 _ sh(A—p)
rou - [0 B0 o o) PMITRE S
’ 0 ehp) bOp) 0 O p) = sh(n) '
0 0 0 1 ’ sh(x — i+ 1)

der Yang-Baxter-Gleichung, mit der nicht nur Hxxz auf der Grundlage des alge-
braischen Bethe-Ansatzes diagonalisiert sondern auch die Thermodynamik formuliert
werden kann.

Fiir die Beschreibung der XXZ-Kette ist es ausreichend, sich auf fundamentale Mo-

delle zu beschrinken. Das sind solche Modelle, die vollstindig durch eine d? x d?

Matrix R(\, 1) € End(C? @ C?) festgelegt sind, die die Yang-Baxter-Gleichung
Ragzﬁz()‘v M)Rao;"y’()\’ V)RBB’Z"Y” (1, v) = Rﬁg/,}//(:u? y)ROCZW"()\, V)Raaﬁ”ﬁ”()\7 w) (2.3)

erfiillt. Die Koordinatendarstellung von (2.3) gilt beziiglich des dreifachen Tensor-
produktes e, ® e ﬁﬁ ® ey’ einer gl(d)-Standardbasis e’ € End(C?),

(eaﬁ)alﬁ, =585, e ﬁe,y‘g = 6$ea5 . (2.4)

a 23 [e%



10 KAPITEL 2. DIE XXZ-KETTE FUR SPIN-}

Mit der kanonischen Einbettung e; aﬁ der Standardbasis in End ((Cd)®L ist (2.3) mit
Ri(\ p) = Rag,ﬁ,()\,u) ejao‘lekﬁﬁ, dann #quivalent zu

Rig(A, ) Raz(A, v) Ras(p,v) = Ras(p, v)Raz(A, V) Raa(A ) . (2.5)

Um einen Zusammenhang der R-Matrix mit dem Hamilton-Operator herzustellen,
wird als erster Schritt fiir den Platz j der Kette eine L-Matrix mit Eintrégen

L% p) = RG5(A i) e;.” € End(CH®F (26)
definiert, die sich auch ergeben, wenn die Koordinatendarstellung der Yang-Baxter-
Gleichung (2.3) mit e; ﬁ/“f” multipliziert wird,

RO\ ) [Li(Nv) ® Li(u,v)] = [Lj(p,v) @ Ly v)] R(A, 1) (2.7)

Es gilt Ragé = Rygé und L;(A, p) ist dann fiir alle j = 1,..., L eine Darstellung
der Yang-Baxter-Algebra mit R-Matrix R(A, ). Diese spezielle Darstellung wird als
fundamentale Darstellung bezeichnet. Da die Basen e; aﬁ fiir unterschiedliche Plétze
kommutieren, ist dies auch fiir die Eintrége Ljaﬁ(/\, vj) der L-Matrix erfiillt. Es folgt

[Lj(% vj) @ Lj(u, Vj)} [Lk(/\, vp) @ Lg(p,vp) | =
Lj()‘7yj)Lk()‘7Vk) ®Lj(lu’7 Vj)Lk(:u» Vk) ’ (28)

und Lj(\,v;)L(X, vg) ist (2.7) entsprechend wieder eine Darstellung. Diese Eigen-
schaft der so genannten Co-Multiplikation gibt in einem zweiten Schritt Anlass zu
der Definition der Monodromiematrix

T(\) =Lr(\vg)-...- Li(A11) (2.9)
die dann ebenfalls eine Darstellung zu der gleichen R-Matrix ist,
RO ) [TV @ T(w)] = [T() @ TW] RO\, 1) - (2.10)
Ist R(\, i) in dem Sinne regulér, dass Ragé()\o, V) = 5?5; fiir Ao, € C gilt, dann
ist L;%5(Xo,v0) = €j5*, und fiir die durch
t(A) =trT'(N\) (2.11)

definierte Transfermatrix mit der Eigenschaft [t()), ¢(u)] = 0 folgt im homogenen Fall
vi =1, j =1,..., L die Entwicklung

t(A) = Uexp [(A — Xo)Hr + O(A — \o)?] (2.12)

~

um den Punkt A = \g. U = t(A\g) = Pi2Pss3 ... Pr—1,, bezeichnet den Rechtsschie-

beoperator! auf der periodisch geschlossenen Kette, und der Ausdruck Uy (Ao) ist
mit Rgy = Rpq per Definition der Hamilton-Operator

L
Hp:=U Y (\) = ZaARj—Lj()‘Oy ) (2.13)
j=1

'In der Standardbasis e; aﬁ lautet fiir die Plétze j und k der Permutationsoperator Pji, = e; aﬁekﬁo‘
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der fundamentalen Darstellung. Als Beispiel fiihrt (2.13) mit der regulidren Losung
(2.2) der Yang-Baxter-Gleichung auf

1

2sh(n) ¢

Hp =

L
[of_lo'f + 0'?_10'? + ch(n)(o5_105 — 1)] , (2.14)
=1

und Hxxz = 2csh(n)Hp, ist der Zusammenhang zu der XXZ-Kette mit der Parame-
trisierung A = ch(n).

2.2 Einbeziehung der Thermodynamik:

Die Quantentransfermatrix

Als Alternative zu der Definition (2.6) kann eine L-Matrix auch mit vertauschter
Bedeutung von Quanten- und Hilfsraum? der R-Matrix mittels

L%\ vj) = RY55(vs, A)ej..* € End(C?)®* (2.15)
konstruiert werden. Dann hat im homogenen Fall v; = Ag, j = 1,...,L die aus
der Monodromiematrix T(\) = Li(A,v1) - ... Lp(A, vy) abgeleitete Transfermatrix
t(\) = tr T()\) die Entwicklung

I(A\) =exp [ — (A — ) Hp + O\ — )] U™} (2.16)

um den Punkt A = v, wenn R(A, ) der Bedingung 0y R(A, 1) = —0,R(\, i) geniigt.
Diese Relation ist z.B. trivial erfiillt fiir R-Matrizen in Differenzenform, aber auch
fiir die R-Matrix des Hubbard-Modells. Erginzend sei angemerkt, dass T'(\) die Dar-
stellung einer Yang-Baxter-Algebra

R (0, ) [TV @ T(w)] = [Tlu) © TO)R™ (A, ) (2.17)

mit der Matrix Ragé()\,,u) = Ragﬁ()\,u) ist. Dies ist aus der fundamentalen Dar-
stellung ersichtlich, die sich aus Multiplikation der Yang-Baxter-Gleichung (2.3) mit
e; ao‘” und anschlielender Substitution g — A\, v — u, A\ — v ergibt.

Die Trotter-Suzuki-Formel

Die Beschreibung der Thermodynamik des durch H;, gegebenen Systems erfolgt durch
Auswerten der Zustandssumme Z = tre #HL mit der inversen Temperatur §. Dazu
ist ein Exponentialausdruck der Matrix Hy, zu bestimmen, fiir den die Relation
X\ M
lim (14 500)7 = e 2.1

ausgenutzt wird. Die Trotter-Suzuki-Formel (2.18) ist nicht nur fiir eine beliebige
gegen X konvergierende Folge (Xas)aeny komplexer Zahlen, sondern auch fiir qua-
dratische Matrizen giiltig [58]. Als Beispiel einer Anwendung folgt aus (2.12)

lim [T7"¢(% - %)]N — lim [1+ %(— BHL + 0(%))}N — oL (2.19)

N—oo N—oo

*In der Darstellung von R(\, u) € End(C? ® C?) kann der mit dem Kettenplatz identifizierbare
Raum als Quantenraum bezeichnet werden, wihrend der zweite Raum dann fiir die Indizierung der
Eintrdge der L-Matrix dient und als Hilfsraum bezeichnet werden kann.
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Eine Moglichkeit, den Linksschiebeoperator U~! in der Trotter-Suzuki-Formel (2.19)
zu vermeiden, ist die Kombination beider Transfermatrizen ¢(\) und ¢()\), ausgedriickt
durch die Beziehung

=N+ 1) tA+ o) =1+ 2XHy + O(N2) =1+ 22X ()\) . (2.20)

Die Wahl A = —3/N, N/2 € N fiihrt dann mit limy_,o X(\) = Hy, zu der approxi-
mierten Darstellung

N N

2

PN,L = [i(% + o) t(— % +A0)] = [1 + %( — BH + O(%))] 2 (2.21)

des statistischen Operators, die im so genannten Trotter-Limes N — oo den exakten
Exponentialausdruck e #Hr als Grenzwert enthilt.

Die Quantentransfermatrix

Die Verwendung beider Transfermatrizen ¢(A) und #()) in (2.21) fithrt vor dem Hin-
tergrund integrabler Modelle zu einer natiirlichen Definition der Quantentransfer-
matrix. Dazu werden die insgesamt N Hilfsraume, beziiglich derer die Spuren der
Monodromiematrizen T(\) bzw. T()\) gebildet werden, mit 1,..., N indiziert und
an den entsprechenden Monodromiematrizen vermerkt, z.B. t(A) = tr>T5()). Ferner
lassen sich T'(\) und T'(\) mit R-Operatoren ausdriicken durch

T}()\) = R;L()\, 1/0) ce REl()V 1/0) (222&)

Fiir die approximierte Darstellung des statistischen Operators folgt damit

o=t [T (5 ) Tymr(= 5+ o) - Tl + )T (= 5 + )]
=ty [T (o 00) Ty (= 4 20) - Ty (5 4 ) TE(— 24 20)]
= i1y, [Rug (o, 5 +00) - By (3o, & +0)
R (xR (g agm)
Ris (0. 5+ 0) .- Ry(ho, %+ 0)
tlll(—%+A0,y0)...R;1L(—%+AO,VO)}
=ty [Ru (o 2 00 R (= 2 D) o R (— 4 20, 0)

RLN(/\()’ % +V0)R§\1]7_1’L( — % —I-/\(),I/()) R?L( — % —I-/\(),I/())]

= trr_x [TE™00). TE™00)] (2.23)
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wenn die Transposition t; beziiglich des ersten Raumes (Hilfsraumes) in der dritten
Gleichung durch Rtlagé =R? 5 definiert ist und zusétzlich A\g = vy =: £ als Argument
der Quantenmonodromiematrix

g g

QTM /\\ _ p ¢ t
T; (N = R]W(/\, N + I/Q)th_( - N + )\0,)\) . Rf]( - N + /\0,/\) (2.24)
im Raum j, j = 1,..., L angenommen wird. Der urspriingliche Quantenraum j (die

Beschreibung des j-ten Platzes der Kette) wird zum Hilfsraum der Quantenmono-
dromiematrix T]-QTM()\), beztiglich dessen man die Quantentransfermatrix

t5M () = tr; TP () (2.25)

durch Spurbildung gewinnt. Mit der inversen Temperatur § als Inhomogenitét einer
Ersatzspinkette mit N Plitzen 1,..., N bilden (2.24) und (2.25) den Zugang zur
Thermodynamik.

Einerseits ist die Quantentransfermatrix fiir die Thermodynamik von Bedeutung, da
im thermodynamischen Limes L — oo die Freie Energie der XXZ-Kette durch den
fithrenden Eigenwert bestimmt ist. Denn ausgehend von einer endlichen Kettenlénge
L, lautet die Zustandssumme im Trotter-Limes

L o
Zp= lim tri.ppne= lim tr; 7 [t%TM()\O)} = ZAﬁ()\O) ; (2:26)
M n=0
=:ZN,L

wenn A, (Ag) die Eigenwerte der Quantentransfermatrix im Limes N — oo zum
Spektralparameter Ay darstellen. Sei im folgenden angenommen, dass

(i) die Limites L — oo und N — oo vertauschen, vgl. hierzu [58,61], und

(ii) der grofite Eigenwert der Quantentransfermatrix reell, positiv und nicht entar-
tet ist und im Trotter-Limes von dem néchstfiithrenden Eigenwert durch eine
endliche Liicke getrennt bleibt?.

Dann wird im thermodynamischen Limes die Freie Energie pro Gitterplatz

f:— lim  Lim IHZN7L __lnAQ()\())

durch einen einzigen Eigenwert, den fiithrenden Eigenwert Ag(\g) der Quantentrans-
fermatrix im Trotter-Limes, beschrieben, ohne dass auf die unendlich vielen Eigenwer-
te der herkommlichen Transfermatrix ¢(\) fiir das Spektrum des Hamilton-Operators
Hj, zuriickgegriffen werden muss.

3Diese Eigenschaft ldsst sich fiir 8 = 0 beweisen. Aus der Regularitit der R-Matrizen resultiert
die Funktionalbeziehung
1™ M) ™ (No) = d 7™ (o)

die alle Eigenwerte auf A(Ag) = 0 oder A(\o) = d festlegt. Die Spurbildung tr; +t%™ (Xo) = d
gibt schlieBlich Aufschluss dariiber, dass mit Ausnahme eines einzelnen Eigenwertes Ag(Xo) = d alle
weiteren den Wert A(Ao) = 0 annehmen.
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Andererseits sind die Eigenwerte der Quantentransfermatrix

™ ~ 1] ~ J&; - 3
RN = Ly (5 ) Iy=, L, (= + %) - L, (A~ + o)
(2.28)
~ 4 RM(;(/\,,U)G—- 0 , falls j gerade
Lisvm =4 ) o (2.29)

Rt”?g(ﬂa/\)eyvé , falls j ungerade

iiber den algebraischen Bethe-Ansatz zuggnglich, denn fiir gerade j ist Z;()\, w) die
bereits bekannte fundamentale Darstellung (2.6) der R-Matrix R(\, p). Eine Trans-
position der Yang-Baxter-Gleichung (2.5) beziiglich Raum 1 fiihrt auf

R23(A7 M)Rt112(1/7 A)Rié(yv M) = R§13(V7 M)Rié(yv A)R23()‘7 M) (230)

und identifiziert Z;(A, ) fiir ungerade j ebenfalls als fundamentale Darstellung zur
R-Matrix R(A, ). Mit der Eigenschaft der Co-Multiplikation ist somit fiir j # k

Rie(0 ) TP VT () = TE™ () TF™ O) Rin( ) (2:31)

2.3 Die Korrelationen bei endlichen Temperaturen

Die Beschreibung der Thermodynamik iiber die Quantentransfermatrix ermdoglicht
es, fiir endliche Temperaturen die Korrelationsfunktionen

. tr o=BHL x (1) x(k=j+1)
(K0, gy B X o)

T D try,.. e PHL

beliebiger lokaler Operatoren X](I),...,Xlgk_jﬂ) mit 5,k € {1,...,L}, j < k iiber
den algebraischen Bethe-Ansatz zu bestimmen. Mit (2.23) und (2.26) folgt fiir die
Korrelationsfunktion
) (k—j+1)
(XO | x{E0y

= ity e T O0) TR Qo)XY XY V2

= lim trp gy [(9™ ()] " tr [T (o) X W] L. tr [T () X F=9+D)]

N,L—o00
X [tQTM()\())] L_k/ZNL s

wobei durch die Spurbildung tri_; in den Quantenrdumen die lokalen Operatoren
X j(-n) durch Elemente der Quantenmonodromiematrix dargestellt werden,

XM =t [TO™M () x™M] (2.33)
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Ist die Quantentransfermatrix auf Diagonalgestalt transformierbar, wie dies z.B. bei
der XXZ-Kette moglich ist, folgt weiter

(x| x(y

J T

S AR ) (XD (Ao) - XD (o) [4)

= lim n=0 aN —1
N,L—o0 Zn:a A%(/\O)<7pn”¢n>
. o M (Ng) ... XE=3+D (\g)|1o)
— lim AJTRI0 (o X (Ao 0 34
N Ap T (o) (Gollvo) .

Im thermodynamischen Limes wird die Korrelationsfunktion durch einen einzigen
Eigenvektor |1)g) und den zugeordneten fithrenden Eigenwert Ag()g), die beide von
der Trotterzahl N abhéngen, bestimmt.

Bemerkung. Die Moglichkeit der Vertauschung von Trotter-Limes und thermodyna-
mischem Limes ergibt bei endlichen Trotter-Zahlen N im Limes L — oo so genannte
approximierte Darstellungen, wie etwa von der Freien Energie pro Gitterplatz (2.27)
oder von den Korrelationsfunktionen (2.34).

Korrelationsfunktionen der XX7-Kette

Die Quantenmonodromiematrix (2.24) der XXZ-Kette ist, bezogen auf ihren Hilfs-
raum, eine 2 x 2-Matrix,

TQTM()\):<£,8\; gg;g) . (2.35)

Beispiel 1. Seien X = o=, X=7+D) = 5+ und die verbleibenden X™ = I, (I
ist allgemein die d x d Einheitsmatriz), dann liefert die Anwendung von (2.34)

(ol B(Mo) [A(No) + D(X0)]* 7 C (o) o)
(Yolvo)

Beispiel 2. Seien XV = ... = X*=7H) = exp (pe,?) = (}
k =m, dann lautet die entsprechende Korrelationsfunktion

(exp {sﬁi ens}) = lim A7"(%) Wol[400) +¢PDR)]"Io) ) o)
n=1

(o7 0t )y = Jim AT (00)

. (2.36)

0
e

) mit j = 1 und

N—o0 (Yolvo) ’

die eine Erzeugende [24] der zz-Korrelationsfunktion ist,
(0502, 41)q = (2D%0% — 4D}, 0, + 1)< exp {tp 3 en22}>T‘ . (2.38)
n=1 =0

D}, und D2, bedeuten die erste und zweite diskrete Gitterableitung, die auf einer
beliebigen komplezwertigen Folge (an)nen definiert sind durch

D}nam = Qym — Qm-1 und D%%am = Uma1 — 20m + Q-1 - (2.39)
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Das Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, fiir die Erzeugende (2.37) aus dem alge-
braischen Bethe-Ansatz eine Vielfachintegraldarstellung abzuleiten. Die Vorziige von
(2.37) gegeniiber Zwei-Punkt-Korrelationsfunktionen wie (2.36) sind

(i) die zusétzlich enthaltenen Korrelationsfunktionen der Magnetisierung und Emp-
tiness Formation Probability sowie

(ii) die einfachere Struktur auf der Ebene der Yang-Baxter-Algebra, denn der auf-
tretende Term A()\g) + e D(\o) kann als deformierte? Quantentransfermatrix
to(A) := A(X) + e?D()) aufgefasst werden.

Es erweist sich fiir die Bestimmung des Erwartungswertes auf der rechten Seite
von (2.37) als notwendig, eine inhomogene XXZ-Kette zu betrachten und erst nach
Durchfithrung aller Manipulationen den homogenen Limes {; — £ = Ay = 1 zu
bilden. Denn fiir gleiche Spektralparameter A = p werden die Vertauschungsrelati-
onen (2.10) singulér, und eine Auswertung mittels der Yang-Baxter-Algebra ist nur
moglich, wenn die Argumente \g regularisiert werden. Die fiir endliche Trotter-Zahlen
N {iiber der Menge {£} = {¢;}72; definierte Funktion

Woll| T to(€) | { T 657(6) o)
(tolltho)

ist aufgrund von [t,(A), t, (1)) = 0 symmetrisch beziiglich der &; und eine so genannte
approximierte Darstellung der Erzeugenden (2.37) mit

Dn(pl{E}) = (2.40)

<exp [@ien22}>T = lim lién_)g@]v(cp]{g}) . (2.41)
n=1

N—oo &1,..06m

Fiir das weitere Vorgehen wird eine Integraldarstellung von ® x(¢|{¢}) auf der Grund-
lage des algebraischen Bethe-Ansatzes in einer Form bestimmt, in der der homogene
Limes sowie der Trotter-Limes moglich sind.

*Da (! %) genau wie T79™ ()) eine Darstellung der Yang-Baxter-Algebra zur R-Matrix (2.2) der
XXZ-Kette ist, folgt aus der Eigenschaft der Co-Multiplikation, dass [t,(\), t, (1)) = 0 gilt.



Kapitel 3

Die Thermodynamik der
XXZ-Kette

Zur Beschreibung der anisotropen Heisenberg-Kette bei endlichen Temperaturen ste-
hen (bislang) drei Méglichkeiten zur Auswahl:

(i) Der TBA [16,63,75] stellt die Freie Energie als Funktional f = f[p] von Ver-
teilungsdichten p dar, die aus der Stringhypothese folgen und im thermodynami-
schen Gleichgewicht durch die TBA-Gleichungen definiert sind. Korrelationen
sind in diesem Zugang ausgespart.

(ii) Die Pfadintegraldarstellung des statistischen Operators fiihrt {iber ein 2D klas-
sisches Ersatzproblem zu einer per Bethe-Ansatz losbaren so genannten QTM
[6,41], deren fiihrender Eigenwert Ag(\) im thermodynamischen Limes die Freie
Energie f = —T'In A(0) des Systems bestimmt, wihrend der zugeordnete Ei-
genvektor alle Informationen iiber die statischen Korrelationen enthélt.

(a) In der Fusionshierarchie [47] erfiillen die Eigenwerte der QTM zu hoheren
Spindarstellungen untereinander einen Satz von Funktionalgleichungen,
aus dem unter bestimmten Voraussetzungen der FKigenwert — und nur der
Eigenwert — fiir Spin—% folgt.

(b) Nur der algebraische Bethe-Ansatz adressiert zusitzlich den Eigenvek-
tor und damit die Korrelationsfunktionen. Die Formulierung des Bethe-
Ansatzes iiber die nichtlineare Integralgleichung einer Hilfsfunktion [37-39]
macht es zudem moglich, den Trotter-Limes analytisch zu bilden und die
Freie Energie als Funktional f = f[a] dieser Hilfsfunktion a anzugeben.

3.1 Der algebraische Bethe-Ansatz

Die Diagonalisierung der Transfermatrix iiber den algebraische Bethe-Ansatz fiir die
R-Matrix (2.2) beruht auf der direkten Anwendung der quadratischen Vertauschungs-
relationen mit

R [(40050) & (2 5] = (2 ) o (40050 o 02
A B

der zu der Monodromiematrix 7' = (C D) angeordneten Elemente der Yang-Baxter-
Algebra. Eine hinreichende Bedingung fiir die Anwendbarkeit des algebraischen Bethe-

17
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Ansatzes ist hierfiir die Wirkung der Monodromiematrix als obere Dreiecksmatrix
beziiglich eines Pseudovakuums |0),

AN)[0) = a(N)[0),  BA[0) #0, C(N)[0) =0, DA)0) =dN)[0) . (32)

Die willkiirlich wihlbaren Eigenwerte a(\) und d()) der Diagonaleintrige bestimmen
dann vollstindig die Losung des algebraischen Bethe-Ansatzes und werden deshalb
auch als seine Parameter bezeichnet. Fiir Details sei auf das Lehrbuch [44] verwiesen.
Der Vektor

{A}) = {HL) = B(\) ... B(Aw)[0) (3.3)

ist Eigenvektor zu der betrachteten Transfermatrix, wenn die Rapiditidten (oder
Bethe-Ansatz-Zahlen) A; fiir j =1..., M das Gleichungssystem

a(r;) o sh(h — M + 1)
a0 kl:[l SHOy — A — 1) (34)

k#j

erfiillen. Der zum Eigenvektor [{\}) zugeordnete Eigenwert ist

M o Moy
AW = a0 ] % +d ] hs(ﬁ(x—m NEE)

J=1 J=1

Der bisherige Uberblick beruhte allein auf der darstellungsfreien Anwendung alge-

braischer Relationen. Ist nun fiir die Quantentransfermatrix als explizite Darstellung
N

das Pseudovakuum [0) = [(9) ® (é)]®7 mit den Zusténden () auf den geraden

Plitzen und (9) auf den ungeraden Pldtzen vorgegeben, dann kann die Wirkung' der
L-Matrix (2.29)

e= '+ b\ v)es 2 c(\,v)e= 1t _
(sleoest e )
B c(Av)e;, b(A,v)e; = +ej,
L. (\v) = (3.6)
e- L4+ b(v,\) e ? c(v,\)e; 2 _
( J1 ( )1” ( )1“ ) , 7 ungerade
{ c(u,/\)e32 b(l/,/\)631 +e5,

auf |0) als obere Dreiecksmatrix verifiziert werden,

1 c()\,y)ebl = orade
i (0 b ) 0) , J gerad
L (\v)0) = . (3T

2
>|0> , j ungerade

)

= (0> (
=0, (8(1)

00
) (

—O ~—
~—

—Oo
I =
—
o |
—_ O



3.2. HILFSFUNKTION UND FUHRENDER EIGENWERT 19

Fiir die Quantenmonodromiematrix T@TM ()\) = Eﬁ()\, % + {) . ET(/\, —% + {) re-
produziert sich die Wirkung als obere Dreiecksmatrix. Die hinreichende Bedingung
(3.2) fiir die Anwendbarkeit ist erfiillt mit der aus (3.7) direkt ablesbaren, expliziten
Darstellung

sh(A — & + £) )
a()) =
9@ <sh(A—§+%—n)

vl

[ sh(x—¢e-4) z
: d(A)—<Sh(A_§_%+n)> (3.8)

der Parameter des algebraischen Bethe-Ansatzes. Fiir den Term —SGH}, des statisti-
schen Operators — und nur fiir diesen Term — ist mit der Relation Hxxz = 2csh(n)Hp,
die physikalische Temperatur T iiber eine Umskalierung von § zu definieren,

_ 2 sh(n)

=3

(3.9)

3.2 Hilfsfunktion und fiihrender Eigenwert

Die weitere Auswertung der (approximierten) erzeugenden Funktionen (2.40) beruht
auf einer Losung der Bethe-Ansatz-Gleichungen, die den fithrenden Eigenwert Ag(\)
und den zugehérenden Eigenvektor |1)y) im thermodynamischen Limes festlegt.
Ungliicklicherweise zeigt im Fall der Quantentransfermatrix die Verteilung der Rapi-
ditéten {)\j}j]\/il einen Héufungspunkt, wodurch selbst im Trotter-Limes die Vertei-
lung diskret bleibt und nicht, wie fiir die gewdhnliche Transfermatrix moglich, durch
eine Dichtefunktion beschrieben werden kann.

Die Vorgehensweise zu der Umgehung der Dichten wurde in [37,38] aufgezeigt. Die
Darstellung erfolgt hier beginnend am Beispiel A > 1, d.h. 7 ist rein reel und kann
0.B.d.A als positiv angesetzt werden. Die (o) M = N/2 () paarweise verschiede-
nen, () auf der imgaginiren Achse verteilten Rapiditéiten des fiihrenden Eigenwertes
definieren die Hilfsfunktion?

d(\) ]]V_/[Q sh(h — A + 1)

W -O=a Lao=n =y

(3.10)
=1

in einem Koordinatensystem beziiglich ¢ als neuen Ursprung mit den analytischen
Figenschaften, dass

(i) a(A\) meromorph ist mit der Periode ir in imaginédrer Richtung und

(ii) im Analytizitétsstreifen D = {z € C| — 7/2 < Imz < 7/2}, Vielfachheiten
eingeschlossen, 3N/2 Pole aufweist,
(a) N/2 einfache Pole bei (A\; —&)+mn, j=1...,N/2 und
(b) je N/2-fache Pole bei A = —3/N und A = 3/N —n .

*Da in der Definition von a(\ — &) nur die Kombinationen A — X = (A — &) — (N — £) und
A — & auftreten, kénnen alle Berechnungen in einem Koordinatensystem mit £ als neuen Ursprung
durchgefiihrt werden, in das formal mit & = 0 transformiert wird.



20 KAPITEL 3. DIE THERMODYNAMIK DER XXZ-KETTE

| Im ! i Im
1 T2 L
| B T Y I y
T T !l e
| | ¢
B n
217V Yy i2
: Re Re
C
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, -y
_in il
2 z

Abbildung 3.1: Die kanonische Kontur C fiir den nichtkritischen Bereich mit A > 1
(links) und entsprechend fiir |A| < 1 (rechts).

(iii) Die Zahl der Nullstellen der meromorphen Funktion 1 + a(\) in D ist 3N/2.

(a) Neben den N/2 einfachen Rapiditéten A;, 1+ a(A; —¢&) =0, mit A = 0 als
H&aufungspunkt im Limes 8 — 0 existieren noch

(b) jeweils N/2 Nullstellen mit den Haufungspunkten A = —n und A = +7 im
Limes 6 — 0. Von diesen Nullstellen wird angenommen, dass ihre Realteile
betragsmifig grofer als 7/2 sind.

Die Eigenschaften («) - () der Rapiditidten und ihre Lage in der komplexen Ebe-
ne wurden von A. Kliimper et al. [40] numerisch untersucht. Der Grenzfall § — 0
bietet im feldfreien Fall zudem die Moglichkeit, die Rapiditdten analytisch zu be-
stimmen (Abschnitt 6.1). Zusammenfassend lésst sich feststellen, dass die Bethe-
Ansatz-Losungen fiir alle Trotter-Zahlen N zum fithrenden Eigenwert von der durch
Abbildung 3.1 (links) dargestellten Kontur C eingeschlossen werden, ein Rechteck mit
zwei Kanten parallel zu der reellen Achse im Abstand /2 und zwei Kanten parallel
zu der imagindren Achse bei &y mit 0 < v < /2.

Unter Beriicksichtigung der analytischen Eigenschaften kann zwischen den Funkti-
onen a(\) und 1+ a()) als Zusammenhang die nichtlineare Integralgleichung

Ina(A) =In

N

sh(A — £)sh(A + & + n)] z / do  sh(2p)In(1 + a(w))

sh(A + 2)sh(A — & + ) ¢ 2mi sh(A —w +n)sh(A —w —n)
(3.11)

aufgestellt [39] werden, die innerhalb der Kontur C die Funktion a()) alternativ be-

schreibt und mit der die Rapiditédten des fithrenden Eigenwertes als Nullstellen von

14a(A) zuriickgewonnen werden kénnen. Den Eigenschaften der Analytizitéit folgend,

ist dazu nur noch die Kenntnis von a(A) auf der Kontur C nétig.

Der Trotter-Limes ist leicht durchzufiihren, da die Trotter-Zahl N in die obige nichtli-
neare Integralgleichung nur noch als Parameter der Inhomogenitét eingeht. Die Glei-
chung (3.11) lautet dann mit der umskalierten inversen Temperatur (3.9)

Ina() 2csh?(n) / dw sh(2n) In(1 4 a(w)) . (3.12)
C

~ Tsh(N)sh(A+17)  Je 2ri sh(A —w + 1) sh(A —w — 1)
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Die Weiterfithrung der Ableitung fiir Anisotropiewerte |A| < 1 in der Parametrisie-
rung A = ch(n) bedingt rein imaginére n, 0 < Im#n < 7, die mit der Umskalierung
(3.9) zu rein imaginéren inversen Temperaturen [ fiihren.

Als Folge davon dreht sich die Null- und Polstellenverteilung der Funktionen a(\) und
1+a(A) in der komplexen Ebene um 90°. Die Rapiditéten des fiihrenden Eigenwertes
finden sich auf der reellen Achse ein und werden fiir alle Trotterzahlen N von der
in Abbildung 3.1 (rechts) gezeigten Kontur C eingeschlossen, zwei Parallelen zu der
reellen Achse bei £+, v rein imagindr. Die weiterhin bestehende Periodizitit in im
bedingt zusammen mit den Null- und Polstellen der Funktionen a(A) und 1 + a(\)
die Fallunterscheidung

[l fir 0<A<1

3.13
S fir —1<A<0 (3.13)

0<Im7<{

Die Aufstellung der nichtlinearen Integralgleichung wird durch die reine Drehung der
Null- und Polstellenverteilung der Hilfsfunktion nicht beeinflusst. Die Form der Integ-
ralgleichung (3.12) bleibt unveréndert mit einer entsprechend modifizierten Kontur
C, die alle Losungen der Bethe-Ansatz-Gleichungen fiir |[A| < 1 umschliefit.

Einfluss eines dufleren Magnetfeldes

Die Erweiterung der bisherigen Darstellung auf ein dufleres longitudinales Feld h
erfolgt formal durch die Substitution Hxxz — Hxxz —hS? im statistischen Operator
limy oo pN,IL = e Hxxz/T fiir den feldfreien Fall, wobei

1 L

S% = EZO_JZ , [Hxxz,S*]=0 |, (3.14)
j=1

der Operator der z-Komponente des Gesamtspins zu der Kettenldnge L ist. Zusam-
men mit der Beziehung

hS*/T _ e—(HXXZ—hSZ)/T

]\}gnoo PN,L € ; (3.15)

der Quantenmonodromiematrix @QTM()\) im feldfreien Fall und dem Exponential-

ausdruck .
hS? eh/2T 0
eXP( T > = ( 0 e—h/2T> (3.16)

ist die approximierte Darstellung des statistischen Operators fiir endliche Trotter-
Zahlen N und Kettenldngen L unter einem &dufleren Feld h durch

hS*

o T™M h/2T TM h/2T
pNLe T = tri___,ﬁ T1Q (5) (e 0 eth/ZT ) 1 cee T[? (8(6 0 e—f?/2T)L (3-17)

gegeben. Auf der Ebene der Yang-Baxter-Algebra &uflert sich das Feld durch die
formale Substitution

0 e—h/2T

TQTM(/\)—>TQTM()\)<6}L/2T 0 ) . (3.18)
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Die dadurch deformierte Quantenmonodromiematrix (3.18) bleibt eine Darstellung
der Yang-Baxter-Algebra fiir die R-Matrix (2.2) mit den zu modifizierenden Parame-
tern

a(A) — 2 Ta(\) , d(\) — e M2Tq(N) (3.19)

des algebraischen Bethe-Ansatzes in (3.4) und (3.5) sowie in den darauf aufbauenden
Definitionen, z.B. der Hilfsfunktion (3.10). Die Anwesenheit des Feldes bedeutet fiir
die Rapiditéiten, dass sie sich von der reellen bzw. imaginéren Achse entfernen und
die einschliefende Kontur C, sieche Abbildung 3.1, mit einem entsprechend grofien
Wert von v zu wihlen ist.

In den nichtlinearen Integralgleichungen (3.11) und (3.12) entsteht aufgrund der De-
formation eine zusétzliche Inhomogenitit —h/T', sodass sich die Hilfsfunktion a(\)
fiir die XXZ-Kette unter einem dufleren Feld durch

_h 2csh?(n) B / dw sh(2n) In(1 + a(w))
T Tsh(N)sh(A+n) Je2mish(A —w+n)sh(A —w —1n)

Ina(\) = (3.20)

im Trotter-Limes definiert. Sie enthélt alle Informationen zu den Rapiditéiten des
fithrenden Eigenwertes und Eigenvektors, und beschreibt im thermodynamischen Li-
mes die Freie Energie pro Gitterplatz (2.27) sowie die Korrelationsfunktionen (2.34).

Die Definition (3.10) der Hilfsfunktion a(\) ist aber insofern nicht eindeutig, da auch
der Kehrwert der Bethe-Ansatz-Gleichungen (3.4) als Ausgangspunkt moglich ist. Bei
numerischen Auswertungen [39] zeigt sich, zusétzlich zu a(\) die duale Entsprechung
a(A) = 1/a(\) zu betrachten, die die Rapidititen als Losung der Gleichung a(\) = —1
beschreibt mit der Integraldarstellung

Ina(\) h 2¢sh?(n) / dw sh(2n) In(1 4 a(w))
c

T T'sh(\)sh(A —n) 27 sh(A — w + ) sh(A —w — 7) (3:21)

Die nichtlineare Integralgleichung (3.21) folgt direkt aus (3.20) mit der Identitét
In(1 +a) =In(1 + @) + Ina unter Ausnutzung des Konturintegrals

/ dw sh(2n) In a(w) 2% sh(n) sh(2n)
¢ 2mi sh(A —w +n)sh(A —w —1n) T sh(X+n)sh(X —n)

(3.22)

Fiir Argumente A und w auf oder innerhalb der Kontur C hat der Integrand nur einen
einfachen Pol bei w = 0, der der Funktion Ina(w) entsprechend (3.20) zugeordnet
werden kann mit Res,—olna(w) = —2¢sh(n)/T.

Fiihrender Eigenwert

In der Darstellung (3.5), den fithrenden Eigenwert betreffend, lassen sich durch Aus-
klammern des ersten Summanden die Beziechung

M
A = a() (1 +a(x— ) [ T] % (3.23)

=1
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zu a(A) herstellen und durch Betrachtung der Null- und Polstellenverteilung der Funk-
tionen a(A) und 1 + a(\) die Integraldarstellungen

_h dw  sh(n)In(1 + a(w))
IHAOH_&)_ﬁ+/52_7rish()\—w)sh()\—w—n) (3.24)

__ M _/d_w sh(n) In(1 + a(w))
2T C27Ti Sh()‘_W)Sh()\—w—i-n)

(3.25)

ableiten [39]. Das Argument A + ¢ im Eigenwert beriicksicht die Beschreibung der
Hilfsfunktionen a(\) bzw. a()) in einem Koordinatensystem beziiglich £ als Ursprung
mit den darin giiltigen Variablen A und w.

3.3 Freie Energie und Magnetisierung

Fiir den Integralausdruck der Freien Energie (2.27) pro Gitterplatz ist der Spektral-
parameter in A(A 4 &) mit A = 0 fiir A\g = £ zu spezifizieren,

F(T) = _h T/ dw sh(n)In(1 +a(w)) A T/ d_w sh(n)In(1 4+ @(w))
2 ¢ 2mi sh(w)sh(w —n)

(3.26)

Mit der Freien Energie als thermodynamisches Potenzial lassen sich alle thermodyna-

mischen Gréflen durch partielle Ableitungen bestimmen, wie etwa die Magnetisierung

(S*)n,1 of

m(h,T) = lim —7===—5,

¢ 2mi sh(w)sh(w+mn) 2

(h,T) (3.27)

fiir anliegende Magnetfelder h und endliche Temperaturen 7. Die explizite Ausfithrung
der Ableitung nach dem Magnetfeld fiithrt auf die Integraldarstellung

1 dw sh(n) o(w)
m(h,T) = 2 /C 271 sh(w)sh(w —n) 1 +a(w) (3:28)

_ TOpa(X)  Topu(N)
"= T T

(3.29)

Anstatt o()) iiber die Abhéngigkeit der Hilfsfunktionen a()) bzw. @(\) vom Magnet-
feld h zu bestimmen, resultiert die partielle Ableitung von (3.21) nach h in einer
alternativen Definition von o(\) iiber die (numerisch stabilere) Integralgleichung

B dw sh(2n) o(w)
o(A) = 1*/0% Sh(h — w+ 7)sh(A —w — ) 1 + a(w)

(3.30)

Im Hinblick auf die erzeugende Funktion (2.37), die die Magnetisierung als Spezialfall
enthilt, soll fiir den spéteren Vergleich eine zu (3.28) dquivalente Integraldarstellung
angegeben werden. Sei G(\) die Losung der Integralgleichung

_ ship aw shi2n) Gw)
GO = sh(A\)sh(A —n) /C 271 shOA —w +n)sh(A —w—n)1+a(w) ’

(3.31)
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dann definieren der symmetrische Kern K(\) = sh(2n)/(sh(X +n)sh(X —n)), die
Hilfsfunktion a(\) und die Kontur C den Integraloperator?

(Kp)(\) = /c %%;—w (3.32)

fiir eine Testfunktion ¢(). Mit den Inhomogenitéten g(A) = sh(n)/(sh(X) sh(x — 7))
und e(\) = 1 der Integralgleichungen (3.30) und (3.31) lauten deren Lésungen im
Operatorformalismus

o\ =(1-K)"e)) ., G0 =(1-K) 9N (3.33)

Mit der fiir symmetrische Kerne K (\) und beliebige Testfunktionen g(w) und e(w)
iiber eine vollstdndige Induktion beweisbaren Hilfsrelation

dw gW)(K"e)(w) [ dw (K"g)(w)e(w)
/C% 1+ a(w) _/C%Ta(w) » e (3:34)

folgt fiir die Losungen o(\) und G(A) obiger Integralgleichungen die durch Einsetzen
zu verifizierende Identitét

/dw sh(n) ow) _ [dw Glw) (3.35)
C

27 sh(w)sh(w —n) 1+ a(w)  Je 271 1+ a(w)

Zusammen mit der Losung G(A) der Integralgleichung (3.31) erschlieft sich die Mag-
netisierung m(h,T’) dann alternativ aus den Integralausdriicken

1 fdw Gw) 1 dw  Gw)
mhT) = =5 i T aw) 2 2w 1+ a)

(3.36)

—1

3Fiir den Integraloperator K sei angenommen, dass die Resolvente (1 — I?) und speziell die

Neumannsche Reihe (1 — K)™' =1+ K + K2 + ... existieren.



Kapitel 4

Die zz-Korrelation: Eine
erzeugende Funktion

Die Auswertung der erzeugenden Funktion (2.40) in Operatordarstellung kombiniert
die algebraische Struktur [33,35,53] der XXZ-Kette (bei T' = 0) mit der funktionen-
theoretischen Beschreibung [37-39] der Bethe-Ansatz-Gleichungen fiir die Quanten-
transfermatrix (bei 7 > 0). Die Kombination ist moglich, da es sich nur um unter-
schiedliche Darstellungen der gleichen Yang-Baxter-Algebra handelt.

4.1 Kombinatorische Aspekte des algebraischen Bethe-
Ansatzes

Die Grundlage der Auswertung des rein algebraischen Anteils der erzeugenden Funk-
tion beruht auf der geschlossenen Darstellung von Skalarprodukten. Ist {Mk},i\/le eine
beliebige Menge paarweise verschiedener komplexer Zahlen, dann sind die Vektoren

{u}) = B(p1) ... Buan)|0) , ({u}l = (O]C(par) - .. Cpa) (4.1)
zueinander dual mit (O|A(X) = (0]a(X), (0|D(A) = (0|d()N), und es gilt das folgende

Lemma [53] 1. Seien {\}}, ein Satz Lésungen der Bethe-Ansatz-Gleichungen und
{Mk},i\/le eine beliebige Menge paarweise verschiedener komplexer Zahlen, dann ist

OIC(uar) - C(p1)B(A1) - .. B(Awm)[0)

M M
1 d(Aj)a(ps S sh(A; — g + ~
_ [H]-l ( i) (:“J)] H],k—l ( j— M+ 1) det N(/\j,,uk) (4.2)
H1§j<k§M sh(Aj — Ag) sh(pg — py)
ein Skalarprodukt im Sinne des algebraischen Bethe-Ansatzes mit (0]0) = 1 und der
fir die XXZ-Kette expliziten Determinantendarstellung

v o1 f (s \0)
N(Nj, px) = (g, pux) — e, A H L7y 7/% , (4.3)

B sh(n )
e G N3 Fp ey

Aufgrund der Relationen [C(N),C(u)] = [B(N), B(n)] = 0 aus (3.1) ist fiir die Ope-
ratoren B(\) und C(X\) keine Reihenfolge einzuhalten und das Skalarprodukt ist sym-
metrisch beziglich {\} und {u}.

(4.4)

25
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Fiir die Anwendung der Skalarproduktformel (4.2) auf den Zéhler der approximierten
erzeugenden Funktion

A TG (A + e D) (&) [ {AY)
AP TTZ Ao(E))

ist die Losung der Bethe-Ansatz-Gleichungen mit M = N/2 zu spezifizieren und

die Wirkung der deformierten Quantentransfermatrix t,(\) = (A +e%D)(\) auf den

dualen Bethe-Vektor ({A}| = (0[C(An/2)...C(A1) zu analysieren. Letzteres erfolgt
unter Zuhilfenahme der quadratischen Vertauschungsrelationen

Oy (pl{E}) = (4.5)

C(p)AN) = fp, NVANC (1) = g1, N A()C(N) (4.6a)
C(u)DA) = f(A 1) D(AN)C (1) — g\, 1) D(p)C'(N) (4.6b)
FOum) = Shs(ﬁ(;—ﬁ:)") L9 = % (4.7)

aus der Yang-Baxter-Algebra (3.1). Die Operatoren A und D im Term
0]C(Any2) - H A+e#D)(&) (4.8)

sind vollsténdig nach links durchzutauschen und mit (0] durch ihren Vakuumerwar-
tungswert a und d zu ersetzen. Mit den Feststellungen, dass

(i) durch die Struktur der Vertauschungsrelationen (4.6) bei jedem einzelnen Schritt
die Anzahl der Operatoren C' in den neu generierten Termen unverédndert bleibt

(ii) und alle dualen Vektoren ({u}| = (0|C(par) - .. C(p1) nach (4.1) durch die An-
gabe der Argumente {uk}ﬂi 1, von Vorfaktoren abgesehen, eindeutig bestimmt
sind,

kann der Term (4.8) kombinatorisch interpretiert werden. Es sind alle Moglichkeiten
von dualen Vektoren zu beriicksichtigen, in deren beschreibender Menge {)\l}l]i/ 12 von
Argumenten davon minimal Null und maximal m Argumente durch Inhomogenitéten
& € {&5}]L, ersetzt sind.

Mengen und Teilmengen

Fiir die Umsetzung der kombinatorischen Vorgaben werden die Mengen {\} = {)\I}N/ >

und {§} = {¢;}72; in disjunkte Untermengen aufgeteilt.

Sind {A*}, {\7} C {\} disjunkte Teilmengen mit der Vereinigung {\} = {\T}U{\"},
dann ist po{A\} die Menge aller geordneten Paare ({\"},{\"}) und die Teilmengen
{\T}, {7} werden als Partitionen bezeichnet. Die Zahl der Elemente in {\} wird
durch || = card{A\} = N/2 dargestellt, und auf die Elemente in den Partitionen
{A*} wird iiber /\;-t, j=1,...,|]\*| Bezug genommen.

Ein alternativer Zugang ist iiber die Indizierung moglich. Ist I = {1,...,N/2}
die Indexmenge von {\}, dann beschreibt ps(I) die Menge aller geordneten Paare
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({a*},{a™}) von Partitionen {a™},{a~} C I mit {a*}U{a"} = I. Zu jeder festen
Partition {a*} der Indexmenge korrespondiert genau eine Partition {\*}, sodass
{Ahiegaty = {Aaz} = {AF} gilt.

Eine analoge Darstellung trifft fiir die Menge {{} zu.

Die Beriicksichtigung der vollstéindigen Vertauschungsrelationen (4.6) mit den Funk-
tionen f(A, ) und g(A, p) resultiert in zusétzlichen Vorfaktoren zu den kombinato-
risch abgeleiteten dualen Vektoren, dargestellt in

Lemma [33] 2. Seien {\ M und {&; 1L, beliebige Mengen paarweise verschiedener
komplexer Zahlen, (0|C(Anr) ... C(\) ein dualer Vektor und t,(A) = (A +e?D)(N)
die deformierte Quantentransfermatriz, dann ist

(OIC () - H (A+e?D)() =
j=1 (3 AT

Y RUETIHE AT | 0||H06+ HC (4.9)

(AT Dep2{A}
(et 1{e Hepa{e}
AT =M

mit dem fiir beliebige Parameter a(\) und d(\) des algebraischen Bethe-Ansatzes
expliziten Koeffizienten

R((EIHE N HY)
€71 €t A7)
= S({EHFHY) H{ [ It [ IT &)

€1 A~

+ed(e [Hfgj,gk Hle(gj—,A;)” . (4.10)
=1

Der sich fiir |£7| = 0 ergebende Koeffizient S({&T}H{ATH{A™}) kann als das Verhdlt-
nis zweier m X m Determinanten aufgefasst werden,

et M(AF, &)

SHETATIEATY) = AV ey (4.11)
J 5k
mit den Eintrigen .
V(Aj,gg)zm : (4.12)
j
R €] Al
M, €6) = a0t A [Hf (A HH FOmA7)]

(3 A~

— PN ) HT L6 [Hf N6 HHf)\;r,)\m} . (4.13)
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Verhiltnisse von Skalarprodukten

Auf der Grundlage von Lemma 2 kann fiir die Rapidititen {/\l}lj\i/l2 des fiihrenden
Eigenwertes die weitere Auswertung der approximierten erzeugenden Funktion

LU AT
¢ R{ETI{EHOTHN 4.14
N (e {({}m{;)em{i} FEHIATHEATY) T, Aole) (AR (4.14)

({1 Depe{e}
€+ [=N/2

auf das Verhéltnis der Skalarprodukte ({£7} U {A7}{\}) und ({\}|{\}) reduziert
werden. Diese sind beziiglich der Argumente {A\} und {¢*} U {\~} symmetrisch,
sodass fiir beliebige, aber festgehaltene Partitionen {\"} und {£*} mit vorgegebener
Kardinalzahl n = 0,...,|¢| die Umsortierung

5 )\;-" firj=1,...,n
AL firj=n+1,...,N/2

j =
1—n

(4.15)

der Bethe-Ansatz-Zahlen \; moglich ist. Die ); sind Losung der Bethe-Ansatz-Gleich-
ungen a(\; — &) = —1 zu der Hilfsfunktion (3.10), welche iiber die Relation

N i) =t i) — s Ag) ok — €) (4.16)

mit der Determinante (4.3) der Slavnov-Formel (4.2) in Verbindung steht. Der Limes
tr — Ak in der Normierung ({A\}|{A}) ist fiir das Skalarprodukt (4.2) einfach zu bil-
den; der Vorfaktor ist regulér und die Determinanteneintrige besitzen den Grenzwert

Olna . sh(2n)
()\J é) + Sh()\j — A+ 7]) Sh()\j — A\ — 7])

lim N\, ) =

i B (4.17)

Die Anwendung der Slavnov-Formel ergibt dann unter der Umsortierung (4.15) der
Bethe-Ansatz-Zahlen

U _ [y7 9D T 1 shQy —& +m)
A [H : H Il 55— ]

mit éj = 5;' fir j =1,...,n und den aus (4.16) und (4.17) folgenden Eintrégen

t(Aj, &) — t(&k, Aj) al€e — ) k=1,....n

N/, =
k 5i8lna()\k_§)+ ~ _ 811(277)~ _
B\ sh(Aj — Ay 4+ 1) sh(\; — Ap — 1)

k=n+1,...,N/2.

(4.19)
Die Spalten k = n + 1,...,N/2 der Matrizen N,, und Ny sind identisch, womit das
Verhéltnis der zugeordneten Determinaten in (4.18) weiter vereinfacht werden kann,
dargestellt in



4.1. KOMBINATORIK 29

Lemma 3. Seien det N,, die Determinanten aus den Matrizen (4.19), dann ist unter
Anwendung des Determinantenmultiplikationssatzes das Verhdltnis

det N, Ll4alE —¢€)
det Ny [H (S —¢) } GOy~ &40 (4:20)
eine n X n Determinante fiir allen = 0,...,[| = m und G(\,§) ist die Lisung der
linearen Integralgleichung
dw sh(2n) G(w,&)
AE) =t — 4.21
G =HE, )+/527TiSh()\—w—l—n)sh()\—w—n)l—l-a(w) (421)

Die Integration in der komplexen Ebene erfolgt entlang der kanonischen Kontur C,
wie im Falle der nichtlinearen Integralgleichung fiir die Hilfsfunktion a(X).

Beweis. Anhang A.1 O

Das Verhiltnis der Skalarprodukte (4.18) ist dann schlieflich fiir beliebige, aber fest-
gehaltene Partitionen {\*} und {£*} mit vorgegebener Kardinalzahl n gegeben durch

U A HAD - +al& O o shO =& +n)
{AHH{AD [1;[ (A —¢) HMIL h(Aj AL 41)
N/2—n n )\_,.

[ 11 H H H —F ))]det GOA\F -6 -6 . (422)
=1 k= 1 ’ j<k k

Die Beziehung (3.23) zwischen dem fiithrenden Eigenwert der Quantentransfermatrix
und der Hilfsfunktion a()\),

N/2

No()) = (&) (1+a(& - ) [ TT )] (4.23)

=1

komplettiert die Terme (4.10), (4.22) in der approximierten erzeugenden Funktion
(4.14), und es folgt das Endresultat dieses Abschnittes zusammengefasst in

Lemma 4. Seien {)\l}l]i/lz die Rapidititen des fihrenden Figenwertes und {¢; i)

die paarweise verschiedenen Inhomogenititen der Pldtze 1,...,m auf der Spinkette,
dann gilt fiir die approrimierte erzeugende Funktion
onlien = Y JelOOHED Ze O WEMED

&t & -
(A 10 Dep2(A) [H‘ (O - )} [H‘ (1 +ag - 5>)]
({16 Dep{&}
€T [+IAT|=N/2
Die explizite Abhdngigkeit von den Partitionen {A~} wird in der Hilfsfunktion a ab-
sorbiert, sodass die Terme

] e o e
Za(IXHETETY) = H{Hew o[ se ;i]} - (425)
k> 7
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(

/

o | o

} [ ﬁ sh(A] =& +n)sh(A] =& — 77)}
o1 Sh(E = &7 +msh(A] = A7 =)

det, M(AT, &) det, GAS —€,68 —¢€) (4.26)

Ve - [T

(

nur noch die Partitionen {\T}, {7} und {£~} mit endlichen Kardinalzahlen enthal-
ten. G(\,§) ist die Losung der linearen Integralgleichung (4.21), und es sind

. nosh(AF — N\ —n)sh(AF — &F +n)
M6 = tEF D) + et &) [H ENpa A} O g} - m] !
=1 J J

(4.27)
— _ 7 1 - 7 Sh()\ — fk)
o= Lr:[l g - L}]lsm—wﬂ | (429
Beweisskizze. Anhang A.2 O

Die Funktion G(\, &) stellt eine Erweiterung der Losung G(\) = G(A,0) von Glei-
chung (3.31) dar und wird als verallgemeinerte Dichtefunktion bezeichnet.

4.2 Integraldarstellungen

Der vollstéindige Ausdruck ®n(p|{£}) liegt in Differenzenform vor und wird fiir die
weitere Rechnung formal durch & = 0 in ein Koordinatensystem mit £ als neuem
Ursprung transformiert. Das Uberfiithren in einen Integralausdruck folgt in der Ar-
gumentation den Darstellungen [33, 35].

Die meromorphe Funktion 1+ a()\) weist, Vielfachheiten eingeschlossen, im Analyti-
zititsstreifen D = {z € C| —7/2 <Imz < 7/2}

(i) 3N/2 Nullstellen auf,

(a) N/2 einfache Nullstellen bei den Rapiditidten A;, [ =1,..., N/2 sowie
(b) N zusitzliche Nullstellen pj aulerhalb der Kontur C, k =1,..., N ,

(ii) und sie teilt die 3N/2 Polstellen der Hilfsfunktion a(\),

(a) zwei N/2-fache Polstellen bei A = —(3/N und A = /N — n sowie
(b) N/2 einfache Pole bei \j +n,1=1,...,N/2.

Dann hat die Funktion 1/(1 + a())) innerhalb der Kontur C nur einfache Pole bei
den Bethe-Ansatz-Zahlen des fithrenden Eigenwertes mit

1 1
=)\ = j=1,...,N/2 . 4.2
ReSA_AJ 1 + a(}\) a,(}\]) ) ] ) ) / ( 9)

Ist weiter f : C" — C, (w1,...,wpn) — f(wi,...,wy,) eine (a) in ihren Argumenten
symmetrische Funktion, die (b) fiir zwei tibereinstimmende Argumente zu Null wird
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-

Abbildung 4.1: Die Kontur C — I im Fall A > 1.

sowie (c) analytisch auf und innerhalb C™ ist, dann gilt

do; FOfL )
W) = _ . (4.
[H/ gy e = Y IR
{2t} I{A I})€p2{>\} 7= J
Die Umkehrung dieser Relation ordnet den kombinatorischen Summen
> -¥ ¥ > )
{ATH{A Dep2{A} n=0 " ({&*}, (& Depa{¢} A+ A Dep{n
({1 Depe{e} gt |=n IA*|=n
[EF[+A~|=N/2
der approximierten erzeugenden Funktion ®y(¢|{¢}) Integralausdriicke zu, voraus-
gesetzt die Bedingungen (a)—(c) sind erfiillt. Die Voraussetzungen (a) und (b) fol-
gen trivial aus der Symmetrie der Skalarprodukte und deren Determinantendarstel-
lung, allerdings ist der Term Y, ({A*}H{¢T}) Zn, ({ATH{ETH{¢™}) in den Variablen
AT, ..., Af an den Stellen /\;-F =&, j.k =1,...,n nicht analytisch.

Die paarweise verschiedenen Inhomogenitéten {&;}}" ; waren bislang freie Parameter
mit dem Grenzwert ¢ (= 0) im homogenen Limes. Sie werden von den Rapiditéiten
Aj verschieden und innerhalb der Kontur C so gewéhlt, dass die £, und nur die
&k, von der einfach geschlossenen Kontur I' (siehe Abbildung 4.1) eingefasst werden.
Dann ist Yy, ({ATH{ET}) Zn ({ATH{ET}H{¢™}) innerhalb (C —I')™ analytisch und der
entsprechende Integralausdruck

3 Vo((ATH{ET D) Zo (AT HHETIHET D
OO e | THa @D [T (1 +a()]
A*|=n

dw; = 1
il L s [ T i)
Yo ({wi} o1 HE™}) Zn({wi o HETHHETY)  (432)
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existiert. Der homogene Limes &; — & (= 0) und der Trotter-Limes N — oo sind
aber aus zwei Griinden nicht ausfithrbar:

(i) Der homogene Limes bedingt, dass der Ursprung von der Kontur I' eingeschlos-
sen wird. Gleichzeitig ist er aber auch der Haufungspunkt der Bethe-Ansatz-
Zahlen, sodass jede noch so eng um 0 gewéhlte, aber festgehaltene Kontur I" ab
einer bestimmten Trotter-Zahl von den Rapiditéten in Richtung Ursprung iiber-
schritten wird. Die Integraldarstellung ist daher auf endliche Trotter-Zahlen
beschrankt.

(ii) Der Limes N — oo fiihrt zu einer wesentlichen Singularitidt von a(A) im Ur-
sprung, und die bestehenden Terme a(§;) kénnen nicht zugunsten eines Integ-
ralausdruckes analog (4.30) ersetzt werden. Das Ziel eines solchen Ausdruckes
ist es, die Auswertung der Funktion a(A) nicht an der Stelle der Singularitét
vornehmen zu miissen, sondern entlang einer Kontur um die Singularitdt. Auf
dieser Kontur ist a(\) analytisch. Der Trotter-Limes und der homogene Limes
kommutieren nicht fiir die Terme a(¢;).

Eine Moglichkeit, die Konsequenzen der Punkte (i) und (ii) zu umgehen, zeigt

Beispiel 3. Die Funktion G(\, p) weist bei A = p eine einfache Polstelle auf mit dem
Residuum Resy—, G(\, ) = —1 und die approximierte erzeugende Funktion lautet fir
eine einzelne Inhomogenitit

_ 1+efaé) dw Glw, &)
N(pl&r) = T(&)l —(1=e) /c_p %Ta(;)
B 1—|—e9” 1+e%a(&)
T 1tela) U 2mi / 27“]
=e” — (1 —¢") /c %% : (433)

Das Resultat ist nicht mehr abhingig von a(&1) und der Trotter-Limes sowie der
homogene Limes kionnen unabhingig voneinander ausgefithrt werden.

Ubertragen auf die approximierte erzeugende Funktion ®y(¢[{¢}) sind fiir die Limi-
tes N — oo und &; — 0 in (4.32) die Konturintegrale iiber I" abzuspalten,

[H/ r (;:i] T <:>(_1)H_T[jljl/c i—iﬂ [ /(21;:] (4.34)

mit dem Residuensatz auszuwerten und die verbleibenden C-Integrationen zu resum-
mieren.

Auswertung der I'-Integrale

Die analytischen Eigenschaften des Integranden in (4.32) sind bekannt, und die Aus-
wertung der Integrale auf der Kontur I' findet sich in
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Lemma 5. Der Term Yy, ({w;}/—i[{€1}) Zn ({w; Y= HETH{E™Y) mit den Partitio-
nen {1}, {¢7} ist in den Variablen wy,...,w, symmetrisch und hat innerhalb T™
einfache Polstellen bei w; = 5,;", j k= 1,...,n. Ist po{&~} weiter die Menge aller
geordneten Paare ({7}, {77 }) von Unterpartitionen, dann folgt durch die Aus-
wertung der I'-Integrale mit einer beliebigen Auswahl von n —r Variablen w;

dw; Yo ({w;}7 1|{5+}) n({wi b €T HE D)
[ H /27“1‘1‘ ] e (L+a(g)

(& {£ Depa{¢} ~=r+l

&+ |=n
=(n—r)! > Yi({w;}j= HETY)

({1 {¢ Depa{s}
|&F |=r

T L+e? a(é;*)Fr(Ek‘*)] ["‘7” 1—e? Fr(ég‘q
({§+}7{€§:})€p2{§} [ kl;Il L+a(g™) kl;Il 1+a(g,™)

€= F|=m—n

firr =0,...,n. Die Funktion F,()\) ist symmetrisch beziiglich {1},1£T] = r sowie
{wj}i_y und lautet

h(X =& +n) sh(h — w; — n)} (436)

E(\) = F(MwYiol{e™)) = [H h(A — & — ) sh(A —w; + 1)

Beweis. Durch die Symmetrie des Integranden ist einer Umsortierung der Variablen
w; moglich. Die einfachen Polstellen bei w; = f,j, j,k = 1,...,n folgen aus den
einfachen Polen von det,, G(w],flj) bei w; = f,':, j,k=1,...,n wihrend sich die ein-
fachen Null- und Polstellen der Terme [}_; b(w;) und detn (wj, &) kompensieren.
Die Auswertung der Konturintegrale iiber I" ist in Anhang A.4 zu finden. O

Resummation der C-Integrale

Aus kombinatorischer Sicht ergibt die Auswertung der I'-Integrationen in der appro-
ximierten erzeugenden Funktion

RO S S [

n=0 ({£+}‘{€ ‘})Epz{f}

[T [, 52 | meeemnd (w3l e )

7j=1

nach (4.34) insgesamt (m + 1)(m + 2)/2 Terme mit 0,...,m Konturintegralen iiber
C. Bezeichnen n die urspriinglichen Integrationen [H?Zl fc-r dwj] und r die verblei-
benden Integrationen [H;Zl fc dwj] nach Auswertung der I'-Konturen, dann ist eine
graphische Ubersetzung in Abbildung 4.2 moglich:

(i) Fiir ein festes n kennzeichnet jeder Punkt e einen Summanden in (4.34), es
entstehen Terme mit r» = 0,...,n C-Integrationen (Abbildung 4.2 links).

(ii) Alternativ sind eine feste Anzahl r von Konturintegralen iiber C in den Termen
n =r,...,m enthalten (Abbildung 4.2 rechts).
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0 r m 0 -

Abbildung 4.2: Graphische Darstellung aller Summanden nach Abspaltung und Aus-
wertung der Konturintegrale iiber I'.

Sollen in einem Summanden S, alle Terme mit » Konturintegralen iiber C gesammelt
werden, sind fiir n = r,...,m die Gleichung (4.35) sowie die Faktoren (—1)"~" (")
aus (4.34) zu kombinieren, und es folgt

1 d )
T {H/ o 1+ ] Y, ({wi}j=HE™)
(e, {f ‘} ep €}
m m—n 1+ e¥ a(£_+)F7"(£l_+)
ooy [
ner ({5 +‘} € Vel L+a(§ ™)

TTl-¢?F( )
[E ) } . (4.37)

Ausgehend vom héchsten Term mit m Konturintegralen C — I' wird die Anzahl der
verbleibenden C-Integrationen mit » = m — k parametrisiert. Der zu untersuchende
Term ist

i (_1)n—m+k Z |:m_n 1+e¥ a(gl_+)F_m—k(§l_+):|

1 +
n=m—k ({5*+I},{§+T})€p2{5’} =1 +ale™)
ETT|=m—m
e Fm_k(éf‘)]
N 1+a(§ )

n—

3

l
k . k—j 1 + e® a(£_+)F —k(£_+)
SIS { LR ]
7=0 ({146~ Depe{e} - 1=t 1+a(§ ™)

1€~ I=4 j 1 e? F (g__)
- m—k\S}]
JIT

] . (4.38)

und seine Auswertung reduziert sich auf das Ersatzproblem in
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Lemma 6. Seien p und q zwei beliebige auf der Indexmenge I, = {1,...,k} defi-
nierte Funktionen und sei ps(I) die Menge aller geordneten Paare ({a™}, {a™}) von
Partitionen {a*},{a~} € Iy. Dann gilt fir x € C

3 | T (+ep@am)|| TI (0 -za®)]

QM?T

({aﬂ{a Vepa(ny) bE{at} befa)
la™|=j
= [ TT (1 +p0)a®)] - (439
bely
Induktionsbeweis. Anhang A.3 O

Korollar 1. Seien F : C — C eine willkiirliche Punktion und {C} = {(}F_, eine
beliebige Menge paarweise verschiedener komplexer Zahlen mit der Indexmenge Ij.

Dann folgt mit p(j) = a(¢;) und q(j) = F(j)

¢ 1<

k
DRSS [TI(t+2acHreH)] [TT -2 F@G))]
7= ({<+}{c })Epz{C} b=1 b=1
. { I+ a((b))F(gb)} . (4.40)
b=1

Die Summationen in (4.38) lassen die Mengen {£}, {5_} und {w]}m_k invariant,
sodass eine Identifikation von F(o) mit F,_ (o {w;}i5 |{£+}) moglich ist. Es folgt

. - 4 e a(e ) Pk (€
PORNC VLD [H P }
n=m—k ({£7+|}§7£i—|:})6p2{£7} =1 1+ a(gl +)
n—m-+k 1— % Fm_ __ k
I s = Il Res)] - o
=1 l

J=1

Die Abhéngigkeit von allen a(&;) hebt sich heraus, und der allgemeine Summand S,
mit n Konturintegralen iiber C lautet

e(m=n)p dw;
Sn = n! [H/ 2ril+a }

({€+}|{5 I} ep2{¢}
f =n

Yn({wj};-;n{m)[ 1 £ MYl )]
j=1

_elmmme H/ dw;
ol 2mi 1+ a(w;)

i {5 bep2{¢}

¥ |=n

[ 1T Sh(wi 511_77)} det, M (wj, &) det,, G(wj, &) . (4.42)
Pt h(& =& —n)

5]

Jj=1
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Produkte iiber beide Partitionen {£~} und {£1}, wie etwa in F), (éj_|{wj};-‘:1|{£+}),
lassen sich durch die Funktion

[ sh(y—¢&) - L ILEsh(& —&—n)
o= [U g 77)] V) T G &) (4.43)
=1 1#]

eliminieren, und die Determinante det,, M (wj,g,j) wird durch das Abspalten von
Faktoren trivial umgeformt nach

det,, M (w;, 1) [H :11 ?k_ Hdet Mw;, &) . (4.44)
jik=1 k

" sh(w: — &5 — .
1= 6 [T 0] o =S ]

o1 sh(wj —wi =) o sh(wy —wi+ 1)
(4.45)
Ist f(z1,...,2,) eine in ihren Argumenten symmetrische Funktion, die fiir zwei tiber-

einstimmende Argumente zu Null wird und auf sowie innerhalb C™ analytisch ist,
dann gilt mit den einfachen Polstellen der meromorphen Funktion 1/b(w)

dZ 1 f(ff??gn)
[H = } 21y, 2n) = > ol oonl o (4.46)
nl / 21 b(w) (e Demter 1= V€D

§F=n
Alle Inhomogenitaten £; befinden sich innerhalb der Kontur I' und der Integrand aus
(4.42) erfiillt in den Variablen &/, ... &t die Voraussetzungen der Funktionen f aus

(4.46). Es folgt das Endresultat der approximierten erzeugenden Funktion in

Satz 1. Ist {{,}]" eine beliebige Menge komplexer Zahlen innerhalb einer einfach
geschlossen Kontur I' um den Ursprung, dann lautet die approximierte erzeugende
Funktion

wlel{eD) = fj — [H/;ﬁilﬂ@ I£=rol

[ H Gk )} det M (wj, z;) det G(wj,z,) , (4.47)
k= — 25— 1)
mit der Hilfsfunktion a(\) fir endliche Trotter-Zahlen N. Die Determinanten haben

die Eintrige
“r sh(w; — 2 —n) T shlw; =z +m)
M (wj, 21) = t(z0, w; ! 7w ;
(wj, 21) (zk,w])[lljlsh(wj p— +e¥ t(wy, 21) lljlsh(wj —w+n)
(4.48)

sowie G(wj, z1,), wobei G(X,§) die Losung der linearen Integralgleichung
dw sh(2y) G(w,8)
A& =t N —
G =HE, )+/C27ri shiA —w+n)sh(A —w—n) 1+ a(w)

ist. Die Kontur C ist wie in der nichtlinearen Integralgleichung (3.11) fiir die Hilfs-
funktion a(\) zu wdhlen, und T liegt innerhalb C.
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Limites

Die Trotter-Zahl N geht in (4.47) nur noch implizit tiber die Hilfsfunktion a(\) ein
und die vollsténdige Information iiber die Inhomogenitiaten {£} ist in b(w) enthalten.
Dadurch, dass die Inhomogenitéiten nur noch innerhalb der Kontur I" liegen miissen,
brauchen sie nicht mehr paarweise voneinander verschieden zu sein. Der homogene
Limes ist einfach zu bilden und fiithrt mit dem Trotter-Limes auf

Lemma 7. Die erzeugende Funktion fiir m Kettenpldtze lautet im Trotter-Limes und
homogenen Limes mit der Hilfsfunktion a(\) nach (3.20)

<eXp{¢§::1€n22}>T,h = [H/giil—F a(w;) <Shs(}°:(jwi)77)>m]
{H/ ‘;ii (5 I e

7,k=1
det M(wj, z,) det G(wj,zx) - (4.49)

4.3 Teilchen-Loch-Transformationen

Der Ubergang von der Hilfsfunktion a(\) zu ihrem dualen Gegenstiick a()\) lisst sich
formal als eine Teilchen-Loch-Transformation deuten und ist in den Integralgleichun-
gen mit der Identitét

GAE =G\ E +a(NGAE —a(MGAE)
C1+4a(N) 1+a()) N

durchzufiihren. Die Vorgehensweise verdeutlicht

-G\, €) +

Beispiel 4. Die approximierte erzeugende Funktion lautet fiir eine einzelne Inhomo-
genitit unter der Teilchen-Loch-Transformation

dw _G(w7£)
I % 1 -+ a(CU)

:e¢_(1_e¢)/c%c:(w,5)+(l—e“”>/c%%

:1+(1—e¢)/c%% . (4.51)

D(pl€1) =€ + (1 —¢¥)

Die Symmetrie in den Integrationsvariablen wi,...,w, des allgemeinen Summanden
(4.42) reduziert die Teilchen-Loch-Transformation auf

[ S Qs8] U o]

r=0
(4.52)
und es gilt die gleiche graphische Interpretation mit Abbildung 4.2. Jeder Summand
in (4.52) ist fiir ein festes n als Punkt e gekennzeichnet, wobei r die Anzahl der Kon-
turintegrale mit a(w) darstellt. Die Variablen, die nicht in Hilfsfunktionen a auftreten,
werden ausintegriert nach
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Lemma 8. Der Term Yy ({w; }7_[{£7}) [Hm "F, (5]-_\{wj}?:1‘{§+})] mit den Par-
titionen {1} und {7} ist in den Variablen wi,...,w, symmetrisch und weist in-
nerhalb C" einfache Polstellen bei w; = 5:, gk =1,...,n auf. Mit po{{~} als Menge
aller geordneten Paare von Unterpartitionen ergibt die Auswertung der Konturinteg-
rale fiir eine beliebigen Auswahl von n —r (r =0,...,n) Variablen w;

i 11 [ 52 ttes e TT Aol s s )]
Ctags {5 Depe{e} “i=r+l =1

§F|=n

—n-n Y Vleiale D TT B He e )]
({§+}7|{£5+’|}_)€p2{§} =1

m 1 —e¥ . (4.53
({m{;})@z{g}[E{Fr(g—r{w]—};zu{w}) j -

& Fl=m—n

Beweis. analog Lemma 5 O

Die Schritte zur Aufsummation aller Beitrige mit r Konturintegralen iiber C und
enthaltener Hilfsfunktion a(w) sind entsprechend zu denen des allgemeinen Summan-
den S,. Es sind in (4.53) fir n = r,...,m zusitzlich der Faktor (—1)"""(") aus
(4.52) sowie das Vorzeichen (—1)" von det,, G(wj, &) = (—1)" dety, [ — G(w;,&)] zu
beriicksichtigen. Sei S, die Bezeichnung des gesuchten Summanden, dann ist

. M o(m=—n)p
:Ze nl (n —n)! [H/g:ﬁiu— ]
n=r ' (et |{€ |} ep2{€} ~I=1

17 ()t le ) [ TT A6 1ol )]
=1

2 [T (5 (6 Mo e™)) )]
({e~TH{e Dep{e} =1

€= F|=m—n

(1 1 / dw;
r! 2mi 1+ a(w;)
({£+}‘{€ ‘} ep2{&} "=t
5 =r

V(b e ) [ TT B (6 HeobimalteD)]
=1

m n

> e 3 [T (E G Hekale)) —)] - @

n=r (e e Depfe} =1

& Fl=m—n

|
3
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Wird, ausgehend vom héchsten Term mit m Konturintegralen, die Zahl der Integra-
tionen mit enthaltener Hilfsfunktion @ durch » = m — k parametrisiert, dann kann
die Aufsummation auf den Ausdruck

m n—m-+k
S ey (e e o)
n=m—k (&g Dep{et 1=1

|§=F |=m—n

Zk: > [ﬁ( (& HwmF ey - )] (4.55)

J=0 (e 1{e Dep{e} =1
1€~ 1=j

reduziert werden. Die Auswertung erfolgt mit Lemma 6, genauer mit dessen

Korollar 2. Die spezielle Wahl der Funktion p(j) = 0 fiir alle j € Ij, ergibt mit der
Ersetzung y =1/x € C

k
Yooy N [ 11 (Q(b)—y)}z[HQ(l)] . (4.506)
=0 (o} o)) epaty) bEla™) =1

o |=

Seien ' : C — C eine willkiirliche Funktion und {} = {G}F_, eine beliebige Menge
paarweise verschiedener komplexer Zahlen mit der Indexmenge I.. Dann folgt mit
der Zuordnung q(j) = 1/F((;)

k j
Sy [H <1/F y)] - % . (4.57)
=0 ({cHhic ) ety =1 [l (@)
I¢7 1=
Durch die Identifizierungen von F(o) mit Fy.( o [{w;}j_;[{¢T}) und {¢} mit {¢7}
heben sich in den Summanden S, alle Funktionen F,.(o) gegenseitig auf mit dem
Ergebnis

<z _ =" dwj . N
Fn = n! Z H ¢ 27i 1+ n({“’j}j:ﬂ{f )
(&1L Depa{e} -

¥ |=n

_=nn /dwj 1M b(w
~nl Z H 2ril+a H E’
({1 {e Dep{e} ~i=1 j=1

¥ |=n

n h(w: — +
[ 11 :h((?i - ?i im dety, M (wj, &) deta Gy, &) - (458)
jk=1 J k

Es folgt mit (4.46) und den einfachen Polstellen w = £, 1 = 1,..., m der moromorphen
Funktion 1/b(w) das Endresultat der Teilchen-Loch-Transformation als
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Satz 2. Ist {{;}]" eine beliebige Menge komplexer Zahlen innerhalb einer einfach
geschlossen Kontur I' um den Ursprung, dann lautet mit der Hilfsfunktion a(w) die
approrimierte erzeugende Funktion

N (el{€}) :Em: nul))n[H/giilJrawj /%E(;)]

n=0

sh(wj — 2 + 1)
nM(w;, n i . (4
[jlkzll N pe——— det, M (wj, z;;) det, G(wj, zx) (4.59)

Die Determinanten det M (wj, z,) und det G(wj, z) sind die gleichen wie in Satz 1.
Die Kontur C wird aus der nichtlinearen Integralgleichung fir a(X) = 1/a(X) dber-
nommen und schliefit die Kontur T’ ein. G(\, &) kann alternativ als die Lésung der
linearen Integralgleichung

_ dw sh(2n) G(w,§)
G8) = —tx8) - /C 21 sh(A —w 4 n)sh(A —w — ) 1 + a(w) (4.60)

mit der Hilfsfunktion a(X) aufgefasst werden. Die Information tber alle Inhomoge-
nitdaten {£} trigt die Funktion

= 11 _sh(A—&)
o= {gsm—mn)}

Die Anwendung des homogenen Limes und des Trotter-Limes auf die approximierte
erzeugende Funktion (4.59) ist zusammengefasst in

Lemma 9. Die erzeugende Funktion fiir m Kettenplitze lautet nach einer Teilchen-
Loch-Transformation im Trotter-Limes und homogenen Limes

(o)), =2 G [ St ()|

’I’L'
n=0
[H/dz] <shz]+77> ][ﬁsh —zk—H])]
27 sh(z;) Pt sh(z; — zi + 1)
det, M(wj, z) det, G(wj,zx) (4.61)

mit der Hilfsfunktion @(\) als Losung der nichtlinearen Integralgleichung (3.21) im
Limes N — oo.

4.4 Umkehrsymmetrie

Die simultanen Transformationen n — —n und h — —h in den nichtlinearen Integral-
gleichungen (3.20) und (3.21) iiberfiihren die Losung a(A) in a@(\) und umgekehrt. Mit
dem Magnetfeld h als der Projektion des &ufleren Feldes h auf die Vorzugsrichtung,
entspricht h — —h dann einer Umkehr der z-Achse. Die verallgemeinerte Dichtefunk-
tion G (A, &) bleibt von den Ersetzungen n — —n und a — @ unbeeinflusst, da sowohl
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(4.21) als auch (4.60) dquivalente Darstellungen sind.

Die Umkehrung der Vorzugsrichtung bewirkt, dass sich die lokalen Operatoren der

erzeugenden Funktion nach (} %) — (¢ ¢) transformieren. Das Vorzeichen (—1)"

in (4.61) wird in die Determinante det,, M hineingezogen und in (4.49) werden die
Faktoren e® neu aufgeteilt mit der anschliefenden Ersetzung ¢ — —p. Es folgen als
FErgebnis die beiden Darstellungen

(6, =2 e 1 [ 5 vy (e ) |
15 (%) 22

det, MF(wj, ) det, G(wj,z1) (4.62)

<ﬁ<%’9>j>ﬂ

> e 1 S e (e 25) |
[H/— <%>”HH e

j,k=1
det, M~ (wj, z) det, G(wj, zx) (4.63)

die iiber die Substitutionen n — —n und @ — a (a — @) zusammenhéngen. Die
entsprechenden Determinanteneintrige lauten

£ (w;, 2) = sh(Fn) 7 sh(w; — 2 F )
M* (wj, 2) sh(wj — z) sh(wj — zx ) [E sh(w; —w, F 77)]
- 7 sh(n) 7 sh(w; — 2 % n)
sh(wj — 21) sh(wj — 2z £ 1) [H sh(w; — w; & 77)] . (4.64)

=1

Zusitzliche Symmetrie

Eine weitere Symmetrie der Integraldarstellungen ist fiir eine rein imaginéire Parame-
trisierung 1 der Anisotropie A = ch(n) enthalten: Der Wertebereich 7/2 < Imn <,
—1 < A < 0 lasst sich zunéchst auf der Ebene der Konturen C durch die Transfor-
mation 7 — ir —n auf das Intervall 0 < Imn < 7/2, 0 < A <1 abbilden. Der Grund
dafiir ist, dass die Hohe der Kontur durch die Periodizitéit in im fiir alle n aus dem
Intervall 7/2 < Imn < 7 auf |ir — n| reduziert ist.

In den nichtlinearen Integralgleichungen (3.20) und (3.21) gehen unter den simulta-
nen Transformationen n — ir —n, h — —h und ¢ — —c die Losungen a(\) und a(\)
ineinander iiber und die Anisotropie wechselt ihr Vorzeichen A — —A. Die verallge-
meinerte Dichtefunktion G(), &) bleibt davon unbeeinflusst.
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Die enthaltene Transformation h — —h bedeutet die Umkehr der Vorzugsrichtung
und die beiden Integraldarstellungen (4.62) und (4.63) gehen durch die Substitutionen
n — ir —npund @ — a (a — @) auseinander hervor.

Bemerkung. Die vorliegende Symmetrie, die Umkehrung von Magnetfeld h — —h
und Kopplung ¢ — —c eingeschlossen, ermdglicht die Beschréinkung auf Anisotropie-
werte 0 < A <1 fiir n aus dem Intervall 0 < Imn < 7/2.



Kapitel 5

Beispiele fiir Korrelationen

Die Zwei-Punkt-Korrelationsfunktion (o{o7, )7, auf der periodisch geschlossenen
XXZ-Kette ging im thermodynamischen Limes aus der erzeugenden Funktion

Wol | TT7- (&) | T 45 (65) | o)

i) &) = 5.1
durch stetige und diskrete erste und zweite Ableitungen hervor,
(050%11) = (2D2,02 — 4DL0, + 1)< exp {tp 3 en22}>T‘ . (5.2)
n=1 =0

D! und D2, waren auf einer beliebigen komplexwertigen Folge (a,,)men definiert
durch
D! ay, = am —am_1 wnd D2 a, = ami1 — 2 + Q1 - (5.3)

In der erzeugenden Funktion sind aber noch zwei weitere Arten von Korrelations-
funktionen enthalten.

5.1 Die Ein-Punkt-Funktionen

Diese beschreiben keine Korrelationen zwischen unterschiedlichen Gitterplitzen, son-
dern den Erwartungswert eines beliebigen lokalen Operators X € End(C?) bei endli-
chen Temperaturen T und endlichen Magnetfeldern h.

Wie in Abschnitt 2.3 gezeigt, wird der lokale Operator X = (xaﬁ) durch die Spurbil-
dung X (A) = tr [T9"™ () X] auf Elemente der Quantenmonodromiematrix projiziert
und der Erwartungswert durch algebraische Auswertung des Skalarproduktes

N/2 N/2
OI[TTeow]x[ T B0w]lo) (5.4)

bestimmt. Da die Skalarprodukte nur dann von Null verschieden sind, wenn genau so
viele Operatoren B wie C' zwischen den Pseudovakua (0| und |0) auftreten, reduziert
sich X ()\) zwischen den Bethe-Eigenvektoren auf den Term z'; A(\) + 22, D()), und
es ist

<X>T,h:x11<((1)8)>T7h+$22<(8?)>1“’h (5'5)
mit

43
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Lemma 10. Die Erwartungswerte der gl(2)-Standardbasis e’ fiir einen beliebigen
lokalen Operator X = xo‘ﬁ eaﬁ lauten im thermodynamischen Limes

dw G(w,0) 1 /d_w G(w,0) (5.6)

<(%)8)>T,h:_/c%m: ¢ 2mil+a(w)

B dw G(w,0) ) B dw G(w,0)

<(8(1))>Th <(?8)>T,h:0 ’ (5.7)

wenn a(w), d(w) und G(w,0) die Lisungen der Integralgleichungen (3.20), (3.21) und
(4.21) im Trotter-Limes sind.

Beweis. Zu betrachten sind die Gleichungen (4.33) und (4.51) der Beispiele 3 und 4
im homogenen Limes £; — 0 mit den Grenzwerten

(38))mp=_tm ((32))p, wd ((§9))p, = lm e ((32))p, - O

Die Magnetisierung pro Gitterplatz folgt dann im thermodynamischen Limes unter
der Anwendung von (5.6) als

1 1 dw G(w,0) 1 dw G(w,0)
Ty = —( (10 :___/_7’ == /—7’ . (b8
) 2<(0—1)>T7h 2 Jo2mi 1+ a(w) 2" ¢ 2mi 1 +a(w) (5:8)
Dies ist ein Resultat, das davon unabhinig auch aus der Integraldarstellung der Freien
Energie in (3.36) abgeleitet wurde.

5.2 Die Emptiness Formation Probability

Die Wahrscheinlichkeit, auf der XXZ-Kette einen String von m benachbarten, gleich
ausgerichteten Spins zu finden, steht in direktem Zusammenhang mit der erzeugenden
Funktion fiir m Kettenplétze. Ist es im feldfreien Fall unerheblich, ob der String in
oder entgegen der Vorzugsrichtung (z-Achse) eingestellt ist, so bricht das duflere Feld
die Spinumkehrsymmetrie’. Die Wahrscheinlichkeit Pt (m) = (e1;!...em 1) fiir
die Einstellung von m benachbarten Spins in Vorzugsrichtung ist angegeben in

Lemma 11. Die m-Punkt-Korrelationsfunktion PT(m) = (e1;' ... emn,)rn hat die
beiden zueinander dquivalenten Integraldarstellungen

(11" .. em1 )T
ol b ) [ ()

m sh? (wj — 2k —") | |
lell sh(zj — 2 — 1) sh(wj — wr — 1) det t(zx,w;) det G(wj, zi) (5.9a)

'Der Hamilton-Operator Hxxz ist unter der Spinumkehr 0';-" — —J}" invariant. Der Operator S~*
des Gesamtspins, an den das Magnetfeld h in z-Richtung koppelt, transformiert sich dagegen nach
S* — —5%, was einer formalen Umkehr der z-Achse oder des Magnetfeldes entspricht.
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n

Sk () [ (%)

n=0

- sh(wj — 2z, +1) Sh(wj—zk—n)}
det t(zp,w;) det G(w;, 2 , (5.9b
[jl]ll Sh(zj_zk+77)8h(wj—wk—77) ( k ]) ( J k) ( )

wenn a(w), a(w) und G(w,§) die Losungen der entsprechenden Integralgleichungen
wm Trotter-Limes sind.

Beweis. Die Aussage folgt im Limes ¢ — —oo der erzeugenden Funktion in den
Darstellungen (4.49) und (4.61). O

Die zweite Moglichkeit, dass der String entgegen der Vorzugsrichtung eingestellt ist,
beschreibt die Wahrscheinlichkeit P~ (m) = (e152. .. emo?)1 in

Lemma 12. Mit den gleichen Voraussetzungen wie in Lemma 11 hat die m-Punkt-
Korrelationsfunktion P~(m) = (e152 ... ems>)1n die beiden alternativen Integraldar-
stellungen

(12 - ems?)min
e 1L S mas (v 1) 3 ()|
Lgl e _Si iﬁ";} s ;@Fﬁ)wﬁn)] det t(w;, ) det G(w;, )  (5.10a)
S St () [ (M)

[ ﬁ Shg(dj — 2z +m)sh(w; — 2 — 77)] det t(wj, z;) det G(wj, zk)

n 1sh zj — 2z + ) sh(wj —wp —n)

(5.10D)

m
Beweis. @EI}}OO e_m‘p< 1:[ (6or); >T,h = (e15” ... emy”)ryp in (4.49) und (4.61). O
Die m-Punkt-Korrelationsfunktionen P*(m) wurden fiir Spinketten erstmals in [45]
diskutiert, wiahrend sich der Name FEmptiness Formation Probability aus dem Teil-
chenbild ableitet, zu dem man iiber die Jordan-Wigner-Transformation [27,48]

¢ =S5 [ﬁ(zs,js; -1)] : Sy =cf [ﬁ(l ~2cey)] (5.11)
=1 k=1

=55 [;1_[1(25;5,; - 1)} , SH=¢ [ﬁ(l - QCLck)] (5.12)
=1 =1

0f =287 = [SF,57] =1 - 2cle; (5.13)
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gelangen kann. Fiir die Spinoperatoren besteht mit o = z,y, z der Zusammenhang

2533‘ = 0]0-‘ zu den Pauli-Matrizen und zusétzlich ist Sf = Sf + iS;’. Im Teilchenbild

mit den Fermi-Operatoren c;, c;f- beschreiben die m-Punkt-Korrelationsfunktionen

I

<
Il
—
<
Il
—

(1 +aj-)> (1 —cj.cj)> (5.14)

Th

(1- a;.)> - <ﬁ(c}cj)>” (5.15)

<6111 e em11>T,h = <

N

<
Il
—
<
Il
—

<6122 e em22>T,h = <

dann die Wahrscheinlichkeit, dass m benachbarte Plédtze entweder komplett leer oder
vollstindig mit spinlosen Fermionen besetzt sind.

Die Emptiness Formation Probability als spezielles Dichtematrixelement im Sinne
von Jimbo et al. [25] ist bei T = 0 exakt berechenbar, wie die Arbeit von H. Boos
und V. E. Korepin [10] zeigt: Aus der Vielfachintegraldarstellung [45] konnte der
Wert bis zu der Stringlinge m = 4 auf der XXX-Kette durch die Zahl In2 und
die Riemannsche Zeta-Funktion mit ungeraden Argumenten ausgedriickt werden. Es
folgten mit den Artikeln [11,51] weitere exakte Resultate, die schlieflich auf die
anisotrope Heisenberg-Kette verallgemeinert wurden [29, 30, 69).

Bemerkung. In dem Sonderfall m = 1 reduzieren sich P*(1) auf die Erwartungs-
werte (5.6) der Standardbasen.

Homogener Limes ohne ['-Integrale

Sei ¢~ (m) = ¢~ (m|{¢}) die inhomogene Version der Emptiness Formation Probabili-
ty mit der Entsprechung ¢~ (m|{§ }) = P~ (m) im homogenen Limes. Dann folgt mit
der Grenzwertbildung ¢ — +oo aus der erzeugenden Funktion (Lemma 12) durch
Abgleichen mit (4.58) die inhomogene Darstellung

[H/ C2k7:i l1+a ] [ f[ Shs(};(jwi ;fi)n)] dety, G(wj, k)

J,k=1

¢~ (m

Wl G| [T T e
|:j,1k_£1 Sh(wj—wk—l—n)] |:j1k_£1 Sh(fj_fk):| d tmt( jafk) (5.16a)

J#k
dw; det,, G(wj, &)
[H/ 2ril+a ] ) 1T < sh(& — &)

sh(wj — &) sh(w) — & +n)] dety t(w), &)
{ L,llll sh(wj —wk +n) ] ILjcksh(& — &) } ' (5-16b)

Der Term in den geschweiften Klammern ist beziiglich der Integrationsvariablen w;
ein symmetrisierter Ausdruck, diskutiert in
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Lemma [33] 13. Seien {w;}72, und {§x}}L, 2wei beliebige Mengen paarweise ver-
schiedener komplexer Zahlen, und sei o € & eine Permutation, welche auf die
Indizes j der Elemente w; wirkt. Reprdsentieren w; und & als Argumente die Men-
gen {w; 7Ly und {&k}L,, dann bezieht sich wy(j) als Argument auf die umgeordnete
Menge {w ity und es gilt

sien(o i sh(wj — &) sh(w; — & + 1) det t(wj, &)
2 o) I, [Ql E e al | e s
(5.17)
oy - T2 [T, shiws — &+ )] [TI 10 shies - €0)] 519

1< sh(wr —wj +n)
Die inhomogene Version der Emptiness Formation Probability wird dann schliefSlich
ausgedriickt iiber den Term

dwg detm G(Wj,fk)
[H/ 2mi 1‘1' ]Hj<k5h(§j—§k)
I [H’ sh(w; = &+ m)] [T shiw; — &)
[Tj<i sh( — w; + 1)

der durch Anwenden von Lemma, 13 und durch Vergleich mit der Ausgangsdarstellung
(5.16b) verifiziert wird,

dw; dety, G(wj, &) ‘
[H/ P11 a } T et — &) &)

symmetrisierter Integrand durch det G(wy(j),&) = sign(o) det G(wy, &)
fiir alle m! Permutationen o € ™

(=™ , (5.19)

=DM dw; 1 dety,, G(wj, &) .

Tl H/ 1T (@) Hj<ksh(§jj— &) g(;m sign(o) I(w(y), &)
_(—1)’” dwj 1 det,, G(wj, &)

 m! H/ 2ril+a Hj<k sh(& — &)

sh(wj — wg + 1) 1< sh(& — &)

Der noch durchzufithrende homogene Limes in (5.19) reduziert sich auf den I’ Hospi-
talschen Grenzwert der Terme det,, G(wj, &) und [[; ;. sh(§x —&;) in

{ |: H Sh(wj - gk) Sh(wj - fk + 77):| dety, t(“j?&t‘) }
J

=1

Lemma 14. Ist G()\, &) die verallgemeinerte Dichtefunktion, dann lautet der homo-
gene Limes &, — 0 fir die Determinante dety, G(wj, &)

) det,, G(wj, &) | 1 oG _
I ety e [ 0] - 6
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Induktionsbeweis. Die Induktion beruht auf dem Laplaceschen Entwicklungssatz nach
der mit &,,+1 indizierten Spalte (Zeile). O

(m—1)m

In der Ausfiithrung des homogenen Limes wird das entstehende Vorzeichen (—1) " 2
mit (—1)" zu i+ verrechnet und das Endergebnis zusammengefasst in

Lemma 15. Die Wahrscheinlichkeit, auf der periodisch geschlossenen XXZ-Kette
im thermodynamischen Limes einen String von m benachbarten entgegen der Vor-
zugsrichtung eingestellten Spins zu finden, ist

Vo o s

1 0'G
det, [WW(%,O)} . (5.21)

Die m-Punkt-Korrelationsfunktion P*(m) geht durch Umkehrung der z-Achse (Ka-
pitel 4.4), also durch die Ersetzungen n — —n und @ — a, aus P~ (m) hervor und es
folgt

Korollar 3. Mit den gleichen Voraussetzungen wie in Lemma 15 lautet die Wahr-
scheinlichkeit , dass m benachbarte Spins in Vorzugsrichtung eingestellt sind

T — [H /dw] ][H;Lshj‘l(wj—n)shm‘J'(wj)]

2ril+a [T shwy —wj —m)

1 ola
det,, [WW(%,O)} . (5.22)
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Der Hochtemperaturlimes

Zusitzlich zu den numerischen Ergebnissen [40] besteht im Hochtemperaturlimes die
Moglichkeit, die in Abschnitt 3.2 getroffenen Annahmen iiber die Rapiditdtenvertei-
lung analytisch zu bestétigen. Weiterhin kénnen die Konturintegrale der erzeugenden
Funktion analytisch (hier bis zu der Ordnung 1/7") ausgewertet werden.

6.1 Verteilung der Rapiditiaten
Fiir endliche Trotter-Zahlen N, N/2 € N, sind die Bethe-Ansatz-Gleichungen (im
Koordinatensystem mit £ als Ursprung und h = 0)

1= a0y £ 8/N) sh(y — B/N 1)

sh(hj — B/N)sh(A; + B/N —n) 12 L5 sh(hj — A+ 1)
[[2=ddm] g

paley sh(Aj — X —n)
im Limes 8 — 0 einer analytischen Bestimmung zugénglich. Die Rapiditdten A;
skalieren mit der inversen Temperatur 3 = 2csh(n)/T nach \; = Bx;, j =1,..., M,
und die Gleichungen reduzieren sich dann fiir beschrénkte x; im Falle des fiihrenden

Eigenwertes (M = N/2) auf
B N/2
_q_ g 1N (6.2)
z+1/N

Die %—te Wurzel aus —1 ist %—deutig mit w; = exp (%(2]’ — 1)) als Losung von

—1 = wN/2 und die Rapidititen folgen zu
11+wj i T, .
= = — — (27 —1 =1,...,N/2 .
NS NT—w, veot(F@-1) » j=1....N/2 , (6.3)
_ 2icsh(n) T .. .

Werden die physikalische Temperatur T', die Kopplung ¢ und der Parameter 7 als
reell angenommen (A = ch(n) > 1), so sind die Bethe-Ansatz-Zahlen auf der ima-
gindren Achse entsprechend (6.4) verteilt. Die Wahl eines rein imaginédren Wertes von
7 (Anisotropien |A| < 1) dreht die Verteilung der Rapiditéten auf die reelle Achse.

49
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Die triviale Losung! z = 0 ist durch die Bedingung ,N/2 gerade“ auszuschlieen
und die z; sind im Trotter-Limes (z; — i/7, zn/2 — —i/7) beschriankt. Die unter
N — oo zu lésende Gleichung lautet —1 = e /. Die Stelle z = 0 ist eine wesentliche
Singularitdt und zugleich Hiufungspunkt der Rapiditéiten
i 1
=— Z . 6.5
e Tiyom " < (6:5)

Eigenwert der Quantentransfermatrix

In der Darstellung des Eigenwertes, wenn die Bethe-Ansatz-Zahlen ); im Koordina-
tensystem mit € als Ursprung gemessen werden,

AN+E) =

sh(\+ B/N) ]Nﬂ [ Mosh(h — N — n)]
sh(A+ B8/N —n) l sh(A —XN;)

. [ sh(\ — B/N) TW[ P sh(A = X +n)} (6.6)
sh(A—B/N +n) Pl sh(A — ) ' )
sind die Limites § — 0 und A — 0 nur dann vertauschbar, wenn N/2 gerade ist. Es
folgt mit den Ausfithrungen in Anhang B.1 das Resultat

lim lim A(A 4 &) = hm hm A()\ +&) =

0 fir M < N/2
{ o / (6.7)
A—0B—0

2 fir M = N/2

Dies identifziert M = N/2 als den fithrenden Eigenwert im Limes § — 0. Der Wert
Ao (&) = 2 fiir = 0 folgt auBerdem, wie in Abschnitt 2.2, Fuinote 3 angedeutet, aus
der Funktionalbeziehung to(&)to(§) = 2tp(§) der Quantentransfermatrix to(\) und
der Spurbildung try wto(§) = 2.

Zusiatzliche Losungen der Bethe-Ansatz-Gleichungen

Fiir einen festen Satz {)\l}l]\;/ 12 ={ ﬁazl}l]\;/ 12 von Rapiditéten des fithrenden Eigenwertes
Ao () weist die Bethe-Ansatz-Gleichung

T2 sh() — By + 1)

sh(A — Bz, —n)

1= sh(A —ﬁ/N)sh(A+ﬁ/N_n)}N/2[

sh(A+ B/N)sh(A — B/N +n) (6.8)

noch N weitere Losungen auf. Die zusétzlichen Wurzeln fallen nicht mit den A; zu-
sammen und haben als Haufungspunkte +7.

(i) Der Haufungspunkt +n bedingt den Ansatz A = n + (y in (6.8) und die zu
l6sende Gleichung lautet im Limes § — 0

N/2

[HyH/N} s wryN" 1 [ -w)=0 . (69

'Nur wenn der Ursprung keine Losung der Bethe-Ansatz-Gleichungen ist, kann sichergestellt
werden, dass die Kontur I" (Abbildung 4.1) um den Ursprung ausschliellich Inhomogenitéten enthélt.
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wenn y als beschrinkt angenommen wird. Aus der Nullstellenbestimmung (6.9)
eines Polynoms vom Grade N/2 folgen nach dem Fundamentalsatz der Algebra
N/2 Wurzeln y;, j =1,...,N/2.

(ii) Der Ansatz A\ = —n + [z auf der rechten Seite von (6.8) reduziert im Limes
B — 0 (bei beschrénktem z) die Bethe-Ansatz-Gleichung

N/2
—1:[1‘[%} s (YN 1] (z—a) =0 (6.10)

=1

wieder auf die Nullstellenbestimmung eines Polynoms vom Grade N/2 mit ge-
nau so vielen Wurzeln z;, j =1...,N/2.

Die Losungen {y; + 7]};\[:/% und {z; — n};i/ 12 ergeben zusammen die N zusétzlichen
Nullstellen der Bethe-Ansatz-Gleichungen 1+ a(\) = 0.

6.2 Integralgleichungen

Die Auswertung der Vielfachintegraldarstellungen in der Form (4.42) nimmt ihren
Ausgangspunkt in der systematischen Entwicklung der Hilfsfunktion a(\),

Ina(A)

h 2¢5h2 (1) / dw  sh(2n)In(l +d(w)) (6.11)
C

ST T Tsh()sh(h—1) S 2 sh(h —w + ) sh(h—w—7)

nach Potenzen in 1/T° = 7. Der wesentlichen Singularitéit von @(\) im Ursprung
wird durch den von [14] vorgeschlagenen Ansatz G(A) = exp [ Y07 (7" @n(A)] mit
Entwicklungstermen @,(\) Rechnung getragen, die hochstens Pole erster Ordnung
aufweisen [74]. Die Festlegung auf eine vorgegebene Ordnung in 7 folgt aus der Rei-
henentwicklung der exp-Funktion nach

a\) =1+7a(\) + 2@\ +... (6.12)
mit Koeffizienten @, (), die im Ursprung einen Pol n-ter Ordnung besitzen. Die fol-

genden Ergebnisse im Hochtemperaturlimes beruhen auf den Koeffizienten a; (fiir
die erzeugende Funktion bis 7!) und @y (fiir die Freie Energie bis 71).

Mit den Niherungen In(1 + x) ~  — 22/2 und In(2 + z) ~ In2 + /2 — 2%/8 fiir
|z| < 1 lautet die nichtlineare Integralgleichung (6.11) nach Ordnungen sortiert

_ B 2¢sh?(n) dw sh(2n) a (w)

() =h- sh(\) sh(A — n) /c omi shA—w+7n)shA—w—17n) 2 (6.13)
_ at(\) dw sh(2n) t(w) ad(w)

a2(A) = 12 +/C%sh()\—w+n)sh()\—w—n) [ 22 a 18 ] (6.14)
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Der Term der Ordnung 79 ist trivial erfiillt und die Inhomogenitiit der Integralglei-
chung (6.13) enthélt die vollstéindige Information? {iber die Polstellen der gesuchten
Funktion. a;(\) weist innerhalb der Kontur C einen einfachen Pol bei A = 0 auf mit
dem Residuum Resy—o a1(A) = +2csh(n), und es folgt

sh?(n) cth(\)
h(X +n)sh(A —n)

a1(A) = h —2csh(n) - (6.15)

Die Inhomogenitit ag(\)/2 der Integralgleichung (6.14) beschreibt die Polstellen der
Funktion @()\) vollstéindig und wird durch die Ausintegration des Beitrages —a(w)/8
unter dem Konturintegral auf der rechten Seite ergénzt {iber die Hilfsrelation

/ dw sh(2n) sh*(n) cth?(w) B sh(2X) sh(2n)
C

2mi sh(A — w + 1) sh(A —w — 1) sh?(w +n)sh?(w —n)  sh®(A +n)sh?(\ —n)

Die nochmalige Anwendung der Hilfsrelation 16st in (6.14) das verbleibende Kontur-
integral iiber dy(w)/2 auf mit dem Endergebnis

_ _h?  hesh(n) sh(2n) ¢?sh?(n) sh(2X) sh(2n)
a2(\) T2 + 2 sh(A—n)sh(A+n) * 2 sh*(A +7)sh?(\ —n)
sh?(n) cth()) sh?(n) cth?(\)
— 2hesh(n) SN T 1) shO =7 + 2¢% sh?(n) WO o) (6.16)
Dichtefunktion

In einem weiteren Schritt ist die verallgemeinerte Dichtefunktion G(\,§) iiber die
lineare Integralgleichung

dw sh(2n) Gw,§)
271 sh(A —w+n)sh(A —w —1n) 1 +a(w)

G(N€) = —t(\,€) - /C (6.17)

zu bestimmen. Die darin enthaltene verallgemeinerte Fermi-Verteilung 1/(14a) lautet

bis einschliellich erster Ordnung in 7 entwickelt

1
1+a(w)

Tﬁl (w)
4

1
= - +0r?) . (6.18)
In Kombination mit dem Ansatz G(\, &) = Go(\, €)+7 G1(\, €)+O(7?) ist die Losung
(Anhang B.2) der Integralgleichung (6.17) dann nach Ordnungen sortiert
sh?(n) cth(z)

Go6) = GoA =) mit Gola) = Gl bgr T (619)

’Diese Eigenschaft kann durch rekursives Einsetzen der Funktion @ gezeigt werden, und ist
auf alle linearen Integralgleichungen mit dem gleichen Integrationskern iibertragbar. Es folgt fiir A
innerhalb C und durch Ausfiihren der Integration iiber die Variable w

/ dw sh(2n) / dv sh(2n) a1 (v)
¢ 2mi sh(A—w+n)sh(A—w—n) Je 2mi sh(w—v+n)sh(w—v—n) 2
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ok sh(2n) csh(n) _ sh(n) ch(¢)
GO = I ae—erno = T 2 sErmshe—m >
sh(2n) sh(2X — ¢€)

* Sh(x ) sh(A —n)sh(X — &+ n)sh(A — € — )

(6.20)

Go(\, &) ist von Differenzenform und trigt die vollstindige Information tiber die
Polstellen von G(A,§). Die Funktion G1(\, ) ist innerhalb der Kontur C holomorph.
Auf diese Eigenschaften wird bei der Ausfithrung der Konturintegrale zuriickgegriffen,
wenn selbige mit dem Residuensatz und den Polstellen des Ausdruckes

Gw,§) _aw)Gw,§) _ Golw—¢§) n TGi1(w,§) n TGo(w — § i (w)
l+aw) 1+4a(w) 2 2 4

(6.21)

ausgewertet werden. Go(z) ist auBerdem Bestandteil von @;(\) = h — 2¢sh(n)Go(N).

6.3 Die erzeugende Funktion

Wie in Lemma 5 gezeigt, konnen im Integranden der erzeugenden Funktion die einfa-
chen Polstellen bei den Inhomogenitéiten §; ausschliellich der Dichtefunktion G(A, )
zugeordnet werden. Der Term G1(A,€) in (6.21) liefert daher bei der Auswertung
mittels des Residuensatzes keinen Beitrag, und es ist die Vereinfachung

Gw,§)  Golw—¢)
T+aw) 2 +ZG(“_§)_

Tesh(n)

S Gofw) Golw =€) (622)

unter den Konturintegralen der Summanden (4.42)

et

({§+}|{£ |} €p2{¢} j=1

n sh(w; — &7 —n) (wj, &)
[jlkll shef —53—77)} et [Ha(ﬁ)} et M(w;, &) (6.23)

zuldssig. Die Determinante det,, ( ) fasst die komplette Temperaturabhingigkeit
zusammen und wird in nullter und erster Ordnung in 7 = 1/T entwickelt.

Nullte Ordnung in 1/7

In der Ordnung 7° ist die Hilfsfunktion durch a = 1 zu nihern und die Dichtefunktion
G(\, &) durch Go(\ — &) zu ersetzen. Der Integrand von (6.23) weist dann nur noch
Pole erster Ordnung bei den Inhomogenitéten &; auf, und alle Konturintegrale sind
mit dem Residuensatz auswertbar.

Genau diese Integrationen, in denen nur die Eigenschaft Res,—¢ G(w,§) = —1 der
Dichtefunktion einging, wurden bereits bei der Teilchen-Loch-Transformation aus-
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gefithrt. Mit Res,—¢ Go(w — §) = —1 und dem zusétzlichen Faktor 1/2" in (4.54)

ist3
(eofeden)) - (157)" 629
n=1

wenn der Index co die Hochtemperaturentwicklung der erzeugenden Funktion in null-
ter Ordnung bezeichnet.

Erste Ordnung in 1/7, Abhingigkeit von dem Magnetfeld h

Wie die Entwicklung (6.22) verdeutlicht, kénnen die Magnetfeld- und Kopplungsbei-
triage in erster Ordnung beziiglich T getrennt voneinander bestimmt werden. Fiir ¢ = 0
lautet innerhalb des symmetrischen Integranden in S,, die Determinante det,, (% )
in erster Ordnung

=1,....m , (6.25)

G(wy, {,j)] . nth
2

=) |,
1+ a(w;) 2 ’

det,, [ det,, [

und fiihrt den reinen Magnetfeldanteil auf den Beitrag nullter Ordnung zuriick via

(e}, =3I () oy

n=0
S S () (5)

mth (1 —¢e?¥ 1+ep\™ !
:2<2><2> . (6.26)

Erste Ordnung in 1/7, Abhingigkeit von der Kopplung ¢

Der Beitrag nullter Ordnung zeichnete sich dadurch aus, dass die Integranden in den
Summanden S, nur einfache Polstellen bei den Inhomogenititen &; aufwiesen und
sich bei Auswertung einzelner Konturen der Vielfachintegrale die Struktur der Integ-
randen reproduzierte (Lemma 8). Dies hatte zur Folge, dass nach Auswertung aller

3Fiir r = 0 (d.h. alle Integrationen ausgefiihrt) folgt aus dem um 1/2™ modifizierten Term So

m (m—n)e m —v_1 n 1 e\ m
Z e - Z (1 _ ew)n N Z (7;;) <e 5 ) 1m " — ( ‘;e )

n=0 (et {6 Hepa{e} n=0
leT |=m—n
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Konturintegrale keine Abh#ngigkeit von den Inhomogenitéiten im Endergebnis der
erzeugenden Funktion in nullter Ordnung enthalten war.

Die Situation fiir den Kopplungsbeitrag in erster Ordnung ist eine andere, denn durch
die eingestreuten einfachen Polstellen am Ursprung reproduziert sich die Integran-
denstruktur nicht mehr. Die Auswertung aller Konturintegrale beinhaltet eine expli-
zite Abhéngigkeit von den Inhomogenitéten (Anhang B.3) und der Kopplungsbeitrag
lautet im homogenen Limes &1, ..., &, — 0 in erster Ordnung

<exp {gpnzi:lenzz}> =—(m— 1)(TcA)<1 _26@)2<1 —;e@>m_2 . (6.27)

TC

6.4 Abgeleitete Groflen im Hochtemperaturlimes

Die Grundlage fiir die Korrelationsfunktionen aus Kapitel 5 bildet die erzeugende
Funktion, im Hochtemperaturlimes angegeben in

Lemma 16. Die erzeugende Funktion der zz-Korrelation auf m Kettenpldtzen lautet
mit der Anisotropie A fiir die periodisch geschlossene XXZ-Kette im thermodynami-
schen Limes bis einschlieflich erster Ordnung in 1/T

(ol () 3 ()

cA /1 —eP\2/1+eP\m—2
—(m—1 —( )( ) 1T%) . (6.2
m- 1% (5 )" o) L (6)
Die mit (6.28) in Beziehung stehenden Korrelationsfunktionen lassen sich entweder
durch Anwenden von Differenzial-Differenzen-Operatoren gewinnen oder durch ex-
plizite Werte fiir die Kettenldinge m und den Parameter ¢ erhalten.

zz-Korrelationsfunktion

Die Zwei-Punkt-Korrelationsfunktion (0§07, )7, ist aus der erzeugenden Funktion
durch stetige* und diskrete Ableitungen mittels

<alam+1> = (2D?, 82_4D18 +1 <exp{ Zew }> ‘ , m>2 (6.29)
=0

zu bestimmen. Die Auswertung wird zweckméifig aufgeteilt in den Beitrag nullter
Ordnung sowie die Kopplungs- und Magnetfeldbeitrige erster Ordnung.

“Die ersten und zweiten Ableitungen der Terme mit e¥ in (6.28) nach dem Parameter ¢ lauten
zusammengefasst und an der Stelle ¢ = 0 ausgewertet

d <1+ev>m m 82 <1+e¢’) m(m+ 1)

oo\ 2 (pj 1 ’
w0 o )<”e>
dp 2 2 oo 2 0p? 2 2 o
R () L Rt ()
oo\ 2 2 o0 Top?\ 2 2 om0 2

m
2

[=}
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(i) In nullter Ordnung sind, (6.29) folgend, die stetigen Ableitungen nach ¢ mit
den diskreten ersten und zweiten Ableitungen® D} und D2, zu verkniipfen mit
dem Ergebnis

m2+m
2

N2
= Dm
»=0

—2D m+1=0 . (6.30)

© m
(2D2,02 —4D}0,+1) (1 te )

(ii) In erster Ordnung lautet die Anwendung des Differenzial-Differenzen-Operators
fiir den Magnetfeldanteil

292 4l mh (1 —e”\ [1+e? m
(2D},0% — 4D,,8, + 1) 2T< 5 >< 5

=0 . (6.31)
=0

(iii) Fir den Kopplungsanteil in erster Ordnung ist auf die gleiche Weise zu verfah-
ren mit dem Resultat

Af1—e?\?/1+e”\™ 2
2D2 9% — 4D} (m -1
( macp ma@_‘_ )(m ) T 2 2

=0 . (6.32)
=0

Die Wahl m = 2 und ¢ = ir ergéinzt die zz-Korrelationen um die Zwei-Punkt-
Funktion néchster Nachbarn (6f03)r, und es ist

. s cA
(of03) 7, = 7+ O(1/T?) (6.33a)

(010mi1)g, =0+O/T?) . m=>2 . (6.33b)

Die Emptiness Formation Probability

Mit der geeigneten Wahl des Parameters ¢ — +oo (Lemmata 11, 12) folgt die Wahr-
scheinlichkeit, einen String von m benachbarten Spins zu finden, die in (PT) oder
entgegen (P~) der Vorzugsrichtung orientiert sind zu

1\ mh cA

4+ _ (2 e _ = 2

P=(m) = <2> [1j: 5T (m—1) T +0(1/1T7) . (6.34)

Die Umkehr der Vorzugsrichtung iiberfithrt P (m) und P~ (m) ineinander und ist
einer Umkehr des Magnetfeldes h — —h dquivalent. P¥(m) nach (6.34) respektiert
diese Eigenschaft. Speziell P*(1) sind als Ein-Punkt-Funktionen die Erwartungswerte
der Standardbasen e;! und e,? eines lokalen Operators mit

<((1)8)>T,h:%<1+%> ’ <(8?)>th:%<1_%> ' (6.35)

5Die diskreten Ableitungen D}nam = Qm — Am—1 und Dfnam = Gm+1 — 2Gm + Gm—1, angewandt
auf eine beliebige Folge (am)men, ergeben insbesondere D2m? =2, D?m=0und D},m = 1.
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6.5 Die Freie Energie

Die Entwicklung der Hilfsfunktion @ nach Ordnungen 1/7" = 7 fiihrt in der Darstel-
lung (3.26) der Freien Energie zu Konturintegralen,

_h dw sh(n) In (1+a(w))
= 2 T/c 27i sh(w)sh(w —n)

dw sh(n)In (2 + 7@ (@) + 728 (w) + O(%))
* T/c 27i sh(w)sh(w —n

dw sh(n) G(w) 1 [da(w) @ (w)
T S am —n){ln2+ ot s } +O<1iT2)>7
6.36

h
2
h
2

deren Auswertung (Anhang B.4) mit dem Residuensatz moglich ist. Die Koeffizienten
a; und @2 nach (6.15) und (6.16) geben die Freie Energie der XXZ-Kette bis zu der
Ordnung 1/T wieder mit
1 h? A?
f:—Tln2—cA——h—— <1+—>

C2
ST 5 —+0(1/T% . (6.37)

T

Bemerkung. In den Grenzfillen des Ising-Modells, der freien Fermionen (X X-
Modell) und des Paramagneten lautet die Freie Energie pro Gitterplatz bis zu der
Ordnung 1/T

2 2, 2
XXZ-Kette . f=—Th2—cA— é%— (1 + %) % (6.38a)
Ising (cA =J =const,c—0) : f=—TIn2 —J—lh—2 —lJ—2 (6.38b)
8T 2T
1 h? c?
XX (A =0) ; f=-Th2 —-— —= (638¢)
Paramagnet (c = 0) : f=—Tln2 — lh—2 (6.38d)

8T
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Kapitel 7

Der Ising-Limes

Der Ising-Grenzfall ¢ := J/ch(n) mit J > 0 und n — oo fithrt von dem quantenme-
chanischen Hamilton-Operator der XXZ-Kette auf den Hamilton-Operator

L

L
H1:JZ(JJZ-_10;*—1) —I—QZJJZ- (7.1)
j=1

=1

eines klassisch 16sbaren Modells [4], in dem alle Operatoren kommutieren. Eine Uber-
sicht der Thermodynamik zu der Ising-Kette (7.1) mit periodischen Réndern gibt

Lemma [4] 17. Die statistische Behandlung des Ising-Modells auf einer Kette mit L
Plitzen unter periodischen Randbedingungen reduziert sich auf die beiden Eigenwerte

A2 = ch (%) + \/Sh2 <%) + exp (%) (7.2)

einer zugeordneten Transfermatriz. Die Zustandssumme ergibt sich zu Z;, = M\ + \&
und fihrt im thermodynamischen Limes L — oo auf die Freie Energie pro Gitterplatz

F(T) = —T lim 2ZL

L—oco

= _-Tln [Ch <%> + \/Sh2 (h/2T) + exp (4J/T)

(7.3)
Weiterhin sind die Fin- und Zwei- Punkt-Korrelationsfunktionen fiir L — oo gegeben
durch die Ausdriicke

sh (2

(%) = (o) = h (QT) , (7.4)
V502 () +exp (%)

(o300ma = 0P + [1-0P] () i<k . (7.5

Die Integralgleichungen der Hilfsfunktion (3.20) sowie der verallgemeinerten Dichte
(4.21) reproduzieren die thermodynamischen Groflen (7.3) und (7.4). AuBlerdem folgt
aus der Vielfachintegraldarstellung der Emptiness Formation Probability im Ising-
Grenzfall das Ergebnis von

59
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Lemma [60] 18. Seien im thermodynamischen Limes (o) die Magnetisierung und
f(h,T) die Freie Energie der periodisch geschlossenen Ising-Kette. Dann ist die
Wahrscheinlichkeit, auf der Kette n + 1 benachbarte Spins zu finden, die entlang
des duferen Magnetfeldes ausgerichtet sind, gegeben durch

+2<0> exp (nf(?T) N %)

Pt(n+1) = (7.6)

7.1 Hilfsfunktion und verallgemeinerte Dichte

Im nichtkritischen Bereich A > 1 legen die Integralgleichungen (3.20) und (4.21)
die Hilfsfunktion a(A) und die Dichte G(\, () im Analytizitétsstreifen |Im A\| < /2,
| Re A\| < v entsprechend Abbildung 3.1 fest. Alle Inhomogenititen und Integralkerne,

s

e — e et ) @7)
hen)

(>\+77)s O—n) th(A —n) —cth(A+1n) (7.8)

sind in dem zu bildenden Ising-Limes durch die Kopplung lim, . c¢sh(n) = J und
zusétzlich durch den Grenzwert lim, . cth(A 1) = 1 bestimmt, solange die Ar-
gumente A den Wertebereich |[ReA| < (1 —d)n, 0 < 6 < 1 (das ist eine explizite
Parametrisierung fiir v in Abbildung 3.1) nicht verlassen. Die Integralgleichungen
lauten somit im Ising-Limes

ma(\) = —% _ % [eth(x) 1] + /C ?—7‘: In (14 aw) (7.9)
GO C) = cth(C— \) — 1 — /C ‘f—:% (7.10)

und haben fiir alle A € C innerhalb des Streifens | Im A| < 7/2 Giiltigkeit. Werden die
linke Flanke der Kontur C nach —oo und die rechte Flanke nach +o0o verschoben, so
sind mit den Grenzwerten ay = limpey—to0 @(w) und G1 = limpgey—t00 G(w, ) die
Konturintegrale! in (7.9) und (7.10) bestimmt, und die Integralgleichungen kénnen
durch Auswerten von algebraischen Ausdriicken gelost werden.

Hilfsfunktion

Die explizite Losung beruht auf der Feststellung, dass die Bestimmungsgleichung im
Limes Re A — Fo00 die Asymptotik

dw

im

n(1+aw)] = -2 e¥ (7.00)

ho 2] 2J
- o ’ = [ /
o er P T + C 1+ Cl_

!Die Hohe der Kontur in imagindrer Richtung ist = und die Linienintegrale lauten

dw _ _ dw Gw,¢) _ Gy G-
/Cirln(1+a(w))71n(1+a+) m(l+a) /Ciwl—&-a(w)*l—kcur 14a-
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der Hilfsfunktion a annimmt. Das Ersetzen der Werte a4 in der Definitionsgleichung
fiir die Konstante K = K (h, T, J) resultiert in einer quadratischen Gleichung mit der
Losung

K =e¢ #tor [ - sh( };> + \/Sh2 (2];) + exp <Z;]) ] , (7.12)
a(\) = K exp [— % - % th()\)] , (7.13)

deren Eindeutigkeit aus der Hochtemperaturentwicklung a(\) = £1 4+ O(1/T) folgt:
Die allgemeine Struktur (6.12) der Hilfsfunktion a(\) = 14+ O(1/T) legt in (7.12) das
obere Vorzeichen fest.

Verallgemeinerte Dichte

Solange der zweite Spektralparameter der Funktion G(A, () innerhalb des Streifens
{Ce (C‘% > |Im (|} entweder endlich ist oder zumindest |[Re(| = | Re A, 0 < d < 1
erfiillt, sind die Limites Re A — £oo mit

Gy G_ Gy G_

Gp=-2— G_=-— 7.14
+ T+a: 1+a T+a: 1t+a (7.14)

in (7.10) von dem Parameter ¢ unabhéngig. Die Grenzwerte G+ reduzieren sich auf
eine gemeinsame, noch zu bestimmende Grofie (o), deren Definition G4 =: (o) F 1
die Relation G_ — G4 = 2 erfiillt, und die aus den beiden Bestimmungsgleichungen
(7.14) eindeutig als

(o) = sh (v1) (7.15)

V502 (&) +exp (%)

ermittelt werden kann. Die rechte Seite der Integralgleichung (7.10) ist bekannt, und
die verallgemeinerte Dichte lautet im Ising-Limes

G\ C) = (o) — cth(A— () . (7.16)

Die Grofle (o) ist durch Vergleich der Integraldarstellungen (5.8) und (7.10) als Mag-
netisierung (o) = (¢*)7, = 2m(h,T) zu deuten und gibt (7.4) wieder.

7.2 Die Emptiness Formation Probability

Bezeichnet ¢ (m) = ¢ (m|{¢}) die inhomogene Version der Emptiness Formation
Probability mit der Entsprechung ¢ (m|{¢}) = P (m) im homogenen Limes,

-l / o T o] T e - &

[ ﬁ sh(wj — &) sh(wj — & — 77)] detyn t(&k, wj)
k= Sh w] — Wk _77) Hj<kSh(£k _éj)

. (117)

J,k=1
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so weist der Integrand, von der verallgemeinerten Fermi-Funktion 1/(1+a) abgesehen,
nur Polstellen erster Ordnung bei allen Inhomogenititen &; auf. Die Struktur der
Vielfachintegraldarstellung und die Bedeutung der Integrationskontur C wird durch
die Transformation auf rationale Ausdriicke? ersichtlich:

—2wj d:Ej

sp=e % | ri=e , dwj=— (7.18)

2.%']'
Die Determinante det,, t(x,w;) ist eine Cauchy-Determinante und der Ausdruck
det,, G(wj, &) reduziert sich in seiner Struktur auf

Lemma 19. Seien p,q € C beliebige komplexwertige Konstanten und seien {acj}}”:l
und {sj}g’"bzl zwei beliebige Mengen paarweise verschiedener komplexer Zahlen. Dann
gilt fiir die Cauchy-artige Determinante

m

m
pr;+ q3k> m—1 H1§j<kgm(%’ —xp) (5K — 85)
det <7 =(p+q) [p Trp+4q Sk]
BN ,}:Il kl:Il [1 =1 (5 — si)

(7.19)

Beweis. Die Identitét ist durch den Standardbeweis fiir die Cauchy-Determinante zu
zeigen, der auf dem Satz von Liouville beruht. O

Die Identifizierung p = 1+ (o) und ¢ = 1— (o) in (7.19) 16st die Determinante det,,, G
in eine Produktdarstellung auf, und es ist

1 [y dz; 1
oF(m) =5 o H/ . ijﬂ
“1=1 e

2mix; h  2J
% mz]lJrKeXP(—T—Tl-xj

RS v (1+ (o) [Tiey 2 + (1= (o)) TTiy sk
‘jllll( ’ k)] H;':bkzl(xj — Sk) (7.20)
ik

Die transformierte Kontur e~%¢ setzt sich entsprechend Abbildung 7.1 aus zwei kon-
zentrischen Kreisen zusammen, auf denen die Hilfsfunktion a im Limes a,b — oo
durch ihre Asymptotik ai ersetzt werden kann. Der Einfluss der Hilfsfunktion auf die
Auswertung der Konturintegrale entlang e =2 mittels des Residuensatzes beschriinkt
sich somit bei der einfachen Polstelle im Ursprung auf den Term

1 1 ap —a_ A2
_ _ 2 7.21
l+a- 14ar (Q+a)l+ar) N (7:21)

wéhrend die einfachen Polstellen bei den Inhomogenitéiten s; in der Umgebung der
Eins nur innerhalb des dufleren Kreises liegen und die Hilfsfunktion iiber den Term

1 1+ (o) A2\ 1— (o)
T+a_ 2 +<)\_i> 2 (7.22)

2Im Tsing-Grenzfall ist lim,— e t(¢,A) = cth(¢ — A) — lim, oo cth(¢ — A + 1) = —1 — cth(X — ¢),
und mit G(X, ¢) = (o) — cth(X — () transformieren sich die Eintrige der Determinanten wie

Glws 6r) = m o) = (1 + (o)) z; + (1 — (o)) sk  lim H(Erwy) = 28k

e 2w — g2k Tj — Sk n—o0 Tj — Sk
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NE

a _Re x=g2® \ 1 Re

NE

Abbildung 7.1: Unter der Transformation z = e™2* wird die kanonische Kontur C
auf zwei konzentrische Kreise mit den Radien e=2* und e?® abgebildet; die zur reellen
Achse im Abstand +in/2 parallel verlaufenden Teilabschnitte von C heben sich nach
der Transformation gegenseitig auf. Der Ursprung w = 0 wird auf x = 1 abgebildet.

in das Ergebnis des Konturintegrals einbeziehen. Das Verhiltnis Ay /A; reprisentiert
die beiden Eigenwerte (7.2) der klassisch 16sbaren Ising-Kette, und die Magnetisierung
(o) ist durch (7.15) gegeben. Die Auswertung der Konturintegrale zeigt

Lemma 20. Die Vielfachintegraldarstellung (7.20) ist beziiglich aller Inhomogenitdten
s und aller Integrationsvariable x; symmetrisch und die partielle Ausfiihrung von n
Konturintegralen ergibt

+(m) = [ﬁi/ dU.Uj' 1h — ij)} [”ﬁn(wg‘ —a:k)]

Zac 2miz; 1+ Kexp(—

T T l-zj Jk=1
i#k
1 1 m m m
Sl T o ZZ DY
( ) j1= =1 Jn—1=1
J1 Jn—17J15sJn—2

1+ (o Tt 1— (o mos
{ Em: H HZ 1('9)5_3319)( + >) = k+( ( >)’971é_J[1k,_71Jn ‘

] Hk:lHZ:l(Sn 5k) [ T (g — s)

j’fl;éjly"'yjn*l k?éj17”'7]n k#]lv 7]7L

oy I ] s )
L4ay T TTe= (s, — s0) I T (g =) |

k#5150 00dn—1 k#J15e00dn—1

Beweisskizze. Die Relation ist durch eine vollstdndige Induktion zu beweisen.

Die beiden Terme in der geschweiften Klammer haben fiir eine beliebig herausge-
griffene Integrationsvariable z; einfache Polstellen bei den Inhomogenitéten. Die
Ausfiihrung eines Konturintegrals beziiglich dieser Pole behélt die Struktur des Inte-
granden bei.

Der zweite Term in der geschweiften Klammer kompensiert fiir eine herausgegriffe-
ne Integrationsvariable z; mit seiner doppelten Nullstelle bei x; = 0 die einfache
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Polstelle des Vorfaktors. Ein Konturintegral, beziiglich des Pols im Ursprung aus-
gefiihrt, liefert ein Ergebnis, dessen Struktur dem zweiten Term in der geschweiften
Klammer entspricht und den Induktionsschritt n — n+1 des kompletten Integranden
vervollstandigt. O

Die Auswertung aller n = m Konturintegrale sammelt die Abhingigkeit von allen
Inhomogenitéten s; in einem einzigen Term mit dem Resultat

m m

B 1 1— (o) (A 1 s
¢+(m) - (1 4 a_)m o 2 <)\_?> (1 + a_)m—l ZH S _lsk : (723)

k=11=1
1#

Die Beeinflussung der Grofie ¢+ (m) durch die Inhomogenitéten s; diskutiert

Lemma 21. Sei {sj};-”zl eine beliebige Menge paarweise verschiedener komplexer
Zahlen, dann besteht fiir den rationalen Ausdruck die Identitdit

ZHSI_Sk 1. (7.24)
7k

k=1

Beweis iiber Induktion. Der Induktionsstart m = 1 erfiillt die Relation trivial. Fiir
den Induktionsschritt m — m + 1 folgt

m+1m+1 m m m

SI—=->—"TJ——+[-——
S — 8 s —s ] ]
1 I—=1 l k =1 m+1 kl:l l k =1 l m+1
£k £k
m m m
1 1 1 . )
H = H nach Liouville
S — S — X ]
=1 °L =1k =1 7L ok
£k
m m m
=y - ——1—
s — s ] s -8 S — 8
i Sml k; ! ko oy Sml kg St k
I#£k l#k
m m S
!
= E H Schluss
S — 8
h=11=1 "L °k
I#k
=1 . O

Die Emptiness Formation Probability in der inhomogenen Darstellung ¢ (m) ist so-
mit unabhéngig von den Inhomogenitéiten, und der homogene Limes ergibt trivial
unter Beriicksichtigung der Spinumkehr (Abschnitt 4.4, h — —h)

P (m) =+ i2<0> [1 i2<0> + (i—j) ! 2@}%1 . (7.25)
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Nichste-Nachbar-Korrelation

Die erzeugende Funktion der zz-Korrelationsfunktion fiir m Gitterplétze ist ein Po-
lynom vom Grade m in der Variable e®, d.h.

<exp {wien22}>Th =fot+ fr1e?+...+ fne™ . (7.26)
n=1 ’

Die Koeffizienten f,, n = 0,...,m sind im homogenen Limes physikalisch zu in-
terpretieren [17,34]: Sie sind ein Maf fiir die Wahrscheinlichkeit, dass ein Segment
von m benachbarten Plitzen durch einen Zustand beschrieben wird, fiir den die
z-Komponente S7 + ...+ 57, des Gesamtspins den Eigenwert m/2 —n annimmt. Die
Koeffizienten stellen damit eine Verallgemeinerung der Emptiness Formation Proba-
bility dar mit den Entsprechungen fo = P*(m) und f,, = P~ (m).

Speziell fiir m = 2 Kettenplitze ist der Koeflizienten fi durch die zusétzliche Bedin-
gung 1 = fo + f1 + fo festgelegt, wenn die erzeugende Funktion fiir den Parameter
p = 0 ausgewertet wird, und es gilt

<exp{weu24—¢em2}>ﬂh:aP+@)+e¢1i%§Qi(1-%?)+e%4P—@) . (7.27)

Die Parameterwahl ¢ = im reproduziert dann die zz-Korrelationsfunktion (oio3)7
fiir benachbarte Gitterplétze nach (7.5).

7.3 Die Freie Energie

Die Integraldarstellung (3.26) der Freien Energie unter der Transformation z = e~

der Integrationsvariablen w lautet im Ising-Limes

[\

f(hT)=—2 ~T

2 —oc 271 r—1

h / d_xln[l—l—Kexp(—%—TJﬁ—i)]

_ —g Th(l+a)

l4+a_=1+Ke MT+2/T  _sh(h/2T) = ch(h/2T) — /T

=14 h/2T [ch(h/2T) — /2T 4\ /sh? (h/2T) + /T }

=—-TIn [ch (%) + \/sh2 (%) + exp <%) ] . (7.28)

Mit der zweiten Zeile der Umformung ist die Emptiness Formation Probability fiir
n + 1 Gitterplétze durch die Freie Energie f(h,T) darzustellen als

1+ (o) 1+ (o) (nf(h,T) +nh)
2(14a)" 2 T 2T
Die Ergebnisse der Freien Energie und der Emptiness Formation Probability aus

ihren Integraldarstellungen, beide im thermodynamischen Limes, stimmen mit den
Resultaten (7.3) und (7.6) des klassischen Modells iiberein.

Pt(n+1)=

(7.29)
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Kapitel 8

Der Spezialfall freier Fermionen

Freie Fermionen in Tight- Binding-Niherung werden auf einer periodisch geschlosse-
nen 1D Kette mit L Plédtzen in zweiter Quantisierung durch den Ein-Band-Hamilton-
Operator

| >

L L
Hpp = 202 (c;ch + c}cﬁl) — Z (1 — 20}0]-) (8.1)
j=1 J=1
beschrieben. Die Ferml—Operatoren gehorchen den kanonischen Antivertauschungs-
relationen {c;j,c} = {c], ck} = 0 sowie {c;, ck} = §;j; und die Anzahl der besetzten

Platze wird durch das chemische Potenzial h kontrolliert. Der Hamilton-Operator

(8.1) ist mit ¢ = 27/L iiber eine diskrete Fouriertransformation! mit der Ein-
Teilchen-Dispersion &, = h + 4ccos(ng), n =0, ..., L — 1 zu diagonalisieren [15],
L—-1
. hL
Hgiag = ZO (&1¢,) en — 5> (8.2)
n—=

Die freien Fermionen in Tight-Binding-Niaherung (8.1) sind in der XXZ-Kette als
Sonderfall enthalten: Nimmt der Anisotropieparameter den Wert A = 0 an, dann
lautet der Hamilton-Operator der XXZ-Kette in den Leiteroperatoren S* = % +iS¥
und unter der Jordan-Wigner-Transformation (5.11) - (5.13)

- L
Hxx = 202 (S5 S5y + 87 8H,) +2¢(SEST +S;8F) —h)_S7
— =
L1 L b L
= 2(:; (c}ch + c;f»cjﬂ) —2¢(cler +cher) ]1;[1(1 - 20;03 -5 ; (1—2¢! 1)

Die z-Komponente des Gesamtspins ist eine Erhaltungsgrofie und ist im Teilchen-
bild zu einer festen Anzahl M € {0,1,...,L} besetzter Plitze dquivalent, weshalb

!Die diskrete Fouriertransformation ist eine unitéiire Transformation der Fermi-Operatoren, welche
die kanonischen Antivertauschungsrelationen invariant ldsst. Es gilt fiir alle m,n = 0,...,L — 1
{Em,Eny ={&},,&} =0 und {én, &L} = Omn mit

L
o gpe Aoy

n=0

L

3\

67



68 KAPITEL 8. DER SPEZIALFALL FREIER FERMIONEN

der Term Hle(l - 26;'-6]-) fiir die Diagonalisierung durch den Zahlenfaktor (—1)M
ersetzt werden kann. Die Diagonalisierung des Hamilton-Operators Hxx ergibt die
Darstellung (8.2) mit einer von der Anzahl M besetzter Plitze abhéngigen Dispersion

En:{h+4CCOS((n+%)¢) , M gerade n=0,....L—1 . (83)

h + 4ccos(ne) , M ungerade

Im thermodynamischen Limes I — oo nehmen die Argumente in den cos-Termen von
(8.3) kontinuierliche Werte aus dem Intervall [0,27) an. Die Fallunterscheidung fiir
M ist nicht langer relevant und die Hamilton-Operatoren Hpp und H xx beschreiben
die Thermodynamik freier Fermionen gleichermaflen.

Bemerkung. Eine Verschiebung des Argumentes in der Dispersion um 7 bewirkt
die Abbildung auf die erste Brillouin-Zone mit € = ¢(p) = h — 4ccosp, p € [—m, 7).

Die Wahl n = ir/2 als Parametrisierung von A = ch(n) = 0 vereinfacht alle Inte-
graldarstellungen durch die ausgezeichneten Werte sh(n) = i, sh(2n) = 0 und die
Additionstheoreme sh(A +7) = £ich()\). Die Kerne der Integralgleichungen (3.20),
(3.21) und (4.21) werden zu Null und die Hilfsfunktionen sowie die verallgemeinerte
Dichte sind durch die Inhomogenitéten der Integralgleichungen bestimmt zu

a(A) = ﬁ = exp [— %(h + Shééc)\)ﬂ ; (8.4)

2
R G e )

(8.5)

8.1 Die Abbildung auf die Brillouin-Zone

Allen periodisch geschlossenen, regelméfiigen 1D Kristallen ist eine Brillouin-Zone
[—m,7) der dimensionslosen Impulseigenwerte natiirlich zugeordnet. Unter dem Ge-
sichtspunkt, dass die XX-Spinkette einem 1D Gittermodell spinloser Fermionen dqui-
valent ist, ist die kanonische Kontur C wie folgt zu deuten: Sie besteht aus zwei zu der
reellen Achse parallelen Abschnitten C1 (Abbildung 8.1 links), die durch die Punkte
+ir /4 verlaufen?. Die Parametrisierung

w:[r/2,m)U]—m—-7/2] 5C4 , pr %Artanh(sinp) + lzﬂ (8.6a)
1 . im
w:(—m/2,7/2) —C_ , p+— 3 Artanh(sinp) — i (8.6b)

ordnet jedem Punkt w € C eindeutig einen Impuls p € [—m, ) zu, und es gelten fiir
alle w und p einheitlich die Relationen

1 . dw idp
h(2w) = — = 7
icos(p) ch(2w) ftan(p) sh(2w)

sh(2w) = (8.7)

2Die urspriingliche Kontur C nach Abbildung 3.1 ist frei deformierbar, solange keine Singularititen
der Integranden iiberschritten werden. Enthélt der Integrand als Beispiel nur den Term 1/sh(2w),
so ist die Kontur innerhalb der Analytizitétsstreifen —7/2 < Imw < 0 und 0 < Imw < 7/2 defor-
mierbar.
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Im Z}m
%
c iy c
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Re KJ Re
_in c- W@m c.
_in
2

|

Abbildung 8.1: Die kanonische Kontur C besteht aus zwei Teilkonturen Ci, die im
Abstand +ir/4 parallel zu der reellen Achse verlaufen (links). Bei der Deformation
der Kontur I" in T ist eine Polstelle auf der Kontur C zu beriicksichtigen (rechts).

Alle Integraldarstellungen der Ein- und Mehr-Punkt-Korrelationsfunktionen sowie
der Freien Energie sind durch Impulsintegrale iiber die Brillouin-Zone [—7, 7] dar-
stellbar. Die Ableitung der Integraldarstellungen birgt viele Ahnlichkeiten mit dem
Vorgehen in [31], da die Funktion G(\, () von der Temperatur unabhéngig ist und
speziell auch im Grenzfall T'= 0 Anwendung findet.

Beispiel 5. Die Magnetisierung m(h,T) nach (5.8) hat fir den Parameter n = ir/2
und den damit verbundenen expliziten Lésungen der Hilfsfunktion und der verallge-
meinerten Dichte die Integraldarstellung

m(h,T) :1—/Cd” ! ! . (8.8)

R )

Die Aufteilung C = Cy 4+ C_ der Integrationskontur und die Abbildung auf die kom-
plette Brillouin-Zone [—m, | entsprechend (8.7) mit der neuen Variablen p ergibt

1 T dp 1
m(h,T) = & — / dp . (8.9)
2 —T 27T1+exp (W)

Beispiel 6. Die Magnetisierung m(h,T) = —0nf(h,T) entsprechend (8.9) ist kon-
sistent mit der Integraldarstellung (3.26) der Freien Energie im XX -Limes,

_h T dp h — 4ccosp
F(h,T) _—E—T/_W%In [1+exp<—#)] . (8.10)

Im Argument der exp-Funktion kann die Fin-Teilchen-Dispersion € = h — 4ccosp
identifiziert werden, und 1+ exp(—¢/T) im In-Term korrespondiert mit der Fermi-
Statistik.

8.2 Die Emptiness Formation Probability

Im XX-Limes reduzieren sich die Determinanten det,, t({,w;) = det,, G(wj, &) auf
Cauchy-Determinanten, und die inhomogene Version ¢*(m) der Emptiness Formati-
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on Probability nach (7.17) fithrt im homogenen Limes auf

o Hfi;zkl sh(w;j — w) ch(&; — &)
+ dwj j
Frim) = hE?O m! [H/ 2ril+a } )] 1T ey sh(ws — &) ch(w; — &)

_ dwy ngj<kgm43h2(wj — W)
- [H/c i 1+ ] [T72, sh™ (2wy) - (81D

Der Integrand ist symmetrisch beziiglich aller Integrationsvariablen w;, und die Trans-
formation (8.7) auf die Impulse p; ergibt mit den Additionstheoremen fiir doppelte
Argumente 2sh?(a) = ch(2a) — 1 und 2sin?(a) = 1 — cos(2a)

sin2 (:n] 2pk)

qwi—wp) = ——2
sh (wj k) COS(pj) COS(pk)

(8.12)

Die Symmetrie des Integranden erlaubt die Transformation® des Vielfachintegrals
iiber C™ in ein Vielfachintegral iiber [—m, 7)™ und es folgt die Darstellung von Pt (m)
in den Impulsen p; zu

L[y [F des 1 o (P~ Pk
+m):%[g/—ﬁﬁl—l—exp(“co;ﬁ_h)} H4sm2(]2 ) . (8.13)

1<j<k<m

Die urspriingliche Determinantendarstellung des Integranden besteht weiterhin: Der
symmetrische Term Hj <k sin? (p = ) kann in das Produkt von zwei Vandermonde-
Determinanten zerlegt werden,

m m
I (252) ™5 [T (252 - g Tl
1<j<k<m j,'l;:kl 7, l;kl
J J
g L 0-emem) [ a-emen)
2 1<j<k<m 1<k<j<m
_ (1 5 H (eipk _ eipj) H (e—ipj _ e—ipk)
m(m—
2 1<j<k<m 1<k<j<m
1 . .
= ) A(?)A(e™™) . (8.14)

Die Darstellung und die Definition von Vandermonde-Determinanten A(o) ist zusam-
mengestellt in

3Fiir den rein kombinatorischen Anteil folgt durch [—7, 7] = I UI_ mit [+ = [—7, —7/2)U(7/2, 7]
und I = [-7/2,7/2] sowie den Mengen {w;}7%, {p;}7=1 der Integrationsvariablen

m

Jawr = [an . H/dw] -y % H/dw H /dw - /Epj]
- fe n=0 ({w *}‘{w Dty 5= ! "
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Lemma 22. Sei {/\j};-”:l eine Menge paarweise verschiedener komplexer Zahlen.
Dann ist die daraus gebildete Vandermonde-Determinante A(X) einem einfachen Pro-
duktterm dquivalent,

1 1 1
A Ao Am
IT % = 2) = A = detr, , , (8.15)
1<j<k<m : : :
’ APt gt A

Der Ausdruck A(eip) A(e_if”) ist in den Variablen p; symmetrisch. Unter den Integ-
ralen kann daher eine der beiden Determinanten durch das m!-fache Produkt ihrer
Hauptdiagonalelemente ersetzt [31], und das Vielfachimpulsintegral in die verbleiben-
de Determinante gezogen werden,

1

m

P (m) =

= > sign(o)

o€ em ]

= > sign(o)

11/

m

I/,

o€ 67n -J= 1

[ﬁ/%
i 2™ 1 4exp (%)

dpj

dpj

"2 L onp (T

h>_

ei(j_k)p

j=1

1

oi(o0)—i)ps

T

] [He—i(j—l)pj] det,, (ei(j_l)pk)jk

_ [ﬁ ei(U(j)—j)pj:|

© 2T 1 fexp <74“05ij_h> J

J=1

(8.16)

o detm |:/_ % 4ccos p—h :|
™ IT+exp|—F—

Die Integraldartellung (8.16) reproduziert das Ergebnis von [52], wenn die Kopplung
¢ sowie das Magnetfeld h reskaliert werden und die Periodizitdt in 27 des Integranden
berticksichtigt wird,

w dp ei(j_k)p

det e, | [ o
Clm _r % 1+ 4ccosp—h = detm 0 % 4ccos p—h
exp (—7— I+exp(—F—

(8.17)

8.3 Die Zwei-Punkt-Korrelationsfunktion

Mit der Produktformel der Cauchy-Determinanten lautet die erzeugende Funktion
der zz-Korrelation (S7S7,_ ;)7 in der Darstellung mit @ im XX-Limes

P e [ () ]

: [det“ (W)]Q

<ﬁ(‘1)09’)j>crh:§: 1_e¢

j=1 ’ n=0

(8.18)
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In der Anwendung des Differenzial-Differenzen-Operators (1/ 2D72n8g20 —DL,0,+1/4)
auf die erzeugende Funktion (8.18) sind die stetigen Ableitungen nach dem Parameter
¢ zu bilden?, da die erzeugende Funktion in den Termen (e¥ — 1)" faktorisiert. Es
folgt nach Auswertung der Ableitungen an der Stelle ¢ =0

1 1
<Sl m+1>Th 2Dm(ll + 12) Dylnll + Z . (819)
Die noch auszufiihrenden Konturintegrale I; und I weisen in den Variablen z und

z;j jeweils Pole m-ter Ordnung auf,

dw th™(w) dz 1 1
;o [ dw th"(w) [ dz 2
Y7 e 2mil + a(w) /r 2mith™(2) sh?*(w — 2) (520
1 dw] thm wj de 1 1 ?
_ - e N - . 21
2 [H/ omil+a r 27i thm(zj)} {detz <Sh(wj - Zk)ﬂ (521

Auswertung des Integrals I;

Soll die zz-Korrelation als Vielfachintegral iiber die Brillouin-Zone dargestellt werden,
so ist das I'-Integral auszufiithren. Die Behandlung der m-fachen Polstelle beziiglich
der Variable z beschreibt

Lemma 23. Sei I' entsprechend Abbildung 8.1 (rechts) eine einfach geschlossene
Kontur um den Ursprung, dann lautet das Konturintegral

m
/d_z‘<th(w)> 1 __2m ' (8.22)
r2mi\th(z) ) sh*(w—2) sh(2w)
Beweis. Die Auswertung des Konturintegrals ist mit dem Residuensatz moglich. Wird
[ in I' deformiert (Abbildung 8.1 rechts), so ergibt das ausgefiihrte Konturintegral
mit I' den Wert Null: Der Integrand strebt fiir |z| — oo asymptotisch gegen Null und
aufgrund seiner Periodizitét in im heben sich die zu der reellen Achse parallel verlau-

fenden Teilabschnitte von I' bei +im/2 gegenseitig auf. Es folgt mit der zweifachen
Polstelle des Integranden bei z = w

/p 517 (ﬁ({meh(: ) T e [(i}ﬁ((w; >msh2<i - z>] - sh2<ZL> '

O

Das Integral I; schieBlich ist nach der Anwendung von Lemma 23 auf die Integraldar-
stellung (8.8) der Magnetisierung zuriickzufiihren mit

dw 2m 1 1 ;
= /c 271+ (@) sh(2w) m[g — (S >T,h] : (8.23)

“Die stetigen Ableitungen nach den Parameter ¢ ergeben auf den Term (e¥ — 1)" angewandt

O,(e” —1)" = n(e” — 1)”719)’ , &i(e“" —1D)"=nn-1)(" -1)"" 2e2¢ 4 n(e? 1)”719)’
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Auswertung des Integrals I,

Wird das Quadrat der Cauchy-Determinante in allen Variablen explizit ausgeschrie-
ben, ist Iy auf I; zuriickzufiihren, ergéinzt um einen noch zu bestimmenden Integral-
ausdruck entsprechend

dw; th™(w; dz 1 2
L =1 = — . (8.24
2T [H/ 271 1+ a(wy) ] [ r 2mith™(z) sh(z — wy) sh(z — wy) (8:24)

Zwei-Punkt-Korrelationsfunktion

Fiir die Darstellung der Korrelationsfunktion (S{S7?, . ;)75 durch Impulsintegrale
tiber die Brillouin-Zone ist nur das I'-Integral in der Darstellung (8.24) auszuwer-
ten; mittels Deformation® der Kontur I' nach I folgt analog zu Lemma 23

w=i-[11 | ) e (][] )] o

Bevor die Konturintegrale iiber C in Impulsintegrale iiber die Brillouin-Zone trans-
formiert werden, ist noch mit den diskreten ersten und zweiten Ableitungen D}, und
D2, auf die Terme I; und Iy zu wirken. Mit D} m = 1, D2m = 0 und D2,m? = 2
sowie der Hilfsrelation

i oo () - [5] )]
1 9th™(wy) 1 dcth™(ws) 1 Jth™(ws) 1 cth™(wy)

- _E 8&)1 E OOJQ B E 8&)2 E 8&)1 (826)

separiert der diskret differenzierte Integralausdruck in Is in ein Produkt zweier ein-
facher Konturintegrale, und fiir die Zwei-Punkt-Korrelationsfunktion folgt mit der

Magnetisierung (S*)7., = (S7)1.n = (Sfi1)T)h

<Sl m+1> <Sl >T,h <S1Zn+1>T,h

B dw 1 Gyth™(w) dw 1 Jycth™(w)
ClJe2mil4aw) m ¢ 2wl +a(w) m

(8.27)

Die th- und cth-Terme der Integranden sind durch die Beziehungen (8.7) in Impuls-
variablen darzustellen mit th(w) = 1/cth(w) = —ie'?, und nach Transformation der
Differenziale sowie Ableitungen ist

. T dp cos(mp) 2
T e ] I LE

Bei der Deformation der Kontur I’ nach Abbildung 8.1 (rechts) sind die beiden einfachen Pol-
stellen bei z = w1 und z = w2 zu beriicksichtigen mit dem Resultat

/ E 1 1 _ 1 |: 1 B 1 ]
r 271 th™(2) sh(z — w1) sh(z — w2) sh(wi —w2) | th™(w1)  th™(w2)
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Bemerkung. Die Zwei-Punkt-Korrelationsfunktion in der Form (8.28) hat mit loka-
len Feldern hq und h,,,4+1 an den Plitzen 1 und m+ 1 die Bedeutung einer Greenschen
Funktion auf der Kette,

(s 0087 )7,
L+ 1) 5= (58) = (50D (i) = il — LI (5.

Der Grenzfall =0

Im Limes T — 0 + 0 sind fiir das Vorzeichen des Argumentes der exp-Funktion die
Fille ‘h| 2 4c zu unterscheiden:

(i) |h| =4c, g(1,m+1)=0

Das Argument w ist entweder ausschliefilich positiv oder negativ. Bei

positiven Argumenten wird der Integrand und somit das Integral durch den
exponentiell wachsenden Nenner im Limes T — 0 + 0 zu Null. Bei negativen
Argumenten verbleibt fiir 7 — 0 + 0 eine Integration von cos(mp) iiber das
Intervall [0, 27], die als Ergebnis auf Null fiihrt.

(i) |h| < 4c
Es findet im Argument ein Vorzeichenwechsel bei pg = arccos (%) statt, mit

0 < pp < 7, und die Greensche Funktion g(1,m + 1) ist durch Tschebyscheft-
Polynome T}j(z) = cos (j arccos(z)) auszudriicken,

T—040 —po mi
cos | 2m arccos (ﬁ) -1
_cos(2mpg) —1 dc
- 2(mm)2 2(mm)?
Tom (35) — 1

Die Formeln (8.28) und (8.30) entsprechen den Darstellungen in [48] (fiir h = 0)
und [3]. Die Asymptotik der Zwei-Punkt-Funktion fiir grofie Abstinde m auf der
Kette ist in [3] behandelt.
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Der isotrope Limes

Die Heisenberg-Kette mit der isotropen Wechselwirkung (S;_1,S;) benachbarter Spins
wurde bereits 1931 von H. Bethe exakt gelost [5], dessen Name zu einem festste-
henden Begriff fiir den darin verwandten Koordinaten-Bethe-Ansatz und den daraus
abgeleiteten Bethe-Ansatz-Gleichungen wurde. Der Hamilton-Operator lautet fiir die
Heisenberg-Kette

M=

Hxxx =c ‘ (af_la;” +of 0l + aj_pj-) —cL (9.1)

7j=1

und kann durch A = 1 aus dem Hamilton-Operator der XXZ-Kette gewonnen wer-
den, wodurch sich die additive Konstante —cL erklért. Die Parametrisierung n = 0 des
isotropen Punktes ist in allen Integralgleichungen und Integraldarstellungen nicht un-
mittelbar durchzufiihren: Die Inhomogenitéiten, Integralkerne und Vorfaktoren neh-
men fiir n = 0 ebenfalls den Wert Null an und fithren mit den zu Geraden entarteten
Konturen C zu keinem verwertbaren Ergebnis.

Die Darstellungen der Hilfsfunktion, der verallgemeinerten Dichte und der erzeugen-
den Funktion am isotropen Punkt sind vielmehr durch einen Grenzwertprozess n — 0
zu bestimmen. Wird der dominante Anteil — der Grenzwert Null — in den Inhomoge-
nitédten, Kernen und Vorfaktoren durch eine Skalierung abgespalten, so bleibt deren
Struktur bestehen.

9.1 Die Integralgleichungen am isotropen Punkt

Der isotrope Limes nn — 0 ist 0.B.d.A. fiir rein imaginére 7 := ia durchzufiihren, mit
a reell und positiv. Alle Argumente A, w und Inhomogenititen & skalieren mit

A=av , w=au , {=ax (9.2)

und im Limes o — 0 + 0 lauten die Integralgleichungen (3.20) und (4.21) fiir die
Hilfsfunktion und die verallgemeinerte Dichte

h 2 1 _/ duln (14 a(au))

T P Too T Jopr Th 0w ©:3)

Ina(av) = — cla™ 1+ v —u)?
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Abbildung 9.1: Die Integrationskontur K wird durch die Grenzen ++ auf einen Strei-
fen begrenzt, fiir den 0 < v < i/2 gilt.

—gG(aV azx) = @ 1 —§G(au, ax) _ 1
i ) - claT 1—|—(I/—u)2 1+ a(au) (v—z)(v—x—1i

(9.4)

Aus den umskalierten Funktionen a(av) und —$G(av, ar) werden unter Beibehal-
tung der Bezeichnungen per Definition die neuen Funktionen a(v) = 1/a(r) und
G(v,z), die den Integralgleichungen

h 2 1 duln (1 +a(u))
lna(u):—T—l-Ty(V_i_.) /KW T+ v—u)? (9.5)
Inav) = % * %V(Vl— i) * /K% lln—l(—l(j/_f(:;))2 (96)

_ [du 1 Glu,z) 1
G(V’x)_/Kﬂ 1+ (v—uPl+au) wY—o)v—o-i (07)

gehorchen und mit den Darstellungen [15] zur Heisenberg-Kette fquivalent sind. Die
Entartung der Kontur C zur Geraden wird durch die Skalierung der Argumente auf-
gehoben: K = C/a verlduft im Streifen | Imu| < v und besteht aus zwei Teilkonturen
iiber und unter der reellen Achse (Abbildung 9.1). Die Auswirkung der Skalierung
auf die Integraldarstellungen zeigen

Beispiel 7. Die Freie Energie der periodisch geschlossenen Heisenberg-Kette im ther-
modynamischen Limes lautet am isotropen Punkt

_h duln (1+a(u)) h duln (1 +a(w))
f<h’T>__§_TA%W_§+T/I(%W . (9.8)

Beispiel 8. Die Wahrscheinlichkeit, dass auf der Heisenberg-Kette m benachbarte
Spins in Vorzugsrichtung eingestellt sind, folgt aus (5.22) zu

mo(y. —{)i—lymTd k—1
[ 2 1)
2 1+ a()) | [li<jcram Vi — ve +1) (k—1)! 0z
(9.9)

Die Emptiness Formation Probability fir m benachbarte Spins ist im Zugang tiber
die erzeugende Funktion durch m Konturintegrale bestimmit.
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9.2 Die Reduktion von Vielfachintegralen

Die in Beispiel 8 vorgestellte strikte Entsprechung von Gitterplatz- und Konturanzahl
besteht nicht mehr fiir das nachfolgende Beispiel von zwei benachbarten Gitterplitzen
auf der isotropen Heisenberg-Kette:

Im feldfreien Fall gilt fiir die Magnetisierung der antiferromagnetisch gekoppelten
Spins (o*)1 = 0, und aus der Definition von P*(m) folgt fiir m = 2

1 . 1 5 1—|—<O'ZO'Z> R 1+<O’Z:_ 0'77>T’h
Pr(2) = <§(1+al)§(1+ag)>“= 12Th - T . (9.10)

)

Bezeichne weiter € := (Hxxx)/L die innere Energie pro Gitterplatz, dann ergibt sich

aus der vorherrschenden Symmetrie (0F_107)7,, = <0§-/_1O'§-/>T7h =(05_10%)1n

1 €
Pt2)=-+— . 11
) 3 + 12¢ (9:11)
Die innere Energie € steht mit der Freien Energie f iiber die aus der Thermodynamik
bekannten Relation e = 9y /p(f/T) in Beziehung. Auf die gleiche Weise, wie in Ab-
schnitt 3.3 fiir die Magnetisierung m(h,T) = —0y f(h,T) eine Integraldarstellung in
(3.28) - (3.36) abgeleitet und auf die verallgemeinerte Dichte G()\,0) zuriickgefiihrt

wurde, ist
B AN du 1 G(u,0)
e=or(7) = ‘C/K?u(u “DT+aw) (9.12)

und die Emptiness Formation Probability fiir m = 2 Gitterplidtze kommt im feldfreien
Fall durch ein einziges Konturintegral aus. Es ist
1 fdu 1  G(u,0)

1
3 12 Jpm u(u—1)1+a(u) (9.13)

PT(2) =
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Der Grenzfall T'=0

Der Limes T' — 0 in der erzeugenden Funktion und allen enthaltenen Groflen repro-
duziert die Integraldarstellungen aus

Lemma [33] 24. Sei die Dichteverteilung p der Bethe-Ansatz-Zahlen (zu der gewéhn-
lichen Transfermatriz) durch die lineare Integralgleichung

~2mip\ Q)+ [ An KO =10 p(1.0) = Q) (10.1)

sh(2n)
sh(A 4+ n) sh(A —n)

K(\) = (10.2)

gegeben. Dann lautet die erzeugende Funktion (exp(pQ1,m)) = (exp(p > ny ens?))
auf dem Integrationsintervall I im homogenen Limes

N dz; n (20 + 3)sh(Aa — $)\™
(exple@un) = 2, e {H/ =1ie AH ( o)
Win({\}, {z}) det, M()\j,zk) dety, p(Nj, zx) (10.3)
—~ _ ' ' msh(Ag — Aj +1)sh(\j — 24 + 1)
M(Xj, z) =t(z, Aj) —l—e“ot()\y,zk)g B0 G o (109
1T ShOa — 20 + 1) sh(z — A+ 1)
Wa({A} {2}) = ];[];[ N EVE Y e e (10.5)

Die Integrationskontur v umschliefst den Punkt /2, und der Integrationsweq I ist
definiert durch das Intervall I = [—Ap, Ap]. Mit den Intervallgrenzen ist zusditzlich
eine Integrationsrichtung vorgegeben.

Im masselosen Fall —1 < A < 1 ist n rein imagindr mit —m < Imn < 0 und I ist
mit A, > 0 ein Teilintervall der reellen Achse. Fiir A > 1 istn reell (n < 0) und die
Grenzen +Ay, nehmen rein imagindre Werte an mit Im Ay, < 0.

Die Bestimmungsgleichung fiir Aj, findet sich in [35], allerdings in einer zu [33] ab-
weichenden Notation.
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10.1 Integralgleichungen der Hilfsfunktion

Der Limes 7' — 0 ist in den Integralgleichungen (3.20) und (3.21) der Hilfsfunktio-
nen a und @ nicht trivial zu bilden, da die Inhomogenitdten mit 1/7" skalieren. Erst
die Definitionen ¢ = —T'Ina und € = —T'Ina fithren mit um F7/2 verschobenen
Argumenten! in a und @ auf die Bestimmungsgleichungen

_ 2¢sh?(n) dw sh(2n) Tln (1 4 es@)/T)
e(v) =h+ sh(v +n/2)sh(v —n/2) cj? 2mish(v —w+n)sh(v —w—17n) (10.6)
= . 2c Shz(’r]) dw Sh(2?’]) Tln (1 + e—é(w)/T)
E(v)=—-h+ sh(v +n/2)sh(v —n/2) B / 2_71'ish(1/ —wtmsh(v—w—n)’ (10.7)

¢~y
die im Grenzfall T' = 0 untersucht werden konnen. Dass die Verschiebung der Argu-
mente zweckmifig ist, zeigt die genauere Analyse von (10.6) und (10.7).

Anisotropien A > 1

In der Parametrisierung A = ch(n) ist 7 reell zu wihlen und fiir den Vergleich mit [33]
0.B.d.A. als negativ anzusetzen. Alle Integrale sind entlang der verschobenen kano-
nischen Kontur C auszufiihren, die bei einer Hohe von 7 in imaginérer Richtung auf
die maximal mégliche Breite von |n| durch den Limes v — |n|/2 ausgedehnt wird
(Abbildungen 3.1, 10.1). Der Limes ist erforderlich, damit die Polstellen der Integral-
kerne von (10.6) bzw. (10.7) bei einer fest auf der Integrationskontur vorgegebenen
Variable v nicht auf der Kontur selbst zu liegen kommen, sondern stets auflerhalb
davon bleiben.

Aufgrund der Periodizitéit aller Integranden in im tragen nur die beiden vertikalen
Abschnitte von C zu den Konturintegralen bei: Fiir eine rein imaginir gewéhlte Va-
riable v beschreibt e(v) die Hilfsfunktion a(rv — n/2) auf dem rechten Teilstiick und
z(v) entsprechend a(v+n/2) auf dem linken (—7/2 < Imv < 7/2). Uber die Relation
d = 1/a sind a und @ auf allen relevanten Teilen der Kontur C bestimmt und es gelten
zusitzlich die Beziehungen (v +n) = —¢(v) und (v — n) = —¢(v).

Fiir den Ausdruck T'In(1 4 e~*@)/T) ist im Grenzfall T = 0 nur entscheidend, ob der
Realteil von e positiv oder negativ ist mit

fiir alle w mit Ree(w) < 0

lim Tln(1+e*@/T) = {_5(“’) ’ (10.8)

T—0+0 0 , sonst

Ein Resultat der gleichen Form gilt fiir 7"In(1 +eEW)/ 7). Unter den Annahmen, dass
der Realteil der Funktion () bei £Q(h,c) zwei Nullstellen aufweist und zwischen

! Die Integralgleichungen (3.20) und (3.21) sind von Differenzenform und die Transformation der
Argumente A\ = v F /2 bewirkt eine Verschiebung der kanonischen Kontur C — C &+ 7/2. In einem
vorgegebenen Koordinatensystem mit komplexer Variable v ist der Ursprung ¢ des Relativsystems
von (3.20) und (3.21) in der Variablen A dann mit £ = +7/2 festgelegt.
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Abbildung 10.1: Die um +7/2 verschobene Kontur C verlduft entweder mit ihrem
rechten oder linken vertikalen Teilstiick auf der imaginidren Achse (Die Kontur ist
fiir eine bessere Unterscheidung versetzt neben der imaginéren Achse gezeichnet).
Die Stellen £Q(h,c) markieren die Positionen, an denen die Kontur in die komple-
mentéren Abschnitte Z(H) und Z(-) aufgeteilt wird. Es gilt < 0.

diesen negative Werte annimmt, reduzieren sich die Integralgleichungen (10.6) und
(10.7) im Grenzfall T = 0 auf

B 2¢sh?(n) [ dw sh(2n) e(w)
) =h sh(v +n/2)sh(v —n/2) I(Z) 2rish(v —w+n)sh(v —w—mn) ' (10.9)
N 2¢sh?(n) dw sh(2n) g(w)
e(v)=—h+ sh(v +n/2)sh(v —n/2) I(/) 2rish(v —w+n)sh(v —w — 1)
(10.10)

Die Lage der Konturen Z() und Z(-) zeigt Abbildung 10.1; die Kopplung ¢ sowie das
duBere Feld h sind als positiv vorausgesetzt. Wihrend g(v) entsprechend (10.10) einen

nichtverschwindenden Imaginérteil aufweist, ist () nach (10.9) auf [—in/2,ir /2] so-
gar rein reell mit a( + Q(h, c)) = 0.

Dass die beiden obigen Annahmen zutreffen, ist leicht einzusehen. Fiir gentigend star-
ke Magnetfelder h > 0 ist e(v) fiir alle v € [—in/2,i7r/2] positiv und die Teilkontur
M) reduziert sich auf einen Punkt? (Nullmenge). Der Realteil der Funktion Z(w) da-
gegen nimmt fiir w € C—n/2 durchgéingig negative Werte an. Erst nach Unterschreiten
eines kritischen Feldes hj mit Q(hy,c) = 0 entsteht zwischen £Q(0 < h < hy, ¢) ein
Bereich mit €| < 0.

2Ein physikalisches Bild kann mit der Magnetisierung (5.8) verbunden werden. Diese ist bei einem
Vorgriff auf den Grenzfall T = 0 in den Integraldarstellungen (Gleichung (10.11)) durch den Ausdruck
dw

(UJ - 77/270)

1
h,T=0) ==
m(hT=0) 2+/I<+) ori

gegeben und reduziert sich bei einem Intervall I vom MaBe Null auf den Wert 1 /2. Alle Spins
sind dann entlang des Magnetfeldes ausgerichtet.
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Im
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Abbildung 10.2: Die um +7/2 verschobene Kontur C féllt entweder mit ihrem oberen
oder unteren Teilstiick mit der reellen Achse zusammen. Die Stellen £Q(h,c) mar-
kieren die Positionen, an denen die Kontur in die komplementéren Abschnitte Z(+)
und ZC7) aufgeteilt wird. Es gilt —7/2 < Im7 < 0.

Im Falle negativer Magnetfelder h < 0 verlagern sich die Nullstellen E( + Q(h, c)) =0
auf den linken Abschnitt der Kontur, der durch die dann dort rein reellwertige Funk-

tion (v) beschrieben wird. Die Kontur Z(~) reduziert sich auf das einfache Intervall
[4+Q(h,c), —Q(h,c)] und ) auf das entsprechende Komplement.

Anisotropien 0 < A <1

Abgesehen von der Tatsache, dass 7 jetzt rein imaginér ist, und die Kontur entspre-
chend Abbildung 10.2 verschoben wird, ist der Grenzfall T = 0 auf die gleiche Weise
wie fiir A > 1 zu behandeln. Der Vergleich mit [33] ist iber Imn < 0 durchzufiihren,
unter der vorldufigen Einschrinkung auf das Intervall —7/2 < Imn < 0.

Im Limes T' — 0 folgen die beiden Integralgleichungen (10.9) und (10.10) und es ist
elz+) < 0. Die Abbildung 10.2 zeigt den Verlauf der Konturen IO und TG bei
positiven Magnetfeldern und Kopplungen.

Bei der Behandlung von negativen Magnetfeldern h verschieben sich die Nullstellen
Z(£Q(h,c)) = 0 auf den unteren Teil der Kontur mit entsprechend modifizierten Ab-
schnitten Z(+) und 7).

Das noch zu beschreibende Intervall —7 < Imn < —7/2 fiihrt auf Teilkonturen, die
nicht mit der reellen Achse zusammenfallen (Abbildung 10.3 links). Ein direkter Ver-
gleich mit [33,35] ist daher erst moglich, wenn die Konturen asymmetrisch gewiihlt
werden entsprechend Abbildung 10.3 (rechts). Die Asymmetrie ist zuléssig, solan-
ge die zusitzlichen Losungen der Bethe-Ansatz-Gleichungen weiterhin auflerhalb C
liegen.

Bemerkung. Der zu beschreibende Wertebereich —1 < A < 0 ist alternativ nach
den Symmetrierelationen aus Abschnitt 4.4 durch die gleichzeitigen Transformationen
¢c— —¢, h— —h,a—aund @ — a von dem Intervall 0 < A < 1 aus erreichbar.
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Abbildung 10.3: Die symmetrische Wahl der Kontur C mit der reduzierten Hohe 7— ||
im Falle —1 < A < 0 fiihrt zu Teilabschnitten, die bei Verschiebung um +7/2 nicht
mit der reellen Achse zusammenfallen (links). Die asymmetrisch gewihlte Kontur C
(rechts) behebt diese Schwierigkeit. Der Punkt e kennzeichnet den Koordinatenur-
sprung des zugeordneten Relativsystems. Es gilt —7 < Imn < —7/2.

Verallgemeinerte Fermi-Funktion

Die als Anregungsenergien interpretierbaren Funktionen e(v) und £(v) bilden die
Vorstufe fiir die verallgemeinerte Fermi-Funktion 1/(1 + @)

_ 1 7(+)
1 aw-n/2) 1 { . Ve (10.11)

1+a(v—mn/2) 1+alv—mn/2) 1+eW/T o , sonst

auf der verschobenen Kontur C. Die Funktion ¢(v) stimmt durch die Identifizierung
der Intervalle I = —Z() mit [35] iiberein. Alle Intervalle und Teilstiicke enthalten
Integrationsrichtungen, die durch Vergabe von Vorzeichen umgekehrt werden kénnen.

Die verallgemeinerte Fermi-Funktion 1/(1 + a) ergénzt den allgemeinen Zusammen-
hang 1/(14+a) +1/(1 + a) =1 um die Relation

(10.12)

1 a(v+n/2) 1 0 , sonst
= = —
l+alv—n/2) 1+alv+n/2) 1+eW/T 1, vez®)

Das Teilstiick Z(t) ist, im Gegensatz zu Z(7), fiir h,¢ > 0 ein zusammenhingendes
Intervall auf der reellen oder imagindren Achse. Der Vergleich mit den Ergebnissen
[33] ist daher mit den Integraldarstellungen moglich, die den Term 1/(1+a) enthalten.

10.2 Die verallgemeinerte Dichte

Die lineare Integralgleichung (4.60) fiir die Bestimmung der verallgemeinerten Dichte
in der Darstellung mit a,

dw sh(2n) Gw-¢&§¢(-¢
2mi sh(A —w+n)shA—w—n) 1+aw—-¢ '

G(A—g,c—o:—t(A,o—/

C+¢
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ist fiir den Koordinatenursprung £ = 7/2 im Limes 7' — 0 zu untersuchen. Die
Anwendung von (10.11) ergibt

dw sh(2n) G(w —n/2,( —n/2)
—t(A. <) _/ 21 sh(\ —w +n)sh(A\ —w —1n) 10.15)

)
Die Definition G(A — &, ¢ — n/2) = 27ip(A, () sowie die Identifizierung der Intervalle
I = —I) reproduzieren die Bestimmungsgleichung (10.1).

10.3 Die erzeugende Funktion

Die Darstellung (4.61) der erzeugenden Funktion mit @ lautet in einem um & verscho-
benen Koordinatensystem der Integrationsvariablen

<eXp {(’Dni::len22}>T,h _n: [H /c+g (;:i L+a(w; —¢§) (Shs(};(jwigj)n)>m]
[H/miii <Shsffzf”) Hl,iii =

J,k=1
dety, M (wj, z,) dety, G(wj — &, 2z, — &) . (10.14)

Diese Darstellung reduziert sich mit der Relation (4.44) zwischen den Determinanten
det,, M und det,, M im Limes T — 0 fiir £ = n/2 auf

<exp{907:2i:16n22}> :f: (n!)2 [H/(+) C;:i <:E§Zj +Z§;;> }
)
)

{ﬁ/wz o (Gem) (1L se=

J

o sh(zp —wj +1) ~
dety, M (w;, z,) det,, p(ws,
[ jlkll sh(w; —wp + )] (05 7] detn pluj, 21)

Das entspricht genau (10.3)-(10.5), wenn mit dem Vorzeichen (—1)" die Integrations-
richtung in allen n Intervallen Z(+) umgekehrt und T + n/2 mit ~ identifiziert wird.

Bemerkung. In allen drei Abbildungen 10.1-10.3 sind die Koordinatenurspriinge
der Relativsysteme durch einen Punkt e markiert, und die Konturen versetzt zu den
Achsen und Strukturen gezeichnet, mit denen sie zusammenfallen.
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Zusammenfassung

Die anisotrope Heisenberg-Kette als integrables System kann auf der Grundlage des
verallgemeinerten Modells [43] mit der R-Matrix der XXZ-Kette behandelt werden.
Das Modell enthélt zwei frei wihlbare Funktionen a(A) und d(\) als so genannte
Parameter und das Eigenwertproblem der zugeordneten Transfermatrix t(\) wird
mit dem algebraischen Bethe-Ansatz gelost. Eine Bestandsaufnahme hierzu bilden
die Gleichungen (3.3) - (3.5). Fiir die Wahl der beiden Parameter sind bislang zwei
Moglichkeiten bekannt, die einen Bezug zu der XXZ-Kette herstellen. Im ersten Fall
ergibt sich als Darstellung die gewohnliche Transfermatrix, deren Eigenwerte das
Energiespektrum bestimmen und deren Eigenvektoren gleichzeitig die Eigenzusténde
der Kette bilden. Im zweiten Fall folgt als Darstellung die QTM: Der fiihrende Eigen-
wert liefert im thermodynamischen Limes die Zustandssumme, wéihrend der entspre-
chende Eigenvektor alle Informationen iiber die statischen Korrelationen enthélt. Die
Bedeutung des fithrenden Eigenvektors fiir die Korrelationen wurde hier mit (2.34)
erstmals erkannt und ausgenutzt.

Die vorliegende Arbeit hatte das Ziel, auf der XXZ-Kette die statischen Korrela-
tionen nach (2.34) bei endlichen Temperaturen 7' und endlichen Magnetfeldern h
zu berechnen. Die Darstellung erfolgte exemplarisch am Beispiel (2.40) einer ein-
parametrigen erzeugenden Funktion [24] der zz-Korrelation, fiir die N. Kitanine
et al. [33] im Grundzustand (7" = 0) eine Vielfachintegraldarstellung auf der Basis
der Yang-Baxter-Algebra bestimmen konnten. Das Beispiel wurde in dieser Arbeit
mit Bedacht gewéhlt, da die erzeugende Funktion im algebraischen Bethe-Ansatz ein-
facher zu behandeln ist als die zz-Korrelation direkt und im Gegensatz zu anderen
einfach zu berechnenden Korrelationsfunktionen, wie z.B. der zusétzlich enthaltenen
Emptiness Formation Probability, physikalisch interessant ist.

Die erzeugende Funktion (2.40) konnte nach dem Regularisieren in den Argumenten
&; und bei endlicher Trotter-Zahl N anhand von den Resultaten [33] aus dem alge-
braischen Bethe-Ansatz vereinfacht und mit der Slavnovschen Skalarproduktformel
(4.2) in einer geschlossenen Form dargestellt werden. Zudem war es moglich, den ge-
schlossenen Ausdruck mit der nichtlinearen Integralgleichung [39] einer Hilfsfunktion
a(A) zu kombinieren, um damit den Trotter-Limes N — oo in die Integralgleichung
der Hilfsfunktion (3.11) zu verlagern. Fiir diesen Zweck wurde von den analytischen
Eigenschaften des Terms a'/(1 + a) Gebrauch gemacht, der bei den Bethe-Ansatz-

85
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Zahlen der QTM einfache Polstellen mit dem Residuum FEins aufweist und durch
Konturintegrale in die bestehenden Ausdriicke aufgenommen werden kann.

Das Vorgehen fand Anwendung bei einer Matrixinvertierung (Anhang A.1), die aus
den Determinantendarstellungen der beteiligten Skalarprodukte folgte und im FEr-
gebnis eine verallgemeinerte Dichtefunktion G(A, () via Integralgleichung (4.21) defi-
nierte. Interessant war, dass sowohl G(\, () als auch a(\) iiber die gleiche kanonische
Kontur C in der komplexen Ebene definiert waren.

Das nochmalige Anwenden des Residuensatzes im Ausdruck fiir die erzeugende Funk-
tion ergab schliefllich ein Vielfachintegral (4.32), das mit einer nur die Bethe-Ansatz-
Zahlen der QTM und nicht den Ursprung einschlieenden Kontur C — I' gebildet
wurde. Fiir die Durchfiihrung des Trotter-Limes war aufgrund des Hiufungspunk-
tes der Bethe-Ansatz-Zahlen im Ursprung die Deformation von C — I' in die von der
Trotter-Zahl unabhéngige kanonische Kontur C nétig. Die dabei zusétzlich zu bertick-
sichtigenden Residuen der Integranden bei den Inhomogenitéten £; konnten mit dem
gefundenen kombinatorischen Lemma 6 zum Endergebnis (4.47) aufsummiert wer-
den. (4.47) enthélt die Trotter-Zahl nur noch indirekt iiber die Hilfsfunktion und ist
somit fiir alle N, den Trotter-Limes mit (3.20) fiir a(\) eingeschlossen, giiltig. Eine
formale Teilchen-Loch-Transformation a(A) — @(\) fithrte zu einer dquivalenten In-
tegraldarstellung (3.21), (4.59), (4.60).

Bei der Vorgehensweise handelte es sich um einen konstruktiven Beweis fiir die in
den Argumenten {; regularisierte erzeugende Funktion, die zusitzlich die Magneti-
sierung und die Emptiness Formation Probability beschreibt. Der homogene Limes
§; — & = 0 schliefflich fithrte die Resultate mit (4.49) und (4.61) auf die XXZ-Kette
zuriick.

Im Hochtemperaturlimes war es durch eine Entwicklung der Hilfsfunktion in Poten-
zen von 1/T moglich, alle Konturintegrale fiir die erzeugende Funktion (6.28) bis zur
einschlieBlich ersten Ordnung in 1/7" zu berechnen und durch Rekursionsbeziehungen
den homogenen Limes zu bilden. Gleichzeitig waren damit die zz-Korrelation (6.33),
die Emptiness Formation Probability (6.34) und die Ein-Punkt-Funktionen (6.35) bis
zur gleichen Ordnung bestimmt. Durch Veroffentlichung der Artikel [18,19] aus dieser
Arbeit konnten zudem Z. Tsuboi und M. Shiroishi [74] im isotropen Limes die Integ-
raldarstellung der Emptiness Formation Probability fiir eine systematische Hochtem-
peraturentwicklung nutzen. So war es ihnen z.B. moglich, im feldfreien Fall P(3) bis
zur Ordnung 42 in 1/7 anzugeben. Ebenfalls konnten M. Bortz und F. Gshmann [12]
die Integraldarstellungen fiir numerische Berechnungen bei endlichen Temperaturen
nutzbringend anwenden.

Die Auswertung der Integraldarstellungen lie8 sich im Ising-Limes fortsetzen. Wah-
rend die Hilfsfunktion auf die eindeutige Losung (7.13) einer quadratischen Gleichung
reduziert und die verallgemeinerte Dichte mit (7.16) angegeben werden konnte, wurde
die Integraldarstellung der Emptiness Formation Probability mit dem Residuensatz
berechnet. Interessant war in diesem Zusammenhang, dass das Resultat (7.25) von
den Inhomogenitéten §; unabhéngig war. Mit der Emptiness Formation Probabili-
ty P*(2) folgte zudem die zz-Korrelation nichster Nachbarn. Die allgemeine Zwei-
Punkt-Funktion fiir beliebige Absténde aus der erzeugenden Funktion zu ermitteln,
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steht noch aus.

Abweichend von dem bisherigen Schema wurden im XX-Limes die Konturintegrale
nicht berechnet, sondern einer Variablentransformation (8.6) unterzogen. Die Deter-
minantendarstellung (8.16) der Emptiness Formation Probability in den neuen Im-
pulsvariablen reproduzierte das Ergebnis aus [52], wihrend auf die erzeugende Funk-
tion, wie bereits bei N. Kitanine et al. [31] fiir den Grundzustand, der Differenzial-
Differenzen-Operator (2.38) angewandt werden konnte. Die Integrale separierten dar-
aufthin und die daraus folgende Zwei-Punkt-Funktion (8.28) verallgemeinert damit
die Darstellung [31] auf endliche Temperaturen. Die Hilfsfunktion (8.4) und verall-
gemeinerte Dichte (8.5) waren durch die wegfallenden Integralkerne trivial durch die
Inhomogenitéten der Integralgleichungen gegeben. Die Ergebnisse aus dem XX- und
Ising-Limes bildeten zusammen eine weitere Veroffentlichung [21] aus dieser Arbeit.

Am isotropen Limes, der aus einer Umskalierung der Variablen folgte, konnte am
Beispiel der Emptiness Formation Probability fiir zwei Gitterpliatze die Reduktion
der Vielfachintegrale von zwei auf eins gezeigt werden. Dies wirft die Frage auf, ob
es allgemein moglich ist, die Zahl der Konturintegrale in den Vielfachintegraldarstel-
lungen zu reduzieren. Weiterhin wurde in allen bis zu diesem Punkt betrachteten
Limites die Freie Energie zusétzlich angegeben.

Den Abschluss der Arbeit bildete der Grenzfall T' = 0, der auf die Integraldarstellung
der erzeugenden Funktion im Grundzustand [33] (den Ausgangspunkt der Verallge-
meinerung auf endliche Temperaturen) fiihrte. Das Vorgehen ist natiirlich auch auf
andere Korrelationsfunktionen, wie etwa <O';_O']; )71, anwendbar und konnte allgemein
auf die Bestimmung von Dichtematrixelementen [17,20,22] erweitert werden. Diese
bilden als thermische Erwartungswerte von Tensorprodukten der gl(2)-Standardbasis
die Grundlage aller Korrelationsfunktionen. So lisst sich etwa durch Aufsummation
von Dichtematrixelementen die erzeugende Funktion im XX-Limes als

™ dp e(j_k)p —+ e@e(k_j)p

m
<H(é£o).> :detm[/ —| (11.1)
j=1 7/ Th —T 2T 1 + exp ( — %) ];1 ,777711

darstellen, vorausgesetzt, es liegt kein dufleres Feld h an. (11.1) bildet damit die Ver-
allgemeinerung der entsprechenden Formeln im XX-Limes [34].

Eine weiterfiihrende Problemstellung ist, ob die Dichtematrixelemente in den Inho-
mogenititen Funktionalgleichungen wie bei T' = 0 erfiillen [8,9] und ob die Fusi-
onshierarchie damit zusammenhéngt. Eventuell kann aus den Integraldarstellungen
die Asymptotik bei T' > 0 direkt berechnet werden, wie dies z.B. fiir T' = 0 bei der
Emptiness Formation Probability moglich war [32,46].
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Anhang A

Die erzeugende Funktion im
Detalil

A.1 Matrizeninvertierung und Integralgleichungen

Die Umformung des Ausdruckes det N,/ det Ny = det(Ny ' N,,) =: det J fiihrt auf die
Bestimmungsgleichung N,%. = >, No%, Jb, einer Matrix J = (J%),

C

(i) deren nichttriviale Eintréige in den Spalten b = 1,...,n enthalten sind, und
(ii) diesich firb=n+1,...,N/2 wie J% = ¢ verhilt.

Die Zeilen a und Spalten b der gesuchten Matrix werden fiir die nichttrivialen Eintrége
JY% = J(Aa — & & — &) durch Funktionsargumente referenziert und det J ist effek-
tiv eine n x n Determinante. Aufgrund der zusétzlich bestehenden Differenzenform
t(A, p) =t(A—& p— &) in den Eintrdgen von N,, lautet die explizite Formulierung
der Bestimmungsgleichung
N

5 sh(2)
b=1 Sh()\a — X+ 77) Sh()‘a - — 77)

- t(S\aa gc) - a(gc) t(gcv /N\tl) (Al)

in einem Koordinatensystem beziiglich £ als neuem Ursprung, in das formal mit £ =0
transformiert wird. Fiir die Bestimmung der Matrix J aus (A.1) werden die freien
Argumente A\, und &, als Variablen betrachtet,

J(S‘l” éc)

dlna 2 sh(2n)

O\ W) I, €) + ; sh(v — A\ +n)sh(v =X\ —n)
=t(v,¢) —a(Q)t(Cv) , (A2)

J(M,€)

und die verbleibende Summation wird iiber die unsortieren Rapiditéten {Al}ji/ 12 aus-
gefiihrt. Die analytischen Eigenschaften der letzten Gleichung fasst die Hilfsfunktion

N/2
F,6) = t.6) = a(Q) t60) = 3 oy TG (A9)

=1
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zusammen, die innerhalb der Kontur C nur einen einfachen Pol bei v = ¢ mit dem
Residuum Res,—¢ F(v,() = 1 + a({) aufweist und iiber

dlna F(\, Q) J(N, Q)

F(v,¢) = B\ () J(v, Q) a' () - a(\;)

— IO (A4

zu dem gesuchten Ausdruck J(v, () in Beziehung steht. Das Ziel, den Summenterm
iiber alle Rapiditédten in (A.1)—(A.3) als Konturintegral zu formulieren, beruht auf
den analytischen Eigenschaften der Funktion 1 + a()). Sie weist im Analytizitéts-
streifen D = {z € C| — /2 < Im z < 7/2}, Vielfachheiten eingeschlossen,

(i) 3N/2 Nullstellen auf,

(a) N/2 einfache Nullstellen bei den Rapiditidten \;, [ = 1,..., N/2 sowie
(b) N zusitzliche Nullstellen py auflerhalb der Kontur C, k =1,..., N ,

(ii) und sie teilt die 3N/2 Polstellen der Hilfsfunktion a(\)

(a) zwei N/2-fache Polstellen bei A = —3/N und A\ = /N — n sowie
(b) N/2 einfache Pole bei \j +n,1=1,...,N/2.

Die Auswertung' des Konturintegrals

/ dw sh(2n) F(w,¢)
¢ 2mish(v —w+n)sh(v —w —n) 1+ a(w)

= F(r.Q) +1(Cv) (1 +a(0))  (A5)

mit (A.3) und (A.4) bestimmt die Hilfsfunktion F(v,() alternativ iiber die lineare
Integralgleichung (A.5) und ergibt mit der Definition

Fv,¢) J(, Q) d'(v)

G Q) =~ 1+ a(¢) - _a(y)(l + a(¢)) (A.6)
die lineare Integralgleichung
_ dw sh(2n) G(w,()
GO0 =6 A) + /c 2mi sh(A —w + 1) sh(A —w — 1) 1 + a(w) (A7)

fiir die verallgemeinerte Dichtefunktion. Die Riicktransformation in das urspriingliche
Koordinatensystem liefert fiir das Verhéltnis der Determinanten det IV,, und det Ny
mit Cl(/\j - f) =-1

det J =

det N, [ 1+al& —¢
0o

+ +
= 5 Jarco g -0 . s

'Es gilt fiir den symmetrischen Kern in den Integralgleichungen und fiir die in (4.4) definierte
Funktion ¢(A, u) die Identitét

sh(2n)
sh(A — g +n)sh(A — p—mn)

=t(A\, 1) +t(ps A)
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A.2 Das Austauschen von Partitionen

Der nachfolgende Abschnitt ist weniger als eine durchgehende Rechnung sondern
vielmehr als eine Sammlung von Relationen und Identitdten aufzufassen.

(i) Bestehende Determinantendarstellungen lassen sich entweder explizit ausschrei-
ben, im Sinne einer Vandermonde- oder Cauchy-Determinante,
1
sh(§ — )
Ilicjcr<n Sh(/\+ Av)sh(g — 5j+)
H],k:l sh(ﬁ,j - Aj) ’

oder durch Ausklammern von Faktoren, die entweder nur Zeilen oder nur Spal-
ten betreffen, in neue Determinantenausdriicke iiberfiihren,

V(A€ = (A.9)

det,, V ( £k)

(A.10)

[ A~

W06 = o0 et A [ [T 40 [ 1500

[ A~

_esod()\-i- )\-i- 70 {Hf)\-i- &) }[Hf 5 m} , (A.11)

AT I Ie|
det,, M(A;—,@j) = [H a()\;')} [H H f(ff_,)\;—)]
J=1 j=11=1
AT AT N
{H [Trv. 2 } det, M(AS,&) . (A12)
7j=11=1

N/2 f( >\J,>\z

(ii) Aufgrund der Bethe-Ansatz-Gleichungen —1 = a(\; — &) =
und der Definition der Hilfsfunktion a(A — &) kénnen Vorhegende Partltlonen
{A\7} durch ihr Komplement {\*} ersetzt werden, wie etwa in der Determinan-
tendarstellung

do) ] €*] +
WO 60) =t ) — o e ) ) [ [T 2L ) [T L6y
= k=1 J

FOT, AJr)
N o Sh()\;_ ) Sh()\;_ — & +1)
(&2 A7) +e” (j’gk)[llsh(A+——Af-%n)ﬁﬂAf‘—éf‘—U)]’
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oder in dem Faktor

i1 o[ {T [T o6

i=1

€] [A~]
+efd(€ [Hfs,,sk ][Hf(&;,xl—)}} (A.14)
=1

€71 lE=1 1t €71 1A
= [ 1Tt HHH ¢ [T rov65)]
j=1 j=1k= j=11=1
€| n — o+ T
1+ fa |: J — — J :| . A.15
13{ ol —9) ,gf<£:,5j>f<£j,v> } (A15)
(iii) Weiterhin kénnen Terme f (A, u) = W, die alle Inhomogenitéten {&;}7.,
umfassen, in der Funktion
= T sh(A - &) 1 [Ty sh(§ — & +m)
b(\) = _EAA TSk = 1k=l / A.16
W=Man=ztn)  7¢ TGRS

zusammengezogen werden, ' bedeutet die Ableitung nach dem Argument.

Die Anwendung der Punkte (i) - (iii) fithrt auf den angegebenen Ausdruck der appro-
ximierten erzeugenden Funktion, in dem alle Partitionen {\~} zugunsten von {\*}
beseitigt sind.

A.3 Kombinatorik mit Partitionen
Lemma. Seien p und q zwei beliebige auf der Indexmenge I, = {1,...,k} definier-

te Funktionen, und sei py(I);) die Menge aller geordneten Paare ({a},{a"}) von
Partitionen {a™},{a~} € I. Dann gilt fiir x € C

ﬁ: -1y Y | IT (4 epmam)]| TT (- 2a®)]

({a+}{a~})epa(ry) bElT) be{a~}
o |=j
’ = [ TT (+p®)a®)] - (a17)
bely

Beweis. Induktion nach k&

Start k=1: 1+ zp(1)q(1) — (1 =z ¢(1)) = (1 + p(1))q(1)
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Schritt kK — k + 1,
{k + 1} kommt als Element hinzu mit den neuen Partitionen {3*} und {3~}

i Y [ [T 1 +zp H H(l—wQ(b))]
=0 5= belst) be{s-}
S (S X )T +rpouo)][ 10 -wa0)]
j=0 1B~ 1=j B-1=i  be{pt} bels}

{e+13¢{67} {k+1}e{67}

- [1 +ap(k+ gk + 1)]

Sy | T +ep@am))|| TT (0 —za®)]

j=0 la—|=j bef{at} be{a"}
+ [1 —zq(k+ 1)} kzﬂ(—nﬂ' 3 [ IT 0+ wp(b)q(b))] { IT - wq(b))}
j=1 la=|=j—1 be{at} befa™}
k
— 2k [1 +ap(k+ 1)F(k+ 1)] [H (1+ p(Z))q(Z)}
=1

—[1—zqle+1)] f:(—nﬂ'

j=0 la=|=j be{aT} be{a~}

—
—
+
8

=

=

)

—

_
|
8

=

=
.

— 2t 1+ 2 p(k + Dalk+1)] [f{ (1+p())a()|

N
Il
—

l:l
k+1
= ght! [ H (1 —I—p(l))q(l)] Schluss
=1

O

A.4 Determinanten und Permutationen

Die sh-Terme in dem Term Z,, ({AT}|{¢"}|{¢"}) lassen sich bei einer fest vorgegebe-
nen Partition {£}7; von Inhomogenitéten in der Funktion

_ o e [T O 6 4 ) shd —w — 1)
FaX) = B (Aol 16 ) = [,gsw— & e ICSEY

Pl Ha G )|, = Fros Qi {6\ (A1sh)
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zusammengefassen, die dann mit ihren Eigenschaften auch in einer der Determinaten,
det,, M (w;, &), iiber die Eintréige

M(“J’gk ) = t(ﬁk ,25) +e t(wj,ﬁk (WJ‘{Wl}l 1‘{51 He 1 (A.19)

enthalten ist. Der Term B(wj)M (w;, &) weist einfache Nullstellen bei allen Inhomo-
genitéten auf, mit der Ausnahme w; = 5,;", da sich die einfache Nullstelle von b(w;)

und der einfache Pol von M (wy, 5;) kompensieren. Dann gilt

BEHMEE &) = —B(€0) 1= ¢ Fuoa (& ot im M g MET D |+ (a.20)

Zoy - [T _sh(A — &) 1 Ty sh(§ — & +n)
b(\) = [H - )} ) H’é;} iE-5) (A.21)

Auswertung der Integrationen

Fiir die Ausintegration der Variablen kénnen die Determinanten durch Permutatio-
nen ¢ und 7 der symmetrischen Gruppe 6" dargestellt werden. In Verbindung mit
der Summe fiiber alle méglichen Partitionen besteht fiir n = 0,. .., m Integrationsva-
riablen w; der Zusammenhang

o b(w b sh(w; — & + 1) sh(w; — &5 — 1)
S el e s =)
({&*}‘{; l})Epz{&} =1 k= (f+ & +n) sh(wj —wi — 1)

detn M(w]', é.]j) detn G(Wj, 61—:) |:

T l+efalg; (f Hwidis {6 1)]
1+ a(&;)

j=1

= —TL' Z Slgn wl7§0 )M(wrwga(n))

o€ cm

Z SlgD(T) G(wb gr(l)) s G(wn7 gr(n))

TEGM
|:12[ E(w]) :| |: n Sh(u)j - So—(k;) + 7]) Sh(u)j — ga(k) — T,):|
=1 B (Eo)d L2y sty — &y +m) sh(w) —wy =)

[ ﬁ 1+ e? a(&(j)) Fn (St [ {widie {éoa) }?:1)]
1+ a(fg(j))

(A.22)
j=n+1

Festgehaltene Permutationen ¢ und 7 ermdoglichen eine Zuordnung zu Partitionen
der Inhomogenitdten und es gelten die Einschrinkungen

U(m) = T(m) {50(1)7 oo 7€U(TL)} = {57’(1)7 oo 7€T(n)} = {§+}

o(n+1)=7(n+1) (i) erom ) = {673

Der Beweis von Geichung (A.22) beruht auf den Eigenschaften der Permutationen:
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(i) Aufgrund o(m) = 7(m),...,0(n +1) = 7(n + 1) werden die kombinierten
Vorzeichen sign(o) sign(7) nur von den Wirkungen der Permutationen o und 7
auf die Mengen {1,...,n} bestimmt und fiir jede fixe Permutation o kénnen
alle moglichen Permutationen 7 ausgefiithrt werden. Dies ergibt mit sign(7) die
Determinante det,, G(w;,&").

(ii) Fiir eine festgehaltene Partition {£~ } sind solche o € & zu wéhlen, welche die
Mengen {1,...,n} und {n+1,...,m} invariant lassen. Das Vorzeichen sign(o)
und die Wirkung von o auf {1,...,n} ergeben (m — n)!det, M(w;,&).

(iii) Alle 0 € 8™ werden durch Summation iiber alle Moglichkeiten von Partitionen
{£7} mit || = n erreicht.

Der Ausdruck (A.22) zeigt bei einer festen Permutation 7 fiir eine beliebig herausge-

griffene Variable w; einen einzigen einfachen Pol bei w; = &;(;) = (). Dann ergibt
die Auswertung der Integrationen [H] S fF >t m] mit (A.18) und (A.20) die
Relation

—n' Z sign(o Wl7§a )) - M(Wﬁfa(f’))

oceGm
Z SlgD(’T) G(Wl,gq—(l)) s G(wTv 57'(7“))
7'66’”
:| |: d Sh(w] ga + 77) Sh(wj - éa(k) - 77):|
s B 5(,(] )| L e e N pe—

1+ e a(&o () B (S {wd i {6 i) }
L izt 1+ a(ga(j))

ﬁ 1—e?F, (ﬁg(j)‘{Wl}le‘{ﬁa(l)};:l)}
1+ a(fo‘(]))

(A.23)

-j=r+1

Fixierte Permutationen ¢ und 7 erméglichen wieder eine Zuordnung zu Partitionen
der Inhomogenitéten mit den Einschrinkungen

a(m) = 7(m) {&ys - o} ={&ray - &} = {7}
(7" + 1) = ’7'(7" + 1) {gT(T'i‘l)? s agT(m)} = {g_}

Die Ubersetzung der Permutationen in Summen iiber Partitionen folgt den Schritten
(i)-(iii) des Beweises von Gleichung (A.22) und lautet:

(i) Fiir jede festgehaltene Permutation o mit o(m) = 7(m),...,o(r+1) =7(r+1)
fiihrt sign(r) auf die Determinante det, G(wj,&;").

(ii) Mit der Festlegung auf eine bestimmte Partition {{~} sind solche 0 € &™ zu
wihlen, welche die Mengen {1,...,7} und {r+1,...,m} invariant lassen, wobei
sign(o) mit einer festgehaltenen Wirkung auf {r+1,...,m} in der Determinante
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det, M(wj, 5;) resultiert. Die Menge {r+1,...,m} ist gemifl den beiden letzten
Produkten in (A.23) entsprechend weiter aufzuteilen mit

(m—n)! (n—r)! Z
(e h{e  Depafe}

& Fl=m—n

sowie den Zuordnungen der Unterpartitionen {£;(,41),...,&rm)} = {§} und

{67’(”“"1)7 s 7§T(m)} = {€_+} von {5_}

(iii) Alle 0 € 8™ werden durch Summation iiber alle Moglichkeiten von Partitionen
{{7} mit || = r erreicht.



Anhang B

Der Hochtemperaturlimes

B.1 Rapidititen und fithrender Eigenwert

Werden die Bethe-Ansatz-Zahlen ); in einem Koordinatensystem mit £ als Ursprung
angegeben, dann lautet der allgemeine Eigenwert der Quantentransfermatrix

[ sh+8/N) 1Y sh(A— A — 1)
A= |35 ) L:l o)
sh(A — B/N) TV2T & sh(h— N + 1)
+ [ aoe ) L Fresesn il BRCA)

=1

Die Ausfiihrung der Grenzwerte in der Reihenfolge 8 — 0 und anschlieend A — 0
zeigen die beiden Schritte

- [ sh(y) VEM sh()) 1V M
A A O = [Sh(A - n)} Lh(A + n)} ’ (B.2)
N ] 0 fir M <N/2
i AR +-8) = { > fir M=N/2 (B:3)

Die Umkehr der Reihenfolge in der Grenzwertbildung nimmt den Eigenwert A(£) mit
dem Argument £ als Ausgangspunkt,

[ sh(B/N) NP5 sh(B + ) sh(B/N) 1V [ % sh(Bx, — 1)
MO = =) [E ) * ) [E e
_ [_sh@/N) P ILE sh(Ba+ ) + 12, sh(Ba —n) (B4)
[sh(B/N — 1) ] [T}, sh(Bz)) ' '

Der Limes 3 — 0 fiithrt im Fall M = N/2 nur dann zu einem nichtverschwindenden
Eigenwert, wenn N/2 zusétzlich als geradzahlig angenommen wird. Es sind

' (—B/N)N/2 (1 + (=1)M) sh™ ()
lim A(€) =
A €3] ShN/Z(n) H%l(ﬁ‘fl)

, (B.5)

97
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lim lim A\ + &) =

B.6
Jiany Jimy : (B.6)

2 fir M = N/2

0 fir M < N/2
,  N/2 gerade

wobei der fithrende Eigenwert Ag({) = 2 aus den skalierten Bethe-Ansatz-Zahlen
z; = % cot (§(2j — 1)) gewonnen wird durch

N/2

: N2 VN2 1
éli%A(S) = (=D (1+ (-=1)™M*) [E le} ,  N/2 gerade
_N/4 ) - N/2 1
=2
]131 icot (F(25 —1)) | 'j:]l\;lz:l-i-l icot (&(27 — 1))]
SPYD e | SN E
| -] icot (E(2j 1)) 7] dcot (£(2j -1 +3)
N/4 ) 4 N/ .
2| [[ ——— I[[—= }
L icot (N(QJ — 1)) L tan (N(QJ — 1))
—2 (B.7)

B.2 Die verallgemeinerte Dichtefunktion

Die lineare Integralgleichung (6.17) lautet mit G(\, &) = Go(\, &) +7 G1(\, €) +O(72)
und 1/(1 +@) = 1/2 — 7a/4 + O(7%) nach Ordnungen in 7 sortiert,

dw sh(2n) Go(w,§)

Go(,€) = —#(A.€) = /c omi sh(A—w+7n)shA—w—17n) 2 ’ (B-8)
[ dw sh(2n) Go(w, &) a1 (w)
Gl()\’g)_/C%sh(/\—w—l—n)sh()\—w—n) 4
dw sh(2n) Gi1(w,§)
_/C%Sh()\—w+n)sh()\—w—n) 2 (B-9)

Die Polstellen der gesuchten Funktion Gy(\, §) werden vollstindig durch die Inhomo-
genitit —t(A, &) in (B.8) beschrieben, sodass folgt

dw sh(2n) t(w,§)
2mi shA —w+n)shA —w—7n) 2

Go(M,€) = —t(\€) + /C

sh(2n)
sh(A —w +7n)sh(A —w —1n)

2 2
sh?(n) cth(A - €)

- sh(A =& +n)sh(A— € —n) =:Go(A—=¢) . (B.10)

=t(\,w) +t(w,\)

= —t(\,€) +
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Die Losung Go(A, &) =: Go(A — &) ist von Differenzenform und ebenfalls Bestandteil
der Funktion a;()\) in der Entwicklung a(\) = 1+ 7a;(A) + O(72) mit

a1(A) = h —2csh(n)Go(N) . (B.11)

Der Term Go(w, §) a1 (w) in der Bestimmungsgleichung (B.9) fiir G (w, £) hat einfache
Polstellen bei w = 0 und w = £. Die Inhomogenitédt dieser Integralgleichung lautet

[ sh(2n) Golw, () _
¢ 2mi sh(A —w+n)sh(A —w —n) 4
_h sh(2n) 4 esh() sh? (1) ch(€)
4sh(A =&+ n)sh(A =& —n) 2 sh(¢+mn)sh(€—n)

sh(2n) sh(2A — &)
sh()\ +n)sh(A —n)sh(A =&+ n)sh(A =& —n)
Der Ausdruck (B.12) ist innerhalb der Kontur C frei von Polstellen und damit gleich-
zeitig die Losung G (A, ) von (B.9).

(B.12)

B.3 Der Kopplungsbeitrag

Die Temperaturabhéngigkeit der erzeugenden Funktion ist in den Intgraldarstellun-
gen der Summanden

e(m=n)e dw;
Sn = n! [H/ 27i 1+ ] (B.13)

({€+}|{£ hepa{s} ~i=1

Ya({ws}iml€") [H (& Hw e D)

J=1

- higtslhee)

({€+}|{£ I})Epz{ﬁ}

[J,ljll Ek - ))] detn [11?1(32))] det, M(w;, &) (B.14)

vollstdndig in die Determinante det,, (%) verlagert. Sollen die Summanden (fiir
h = 0) in der ersten Ordnung 1/7T = 7 bestimmt werden, so ist die Determinante in
entsprechender Ordnung zu bestimmen. Werden die Zeileneintréige mit den Variablen

w; und die Spalteneintrige mit den Inhomogenitéten & indiziert, dann folgt

Gl &) —7esh) G (wy) Golwr — &)

e B.15

1+ ﬂ(UJj) GO(‘*’Jé—ﬁ:) ’ ] ?é l ( )
fiir eine beliebige herausgegriffenen Zeile [ = 1, ..., n. Der Integrand des Summanden
Sy, ist symmetrisch in den n Integrationsvariablen wi,...,w, und I = 1 kann als Bei-

spiel fiir den Zeilenindex in (B.15) gewéhlt werden. Die verbleibenden Konturintegrale
iiber wo,...,w, lassen sich dann mittels Res,—¢ G(w,§) = Resy—¢ Go(w — &) = —1
ausfiihren entsprechend
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Korollar 4. Sei {v;} = {1...,m}\{k} fir allek =1,...,m und gelten die gleichen
Voraussetzungen wie in Lemma 8. Dann folgt mit Ausnahme der Variable wy fiir die
Ausfihrung aller verbleibenden Konturintegrale

11 [ 2] ttstialen) [ TT Al Hesbimatie)]
({§+}‘{£5 ‘i)fpz{ﬁ} j=2 I=1

< sh(wi — &) sh(§ — & +n)
(1= z:l[HSh (§x — &) sh (Sz—w1+77)] Glen, &)

I£k

vt 3 [T @kale) - )]

e Depe{w} ve{}
Il 1=n—1
(B.16)
Beweis. Fiir r = 1 in Lemma 8 mit Y, ({w; }?:1]{§+}) entsprechend Gleichung (4.26),
Ml(wl,f) = (1 —e¥)t(¢, w1) nach (4.27) und Fn(gl_\{wj}?:ﬂ{f+}) aus (4.36) folgt

-1 Y Yi(wile) [H P& lwiley )}

({£+}‘{§ DepA{¢} =1

=1 n—1
o e ]

(&g " Pep{e}

|€~FT|=m—n oder [~ |=n—1
=(n = 1)1 > vi(wrlgn) [ TT Aol
k=1 =1
12k

Z [ H ( Fy Y (&lwilér) — e“p)]
({v;j},{;/k Nepa{n} be{vl}
I |=n—1

O

Alle I = 1,...,n Moglichkeiten, einen Zeilenindex zu wéhlen, lassen sich durch einen
Vorfaktor n beriicksichtigen, und es bleibt das Konturintegral

o resh(n) n(n — 1)! elm= ">@wa1](l_ 0

" 2 n! on—1 2mi

m sh w gl) (él — &+ 77)
Z:; [H sh é’; — &) sh(§ —wy +77)} Go(w1) Go(w1 — &)

l;ék

> [ II (Fl_l(gb’wl‘fk) —e“o)] (B.17)
(e bos her () be{y;}
"Yk |[=n—1
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zu bestimmen. Der Strich ’ deutet an, dass von den Summanden Sy, ..., S,, nur der
Kopplungsanteil erster Ordnung beriicksichtigt wird. Die beiden einfachen Polstellen
bei w; = 0 und wy; = & des Terms Gp(wy) Go(wr — &) ergeben dann, mit dem

Residuensatz ausgewertet, unter Benutzung von Fj (A]wllfk) |W1:fk =F=1

r . TC Sh(n) (1 — e¢> (m—n)p - Shz(n) Cth(gk)
Sn = on—1 2 ¢ ; sh(& +n)sh(&x —n)

- rsh(§ — & +n) sh(=§)
> {(1—e¢)n1_[1—[s i }x
(0 1 Depa i) = sh(g = &) sh(& +m)

vy [=n—1
sh(€p — & —m)sh(& +1)
< 11 [Sh(fb — &k +n)sh(& —n) SD} }

be{v}

m

_ (m—1)p 1—e%0> sh?(n) cth(&)
Tesh(n)e ( ];Sh (& +n) sh(&, —n)

e — 1\ ! B m sh(§ — & +n) sh(=&) :|
(EARS {72}:)@2{%} { < 2 ) [11;[1 sh(§k — &) sh(& +n) %

I+k
"Yk |=n—1
— & — ) sh(& +m) e~ 1}}
< 11 [ - = . (B.18)
+ 1) sh(& — 2 2
e — & +n)sh(& —n)
Die Aufsummation aller Beitriige erster Ordnung der Summanden Sj,..., S/, redu-

ziert sich auf das kombinatorische Problem in

Korollar 5. Sei F~! = 1/F : C — C eine willkiirliche Funktion idiber beliebige
Variablen & mit der Indexmenge I, = {1...,r} und sei y € C beliebig, dann gilt

- y P &) —1] _ [ypuf @) +1
> ooy [ e
7=0 ({a+}7|{a"})€pz(h) be{a~} b=1
a~[=j
Beweis. Mit den Ersetzungen ¢(b) = y F~1(&)/z und p(b) = F(&)/y in Lemma 6
folgt fiir k£ = r die Aussage. O

Der Kopplungsanteil der erzeugenden Funktion in erster Ordnung 1/7" (angedeutet
durch den Index 7¢) ist explizit abhéngig von den Inhomogenitdten &;, die in einem
Koordinatensystem mit ¢ als Ursprung gemessen werden. Mit dem binomischen Satz!

'Die Summe iiber Partitionen ergibt umgeschrieben auf Binomialkoeffizienten

i > (e“"—l)"l_mzl<m—1> (ﬂ—l)”lmfn_ (e“"+1)M1
2 o n 2 o 2
n:l‘ + n=0

i l=n—1
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sowie den Identifizierungen F~1(0) = F;*(0|0|&), I, = {}, {a7} = {7} und
y = e folgt

i 9 B 1—e? . o sh? (n) cth(&k)
<exp {(p;em }>TC N _TCSh(n)< 2 > 51...1,153—»0; sh(& +n) sh(&x —n)

1+e?\™ ' [fysh(§ —& +n) sh(=&)
{( 2 ) B [11]]; sh(&k — &) Sh(€z+77)}x
1%k

T [h(E — & —msh&+m 1 e
<1l [Sh(éz G rmshE —m2 ﬂ } . (B.20)

=1

1%k
Die rechte Seite von (B.20) weist vor der Limesbildung &1, ...,&, — 0 formal bei
& = 0und & = &, 1 # k fir alle k£ = 1,...,m einfache Polstellen auf, deren

Residuen aber den Wert Null annehmen. Der homogene Limes fiihrt daher auf einen
endlichen Wert, der aus dem rationalen Ausdruck

— e " S _ 28
Orc(pl{s}) == —TCSh(T])<1 5 @)Z k1l (g—1)%s

— sk —1(gsp —1)(sr —q)

14ep\™ ! B ks (gs1 — sk)(1 — s) o (gs; — 1)(gsk — Sl)l g
{( 2 ) [E(qsl—l)(sk—sl)} E[(qsl—sk)(q—&) 2" 2]}
12k 14k

in den neuen Variablen ¢ = e?7 und 8; = e?% iiber Rekursionsbeziehungen extrahiert
werden kann.
Idee der Rekursionsbeziehungen

Im einfacheren Ising-Limes J = ¢A = const, ¢ — 0, lautet der zu untersuchende
rationale Ausdruck

Prs(pl{s)) = Jim ®ro(olfs}) =

c—0
o 1 —e¥ i8k+l 1+e¥ m_l_ ﬁl—sl sp+e”\" !
2 Sk—l 2 Sk — Sy 2
k=1 I=1
Ik
1—e?) & sk+1m_1 m—1\ [1\" [er\" " ! LR R
T ( 2 >Zsk—1 n 2 2 %k Hsk—sl
k=1 n=0 =1

£k

S
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m [Ti2 (sk —s1) = sg T2 (1 — s1)
1
H(m)n) _ Z Sk + l#k l#£k

™ , B.23
1 5k~ 1 [T0%1 (sk — s1) ( )
= I#k

und die Abhéngigkeit von den Inhomogenitéten s; wird auf den Term H (m,n) redu-
ziert. Durch den Satz von Liouville? besteht die Identitiit

e+ 12 (x —s) — 2" [[[Z,(1 = s1)

Ki(z) =
1(@) r—1 [T (= —s1)
m m
1 n
O P Lo, — ) (B.24)
i e — 1@ —se) L1121 (56 — 1)
I#k
zwischen den beiden rationalen Ausdriicken, und im homogenen Limes s1,...,8,; — 1

kann mit der Asymptotik K;(x) ~ K{°(x) = 1 fiir |z| — oo die Rekursionsbeziehung

m (8% = 8ma1) [T21 (k. — s1) — s (1 = sma1) [ 1121 (1 — s1)
sp+1 £k I#k
H(m+1,n) = E . z

—sp— 1 (sk = sm41) ITiZ1 (sk — s1)
= 17k
X Sm+1 + 1 H;il(sm—l—l - Sl) - SZ leil(l - Sl)
Sm1— 1 [T:2 (smt1 — s1)
— 1+ H(m,n) (B.25)

fiir alle n € Ny aufgestellt werden. Es ist H(m,n) = m — 2n — 1 aus dem Rekursions-
anfang H (1,n) = lim,_; (1 — s") = —2n. Damit folgt

et =ro ()2 () () (5) e

— (m — 1)TJ<1 —2e%0> <1 z@o)m—l
(S NEN ()T e

n=0

/N

' die Behandlung des Terms %) zeigt (6.26)

) ()

:_(m—1)TJ<1_2€¢> <1+2e¢>m‘2 : (B.26)

2Sei f : C — C, z — f(z) eine beschriinkte holomorphe Funktion und gibt es eine Konstante ¢ € R
mit | f(z)] < ¢, dann ist f(z) konstant. Als Folge davon stimmen zwei meromorphe Funktionen mit
einfachen Polstellen iiberein, wenn sie dieselben Nullstellen, dieselben Residuen und eine identische
Asymptotik besitzen.

S
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Rekursionsbeziehung fiir den Kopplungsanteil

Der allgemeine rationale Ausdruck fiir den Kopplungsanteil lidsst sich entsprechend
dem voranstehenden Ising-Limes behandeln, wenn die rechte Seite von (B.21),

(¢ —1)*H(m) _ zm: (g —1)(sk + D)sy,

2T (gse — (st —a) &= (ask — D(sk — a)(s5 — 1)

1+ e?\m-1 " (g5 — sk) (1 — s7) (gsi—1)(gsk —s1) 1 e”
X{< 2 ) _[H(zkl—SlI;(QSl—ll)} H[fql_s”(qilk_s];)§+?}} 7
bk

=1
I£k

einer Funktion H(m) zugeordnet wird, die iiber eine Rekursionsbeziehung im homo-

genen Limes sq,...,s,;, — 1 auszuwerten ist. Es gilt
m m
sp(skp+1) ovm—1
=y Gr—1) {1+e) [Tasi— (s —q)
k=1 =1
14k

H%}C(l — 51) [(QSk —s1)(1 —gs1) + e (gs1 — sk)(s1 — Q)]
- [T72: (s — s1) } » (B27)
17k

und die fiir die Rekursionsbeziehung von H(m + 1) benétigte Funktion lautet

Ka() = M{(l +02)"| Tllas— 0ot~ )

(x—1) P
[T, (1 = s0) [ (g — s)(1 — as1) + % (gs1 — 2)(s1 — )
[LZ:(z—s1)
K (z) hat bei z = 0 und = —1 Nullstellen und im homogenen Limes fiir |z| — oo

die Asymptotik Ko(z) ~ K$°(z) = (z +2)(1 +e¥)"(1 —¢)"™(¢—1)". Beix =1
liegt eine hebbare Polstelle vor und die Pole bei den Inhomogenitéten sind von erster
Ordnung. Mit dem Satz von Liouville folgt

Ka(x) = K5°(2) + > sulsp +1)(q — sy, [(1 k) + e sy, — q)} X
k=1

T (1 = s0) (a5 = s0)(1 = gs1) + (g1 = ) (s1 — )]
I#£k

(x — sk) [T21(sk — s1) (B.29)
1%k

Die Identitét von (B.28) mit (B.29) ergibt speziell fiir Ko (sy,+1) im homogenen Limes
die Rekursionsbeziehung

H(m+1) = K3°(1) + (1 +e7)(1 = ¢)(¢ — 1) H(m)
+ ((] - 1) Q(m’ 17 0) + ((] - 1)(q - e@) Q(mv 1’ 1) ) (B'30)
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Q(m,n,l) f:s (sp+1) [qsk—l)—e¢(8k—q)]n_l
=1

ﬁ (L — sp)(gsk — sp) (L — gsp) + e (gsp — sx)(sp — q) (B.31)

e (sk = sb) '

bk
Der Term Q(m,n,l) ist fiir s;...,8,; — 1 einer Auswertung nach obigem Schema
zuganglich. Zu untersuchen ist

n—I
Ky(2) i=a"(@ +1) (g — 1) — (2 — q)|
[0 (1 = s0) | (az = )(1 = as1) + (g, — @) (st — q)
(B.32)

[The(z—s1)

mit K3(0) = K3(—1) = 0 und der Asymptotik K3(z) ~ 0 fiir |z| — co im homoge-
nen Limes. Die Pole bei den Inhomogenitéten s; sind von erster Ordnung, und die
Einbeziehung der Residuen fiithrt auf

Z st (s +1 [(qsk —1)—e?(sp —q) n_lH(q —1)(1 — sg)

TT2y (1= 1) [ (ask — ) (1 = as1) + (a5 — 1) (s — )
bk
(= sk) [Toz1 (sk — sb)
bk

(B.33)

Die Identitdt von (B.32) mit (B.33) resultiert im homogenen Limes mit K3(sp+1)
in der Rekursionsbeziehung Q(m + 1,n,1) = (1 — q) Q(m,n + 1,1), deren Losung in
Q(m,n,l) = (1—q)™ 1 Q(1,n+m —1,1) besteht. Q(1,n,1) = 2(g — 1)"!(1 + e?)"~
als Rekursionsanfang liefert

Q(m,n,1) =2(1 — )™ (g — )" (L 4Pyt (B.34)

Die Bestimmungsgleichung (B.30) fiir den Kopplungsbeitrag H(m) lautet mit den
jetzt nach (B.34) bekannten Termen @Q(m,1,0) und Q(m,1,1)

Hm+1)=(1+e")1-¢q)(¢—1)
[F(m) + (14 )21 = gy 2(g — 1" (g~ 1)1~ e%)] (B.35)
und reduziert sich in der Losung auf das Grundproblem von

Lemma 25. Sei 2,11 = Az, +A™2B), m € N eine gegebene Rekursionsbeziehung
mit komplexen Koeffizienten A, B € C. Dann ist mit dem Rekursionsanfang x1 der
m-te Term bestimmt durch

Ty = A"z 4 (m — 1)A™ 2B . (B.36)
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[s]4lm

Re

Abbildung B.1: Konforme Abbildung s = €2 der w-Ebene mit ¢’ = ¢?* und ¢” = e*.
Der Ursprung w = 0 wird auf den Punkt s = 1 abgebildet.

Mit den Ersetzungen A = (1+e®)(1 —¢q)(¢—1) und B = (¢> — 1)(1 — e¥) sowie dem
Rekursionsanfang H(1) = 0 ist

H(m) = (m—1)(1+e)" (1 -e?)(¢- )" 19" *(1+q) , (B37)

und der Kopplungsanteil der erzeugenden Funktion stellt sich dar als

Ui —e —1)2H(m
<eXp {¢;en22}>m - _TCSh(")<1 2 @> 2m_(1(iq —1)1)5((1 —)q)m
=—(m— 1)Tcsh(77)<1 _28@>2<1 —;eﬁo>m_23 —_F i
g+1

q_

e (5T) ()T may

B.4 Die Freie Energie im Detail

' g —cth(n) . A=ch(y)

Dieser Abschnitt bildet eine Formelsammlung, welche die benttigten Konturintegra-
le fiir die Bestimmung der Freien Energie umfasst. Auftretende Polstellen zweiter
und hoherer Ordnung in den Integranden mit hyperbolischen Funktionen sind durch
Transformation (Abbildung B.1) auf rationale Ausdriicke zu behandeln. Die angefiihr-
ten Konturintegrale sind nach Ordnungen 1/7T der entwickelten Hilfsfunktion sortiert.

In erster Ordnung ist der Anteil der Hilfsfunktion an der Freien Energie durch den
Koeffizienten d; bestimmt zu

/ dw  sh(n) @1 (w) / dw  sh(n)
C C

2rish(w)sh(w — 1)  Je 2mish(w)sh(w — 1)

sh?(n) cth(w)
sh(w —n)sh(w +1n)

[h — 2¢sh(n)

A sy hw)
27i sh? (w) sh? (w—mn)sh(w +n)

=—h-— 2csh(77)/c
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— h—9es ds s(s +1)(g —1)° Q2 g o2 —

= = 2esh(n) /026 21 (s — 1)2(s — q)%(qs — 1)’ =8 el =q
s(s +1)(g —1)° _q+1_C

‘ el PG - Plas =D -1

= —h —2cch(n) . (B.39)

Die Hilfsfunktion ist in zweiter Ordnung durch den Term dy — @3/4 in der Freien
Energie enthalten mit

_ at(w) sh?(n) cth(w) sh*(n) cth?(w)
a2(w) = 14 =~ hesh(n) sh(w —n)sh(w +n) +csh() sh?(w — n) sh?(w +7)
h_2 hesh(n) sh(2n) c?sh?(n) sh(2n) sh(2w)
4 2 Sh(w — 77) Sh(w + 77) 2 sh2(w — 77) sh? (w + 77)

und die damit ausgewerteten Konturintegrale werden dargestellt als

0 / dw sh(n) [h_Q hesh(n) sh(2n)
¢ 2mish(w)sh(w —n) | 4 2 sh(w—n)sh(w+n)
2 sh%(n) sh(2n) sh(2w) . h?
9 sh2(w—77)8h2(w+?7) ——Z—icch(n) )

i} dw  sh(p) sh? () cth(w)
(ii)  hcsh(n) /C i sh(w) sh(w — n) sh(w — n) sh(w + n)

~heshiy) [0 sWeh(o)

= hesh(n) ¢ 2mish?(w) sh?(w — n) sh*(w + n)

= hech(n)

dw sh(n) sh?(n) cth?(w)
2mi sh(w) sh(w — 1) sh?(w — n) sh?(w + )

_ ds (q-Dsh'(n) [ s(s+1)
= 16¢” sh®(n) /020 27 (s — 1)3(s — q) <s2 —qs—s/q+ 1)

(iii) c2sh2(77)/c

' Res._; 1 < s(s +1) )2: 1 2+ ch2(n)

(s—13(s—q) \s?—qgs—s/qg+1 _1_6(q—1)sh6(77)

= ¢ (2 + chz(n)>

Der vollstdndige Beitrag in zweiter Ordnung lautet bis auf Vorfaktoren

dw  sh(n) oy @) R 2,2
/c 27i sh(w) sh(w —n) [a2( ) 4 } T (2+4% : (B.40)
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