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Einleitung

Diese Arbeit besteht aus zwei Hauptteilen, welche aber nicht voéllig voneinander ge-
trennt werden konnen. Der erste Teil baut auf der Arbeit von WIETSCHORKE [32]
auf und beschéftigt sich mit der Beziehung zwischen einer so genannten externen
Aquivalenzrelation und den daraus konstruierten Topologien. Dabei ist ein erklirtes
Ziel, einige der Ergebnisse aus [32] exemplarisch in der Theorie HST! erneut her-
zuleiten, um zu zeigen, dass viele in IST? formal gefiihrte Beweise nun durch eine
viel konkretere, mengentheoretische Beschreibung ersetzt werden koénnen.

Die Grundidee der externen Relationen ist folgende: Hat man einen topologischen
Raum (X, 7) gegeben und betrachtet die nonstandard Erweiterung (*X,*7)3, so ist
fiir (gentigend interessante Topologien) der Schnitt (¢, V' \ {*z}, wobei V(z)
die Menge der Umgebungen von z ist, nicht leer. Ist die Topologie Hausdorffsch, so
sind fiir verschiedene Punkte in X die (externen) Teilmengen [\ ¢y(,) V von "X
disjunkt und entsprechen somit den Aquivalenzklassen einer Relation, die auf einer
gewissen Teilmenge von *X definiert ist. Zwei (interne) Elemente von *X stehen
somit in Relation zueinander, wenn sie in einer gemeinsamen ,,Umgebung® liegen.

Durch diese Schnitte ist die Topologie selbst eindeutig bestimmt, weil man aus
ihnen sdmtliche Umgebungen eines Punktes rekonstruieren kann. Damit stellt sich
die Frage, wie eine Relation auf *X aussehen muss, damit ihre Aquivalenzklassen
ebenfalls auf diese Art und Weise eine Topologie liefern. Etwas allgemeiner kann
man fragen, ob es zumindest immer eine Topologie gibt, deren Umgebungsschnitte
stets eine der Aquivalenzklassen umfassen.

Es stellt sich heraus, dass der Begriff der externen Aquivalenzrelation zu allgemein
ist, um enge Beziehungen zur Topologie herstellen zu kénnen. Aber unter gewissen
zusétzlichen Voraussetzungen an die Form der Relation und die Struktur der zu-
grunde liegenden Menge erhilt man zufriedenstellende bis erschopfende Antworten

auf diese Fragen.

!siche [9] und im Anhang ab Seite 119
2siche etwa [19] oder [32]
3welche man auf verschiedene Arten erhalten kann



2 EINLEITUNG

Im zweiten Teil beschéiftigen wir uns mit der Beschreibung gewisser topologischer
Sachverhalte mittels nonstandard Methoden. Ein Grundgeriist dazu haben wir be-
reits im ersten Teil geschaffen, um die dortige Fragestellung iiberhaupt sinnvoll for-
mulieren zu kénnen. Weiter stellt sich heraus, dass einige im ersten Teil angewandte
Methoden auch hier weiterhelfen, weshalb wir sie dort allgemeiner formulieren, als
zundchst nétig. Auf der anderen Seite wiederum benutzen wir im ersten Teil Ergeb-
nisse iiber topologische Strukturen, die wir erst im zweiten Teil présentieren.

Hat man nun eine Topologie 7 gegeben, so kann man die Konstruktion der soge-
nannten Umgebungsmonade nVEV(z) *V auch auf beliebige interne Elemente iiber-
tragen, indem man alle Mengen der Form *V mit V' € 7, welche das interne Element
enthalten, schneidet. Damit erh&lt man eine genauere Beschreibung topologischer
Sachverhalte. Zudem nutzen wir dabei die Moglichkeiten von HST, weil diese exter-
nen Schnitte tatsidchlich Mengen im Sinne dieser Theorie sind. Weiterhin formulieren
wir einige fiir interne Mengen bekannte Ergebnisse nun auch fiir bestimmte externe
Mengen.

Unter anderem beschéftigen wir uns mit parakompakten Rdumen und untersuchen
damit auch lokalendliche Uberdeckungen. Dabei erweist es sich als sehr vorteilhaft,
insbesondere entlegene Punkte des topologischen Raumes zu betrachten. Wir nennen
einen Punkt r € *X entlegen, wenn es keinen Punkt = € X gibt, sodass ¢ in allen (* -
Bildern von) Umgebungen von x liegt. Mit Hilfe dieser entlegenen Punkte finden wir
nun interessante Formulierungen fiir Regularitét und die Eigenschaft einer Familie,

lokalendlich zu sein.

Eine genauere Ubersicht iiber die einzelnen Kapitel und Abschnitte werden diesen

jeweils vorangestellt.

Wie schon angedeutet, liegt dieser Arbeit als mengentheoretisches Fundament die
Nonstandard-Mengentheorie HST von KANOVEI und REEKEN zugrunde. Diese wird
ausfiihrlich in [9] vorgestellt und besprochen. Auch wenn wir zu Beginn einige wich-
tige Eigenschaften dieses Mengen-Universums auffithren werden, miissen wir im wei-
teren Verlauf dieser Arbeit immer wieder auf [9] selbst verweisen.

Die benétigten Ergebnisse aus [32] werden wir entweder im Rahmen der Arbeit
erneut herleiten oder sie mit einem Verweis auf ihre Herkunft formulieren.

Die topologischen Grundlagen und Bezeichnungen der standard Welt haben wir im

Wesentlichen [4] und [12] entnommen.



Kapitel 1
Vorbereitungen

In diesem Kapitel schaffen wir die Grundlage fiir die restliche Arbeit. Zunéchst
prisentieren wir kurz die Mengentheorie HST und stellen die (fiir uns) wichtigsten
Begriffe und Zusammenhénge zur Verfiigung, sowie einen Grofiteil der verwendeten
Bezeichnungen und Notationen. Dies kann natiirlich nur eine Orientierungshilfe sein
und keine vollstéandige Einfiihrung in das Arbeiten mit Nonstandard-Mengentheorien
im Allgemeinen und HST im Besonderen.

Anschlieflend beschéiftigen wir uns ndher mit gewissen Argumenten der Nonstan-
dard-Mathematik. Insbesondere erarbeiten wir den Begriff der Filtermonade und
stellen damit klar, wie wir diese Bezeichnung verwenden. Mit Hilfe dieser Filter-
monaden verschaffen wir uns einen Einblick in nonstandard Argumente und Cha-
rakterisierungen in der mengentheoretischen Topologie. Auf diesem Weg stellen wir

bereits einige Lemmata und Sétze zur Verfligung, die spéiter niitzlich sein werden.



4 VORBEREITUNGEN

1.1 HST

Wie schon eingangs erwdhnt, arbeiten und argumentieren wir im HST-Universum.
In diesem Abschnitt wollen wir einen kleinen Uberblick iiber die Struktur dieses
Mengen-Universums bieten und dabei die in diesem Zusammenhang verwendete No-
tation fiir den Rest der Arbeit kldren. Die Axiome dieses Systems sind im Anhang
ab Seite 119 aufgelistet und werden in serifenloser Schrift zitiert.

Zu Beginn klédren wir kurz die Verwendung einiger mathematischer Symbole:
Geordnete Paare schreiben wir in spitzen Klammern (x,y). Fiir Teilmengen bzw.
Obermengen benutzen wir C bzw. 2, AN B bezeichnet den Schnitt, AU B die Ver-
einigung und A\ B die mengentheoretische Differenz zweier Mengen A und B. Ist A
ein linearer Teilraum von B, so schreiben wir A C B. Diese Operationen (und wei-
tere wie z.B. +, -, Abschliisse, Briiche usw.) miissten streng genommen zunéchst in
WEF als unserem ZFC-Universum (siehe unten) als Abkiirzungen definiert und per
iibertragen werden. Oder man definiert sie allgemein (per €-Formel) und betrachtet
im jeweiligen Universum WF, $ oder [ die Einschrinkung'. Beides wiirde zur Unle-
serlichkeit der Formeln fithren, weshalb wir diese Symbole im gesamten Universum
ohne Zusétze verwenden. Dies wird auch voraussichtlich keinerlei Missversténdnisse

hervorrufen.

Im HST-Universum lassen sich mehrere Klassen definieren, von denen jede ihrer-
seits selbst als Mengen-Universum dienen kann. Aufgrund der Beziehungen die-
ser Klassen untereinander lédsst sich sowohl der interne Zugang zu Nonstandard-
Methoden (wie etwa mit IST/BST), als auch die Superstruktur-Methode (,,*-Me-
thode“) innerhalb des Gesamt-Universums realisieren.

Die (fiir uns) wichtigsten Klassen sind folgende:
H das gesamte HST-Universum,
WF die Klasse aller wohlfundierten (d.h. €-wohlgeordneten) Mengen,
$ die Klasse aller standard Mengen,
[ die Klasse aller internen Mengen,
Ord die Klasse aller Ordinalzahlen.

Das Universum H mag aufgrund der vielen Axiome zun#chst uniibersichtlich er-

scheinen. Weil Regularitdt und Potenzmengenaxiom nicht fiir ganz H zur Verfiigung

'Eine €-Formel ist in unserer formalen Sprache (s. S. 119) ohne Verwendung des einstelligen
Pradikats st gebildet und kann als Formel iiber ZFC gelesen werden. Die Einschrinkung einer
solchen Formel etwa auf $ geschieht, indem die Quantoren V, bzw. 3 durch V**, bzw. 3°* ersetzt

werden. Dabei steht V**z fiir Vo (stz = ...) und 3%z fiir Iz (stz A ...).
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stehen, ist H auch kein ZFC-Universum. Die weiteren Axiome von HST fiihren
aber dazu, dass man in H die Klassen WF, $ und [ konstruieren kann, welche mehr
innere Struktur enthalten und auch untereinander in Beziehung stehen. Dabei ist
der Wechsel aus dem Gesamtuniversum H in eins der Teiluniversen nicht mit einer
Anderung der formalen Sprache verbunden — wir benutzen stets ein und dieselbe €-
Relation, welche Teil der formalen Sprache ist. Befindet man sich nun in einem dieser
Teiluniversen WF, $ oder [, so fithren Konstruktionen, welche ohne das Priadikat st
durchgefiihrt werden, auch nicht wieder hinaus (vergleiche Korollar 1.1.2).

Die erste wichtige Unterscheidung in H ist diejenige zwischen internen und externen
Mengen. Dabei heifit eine Menge intern, wenn sie Element einer standard Menge ist
(und eine Menge X heiit standard, wenn die Formel stX wahr ist). Eztern heiflen

alle Mengen, die nicht intern sind.

Die Klasse WF ist transitiv und abgeschlossen beziiglich C (d.h., ist X C WF eine
Menge des Gesamtuniversums, so ist auch X € WF). Aulerdem ist sie ein ZFC-
Universum. Streng genommen bedeutet dies, dass alle ZFC-Axiome eingeschréinkt
auf WF-Mengen erfiillt werden. Im konkreten Fall kann man auf diese Einschrankung
oft verzichten, weil die betrachteten Mengen eben aufgrund der inneren Struktur von
WF sowieso €-wohlgeordnet sind. Daher ist es durchaus legitim, die Klasse W[ als
»,das®“ ZFC-Universum zu betrachten. Man beachte, dass der iiberwiegende Teil von

WEF aus externen Mengen besteht.

Die Klasse $ erfiillt ebenfalls samtliche ZFC-Axiome, was sich direkt aus den HST-
Axiomen ergibt. Allerdings ist hierbei die Einschréinkung der verwendeten Formeln
auf standard Mengen unerlésslich. So erhélt man etwa aus der €-Formel, welche
die natiirlichen Zahlen definiert (dies ist die bekannte Definition aus ZFC), durch
Relativierung auf $ die standard Menge der standard natiirlichen Zahlen. In dieser
Menge liegen auch nichtstandard Elemente, welche von den auf $ eingeschriankten

Formeln allerdings nicht ,,gesehen® werden.

Die Klasse [ erh&lt man, indem man nun auch alle diese nichtstandard Elemente
der standard Mengen zulésst. Das interne Universum ist somit die transitive Hiille
des standard Universums. Aufgrund des Transfer-Axioms erfiillt auch [ sédmtliche
ZFC-Axiome — eingeschrinkt auf interne Mengen. Dabei ist das Auswéhlen von
Elementen hier kein Problem, da alle Elemente einer internen Menge ebenfalls intern
sind. Allerdings gibt es Teilmengen interner Mengen, welche nicht mehr intern sind,
und diese kénnen ,,so zahlreich* sein, dass die Potenzmenge gar nicht mehr existiert

(auch nicht als externe Menge).
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Die Ordinalzahlen sind die ,,Gleichen* wie in ZFC und liegen (ohne Einschrinkung-

en bei der formalen Definition) in WF.

Aufgrund der inneren Struktur des Gesamtuniversums erhélt man einen €-Isomor-
phismus zwischen WF und $, der naheliegenderweise mit * bezeichnet wird — und
das Bild einer Menge M € WF mit *M. Damit gilt fiir eine €-Formel (d.h. das
Pridikat st kommt nicht vor) ¢ und Mengen 1, ..., x, € WF also:

O (21, .. ) & O, )

Mit dieser Beziehung kann man ganz leicht aus Transfer (siehe im Anhang) den so-
genannten *- Transfer folgern, der spéter noch niitzlich sein wird. Dazu sei ¢ wieder

eine €-Formel:
*-Transfer (21, 1) & Oy, L Ty

Ist eine Menge M € WF gegeben und *M € $ die entsprechende standard Menge,
so sind die Elemente von *M entweder standard oder nichtstandard, aber alle intern.
Die Teilmenge der standard Elemente von *M bezeichnen wir mit 4M = *M NS,

was in der Tat eine Menge ist, allerdings meist extern. Es gilt: ;M = {*m : m € M}.

Die Mengen N, R, C usw. werden (auf die gleiche Weise wie in ZFC, also insbe-
sondere mit €-Formeln) in H definiert, liegen aufgrund ihrer Struktur in WF und
behalten dort ihre ZFC-Bedeutung. Dabei sei hier N = {1,2,3,...} und Ny =
{0,1,2,...}. Es gilt die Besonderheit, dass *n = n fiir alle n € Ny gilt, wobei wir
durchaus die Notation *n verwenden, wenn deutlich gemacht werden soll, dass wir
in $, bzw. [ argumentieren.

Sprechen wir von ,natiirlichen Zahlen“ oder ,endlich“, so meinen wir immer die
(externe) Bedeutung in WF. Die Elemente von *Ny nennen wir allgemein hyper-
natirliche Zahlen. Eine Menge, welche bijektiv zu einer hypernatiirlichen Zahl ist,
bezeichnen wir als hyperendlich oder auch x-endlich. Die nichtstandard Elemente
von *INg nennen wir unendlich und fiir die Menge aller unendlichen hypernatiirli-
chen Zahlen schreiben wir auch *N \ N = *N,. Fiir hyperendliches X € [ sei #X
die Elementeanzahl von X (also das N € *Ny, welches bijektiv zu X ist).

Analoges gilt fiir die Verwendung der Begriffe hyperrational und hyperreell. Dabei
bezeichnen wir z.B. hyperreelle Zahlen als endlich, wenn sie betragsméfig durch ei-
ne natiirliche Zahl (endlich!) beschriankt und als unendlich, wenn sie grofier als jede
natiirliche Zahl sind. Um Verwirrung zu vermeiden beziiglich der Tatsache, dass bei

hypernatiirlichen Zahlen gerade endlich mit standard und unendlich mit nichtstan-
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dard iibereinstimmt, nennen wir endliche hyperreelle Zahlen auch begrenzt.

Allgemein bezeichne , X = XN% die Menge der standard Elemente einer beliebigen
Menge X und X die standard Menge mit ,(°X) = ,X. Diese existiert nach Stan-
dardisierung. Weiter benutzen wir fiir jede gerichtete Menge (G, <) die Schreibweise
Goo:={g€™G: VgeG(g<g)}

Fiir eine beliebige Menge X sei (X)) die Potenzmenge von X, d.h. die Menge aller
Teilmengen von X. Dabei ist fiir M € WF stets P(M) € WF. Ist X € [ interne
Menge, so existiert PB(X) im Allgemeinen nicht mehr, selbst wenn X standard sein
sollte. Allerdings gibt es immer Pin(X), die Menge aller internen Teilmengen von
X. Weiterhin bezeichne PBsin(X) die Menge der endlichen Teilmengen von X. Diese

Notation Psin tibernehmen wir auch fiir WF-Mengen.

Bei den bisherigen Erldauterungen und Definitionen haben wir uns schon im We-
sentlichen an folgende Notationsregeln gehalten, die wir (so weit moglich) auch im

Rest der Arbeit beibehalten werden:

e Mengen in WF erhalten normale lateinische Buchstaben A, B,C, ..., X,Y, Z,
deren Elemente oft passend a,b,c,...,x,y,z (wobei diese Elemente ja auch
Mengen sind). Damit werden A, *B,... und *a,’,... zu standard Mengen.
Diese Notation verwenden wir auch fiir standard Mengen, ohne vorher explizit

die Menge in WF gew&hlt zu haben.

e Fiir Mengen/Elemente aus [ verwenden wir Frakturschrift 20,8, ¢, ... X, 9, 3,
bzw. a,b,¢,...,r,1,3. Dabei kénnen interne Mengen durchaus auch standard
sein. Eine Ausnahme werden wir bei hyperendlichen Zahlen machen, die auch
mit N etc. bezeichnet werden. Wir erhoffen uns davon eine bessere Lesbarkeit

bei hyperendlichen Summen oder Ahnlichem.

Weil (strikt) externe Mengen sehr selten vorkommen, fithren wir fiir diese keine
eigene Notation ein. Gilt eine gewisse Eigenschaft nicht nur fiir interne Mengen,
sondern explizit auch fiir externe, so verwenden wir dennoch Frakturschrift und

weisen darauf hin, dass in diesem Fall auch externe Mengen zugelassen sind.

e Griechische Buchstaben sind fiir Ordinal- und Kardinalzahlen reserviert, mit

Ausnahme von ¢, ¢, v, die oft Abbildungen oder Formeln reprisentieren.

e Spezielle Mengen oder Operationen, welche im Laufe der Arbeit oder eines
Abschnitts immer wieder auftauchen, werden oft durch serifenlose (z.B. R, S, E)

oder fette Buchstaben (z.B. &, m) gekennzeichnet.
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Diese Konvention beziiglich Mengen aus W[, bzw. aus [ erweist sich als hilfreich,
wenn wir Familien (M;);c; aus WF mittels * nach $ tibertragen: Im Grunde ist
(M;)icr = {M; : i € I} eine Abbildung M: I — M aus der Indexmenge I in eine
geniigend grofie (d.h. alle M; umfassende) Menge M. Damit gilt per *-Transfer also
M: YT — "M mit "M (%) = *(M;) fiir jedes ¢ € I. Um aber eine Notation wie *M;
zu vermeiden, die irrefithrend ist (standard oder nicht standard hédngt von i ab —

trotz des x an M), ,iibersetzen® wir wie folgt:
*((Mz)zel) = *{Mz 1€ I} = {mi T i1Ee *I} = (imi)ie*] (1.1)

Dabei weist *I darauf hin, dass die gesamte Familie als Ganzes standard ist und die
Frakturschrift 9t und i, dass interne Dinge betrachtet werden.
Die Menge aller Abbildungen von der Menge X in die Menge Y bezeichnen wir

auch mit Y.

Im Folgenden formulieren wir noch einige Eigenschaften des HST-Universums, um
sie spéter zitieren zu konnen.

Wir beginnen mit einem wichtigen Hilfsmittel fiir nonstandard Argumentationen:

Definition 1.1.1. Sei X eine interne Menge. M C X heiflt ausreichende Teilmenge
von X, falls 9 hyperendlich ist und alle standard Elemente von X enthélt, d.h.
falls #9 € *Np und ,X C M gilt. o/ (X) bezeichne die Menge aller ausreichenden

Teilmengen von X. o

Dass dieser Begriff tatséchlich sinnvoll ist, zeigt das néchste Lemma. Fiir dessen

Beweis benutzen wir ein Ergebnis aus [9], das wir hier daher wiederholen.

Korollar 1.1.2: (vgl. [9, Cor. 1.1.10])

1. Ist ¥(x1,...,2n,y) eine €-Formel und z1,...,5,, X € [, dann gehort auch die
Menge 9 = {n € X : ™ (xr1,...,tn,0)} zu L.

2. Dasselbe gilt fiir die Klassen WF und $ mit den Relativierungen 1%, bzw. ¢S*.

Alle drei Klassen WF, $ und [ sind also abgeschlossen unter €-Definitionen. [

Lemma 1.1.3 (Uberhang): Seien X,9) interne Mengen mit ,X C 9). Dann existiert
eine ausreichende Teilmenge M von X mit PV C Q).
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Beweis: (Vergleiche [9, Ex. 1.3.8 (1)]) Sei n € *N, beliebig aber fest. Bilde fiir
*r € X die internen Mengen €, :={3 € Pint(X) : *r € 3 A #3 < n}. Es wird €,
aus der internen Menge PBine(X) per intern relativierter Formel ausgesondert, ist
also selbst intern nach Korollar 1.1.2. Weiter sei X:={¢€, : *r € ,X}. X ist von
StandardgroBe? und besitzt die endliche Durchschnittseigenschaft (EDE), also ist
nach Saturation (X # ), d.h. es existiert ein internes 39 mit X C 3¢ und #3p < n.
Nach Voraussetzung war ,X C 9), also ist ,X C 30N%Y =: M. Somit ist auch M € [,
cX CIMC 30 C X und #M < #3¢. Natiirlich gilt auch 91 C ). m

Oft wahlt man obige interne Menge ) als Teilmenge einer standard Menge.

Folgerung 1.1.4: 1. Ist X € WF eine Menge und ¢ eine €-Formel mit ;X C Q) fiir
:={re X : p™(r)}, so gibt es eine hyperendliche Teilmenge von *X, deren

t

Elemente alle ©i* erfiillen.

2. Gilt eine intern beschreibbare Eigenschaft fiir alle natiirlichen Zahlen, so gilt sie

auch fiir eine unendliche hypernatiirliche Zahl.

Beweis: 1. Nach Korollar 1.1.2 ist ) intern, also existiert nach Lemma 1.1.3 eine

ausreichende Teilmenge von *X, die in 2) enthalten ist.

2. Ist ¢ eine €-Formel, sodass ¢** besagte intern beschreibbare Eigenschaft ist,
und P = {n € *N : ©*™*(n)}, soist  intern mit N = ,*N C 9). Also existiert
ein ausreichendes 991 mit N C 97 C *N und 9t C 9). Da N nicht intern ist
(sonst wére auch *N intern und enthielte ein intern minimales Element),

muss also 9 eine unendliche hypernatiirliche Zahl enthalten. [

Das nichste Lemma wird beim Arbeiten mit Monaden und externen Relationen

hilfreich sein, weil dort ebenfalls mit standardgrofien Schnitten gearbeitet wird.

Lemma 1.1.5: Fiir X\ € Ord sei (r,),e eine C-absteigende Kette interner Mengen und
A C [ eine nichtleere Familie von StandardgroBe.

Ist () &, € JA, so existiert ein g € A mit ¢, € [JA.
neEA

2giehe Seite 121
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Beweis: Nach [9, Cor. 1.3.6] existieren endliche Teilmengen N C X\ und A" C A,

sodass (| r, € UA ist. Da , 2 ry fiir n < 7 ist, folgt () 1, = 1y, fiir
neN neN
no :=max {n € A'}. Somit folgt r,, C JA C JA. "

Hier hat man schon gesehen, dass wir fiir die Schnittmenge beide Notationen (| X

und (V7
eher an eine Menge {X : ¢(X)} oder eine Familie {X; : ¢ € I} denken. Analoges

X, verwenden, abhéngig davon, was uns einfacher erscheint und ob wir

gilt fiir die Vereinigung.

Im néchsten Satz fassen wir einige wichtige Beziehungen zwischen den Eigenschaf-
ten ,,standard® und ,endlich“ zusammen. Fiir den Beweis verweisen wir auf [9] (Lem-
ma 1.2.16).

Satz 1.1.6
1. Ist X C % eine endliche Menge, die nur aus standard Elementen besteht, dann ist

X € & selbst standard.

2. Ist I C S mit I €, d.h. I ist intern und enthalt nur standard Elemente, dann ist
I endlich (und somit standard).

3. Ist X € $ eine *-endliche Menge, dann ist sie sogar endlich und enthidlt nur
standard Elemente: X C 3.

4. Ist X C [ endlich, dann ist es auch intern: X € [. O

Zum Schluss geben wir noch ein paar Hinweise zur Verwendung von bestimmten
Zeichen und Symbolen:

Samtliche Sétze, Lemmata, Definitionen und so weiter sind gemeinsam durchlau-
fend nach Abschnitten nummeriert. Das Ende einer Definition wird durch ein ¢
gekennzeichnet, das eines Beweises durch m. Korollare und Sétze bzw. Lemmata, die
nicht bewiesen werden, enden mit .

Neue Begriffe werden beim ersten Auftreten kursiv gedruckt. Geschieht dies in

einem einleitenden Text, folgt die Definition im weiteren Verlauf der Arbeit.
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1.2 Nonstandard-Mathematik

Nach der Kldrung der axiomatischen Grundlage geht es nun darum, mit diesen
verschiedenen Ebenen einen ,neuen* Zugang zu verschiedenen mathematischen Be-
reichen zu finden. Dabei liegt es nahe, mit dem Begriff des Filters zu beginnen. Ein
Filter ist sozusagen der Prototyp einer Familie, welche den Voraussetzungen fiir Sa-
turation 3 geniigt. Damit erh:ilt man unmittelbar einen Einblick in die Moglichkeiten
von Nonstandard-Argumenten.

Eine hiufig verwendete Sorte von Filtern ist der Umgebungsfilter in einer Topo-
logie. Diesen kénnen wir nun mit den vorher erarbeiteten Methoden beschreiben
und untersuchen. Der Vorteil dieser Vorgehensweise ist, dass man jedem Element
nicht mehr eine Familie von Umgebungen zuordnet, sondern nur noch eine ganz
besondere, welche alle Informationen in sich vereint. Damit beschreiben diese Um-
gebungsmonaden die gegebene Topologie eindeutig und wir werden sehen, dass diese
Beschreibung unter Zuhilfenahme zusétzlicher Strukturen, wie etwa Vektorrdumen,
besonders einfach wird. Allerdings sind diese Umgebungsmonaden im Allgemeinen
externe Mengen, weshalb man beim Argumentieren mit Hilfe von Formeln sehr vor-
sichtig sein muss.

Im Rahmen der Topologie arbeitet man aber nicht nur mit Umgebungsfiltern, son-
dern beschreibt auch andere Konzepte mit Filtern, worauf wir am Ende dieses Ab-

schnitts kurz eingehen.

1.2.1 Filter und Monaden

Der Begriff des Filters ist fiir beide mathematischen Bereiche, die wir hier behandeln,
ein sehr wichtiger:

In der Topologie, wo er bei der Beschreibung von Umgebungen, aber auch zur
Verallgemeinerung des Begriffs der Konvergenz von Folgen dient.

In der Nonstandard-Mathematik, wo man anhand des einfachen Konstruktes des

Filters sehr schnell und leicht die Kraft der Nonstandard-Argumentation erkennt.

Filter allgemein

Die folgende Definition dient als Erinnerung, bzw. Klarstellung, wie wir den Begriff
des Filters verwenden werden.

Unter einem Filter F auf einer Menge X verstehen wir ein System von Teilmengen
von X, d.h. F C PB(X), mit den Eigenschaften

(F1) F#0 und § ¢ F,

3giehe Seite 121
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(F2) ist U€ Fund U CV C X, soist auch V € F,
(F3) sind U,V € F,soist auch UNV € F.

FEine Teilmenge B C F, die zu jedem U € F ein V C U enthilt, heifit Filterbasis
von F.

Man beachte, dass bereits jedes System B C PB(X) mit den beiden Eigenschaften
(B1) B# () und 0 ¢ B und
(B2) sind U,V € B, so existiert ein W € Bmit W CUNV

einen Filter F auf X erzeugt, indem man sémtliche Obermengen aller Elemente von
B hinzunimmt. Damit ist B Filterbasis des (von ihr erzeugten) Filters F und man
nennt ein System, welches (B1) und (B2) erfiillt, eine Filterbasis (an sich).

Ist weiter ) # S C P(X) ein System mit der endlichen Durchschnittseigenschaft
(EDE), d.h. endliche Schnitte von Elementen von S sind nicht leer, so entsteht
durch Hinzunahme eben dieser endlichen Schnitte eine Filterbasis und wir nennen

eine derartige Familie S eine Filtersubbasis.

Bemerkung 1.2.1: Sind F und G zwei Filter auf derselben Menge X, so ist auch
F NG ein Filter auf X.

Bemerkung 1.2.2: Ein interessantes und auch spéter noch wichtiges Beispiel fiir
einen Filter ist der so genannte diskrete Filter:

Sei X € WF eine Menge und m C *X eine beliebige (eventuell externe) Teilmen-
ge der dazugehorigen standard Menge *X € $. Wir definieren den diskreten Filter

Fil(m) von m als
Fil(m):= {F € B(X) : mC"F}. (1.2)

Wir wéhlen also alle Teilmengen von X aus, deren standard Erweiterung in $ die
gegebene Menge m als Teilmenge enthélt.
Fiir Punkte ¢ € "X schreiben wir als Abkiirzung Fil(x) fiir Fil({r}).

Bemerkung 1.2.3: Ist ¢ € *X ein beliebiger Punkt (standard oder nichtstandard),
so ist Fil(x) ein Ultrafilter (d.h. fiir jede Teilmenge A C X gilt A € Fil(x) oder
X\ A €Fil(p)).



1.2 Nonstandard-Mathematik 13

Monaden

Fin dem klassischen Konzept des Filters sehr nahe stehendes Konstrukt der Nonstan-

dard-Mathematik ist die Monade. Wir verwenden den Begriff folgendermafien:

Definition 1.2.4. (nonstandard) Sei X € WF eine Menge und m C "X € $ eine
(i.a. externe) Teilmenge. Existiert eine Familie {4; : i € I} CP(X) in WF mit

m:ﬂ*AZ,

el

so heifit m eine Monade auf *X. o

In HST ist demnach eine Monade in diesem Sinn gerade ein standardgrofler Schnitt

von Standardmengen.

Bemerkung 1.2.5: Beliebige (standardgrofie) Schnitte und endliche Vereinigungen

von Monaden sind wieder Monaden.

Beziehungen zwischen Filtern und Monaden

Es besteht ein enger Zusammenhang zwischen Filtern in WF und nichtleeren Mo-

naden:

Satz 1.2.6

Jeder Filter erzeugt eine nichtleere Monade.

Beweis: Ist ein Filter F auf der Menge X € WF gegeben, so ist o F = {*F : F € F}
standardgrofie Familie interner (da standard) Teilmengen von *X, welche die EDE

besitzt. Nach Saturation ist also

0£(NeF=()'F

FeF

eine nichtleere Monade. ]

Ist umgekehrt () # m C *X eine Monade, so entsteht per
F:={FeP(X): mCF} (1.3)

wie oben bereits gesehen, ein Filter auf X (ndmlich der diskrete Filter).
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Weil wir in Zukunft fast immer einen Filter und seine Eigenschaften anhand der von
diesem Filter erzeugten Monade untersuchen, bekommt diese einen eigenen Namen

und ein abkiirzendes Symbol:

Definition 1.2.7. (nonstandard) Es sei F ein Filter auf einer Menge X. Mit

mr .= ﬂ >kF

FeF

bezeichnen wir die Filtermonade des Filters F. o

Ist nun @ #m C *X eine Monade und F:=Fil(m) = {F € B(X) : m C “F} der
von m erzeugte (diskrete) Filter, so erkennt man schnell, dass die Filtermonade
dieses diskreten Filters gerade mit der Monade selbst iibereinstimmt, d.h. mr = m.
Umgekehrt ist F selbst der von der Filtermonade mr erzeugte Filter.

Eine wichtige Eigenschaft von Filtern ist folgende:

Lemma 1.2.8: Ist 7 C PB(X) ein Filter auf der (WF-) Menge X, so existiert eine
interne Menge § € “F mit § C mr.

Beweis: Wihle eine ausreichende Teilmenge 2 C *F, dann ist 2 hyperendlich, also
N2 € *F und wegen ,F C A folgt (N2A < mg. "

Damit sehen wir auch, wie aus einer Filtersubbasis S ein Filter F entsteht, da bereits
diese Subbasis nach Saturation einen nichtleeren Schnitt () {*S : S € S} hat und der
zu S gehorende Filter F gerade der von dieser Monadem = ({*S : S € S} erzeugte
diskrete Filter ist.

Lemma 1.2.9: Ist S eine Subbasis des Filters F, so gilt mgs ::ﬂSES S =mr.

Beweis: Einerseits ist S C F, also folgt sofort mz C mg. Es sei nun andererseits
F € F beliebig, dann existieren Si,S2,...,S, € S mit (), S; C F, also ist auch
ms C iz, "Si = "(NiL, Si) € “F, und da F beliebig war, ist auch ms Cmz. =

Lemma 1.2.10: Sind F und G zwei Filter auf derselben Menge X und H = F NG, so

ist my =mzxr Umg.
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Beweis: Ist H € H beliebig, so ist einerseits H € F, alsomz C “H, und andererseits
H € G, also mg C *H, und damit insgesamt mz Umg C my.

Ist h ¢ mzr Umg, so existieren FF € F und G € G mit y ¢ “F und y ¢ *G. Dann ist
¢ FU'G € H, also y ¢ my. "

Bemerkung 1.2.11: Ist ¢ nichtstandard, so enthélt die Filtermonade des diskreten
Filters Fil(x) keine standard Elemente. Mehr noch, sie ist in folgendem Sinne mini-

mal: Ist G ein beliebiger Filter auf X mit mg Nmg() # 0, so folgt mgy ) € mg.

An dieser Stelle fiigen wir noch ein kurzes Lemma ein, das wir spiter oft (implizit

oder explizit) benutzen:

Lemma 1.2.12: Ist F ein Filter auf der Menge X und gilt myz C 2 fiir ein internes
A C *X, so existiert ein F' € F mit *F C .

Beweis: Ist ("X \ ) N *F # 0 fiir alle F € F, so ist mit Saturation auch

(X\A) Nnmr= ) ((X\A)NF) #0,

FeF

im Widerspruch zur Voraussetzung. m

Die néchsten beiden Sétze werden im Abschnitt 3.2 sehr niitzlich sein, weil sie es
ermdglichen, einige Aussagen, die wir iiber externe Aquivalenzrelationen erarbeiten,

auch auf andere topologische Gebilde anzuwenden.

Satz 1.2.13
Sei X € WF eine Menge, s € Ord und fiir jedes { € & sei ein Filter 7 auf X gegeben
mit der Eigenschaft

mz. Cmg, firalle §(er mit {<(.
Dann existiert eine gerichtete Menge (¢, <) und eine Abbildung a: K x ¥4 — P(X) mit
1. a(§,g) € F¢ fiir jedes £ € k und alle g € ¥,
2. Nyew "(a(€, 9)) = mz, fiir jedes € € &,

3. a(&1,90) C a(&2,90) fiir jedes go € 4 und alle § < &,
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4. a(€0,91) € a(8o, g2) fiir jedes & € x und alle g2 < g1.

Beweis: Es seien X, x und F¢ wie oben angegeben. Wir konstruieren zunéchst
=] 7 = {f e (UF)": veen(f(©) e ]—"5)}
§€rR {ER

und damit

G:={fe¥ VG, &er(& <& = f(&)C f(&)}.

Mit der Relation g1 < go < V€ € r(g2(€) C g1(§)) wird ¢ zu einer gerichteten
Menge: Dass =< eine Ordnung auf ¢ ist, sieht man schnell. Seien nun g1,g90 € ¢

beliebig. Definiere g3 punktweise per g3(§):=g1(§) N g2(§) € Fe¢, womit zunéchst

g3 € 9" Klar ist. Ist & < &2, so folgt g3(&1) = 91(£1)Ng2(&1) € g1(§2)Nga(&2) = g3(&2),
also g3 € 4. Mit g1 = g3, g2 < g3 folgt, dass & gerichtet ist.

Die Abbildung a(&, g) := g(&) erfiillt nun alle Bedingungen:

1. Klar.

2. Aus 1. folgt, dass stets ﬂgeg *(a(ﬁ,g)) 2 mp, fiir alle £ € x gelten muss. Fiir

die andere Richtung zeigen wir per transfiniter Induktion iiber £ € k:
Ist F' € F¢ beliebig, so gibt es ein g € ¢ mit g(£) C F.
Sei also zunéchst F' € Fy beliebig, dann ist die Abbildung gr mit gr(0) = F

und gp(§) = X fir £ >0in 9.

Ist nun § > 1 und F' € F¢ beliebig, so existiert zu ¢ < § wegen my, C mgz, ein
V € F¢e mit V' C F und nach Induktion ein g- € ¢ mit g-(¢) € V. Definiere
nun
9¢(7) falls v < ¢
9e(¥):=qgc(n)NF falls ( <y <€
gc(Y) UF  falls £ < 7.
Leichtes Nachrechnen liefert, dass g¢ € 4 und g¢(§) C F ist.

Insgesamt existiert also zu jedem { € x und allen F' € F¢ ein g € ¢ mit

g(¢) € F und damit gilt ey *(a(€,9)) € mz,.
3. Nach Wahl von ¢.

4. Nach Wahl von <. m
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Verzichtet man auf die Bedingung mz, C mg, fiir £ < ¢, so geniigt es schon, die
Menge ¢’ mit der Ordnung < aus dem Beweis zu betrachten. Definiert man dann
fiir beliebiges (festes) § € # und beliebiges F' € F¢, die Abbildung g: £ — U, Fe
per (&) :=F und g(¢§) := X fiir alle £ # &, so ist g € ¢’ mit a(&y, g) C F, also folgt
wieder (,cqr “(a(0, 9)) = mz, . Man erkennt leicht, dass auch %" beziiglich < eine
gerichtete Menge ist und fiir jedes £ € k stets a(§, g) C a(&, f) fir alle f < g gilt.

Wir fassen fiir spéteres Zitieren zusammen:

Satz 1.2.14
Sei X € WF eine Menge, s € Ord und fiir jedes £ € & sei ein Filter ¢ auf X gegeben.
Dann existiert eine gerichtete Menge (¢’, <) und eine Abbildung a: k X 4" — P(X)

mit
1. a(&,g) € Fe fiir jedes € k und alle g € ¥,

2. Nyew “(a(¢,9)) = mg, fiir jedes € € k,

3. a(0,91) C a(6o, g2) fiir jedes & € x und alle g2 < g1. O

1.2.2 Topologie

Die mengentheoretische Topologie eignet sich so gut zur Betrachtung mittels non-
standard Methoden, weil die zentralen Begriffe der offenen Menge und der Kon-
vergenz durch Filter beschrieben werden koénnen, also auf der nonstandard Ebene
durch Monaden. Dabei ist man aber nicht auf das Konstrukt des Umgebungsfil-
ters festgelegt, sondern kann auch alternative klassische Konzepte in nonstandard
Argumentationen verwenden. So werden wir spéter sehen, dass es im Rahmen der
Untersuchung externer Aquivalenzrelationen interessante Anwendungen fiir den Be-

griff des Abschlussoperators gibt.

Aquivalente Formulierungen

Wir greifen hier drei wichtige klassische Moglichkeiten, eine Topologie auf einer
Menge zu definieren, auf und behandeln kurz die Verbindungen dieser Zugénge.
Danach leiten wir die wichtigen nonstandard Konstruktionen her, um topologische
Argumente durchzufithren. Anschliefend behandeln wir die Spezialfille des topolo-
gischen Vektorraums und lokalkonvexer Topologien, weil dort aufgrund der zusétzli-
chen Struktur die Charakterisierung mittels nonstandard Begriffen besonders einfach

wird.
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1. System offener Mengen:

Eine Topologie T auf der Menge X ist eine Familie 7 C B(X) mit den Eigen-
schaften

(01) 0, X €T,

(02) sind Uy,Uy € T, soist auch Uy NUy € T,

(03) ist I eine Menge und ¢ € T eine Abbildung, so ist | J{¢(i) : i € [} € 7.

Die Elemente von 7 nennt man die offenen Mengen.

2. Umgebungsfilter: FEine Topologie 7 auf der Menge X ordnet jedem x € X
einen Filter U, C P(X) zu mit den Eigenschaften:

Ul) Ist U € U, soist z € U,

U3) sind Uy, Uy € U,, so ist auch Uy N Uy € Uy,

(U1)
(U2) ist U €e U, und V' € PB(X) mit U C V, so ist auch V' € U,,
(U3)
(U4)

ist U € Uy, so gibt es V' € U, derart, dass fiir alle y € V stets U € U,
folgt.

3. Abschlussoperator:

Eine Abbildung f: PB(X) — P(X) mit den Eigenschaften

(A1) f(0) =

( ) f(AUB) = f(A)U f(B) fiir alle Teilmengen A, B C X,
(AO3) A C f(A) fiir alle Teilmengen A C X und

( ) f(f(A)) = f(A) fiir alle Teilmengen A C X

heifit Abschlussoperator.

Ist eine Topologie 7 als System offener Mengen gegeben, so bilden fiir jedes z € X
die Mengen U’ :={U € T : x € U} eine Filterbasis, deren zugehorige Filter U, die
Eigenschaften (U1) bis (U4) erfiillen.

Ist umgekehrt eine solche Zuordnung x — U, mit (U1) bis (U4) gegeben, so erfiillt
das System {U € P(X) : Ve € UIV € U, (V C U)} die Bedingungen (O1) bis (03).

Nennt man eine Teilmenge A C X abgeschlossen, wenn das Komplement X \ A
offen (also Element der Topologie 7") ist und bezeichnet fiir eine Teilmenge M C X
den Schnitt M :=N{A: M C AAX\ A€ T} aller abgeschlossenen Obermengen
als den Abschluss von M, so erfiillt die Abbildung M ~— M die Eigenschaften (AO1)
bis (AO4).
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Ist umgekehrt eine solche Abbildung f gegeben und nennen wir die Fixpunkte von
f (was wegen (AO4) gerade die Bilder unter f sind) abgeschlossen, so erfiillt das
System der offenen Mengen (d.h. Komplemente von abgeschlossenen Mengen) die
Eigenschaften (O1) bis (03).

Ist ein System B, fiir alle z € X gegeben mit

(UB1) ist U € By, so ist z € U,
(UB2) zu Uy, U; € B, existiert ein Us € B, mit Us C Uy N Uy,

(UB3) zu jedem U € B, gibt es ein V € B, derart, dass fiir alle y € V
stets U € B, gilt,

so ist B, fiir jedes © € X eine Filterbasis und der dadurch erzeugte Filter U, erfiillt
gerade die Bedingungen (U1) bis (U4).

In der Nonstandard-Beschreibung von Topologien arbeiten wir im Wesentlichen
mit den Umgebungsmonaden der standard (bzw. internen) Punkte. Diese kann man
auffassen als die Filtermonade des Umgebungsfilters:

Ist (X, 7T) ein topologischer Raum, d.h. X eine Menge und 7 C B(X) eine Topo-

logie auf X, so definieren wir in *X die Umgebungsmonade von ¢ € *X als

M(;)::ﬂ{*U: UeTAreU}.

Fiir x € X ist damit p7(*x) gerade die Filtermonade des Umgebungsfilters U, von
x.

Eine besondere Stellung bei der Betrachtung von Umgebungsmonaden nehmen die-
jenigen der standard Punkte ein: Kennt man die Umgebungsmonaden der standard
Punkte, so kennt man auch die Topologie, denn man kann die Umgebungsfilter kon-

struieren: Nach Lemma 1.2.12 ist fiir jedes z € X stets
U, = {MQX o pr(*r) C *M}

Ist etwa S eine weitere Topologie auf derselben Menge X, so ist 7 genau dann feiner
als S (d.h. § C 7), wenn fiir alle x € X gilt: ur(*x) C ps(*x). In diesem Fall nennt
man S gréober als 7.

Genauso benétigt man zur Charakterisierung von offenen bzw. abgeschlossenen

Mengen lediglich standard Punkte:

Lemma 1.2.15: Ist (X, 7) ein topologischer Raum, so gilt:

1. Eine Teilmenge U C X ist genau dann offen, wenn fiir jedes Element u € U stets

pr(*u) €U gilt.
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2. Eine Teilmenge A C X ist genau dann abgeschlossen, wenn fiir jedes x € X aus
pr(xx) N A # () stets x € A folgt. 0O

Wegen dieser herausragenden Stellung erhalten alle internen Punkte, die in der

Umgebungsmonade eines standard Punktes liegen, auch eine besondere Bezeichnung;:

Definition 1.2.16. (nonstandard) Es sei (X, 7) ein topologischer Raum.

1. Ein Punkt ¢ € *X heie standardnah, wenn es ein x € X gibt mit ¢ € pr(*x).

ns(*X) bezeichne die (externe) Menge aller standardnahen Elemente von *X.

2. Ein Punkt y € *X heifle entlegen, wenn er nicht standardnah ist und die Menge
aller entlegenen Punkte heifle rmt(*X') = *X \ ns(*X). o

Das folgende Lemma formulieren wir fiir den spéteren Gebrauch. Der Beweis ist

eine leichte Folgerung von Lemma 1.2.12.

Lemma 1.2.17: Ist (X,7) ein topologischer Raum und r € *X, 9 C *X intern mit
pr(r) € O, so existiert ein V € T mit r € *V C M. O

Betrachtet man Abbildungen zwischen topologischen Raumen, so interessiert natiir-
lich das Verhalten der Umgebungsmonaden unter diesen Abbildungen. Wir wer-
den darauf spéter noch genauer eingehen, insbesondere bei der Verwendung stetiger

Funktionen. Bereits hier kénnen wir aber eine Beobachtung festhalten:

Lemma 1.2.18: Es seien (X,7) und (Y,S) topologische Raume, f: *X — *Y eine
interne Abbildung, r € X und MM C *Y eine interne Teilmenge mit f(uz(x)) € M.
Dann gibt es ein U € 7 mit r € *U und {("U) C M.

Beweis: Unter den genannten Voraussetzungen ist pz(x) C §~1(90), also folgt die

Behauptung aus Lemma 1.2.17. [

Auch wenn es bis hierhin den Anschein hat, interessieren wir uns beim Arbeiten im
standard topologischen Raum *X nicht nur fiir standard offene Mengen. So heifien
natiirlich alle (internen) Elemente von *7 (interne) offene Mengen, und diese haben

per *-Transfer intern betrachtet dieselben Eigenschaften, wie die standard offenen
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Mengen. Es ist etwa, t € 9 genau dann, wenn jede interne Umgebung 4 von x
nichtleeren Schnitt mit 997 hat. Andererseits bringt gerade das Verhéltnis zwischen
standard und internen Mengen interessante Ergebnisse. Fiir jedes r € *X gibt es

laut Lemma 1.2.8 etwa eine interne Umgebung 4 mit ¢ € 4 C p7 ().

Topologische Vektorridume

Die Beschreibung mit Umgebungsmonaden funktioniert besonders gut fiir lineare
Topologien. Dazu beginnen wir mit der zusétzlichen Struktur eines Vektorraumes,
welche von der Topologie beriicksichtigt werden soll. Der Korper K, iiber dem der
Vektorraum definiert ist, muss dafiir ebenfalls mit einer Topologie versehen sein. Wir
betrachten hier der Einfachheit halber nur reelle Vektorrdume und die euklidische
Topologie auf R und bezeichnen die Umgebungsmonade eines ¢ € *R bzgl. dieser
Topologie mit hal(x)*. Weiter schreiben wir ¢ ~ v, falls t — y € hal(0). Um zu

prézisieren, was oben mit , beriicksichtigen“ gemeint ist, definieren wir:

Definition 1.2.19. (standard) Topologischen Vektorraum (kurz TVR) (R,7) nen-
nen wir einen reellen Vektorraum R, versehen mit einer hausdorffschen® Topologie
T, beziiglich der die Verkniipfungen R x R — R, (v,w) — v +w und R x R — R,

(a,v) — av jeweils in beiden Komponenten stetig sind. o

Da somit die Addition eines Vektors x € R stetig in 0 € R ist, muss sofort
*r + p7(0) C pr(*x) sein (siehe etwa Lemma 3.1.7 auf Seite 83) und aus der Stetig-
keit der Addition von —z im Punkt x folgt — + pu7r(*x) C pr(0), also insgesamt
pr (*z) = *x + p7(0). Damit reicht es also, die restlichen Eigenschaften an der Um-
gebungsmonade der Vektorraum-Null ( Nullumgebungsmonade) zu untersuchen und
es stellt sich heraus (siehe etwa [12, §15] fiir eine klassische Diskussion und [32] fiir

die nonstandard Eigenschaften):

Satz 1.2.20
Ist V' ein R-Vektorraum und 7 eine hausdorffsche Topologie auf V, so ist (V,7) genau

dann ein topologischer Vektorraum, wenn
(TVRL) p7(0) + pr(0) € pir (0),

(TVR2) v-v € uz(0) fiir alle v € p7(0) und alle v € ns(*R),
(TVR3) s € pur(0) fir alle v € V und alle 0 = 5 € *R,

4 Abkiirzung fiir Halo, vgl. Text vor Definition 2.2.2
Ssiehe Seite 92 fiir eine Nonstandard-Definition
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(TVR4) pr(*) =+ pur(0) firallev e V

gilt. U

Andererseits entsteht in einem Vektorraum V, fiir den eine Monade m C *V mit
«m = {0} und Eigenschaften (TVR1) bis (TVR3) gegeben ist, eine eindeutige Vektor-
raumtopologie 7, deren Nullmonade gerade m ist und deren Umgebungsmonaden
Eigenschaft (TVR4) haben (siche etwa [32]).

Damit geniigt es also, bei Vektorraumtopologien die Nullumgebungsmonaden zu
studieren. Die Eigenschaft ,m = {0} ist dabei gerade die Hausdorffbedingung.
Das bedeutet, eine Topologie 7, die vertrdglich mit den Vektorraumoperationen
ist, erfiillt bereits (TVR1-4) und ist genau dann hausdorffsch, wenn ,u7(0) = {0}
gilt.

Wir miissen uns aber gar nicht mit der Hausdorff-Eigenschaft (die wir explizit

fordern) begniigen:

Lemma 1.2.21: Ein topologischer Vektorraum ist stets regular.

Beweis: Sei (V,T) ein topologischer Vektorraum und U eine Nullumgebungsbasis
(NUB), d.h. Basis des Filters der Nullumgebungen. Ist U € U beliebig, so existiert
W e U mit W+ W C U. Sei nun z € W beliebig, d.h. ur(x) N*W # . Es gibt
also v € pu7(0) und o € *W mit *r + v = w. Da auch —v € p7(0) C W gilt, folgt
=t + (—=b) € ‘W + "W C *U, d.h. W C U. Insgesamt existiert also eine NUB

abgeschlossener Mengen und nach Lemma 3.3.2 ist (V,7) regulir. ]

Lokalkonvexe Topologien

Eine der Eigenschaften einer Vektorraum-Topologie, die man bereits an der Null-
umgebungsmonade ablesen kann, ist die Lokalkonvexitit.

In der klassischen Topologie definiert man die konvexe Hiille CM, bzw. absolut-
konvexe Hiille I'M einer Teilmenge M C V eines Vektorraums als den Schnitt iiber

alle (absolut-) konvexen Obermengen. Als Folgerung erhilt man (siehe beispielsweise
[12, §16, Satz 1])

n n
CM:{ZCLiin HEN/\{QI,-..,an}gR/\Zaizl/\{xh...,l‘n}gM}

i=1 =1
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und
n n

I‘M—{Zaixi: ne]N/\{al,...,an}QIR/\Z\ai\Sl/\{xl,...,xn}gM}.
i=1 =1

Fiir den Beweis dieser Gleichheit wird Induktion benutzt. Da wir aber die (absolut-)
konvexe Hiille auch gerne fiir externe Mengen benutzen mochten, definieren wir ent-
sprechend die Hiille iiber ihre Elemente analog zu oben, allerdings mit dem kleinen

Unterschied, dass nun hyperendliche Summen auftreten (vergleiche auch [32]):

Konvexe und absolutkonvexe Hiille: Ist V ein R-Vektorraum und 9t C *V eine

beliebige (nicht notwendig interne) Teilmenge, so sei:

N N
CmZ:{Zaﬁii NE*lN/\{al,...,aN}Q*RAZaizl/\{gl,...,pN}gim}

i=1 =1

und

N N
Fm::{Zam : NG*]N/\{al,...,aN} Q*R/\ZMZ‘ < 1/\{;1,...,;]\/} gm}
i=1 i=1

Ist M = *S fiir ein S € WF standard, so gilt natiirlich fiir die standard Elemente
der (absolut-) konvexen Hiille per Transfer, dass sie standard-endliche Summen von
standard Elementen sind und CON = *(CS), bzw. T = *(T'S).

Definition 1.2.22. (nonstandard) Ist R ein Vektorraum, so heifit eine (evtl. exter-
ne) Teilmenge MM C "R

1. konvex, wenn CON = 9N,

2. absolutkonvex, wenn I'J1 = 91 und

3. kreisformig, falls mit m € 9 und |a| < 1 auch stets a - m € 9 gilt. o

Eine konvexe, kreisformige Menge ist dabei stets absolutkonvex.

Wir zeigen noch, dass der Name ,, (absolut-) konvexe Hiille* auch bei dieser Defi-

nition (insbesondere fiir externe Mengen) gerechtfertigt ist:

Lemma 1.2.23: Ist 91 C *V eine beliebige Teilmenge des hyperreellen Vektorraumes
*V, so ist I'DN die (C-)kleinste absolutkonvexe Menge, die 91 enthilt.
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Beweis: Dass I'D absolutkonvex ist, ergibt sich aus Definition 1.2.22 und der Gleich-
heit T(T'9N) = I'M. Ist nun N C *V eine beliebige Menge mit M C 9N und I'N = N,
so ist auch I'ON C I'NM = M. m

Ein topologischer Vektorraum heif3t nun lokalkonvez, wenn er eine Nullumgebungs-
basis aus konvexen Mengen besitzt. Dies vereinfacht sich hier erwartungsgemif zu

einem Kriterium an die Nullumgebungsmonade p7(0):

Satz 1.2.24

Ein topologischer Vektorraum (V,7) ist genau dann lokalkonvex, wenn die Nullumge-
bungsmonade 117 (0) konvex, d.h. abgeschlossen bzgl. konvexer Kombinationen Zf\il a;Li
mit N € *N, a; > 0, Efil a; =1und r1,...,tn € p7(0) ist. Da im TVR die Nullum-
gebungsmonade kreisférmig ist (vergleiche (TVR2) oben), ist dies dquivalent dazu, dass

w1 (0) absolutkonvex ist.

Beweis: Dies ist eine direkte Folge der Beziehung zwischen Nullumgebungsmonade

und Nullumgebungsfilter. n

Genau wie bei topologischen Vektorrdumen insgesamt reicht eine Monade mit den
entsprechenden Eigenschaften bereits aus, um eine lokalkonvexe Topologie zu erzeu-
gen, deren Nullumgebungsmonade gerade die Ausgangsmonade ist. Dabei folgt aus
der Absolutkonvexitit zusammen mit der Abgeschlossenheit bzgl. Multiplikation mit
beschriankten hyperreellen Zahlen bereits die Abgeschlossenheit bzgl. Addition (vgl.
Beweis von Satz 2.3.14). Wir konnen also diese Forderung weglassen. Den Beweis

lassen wir wie den von Satz 1.2.20 weg.

Satz 1.2.25

Ist m C *V eine Monade auf dem reellen Vektorraum V mit den Eigenschaften
1. a-r e mfir alle r € m und alle a € ns(*R),
2. a-*xemfirallex €V undalle0~ac*R,
3. m ist absolutkonvex und
4. ;m = {0},

soist L:={U € P(V) : Vz € U (*x + m C "U)} eine lokalkonvexe Topologie auf dem
Raum V. U
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Ist nun (R, £) lokalkonvexer Raum und S C R linearer Teilraum, so kénnen wir die
Topologie von R auf S einschréinken. Dabei entsteht die Relativtopologie durch die
Monade p2(0) N *S. Weil pz(0) absolutkonvex und S ein linearer Raum ist, folgt:

L(pc(0)N™S) = ue(0) NS

Daraus kann man nun leicht folgern, dass nicht nur fiir jede absolutkonvexe Nullum-
gebung U C R stets U NS absolutkonvexe Nullumgebung von S ist, sondern auch,
dass es zu jeder absolutkonvexen Nullumgebung V' C S von S stets eine absolutkon-

vexe Nullumgebung U C R von R gibt mit UNS C V.
Aber es gilt sogar mehr (fiir den Beweis siehe [12]):

Lemma 1.2.26: Ist VV C S eine absolutkonvexe Nullumgebung des linearen Teilraums
S C R eines lokalkonvexen Raumes R, so gibt es eine absolutkonvexe Nullumgebung
U CRim Gesamtraum Rmit UNS =1V. O

1.2.3 Filter und Topologie

Wir haben nun bereits ausgiebig die nonstandard Eigenschaften der Umgebungsfilter
ausgenutzt und dabei erkannt, wie wichtig der Begriff des Filters und vor allem der
Filtermonade (auf nonstandard Ebene) zur Definition und Charakterisierung von
Topologien ist.

Andererseits hatten wir bereits erwidhnt, dass man mit Filtern in topologischen
Ré&umen auch Konvergenzen beschreiben und damit den Begriff der Folge verallge-
meinern (oder ersetzen) kann. Da wir einen Filter iiber seine Filtermonade charakte-
risieren konnen, liegt es nahe, folgendermafien zu definieren: Ein Filter F konvergiert
genau dann gegen den Punkt x, wenn mz C pug(*x) gilt. Weil wir wieder wegen der
reichhaltigeren Struktur interessantere Aussagen treffen kénnen, behandeln wir fol-

gend lediglich topologische Vektorrdume etwas ausfiihrlicher.

Filter auf topologischen Vektorridumen

Mit der zusétzlichen Struktur des Vektorraumes kénnen wir auch weitere topologi-
sche Eigenschaften definieren und untersuchen.
Zunéchst greifen wir noch einmal den Begriff der Absolutkonvexitit auf. Dabei sei

der absolutkonvexe Abschluss I" wie auf Seite 22 definiert (vgl. [32, Satz 3.3.1]):
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Satz 1.2.27

Ist F ein Filter auf dem reellen Vektorraum V mit Filtermonade m#, so gilt:

I'my= (| T"F
FeF

Beweis: Aus der Beziehung mx C *F folgt 'mz C I'*F fiir alle ' € F und damit
I'mz C \per'F.

Sei fiir die andere Richtung nun y € (\pcr I'*F beliebig. Weil ,,np € T'ON“ eine
interne Formel ist, gibt es nach Lemma 1.1.3 eine ausreichende Teilmenge § C *F

mit y € I'f fiir alle f € §. Damit folgt (| §F € mz und somit
pe(Tf=T()§ CI'msr.

feF [

Die né#chste Definition fiihren wir nun gleich im Nonstandard-Universum durch.
Dabei ist es nicht schwierig zu beweisen, dass diese Definition zu der klassischen

dquivalent ist.

Definition 1.2.28. (nonstandard)

1. Ein Filter F auf dem topologischen Raum (X, 7) heifit konvergent gegen ein
Element z € X, falls my C pr () gilt.

2. Ein Filter F auf dem topologischen Vektorraum (X,7) heifit Cauchyfilter,
falls mz C ¢+ p7(0) fiir ein ¢ € mx gilt. o

Damit kénnen wir nun Konvergenzkriterien fiir Filter aufstellen:

Lemma 1.2.29: Es sei F ein Filter auf dem topologischen Vektorraum (X, 7).

1. Istmgz C r+p7(0) fir ein p € mg, so gilt fiir alle v, 3 € mx stets (h—3) € pr(0)
und damit auch mx C vy + p7(0) fiir alle y € m .

2. Gilt mgz N pr(xx) # O fiir ein z € X, so konvergiert F bereits gegen .

3. Ist G ein Cauchyfilter auf X mit G C F und konvergiert F gegen ein z € X, so

konvergiert auch G gegen .
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Beweis: 1. rg € my erfiille mz C ro + p7(0) und g,y € mx seien beliebig. Dann
existieren e1, ez € p7(0) mit ¥ = ro + ¢; und h = g + e2. Daraus folgt

r—9= (o +er)— (ro+ex) =¢er —e2€pur(0).
Damit ist die Beziehung mz C y 4 p7(0) fiir alle y € m klar.

2. Es sei g € mz N pr(*x) und 3 € mg beliebig. Dann gilt

3= (3 —v0)+ (vo —*x) +*= € p7(0) + p7(0) +*= C p7(0) + v = pur(*x),
—— N — —_—

€ur(0) epr(0) Cur(0)

also insgesamt mx C pr(*).

3. Unter den gegebenen Voraussetzungen ist my C mg und mx C pr(*x), also

mg N pr () # ) und die Behauptung folgt aus dem zweiten Teil. ]

Es liegt jetzt nahe, Abbildungen zwischen Topologischen Vektorrdumen zu be-
trachten, die stetigé und linear sind. Tatsichlich erhalten derartige Abbildungen in

gewissem Sinn die Cauchyeigenschaft:

Lemma 1.2.30: Ist f: (X,7;) — (Y,73) stetig, linear und F Cauchyfilter auf X, so
ist G:={f(F) : F € F} Basis eines Cauchyfilters auf Y.

Beweis: Wegen f(F; N Fy) C
sofort mg = Nper "(f(F)) 2
ein 3 € *F mit y = "f(3) und mit Saturation folgt aus der Filtereigenschaft, dass
v € "f(NperF) = "f(mz). Der Rest folgt aus der Linearitét und der Stetigkeit

von f. [

f(F1) N f(Fy) ist G tatséchlich Filterbasis. Damit gilt
°f

(mg). Ist nun y € mg, so existiert zu jedem F' € F

Ssieche Lemma 3.1.7 auf S. 83 fiir eine nonstandard Beschreibung
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Kapitel 2

Externe Relationen

In diesem Kapitel geht es nun darum, den Begriff der externen Relation zu mo-
tivieren, zu definieren und anschliefflend zu untersuchen. Zu Beginn erlidutern wir
erneut die Idee, welche den externen Relationen zugrunde liegt, kénnen dies aber
nun mit dem bereits vorhandenen Nonstandard-Hintergrund besser formulieren. An-
schliefend definieren wir den Begriff und setzen ihn in einen ersten Zusammenhang
mit Topologien.

Der zweite Abschnitt illustriert, wie sich externe Relationen nun im Universum
von HST prisentieren. Dazu machen wir einige zusétzliche Annahmen an die Ge-
stalt der untersuchten Relation, welche die Beschreibung um FEiniges erleichtern.
Schliellich erkennen wir, dass gewisse Eigenschaften der Relation (als externe Men-
ge im Universum) ohne echte Einschrinkung auch fiir die beschreibenden Mengen

angenommen werden koénnen.

Der dritte Abschnitt prisentiert einige Ergebnisse iiber externe Relationen und
ihre Beziehung zu Topologien. Diese Ergebnisse stammen im Wesentlichen aus [32]
(ausgenommen diejenigen in den Abschnitten 2.3.2 und 2.3.3, sowie ,,Gestalt der
een) und werden hier auch dazu genutzt, das Arbeiten und Argumentieren in HST
transparenter zu machen. Etwa die Darstellung der diskreten Monade einer externen
Relation mittels der urspriinglich die Relation selbst beschreibenden Mengen nutzt
intensiv die Beziehung zwischen den Klassen der wohlfundierten und der standard
Mengen. Diese Beziehung benutzen wir anschlieffend ebenfalls, um zu zeigen, dass
die Struktur eines Umgebungsfilters gewissermaflen schon in der Relation selbst ver-
ankert sein muss, wenn die diskrete Monade bereits die Umgebungsmonade einer
Topologie sein soll. Nach einem kurzen Abschnitt iiber Relativtopologien unter-
suchen wir Relationen, die mit der Struktur eines Vektorraumes vertréglich sind
und erarbeiten uns fiir einige dieser begrenzt linearen Relationen mehrere Bedin-

gungen, unter denen eine auf dem Gesamtraum erzeugte Topologie auf bestimmten

29
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Unterrdumen gerade eine ebenfalls durch die Relation erzeugte Topologie induziert.
Danach untersuchen wir kurz die Méglichkeit, mit Hilfe der Relation einen sogenann-
ten Abschlussoperator zu erzeugen. Zum Abschluss dieses Abschnitts préisentieren
wir noch den Schattenraum als eine mogliche Vervollstéindigung gewisser Relationen.

Am Ende des Kapitels geben wir im vierten Abschnitt zwei Beispiele, an denen wir
einige der zuvor behandelten Begriffe anwenden. Insbesondere das zweite Beispiel
zeigt die Moglichkeiten, aber auch die ,,Gefahren“ unserer Vereinfachung, weil es uns
nicht gelingt, die Umgebungsmonade der assoziierten Topologie exakt zu beschrei-
ben, sondern nur ndherungsweise. Aber selbst bei genau bekannter Monade wére die

standard Beschreibung dieser Topologie noch undurchsichtig.

2.1 Grundlagen

Ist eine Topologie auf einer Menge X gegeben, so entstehen (wie wir gesehen haben)
aus den Umgebungsfiltern die Umgebungsmonaden der einzelnen Punkte. Dabei ist
die Topologie eindeutig bestimmt, wenn man zu jedem standard Punkt *xr € *X
die Umgebungsmonade kennt. Andererseits muss aber die Topologie bereits bekannt
sein, um diese Umgebungsmonaden zu konstruieren. Nun liegt die Frage nahe, ob
man nicht jedem standard Punkt derart eine Monade zuordnen kann, dass diese die
Umgebungsmonaden einer Topologie bilden.

Um die Sache etwas zu erleichtern, beschrankt man sich auf hausdorffsche To-
pologien, weil dort die Umgebungsmonaden von verschiedenen standard Punkten
stets disjunkt sind (siehe Abschnitt 3.3 auf Seite 92). Damit bilden also die Umge-
bungsmonaden der standard Punkte auf der Menge der standardnahen Punkte eine
Partition, mit der wiederum eine Aquivalenzrelation verkniipft ist.

Das fiithrt zu dem Ansatz, von einer symmetrischen, transitiven Relation auf der
Menge *X auszugehen, welche dann auf ihrem Definitionsbereich zu einer Aqui-
valenzrelation wird. Weil sogar im Fall einer gegebenen Topologie die Menge der
standardnahen Punkte eine externe Menge bilden kann (und dies in den , meisten
Fillen tut), konnen wir nicht erwarten, eine Relation der oben genannten Art durch
interne Formeln beschreiben zu konnen. Somit ist also eine Motivation gegeben,

externe Relationen (auf standard Mengen) zu untersuchen.

Definition

Hier gieflen wir nun die oben motivierte Konstruktion in eine formal saubere Form.
Dabei legen wir der Relation immer eine standard Menge zu Grunde, sodass die

entstehenden Topologien als solche in WF verstanden werden kénnen.
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Unter einer externen Aquivalenzrelation auf der standard Menge *X verstehen wir

eine (durchaus externe) Teilmenge
EC'Xx*XeS
des cartesischen Produkts *X x *X, die folgende Eigenschaften besitzt:
1. Vi, € "X ((xr,9) € E= (y,1) € E), d.h. die Relation ist symmetrisch;

2. V1,9, € "X ((x,n) € EA(y,3) € E = (1,3 € E), d.h. die Relation ist

transitiv.

Auf der (moglicherweise externen) Teilmenge
domE:={re X : 3™y e X (1,n) €E)} C"X

wird E somit tatséchlich zu einer Aquivalenzrelation. Weil wir dabei im Sinn ha-
ben, aus den Aquivalenzklassen Umgebungsmonaden zu machen, die eine Topologie

eindeutig bestimmen, fordern wir zusétzlich

3. ;X :="XNS CdomE={re”X : (r1) € E}, jedes standard Element von *X

kommt vor;

4. SE = id %y xy» verschiedene standard Elemente stehen nicht in Relation.

Wie in diesen Fillen iiblich, schreiben wir in Zukunft ,x Ey*“ statt ,(z,y) € E*.

Die assoziierte Topologie

Ist ein Element r € domE gegeben, so betrachten wir zunsichst dessen Aquivalenz-
klasse [t]g:={p € "X : rEp} und konstruieren damit eine Topologie auf X, deren
Umgebungsmonaden maglichst ,,nahe“ an den Aquivalenzklassen sind. Dabei den-
ken wir an die Charakterisierung offener Mengen durch die Umgebungsmonaden von

standard Punkten (vgl. Lemma 1.2.15):

Eine Teilmenge U C X heifle offen beziiglich der assoziierten Topologie Tg, wenn
fiir jedes u € U stets [*u|g C *U gilt.
Dies definiert tatséchlich eine Topologie:
Sei also 7g:={U C X : Yu € U ([*u]g C "U)}. Wir iiberpriifen die Bedingungen an

ein System offener Mengen von Seite 18:
(O1) Z.z. D € Te und X € Tg: Klar.

(02) Z.z. Uy,Uy € Tg, dann auch U; N Uy € Tg: Ist w € Uy N Uy, dann ist nach
Voraussetzung auch [*u]g C *U; und [*u]g C "Us, also folgt die Behauptung.
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(03) Z.z. (U;); € Tg, dann auch J; U; € Tg: Ist u € |J; U; beliebig, so folgt fiir ein
ig passend, dass [*ulg C "U;, C |J,;"U; C *(Uz Ui).

Die Umgebungsmonaden der assoziierten Topologie 7g bezeichnen wir der Einfach-

heit halber mit pg, d.h. wir definieren fiir r € *X nun
pe(r) :=({U e T : reU}.

Es ist damit fiir jedes € X immer [*z|g C pg(*x) und 7g ist die feinste Topologie
mit dieser Eigenschaft. Unser Interesse gilt im Wesentlichen der Frage, wann die
Aquivalenzklasse (oder zumindest deren diskrete Monade, siehe Abschnitt 2.3.1)
gleich der Umgebungsmonade ist und ob man diese Eigenschaft der Relation selbst

ansehen kann.

Beziehung der Relation zu Topologien

Ein Ziel haben wir mit der assoziierten Topologie bereits erreicht: Wir kénnen aus
einer externen Aquivalenzrelation stets eine (eindeutig bestimmte) Topologie er-
zeugen. Damit fiir alle standard Punkte nun die Umgebungsmonaden gleich den
Aquivalenzklassen sind, miissen letztere auf jeden Fall selbst Monaden sein. Aller-
dings schrinkt man sich dadurch bei der Wahl der Relation sehr ein und wir haben
ja eine Moglichkeit, jeder Teilmenge (einer gegebenen standard Menge) auf gewisse
eindeutige Weise eine Monade zuzuweisen: Die Filtermonade des zugehorigen dis-
kreten Filters. Diese Zuordnung ist insofern eindeutig, weil diese Monade die (bzgl.

C) kleinste Monade ist, welche die gegebene Menge enthélt.

Wie wir spiiter erkennen, ist die Bedingung, dass jede Aquivalenzklasse eines stan-
dard Punktes selbst bereits Monade ist, in diesem Sinne weder notwendig noch
hinreichend fiir unser Vorhaben:

Es gibt Relationen mit der Eigenschaft, dass die Aquivalenzklassen der standard
Punkte alle Monaden sind, aber diese Monade nicht mit der Umgebungsmonade der
assoziierten Topologie iibereinstimmt (siehe Beispiel ab Seite 69).

Andererseits gibt es Relationen, deren Aquivalenzklassen keine Monaden sind, de-
ren assoziierte Umgebungsmonaden aber gerade die Filtermonaden des diskreten
Filters sind: Siehe Beispiel 3.3.3 auf Seite 86 in [32].

Ein schones Ergebnis erhélt man, falls die Relation selbst sogar monadisch ist, d.h.
die externe Menge E die Darstellung E = ﬂge . M fiir interne Mengen 9 und eine
Ordinalzahl s hat. Relationen dieser Art werden ausfiihrlich in [3, Abschnitt 6.3]

behandelt. Auch wenn die genauen Voraussetzungen dort etwas anders sind als bei
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uns (insbesondere wird in IST argumentiert), konnen wir das zentrale Ergebnis auch

hier (und in unserer Notation) formulieren.
Satz 2.1.1
([3, Theorem 6.3.1]) Es sei X € WF und E C "X x "X derart, dass
1. fiir alle x € X stets (xx,*r) € E,
2. fiir alle z € X und 9,3 € "X aus (3,1), (n,*r) € E stets (3,*r) € E folgt und

3. es eine Ordinalzahl  und interne Mengen 9% fiir { € « gibt, sodass E = (., Me
gilt.

Dann gibt es eine eindeutige Topologie 7 auf X derart, dass fiir jedes x € X stets
pr () = []e gilt. O

Weitere schone Ergebnisse erhélt man, wenn man zusétzliche Strukturen zulésst,
wie etwa lineare Ridume. Externe Relationen auf Vektorrdumen, wobei die Relation
die lineare Struktur respektieren soll, fithren zu interessanten Beobachtungen (siehe
Abschnitt 2.3.5 ab Seite 49).
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2.2 Darstellung in HST

In diesem Abschnitt wollen wir explizit die Struktur des Mengenuniversums von
HST ausnutzen, um nédher auf die Gestalt der untersuchten Relationen einzugehen.
Dabei profitieren wir zum einen davon, tatsédchlich mit externen Mengen arbeiten
und die Symbole € und C ohne formale Tricks durchaus naiv lesen zu kénnen, zum
anderen haben wir mit WF ein ,jechtes* ZFC-Universum zur Verfiigung, aus dem
wir mit dem €-Isomorphismus * in die Welt der standard, und damit auch der
internen und externen, Mengen wechseln kénnen.

Zudem werden wir weitere Einschrinkungen machen, um gewisse Ergebnisse her-

leiten zu konnen.

2.2.1 Die Gestalt der Relation

Unsere erste Einschréinkung ist mehr formaler Natur:

Wir gehen davon aus, dass die externe Relation E durch eine st-€-Formel definierbar
ist. Das bedeutet, es gibt eine Formel ¢(z) in der st-€-Sprache, fiir die E die einzige
Menge ist, welche p(E) erfiillt. In HST folgt aber nun aus dieser Eigenschaft, dass

E in A$® ist (siehe [9]), d.h. es existieren zwei Ordinalzahlen s, A\ € Ord und interne

E:U ﬂegn.

EER MEX

Mengen eg,), sodass gilt

Da wir hier im Wesentlichen innerhalb der Ausgangsmenge “X entstehende Struk-
turen betrachten, ist es ebenfalls keine Einschréinkung, von eg,, C *X x "X auszuge-

hen.

Fiir die weitere Untersuchung ist es interessant zu wissen, ,wie viele* Aquivalenz-
klassen man erhilt, d.h. ,,wie grof* der Quotient dom E/E ist. Dabei garantieren uns
die Eigenschaften 3. und 4. auf Seite 31, dass dom E/E nicht ,kleiner” als X wird,
d.h. es gibt eine Injektion X — dom E/E, x — [*z]g. Eine ausgezeichnete Stellung
nehmen dabei Relationen ein, fiir die diese Abbildung sogar bijektiv ist:

Enthilt jede Aquivalenzklasse von E ein standard Element, so nennen wir die Re-

lation wvollstdndig. Als Formel geschrieben bedeutet das
Vi € domE 3%y € "X (rEv).

Bei dieser Unterscheidung zwischen vollstdndigen und nicht vollsténdigen Relationen
riicken wir schon etwas vom urspriinglichen Ziel ab, lediglich die Aquivalenzklassen

der standard Elemente als Umgebungsmonaden einer Topologie auffassen zu wollen.



2.2 Darstellung in HST 35

Andererseits gibt es natiirlich auch interessante Topologien, bei denen man ausge-
zeichnete Umgebungsmonaden, welche kein standard Element enthalten, anschaulich
gesprochen mit einem solchen bestiickt und dadurch zu einer Vervollstindigung der
Topologie iibergeht. Eine analoge Uberlegung im Fall der nicht vollstindigen Rela-
tionen beschiftigt sich wieder mit der GroéBe des Quotienten dom E/E und fithrt zum
Begriff des Schattenraumes (siehe Abschnitt 2.3.8).

Unabhiingig von diesen Uberlegungen wissen wir allgemein, dass (im Fall E € AS?®)
sowohl die Menge E als auch der Quotient dom E/E entweder von Standardgrofle sind,
oder man eine x-unendliche interne Menge injektiv einbetten kann ([9, Theorem
1.4.11]).

2.2.2 Erweiterung der Notation

Wir gehen also im Folgenden immer davon aus, dass die externe Relation E in der
Form E = (Jee, [,en €y vorliegt. Fiir unsere Zwecke ist es zusétzlich sinnvoll, die
Mengen eg, immer standard zu wéhlen und zudem zu fordern, dass sie eine C-
absteigende Kette beziiglich n € X bilden, d.h. egy C eg fiir n < 7. Interessant
ist fiir die Menge E ja der Schnitt ﬂn@\ e¢y und fiir A = w kann man aus einer
beliebigen Familie {eg, : 7 € w} stets eine C-absteigende Familie {6,577 tne w}
mit (e, een = (Nyew 6/677 konstruieren. Mit Satz 1.2.14 von Seite 17 erkennt man
zudem, dass selbst fiir A > w diese Einschrankung eher formaler Natur ist.

Fiir jedes r € domE C "X schreiben wir eg, (r) :={n € "X : (r,9) € eg,}. Damit gilt
dann [t]e = Uge, Nyen €en(r). Ist ¢ standard, also etwa ¢ = =z fiir z € X, so sind
auch sdmtliche Mengen e¢, (*x) standard.

Aufgrund der Struktur von HST gibt es in diesem Fall in WF eine Abbildung
d: kX A= P(X x X) mit  “(d(&n)) = eg.

Wir schreiben in Zukunft kiirzer *(d(§,7)) = *(de,) und iibernchmen auch die
Schreibweise dg,(x) fiir die Menge mit *(dg, (x)) = eg, (*z).

Durch Anwendung des €-Isomorphismus’ * auf das gesamte System erhalten wir
die standard Abbildung *d: * x "\ — *(P(X x X)), die auf standard Paaren (*¢, )
gerade mit eg, iibereinstimmt. Auch hier entsteht fiir ein internes y € *X (und
interne ¢ € *, h € "\) analog die (interne) Menge *dy(n). Hier weichen wir etwas
von der Notationskonvention in Gleichung (1.1) auf Seite 8 ab, weil wir dieses d
tatsdchlich als Abbildung lesen.

Einer Abbildung f € A" kénnen wir damit die Vereinigung Uge-e def(e) zuordnen.
Diese Zuordnung bezeichnen wir mit D: A* — PB(X x X) und das Bild von f unter
D mit Dy, was uns sofort die standard Abbildung *D: *(A\*) — "B(X x X) liefert.
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Weiter sei

D: (\) x X = B(X), (f,2) > Dy(x):= | dese(

er
Per #-Transfer ist dann wieder
) % X = (B0) = Pawe(X), (F0) = Diln) = [ g
rE€%K

Die Doppelbelegung der Buchstaben d und D birgt keine Gefahren, da wir stets mit
den Bildern unter den Abbildungen arbeiten werden (denen man ansieht, welche
Abbildung gerade gemeint ist) und nie etwas wie domD verwenden, was in der Tat
doppeldeutig ware.

Fasst man diese Mengen Dy(x) fiir f € \* und z € X zu einer Familie zusammen,

so erhilt man:

Satz 2.2.1
Fiir jedes x € X ist die Familie {Dg(x) : f € A"} eine Filterbasis.

Beweis: Es sei ¢ € X beliebig. Wir miissen zeigen, dass 0 ¢ {Dys(z) : fe X} #0
ist und fiir alle f,g € A" stets ein h € A" existiert mit Dy (x) C Dy(x) N Dy(x) (siehe
Seite 12). Wir zeigen nur die zweite Eigenschaft:

Es seien also f, g beliebig. Definiere h: k — A, £ — max(f(£),g(£)). Dann ist nach
obiger Definition dgj,e) = de () N dege) fiir alle € € £ und somit

z) = | dengey(2) € < U deso) ($)> N < U degte) (x)> = Dy(z) N Dy(x).

< 1= feR ™

2.2.3 Begrenzt lineare Relationen

Es sei nun R ein reeller Vektorraum. Eine Relation E auf R heifit begrenzt linear,
wenn sie vertréglich mit der Vektorraumstruktur ist. Um diese Bezeichnung prézise
zu definieren, benétigen wir noch etwas mehr Notation:

Wir verwenden auf *RR die iibliche Topologie und bezeichnen die Umgebungsmo-
nade eines ¢ € *R bzgl. dieser Topologie mit hal(zr). Weiter schreiben wir ¢ ~ v, falls
t—1 € hal(0) und ¢ & v, falls ¢ ~ y und beide Zahlen begrenzt (d.h. betragsmifig
kleiner als eine standard natiirliche Zahl) sind.

Als Abkiirzung fithren wir noch die Mengen *R;:={r € *R : vt~ 0} = hal(0) und
*Rp:={r € *R : I°*n € *N (Jt]| < n)} ein. Dabei ist hier gerade *R; = ns(*R) (sie-

[13

he Definition 3.4.1 auf Seite 20), was zur Einschrinkung ,~;“ in Punkt 2 unten

fiihrt.
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Definition 2.2.2. Eine externe Relation E auf dem hyperreellen Vektorraum *R

heilt begrenzt linear, falls die Eigenschaften
1. ist tEx’ und y Ev’, so auch (r +9) E(z' +v') und
2. ist rtEy/ und a =~y o, so auch (a-yr)E(d’ - t/)

erfiillt werden. o

Im Abschnitt 1.2.2 auf Seite 21 hatten wir gesehen, dass es bei einer Vektorraum-
topologie ausreicht, die Nullumgebungsmonade zu kennen. Auch hier folgt aus der
Eigenschaft (r + v) E(z/ + v') fiir alle rtEx’ und y E v’ sofort, dass fiir jedes ¢ € domE
stets [tJe = r + [0]g gilt. Also schauen wir uns die Aquivalenzklasse der Null etwas

genauer an:

Satz 2.2.3
([32]) Die Nullklasse [0]g einer begrenzt linearen Aquivalenzrelation hat folgende Eigen-

schaften:
1. [0]e + [0]g = [0]e;
2. firr € domE und a € *RR; gilt ax € [0]g;
3. fiir r € [0]g und a € *RR, gilt ax € [0]g;

4. ,[0]g = {0}.

Beweis: Dies folgt sofort aus der Definition. [

2.2.4 Zur Wahl der darstellenden Mengen

Bisher haben wir die Darstellung der Relation E = (¢, [\ €¢y Weitgehend un-
abhéngig von den Eigenschaften der Relation E selbst betrachtet. Wir haben von
den Mengen eg, lediglich verlangt, dass sie standard und C-absteigend beziiglich 7
sind. Hier wollen wir uns klar machen, dass man zumindest zwei Eigenschaften von
E auf die Mengen eg,, {ibertragen kann, ohne sich dadurch wirklich einschrénken zu

miissen.

Symmetrie von E
Bei der Definition der Relation E haben wir deren Symmetrie gefordert:

tEy e yEr.



38 EXTERNE RELATIONEN

Danach haben wir gesehen, dass in den fiir uns relevanten Fillen die Relation die
Gestalt E = Ug . ﬂne ) ¢y hat. Wir betrachten sogar ausschliefllich solche Relationen,
fiir welche die Mengen e, standard sind. Fiir diese Mengen eg,, ist allerdings keine
Symmetrie vorausgesetzt, obwohl es machmal sehr hilfreich wére.

Daher zeigen wir nun, dass man immer symmetrische Mengen cg, (und geeignete
Indexmengen) konstruieren kann, fiir die E = U{e»a ﬂne v Cen gilt.

Ist {eg, : 1 € A} gerichtet beziiglich C, so kann man auch die cg, derart kon-
struieren, dass {c¢; : 7 € X'} gerichtet beziiglich C bleibt. Wir werden gleich diese
Zusatzvoraussetzung mitbenutzen, weil man der Konstruktion ansieht, wie der all-
gemeinere Fall ohne Gerichtetheit zu behandeln ist.

Ist M C X x X eine Menge von Paaren, so schreiben wir
M~ :={(m,n) : (n,m) € M}
fiir die Menge der , gespiegelten® Paare.
Es sei also E = [Jge,, [, e) €¢y mit eg, standard und

V€ (¥n1,m2 F1s (en; C e N eena)).
d.h. fiir jedes £ € & ist die Familie {es, : 1 € A} gerichtet bzgl. C.

Wir betrachten nun die Menge v :={(n1,m72) € A X A : 11 > 12} mit der Ordnung

(n,m2) < (01,02) < (m < 61) V(1 =01 Az < 02).

Weiter sei fiir £ € k und (11, 72) € ¥ nun

. 1 -1
Ce,(mn m2) =(egn, U e£n2) N (egn, U e£n1)'
Durch leichtes Nachrechnen erhilt man
-1
Ce .l = C€(mime) und E = U ﬂ Ce,(mm2)>
€k (n1,m2)€EV

womit die Familie {C£7< £ € kA (m,m) €v} die geforderten Eigenschaften

hat.

71,M2) :

Sind weiter zwei Mengen c¢ und c¢ g, 0,) gegeben, so folgt fiir die Menge

n1,m2)

Ce,(r1,m) Wit 7;:=max {ni,0i} zum einen Ce(rim) S Ce(mome) M Ce,(01.0,) und zum

anderen (11, 72) € v. Es ist sogar (11, 72) > max {(n1,n2), (01,02)}.

Linearitit

Ist E begrenzt linear auf dem Vektorraum R, so kann man Mengen e’577 derart de-
finieren, dass e;, () = v + e, (0) fiir alle n € domE gilt und sich die Relation als

Ganzes nur unwesentlich verandert.
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Es sei dazu (€,7n) € k x A beliebig,
e, ={(t,;5) e Rx"R: (0,5 —t) € ey}

und B :=Uge, Nyen €, 15t gy standard, so auch e}, . Es sei nun a € [0]g, d.h.
zu jedem & € k gibt es ein n € A mit (0,a) € eg,. Dies ist dquivalent dazu, dass
(0,0 —0) € e, also a € [0]g/, d-h. [0]g = [0]g/.

Nun gilt € domE’ wegen Symmetrie und Transitivitit genau dann, wenn rE'g,
was nach Konstruktion wiederum dquivalent ist zu 0 E(x —r), und dies ist schlie8lich
stets erfiillt. Es ist also unabhiingig von E immer domE’ = *R.

Ist nun aber ¢ € domE beliebig, so folgt y € [t]e & (h —1) € [0]g & v € [t]g, also
ist [t]e = r+ [0]e = r + [0]z = [r]g’. Beschréinkt man sich also weiterhin auf domE,

so stimmen die beiden Relationen iiberein.
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2.3 Schlussfolgerungen

Nun haben wir die Vorbereitungen so weit abgeschlossen, dass wir in der Lage sind,
externe Relationen genauer auf ihr Verhéltnis zur entstehenden assoziierten Topo-
logie zu untersuchen. Wir beginnen mit der Filtermonade des diskreten Filters und
geben fiir standard Punkte eine Beschreibung dieser Monade durch die Relation
(und ihre darstellenden Mengen) selbst an.

Danach erkennen wir, dass die Familien {Dy(x) : f € A"} von Seite 35 eine wich-
tige Briicke zwischen Relation und Topologie bereitstellen und formulieren daraus
ein Kriterium, wann die Relation topologisch (siehe Definition 2.3.4) ist.

Anschlielend behandeln wir kurz das Verhalten einer auf eine Teilmenge einge-
schriankten Relation und wenden uns dann den begrenzt linearen Relationen zu. Die
meisten der dort préisentierten Ergebnisse stammen aus der Arbeit von Wietschorke
[32], erhalten aber im Zuge dieser Arbeit und vor allem durch die Moglichkeiten von
HST neue und zum Teil deutlich kiirzere und {ibersichtlichere Beweise.

Im Anschluss konstruieren wir eine Abbildung, welche beziiglich der assoziierten
Topologie abgeschlossene Mengen erkennt und erneut ein Kriterium liefert, wann die
Relation topologisch ist.

Zum Abschluss gehen wir von einem standardgrofien Quotienten dom E/E aus und
behandeln den sogenannten Schattenraum. Insbesondere untersuchen wir (unter ei-
ner weiteren Bedingung an die Relation) eine naheliegende Konstruktion einer lo-
kalkonvexen Topologie auf dem Schattenraum und formulieren ein Kriterium, wann
diese als Vervollsténdigung der lokalkonvexen Topologie des Ausgangsraumes dienen

kann.

2.3.1 Die diskrete Monade

Wir betrachten Relationen nur auf standard Mengen *X, und fiir diese ist die
Menge aller internen Teilmengen Pine ("X) von *X sogar ebenfalls standard, denn
Pine ("X) = *(P(X)). Also kann man in HST die folgende Teilmenge

F([te) :={F € Pane("X) = stF A [t C F}

von Pint ("X) definieren, welche Standardgrofe hat.

Die durch Standardisierung hieraus entstehende standard Menge SF([t]g) ist gerade
das *-Bild des von [r]g erzeugten diskreten Filters Fil([r]g) in WF (siehe auch Be-
merkung 1.2.2 auf Seite 12). Damit erkldrt sich der Name diskrete Monade fiir den
Schnitt:

8([dle) =) F([ele)-
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Dies ist némlich die Filtermonade des von der Aquivalenzklasse [t]g erzeugten dis-

kreten Filters, und damit die kleinste Monade, welche [g]g als Teilmenge enthélt.

Ist nun f € A" eine Funktion von k nach A, so schreiben wir als Abkiirzung mit
der Notation von Seite 35:
Eri= | "dpxyy = "Dy = "(Dy)
LE*K
Insbesondere ist also E; eine standard Menge (die unter Benutzung von f € WF
konstruiert wird).

Damit kénnen wir auch Ef(xz) = *(Ds(z)) fiir 2 € X schreiben. Unter Zuhilfenah-
me dieser Notation werden wir die diskrete Monade nun besser beschreiben. Bisher
kennen wir ndmlich nur ihre Definition als Filtermonade, d.h. als einen Schnitt ,, von
oben“. Der néchste Satz erlaubt uns die Beschreibung ,,von unten® iiber die E defi-
nierenden Mengen eg,. Der Beweis ist analog zu [32], wo er allerdings in IST gefiihrt

wird.

Satz 2.3.1
([32]) Sei [*#z]g die Aquivalenzklasse von *z € *X beziiglich der externen Relation E fiir

ein x € X. Dann ist

8(fle) = () U despin () = () Esl).

feENEHR fexs

Beweis: Ist F = Fil([«x]g) der durch die Aquivalenzklasse [#z]g erzeugte diskrete

Filter, so ist genau dann F' € F, wenn [*z]g C “F, also ausformuliert

U ﬂ *(din(x)) C'F

EERNEN

gilt. Dabei ist *(dg,(x)) C *F dquivalent zu dg,(x) C F, also gilt
VE € k3 € A(dgy(z) C F),
was mit Auswahl dquivalent ist zu
f € NVE € K (depe)(z) C F),

was wiederum Dy (z) = Uge, dep(ey(z) C F fiir ein f € A" bedeutet. Damit gilt
auch E;(+x) = "(Dy(z)) € *F, und weil die diskrete Monade von [#]g gerade die
Filtermonade des diskreten Filters ist, folgt somit

() Es(z) C 3([ale).

fern
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Andererseits ist
e =[] U "dey2) € [ U deyo(0) = () Efl),
FEN xe ki FEXE xE#K 2%
also auch §([z]e) C (yers Ef(s2).
Insgesamt folgt die Behauptung. ]

Bemerkung 2.3.2: Da wir im Beweis von Satz 2.3.1 lediglich die Gestalt der Aqui-
valenzklasse ['z]e = Uee, (pex een(*2) mit ey () = "(dey()) und egy (") C egy(x)
fiir n < 1’ ausgenutzt haben, konnen wir das Ergebnis auch auf diesen allgemeinen

Fall unabhéngig von Relationen ausweiten.

Aus dieser Darstellung kénnen wir leicht eine néchste Folgerung ableiten, welche
sich so &hnlich auch in [32] findet. Fiir spitere Verwendungen formulieren wir diese

allerdings etwas allgemeiner (vgl. Bemerkung 2.3.2):

Lemma 2.3.3: Ist {M, : £ € K A € A} eine Familie von Teilmengen M, C X der
WF-Menge X, die inklusionsabsteigend bzgl. 7 sind, und A C X eine weitere Teilmenge,
so gilt:

*Ams<U N *(M&,)) :5(U N ”14ﬂ*<Mgn))

EERMEN EERMEN

Beweis: Nach Satz 2.3.1 ist
Ans(J () Mep) ="A0 () (U Megeo)
£ERMEA fEXNS  E€x
und weil allgemein
An () (U Mee) = () "(U AN Mege))
fexs (ER feXr 1=
und nach Satz 2.3.1 wieder
) (UANMege) =6(J () AN (Mey))
fexs  gex EERNEN

gilt, folgt die Behauptung. n

Da die diskrete Monade die kleinste Monade ist, welche die Aquivalenzklasse ei-
nes Elementes enthilt, ist fiir jedes r € "X stets §([t]g) C pe(r). Damit prizisiert
sich das anfangs genannte Ziel, die Umgebungsmonaden ,,mo6glichst nahe* an die

Aquivalenzklassen zu bekommen, zu der Frage:
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Wann gilt 6([t]e) = pe(r)?

Weil eine Topologie ja bereits durch die Umgebungsmonaden der standard Punkte
eindeutig bestimmt ist, werden wir uns bei dieser Betrachtung auch auf standard
Punkte beschrinken. Aulerdem bilden die Umgebungsmonaden einer Topologie auf
allen Elementen betrachtet gar keine Aquivalenzklassen.

Das motiviert unsere néchste

Definition 2.3.4. Eine externe Aquivalenzrelation E auf der standard Menge *X

heifit topologisch, wenn gilt:

V¥ € "X (3([r]e) = pe(r)) (2.1)

Damit lautet unsere Fragestellung jetzt also:

Wann ist eine externe Aquivalenzrelation topologisch?
Eine erste Antwort erhédlt man, wenn man die Darstellung benutzt, die in Abschnitt
2.2.2 erarbeitet wurde:

2.3.2 Beziehung der Relation zu Umgebungsfiltern

Wir betrachten die beiden Verallgemeinerungen der Mengen eg, zum einen zu “dy,
fiir r € *x und h € "\ und zum anderen zu *Dj(p) fiir f € *(A®) und y € "X (siehe
Seite 35) vor dem Hintergrund des Umgebungsfilters.

Die Familie {D¢(x) : € X A f € A*} habe die Eigenschaft
Vo e XVfeXNdge AN Vye Dy(x)Ih e XN (Dp(y) C Dys(x)). (2.2)

Wir betrachten unter dieser Voraussetzung fiir x € X den von der Filterbasis
B(xz):={Dys(x) : f € X'} erzeugten Filter F(x). Dass B(z) tatsdchlich eine Filter-

basis ist, haben wir in Satz 2.2.1 gezeigt.

Satz 2.3.5
Unter den eben genannten Voraussetzungen gilt: Die Zuordnung F: x +— F(x) erfiillt

die Eigenschaften eines Umgebungsfilters von Seite 18.

Beweis: Ul Z.z.: Fiir alle U € F(z) gilt z € U.
Ist U € F(x) beliebig, dann ist fiir ein f € A" per def. Dy(x) C U, also z € U.



44 EXTERNE RELATIONEN

U2,3 Dies gilt, weil F(x) Filter ist.

U4 Z.z.: Zu jedem U € F(z) gibt es ein V' € F(x), sodass fiir jedes y € V stets
U € F(y) gilt.

Sind z € X und U € F(x) beliebig, so gibt es ein f € A" mit Dy(x) € U und
nach Formel (2.2) ein g € A* passend zu = und f. Es ist damit Dgy(z) € F(z).
Ist nun y € Dgy(x) beliebig, dann ist fiir ein A € A*® nach Formel (2.2) oben
Dy(y) € Dy(x) C U, also auch U € F(y). ]

Somit entsteht auf X eine Topologie 7' derart, dass die 7’-Umgebungen eines
beliebigen Punktes x € X genau die Elemente von F(z) sind. Das bedeutet fiir
jedes x € X:

pr (") = Mg = 6([*2]e).

Damit ist aber 7" gleich der assoziierten Topologie 7g, da diese gerade die feinste

Topologie 7 mit der Eigenschaft pr(*x) O [*x|g fiir alle x € X ist.

Wir haben jetzt also ein (etwas sperrig wirkendes) hinreichendes Kriterium an die
Relation E, topologisch zu sein.

Dieses Kriterium ist aber auch notwendig: Dazu betrachten wir umgekehrt eine
externe Relation derart, dass pg(*x) = o([*x]g) fiir alle x € X (also E topologisch)
ist und folgern daraus Eigenschaft (2.2).

Satz 2.3.6
Ist E topologisch, so erfiillt die Familie {D¢(z) : « € RA f € A\*} die Eigenschaft (2.2).

Beweis: Es seien g € X und fy € A" beliebig. Dann ist

pe(*z0) = 8([*zole) € “(Dy,(20)),

also existiert ein V' € 7g mit z9 € V' C Dy (x9) und dazu wiederum ein g € A\* mit
Dy(x0) C V. Seinuny € Dy(xg) beliebig, dann ist y € V', also 6([*y]e) = pe(*y) C*V
und es gibt ein A € A" mit Dy(y) €V C Dy, (x0). ]

Mit Hilfe von Saturation kann man sogar noch Weitergehendes aus der Eigenschaft
(2.2) folgern:
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Lemma 2.3.7: Gilt Formel (2.2), ist zp € X und y € §([*xo]e) beliebig, so existiert ein
f € *(A") mit
“Dyfn) € 6([wole).

Beweis: Seien xg € X und y € 0([*rolg) = My(s,) beliebig. Fiir jedes f € A®
gilt somit v € *(Dyf(z0)). Ist fo € A" beliebig und g € A\* passend nach (2.2), so
ist also y € "(Dy(zp)) und es existiert nach (2.2) mit Transfer ein § € *(A\*) mit
*Dy(n) C *(Dy,(x0)). Jetzt liefert uns Saturation mit der Filterbaseneigenschaft von
{D¢(xo) : f € A}, dass es ein f € “(A¥) geben muss mit “Ds(n) C *(Dy(zo)) fiir alle
f € A", Somit ist fiir dieses f also "Dj(n) € (;ern (D (o)) = 6([*z0]e)- "

In der Umkehrung wird ein Kriterium daraus:

Korollar 2.3.8: Ist eine Relation E auf der Menge R gegeben und existiert ein zg € R,
in dessen diskreter Monade &([*zo]g) es ein Element by gibt, sodass fiir alle f € *(\%)
stets “Ds(no) € 6([*xo]e) gilt, so ist E nicht topologisch. O

Ist eine Relation E gegeben, so hat man oft in einem gewissen Rahmen die Moglich-
keit, die Mengen e, unterschiedlich zu wéhlen (vergleiche Abschnitt 2.2.4). Im Bei-
spiel ab Seite 69 etwa kann man dies derart tun, dass man die Mengen “Dy (1) auch
fiir nichtstandard § und y gut beschreiben und damit kontrollieren kann. In diesem

Fall ist Korollar 2.3.8 ein praktisches Kriterium.

2.3.3 Relativtopologien

Wir beschéftigen uns nun (auch mit dem Hintergedanken spéiterer Verwendung) mit
der Moglichkeit, eine auf einer Menge R gegebene Relation E auf eine Teilmenge
M C R einzuschrinken.

In diesem Fall kann man natiirlich zunéchst die Relation einschranken per
Ev:=En("M x "M)

zu einer Relation auf "M und dann auf M die assoziierte Topologie 7g,, dieser
Relation bilden.

Andererseits kann man auch zuerst die assoziierte Topologie 7g auf R bilden und
diese auf M einschriinken zu 7g|,, (siehe S. 85).

Fiir y € M gilt dann [*y]g N "M = [*y]g,, und damit

pre,, (%) C pe(ty) VM = pgy (%)

‘]V[
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Dabei bedeutet pz (*y) C pr |M(*y), dass die in M erzeugte Topologie Tg,, feiner
ist als die Relativtopologie 7|, (siehe S. 19).

Anstatt nun wieder nach neuen Bedingungen oder Einschrinkungen an die gege-
bene Relation zu suchen, um eine allgemeine Gleichheit der Monaden zu erhalten,
sehen wir uns die Teilmengen M, auf die wir einschriinken, niher an. Unter gewissen
topologischen Zusatzvoraussetzungen kann man némlich auch die andere Inklusion

Te,, € ’]E‘M zeigen:

Lemma 2.3.9: Ist die Teilmenge M C R abgeschlossen oder offen beziiglich 7g, so

stimmen die beiden Topologien 7, und 7g|, auf M iiberein.

Beweis: Es sei also M C R.

1. Sei zuniichst M abgeschlossen. Dann ist fiir z € R mit [*z]g N "M # (0 stets
r € M. Sei V € Tg,,, also A:=M \ V abgeschlossen in M bzgl. Tg,,. Ist
z € R\ A beliebig, so folgt im Fall ¢ M nach obigem sofort [*x]g N *M = 0.
Fiir z € M aber ist [sz]gN"™A = [2]eN ("M N"A) = [*]g,, N"A = (. Damit ist A
abgeschlossen in R bzgl. 7g, also R\ A offen bzgl. 7¢ und somit V' = (R\ A)NM
offen bzgl. 7g|,,.

2. Sei nun M offen. Dann ist fiir z € M stets [*z]g C *M, womit die Beziehung
[xz]e,, = [z]e N "M = [*xz]g folgt. Damit ist V' € 7g,, offen bzgl. 7¢ und wegen
V =V N M offen bzgl. Tg|,,. [

2.3.4 Begrenzt lineare Relationen

Bis auf Weiteres sei E nun eine begrenzt lineare Relation auf dem hyperreellen Vek-
torraum *R. Wie wir in Satz 2.2.3 gesehen haben, erfiillt dann die Aquivalenzklasse
der O stets die Bedingungen an die Nullumgebungsmonade einer Vektorraumtopo-
logie — aufler der, eine Monade zu sein. Es stellt sich somit die Frage, ob sich diese
Eigenschaften nicht auch auf die diskrete Monade der Nullklasse iibertragen las-
sen. Eine sehr weit reichende, aber (im Hinblick auf obige Fragestellung) nicht ganz
zufriedenstellende Antwort gibt Satz 2.3.11.

Im Hinblick auf spétere Anwendungen formulieren wir jedoch zunéchst eine allge-
meinere Form dieses Satzes, als fiir den Moment notig wire.

Dazu betrachten wir eine (externe) Teilmenge I C *R des hyperreellen Vektorrau-

mes “R. Wie bei den Relationen gebe es standard Mengen Mg, € *R mit £ € k € Ord
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und 7 € X € 0rd derart, dass Mg, C My, fiir n’ <7 und M = Ueger Myer Mey ist.
Ist nun Mg, € WF derart, dass “(Mg,) = Mg, und My :=Uee, Mgy (e), so folgt
analog der Untersuchung vor Satz 2.2.1, dass {M; : f € A"} Filterbasis ist. Damit
erkennt man wie in Satz 2.3.1, dass fiir die diskrete Monade 6(901) als Filtermonade
des diskreten Filters ebenfalls 6(9) = Mpeyn (My) = Nyern " (Ueen M) gilt.
Unter diesen Bedingungen kénnen wir gewisse Eigenschaften der Menge 9t auch fiir
die diskrete Monade §(91) iibernehmen (vergleiche mit begrenzt lineare Menge in
32)):

Satz 2.3.10
Ist M = Ugen ﬂne/\ ey, mit obigen Eigenschaften gegeben, so gilt:
1. lst fiir beliebige a € hal(0) und = € R stets a - *x € M, so auch a -z € 5(M).

2. lIst fiir beliebige b € ns(*IR) und ¢ € 9 stets b - ¢ € M, so ist auch fiir beliebige
b € ns(*R) und y € 6(IM) stets b -y € §(M).

3. Ist o9t = {0}, so auch ,6(M) = {0}.

Beweis: Die erste Behauptung ist klar und die dritte folgt, weil fiir 0 # = € R stets
M C R\ {x}) gl

Wir betrachten also die zweite Behauptung. Es gelte die Voraussetzung, y € §(9)
und 0 < a € R seien beliebig. Wir zeigen

Vi a] < a (a- 6(M) C 6(M)),
indem wir zu jedem f € A® ein g € A" finden, sodass
v a| < a(a- (M) € (My))

gilt.
Sei also f € A" beliebig, dann gilt nach Voraussetzung fiir jedes |a| < +a stets
a- MM C M C *(My), also mit M = Jge,, N,er Mgy auch

VE € kI e N(a- Mg, C *(My)),
woraus leicht
VE € kY™ |al < *adn € A(a- Mg, C “(My)) (2.3)
folgt. Angenommen, es gilt nun nicht

VE € kIn € AVa| < *a(a- Mg, C *(My)), (2.4)



48 EXTERNE RELATIONEN

dann gibt es ein & € k derart, dass zu jedem 7 € A ein internes a mit |a] < *a

existiert, sodass a - Mg, € “(My). Betrachten wir damit die internen Mengen
Fp={la|<*a: a- My, € (My)}.

Nach Voraussetzung haben wir fiir ' < 7 stets Me,, C Mgy, also auch F,, C Fy und

da nach Annahme die F), alle nicht leer sind, folgt mit Saturation

0# () Fy={lal <*a: VneX(a Mg,y (M)},
neX

im Widerspruch zur Formel (2.3). Damit ist die Annahme falsch, also die Formel
(2.4) richtig. Mit (StandardgroBen-)Auswahl folgt

dg € /\HVf S nvi“t]a\ < *a (Cl : 9ﬁ£f($) - *(Mf))
Durch die geschickte zweimalige Anwendung von Transfer folgt
dg € NV € Vi a] < ra(a- "My C (M),

d.h. a-"(My) C *(My). Weil zu Beginn a € R beliebig gewéhlt war, folgt also die

Behauptung fiir alle beschriankten Skalare. ]

Wir kénnen dieses Ergebnis nun fiir die diskrete Monade der Nullklasse einer ex-
ternen Relation iibernehmen und sogar noch eine Eigenschaft mehr zeigen. Es ist ja

mit den iiblichen Voraussetzungen [0]g = Ugc, (e €6n(0):

Satz 2.3.11
([32]) Ist 6([0]g) die diskrete Monade einer begrenzt linearen Aquivalenzrelation (fiir die
wieder die Mengen eg, standard sind und C-absteigend bzgl. 1), so gilt:

1. 5(0([0]g)) = {0}, d.h. 0 ist das einzige standard Element;

2. fir p € domE und a € *RR; gilt a-y € 6([0]g), d.h. infinitesimale Skalare , absor-
bieren" ganz domE in 4([0]g);

3. fir y € §([0]g) und g € *Ry, gilt g -y € 6([0]g), d.h. §([0]g) . absorbiert” be-

schrankte Skalare;

4. zu jedem y € §([0]g) existiert ein N € *N \ N mit Ny € 6([0]g).

Beweis: Die ersten drei Eigenschaften folgen direkt aus obigem Satz 2.3.10.
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Sei also § € §([0]g) beliebig. Nach 3. gilt fiir alle n € N und jedes f € A%, dass
n -y € Ey. Damit enthilt fiir jedes solche f die interne Menge

Yii={ac R : V"™bec*R(|b|<a=b-ycEy)}

nach Folgerung 1.1.4 ein Ny € *N. Nach *-Transferist Ny+1 = {n € *N : n < Ny}
intern und damit also My:= [ ((Ny+ 1)\ {n}) € II5*.

Es ist somit M :={Mjy : fngNX‘} eine Menge von Standardgréfe, die aus II$®-
Mengen besteht und welche die endliche Durchschnittseigenschaft hat. Damit ist
nach [9, Th.1.4.2 (i)] auch (M # 0.

Fiir ein N € (M gilt aber N € *N\ N und Vf € \* (N < Ny), also

Vfe AN (N-yekEy),

und damit N -y € (;c\« Ef = 0([0]g). ]

Bemerkung 2.3.12: Damit ist die Frage, ob die assoziierte Topologie einer begrenzt
linearen Relation stets mit der Vektorraumstruktur vertréglich (also eine lineare
Topologie) ist, leider nicht beantwortet. Die Abgeschlossenheit der diskreten Monade
beziiglich Addition kénnen wir nicht aus derjenigen der Aquivalenzklasse [0]g folgern,
was laut Satz 1.2.20 aber notig wire.

Fiir den Fall, dass die diskrete Monade tatséchlich nicht abgeschlossen beziiglich
der Addition ist, gibt es zwei Mdoglichkeiten:

Die diskrete Monade ist dennoch die Nullumgebungsmonade und die assoziierte
Topologie damit nicht linear. Oder aber die Nullumgebungsmonade ist echt grofler

als die diskrete Monade, womit die Linearitdt der assoziierten Topologie offen bleibt.

2.3.5 Erzeugung linearer Topologien

Im néchsten Paragrafen werden wir sehen, wie man immer eine lineare Topologie
erzeugt, deren Nullumgebungsmonade stets die Aquivalenzklasse [0]g enthilt. Dies
wird aber im Allgemeinen nicht die feinste Topologie iiberhaupt, d.h. die assoziierte
Topologie, sein.

Ein besseres Ergebnis erhalten wir, wenn wir eine weitere Einschrinkung unserer
Relation zulassen. In diesem Fall erreichen wir auch wieder unser urspriingliches
Ziel:

Ist die begrenzt lineare Relation derart, dass die Nullklasse [0]g bereits eine Monade
ist, d.h. [0]g = d([0]g), so ist die assoziierte Topologie eine separierte Vektorraum-

topologie und die Nullklasse gerade die Nullumgebungsmonade. Die Topologie ist
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genau dann lokalkonvex, wenn die Nullklasse zusétzlich absolutkonvex ist ([32, Satz
3.1.1]). Hier folgt dieses Resultat aus der Kombination von Satz 2.2.3 mit Satz 1.2.20,
bzw. mit Satz 1.2.25 fiir den lokalkonvexen Fall.

Im allgemeinen Fall wissen wir zumindest, dass die assoziierte Topologie einer be-
grenzt linearen Relation stets translationsinvariant (d.h. pg(*r) = *x + pg(0)) und
die skalare Multiplikation des Vektorraumes stetig in beiden Komponenten ist (siehe
ebenfalls [32]).

Das Hauptproblem bei nichtmonadischen Relationen ist die Ubertragung der ad-
ditiven Abgeschlossenheit von der Nullklasse auf deren diskrete Monade (verglei-
che Bemerkung 2.3.12 oben). Eine Moglichkeit, dieses Problem zu umgehen, ist der
Ubergang zur absolutkonvexen Hiille der diskreten Monade. Allerdings muss man

fiir diese erneut die iibrigen Bedingungen einer linearen Topologie nachweisen.

Erzeugung lokalkonvexer Topologien

Wir erinnern uns an die Darstellung der diskreten Monade von Satz 2.3.1. Fiir jede

Abbildung f € A" erhalten wir die standard Menge Ef(0) := ¢ 4 &#(y)(0), sodass

Wie in Abschnitt 1.2.2 auf Seite 22 bezeichnet I' A wieder die absolutkonvexe Hiille
der Menge A. Dann bilden wir

Ap(0):=TEf(0) und pa(0):= ) As(0),
fexs

und erhalten mit dieser neuen Notation:

Satz 2.3.13
([32]) Es gilt mit den Voraussetzungen und Bezeichnungen von oben 1, (0) = I'§([0]g).

Beweis: Weil 6([0]g) die Filtermonade des durch die Filterbasis {Df(0) : f € A"}
erzeugten Filters und Ef(0) = *(Dy(0)) ist, folgt die Behauptung mit Satz 1.2.27. m

Damit ist 14 (0) eine absolutkonvexe Monade, die also eine lokalkonvexe Topologie

erzeugt, falls sie die Bedingungen von Satz 1.2.20 erfiillt (vgl. auch [32]).
Satz 2.3.14
Die Monade 114(0) = (e« I Ef(0) erfiillt folgende Bedingungen:

1. a-*x € ug(0) fir alle a = 0 und alle x € R.

2. b1 € pg(0) fiir alle b € ns(*R) und alle ¢ € 14(0).



2.3 Schlussfolgerungen 51

3. 11a(0) + pa(0) € pa(0).

Beweis: Wir verwenden die Bezeichnungen aus dem Satz.
1. a-*x € [0]g C d([0]g) C wa(0).

2. Fiir ¢ € pq(0) gilt ¢ = Zfil ¢i - ¢ fiir passende ¢; € *R und g; € 6([0]g). Damit
istb-r=">0- Z{il G- = Zfil ¢i- (b-1i) € 1e(0) wegen b - x; € §([0]g) und
1a(0) = T'6([0]g).

3. Es seien ¢ = Zfil ¢i-riund p = Zf\il 0; - y; beliebig aus 14 (0) = I'6([0]g) mit
ti und v; aus 0([0]g). Nach Satz 2.3.11 sind dann auch 2-; und 2 - y; in 6([0]g)

und somit
N 1 M 1
r+y= ZG ) (20n) + 2(5 “0i) - (2-1;) € T([0]g) = 1a(0).
i=1 i=1 .

AuBlerdem ist p,(0) wegen Satz 2.3.13 die kleinste absolutkonvexe Monade, die [0]g
enthilt, also entsteht daraus die feinste lokalkonvexe Topologie, deren Nullmonade

eben [0]g enthilt.

2.3.6 Ein Satz iiber feinste Topologien

Betrachtet man die Nullklasse [0]g einer begrenzt linearen Relation E = (J () eg,
EERMEN
mit der (iiblichen) Voraussetzung, dass die Mengen eg, standard sind, so stellt man

fest, dass man die Nullklasse selbst als standardgrofie Vereinigung von Monaden

e =J (ﬂ efn(o))

EER “mEA

lesen kann:

Fiir den Fall, dass fiir jedes { € x stets 0 € e¢(0):=[1, ¢, e(0) gilt, kann man
die Frage stellen, ob diese Monaden wieder (lineare) Topologien auf geeigneten Un-
terrdumen erzeugen und in welcher Beziehung diese zur assoziierten Topologie des

Gesamtraums steht.

Dazu sei wieder E = U{e . ﬂne ) ¢y eine externe Relation auf dem hyperreellen Vek-
torraum “R. Neben den iiblichen Voraussetzungen (standard, C-absteigend, begrenzt
linear) habe E zudem hyperkonveze Monaden, d.h. die Monaden e¢(0) := (1, < € (0)
seien einerseits abgeschlossen bzgl. Addition und Multiplikation mit begrenzten Ska-
laren und andererseits absolutkonvex, d.h. absolutkonvexe Kombinationen Zfil aix;

mit N € *N, Zfil laj] < 1 und r1,...,2n € eg(0) liegen wieder in eg(0). Wir
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untersuchen auf gewissen Teilrdumen von R die Beziehung zwischen der Teilraumto-
pologie der assoziierten Topologie 7g und der durch diese Monaden e¢(0) erzeugten

Topologie.

Die Mengen R

Aus der zusitzlichen Forderung, dass die Monaden e¢(0) bereits selbst hyperkonvex
sind, entsteht die legitime Frage, ob diese Monaden auf gewissen Unterrdumen des
Vektorraumes R bereits eine lokalkonvexe Topologie erzeugen. Der Vergleich der
Figenschaften einer Umgebungsfilterbasis fiir lokalkonvexe Rdume mit den schon
bekannten Eigenschaften der Monaden e¢(0) motiviert die folgende Definition:

Wir definieren fiir £ € x folgende Teilmengen von R:
Rei={z€R: Ve A3neN (€ e(0)}
Intern betrachtet sehen diese Mengen wie folgt aus:
Re={weR: Fne "N (fuwee(0)}.

AuBlerdem haben auch die nichtstandard Elemente y € "R ebenfalls die interne
Eigenschaft 3***n € *N (ip € e¢(0)).

Weil hier die e¢(0) absolutkonvex gewéhlt waren, sind die R¢ sogar lineare Teilrdume
von R:

Zu z,y € Re gibt es laut interner Darstellung hypernatiirliche Zahlen N, und N,

mit N%-*xeeg(O) undNiy-*yeeg(O).Wegen NotN, +NﬁyNy = 1 ist somit
N, 1 N, 1

Aoty = () + —L— (= - y) € e(0).

Nan, NN, W e g, (v €O

Damit ist also auch x +y € Re¢. Dass mit x auch 7 - z fiir jedes r € R in R¢ liegt, ist
nicht schwer einzusehen.

Es sei wieder 7g die zu E assoziierte Topologie auf R und 7¢ die von eg(0) in
“R¢ induzierte lokalkonvexe Topologie auf Re, falls e¢(0) C "Re gilt (unter dieser
Voraussetzung erfiillt ndmlich e¢(0) gerade die Voraussetzungen aus Satz 1.2.25 auf
Seite 24).

Fiir den Satz, auf den wir hinarbeiten, benttigen wir noch eine weitere Einschréin-
kung. Dabei geht es darum, dass die Mengen eg,(0) mit der gesamten Nullklasse [0]g
nur ,,so viel wie nétig* gemeinsam haben. Eine prézise Formulierung liefert folgende

Definition:

Definition 2.3.15. Sei E wie gehabt. Gilt zudem fiir alle £ € x und alle n € X\ stets
een(0) N [0]g = e¢(0), so hat E strikt getrennte Monaden. o
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Lemma 2.3.16: ([32]) Ist e¢(0) wie gehabt, sowie absolutkonvex und hat E strikt ge-
trennte Monaden, so gilt e¢(0) C "Re.

Beweis: Die Aussage e¢(0) = (), ¢y ee;(0) € "R ist wegen eg; (0) C egy (0) fiir ' <7
dquivalent zu 3%°h € "X ("d+,(0) € "R¢), was nach Definition von R¢ (und weil die

beteiligten Mengen standard sind) wiederum &quivalent ist zu
ESt[] c *)\VStx c *dﬂzh(o) E'intﬂ c *N(%X c 65(0))

Ist nun n € A fest und *r € eg,;(0) beliebig standard, so ist fir n € *N, stets
15z € [0]e Negy(0) = e¢(0), nach Definition der Relation und Absolutkonvexitéit der

een(0). u

Einschub: Gestalt der e,

An dieser Stelle beschéftigen wir uns erneut mit Eigenschaften der die Relation E be-
schreibenden Mengen eg,, weil dies gut in den Zusammenhang passt. Wir betrachten
hier den Fall, dass die Indexmenge k abzdhlbar ist, d.h. die Relation in der Gestalt
E = Unew Ny enn vorliegt. Dann kénnen wir némlich die Mengen e, oBdA als
C-aufsteigend beziiglich n annehmen:

Es sei E = J,,c., ﬂne \ €nyy externe Aquivalenzrelation auf der standard Menge *X.
Definiere fiir n € w und n € A die Menge e;m = ngn er,- Bs gelten folgende Eigen-

schaften:

1. E= UnEw mne)\ e;m
2. Firz e X gﬂt [*x]E = Unew mne/\ em](*x) = UnEw nne)\ e{rm(*x>'

3. Ist eny C ey fiir ' <, so auch e), C e;m,.

Sei nun X zusétzlich ein Vektorraum und E begrenzt lineare Relation mit e,,; C e,
fiir n <.
4. €,(0) = ngn e (0).
5. Hat E strikt getrennte Monaden, d.h. [0]g N e, (0) = €, (0) := [, ¢ €nn(0), s0
gilt auch [0]g N e, (0) = €,(0) = ﬂn@\ el (0).

Behauptung 1 und 2 sind klar, die 3. verdient auch keinen expliziten Beweis.

Wir zeigen also zuerst

€,(0) = (ery(0) = [ U ern(0) = U [ etn(0) = [ ex(0),

nNEA nexk<n k<nnei k<n
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wobei das dritte = die eigentliche Behauptung darstellt:

Die D-Richtung ist klar. Es sei also r ¢ Uy<,, [,ex €kn(0), d.h. zu jedem k < n gibt
es ein n € A mit ¢ ¢ ey, (0). Ist n’ :=max {n, : k < n}, so folgt r ¢ ex,y(0) fiir alle
k <nund damit ¢ ¢ (), <) Ur<, €n(0)-

Hat nun E strikt getrennte Monaden, so folgt fiir n € w und n € A also

[0]e N enn(0) = [0]e N | exy(0) = | ([0]e Nery(0)) = [ ] ex(0) = €,(0).

k<n k<n k<n
Der Satz

Wir kehren jetzt zuriick zu unserem urspriinglichen Ziel, Beziehungen zwischen der
assoziierten Topologie 7g auf R mit den entsprechenden induzierten Topologien 7| Re

auf R¢ und den dort durch die Monaden e¢(0) erzeugten Topologien 7¢ herzustellen.

Satz 2.3.17

([32]) Es sei R € WF reeller Vektorraum und E wie oben begrenzt lineare Relation mit
hyperkonvexen Monaden auf *R. Ist eine der folgenden Bedingungen erfiillt, so ist 7g die
feinste Topologie auf R, die auf allen Unterrdumen R¢ mit der durch e¢(0) induzierten

Topologie 7¢ iibereinstimmt:

(i) E hat strikt getrennte Monaden und fiir £ € x ist R¢ in R abgeschlossen beziiglich
TE.

(ii) E hat strikt getrennte Monaden und es gilt 1g(0) = 6([0]g).

(i) Es ist e¢(0) € "R¢ und es gibt eine Topologie auf R, deren Umgebungsmonaden

fiir alle { € x auf R¢ mit denen von 7¢ iibereinstimmen.

(iv) E hat strikt getrennte Monaden und « ist abzahlbar. In diesem Fall induziert sogar

a(0) auf allen Unterrdumen R die Topologie 7.

Beweis: Unter den genannten Voraussetzungen sind beide Topologien, sowohl 7
auf R, als auch 7 auf Re, linear. Es reicht also fiir das Ubereinstimmen der Topo-
logien zu zeigen, dass jeweils die Nullumgebungsmonaden gleich sind, weshalb wir
im Folgenden stets "Re N pe(0) = e¢(0) zeigen wollen. Es gilt aber bereits , 0%, da
ec(0) C [0]g € pe(0) immer erfiillt ist und eg(0) C *R¢ implizit (i, ii und iv mit
Lemma 2.3.16) oder explizit (iii) gefordert wird.

(i) Es gilt ganz allgemein nach Lemma 2.3.9: Ist A C R bzgl. 7 abgeschlossene
Teilmenge, so stimmen auf A die zur eingeschrinkten Relation (A x "A) N E

assoziierte Topologie und die durch 7¢ auf A induzierte Topologie iiberein.
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Aufgrund der strikt getrennten Monaden gilt hier nun *R¢ N [0]g = e¢(0), also

ist die eingeschrénkt assoziierte Topologie gerade 7.

(i) Es ist fiir A C R stets AN [l = Uge, MNyer(A N egy(*x)), wobei auch
"ANeg,(*x) standard und inklusionsabsteigend bzgl. 1 ist. Also folgt mit Lem-
ma 2.3.3

"Re N 0([0]e) = 0("Re N [0]e)

und damit hier
"Re N ue(0) = "Re N8([0]e) = 6("Re N [0]e) = d(eg(0)) = eg(0),
wobei das letzte = gilt, da e¢(0) selbst eine Monade ist.

(ili) Es sei S eine Topologie auf R, die auf allen Teilrdumen R¢ mit der durch e¢(0)

erzeugten Topologie 7¢ {ibereinstimmt. Dann folgt
0]e = [ J ec(0) = [J (1s(0) N "Re) = us(0) N | "Re € ps(0) N "R = ps(0).
é'Ef{ §€f{ ge[{/
Also ist pg(0) € pus(0), da 7g die feinste Topologie auf R ist, deren Nullmonade
[0]g enthélt. Dann gilt insbesondere "Re N pe(0) € *Re N s (0) = eg(0).

(iv) Indiesem Fallist R =
(R, 7y,) ist lokalkonvex, da e, (0) absolutkonvex ist. Zudem folgt hier wegen
en(0) = [0]g N *R,, sogar

R, mit Ry C Ry C ... (0BdA echt aufsteigend) und

new

en+1(0) N *Rn = ([O]E N *Rn—H) N *Rn = [O]E N *Rn = en(O),

weshalb 7,41 auf R,, gerade 7, induziert.

Nach Satz 3.2.2 auf Seite 90 induziert dann die Hiillentopologie des strikten
induktiven Limes auf jedem R, gerade 7,,. Diese Hiillentopologie ist aber ge-
rade die durch die absolutkonvexe Hiille 1,(0) erzeugte Topologie, also folgt
"Ry, N 1a(0) = e,(0), und wegen pe(0) C pe(0) die Behauptung. ]

2.3.7 Der Abschlussoperator

Bei der Definition der assoziierten Topologie hatten wir uns an der Tatsache orien-
tiert, dass eine Menge U C X genau dann offen beziiglich einer auf X gegebenen
Topologie 7 ist, wenn fiir jedes standard Element *u € *U die Umgebungsmonade
pr(*u) ganz in *U liegt: p7(*u) C “U. Dementsprechend wurde eine Menge U C X
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als offen beziiglich der assoziierten Topologie 7g einer Relation E definiert, wenn fiir
alle u € U stets [*u|g C U gilt.

Nun ist im Umkehrschluss eine Menge A C X abgeschlossen beziiglich einer ge-
gebenen Topologie 7, wenn sie alle Punkte enthélt, deren Umgebungsmonade die
Menge "A schneiden, also formal: V¥*r € *X (ur(x) N"A # 0 = ¢ € "A). Auch diese

Eigenschaft kénnen wir leicht auf die Aquivalenzklassen iibertragen:

Lemma 2.3.18: Eine Teilmenge A C X ist genau dann abgeschlossen beziiglich der
assoziierten Topologie 7g einer externen Aquivalenzrelation E auf der Menge *X, wenn
gilt:

Ve X (tlenA#0=re™) O

Jetzt liegt es nahe, zu untersuchen, ob man auch den Abschluss einer beliebigen
Menge M C X erhilt, wenn man simtliche Punkte hinzunimmt, deren Aquivalenz-
klassen das *-Bild *M der gegebenen Menge schneiden.

Es sei also E eine externe Aquivalenzrelation auf der Menge “R. Wir definieren eine
Abbildung! a: P(R) — PB(R) per

a(A):={zeR: [lgn™A#0}.
Man erkennt leicht folgende Eigenschaften:
1. a(@) =10
2. a(AUB) =a(A)Ua(B)
3. ACa(4)

Wir erinnern uns nun, dass eine idempotente Abbildung mit obigen drei Eigen-
schaften eine Topologie definiert, indem man die Fixpunkte der Abbildung als ab-
geschlossene Mengen auffasst (siehe Seite 18).

Aus Lemma 2.3.18 erhalten wir eine erste Beziehung dieser Abbildung zu den 7g-

abgeschlossenen Mengen. Diese formulieren wir ohne Beweis

Lemma 2.3.19: A C R ist genau dann abgeschlossen, wenn a(A) = A gilt. g

Damit beweisen wir eine weitere Eigenschaft von a:

'"Man vergleiche diese Abbildung und ihre Eigenschaften mit der Verkettung i o SX in [32].
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Lemma 2.3.20: Bezeichnet A den topologischen Abschluss der Menge A C R, so gilt
fiir jede Teilmenge A von R stets a(A4) C A.

Beweis: Nach obiger Eigenschaft 2 folgt aus A C B stets a(A) C a(B) und somit
ist nach Lemma 2.3.19 wegen A C A auch a(4) C a(4) = A. (]

Um spater fliissiger argumentieren zu koénnen, formulieren wir noch das néchste

Lemma. Der Beweis ist nicht schwer, weshalb wir ihn weglassen.

Lemma 2.3.21: Fiir alle y € R und A C R gilt

Fyle VA # 0 < 0([yle) NTAF# 0. O

Von formaler Seite her fehlt der Abbildung a nur die Idempotenz, um ein Ab-
schlussoperator zu sein. Aus obigen Lemmata folgt, dass fiir alle Teilmengen A C R
stets A C a(A) C A gilt und die (beziiglich der assoziierten Topologie) abgeschlos-
senen Mengen gerade die Fixpunkte von a sind. Der néchste Satz verbindet diese

Sachverhalte.

Satz 2.3.22
Unter den bisherigen Voraussetzungen ist & genau dann idempotent, wenn fiir alle A C R
stets a(A) = A gilt. Dies ist wiederum genau dann der Fall, wenn a(A) stets abgeschlos-

sen ist.

Beweis: Die Zusatzbehauptung ist klar. Ist nun a idempotent, so ist fiir jedes A C R
nach Lemma 2.3.19 wegen a(a(A)) = a(A) also a(A) abgeschlossen, und damit gilt
mit Lemma 2.3.20 schliefflich a(A) = A.

Ist umgekehrt a(A) = A fiir jedes A C R, so folgt wiederum mit Lemma 2.3.19,
dass a(a(A)) = a(A) = A = a(A) gilt, also a idempotent ist. ]

Wie eng die Beziehung zwischen der Tatsache, dass obige Abbildung e genau dann
eine Topologie definiert, wenn sie idempotent ist und unserer Definition einer topo-

logischen Relation ist, zeigt folgender Satz:

Satz 2.3.23
([32]) Unter den bisherigen Voraussetzungen ist die Relation E genau dann topologisch,
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wenn die zugehorige Abbildung a idempotent ist.

Beweis: Es sei wie in Satz 2.3.1 auf Seite 41 fiir r € R

5((rle) = () U ey () und Ep(rr) = | epxyi () = "(Dy(r)).

ferr e €k

Sei zunéchst a idempotent. Fiir » € Rund f € A" beliebig definieren wir die Menge

My(r):=Dg(r) \ ((R\ Dy(r))),

die wegen R\ Mf(r) = a(R\ D¢(r)) nach Satz 2.3.22 offen ist. Daraus folgt nun
pe(r) € *My(r) € Ef(+r) und weil f beliebig war auch

pe(r) € () M) € () Egr) = 8((le).
fEANF fENR
Weil r ebenfalls beliebig war, ist somit E topologisch.
Sei umgekehrt E topologisch. Mit Lemma 2.3.21 folgt fiir beliebiges » € R und
A C R stets

/LE(*T)QM#(Z)@(S([*T]E)QM¢®<:>[*T]EH*A¢@

und damit

A={reR: peg(r)N"A#0} ={reR: [7leNA#0} =a(A). -

Ist & nicht idempotent, so muss es also Teilmengen A C R geben mit A G a(A4) S A.
Damit bringt & die Menge A auf jeden Fall ,n&her“ an ihren Abschluss heran. Wegen
der allgemeinen Gleichung a(J,cn @"(A)) = U,en @™ (A) ist also die Abbildung
B: PB(R) — P(R) mit A+ |, a@"(A) unabhingig davon, ob die Relation topolo-
gisch ist oder nicht, stets ein Abschlussoperator.

Fiir eine konkrete Menge B C R hingegen muss man dafiir gar nicht die unendliche
Vereinigung bemiihen, denn es gibt nach dem Lemma von ZORN in der aufsteigenden
Kette B C a(B) C a?(B) C ... stets eine natiirliche Zahl Np mit der Eigenschaft
a8 (B) = oV811(B), woraus sofort wieder a™2(B) = B folgt.

Unklar ist, ob es fiir jede Topologie 7 stets ein globales Ny € IN derart gibt, dass
a7 (B) = B fiir alle B C R gilt, oder unter welchen Bedingungen an eine Topologie
dies erfiillt ist. Mit Saturation erhélt man jedoch, dass die Existenz einer solchen
globalen Zahl dquivalent dazu ist, dass die mengenabhéingige Zahl fiir alle internen

Teilmengen sogar standard ist:
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Existiert ein solches Nz, so ist mit *-Transfer wegen VB € B(R) (™7 (B) = B)
sofort Vi*B € *P(R) (o N7 (B) = B).

Andernfalls gibt es zu jedem n € N aber ein B, C R mit a"(B,) # B,, d.h.
die internen (sogar standard) Mengen §, :={B € “B(R) : " (B) # B} sind alle
nichtleer und wegen §, C §, fiir m < n folgt

0#({8n: neN}={Be BR): Vne N(a"(B)#B)}.

Fiir ein B aus diesem Schnitt muss also jedes N mit ™ () = B aus *N, sein.

2.3.8 Der Schattenraum

In Abschnitt 2.2.1 auf Seite 34 haben wir Relationen mit Aquivalenzklassen, die kein
standard Element enthalten, in Anlehnung an eine dhnliche Eigenschaft bei Topo-
logien, nicht vollstindig genannt. Betrachten wir nun also eine nicht vollsténdige
Relation, so liegt es nahe zu fragen, wie eine ,, Vervollstandigung“ aussehen kann,
d.h. wie man die ,,fehlenden“ standard Elemente zu diesen Aquivalenzklassen hinzu-
nehmen kann. Eine befriedigende Antwort erhélt man fiir den Fall, dass der Quotient
dom E/E von Standardgrofle ist.

In diesem Fall existiert eine Menge S € WF und eine (externe) Bijektion
k: dom E/E — S.

Wir nennen S den Schattenraum (zur Relation E).
Aufgrund der besonderen Form der hier untersuchten Relationen kénnen wir einige

Aussagen iiber den Schattenraum und seine Bezichung zum Ausgangsraum machen.

Allgemeines

Wir verlangen von unserer Relation E, dass jedes standard Element aus *R in einer
Aquivalenzklasse liegt und dass diese Zugehorigkeit eindeutig ist (siche Abschnitt
2.1 auf Seite 30). Damit erhalten wir fast automatisch die Abbildung

t:R—S v(x) = k([*x]g)

als eine Einbettung des Ausgangsraumes in den Schattenraum.
In dem hier untersuchten Fall, dass wir Aquivalenzklassen ohne standard Elemente
haben, ist diese Abbildung natiirlich nicht surjektiv und unser Interesse gilt der

Suche nach einer Verbindung zwischen dem Schattenraum S und der Teilmenge
t(R).
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Eine zweite Abbildung liefert uns eine naheliegende Erweiterung von Teilmengen
A C R, die wir als Teilmengen ¢(A) C «(R) C S verstehen, auf Teilmengen des

Schattenraums:

s: P(R) — P(S) s(A)={z€S: k~1(2) N*A # 0}

Der folgende Satz zeigt einige elementare Eigenschaften und Beziehungen der bei-

den Abbildungen und wird darum nicht bewiesen:

Satz 2.3.24

[32] Sind ¢ und s wie oben definiert, so gilt fiir beliebige Teilmengen A, B C R:
1. «(A) Cs(A),
2. s(AUB) =s(A)Us(B),
3. s(ANB) Cs(4)Ns(B),

4. s(A\ B) 2 s(4)\ s(B). O

Es ist also stets A C +7! o s(A). Das ist nicht erstaunlich, weil diese Verkettung
t~! o s nichts anderes ist, als die Abbildung a aus Abschnitt 2.3.7.

Lineares

Es sei nun R reeller Vektorraum und die Relation begrenzt linear. In kanonischer

Weise entsteht nun auch auf dem Schattenraum S eine lineare Struktur:

Addition: Sind s1,s9 € S und t; € k=1(s;), so definieren wir als Summe:

s1+ s2:=k([r1 + 12]e)

Skalare Multiplikation: Sind s € S, r € R und ¢ € k™!(s), so definieren wir:
resi=k(r - de)

Die begrenzte Linearitit der Relation sorgt gerade fiir die Wohldefiniertheit dieser
Operationen und mit ¢(0) als Nullelement entsteht tatséchlich wieder ein reeller
Vektorraum.

¢ ist im Fall einer beschréankt linearen Relation auch linear und stellt sich unter
verschiedenen Topologien als stetig heraus (siehe [32] und Satz 2.3.27). Damit kénnen
wir also auch aus topologischer Sicht R als Teilraum von S auffassen und untersuchen.

Als Ergénzung zu den in Satz 2.3.24 genannten Eigenschaften von s: P(R) — PB(S)
zeigen wir fiir den linearen Fall noch 3 weitere (dabei finden sich die ersten beiden
auch in [32]):
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Lemma 2.3.25: Unter den eben genannten Voraussetzungen ergibt sich fiir beliebige
A, BCR, r€Rund z € R stets:

1. s(A)+s(B) Cs(A+ B),
s(r-A)=r-s(A),

3. s(x+ A) =u(z) +s(A).

Beweis: Sind r, z und A, B C R wie oben gefordert beliebig, so folgt:

1. Sind a € s(A) und b € s(B), also etwa a € k™ *(a) N "4 und b € k=1(b) N *B,
dann ist sowohl a + b € "A+ *B = *(A + B), als auch a + b € k™!(a + b) und
somit (a 4+ b) € s(A + B).

2. Ist a € s(A), etwa a € k™1(a) N4, so ist auch *r-a € k= 1(r-a) N -4 #£ 0
und somit 7 - a € s(r - A). Die Umkehrung folgt ganz analog.

3. Fiir jedes s € s(z + A) gilt, dass k=1(s) N *(x + A) # (. Dann gibt es aber ein
a € ‘A mit *r+a € k !(s) und damit a € k~!(s—(x)), also s —1(x) € s(A). Es
folgt s(z + A) C v(x) + s(A). Andererseits ist t(z) + s(A) = s({z}) + s(A) C
s(x + A) nach Eigenschaft 1, also insgesamt s(x + A) = «(x) + s(A) fiir alle
r € Rund alle A CR. n

Topologisches

Es gibt, wie auch schon auf dem Ausgangsraum R, verschiedene Mdoglichkeiten,
eine Topologie auf dem Schattenraum S zu erzeugen. Fiir den begrenzt linearen
Fall gab es eine besonders hiibsche, weil konstruktive Definition einer lokalkon-
vexen Topologie auf R: Die absolutkonvexe Hiille I'0([0]g) der diskreten Mona-
de §([0]g) erfiillte ndmlich die Voraussetzungen aus Satz 1.2.25. Mit der bekann-
ten Darstellung 6([0]e) = (V;epx Ef(0) erhilt man sofort eine Nullumgebungsba-
sis aus absolutkonvexen Mengen fiir die lokalkonvexe Topologie Z¢ auf R, ndmlich
U={TE;0): fe}
Damit definieren wir die Monade 13(0) := Nyexs *s(IEf(0)).

Satz 2.3.26
([32]) Die Menge 13(0) C *S erfiillt die Voraussetzungen aus Satz 1.2.25 und erzeugt

somit eine lokalkonvexe Topologie auf S.
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Beweis: Aus Lemma 2.3.25 folgt, dass s absolutkonvexe Mengen wieder auf abso-
lutkonvexe Mengen abbildet. Mit Satz 1.2.27 ist damit 43 (0) absolutkonvex.

Ist f € A\° beliebig, so folgt mit Satz 2.3.14 wegen 114(0) + 14(0) C pe(0) C
I'Ef(0) die Existenz eines g € A" mit I'E;(0) + T'E4(0) € I'Ef(0) und daher mit
Lemma 2.3.25 auch *s(I'E,4(0)) + *s(I'E4(0)) C *s(I'Ef(0)). Insgesamt ist also auch
hier wieder p2(0) + u2(0) € u2(0).

Sei nun a € *Ry, beliebig und n € N passend mit |a| < n. Ist ¢ € p2(0) beliebig,
so folgt mit Obigem induktiv auch n - € p3(0) und wegen der Absolutkonvexitit
daher a-r = &(n-1) € p5(0), da [2] < 1.

Sei weiter z € S beliebig. Ist r, € k~!(z), dann folgt fiir alle N € *N:

1
~ %= € [0]e S 6([0]e) € 1a(0) € (1] TE(0)

fex
Damit gibt es fiir jedes f € A" ein ny € N mit % r, € TEf(0), d.h. x, € ny-T'Ef(0)
und somit *z € *s(ns-I'Ef(0)) = ny-*s(I'Ef(0)). Weiter folgt also n—lf*z € *s(I'Ef(0))
und weil diese Mengen absolutkonvex sind & - *z € *s(I'Ef(0)) fiir alle N > ny.
Abschlieend folgt + - *z € 15 (0) fiir alle N € "N und daraus a-*2 € p5(0) fiir alle

a~0. m

Wir bezeichnen diese Topologie mit .ZES und untersuchen im Folgenden die Bezie-

hung zwischen den lokalkonvexen Riumen (R, %) und (S,.%2).

Verallgemeinerte Stetigkeit

Versehen wir die Rdume R und S mit Topologien 7, bzw. S und betrachten nun
erneut die Abbildung ¢, diesesmal aber auf der internen Ebene *(*R) C S, so dréngt
sich die Frage auf, wie sich die Aquivalenzklassen unter dieser Abbildung verhalten.
Enthélt eine Klasse ein standard Element, etwa *x fiir z € R, so gilt [*z]g C pur(*z).
Ist nun ¢ stetig, so folgt *([*x]g) C *(u7(*x)) C ps(*(xx)). Fiir ein s € S\ ¢(R) und
dessen Klasse k~!(s) konnen wir etwas derartiges nicht folgern.

Da uns aber genau dieser Fall interessiert, dass die Umgebungsmonaden auf dem
Schattenraum die eingebetteten Klassen umfassen, formulieren wir folgende Voraus-

setzung:
(VS) Vs € SVr € k1(s) (n(x) € p3(*s))
Weil wir damit eine Eigenschaft der Stetigkeit der Abbildung ¢ von ¢(R) auf ganz

S verallgemeinern, nennen wir diese zusétzliche Bedingung die verallgemeinerte Ste-

tigkeit von ¢ oder kurz (VS).
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Vorarbeit

Wir zeigen nun die wichtigsten Eigenschaften der Abbildung ¢ zwischen den lokal-
konvexen Riumen (R, %) und (S, %£2). Vergleiche dazu [32].

Satz 2.3.27
Es ist ¢ (R, ZE) — (S,-%2) linear, injektiv und stetig. Gilt zusitzlich (VS), so liegt
auBerdem ((R) dicht in S.

Beweis: Aus der Konstruktion/Definition der Vektorraumstruktur auf S resultiert,
dass gerade 1(z+y) = k(P +*y]e) = k(Fale+[le) = k(Tale) +k(Pvle) = o(z) +u(y)
und analog (7 - ) = r - 1(x) ist.

Da die Aquivalenzklassen zweier verschiedener standard Elemente nach Definition
disjunkt sind, ist ¢ injektiv.

Fiir den Beweis der Stetigkeit betrachten wir folgende Kette von Inklusionen:

“(11a(0)) =*L( N PEf<0>> C () TE ) € [ *sTES0)) = 1S(0)
fer fer fexs
Nach (VS) existiert zu jedem s € S ein ¢ € *R mit *(xr) € ud(*s), was gerade
Dichtheit bedeutet (vergleiche Seite 85). (]

Lemma 2.3.28: Esist . 7' o s(A) C A fiir alle A CR.

Beweis: Folgt aus Lemma 2.3.20, da ja ¢!

os =« gilt. m
Satz 2.3.29
Es gilt mit den bisherigen Voraussetzungen, aber bereits ohne die Eigenschaft (VS), dass

stets =1 (12(0)) = 1q(0) gilt.

Beweis: #(114(0)) € p2(0) hatten wir schon bei der Konstruktion der Topologien
erkannt. Es fehlt noch %~ (13(0)) C 114(0). Dazu betrachten wir fiir eine Nullumge-
bungsbasis U von (R, Zg) die Darstellung

2N (u(0) = =71 () ss(V)) = () (7 Cs(0)) = () (¢ es(V)),
veu veu Ueu

woraus sich mit Lemma 2.3.28 zunéichst %~ (u3(0)) € ey (U) und damit nach
Lemma 1.2.21 folglich = (u3(0)) C 114(0) ergibt. ]
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Vollsténdigkeit des Schattenraums

Versehen wir den Schattenraum mit der lokalkonvexen Topologie %2, so zeigt sich
die enge Beziehung zum Ausgangsraum R daran, dass man die Vollstandigkeit des
Raumes (S, £¢) bereits in (R, %) erkennen kann. Ist dieses Kriterium erfiillt, kann
man also den Schattenraum als eine Vervollstindigung des Ausgangsraumes auffas-

sen (vergleiche die Beschreibung durch Netze in [32]).

Satz 2.3.30
Der lokalkonvexe Raum (S,.#2) ist unter (VS) genau dann vollstindig, wenn fiir jeden

Cauchyfilter C auf (R, Zg) ein t € m¢ = (pee F und ein y € domE existieren mit
(ZE - U) € Ma(o)'

Beweis: Bs sei zunichst (S,.#£2) vollstindig. Ist C ein Cauchyfilter auf (R, %), so
erzeugt C*:={1(C) : C € C} einen Cauchyfilter G auf (S, £2):

Es ist o(F1) N o(Fr) = o(F1 N Fy) € C, also bildet C* eine Filterbasis und fiir die
Filtermonade gilt

mg =me. = (] "6(C) = ([ "C) = ulme).
ceC ceC
Fiir ein 3 € mg ist also %~ !(3) € m¢ und weil C Cauchy ist, folgt fiir dieses 3 € mg
somit me C %7 1(3) + p1a(0). Daraus folgt mit Satz 2.3.29 mg = =(m¢) C 3 + u2(0),
d.h. G ist Cauchy.

Da S vollstindig ist, existiert ein sy € S mit mg C u3(*sp). Fiir ein r € me folgt

#(r) € mg C p2(*sg) und fiir ein y € k~1(sg) gilt nach (VS) *(n) € u3(*sq), also
#(x — ) € p2(0). Mit Satz 2.3.29 folgt die Bedingung.

Es gelte nun umgekehrt die Bedingung und G sei ein Cauchyfilter auf (S,ZES). Ist
Y eine Nullumgebungsbasis von (R,.ZES), so existiert wegen der Cauchyeigenschaft
ein ¢: V — G mit ¢(V) C o+ V fiir alle z € ¢(V). Damit erzeugt die Familie
F:={oY(V+¢(V)) : V €V} einen Cauchyfilter auf R:

a) Fiir h € mg ist (¢, (9(V)) C n+ p3(0), also auch

(N V+s(V)=[)V+[) (V) Cp0)+n+p(0) =9+ 10).
Vvey Vvey Vvey

b) Ist V' € V beliebig, so ist fiir s € ¢(V) und ¢ € k™1(s) stets #(r) € pd(*s) C
"(@(V)) + 7V, also IV + ¢(V)) # 0.
c) Sind V1, V5 € V beliebig, 2! € VNV, CV € V und 22 € ¢(V1) N¢(Va) € G, dann
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ist z:=21 + 22 € (Vi + ¢(V1)) N (Va + ¢(V2)), also auch
Ko (%2) = 1 (0) + %2 C (Vi + 6(V1)) N (V2 + ¢(V2))).-

Damit ist
0% (g (=2) St (Vi + 6(V1) N (Va + 6(V2)))

und damit
TV o(Vi)) N (Ve + 6(V2) 20T H (Ve + 6(V1) N (Va + ¢(V2))) # 0.

d) F hat damit die endliche Durchschnittseigenschaft und durch Hinzunahme dieser
endlichen Schnitte entsteht eine Filterbasis 7' mit mz = mz.

e) Sind nun 11,12 € mz beliebig, so ist *(x;) € v+ p2(0) fiir y € mg, damit auch
#(r1 — ro) € p2(0) und nach Satz 2.3.29 somit 11 — ra2 € p1a(0). Das ist aber gerade
die Cauchyeigenschaft.

Nach der Bedingung existieren jetzt ¢ € myz und y € domE mit t — y € py(0).
Ist 3 € mg, so gilt «(x) € 3 + p2(0). Fiir s:=k([y]g) ist =(y) € u>(*s). Es folgt
5 € #(x)+u3(0) = x(n)+u2(0) = uS(*s), also mg NS (*s) # O und damit konvergiert
G nach Lemma 1.2.29 gegen s € S. n

Bemerkung

In seiner Arbeit [32] betrachtet Wietschorke externe Relationen, welche die so ge-

nannte ,,Dichtheitsbedingung*
(DHB) Vr € domE 3¢ € kVn € A3z € R(x € egy(*2)),

erfiillen.
Wir gehen hier hingegen von standardgroen Quotienten dom E/E aus und benutzen

zur Betrachtung des Schattenraumes die Einschrankung
(VS) Vs e SVrek(s)(u(r) € py(*s)).

Diese Betrachtungsweise schrinkt die moglichen Fille zumindest nicht weiter ein, als
(DHB): Erfiillt die externe Relation ndmlich diese Bedingung, so ist zum einen der
Quotient standardgrof (vgl. [32, Anhang A]) und zum anderen erfiillt die Relation
auch (VS).

Satz 2.3.31
Fiir den Fall, dass die Relation E die Dichtheitsbedingung (DHB) erfiillt, ist dom E/E

von StandardgroBe, also finden wir eine Menge S € WF und eine (externe) Bijektion
k: dom E/E — S.
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Beweis: Es sei & € donE/E beliebig, etwa & = [y]e mit y € domE. Nach (DHB)
existiert dann zu y ein &, € x derart, dass es zu jedem 1 € A ein 2, € R gibt mit
*zy € eg,n(h) (dabei nutzen wir aus, dass nach Abschnitt 2.2.4 ohne Beschréinkung
der Allgemeinheit *z € eg,(n) < 0 € egy(*2) gilt). Dadurch ist also eine Abbildung
f:domE — R* aus dem Definitionsbereich der Relation in die Menge der A\-Netze
in R definiert. Nun gilt fiir diese Abbildung;:

[1]e # [n2]e = f(v1) # f(v2)

Seien dazu yi,p2 € domE so, dass [n1]g # [n2]e und &, € K entsprechend (DHB)
gewihlt. Damit gilt (0, <, e¢,,(91) N, cx eg,n(02) = 0, also gibt es 71,72 € A mit

egy,m (D1)Neg, ny (02) = () und somit ist fiir 9 > 11, 72 auch ey, 0 (D1)Neg,,no (02) = 0,
WOoraus z%o #* 272;0 und damit f(h1) # f(y2) folgt. m

Fiir den nichsten Satz benotigen wir noch folgendes Lemma. Dazu sei wieder
d: (k x A) x R — P(R) die Abbildung mit *(d¢,(z)) = eg,(*x).

Lemma 2.3.32: Ist 3 € "R derart, dass fiir ein £ € x und ein h € "\, die Menge
“dogp(3) # 0 ist, so gilt 3 € domE.

Beweis: Esist "dwy C [, ¢, egy fiir h € "Aoo und mit “dyy(3) = {n € "R = (3,9) € "y}
folgt aus “d+p(3) # 0 somit 3*y € "R3IE € KVn € X ((3,0) € egy), was dquivalent ist

zu

3"y € "R((3,9) € E). n

Damit kénnen wir nun den Satz beweisen, der zusammen mit Satz 2.3.31 die Ein-

schrinkung auf standardgrofie Quotienten und (VS) rechtfertigt:

Satz 2.3.33
Erfiillt die Relation E die Dichtheitsbedingung, so gilt auch (VS).

Beweis: Es sei s € S beliebig und ebenso ¢ € k1(s) C domE. Nach (DHB) existiert
also fiir ein § € £ zu jedem n € Aein 2z, € Rmit 1 € eg,(*2y)). Wegen € [, ¢ eey(*2y)
besitzt die Menge F mit oF :={eg,;(*z,;) : n € A} die EDE und erzeugt so einen
Filter.

Sei nun {h1,h2} Cmz = (), eey(*2,) beliebig, dann ist

X={he"x: F";5€ " R({n1,92} C “diy(3))} ™A
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intern mit 4\ C X, also existiert ein ausreichendes ) C X. Sei nun hy € 9o und
3n, € "R passend mit {p1, 92} C “digy, (35,) 7 0. Es ist also nach Lemma 2.3.32 oben
35, € domE und somit “digp, (35,) S (e en(3n0)  [3no]e- Damit folgt {y1,n2} C
[300]E = 380 + [0]e C 35, + 6([0]g), also auch (v; — 35,) € 0([0]g) fiir i € {1,2} und
somit (91 —v2) = (91 —3p,) — (2 — 38,) € T'6([0]g) = 1a(0). Da y1, 92 € mx beliebig
waren, folgt mx C ¢+ 14(0).
Definieren wir G:={s(F) : F € F}, so folgt mg C *(x) + p5(0):
Wegen mr C ¢+ 14(0) gilt fiir eine NUB U von R gerade

YUecUTF € F('F Cr+U),
also auch *s(*F) C *s(r + *U) = =(x) + *s(*U) und somit

mg = (1) *s("F) C (@) + () (V) = =(x) + 3(0).
FeF veu

Es ist *s € mg nach Definition der Abbildung s und wegen r € mz und r € k=!(s).
Dann ist aber *(z) € mg C u2(*s). ]
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2.4 Beispiele

Wir geben zunéchst ein kleines Beispiel einer externen Relation, an der man viele der
theoretischen Begriffe veranschaulichen kann. Zudem erkennen wir hier, dass bereits
leichte Verdnderungen in der Definition einer solchen Relation grofie Auswirkungen
haben koénnen.

AnschlieBend behandeln wir ein Beispiel, das erkennen lisst, wie schwierig der Uber-
gang vom Verstehen und Beherrschen einer gegebenen Relation zum Versténdnis der

assoziierten Topologie sein kann.

2.4.1 Beispiele zu Standardgrofle

Wir betrachten hier zunéchst eine Relation auf dem Raum der hyperreellen Nullfol-
gen, deren Quotient nicht von Standardgréfie ist. Anschliefend modifizieren wir die
Relation derart, dass der (neue) Quotient Standardgrofie hat.

Es sei also R der Raum der reellen Nullfolgen, klassisch beschrieben als:
R = {fe]RN . VmeN3ne Nk >n(|f(k)]< %)}
Damit erkennt man etwa mit x-Transfer, dass fiir das *-Bild gilt:
R = {f e *(RY) : Vittym € *N 31ty ¢ *NVitte > n (|f(e)] < %)}
Definieren wir nun eine Relation E auf "R per
fEg < |f],|g] < M fiir ein M € N und f(i) =~ g(i) fiir alle i € *N,
so konnen wir das auch durch eine st-€-Formel ausdriicken. Mit der Definition

duni={(1.9) € Rx R s i € N (1()] < M Algl0)] < M A1) - 900 < ) }

erkennt man, dass fiir ey :="(dyn) gerade E = Uy en Nven vy gilt.

Der Definitionsbereich domE dieser Relation ist gerade die Menge der (durch eine
standard Zahl) beschriankten Folgen und die Relation begrenzt linear. Die Nullklasse
besteht gerade aus denjenigen Folgen, die iiberall infinitesimal sind und ist eine
Monade:

dun©) = {7eR:vieN(fOI<MAFD -0 < FH)} @
_ {feR:VielN(\f(z'Ng]{[)} (2.6)
Damit ist auch ep;n(0) unabhéingig von der Wahl von M und es gilt

0] = (1) emn(0) (2.7)

NeN
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fiir beliebiges M € N.

Also ist die assoziierte Topologie eine Vektorraumtopologie auf dem Raum der
reellen Nullfolgen.

Wir interessieren uns aber mehr fiir den Quotienten dom E/E und wollen zeigen, dass
dieser nicht von Standardgréfie ist. Dazu betrachten wir die Folgen f, fiir n € *IN,
die bis zum n-ten Folgenglied konstant 1 und danach konstant 0 sind. Diese Folgen
sind alle durch 1 beschrénkt, also in dom E und stehen paarweise nicht in Relation:
Fiir n < m ist fu(m) — fu(m) = 1, also nicht infinitesimal.

Damit ist also *N — domE/E 1 i [f]¢ eine injektive Einbettung einer intern
unendlichen Menge in den Quotienten dom E/E, weshalb dieser nach [9, Theorem

1.4.11] nicht standardgrof sein kann.

Andern wir nun die Relation ein wenig, indem wir die Mengen dj;n leicht umdefi-

dyr = {(f,g> L Vi e N(IF(0)],lg())] < M A (i < N = |f(i) - gli)] < Jb))}v

so éndert sich dom E nicht, aber zwei Folgen stehen nun in Relation zueinander, wenn
sie in den standard Gliedern nur infinitesimal auseinander liegen. Damit steht jede
interne (durch eine standard Zahl beschrénkte) Folge jetzt in Relation zu einer stan-
dard Folge, ndmlich derjenigen, die in den standard Komponenten nur infinitesimal
entfernt ist. Damit ist also die neue Relation vollstéindig und somit dom E/E bijektiv

zu R selbst.

2.4.2 Eine geometrische Konstruktion im *R?

Im folgenden Beispiel definieren wir auf anschaulich sehr klare Art eine Relation
auf dem *R2, welche die Voraussetzungen von Seite 31 erfiillt und somit eine Topo-
logie auf R? definiert. Diese Topologie zu verstehen, ist hingegen iiberhaupt nicht
mehr leicht und wir werden auch nur einige wenige Beobachtungen erarbeiten. Das
mangelnde Verstédndnis der Topologie hiangt vermutlich damit zusammen, dass die

Relation weder topologisch, noch begrenzt linear ist.

Das Beispiel

Wir definieren die Relation in *R? iiber die Aquivalenzklassen. Sei dazu =z € R2,
also *r € JR? standard und hal(*r) die Umgebungsmonade bzgl. der Normtopologie.
Da auf R? alle Normen #quivalent sind und somit dieselbe Topologie induzieren,
ist hal(*r) unabhingig von der speziellen Norm. In der || - ||;-Norm etwa ist fiir
(w1, 22) € R?

hal({*x1, *x2)) = {<U1, h2) € “R? : V0 € "IN ([*r1 — 1| + [*z2 — h2| < %)} :
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Damit sei fiir (x1,22) € R? nun die Aquivalenzklasse
[<*$1, *(L'2>]E = ha[((*xl, *l'2>) N ({*xl} x*R U "R x {*1‘2})

Wir nehmen also aus dem ,euklidischen Halo* hal((*z1,*r2)) nur diejenigen Ele-
mente, welche eine Koordinate mit dem definierenden standard Punkt gemeinsam
haben. Da diese Mengen fiir verschiedene standard Punkte disjunkt sind, definieren
sie auf ihrer Vereinigung (also auf dom E) tatsichlich eine Aquivalenzrelation.

Nach dieser geometrisch-anschaulichen Definition beschreiben wir die Relation auch

noch per Formel fiir ganz *R?: Seien r = (r1,12), H = (b1, v2) und 2z = (21, 22).

rEy & 35t<*21, *22> S *R2 ((?1 =*21 ViIg = *22) VAN (Ul =*21 Vg = *Zg)/\

AV € TN (11— 21| + k2 = "2l + 1 — 21| + [z — *2] < )
Mit der Bezeichnung
K(,Z)::{Q:GIR2 o :,21\/$2::<:2} ={z1} xR U R x {22}

und

eoni={(50) + £y € (KE) A==l + = — o) < }
ist also E = J,cR2 [ hen €2n und die Relation damit von der bisher betrachteten
Gestalt.

Aus der geometrischen Beschreibung ist klar, dass die Aquivalenzklassen und damit
die offenen Mengen translationsinvariant unter Verschiebung mit standard Elemen-
ten sind. Es gilt [(*z1, *x2)]e + (*y1, *y2) = [(*x1 + *y1, *r2 + *y2)]g. Damit geniigt es,
nur den Ursprung (0, 0) zu untersuchen.

Zwar sind die Aquivalenzklassen selbst bereits Monaden, aber die Relation an
sich ist nicht monadisch, da, wie wir sehen werden, die Klassen nicht mit den

Umgebungsmonaden iibereinstimmen. Auch ist E nicht begrenzt linear, weil etwa

[(0,0)]e + [(0,0)]e £ [(0, 0)]e-

Die diskrete Monade

Bevor wir die offenen Mengen untersuchen, um die Topologie besser zu verstehen,
sehen wir uns die diskrete Monade an:
Fiir jedes 0 < € € R gilt mit D.:= | —e,e] x{0} U {0} x | —e,e[ € WF stets
[(0,0)]g C *(D.). Also gilt auch
5([0,0)]e) € (1) "D= = [(0,0))e
e>0

und somit §([(0,0)]g) = [(0,0)]g. Daher ist sogar [(0,0)]g € II$°. Damit erkennen

wir auch, dass die Aquivalenzklassen tatsichlich bereits Monaden sind.
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Grundlegende Eigenschaften offener Mengen

Sei (0,0) € U C R? beliebige 7g-offene Nullumgebung. Es ist also [(0,0)]g C *U,
d.h. Voo "De € *U, und damit existiert ein g9 > 0 mit *D,, C “U.

Zu jedem der Punkte aus D,, kann man diese ,,Konstruktion“ wiederholen. Wir
beschrénken uns der Einfachheit halber nun auf den Abschnitt |0, co] x {0}, da das
Problem durch Vorzeichenwechsel oder Koordinatentausch ganz leicht iibertragbar
ist. Ist also €9 > 0 derart, dass ]0,e9[ x {0} C U gilt, so gibt es zu jedem x €0, o[
ein reelles 7 > 0 so, dass fur |y| < r stets (z,y) € U gilt.

Insgesamt kann man schlie3en, dass es zu jeder offenen Nullumgebung U ein ey > 0

und eine Abbildung fy: |0,ey[— Rso gibt, sodass
{{z1,22) : 0 <21 <eyAlza| < fulz1)} CU

gilt.

Beziehung zwischen [r]g und pg(p)

Mit Lemma 1.2.17 auf Seite 20 kénnen wir ganz schnell erkennen, dass die Monade
1e((0,0)) und die Klasse [(0, 0)]g nicht {ibereinstimmen kénnen: Angenommen doch,

dann wire
({0} x "R) U ("R x {0} ) 2 [{0,0)]e = e ((0,0)),

also existierte eine 7g-offene Menge U mit
(0,0) e U C ({0} x R) U (R x {0}).

Wie bereits gezeigt, géibe es in diesem U ein Element (wy, ws) mit wy > 0 und we # 0.
Es ist aber (w1, w2) ¢ ({0} x R) U (R x {0} ), im Widerspruch zu (wy,ws) € U.

Dies ist auch eine gute Moéglichkeit, Korollar 2.3.8 von Seite 45 anzuwenden, denn
die Mengen *D]c(l)()) dort kann man hier als achsenparallele Kreuze mit Mittelpunkt
o auffassen. Dabei gibt die interne Abbildung §: *R? — *N den Kehrwert des
Durchmessers des Kreuzes an. Damit sieht man leicht, dass dieses Kriterium erfiillt

ist, vergleiche auch Abbildung 2.1.

Der Abschlussoperator

Weil die Relation nicht topologisch ist, kann die Abbildung @ nach Satz 2.3.23 nicht

idempotent und damit kein Abschlussoperator sein. Es muss also eine Menge A C R?
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Abbildung 2.1: Grafik zur Argumentation, dass [(0,0)]g # pe({0,0)).

geben, fiir die A ;Cé a(A) ; A ist, wobei A den topologischen Abschluss beziiglich 7g
bedeutet.

Nun ist es gar nicht schwer, diese Menge zu finden: Sei A:=]0,1[x]0,1[. Es ist
dann a(A4) = [0,1] x [0,1] \ {(0,0),(0,1),(1,0),(1,1)}, also der Normabschlus von
A ohne die Eckpunkte. Der 7g-Abschluss ist aber gleich dem Normabschluss, d.h.
A =10,1] x [0,1], denn in ug((0,0)) etwa liegt, wie wir gesehen haben, ein Element
(r,p) mit 0 < r~ 0 und 0 < y < ¢, womit (r,n) € A gilt und somit (0,0) € A.

In diesem Fall ist allerdings bereits a(a(A)) = A.

Jetzt wissen wir also, dass die Umgebungsmonade pg echt groBer als die Aquiva-
lenzklasse sein muss. Andererseits ist aber wegen [*r|g C hal(*r) jede Norm-offene
Menge auch offen bzgl. E und somit pug(*z) C hal(*x). Auch hier gilt keine Gleich-
heit, d.h. die assoziierte Topologie ist feiner als die Normtopologie. Um das zu zeigen,

konstruieren wir eine 7g - offene Menge, die nicht Norm-offen ist.
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Neue offene Menge

Wir definieren

Abbildung 2.2: Grafik zur Konstruktion der Menge M.

und damit (vergleiche Abbildung 2.2)

M::M1UM2UM3UM4U{<0,0>}.

cR?: y>2-|z|}
cRR?: y < —2-|z|}
€ R?: z>2-yl}
eR?: z<—2-y|}

Da die M; schon Norm-offen sind, sind sie und damit auch ihre Vereinigung 7g-

offen. Damit nun M offen bzgl. 7g ist, muss also nur noch [(0,0)]g C *M gezeigt

werden:

Fiir 0 < ¢ ~ 0 ist wegen ¢ > 2 - |0| stets (r,0) € *M3 und (0,r) € *M;. Fiir

0 > ¢ = 0 ist analog (r,0) € "My und (0,r) € *Ms. Insgesamt liegt also die gesamte

Aquivalenzklasse in *M und damit ist M offen.

Andererseits sieht man leicht, dass fiir 0 < ¢ ~ 0 das Element (r,z) in hal({0,0)),

aber nicht in *M liegt, also enthélt M nicht die || - ||-Umgebungsmonade aller stan-

dard Elemente und ist daher nicht || - ||-offen.
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Der Schlauch

Man sieht schon an der Konstruktion der Menge M oben (vergleiche auch Abbil-
dung 2.2), dass man den Faktor 2 beliebig (standard) variieren und sich so den
Achsen sehr stark nidhern kann. Aber es gibt tatsédchlich einen ,,Schlauch® um die
Aquivalenzklasse, der in der Umgebungsmonade liegen muss:

Weiter oben hatten wir bereits gesehen, dass es zu jedem offenen U C R? mit

(0,0) € U ein gy > 0 gibt, sodass gilt:
Vr €]0,e0 Ir>0Vy e R (Jy| <r = (x,y) € U)

Ist nun 0 < ro &~ 0, so ist rg € |0, o] fiir all diese £9. Damit gibt es zu jeder offenen
Nullumgebung U € T ein internes vy > 0 mit A7 :={ro} x ]0,vy[ C *U. Es ist AY
intern und fiir zwei solche Mengen leUol und QLJ;})Q ist der Schnitt Ql%?l N Q[%?Z gerade
diejenige der beiden mit kleinerem ty. Die Familie F = {Ql;}) 1 0eUce ’]T;} hat
Standardgrofle, also ist der Schnitt tiber die gesamte Familie nach Saturation nicht
leer. Dieser Schnitt hat aber gerade wieder die Form {ro} x |0, t[.

Diese Betrachtung funktioniert analog auch mit B :={ro} x | — ty,0[ und da

(ro,0) sowieso in [(0,0)]g liegt, gilt insgesamt (sieche auch Abbildung 2.3):

VI~ 03 e > 0 ({r} x ] — v, e[ € pe((0,0))).

Abbildung 2.3: Grafik zur ldee der Gestalt der Nullumgebungsmonade g ((0,0)).
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Die Dicke des Schlauchs

Nachdem wir uns vergewissert haben, dass an jedem Punkt der Aquivalenzklasse
auch ein Stiick auflerhalb der Klasse noch zur Umgebungsmonade gehort, zeigen
wir, dass dieses Stiick ,,unvorstellbar klein* ist.

Sei dazu f: R>9 — R>¢ stetig (beziiglich der Normtopologie auf R) mit der Ei-
genschaft f(z) =0z =0.

Konstruiere wie oben die Mengen

M{::{(w,y) eER?: z>0Ay| < f(z)}
M2f:: (x,y) e R?: y>0A |z <f(y)}
Mgf::{<m,y)€R2: <—:E,y>€M1f}

MZ::{(x,y) eER?: (z,—y) € sz}

und damit

M’ =mf umfunmd oMl u{,0)}.

Fiir den Beweis, dass M7 offen bzgl. T¢ ist, reicht es wieder, den Ursprung zu
betrachten und [(0,0)]g C *(M/) zu zeigen. Aber auch das ist analog zur obigen

Menge M leicht zu erkennen.

Es ist also M/ eine beziiglich der von E induzierten Topologie offene Nullumgebung
und somit pg((0,0)) C *(MF).

Fazit: Ist 0 < ¢ =~ 0, so ist (¢,0) € pg((0,0)). Ist aber 0 < 3 < r derart, dass
“f(r) < 3 fiir eine stetige Funktion f: R>¢o — R>¢ mit f(z) =0 < z = 0, so ist
bereits (r,3) ¢ ne((0,0)). Fiir ein (z,3) € pe({0,0)) mit 0 < r und 0 < 3 < ¢ ist
also 3 < *f(r) fiir alle derartigen f. Das ist es, was oben mit ,unvorstellbar klein*

gemeint war.

Andererseits gibt es fiir 0 <y~ 0 und 0 < 3 < mit (x,3) ¢ ©e((0,0)) eine (nicht
notwendig stetige!) Funktion f: Rxg — Rso mit *f(x) < 3.

Da es reelle Funktionen ¢g: Rsg — Rsg gibt, welche nicht durch eine positive,
stetige Funktion f nach unten begrenzt werden kénnen (konstruiere eine Funktion,
die auf beliebigen Teilintervallen beliebig klein wird), gibt es also Elemente 0 < r ~ 0
und 0 <y < ¢ mit *¢(x) <y fiir ein g: Rso — Rsg, aber n < *f(z) fiir alle stetigen
f: R>p — Rx>p. Von diesen Elementen kénnen wir mit den bisherigen Erkenntnissen

nicht sagen, ob sie in der Nullumgebungsmonade pg((0,0)) liegen oder nicht.
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Einige topologische Merkmale

Kompaktheit: Wie man an der nonstandard Beschreibung von Kompaktheit (siehe
[22, Abschnitt 4.1]) sehr leicht erkennt, ist die Topologie 7g nicht kompakt, weil
ns(*R?) = *R? nicht gilt.

Sicherlich kompakt sind endliche Vereinigungen von ,, Kreuzen“ der Form
[.1‘1 —-7r,T1 + 7”2] X {.1‘2} U {1'1} X [1’2 — 81,%2 + 82]

fiir reelle Zahlen r;,s; > 0. Sicher nicht kompakt sind Mengen, die innere Punkte

beziiglich der Normtopologie enthalten.

Zusammenhang: Die Topologie 7¢ ist zusammenhéngend, sogar wegzusammen-
héngend.

Seien x = (x1,z2) und y = (y1,y2) zwei beliebige Punkte in R2. Definiere eine
Abbildung
o [0,1]—>1R2,tb—> (x1 + 2t (y1 — 1), 22) falls 0 <t <

(y1,m2 +2(t — 3) - (y2 —22)) falls L <t <

welche g(0) = x und g(1) = y erfiillt. g ist stetig, weil fiir jedes ¢y € [0, 1] und t =~ "t
stets #g(t) € [*g(*to)]e gilt.
Stetigkeit: Wir benutzen hier die (bekannte) nonstandard Charakterisierung von
Stetigkeit, die in Lemma 3.1.7 auf Seite 83 nochmals erwéhnt wird und Korollar 3.1.9.

Fiir Abbildungen F': R?> — R?, konnen wir den R? mit der Normtopologie T
und mit der assoziierten Topologie 7g versehen. Haben wir 7g im Ausgangsraum,
so werden mehr Funktionen stetig sein, als wenn beide Rdume die Normtopologie
tragen. Versehen wir den Bildraum mit 7g, so werden es weniger sein.

Ein stetiger Weg w: (R, 7). ) — (R?,7g) kann nur horizontal oder vertikal laufen

und in gewissen Punkten um 90° abknicken (vgl. mit obigem Weg g).

Weil 7 feiner ist als die Normtopologie 7). , gibt es mehr stetige Abbildungen von
R? nach R (letzteres ebenfalls mit der Normtopologie). Ein Beispiel dafiir ist gerade
die Funktion

AiE (z2) #(0,0)
0 (w1, 72) = (0,0),

F:R* >R, (z1,29)

welche gern zur Anschauung von Nicht-Stetigkeit (bzgl. der Normtopologie) gewihlt
wird. Diese wiederum erkennt man, indem man ein 0 < ¢ &~ 0 wahlt und fiir dieses
dann *F(r,r) = % & . (0) zeigt.
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Allerdings liegt (x, r) nicht in ug((0,0)), also funktioniert dieses Argument beziiglich
Te nicht. Ist (r1,x2) € [(0,0)]g, so ist "F(z1,x2) = 0 € py.(0). Gilt (r1,z2) €
we((0,0)) \ [(0,0)]g, so gibt es ein ¢ ~ 0 mit r; = e -2 oder rg = ¢ - 1. In bei-
den Fillen ist

. ¢
F(r1,12) = Toe SHI (0).
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Kapitel 3
Nonstandard-Topologie

In diesem Kapitel geht es nicht um die Erzeugung von Topologien aus externen
Relationen, sondern um die Beschreibung gegebener Topologien durch die Umge-
bungsmonaden. Dabei formulieren wir auch viele bekannte Tatsachen und Zusam-
menhénge der standard Welt, fiir die hier allerdings eine nonstandard Beschreibung
bzw. ein nonstandard Beweis angegeben wird. Insbesondere untersuchen wir dabei
die Rolle der Monaden von entlegenen Punkten, d.h. internen Punkten, die nicht
in der Umgebungsmonade eines standard Punktes liegen. Angesichts der Erkennt-
nis aus Abschnitt 1.2.2, dass die Umgebungsmonaden der standard Punkte bereits
die gesamte Topologie eindeutig definieren, erscheint es vielleicht zunéchst iiber-
fliissig, sich ndher mit entlegenen Punkten zu beschéftigen. Allerdings fiihrt diese
Beschiftigung zu interessanten Beschreibungen topologischer Sachverhalte und lie-
fert praktische Kriterien, zum Beispiel Satz 3.3.4 oder Folgerung 3.4.7.

Im ersten Teil fithren wir die Beschreibung allgemeiner topologischer Begriffe und
Zusammenhénge aus Abschnitt 1.2.2 (ab Seite 17) fort.

Im zweiten Teil kiimmern wir uns kurz um induktive Limites und erkennen, dass
wir dort Ergebnisse aus den Untersuchungen externer Aquivalenzrelationen der Ge-
stalt E = Uge, N,en €en verwenden konnen. Umgekehrt sind die hier erarbeiteten
Ergebnisse schon im zweiten Kapitel von Interesse gewesen und in Satz 2.3.17 ver-
wendeten wir bereits Satz 3.2.2.

Im dritten Teil beschéiftigen wir uns intensiver mit den entlegenen Punkten und
deren Umgebungsmonaden. Insbesondere untersuchen wir ihr Verhalten in reguléren
und normalen Rdumen.

Im vierten Teil behandeln wir parakompakte Rdume und als wichtigen Bestandteil
lokalendliche Uberdeckungen. Dabei liefert uns Folgerung 3.4.7 eine recht anschau-
liche Charakterisierung von lokalendlichen Uberdeckungen — eben mit Hilfe der ent-

legenen Punkte. Daraus entwickeln wir Beziehungen zwischen verschiedenen Arten
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lokalendlicher Uberdeckungen in reguliren Réumen, wobei uns Ergebnisse des drit-
ten Teils helfen. Am Ende der Untersuchungen beweisen wir den Satz, dass metrische

Réume stets parakompakt sind (A. H. STONE).

3.1 Allgemeines

Ebenso wie in Abschnitt 1.2.2 die Umgebungsmonade eines internen Punktes defi-
niert wurde (fiir standard Punkte ist dies gerade die Filtermonade des Umgebungs-
filters), definiert man die Umgebungsmonade einer beliebigen (auch externen) Teil-

menge A C *X nun als
pr@):=({'U: Ve TAACT}.

In [3, Abschnitt 6.1.4] findet man folgende niitzliche Beschreibung der Umgebungs-

monade einer internen Menge durch die Monaden ihrer Elemente:

Lemma 3.1.1: Ist (X, 7) topologischer Raum und 20 C *X eine interne Teilmenge, so
gilt:
pr() = | J pr(a)

ace O

Dass es sehr niitzlich ist, von der Umgebungsmonade einer beliebigen Menge spre-
chen zu konnen, werden wir spétestens in Abschnitt 3.4 merken. Dort ist es auch
hilfreich, den Abschluss der Umgebungsmonade zur Verfiigung zu haben.

Fiir eine standard Menge hatten wir gesehen, dass die standard Elemente des Ab-
schlusses gerade diejenigen sind, deren Umgebungsmonade die urspriingliche Menge
schneiden.

Das heifit:

U(ﬁ) =,(A) = {*ac : xGX/\,uT(*:U)ﬂ*A#@} (3.1)

fir A C X.

Dabei verwenden wir fiir *A die Beziehung
A={re’ X : V™V TreV=>TVNA£D)}, (3.2)

was nach Transfer fiir interne Mengen 2 mit der klassischen Charakterisierung iiber-

einstimmt (vergleiche Seite 21). Aus diesem Grund {ibernehmen wir Gleichung (3.2)

fiir simtliche Teilmengen 2A C *X, fiir strikt externe sozusagen als Definition.
Obige Beschreibung (3.1) fiir standard Mengen und standard Elemente kann man

in zwei Stufen verallgemeinern:
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Lemma 3.1.2: Es sei wieder (X, 7) topologischer Raum.
1. Ist AC X und r € *X beliebig, so ist x € A < pz(x) N*A # (.

2. Sind A C *X und r € *X beide intern beliebig, so gilt r € A = pu7(x) NA# 0.

Beweis: Ist "A standard Menge, so folgt aus ¢ ¢ A, dass *X \ﬁ offene standard Um-
gebung von r und somit die Umgebungsmonade disjunkt zu *A ist. Die Umkehrung
ist damit auch klar.

Sind ¢ und 2l intern, so folgt aus pu7(r) NA = @ mit Lemma 1.2.17 sofort V' NA =0
fiir ein offenes V' C X mit ¢ € *V. Damit ist nach Gleichung (3.2) bereits t ¢ A. m

Ubertrégt man den Abschluss auch auf die Umgebungsmonaden, so hat man zuniichst

zwei verschiedene Moglichkeiten:

1) Wir verwenden den in Gleichung (3.2) beschriebenen Abschluss der Umgebungs-

monade u7(2A) als (externe) Teilmenge von *X, also:
pr@) ={re’ X : V™Y e T reV=VnNpur(A) £0)}

2) Wir definieren fip (%) = N{V : V€T AAC*V} als den Schnitt der abge-

schlossenen Umgebungen.

Zum Gliick muss man diese Unterscheidung nur formal machen, denn es gilt

Lemma 3.1.3: p7 () = 17 (A) fiir alle internen A C *X.

Beweis: Fiir beliebig offenes V' C X mit 2 C *V gilt stets uz(A) C *V C *V, also
zuniichst 17 (A) € *V, und damit auch p7(A) C f ().

Ist umgekehrt ¢ ¢ F(Ql), so existiert eine interne Umgebung U von g, fiir die
U N pr(A) = 0 gilt, was die Existenz einer standard offenen Umgebung *V von 2

mit U N *V = ) zur Folge hat. Damit ist aber ¢ ¢ *V und damit ¢ ¢ Ji (). ]

Dazu passend iibertragen wir die Gleichung (3.1) auf interne Elemente und deren

Umgebungsmonaden (welche normalerweise externe Mengen sind):

Lemma 3.1.4: Ist (R, 7) topologischer Raum und sind r,n € *R zwei interne Elemente,
so gilt:
pr(x) N pr(y) # 0 < r € fir()
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Beweis: Sei zuniichst ¢ € 7i7 (), d.h. nach Lemma 3.1.3 hat jede (interne) Umgebung
G € *T von ¢ nichtleeren Schnitt mit p7(n). Nach Lemma 1.2.8 gibt es aber eine
Umgebung By C ur(x), woraus sofort pr(xr) N ur(y) # O folgt.

Ist umgekehrt ¢ ¢ 7i(p), so existiert eine standard offene Umgebung *V € 57 von
p, fiir die ¢ ¢ *V gilt. Mit pu7(p) € *V und pr(x) € R\ *V folgt die Behauptung. m

In diesem Beweis kann man natiirlich ganz leicht einen der internen Punkte durch
eine interne Menge ersetzen. Damit erhilt man eine offensichtliche Verallgemeine-

rung von Gleichung (3.1) zu folgender Aquivalenz:

r€pr(A) < pr(e) Npr(A) #0 (3-3)

Als Erginzung zu Lemma 3.1.1 schlieflen wir daraus:

Lemma 3.1.5: Ist 2l C “X interne Teilmenge des topologischen Raums (X, 7), so gilt:

fir () = | zir(a)

ac

Beweis: Es gilt fiir jedes a € ™A stets fir-(a) C i (2A), also auch | J o fi7(a) € iy (A).
Ist umgekehrt ¢ € 77 (2A), so folgt mit Gleichung (3.3) und Lemma 3.1.1, dass

pr (x) N pr(ag) # 0 fiir ein ag € A, also ¢ € fiz(ap) € Ugeq fiT(a). "

Schatten

Ist (X,7) ein Hausdorff-Raum, so gibt es fiir jedes ¢ € ns(*X) genau ein z € X
mit ¢ € p7(*x). In diesem Fall kann man den sogenannten Schatten definieren: Fiir
r € ns(*X) sei sh(z) € X eben jenes Element mit ¢ € pur(*(sh(r))).

Einen etwas ausfiihrlicheren Abschnitt iiber Konstruktionsméglichkeiten von und
mit Schatten und eine allgemeinere Definition findet man in [9, Abschnitt 2.3].

Mit dieser Zuordnung des Schattens zu standardnahen Elementen motivieren wir
auch nachtriglich den Namen Schattenraum (siehe Seite 59): Die Idee der externen
Relationen war gerade, Umgebungsmonade und Aquivalenzklasse zu identifizieren.
Damit kénnen wir das einzige standard Element einer Aquivalenzklasse (diese Tatsa-
che wurde durch die Definitionen erzwungen) als den ,,Schatten® dieser Klasse auffas-
sen. Bei nicht vollstdndigen Relationen ist nun der Schattenraum eine Mdoglichkeit,

jeder Klasse einen Schatten zuordnen zu kénnen.
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Stetigkeit

Sind zwei topologische Riume (X, 7) und (Y,S) gegeben, so interessieren uns na-
tiirlich stetige Abbildungen f: X — Y. Dabei gibt es — je nach Zugang — auch
wieder verschiedene Moglichkeiten, Stetigkeit zu definieren. Fiir unsere Zwecke am

praktischsten ist folgende:

Definition 3.1.6. (standard) Eine Abbildung f: X — Y zwischen den topologi-
schen Réumen (X,7) und (Y,S) heifit stetig, wenn fiir alle z € X gilt: Zu jedem
VeSS mit f(x) € V gibt esein U € 7 mit x € U und f(U) C V. o

Eine bekannte standard Folgerung ist, dass Urbilder offener Mengen unter stetigen
Funktionen selbst wieder offen sind.
Uns interessiert aber mehr die nonstandard Betrachtung mittels Umgebungsmona-

den. Diese sieht nun wie folgt aus (vgl. etwa [3]):

Lemma 3.1.7: Eine Abbildung f: X — Y zwischen den topologischen Raumen (X, 7)
und (Y,S) ist genau dann stetig, wenn fiir beliebiges z € X stets die Beziehung

“fur () C us(f (=) gilt. -

Dieses Lemma beweisen wir nicht, denn man kann eine Richtung dieser Aussage

sogar noch ausweiten:

Lemma 3.1.8: Ist f: X — Y wie oben stetig, so gilt fiir jedes (interne) r € *X auch

“flur(x) € psCf(r).

Beweis: Sei t € *X beliebig und W & S beliebige offene Teilmenge von Y mit
*f(xr) € *W. Dann ist wegen Stetigkeit f~1(W) € T mit r € *(f~L(W)) = *f~ (W),
also pr(x) C *f~1 (W) und damit *f(uz(x)) € *fCf~1(*W)) = *W. Insgesamt folgt
flur(e) € nsCf(¥). =

Damit ist klar, dass die ,,Anzahl®“ stetiger Funktionen f: X — Y davon abhingt,
mit welchen Topologien X und Y versehen werden. Insbesondere gilt beim Ubergang

zu feineren bzw. groberen Topologien (vergleiche Seite 19):
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Korollar 3.1.9: Ist f: (X,7;) — (Y, S1) stetig und ist 73 feinere Topologie auf X und
Sy grobere Topologie auf Y, so ist f: (X, 72) — (Y, S2) ebenfalls stetig. O

Man kann aber nicht nur interne Eigenschaften von gegebenen (standard) stetigen
Funktionen betrachten, sondern auch aus internen Uberlegungen standard stetige
Funktionen konstruieren. Dabei hilft uns die Schattenabbildung auf Hausdorffraum-
en (s.0.) und folgende Uberlegung:

Ist eine interne Abbildung f in einen Hausdorffraum derart gegeben, dass standard
Punkte zumindest standardnahe Bilder besitzen, so liegt es nahe, eine Abbildung
punktweise zu definieren, die einen standard Punkt auf den standard Schatten des
internen Bildes abbildet. Per Standardisierung gibt es dann eine eindeutige standard
Abbildung, welche auf den standard Punkten mit dieser Verkettung iibereinstimmt.
Ist der Bildraum sogar ein T3-Raum (siehe ab Seite 92), so erhalten wir ein niitzliches

Ergebnis:

Satz 3.1.10
Es sei (X,7) ein topologischer und (Y,S) ein reguldrer Hausdorff-Raum. Weiter sei
g: "X — *Y interne Abbildung derart, dass fiir jedes z € X gilt

1. g(*z) € ns(*Y) und

2. g(pr(+r)) € ps(*(sh(g()))),
d.h. das (interne) Bild von *z sei standardnah und das Bild der Umgebungsmonade von
*r liege ganz in der Umgebungsmonade des entsprechenden standard Punktes.
Dann ist die Abbildung f: X — Y, z — sh(g(*r)) stetig auf ganz X.

Beweis: Die Abbildung f existiert wegen der ersten Bedingung an g und weil Y
Hausdorffraum ist. Es seien nun zyp € X und V € S offene Umgebung von f(zg)
beliebig. Wegen der Regularitit gibt es eine Umgebung V' von f(xg) mit V! C V

(siche Lemma 3.3.2). Damit ist nach Konstruktion von f

g(*z0) € ps("f (o)) €V’

und somit wegen der zweiten Eigenschaft auch

g(pr (wo)) € ps("f (bz0)) € V.
Nach Lemma 1.2.18 gibt es also ein U € T mit xg € U und g(*U) C *V’. Fiir u € U
beliebig folgt wegen g(*u) € V' also f(u) € V! C V.
Damit existiert also zu jeder Umgebung V' von f(x() eine Umgebung U von x( mit

FU)CV. .
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Dichtheit

Eine Menge A C X liegt dicht in X, wenn A = X gilt. Das ist mit unseren Begriffen
Aquivalent zu Vo € X (uzr(x) N"A # (). Also liegt A dicht in X, wenn in der
Umgebungsmonade jedes standard Elementes *x aus *X stets (interne) Elemente

aus A liegen.

Relativtopologien

Ist ein topologischer Raum (R, 7’) gegeben, so kann man die Relativtopologie T |,,
auf einer Teilmenge M C R betrachten. Eine Teilmenge U C M ist danach genau
dann offen bzgl. 71, , wenn es ein Vyy € 7 gibt mit U = Vy N M.

Hier entsteht die Relativtopologie (oder Teilraumtopologie) ganz einfach, indem
jedem Punkt x € M die Umgebungsmonade pps(*x):=pr(*x) N *M zugeordnet
wird. Eine Teilmenge U C M ist damit genau dann offen in der Teilraumtopologie,
wenn mit jedem z € U auch pp(*z) C *U gilt.

Man erkennt schnell, dass sich viele Eigenschaft des topologischen Raumes (R, 7)
auf den Teilraum (M, 7|, ) iibertragen. Insbesondere gibt Lemma 1.2.15 einen Hin-
weis, warum viele topologische Eigenschaften bei Einschrankung auf abgeschlossene
Teilmengen erhalten bleiben:

Ist A C R abgeschlossen und gilt fiir ein @ € A und ein # € R nun a € pr(*x)
beziiglich der Topologie 7, so ist wegen der Abgeschlossenheit und p7(*z) N"A #
auch € A und damit a € ,u7—|A(*x) = pr(*x) N*A.

Quotientenraum

Ebenso wie man eine gegebene Topologie 7 auf einem Raum X auf eine Teilmenge
M einschrinken kann, um dort eine Topologie zu erhalten, kann man mit Hilfe ei-
ner gegebenen Topologie auch Topologien auf dem Quotienten X /N beziiglich einer
Relation ~ auf X oder im linearen Fall auf dem Quotientenraum X / A beziiglich
eines Teilraumes A C X erzeugen. Im letzteren Fall liegt es nahe, die Umgebungs-
monaden der standard Punkte *(x + A) beziiglich der neuen Topologie S gerade
als pus(*(z + A)) := pr(x) + A C *(X/4) zu definieren. Interessante Ergebnisse fiir
die Quotiententopologie und ihre Beziehung zur urspriinglichen Topologie 7 auf X
erhéilt man, wenn 7 mit der Vektorraumstruktur vertriglich ist.

Ist ndmlich A C V ein Teilraum des topologischen Vektorraumes (V,7) und S
auf V/A definiert durch ps(0) = ps(*A):=pr(0) + *A, dann entsteht hierdurch
eine Topologie auf V/ A, die mit der linearen Struktur vertrdglich ist. Damit dies
wieder zu einem topologischen Vektorraum wird, muss die Quotiententopologie noch
Hausdorffsch sein (vgl. [12, §10.7]):
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Lemma 3.1.11: Ist A C X Teilraum des topologischen Vektorraums (V,7), so ist
die Quotiententopologie S auf V/A genau dann Hausdorffsch, wenn A abgeschlossen
beziiglich 7 ist.

Beweis: S ist genau dann Hausdorffsch, wenn ,(u7(0) + "4) = ,us(0) = {0} = {"4}
ist.

Sei nun S Hausdorffsch und z € V mit pg(xr) N4 # 0, d.h. es ist *x + 1 € "A fiir
ein ¢ € pur(0), woraus *x + A € pur(0) + "A und damit = € A folgt.

Ist umgekehrt A abgeschlossen und *(z + A) = *x + A € us(0) = ur(0) +*A
standard, dann folgt *z —r € "A fiir ein ¢ € p7(0), woraus p7 (*x) N*A # () und somit
x € A, dh. z+ A= A folgt. [
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3.2 Induktive Limites

In Abschnitt 2.3.6 haben wir uns mit externen Relationen beschéftigt, deren Null-
klasse [0]g als Vereinigung von Nullumgebungsmonaden aufgefasst werden kann.
Dort hatte uns die Frage interessiert, unter welchen Voraussetzungen die assoziierte
Topologie der Relation auf gewissen Teilriumen (welche passend zu den entspre-
chenden Monaden gewihlt wurden) mit den Topologien dieser Nullmonaden iiber-

einstimmt.

Hier gehen wir nun den anderen Weg, beginnen mit gegebenen Topologien auf ge-
wissen Rdumen und untersuchen die feinste Topologie auf der linearen Hiille dieser
Réume, deren Nullumgebungsmonade gerade alle gegebenen Nullumgebungsmona-

den umfasst.

Eine klassische Behandlung des Themas findet man etwa in [12, §19], einige non-
standard Ergebnisse in [32, Abschnitte 4.1 und 4.2].

3.2.1 Vorbereitungen
Produkttopologie

Gegeben sei eine Familie topologischer Raume (R¢, 7¢). Auf dem cartesischen Pro-
dukt er . Re entsteht die Produkttopologie lediglich aus den Monaden der standard
Réiume. Ist also (Ry)rem = “((Re)ecrs) und 7 = (re)eex € [lecr Re mit 7 = (t)ren,
so setzen wir fiir £ € x nun Mx, = pg,(7re) und M, = R, fiir ¢ nichtstandard.
Damit ist die Umgebungsmonade p7(*) von * in der Produkttopologie 7 gege-
ben als p7 () = [[icq Py Dass dies tatsichlich eine Monade ist, erkennt man,
indem man den Schnitt derjenigen offenen standard Umgebungen U = (8h;)es; von
* = (ty)res; betrachtet, bei denen jeweils nur fiir endlich viele ¢ € * die offene

Umgebung U, C R, vom Gesamtraum R, verschieden ist.

Sind die (R¢, 7¢) sogar topologische Vektorrdume, so wird der Vektorraum ng . Re
(versehen mit komponentenweiser Addition und skalarer Multiplikation) durch diese
Topologie ebenfalls zu einem topologischen Vektorraum. Dieser ist genau dann se-
pariert, wenn sémtliche (Re,7¢) es sind. In diesem Fall sind némlich die Topologien
7¢ bereits eindeutig durch die Umgebungsmonade der jeweiligen Vektorraumnull be-
stimmt. Konstruiert man nun wie oben die Monade p7(0) := er*n My, SO ,erbt
sie die Eigenschaften aus Satz 1.2.20 auf Seite 21, welche notwendig und hinreichend

sind, damit (R,7) zu einem topologischen Vektorraum wird.
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Direkte Summe

Ab sofort seien die Réume (R¢,7¢) stets topologische Vektorrdume. Die direkte
Summe @EEH Re fassen wir auf als den Teilraum derjenigen Elemente des Pro-
duktes ngﬁ R¢, die nur endlich viele von 0 verschiedene Eintrige haben. Ein in-
ternes Element (vy)gcs € *(ern Re) = [liese Ry ist demnach genau dann in
*(695@i Rg) = @;e*m A, enthalten, wenn v, fiir nur hyperendlich viele r € *x
von 0 verschieden ist. Bezeichnen wir diesen Raum mit Rg, so erzeugt die Monade
ur(0) N *Rg die Teilraumtopologie 7g, sodass (Rg), 7g) ebenfalls zu einem topologi-
schen Vektorraum wird (dass p7(0) N *Rg die entsprechenden Eigenschaften behélt,
ist leicht nachpriifbar). Der Einfachheit halber werden wir in Zukunft ein Element
re € Re mit seinem Bild unter der kanonischen Einbettung (also dem Element (s¢)cex

mit s¢ = r¢ und s¢ = 0 fiir ¢ # £) identifizieren.

Induktive Limites

Der induktive Limes ist allgemein fiir ein gerichtetes System linearer Réume (R¢)ecx
definiert, zu dem es fiir alle Paare { < ( eine lineare Abbildung Ac¢: R — R gibt,
sodass fiir alle § < ¢ < x stets Ay o Age = A¢ gilt. In diesem Fall bildet man
in Pye, Re die lineare Hiille Ho aller Elemente der Form re — Ace(re) mit re € Re
und & < (. Den Quotientenvektorraum @ge,ﬂ Re / H, nennt man nun den induktiven

Limes der R¢ beziiglich der Ace und schreibt ihn auch lim Ace(Re).

3.2.2 Der lokalkonvexe Fall

Kiimmern wir uns nun wieder um einen besonders einfachen Fall topologischer Vek-
torrdume, um die lokalkonvexen Riume. Im Abschnitt 2.3.5 ab Seite 50 hatten wir

bereits die Gestalt der Umgebungsmonaden lokalkonvexer Rédume untersucht.

Die Hiillentopologie

Ist eine Familie (R¢)¢e, von lokalkonvexen Raumen mit entsprechenden linearen Ab-
bildungen A¢: R — R = > ¢ A¢(Re) in die lineare Hiille gegeben, so betrachtet
man die feinste lokalkonvexe Topologie 7 auf R, beziiglich der sdmtliche Abbil-
dungen A¢ stetig sind. Ist diese Topologie 7 auf R separiert, so nennt man sie die
Hiillentopologie auf R =3 .. As(Re).

Das bedeutet, dass die Nullumgebungsmonade p7(0) dieser Topologie gerade die
kleinste absolutkonvexe Monade ist, die sédmtliche Bilder "A¢ (7, (0)) der Nullumge-
bungsmonaden 7, (0) der Rdume R¢ enthélt, d.h. pr(0) = Fé(Ugen “Ae(pir (0))).
Die Topologie 7 ist genau dann separiert, wenn ,u7(0) = {0} gilt.
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Damit die Monade p4:=T9 (Uges "A¢(p7,(0))) tatsiichlich eine Vektorraumtopo-
logie erzeugt, muss sie die Eigenschaften von Satz 1.2.25 erfiillen. Der néchste Satz

hilft uns, dies zu zeigen:

Satz 3.2.1
Es sei wie oben A¢: Re — R = P, Re und pg(0) die Nullumgebungsmonade des
lokalkonvexen Raumes (Re, Z¢). Ist p1:= U, "Ac(6(0)), so gilt fiir die diskrete Monade

()
1. Sind x € R und a € hal(0) beliebig, so folgt a - *x € §(u).

2. Sind r € (p) und a € ns(*R) beliebig, so folgt a-r € J(u).

Beweis: Setzen wir F¢:={A¢(U) : 0€ U € T¢}, so wird p = [Jge, mr,. Damit

kénnen wir also nach Satz 1.2.14 auch p = Uge, [ *(a(€, g)) schreiben. Nach

geq’!
Satz 2.3.10 miissen wir nur noch zeigen:

1. Sind z € R und a € hal(0) beliebig, so folgt a - *xr € pu.
2. Sind ¢ € p und a € ns(*R) beliebig, so folgt a - € u.

Fiir 2 € R beliebig gibt es nun eine endliche Teilmenge ry C K mit x =3 .o Ae(w¢)
fiir z¢ € Re. Weil die Topologien 7¢ als lokalkonvex vorausgesetzt wurden, sind alle
Monaden ¢(0) absolutkonvex, also gilt fiir beliebiges a € hal(0) stets a - xxe € e
und weil die Summe endlich ist somit a - *z = dem, a-*re € .

Ist weiter r € p beliebig, so also ¢ € p¢(0) fiir ein £ € x und mit der Absolutkonve-
xitdt der pe(0) folgt wieder a-p € pe(0) fiir alle a € ns(*R). ]

Damit die derart konstruierte Hiillentopologie eine lokalkonvexe Vektorraumtopo-
logie ist, fehlt nur noch die Hausdorffeigenschaft 518 ( Ueen Ac(pz (0))) = {0}. Diese
ist unter den bisherigen Voraussetzungen nicht immer gegeben, aber in verschiedenen
Situationen aus Zusatzbedingungen herzuleiten.

Sind die Raume (R¢, 7¢) zusétzlich alle vollstandig, so wird auch der Raum R mit
der von I'é Ueen Ac(uz (0))) erzeugten Topologie zu einem vollstéindigen Raum.

Der topologische induktive Limes

Zusétzlich zum allgemeinen Fall des induktiven Limes verlangen wir nun ein gerich-
tetes System (R¢,7¢) lokalkonvexer Réume und die entsprechenden Abbildungen
Ace sollen zusitzlich stetig sein (d.h. "Ace(uz;(0)) € p7:(0)). Ho sei wieder wie
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oben und K: @56 . Rg — @ge,@ Ré / H, der kanonische Homomorphismus. Bezeich-
net K¢ ::K|RC die Einschrinkung, so wird @Dees R&/HO = D ¢ Ke(Re) und wir
betrachten dort die ,,allgemeine Hiillentopologie“ 7. Diese ist genau dann separiert
(d.h. tatséchlich eine Hiillentopologie im obigen Sinn), wenn Hj in der direkten Sum-
me P, Re abgeschlossen ist (siche Lemma 3.1.11). In diesem Fall heifit der Raum
(im Ace(Re), T), d.h. lim Age(Re) = Deen Re/H, versehen mit der Hiillentopologie
’T,—>der topologische in(E;ﬂtive Limes der Ace(Re).

Der strikte induktive Limes

Sind die lokalkonvexen Réume (R, 7¢) nun derart, dass fiir ¢ < £ stets R¢ C Rg ist
und die Topologie 7¢ auf R; gerade die Topologie 7; induziert (was hier u7,(0) N
*(R¢) = p7:(0) bedeutet), so spricht man im Falle des topologischen induktiven

Limes auch vom strikten induktiven Limes.

3.2.3 Der abzihlbare Fall

Eine Besonderheit stellt der Fall k = w dar, wenn man also eine abzéhlbare Folge von
Vektorrdumen hat. In diesem Fall kann man o0.B.d.A. annehmen, dass die Ridume
inklusionsaufsteigend sind, d.h. R, ; R, fir n < m (vergleiche den Einschub vor
Satz 2.3.17). Aus der Moglichkeit, die Rdume nun Schritt fiir Schritt aufsteigend
durchlaufen zu konnen, ergibt sich etwa, dass unter diesen Voraussetungen die lo-

kalkonvexe Topologie des strikten induktiven Limes stets hausdorffsch ist.

Satz 3.2.2

[12, §19.4, Satz (1)] Es sei eine Folge (Ry,, 75 )nen lokalkonvexer Raume derart gegeben,
dass fiir n < m stets R, G Ry, und pu7,(0) = p7,,(0) N 'R, gilt. Ist R = (J,,c Ruy SO
ist die durch I'§(UJ,,en 147, (0)) in R erzeugte Topologie 7 hausdorffsch, und somit 7°
die Hiillentopologie des induktiven Limes der (R,, 7). Weiter erzeugt 7 jedes 7, auf
Ry, d-h. 1i7(0) N 'Ry, = 7, (0).

Beweis: Bezeichnen wir fiir jedes n € N mit F,, den Nullumgebungsfilter der Topo-
logie 7,, auf R,,, so folgt mit Satz 1.2.13 die Existenz einer gerichteten Menge ¢ und
einer Abbildung a mit den Eigenschaften

1. 17,(0) = Nyey "(a(n, 9)) fir jedes n € N,
2. a(no,g1) € a(ng, g2) fiir jedes ng € N und alle g2 < g; und

3. a(n,g0) C a(m, go) fiir jedes go € ¢ und alle n < m.
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Es sei nun ng € N beliebig, aber fest. Ist weiter g € ¥4 beliebig, so gibt es nach
Lemma 1.2.26 ein Vj € F, 41 mit Vi N Ry, = a(ng, g) und induktiv weiter zu jedem
E > 1ein Vi € Fpypr mit Vi = Rygir N Vg1, Setzen wir nun f(n) = a(no, g)
fir n < np und f(n) = Vi—p, fiir n > ng, so folgt f € ¢. Definieren wir weiter
F: N — %, nw f,soist mit der Notation von Seite 35 somit Dp = |J, i a(n, F(n))
eine absolutkonvexe Menge mit Dy N R, = a(ng, g).

Daraus folgt, dass es zu jedem g € ¢ ein F € ¥N gibt mit *R,, N T*(Dp) =
"Rn, N *(Dr) = *(a(no, g)), woraus mit Satz 2.3.1 und Satz 2.3.13 wiederum

Rup NTS( | #7,(0)) = (] "Rao NT(Dr) € () "(a(no, 9)) = pz,,, (0)
neN FegN geY
folgt. Das bedeutet aber, dass die durch I'6(J,cn 17, (0)) erzeugte lokalkonvexe
Topologie 7 auf jedem R,, gerade die urspriingliche Topologie 7, induziert.
Ist nun z € R mit =z € p7(0), so gibt es wegen R = |J,,cx Rn also ein n, € N mit
2 € pr(0) N "Ry, = p,, (0). Weil pg, (0) hyperkonvex ist, folgt somit x = 0 und
7 ist hausdorffsch. ]
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3.3 Reguliritat und Normalitit

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit reguldren und normalen R&umen.
Dabei beschreiben wir verschiedene Aspekte dieses Themas durch Eigenschaften
von Umgebungsmonaden.

Am Ende nutzen wir die Charakterisierung normaler Rdume durch den Satz von
Tietze, um in dessen Beweis eine standard stetige Funktion durch eine interne Kon-
struktion zu erhalten.

Zunéchst formulieren wir jedoch die klassischen Tremnungsaxiome fiir einen topo-

logischen Raum (X, 7) mit Hilfe der Umgebungsmonaden (vgl. [3]):

(To) Sind z,y € X mit pur(*x) = pr(*y), so ist x = y (,,Kolmogorov-
Raum*).

(T1) Sind z,y € X mit pr(*x) C pur(*y), so ist x = y (, Kuratowski-
Raum®).

(T2) Sind z,y € X mit ur(*x) N ur(*y) # 0, dann ist = = y (,, Hausdorf-
Raum® oder ,separierter Raum*).

(T%) Sind z € X und y € “X beliebig mit 7 (*x) N pur(n) # 0, dann ist
p € ur(*x) (,regulirer Raum*).

(T3) (X,7T) ist Tp und T%.

(T),) Sind A, B C X abgeschlossen mit pu7(*A) N ur(*B) # 0, dann ist
auch AN B # () (,normaler Raum*).

(T4) (X,7) ist Tp und T}.

In [3, Abschnitt 6.1.4] ist eine andere Definition fiir reguléire Rdume gewihlt, welche

noch néher an einer iiblichen Standarddefinition liegt. Fiir unsere Zwecke ist jedoch

die hier gewéhlte praktischer und beide sind dquivalent zueinander:

Lemma 3.3.1: Obige Definition T} ist dquivalent zu

VA C XVr € X (ur(x) Nur(fA) # 0 = 2 € *A) (3.4)

Beweis: Es gelte zuniichst die Formel (3.4) und z € X und ¢ € "X seien beliebig
mit r ¢ pr(*r). Dann existiert eine offene Umgebung V von x mit ¢ ¢ *V. Also
ist nach Voraussetzung p7(*z) N pr((X\V)) = 0 und wegen ¢ € (X \ V) ist
pr(x) € pr((X\ V), also i (x) 0 ur () = 0.

Seien nun umgekehrt z € X und A C X mit p7 (sz)Npr (*A) # 0. Nach Lemma 3.1.1
gibt es ein ¢ € "A mit p7(r) Nz () # 0, also nach Voraussetzung r € pr (*z). Damit
folgt pur(*x) N A # 0 und somit = € A. "
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Aus den Uberlegungen in Abschnitt 3.1 ab Seite 80 leiten wir uns eine klassische

Charakterisierung von Regularitét ab:

Lemma 3.3.2: Ein topologischer Raum (X,7) ist genau dann reguldr, wenn es fiir

jeden Punkt eine Umgebungsbasis aus abgeschlossenen Umgebungen gibt.

Beweis: Nach obiger Definition und der Aquivalenz (3.3) auf Seite 82 ist (X,7)

genau dann regulér, wenn fiir alle x € X stets pur(*x) = iy (*x) ist. n

Mit dieser Beschreibung erhalten wir, dass sich Regularitét auf beliebige Teilrdume

tibertragt:

Lemma 3.3.3: Ist (X, 7) reguldr und M C X beliebig, so ist auch (M, 7], ) regular.

Beweis: Es gilt fiir jedes x € M

| () = fr(2) 0 "M = () 1M = gy (),

also mit Lemma 3.3.2 die Behauptung. ]

In unserem HST-Universum kénnen wir nun eine weitere Charakterisierung von
Regularitat formulieren, die auf den ersten Blick erstaunlich wirken mag. Erstaunlich
ist dabei die Tatsache, dass man aus dem Verhalten der entlegenen Punkte, die
aus topologischer Sicht zun&chst entbehrlich erscheinen, auf die Topologie selbst

schlielen kann.

Satz 3.3.4
Ein Hausdorffraum (R, 7) ist genau dann regulir, wenn die Menge rmt(*R) der entle-

genen Punkte abgeschlossen beziiglich Umgebungsmonadenbildung ist.

Beweis: Sei zunéchst R regulér, also gilt nach Definition

Vi € "RV**r € "R (ur(n) Npur(x) # 0 = v € pr(x)). (3.5)

Die Umgebungsmonade eines entlegenen Punktes ist also disjunkt zu allen Umge-
bungsmonaden von standard Punkten.

Gilt umgekehrt die Bedingung und sind z € R, ¢ € "R beliebig, so folgt aus der
Beziehung pr(x) N pr(*x) # 0, dass ¢ € pr(*y) fir ein y € R sein muss und mit der
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Hausdorfl-Eigenschaft wegen x = y sofort ¢ € pz(*x) gilt. Damit ist Formel (3.5)

erfiillt. [
Weiter gilt:

Lemma 3.3.5: Ist (R,7) regular, so gilt fiir jedes interne $ C rmt("R) sogar stets
fir($) C rmt(R).

Beweis: Seien (R,7) und $) wie angegeben. Dann ist nach Satz 3.3.4 und Lem-
ma 3.1.1 also u7($) C rmt(*R). Ist nun ¢ € @y (H), so folgt mit der Formel (3.3) auf
Seite 82, dass ¢ € rmt(*R) gelten muss. "

Diese Aussage konnen wir auf gewisse externe Mengen ausdehnen, ndmlich auf
Monaden. Dabei miissen wir allerdings auf Lemma 3.1.1 verzichten, weil wir diese

Aussage tatsdchlich nur fiir interne Mengen zur Verfiigung haben.

Lemma 3.3.6: Ist (R,7) regulir, so gilt fiir jede Monade m C rmt(*R) sogar auch
fir(m) C rut(R).

Beweis: Ist unter den gegebenen Voraussetzungen x € R beliebig, so gilt wegen
iy (xz) = pr(*x) also fr(*x) Nm = (), weshalb eine Umgebung V 3 z existiert mit
V' Nm = (). Damit ist fiir U:=R\ V also fiy(m) C *U und pr(x) N*U = 0. "

In Analogie zu Lemma 3.3.2 ist ein topologischer Raum R € WF genau dann
normal, wenn fiir jede abgeschlossene Teilmenge A C R stets fir(*A) = ur(*A) gilt.
Daraus folgt:

Satz 3.3.7
Ein topologischer Raum (R, 7') ist normal, falls fiir alle ¢ € "R stets 7 (x) = pr(x) gilt.

Beweis: Wir benutzen Lemma 3.1.1 und Lemma 3.1.5: Sei A C R beliebige abge-

schlossene Teilmenge. Dann gilt:

pr(A) = |J nr(a) = | fir(e) = ur(4)

ac*A ac*A L]
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Daraus leitet sich ganz schnell ein Unterschied zwischen reguldren und normalen

Ré&umen beziiglich der entlegenen Punkte ab:

Korollar 3.3.8: Ein reguldrer Raum (R, 7) ist normal, wenn fiir alle r € rmt(*R) stets

fr(x) = pr(x) gilt. O

Als Ergénzung zu Lemma 3.1.5 finden wir fiir abgeschlossene standard Mengen
eine interessante Aufteilung der Umgebungsmonade in standardnahe und entlegene

Elemente:

Satz 3.3.9
Es sei A C X abgeschlossene Teilmenge im reguldren Raum (X, 7). Dann gilt fiir die

Umgebungsmonade von *A folgende Darstellung

pr(A) = Jprta)u |J pr(a)

acA acrmt(*A)

als disjunkte Vereinigung der standardnahen und der entlegenen Elemente von uz("A).

Beweis: Weil X regulér ist, folgt |Juepmy(u) 17 (a) S rmt(*X). Mit der Gleichheit
Uaea #7(*a) = Uqens(ta) 17 () folgt die Behauptung. =

Die Umkehrung von Satz 3.3.7 gilt im Allgemeinen nicht: Ist A eine abgeschlossene
Teilmenge mit *A ; pr(*A), so wihle ein a aus der Umgebungsmonade, welches
nicht in *A liegt. Weil A abgeschlossen ist, ist damit pz(a) N A = @, aber wire
17 (a) = pr(a), so auch pr(a) N pr(*A) = 0, im Widerspruch zur Wahl von a.

Der Satz von Tietze

Eine bekannte Charakterisierung normaler Rdume ist der Satz von Tietze. Wir wol-
len hier einen Beweis geben, der sich im Wesentlichen an [20] orientiert. Die grobe
Konstruktion wird im Grunde iibernommen und daher eher knapp behandelt. Un-
ser Augenmerk liegt auf dem Beweis, dass die konstruierte Funktion tatséchlich die
gewiinschten Eigenschaften besitzt, weil dieser Teil deutliche nonstandard Argumen-
te verwendet.

Fiir den Beweis verwenden wir folgendes Lemma, was in [20] bewiesen wird:
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Lemma 3.3.10: Sei X ein T4-Raum, A,Y C X abgeschlossen und U O Y offene
Obermenge.

Ist nun C' C A eine in A abgeschlossene Umgebung von Y N A mit C C U N A, so
existiert eine in X abgeschlossene Umgebung Z von Y mit ZC U und ZNA=C. O

Weil wir uns wie erwihnt an dem dortigen Beweis orientieren, ist es klar, dass wir

den Satz ebenso formulieren wie in [20].

Satz 3.3.11 (Tietze)
Es sei A C X abgeschlossene Teilmenge des Ty-Raums (X,7) und f: A — [0, 1] stetig.

Dann existiert ein stetiges g: X — [0,1] mit g| , = f.

Beweis: Es seien X, A und f wie angegeben.

Wir definieren fiir n € *IN die Menge ©,:= {2% c0<eE< 2“}. Dann enthalt fir
eine beliebige unendliche hypernatiirliche Zahl 91 € *IN, dieses Do alle standard
dyadischen Zahlen zwischen 0 und 1 und zu jedem r € [0, 1] gibt es ein q € Dy mit
q = *r.

Setze nun fiir q = 2% € Dy die interne Menge A(q):={a € "A : *f(a) < q}. Damit
ist fiir 0 < € < 2™ stets 9[(2%) abgeschlossen (im Sinne von (3.2) auf Seite 80) und im
Innern von QK(%) enthalten. Weiter ist fiir standard q € ;D auch 2(q) standard.

Setzen wir nun ¥(0):=2(0) und X(1):="X, so existiert nach Lemma 3.3.10 zu
A(3) = 2[(2;—;1) eine in *X abgeschlossene Menge 901 mit 2 N A = A(3), deren
Inneres 2A(0) enthélt. Es sei X(5):= 9.

Ist nun fir n < M induktiv X(q) fir alle q € D, konstruiert, so gibt es nach
Lemma 3.3.10 fiir jedes i < n eine abgeschlossene Umgebung 4 O %(2%,), die im
Innern von X(42) liegt und 4N *A = A(2H7) erfiillt. Setze damit X(3E1) :=4l.

Insgesamt erhilt man fiir alle q € Doy derart die Mengen X(q), welche fiir standard

q ebenfalls standard sind.

Setze nun

g: "X = 70,1, r—min{q€Dn: recX(q)}.

Ist # € X beliebig, so gibt es ein r € [0, 1] mit g(*z) ~ *r, weil ja ns(*[0, 1]) = *[0,1]
gilt. Ist weiter g(n) % *r fiir p € X, so gibt es 0 < 1 < g2 < 1 mit *g; € Doy und
g(*z) <*q1 < g2 < g(y) oder g(n) < *q1 < *g2 < g(*2).

Nach Konstruktion der Mengen X(q) und weil X(%¢;) standard ist, folgt pr(xx) C
pr(X(*q1)) C X(*q2) oder pur (*r)NX(*q1) = 0 und in beiden Féllen damit v ¢ p7(*x).
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Insgesamt erfiillt g damit die Voraussetzungen aus Satz 3.1.10, weshalb
9: X —[0,1], x> sh(g(*r))

eine stetige Abbildung definiert.

Ist nun a € A beliebig, dann gilt nach Konstruktion *a € 21(q) < q > *f(*a).

Ist f(a) =1, folgt wegen X(q) N"A = A(q) somit g(*a) = 1, also auch g(a) = 1. Ist
f(a) <1, gibt es ein q € Doy mit q > “f(*a) und q = *f(*a). Es folgt g(*a) ~ *f(*a)
und damit g(a) = f(a). ]
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3.4 Parakompaktheit

Im Folgenden werden wir uns mit parakompakten Rdumen auf nonstandard Ebe-
ne beschiéftigen und daher auch Parakompaktheit gleich mit nonstandard Begriffen
definieren (siehe Definition 3.4.12).

Als Vorbereitung untersuchen wir jedoch zunichst lokalendliche Uberdeckungen,
fiir die wir interessante Beschreibungen finden. Dabei verwenden wir die Tatsache,
dass eine standard Menge genau dann endlich ist, wenn sie nur standard Elemente
enthélt. Mit diesen nonstandard Charakterisierungen erhalten wir recht einfache

Beweise fiir die bekannten Aussagen von Lemma 3.4.9 und Satz 3.4.10.

Dazu benétigen wir einige Begriffe, die wir hier zum Teil als Wiederholung bereit-

stellen:

Definition 3.4.1. Es sei (R,7) ein topologischer Raum.
1. Die Umgebungsmonade einer auch externen Teilmenge A C "R sei
pr@):=({U: UeTAACT}.
Fiir einen Punkt a € "R schreiben wir auch pr(a):= pur({a}).

2. Ein Punkt a € "R heifie standardnah, wenn es ein z € R mit a € uz(*r) gibt.

ns(*R) bezeichne die (externe) Menge aller standardnahen Elemente von *R.

3. Ein Punkt b € "R heifle entlegen, wenn er nicht standardnah ist und die Menge
aller entlegenen Punkte heifie rmt(*R) = "R \ ns("R). o

Das folgende Lemma hilft uns spéter bei der Ausweitung gewisser Aussagen iiber

interne Mengen auf Monaden:

Lemma 3.4.2: Ist A C rmt(“R) intern, so ist auch §(A) C rmt('R).

Beweis: Nach [28, Theorem 8.2.2] gilt 6(A) = (Jyeqd(a), also zeigen wir lediglich
4(r) C rmt("R) fiir ¢ € rmt("R):

Nach Bemerkung 1.2.11 gilt 6(zr) Np7(*z) # 0 = §(r) C pr(*x), woraus bereits die
Behauptung folgt. m
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3.4.1 Betrachtung lokalendlicher Familien

Wir geben zunéchst die standard Definition von lokalendlich, um anschlieend Cha-
rakterisierungen in der nonstandard Welt abzuleiten. Weil wir den Begriff in Ab-

schnitt 3.4.4 ohnehin bendétigen, definieren wir hier auch noch punktendlich.

Definition 3.4.3. (standard) Eine Familie (M;);c; C B(R) von Teilmengen des
topologischen Raumes (R, 7") heift

1. lokalendlich, wenn jeder Punkt x € R eine Umgebung V, € 7 besitzt, sodass
{j€I: VunM;+#0} endlich ist.

2. punktendlich, wenn jeder Punkt x € R nur in endlich vielen Mengen M; liegt.

<&

Fine nonstandard Betrachtung fithrt zu Folgendem:

Lemma 3.4.4: Eine Familie (M;)icr C B(R) von Teilmengen des topologischen Raum-
es (R,7) ist genau dann lokalendlich, wenn jeder Punkt z € R eine Umgebung V,, € T
besitzt, sodass {i € I : "V, NIM; # 0} C ;T gilt.

Beweis: Fiir die Umgebung V' aus Definition 3.4.3 ist {i € I : V N M; # 0} end-
lich, also enthilt die Menge *{i € I : VN M; #0} = {ie ™[ : "V NM; # 0} nach
Satz 1.1.6 auf Seite 10 nur standard Elemente.

Umgekehrt folgt ebenfalls mit Satz 1.1.6, dass die Menge {i € *T : "V NIM; # 0}

endlich ist, falls sie nur standard Elemente enthélt. [

Vollsténdig im Nonstandard-Universum formuliert, lautet dieses Lemma:

Eine standard Familie von Teilmengen ist genau dann lokalendlich, wenn
jeder standard Punkt eine standard Umgebung besitzt, die nur standard

Elemente der Familie nichtleer schneidet.
Lediglich eine Umformulierung von Lemma 3.4.4 stellt somit folgendes Lemma dar:
Lemma 3.4.5: Eine Familie (M;);cr € B(R) von Teilmengen des topologischen Raum-

es (R, 7T) ist genau dann lokalendlich, wenn zu jedem z € R eine offene Umgebung V,,
mit *V, N (Uie*l\:l M;) = 0 existiert. O
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Aus der Tatsache, dass es fiir jedes ¢ € ns(*R) ein « € R gibt mit ¢ € pr(*x), folgern

wir damit zwei weitere Ergebnisse ohne Beweis:

Folgerung 3.4.6: Ist (M;);c; € PB(R) lokalendliche Familie im topologischen Raum
(X,7) und r € ns(*X) ein beliebiger standardnaher Punkt, so gilt

{iE*I:xeﬁﬁi}Q;I. O

Folgerung 3.4.7: Ist (M;);c; C P(R) lokalendliche Familie im topologischen Raum
(X,7), so gilt

( U M) C rmt("X).
ie*I\JI O

Damit wir ein echtes Kriterium erhalten, benoétigen wir noch die Umkehrung der
letzten beiden Aussagen (sowohl die Aussagen, als auch deren Umkehrungen sind

jeweils dquivalent). Dazu beweisen wir folgendes Lemma:

Lemma 3.4.8: Ist zp € X derart, dass fiir jede Umgebung U € V,,, stets
{ieT: MmN UAIN(T\G)#0

ist, so gibt es ein standardnahes ¢ € ns(*X) mit ¢ € 9M; fiir ein nichtstandard j € I\ ;1.

Beweis: Es sei xg wie angegeben. Wir konstruieren zu jeder Umgebung U € V,,, von

xo und jedem i € I folgende interne Menge:
fU,i = {<§,i> S *(U X (I\ {Z})) L re 9ﬁ1}

Weil diese Mengen offensichtlich intern sind und die Familie {Fy;; : U, i} von Stan-
dardgrofe, miissen wir fiir Saturation lediglich nachweisen, dass der Schnitt zweier
solcher Mengen nichtleer ist.

Sind also Uy, Us und i1, i2 entsprechend beliebig, so gibt es nach der Voraussetzung
an 9 zu Uy NUs ein j € T\ ;1 mit *(U; NUz) N9 # 0. Damit ist insbesondere
j & "{i1,42} und fiir ein ¢ € *(U; N Uz) N M gilt somit (x,j) € Fu, i N Fugin # 0.

Es folgt also:

@;«éﬂ{fw : UeVy Niell={(i): reur(z)Ai€ T\l AreM}

FEin Element aus diesem Schnitt hat also alle gewiinschten Eigenschaften. [
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Zwei niitzliche Eigenschaften lokalendlicher Familien kénnen wir damit ganz leicht

ableiten. Ein klassischer Beweis fiir beide findet sich etwa in [4].

Lemma 3.4.9: Ist (U;);cs eine lokalendliche Familie im topologischen Raum (R, 7)), so

ist auch (U;);er eine.

Beweis: Sei ¢ € ns(*R) beliebig, etwa r € puz(*r) und i € *I beliebig mit ¢ € L.
Ist nun U eine (interne) offene Umgebung von ¢ mit B C pr(r) C pr(*x), so gilt
U N # 0, also auch L N pr(*z) # O und aus Lemma 3.4.4 folgt i € ;1. Also ist

nach Folgerung 3.4.6 auch (U;);cs lokalendlich. m

Mit diesem Lemma wird der folgende Satz besonders interessant:

Satz 3.4.10
Ist (A;)ier lokalendliche Familie abgeschlossener Mengen im topologischen Raum (R, 7),

so ist fiir jede Teilmenge J C I stets | J,.; A; ebenfalls abgeschlossen.

Beweis: Seien R, (A;)ier und J C I wie im Satz gegeben. Weiter sei € R beliebig
mit 17 (*x)N*(J;c s Ai) # 0. Nach Folgerung 3.4.7 muss das i € *J mit p7 (*x)N2; # 0
standard sein, also folgt *r € 2; C *({J;c s Ai), weil ; abgeschlossen. Insgesamt ist

damit also auch | J,. ; A; abgeschlossen. (]

icJ

In Analogie zu Lemma 3.4.4 erhalten wir ohne Schwierigkeiten folgende nonstan-

dard Beschreibung punktendlicher Familien, welche wir daher auch nicht beweisen.

Lemma 3.4.11: Eine Familie (U;);c; auf dem topologischen Raum (R,7) ist genau
dann punktendlich, wenn fiir jedes x € R die (standard) Menge {i € "I : *r € {;} =
*({i € I : x € U;}) nur standard Elemente besitzt. Als Formel im internen Universum

lautet dies wie folgt:
{ie'T: weli} C I 0

3.4.2 [Erste Eigenschaften parakompakter Riume

Wir definieren Parakompaktheit, wie oben erwahnt, gleich im nonstandard Univer-

sum. Einen Beweis fiir die Aquivalenz zur klassischen Definition kann man etwa [28]
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entnehmen.

Definition 3.4.12. (nonstandard) Ein Hausdorff-Raum (R, 7") heifit parakompakt,
wenn es zu jeder internen Teilmenge & C rmt('R) der entlegenen Punkte von "R
eine offene lokalendliche (WF—) Uberdeckung (U;)ier von R mit &8N (U,¢; Vi) =0
gibt. o

Wir benutzen nun unsere Ergebnisse iiber entlegene Punkte, um einerseits eine
weitere dquivalente nonstandard Charakterisierung zu geben und andererseits topo-
logische Eigenschaften parakompakter Rdume zu untersuchen. So gilt beispielsweise:
Jeder parakompakte Raum ist normal.

Auf dem Weg dahin sehen wir zunéchst, dass jeder parakompakte Raum regulér
ist:

Dies folgt mit Satz 3.3.4 sofort aus folgendem

Lemma 3.4.13: In parakompakten Riumen (R, 7) ist rmt(*R) abgeschlossen beziiglich

Umgebungsmonadenbildung.

Beweis: Sei (R,T) parakompakt und ¢ € rmt(*R) beliebig. Nach obiger Definition
gibt es eine offene, lokalendliche Uberdeckung (U;)se; mit ¢ ¢ *U; fiir alle i € 1.
Sei nun x € R beliebig und V, die passende Umgebung laut Definition 3.4.3. Nach
Lemma 3.4.4 enthilt J:={i€ ™I : Y4iN*V, = 0} alle nichtstandard Elemente von
*1, also ist V=4
insbesondere 7 (r) Nz (xx) = O folgt. Da x beliebig war, kann p7(r) kein standard-

{l; standard offene Umgebung von ¢ mit *V, NY = 0, woraus

nahes Element enthalten. n

Parakompaktheit bleibt, wie viele andere topologische Eigenschaften auch, erhal-
ten, wenn man die induzierte Topologie auf abgeschlossenen Teilmengen betrachtet.
Dies beruht vor allem darauf, dass fiir abgeschlossene Teilmengen A C R die Im-
plikation pr(*x) N"A # 0 = = € A gilt. Standard Beweise fiir die beiden nichsten

Sétze findet man ebenfalls in [4].

Satz 3.4.14
Ist (R,7) parakompakt und A C R abgeschlossen, so ist auch (A, 7| ,) parakompakt.
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Beweis: Sind R und A wie angegeben und $) C rmt("A) = rmt(*R) N "A eine interne
Teilmenge, so gibt es laut Definition eine offene, lokalendliche Uberdeckung (U;);er
von R mit *U; N H = (. Setzen wir V;:=U; N A, so wird (V});er zu einer (in A)
offenen Uberdeckung von A mit *V; N $ = (. Ist nun i € *I \ ST nichtstandard, so
gilt Ui = ;N A C rmt(*A), also (V;);es nach Folgerung 3.4.7 lokalendlich. "

Parakompakte Raume sind aber nicht nur regulér, sondern sogar normal. Allerdings
benétigen wir fiir den Beweis dieser Tatsache die Regularitdt, weshalb wir diese

zuerst erarbeiten mussten.

Satz 3.4.15

Jeder parakompakte Raum ist normal.

Beweis: Es sei (R,7) ein parakompakter Raum und A, B C R seien disjunkte abge-

schlossene Teilmengen von R. Setze V:=R\ B und
A:="ANur("'B)={ac™: pr(a)npur("B) £0},

womit 2 aufgrund der ersten Gleichheit eine Monade ist.

Ist a € A beliebig, so ist wegen der Regularitit iy (*a) N ur(*B) = ), weshalb
2 C rmt("A) = rmt(*R) N *A gilt. Nach Lemma 3.3.6 ist auch () C rmt("R) und
nach Satz 3.4.18 existiert eine offene, lokalendliche Uberdeckung (U;);e; von R mit
Us Nr(A) = 0 fiir alle i € I. Setze J:={i €1 : U;NA#0}, dann ist fiir j € J
stets ("U;N"A) N7 (*B) = 0, also existiert ein offenes W; O B mit (U;NA)NW; = 0.
Setze V;:=U; N (R\ W;).

Damit ist (V});es nach Folgerung 3.4.7 eine lokalendliche Familie, weil fiir j € *J\5J
mit Transfer stets U; C 4 C rmt(*R) gilt. Weiter ist V; N B = 0 fiir alle j € J
und A C UjeJVJ" Somit ist W ::UjeJVj eine offene Umgebung von A, die nach
Lemma 3.4.9 und Satz 3.4.10 auch W N B = ) erfiillt. ]

Bedingungen fiir Parakompaktheit

Nun erarbeiten wir uns einige Hilfsmittel, um Parakompaktheit spéter leichter nach-
weisen zu konnen. Dabei besagt Satz 3.4.18, dass wir in der Definition von Parakom-
paktheit (Definition 3.4.12) die interne Teilmenge der entlegenen Punkte dquivalent
durch eine Monade aus entlegenen Punkten ersetzen konnen.

Aus diesem Grund kénnen wir eben Lemma 3.4.16 und Lemma 3.4.17 fiir Monaden

formulieren, was die Beweise leichter macht. Die dort angegebenen Kriterien besagen,
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dass wir in regulédren Réumen nicht darauf angewiesen sind, stets eine offene (lokal-
endliche) Uberdeckung zu finden, sondern irgendeine (lokalendliche) Uberdeckung
geniigt (siehe [4] fiir standard Formulierungen und Beweise fiir Lemma 3.4.16, Lem-
ma 3.4.17, Satz 3.4.19 und Satz 3.4.20).

Lemma 3.4.16: Ist R regular derart, dass zu jeder Monade m C rmt(*R) eine lokalend-
liche Uberdeckung (nicht unbedingt offen oder abgeschlossen) (U;);cr von R existiert
mit *U; N'm = ( fiir alle i € I, so existiert auch zu jeder Monade m’ C rmt(*R) eine
lokalendliche Uberdeckung (A;)icr abgeschlossener Mengen mit *A; Nm/ = () fiir alle
1€ 1.

Beweis: Ist m' C rmt(*R) beliebige Monade, so ist wegen der Regularitéit nach Lem-
ma 3.3.6 auch pur(m') C rmt(*R) und somit existiert nach Voraussetzung eine lokal-
endliche Uberdeckung (U;);er mit “U;Npr(m’) = (. Nach Lemma 3.4.9 ist dann auch
(Us)ier eine lokalendliche Uberdeckung und wegen *U; N\ pr(m') = 0 ist “TU; nm’ = 0,

also die Voraussetzung erfiillt. m

Lemma 3.4.17: Ist R reguldr derart, dass zu jeder Monade m C rmt(*R) eine lokal-
endliche Uberdeckung (A;);c; abgeschlossener Mengen von R mit *4; Nm = ( fiir
alle i € I existiert, so existiert auch zu jeder Monade m’ C rmt(*R) eine lokalendliche

Uberdeckung (O;)icr offener Mengen mit *O; Nm/ = { fiir alle i € I.

Beweis: Es sei m C rmt(*R) beliebige Monade und m; :=zy(m) C rmt(*R). Nach
Voraussetzung existiert eine lokalendliche Uberdeckung (A;);c; abgeschlossener Men-
gen mit “A; Nm; = 0 fiir alle ¢ € I. Damit existiert zu jedem ¢ € I ein offenes V/
mit m C *V/ und A; N V; = 0. Somit ist V;:=R\ V, offene Obermenge von A; mit
ViNnm = 0.

Andererseits existiert nach Lemma 3.4.5 zu jedem z € R eine offene Umgebung
Vo mit “Vy 0 (Uiexp 27 i) = 0. Es ist daher mo:=(,cg "(R\ V2) C rmt("R) Mo-
nade mit Uie*[\;l 2A; € mo. Nach Voraussetzung existiert zu mo wiederum eine
lokalendliche, abgeschlossene Uberdeckung (By)res von R mit *By Nmo = 0, d.h.
*Bi N (Uie*l\;“l Qli) = fiir alle k € J.

Bilde nun O; :=R\U{By, : Br N A; = 0}, was wegen (By,), lokalendlich eine offene
Menge ist. Ist nun ¢ € ns(*R) beliebig, so folgt aus r € O;, dass r € By gilt, falls
B N A # 0 ist. Da (By) lokalendlich ist, folgt ¢ standard und nach Konstruktion
somit i standard. Daher ist auch (O;); lokalendlich und insgesamt bilden U; := O;NV;
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eine lokalendliche offene Uberdeckung von R mit *U; N'm = 0. =

Wie eingangs erwahnt, konnen wir mit Hilfe des folgenden Satzes in Lemma 3.4.16
und Lemma 3.4.17 die Monaden aus entlegenen Punkten durch interne Teilmengen

ersetzen.

Satz 3.4.18
Folgende Eigenschaften sind fiir jeden topologischen Raum (R, 7") dquivalent:

(1) Zu jeder internen Teilmenge $ C rmt(*R) existiert eine lokalendliche Uberdeckung
(Ai)ier mit "A; N H =0 fiir alle i € 1.

(2) Zu jeder Monade m C rmt(*R) existiert eine lokalendliche Uberdeckung (A;)ier
mit *A; Nm = 0 fiir alle ¢ € I.

Beweis: (2) = (1): Dies ist der einfache Teil. Ist $ C rmt(*R) intern gegeben, so
ist nach Lemma 3.4.2 auch 6($) C rmt(*R). Die zu dieser Monade existierende
Uberdeckung erfiillt auch die Voraussetzungen fiir §.

(1) = (2): Sei nun m C rmt(*R) Monade und fiir jedes = € R sei V,, offene Umgebung
mit “V;; 'm = (). Nach Standardisierung gibt es eine standard Familie (Uy) +g mit
U, = "V, fiir alle z € R. Ist R C "R ausreichende Teilmenge, so ist *R \ U;em%x C
rmt(*R) intern. Also existiert eine lokalendliche Uberdeckung (4;);c; von R mit
"A; N ("R\ U;emmx) =0, d.h. "A; C Upen Uy fiir alle i € I. Nach *-Transfer gilt
A; € Uyep Ve fiir ein endliches P C R, also "4; C *(U,ep Va) = Uzep Ve und

somit *A4; Nm = 0. n

Eine Folgerung aus Lemma 3.4.16, Lemma 3.4.17 und Satz 3.4.18, und daher nicht

mehr zu beweisen, ist folgender Satz:

Satz 3.4.19

Ist R ein reguldrer Raum derart, dass zu jedem internen $§ C rmt(*R) eine lokalend-
liche Uberdeckung (U)ier mit "U; N $ = 0 fiir alle 7 € I existiert, so ist R bereits
parakompakt. 0

Eine niitzliche Anwendung findet dieser Satz im Beweis der folgenden Behauptung,

die eine Verallgemeinerung von Satz 3.4.14 darstellt.
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Satz 3.4.20
Ist A = Upen Ar abzdhlbare Vereinigung abgeschlossener Teilmengen A, C R des

parakompakten Raums R, so ist auch A parakompakt.

Beweis: Es seien A und R wie angegeben und $ C rmt(*A) interne Teilmenge. Nach
Lemma 3.3.3 ist A regulir, also reicht es nach Satz 3.4.19, eine lokalendliche Uber-
deckung beliebiger Mengen mit der entsprechenden Disjunktheitseigenschaft zu fin-
den.

Fiir jedes n € N ist 9, :=$ N A, intern mit $,, C rmt("4,) = rmt(*R) N "4, also
gibt es eine offene, lokalendliche Uberdeckung (V;*);cs, von R mit “V;* N $,, = 0 fiir
jedes © € I,.

Wir setzen zunéchst W), :=,;c; Vi", damit W, :=W}, \ U, W, und schieBlich
Upi:=V"NW,NA, fiir jedes n € N und alle i € I,.

Ist a € ns("A), etwa a € NT]A(*G)’ so folgt a € "W}, fiir n:=min{k € N : a € Ax}
und somit a ¢ W, fiir alle m > *n. Daher folgt aus a € U, ; also n standard und aus
a € Ui auch i standard. Insgesamt ist (Uy ;) sy eine lokalendliche Uberdeckung von

A mit *U,; N $H =0 fiir alle n € N und i € I,,. n

3.4.3 Stetige, abgeschlossene, surjektive Abbildungen

Wir untersuchen nun stetige, abgeschlossene, surjektive Abbildungen. Insbesondere
das Verhalten von Umgebungsmonaden und entlegenen Punkten unter derartigen
Abbildungen interessiert uns. Abgeschlossen nennen wir dabei eine Abbildung, die
abgeschlossene Mengen stets auf abgeschlossene Mengen abbildet. Wir beginnen den
Abschnitt mit einer nonstandard Charakterisierung abgeschlossener Abbildungen.

Es seien im folgenden (R, 7) und (S, S) topologische Raume.

Lemma 3.4.21: Ist f: R — S eine Abbildung, so ist f genau dann abgeschlossen, wenn
fiir alle M C S und alle r € "R\ 7 ("f 71 (*M)) stets “f(x) € *S\ ps("M) gilt.

Beweis: Es sei zunichst f abgeschlossen und M C S beliebig. Ist r ¢ pr (* f10m )),
so existiert eine offene Umgebung V € T von f~1(A) mit r ¢ *V. Damit ist *f(r) €
*f(*R\ *V), was eine abgeschlossene Menge ist. Somit folgt M C *S\ *f(*R\ *V)
und damit *f(r) ¢ us(*M).

Gelte nun umgekehrt die Bedingung und A C R sei abgeschlossen. Weiter sei s € S
mit ps(*s) N*f(*A) # (. Dann gibt es ein a € *A mit *f(a) € ps(*s). Nach Vorausset-
zung ist somit a € pr("f~1(*s)), also "A N ur("f~1(xs)) # . Weil A abgeschlossen
ist, folgt AN f~1(s) # 0 und somit s € f(A). Weil s beliebig war, ist damit f(A)
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abgeschlossen. m

Mit diesem Lemma folgt, dass stetige, abgeschlossene und surjektive Abbildungen

Normalitét erhalten (siche wieder [4] fiir einen standard Beweis):

Satz 3.4.22

Ist R normal und p: R — S stetig, abgeschlossen und surjektiv, so ist auch S normal.

Beweis: Es sei also R normal und p: R — S stetig, abgeschlossen und surjektiv.
Weiter seien A, B C S abgeschlossene, disjunkte und nichtleere Teilmengen von S.
Damit sind A’ :=p~!(A) und B':= p~!(B) abgeschlossene, nichtleere und zueinander
disjunkte Teilmengen von R. Aus der Normalitit von R folgt ur(*A") N u7r(*B’) = 0.
Wir nehmen nun an, es giibe ein 3 € us(*4) N us(*B) in *S.
1. Fall: *p=(3) N g (FA") # (. Sei etwa ¢ € ur(*A’) mit *p(x) = 3. Es ist ¢ ¢ ur(*B),
also nach Lemma 3.4.21 auch 3 = *p(z) ¢ ps(*B) im Widerspruch zur Voraussetzung.
2. Fall: ;p~1(3)Npu7 (*A") = (). Dann folgt aber unmittelbar, dass 3 ¢ us(*A) sein muss,
im Widerspruch zur Annahme.
Also muss die Annahme falsch sein, d.h. us("A) N ps(*B) = 0 und damit ist auch

S normal. -

Im Folgenden untersuchen wir das Verhalten von Umgebungsmonaden unter diesen
Funktionen und das Wechselspiel zwischen Urbildern von Monaden und Monaden

von Urbildern.

Satz 3.4.23
Ist p: R — S stetig, abgeschlossen und surjektiv und s € *S beliebig, so gilt

1s(s) = *p(ur(*p~'(s))).

Beweis: Ist die Situation wie angegeben, so gilt wegen Stetigkeit *p(ur(xr)) C us(s)
fiir alle r € *p~!(s), also insgesamt *p(u7(*p~1(5))) C ps(s).

Ist umgekehrt ¢ ¢ u7(*p~1(s)), so gibt es eine offene Umgebung *V von *p~!(s) mit
r € 'R\ "V, also *p(z) € *p(*R\ *V) C *S. Da p abgeschlossen, ist also S\ p(R\ V)
offen und wegen *p~1(s) C *V ist 5 € *S\ *p(*R\ *V), also *p(x) ¢ us(s). Damit folgt
fiir ein h € us(s) stets, dass *p~1(n) N pur(p~L(s)) # 0, also n € *p(ur(p~1(s))). =

Dieser Satz liefert uns bereits, dass die Topologie S eindeutig durch 7 und p be-
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stimmt ist. Das bedeutet, dass es zu gegebenem 7 und p nur eine Topologie S geben
kann, beziiglich der p tatséichlich stetig, abgeschlossen und surjektiv ist.

Nach diesem Satz ist es leicht, zu zeigen, dass man unter diesen Voraussetzungen
die Reihenfolge des Bildens von Urbildmenge und Umgebungsmonade vertauschen

kann:

Lemma 3.4.24: Ist p: R — S stetig, abgeschlossen und surjektiv und s € *S beliebig,
so gilt:
P (us(s)) = pr (P H(s))-

Beweis: Nach Satz 3.4.23 gilt u7(*p~1(s)) C *» Pp(ur(p~1(s))) = (us(s)).
Ist umgekehrt ¢ ¢ pu7r(*p~1(s)), so folgt wie im dortigen Beweis *p(z) ¢ us(s), also
r & (us(s)). =

Nach dieser Vorarbeit sind wir in der Lage, das Urbild der (externen) Menge al-
ler standardnahen Punkte unter einer solchen (standard) stetigen, abgeschlossenen
und surjektiven Abbildung innerhalb des Ausgangsraumes zu beschreiben. Natiirlich
héngt diese Menge von der gegebenen Abbildung ab, auf die wir in der Darstellung
nicht verzichten kénnen. Dabei liefert uns Definition 3.4.1, dass wir die standardna-

hen Elemente folgendermaflen zusammenfassen kénnen:

ns(*S) = | J ps(*s)

SES

Lemma 3.4.25: Ist p: R — S stetig, abgeschlossen und surjektiv, so gilt:

P (s(’S)) = | (us () = (J ur (o' (%)) = [ ur (o~ p(r))

SES SES reR

Insbesondere liegt diese Menge in A33.

Beweis: Das erste = gilt allgemein fiir Abbildungen, das zweite = ist Lemma 3.4.24

und das dritte = eine Folge der Surjektivitét. ]

Haben wir nun eine Teilmenge von 'R gegeben, welche abgeschlossen unter ,,ge-

meinsamen Bildern“ ist, so hat auch die Umgebungsmonade diese Eigenschaft:
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Lemma 3.4.26: Ist 9T C "R eine beliebige interne Menge mit *p~1+p(9M) = 9N, so gilt
auch p~1p(p7 (M) = 7 (M).

Beweis: Dies folgt mit Satz 3.4.23 und Lemma 3.4.24 aus der Tatsache, dass fiir
interne Mengen 9 C "R stets p7 (M) = U peon 7 (m) ist. ]

Wir fassen diese Ergebnisse und einfache Folgerungen zusammen:

Korollar 3.4.27: Ist p: R — S stetig, abgeschlossen und surjektiv, so gilt:
L Istr € "R, so ist *p(ur(r)) € ps(*p(x))-
2. Isty €S, s0 ist p(iur (o~ (1)) = s (v).
3. Istr € R, soist p~ 1p(uz (p~p(x))) = pr (p~p(r)).

4. Ist M € Pine ('R), s0 ist p~ " *p(pr (p~1p(M))) = pr (p~ " *p(IM)). O

3.4.4 Metrische Raume

Ziel dieses Abschnittes ist es, den Satz von A. H. STONE zu beweisen, der besagt,
dass jeder metrische Raum parakompakt ist. Wir folgen allerdings dem Aufbau von
[24] und konstruieren zunéchst eine punktendliche Uberdeckung (U;);cr des gegebe-
nen metrischen Raumes R mit *U;N$ = 0 fiir die interne Teilmenge $ C rmt(*R). Im
zweiten Schritt zeigen wir dann, dass in einem metrischen Raum jede punktendliche
Uberdeckung stets eine lokalendliche Verfeinerung besitzt. Dabei spielt die nonstan-
dard Argumentation in diesem zweiten Schritt (Satz 3.4.29) eine deutlich grofiere
Rolle als im ersten.

Zunichst fiigen wir nun aber erst noch ein paar allgemeine Uberlegungen zu metri-
schen Rdumen ein. Mit B(z) = {n € "R : *d(z,n) < t} bezeichnen wir die Kugel um
¢ mit Radius t. Sind die beiden Parameter standard, so natiirlich auch die Kugel.
Wir benutzen den selben Buchstaben B auch fiir die Kugel in WF, weil in diesem
Fall die Parameter ebenfalls WF-Mengen sind, was durch die Notation klar wird
und dies damit aus dem Kontext heraus nicht zu Verwirrung fithren diirfte.

Die Umgebungsmonade eines Punktes ¢ € *R beziiglich der durch die Metrik in-
duzierten Topologie bezeichnen wir einfach mit pg(x). Ist ¢ standard, so besitzt die
Umgebungsmonade eine sehr einfache Form, mit der sich gut arbeiten lasst. Aller-

dings kann man diese Form nicht auf nichtstandard Elemente iibertragen:
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Ist d: R x R — R eine Metrik auf der Menge R € WF, so folgt fiir jedes z € R,

indem man (B1(x)),en als Umgebungsbasis wihlt, gerade
pd(*z) = {p € "R : "d(*z,p) = 0} .

Andererseits ist fiir ein nichtstandard Element yy € pq(*z) die Menge *(R \ {z}) eine
standard offene Umgebung (zu den Trennungseigenschaften metrischer Rdume siehe
unten), also *x ¢ pg(no) # {n € "R : *d(no,y) = 0}.
Allerdings gilt fiir alle internen standardnahen Elemente r,n € "R zumindest die
Implikation
n € pa(r) = d(z,p) = 0.

Trennungseigenschaften

Sind z,y € R beliebig, so ist d(z,y) € R, also "d(*z,*y) = *(d(x,y)) eine standard
hyperreelle Zahl. Ist nun pg(*x) N pg(*y) # 0, so folgt aus der Dreiecksungleichung
*d(*z,*y) = 0, also zusammen *d(*x,*y) = 0, d.h. jeder metrische Raum ist haus-
dorffsch. Damit gelten natiirlich auch Ty und T; und insbesondere ist fiir jedes
x € R die Menge {z} abgeschlossen.

Sind nun *z und b ein standard und ein interner Punkt in *R, so folgt aus der
Eigenschaft 1q(h) g (*z) # 0 wieder mit der Dreiecksungleichung, dass *d(*z,9) &~ 0

und damit y € pg(*z) ist. Also sind metrische Réume sogar regulér.

Entlegene Punkte

Eine allgemeine Betrachtung entlegener Punkte in metrischen Rdumen ist im Rah-
men dieser Arbeit nicht moglich, weil es sehr unterschiedliche Metriken gibt.

Betrachtet man beispielsweise die reellen Zahlen mit der euklidischen Metrik, so
sind die entlegenen Punkte der Topologie gerade die unendlich groflen Zahlen der
Ordnungsrelation. Das bedeutet, dass sich in Kugeln mit standardnahem Mittel-
punkt und begrenztem Radius keine entlegenen Punkte befinden. Als Formel ge-
schrieben ist also fiir ¢ € ns(*R) und s € *R;, = ns(*R) stets Bs(r) C ns(*R).

Betrachtet man aber etwa die diskrete Metrik, so sind die standardnahen Punkte
gerade die standard Elemente, d.h. jedes interne, nichtstandard Element ist ein ent-
legener Punkt. Und fiir jedes unendliche M € WF enthilt *M auch nichtstandard
Elemente. Das bedeutet weiter, dass jede unendliche standard Teilmenge von *M
beziiglich der diskreten Topologie auch entlegene Punkte enthélt.

Andererseits kann man allgemein fiir einen beliebigen metrischen Raum (X, d) fest-

halten, dass fiir jeden entlegenen Punkt gq stets

E(xo):={p € X : "d(ro,9) = 0} C rmt("X)
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gilt: Angenommen, fiir ein x € X wire pqg(*x) N E(rg) # 0, so miisste wegen der
Dreiecksungleichung bereits rog € pq(*z) sein, im Widerspruch zur Wahl von go.
Uberdeckungen

Nun folgen die angekiindigten Séitze, welche gemeinsam ergeben, dass metrische

R&aume parakompakt sind.

Satz 3.4.28
Ist (R,d) metrischer Raum und $) C rmt(*R) intern, so existiert eine punktendliche

offene Uberdeckung (Us)ier von R mit *U; N $H =0 fiir alle i € 1.

Beweis: Zunichst sei < Wohlordnung auf R und fiir € R sei
nx::min{n eEN: “(Bi(z)nH = (B}.

Damit definieren wir D, als die Teilmenge derjenigen y € B (), fiir die es ein

my € N derart gibt, dass

gilt.
In D, liegen also diejenigen Elemente aus B_1 (z), deren grofite Kugelumgebung
(mit Radius aus {% : n € N}), die noch ganz in B (z) enthalten ist, bereits in

einer ,fritheren (bzgl. <) Kugel B_1 (z) liegt.

Definieren wir nun

U,=B1 @)\ J{B1 (@) : aeD.},

2mgq

so ist (U,)zer offene, punktendliche Uberdeckung von R:

e U, ist offen: nach Konstruktion

o (U,), ist Uberdeckung: Sei r € R beliebig und 2, <-minimal mit » € B_1_(x,).

Ny

Wire r ¢ U,,, dann also r € U{B%(a) D ac€ Dwr} und somit gibe es
¥ € "Dy, mit pg(r) NB_1_(xr) # 0.
my

.1 .

Dann ist auch ﬁ ~ 0, also Bn%(x) C pg(*r), woraus B_1_(r) C pq(*r) C

r mp—1

“(B_1_(z,)) im Widerspruch zur Definition von D, folgt.
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" .
2. Fall: ;L # 0:

Dann ist pg(*r) C B (¢). Insbesondere gilt 3**r € *D,, (*r € B (x)), also
my my
mit *-Transfer auch 3z € D, (r € B_1_(x)) und per definitionem gibt es ein

z <z, mit B_1 () € B (2) im Widerspruch zur Wahl von z,..

Insgesamt ist also die Annahme r ¢ U, falsch und (U;);e; Uberdeckung.

e (Uy)zer ist punktendlich: Sei » € R beliebig und = € R derart, dass r € U,.
Damit ist r ¢ Dy, also gilt fiir das minimale my € N mit B 1 (r) C B 1 (z),
dass x wiederum <-minimal mit dieser Eigenschaft ist. Gibt e:;mn zu N n; my
auch ein y € R mit B 1 (r) € Uy, so muss y < « sein. Damit bilden also die
w € R mit r € U, eine <-absteigende Folge und da < Wohlordnung ist,
stagniert diese Folge nach endlich vielen Schritten, d.h. es gibt nur endlich

viele w € R mit r € Uy. n

Nun haben wir also zu einer gegebenen internen Teilmenge aus entlegenen Punkten
eine standard punktendliche Uberdeckung gefunden, deren standard Elemente dis-
junkt zur gegebenen Teilmenge sind. Mit Hilfe des néchsten Satzes kdnnen wir diese
Uberdeckung sogar zu einer lokalendlichen verfeinern, wobei die entsprechende Ei-
genschaft der Disjunktheit erhalten bleibt und insgesamt also die Parakompaktheit
gezeigt ist:

Satz 3.4.29
Sei (R,d) ein metrischer Raum und (U;);c; eine beliebige offene, punktendliche Uber-
deckung von R.

Dann existiert eine offene, lokalendliche Verfeinerung von (U;);cr.

Beweis: Sei (U;)ier wie angegeben und I oBdA durch < wohlgeordnet. Weiter sei
m(x):=max{z € Z : 3 € I (By:(x) CU;)} und damit ¢(x):=2™*). Gibt es ein
x € R, fiir das dieses Maximum nicht existiert, so muss wegen der Punktendlichkeit
ein ig € I existieren mit By:(z) C Uj, fiir alle z € Z, also R C Uj,. Dann ist aber
mit V;, :=U;, und V;:=0 fiir i # iy bereits (V;);cs die gesuchte Verfeinerung.

Im Folgenden gebe es also die Abbildung ¢: R — @ und somit *¢: "R — *@Q mit

i (r) = omax {37 : Fe™T (Bys ())CH) }
nach *-Transfer.

Setze nun H;:={y € R : By (y) C Ui AVj <i(By)(y) € Uj)} fiir jedes i € I
und damit V;:=J,cp, B@(y).
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1. (Vi)ier ist Familie offener Mengen: nach Konstruktion

2. (Vi)ier ist Uberdeckung: Zu z € R beliebig gibt es ein <-minimales i, € I mit
By(z) () C Ui, und damit ist = € V.

3. (Vi)ier ist Verfeinerung von (U;);cr: nach Konstruktion

W

. (Vi)ier ist lokalendlich: Sei dazu r € ns(*R) beliebig, etwa r € ug(*xg). Weiter

sei i € "I mit ¢ € U; beliebig, also ist ¢ € B (b) fiir ein y € §;.
2

Wiire nun *¢(p) ~ 0, so wéire Bug(y) (n) C pa(*z0) und damit aber *¢(y) > L(;wo)

im Widerspruch zu *¢(y) ~ 0.

Damit muss *¢(y) % 0 sein, woraus mit r € B (9) N pg(*zo) folgt, dass
2
20 € Bug(n)(n) C & ist. Weil (U;) punktendlich ist, muss nach Lemma 3.4.11

folglich i € ;T sein, was zu zeigen war. n

Ist nun (R,d) ein metrischer Raum und $ C rmt(*R) eine interne Teilmenge der
entlegenen Punkte, so existiert nach Satz 3.4.28 eine punktendliche, offene Uber-
deckung (U;)ier von R mit *U; N $H = @ fiir alle i € I. Die Uberdeckung lisst sich
nach Satz 3.4.29 wiederum zu einer lokalendlichen, offenen Uberdeckung (V;);cr von
R verfeinern, womit auch *V; N $ = ) fiir alle 4 € I gilt und nach Definition 3.4.12
somit (R,d) parakompakt ist.

3.4.5 Abzihlbar im Unendlichen

Neben den metrischen Raumen gibt es eine weitere Sorte topologischer Raume, die
stets parakompakt sind und welche abzdihlbar im Unendlichen genannt werden. Wir
geben hier zunéchst die standard Definition, bevor wir die topologischen Eigen-
schaften mit unseren nonstandard Methoden untersuchen. Dabei definieren wir den
Begriff wie in [14]. Eine ausfiihrlichere Besprechung dieses Themas findet sich in
[27], 1 §7.

Definition 3.4.30. (standard) Ein topologischer Raum (R, 7") heifit abzdihlbar im
Unendlichen (kurz aiU) oder auch o-kompakt, wenn es eine abzihlbare offene Uber-

deckung (U, )nen von R gibt, sodass U,, kompakt ist fiir alle n € N. o

In unserer Nonstandard-Welt wird dieser Begriff dank der bisherigen Ergebnisse

etwas anschaulicher — auch wenn der Name dadurch an Klarheit verliert.
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Satz 3.4.31
Ein Raum R ist genau dann abzahlbar im Unendlichen, wenn es eine offene Uberdeckung
(Up)nen von R gibt mit

( U Un) Nmt("R) = 0.

nelN
Beweis: Wir wissen, dass U, genau dann kompakt ist, wenn U, C ns(*ﬁn) gilt
(siehe [22, Abschnitt 4.1]). Mit U, C U, und ns(*U,) = U, N ns('R) folgt die
Behauptung. [

Damit erkennen wir, dass ein gewisser Teil metrischer Rdume auch aiU ist, etwa R
mit der gewohnlichen Metrik. Andererseits ist nicht jeder metrische Raum aiU: Eine
iiberabzéhlbare Menge mit der diskreten Metrik etwa bendtigt immer iiberabzéhl-
bar viele Mengen zur Uberdeckung, falls deren *-Bilder keine entlegenen Punkte

enthalten diirfen.

Satz 3.4.32

Ist R abzahlbar im Unendlichen, so auch parakompakt.

Beweis: Es sei R aiU und (Up)nen die Uberdeckung aus Satz 3.4.31. Setze nun
G1:=U;, dann ist G; C Un€1N U,, also existiert eine endliche Teiliiberdeckung
G1 C U, U,,. Setze Go:=J | Uy, U U, womit wegen Gy = I, U,, U Us auch
G5 kompakt ist. Induktiv entsteht somit die offene Uberdeckung (Gk)ken mit G
kompakt und G, € Gjy1.

Setzen wir nun formal G_1:=( und Gy :=), so kénnen wir allgemein H,, :=G,, \
G_2 definieren. Damit wird (H,)n,en sofort zu einer offenen Uberdeckung von R
mit (U, "Hr) Nrmt(‘R) = 0. Diese Uberdeckung ist in der Tat auch lokalendlich:

Setzen wir (Gy)nerN = *((Gn)n@N) und ebenso (Hy)nerN = *((Hn)ne]N), so folgt

per x- Transfer
Vintﬁ c *Rvintn7€ c *}N(; EG NE>N+2=1 ¢~VJE)7

d.h. &, N He = O fiir alle € > n + 2.

Ist also r € ns("R) beliebig, etwa r € pur(*x), so gibt es ein n, € N mit z € G,
und weil diese Mengen offen sind also ¢ € *G,, = &s«,,. Somit ist ¢ & §, fiir alle
€ > =, + 2. Das bedeutet, standardnahe Elemente liegen nur in standard Mengen,

was nach Folgerung 3.4.6 gerade bedeutet, dass (Hy,)n,en lokalendlich ist. ]



Fazit

Angesichts der Tatsache, dass diese Arbeit aus zwei, auf den ersten Blick unabhéngi-
gen, Teilen besteht, ist es sicher angebracht, ein abschlieBendes Fazit zu ziehen. Es

waren ja sogar mindestens drei Ziele, die mit dieser Arbeit verfolgt wurden:

1. Externe Relationen auf Bedingungen zu untersuchen, wann die Aquivalenzklas-
sen, oder zumindest deren diskrete Monaden, die Umgebungsmonaden einer

Topologie darstellen.

2. Einige Begriffe und Beziehungen der mengentheoretischen Topologie mittels
Nonstandard-Methoden auf neue Einsichten und Charakterisierungen zu un-

tersuchen.

3. In beiden Bereichen die spezielle Gestalt des HST-Universums zu nutzen,
um zu zeigen, wie dieses Axiomensystem die konkrete Arbeit mit nonstandard
Argumenten erméglicht und eventuell sogar im Vergleich zu anderen Systemen

erleichtert.

Zum ersten Punkt: Im Fall, dass die Relation monadisch, d.h. selbst standardgrofler
Schnitt interner Mengen ist, erhilt man das gewiinschte Ergebnis. Die Aquivalenz-
klassen der standard Punkte sind gerade die Umgebungsmonaden einer eindeutig
bestimmten Topologie (Satz 2.1.1). Bei nichtmonadischen Relationen gehen wir in
HST zumindest von der Form E = [Jgc, [),c) €en mit internen Mengen eg, aus.
Allerdings haben wir hier diese allgemeine Form gar nicht betrachtet, sondern sind
gleich davon ausgegangen, dass die Mengen e¢, sogar standard sind. In diesem Fall
sind die eg, 0.B.d.A. gerichtet beziiglich 7 (siche Satz 1.2.14). Der Einfachheit hal-
ber haben wir daher eg, C e, fiir n < n benutzt. Fiir diesen Fall haben wir die
Familie {Df(x) : € X A f € \*} in WF konstruiert und gezeigt, dass die Relati-
on genau dann topologisch ist, wenn diese Familie bereits die Eigenschaften eines
Umgebungsfilters trigt (Satz 2.3.5 und Satz 2.3.6).

Eine weitere Frage war, ob man auch fiir den Fall, dass die Relation nicht als topolo-
gisch bekannt ist, Aussagen iiber die Umgebungsmonaden der assoziierten Topologie

machen kann. Dies ist fiir den allgemeinen Fall nicht gelungen, was im Beispiel ab
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Seite 69 sehr deutlich wird. Etwas besser wird die Situation, wenn man als zusétzli-
che Struktur einen Vektorraum zugrunde legt und die Relation als begrenzt linear,
d.h. vertraglich mit den Vektorraumoperationen voraussetzt. Dann folgt bereits aus
der Tatsache, dass die Nullklasse [0]g ein Monade (und damit gleich der diskre-
ten Monade) ist, dass sie die Nullumgebungsmonade einer Vektorraumtopologie ist.
Insbesondere ist damit die Relation topologisch und die assoziierte Topologie linear.

Aber schon der Fall [0]g # 6([0]g) bereitet auch fiir begrenzt lineare Relationen
Probleme. Wir kénnen zwar gewisse Eigenschaften von der Nullklasse auf die diskrete
Monade iibertragen, aber wir wissen nicht, ob diese stets abgeschlossen beziiglich
Addition ist. Damit kann also die Umgebungsmonade echt grofler als die diskrete
Monade und die Relation somit nicht-topologisch sein. Weiter bleibt damit offen, ob
die assoziierte Topologie iiberhaupt eine Vektorraumtopologie ist.

An dieser Stelle konnen sicherlich zukiinftige Untersuchungen ankniipfen, um her-
auszufinden, ob die diskrete Monade einer begrenzt linearen Relation (zumindest
auf bestimmten Vektorrdumen oder unter weiteren Einschrinkungen) abgeschlos-
sen beziiglich Addition ist. Weiter wire es interessant zu wissen, ob (vielleicht un-
abhéngig von Ergebnissen iiber §([0]g)) die assoziierte Topologie einer begrenzt li-
nearen Relation stets linear ist.

In unseren Untersuchungen haben wir uns anschliefend mit der kleinsten absolut-
konvexen Monade um [0]g beschéftigt, weil diese in der Tat stets eine Vektorraum-
topologie erzeugt, namlich eine lokalkonvexe. Dazu mussten wir allerdings erneut
gewisse Eigenschaften der Nullklasse von dieser auf ihre absolutkonvexe Monade
iibertragen. Diese Betrachtung fiihrt zu Analogien mit der Konstruktion der Hiillen-
topologie auf topologischen induktiven Limites, was wiederum gewisse Zusatzbedin-

gungen an die Monaden (), ¢ e¢;(0) motivierte.

Zum zweiten Punkt: Bereits zu Beginn der Arbeiten {iber Nonstandard-Mathematik
fithrte die Charakterisierung des Umgebungsfilters eines Punktes durch dessen Fil-
termonade zu vielen Ergebnissen der elementaren Topologie. So findet man in [22]
bereits die Charakterisierung offener und abgeschlossener Mengen, stetiger Funktio-
nen oder etwa von Kompaktheit mittels Umgebungsmonaden. Weitere Beschreibun-
gen topologischer Begriffe und Konzepte findet man unter anderem in [28], [13] oder
[3].

Andererseits gibt es immer noch Konzepte, welche keine (mir bekannte) nonstan-
dard Beschreibung haben, aber eine solche durchaus interessante Folgerungen hétte.
Insbesondere die Verwendung von entlegenen Punkten kann zu weiterfiihrenden
Beschreibungen und Zusammenhéngen fiithren (siche Folgerung 3.4.6, bzw. Folge-

rung 3.4.7). In metrischen Ridumen etwa haben die Umgebungsmonaden der stan-
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dard Punkte eine sehr praktische Darstellung, welche sich aber nicht auf entlegene
Punkte iibertragen lésst. Vergleicht man etwa die euklidische mit der diskreten Me-
trik auf [0, 1], so erkennt man, wie unterschiedlich entlegene Punkte in metrischen
R&umen sein konnen.

An Grenzen stoflen nonstandard Methoden, sobald den topologischen Konzepten
algebraische oder mengentheoretische Strukturen wie unendliche Ordinalzahlen in-
newohnen. So benutzen wir auch im nonstandard Beweis der Parakompaktheit metri-
scher Rdume Wohlordnungen, und Goop, TREE und WATSON haben in [7] gezeigt,
dass dieser Satz ohne das Auswahlaxiom auch gar nicht gilt (selbst mit abhédngiger

Auswahl gilt er nicht).

Zum dritten Punkt: Das Argumentieren in HST hat bei der Behandlung externer
Relationen einige offensichtliche Verdnderungen gegeniiber WIETSCHORKES Argu-
menten und Konzepten in IST gebracht. So benutzen wir konsequent Filter zur
Beschreibung von Konvergenz, im Gegensatz zu den Netzen bei WIETSCHORKE.
Dabei spielt sicher eine Rolle, dass die externen Filtermonaden keine , fremdartigen®
Gebilde in HST sind. Weiter ist der Schattenraum kein uniibersichtliches, forma-
les Konstrukt, sondern einfach eine Menge in WF, welche (extern) bijektiv zum
Quotienten dom E/E ist. Desweiteren erméglicht der Ubergang von den standard
Mengen e¢;, zu deren *-Urbildern dg, viele Konstruktionen in WF, wo die letztend-
lich angestrebte Topologie ebenfalls liegt. Insgesamt kann viel hdufiger mit Mengen
argumentiert werden und Formelmanipulationen dienen oft nur der Platzersparnis.

Im Bereich der nonstandard Beschreibungen allgemeiner Konzepte der mengen-
theoretischen Topologie mag die HST-Struktur dazu gefiihrt haben, leichte Formu-
lierungen von Aussagen iiber entlegene Punkte zu finden und auch Aussagen, welche
fiir interne Mengen bekannt waren, auf Monaden auszuweiten.

Abschlielend kann man sagen, dass die reichhaltige Struktur des HST-Universums
eine gute Grundlage fiir (insbesondere mengentheoretische) Konstruktionen von
Nonstandard-Argumenten bietet. Dies rechtfertigt (ganz abgesehen von den meta-
mathematischen Vorteilen, siehe [9]) durchaus den Aufwand, der fiir die Herleitung

dieser Struktur aus den Axiomen nétig ist.
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Anhang A

Die Axiome von HST

A.1 Uberblick
Die formale Sprache ist £ ={€, st, V¥V, 3, A, V, =, <, =, (, ) }.

Die Axiome sortiert nach Geltungsbereich sind:

1) Axiome fiir alle 2) Axiome fiir standard 3) Axiome fiir Mengen
Mengen und interne Mengen von standard GroBe
1. Extensionalitat 1. ZFC®* 1. Saturation
2. Paar 2. Transfer 2. Standard-GroBen-

o o Auswabhl
3. Vereinigung 3. Transitivitat von [
] ] ] 3. Abhiangige Auswahl
4. Unendlichkeit 4. Regularitat iiber [
5. Aussonderung 5. Standardisierung

6. Sammlung
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DIE AXIOME VON HST

A.2 Ausfiithrlich

1) Axiome fiir alle Mengen

Extensionalitat

Paar

Vereinigung

Unendlichkeit

Aussonderung

Sammlung

VXVY (X =Y eVr(re X oreY))

Jede Menge ist durch ihre Elemente eindeutig bestimmt.

VeVy3dZVz(z e Z < (z=2Vz=y))

Fiir je zwei Mengen z,y ist {x,y} ebenfalls eine Menge.

VX3WUVz(xelU < Jye X (xey))
Fiir jede Menge X ist |J X = (J ¢ x = ebenfalls eine Menge.

X (0 e X AVz € X (zU{z} € X))
Es gibt eine unendliche Menge.

VXY Ve(xeY & (x € X ANP(2)))
Zu jeder Menge X gibt es eine weitere Menge, welche gerade

die Elemente aus X enthélt, welche die Eigenschaft ® erfiillen.

VX 3YVre X (yP(r,y) = JyeY O(x,y))
Fiir jede ,,Abbildung® auf dem Universum, eingeschrankt auf X

definieren die Bilder wieder eine Menge.

Regularitat

Potenzmenge

Auswahl

Verbleibende ZFC-Axiome:

VX #03x e X (znX =0)
Fiir jede Menge X ist jede Kette der Art
X 521 229 ... endlich.

VXYV (xeY &z CX)
Zu jeder Menge X gibt es die Potenzmenge
BX)={z: zC X}.

VX 3Y Ve e X\ {0} 3z(Y Nz ={z}))
Ist X eine Menge, so kann man ein Element aus jedem Element

von X nehmen und zu einer neuen Menge zusammenfassen.
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2) Axiome fiir standard und interne Mengen

ZFC®*

Transfer

Transitivitat von 1

Regularitat liber [

Standardisierung

Wir nehmen alle ZFC-Axiome und

schranken sie auf standard Mengen ein.

@int = (I)St
wobei @ eine beliebige, abgeschlossene €-Formel ist,

welche nur standard Mengen als Parameter enthélt.

Vitty Vy (y € o = inty)

selbsterklarend

VX #03zeX(x2nX C)
Vergleiche mit Regularitat.

VXY (XNS=YNSJ)
Zu jeder Menge X findet man eine standard Menge Y,
welche gerade die standard Elemente von X als

standard Elemente enthalt.

3) Axiome fiir Mengen von Standard-GréBe

Mengen von Standard-Grifie sind der Gestalt {f(z) : © € X N3}, wobei X irgend-
eine Menge ist und f irgendeine Funktion mit X N'%$ C domf. Man spricht auch von

standardgroffen Mengen.

Saturation Ist X C [ eine N-abgeschlossene Menge von Standard-

Grofle mit X € X = X # (), dann ist (X # 0.

Standard-GroBen-Auswahl  Ist X eine Menge von Standard-Grofle, F' eine Funktion

auf X, F'(z) # 0 fiir alle z € X, dann gibt es eine Funk-
tion f auf X mit f(x) € F(z) fir alle x.

Abhiangige Auswahl w-Folgen von Auswahlfunktionen existieren fiir den Fall,

dass der Definitionsbereich der n-ten Auswahl vom

Ergebnis der (n — 1)-ten Auswahl abhéngt.
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Umgebungsfilter, 19

Umgebungsmonade
abgeschlossene, 81

Universum
HST-Universum, 4
ZFC-Universum, 5

internes, 5

Vektorraum, 21

topologischer, 21
Vektorraumtopologie, 22
Verallgemeinerte Stetigkeit (VS), 62
Vervollstandigung, 35



Symbolverzeichnis

#X Grofle einer (hyper-)endlichen Menge

@geﬁ Re direkte Summe der Rg¢

a(A) Abschlussoperator

C Menge der komplexen Zahlen

CM konvexe Hiille

Dy¢(x) siehe Darstellung der externen Relation E
dgy () “(dgy(2)) = egy(*x)

d([r]e) diskrete Monade von ¢ bzgl. E

AS® vergleiche [9]

dom Definitionsbereich einer Relation/Abbildung
e siehe Darstellung der ext. Aquivalenzrelation
E externe Aquivalenzrelation

(¢,=) gerichtete Menge

I'm absolutkonvexe Hiille

H das HST-Universum

hal(*z) Umgebungsmonade bzgl. Normtop. in R"

0 Klasse der internen Mengen

L t(z) = k([*x]g), siehe Schattenraum

Z durch T'6([0]g) erzeugte Top.

£ durch 13(0) erzeugte Top.
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M topologischer Abschluss 18
myr Filtermonade von F 14
T Schnitt der abgeschlossenen Umgebungen 81
() p2(0):= Nexs*s(I'Ef(0)),  siehe Schattenraum 61
wr () Umgebungsmonade 19
N Menge der natiirlichen Zahlen 6
"N unendliche hypernatiirliche Zahlen 6
ns(*X) Menge der standardnahen Elemente 20
Ord Klasse der Ordinalzahlen 4
PB(X) Potenzmenge von X 7
PBein(X) Menge der endlichen Teilmengen 7
PBint (X) Menge der internen Teilmengen 7
R Menge der reellen Zahlen 6
rmt(*X) rmt(*X) = "X \ ns(*X) — Menge der entlegenen Elemente 20
3 Klasse der standard Mengen 4
s s(A)={z€S: k'(z)N"A#0}, siehe Schattenraum 60
SX standard Menge mit ,(5X) = ;X 7
sh Schatten 82
X +X = X NY% — standard Elemente von X 7
WEF Klasse der wohlfundierten Mengen 4
yX Menge aller f: X — Y 8
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