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Einfiihrung

Unter einer kurzen exakten Sequenz von Fréchetrdumen versteht man das Aufeinanderfolgen
von stetigen linearen Abbildungen zwischen Fréchetraumen der Form

0—F-“a-%LE 0,

wobei ¢ injektiv und ¢ surjektiv seien und fiir welche Im(i) = Ker(q) gelte. Weiter sagt man,
dass die obige Sequenz zerfiillt, falls Im(7) komplementiert in G liegt, was dquivalent dazu ist,
dass es zu i eine Linksinverse L € L(G, F) gibt (d.h. Loi = Idp), sowie dazu, dass zu ¢ eine
Rechtsinverse R € L(F,G) existiert (d.h. go R = Idg).

Einige klassische Probleme aus der Analysis lassen sich iiber das Zerfallen bestimmter solcher
Sequenzen behandeln wie etwa die stetig lineare Losbarkeit partieller Differentialgleichungen
(siehe bspw. [4],[9] und [13]) oder die Existenz stetig linearer Extensionsoperatoren auf glatten
bzw. auf analytischen Funktionen ([5],[15],[20] etc.). Dariiber hinaus spielt das Zerfallen kurzer
exakter Sequenzen von Fréchetrdumen eine zentrale Rolle in verschiedenen Untersuchungen der
Strukturtheorie lokalkonvexer Rédume (z.B. in [1],[22] und [27]).

Vor diesem Hintergrund entstand eine umfangreiche abstrakte Theorie zu diesem Themengebiet,
deren Entwicklung wir nun kurz umreifien wollen. Ende der 60er Jahre fiithrte V.P. Palamodov
in [13] und [14] einige homologische Methoden in die Theorie lokalkonvexer Rdume ein. Mit
Hilfe seiner Untersuchungen war bereits einfach einzusehen, dass unter (fiir viele Anwendungs-
zwecke) realistischen Zusatzvoraussetzungen an Fréchetrdume F und F' mittels eines geeigneten
Fundamentalsystems aus lokalen Banachrdumen F;, von F' und den resultierenden kanonischen
Abbildungen f}!, | : Fj,11 — F}, die folgenden Aussagen équivalent sind:

(I) Zu jedem weiteren Fréchetraum G zerféllt jede kurze exakte Sequenz vom obigen Typ.

(II) Die Abbildung o : [[ L(E, F,) — [[ L(E, Fy), (un) = (un — f41 © uns1) ist surjektiv.
neN neN
Dariiber hinaus stellte Palamodov in [13] eine hinreichende Bedingung fiir die Surjektivitit von
o vor. Fiir ihre Herleitung verwendete er ein selbstkorrigierendes Verfahren sehr dhnlich zum
Beweis des Satzes von Mittag-Lefler. Hierauf aufbauend entwickelte V. S. Retakh wenig spéter
in [19] eine Charakterisierung der Surjektivitét von o.

Ende der 70er Jahre zeigte D. Vogt in [21] erstmals, dass die recht starken Aussagen (I) und (II)
auch auf nicht-triviale Paare (E, F') zutreffen némlich auf F' = s, den Raum der schnell fallenden
Folgen, zusammen mit jedem Fréchetraum E, welcher die topologische Invariante (DN) erfiillt.
Anschlieflend wiesen M. J. Wagner und D. Vogt in [26] ein analoges Resultat fir £ = s und
jeden Fréchetraum F' mit der Eigenschaft (2) nach. Mit [23] folgte, dass fiir jeden shift-stabilen
Potenzreihentaum E = Al(a) bzw. F = A(3) die Aussagen (I) und (II) dquivalent sind zu

F € (Q) falls r = oo sowie zu F € () falls r = 0 bzw. zu E € (DN) unabhingig von
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t € {0,00}. Zur Herleitung hiervon verwendete Vogt gemischte Bedingungen an E und F' sehr
dhnlich zu der von H. Apiola aus [1], welche sowohl Halbnormen von E als auch Dualnormen
von F' gegeneinander abschétzen. Fiir die sogenannten vier Standardfille aus Fréchetraumen F
und F, von denen einer nuklear oder einer ein Kotheraum ist, erzielte er eine fiir (I) und (II)
hinreichende Bedingung (S7) dieses Typs sowie eine notwendige, welche er mit (S5) bezeichnete.
In der oben beschriebenen Situation shift-stabiler Potenzreihenrdume erwiesen sich diese schon
als dquivalent. Fast zwanzig Jahre spéter zeigten dann L. Frerick und J. Wengenroth in [6], dass
(S3) in den vier Standardfillen ebenfalls hinreichend fiir (I) und (II) ist. Der damit fiir die vier
Standardfélle entstandenen Charakterisierung von (I) und (II) durch (S3) fiigten P. Domanski
und M. Mastyto in [3] unléngst den fiinften Fall hinzu, dass alle auftretenden Rédume E,F und
G Fréchet-Hilbertraume sind.

Unter der Vorgabe, dass beide Riume E = Al(a) und F = A°(3) Potenzreihenriume seien, von
denen einer (wie die meisten Potenzreihenraum-Darstellungen von Beispielen aus der Analysis)
shift-stabil ist, folgte aus [23] bereits, dass (I) und (II) dquivalent zu 7 = oo sind. Da fiir manche
Anwendungsprobleme jedoch der entsprechende Fall » = 0 interessant ist sowie die Frage, ob zu
bestimmten Sequenzen Inverse von gewisser Qualitéit existieren, wurde ab den 80er Jahren von
verschiedenen Autoren wie K. Nyberg, M. Poppenberg und D. Vogt (bspw. [11],[16],[17] und [24])
ebenfalls das zahme bzw. linear zahme Zerfallen untersucht. Sie alle nutzten dazu implizit einen
Zusammenhang zur Beschaffenheit des Bildes von o, welchen wir in Satz 1.3.4 prézisieren werden.
Mit Hilfe von [11] lieB sich schliellich nachvollziehen, dass alle nuklearen Potenzreihenrdume
E = Al(a) und F = A$(8) mit den iiblichen Gradierungen (die wir in Abschnitt 4.2 angeben)
sowohl fiir r = oo als auch fiir r = ¢ = 0 zahmes sowie linear zahmes Zerfallen garantieren.

Wir haben die historische Entwicklung ausfiihrlich dargestellt, weil viele Ideen der eben genann-
ten Autoren in die vorliegende Arbeit eingeflossen sind. Auflerdem tragen diese Hintergriinde
wesentlich zum Verstdndnis des Aufbaus der nachfolgenden Beobachtungen bei. So stehen in
Anlehnung daran im Zentrum unserer Ausfiihrungen die Fragen, unter welchen Bedingungen an
gradierte Fréchetraume E und F' Unterrdume des recht allgemeinen Typs [],,cn 'L(Ew(n), F,) im
Bild von o enthalten sind und was dies fiir das Zerfallen kurzer exakter Sequenzen bedeutet.
Hierbei sei ¢ : N — N beliebig und ﬁ(Ew(n), F,) bezeichne das Bild der kanonischen Einbettung
von L(E,y, ) in L(E, Fy,). Auf diese Weise werden wir neue Ergebnisse erzielen wie auch
die verschiedenen Untersuchungen zum (linear) zahmen Zerfallen bzw. zum uneingeschrinkten

Zerfallen (I) mit einer gemeinsamen Theorie untermauern.

In Kapitel 1 beschreiben wir detailliert den Zusammenhang der Beschaffenheit des Bildes von o
mit der Existenz von bestimmten Links- bzw. Rechtsinversen sowie mit der Existenz gewisser
Extensions und Liftings. Hierfiir werden zu einer linearen Abbildung T zwischen gradierten
Fréchetrdumen die zugehorige Stetigkeitscharakteristik S7 und die Offenheitscharakteristik O
eingefiihrt. Als ein Hauptresultat erhalten wir damit Theorem 1.3.3, welches besagt, dass unter
dhnlichen Zusatzvoraussetzungen an gradierte Fréchetrdume FE und F', wie sie oben angedeutet
wurden, fiir geeignete Funktionen ¢,v : N — N die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(A) Fiir jede kurze exakte Sequenz 0 — F' 6L E-——0 gradierter Fréchetriume mit
Oq400; < ¢ gibt es zu i eine Linksinverse L € L(G, F') mit S, < max(O;, S;0% ) und zu
q eine Rechtsinverse R € L(E,G) mit Sg < max( O, 10 S;).

(B) ];[NI)(ECZ,(”H),Fn) C of E[NE(EW),F”)).

Ein vergleichbares Ergebnis stellt des Weiteren Theorem 1.3.2 dar, welches auf die Abschétzung
der Stetigkeitscharakteristiken von entsprechenden Inversen verzichtet.
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In Kapitel 2 verallgemeinern wir unsere Betrachtungen auf die Untersuchung der Abbildung
ox ¢ [hen Xn = [lnen Xns (@) = (20 — o)y 1Zny1) fiir ein beliebiges projektives Spektrum
X = (Xp, 0,) lokalkonvexer Raume. Genauer gesagt nehmen wir eine umfangreiche Analyse
des Bildes von oy vor. Vergleichbar zum oben erwidhnten Resultat von Retakh und Palamodov
liefert Theorem 2.1.6 zu projektiven Spektren von (LB)-Réumen eine Charakterisierung dafiir,
dass ein gegebener Unterraum von [, .y X5 ganz im Bild von oy liegt. Weiter weisen wir eine
notwendige sowie eine hinreichende Bedingung hierfiir in den Theoremen 2.1.7 und 2.2.6 nach,
welche mit Inklusionen beschréankter Banachkugeln arbeiten und daher besser zur Verwendung in
Kapitel 4 geeignet sind. Theorem 2.2.6 beschreibt dabei eine etwas stirkere Eigenschaft ndmlich,
dass oy bestimmte beschrinkte Mengen liftet, was in Abschnit 2.2 nidher betrachtet wird.

Kapitel 3 ist im Bezug auf die bisher erklidrten Zielsetzungen dieser Arbeit eher als Finschub
anzusehen. Hier folgen wir in gewisser Weise einer Idee, welche Retakh in [18] ausnutzte, und
untersuchen die Abbildung 0z : @,,cx Zn — DBreny Zn s (20) = (20— "2, 1) zu einem induk-
tiven Spektrum Z = (Zy, ;) lokalkonvexer Rdume mittels des dualen projektiven Spektrums
Z' = (2},,(:",,)"). Vergleichbare Analysen von 6z haben sich als zentral fiir verschiedene
Aspekte der Strukturtheorie erwiesen. Wir zeigen, dass sich die zuvor in Kapitel 2 entwickelten
Kriterien, welche beschreiben, ob das Bild von oz einen gegebenen Unterraum enthélt bzw. ob
oz bestimmte beschrinkte Mengen liftet, unmittelbar auf 6z {ibertragen lassen. Insbesondere
erhalten wir damit Bedingungen an induktive Spektren Z = (Z,, () ) metrisierbarer Rdume
dafiir, dass 0z beziiglich gewisser Topologien von recht allgemeinem Typ offen aufs Bild ist,
ohne hierzu direkte Beweise ausfiihren zu miissen.

In Kapitel 4 entwickeln wir auswertbare Bedingungen an gradierte Fréchetrdume E und F dafiir,
dass auf eine vorgegebene Funktion ¢ : N — N die folgende Aussage zutrifft:

(a) Jede kurze exakte Sequenz 0 — F e -LE—0 gradierter Fréchetrdume mit
04 0 0; < ¢ zerfillt.

Wir betrachten dazu die drei Standardfille, dass E oder F' ein Koétheraum ist oder dass alle
relevanten Rdume F, F und G Fréchet-Hilbertrdume sind. (Um diese simultan behandeln zu
konnen, formulieren wir unsere Ergebnisse der Kiirze halber iiber die Beschaffenheit des Bildes
von ¢ und verweisen auf die Theoreme 1.3.2 und 1.3.3 fiir entsprechende Folgerungen bzgl.
des Zerfallens kurzer exakter Sequenzen.) Wir zeigen zuerst, dass es keine echte Einschrinkung
bedeutet, zusétzlich zu fordern, dass alle Verbindungsabbildungen e, | : E,41 — Ejp injektiv
seien. Unter diesen Vorgaben erzielen wir dann gemischte Bedingungen an E und F' notwendig
bzw. hinreichend fiir (a), vergleichbar zu den oben aufgefiihrten (S7) bzw. (S5) von Vogt. Fiir
den Fall, dass E = Al(a) oder F = A(3) ein shift-stabiler Potenzreihenraum ist, erhalten
wir anschliefend analoge reine Bedingungen an den jeweiligen anderen Raum vom Typ (DN)
bzw. (£2). Auf diese Weise legen die Theoreme 4.2.6 und 4.2.10 dar, dass fiir jeden shift-stabilen
Potenzreihenraum E = Al (a) bzw. F = AZ() gilt:

e Gibt es irgendeine monoton und unbeschrinkt wachsende Funktion ¢ : N — N| fiir welche
(a) erfiillt ist, so folgt bereits das uneingeschriinkte Zerfallen (I).

Mittels dhnlicher Erkenntnisse liefert Abschnitt 4.3 schlieflich fiir die Situation, dass beide
Riume F = Al(a) und F = A°(3) Potenzreihenriume sind (welche nicht shift-stabil zu sein
brauchen), eine vollsténdige Charakterisierung der monoton wachsenden Funktionen ¢ : N — N,
auf welche (a) zutrifft. Dariiber hinaus sind die meisten Resultate des Kapitels so formuliert, dass
sie ebenfalls starke Abschitzungen der Stetigkeitscharakteristiken von entsprechenden Rechts-
bzw. Linksinversen implizieren.
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Grundsétzlich sei noch festgestellt, dass wir fiir unsere Ausfithrungen alle Bezeichnungen und
Begriffe aus dem Lehrbuch [10] von R. Meise und D. Vogt iibernehmen. Beispielsweise setzen wir
einen lokalkonvexen Raum stets als separiert voraus, solange nicht ausdriicklich das Gegenteil
formuliert wird. Fiir etwas ausfiihrlichere Angaben zur Theorie von projektiven und induktiven
Limiten verweisen wir auf den Leitfaden [8] von H. Jarchow. Es sei jedoch angemerkt, dass wir im
Folgenden ausschlieBlich abzéhlbare Spektren X' = (X, 0y, ;) und Z = (Z,, (., ) betrachten.
Hierbei gehen wir fiir Spektren lokalkonvexer Rdume immer davon aus, dass die verbindenden
Abbildungen stetig sind.

An dieser Stelle mdchte ich mich bei Prof. Dr. D. Vogt fiir die Betreuung dieser Arbeit bedanken
sowie fiir die ausgezeichnete Vorbereitung auf das Themengebiet. Mein besonderer Dank gilt
weiter Prof. Dr. L. Frerick, der gerade wihrend seiner Zeit an der Universitat in Wuppertal bei
inhaltlichen Fragen immer ein offenes Ohr fiir mich hatte. Aulerdem bin ich Prof. Dr. A. Duma
zu groflem Dank verpflichtet, da er meine Promotion im Rahmen meiner Anstellung an der
FernUniversitidt Hagen duflerst wohlwollend begleitet hat. Dariiber hinaus danke ich meiner
Familie fiir ihre geduldige Unterstiitzung.



Kapitel 1

Kurze exakte Sequenzen

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit kurzen exakten Sequenzen gradierter Fréchetriume
0—F-5G-LE—0.

Wir untersuchen fiir diese, ob i eine Linksinverse L € L(G, F') besitzt (d.h. Loi = Idp) bzw. ob ¢
eine Rechtsinverse R € L(E,G) hat (d.h. go R = Idg) und im Existenzfall, welchen Stetigkeits-
charakteristiken diese geniigen. Dariiber hinaus werden wir zeigen, dass sich die Fragen, wann es
fiir einen weiteren gradierten Fréchetraum H und ein T € L(F, H) eine Extension T' € L(G, H)
gibt (dh. T = T 04) bzw. wann zu einem T € L(H, E) ein Lifting T € L(H,G) existiert
(dh. T =qo T) und welchen Stetigkeitscharakteristiken diese gegebenenfalls angehoren, auf
die soeben beschriebenen Untersuchungen von passend konstruierten kurzen exakten Sequenzen
zuriickfiihren lassen.

Hauptziel unserer Ausfithrungen ist es, den engen Zusammenhang dieser Fragestellungen zur
Beschaffenheit des Bildes der Abbildung o herauszuarbeiten, welche stets definiert sei durch
o [I L(E,F,) — [] L(E,Fy), (vp) = (vn — [ © nt1).
neN neN
Die erzielten Resultate sind dabei so formuliert, dass sie sowohl die Betrachtung einzelner, fester

Sequenzen ermoglichen als auch die ganzer Klassen, welche durch bestimmte Charakteristiken
(vgl. Theoreme 1.3.2 und 1.3.3) beschrieben werden.

Bei all dem verstehen wir unter einem gradierten Fréchetraum F' einen echten Fréchetraum
(d.h. F ist nicht normierbar) zusammen mit einem fest vorgegebenen Fundamentalsystem von
Halbnormen (||H£)nGN mit ||| < Co |l.||F < Cs||.||5 < ... fiir geeignete reelle Zahlen Cy, Cs, ... .
Fiir alle n € N entstehen dadurch die lokalen Banachriume (Fy,, |.||r,) := (F/Ker||.||E, ||.|[Z)"
sowie die kanonischen Abbildungen f}!, | : F41 — F, und f" : F' — F,, wobei fiir jedes z € F'
gelte || f"x||r, = ||z||Z. Die zugehorigen abgeschlossenen Nullumgebungen auf F bzw. F), seien
durch U :={z € F: ||z||f <1} und U, := {z € F, : ||z||r, < 1} bezeichnet.

Speziell nennen wir F' einen gradierten Fréchet-Hilbertraum, falls sein fest vorgegebenes
Fundamentalsystem aus Hilbert-Halbnormen besteht.

Zu einer stetigen linearen Abbildung T : E — F zwischen zwei gradierten Fréchetriumen
definieren wir weiter die assoziierte Stetigkeitscharakteristik St : N — N durch

Sr(n) := min{k €N : 3¢ >0 mit T(cUF) c U}
Ist T offen auf ihr Bild, so sei auflerdem die Offenheitscharakteristik Or : N — N gegeben
Or(n) := min{k €N : Je>0 mit ¢U/ NIm(T) Cc T(UF)}.
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1.1 Linksinverse und Rechtsinverse

An dieser Stelle sei angemerkt, dass bei einer kurzen exakten Sequenz beliebiger Fréchetraume
0— F LN G-LE—0

der mittlere Raum G bereits echt sein muss, falls es einer der anderen Réaume ist. Sind E, F' und
G nunmehr gradierte Fréchetrdume (also insbesondere echt), so ist dariiber hinaus leicht einzu-
sehen, dass alle zu ¢ und ¢ gehérenden Charakteristiken monoton und unbeschréinkt wachsen,
was wir kurz als S;, O;, 54, O, /" 00 notieren.

Fiir eine wie oben bezeichnete kurze exakte Sequenz beliebiger Fréchetriume ist aulerdem wohl-
bekannt (siehe beispielsweise [10] Satz 10.3), dass es zu i genau dann eine stetige Linksinverse
gibt, wenn ¢ eine stetige Rechtsinverse hat bzw. dquivalent wenn Im(7) komplementiert in G ist.
Die Existenz von solchen Inversen fasst man daher zu dem Begriff des Zerfallens der Sequenz
zusammen. Unser erster Satz analysiert nun, welchen Schluss die iibliche Vorgehensweise hierbei
auf die jeweiligen Stetigkeitscharakteristiken im Fall gradierter Fréchetrdume zulésst.

Satz 1.1.1 Es sei eine kurze exakte Sequenz gradierter Fréchetrdume vorgegeben
0—F-5G-LE—0.

Besitzt nun q eine Rechtsinverse R € L(E,G), so existiert zu i eine Linksinverse L € L(G, F)
mit Sy, < max(O;, SgoSpo0;).

Hat andererseits i eine Linksinverse L € L(G, F), so gibt es zu q eine Rechtsinverse R € L(E,G)
mit Sp < max( Oy, Ogo0 S 0S;).

Beweis: Gehen wir zuerst davon aus, dass ¢ eine Rechtsinverse R € L(FE,G) besitzt, so wird
durch Py == Idg — Roq wegen q o Pry;) = 0 und Py ) o @ = i eine stetige Projektion auf
Im(i) = Ker(q) definiert. Insbesondere kénnen wir daher Pry,(;y als Abbildung

auffassen. Versehen wir hierbei Im(i) mit der von G induzierten Unterraum-Gradierung, so folgt
S Py < max(Idn, Sq o Sr). Auerdem erhalten wir damit fiir die Inverse von i

it Im(i) — F

S;-1 = 0;. Zusammengefasst ist nun leicht nachzuvollziehen, dass L := i_loPIm(i) die gewiinsch-
ten Bedingungen erfiillt.

Ist andererseits L € L(G,F') eine Linksinverse zu 4, so sind ¢ o L und Pkyp) := Idg —i0 L
stetige Projektionen auf Im(i) bzw. auf sein Komplement. Wegen Pykp o4 = 0 und somit
Ker(q) = Im(7) C Ker(Pxp1) induziert Pgp weiter eine eindeutig bestimmte Abbildung

Pxp : G/Ker(q) — G

mit Pgp = prl o ) fiir die Quotientenabbildung @ : G — G/Ker(q). Statten wir hierbei
G/Ker(q) mit der von G induzierten Quotienten-Gradierung aus, so bekommt man unmittelbar

S . SPiy < max(Idy, St 0 S;). Analog induziert g ein eindeutig bestimmtes bijektives

g : G/Ker(q) — FE
mit ¢ = § o Q. Fiir die Inverse ¢~! : E — G/Ker(q) iiberpriift man nun leicht S;-1 =05 = Oy.

Da aus go Pgp1o@ = qo Pkpl = ¢ schon qoprl = ¢ folgt, wird durch R := prl o~ ! schlieBlich
eine Rechtsinverse mit den gesuchten Eigenschaften definiert. |
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Wir wollen jetzt den engen Zusammenhang zwischen der Beschaffenheit des Bildes von ¢ und
dem Zerfallen kurzer exakter Sequenzen eines bestimmten Typs darlegen. Hierzu und fiir spéte-
re Verwendungen treffen wir die Konvention, dass der projektive Limes F' eines abzéhlbaren
Systems aus Banachraumen (F,, ||.||#,), Verbindungsabbildungen &, | : F,41 — F, und kano-
nischen Abbildungen " : F — F,, stets mit dem festen Fundamentalsystem von Halbnormen

F
el = 1€ ]|z,

fiir alle n € N und x € F ausgestattet sei. Jeden lokalen Banachraum F), kénnen wir dann mit
dem Abschluss des Bildes von £™ also einem abgeschlossenen Unterraum von F,, identifizieren.
Damit folgt direkt f™ = " und &, |r,,, = fry1, wenn man von den sich unterscheidenden
Wertebereichen absieht. Weiter lésst sich leicht nachvollziehen, dass ein gradierter Fréchetraum
auf diese Weise identisch zum projektiven Limes seiner lokalen Banachridume ist. Dar{iber hinaus

wird sich als niitzlich erweisen, dass wir zu jedem weiteren gradierten Fréchetraum F definieren

L(Ey, Fn) == {T € L(E,F,) : 3¢ >0 mit T(cUF) c Uz, }

mit Ur, = {x € F, : ||z]|5, < 1} und n,k € N. Die Bezeichnung wurde dabei so gewéhlt, da

L(Ey, F,) offenbar das Bild der injektiven Abbildung L(Ey, F,) — L(E,F,), A+ AoeF ist.

Satz 1.1.2 Seien E und F' gradierte Fréchetridume. Sind weiter ¢ : N — N mit ¢ / oo und
ve ] L(E¢(n+1), F,), so existieren ein gradierter Fréchetraum G und eine kurze exakte Sequenz
neN

0—>FL>GL>E—>0

mit S;, O; < Idy und Oy < ¢, sodass es fir ein vorgegebenes ¢ : N — N mit 1) > ¢ genau dann

eine Rechtsinverse R € L(E,G) zu q gibt mit Sg < ¢, wenn v € o( [] L(Eym), Fn)) ist.
neN

Beweis: Gehen wir also davon aus, dass ein v = (vs) € [[,en L(Eg(nt1), Fn) vorgegeben sei.
Fiir jedes n € N entsteht damit auf kanonische Weise das kommutative Diagramm

0 F, —— F, ® Ey(n) —=— Eyn) 0
ng-u TﬁZ-H TEZEZLI)
tn41 dn+1
0 Foi1 — Fot1 ® Egng1) — Epiy) —— 0

mit exakten Zeilen, indem wir unter Verwendung der Matrixdarstellung definieren

o fhe1 Un
ntl T $(n)
0 €o(n+1)

mit U, € L(Ey(n1), Fn), sodass Tpoe® 1) = 4 Weiter ist leicht einzusehen, dass der projektive
Limes G := Proj (Fn ® Egn) s Ent1 ) mit der soeben beschriebenen Gradierung zu einem echten
Fréchetraum wird, da obige Konstruktion stetige Abbildungen induziert

0—F-g-L E

mit Ker(i) = {0}, Im(i) = Ker(q) sowie S;, O; < Idy. Zeigen wir nun, dass ¢ surjektiv ist und
dass gilt Oy < ¢. Seien dazu k € N und y € Uf(k)’ so finden wir zu jedem j € N ein x; € F' mit

: 1
fjn(vjy_fjl'j) S WUFW.
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fiir alle n < j, da das Bild von f7: F — F} dicht liegt. Mittels x¢ := 0 definieren wir jetzt

(TR - S £+ S g — )
n - ed)(n)y

fiir jedes n € N. Denn hierfiir ldsst sich leicht nachpriifen £, 12,11 = 2, und 2, € Up, X Ug (k)
Somit ist bereits gezeigt Uf(k) c q(US).

Abschlieflend bleibt nur noch festzustellen, dass ¢ genau dann eine Rechtsinverse R € L(E,G)

mit Sp < 1) besitzt, wenn es eine Folge von Abbildungen (R,) € [[,eny L(Eyn); Fn © Egn))
gibt, sodass fiir jedes n € N gilt R, = £, 0o Ry41 und g, 0 Ry = e®(™) . Hierbei bedeutet die
zweite Eigenschaft ndmlich, dass ein w,, € I;(E¢(n), F,) existiert mit

Fn = { o |

wodurch die erste Bedingung zu w,, = f, © wy41 + v, dquivalent wird. |

Ein dhnlicher Zusammenhang, wie er gerade beschrieben wurde, besteht zwischen der Beschaf-
fenheit des Bildes von ¢ und der Existenz von bestimmten Linksinversen:

Satz 1.1.3 Seien E und F gradierte Fréchetrdume. Sind weiter ¢ : N — N mit ¢ / oo und
v € [] L(Epmn+1), Fn), so existieren ein gradierter Fréchetraum G und eine kurze exakte Sequenz
neN

0—F-Sag-%F_—50

mit Sq, O < Idy und O; < ¢, sodass es fiir ein vorgegebenes 1 : N — N mit 1) > ¢ genau dann
eine Linksinverse L € L(G,F) zu i gibt mit Sp, < ¢, wenn v € o( [ L(Eyn), Fn)) ist.
neN

Beweis: Nehmen wir also an, es sei ein v = (vn) € [[,en L(Eg(nt1), Fn) vorgegeben. Zu jedem
n € N seien aulerdem v, € L(Ey(,41), Frn) mit vy, 0 e?(*1) = 4. und

v(n) == max{keN: ¢(k)<n}.

Fiir ein beliebiges £ € N mit ¢(k + 1) > n ist dann unmittelbar nachzuvollziehen v(n) < k. Wir
bekommen somit auf kanonische Weise das kommutative Diagramm

0 Fym) —"— Fym) ® Bn —— Ey 0
Tﬂ((ﬁl) szﬂ TEZH
0 F’y(n+1) ZE v(n+1) S ETH—l m En+1 0

mit exakten Zeilen, wenn wir wieder unter Verwendung der Matrixdarstellung definieren

byl = (‘ﬂ%SlU E:{keNumk+n:n+1}ij”<>Uk>

0 €nt1
wobei eine Summe gleich 0 sei, falls die gegebene Indexmenge leer ist. Wie im Beweis zu Satz 1.1.2
kann man nun zeigen, dass dadurch fiir G := Proj (Fv(n) ®En, &1 ) eine exakte Sequenz

0—F-Sag-YF_—0
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induziert wird mit Sy, Oy < Idy sowie O; < ¢, da fiir jedes k € N offenbar gilt v o ¢(k) > k.
Auf sehr dhnliche Weise ldsst sich dariiber hinaus nachweisen, dass das Bild der Abbildung
§" G — Fy) @ E, dicht liegt fiir jedes n € N.

Weiter stellen wir fest, dass ¢ damit genau dann eine Linksinverse L € L(G,F) mit S; < ¥
besitzt, wenn es eine Folge (Ln) € [[,en L(Fyopn) @ Eymn), Fn) gibt, sodass fiir jedes n € N gilt

L, ofi((zzq) = fat19Lny1 und Ly 0dy,y 0 f7° ¥(n) = fro [ oj = f". Hierbei bedeutet die zweite

Eigenschaft, dass Ly 0 iy(n) = [0 1st und somit dass ein u, € L(Ey ), Fy,) existiert mit

Ly = (Fowm tn)-

Durch Vergleich der entsprechenden Matrizen wird die erste Bedingung daher dquivalent zu

n - ¢(k+1) p(n) _ n
Z{keN:w(n)<¢(k+1)sw<n+1)} Jie k0 yan Um0 Cyui) = Jugr ©Unr.
Mittels der Fallunterscheidung, ob ¢(n+1) < (n) oder ¢p(n+1) > (n) ist, lasst sich schliefflich

leicht nachvollziehen, dass dies genau dann zutrifft, wenn w,, = (d,, — uy) o e?(™) mit

_ n oo o fHD)
B = D koo T OO ) € DB F)

wie gewiinscht wy, — f}, ;| o wyp 1 = vy, erfiillt. |

Bei genauerer Betrachtung der beiden letzten Beweise ist aulerdem leicht einzusehen:

Bemerkung 1.1.4 Sind in den Voraussetzungen von Satz 1.1.2 bzw. Satz 1.1.3 alle gegebenen
Rdume sogar gradierte Fréchet-Hilbertraume, so kann der entsprechende Raum G ebenfalls mit
einer Fréchet-Hilbert-Gradierung ausgestattet werden, sodass die erzielte kurze exakte Sequenz
alle beschriebenen Eigenschaften behdlt.

Des Weiteren kann man fir die in Satz 1.1.2 bzw. in Satz 1.1.8 konstruierte kurze exakte Sequenz
auch die fehlende Stetigkeitscharakteristik abschétzen durch Sq(n) < min{k € N : ¢(k) > n} bzw.
Si(n) < max{k € N: ¢(k) < n} fir alle n € N.

Unter gewissen Zusatzvoraussetzungen léasst sich umgekehrt auch die Frage, ob eine kurze exakte
Sequenz zerfallt, auf die Untersuchung des Bildes von ¢ reduzieren. Gehen wir hierzu im Folgen-
den davon aus, es seien ein echter projektiver Limes von Banachraumen F' = Proj,, ey (Fn, &4 1)
(Wir nennen einen solchen projektiven Limes von Banachraumen echt, falls er als Fréchetraum
echt ist.) und eine feste kurze exakte Sequenz gradierter Fréchetraume

0—>FL>GL>E—>0

vorgegeben. Die durch G induzierten Spur-Halbnormen [z[|f := ||iz||$ fiir z € F und Quotien-
ten-Halbnormen ||y||Z := inf{||z||$ : * € G mit gz = y} fiir y € E bilden dann #quivalente
Gradierungen auf F' bzw. E. Bezeichnen wir weiter die auf diese Weise entstehenden lokalen
Banachriume mit F), bzw. E,, so erhilt man fiir jedes n € N die kanonischen Abbildungen
f” : F — F, bzw. é" : E — E, und f . F, — Fp41 bzw. Cnil - E, — Epi1 sowie
7" an)—>F und f": Fo(n)—>F C]: bzwe EO()—>E undg":ESq(n)HEnals

auch die kurze exakte Sequenz 0 — F), - G, 2 B, — 0.
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Zusammengefasst entsteht also insbesondere das kommutative Diagramm mit exakten Zeilen:

y Fn
& ,
. ! [ 10, (n) a 90, (n) ~
0 — Fo,(n) Oi(n) Eo,mn) 0
4@»
70;(n) O4(n) 50;(n)
fo n+1) figa! Frt1 90, (n+1) EOqui(n) €0, (n+1)
/A ¢ 94°0i(n)
~ 10;(n+1) 0q00i(n+1) | qo;(n+1) =~
0 FO,L-(n—f—l) GOi(n-H) EOz‘(n-i-l) —0
/goi(wl)
EOqui(nJrl)

Nehmen wir nun zusétzlich noch beispielsweise an, dass alle Banachriume F,, injektiv! sind oder
dass alle G, Hilbertrdume sind, dann bekommt man dariiber hinaus fiir jedes n € N zu f" eine
Extension l,, € L(Go,(n), Fn), d-h. Iy 0ip,q) = f". Fiir die Differenz

Oi n n
A= lno gty = &ny ol

folgt jetzt leicht Ay 0 ip,(n41) = 0 also Ker(qo,(n+1)) = Im(io,(n+1)) C Ker(Ay). Es existiert

daher ein eindeutig bestimmtes A, € L(Eo,n+1), Fn) mit A, 0 go,(nt1) = An. Abschlieflend
erhalten wir somit ein I, — l,,11 € ﬁ(EOqooi(n+1), Fr), indem wir setzen

o — g1 = Ay, 09t o £0q00i(nt1)

Mittels dieser Konstruktion und indem man die Abbildung o in gewisser Weise erweitert zu
6 [ nen L(E, Fn) = [lnen L(E, Fn) , (vn) = (vn = &4 © Unt1),
bekommen wir schliellich das folgende Ergebnis.

Satz 1.1.5 Seien F' = Proj, ey (Fn, &), 1) ein echter projektiver Limes von Banachrdumen und
00— F _t, G- E—0

eine kurze exakte Sequenz gradierter Fréchetrdume, sodass fiir jedesn € N zu f" eine Extension
In € L(Go,(ny, Fn) existiert, d.h. l, oip,m) = [

Sind nun L € L(G, F) eine Linksinverse zu i und R € L(E,G) eine Rechtsinverse zu q, so folgt

(ln —lpt1 )nEN € 6( H .L(EOqoSL(n)v]:n) ) N OA-( H E(ESRoOi(n)an) )
neN neN
Ist andererseits eine Funktion ¢ : N — N gegeben mit 1) > O4 0 O; und
(=T e € o TLECBuc 7))
neN

so gibt es eine Linksinverse L € L(G, F') zu i mit S, < max(O;, Sy01 ) und eine Rechtsinverse
R e L(E,G) zu g mit Sg < max(Oqy, 1o S;).

'Man nennt einen Banachraum Z injektiv, falls zu jedem weiteren Banachraum Y, jedem Unterraum X C Y
und jedem T € L(X, Z) eine Extension existiert, d.h. ein 7€ L(Y,Z) mit T|x =T.
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Beweis: Sei zuerst eine Linksinverse L € L(G, F') zu i vorgegeben, so folgt direkt L|py, ;) = it

und daher Sy, > S;-1 = O;. Also entsteht fiir jedes n € N ein v,, € i(GsL(n),fn) durch
By = lpog?W —¢no L
Weil man hierfiir leicht zeigt v, 0 i = 0 und somit Ker(q) = Im(i) C Ker(o,), wird weiter durch
v+ E=1Im(q) = F, , qx— U

ein v, € E(EN'SL(R),J:H) C 'E(EOQOSL(R)?'FH) definiert mit v, o ¢ = v,,. Da nun fiir jedes n € N gilt

(Un - fﬁﬂ © Un+1 ) oq = lpo gOi(n) - fZH olpt10 goi(nﬂ) = (M) °q,
erhalten wir fiir die Folge v := (v,,)nen bereits 6(v) = (I, — lnt1 Jnen-
Ist weiter R € L(FE, G) eine Rechtsinverse zu ¢, so kénnen wir aulerdem fiir jedes n € N setzen

wy = l,og%™MoR € f/(ESRoOi(n%Fn)'
Mit Hilfe unserer Konstruktion von I, — l,,41 lisst sich nun leicht nachvollziehen
(In —lnp1 — (wn — €' 0wpi1) ) og = Ao (g2 — g0t 6o Rog) = 0,

da q@i(" ) o (gOilnH+1) — gOin+D) o Ro ) = 0 ist und wir oben bereits Ker(go,(n41)) C Ker(Ay)
gezeigt haben. Fiir w := (wy,)pen bekommen wir also ebenfalls 6(w) = (1, — L1 )nen-

Nehmen wir andererseits an, es sei ein v = (v,) € HngN f/(Ew(n),fn) mit 6(v) = (I, — lnt1 Jnen
gegeben, so definieren wir fiir jedes n € N ein Ly, € L(Gax(0;(n), Syo0(n))s Fn) durch
L, = 1,0 goi(”) — Up 0.

Wegen F' = Proj F,, und da man leicht nachweist, dass wir damit fiir jedes n € N haben

Ly — f:LLJrl oLpy1 = ( ln = lnt1 — (vn — 577;,L+1 0 Un-i-l)) oq =0,
impliziert die Folge (Ly)nen nun eine Abbildung L € L(G, F)) mit S;, < max (Oi, Sq oqj)), welche
§"oLoi=Lyoi=1Iy0ip,@n) ofOi(”) = £" fiir jedes n € N und somit bereits Loi = Idp erfiillt.

Um ebenfalls eine entsprechende Rechtsinverse angeben zu kénnen, stellen wir zuerst fest, dass
wir nach Obigem jedes L,, auffassen kénnen als L,, € L(G, F},). Setzen wir damit fiir jedes n € N

Tn = gn - inO?noLSi(n) € L(G7 Gn)’

so erhilt man mittels f o isi(”) = fOniOSi(n) leicht 7, o4 = 0 also Ker(q) = Im(i) C Ker(r,).
Aus diesem Grund lésst sich ein R,, € L(E,Gy) mit R, o ¢ = r,, definieren durch

R, : E=1Im(q) —» Gy, qx — rya.

Hierfiir zeigen wir im Folgenden R,, € i(EmaX( 04(n) ,0Si(n))> Gn). Wir wihlen dazu ein §; > 0
mit 7, o?n(élUFSv(m) - %Ugn und ein do > 0 mit g"(égUG

1 . .
max(n,OioSi(n))) C 5Ug,, sowie mit

0;08;(n) ( 55 UG’

E
lsz(n) °g max(n,0;05;(n)) ) — USi(n) ( 52Umax( Oq(n),¥0S;(n)) ) C 0 U]:Si(n)'
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Wegen 1 > O,400; gibt es weiter ein 0 < € < d2 mit sUmaX( Oq(n ) woSs(n)) C q(52UmaX(n OiOSi(n))).
Fiir jedes y € 5Umax(o (), $oSs(n)) existiert jetzt ein z € 6,UC

max(n,0;05;(n)) mit qr =y also mit

0;08;(n)

Ry = ma = g"z — inof (ls,m)og z = vsmy) € Ug,,

wenn man zusétzlich U. Faimy N Fgs,(n) = Ury (,, berticksichtigt.
Si(n)

Dariiber hinaus lésst sich unter Verwendung von fno Si(nt1) = In w10 f " leicht nachvollziehen
Sl(n—l—l)
S
(Rn—QZJranH)Oq = Z Znof ") (Lk_fl§+1oLk+l) =0
k=S;(n)

falls Sj(n 4 1) > S;(n) sowie f = f" 410 f " und damit auch (R — g1 Rny1) oq = 0 falls
Si(n+1) = S;(n). Wegen G = Proj G,, impliziert die Folge (Ry,)nen daher bereits eine Abbildung
R € L(E,G) mit Sg < max (Og,1 0 S;), welche € ogo Rogq = g0 R, 0q = g 0g" = é"oq fiir
jedes n € N und somit schliellich g o R = Idg erfiillt. |

Nehmen wir mit Bezug auf den vor Satz 1.1.5 unternommenen Exkurs diesmal an, dass beispiels-
weise alle lokalen Banachriume E,, projektiv? oder wieder alle G, Hilbertriume sind, so erhilt
man fiir jedes n € N zu " ein Lifting r,, € L(qu(n), Gp), d.h. g, or, =€™. Da hierbei gilt

0400;(n) Oi(n) _
40,(n) © (T0i(n) © eoqoo (n+1) ~ 90;(n+1) © TOi(n+1) ) =0,

wird wegen Ker(qo,(n)) = Im(io,(n)) €in 70,n) — 70, (n+1) € I;(quooi(nﬂ), F,) definiert durch

o n -1 0400;4(n) O;(n) 0400;(n+1
TOi(n) ~ TOsnt+1) = [" Olg ) © (roi(m) €04004(n+1) ~ 90;(n+1) © TO:(n+1) ) 0 ¢Queiln ),

Unter Verwendung dieser Definition gelangen wir nunmehr zu:

Satz 1.1.6 Es sei eine kurze exakte Sequenz gradierter Fréchetrdume vorgegeben
0—F-~ag- % E o,

sodass fiir jedes n € N zue" ein Lifting r, € L(Eo,(n), Gn) existiert, d.h. g, or, =€".

Sind nun L € L(G, F) eine Linksinverse zu i und R € L(E,G) eine Rechtsinverse zu q, so folgt

(rOi(n) —T0;(n+1) )TLEN € U( H fJ(EOqoSL(n)aFn) ) N U( H I;(ESRoOi(n)aFn) )

neN neN

Ist andererseits eine Funktion 1 : N — N gegeben mit ¢ > Oq4 0 O; und

( TO;(n) — TO;(n+1) )TLEN S O'( H L(quz(n)»Fn) ),
neN

so gibt es eine Linksinverse L € L(G, F') zu i mit S;, < max(O;, Sy01 ) und eine Rechtsinverse
R e L(E,G) zu g mit Sg < max(Oqy, 10 S;).

2Man nennt einen Banachraum X projektiv, falls zu jedem surjektiven ¢ € L(Y, Z) zwischen Banachriumen
und jedem T € L(X, Z) ein Lifting existiert, d.h. ein 7' € L(X,Y) mit go T =T.
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Beweis: Sei zuerst eine Linksinverse L € L(G, F') zu i gegeben, so haben wir im Beweis von
Satz 1.1.5 schon gesehen S7, > O;. Weiter lisst sich damit fiir jedes n € Nein L, € L(Gg, (n), )
konstruieren mit f"oL = L, 0g5.("). Weil man dariiber hinaus fiir beliebige m, k € N mit m < k
bekommt gy, o (ry, 0 €940 — g o ry 0 g9a(R)) = 0 und Ker(gy,) = Im(iy,) ist, entsteht durch

vn 1= Loors,m 0?5 4 M oigh o (10,4 0?0 — g2 org, () 0 P09 )

ein v, € L(Eg oSL( ), Fn). Wegen Ly, oig, ofSL(”) =fr=fm ozo ) ogSL((n)) 0l (n of

und f”ozo () °Y0, Enll) 0io,(n+1) = [0 fo n+1 el of"Jrl ozo (n+1) 040, (n+1) gilt auBerdem
0Oi(n) Oi(n) _ +1, -1
n‘lm(ZSL(n) anZ OgS (n) und f OZO (n) Ogo (7’L+1 ‘Im ZO (n+1)) - n+1ofn OZO (TL+1)
Fasst man alle diese Feststellungen zusammen, so ist fiir die Folge v := (vy)nen jetzt leicht

nachzuvollziehen o (v) = (70,(n) = 70;(n+1) JneN-

Ist weiter R € L(E,G) eine Rechtsinverse zu ¢, so gibt es zu jedem n € N ein ¢ > 0 mit
R(e UE( )) C US und daher mit e U¥ Sn(n) C q(US), woraus Sg(n) > O,(n) folgt. Wir kénnen

wegen 4o, () © (To,(n) ©€ ¢0a°0i(n) _ 0i(n) o R) = 0 also ein w,, € L(ESROO (n)» F'n) definieren durch

= in °© iail(n) © ( TO;(n) © eQa°0i(m) gOi(n)R )

Wie oben folgt fiir w := (wp)nen nun ebenfalls o(w) = (70,(n) = 70,(n+1) JneN-

Ist andererseits ein v = (v,) € HneN <E¢( ), Fn) gegeben mit o(v) = (70,(n) = T0,(n+1) JneN;
so erhalten wir fiir jedes n € N ein R, € L(E¢05i(n), Gy (n)) mit v(n) := min ( O;05;(n)) durch

Rn . v(n) 0400;08;(n)

= goiosi(n) © TOiOSi(n) oe l/(n)

. —-n
— Gn " 0in O [ 0Ug(n)-

Hierfiir ist mit Hilfe von bereits im Beweis zu Satz 1 1.5 verwendeten Vertauschbarkeiten der

Verbindungsabbildungen wie beispielsweise 7” o iSi f n lelcht nachzuvollziehen
Si(n-‘rl)—l
v . 7 S
Ry, — QVEZL)ORnH = Z gv™oinof o f; ™ (Toi(k) —Toihtn) — (Ve — fiy kaﬂ)) =0
k=S;(n)

falls S;(n) < S;(n 4+ 1) sowie unmittelbar R, = gZEZZrl) o Ry4q falls Si(n) = S;(n+ 1). Da
algebraisch G' = Proj G, gilt, impliziert die Folge (R, )nen somit eine Abbildung R € L(E, G),
welche é¥™ o go R = Qu(n) © ¢’ o R = Qu(n) © RBn = ¢V fiir jedes n € N also go R = Idp
erfiillt.

Fiir jedes n € N mit v(n) = n folgt aus obiger Konstruktion auflerdem bereits Sg(n) < 1o S;(n).
Nehmen wir uns nun ein n € N mit v(n) = O; o S;(n) < n, so stellen wir zuerst fest, dass es ein
e > 0 gibt mit UF D i(eU §: (n)) (e Ulf’zn)) NIm(7) und dass fn ) daher ein Isomorphismus ist.

gu

Wegen g, (nyo(Rp — orpo0e@4(M) = 0 entsteht also ein R, GL(EmaX( 04(n) ,108;(n))> Gn) durch

Bu = a0 @ i o (7)ol o (Ry — g oy 0 0),

n y(
wofiir man leicht zeigt g,l{(") o(9"oR—R,)=0und g, 0 (¢" o R— R,) = 0. Somit gilt
gn o R = RTL,
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da mit fny(n) auch gz(n) |Im(in) injektiv sein muss. Zusammengefasst ist damit schlieSlich ebenfalls
Sr < max (Oq, Yo Si) nachgewiesen.

Um auch eine entsprechende Linksinverse konstruieren zu kénnen, geben wir zuerst fiir jedes
70; . . . 7~
n € N zu fw(n()n) mit y(n) := max (O4(n), Sq 0 Og © O4(n)) eine Extension I, € L(G. ), Fo,m))

. 70;(n i (n 0400;(n .. .
d.h. lpoiyy) = f,yo(n() ), an. Wegen go, (n) © (gf/)(é)) —T0,(n) © ey(qn) ) oqv(n)) = 0 konnen wir dazu
-l 0Oi(n) 0q00i(n)
ln 2= g © (g'y(n) = T0,(n) © €y () © 4y(n) )

definieren, fiir welches man die beschriebene Eigenschaft leicht nachpriift. Setzen wir weiter
Ly == f"olyog’™ + v,0q,

so impliziert die Folge (Ly,)en eine Abbildung L € L(G, F), da sich wie zu Anfang dieses Beweises

Ln— fpy10Lnsr = ((0n = fri10vnt1) = (To,) — Toi(nt1)) ) 04 = 0

fiir jedes n € N zeigen lésst. Diese erfiillt schliefSlich wie gewiinscht S;, < max (OZ-, Sqo @Z)) sowie
floLoi=1Lpoi= f"oly0iyy o f1() = f7 fiir jedes n € N und somit L o i = Idp. |

1.2 Extensions und Liftings

Wie in der Einleitung dieses Kapitels bereits angekiindigt wollen wir nun zeigen, dass sich die
Frage nach der Existenz und gegebenenfalls der Stetigkeitscharakteristik einer Extension zu einer
entsprechenden Abbildung auf die Untersuchung des Zerfallens einer geeigneten kurzen exakten
Sequenz zuriickfithren ldsst. Wir nutzen dazu die gewdhnliche Konstruktion des Pushouts. Die
Formulierung des Satzes ist hierbei insbesondere an die Verwendung fiir Theorem 1.3.2 und
Theorem 1.3.3 angepasst.

Satz 1.2.1 Es sei eine kurze exakte Sequenz gradierter Fréchetrdume vorgegeben
I Q
00— X —>Y —F—0.

Sind nun F ein weiterer gradierter Fréchetraum, T € L(X, F) sowie p: N — N mit u / oo und
Or o St < u, so gibt es einen gradierten Fréchetraum G und eine kurze erakte Sequenz

0—F-"“Gg-LE—0,

welche Sq = Sq, Oq = Og und O; < p erfillt, sodass fir ein gegebenes v : N — N mit v > p
genau dann eine Extension T € L(Y,F) zu T existiert mit S; < v, wenn i eine Linksinverse
L € L(G, F) besitzt mit Sp, < v.

Beweis: Wir geben zunichst ein festes Fundamentalsystem von Halbnormen auf F' x Y vor,
indem wir fiir alle n € N und (z,y)" € F x Y mittels y(n) := max{k € N : u(k) < n} setzen

FxY F Y
1z, )" Ml " = max (|25 - llylln )-

Nun definieren wir wie beim Pushout iiblich G := (F'xY") /L mit dem abgeschlossenen Unterraum
L= {(Tx,Iz)! :x € X} = {(T oI 'y,y)t:y e Im(I)}. Ausgestattet mit der entstehenden
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Quotienten-Gradierung wird G offenbar zu einem echten Fréchetraum, denn wir erhalten mittels
1z 1= [(—Z,O)t]G, q[(z, y)t]G = Qy und Jy := [(O,y)t]c das kommutative Diagramm

0—F-5g-5%E-—0

TT T] TIdE
Q
0— X -5Y = E—0
mit exakten Zeilen. Hierfiir bekommt man unmittelbar S, = Sg und Oy, = Og. Um dariiber
hinaus auch O; < p zu zeigen, geben wir uns ein n € N vor und wéhlen ein 0 < € < % mit

- _ 1
T(I 7 (eUym)) € T (eUg0s,m) ) € 5Un-

Da fiir ein z € F' genau dann iz € SU;ﬁn) ist, wenn (—z + Tz, Iz)t € e UL

ou(n) X € U;f(n) fiir ein
. .. . P el o _ 1 1
x € X gilt, folgt némlich schon i~ (¢ US,)) = UL, +T (I (eU),)) C 3UT +3UF C U

Besitzt jetzt weiter T’ eine Extension T' € L(Y, F) mit Sz < v, so ist leicht nachzuvollziehen,
dass wir durch L[(z,y)"] o =%+ Ty eine Linksinverse L € L(G,F) zu i definieren kénnen
mit Sz, < v. Ist andererseits L € L(G, F) eine Linksinverse zu ¢ mit Sz < v, so wird durch
T:=LoJe L(Y,F) eine Extension zu T gegeben mit Sy <wv. [

Analog zu Satz 1.2.1 behandelt der néchste Satz Existenz und mogliche Stetigkeitsharakteristik
eines Liftings unter passenden Vorgaben. Diesmal findet der sogenannte Pullback Anwendung.

Satz 1.2.2 FEs sei eine kurze exakte Sequenz gradierter Fréchetrdume vorgegeben
0—rF-Ly %z o

Sind nun E ein weiterer gradierter Fréchetraum, T € L(E, Z) sowie p: N — N mit u / oo und
St 00q < 1, so gibt es einen gradierten Fréchetraum G und eine kurze exakte Sequenz

0—F-“ag- % E 0,

welche S; = Sr, Oj = Op und Oq < p erfiillt, sodass fir ein gegebenes v : N — N mit v > p
genau dann ein Lifting T € L(E,Y) zu T existiert mit Sy < v, wenn q eine Rechtsinverse
R € L(E, Q) besitzt mit Sgp < v.

Beweis: Wir definieren wie beim Pullback iiblich G := {(y,z)! € Y x E: Qy = Tz} und geben
ein festes Fundamentalsystem von Halbnormen an, indem wir fiir n € N und (y,x)! € G setzen

tG .
I

Iy, @)1 2= max (llylly s el )-

Damit wird G offenbar zu einem echten Fréchetraum, denn wir erhalten auf kanonische Weise
mittels iz := (I12,0)!, q(y,z)! := 2 und P(y,z)! := y das kommutative Diagramm

0—r-Ly Lz

Tldp TP TT
0—F-5ag-5E—0

mit exakten Zeilen. Hierfiir bekommen wir direkt S; = Sy und O; = Oy. Um weiter auch Oy <
nachzuweisen, geben wir uns ein n € N vor und wéhlen ein 0 < € < 1 mit

T(eUL,,) C T(sUgTOoQ(n)) c (UY).

w(n
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Fir jedes x € sUf(n) existiert somit ein y € UY mit Qy = Tz also mit (y,z)! € US. Daher
haben wir e U, ) C q(US).

Nehmen wir dariiber hinaus an, T besitze ein Lifting T € L(E,Y) mit S7 < v, so ist leicht
einzusehen, dass durch Rz := (Tz, ) fir z € E eine Rechtsinverse R € L(E,G) zu ¢ mit
Sr < v gegeben wird. Ist andererseits R € L(F,G) eine Rechtsinverse zu ¢ mit Sg < v, so
definiert T':= Po R € L(E,Y) ein Lifting zu T mit S <wv. [ |

Mit Hilfe der gewohnlichen Vorgehensweise bei Produkt- und Quotientenbildung von Fréchet-
Hilbertraumen ergibt eine einfache Analyse der beiden vorigen Beweise auflerdem:

Bemerkung 1.2.3 Die erste Aussage der Bemerkung 1.1.4 tiber Fréchet-Hilbert-Gradierungen
ldsst sich wortlich auf die Sdtze 1.2.1 und 1.2.2 erweitern.

1.3 Das Zerfallen von Klassen kurzer exakter Sequenzen

Wir werden nun eine interessante Verbindung aufzeigen vom Zerfallen einer ganzen Klasse von
kurzen exakten Sequenzen, welche durch eine gewisse Offenheitscharakteristik beschrieben wird,
zu der Existenz von Extensions bzw. Liftings fiir entsprechende Klassen von Abbildungen und
weiter zu der Frage, ob das Bild von ¢ bzw. von & einen bestimmten Unterraum iiberdeckt.

Wir benétigen dazu jedoch noch den nachfolgenden Satz. Um diesen iibersichtlicher formulieren
zu konnen, fassen wir unter den entsprechenden Vorgaben L(E, F,) in kanonischer Weise als
Unterraum von L(E, F,) auf.

Satz 1.3.1 Seien E ein gradierter Fréchetraum und F = Proj,cy (Fn, &5 1) ein projektiver
Limes von Banachrdiumen. Fir jede Funktion ¢ : N — N gilt dann

&( Hﬁ(E¢(n),fn)) n [[LE.F) a( Hﬁ(EMn),Fn)).

neN neN neN

Beweis: Sei also w = (w,) € [[,en L(Eym), Fn) mit 6(w) = (vn) € [,en L(E, F) gegeben,

so zeigen wir, dass bereits w € [ [, ey L(Ey(n), Fn) sein muss. Nehmen wir uns dazu ein y € F,
dann finden wir fiir jedes j € N wegen des dichten Bildes von f/ : F' — Fj ein x; € F' mit

. 1
1i(vjy = Faj) € 5 Ur,

fiir alle n < j. Mittels zp := 0 definieren wir damit nun fiir jedes n € N
n—1 oo )
o= way + Y fay = > [y — fay).
j=0 j=n

Hierfiir zeigt man nédmlich leicht z, = &, 2,41. Also folgt bereits z, € f"(F) und somit
ebenfalls w,y = 2z, — Z?:_Ol frag+ 3752, i (vy — fiz;) € F,. [ |

Fasst man nun die bisherigen Resultate diese Kapitels geeignet zusammen, so ergibt sich:
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Theorem 1.3.2 Seien E und F gradierte Fréchetrdume. Betrachten wir nun fiir ein gegebenes
¢:N—= N mit ¢ / oo die folgenden Aussagen:

(a) Jede kurze exakte Sequenz 0 — F 6L E—0 gradierter Fréchetrdume mit
O400; < ¢ zerfillt.

(b) Zu jeder kurzen exakten Sequenz 0 — X Ly % p o gradierter Fréchetrdume

und jedem T € L(X, F) mit Og o Oy o Sy < ¢ eistiert eine Extension T € L(Y, F).

(¢) Zu jeder kurzen exakten Sequenz ) — F Ly R Z — 0 gradierter Fréchetriume und
jedem T € L(E,Z) mit St o Og o Or < ¢ existiert ein Lifting T € L(E,Y).
(d) Der Unterraum ] E(E¢(n+1),Fn) ist ganz tm Bild von o enthalten.
neN
Dann gelten die Implikationen (a) < (b) < (¢) = (d).
Sind zusdtzlich mittels der gegebenen Gradierungen von E und F' alle lokalen Banachriume E,

projektiv oder alle lokalen Banachrdume F,, injektiv oder ersetzt man im gesamten Wortlaut
sFréchetriume® durch ,Fréchet-Hilbertriume*, so sind die Aussagen (a) bis (d) dquivalent.

Ist unter unseren Ausgangsvoraussetzungen insbesondere F' = Proj, e (Fn, &y 41) ein echter pro-
jektiver Limes von Banachrdumen, so erhalten wir auflerdem (e) = (d)  fiir:

(e) Der Unterraum [] E(E¢(n+l)7fn> ist ganz im Bild von & enthalten.
neN

Sind zusdtzlich alle F,, injektiv, so impliziert (e) alle anderen Aussagen (a) bis (d).

Beweis: Wir stellen zuerst fest, dass die Implikationen (b) = (a) <= (¢) unmittelbar folgen und
dass man leicht (a) = (d) mit Satz 1.1.2 oder Satz 1.1.3 und (e) = (d) mit Satz 1.3.1 zeigt.

Um auch (a) = (b) einzusehen, geben wir eine kurze exakte Sequenz 0 — X LTy & p—o0
gradierter Fréchetraume vor sowie T" € L(X, F') mit OgoOjo St < ¢ und definieren jip : N — N,

po(n) = max{k e N : Og(k) < ¢(n)}.

Da man hierfiir offenbar o /" oo und Oy o Sp < pg sowie Oq o pig < ¢ erhdlt, lésst sich damit
unter Verwendung von Satz 1.2.1 aus (a) leicht folgern, dass T' eine Extension T € L(Y, F)
besitzt.

Eine sehr dhnlichen Vorgehensweise fithrt ebenfalls zu (a) = (c¢). Seien dazu eine kurze exakte

Sequenz 0 — F Ly & 7z 0 gradierter Fréchetrdume und ein 7' € L(E,Z) mit
St 00g o Or < ¢ vorgegeben, so definieren wir 1 : N — N durch

pi(n) == min{¢(k) : k€ N mit Or(k) >n}.
Weil wir damit p; " oo und S7 0 Og < pq sowie p1 0 Or < ¢ bekomn}en, kann man diesmal
unter Verwendung von Satz 1.2.2 mittels (a) zeigen, dass T ein Lifting T' € L(E,Y’) besitzt.

Mit Hilfe der Bemerkungen 1.2.3 und 1.1.4 ldsst sich aulerdem leicht priifen, dass alle bis-
her nachgewiesenen Implikationen wahr bleiben, wenn man im gesamten Wortlaut des Satzes
,Fréchetraume® durch ,, Fréchet-Hilbertraume® ersetzt.

Abschlieflend bleibt noch zu bemerken, dass unter jeder der betrachteten Zusatzvoraussetzungen
geméf der Sétze 1.1.5 und 1.1.6 mit ihren Einleitungen (d) = (a) bzw. (e) = (a) gilt. [
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Offenbar ist damit fiir echte Fréchetrdume E und F' bereits ebenfalls die wohlbekannte Tatsa-
che (vgl. bspw. [30] Prop. 5.1.5) gezeigt, dass o surjektiv (in der Homologischen Algebra kurz
Proj!L(E, F,) = 0) sein muss, wenn jede kurze exakte Sequenz 0 — F — G — E — 0
aus Fréchetriumen zerfillt (kurz Ext!(E, F) = 0). Genauso folgt zudem die Aquivalenz der
beiden Eigenschaften, falls ' oder F' eine Gradierung zuldsst, sodass alle enstehenden lokalen
Banachrdume projektiv bzw. injektiv sind, oder falls man ausschliefilich Fréchet-Hilbertraume
betrachtet.

Analog zu Theorem 1.3.2 ergeben sich auflerdem folgende Zusammenhénge, wenn wir zusétzlich
die Stetigkeitscharakteristiken der entsprechenden Inversen, Extensions und Liftings betrachten.

Theorem 1.3.3 Seien E und F' gradierte Fréchetriume. Betrachten wir nun fir ¢, : N — N
mit ¢, /" oo und ¢ < Y die folgenden Aussagen:

(a) Fiir jede kurze exakte Sequenz 0 — F L G¢-LE—0 gradierter Fréchetrdume mit
Oq4 0 0; < ¢ besitzt i eine Linksinverse L € L(G, F) mit S;, < max(O;, Sqo).

(b) Zu jeder kurzen exakten Sequenz 0 — X Ly R E — 0 gradierter Fréchetrdume
und jedem T € L(X,F) mit Og o Or o St < ¢ existiert eine Extension T € L(Y, F) mit
S7 <max(Oro Sy, Sgo).

(C) l;lNi(E¢>(n+1)7Fn) C O'( I;INL(Ew(n),Fn))

(d) Fiir jede kurze exakte Sequenz 0 — F e E—0 gradierter Fréchetrdume mit
Oq4 0 0; < ¢ besitzt q eine Rechtsinverse R € L(E,G) mit Sp < max( Oy, ¥ 0.5;).
(e) Zu jeder kurzen exakten Sequenz 0 — F Ly 9, Z — 0 gradierter Fréchetrdume
und jedem T € L(E,Z) mit Sy o Og o O < ¢ emistiert ein Lifting T € L(E,Y) mit
S7 <max(SroOgq, o Sr).
Dann gelten die Implikationen (a) < (b) = (¢) < (d) & (e).

Sind zusdtzlich mittels der gegebenen Gradierungen von E und F' alle lokalen Banachrdiume E,
projektiv oder alle lokalen Banachrdume Fy, injektiv oder ersetzt man im gesamten Wortlaut
sFréchetriume® durch ,Fréchet-Hilbertriume®, so sind die Aussagen (a) bis (e) dquivalent.

Ist unter unseren Ausgangsvoraussetzungen insbesondere F' = Proj, ey (Fn, &4 1) €in echter pro-
jektiver Limes von Banachrdumen, so erhalten wir auferdem (f) = (¢) fir:

(f) I;INE(E¢(n+1)7fn) c o I;INE(Ezb(n))fn))'

Sind zusdtzlich alle F, injektiv, so impliziert (f) alle anderen Aussagen (a) bis (e).

Beweis: Wir werden die Nachweise der einzelnen Implikationen nicht im Detail ausarbeiten, da
sie analog zu entsprechenden Teilen des Beweises von Theorem 1.3.2 zu fiithren sind. Lediglich
zwei Schritte benotigen néhere Erlduterungen:

So weisen wir darauf hin, dass sich die Implikation (a) = (b) wie (a) = (b) aus Theorem 1.3.2
zeigen lédsst, wobei man Satz 1.2.1 jedoch nicht auf das oben definierte g sondern auf

o= maX(OIOST,min(uo, SQow))

sowie zusétzlich auf v := max (Oj o Sp, Sg 0 1) anwendet.
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Genauso lésst sich (d) = (e) analog zu (a) = (c¢) aus Theorem 1.3.2 verifizieren, indem man

o= max(SToOQ,min(,ul,T/JOSI))
und v := max (S7 0 Og, ¥ o Sy ) benutzt. [ |

Es sei noch angemerkt, dass man beim ersten Blick auf Theorem 1.3.3 félschlicher Weise ver-
muten konnte, die Aussagen (a) und (d) wiren auch ohne die zusétzlichen Voraussetzungen
mittels Satz 1.1.1 dquivalent. Die Verwendung von Satz 1.1.1 fithrt jedoch nicht zu geeigneten
Stetigkeitscharakteristiken der gesuchten Inversen.

Abschlielend wollen wir kurz auf den Zusammenhang dieses Kapitels zum zahmen bzw. linear
zahmen Zerfallen, wie es beispielsweise in [11],[16],[17] und [24] untersucht wurde, eingehen.
Wir werden dabei beide Zerfallenstypen simultan betrachten. Zu einem gegebenen a € N sei
daher ¢, : N — N entweder definiert durch ¢,(n) := n+a oder anderenfalls durch ¢,(n) := a-n.

Satz 1.3.4 Seien E und F gradierte Fréchetrdume. Sind zusdtzlich alle lokalen Banachrdume
E,, projektiv oder alle lokalen Banachriume F, injektiv oder betrachtet man im gesamten Satz
ausschliefSlich gradierte Fréchet-Hilbertriume, so sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) Fiir jede kurze exakte Sequenz 0 — F G- L E-—0 gradierter Fréchetrdaume mit
Si,0i,S¢,04 < ¢q fir ein a € N besitzt i eine Linksinverse L € L(G, F) mit Sg, < ¢p und
hat q eine Rechtsinverse R € L(E,G) mit Sp < ¢y fiir ein b € N.

(b) Fiir jedes a € N gilt ] L(Ep,(ns1), Fn) € U o( T1 L(Eg ), Fn))-
neN beN neN

(¢) Zu jedem a € N existiert ein b € N mit [] L(E¢a(n+1)7Fn) c o( ]I L(Eqﬁb(n)an))'
neN neN

(d) Zu jedem a € N existiert ein b € N, sodass es fir jede kurze exakte Sequenz gradierter

Fréchetriume 0 — F - G - E — 0 mit S;, O;, Sq¢,04 < ¢q 2u i eine Linksinverse
L € L(G,F) und zu q eine Rechtsinverse R € L(E,G) gibt mit S, Sr < ¢.

Beweis: Die Implikation (a) = (b) folgt leicht aus Satz 1.1.2 zusammen mit Bemerkung 1.1.4.
Eine einfache Anwendung des Faktorisierungssatzes von Grothendieck liefert weiter (b) = (c).
Ergénzend fithrt Theorem 1.3.3 schlieflich zu (¢) = (d). [

Wie mit Hilfe der im Beweis angegebenen Resultate ebenfalls leicht einzusehen ist, liefle sich die
Liste dquivalenter Aussagen in Satz 1.3.4 noch um entsprechende Aussagen iiber die Existenz
(linear) zahmer Extensions und Liftings erweitern.



Kapitel 2

Projektive Spektren

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit abzdhlbaren projektiven Spektren X' = (X, 051, 1)
lokalkonvexer Rdume. Wir untersuchen fiir diese das Bild der Abbildung
ox [ Xn— [I Xn, (T0) = (20 — QZ+1$n+1),
neN neN
welches relevant fiir einige Anwendungen in der Analysis ist. Insbesondere werden wir die hierbei
erzielten Resultate in Kapitel 4 verwenden, um das Zerfallen kurzer exakter Sequenzen von
Fréchetraumen zu analysieren.

Die Surjektivitéit von oy sowie die Frage, ob oy beschrinkte Mengen liftet, wurden bereits in
einigen Arbeiten (wie [2],[6],[14] und [30]) charakterisiert. Wir werden nun untersuchen, wann ein
gegebener Unterraum von [, .y X, im Bild von oy liegt bzw. wann ox bestimmte beschrankte
Mengen liftet. Auflerdem betrachten wir, welche Gestalt entsprechende Urbilder besitzen.

Um die in diesem Kapitel vorgestellten Bedingungen und Beweise moglichst {ibersichtlich zu
gestalten, werden wir im Folgenden oftmals die kanonischen Abbildungen o], nicht ausschreiben.
Fiir den Fall, dass in einer Aussage Objekte aus verschiedenen Stufen des projektiven Spektrums
X = (X, 0y, ;) miteinander oder mit Objekten aus dem projektiven Limes ProjX’ in Beziehung
gesetzt werden, treffen wir daher die Konvention, dass wir diese Beziehung in der Stufe mit
groffitem Index auffassen, in die alle relevanten Objekte auf kanonische Weise abgebildet werden
konnen. Sind beispielsweise natiirliche Zahlen n < m sowie Teilmengen N C X,,, M C X,,
und K C ProjX gegeben, so schreiben wir kurz M C N + K und meinen damit ausfiihrlich
geschrieben o', (M) C N + o"(K).

2.1 Unterridume im Bild von oy

Untersuchen wir jetzt zuerst, wann ein gegebener Unterraum von [ [, oy X ganz im Bild von oy
enthalten ist. Eine rekursive Anwendung des Satzes von Baire liefert schon fiir projektive Spek-
tren linearer R4ume ohne topologische Strukturen, also fiir Folgen linearer Rdume zusammen
mit linearen Verbindungsabbildungen, folgende notwendige Bedingung.

Satz 2.1.1 Sei X = (X,, 05, ) ein projektives Spektrum linearer Riume und sei eine Folge von
Unterrdumen Y, C X, gegeben. Liegt nun ], Yn ganz im Bild von ox und ist jedes X,, die
abzdhlbare Vereinigung absolutkonvezer Mengen Ay, so existiert eine Folge (Ny) € NN it

VneN dm>n Vm>m,k>m
Y C ﬂ(@g)_l(ANj,j) + Xk

Jj<n
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Beweis: Gehen wir also davon aus, dass HjeN Y; im Bild von oy liegt und wir daher haben

H Y} C J)(( U ANJ X H XJ> = U O'X<AN71 X H XJ>
jEN NeN §>2 NeN j>2
Versehen wir nun jedes Y; mit der diskreten Topologie, so ist [| jen Yj mit der dadurch entste-
henden Produkttopologie offenbar ein vollstdndiger metrisierbarer Raum und nach dem Satz von
Baire damit von 2. Kategorie in sich. Da die abzéahlbare Vereinigung magerer Mengen ebenfalls
mager wire, muss es somit ein N1 € N geben, sodass fiir
M1 = O'X(ANl,l X H Xj) = U O'X(ANl,l X AN’Q X H X]’)
j>2 NeN §>3
schon die Teilmenge M1 N[] jen Yj von 2. Kategorie in II jen Yj ist. Aufgrund derselben Argu-
mentation existiert weiter auch ein No € N, sodass fiir
Mg = O'X(ANl,l X AN2,2 X H Xj)
Jj=3
die Teilmenge M N HjeNYj von 2. Kategorie in HjeNY} ist. Rekursiv fortfahrend kann man
also eine Folge (IVj),en natiirlicher Zahlen konstruieren, sodass fiir jedes n € N und
Mn = 0;(( H ANj,j X H Xj)
i<n i>n
der Abschluss M,, :== M, N ]| jEN Y einen inneren Punkt in [] jeN Y; hat. Da M,, absolutkonvex
ist und die Addition auf [ | jen Yj stetig ist, lasst sich jetzt nachvollziehen, dass auch 0 im Inneren
von M, liegt. Denn sei U eine Umgebung von z mit U C M, so gibt es eine Nullumgebung V'
mit x + V C U und daher mit %V C —%w + %U C M,,. Somit existiert ein m € N mit
{0} x [1Y € MunI1%; € N (Mo + IT{0}x T1Y;),
j<m j>m jEN keN §<k >k
Damit folgt die Behauptung schliellich unmittelbar aus dem nachfolgenden Lemma 2.1.2. W

Die besondere Gestalt der Abbildung oy zeigt sich in unserem ersten Lemma, auf welches wir
auch spéter noch einige Male zuriickgreifen werden.

Lemma 2.1.2 Sei X = (X, 0, ) ein projektives Spektrum linearer Rdaume und sei eine Folge
von Unterrdumen Y, C X, gegeben. Betrachten wir nun fiir eine Folge absolutkonvexer Mengen
A, C X, und natiirliche Zahlen n < m < k die folgenden Aussagen:

(@) TL{0}x 1Y € ox( 11 4% I1 X;).

Jj<m Jj=m j<n j>n
(b) Y., C Q (Qg)*l(Aj) + Proj X fir jedes m > m.
sn
(¢)  Zu jedem m > m existiert ein X > k mit

Y € N (02) ' (Aj) + ProjX + Y.
i<n

(@ TI{0}x 1Y € ox( I1 4% I1X;) + I1{0} x I1 %

j<m j>m 71<n i>n 1<k i>k

(e) Yn C N (Qﬂ;)*l(Aj) + X fir jedes m > m.
ji<n

Dann gelten die Implikationen (a) = (b) = (c¢) = (d) = (e).
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Beweis: Um (a) = (b) zu zeigen, geben wir uns ein beliebiges m > m sowie ein y,, € Y, vor.
Nach (a) existiert nun ein z = (z;) € [[;<,, 4; x [[;~,, X; mit

(0,...,0,Ym,0,...) = ox(x).

Durch Koordinatenvergleich folgt schon y,, = Z;;, — y41 und x; = xj4 fiir j # m und somit

Y, C ﬂ(gﬂ;)fl(Aj) + ProjX.

Jj<n

Gehen wir nun davon aus, dass (c) gilt, und es daher zu jedem m < m < k ein A,, > k gibt mit

1 i .
Y, C o (0f)7'(Aj) + ProjX + Yy,
Jj<n

Nehmen wir uns jetzt ein beliebiges b = (0, ..., 0, by, b1, --.) € [[;.,,{0} X [[;5,, Yj, so erhalten
wir damit fiir alle m < m < k Zerlegungen

b = Um + Um + W

Wir setzen nun z,, := vy, +wy, und stellen fest, dass wir aufgrund der vorgegebenen Eigenschaf-
ten der oben durchgefiihrten Zerlegung w,, = b,, — z,, auffassen konnen als

1 .
um € o (V(03) 71 (4)):
j<n

Sei damit x,, == (0%, (Um), vy U, —gf\r:rl(zm), ooy = Zmy — 0 (v), ...), so folgt offenbar

ox(zm) = (0,...,0,bp,0,...,0,w,0,...).

Somit ist leicht nachzuvollziehen, dass wir fiir d := Y% _ 2, € [] j<n Aj x]];~, X; bekommen
b —ox(d) € TJ{0} x [1 Y;,
i<k >k
womit (d) nachgewiesen ist.
Die Implikation (d) = (e) zeigt man analog zum obigen Beweis von (a) = (b). [ ]

Wir wollen nun den Spezialfall von Satz 2.1.1 untersuchen, dass X' = (X, o) ;) ein projektives
Spektrum lokalkonvexer Rdume ist und alle X,, die abzéhlbare Vereinigung von beschrinkten
Banachkugeln Ay, € BD(X,,) sind. Mit Hilfe des néchsten Lemmas ist leicht einzusehen, dass
wir jedes X,, damit auch als abzéhlbare Vereinigung beschriankter Banachkugeln By ,, € BD(X,,)
schreiben kénnen, sodass By, C Bnyi1, und o) (Byny1) C By fiir alle n, N € N gilt.
Dadurch entstehen auf den X, in natiirlicher Weise induktive Topologien, welche feiner als
die gegebenen Topologien also ebenfalls separiert sind und beziiglich derer die verbindenden
Abbildungen o , | stetig bleiben. Somit kénnen wir X = (Xp, o) ) in Zukunft der Einfachheit
halber als projektives Spektrum von (LB)-Réumen! betrachten.

Lemma 2.1.3 Fliir eine stetige lineare Abbildung T : X — Y zwischen lokalkonvexen Rdumen
und beschrinkte Banachkugeln A € BD(X) und B € BD(Y) sind T(A) + B und ANT 1 (B)
ebenfalls beschrinkte Banachkugeln.

'Einen separierten abzihlbaren induktiven Limes von Banachriumen bezeichnet man kurz als (LB)-Raum.
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Beweis: Um diese Behauptung nachzuweisen, betrachten wir die kurze exakte Sequenz
0— [ANTY(B)] -= [4] x [B] <& [T(A) + B] — 0

mit i(z) := (z,T(x)) und ¢(z,y) := T(x) — y. Hierbei sind i und ¢ offenbar topologische Ho-
momorphismen. Weiter ist der Kern von ¢ in [A] x [B] abgeschlossen, da die Topologie von
[T(A) + B] eine in Y beschrénkte Einheitskugel besitzt und somit ebenfalls separiert ist. Damit
folgt schliefflich schon die Behauptung, da abgeschlossene Unterrdume und separierte Quotienten
von Banachrdumen wieder Banachrdume sind. |

Im Fall eines projektiven Spektrums von (LB)-Rdumen erhalten wir ein stirkeres Ergebnis als
in Satz 2.1.1, indem wir zusétzlich das Lemma von Schauder (siehe beispielsweise [10] Beweis
zu Lemma 3.9) verwenden. Dazu nennen wir eine Abbildung 7" : X — Y zwischen metrischen
Réiumen gleichméfig offen oder gleichméfig fast offen, falls zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert mit
Us(T(x)) C T(Us(X)) bzw. mit Us(T'(x)) C T(U:(X)) fiir alle z € X. Sind X und Y metrische
Gruppen und ist 7" ein Gruppenhomomorphismus, so ist 7 damit genau dann gleichméifig (fast)
offen, wenn fiir jede Nullumgebung U in X auch T(U) bzw. T'(U) eine Nullumgebung in Y ist.

Lemma von Schauder 2.1.4 Seien X und Y metrische Riume und sei X vollstindig. Ist nun
T:X —Y eine gleichmajig fast offene Abbildung mit abgeschlossenem Graph, so ist T bereits
gleichmdfig offen.

Versieht man ndmlich fiir ein projektives Spektrum X = (X, 0, ;) das Produkt der X,, mit
den richtigen Topologien, so fithrt das Lemma von Schauder unmittelbar zu:

Lemma 2.1.5 Sei X = (X, 051,,) ein projektives Spektrum lokalkonvezer Riume und sei eine
Folge von Unterrdumen Y, C X, gegeben. Liegt nun eine Folge beschrdnkter Banachkugeln
A, € BD(X,,) vor, fir welche zu jedem n € N ein m € N ezistiert mit

[[{0}x JIY; ¢ N (a;((Hij l_[Xj)JrH{o}x HYj),

j<m ji>m keN i<n ji>n i<k 7>k

so gibt es zu jedem n € N auch ein m € N, sodass sogar gilt

[T{0}x I1 ¥ € ox( 114, % I1%;).
j<m j>m i<n i>n

Beweis: Wir versehen hierzu jedes X; mit der Gruppentopologie gegeben durch die Nullumge-
bungsbasis {€4; : € > 0} und bezeichnen mit X den Raum [[;y X; mit der dadurch entste-
henden Produkttopologie. Mit Y bezeichnen wir ebenfalls den Raum [] jeN Xj jedoch versehen
mit der Gruppentopologie, welche aus der Nullumgebungsbasis {[];o,{0} x [[;5,Y; : k € N}
entsteht. Damit sind X und Y vollstdndige metrisierbare Rdume und unsere Ausgangsbedingung
ist nach der Bemerkung vor Lemma 2.1.4 dquivalent dazu, dass die Abbildung

oy : X — Y

gleichméBig fast offen ist. Weiter ist der Graph von oy in X x Y abgeschlossen, da die beiden
Topologien von X und Y feiner sind als das Produkt der urspriinglich auf X; vorgegebenen
Topologien, beziiglich dessen oy stetig ist. Nach dem Lemma von Schauder 2.1.4ist oy : X — Y
somit gleichméBig offen, was dquivalent zu der gesuchten Bedingung ist. |

Als Verallgemeinerung der Charakterisierung von V. S. Retakh [19] und V. P. Palamodov [14] fiir
die Surjektivitdt von oy (siehe auch [30] Theorem 3.2.9) erhalten wir damit eine #quivalente

Bedingung dafiir, dass ein beliebiger Unterraum von [], . X, ganz im Bild von oy liegt:
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Theorem 2.1.6 Sei X = (X, 051, ) ein projektives Spektrum von (LB)-Rdumen und sei eine
Folge von Unterrdumen Y, C X, gegeben. Dann liegt [[,cn Yn genau dann im Bild von oy,
wenn eine Folge beschrdankter Banachkugeln A,, € BD(X,,) ezistiert mit

VneN dm>n Vm>m
Yoo © ((e))7'(4;) + ProjX.

Jjsn

Beweis: Wir beginnen damit, nachzuweisen, dass eine Folge (A, )n,en mit den beschriebenen
Eigenschaften existiert, falls ],y Y, ganz im Bild von oy enthalten ist. Dazu bemerken wir,
dass sich jeder (LB)-Raum X, als abzéihlbare Vereinigung beschrinkter Banachkugeln schreiben
ldsst. Wie im Beweis von Satz 2.1.1 gesehen gibt es daher eine Folge beschrankter Banachkugeln
A, € BD(X,,), fur welche zu jedem n € N ein m € N existiert mit

L0} x I1Y; € N (ow( 145 % T X;) + I1{0} < I1 ;).
j<m j>m keN j<n j>n i<k >k
Mit Hilfe von Lemma 2.1.2 und Lemma 2.1.5 folgt nun unmittelbar, dass die Folge (A,,)nen somit
auch die gesuchte Bedingung erfiillt.

Um die umgekehrte Implikation zu zeigen, nehmen wir an, dass eine Folge (A, )nen mit den
beschriebenen Eigenschaften existiert. Wieder mit Hilfe von Lemma 2.1.2 und Lemma 2.1.5 ist
nun leicht einzusehen, dass es daher zu jedem n € N ein m € N gibt mit

[M{yx 1Y UX(Hij ij) C Im(ox).

Jj<m j=m jsn Jj>n
Da wir immer [,z Y x [[;5,7{0} C Im(ox) haben, folgt somit schon wegen der Linearitét
von oy, dass HjeNYj im Bild von oy liegt. [ ]

Sind die Unterrdume Y,, hierbei zusédtzlich mit einer Banach-Topologie ausgestattet, so erhal-
ten wir durch eine &hnliche Vorgehensweise auflerdem eine recht starke notwendige Bedingung,
welche ausschliefllich mit Inklusionen beschrankter Banachkugeln arbeitet:

Theorem 2.1.7 Sei X = (X, 0y, ) ein projektives Spektrum von (LB)-Rdumen und sei eine
Folge beschrinkter Banachkugeln B, € BD(X,,) gegeben. Liegt nun ], n[Bn] im Bild von ox,
so existiert eine Folge beschrinkter Banachkugeln A,, € BD(X,,), sodass es zu jedem n € N und
jedem k > n stets ein S > 1 gibt mit

k
o 5-( a0 + ) @4

j<n j=n+1

Beweis: Wir stellen zuerst fest, dass [ [;y[B;] mit dem Produkt der entsprechenden Banach-
Topologien offenbar ein Fréchetraum und damit von 2. Kategorie in sich ist. Weiter verwenden
wir erneut, dass man jeden (LB)-Raum X als die abzéhlbare Vereinigung X; = (Jyey AN,
beschrankter Banachkugeln schreiben kann. Daher ldsst sich analog zum Beweis von Satz 2.1.1
rekursiv eine Folge (IVj) en natiirlicher Zahlen konstruieren, sodass fiir jedes & € N und

A4k = Ugf< II 14A9J X II<X%)
i<k i>k

0 im Inneren des Abschlusses von My N[[;cy[B;] liegt, also m € N und € > 0 existieren mit
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[1=B; x I1[B] ¢ M0 ILB] € N (Me+ T16B; x T1[B)])-

i<m i>m jEN AeN <A F>A

Wir wollen nun wieder das Lemma von Schauder 2.1.4 anwenden. Dazu setzen wir A; := Ay, ;
fir alle 7 € N und definieren damit den Raum X genauso wie im Beweis zu Lemma 2.1.5. Mit
Y bezeichnen wir jedoch diesmal den Raum HjeN X ausgestattet mit der Gruppentopologie,
welche aus der Nullumgebungsbasis { [[;<,, eBj X [[;5,,[Bj] : m € N, € > 0} entsteht. Somit
ist die obige Bedingung gleichbedeutend dazu, dass die Abbildung

ox : X — Y

gleichmifig fast offen ist. Wie bei Lemma 2.1.5 folgt jetzt, dass oy schon gleichméfig offen ist
und somit zu jedem vorgegebenen k € N stets m € N und € > 0 existieren mit

[1=B; x T1B)] < ox( I1 45 x I1 ;).

j<m jzm J<k >k

Wiéhlen wir abschliefend noch ein n < k sowie ein beliebiges y,, € [By], so existiert also ein
T = (.%']) S ngk Aj X Hj>k Xj mit

0,...,0,ey,,0,...) = ox(z).
Analog zu Lemma 2.1.2 folgt hieraus unsere Behauptung durch Koordinatenvergleich. |

Mittels einer Technik, welche von J. Wengenroth fiir seine Charakterisierung der Surjektivitét
von oy in [29] (siehe auch [30] Theorem 3.2.16) entwickelt wurde, erhalten wir aulerdem die
nachfolgende hinreichende Bedingung.

Satz 2.1.8 Sei X = (X, 0p,) ein projektives Spektrum lokalkonvezer Rdume und sei eine
Folge beschrinkter Banachkugeln B, € BD(X,,) gegeben. Ist nun folgende Bedingung erfillt

VneN dn>n,m>n Vm>m dK>m VkE>K 35>1

k
By © S-(Ba + gi( () (e)7'(B)))
j=K
und
[B] C B, + Proj&,

50 ist [ [ ,en[Bn] ganz im Bild von ox enthalten.

Beweis: Der Einfachheit halber bezeichnen wir die Rdume [B,,] mit Y, fiir alle n € N. Wie mit
Hilfe von Lemma 2.1.2, Lemma 2.1.5 und Theorem 2.1.6 leicht einzusehen ist, geniigt es nun zu
zeigen, dass es eine Folge beschriankter Banachkugeln A, € BD(X,,) gibt, fiir welche zu jedem
n € N ein m > n existiert, sodass fiir alle k& > m die Bedingung (c) aus Lemma 2.1.2 erfiillt ist.
Nach Lemma 2.1.3 reicht es dazu aus, wenn wir eine streng monoton steigende Folge (1, )nen
natiirlicher Zahlen sowie eine Folge (A, )neny beschriankter Banachkugeln Ay, € BD(Xp,)
konstruieren, sodass fiir jedes n € N gilt

(1) Vm >, 3K>m VA>K
Y © ((om)Am,) + ProjX + Y.

j<n
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Zu diesem Zweck wéhlen wir mit Hilfe unserer Voraussetzungen eine streng monoton steigende
Folge (M, )nen natiirlicher Zahlen, sodass wir fiir jedes n € N haben

(2) Vm>mpy 3K>m Vek>K 358>1
k
(a) By < S+ (Ba, + () (o)) '(B)))
j=K
und
(b) Yy C B, + ProjX.

Rekursiv konstruieren wir nun mit (2)(a) eine Folge (A, )nen beschrinkter Banachkugeln
Ap,, € BD(X},,), sodass fir jedes n € N gilt

(3) IK >m, Vk>K 38>1

k
Ba, © 8- ((Vem) ™ (4n,) + (N () 7'(B)):
j<n j=K
da hieraus mittels (2)(b) offenbar schon (1) folgt. Dazu gehen wir fiir ein ¢ € N davon aus, dass
bereits (Am;);j<i gewéhlt sind, mittels derer (3) fiir n <7 erfiillt ist, was fiir i = 1 offensichtlich
aufgrund von (2)(a) moglich ist. Ebenfalls aufgrund von (2)(a) finden wir jetzt ein Ky > my1,
sodass zu jedem k > K ein S > 1 existiert mit

k
(4) By © S+ (Baw + () ()7'(By)).
J=K1

Dariiber hinaus bekommen wir mittels (3) fir n = i ein K > Kj, sodass zu jedem k > K ein
Cy > 1 existiert mit

~ k -
(5) Sk B, © Co- ((ep) ™ (An,) + () ()7'(B).
j=K

J<i
Nehmen wir uns nun ein u € By, ,, so erhalten wir zu einem beliebigen & > K durch (4) eine
Zerlegung u = v; + wy sowie weiter mit (5) eine Zerlegung vy = v + we und somit

U = v + w + ws.

Da hierbei gilt u — wy — wy € By, + Sk - Vi—g, (01)H(B;) + Cr - Mi— g (o) 7H(B)) € Xy
kann man mit S := S, + C}, insbesondere v = u — w; — wo auffassen als

k
veSs: ( Nen? ) (Amy) N (Biys + [ (gg)*l(Bj))).

J<i j=K
Setzen wir nun Ay, ,, = B, + Bk, s0 ist A, ., nach Lemma 2.1.3 eine beschrénkte Banach-

kugel in Xy, ,, und mit Obigem ist nachgewiesen

k
Ba, © S-( () (on, )™ (Amy) + () (e)7'(B).
j<i+1 j=K
Also ist (3) mittels unserer Wahl von A, ., auch fiir n = i + 1 erfiillt, womit die Rekursion
vollstandig beschrieben ist. Wie bereits erwéhnt folgt nun, dass [[,,cx[Bx] ganz im Bild von ox
liegt. |
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2.2 Das Liften beschrinkter Mengen durch oy

Wir wollen uns nun mit der Frage beschéftigen, wann oy bestimmte beschrinkte Mengen liftet.
Ist dazu eine Folge B beschriankter Mengen B,, € B(X,,) vorgegeben, so verstehen wir unter den
von B erzeugten beschrinkten Mengen in [, . X, die Familie aller [], . Cr By, mit (C,,) € RY.
Entsprechend definieren wir:

neN neN

Definition 2.2.1 Sei X = (X, 051,) ein projektives Spektrum lokalkonvexer Riume und sei
B eine Folge beschrinkter Mengen B, € B(X,,). Dann sagen wir, dass ox die von B erzeugten
beschrinkten Mengen liftet, falls zu jeder Folge (Cy) € RN ein D € B(I, ey Xn) existiert mit

II C,B, C:(Tx(i)).
neN
Ist nun D eine weitere Folge beschrinkter Mengen D,, € B(X,,), so sagen wir, dass cx die von

B erzeugten beschrdnkten Mengen in die von D erzeugten beschrinkten Mengen liftet, falls es
zu (Cy,) € RY stets (S,,) € RY gibt mit

] CuBn C UX( I SnDn).

neN neN

Hierzu sei erwédhnt, dass offensichtlich in beiden durch Definition 2.2.1 bezeichneten Féillen der
Unterraum [ [, cy[Br] ganz im Bild von oy liegt. Besitzt oy die zweite beschriebene Eigenschaft,
so ist er sogar ganz im ox-Bild von [], .[Dy] enthalten.

Lemma 2.2.2 Sei X ein lokalkonvexer Raum und sei D eine beschrdinkte Banachkugel in X .
Ist nun (xn)nen eine Folge mit x,, € #D, so konvergiert Y .y xn in X gegen ein x € D.

Beweis: Offenbar konvergiert ) 2, im Banachraum [D] gegen ein x € %bw] C D.DaD
als beschriankt vorausgesetzt wurde, konvergiert )y x, somit auch in X gegen . |

Unter Verwendung dieser niitzlichen Eigenschaft beschrankter Banachkugeln und den Techniken
aus Lemma 2.1.2 fiihrt uns die besondere Gestalt von oy diesmal recht schnell zu einfachen
Charakterisierungen der soeben eingefithrten Bezeichnungen. Hierzu sei noch bemerkt, dass man
einen lokalkonvexen Raum lokal vollstdndig nennt, falls jede abgeschlossene, beschrénkte,
absolutkonvexe Teilmenge schon eine Banachkugel ist.

Satz 2.2.3 Sei X = (X, 0}, ) ein projektives Spektrum lokalkonvezer Riume und sei B eine
Folge beschrinkter Mengen B, € B(X,). Eistiert nun zu jeder Folge (Cy,) € RN eine Folge
beschrinkter Banachkugeln D,, € BD(X,,), sodass fiir alle n € N gilt

CoBn C [ V(e)) Dy + o*( () H(Dy)),

j<n j>n

so liftet oy die von B erzeugten beschrinkten Mengen. Falls alle X,, lokal vollstindig sind, gilt
ebenfalls die umgekehrte Implikation.

Ist nun D eine weitere Folge beschrinkter Banachkugeln D,, € BD(X,,), so liftet ox genau dann
die von B erzeugten beschrinkten Mengen in die von D erzeugten beschrinkten Mengen, wenn
es zu (Cp) € RY stets (S,) € RY gibt, sodass wir fiir alle n € N haben

CuBn € (@) (S;Dy) + o"( () (e))~'(S;D)))-

i<n ji>n
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Beweis: Weisen wir zuerst nach, dass oy die von B erzeugten beschrinkten Mengen liftet, falls
die angegebene Bedingung erfiillt ist. Sei dafiir (C,,) € RY vorgegeben, so finden wir also eine
Folge beschriankter Banachkugeln D,, € BD(X,,), sodass fiir jedes n € N gilt

2n+1Can - ﬂ(gg)_l(Dj) + ﬂ(gj)_l(Dj)'
i<n j>n
Nehmen wir uns jetzt ein beliebiges (bn) € [[,,cy CnBn, dann erhalten wir damit Zerlegungen

2" = w4 vy

Nun definieren wir 2, := (0, (tn); -+, n, 0" (=vn), 0" *(—vn), ...) € [ ey Dj und stellen fest

1
ax(—xW,) = (0,...,0,bp,0,...).

Nach Lemma 2.2.2 konvergiert schliefllich ) zn%xn in HjeN X, gegen ein d € HjeN D;, fiir
welches wegen der Stetigkeit von oy gilt

ox(d) =Y (0,.,0,b,0,...) = (bp)nen-

neN

Um die umgekehrte Implikation zu zeigen, nehmen wir also an, dass oy die von B erzeugten
beschriinkten Mengen liftet und dass alle X, lokal vollstsindig sind. Ist nun eine Folge (C,,) € RY
gegeben, so existiert daher eine Folge beschrinkter Banachkugeln D,, € BD(X,,) mit

I1 CnB, C UX( 11 Dn).

neN neN

Zu beliebigen n € N und b, € C,, By, gibt es damit ein d = (d;) € [[;cy D;, welches erfiillt
(0,...,0,b,,0,...) = ox(d).

Durch Koordinatenvergleich folgt schon b, = d,, — d,,41 und d; = dj41 fiir alle j # n und somit

bn € () (Dy) + () H(Dy).

i<n i>n

Die noch zu beweisende Aquivalenz des Satzes folgt nun analog. Es bleibt nur zu erwihnen,
dass wir an dieser Stelle nicht die lokale Vollstédndigkeit der X,, benétigen, da D schon als Folge
beschrénkter Banachkugeln vorausgestzt wird. |

Fiir eine spétere Verwendung in Kapitel 3 sei noch kurz angemerkt, dass gemifl des gerade
vorgestellten Beweises von Satz 2.2.3 fiir ein projektives Spektrum X' = (X, o) ;) lokalkonvexer
Raume und Folgen beschrinkter Banachkugeln B,,, D,, € BD(X,,) insbesondere gilt

[1 B.Cox( Il Dn) = BaC N () ' (Dj)+ N (e))7'(Dy) = Il gwrrBn Cox( [ Dn).
neN neN i<n j>n neN neN

Mit Hilfe des klassischen Mittag-Leffler Verfahrens gelangen wir nun weiter zu den nachfolgenden
hinreichenden Bedingungen fiir das Liften beschrinkter Mengen. Die hier vorgestellten Darstel-
lungen dieser Kriterien sind dabei speziell an die Verwendung im Beweis zum anschliefenden
Theorem 2.2.6 angepasst.
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Satz 2.2.4 Sei X = (X, 0),) ein projektives Spektrum lokalkonvezer Riume und sei B eine
Folge beschrinkter Mengen B, € B(X,). Gibt es nun eine Folge beschrinkter Banachkugeln
Ay, € BD(X,,) mit

VneN Jm>n Vm>m,e>0,k>m ki, ..k, >k, S>1
Bn C e (@) (4) + S+ By,

Jj<n J<p
so liftet ox die von B erzeugten beschrinkten Mengen. Erfillt die Folge (Ayp)nen Sogar
VneN Jm>n VYm>m, k>m 3k, ... k,>k Ye>0 35>1
By C e {)(e2) "' (4) + S By,
Jj<n J<p

so existiert eine Folge D beschrinkter Mengen D, € B(X,), sodass ox die von B erzeugten
beschrinkten Mengen in die von D erzeugten beschrinkten Mengen liftet.

Beweis: Wir beginnen damit, nachzuweisen, dass oy die von B erzeugten beschrinkten Mengen
liftet, falls eine Folge (A, )nen mit den beschriebenen Eigenschaften existiert. Gehen wir also
davon aus, dass eine solche Folge (A, )nen vorliegt, so wihlen wir eine streng monoton steigende
Folge (my)nen natiirlicher Zahlen, sodass fiir alle n € N gilt

(1) Vm<..<mgmitm, <mj <mps1,C>1,>0 Fki,....kpy>mpe1, S>1
i\ —1
C-Y Bm; C0-()(ed) (4) + S-D By,
J<q Jj<n J<p

Als Zwischenergebnis zeigen wir zuerst, dass es dann zu allen n € N, m > m;, und ¢ > 0 eine
Folge beschrankter Mengen D; € B(X) gibt mit

B, C e- ﬂ(gg)_l(/lj) + ﬂ(@j)_l(ﬁj)-
ji<n j>n

Seien dazu n € N, m > m, und 0 < € < 1 sowie ein beliebiges u € B,, vorgegeben, so
konstruieren wir rekursiv Folgen (u;);en, und (v;)ien. Wir beginnen die Rekursion, indem wir
ug := u setzen. Wegen (1) konnen wir nun v; € §-(;, (Qﬂ)_l(Aj) und uy € S1- )2, B

= — J

wéihlen fiir geeignete k:%, - kzln > Mp41 und Sp > 1 mit
Uug = V1 + Ui.

Nehmen wir weiter an, u; sei bereits gewihlt, so zerlegen wir dieses auf analoge Weise geméif
(1) mit § = 55 in

U; = Vil + Uitl.
Wir stellen hierbei fest, dass wir fiir jedes ¢ € N zu der Rekursion passende k:li, - k:;;i > Mptq

und S; > 1 bekommen mit u; € S; - Zj<p, By.i. Daher folgt weiter
—HM1 7

£ P \—
Vit1 € 5it2 ﬂ (Qflﬂ-) 1(Aj)~
j<n+i
Nach Lemma 2.2.2 erhilt man also ein v € ¢ - ﬂjgn(gg)*l(zﬁlj), wenn wir definieren

v = E Vj .

1€EN
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Aus analogen Griinden entsteht weiter ein w; € f)nﬂ- =5 j<p; Bri + Ap+i € B(Xy44) durch
=M ]
Wi ‘= Uy — Z ’Uj.
7>

Einfache Rechnungen zeigen schliefflich, dass wir damit ebenfalls © = v 4+ w; und w; = w;41 fiir

alle ¢ € N haben. Somit erhalten wir ein w € (;-,,(o H~(D;) mit

U = v + w,
womit das Zwischenergebnis bewiesen ist.

Geben wir uns nun eine beliebige Folge (C,,) € RY vor, so finden wir also zu allen n € N und
jedem my, < m < 1,41 eine Folge beschrinkter Mengen DT € B(X;) mit

]_ N —1 N —1, ~
j<n j>n
Nehmen wir uns nun (b,) € [[,cy CnBn, dann erhalten wir damit fiir alle m > m; Zerlegungen
b = um + v

Wir bemerken hierbei, dass wir aufgrund der vorgegebenen Eigenschaften dieser Zerlegungen
U, = by, — Uy, auffassen konnen als

um € s (V@27 (A) 1 () (CoBon + () (D).
j<n j=n+1

Damit definieren wir @, := (0%, (tm); -y Um, 0" (=vm), 0™ F2(—vy,), ...) und stellen fest
ox(zm) = (0,...,0,b,0,...).

Dartiiber hinaus setzen wir ergédnzend r := (zml ! bj, Zml ! bj,....bm,—1,0, ) und bemerken
ox (r) = (b1,b2,...,bs,-1,0,...). Mit Hilfe von Lemma 2.2.2 ist nun leicht nachzuvollziehen,
dass 7+, >, Tm in [[;en X gegen ein d € [ [,y Dj mit

Dj = Z D;n +2J:CmBm + Aj € B(X])

m=m1 m=j

konvergiert. Fiir dieses d gilt schliellich wegen der Stetigkeit von oy

J,'y(d) = (bl,bg,...,bml_l,o,...)—i- Z (O,...,O,bm,o,...) = (bm)meN-

m>my
Somit ist nachgewiesen, dass oy die von B erzeugten beschrinkten Mengen liftet.

Nehmen wir nun an, dass die Folge (A;)nen sogar die stirkere im Satz beschriebene Bedingung
erfiillt, so wihlen wir eine streng monoton steigende Folge (m,)nen, sodass fiir alle n € N gilt

Vmy < ... <mg mit my, <my <My k1, kp>mpn VO>1,0>0 I5>1

C'Zij C d- m (Qg)_l(Aj) + SZBk7

Ji<q Jj<n J<p
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Analog zu oben kann man jetzt zeigen, dass dann zu allen n € N und m > mm, eine Folge
beschréinkter Mengen D; € B(X) existiert, sodass es zu einem ¢ > 0 stets (S;) € RY gibt mit

Bn C e (@) (45) + [ (e))7(S;Dy)-

ij<n j>n

Ebenfalls wie oben kann man hiermit schlielich eine Folge D beschrénkter Mengen D; € B(X})
konstruieren, fiir welche oy die von B erzeugten beschrinkten Mengen in die von D erzeugten
beschrinkten Mengen liftet. |

Da es sich in Anwendungsbeispielen oft als sehr schwierig erweist, Bedingungen wie aus Satz 2.2.3
oder aus Satz 2.2.4 zu verifizieren, welche Durchschnitte von Banachkugeln verwenden, ist man
stets an hinreichenden Kriterien interessiert, welche ohne diese auskommen. Zu diesem Zweck
entwickelten R. W. Braun und D. Vogt in [2] sowie L. Frerick und J. Wengenroth in [6] Verfahren,
um bei geeigneten vorgegebenen Bedingungen ohne derartige Durchschnitte diese nachtriglich
zu erzeugen. Man verwendet dazu den folgenden Trick, welcher auch zentral fiir den Beweis des
Lemmas von Schauder und damit fiir den Satz von der offenen Abbildung ist.

Lemma 2.2.5 Sei X ein lokalkonverer Raum und sei D eine beschrinkte Banachkugel in X.
Ist nun B eine beschrdnkte Teilmenge von X mit B C iD + %B, so folgt schon B C D.

Beweis: Zu einem beliebigen b € B kénnen wir rekursiv (b,) € BY und (d,) € DY wihlen mit

1 1 1 1,1 1 1
b=-dy+ by = =dy + =(=dy + =by) = .. = > ——d,,
gt = et (42+22) ZQnH +

2
n<k

1

ok Ok

fiir jedes k € N. Da B als beschrénkt vorausgesetzt wurde, konvergiert ) #dn also in X
gegen b. Nach Lemma 2.2.2 folgt somit b € D. |

Eine #hnliche auf unsere Situation angepasste Technik liefert:

Theorem 2.2.6 Sei X = (X, 05,1) ein projektives Spektrum lokalkonvexer Riume und sei B
eine Folge beschrinkter Banachkugeln B, € BD(X,,). Ist nun folgende Bedingung erfillt

(Pg) vneN dn>n,m>n Vm>m,e>0 Jdk>m,S>1

m
B, C ¢-B, + S5- B,
so liftet oy die von B erzeugten beschrdinkten Mengen. Gilt sogar

(Pg) VReN dJn>n,m>n Vm>m Jk>m Ve>0 IS>1
B, C ¢-B, + 5 By,

dann existiert eine Folge D beschrinkter Mengen D,, € B(X,,), sodass ox die von B erzeugten
beschrinkten Mengen in die von D erzeugten beschrinkten Mengen liftet.

Beweis: Wir beginnen damit nachzuweisen, dass oy die von B erzeugten beschréinkten Mengen
liftet, falls (Ppg) erfiillt ist. Als Zwischenergebnis zeigen wir zuerst, dass aus (Pg) schon

(1) VieN dn>na,m>n Ym>m,e>0,k>m 3Jk>k,S>1
B, C ¢e-B, + 5By
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folgt. Sei dafiir ein 2 € N vorgegeben, so wihlen wir n > 7 und m > n gemif (Pg). Ist weiter
ein beliebiges m > m fixiert, so zeigen wir per Induktion, dass man fiir alle £k > m erhélt

(2) Ve>0 Jk>k,S>1
B, C ¢e-B, + S By.

Wir gehen dazu fiir ein k& > m davon aus, dass (2) erfiillt ist, was fiir k = m offenbar aufgrund
von (Pp) der Fall ist. Sei nun ein € > 0 gegeben, so existieren also k1 > k und S; > 1 mit

(3) Bm C =By, + 8- By,.

c
2
Aufgrund von (Pg) gibt es dariiber hinaus k > k; > k + 1 und Sy > 1 mit

g
(4) Sl'Bkl C§~Bn—|—52'Bk.

Nehmen wir uns jetzt ein u € By,, so erhalten wir mittels (3) eine Zerlegung u = v; + u; und
weiter mit (4) eine Zerlegung u; = ve + w. Somit bekommen wir

u = v1+v2 + w.

Da hierbei v1 + vy € £B,, ist, wird somit (2) auch fiir k + 1 erfiillt, womit das Zwischenergebnis
bewiesen ist.

Wie mit Hilfe von Satz2.2.4 und Lemma 2.1.3 leicht einzusehen ist, geniigt es nun zu zeigen,
dass eine streng monoton steigende Folge (1, ),en natiirlicher Zahlen sowie eine Folge (A, )nen
beschriinkter Banachkugeln A, € BD(X,3,) existieren, sodass fiir jedes n € N gilt

(5) Vm>mn1, >0, k>m ki, .k, >k, S>1
Bm C e () Y (Am,) + S By,
i<n J<p

Zu diesem Zweck wihlen wir mit Hilfe von (1) eine streng monoton steigende Folge (my,)nen,
sodass wir fiir jedes n € N haben

(6) Vg, my >0y, C>1,6e>0, k€N ki, .k, >k, S>1
C'Zij C ¢-Bp, +S~ZB;€J..
i<p j=p

Rekursiv konstruieren wir nun passende (Ap,, )nen. Dazu gehen wir fiir ein ¢ € N davon aus, dass
bereits (Am;);j<i gewéhlt sind, mittels derer (5) fiir n < 7 erfiillt ist, was fiir i = 1 offensichtlich
aufgrund von (6) moglich ist. Damit finden wir k1, ..., /lej > m;yo und ein S; > 1 mit

(7) By © (Vlen) ™ (Am,) + S1-)_ B
j<i i<p

Zu einem beliebigen k& € N bekommen wir mittels (6) weitere ki, ..., kp > k und S > 1 mit

1
(8) Slsz; C §'Bﬂ~%+1 + SQ‘ZBkj.

J<p J<p
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Nehmen wir uns nun ein u € By, ,, so erhalten wir durch (7) eine Zerlegung v = v 4+ w; und
weiter mit (8) eine Zerlegung wi = uj + w. Somit gilt
U =v + w + uj.

Wegen der durch (7) vorgegebenen Eigenschaften der oben durchgefiihrten Zerlegung kann man
dabel v = u — wy auffassen als

v e ﬂ(QZI’;l)*l(Aﬁ_LJ) N (Bﬁ“‘ﬂ—i_SlZBk;)
st i<p

Setzen wir nun Ay, 1= B, + 51 )<, By, so ist damit also gezeigt
- J

1
m1+1 C ﬂ sz+1 mj) + S2 ’ ZB’% + iBﬁ%‘-H'
1<i+1 i<p
Gemif Lemma 2.1.3 ist hierbei Ag,, ., € BD(Xm,H) und mit Hilfe von Lemma 2.2.5 folgt weiter
(9) B, C 45 () (@l )7 (Am,) + 45+ By
7<i+1 i<p

Geben wir uns jetzt noch ein m > m;12 und ein 0 < & < 1 vor, so erhalten wir mittels (6) fiir
n =i+ 1 unmittelbar kpy1 > k und S > - Sy mit

13
(10) B,, C Z‘Bmi"ﬁl + S~ka+1.

Fassen wir (9) und (10) nun auf offensichtliche Weise zusammen, so bekommen wir schlie8lich
Byn Ce- () (0nl,) (Am,) + 8- > By,
Jj<i+1 Jj<p+1

Also ist (5) mittels unserer Wahl von A, ., auch fiir n = i 4 1 erfiillt, womit die Rekursion
vollstéindig beschrieben ist. Wie bereits erwiahnt folgt nun, dass oy die von B erzeugten be-
schrinkten Mengen liftet.

Nehmen wir nun an, dass sogar (Pp) erfiillt ist, so kann man analog zu oben die Bedingung
(11) VaieN 3n>na,m>n Ym>m,k>m 3k>k Ye>0 38>1
B, C e-B, + S-Byg
folgern. Damit wihlen wir eine streng monoton steigende Folge (my,)nen, sodass fir n € N gilt
Vg, .,my > g1, k€N k. k, >k VO>1,e>0 38>1
C-Y Bm, Ce-Bm, + S-Y By,
J<p Ji<p

Ebenfalls wie oben kann man hiermit schlielich eine Folge (A, )nen beschriankter Banachkugeln
Ap, € BD(X},) konstruieren, sodass wir fiir jedes n € N haben

Ym > g, k>m ki, .k, >k Ye>0 38>1
Bm C e () Y (Am,) + S By,
Jj<n J<p

Mit Hilfe von Satz 2.2.4 und Lemma 2.1.3 folgt dann, dass eine Folge D beschrankter Mengen
D, € B(X,) existiert, sodass oy die von B erzeugten beschrinkten Mengen in die von D
erzeugten beschriankten Mengen liftet. |
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Wir wollen nun noch untersuchen, wie in Theorem 2.2.6 die Folge D vom Aufbau der zu Grun-
de liegenden (Pg)-Bedingung abhiingt. Nehmen wir dazu an, fiir ein vorgegebenes projektives
Spektrum X = (X, o), ;) lokalkonvexer Rdume und eine Folge B beschrénkter Banachkugeln
B, € BD(X,,) sei (Pg) erfiillt, so haben wir bereits gesehen, dass schon die etwas stérkere Be-
dingung (11) aus dem Beweis zu Theorem 2.2.6 folgt. Damit lidsst sich nun leicht eine streng
monoton steigende Folge (1, ),en natiirlicher Zahlen konstruieren mit

(21) VneN,mn+1§m<mn+2 3ﬁ1n+2§k‘<fnn+3 Ve>0 345 >1
B,, C €-Bj, + S-By.

Hiervon ausgehend konnen wir schliellich eine entsprechende Folge D wie im Folgenden be-
schrieben angeben.

Satz 2.2.7 Sei X = (Xp,0},) ein projektives Spektrum lokalkonvezer Riume und sei B eine
Folge beschrinkter Banachkugeln B,, € BD(X,,). Ist nun (Mmy)nen eine streng monoton steigende
Folge natiirlicher Zahlen, welche die obige Bedingung (2.1) erfillt, und definieren wir eine Folge
D beschrinkter Mengen D; € BD(X;) durch

Mnto—1

Dj == Y  Bi falls  n_1 <j< i,
i=j

fiir jedes n € N und mit mg := 0, so liftet oy die von B erzeugten beschrinkten Mengen in die
von D erzeugten beschrinkten Mengen.

Beweis: Um die Behauptung zu zeigen, werden wir im Folgenden ausschliellich Satz 2.2.4 und
Theorem 2.2.6 genau analysieren. Indem man zuerst im Beweis zu Theorem 2.2.6 die rekursive
Konstruktion der Folge (A, )nen beschrinkter Banachkugeln untersucht, ldsst sich nédmlich
leicht nachvollziehen, dass fiir jedes n € N folgt

V Mptr1 < m < Mpgo Hmn+2§k1,...,kp<mn+3 Ve>0 35>1

B mjto—1
B e (Vi)' (X2 Bi) + 5 3 B
j<n i=m; i<p

Analog zum Zwischenergebnis zu Beginn des Beweises von Satz 2.2.4 ist weiter fiir jedes n € N

Vg1 Sm <minya, Cm>1 3 (S7") ey € (1,00)"
1 ~ mj42—1 Mjyo—1
mg \ — M\ —
Cn By C %ﬂ(gmi) 1( Z Bz) + ﬂSjm(ng) 1( Z Bl)
j<n i=1h; j>n i=rn;

einzusehen. Geben wir uns nun eine beliebige Folge (Cy,) € (1, 00)N und (by) € [],,eny Cn By vor,
so erhalten wir damit fiir alle m > o Zerlegungen

bm = um + Um.
Hierbei kénnen wir aufgrund der vorgegebenen Eigenschaften der Zerlegung u,, = b, — vy, als
Um € om+1 n(ggn) (ij) N (Cm + S;Ln—&-l) ’ (Dmn+1)
Jjs<n
auffassen falls m = my,+1 und fiir my,41 < m < Myyo als

1 i\ — m m — m
Srert [ 1(@0) 7 (D) 0 (Gt 8741) - (051,00 (Dis) 0 (Con o+ S745) - (i)

Jjsn

Um €
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Damit definieren wir @, := (0% (tm), s Um, 0" (=vm), 0™ 2(—v), ...) und stellen fest
ox(zm) = (0,...,0,b,0,...).

Dartiiber hinaus setzen wir ergédnzend r := (zmQ ! bj, ng ! bj,....bma—1,0, ) und bemerken
0’)(( ) = (b1,ba,...,bmy—1,0,...). Mit Hilfe von Lemma 2.2.2 ist nun leicht nachzuvollziehen, dass

r+ Zm>m2 Tm in [[;en X gegen ein d € [,y S;D; mit Sj =1+ Zm"“ Lo+ ZmnH Lsi
fir my—1 < j < m, und n € N konvergiert, fiir Welches gilt

ox(d) = (b1,b2, oo biy-1,0,..) + D (0,000,061, 0,...) = (bm)men-
m>ms
Somit ist nachgewiesen, dass oy die von B erzeugten beschrinkten Mengen in die von D erzeug-
ten beschrankten Mengen liftet. |

Um beispielsweise einen direkten Vergleich zu den Untersuchungen von D.Vogt in [25] zum
»Zerfallen mit guten Konstanten“ zu ermoglichen, sei auflerdem erwéhnt:

Bemerkung 2.2.8 Unter den Voraussetzungen von Satz 2.2.7 und unter Verwendung der ent-
sprechenden Notationen gibt es zu (C;) € RN also stets (S;) € RY mit

r[(bf% C Ux< r[f%[%).

JEN JEN
Bei genauerer Betrachtung des Beweises von Satz 2.2.7 stellt man dariiber hinaus fest, dass hier-
bei jedes S fiir my,—1 < j < 1y und n € N ausschliefSlich von den vorgegebenen Ch, ...,Cp,, . -1
abhdngt, also unabhdngig von den ibrigen Cp, ., Ci,yi41, ... gewdhit werden kann.

Als Abschluss dieses Kapitels wollen wir noch kurz auf den Zusammenhang dieser Resultate mit
bereits bekannten Kriterien fiir die Surjektivitét von o eingehen, ohne jedoch hierbei alle Details
auszufithren. Nehmen wir dazu an, fiir ein gegebenes projektives Spektrum X = (X, 0} ;)
lokal vollstdndiger Rédume sei die von R. W. Braun und D. Vogt in [2] sowie von L. Frerick und
J. Wengenroth in [6] beschriebene Bedingung

VneN 3INeB(X,), m>n YMeBXy), k>m 3K eB(X)
M CN+ K

erfiillt. Rekursiv lédsst sich dann zu jeder Folge B beschrénkter Mengen B,, € B(X,,) eine Folge
B beschriinkter Banachkugeln B,, € BD(X,,) mit B,, C B,, konstruieren, welche zugleich (Pg)
erfiillt. Mittels Theorem 2.2.6 ist damit schon ebenfalls (wie in [2] bzw. [6]) gezeigt, dass oy also
beschrankte Mengen liftet und somit insbesondere surjektiv ist. Durch eine geeignete Verwen-
dung von Lemma 2.2.5 ldsst sich aulerdem leicht zeigen, dass dieses Surjektivitidtskriterium fiir
projektive Spektren lokal vollstindiger Rdume #quivalent zu der Version von M. Langenbruch
aus [7] (siehe auch [30] Theorem 3.3.14) ist, in welcher N von k abhéngen darf.

Eine #hnliche (sogar etwas einfachere) rekursive Konstruktion geeigneter Folgen B beschrinkter
Banachkugeln jedoch diesmal unter Verwendung von (Py) liefert dariiber hinaus:

Satz 2.2.9 Sei X = (X, 00 ,,) ein projektives Spektrum lokal vollstindiger Riume. Gilt nun
VneN dm>n Vk>m INeB(X,) VMecB(X,,) IKeB(Xp) Ve>0 IS>1
M Cce N+ S K,
so ezistiert zu jeder Folge B beschrinkter Mengen By, € B(X,,) eine Folge D beschrinkter Mengen

D,, € B(X,), sodass ox die von B erzeugten beschrinkten Mengen in die von D erzeugten
beschrinkten Mengen liftet.



Kapitel 3

Induktive Spektren

In diesem Kapitel beschéftigen wir uns mit induktiven Spektren Z = (Z,, ;) lokalkonvexer
Réaume, also Folgen lokalkonvexer Rdume Z,, zusammen mit stetigen linearen (nicht zwangsldufig
injektiven) Abbildungen ¢}, : Z, — Z,y1. Wir untersuchen fiir diese, wann die Abbildung
0z : D Zn— B Zn, (z0)— (20— 2z 1) mit Jz9:=0
neN neN

beziiglich gewisser Topologien offen auf ihr Bild ist, was sich als interessant fiir verschiedene
strukturtheoretische Betrachtungen erwiesen hat. Wir werden jedoch nicht ausfiihrlich auf die
Auswirkungen fiir diesen Bereich eingehen, sondern wollen hauptséchlich den engen Zusammen-
hang zwischen der Offenheit von 6z und der Beschaffenheit des Bildes von oz fiir das duale
projektive Spektrum Z’ := (Z},, (.7, ,)’) herausarbeiten. Hierzu werden wir bespielsweise zeigen,
dass sich die Resultate aus Kapitel 2 mittels derartiger Dualitdtsbetrachtungen leicht in Aus-
sagen iibertragen lassen, wie sich 8z auf Mengen verhélt, welche beziiglich einer vorgegebenen
schwachen Topologie bzw. einer bestimmten Teiltopologie der lokalkonvexen direkten Summe
offen sind. Ebenso werden wir verdeutlichen, wie eng einige bereits bekannte Offenheitskriterien
fiir 0z mit ebenfalls bekannten Surjektivitdtsbedingungen angewandt auf oz verbunden sind.

Als lokalkonvexe direkte Summe der Z,, verstehen wir hierbei die direkte Summe EBneN Z,y, aus-
gestattet mit der feinsten lokalkonvexen Topologie Ty, fiir welche alle kanonischen Einbettungen
Uk : Zp — @,en Zn stetig bleiben. Diese besitzt eine Nullumgebungsbasis der Form

{T(Unenvn(Un)) : Uy € Up(Zy) fiir alle n € N }.

Daher ist leicht nachzuvollziehen, dass man den Dualraum von €, .y Z, auf kanonische Weise
als (B,en Zn)/ = [1,.en Z;, auffassen kann. Mittels dieser Identifikation folgt dann unmittelbar

(92)/ = O0z.
Als den induktiven Limes des Spektrums Z = (Zy, ;1) bezeichnen wir den Quotienten

IndZ = @,,cn Zn / Ho

neN

mit Hy := span ({ v5,(2) —vn41(¢12) : n € Nund z € Z, }). Er sei stets mit der entsprechenden
Quotiententopologie ausgestattet, obwohl diese nicht zwangsldufig separiert sein wird. Dennoch
ist leicht einzusehen, dass man damit den Dualraum von IndZ auf natiirliche Weise als den
Annulator von Hy in (@,,c Zn)/ = II,.en Z;, auffassen kann, also als

(Ind 2)" = { (zn) € [[en Z © @n(2) — Tnt1(tny12) =0 VneN,z€ Z, } = ProjZ2’.



KAPITEL 3. INDUKTIVE SPEKTREN 33

Wir werden in diesem Kapitel also die Offenheit von 6z auf verschiedene Topologien beziehen.
Um hierbei die Beschreibungen der jeweiligen Gegebenheiten moglichst kurz gestalten zu kénnen,
fithren wir die folgende Schreibweise ein.

Definition 3.0.1 Seien (X,tx) und (Y,ty) lokalkonvere Rdume, welche nicht separiert sein
miissen. Wir bezeichnen eine lineare Abbildung f : X — Y als tx -ty -offen, falls fiir jede beztiglich
tx offene Teilmenge M von X auch die Bildmenge f(M) offen beziiglich ty i) ist.

Hierbei ist leicht nachzuvollziehen, dass eine solche lineare Abbildung f : X — Y offenbar genau
dann tx-ty-offen ist, wenn es zu jeder tx-Nullumgebung U eine ty-Nullumgebung V gibt mit

VNnlm(f) C f(U).

3.1 Schwache Offenheit von 6z

Untersuchen wir nun zuerst, wie sich #z auf den durch einen gegebenen Unterraum des Dual-
raums von €, .y Z, erzeugten schwach-offenen Mengen verhélt. An dieser Stelle sei bemerkt,
dass wir dabei nicht unterscheiden werden, ob dieser Unterraum Punkte trennt, die entstehende
schwache Topologie also separiert ist, oder nicht. Unser erster Satz verdeutlicht einige interes-
sante topologische Zusammenhinge.

Satz 3.1.1 Sei 0 : (Z,T) — (Z,T) eine injektive stetige lineare Abbildung zwischen lokalkon-
vexen Riumen und sei Y ein Unterraum von Z'. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) 0 st s(Z,Y)-T-offen.
(b) 0 ist s(Z,Y)-s(Z,Z')-offen.
(¢) Y ist ganz im Bild der dualen Abbildung 0 :Z' — Z' enthalten.

Beweis: Wir stellen zuerst fest, dass (a) dquivalent zur Stetigkeit der inversen Abbildung
0" Im(0) — (Z,s(Z,Y))
ist, wobei Im(#) mit T|Im(9) ausgestattet sei, und damit dazu, dass fiir jedes y € Y gilt
(1) yo#~l e [Im(9)]".
Mittels des Satzes von Hahn-Banach ist dies wiederum gleichbedeutend zur Stetigkeit von
0~ (Im(6), s(Z, Z/)hm(g)) —(2,5(2,Y))

und somit zu (b). Ebenfalls mit Hilfe des Satzes von Hahn-Banach ist auflerdem leicht einzusehen,
dass (1) genau dann erfiillt wird, wenn ein x € Z’ existiert mit ’x = y, womit schlielich auch
schon die Aquivalenz zu (c) gezeigt ist. [ |

Da fiir jedes induktive Spektrum Z = (Z,, ;) lokalkonvexer Rdume wie bereits beschrieben
(0z) = oz erfiillt wird, stellt Satz3.1.1 eine direkte Verbindung der Offenheit von 6z zu
unseren Untersuchungen aus Kapitel 2 angewandt auf Z’' = (Z},, (:",,)’) her. Aus diesem Grund
wollen wir zeigen, dass man auch die entwickelten Kriterien wie aus Theorem 2.1.6, welche mit
Inklusionen zwischen Vektorrdumen und beschrinkten Mengen arbeiten, auf &hnliche Weise in
Bedingungen an Z iibersetzen kann. Wir bendtigen dazu jedoch noch das folgende Lemma,
welches sich leicht durch Ausschreiben der einzelnen Definitionen beweisen lésst.
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Lemma 3.1.2 Sei f: X — Y eine stetige lineare Abbildung zwischen lokalkonvexen Rdumen,
welche nicht separiert sein miissen. Fiir belicbige Teilmengen M C X und D CY' gilt dann

()] = (f)~H(M°),
(D))" = fH(D).

Nehmen wir jetzt an, ein duales projektives Spektrum 2’ = (Z;,, (.2, ,)’) erfiille bespielsweise

das Kriterium aus Theorem 2.1.6 und hierbei lielen sich alle auftretenden beschriankten Mengen
A, C Z!, als Polaren von Nullumgebungen schreiben, so deutet unser néichstes Resultat bereits
an, wie sich dies auf das urspriingliche Spektrum Z = (Zy, ;) iibertragen lésst.

1 2
Satz 3.1.3 Seien Z; -, Zo 3, Zs stetige lineare Abbildungen zwischen lokalkonvexen Rdu-
men, wobei Z3 nicht separiert sein muss. Fir eine Nullumgebung V € Uy(Z1) und einen Unter-
raum Y C Zh sind dann folgende Aussagen dquivalent:

(a)  Die von s(Z2,Y) auf V induzierte Spurtopologie stimmt mit der von s(Zs, Z%) iiberein.
(b) ()'(Y) € V° + (3)(Z3).

Beweis: Nehmen wir zuerst (a) als erfiillt an, was bedeutet, dass zu jedem endlichen M C Y
ein endliches K = {z1,...,xp} C Z§ existiert mit (¢3)1(K°) NV C (13)~H((2M)°) also mit

@)K NV c 20d) H(K%) N2V C (1) (M°).

Nach Lemma 3.1.2 gilt hierbei (¢:3)~1(M°) = [(¢3)'(M)]° und (:3) "1 (K°)NV = [(.3)"(K)uVe]®.
Daher folgt mit Hilfe des Bipolarensatzes durch Polarisation der obigen Inklusion schon

(12)' (M) < [(12)' (M)]™ € [(23) (K)UV°]™ € (1) (PK) + V°,

da (13)'(TE) = {320 M (13) (z5) = (A1, Ap) € KP mit 378 [\;| < 1} als Bild einer kompak-
ten Teilmenge des K? und V° als Polare einer Nullumgebung s(Z7, Z1)-kompakt sind und daher
(13)(TK) + V° insbesondere s(Z}, Z1)-abgeschlossen ist. Also gilt auch (b).

Ist andererseits (b) vorgegeben, so gibt es zu jedem endlichen M C Y ein endliches K C Z} mit

(3Y(M) © JV° + S(AY(K).

Durch Polarisation dieser Inklusion erhilt man mit Hilfe von Lemma 3.1.2 nun leicht
(13) " (K°) NV C (1) 1 (M°).

Also ist ebenfalls (a) erfiillt. [ |

Die folgende abkiirzende Definition wird sich fiir die Ubersichtlichkeit unserer anschliefenden
Ausfithrungen als duflerst niitzlich erweisen.

Definition 3.1.4 Fiir Teilmengen A und B in einem linearen Raum sei

AWB :=T(AUB).
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Hierbei ist die suggerierte Ndhe zu der Summe zweier Mengen beabsichtigt, da wir spéter an
einigen Stellen ausnutzen werden, dass fiir endlich viele absolutkonvexe Teilmengen Ay, ..., A,
eines linearen Raums offenbar [, 4; C > .o, 4; Cp- W, 4; gilt.

Betrachten wir nun den Fall, dass Z = (Z,,(;, ) ein induktives Spektrum metrisierbarer Réume
ist, jedes Z,, also eine abzéhlbare Basis {Un,, : N € N} absolutkonvexer Nullumgebungen hat.
Wie leicht einzusehen ist, bildet damit jede Familie {Ug,, : N € N} ein Fundamentalsystem
beschréankter Mengen bestehend aus Banachkugeln in dem entsprechenden 7/, wodurch man
Z2'=(Z],(usr,)") wie in Kapitel 2 (nach Lem. 2.1.2) beschrieben als projektives Spektrum von
(LB)-Riaumen auffassen kann. Ist weiter noch eine Folge von Unterrdumen Y,, C Z/ gegeben, so
fithrt uns Theorem 2.1.6 angewandt auf Z’ unter Verwendung der Sétze 3.1.1 und 3.1.3 schon
unmittelbar zu einer Charakterisierung der s( D.en Zns [ nen Yn)-T o-Offenheit von 6z.

Satz 3.1.5 Sei Z = (Zp, 1)) ein induktives Spektrum metrisierbarer Riume und sei eine Folge
von Unterriumen Y, C Z| gegeben. Dann ist 6z genau dann s( D Zns [ nen Yn) T -offen,
wenn es eine Folge von Nullumgebungen V,, € Uy(Zy) gibt, fiir welche zu jedem n € N ein m > n
existiert, sodass fir alle m > m die von s(Zy,, Yi) auf Lﬂjgn th(V}) induzierte Spurtopologie mit
der von s(Ind Z, (Ind Z)') dbereinstimmd.

Hierzu sei noch angemerkt, dass Satz 3.1.5 mit Y,, := Z/, fiir alle n € N offenbar das klassische
Resultat von V.S. Retakh [19] iiber schwache Azyklizitdt reproduziert, und dass man dieses auf
oben beschriebene Weise mittels der Sétze 3.1.1 und 3.1.3 auch schon aus dem Surjektivitéits-
kriterium von V.S.Retakh [19] und V. P.Palamodov [14] fiir 0z erhélt.

Wir wollen weiter ausnutzen, dass sich auch Kriterien wie aus Theorem 2.1.7, die ausschliellich
mit Inklusionen zwischen beschrinkten Mengen arbeiten, unter dhnlichen Zusatzvoraussetzun-
gen wie oben von Z’ auf Z iibertragen lassen:

Satz 3.1.6 Fiir abgeschlossene absolutkonvexre Nullumgebungen U, V und W in einem lokal-
konvezen Raum Z sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) wWnv cU.

(b) U c Ve w We.

Beweis: Die Aquivalenz der Aussagen folgt mit Hilfe des Bipolarensatzes und der Tatsache
(VCwwe)” = wnv

unmittelbar durch entsprechende Polarisationen. Denn hierbei sind V° und W° und daher auch
VowWe ={ Az +uy:xzeV°yeW°und \,p € Kmit A + p = 1} bereits s(Z’, Z)-kompakt
und somit insbesondere s(Z’, Z)-abgeschlossen. [ |

Dariiber hinaus benétigen wir noch die folgende Vertauschbarkeit von Polarisation und Anwen-
dung einer Funktion.

Lemma 3.1.7 Sei f: X — Y eine stetige lineare Abbildung zwischen lokalkonvexen Rdumen,
welche nicht separiert sein miissen. Fiir eine beliebige Teilmenge M C Y und eine absolutkonvere
Nullumgebung U in'Y gilt dann

(e}

Fr(e) < [fHn]°
ey = 1ol
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Beweis: Die Inklusion f/(M°) C [f~1(M)]° ist hierbei recht offensichtlich, da fiir w € M° und
x € fH(M) stets gilt |f'w(z)| = |w(fr)] < 1.

Bleibt also [f~1(U)]° C f'(U°) zu zeigen. Nehmen wir uns dazu ein beliebiges v € [f~1(U)]°,
so wird wegen Ker(f) C f~1(U) und somit Ker(f) C Ker(v) durch

w : Im(f) = K, fo— vz

eine Linearform definiert, fiir welche supycynm(s) [w(y)| < 1 gilt. Nach dem Satz von Hahn-
Banach gibt es daher ein @ € U® C Y’ mit Wiy = w also f'(0) = wo f =wv. [ |

Ausgehend von Theorem 2.1.7 gelangen wir daher recht einfach zu einer notwendigen Bedingung,
welche ausschliefllich mit Inklusionen zwischen Nullumgebungen arbeitet.

Satz 3.1.8 Sei Z = (Zp,up,q) ein induktives Spektrum metrisierbarer Riume und sei eine
Folge von Nullumgebungen Uy, € Uy(Zy) gegeben. Ist 0z nun s(@D,cn Zn: [ Lnen(Us]) Ta-offen,
so existiert eine Folge von Nullumgebungen V,, € Uy(Zy,), sodass es zu jedem n € N und jedem
k > n stets ein S > 1 gibt mit

k
77 A0n) 0 am) ¢ S U
j=n+1 1<n

Beweis: Mit Hilfe von Satz 3.1.1 und Theorem 2.1.7 ist leicht einzusehen, dass eine Folge von
Nullumgebungen V,, € Uy(Z,,) existiert, sodass es zu allen n € N und k > n ein S > 1 gibt mit

U < S (NI 00 + YO LT 00)).
Jj<n n<j<k
Unter Verwendung von Lemma 3.1.2 und Lemma 3.1.7 folgt daraus bereits

v cos-([Wdon] e [ avn)| ),

j<n n<j<k

womit die Folge (V;,)nen geméf Satz 3.1.6 auch schon die gesuchte Bedingung erfiillt. |

3.2 Starke Offenheit von 6z

Wir wollen nun fiir induktive Spektren Z = (Z,, () lokalkonvexer Rdume untersuchen, wie
sich 0z auf Mengen verhélt, welche beziiglich der durch eine gegebene Folge von Nullumgebungen
Un € Uy(Zy,) erzeugten Teiltopologie der lokalkonvexen direkten Summe P,y Z, offen sind.
Genauer sei dabei eine so entstehende Teiltopologie definiert als:

Definition 3.2.1 Sei Z = (Z,, (), ,) ein induktives Spektrum lokalkonvezer Rdume und sei U
eine Folge von Nullumgebungen U, € Uy(Z,). Dann verstehen wir unter der von U erzeugten
Topologie Ty die lokalkonvewe Topologie auf @, cyy Zn definiert durch die Nullumgebunsbasis

[ vnleali) : ) € 0.0,

neN

obwohl diese nicht zwangsldufig separiert sein wird.
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Man erkennt leicht, dass eine Folge von Nullumgjbungen U, € Up(Zy,) auf diese Weise dieselbe
Topologie erzeugt wie die Folge der Abschliisse U,,. Des Weiteren ist jede entstehende Nullum-

gebung W, e vn(enUn) = {(2n) € B, en Zn : ZneNg%HZnHUn < 1} mit (g,) € (0,1)N in der
lokalkonvexen direkten Summe als Urbild des Intervalls [0,1] unter einer stetigen Halbnorm
schon ebenfalls abgeschlossen.

Unser néchster Satz stellt eine direkte Verbindung zwischen der 1;,-Tg-Offenheit von 6z und
dem Liften der von der Folge der Uy € B(Z],) erzeugten beschriinkter Mengen durch oz (siehe
Definition 2.2.1) her, da wir offenbar [, cx Vn(ann)]o = IL,en =US haben.

neN g,

Satz 3.2.2 Sei 0 : Z — Z eine injektive stetige lineare Abbildung zwischen lokalkonveren Rdiu-
men. Fir abgeschlossene Nullumgebungen U € Uy(Z) und V € Uy(Z) sind dann dquivalent:

(a) V N Im(f) C 6(U).

(b) U° c 0ve).

Beweis: Da 6 als injektiv vorausgesetzt wurde, ist (a) unmittelbar dquivalent zu
o~ V) c U

und nach Lemma 3.1.7 daher auch zu (b) durch entsprechende Polarisationen. |

Indem wir diesen Zusammenhang ausnutzen, erhalten wir die folgenden Charakterisierungen fiir
die T74-Tg-Offenheit von 0z.

Satz 3.2.3 Sei Z = (Zy, 1) ,) ein induktives Spektrum lokalkonvezer Riume und sei U eine
Folge von Nullumgebungen Uy, € Uy(Zy,). Dann ist 0z genau dann Ty-Tg-offen, wenn es zu jeder
Folge (¢,,) € (0,1)N eine Folge von Nullumgebungen V,, € Uy(Zy,) gibt, sodass fiir alle n € N gilt

7 WAm)) 0 Wam) ¢ el
Jj>n Jj<n

Ist V eine weitere Folge von Nullumgebungen V,, € Uy(Z,), so ist 0z genau dann Ty -Ty-offen,
wenn es zu (e5) € (0, )N stets (6,) € (0,1)N gibt, sodass wir fiir alle n € N haben

(W I0v)) 0 a6 C el
i>n Jjsn
Beweis: Wir beginnen damit zu zeigen, dass fiir n € N und eine Folge von Nullumgebungen
W; € Up(Z;) mit j > n die Menge 4., (W) eine Nul'lumgebung im induktiven Limes IndZ
ist. Nehmen wir uns dazu fiir j < n ein beliebiges z € (1, ;)™ (Wp41) = W, so folgt

j 1(,J " k k+1¢k j
V(z) =" 42) = Zk:j (V (t2) — VT (LkHL‘;z)) € H,.

Wegen F = qov¥ fiir k € N erhalten wir daher i/ (z) = /*+t1(,/ 117) € "1 (Wp41). Somit bildet

n

W) = i) = Q< HJVj(Wj)>

ji>n jEN jEN

eine typische Nullumgebung im Quotienten IndZ = P,y Z; / Ho.



KAPITEL 3. INDUKTIVE SPEKTREN 38

Damit sind wir nun in der Lage nachzuweisen, dass 6z schon Ty;-Tg-offen ist, falls die entspre-
chende Bedingung erfiillt ist. Wir kénnen dazu ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen,
dass alle vorgegebenen U,, € Uy(Z,) abgeschlossen sind und dass es zu (g,) € (0, 1) stets eine
Folge abgeschlossener Nullumgebungen V,, € Uy(Z,,) gibt, sodass fiir alle n € N gilt

= ev)) 0 as 2 (W Av)) n2lg b)) © el

j>n j<n j>n j<n

Unter Verwendung von Lemma 3.1.2 sowie von Lemma 3.1.7 zusammen mit unserer einleitenden
Feststellung vom Anfang dieses Beweises erhélt man mittels Satz 3.1.6 daher

Sz O EYT 0 + @O LE ) 0).

i<n i>n

Wie in Kapitel 2 im Anschluss an Satz 2.2.3 vorbereitet kénnen wir hieraus bereits schlieffen

[ gt Ug © ox( T V),

neN neN
womit die T7,-Tg-Offenheit von 0z schon geméf Satz 3.2.2 und seiner Vorbemerkung folgt.

Die Beweise der umgekehrten Implikation sowie der noch ausstehenden Aquivalenz wollen wir
nunmehr nicht ausfiihren, da sie mittels der soeben verwendeten Resultate recht einfach bzw.
analog zu fiihren sind. |

Da sich diese Charakterisierungen bei der Betrachtung konkreter Spektren oft noch als recht
unhandlich erweisen, ist man weiter an Kriterien interessiert, welche leichter zu verifizieren sind.
Wir kommen daher zu der folgenden in gewisser Weise pridualen Version von Satz 2.2.4.

Satz 3.2.4 Sei Z = (Zy, 1)) ein induktives Spektrum lokalkonvezer Rdume und sei U eine
Folge von Nullumgebungen U, € Uy(Zy). Gibt es eine Folge von Nullumgebungen W, € Uy(Zy,)
mit - -

VneN dm>n Vm>m, C>1,k>m 3Fki,...kp>k,06>0

- ﬂ Lk Uk NnC- 1+ L%(Wj) C (L”)*l(Um)7

m
J<p Jj<n

so ist 0z schon Ty -Tg-offen. Erfillt die Folge (Wy,)nen sogar

VneN Jm>n Vm>m, k>m Jki,...k,>k YO>1 356>0
5 (¢k;) ) N C-HdWy) C () (Un),
Ji<p Jj<n

so ezistiert eine Folge V von Nullumgebungen V,, € Uy(Z,,), sodass 0z bereits Ty -Ty-offen ist.

Beweis: Wir bemerken zuerst, dass wir offenbar ohne Beschrinkung der Allgemeinheit alle
gegebenen Nullumgebungen als abgeschlossen voraussetzen konnen. Nehmen wir weiter an, dass
eine der beiden im Satz beschriebenen Bedingungen erfiillt sei, also mit der entsprechenden
Vorgabe von Quantoren und Variablen gelte

S C T 4
6 (k) (Uny) Q-LﬂLn 3 C 6 [(er) T U) 0 C- [ dW5) C () (Un)-

J<p Jj<n J<p Jj<n
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Da analog zur Argumentation aus dem Beweis zu Satz 3.1.6 die Menge Lﬂjgp(sz)’(U,‘jj) bereits

s(Z!, Zy)- abgeschlossen ist und man wegen des Bipolarensatzes mit Lemma 3.1.7 daher hat
[ﬂjgp(bk )" (U, )} L‘ﬂj<p(bk ) (U,:j) C ngp(sz)’(U,Sj), folgt mit Satz 3.1.6 und Lemma 3.1.2

() (O ﬂ W)+ ) (WUR).

J<p

Bezeichnen wir nun B; := U; und A; := Wj‘-’ fiir alle j € N und geben wir uns eine beliebige
Folge (Cy,) € (1,00)N vor. Der Beweis zu Satz 2.2.4 hat dann bereits gezeigt, dass man damit
eine Folge beschrinkter Mengen D,, € B(Z]) durch endliche Summen

Dy i= () (Biy + Agy) C 2o+ |4 () (Big 0 Ay )

J<pn J<pn

mittels geeigneter natiirlicher Zahlen k', ..., k; > n konstruieren kann, sodass (S,) € (1, oo )N
existiert mit [[, .y Cn By C 02 ( [Len SnDn). Hierbei lielen sich alle k7, ..., k; unabhéngig von
der zugrunde liegenden Folge (C),)nen wihlen, falls schon die stirkere Reihenfolge der Quantoren
in der Ausgangsbedingung vorlag. Aufgrund von Satz 3.2.2 bekommen wir daher unmittelbar
Woen n(4- ~V,) NIm(0z) C 0z (¥,en Vn(C}nU )), wenn wir die Folge der V;, € Uy(Z,,) durch

1

= _— 4 -1 n n
Va i= o Aﬂ (thn) ™ (Ukp N Vi)
J<pn
definieren. In beiden Féllen folgt somit schlieflich die entsprechende Offenheit von 6z. |

Indem man den gerade vorgestellten Beweis an die Gegebenheiten von Theorem 2.2.6 anpasst,
erhdlt man dariiber hinaus die anschliefenden hinreichenden Bedingungen, welche ohne die
Verwendung absolutkonvexer Vereinigungen |4 auskommen.

Satz 3.2.5 Sei Z = (Zy, 1) ,) ein induktives Spektrum lokalkonvezer Rdume und sei U eine
Folge von Nullumgebungen Uy, € Uy(Zy,). Ist nun folgende Bedingung erfillt

VvneN dn>n,m>n Vm>m,C>1 dk>m,d§>0
§- ()" (Uk) N C Uy C (1) (Unm),

m
so ist 0z schon Ty -Tg-offen. Gilt sogar

VoneN dn>n,m>n VYm>m Jk>m VC>1 I§>0
§- ()M Uk) N C-Un C (1) (Un),

dann existiert eine Folge V von Nullumgebungen V,, € Uy(Z,,), sodass 0z bereits Ty -Ty-offen ist.

Analog zur Vorgehensweise in Kapitel 2 kann man ebenfalls angeben, wie hierbei die Folge V vom
Aufbau der zugrunde liegenden Bedingung abhingt. Nehmen wir dazu an, unter den Vorausset-
zungen von Satz 3.2.5 sei die stérkere Bedingung erfiillt, so kann man mit einer vollstdndigen
Induktion sehr &hnlich zu der im Beweis von Theorem 2.2.6 nachweisen:

Vm>m,k>m Jk>k YVC>1 35§>0
(Up) N C-Uy C (t)5) " (Un)-

m

VieN dn Zﬁ M >n
5 ()™
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Damit lasst sich wieder rekursiv eine streng monoton steigende Folge (1, ),en natiirlicher Zahlen
konstruieren mit

(3.1) VneN, My <m<Mpro IMpro <k <mMpes VOC>1 F5>0
§- ()N UR) N C-Un, C (o) (Un).

Satz 2.2.7 und Bemerkung 2.2.8 zusammengefasst ergeben mittels der bereits bewdhrten Dua-
litdtsbetrachtungen aus den Sétzen 3.2.2 und 3.1.6 sowie aus Lemma 3.1.7 nun schon unmittelbar
die folgende Beschreibung einer entsprechenden Folge V.

Satz 3.2.6 Sei Z = (Zy, ;) ein induktives Spektrum lokalkonvexer Rdume und sei U eine
Folge von Nullumgebungen U,, € Uy(Zy,). Ist nun (my)nen eine streng monoton steigende Folge
natiirlicher Zahlen, welche die obige Bedingung (3.1) erfillt, und definieren wir

mn+2*1
Vi o= () (O falls ey <k <
i=k

fiir jedes n € N und mit mg := 0, so gibt es zu () € (0, 1)N stets (6;) € (0,1)N mit

L‘I_‘J (0 Vi) N Im(0z) C 92( L"j Vk(gkUk))
keN keN

und hierbei hdngt jedes Oy fir mp—1 < k < my, und n € N ausschliefilich von den vorgegebenen
E1y ey Eini1—1 @b, kann also unabhingig von den ibrigen €, ,Emy, 141, .- gewdhlt werden.

Wir hoffen, im Verlauf dieses Kapitels ist bereits deutlich geworden, dass sich auch noch andere
schon bekannte Bedingungen fiir die Offenheit von 6z mit Hilfe der vorgestellten Methoden auf
ebenfalls bekannte Surjektivitatskriterien fiir oz zuriickfithren lassen. Nehmen wir beispielsweise
an, ein induktives Spektrum Z = (Z,, (., ;) lokalkonvexer Rédume erfiille das von J. Wengenroth
in [28] untersuchte Kriterium

VneN IV eUy(Z,), m>n YU EU(Zn), k>m IW €Uy(Zy)
W) NV C (4)(U)

(wie hier in der urspriinglichen Form oder mit der leicht abgewandelten Reihenfolge der Quan-
toren von M. Langenbruch). Gemé$ Satz 3.1.6 und Lemma 3.1.7 kénnen wir dies auf das duale
projektive Spektrum Z’ := (Z},, (¢, ,)’) iibertragen und erhalten eine Bedingung sehr &hnlich zu
der aus den abschliefenden Ausfithrungen des vorigen Kapitels, welche sich jedoch ausschliellich
auf Polaren von Nullumgebungen bezieht. Analysiert man nun die entsprechenden Beobachtun-
gen von R. W. Braun und D. Vogt aus [2] bzw. von L. Frerick und J. Wengenroth aus [6] oder den
hierzu in Kapitel 2 unternommenen Exkurs, so stellt man (dhnlich wie im Beweis zu Satz 3.2.4)
fest, dass damit die Polare jeder typischen Nullumgebung ), .y vn(Un) aus @, oy £y durch oz
in die Polare einer ebensolchen Nullumgebung |4, vn (V) geliftet wird. Auf das urspriingliche
induktive Spektrum zuriick iibersetzt liefert dies ebenfalls (wie schon Proposition 2.5 in [28]) die
Tp-Te-Offenheit von 6z.

Weiter ist leicht nachzuvollziehen, dass man den Teil des Beweises, welcher sich hierbei auf der
dualen Seite also dem projektiven Spektrum abspielt, mittels derselben Methoden auch Schritt
fiir Schritt auf die induktive Seite zu einem direkten Beweis tiberfithren kann. Die Ubersetzung
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der Ausfithrungen von Braun/Vogt bzw. Frerick/Wengenroth wird auf diese Weise jedoch struk-
turell den Originalbeweis von J. Wengenroth aus [28] reproduzieren.

Indem wir die soeben unternommenen Dualitétsbetrachtungen den Gegebenheiten von Satz 2.2.9
anpassen, erhalten wir dariiber hinaus das folgende Resultat.

Satz 3.2.7 Sei Z = (Zn,1;,) ein induktives Spektrum lokalkonvexer Riume. Gilt nun

VneN Im>n Vk>m 3VeU(Zy) VUEUN(Zn) IWEU(Z) VYC>1 35>0
§-()TT W) N C-V C (i) (),

m

so ezistiert zu jeder Folge U von Nullumgebungen U,, € Uy(Z,,) eine Folge V von Nullumgebungen
Vi, € Uo(Zy,), sodass 0z schon Ty -Ty-offen ist.

Abschlielend wollen wir noch erwdhnen, dass sich in unseren Ausfiihrungen die Rollen der
Kapitel 2 und 3 nicht ohne Weiteres vertauschen lassen. Genauer gesagt besteht vordergriindig
betrachtet die Moglichkeit, wir hétten unsere Beobachtungen zuerst fiir induktive Spektren
direkt nachgewiesen und die Untersuchung projektiver Spektren dann auf eine entsprechende
Dualitét zuriickgefiihrt. Diese Vorgehensweise hétte jedoch nicht zu so allgemeinen Ergebnissen
gefithrt, wie wir sie hier erzielt haben. Bei genauerer Betrachtung der Sétze 3.1.6 und 3.2.2
beispielsweise ist nédmlich schnell einzusehen, dass man ohne zusétzliche Voraussetzungen keine
entsprechenden analogen Aussagen bekommen wird. Somit gibt es nicht nur einen dsthetischen
sondern auch einen historischen Hintergrund dafiir, dass zu allen zitierten Resultaten sowohl fiir
projektive als auch fiir induktive Spektren direkte Beweise existieren, da die meisten von uns
betrachteten Techniken zuerst fiir den induktiven Fall entwickelt wurden.



Kapitel 4

Auswertbare Bedingungen

In diesem Kapitel stellen wir auswertbare Bedingungen an gradierte Fréchetrdume F und F vor,
welche beschreiben, wann eine ganze Klasse von kurzen exakten Sequenzen zerfillt, wie es in den
Theoremen 1.3.2 und 1.3.3 untersucht wurde. Wir erhalten zuerst eine notwendige Bedingung,
welche sowohl Halbnormen von E als auch Dualnormen von F' verwendet. Um ebenfalls hinrei-
chende Ergebnisse dieses Typs zu erzielen, setzen wir bestimmte zusétzliche Eigenschaften fiir
FE und F voraus, welche als unsere drei Standardvoraussetzungen zusammengefasst werden. Im
zweiten Abschnitt nehmen wir an, dass E oder F' ein Potenzreihenraum sei. Unter diesen Vor-
gaben bekommen wir Bedingungen, welche sich ausschlielich auf den jeweiligen anderen Raum
beziehen. Abschliefend wird der Fall ausgewertet, dass E und F' Potenzreihenrdume sind.

4.1 Drei Standardvoraussetzungen

Wir wollen also untersuchen, ob fiir gradierte Fréchetriume F und F' eine oder mehrere der
Aussagen aus Theorem 1.3.2 bzw. 1.3.3 {iber die Existenz von Inversen, Extensions und Liftings
zutreffen. Wir werden jedoch alle Resultate auf die Beschaffenheit des Bildes von ¢ bzw. von &
zuriickfithren und der Kiirze halber auch hieriiber formulieren. Die Abbildungen o und & seien
dazu im Weiteren stets wie in Kapitel 1 definiert.

Wie die erzielten notwendigen Bedingungen mittels dieser Formulierung zu verstehen sind,
scheint recht offensichtlich. Denn in beiden Theoremen wird die Aussage iiber ¢ von allen anderen
impliziert. Bei der Betrachtung hinreichender Bedingungen werden wir immer davon ausgehen,
dass einer der folgenden Fille (i), (#i) und (iii) erfiillt sei. Da wir diese simultan behandeln
wollen, bezeichnen wir sie als unsere Standardvoraussetzungen:

(i) Seien E und F gradierte Fréchet-Hilbertraume.
(ii) Sei E = A'(A) ein Kotheraum und sei F ein beliebiger gradierter Fréchetraum.
(7i1) Sei F' = \*>°(B) ein Kotheraum und sei E ein beliebiger gradierter Fréchetraum.

Hierbei bezeichnen wir eine Matrix A = (a;);nen reeller Zahlen als eine Kéthematrix, falls
0 < ajn < ajps fiir alle j,n € N, falls es zu jedem j € N ein n € N gibt, sodass a;, > 0 ist,
und falls zu n € N stets ein m > n existiert mit infjey ajn/ajm = 0, wobei man 0/0 := 0 setze.
Damit sei fiir jedes feste p € [1, 00| der zugehorige Kotheraum definiert als

N(A) = {z=(z;) € KN o |z} = H (@jn - 2j)jeN Hlp <oo VneN}.

Dieser wird auf kanonische Weise zu einem gradierten Fréchetraum.
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Wir werden nun darlegen, dass in Theorem 1.3.2 bzw. in Theorem 1.3.3 die Aussage iiber &
unter jeder der Standardvoraussetzungen bereits alle anderen Aussagen impliziert, wenn man
im Fall (7) auch alle weiteren Raume als gradierte Fréchet-Hilbertraume annimmt. Um dies
so einheitlich ausdriicken zu kénnen, bezeichnen wir in den Fillen (i) und (ii) das projektive
Spektrum (Fp, &), 1) == (Fn, f;)11), womit ebenfalls 6 = o folgt. Im Fall (iii) sei (Fy,§, ) wie
im Anschluss unter (4.2) definiert.

Die Behauptung ist fiir (i) direkt einzusehen. Nehmen wir andererseits (ii) an also E = A'(A),

so erhilt man zu jedem n € N mittels N;* := {j € N: ajn > 0} den lokalen Banachraum

A
(1) En = u(Nihan) = {z=(2;) €K™+ |zl (v a,) = Djena @in l25] < 00}

mit der verbindenden Abbildung ey : Ent1 — En, (25) ¢ NA (zj)jena- Es reicht somit zu

beweisen, dass E,, = I;(N:, a,,) projektiv ist. Seien dazu Banachriume Y und Z mit Einheits-
kugeln Uy bzw. Uz sowie ein surjektives ¢ € L(Y, Z) gegeben. Nach dem Satz von der offenen
Abbildung gibt es dann ein § € R mit Uz C S - ¢(Uy). Ist dartiber hinaus T' € L(E,, Z) mit
T(Ug,) C C-Ug fiir ein geeignetes C € R, so besitzt T eine Darstellung

T:Ey=h(Ngan) = Z, (2))jens = 3 jena %%,

wobei jedes z; € a;, C - UZ~ ist. Nach Obigem finden wir hNierzu Zj € ajn, SC - Uy mit qZ; = z;.
Damit ldsst sich jetzt ein T' € L(E,,Y) definieren durch T': (2;)ena — ZjeN;;‘ xjZ;, welches
bereits T'=qo T und T(Ug, ) C SC - Uy erfiillt.

Gelte abschlieflend (4ii), so kann man F' = A°°(B) schreiben als F' = Proj,,cy (Fn,&),1) mittels

B
(4.2) F, = loo(Nf,bn) = {:L' = () € KMo . ll1o (NB b, = SUPjens bjn || < oo}

und &y 2 Frr1 — Fa, ($j)j€fo+i_> (zj)jens. Es geniigt also zu zeigen, dass F, = loo(NE b))
injektiv ist. Geben wir uns dazu einen Banachraum Y mit der Einheitskugel Uy und einen
Unterraum X C Y mit der Einheitskugel Ux = Uy N X vor. Sei auBerdem 7" € L(X,F,) mit
T(Ux) C C-Ug, fiir ein passendes C' € R, dann ist 7" von der Gestalt

T:X — Fp=1oo(NF by) , o= (Tjz)jens,

mit jedem Tj € C' b;ib -(Ux)°. Nach dem Satz von Hahn-Banach gibt es hierzu T; € C b;é ~(Uy)°
mit Tj|x = T;. Wir konnen somit ein T € L(Y,F,) durch T : y (ij)jeNE definieren, fiir
welches schlieBlich T|x = T sowie T(Uy) C C - Uz, gilt.

Ergédnzend zu oben werden wir als unsere starken Standardvoraussetzungen bezeichnen,
dass einer der Fille (i), (#4) und (i) erfiillt sei und mittels der dadurch gegebenen Gradierung
auf F zusitzlich alle e} | : B, 1 — Ej injektiv seien.

Betrachten wir jetzt zuerst die Situation, in der dies eine echte Einschrankung bedeuten wiirde,
dass also einer der Fille (i), (4¢) und (4i7) gilt aber E dabei keine Gradierung zulésst, fiir welche
alle e}, : Epny1 — Ep injektiv wiren. Das erste Theorem dieses Kapitels wird unter diesen
Vorgaben bereits vollsténdig charakterisieren, wann eine ganze Klasse kurzer exakter Sequenzen
zerfallt. Wir benotigt dazu jedoch noch die folgende Definition und das anschlieBende Lemma.

Definition 4.1.1 Man nennt einen Fréchetraum F abzdihlbar normiert bzw. eine Quojektion,
falls er isomorph zu dem projektiven Limes eines abzihlbaren Spektrums aus Banachrdumen F,
und injektiven bzw. surjektiven Verbindungsabbildungen &1 @ Fni1 — Fy ist.
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Ist F' ein gradierter Fréchetraum, so lassen sich diese Eigenschaften wie folgt charakterisieren.
Lemma 4.1.2 Fiir einen gradierten Fréchetraum F gelten die folgenden Aussagen:

(a) F ist genau dann abzihlbar normiert, wenn ein N € N existiert, sodass es zu jedem M > N
ein K > M gibt mit Ker(f) = Ker(f¥).

(b) F ist genau dann eine Quojektion, wenn es zu jedem n € N ein m > n gibt, sodass fir
jedes k > m gilt Im(f) = Im(f}}).

Beweis: Gehen wir zuerst davon aus, die in (a) beschriebene Bedingung sei erfiillt, so lisst sich
leicht eine streng monoton steigende Folge (M,,),en natiirlicher Zahlen konstruieren, sodass fiir
jedes n > 2 gilt Ker(f M:+1) = Ker( f]]\\/[/[::) Weiter erhalten wir kanonische Abbildungen

in— M, _ n in n n
(1) Fu,, &= Fu, /Ker(fy"™") <= Fu, <™ Fap,,, /Ker(fy, ) & Fu,,,

Mmit ip_10¢n = fry" . Fiir F := Fay, /Ker(fy," ") und €2, = g, 0, folgt damit unmittelbar

F = Proj,>9 (Fn, &), 1) Dariiber hinaus ldsst sich wegen i, 1 0§, 0 gor1 = fjj\‘j:: und

Ker(f Aj‘//{ZH) = Ker( f]]\\/[/[::) bereits nachvollziehen, dass 7,1 0§}, ; und somit insbesondere auch
§ny1 injektiv sein miissen.

Sei nun andererseits F' abzdhlbar normiert vorgegeben mit F' = Proj (Fy,§],, ), sodass alle
&na1 @ Fny1 — Fp injektiv sind. Wir konnen hierbei ohne Einschrinkung davon ausgehen, dass
jedes kanonische " : F' — F,, dichtes Bild besitzt, da sich anderenfalls F,, durch den Abschluss
des Bildes von £" ersetzen lisst. Wegen der Aquivalenz der entsprechenden Gradierungen auf F,

gibt es dann ein N € N und zu jedem M > N weitere k € N und K > M, sodass Fortsetzungen

=1 N M —k
ALy PRy R L R
der Identitit von F entstehen, welche daher ?1 ofofM=2¢ und fMo ?k = fM erfiillen.
Weil mit f,i offenbar auch fﬁ o iM und iM injektiv sein miissen, bekommen wir damit schon

—k

Ker(F¥) = Ker(F*) = Ker(f).
Nehmen wir jetzt an, die in (b) beschriebene Bedingung sei erfiillt, so lidsst sich leicht eine streng
monoton steigende Folge (My,)nen natiirlicher Zahlen konstruieren, sodass fiir jedes n > 2 gilt
Im( ]]\‘/[4:‘1) = Im( ]\Aj::) Unter Verwendung der zu (1) gehorenden Konstruktion haben wir
wieder F' = Proj,>q (Fn,§, 1) Mittels der Surjektivitidt der Quotientenabbildungen g, und

der Injektivitat der i, lasst sich jedoch diesmal leicht nachvollziehen, dass alle &, surjektiv sein
miissen.

Sei abschlieend F' als Quojektion vorgegeben also als F' = Proj (Fy, &), ;) mit surjektiven
éni1 t Fny1 — Fp und daher mit surjektiven " : ' — F;,. Analog zu oben gibt es dann fiir
jedes n € N ein M € N und ein m > n sowie fiir jedes k > m ein K > M, sodass Fortsetzungen

n - M m k
FLlm B, R LR
. n M M m kM . . . M M m
von Idr entstehen mit f"o f™ = fll und f o fi" o f¥ = &5’ Da hierbei mit £ auch f o f}

und 7M surjektiv sind, bekommen wir somit Im(f;,) = Im(f™) = Im(f}'). [ |

Mit Hilfe der Konstruktion eines projektiven Spektrums mit injektiven Verbindungsabbildungen
vom Anfang des gerade gefiihrten Beweises ist auflerdem leicht einzusehen:
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Bemerkung 4.1.3 Zu jedem echten, abzdihlbar normierten Fréchet-Hilbertraum E gibt es eine
Gradierung bestehend aus Hilbert-Halbnormen, sodass alle e}, | : En1 — By injektiv sind.

An dieser Stelle sei darauf hingewiesen, dass man fiir beliebige gradierte Fréchetrdume E und F'

sowie ein vorgegebenes n € N offenbar bekommt L(E, Fy,) = ey L(Ek, F) und dass hierbei
jedes E(Ek, F),) auf kanonische Weise zu einem Banachraum wird mit der Einheitskugel

Byn = {T € L(E,F,) : T(UF) CUg, }.

Auflerdem ist L(E, F),) vollstindig und somit insbesondere lokal vollstéindig. Mit Hilfe des
Faktorisierungssatzes von Grothendieck lédsst sich daher leicht nachvollziehen, dass die Fami-
lie { By, : k € N} ein Fundamentalsystem beschriankter Mengen in L(E, F,) bildet.

Ist speziell F' = Proj,cy (Fn, 1) der projektive Limes von Banachréumen, so erhilt man fiir
L(E,F,) mittels der Banachkugeln By, := {T € L(E,F,) : T(UF) C Ug,} vollig analoge

Aussagen. Damit sind wir nun in der Lage zu zeigen:

Theorem 4.1.4 Gilt eine der Standardvoraussetzungen und ist E nicht abzihlbar normiert, so
sind die folgenden Aussagen bereits dquivalent:

(a) F ist eine Quojektion.

(b) Es gibt ein ¢ : N — N mit ¢ / 0o, sodass [] -'[./(E¢(n+1)a F,) ganz im Bild von o liegt.
neN

(¢) Zu jedem ¢ : N — N existiert ¢ : N — N mit [] f/(E¢(n+1),.7:n) cao( Il f/(Ew(n),}"n)).
neN neN
Beweis: Weisen wir zuerst die Implikation (b) = (a) nach. Nehmen wir dazu an, (b) sei erfiillt
und es sei ein entsprechendes ¢ : N — N gegeben. Mit Hilfe von Theorem 2.1.7 zusammen mit
unseren Ausfithrungen vor Theorem 4.1.4 ist dann leicht einzusehen, dass bereits gilt

(1) VneN INeN Vm>n,k>m 3K >max(¢(m+1),N), S>1
(2) o (Bgmi1ym) C S+ (Bnn + 0f(Brg))-

Wir zeigen nun weiter, dass aus (2) ohne Anderung der vorgegeben Zahlen fiir jedes 2 € E folgt
(3) 1215041y - Fn(UF,) € S+ (2l - Ur, + ll2ll% - f£(UR,) )-

Nehmen wir uns dazu ein festes € F, so gibt es nach dem Satz von Hahn-Banach ein v € E’ mit

vr = ||93Hf( und |vz| < ||:Z'H§( fir alle # € E. Ist aulerdem z € Up,,, dann erhélt man

m+1) m+1)
ein u € By(imq1),m durch u := v 2. Zerlegen wir jetzt u geméf (2) in of, (u) = v+ 0} (w), so gilt

insbesondere ||x||§(m+1) S fr(2) = o () = vr + o (w)z € S - ||z| K - Up, + S - ||z||% - f2(Up,).

Da das Bild von e : E — Ej dicht liegt und die skalare Multiplikation auf jedem lokalen
Banachraum von F' stetig ist, ldsst sich mittels (3) sogar fiir jedes z € Ef direkt nachvollziehen

m-+1 n n
(4) g™ Vg, - f2UR,) € S (leXelpy -Ur, + lele - f(UR)).

Unter Verwendung von Lemma 4.1.2 kénnen wir damit beweisen, dass F' eine Quojektion sein
muss, falls £ nicht abzéhlbar normiert ist, es also zu jedem N € N ein M > N gibt, sodass fiir
jedes K > M gilt Ker(e}!) # Ker(eX). Sei dazu ein beliebiges n € N vorgegeben, so wihlen wir
zuerst N € N aus (1), dazu M > N wie gerade und des Weiteren ein m > n mit ¢(m+ 1) > M.



KAPITEL 4. AUSWERTBARE BEDINGUNGEN 46

Zu jedem k > m gibt es dann K > max(¢(m + 1), N) und S > 1 gemif (1) sowie ein x € Ex

mit e¥x = 0 aber e}z # 0 also e%mﬂ)x # 0. Fiir dieses ergibt (4) daher

m-+1 n n
1™ Vall gy - 2 Ury) S+ ll2lliy - FE(UR)
und somit insbesondere Im(f}}) = Im(f}}).

Beweisen wir nun die Implikation (a) = (c¢). Sei dazu F eine Quojektion, so gibt es nach
Lemma 4.1.2 zu jedem n € N ein m > n, sodass fiir alle k£ > m gilt

(5) Im(fy;) = Im(f).
Hierbei ist (5) dquivalent zur Surjektivitét von gy, o f;* fiir die kanonischen Abbildungen

m

F, &~ F, /Ker(f) & F, <& R,
mit i, o ¢, = f;. Nach dem Satz von der offenen Abbildung existiert also ein S > 1 mit

(6) qm(UE,) C S qmo f{"(Ur,)-

Wie mit Hilfe von Satz 2.2.9 recht leicht einzusehen ist, geniigt es jetzt im Folgenden zu zeigen,
dass man mittels (6) unter jeder der Standardvoraussetzungen fiir alle M € N bekommt

0" (Brrm) C S - 0¥ (Barg)-

Nehmen wir dafiir zuerst Fall (¢) an, dann ist insbesondere Fj, ein Hilbertraum. Gemé$ (6) gibt
es daher zu gy, o f;" eine Rechtsinverse R}* € L(F,,/Ker(f}"), F}) mit R} 0 ¢,(Uf,,) C S - Up,.
Sei nun ein u € By, = BM,m vorgegeben, so bekommt man fiir w := R’ ogpou € S - By
schon 9" (u) = i, 0 ¢ © [ o R o g o u = 0 (w).

Gelte andererseits (i7), so haben wir in der Einleitung dieses Kapitels unter (4.1) bereits gesehen,
dass Eyr = l1(Nyy, apr) projektiv ist und speziell dass hier zu jedem T € L(Ey, Fi, /Ker(f7))
mit T(Ug,,) C qm(Ur,,) ein T € L(Ex, Fy) existiert mit T = g0 fioT und T(Ug,,) C S-(Ur,).
Ist jetzt w € B = BMM, dann sei @ € L(Eyr, Fy,) mit u = @ o e™. Wihlen wir damit zu
T := qnoi ein T € L(Ey, F},) wie gerade beschrieben, so zeigt man fiir w := ToeM € §- Bk
leicht o7 (u) = in 0T oeM =i, 0gno flhoT oeM = P (w).

Betrachten wir abschlieBend Standardvoraussetzung (i4i), so haben wir F, C F,, := loo(NZ,b,)

und f/ 2 F, — Fuy, (xj)jENB+1'_> (zj)jens fiir alle v € N. Aus (6) folgt des Weiteren direkt

fn(Ug,) C S+ f(Up,). Da fiir j € NP insbesondere (b;;1 0, )vens € Ur,, ist, lisst sich somit
recht einfach b ik b;}n < S einsehen. Ein beliebiges u € B M,m besitzt auBerdem die Gestalt

u: B — Fp = loo(Nﬁ,bm) , 2 (ujz)jEN}Zv
wobei jedes u; € b;,ln . (U ﬁ)o ist. Definieren wir damit weitere
w;j = u; € Sbj*,i . (Uﬁ)o fir 7 € N5 und w; =0 fiir je NP\ N5,

dann bekommt man schlieBlich ein w € S - By durch w : z — (w;z) JENB welches offenbar
om(u) =& ou=E ow = o (w) erfiillt. [

Wir haben hierbei die Standardvoraussetzungen ausschlielich fiir den Nachweis der Implikation
(a) = (c) verwendet und stellen daher fest:
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Bemerkung 4.1.5 Die Implikation (b) = (a) aus Theorem 4.1.4 gilt auch fiir beliebige gradierte
Fréchetrdume E und F, falls E nicht abzihlbar normiert ist.

Kommen wir jetzt zu einer notwendigen Bedingung dafiir, dass eine ganze Klasse kurzer exakter
Sequenzen zu gradierten Fréchetrdumen F und F' zerfillt. Wir definieren dazu fiir jedes n € N

Fy o= {y e F o lylli" = sup.cyr lyz| < oo}

Hierbei nennt man ||.[|%F die n-te Dualnorm von F und (F, ||.|[%F) bildet einen zu F isometrisch
isomorphen Banachraum. Des Weiteren gilt ||.[|z%; < C - ||.|[%" mittels eines geeigneten C' > 1.

Satz 4.1.6 Seien £ und F' gradierte Fréchetrdume. Ist nun ein ¢ : N — N mit ¢ / oo gegeben,
fiir welches [ L(Egni1y, Fn) ganz im Bild von o enthalten ist, so folgt
neN

VneN dNeN Vm>n,k>m dJK>N,S>1 VeeE,ye€F,

ey - Myl < S ClallR -yl + 2l - lylE)-

Beweis: Wir stellen zuerst fest, dass ausschliefllich die Voraussetzungen von Satz 4.1.6 verwendet
wurden, um im Beweis der Implikation (b) = (a) aus Theorem 4.1.4 bereits zu zeigen

(1) VneN dNeN Vm>n,k>m IdK>N,S5>1 Vee E
(2) |2) S my) - fm(Ur,) C S- (ll2l§ - Ur, + ll2l% - f£(UR) ).

Sei nun weiter noch ein beliebiges § € F gegeben, so lisst sich leicht nachvollziehen, dass man
ausgehend von (2) ohne Anderung der Vorgaben aus (1) erhilt
12151y - 170 iz, < S (lellF - Mgl + l2l% - 1T o filley ),

da fiir alle natiirlichen v > n und reellen a > 0 offenbar a-||jo f!||r, = sup{|72| : z € a- f})(UF,)}
ist. Somit folgt schlieflich auch schon unsere Behauptung, weil es zu jedem y € F¥ ein § € F),
gibt mit y = § o f™ und da hierbei fiir jedes v > n gilt [|y[|;" = |70 f2| r. |

Fiir die Betrachtung hinreichender Bedingungen werden wir im Weiteren stets davon ausgehen,
dass eine der starken Standardvoraussetzungen erfiillt sei. Denn die Situation, in der dies eine
echte Einschrinkung zu den reinen Fillen (7), (#i) und (ii¢) bedeuten wiirde, ldsst sich mit Hilfe
von Theorem 4.1.4 bereits umfassend behandeln.

Satz 4.1.7 Gelte eine der starken Standardvoraussetzungen und sei ein ¢ : N — N mit ¢ /" oo
vorgegeben. Ist nun folgende Bedingung erfiillt

VoneN dn>n,m>n Vm>m,e>0 Jk>m,S>1 VeeE,yeF,

2l gmsny Iyl < e llaligen - IR + S 2l - 9llE"

so liegt ] ﬁ(E¢(n+1),fn) ganz im Bild von 6. Gilt sogar
neN

VneN dn>n,m>n Vm>m Jk>m Ve>0 IS5>1 VeeE,yeF,
120 Smyy - Iyl < e Nl By MW + S 2l 5y - WIS

dann ezistiert ein 1 : N — N mat [] E(E¢(n+1),.7:n) co( [l ﬁ(E¢(n),fn)).
neN neN
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Beweis: Wir fithren unsere Behauptung auf Theorem 2.2.6 zusammen mit der entsprechenden
Definition 2.2.1 des Liftens beschrankter Mengen zuriick. Wie damit leicht einzusehen ist, geniigt
es nun zu zeigen, dass man fiir beliebige n < m <k und N < M < K sowie €, 5 > 0 aus

(1) 57 Nyl < e llly - Il + S-lloll% - lwlE™  VeeE,yeF;

unter jeder der drei starken Standardvoraussetzungen bereits bekommt

(2) Op(Bam) C 3e- By + 2507 (Brg).

Wir stellen dazu fest, dass mit (1) wegen des dichten Bildes von e : E — Ex und, da fiir
y € F), und v > n offenbar ||y o f(|3F" = |ly o f||F ist, fiir alle z € Ex und y € F), gilt

(3) lek @llpy - Iy ofmlley, < e llekalley- Iylm + 8- lollec Iy ofile.

Nehmen wir erst an, die starke Standardvoraussetzung (7) sei erfiillt, £ und F seien also gradierte
Fréchet-Hilbertrdume, sodass alle Verbindungsabbildungen e, : Eny1 — Ep injektiv sind.
Mittels (3) ldsst sich dann direkt [3] Theorem 3.3 verwenden. Dieses besagt, dass es zu jedem
U € UL(EA{7Fm) stets v € € - UL(EN,Fn) und w € S - UL(EKka) gibt mit

n ~ M _ ~ N n ~
fmouoeK _UO€K+fkow7

wobei Upg, r,) = {1 € L(Ey, F,) : T(Ug,) C Ug,} die Einheitskugel von L(E,,, F,) sei fiir alle
p,v € N. Um (2) einzusehen, geben wir ein u € By, = BM’m vor und wiéhlen @ € Up(g,, F,,)

mit v = @ o eM. Zerlegt man dieses nimlich auf die soeben beschriebene Weise, so gilt fiir
v:i=90el €e- By, und w:=1woel €S- By schon o7 (u) = v+ o (w).

Gelte andererseits die starke Standardvoraussetzung (ii), so ist E = A}(A) mit a;, > 0 fiir alle
J,v € N. Indem man (3) auf die Einheitsvektoren x = (§;,),en anwendet, erhdlt man daher

(amM)_l . [(fgl)/]_l(Uan) D) (2€aj,N)_1 . UFW{L N (25aj,K)_1 . [(f]?)/]_l(UFl;)

Mit Hilfe des Bipolarensatzes sowie von Lemma 3.1.2 folgt damit weiter

aj7M-fTTrLL<UFm) C 2€aj7N-UFn (&} QSaj,K-f,?(UFk)
C 3€aj7N-UFn + QSa]’,K~f}?(UFk).

Geben wir uns nun ein beliebiges u € By, = B M,m vor, dann besitzt dieses die Gestalt
1
u:E=X(A) = Fn, (%j)jen — Zjeij“ﬁ

wobei jedes u; € aju - Up,, sein muss. Nach Obigem findet man dazu v; € 3ea;n - Ug, und
wj € 28 aj i -Up, mit ! (u;) = v; + f}(w;). Die Abbildungen v € 3¢ By, und w € 2 S - By,
welche durch v : (zj)jen — ZjeN xjv; baw. w : (x)jen — ZjeN xjw; definiert seien, liefern
somit g, (u) = v + of (w).

Setzen wir abschliefend (ii7) voraus also F' = A*°(B), so lisst sich die Ungleichung aus (1) fiir
alle j € NB auf y € Ff mit y : (2,)yen — 2 anwenden und wir erhalten leicht

bjm - Uty C (26) by - U 0 (28) bk - UR.
Unter Verwendung von Satz 3.1.6 bekommt man daher unmittelbar

(4) bim - (Ua1)" € 2eb5, - (UR)” + 285, - (UK)”.
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Nehmen wir uns jetzt ein beliebiges u € B M,m, dann ist dieses von der Form
uw: B — Fp = lm(Nﬁ,bm) , T (uj:v)jej\fgz

mit allen u; € bj_; - (UE)®. Fiir j € NP kann man also u; nach (4) zerlegen in u; = v; + wj.
Die Abbildungen v € 2¢ - By, und w € 25 - By definiert als v : z (vjz)jens bzw.
w T (wjx)jeNkB mit w; := 0 fiir j € NP\ N5 erfiillen schlieBlich 7 (u) = v + g} (w). [ ]

Wendet man diesen Beweis nunmehr auf Satz 2.2.7 an, so erhédlt man auflerdem:

Satz 4.1.8 Gelte eine der starken Standardvoraussetzungen und sei ein ¢ : N — N mit ¢ /" oo
vorgegeben. Ist nun (Mmy)nen €ine streng monoton steigende Folge natiirlicher Zahlen mit

Vne FJ,Tﬁn+1 <m< ﬁin+2 = ﬁin+2 <k <:fhn+3 Ve>0 385>1
25 mey - 9l < e 25y - Nl + S el gar - WIET

und definieren wir eine Funktion ¢ : N — N durch
V(j) == ¢(mny2)  falls  m,1 < j<imy

fiir jedes n € N und mit mo := 0, so folgt [] E(E¢(n+1),]:n) - 57( II I;(E¢(n),fn)).

neN neN
Das néchste Resultat legt insbesondere dar, dass man unter unseren starken Standardvoraus-
setzungen aus der Surjektivitdt von o bereits bekommt, dass sich fiir jede Klasse von kurzen
exakten Sequenzen zu F und F auch die Stetigkeitscharakteristiken der entsprechenden Inversen,
Extensions und Liftings einheitlich abschétzen lassen.

Satz 4.1.9 Unter jeder starken Standardvoraussetzung sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(a) o ist surjektiv.

(b) Bsgilt: YneN 3m>n Vk>m 3INeN YM>N 3IK>M VYe>0 39>1
lel57 -yl < ezl -yl + S-llelz - lwlli™ YeeE, yeFy

(¢) Zu jedem ¢ : N — N ezistiert 1 : N — N mit [] L(E¢(n+1),fn) co( ]l l.:/(Ew(n),}"n)).
neN neN

Beweis: Die Implikation (b) = (c) lésst sich mittels derselben Vorgehensweise wie bei den
Satzen 4.1.7 und 4.1.8 direkt auf Satz 2.2.9 zuriickfiihren.

Den Nachweis der Implikation (a) = (b) wollen wir nur grob skizzieren, da er von D. Vogt und
J. Wengenroth bereits implizit erbracht wurde. So hat Vogt in [23] fiir Proposition 2.3 gezeigt,
dass beliebige gradierte Fréchetriume E und F, fiir welche o surjektiv ist, die dort beschriebene
Bedingung (.55) erfiillen, woraus unmittelbar (S5) sowie (S3) in [30] folgen (vgl. auch [30] Beweis
zu Proposition 5.2.2). Eine Analyse des Beweises zu Lemma 5.2.4 aus [30], welches eine Variante
von [23] Lemma 3.3 darstellt, ergibt schliefllich schnell, dass (S3) hier schon (b) impliziert, da E
als gradierter Fréchetraum definitionsgeméfl nicht normierbar ist. |

Als offene Frage, welche wir in dieser Arbeit nicht kléren kénnen, bleibt, ob die Aussagen (a)
und (c) aus Satz 4.1.9 auch fiir beliebige gradierte Fréchetrdume E und F' dquivalent sind, wenn
man (Fp, &) == (Fu, fir,) setzt.
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4.2 F oder F Potenzreihenraum

Untersuchen wir nun den Fall, dass einer der beiden Rdume F und F' ein Potenzreihenraum ist.
Dabei seien zu einer Folge a = (a;)jen in R>g mit o /* 0o und einem p € [1, 00| der zugehorige
Potenzreihenraum endlichen Typs fiir r = 0 und der unendlichen Typs fiir r = oo als

A(a) = {:L‘ = (z;) € KN . lzfb, = H (expltaj] - = )jen Hlp <o Vi< r}

definiert. Eine solche Folge o nennt man in diesem Zusammenhang eine Exponentenfolge.
Dariiber hinaus sei jeder einzelne Potenzreihenraum A} (a) mit dem festen Fundamentalsystem

Vo=

p
von Halbnormen ||H7/:T( rma fUr alle n € N ausgestattet, wobei wir setzen

rpi=—1/n falls r=0 bzw. rp:=mn falls r=occ.
Auf diese Weise wird Af(«) offenbar zu einem gradierten Fréchetraum, da AP(a) = AP(A) ist
fur eine geeignete Kéthematrix A. Mittels j, := min{j € N : a;; > 0} gilt weiter:
a1

Qj

Dann gibt es zu t| < to < t3 und C, S > 1 stets ein S’ > 1, sodass alle z1, z9, 23 > 0 mit

Lemma 4.2.1 Seien eine Exponentenfolge o mit d := sup;>; < oo undp € [1,00] gegeben.

2oy < S (23 |zffq + 21-lzlh,)  VaeAl(w)

und z9 < C' - z3 bereits ebenfalls die folgende Bedingung erfiillen

t3—tg t3—tg
(22)1+dt2*t1 < S’ . z1 - (23) ta—ty

Beweis: Seien t; < tp < tz3 und C > 1 sowie S > C - exp[(ta — t1)a;,] gegeben, so setze

v i= d%. Nehmen wir nun 21, 22, 23 > 0 mit 29 < C-z3 und zp-|z},, < S (23-|2[} o +21-|2[},0 )

fiir alle z € A5 (a), dann ergibt Einsetzen der Einheitsvektoren o = (d;41,)ven fiir jedes j > jq

S - (23 . exp[(t1 — t2)aj+1] + z1- eXp[(tg — tg)osz] )
S (23 ’ eXP[(tzfltl)OljJrl] + 2 (eXp[(tQ - tl)aj]),y)‘

22

IN N

Da es zu £ > exp[(t2 — 1)y, ] ein j > jo gibt mit exp[(t2 —t1)o;] < & < exp[(t2 —t1)aj41], folgt
z9 < S-(Zg‘% + 21-57)

1
fiir alle £ > 0. Setzt man hier { := ()77 ein (Es sei erwéhnt, dass die rechte Seite der Unglei-
chung aufgefasst als Funktion in £ > 0 an dieser Stelle ihr Minimum annimmt.), so entsteht

1 ol

1
2 < S(YF 44 ) 2 0

1
Mittels S := S1H7(yTH + v_ﬁ)“” gilt somit ebenfalls die gewiinschte Ungleichung. [ |

Wir bezeichnen eine Exponentenfolge o und der Kiirze halber auch jeden zugehétrigen Potenz-
reihenraum AL () als shift-stabil, falls Sup;>;, @j+1/c; < oo ist. Wie man leicht nachpriift,
besitzen die meisten Potenzreihenraum-Darstellungen von Beispielen aus der Analysis diese Ei-
genschaft. Fiir diese erhalten wir unter Verwendung von Lemma 4.2.1 im Folgenden interessante
notwendige Bedingungen dafiir, dass eine ganze Klasse kurzer exakter Sequenzen zerfillt.
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Satz 4.2.2 Sei E = Af(«) shift-stabil mit p € [1,00] und sei F' ein gradierter Fréchetraum. Ist
nun ¢ : N — N mit ¢ / 0o, sodass [[ L(Egnt1), Fn) ganz im Bild von o liegt, so folgt
neN

YvneN dD>1,m>n Vm>m,k>m 35>1 VyeF,

It oy D
(lylls) ™m0 <8 -yl - (llyll" )=
Beweis: Wir stellen zuerst fest, dass man mit Hilfe von Satz 4.1.6 unmittelbar bekommt

VneN dNeN Vm>n,k>m IdK>N,S>1
(1) 2", a'llyHZzFéS'(lﬂflﬁﬁa'HyHZF+|ﬂflp1 Aylli"™)  VazeAf(), yeF;.

(mF1) K¢

Sei nun ein beliebiges n € N gegeben, so wahlen wir N € N wie gerade und setzen D := 2d N
mit d := supey ag;’l. Weiter wihlen wir ein m > n mit ¢(m+1) > 2N. Zum >mund k > m

findet man jetzt K > ¢(m + 1) und S > 1, sodass (1) erfiillt wird. Nach Lemma 4.2.1 existiert
daher ein S’ > 1 mit (Hy”an)1+7 < Syl - (lyllzF)” fiir alle y € F, wobei

1 1 1
TR T 3w BmiT) D
vEd—g o Ssdr T3 S gy
¢(m+1) " N N = $(m+1)
ist. Damit lasst sich die Behauptung schliefflich leicht einsehen. |

Um die lokalen Banachridume der verschiedenen Sorten von Potenzreihenrdumen tibersichtlich
angeben zu kénnen, bezeichnen wir fiir eine Exponentenfolge a sowie p € [1,00] und t € R

lta] = {z e K" : ||l ) = |z|h, < oo}
Sei nun E = AP(«) mit p < 00, so erhilt man damit unmittelbar E,, = l,[r,a] fiir alle n € N.

Im Fall p = oo gilt dagegen lediglich E,, = co[rna] := {z = (z;) € KN : (exp[rna;] - ;) en € co}
als abgeschlossener Unterraum von lo[ry .

Lemma 4.2.3 Seien eine Ezponentenfolge ov und ein p € [1,00] vorgegeben. Dann gibt es zu
t1 <ty < tg stets ein v > 0, sodass alle S > 1 und 21, 22,23 > 0 mit

14 ta=t t3—to
(22)" 271 < S-21-(23)270

bereits fiir jedes 6 > 0 die folgende Bedingung erfiillen

2|zl < 0 z3-lzffy + 0778 21 - |2l Ve lytsal.
Beweis: Gehen wir davon aus, es seien feste ¢1 < to < t3 gegeben, so definieren wir ~ := g:g

Nehmen wir uns weiter ein beliebiges S > 1 und dariiber hinaus z1, 22,23 > 0, welche wie
verlangt 2377 < S - 2 - z3 erfiillen. Fiir § > 0 und j € N gilt dann entweder

Zo - expltaaj] < 0 - 23 - expltioy]
oder z3 < 071 2 - exp|(t2 —t1)a;] also z%JW < S-z1-2] <6821 29 -exp[y(t2 — t1)a;] und so

2z - expltaa;] < 0778 - 21 - expltacy; +y(t2 —t1)a;] = 0775 - 21 - expltzoy].
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Zusammengefasst folgt daher 2o -expltac;] < - 23-exp[tia;|+677S - 21 - exp[tsey] fiir alle j € N.
Unter Verwendung einfacher Eigenschaften der [,-Norm erhélt man somit fiir jedes (x;) € I,[t3a]

|(z2-expltaas]-zj)jen ||, < [|(0-25-expltras] zj)jen ], + [|(077S-21-expltsa;] z;)jen ],

was bereits unmittelbar die angestrebte Ungleichung liefert. |

Damit kommen wir im Fall E = Af(a) zu einer hinreichenden Bedingung fiir das Zerfallen
kurzer exakter Sequenzen sehr &hnlich zu der notwendigen aus Satz 4.2.2. Wir nehmen dabei
zusétzlich eine der starken Standardvoraussetzungen an, d.h. genauer p = 1 oder, dass bei p = 2
auch F' ein gradierter Fréchet-Hilbertraum ist, oder ansonsten, dass wir F' = A*°(B) haben. Die
Abbildungen e , | : Ej, 11 — E, sind unter dieser Vorgabe bereits definitionsgemé&f injektiv.

Satz 4.2.4 Sei E = Afj(a) mit p € [1,00] und gelte eine der starken Standardvoraussetzungen.
Ist nun ein ¢ : N — N mit ¢ oo gegeben, fiir welches folgende Bedingung erfillt ist

VaieN In>n,m>n Ym>m,k>m 3IS>1 VyckE
14 St LIGESS]
(gl ) oo < S gl - (gl ) =,

so existiert ein ) : N — N mit [] i(E¢(n+1),.7:n) co( Il I;(E¢(n),fn)).
neN neN

Beweis: Beginnen wir damit, dass fiir natiirliche n < m mit ¢(n + 1) < ¢(m + 1) offenbar gilt

1 1 1
p(n+1) 1 GEs)) p(n+1)  ~30r) T mrD
Sm T 1) < St D) S also Sm 1) <—7 y— =:v(n,m, k)
s — 1 Bt T FmiD) FmtD) T Gt

fiir ein geniigend grofles k > m. Aus unseren Voraussetzungen erhilt man daher ndmlich leicht

VieN In>a,m>n Ym>m Ik>m YVk>k IS>1 VyckE:
w1 n,m,k * * n,m,k
(yllzE ) 7m0 gy l2F - ([fy)lE )",

n

Mit Hilfe von Lemma 4.2.3 ldsst sich damit schon nachvollziehen, dass die stidrkere Bedingung
aus Satz 4.1.7 erfiillt ist und somit auch die Behauptung. |

In den anschlieenden zwei Theoremen werden wir eine Verbindung unserer Fragestellung zu den

Invarianten (2) und (2) aufzeigen, welche eine interessante Rolle in der Strukturtheorie lokal-
konvexer Réume spielen. So ist beispielsweise ein gradierter Fréchetraum F' nach [27] Satz 3.4
unter gewissen Stabilitéits- und Nuklearitdtsbedingungen genau dann zu dem Quotienten eines
Potenzreihenraums Al («) isomorph, wenn er die Eigenschaft (€2) hat oder kurz F € (), d.h.

(Q) VneN dm>n Vk>m 3Jy>1,5>1 VyeF,
* 1 * *
(lylEEYy ™ < syl (lyllaf ).

Unter dhnlicher Vorgabe ist F' laut [22] Satz 2.8 zu einem Quotienten von Aj(«) isomorph, falls

Q) VneN,y>0 Im>n Vk>m 3IS>1 VyeF:
* 1+ * *
(Ml )™ < S lwllE™ - (llyli™)?

gilt. Beiden Bedingungen ist leicht anzusehen, dass sie ausschliellich von der Topologie auf F'
abhingen und nicht von der Wahl eines konkreten Fundamentalsystems von Halbnormen.
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Theorem 4.2.5 Ist E = AS(«) shift-stabil mit p € [1,00] und gilt eine der starken Standard-
voraussetzungen, so sind die folgenden Aussagen bereits dquivalent:

(a) F € (Q).

(b) Es gibt ein ¢ : N — N mit ¢ / 0o, sodass [] ﬁ(E¢(n+1), F,) ganz im Bild von o liegt.
neN

(¢) Es gibt ¢, : N — N mit ¢ / 0o, sodass E[Ni(E(z,(nH),fn) cof I;INI;(EM”),]:”)) ist.

Beweis: Wir weisen die Implikation (a) = (c¢) nach. Sei dazu F' € (2), so kann man rekursiv
eine streng monoton steigende Folge (m,,)nen natiirlicher Zahlen konstruieren mit

VneN, k>m, d5>1 VyeF,
(Il )™ < 8- Il - (Il )™
Definieren wir damit eine Funktion ¢ : N — N durch ¢(m) := 1 falls m < my und durch
op(m) == n falls My +1<m< My
fiir alle n € N. Mit Obigem ldsst sich nun nachvollziehen, dass auf diese Weise gilt
VvneN, m>m,,k>m 35>1 VyeF,
(Il )+ < 8-yl (Nl ) 7.
Somit erhilt man (c) bereits recht einfach unter Verwendung von Satz 4.2.4.
Ergénzend bleibt festzustellen, dass (b) = (a) direkt aus Satz 4.2.2 folgt. [ |
Im Fall eines Potenzreihenraums unendlichen Typs bekommen wir sogar (vgl. [23] Theorem 4.1):

Theorem 4.2.6 Ist E = A («) shift-stabil mit p € [1,00] und gilt eine der starken Standard-
voraussetzungen, so sind die folgenden Aussagen bereits dquivalent:

(a) F € ().
(b) Es gibt ein ¢ : N — N mit ¢ / oo, sodass [] ﬁ(E¢(n+1), F,) ganz im Bild von o liegt.
neN

(¢) Zu jedem ¢ : N — N ezistiert 1 : N — N mit [] L(E¢(n+1),fn) co( Il ﬁ(Ew(n),fn)).
neN neN

Beweis: Zeigen wir zuerst (a) = (c¢). Sei also F' € (2), dann gilt mittels N := 1 offenbar
YVneN dm>n Vk>m, M>N JK>M
* wF 14+ 5=0 *F «F |\ SN
(1) 3S>1Vyery () = < S-llyli™ - (lyll )=~
Nach Lemma 4.2.3 folgt aus (1) jetzt ohne Verdnderung der vorgegebenen natiirlichen Zahlen
Ve>035>1Vaed(a), yeFy lali, lyln < e lalie Ilh" + S ol lylli"
Daher fithrt uns Satz 4.1.9 bereits unmittelbar zu (c).

Den Nachweis von (b) = (a) wollen wir schliefilich nicht im Detail ausarbeiten, da er mittels

_ g K—¢(m+1)
T = AN

vollig analog zum Beweis von Satz 4.2.2 zu fiihren ist. |
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Wir werden nun analog zu den bisherigen Ergebnissen dieses Abschnitts die Situation betrachten,
dass F' ein Potenzreihenraum A} (3) sei. Hierzu fassen wir auch den Dualraum von F als Folgen-
raum auf, indem wir wie iiblich y € F’ mit der Folge (ye;) en identifizieren mit e; := (J;,)ven.
Mit Hilfe unserer Ausfiihrungen vor Lemma 4.2.3 folgt auf diese Weise fiir jedes n € N

F, = F, = lg[-rmf]
mit ¢ € [1,00], sodass 1/¢+ 1/G = 1 gilt und wobei man 1/00 := 0 setze.
Satz 4.2.7 Sei F = A}(B) shift-stabil mit q € [1,00] und sei E ein gradierter Fréchetraum. Ist
nun ¢ : N — N mit ¢ / 0o, sodass [[ L(Egnt1), Fn) ganz im Bild von o liegt, so folgt

neN

VD>1 dANeN,m>D Vm>m IFIK>¢(m+1),5>1 VeeFE
m 21
(I2l5me1))? < S+ llzlly - (2l )

Beweis: Wir verwenden erneut Satz 4.1.6 und erhalten damit fiir ¢ € [1,00] mit 1/¢+1/G=1
VneN dNeN Vm>n,k>m dK>N,S5>1

D Nl %, < S (lallf ol + I2lF -l ,)  VaeE,yellt/ngl

Sei nun ein D > 1 gegeben und sei d := sup;cy ﬁj‘fl, so nehmen wir ein n € N mit n > 2d D.
Hierzu wahlen wir N € N wie oben und setzen m:=n+1.Zum > m und k := 2m findet

man jetzt K > ¢(m + 1) und S > 1, sodass (1) erfiillt wird. Nach Lemma 4.2.1 gibt es daher
schlieBlich ein S” > 1, sodass (HngiE)(m—i-l) )1+7 < S zl|& - ([|z|%)” fiir alle z € E gilt mit

11
=== m m
m k
Somit folgt bereits ebenfalls die Behauptung. |

Betrachten wir weiter die Vorgabe F' = Al(3). Gelte jetzt zusitzlich wie im nachfolgenden Satz
gefordert eine der starken Standardvoraussetzungen, so bedeutet dies ausgefiihrt ¢ = oo oder,
dass bei ¢ = 2 auch E ein gradierter Fréchet-Hilbertraum ist, oder ansonsten E = A\!(A) sowie
in jedem Fall, dass alle Abbildungen e} : E,11 — E, injektiv sind.

Satz 4.2.8 Sei F' = A}(3) mit q € [1,00] und gelte eine der starken Standardvoraussetzungen.
Ist nun ein ¢ : N — N mit ¢ / 0o gegeben, fiir welches folgende Bedingung erfillt ist
VvneN dn>n,m>n Vm>m IJK>¢(m+1),5>1 VreFE

m m_q
(2lgmsey) ™ < 8- el Gy - (lallZ) ™
so existiert ein ) : N — N mit [] ﬁ(E¢(n+1),.7:n) co( Il I;(Eqp(n),fn)).
neN neN
Beweis: Wir bemerken erst einmal, dass fiir natiirliche n < m < k offensichtlich gilt
1_ 1

m 11
21 =nmn mo
n 1

=: y(n,m, k).

(3 =

m

Unsere Ausgangsbedingung fithrt uns auf diese Weise namlich recht schnell zu
VneN dn>n,m>n Ym>m dk>m,S>1 VeeFE

)< S Dl (e )

E
( ||$||¢(m+1)
Identifiziert man nun F’ wie oben beschrieben als Folgenraum und verwendet man Lemma 4.2.3,

so lasst sich wieder die stérkere Bedingung aus Satz 4.1.7 folgern und somit die Behauptung. B
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Ahnlich zu den oben eingefiihrten Bedingungen () und () sind fiir die Strukturtheorie auch die
Invarianten (DN) und (DN) von Interesse. Setzt man beispielsweise wieder bestimmte Stabilitéts-
und Nuklearitdtsbedingungen voraus, so ist ein gradierter Fréchetraum FE nach [27] Satz 4.5
genau dann isomorph zu einem Unterraum von Al («), wenn E € (DN) ist, d.h.

(DN) INeN YVM>N,y>0 IK>M,S>1 VYzeFE

1+
(lelzr) ™ < 8- llali% - (llzllz )"
Ebenso ist F nach [22] Satz 3.2 genau dann zu einem Unterraum von Aj(«) isomorph, wenn er

(DN) INeN VM>N 3IK>M,y>1,8S>1 VYackE

(lelE)™ < S-Yl21% - (=)E)”

erfiillt. Fiir unsere Untersuchungen ergeben sich hierzu folgende Zusammenhinge:

Theorem 4.2.9 Ist F = A}(B) shift-stabil mit g € [1,00] und gilt eine der starken Standard-
voraussetzungen, so sind die folgenden Aussagen bereits dquivalent:

(a) E € (DN).
(b) Es gibt ein ¢ : N — N mit ¢ / 0o, sodass [] L(E¢(n+1)a F,) ganz im Bild von o liegt.
neN

(¢) FEs gibt ¢,7 : N — N mit ¢ / oo, sodass [] ﬁ(Ed,(nH),}"n) co(Il E(Ed,(n),]:n)) ist.
neN neN

Beweis: Wir zeigen (a) = (c). Sei also E € (DN), dann wéhlen wir N € N entsprechend und
konstruieren rekursiv eine streng monoton steigende Folge (my,),en natiirlicher Zahlen mit

VneN dK>N+n,S>1 Veek

mn _q

< SellalX - (lelz) ™

(2 8n) ™

Weiter definieren wir eine Funktion ¢ : N — N durch ¢(m) := N falls m < m; und durch
o(m) := N+n falls My +1<m < My
fiir alle n € N. Zusammengefasst ist jetzt leicht einzusehen, dass damit bereits gilt

VneN,m>m, IK>¢(m+1),S5>1 Ve ek

m_g
n

(Il Sy )™ < S -2l - (Tl
Fiir ¢ ist somit ebenfalls die Bedingung aus Satz 4.2.8 erfiillt, woraus (c¢) unmittelbar folgt.
Die Implikation (b) = (a) ergibt sich schliefllich recht einfach aus Satz 4.2.7. [ |
Ist F' dagegen ein Potenzreihenraum unendlichen Typs, so haben wir (vgl. [23] Theorem 4.3):

Theorem 4.2.10 Ist F = AL, (B) shift-stabil mit q € [1,00] und gilt eine der starken Standard-
voraussetzungen, so sind die folgenden Aussagen bereits dquivalent:

(a) E € (DN).
(b) Es gibt ein ¢ : N — N mit ¢ / oo, sodass [] f/(E¢(n+1), F,) ganz im Bild von o liegt.
neN

(¢) Zu jedem ¢ : N — N existiert  : N — N mit [] i(E¢(n+1),.7:n) co( ]l Z:/<Ezp(n)7fn))-
neN neN
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Beweis: Weisen wir (a) = (c) nach. Sei dazu E € (DN), so gilt mit dem entsprechenden N € N
VneN, m>n, k>m, M>N dK>M

—n+m
(1) 3s>1veeE (o) < S (al§ - (ll2lF) TR
Fiir ¢ € [1,00] mit 1/¢+1/¢ = 1 erhélt man aus (1) mit Hilfe von Lemma 4.2.3 nun recht leicht
Ve>039>1VaeB, yel-nfl ez 1yl < cllzli-1y%, 5 + Sl - 1yl s
Fasst man F’ abermals als Folgenraum auf, dann folgt (¢) damit bereits geméf Satz 4.1.9.

Die Implikation (b) = (a) lésst sich schlieBlich sehr dhnlich zu Satz 4.2.7 beweisen, wobei man

_ g ont
v o= AN
bekommt und ausnutzt, dass es zu jedem M € N ein m € N gibt mit ¢(m + 1) > M. [ |

4.3 F und F Potenzreihenriaume

Werten wir abschlieffend die Situation aus, in der sowohl F als auch F' Potenzreihenridume sind.
Fiir verschiedenste Untersuchungen solcher Paare von Potenzreihenriumen AF(a) und A}(3)
hat es sich bereits als #uflerst aussagekriftig erwiesen, die Menge LIM{«/3} der endlichen
Héufungspunkte von {a;/0; : 4,5 € N} zu analysieren, wobei genauer gelte

LIM{«/B} = {f eR : 3 (in), (Jn) € NN mit (in), (Jn) /00 und limyey oy, /B, =& }
Beispielsweise ist fiir 7 = 0 sowie fiir r = oo nach [12] Proposition 1.4 bzw. Theorem 1.7 unter
Annahme der Nuklearitit LIM{«a/3} genau dann beschrinkt, wenn das Paar (A% (8), AL («))
zahm ist, d.h. wenn es zu jedem T € L(AL (B), A¥()) ein p € N gibt mit St (n) < un fir n € N.

Lemma 4.3.1 Seien a und 3 Exponentenfolgen mit D := sup LIM{«a/8} < oo und p,q € [1,o<].

Sind nun t; < to <tz und & < & < &3 mit ég:t’i > D, so gibt es zu jedem € > 0 ein S > 1 mit

‘$|52a |y‘t2,3 > -!w\ga ‘y’t3ﬁ + S- \ac]&)a ’y‘tlg V€ lp[&sa], y € l5]tsp].
Beweis: Geben wir uns also ein beliebiges £ > 0 vor, so betrachten wir zuerst die Menge

. .tt In(e)
Mo = {(i.)) ENxIs: g=2 + mreys < 5 <7}

mit Iz :={j € N: 5; >0} und mit D < < 23 2 Wegen }g% <§3 ?1 + &= (51))5) = g:?l >

lésst sich nun direkt die Endlichkeit von My einsehen. Des Weiteren muss ebenfalls die Menge

My = {(i,j) eNx Iz : ’y<ﬁl<g:?2}

endlich sein, da es ansonsten einen Haufungspunkt z € LIM{«/8} in dem kompakten Intervall
[, g ?] geben wiirde, wir jedoch v > D vorausgesetzt haben. Daher ist leicht nachzuvollziehen,
dass es ein S > 1 gibt, sodass fiir jedes (i,7) € N x Ig eine der folgenden Ungleichungen

(074 < t3 - tQ 111(8) oder % > tQ - tl _ ID(S)

B; ~ f—& (&2 —&1)B6; Bi — & —& (&3 — &2)5;

erfiillt ist. Durch geeignete Umformungen bekommt man damit bereits fiir alle ¢,j € N

exp[éaay] - exp[taf;] < max (e -expl&iay] - expltsf;] , S - exp[&3a] - explti5;] ).

Mit Hilfe einfacher Eigenschaften der [,-Norm und der /3-Norm folgt hieraus schliefllich auch
schon die Behauptung. |
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Als deutliche Erweiterung zu [12] Theorem 4.1 erhalten wir damit die folgenden zwei Theoreme.
Theorem 4.3.2 Fiir E = Ab(a), F = AL(B) mit p=1 oder g=oc oder p=q=2 sind dquivalent:
(a) D :=supLIM{«a/(} < 0.

(b) Es gibt ein ¢ : N — N mit sup @ = 00, sodass [] f/(EQL,(n_H), F,) im Bild von o liegt.
neN neN

(¢) Zu jedem ¢ : N — N existiert ¢ : N — N mit ] E(E¢(n+1),.7:n) co( Il L(Ed,(n),]:n)).
neN neN

(d) Fir jede streng monoton wachsende Funktion ¢ : N — N mit ¢(n) > 2D - n fiir alle n € N
gilt HNL(E¢(n+1),]:n) col HNL(E¢(8n),]:n)).
ne ne

(e) Fir jede streng monoton wachsende Funktion ¢ : N — N mit ¢(n) > D - n? fiir allen € N
gult HNL(E¢(H+1)7fn) C é'( HNL(Egb(nJrQ)vfn) )
ne ne

Beweis: Zeigen wir zuerst (b) = (a). Sei dafiir ein entsprechendes ¢ : N — N gegeben, so erhélt
man aus Satz 4.1.6 durch Einsetzen der Einheitsvektoren x = (8;,),eny und y = (05, ), en leicht
(1) VvneN dNeN Vm>n,k>m dK>N,S>1 Vi,7€N

(2) expl— giryoul -expl L] < 29 max (expl—f ol - exp[13)], expl—fai] -explh] ).

Dabei ist (2) fiir j € N mit 3; > 0 dquivalent dazu, dass eine der folgenden Ungleichungen gilt

1 1 Q; 1 1 In(25) 1 1\ o 1 1 In(29)
(Lo 1 yor 1 1, der (L Lyer, 1 1 es)
N SmAn)5 Sn m 5 om+1) K)B Zm k5
Wir nehmen uns nun ein beliebiges £ € LIM{a/f} mit § = limpen oy, /55, und bekommen
hiermit wegen lim,¢cy j, = oo bereits (% — m) £ < %— % oder (m — %) £ > % — %

Wihlen wir schlielich zu n := 1 ein N € N gemif} (1), dann findet man also weiter fiir jedes
m >n mit ¢(m+ 1) > 2N und zu k :=2m ein K > ¢(m + 1) mit

1 1 1
- L L1 1

§< M <IN oder gzgnklz2(m>.
N T 3mtD) dmil) T K m

Da die rechte Ungleichung nicht fiir alle solche m > n gelten kann, folgt also & < 2N.

| |21

Weisen wir weiter (a) = (d) nach. Ist dazu ¢ : N — N streng monoton mit ¢(n) > 2D-n gegeben,
dann definieren wir m,, := 2" und stellen fest, dass damit fiir alle n € N und m > m,1 gilt
1 1 1

i 2y (1)
T T gy, 2P
¢(m+1) * ¢(mn+1) #(mn) n
Unter Verwendung von Lemma 4.3.1 und ¢ € [1, 00] mit 1/¢+1/¢ = 1 ist nun schon nachzuvoll-
ziehen, dass daher die Bedingung aus Satz 4.1.8 erfiillt wird und somit die Behauptung gilt.

Die Implikation (a) = (e) lésst sich abschliefend sehr &hnlich zu (a) = (d) beweisen. Hierzu
setzt man diesmal m,, := n und verwendet nunmehr, dass wir fiir alle n € N
1 1 1

n T ol S n(ntl) _ p(n+1) >~ D
S N E—| 1 nn+1)
¢(n+2) T $(n+1) d(n+1)
bekommen, falls ein streng monotones ¢ : N — N mit ¢(n + 1) > D - (n + 1)? vorliegt. [ |

An dieser Stelle sei kurz darauf hingewiesen, dass LIM{«/3} unbeschrénkt sein muss, falls eine
der Exponentenfolgen o und [ shift-stabil ist. Fiir den Beweis hierzu verwendet man erneut,
dass jede Folge in einem kompakten Intervall einen Haufungspunkt besitzt.
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Theorem 4.3.3 Fiir E = AS(a), F = AL (8) mit p=1 oder g=00 oder p=q=2 sind dquivalent:
(a) D :=supLIM{a/B} < o0.
(b) Es gibt ein ¢ : N — N mit ¢ / oo, sodass [] ﬂ(E¢(n+1), F,) ganz im Bild von o liegt.
neN

(¢) Zu jedem ¢ : N — N existiert 1 : N — N mit I;INL(E¢(n+1),fn) - 6( l;le’(Ew(n)?f"))‘
(d) Fiir jede streng monoton wachsende Funktion ¢ : N — N mit ¢(n) > D fir allen € N gilt

H L(E¢>(n+1)7fn) C 5’( H L(E¢(n+2)afn))
neN neN

Beweis: Die Implikation (b) = (a) ldsst sich dhnlich wie im Beweis zu Theorem 4.3.2 zeigen.
Ist n&mlich ein entsprechendes ¢ : N — N vorgegeben, so erhilt man auf dieselbe Weise

VneN INeN Vm>n,k>m IK>N V¢ € LIM{«a/B}
1 1 1 1
e NVt < m- d ) > k-m
(N ¢(m+1)) §sm-n  ode (¢>(m+1) K) §zk-m
Wir nehmen nun wieder n := 1 und wahlen N € N wie gerade sowie m > n mit ¢(m+1) > 2N.
Zu jedem k > m existiert also ein K > ¢(m + 1), sodass fiir alle £ € LIM{a/3} gilt

_ k—
5§#§2Nm oder leimlzkfm.
N T g(m+1) o(m+1) ~ K

Da zu einem festen £ € LIM{«/3} die rechte Ungleichung nicht fiir alle & > m erfiillt sein kann,
muss schliefllich &€ < 2Nm sein.

Weisen wir noch (a) = (d) nach. Sei dazu ¢ : N — N streng monoton mit ¢ > D, so folgt

—n+(n+1) - 1 > D

1 1 1
d(n+2) ' d(n+1) d(n+1)
fiir alle n € N. Mit Lemma 4.3.1 und ¢ € [1, 00] mit 1/q+1/G = 1 ldsst sich jetzt wieder einsehen,
dass fiir m := n die Bedingung aus Satz 4.1.8 erfiillt ist und somit auch (d). |

Fiir den analogen Fall E = Al (a) und F = A{(3) ist nach [23] Theorem 4.5 bereits bekannt,
dass o immer surjektiv ist, unabhéngig von t € {0,00} und ¢ € [1,00]. In unserem nichsten
Theorem machen wir hierzu detailliertere Angaben.

Lemma 4.3.4 Sind eine Exponentenfolge o und p € [1,00] gegeben, so gilt fir alle & < 2 < &3

1+82-4 §2-&1
(mpw) G- < ’x‘ga . (|x’§3a)53—52 V€ lp&al.

Beweis: Gehen wir davon aus, es seien beliebige &1 < & < &3 vorgegeben. Setzen wir damit
W= % >1lund v := % > 1, so ist leicht nachzuvollziehen %—l—% = 1 sowie %{1—%%53 = &.
Man erhalt daher fiir ein beliebiges z = (x;) € [,[£3] und alle j € N

1 1
expléaap] - z;P = exp[&ayp] - ;¥ - expl &a;p] - o Py
1 r
Wegen || (exp[é2a;p] - |2;[")jen llty = ([2[Z,, )7 und || (exp[;;&1ap] - a7 )jen [, = (|2[g, )

sowie || (exp[1&3a;p] - ];);j\l’%)jeN 1, = ( ]:):Vgga )7 ergibt die Holdersche Ungleichung somit bereits

p

b P
(lofa)” < (lzfea) ™ - (lofEa)™-

Hieraus folgt die Behauptung, indem man beide Seiten der Ungleichung mit % potenziert. W
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Theorem 4.3.5 Sind E = A8 (a) und F = Ag(ﬂ) mit p=1 oder g =00 oder p=q =2, so gibt
es zu jedem ¢ : N — N ein ¢ : N = N mit [T L(Eggi1), Fn) Co( [T LBy, Fn))-
neN neN
Ist ¢ : N — N streng monoton wachsend mit ¢(n+ 1) — ¢(n) < ¢(n+2) — ¢(n + 1) firn € N,
dann gilt HNL(E¢(n+1)a~7:n) - 5’( HNL(E¢(TL+2)7fn))'
ne ne

Beweis: Offenbar geniigt es, die zweite Aussage zu zeigen. Nehmen wir dafiir zuerst ¢ = oo an.
Ist des Weiteren ein entsprechendes ¢ : N — N vorgegeben, so gilt fiir jedes n € N
—(n+1)+(n+2)

o Lot e+
' —n+(n+1) ~ o(n+2)—¢g(n+1)

Sei nun abermals ¢ € [1,00] mit 1/g+1/G =1 und sei y € l5[—np], dann gilt nach Lemma 4.3.4
unmittelbar (]y\‘i(n+l)ﬁ)1+7 < ‘y’(i(n+2)ﬂ . (’y“inﬁ)ﬂY fiir v = 79 und somit auch fiir v = 1.
Laut Lemma 4.2.3 existiert somit zu & > 0 stets ein S > 1, sodass wir fiir alle z € A5 («) haben

p q p q p q
’x‘¢(n+2)a : ‘Z/E(nﬂ)g < e- ’$‘¢(n+1)a : ‘Q/Lng + S- |w[¢(n+3)a : ’yL(nJrg)g-

Aus Satz 4.1.8 kann man mittels m,, := n fiir n € N daher bereits die Behauptung folgern.

Der Fall t = 0 lésst sich schliellich analog zu obigem von ¢t = co einsehen, indem man

P s == S R I ) ek U ) R
1L n+2 T ¢(n+2)—¢(n+1)
abschitzt und das Ubrige geeignet anpasst. |

Hierzu sei angemerkt, dass sich Theorem 4.3.5 sowie der nachfolgende Satz 4.3.6 mit Hilfe der
deutlich spezielleren Untersuchungen aus [25] sogar noch geringfiigig verbessern lielen.

Abschlielend wollen wir noch einmal wie im Schluss von Kapitel 1 auf das zahme bzw. linear
zahme Zerfallen eingehen. Dafiir sei zu einem a € N wieder ¢, : N — N entweder definiert durch
¢a(n) :=n + a oder anderenfalls durch ¢,(n) := a - n. Damit erhalten wir:

Satz 4.3.6 Sind E = AB(a) und F = Al(B) mit p=1 oder ¢ =00 oder p=q =2, dann gilt
HNL(E¢a(n+1),fn) C (3'( HNL(E¢a(n+2),fn)) fiir alle a € N.

ne ne

Beweis: Die Behauptung lésst sich vollig analog zu Theorem 4.3.5 beweisen, wobei man diesmal

1 1 1 1 1 1
nd “nes _ o n _n4l e Taey _ntl4a | “agsi Tonera
T 1 = i i = i i
R ax nt2 o ont3 eyt onm nt3te —mmt e
fiir alle a € N und alle n € N verwendet. [ |

Da sich auf jedes ¢, neben Satz 4.3.6 auch die zweite Aussage aus Theorem 4.3.5 anwenden l&sst,
kann man mit Hilfe von Theorem 1.3.3 dann zeigen:

Theorem 4.3.7 Seien E = AX(a) und F = A}(B) mit r =00 oder r =t =0 und mit p=1
oder =00 oderp=q=2. Ist nun0 - F - G 9, E — 0 eine kurze ezakte Sequenz gradierter
Fréchet(Hilbert- Jriume mit S; < ¢q, O; < ¢p, Sq < ¢ und Oy < ¢q fiir geeignete a,b,c,d € N,
so gibt es zu i eine Linksinverse L € L(G,F) und zu q eine Rechtsinverse R € L(E,G) mit
Sr(n) < ¢copgo dp(n+2) und Sp(n) < ¢pgo ¢y o ¢a(n+2) fir alle n € N.
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