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Kapitel 1

Einleitung

Fine bewihrte Methode, um topologische Informationen iiber algebraische
Varietéten zu erhalten, ist die Betrachtung von Fixpunkten unter einer To-
rusaktion. So ist zum Beispiel die Eulercharakteristik schon durch die Eu-
lercharakteristik der Fixpunktkomponenten gegeben, siche [CG| oder [EM].
Werden als Varietdten Modulrdume gewisser Objekte betrachtet, so gehen
deren Torusfixpunkte héufig einher mit einer gewissen Graduierung. Im Fall
der Modulrdume stabiler Kécherdarstellungen fithrt das dazu, dass Torusfix-
punkte als Darstellungen des universellen abelschen Uberlagerungskochers
verstanden werden konnen, die unter gewissen Bedingungen unzerlegba-
re Baumdarstellungen sind. Betrachtet man Modulrdume stabiler Vektor-
biindel auf der projektiven Ebene, erhélt man als Fixpunkte bzw. Fixpunkt-
komponenten Darstellungen des Unterraumkdéchers, dessen Modulrdume zu-
mindest fiir kleine Dimensionsvektoren bekannt sind.

Diese beiden Fille sind Hauptgegenstand dieser Arbeit. Der Fall des Kro-
neckerkochers ist in sofern besonders interessant, als sich mit Hilfe der Lo-
kalisierung Teile einer Vermutung von Michael Douglas [Dou] iiber die Eu-
lercharakteristik der Modulrdume beweisen lassen. Diese besagt, dass fiir
teilerfremde Dimensionsvektoren (d, e) der Logarithmus der Eulercharakte-
ristik geteilt durch d asymptotisch stetig von dem Bruch § abhéngig sei.
Prézisiert ergibt sich folgende Formulierung: es existiert eine stetige Funk-
tion f, so dass fiir jeden teilerfremden Dimensionsvektor (d, e) ein Dimensi-
onsvektor (ds, e5) existiert, so dass

f(g) — lim IDX(MjS+nd,es+ne)
d n—oo ds + nd

Insbesondere konvergiert die rechte Seite. In [Wei] konnte ein Kandidat fiir
die Funktion f bestimmt und gezeigt werden, dass dieser unter der Voraus-
setzung der Stetigkeit und des Wertes an der Stelle 1 eindeutig bestimmt
ist.

Auch wenn die Stetigkeit weiter ein offenes Problem darstellt, so kann mit



Hilfe der Lokalisierungsmethode der Wert an der Stelle 1 bestimmt wer-
den, was insbesondere die Konvergenz an dieser Stelle zeigt. Des Weiteren
kann das durch die Vermutung implizierte exponentielle Wachstum der Eu-
lercharakteristik gezeigt werden, also erhilt man insbesondere eine untere
Schranke fiir die Funktion f.

Im Zuge der Betrachtung der Lokalisierung in Kroneckermodulrdumen kon-
nen weitere zuvor ungeklirte Eigenschaften des Kroneckerkochers bewiesen
werden. So kann fiir einen gegebenen Dimensionsvektor die Frage nach der
Existenz von Fixpunktkomponenten, die unendlich viele Fixpunkte enthal-
ten, beantwortet werden: nimmt man an, dass d < e fiir einen festen Di-
mensionsvektor (d, e), so gibt es genau dann endlich viele Fixpunkte, wenn
d = 1,2 bzw. fiir die entsprechenden gespiegelten Fille.

Des Weiteren kann, beruhend auf einer Frage von Ringel [Rin2], die Exi-
stenz unzerlegbarer Baumdarstellungen fiir beliebige Wurzeln nachgewiesen
werden, was eine Erweiterung eines Resultats aus [Fahr] ist. Es gibt also fiir
alle Wurzeln eine unzerlegbare Darstellung, so dass zu dieser ein Koeffizien-
tenkocher existiert, der ein Baum ist. Zudem wird explizit beschrieben, wie
ein solcher Koeflizientenkdcher konstruiert werden kann.

Der Beweis der unteren Schranke der Eulercharakteristik beinhaltet auch
eine Untersuchung einer grofien Klasse bipartiter Koécher auf Stabilitiat. So
wird eine explizite Konstruktion einer Klasse bipartiter Kocher angegeben,
die stabile Darstellungen zulassen, welche durch eine Bedingung an so ge-
nannte einfache bipartite Kécher impliziert wird, also bipartite Kécher mit
nur zwei echten Randkochern.

Der zweite Teil der Arbeit befasst sich mit der Untersuchung von Torusfix-
punkten in Modulrdumen stabiler Vektorbiindel auf der projektiven Ebene.
Das Hauptaugenmerk liegt dabei auf der Erweiterung eines Resultats von
Klyachko [Klyl], welches die Eulercharakteristik von Modulriumen stabi-
ler Biindel vom Rang zwei liefert, auf den Fall der Biindel vom Rang drei.
Die Torusfixpunkte entsprechen Tripeln von Filtrierungen von Vektorrdum-
en, deren Aquivalenz zu Darstellungen eines Unterraumkéchers ausgenutzt
wird, um die Fixpunktkomponenten bzw. deren Eulercharakteristik zu be-
stimmen. Die Stabilitdtsbedingung ist dabei explizit durch Lineare Unglei-
chungssysteme gegeben, die als Unbekannte die Lange der Arme haben. Die
Losungen stehen in Bijektion mit Losungen quadratischer Gleichungen, so
dass die Erzeugendenfunktionen explizit angegeben werden koénnen.
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Kapitel 2

Ko6cher und
Ko6cherdarstellungen

Dieses Kapitel dient dazu, die Grundlagen und Notationen einzufiihren, die
in den anschliefenden Kapiteln benétigt werden. Dazu werden in den ersten
beiden Abschnitten basierend auf [ASS], [Muk] und [King] die bené&tigten
Grundlagen iiber Kécher, deren Darstellungen und deren Modulrdume von
(semi-)stabilen Darstellungen behandelt.

Abschlieend wird eine Vermutung iiber die Eulercharakteristik von Kro-
neckermodulrdumen aufgezeigt, die einen der Ausgangspunkte fiir die Un-
tersuchungen in dieser Arbeit liefert.

2.1 Allgemeines

Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper.

Definition 2.1.1 FEin Kdcher @ besteht aus einer Menge Qo von Punkten
und einer Menge Q1 von Pfeilen o : i — j fiir 1,7 € Q.

Ein Punkt q € Qo heifit Senke, falls kein o : q — q' € Q1 existiert.

Ein Punkt q € Qo heifit Quelle, falls kein o : ¢ — q € Q1 existiert.

Ein Kocher heifit endlich, falls die Mengen Qo und Q1 endlich sind.

Ein Kdcher heifit bipartit, falls eine Zerlegung Qo = I U J existiert, so dass
fiir alle Pfeile av: 17— 7 gilt: i € I und j € J.

Ein orientierter Zykel in einem Kdcher QQ ist eine Folge von Pfeilen «y :
i1 — 49,0 112 — 03...,Qn iy — Int1, SO AASS 1] = iny1.

Im Folgenden soll angenommen werden, dass ein Kocher () keine orientierten
Zykel hat.
Definiere die abelsche Gruppe

7Qo = P zi

1€Q0
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und deren Monoid von Dimensionsvektoren NQ)g.
Weiter soll eine nicht-symmetrische Bilinearform auf ZQq, die Eulerform,
eingefiihrt werden. Definiere dazu

<d, €> = Z diei — Z diej.
1€Qo ai—j
Eine endlich-dimensionale k-Darstellung von @ ist gegeben durch ein Tupel

X = ((Xi)iEQoa (Xa)a€Q1 : Xz — X])

von endlich-dimensionalen k-Vektorrdaumen und k-linearen Abbildungen zwi-
schen diesen. Der Dimensionsvektor dimX € NQg von X ist definiert durch

dimX = Z dimy, X;i.
1€Qo

Ist ein Dimensionsvektor d € NQ( gegeben, so ist die Varietiit Ry(Q) der
k-Darstellungen von ) zum Dimensionsvektor d definiert als der affine k-
Raum

Ry(Q) = €P Homy,(k%, kD).

at—j

Auf diesem operiert die algebraische Gruppe

Ga =[] Gla,(k)

el
via simultanem Basiswechsel, also durch
(gi)iEQo * (Xa)aEQ1 = (ngchi_l)a:i—g'.

Die Bahnen stehen in Bijektion zu den Isomorphieklassen von k-Darstell-
ungen von ) zum Dimensionsvektor d.

Bemerkung 2.1.2

e Nur {0} ist eine abgeschlossene Bahn. Um das einzusehen, betrachte
fir X = (Xa)acq, # 0 die Einparameter-Untergruppe

ot (tXa)acQ: -

Da ¢(t) fiir alle ¢ # 0 in der Bahn von X liegt, ist die Nullbahn in
deren Abschluss enthalten. Somit ist die Bahn G * X offen, da jeder
Bahnenabschluss genau eine abgeschlossene Bahn enthélt.



Wé&hlt man im Raum der Z-Linearformen Homy(ZQo,Z) die Basis ¢* fiir
i € Qo, also i*(j) = 6; ; fiir j € Qp, so sei

dim := Z 1.
1€Qo

Sei auflerdem © € Homy(ZQq,Z) fest gewihlt. Dann ldsst sich folgender-
mafen eine Funktion u : NQp\{0} — Q definieren:

uid) = d?n(lc(lc)i)'

Diese wird im Folgenden Steigung oder Steigungsfunktion genannt wird. Ist
dim X der Dimensionsvektor zu einer Kécherdarstellung X, so schreibt man
kurz p(X) anstelle von p(dimX).

Definition 2.1.3 Eine Kdécherdarstellung heifit semistabil bzw. stabil, falls
fiir alle echten Unterdarstellungen 0 # U C X gilt:

u(U) < p(X) bzw. p(U) < p(X).

Diese Definition ist dquivalent zu der von A.King [King]: sei wiederum ei-
ne Linearform © gegeben. Dann heiflit dort eine Darstellung X, so dass
O(dimX ) = 0, genau dann semistabil bzw. stabil, wenn

O(dimU) > 0 bzw. ©(dimU) > 0

fiir alle Unterdarstellungen U C X bzw. alle echten Unterdarstellungen 0 #
UcCX.
Um die Aquivalenz zu erkennen, definiert man

O :=p-dim—6

und {iberpriift, dass eine Darstellung X genau dann semistabil im obigen
Sinne ist, wenn sie ©-semistabil im Sinne von King ist.

Seien im Folgenden die Mengen der semistabilen bzw. stabilen Punkte mit
R (Q) bzw. Rj(Q) bezeichnet. In dieser Situation gilt fiir die Isomorphie-
klassen der (semi-)stabilen Darstellungen der folgende Satz, der auf die
Mumfordsche GIT zuriickgeht und von King bewiesen wurde, siehe hier-
zu [Mum], [King]:

Satz 2.1.4 Es gilt:

1. Die Menge R;(Q) der stabilen Punkte ist eine offene Teilmenge der
Menge der semistabilen Punkte R;*(Q), die wiederum eine offene Teil-
menge von Rq(Q) bilden.



2. s existiert ein kategorieller Quotient M3°(Q) := R}’ (Q)//Gq. Zudem
ist M3°(Q) eine projektive Varietdt.

3. Es existiert ein geometrischer Quotient M3(Q) := R3(Q)/Gq, der zu-
dem eine glatte Untervarietit von Mj*(Q) bildet.

Zur ausfiihrlicheren Beschreibung von Quotienten sei auf [Muk| verwiesen.
Hier soll kurz auf die Konstruktion eingegangen werden.

Den im Weiteren Modulraum genannten Quotienten Mj*(Q) erhélt man,
indem man wie folgt einen Charakter y auf G4 definiert. Sei

x((gier) = [ det(go) @@ —im o,
el

wobei © die aus den obigen Uberlegungen resultierende Linearform sei.
Zu einer affinen Varietdt X ist die Menge der x"-Semiinvarianten vom Ge-
wicht x" definiert als

K[X]OX" = {f € k[X] | fg*x) =x(9)" - f(z) Vg € G, Vx € X}

und der x-Semiinvariantenring als
0 n
k[X]S = @ K[X]EX".
n=0

Dann gilt
M3*(Q) = Proj(k[Ra(Q)]Y),

also das projektive Spektrum des Semiinvariantenrings.

Bemerkung 2.1.5

e Da es nach Bemerkung 2.1.2 nur eine abgeschlossene Bahn gibt und
somit der affine Quotient nur aus einem Punkt besteht, gilt in der
betrachteten Situation k[Rq(Q)]¢ = k. Also hat der Proj-Quotient
keinen affinen Anteil und ist demnach eine projektive Varietiit.

e Die Glattheit aller Punkte ergibt sich dadurch, dass zunichst Rq(Q))
als affiner Raum glatt ist. Die Menge der stabilen Punkte Rj(Q) ist
also als offene Teilmenge ebenso glatt. Da der Modulraum Mj(Q) ein
algebraischer Bahnenraum zu der betrachteten Gruppenaktion einge-
schriankt auf eben die stabilen Punkte ist, enthélt dieser auch nur glatte
Punkte.

e Der Modulraum M7*(Q) parametrisiert nicht die semistabilen Dar-
stellungen, sondern die polystabilen. Das sind Darstellungen, die in
direkte Summen stabiler Darstellungen gleicher Steigung zerlegt wer-
den kénnen.
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e Wenn Stabilitdt und Semistabilitdt {ibereinstimmen, so erhélt man
sogar eine glatte projektive Varietdt. Das ist offenbar dann der Fall,
wenn p(d) # p(e) fir alle 0 # e < d. In diesem Fall heifit d dann
O-teilerfremd.

e Sei Mj*(Q) = Mj(Q). Fiir eine stabile Darstellung X gilt, dass ihre
Bahn in Rj(Q) maximal méogliche Dimension hat. Da die Skalarma-
trizen trivial auf Ry(Q) operieren, ist die Isotropiegruppe einer Dar-
stellung mindestens eindimensional. Dann folgt also fiir die Dimension
des Modulraums

dim M25(Q) = 1 — (d, d).

Zum Abschluss dieses Abschnitts sei auf einige Eigenschaften von semista-
bilen bzw. stabilen Darstellungen hingewiesen, die an mehreren Stellen sehr
hilfreich sein werden. Zum Beweis des folgenden Lemmas siehe zum Beispiel
[HN].

Lemma 2.1.6 Sei zu einem Kdocher QQ eine kurze exakte Sequenz von Dar-
stellungen 0 — M — X — N — 0 gegeben.

1. Folgende Aussagen sind dquivalent:

o 1(X) < u(N)
o u(M) < p(N)
2. Es gilt

min(u(M), (V) < p(X) < max(u(M), pu(N)).

3. Falls (M) = u(X) = u(N), dann ist X genau dann semistabil, wenn
M und N semistabil sind.

Korollar 2.1.7 Sei X eine stabile Darstellung eines Kochers Q. Dann gilt
End(X) = k. Insbesondere sind stabile Darstellungen also unzerlegbar.

Beweis. Sei ¢ € End(X). Dann existiert eine exakte Sequenz
0 — ker(p) — X — im(p) — 0.

In dieser Situation folgt aus dem ersten Teil von Lemma 2.1.6 schon, dass
entweder ker(y¢) = X oder im(¢) = X. Ist ¢ # 0, so hat ¢ einen Eigenwert
A # 0, da k algebraisch abgeschlossen ist. Dann folgt fiir (¢ — A) € End(X)
mit demselben Argument, dass ker(¢ — \) = X, also ¢ = A.

O

11



Sei X eine Kocherdarstellung. Eine Unterdarstellung Y C X heifit scss(X)
(strongly contradicting semistability), wenn sie die beiden folgenden Eigen-
schaften erfiillt:

° ,U,(Y) = max{u(U) ‘ U C X} = Mmax
o dim(Y) =max{dim(U) | U C X, (U) = tmax}-

Das heifit also, dass Y = scss(X) unter den Unterdarstellungen mit maxi-
maler Steigung von maximaler Dimension ist. M6chte man also eine Darstel-
lung X auf Stabilitdt iiberpriifen, geniigt es, die Unterdarstellung scss(X)
zu kennen und an Hand dieser die Stabilitdtsbedingung zu testen.

Lemma 2.1.8 Sei X eine Kocherdarstellung. Dann ist die Unterdarstellung
scss(X) eindeutig bestimmt.

Beweis. Angenommen U und U’ erfiillen die Bedingungen. Es gilt U + U’ C
X. Betrachte die kurzen exakten Sequenzen

0O—UNU —UqU ——=U+U —0
und
0—U——UpU —U ——N0.

Es gilt zunéichst (U NU’) < u(U) = p(U’) nach Voraussetzung. Aus der
zweiten Sequenz erhilt man mit Lemma 2.1.6, dass u(U) = u(U’) = p(U &
U).

Dann folgt wieder mit Lemma 2.1.6 aus p(U NU') < u(U) = p(U & U'),
dass u(U @ U') < w(U + U'), also u(U) = p(U + U’). Also muss wegen
der Maximalitit der Dimension von U gelten, dass auch dim(U + U’) =
dim(U) = dim(U’). Daraus folgt aber schon U = U".

O

Seien M, N zwei Darstellungen von ) und betrachte die Abbildung

du,N - @Homk(MiaNi) — @ Homy (M;, Nj)

el ai—j

mit
du,N((fi)ier) = (Nafi — fiMa)azi—j-

Wenn (dimM, dimN) = 0, so haben beide Vektorrdume die gleiche Dimen-
sion und wir definieren

C(M, N) = det(dM,N).

Fiir festes M erhalten wir eine semiinvariante Funktion cps @ Re(Q) — k,
wobei e der Dimensionsvektor von M ist. Es gilt das Folgende, siche [SB]:

12



Satz 2.1.9 Die Funktionen cpr, so dass (dimM,d) = 0, erzeugen den Se-
mitnvariantenring von Ri(Q).

Aus [Sch] folgt sogar, dass die Funktionen cj; zu einfachen Darstellungen
aus der Kategorie der Darstellungen, die (dimM, d) = 0 erfiillen, den Semi-
invariantenring erzeugen.

2.2 Kroneckerkdcher bzw. -modulrdume

Da das Hauptaugenmerk der Arbeit auf dem m-Kroneckerkécher mit m > 3
liegt, sollen die im ersten Abschnitt eingefithrten Begriffe auf diesen ange-
wendet werden. Dazu sei k = C.

Wir betrachten also den folgenden Kécher K (m) mit zwei Punkten und m
Pfeilen:

al

T

le : o2
\am/
Eine Darstellung zu einem Dimensionsvektor (d, e) ist dann gegeben durch
zwel C-Vektorrdume V und W der Dimensionen d bzw. e und einem m-Tupel
linearer Abbildungen

(X1,..., Xm) € @ Hom(V, W) = Rye(K (m)).
=1

Wie schon im vorherigen Abschnitt erldutert, operiert die Gruppe (GI(V') x
GU(W)) auf Ry.(K(m)) via simultanem Basiswechsel. Da die Skalarmatri-
zen trivial operieren, faktorisiert die Gruppenaktion durch P := (GI(V) x
GI(W))/C*. Fiir die Linearform © := (1, 0) ergibt sich die Steigungsfunktion
u:N? — Q, die durch g
pldye) = =

gegeben ist. Mit dieser Steigungsfunktion erhélt man das folgende Kriterium
fiir die (Semi-)Stabilitédt von Darstellungen des Kroneckerkochers:

Lemma 2.2.1 Ein Punkt (X1,...,Xm) € Rye(K(m)) ist genau dann se-
mastabil, wenn fir alle Unterrdume U C V gilt, dass

= e
di Xi(U) > dimU - =
1ml; k(U) > dim ¥

und genau dann stabil, wenn fiir alle echten Unterrdume 0 £ U C V gilt,
dass

“ e
di Xi(U) > dimU - .
1me_1 &(U) > dim y

13



Sind also in dieser Situation d und e teilerfremd, so sind alle semistabilen
Darstellungen zugleich stabil.

Definition 2.2.2 Es gelte ggT(d,e) = 1. Dann heifst der kategorielle Quo-
tient

M = Proj(C[ Hom(V, W) §1V)* W)
’ =1
Kroneckermodulraum.
Bemerkung 2.2.3

e Wir konnen natiirlich ohne Einschrénkung annehmen, dass die Dar-
stellungen des Kroneckerkéchers zum Dimensionsvektor (d,e) durch
m-Tupel von (e x d)-Matrizen mit Koeffizienten in C gegeben sind.

Ein Kroneckermodulraum kann als eine kompakte komplexe Mannigfaltig-
keit verstanden werden. Allgemein betrachtet man dazu zu einer projekti-
ven Varietdt X, gegeben als Nullstellenmenge homogener Polynome P; €
k[Xo, ..., X,], die folgende Menge mit der Standardtopologie:

X' ={(xo:z1:... 1 2y) € PY(C) | Pi(x0,...,2n) =0 fiirallei =1,.., N}.

Ist wie in der vorliegenden Situation k = C, stimmen X und X’ als Mengen
offenbar iiberein. Der folgende Satz beschreibt, wie sich die Begriffe aus der
Geometrischen Invariantentheorie auf diese Menge {ibertragen. Fiir Einzel-
heiten hierzu sei auf [Shal, Kapitel 2] und [Sha2, Kapitel 7] verwiesen.

Satz 2.2.4 Ist X eine projektive Varietdt, die nur aus glatten Punkten be-
steht, so ist X' eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit beziiglich der Stan-
dardtopologie.

Dazu sei bemerkt, dass die Projektivitéit die Kompaktheit liefert, da P™(C)
kompakt und X’ eine abgeschlossene Teilmenge von P"(C) ist. Aus der
Glattheit aller Punkte ergibt sich, dass X’ eine Mannigfaltigkeit ist.

Ein Kroneckermodulraum ist nach den ersten beiden Teilen von Bemerkung
2.1.5 bzw. Satz 2.1.4 eine glatte projektive Varietit.

Das Ergebnis, das man also zusammenfassend fiir die vorliegende Grup-
penaktion erhélt, ist der folgende Satz:

Satz 2.2.5 Seien d,e,m € N mit m > 3 und ggT(d,e) = 1 gegeben. Dann
ist der Kroneckermodulraum MY eine kompakte komplexe Mannigfaltigkeit
und es existiert eine stetige Abbildung

I1: R (K (m)) — MJ., |
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so dass die II-Fasern genau die Bahnen unter der betrachteten Aktion sind.

Abschliefend sollen einige Eigenschaften der Mannigfaltigkeit M]" aufge-
zeigt werden, die spéter sehr hilfreich sein werden.

Satz 2.2.6 1. Es gibt Isomorphien Mde =M™ e und M(’fe =M™

me—d,e”

2. Fiir die Dimension eines Kroneckermodulraums gilt
dim My, =1 - d? — €2 + dem,
falls My, # 0.
8. Es gilt My, # {pt} genau dann, wenn

m — — e _m++vm?—4
I ) ')
g =gS 2 ge

Beweis. Um die erste Isomorphie zu erhalten, betrachtet man die Abbildung
(A1, ..., Ap) — (AT, AT).

Die zweite Isomorphie erhilt man mit Hilfe des Spiegelungsfunktors, siehe
Abschnitt 4.2.

Der zweite Teil des Satzes ist ein Spezialfall des fiinften Teils der Bemerkung
2.1.5.

Wenn My, # {pt} gilt, so folgt

m J—
2

aus dem zweiten Teil des Satzes.
Die andere Richtung erhélt man aus [Rei2, Satz 3.5].

&\Gs
)

O

Bemerkt sei, dass die Dimensionsvektoren, die die Ungleichung des dritten
Teils des Satzes erfiillen, genau den imagindren Wurzeln entsprechen. Ist der
Modulraum ein Punkt, so ist der Dimensionsvektor eine reelle Wurzel, also
Spiegelungen der zu den einfachen Darstellungen gehtrenden Dimensions-
vektoren (0, 1) bzw. (1,0).

2.3 Vermutung iiber die Asymptotik der Euler-
charakteristik

Es soll nun ndher auf die bereits erwdhnte Vermutung von Michael Douglas
eingegangen werden. Dazu sei im Folgenden mit X(MCT@) die Eulercharakte-
ristik des Kroneckermodulraums bezeichnet. Fiir eine ausfiihrlichere Defini-
tion siehe Abschnitt 3.2. Urspriinglich formulierte Douglas die Vermutung
in [Dou] folgendermafen:
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Vermutung 2.3.1 (Douglas) Fiziere ein r € Ry und betrachte (d,e) €
N2 mit ggT'(d,e) =1 und § ~r.

1. Dann gibt es ein C, € R, so dass fire,d >0

In(x(Mg?,))

~ C,.
d

2. Die Funktion r — C, ist stetig.

In(x(M™
Das heifit also, dass Douglas vermutet, dass M und somit auch die

Eulercharakteristik asymptotisch schon durch den Bruch § gegeben ist und
des Weiteren stetig von diesem abhéngig ist. Sei
m—vm? —4 m+vVm?—4

my = s und my = 5

Basierend darauf ergibt sich aus [Wei| die folgende prézisierte Vermutung:

Vermutung 2.3.2 Sei m € N, so dass m > 3, fest gewdhlt. Dann existiert
eine stetige Funktion f : [mi,me] C R — R, so dass folgendes gilt:

Fiir alle r € [my,ma| und alle ¢ > 0 existiert ein 6 > 0 und ein n € N, so
dass fiir alle (d,e) € N?> mit ggT(d,e) =1, |r—e/d| < und |d+e| > n gilt:

In(x(Mg7))

1) - ——

| <e.

Bemerkung 2.3.3

e Die Vermutung lésst sich auch folgendermaflen umformulieren: es exi-
stiert eine stetige Funktion f, so dass fiir jeden teilerfremden Dimen-
sionsvektor (d, e) ein Dimensionsvektor (ds, es) existiert, so dass

£(6) = tim X Mdinterind)
d n—00 ds + nd

Insbesondere konvergiert die rechte Seite.

Es soll auf einige Konsequenzen dieser Vermutung eingegangen werden, die
in [Wei| bewiesen werden. Wir nehmen also fiir den Rest dieses Abschnitts
an, dass die Vermutung stimmt. Sei

K := (m—1)%In((m — 1)%) — (m* — 2m) In(m? — 2m).

Satz 2.3.4 Die Funktion f ist gegeben durch

f(T)ZL- r(m—r)—1.

m — 2
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Die Konstante K ist also insbesondere der Wert an der Stelle r = 1. Wei-

ter folgt, dass die Eulercharakteristik asymptotisch ausschliellich von der
Dimension des Modulraums abhéngt:

Korollar 2.3.5 Der Logarithmus der Eulercharakteristik In(x(MJ")) ist a-
symptotisch proportional zu vdem — d? — e? = | /dim M" — 1.
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Kapitel 3

Lokalisierung in
Kroneckermodulraumen

3.1 Lokalisierung in Modulrdumen

In diesem Abschnitt soll die in [Reil] konstruierte Lokalisierung in Kécher-
modulrdumen fiir einfache Darstellungen analog zu [Rei4] auf Modulrdume
stabiler Darstellungen iibertragen werden. Es wird ein explizites Verfahren
zur Bestimmung von Fixpunkten unter der Torusaktion auf solchen Mo-
dulrdumen gegeben. Diese entsprechen stabilen Darstellungen des so genann-
ten universellen abelschen Uberlagerungskéchers.

3.1.1 Torusfixpunkte

Sei G eine algebraische Gruppe und sei y : G — C* ein Charakter in G,
das heifit ein Morphismus algebraischer Gruppen. Dann bezeichne X (G) die
Menge aller Charaktere in G mit der offensichtlichen Gruppenstruktur, die
im Folgenden additiv geschrieben wird.

Seien V' ein C-Vektorraum und G eine abgeschlossene Untergruppe von
GIl(V), die auf dem Vektorraum V operiert. Fiir jeden Charakter x € X (G)
definiere die x-(isotypische) Komponente vom Gewicht y in G als

Vi={veV]g-v=x(gvVgeG}

Ist ¢ : G — GI(V) eine rationale Darstellung, so lisst sich die Definition der
x-Komponenten iibertragen, also

Vi ={veV]elgv=x(gvVgeG}.
Zum Beispiel aus [Spr] erhélt man folgendes Lemma:

Lemma 3.1.1 Sei G eine diagonalisierbare Untergruppe von GU(V') und ¢ :
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G — GIl(V) eine rationale Darstellung. Dann gilt

V= Vy.
X€X(G)

Sei im Folgenden vorausgesetzt, dass der zu einem Kocher @ gewéhlte Di-
mensionsvektor d € NQ fiir die gewéhlte Linearform © teilerfremd ist. Es
gilt also Mj(Q) = M;*(Q) fiir den via © gewihlten Stabilitatsbegriff.

Sei weiter mit T := (C*)|@l der |Q; |-dimensionale Torus bezeichnet.

Auf Ry(Q) operiert T durch

((ta)aEQ1) : ((Xa)aeéh) = (ta- Xa)ate-

Da sich durch die Torusaktion die Dimensionsvektoren der Unterdarstellun-
gen eines stabilen Punktes nicht dndern, ldsst diese stabile Punkte stabil.
Zudem kommutiert sie offenbar mit der G4-Aktion. Deswegen induziert sie
also eine T-Aktion auf Mj(Q). Sei die Fixpunktmenge im Folgenden mit
M3(Q)T bezeichnet.

Da die Skalarmatrizen trivial auf R;(Q) operieren, faktorisiert die G4-Aktion
durch den Quotienten

PG4 :=Gy/C*.

Sei X € Mj(Q) ein Fixpunkt unter der Torusaktion. Betrachte nun die
algebraische Gruppe

G = {((9:)ieqo>t) € PGax T [ t- X = (gi)ieqo * X}-

Man erhélt die folgenden Projektionen

G
>N
PGy T
mit der folgenden Eigenschaft:

Lemma 3.1.2 Sei X ein Fixpunkt unter der Torusaktion. Dann gilt:
1. Die Projektion ps : G — T ist ein Isomorphismus.

2. Insbesondere induziert die Projektion p1 : G — PGy einen Homomor-
phismus algebraischer Gruppen ¢ = pp opg1 : T — PGy mit der
Eigenschaft:

pt)x X =t X.

Beweis. Da X € Mj ein Fixpunkt ist, ist py surjektiv. Da zudem X stabil ist,
also die Bahn von maximal méglicher Dimension ist, ist die Isotropiegruppe
von X unter der PGy trivial. Also folgt die Injektivitit.

Der zweite Teil folgt dann sofort.
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O

Zu ¢ kann ein Lift ¢ : T — Gy gewéhlt werden, der wiederum in |Qo]
Morphismen algebraischer Gruppen v; : T — Glg, zerlegt werden kann.
Zusammen mit der Projektion 7 : G4 — PGy erhilt man also das folgende
kommutative Diagramm:

Gq
(0
T T
g Y
PGy

Der Lift kann zum Beispiel gewédhlt werden, indem das Element ¢ auf das
Tupel (g;)icr abgebildet wird, fiir das det(g;) = 1 fiir alle ¢ € I gilt. Zum
Beispiel aus [Hum, 16.2] erhilt man fiir einen Torus folgende Eigenschaft:

Lemma 3.1.3 Sei T ein d-dimensionaler Torus. Dann gilt:
X(T) =z

Ist T = (C*)? und o, € X(T) gegeben durch ag(ty,... tq) =ty firl <k <
d, so ist der Isomorphismus gegeben, indem «y auf ey abgebildet wird.

Mit den simultanen Eigenraumzerlegungen beziiglich ;, also

Vz': @ Vz‘,x,

x€X(T)

ergibt sich folgendes wichtige Lemma:

Lemma 3.1.4 Sei X = (Xo)acq, ein Fizpunkt unter der Torusaktion.
Dann gilt:

Xa(Vix) C Vjyten fir alle x € X(T), a1 — j.
Beweis. Seien also t = (ta)ac@, € T und v € V; .. Dann gilt
;i () Xa(v) = () Xati(t) T (1) (v) = taXax(t)(v) = (X + €a) (t) Xa(v).
(]
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Im Weiteren soll ein K6cher Q definiert werden, so dass die Fixpunkte bzw.
Fixpunktkomponenten des anfinglichen Kéchers () mit Modulrdumen die-
ses Kochers zu bestimmten Dimensionsvektoren identifiziert werden kénnen.
Um eine ausreichende Eindeutigkeit eben dieser Dimensionsvektoren des
Kochers zu erhalten, soll zunéchst die Abénderung des Lifts ¢ und die Wahl
eines anderen Repréisentanten zu einem Fixpunkt X untersucht werden.

Bemerkung 3.1.5

1. Wihlt man einen anderen Lift ', so gibt es, wie man sich leicht iiber-
legt, einen Charakter x € X(7'), so dass

P(t) = x(O)Y'(¢)
fur alle t € T gilt.

2. Sind zu einem Fixpunkt zwei Reprisentanten X und X’ gegeben, so
gibt es ein g € G4, so dass

X' =gxX.
Ist also ¢ ein zu X gehoriger Homomorphismus, so gilt
(67 p(t) x X' =t X’
fir allet € T.

Aus den obigen Uberlegungen erhilt man folgendes Lemma:

Lemma 3.1.6 Folgende Aussagen sind dquivalent:

1. X ist ein Fixpunkt.

2. Es existiert ein Morphismus algebraischer Gruppen ¢ : T — Gg, so
dass

(ta)acq: * (Xa)acqr = ¢((ta)acq:) * (Xa)acq:
fir alle (to)acq, € T.
Es soll zunéchst gezeigt werden, dass es geniigt, die Stabilitéit von Fixpunk-
ten fiir die Unterrdume zu iiberpriifen, die mit der Gewichtsraumzerlegung

kompatibel sind. Das ist ein wichtiges Kriterium fiir die Anwendbarkeit der
in diesem Abschnitt eingefithrten Konstruktion.

Satz 3.1.7 Sei X ein Fizpunkt zu einem Kdcher (Q mit Dimensionsvektor

d. Seien
Xi= P Xiy
x€X(T)
die Gewichtsraumzerlegungen beziiglich des dazugehdrigen Morphismus ¢ :
T — Gg4. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
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1. X ist semistabil.

2. Fir alle Unterdarstellungen U, die mit der Gewichtsraumzerlegung von
X kompatibel sind, also U; = ®xEX(T) Uiy und alle i € Qq, wobei
Usx € Xi, gilt p(U) < (X)),

Beweis. Die eine Folgerung ist klar. Sei also eine Kocherdarstellung X gege-
ben, fiir die die Voraussetzungen aus 2. erfiillt sind. Sei weiter U = scss(X)
und betrachte

PO = (pita)acq: (Ui))ieqo

fiir beliebiges (ta)acg, € T-
Da X ein Fixpunkt ist, gilt nach Lemma 3.1.6, dass

(ta)acq: - (Xa)ac@r = ¢((ta)acqs) * (Xa)acqu

fir alle (ta)acg, € T und einen Morphismus algebraischer Gruppen ¢ =

(SOz‘)ier : T — PGd
Damit gilt fiir alle Pfeile o : ¢ — j folgendes:

Xapi( Ui = 1 05(0) Xai () @i € 9305,
(0%

da X,U; C Uj. Also ist ¢(t)U eine Unterdarstellung von X. Da ;(t) in-
vertierbar ist fiir alle ¢ € g, stimmen die Dimensionsvektoren von U und
o(t)U iiberein. Wegen der Eindeutigkeit von scss(X) gilt also p(t)U = U
fiir alle t € T'.

Das ist gleichbedeutend mit ;(t)U; = U; fiir alle t € T und alle i € Q.
Das bedeutet, dass U = scss(X) mit der Gewichtsraumzerlegung kompati-
bel ist. Demnach gilt nach Voraussetzung, dass p(scss(X)) < p(X). Also
ist X semistabil, weil die Steigung von scss(X) innerhalb der Menge der
Unterdarstellungen von X maximal ist.

O

Definiere einen Kécher Q wie folgt. Die Punktmenge sei durch
Qo = Qo x X(T)

definiert. Fiir jeden Pfeil o : i — j und jeden Charakter xy € X (7T') definiere
einen Pfeil

(a,x) : (&, x) = (4, x + €a)
in Ql. Das ist die universelle abelsche Uberlagerung von @Q, sieche auch [Reid].
Ist in dieser Situation X ein Fixpunkt zu ), dann definiere den dazugehori-
gen Dimensionsvektor d € NQg durch

d;  := dim¢ VZ-X.
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Wegen Lemma 3.1.4 kann X als Darstellung dieses Koéchers aufgefasst wer-
den.

Der Stabilitétsbegriff, der fiir diesen Kécher betrachtet werden soll, ist der
von © induzierte. Wir definieren also die Linearform © : ZQO — 7 so, dass

~

Oy = 06;

fiir alle ¢ € Qo und alle x € X(T'). Stabile Fixpunkte konnen also wegen
3.1.7 mit stabilen Darstellungen des eben eingefiihrten K6chers identifiziert
werden.

Es soll noch gezeigt werden, dass diese Darstellung zu einem Fixpunkt X
in flir spétere Zwecke hinreichende Weise eindeutig ist. Durch die Wahl ei-
nes anderen Lifts %, d&ndern sich nach Bemerkung 3.1.5 die Gewichte in
den Gewichtsraumzerlegungen durch Translation um den entsprechenden
Charakter y. Das entspricht der Gruppenaktion von ZQ; auf Q, die folgen-
dermaflen definiert ist:
p (i x) = (6 X + )

Das induziert offenbar eine Gruppenaktion auf der Menge der Dimensions-
vektoren NQD. Zwei Dimensionsvektoren, die in einer Bahn liegen, heiflen
im Folgenden dquivalent.

Auch die Abdnderung des Reprisentanten entspricht einer gleichméfigen
Verschiebung der Gewichte bzw. der Dimensionen der Gewichtsrdaume, so
dass abschlieflend gilt:

Satz 3.1.8 Fiir jeden Fizpunkt X € M3(Q)T gibt es (bis auf Aquivalenz)

etnen eindeutigen Dimensionsvektor d fiir Q, so dass X einer Darstellung
von QQ mit Dimensionsvektor d entspricht.

3.1.2 Beschreibung der Fixpunkte und bipartite Kécher

Umgekehrt zu der Konstruktion des letzten Abschnitts soll nun eine Ein-
bettung der Darstellungen des Kochers Q in die Fixpunktmenge konstruiert
werden. Dazu konstruiert man zun&chst zu einer Darstellung von Q eine
entsprechende Darstellung von @ und zeigt, dass diese einem Fixpunkt ent-
spricht.

Sei zu Q ein Dimensionsvektor (z, so dass der entsprechende Dimensionsvek-
tor d zu @ teilerfremd ist, fest gew#hlt. Dabei ist d; fiir ¢ € @y gegeben

durch X
di= Y diy.
XEX(T)

Wir nennen solch einen Dimensionsvektor d im Folgenden auch kompatibel
mit d.
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Seien V;, Vektorrdume der Dimension cim fiir alle ¢ € Qo und y € X(T).
Betrachte die Vektorrdume

Dann ergibt sich eine Darstellung, indem man zu den linearen Abbildungen
Xay Vix = Vixtea

lineare Abbildungen

fiir alle  : 4 — j definiert.
So erhélt man eine lineare Abbildung

A~

P Ry(Q) — Ra(Q).

Zudem ergibt sich durch die Zerlegung der Vektorraume V; eine Einbettung
von G; in Gg. Da die Abbildung dquivariant fiir die Gruppenaktion von
G ist, induziert P wegen der universellen Eigenschaft fiir Quotienten eine

Abbildung

P: M$(Q) = M Q).
Definiere nun eine Abbildung algebraischer Gruppen ¢ = (v;)icq, : T — Ga,
so dass

dadurch gegeben ist, dass

fir alle t € T und alle v € V; ..

Das macht ¢ wohldefiniert und daraus ergibt sich ein Homomorphismus
algebraischer Gruppen ¢, so dass P(X) = Y nach Lemma 3.1.6 ein Fixpunkt
ist.

Da Semistabilitdt und Stabilitéit wegen des teilerfremden Dimensionsvektors
d iibereinstimmen, werden stabile Darstellungen von Q offenbar auf stabile
Darstellungen von @) abgebildet.

Lemma 3.1.9 Secien X und X' zwei stabile Darstellungen von Q, so dass
P(X) und P(X') isomorph sind. Dann sind schon X und X' isomorph.

Beweis. Seien also Y = P(X) und Y’ = P(X’) gegeben und sei

g = (9i € GL(V}))icq,
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ein Isomorphismus zwischen Y und Y’. Dann gilt

Yogi = g;Ya

(e
fiir alle (a: 7 — j) € Q1. Da Y ein Fixpunkt ist, gibt es nach Lemma 3.1.6
einen entsprechenden Homomorphismus algebraischer Gruppen
¢ = (#i)ieqo

und zu diesem wiederum einen Lift
= (¢ : T — Gyg,)icqo,-

Wegen Bemerkung 3.1.5 kann angenommen werden, dass beide Fixpunkte
den gleichen Lift induzieren, da sich durch die Anderung des Lifts durch Kon-
jugation die dazugehorige Gewichtsraumzerlegung nicht &ndert. Fiir diesen
Lift und fiir alle ¢t € T bzw. alle a : i — j gilt dann folgendes:

Vi)Yhi(t) g = ta-Yig;

= gj (ta - Ya)
gﬂ/}j (t)Yawi(t)il’

Daraus folgt, dass

Yo(wi(t) " gihi(t)) = (5(t) " 9595 (t)) Ya

fiir alle o € Q1.
Da Y und Y’ stabile Darstellungen sind, besteht der Endomorphismenring
nur aus den Skalaren und somit folgt:

(i ()L gihi(t))icgy = a - g

fiir alle t € T und ein a € C. Das definiert einen entsprechenden Charakter
ae€ X(T), so dass

V() rgv(t) = alt) g

fiir alle t € T gilt.

Jedes g; induziert einen Isomorphismus zwischen den Gewichtsréumen V;
und V; y44. Da allerdings die Vektorrdume V; endlichdimensional sind, folgt
schon a = 0.

Somit kann ¢ als Isomorphismus der Darstellungen X und X’ betrachtet
werden.

O

Jeder Fixpunkt kommt also von einer solchen abgeschlossenen Einbettung.
Zudem sind die Bilder dieser Einbettungen paarweise disjunkt, so dass ab-
schliefend folgendes gilt:
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Satz 3.1.10 Die Menge der Fizpunkte M3(Q)T ist isomorph zu der dis-
jJunkten Vereinigung der Modulrdume

UM;@).
i

wobei d alle Aquivalenzklassen von Dimensionsvektoren durchliuft, die kom-
patibel mit d sind.

3.2 Eigenschaften der Eulercharakteristik

In diesem Abschnitt zeigen wir bekannte Eigenschaften der Eulercharakte-
ristik auf, die im Folgenden wichtig sein werden. Fiir Grundlagen der Alge-
braischen Topologie siehe zum Beispiel [Lue].

Sei X zuniichst eine glatte projektive komplexe Varietidt der Dimension n.
Dann sei mit H*(X), i € Ny, die i-te singulire Kohomologiegruppe mit
Koeffizienten in C bezeichnet. Diese sind bekanntermafien C-Vektorrdume,
wobei H(X) = 0, falls i > 2n. Zum Beweis siche wiederum [Lue]. Definiere

h*(X) = dime H*(X)
fuir k=0,1,...,2n.
Dann ist die Eulercharakteristik x definiert als
2n

X(X) =D (—1)FRF(X).
k=0
Dass die Lokalisierungsmethode geeignet ist, um die Eulercharakteristik von

Varietédten zu berechnen, ergibt sich aus dem folgenden Satz. Beweise sind
zum Beispiel in [CG] oder [EM] zu finden.

Satz 3.2.1 Seien X eine komplexe Varietit, auf der ein Torus T C X
operiert. Seien mit XT die Fizpunkte von X unter dieser Aktion bezeichnet.
Dann gilt fiir die Eulercharakteristik

X(X) = x(XT).
Aus Satz 3.1.10 zusammen mit der Additivitdt der Eulercharakteristik ergibt
sich folgender grundlegender Satz:

Satz 3.2.2 Sei () ein Kdcher mit Dimensionsvektor d. Dann gilt fiir die
Eulercharakteristik des Modulraums M3(Q) folgendes:

X(MF(@) =Y x(M3(Q)),
d

wobei Q der universelle abelsche Uberlagefungskdcher ist und d alle Aquiva-
lenzklassen von Dimensionsvektoren fiir QQ durchliuft, die mit d kompatibel
sind.

26



Betrachte fiir einen Kécher @ den Modulraum stabiler Darstellungen M j(Q)
fiir einen teilerfremden Dimensionsvektor d. Aus [Rei2] erhdlt man, dass die
ungerade Kohomologie verschwindet. Aus dem Harten Lefschetz-Theorem,
siche zum Beispiel [GH], ldsst sich folgern, dass

WM (M(Q)) < K (M3(Q))

fiir £ < n bzw.
W (M3(Q)) = WF2(M3(Q))
fir k > n. Dabei ist n die Dimension von Mj(Q). Da offenbar auerdem gilt

WO(M3(Q)) = h*"(M(Q)) = 1,
ergibt sich folgendes:

Satz 3.2.3 Fir Modulrdume stabiler Darstellungen eines Kdochers QQ mit
teilerfremdem Dimensionsvektor d gilt:

X(Mi(Q)) = dim(Mg(Q)) + 1.

3.3 Asymptotik und Kombinatorik von Bdumen

Das Ziel dieses Abschnitts ist es, einige Aspekte der Kombinatorik von
Baumen zu behandeln, die fiir das weitere Vorgehen wichtig sind. Basie-
rend auf vorgegebenen Eigenschaften soll die Anzahl der Biume dieser Art
gezahlt werden. Und zwar entweder genau oder zumindest asymptotisch.
Die behandelten Methoden sollen spéter benutzt werden, um die Anzahl
von Torusfixpunkten bzw. Fixpunktkomponenten zu zéhlen bzw. eine untere
Schranke fiir diese angeben zu kénnen, so dass das Verhalten der Eulercha-
rakteristik untersucht werden kann.

Ist a(z) = ano anx" eine formale Potenzreihe, so sei im Folgenden
[z"]a(z) = a, fir n > 0.

Definition 3.3.1 Ein Graph G ist ein Tupel bestehend aus einer nicht-
leeren endlichen Menge von Punkten V. = V(G) und einer Menge X =
X (G) von ungeordneten Paaren unterschiedlicher Punkte aus V. Jedes Paar
x = {u,v} heift Kante von G und wird als x = uv geschrieben.

Zwei Punkte u,v € V' heiflen benachbart, falls es eine Kante v = uv gibt.
Ein Weg in einem Graph G ist eine alternierende Folge von Punkten und
Kanten vo,x1,v1,...,0n—1,Tn, Up, beginnend und endend mit Punkten, so
dass x; = v;_1v;. Schreibe fiir einen Weg auch vg ... vy.

Ein Weg heifit Pfad, falls x; # x; firi # j gilt.

Ein Pfad heifit geschlossen oder auch Zykel, falls vo = v, und offen, falls
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nicht.

Ein Graph heifit zusammenhdngend, falls jedes Paar von Punkten durch
einen Pfad verbunden werden kann.

Ein Graph heifit azyklisch, wenn er keine Zykel besitzt.

Definition 3.3.2 Ein Baum ist ein zusammenhdngender azyklischer Graph.
Ein Baum mit einer Wurzel ist ein Baum mit einem ausgezeichneten Punkt.
Ein Graph ohne Zykel heifst Wald, die Komponenten sind also Bdume.

Betrachtet man ausschliefSlich BAdume, so bezeichnet man die Punkte auch
als Knoten.

Fiir weitere Details zu Baumen oder der Kombinatorik von Bidumen sei zum
Beispiel auf [HP] oder [SF] verwiesen.

3.3.1 Einfach-erzeugte Biume

Zunichst sollen einfach-erzeugte Badume eingefiithrt werden, die spéter mit
den so genannten Lokalisierungskochern, d.h. Kéchern, die von Torusfix-
punkten kommen, in Verbindung gebracht werden kénnen.

Sie wurden von Meir und Moon, siehe [MM], eingefiihrt und werden folgen-
dermaflen definiert:

Sei

y(x) = yna”

n>1

die Erzeugendenfunktion einer Familie 7 von Bdumen mit Wurzel. Sei weiter

dx) =D pna"

n>0

eine Potenzreihe mit ¢,, > 0 fiir alle n > 0, so dass zusétzlich ¢y > 0 und
¢j > 0 fiir ein j > 2 gilt. Erfullt y(z) die Funktionalgleichung

fiir eine beliebige solche Potenzreihe ¢, so heifit 7 eine Familie einfach-
erzeugter Badume. Einen Baum T € 7 nennen wir einfach-erzeugt. Bemerkt
sei aber, dass ein Baum in mehr als einer Klasse von einfach-erzeugten
Béaumen enthalten sein kann.

Das Gewicht w(T') eines endlichen einfach-erzeugten Baumes T € T ist de-

finiert als )
w(T) = H ¢_7 ! 9
j=0

wobei D;(T') die Anzahl der Knoten mit j Nachfolgern ist. Sei mit |T'| die
Anzahl der Knoten eines Baumes bezeichnet. Dann gilt fiir die Koeffizienten
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der Erzeugendenfunktion

Yn = Z W(T)'

|T|=n

Ein Beispiel fiir einfach-erzeugte Badume sind Binédrbdume, indem man
p(z) =1+ 2z + 22

setzt. Hier fliefit also mit ein, dass bei Knoten mit einem Nachfolger zwischen

Links- bzw. Rechtszweigen unterschieden wird.

3.3.2 Lagrange-Inversionsformel

Es soll auf die Lagrange-Inversionsformel eingegangen werden, die spéter ein
wichtiges Hilfsmittel darstellen wird.

Satz 3.3.3 Sei () = > 50 Pna™ eine Potenzreihe mit $(0) # 0 und y(z)
etne Potenzreihe, die die Funktionalgleichung

erfillt. Sei g(x) eine weitere beliebige Potenzreihe. Dann ist y(x) invertierbar
und fiir den n-ten Koeffizienten von g(y(z)) gilt, dass

1

[2"]g(y(x)) = E[U”_l]g'(U)cb(U)”
fir allen > 1.
Auflerdem gilt, dass
(2" (@)™ = T ()"

Bemerkt sei, dass dieser Satz zu der Lagrange-Inversionsformel, wie sie
gewohnlich in der Literatur vorkommt, dquivalent ist. Fiir den Beweis und
weitere Details siehe zum Beispiel [SF] oder [Drm)].

In diesem Abschnitt soll zunéichst ein fiir das Zahlen von Koéchern wich-
tiger Spezialfall betrachtet werden, der hiufig vorkommt. Um letztendlich
die Anzahl der Fixpunkte abschéitzen zu konnen, wird eine asymptotische
Naherung benutzt, die sich aus dem néchsten Abschnitt ergeben wird.

Lemma 3.3.4 Sei ¢(x) = 1 + ax® und es sei y(z) gegeben, so dass y(x) =
xp(y(z)). Dann gilt

falls bln — 1 und [2"]y(xz) = 0 sonst.
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Beweis. Es gilt
" n
o(z)" = ];:0 <k> (azb)F.

Daraus erhilt man fiir die (n — 1)-te Ableitung

oY ()" = zn: afok(bk — 1) ... (bk — (n — 2)) (") gk (1),

k
k=0,
bk>n—1

Daraus erhélt man also fiir den n-ten Taylorkoeffizienten nach der Lagrange-
Inversionsformel 3.3.3, dass

falls bln — 1 und [2"]y(x) = 0 sonst. Denn offenbar gilt fiir x = 0, dass

n—1

PO L0 e k=

Korollar 3.3.5 Seim > 1. Dann gilt

oyt = (L ) a7

n b

falls bjn — m und n > m erfillt sind, und es gilt [z"]y(x)™ = 0 sonst.

Seien a, b, m,n € NT. Dann definiere im Folgenden
Aapmn = [2"]y(z)™,

falls y(x) die Funktionalgleichung y(z) = z¢(y(z)) mit ¢(x) = 14ax’ erfiillt
und sei weiter

Aa,b,n = Aa,b,l,n-
3.3.3 Asymptotisches Verhalten
Aus [Drm] erhélt man folgenden wichtigen Satz:

Satz 3.3.6 Sei F(x,y) eine um © = y = 0 analytische Funktion in den
Variablen x,y, so dass F(0,y) = 0 und alle Taylorkoeffizienten von F um
0 reell und nicht negativ sind. Dann existiert eine eindeutige analytische
Lésung y = y(z) der Funktionalgleichung

y=F(x,y),
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die nicht-negative Taylorkoeffizienten um 0 hat, so dass y(0) = 0.
Wenn der Konvergenzbereich von F(x,y) in dem Sinne groff genug ist, dass
positive Losungen x = xo und y = yo des Systems von Funktionalgleichungen

y=F(z,y) bzw. 1 = Fy(z,y)

existieren, so dass Fy(zo,y0) # 0 und Fyy(zo,y0) # 0, dann ist y(z) analy-
tisch fir |z| < xg.
Des Weiteren existieren um xo analytische Funktionen h(x) bzw. g(x), so

dass
T

y(x) = g(z) — h(z) /1 - —
T

lokal um xg.
Es gilt g(zo) = y(z0) und

2z0Fy (20, yo)

h(xO) N Fyy(iﬁoayo) .

Aufierdem erhdlt man so eine lokale analytische Fortsetzung von y(z) fir
x —xg # 0.

Gilt weiter, dass [x"]y
zige Singularitdt von y
Entwicklung von [z"]y(

() > 0 fir alle n > ng, dann ist x = xo die ein-
() fir |x| = xo und man erhilt eine asymptotische
x) der Form

roFy(zo,y0) _, _3 1
— """ 2(1+ O(n .
QWFyy(an Yo) 0 ( ( )

Mit den Bezeichnungen aus dem vorherigen Satz erhalten wir folgendes Ko-
rollar:

Korollar 3.3.7 Sei ¢(x) = 1 4 ax® und y(x), so dass y(z) = zp(y(x)) =

F(z,y). Dann gilt
b—1
o 1 5
(xg)”" =ab <(b “a .

Beweis. Mit Satz 3.3.6 folgt, dass
yo = zo(1 + ayd) baw. 1 = zo(abyy™").

Daraus folgt die Behauptung durch eine einfache Rechnung.
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3.4 Lokalisierung in Kroneckermodulraumen

In diesem Abschnitt soll wieder der Kroneckerkdcher betrachtet werden. Der
aus der Lokalisierungsmethode resultierende Kocher bzw. die dazugehorigen
Torusfixpunkte sollen genau untersucht werden. Es wird eine grofie Klasse
von Fixpunkten charakterisiert, deren Anzahl exponentiell mit dem Dimen-
sionsvektor wéchst. So ldsst sich eine untere Schranke fiir die Eulercharakte-
ristik von Kroneckermodulrdumen bestimmen. Weiter sollen einige Beispiele
von Dimensionsvektoren aufgezeigt werden, fiir die alle Torusfixpunkte und
damit eben die Eulercharakteristik bestimmt werden kénnen.

3.4.1 Kroneckermodulraume

Es sollen wieder nur Kroneckermodulrdume zu Koéchern mit teilerfremdem
Dimensionsvektor (d, e) € N? betrachtet und auf diesen die zuvor eingefiihr-
ten Methoden angewendet werden.

Sei ein Fixpunkt X = (Xi,...,X;) € (M7)T gegeben. Dann gibt es
nach den Untersuchungen des letzten Kapitelsj einen Homomorphismus al-
gebraischer Gruppen ¢ : T' — P = (GI(V) x GI(W))/C*, zu dem ein Lift
YT GUV) x GI(W) gewéhlt werden kann, der wiederum in zwei Mor-
phismen ¢ : T +— GI(V') und 2 : T +— GI(W) zerlegt werden kann.

Seien
V= P W
X€X(T)
und
W= P Wy
XEX(T)

die simultanen Eigenraumzerlegungen beziiglich ¥ bzw. 1. Fiir diese gilt
dann
Xk(VX) C Wytay

fir alle y € X(T) und k=1,...,m.

Der universelle abelsche Uberlagerungskocher Q ist gegeben durch die Punk-
te (1, x) bzw. (2, x), wobei x alle Charaktere aus X (7") durchlduft, und Pfeile

(I,x) — (2,x +exr)

fir alle k € {1,...,m}.
Zu jedem Fixpunkt gibt es dann einen bis auf Aquivalenz eindeutig bestimm-
ten Dimensionsvektor d. Also

de = dim V) bzw. CZ27X = dim W,

fiir (1’X)7(27X) € QU- R .
Sei umgekehrt der Kocher @ mit einem Dimensionsvektor d gegeben. Sei im

32



Folgenden Q ¢ der volle Unterkocher, der aus den Punkten ¢ € Qo besteht,
so dass ch # 0 und dessen Pfeilmenge entsprechend aus den Pfeilen « : i —
j € Ql, so dass cii,czj #0.

Eine stabile Darstellung dieses Kéchers entspricht dann einem Torusfixpunkt
mit Dimensionsvektor (d, e), so dass:

d= Y diy

XEX(T)

bzw. X
€ = dQ’X.
x€X(T)
Der Vektor (d, e) sei im Folgenden als der Dimensionstyp dieser Darstellung
bezeichnet.

Definition 3.4.1 Ein Tupel bestehend aus einem Kdcher und einem Di-
mensionsvektor heif$t stabil, falls es mindestens eine stabile Darstellung zu
dem Kdcher mit diesem Dimensionsvektor gibt.

Wenn klar ist, welcher Dimensionsvektor betrachtet wird, so werden wir im
Folgenden auch von stabilen Kéchern sprechen.

Bemerkung 3.4.2

e Der Stabilititsbegriff, der verwendet wird, ist der, der von der ur-
spriinglich verwendeten Linearform © = (1,0) induziert wird. Also

A ZXeX(T) dle
pu(d) = ; -
ZXeX(T) dix +dax

e Da der Kocher Q ¢ bipartit und insbesondere zusammenhéngend ist,
falls es stabile Darstellungen fiir diesen gibt, gibt es eine Einbettung
A:(Qf)o — Z™, so dass

A x) = x.
Die Einbettung ist bis auf Addition von Charakteren p € Z™ eindeu-
tig.

Im Folgenden sei die Punktmenge des Kochers als die disjunkte Vereinigung
von Quellen I und Senken J gegeben und die Punkte als Elemente von Z™
angenommen.

Ist R C I x J die Menge der Pfeile, so gilt

(,j))ER< j=1i+e
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fiir ein k € {1,...,m}, wobei ey, ..., e, die Standardbasis von Z™ sei.

Das definiert eine Funktion ¢: R — {1,...,m}, fiir die gilt ¢(7, j) = k, falls
j =1+ eg.

Offenbar sind die Menge R und die Funktion ¢ durch die Punktmenge I U
J schon eindeutig bestimmt. Trotzdem spielen diese eine wichtige Rolle,
weil sie spéiter die Kocherdarstellungen beschreiben, die unterschiedlichen
Lokalisierungsdaten entsprechen.

FEin Fixpunkt X bestimmt also ein bis auf Translation eines Vektors pu € Z™
eindeutiges Tupel (I, J,d). Im Folgenden werden wir diese Tupel immer bis
auf eben diese Translation betrachten.

Dann schlieit sich folgende Definition an:

Definition 3.4.3 Sei X ein Fizpunkt. Dann heifit das dazugehirige Tupel
(I,J,d) Lokalisierungsdatum zu X .

Fiir ein festes m > 3 wird die Menge aller Lokalisierungsdaten vom Dimen-
sionstyp (d,e) im Weiteren mit L', bezeichnet.

Zunichst sollen einige Eigenschaften aufgezeigt werden, die sich fiir die Dar-
stellungen des Kochers () ergeben. Definiere fiir einen bipartiten Kécher mit
Punktmenge I UJ und Dimensionsvektor d:

Ai={jeJ|3a:i—jeQ,d;>1}

bzw.
Aj={iel|Ja:i—jeQd >1}.

AuBerdem definiere R; = |A;| und R; = |4;].
Mit Lemma 2.2.1 erhalten wir die folgenden Bedingungen an ein Lokalisie-
rungsdatum:

Bemerkung 3.4.4

e Sei i € I mit dim(z) = 1 gegeben. Dann gilt fiir stabile Darstellungen
m > R; > 5.

o Iir alle j € J gilt, dass R; < m.
e Fiir alle (4,7), (4,5') € R mit j # j' gilt ¢(i,§") # ¢(i, 7).
e Analog gilt fiir alle (,7), (¢,7) € R, dass ¢(i,7) # c(¢', 7).

Wir nennen eine Farbung, die diese Eigenschaften erfiillt, im Folgenden sta-
bil.

Definition 3.4.5 Ein Zykel in einem Lokalisierungsdatum ist eine Folge
von Punkten i1, 71, ..., jnyint1 = 41 (b2W. J1,01, .- in, jnr1 = J1), SO dass
(Zk,jk) €ER (bzw. (ik;jk—i-l) S R) und (ik+1,jk) €ER (bZ’w. (Zk,jk) € R)

firl<k<n.
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Definition 3.4.6 Ein bipartiter Kocher heifit m-bipartit, falls fiir alle Quel-
len i € I bzw. alle Senken j € J gilt, dass

R;, Rj <m.
Ein m-bipartiter Kécher QQ mit Dimensionsvektor ci, so dass
HoeQi|a:i—j} <1

fir alle Paare i,7 € I U J, heifit Lokalisierungskicher vom Dimensionstyp
(d,e), falls M(}?(Q) # 0 und

Zczz =d bzw. Zczj =e.
i€l JjeJ
Lokalisierungskocher miissen wegen Lemma 2.1.6 insbesondere zusammen-
héngend sein.
Bemerkung 3.4.7
e Um die Stabilitdt eines m-bipartiten Kéchers mit
Hoe@Qi|a:i—j} <1

und einem festen Dimensionsvektor zu testen, brauchen wir keine kon-
krete Darstellung anzugeben, sondern kénnen vielmehr ohne Beschrén-
kung der Allgemeinheit eine beliebige Darstellung X zu diesem Dimen-
sionsvektor wihlen, die fiir alle j € J und alle Teilmengen A;- C Aj
mit R} := |A}| die folgende Eigenschaft erfiillt:

dim( (1) Xa(X;)) = max{0, )  dim(X,(X;)) — (R} — 1) dim(X;)}.
ieA; iEA;

Betrachtet man ndmlich bipartite Teilkocher der Form

cm Cr2
cr :
PN

n
Cm,

so dass ohne Einschrinkung n; < n fir alle 1 < ¢ < t gilt, dann
gibt es immer eine Darstellung, so dass die Dimension der Schnitte
der Bildraume fiir alle Tupel linearer Abbildungen D, G »Xaik mit
1 <k<tund1l <i; < iy < ... < 4 <t minimal ist. Dass eine
solche Darstellung existiert bzw. das diese die obige Dimensionsformel
erfiillt, verifiziert man durch Induktion iiber die Anzahl der Pfeile.
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Zu jedem Lokalisierungsdatum erhélt man offenbar einen Lokalisierungs-
kocher, der diesem zugrunde liegt. Es soll gezeigt werden, dass sich umge-
kehrt auch fiir jede Wahl der Funktion ¢, die den Bedingungen aus 3.4.4
geniigt, ein Lokalisierungsdatum aus einem gegebenen Lokalisierungskécher
ergibt.

Bemerkung 3.4.8

e Es kann sein, dass sich zu einem gegeben Lokalisierungskécher durch
unterschiedliche Farbungen der Pfeile verschiedene Typen von Lo-
kalisierungsdaten ergeben. Betrachtet man ndmlich einen Lokalisie-
rungskocher mit einer Farbung ¢, so dass diese Farbung einen Ge-
wichtsraum mit dem Gewicht y und einen mit dem Gewicht y — ey
induziert, so gibt es auch einen Pfeil o : x — e — x bzw. eine Abbil-
dung

Xaix—ex—x  Vy—er, = Vi

Wenn dieser Pfeil nicht in dem Lokalisierungskocher aufgetreten ist,
so bezeichnen wir einen solchen Pfeil im Folgenden als einen durch die
Férbung induzierten Pfeil. Durch solch einen Pfeil erhéht sich offenbar
die Dimension des Modulraums.

e Betrachte den Kécher Q und eine Darstellung, die einen Zykel enthalt,
also eine Kette von Abbildungen X,,, ..., Xq,, mit X,, # X,, , und
einen Unterraum U, so dass

41

X loXa, 0. X 0X,, (U)=U.

Fixpunkte von Modulrdumen dieses Kochers sind zykelfrei. Denn die
Gewichtsraumzerlegung hat die Eigenschaft

Xa<Ux) - Ux—i—ea

fiir einen Pfeil o € Ql und einen Charakter x. Das heAiBt also, dass
in einem Torusfixpunkt der Modulraume des Kochers @) keine Zykel
auftreten konnen.

Lemma 3.4.9 Secien Q ein Lokalisierungskicher und c,c Firbungen, die
die Figenschaften von Bemerkung 3.4.4 erfillen. Dann gilt:

1. Durch die Farbung c dieses Kdchers erhdlt man ein Lokalisierungsda-
tum.

2. Seien ¢ und ¢ so gegeben, dass c¢ keine und ¢ einen Zykel erzeugt.
Seien weiter mit dim(Mg, ¢) bzw. dim(Mg, ¢') die Dimension der sich
ergebenden Modulrdume bezeichnet. Dann gilt

dim(Mg, ¢) < dim(Mg, ).

36



Beweis. Zunichst iiberlegt man sich, dass sich fiir einen gegebenen Lokali-
sierungskocher und eine gegebene Farbung der Pfeile eine Darstellung von
Q ergibt. Induziert diese keine Zykel in dem Lokalisierungsdatum, so ergibt
sich fiir jede stabile Darstellung von @) eine stabile Darstellung von Q
Induziert die Funktion ¢ einen Zykel, so ist die induzierte Darstellung von
Q allerdings trotzdem stabil.

Es bleibt zu zeigen, dass die Dimension des Modulraums nicht kleiner wird,
falls ein Zykel entsteht. Sei also ji; = j2, also dim(ji,2) = dj, + dj,. Es gilt
Rj,,Rj, > 1in Q. Definiere dim A; = ZieAj dim 4. Dann gilt fiir ein ¢/, das
einen Zykel erzeugt, dass

dim(Mq,d) = dim(Mg,c)+d3, +d5, — (dj, + dj,)* — dim A;, d;,
—dim Aj,dj, + (dim A;, + dim A;,)(d;, +dj,)
= dim(Mg,c) — 2d;,d;, + dim Aj d;, + dim Aj,d;,
> dim(Mg,c),

denn dim A;, > d;, wegen der Stabilitdt von Q. Der Fall i1 = i verhilt sich
vollig analog.

O

Definition 3.4.10 FEin Lokalisierungsdatum heif$t Lokalisierungsdatum vom
Typ 1, falls dim(i) = 1 fir alle i € (Qf)o.

Ein Lokalisierungskdcher @ heifit Lokalisierungskdcher vom Typ 1, falls eine
Funktion c existiert, so dass das induzierte Lokalisierungsdatum vom Typ 1
15t.

Im Folgenden soll nicht immer zwischen Lokalisierungskéchern und den da-
zugehorigen Lokalisierungsdaten unterschieden werden.

3.4.2 Stabilitat bipartiter Kocher

In diesem Abschnitt untersuchen wir stabile Kocher, die wir durch die Lo-
kalisierungsmethode erhalten. Durch eine entsprechende Farbung der Pfeile
erhalten wir also ein Lokalisierungsdatum. Insbesondere geben wir ein Ver-
fahren an, mit dem wir neue Lokalisierungskocher durch Verkleben von Lo-
kalisierungskdchern kleineren Dimensionstyps erhalten. Die Tabelle 3.4.46
gibt eine Ubersicht der Notationen beziiglich der in diesem Abschnitt ein-
gefithrten Ko6cher.

Seien Q@ = (I U J,Q1) und Q" = (I' U J',Q}) zwei bipartite Kécher mit
j € J,j € J. Definiere den bipartiten Kocher

Qi7(Q.Q) = (T UI'UI\jUJT\ U, QY),
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so dass a: i — j; € Qf genau dann, wenn « : i +— j; € Q1 oder a1 i+ ji €
Q) mit j1 # 4,7 und a : i — j” € Q genau dann, wenn « : i — j; € Q1
oder o : i — j1 € Qf, so dass j; = j oder j; = j'.

Wir erhalten also den neuen Kocher, indem wir zwei Senken der beiden alten
Kocher miteinander identifizieren.

Definition 3.4.11 Der Kdicher Q;;/(Q,Q") heifit Verklebungskdcher und
der Punkt j,j' = j" Verklebungspunkt.

Definition 3.4.12 Sei QQ ein bipartiter Kdcher mit Quellen I. Ein Teil-
kicher Q" mit Quellen I' heifst Randkdcher von Q, wenn genau ein ig € I'
existiert, so dass |Ajy N App| = 1 und |A; N Appl = 0 fir allei € I',
so dass i # ig. Fin Randkdcher heifit echter Randkdcher, falls er keinen
anderen Randkdcher enthdlt.

Randkécher sind also diejenigen Teilktcher eines bipartiten Kochers, die nur
eine gemeinsame Senke mit dem restlichen Kécher haben.

Das nachfolgende Lemma besagt, dass eine Unterdarstellung eines Rand-
kochers eines Lokalisierungskéchers immer minimal mogliche Bilddimensi-
on hat. Wir werden im Folgenden fiir einen Unterraum U mit dy immer
abkiirzend dessen Bilddimension bezeichnen. Gilt also U = @,;.; U, so de-
finiere

dy = Y Xo(Uy).

at—j

Up = @Ui

iel’

Auflerdem definiere

fiir eine Teilmenge I’ C TI.

Lemma 3.4.13 Sei Q ein Lokalisierungskécher vom Typ 1 mit Punkten IU
J. Sei Iy C I die Menge der Quellen eines Randkdchers, so dass dim Uy, =k
und dU11 = b. Dann gilt fiir alle Unterrdume Ur, C Ur mit dimUy, = k,
dass dUI2 >b.

Beweis. Wegen der Stabilitat gilt

b> Sk
~d

Betrachte U, := Upj, mit dimUy; = d — k. Aufgrund der Eigenschaften
eines Randkoéchers erhalten wir alUI3 =e—b+ 1. Also folgt

(d—k:)2<e—b+1.

Insgesamt erhalten wir

e ek
—k<b< —+1.
P <0< d +
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Also kann kein anderer Unterraum Uy, gleicher Dimension existieren, so dass
dUI2 = b — [ fiir ein [ > 1. Denn ansonsten wiirde gelten

e
b—1> Sk
~ 4

O

Fiir einen gegebenen Dimensionsvektor (d,e) konstruieren wir nun einen
eindeutigen Dimensionsvektor (ds, es), so dass wir neue Lokalisierungskocher
vom Dimensionstyp (ds + kd, es + ke) durch Verkleben von Lokalisierungs-
kéchern vom Dimensionstyp (ds, es) bzw. (kd, ke) erhalten.

Sei mit (d, e) ein Dimensionsvektor fest gewihlt. Zunichst zeigen wir, dass
ein Dimensionsvektor (ds, es), so dass ds < d und es < e, mit den folgenden
Eigenschaften existiert:

etes
° d+dsd<e+1

e+eg
° d+dsd>e

o &L < ¢ fallsd# 1 und (e; — 1)d = eds, falls d = 1

o Sred < [5d] Vd <d

o goT(d+ds,e+e5) = 1.

Wir nennen diese Eigenschaften im Folgenden Verklebungsbedingung. Die
erste Figenschaft ist dquivalent zu

de+des < de+d+dgse+ds
Sdes < d4dse+ds
Sdles—1) < ds(e+1)
<:>65—1 < 6—{—1'
dsg d

Die zweite Eigenschaft ist dquivalent zu

ed+esd > ed+ eds
e C

4 > —.
ds = d
Also folgt die erste Eigenschaft aus der dritten.

Lemma 3.4.14 Sei (d,e) € N2, so dass d < e und ggT(d,e) = 1. Dann
existiert ein Dimensionsvektor (ds, es) zu jedem Dimensionsvektor (d,e), der
die Verklebungsbedingung erfillt. Dieser ist eindeutig bestimmt, wenn wir
zusdtzlich annehmen, dass ds < d und e < e.
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Beweis. Betrachte zunéchst den Spezialfall d = 1. Offensichtlich erfiillt (0, 1)
die gewiinschten Eigenschaften fiir (d,e) = (1,n) mit n € N.

Falls d > 2, gilt schon e > 3. Wihle ds; € N minimal, so dass
d| 1+ eds.

Das ist moglich, weil ggT(d,e) = 1 und weil deswegen natiirliche Zahlen
N, i existieren, so dass
Nd=1-pe.
Falls ¢/ > 0 so gilt
N2d? =1 —2p)e + p/?e® =1+ e(p/?e — 244)).

Wegen p'?e > 24/ fiir e > 2 folgt daraus die Existenz und insbesondere
ds € N.

Definiere
l4eld+ds)—de 1+dge

“ d d
Wegen der Wahl von ds gilt e; € N.
Auflerdem erhalten wir

—e(d+ds) +d(e+es) = —ed —eds +de +dse + 1 = 1.

Es folgt ggT(d + ds,e + e5) = 1.
Nun gilt
es 1+dse

S ¢
ds dds d

und weiter
es—1 dee—d+1 e

d .~ d

Es bleibt also die vierte Eigenschaft zu zeigen. Eine einfache Rechnung zeigt

etes e ed+eds + 1 _e€ 14 1
d+ds, d ed + edy d ed+eds )

Da auflerdem

& e
—-d|—-=d >
FUEETE

SHN

und
d 1

ed + dse < d+ds
fiir alle d’ < d, folgt die Behauptung.
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Wir nennen einen Vektor (ds, es), der diese Bedingung erfiillt im Folgenden
Startvektor von (d, €). Nun zeigen wir, dass (ds+kd, es+ke) mit k& > 1 ebenso
ein Startvektor fiir den Dimensionsvektor (Id,le) mit [ > 1 ist. Das fiihrt
dazu, dass wir gewisse Kocher vom Dimensionstyp (ld,le) immer wieder
an einen Lokalisierungskocher vom Dimensionstyp (ds + kd, es + ke) kleben
konnen, um einen neuen stabilen Kécher zu erhalten.

Korollar 3.4.15 Wenn d, ds, e und es die Verklebungsbedingung erfiillen,
dann gilt ggT(ds + kd, es + ke) = 1 fiir alle k > 1.

Beweis. Wie vorher haben wir
—e(kd+ds) +d(ke +es) =1
auch fiir beliebiges k£ > 1.

O

Korollar 3.4.16 Seien d,ds, e,es € N so gegeben, dass sie die Verklebungs-
bedingung erfillen und weiter seien k,l € N. Es gilt:

1.
es + ke
d5+kdld<le+1
> +k
es e
ds+kdld>le
S. )
es+ ke—1 <l£
ds+ kd —Id
4.
ke + es

e
d < [=d] vd <d

kd + ds [d 1

Beweis. Es ist leicht zu sehen, dass die zweite bzw. dritte dquivalent zu der
zweiten bzw. dritten Eigenschaft des Dimensionsvektors (d + ds, e + e5) ist.
Die dritte folgt wieder aus der ersten Eigenschaft. Sei £ > 1. Dann erhalten
wir durch eine einfache Rechnung, dass

es + ke < e+ e
de+kd — d+ds

Daraus folgt die vierte Eigenschaft.
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Bemerkung 3.4.17

e Wenn wir den Dimensionsvektor (d, e) zerlegen wollen, so dass
(d,e) = (ds,es) + k(d',€)

fiir (d, e) teilerfremd mit den zusétzlichen Eigenschaften ggT(ds, e5) =
geT(d',e') =1 und ds < d, es < e, so kénnen wir wie folgt vorgehen:
wihle €/ minimal, so dass

el l+de

und ,
g - 1+ed'

(&

Nun berechnen wir ds; und e; wie im Beweis von Lemma 3.4.14. Es
ist leicht zu sehen, dass diese Zahlen die gewiinschten Eigenschaften
erfiillen. In der Tat iiberpriift man leicht, dass

e—es d—dg
o d

Daraus folgt, dass ¢’ | e — e; und d' | d — dg, weil ggT(d’,e’) = 1 und
trivialerweise e — es, d — ds € N gelten. Definiere nun k = d;l,ds.

Um fortfahren zu koénnen, benétigen wir weitere Eigenschaften der eben
konstruierten Zahlen. Wegen

esd—eds =1
erhalten wir
(ke +es)(K'd+ds) + k — k' = (kd + ds)(K'e + es).

Definiere fiir dy = k'd +d € N mit 0 < d < d eine Abbildung f :
{0,1,...,kd+ ds — 1} — N durch

(ke +es)di +n
kd + d

Es sei bemerkt, dass f wegen ggT(ds + kd,es + ke) = 1 injektiv ist. Dann
erhalten wir folgendes Lemma:

f(d1) = min{n € N | € N}

Lemma 3.4.18 Secien ds, e, d, e natirliche Zahlen, die die Verklebungs-
bedingung erfiillen. Dann gilt

(ke + es)(K'd +ds) + k — K =0 mod (kd + ds)

fiir alle k' < k.
Sei dy = K'd+d mit 0 < d < d. Insbesondere gilt f(d1) = k — k', falls
d' = ds und daher f(d1) > k+1, falls d # ds.
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Nun zeigen wir, wie man einen Lokalisierungskdcher vom Dimensionstyp
(ds+ (k+1)d,es+ (k+1)e) durch Verkleben eines Lokalisierungskichers vom
Typ (ds + kd, es + ke) und gewisser Kécher vom Dimensionstyp (Id,le + 1)
bekommt. Dabei wird Korollar 3.4.16 sichern, dass die Unterdarstellungen
der beiden Teilkdcher die Stabilitétsbedingung erfiillen. Dann werden wir
zeigen, dass auch direkte Summen von Unterdarstellungen der Stabilitéits-
bedingung nicht widersprechen, was ebenfalls aus Korollar 3.4.16 folgt. Wir
weisen noch einmal auf Bemerkung 3.4.7 hin. Wir werden also keine kon-
kreten Darstellungen betrachten, sondern solche, die die dort angefiihrten
Bedingungen erfiillen.

Seien d, e und m fest gewihlt und sei §;7,,, ; die Menge von Tupeln, die aus
einem m-bipartiten Kécher vom Dimensionstyp (Id,le + 1) und einer Senke
7 mit den folgenden Eigenschaften besteht:

e Es existiert hochstens ein Pfeil zwischen zwei Punkten.

e Nach dem Verringern der Dimension von j um eins ist der entstandene
Ko6cher zusammenhéngend und semistabil.

e Es existiert eine Darstellung zu diesem Kocher, so dass fiir alle d'-
dimensionalen Unterrdume U gilt

(k+1)e+ es

A
(k+10)d+d,

dy >
Sei weiter 7;% die Menge aller m-bipartiten Lokalisierungskocher vom Di-
mensionstyp (d, e).

Satz 3.4.19 Seien d,ds, e, es so gegeben, dass sie die Verklebungsbedingung
erfiillen und auferdem k € N. Seien T° € T kdestha und (TY, 51) €
Slg1es1- Zudem sei jo eine Senke von 10, so dass Rj, + Rj, < m. Dann
ist Qjo.j, (T°, TY) mit Verklebungspunkt ja, so dass dim(j2) := dim(jo) +

dim(j1) — 1, ein Element aus %T+(k+l)d,es+(k+l)e'

Beweis. Fiir einen Unterraum U einer der beiden Teilkocher bezeichnen wir
mit dy die Dimension des Bildes in Bezug auf den urspriinglichen Kécher
und mit dj; die Bilddimension in Bezug auf den konstruierten Kécher.
Sei zunichst U ein d’-dimensionaler Unterraum von 7' mit d’ < Id. Per
Definition gilt
(k+1)e+ es
(k+1)d+ds
Falls d’ = ld, so folgt die gleiche Ungleichung aus diy = le+ 1 zusammen mit

der ersten Figenschaft des Korollars 3.4.16.
Da zudem

d <dy =dj.

es + ke - es+ (k+1e
ds+kd = ds+ (k+1)d
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wegen der Eigenschaften der Dimensionsvektoren gilt, folgt das Gleiche fiir
Unterriume des Teilkéchers 70.
Es bleibt also zu zeigen, dass die Stabilitétsbedingung auch fiir Unterrdume
gilt, die sich aus Unterrdumen der beiden Teilkdcher zusammensetzen. Seien
also U’ und U” zwei Unterrdume der Dimensionen 1 < d’ < Id bzw. 1 <
d" < kd + dg, so dass mindestens einmal echte Ungleichheit gilt.
Es geniigt also

le (k+1)e+es

/U/EBU// Z *d/ + dU// >

! !
ld (k:+l)d+ds(d+d)

zu zeigen, wobei die erste Ungleichung aus der Semistabilitit des Kochers,
den man aus T durch Verringern der Dimension des Punktes j; um eins
erhilt, folgt. Wegen e;d — ds;e = 1 ist das dquivalent zu

(k+De+es , d
(k +1)d + d, d((k+1)d +ds)

dU// >

Aus dem vorherigen Lemma zusammen mit der Voraussetzung erhalten wir

(ke +es)d” + f(d")
kd + d ’

dyn >

Sei zunéichst d” < kd+ds. Nehmen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit
d' = ld an, so reicht es zu zeigen, dass

1" + ((k+Dd +ds) f(d") > U(kd + ds),

was durch eine einfache Rechnung folgt.
SchlieBlich sei d’ = kd + ds und d’ = I'd + dy < ld mit 0 < d; < d. Es gilt
wieder unter Verwendung von egsd — eds = 1, dass

(k+l)€+€s
— —(kd+ds) =k s— ——————.
(ki D)d+d, Pt ) =hetes =G piTa,
Also bleibt zu zeigen, dass
e ed; (k+1)e+ es
—(l'd+dy)] =1 — P d+d) -
qdr ) =ret =71 > e, VO W T G a4

was aus der vierten Eigenschaft des Korollars 3.4.16 zusammen mit [ > I’
folgt.

O

Erfiilllen 7° und 7' die Bedingungen aus dem Satz, dann nennen wir 77°
einen Startkocher fir 7.

Als Néchstes wenden wir dieses Resultat auf spezielle Kécher an. Dazu sei
T € 1;%. Daraus konstruieren wir auf verschiedene Weisen neue Kocher T
vom Dfmensionstyp (d,e + 1) wie folgt:
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e Wihle ein ¢ € I, so dass R; < m und definiere die Punktmenge des
neuen Kochers als Ty = ToU{j}, die Menge der Pfeile als 77 = T U{av :
i — j} und schliefflich definiere dim(j) = 1.

e Wihle ein j € J, so dass 1 < R; < m und erhéhe die Dimension dieses
Punktes um eins.

e Wihle ein j € J, so dass

dim(j) < ) dim(i)

iGAj
und erhohe die Dimension dieses Punktes um eins.

Bezeichne die Menge der resultierenden Kocher mit ’Z}’Z und weiter bezeichne
die Senke j als modifizierten Punkt.

Korollar 3.4.20 Seien d,ds,e,es so gegeben, dass sie die Verklebungsbe-
dingung erfillen und sei k € N. Sei weiter T° € 7:17?+kd,es+kd und Tt € 'ZZ’Z
mit dem modifizierten Punkt j1. Weiter sei jo eine Senke von T[?, so dass
Rj,+Rj, <m. Dann ist Qjy ;,(T°, TY) mit dem Verklebungspunkt j, so dass
dim(j) := dim(jo) + dim(j1) — 1, ein Element von Ty (k41)d,es+(k-+1)e-

Beweis. Sei U ein d'-dimensionaler Unterraum von 7'. Da T' aus einem
stabilen Kocher entsteht, gilt diy > §d'. Gilt d’ < d, so folgt aus der vierten
Eigenschaft des Korollars 3.4.16, dass

(k+ 1)€+€s

U € /! !/

Wenn d' = d, so folgt dieselbe Ungleichung aus der ersten Eigenschaft zu-
sammen mit
dim(j1) < ) dim(i)
i€Aj,
und
(k+1)e+es p

dy—e+1> T etes,
UEeT I i rDd+d,

O

Wir behandeln nun die Frage, wie wir zu einem vorgegeben teilerfremden
Dimensionsvektor (d,e) eine solche Menge von Lokalisierungskéchern kon-
struieren kénnen. Dazu ordnen wir zunéchst einem Tupel natiirlicher Zah-
len eine Menge von Lokalisierungskéchern zu. Dieses Tupel ist durch den
vorgegebenen Dimensionsvektor eindeutig bestimmt, siehe Beispiel 3.4.22.
Wir werden spéter sehen, dass diese natiirlichen Zahlen mit der Anzahl der
moglichen Verklebungspunkte und der moglichen Farbungen der konstru-
ierten Kocher zusammenhéngen. Diese Informationen sind notwendig, um
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mit den Methoden aus Abschnitt 3.3.1 die Kardinalitdt der Mengen der so
konstruierten Lokalisierungskécher in Lemma 3.4.43 zu bestimmen und die-
se einem vorgegeben Dimensionsvektor zuzuordnen.

Um eine untere Schranke fiir die Eulercharakteristik in Satz 3.4.44 zu bekom-
men, werden wir diese Methode in Abschnitt 3.4.4 auf die Félle e > (m—1)d
anwenden, was wegen der Isomorphien der Modulrdume, siehe Satz 2.2.6,
keine Einschrankung ist. Diese Félle haben verschiedene Vorteile in Bezug
auf das Zahlen von Lokalisierungsdaten.

Seien ein Dimensionsvektor (d,e) und der entsprechende Startvektor fest
gewihlt. Bezeichne mit ’Z;L(ld ©) alle Lokalisierungskécher vom Dimensionstyp
(ds, es) +ni(d, e) mit n; > 1. Wie zuvor sei ’f}z(ij’e) die Menge, die durch Mo-
difizieren einer Senke j; entsteht. Nun fahren wir rekursiv wie folgt fort: sei
S e ’T(d 6) a,und T € Y;L(g -©) - Dann sei T( €) die Menge, die aus allen

LN 1ng,...,n1

Kochern QJO i1 (S, T) besteht, so dass Rj, + Rj, <'m. Weiter sei die Dimensi-

on des Verklebungspunktes j gegeben durch dim(j) = dim(jo) 4+ dim(j;) — 1.
(d.e)

Zudem sei im Allgemeinen 7, 1,..m1 die Menge Verklebungskocher, die

(d.e)
aus dem Verkleben eines Kochers S S

T ¢ ’Z'n(k)n1 auf die eben beschriebene Weise entsteht.

und eines Kochers

Korollar 3.4.21 Die Mengen 7;1(;“)”1 enthalten nur stabile Kocher.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass diese Kocher die Bedingungen aus Korol-
lar 3.4.20 erfiillen.
Wir nehmen an, dass 7;1(:!

)

n, nur aus stabilen Koéchern besteht. Es soll

gezeigt werden, dass 7;5,‘5 +1) .n, fiir alle ngy; > 1 dann auch nur aus sta-

bilen Kéchern besteht. Dazu zeigen wir, dass die Kocher aus Tn(;jf%nl

Startkocher fir die Kocher aus ’Z}L(k )m sind.

d*, eF) der zu ’Z;Z(k)m gehorige Dimensionsvektor und (d¥, e¥) der

Sei also ( 5165

zu Tn(jfim gehorige. Es gentiigt also zu zeigen, dass

(g™ el = (d, ef) + (g, — 1)(d", ")

S’S

der Startvektor fiir

(dk+1,ek+1) (dk k)+n (dk—H k+1)

S’S

7-(d.e)

ist. Denn die Ko6cher aus 7,, ., entstehen eben durch die vor Korollar
3.4.20 beschriebene Modifikation. Das ist dquivalent zu

k+1 k-+1
1 1+di™e
s dk+1
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mit der zusitzlichen Eigenschaft d5+1 < @**!, siehe Lemma 3.4.14. Wihrend
die zweite Eigenschaft unmittelbar folgt, ist die erste dquivalent zu

ok 1+ dret
s dk )
was wiederum durch eine direkte Rechnung folgt. Also folgt die Behauptung

nach der Induktionsvoraussetzung.

O

Beispiel 3.4.22

Wiéhle (ds,es) = (0,1) und (d,e) = (1,n — 1). Dann erhalten wir das Tupel
(nk,...,n1) zu einem gegebenen Dimensionsvektor, indem wir wie in Be-
merkung 3.4.17 verfahren. Genauer gilt (d,e) = (ds, es) + nk(d’,e’) und so
erhalten wir rekursiv das gesamte Tupel natiirlicher Zahlen. Die Rekursion
bricht ab, falls (ds,es) = (0,1).

Wir betrachten den Dimensionsvektor (d,e) = (8,13). Das dazugehérige
Tupel ist dann (n3,no,ny) = (1,2,2) mit n = 2. Also

(d,e) = (3,5)+(5,8) =(1,2)+(2,3) + ((1,2) +2(2,3))
= (0,1)+(1,1) 4+ (0,1) +2(1,1)
+((0,1) + (1,1) +2((0,1) +2(1,1)))

Betrachte also zunéchst die Lokalisierungskdcher der Dimensionstypen (1, 2)
bzw. (2,3), d.h.

1/71
\1
bzw.
1 1
1/ 241
1/
\1

Dann ergeben sich mit den drei vor Korollar 3.4.20 beschriebenen Methoden
die folgenden Lokalisierungskécher vom Typ (3,5) durch Verkleben:

1//1 1/71 1/71
Ty Ty ey P
=21 2521 1T |
Ty Ty Ty 1
=

\1
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Weiter erhalten wir zum Beispiel folgende Lokalisierungskécher vom Typ
(5,8) durch Verkleben:

1/71 241
Ty g
221 221 |
Ty 1 T 1
1

1 1

Schlieflich ist auch zum Beispiel der folgende bipartite Kécher vom Dimen-
sionstyp (8,13) nach Korollar 3.4.20 stabil:

3.4.3 Einfache Lokalisierungskdcher

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Menge der einfachen Lokalisie-
rungskocher. Diese sind Lokalisierungskocher vom Typ eins, die zusétzlich
die Eigenschaft erfiillen, dass jeder Punkt Senke von hochstens zwei Pfei-
len ist. Zu einem gegeben Dimensionstyp ist dieser Kécher eindeutig, gibt
aber nach einer kleinen Modifikation Anlass zu einer exponentiell mit dem
Dimensionsvektor wachsenden Klasse von Lokalisierungskéchern. Sie bilden
eine der Grundlagen, um die untere Schranke fiir die Eulercharakteristik
im néchsten Abschnitt zu erhalten. Sie definieren auflerdem so genannte
Kocherfunktionen, mit denen sich das aus dem letzten Abschnitt resultie-
rende Tupel (ng, ..., ny) fiir jeden Dimensionsvektor einfach durch das Losen
Linearer Gleichungssysteme berechnen lasst. Schliefflich bilden sie auch eine
der Grundlagen fiir die Konstruktion von Baumdarstellungen im néchsten
Kapitel.

Wir nehmen an, dass alle Punkte (vor und nach dem Verkleben) eindimen-
sional sind. Sei (Q")gen ein bipartiter Kocher, wobei Q% durch

Qb = {ig} U Jy und Q% = {(ix,5) | j € Ji},
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so dass |Ji| = [ definiert ist. Betrachte den Verklebungskocher

Qll’b = le,]é (Qllv Q12)7

wobei j1 € Jy und jy € Jo. Auflerdem definiere die Menge aller moéglichen
Verklebungspunkte des resultierenden Kéchers durch Ky := J5\ j2, wobei ja
der Verklebungspunkt von Q2 sei.

Wir fahren rekursiv wie folgt fort: seien Q2+ und Q'+! zwei bipartite
Kocher. Dann definiere

Wyl o Hyodn Aln
QU = Qg (@70, Q)
mit j, € K, und ju41 € Qé"“. Weiter definiere wieder K11 := Jp+1\Jn+1-

Wihle ein m € N fest, so dass m > 3. Seien n,t € N, sodass 2 <n <m— 1.
Jedem (t + 1)-Tupel (81, ..., 5t+1)mn € N1 ordnen wir den Kécher

Qnsl n+1,n%2,... n+1,n°t+1

zu, wobei

Wenn wir den Fall m = 3 und n = 2 betrachten, so erhalten wir K&cher der
folgenden Form:

: /Ll ,81 Zl 7/ 2,1 cr 7’t+1 1 e Zt+1 ;St+1
111 -1 11
mit dim( k) = d1m( 1) = 1. Definiere zudem den Kocher

~

Qs = Qn-l—l,nsl,n+1,n52,...,n+1,n5t+1
s =

und

§:=(s1—1,82,...,54+1)mn-

Informell erhalten wir den Kocher QS aus dem Kocher g, indem wir einen
zusitzlichen Pfeil an "die Quelle am linken Rand” ankleben. Im Folgen-
den schreiben wir auch § anstelle von Q; und s anstelle von Qg, wenn
Missversténdnisse ausgeschlossen sind.

Definition 3.4.23 Seien m,n und ein Tupel (s1,S2,...,St+1)mn gegeben.
Dann heif§t der dazugehdrige Kdcher einfach.
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Der Dimensionstyp der einfachen Kdécher ist gegeben durch

t+1

d:ZSi“‘t
=1

und
t+1

e=()_(n—1)s;+ 1)+ (n—1)t.
i=1

Wir {iberpriifen die einfachen Kocher auf Stabilitdt. Wir beantworten al-
so die Frage, fiir welche einfachen Kocher eine stabile Darstellung existiert.
Dazu nehmen wir an, dass jede lineare Abbildung zu einem Pfeil o : i — j
durch X, = 1 gegeben ist. Bemerkt sei, dass die Existenz einer stabilen Dar-
stellung schon geniigt, um die Dimension des Modulraums auszurechnen.
Offensichtlich muss die Bilddimension di; eines eindimensionalen Unter-
raums U einer stabilen Darstellungen die Eigenschaft dy > n — 1 erfiillen.
Sei U nun ein Unterraum mit dimU = Zizk si+ (I—k). Wenn wir Stabilitét
voraussetzen, erhalten wir fiir die Bilddimension

l

dy > (O (n—1)s; + 1)+ (n—1)(l — k).
i=k

Es ist leicht zu sehen, dass es geniigt, Stabilitédt fiir Unterrdume dieser Di-
mension zu iiberpriifen, die zusétzlich die FKigenschaft

l

dy = (> (n—1)s;+1) + (n— 1)(I — k)

i=k

erfiillen. Wir erhalten folgendes Lemma:

Lemma 3.4.24 Ein Kocher (s1,...,St+1)mn st genau dann stabil, wenn

l
dl—k+1) >+ 1) si+ (1 —k))
i=k

firalel <k<I<t+1mitl—k<t.
Beweis. Offensichtlich gilt e = (n —1)d+t+ 1. Aus der Stabilitéitsbedingung
folgt, dass

l l
(N n—1)si+1) + (n— 1)1 — k) > m‘”j”“(}}ﬁ(l-k)).

i=k i=k
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Also erhalten wir

l
d(d (n—1)s;) +dn—1)(1 — k) +d(l —k+1)
i=k
l l
> (n=1d0 si+ (1 —k)+ (t+ 1D si+ (1 k)

i=k 1=k
und daraus die Behauptung.

O

Offenbar ist die Stabilitét einfacher Kécher unabhéngig von m und n, so dass
wir im Folgenden mit (sy, s9, ..., ;1) die Menge aller einfachen Kocher mit
n < m bezeichnen.

Sei k = e — d. Definiere (4. := [l + K1l = [1]. Sei auBerdem I die Menge
der Quellen und J die Menge der Senken eines einfachen Kdchers.

Lemma 3.4.25 Sei X eine stabile Darstellung eines einfachen Kdchers.
Fiir alle Unterriume U = @®;cp X; der Dimension | mit I' C I gilt entweder
dy = l(d,e) oder dy = l(d,e) + 1.

Beweis. Da die Randkocher nach Lemma 3.4.13 von minimal mdglicher
Bilddimension sind, existiert ein Unterraum beliebiger Dimension [, so dass

du = l(ge)-

Seien 1E 1, 1)'2 C I. Wir nehmen an, dass zwei Unterrdume U; = @;er, X; bzw.
Us = ®jer, X; der gleichen Dimension existieren, so dass dy, = dy, + t mit
t > 2. Dabei kénnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen,
dass dy, = l(4,.). Sei I3 := I\I. Betrachten wir den Unterraum

U3 = @ Xi)
i€l3

so erhalten wir dy; =€ — [(g¢)-
Wegen der Stabilitdt erhalten wir aber ebenfalls

(d — l)(d,e) S e — l(d,e)-

Das kann aber nur der Fall sein, falls 5/ € N, was man durch eine einfache
Rechnung tiberpriift. Das ist aber unmoglich, weil ggT(d,e) =1 und [ < d.

O

Daraus erhilt man folgendes Korollar:

Korollar 3.4.26 Fiir einen stabilen Kécher (si,...,Si41) existiert ein k €
N, so dass fiir alle 1 <i <t+1 gilt, dass s; = k oder s; = k + 1.
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Beweis. Sei ohne Beschrankung der Allgemeinheit m = 3 und n = 2. Gilt
s; = k fiir ein 4, so gibt es einen Unterraum U der Dimension k + 2, so dass
dy = k + 5. Gébe es nun ein j, so dass s; = k + 2, so gibe es auch einen
Unterraum U’ der Dimension k+ 2, so dass dy7 = k+3. So einen Unterraum
kann es nach dem vorherigen Lemma aber nicht geben.

O

Definiere
l

sk = (O _si+1—k)(t+1).

i=k

Dann erhalten wir unmittelbar folgendes Korollar:

Korollar 3.4.27 Sei (s1,...,St+1) stabil und k € Z mit k > —mingﬂ S;.
Dann folgt, dass (s1+k,...,si+1+k) ebenso stabil ist. Insbesondere konnen
wir also annehmen, dass s; = 0 oder s; = 1.

Beweis. Addieren wir k zu beiden Seiten der Ungleichung, so erhalten wir
die Aquivalenz zu der urspriinglichen Bedingung.

O

Nun zeigen wir, dass zu einem gegebenen Dimensionsvektor genau ein Tupel
dieser Art existiert, so dass der Kocher stabil ist. Auflerdem werden wir
dieses Tupel konstruieren.

Es folgt unmittelbar:

Korollar 3.4.28 Sei (s1,...,5s;) stabil und
S; = a
i=1
fiir ein a € N, so dass k < t. Dann gilt

I+k-1

Z s; <a
i=l

firl+k—1<t.

Zunichst zeigen wir, dass alle einfachen Kocher symmetrisch sind:

Korollar 3.4.29 Sei (s1,...,8¢) stabil. Dann gilt s; = sy—;11 fiir alle i < %
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Beweis. Es ist leicht zu sehen, dass die Stabilitdt von (sq,. .., s;) dquivalent
zur Stabilitét von (s¢,...,s1) ist.

Dann folgt die Behauptung sofort aus dem vorherigen Korollar. Denn, wenn
ein nicht-symmetrischer einfacher Kocher existierte, so wiirde folgen, dass

k t
E s; = a1, aber auch g S; = ag
i=1

i=t—k+1
mit a1 # ag. Das ist aber ein Widerspruch.

O

Wir kénnen die Stabilitdtsbedingung einfacher Kocher aus 3.4.24 auf die
folgende Weise vereinfachen:

Lemma 3.4.30 Sei s = (s1,...,5t+1) ein symmetrischer Kocher. Dann
sind folgende Aussage dquivalent:

1. Der Kicher s = (s1,...,84+1) ist stabil.
2. Es gilt
dl > S1,1

fir alle1 <l <t+1.

3. Es qilt
dl > sy >dl — (t+1)
fir alle 1 <1 < %
Beweis. Sei 3. vorausgesetzt. Weiter seien k,[ gegeben, so dass k < [. Die

Symmetrie von s ergibt

St—k+2,t+1 = S1,k-
Auflerdem gilt

81,441 = d(f + 1)

Dann folgt

Ski = Sit+1— S1k—1— Si+1,041 — 2(t+1)
= S1t+1 — S1k—1 — S1—1+1 — 2(t + 1)
< dit+1)—d(k—1)—d(t—1)

d(l — &+ 1).

Nun zeigen wir noch die Aquivalenz von 2 und 3. Dazu sei

dl > 81,1

93



fir alle 1 <1 < t+ 1. Unter Verwenden der Symmetrie erhalten wir fiir
k< %, dass

S1k = Sit+l — S1g—k+1 — (E+1)
> dt+1)—dt—k+1)—(t+1)
= dk—(t+1).

Andersrum sei % <I<t+1.Wegent+1—-1< % gilt

S10 = Step1 — Sttt — (4 1)
= 51441 — S11— — (E+1)
< dit+1) —d(t+1-1)

dl.

Das vervollstandigt den Beweis.
O

Bemerkt sei, dass analog zum Beweis gezeigt werden kann, dass fiir beliebiges
1<k <I<t+1 gilt, dass

spi+2(t+1)> (1 —k+1)d.

AuBerdem gilt die dritte Behauptung fiir alle 1 < [ < ¢ + 1, wenn stabile
Darstellungen betrachtet werden.

Das néchste Resultat zeigt die Existenz und Eindeutigkeit stabiler einfacher
Kocher fiir einen festen teilerfremden Dimensionstyp.

Satz 3.4.31 Sei ggT(d,e) = 1. Dann existiert genau ein s € N', so dass s
stabil und vom Dimensionstyp (d, e) ist.

Beweis. Als Erstes zeigen wir die Existenz eines solchen Koéchers. Wegen
Korollar 3.4.27 kénnen wir ohne Beschréinkung der Allgemeinheit annehmen,
dass t+1 < d < 2(t+1). Denn aus d = t erhalten wir s = 0. Fiir alle [ < &1
muss s nun

dl—(t+1) <syy<dl

erfiillen.

Da ggT(d,e) =1 und e = d+t+ 1, erhalten wir, dass t+ 1 kein Teiler von d
ist, was die Existenz eines solchen Vektors s zeigt. Bemerkt sei, dass ¢ durch
t = e — d fiir feste d, e eindeutig bestimmt ist.

Nun ist die Eindeutigkeit leicht zu sehen. Denn, wenn s’ ein anderer sta-
biler einfacher Kocher wire, so gébe es ein minimales k, so dass sj # s).
Insbesondere wiirde gelten, dass s = s} + [ fiir ein [ # 0. Dann héitten wir
entweder s ; > dk oder sy, < dk — (t+1).

O
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Korollar 3.4.32 Sei (sy,...,s¢) stabil. Dann gilt fir ly — k; = lo — ko mit
I1 > k1 bzw. Iy > ko, dass entweder Z?:kl 8; = Z?:,W s; oder Z?:kl 8 =

(0, 80 £ 1.

Beweis. Wie zuvor erwihnt, gilt fiir alle k£ <[, dass
dl—k+1)> s, >dl—k+1)—2(t+1).

Unter Betrachtung von s;,; folgt die Behauptung.

(]
Sei s = (s1,...,s:) ein einfacher Kocher. Definiere:
.
sti=1(8,...,5),
——
l—mal

Aus der Eindeutigkeit einfacher Lokalisierungskécher zusammen mit 3.4.19
erhalten wir unmittelbar folgendes Korollar:

Korollar 3.4.33 Seien d, ds, e, es natiirliche Zahlen, die die Verklebungsbe-
dingung erfilllen. Sei weiter sq, ..y der einfache Lokalisierungskicher vom
Dimensionstyp (ds, es) und s(q.y derjenige vom Dimensionstyp (d,e). Dann
ist der einfache Lokalisierungskécher vom Dimensionstyp (ds + kd, es + ke)

gegeben durch s(q 4 kde,+ke) = (5(dy,es)s .§I(“d7e)).

Im Folgenden nehmen wir an, dass s; € {0,1} fiir alle einfachen Lokalisie-
rungskocher, was wegen 3.4.27 moglich ist.

Nun zeigen wir, wie wir diese Kocher konstruieren kénnen. Dazu sei ein
Tupel natiirlicher Zahlen (n1,...,n;) € N¥ gegeben. Definiere rekursiv fol-
genden Kocher:

e 5, =1mt!

® Sning = (sm,l,é%)

® Sni,.npy1 — (5n17_”7nk,1,§2ff}7nk)
Schreibe abkiirzend s, := s,, . n,. Bemerkt sei, dass fiir k& > 2 gilt, dass
Sni,np,0 = Sni,..nu—1- Aus Korollar 3.4.21 erhalten wir sofort folgendes
Resultat:

Korollar 3.4.34 Die Kdocher sy, sind stabil.

Jetzt konstruieren wir die Kocher s, mittels Kécherfunktionen. Diese las-
sen sich fiir jeden Dimensionstyp durch Losen Linearer Gleichungssysteme
bestimmen. Sei



und betrachte die Abbildungen 7, : {I — 1,1} — N* UN"*! bzw. ©
{l — 1,1} — N1 UN"*2 definiert durch

Mo (=1 = (=1,
L (1—1),1"

bzw.

el (I-1)—(@1-1)"1
L (I—1)",1.

Offensichtlich gilt ©L (1) = (n})"(). Diese Abbildungen sollen komponen-
tenweise auf Vektoren angewendet werden, die aus natiirlichen Zahlen [ — 1
bzw. | bestehen. Definiere 7, := nl bzw. ©,, := .

Lemma 3.4.35 Fiir alle k € NT gilt

Sny = My ©Mng © - .. 01y, (1).

Beweis. Sei k = 1. Fiir beliebiges n; gilt s,, = 1™+ also 8p, = 01™ =

My (1)
Deswegen betrachte

'§nk+1 = (‘§nk*1’ (énk)nkJrl)-
Wegen der Induktionsvoraussetzung gilt
8ng =Ty © My © ++ - © My (1).
Auflerdem erhalten wir
Mng+1 (1) = 01"+,
Es bleibt also zu zeigen, dass
Snp—1 = My © My © -+ . 0 My, (0).
Fiir k = 1 gilt 8,,1 = 01" ~1 =5, (0). Wie oben gilt
77nk+1—1(0) _ 01nk+1—1‘
Also kénnen wir folgern, dass
(8ny—1, (5n )”’““_1)
(s © 7y © - - © 1y, (0), (Mg © Ty © - © My (1)1 71
(

My ©Mng © -+ O Mny, (Olnk+1_1))
= Mnp ©Mny © .- 9Mny 4y (0)

Snpp1—1

Daraus folgt die Behauptung.
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O

Bemerkt sei, dass diese Konstruktion wegen Korollar 3.4.27 fiir alle einfachen
Kocher s moglich ist.

Definition 3.4.36 Se: Sdle €N einfacher Lokalisierungskocher vom Dimen-
sionstyp (d,e) und m > 3. Sei auflerdem

§g}e:77nk°---o77n1(l)

mit | € N. Die Abbildungen 1y, , ... 1y, heiffen Kocherfunktionen (vom Typ
1) zu d,e,m.

Bemerkung 3.4.37

e Mit Hilfe der einfachen Lokalisierungskocher kann eine grofie Klas-

se von Lokalisierungskdchern bestimmt werden. Wegen Lemma 3.4.9
miissen wir nicht auf Zykel Riicksicht nehmen, die moglicherweise aus
einer Farbung c resultieren.
Dazu seien d, e und m fest gewdhlt. Wir gehen nun so vor, dass wir an
den Kécher vom Typ (ds, es) Kécher vom Typ (d, e+1) kleben, die aus
dem einfachen Kécher vom Typ (d, e) resultieren. Wegen 3.4.20 sind
die sich ergebenden Kocher wieder stabil. Wir werden diese Methode
im néchsten Abschnitt erweitern und genau untersuchen.

Durch die Kocherfunktionen erhalten wir ein einfacheres Verfahren, um zu
einem gegebenen Dimensionsvektor das Tupel (ng,...,n1) zu bestimmen,
und zwar durch Losen Linearer Gleichungssysteme. Dazu seien m > 3 und
ein Dimensionsvektor (d, e), so dass (m — 1)d > e > d, fest gewéhlt. Weiter
nehmen wir an, dass (n —1)d < e < nd fiir ein n € N. Jetzt erhalten wir die
Kocherfunktionen rekursiv wie folgt: es gilt in dieser Situation, dass

(d, 6) = kl,l(l,n — 1) =+ kLQ(l,n),
wobei ki 2 # 0. Die Losung dieses Gleichungssystems ist gegeben durch
kii=nd—eund ki =e— (n—1)d.

Falls k11 = 0, so sind wir fertig. Denn dann gilt k1 2 = 1 und somit §gfe =0.
Der Typ der Kécherfunktionen ist allgemein gegeben durch [ := [%1 Falls
k12 = 1, so folgt also, dass der Typ der Kécherfunktionen durch /-6171’ gegeben
ist und wir erhalten 57, = kq 1. Falls k17 = 1, so gilt 57, = OFr2—17,
Nehme also an, dass k1772 # 1. Wir fahren wie folgt rekursiv fort:

Wenn k; 2|k1 1 gilt, so folgt aus ggT(d, e) = 1, dass k; 2 = 1. Denn ansonsten
wiirde k12 sowohl d als auch e teilen. Unter Beriicksichtigung des Typs der

Kocherfunktionen erhalten wir das Lineare Gleichungssystem

(d,e) =ko1((h —1)(L,mn—1)+ (1,n)) + k22(l1(1,n — 1) + (1,n)).
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Daraus folgt, dass
ko1 = (i +1)e— (lin—1U +n)d
bzw.
k272 = d(lln -1+ 1) —lje.
Definiere Iy := (%} Falls ks 2 = 1, so erhalten wir 87, = Oy, (1). Wenn
koo # 1, so ist die Koécherfunktion von der Form
my L= (1—1)i%.

Wenn ko1 =1, so gilt 87, = m, (0).
Falls ko 1,k22 # 1, setzen wir rekursiv mit dem Losen des Linearen Glei-
chungssystems gegeben durch

k3q + k3o =kon
und
(I = 1)ksq + loks 2 = ka2
fort. Dann gilt

ks = koily — koo und k3o = koo — (la — 1)ka 1.
Definiere wieder I3 := [zz—ﬂ Wie eben gilt

§Z,Le =T, © @k3,1(l)7

wenn k32 = 1 und
Se = My © M5 (1),
wenn k31 = 1.
Wenn k3 1, k32 # 1, fahren wir mit der Rekursion so lange bis k;1 = 1 oder
kjo = 1 fort. Definiere also

kjn + kj2 = kj—11

und
(ljm1 = Dkji +li1kj2 =kj—12

und zudem [; := [%] Daraus erhalten wir §7', wie folgt: wenn kj» =1, so
gilt
S:lr,Le =My ©...0M;_, ° @k]’,1 (l)

und wenn k;1 = 1, so gilt

Sdie = My © Mg © .. om, (1)

Jetzt folgt aus 3.4.34, dass die resultierenden Kocher s7', stabil sind. Sie sind
auch vom gewiinschten Dimensionstyp, weil das Tupel (k; 1, k;2) genau die
Anzahl der (I —1)'s und I's des Vektors 7, o ... o, (I) angibt.
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Bemerkung 3.4.38

e Betrachte Korollar 3.4.21 mit (ds,es) = (0,1) und (d,e) = (1,n — 1)
fiir ein n > 2. Seien weiter m > 3 und ein Dimensionsvektor (d’,¢’),
so dass (m —1)d’ > ¢ > d', fest gewiihlt. Weiter nehmen wir an, dass
(n—1)d < ¢ < nd fir ein n € N. Mit Hilfe von Korollar 3.4.33
iiberpriift man, dass

(nk,...,nl):(lk,...,lg,l—i—l).

Das zu einem Dimensionsvektor gegebene Tupel ist also schon durch
die Losungen von Linearen Gleichungssystemen gegeben.

Schliellich soll auf eine weitere Methode hingewiesen werden, mit der sich
die einfachen Kocher konstruieren lassen, die allerdings im Folgenden nicht
mehr benétigt wird.

Dazu definiere rekursiv folgende Kocher:

[ J tnl = (0)

® tny = (tnys Snp—2,tn,), wenn ny > 2

e Falls ny =1,sei l :=min{k/ <k |np =npy1=...=np_1 =1}
Sei | # 1 und definiere

k—1+2
bngyy i= (tm—w (Snl—1_27tnl—1) * )-

Falls | = 1, dann definiere t,,,, := (0%F1).

Lemma 3.4.39 FEs gilt

Snk = (tnk7snk—1)
fiir alle k > 1.

Beweis. Sei zuniichst k& = 1. Dann gilt s,, = 1™*1 also §,, = (0,1™) =
(tn1 ) snl—l)-

Wir nehmen an, dass die Behauptung fiir ein festes k > 1 gilt.

Dann gilt

Sy = (S”k—bgziﬂ) = (Snp—1; (tny, Sng—1)"* ).

Sei ng > 2. Es folgt

‘§nk+1 - (§”k_1’ (tnw Snk—l)nkJrl)'

Da offensichtlich t,, = t,, , gilt, folgt aus der Induktionsannahme, dass
§nk+1 = (tnk_17 Sng—2 (tmw snk—l)nkﬂ)

tnk+1 y Snp—1, (tnk7 Snk—l)nk+l_1)

(
~ -1
= (tnk+1 y Snp—15, SZLL:-H )
(

tnk+1 ’ 8"k+1_1)'
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Nun sei np =ng_1 =...=n; =1, so dass [ > 1. Wegen obiger Bemerkung
erhalten wir s,, 1 = sp, ,—1. Also folgt

Snppr = («§nk—1,tnk,5nk—1,(tnk,Snk—l)nk“_l)
(Sny_y—15 (tny_y» (Sny_y—2, Ty 1))]{7”2 3nk+1—1)
(try_y>Sny_1—25ny_1—15 (bny_ys (Sny_y—2, tny 1))’“_”2,8”“1,1)
— (tnl 17(571[ . 27tnl 1)k l+375nk+1—1)
(

tnk+1 ) Snk+1_1)

SchlieBlich betrachte den vorherigen Fall fiir [ = 1. Dann gilt t;, = 0¥ und
Snp—1 = So = 1. Also folgt

Snprr = (0,051, (0F, 1)+ 1) = (1, Sy 1 —1)-

3.4.4 Eine untere Schranke

Sei m € N mit m > 3 wieder die Anzahl der Pfeile des Kroneckerkochers.
Das Ziel dieses Abschnitts ist es, eine untere Schranke fiir die Eulercharak-
teristik der Modulrdume fiir teilerfremde Dimensionsvektoren anzugeben.
Dazu betrachten wir die Félle e > (m —1)d. Die anderen ergeben sich durch
die Isomorphien der Modulrdume, siehe 2.2.6. Der Vorteil dieser Fille ist,
dass Farbungen, die 3.4.4 erfiillen, keine induzierten Pfeile erzeugen kénnen,
siehe 3.4.8. Also ist die Dimension der betrachteten Fixpunktkomponenten
bekannt. Denn jede Quelle eines Lokalisierungskochers von diesem Dimen-
sionstyp muss aufgrund der Stabilitédtsbedingung bereits Quelle m verschie-
dener Pfeile sein. Auflerdem vereinfacht sich die rekursive Konstruktion der
betrachteten Lokalisierungskocher.

Wir wollen zunéchst ein wichtiges Lemma beweisen, dass fiir die weiteren
Uberlegungen von grofler Wichtigkeit ist:

Lemma 3.4.40 Sei X = (X1, X2, (Xq,)1<i<m) €ine stabile Darstellung des
Kroneckerkéchers K(m) mit Dimensionsvektor (d,e), so dass e > (m —
1)d. Dann ezistieren kein Unterraum U C X, Xo und keine Abbildungen

fiooos Ja€{Xays- s Xay, } mit fi # fiyr fiirl <i <20l —1, so dass
fiofytofso. . fau10fy'(U)=U

fir U C Xo bzw.
fitofaofyton fulyo falU) =

fur U C X;.
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Beweis. Sei U ein Unterraum von X; oder Xs mit dimU = n. Wenn ei-
ne solche Kette von Abbildungen existierte, wiirde ein Unterraum U’ der
Dimension In existieren, fiir dessen Bilddimension dyr < (m — 1)in gelten
wiirde. Dieser kann wegen der Stabilitdtsbedingung aber nicht existieren,
denn ansonsten wiirde gelten, dass

(m—1)d

7 In=(m—1)ln,

(m—1)in > dyr > gln >

was offensichtlich ein Widerspruch ist.
Der andere Fall verhélt sich véllig analog.

O

Bemerkt sei, dass dieses Lemma nicht ohne Einschrinkung fiir den Fall
(d,(m — 1)d) gilt. In diesen Fillen konnen stabile Darstellungen Zykel ha-
ben. Und zwar genau dann, wenn dyr = (m — 1)d im Beweis gilt. Auf diese
Fille werden wir in Abschnitt 3.5.2 eingehen.

Betrachte zunichst die Dimensionsvektoren (1,7 — 1) und (1,7n) mit 2 <
n < m — 1, die durch die eben erwahnten Isomorphismen auf die Dimensi-
onsvektoren (n — 1,m(n — 1) — 1) und (n,mn — 1) abgebildet werden. Fiir
(1I,n — 1) existiert nur der Lokalisierungskocher

J1

i14>j2

L

In—1
wobei dim(jx) = dim(i;) = 1 fiir alle 1 < k < n — 1. Wir erhalten analog
den eindeutigen Lokalisierungskdcher fiir den Dimensionsvektor (1,n).
Betrachte den folgenden Kocher vom Dimensionstyp (n — 1, m(n — 1) — 1),
wobei dim(j) =n — 2 und dim(ji;) = dim(ix) = 1 sonst:

i1 ——J1,1 In—1 —> Jn—1,1
jl,m—l jn—l,m—l

Wieder erhalten wir analog einen Kécher vom Typ (n, mn — 1).
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Bemerkung 3.4.41

e Fiir den Dimensionsvektor (n,mn—1), 1 < n <m, ist dies der einzige
Lokalisierungskocher, weil offensichtlich jeder eindimensionale Unter-
raum einen m-dimensionalen Bildraum haben muss und auflerdem fiir
alle anderen Unterrdume U der Dimension d’ < n aus der Stabilitéit

nm — ld,

dy >
n
folgt. Deswegen folgt dyy > md’ fiir alle d’ < d. Fiir jeden anderen
Kocher dieses Dimensionstyps ist diese Bedingung aber nicht erfiillt,
was aus einer einfachen Uberlegung folgt.

e Wie die Isomorphismen der Modulrdume, sind diese Kocher auch die-
jenigen, die man durch Anwenden des Spiegelungsfunktors, siehe 4.2,
erhélt.

Mit dem in Abschnitt 3.4.2 angegeben Verfahren kénnen wir auch die eben
konstruierten Kocher verkleben. Fiir beliebiges m definieren wir Q' durch

J1
11— J1,1 e 1y —=Ji1

Jim—1 Jim—1

Sei mit I U J die Menge der Punkte bezeichnet. Auflerdem definieren wir
Ji = J\j1. Sei dim(j) =1 — 1 und die anderen Punkte seien alle eindimen-
sional. Definiere den Verklebungskocher

Q" = Q;5,(Q",QP)

mit j € J{. Fiir den resultierenden Kocher definiere dim(j2) = la, wobei die
restlichen Dimensionen unverdndert bleiben sollen. Zum Beispiel ergibt sich

also:
J1
-1 /‘1 \ -1 -1

1 -71,1 e 7’11 jl1,1

41 \4)]1,1 U, > Ji,1
) 2
Jim—1 Jiym—1
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Wir betrachten wieder die Konstruktion aus 3.4.20. Sei Dimensionsvektor
(d,e) = (ni(n—1)+1,n1(m(n—1)—1)+m) = (1,m)+n1(n—1,m(n—1)—1).
Dann erhalten wir die Falle

mn=) -1y oy omn-1, 3.1)

n—1 n

Wir betrachten nur die in diesem Abschnitt konstruierten Teilkdcher und
deren Verklebungen.

Ist ny > 1 fest gewdhlt, so bezeichnen wir die Menge der resultierenden
Kocher durch O .- Diese entstehen offenbar durch ni-maliges Ankleben ei-
nes Kochers vom Dimensionstyp (n — 1,m(n — 1) — 1). Bezeichne den Ver-
klebungspunkt, der beim ersten Verkleben entsteht, als anfinglichen Ver-
klebungspunkt. Ist j; der anfingliche Verklebungspunkt so bezeichne die
Menge der Kocher, die sich durch Erhéhen der Dimension von j; um eins
ergibt mit Q7 .

Definiere nun rekursiv

sz_‘_l,...,ﬂq = {Q]:JI (57 T) ‘ S € QZ}H—l_lynk TL17T € sz ..... n1}7

-----

wobei j € Sp, so dass R; = 1 und j; immer der anfingliche Verklebungs-
punkt von T' € Q7 sei. AuBerdem sei O, ., = Qp .- Wegen

ng—1,...,n
Korollar 3.4.21 wissen wir, dass alle Kécher S € Q ) stabil sind und

Zk+1fl,u.,n
und dass sie die Eigenschaften des Startkdchers fir 7' € Qy . erfiillen.

11
Es folgt also, dass die Verklebungskdcher ebenso stabil sind.
Bemerkung 3.4.42

o Ist (d',€'), so dass (3.1) gilt, vorgegeben, so konnen wir das dazugehéri-
ge Tupel (ng,...,n1) bestimmen, indem wir wie in Bemerkung 3.4.17
vorgehen. Wir kénnen allerdings auch den entsprechenden gespiegel-
ten Fall (d,e) betrachten, so dass (n —1)d < e < nd mit n < m — 1.
Dann ist der dazugehorige Startvektor (0,1) und wir kénnen wie in
Beispiel 3.4.22 bzw. Bemerkung 3.4.38 vorgehen. Wie man sich leicht
iiberlegt, stimmen die beiden Tupel iiberein.

Jetzt zdhlen wir die Kardinalitdt dieser Menge, um eine untere Schranke
fiir die Eulercharakteristik zu erhalten. Wie schon in der Einleitung zu die-
sem Abschnitt erwéihnt, ist der Vorteil dieser Typen von Kéchern, dass durch
Farbungen keine induzierten Pfeile, wie in 3.4.8 beschrieben, auftreten. Denn
offensichtlich ist jeder Punkt der betrachteten Lokalisierungskocher bereits
Quelle oder Senke von m verschiedenen Pfeilen. Das heifit, dass die Dimen-
sion der auftretenden Modulrdume immer null und die Eulercharakteristik
somit bekannt ist, denn x({pt}) = 1. Zwar kénnen durch Farbungen Zy-
kel entstehen, allerdings konnen die hier betrachteten Félle wegen 3.4.40 als
weitere Lokalisierungen verstanden werden. Weiter kénnen wir wegen Satz
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2.2.6 davon ausgehen, dass n > mTH Das ist ein weiterer Vorteil, der die
Kombinatorik vereinfacht. Denn wegen dieser Annahme ist es nur méglich,
etnen weiteren Kocher der betrachteten Form an einen Punkt der Dimension
eins zu kleben. Denn ansonsten gibe es keine geeignete Farbung, um aus
dem Lokalisierungskécher ein Lokalisierungsdatum zu erhalten.

Betrachte also zunéchst die Menge Q;, die aus dem Kdcher vom Dimensi-
onstyp (n,mn — 1) besteht. Nach dem Modifizieren der einzigen Senke, gibt
es wegen der Eigenschaften aus 3.4.4 unter Beriicksichtigung aller Symme-
trien und der Tatsache, dass alle Kocher wie oben gezeigt zusammengeklebt
werden sollen,

1
<m ) Moglichkeiten
n

eine Férbung ¢ : R — {1,...,m} zu wéhlen, wobei R wieder die Menge der
Pfeile sei.

Zudem hat jeder dieser Kocher n(m — 1) Knoten, d.h. Punkte j € J, so dass
R; = 1. Sei im Folgenden aj;, die Kardinalitét von QZI unter der Beriick-
sichtung verschiedener Féarbungen. Sei weiter K die Anzahl der Knoten
dieser Kocher. Die Anzahl der Knoten stimmt offenbar fiir alle Kécher aus
dieser Menge iiberein.

Mit den Notationen aus Abschnitt 3.3 gilt

_(m—1 A
1 = n (1) (n=1)(m=1),;n(m—1),n(m—1)+(n1—1)(n—1)(m—1)"
Des Weiteren gilt
Ky =nm—1)+ (1 —1)(n—1)(m —1) — (n1 —1).

Unter Beriicksichtung der eben erwihnten Konstruktion folgt das folgende
Lemma durch einfache Rechnung:

Lemma 3.4.43 Sei (njy1,...,n1) € N¥T1 gegeben.
1. Die Anzahl der Knoten der Kocher aus QAZHL...,m ist gegeben durch
K”rrllk+1,...,n1 = ”rrLkal,...,nl + nk‘f’lKT?k,...,nl - nk+1‘

2. Zudem gilt

Nun geniigt es zu einem festen Dimensionsvektor das dazugehorige Tupel
natiirlicher Zahlen zu bestimmen, um eine untere Schranke fiir die Euler-
charakteristik zu bekommen.
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Sei dieses Tupel gegeben. Dann bezeichne mit K7', := Ky, . n, die Anzahl
der Knoten und mit agj‘e = Qnyyq,..my die Kardinalitét der eben bestimmten
Mengen von Koéchern.

Betrachte die Funktion

m
Kd,e_

o(z) = 1+ aff.a
Dann erfiillt die Erzeugendenfunktion y(x) die Funktionalgleichung

y(x) = zé(y(z)).

Da wir nur an einem asymptotischen Wert interessiert sind, der unabhéngig
von der Anzahl der Startknoten ist, nehmen wir an, dass nur ein Startknoten
existiert. Auch der Startkocher liefert nur eine Konstante, die unberiicksich-
tigt bleiben kann.

Wir erhalten fiir jeden gefarbten Baum ein Lokalisierungsdatum, indem wir
das Gewicht 0 der Quelle des Startkoéchers zuordnen. Es kann also pas-
sieren, dass verschiedene Biume das selbe Lokalisierungsdatum definieren.
Allerdings ist die Menge der Startkécher durch d beschrankt, falls (d, e) der
betrachtete Dimensionsvektor ist. Da

konnen wir das ebenso unberiicksichtigt lassen, da wir das logarithmische
asymptotische Verhalten untersuchen.
Definiere K
uy', = “de
’ d

Satz 3.4.44 Seie > (m —1)d. Dann gilt

) ln(X(M$+nd,es+nd)) ln(ag?e(Kgfe -1))
lim >
n—00 ds + nd d

+ug e (In Kgfe — ln(Kgfe —1)).

Beweis. Definiere
F(x,y) = 2¢(y(x)).
Wegen Satz 3.3.6 gilt

:L‘OFI(‘TOa yO) —n_ -3 -1
——— " x,"'n" 2(1+ O(n .
27 Fyy (0, Yo) 0 ( ( )

"]

[2"]y(z) =

Es reicht also xg zu betrachten. Wegen Korollar 3.3.7 erhalten wir

K;’}efl
1 K777Le
(x0) "' = all K | o
(Kd,e - 1)ad,e
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Dann gilt

nul' d
(g - e )
d,e d,e (Kg?’e _ 1) .

1 nugfedfn
-1 an,e — m Km ?’Lug?ed
((1'0) ) (ad,e d,e) ( (K:lrfe 1)a2rj,e>

Also erhalten wir eine Konstante C' € R, so dass

ln(X(Mds-l-nd,es—l-nd))
ds +nd
- InC n - ln(agrfe(KZLe —-1)) nugfed . ln(Kg}E) B nugfed . ln(Kg’}e -1)
~ ds+nd ds +nd ds + nd ds + nd
— Lm
— Hden’
Also folgt
In(a™ (KT — 1
lim L::?en = ( d,E( dd76 )) + ugze(angze - ln(KgLe - 1) = Zlne'
nﬂOO bt ) b b b b

Daraus folgt die Behauptung.

Nach einer entsprechenden Umformung erhalten wir
1
de = g(lnagfe + Ky In Ky, — (K7, — 1) In(Kg, —1)).

Wegen der Isomorphismen der Modulrdume erhalten wir dadurch auch eine
untere Schranke fiir beliebige d und e.

Beispiel 3.4.45

In diesem Beispiel wenden wir das eingefiihrte Verfahren auf den Fall (d, e) =
(5,8) und m = 3 an. Fiir den Startvektor ergibt sich (ds,es) = (3,5) und
weiter

1/71

\1

_ /

S = N
3,5 1\1
1/

\1

Die Kocherfunktionen sind gegeben durch Iy = 1 und Iy = 2, also:

$58 = (0,1,1).
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Der gespiegelte Dimensionsvektor ist (8,19) und es ergibt sich K, 53,8 =12

bzw. ag’g = 1664. Also haben wir insgesamt;:

121

1
Lig= = In (1664 7).

Tabelle 3.4.46

SchlieBlich geben wir eine Ubersicht iiber die im Abschnitt 3.4.2 eingefiihr-
ten Notationen inklusive einer Kurzbeschreibung beziiglich der Verwendung
an.

’ Notation ‘ Abschnitt | Beschreibung/Verwendung

" 3.4.2 Menge der m-bipartiten Lokalisierungskécher
7 vom Dimensionstyp (d, e)
" 3.4.2 Menge der modifizierten Kocher T' € 7
%iem 3.4.2 Lokalisierungskocher, die zu einem vorgegebenen
(d,e) und einem Tupel (ng,...,n1) konstruiert

werden. Das Tupel speichert niitzliche Informa-
tionen iiber die rekursive Konstruktion zur Be-
rechnung der unteren Schranke der Eulercha-

rakteristik.

Sre 3.4.3 FEinfacher Lokalisierungskécher zum Dimensions-
vektor (d, e). Diese konnen zur Konstruktion von
Baumdarstellungen benutzt werden.

e 3.4.3 Modifizierter einfacher Lokalisierungsktcher
zum Dimensionsvektor (d, e)

Qﬁf,,,,,m 3.4.4 Teilmenge von ﬁi’i,,nl, die zur Berechnung der

unteren Schranke herangezogen wird. Die Kardi-
nalitdt dieser Menge kann explizit bestimmt wer-
den.

3.5 Anwendungen

3.5.1 Der Fall (3,4)

In diesem Abschnitt soll der Fall m > 3, d = 3 und e = 4 als Beispiel genauer
untersucht werden. Der einfache Lokalisierungskocher ist gegeben durch



Daraus erhélt man durch Farbung der Pfeile in den Farben {1, ..., m} unter
Beriicksichtigung der Bedingungen von Bemerkung 3.4.4 ein Lokalisierungs-
datum. Es soll also gelten, dass c(i;) # c(ij41) fiir 1 <1 < 5. Die Férbung
des Lokalisierungskochers ist dabei eindeutig bis auf die Symmetrie von Ss.
Durch die Féarbungen (i, j, k, ¢, j, k) bzw. (i, 7, k,4,7,4) mit i, 5,k € {1,...,m}
paarweise verschieden ergeben sich zwei Fille, die genauer betrachtet werden
sollen, und zwar zunéchst:

/\
\/

Es entstehen keine neuen Symmetrien durch diese Farbung, der Modulraum
zu dem induzierten Dimensionsvektor ist ein Punkt, was man an Hand der
Dimensionsformel nachrechnet. Der Zykel kann durch nochmaliges Lokalisie-
ren aufgelost werden, so dass man den urspriinglichen Lokalisierungskdcher
zuriickerhélt.

Der zweite Sonderfall ist

i 1
X\ .
/\1
/ /

\1

1

Durch Farbung der Pfeile ergibt sich ein weiterer Pfeil und dadurch eine wei-
tere Symmetrie und zwar ist das Lokalisierungsdatum durch die Wahl der
Féarbung des freien, also nicht in dem Zykel vorkommenden Pfeils eindeutig
bestimmt. Allerdings ergibt sich als Modulraum nun P!, die Eulercharakte-
ristik ist demnach zwei.

Eine andere M6glichkeit, das zu sehen, ist nochmaliges Lokalisieren. Betrach-
tet man diesen Kocher ohne Féarbung, so sind die Torusfixpunkte die Dar-
stellungen des Koéchers, fiir die X;5 = 0 oder X;7 = 0, wobei i7 der induzierte
Pfeil sei. Es ergibt sich also wiederum der einfache Lokalisierungskocher.
Insgesamt erhélt man also, dass es (| %] 1? Moglichkeiten fiir die Wahl der
Farbung gibt.

Weitere Lokalisierungsdaten ergeben sich durch den folgenden geférbten Lo-
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kalisierungskocher:

ir 1
1< . A

s o1 <2125
1{

1

mit den Bedingungen c(i1) # c(i2), c(ig) # c(i4) und c(i5) # c(ig) bzw. c(iz),
c(i3), c(is) paarweise verschieden. Unter der Beriicksichtigung der Symme-

trien von S3 ergeben sich also %:‘("1_2) Mbéglichkeiten.

Weiter erhédlt man

i1
12

2 1

7

(2
(2

)

AN

1

mit den Bedingungen c(i1), c(i2), c(i3) paarweise verschieden und c(iz) #

m(m—1)3(

c(i4), also E3 m=2) Mgoglichkeiten.

Falls m > 4, ergibt sich als Letztes noch das Lokalisierungsdatum

mit der Bedingung, dass die vier Pfeile paarweise verschieden gefirbt sind,
also (") Moglichkeiten.

Da wie gezeigt, alle Fixpunktkomponenten als Punkte angenommen werden
konnen, ergibt sich insgesamt

m m(m —1)3(m — m(m — 1)*(m — m(m — 1)°
X(M§z4):<4>+ ( 1;( 2)  m 1%( 2) | (2 >

Man {iiberpriift leicht, dass das auch genau das Ergebnis ist, dass man mit
Hilfe des Algorithmus aus [Rei2] bekommt, ndmlich:

1
—m(m — 1)(4m?* — Tm + 2)(4m? — Tm +1).

M) =
x( 3,4) 24
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3.5.2 Eulercharakteristik im Fall (n,n)

Lemma 3.5.1 Seim > 3. Jeder stabile Torusfixpunkt des Kroneckerkdchers
mit m Pfeilen und Dimensionsvektor (n,(m — 1)n) hat einen Zykel. D.h. es
existiert ein Unterraum U und Abbildungen f1, ..., for € {X1,..., Xm} mit
fi # fiy1 fir1 <i<2k—1, so dass

fio...of (U)="U.
Bemerkung 3.5.2

e Aus dem Beweis ergibt sich sogar die stirkere Bedingung, dass ein Lo-
kalisierungskocher eines Torusfixpunktes fiir diesen Dimensionsvektor
keine Randkécher hat.

Beweis. Betrachte einen Teilkocher der Form

J1
‘%‘7"2
.

so dass dim(i) < d. Wegen der Stabilitidt gilt fiir die Bilddimension des
Punktes i, bezeichnet mit d;, dass

(m—1)d
d

Nun gilt dim(jx) > dim(¢) fir alle k. Denn wére dim(j;) = { mit [ < dim(¢),
kénnte man den (dim(i) — [)- Unterraum ker(Xq.;—j, ) betrachten. Dieser
hitte nur einen (dim(é) — I)(m — 1)-dimensionalen Bildraum, was ein Wi-
derspruch zur Stabilitét ist.

Der Teilkécher ist somit vom Dimensionstyp (dim(¢),€’) mit €/ > m dim(z).
Des Weiteren hat jeder k-dimensionale Unterraum wegen der Stabilitédtsbe-
dingung einen mindestens ((m — 1)k 4+ 1)-dimensionalen Bildraum.
Angenommen der Lokalisierungskocher hitte keinen Zykel, also insbesonde-
re einen Randkoécher. Das heifit einen Teilkdcher, der nur eine gemeinsame
Senke mit dem restlichen Kécher hat.

Sei ein Randkocher gewéhlt und vom Dimensionstyp (di,mdp). Dann gilt
fiir die Dimension b des Bildraums des restlichen Teilkdchers, dass

b>(m—1)(d—dy)+1.

d; > dim(i) = (m — 1) dim(q).

Also ergibt sich
(m—=1)d =b+dim—h > (m—1)(d—di)+1+dim—h = (m—1)d+d; —h+1,
wobei h > 1 die Dimension des Schnitts der Bildraume der beiden Teilkocher

ist. Daraus ergibt sich h > d; + 1, was offenbar ein Widerspruch ist.
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Korollar 3.5.3 Die Eulercharakteristik der Kroneckermodulraume mit Di-
mensionsvektor (n,n) verschwindet.

Beweis. Nach vorherigem Lemma folgt, dass ein Lokalisierungskocher mit
Dimensionsvektor (n, (m—1)n) einen Zykel hat. Fixpunkte des Modulraums
dieses Kochers sind allerdings zykelfrei. Denn die Gewichtsraumzerlegung
hat die Eigenschaft

Xa(Ux) C Ux+ea

fiir einen Pfeil @ und einen Charakter y. Das heifit insbesondere, dass fiir
einen Fixpunkt ein Unterraum U existiert, so dass dessen Bilddimension
(m — 1) dim(U)-dimensional ist, also kann dieser nicht stabil sein.

Daraus folgt also

wegen der Isomorphie der Modulrdume M:f(m_l)n und M;",.

3.5.3 Endlichkeit der Fixpunktmenge

In diesem Abschnitt soll eine Frage, die zum Beispiel in [Dre] gestellt wird,
beantwortet werden. Némlich fiir welche Dimensionsvektoren die Menge der
Fixpunkte endlich ist bzw. fiir welche Dimensionsvektoren es n-dimensionale
Fixpunktkomponenten mit n > 1 gibt. Sei wieder ggT(d,e) = 1 vorausge-
setzt.

Satz 3.5.4 Seien d > 3, e > 4 und m > 3 . Dann gibt es unendlich viele
Torusfixrpunkte.

Beweis. Da die Torusaktion mit den Symmetrien vertréiglich ist, kann ange-
nommen werden, dass
m

Sei auflerdem m/ < B € N so gegeben, dass (m' — 1)d < e < m/d. Dann
gibt es nach Satz 3.4.27 einen Kocher s7',, der aus Teilkéchern mit Dimensi-
onsvektoren (1,m’ — 1) bzw. (1,m’) besteht. Da d > 3, gibt es insbesondere
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einen Teilkocher der Form

/j1,1
3! \. :
1,51 = J2,1
i —
\. .
J2,50 = J3,1

j3,33
mit s1, s2,83 € {m' — 1, m'}. Setze nun
(i1, J1,1) = c(iz, jo,s,) = (i3, J3.55) = 1,

C(il’jl,m) = C(i3’j3,1) =2
und
c(iz, j2,1) = 3.

So ergibt sich ein zusétzlicher Pfeil (i3, 711) mit ¢(is, j1,1) = 3. Also ist der
dazugehorige Modulraum mindestens eindimensional und es gibt unendliche
viele Torusfixpunkte.

O

3.5.4 Der Fall (d,d+1)

In diesem Abschnitt soll die aus der in Abschnitt 2.3 behandelten Vermu-
tung von Douglas resultierende Funktion an der Stelle 1 untersucht werden.
Der Fall (d — 1,d) ist aufgrund der Symmetrien #quivalent zu dem Fall
(d,(m —1)d+ 1). Dieser soll im Folgenden betrachtet werden. Wegen Lem-
ma 3.4.40 kann davon ausgegangen werden, dass Lokalisierungsdaten von
diesem Typ keine Zykel in dem dortigen Sinne haben. Als Folgerung daraus
werden wir zeigen, dass mehrdimensionale Gewichtsraume nur durch solche
Zykel entstehen, die aufgelost werden konnen, so dass wir davon ausgehen
konnen, dass alle Kécherdarstellungen von eindimensionalem Typ sind. Da-
mit bestehen alle Lokalisierungsdaten aus Teilkéchern vom Dimensionstyp
(1,m).

Sei nun (d,e) € N? so gegeben, dass e > (m — 1)d. Dann gilt fiir jeden
eindimensionalen Unterraum, dass der Bildraum m-dimensional ist.

Lemma 3.5.5 Als Endlokalisierungen treten nur Lokalisierungsdaten vom
Typ 1 auf. Das heifst, es gilt dim(i) = dim(j) = 1 fir alle i € I bzw. j € J.
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Beweis. Zunichst kann wegen Lemma 3.4.40 angenommen werden, dass das
Lokalisierungsdatum keine Zykel hat.
Betrachte einen Teilkécher der Form

J1

%jz
i\j;

so dass dim(i) < d. Wegen der Stabilitat gilt fiir die mit d; bezeichnete
Dimension des Bildraums dieses Punktes

(m_;)d“ dim(é) > (m — 1) dim(3).

d; >
Nun gilt dim(jg) > dim(z) fir alle k. Denn, wenn dim(j;) = [ wére, so
dass | < dim(i), kénnte man den (dim(i) — [)-dimensionalen Unterraum
ker(Xa:i—j, (7)) betrachten. Dieser hétte nur einen (dim(:i) — I)(m — 1)-
dimensionalen Bildraum, was ein Widerspruch zur Stabilitdt ist.
Der Teilkécher ist somit vom Dimensionstyp (dim(i), ') mit €’ > m(dim(i)).
Des Weiteren hat jeder k-dimensionale Unterraum wegen der Stabilitéitsbe-
dingung einen mindestens ((m — 1)k 4 1)-dimensionalen Bildraum.
Waéhlt man einen der Teilkdcher, der am Rand liegt, der existiert, weil der
urspriingliche Kocher keine Zykel hat, so hat dieser nur einen Punkt des
Bildraums, der einen nicht-leeren Schnitt mit dem Bildraum des restlichen
Kochers hat. Sei dieser Teilkécher vom Dimensionstyp (di, md;). Dann gilt
fiir die Dimension b des Bildraums des restlichen Teilkdchers, dass

b>(m—1)(d—dy)+ 1.
Also ergibt sich
(m—1)d+1 = b+dym—h > (m—1)(d—dy)+14+dim—h = (m—1)d+d; —h+1,
wobei A > 1 die Dimension des Schnitts der Bildraume der beiden Teilkocher

ist. Daraus ergibt sich h > dj, also h = d;.

Es soll zunéchst gezeigt werden, dass nach dem Entfernen dieses Teilkochers
ein stabiler Kécher vom Dimensionstyp (d—di, (m—1)(d—d;)+1) entsteht.
Es ist offenbar nur die Stabilitéit nachzupriifen, da der Teilkdcher eben einen
di-dimensionalen Schnitt mit dem restlichen Kocher hat.

Es gilt fiir einen beliebigen Unterraum U mit dimU < d — dy, dass

(m—-1d+1 .

dy > ] dim U.
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Da dimU < d — dy, gilt aber auch

(m— 1)(d— dl) +1
(d—dy)

dy > dim U,

was die Zwischenbehauptung zeigt.

Also kann eine Induktion iiber die Anzahl der Teilkdocher durchgefiihrt wer-
den, um die Behauptung des Satzes zu beweisen.

Betrachtet werden sollen zunéchst nur Kécher mit einem Teilkécher. Dann
folgt unmittelbar, dass der Dimensionstyp (1,m) ist.

Hat der Kocher nun n+ 1 Teilktcher, so kann man einen echten Randkécher
entfernen, so dass wieder ein stabiler Koécher entsteht, der nach Induktions-
voraussetzung vom geforderten Typ sein muss. Da der Kocher aber keine
Zykel hat, gibt es aber mindestens zwei echte Randkécher, also folgt die Be-
hauptung, indem die Induktionsvoraussetzung auf die jeweiligen Teilkocher
nach Entfernen von jeweils einem der beiden Randkocher angewendet wird.

O

Satz 3.5.6 Es gilt

m ((m— 1)2d + (m — 1)m>.

XMia) = Gy (m = D m) d

Insbesondere gilt weiter

m

lim % = (m —1)?In(m — 1)> — (m*® — 2m) In(m? — 2m).

d—o0 d
Beweis. Wie eben gezeigt, kann davon ausgegangen werden, dass alle Teil-
kocher die Form T U J = {’il,jl, R ,jm}, R = {(il,jl), ceey (Zl,jm)} mit
dim(i;) = dim(jg) = 1 haben. Die Modulrdume der betrachteten Kécher
sind also insbesondere 0-dimensional, die Eulercharakteristik ist also 1.
Nach Bemerkung 3.4.4 gibt es also genau eine Moglichkeit die Funktion ¢ zu
wéhlen, da die Symmetrien der Gruppe S, beriicksichtigt werden miissen.
Nun koénnen wieder wegen Bemerkung 3.4.4 an jeden Punkt j;, 1 < [ <
m, weitere k Teilkocher gekniipft werden, wobei 0 < k < (m — 1) . Hier
miissen wiederum die Symmetrien der Sy beriicksichtigt werden. Sei y(z)
die Erzeugendenfunktion dieser Kocher, wenn man von einem Startknoten
ausgeht und betrachte

(m — 1) m—1 (m — 1>(m — 2) 2(m—1)
=1+ +
#a) S S
P § Fer R ety
|Sm71|
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Dann ergibt sich

m—1 m 1
_ i(m—1) - _ m—1\ym—1
o(x) Zx ( . ) (14 zm - hym=1,
=0
Nach Abschnitt 3.3.1 erfiillt die Erzeugendenfunktion die Funktionalglei-
chung y(x) = z(é(y(x))). Die Erzeugendenfunktion aller Lokalisierungs-
kocher mit Farbungen erhilt man folgendermafien. Wir starten mit dem
einfachen Lokalisierungskécher mit Dimensionsvektor (1,m). Dieser hat m
Knoten. Das heifit die Erzeugendenfunktion ist y(z)™. Dann erhalten wir
mit der Lagrange-Inversionsformel

Jetzt entspricht ein solcher Kécher mit (m — 1)d + 1 Knoten einem Lo-
kalisierungsdatum mit Dimensionsvektor (d, (m — 1)d 4+ 1), indem wir an-
nehmen, dass die Quelle des Startkochers das Gewicht 0 hat. Andersrum
kann 0.B.d.A. angenommen werden, dass jedes der betrachteten Lokalisie-
rungsdaten einen Punkt ¢ € I mit Gewicht 0 hat. Dazu gibt es allerdings
genau d Wahlen. Das heifit fiir jedes Lokalisierungsdatum erhélt man genau
d Kocher. Insgesamt erhélt man also:

- B m (m—1)2d+ (m —1)
X( d,(m—l)d—i—l) - d((m —1)d+1) < d—1 >
_ m <(m D3d—1)+ (m — 1)m>
d((m — 1)(d—1) +m) d—1 '

Dann folgt mit x(Mg", ;) = X(M;”(m_l)dﬂ) die Behauptung.

Fiir den zweiten Teil kann Satz 3.3.6 angewendet werden. Es kann un-
beriicksichtigt bleiben, dass genau d Badume das selbe Lokalisierungsdatum
beschreiben, denn offensichtlich gilt

Ind

lim — =0.

Auflerdem kann man von einem Startknoten ausgehen. Es wird also zusétz-
lich zu der Funktionalgleichung y(z) = x(¢(y(x))) die Funktionalgleichung
1=az(m—1)*(1+y(z)" )" y(z)™ >

betrachtet. Und weiter

yo = xo(1+yy )™ !
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bzw.
1=ao(m —1)*(1+y5 )™ Pyg >

Dann ergibt sich

1
(m—1)2(L+ gy~ Hm=2yg ™

Trog —

und somit
(I4yg Hmt
Yo = — —5-
(m — 1)2(1+yg' )y 2y 2

Also ergibt sich
(m— 1%y =14yp

und schlieflich

Damit erhalt man

—2

m—94m=2
_ (m—1)2<ml>< ! > e

m2 —2m

— (m—1)2m-D) <1> =

m2 — 2m

3

Ist die Anzahl der Knoten der betrachteten Biaume (m—1)d+1, so entspricht
jeder dieser Baume einem K6cher vom Dimensionstyp (d, (m—1)d+1) fiir alle
d > 1. Da der Logarithmus betrachtet wird, konnen die restlichen Faktoren
aus Satz 3.4.4 unberiicksichtigt bleiben. Mit Satz 3.2.2 folgt also

(m2—2m) (m—1)d+1
" In | (m —1)2m=1 1 — m
o XM ) ( <m2 ? )
d—o0 d - d

= (m—1)%In(m — 1)?

—(m? = 2m)In(m? — 2m).

Dann folgt wiederum mit x(My*, ;) = X(M(T(mq)dﬂ) die Behauptung.

76



Bemerkung 3.5.7

e Definiert man die Funktion

f L€ — lim ln(X(MEZLJrnd,eerne))
“d n—o0 d ’

so erhélt man also insbesondere, wie in 2.3.2 vermutet, dass
f(1)=(m-— 1)2 In(m — 1)2 — (m2 —2m) ln(m2 —2m)

gilt.

3.5.5 Weitere Beispiele und Fragen

In diesem Abschnitt sollen weitere Beispiele besprochen werden. Auflerdem
soll auf einige Probleme und Fragestellungen hingewiesen werden, die bei
der Lokalisierung in Kroneckermodulrdumen auftauchen. So stellen sich vor
allem die Fragen, wie man alle Lokalisierungskécher bestimmen kann und
ob es geniigt die Lokalisierungskdcher vom Typ 1 zu kennen.

Reelle Wurzeln

Die reellen Wurzeln fiir den Kroneckerkocher sind durch die Spiegelung der
Wurzeln (0,1) bzw. (1,0) gegeben, siche [Kac]. Fiir den Fall m = 3 ergibt
sich somit die Folge:

(0,1),(1,3),(3,8), (8,21), (21,55), ....

Die eindeutigen unzerlegbaren Darstellungen zu diesen Dimensionsvektoren
sind also gegeben durch die einfache Darstellung Fo und dessen Spiegelungen
unter dem Spiegelungsfunktor. Es ergibt sich fiir die ndchsten drei Falle,
wobei die Punkte jeweils eindimensionalen Unterrdumen entsprechen:



° 3 °
o-eo/ \o °
S

Wie in [FR| gezeigt, liefert das eine Zerlegung der ungeraden Fibonacci-
Zahlen.

Offene Fragen

FEine Frage, die sich bei der Analyse von Fixpunkten stellt, ist, ob sich alle
Lokalisierungsdaten auf den Fall 1-dimensionaler zuriickfithren lassen. Be-
trachten wir zum Beispiel die Lokalisierungskdcher

i/rl

\];1

e
N

1

1

so haben wir immer j # k vorausgesetzt. Betrachten wir aber den Kocher

so kénnen wir diesen in gewisser Weise auch als den Fall j = k£ betrachten.
Dadurch kommen allerdings Bedingungen an ¢ und [ hinzu, die vorher nicht
gegeben waren. Zudem erhalten wir andere Symmetrien. Im ersten Fall hat
man die Symmetrien der Gruppe Sa, im zweiten die von Ss.

FEine weitere Frage ist, wie man alle Lokalisierungsdaten zéhlen kann. Oder

78



zumindest alle vom Typ 1. Durch die in diesem Abschnitt verwendete Ver-
klebungsmethode bekommt man leider nicht alle Lokalisierungskdcher vom
Typ 1. Wiirde man alle Lokalisierungskocher dieses Typs kennen, so konnte
man die Stetigkeit zeigen, was fiir die Existenz der Funktion reichen wiirde,
wenn sich die anderen Fille auf diese zuriickfithren lassen.

Schliellich geben wir ein Beispiel fiir einen Lokalisierungskocher, der nicht
mit den Methoden dieses Kapitel konstruiert werden kann. Dazu sei (d, e) =
(7,10) = (2,3) + (5,7) = (2,3) + (2,3) + (3,4). Es ergibt sich also (ds,es) =
(2,3) und weiter

bzw.

Die zu (3,4) gehorigen Kocher ergeben sich auf die gleiche Weise. Allerdings
bekommen wir nicht den folgenden Kocher mit Dimensionsvektor (9,13) =
(2,3) + (7,10) durch Verkleben der obigen Kécher:

./.

\. [ ] o — 0
NP
<.e./
O/Oe \.
Mol bl
b N
AN
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3.6 Stabile Kocher beliebigen Dimensionstyps

In diesem Abschnitt sollen stabile Kocher beliebiger imaginidrer Wurzeln
(d, e) auBler des Dimensionsvektors (d, (m — 1)d) konstruiert werden, so dass
gilt d < e < (m — 1)d + 1. Sie werden zusitzlich Baumdarstellungen sein,
auf die im néchsten Kapitel ndher eingegangen wird.

Seien n € N und s € NF! fest gewihlt. Betrachte den zu dem Tupel
(s1, o1, St+1)n,m gehorigen einfachen Kocher und weiter dessen Teilkécher
Q(”“)FI. Dieser hat genau t — 1 Quellen qq, ..., q:—1. Wihle zu jeder dieser
Quellen g; eine Senke p; € Ng,, so dass |Np,| = 1 gilt. Dann kénnen wir
induktiv die Kécher

Qsl)s%“'vskusﬂrl = Qplwq(QSl152:-~75k7115t+1 , Q(n+1)5k)

konstruieren, wobei 2 < k < ¢t und ¢q € Q(()nH)Sk eine Senke einer der
hochstens zwei echten Randkocher ist. Auf diese Weise konnen wir also je-
dem Tupel (s1,...,5:+1) € Nt einen Kécher zuordnen. Fiir diese Kocher
erhalten wir folgende Stabilitdtsbedingung;:

Lemma 3.6.1 Sei s = Zfi} si. Der Kocher (s1,52,...,St+1)n,m ISt genau
dann stabil, wenn

l
sl—l—t>t25¢+l>s(l—1)+1
=1

fir allel=1,...,t gilt.
Beweis. Zunéachst gilt (d,e) = (t — 1+ s,n(t — 1) + s + 1). Wahle zunéchst

1#k <Il#t+ 1. Analog zum Abschnitt 3.4.3 erhalten wir durch einfache
Rechnung die Stabilitétsbedingung

l
sU—k+2)+t—1>tY +(1—k+2).
i=k

Ist k=1 und [ <t+4 1, so ergibt sich die Bedingung

l
sl+t>t> +1
=1

und analog fiir £ # 1 und [ =t + 1 die Bedingung

t+1
s(t+2—k)+t>tY si+(t+2—k).
i=k

Aus
! t+1
tZs,-Jrl:ts—t Z si+1
=1 i=l+1
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folgt dann die Behauptung durch unmittelbare Rechnung analog zum Beweis
von 3.4.30.

O

Mit dem gleichen Argument wie im Beweis des Resultats 3.4.31 erhalten wir
folgendes Ergebnis, wobei bemerkt sei, dass diese K&cher nicht eindeutig
sind:

Satz 3.6.2 Zu jedem Dimensionsvektor (d,e) # (d,(m — 1)d) mit d < e <

(m — 1)d + 1 existiert ein Tupel (s1,52,...,8+1) € N'TL 50 dass der eben
konstuierte Kocher stabil ist.

81



Kapitel 4

Baumdarstellungen des
Kroneckerkochers

In diesem Kapitel soll mit Hilfe der Konstruktion stabiler Torusfixpunkte
zum Kroneckerkdcher aus dem letzten Kapitel die Existenz von unzerlegba-
ren Baumdarstellungen zu beliebigen Wurzeln nachgewiesen werden. Dabei
liefert die Stabilitat die Unzerlegbarkeit und die Zerlegung in Gewichtsrdume
die Zerlegung in Basisvektoren. Es wird zudem eine explizite Konstruktion
von Baumdarstellungen fiir alle Dimensionsvektoren mit Hilfe des Spiege-
lungsfunktors angegeben.

4.1 Koeffizientenkécher und Baumdarstellungen

Basierend auf [Rinl] sollen in diesem Abschnitt die Begriffe des Koeffizien-
tenkochers und der Baumdarstellungen eingefiihrt werden.
Sei @ ein Kocher mit Dimensionsvektor d = (dg)4eq, und X eine Darstel-

lung. Eine Basis von X ist eine Teilmenge B von € 400 Xq» 50 dass

B, :=BnNX,

fiir alle Punkte ¢ € Qo eine Basis von X, ist. Fiir jeden Pfeil o : i — j
kann X, dann als (d; x d;)-Matrix X, g mit Koeffizienten in C geschrieben
werden, so dass die Zeilen durch B; und die Spalten durch B; indiziert sind.
Gilt

Xa(d) = > Ayl

b eB;

mit Ay p € C, so ist offenbar (Xo.5)yp = Ay p-

Definition 4.1.1 Der Koeffizientenkicher I'(X, B) einer Darstellung X mit
einer Basis B ist gegeben durch die Punktmenge B, wihrend die Menge der
Pfeile folgendermafSen definiert ist: wenn (XoB)oy # 0, so existiert ein
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Pfeil (o, b,0') : b— V.
FEine Darstellung X heifit Baumdarstellung, wenn eine Basis B zu X exi-
stiert, so dass der dazugehorige Koeffizientenkocher ein Baum ist.

Direkt an diese Definition schlieit sich das folgende von Claus Michael Rin-
gel formulierte Problem an, siehe [Rin2]:

Gibt es zu jedem wilden erblichen Kocher und jeder Wurzel d eine unzer-
legbare Baumdarstellung? Fiir imaginéres d sollte es sogar mehr als eine
Isomorphieklasse geben, so die Vermutung.

4.2 Der Spiegelungsfunktor

[BGP] bzw. [Kac| folgend kann ein Funktor konstruiert werden, der unzer-
legbaren Darstellungen eines Kochers unzerlegbare Darstellungen mit einem
anderen Dimensionsvektor zuordnet. Dieser soll im Folgenden genau be-
schrieben werden und anschliefend auf Baumdarstellungen des Kronecker-
kochers angewendet werden, um zu zeigen, dass es zu jedem Dimensionsvek-
tor eine unzerleghbare Baumdarstellung gibt.

Sei Ay fiir ein ¢ € Qo die Menge aller Pfeile, die ¢ als Quelle oder Senke
haben. Zudem definiere ), als den Kocher, der aus () entsteht, indem alle
Pfeile o € A, umgedreht werden.

Sei der Punkt g zunéchst eine Senke. Es gibt also offensichtlich keinen orien-
tierten Zykel in @), der den Punkt ¢ beinhaltet. Wir konstruieren aus einer
Darstellung X von @ eine Darstellung R;L(X ) von @y folgendermaflen:
Fiir alle ¢’ # g setze R (Xy) = X,. Betrachte die lineare Abbildung

e @ Xy — X,
a:q' —qEA,

definiert durch

h((vq’)a:q’aquq) = Z Xa(vq/).

a:q’'—qEA,

Dann definiere weiter

R;“(Xq) = ker(h).
Setze weiter R (X,o) = X, fiir alle o ¢ Ay Fiiralle o : ¢ — g € Ay definiere
R(‘;(Xa) als die Komposition der folgenden Einbettung und Projektion:
Ri(Xy) —» @ Xy — Rj(Xy)=Xg.
o:q' —qEA,

Sei der Punkt ¢ nun eine Quelle. Wir konstruieren aus einer Darstellung X
von () eine Darstellung R, (X) von @ folgendermafien:
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Fiir alle ¢’ # ¢ setze R (Xy) = Xy und R (X,) = X, fiir alle o ¢ A,
Betrachte die lineare Abbildung

WiX,— P Xy
a:q—q' €Ay

definiert durch
W (v) = (Xa(v)ag—qea,
Dann definiere weiter
R (X)) = P Xg/im().
a:q—q' €Ay

Fiir alle o : ¢ — ¢/ € A, definiere R, (X,) als die Komposition der folgenden
Einbettung und Projektion:

Xy =R, (Xy)— P Xy — R;(X,).

a:q—q' €Ay

Sei im Folgenden E,; die einfache Darstellung zum Punkt g. Diese ist definiert
durch X, = C und X, = 0 fiir alle ¢’ # ¢.
Betrachte aulerdem zu einem Kocher @ die Matrix A = (a; ;)i jeQ, mit
a;; =2 und —a;j = —aj; fir i # j, wobei a;; = [{a€ Q1| a:i— jVa:
j— i}
Fiir ein g € Qo sei weiter 7y : ZQo — ZQ)o definiert durch

Tq(q,) = q/ — Qq,q'9-
Es gilt folgender Satz, siche [BGP] bzw. [Kac].

Satz 4.2.1 Sei Q ein Kiocher und q € Qo ein Punkt. Sei q eine Senke (bzw.
Quelle). Dann ist R (bzw. R, ): mod CQ — mod CQ, ein Funktor mit
den folgenden Eigenschaften (falls q eine Quelle ist, so ersetze + durch —):

1. RJ(U aU) = R;(U) &) RJ(U/).
2. Sei U eine unzerlegbare Darstellung von Q. Dann gilt:
(a) Falls U = Ey ist, so gilt Rf (Eq) = 0.

(b) Falls U 2 Eq, so ist Rf (U) unzerlegbar und Rf R, (U) = U und
dim R} (U) = ry(dim(U)).

Insbesondere gilt: EndU = EndR,; (U).
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4.3 Spiegelung stabiler Baumdarstellungen

Der m-Pfeile Kroneckerkocher sei im Folgenden mit K (m) bezeichnet, des-
sen Punktmenge sei {1,2} und dessen Pfeile {a1, ..., a;}. Im Folgenden sei
m > 3.

Wir betrachten den unendlichen reguldren m-Baum als Kocher und bezeich-
nen diesen mit 7'(m). Dazu wihlen wir einen Punkt und definieren ihn als
Quelle, dessen Nachbarn als Senke und setzen dieses Verfahren rekursiv fort.
Jeder Punkt ist also nur Quelle oder nur Senke.

Formal: Sei k2 € {1,2,...,m} und k; € {1,2,...,m—1} fiir | € Nmit [ > 3.
Definiere die Indexmenge K,, wie folgt:

Kp, ={k=(1,ko,ks,... . ky) | n>1}.
Definiere s(k) = n und K, = {k € K, | s(k) = n}.
Betrachtet wird der Kocher T'(m) mit Punktmenge T'(m)o = IJJ mit
I = {ix | k € Kp,s(k) ungerade} und J = {ji | k € K, s(k) gerade}.
Sei weiter die Menge der Pfeile gegeben durch

T(m)y ={a:i—ji| i € INK), ji € JNKT}

Sei
X = ((X)ger(myor (Xa + Xi = Xj)aer(m),)
eine endlich-dimensionale Darstellung. Dann ist der Dimensionsvektor dim X
gegeben durch
dimX = > dimX,q.
q€T(m)o

Sei die Steigungsfunktion u(X) : NT'(m)y — Q gegeben durch

_ Zie] dim(X;)
ZqGT(m)o dim(X,)

Definiere fiir eine Darstellung X des reguldren m-Baumes d :=
und e :=3 . ;dim(X;).

Jede Darstellung von 7'(m) kann als eine Darstellung des Kroneckerkochers
K (m) aufgefasst werden, wenn die Pfeile von T'(m) stabil gefirbt wurden,
sieche Bemerkung 3.4.4. Zudem lassen sich 3.1.7 bzw. Abschnitt 3.1.2 mit
analogen Argumenten auf die hiesige Situation iibertragen. Betrachtet man
den Kroneckerkocher mit der Stabilitdt © = (1,0), so gilt also folgendes
Lemma:

= dlm(XZ)

Lemma 4.3.1 Sei X eine stabile Darstellung von T(m) mit einer stabi-
len Fdrbung. Dann entspricht X einem Torusfizpunkt des Kroneckermo-
dulraums KJ',. Also insbesondere einer stabilen Darstellung von K(m) mit
Dimensionsvektor (d,e).
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Wendet man den Spiegelungsfunktor auf eine Darstellung X des Kronecker-
kochers mit Dimensionsvektor (d, e) an, die nicht isomorph zu Fj ist, so ist
R (X) offenbar eine Darstellung mit Dimensionsvektor (e, me — d).

Bemerkung 4.3.2

e Sei e > (m — 1)d. Betrachten wir den regulidren m-Baum, so ist jeder
Punkt entweder nur Quelle oder nur Senke von genau m Pfeilen. Um
einen Torusfixpunkt aus einer stabilen Darstellungen des regulédren m-
Baumes zu erhalten, miissen diese Pfeile so gefirbt werden, dass die
Farben von Pfeilen mit gleicher Senke bzw. Quelle paarweise verschie-
den sind.

e Im Fall e < (m—1)d betrachten wir einfache Lokalisierungskocher, die
offensichtlich so gefirbt werden kénnen, dass sich keine Zykel ergeben.
Insbesondere sind also die sich ergebenden Fixpunkte Baumdarstel-
lungen.

e Es geniigt die Stabilitét fiir unzerlegbare Unterdarstellungen zu testen.
Denn, wenn U = U; & ... ® U, ein Untermodul von M ist, so dass
jedes U; unzerlegbar ist, gilt schon p(U) < max(u(Ur),...,u(Uy)).
Fiir weitere Einzelheiten siehe zum Beispiel [Rei4].

e Wegen [Kac| erhalten wir
m—vm? —4 e _m+ m? —4
2 —d~ 2
fiir alle imagindren Wurzeln (d, e) des Kroneckerkochers. Wegen des

Spiegelungsfunktors hat jeder Dimensionsvektor (d, ¢) einen korrespon-
dierenden Dimensionsvektor (d',¢’), so dass d' < e’ < (m —1)d'.

Betrachte wieder den reguldren m-Baum und definiere
Ni={j€eJ|(a:i—j)eT(m)}

fir i € I bzw. N; analog fiir ein j € J. Sei X eine Darstellung von T'(m),
dann definiere

Ix = {Z el | dlm(Xz) 0V (3] € N; : dim(Xj) =+ 0)}

Das ist insbesondere eine endliche Teilmenge von I. Sei weiter nx = |Ix].
Indiziere diese, so dass Ix = {i1,...,iny }-
Definiere Ry =R, 0...0 R;LX. Dann gilt der folgende Satz:

Lemma 4.3.3 Sei X, so dass X 2 E; fir allei € 1, eine stabile Darstellung

des reguliren m-Baumes. Dann ist auch die Darstellung Ry (X) eine stabile
Darstellung des reguldren m-Baumes.

86



Beweis. Zunéchst iiberlegt man sich leicht, dass die Wahl der Indizierung
der Menge Ix keine Rolle spielt.

Sei also V' ein Untermodul von R (X), der nach obiger Bemerkung als
unzerlegbar angenommen werden kann. Weiter kann angenommen werden,
dass der Untermodul von der Form (V;, X, (V;)) ist. Diese sind genau von der
Form R; (U) fiir einen Untermodul U des urspriinglichen Kochers. Denn es
gilt:

Y. B(X)U)= D U/l lv-re,, .. v))

a:ii—jEA; a:ii—jEA;
Betrachte die beiden folgenden Fille:
Zunichst sei V' = E; fiir ein ¢ € I. Dann gilt u(V) = 0 nach Definiti-
on der Stabilitdt von ). Denn die Pfeile wurden umgedreht. Aber es gilt
p(Ry (X)) # 0, denn sonst wire schon e = 0 (auch hier beachte man, dass
die Pfeile umgedreht werden) und somit wire X also isomorph zu einer di-
rekten Summe von Kopien von E;’s, i € I. Das ist aber ein Widerspruch zur
Voraussetzung.
Als Zweites sei V' 2 E; fiir alle 4 € I. Somit ist V also 0.B.d.A. von der Form
Ry (U) fiir einen Untermodul U von X. Da X stabil ist, gilt x(U) < p(X).
Sei (d',€’) der Dimensionsvektor von U, dann bedeutet diese Ungleichung
d’ d e’ e

% < ¢. Daraus folgert man aber durch direkte Rechnung —7——7 < —=—

und das bedeutet gerade pu(V) < pu(Rr, (X))
U

Bemerkung 4.3.4

e Wie man sich leicht iiberlegt, erhélt man aus einer Darstellung des re-
guldren m-Baumes mit Dimensionsvektor (d, ), die einer Darstellung
von K(m) entspricht, durch Anwenden des Funktors R;  tatséchlich
wieder eine Darstellung von K (m) mit Dimensionsvektor (e, me — d).
Denn es werden alle Pfeile umgedreht (bis auf diejenigen, dessen Quel-
le und Senke nach dem Spiegeln nulldimensional bleiben) und fiir den
gespiegelten Dimensionsvektor gilt offenbar

riy(de) = (O dim(X;)j,m Y dim(X;)j - dim(X;)i)
jeJ jeJ i€l
= (e,me—d),

da jeder Punkt genau m Nachbarpunkte hat.

Um nun die Existenz unzerlegbarer Baumdarstellungen zu zeigen, reicht es
auf folgendes Resultat aus [Rinl] zuriickzugreifen:

Satz 4.3.5 Sei X eine Darstellung eines Kéchers @), so dass Ext%:Q(X, X) =
0. Dann ist X eine Baumdarstellung.
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Fasst man alles zusammen, so erhélt man also folgendes:

Satz 4.3.6 Es gibt fiir den Kroneckerkdcher fiir alle teilerfremden Dimen-
sionsvektoren (d, e) eine unzerlegbare Darstellung, die ein Baum ist.

Beweis. Den Fall e < d erhalten wir, indem wir in dem Fall (e, d) die Pfeile
umdrehen.

Fir d < e < (m — 1)d erhalten wir eine unzerlegbare Baumdarstellung
X, indem wir die stabilen einfachen Kocher zu diesem Dimensionsvektor
betrachten und eine geeignete Farbung anwenden, siehe 4.3.2. Fiir diese
Darstellung gilt zudem, dass die Ext-Gruppe verschwindet. Denn es gilt

dim Hom (X, X) — dim Ext(X, X) = (dim X,dim X) =1

und auBerdem dim Hom(X, X) = 1.

Fiir die Félle e > (m — 1)d bestimmen wir zunéchst mittels (d,e) — (md —
e,d) den entsprechenden Fall (d',€’), so dass d’ < ¢’ < (m — 1)d’. Nun wen-
den wir den Spiegelungsfunktor entsprechend oft auf eine schon konstruierte
stabile Darstellung des reguléren m-Baumes an, die zudem eine Baumdar-
stellung des Kroneckerkochers ist. Die gespiegelte Darstellung hat offenbar
ebenso eine verschwindende Ext-Gruppe. Wegen Satz 4.3.5 ist diese also wie-
der eine Baumdarstellung. Wir erhalten den konkreten Koeffizientenkdcher
wie in Abschnitt 4.3.3 beschrieben.

O

4.3.2 Der allgemeine Fall

Der Fall allgemeiner Dimensionsvektoren d < e < 2d fiir den 3-Kronecker-
kocher wird auch in [Fahr] behandelt. Philipp Fahr gibt einen Algorithmus
an, der beschreibt, wie sich Baumdarstellungen bzw. der Koeffizientenkocher
in diesem Fall aus dem Fall des Dimensionsvektors (d, 2d + 1) ergeben.
Betrachte die Abbildung 7 : N> — N? definiert durch r(d,e) = (e, me — d).
Es gilt folgender Satz:

Satz 4.3.7 1. Fiir jeden Dimensionsvektor (d,e) existiert eine unzerleg-
bare Baumdarstellung des Kroneckerkdchers.

2. Zu jedem Dimensionsvektor (d,e) # r'(n,n) mit l,n € N ezistiert eine
stabile Baumdarstellung.

Beweis. Analog zu [Fahr] erhilt man aus den stabilen Kéchern vom einfachen
Typ sq. mit ggT(d,e) = 1 durch Loschen von Kanten alle Dimensionsvek-
toren (d',¢€'), so dass d’ < e’ < (m —1)d.

Prizise: Zu (d', €’) betrachte den Dimensionsvektor (d’, e), so dass e minimal
mit ggT(d’;e) =1 und e > €'. Es gilt offenbar (m — 1)d' +1 > e > d, da
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ggT(d’, (m —1)d’+1) = 1. Der einfache Lokalisierungskocher sq . ist bipar-
tit, also zerlegt sich die Punktmenge in I(]J.J, so dass alle i € I Quellen und
alle 7 € J Senken sind. Es gibt offenbar e — d’ + 1 Punkte j € J, so dass
|Nj| = 1. Bezeichne diese Menge mit J'. Wihle aus J' genau e — ¢/ Punkte
aus und bezeichne diese Menge mit J”.

Definiere den Kocher sg o als den Kocher mit Punktmenge I()JJ\J” und
Pfeilen o : i — j € (Sare’)1 genau dann, wenn o : i — j € (sg )1 und
j € J\J". Da es fiir sg . eine stabile, also insbesondere unzerlegbare Dar-
stellung gibt, gibt es diese offenbar auch fiir sy ». Denn offenbar geht die
Unzerlegbarkeit durch Loschen der Kanten nicht verloren, denn alle Punkte
im Lokalisierungskocher sind eindimensional. Beachte aulerdem, dass man
so eine Faktordarstellung von sy . bekommt.

Wie oben gezeigt, erhilt man durch die Anwendung des Spiegelungsfunktors
alle teilerfremden Félle. Die oben konstruierte unzerlegbare Faktordarstel-
lung wird durch den Spiegelungsfunktor nun auf eine unzerlegbare Faktor-
darstellung abgebildet. Diese ist offenbar ein Baum, da RI_X (S’ ,¢) €in Baum
ist. Denn hitte man einen Basisvektor, der mittels einer Kette von Abbil-
dungen wieder auf sich selbst abgebildet werden wiirde, so gibe es diese
Kette ebenso in Ry (sae)-

Offenbar erhilt man so jeden Dimensionsvektor, denn ist (d, e) beliebig vor-
gegeben, so spiegelt man diesen mittels (d, e) — (md — e,d) in den Bereich
d<e<(m-—1)d+1.

Der zweite Teil ergibt sich folgendermaflen. Wegen Satz 3.6.2 existiert zu
jedem Dimensionsvektor (d,e) # (n,(m — 1)n) ein stabiler Baum in den
Fillen d < e < (m — 1)d 4+ 1. Wie im Beweis von Satz 4.3.6 folgt, dass die
Darstellungen dieses Kochers eine verschwindende Ext-Gruppe haben. Das
heifit auch die gespiegelten Darstellungen sind stabile Baumdarstellungen.

O
Bemerkung 4.3.8

e Wie man sich leicht iiberlegt, existieren auch in den Féllen der in
Abschnitt 3.6 konstruierten stabilen Kécher Farbungen, so dass sich
keine induzierten Zykel ergeben.

4.3.3 Konstruktion von Baumdarstellungen

Um einen Koeflizientenkdcher zu einer Baumdarstellung zu bestimmen, iiber-
legt man sich zunéchst, wie sich der Spiegelungsfunktor auf einen bereits
konstruierten Koeffizientenkécher anwenden l&sst.

Sei X eine Darstellung von T'(m). Betrachte eine Senke ¢ mit Basis B,
und Basen By, ..., B, fir alle o : ¢; — ¢. Existiert ein w € By, so dass
(Xawgu—q,8)ow = 0 fiir alle v € By, , dann gilt R, (Xa.q,—q)(w) = w mit
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w ¢ By, fiir alle 1 < [ < m. Wie man sich leicht iiberlegt, gilt auBerdem
(Ry, (Xazgu—q,8))w,w = 0 fiir alle w' € By mit w' # w. Damit reduziert sich
die Bestimmung des Koeffizientenkocher auf die folgenden Situationen, in
denen n Pfeile von Punkten der Dimension eins auf einen Punkt der Dimen-

sion (n — 1) zeigen, also:
a
y

gn—m+1

prd
\’a*
qn
mit ¢; = C fiir alle 1 < ¢ < n. Das entspricht der reellen Wurzel des n-
Unterraumkochers. Ein dazugehoriger Koeffizientenkocher sieht aufgrund

der Unzerlegbarkeit folgendermaflien aus, siehe auch [Fahr] fiir den Fall m =
3und n =2

Cnfl

dn—m+2 .

b1
/ l/ \
aq
aq aq
b2 1 e b2 m—1 ba,m e ba -1
TOQ Tam—l Tam Tam
b1,2 e b1,m—1 b1,m e bin

Der Spiegelungsfunktor verhilt sich dann wie oben gezeigt.

Bemerkung 4.3.9

e Es sei bemerkt, dass in dem Fall d < e < (m — 1)d nicht jede Farbung
sofort einen Baum ergibt, also nicht jeder Torusfixpunkt einem Baum
entspricht. Betrachte zum Beispiel ein Lokalisierungsdatum mit einem
Teilkdcher der Form

A Vo
//,{
V_; \j/s//
/
s Vg
AT
Voitj—k 7
S~
;g Vit
1% ;/
\
V_kyi



Diese betrachtete Farbung induziert einen zusétzlichen Pfeil, so dass
sich offensichtlich kein Baum ergibt. Allerdings verschwindet dieser
Zykel bei einem weiteren Lokalisierungsschritt, so dass wir auch zu
dieser Farbung eine Baumdarstellung erhalten. Allerdings gibt es auch
Féarbungen, die sofort einen Baum ergeben. Diese korrespondieren zu
so genannten ”neighbour-avoiding-walks” im reguléren m-Baum.

Fiir den Fall m = 3 erhalten wir das Sechseckgitter und wir erhal-
ten eine kanonische untere Schranke fiir die Anzahl von ”neighbour-
avoiding-walks” durch \/§d. Im Allgemeinen ist die Frage nach der
Anzahl von "neighbour-avoiding-walks” einer vorgegebenen Lénge im
Sechseckgitter allerdings ungelost.

e Daraus ergibt sich insbesondere, dass zu jeder imagindren Wurzel mehr
als eine Isomorphieklasse von Baumdarstellungen existiert.

Beispiel 4.3.10

Betrachte den 3-Kroneckerkécher mit Dimensionsvektor (1,3), wobei die
Farbung aufler Acht gelassen werden soll. Dann ergibt sich der einfache
Kocher

Wenden wir einmal den Spiegelungsfunktor an, so ergibt sich der Fall
2<—- \
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mit dem Koeflizientenkocher

Wenden wir nochmals den Spiegelungsfunktor an, so erhalten wir den Fall
(8,21) und der Koeffizientenkocher lisst sich aus dem folgenden Kécher wie
beschrieben bestimmen:

N »

AN
N

Diese Konstruktion verhélt sich fiir beliebiges m bzw. die reellen Wurzeln
(0,1), (1,m), (m,m? —1),... vollig analog.
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Beispiel 4.3.11

Als letztes Beispiel betrachten wir den Kécher vom einfachen Typ zum Di-
mensionsvektor (2,5) und m = 3. Dann ergibt sich

S25 = > :
Daraus erhélt man durch Loschen von Kanten die Fille (2,3) und (2,4). Es
ergibt sich der gespiegelte Kécher mit Dimensionsvektor (5, 13):

A
Daraus ergibt sich wie oben gezeigt der Koeflizientenkdcher, die Faktordar-

stellungen entsprechen Faktordarstellungen mit Dimensionsvektoren (4, 10)
bzw. (3,7), also:
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bzw.
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Kapitel 5

Eulercharakteristik von

Modulraumen stabiler
Biindel

Ziel dieses Kapitels ist es, das Hauptresultat aus [Klyl], mit welchem sich
die Eulercharakteristik von Modulrdumen stabiler Vektorbiindel vom Rang
zwei auf der projektiven Ebene bestimmen lésst, auf den Fall der Biindel vom
Rang drei zu erweitern. Dazu werden einige Resultate aus [Kly1], [Kly2] und
[Kly3] bzw. allgemeine Resultate iiber Vektorbiindel und deren Modulrdume
stabiler Biindel behandelt. Zum Beispiel wird gezeigt, dass man die tori-
schen Vektorbiindel, die man als Filtrierungen von Vektorrdumen darstellen
kann, auch als Darstellungen des Unterraumkoéchers auffassen kann. Somit
beschreiben die Modulrdume stabiler Darstellungen Fixpunktkomponenten
der Modulrdume stabiler Vektorbiindel. Die Existenz stabiler Darstellun-
gen zu den betrachteten Dimensionsvektoren hingt ausschliefllich von den
Léngen der Arme des Unterraumkochers ab. Diese miissen gewisse Unglei-
chungen erfiillen, was zu einem Ungleichungssystem fiihrt, dessen Lésungen
man explizit angeben kann.

5.1 Lineare Ungleichungssyteme und Polyeder

In diesem Abschnitt wird eine Zusammenfassung der bendtigten Methoden
aus der Theorie der Linearen Ungleichungssysteme gegeben. Ndheres hierzu
findet man zum Beispiel in [Pad], das auch die Grundlage dieses Abschnitts
bildet. Dabei wird kein Wert darauf gelegt, ein solches System moglichst
effizient zu 16sen, da die Anwendung im néchsten Abschnitt das nicht erfor-
dert, sondern es soll ausschliefflich dargestellt werden, wie man die Losungen
solcher System erhalten kann.

Definition 5.1.1 Seien A € R"™"™ eine (m x n)-Matriz und b € R™. FEin
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Polyeder P C R" ist die Menge der Losungen x € R™ eines Linearen Un-
gleichungssystems Az < b.

Im Folgenden soll das zu einer Matrix A und einem Vektor b gehorige Poly-
eder mit P(A,b) bezeichnet werden.

FEin Polytop ist ein beschrénktes Polyeder. Fiir die Lésungsmenge des Un-
gleichungssystems existiert also eine Zahl s € R, so dass fiir alle x € P(A,b)
gilt, dass || z [|< s.

Fin Polyeder ist also durch die Losungen einer endlichen Anzahl Linearer
Ungleichungen gegeben. Da jede Ungleichung einen Halbraum im urspriing-
lichen Raum definiert, ist ein Polyeder auch als Durchschnitt endlich vieler
Halbrédume zu verstehen.

Definition 5.1.2 Seien z1,x9,...,z; € R™. Dann ist die konvexe Hiille
dieser Punkte definiert als

k k
conv(xy,...,x) = {Z i | ZM =1,pu; > 0}.
i=1 i=1

Die Kegelhiille ist definiert als

k
cone(z,...,T) = {Z wixi | pi > 0},
i=1

Definition 5.1.3 Sei P C R" eine beliebige Menge. Fin Punkt x € P heifit
Ezxtrempunkt von P, wenn fir alle 1,20 € P und alle 0 < p < 1, so dass
x = pxr1 + (1 — p)xg, folgt, dass x = x1 = 2.

Das heif3t also, dass = eindeutig als Konvexkombination von Elementen aus
P darstellbar ist, ndmlich mittels der trivialen.

Der folgende Satz spielt eine wichtige Rolle bei der Bestimmung der Lo-
sungsmenge zu einem gegebenen Linearen Ungleichungssystems. Fiir den
Beweis siehe [Pad].

Satz 5.1.4 Sei A € R™" eine (m x n)-Matriz und b € R™, so dass m > n.
Ein Punkt zog € P(A,b) ist ein Extrempunkt des Polyeders genau dann, wenn
Az <bund A'z =V fiir eine (n x n)-Untermatriz von A mit Rang(A’) =n
und den entsprechenden Teilvektor b’ von b.

Mit dem Ausdruck entsprechender Teilvektor ist natiirlich gemeint, dass
b aus dem Vektor b entsteht, indem in diesem genau dann der Eintrag b;
entfernt wird, wenn aus der Matrix A der Zeilenvektor A; entfernt wurde.

Zusétzlich zu den Extrempunkten, deren konvexe Hiille ein Polytop darstellt,
das die Ungleichungen erfiillt, sollen nun Vektoren bestimmt werden, deren
positive Linearkombinationen ausgehend von diesem Polytop alle Lésungen
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der Ungleichungen beschreiben.

Darauf soll nun n#her eingegangen werden. Seien xg,z € R™. Betrachte
) = o + Az fiir A > 0. Dann gilt ) € P(A,b) fiir alle A > 0 genau dann,
wenn xg € P(A,b) und Az < 0.

Dann schlielen sich folgende Definitionen an:

Definition 5.1.5 1. Eine Menge C C R"™ heifit Kegel, falls fiir jeweils
zwei Punkte x1,x0 € C gilt, dass \Mx1 + Aaxs € C fiir alle Ay, Ao > 0.

2. Fin Kegel heifit spitz, falls er keine echten Untervektorriume aufler
{0} enthiilt.

3. Eine Halbgerade y = {Az | A\ > 0,z € R} heifft Extremalstrahl eines
Kegels C, falls y € C und —y ¢ C und falls fiir alle y1,y2 € C bzw.
0<p<1l, sodassy=(1—p)ys + pye, folgt, dass y = y1 = ya.

Der polyedrische Kegel zu einem Ungleichungssystem (A, b) ist definiert als
C(A)={z eR"| Az < 0}.

Offenbar ist C'(A) sowohl ein Polyeder, als auch ein Kegel.
Der folgende Satz beschreibt, wie man alle Extremalstrahlen eines polyedri-
schen Kegels bestimmen kann. Zum Beweis sei auf [Pad] verwiesen.

Satz 5.1.6 Sei C'(A) ein spitzer Kegel. Dann ist © € C(A) ein Extremal-
strahl von C(A) genau dann, wenn genau Rang(A) — 1 linear unabhingige

Zeilenvektoren ay, . .., aRang(a)—1 von A existieren, so dass
aq
cx =10
QRang(A)—1

und auflerdem Ax < 0.

Im Folgenden soll davon ausgegangen werden, dass die Polyeder keine eindi-
mensionalen Unterrdume enthalten. Dazu betrachtet man nur Ungleichungs-
systeme, deren Losungen x € R" die zusétzlichen Bedingung x; > 0 erfiillen.
Ein solches System heifit in Standardform.

Diese Annahme ist keine Einschrinkung, weil man jedes Ungleichungssy-
stem in ein System dieser Form transformieren kann. Der Vorteil ist, dass
das Polyeder, also insbesondere auch der polyedrische Bereich, spitz ist, also
keine Geraden enthélt.

Bemerkt sei auflerdem noch, dass die Menge der Extrempunkte und die
Menge der Extremalstrahlen jeweils endlich sind, was aufgrund der beiden
Satze klar ist.

Schlussendlich gilt der folgende Satz:
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Satz 5.1.7 Sei (A,b) ein Lineares Ungleichungssystem in Standardform.
Seien X = {x1,x9,...,2s} alle Extrempunkte des Polyeders P(A,b) und
Y = {y1,y2,...,y} alle Extremalstrahlen des polyedrischen Kegels C(A).
Dann ist das Polyeder P(A,b), das alle Losungen des Linearen Unglei-
chungssystems Ax < b beschreibt, gegeben durch

P(A,b) = conv(X) + cone(Y).

5.2 Modulrdume von Vektorbiindeln auf der pro-
jektiven Ebene

Es sollen verschiedene grundlegende Resultate aus der Theorie der Vek-
torbiindel behandelt werden. Die Grundlage dieses Abschnitts bilden [OSS],
[LeP] und [Har]|.

Sei £ # 0 ein Vektorbiindel auf dem projektiven Raum P". Bezeichne mit
¢i(€) die i-te Chernklasse und mit rk(€) den Rang von £. Das Chernpolynom
von & ist gegeben durch

rk(€)

(&) = Z GO

=1

~

Definiere

als die Steigung des Vektorbiindels.

Definition 5.2.1 FEin Vektorbindel £ auf P" ist semistabil, falls fir alle
Unterbiindel 0 £ F C & gilt, dass

1(F) < pu(€).

Ein Vektorbiindel £ heifit stabil, falls fiir alle echten Unterbiindel F mit
0 < rk(F) < k(&) gilt, dass

u(F) < p(€).

Unter diesem Stabilitéitsbegriff stabile Biindel heiflen auch stabil im Sinne
von Mumford-Takemoto bzw. u-stabil.

Definition 5.2.2 Die Diskriminante eines Vektorbiindels vom Rang r auf
dem P? mit Chernklassen c1 und co ist definiert als

1
D = 22 (2rcg — (r —1)cd).
Dann gilt folgender Satz, siehe [Bog]:
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Satz 5.2.3 Sei £ ein semistabiles Vektorbiindel vom Rang r > 0 und Dis-
kriminante D auf der projektiven Ebene. Dann gilt D > 0.

Zwei semistabile Vektorbiindel heiflen S-dquivalent, wenn ihre Jordan-Hol-
der-Graduierungen isomorph sind. Grundlegend ist die Existenz eines Mo-
dulraums, der die S-Aquivalenzklassen von semistabilen Vektorbiindeln pa-
rametrisiert. Es soll nicht ndher auf die Konstruktion eingegangen werden,
dazu siehe [Sim] und [Mar]. Es gilt der folgende Satz fiir (semi)-stabile Vek-
torbiindel auf der projektiven Ebene:

Satz 5.2.4 Seien die ersten beiden Chernklassen ci,co und der Rang r
fest gewdhlt. Dann ezistiert eine projektive Varietit M(r,c1,cq), die die
S-Aquivalenzklassen semistabiler Biindel £ auf der projektiven Ebene mit
c1(&) = c1, 2(€) = c2 und rk(E) = r parametrisiert. Die Isomorphieklassen
stabiler Biindel bilden eine offene Teilmenge M(r,c1,c2)® in M(r,cy,c2).

Bemerkung 5.2.5

e Eine interessante Verbindung zwischen stabilen Vektorbiindeln auf der
projektiven Ebene mit verschwindender erster Chernklasse zu Kro-
neckerkochern liefern [Hul] fiir Biindel vom Rang zwei bzw. drei und
[Nak] allgemein. Und zwar ist die Kategorie der stabilen Vektorbiindel
vom Rang r auf dem P? mit Chernklassen ¢; = 0 und ¢y = n > r dqui-
valent zu der Kategorie der stabilen Darstellungen des 3-Kronecker-
kochers mit Dimensionsvektor (n,n), so dass

0 Xy —-Xi
rank | —Xo 0 X3 | =2n+nr,
X7 —X3 0

welche auch eine Isomorphie der Modulrdume nach sich zieht. Hier
sind X1, X5 und X3 die linearen Abbildungen, die mit den drei Pfeilen
identifiziert werden.

Sei im Folgenden mit O(1) das Hyperebenenbiindel auf der projektiven Ebe-
ne bezeichnet, das dazu duale Linienbiindel mit O(—1) und weiter sei

O(k) = O(1)F,
falls £k > 0 bzw.
O(k) = (1),

falls k£ < 0.

Betrachtet man Vektorbiindel vom Rang r auf dem P”, so gilt fiir die Chern-
klassen ¢, t € N, dass ¢, = 0 fir ¢ > min(r,n). Fiir Einzelheiten siehe zum
Beispiel [LeP].

99



Seien £ und F zwei Vektorbiindel vom Rang r bzw. s auf dem projektiven

Raum P" und seien
T

&) = [0 +ait)

=1

bzw.
S

o(F) =] +bit)

i=1

mit a;, b; € Z die Chernpolynome. Definiere ¢;, i = 0,...,r + s, durch

7+

H(1—|— a; + bj)t Zczt’

i?j

Dann gilt folgendes fiir das Chernpolynom des Vektorbiindels £ ® F, siehe
[Hir] oder [Har]:
min(n,rk(EQF))
(EQRF) = Z cit'.
i=0
Fiir die Modulrédume (semi)-stabiler Biindel auf der projektiven Ebene erhélt
man somit folgende wichtige Eigenschaft:

Proposition 5.2.6 Durch Twisten mit dem Linienbindel O(k) erhdlt man
etnen Isomorphismus von Modulrdumen

r(r—1)
2

M(r,e1,¢0) =2 M(r,ep +rk,co + (r — key + k2 ).

Insbesondere ist der Modulraum also nur von der Diskriminante abhdngig.

Beweis. Sei £ ein Vektorbiindel mit Chernklassen ¢, co und Rang r. Durch
das Tensorieren mit dem Linienbiindel O(k) bleibt der Rang von &£ un-
verdndert. Betrachte:

c(E®O(k)) = (1+(k+c—1— Cj—cz)t)

2 4
€1 cf -2 3
(1+ (k+ 2+ —c2)t)(1+ kt)"~* mod £°.
Es folgt also
c(EROK)) =1+ (rk+c)t + ( (T2 )k:2 + (r — 1)key 4 c)t?

Eine einfache Rechnung zeigt, dass die Diskriminanten von £ und £ ® O(k)
iibereinstimmen. Zudem {iiberpriift man leicht, dass (semi)-stabile Biindel
auf (semi)-stabile Biindel abgebildet werden.
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Im Folgenden werden die Modulrdume mit M(r, D) oder M(D) bezeichnet,
wenn klar ist, was der Rang der betrachteten Vektorbiindel sein soll. Durch
Betrachten einer Torusaktion auf dem Modulraum und Reduzierung auf
Torusfixpunkte kann die Eulercharakteristik der Modulrdume ausgerechnet
werden.

Der (n + 1)-dimensionale Torus T' = (C*)"*! operiert auf dem projektiven
Raum P" via Multiplikation, also

t-(.’L'(]:xl:...:.%'n):(t0$0:t1x1:...Ztnl‘n)
fir t = (to,t1,...,tn) €T.

Definition 5.2.7 FEin Vektorbindel p : &€ — P™ heifit torisch, falls T li-
near auf den Fasern operiert, so dass folgendes Diagramm fir alle t € T

kommutiert:
t

E—=¢

P

pr—t > pn

Sei E ein Vektorraum, dann ist eine absteigende Z-Filtrierung definiert als
eine Kette von Untervektorrdumen E(i) C E, i € Z, so dass E(i) C E(i—1).
Sei die Menge aller Filtrierungen zu einem Vektorraum F im Folgenden mit
F(FE) bezeichnet. Analog konnen Familien von Filtrierungen eines Vektor-
raums E, also E* € F(F) fiir a € I und eine Indexmenge I, definiert werden.

Sei £ ein torisches Vektorbiindel auf P2. Die T = (C*)3-Aktion hat eine
offene Bahn, die alle Punkte p = (2o : 25 : z,) € P? enthilt, so dass
Ta,Zg, %Ly 7# 0. Definiere E := £(pp) als die Faser des Vektorbiindels zu ei-
nem beliebigen Punkt py aus dieser Bahn. Da & torisch ist, gilt te € E(tpo)
fiir alle e € E. Wihle einen generischen Punkt p, aus der Koordinatenachse

Xo = {(za : 25 : v,) € P? | 2, = 0}.

Definiere

—1
E“(i):={e€ E| lim <ta> (te) existiert}
tpo—pa \ 13
und EP, E7 analog. Diese Definition ist offenbar unabhingig von der Wahl
von po und p,. Anstelle der gewihlten rationalen Funktion kann auch jede
andere Funktion mit einem Pol der Ordnung ¢ in ¢, = 0 genommen werden.
Mit diesem Verfahren erhilt man zu jedem torischen Biindel eine Familie

absteigender Z-Filtrierungen zu E, denn offenbar gilt:

.CE(i+1)CE“W)CE*(i—1)C...
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mit der zusétzlichen Eigenschaft £ (i) = 0 fiir i > 0 und E* = F fiir i < 0.
Aus [Kly2] erhilt man folgenden Satz:

Satz 5.2.8 Die Kategorie der torischen Biindel auf der projektiven Ebene
P? ist dquivalent zu der Kategorie der Vektorrdume mit einer Familie von
absteigenden Z-Filtrierungen E* € F(E), a = 1,2,3, so dass

E®(i) =0 fiir i > 0 und E*(i) = E fiir i < 0.

Zwei Filtrierungen Ep, B € F(F) sind isomorph, falls ein g € GI(F) exi-
stiert, so dass gE»(i) = E1(i) fur alle ¢ € Z. Analog sind zwei Familien Ef',
E$, a € I fiir eine Indexmenge I, isomorph, falls ein g € GI(E) existiert, so
dass gEf (i) = ES(i) fir alle o € I und alle i € Z.

Fiir die beiden Chernklassen dieser Filtrierungen bzw. der zugehorigen Vek-
torbiindel erhélt man basierend auf [Kly2] das Folgende:

c(&) =Y idim EFI(i)

1€L,a
mit Ell(i) = E*(i)/E*(i + 1) bzw.
C1 (5)2 1

(€)= — —§Zi2dimE[°‘](i)— > ijdim EPG, 5)
1€Z,x a#B,(i,j)EZ?

mit Bl*A(i, j) = BY(i) 0 B (j)/(E“(i + 1) N E°(5) + B*(3) N B%(j + 1)).
Der Twist eines torischen Biindels mit einem Linienbiindel entspricht einer
Indexverschiebung, wenn man die Filtrierungen betrachtet. Genauer gilt fol-
gendes:

Lemma 5.2.9 Sei dim E = r. Durch Indexverschiebung f : 72 — 73, (i —
i + ka)a=1,23 dndert sich die Diskriminante nicht. Insbesondere kann also

angenommen werden, dass sich die Filtrierung in Standardposition befinden,
d.h. E*(i) = E fir alle i > 0 und E*(i) # E fir alle i < 0.

Beweis. Sei D' die Diskriminante, die sich nach der Indexverschiebung ergibt.
Wegen

Z dim E(i) = »
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folgt

D/

Waihle n so groB, dass E“(n) = E und E%(—n) = 0 fiir alle a.. Sei dq g(i, j) =

D+ kar® +20)  kar)(d_ idim El(3))

423 kakgr® =1 2kgidim B (i) = " r?k2
a#B a,i o

—2r > kojdim EP(i, j) + kgi dim B0 (i, j)
aF#Bi,j

+kokg dim E*P(, 5)

D+2r> ko Y idimEVIG) +2r" Y kakg

a B#a,i alpha#8

—2r Y kojdim B, 5) + ki dim EP(i, 5)
aF#Bi,j

+kokg dim P 5).

dim E(i) N EP(j). Dann gilt offenbar

dim B, 5) = dp g (i, §) = dap(i+1,5) — dagliy j+1) + dap(i+ 1,5+ 1).

Fiir a # 0 gilt

> dim El*A(i, j)

]

n

> Zn: dim El*A (i, §)

1=—nj=—n
= dop(—n,—n) —deg(—n,n+1)
—dopg(n+1,—n) +dyp(n+1,n+1)

=

Denn dq (%, j) = 0, falls i > 0 oder j > 0. AuBerdem folgt

ZdlmEﬁ] Z j(da,g(—n,j) —dap(—n,j +1)

j=—n
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und analog zur vorherigen Gleichung

Z] dim ElAl(i, ) Z Z a,8(8,7) = dap(i +1,7)

Y t;;aj+1y+%ﬂ@+Lj+U)
= Z Jj(dapg(—n,j) —dap(—n,j+1)
—£;&+1Jy+%ﬁm+lJ+l)
=Y j(das(—n,j) = dap(—n,j+1)).

j==n

Betrachtet werden soll nun der Unterraumkdcher mit der Punktmenge
Qo={q}U{a;l1<i<n,jeN'}
und Pfeilen
Q={a:g1—qll1<i<n}U{a:gj—aq;ll<i<njeN}

Sei X eine Darstellung mit Dimensionsvektor d = (d;)ieq,, so dass d; j4+1 <
d; ;. Die linearen Abbildungen seien gegeben durch X;; : Cdig+1 — Cii
bzw. X0 : C%1 — C%, wobei wir davon ausgehen, dass alle betrachte-
ten Abbildungen injektiv sind. Man {iberlegt sich leicht, dass jede solche
Darstellung isomorph zu einer Darstellung X’ ist, so dass

/ i,
Hig = ( ()J>

fir alle j > 1, wobei Ey, ; die d;j X d; j~Einheitsmatrix sei. Im Folgenden
sollen alle Darstellungen d1ese Form haben.

Eine Darstellung X kann dann also als n-Tupel von Matrizen (X;o)i<i<n
mit einem Dimensionsvektor (d;)icq, aufgefasst werden, welche genau den
Injektionen X; o entsprechen. Aus X erhélt man folgendermaflen eine Fil-
trierung: sei mit (Xj ) die k-te Spalte definiert. Dann setze

E'(j) = {((Xi0)n—di41 - - (Xi0)n).

Umgekehrt erhélt man analog aus einer Filtrierung eine Darstellung. Sind
zweil Filtrierungen isomorph, so sind offenbar auch die Darstellungen iso-
morph (mit dem gleichen g).

Sind zwei isomorphe Darstellungen X, X’ gegeben, d.h. es existiert ein g €
Glg = ;eq,Glg, mit g X = X', so gilt, falls d; ; < d; j—1, dass

g,,. *
Gij—1 = < 5 *>
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fiir alle j > 2. Dabei ist g;; € C%.5%di.;  Insbesondere existiert also eine
Matrix go € Glg,(E) und Matrizen g; 1, so dass

90Xi1 = X{19i1

fiir alle 1 < ¢ < n, wobei die Matrix g; 1 eben so geschachtelt ist, dass die
Unterrdume E'(j) der dazugehorigen Filtrierung unter g; ; invariant sind.

Bezeichne mit U(r) die Menge der Unterraumkocher mit Dimensionsvek-
toren d, so dass dg, = r und dy, . > d, Insgesamt erhélt man also
folgendes:

qi,j qi,j+1°

Satz 5.2.10 Die Kategorie der torischen Vektorbindel vom Rang r auf dem
P? ist dquivalent zu der Kategorie der Darstellungen der Unterraumkécher

Ur).
Bemerkung 5.2.11

e Betrachtet man Vektorbiindel im projektiven Raum P”, so dass n > 3,
gilt der Satz 5.2.8 nicht ohne Einschrankung. Die Arme der Filtrierung
stehen in Bijektion mit den Vektoren, die die zum P" gehorige Fahne
erzeugen, wenn man den projektiven Raum als torische Varietét be-
trachtet. Damit die Filtrierungen einem torischen Vektorbiindel ent-
sprechen, miissen alle Teilfiltrierungen, die einen Kegel dieser Fahne
erzeugen, ein distributives Gitter bilden. Das ist fiir » = 2 immer
erfiillt, fiir n > 3 heifit das aber schon, dass jedes torische Biindel vom
Rang 2 zerlegbar ist.

Betrachte die Stabilitdt gegeben durch die Steigungsfunktion

wd) = D,

wobei © = —¢; sei. Es gilt der folgende Satz, siehe auch [Kly1]:

Satz 5.2.12 Sei &£ ein torisches Biindel auf dem P2, das durch ein Tripel
von Filtrierungen E< gegeben ist. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

1. & ist stabil im Sinne von Mumford-Takemoto.

2. Die Familie der Unterriume E“(i) C E ist stabil beziiglich der Grup-
penaktion der GI(E) im Sinne von Mumford.

3. Fir alle Unterrdume 0O C FF C E gilt

- dim F' . dim FE
a,i>N a,i>N
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Beweis. Man iiberlegt sich leicht, dass die eben eingefithrte Stabilitat fiir
den Unterraumkdocher dquivalent zu der dritten Aussage ist. Deswegen folgt
die Aquivalenz zu zwei. Dass die dritte und erste Aussage dquivalent sind,
folgt wegen der Definition der Stabilitéit via Chernklasse und Rang.

O

Das heifit also, dass die Modulrdume der stabilen Darstellungen und der
Modulraum stabiler Filtrierungen fester Linge isomorph sind. Man kann
also die Fixpunktkomponenten von M(r, ¢y, ca) als Modulrdume des Unter-
raumkéchers verstehen.

5.3 Der Fall der Rang 2-Biindel auf der projekti-
ven Ebene

In diesem Abschnitt soll zunéchst auf [Klyl] eingegangen werden, um im
nichsten Abschnitt eine dhnliche Formel fiir die Eulercharakteristik von
Rang 3-Biindeln auf der projektiven Ebene herzuleiten und diese verglei-
chen zu kénnen. Dazu wird die Formel von Klyachko leicht modifiziert. Be-
zeichnet man mit H(D) die Hurwitzfunktion, die die Anzahl der Klassen
reduzierter bindrer quadratischer Formen () mit Diskriminante D mit dem
Gewicht % z&hlt, so ergibt sich fiir die Eulercharakteristik nach [Klyl]
das Folgende:

[ 3H(D), falls D = —1 mod 4
X(Merse2)) = { 3H(D) — 3d(2), falls D=0 mod 4 -

Wie auch im ersten Teil der Arbeit ist der Ausgangspunkt fiir die Herleitung
dieser Formel, dass fiir die Eulercharakteristik einer torischen komplexen Va-
rietit X nach Satz 3.2.1 gilt, dass x(X) = x(X7).

Bezeichne mit £ ein Tripel von Filtrierungen eines Vektorraums, d.h. £ be-
steht aus einem Vektorraum E und Filtrierungen E*(i), k = 1,2,3, i € Z.
Es gelte die Zusatzbedingung

E*(i) = 0 fiir i > 0 und E*(i) = F fiir i < 0.
Ausgehend von einem Tripel von Filtrierungen definiere
oy, == |{i | dim E¥ (i) = 1}

fir £k = 1,2,3. Aus der Stabilitdtsbedingung erhélt man folgende Unglei-
chungen:

a1 < oo+ ag bzw. as < a1 + ag bzw. ag < aq + as. (5.1)
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Dann gibt es also zu jedem Tripel (aq, ag,a3), das diesen Ungleichungen
geniigt, genau ein stabiles torisches Vektorbiindel. Bemerkt sei, dass hier
einfliefit, dass die Filtrierungen sich in Standardform befinden.

Fiir die Diskriminante —D = ¢? — 4¢5 ergibt sich demnach

-D = a% + oz% + ag — 210 — 2a9i3 — 201 3.

Wie man sich leicht {iberlegt, gilt fiir die Diskriminante D also, dass —D =
0 mod 4 oder —D = 3 mod 4.

Wie im letzten Abschnitt konstruiert, ergibt sich zu jeder Filtrierung eine
Darstellung des Unterraumkdchers. In diesem Fall also ein Kécher mit drei
Armen, die in einem Punkt zusammenlaufen. Die Existenz einer stabilen
Darstellung vorausgesetzt, ist der Modulraum der stabilen Darstellungen
eines solchen Ko6chers nulldimensional, was man an Hand der Dimensions-
formel nachrechnet. Demnach ist die Eulercharakteristik jeweils 1. Es gilt
also

X(M(c1, ) = [M(er,e2)7 .

Betrachtet man die Ungleichungen und benutzt die Sdtze des ersten Ab-
schnitts, so ergibt sich, dass P = (1,1, 1) der einzige Extrempunkt des Un-
gleichungssystems (5.1) ist.

Des Weiteren ergeben sich die Extremalstrahlen v; = (1,1,0), vo = (0,1,1)
bzw. v3 = (1,0, 1), wie man leicht nachrechnet.

Also ergibt sich, dass alle positiven ganzzahligen Losungen die Form

v o= (1,1,1) +ky(1,1,0) + kp(0,1,1) + k3(1,0,1)
(ky +ks+ 1, k1 + ko +1,ka + k3 + 1)

mit ki, ko, k3 € QT haben.
Definiere

L={veN|v=(ki+ks+ 1,k +ko+1,ky+ks+1) ki kokscQ}

Seien ki, ko, ks < 1 und mindestens ein k; # 0. Dann ist die einzige Losung
v € L, die man mit dieser Einschréinkung erhélt, offenbar v = (2,2,2) und
zwar, falls k; = % fir alle i = 1,2, 3. Daraus ergibt sich, dass

L={veN|v=(ki4+ks+iki+kotikotkz+i) ki, ko, ks Ni=12}.

Denn, wenn v € L eine Losung ist, so dass k; € QT fiir i = 1,2, 3, dann gibt
es auch eine Losung v' € L, die durch o' = (K], kb, k%) gegeben ist, wobei
k! := k; — |k:]. Nach obiger Uberlegung gilt dann, dass v’ = (1,1,1) oder
v = (2,2,2).

Betrachte nun

Li={veN3|v= (ki +ks+iki +ko+iko+ks+i) ki ko ks €N}
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mit ¢ = 1,2. Wie man sich leicht iiberlegt, gilt Ly N Ly = ). Fiir die Diskri-
minante ergibt sich fiir v € L1, dass

D = —4k1ky — 4k’1/€3 — 4k2]€3 — 4k, — 4ky — 4]€3 -3
bzw. fiir v € Ly, dass
D = —4kiky — 4k1ks — 4dkoks — 8k — 8ko — 8k3 — 12.

Das heifit insbesondere, dass alle Losungen v € IL; zu Modulrdumen mit
—D = 3 mod 4 und alle v € Lo zu Modulriumen mit —D = 0 mod 4
gehoren.
Offenbar sind auch alle Losungen eindeutig durch ki, ko und k3 bestimmt.
Bemerkt sei, dass die zweite Gleichung dquivalent zu der diophantischen
Gleichung

TYy+yz+zr=n

fir z,y,z > 1 und n € N mit n > 3 ist. Diese erhélt man, indem man auf
beiden Seiten durch —4 teilt und anschliefend z = k1 — 1,y = ko — 1 und
z = k3 — 1 setzt. Mehr dazu findet man in [Pet].

In diesem Fall ergibt sich fiir die Erzeugendenfunktion

o0
F(z) = Y x(M(—4))a"
i=0
_ Z ko t+Akoks+4k k3 +8(k1+ha+ks)+12

(k1,k2,ks)ENS

Im anderen Fall:

Fz) = 3 x(M(—4i—3))a"*3
=0

_ Z x4k1/€2+4k’2k3+4k1k’3+4(k1+k2+k3)+3'

(k1,k2,k3)eNG

5.4 Der Fall der Rang 3-Biindel auf der projekti-
ven Ebene

Seien «y; > 0, wobei i € {1,2,3}, j € {1,2}. Betrachtet werden soll der
Unterraumkocher mit Dimensionsvektor

dlm(q()) =3,

dim(g; ) =2 fiir 1 <i<3,1 <k <oy
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und
dim(g ) =1fiir 1 <i <3, 0+ 1<k <o+ .

Sei dieser Kocher im Folgenden mit U (a1, a2, o1, aoa, 31, age) bezeichnet.

Bezeichne im Folgenden mit U;; fiir ¢ € {1,2,3} und j € {1,2} die sechs
verschiedenen Unterrdume. Es gilt offenbar immer U;; C U;s. Das heifit es
gilt fiir die erste Chernklassen in dem Fall der Rang 3-Biindel folgendes:

c1 (5) = a1 + 91 + a31 + 2012 + 20009 + 2a39.

Bei der zweiten Chernklasse tritt das folgende Problem auf: fixiert man einen
Kocher U (a1, a2, a1, o2, 31, aig2), so dndert sich die zweite Chernklasse,
je nachdem, in wie vielen zweidimensionalen Unterrdumen die eindimensio-
nalen Vektorrdume enthalten sind.

Wir betrachten die beiden Fille U;; QZ Uk fiir alle ¢ und & # i und U1 C Ujo
fiir ¢ # j.

Es soll zunéchst davon ausgegangen werden, dass U;; Q Uy fiir alle ¢ und
k # i. Dann gilt:

3
02(5) = Z 04122 + 1040 + Z Q11 + 20@1&]-2 + 20[1‘20@'1 + 3ai2aj2.
i=1 1<i<y<3
Seien im Folgenden ¢, j und k paarweise verschieden. Wahlt man als Un-
terrdume in der Stabilitdtsbedingung U;; bzw. U;s fiir 1 <4 < 3 so ergeben
sich folgende sechs Ungleichungen:

Qi1 + 2040 < 2051 + Qo + 20,1 + Qg
bzw.
201 + oo < ;1 + 2aj2 + apy + 2ak9. (5.2)

Wiéhlt man als Unterraum U N Uj, fiir ¢ # j, so ergibt sich die folgende
Bedingung:

Q2 + o < a1 + app + @31 + 2a2. (5.3)
Waihlt man als Unterraum U;; @ Ujq, so ergibt sich

a1 + o1 < a1z + o + asg + 20 (5.4)

Andere Unterriume braucht man zur Uberpriifung der Stabilitét offenbar
nicht zu testen. Fiir die Diskriminante gilt in diesen Féllen
D = 2¢ —6¢y
3
_ 2 2
= Z 2057 + 20u1040 + gy

i=1

-2 E 1oyt + 2041002 + 2042001 + Q02
1<i<j<3
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Im Folgenden sei D(a) := D, die zu einem Tupel o € N® gehorige Diskrimi-
nante.

Nun soll auf die andere Moglichkeit eingegangen werden. Es gelte also U;; C
Ujs fiir @ # j. Gilt Ujp = Ujo, so miisste gelten, dass

o1+ 200 + ;1 + 2aj2 < 201 + ok,

was offenbar im Widerspruch zu den Ungleichungen (5.2)-(5.4) steht. Gilt
Uir = Uj1, so ergibt sich analog die Stabilitdtsbedingung

2061 + o + 201 + oo < agr + 202,

wieder im Widerspruch zu obigen Ungleichungen.
Es bleibt also die Moglichkeit, dass U;; C Ujz. Dann ergeben sich zusétzlich
die beiden Ungleichungen

201 + ajo + o < 202 + g1 + Qi1
bzw.
209 + a1 + aj1 < 201 + age + Q2. (5.5)

Diese stehen offenbar nicht im Widerspruch zu den obigen Ungleichungen.
Man {iiberlegt sich leicht, dass sogar gilt, dass, falls hier keine Gleichheit gilt,
immer genau vier von den zwolf Ungleichungen dieser Art erfiillt sind.
Zunéchst soll die Verdnderung der zweiten Chernklasse im Fall U;; C Ujo
fiir ¢ # j betrachtet werden. In diesem Fall gilt folgendes:
3
62(5) = Z OézQ + apiage
k=1

+ § agraq + 201002 + 200051 + 3agee | — i,
1<k<I<3
Fiir die Diskriminante dieser Punkte erhalten wir:

D = 2¢2 —6cy
3

= g 204%1 + 2a1 o + 0%2
k=1

—2 E ar1oq1 + 2a1002 + 200001 + apayn |+ 6agrage.
1<k<I<3

Man iiberlegt sich leicht, dass fiir die Diskriminante allgemein folgendes gilt:

D =0 mod 6 oder D =4 mod 6.
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Bemerkt sei noch, dass sich die zweite Chernklasse nicht dndert, falls Uy C
Ui @ Uj fiir 4, j, k paarweise verschieden.

Gilt oy = 1 fiir 4, 7, so ist leicht zu sehen, dass jede Filtrierung isomorph zu
einer der folgenden Form ist:

(CB

I

(e1,e2)  (ew,er)  (v1,v2)

P T

(e1) (ex) (v1)

Dabei sind k,l € {1,2,3}, wobei k # | und v; # v beliebige Vektoren.
Offenbar ist das auch fiir Filtrierungen beliebiger Lange der Fall. Bezeichne
dies im Folgenden als Standardform.

5.4.1 Der Fall D =4 mod 6

Seien o € N und () gegeben, so dass D(a) = 4 mod 6. Betrachtet man
die Ungleichungen (5.2)-(5.5), dann gilt folgendes Lemma:

Lemma 5.4.1 Sei der Unterraumkdcher U(ayy, ang, ao1, o, a3y, as2) ge-
geben, so dass D =4 mod 6. Dann gilt:

1. Es gibt keine semistabilen Punkte.
2. Es gibt genau zwei stabile Punkte, so dass Uy C Ujo fiir i # j.

Beweis. Sei « ein semistabiler Punkt. Dann gilt 0.B.d.A.
ag1 + 2012 = 2001 + a2 + 2031 + ase.

Wie man leicht nachrechnet, ergibt sich fiir die Diskriminante in diesem Fall,
dass

D = 60@1 + 604%2 + 60&;252 — 6ag1 g + baggarges — B6arg1arge — 6arggrgy

—6a1age — 1201039

Damit folgt die Behauptung.

Der zweite Teil ergibt sich folgendermaflen: falls U;; C Ujz, so kann dieser
Punkt nicht semistabil sein, weil sonst auch fiir die Diskriminante dieses
Punktes gelten wiirde, dass D = 0 mod 6. Betrachtet man die zwolf Unglei-
chungen (5.5), so miissen immer genau zwei Paare von Ungleichungen erfiillt
sein.
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Sei M (U(«))® der Modulraum der stabilen Punkte zu U («). Dieser stimmt
also mit dem Modulraum der semistabilen Darstellungen iiberein und ist
damit nach Satz 2.1.4 eine glatte projektive Varietét. Nach Bemerkung 2.1.5
ergibt sich zudem, dass der Modulraum eindimensional ist. Aus [Sch2] folgt
dann, dass diese glatte projektive Kurve (bzw. der Modulraum) auferdem
rational ist. Damit erhilt man also, siche [Har]|, dass

MU(a))® =P

Bezeichne nun mit D(z) die zu x gehérige Diskriminante fiir einen Punkt
x € M(U(w))®. Definiere auflerdem

MU(a))p = {z € MU(a))* | D(x) = D}.

Aus dem letzten Abschnitt bzw. aus dem vorherigen Lemma folgt, dass es
genau ein Dy € N gibt, so dass M(U(«))5,, = P'"\{(1:0),(0: 1)} gilt und
dass es genau zwei Zahlen Dy, D3 € N gibt, so dass M (U(«a))p, = {pt} fiir
1 = 2,3 gilt. Weiter erhalten wir

MD)" = | MU(@)p
a€eNG

und somit

aeN6

Da aber x(P\{(1 : 0),(0 : 1)}) = 0, brauchen wir nur die Modulriume
betrachten, fiir die M (U(a))p, = {pt} mit i = 2,3 gilt. Diese entsprechen
den Inklusionen U;; C Ujsa.

Betrachtet man die zwolf Ungleichungen (5.5), so ergeben sich fiir paarweise
verschiedene i, j, k folgende Moglichkeiten:

1. LGlC:[GQ,LGl<: Uiz
2. LﬁlC:LGQ,Uh,C UkQ
3.(&1C:[G2,Uk1C:LG2

Das Ziel ist es also, alle Losungen der Ungleichungssysteme bestehend aus
den Ungleichungen (5.2) — (5.4) und den vier zu diesen drei Féllen korre-
spondierenden Ungleichungen (5.5) zu finden.

Fiir alle ¢, j gelte a;; # 0. Der Fall a;; = 0 ldsst sich spéter als Spezialfall
behandeln.
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Definition 5.4.2 Sei U(«a) := U(a1, ao1, 31, a2, Az, aiz2) gegeben. Sei
o12 - (Q11, o1, 31, 12, 2, a32) 1= (@21, Q11, 31, 22, (12, 32).
Seien weiter 013,023 analog definiert. Definiere auflerdem
7 (@11, 021, 031, 12, 22, 32) 1= (@12, a2, 32, (11, 21, 31).

Offenbar erhélt man so eine Gruppe G = (0,1 < i < j < 3,7) mit 12
Elementen.
Es gilt folgendes offensichtliche Lemma:

Lemma 5.4.3 Sei a gegeben, so dass der Modulraum zu U(«) eine stabile
Darstellung enthilt, fir die gilt Us1 C Uja. Dann enthalten die Modulrdume
zu U(T - a) bzw. U(oy; - o) stabile Darstellungen, so dass Ujy C Usg, der
Modulraum zu U(o;y - ) eine stabile Darstellung, so dass Uy C Ujo und der
zu U(ogj - ) eine stabile Darstellung, so dass Ui C Ups.

Betrachtet man also die obigen drei Fille, so reicht es im Folgenden aus,
die beiden Fille Uy C Usg, Use bzw. Uy C Usg, Uy C Uig zu betrachten.
Betrachtet werden soll zunéchst der erste Fall.

Die Losungen der Ungleichungssysteme berechnen sich mit den Methoden
aus Abschnitt 5.1. Im Folgenden werden die Mengen der Extrempunkte mit
P;, die der Extremalstrahlen mit E;, wobei ¢ = 1, 2, bezeichnet. Dann gilt:

Ey={(1,1,1,1,1,1),(1,3,2,1,1,1),(1,2,3,1,1,1)}
bzw.

Sy = {(1,1,1,0,0,0),(0,0,0,1,1,1),(0,1,0,0,0,1), (0,0,1,0,1,0),
(0,1,0,1,0,0), (0,0,1,1,0,0)}.

Seien diese Vektoren im Folgenden mit uy, us, us bzw. wi, . . ., wg bezeichnet.
Es sei noch bemerkt, dass zur Berechnung der Extrempunkte bzw. Extre-
malstrahlen keine echte Ungleichheit gefordert wird. Das heif3t also, dass der
zweite und dritte Extrempunkt semistabilen Punkten entsprechen.
Jeder Losungsvektor v des Ungleichungssystems hat also die Form

v = (s1+s2+ 83+ k1,51 + 352+ 2s3 + ki + ks + ks,
81+ 289 + 383+ k1 + kg + kg, 51 4+ S2 + s3 + ko + k5 + kg,
$1+ 82+ s34+ ko + kq, 81 + s2+ 53+ ko + k3)
= (I+k,1+2s9+ 83+ k1 +ks+ ks, 1+ 59+ 2s3+ k1 + kg + ke,

1+ ko + ks + ke, 1 + ko + kg, 1 + ko + k3),
sodass 0 < s; < 1firi=1,2,3und k; > 0 fiir i € {1,2,3,4,5,6}, da
$1 + s2 + s3 = 1. Jetzt sind allerdings nur die ganzzahligen und stabilen
Losungen von Interesse. Es gilt folgendes:
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Lemma 5.4.4 Alle stabilen Vektoren v, so dass k; < 1, sindvy = (1,1,1,1,
1,1), vo = (1,2,2,1,1,1) und v3 = (1,2,2,2,1,1) oder es gilt v = v +
S naw; fiir n; € N,k € {1,2,3}.

Bemerkt sei zunéchst, dass s; < 1 fiir ¢ # 1 gelten muss, damit die Stabi-
litdtsbedingung erfiillt ist, da die Extrempunkte aufler v; eben semistabil
sind.

Dass (1,1,1,1,1,1) ein stabiler Vektor ist, ist klar. Weiter gilt

1
(1a 2a 25 ]-a ]-7 ]-) = g((la ]-7 17 17 17 1) + (1’ 2a35 ]-a ]-7 ]-) + (1?3’27 17 1’ 1))

und

[\

1
(1.2.2.211) = Z(LLLLLD)+((1,2,3,1,1,1) +(1,3,2,1,1,1))

w

1
+§((07 07 17 17 an) + (07 17 07 17 07 0))

Die geforderten Losungen haben die obere Schranke (1,5,5,3,2,2). Es ist
also nur zu verifizieren, dass alle anderen Losungen Linearkombinationen
der gewiinschten Form sind.

Fiir den zweiten Fall ergibt sich folgendes:
Ey = {(1,1,1,1,1,1),(1,1,;1,1,1),(2,1,3,1,1,1),(1,2,3,1,1,1),
(1,1,1,1,2,3),(1,1,1,2,1,3),(1,1,2,1,1,2),(1,1,1,1,1,;)}
bzw.

Sy = {(,1,1,0,0,0),(0,0,0,1,1,1),(1,0,0,0,0,1),(0,0,1,1,0,0),
(0,1,0,0,0,1),(0,0,1,0,1,0)}.

Wie oben gilt:

Lemma 5.4.5 Alle stabilen Vektoren, so dass k; < 1, sind v1 = (1,1, 1,1,
1,1), v =(1,1,2,1,1,1),v3 = (1,1,1,1,1,2) oder es gilt v = vk+2?:1 n;W;
firn; e Nk € {1,2,3}.

Offenbar gilt (1,1,2,1,1,1) = (1,1,1,1,1,1) + 2(1,1,3,1,1,1). Wie oben
gibt es eine obere Schranke, und zwar (3, 3,5, 3,3,5). Die anderen Losungen
erhalt man wieder als Linearkombination.

Als Letztes soll der Fall betrachtet werden, falls oy; = 0 fiir ¢ € {1,2,3},

J € {1,2}. Wie oben ergibt sich, dass 0.B.d.A. angenommen werden kann,
dass a1 = 0 gilt. Das entspricht dem Fall Vi1 C Vag, V3o. Alle anderen Félle
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konnen ausgeschlossen werden, wie man sich leicht {iberlegt. Dann erhélt
man fiir die Losungen der Ungleichungssysteme folgendes:

Es = {(0,1,1,2,2,1),(0,1,1,3,1,1),(0,1,1,1,2,2),(0,2,1,1,1, 1),
(0, 1,1,1, g, 1), (0, 1,1,2,1, 2), (0,1,2,1,1, 1), (0, 1,1,1,1, g),
(0,1,1,1,1,1)}

bzw.

Ss = {(0,0,0,1,1,1),(0,1,0,1,0,0),(0,0,1,1,0,0),(0,0,1,0,1,0),
(0,1,0,0,0,1)}.

Analog zu den anderen Fillen erhilt man:

Lemma 5.4.6 Alle stabilen Vektoren, so dass k; < 1, sind vi = (0,1,1,1,
1,1), v =(0,1,1,2,1,1),v3 = (0,2,2,3,2,2) oder es gilt v = vk—l—Z?:l njwj
firn; e Nk € {1,2,3}.

Es bleibt also zu zeigen, dass sich alle positiven ganzzahligen Losungen auf
eindeutige Weise als Linearkombination schreiben lassen. Es gilt folgendes
Lemma:

Lemma 5.4.7 Alle positiven ganzzahligen Ldsungen lassen sich in jedem
der drei Fille auf eindeutige Weise als Linearkombination der Form v =
vk + Z?Zl kiw; schreiben, wobei k; € N.

Beweis. Je nach Startvektor vy gilt in jedem der drei Félle fiir eine Linear-
kombination «, dass

a1 + a9 + agp — aqo — aog — aizo = 0,1,2 mod 3.

Das zeigt schon, dass die Losungen eindeutig sind, da die jeweils betrach-
teten Extremalstrahlen zudem linear unabhingig sind und sich die Félle
gegenseitig ausschliefen.

O

Das néichste Ziel ist es nun, zu einem gegebenen Losungsvektor die Diskrimi-
nante auszurechnen, so dass man eine quadratische Gleichung erhélt, deren
Anzahl ganzzahliger Losungen auf die Eulercharakteristik schlieffen 14sst.
Es sollen wieder die eben behandelten Fille nacheinander behandelt werden.
Im ersten Fall haben die Losungen also die Gestalt:

a = (k141, ki +ks+ks+1, ki+kg+ke+m, ko+ks+ke+n, ko+kg+1, ko+ks+1)
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firk;e Nundl=m=n=2oderl=m=2und n = 1.
Im zweiten Fall haben die Losungen die Gestalt

o= (k‘l—i-k‘g—i-l, ki+ks+1, k1+ks+ke+m, ko+ka+1, ko+kg+1, k2+k3+k5—|—n)

firk; eNundn=m=1,n=1und m =2 oder n =2 und m = 1.
Die Losungen im dritten Fall haben die Gestalt

a:(O,k2+k5+n,k3—|—k4—|—n,k1+k2+k3+m,k1+k4—|—n,k’1—i—k:5+n)

firk; e Nundn=m=1odern=1,2und m =n+ 1.

Zunichst wird angenommen, dass U;; ¢ Ujs. Die Diskriminante im Fall
Ui C Ujs fiir i # j ergibt sich anschlieSend daraus.
Sei k = (k1, ko, k3, k4, k5, k). Dann ergibt sich im ersten Fall:

DYk, l,m,n) = 2(ky+ 1)+ 2(ky + ks + ks +1)% + 2(ky + ky + k¢ +m)?
+2(ka + ks + ke + 1) 4+ 2(kg + kg + 1)? + 2(k2 + k3 + 1)?
+2(ky + 1) (k2 + ks + ke +n) + 2(kg + kg + 1)

(k1 + ks + ks +1) +2(ki + ka + ke +m) (k2 + ks + 1)
—2(k1 + 1) (k1 + ks + ks +1) — 2(k1 + 1)
(k1 + kg + ke +m) — 2(k1 + kg + kg +m)
(k14 k3 + ks +1) — 2(ka + ks + ke +n) (k2 + kg + 1)
—2(ka + ks + ke +n) (k2 + k3 + 1) —2(ka + ks 4 1)
(ko +ks+1)—4(k1+1)(ke +ka+1) —4(k1 +1)
(kg + k3 +1) — 4(ky + k3 + ks + 1) (k2 + ks + ke + 1)
—4(k1 + k3 + ks +1)
(kg + k3 +1) — 4(k1 + kg + ke +m) (k2 + kg + 1)
—4(k1 + ka + ke +m) (k2 + k3 + 1)

= 2(ky +1)(—ky — 3ky —3kz —3ky — Il —m +n —3)
+2(k1 + k3 + ks + 1)
(—3ky — ks — ks —3kg +1—m —2n—1)
+2(ky + kg + ke +m)
(k1 — 3ka + kg — kg — 2ks +m — 2n — 1)
+2(ko + ks + ke +n)(—ka — k3 — kg + ks + kg +n — 2)
+2(k2 + kg + 1) (ks + ka) + 2(ko + k3 + 1) (ko + k3 + 1)
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—18k1 kg — 6k1ks — 6k1ky — 6k1ks — 6k1ke — 6kaks
—6koky — 6koks — 6kake — 6ksks — 6kske — 6kaks
—6kyke — 6kske + 2k1(—3n — 6) + 2ko(—31 — 3m — 3)
+2k3(—3n — 3) + 2k4(—3n — 3) + 2k5(—3m — 3)
+2kg(—31 — 3)

+2(12 + m? +n? —lm — 2ln — 2mn — 21 — 2m —n — 2).

Im zweiten Fall ergibt sich:

D?(k,m,n)

2(ky + k3 4+ 1)* 4 2(k1 + ks)® + 2(k1 + ks + kg +m)?
+2(ko + ks + 1)*2(ka + kg + 1)* + 2(ko + k3 + ks +n)?
+2(k1 + ks + 1) (kg + ka + 1) 4+ 2(k1 + ks + 1) (k2 + ke + 1)
+2(k1 + ka + ke +m) (k2 + k3 + ks +n) — 2(k1 + k3 + 1)
(k1 + ks +1) —2(k1 + k3 + 1) (k1 + kg + ke +m)

—4(k1 + ks + 1) (ko + ke + 1) — 4(k1 + ks + 1)

(k2 + k3 + ks +n) —2(ky + ks + 1)

(k1 + kg + ke +m) — 4(ky + ks + 1) (k2 + ks + 1)

—4(ky + ks + 1) (k2 + k3 + ks +n) — 4(ky + kg + ke +m)
(ko + kg +1) —4(ky + kg + ke +m) (k2 + kg + 1)

—2(kg 4 kg + 1) (ko + ke + 1)2(k2 + kg + 1)

(ko4 k3 + ks +n) — 2(ka + ke + 1) (k2 + k3 + ks + n)
2(ky + k3 4 1)(—3ky — k3 — 3ks — 3k — 1 —m — 2n)
+2(k1 + ks + 1)(—ky — 3kg — 2k — 2ky — ks —m — 2n)
+2(k1 + kg + ke +m) (k1 — 3ky — kg — kg — ks —n — 2)
(kg + kg 4+ 1)(—kg — k3 + kg — ks — kg — n)
(kg + ke +1)(—ks — ks —n + 1) + 2(ka + k3 + ks +n)?
—18k1 ko — 6k k3 — 6k1ky — 6k1ks — 6k1kg

—6koks — 6koky — 6koks — Gkake — 6ksks — Gkske
—6kyks — 6kake — 12k; — 12ky — 12k3 — 12ky — 12k5
—12kg — 6kyn — 6kam — 12m — 12n + 2mn + 2n® + 2m?.

117



Im dritten Fall erhilt man:

D3(k,m,n) = 2(ka+ ks +n)? + 2(ks + kg +n)* + 2(k1 + ko + k3 +m)?
+2(ky 4 kg +n)? 4+ 2(k1 + ks +n)? — 2(ka + k5 +n)
(k1 + ka +n) — 2(ks + ka + n) (k1 + ks +n)
—2(kg 4 ks +n) (k3 + kg +n) — 2(k1 + ko + k3 +m)
(k1 + kg +n) — 2(k1 + k2 + ks +m) (k1 + ks +n)
—2(k1 + ks +n) (k1 + ks +n) — 4(ke + ks + n)
(ky + ko + ks +m) — 4(ka + ks +n) (k1 + ks +n)
—4(k3 + kg +n) (k1 + k2 + ks +m)
—4(k3 + kg +n) (k1 + kg +n)

= 2(ko+ ks +n)(—3ky — ko — 3ks — ks — 2m —n)

+2(ks + kg + n)(—3ky — 2ko — ks — ks + k5 — 2m)
+2(k1 + ko + ks +m)(—k1 + ko + ks — kg — ks + m — 2n)
+2(k1 + kg +n)(ka — ks) + 2(k1 + ks +n) (k1 + ks +n)

= —06kiko — 6k1ks — 6k1ky — 6k1ks — Gkoks
—6]-(72]{54 - 6]{72]65 — 6/€3k4 — 6/€3k‘5 — 12]€17’L — 12]43271
—12k3n — 6kym — 6ksm — 12mn + 2m?.

Jede Losung dieser quadratischen Gleichungen fiir fest vorgegebene Diskri-
minante D erfiillt also automatisch die Ungleichungen. Demnach braucht
man ,nur“ die Losungen dieser Gleichungen zu bestimmen, um die Euler-
charakteristik der Rang 3-Vektorbiindel zu bestimmen. Es muss allerdings,
wie oben erwdhnt, die Verdnderung der Diskriminante beachtet werden, falls
die Unterrdume ineinander liegen.

Offenbar hingt die Restklasse der Diskriminante in jedem der Fille nur
von [,m und n ab. Im ersten und zweiten Fall gilt D = 0 mod 6, falls der
Startvektor (1,1,1,1,1,1) ist und D = 4 mod 6 sonst. Im dritten Fall gilt
D = 4 mod 6, falls der Startvektor (0,1,1,2,1,1) bzw. (0,1,1,1,1,1) ist und
fiir den dritten und letzten Fall gilt D = 0 mod 6.

Im ersten Fall gilt dann

D%l,QQ(Zaannvk) = D +6an1a
= D'(k,l,m,n) + 6(kiks + kiks + k1 + ko + ks + 1)

= —6 Y kikj + 6kikq + Gksky — 6k1ky
1<i<j<6
—671(]{21 + k3 + ]{54) — 6l(k32 + k@) — 6m(k:2 + k:5)
—6(ky + k3 + ks + k) + 2(1* + m?
4+n? —Im —2ln — 2mn — 2l —2m —n + 1)
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bzw.

Diy s5(l,m,n,k) = D+ 6arias
= D'(k,l,m,n)+ 6(kiks + kiks + k1 + ka2 + ks + 1)

= —6 Y kikj + 6kiks + Gksky — 6k1ky
1<i<j<6
—6n(k1 + ks + k) — 6l(ko + kg) — 6m(ko + k5)
—6(/431 + kg + ks + k@)
+2(1% +m? + n? — Im — 2In — 2mn — 21

—2m —n+1).
Im zweiten Fall gilt dann
D}y go(m,n, k) = D?*(k,m,n) + 6oy
= —6 Y kikj — 6kiky + Gkike + 6koks + Gksky
1<i<j<6

+6kske + 6kske — 6(k1 + ko + ks + 2ky + 2ks + ke)
—6kin — 6kam — 12m — 12n 4 2mn + 2n® + 2m? + 6

bzw
D%1,12(ma n,k) = D*(k,m,n)+ 6asiais
= —6 Y kikj — 6kiky + Gkiky + 6koks + Gksky
1<i<j<6

+6kyks + Okske — 6(k1 4+ ko + 2ks + kg + ks + 2k'6)
—6kin — 6kom — 12m — 12n + 2mn + 2n% + 2m? + 6.

Im dritten Fall dndert sich die Diskriminante nicht, da aq1 = 0.

Es miissen nur die Losungen der letzten vier quadratischen Gleichungen
und die Losungen des dritten Falls, also a7 = 0, betrachtet werden, da
die Modulrdume einem P! ohne zwei Punkte entsprechen und somit die
FEulercharakteristik 0 ist. Diese Punkte gehdren also zu Modulrdumen mit
der eben berechneten Diskriminante.

Wertet man die obigen Funktionen an den relevanten Werten fiir m,n und
[ aus, so ergibt sich:

Di129(2,2,1,k) = —6 > kikj+ 6kiky + 6ksks — 6k1ky
1<i<j<6

—6(2]{51 + 4](32 + 2k‘3 + ]{34 + 3]{25 + 3k6) — 22
bzw.

D%1,22(27 2,2,k) = —6 Z kikj 4 6k1ky + 6ksky — 6k1ko
1<i<j<6
—6(3ky + 4ko + 3ks + 2ky + 3ks + 3kg) — 34
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und

D 3o(2,2,1,k) = —6 Y kikj+ 6kiks + 6kaks — Gkiko
1<i<j<6
—6(2]€1 + 4ko + kg + 2k4 + 3ks + 3k6) —22

bzw.

D1 3(2,2,2,k) = —6 > kik;+ Gkiks + 6kgks — k1 ky
1<i<j<6
—6(3ky + 4ko + 2k3 + 3ky + 3ks + 3kg) — 34.

Wertet man D? aus, so ergibt sich:

D} oo(1,2,k) = —6 > kikj — Gkiky + 6k1ke + Gkoks + 6kska
1<i<j<6
+6kske + 6kske — 6(3k1 + 2ko + k3 + 2kyg + 2ks5 + kg)
~16
bzw.
D} oo(2,1,k) = —6 > kikj — Gkiky + 6k1ke + Gkoks + 6kska
1<i<j<6
+6kske + 6kske — 6(2k1 + 3ko + k3 + 2kyg + 2ks5 + ke)
~16
und
D31 19(1,2,k) = =6 > kikj — 6kiko + 6kika + 6koks + 6ksky
1<i<j<6
+6kyks + 6kske — 6(3k’1 + 2ko + 2kg + kg + ks + 2k6)
~16
bzw.
D31 19(2,1,k) = =6 > kikj — Gkiky + 6k1ka + Gkoks + 6kska
1<i<j<6
+6ksks + 6kske — 6(2k1 + 3ko + 2k3 + k4 + ks + 2k6)
—16.

Weiter gilt fir k = (k1, ko, k3, k4, k5), dass

D¥2,1,k) = =6 > kikj + 6kaks — 12(k1 + ko + k3 + ka + ks) — 16
1<i<j<5b
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bzw.

Ds(l, 1, k) =—6 Z k‘ik‘j + 6kqks — 6(2/€1 + 2ko + 2ks + k4 + k5) — 10.
1<i<5<H

Offenbar gelten folgende Gleichungen:
D%LQQ(k‘la k27 k37 k47 k57 kﬁ) - D%1732(k17 k;27 k47 k37 k57 k6)7

D%1722(k17 k27 kS) k47 k57 kG) - D§1’12(k17 k27 k57 kG) k37 k4)

und
D3y 99(1,2, k1, ko, ks, ka, ks, ke) = D3y 99(2, 1, ka, k1, ke, ks, ka, ks).
Definiere
K;(D,l,m,n) = {k = (k1,ka, ks, ks, ks, k) € N} | D} ;(I,m,n, k) = D}

fiir passende i, j. Definiere Ki%j(D,m,n) bzw. K3(D,m,n) analog.
Dann gilt wegen der aufgezeigten Gleichungen der folgende Satz:

Satz 5.4.8 Sei D =4 mod 6. Dann gilt

X(M(D)) = 12|K111,22(D121271)|+12’K111,22(D72’272)‘
+12’K121,22(D7172)‘ +6‘K3(D7172)’ +6’K3(‘D7171)|

Wie im Fall der Rang 2-Biindel schlieit sich folgendes Korollar an. Sei dazu
F(z) die Erzeugendenfunktion der Eulercharakteristik.

Korollar 5.4.9 Sei D =4 mod 6. Es gilt

1 1 2
F(x) = 12( Z xD11,22(2,271,k) 4 xD11,22(272727k) 4 xD11,22(1727k))
keN§

16 Z LD?@LK) | g Z 2P (LLE)
kENS keNg

5.4.2 Der Fall D =0 mod 6

Es soll in diesem Abschnitt der Fall betrachtet werden, falls fiir die Diskri-
minante gilt D = 0 mod 6. In diesem Fall gibt es auch semistabile bzw.
polystabile Punkte, so dass das Vorgehen des letzten Abschnitts leicht mo-
difiziert werden muss.

Zunichst gelte a;; # 0 und betrachtet werden erst alle neun Félle von In-
klusionen, die im letzten Abschnitt aufgezeigt wurden. Alle Extrempunkte
bis auf den Punkt (1,1,1,1,1, 1) entsprechen Punkten im Fall D = 4 mod 6.
Es ist also nur noch dieser Extrempunkt zu betrachten. Allerdings ist hier
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darauf zu achten, dass die Ungleichungen mit Gleichheit erfiillt sein kénnen,
so dass die Ungleichungen sich nicht gegenseitig ausschliefen. Deswegen be-
trachte alle im letzten Abschnitt auftretenden Extremalstrahlen, d.h.

s = {(1,1,1,0,0,0),(0,0,0,1,1,1),(1,0,0,0,1,0),(0,1,0,0,0, 1),
(0,0,1,1,0,0),(1,0,0,0,0,1),(0,1,0,1,0,0), (0,0,1,0,1,0)}.

Es sei bemerkt, dass sich die Extremalstrahlen der neun Fille im letzten
Abschnitt daraus ergeben, dass man aus diesen acht Strahlen die ersten
beiden und zusétzlich einen der Strahlen drei bis fiinf bzw. sechs bis acht
weglésst. Die Linearkombinationen dieser Strahlen mit dem Extrempunkt
(1,1,1,1,1,1) als Startpunkt haben also die Form

a = (ki+ks+ke+1,ki+ka+Fkr+1,
ki+ks+ks+ 1, ko+ ks +kr+ 1,k + ks + ks + 1,
ko + kg + ke +1).

Sei k = (k1, ko, ..., ks). Fiir die Diskriminante ergibt sich dann

D(k) = 2(ki+ks+ke+1)(k1 + ks +ke+ 1) +2(ki + ks + ke + 1)
(ko + ks +kr +1) —2(k1 + k3 + ke + 1) (k1 + ks + k7 + 1)
—2(k1 + k3 4+ ke + 1) (k1 + ks + kg) — 4(k1 + k3 + ke + 1)
(ko + k3 + kg) — 4(k1 + ks + ke) (ko + ks + ke + 1)
+2(k1 + ks +kr+ 1) (ki +ka+kr+1)+2(k1 + ka+ ky+ 1)
(ko +ks+ks+1)—2(ki+ka+kr+1)(k1 +ks+ks+1)
—4(ky + kg +kr + 1) (ko + ks +kr +1) —4(k1 + kg + k7 + 1)
(ko + kg + ke +1) +2(ky + ks + ks + 1) (k1 + ks + ks + 1)
42kt + ks + ks + 1) (ky + ky + kg + 1) — 4(ky + ks + ks + 1)
(ko + ks +kr +1) —4(ky + ks + kg + 1) (k2 + k3 + ks + 1)
+2(ky + ks + by + 1) (ko + ks + k7 + 1) — (ko + ks + k7 + 1)
2(kg + k3 + ks +1) —2(ka + ks + kr + 1) (k2 + ks + ke + 1)
4 2(ky + ks + ks + 1)(ka + ks + ks + 1) — 2(ka + ks + ks + 1)
(ko +ka+ke+1)+2(ky+ka+ke+1)(ko+ka+ ke +1)

— 2(ky 4k + ke + 1)(—k1 — 3k — ks — 3y — kg — 3ks — 4)
4 2(ky 4+ kg + Ky 1)(—3ka + ks — ks — 3ks — 2kg — k7 — 3)
4 2(k1 + ks + kg + 1) (k1 — 3ko — 2k + k4 — ks + kg — 2k7
ks — 2) + 2(ka + ks + 7+ 1)(—ks — ks — ka + ks — kg
hy — ks — 1) + 2(ka + k3 + ks + 1) (ks — ka — ko + ks)
+2(ky + ks + kg + 1) (ko + ks + kg + 1)
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= =6 > kikj — 12kiky + 6kgkr + 6ksks + Gkskg — 18k
1<i<j<8
8
—18ky — 12 " k; — 18
i=3

Definiere Ky = {k3, k4, ks} und Ko = {k¢, k7, kg}. Sei zunéchst a;; = 1 fur
i, 7. Wie bereits gezeigt, konnen wir davon ausgehen, dass die Filtrierung in
Standardform ist. Wir betrachten also

C3

I

(e1,e2) (ex,er) (v1,v2)

! T T

(e1) (ex) (v1)

Dabei sind k,l € {1,2,3}, wobei k # [, und v; # v beliebige Vektoren.
Die stabilen Filtrierungen zu der hier betrachteten Linge der Arme sind
genau diejenigen unter diesen, die die folgende Form haben:

(C3

I

(e1,e2) (e, e2) (v1,v2)

T T T

(e1) (es) (v1)

mit gewissen Bedingungen an v; und vs, die jetzt genauer untersucht werden
sollen.

Definiere e;; = e; +e; und e123 = (1,1, 1). Die Fille v; = e; ergeben offenbar
nicht stabile Darstellungen. Die Fille vi = e;; fiir @ # j entsprechen echt
polystabilen Darstellungen, diese werden spéter genau analysiert. Sei also
(v1)i # 0, so dass man 0.B.d.A. annehmen kann, dass v = ej23.

Weiter kann in dieser Situation 0.B.d.A. angenommen werden, dass (v2); =
0, weil man zu vy beliebige Vielfache von eq23 addieren kann. So erhélt man
insgesamt folgendes Lemma:

Lemma 5.4.10 Alle stabilen Darstellungen von U(1,1,1,1,1,1) haben die

Form
(C3

N

<€17 €2> <633 62> <€123, UQ>

T T T

(e1) (e3) (e123)



wobei (v2)1 = 0 und vo # ea, €3, eas3. Insbesondere gilt fiir den Modulraum
der stabilen Punkte M(1,1,1,1,1,1)* = P\{(1:0),(0:1),(1:1)}.

Bemerkt sei, dass der Fall vo = eo3 dem Fall v9 = e; entspricht. Dass die drei
Darstellungen, die zu den Punkten (1 : 0), (0 : 1) bzw. (1 : 1) korrespondieren
nicht stabil sind, sondern lediglich semistabil, {iberpriift man durch einfache
Rechnung.

Wir erhalten folgendes Korollar fiir beliebige a1, a12, aia1, oo, 31, g € N:

Korollar 5.4.11 Gibt es zum Kdécher U(au1, aia, 1, aog, asi, age) stabile
Punkte, so sind die Punkte aus 5.4.10 stabil.

Die polystabilen Punkte lassen sich wie folgt darstellen. Es ergibt sich fiir
«;; = k fiir alle 4, j die polystabile Darstellung, die von der folgenden indu-
ziert wird:

(e2) {e1,€3)
(

SN

(e3) e13)

T T

0 (e1) (e3) (e13)

Dieser Punkt induziert also einen polystabilen Punkt des Kochers, der durch
die Verldngerung der Arme mit dem Vektor (1,1,1,1,1, 1) entsteht. Bezeich-
ne diesen Punkt als polystabil vom Typ 1.

Betrachte weiter die polystabilen Darstellungen:

(e1) (e2) (
AN /1N /1N
(e1) (e1) 0 B (e2) (e2) B 0 (

T T

(1) 0 0 0

bzw.

Das sind die anderen beiden polystabilen Punkte im Fall ; ; = 1. Diese sind
stabil unter Verlingerung von Tupeln (a1, a12), (31, a02) und (a1, ase)
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bzw. (a1, a92), (21, as2) und (asi, ajz). Bezeichne diese Punkte als poly-
stabil vom Typ 2.

Betrachte nun den Fall mit Armen der Lénge (1,1,2,2,1,1). In diesem Fall
gibt es den polystabilen Punkt

(e1) (e, €3

/N >/T>

)
(e1) (e D (e (e (e, €3)

L ]

(e1) (e2) (es) (e23)

| |

(e23)

D

T

(e1)

und entsprechende polystabile Punkte fiir die anderen fiinf Verlangerungen.
Dieser bleibt unter den Verldngerungen mit (a1, as2), (g1, ae2), (ag1, a12)
und (as31, @12) bestehen. Bezeichne diese Punkte als polystabil vom Typ 3.

]
|

Wenn wir nun eine konkrete Losung des Linearen Gleichungssystems be-
stimmen wollen, so kénnen wir offenbar davon ausgehen, dass fiir je ein
ke K;, 1 =1,2, gilt, dass k = 0. Betrachtet man wieder die Ungleichungen
(5.2)-(5.5) und die Uberlegungen zu den polystabilen bzw. stabilen Punkten,
so ergibt sich zusammenfassend folgendes Lemma:

Lemma 5.4.12 Sei o € N§ mit D(a) = 0 mod 6, so dass U(a) stabile
Darstellungen zuldsst.

1. Die von
CB

TN

(e1,e2) (e3,e2) (€123, €2)

T T T

(e1) (e3) (€123)

induzierte Filtrierung ist genau dann stabil, wenn ki > ko.

2. Die von
(C3

N

<61, 62> <€3a €2> <613, 623>

T T !

(e1) (e3) (e13)



induzierte Filtrierung ist genau dann stabil, wenn ko > ky.
3. Falls k1 = ko, so gibt es einen polystabilen Punkt vom Typ 1.

4. Falls k # 0 fiir genau ein k € K;, 1= 1,2, so gibt es einen polystabilen
Punkt vom Typ 2 und einen vom Typ 3.

5. Falls k,l # 0 fir genau zwei unterschiedliche k,l € K;, i = 1,2, so
gibt es einen stabilen Punkt, der von einer Inklusion herkommt und
einen polystabilen Punkt vom Typ 2.

6. Falls k,1 # 0 fiir genau ein k € K1 und genau ein | € Ks, so gibt es
zwet polystabile Punkte vom Typ 3.

7. Falls k,I,n # 0 fir genau zwei unterschiedliche k,l € K; und ein
n € K; mit i # j, so gibt es einen stabilen Punkt, der von einer
Inklusion herkommt und einen polystabilen Punkt vom Typ 3.

8. Falls k,l,m,n # 0 fir genau zwei unterschiedliche k,l € Ky und genau
zwet unterschiedliche n,m € Ka, so gibt es zwei stabile Punkte, die von
einer Inklusion herkommen.

Betrachtet man alle in diesem Abschnitt behandelten polystabilen Filtrie-
rungen, so ergibt sich durch einfache Rechnung aus [ALB], dass diese Punk-
te glatt sind. Wie bereits im letzen Abschnitt ergibt sich also, wenn wir die
Existenz eines stabilen Punktes voraussetzen, dass

MU (a))® =P

Den Modulraum der stabilen Punkte erhalten wir dann aus den Uberlegun-
gen des letzten Lemmas, indem wir die polystabilen Punkte weglassen.
Bemerkt sei noch, dass der Modulraum der semistabilen Punkte mit dem
Modulraum der stabilen Punkte also genau dann iiberstimmt, falls im ach-
ten Fall des Lemmas zusétzlich ki # ko gilt.

Schlussendlich sind die Fille zu betrachten, falls o;; = 0 fiir genau ein Paar
i,7. Das ist der Fall des Extrempunktes (0,2,2,3,2,2), in dem o0.B.d.A.
a11 = 0 wie im letzten Abschnitt. Dann ergibt sich die Diskriminante:

Dk) = —6 Y kikj+ 6ksks — 24k — 24k,
1<i<j<5

—24ks — 18ky — 18ks — 54.

Es soll die Erzeugendenfunktion fiir diesen Fall bestimmt werden. Dazu de-
finiere

DY(k) = D(k) + 6(k1 + ks + ks + 1) (ko + k5 + k7 + 1),

D?(k) = D(k) 4+ 6(ky + ks 4+ ke + 1) (ko + kg + ke + 1)
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und
D3(k) = D(k) + 6(k1 + ks + ks + 1) (ko + k3 + ks + 1).

Das entspricht der Diskriminante der Inklusionen Us; C Ujs, Ujr C Uso
und Us; C Uss. Es reicht die Fille zu betrachten, die sich aus diesen drei
Féllen ergeben, die anderen Félle kann man wie im letzten Abschnitt via
Vertauschung der Arme konstruieren.

Sei wieder -
= Z x(M(6n
n=0

die Erzeugendenfunktion fiir die Eulercharakteristik.
Definiere N = NF x Nl_F fiir ein k£ € Ny. Dann ergibt sich der folgende
Satz:

Satz 5.4.13 FEs gilt

[ee]
F(ZE) — Z LED (k,k,0,...,0 -6 Z xD(k17k17k2,07---,0)
keN11

-3 Z D(kl,k‘l,kg,ﬂ,o,o,kg,()) —6 Z xD(k1,k1,k‘2,0,0,0,0,k3)
keN1,2 keN1:2

-6 Z xD(kl,kl,k2,k3,0,O,0,0) —~12 Z xD(k17k17k27k370707k470)
keN12 keN13

—6 Z D (k1 k1 k2,k3,0,k4,0,0) _ 5 Z D(k1,k1,k2,k3,0,0,k4,k5)
keN1:3 ke 1.4

—6 Z PRk ko, k3,0,k4,k5,0)
keN1:4

+6 Z kl,k27k3,k2470 0,0,0) + 192 Z k17k2,k3,k4,0 0,ks,0)
keN?2:2 keN?2:3

+6 Z Y(k1 k2 ,k3,k4,0,k5,0,0) _|_ 3 Z L(k1,k2,ks,k4,0,0,ks5,ke)
keN?2:3 keN2:4

+3 Z 2(ky,k2 k3,k4,0,0,k5 k) +6 Z 2(k1,k2,ks3,k4,0,k5,k6,0)
keN24 keN2:4

+6 Z 3 (k1,k2,ks3,k4,0,k5,ke,0) +6 Z -
keN?2:4 kENS

Bemerkt sei noch, dass man im Fall k; # ko nur die stabilen Punkte zéihlen
muss, da sich als Modulraum der P! ohne zwei Punkte ergibt, die Eulercha-
rakteristik demnach null ist.
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