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Vorwort

Wir wollen die Moduln fester Dimension der freien assoziativen Algebra mit Eins
bis auf Isomorphie beschreiben. Da es iiberabzihlbar unendlich viele solche gibt,
suchen wir uns als geeigneten Formalismus den des Modulraums, wie er in der
Algebraischen Geometrie benutzt wird; seine Analyse entspricht der Antwort auf
[Rei04, Frage 4.1]: ,What is the geometric structure of the quotient variety
(C9*4)9 /] GL4(C)?“; es stellt sich heraus, dass wir auf diese Weise allerdings
nur Isomorphieklassen halbeinfacher Moduln parametrisieren konnen. Andererseits
fithrt uns die Antwort zu der Varietét, die alle assoziativen Algebren mit Eins fester
Dimension als Punkte anhand ihrer Strukturkonstanten parametrisiert.

Der Modulraum zu den Moduln der freien Algebra ist jedoch hochgradig singulér;
Ansétze zur Desingularisierung bieten auf generische Weise [Kir85] sowie speziell fiir
unser Problem die Konstruktion von M. V. Nori [Nor78] im Anhang zu einer Arbeit
von Seshadri [Ses78|; wir werden uns hier auf letztere Konstruktion beschrénken.
Dabei reicht der Zusammenhang zu einem analogen Problem fiir Vektorbiindel so
weit, dass in unserem Fall sogar eine ebensolche Faserstruktur wie in [BS90] auftritt.

Noris Konstruktion fithrt das Problem der Desingularisierung auf die Glattheit
des Orbitabschlusses der Matrixalgebra in der Varietdt der Algebren zuriick. Fiir
2 x 2-Matrizen ist schon lianger bekannt, dass ihr Orbitabschluss glatt ist [Ses67];
fiir die Orbitabschliisse von n x n-Matrizen fiir n > 2 gilt dies nicht [LBR99].
Wir werden hier die Situation genauer analysieren und dazu auf die Sprache aus
[Gab74] zuriickgreifen; als ein wichtiges Hilfsmittel erweist sich, dass sich die Eins
ohne strukturelle Verinderungen der Varietét fixieren lisst [LB97]. Dies ldsst sich
zu einer Beschreibung der Entartung von Algebrenorbiten anhand ihrer Idempo-
tentstruktur ausbauen; dieses in [Fla74] angedeutete Konzept ist in [Sch8§| syste-
matisch entwickelt worden. Nach den fiir die Varietdt der 5-dimensionalen Algebren
bereits bekannten Ergebnissen [Maz79] hat dieser Ansatz in einer Serie von Artikeln
[DP89], [DPY1], [DPS92], [DP94] und [DPS96] zu reichhaltigen Ergebnissen fiir die
Varietdten der 6-, 7- und 8-dimensionalen Algebren gefiihrt.

Diese Arbeit ldsst sich im Wesentlichen den Gebieten Geometrische Invarian-
theorie, Darstellungstheorie und Algebraische Geometrie zuordnen. Ergebnisse der
Geometrischen Invariantentheorie, wie sie in den Lehrbiichern [Kra84] und [SBOO]
zusammengestellt sind, setzen wir hier voraus. Im Hinblick auf den Ubersetzungs-
prozess zu Vektorbiindeln sei auf [New78] hingewiesen, fiir den Begriff der Stabilitt
auf [MEK94]. Der Zusammenhang zur Darstellungstheorie ist eng, so befassen sich
etwa die Arbeiten [Kin94] und [Kra82] mit der Ubertragung von Ergebnissen zwi-
schen den Gebieten. Wir greifen hier auf Lemmata und Konzepte aus [Ful97] und
[Hum?78| zuriick. Sowohl die Geometrische Invariantentheorie als auch die Darstel-



lungstheorie stiitzen sich wesentlich auf die Algebraische Geometrie ab; eine syste-
matische Darstellung bieten [Gro60] und die folgenden Bénde, das Standardwerk
zur Einfithrung ist [Har77]. Neuere Lehrbiicher, die nahezu die gesamten benétigten
Grundlagen aus allen drei Gebieten zusammenfassen, sind [Muk03] und das Paar
[LBO5D] und [LB05a].

In Kapitel [I] fithren wir zunéchst den Modulraum der d-dimensionalen halbein-
fachen Moduln der freien assoziativen Algebra in g Erzeugern ein. Dazu zichen wir
den Quotienten eines affinen Raums unter einer GL;(C)-Aktion heran und zeigen
mit elementaren Mitteln, dass die abgeschlossenen Orbiten dieser Aktion gerade
die Isomorphieklassen halbeinfacher Moduln sind. Zwar erhalten wir ein endliches
Erzeugendensystem des Koordinatenrings dieses Modulraums [Pro76], aber schon
das zweitkleinste nichttrivale Beispiel ist singuldr [LBVdB86]. Wir werden uns der
Desingularisierung ab Kapitel [3| zuwenden, nachdem wir die fiir uns wesentlichen
Eigenschaften der Varietéit der Algebren kennen.

In Kapitel [2] diskutieren wir die Varietdt der d-dimensionalen assoziativen Al-
gebren mit Eins: Diese bereits seit 1968 [Fla68] untersuchte Varietét existiert im
Wesentlichen in zwei Versionen, mit dem Einselement entweder fixiert [LB97] oder
nicht fixiert [Gab74]. In beiden Féllen handelt es sich wieder um eine affine Va-
rietét, die mit einer natiirlichen GL4(C)-Aktion versehen ist. Im Fall einer fixierten
FEins handelt es sich sogar um den Kegel einer projektiven Varietdt. Die dadurch
auf dem Tangentialraum im Ursprung induzierte lineare GL,4(C)-Aktion erlaubt
es uns, die Tangentialrdume der Orbitabschliisse jeder d-dimensionalen Algebra
auf konzeptionelle Art zu bestimmen. Der Ubersetzungsprozess zwischen beiden
Versionen ldsst sich durch die Konstruktion des ,transversalen Schnittes® [Slo80]
motivieren. Diese gibt dann in Abschnitt Anlass zu einem Ansatz, der die Idee
der ,, Typ-II-Deformation® [Fla74] aufgreift. Wir kénnen diesen Zugang benutzen,
um die Topologie des Abschlusses des Orbits der Matrixalgebra zu analysieren und
finden auf diese Weise einen in der Entartungsorndung maximalen Orbit aus dem
Abschluss des Orbits der Matrixalgebra, in dem der Orbitabschluss der Matrixal-
gebra schon singulér ist. Dabei erweist sich die Hochschild-Kohomologie [Lod98],
da invariant unter Morita-Aquivalenz, schon in dieser einfachen Anwendung als
produktives Werkzeug.

Das Kapitel |3 ist dann der Konstruktion von Nori [Nor78] gewidmet: Wir be-
trachten ein Paar aus einer Varietét und einem projektiven Morphismus von dieser
Varietét auf den Modulraum der halbeinfachen Moduln der freien Algebra. Dazu
verwenden wir die Idee des ,nichtkommutativen Hilbert-Schemas* aus [Rei05]: die
uns interessierende Varietdt ergibt sich als Quotient des Urbilds des Orbits der
Matrixalgebra unter einem glatten Morphismus. Aus der Glattheitsdiskussion in
Kapitel [2] folgt nun unmittelbar, dass Noris Konstruktion genau fiir d = 2 eine
glatte Varietét liefert. Den Morphismus auf den Modulraum der halbeinfachen Mo-
duln der freien Algebra erhalten wir mittels einiger Lemmata; wesentliche Schritte
lassen sich dabei mittels der in [Muk03] betrachteten Konstruktionen bewiltigen.
Man vollendet die Konstruktion unter Riickgriff auf die Lemmata aus Kapitel
und auf allgemeine Sétze aus [Gro60] und dem Folgeband.



Den Schluss bildet Kapitel |4l Dort untersuchen wir ausfiihrlich den Fall d = 2,
da dort Noris Konstruktion tatséchlich eine Desingularisierung bildet: Fiir die glo-
bale Beschreibung berechnen wir zunéchst die Betti-Zahlen der Desingularisierung
mittels Reduktion auf die Menge der Fixpunkte unter einer Aktion der GL4(C),
anschliefend bestimmen wir explizit das Aussehen der Fasern, prézisieren so ein
Ergebnis aus [BS90] und kénnen eine darstellungstheoretische Interpretation der
Konstruktion entwickeln.
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1 Begriffe und Definitionen

Wir benétigen einen Korper, der algebraisch abgeschlossen und von Charakteristik
0 sein muss, also verwenden wir den Korper der komplexen Zahlen C. Unter einer
Varietit verstehen wir wie in [Kra84] und [MukO3] stets die von einer lokal ab-
geschlossenen Teilmenge eines projektiven Raumes induzierte reduzierte Struktur.
Dabei verwenden wir als Topologie mit Ausnahme der Berechnung der Betti-Zahlen
in Abschnitt stets die Zariski-Topologie.

1.1 Quotienten

Quotienten im Sinne der Geometrischen Invariantentheorie und ihre Eigenschaften
liegen groflen Teilen dieser Arbeit zugrunde. Wir wollen daher hier eine kurze Wie-
derholung der Eigenschaften angeben; sie lehnt sich an die Darstellung in [Muk03]
an.

Sei X zunéchst eine affine Varietit, versehen mit einer rationalen G-Aktion, d. h.
einem Morphismus _* _: G x X — X, so dass fiir alle g,h € G und z € X gilt
(gh)*x = g*(h*x) und 1xz = x. Wir bezeichnen dann den Unterring von C[X] aller
unter der G-Aktion invarianten Funktionen als C[X]%. Fiir jede reduktive Gruppe
G (und dies sind insbesondere GL,(C) fiir jedes n und alle endlichen Gruppen)
besagt dann das Theorem von Hilbert-Nagata (siehe z. B. [SB00, Théoreme 2.3)),
dass C[X]“ endlich erzeugt ist. Wir erhalten ein Paar aus einer Varietiit

X//G := Spec ((C[X]G)

und einem Morphismus ¢: X — X//G, das wir als Quotient bezeichnen. Es ist
X//G (nach z.B. [SB00, Abschnitt 3.1]) die Varietét mit der universellen Eigen-
schaft, dass jeder G-invariante Morphismus mit Definitionsbereich X durch ¢ fak-
torisiert. Gleichzeitig stehen die Punkte von X//G in Bijektion zu den abgeschlos-
senen G-Orbiten von X (siehe z. B. [SB00, Théoreme 3.1 (3)]. In diesem Sinne ist
X//G die bestmdgliche Annéherung an eine Varietét, welche die G-Orbiten auf X
parametrisiert.

In [Kra84] oder [Sha94l Teil II] finden wir ein fiir uns wichtiges Beispiel eines
Quotienten:

Satz 1.1.1 Sei C™ versehen mit der Aktion von S, durch

g * (’Ul, ce ,'I}n) = (Ug(l), ce 77}0(71)) .
Sei gg, : C" — C" der Morphismus, der (u1,...,u,) die Koeffizienten der Monome
9, .., 1" des Polynoms [ <;<,,(t —u;) zuordnet. Dann ist das Paar aus C" und

qs, der Quotient von C™ beziiglich obiger S, -Aktion.



Wihrend in diesem Fall die Punkte des Quotienten tatsdchlich in Bijektion zu
den G-Orbiten auf der urspriinglichen Varietéit stehen, zeigt das néchste, aus der
linearen Algebra wohlbekannte Beispiel, dass dies im Allgemeinen nicht zu erwarten
ist:

Beispiel 1.1.2 (charakteristisches Polynom) Sei M, (C) versehen mit der GL,,(C)-
Aktion durch Konjugation. Dann ist der Quotient von M,(C) gerade das Paar aus
X: M, (C) — C™ und C", wobei x jeder Matriz die monomialen Koeffizienten ihres
charakteristischen Polynoms zuordnet.

Hier stehen die Punkte des Quotienten also in Bijektion zu nur den Orbiten der
diagonalisierbaren Matrizen. Fasst man M, (C) als den Raum aller C[X]-Moduln
der Dimension n auf, so parametrisiert der Quotient in diesem Fall gerade die
halbeinfachen Moduln. In Satz werden wir diese Beobachtung auf den uns
interessierenden Fall verallgemeinern.

In diesem Sinne ist man an Werkzeugen interessiert, mit denen sich effektiv fest-
stellen l&asst, ob ein Orbit abgeschlossen ist. Ein wichtiges Hilfsmittel zu zeigen, dass
ein Orbit nicht abgeschlossen ist, sind Einparameteruntergruppen:

Definition 1.1.3 FEine Einparameteruntergruppe (oder kurz 1-PUG) von G ist ein
algebraischer Gruppenmorphismus A: C* — G.

Ein 1-PUG gibt nun in jedem Punkt z € X Anlass zu einem Morphismus
Ap: C" = X, a— ANa)x

Koénnen wir nun )\, zu einem Morphismus A,: C — X fortsetzen, so setzen wir

T = Ay (0) und erhalten, dass Gz im Abschluss von Gz liegt, denn sonst wire C*

abgeschlossen in C. Insbesondere ist Gx nicht abgeschlossen, wenn Gzy # G ist.
Ein erstes Beispiel fiir die Verwendung von 1-PUGn ist hier Satz
Quotienten verhalten sich gut im Zusammenspiel mit der Topologie:

Satz 1.1.4 ([Muk03, Proposition 5.10]) Sei X eine affine Varietit mit G-Ak-
tion und Quotient q und sei Z eine in X abgeschlossene G-invariante Teilmenge.
Dann ist q(Z) in X//G ebenfalls abgeschlossen.

sowie dariiber hinaus:

Korollar 1.1.5 ([Muk03, Korollar 5.11]) Sei A C X//G. Ist g~1(A) offen in
X, so ist auch A offen in X//G.

Ist jeder G-Orbit abgeschlossen, so erhalten wir also sogar
Korollar 1.1.6 Ist Z offen in X, so ist auch q(Z) offen in X//G.

Insbesondere fiir endliche Gruppen ist immer jeder G-Orbit abgeschlossen.

Eine andere Herangehensweise an das Problem, dass nur abgeschlossene Orbiten
im Quotienten sichtbar sind, besteht darin, nur abgeschlossene Orbiten maximaler
Dimension in die Betrachtung mit einzubeziehen ([Muk03|, [MFK94]):



Definition 1.1.7 Sei X eine affine Varietdt, auf der die reduktive Gruppe G ope-
riert. Dann heifle ein Punkt © € X stabil, wenn Gx abgeschlossen ist und die
Isotropiegruppe von G in x endlich ist.

Wir wollen eine relative Version dieser Konstruktion betrachten. Sei dazu der Cha-
rakter einer Gruppe G wie iiblich ein Morphismus algebraischer Gruppen x: G —
C*. Eine Funktion f: X — C heifit dann Semiinvariante beziiglich x, wenn

f(92) = x(9)f () fiix jedes g € G,z € X
gilt. Wir greifen auf die folgenden Definitionen zuriick:
Definition 1.1.8

1. Ein Punkt x € X heifit x-semistabil, wenn es ein m € N und eine x-
Semiinvariante f gibt mit f(x) # 0.

2. Die Varietit aller x-semistabilen Punkte sei mit XX~ bezeichnet.

3. Ein Punkt v € X heifit x-stabil, wenn er in XX liegt und beziiglich X X5
stabil ist.

1.2 Ein Modulraum halbeinfacher Darstellungen der freien
Algebra

Sei F, die freie assoziative Algebra mit Eins in g Erzeugern und d € N. Wir wollen
die Isomorphieklassen d-dimensionaler F,-Moduln geometrisch beschreiben, d.h.
moglichst eine Varietédt konstruieren, so dass die Punkte der Varietét auf natiirliche
Weise in Bijektion zu den Isomorphieklassen d-dimensionaler Fy-Moduln stehen.
Wir werden sehen, dass uns dies nur fiir die Isomorphieklassen halbeinfacher Mo-
duln gelingt.

Wir erhalten die Isomorphieklassen aller Moduln als die Menge der Orbiten der
GL4(C)-Aktion auf (M4(C))Y per simultaner Konjugation

# -1 GLa(C) x (Mg(C))? —  (My(C))*
(hy(m1,...,mg)) +— (hmih™t, ... hmgh™1) .

Sei der Ring der GL4(C)-Invarianten auf (My(C))? mit By bezeichnet. Da GL4(C)
reduktiv und (M;4(C))9 affin ist, ist By endlich erzeugt und damit existiert

Zd,g = (Md(C))g// GLd((C) = Spec Bd .
Es gilt nach [Art69, Formel 12.6]:

Satz 1.2.1 Die abgeschlossenen GL4(C)-Orbiten in (My(C))9 und damit die Punk-
te von Zg 4 stehen in Bijektion zu den Isomorphieklassen halbeinfacher d-dimensio-
naler Fy-Moduln.
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Dies gibt Anlass zu der Definition

Definition 1.2.2 FEs heifie Zy 4 der Modulraum der halbeinfachen d-dimensionalen
Fy-Moduln.

Wir wollen ein Erzeugendensystem fiir By einfithren und definieren den Begriff

generische Matriz wie in [LBVABS86]: Auf Mor((My(C))?, My(C)) erhalten wir auf
natiirliche Weise eine C-Algebrenstruktur durch (f + ¢g)(p) := f(p) + g(p) und

(f9)(p) :== f(p)g(p) sowie (A\f)(p) := Af(p).

Definition 1.2.3 Die requldre Abbildung

Xi: (Md(C>)g — Md(C)

(mi,...,mg) — my
sei als generische Matrix X; bezeichnet.

Wir benennen die von {X; | 1 < i < g} erzeugte Unteralgebra von Mor((My4(C))?,
M4(C)) mit My(C)[Xi<i<q]. Versieht man My(C) mit der GL4(C)-Aktion durch
Konjugation, so sind die Elemente von My(C)[Xi<i<4] allesamt GLg(C)-dquivari-
ant. Jede Verkniipfung eines Elements X € My(C)[Xi<;<4] mit einem GL4(C)-
invarianten Morphismus

@Y: Md(C> —C

liefert also einen GL4(C)-invarianten Morphismus
p(X): (My(C))? — C,

also ein Element von By. Insbesondere sind also Spur(X), det(X) und jeder Koef-
fizient des charakteristischen Polynoms x(X) Invarianten.

Procesi hat bereits 1976 in [Pro76] gezeigt, dass {Spur(X) | X € My(C)[Xi<i<4}
ein Erzeugendensystem von By ist; sogar endlich viele Invarianten der Form
Spur(X), wobei X ein Monom in den generischen Matrizen ist, bilden bereits ein
Erzeugendensystem. In [Raz74] ldsst sich als Schranke fiir den Grad der benétigten
Monome d? finden.

Auch GL4(C) operiert auf Zg 4, auf natiirliche Weise: Auf (My(C))9 erhalten wir

et GL4(C) x (My(C))9 — (Mg4(C))9
(hy (ma,...omg)) = (I hagmy,. .., 2202 hgymy)

Dabei vertauscht die Aktion durch e mit der GL4(C)-Aktion; also ist sie als Aktion
auf Zy , wohldefiniert.

Aus geometrischer Sicht verhélt sich Z;, allerdings unerfreulich; im Allgemei-
nen ist Z; 4 singulér, wie das folgende Beispiel von Le Bruyn und Van Den Bergh
[LBVdB86] zeigt:
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Beispiel 1.2.4 Der Modulraum Zs 3 ist isomorph zur Nullstellenmenge in A1V des
in Clz,...,x10] irreduziblen Polynoms

2
p = 41‘10 + 4:1)101‘1:1)21’3 — 41’101}11’9 — 41’101‘21’8 — 41’101‘31’7
2.2 2 2 2 2 2 2.2
+xixyx3 + 2x4w5706 + 472879 + 22729 + 22575 + 22377
f2x%x2x3x9 — 2x1x%$3x8 — 21‘13321‘%:67 — x%x5x6 — x%xﬂ:@ — $§$4l‘5

+2x1T9T6T7 + 2T1T3T5T8 + 2T2T3T4T9 — 23:4932 — 29:5x2 — 2x6:c2 .
9 8 7

Da p nur aus Monomen vom Grad mindestens 2 besteht, stimmen die Tangenti-

alrdume im Ursprung an V (p) und an A0 diberein. Da V (p) selbst nur Dimension
9 hat, liegt also tm Ursprung eine Singularitdt vor.

12



2 Die Varietdt der Algebren

Wir wollen im Folgenden die Varietdt der d-dimensionalen Algebren Alg, diskutie-
ren. Dazu vereinbaren wir zundchst Notationen und sammeln bekannte Tatsachen
aus den schon in der Einleitung erwéhnten Arbeiten [Gab74], [Kra84], [Sch88] und
[LB97]. Wir fithren Alg, in Anlehnung an [Gab74| ein, verzichten hier aber auf die
Verallgemeinerung auf C-Algebren als Grundring; der Ubersetzungsprozess wird in
[Muk03, Abschnitt 3.3] erldutert:

Lemma 2.0.1 Die Menge ATg/d aller assoziativen Multiplikationen mit Eins auf
C?, d.h.

Xl\g/d = {m: C¢® C? — C?| m assoziativ, es gibt 1 € C¢} |

wobei 1 ein Element bezeichne, so dass fiir alley € C? gilt m(1®y) =y = m(y®1),
ist lokal abgeschlossen.

Beweis In der abgeschlossenen Untervarietit von A% 71 den Assoziativititsglei-
chungen definieren wir fiir jedes v aus C%\ {0} die offene Teilmenge U, durch die
Bedingung, dass m(v® _) und m(_®v) Automorphismen auf C¢ sind. Dies ist dqui-
valent dazu, dass die durch m beschriebene Algebra eine Eins besitzt: Zu jedem
Automorphismus m(v ® _) ist m(v ® _)~!v das Einselement, andererseits erfiillt 1
die an v gestellten Anforderungen. Die Vereinigung aller dieser Untervarietiten er-
gibt gerade Alg,. O

Also kénnen wir definieren:
Definition 2.0.2 Sei Alg, die Varietdt zu ATglb
Korollar 2.0.3 Es gibt einen Isomorphismus ¢ von Alg,; nach
Algl == {(m,e) | m: C? @ C? — C¥, m assoziativ, e ist Eins beziiglich m} .

Beweis Auf jedem offenen Teilstiick U, setzen wir ¢(m) = (m,m(v® _)~1v). Da
die Eins eindeutig ist, ist dies wohldefiniert. Die Umkehrung erhalten wir durch
Weglassen der Eins. O

Der Koordinatenring von Alg; wird erzeugt von den Funktionen Mi]fj: Alg, — C

mit 4, j,k € {1,...,d}, wobei Mzkj jedem m den ej-Anteil von m(e; ® e;) zuordne;
dabei ist ey, ..., eq wie iiblich die kanonische Basis des C?.
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Der Basiswechsel auf C? induziert auf Alg, auf natiirliche Weise eine GL4(C)-
Operation: Jedes g € GL4(C) agiert auf Alg, per (gxm)(z®y) = gm(g tr® g 1y).
Also stehen die GL4(C)-Orbiten auf Alg, in Bijektion zu den Isomorphieklassen von
Algebren.

In der vorliegenden Form ist die Orbitstruktur allerdings nur schwer zugénglich.
Wir werden daher motiviert durch die Idee des transversalen Schnittes, wie er in
[S1o80] diskutiert wird, zu einem geeigneteren Modell fiir die Orbitstruktur von Alg,
iibergehen:

Definition 2.0.4 Wir fassen m(z ® _) und m(_® z) als Endomorphismen von C%
auf: also kénnen wir die Spur Spur: End(C%) — C auf sie anwenden. Sei nun
Alg!, die abgeschlossene Untervarietit von Alg,, die nur Multiplikationen enthilt,
in denen das letzte Basiselement die FEins ist und fir alle tibrigen Basiselemente
gilt Spur(m(z ® ) + m(-®x)) =0, d. h.

meg® ) =id =m(-® ey),
Algl;:={m € Alg, | fir allei € {1,...,d— 1} ist
Spur(m(e; @ ) + m(-®e;)) =0

Fiir den Zusammenhang zwischen Alg), und Alg, fassen wir Alg, als das assozi-
ierte Faserbiindel (Definition siehe [Ser58, Abschnitt 3.2]) GLg(C) xGta-1(C) Alg,
auf. Dazu verwenden wir [Bon96, Lemma 7.3]:

Lemma 2.0.5 Sei G eine affine algebraische Gruppe, die auf den Varietdten X
und Y operiert und sei m: X — Y ein dquivarianter Morphismus, so dass Y nur
aus einem einzigen G-Orbit besteht. Nenne fiir einy € Y den Stabilisator H und die
Faser F. Dann ist X isomorph zum assoziierten Faserbiindel G x™ F. Insbesondere
induziert dann U — U N F eine Bijektion zwischen den G-stabilen Teilmengen von
X und den H-stabilen Teilmengen von F, die mit der Abschlussrelation vertrdglich
18t.

Wir zeigen:
Satz 2.0.6 Die Varietit Alg, ist isomorph zu GLg(C) xGra-1(C) Alg/,.

Beweis Wir konstruieren zunéchst den dquivarianten Morphismus ¢: Alg; — Y
wie folgt: Auf
v
Y :={(f,v) € (C) @ C?| f(v) = 2d}

operiert GLg4(C) auf natiirliche Weise durch g * (f,v) := (f(g71.),gv). Um ¢ zu
definieren, definieren wir fiir jedes m € Alg, den Morphismus 7,,: C* — C durch
w +— Spur(m(w® ) +m(_.®w)); es ordne nun ¢ jedem m das Paar aus 7, und der
Eins in C? beziiglich m zu. Als Faser von ¢ iiber (2d - €}, e4) erhalten wir Alg). O

Wir erhalten:
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Korollar 2.0.7 Die Abschlussrelationen zwischen den GLg(C)-Orbiten in Alg,
und den GLg_1(C)-Orbiten in Alg), stimmen iiberein; die Singularititen in den
einander entsprechenden Orbiten sind glatt dquivalent (vgl. [Bon94)] und [AK70]).

Dabei heiflen zwei Punkte x € X und y € Y glatt dquivalent, wenn es offene
Umgebungen U C X und V C Y von x bzw. y und eine Varietéit Z mit z € Z sowie
glatte Morphismen ¢: Z — X, ¢: Z — Y mit p(z) = x und 9(z) = y gibt.

Die Variet#t Alg), enthélt einen GLg_1 (C)-Fixpunkt, withrend Alg, keinen GL4(C)-
Fixpunkt besitzt. Der Fixpunkt von Alg/, ist nun einerseits der einzige abgeschlos-
sene Orbit. Damit lisst sich die Glattheit eines Orbitabschlusses schon an der Di-
mension des Tangentialraums dieses Orbitabschlusses an den Fixpunkt ablesen. An-
dererseits hat nun der Tangentialraum von jedem Orbitabschluss an den Fixpunkt
eine Struktur als GL4_1(C)-Modul; dies vereinfacht dessen Dimensionsbestimmung
erheblich. Eine formalisierte Version dieser Beobachtung ist [LBR99, Lemma 2.2.2].

Sei A eine d-dimensionale Algebra. Es bezeichne (M )¢ den von der Menge M C A
erzeugten C-Vektorraum, wihrend (M) die von M erzeugte Unteralgebra von A
bezeichne. Fiir den Vektorraum aller z € A mit Spur((z--) 4+ (--x)) = 0 fithren wir
die Bezeichnung Spury(A) ein. Im Hinblick auf die Definition von Alg/, definieren
wir zusitzlich Spury(C%) = (e1, ..., eq_1)c. Im iibrigen kiirzen wir m(z ®y) zu x -y
ab, wenn klar ist, welche m in der jeweiligen Aussage gemeint sind.

Schliefllich benétigen wir noch eine wohlbekannte Aussage iiber die Dimension
der GL4(C)-Orbiten in Alg, und der GL4_1(C)-Orbiten in Alg/:

Lemma 2.0.8 In Alg, bzw. Alg), gilt, dass
dim Oy = dim GL4(C) —dimAut A  bzw. dim Oy = dim GL;_1(C) — dim Aut A

Beweis Sei G gleich GL4(C) bzw. GL4—1(C). Das Lemma folgt aus [Kra84, An-
hang I Satz 3.3] beziiglich des sogar surjektiven Morphismus _-a: G — O4. Dort ist
dann fiir jedes g € G das Urbild vom Bild (_-a)~!(_-a)(g) gleich der g-Nebenklasse
der Isotropiegruppe von a; diese ist stets gleich der Automorphismengruppe. O

2.1 Tangentialraum

Wir diskutieren den Fall d = 2 vorab, da die im Folgenden verwendeten Techniken
erst ab d > 3 funktionieren: Die bis auf Isomorphie einzigen zwei zweidimensionalen
Algebren sind die Vertreter Ny und Ko der folgenden Familien:

Definition 2.1.1 Sei Ny die kommutative Algebra C[X1,..., Xq_1]/(X:X;), also
die Algebra mit (d — 1)-dimensionalem Radikal, in dem jede Multiplikation trivial
15t.

Sei Ky die d-dimensionale Algebra mit einem System orthogonaler Idempotenter
ay,az und (d — 2)-dimensionalem Radikal erzeugt von ri,...,rq—2, so dass ajr; =
riaz = r; und rija; = agr; = 715 = 0 gelte.

15



Beispiel 2.1.2 (d = 2) Es gilt Spury(K2) = (e1 — ea)c; fir einx :=t-(e; —ez) er-
halten wir x-x = t2-1. Also ist der Orbit eine Ursprungsgerade ohne den Ursprung,
der Orbitabschluss ist die Gerade selbst und damit insbesondere glatt.

Wir erdffnen die Diskussion von d > 3 mit einer Beschreibung der Gestalt von Alg/,:
Lemma 2.1.3 Die Varietit Alg), ist fiir d > 3 isomorph zu einem Kegel innerhalb
von

Hom(C?! @ ¢4, %) = (€1 ® (€Y @ Cc-! .

Beweis Seien i,j,k € {1,...,d — 1} und i # k. Wir koénnen die Assoziativitéits-
gleichung (e;ej)er = e;(ejer) umschreiben zu

M (m)ym(ea@er) + > Ml (m)m(e; @ ep)
le{l,...d—1}
= M]d,k(m)m(ei ®eq) + Z Mik(m)m(ei ®ep)

le{1,...,d—1}

und innerhalb von Alg/; zu

ng (m)ek + Z Mil’j (m)m(el & ek)
leq1,...,d—1}
=M (me;+ Y. M (m)m(e; @ e)
1e{1,...,d—1}

vereinfachen. Betrachtet man in dieser Gleichung nur den eg-Anteil beider Seiten,
so erhélt man

d l k 1 k
M+ Y MMy, o= ) MM
lef1, .. d—1} le{1,....d—1}

Also sind die ng schon Funktionen in den ij

Fiir eine Algebra A und eine Vektorraumbasis (b;)1<;<q4, so dass die zugehdrige
Multiplikation m in Alg/; liegt, also insbesondere by = 1 gilt, erhalten wir eine Fa-
milie von Multiplikationen m; in Alg/, durch Basiswechsel zu (¢-by, ..., t-bg_1,1); es
gilt fiir 4, j,k € {1,...,d—1}, dass Mf](mt) = t-MZ-]fj(m). Zugleich ist der Ursprung
0 in Alg), enthalten und ein GL4_1(C)-Fixpunkt. Er bildet also den einzigen abge-
schlossenen GL4_1(C)-Orbit in Alg); die zugeordnete Algebra ist N4. Insbesondere
ist Alg/, also ein Kegel. O

Ob der Orbitabschluss einer Algebra glatt ist, ldsst sich ermitteln, indem man
die Dimension des Tangentialraums an diesen Orbitabschluss in 0 bestimmt. Wir
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betrachten hier ausschliellich den Zariski-Tangentialraum und orientieren uns an
der Notation aus [Kra84|:

T,X :={d: Opx — C|
d linear, fiir alle f,g € O, x gilt d(fg) = f(p)d(g) +d(f)g(p)}

Wir bezeichen den Zariski-Tangentialraum auch abkiirzend als Tangentialraum. Wir
beobachten:

Lemma 2.1.4 Sei X eine G-Varietdt, Y C X eine abgeschlossene G-stabile Un-
tervarietdt, p € Y ein Fizpunkt beziiglich der G-Aktion.

1. Der Vektorraum T,X ist auf natiirliche Weise G-Modul.
2. Der Vektorraum T,Y ist ein G-Untermodul von T, X .

3. Ist p der einzige abgeschlossene Orbit, so ist X genau dann glatt, wenn
dim 7T, X = dim X gilt.

Bewezts

1. Jeder Morphismus ¢: X — X induziert auf natiirliche Weise einen Morphis-
mus dp: TpX — T,y X. Im Fixpunkt gilt fiir jeden Morphismus g - -, dass

g9--(p) =p-
2. Folgt aus der Natiirlichkeit der Konstruktion zu 1.

3. Die Dimension des Tangentialraums ist halbstetig. 0O

Wir werden also im Folgenden zu einer beliebigen Algebra den Tangentialraum
an ihren Orbitabschluss in 0 als GLg4—1(C)-Modul beschreiben und erhalten auf
diese Weise einen alternativen Beweis zu [LBR99], der mittels linearer Gleichungen
Eigenschaften einer Algebra A in Beziehung zu den Untermoduln von ToOy4 setzt.

Gleichungen im Funktionenring von Alg/; geben nun Anlass zu Gleichungen auf
dem Tangentialraum wie iiblich. Wir erhalten:

Lemma 2.1.5 Zu jeder GL4_1(C)-invarianten abgeschlossenen Teilmenge X von
Alg, ist ToyX = TyV, wobei V' der kleinste Vektorraum mit X C V sei.

Beweis Jede GLy_;(C)-invariante abgeschlossene Teilmenge X von Alg) ist ein
Kegel, sie ldsst sich also bereits durch homogene Gleichungen beschreiben. Jede
Gleichung vom Grad grofler oder gleich 2 induziert jedoch auf dem Tangentialraum
durch 0 nur die triviale Bedingung. Um die Tangentialraumstruktur zu verstehen,
reicht es also, lineare Invarianten zu betrachten. O

Wir geben die Zerlegung von T Alg); in einfache Moduln an:
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Theorem 2.1.6 Als GLy_1(C)-Modul zerfillt Ty Alg), in die einfachen Moduln
ToAlg, =VydADS

mit den folgenden Summanden:
Der Modul Vy wird durch die Gleichungen

fiir alle x,y € Spury(C?) gilt -y € (1,z,y)c

beschrieben, hat die Dimension d — 1 und das Hochstgewicht (0,...,0,—1).
Wir erhalten A vermittels der Bedingungen

fiir alle z,y € Spury(CY) gilt -y = —y - und
fiir alle = € Spurg(C?) gilt Spur(z-_) =0

induzierten Gleichungen. Die Dimension von A ist 3d(d — 1)(d — 3); er hat als
Héchstgewicht (1,0,...,0,—1,—1).
Es ist S der durch die von den Bedingungen

fiir alle v,y € SpurO(Cd) gilt x-y=vy-x und
fiir alle z € Spurg(C%) gilt Spur(z-_) =0

erzeugten Gleichungen eingegrenzte Raum. Er hat die Dimension %(d—l)(dz—d—Z).
Das Héchstgewicht ist (1,0,...,0,—2).

Bewets Man erhélt mit Standardmethoden (siehe z. B. [Ful97]) folgende Zerlegung
in einfache Unterdarstellungen:

€Y o) oct = VyeAeSo Vs
beschrieben durch die kurzen exakten Sequenzen
0—A— AQ((Cd_l)V QCTt S V) —0

und y
0—85—82(CH Y oct!t-vs—0.

Dabei ist V) isomorph zu ((Cd_l)v und wird beschrieben durch die Bedingungen

fiir alle z,y € SpurO(Cd) gilt x -y € (1, z,y)c und
fiir alle 2 € Spury(C?) gilt Spur((z-_)+ (--z)) =0 .

oder dquivalent dazu als Menge aller Punktderivationen § mit

fiir alle ¢, 5,k € {1,...,d—1},i # j, k gilt

(M) = 8(Mfy,) = =6(M],) = —6(MF,),
6(Mj,) =0
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Insbesondere treffen hier also die von A? (C“’/*l)v ® C%1 geerbten Bedingungen
fiir alle 4,5,k € {1,...,d — 1} gilt 6(M};) = —6(MF,)

zu. Ein Element § € Vj wird also bereits vollsténdig durch seine Werte auf { M fl;il,
...,Mg:% a1 M, ;_1’1} bestimmt. Ein Hochstgewichtsvektor in Vj zu den rechten
oberen Dreiecksmatrizen ist gegeben durch die Bedingungen (M, j—l,l) = 1 und fiir
allei € {1,...,d — 2}, dass §(M')) = 0.
Wir kénnen A beschreiben durch die Gleichungen
fiir alle z,y € Spuro((Cd) gitz-y=—-y-x und
fiir alle z € Spury(C?) gilt Spur(z-_) = 0 und Spur(_-z) =0 .
Ein Hochstgewichtsvektor zu den rechten oberen Dreiecksmatrizen ist gegeben
durch die Bedingungen 6(M§_2’d_1) = 0k.1, (5(M2-’fj) =0 fur alled,j € {1,...,d—3}
und k€ {1,...,d—1}.
Der Modul S ist der durch
fiir alle z,y € Spuro((Cd) gitz-y=vy-x und
fiir alle 2 € Spury(C?) gilt Spur(z-_) = 0 und Spur(_-z) =0
eingegrenzte Raum. Als Hochstgewichtsvektor zu den rechten oberen Dreiecks-
matrizen erhalten wir die Punktderivation mit (5(Mi’fj) = 0 d-10j4—10k,1 fiir alle
i,j,ke{l,...,d—1}.
Der zu (Cd_l)v isomorphe Raum Vg wird durch die Gleichungen
fir alle z,y € Spuro((Cd) gitz-y=y-x und
es gibt ay,...,aq_1 € C, so dass
fur alle 7,5 € {1,...,d — 1} gilt e; - e; = a;ej + aje;
beschrieben. Ein Hochstgewichtsvektor in Vg zu den rechten oberen Dreiecksmatri-
zen ist gegeben durch §(M$~1, ) =2 und 6(M3_,,) = & ;, 6(M;;) = 0 fiir alle
i,je{l,....,d=2}, ke{l,...,d—1}.
Der Modul Vg liegt allerdings auBerhalb von Ty Alg);: der obige Hochstgewichts-
vektor erfiillt insbesondere nicht die durch die Gleichungen

fiir alle z € Spury(C?) gilt Spur(z - _) + Spur(_-z) =0

auf dem Tangentialraum induzierten Gleichungen. 0

Wir nutzen im Folgenden aus, dass zu einer Algebra A der Tangentialraum des
Orbitabschlusses genau dann S enthélt, wenn der Orbitabschluss nicht schon in
dem Vektorraum enthalten ist, dessen Tangentialraum gerade Vj & A ist. Analog
erhilt man jeweils ein Kriterium fiir Vi € ToO4 bzw. A C TyO 4. Es stellt sich her-
aus, dass die dabei anfallenden linearen Gleichungen interessante Interpretationen
als Eigenschaft fiir alle Elemente der Algebra besitzen. Die folgenden Séitze dieses
Abschnittes entsprechen dabei [LBR99, Theorem 5.1.2].
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Definition 2.1.7 Sei Sy die kommutative Algebra
CIX,Y1,...,Ya_s]/(X?, XY, V}Y))

also die Algebra, in der alle Multiplikationen der X, Y1, ...Y,_3 untereinander aufSer
X - X trivial sind.

Satz 2.1.8 Sei A eine d-dimensionale Algebra. Aquivalent sind:
1. Es gibt ein v € A, so dass % ¢ (1,7)c.
2. A entartet in Sy.
3. 85CTyOy4.

Beweis
1 = 2: Wir kénnen nach Voraussetzung (1, z,2?%) zu einer Basis (b;)1<;<q ergin-
zen. Zu jedem Element der Familie von Basen

(bi) i= (t-x, 2 2 % - b3,..., 1% - bg_1,1)

erhalten wir eine Multiplikation m; aus dem Orbit von A, so dass der Grenzwert
t — 0 die Multiplikation zu Sy mit der Basis (X, X2,Y,..., Yy 3,1) ist.
2 = 3: Es reicht zu zeigen, dass S in TyOg, enthalten ist. Mit der Basis

(t-X%Y1,..., Yy 3,t-X,1)

erhélt man eine Gerade, deren Tangentialrichtung der oben beschriebene Héchst-
gewichtsraum von S ist. Da S ein einfacher GL4_1(C)-Modul ist, ist schon ganz S
in dem GL,4_1(C)-Modul TyOg, enthalten.

3 = 1: Gilt 22 € (1,7)¢ fiir jedes Element in A, so gilt insbesondere fiir jede
Basis e; - ¢; € (1,¢;)c fiir jedes i € {1,...,d — 1}, also szl(m) = 0 fiir jedes Paar
i,j mit i,j € {1,...,d — 1} und i # j. Diese induzieren auf TpO, die Gleichungen
5(]\/[2]1) = 0 fiir jedes Paar i,j mit 7,5 € {1,...,d — 1} und i # j. Damit liegt z. B.
das obige Hochstgewicht nicht in Ty 4. Wegen der Einfachheit von S folgt, dass S
und TpO4 trivialen Schnitt haben. [l

Definition 2.1.9 Sei C*¢ die Algebra zu der komponentenweisen Multiplikation
auf C?, d. h. mit e; - ej = 0j €.

Korollar 2.1.10 Besitzt A/rad A als Unteralgebra eine Algebra isomorph zu C*3,
soist S CTpO4.

Beweis Seien die Idempotenten eines Systems dreier orthogonaler Idempotenter
mit eq, e2, e3 bezeichnet. Es ist (e; + 2e2)? € (1,1 + 2e2)c. O

Fiir kommutative Algebren lidsst sich der Tangentialraum ohnehin problemlos be-
schreiben:
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Lemma 2.1.11 Sei d > 3. Jede d-dimensionale, kommutative Algebra aufler Ny
hat in 0 als Tangentialraum S.

Beweis Weder A noch Vj sind im Tangentialraum der kommutativen Multiplika-
tionen enthalten. O

Es ldsst sich ebenfalls ein Kriterium angeben, ob A im Orbitabschluss einer Algebra
liegt:

Satz 2.1.12 Sei A eine d-dimensionale Algebra. Der Modul A liegt genau dann in
ToO4, wenn es Elemente x,y € A gibt, so dass xy —yx & (1,x,y)c.

Beweis Der Vektorraum mit Tangentialraum S @ Vi wird durch genau die Glei-
chungen xy — yx € (1, z,y)c fiir jedes Paar von Elementen z,y € A beschrieben. [J

Dariiber hinaus steht wiederum fiir jedes d eine Algebra mit beziiglich der Entar-
tungsrelation bis auf Ny minimalem Orbit zur Verfiigung, deren Tangentialraum
gerade A ist:

Definition 2.1.13 Sei JA\; die nichtkommutative Algebra
AN CT2 (X1 Xy, Xo X, Xi X |3 <, j <d—2),
also ein Quotient der duferen Algebra mit dim rad? //\vd =1.

Lemma 2.1.14 FEs gilt TOOK; =A.

Beweis Der Orbit von K:l enthilt die Ursprungsgerade definiert durch
eq—2-eq—1 = ey und fir alle 4,5 € {1,...,d -3} gilt ¢; - ; =0 .

Der Tangentialraum dieser Gerade ist das Hochstgewicht von A.
Es gibt kein # € Ag mit 22 ¢ (1,2). Zudem liegt OK; in dem Vektorraum, der

von Spur(z - _) = 0 fiir alle z € Spury(C?) aufgespannt wird. O

Fin hinreichendes Kriterium fiir die Entartung in diese Algebra ist:

Satz 2.1.15 FEuzistieren x,y € A, so dass vy — yx & (1, z,y,xy + yx), so liegt //\vd
mn Oyh.

Beweis Ist zy+yzx & (1,x,y), so ergdnzen wir 1, z, y, vy+yz, zy—yx zu einer Basis
(bi)1<i<a von A. Seit € C. Mit den Basen (1, tx, ty, t*(zy — yx), t(zy +yz), t3b, . . .)

erhalten wir als Grenzwert fiir ¢ — 0 gerade die Multiplikation von Ay zur Basis
(1, X1, X2,2X1 X0, X3,...).
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Ist zy + yx € (1,2,y), so leistet zu einer gegebenen Basis (b;)1<i<q die Familie
von Basen (1,tx, ty, t?(xy — yx),t%bs, . ..) das gleiche. O

Im Gegensatz zu S gibt es aber auch Algebren, die zwar A im Tangentialraum ihres
Orbitabschlusses enthalten, aber nicht in A4 entarten:

Beispiel 2.1.16 Fliir die 4-dimensionale Algebra A erzeugt von 1, a, b, ¢ mit der
Multiplikation a-b=c,b- =0, -a=0,c--=0, _-c=0 ist wegen ab—ba = ab ¢
(1,a,b)c in ToO 4 der Raum A enthalten, aber A entartet nicht in Ay, denn zu jedem
m € Oy ist der von {m(x®_) | x € Spury(A)} erzeugte Untervektorraum von M, (C)
eindimensional, aber es gibt m € O, so dass der von {m(z ® ) [ « € Spurg(A)}
erzeugte Untervektorraum von My(C) zweidimensional ist.

Definition 2.1.17 Sei A_ der Quotient aus der Wegealgebra zum Kdécher
B

P2

1 2

ST
«

und dem Ideal erzeugt von allen Wegen der Linge 2.

Korollar 2.1.18 Sei A eine d-dimensionale Algebra. Enthilt A als Unteralgebra
eine der Algebren My(C), A— oder A4, so entartet A in Ay und es ist A C ToO4.

Beweis Die Eigenschaft xy — yz & (1,z,y,zy + yx) wird in Ms(C) von ej2, ea;

erfiillt, in A_ haben sie e; —es + 3 und e; —ea + «, in A4 besitzen diese Eigenschaft
X1 und XQ. ]

Fiir V finden wir folgende Bedingung:
Satz 2.1.19 Es ist Vo C ToAp, genau dann, wenn ein x in A existiert mit
Spur((z--) = (--x)) #0 .

Bewets Durch Spur(z-_) = Spur(_- ) fiir alle x € A wird gerade der Vektorraum
zu A ® S definiert. O

Im Gegensatz zu S und A finden wir zwar wieder eine Algebra K, deren Orbitab-
schluss sogar genau der Vektorraum mit Tangentialraum V), ist, aber wir werden
in Beispiel zeigen, dass keine andere Algebra in K entartet.

Lemma 2.1.20 Es gilt ToOk, = Va.

Bewets Fiir alle Elemente z,y aus Spury(Ky) gilt -y € (1, x,y)c. Dies gilt weder
fiir A noch fiir S. g

Wir kénnen nun fiir alle halbeinfachen Algebren den Tangentialraum des Orbitab-
schlusses im Ursprung angeben:
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Theorem 2.1.21

1. FEs gilt T()OK2 = VA.

2. Es gilt TOOMQ((C) =A.
3. Es ist ToOcxa = S fiir jedes d > 3.

4. Esist ToOa = A® S fiir jede andere halbeinfache Algebra A.

Beweis Man beachte, dass fiir jede halbeinfache Algebra A gilt, dass jedes x aus
A die Gleichung Spur(x-_) = Spur(_- ) erfiillt. 1. folgt aus der Vorabdiskussion, 2.
daraus, dass fiir jedes z € My(C) gilt 22 € (1,z)¢c und 3. aus der Kommutativitit
von C*¢,

Fiir 4. benutze man, dass es in jeder halbeinfachen Algebra auier M3(C) und K>
ein System dreier primitiver orthogonaler Idempotenter e1, es und eg gibt, also eine
Unteralgebra isomorph zu C*3. Ebenso enthilt jede halbeinfache Algebra aufler
C*? eine Unteralgebra isomorph zu My(C). O

Um die Glattheit in aller Allgemeinheit beweisen zu kénnen, benttigen wir noch
ein Lemma zu Vj:

Lemma 2.1.22 Sei A eine d-dimensionale Algebra mit ToO4 = Va. Dann ist A
isomorph zu K.

Beweis Fiir d = 2 wissen wir dies schon. Sei im Folgenden also d > 3.

Da stets dim TpO4 > dim Oy4 gilt, brauchen wir nur Algebren mit Orbitdimen-
sion maximal d — 1 zu betrachten. Die Orbitdimension kénnen wir mit Hilfe der
Dimension der Automorphismengruppe berechnen; es gilt

dim Oy = dim GL4—1(C) — dim Aut A

gemif Lemma[2.0.8 Also suchen wir Algebren, in denen die Automorphismengrup-
pe mindestens die Dimension (d—1)2—(d—1) hat. Dass von jedem Automorphismus
das Radikal auf sich selbst und Idempotente auf Idempotente abgebildet werden,
liefert als untere Schranke fiir die Dimension des Radikals d — 2.

Hat nun das Radikal die Dimension d — 2, so muss die Automorphismengruppe
auf dem Radikal transitiv operieren. Also gilt sofort fiir alle a,b € rad A, dass
ab = ba = 0. Fiir ein beliebiges Idempotent e folgt nun: gibt es ein a € rad A\{0} mit
ae = 0, so gilt rad Ae = 0; gibt es ein a € rad A\ {0} mit ea = 0, so gilt erad A = 0.
Da aus Dimensionsgriinden ein System primitiver orthogonaler Idempotenter hier
aus genau zwei Idempotenten besteht, ist die Algebra isomorph zu K.

Hat das Radikal Dimension d — 1, so ist es gleich Spur,(C?). Da insbesondere fiir
jedes Element x im Radikal gilt Spur(z - _) = Spur(-- z) = 0, ist der Algebrenorbit
bereits eine Untervarietét des Untervektorraums der Algebren mit Spur((z-_) — (-
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x)) = 0 fiir alle z € Spur(A); in dessen Tangentialraum im Ursprung ist Vi nicht
enthalten. g

Wir konnen nun das uns interessierende Resultat formulieren:

Theorem 2.1.23 ([LBR99, Theorem 1.3]) Sei A eine d-dimensionale Algebra.
Die Varietit O 4 ist genau dann glatt, wenn A eine der Algebren Mo(C), C*3 oder
fiir d > 2 die Algebra K4 oder Ny ist.

Beweis Der Orbit von Ny besteht stets aus genau dem Ursprung und ist damit
schon abgeschlossen und glatt.

Den Fall 7504 = V) haben wir im vorhergehenden Lemma diskutiert. Ist A C
ToO4 oder S C TyO 4, so gilt wegen

dim A = %d(d— 1)(d — 3) und dim S = %(d— D(d*—d-2),

— 1
dass dim7TpO4 > id(d —1)(d—3).

Andererseits gilt
dim Oy < dimGLg_1(C) = (d —1)? ,

also gilt fiir d > 5, dass dim TpO 4 > dim O 4.

Die Algebren der Dimension 3 und 4 sind z. B. bei [Gab74] aufgelistet. Im Fall
d = 3 gilt fiir die Algebra C*3, dass dim Ogxs = 4 = dim S, also ist Ogxs glatt
und alle anderen Orbitabschliisse im Abschluss von Ogxs sind nicht glatt, weil
sie kleinere Orbitdimension, aber den gleichen Tangentialraum haben. Der einzige
Orbit auflerhalb dieses Abschlusses ist K.

Im Fall d = 4 miissen wir wegen dim S = 15 nur solche Algebren betrachten,
fiir die 22 € (1,z)¢ fiir alle Elemente x gilt. Dies sind auer K4 nur die Algebren,
deren Orbiten im Abschluss von Oy, () liegen, und zwar M3(C), A—, E und Ny.
Es gilt dim Opp,c) = 6 = dim A, also ist Oy, () selbst glatt, aber kein anderer
Orbitabschluss darin. O

2.2 Entartungsverhalten

Ziel dieses Abschnitts ist es, &hnlich dem Ubergang von Alg, zu Alg), ein assoziiertes
Faserbiindel zu finden, so dass sich die Entartungsrelation von Alg, anhand der
Entartungsrelation einer kleineren Varietét beschreiben l&sst.

Wir verwenden, dass die Existenz eines Systems orthogonaler Idempotenter
(1;)1<i<n mit festen Dimensionen dim 1;A1; in der von m beschriebenen Algebra
A eine offene Bedingung an Punkte m aus Alg, ist.

Fiir die eigentliche Konstruktion benutzt man, dass fiir ein generisches Element a
einer d-dimensionalen Algebra die gemeinsame Eigenraumzerlegung der Links- und
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Rechtsmultiplikation mit a bereits wesentliche Informationen iiber die Blockstruk-
tur der Algebrenmultiplikation enthélt.

Die Blockstruktur der Algebra wollen wir dann fixieren und so die Orbitstruktur
der Algebra verkleinern; dazu fithren wir den Begriff Feinheit mit Symbol F(I,r)
und als kombinatorisches Hilfsmittel Paare von lexikographisch monotonen Funk-
tionen ein.

Anschlielend werden wir die Hilfsobjekte AlngJ und Fj, einfithren und zeigen,
dass Alglx,r ein assoziiertes Faserbiindel mit Faser Fj, ist. Es gibt einen offenen
dquivarianten Morphismus von Alglfr nach Alg,, ebenso von Fj, nach F(I,r). Wir
erhalten daraus, dass fiir jede Feinheit das Entartungsverhalten aller Orbiten aus
Alg,, die nichtleere Schnittmenge mit dieser Feinheit haben, dem Entartungsver-
halten auf der Feinheit entspricht.

Im néichsten Abschnitt zeigen wir dann, dass im Spezialfall Oy, () die offenen
Morphismen von Alg;". nach Alg,» sowie von Fj, nach F'(l,r) schon glatt sind. Es
sind dann also die Punkte aus den grofien Orbiten in Oy, (c) zu den entsprechenden
Punkten in Oy, ) N F(I,7) glatt dquivalent.

Die Eigenraume der Multiplikation

Sei A eine d-dimensionale C-Algebra. Wir fixieren ein Element v € A.

Definition 2.2.1 Sei v € A gegeben. Wir bezeichnen den Hauptraum von v - _
beziiglich o mit V. _. Den Hauptraum von _- v beziiglich o bezeichnen wir mit V_,.
Ferner set

Va’g =Vs_N Vﬂﬁ .
Es kommutieren v - _ und _- v miteinander. Daher gilt fiir jedes a € C, dass

Va,. = ®gecVas und V. g= DBaeccVag

-

Sei n(«) die Vielfachheit des Eigenwerts o von v-_ und m(«) die Vielfachheit des
Eigenwerts o von _ - v. Der Endomorphismus (v — a1)™®) . _bildet V5 _ fiir 8 # «
auf sich selbst ab, der Raum V,, _ ist genau der Kern des Endomorphismus. Ebenso
hat der Endomorphismus _- (v — al)m(o‘) als Kern genau V_, und bildet jedes V_g
fiir B # « auf sich selbst ab. Dies gibt Anlass zu der Definition:

Definition 2.2.2 Sei I C C. Wir definieren l;,r; € A durch:

ly:= H (v — 1))

a Eigenwert von v-_
a¢l

rri= H (v —a1)™@

« Eigenwert von _-v
adl
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Das Bild von [ - _ ist nun genau @qcrV,o, und auf @ocrVe, ist i1 - - ein Iso-
morphismus. Ebenso hat _ - r; als Bild genau ®©,c;V_ o und seine Einschrinkung
darauf ist ein Isomorphismus. Wir setzen zur Entlastung der Notation ab jetzt
Vi, = ®aciVa,, V.1 = ®@aciV_ o und Vi j = @acr gesVa,s-

Lemma 2.2.3 Seiuw eV ; und w € Vi_ sowie INJ = (. Dann gilt uw = 0.

Beweis Nach obiger Bemerkung gibt es ein w’ € A mit w = [;w’. Ebenso gibt es
ein v’ € A mit u = u'[[,.;(v —al)™®, da I und J disjunkt sind. Damit gilt

uw = u’(((H(v - al)"(a))l])w/) =u' -0
1

ac

nach dem Satz von Cayley-Hamilton. O

Lemma 2.2.4 Seiuc V;_undw €V ;. Dann gilt uw € Vy;.

Beweis Nach obiger Bemerkung gibt es ein v/ € A mit u = [ju’. Also gilt
uw =1y (u'w) € Vy_

Ebenso gibt es ein w’ € A mit w = w'ry; es folgt

uw = (uww')ry € V. r

Lemma 2.2.5 Wir setzen

1= > 1.5

a Eigenwert von v-_
3 Eigenwert von _-v

s0 dass jedes 14 in Vo g liegt. Dann gilt 1, 3 = 0 fiir alle o # .

Bewets Wir erhalten

Le=1,s1=15( > 1o)=1,5( >  Lyc)=1y5ls;

E E\\%von v-_ ¢ EWvon _v
von _-v

wobei wir im vorletzten Schritt Lemma [2.2.3 und im letzten Schritt Lemma 2.2.4]
verwenden. Damit folgt

1= Z 1,5 = Z 1,515 = Z ( Z 1%5)1576

v EWvon v-_ v EWvon v-_ 6§ EWvon _.v v EWvon v-_
6 EWvon _w 6 EWvon _wv
= 2 (2 Lats= > Tlw= ) Ly
§ EWvon v v EWvon v-_ 6 EWvon _v 6 EWvon _v
e EWvon _v

Die Aussage folgt aus der Eindeutigkeit der Zerlegung 1 = 27 L, + Zaﬂ’a#; 0.
O
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Lemma 2.2.6 Wir setzen

v =: Z Vo3

a Eigenwert von v-_
[ Eigenwert von _-v

50 dass jedes vo,g in Vo g liegt. Dann gilt v, g = 0 fir alle o # 3.

Beweis Es gilt

v-lgg= >, waplpgs= > vag( Y. Lig)= Y. Vag

a EWvon v-_ a EWvon v-_ 6 EWvon _v a EWvon v-_

Es gilt 15353 € Vg g, also v-1g5 € V3, damit Y pw von o Va,8 € V3, und schlie-
lich vo 3 = 0 fiir a # S3. ]

Die Feinheit

Definition 2.2.7 Ein Paar von Funktionen l,r: {1,...,d} — {1,...,n} heifle
Paar von lexikographisch monotonen Funktionen, wenn sie surjektiv sind und fiir
jedes i€ {1,...,d—1} gilt

(1(1)7T(Z)) <lex (l(l + 1)7 T‘(i + 1)) ’

d.h.esistl(i) <l(i+1) oder esist (i) =1(i+1) und r(i) < r(i+1).
Zu einem Paar von lexikographisch monotonen Funktionen l,r: {1,...,d} —
{1,...,n} definieren die Bedingungen

fir alle i,j gilt ij =0 falls (i) #1(j),1(i) # (k) oder r(j) # r(k)
eine abgeschlossene Untervarietit von Alg,, die wir als Feinheit F(I,r) bezeichnen.

Satz 2.2.8 Sei A eine d-dimensionale C-Algebra. Es ist F(l,r) N O4 # 0 genau
dann, wenn es in A ein System orthogonaler Idempotenter (1;)1<i<n ¢ibt, so dass
fiir alle i,5 € {1,...,n} gilt

dim 1;A1; = #1071 (@) nrl()) .
Beweis Sei zunédchst m € F(l,r) N O4. Fiir p € {1,...,n} definieren wir
]—p = Z (6717
{ali(i)=r(i)=p}

mit den «; definiert durch 1 = 2?21 aje;j. Dann ist jedes 1, idempotent, da

L,=11,=1,1,+ >  1,1,=1,1,.
1<q<n,q#p
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Analog zeigt man, dass fiir jedes p,q € {1,...,n} und z € (ex | l(k) = p,r(k) = q)
gilt 1,2 = 21, = z. Also ist (1,)1<p<n das gesuchte System orthogonaler Idempo-
tenter.

Ist nun ein System orthogonaler Idempotenter (1;)1<;<n gegeben, so kénnen wir

wegen der Bedingungen an dim 1;A1; eine Basis b1,...,b; von A wihlen mit der
Eigenschaft, dass jedes b; Element von 1;;)A1,(;) ist. Also liegt beziiglich dieser
Basis die Multiplikation in F'(I,). O

Insbesondere induziert also ein System orthogonaler Idempotenter (1;)i<i<n
durch die Forderung dim 1;A1; = #(I"*(i) N r~1(j)) ein Paar lexikographisch mo-
notoner Funktionen [, r.

Der Ubergang zur Feinheit

Wir formulieren nun das zentrale Ergebnis des Abschnitts:

Theorem 2.2.9 Seien A und B zwei d-dimensionale Algebren. Der Orbit Op liegt
im Abschluss von O4 genau dann, wenn OgNF(l,r) im Abschluss von O4NF(l,r)
liegt, wobei l,r durch ein System primitiver orthogonaler Idempotenter von B in-
duziert seien.

Wir werden das Theorem beweisen, indem wir zunéchst die Objekte und Mor-
phismen aus dem folgenden Diagramm konstruieren:

Alg), —— Alg,

| ]

F,—"=F(,r)

Dabei sind ¢ und 7 jeweils offene Morphismen, ¢ die Inklusion von Fj, in Alglxm,
und es ist Alglx’r das assoziierte Faserbiindel mit Faser Fj,. Dariiberhinaus liegen
fiir jedes p € Fj, die Punkte 7(p) und qi(p) im gleichen GL4(C)-Orbit, und 7 ist
surjektiv.

Mit Hilfe dieses Diagramms beweisen wir dann das nachfolgende Lemma [2.2.14]
aus dem das Theorem unmittelbar folgt.

Zur Konstruktion von Alglfr bendtigen wir das Hilfsobjekt Alg7: Sei qg, der

Morphismus aus Satz und sei x: End(C%) — C? der Morphismus aus Bei-
spiel der jedem Endomorphismus die monomialen Koeffizienten seines cha-
rakteristischen Polynoms zuordnet.

Definition 2.2.10 Sei Alg) die abgeschlossene Untervarietit
{(u,u/,0,m) € CTxCTx C¥x Algy | gs,(u) = x(m(v®.)), gs,(u') = x(m(-@v))} .

Sei ¢: Alg; — Alg, definiert durch (u,u',v,m) — m.
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Wir kénnen also Alg) auffassen als Alg; mit einer Zusatzstruktur, die neben m
auch noch ein v und die Eigenwerte von m(v ® ) und m(_® v) kennt.

Der Morphismus ¢ ist offen nach Korollar[I.1.6] da es sich um den Quotienten der
Sq x Sg-Aktion auf Alg; durch Permutation jeweils der Eintrége von C¢ handelt,
verkniipft mit der Vektorbiindelprojektion C? x Alg, mit (v, m) +— m.

Um Alng?T und damit ¢ einzufiihren, bezeichnen wir den Koordinatenring von

C? x C? x C? x Alg,; mit C[L;, R}, Vi, Ml},Lm | 1<4,7,k,l,m,h <d] und definieren:

Definition 2.2.11 Sei ein Paar lexikographisch monotoner Funktionen l,r : {1,
...,d} — {1,...,n} gegeben. Wir definieren Alg/. als offene Untervarietit von

Alg; zu der Menge der Ungleichungen

{Li # L |1 <4,5 < d,1(i) #1(j)}
U{R: # R; | 1 <4,5 < d,r(i) #7(j)}
U{L; # R; | 1 <d,j < d,1(i) #7(j)} -

Den Morphismus g: Alglx’r — Alg, setzen wir auf die Verkniipfung der offenen
Einbettung von Alglxm in Alg; und q.

Weiterhin definieren wir eine Familie (I(c) | ¢ € {1,...,n}) von paarweise dis-
junkten Mengen I(c) C C per I(c) := {u; | l(i) = ¢} = {u | 7(i) = c}.

Wir konstruieren nun einen #dquivarianten Morphismus 1 von Alng’T auf eine
Untervarietiit von (My(C))", indem wir jedem Punkt (u,/, v, m) die Projektions-
matrizen auf die Vj; ;) zuordnen, wobei i und j jeweils {1,...,n} durchlaufen:

Wir definieren Morphismen h; j j: Alng’T — C¥mit i,5 € {1,...,n}, ke {1,...,
d}, indem wir jedem (u,u’,m) den Vektor [r;exry(j) zuordnen, wobei e der k-te
Vektor der Standardbasis sei. Wir erhalten zu jeder Permutation o: {1,...,d} —
{1,...,d} einen Morphismus h, : Alglfr — My(C), indem wir (u,u,v,m) die Ma-
trix mit den Spalten hy(g) r(g),0(q) (4, ¥, v,m)) mit g € {1,...,d} zuordnen. Es wird
dann Alg;’ durch die Urbilder h;1(GL4(C)) zu allen Funktionen o iiberdeckt, da
das Bild von hi’j’k((u, u',v,m)) stets in V](i),[(j) liegt und Ccd — @i,je{l,...,n}V](z‘),I(j)
injektiv ist.

Es bleibt der Morphismus 1 zu definieren; die generische Projektionsmatrix
fij: Alglx’r — My(C) erhalten wir wie folgt: Sei dazu D, ; fiir i,j € {1,...,n}
die d x d-Diagonalmatrix mit Eintrag &) 0, ; an der Stelle (k, k); fiir jede Per-
mutation o und 7,5 € {1,...,n} definieren wir

fij: (u, u' v, m) — hg((u,u/,v,m))Dm(hg((u, u/,v,m)))_1 .

Das Bild jeder Projektion f; ; ist jeweils V() r(;). Da die Projektionsmatrizen ein-
deutig durch die Eigenrdume Vj(;) r(;) bestimmt sind, héngen die f; j nicht von der
Wahl des o ab.

Wir erhalten also insgesamt einen Morphismus

2

(UE Alg;jr - (Md(c))n 7(“; u’,v,m) = (fi,j((uv u',v,m)))lgingn :
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Sei H = Hi,je{l,...,n} GL#(l*I(i)ﬁr*I(j))(C) und

Fipi={(u,u,v,m) | m € F(l,r),fiir alle i mit [(z) # r(i) gilt v; = 0,
fir alle j,k € {1,...,n}
8l 45, 1 1 (@l (1)) = X (M1 Gynr=1.00) (v ® )

und s, 10,10, (4l 1 Gyt 09) = Xl Gy (- @ 0))) -

wobei u|; den Vektor aus C#7 mit Komponenten (u; | i € J) meint, m|;(v® _) den
Endomorphismus auf {w € C? | w; = 0 fiir alle ¢ mit i ¢ J} durch w — m(v ® w)
bezeichnet, und m|;(_ ® v) dies fiir den Endomorphismus auf {w € C¢ | w; =
0 fiir alle ¢ mit ¢ ¢ J} durch w — m(w ® v) tut. Wir erhalten:

Satz 2.2.12 Die Varietit Alg/, ist isomorph zum assoziierten Faserbiindel
GL4(C) x7 F, .

Beweis Es operiert GLy(C) auf dem Bild von 4 transitiv mittels simultaner Konju-
gation: die Menge der Systeme aller Projektionsmatrizen steht gerade in Bijektion
zur Menge der d x d-Matrizen mit Eigenwerten 1,...,7n° in den entsprechenden
Vielfachheiten.

Weiterhin ist ¢ dquivariant beziiglich GL4(C): unter simultaner Konjugation wird
aus dem Bild (w)c einer Projektionsmatrix gerade (gw)c, und gw ist Eigenvektor
von gm(g~'gv ® g7!.) genau dann, wenn w Eigenvektor von m(v ® _) ist; ebenso
ist gw Eigenvektor von gm(g~'_® ¢ 'gv) genau dann, wenn w Eigenvektor von
m(-® v) ist.

Dass H der Stabilisator ist, gilt, da ein Element g € GL4(C) genau dann im
Stabilisator liegt, wenn das Bild jedes f; ; stabil unter g ist.

Es bleibt die Faser iiber einem Punkt zu bestimmen; wir betrachten das Urbild
von ((Dz’,j)lgz',jgn) und zeigen zunéchst, dass dieses Urbild in Fj, liegt: fiir jedes
Paar i,5 € {1,...,d} gilt m(e; ® e;) = 0, falls r(i) # I(j), da dies mittels Lem-
ma aus e; € V() und e; € Vi), folgt; ebenso folgt mittels Lemma
aus e; € Vi), und ej € V_r.(j)), dass m(e; ®e;) in Vi), 1(r(j)) liegt. Damit liegt
m in F(l,r). Nach Lemma liegt v in @4V, 5. Fiir jedes Paar 4,5 € {1,...,n}
gilt Vi1 = (exll(k) = i,r(k) = j), also folgt g5,y 1, (Wh-ryne-1(j)) =
xX(mli=1 @1y (0 ® ) und gs, oo (Whmr@nr1) = XMl=16)n—13) (- @
v)).

Umgekehrt gilt fiir jedes (u,u’,v,m) € Fy,, dass Vi) = (ex|ll(k) = i) und
V:J(j) = (ex|r(k) = j) und damit VI(i),](j) = (ex|l(k) = i,r(k) = j) gilt. Also ist
m((u,u',v,m)) = ((Dij)1<ij<n)- O

Definition 2.2.13 Wir definieren m durch

m: B, — F(l,r), (u,u,v,m)—m.
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Dass 7 surjektiv ist, folgt aus Satz Zu jedem m gibt es ein System von n
primitiven orthogonalen Idempotenten (1;);<;<pn; wéhle paarweise verschiedene «;
mit ¢ € {1,...,n} und setze v = Y \"; ;ili, u; = ay(y und uy = ap(;. Dann liegt
(u,u',v,m) in Fy,.

Damit ist die Konstruktion des Diagramms abgeschlossen und wir kénnen das
folgende Lemma beweisen:

Lemma 2.2.14 Seien A und B zwei d-dimensionale Algebren, seien l,r durch ein
System primitiver orthogonaler Idempotenter von B induziert. Die folgenden Aus-
sagen sind dquivalent:

1. FEs gibt einm € Op und eine in Alg, offene Umgebung U von m mit OxNU =
0.

2. Es gibt eine in Alg, offene Untervarietit U mit Op C U und O, NU = (.

3. Es gibt eine in F(l,r) offene Untervarietit Up mit Op N F(l,r) C Up und
OaNUr = 0.

4. Es gibt ein m € Op N F(l,r) und eine in F(l,r) offene Umgebung Up von m
mit Oa NUp = 0.

Beweis 1= 2:Ist O4 C X fiir eine abgeschlossene Teilmenge von Alg,, so ist fiir
jedes g € GL4(C) auch Oy = g0y C gX. Also ist Oy auch in der abgeschlosse-
nen Teilmenge g€GLL(C) gX enthalten. Deren Komplement ist die gesuchte offene
Menge, die Op enthilt.

2 = 3: Die Menge U N F(I,r) ist eine solche offene Menge.

3 = 4: Die Menge Uy leistet fiir jedes m € Op das Gewiinschte und nach Kon-
struktion ist Op N F(I,r) nicht leer.

4 = 1: Das Urbild 7T_1(UF) ist offen und nichtleer in Fj,. Also ist GL4(C) -
(7= Y (Up)) offen in Alg,, enthélt einen Punkt (u,w',v,m) mit m € Op und hat
leeren Schnitt mit ¢~ '(04). Da ¢ offen ist, ist das Bild von GL4(C) - (7~ (Ur))
offen in Alg,; und hat auch dort leeren Schnitt mit O 4. g

Nun kénnen wir den Beweis von Theorem vollenden:

Beweis [Theorem|: Dass Op im Abschluss von O4 liegt, ist die Negation von
Bedingung [2 Ebenso entspricht die Eigenschaft, dass Op N F(I,r) im Abschluss
von Oy N F(l,r) liegt, der Negation von Bedingung O

Der Basisgraph

Wir beschliefen den Abschnitt mit einem Begriff, der zu einer gegebenen Algebra die
Anzahl der potentiellen Kandidaten, in die sie entarten konnte, stark einschrankt.
Wir fithren dazu eine vereinfachte Version des Basisgraphen (siehe [Sch88, Abschnitt
3]) ein:
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Definition 2.2.15 Sei A eine d-dimensionale Algebra, und sei (1;)1<i<n ein Sy-
stem primitiver orthogonaler Idempotenter in A. Der Basisgraph W (A) zu A be-
stehe aus n Punkten {P; | 1 < i < n}, wobei die Anzahl der Pfeile von P; nach P;
durch dim1;A1; — 6; ; gegeben ses.

Weiterhin benétigen wir noch eine Operation samt zugehoriger transitiver Relation
auf der Menge aller Basisgraphen:

Definition 2.2.16 Sei Q := (Qo, Q1, s,¢e) ein Basisgraph. Die Verschmelzung von
Q in den Punkten p,p’ € Qo mit p # p' sei definiert als Q' := (Qg, Q}, ', €') mit
Qf = Qo \ {p'} und Q) :== Q1U{r}, sowie

I _ — ! _
VN p sla)=p odera=m AR p ela)=p odera=mx
s(a) sonst e(a) sonst

Ein Basisgraph Q' heifie grober als Q, falls Q' = Q oder Q' aus QQ durch wiederholte
Verschmelzung entsteht.

Wir schlussfolgern daraus das folgende Theorem:

Theorem 2.2.17 Seien A und B Algebren diber C der Dimension d. Entartet A
in B, so ist der Basisgraph zu B gréber als der Basisgraph zu A.

Beweis Sei (1;)1<i<pn €in System primitiver orthogonaler Idempotener von B
und [, das dadurch induzierte Paar lexikographisch monotoner Funktionen. Dann
liegt Op N F(l,r) im Abschluss von O4 N F(I,r), also ist O4 N F(l,r) nicht leer. Sei
m € O4NF(l,r). Dann gibt es beziiglich m und damit in A ein System orthogonaler
Idempotener (1))1<;<, € (C9)", so dass dim1;B1; = dim 1; A1) fiir alle 4,7 €
{1,...,n} gilt. Ubersetzt man dies in die Sprache der Basisgraphen, so erhilt man
gerade die Relation, dass der Basisgraph zu B grober ist als jener zu A. O

Beispiel 2.2.18 FEs entartet keine Algebra in K4: Denn Kg hat als Basisgraphen W
seinen Gabriel-Kdcher und ist zugleich die einzige Algebra mit diesem Basisgraphen.
Der Graph W enthdlt keine Schlaufen, also gibt es auch keinen Basisgraphen W,
so dass W echt grober als W ist.

2.3 Der Orbitabschluss der Matrixalgebra

In diesem Abschnitt werden wir als Beispiele die Orbitabschliisse der einfachen Al-
gebren M3(C) und Mj3(C) diskutieren und daraus Schlussfolgerungen fiir Oy, ()

mit d > 3 ziehen: Wir wissen bereits, dass Oy, (c) glatt ist, wihrend Oy, () dies
nicht ist. Uber die Resultate von [LBR99] hinaus wollen wir hier nun genauer dieje-
nigen Punkte von Oy, (c) bestimmen, in denen Oy, () noch glatt oder schon nicht
mehr glatt ist; mittels Hochschild-Kohomologie lisst sich dieses Ergebnis auch auf
Oy (c) fiir d > 3 iibertragen. Da die Tangentialraumdimension invariant unter der
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Aktion der GL4(C) ist, handelt es sich bei solchen Punktmengen stets um ganze
Orbiten.

Zunichst diskutieren wir den Fall d = 2. Anschlieend nutzen wir, dass die Kon-
struktion aus dem vorangehenden Abschnitt in unserer Situation besonders gute
Eigenschaften besitzt: die dort nur offenen Morphismen ¢ und 7 sind auf der Verei-

nigung der grofen Orbiten in Oy, ) schon beide glatte Morphismen. Damit sind
die grofien Orbiten schon glatt dquivalent zu Oy, () N F (I,7), wobei [,r das zu
M,,(C) gehorige Paar lexikographisch monotoner Funktionen sei. Dies erméglicht

uns die Beschreibung derjenigen Orbiten aus Oy, ), deren Algebra ein System
dreier orthogonaler Idempotenter besitzt.

Der Orbitabschluss von M,(C)

Fiir M5(C) koénnen wir die schon aus [Gab74] bekannten Algebren aus dem Orbit-
abschluss mit den nun verfiigharen Werkzeugen ohne Aufwand bestimmen:

Theorem 2.3.1 Der Abschluss des Orbits zu My(C) ist die Vereinigung der Orbi-
ten zu Mo(C), zu A=, zu Ay und zu Ny.

Beweis Als Basisgraphen hat M3(C) den Graphen Q

PZ e
[ ] o -
ST

Als einzige mogliche Verschmelzung davon erhalten wir den einpunktigen Basis-
graphen mit drei Schlaufen. Den Graphen () als Basisgraphen besitzen genau die
Algebren My(C) und A_. Die Algebra Ms(C) entartet in A— vermittels z. B. der
Familie zu den Basen (ej1,t - €12, €21, €22). Um diejenigen Algebren mit einpunk-
tigem Basisgraphen im Abschluss von @ zu identifizieren, in die M2(C) entartet,
verwenden wir, dass jedes Element = aus Ms(C) der Bedingung 22 € (1, z) geniigt.
Es folgt daraus, dass fiir die Multiplikation innerhalb des Radikals ry = —yz gilt.
So verbleiben als Kandidaten A4 und Ny. Die Algebra A_ entartet in A4 vermittels
der Familie von Basen

1,t(1y — 11 + @), t(1y — 11 + 3), 1% ( + ) -

Dass /,XV4 in N4 entartet, folgt daraus, dass Ny die einzige Algebra mit abgeschlos-
senem Orbit ist. ]

Die groBen Orbiten als Faserbiindel

Wir setzen I: {1,...,n%2} — {1,...,n},(i —1)n+j — i und r: {1,...,n%} —
{1,....n},(i—1n+j+— j, jeweils fiir 4,5 € {1,...,n}.
Wir diskutieren zunéchst den Morphismus ¢: Alg/, — Alg,2: wir schreiben ¢ =

pug mit g: Alg/, — C"* x Alg, 2, (u,u/,v',m) — (v,m) und ¢: Bild§ — C" x Alg,»
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sowie p: C" x Alg,2 — Alg, 2, (v,m) — m. Dann ist § auf sein Bild ein étaler
Morphismus, ¢ eine offene Immersion und p ist eine Vektorbiindelprojektion vom
Rang n?.

Lemma 2.3.2 Fiir dieses Paar I, gilt H = (C*)™* und

F, =2 F={(it,v,m) € C" x Cc x Alg, |m e F(l,r),
fir alle ¢ mit 1(¢) # (i) gilt v; =0,
fiir alle i mit (i) = (i) gilt @) = vimgﬂ-} .

Beweis Das Aussehen von H folgt aus der Tatsache, dass fiir jedes Paar j, k €
{1,...,n} git #(71(G) Nnr~Y(k)) = 1.

Per Definition liegt ein Tupel (u, v, v,m) genau dann in Fj,, wenn m in F(I,r)
liegt, fur alle 4 mit 1(7) # r(7) gilt v; = 0 und fiir alle 5,k € {1,...,n} gilt

48 41 (1 oy W1 Gy =1 0) = X (MI1 (1 (0 @ ) (%)

08,4 11yt (W N=1 G001 0) = X(Mi=1 (=100 (- @ 0)) -

Wegen #(171(j) N r~1(k)) = 1 vereinfacht sich () zu u; = x(m|g (v ® -)), wobei i
das genau eine Element mit (i) = j und (i) = k sei. Es gilt m(v®e;) = m(ve;®e;),
wobei [ das genau eine Element mit [(I) = j und r(I) = j sei. Damit folgt u; = vyms ..
Es gilt ohnehin u; = u;. Analog geht man fiir v’ und die zweite Ungleichung vor. Wir
erhalten einen bijektiven Morphismus von F nach Fy, durch (a,v,m) — (u,u,v,m)
mit u, u’ definiert durch u; = ;) und w = ;). O

Der Morphismus 7: F}, — F(l,r) erhdlt so die Abbildungsvorschrift (@, v, m) —
m. Da v; = % gilt und w genau die Ungleichungen erfiillen muss, paarweise

verschiedene Werte zu haben, handelt es sich bei 7 also um eine offene Immersion,
verkniipft mit einer Vektorbiindelprojektion vom Rang n.
Insgesamt erhalten wir also:

Theorem 2.3.3 Es sind Punkte aus der offenen Untervarietit von Oy, (c) aller
Algebren, die ein System von n orthogonalen Idempotenten zulassen, glatt dquivalent
zu den entsprechenden Punkten in F(l,1).

Der Orbitabschluss von Mj3(C)

Um mit den Orbitabschliissen Oy, c) mit d > 3 einfacher hantieren zu kénnen,
definieren wir zunéchst eine leichte Verallgemeinerung der Wegealgebra:

Definition 2.3.4 Sei Q := (Qp; Q1;5,¢e: Q1 — Q) ein Kdocher mit n Punkten, in
dem die Punkte mit 1,...,n bezeichnet sind.
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Dann sei die Wegealgebra CQ(dy,...,d,) mit d; € N\ {0} der C-Vektorraum

erzeugt von

{6;7]6 |1,E {L---vn}v ]ak€{177d’}}
U{wij [w Wegin Qi € {1,...,dsy}, J €{1,.. . de(a)}}

versehen mit der Multiplikation

€§’kelrn7h = 5i716k,m€§'7h7

eé,kwl,m = 6i,s(w)6k,le,m7

wi,jeim - 66(&),k6j,lwi,m7

Wi jVk1 = Oe(w),s() 05k (WV)il -
Seien wy, ..., wy Wege aus Q1 mit gleichem Start- und Endpunkt und Aq,
ooy A aus C.o Mit CO(dy,...,dn)/d ik Niwi) sei die Quotientenalgebra von
CQO(d1,...,dn) zu der Relation Y "  \i(wi)1,1 bezeichnet (diese ist isomorph zu
der Quotientalgebra beziglich der Menge der Relationen {3/ Ni(wi)jr | J €
{1, - ,ds(wl)}, ke {1, S ,de(wl)}}).

Sind alle d; gleich 1, so erhilt man gerade die iibliche Definition der Wegealge-
bra. Zu jedem Kocher Q sind die Wegealgebren CQ(dy, ... ,d,) und CO(d},...,d))
unabhéngig von der Wahl der d; und d; zueinander per Konstruktion Morita-dqui-
valent.

Beispiel 2.3.5 Sei O— = ({1,2},{«, 5},s,e) mit s(a) = 1, e(a) = 2, s(B) = 2
und e(B) = 1. Als Graph erhalten wir den schon bekannten Graphen

Die Algebra CQO—(1,1)/{af, Ba) ist isomorph zu A—. Wir werden gleich auch
A=(2,1) = CO=(2,1)/{af, Ba) bendtigen; dies ist die einzige Algebra A, die
Morita-dquivalent zu A— ist und fir die A/rad A = Ms(C) x C gilt.

Die Algebra M3(C) weist gegeniiber My (C) einen deutlich komplizierteren Orbitab-
schluss auf: Zunéchst einmal haben Algebren, deren Abschluss im Orbit von M3(C)
liegt, als Basisgraphen einen der Graphen

Ws = " oder Wy = Q\IR.
A =

oder den einpunktigen Basisgraphen Wi mit acht Schlaufen. Wir beschréinken uns
hier auf Algebren zum Basisgraphen Wi:

Theorem 2.3.6 [Im Abschluss des Orbits zu Ms3(C) befinden sich die Orbiten genau
der folgenden Algebren zum Basisgraphen Wy:
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A, = CQ0/<0¢/87’70567 /8705> mit Qo : a/ \:y
5
A:: == CQ:=/<0551 50&, 7C7 §’y> mat Q:: : a‘% &7
Ay = CQy/(Be, e, v, afy) mit Qa: / \
A5 = CQS/(ﬂgy 557 Ct(;, (50&, V&, 677 €5> mit Q5 : aﬂs\v
5

~
~~

A(]-a]-a]-) = CQ(LI,I)/<557557 CM(S, 6aaC’Y:7Ca mi
ya, ﬁ’% 06,6, 557 5(7 <5>

Qi Y Z\\
[ ] % [ ]
sowie A—=(2,1) und M3(C) selbst.

Ihr Entartungsverhalten untereinander wird durch das folgende Diagramm be-
schrieben: M3(C)

\
/

A(1,1,1)
Dabei bedeutet A — B, dass O C O4 gilt.

Beweis Jede Algebra A zum Basisgraphen Ws besitzt ein System aus drei pri-
mitiven orthogonalen Idempotenten 11,12,13 und es gilt dim1;A1; = 1 fiir alle
i,7 € {1,2,3}. Also hat O4 nichtleeren Schnitt mit der Feinheit F'(I,r), wobei wir
Lir:{1,...,9} — {1,...,3} so definieren, dass sich auf sie Satz anwenden
lésst:

1:3(i—1)4+j—id, 7r:3i—1)+j5—75 firdje{l1,2,3}.
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Umgekehrt hat auch jede Algebra A, so dass O4NF(l,7) # 0 gilt, den Basisgraphen
Ws3. Nach Theorem geniigt es, das Inklusionsverhalten der Orbiten auf F(I, )
zu studieren.

Um alle Algebren mit Basisgraphen W3 zu finden, durchlaufen wir alle Moglich-
keiten fiir Kombinationen von Dimensionen der Schnittmengen zwischen den 1;A1;
und rad A bzw. alle moglichen Kocher. Ist z. B. fiir mindestens ein Paar 4,5 €
{1,2,3}, i # j die Dimension von 1;A1; Nrad A gleich 0, so ist A nicht sauber.
In diesem Fall bleiben genau die zwei Moglichkeiten, dass A = M3(C) oder dass A
Morita-dquivalent zu A— ist mit A/ rad A = M(C) x C; wir erhalten also A-(2,1).
Nun suchen wir noch nach allen sauberen Algebren mit Basisgraphen Wj. Jeder
infrage kommende Kocher muss stark zusammenhéngend sein, damit ein Weg zwi-
schen jedem Paar von Punkten existiert, aber darf hochstens einen Pfeil zwischen
jedem Paar von Punkten aufweisen. Dies fithrt unmittelbar auf die im Theorem
aufgelisteten Kocheralgebren.

Um potentielle Entartungen zwischen diesen Algebren zu untersuchen, betrachten
wir deren Orbiten in F(I,7): Sei die kanonische Basis des C? mit (e11, €12, .. ,€33)
bezeichnet; dann liegt e;; gerade in 1;A1;. Fiir jeden Punkt m aus F(l,r) gilt
dann, dass a; € C*, i € {1,2,3} existieren, so dass m(e;;,€j%) = 0; aej; und
m(ej i, €ii) = Opiciej sind. Aus m(e;j,ejr) € (ex) erhalten wir schliefllich, dass
sich jedes m in F'(I,r) durch die Parameter o; € C*, f;; € C, 4,5 € {1,2,3}, i # j
wie folgt beschreiben l&sst:

Mllllll(m) = M111212(m) = M11i9’13(m> = M221111(m) = Mgllll(m) = aq,

M22 21( )= M2222,22( ) = 22 123 m) = 12 22( )= M332222(m) = o,

M33,31(m) = Mg’:’i:sz( )= MS?’::3333 m) = M13 33( )= M23 33(m) = as,
M12 23(m) = s, M13 32(m) = Bz, M23731(m) = Pa1,
M21,13(m) = [23, M32 91(m) = Bs1, M§’12712(m) = P32,

(
(

B13/323 B12/332 B13523
M12 21( )= ) M113131(m) = ) M2212,12(m) = )
(65) a1 Q2
B21/31 B12/332 B21531
M23 32(m) = ) M??ig’m(m) = ) M§23,23(m) =
Qa2 (0%} a3

wobei die Gleichungen

B12613 = B21031,  B21823 = 12632, 331832 = B13023

gelten. Wir erhalten also eine Varietat der Dimension 7. Wahrend nun jeder Punkt,
fir den alle 8;; # 0 sind, schon in M3(C) liegt, gelten fiir die iibrigen Algebren
folgende weitere Gleichungen:

Ist G192 = (21 = 0 oder B13 = (31 = 0 oder [3 = B30 = 0 und sind jeweils alle
iibrigen 3; ; ungleich 0, so erhélt man einen Punkt in A_(2,1). Die Schnittmenge
F(l,7) N O4_(2,1) hat also die Dimension 6.
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Der Orbit zu A, wird beschrieben durch die Gleichungen (15 = (Bog = 31 = 0
oder 13 = 332 = (321 = 0 und die jeweils {ibrigen drei 3; ; miissen ungleich 0 sein;
wir erhalten als Dimension wieder 6.

Zu A__ erhalten wir als Gleichungen (12 = (21 = P13 = 031 = 0 oder (15 =
621 — ,823 = 632 = 0 oder ﬁlg = ﬁgl = ﬁgg = ﬁgz = 0, wobei wieder jeweils alle
iibrigen 3; ; ungleich Null sind. Die Orbitdimension ist 5.

Der Orbit zu A4 wird dadurch beschrieben, dass die b; ; aus jeweils genau ei-
nem der folgenden Paare ungleich 0 sind: (S12, 523), (523, 531), (831, F12), (P13, F32),
(832, 021), (Bo1, F13). Wir erhalten also einen Orbit ebenfalls der Dimension 5.

Sind genau fiinf der sechs 3; ; gleich Null, so handelt es sich um einen Punkt in
As. Die Orbitdimension betréigt folglich 4.

Sind alle 3; ; gleich Null, so erhalten wir einen Punkt in A(1,1,1). Der Orbit hat
Dimension 3.

Wenn der Orbit einer Algebra B im Abschluss des Orbits der Algebra A liegt, so
ist dim Op < dim O 4. Wir untersuchen die Relation der Entartungen innerhalb von
F(l,r) also absteigend nach Dimension: Die Algebra M3(C) entartet in A—(2,1),
indem man B2 = (21 = t sowie alle iibrigen 3;; und alle a; auf 1 setzt und
den Grenziibergang t — 0 betrachtet. In A, entartet M3(C), indem man S =
Pos = (31 = t setzt und das Gleiche tut. Die Entartung von A_(2,1) nach A__
wird ab (12 = B21 = 0 durch (13 = 831 = t beschrieben, diejenige nach A4 durch
B13 = P32 = t. Die Algebra A, entartet in A4 ab B12 = B23 = [B31 = 0 mittels Fo1 = ¢;
dass A, nicht in A__ entartet, sieht man daran, dass der Punkt m € F(I,7r)NO__
mit B9 = fo1 = P13 = (31 = 0, Boz = (32 = 1 keine der Gleichungen zu A, erfiillt.
Durch sukzessives Setzen der {ibrigen, von Null verschiedenen 3; ; auf den Wert ¢
und anschliefenden Grenziibergang ¢t — 0 zeigt man, dass A—— und A4 in A5 sowie
As in A(1,1,1) entartet. O

Es bleibt zu kldren, inwiefern O, (c) nicht glatt ist.

Theorem 2.3.7 Fir jedes m € Oy 1,1y gilt dim T3, Oy (c) = 75.

Fir jedes m € Og_(2,1)U 04, UO04__ UO4, UOy, gill dim T, O,y = 73.
Bewetis Nach Theorem gilt fiir jedes m € (% NFE(, r)), dass

dim T3, Oy (cy = dim Ty (O gy ) N F (L, 7)) + 66
und die Tangentialraumdimension héngt nur davon ab, im Orbit welcher Algebra
ein Punkt liegt, nicht vom Punkt selber.

Wir betrachten die abgeschlossene Untervarietit X des CS:

{(B12, B13, a1, 23, 831, B32) | Bi2fi3=P21031, [o1P23=12032, (31032 = 13023}

Es ist O,y N F(I,7) per Konstruktion isomorph zu (C*)* x X.
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Zu zeigen ist, dass X im Punkt (0,0,0,0,0,0) Tangentialraumdimension 6 und
iiberall sonst Tangentialraumdimension 4 hat. Als Jacobische erhalten wir die 3 x 6-

Matrix J:
Bz Pz =P 0 =P 0
—B32 0 P23 a1 0  —pri2
0 —fo3 0 —fi3 B2 Ba

Es gilt dimker J = 4 genau dann, wenn J den Rang 2 hat.

Wir zeigen, dass J schon Rang 2 hat, wenn mindestens eines der (3; ; ungleich 0 ist:
Ist 812 ungleich 0, so ist der Unterminor aus 1. und 2. Zeile, 2. und 6. Spalte ungleich
0. Analog findet man auch fiir jedes andere 3; ; Untermatrizen, die invertierbar sind,
falls 3; ; ungleich 0 ist. g

Hohere Dimensionen

Wir werden nun feststellen, dass die in Oy, (c) als glatt erkannten Orbiten auch in
allen Oy, (c) fiir n > 3 glatt bleiben. Dazu nutzen wir das folgende Lemma:

Lemma 2.3.8 Sei A eine verallgemeinerte Wegealgebra (Definition M) eines
Kichers Q. Seien alle Relationen von der Form w = 0 fiir Wege w im Gabriel-
Kocher. Sei der Basisgraph von A der Graph mit n Knoten und genau einem Pfeil
von i nach j fir jedes Paar von Knoten i, j mit i # j. Dann gilt

dim Aut A = n? — #Gy + #G1 ,

wobei #Gy die Anzahl der Punkte und #G1 die Anzahl der Pfeile im Gabriel-Kdcher
bezeichne.

Beweis Es reicht, die Dimension der Zusammenhangskomponente der Identitéit der
Automorphismen zu bestimmen. Wir wéhlen als Vektorraumbasis von A die Basis
aus Definition [2.3.4] Seien die inneren Automorphismen von A mit Int A bezeichnet
und sei H die Menge aller Automorphismen, die allen Idempotenten der Gestalt
ei ; in A fest lassen.
Die Abbildung

Int A x H — (Aut A)°, (h, ) — ph

ist dann surjektiv.
Denn wir finden zu jedem Automorphismus ) einen inneren Automorphismus ¢,
so dass @y die e;j fest ldsst: Sei ¢ € Aut(A). Wir schreiben die eik—Anteﬂe von

Y(el, ) in eine d; x di-Matrix mit dem Anteil von (eé’k) als (j, k)-tem Eintrag.
Dann folgt aus der Idempotenz von ¢(€£n,m), dass diese Matrix diagonalisierbar ist
und Eigenwerte nur 0 oder 1 hat. Da die (¢!, ,,,) zueinander orthogonal sind, sind
es auch die zugehorigen Matrizen. Da dies wieder >~ d; orthogonale Summanden
der Eins sind, hat jedes w(eﬁmm) fiir jeweils genau ein i genau einmal den Eigen-

wert 1. Wir konnen also mit einem inneren Automorphismus einen Basiswechsel
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durchfiihren, der alle (e
nehmen.

auf em zuriicksetzt und w(e;j) € 63-7 ; trad A an-

mm) m

Wir argumentieren nun per Induktion iiber die Linge der Wege. Sei voraus-
gesetzt, dass fiir alle 4, j gilt ¥(e} ;) —€j,; € rad™ A; wir finden einen inneren

4, :
Automorphlsmus ©, so dass wﬁ( ) — €5 € rad™ ! A gilt: Wir setzen s =
1/1( ”) . Dann folgt aus 6”1/)( “)@Z)(efl)efl) = 0 fiir ¢ # k oder j # [, dass

€5 Je” + e sfefl in rad™™! A liegt und aus e”w( ”)w(efl)ez,h = 0 fir g,1,k

und h, 7,1 Jewells paarweise verschieden, dass e’ sfez p N rad™*! A liegt. Wir set-
zen s : Z(l 7)<k l) ej j Jel ;- Esist 1—s 1nvert1erbar mit einem Inversen von der

Form 1+ s+ mit s’ € rad™*! A und Konjugation mit 1— s leistet das Gewiinschte.
Damit erhalten wir

dim Aut A = dim Int A 4+ dim H — dim(Int A N H)

Es gilt dimInt A = dim A —dim Z(A). Da Q keine Schlaufen enthalten kann und
zusammenhiingend sein muss, gilt Z(A) = (1)¢, also dimInt A = n? — 1.

Wir erhalten dim H = n — #Gg + #G1: Sei ¢ ein Automorphismus. Wir kénnen
 durch seine Bilder auf den Elementen der Basis beschreiben: es gilt cp(e; j) = ez-, j
und wegen p(ejr) = (e ; jkekk) = €} jp(€5 )€ ., dass o(e] ;) € (€] ;)c. Wegen

€ = ej kekl ist ¢ auf den € bereits eindeutig durch ¢(e “H) bestimmt. Fiir die
Wege gilt analog, dass ¢ schon durch ¢(aq 1) eindeutig bestimmt ist, wobei « die
Pfeile des Gabriel-Kochers durchlaufe.

Wir bestimmen dim(Int ADH) alsn—1: Fiira € Agilta='e e ja = e] ; genau dann,
wenn a invertierbar ist und €0 = ae gllt Dies ist dquivalent zu a invertierbar
und a € (e “> Da auch das Zentrum eme Teilmenge von a € (e ]7j> ist und ein
solches a genau dann invertierbar ist, wenn alle Koeffizienten ungleich 0 sind, folgt
dim(IntANH)=n-—1. O

Damit erhalten wir folgende Verallgemeinerung von Theorem [2.3.7

Theorem 2.3.9 Die Varietdt

Owmy(c) U OA_(dy,dn) U U O4,(d1,dz,ds)
di+do=d di+d2+d3=d
U U OA::(dth,d?)) U U OA4(d1,d2,d3) U U OAs(d1,d2,d3)
di+da+ds=d di+da+d3z=d di+da+ds=d

ist glatt.

Beweis Man zeigt zunéchst fiir jeden der obigen Orbiten, dass er im Abschluss von
O,y (c) liegt, indem man die im Beweis zu Theorem verwendeten Gleichungen
verallgemeinert.

Nun zeigt man mittels Lemma [2.0.8| und Lemma [2.3.8] dass

dim OMd((C) — dim OA:(d1,d2) =1
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mit dy + do = d unabhéingig von der Wahl von d und d; gilt; entsprechend erhéalt
man

dim OMd((C) — dim OAo(d1,d2,d3) =1,

dim Oy, ) — dim O__ (4, ,dy,d5)

= 2,
dim OMd((C) — dim OA4(d1,d2,d3) =2,
dim OMd((C) — dim OA5(d1,d2,d3) =3

wobei die einzige Bedingungen an d, di, do und ds die Gleichung dy + do + d3 = d
ist. Insbesondere kénnen wir also fir jedes m € O y;(4,,d,,4;) die Dimension von
Tm(’)As(d17d27d3) als dim OMd((C) — 3 ermitteln.

Proposition 2.4 aus [Gab74| liefert uns nun: es gilt fiir jede endlichdimensionale
Algebra A und jeden Punkt m € Alg,,, dass

T, Alg, /T, Ox = H?(A, A)

wobei H?(A, A) die 2-te Hochschild-Kohomologiegruppe bezeichne (Def. siche z. B.
[Lod98]), und Alg,, das Schema mit Raum Alg, zu den Assoziativitidtsgleichungen
sei.

Die Hochschild-Kohomologie ist invariant unter Morita-Aquivalenz; fiir As er-
mittelt man dim H?(As, A5) = 3. Wir kénnen nun fiir jedes m € O A5(dy ,da,ds)
abschétzen:

dim TmOMd((C) < dim TmAlgn = dim TmOAg,(dl,dg,dg) +3

= dln’l OA5(d1,d2,d3) + 3 = dlm OMd((C)

Da also Oy, (c) in allen Punkten von O 4 (4, 4,,d5) 8latt ist, ist es insbesondere auch
in allen Orbiten glatt, in deren Abschluss O 44, d,.d5) liegt. 0
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3 Die Nori-Konstruktion

Dass Zj, im Allgemeinen singulér ist, haben wir bereits in Beispiel erfah-
ren. Um Zg, trotz seiner Singularitéten untersuchen zu koénnen, wollen wir eine
sogenannte Desingularisierung von Zg 4 betrachten, d.h. ein Paar (X, 7) aus einer
glatten Varietéit X und einem projektiven, birationalen Morphismus 7: X — Zg ,.
Es hat M. V. Nori [Nor78| im Anhang zu einer Arbeit von Seshadri [Ses78| eine
Paar aus einer Varietdt Dy, und einem projektiven, birationalen Morphismus 7y
auf Z; , konstruiert, so dass die Urbilder zahlreicher Singularititen aus Z; 4 in Dg 4
glatte Punkte sind. Wir werden in Theoremzeigen, dass Dy 4 selbst allerdings
nur genau fiir d = 2 eine glatte Varietét ist. Wir skizzieren kurz die Konstruktion
fir Dy 4, bevor wir sie in allen technischen Details einfiihren:

OMd ((C)(—> A]gd2
T
VVd,gC PdQ,g( Ud2,g

io’dg ia’dg io’dQ

Dy~ Hilbgp , & Hilbgz ,

I
i l
Al

Z4,4° Zag

Alle waagerechten Pfeile sind abgeschlossene Einbettungen. Die GL 42 (C)-Varietéiten
Wa,g, P2, g und den Morphismus #, 42 werden wir in Abschnitt angeben. Zu
den GLg2(C)-Untervarietiten Wy 4, Py, und Uy , der Varietédt (M,(C))? x C"
versehen mit der GL 2 (C)-Aktion durch simultanen Basiswechsel betrachten wir die
Quotienten Dy g4, I-/Iﬁf)dz,g bzw. Hilbg2 , mit Quotientenmorphismus jeweils 0 42; diese
Objekte werden in Abschnitt [3.2] eingefiihrt. Abschnitt [3.3]ist dem Morphismus von
Hilbg2 ; nach Zg ; gewidmet, Abschnitt dem Morphismus von Z; 4 nach Zg ;.
Den Morphismus 74 werden wir schliellich in Abschnitt konstruieren kénnen.

Die Glattheit von Dy 4 hingt eng mit der Glattheit des Orbitabschlusses der d x d-
Matrixalgebra in Alg zusammen. Diese liefert uns in Kapitel 2| das Theorem [2.1.23]
sowie die anschliefende Diskussion in Abschnitt 2.3
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3.1 Zusammenhang zu Alg,

Wir sammeln zunéchst einige weitere niitzliche Notationen: Auf der Varietét
(M, (C))¥9 x C™ definieren wir eine GL,,(C)-Aktion durch

%t GL,(C) x (Mp(C))9 xC™) — (M,(C))9 x C"
h,(mi,...,mg,v)) +— (hmih™t ... hmsh™t hv) .

Den Begriff der generischen Matrizen verwenden wir hier als

X;: (Mn(C))9 xC* — M,(C),

(mi,...,mg,v) +— m;
und ergénzen ihn um den generischen Vektor

X0 (Mp(C))? xC" — €,

(mi,...,mg,v) — v
Weiterhin sind zu jedem p € (M, (C))? x C"
o die Unteralgebra A(p) := {M(p) € M,(C) | M € M,(C)[Xi<i<g|} von M,(C)
e der Untervektorraum V(p) := {m - X'(p) | m € A(p)} des C"

wohldefiniert.

Definition 3.1.1 Seien g,n € N. Es sei P, 4 die Untervarietdt in (M,(C))9 x C"
zu der lokal abgeschlossenen Menge

{p € (M,(C))? x C" | dim A(p) = n,dim V (p) = n}

Wir fithren nun den Morphismus kg, : P, 4 — Alg,, ein. Dazu verwenden wir fiir
Alg,, die Definition [2.0.2} Der Morphismus pp,: A(p) — V(p), m — m- X'(p) ist fiir
jedes p € P, 4 wegen der Dimensionsbedingungen ein Vektorraumisomorphismus.
Wir beférdern p, zum Algebrenmorphismus, indem wir C" mit der Multiplikation

my: CteC' — C",
a®@b = pylp, (a)p, (b)) = p, ' (@)pppy ' (b) = p, (a)b
versehen.

Definition 3.1.2 Wir setzen kgpn: p — my.

Um zu zeigen, dass es sich dabei um eine reguldre Abbildung handelt, fithren wir
folgende weitere Notation ein:

Da die generischen Matrizen nicht miteinander kommutieren, benutzen wir zur
kompakten Beschreibung von Monomen statt Multiindizes Worter iiber dem Al-
phabet {1,...,g}. Zu dem Wort ay - - - a,, sei die generische Matrix X (aj ---a,) €
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M, (C)[Xi<i<g] definiert als X4, X, - - - X,,, sowie zum leeren Wort e die generische
Matrix X (e) als 1. Wir iiberdecken P, ; durch die Familie der offenen Mengen

(Ppg(wiy ... wn) | wi,...,w, Worter in {1,...,g}) ,

wobei P, g(wi,...,wy) die Menge der Punkte p sei, so dass der von {X (w1)X'(p),
ooy X(wn)X'(p)} erzeugte Vektorraum C™ ist. Dann ist die Matrix X (wy,...,
wp)(p) mit Spalten X (w1)X'(p), ..., X (w,)X'(p) invertierbar und es gilt

p;I: w ZaiX(wi)(p) mit o= (X(wi,... ,wn)(p))_lw .
i=1

Also ist kg, auf P, g(w1, ... ,wy) wohldefiniert; da m, unabhéngig von der Wahl der
w1, ... ,Wwn ist, verkleben alle /ig,n‘ng(wl’m’wn) und Ky, ist auch global wohldefiniert.
Die Aquivarianz von Kgn rechnet man durch Einsetzen in die Definitionen nach.

Lemma 3.1.3 Der Morphismus kg 1t glatt.

Beweis Sei Algl die Varietit aus Korollar Wir definieren eine Varietét
Y sowie Morphismen ¢: P, — Y, m: Y — Alg) und : Algl — Alg,, so dass
kgmn = Ymp, und wir zeigen, dass ¢ ein Isomorphismus sowie 7 die Verkniipfung
aus einer offenen Immersion und der Projektion eines trivialen Vektorbiindels ist.
Dass v ein Isomorphismus ist, haben wir in Korollar bewiesen.

Wir beobachten zunéchst, dass fiir jedes p € P, 4, jedes i € {1,..., g} und jedes
w € C" gilt

g (D) (XiX') () © w) = (Xi(p)w) -

Sei I' := {(p,m) € P, g x Alg, | Kgn(p) =m} der Graph von kg ; sei

Y ={ (vi,...,94,m,v) € (C")Y x Alg, xC"

| m(C®wv)=id,{v1,...,vy} erzeugen die Algebra zu m} .
Dann erhalten wir einen Isomorphismus ¢: I' — Y via
@: (p,m) — (X1X")(p), ..., (X X")(p),m, X'(p))
und den Umkehrmorphismus

@t Y — T,
(Ula'--vvgam7v) = ((m(v1®,),...,m(vg®,),v),m).

Wir definieren ¢ als Verkettung des Isomorphismus P, , — I' mit ¢.
Sei 7 definiert als (vi,...,vy,m,v) — (m,v). Es reicht zu zeigen, dass Y in
(C™)9 x Alg), offen ist: sei

P':={pe (M,(C))? x C" | dim A(p) < n} .

44



Dann ist Y das Urbild der offenen Teilmenge P, 4 von P’ unter dem Morphismus

oL (CM9 x Algh, — P,
(V1,...,09,m,0) = ((M(v1 ®2),...,m(vyg ® _),v),m).

Definition 3.1.4 Sei Wy, das Urbild von Oy, c) unter g g2

3.2 Der Kandidat als Quotient

Definition 3.2.1 Sei U, 4 die offene Untervarietit von (M, (C))9 x C™ zur Menge
aller Punkte p, so dass V(p) die Dimension n hat.

Da V(p) ohnehin Dimension héchstens n hat, ist die Forderung nach Dimension
n fir V(p) die Forderung nach Dimension mindestens n fiir V (p), also eine offene
Bedingung. Wir werden in diesem Abschnitt zeigen, dass U,, 4 gerade die Menge der
det-stabilen Punkte von (M,,(C))9 x C™ beziiglich der GL,,(C)-Operation ist. Wir
erhalten einen Inklusionsmorphismus P, ; — U, 4.

Wir fithren weitere niitzliche Begrifflichkeiten ein: Wir werden haufiger Determi-
nanten von spaltenweise zusammengesetzten Matrizen betrachten; sei also

det(wy] ... |wn) = det(X (w1)X'| ... | X (wp)X"),

det(wi|...|wn)[j,w] :=
det(X (w1) X[ .. | X (wjm1) X' X (w) X' | X (wj1) X[ X (wn) X7).

Jede dieser Funktionen f von (M, (C))Y x C" nach C ist dabei eine Semiinvariante
zum Grad 1 beziiglich det, d.h. es gilt fiir jedes h € GL,(C), dass f(h *xp) =
det(h)f(p). Wir werden zeigen, dass der Ring der Semiinvarianten von Funktionen
dieser Form erzeugt wird.

Wir werden nun die folgenden Varietdten konstruieren und damit implizit ihre
Existenz beweisen:

Definition 3.2.2 Sei Hilb, , der GL,(C)-Quotient von Upyg4, sei I-/ﬁl/bn,g der
GL,,(C)-Quotient von P, 4 und sei Dg4 der GLg2(C)-Quotient von Wy 4.

Der Quotient Hilb, ; der GL,,(C)-Aktion auf U, 4 durch simultane Konjugation
existiert, er ldsst sich sogar explizit konstruieren: Wir iiberdecken U, , wie schon
P, 4 durch die Familie der offenen Mengen

(Unyg(wi,...,wn) | wi,...,wp Worter in {1,...,9}) ,

wobei Uy, 4(w1, ... ,wy) die Menge der Punkte p sei, so dass der von {X (w1)X'(p),
X (wn) X' (p)} erzeugte Vektorraum C” ist. Sei D (w1, . ..,wy,) die Untervarietét
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von Uy g mit X (w;)X'(p) = e; fiir alle i € {1,...,n}. Jedes Uy g(wi,...,wy) ist
dann isomorph zu D(wy,...,wy) X GL,(C); der Isomorphismus

0: Upg(wi,...,wn) = D(wi,...,wy) X GL,(C)

ist gegeben durch p — (g7 * p,g) mit g=((X(w1)X")(p)]- .. (X (wn)X')(p)), sein
Inverses durch (p, g) — g*p. Die D(w1,...,wy,) verkleben, da jeder GL,,(C)-Orbit in
Un,g(wi,...,wy) mit D(wr,...,wy) genau einen Schnittpunkt hat. Die Uberdeckung
von U, 4 durch die U, 4(w1,...,wy) tritt auch bereits in [VAB88] auf.

Der Quotient Hilb, ; und seine Struktur sind Gegenstand des Artikels [Rei05].
Wir beschrianken uns an dieser Stelle auf die beiden Beobachtungen, dass der Quo-
tient ein (lokal triviales) Prinzipalbiindel (Def. siche z.B. [Ser58, Abschnitt 2.2])
und glatt ist, denn lokal hat er stets die Gestalt einer Projektion D(w1,...,w,) X
GL,(C) — D(w1,...,wn). Insbesondere gilt fiir jede GL,,(C)-invariante abgeschlos-
sene Untervarietit X von U, g4, dass der Quotient () von X unter der Aktion von
GL,,(C) ebenfalls ein glattes Prinzipalbiindel und @ eine abgeschlossene Unterva-
rietdt von Hilb,, 4 ist. Wir erhalten:

Satz 3.2.3 Die Quotienten ﬁi\l/bn,g und Dg 4 existieren, die Quotientenabbildun-
gen P, , — Hilby, 4 und Wy, — Dgg4 sind Prinzipalbiindel und glatt und es gibt
abgeschlossene Immersionen Dg 4 — Hilbge , und Hilb, ¢ — Hilby, 4.

Noris [Nor78] Kandidat fiir die Desingularisierung von Zg 4 ist D4 4. Den bira-
tionalen und projektiven Morphismus nach Z;, werden wir spéter konstruieren,
zunéchst diskutieren wir die Glattheit von Dy .

Theorem 3.2.4 Ist Oy ) glatt, so auch Dg,. Aus der Glattheit von Dg, folgt
die Glattheit von kg 42 (Wag)-

Beweis Sowohl kg, als auch der Quotient Wy, — Dy 4 sind glatte Morphismen.
Der Quotient ist stets surjektiv. O

Inwieweit die Surjektivitdt von kg 42 eine Einschrénkung darstellt, illustriert das
folgende Lemma:

Lemma 3.2.5 Das Bild von kg, besteht aus den Orbiten aller n-dimensionalen
Algebren, die ein Erzeugendensystem mit hochstens g Elementen besitzen.
Der Morphismus kg, ist genau dann surjektiv, wenn g > n — 1 gilt.

Beweis Das Bild von kg, sind genau die Orbiten der n-dimensionalen Algebren,
die ein Erzeugendensystem als Algebra mit g Elementen besitzen: Sei m: C"@C"™ —
C™ eine Multiplikation zur Algebra A mit Einselement 1, so dass vy, ...,v4 ein Er-
zeugendensystem von A als Algebra ist. Dann wird der Punkt (m(vi®_),...,m(vy®
2),1) € P, 4 durch kg, wieder auf m abgebildet. Sei andererseits p € P, 4. Dann ist
die Algebra zu kg, (p) isomorph zu A(p). Da zu jeder n-dimensionalen Algebra ein
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Erzeugendensystem mit hochstens n — 1 Elementen existiert, ist g, fir g >n —1
surjektiv.

Die Algebra N,, (definiert in Definition benotigt als Algebra mindestens
n — 1 Erzeuger: Fiir alle o, 8 € C, a,b € rad N, gilt

(al4+a)(f1+0b) =F(al +a)+a(f1+b) —afl .

Also erzeugen v, . . ., U genau dann die Algebra, wenn vy, . . ., Uy, 1 als Vektorraum
den C" erzeugen. Also ist k4, fiir g < n — 1 nicht surjektiv. 0

Tatséchlich zeigt die Diskussion in Abschnitt dass Dy 4 sogar unabhingig von
g nur genau fiir d = 2 glatt ist; fir d > 3 gehort der Orbit zu A(d;, da,ds) mit

di +da + d3 = d stets zu Oy, (c) und liegt bereits im Bild von £y 42.

3.3 Projektiv von Hilb,, ;, nach Z,, ,

Wir wollen in diesem Abschnitt einen projektiven Morphismus 7, : Hilb, , — Z, 4
konstruieren. Die Konstruktion ldsst sich bereits in [VAB88] finden, wir fithren
hier Details aus: wir finden einen graduierten Ring P, so dass Hilb, , isomorph
zu Proj P und Z, ; isomorph zu Spec Py ist. Die Varietdt Proj P sei wie z.B. in
[Muk03] definiert; dieser Ring besteht gerade aus den Semi-Invarianten beziiglich
des Charakters det auf (M, (C))Y x C". Wir benétigen einige technische Lemmata.

Lemma 3.3.1 Sei der graduierte Ring P = ;2 P; als ungraduierter Ring endlich
erzeugt. Dann gibt es einn € N, so dass P' := @;°, Pni als Py = P}-Algebra endlich
in P erzeugt ist.

Beweis Sei I ein endliches Erzeugendensystem fiir P. Dann bilden auch alle ho-
mogenen Anteile aller Elemente aus I wieder ein endliches Erzeugendensystem I
von P. Jedes P; ist dann als FPy-Modul von den endlich vielen Monomen von Total-
grad i aus dem Erzeugendensystem erzeugt. Sei m maximal mit der Eigenschaft,
dass ein Erzeuger in P, liegt. Dann wird der graduierte Ring P := b2, P; mit
]5i := P,,; bereits von endlich vielen Elementen vom Hochstgrad m — 1 erzeugt: Ein
nicht endliches Erzeugendensystem von P bilden alle Produkte der Form 7y - - -1
mit 7; € I, so dass die Summe der Grade der r; jeweils ein Vielfaches von m ist.
Jedes solche Produkt rq ---r; mit Summe der Grade jm fiir j > m besitzt schon
einen Teiler 7, - - - 74, der ebenfalls ein solches Produkt ist: Dazu reicht es, dass die
Summe der Grade von ry bis 7,1 den gleichen Divisionsrest beziiglich m wie die
Summe der Grade von 71 bis r4 besitzt. Fiir j > m lassen sich solche p, ¢ mit p # 1
oder ¢ # [ stets finden. Also reichen schon die endlich vielen Produkte der Form
ri---ry, so dass die Summe der Grade gleich jm mit j < m ist. Man wiederholt
diesen Prozess, bis man einen Ring erhilt, in dem alle Erzeuger in P; liegen; diesen
Ring bezeichnen wir als P’. O
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Lemma 3.3.2 Sei P ein graduierter Ring, und sei P}, := @;2, Ppni eine Ausdiin-
nung. Dann sind Proj P und Proj P’ isomorph.

Bewetis 7Zu jedem homogenen Primideal p von P ist

e(p):=pNP,

ein homogenes Primideal in P/, und zu jedem homogenen Primideal p’ von P} ist

v)=EPrerl| @ Puyi|fce}

ieN FjENnj>i

ein homogenes Primideal in P. Es gilt (1 (p)) = p’ und aus ¢(p) = »(q) folgt p = .
Wir kénnen nun ¢: P — P} und ¢: P}, — P als zueinander inverse Morphismen
definieren: Dem auf U := {p € P | g & p} definierten Schnitt f/g kénnen wir den
auf ¢(U) definierten Schnitt fg"~!/¢g" zuordnen, so dass die identische Abbildung
auf Schnitten in Gegenrichtung das dazu Inverse liefert. O

Wir erhalten also eine fiir uns niitzliche Verallgemeinerung von [Har77, Beispiel
11.4.8.1):

Lemma 3.3.3 Sei P ein graduierter Ring, der als ungraduierter Ring endlich er-
zeugt ist. Dann ist der natiirliche Morphismus Proj P — Spec Py ein projektiver
Morphismus.

Beweis Gemifl dem vorletzten Lemma finden wir eine Ausdiinnung P’ := @;° Ppi

von P, so dass P’ als Pj-Algebra in P; endlich erzeugt ist. Nach [Har77, Bei-
spiel 11.4.8.1] ist ¢: Proj P’ — Spec Py ein projektiver Morphismus, und nach dem
vorhergehenden Lemma ist Proj P isomorph zu Proj P’. O

Wir finden nun einen graduierten Ring P mit den Eigenschaften
e Die Varietét Z,, ;4 ist isomorph zu Spec F,
e die Varietét Hilb,, 4 ist isomorph zu Proj P,
e als ungraduierter Ring ist P endlich erzeugt.

Dies liefert uns den den gewiinschten Satz:

Satz 3.3.4 Es gibt einen projektiven Morphismus 7, von Hilb, 4 nach Z, 4.

Beweis Sei P der graduierte Ring der GL,,(C)-Semiinvarianten von (M, (C))9xC",
d.h. P:=@;°, P; mit

P :={f: (M,(C))! xC" — C|
fiir alle h € GL,(C),p € (M,(C))? x C" gilt f(h*p) = (det(h))"f(p)} .
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Die Varietit Z,, 4 ist isomorph zu Spec Py: Fiir jede Invariante f von (M, (C))? x C"
und jedes A € C* gilt

f®) = f(A-1)xp) = fF(X1 X' (D), ..., XgX (p), AX'(p))) .

Also gilt f(X1X'(p),..., XX (p), X'(p)) = f(XiX'(p), ..., XyX'(p),0) per Grenz-
iibergang A — 0. Da alle regulidren Funktionen auf (M, (C))Y9 x C™ Polynome in
den Eintrégen der generischen Matrizen und des generischen Vektors sind, sind die
Invarianten schon Polynome in nur den Eintrigen der generischen Matrizen; solche
Polynome sind gerade die Invarianten auf (M, (C))Y.

Die Varietét Hilb,, 4 ist isomorph zu Proj P: Wir zeigen

D(wlv ce. 7wn) = Spec P(det(wl\...\wn)) :
Auf D(wy,...,wy,) gilt

det(wy]. .. ‘Wn)[];"v iwj]
Xi)ik = ’
(Xi) sk det(wi] ... |wn)

Also ist der Koordinatenring von D(wi,...,wp) ein Unterring von Pget(w,|...lwn))-
Umgekehrt ist Paeg(w:|...|wn)) Per Konstruktion ein Unterring des Invariantenrings
von Uy, 4(w1, .. .,wy); dieser ist gleich dem Koordinatenring von D(w1, ... ,wy). Die
offenen Teilstiicke verkleben, da auf beiden Seiten die Restriktionsabbildungen das
Einschrinken des Definitionsbereichs sind.

Noch zu zeigen ist, dass P als ungraduierter Ring endlich erzeugt ist; wir zeigen
dazu, dass P als ungraduierter Ring isomorph zum Ring der SL,, (C)-Invarianten auf
(M, (C))9 xC™ ist: Jede GL,,(C)-Semiinvariante ist eine SL,,(C)-Invariante, es bleibt
zu zeigen, dass jede SL,(C)-Invariante eine Summe von GL,(C)-Semiinvarianten
ist. Auf dem Koordinatenring R von (M,,(C))9 x C™ operiert C* per Ax f := f((\-
I)71)) linear und lisst den Unterring S der SL, (C)-Invarianten stabil. Also besitzt
S als C*-Modul eine Gewichtsraumzerlegung. Dabei sind nur die Gewichtsrdume
zu Vielfachen von n nichtleer, denn fiir jedes Element f aus dem Gewichtsraum i
gilt

f (diag(\",1,...,1)p) = f (diag(\" L, A7, ..., H(A - Dp)
=f((A-Dp)=X"x f(p),

wobei diag(aq,...,a,) die n x n-Diagonalmatrix mit Eintrigen a; bis a, auf der
Diagonalen ist. Also erhalten wir eine rationale Funktion C* — C*, \" — A%
solche Funktionen existieren nur, wenn 4 ein Vielfaches von n ist. Jede SL,(C)-
Invariante zum Gewichtsraum nj ist eine GLy,(C)-Semiinvariante vom Grad j. O

Wir bemerken noch

Lemma 3.3.5 Es gilt A(7,(p)) = A(p)/rad A(p) fiir jedes p € Hilb,, 4.
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Beweis Wir zeigen zuniichst, dass zu jedem Punkt p ein Punkt ¢ mit A(q) =
A(p)/rad A(p) im Abschluss des GL,(C)-Orbits zu 7,(p) liegt: Wir wéhlen dazu
eine Basis b1,...,b, von C", so dass genau by41,...,b, im Radikal liegen. Dann
leistet A\: C* — GL,(C), so dass A(t) jedes b; mit ¢ < m auf b; und jedes b; mit
j > m auf t~'b; abbildet, das Gewiinschte.

Wir betrachten nun diejenigen p, fiir die bereits A(p) halbeinfach ist, also A(p) =
I1,—; M4, (C) gilt. Zu einem Représentanten ¢ € Uy 4 von p wihlen wir generische
Matrizen mf] mit jeweils 4,5 € {1,...,dy} so, dass alle mﬁj(q) Elementarmatrizen
sind. Dann sind mf jm}fm = 5j,15k7nmf’m allesamt in p erfiillte GL, (C)-invariante
Gleichungen; diese gelten auch in 7, (p) und wir finden auch dort einen Reprisen-
tanten ¢ € Hilby, 4, so dass alle mf j(q’ ) Elementarmatrizen sind. O

3.4 Von Z; 4, nach Z; ,

Die abgeschlossene Immersion ¢: Zg, — Zg , konstruieren wir in drei Schritten.
Wir definieren ¢ als Morphismus; die Injektivitdt von ¢ kdnnen wir unmittelbar
beweisen. Um abgeschlossene Bedingungen fiir das Bild von ¢ angeben zu kénnen,
greifen wir zunéchst auf ein Lemma zuriick, auf das mich Klaus Bongartz aufmerk-
sam gemacht hat:

Lemma 3.4.1 Sei G eine reduktive Gruppe, P eine parabolische Untergruppe, X
eine G-Varietdt und Y C X eine abgeschlossene Untervarietit, die unter P stabil
ist. Dann ist auch die Untervarietit G -Y in X abgeschlossen.

Beweis Esist G xY in G x X abgeschlossen, also ist nach Satz auch G x*Y
im assoziierten Faserbiindel G x” X abgeschlossen. Wir versehen G/ P x X mit einer
G-Aktion durch g * (hP,z) = (ghP, gx). Damit wird die Abbildung ¢ : G x¥ X —
G/P x X via (g,z) — (gP,gx) ein G-dquivarianter Isomorphismus. Insesondere
ist damit auch ¢(G x” Y) in G/P x X abgeschlossen. Da G/P eine vollstindige
Varietit ist, ist das Bild der Projektion mo: G/P x X — X von (G xPY) in X
abgeschlossen. Es gilt mp(G xY) =G -Y. O

Wir betrachten die Abbildung

i (Ma(C))? — (Mg(C))?
p — (Xilp)®I,...,X4(p)®1I),

wobei M ® I die Blockdiagonalmatrix mit d Kopien von M auf der Diagonalen
bezeichne. Da {g ® I | ¢ € GL4(C)} eine Untergruppe von GL42(C) ist, ist die
Verkniipfung von 7 mit (M42(C))Y — Zzp , ein GL4(C)-invarianter Morphismus,
also faktorisiert er durch (My(C))Y — Zg4 zu einem v: Zgy — Zz ,. Insbesondere
gilt fiir alle p € Z;,4 und alle Worter w iiber {1,..., g}, dass Spur(X(w)(tp)) =
d Spur(X (w)(p)) ist.

50



Wir definieren nun eine parabolische Untergruppe P von GLg2(C). Wir beschrei-
ben dazu eine d? x d?-Matrix als Blockmatrix aus d x d Blocken der GroBe jeweils
dx d. Sei P dann die Menge der blockweise rechten oberen invertierbaren Dreiecks-
matrizen, d. h.

| fiir alle ¢ ist Mm‘ € GLd((C)
Mg q

Wir benétigen weiterhin eine Untervarietiit ¥ von (Mg(C))9, so dass Y sta-
bil unter der Aktion von P ist. Wir setzen Y auf die Menge aller Punkte p, so
dass alle Elemente von A(p) blockweise rechte obere Dreiecksmatrizen sind, deren
Diagonalblécke alle gleiches charakteristisches Polynom haben:

Y :={p € (Mp(C))! | zu jedem Q € My (C)[X1<i<,] gibt es M; ; mit

M171 * s *
Myy - "
Qp) = A
Mg q
so dass Spur(Mi,1) = Spur(Mz2) = ... = Spur(Myq)}

Dass GL42(C) -Y abgeschlossen ist, folgt nun aus Lemma und der Tatsache,
dass P-Y =Y ist.

Lemma 3.4.2 Das Bild von v ist gleich dem Bild von GLg2(C)-Y unter dem
Quotienten und damit abgeschlossen.

Beweis Es liegt Bild i per Konstruktion in V. Es reicht also zu zeigen, dass fiir
jedes p € Y im Abschluss von GLg2(C) - p ein Punkt aus Bild 7 liegt.

Sei zu p die Matrix Xg(p) fiir jedes k € {1,...,g} in jeweils d x d-Blocken
durch (M j)i<ij<d gegeben. Dann liegt der Punkt p’ gegeben durch Xj(p') =
(M j)1<i,j<d mit Mlﬁ;” = M, ;; fur alle ¢ und Mé” =0 falls ¢ # j im Abschluss
von GL42(C) - p: Man betrachte dazu die 1-PUG in d x d-Blockdiagonalgestalt
(9ij)1<ij<d Der gi; = t*I; der Grenzwert von (gi;)p in 0 ist gerade p'.

Der zu p’ gehorige Modul ist die direkte Summe von d Moduln der Dimension
d. Nach Satz finden wir im Abschluss von GLg2(C) - p’ einen Punkt p”, so
dass die Summanden bereits halbeinfach sind. Da jedes Paar von Summanden in
allen Invarianten iibereinstimmt, sind alle Summanden schon zueinander isomorph.
Damit ist p” die direkte Summe von d Kopien des gleichen Moduls. Also gibt es ein
g € GLz2(C) mit gp” € Bild . O

Wir erhalten aus der Konstruktion von ¢ unmittelbar:

Korollar 3.4.3 Fiir jedes p € Zg , ist A(p) = A{u(p)).
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3.5 Der Morphismus 7y

Mit den Ergebnissen der vorangegangenen Abschnitte konnen wir nun den Mor-
phismus 74: Dy 4 — Zg4 einfithren: Dazu konstruieren wir zunéchst 74 als wohl-
definierten Morphismus. Die Projektivitét folgern wir aus allgemeinen Satzen, die
Birationalitét folgt mittels linearer Algebra. Wir benutzen die Bezeichnungen aus
dem Diagramm am Anfang von Kapitel @ Sei dariiberhinaus 7,: Hilb, ; — Z, 4
der projektive Morphismus 7, aus Satz

Theorem 3.5.1 FEs existiert ein projektiver birationaler Morphismus mg, so dass
das Diagramm vom Anfang des Kapitels [3 kommutiert.

Beweis Wir zeigen, dass Tg2(Dg4) C Bilde: Sei p € adg(ﬁ;ilQ(OMd((c))). Die Un-
teralgebra A(p’) zu jedem Reprisentanten p’ von p ist isomorph zu ihrem Bild in
Algge, also einem Punkt aus Oy, (). Fiir jede Matrix N € My(C) gilt, dass die
Linksmultiplikation N ® _: My(C) — My4(C) als charakteristisches Polynom gerade
die d-te Potenz des charakteristischen Polynoms von N hat, denn die Linksmul-
tiplikation operiert spaltenweise. Also hat jedes Element aus A(p’) ebenfalls als
charakteristisches Polynom die d-te Potenz eines Polynoms. Da die charakteristi-
schen Polynome Invarianten sind, besitzen auch p und 74 (p) diese Eigenschaft. In
Zg2 4 ist dies gerade die Bedingung dafiir, im Bild von ¢ zu liegen. Da das Bild von
¢ zudem abgeschlossen ist, folgt aus o4 (ﬁ;;z(OM ,(©)) C 7~rd_21 (Bild ¢) schon, dass
sein Abschluss Dy 4 in 7?;21 (Bild ¢) enthalten ist.

Damit ist der Morphismus 7y, der p auf das Urbild von 74 (p) abbildet, eine
wohldefinierte stetige Abbildung. Der zugehérige Ringmorphismus ist iiberraschend
iibersichtlich: Eine Invariante Spur(Q) mit @ € My(C)[Xi<i<4| wird auf das Bild
von d Spur(Q) aus dem Invariantenring zu Z;» , abgebildet.

Dass my projektiv ist, erhélt man aus den Tatsachen, dass 7z|p ., als Ver-
kniipfung einer abgeschlossenen Immersion und eines projektiven Morphismus
projektiv ist und dass ¢ als abgeschlossene Immersion nach [Gro60, Proposition
1.5.5.1 (i)] separiert ist. Nach [Gro61, Proposition I1.5.5.5 (v)] ist dann 7y projek-
tiv.

Fiir die Birationalitit von 74 nutzen wir, dass das Bild von 7| UdQ(K;;2(OA{d(C)))

gerade alle Punkte in Z;, sind, deren zugehdrige Moduln einfach sind; die Menge

dieser Punkte liegt dicht in Zg,. Es bleibt zu zeigen, dass Wd’UdQ(“;;z(OA{d(C))) in-

jektiv ist: Seien p,p’ € oz (/1;(112 (Omy(cy)) mit mq(p) = mg(p’). Wir wihlen je einen
Reprisentanten ¢ zu p und ¢’ zu p’ sowie ¢ zu mg(p). Dann erhalten wir Algebren-
morphismen ¢ und ¢’ von C%* versehen mit der Multiplikation durch Kg.q2(q) bzw.
kgq2(q') nach My(C), gegeben durch X;(q)X'(q) — Xi(q) bzw. X;(¢)X'(¢') —
X;(q) fiir jedes Polynom X in den generischen Matrizen. Diese sind stets wohl-
definiert und Isomorphismen, da die Rechtsmultiplikation mit X’(q) bzw. X'(¢')
stets ein Algebrenisomorphismus und der zu 74(p) gehérige Modul einfach ist. Also
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ist "1y ein Algebrenmorphismus, der jedes X;(¢)X'(q) auf X;(q')X’(q') abbil-
det und zugleich ein Automorphismus von Vektorrdumen auf C * ist. Damit gilt
p=op2(q) =ocp(d)=7p. O

Statt einer expliziten Beschreibung von mg; erhalten wir eine Charakterisierung,
indem wir Lemma [3.3.5] und Korollar [3.4.3] verbinden:

Satz 3.5.2 Flir jedes p € Dg 4 gilt A{mg(p)) = A(p)/rad A(p).

Damit koénnen wir nun diejenigen Teile der Desingularisierung beschreiben, die tat-
sichlich glatt sind:

Theorem 3.5.3 Sei X die Menge aller Punkte p aus Zg 4, so dass der zu p gehirige
Modul einfach ist oder in genau zwei zueinander nicht isomorphe einfache Unter-
moduln zerfillt. Dann ist die Finschrinkung von mg auf das Urbild von X eine
Desingularisierung von X.

Bewets Es reicht zu zeigen, dass das Urbild X von X glatt ist. Wir wissen zu
jedem Punkt p € X, dass A(p)/rad A(p) gleich M;(C) oder My, (C) x Mg,(C) mit
dy +dy = d ist. Damit folgt, dass p in sz(/ﬁ;ég(OMd(C))) oder O‘d2(/£g_’(112(014:(d17d2)))
liegt. Die Behauptung folgt nun aus Theorem und der Glattheit von r, 42 und
g42. O
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4 Struktur der Desingularisierung

Wir wissen nun, dass Noris Konstruktion nur im Fall d = 2 tatséchlich eine Desingu-
larisierung ist. Wir beschreiben daher Dj , als Varietét vermittels seiner Homologie
und 7y durch Beschreibung seiner einzelnen Fasern.

Die Varietdt Do , ist insbesondere eine Untervarietit von Hilby 4; wir sammeln
daher hier zunichst einige Eigenschaften seiner Struktur [Rei05]: Wie schon im
Beweis zu Satz diskutiert, erzeugen die reguléren Funktionen det(w1] ... |wy):
Upng — C (Definition siehe Abschnitt den auf natiirliche Weise graduierten
Ring P der Semiinvarianten von Hilb, ;. Wie schon fiir U, ; und P, , definieren
wir I/{\iﬁ)nvg (w1,...,wy) als die offene Teilmenge von I/{\iﬁ)nvg mit det(w]...|w,) #0
und Dy 4(w1,...,ws2) als die offene Teilmenge von Dy, mit det(wi]...|wge) # 0.

Satz 4.0.1 Die Varietit I/{\iﬁmjg wird schon durch die Mengen der Form

Hilby,, (i, j, k, €), Hilby 4 (ji, j, 4, €), Hilby 4 (id, j, i, €) und Hilby 4(iid, ii, i, )
fiir paarweise verschiedene i, j, k € {1,...,g}

offen tiberdeckt.
Fiir Dy 4 reichen schon Dy 4(i,7,k,€) und Ds 4(ji, j,1,¢€)

Bewets Fiir jedes X € My(C)[Xi<i<4) und jeden Untervektorraum V' C A(p) folgt
schon aus XX'(p) € VX'(p), dass X(p) € V. In Dy 4 sind dabei det(ii|j|ile) und
det(iii|iilile) stets gleich 0. O

Das Ziel der beiden folgenden Abschnitte ist es, eine Zellenzerlegung fiir Dy, an-
zugeben. Dazu definieren wir zunéchst den Begriff der Zellenzerlegung:

Definition 4.0.2 Sei X eine Varietdt. Dann heifst eine absteigende Filtrierung
X=XoDX1D...0X; =10

eine Zellenzerlegung fir X, wenn alle X; abgeschlossene Untervarietiten von X
sind und fir jedes j € {1,...,t} das Komplement X;_1 \ X; isomorph zu einem
affinen Raum A% ist.

Wir erreichen diese Zellenzerlegung in zwei Schritten: Zunéchst bestimmen wir im
Abschnitt [4.1| die Fixpunkte von D5 4 unter einer C*-Aktion. Nach [Kir88] ldsst sich
dann die Homologie von Ds , unmittelbar aus der Homologie der Zusammenhangs-
komponenten der Fixpunktmenge bestimmen.

Im Abschnitt werden wir dann eine Zellenzerlegung explizit angeben kénnen,
indem wir die Fixpunkte unter der Aktion eines so grofien Torus bestimmen, dass
nur noch endlich viele Fixpunkte iibrigbleiben.

o4



4.1 Fixpunkte unter der multiplikativen Gruppe

Wir wihlen als C*-Aktion

T: C*'xWyg — Wy,
(t,(m1,...,mg,v)) +— (tmy,...,tmg,v) .

Satz 4.1.1 Die Fizpunkte von Do 4 unter der von der obigen Aktion induzierten
Aktion von C* auf Doy sind fir g > 3 die disjunkte Vereinigung einer Grj mit
einer Gri; fir g =2 sind sie eine Grj.

Beweis Obige C*-Aktion definiert eine wohldefinierte Aktion auf jeder GL4(C)-
Semiinvariante:

te det(wﬂ A \wn)(p) =t° det(wl‘ cee ‘wn)(p) 5

wobei s die Summe der Liangen der Worter w; ist. Der Punkt p ist also genau dann
ein Fixpunkt, wenn es ein s gibt, so dass jedes det(wi]. .. |wy)(p) verschwindet, bei
dem die Summe der Léngen der w; ungleich s ist. Da Dj , von offenen Mengen der
Form Dy (3, j, k,e) und Do 4(ji, 7,4, ¢€) iiberdeckt wird, kann es Fixpunkte nur fiir
s € {3,4} geben.

Wir betrachten mogliche Punkte p fiir s = 3: Dazu definieren wir einen Mor-
phismus ¢ von der Vereinigung aller offenen Mengen der Form Dy 4(i, j, k, €) in die
Grassmannsche Grj der 3-dimensionalen Unterrdume von CY wie folgt:

o(p) :={u € CY | es gibt ein A € ((C4)Vmit u=AX1X'(p)),..., NX;X'(p))}

Zur Wohldefiniertheit: Da der Vektorraum (X1 X'(p),...,X,X'(p)) die Dimension
3 hat, hat auch der Raum der Linearformen darauf héchstens Dimension 3, also
auch o(p). Sind 4,5,k € {1,...,9} so gewihlt, dass det(i|jlk|e)(p) # O gilt, so
liefern die Linearformen \;, Aj, Ay definiert durch (X, X'(p)) := 1. in ¢(p) ein
dreidimensionales Erzeugnis. Zudem ist ¢(p) stabil unter der GL4(C)-Aktion auf
der Definitionsmenge von .

Wir kénnen nun eine Umkehrabbildung zu ¢ direkt angeben: Sei zu einem Un-
terraum U von CY der Dimension 3 eine Basis durch (u1, ug, u3) gegeben. Dann ist
p, definiert durch

Xl(p) = ) (*)a

(u3);
0

o O O O
(el evhien B an)
S O O O
—~
g
DO
~—
S S,
—~
S
~—
I
— o O O

ein Punkt in der Definitionsmenge von ¢, so dass ¢(p) wieder U ergibt und p
ein Fixpunkt zu s = 3 ist: Es gilt det(w;]|...|ws)(p) = 0, falls ein w; mindestens
Lénge 2 hat oder nicht genau eines der w; gleich ¢ ist, da fiir alle [,m € {1,...,¢g}
gilt X;X;m(p) = 0 und (X1X'(p),...,XyX'(p)) nur Dimension drei hat. Also ist
det(wi|...|ws)(p) # 0 nur bei einer Wortlingensumme von 3 méglich.
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Wir zeigen, dass jeder Fixpunkt zu s = 3 einen Représentanten der Form (x)
besitzt: Sei p aus der Vereinigung aller Dy 4(3, 7, k,€). Fiir alle [,m € {1,...,g}
gilt wegen det(ml|i|j|k)(p) = 0, dass X, X; X' (p) € (X;X'(p), X;X'(p), Xi X'(p)).
Analog schlieBt man X, X;X'(p) € (X'(p), X;X'(p), Xx X'(p)), also X, X; X'(p) €
(X;X'(p), XpX'(p)) und schlieBlich X,,,X;X'(p) = 0, also (X1(p), ..., Xq(p))X'(p)
C ker X, (p) fiir alle m. W&hlt man nun die ersten drei Basisvektoren von C" aus
(X1(p), ..., Xg4(p))X'(p) und den vierten als X'(p), so erhélt man einen Représen-
tanten der Form (x).

Sei nun s = 4: Wir betrachten die Menge aller Punkte, in denen fiir mindestens
ein Paar 4,5 € {1,..., g} mindestens ein det(ji|j|ile)(p) ungleich 0 ist. Darin dis-
kutieren wir zunéchst die abgeschlossene Menge X aller solchen Punkte p, so dass
det(w1|we|ws|ws)(p) null ist fiir alle wy, . .., ws mit Summe der Wortldngen ungleich
4. Wir definieren nun ¢ in analoger Weise, aber von X in die Grassmannsche Gr3,
wiederum als

o(p) :=={u € CY | es gibt ein A € ((C4)vmit uw=(ANX1X'(p)),.... NXX'(p))} .

Zur Wohldefiniertheit: Das Erzeugnis (X1 X'(p), ..., XyX'(p)) hat die Dimension 2,
da fiir alle 4, j, k € {1,..., g} nach Voraussetzung det(i|j|k|e) = 0 gilt. Also hat auch
der Raum der Linearformen darauf héchstens Dimension 2, also auch ¢(p). Sind
i,7 € {1,..., g} so gewihlt, dass det(ji|j|i|e)(p) # O gilt, so liefern die Linearformen
definiert durch \/(X,;, X'(p)) := 01m in p(p) ein zweidimensionales Erzeugnis.

Die Umkehrabbildung 1 ist gegeben, indem (u1, ug) folgendes Bild p zugeordnet
wird:

0 (u2); —(w); 0 0
me =0 o o wyloww=|g] .
0 0 0 OZ 1

Es gilt 1 = id per Konstruktion. Es reicht also zu zeigen, dass alle Fixpunkte zu
s =4 im Bild von 9 liegen:

Sei g ein Fixpunkt zu s = 4. Angenommen, es gibe ein M € A(q), so dass M
zwei verschiedene Eigenwerte hat. Da M € A(q) und q € Do 4(ji, j,i,€), gibt es
a;, a5, - und aq mit M = (o X; X5 + 0 X + a; X; + a_I)(q); also besitzt auch
M’ := (a4 X;Xj+a;X;j+0a;X;)(¢g) mindestens einen von 0 verschiedenen Eigenwert.
Daher gilt (M’)3 # 0 und M’ lisst sich als Summe von Wértern w schreiben,
von denen jedes mindestens Liange 3 hat. Andererseits gilt im Widerspruch dazu
det(w|jlile) = 0, det(jilwl|ile) = 0, det(ji|j|w|e) = 0 und det(ji|j|ilw) = O fiir jedes
Wort w der Lange mindestens 3 und damit X (w) = 0. Damit kann A(g) nicht
isomorph zu My (C) oder A— sein, es bleiben 1T4 oder Ny. Die Algebra Ny scheidet
aus, da dort niemals det(ji|j|ile) # 0 gilt. Die Algebra A(g) ist also isomorph zu
Ay. Fiir jedes k € {1,..., g} ist wegen X (kkk)(q) = 0 schon X(q) nilpotent; damit
gilt fiir alle k,1 € {1,..., g}, dass X X;(q) = —X; X (q). Wahlen wir nun die Basis
XiX;X'(q),X;X'(¢q), XiX'(q), X'(¢), so erhalten wir einen Repriisentanten, der von
der Form der Punkte im Bild von ¢ ist. O

56



Damit erhalten wir durch Anwendung des Theorems aus [Kir88, Abschnitt 0.1]:

Theorem 4.1.2 Die Varietit D 4 hat die Betti-Zahlen beschrieben durch

> dim Hi(Da g, Q)t' = {g ] 4 204 [ 527 } .
i=0 t2 t2

Dabei sind

a [ai2[a —1]p2 -+ [12
die Gauflschen Binomialkoeffizienten, wobei
2 —1
2 -1

{ b] el -1e-b-at 1

[clyz =

sei.

Beweis Zu jedem p € D 4 gibt es nur genau einen Punkt f € C*-pn DQ’QC*. Wir
konnen daher den Attraktor eines Fixpunktes f € DQ,QC* definieren als die Menge
aller Punkte p € Dy, mit f € C* - p. Analog definiert man den Attraktor einer
Fixpunktmenge als die Vereinigung der Attraktoren aller ihrer Elemente.

Die Homologie stimmt mit der Homologie der Fixpunktmenge der C*-Aktion
iiberein, wobei die Homologie jeder Zusammenhangskomponente gemafl der Codi-
mension ihres Attraktors in der Varietdt zu verschieben ist. Die Homologie einer
Grassmannschen ist dabei gegeben durch

= b

> " dim H'(Gr}, Q)t' = [ ] .

i=0 @l
Wir bestimmen nun die Dimension der Attraktoren: Ist mindestens eine der
det(w1 |we|ws|ws)(p) mit Wortlaingensumme s = 3 ungleich null, so muss p im At-
traktor zu s = 3 liegen. Seine Dimension ist also gleich der Dimension von Ds 4; diese
ist gleich der Dimension von Z3 ; und damit 4g — 3. Wegen det(w |wa|ws|ws)(p) # O
existieren Attraktor und Fixpunktmenge nur fiir g > 3.

Der Attraktor zu s = 4 liegt in der Varietiit aller Gleichungen det(i|j|kle) = 0
und lésst sich tiberdecken durch die Schnittmengen der D5 4(ji|j]i|¢) mit dieser Va-
rietét fir 4,5 € {1,..., g}. Es reicht also, die Dimension einer solchen Schnittmenge
auszurechnen. An jedem p € D5 4(ji|j|i|e) erzeugen X;(p) und X;(p) per Konstruk-
tion bereits ganz A(p). Wegen det(k|j|ile) = O fiir jedes k € {1,..., g} folgt, dass
die Forderung an Xy(p) fiir k # ¢, 5 lautet

Xi(p) € (Xi(p), Xj(p), I)c -

Die Matrizen X; und X; werden durch den Morphismus

£:U — Dy, pr— (Xi(p),X;(p), X' (p))

charakterisiert. Da Dj o birational zu Zs s ist, hat auch D, 9 die Dimension 5, also
der Attraktor die Dimension 3g — 1. In Ds 4 hat er also die Codimension g — 2. [

o7



4.2 Die Zellenzerlegung

Der Vollsténdigkeit halber untersuchen wir noch die Aktion von GL4(C) auf D, 4

9 9
he (ml,...,mg,v) = ( E hlyimi,..., E hgﬂ-mi,v) .
i=1 =1

Fiir n = 2 gelingt uns die Berechnung der Fixpunkte eines maximalen Torus in
GL4(C) beziiglich dieser Aktion.

durch

Satz 4.2.1 Die Aktion der Gruppe der invertierbaren Diagonalmatrizen (C*)9 als
Untergruppe von GLy(C) auf Dy, 4 besitzt genau die folgenden Fizpunkte:

1. Orbiten mit einem Reprdsentanten der Form

0 0

m; =

o O O

0
0
0

Davon gibt es (3) Stiick.

0

0
0
0

o= O O

o O O

I

o O O O

o O O O

o O O O

o O = O

my =0 firl#i,7,k

2. Orbiten mit einem Reprdsentanten der Form

m; =

Beweszs

0

o O O

—1

o O O

0

0
0
0

)

S = O

mj; =

@)

o O O

o O O O

my=0 firl#i,j
Dies sind gerade (3) Orbiten.

o O O

O O = O

o O O O

o O O O

= o o O

o O O O

o o o+

Ein Fixpunkt in D, 4 ist gleichbedeutend mit einem Punkt in P, g,

so dass sein (C*)9-Orbit innerhalb seines GL,2(C)-Orbits liegt, und so dass im
Quotienten das Bild des Punktes in D), , liegt. Wir wihlen hier als zu betrachtenden
GLy(C)-Torus die invertierbaren Diagonalmatrizen. Dann ist das Vorliegen eines
Fixpunktes in Dy, ; im Punkt o,,2(p) mit p := (m1, ..., mg,v) dquivalent dazu, dass
ein p: (C*)9 — GL,,2(C) existiert, so dass

(t1-ma,... tg-mg,v) = (p(t)mip(t) 1, ...

L p()mgp(t) ™ p(t)v)

gilt, denn: Aus der Existenz eines solchen ¢ folgt sofort, dass p ein Fixpunkt ist.
,Wy2, 50 dass p in Py g(wi] ... |wy,2) liegt.

Umgekehrt wahlen wir Worter wy, ...
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Dann ist die generische Matrix m: P,2 , — M,2(C), die wir spaltenweise durch
X (wj)v in der i-ten Spalte definieren, in p invertierbar. Wir erhalten ¢(t) = m(t o
p)m(p)~".

Falls ein solches ¢ existiert, gibt es Anlass zu einer Gewichtsraumzerlegung des
C"*. Wir suchen daher zuniéichst nach Punkten, die eine Gewichtsraumzerlegung
zulassen. Aus obiger Gleichung folgt

et =v, pt)mv =t;- (mw), e(t)mymjv = tit; - (mym;v) .

Diese Eigenschaft stellt sich als eine strenge Forderung an potentielle Fixpunkte
heraus: Der Vektor v liegt stets im Gewichtsraum zu (1,...,1). Weiterhin nutzt
man aus, dass die Rechtsmultiplikation mit v ein Isomorphismus von (my, ..., mg)
nach C™” ist.

Ab hier betrachten wir wieder nur den Fall n = 2. Fiir jedes i € {1,...,¢g}
erhalten wir: Entweder ist m;v ein Eigenvektor von jedem ¢(t) zum Eigenwert ¢;
oder es gilt m; = 0.

Gibt es paarweise verschiedene ¢, j, k, so dass m;, m;, my # 0, so ist

(miv) ® (mjv) ® (mgv) © (v)

eine Gewichtsraumzerlegung und m;my = 0, da t;tp fiir alle [, A dann aus Dimen-
sionsgriinden kein Eigenvektor von ¢(t) ist. Wir erhalten Orbiten der ersten der
beiden oben angegebenen Formen. Die Normalisierung ist aufgrund der GL4(C)-
Operation moglich.

Sind nur zwei der m; verschieden von 0, so seien sie mit m; und m; bezeichnet.
Es ist mf = 0, da es im Erzeugnis der Eigenrdume zu t; und 1 enthalten ist; analog
schliefft man, dass m? = 0 gilt. Wegen

0= (m;+ mj)2 = m? + mymj + mym; + m? = mym; + m;m;
folgt mym; = —mjm;. Da dim(v, m;v, mjv, mym;v) = 4 ist, erhalten wir m;m; # 0.
Es ergibt sich die Gewichtsraumzerlegung
(miv) @ <77’Lj’l)> ©® (mimjw % <U>

und durch geeignete Basiswahl die Beschreibung des Orbits in der zweiten genann-
ten Form.
Die Annahme, es sei nur ein m; # 0, fiihrt zu dem Widerspruch

4 = dim(myq, ..., my) = dim(m;v,v) =2 . 0

Mittels des Satzes von Bialynicki-Birula (siehe z. B. [BBCM02, Lemma II.4.1] und
Theorem I1.4.2) erhalten wir, da Dy 4 nur endlich viele Torusfixpunkte besitzt:

Theorem 4.2.2 Die Varietit Do 4 besitzt eine Zellenzerlegung.

Tatséchlich ldsst sich diese sogar explizit beschreiben: Die Varietédt Do 4 zerfillt in
die Attraktoren aus dem Beweis zu Satz Durch Nachrechnen zeigt man, dass
der Attraktor zu s = 3 ein Vektorbiindel vom Rang 4g — 3 iiber Gr§ und derjenige
zu s = 4 ein Vektorbiindel vom Rang 3g — 1 iiber Gr ist.
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4.3 Die Fasern von m,

Wir untersuchen nun abschlieSend die Fasern von my. Wegen Dy ;=09 (/59714((9 Ms(C) ))
konnen wir Dy 4 disjunkt in S1 U S U S3 U Sy mit

S1 = DyynN 02(’59,14(0%(@)))’
Sy = DognN 02("59,14(014:))7
Sz = Dy gNoy ;}4((9&))’

Si = DagnN UQ(H_g,lzL(ONAL))

zerlegen. Es existiert eine entsprechende Zerlegung fiir den Modulraum von Vek-
torbiindeln vom Rang zwei mit trivialer Determinante auf einer glatten projektiven
Kurve vom Geschlecht g [BS90]; sie ist dort mit N, N1, Ny und N3 bezeichnet. Im
Gegensatz zu jener Charakterisierung betont die hier gegebene Beschreibung den
engen Zusammenhang mit den 4-dimensionalen Algebren.

Satz 4.3.1 Der Morphismus ma|g, ist ein Isomorphismus auf die Untervarietit von
Z3,4 aller einfachen Moduln.

Beweis Wir erhalten, dass das Bild von S1 in Z3 4 gerade die zu den einfachen Mo-
duln korrespondierenden Punkte sind: Entspricht ¢ € Z3 4 einem einfachen Modul,
so gibt es einen Représentanten ¢’ von ¢ und Polynome P, ..., Py € C[X,..., X],
so dass Pi(¢'), ..., Py(q’) die Elementarmatrizen sind, also die Gleichungen

Pi(d) = PaPs3(q"), Pu(d) = P3Pa(q'),
X(Pi(q) =t(t—1), x(Pa(d)) =x(Ps(¢) =t>, x(Pu(q)) =t(t — 1),
P+ P(d)=1
erfiillen. Da fiir jedes P € My(C)[X1<;<y] und jeden Punkt p € Hilb,: , die Eigen-

werte von P(p) und P(74(p)) ibereinstimmen, gilt auf jedem Urbild p unter w3 von
q, dass

Py(p) = P2P3(p), Pa(p) = P3Pa(p),
X(Pi(p)) = (t(t—1))%,  x(Pa(p)) = x(Ps(p)) =t*, x(Pu(p)) = (t(t — 1)),
Pi(p)+ Py(p) =1 .

Insbesondere ist also A(p) isomorph zu Mz(C). Der Morphismus ma|g, ist injektiv;
dies haben wir im Beweis der Birationalitét zu Theorem gezeigt. O

Wir beginnen nun mit der Beschreibung der Fasern iiber den Singularitéten: Der
nachfolgende Satz entspricht dem Theorem Teil (i) aus der Einleitung von [BS90).

Satz 4.3.2 Der Morphismus ma|s, hat als Bild die Untervarietit aller Punkte, die
die direkte Summe zweier zueinander nicht isomorpher Moduln reprisentieren. In
jedem Punkt ist die Faser isomorph zu P9=2 x P92,
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Beweis Als Bild von S5 erhalten wir genau solche Punkte, die direkte Summen
zweier zueinander nichtisomorpher einfacher Moduln sind: Jeder solche Punkt ¢ €
Zog lasst ein X € Mo(C)[Xi<i<g] zu, so dass X(q) zwei verschiedene Eigenwerte
besitzt. In Dy 4 lassen genau Punkte p aus S1 und S Matrizen X € M>(C)[X1<i<g]
zu, so dass X (p) zwei verschiedene zweifache Eigenwerte hat, und S; wird schon
auf die einfachen Moduln abgebildet.

Wir fixieren im Bild von Sy einen beliebigen Punkt q. Wir wéhlen ein a, so dass
Xa(q) zwei verschiedene Eigenwerte hat. Dann finden wir x1, 9, €1, e2 € C, so dass
(r1X4 + e11)(q) und (29X, + e21)(q) zueinander orthogonale Idempotente sind.
Wir konstruieren zueinander inverse Morphismen ¢: w5 Yq) — P92 x P9=2 und
Y PI72 x PI72 — 7151 (q): Sei p € o, 7,y H(g). Dann sind per Konstruktion p; :=
(x1Xa + e1l) und py := (22X, + eol) fiir jedes p ebenfalls zueinander orthogonale
Idempotente; also sind die Réume p1(p)A(p)p1(p), p1(p)A{p)p2(p), p2(p)A(P)P1(P)
und pa(p)A(p)p2(p) jeweils genau eindimensional. Sei

d(jli): oytmyta) — C,
p — det(paX;pr1 X' |p1 Xipo X' |p2 X' |p1 X)) (p) -

fir alle 4,7,k € {1,...,¢}. Dann gilt d(j|i)d(k|l) = d(j|1)d(k|i), d(ila) = d(a]i) = 0
und es gibt 4,7, so dass d(i|j) # 0. Wir erhalten also einen Morphismus in die
Segre-Einbettung

g oylmyt(q) — P92 x PO
p = (@G5 (P)i<ij<gijta -

Da es sich bei allen d(i|j) um Semiinvarianten vom Grad 1 handelt, ist der Mor-
phismus GL4(C)-invariant, also auch ¢: my '(q) — P92 x PI=2_ g4(p) — @(p)
wohldefiniert.

Um den Morphismus : P972 x P9=2 — w;l(q) zu definieren, sei \;; :=
Spur(p; Xip;)(¢) mit i € {1,...,g}, j € {1,2}. Wir setzen

i (ar ... iag_1) X (b1 ... :bg—1) — o4(p) mit
Xi 00 0 X1 0 0 0
N 0 )\i,l 0 a; R N 0 )\a,l 0 0
Xz(p) T bl 0 >\i,2 0 fllI' 1< a, Xa(p) T 0 0 >\a72 0 ’
0 0 0 X2 0 0 0 Age

Mi 00 0

N 0 X1 0 a1
Xilp) = bici 0 N2 O
0 0 0 s

fir i >a, X'(p):=

_ o O =

Man rechnet nach, dass ¢y = id gilt. Um zu sehen, dass v surjektiv ist, wihle man
fiir ein beliebiges p € 7r2_1(q) als Basis p1 X' (p), p1Xip2 X' (p), ;1 X;p2X'(p), p2 X' (p)
mit ¢, j so, dass d(i|j) # 0. Der Reprisentant ist dann von der Form der Bilder von

. O
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Um die Fasern iiber den verbleibenden Punkten zu bestimmen, definieren wir
zunéchst das nachfolgende Vektorbiindel E, dann werden wir in Satz die Faser
in zwei Teilen explizit beschreiben kénnen, bevor wir abschlieffend in einer techni-
scheren Form eine Beschreibung der Gesamtfaser in einem Stiick angeben, an der
sich noch ihre Projektivitit ablesen ldsst. Satz [£.3.3] steht in Zusammenhang zu
Proposition 5 und 6 aus [BS90].

Sei E der Quotient des getwisteten trivialen Biindels modulo dem tautologischen
Biindel, jeweils iiber Grj, oder explizit: Seien V;; := (CI9™2)3 fir 1 <i < j <y
Vektorrdume, wobei wir definieren

uy ... Uj—1 0 U; ... ’U,j_g 0 uj—l NN ug
Vij = vy ... w1 1w oo v 0 v L. vy
wp ... W1 0 w; ... wj,Q 1 wj,l NN wg

Die zweite und dritte Zeile bilden dann eine Basis fiir einen zweidimensionalen
Unterraum des CY, und jeder Unterraum lésst sich in mindestens einem V; ; auf diese

Weise darstellen. Es reicht, den Verklebemorphismus ijk VijnVip C Vi — Virzu

definieren; yf ;? konstruiert man analog, andere Vf 31 erhélt man durch die Verkettung

kil

VitVig
Ly — Mgy
. Wk Wy,
yok v = v— 2k
“J 1 W
w 1
wkw

Man rechnet die Wohldefiniertheit wie iiblich nach.

Satz 4.3.3 Die Einschrankungen ma|s, und ma|s, haben als Bild jeweils die Un-
tervarietdt aller Moduln, die direkte Summe zweier Kopien eines eindimensionalen
Moduls sind. Die Einschrinkung ma|s, hat iber jedem Punkt eine zu Gr§ isomorphe
Faser und ma|s, als Faser iber jedem Punkt das Vektorbindel E.

Beweis Die Mengen S3 und Sy werden auf Punkte abgebildet, welche die zweifa-
che direkte Summe eines eindimensionalen Moduls reprisentieren. Die Fasern aller
Punkte sind isomorph, es reicht 0.B.d.A., die Nullfaser zu diskutieren: Sei p € Dy 4
und ¢ = ma(p). Dann gilt 1(q) = T4(p); dies ist fiir jedes i € {1,..., g} dquivalent
dazu, dass

UX1(q); - -, Xi(g) — 5(Spur X;(q))1, ..., X4(q))

= 7 (X1(p), - .-, Xi(p)

1

2

1
- §(SPUI'X1(Q))I, s :Xg(p))>
da stets Spur X;(p) = 2 Spur X;(q) gilt.

Liegt nun p im Urbild der Nullfaser innerhalb von Sy, so sind alle X;(p) nilpotent,
also gilt geméf der Algebrenstruktur von Ny, dass X;X;(p) = 0 fir alle i,j €
{1,...,g}. Diese Menge ist genau die im Beweis zu Satz berechnete Menge
der Fixpunkte zu s = 3; sie hat sich als Grassmannsche Gr§ erwiesen.
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Das Urbild S9 der Null in S3 zu bestimmen, erfordert mehr Aufwand: Wir kon-
struieren ein Biindel F {iber Grj und beschreiben Sg so, dass wir einen Morphismus
p: Sg — F definieren kénnen. Zuletzt beweisen wir, dass ¢ ein Isomorphismus ist.

Die Menge S3 wird schon von den offenen Mengen D(ji, j,,¢) iiberdeckt. Da fiir
jedes p € S9 alle X;(p) schon nilpotent sind, hat p in jedem D(ji, j,i,¢) die Form

0 -1 0 0 0010
0 0 0 0 000 1
Xik)=19 o 01| ¥®=¢090 0|
0 0 0 0 0000
0 —Qf bk Cl 0
o 0o o0 o | o
0 0 0 0 1

fir alle 4,5,k € {1,...,9}, i<j, k#1i, k#j.

Wir definieren den Morphismus ¢: Sg — F zunéchst lokal als Morphismen ¢ von
jeder in SY offenen Menge D(ji, j,i,e) N SY jeweils nach V; ; durch

clT ... Ci—1 0 Ci+1 - Cj,1 0 Cj+1 e Cg
p— a ... ;-1 1 Qi1 ... Q51 0 aj+1 ... Qg
bl e bi—l 0 bi—i—l ce bj_l 1 bj-i-l e bg

Da die D(ji, j,1,¢) auf die gleiche Weise verkleben wie die V; ;, ist der Morphismus
wohldefiniert. Insbesondere ist ¢ auf jedem V; ; ein Isomorphismus und damit auch
insgesamt ein Isomorphismus. O

Wir geben nun noch eine explizite Beschreibung als abgeschlossene Varietét in
einem PV an, wobei N = £g(g — 1)(4g — 5): Wir kénnen die Beschreibung von
D(ji, j,i,¢) in Invarianten angeben durch

0 -1 0 0 0 010
0 0 0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0 0 O
o _detGililkle)  det(jilklile)  det(klj|ile)
det(ji|jlile)  det(jiljlile) detéjzﬂ\l \ls) 0
_| 0 0 0 Teomig |0
Xk(p) - 0 0 0 det(7i|j|kl) ) U(p) T 0 )
det(jilj]zle) 1
0 0 0 0

fiir alle 4, §,k € {1,...,q}, i < j, k#14,j
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sowie von D(k, j,i,e) durch

Xi(p) ==

o O O O
o O O O
o O O O
o = O O
o O O O
o O O O
O O = O

5

S

I

o O O O
o O O O
o O O O
o O O

det(kljlle)
det(kljlile)
det(k|l|i]e)
dEI | X (p) =

0
0

Xi(p) = 0 detlljlil

0

{

— o O O

det(k|j]ile)

o O O O

0
0
0
0
l

€

fiir alle ¢, j, k, 1,...,9}, i<j<k, 1 &{ijk}.

Insbesondere reicht es also, die Semiinvarianten der Form det(k|j|i|e), det(ji|j|i|e)
und det(ki|jli|e) fiir jeweils 4,5,k € {1,..., g} zu betrachten. Wir erhalten Relatio-
nen wie folgt

X j := det(jiljlile) = det(ij|i]jle),
Xijk = det(ki|j|ile) = det(ji|kl|ile),
Xij=Xji, Xijr=Xikg, Xijp=XijXik,

sowie mit
Yijk := det(klj|ile)

die Determinanten-Relationen, wobei o: {i, j,k} — {4, j, k} eine Permutation sei:

Yijn = 580(0)Yo(0).0().0 (),
Y:i7j7k-Yi7l’m = Yi7j7m}/;7l7k - }Q,j,l}/:i,m,k .

Zwischen den X, ., X 4« und Yi .« erhalten wir Relationen

leklelJ = E)]uleka - YL7J7kX17l)J N
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