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“Read, every day, something
no one else is reading. Think,
every day, something no one
else is thinking. Do every
day, something no one else
would be silly enough to do.
It is bad for the mind to be
always part of unanimity.”

Christopher Morley
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Einleitung

Sei p: g — End(V) eine endlich dimensionale, komplexe Darstellung einer halbeinfachen
komplexen Lie-Algebra g. Masaki Kashiwara hat mit Hilfe der Theorie der Quantengrup-
pen eine Methode entwickelt, die einer solchen Darstellung einen eindeutig bestimmten,
gerichteten, kantengefdrbten Graphen zuordnet; den sogenannten kristallinen Graphen.
In diesem Graphen spiegeln sich viele wichtige kombinatorische Eigenschaften der Dar-
stellung wieder. So lassen sich zum Beispiel die Gewichtsmultiplizitdten der Darstellung
gewinnen und damit der Charakter der Darstellung.

Der der Darstellung p zugeordnete Graph hat aber noch weitere wichtige Eigenschaf-
ten. Die Zerlegung der Darstellung in einfache Darstellungen entspricht der Zerlegung des
Graphen in Zusammenhangskomponenten, und der Graph, der der Darstellung

plg: g — End(V).

einer Levi-Unteralgebra g' C g zugeordnet wird, laft sich durch weglassen von Kanten
erzeugen.

Die wichtigste Eigenschaft ist jedoch diese: Seien p: g — End(V) und p': g — End(V")
zwei komplexe Darstellungen der halbeinfachen Lie-Algebra L und seien G,G’ die zugeord-
neten kristallinen Graphen. Dann definiert man ein Produkt G ® G’ der beiden Graphen
mit der Eigenschaft, dalt G® G’ isomorph ist zu dem Graphen, der dem Tensorprodukt der
beiden Darstellungen zugeordnet wird. So kann man nur anhand der kristallinen Graphen
Informationen iiber das Tensorprodukt der beiden Darstellungen gewinnen. Insbesondere
interessiert man sich dabei fiir die Zerlegung des Tensorproduktes von Darstellungen in
einfache Darstellungen, oder , umformuliert in die Sprache der Graphen, fiir die Zerlegung
des Produktes G ® G’ in Zusammenhangskomponenten.

Nun ist es ein 16 Jahre altes Problem die Graphen zu charakterisieren, die mit der
Methode von Kashiwara entstehen. Die Frage ist also, wie kann man einem Graphen an-
sehen, ob er der Graph einer Darstellung ist, und wie kann man alle Graphen angeben,
die iiberhaupt mit dieser Methode entstehen kénnen.

Im Juni 2001 verdffentlichte John Stembridge mit [6] zum ersten Mal seine lokale Cha-
rakterisierung von kristallinen Graphen zu komplexen Darstellungen von halbeinfachen

X



X EINLEITUNG

Lie-Algebren vom einfach verbundenen Typ, womit er als erster eine Teilantwort auf die
obige Frage gab.

John Stembridge fiihrte fiir komplexe halbeinfache Lie-Algebren g mit Cartan-Matrix A
den Begriff des A-regulédren Graphen ein. Dazu verwendete er ausschliefslich lokale Eigen-
schaften des Graphen und zeigte, dafs ein Graph genau dann A regular ist, wenn er ein
kristalliner Graph einer endlich-dimensionalen komplexen Darstellung von ¢ ist. Um die-
sen Satz zu beweisen, benutzte er das Wegemodell von Peter Littelmann.

Zur Definition eines A-regulédren Graphen gehoren 4 sehr einfache Axiome (P1)—(P4),
die ich im weiteren Verlauf der Arbeit genauer vorstellen werde. Die Axiome sind so ein-
fach, dafs leicht zu sehen ist, daf jeder kristalline Graph diese erfiillt.

In meiner Diplomarbeit habe ich fiir den Satz von John Stembridge einen elementaren
Beweis gegeben, in dem ich die Sache vom graphentheoretischen Standpunkt aus betrach-
tet habe. Seither beschéftigt mich die Frage nach dem Zweck der zusétzlichen 4 Axiome
(P5), (P6), (P5') und (P6). Diese 4 Axiome implizieren, daf jede Zusammenhangskom-
ponente eines A-reguldren Graphen eine grofite und eine kleinste FEcke besitzt. Aber wozu
dienen diese Axiome noch?

Um diese Frage néher zu beleuchten, habe ich die Klasse der Graphen genauer be-
trachtet, die nur die Axiome (P1) — (P4) erfiillen, frei nach dem Paradozon des Erfinders
(siehe [1]). Dabei gab es schon anfangs ein paar Probleme zu losen.

Ich wollte theoretische Ansétze aus der Graphentheorie fiir meine Arbeit verwenden.
Dazu habe ich Konzepte aus der allgemeinen Graphentheorie fiir meine Problemstellung
angepafst. In den folgenden Abschnitten werden diese um wesentliche Begriffe erweitert
und so meine Theorie iiber die Quadratkristallgitter Stiick fiir Stiick aufgebaut.

Genauer gesagt habe ich mich im zweiten Abschnitt mit den Kristallgraphen beschéf-
tigt, so nenne ich die Digraphen, die nur die Axiome (P1) — (P4) erfiillen, und den
Quasi-Kristallgraphen, so nenne ich die Digraphen, die sogar nur die ersten drei Axiome
(P1) — (P3) erfiillen. In diesem Abschnitt habe ich die Tatsachen aufgefiihrt, die ich nur
aus den benannten Axiomen herleiten konnte und die im weiteren Verlauf der Arbeit klei-
ne aber entscheidende Rollen spielen werden. Ich betrachte diese beiden Typen parallel
um herauszustellen, wo das Axiom (P4) wirklich benétigt wird und wo nicht.

Im dritten Abschnitt geht es um sogenannte Kristallgitter. Das sind die Kristallgra-
phen, die eine kleinste und eine grofste Ecke besitzen. Genauso werden parallel die so-
genannten Quasi-Kristallgitter betrachtet. Wieder sollen dies die Quasi-Kristallgraphen
mit einer kleinsten und einer grofiten Ecke sein. Hier werden alle wichtigen Eigenschaften
dieser Graphen aufgefiihrt, dessen Grund in der Existenz von kleinster und grofiter Ecke
liegen. Dies ist ein wichtiges Zwischenziel, da alle zusammenhéngenden kristallinen Gra-
phen, die wir betrachten wollen, diese Eigenschaft besitzen.
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Da nach dem dritten Abschnitt alle Vorbereitungen abgeschlossen sind, kommen wir im
néchsten zur Grundidee meiner Arbeit: Den sogenannten (Quasi-)Quadratkristallgittern.
Dabei handelt es sich um eine besonders einfache Sorte von (Quasi-)Kristallgittern, ndm-
lich um die (Quasi-)Kristallgitter bei denen jedes Gewicht hochstens einmal auftaucht.

Diese Graphen haben einen so einfachen Aufbau, daf sie sich sehr leicht konstruieren
lassen. Aufserdem haben die (Quasi-)Quadratkristallgitter zahlreiche weitere bemerkens-
werte Eigenschaften, die sie zu einer guten Grundlage machen, die Klasse der Kristallgitter
zu untersuchen. Hier sollen die wichtigsten davon aufgezéhlt werden:

e 7Zu jedem dominanten Gewicht A gibt es bis auf Isomorphie genau ein Quasi-Quadrat-
kristallgitter Q () mit Héchstgewicht A.

e Zu jedem Kristallgitter X mit Ho6chstgewicht A gibt es genau einen Morphismus
X — Q(A). Aubkerdem ist dieser Morphismus surjektiv.

e Zweifarbige Quasi-Quadratkristallgitter sind Quadratkristallgitter.

Dabei bedeutet die zweite dieser Eigenschaften, daf sich jedes Kristallgitter X zu einem
(Quasi-)Quadratkristallgitter Q(X) ,zusammenkleben® 1&£t.

In Kapitel 2 untersuchen wir mit Hilfe der Quadratkristallgitter die Struktur von 2-
farbigen Kristallgittern. Fiir den Typ A; x A; liegt der Fall ganz einfach, da Kristallgitter
von diesem Typ genau dann isomorph sind, wenn sie das gleiche Héchstgewicht haben.
Erst fiir den Typ Ay wird es richtig spannend. In diesem Fall werden wir einen Struktur-
satz fiir Kristallgitter angeben, der uns als Grundlage der weiteren Arbeit dienen wird.
Wir sehen damit unter anderem, wie die Label eines Kristallgitters eine Farbung des zu-
gehorigen Quadratkristallgitters induziert und warum das Kristallgitter schon durch diese
Farbung festliegt. Abschliefsend fiir den Typ Ay untersuchen wir die méglichen Farbungen
des Quadratkristallgitters, die von Kristallgittern induziert werden.

Einen &hnlichen Struktursatz wie oben gibt es fiir die Typen By und G, leider nicht,
was zwei Beispiele zeigen. Fiir diesen Typ miifiten also weitere Untersuchungen vorgenom-
men werden. Dies liegt allerdings auferhalb der Reichweite meiner bisherigen Arbeit.

Der Struktursatz aus Kapitel 2 weist uns direkt auf die Moglichkeit hin, die Kri-
stallgitter vom Typ A, zu realisieren, in dem wir nur lokale Werte (Hohe/Tiefe) fiir die
Ecken verwenden. Dies bildet einen erheblichen Vorteil gegeniiber der Realisierung durch
Young-Tableaux oder &hnlichem. Dort miiften diese Werte erst umsténdlich berechnet
werden.

Fiir die Typen A; x A; und As werden im dritten Kapitel genau diese Realisierungen
angegeben und bewiesen, und zwar fiir die Quadratkristallgitter und die zusammenhén-
genden kristallinen Graphen. Das ermoglicht uns im néchsten Schritt eine speziellere
Version der A-reguldren Graphen anzugeben, die einiges mehr an Information bietet, als
die Version von Stembridge, und zwar fiir den einfach verbundenen Typ.
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Fiir den Typ A, wandeln wir aufterdem eine Charakterisierung von Danilov fiir kristal-
linen Graphen ab, die mit der Monotonie der Label entlang einfarbiger Ketten arbeitet.
So stellen wir den Zusammenhang her zu aktuellen Ergebnissen auf dem Gebiet der kri-
stallinen Graphen. Weiterhin zeigt sich so, wie niitzlich die Quadratkristallgitter sind.

Mit Hilfe der Young-Tableaux gebe ich im letzten Kapitel einen elementaren Beweis fiir
meine Realisierung der kristallinen Graphen vom Typ As. Genauer gesagt verwende ich
die Darstellung und die Methoden aus [5| um ausfiihrliche Berechnungen durchzufiihren.

Als Anwendung der Theorie werden zwei Satze vorgestellt. Zuerst zeige ich: Ein Kri-
stallgraph X erfiille die Bedingung, daf es fiir zwei Pfeile x 4 Y, T 2, 2 mit gleichem
Anfangspunkt immer zwei Kantenziige gibt, die héchstens die Lénge 4 haben, in der

gleichen Ecke enden und mit z ER y bzw. mit x N beginnen. In diesem Fall ist X ein
kristalliner Graph oder ein Quadratkristallgitter, wobei diese leicht zu unterscheiden sind.

Damit haben wir gegeniiber den A-reguldren Graphen die Bedingungen erheblich ver-
ringert, die ausreichend dafiir sind, dafs ein Kristallgraph ein kristalliner Graph ist.

Der abschliefsende Satz besagt, daf die zusammenhéngenden kristallinen Graphen vom
Typ As genau die Kristallgitter sind, die aus den kristallinen Graphen mit Héchstgewicht
(1,1), (2,0) und (0,2) zusammengesetzt sind. Ich denke, daf sich dieser Satz am besten
auf die anderen zweifarbigen Félle verallgemeinern lafst. Ausblickend weise ich darauf hin,
wie diese Sétze auf den einfach verbundenen Typ ausgeweitet werden konnen.

Wichtig fiir meine Arbeit ist der Artikel [5] von Kashiwara et. al. Dieser findet be-
sondere Anwendung in meinen Berechnungen und dient der Verallgemeinerung auf den
einfach verbundenen Typ. Die A-reguldren Graphen von Stembridge und die Zuordnung
der Label zu den Pfeilen von Danilov et. al. sind wichtige Ideen, die die Eckpunkte meiner
Arbeit bilden.

Zu Anfang war das von mir geschriebene Computerprogramm sehr wichtig. Mit des-
sen Hilfe stellten sich schnell viele Vermutungen als falsch heraus. Dies gelang aber meist
erst bei so grofsen Beispielen, die fiir mich nur mit sehr viel Miihe zu bewaltigen gewesen
waren. So konnte ich viel Zeit sparen und mich mit den Vermutungen beschéftigen, die
sich spater als richtig erwiesen.



Kapitel 1

Grundlagen gerichteter Graphen

,It may seem difficult at first, but
everything is difficult at first.”

Miyamoto Musashi

1.1 Kantengefarbte Digraphen

In dieser Arbeit betrachten wir hauptsachlich kantengefdrbte Digraphen. Deshalb wollen
wir in diesem Abschnitt Grundlagen zu diesem Thema erarbeiten.

Die Literaturlage zu diesem Thema ist allerdings sehr spérlich. In dem Buch [1] iiber
algebraische Graphentheorie habe ich allerdings Beitrage gefunden, die allgemein genug
sind, um hier interassant zu sein.

Im Folgenden habe ich die Begriffe und Aussagen aus diesem Buch auf kantengefirbte
Digraphen angepaft, die fiir diese Arbeit am wichtigsten sind.

Definition 1.1.1 (Digraph). Ein (einfacher) Digraph X besteht aus einer endlichen Men-
ge V(X) von Ecken und einer Menge A(X) von Pfeilen, wobei ein Pfeil ein geordnetes
Paar (z,y) von verschiedenen Ecken x,y € V(X)) ist.

Eine Abbildung c¢: A(X) — I fiir eine Indexmenge I heifft I-Farbung von X und der
Graph X heifst dann 7-gefarbt.

Definition 1.1.2 (Homomorphismus). Seien X und Y zwei [-gefirbte Digraphen. Eine
Abbildung o: V(X) — V(Y) heifst Homomorphismus der I-gefarbten Digraphen X und
Y, falls fiir alle z,y € V(X)) gilt:

rhy = o) Sy

Definition 1.1.3 (Induzierter Untergraph). Sei X ein [-gefirbter Digraph und Y C
V(X) eine Teilmenge der Eckenmenge von X. Den Digraphen Xy mit

V(Xy) =Y A
AXy) = {yiw’GA(X)Iy,y’EY}

1



2 KAPITEL 1. GRUNDLAGEN GERICHTETER GRAPHEN

nennen wir den durch Y induzierten Untergraphen von X.

Definition 1.1.4 (Bild eines Homomorphismus). Sei ¢ € hom(X,Y") ein Homomorphis-
mus zweier [-gefarbter Digraphen, dann definieren wir den Graphen Im o durch
V(Imo) = {o(x)|lzr e X} CV(Y)
A(Imo) = {o(z) 5 o(y)|z >y e AX)} C A(Y)

Definition 1.1.5. Sei X ein I-gefarbter Digraph. Eine Teilmenge Y C V(X)) der Ecken-
menge von X heifft unabhingig (in X), falls A(Xy) = 0.

Definition 1.1.6. Sei X ein [-gefiarbter Digraph und 7 = (7;);cs eine Partition von
V(X) durch unabhéngige Teilmengen () # 7; C V(X), mit der Eigenschaft, daf fiir alle
verschiedenen Indizes s,t € [ alle Pfeile + — y mit x € 75 und y € 7, die gleiche Farbe
haben.

Dann sei der Graph X/, der Graph mit der folgenden Ecken- bzw. Pfeilmenge:
V(X/m) = {mlj e J}
AX/m) = {7rj 4 |3 e My e M 4 y}

Bemerkung. Der Graph X /7 ist dann wieder ein I-gefiarbter Digraph und wir bekommen
einen Homomorphismus von [-gefdrbten Digraphen durch

o:V(X)—=V(X/r) x+ 7 mitz € 7.

Ist umgekehrt o: V(X) — V(YY) ein Homomorphismus von [-gefiarbten Digraphen X,V
dann bilden die nicht leeren Fasern von ¢ eine solche Partition m durch unabhéngige
Teilmengen und wir haben

Imo = X/7.
Deshalb nun die folgende Definition.
Definition 1.1.7 (Kern eines Homomorphismus). Sei ¢ € hom(X,Y’) ein Homomorphis-

mus zweier [-gefarbter Digraphen und sei 7 die Partition von X, die durch die Fasern von
o gegeben wird. Den [-gefarbten Digraphen ker(o) := X/m nennen wir den Kern von o.

Definition 1.1.8 (Kern). Ein I-gefarbter Digraph X heifst Kern, falls jeder Endomor-
phismus von X ein Automorphismus ist.

Proposition 1.1.1. Es seien X und Y zwei I-gefirbte Digraphen. Sind X undY homo-
morphiedquivalente Kerne, dann sind sie isomorph.
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Beweis. Die Homomorphiedquivalenz der beiden Digraphen bedeutet, dafs es zwei Mor-
phismen o: X — Y und 7: Y — X gibt. Folglich sind co7: Y - Y und 7o00: X — X
Endomorphismen. Die Digraphen X und Y sind aber auch Kerne, also sind co7 und 700
Automorphismen und somit X und Y isomorph. O

Proposition 1.1.2 (Faserprodukt). Sind x: X — Z und o: Y — Z Homomorphismen
von I-gefdarbten Digraphen, dann ist X Xz Y mit

VX xzY) = {(r,y) € X xY|x(z) =0ly)}
AX xzY) = {ey) S @ y)le 5o undy Sy}

ein I-gefarbter Digraph und (X Xz Y, prx,pry) mit

prx: V(X xzY) = V(X) mit (x,y) — z,
pry: V(X xzY) = V(Y) mat (x,y) —y

das Faserprodukt von X und'Y diber Z in der Kategorie der I-gefdrbten Digraphen.

Beweis. Zum Nachweis, daft X x Y das Faserprodukt ist, sei T' ein I-gefarbter Digraph
und y: 7' — X, 0:T — Y Morphismen von [-gefarbten Digraphen. Sei nun f: 7T —
X Xz Y ein Morphismus von [-gefarbten Digraphen mit x = prx o f und o = pry o f.
Damit ist fiir ein ¢ € T f(t) = (x(t),0(t)). Also gibt es hochstens ein f mit dieser
Eigenschaft und aufserdem definiert

[T — (X xzY) mit t— (x(x),0(y))

einen Morphismus von [I-gefarbten Digraphen mit gerade dieser Eigenschaft. Weil die
Abbildungen pr, und pr, Morphismen von I-gefarbten Digraphen sind, ist die Proposition
damit bewiesen. O

1.2 (Quasi-)Kristallgraphen

Sei A = (a;;); jer die Cartan-Matrix einer endlich dimensionalen, komplexen und halbein-
fachen Lie-Algebra g.

Fiir Lie-Algebren vom einfach verbundenen Typ hat John Stembridge den Begriff des
A-reguldren Graphen eingefiihrt. Dabei handelt es sich um I-geférbte Digraphen, von de-
nen er zeigte, dafs es genau die kristallinen Graphen sind. Zur Definition verwendete er
ausschlieklich lokale Eigenschaften, die er mit (P1) — (P6), (P5") und (P6’) bezeichnete.
Die ersten vier Axiome sind sehr einfach und mit der Konstruktionsmethode von Kashi-
wara lafit sich genauso einfach zeigen, dafs kristalline Graphen diese vier Axiome erfiillen.
Deshalb sollen uns diese ersten vier Axiome als Grundlage dienen fiir die weiteren Unter-
suchungen.

Es sei X ein gerichteter I-kantengefarbter Graph mit folgenden Eigenschaften:
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(P1) Alle einfarbigen gerichteten Kantenziige in X sind endlich.

(P2) Fiir jede Farbe i € I endet in jeder Ecke x € V(X) hochstens ein i-farbener Pfeil
und es beginnt dort auch hochstens ein solcher.

Definition 1.2.1. Fiir einen solchen Graphen X definieren wir fiir alle Ecken x € V(X))
und alle Farben ¢ € T

¢(x,7) := Die maximale Linge eines gerichteten i-farbenen Kantenzuges,
der in x beginnt.
g(z,i) := Die maximale Linge eines gerichteten i-farbenen Kantenzuges,

der in z endet.

plx,i) = @(x,i) —e(x,i).

Dabei nennen wir p(z, ) das i-Gewicht von x und p(z) = (u(z,));er das Gewicht von X.

Endet in 2 € V(X) ein i-farbener Pfeil v - 2, dann bezeichnen wir den Ausgangspunkt v
dieses Pfeiles mit F;(x) := v und definieren fiir alle Farben j € I:

Nie(z,j) = e(Bix,j) —e(z,j)

Beginnt ein i-farbener Pfeil x 4 y in x , dann bezeichnen wir den Endpunkt y dieses
Pfeiles mit F;(z) := y und wir definieren fiir alle Farben j € I:

Vie(z,j) = e(z,j) —e(Fiz, j)

Definition 1.2.2 ((Quasi-)Kristallgraph). Sei X ein gerichteter I-kantengefarbter Graph
mit (P1),(P2) und der zusétzlichen Eigenschaft:

(P3) Fiir alle Ecken x € V(X) in denen ein i-farbener Pfeil endet gilt die Gleichung
Alﬂ('x?j) = /,L(Elilf,j) - ,LL(Z',]) = AZQO({E,]) - Al{-j(l’,j) = aija

so bezeichnen wir X als I-Quasi-Kristallgraph oder kurz Quasi-Kristallgraph. Erfiillt der
Graph X die zusatzliche Eigenschaft:

(P4) Fiir alle Ecken = € V(X)) in denen ein i-farbener Pfeil endet gelten die Ungleichun-
gen
Ajp(z,7) <0und Ae(z,7) >0,

so nennen wir X einen /-Kristallgraph oder kurz Kristallgraph.
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Definition 1.2.3 (Homomorphismus von Quasi-Kristallgraphen). Es seien X,Y zwei
(Quasi-)Kristallgraphen und f: X — Y ein Homomorphismus von [-geférbten Digraphen,
dann heifst f Homomorphismus von (Quasi-)Kristallgraphen, falls fiir jede Ecke x € V(X))
gilt:
p(x) = p(f(x)).

Definition 1.2.4 (Unterkristallgraph). Es seien X und Y Graphen mit V(Y) C V(X)
und A(Y) C A(X). Falls die Inklusion Y < X ein Homomorphismus von Kristallgraphen
ist, heifst Y Unterkristallgraph von X.

Definition 1.2.5 (Gegengraph). Der Graph, den man aus einem gerichteten Graph X
erhélt, in dem man alle Pfeile herumdreht, nennt man den Gegengraphen von X und wir
bezeichnen ihn mit X*.

Bemerkung. Fiir alle Ecken z € X und alle Farben j € I gilt:

@X(x7j> = 5x*<1’,j> €X(l’,j) = @X*(x’j)

Endet in dem Graphen X auferdem ein i-farbener Pfeil in der Ecke x, bzw. beginnt ein
i-farbener Pfeil in x, so gilt:

—Aipx(z,j) = Viex(z,j) —Niex(z,j) = Vipx-(z,])
bzw.
_VZ¢X<x7]) = AieX*(xaj) _vieX(xaj) = Ai(zDX*(xvj)
Dabei gilt die jeweils zweite Gleichung schon wegen X** = X.
Bemerkung. Falls ein i-Pfeil in € V(X)) endet, erhalten wir die Gleichungen:

Aip(z,j) = (B, j) —¢(z,])
= p(p(Eiw,j) — p(FiEw, j)
= Vip(Eir,j)

Ai(z,j) = Vie(Bix,j)

Aip(z,y) = Vip(Ex,j) — Vie(Eix, j)

und falls ein i-Pfeil in 2 € V(X)) beginnt, bekommen wir analog dazu:

Vip(z,j) = Ajp(Fix,j)
Vie(z,j) = Aie(Fx,j)

Dies fithrt uns direkt zur néchsten Proposition.

Proposition 1.2.1. Ein [-kantengefirbter Digraph X ist genau dann ein (Quasi-)Kris-
tallgraph, wenn X* ein (Quasi-)Kristallgraph ist.
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Beweis. Zuerst einmal ist zu bemerken, daft wir nur eine Richtung iiberpriifen miissen,
wegen (X*)* = X. Weiterhin ist einsichtig, daf X* das Axiom (P1) bzw. das Axiom (P2)
erfiillt, wenn X dies tut, weil alle Pfeile gleichzeitig herumgedreht werden.

Die wesentlichen Dinge, die wir fiir den Beweis zu priifen haben, sind also die Axiome (P3)
und (P4). Dazu betrachten wir nun die folgende Rechnung:

Aijpx(r,5) = —Viex(z,j)
= _Ang(Exaj)
AﬁX*(%i) = —Vz‘QDX(xaj)

= —Aipx(Fw,j)

Also erfiillt X* das Axiom (P3) beziehungsweise das Axiom (P4), falls X dies tut. O

Lemma 1.2.2. Fs sei X ein Quasi-Kristallgraph, © € V(X) eine Ecke und i € I eine
beliebige Farbe, dann gibt es in der i-Kette durch x genau eine Ecke y mit

1wy, 1) = —p(, ).

Beweis. Ohne Einschrinkung kdnnen wir p(z, 7) > 0 annehmen. Sollte némlich p(x, i) < 0
sein, so folgt die Behauptung nach Ubergang zum Gegengraphen. Weiterhin ist

p(F"(x), 1) € {0,1}

fiir genau ein m € N nach Axiom (P3). Wir nennen die Ecke z := F/™(z), die folglich der
Bedingung &(z,1) > m geniigt.

1.Fall: Es ist u(z,i) = 0 und damit ¢(z,7) = e(z,7) > m. Wir setzen y := F/"(z) =
F?™(z) und erhalten

SN—— —

=2m =0

2.Fall: Es ist p(z,4) = 1 und damit ist p(z,i) = €(z,7) + 1 > m + 1. Dann setzen wir
y = F"(2) = F?™*!(x) und erhalten

w(y, i) = p(z,9) =2 (2m +1) = —(2m + 1),
——

=2m+1

Somit haben wir in beiden Féillen eine Ecke y angegeben, die die gesuchte Eigenschaft
besitzt. Aukerdem ist die Ecke y jeweils eindeutig bestimmt, weil die Werte von p(-,7)
entlang einer i-Kette streng monoton fallen. O]
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Abbildung 1.1: Ein Kristallgraph ohne grofste und ohne kleinste Ecke

Bemerkung. Es gibt Kristallgraphen, die keine grofste Ecke besitzen und auch keine klein-
ste, was das Beispiel in Abb. 1.1 zeigt. In diesem Beispiel sind x4, 217 die maximalen Ecken
des Graphen und x5, x5 die minimalen Ecken. Nach Art des Beispiels lassen sich sogar
Kristallgraphen mit beliebig vielen maximalen bzw. minimalen Ecken konstruieren.

Jede Zusammenhangskomponente eines kristallinen Graphen besitzt jedoch eine grofste
und eine kleinste Ecke, weshalb wir diese Bedingung im néchsten Abschnitt als Axiom
hinzunehmen, um damit unserem Ziel wieder ein Schritt ndher zu kommen.

1.3 (Quasi-)Kristallgitter

Definition 1.3.1. Sei X ein (Quasi-)Kristallgraph ohne (gerichtete) Kreise. Auf den
Ecken des (Quasi-)Kristallgraphen definieren wir die Ordnungsrelation > durch die tran-
sitive reflexive Hiille der Relation

x>y & EIiE[:x—i>y.

Definition 1.3.2. Ein (Quasi-)Kristallgraph X, der keine (gerichteten) Kreise besitzt,
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heift (Quasi-)Kristallgitter falls es Elemente Xg, X; € V(X) gibt, so daf X, > x und
x = X fiir alle x € V(X) gilt.

Bemerkung. Die Elemente X, X eines (Quasi-)Kristallgitters X sind eindeutig bestimmt,
da X keine Kreise besitzt.

Definition 1.3.3 (Hochstgewicht). Ist X ein (Quasi-)Kristallgitter, dann nennen wir das
Gewicht pu(Xy) der grofsten Ecke Xy (bezgl. ) das Hochstgewicht von X.

Proposition 1.3.1. Es sei X ein Quasi-Kristallgitter, x,y € V(X)) zwei Ecken von X
mit x =y und K1, Ky zwei gerichtete Kantenziige in X, die x und y verbinden, dann ist
fiir jede Farbe i € I die Anzahl der i-farbenen Pfeile in beiden Kantenziigen gleich.

Beweis. Es geniigt, die Proposition fiir die grofste Ecke x = Xy von X zu zeigen, da X,
tiber allen Ecken liegt, d.h. X, = «z fiir alle z € V(X).

Die Matrix A ist als Cartan-Matrix einer halbeinfachen Lie-Algebra invertierbar und wir
konnen deshalb fiir alle Farben ¢ € I die Anzahl der i-farbigen Pfeile in einem Kantenzug
von Xy nach y berechnen, in dem wir nur die Gewichte p(Xy) und p(y) betrachten.

Es ist namlich nach Axiom (P3):

uly) = w(Byy) — (Dapy, i),

77777

-----

l
= w(Xo) =Y (A plEy - Eayi)),

-----

-----

Insgesamt erhalten wir
!
A e = p(Xo) — p(y),
k=1

was die Proposition beweist, da A invertierbar ist. Insbesondere ist die Anzahl der i-
Pfeile in dem gerichteten Kantenzug von Xy nach x nur abhéngig von dem Gewicht pu(x)
von . O

Korollar 1.3.2. Es sei X ein Quasi-Kristallgitter, x,y € V(X) zwei Ecken von X mit
x =y und Ky, Ky zwei gerichtete Kantenziige in X, die x und y verbinden, dann ist die
Anzahl der Pfeile in beiden Kantenzigen gleich.

Beweis. Nach Proposition 1.3.1 ist fiir jede Farbe i € I die Anzahl der i-gefarbten Pfeile
in beiden Kantenziigen gleich, also auch die Summe aller dieser Anzahlen, ndmlich die
Gesamtanzahl aller Pfeile in jedem der Kantenziige. O
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Definition 1.3.4 (Level). Es sei X ein Kristallgitter und = € V(X)) eine Ecke von X.
Die maximale Lange eines gerichteten Kantenzuges in X mit Endpunkt  nennen wir das
Level von z in X und bezeichnen es mit [y (x) oder auch kurz mit [(x).

Korollar 1.3.3. In einem Quasi-Kristallgitter X haben zwei Ecken x,y € V(X) mit
gleichem Gewicht p(x) = u(y) auch das gleiche Level [(x) = I(y).

Beweis. Fiir den Beweis der Proposition 1.3.1 haben wir nur benutzt, dafs pu(x) = u(y)
ist. Das Korollar 1.3.2 besagt dann, dafs X, und = den gleichen Abstand haben wie X
und y, also sind die Level der beiden Ecken gleich. O]

Korollar 1.3.4. Sei X ein Quasi-Kristallgitter und x,y € V(X) zwei Ecken mit x = y
und p(x) = p(y), dann ist schon x = y.

Beweis. Nach Korollar 1.3.3 haben x und y das gleiche Level. Ist nun

r=1xg b B g, =y,
dann ist I(y) = l(x) + n. Wir haben jedoch I(z) = I(y) vorausgesetzt, also ist n = 0 und
damit z = y. O

Korollar 1.3.5. In einem Quasi-Kristallgitter X ist die gréfite Ecke Xy von X die einzige
Ecke mit Gewicht pu(Xo).

Beweis. Es sei x € V(X)) eine Ecke mit Gewicht pu(z) = u(Xy), dann ist Xy = 2, weil Xy
die grokte Ecke von X ist. Nach Korollar 1.3.4 folgt z = X,. m

Proposition 1.3.6. Es seien X und Y Quasi-Kristallgitter mit gleichem Hdéchstgewicht
und o0: X — Y ein Morphismus von Quasi-Kristallgittern, so ist Im(c) = Y wund

hom(X,Y) = {o}.

Bemerkung. Die Proposition besagt nicht nur, dafs alle Ecken von Y durch o getroffen
werden, sondern auch alle Pfeile, was im weiteren Verlauf eine wichtige Rolle spielen wird.

Beweis der Proposition. Nach Voraussetzung stimmen die beiden Hochstgewichte p(X))
und p(Yp) tiberein und X, Yy sind jeweils die einzigen Ecken mit diesem Gewicht, also
erhalten wir o(Xy) = Yj.

Wenn Im(c) # Y wire, gébe es einen Pfeil ' = y in Y, der nicht im Bild von o liegt.
Ohne Einschrinkung kénnen wir annehmen, daft y eine Ecke ist, deren Abstand zu Yj
minimal ist unter allen Ecken mit dieser Eigenschaft.

Wegen der Minimalitétseigenschaft von y, liegt ¥’ im Bild Im(o) von o. Sollte ndmlich ¢/
nicht im Bild von o liegen, so wére i # Y, und es gibe eine Farbe j € I mit

"

Y ::Ejy’iy’i}y inY

Nun ldge aber der Pfeil 3" EN v’ nicht im Bild von o, was der Mimimalitatseigenschaft
des Pfeils ' — y widerspricht. Also liegt die Ecke 3’ auf jeden Fall im Bild von o.
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Weiterhin kénnen wir davon ausgehen, daf p(y/, i) positiv ist. Ware namlich p(y/, 7) nicht
positiv, dann wére p(y,7) negativ und es gébe zwei Ecken z, 2’ in der gleichen i — Kette
mit z - 2’ und pu(z,i) = —u(y, i) > 0. Der Pfeil 2/ = z wiirde nicht im Bild liegen und
es wire z >~ y, was auch der Minimalitétseigenschaft des obigen Pfeils widerspricht.

Jetzt betrachten wir ein Urbild 2’ von 3. Dessen Gewicht stimmt mit dem von ¢/ iiberein,
weil o ein Morphismus von Quasi-Kristallgraphen ist. Auferdem haben wir gesehen, dafs

dieses i-Gewicht positiv ist. Es gibt also einen Pfeil 2 = 2 in X. Damit bekommen wir
insgesamt o(x’) = y' und o(z) = y. Dies widerspricht aber unserer Annahme, dafs der

Pfeil 3 - y nicht im Bild von ¢ liegt. SchlieRlich haben wir Im(c) = Y gezeigt. O

Eine Tatsache, die wir in den weiteren Ausfithrungen oft benutzen werden, liefert das
néchste Korollar.

Korollar 1.3.7. Es seien X und Y Quasi-Kristallgitter mit gleichem Héchstgewicht,
o: X — Y ein Morphismus von Quasi-Kristallgittern und

B =Y —=... =Y

eine mazimale i-Kette in Y, d.h. e(y1,i) = 0 = @(y,,1), dann gibt es eine mazximale
1-Kette

Ty — Ty — ... > Tp

in X mit o(xy) =y fur alle k=1,... 7.

Beweis. Da o nach der vorherigen Proposition surjektiv ist, gibt es eine Ecke z; € V(X))
mit o(z1) = y;. Jetzt ist auch e(xy,i) = 0, sonst wére die obige i-Kette in Y nicht
maximal. Damit erhalten wir

p(w1,4) = p(wr,0) = plyr, i) = p(y1,4)
und wir setzen einfach z, = F*"'2,, was das Korollar beweist. ]

Proposition 1.3.8. Ist X ein (Quasi-)Kristallgitter, so gilt
End(X) = Aut(X) = {id},
also ist X ein Kern.

Beweis. Fiir einen Endomorphismus o € End(X) von X ist 0(Xy) = X, weil Xj auf eine
Ecke von gleichem Gewicht abgebildet werden mufl. Durch diese Zuordnung und wegen
Axiom (P1) ist o schon eindeutig festgelegt, was die Behauptung beweist. O

Bemerkung. Nach Proposition 1.1.1 bedeutet das, daf zwei Kristallgitter isomorph sind,
wenn sie homomorphiedquivalent sind.

Um die nachfolgenden Ausfiihrungen zu vereinfachen brauchen wir noch ein paar wich-
tige Definition.
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Definition 1.3.5. Fiir ein Quasi-Kristallgitter X definieren wir die Abbildung

Y: V(X) - N4 durch z — (@(xai)>5(33ai))

iel’
Fiir jeden Pfeil x AN y definieren wir

App(y) = v(x) — d(y) = P(Ey) — (y) = lab(z — y)
und nennen es das Label des Pfeiles z — y.

Fiir ein Kristallgitter ist diese Angabe des Labels aber oft unnétig kompliziert. In
diesem Fall konnen wir ein paar Vereinfachungen vornehmen. Fiir X vom Typ A} geniigt
némlich schon die Angabe der Farbe des Pfeiles, um das Label zu bestimmen. Im Fall der
Typen Ay und By miissen wir etwas weiter ausholen.

Es sei nun X ein 2-farbiges Kristallgitter, x 4 y ein Pfeil in X und j € I'\{i} die andere
Farbe. Fiir den Typ A, bleiben nach den Axiomen (P3) und (P4) zwei Moglichkeiten:

Moglichkeit 1: Die maximale j-Kette durch y ist um genau einen Pfeil ldnger als die
maximale j-Kette durch z. In diesem Fall schreiben wir

i+
r—1Y

Moglichkeit 2: Die maximale j-Kette durch y ist um genau einen Pfeil kiirzer als die
maximale j-Kette durch z. In diesem Fall schreiben wir

i
T — .

In beiden Féllen haben wir damit das Label des Pfeiles genau angegeben und fiir die
Menge L = {+,—} haben wir fiir jedes Kristallgitter vom Typ As eine I x L-Farbung
gewonnen. Genauso schreiben wir

y=F'r, z=FE'y bzw. y=F"z, z=FLy.

Fiir den Typ B, liegt der Fall ahnlich. Fiir a;; = —1 ist alles wie gehabt. Fiir a;; = —2
bleiben drei Moglichkeiten. Entweder ist die maximale j-Kette durch y um genau zwei
Pfeile langer, genauso lang oder um genau zwei Pfeile kiirzer als die maximale j-Kette
durch x. Wir schreiben jeweils

i+ <0 i
r—1y, T —y bzw. T—y

und analog dazu
y=F'z, y=Fa2 bzw. y=F

Speziell fiir den Typ A, ergibt sich damit
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Proposition 1.3.9. Es sei X ein Kristallgitter vom Typ Ay, x,y € V(X) zwei Ecken
von X und Ky, Ky zwei gerichtete Kantenziige, die x und y miteinander verbinden. In
diesem Fall ist fir jede Farbe k € I x L die Anzahl der k-farbenen Pfeile in beiden

Kantenziigen gleich.

Beweis. Der Beweis funktioniert genau wie der Beweis von Proposition 1.3.1 und soll
hier deshalb nur kurz angerissen werden. Die Funktion v iibernimmt dabei die Rolle der
Funktion g und die Matrix A hat hier die Form

-1 41 +1 0

]l -1 +1 0 -1
A= +1 0 —1 +1
0 -1 —1 +1

Diese Matrix gibt genau an, wie sich die Werte von 1 durch F;" und F;” dndern fiir
i € {1,2}. Weil diese Matrix invertierbar ist, folgt die Behauptung genau wie in Proposi-
tion 1.3.1. O

1.4 Quasi-Quadratkristallgitter

In diesem Abschnitt betrachten wir Quasi-Kristallgitter X mit der Eigenschaft, daf die
Abbildung
p: V(X)) =z z— ()

injektiv ist.
Definition 1.4.1. Quasi-Kristallgitter X mit dieser Eigenschaft nennen wir Quasi-Qua-
dratkristallgitter.

Proposition 1.4.1. Sind X und Y zweir Quasi-Quadratkristallgitter mit dem gleichen
Héchstgewicht, dann sind die beiden Graphen isomorph.

Beweis. Wir zeigen, dak es in diesem Fall einen Morphismus o: X — Y gibt. Danach
wissen wir wegen der Symmetrie in X und Y, dafs die beiden Graphen homomorphie-
dquivalent sind. Quasi-Kristallgitter sind aber auch Kerne, also sind die beiden Quasi-
Kristallgitter isomorph nach Lemma 1.3.8.

Wir definieren nun den Morphismus o per Induktion nach dem Level n. Beginnend mit
dem Level 0 setzen wir o(Xy) = Yj. Es sei weiterhin z € V(X)) eine Ecke von X vom
Level n + 1. Nach Induktionsvoraussetzung nehmen wir an, daf fiir alle Ecken z € V(X))
von Level < n der Morphismus ¢ schon definiert ist und dafs fiir alle diese Ecken z gilt:

o(20) S p(0(2),1) elz) Se(o(2)i)  Viel — (x)
Da x vom Level > 1 ist, gibt es einen Pfeil 2’ Ly 2 fiir ein i € I und wir setzen:

o(z) = Fio(Ei(x)).
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Jetzt miissen wir zeigen, daf o wohldefiniert ist und daf o die Bedingung (%) nun fiir alle

Ecken vom Level < n + 1 erfillt. Dazu sei nun z” 2, 4 ein anderer Pfeil in X , der in
x endet. Nun haben Fio(E;(x)) und Fjo(E;(x)) das gleiche Gewicht. Weil Y ein Quasi-
Quadratkristallgitter ist, sind die beiden Ecken sogar gleich und o ist somit wohldefiniert.

Endet ein Pfeil 2/ - 2 in , dann endet auch ein Pfeil o(2') % o(x) in o(x). Somit gelten
fiir dieses x wieder die Bedingungen aus der Induktionsvoraussetzung.

Endet kein i-Pfeil in z, so ist e(x,7) = 0 und ¢(z,7) = p(z,7). Das sind aber die kleinste
Werte von €(+,7) und ¢(+, ), die tiberhaupt eine Ecke mit Gewicht u(x) haben kann. Also
ist hier die Bedingung (*) automatisch erfiillt. Schlieflich sind damit der Induktionsschritt
und der Beweis abgeschlossen. O

Definition 1.4.2. Fiir ein Quasi-Kristallgitter X definieren wir das Quasi-Quadrat-
kristallgitter Q(X) von X durch

V(QX)) = {u(x)lr € V(X)}
AQX)) = {(ux), nw))l(z,y) € A(X)}.

Bemerkung. Fiir die Partition 7 von V(X), die durch die Fasern der Abbildung ;1 gegeben
wird, ist Q(X) = X/m.

Proposition 1.4.2. Ist X ein Quasi-Kristallgitter, dann ist Q(X) ein Quasi-Quadrat-
kristallgitter mit Héchstgewicht p(Xo). Weiterhin ist die Abbildung V(X) — V(Q(X))
mit x — p(x) ein surjektiver Homomorphismus von Quasi-Kristallgraphen und dieser ist
sogar der einzige von X nach Q(X).

Bemerkung. Weil es fiir jedes Quasi-Kristallgitter X genau einen Morphismus von X
nach Q(X) gibt, schreiben wir dafiir im Folgenden kurz X — Q(X).

Achtung! Fir ein Kristallgitter X muft Q(X) kein Kristallgitter sein. Ist ndmlich X der
zusammenhédngende kristalline Graph vom Typ As zum Ho6chstgewicht (1,0,1), so ist
Q(X), das in Abbildung 1.2 dargestellt wird, kein Quadratkristallgitter.

Es sei A € NI, In der Kategorie der Quasi-Kristallgitter mit Hochstgewicht A liegt genau
ein kristalliner Graph X (\) und die Proposition impliziert, daf das dazugehorige Quasi-
Quadratkristallgitter Q (X (X)) =: Q(\) auch in dieser Kategorie liegt. Aufierdem ist Q())
ein universell anziehendes Objekt in dieser Kategorie nach Proposition 1.4.1.

Beweis der Proposition. Die oben genannte Abbildung ist ein surjektiver Homomorphis-
mus von [-gefarbten Digraphen, das direkt durch die Konstruktion als Quotientengraph
Q(X) = X/x klar wird. Nun zeigen wir in meheren Schritten, daft Q(X) alle Eigenschaften
eines Quasi-Quadratkristallgitters besitzt.

(1) Angenommen u —> z und v - z sind zwei i-farbige Pfeile in Q(X) und «/, v’ € V(X)
mit pu(uw') = w und p(v’) = v Urbilder von v und v in X mit ¢(v/,4) > 1 und
o(v',i) > 1. Nun wissen wir:

p(F') = p(F') =
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und wegen A u(y, i) = a;; fir alle y € V(X) wissen wir auch

das heifit fiir eine feste Farbe ¢ € I kommt in jedem z € V(Q(X)) héchstens ein

i-farbiger Pfeil an. Nach Ubergang zum Gegengraphen zeigt dies, daf fiir jede Farbe
i € I in jeder Ecke z € V(Q(X)) hochstens ein i-farbiger Pfeil beginnt.

Jede i-Kette in Q(X) ist eine Uberlagerung von i-Ketten in X. Wir bekommen also
in Q(X)

pox)(x,i) = max{ox(y,i)ly € V(X) mit u(y) =z}
cox)(x,i) = min{ex(y,i)|y € V(X) mit pu(y) = =} .

Diese Maxima existieren, weil X nur endlich viele i-Ketten enthélt und diese endlich
sind. Ist y € V(X) eine Ecke mit u(y) = = und ¢(y,i) = ¢(z,i), dann ist auch
e(y,i) = e(x,i). Also ist u(y,7) = wp(z,i) und dies sogar fir alle y € V(X) mit
u(y) = z. Anders ausgedriickt ist

oo (., 8) = ix(y,4) fitr alle y € V(X) mit u(y) = .

Wenn wir gezeigt haben, daft Q(X) ein Quasi-Kristallgitter ist, wissen wir damit
insbesondere, dafs p: X — Q(X) ein Homomorphismus von Quasi-Kristallgraphen
ist, der nach Proposition 1.3.6 eindeutig ist.

Die letzte Gleichung zeigt direkt, daf fiir alle z € V(Q(X)) die Gleichung
Ajp(w,i) = ay
gilt, denn sei y € p~'(z) mit e(y, j) > 1, dann ist
Aj:u(xa Z) = M(ij7 Z) - :u(xa 2)
= Aju(y,i)

Bis hierher wissen wir also, daf Q(X) ein Quasi-Kristallgraph ist.

In diesem Punkt zeigen wir, daf pu(Xy) die grofte Ecke von Q(X) ist und pu(X;) die
kleinste Ecke. Es sei dazu = € V(Q(X)) eine beliebige Ecke und y € V(X) eine Ecke
mit u(y) = x. Dann gibt es einen gerichteten Kantenzug

onyogylli)@%yn:y
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in X. Das fithrt uns zu dem gerichteten Kantenzug

p(Xo) % () = uly) = a
in Q(X). Also ist p(Xp) = z fur alle x € V(Q(X)), und nach Ubergang zum Gegen-
graphen zeigt dies, daB = = p(X)) fiir alle € V(Q(X)) ist. Bis hierher wissen wir,
dak Q(X) ein Quasi-Kristallgitter ist.

(5) Sind nun z,y € V(Q(X)) zwei Ecken in Q(X) mit gleichem Gewicht p(z) = p(y).
Zum Abschluft des Beweises miissen wir zeigen, daf x = y ist. Es seien dazu nun
2,y € V(X) zwei Urbilder von x bzw. y. Das bedeutet u(x’) = p(y’) und damit ist
r=y.

]

Proposition 1.4.3. Ist X ein Quasi-Quadratkristallgitter und x,y € V(X) mit
() = p(y) + Ae; A >0,
dann gibt es eine 1-Kette, die x mit y verbindet.

Beweis. Nach Voraussetzung haben wir p(z,4) > u(y,i). Nehmen wir jetzt an, dak die
maximale i-Kette durch z nicht die Ecke y enthéalt. Nun kénnen wir ohne Einschréinkung
annehmen, daf p(z,7) = 0 ist, denn fiir die letzte Ecke 2’ in der i-Kette durch z gilt
immer noch p(z’,7) > u(y, i), weil y nicht zu dieser Kette gehort.

Genauso kénnen wir annehmen, daf £(y, i) = 0. Das bedeutet aber insgesamt —e(xz, i) >
©(y, 1), was schlieklich bedeutet

p(r,i) = e(z,i) = 0= p(y,i) = e(y, 1)

Also ist A = 0 und somit x = y. Dies widerspricht der Annahme, daf x und y nicht in der
gleichen i-Kette liegen.
Schlieflich ist die Proposition damit bewiesen. O

Beispiel 1. Abschliefsend finden wir ein Beispiel fiir ein Quasi-Quadratkristallgitter in
Abbildung 1.2, das kein Quadratkristallgitter ist. Dabei wird das Axiom (P4) bei der
Ecke x7 verletzt. Im néchsten Abschnitt werden wir feststellen, daf fiir so ein Beispiel
mindestens 3 Farben nétig sind.

1.5 Quadratkristallgitter

Analog zum Begriff Quasi-Quadratkristallgitter definieren wir nun:

Definition 1.5.1 (Quadratkristallgitter). Ein Kristallgitter X mit der Eigenschaft, daf
die Funktion p: V(X) — ZU mit pu: z — p(x) injektiv ist, nennen wir ein Quadrat-
kristallgitter.
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xs Z10

| N

T11 Z12

N

Abbildung 1.2: Ein Quasi-Quadratkristallgitter aber kein Kristallgitter

Die néchste Proposition beschreibt die Herkunft des Namens Quadratkristallgitter.
Proposition 1.5.1. Ist X ein I-Quadratkristallgitter, so gilt:

1. Fir jede Ecke x € V(X), fir die zwei verschiedene Farben i,j € I existieren mit
p(x,1),p(x,j) > 1, gilt
2. Fiir jede Ecke x € V(X), fir die zwei verschiedene Farben i,j € I existieren mit

e(w,i),(z,§) > 1, gilt
EiEj(L' = E]EZJ)

Wobei die zweite Eigenschaft schon aus der ersten folgt, weil der Gegengraph von X auch
ein Quadratkristallgitter ist.

Beweis. Ist X ein Quadratkristallgitter und = € V(X) eine Ecke wie oben, dann sind
nach Axiom (P4) ¢(Fz,j) > ¢(z,j) > 1 und @(Fjz,i) > p(x,1) > 1. Also existieren die
Ecken F;(Fj(z)) und Fj(F;(x)). Diese beiden Ecken haben das gleiche Gewicht und sind
somit gleich, weil X ein Quadratkristallgitter ist. O]

Proposition 1.5.2. Fir |I| = 2 ist jedes Quasi-Quadratkristallgitter ein Quadratkristall-
gitter.

Beweis. Sei nun x € V(X)) eine Ecke von X und I = {7, j}. Wir konnen annchmen, daf

es einen Pfeil y - = in X gibt, denn sonst wére nichts zu zeigen.
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Es sei nun u die erste Ecke in der maximalen j-Kette durch x, dann kann w aber nicht
die grofte Ecke von X sein, weil es nach Korollar 1.3.1 mindestens einen ¢-Pfeil in jeder
Kette von Xy nach x gibt.

Nun gibt es einen Pfeil v = u in X, weil |I]| = 2 ist. Wegen &(u, j) = 0, ist £(v,5) > 0 =
e(u, j).

Nun erfiillen aber die Ecken v und y die Voraussetzung aus der obigen Proposition. Also
liegen v und y auf der gleichen j-Kette. Damit ist also

E<y7j) —E(l’,j) - €(U,j) _5(u7.j) Z 0.

Insgesamt ergibt sich das folgende Bild:

J J J J
A 7

J J J
U Ejx x

Es sei v die letzte Ecke in der maximalen j-Kette durch y. Diese Ecke kann nicht die
kleinste Ecke von X sein. Also gibt es einen Pfeil v % @ in X. Wieder erfiillen die
Ecken x und @ die Voraussetzungen aus der obigen Proposition und wir schlieffen analog
zu dem obigen Fall:

oy, ) — (., j) = ¢(0,7) = o(a,j) <0.
Wobei sich hier das folgende Bild ergibt:

y— o Fy Ly

1.6 Zusammenfassung
Die wichtigsten Resultate in diesem Kapitel lassen sich wie folgt zusammenfassen.

Satz 1.6.1. 1. Zu jedem Gewicht X > 0 gibt es fiir jede halbeinfache komplexe Lie-
Algebra bis auf Isomorphie genau ein Quasi-Quadratkristallgitter mit Hochstge-
wicht .

2. Ist X ein Quasi-Kristallgitter, dann ist Q(X) ein Quasi-Quadratkristallgitter.

3. Fir zwei Quasi-Kristallgitter X und Y mit gleichem Hdéchstgewicht sind Q(X)
und Q(Y') isomorph.
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1 1 1

T11 T12 T13 T14
P,k
T21 ! T22 ! T23 ! T24
Pl
T31 ! T32 ! T33 ! T34

Abbildung 1.3: Beispiel fiir ein Quadratkristallgitter vom Typ A; x A

4. Fir |I| =2 ist jedes Quasi-Quadratkristallgitter schon ein Quadratkristallgitter.

5. Isto: X — 'Y ein Homomorphismus von Quasi-Kristallgittern mit gleichem Héchst-
gewicht, dann ist Im(c) =Y und hom(X,Y) = {c}.

Beweis. Der Teil 2 folgt direkt aus Proposition 1.4.2. Die Behauptung 1 folgt aus der
Tatsache, dafs es zu jeder halbeinfachen komplexen Lie-Algebra bis auf Isomorphi genau
einen zusammenhéngenden kristallinen Graphen X () vom Hochstgewicht A gibt.
Nach Proposition 1.4.2 ist Q()\) := Q(X ()\)) ein Quasi-Quadratkristallgitter mit gleichem
Hochstgewicht wie X. Nach Proposition 1.4.1 ist Q(\) isomorph zu jedem anderen Quasi-
Quadratkristallgitter mit gleichem Ho6chstgewicht.
Die Behauptung 3 folgt aus der Tatsache, daft Q(X) und Q(Y") gleiches Hochstgewicht
haben. Nach Teil 1 sind diese isomorph.
Der Teil 4 folgt direkt aus Proposition 1.4.1 und der Teil 5 folgt direkt aus Propositi-
on 1.3.6.

O

Bemerkung. Fiir die Existenz der Quadratkristallgitter der Typen A; x A; und Ay wer-
den wir im spéteren Verlauf dieser Arbeit einen elementaren Beweis angeben, der ohne
die Existenz der kristallinen Graphen auskommt. Genauer gesagt werden wir explizite
Realisierungen dieser Graphen angeben.

Jetzt folgen Beispiele von Quadratkristallgittern fiir die Typen A; x Ay, Ay, Bsy, Gs.
Fiir den Typ A; x A; gibt es fiir ein festes Hochstgewicht bis auf Isomorphie nur ein
Quasi-Kristallgitter. Sie haben alle die Form eines Rechteckgitters. Ein Beispiel findet
man in Abbildung 1.3.

Im néchsten Kapitel werden wir uns hauptséchlich mit Quadratkristallgittern vom Typ A,
beschéftigen. Ein Beispiel dazu findet man vorab in Abbildung 1.4.

In den Abbildungen 1.5 und 1.6 findet man auch Beispiele fiir Quadratkristallgitter vom
Typ By bzw. vom Typ Gs.

An diesen Beispielen lifst sich schon erahnen, dafs die Quadratkristallgitter mit gleichem
Hochstgewicht A bei den Typen A; x Ay, Ay, By und G immer ldnger werden.
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1 1
11 —— T12 —— T13

-
[\
—
-~
no
no

1
X43 — T44

Abbildung 1.4: Beispiel fiir ein Quadratkristallgitter vom Typ As

Ty4 —— T45

Abbildung 1.5: Beispiel fiir ein Quadratkristallgitter vom Typ B,
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1 1
Tyo ——>Ty3 —> Ty4
1 1 1
T52 2 Ts53 2 T54 2 T55
1 1 1
Te3 2 Teq 2 Te5
1 1 1
T3 2 L7y 2 T75 2 T76
1 1 1
Tgq 2 Tgs 2 T6
1 1
$95*2>1’96
1 1

2
T11,6 —— T11,6

Abbildung 1.6: Beispiel fiir ein Quadratkristallgitter vom Typ Go



Kapitel 2

Konstruktion von Kristallgittern

,Phantasie ist wichtiger als Wissen,
denn Wissen ist begrenzt.

Albert Einstein

Wiéhrend meiner Arbeit mit Kristallgraphen und im Speziellen mit kristallinen Gra-

phen habe ich viele Phdnomene beobachtet, allerdings bin ich dabei immer wieder auf das
gleiche Problem gestofsen, egal welchen Blickwinkel ich auch eingenommen habe.
Dieses Problem liefs sich erst 16sen, als ich den Prozef der Konstruktion von Kristallgittern
genauer betrachtete. Der Blickwinkel fiir dieses Kapitel ist also der des Konstrukteurs.
Dies wird sich jedoch mehr in den Beweisen widerspiegeln als in den Aussagen. Wir wer-
den uns dabei besonders mit den Kristallgittern vom Typ As beschéftigen, weil sich in
diesem Fall die genauesten Aussagen treffen lassen.

2.1 Teilkristallgitter
Definition 2.1.1. Ein I-gefiarbter Digraph X heifit Teilkristallgitter vom Level n, falls:
(1) X hat ein groftes Element.

(2) Fir jede Farbe i € I und fiir jede Ecke x € V(X)) beginnt hochstens ein i-farbiger
Pfeil in # und es endet dort hochstens ein solcher. (P1)

(3) Alle i-Ketten von X sind endlich. (P2)

(4) Fir alle Ecken z € V(X)) vom Level kleiner oder gleich n gelten die Axiome (P3) und
(P4).

(5) Fiir alle Ecken z € V(X)) vom Level echt grofer als n gilt:
o(x,i) =0 und e(x,i)=0
fiir |I| — 1 Farben.

21
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Abbildung 2.1: Beispiel fiir ein Teilkristallgitter

Beispiel 2. In Abbildung 2.1 sehen wir ein Beispiel fiir einen Teilkristallgitter vom Le-
vel 2.

Definition 2.1.2. Sind X und Y zwei Teilkristallgitter von den Leveln [(X) = m <
n = [(Y), dann heift Y Erweiterung von X, falls es einen Morphismus o: X — Y von
Digraphen gibt, so daf fiir alle Ecken x € V(X)) mit Level l[(x) < m gilt ¢(x) = ¢ (o(x)).
Falls n = m + 1 ist nennen wir die Erweiterung direkt.

Bemerkung. Jedes Kristallgitter 14t sich als Folge von direkten Erweiterungen schreiben,
was wir in den néichsten Abschnitten ausnutzen werden.

2.2 Kristallgitter vom Typ A; x A;

In diesem Abschnitt sei X ein Teilkristallgitter vom Typ A; x A;. Wir wollen nun die
moglichen Erweiterungen von X betrachten.

Proposition 2.2.1. Ist X ein Kristallgitter vom Typ A1 x Ay, dann ist die Abbildung
V: V(X) — N* injektiv.

Beweis. Angenommen es sind z,y € V(X) zwei Ecken mit 1(z) = ¥(y). Weiterhin sei
die Ecke Xy verbunden mit der Ecke x durch den gerichteten Kantenzug
K:Xoi—1>x1i—2>x2i—3>...ﬁb—>xn:x.

Die besondere Form A = 2F der Cartan-Matrix fithrt uns dazu, daf ¢(E; x) = ¢¥(FE;,y)
ist, da a;; = 0 ist fiir ¢ # j und den Axiomen (P3) und (P4).

Induktiv existiert demnach die Ecke E;, --- E; y und sie ist maximal. Als Kristallgitter
besitzt X aber nur eine maximale Ecke, also sind x und y iiber den gleichen Kantenzug
mit der groften Ecke X verbunden und stimmen folglich iiberein. O

Bemerkung. Der Beweis der Proposition zeigt sogar genauer, daf fiir jedes Teilkristallgit-
ter vom Level n die Einschrankung von 9 auf die Ecken vom Level < n injektiv ist.
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Proposition 2.2.2. Jedes Teilkristallgitter X vom Typ Ay X A1 und vom Level n hat bis
auf Isomorphie hochstens eine direkte Erweiterung. Insbesondere sind zwei Kristallgitter
mit gleichem Hochstgewicht vom Typ Ay X Ay isomorph.

Beweis. Fiir den Beweis sei 0: X — Y eine direkte Erweiterung von X und z,y € V(X)
zwei Ecken vom Level n + 1. Die vorherige Bemerkung besagt, daf wir genau dann

o(x) = o(y) haben, wenn v (o (z)) = ¢ (o(y)) ist.
Die Werte von 1 (O'(ZE)) und (a(y)) liegen jedoch schon durch X fest, wegen der besonde-
ren Form der Cartan-Matrix A = 2F, also hat X hochstens eine direkte Erweiterung. [

Bemerkung. Die vorherige Proposition besagt insbesondere, daf alle Kristallgitter vom
Typ A; x A; Quadratkristallgitter sind, weil demnach jedes Kristallgitter X zum zuge-
horigen Quadratkristallgitter (X)) isomorph ist.

2.3 Kristallgitter vom Typ A,

In diesem Abschnitt betrachten wir fiir Teilkristallgitter vom Typ A, die Frage, welche
direkten Erweiterungen sie haben konnen.

Satz 2.3.1. Ein Kristallgitter X vom Typ As hat die folgenden Eigenschaften:

(1) Es seien z,y € V(X) zwei Ecken von X mit gleichem Gewicht p(x) = u(y) und
W(x,1) > (y, 1), dann gibt es eine ganze Zahl o € 7 mit

Y(z)=v(y)+a- (+1,+1,—1,-1)

und fiir jedes (3 zwischen 0 und « existiert genau eine Ecke z € V(X)) mit
(2) Die Abbildung: V(X) — N2 mit (z) = (p(z,1),e(x, 1), o(z,2),e(z, 2)) ist injektiv.

(3) Sindz,y € V(X) zwei Ecken von X mit u(x) = u(y) und x L',y 5y zwei Kanten
in X, dann ist Njp(z,7) = Aip(y,7), d.h. die I x L-Fdarbung der beiden Pfeile ist
gleich.

Beweis. Fiir den Beweis schreiben wir den Graphen X als Folge von direkten Erweite-
rungen
Xoy— Xy — ... > X=X

und zeigen per Induktion nach dem Level, dak jede direkte Erweiterung bewirkt, dafs die
Aussagen des Satzes auch fiir das néchste Level gelten. Fiir das Level 0 gibt es nichts zu
zeigen, da dort kein Pfeil ankommt.

Fiir den Induktionsschritt sei nun X(,) das Teilkristallgitter von X vom Level n und
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7: X, — X(n41) die direkte Erweiterung zum Teilkristallgitter von X vom Level n + 1.
Weiterhin seien x4, ...,x, und vy, ..., Yy, die Ecken von X,, mit

p(r(zi) = p(r(y)) =ple)  i=1....n j=1,...,m
fir eine fest gewahlte Ecke x € V(X)) von X vom Level n + 1 und
e(x;, 1) >0 e(y;,2) >0 i=1,...,n j=1,....m

Nach Induktionsvoraussetzung konnen wir die Ecken z;, y; echt aufsteigend nach der Lén-
ge der 1-Ketten bzw. 2-Ketten zu denen sie gehoren sortieren, d.h. wir haben

o(x;, 1) < p(z;,1) und  @(vi,2) < ¢(y;,2) fiiri < j

und zwar so, daf jeweils ¢(z;,1) + 1 = p(xi41, 1) ist und ©(y;,2) + 1 = ©(y;41,2).
Die Erweiterung X,y entsteht aus X,y nicht nur durch Verkleben sondern auch durch
Hinzufiigen von neuen Ketten. Wir definieren nun:
Falls es eine Ecke y in X gibt mit u(y) = p(x) und e(y,1) = 0 betrachten wir nun die
1-Kette der Lange p(y, 1) mit maximaler Ecke o und falls es eine Ecke y in X gibt mit
p(y) = p(z) und e(y, 2) = 0 betrachten wir noch die 2-Kette der Lange pu(y, 2). Das ergibt
dieses Bild:

Zo l> Fll’o i> N l> Flu(%l)[EO
und

Yo i) ngo i c i) F;(zg)yo

Nun konstruieren wir uns einen (ungerichteten) Hilfsgraphen I" an dessen Eigenschaften
wir die Behauptungen des Satzes ablesen konnen. Die Menge der Ecken V(I') bestehe aus
den Elementen z;,y; und gegebenenfalls auch xy bzw. .

In diesem Graphen I" verbinden wir zwei Ecken z; und y; miteinander, falls das Verbinden
dieser beiden Ecken in X,, dazu fiihrt, daf die neu entstandene Ecke die Axiome (P3)
und (P4) erfiillt.

Nun wollen wir ein paar Eigenschaften des Graphen I' genauer betrachten. Zuerst einmal
ist zu sehen, daf I" ein bipartiter Graph ist. Auferdem ist jede Ecke von I' mit hochstens
zwei anderen Ecken in I' verbunden.

Weiterhin beobachten wir, daf der Graph I'" zusammenhéngend ist. Zum Beweis dieser
Aussage geniigt es zu zeigen, daf der Grad aller Ecken bis auf zwei gleich 2 ist. Fiir jede
Ecke ist aber schon der Grad > 1, weil X, ein Teilkristallgitter eines Kristallgitters ist.
Nun sei ¢ € {0,1,...,n} mit deg(z;) =1 und j € {0,1,...,m} mit y; die mit x; verbun-
dene Ecke. Nun gibt es zwei Félle:

1. Fall: In X(,11) ist Ayp(a;,2) = 0. Dann kénnte z; auch mit einem y verbunden werden
mit ¢(y,2) = ¢(y;,2) + 1 und €(y,2) = £(y;,2) + 1. So ein y gibt es aber nicht,
wegen der Voraussetzung deg(z;) = 1.

Also schliefen wir, dak y; = v, ist bzw. 7 = m und falls x,;, existiert, ist y,, auch
mit x;;1 verbunden.
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Ym Ym—1 n

e /

Zo Yo

S

T T Ty,
Abbildung 2.2: Die Struktur des Hilfsgraphen I'

Aufserdem kann jetzt die Ecke x;_; mit keiner der Ecken y; verbunden werden. Das
kann nur heiffen, dafs die Ecke x;_; nicht existiert. Wir schliefsen, dafs ¢+ = 0 oder
1 =1 ist.

2. Fall: In X(;,41) ist Aqe(x;,2) = 0. Dann konnte x; auch mit einem y verbunden werden
mit ©(y,2) = ¢(y;,2) — 1 und £(y,2) = £(y;,2) — 1. So ein y gibt es aber nicht,
wegen der Voraussetzung deg(z;) = 1.

Also schliefien wir, y; = yo oder y; = y; bzw. j = 0 oder j = 1 und falls die Ecke
x;—1 existiert, ist y; auch mit x;_; verbunden.

Aufserdem kann jetzt die Ecke x;;1 mit keiner der Ecken y; verbunden werden. Das
kann nur heiflen, dafs die Ecke x;,; nicht existiert bzw. das i = n ist.

Insgesamt hat dann der Graph I' die Gestalt wie in Abbildung 2.2. Dabei wird der Fall
betrachtet, dafs die beiden Ecken z, 1y auch wirklich auftauchen. O

Korollar 2.3.2. Fiir ein Kristallgitter X vom Typ Ay und eine Ecke x € V(X)) lafst sich
die Gewichtsmultiplizitit m,, von p = p(x) in X bestimmen durch

Korollar 2.3.3. Ist X ein Kristallgitter vom Typ As, dann induziert der Homomorphis-
mus pi: X — Q(X) eine I x L-Firbung cx: V(Q(X)) — I x L auf Q(X) durch

ex (u(x) — p(y)) = lab(z — y)
wobei lab(x — y) das Label des Pfeiles in X bezeichnet.

Beweis. Diese Definition ist wohldefiniert nach Satz 2.3.1. Wegen Im(mu) = Q(X), wird
so fiir jeden Pfeil eine Farbe aus I x L definiert. n

Korollar 2.3.4. Zwei Kristallgitter X,Y vom Typ Ay mit gleichem Hochstgewicht sind

Y

genau dann isomorph, wenn sie die gleiche I x L-Farbung auf Q(X) = Q(Y) induzieren.

Als néchtes beobachten wir, welche Farbungen in einem Quadrat einer solchen indu-
zierten I x L-Farbung eines Quadratkristallgitters auftauchen kénnen. Diese Information
wird uns spéater dazu dienen, die moglichen Erweiterungen eines Teilkristallgitters zu ei-
nem Kristallgitter weiter einzuschranken.
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Proposition 2.3.5. Sei X eine Kristallgitter und Q(X) das dazugehirige Quadratkri-
stallgitter mit induzierter I x L-Fdrbung cg. Sei weiterhin w ER x, w 2, Y, T 2 2 und

Y L 2 ein Quadrat in Q(X), dann kénnen die Farbungen

w

1+ 2+

bzw.

nicht auftreten. Wobei jeweils die Farbungen in der zweiten Spalte schon aus Symmetrie-
grinden nicht auftreten.

Beweis. Wegen der Symmetrie in 1 und 2 geniigt es, wenn wir nur die Quadrate in der
ersten Spalte betrachten. Sei nun w’ ein Urbild von w unter der kanonischen Abbildung 7
mit (w’,2) > 0. So ein w’ kénnen wir wahlen, da die kanonische Abbildung 7 surjektiv
ist.

Es sei nun ¢ (w') = (a,b,c,d) und F,f(w') =: /. Damit erhalten wir ¥(y') = (a +1,b,c —
1,d + 1). Weiterhin sei F; (y') =: 2’. So bekommen wir 1(z') = (a,b+ 1,¢,d + 1), setzen
Ey (2') =: 2’ und gelangen zu ¥ (2') = (a,b + 2,¢ + 1,d). Schlieklich sei fir das erste
Quadrat Ej (2) =: w”. Dies impliziert ¢ (w”) = (a+1,b+1, ¢, d). Fiir das zweite Quadrat
in der ersten Spalte setzen wir £ (2') =: w", dann ist ¢ (w”) = (a+1,b+1,c+1,d+1).
Diese Berechnung zeigt, dafs in jeweils beiden Féllen fiir alle n € N die Ecken

(EVEy FUF)" ()

existieren und paarweise verschieden sind, weil schon die Werte von 1) paarweise verschie-
den sind. Also enthélt das Kristallgitter unendlich viele Ecken. Ein Kristallgitter besitzt
jedoch nur endlich viele Ecken, was uns einen Widerspruch zu der Annahme liefert, daf
die oben genannten Farbungen der Quadrate auftreten konnten. O]

Bemerkung. Aus den gleichen Griinden konnen auch nicht die folgenden Féarbungen auf-
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treten:

bzw.

Dies sieht man dhnlich wie im Beweis oben. Dazu beginnt man jedoch bei der Ecke z und
geht zuerst in Richtung der beiden Minus-Pfeile. Alternativ konnen wir zum Gegengra-
phen iibergehen. In diesem Fall wird aus + — und umgekehrt. Die vorherige Proposition
liefert und schlieflich den Beweis.

Proposition 2.3.6. Sei X ein Kristallgitter und Q(X) das dazugehdorige Quadratkristall-
2

gitter mit induzierter I x L-Fdrbung cq. Set weiterhin w ER T, W =Y, T 2 2 und Y L2
ein Quadrat in Q(X), dann kann die Féarbung

nicht auftreten.

Beweis. Fiir den Beweis nehmen wir an, daft doch so ein Quadrat mit der obigen Farbung
auftritt und wir nennen die Ecken dieses Quadrates wie oben.

Wir betrachten zunéchst einmal den Fall, daf es ein Urbild v’ € V(X) von w gibt mit
e(w', 1), p(w’,2) > 1. Jetzt konnen wir vorgehen, wie in den vorherigen Beweisen. Wir
setzen Y (w') := (a,b,c,d) und 2’ := Fj(w'), dann haben wir ¢(2') = (a—1,b+1,¢,d—1).
Weiterhin definieren wir 2z’ := Fy(w’) und berechnen ¢ (2') = (a,b + 1,¢ — 1,d). Fiir
y' = Fy(2) erhalten wir ¥(y') = (a+ 1,b— 1,¢ — 2,d) und fiir w” := Ey(y’) folgern wir
Yp(w”)=(a+1,b+1,c—1,d—-1).

Diesen Vorgang kann man nun beliebig oft fortsetzen. Es sind aber alle Ecken verschieden,
die dabei durchlaufen werden, weil sie sich schon im Funktionswert von v unterscheiden.
Das Kristallgitter X besitzt demnach unendlich viele Punkte. Das ist ein Widerspruch
dazu, daf ein Kristallgraph nur endlich viele Punkte besitzt. Also muft unsere Annahme
falsch gewesen sein, dafs so ein Quadrat mit der angegebenen Farbung auftritt. Damit ist
die Proposition fiir den ersten Fall bewiesen.

Nun betrachten wir noch den Fall, daf es kein Urbild v’ € V(X) von w gibt mit
e(w', 1), p(w',2) > 1. Sein nun aber w’ € V(X) ein Urbild von w in X mit p(v’,1) =
e(w, 1) und e(w’, 1) = e(w’, 1). In diesem Fall muf aber ¢(w’,2) = 0 sein. Somit bleiben
noch zwei Moglichkeiten:
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1. Fall: Es ist zusétzlich e(w’, 1) = 0. Das bedeutet, daf sich w am oberen Rand von

Q(X) befindet. Dort sind jedoch alle L-Farbungen +, was unserer Annahmne w 2,
y widerspricht.

2. Fall: Wir haben e(w’,1) > 1. In diesem Fall gibt es genau eine Ecke w in X mit
Y(w) = Y(w') — (+1,+41,—1,—1). Damit aber die Ecke w nicht die Bedingung
p(w, 1), p(w, 1) > 1 erfiillt, muf jetzt p(w, 1) = 0 sein bzw. p(w’, 1) = 1. Aukerdem
ist aber p(w, 2) = 1 nach der Definition von w. Weiterhin beobachten wir, daf w’, w
die einzigen Urbilder von w in X sind, also wissen wir

@(wv 1) = max {QO(UJ,, 1)7 90<w7 1)}
@(wa 2) = max {(p(w,, 1)7 §0<w7 2} ,

weil der Morphismus X — Q(X) surjektiv ist. Schlieflich ist z = Q(X); die kleinste
Ecke von Q(X) und dort miissen die L-Farbungen alle — sein, was unserer Annahme

24 . .
r — z widerspricht.

Insgesamt haben wir damit unsere Proposition bewiesen.

]

Die néachste Proposition beschéftigt sich damit, wie ein Kristallgitter vom Typ A am
,Rand“ aussehen kann. Genauer gesagt:

Proposition 2.3.7. Sei X ein Kristallgitter vom Typ As und Q(X) das dazugehorige
Quadratkristallgitter mit der durch X — Q(X) induzierten I x L Farbung cx auf Q(X).

Es seien weiterhin drei Ecken x - vz in Q(X) gegeben fiir zwei verschiedene Farben
1,5 € I mat der Eigenschaft:

o(z,7) =0=¢e(z,1),

so tritt genau einer der beiden folgenden Fille auf:

i+ J=
a) T —y— =z
b) x oy I+
Beweis. Es sei #’ € V(X) das Urbild von z in X mit p(2',i) = ¢(x,7) und e(z’,7) =
g(x,1). Dann gilt natiirlich 0 < ¢(2’, j) < p(z,7) = 0, also ist p(2’, ) = 0. Angenommen
wir haben den Fall =5 vy, dann sei v/ = Fy2’ und wir haben o(y',7)=1und e(y/,i) > 1.
Sollte nun y = sein, dann wire fiir 2/ = Fi(y') e(2',i) = e(y',i) > 1. Das kann aber
nicht sein, weil 2’ ein Urbild von z ist unter X — @Q(X) und wir vorausgesetzt haben, daf
e(z,1) = 0 gilt.
Wir haben also gezeigt: Aus z =, y folgt y = z. Beim Ubergang zum Gegengraphen
wird bei den Farbungen aus + ein — und umgekehrt. Das heift, daf aus y 2= z folgt

g y. Schlieklich bedeutet dies, daft nicht beide L-Féarbungen gleich sein kénnen, was
die Proposition beweist. O
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Satz 2.3.8. Sei X eine Kristallgitter vom Typ Ay und Q(X) das dazugehomge Quadmt-
kmstallgztter mit induzierter I x L-Farbung cq. Sei weiterhin w ER x, w 2, Y, 2, 2 und

Y L 2 ein Quadrat in Q(X), dann tritt genau einer der folgenden finf Fille ein
w

1+ 2+

2+ 1+

Sind weiterhin x - Y ERg Pfeile in Q(X) fiir verschiedene Farben i,j € I mit p(z,j) =0
und £(z,1) = 0, so tritt genau einer der beiden folgenden Fille ein:

i+ G- i— g+
rT—YyY—z T—Yy— 2

Auflerdem kommen all diese Fille wirklich vor.

Beweis. Bei den Quadraten haben wir alle anderen Félle schon durch vorherige Proposi-
tionen ausgeschlossen. Abgesehen von den benétigten Beispielen folgt der Rest auch aus
einer vorherigen Proposition.
Zum Abschlufs des Beweises betrachten wir noch die Beispiele in den Abbildungen 2.3
und 2.4. In diesen Beispielen kommen alle oben genannten Fille vor. Bei dem ersten Gra-
phen handelt es sich um das Quadratkristallgitter des kristallinen Graphen zum Hochst-
gewicht (2,1) mit der dazugehérigen induzierten I x L-Férbung.
Das zweite Beispiel ist das Quadratkristallgitter zum Hochstgewicht (1,1) mit der eigenen
I x L-Farbung.

O
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1+ 1+

] ——> Ty —> T3

2+l Zl 2—
1+ 1+

Xyg X5 Ze €T

2+\L 2— \LQ—
1- 1

rs —T9 ;>$10

24 lz

11 —— 212

Abbildung 2.3: Beispiel 1 fiir Quadrate aus Satz 2.3.8.

2
T ;>ZL'2

2+ 2—

r3 —— Ty ——> Tj

1l ll

Yo T
Abbildung 2.4: Beispiel 2 fiir Quadrate aus Satz 2.3.8.

Bemerkung. Gibt es aufser den Quadratkristallgittern und den kristallinen Graphen noch
andere Kristallgitter? Die Antwort auf diese Frage ist: Ja es gibt noch andere. Ein Beispiel
dafiir finden wir in Abbildung 2.5, was auch gleichzeitig das kleinste Beispiel ist, weil das
Hochstegewicht eines solchen Kristallgitters mindestens (2,0, 2,0) sein muf.
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T
N
T2 X3
2 1
/ 1 2 \
Ty Ts Te X7
xg T9 Z10 T11
Z12 Z13 T4 T15
1
T16 Ti7 x18 T19
2
T20 T21 X292 T23
1 1
X24 X25

A

Abbildung 2.5: Ein Kristallgitter aber kein Quadratkristallgitter und kein kristalliner
Graph
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Kapitel 3

2-farbige Kristalline Graphen

,Mathematics consists of proving
the most obvious thing in the
least obvious way.“

George Polyéa

In diesem Abschnitt betrachten wir 2-farbige kristalline Graphen zu irreduziblen Dar-

stellungen von halbeinfachen komplexen Lie-Algebren und zwar im Speziellen diejenigen
vom Typ Ay. Genauer gesagt werden Realisierungen fiir alle Quadrat-Kristallgitter vom
Typ Ay angegeben, sowie auch fiir alle kristallinen Graphen vom diesem Typ. Dazu wer-
den mafsgeblich die Ideen aus dem vorherigen Kapitel verwendet.
Die kristallinen Graphen und die dazugehorigen Quadratkristallgitter vom Typ A; x Ay
sind so einfach, daf sie hier kurz im néchsten Abschnitt abgehandelt werden kénnen. Fiir
die Typen B, und Gs ist eine dhnliche Realisierung, wie fiir den Typ A,, unmdglich. Die
Griinde dafiir werden kurz in Abschnitt 3.3 dargelegt.

3.1 Typ Al X Al

Fiir den Typ A; x A; gibt es fiir eine festes Hochstegewicht A € N? bis auf Isomorphie
genau ein Kristallgitter mit Hochstgewicht A, ndmlich das Quadratkristallgitter mit die-
sem Hochstgewicht. Dies wurde schon ausfiihrlich in Abschnitt 2.2 untersucht.

Uns fehlt jetzt nur noch eine Realisierung dieser Quadratkristallgitter. Bei diesem Typ
ist das sehr einfach und kann hier kurz angegeben werden.

Wir definieren den Digraphen Q(\) durch

V(Q()\)) = {33’ € N4|.CB1 —+ T — )\1, I3 + Ty — )\2}
A(Q()\)) = {:c — Yyl + 1=y, zo+1=ys, T3=y3 4= y4} U

2
{$—>y|$1:y1a To =12, w3+ 1=uys, $4=$3+1}-

33
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Bemerkung. Dies definiert in der Tat ein Kristallgitter vom Typ A; x A; und Hochstge-
wicht A. Auferdem gilt fiir jede Ecke z von Q(\)

z = (p(z,1),e(z,1), 0(x,2),e(z,2)) = ¥(x).

Das hat den grofsen Vorteil, dafs fiir jede Ecke = sofort alle Eintrage von ¢ bekannt sind
und nicht erst noch berechnet werden miissen.

Im néchsten Abschnitt wird klar, wie grof dieser Vorteil ist, wenn wir Kristallgitter vom
Typ As betrachten. Diese sind ndmlich nicht mehr so leicht zu {iberschauen.

3.2 Typ A

3.2.1 Die Quadratkristallgitter

In diesem Abschnitt wollen wir nun Realisierungen der Quadratkristallgitter vom Typ Ao
erarbeiten. Dazu sei zunéchst ein § € Z fest vorgegeben. Wir definieren nun die zwei
Funktionen ys1, Xs2: N* — Z durch

x1(z) == xs1(a,b,c,d) = 2-(a—b)+(c—d)+¢
x2(z) == xs2(a,b,c,d) = (a—b)+2-(c—d)—9¢

und damit die Eckenmenge des Digraphen )5 durch
V(Qs) = {a=(abecd) €N |xi(z), xz2(x) € 3Z und
1
falls x;(z) < 0= e(x,i) > _gXi(x) firi = 1,2 und

falls x;(xz) > 0 = p(z,i) >
falls x1(z) < 0= p(z,1) <
falls x(z) <0 = p(z,2) <
Jetzt fehlen noch die Pfeile des Digraphen @)s. Falls a > 0 definieren wir

Fi(z) = Ff(z) = (a—1,b+1,c+1,d) falls y;(x) <0
"= Fi(z) = (a—1,b+1,¢,d—1) falls xy;(z) >0

und falls ¢ > 0 definieren wir

Fy() = Ff(x) = (a+1,b,c—1,d+1) falls xa(z) <0
2= Fy(z) = (a,b—1,c—1,d+1) falls xo(z) >0

und analog dazu fiir b > 0

Bi(z) = Ef(z) = (a+1,b—1,c—1,d) falls y;(z) <0
)= Ef(z) = (a+1,b—1,¢,d+1) falls xy;(x) >0
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und fiir d > 0

Ez(x):{EJ(x) — (a—1,b,c+1,d—1) falls y5(z) <0

Ey(z) = (a,b+1,c+1,d—1) falls xo(z) >0

Bemerkung. Zuerst einmal ist zu bemerken, daf die Operatoren E;, F; wohldefiniert sind,
falls sie existieren. Weiterhin definiert dies einen I-gefarbten Digraphen mit Eckenmenge
(Q)s. Denn ist fiir ein z € Qs ¢(x,7) > 0, so ist auch e(F;(z),i) > 0 und E;(F;(x)) = x.
Umgekehrt gilt dies auch nach Ubergang zum Gegengraphen.

Weiterhin definiert dies sogar eine Kristallgraphstruktur auf Qs, da die Axiome (P1) —
(P4) direkt durch die Definition erfiillt werden. Dabei fallt natiirlich auf, daf Q5 unend-
lich viele Ecken besitzt. Wir interessieren uns aber fiir die Zusammenhangskomponenten
von (Qs, die jeweils nur endlich viele Ecken besitzen.

Proposition 3.2.1. Fir jede Ecke x € V(Qs) von Qs ist

xi(z) = xi(Fa(z))
xi(@) = xi(Es(2))
x2(z) = xo(Fi(z))
x2(z) = x2(Ei(x)),

falls die jeweiligen Operatoren E; und F; existieren.

Beweis. Wir miissen nur die erste Gleichung zeigen. Die zweite Gleichung folgt automa-
tisch und genauso auch die restlichen Gleichungen wegen der Symmetrie in 1 und 2. Zum
Beweis sei nun = = (a, b, ¢, d). Im Weiteren betrachten wir zwei Falle:

Fall 1: Nehmen wir zuerst einmal an, daf Fy(z) = F () ist. Damit berechnen wir:
x1(F(z) = xi(F(x))

xi(a+1,b,c—1,d+1)

2-(a+1=0)+ ((c=1)=(d+1))

= 2-(a—0b)+ (c—d)

= xu(@)

Fall 2: Nehmen wir schlieflich an, dal Fy(x) = Fy (z) ist. Dies impliziert:
xi(Fa(z) = xi(Fy ()

xi(a,b—1,c—1,d+1)

=2 (a—(b-1)+ ((c=1)—(d+1))

= 2-(a=b)+(c—d)

= xi(z).
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Damit haben wir die Proposition bewiesen. O

Korollar 3.2.2. Fiir jede Ecke x € V(Qs) mit p(z,i) > 1 firi=1,2 gilt
F1 (FQ(lL‘)) = FQ(Fl(l'))

Genauso gilt das auch nach Ubergang zum Gegengraphen, d.h. fir jede Ecke x € Qs mit
e(x,i) > 1 firi=1,2 gilt
E1 (EQ(ZL‘)) = EQ(E1(1'>)

Beweis. Weil die Operatoren F.", F,, i = 1,2 kommutieren und die Label der Pfeile durch
die Funktionen 1, x» festliegen, folgt die Behauptung aus der vorherigen Proposition.
Der Gegengraph ()5 von ()5 ist isomorph zu ()_s, also folgt damit auch der zweite Teil

der Behauptung. O

Korollar 3.2.3. Jede maximale Ecke x in Qs beziiglich = ist die gréfste Ecke der Zusam-
menhangskomponente, die sie enthdlt.

Beweis. Sei x eine maximale Ecke beziiglich ». Wir nehmen fiir den Beweis an, daf x
nicht die grofste Ecke der Zusammenhangskomponente ist, zu der sie gehort. Wir wahlen
ein y in dieser Zusammenhangskomponente, so daft x = y aber x % E;y fiir ein 7 € [ ist
und dafs y unter all den Ecken mit diesen Eigenschaften minimalen Abstand zu x hat.
Jetzt muf es noch eine andere Farbe j € I\{i} geben mit £(y,j) > 1. Damit ist die
Voraussetzung des vorherigen Korollars erfiillt und wir haben eine Ecke z mit

Es kann aber nicht z > z sein, sonst wire auch x > Fj(z) = E;(y), was der Wahl
von y widerspricht. Es ist aber dann Fj(z) eine Ecke mit den Eigenschaften = > Fj(2),
x Ez(Fl(z)) und kleinerem Abstand zu z als y, was auch der Wahl von y widerspricht.
Insgesamt bedeutet das, dafl es so ein y nicht geben kann und x die grofite Ecke der
Zusammenhangskomponente ist, der x angehort. Damit ist die Behauptung gezeigt. [

Lemma 3.2.4. Fir jede maximale i-Kette x 2, T AN Ty i Qs ist xi(xo) > 0 und

Xi(wn) < 0.
Beweis. Nehmen wir y;(z¢) < 0 an. Die Definition von (s impliziert nun
. 1
e(xo, 1) > —gxi(x) > 0.

Dann ist aber zy nicht die gréfte Ecke in der i-Kette, was der Wahl von zy wiederspricht.
Nehmen wir weiterhin an, es wére x;(z,) > 0, dann impliziert die Definition von @5, daf
@(xy,1) > 3xi(z) > 0 ist, was aber der Wahl von z,, widerspricht. Insgesamt haben wir
das Lemma damit bewiesen. O]

Lemma 3.2.5. Fir jede Ecke x von Qs ¢ibt es eine Ecke y von Qs mit y = x und
X1(¥), x2(y) > 0. Genauso gibt es auch eine Ecke z von Qs mit x = z und x1(2), x2(2) < 0.
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Beweis. Fiir den Beweis suchen wir zunéchst nur eine Ecke ¢ mit 3 > = und x1(y’) > 0.
Danach suchen wir eine Ecke y mit y > ¢’ und x2(y)) > 0. Damit ist automatisch auch
x1(y) = 0.

Wir setzen 3 = (E;)°®Y(z). Dann ist natiirlich 3’ = x und nach dem vorherigen Lemma
haben wir x1(y') > 0. SchlieRlich setzen wir y = (E;)*@"? (y/). Damit ist y = ¢/ = x, wir
haben y»(y) > 0 und es ist x1(y) = x1(¢/) > 0. Der Ubergang zum Gegengraphen liefert
auch hier wieder den Rest des Beweises. [l

Proposition 3.2.6. Jede Zusammenhangskomponente von Qs hat eine griofste Ecke und
eine kleinste.

Beweis. Es sei x eine beliebige Ecke von ()s. Nach dem vorherige Lemma gibt es nun
Ecken y, z in Qs gibt mit y = = > z und y;(y) > 0 > x;(2) fir i = 1,2.

Wir betrachten die Ecken 3y := (F,)*®Y(y) und y" := (E,)*@?(y/). Es ist natiirlich
e(y/,1) = 0 und wir haben £(y/,2) = e(y, 2), weil x;1(y) > 0 ist.

Weiterhin ist e(y”,2) = 0 und e(y”, 1) = (¢, 1) = 0, weil x2(y') > x2(y) > 0 ist.

Also ist zy eine maximale Ecke von Q5 mit xy > x. Auferdem gilt das gleiche Ergebnis
auch fiir den Gegengraphen von (), also gibt es auch eine minimale Ecke z; in Q)5 mit
T = x.

Die maximale Ecke xq ist nach Korollar 3.2.3 die grofste Ecke der Zusammenhangskom-
ponente und xy die kleinste. O]

Satz 3.2.7. Jede Zusammenhangskomponente X wvon Qs ist ein Quadratkristallgitter.
Das Hdchstgewicht einer jeden Zusammenhangskomponente X von Qs ist von der Form
A = (m,m — 6) und jedes Quadratkristallgitter mit Héchstgewicht X = (m,m — §) ist
1somorph zu genau einer Zusammenhangskomponente von Q)s.

Definition 3.2.1. Die Zusammenhangskomponente von ()5 mit Héchstgewicht A bezeich-
nen wir mit Q(\).

Beweis des Satzes. Die vorherigen Ausfiihrungen zeigen, daft jede Zusammenhangskom-
ponente von Qs ein Kristallgitter ist. Sei nun X eine Zusammenhangskomponente von
Qs. Wir miissen jetzt zeigen, daff die Abbildung p: X — Z? injektiv ist.

Nun seien z,y zwei Ecken in X mit u(x) = p(y). Es seien weiterhin

i1 i2 i
Xo—o > ... Bz, =2
X jl jQ ]TL _

0o —Y1— ... 2 UYn=Y

zwei Wege die X mit x beziehungsweise Xy mit y verbinden.

Diese beiden Wege enthalten gleichviele 1-Pfeile und auch gleichviele 2-Pfeile, weil X ein
Kristallgraph ist. Nach Proposition 3.2.1 enthalten beide Wege gleich viele (14)-, (1—)-,
(2+) und (2—)-Pfeile. Also sind ¢(z,i) = ¢(y,i) und e(x,i) = e(y,i) fur ¢ = 1,2, was
bedeutet, dafs schon x = y ist, weil X ein Kristallgitter vom Typ A, ist. Insgesamt wissen
wir, dafs X ein Quadratkristallgitter vom Typ A, ist.
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Sein nun = = (a,0,¢,0) eine maximale Ecke von @s. Nach Lemma 3.2.4 haben wir
X1(x), x2(z) > 0 und der Definition von Qs zur Folge ist

3a > xi1(x) = 2a+c+§
3c>x2x) = a+2c—94§

Wenn wir jetzt in der ersten Gleichung auf beiden Seiten 2a subtrahieren und in der
zweiten Gleichung auf beiden Seiten 2¢, erhalten wir die Gleichungen

c+0

a
c a—20

AVARLY,

Damit erhalten wir ¢ < a— 3§ und ¢ > a — 6, also ist ¢ = a — 9§, d.h. es ist = (a,0,a — 9),
wie im Satz behauptet.

Die Ecke (m,0,m — 6,0) liegt in @5, da alle Bedingungen der Definition erfiillt sind, was
den letzten Teil des Satzes beweist, da Quadratkristallgitter mit gleichem Hochstgewicht
isomorph sind. ]

Lemma 3.2.8. Ist X ein Quadratkristallgitter vom Typ As und x € V(X)) eine Ecke von
X mit e(z,i) =0 und e(x,7) = 1 fiir verschiedene Farben i,j € I, dann tritt genau einer
der beiden folgenden Fdlle ein:

(a) E;(x) ist die grofite Ecke von X .

(b) E; (E,(z)) ist die grofste Ecke von X und das Héchstgewicht von X ist von der Form
m:-ée€;.

Insbesondere ist das Level [(x) von x hdchstens 2.

Beweis. Es sei z solch eine Ecke. Falls x;(z) > 0 ist, haben wir e(E;z,j) = e(z,j) = 0.
Aufserdem wére natiirlich auch e(F;x,i)e(z,i) —1 = 0 und damit x die grofste Ecke von X.
Falls y;(z) < 0 ist, ist e(F;z,j) = 1. Uns bleiben nun noch zwei Fille. Dazu nennen wir
y := E;(E;(z)) und wir bekommen:

1.Fall: Es ist x;(z) < 0, dann ist p(y,i) = @(E;x,i) > 1 und es wire F;(Fy) = x.
Schlieflich wére dann e(z, 7) = 1 # 0, was der Wahl von = widerspricht.

2.Fall: Esist x;(z) > 0, dann ist e(y, i) = e(E;z, 1) = 0 und aukerdem natiirlich £(y, j) =
0. Damit ist y die grofte Ecke von X. Auferdem ist dann, wie im 1. Fall, ¢(y,i) = 0.
Das Hochstgewicht von X ist also von der Form m - e; fiir ein m € N.

O

Lemma 3.2.9. Ist X ein Quadratkristallgitter vom Typ As und v € V(X)) eine Ecke mit
e(x,i) =1 firi=1,2, dann tritt genau einer der folgenden vier Fille ein:
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(a) x ist die kleinste Ecke von X und X hat Héchsgewicht (1,1).

(b) E3(Eyx) ist die gréfite Ecke von X und X hat Héchstgewicht (0,n).
(c) Ei(Eyx) ist die grofte Ecke von X und X hat Hochstgewicht (m,0).
(d) Es(Ey(z)) ist die grifte Ecke von X.

Beweis. Sei x eine Ecke wie in der Voraussetzung. Falls xi(x), x2(x) > 0 sind, haben
wir den Fall, daf e(E\z,2) = e(x,2) = 1 ist und dab e(EyE z,1) = ¢(Eyx,1) = 0 ist.
Auferdem ist dann e(FyEyz,2) = e(Eyz,2) — 1 = 0. Das bedeutet, daf

Eqi(Es(z)) = Es(Er(2))

eine maximale Ecke von X ist und damit die grofste Ecke von X.
Schliefslich bleibt der Fall, daf x;(x) < 0 ist fiir ein ¢ € {1,2}. Es sei i € I'\{i} die andere
Farbe in /. Nach Lemma 3.2.4 ist dann x;(E;(x)) > 0. Es ist sogar x;(E;(z)) = 0, weil
x(z) ein Vielfaches von 3 ist. Damit bekommen wir & (E;(z), j) = 2. Wir nennen die Ecke
y := E;(E;(x)) und wir bekommen so die beiden folgenden Félle:

1.Fall: Es ist auch x;(z) < 0. Damit ist €(y,7) = 1 und natiirlich auch e(y,j) = 1.
Auferdem sind x;(z), x;(z) = 0. Nach der obigen Beschreibung wissen wir, daf

z:= E;(E;i(y)) die grokte Ecke von X ist. Genauer wissen wir sogar

z = (8(3/, 1)7 O? 8(y7 2)7 O) = (17 07 17 0)7
also ist © = F;(F;(F;(F;(2)))) die kleinste Ecke von X.

2.Fall: Esist x;(z) >0, dann ist e(y,?) = e(E;(z), i) = 0. Weiterhin ist auch e(E;y, i) =
e(y,i) = 0. Also ist z := Ej(y) die grofte Ecke von X. Jetzt muf aber ¢(z,7) =0
sein, denn sonst wére Ff(FZz) =z, also e(x, j) = 2, was der Wahl von x widerspricht.
Wir wissen jetzt, dall das Hochstgewicht von X gleich n - e; ist fiir ein n € N.

]

Satz 3.2.10. Ist X ein Quadratkristallgitter vom Typ Ay und Y ein Teilkristallgitter von
X vom Level n > 2, dann st jedes Kristallgitter Z, das eine Erweiterung von Y 1ist,
1somorph zu X .

Das bedeutet insbesondere: Ein Kristallgitter X vom Typ As mit o(Xo,4) > 1 firi=1,2
ist genau dann ein Quadratkristallgitter, wenn Fy (F»(Xo)) = F>(Fi (X)) ist.

Beweis. Es sei Y ein Teilkristallgitter von X vom Level n > 2. Es seien weiterhin
z,y € V(Y) zwei Ecken vom Level n + 1, so daf sie in der gleichen Faser von X — Q(X)
liegen. Wir miissen jetzt zeigen, daf sie auch in der gleichen Faser von Z — Q(Z) = Q(X)
liegen.

In Y enden nun Pfeile 2/ = z und v/ % y in 2 bzw. in y. Die einzige Mdglichkeit, daR
und y nicht in der gleichen Faser liegen ist, dafs (2, j),e(y/,7) < 1 ist.
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In diesem Fall sind aber auch e(z,j) < e(2’,7) < 1 und e(y,i) < e(y’,i) < 1. Schlieklich
ist das Bild von = und y in X eine Ecke z mit ¢(z,7) <1 fiir i = 1, 2.

Nun muf e(z’, j) = 1 = £(¢/, 1) sein nach Lemma 3.2.8, weil z und y vom Level > 3 sind.
Nach Lemma 3.2.9 ist aber z vom Level < 2 oder es ist einer der Werte (2, ), e(v/, 1)
gleich 2.

Weil beide Moglichkeiten der Wahl von z, y widersprechen, sehen wir, daft unsere Annah-
me falsch war und damit ist der Satz bewiesen. m

Korollar 3.2.11. Ist X ein Kristallgitter vom Typ Ay mit Héchsteqwicht m - e; fiir ein
m € N und ein v € I, dann ist X ein Quadratkristallgitter.

Beweis. SeiY das Teilkristallgitter von X vom Level 2. Fiir festes Hochstgewicht y = m-e;
gibt es bis auf Isomorphie nur ein Teilkristallgitter ¥ vom Level 2. Dieses Y muf also das
Teilkristallgitter vom Level 2 des Quadratkristallgitters vom Hochstgewicht p sein. Der
vorherige Satz zeigt also, dafs X ein Quadratkristallgitter ist. m

Lemma 3.2.12. Es set X die Zusammenhangskomponente von Qs mit Hdchstgewicht
(m,m —96), v € V(X) eine Ecke von X mit x;(x) > 0 und j € I\{i} die andere Farbe

m I, dann ist
1

(Ei)a(x,i)—g min <O,Xj(:c)) ((E])s(x,])(x))
die grofite Ecke von X. Auferdem ist 5((ﬂ)¢(r’j)(x),i) =0.

Beweis. Es sei y := (E;)*@9® die erste Ecke in der maximalen j-Kette durch z. Fiir
diese Ecke gilt x;(y) > 0 nach Lemma 3.2.4. Auferdem ist auch x;(y) > xi(z) > y.
Sei nun z := (E;)*@9(y). Dann ist £(2,5) = £(y,j) = 0 weil x;(y,j) > 0 ist. AuRerdem
ist natiirlich £(z,7) = 0. Also ist z die maximale Ecke von X.
Ist x;(z) > 0, dann ist ¢(x,i) = ¢(y,i) und die im Lemma beschriebene Ecke ist z
die grokte Ecke von X. Ist x;(z) < 0, dann sei m := —%Xj(x) und wir bekommen
X;(E7 (7)) = 0. Es ist also e(E]"(r),4) = m+¢&(z, i), womit wir wieder in dem vorherigen
Fall landen. Es ist dann €(y, ) = ¢(z,4) + m und z die im Lemma beschriebene Ecke.
Es sei nun v := (F;)#(®9)(z) die letzte Ecke in der maximalen j-Kette durch z. Angenom-
men, es wire €(v,4) > 1, dann wére p(E;v,7) = ¢(v,j) — 1 = —1. Weil aber alle Werte
von ¢(-,j) stets nicht negativ sind, liefert dies einen Widerspruch. Es muf also unsere
Annahme falsch gewesen sein und damit e(v, i) = 0.

[

Lemma 3.2.13. Es seien X und Y zwei Kristallgitter mit gleichem Hochstgewicht und
Typ Ay. Weiterhin seien Q@ = Q(X) = Q(Y) das Quadratkristallgitter von X,Y und
cx,cy die von X — Q und Y — @ induzierten (I x L)-Farbungen auf Q, Dann enthdlt
jede maximale einfarbige Kette in (Q genauso viele +-Pfeile beziiglich cx wie beziiglich cy .

Beweis. Es sei () das Quadratkristallgitter von X und

@%$m$m5%
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eine maximale j-Kette in Q mit x;(¢;) > 0 firalle! = 1,...,n. Dann gibt es eine maximale
j-Kette

_ J J J

. g —>T1 — ... Ty
so dafk fiir alle [ = 1,...,n die Ecke x; in der Faser von ¢ liegt unter dem Morphismus
X — Q.

Wir kénnen dies annehmen, denn sollten alle Werte von y; fiir die Ecken der Kette &
negativ sein, gehen wir zum Gegengraphen iiber. Dort sind dann alle Werte von x; nicht
negativ.

Nun ist e(x,,i) < €(gn,i) = 0 nach dem vorherigen Lemma. Auferdem ist e(x¢,i) =
£(qo, 1), weil Qo die erste Ecke in der maximalen i-Kette durch ¢ ist.

Jetzt wissen wir also, dafs die Anzahl der Pfeile in der Kette Z, bei denen sich der Wert
von £(-, 1) verdndert, gleich e(xg,7) = £(qo, ) ist. Also ist dieser Wert unabhéngig von X.
Bei den restlichen Pfeilen éndert sich der Wert von (-, 7). Damit ist auch die Anzahl
dieser Pfeile unabhéngig von X, was die Behauptung beweist. O]

3.2.2 Eine Realisierung
Wir betrachten fiir festes § € Z die Funktion y = ys: N* — Z mit
x(a,b,e,d)=a—b—c+d+9
und weiter betrachten wir die Menge V' C N* mit
V:={z=(a,b,c,d) € N* | x(x) € 3Z und
falls x(z) < 0= b,c > %|X(x)| und

1
falls x(z) > 0= a,d > gX(fE)}

Jetzt definieren wir fiir dieses V' und fiir I = {1,2} einen [-gefarbten Digraphen X mit
Eckenmenge V. Falls a > 0 definieren wir

Fi(z) = Ff(z) = (a—1,b+1,c+1,d) falls x(z) <0
"= Fr(z) = (a—1,b+1,¢,d—1) falls x(z) >0

und falls ¢ > 0 definieren wir

Fy() = Ff(z) = (a+1,b,c—1,d+1) falls x(z) >0
2T F(r) = (ab—1,e—1,d+1) falls y(z) <0

und analog dazu fiir b > 0

() = Ef(z) = (a+1,b—1,c—1,d) falls x(z) <0
"= Ef(z) = (a+1,b—1,¢,d+1) falls x(z) >0

und fir d > 0

By(z) = Ej(z) = (a—1,b,c+1,d—1) falls x(x) >0
2\ Ey(z) = (a,b+1,c+1,d—1) falls x(z) <0
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(1,0,1,0)

(0,1,0,1)

Abbildung 3.1: Eine Zusammenhangskomponente von Xj.

Bemerkung. Falls fiir ein Element x das Element F;(z) existiert, gibt es auch das Element
E;(Fi(x)) und es ist x = E;(F;(x)). Aukerdem gilt auch die Aussage nach vertauschen von
E; und F;. Dies zeigt, dak die E; und F; einen [-gefarbten Digraphen mit Eckenmenge V
definieren. Die Bedingungen in der Definition von V' garantieren, dafs sich in jeder -Kette
genau eine Ecke x befindet mit y(z) = 0. Diese Ecke nennen wir die kritische Ecke dieser
Kette.

Bemerkung. Der so entstandene Graph X ist ein Kristallgraph und fiir jedes « € V(X5)
gilt:

Beispiel 3. In Abbildung 3.1 sehen wir eine Zusammenhangskomponente von Xj.
Lemma 3.2.14. Es sei x € V(X;) eine Ecke in Xs mit p(z,1) > 0, ¢(z,2) > 0 und
x(z) <0, dann ist FyFy(z) = Fo Fy(x).
Beweis. Wir haben y(z) < 0 also Fy(z) = F}" (z). Weiterhin ist y(Fi(z)) = x(z) — 3 <
x < 0, also FoF} (z) = Fy F"(z). Analog haben wir Fy(z) = F, () und x(Fy(x)) =
x(z) +3 <0, also FyFy (z) = F}t Fy (z). Insgesamt haben wir

FlFQCU = F1+F2_J} = F2_F1+I' = FQle.

[

Lemma 3.2.15. Es sei x € V(X;) eine Ecke in Xs mit p(x,1) > 0, ¢(z,2) > 0 und
x(z) > 0, dann ist F\Fy(z) = Fo Fy(x).
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Beweis. Wir haben x(z) > 0 also Fy(z) = F| (x). Weiterhin ist x(Fi(x)) = x(z) — 3 2 0,
also FyFy () = Fy Fy (). Analog haben wir Fy(z) = Fy (z) und x(Fy(z)) = x(z) + 3 >
x(z) > 0, also F\ F} ( ) = Fy Fy (). Insgesamt haben wir also

Fngl' = FI_F;ZL' = F;FI_ZL‘ = FQFll'.
[l

Lemma 3.2.16. Es sei x € V(X;) eine Ecke in Xs mit p(z,1) > 0, ¢(x,2) > 0 und
x(z) =0, dann st FyFFix = FyFEFo.

Beweis. Wir haben x(z) = 0, also ist Fyz = F;"z. Weiterhin ist y(Fy(z)) = x(z) — 3 =
—3, also ist FyF, (z) = Fy Fi"z. Damit ist x(FoFiz) = x(Fiz) + 3 = 0, also ist dann
ByFy Fife = FFF; Fira. Jetzt ist x(F2Fir) = x(FyFiz) +3 = 0+ 3 und damit ist
F\F, Fy Ffao = FTFy Fy Fia.

Analog zeigt man, daR auch die Ecke Fy, Fi" F Fy x existiert und wir bekommen:

F\FjFix = FTF Fy Ffa = Fy F F By o= B FPFio
O

Lemma 3.2.17. Ist x € V(Xs) mit x = (a,b,c,b+c—a—J) eine kritische Ecke von Xy,
dann ist (b+c—6,0,b+¢,0) > x.

Beweis. Fiir x wie im Lemma ist nattrlich x(z) = 0 und wir haben deshalb z; :=
(E7)bz = (a+b,0, ¢, 2b+c—a—0). Fiir dieses 1 haben wir dann () = 3b. Damit bekom-
men wir s : (E+) 1 = (a,0,c+b,b+c—a—0). Fiir dieses x5 ist dann x(z3) = 3b—3b =10
und wir bekommen z3 := (E; )" %2y = (a,b+c—a — 6,2b+ 2c — a — 6,0). Fiir dieses
r3 gilt dann x(z3) = x(z2) =3-(b+c—a—6) = —=3(b+ ¢ — a — §). Schlieflich ist
(Ef)bre=a=02s = (b+ ¢ —4,0,b + ¢,0) und insgesamt bekommen wir

(E)btemad(Ey e e (BN (B = (b+ ¢ —6,0,b+ ¢, 0).
O

Es sei A die Cartan-Matrix vom Typ As, dann beweisen die vorhergehenden Lemmata
die folgende Proposition.

Proposition 3.2.18. Jede Zusammenhangskomponente von Xg ist A-requldr, dafl heifst
das jede ZHK von Xs ein kristalliner Graph vom Typ As ist. Ist umgekehrt X ein kri-
stalliner Graph mit p(Xo, 1) = a und ¢(Xo,2) = ¢, dann ist X isomorph zur Zusammen-
hangskomponente von X._,, die die Ecke (a,0,c,0) enthdlt.

Bemerkung. So haben wir eine praktische Darstellung eines kristallinen Graphen gewon-
nen, an der sich direkt die Werte von ¢ und ¢ ablesen lassen. Sogar das Ablesen der Label
ist durch die Funktion ys moglich geworden.
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Beweis. Die ersten vier Axiome (P1) — (P4), die ein A-regulérer Graph erfiillen muf,
sind genau die vier Axiome aus der Definition eines Kristallgraphen. Uns bleiben deshalb
nur die Axiome (P5), (P6), (P5') und (P6). Diese Axiome werden im Folgenden explizit
genannt und wir zeigen, warum jede Zusammenhangskomponente von X5 diese Axiome
erfiillt.

Fiir die verbleibenden Axiome setzen wir voraus, dak x eine Ecke ist mit ¢(z,1) > 0 und
¢o(x,2) > 0. In diesem Fall wird verlangt:

(P5") Ist Vp(z,7) = 0 fiir verschiedene Farben 4, j € {1,2} = I, dann ist
Y = F1F2<£L') = FgFl(ilf)
und wir haben Ae(z,j) = 0.

(P6”) Ist Vipo(x,7) = 1 und V,p(x,i) = 1 fiir verschiedene Farben 7,5 € {1,2} = I, so
existiert die Ecke
y:= P FiF (v) = [y FEFy ()

und es gilt Ae(z,j) =1 und Aje(z,i) = —1.
(P5) Der Gegengraph erfiillt das Axiom (P5).
(P6) Der Gegengraph erfiillt das Axiom (P6’).

Fiir den Beweis benotigen wir nur die Aussagen aus den Lemmata 3.2.14, 3.2.15 und
3.2.16 sowie aus deren Beweisen. Ist ndmlich A;p(z,j) = 0, so befinden wir uns in der
Situation von Lemma 3.2.14 oder Lemma 3.2.15. Wozu man die zugehorigen Beweise
genauer betrachten sollte.
In den Beweisen werden nédmlich die genauen Werte von A angegeben, die in den Axiomen
gefordert werden, und zwar als Form von I x L-Farbungen. Gilt nun die Voraussetzung
aus Axiom (P6), so befinden wir uns im Fall von Lemma 3.2.16, was direkt die Existenz
der geforderten Ecke nachweist und auch die geforderten Werte von A.
Die Axiome (P5) und (P6) miissen wir nun nicht mehr priifen, weil Xj = X _; ist und
X_;s nach unserem Beweis die Axiome (P5') und (P6') erfiillt.

O

Bemerkung. Die vorherige Proposition weist nach, dafs es sich bei den angegebenen Rea-
lisierungen wirklich um die kristallinen Graphen vom Typ As handelt. Trotzdem ist dies
nicht der Weg des Erfinders. Ein Zweck dieser Proposition ist die Herstellung des Zusam-
menhangs zur Arbeit von John Stembridge. Wie ich auf diese Realisierung gekommen bin,
wird erst im néchsten Kapitel dargestellt. Dort wird ein rechnerischer Beweis angegeben
und unsere drei Lemmata werden dort wieder Verwendung finden.

In meiner Diplomarbeit habe ich mich genau mit den A-reguldren Graphen von John Stem-
bridge beschéftigt. Der schwierigste Punkt in den Beweisen war oft, daf ich keine Aussage
iiber die Label in den Quadraten und Waben hatte, die nicht in den Axiomen aufgefiihrt
wurden. Unsere drei Hilfssdtze &ndern aber diese Situation. Ich mochte deshalb hier eine



3.2. TYP A, 45

Definition vorstellen, die im Fall des einfach verbundenen Typs zu der von J. Stembridge
aquivalent ist und die mehr Information iiber die kristalline Graphen enthalt.

Es sei A = (aij)i jer die Cartan-Matrix einer halbeinfachen komplexen Lie-Algebra g
vom einfach verbundenen Typ, d.h. die Matrix A ist symmetrisch, die Eintrdge auf der
Diagonalen sind 2 und die Eintrige aufterhalb der Diagonalen sind entweder 0 oder —1.

Satz 3.2.19. Fin Kristallgitter X ist genau dann der kristalline Graph einer endlich-
dimensionalen Darstellung von g, wenn X die folgenden Axiome erfillt.

Fiir jede Ecke x € V(X)) und jedes Paar verschiedener Farben i,j € I mit p(z,i) > 1 und
o(z,j) > 1 fordern wir:

(P5) Fiir Ajo(z,5) =0 und a;; = 0 existiert die Ecke
Rz = F)Flx
und fir Ajp(z, j) =0 und a;; = —1 existiert die Ecke

(P6") Fir Ajo(z,5) =1 und Ajp(x,i) =1 existiert die Ecke

F[Fj Fy Ffro = Fy F} F; Ff .

(P5) Der Gegengraph erfillt das Aziom (P5').
(P6) Der Gegengraph erfillt das Aziom (P6').

Beweis. Wenn der Kristallgraph X die oberen 8 Axiome erfiillt, ist er natiirlich auch A-
reguldr und damit der kristalline Graph einer endlich-dimensionalen Darstellung von g.
Sei nun umgekehrt X solch ein kristalliner Graph. Jeder vollstandige zweifarbige Unter-
graph von X ist damit der kristalline Graph einer endlich-dimensionalen Darstellung von
g;- Fiir a;; = 0 ist g vom Typ A; x A; und damit sind alle Label 0. Das jede Zusammen-
hangskomponente ein Quadratkristallgitter ist, liefert den Rest.

Fiir a;; = —1 ist g vom Typ As. Der Rest folgt sofort aus den Lemmata 3.2.14, 3.2.15
und 3.2.16 sowie aus deren Beweisen. O]

Bemerkung. Dieser Satz liefert eine genauere Beschreibung der lokalen Eigenschaften ei-
nes kristallinen Graphen, als diejenige von Stembridge, im Fall eines einfach verbundenen
Typs. Um fiir ein Kristallgitter nachzuweisen, dafs es sich um einen kristallinen Graphen
handelt, ist es jedoch sinnvoll, eine lokale Charakterisierung zur Verfiigung zu haben, die
mit weniger Forderungen auskommt. Im néchsten Kapitel werden wir genau das erarbei-
ten.
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3.2.3 Konsequenzen

Proposition 3.2.20. Fir alle Ecken x € V(Xs) und alle verschiedenen Farben i,j € I
mit x(xz) = 0 und p(x,i) > 1 existiert die Ecke y = F;F;(x) und es gilt x(y) = 0.

Beweis. Es sei © = (a,b,c,d). Hier geniigt es den Fall i = 1 zu betrachten, weil die
Definition von X5 symmetrisch in 1 und 2 ist. Weil x(z) = 0 ist, haben wir laut Definition
Fix = Fitz und damit 2 := Fyz = (a — 1,b+ 1,¢ + 1,d). Weiterhin berechnen wir

x(z)=(a—=1)—(b+1)—(c+1)+d+06=x(z)—3=-3

und erhalten dadurch Fy(z) = Fy (2) und y = Fo iz = (a—1,b, ¢, d+1). Schlieblich fiihrt
uns das zu x(y) = x(x) = 0. O

Bemerkung. Diese Proposition gilt natiirlich auch fiir den Gegengraphen wegen Xj = X_5.
Zusammen mit Proposition 3.2.18, Lemma 3.2.14, 3.2.15 und 3.2.16 liefert uns dies eine
genaue Information iiber die Lage der Waben in den kristallinen Graphen vom Typ As.
Nach den genannten Lemmata gibt es die Moglichkeit fiir eine Wabe genau dann, wenn x
den Wert 0 annimmt. Proposition 3.2.20 gibt uns genau diese Stellen an, weil wir dessen
Aussage nach zu jeder Ecke x mit y(z) eine weitere Ecke von echt grofserem oder ech
kleinerem Level bekommen, fiir die y wieder den Wert 0 annimmt, und weil fiir alle
groften und alle kleinsten Ecken ebenfalls die Funktion y verschwindet.

Auch diese Proposition wird in unserem letzten Kapitel eine wichtige Rolle spielen.

Proposition 3.2.21. Ist X ein zusammenhdngender kristalliner Graph vom Typ As,

5y und 2’ 5y 2wei Kanten in X mit p(x) = pu(y), dann ist auch

Vip(z, j) V(2 7)
Vié‘(ﬂ?,j) = V,L'E(CE/,]')
Aoy, 7)) = DNip(y,7)
Nie(y,7) = Dy, ))

Beweis. Wir Betrachten die obige Realisierung von X. Dann ist zu sehen, dafs fiir zwei
Ecken z, 2" € V(X) mit p(z) = u(y) gilt:

x(@) = pl@,1) —p(z,2)+6
) = N(x/a1>_u($lv2)+5

Also haben wir auch x(x) = x(z’). Durch den Wert von x sind aber auch die gesuchten
Werte festgelegt und wir haben die Proposition bewiesen. O

Satz 3.2.22. Ist X ein Kristallgitter vom Typ Az, dann ist X ein kristalliner Graph einer
Héchstgewichtsdarstellung genau dann, wenn die Label in jeder einfarbigen Kette von X

aufsteigend sind, d.h. fir jeden Pfeil x %y mit Label + ist auch das Label jedes folgenden
Pfeiles y = z in der gleichen i-Kette +.
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Beweis. Ist X der kristalline Graph einer Hochstgewichtsdarstellung, dann ist X isomorph
zu einer Zusammenhangskomponente von Vj fiir ein 6 € Z. An der Definition von Xj laft
sich ablesen, dafs die Label in jeder Kette aufsteigend sind.

Ist umgekehrt X ein Kristallgitter, bei dem die Label in jeder Kette aufsteigend sind, so
induziert X eine (I x L)-Farbung auf Q(X) bei dem die Label in jeder Kette aufsteigend
sind. Nach Lemma 3.2.13 gibt es aber nur eine solche induzierte (I x L)-Farbung von @,
némlich die des kristallinen Graphen mit dem gleichen Héchstgewicht.

Weil ein Kristallgitter aber schon durch die induzierte (I x L)-Farbung auf seinem Qua-
dratkristallgitter bis auf Isomorphie festliegt, ist X ein kristalliner Graph. O

Zusammen mit Korollar 2.3.2 liefert uns dies die folgende bemerkenswerte Aussage fiir
Kristallgitter vom Typ As. Fiir ein festes Gewicht A € N wollen wir nun die Gewichtsmul-
tiplizitdten in X (\), @Q(\) und einem Kristallgitter X mit Hochstgewicht A vergleichen.

Satz 3.2.23. Es sei u € Z? ein Gewicht, dann gilt fiir die Gewichtsmultiplizititen die
Ungleichung

X(A) X QM)
my, 2> my, 2> mg,

wobes mff(/\) die Gewichtsmultiplizitit von p in X (\) bezeichne usw.

Auflerdem gilt in einer der beiden Ungleichungen genau dann Gleichheit fiir alle Gewichte,
wenn die dazugehorigen Graphen isomorph sind.

Beweis. Weil die Quadratkristallgitter Q(X (), Q(X) und Q()) alle das gleiche Héchst-
gewicht haben, sind sie isomorph. Das bedeutet, daf in allen drei Graphen X (\), X und
Q(A) genau die gleichen Gewichte auftauchen. Sollte also eine der Gewichtsmultiplizitéten
gleich Null sein, dann sind es auch alle anderen.
Wir brauchen nur den Fall zu betrachten, wo alle m, > 1 sind. Dann ist m,(}?(’\) =1 und
der zweite Teil der Ungleichung ist automatisch erfiillt. Nun sei x € V(Q()\)) die Ecke
von Q(A) mit p(z) = p. Wir konnen ohne Einschrénkung annehmen, daf fiir zwei Farben
1,7 € I die Ecke

=~

=y

maximal ist in Q(\) mit m = 5(E§(x’j)x, i) und n = (z, j). Sollte das namlich nicht funk-

tionieren, erfiillt automatisch der Gegengraph diese Eigenschaft, wegen der besonderen
Form von Q(\).

Nun sei y” das Urbild von y in X (A) und 4’ das Urbild von y in X. In diesem Fall haben
wir ¥(y") = ¥ (y'). Dies fiihrt uns zu den Gleichungen ¢(F'y") = p(Fj'y') = ¢(z) und
e(Fy",j) = e(Fy', j) = e(w,j), weil schon die Werte fiir y”,y" und y iibereingestimmt
haben und wir nur j-Pfeile durchlaufen haben. Aukerdem ist o(F7'y",i) < o(F7'y', i), weil
die Label in der j-Kette durch 3” in X (\) monoton steigend sind nach Satz 3.2.22 und
die Anzahl der Plus-Label und der Minus-Label in den j-Ketten durch y” und 3’ gleich
sind nach Lemma 3.2.13. Weiterhin gilt denau dann Gleichheit fiir alle Ecken, wenn die
induzierte Farbung von X (A) und X auf Q(A) gleich sind, also genau dann, wenn die
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beiden Graphen X (A) und X isomorph sind.
Nach Korollar 2.3.2 bedeutet das, daf die Ungleichung aus dem Satz gilt und wir ge-

nau dann Gleichheit fiir alle Gewichte haben, wenn die zugehorigen Graphen isomorph
sind. O]

3.3 Typ By und G,

Fiir ein Kristallgitter X 1aft sich zeigen:

Proposition 3.3.1. Ist X ein Kristallgitter mit der Eigenschaft, daff alle Pfeile x SR Y
mit gleichem Gewicht der ersten Ecke auch das gleiche Label haben, dann ist die Abbildung

B VX) > N o s (e, ), 2(y, 1)
mjektiv.
Beweis. Fiir den Beweis seien z,y € V(X)) zwel Ecken in X mit ¢(z) = ¢ (y). Jetzt gibt
es einen gerichteten Kantenzug
XO g 1 Z—2> e Ln—> i
in X der die grofste Ecke von X mit = verbindet. Weil aber ¢ (x) = ¥(y) ist und die
Label von Pfeilen in der gleichen Faser unter dem Morphismus X — Q(X) stets gleich
ist, haben wir, dafs
EilEig tet EZ T

n

eine maximale Ecke von X ist. Jetzt mul x = y sein, weil X die einzige maximale Ecke
von X ist. O

In Abbildungen 3.2 und 3.3 sehen wir Beispiele fiir kristalline Graphen vom Typ Bs
bzw. G5 in denen es jeweils zwei Ecken z, y gibt mit ¢ (x) = 1 (y). In Abbildung 3.2 handelt
es sich dabei um die Ecke x17 und z19. Fiir beide Ecken nimmt ¢ den Wert (1,1,1,1) an.
In Abbildung 3.3 gibt es sogar 8 Paare solcher Ecken. Ein Beispiel bilden die Ecken x3
und w34. Durch Computerberechnungen habe ich gezeigt, dafs dies jeweils die Beispiele
ihrer Art sind, die die wenigsten Ecken besitzen.

Auf Grund dieser Graphen kann es fiir diese Typen keine Realisierung wie fiir den Typ Ao
geben. Aufserdem zeigt die vorherige Proposition, dafs es in einer Faser des Morphismus
X — Q(X) mehrere Label geben kann.
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Ty
N
T2 €3
1
1 2 \
T4 Ty Tg
1 2
1 2 \ \
T xg L9 T10
1 2
/ 2 1 / 1 2
Z11 x12 Z13 L14 L15
2 1
1 \ 1 1 2 / 2
T16 T17 T18 T19 T20
1 2
2 2 1 1 1
Z21 X23 X24 Z25
2 \ / 1 2 /
1
T26 To7 Zag T29
2 | A 1
T31 x32

\/ A
\/

Abbildung 3.2: Ein kristalliner Graph vom Typ By
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KAPITEL 3. 2-FARBIGE KRISTALLINE GRAPHEN

€
N
T2 x3
1 2
Ty Ty
1 2 \
Te Ty
2
/ 1 1 / \
T9 Z10 x11 Z12
1 1
/ / 2 1 2
Z13 T4 T15 Z16 Z7
1 2
1 2 2 1 1
Z18 Z19 Z20 x21 Z22 x23
0 2
1 \\ 1 L \ x 2
To4 X25 T26 To7 T2g Z29
1 2
2 / 2 1 1 \ll 1
T30 x31 Z32 X33 T34 X35
2 1
1 \ 1 1 2 / lQ 1
T36 X37 Z38 x39 T40 T41
1
2 2 2
ey hd
L42 X43 L44 L45 L46 Lar
1
1 \ 1 2 \ \LQ ll
2
T48 T49 Z50 Ts1 Ts52
2 1
T53 T54 T55 T56
2
1 1 1 2
Ts7 Ts58 T59
Rt !
T60 Te1
2 1
T62 Z63
Te4

Abbildung 3.3: Ein kristalliner Graph vom Typ G5



Kapitel 4

Berechnungen fiir den Typ A2

,My work has always tried to unite the truth with
the beautiful and when I had to choose one or the
other, I usually choose the beautiful.”

Hermann Weyl

4.1 Vorbereitungen

In diesem Abschnitt betrachten wir speziell kristalline Graphen X von endlich dimen-
sionalen komplexen Hochstgewichtsdarstellungen V() der Lie-Algebra sl3(C). Die Ecken
eines kristallinen Graphen werden wir in diesem Abschnitt mit Young-Tableux bezeichnen.

4.2 Berechnungen

Sei nun x € V(X) von der Form

kl ]%‘

1] kkkk
1 1]1 1]1]...]1]2 2012]...1213]...]3
k k k1
- k6®k5®(®)4®’f3®(®) 2@(@)
wobei , , die Ecken des Graphen
(1] 1, [2] 2,[3]

bezeichnen.
Fiir solch ein 2 € V(X)) definieren wir die Abbildung k: V(X) — N°® durch

k?([[‘) = (l{ll(ZE), ce ,/{ZG(ZE)) = (kl,kg, .. .,kﬁ).

ol
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Bemerkung. Es ist immer k3 = 0 oder ky = 0, damit x wirklich ein Young-Tableau ist.
Proposition 4.2.1. Fir eine Ecke x wie oben sind

o(x,1) = ka(z) + ks(z)

e(z,1) = ka(x)+ ks(x)

(e, 1) = ko(x) + ks(x) — ka(x) — ks(z).

Ist auferdem ¢(x,1) > 0 bzw. e(x,1) > 0, dann sind
KFz) — k() = { 28 0, =1, 0, 1, 0) falls ks(x) >0

-1, 0, 1, 0, 0) sonst
bzw
_ _ (Oa 1: Oa _17 O, 0) fCZHS k4($)>0
K(Eyr) — h(z)  — {<o, S i)

Beweis. Hier betrachten wir nur die 1-farbigen Untergraphen. Wir konnen also —
Kastchen vernachlissigen, sowie Paare der Form [ 1| ® . Damit ergibt sich:

z o~ (2 g2 g1l @[ 1]2
~ k5+k4 ® k3+/€27

was die obige Proposition beweist. O
Proposition 4.2.2. Fir eine Ecke x wie oben ist
o(z,2) = ki(x)+ max(0, ks(x) — ka(x))
e(z,2) = ke(x)+ max(0, ko(z) — ks(z))
w(z,2) = ki(x) — kao(x) + ks(x) — ke(z).

Ist auferdem ¢(x,2) > 0 bzw. e(x,2) > 0, dann sind
0

B B (0, 0, 0, 0, —1, 1)  falls ks(x) > ko(x)
k(Fyr) —k(z) = {(—1, 1, 0, 0, 0, 0) sonst

B B (1, =1, 0, 0, 0, 0)  falls ko(z) > ks(x)
k(Epz) — k(x) = {(0, 0, 0, 0, 1, —1) sonst

Beweis. Hier betrachten wir nur die 2-farbigen Untergraphen. Wir konnen also —
Késtchen vernachlissigen, sowie Paare der Form [ 2|® . Damit ergibt sich:

z ~ 3k g[2)s g3 g2}
~ k6+max(0,k2—k5) <g>/4,‘1-i—lfnaX(O,/C5—k:2)7

was die obige Proposition beweist. O
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Korollar 4.2.3. Aus den Beweisen der vorhergehenden Propositionen lassen sich zusdtz-
lich auch folgende Werte ablesen:

o(Byr,1) = { p(e,2) — 1 fir /{5E$) k()

B (2,2)  fir ks(x) — ko(z)
e(Eyx,1) = { 5(; 2)+ 1 fir ks(z) — ko(x)

Beweis. Fiir x € V(X) sei e(x,2) > 1.
a) Sei nun ky(x) > ks(z) dann ergibt sich aus dem Beweis von Prop. 4.2.2

k(Eyx) — k(z) = (1,-1,0,0,0,0)

b) Sei nun ky(x) < ks(z) dann ergibt sich aus dem Beweis von Prop. 4.2.2

k(Esx) — k(z) = (0,0,0,0,1, —1),

also bekommen wir

o(Eax,1) = ko(FEsx) + ks(FEax)
{ ko(x) — 1+ ks(x) fiir ks(z) — ko(x) <0
N ko(z) + ks(x)  fir ks(z) — ka(z) >0
_ { o(z,1) =1 fir ks(z) — ko(z
o(x,1)  fir ks(x) — ko(z
e(Fox,1) = ky(FEqx)+ ks(Eax)

{ ky(z) + ks(x)  fir ks(z) — ko(2) <
ko(z) + ks(z) + 1 fir ks(z) — kao(x) >0

) <0
) >0

(AVAWA

e(x,1)  fiir ks(z) — ka(x) <0
N { e(x,1)+ 1 fir ks(z) — ko(z) >0

]

Korollar 4.2.4. Aus den Beweisen der vorhergehenden Propositionen lassen sich zusdtz-
lich auch folgende Werte ablesen:

(x,2)  fiir ks(x) — ko(x)
o(Eyz,2) = { (p(f;,2) — 1 fir ks(z) —

e(2,2)+ 1 fir ks(x) — k()
e(Brz,2) = { e(x,2)  fir ks(z) — ko(2)

Beweis. Fir x € V(X) sei e(x,1) > 1.
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a) Sei nun k4(x) = 0 dann ergibt sich aus Prop. 4.2.1

k(Eyx) — k(z) = (0,0,1,0,—1,0)

b) Sei nun ky(x) # 0 dann ergibt sich aus Prop. 4.2.1

k(Eyz) — k(z) = (0,1,0,—1,0,0),

also ergibt sich

o(Eyx,2) = ki(Eiz) 4+ max(0, ks(Eryx) — ko(Er2))
0,ks(z) — (k2(Erz) + 1)) fiir ky(z) #0
—1—ko(z) fir ks(x) — ko(z) > 0
N { k;l( ) fir ks(x) — ko(z) <0
{ o(x) — 1 fiir ks(z) — ka(x) >0
o(x)  fir ks(z) — ko(z) <0
k

e(x,2)  fir ks(x) — ka(x) >
e(z,2)+ 1 fir ks(x) — ko(z) < O

e(Frx,2) = k¢(Frx) 4+ max(0, ko(Erx) — ks (Elx))
_ { ke(x) + max(0, ko(z) — (k5(x ) 1)) fir kg(x) =0
ke () + max(0, (ka(2) +1) — ks(x))  fiir ka(z) # 0
_ { ke(x) fir ks(z) — ko(z) >0
ke(x) + ko(x) — ks(z) +1 fur k5(x) — ko(z) <0

]

Proposition 4.2.5. Zwei Young-Tableauz x und y von gleichem Format haben das gleiche
Gewicht u(z) = p(y) genau dann, wenn k() = k(y) + a(1,—1,0,0,—1,1) fir ein a € Z.

Beweis. Fiir den Beweis seien k(z) = (ki,..., k) und k(y) = (I1,...,ls).
Die Tableaux x und y haben das gleiche Format genau dann, wenn

1
0
ist.

Die Tableaux x und y haben nach Prop. 4.2.1 und 4.2.2 das gleiche Gewicht genau dann,
wenn

0 1
10

O =

((1) —1 é _(1) _1 _(;)(C(m)—c(y))T:o
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ist. Also haben x und y das gleiche Format und das gleiche Gewicht genau dann, wenn
(c(x) — c(y))T Losung des homogenen LGS

—_ o O

—_ = O

O~ = O
|

O~ O
|

ist. Der Losungsraum des obigen homogenen LGS ist
((1,0,-1,-1,0,1)",(0,1,-1,-1,1,0)")

Wie schon oben gesehen, muft immer der Wert der dritten oder der vierten Komponen-
tenfunktion von ¢ gleich 0 sein. Damit kommen nur noch Vielfache des Vektors

(1,-1,0,0,—-1,1)
in Frage, was die Proposition beweist. [

Korollar 4.2.6. Ist X ein kristalliner Graph und x,y € V(X) zwei Ecken mit gleichem
Gewicht, sowie a € 7 die ganze Zahl mit ¢(x) = c(y) + «(1,—1,0,0,—1,1), dann gilt:

90(377 1) = @(ya 1) —a
e(z,1) = e(y,1) —
p(r,2) = @(y,2)+a
e(z,2) = €(y,2)+«

Bewers. Diese Ergebnisse lassen sich nach der vorhergehenden Proposition direkt aus den
Prop. 4.2.1 und 4.2.2 ablesen. [

Auferdem ist folgendes Korollar ersichtlich.

Korollar 4.2.7. Sind x und y zwei Ecken des kristallinen Graphen X mit k(x) = k(y) +
a(l,-1,0,0,—1,1), dann gibt es fir jede ganze Zahl u € N zwischen « und 0 eine Ecke
z, € V(X) mit k(z,) = k(y) + n(1,—-1,0,0,—1,1)). Damit ist die Gewichtsmultiplizitit
von p(zx) gleich min(p(z,1),e(x, 1)) + min(e(x, 2), e(x, 2))

4.3 Auswertung

Satz 4.3.1. Die Zusammenhangskomponenten der Xs aus Abschnitt 5.2.2 sind genau die
zusammenhdangenden kristallinen Graphen vom Typ As.

Beweis. Es sei X (m,m — §) der zusammenhéngende kristalline Graph vom Typ A, mit
Hochstgewicht (m, m — ). Weiterhin sei Y die Zusammenhangskomponente von X mit
Hochstgewicht (m, m — §).

In diesem fall sind die Quadratkristallgitter der beiden Graphen isomorph und die obigen
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Berechnungen zeigen, dafs in jeder i-Kette von X (m,m — ) die Label monoton steigen.
Auch in jeder i-Kette von Y steigen die Label monoton.

Weil nach Lemma 3.2.13 aber die Anzahl der Plus-Pfeile und der Minus-Pfeile in jeder
maximalen i-Kette von Q(Y) gleich der Anzahl der jeweiligen Pfeile in Q (X (m,m — 0))
ist, ist die induzierte I x L-Féarbung von Y auf Q(Y) und von X(m,m — §) auf Q(Y)
gleich. Also sind Y und X (m,m — §) isomorph. O

Wir betrachten jetzt wieder die Realisierung der kristallinen Graphen vom Typ As
aus Kapitel 3 und nehmen den Blickwinkel des Konstrukteurs ein.
Genauer gesagt sei 0: Y — X (\) das Teilkristallgitter vom X (\) vom Level n. Wir wollen
nun genauer untersuchen, welche direkten Erweiterungen das Teilkristallgitter Y besitzen
kann. Dazu seien z,y € V(Y) zwei Ecken mit gleichem Gewicht p(o(z)) = p(o(y)) und
Level n+1. Unter den hier genannten Voraussetzungen liefert uns die folgende Proposition
eine weitreichende Auskunft.

Proposition 4.3.2. Fiir jede direkte Erweiterung p: Y — Z von'Y gqibt es zwei Fille:
Fall 1: Es ist x(o(z)) = x(o(y)) # 0. Nun impliziert p(z) = p(y) schon o(z) = o(y).

Fall 2: Es ist x(o(z)) = x(c(y)) = 0. Hier mup fiir p(x) = p(y) entweder o(z) = o(y)
gelten oder o(x) = o(y) + (1,1, -1, —1).

Beweis. Seinun p: Y — Z eine direkte Erweiterung von Y mit p(z) = p(y). Dies bedeutet
zuerst einmal, dal wir x(ox) = y(oy) haben. Dies folgt ndmlich aus dem Satz 2.3.1 wegen

ploz) = plpz) = plpy) = ploy).
Weiterhin impliziert der Satz 2.3.1, dafs es ein o € Z gibt mit
o(z) =o0(y) + a(+1,+1,-1,-1).

Wir werden nun untersuchen, welche Werte fiir a in Frage kommen. Dabei helfen uns die
folgenden 6 Gleichung, die erfiillt sein miissen, falls x und y in einer Erweiterung von Y
zu einer Ecke verbunden werden.

(2) (Ezy, ) ez, 1) =2 0
(3) p(Erx,2) —p(y,2) < 0
(4) e(Brw,2) —e(y,2) > 0
(5) (p(B2y,1) —p(x, 1)) — (e(Bay, 1) —e(z,1)) = -1
(6) (p(Er2,2) — ¢(y,2)) — (e(B1,2) —£(y,2)) = -1 ,

Damit die Erweiterung wieder das Axiom (P4) erfiillt, miissen die Gleichung (1) — (4)
erfiillt sein. Die Gleichungen (5) und (6) sind Voraussetzung dafiir, dafs die Erweiterung
auch das Axiom (P3) erfiillt. Um diesen 6 Gleichungen mehr Information zu entlocken,
steigen wir nun in die einzelnen Félle ein, wie in der Proposition beschrieben.

Eine weitere wichtige Rolle spielt dabei die Tatsache, dak alle Werte aus den Gleichungen
(1) — (6) in allen Erweiterungen von Y gleich sind. Aus diesem Grund kénnen wir einfach
die Werte aus X (\) benutzen.
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Fall 1: Es ist x(o(z)) = x(o(y)) < 0. In diesem Fall haben wir Xz und 5 yin X ()
laut Definition. Dies fiihrt uns zu den folgenden 6 Gleichungen.

(1) e(y,1) —p(z,1) < 0
(29) e(y,1)+1) —e(z,1) > 0
(3) (p(z,2) = 1) —p(y,2) < 0
(4) e(r,2) —e(,2) > 0
(5) (o, 1) =z, 1)) = (e(y, ) + 1 —(z,1)) = -1
(6") (p(2,2) =1 =p(y,2)) — (e(z,2) —e(y,2)) = -1,
Durch Einsetzen von x =y + a(1,1, —1, —1) erhalten wir
(1) ey, 1) = (e(y, ) +a) < 0
(2') (e(y, 1) +1) = (e(y, 1) +a) > 0
(3) (e(y.2) —a—1) —py.2) < 0
(4/) 5(3/7 2) — Q= €<y7 2) 2 0
() (e(y, 1) =y, 1) —a) = (e(y, ) + 1=y, 1) + o) = -1
(6) (p(y,2) —a—=1-9(y,2) = (e(y,2) —a—e(y,2)) = -1,

und damit aus den ersten vier Gleichungen 0 < o < 0. Wobei a@ = 0 die beiden
letzten Gleichungen erfiillt. Wir schlieften deshalb o(x) = o(y).

Fall 2: Esist x(o(x)) = x(o(y)) > 0. In diesem Fall haben wir oz und 25 yin X(N)
laut Definition. Dies fiihrt uns zu den folgenden 6 Gleichungen.

(1) (P, 1) =1) —p(z,1) < 0
(2) e(y,1) —e(x,1) = 0
(3") e(@,2) —p(y,2) < 0
(4") (e(x,2)+1) —e(y,2) > 0
(") (ply,1) =1 —(x,1)) = (e(y,1) —e(x,1)) = -1
(6") (o(z,2) —0(y,2)) — (e(@,2) + 1 —e(y,2)) = -1,
Durch Einsetzen von = = y + (1,1, —1, —1) erhalten wir
(1") (p(y: 1) = 1) = (p(y, ) +a) < 0
(2”) 6(y, 1) - (5<y7 1) +a > 0
(3") (P(y:2) —a) —p(y,2) < 0
(4) (e(y,2) —a+1) —e(y,2) > 0
(5") (p(y,1) =1 =9y, 1) —a) — (e(y,1) —e(y,1) + o) = -1
(6") (p(y,2) —a—p(y,2)) — (e(z,2) —a+1—-e(y,2) = -1,

und damit aus den ersten vier Gleichungen 0 < o < 0. Wobei a@ = 0 die beiden
letzten Gleichungen erfiillt. Wir schlieften deshalb o(z) = o(y).
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Fall 3: Esist x(o(x)) = x(c(y)) = 0. In diesem Fall haben wir S ozund S yin X (M),
was uns zu den folgenden 6 Gleichungen fiihrt.

(1) o(y,1) =z, 1) <0
(2 (ey, 1) +1) —e(z,1) > 0
(3") (7,2) —p(y,2) < 0
(4" e(z,2)+1) —e(y,2) > 0
(5") (e(y,1) — oz, 1)) = ((e(y, 1) +1) —e(x,1)) = -1
(6") (p(x,2) — oy, 2) — ((e(x,2) +1) —e(y,2)) = -1
und nach Einsetzen von z = y + a(+1,+1, —1, —1) bekommen wir
(1) oy, 1) = (ey, 1) +a) < 0
(2" (ely, 1) +1) = (e(y, 1) +) > 0
(3") (e(y,2) —a) —e(y,2) < 0
(4" e(y,2) —a+1)—e(y,2) > 0
(5") (ely,1) — ey, 1) —a) = ((e(y, 1) +1) —e(y, 1) —a) = —1
(6") (p(y,2) —a—o(y,2) — ((e(y,2) —a+1) —e(y,2)) = -1

und aus den ersten vier Gleichungen 1 > « > 0, wobei jeweils @ = 0 und o = 1
die beiden letzten Gleichungen erfiillt. Wir schliefen also o(x) = o(y) oder o(x) =
U(y) + (1a 1a _L _1>

U

Insgesamt haben wir alle Fille betrachtet und so die Proposition bewiesen.

4.4 Folgerungen

Satz 4.4.1. Es sei X ein Kristallgitter vom Typ As und jede Ecke x in der zwei Pfeile
beginnen habe die Eingenschaft, dafi es zwei gerichtete Kantenziige

1 i

K @ >z —...>y
2 _ J

Ky © 2> —...>y

der Linge < 4 qibt, die in dem gleichen Punkt enden.
Das Kristallgitter X ist genau dann der kristalline Graph einer endlich-dimensionalen
komplezen Darstellung von sl3(C), wenn fir die grofite Ecke Xy € V(X)) gilt:

FiFy(Xo) # FoF1(Xo)
oder eine der Ecken nicht existiert.

Beweis des Satzes. Zu Anfang sollen ein paar einfache Félle betrachtet werden, so daft
schlieflich der einzige schwierige Fall bleibt. Sollte eine der Ecken Fy F»(Xo) bzw. FyFy (X))
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T i>.’132
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Abbildung 4.1: Die Farbung von Q(\) bis Level 1.

2 2
ZE14+>ZE24+>ZE4

1.7

I3 —— Ty

1
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Abbildung 4.2: Die Farbung von Q(\) bis zum Level 2.

nicht existieren, so gibt es bis auf Isomorphie genau ein Kristallgitter mit Hochstge-
wicht (X)) nach Korollar 3.2.11. In diesem Fall wére nichts mehr zu zeigen. Auferdem
ist klar, dak jeder kristalline Graph X einer endlich-dimensionalen Darstellung von sl3(C)
die oben genannten Bedingungen erfiillt, weil X damit A-regulér ist.

Um die umgekehrte Richtung zu beweisen, miissen wir weiter ausholen. Wir gehen jetzt
davon aus, dak X ein Kristallgitter ist, das den obigen Bedingungen geniigt. Wie wir
im Folgenden zeigen werden, ist dadurch die I x L-Farbung, die X auf Q()\) induziert,
eindeutig bestimmt. Damit ist X bis auf Isomorphie festgelegt und es mufs X = X (\)
gelten, weil auch X () diese Bedingungen erfiillt.

Wir betrachten nun Level fiir Level, welche I x L-Farbung von X auf Q()) induziert
wird. Um dies auch grafisch zu verdeutlichen, werden wir immer wieder Ausschnitte von
Q(A) betrachten. In diese Graphen wird jeweils die von X induzierte I x L-Farbung
eingetragen.

Wir beginnen mit Level 1. Hier ist noch alles ganz einfach, weil wir wissen, daf die Label
am oberen Rand alle — sind. Wir erhalten also die Situation wie in Abbildung 4.1

Wir machen weiter mit Level 2. Nach Satz 2.3.8 bleiben uns zwei Moglichkeiten. Die
erste Moglichkeit ist, dafs das erste Quadrat nur +-Label tragt. In diesem Fall wére aber
W(F1Fy(z)) = Y(FyFi(x)) und damit auch Fy Fy(x) = FyFy(z), was wir schon ausgeschlos-
sen haben. Uns bleibt also nur die Farbung in Abbildung 4.2.

Natiirlich miissen die Ecken x4 und xg nicht in diesem Quadratkristallgitter auftau-
chen. Bestehen bleibt aber die Tatsache, daf die Farbungen fiir das dritte Level schon
durch Satz 2.3.8 festliegen. Genauer gesagt ist die Farbung der iibrigen Kanten unabhén-
gig davon, ob eine der genannten Ecken wirklich auftaucht. Wir erhalten die Farbung in

Abbildung 4.3.
Die Bedingung an die Lange der Kantenziige K7, Ky verwenden wir nun zum ersten
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T T2 Ty T

14+ 1\L 1l
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T3 —— Ty ——= T8

1+ 1+J/
92—

Tg — T9
14+
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27
T10 —=T14

Abbildung 4.4: Diese Moglichkeit tritt nicht auf.

Mal. Fiir das nachste Level bleiben uns nach Satz 2.3.8 zwei Moglichkeiten. Die erste
Moglichkeit besteht darin, daft das neu zu farbende Quadrat in der Mitte nur +-Label
bekommt. Dies wird in Abbildung 4.4 dargestellt.

Jetzt betrachten wir diese Abbildung genauer. Wir iiberlegen, welche Wege die Bilder
der Kantenziige K; und K3 in () nehmen kénnten. Wir haben vorausgesetzt, dal K;
und K, gleich lang sind und jeweils hochstens die Lénge 4 haben. Sollten K; und K,
in der maximalen Ecke beginnen und in der gleichen Ecke enden, so gilt dies auch fiir
dessen Bilder in Q()A). Durch genaues betrachten der Abbildung 4.4 fallt auf, dak der
Kantenzug K; immer ein Pfeil mit dem Label 14+ mehr hat, als K. Das kann aber
nach Proposition 1.3.9 nicht sein. Wir schliefen daraus, daf nur die Moglichkeit aus
Abbildung 4.5 in Frage kommt.

Diese Argumentation zeigt uns, dafs die [ x L-Férbung von Q()) eindeutig festliegt
durch die Bedingungen an X aus dem Satz. Dies laft sich einmal dadurch einsehen,
daf man die Konstruktion weiter fortfithrt. Andererseits kann man sich den Graphen
aus Abbildung 4.5 aber auch als mittleren Teil der Konstruktion denken. Zusammen mit

unseren Eingangsbemerkungen haben wir schliefslich den Satz bewiesen.
O

Nun kommen wir zu dem Satz, der meiner Meinung nach die besten Moglichkeiten zur
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2 2 2
T + i) * Ty + i
1+ 1— 1J/ 1l
2— 2 2
€3 X5 a €y ki Z12
1+ 14+ 1—J/
2— 2—
Te M) Z13
1+ 1+

27
T10 —=T14

Abbildung 4.5: Die Farbung von Q(\) bis zum Level 4.

Verallgemeinerung zeigt. Hier zeigt sich wieder einmal, dafs das Gebiet der kristallinen
Graphen noch lange nicht vollig bekannt ist. Nur ein kleiner aber wesentlicher Sichtwechsel
des Begriffs lokale FEigenschaften eines Graphen fithrt uns zu folgendem

Satz 4.4.2. Es sei X ein Kristallgraph vom Typ As. Genau dann ist X der kristalline
Graph einer endlich-dimensionalen Darstellung von sl3(C), wenn X die folgenden beiden
FEigenschaften erfiillt.

Fiir jede Ecke x € V(X) und fir alle verschiedenen Farben i,j € I mit ¢(x,i) > 1 und
o(x,7) > 1 fordern wir:

o An der Ecke x sieht der Graph X wie einer der drei folgenden Graphen aus. Genauer
gesagt gibt es von einem der folgenden Graphen eine injektiven Homomorphismus

von I-gefdarbten Digraphen in den Graphen X, so dafl jeweils die markierte Ecke
abgebildet wird auf die FEcke x.

T n 2

| i SN

1 2

Lo Y, 22 Z3
SN N p

T3 T4 Ys Ya “ 5

NN A p
2 1 1 9

Ts Ys 26 z7

l2 il x %

L6 Yo <8

o Auch der Gegengraph erfiille diese Eigenschaft.

Bemerkung. Der Satz besagt, daf jeder kristalline Graph aus den obigen Graphen zusam-
mengebaut ist und nicht aus ,,Waben* und ,,Quadraten“. Zu jedem festen Hochstgewicht
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gibt es eventuell mehrere Kristallgitter, die aus Waben und Quadraten bestehen, aber nur
eins, dafs aus den obigen Graphen zusammengefiigt ist; der kristalline Graph.

Die oben genannten Bausteine eines kristallinen Graphen sind genau die zusammenhén-
genden kristallinen Graphen, deren Hochstgewichte (2,0,0,0), (1,0,1,0) und (0,0,2,0)
sind.

Beweis des Satzes. Fiir den Beweis des Satzes konnen wir annehmen, daf X zusammen-
héngend ist. Ein I-gefarbter Digraph ist ndmlich genau dann ein kristalliner Graph, wenn
seine Zusammenhangskomponenten kristalline Graphen sind.

Erfillt der Kristallgraph X zusétzlich die Voraussetzungen aus dem Satz, so ist X ein
Kristallgitter und fiir die grofite Ecke X gilt natiirlich

Xy # FRF1 X,

falls diese Ecken existieren. Somit erfiillt X die Voraussetzungen aus dem Satz 4.4.1 und
ist ein kristalliner Graph.

Ist umgekehrt X ein zusammenhéngender kristalliner Graph, = € V(X) eine und 7,5 € 1
verschiedene Farben mit ¢(x,7) > 1 und ¢(x,j) > 1, so bleiben zwei Fille:

Fall 1: Es sind V,p(z,7) # 0 und V;¢(z,) # 0. In diesem Fall impliziert Lemma 3.2.16
die Existenz der Ecke

F[Fj Fy Fra = Fy Fj Fy Fy o

und der Graph X sieht an der Ecke x aus wie die Wabe aus dem Satz. Es bleibt nur
zu lberlegen, warum alle Ecken dieser Wabe verschieden sind. Die Proposition 1.3.9
ist der Grund dafiir.

Fall 2: Esist V,p(z,j) = 0. Jetzt implizieren die Lemmata 3.2.14 und 3.2.16 die Existenz
der Ecke

Damit an der Ecke x ein Pfeil mit Label :— starten kann, muf es einen j-Pfeil geben,
der in z endet. Genauso mufs es einen i-Pfeil geben, der in y beginnt, damit bei y
ein Pfeil enden kann mit dem Label j+.

Schliefslich sind beide Richtungen des Satzes damit bewiesen, weil ein Graph genau dann
ein kristalliner Graph ist, wenn der Gegengraph es ist. O]



Ausblick

Nach einem wichtigen Satz von Kashiwara ist ein Kristallgraph ein kritalliner Graph ge-
nau dann, wenn alle zweifarbigen Untergraphen kristalline Graphen sind und wenn iiber
jedem Element eine maximale Ecke liegt. So lassen sich die Charakterisierungen kristal-
liner Graphen auf den einfach verbundenen Typ verallgemeinern, die in dieser Arbeit
gegeben wurden.
In dieser Arbeit haben wir gesehn, daft die Quadratkristallgitter ein ausgezeichnetes Mit-
tel sind, Kristallgitter zu untersuchen. Insbesondere lassen sich potentielle Charakterisie-
rungen von kristallinen Graphen auf ihren Wahrheitsgehalt priifen oder schon bewiesene
verstehen und verbessern.
Obwohl wir in dieser Arbeit hauptséchlich Kristallgitter vom Typ Ay betrachtet haben,
gehe ich davon aus, dafs auch das Betrachten der Kristallgitter der anderen Typen zu
wertvollen Informationen fiihrt.
Eine wichtige Frage, die im Rahmen dieser Arbeit nicht gekldrt werden konnte ist, wie
die Realisierungen der kristallinen Graphen vom Typ A; x A; und A, zu Realisierungen
vom Typ A, zusammengebaut werden kénnen.
Durch den Satz 4.4.2 stellte sich mir die Frage, wie man die Aussage des Satzes an den
Young-Tableaux ablesen kann. Beim Betrachten von Beispielen ist mir aber nichts auf-
gefallen. Allerdings ist es mir in Beispielen gelungen, die Darstellung der Tableaux so
abzuéndern, daf die Aussagen einiger Sétze in dieser Arbeit an dieser Darstellung abzu-
lesen sind. Damit stellt sich die Frage, ob es moglich ist, die Darstellung der Tableaux
systematisch so abzuédndern, daf sich die Aussagen der Sétze direkt ablesen lassen. Man
konnte vielleicht sogar die hier vorgestellten Sétze auf die ibrigen Typen verallgemeinern.
Insgesamt 1aft sich festhalten, dafs wir durch diese Arbeit viele Einsichten gewonnen
haben. Andererseits stellen sich auch viele neue Fragen.
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