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Einleitung

Ziel dieser Arbeit ist es, einen gradierten Splittingsatz in Analogie zu den Ausfithrungen von Do-
manski und Vogt in [DV] Theorem 4.5 fiir Produkte von Potenzreihenrdumen endlichen Typs zu
formulieren und nachzuweisen. Im Gegensatz zu der Theorie in [DV] wird hierbei ein abstrak-
ter kategorieller Ansatz gewihlt, der es unter anderem ermoglicht den zahmen und linear-zahmen
Fall gleichzeitig zu behandeln. Dariiber hinaus wird auf diese Weise die sonst sehr technische Be-
weisfithrung umgangen.

Nachdem im ersten Kapitel zunéchst grundlegende Begriffe der Kategorientheorie eingefiihrt
werden, gilt unser besonderes Interesse einer speziellen Klasse von halbabelschen Kategorien; und
zwar den quasiabelschen. Diese ist insofern von Bedeutung, als sie eine aus funktionalanalytischer
Sicht bedeutende Pushout- und Pullback-Konstruktion garantiert, die der Charakterisierung von
Ext! dient und dariiber hinaus von technischem Nutzen ist. Indem die Eigenschaften des Pullback
und Pushout sehr genau untersucht werden, gelingt es, eine ausfithrliche Charakterisierung 1.1.29
dafiir anzugeben, wann eine halbabelsche Kategorie quasiabelsch ist. Im Anschlufl wird das der Be-
weisfithrung dienende Werkzeug in einem sehr allgemeinen kategoriellen Rahmen hergeleitet, so dafl
im Verlauf der folgenden Ausfithrungen darauf zuriickgegriffen werden kann. Darunter fillt auch
der Satz 1.1.43, der eine Verallgemeinerung des in [DV] Proposition 3.2 angewandten Verfahrens
darstellt. Abschlieflend folgt eine kurze Zusammenfassung der fiir die weiteren Betrachtungen rele-
vanten Begriffe aus der homologischen Algebra.

Im zweiten Abschnitt fithren wir die Kategorie der L-zahmen Vektorrdume ein. Diese war Grund-
lage vieler Untersuchungen, unter anderem von Nyberg [N1], [N2], Poppenberg und Vogt [PV1], [P1],
[V4], dabei wurde jedoch eine genaue Auseinandersetzung mit der kategoriellen Struktur ausgelas-
sen. Dieser widmen wir uns im zweiten Abschnitt. Nachdem nachgewiesen ist, dafl die Kategorie der
L-zahmen Réume quasiabelsch ist und geniigend viele injektive Objekte besitzt, kann die Definition
der Rechtsableitungen Ext]’f des Hom-Funktors auf klassische Art und Weise erfolgen. In Anlehnung
an die Ausfithrungen von Vogt in [V4] beweisen wir zum Ende des zweiten Abschnittes den L-zahmen
Splittingsatz 2.2.8. Dieser ist eine Verallgemeinerung des Theorems 6.1 in [PV1] bzw. [PV2] und
des Theorems 4.7 in [V4] und impliziert das Korollar 2.2.10, welches Ext*(E, F) = 0 im zahmen
bzw. linear-zahmen Fall garantiert, wenn E ein Unterraum und F' ein Quotient eines Potenzreihen-
raumes endlichen Typs ist und E oder F' zahm bzw. linear-zahm nuklear ist. In der Kategorie der
Fréchetriume ist Ext!(E, F) # 0 fiir einen Potenzreihenraum endlichen Typs E und einen shift-
stabilen Potenreihenraum endlichen Typs F' (siehe [V3] Corollary 4.4). Daher ist es notwendig, um
ein dem Korollar 2.2.10 entsprechendes Resultat zu erhalten, die zahme bzw. linear-zahme Katego-
rie zu betrachten. Genauso wie im Fall der gradierten Fréchetrdume in [DV] der Splittingsatz von
Vogt und Wagner aus [VW] fiir den nuklearen Fall die Grundlage des gradierten Splittingsatzes
4.5 aus [DV] bildet, ist fiir den Beweis des gradierten L-zahmen Splittingsatzes 3.2.10 der L-zahme
Splittingsatz 2.2.8 wesentlich.

Aufbauend auf die Kategorie der L-zahmen Riume kann nun im dritten Abschnitt die Einfiihrung
der Kategorie der gradierten L-zahmen R&ume erfolgen. Diese ist quasiabelsch, besitzt geniigend
viele injektive Objekte und abzéhlbare unendliche Produkte. Fiir den Beweis des gradierten Split-
tingresultats spielt die Existenz der kanonischen Aufldsung eine zentrale Rolle. Aus diesem Grund
definieren wir fiir einen gradierten L-zahmen Fréchetraum das Spektrum der lokalen Fréchetrdume
und untersuchen, unter welchen Voraussetzungen die kanonische Auflésung gradiert L-zahm ex-
akt ist. Um den gradierten L-zahmen Splittingsatz in einem allgemeineren Rahmen formulieren zu
konnen, betrachten wir in den folgenden Ausfithrungen alle zu dem Spektrum der lokalen Fréchetrau-
me L-zahm #quivalente Spektren. Wesentlich hierbei ist, den Begriff der Striktheit aus [DV] Sec. 2
unter den uns gegebenen Umstédnden zu interpretieren. Im Anschlufl definieren wir in Analogie zu der
Definition der s-Freundlichkeit den allgemeiner gehaltenen Begriff der E-Freundlichkeit. Nachdem
in der Proposition 3.2.4 der Zusammenhang zwischen dem gradierten Zerfallen und Proj' geklirt
wurde, kann nun der Beweis des gradierten Splittingsatzes 3.2.10 auf abstrakte Weise gefiihrt wer-
den. Insbesondere erhalten wir aus 3.2.10 den Satz 3.2.13, ein dem gradierten Splittingresultat in
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[DV] Theorem 4.5 entsprechendes Ergebnis fiir Produkte von Potenzreihenrdumen endlichen Typs.
Dabei gelingt es, die Voraussetzungen soweit abzuschwichen, dafl auf zuséitzliche Forderungen an
den Raum in der Mitte verzichtet werden kann. Der dritte Abschnitt endet schlieB8lich mit einer
wichtigen Anwendung des gradierten L-zahmen Splittingsatzes. Dabei handelt es sich um das gra-
dierte zahme bzw. linear-zahme Zerfallen von gradierten zahmen bzw. linear-zahmen Komplexen von
Produkten von Potenzreihenriumen endlichen Typs. Dafiir ist es notig zu untersuchen, wann sich
die E-Freundlichkeit eines gradierten L-zahmen Fréchetraumes auf Quotienten vererbt. Dies errei-
chen wir im Fall des Produkts von Potenzreihenrdumen endlichen Typs mit dem Lemma 3.2.14. Ein
allgemeineres Ergebnis fiir den nuklearen Fall liefert die Proposition 3.2.16, die auf die Proposition
2.1.20 aus dem zweiten Abschnitt aufbaut. Die Proposition 2.1.20 sagt aus, daf aus Ext! (E, F) =0,
im Fall, da F' L-zahm nuklear ist, Ext} (F,G) = 0 fiir jeden L-zahmen Quotienten G von F folgt.
Dies ist das Analogon zu dem topologischen Resultat von Vogt in [V1] Corollary 1.5. Zentral fiir die
Ubertragung der E-Freundlichkeit auf Quotienten ist wie im Fall der gradierten Fréchetriume in
[DV] die Striktheit des Fréchetraumes, modulo dessen der Quotient gebildet wird. Die vorliegende
Arbeit endet mit dem dem Theorem 5.2 in [DV] entsprechenden gradierten L-zahmen Splittingresul-
tat 3.2.18 fiir Komplexe von Produkten von Potenzreihenrdumen endlichen Typs. Eine analytische
Anwendung des Satzes 3.2.18 wird das Zerfallen exakter Differentialkomplexe zwischen den Raum-
en der w-Ultradistributionen D}, (€2) im Sinne von [BMT] sein. In [BMT] Proposition 5.6 wurde
nachgewiesen, dafl D , () isomorph zu dem Produkt eines Potenzreihenraumes endlichen Typs
ist. Daf die Isomorphie und die Exaktheit in der gradierten zahmen bzw. linear-zahmen Kategorie
erhalten bleibt, wird dann zu zeigen sein.

An dieser Stelle danke ich Herrn Prof. Dr. Dietmar Vogt fiir die ausgezeichnete Betreuung und
hervorragende Forderung. Insbesondere gilt mein herzlicher Dank PD Dr. Leonhard Frerick, dessen
wertvolle und unermiidliche Unterstiitzung sehr zum Gelingen dieser Arbeit beigetragen hat.
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0 Bezeichnungen

Grundlage unserer Betrachtungen sind die {iblichen Definitionen fiir Fréchetrdume (vgl. [MV]).

Unter einem lokalkonvexen Raum verstehen wir einen nicht notwendig hausdorffschen topolo-
gischen Vektorraum iiber einen Korper K = R oder C, der eine Nullumgebungsbasis aus absolut-
konvexen Mengen besitzt. Im folgende verstehen wir unter einer Nullumgebung eines lokalkonvexen
Raumes stets eine absolutkonvexe Nullumgebung.

Ein Fréchetraum ist ein vollstédndiger metrisierbarer lokalkonvexer Raum.

Eine lineare Abbildung A : (E, ||-||g) — (F,|| - ||r) zwischen zwei Banachrdumen heifit nuklear,
falls es eine Folge (ay,)nen stetiger Linearformen auf E und eine Folge (b, )nen in F existiert mit
5 e lanllllbnll < o0, so da8

Ax) = Z an(x)by, fir alle z € E gilt,
neN

wobel [|an | 1= SUpep o<1 | an(®) | ist.

Sei (]| - |ln)nen ein monoton wachsendes Fundamentalsystem von Halbnormen auf einem Fréchet-
raum F. Ferner sei E/ker| - ||, mit der von || - ||, induzierten Quotientennorm versehen und E,
seine Vervollstindigung. Die so erzeugten Banachriume (E,),cn werden als lokale Banachrdume
von E bezeichnet und i,, : E — E,, mit i,,(z) := x +ker || - ||, fiir n € N als kanonische Abbildung.
Die Identitit auf F induziert stetige, lineare Abbildungen zﬁ : By — E, fiir £ > n, welche durch
die Beziehung i* o i), = i,, eindeutig bestimmt sind.

Ein Fréchetraum E heif3t nuklear, falls fiir alle n € N ein & > n existiert, so dafy die Abbildung
ik . By, — E, nuklear ist. Die Nuklearitiit ist eine linear-topologische Invariante und iibertriigt
sich auf Unterrdume, Quotienten und unendliche Produkte.

Ein Fréchetraum E mit einem monoton wachsenden Fundamentalsystem (|| - ||,,)nen von Halb-
normen besitzt die Eigenschaft (DN), falls folgendes gilt:

Es gibt ein p € N, so dal zu jedem k£ € N ein | € N und ein C > 0 existieren mit

|22 < Cllalpllzl; fir alle z € E.

Die Eigenschaft (DN) ist eine linear-topologische Invariante und vererbt sich auf abgeschlossene
Unterrdume und endliche Produkte.

Ein Fréchetraum E mit einem monoton wachsenden Fundamentalsystem (|| - ||,,)nen von Halb-
normen besitzt die Eigenschaft (§2), falls folgendes gilt:
Zu jedem p € N gibt es ein ¢ € N, so dafi fiir alle k € N ein 0 < 6§ < 1 und ein C' > 0 existieren mit

*1—9 *9 .
lyllg < Cliylly llylli fir alle y € E”.

Die Eigenschaft () ist eine linear-topologische Invariante und vererbt sich auf Quotienten und
abzahlbar unendliche Produkte.
Wir bezeichnen mit

s:={x:=(1;)jen € K" : ||2||} := Z |z |%5%% < +oo fiir alle k € N}
jeN
den Raum der schnell fallenden Folgen. s mit den Normen (|| - ||, )nen ist ein nuklearer Fréchetraum.
Es sei a := (i )nen eine monoton wachsende Folge nicht-negativer reeller Zahlen, so dafl

lim;, 00 @, = 400 gilt. Unter einem Potenzreihenraum endlichen Typs, verstehen wir im folgenden
den Folgenraum

oo

Ao(a) = {z:= (j)jen € KV : |lz§ = D [y ]® exp(

j=1

2 .
—%) < +oo fiir allek € N},

Versehen mit der Folge von Hilbertnormen (|| - ||x)ren ist Ag(a) ein Fréchet-Hilbertraum.
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1 Grundlagen
1.1 Der Pullback und der Pushout in halbabelschen Kategorien

Die folgenden Ausfithrungen sind teilweise bekannter Bestandteil der Kategorientheorie. Die Beweise
sind auf einfachste Weise ausgefiihrt, um eine intensive Auseinandersetzung mit der Kategorientheo-
rie zu umgehen. Die Propositionen 1.1.22; 1.1.23 und 1.1.24 und die Sétze 1.1.27 und 1.1.29 sind
der Autorin aus der Kategorientheorie nicht bekannt. Ziel ist es, den Satz 1.1.29 zu beweisen.

Definition 1.1.1 (a) Eine Kategorie C besteht aus einer Klasse Obj(C) von Objekten und aus
einer Menge Mor (E, F) von Morphismen fiir alle Paare (E, F') von Objekten. Weiter existiere
fiir jedes Objekt E ein Morphismus Iy € Mor (E, E) und eine Komposition o : Mor (E, F) x
Mor (F,G) — Mor (E, G) fiir alle Tripel von Objekten (E, F,G), so daf8 folgendes gilt:

(i) (hog)o f=ho(gof) fir alle f € Mor (E,F), g € Mor (F,G) und h € Mor (G, H).

(1)) Ip o f = folg = f fiir alle f € Mor (E, F). Den Morphismus Ir bezeichnen wir als die
Identitdt auf F.

(b) Eine additive Kategorie C ist eine Kategorie, bei der fiir jedes Paar von Objekten (E,F) die
Menge der Morphismen Mor (E, F) beziiglich einer Verkniipfung 4+ abelsche Gruppenstruktur
besitzt, so dafl folgende Distributivgesetze erfillt sind:

(f+g)oh=foh+gohund fo(g+h)=fog+ foh.

Weiter existiert ein Objekt 0, so daf$ fiir jedes Objekt E die Mengen Mor (E, 0) und Mor (0, E)
genau einen Morphismus enthalten. Im folgenden bezeichnen wir das Einselement in Mor (E, F)
mit 0.

Es sei C eine Kategorie. Fiir f € Mor (E, F) schreiben wir im folgenden auch f: E — F.

Definition 1.1.2 Fs sei C eine additive Kategorie.

(a) Ein Morphismus f € Mor (E, F) heifst Monomorphismus bzw. Epimorphismus, falls aus
fog=0 fir ein g € Mor(Z,E) bzw. go f =0 fiir ein g € Mor (F, Z) stets g =0 folgt.

(b) Ein Morphismus f € Mor (E, F) heifit Bimorphismus, falls f ein Monomorphismus und ein
Epimorphismus ist.

(¢) Ein Morphismus f € Mor (E, F) heifst Isomorphismus, falls ein g € Mor (F, E) existiert, so
daff fog=1IF und go f = Ig gilt.

Ist f € Mor (E, F') ein Isomorphismus in einer beliebigen Kategorie C, so ist der Morphismus
g € Mor (F,E) mit fog = Ir und go f = I eindeutig bestimmt. Wir bezeichnen g mit f~!. Eine
zentrale Rolle in der Kategorientheorie spielen die folgenden Begriffe:

Definition 1.1.3 FEs sei C eine additive Kategorie.

(a) Ein Kern eines Morphismus f € Mor (E, F) ist ein Paar (ker f,ky), bestehend aus einem
Objekt ker f € Obj(C) und einem Morphismus ky € Mor (ker f,E) mit fok = 0 und der
FEigenschaft, daf8 fiir alle Morphismen j € Mor (Z,E) mit f o j = 0 genau ein Morphismus
j€ Mor (Z,ker f) mit j = ky o] existiert.

(b) Ein Kokern eines Morphismus f € Mor (E, F') ist ein Paar (coker f,cy), bestehend aus einem
Objekt coker f € Obj(C) und einem Morphismus ¢y € Mor (F, coker f) mit cy o f =0 und der
FEigenschaft, daf fiir alle Morphismen j € Mor (F,Z) mit jo f = 0 genau ein Morphismus
J € Mor (coker f, Z) mit j = jocy existiert.
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(¢) Ein Bild eines Morphismus f € Mor (E, F) ist ein Paar (im f,is), bestehend aus einem Objekt
im f € Obj (C) und einem Morphismus iy € Mor (im f, F'), das ein Kern eines Kokerns von f
15t.

(d) Ein Kobild eines Morphismus f € Mor (E, F') ist ein Paar (coim f,ciy), bestehend aus einem
Objekt coim f € Obj (C) und einem Morphismus ciy € Mor (E, coim f), das ein Kokern eines
Kerns von f ist.

Kerne und Kokerne und damit auch Bilder und Kobilder eines Morphismus f € Mor (E, F)) sind
bis auf kanonische Isomorphien eindeutig bestimmt. Das bedeutet: Falls (ker f, k;) und (ker f, l;f)
zwei Kerne von f sind, dann existiert genau ein Isomorphismus J : ker f — ker f mit /~€f oJ =ky.
Analoges gilt fiir Kokerne. Dies rechtfertigt die Tatsache, dafl wir im folgenden von dem Kern bzw.
Kokern sprechen. Gleiches gilt fiir das Bild und das Kobild. Offensichtlich ist ein Morphismus f
genau dann ein Monomorphismus bzw. Epimorphismus, falls ker f = 0 bzw. coker f = 0 ist. Aus
den universellen Eigenschaften des Kerns und des Kokerns folgt:

Proposition 1.1.4 FEs seiC eine additive Kategorie und f € Mor (E, F'), so daff der Kern (ker f, k),
der Kokern (coker f, cy), das Bild (im f,is) und das Kobild (coim f,cis) von f existieren. Dann exi-
stiert ein eindeutig bestimmter Morphismus f € Mor (coim f,im f), so daff f =iso fociy gilt.

Wir bezeichnen f : coim f — im f aus der obigen Proposition als induzierten Morphismus
zwischen Kobild und Bild von f. f gibt Anlafl zur folgenden

Definition 1.1.5 Es seiC eine additive Kategorie und f € Mor (E, F'), so daf§ der Kern (ker f, k),
der Kokern (coker f,cy), das Bild (im f,is) und das Kobild (coim f,ciy) von f existieren.

(a) [ heifit Homomorphismus, falls der induzierte Morphismus f :coim f — im f ein Isomor-
phismus ist.

(b) [ heifit Monohomomorphismus bzw. Epihomomorphismus, falls f ein Homomorphismus
und ein Monomorphismus bzw. Epimorphismus ist.

Beispiel 1.1.6 Ist (ker f, ks) Kern bzw. (coker f, c;) Kokern eines Morphismus f € Mor (E, F'), so
ist kf bzw. ¢y stets ein Monohomomorphismus bzw. Epihomomorphismus.

Wir sind nun so weit, eine spezielle Klasse von Kategorien zu definieren, die fiir unsere weiteren
Betrachtungen wesentlich ist:

Definition 1.1.7 (a) Eine additive Kategorie C heifst halbabelsch, falls fiir jeden Morphismus f
der Kern und der Kokern existieren und der induzierte Morphismus f : coimf — im f
ein Bimorphismus ist. Weiter existiert fiir jedes Paar von Objekten (E,F) ein Objekt E X F
und Morphismen mgp € Mor (E X F,E) und np € Mor (E x F,F), so daf fir beliebige gg €
Mor (Z, E) und gr € Mor (Z, F) genau ein g € Mor (Z, E x F) existiert mit gg = g o g und
gr = mrog. Das Objekt E x F bezeichnen wir als Produkt von E und F' und den Morphismen
mg bzw. mp als kanonische Projektion auf E bzw. F'.

(b) Fine halbabelsche Kategorie C heifit abelsch, falls jeder Morphismus ein Homomorphismus ist.

Beispiel 1.1.8 Betrachtet man als Objekte die Vektorrdume iiber K und als Morphismen die li-
nearen Abbildungen, so erhélt man mit der iiblichen Verkniipfung und Addition von Funktionen die
abelsche Kategorie LS der linearen Riume.



1 GRUNDLAGEN 4

Definition 1.1.9 Fine Kategorie C besitzt Koprodukte, falls fiir beliebige Objekte E und F ein
Objekt E x F und Morphismen wg € Mor(E,E X F) und wp € Mor (F,E x F) existieren, so
dafs fiir beliebige Morphismen gr € Mor (E,Z) und gr € Mor (F,Z) genau ein Morphismus g €
Mor (E x F, Z) existiert mit gg = gowg und gr = gowp. Den Morphismus wg bzw. wp bezeichnen
wir als kanonische Einbettung.

Die folgende Definition vereinfacht die folgenden Beweisfithrungen:

Definition 1.1.10 Es sei C eine Kategorie. Die duale Kategorie C° zu C besteht aus der Objekt-
klasse Obj (C) von C und fiir ein belicbiges Paar (E, F') von Objekten, definiert durch

Mor ¢ (E, F) := Mor (F, E) die Menge von Morphismen in C°. Auf C° betrachten wir die Kompo-
sition o : Mor co (E, F) x Mor ¢co(F,G) — Mor co(E,G) mit (f,g) — go f, welche in C gebildet
wird.

Bemerkung 1.1.11 (a) Offenbar ist die Komposition assoziativ und die Identitédten in C und C°
stimmen iiberein. Dies rechtfertigt die Bezeichnung duale Kategorie.

(b) Der Kern bzw. Kokern eines Morphismus f € Mor (E, F') ist offenbar der Kokern bzw. Kern
von f € Mor ¢o(F, E). Der Begriff des Kerns und des Kokerns verhélt sich also dual. Analog verhalten
sich das Bild und das Kobild. Eine entsprechende Beziehung besteht zwischen dem Produkt und dem
Koprodukt und zwischen einem Mono- und einem Epimorphismus. Die Isomorphismen in C und C°
stimmen iiberein. Da fiir jeden Morphismus f in C der induzierte Morphismus f scoim f — im f
in C° der gleiche bleibt, ist der Begriff eines Homomorphismus invariant beziiglich des Dualisierens.

Ist C eine additive Kategorie, so ist offensichtlich auch C° additiv.

Dafl die Existenz von Produkten und Koprodukten in einer additiven Kategorie dquivalent ist,
zeigt folgende

Proposition 1.1.12 FEs sei C eine additive Kategorie. C besitzt genau dann Produkte, falls sie
Koprodukte besitzt.

Beweis: Da die beiden Aussagen der Proposition dual zueinander stehen, reicht es, folgendes nach-
zuweisen: Es sei E € C und F' € C. Falls Produkte existieren, betrachten wir das Produkt E x F' mit
den zugehorigen Projektionen 7y, 7p. Dann existiert zu den Morphismen Ig und 0 € Mor (E, F)
genau ein Morphismus wg € Mor (E, E X F) mit Ig = g owg und 0 = 7p o wg. Analog erhalten
wir genau einen Morphismus wp € Mor (F, E x F) mit Ir = np owp und 0 = 7 o wp. Es gilt
wgoTptwrony = Igy . Dies folgt aus rpo(wponp+wrony) = g und Tpo(wponp+wpony) = Tp
und aus der universellen Eigenschaft von Produkten. Wir wollen nun nachweisen, da8 (Ex F,wg,wr)
gerade das Koprodukt zu dem Paar (F, F) ist. Dazu seien gp € Mor (E,G) und gr € Mor (F,G)
zwei beliebige Morphismen. Indem wir g := gg o mg + gr o mp setzen, erhalten wir g owg = gg und
gowp = gr. Angenommen, es existiert § € Mor (E X F,G) mit jowg = gg und jowp = g, dann
gilt g=go(wgomg+wpomp) =ggonmg + gronmrp = g. Damit wire auch die Eindeutigkeit des
Morphismus g gezeigt.

Bemerkung 1.1.13 Nun ist in einer additiven Kategorie die Existenz von Produkten dquivalent
zu der Existenz von Koprodukten. Unter Beachtung von Bemerkung 1.1.11 {ibertragen sich damit
die Eigenschaften einer halbabelschen bzw. abelschen Kategorie auf die duale Kategorie.

Definition 1.1.14 FEs sei C eine Kategorie.

(a) Es sei f € Mor (E, F) und g € Mor (E,G). Fin Tripel (P,p1,p2) bestehend aus einem Objekt
P € C und zwei Morphismen p; € Mor (G, P) und ps € Mor (F, P) mit p1 o g = p2 o [ heifit
Pushout von f und g, falls fiir beliebige Morphismen q1 € Mor (G, Z) und q2 € Mor (F, Z)
mit g1 0 g = g2 o f genau ein Morphismus h € Mor (P, Z) existiert, so daff hop; = ¢1 und
hops = qo gilt.
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(b) Es sei f € Mor (F,E) und g € Mor (G, E). Ein Tripel (P,p1,p2) bestehend aus einem Objekt
P € C und zwei Morphismen p1 € Mor (P, G) und ps € Mor (P, F) mit gop; = f o py heifit
Pullback von f und g, falls fiir beliebige Morphismen q1 € Mor (Z,G) und g2 € Mor (Z, F)
mit goq1 = f o qa genau ein Morphismus h € Mor (Z, P) existiert, so dafi p1 o h = ¢1 und
p2 o h = qy gilt.

Der Pullback bzw. Pushout in einer Kategorie C ist offensichtlich der Pushout bzw. Pullback in
der dualen Kategorie C°. In einer additiven Kategorie impliziert die Existenz eines Pullback bzw.
eines Pushout die Existenz von Produkten bzw. Koprodukten. Wir erhalten folgende

Proposition 1.1.15 Es sei C eine additive Kategorie. Existiert in C der Pushout bzw. Pullback,
dann auch das Koprodukt bzw. Produkt.

Beweis: Es sei E,F € Obj(C). Betrachten wir den Pushout (P,p1,p2) der Morphismen Op €
Mor (0, E) und 0p € Mor (0, F'), dann gilt aufgrund der Tatsache, dafl die Menge Mor (0, Z) aus
genau einem Element besteht, gg 0 0 = gr o Op fiir beliebige Morphismen gg € Mor (F, Z) und
gr € Mor (F, Z). Damit sichert die Eigenschaft des Pushout die Existenz genau eines Morphismus
h € Mor (P, Z) mit hop; = gg und hops = gr. Das bedeutet: (P, p1,p2) ist gerade das Koprodukt
von FE und F.

Existiert andererseits der Pullback in C, so existiert der Pushout in der dualen Kategorie C°. Aus
dem oben gezeigten folgt, dafl Koprodukte in C° existieren. Dies bedeutet jedoch, dafl Produkte in
C existieren.

Unter welchen Voraussetzungen die umgekehrte Aussage der obigen Proposition gilt, zeigt

Proposition 1.1.16 Es sei C eine additive Kategorie. Besitzt C Produkte und Kokerne bzw. Ko-
produkte und Kerne, so existiert in C auch der Pushout bzw. der Pullback.

Beweis: Es sei f € Mor (E,F) und g € Mor (E, G). Betrachten wir das Produkt (F x G, 7, ng),
so existiert genau ein Morphismus p € Mor (E,F X G) mit 7p op = f und 7g op = —g. Es
sei (cokerp,c,) der Kokern von p und (F x G,wp,wq) das Koprodukt von F' und G. Setzen wir
nun p; = ¢, o wg und py 1= ¢p owp, s0 gilt —(p1og)+prof = —(cpowgog)+cpowrpof =
Cpowgo(—g)+cpowpof = cpowaomGop+Cpowpompop = cpo(wgomg+wromp)op = cpop = 0. Um
nachzuweisen, daf} (coker p, p1, p2) der Pushout von f und g ist, geben wir uns beliebige Morphismen
¢1 € Mor (G, Z) und g2 € Mor (F, Z) vor, die ¢1 0 g = ¢o 0 f erfiillen. Nun gilt (¢1 omg +geonmp)op =
gromgop+gomrop=qio(—g)+qof=—(q109)+qgz0f = 0. Damit sichert die Eigenschaft des
Kokerns die Existenz genau einer Abbildung h € Mor (coker p, Z) mit hoc, = ¢1 omg + g2 omp. Dies
impliziert einerseits hop; = hocpowg = (1 0T+ @20TF)owg = 1 OTG OWG + 20 TR oW = @1
und entsprechend andererseits h o ps = go2. Damit ist (coker p, p1,p2) der Pushout von f und g. Da
die beiden Aussagen des Satzes dual zueinander stehen, folgt die Behauptung.

Wir fassen nun zusammen:

Korollar 1.1.17 Es sei C eine additive Kategorie in der Kerne und Kokerne ezistieren. Dann sind
folgende Aussagen dquivalent:

(a) C besitzt Produkte.
(b) C besitzt Koprodukte.
(¢c) C besitzt Pushouts.
(d) C besitzt Pullbacks.

Im folgenden wollen wir den Pullback und den Pushout genauer untersuchen.
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Bemerkung 1.1.18 Essei C eine additive Kategorie und (P, p1, p2) der Pushout von f € Mor (E, F)
und g € Mor (E, G). Dann ist g genau dann ein Epimorphismus, falls ps ein Epimorphismus ist. Dazu
sei g ein Epimorphismus. Angenommen, es existiert ein Morphismus ¢ € Mor (P, Z) mit g o p2 = 0.
Dann ist 0 = gopyo f = gopj og. Da nun g ein Epimorphismus ist, folgt ¢ o p; = 0. Insgesamt
erhalten wir aufgrund der Eigenschaft des Pushout ¢ = 0 und damit ist ps ein Epimorphismus. Ist
andererseits ps ein Epimorphismus und existiert ein Morphismus ¢ € Mor (G, Z) mit gog = 0, dann
garantiert der Pushout die Existenz genau eines Morphismus h € Mor (P, Z) mit h o p; = 0 und
h o p; = q. Da ps ein Epimorphismus ist, folgt daraus h = 0 und damit ¢ = 0.

Damit gilt natiirlich auch die dazu duale Aussage: Ist (P, p1, p2) der Pullback von f € Mor (F, E)
und g € Mor (G, E), dann ist g genau dann ein Monomorphismus, falls ps ein Monomorphismus ist.

Mit Isomorphismen verhilt es sich &dhnlich. Ist (P,p1,p2) der Pushout von f € Mor(E, F)
und g € Mor (E,G) und ist g ein Isomorphismus, so ist auch py ein Isomorphismus. Denn es gilt
Ipof = folg = fog!og und damit existiert genau ein Morphismus h € Mor (P, F) mit
hop; = fog*1 und h o ps = Ir. Dann ist aber py o h o p; :p20f0971 =m 090971 = p; und
p2 0 h ops = py und damit gilt auch py o h = Ip. Entsprechend gilt die duale Aussage.

Dariiber hinaus erhalten wir folgende

Proposition 1.1.19 Es sei C eine additive Kategorie, in der Kerne und Kokerne ezistieren.

(a) Es sei f € Mor (E,F) und g € Mor (E,G) und (P,p1,p2) der Pushout von f und g, dann sind
die Kokerne der Morphismen g und ps bzw. f und p1 isomorph.

(b) Es sei f € Mor (F, E) und g € Mor (G, E) und (P,p1,p2) der Pullback von f und g, dann sind
die Kerne der Morphismen g und ps bzw. f und py isomorph.

Beweis: Da (b) die duale Aussage von (a) ist, reicht es (a) nachzuweisen. Es sei (coker g,c,) der
Kokern von g und (coker ps, ¢;,,) der Kokern von ps. Es gilt 0 = ¢40g = 0o f. Ist nun (P, p1,p2) der
Pushout von f und g, so existiert genau ein Morphismus h € Mor (P, coker g) mit h o ps = 0 und
hopy = c4. Da hopy = 0 gilt, existiert aufgrund der Eigenschaft des Kokerns genau ein Morphismus
v € Mor (coker pg, coker g) mit h = v o ¢p,. Aus demselben Grund existiert aufgrund der Tatsache,
daB (cp, o p1) 0 g = ¢p, op2 o f = 0 gilt, genau ein Morphismus z € Mor (coker g, coker pz) mit
z0cy = Cp, ©p1. Im folgenden wollen wir nachweisen, dal v o z gerade die Identitét in coker g und
zov gerade die Identitdt in coker ps ist. Aus vo(zocy) =vo(cp,0p1) = (Vocp,)opi =hopr =c¢q4
folgt, da cg4 stets ein Epimorphismus ist, dafl voz die Identitét in coker g ist. Um die andere Identitét
nachzuweisen, bemerken wir, daf} die Eigenschaft des Pushout die Existenz genau eines Morphismus
J € Mor (P, coker ps) garantiert, fiir den j o p1 = ¢, o p1 und j o po = 0 gilt. Damit ist j = ¢,,.
Da zohopy =zo0cy =cp, op1 und zo hopy =0 gilt, folgt zo0 h = ¢p,. Insgesamt erhalten wir
z0vocy, =z0h=cp,. Da cp, stets ein Epimorphismus ist, folgt die Behauptung.

Proposition 1.1.20 Es sei C eine halbabelsche Kategorie.

(a) Es sei (P,p1,p2) der Pushout von f € Mor (E, F) und g € Mor (E, Q). Ist g ein Epihomomor-
phismus, so ist auch pa ein Epthomomorphismus, bzw. ist f ein Epihomomorphismus, so ist
auch p1 ein Epihomomorphismus.

(b) Es sei (P,p1,p2) der Pullback von f € Mor (F, E) und g € Mor (G, E). Ist g ein Monohomo-
morphismus, so ist auch ps ein Monohomomorphismus, bzw. ist f ein Monohomomorphismus,
so ist auch p1 ein Monohomomorphismus.

Beweis: Der Teil (b) ist die duale Aussage von Teil (a). Es reicht also Teil (a) nachzuweisen. Da
g ein Epimorphismus ist, folgt mit der Bemerkung 1.1.18, dal auch ps ein Epimorphismus ist.
Es sei nun (kerps, kp,) der Kern des Morphismus ps und (kerg,ky) der Kern des Morphismus
g. Dapyo foky =piogoky =0 gilt, existiert genau ein Morphismus h € Mor (ker g, ker p3) mit
kp,oh = fok,. Bezeichnet (coim g, ciy) bzw. (coim pe, cip,) das Kobild von g bzw. von ps, so ist damit
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Cip, 0 foky = cip, 0 ky, o h = 0. Das bedeutet, daf genau ein Morphismus v € Mor (coim g, coim ps)
existiert mit v o cig = cip, o f. Insgesamt erhalten wir folgendes kommutative Diagramm:

F %2 coim Do 2, p
£1 (D To (I) T,
E

— coimg — G,
Clg g

wobei po den kanonischen Morphismus in Mor (coim pe, P) mit ps = pg o cip, bezeichnet und ent-
sprechend g. Der Teil (I) des Diagramms kommutiert wegen der Faktorisierungseigenschaft von v.
Der Teil (IT) kommutiert wegen pg 0 v o cig = pa 0 Cip, 0 f =p2o f =p1og=piogociyg und der
Tatsache, daf ciy ein Epimorphismus ist. Im folgenden wollen wir nachweisen, daf8 (P, p2,p1) gerade
der Pushout von v und g ist. Dazu sei ¢1 € Mor (G, Z) und g2 € Mor (coim py, Z) mit g1 0§ = gz 0.
Dann gilt auch g1 0g = g1 0gocig = gaovociy = g 0 cip, o f. Der Pushout (P, p1, p2) sichert damit
die Existenz genau eines Morphismus h € Mor (P, Z) mit hop; = ¢1 und h o pa = g2 o cip,. Nun ist
cip, €in Epimorphismus, also folgt aus gz o cip, = h opa = h o Dy o cip,, daB g2 = h o Py gilt. Damit
ist (P, p2,p1) gerade der Pushout von v und §. Da nach der Bemerkung 1.1.18 Isomorphismen auf
Pushouts iibergeben werden, folgt schliellich die Behauptung.

Bemerkung 1.1.21 Es sei C eine halbabelsche Kategorie.

(a) Ist f € Mor (E, F) ein Monohomomorphismus und gilt f = h o g fiir ein g € Mor (E, G)
und ein h € Mor (G, F), dann ist auch g ein Monohomomorphismus. Offensichtlich ist g ein Mo-
nomorphismus, das bedeutet, dal g = i, 0 § gilt, wobei i, € Mor (im g, @) das Bild von g und
g € Mor (E,img) den von g induzierten kanonischen Morphismus bezeichnet. Im selben Kontext
gilt dann auch iy o f = f. Im folgenden wollen wir nachweisen, daf} § ein Isomorphismus ist. Es
sei (coker f,cy) der Kokern von f. Dann gilt ¢cfohoizog =crohog=cyof =0und, da g
stets ein Bimorphismus ist, folgt c¢f o h o i, = 0. Damit sichert das Bild von f die Existenz eines
Morphismus v € Mor (im g, im f) mit ifov= hoig. Daif stets ein Monomorph1smus ist, folgt aus
ifovog=hoigog=hog=f=iy of, daBuvog= f ist. Setzen wir w := f~!ow € Mor (im g, E),
dann gilt wo g = f lopog= f Lo f = Ig. Nun ist g stets ein Epimorphismus, also ist auch
g cw = Ilrng'

Entsprechend erhalten wir die duale Aussage: Ist f € Mor (E, F') ein Epihomomorphismus und
gilt f = hog fiir ein g € Mor (E, G) und ein h € Mor (G, F), dann ist auch h ein Epihomomorphis-
mus.

(b) Es sei f € Mor (E, F) ein Homomorphismus und g € Mor (F, G) ein Monohomomorphismus,
dann ist g o f € Mor (E, @) ein Homomorphismus. Denn es sei (im f,if) bzw. (img o f,i405) das
Bild von f bzw. von go f. Bezeichnet (ker go f, kgor) bzw. (ker f,ky) den Kern von go f bzw. f, so
ist, da g ein Monomorphismus ist, ker g o f = ker f. Damit gilt fiir das Kobild coim g o f = coim f.
Es sei go f € Mor (coimg o f,img o f) bzw. f € Mor (coim f,im f) der kanonische Morphismus,
so gilt go f = igof0goO jofo cif bzw. f =ifo0 fo ciy. Es sel weiter (img,i,) das Bild von g und
(coker f,cy) baw. (coker g, ¢,) der Kokern von f bzw. g. Aus 0 = c,ogo f = ¢c,0ig070g 0 focis folgt
0 = ¢4 0igof. Damit existiert genau ein Morphismus i € Mor (im g o f,im g) mit ig o h = igef. Da g
ein Monohomomorphlsmus ist, gilt g = ¢4 0 g, wobei g € Mor (F im g) ein Isomorphlsmus ist. Wir
erhalten igogoiy ofoczj = gof zgoj Ogofoclf = zgohogofoczf, woraus goiy of hogo f
folgt. Damit gilt szf G lohogof. Nun ist 0 = cfoipof =cpog “lohogof, was
cgogtoh =0 impliziert Also sichert das Bild von f die Existenz genau eines Morphismus
z € Mor (ungof,unf) mit iy0z = §~' oh. Beachten wir, dal joiso f = hogo f gilt, so folgt damit
gozfozogof hogof_gozj of Da goif ein Monomorphlsmus ist, muB schon zogo f = f

gelten. Damit ist zo go fo f1 = Iy 2 Nun ist g o f f~1 stets ein Bimorphismus, also gilt auch

gofo f Yoz =TIy gos Setzen wir schliefilich go f :=f7 oz sogilt go fogof = = Iy, und
gof OgOf flozogof= Tim gog-
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Entsprechend erhalten wir die duale Aussage: Es sei f € Mor (F, F') ein Epihomomorphismus
und g € Mor (F, G) ein Homomorphismus, dann ist g o f € Mor (E, G) ein Homomorphismus.

Proposition 1.1.22 FEs sei C eine halbabelsche Kategorie.

(a) Es sei (P,p1,p2) der Pushout von f € Mor (E,F) und g € Mor (E,G) und (Q,q1,q2) der
Pullback von pa und p1, dann existiert genau ein Epimorphismus h € Mor (E, Q) mit ggoh =g
und ggoh = f.

(b) Es sei (P,p1,p2) der Pullback von f € Mor (F,E) und g € Mor (G, E) und (Q,q1,q2) der
Pushout von pa und p1, dann existiert genau ein Monomorphismus h € Mor (Q, E) mit hoq, =
gundhogs = f.

Beweis: Da (b) die duale Aussage von (a) ist, reicht es (a) zu zeigen. Wir betrachten p € Mor (E, F'x
G) mit rgop = —g und 7p op = f. Ist (cokerp,c,) der Kokern von p, so ist, wie der Beweis von
Proposition 1.1.16 zeigt, (coker p, ¢, owg, ¢p owp) ein Pushout von f und g. Es sei nun (imp,,) das
Bild von p. Dann ist (im p, —7g 0 ip, Tp 0 4p) ein Pullback von ¢, o wr und ¢, o we. Denn zunéchst
gilt —(¢powg o (=G oip) +CpowWrp OME 0dy = CpOoWG OMG Oly + CpOoWp OME 0iy = ¢po (wgomg +
Wp omp)oi, = cpoi, =0.Sind v1 € Mor (Z,G) und vy € Mor (Z, F') zwei beliebige Morphismen
mit ¢, owg 0 v1 = ¢p 0w 0 vy, dann folgt ¢, o (—(wg o v1) +wr o va) = 0. Wegen der universellen
Faktorisierungseigenschaft des Bildes existiert damit genau ein Morphismus h € Mor (Z,im P) mit

ipoh = —(wgov1)+wrowvy. Schlielich gilt dann auch —(7goip)oh = Tgowgovi —Tgowrovy = 13
und entsprechend g o i, 0 h = vg. Also ist (imp, —7g o ip, mp 0 ip) ein Pullback von ¢, o wp und
Cp O WG

Es sei cip € Mor (E,coimp) das Kobild von p und p € Mor (coim p,imp) der von p induzierte
Morphismus, dann ist p o cip in einer halbabelschen Kategorie stets ein Epimorphismus. Es gilt
—(mg oip) o (pocip) = —(ngop) =g und (mp 0ip) o (Ppoci,) = npop = f. Da Pullbacks und
Pushouts bis auf kanonische Isomorphien eindeutig bestimmt sind, folgt die Behauptung.

Proposition 1.1.23 FEs sei C eine halbabelsche Kategorie.

(a) Es sei (P,p1,p2) der Pushout von f € Mor(E,F) und g € Mor(E,G). Ist g oder f ein
Monohomomorphismus, dann ist (E,g, f) der Pullback von ps und p.

(b) Es sei (P,p1,p2) der Pullback von f € Mor (F,E) und g € Mor (G, E). Ist g oder f ein
Epihomomorphismus, dann ist (E,g, f) der Pushout von ps und p;.

Beweis: Es sei (Q, ¢q1,g2) der Pullback von ps und p;. Mit der Proposition 1.1.22 existiert genau ein
Epimorphimus A € Mor (E, Q) mit ¢ oh = g und ¢z o h = f. Da g ein Monohomomorphismus ist,
folgt mit der Bemerkung 1.1.21 (a), da§ auch h ein Monohomomorphismus ist. Insgesamt ist also h
ein Isomorphismus und es folgt die Behauptung. Damit gilt auch der Teil (b) als duale Aussage von

(a).
Proposition 1.1.24 FEs sei C eine halbabelsche Kategorie.

(a) Es sei (P,p1,p2) der Pushout von f € Mor(E,F) und g € Mor (E,G). Weiter sei Q €
Mor (G, Z) mit ker Q = im g. Fiir den induzierten Morphismus h € Mor (P, Z) mit hop; = Q
und h o py = 0 gilt dann ker h = im po.

(b) Es sei (P,p1,p2) der Pullback von f € Mor (F,E) und g € Mor (G, E). Weiter sei J €
Mor (Z,G) mit im J = ker g. Fir den induzierten Morphismus h € Mor (Z, P) mit pyoh =J
und pe o h =0 gilt dann im h = ker pa.
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Beweis: Es sei (coker g, ¢g) bzw. (coker ¢, , ¢,) der Kokern von g bzw. von ps und (ker Q, kq) bzw.
(ker h, kp) der Kern von Q bzw. h. Weiter sei (coim @, cig) das Kobild von Q und (imQ,ig) das
Bild von Q. Aus im g = ker @) folgt stets coker g = coim ). Denn es ist ¢4 0 kg = 0, da kg = i, gilt,
wobei (img,i,) gerade das Bild von g bezeichnet. Ist andererseits j € Mor (G, H) mit j o kg = 0,
dann gilt auch jo g = 0, da g iiber sein Bild bzw. {iber den Kern von @ faktorisiert. Somit existiert
genau ein Morphismus 7 € Mor (coker g, H) mit jo ¢, = j. Damit gilt auch die duale Aussage:
Ist cokerg = coim @, so folgt stets img = ker ). Insgesamt verhélt sich also (b) dual zu (a). Im
folgenden weisen wir (a) nach. Die Faktorisierungseigenschaft des Pushout liefert dann genau einen
Morphismus v € Mor (P, coker g = coim ()) mit vop; = ¢4 = cig und vops = 0. Im folgenden wollen
wir nachweisen, dafl gerade h = ig o Q o v gilt, wobei Q die von @ induzierte Abbildung zwischen
coim () und im @) bezeichnet. Es ist ig o Qovop, = ig o Q ocig = Q und ig 0oQovopy =0. Aus
der Eindeutigkeit des Morphismus h folgt h = ig o Qow.

Nun gilt es ker h = impy zu zeigen. Es ist ¢p, o p1 0 g = ¢, 0 p2 0 f = 0. Damit sichert der Kokern
von ¢ die Existenz eines Morphismus z € Mor (coker g, cokerps) mit z o ¢, = ¢p, o p1. Fiir z gilt:
ZO0VOpP = 20¢Cg = Cp, 0p1 Und zowvopy =0 = ¢p, o p2. Die Eindeutigkeit der Faktorisierung
eines Pushout impliziert dann z o v = ¢,,. Da 0 = hok, = ig o Q owv o ky gilt und ig stets
ein Monomorphismus und Q stets ein Bimorphismus ist, folgt v o k; = 0. Insgesamt erhalten wir
Cp, Okp =z0vok, =0.

Sei nun j € Mor (H, P) mit ¢, 0j = 0. Da hopy = 0 gilt, faktorisiert h beziiglich eines Morphismus
w € Mor (coker ps, Z) iiber den Kokern von ps. Somit gilt auch hoj = woec,, 0j = 0. Der Kern von
h liefert schliefllich einen eindeutig bestimmten Morphismus j € Mor (H, ker h) mit kj, o j = j und
es folgt die Behauptung.

Definition 1.1.25 FEs sei C ein halbabelsche Kategorie.

(a) Eine Folge von Morphismen
f

RN - AN AN B

in C heifst Komplex, falls die Hintereinanderausfithrung zweier Morphismen stets der Null-
morphismus ist.

(b) Fin Komplex heifit azyklisch in F, falls im f = kerg gilt.

(¢) Ein Komplex heifit linksexakt bzw. rechtsexakt in F, falls er azyklisch in F ist und [ bzw. g
ein Homomorphismus ist.

(d) Ein Komplex heifit exakt in F, falls er links- und rechtsexakt in F' ist.
(e) Fin Komplex heifit exakt, falls er an allen Stellen exakt ist.

(f) Eine kurze Sequenz in C ist ein Komplex der Form

0—>EL>FL>G—>O.

Aus homologischer Sicht ist die folgende Klasse von Kategorien (siehe [Wen] Definition 5.1.2)
von besonderem Interesse:

Definition 1.1.26 Fine halbabelsche Kategorie C heifit quasiabelsch, falls fir jede kurze exakte
Sequenz 0 — E NN N gilt:
(a) fir jeden Morphismus f € Mor (E, F) existiert folgendes kommutative Diagramm mit exakten
Zeilen:

00— F —P —7 —0
oo 1)
0— E ¢ 22z —o.
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(b) fir jeden Morphismus f € Mor (F, Z) existiert folgendes kommutative Diagramm mit exakten
Zeilen:

0— F 26 %5z —o

11 7 s (2)

00— EF —P —F —0.
Wann eine halbabelsche Kategorie quasiabelsch ist, zeigt folgender

Satz 1.1.27 FEs sei C eine halbabelsche Kategorie.

(a) C besitzt genau dann die Figenschaft 1.1.26 (a), falls fiir den Pushout (P, p1,p2) von zwei belie-
bigen Morphismen f € Mor (E, F) und g € Mor (E,G) gilt: Ist g ein Monohomomorphismus,
dann ist auch ps ein Monohomomorphismus.

(b) C besitzt genau dann die Eigenschaft 1.1.26 (b), falls fiir den Pullback (P, p1,ps2) von zwei
beliebigen Morphismen f € Mor (F, E) und g € Mor (G, E) gilt: Ist g ein Epihomomorphismus,
dann ist auch py ein Epthomomorphismus.

Beweis: Essei 0 — E —15 ¢ <% Z — 0 eine kurze exakte Sequenz. Wir betrachten den Pushout
(P, p1,p2) von f und J. Aufgrund der universellen Eigenschaften des Pushout und der Bemerkung
1.1.21 (b) und der Propositionen 1.1.24 folgt die Behauptung unmittelbar aus der Voraussetzung.
Sind andererseits f € Mor (E, F) und g € Mor (E,G) zwei beliebige Morphismen, wobei g ein
Monohomomorphismus ist, dann erhalten wir folgende kurze exakte Sequenz:
0—F-LG= coker g — 0, wobei (coker g, ¢y) den Kokern von g bezeichnet. Die Eigenschaft
1.1.26 (1) liefert dann ein Objekt P € Obj(C) und zwei Morphismen ¢; € Mor (G, P) und ¢z €
Mor (F, P) mit gy 0 f = q1 0 g, wobei g2 ein Monohomomorphismus ist. Es sei (P, p1, p2) der Pushout
von f und g. Dann existiert genau ein Morphismus h € Mor (P, P) mit hop; = q; und hopy =
g2. Da g2 ein Monohomomorphismus ist, folgt aus der Bemerkung 1.1.21 (a), dal auch py ein
Monohomomorphismus ist. Damit wire (a) gezeigt. (b) ist gerade die duale Aussage von (a).

Bemerkung 1.1.28 Aufgrund der Symmetrie kénnen wir den Satz 1.1.27 (a) auch wie folgt for-
mulieren: C besitzt genau dann die Eigenschaft 1.1.26 (a), falls fiir den Pushout (P, p1, p2) von zwei
beliebigen Morphismen f € Mor (E, F) und g € Mor (E, G) gilt: Ist f ein Monohomomorphismus,
dann ist auch p; ein Monohomomorphismus. Analoges gilt auch fiir die Aussage 1.1.27 (b) .

Beriicksichtigen wir den Satz 1.1.27, so liefert der folgende Satz eine Charakterisierung von
quasiabelschen Kategorien:

Satz 1.1.29 FEs sei C eine halbabelsche Kategorie.
(a) Die folgenden Eigenschaften sind dquivalent:
(i) Es seip € Mor (E, F x G) und (coker p, ¢,) der Kokern und (imp,i,) das Bild von p. Ist
TG o iy ein Monohomomorphismus, so ist ¢y, o wp ein Monohomomorphismus.

(i1) Fir den Pushout (P,p1,p2) von zwei beliebigen Morphismen f € Mor (E,F) und g €
Mor (E,G) gilt: Ist g ein Monohomomorphismus, dann ist auch ps ein Monohomomor-
phismus.

(iii) Ist A € Mor (F x G,Z) ein Epihomomorphismus, fir den wg o ka € Mor (ker A, G) ein
Monohomomorphismus ist, so ist Aowp € Mor (F, Z) ein Monohomomorphismus.

(b) Die folgenden FEigenschaften sind dquivalent:

(i) Es seip € Mor (F x G, E) und (kerp, k,) der Kern und (coimp, ci,) das Kobild von p.
Ist cip o wg ein Epithomomorphismus, so ist g o ky, ein Epihomomorphismus.
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(i1) Fir den Pullback (P,p1,p2) von zwei beliebigen Morphismen f € Mor (F,E) und g €
Mor (G, E) gilt: Ist g ein Epihomomorphismus, dann ist auch ps ein Epihomomorphismus.

(iii) Ist A € Mor (Z, F x G) ein Monohomomorphismus, fir den cq o wg € Mor (G, coker A)
ein Epihomomorphismus ist, so ist mp o A € Mor (Z, F) ein Epihomomorphismus.

Beweis: Im folgenden weisen wir den Teil (a) nach. Die Aussage (b) ist die duale Aussage zu (a).
"(i) = (i1)": Es sei f € Mor (E, F) und g € Mor (E, G) und (P, p1, p2) der Pushout von f und g. Im
folgenden wollen wir nachweisen, dafl im Fall, dafl g ein Monohomomorphismus ist, auch ps ein Mo-
nohomomorphismus ist. Dazu betrachten wir den Morphismus p € Mor (E, F x G) mit rgop = —g
und mpop = f. Wie der Beweis der Proposition 1.1.16 zeigt, ist (coker p, ¢powg, ¢powr) ein Pushout
von f und g. In der Proposition 1.1.22 haben wir nachgewiesen, da (imp, —7g 0 ip, mp 0 4p) €in
Pullback von ¢, o wp und ¢, o wg ist. Ist g ein Monohomomorphismus, so ist nach der Proposition
1.1.23 (E, g, f) ein Pullback von ¢, owr und ¢, o wg. Da Pullbacks bis auf kanonische Isomorphien
eindeutig bestimmt sind, ist unter Beriicksichtigung der Bemerkung 1.1.21 (b), auch der Morphismus
—7g 0 ip bzw. g 04, ein Monohomomorphismus. Damit folgt nach Voraussetzung, daf ¢, o wr ein
Monohomomorphismus ist. Da Pushouts bis auf kanonische Isomorphien eindeutig bestimmt sind,
folgt zusammen mit der Bemerkung 1.1.21 (b) schliefllich die Behauptung.

"(i1) = (iii)": Es sei A € Mor (Fx@G, Z) ein Epihomomorphismus, so dafl mgok € Mor (ker A, G)
ein Monohomomorphismus ist. Dann gilt Acwgongoka+ Aowponmpoks = Ao(wgomg+wpomg)o
ka = Aoks = 0. Im folgenden wollen wir nachweisen, dal (Z, —A o wg, A o wr) der Pushout von
mroka und mgoky ist. Dazu sei g1 € Mor (G, H) und ¢2 € Mor (F, H) mit ¢ongoka = gxompoka.
Dann gilt (—q1 o mg + g2 o mr) 0 ka = 0. Damit sichert das Kobild von A die Existenz genau eines
Morphismus v € Mor (coim A, H) mit —¢; o 7¢ + q2 o T = v o cig. Dabei sei (coim A, cig) das
Kobild von A. Da A ein Epihomomorphismus ist, faktorisiert A = A o ci4 iiber sein Kobild, wobei
A € Mor (coim A, Z) ein Isomorphismus ist. Setzen wir h := v o A~', so erhalten wir ho —A owg =
—(woA 1 oAowg) = —(voA o Aocigowg) = —(vocipowg) = —((—qromg+qeomr)ows) = ¢1 und
entsprechend ho Aowr = ¢y. Existiert ein weiterer Morphismus h € Mor (Z, H) mit ho(—Aowg) = 1
und ho Aowp = q2, dann ist hoA=hoAo (wgomp+wpomp)=hoA. Da A ein Epimorphismus
ist, folgt h = h. Damit ist (Z,—Aowg,Aowp) der Pushout von g o kg und 7g o ka. Aus der
Voraussetzung folgt schlielich, dal A o wp ein Monohomomorphismus ist.

"(iti) = (¢)"": Da der Kokern ¢, € Mor (F x G,cokerp) ein Epithomomorphismus ist und der
Kern des Kokerns stets das Bild ist, folgt damit nach Voraussetzung, daf ¢, o wp ein Monohomo-
morphismus ist.

Beispiel 1.1.30 (a) Die Kategorie LCS der lokalkonvexen Réume ist quasiabelsch. Unter Beach-
tung des Satzes 1.1.27 reicht es, dazu die Eigenschaften (a) (i) und (b) (i) aus dem Satz 1.1.29
nachzuweisen. Um die Eigenschaft (a) (i) nachzuweisen, reicht es, zu zeigen: Ist A C F x G ein
Unterraum und 7wg|a ein Monohomomorphismus, so ist ¢ o wp, wobei ¢ die Quotientenabbildung
von F' x G auf F' x G/A bezeichnet, ein Monohomomorphismus. Dazu sei Up bzw. Ug eine Nullum-
gebung in F bzw. G. Zu Up und Ug existiert eine Nullumgebung Vi in G mit 7¢((Up x Ug)NA) D
Ve Nim mg|a. Da die Abbildung 7¢|4 ein Monomorphismus ist, gilt dann nach einer einfachen Rech-
nung ¢((Up +Up) x 0) D (Up x Vg + A) Nim q|pxo. Offensichtlich ist ¢ o wp ein Monomorphismus,
und es folgt die Behauptung.
Um die Eigenschaft (b) (ii) nachzuweisen, reicht es, zu zeigen: Ist A C F x G ein Unterraum
und ¢ o wg ein Epihomomorphismus, wobei ¢ die Quotientenabbildung von F x G auf F x G/A
bezeichnet, so ist 7p|4 ein Epihomomorphismus. Dazu sei Up bzw. Ug eine Nullumgebung in F
bzw. in G. Zu Ug existiert eine Nullumgebung Vr in F' und eine Nullumgebung Vi in G mit
q(0 x Ug) D VF x Vi + A. Es gelte ohne Beschrinkung der Allgemeinheit Vi C Ug und Vp C Up.
Dann folgt WF((UF X (UG — Ug)) n A) D FF((VF X (VG — Ug)) n A) D FF(VF X Vg) = V. Damit
ist 7|4 ein Epihomomorphismus.

(b) Die Kategorie der Fréchetrdume F bzw. der Banachrdume B unterscheiden sich in Hinblick
auf Kerne, Kobilder und Monomorphismen nicht von der Kategorie LCS der lokalkonvexen Riume.
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Das Bild eines Morphismus 7' € Mor (E, F) in der Kategorie F bzw. B ist jedoch der Abschlufl T'(E)
in F'. Beachten wir, dafl aber aufgrund des Satzes iiber die offene Abbildung ein Morphismus 7" in
der Kategorie F bzw. B genau dann ein Homomorphismus ist, falls T' offen auf T'(E) ist, so folgt
wie in (a), dafl die Kategorie F der Fréchetrdume bzw. B der Banachrdume quasiabelsch ist.

Im folgenden weisen wir einige technische Hilfsmittel nach, die der Beweisfithrung in den néchsten
Kapiteln dienen.

Proposition 1.1.31 FEs sei C eine halbabelsche Kategorie und

0— FJ0—>W Q—0>V — 0

L7 T TR

0— E 2a¢ %52 —o.

ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen. Dann gilt: Es existiert genau dann ein Morphismus

® € Mor (G, F) mit ® o J = L, falls ein Morphismus ¥ € Mor (Z, W) existiert mit Qoo ¥ = R.

Beweis: Im Beweis beriicksichtigen wir, dafl die beiden Aussagen der Proposition dual zueinander
stehen. Es sei ® € Mor (G, F) mit L = ® o J. Da @Q ein Epihomomorphismus ist, gilt Q = Qo clq,
wobei (coim @, cig) das Kobild von @ und Q den von Q induzierten Morphismus von coim @ nach
Z bezeichnet. Weil J ein Monomorphismus ist, gilt J = i, o J, wobei (im J, i 7)_das Bild von J
und J den von J induzierten Morphismus von E auf im J bezeichnet. Setzen wir h : G — W mit
h = T—Jyo®, so gilt hoJ = ToJ—Jyo®oJ =ToJ—JgoL =ToJ—ToJ =0.Da J ein Bimorphismus
ist, folgt daraus hoiy; = 0. Nun gilt imJ = ker Q. Damit ist & o kg = 0, wobei (ker @, kq) den
Kern von @) bezeichnet. Dann existiert genau ein Morphismus h € Mor (coim @, W) mit hocig = h.
Insgesamt erhalten wir: Qg o h o cig = Qooh = Qoo (T—Jgo®)=QpoT =RoQ= Ro@ociQ.

Da cig ein Epimorphismus ist, folgt somit Qg o A = R o Q. Die Behauptung folgt schliefilich mit
U:=hoQ L

Definition 1.1.32 FEs sei C eine Kategorie und E € Obj(C). Ein Morphismus P € Mor (E, E)
heifit Projektor bzw. Projektion, falls Po P = P gilt.

Bemerkung 1.1.33 Jeder Projektor P € Mor (F, E) in einer halbabelschen Kategorie ist ein
Homomorphismus. Denn es sei (im P,ip) das Bild von P, (coim P,cip) das Kobild von P und
P € Mor (coim P,im P) der kanonische Morphismus, so da P = ip o P o ¢ip gilt. Dann folgt aus
ipopocip :P:POP:ipoPocipoipopocip, daf I:’ocipoipop:[:’gilt. Da P stets ein

Bimorphismus ist, folgt einerseits Pocipoip = I}, p und andererseits cip oipo P = I Also

coim p-
ist P ein Isomorphismus und damit P ein Homomorphismus.

Proposition 1.1.34 FEs sei C eine halbabelsche Kategorie und

Q

0—F-La % FE—0

eine kurze exakte Sequenz in C. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(a) Es existiert ein Morphismus L € Mor (G, F) mit Lo J = Ip.
(b) FEs existiert ein Morphismus R € Mor (E,G) mit Qo R = Ig.
(c) Es eaistiert ein Projektor P € Mor (G, G) mit im P = im J = ker Q.
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Beweis: Die Aquivalenz der Aussagen (a) und (b) folgt unmittelbar aus der Proposition 1.1.31.

"(a) = (¢)"": Es sei L € Mor (G, F) mit Lo J = Ig. Dann ist L ein Epimorphismus. Setzen wir
P:=JolL,dann gilt JoLoJoL = JoL. P ist also eine Projektion. Es gilt noch im P = im J
nachzuweisen. Bezeichnet (coker P, cp) den Kokern von P, dann ist 0 =cpo P =¢cpoJoL.Da L
ein Epimorphismus ist, folgt daraus cp o iy = 0. Fiir den Kokern (coker J,cy) von J gilt dariiber
hinaus ¢y o P = ¢y 0o J o L = 0. Damit existiert genau ein Z € Mor (coker P, coker J) mit ¢y = Zocp.
Ist nun v € Mor (Z,G) mit ¢p ov = 0, dann gilt auch ¢y ov = Zo¢p o v = 0, woraus dann die
Behauptung folgt. ~

"(¢) = (a)": Es sei P € Mor (G,G) mit P o P = P. Weiter sei P = ip o P ocip wie in der
Bemerkung 1.1.33. Nach 1.1.33 gilt dann P~! = ¢ip oi,. Laut Voraussetzung ist das Bild (im P,ip)
von P gerade das Bild (im J,is) von J. Da J ein Monohomomorphlsmus ist, gilt J =iyo0 J , wobei
J € Mor (F im J) ein Isomorphismus ist. Setzen wir schheﬁhch L:=J 1o Pocip, so erhalten wir

LoJ=J"1 OPoczPOJ J1 OPoczponOJ JloJ= Ip.

Definition 1.1.35 FEine kurze exakte Sequenz in einer halbabelschen Kategorie C zer fallt in C,
falls eine der Bedingungen (a)-(c) aus dem Satz 1.1.34 erfillt ist.

Die Abbildung L bzw. R aus dem Satz 1.1.84 bezeichnen wir als Linksinverse von J bzw. als
Rechitsinverse von Q).

Unmittelbar aus der Definition einer quasiabelschen Kategorie erhalten wir den folgenden

Satz 1.1.36 Es sei C eine quasiabelsche Kategorie und E, F € Obj(C). Die folgenden Aussagen
sind dquivalent:

(a) Jede kurze exakte Sequenz 0 — F' L6 % E—0 zerfallt in C.

(b) Fir jede exakte Sequenz 0 — H L6 B E - 0inC und jeden Morphismus ¢ €
Mor (H, F) ezistiert ein Morphismus ¢ € Mor (G, F) mit ¢ o J = ¢.

(¢) Fir jede exakte Sequenz 0 — F 26 %S H 5 0inC und jeden Morphismus ¢ €
Mor (E, H) ezistiert ein Morphismus v € Mor (E,G) mit Q o) = ¢.

Proposition 1.1.37 (a) Es sei

0— F 2w 2% v 9
Lt T

0— E 56 257z —o.

ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen. Dann existiert genau ein Morphismus R €
Mor(Z, V) mit RoQ = Qoo T.

(b) Es sei
0— F 2w 2% v —o
17 TR

0— E 56 25272 —o.

ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen. Dann existiert genau ein Morphismus L €
Mor (E, F) mit Joo L =T o J.

Beweis: Da die Aussagen (a) und (b) des Satzes duale Aussagen sind, reicht es, den Teil (a) nachzu-
weisen. Es gilt ¢y, 0T0J = ¢j,0Jp0L = 0, wobei (coker Jy, cz,) den Kokern von Jy bezeichnet. Damit
existiert genau ein Morphismus S : coker J — coker Jy mit S o ¢y = ¢j, o T, wobei (coker J, ¢y)
den Kokern von J bezeichnet. Es sei Q = Q o cig und Qo = Qo © cig, wie in der Proposition
1.1.31. Beachten wir, dafl aus im Jy = ker Q¢ bzw. imJ = ker () stets coker Jy = coim Qg bzw.
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coker J = coim @ folgt und setzen wir R := Qg0 S0 Q~1, so gilt: RoQ = QpoSoQ 1o =
Qoo Socig=0QpocsoT=Qo0T.

Um die Eindeutigkeit des Morphismus R nachzuweisen, sei R e Mor(Z,V) mit QooT = Ro Q.
Dann folgt cig, 0T = QO oRoQo cig. Da coker J = coim () und coker Jo coim Qg gilt, folgt aus
der Eindeutigkeit des Morphismus S aus der obigen Herleitung, daf3 QO oRoQ = S ist. Insgesamt
folgt damit die Behauptung.

Lemma 1.1.38 Es sei C eine quasiabelsche Kategorie.

(a) Fiir jedes kommutative Diagramm mit exakten Zeilen

0—wWHx 2%y 0

d

2
0—E2%ag %z 0

existiert ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen

0—>W—>X Y — 0

FoL

0-> F..p?> P--q> Z e 0

fT ?Pl TI
0—E-LGg2%z 0

wobei (P,p1,p2) der Pushout zu f und J ist und wop, = h gilt. Die Abbildung w ist dadurch
eindeutig bestimmt, daff wops = Jo g und wop; = h gilt.

(b) Fir jedes kommutative Diagramm mit exakten Zeilen
Yy —
F

Tg
0—E2%ag %z 0

0—>W—>X 0

existiert ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen

0—>W—>X Y —0

PR
Q- W"]’ 1.3..92. F-rQ
¢l vt
0—E-LG2%z—0

wobei (P,p1,p2) der Pullback zu f und Q ist undprow=h gilt. Die Abbildung w ist dadurch
eindeutig bestimmt, dafi poow = go @ und py ow = h gilt.
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Beweis: Da (b) die duale Aussage zu (a) ist, reicht es, (a) nachzuweisen. Es sei (P,p1,p2) der
Pushout von f und J. Dann erhalten wir wie im Beweis des Satzes 1.1.27 das folgende kommutative
Diagramm mit exakten Zeilen

0— F Z25p 1.7 —0

Tr Tp1 11

0— E ¢ 252 —o

Da nun Jogo f = hoJ gilt, sichert der Pushout die Existenz genau einer Abbildung w : P — X,
sodaBwopy, = Jo g und wop; = h gilt. Es bleibt noch Q ow = ko g nachzuweisen. Es ist einerseits
Qowop, =Qoh=FkoQ = kogop; und andererseits Qowopy = QoJog=0=kogopy. Da der
Pushout die Existenz genau einer Abbildung s : P — Y garantiert mit s o p; = 0 und s o py; = 0,
folgt damit Q ow = ko q und insgesamt die Behauptung.

Lemma 1.1.39 Es sei C eine quasiabelsche Kategorie.

(a) Fiir jedes kommutative Diagramm mit exakten Zeilen

Iy
f1
7 L’f Q
0 E, ‘ G1 — 0
i3 fa F2 91 2
0 Es = G2 @ Zy 0

existiert ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen

0--—-——-—--—--—- » By o I T A R > 0
i P ! i
J Ji P Ile I :Zl
|
0 By — Gy : 7 : 0
| |
i ‘ PRI S
0 -----4---- > Iy O G > Py SR > o -———————-=- > 0
V " //;
J. ’ ’
0 E, i Gs Qe Zs 0,

wobei (Py,pl,p3) der Pushout zu f1 und Jy und (Pa,p3,p3) der Pushout zu fy und Jo ist. Die
Abbildung w : Py — Py ist dadurch eindeutig bestimmt, dafi wop3 = p}oj? und wop? = plog?
gilt.

(b) Fiir jedes kommutative Diagramm mit exakten Zeilen

0 Bt e %z 0
fl/
Z% 91 Fl Z1
J2 Q2 Tﬁ
0 FEs G Zo 0




1 GRUNDLAGEN 16

existiert ein kommutatives Diagramm mit exakten Zeilen

J1 Q1
0 FE1 Gy Z1 0
I, P h
7 7
// j 1 ,/ p1 Zy
1
0 ---—------- O e > Pt ., Fy o -———-t-——- >0
~ PN
| [ g1
i | W ]jl
I J2 Q2
0 | E2 | Gg ZQ 0
L R
Y A 12
J2 2
0 -——------- » By - > Py e > Iy e > 0,

wobei (Py,pt,pd) der Pullback zu Q1 und fi und (Pa,p?,p3) der Pullback zu Q2 und fo ist. Die
Abbildung w : Py — Py ist dadurch eindeutig bestimmt, daf psow = j?op3 und p}ow = giop?
gilt.

Beweis: Die Aussage (b) ist die duale Aussage zu (a). Im folgenden weisen wir (a) nach. Es sei
(Py, pi,p3) der Pushout zu f1 und J; und (Py,p?, p3) der Pushout zu fo und Ja, so erhalten wir wie
im Beweis des Satzes 1.1.27 das folgende kommutative Diagramm mit exakten Zeilen

b2 q1
0 ---—------- » oS- B R > [ ————————- > 0
fl Pq /" /"
.2 7/
g J1 e 0 ST
1 1
0 Ey G A 0
i ‘ 02 9 %
2 q2
0 --—-——---- > F2 ———————— > P2 ———————— > Z2 —————————— >0
j2 p? /1 /1
e 7
e ey
J2 Q2
0 FEs G Za 0

Aus der Voraussetzung folgt, dal pl o jZ o fo = plo fioi? = pl oJi0i? = plog?o Jp gilt.
Damit garantiert der Pushout (P, p?,p3) die Existenz genau einer Abbildung w : P, — P; mit
wops = pyoji und wop? = pio g} Es bleibt noch zu zeigen, daBf ¢ o w = 2% o g2 gilt. Es
ist einerseits ¢ owop? = quoplog? = Qrog? = 22 0Q2 = 22 0 g2 o p? und andererseits
quowopd =q opsoj?=0=20qops. Da der Pushout die Existenz genau einer Abbildung
s : Py — Z; garantiert mit sop? = 0 und s o p3 = 0, folgt ¢ o w = 27 o g2 und es folgt die
Behauptung.

Definition 1.1.40 Fs seiC eine Kategorie. Ein (projektives) Spektrum bzw. projektives System
(B, J7 ) n,meNn<m 0 C ist ein Folge (Fy,)nen von Objekten in C und eine Familie

(G Fn — F)n.men.n<m von Morphismen in C, so daff j™ o jk = jk fir alle n < m < k gilt.
Dabei soll jy fiir alle n € N gerade die Identitit in F,, bezeichnen. Zur Vereinfachung schreiben wir
(Fnuj;n)n,mEN-

Im folgenden sei L eine nicht-leere Menge, bestehend aus monoton wachsenden Abbildungen
[ :N — N, so daf} folgende Eigenschaften erfiillt sind:

(1) id,id+1€ L, (i) l1,lo € L = loly € L und

(’LZ’L) 11,12 eL = E|l3€L mit lg(n) < lg(’n + l)vneN undlg > ll,lg.

Definition 1.1.41 Es sei C ecine Kategorie. Zwei Spektren (Fy,im)n.men und (Fun, 70" )n,meN N
C heiflen L-dquivalent, falls ein | € L existiert, so dafl Morphismen T,{L(n) : Py — F, und
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Sfl(") : Fz(n) — F,, existieren, so daf

2(n n n 2(n 2 (n
Sfl(n) OTll(ff)) _Lll( ) baw. le( ) o S;(Tg)) :jﬁz( ) und (3)
o Tfygm) = sz( n) ogl(( )) bzw. j' o S,lqsm) = S’ff 055%) (4)

fiir alle n,m € N und m > n gilt.
Im Fall L:={l e NV : [(n) <Il(n+ 1) Vpen } bezeichnen wir die Spektren schlicht als dquivalent.

Offensichtlich definiert die obige Definition eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller abzéhl-
barer Spektren in C, und stimmt mit der Definition von #dquivalenten iiberabzdhlbaren Spektren
in [FW] 2.7 iiberein. Sie unterscheidet sich zunichst von der in [DV] Sec. 2 eingefithrten Aquiva-
lenzrelation zwischen abzéhlbaren projektiven Spektren in der Kategorie der Fréchetraume im Fall
L:={leN:[(n) <I(n+1) Vpen } darin, daB sie zusiitzlich die Eigenschaft (4) fordert. Im folgen-
den werden wir jedoch nachweisen, daf aus der Eigenschaft (3) schon die Eigenschaft (4) folgt. Der
Grund dafiir, dafl wir diese vermeintlich zusétzliche Bedingung in die Definition miteinbeziehen, ist
der, daf sie die Beweisfithrungen erheblich vereinfacht. Fiir den Beweis des folgenden Satzes 1.1.43
ist sie sogar unabdingbar.

Bemerkung 1.1.42 Die Eigenschaft (3) impliziert die Eigenschaft (4). Denn sind (F,, j7")n,meN

und (Fn,j;”)n,meN zwei Spektren in einer Kategorie C, so dafl entsprechend der obigen Definition
ein k € L existiert, so daf§ (3) gilt, dann erfiillen die Morphismen aus (3) folgende Eigenschaft:

O T = T 0 jiafi) wnd G 0 S = KV 0l firalen e N (5)
Wir wahlen die Folgen von Morphismen (T:;;ﬁll()l(l))neN und (S,]:Q:Sll)(l))neN und setzen zunéchst
TV = 7FY yng SEM = k) Sk(l()l fir 1 <m < k(1). Es sei n € N.
Fiir 2= (1) < m < k*™(1 ) definieren wir Tkhﬂ(l) jk%(l) T:;::ll)(l) und fiir
2n+2(1) ’k2n+1(1) k2n+2(1

k2=1(1) < m < k?"t1(1) setzen wir Sy, = im © Syan+1(p)- Auf diese Weise erhalten wir
fiir alle m € N ein k(m) € N und ein &'(m) € N und Morphismen Tm( m FFymy — F,, und Sl (m
Fio(m) — Fin, 50 daB Tr™ o ji " = gt o T S und S 0 D = jmtt o Sﬁ;(f’fﬂ)
fiir alle m € N gilt. i
Denn sei m € N, dann existiert ein n € N, so da k> =1 (1) < m < k?"(1) gilt. Dann ist TEm) o
k(m4+1) jk%l(l) Tk2n+1(l) k(erl) Ist kQ(n—l)(l) <m4+1 S k2n(1), SO glh] m+1 o Ti(:lfrl) —

Bm) Jm o Odke)  ©Jkzeriqy

gt o ]i:-(ll) o T,f;::)(l) Im Fall, daB £%"(1) < m + 1 < k21 (1) gilt, erhalten wir einerseits

~ 7. 2n4-2 2n+3
Jm+ oT:L(mH) gmtt o]k 41 ) :2n+2((11)) und unter Beriicksichtigung von (5) andererseits jm HOM
k2n+1 1 k +1 k2n 1 k2n+1 1 k2n+3 1 k2n 1 k2n+2 1 k2n+3
kzn(l)( ) jkrgﬁl(i) = Jm Mo k2"(1)( ) o]k2n+1((1)) = jm @ o]k%(l)( ) o TkWrQ((l)) Der Nachweis

™) geht analog. Dariiber hinaus bleibt die
Fk(m) o GF (k(m)) _ j:ﬂn(k(m)) und S5 o

der entsprechenden Aussage fiir die Morphismen S
Eigenschaft (3) im folgenden Sinne erhalten: Es gilt T,

) k(m)
T:,((]:n()m)) jm(k (m) fiir alle m € N. Denn sei m € N und n € N mit k2(*~Y < m < k2", Dann gilt
k(m) gk’ (k(m)) _ k> (1) k2(1) E2TR(1) _ SkPTR(1)
T 0 Sy =m0 Dhany © Spannayy T Jm

Die Bedingung Sk m) Tk((k ()m)) jk(kl(m)) folgt analog. Es ist k(n) < k3(n) und k' (n) < k3(n)
fiir alle n € N. Setzen wir nun I(n) := k*(n) fir n € N, so ist [ € L. Definieren wir schlieflich
TH™ = TR o j]lc((m) und S5 Sﬁ;(m) Ofk(/T%), so erhalten wir Morphismen, die der Bedingung
(3) und (4) geniigen, und es folgt die Behauptung.
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Wir beenden diesen Abschnitt mit der folgenden Anwendung, die eine Verallgemeinerung des in
[DV] Proposition 3.2 eingefiihrten Verfahrens darstellt:

Proposition 1.1.43 Es seien (Fyn, j7" )n.meN, (Gn, 90 )n.men und (En, i )n.men Spektren in einer
quasiabelschen Kategorie, so dafl folgendes kommutative Diagramm mit exakten Zeilen existiert

(a)

(b)

J1 Q1

0— Fy — (1 — — 0
7 7 i
7 7 T

o— F, ™ G ™ E, =0 (6)
Tt Tant? Tiptt

0— Fn+1 Jni} C7Vn-i-1 QTi) En+l —0

T T T

Es sei (Fn,j{f)n,meN ein weiteres Spektrum, so daff einl € L und Morphismen Tl( R F( )

F, und Sl(") FFymy — F, eaistieren, so dafs Sl(" oTll( (;1) =Jn 7o bzw. T () oSl (") = Jn )

und Sl(" l(s)—‘_l) j"JrloSiL(j:fl) bzw. n(n)ojllgz;_l) jrtlo l(ff_l) fiir allen € N gllt. Dann

existiert ein Spektrum (én,g;y)n,meN, so daf$ das folgende Diagramm mit exakten Zeilen

J1 = Q1

0— F — Gy — B -0
7 T
7 1 T
ijn+1 gntt Tlignjl)
0— FnJrl 7i> ~n+1 Qu El(n+1) —0
7 7 T
kommutiert und so daﬂ Morphismen pn t Gy — G und vn( él (n) — Gn existieren
mit of" o g5 = g b " o 12(7)1) =g ™ und gu+t o T = pi™ o gl baw.

AN glgz;'l) = gﬁ“ o, n+1) fiir alle n € N. Weiter gilt Qn o v\ = 251 ™ Ql(n) und

Quop™ = Qi(n) fiir alle n € N.

Es sei (B, M )n,meN €in weiteres Spektrum, so daff einl € L und Morphismen T El(n) —
E, und S’l(n) D By — E,, ezistieren, so daf8 S’l(n) 1}1(271(;1) = ii(n) bzw. Trll(") oS’ll(ig;L) = ii(n)

und SK™ o lg";_l) =l oSfl(Zfl) baw. T ON%H;_I) =4+l onl(ff_l) fir alle n € N gilt. Dann
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existiert ein Spektrum (G, G )n,meN, so daff das folgende Diagramm mit exakten Zeilen

J1 ~ Q1 ~

00— Fl e G1 — El(l) — 0
7 T 7
7 1 0
I R o

0— Fupr ™5 Guyy 75 Eyns1y —0

T T

(

2 ~ ~
kommutiert und so daf$ Morphismen pfl " Gim) — Gn und v, : G, — G, existieren mit

Un opif(’” = gf(n) bzw. pﬁf(n) 0VpR(n) = gff(’” fiir alle n € N und g"* o v, 11 = v, 0 7L bzw.
pz(") o glljgz;_l) =gntlo pii(ﬁﬂ) fiir alle n € N. Weiter gilt pf(") o Jiz(n) = Jn o jﬁ(") und

Vp 0 Jp = Jn fiir alle n € N.

Bemerkung 1.1.44 Der obige Satz besagt, dafl, ausgehend von dem Diagramm (6), fiir jedes zu

(B, j7 ) nmen bzw. (En, 7). men L-dquivalente Spektrum (Fp,, 77 )n.men bzw. (En, 70 )n.meN ein

L-#quivalentes Spektrum (G, §7")n,men existiert, so dal das Diagramm (7) bzw. (8) kommutiert.

Sind die Spektren (F,, 7 )n.men und (Fn, 70 )n.men bzw. (En, i) n men und (Ey, @) n men dqui-

valent beziiglich | € L, so sind die Spektren (G, ¢™)n.men und (Gp, §™)n men beziiglich [ bzw. 2
dquivalent. Die Tatsache, daf in 1.1.43 (b) die Spektren (G, ¢7")n, men und (Gn,g;n)n,meN L-&qui-
valent beziiglich /2 sind und da$ das Diagramm (8) beziiglich eines Teilspektrums von (E,, 7™ )n men
kommutiert, 1a8t sich darauf zuriickfithren, daf die beiden Aussagen 1.1.43 (a) und (b) nicht dual

zueinander stehen.

Beweis: (a) Da nach Voraussetzung 77! o Sil(:fl) = S o jll((z;rl) fir alle n € N gilt, liefert das

Lemma 1.1.39 (a) fiir n € N folgendes kommutative Diagramm mit exakten Zeilen:

~ J, ~ n
I o e €T T > 0
Sl(n) pl(’ﬂ) AN 1 A
" 41 " 7 : ~n41 ’/I :il(nJrl)
F Jiny |In G Qi(ny 1In E | l(n)
- }
0 I(n) I(n) , I(n) ; 0
| |
A(n+1) N I(n+1) ! . Z.L(n+1) !
i(n) - Jng1 | i) - Qnir | M)
R T R > Bi(nyr) ------------ >0
o >
/Sl(n+1) ,// I(n+1) '/I
n+1 n+1
0 ———— Fitayy) Gin+1) Ei(ny1) 0.

Ji(n+1) Qi(n+1)
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Da (Gl(n pl(fz)) Jz(n)) der Pushout zu S ) und Ji2(n) ist, erhalten wir fiir n € N, indem wir das
Lemma 1.1.38 (a) anwenden, folgendes kommutative Diagramm mit exakten Zeilen:

J’Il Qn
Tl(n) ivil(n) 1“(n)
~ Jin) = Ql(n)
0o ----- > E(n) = Gy > E[2(n) ————— > ()
Siesy) E O
L2 (n) Qz2 (n)
0 —— Flz(n) — Glz(n Elz(n) — 0,
so daB '™ o p ((7)1) = gil ") gilt. Setzen wir gr = gntlto...0gm | fiir alle m > n, so sind

die Abbildungen g* nach dem Lemma 1.1.39 (a) gerade dadurch eindeutig bestimmt, dafl g* o

l(m) _ p%n) o glg’m;) und g’rT oy = J o jn gllt Da pl("l) (n) l3(7l) l("l) o gll;(l”)l) und
l(n) 1%(n)

© V) °Pi@m) = Pn
2
Pn” O U,y © Jp(n) = p%") o Jim) © 1(75)) = J,o Sfl(" o Tll(rgz) = Jnojn 7, ist, folgt damit,

daB p™ o l( (7;) = ~l2(") fiir alle n € N gilt Wir erhalten also ein Spektrum (G, §"), so daf
Morphismen pn Gl(n — G, und v Gl( — @, existieren mit vil(") opﬁi(’;) _ gl2( bzw.
™ o vl((?) = gn( ™ und gnt opn(ffl) = pi™ o gllgn;rl) fiir alle n € N. Im folgenden wollen wir
nachweisen, daf auch v ogllgz)ﬂ) =g"tlo vn(:LLIL ) fiir alle n € N gilt. Das Lemma 1.1.38 (a) liefert
fiir n € N folgendes kommutative Diagramm mit exakten Zeilen
0 Fn In Gn Qn En 0
gntt ?
|
Fn+1 i Wn, iln2(7l+1)
|
gt ;
~ Tin+1) ~ Qunt1)
0--——--- > Fitns1) Rk Gin+1) pas By ----- >0
Siaaty Forees !

0

Fe(nyr), — Glz(nJrl(b — Eppy) —— 0,
12(n+1) 12(n+1)

wobei die Abbildungen wy,, : él(n+1) — G, genau dadurch eindeutig bestimmt sind, dafl w, o

pZéT;)l) = gfj("ﬂ) und w, o Jl(n+1) = J,ojmtlo Tn(ffl) gilt. Nun gilt einerseits g"*! o l(ﬂ_l) o
l2(n+1) n 2(n+1) _ 1*(n+1) I(n) ~l(n+1) (n+1) _ 1(n) 12(n) P(n+1) _ 1*(n+1)
Py = gt o gn o o und vn B I G I

+

Andererseits ist g7t ov o Jint1) = gt o Jnsa oTl("+1) = Jpoynt oTi(flJrl) und J,, o jrtt

Tn(f;rl) JnoTn o Nl(nH) = Uiz(n) © jl(n) Oj%:)ﬂ) = Un(n) f}llgz;r )o jl('n,+1)7 da nach Voraussetzung
jntloT (J_Hl) = l(") o jl(nﬂ) fiir alle n € N gilt. Aus der Eindeutigkeit der Abbildungen w,

folgt somit, dafl vl(" ) g;g:; - =gntlo vfz(ﬂ_l) fiir alle n € N gilt. Damit erhalten wir insgesamt

ein Spektrum (én,gn ), so daB einerseits das Diagramm (7) erfiillt ist und so dafi andererseits

Morphismen pn Gl( — G, und v Gl( — (3, existieren mit v%n) o pi(’;) = gl2( bzw.
I(n 1?(n ~n n I(n l(n I(n ~l(n n I(n .
n( ) ovl(é)) = gn( ") und gitlo ( —fl) = pn( ) Oglgn;_l) bzw. vn( ) oglgn;'l) gntt ovn(le) fiir alle

n € N und es folgt die Behauptung.
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(b) Da nach Voraussetzung i"*1 o Tfl(f:fr R FAR Enﬂ) fir alle n € N gilt, liefert das Lemma

1.1.39 (b) fiir n € N folgendes kommutative Diagramm mit exakten Zeilen:

J, Qn
0 F, - Gn i En 0
LN v -
Iz |+l vn L nt1 / gt
 Jn |-7n - s Qn 9n n
0 -mmmmmmmmmm=s F, oS- L CEEE L B > Eyny -1 > 0
| ~
n+1 ! | =41 Sl(n+1)
In Jn41 |9n Qn+lT Yi(n)
0 Fn+1 CTVn-i-l ‘ En+1 ——————————— >0
. /Tz(n+1)
jod ad n+1
0 ———— FPpy1 > Gpyq ~—-o-———- > El(n+l) —————————— > 0.
+1

Da (én, Qn, vp,) der Pullback von @, und Tfl(") ist, erhalten wir fiir n € N, indem wir das Lemma
1.1.38 (b) anwenden, folgendes kommutative Diagramm mit exakten Zeilen:

JIn

0 F, Gy E, 0
T
|
I : Uy T’,ll(n)
-~ ! ~
JIn n o~
0 ----- O > G T El(n) _____ > 0
12 L 20 13 (
(n) : pil (n) Sl(n?)
le(n le n

2
so daf} v, o pil ) gil( n) gilt. Setzen wir g7 := gntlo...0gm | fiir alle m > n, so sind die

Abbildungen g, nach dem Lemma 1.1.39 (b) gerade dadurch eindeutig bestimmt, dafl v,, o gII* =
2 ~ 2
g o vy, und Q0 G = ll OQm gllt Da Unopn( )Ovzz( y = gn (n)ovzz( ) und Qnopﬁz(n)ovzz( y =

2 OIS le(n o Vp2( ) = Sl (" o TP o le(n = zl( 7)1 ) le(n fiir alle n € N ist, folgt damit,

daﬁ pn ) Ulz( ) fur alle n € N gilt. Wir erhalten also ein Spektrum (Gn,gn ), so daB
Morphismen pn Gl2 (n) — G und v, : G, — G, existieren mit v, oplQ(") = gﬁf(”) bzw.
I*(n) 2w nt1

Pn  0oU2(p) =Ggn  und gpT 0Upi1 = vp0 gt fiir alle n € N. Im folgenden wollen wir nachweisen,

dafl auch pn( )ogfzgz)ﬂ) = gntt Opl ) fiiyr allen € N gilt. Das Lemma 1.1.38 (b) liefert fir n € N

folgendes kommutative Diagramm nnt exakten Zeilen

J Qn
0 Fn = Gn En 0
A~
I LU T
| n
j’n, ~I Qn =~
0 --——--- > By mmme-- > Gy ’ El(n) _______ >0
i 12(n)
: Sl(n)
1
jf(nJrl) i W El2(n)
1
| z (n+1)
! lz(n)

0 —— Fmin, — Glz(nJrlb — Eppm4e1) —— 0,
l2(n+1) 12(n+1)

wobei die Abbildungen w, nach dem Lemma 1.1.38 (b) gerade dadurch eindeutig bestimmt sind,

daB v, 0w, = gif(nJrl) und O, 0wy, = Sll(i(l?) o zﬁiﬁ 0 Qp2(n+1) gilt. Es ist v, o pn L) gfzﬁj)“) =
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2 2 ~ 12 12
ah 1%(n) glzgz;*l) g "+ und v, o gt Oan(ﬁH) = g™l o v,y Oan(ﬁJrl) grtloght (n+1)

g " Weiter gilt Qo ™ o giafi ™ = 15 0 Qi 0 la(y ™ = Sy 0 ial )0Q12<n+1> und

I(n)
n ~L(n n ~L(Mn n 2 n . 2 n
Quogitopl, Y = i +1)°Qn+1opn( = ’iEnH) Szlogﬂ) °Qi(ni1) = Si) iy Qi mi1);

da Sl(" En;rl) mtlo S nH) fiir alle n € N ist. Aus der Eindeutigkeit der Abbildung w,,, folgt

2 2 ~
somit pn( n) ogfzgn)ﬂ) grtt Op;_ﬁﬂ). Damit erhalten wir insgesamt ein Spektrum (G, ") so daf§

das Diagramm (8) erfiillt ist und, so da} Morphismen pﬁf(n) C Gy — Gn und v, : G, — G
12(n)

2 2
existieren mit v, o py B(n) _ fz(") bzw. pil ™) 4 V() = gn

1? 1?(n+1
pn ™ o gt = ga+t

und g"*tt o v, = v, 0 G bzw.

o pili’frl) fiir alle n € N, und es folgt die Behauptung.

Bemerkung 1.1.45 Es seien (F,, 57" )n.menN; (Gns 90 )n,men und (En,z?)n meN Spektren in einer
quasiabelschen Kategorie C, so daB das Diagramm (6) existiert. Sind (Fy,, 7™)n.men bzw. (Ep, i™)n.men
zwel zu (B, i) n men bzw. (Fy, 57),. men L-dquivalente Spektren beziiglich [ € L, so liefert der Satz
1.1.43 ein zu (G, g7 )n,men L-dquivalentes Spektrum (Gn, I )n.men, so dafl das folgende Diagramm
mit exakten Zeilen kommutiert:

= J1 Q1 =

0— F; 2 G — Epq —0
7 T T
7 1 1
e fme o phen
n n 12(n

Jnt1 S Qni1
0— Fopr ™5 Guy1 5 Epgyy —0

Das fiir den Beweis von Satz 1.1.43 angewandte Verfahren fithrt dazu, dafl man im Gegensatz zu dem
Verfahren in [DV] Proposition 3.2 nicht zu Teilspektren (E[2n+1(1), ") men und (EZn—l(l),jZL)n7m€N
iibergehen muf}; um das Diagramm (9) zu erhalten. Alle Verluste beziiglich der Teilspektren und der
Aquivalenz von Spektren, die durch das Verfahren in 1.1.43 entstehen, sind wieder durch Funktionen
in der Menge L darstellbar, ndmlich héchstens durch 2. Sind die Spektren L-dquivalent, ohne da8
die Eigenschaft (4) erfiillt ist, so betrigt der Verlust nach der Bemerkung 1.1.42 hochstens 16.

1.2 Kohomologie

Im folgende Abschnitt stellen wir einige homologische Grundlagen zusammen, die im Laufe unserer
weiteren Ausfithrungen von Bedeutung sind. Dabei halten wir uns eng an den Rahmen unserer
Betrachtungen. Fiir eine intensivere Auseinandersetzung verweisen wir auf das Lehrbuch [Wei], die
Arbeit [P] von Palamodov, die fundamental ist, was das Einbinden homologischer Methoden in die
Funktionalanalysis anbelangt, und auf [Wen].

Definition 1.2.1 Fs sei C eine halbabelsche Kategorie.

(a) Fin Objekt P € Obj(C) heifit projektiv, falls fiir alle Morphismen f € Mor (P, E) und jeden
Epihomomorphismus q¢ € Mor (F, E) ein Morphismus f' € Mor (P, F) existiert, so daff f =
go f" gilt.

(b) Ein Objekt I € Obj(C) heifst injektiv, falls fiir alle Morphismen f € Mor (E,I) und jeden
Monohomomorphismus i € Mor (E, F) ein Morphismus f' € Mor (F, ) existiert, so daf§ f =
f' o gilt.
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(¢) Die Kategorie C besitzt geniigend viele injektive Objekte, falls fiir jedes Objekt E € Obj(C)
ein injektives Objekt I € Obj(C) und ein Monohomomorphismus j € Mor (E, I) existieren.

(d) Eine injektive Auflosung fiir ein Objekt E € Obj(C) ist ein exakter Komplex der Form

0_>E;>]0i,jli,[2_,...7

wobei die Objekte I, fir alle n > 0 injektiv in C sind.

Dual zu 1.2.1 (¢) und (d) kann man auch die Existenz von geniigend vielen projektiven Objekten und
projektiven Auflosungen definieren. Davon sehen wir ab, da es fiir unsere weiteren Betrachtungen
irrelevant ist.

Beispiel 1.2.2 (a) In der Kategorie LS der K-Vektorrdume ist jedes Element injektiv und projektiv.
In der Kategorie LCS der lokalkonvexen Rdume, B der Banachrdume und F der Fréchetridume ist
fiir jede beliebige Indexmenge J der Raum loo(J) := {2 := (2;)jes € K’ : [|2]o0,s 1= sup;e s |7;] <
+oo} versehen mit der von der Norm || - ||oo,s induzierten Topologie ein injektives Objekt.

(b) Fiir jede beliebige Indexmenge J ist der Raum I1(J) = {z := (2;)jes € K’ : |z|1,y =
> jes lTjl < 4oo} versehen mit der Norm || - [|1,; ein projektives Objekt in der Kategorie B der
Banachraume.

Bemerkung 1.2.3 Es sei C eine halbabelsche Kategorie. Definieren wir analog zu dem Produkt
zweier Objekte in C das beliebige Produkt, so folgt unmittelbar aus der universellen Eigenschaft des
Produkts, dal beliebige Produkte injektiver Objekte wieder injektiv sind.

Wir skizzieren den Beweis des folgenden Satzes, um spéter darauf zuriickgreifen zu koénnen.

Satz 1.2.4 Es sei C eine halbabelsche Kategorie mit geniigend vielen injektiven Objekten, dann
existiert fir jedes Objekt E € Obj(C) eine injektive Auflisung

0_>E;>]0L>]1L,[2_,...

Beweis: Zu E € C wihlen wir ein injektives Objekt Iy € C und einen Monohomomorphismus
t: E — Iy. Betrachten wir den Kokern (cokert,c,) von ¢, so wihlen wir ein weiteres injektives
Objekt I; € C und einen Monohomomorphismus j; : coker: — I und setzen ¢y := jjoc,. Nun ist j;
ein Monohomomorphismus und ¢, ein Epihomomorphismus, also ist nach 1.1.21 (b) der Morphismus
to ein Homomorphismus. Da j; ein Monomorphismus ist, ist der Kern von ¢y gerade der Kern von
¢;, der gerade das Bild von 7 ist. Ein sukzessives Fortfahren liefert die Behauptung.

Definition 1.2.5 FEs seien A und C Kategorien.

(a) Fin Funktor F von A in C ist eine Vorschrift die jedem Objekt E € Obj(A) ein Objekt
F(E) € Obj(C) zuordnet, sowie jedem Morphismus f € Mora(E,G) einen Morphismus
F(f) € Mor¢(F(E), F(G)) zuordnet, so dafl F(go f) = F(g) o F(f) fiir alle f € Mora(E,G)
und g € Mor4(G, H) und F(Ig) = Ip(g) fir alle E € Obj(A) gilt.

(b) Fin Funktor F zwischen zwei additiven Kategorien heifit additiv, falls F(g+ f) = F(g)+ F(f)
fiir alle f,g € Mor4(E, G) gilt.

Definition 1.2.6 FEs sei F' ein additiver Funktor zwischen zwei halbabelschen Kategorien.

(a) F heift injektiv, falls fir jeden exakten Komplex 0 — H .G L E der Komplex
0— F(H) £0) F(G) ) F(E) exakt ist.
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(b) F heifit semi-injektiv, falls fiir jeden exakten Komplex 0 — H 25 G der Komplex
0 — F(H) Gl F(G) exakt ist.

Bemerkung 1.2.7 Jeder injektive Funktor ist insbesondere semi-injektiv.
Dies ist leicht einzusehen, da jeder Monohomomorphismus j € Mor (H, G) die kurze exakte Sequenz

0—H Lg% coker j — 0 induziert.

Es sei C eine halbabelsche und A eine abelsche Kategorie. Weiter sei F' : C — A ein additiver und
semi-injektiver Funktor. Im folgenden wollen wir die Rechtsableitungen des Funktors F' definieren,
dabei verzichten wir auf das Einfithren der Kategorie der Kokomplexe. Fiir einen allgemeineren
Ansatz siehe [Var] 2.1.5. Es sei £ € Obj(C) und

0—F -S> 5L —- ..

eine injektive Auflésung von E in C. Dann ist

F(¢) F(u1)
—

0 — F(B) 2 F(1) ™ r(r) Y F(1) — -

ein aufgrund der Kovarianz und Additivitit des Funktors ein Komplex. Damit induziert fiir alle & > 1
der Kern (ker F'(tx), kp(,,)) von F(ux) genau einen Morphismus j € Mor (im F'(tx—1), ker F'(¢4)), so
daB kg, 0] = ip(,_,) gilt, wobei (im F'(tx—1),ip(,_,)) das Bild von F'(¢_1) bezeichnet. Aus 1.1.21
(a) folgt, daB j ein Monohomomorphismus ist, dies rechtfertigt die Schreibweise ker F'(15—1) —
im F(1—1) fiir j. Wir setzen FO(E) := ker F(19) und F*(E) := coker (ker F/(tx_1) — im F(15_1))
fiir k > 1. Die auf diese Weise definierten Rechtsableitungen F'*(E) sind unabhingig von der Wahl

der injektiven Auflssung von E. Ist g € Mor (E,G) und 0 — G — Jo =% J; — - - - eine injektive

Auflésung von G, so existiert stets das folgende kommutative Diagramm

0o— E 5> I, 215 —-..

g l lgo lgl
0— G = J 5 —-.
Wenden wir den Funktor F' auf das obige Diagramm an, so erhalten wir

F (1) F(i0)

0— FEFE) — Fl) — FlL) —- -
F(g) | 1F(g0) LF(g1)
0— FG) 22 Py 2 R — -

Die Morphismen F(g,,) aus dem obigen Diagramm induzieren dann Morphismen F"(g) : F"(E) —
F™(G), so daB F™ ein Funktor wird. Ist F ein injektiver Funktor, so ist der Funktor F° isomorph
zu F (siehe [P] §2).

Wir kommen nun zu einem zentralen Resultat. Fiir den Beweis verweisen wir auf [P] 2.1 oder

[Wen] 2.1.1.

Satz 1.2.8 Es sei C eine halbabelsche und A eine abelsche Kategorie. Dariiber hinaus besitze C
gentigend viele injektive Objekte. Weiter sei F': C — A ein additiver und semi-injektiver Funktor.

Dann induziert jede kurze exakte Sequenz 0 — H G -5 E—0inC den exakten Komplex

0 — Fo(H) = Foq) 9 ey — ) S @) Y RNE) — PP(H) — -

Diesen bezeichnen wir als die lange exakte Kohomologie-Sequenz.
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Eine wichtige Rolle fiir die weiteren Ausfithrungen spielt der projektive Limesfunktor. Um die-
sen in Anlehnung an [Wen| 3.1 definieren zu konnen, fiihren wir zunéichst die Kategorie £S" der
projektiven Spektren in der Kategorie £S der K-Vektorriiume ein. Die Objekte in £SY bilden die
Spektren (En, i7" )n.men in der Kategorie £S. Ein Morphismus f : (E,, i) — (F,,j") ist eine
Folge (f, : B, — Fj)nen von linearen Abbildungen, so daf8 f,, 0"t = jntlo f, .4 fiir allen € N
gilt. Wir erhalten so die abelsche Kategorie £8" der projektiven Spektren in £S. Die Kategorie
LSY besitzt geniigend viele injektive Objekte.

Es sei nun € := (Ep, i7" )nen € LSV, Wir setzen

proj_, En = {(xn)nen € H E, : i"Yzyy1) = z, fiir allen € N}
neN

und definieren den projektiven Limesfunktor wie folgt: Proj : £LSY — £S mit Proj (&) :=proj_,, En
fiir alle £ € LS und Proj(f) € Mor (Proj (£), Proj (F)) mit Proj (f)((zn)nen) := (fn(@n))nen fiir
alle f € Mor (€, F) und (zy)nen € Proj(€). Der Funktor Proj ist additiv und injektiv. Fiir seine
Rechtsableitungen gelten die folgenden bekannten Aussagen, die wir zum Abschlufl dieses Abschnitts
auffithren. Was die Beweise anbelangt, verweisen wir auf [Wen] 3.1.4 und 3.1.7.

Satz 1.2.9 Es sei £ := (E,,, i7" )n,meN € LSY. Dann gilt:

Proj®(€) ist isomorph zu Proj(E), Proj* (&) = 0 fiir alle k > 2 und Proj (&) ist isomorph zu

‘n+1

[Lhen En/imo mit o : [[ ey Bn — [lnen En und o((2n)nen) = (2n — i3 (Tni1)nen-

Proposition 1.2.10 Es seien £ := (Ep, i7" )pmen und F := (Fy, i7" ) nmen 2wei dquivalente Spek-
tren in LS. Dann ist Proj*(€) isomorph 2u Proj*(F) fir alle k > 0.



2 DIE KATEGORIE DER L-ZAHMEN RAUME 26

2 Die Kategorie der L-zahmen Riume

In dem folgenden Abschnitt fithren wir zunéchst die Kategorie der L-zahmen Vektorrdume ein und
beweisen anschliefend einen L-zahmen Splittingsatz. Dies ist grundlegend fiir die Ausfiihrungen im
Abschnitt 3.

2.1 Einfiihrung

Es sei wie in dem Abschnitt 1.1 L eine nicht-leere Menge, bestehend aus monoton wachsenden
Abbildungen [ : N — N, so daf} folgende Eigenschaften erfiillt sind:

(1) id,id+1€ L, (i) l1,la € L = ly0ly € L und

(ZZZ) l1,l0 € L = 3136[1 mit 13(71) < lg(n + 1)vn€N undlg > Iy, 5.
Die Forderung id € L erleichtert die folgenden Beweisfithrungen. Der Grund dafiir, dal wir auch
von id + 1 € L ausgehen, 148t sich darauf zuriickfithren, dafl sich bei dem Splittingresultat 2.2.8 der
”Verlust von 1”7 nicht umgehen 148t (siche auch [V4]).

Die Objekte in der Kategorie der L-zahmen Riume sind die Vektorriume versehen mit einer
Familie monoton wachsender Halbnormen (|| - ||)nen-

Die Morphismen zwischen zwei Objekten (E, (|| - |Z)nen) und (F, ]| - |£)nen) sind alle linearen
Abbildungen T' : E — F, so daB ein | € L existiert, so daf fiir alle n € N ein C,, > 0 existiert,
so daB || Tz||F < ConHﬁn) fir alle z € E gilt. In diesem Fall bezeichnen wir T als L-zahmen

Operator und schreiben T € T"(E, F'). Wegen der Eigenschaft (iii) kénnen wir ohne Beschréinkung
der Allgemeinheit davon ausgehen, daf3 [ > id gilt.

Im folgenden setzen wir BE := {z € E : ||z|¥ < 1}. Dann ist eine lineare Abbildung 7' : E — F
genau dann ein L-zahmer Operator, falls ein [ € L existiert, so daf fiir alle n € N ein C,, > 0
existiert, so daf§ T(Bﬁn)) C C,BE gilt.

Aufgrund der Eigenschaft (ii) ist die Verkniipfung zweier L-zahmer Operatoren wieder ein L-
zahmer Operator. Da das Halbnormensystem monoton wachsend ist, impliziert die Eigenschaft (iii),
dafl die Summe zweier L-zahmer Operatoren wieder ein L-zahmer Operator ist. Zusammen mit der
iiblichen Verkniipfung, Addition und skalaren Multiplikation von Operatoren ist T (E, F) fiir alle
L-zahmen Riume E und F ein Vektorraum, und wir erhalten so die additive Kategorie 7*S der
L-zahmen Réume.

Beispiel 2.1.1 Setzen wir L :={l € NN : V,cy:(n) <I(n+ 1) und JpenVnen : {(n) < n + b}, so
erhalten wir die Kategorie der zahmen Raume.

Im Fall L:={l e NV : V,en:l(n) <I(n+1) und J4penVnen : [(n) < an + b} erhalten wir die
Kategorie der linear zahmen Réaume.

Essei (E, (||-||Z)nen) € TS und A C F ein linearer Teilraum von E. Wir bezeichnen A versehen
mit (|| - |Z)nen als L-zahmen Unterraum von E und (E/A, (]| - ||2)nen), wobei || - ||A die von der
Halbnorm || - [|£ induzierte Quotientenhalbnorm bezeichnet, als L-zahmen Quotienten von E.

Fiir jeden L-zahmen Unterraum A von E € TS ist offensichtlich aufgrund der Eigenschaft (i)
die Einbettung j : A — FE und die Quotientenabbildung ¢ : E — E/A auf den L-zahmen Quoti-
enten ein L-zahmer Operator. Damit ist T' genau dann ein Monomorphismus bzw. Epimorphismus
in 718, falls T injektiv bzw. surjektiv ist. Denn ist g € T*(G, E) bzw. g € T*(F,G) und T o g =0
bzw. g o T = 0, dann folgt aufgrund der Injektivitdt bzw. Surjektivitit von T, daBl g = 0 ist. Ist
andererseits T' € T (E, F) ein Monomorphismus bzw. Epimorphismus in 7-S, dann ist die Einbet-
tung j : T71(0) — F bzw. die Quotientenabbildung ¢ : F — F/T(E) ein L-zahmer Operator.
Unter der Annahme, dafl T' nicht injektiv bzw. nicht surjektiv ist, gilt: 7 # 0 bzw. ¢ # 0. Es ist
jedoch T'oj = 0 bzw. g oT = 0. Dies widerspricht der Definition eines Monomorphismus bzw.
Epimorphismus.

T e TL(E,F ) ist genau dann ein Isomorphismus in 7*S, falls T bijektiv ist und ein I € L
existiert, so daB fiir alle n € N ein C,, > 0 existiert, so daf} ||z||Z < Cn||T(x)||ll?n) fiir alle z € E gilt.
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Denn die an T gestellte Bedingung ist notwendig und hinreichend fiir die L-Zahmbheit der Umkehr-
abbildung.

Essei T € THE,F). Ist AD T(E) ein L-zahmer Unterraum von F, dann ist auch T: E — A

ein L-zahmer Operator. Ist A C T~ 1(0) ein Unterraum, dann ist aufgrund der L-Zahmheit von T'
auch die Abbildung T : E/A— Fmit T = T o q ein L-zahmer Operator.
Damit ist offensichtlich die Einbettung T-(0) — E Kern und die Quotientenabbildung F —
F/T(FE) Kokern von T'. Entsprechend ist die Einbettung T'(E) — F' Bild und die Quotientenabbil-
dung £ — E/T~*(0) Kobild von T. Wir verwenden im folgenden fiir den Kern und Kokern bzw.
fiir das Bild und Kobild von T' € T“(E, F) in Einklang mit dem Kapitel 1 die Bezeichnung ker T
und cokerT bzw. imT und coimT.

Betrachten wir nun die von T' € T"(E, F) induzierte Abbildung T : E/T~Y0) — T(E) zwi-
schen Kobild und Bild von T mit T o q = Te_71(E), s0 ist T stets injektiv und surjektiv, d.h. ein
Bimorphismus in 7~8. T ist genau dann ein Isomorphismus in 7%8, falls die Umkehrabbildung 7!
ein L-zahmer Operator ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn ein [ € L existiert, so daf fiir alle
n € N ein C,, > 0 existiert, so daf$} ||y||s < C’HHT(y)Hﬁn) fiir alle y € E/T~1(0) gilt. Damit erhalten

wir: T € TY(E, F) ist genau dann ein Homomorphismus in 7S, falls ein [ € L existiert, so da$ fiir
alle n € N ein C,, > 0 existiert, so daB ||¢(z)|) < C’nHT(:zr)HfEn) fiir alle z € E gilt. In diesem Fall
bezeichnen wir T' als L-zahmen Homomorphismus.

Es seien E, F € T*S. Fiir eine lineare Abbildung T : E — F existiert genau dann ein [ € L,
so daB fiir alle n € N ein C,, > 0 existiert mit ||¢(z)||> < CnHT(:zr)HfEn) fiir alle z € E, falls ein
I € L existiert, so daf fiir alle n € N ein C,, > 0 existiert, so dafi T(C,,B¥) > Bfgn) Nim T gilt. Ist
T : F — F linear und geniigt T einer der beiden Bedingungen, so bezeichnen wir T als L-zahm
offen aufs Bild.

Fiir eine endliche Folge (Ej, (|| - [|%)nen)k<n von Objekten in TLS ist das Produkt [, Ex
versehen mit dem aufsteigenden Halbnormensystem (maxj<p || - [|¥)nen ein Objekt in 7ES. Die
natiirlichen Projektionen 7, : [,y Ex — Ej sind dann aufgrund der Eigenschaft (i) L-zahme
Operatoren. Sei nun F ein beliebiges Objekt in 7S und gx € TL(F7 Ey) fir k=1,...,N. Dann
ist aufgrund der Eigenschaft (iii) die Abbildung g : I — [], -y Ex mit g = (gx)r<n ein L-zahmer
Operator. Damit wire die Existenz von endlichen Produkten in der Kategorie 7 *S nachgewiesen.
Wir fassen nun zusammen: Eine lineare Abbildung ¢ : F — [[, -y Ek ist genau dann ein L-zahmer

Operator, falls 09 € TL(F , Ey) fiir alle k < N gilt. Wir bezeichnen das L-zahme endliche Produkt
mit T-T], < 5 Fn bzw. im Fall N = 2 mit E; x 1, Bs.

Die Kategorie 7S besitzt jedoch im Allgemeinen keine unendlichen Produkte.
Weiter gilt:

Bemerkung 2.1.2 Essei (T}, : B, — F,)n<n eine endliche Familie L- zahmer Homomorphismen,
dann ist auch der Operator T' := (T, o mp )<y @ TH- <y En — T" -[l.<n Fn ein L-zahmer
Homomorphismus. Offensichtlich ist T ein L-zahmer Operator, denn es gilt: m, o T = T}, o T,.
Um nachzuweisen, daf3 T auch L-zahm offen auf sein Bild ist, sei [ € L, so daf fiir alle kK € N
ein C, > 0 existiert mit inf, cierr, |20 + 20|} < CkHTn(:En)H?(k) fiir alle z,, € E,, und n =
1,...N.Esseie >0und k € N. Zu z,, € E,, fuir n = 1,... , N wahlen wir y,, € kerT,, so dafl
lzn + ynlly < € +inf, cker, [|Tn + 2nll} < €+ CkHTn(:En)H?(k) gilt. Damit gilt max,<n ||z, +
Ynllp < €+ Cr maxp<n HTn(a:n)H?(k) Da (yn)n<n € kerT gilt und e > 0 beliebig wihlbar ist, folgt
inf(.,), < yeker 7 MAXn< N [T+ 25|} < Cp max,<n HTn(azn)Hf(k) fiir alle (zn)n<n € [[,,<y En- Somit

ist T ein L-zahmer Homomorphismus.

Lemma 2.1.3 Eine Projektion P in E ist genau dann L-zahm, falls der Operator
®:im P xpker P — E mit ®(x,y) := x +y ein L-zahmer Isomorphismus ist.

Beweis: Die Abbildung ® ist stets linear und bijektiv. Da die Addition in E' L-zahm ist, ist ® stets
L-zahm. Es gilt ®~! = (P,id — P). Ist nun P L-zahm, so ist ®~! als Produkt zweier L-zahmer
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Operatoren L-zahm. Andererseits gilt P = 7w o ®~!, wobei 7 die natiirliche Projektion auf im P
bezeichnet. Mit ®~! ist dann auch P L-zahm.

Bemerkung 2.1.4 Es sei E € TS, dann ist jede Projektion P auf 0” L-zahm, wobei mit 0” die
Abschliefung der 0 in E beziiglich der vom Halbnormensystem auf E induzierten Topologie gemeint
ist. Denn jeder Operator T': F' — E mit imT C 0" ist L-zahm, da stets T'(BL') C 0” ¢ BE gilt.
Da in der Kategorie der Vektorrdume jedes Objekt injektiv ist, folgt mit demselben Argument, dafl
07 in TLS injektiv ist.

Aus homologischer Sicht ist die Existenz gentigend vieler injektiver Objekte von Bedeutung. Um
dies zu untersuchen, benétigen wir folgendes

Lemma 2.1.5 (a) Es sei J eine beliebige Indexmenge, dann ist loo(J) := {x := (z;)jes € K’ :
|2llo0,s := supjc s |;] < 400} ein injektives Objekt in T-S.

(b) Es sei (Ji)ken eine abzihlbare Familie von beliebigen Indexmengen, dann ist das Produkt
(erN loo(Ji)s (|| - In)nen) mit [[(xx)ken|ln := mazi<n||Tk||co,a, €in injektives Objekt in TLS.

Beweis: (a) Es sei T : E — lo(J) ein L-zahmer Operator und ¢ : E — F ein L-zahmer Mo-
nohomomorphismus. Dann ist der Operator i~ : imi — E L-zahm. Es sei 7; die natiirliche
Projektion und ¢; := 7; o T oi~' : imi — K fiir j € J. Dann existieren aufgrund der Zahmheit
der Operatoren T und i~! ein s € N und eine Abbildung I; € L, so dafl Cr,C; > 0 existieren mit
1ty 0 i(2)| = [m; 0 T(@)| < supjey |my 0 T(@)| = |T()loers < Crllalls < CrCilliCa)l) fir alle
reE.

Mit Hilfe des Satzes von Hahn-Banach lassen sich die Funktionale ¢; auf ganz F' fortsetzen, wobei
die obige Ungleichung erhalten bleibt. Bezeichnen wir nun diese Fortsetzungen mit £; und setzen
T:F— loo(J) mit T := (t} )jeJ, SO ist T wegen der obigen Ungleichung wohldefiniert und L-zahm
im folgenden Sinne: fiir m := [;(s) existiert ein C' > 0, so daB || T()]co.s < C||z||m fiir alle z € F
gilt. SchlieBlich folgt aus T o i(z) = (£ 0 i(x))jes = (mj 0 T(x))jes = T(z) fiir alle z € E die
Behauptung.

(b)EsseiT : E — [],cnloo(Jk) €in L-zahmer Operator und i : E — F' ein L-zahmer Monoho-
momorphismus. Betrachten wir die Operatoren T, := 70T : E — 1o (Jk), so erhalten wir, wie der
Beweis von (a) zeigt, Operatoren T : F — loo (Jk) mit Toi = Ty, so daB ein my, € Nund ein Cj, > 0
existiert mit || Tx(2) || oo,z < Ck||Z||m, fiir alle z € F gilt. Dabei gilt my, = l;0(sx) , wobei s, € N aus
der L-zahmbheit von T bzw. I; € L, aus der L-zahmen Offenheit aufs Bild der Abbildung ¢ resultiert.
Nun gilt jedoch ||T%(2)|lco,s, = [Tk © T'|loo,s, < |T(x)]k- Ist also Iy € L, so daB fiir alle k € N ein
Cr, > 0 existiert mit [|T'(z)||x < Crllz|li ) fiir alle z € E gilt, so kann damit my, = I;0lp(k) =: I(k)
fiir £ € N gewéahlt werden. Setzen wir nun T := (Tk)keN, so gilt Toi= (Tk 0i)ken = (Mo T )ken =T
und fiir alle n € N existiert ein Cp, > 0 mit | T(z)|l, = maxgp<n | Th(@)|oos, < Cullz|lny fitr alle
x € E. T ist somit ein L-zahmer Operator und es folgt die Behauptung.

Proposition 2.1.6 Die Kategorie T1S besitzt geniigend viele injektive Objekte.

Beweis: Zu E € TS betrachten wir den L-zahmen Quotienten F := E/GE. Da jedes algebraische
Komplement von 0” ein L-zahmes topologisches Komplement ist, gilt: E ist L-zahm isomorph zu
F x; 0°. Wir setzen Uy, = {y € F : |lylp < 1}, wobei (|| - [|2)ken die von den Halbnormen
(I - lx)ken auf E induzierte Familie monoton wachsender Quotientenhalbnormen auf F' bezeichnet,
und definieren J; : ' — I (Uy) mit y — (¢(y))gevg - Da nun supyepe [¢(y)] = llyll4 fir alley € F
und k € N gilt, ist die Abbildung Ji fiir alle k& € N wohldefiniert, und der Operator J : F' —
[Tien loo(UR) mit J(y) := (Ji(y))ren geniigt der Gleichung [[J(y)[ln = maxi<n [|Jk(y)lloo,vp =
maxg<n SUPgeye [P(y)| = maxp<n lylly = [yl fir alle y € F und n € N. Damit ist J wegen
der Separiertheit von F' injektiv und ein L-zahmer Homomorphismus. Betrachten wir schliellich
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die Abbildung J := (J x id) o ® : E — [renloo(Ug) x 0 vermoge des kanonischen L-zahmen

Isomorphismus ® zwischen £ und F X, ﬁE, so ist J injektiv und ein L-zahmer Homomorphismus.
Mit der Bemerkung 2.1.4, dem Lemma 2.1.5 (b) und der Bemerkung 1.2.3 folgt die Behauptung.

Bemerkung 2.1.7 Da die Kategorie 7S halbabelsch ist und geniigend viele injektive Objekte
besitzt, existiert nach 1.2.4 fiir jeden L-zahmen Vektorraum F eine injektive Auflésung in 7XS. Der
Beweis der Proposition 2.1.6 macht deutlich, daf} fiir alle L-zahmen Fréchetraume E ein injektiver
L-zahmer Fréchetraum I € 718 und ein injektiver Monohomomorphismus i : E — I existieren.
Beriicksichtigen wir den Beweis des Satzes 1.2.4, so existiert fiir jeden L-zahmen Fréchetraum E
eine injektive Auflésung

0—F-S5S IS5 —- .

wobei die Rdume I fiir alle £ > 0 L-zahme Fréchetriume sind.

Definition 2.1.8 Es sei E € TLS ein Fréchetraum und (E,, (i™)n.men)nen das Spektrum der

lokalen Banachrdaume. E heiffit L-zahm nuklear, falls einl € L existiert, so daf in ) : EByny — En
fir alle n € N nuklear ist.

Bemerkung 2.1.9 Es sei F ein L-zahmer Fréchetraum und F' C E ein abgeschlossener L-zahmer
Unterraum. Ist £ L-zahm nuklear, dann ist auch der L-zahme Unterraum F' bzw. der L-zahme Quo-
tient E/F L-zahm nuklear. Um dies einzusehen, beachten wir zuniichst, daf§ der lokale Banachraum
F,, von F bzw. G,, von E/F isometrisch isomorph zu i, (F) bzw. E,, /i, (F) ist, falls (En, 37" )n,meN
das Spektrum der lokalen Banachridume von E bezeichnet. Existiert nun ein [ € L, so dafi die Ab-
bildung iil(n) : Eyny — B, fiir alle n € N nuklear ist, so existiert fiir alle n € N eine nukleare
Abbildung D,, : la — Iz und stetige Abbildungen T}, : Ey,y — l2 und S, : ls — Ej, so dafl

ls = S, o D, o T, gilt. Die Behauptung folgt dann wie im Beweis von [MV] Satz 28.6.
Ist (En)ng ~ eine endliche Folge L-zahm nuklearer Fréchetrdume, dann ist auch das L-zahme Pro-
dukt T"- [I,,<n En L-zahm nuklear. Denn, bezeichnet Gy fiir k € N den lokalen Banachraum des

Produkts [[, < 5 En, dann ist Gy, fiir k¥ € N isomorph zu dem Produkt [, <y EE, dabei sei EF fiir
k € N der lokale Banachraum von E,,.

Proposition 2.1.10 Es sei F' ein L-zahmer Fréchetraum und (Fy, j" )n.men €in Spektrum in der
Kategorie der Banachriume. Weiter sei (j, : F — Fp)nen eine Folge linearer Abbildungen mit
I 0 Jm = jn fiir alle m > n, so daf$ ein | € L existiert, so daf fiir alle n € N ein Cy, > 0 existiert
mit || jn (@) || < Cull@|yn) fiir alle 2 € F. Dariiber hinaus existiere ein | € L, so daf fiir alle n € N
ein Cp, > 0 egistiert mit ||z]l, < Chlljin)()||F1 fir alle x € F. Weiter ezistiere ein | € L, so

dafp 1) (Fin)) C jn(F) fir alle n € N gilt. Versehen wir das Produkt [],, .y
wachsenden Halbnormensystem (maxg<y, || - [|¥*)nen, dann ist kurze Sequenz

F,, mit dem monoton

0—F L J[F =[] F—0
neN neN

‘n+1

mit j(x) := (jn(x))neny und o((Tn)nen) = (@ — J2T (Xnt1))nen L-zahm exakt.

Beweis: Unmittelbar aus den Voraussetzungen folgt, dafl im 5 = ker o gilt und da ¢ surjektiv ist.
Offensichtlich ist j ein injektiver L-zahmer Homomorphisrnus und o L-zahm. Um nachzuweisen, dafl

o ein L-zahmer Homomorphismus ist, beachten wir, daf ji )(Fz(n)) C jn(F) fiir alle n € N ist. Wir

wihlen fiir € > 0 und (25 )nen € [[, ey Fn €in 2z € F, so dafl ||]l(")(:1:l(n)) — jn(2)||F" < € gilt. Die
Behauptung folgt dann wie im Beweis des Satzes 3.1.5.
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Bemerkung 2.1.11 (a) Insbesondere ist nach dem Satz 2.1.10 fiir jeden L-zahmen Fréchetraum
die kanonische Auflésung beziiglich des Spektrums der lokalen Banachriume (£, j7*)n,men L-zahm
exakt. Jedes zu dem Spektrum der lokalen Banachrdume L-dquivalente Spektrum (Fn,j,?)mmel\r
erfiillt die Voraussetzungen des Satzes im folgenden Sinne: Aufgrund der L- Aqulvalenz existieren

ein l € L und stet1ge Operatoren T, i), s Fyn) — F, und S, i) Fyny — Fy,sodafl T! ")oS n)
jrll ™ ynd Sn o 1(75;1) = jn( " fiir alle n € N gilt. Setzen wir 7, = Tn( m) o jiny fiir n € N, so gllt

Sl © Ji(n) = Jjn fiir alle n € N. Die Folge (j,)nen von Operatoren erfiillt dann die Voraussetzungen
des Satzes 2.1.10.

(b) Jeder L-zahm nukleare Fréchetraum besitzt ein zu dem Spektrum der lokalen Banachriume
(Fr, 37 n,men L-dquivalentes Spektrum (F, 77),, men mit F, = I fiir allen € N. Denn, daeinl € L
existiert, so daf} die Abblldungen ]n( " fiir alle n € N nuklear sind, existieren stetige Abbildungen
SK™ 2 By — EF, wnd T, ¢ F, — F, fiir alle n € N mit T, o SA™ = 5™ und F, = I
fir alle n € N. Wir betrachten die Folgen der Operatoren (Tj»(y) : I:"ln(l) — Fln(l))neN und

(SfZEP(l) t Fpn(y — Enfl(l))neN. Fiir 1 <m <I(1) — 1 setzen wir F,, := Fy. Im Fall n > 1 und

I"(1) < m < 1™ (1) — 1 setzen wir Fy, := Fn n(1). Weiter definieren wir jll(l) = Si(l) o Tj(1y und
~1m (1) mta

Jpnsr(1y—1 = Sl"(l)( ) o Tyn+1(py fir n > 1 und gmrt

= id sonst. Dann existiert fiir alle m € N ein
n € N mit ["7! <m < ["(1) — 1, so da§ jm+1 = Sln 11y © Tin () gilt. Das so erzeugte Spektrum
(F,j]ln)n,meN ist beziiglich [? L-Aquivalent zu (Fy,, 5™)n.men-

Das nachfolgende Lemma ist fiir spatere Ausfithrungen von technischem Nutzen.

Lemma 2.1.12 In der Kategorie TXS gilt: I € T*S ist genau dann ein injektives Objekt, falls fiir
jeden beliebigen L-zahmen Operator T : E — I und jeden beliebigen injektiven Operator i: E —
F, fiir den einl € L existiert, so daf8 fir allen € N ein C,, > 0 ewistiert, so daff ||z|l, < Cnlli(2)|lin)

fiir alle x € E gilt, der aber nicht notwendig L-zahm ist, ein L-zahmer Opemtorf : ' — I existiert,
so dafs T =T o1 gilt.

Beweis: Offensichtlich gilt es nur die Notwendigkeit nachzuweisen. Wir betrachten die surjektive
Abbildung A: E x F — F mit A(z,y) := i(z) + y fiir alle x € E und y € F und bezeichnen mit
F den Raum F versehen mit den aufsteigenden Halbnormen ||y||2 := inf{||(&,)|ln : ¥y = A(&,n)}
fiir y € F und n € N. Es gilt BF 5 A(BE x BF). Die Abbildung A : E x;, F — F ist somit ein
L-zahmer Operator. Die Einbettung w : E — F xp F mit w(x) := (z,0) fiir x € E ist L-zahm
und aus Aow = i folgt auch die L-Zahmbheit der Abbildung i : £ — F.Danmi:E — F
L-zahm offen aufs Bild ist und stets $BY C A(BE x BI') gilt, existiert ein I € L, so da8 fiir alle
n € Nein C, > 0 existiert, so daB i(BY) D i(3BY + 1BEF) o 3i(BEY) + (5C» BF (ny Mimi) O
min{1, 1C, }A(BE x Bfn)) Nimi D min{$,1C,}3 B (ny Nimi gilt. Damit folgt insgesamt, daf
i : E — F ein L-zahmer Homomorphismus ist. Nun ist [ ein injektives Objekt in TLS, das be-
deutet, dafl bezﬁglich i+ E — F ein L-zahmer Operator T : F — I existiert mit 7 oi = T. Die

Einbettung F < F ist ein L-zahmer Operator, denn es gilt BEF ci(BEY+BI = A(BPxBE) ¢ BF
Damit ist auch 7' : F — I L-zahm und es folgt die Behauptung.

Wir halten nun eine weitere wichtige Eigenschaft der Kategorie 718 fest:

Satz 2.1.13 Die Kategorie der L-zahmen Vektorrdume TS ist quasiabelsch.

Beweis: dies beweist man analog zu 1.1.30.

Es sei B € TLS. Wir setzen TH(E,-)(X) := T"(F, X) fiir alle X € 75S und T*(E, -)(T) := T*
fiir alle T € T*(X,Y) und alle X,Y € TLS mit T* : T“(E, X) — T“(E,Y) und T*(A) :=To A
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fiir alle A € T"(E, X). Wir erhalten so einen additiven Funktor T*(E,-) : TS — LS, wobei LS
die Kategorie der K-Vektorrdaume bezeichnet.

Proposition 2.1.14 Es sei E € T*S. Der Funktor T*(E, -) ist injektiv.

Beweis: Es sei 0 — X -5 Y -1 Z exakt in TLS. Da die Kategorie LS abelsch ist, reicht es,
zu zeigen, daf j* injektiv ist und imj* = kerg* gilt. Aus 0 = j*(h) = j o h fiir h € TY(E, X)
folgt aufgrund der Injektivitdt von j, dal A = 0 ist. Damit ist j* injektiv. Um imj* = ker¢*
nachzuweisen, sei f € T(E,Y) mit f = j*(h) und h € T"(E, X). Da imj = kerq gilt, folgt aus
¢ (f) =qof=qojoh=0,daBimj* C kerg* gilt. Ist f € T*(E,Y) mit 0 = ¢*(f) = go f, dann ist
im f C ker¢ = im j. Nun ist j ein L-zahmer Homomorphismus, das bedeutet, da j7! :imj — X
ein L-zahmer Operator ist. Die Tatsache, da im f C im j gilt, impliziert, daB auch j~'of : F — X
ein L-zahmer Operator ist. Fiir h := j~' o f gilt f = j*(h) und es folgt die Behauptung.

Wir sind nun so weit, die Rechtsableitungen des Hom-Funktors T"(F,-) in der Kategorie der
L-zahmen Vektorriume definieren zu kénnen. Gemif dem Abschnitt 1.2 setzen wir Ext)(E, F) :=
ker iy = im* = TY(E, F) und Ext¥(E, F) := coker (im ¢}, — ker(}) = ker ¢} /im}_, fiir k > 1.
Im folgenden sei k € N. Es gilt genau dann Ext¥(E, F) = 0, falls ker¢f = im}_, ist. Da stets
ime;_; C keryf gilt, ist Extf(E, F) = 0 genau dann, falls ker¢j C im¢}_; gilt, das heifit, falls fiir
alle A € T*(E, I;) mit 1y 0 A =0 ein B € T(E, I_1) existiert, so da§ A = 1;,_; o B gilt.

Bemerkung 2.1.15 Es seien E, FF € TLS.
(a) Ist (Fy)n<n eine endliche Folge L-zahmer Réume, so folgt unmittelbar aus der universellen
Eigenschaft des endlichen Produkts, daB T"(E, TL'HngN Fo) =1l.<n T(E, F,) gilt.

Weiter ist Ext”(F, TL'HngN F,) isomorph zu [, < Ext¥(E, F,) fiir alle k > 1. Denn es sei

0— F, > Ip 2% 25 Ip 225 L eine injektive Aufldsung von F, fiir n € N in 718, so ist
aufgrund der Bemerkung 2.1.2 und 1.2.3 der folgende exakte Komplex
0 — TV, oy B 25 U 2y Y g S gy Y eine

injektive Auflssung von T"-]], c y Fn in TES.
Dann ist (1");<y = (" )n<n und (i7)5cy = (17" Jn<n fiir alle & > 0.

Damit ist Exty (B, T"[],<y Fn) = ker(i)hen/im (o )hey = [pan ker e/ Tlcy ime, =
1<y kerep* /imup* | =T, <y Extr(E, F,) fiir alle k > 1.

(b) Ist (Ey)n<n eine endliche Folge L-zahmer Réume, so folgt unmittelbar aus der universellen
Eigenschaft des endlichen Koprodukts, daB T"(T"-]], <y En, F) isomorph zu [, < y T"(En, F) ist.

Weiter ist Ext} (T"-[], <y En, F) isomorph zu [[, - v Ext¥(E,, F) fir alle k > 1.

Da T%S halbabelsch, £S abelsch und T"(E,-) ein additiver und injektiver Funktor fiir jedes
E € TS ist, erhalten wir die Existenz der langen exakten Kohomologie-Sequenz:

Satz 2.1.16 Es sei E € T*S. Dann induziert jede

exakte Sequenz 0 — X Iy 9 Z 50 in TES einen exakten Komplex
0 — THE, X) 2o TVE,Y) L TH(E, Z) — Ext (B, X) —

— BExt}(BE,Y) — Ext; (E,Z) — Ext?(E, X) — ...
mn LS.

Ist eine kurze Sequenz exakt in 7S, so bezeichnen wir sie im folgenden als L-zahm exakt.
Zerfillt sie in T1S, so bezeichnen wir dies als L-zahmes Zerfallen.
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Aus der Existenz der langen exakten Kohomologie-Sequenz und der Tatsache, da 7 =S quasiabelsch
ist, folgt:

Proposition 2.1.17 Es sei E,F € T-S. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) BExt, (E,F) =0
(i) Jede exakte Sequenz 0 — F 2.6-LE—0 zerfillt in TLS.

Beweis: "(i) = (i1)": Es sei 0 — F 2, G -4 E — 0 exakt in TES. Betrachten wir die lange
exakte Kohomologie-Sequenz

0 — THE, F) 25 THE,G) L THE, E) — Ext (B, F) — ...,

so ist ¢* surjektiv, da nach Voraussetzung Ext!(E,F) = 0 gilt. Die Surjektivitit der Abbildung
¢* bedeutet insbesondere, daB fiir die Identitiit in E ein Operator R € T"(E,G) existiert mit
qo R=idg.

"(ii) = (i)"": Wir wihlen eine injektive Auflosung 0 — F — Iy =% I} =% ... fiir F in 75S. Um
Ext!(E, F) = 0 nachzuweisen, zeigen wir im folgenden, daf fiir alle A € T“(F, I;) mit i; 0 A = 0 ein
Operator B € T¥(F, I,) existiert, so da A = ig o B gilt. Aus i; 0 A = 0 folgt im A C keri, = im .
Aufgrund der L-zahmen Exaktheit der injektiven Auflssung ist 0 — F —— Iy —% imyy — 0
exakt in 718 Da die Kategorie 77S quasiabelsch ist, erhalten wir folgendes L-zahme kommutative
Diagramm mit L-zahm exakten Zeilen:

. . .
0— F — Iy, 2 imy, —0

fia } 14 (10)
0O— F — Z — K — 0.

Nach Voraussetzung zerfillt die untere Zeile in 7%S. Damit existiert nach 1.1.31 ein Operator
B e TY(E, Iy) mit 190 B = A.

Unmittelbar aus der Proposition 2.1.17 und dem Satz 1.1.36 erhalten wir folgenden

Satz 2.1.18 FEs sei E, F € TLS. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(a) Exti (E,F) = 0.
(b) Fiir jede exakte Sequenz
0—H-LaLE—0
in TS und jeden Operator ¢ € TV(H, F) existiert ein Operator 1) € T"(G, F) mit ¢ oJ = ¢.

(c¢) Fiir jede exakte Sequenz
0—F-LaLHg—o

in TS und jeden Operator ¢ € T"(E, H) existiert ein Operator 1 € T(E,G) mit Qo = ¢.

Zum SchluB dieses Abschnitts untersuchen wir Ext®(E, F) im Fall, da E € TXS und F ein
L-zahm nuklearer Fréchetraum ist. Mit der selben Beweisfithrung wie in [V1] Theorem 1.3 und
Corollary 1.5 erhalten wir das folgende Lemma und die anschlieende Proposition.

Lemma 2.1.19 Fs sei E € TLS und F ein L-zahm nuklearer Fréchetraum.
Dann gilt ExtF(E, F) = 0 fiir alle k > 2.
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Beweis: Beachten wir die Bemerkung 2.1.11, so folgt aus der Proposition 2.1.10, daf} eine kurze
L-zahm exakte Sequenz der Form

0—F L [t =[]l —0
neN neN

existiert. Nach dem Lemma 2.1.5 (b) ist die obige Sequenz eine injektive Auflésung fiir F', woraus
offensichtlich die Behauptung folgt.

Proposition 2.1.20 Es sei E € TS und F ein L-zahm nuklearer Fréchetraum, so daf
Ext! (E,F) =0 gilt. Dann ist Ext! (E,G) = 0 fiir jeden separierten L-zahmen Quotienten G von F.

Beweis: Da G ein separierter L-zahmer Quotient von F ist, erhalten wir eine kurze L-zahm exakte
Sequenz der Form 0 — H — F — G — 0, wobei H ein abgeschlossener L-zahmer Unterraum
von F ist. Mit dem Satz 2.1.16 erhalten wir den folgenden exakten Komplex:

- — Bxt} (E,F) — Ext}(E,G) — BExt?(E,H) — ... .

Einerseits gilt nach der Voraussetzung Ext! (E, F) = 0. Nach der Bemerkung 2.1.9 und dem Lemma
2.1.19 ist andererseits Ext?(F, H) = 0. Damit gilt auch Ext; (E, G) = 0, und es folgt die Behauptung.

2.2 Ein L-zahmer Splittingsatz

Im folgenden beweisen wir einen L-zahmen Splittingsatz in Anlehnung an die Ausfithrungen von
Vogt in [V4].

Indem wir uns auf die wesentlichen Voraussetzungen, die fiir den Beweis notwendig sind, be-
schrinken, erhalten wir zunichst die folgende Version des Lemmas 4.5 aus [V4]:

Lemma 2.2.1 FEs seien Ey, E1 und Es bzw. Fy, Fy und Fy Banachrdume. Weiter seien z% By —
FEy und i(l) : By — Eg mit ig = i(l)oz'% bzw. j21 By — Fy undjé : Fy — Fy mit jg = j& Oj% stetige
lineare Verbindungsabbildungen. Dariber hinaus sei B; := {y € E} : |y|f < 1} und U; := {z €
F; : ||lx||: < 1} fir i = 0,1, 2. Existieren reelle Folgen r, / +00, si /" +0o und positive monoton

wachsende Funktionen ¢, 1 mit Y, 3= < +oo und Y oneN ng::)) < 400, so dafs

/ ’ 1
Z% By C Tki% By4+ ——Bs und

o(ri)
) 1 .
jolh C el + 9 (sx)45Us
fiir alle k € Nq gilt, dann existiert fiir jedes € > 0 ein C' > 0, so daf$ fir jede nukleare Abbildung

b: E1 — Fy mit v(b) < 1 nukleare Operatoren ro : By — Fy mit v(rg) < € und ro : B — Fy
mit v(re) < C existieren, so daf j} oboi? =rgoid + jé ory gilt.

Fiir den Beweis der Aussage (a) des anschlielenden Lemmas verweisen wir auf [MV] Lemma
29.13. Die Aussage (b) folgt &hnlich unter Beriicksichtigung des Bipolarensatzes.
Lemma 2.2.2 Es sei E ein K-Vektorraum und || - |lo < || - |1 < || - |2 Halbnormen auf E. Weiter
sei U :={x € E: ||zl <1} bzw. By :={y € (E,||-|l:) : llyllf <1} fiiri=0,1,2 und 0 < 6 < 1.
(a) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) Es existiert ein C >0, so daf || -|[f < C|l- [l - 13" auf (B,]| - o) gilt.

(it) Es existiert ein C >0, so daf || -||T < C(s||- |5+ s~ |- ||3) fir alle s > 0 auf (E, || -|jo)’
gilt.



2 DIE KATEGORIE DER L-ZAHMEN RAUME 34

(#i) Es existiert ein C > 0, so daf sup,cy, ly(z)| < Csup{ly(z)| : = € sUp + s'=e Uy} fiir
alle s >0 und y € (E,||-|o) gilt.

(iv) Es existiert ein C > 0, so daf Uy C C(sUy + s' 5 Us) fiir alle s > 0 gilt.
(b) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(i) Es existiert ein C >0, so daf || - || < C||- 15711 11§ gilt.
(ii) Es existiert ein C >0, so daf || - ||y < C(s|| - [lo + s*~#]| - ||2) fiir alle s > 0 gilt.
(i) Es existiert ein C > 0, so daf sup,cp, |y(z)| < Csup{|y(z)| : y € sBo + s1=% By} fiir
alle s > 0 gilt.
(iv) Es existiert ein C > 0, so daf By C C(sBy + s'% By) fiir alle s > 0 gilt.

Bemerkung 2.2.3 Es sei E ein K-Vektorraum und || - |lo < |- |1 < || - ||2 Halbnormen auf E.

Weiter sei E; der lokale Banachraum beziiglich der Halbnorm || - ||; fiir ¢ = 0,1,2 und 47 fiir
n,m = 0,1,2 und n < m die entsprechenden Verbindungsabbildungen. AFiir i = 0,1,2 setzen wir
U; = A{x cE: |zl <1} bzw. B, :={y € (E,||-1l:)" : llyllf <1} und U; :={z € E; : ||z||; < 1}
baw. By = {y € BL: |lyl; < 1}.

(a) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) Es existiert ein C > 0, so daB Uy C C(sUp + s'~#Uy) fiir alle s > 0 gilt.
ii) Es existiert ein C > 0, so daB it Uy C C(sUy + s' =72 Us) fiir alle s > 0 gilt.
0 0

(b) Es gilt stets 4, (By) = By, fiir alle k = 0, 1,2, damit sind offensichtlich die folgenden Aussagen
Aquivalent:

(i) Es existiert ein C' > 0, so dal B; C C(sBy + 81_%32) fuir alle s > 0 gilt.
(ii) Es existiert ein C > 0, so daB i2' B, C C(si2 By + s'~# By) fiir alle s > 0 gilt.

(c) Es seien E und F K-Vektorrdume und || - |lo < || - |li < || - |l Halbnormen auf E bzw. F.

Existieren C, ¢ >0 und 0 < 7 < 8 < 1, so daB8 E der Bedingung
-l <Cll-1lo™"11 - 113 (11)

und F’ der Bedingung
* =~ *1—9 *9
-1 <Cli-lg 1115 (12)

geniigt, so sind die Voraussetzungen des Lemmas 2.2.1, wie schon in [V4] im Anschluf} an das
Lemma 4.5 bemerkt wurde, beziiglich der lokalen Banachriume Ey, E; und E; bzw. Fy, Fy
und I erfiillt.

Denn nach dem Lemma 2.2.2 sind die Bedingungen dquivalent zu

1
B C CI(T'BO —+ l—_132)7 r>0 (13)
rr

und 1
U, C él(gUo + S%_IUQ), s > 0. (14)

Die Voraussetzung 7 < 6 erméglicht uns die Wahl eines € > 0, so daf3 % > (e+ 1)% gilt. Setzen

wir nun ¢(r) := C'"7rr 1, o(s) := C'os5 L, rp, := C'2% und sp, := C'~1201+9% ynd beachten

wir den obigen Teil (a) und (b), so erhalten wir die Voraussetzungen des Lemmas 2.2.1.

Durch eine Anpassung des Beweises zum Theorem 3.4 in [V4] in Hinblick auf den nuklearen Fall
erhalten wir die zwei folgenden Lemmata:
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Lemma 2.2.4 Es seien E, F K-Vektorriume und (|| - ||)nen, eine Familie monoton wachsender
Halbnormen auf E bzw. F. Weiter sei E,, bzw. F,, der lokale Banachraum beziiglich der Halbnorm
|| - |ln ouf E bzw. F und i7" : E,, — E, baw. j7* : F,, — F, fir m > n die entsprechenden
Verbindungsabbildungen.

Existiert fiir alle n € N und alle € > 0 ein C > 0, so daf fiir jede nukleare Abbildung b: E, 1 —
F, mit v(b) < 1 nukleare Operatoren v : E, — F, 1 mitv(u) < e undv : E,y o — F,11 mit
v(v) < C ezistieren, so daff j7* ;obo zZﬁ =uoilt? 4 j" oy gilt, dann folgt:

fiir alle n € N und alle € > 0 ezistiert ein C > 0, so daf fiir jede nukleare Abbildung b : E,p 1 —
F,, mit v(b) <1 nukleare Operatoren v : E, 1 — F,_1 mit v(u) < eundv: E,p o0 — F,11 mit
v(v) < C ezistieren, so daff

lip " o u(@)lle < ellipgty @)lpse fir alle k=0,...,n—1

und ji_yobointi =uoilt] + it ov gilt.

Lemma 2.2.5 Es seien E, F K-Vektorriume und (|| - ||)nen, eine Familie monoton wachsender
Halbnormen auf E bzw. F. Weiter sei E,, bzw. F,, der lokale Banachraum beziiglich der Halbnorm
|| - |ln ouf E bzw. F und i : E,, — E, baw. j* : F,, — F, fir m > n die entsprechenden
Verbindungsabbildungen.

Erfiillen die lokalen Banachriume von E und F die Voraussetzung des obigen Lemmas, dann exi-
stiert zu jeder Familie von nuklearen Operatoren (b, : E,r1 — F,)nen eine Familie von Operatoren
(r"2 : Epto — Fu)nen, so daf rit2 o it — it o p 43 = b, 04717 fiir allen € N gilt.

Es sei (Ey, i )n pen n<k €in projektives System von Banachriumen. Wir bezeichnen mit ||-||,, die
Norm auf E, fiir n € N . Unter dem projektiven Limes verstehen wir im folgenden den L-zahmen
linearen Teilraum proj, ,, En = {(Zn)nen € [[,cn En : it (zy) = =, fiir allen,k € Nk > n}, des
Produkts [],,cx En versehen mit dem monoton wachsenden Halbnormensystem (maxg< || - [|5)nen-

Bemerkung 2.2.6 Es seien (E,, i )n men und (Ey, 7)) n,mex zwel projektive Spektren von Ba-
nachriiumen, so daB ein [ € L und stetige Abbildungen SL™ : By — E, und T™ - El(n) —

E, existieren, so daB einerseits SL™ o T;;S") — ™ ynd TH o Sll(QT(L;L) — %™ und anderer-
seits ! o Sﬁf_ﬁfl) = 5™ o zigz;rl) und 7 o Trll(ffrl) = Ti" o E;EZ;FI) fir alle n € N gilt.

Dann ist proj,_,, E, beziiglich [ € L L-zahm isomorph zu proj,_,, E,. Wir betrachten zunichst
die Abbildung I : proj, , E, — proj, , En mit I((zp)nen) = (SL(")(xl(n)))neN. Da it o
STV @igneny) = K™ o™ (@ynen)) = S8 (@) fiir alle n € N gilt, ist T wohldefiniert. Au-
Berden ist [|1((k)ker)lln = max_, IS @ia)lle < Comaxi_, llaigs iy < Cumax ) llaelx =
Crll(zk)renllin), das bedeutet, daB I beziiglich I € L L-zahm ist.

Analog erhalten wir, da I~! : proj,_, En — proj,_, En mit I7((zn)nex) = (T2 (Z1(n)))nen
wohldeﬁniirt und beziiglich [ 62 L L-zahm ist. Es ist 1! o I(zp)nen = I~1(SK™ (Ty(n)))nen =
(X o 81 @gm)nen = (in ™ @r(n)Inen = @n)nen fiir alle (n)nen € proje, En. Analog
erhéilt man die entsprechende Aussage fiir 7 o ! und es folgt die Behauptung.

Satz 2.2.7 Es sei 0 — F -2 G £> E — 0 eine kurze L-zahm exakte Sequenz von Fréchetriu-
men und es sei E oder F' L-zahm nuklear. Weiter sei (Ep, i )n,men; (Fn,Jn )n,mex das Spektrum
der lokalen Banachrdéume auf E und F. Ezistiert fiir allel € L eink € L mit k > 1, so daf fiir

jede Folge von nuklearen Operatoren (blrfnﬂ))neN € [, ,en L(Ei(n+1), Fn) eine Folge von Operatoren

(™) en € [ThenL(Ern), Fr) emistiert, so dafs rEm o zzgz;rl) —jntlo rZS:Lfrl) = pi{"tD o if((::f))
fiir alle n € N gilt, dann zerfillt die Sequenz L-zahm.
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(m’i("))neN € [en L(Ekny, Fn) existiert, so daf ram o zkEn;rl) jntlo riffrl) =", if(szfll))

fiir alle n € N gilt, dann zerfillt die Sequenz L-zahm.

Beweis: Es sei (Gp, g )n,men das Spektrum der lokalen Banachriume auf G. Dann erhalten wir
zunéchst folgendes kommutative Diagramm mit exakten Zeilen

0— Fl i1—> Gl Q—1> El — 0
T T T
7 o1 T

0— F, o, G, LN E, —0
o o (A

0— FnJrl jTi’ n+1 Qﬁ n+1 — 0
7 7 T
7 7 T

J Q

wobei F, := gn(J(F))G" fir n € N isometrisch isomorph zum lokalen Banachraum von J(F)

beziiglich der von G induzierten Halbnorm || - ||,, auf J(F) und E,, := Gn/gn(J(F))G” fiir n € N iso-
metrisch isomorph zum lokalen Banachraum von G/J(F) beziiglich der von der Halbnorm || - ||,, auf
G induzierten Quotientenhalbnorm auf G/J(F) ist. Da J beziiglich [ € L ein L-zahmer Homomor-
phismus ist, folgt, daf} stetige Abbildungen Sé(n) : Fl(n) — F,, und le(n) D Fyny — F, existieren,
so daB SL™ o Ji(n) = Jn und 7™ o Jitm) = Jn gilt. Da j,(F) = F, und j,(F) = F, fiir allen € N
gilt, folgt 57" o Si™ = ;™ o " und 7 o Toi™ = T 0 jy(" fiir alle m > n. Da Q beziiglich

n) .

l € L ein L-zahmer Homomorphismus ist, folgt, dal stetige Abblldungen Bl( El(n) — B, und

(B) =
01 Em) fur

Aﬁl(") Eny — E, existieren, so daf§ By ( ) o (n) = in und Ay ) o ii(n) = In gilt. Da 7,
und i, (E) = E,, fiir alle n € N gilt, folgt i™ o BX™ = BX™ o ’iﬁgm)) und 77 0 A = AL
alle m > n.

Wir behandeln zunéchst den Fall, dafi £ L-zahm nuklear ist. Dann erhalten wir unter Anwen-
dung der Proposition 1.1.43 (a) ein Spektrum (én,g,’y)n,meN von Banachridumen und folgendes
kommutative Diagramm mit exakten Zeilen:

0— F; n, Gy o, E’l(l) —0
7 7 7
T 1
00— F, =5 G, LN El(n) — 0 (15)
Tt Tantt Tagy
0— Fuyr ™5 Guar 5 By —0
7

Dariiber hinaus erhalten wir mit Hilfe der Proposition 1.1.43 (a) fiir alle n € N stetige Abbildungen
~ ~ 2 2 2 2
l(n . Gyny — Gy und vl(n) . Gin) — G mit vl( n) Opl((f)L) l (n) l(n) l( (7)1) Qiz (n)

und 9n+1 O Pnyt (n+1) = piz(n) glgn)ﬂ) bzw. Un(n) °© gllEZ;—l) gptto vn(j:fl) fiir alle n € N. Weiter gilt

Qn o vn = iﬁl( ° Qi) fiir alle n € N. Wir betrachten nun fiir n € N das folgende kommutative

bzw. ppn
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Diagramm
In ~ Qn -
00— F, — G, > Eny — 0
fage
ElQ(n)

Tan

L

ta

Els(n) .

n

Da E beziiglich | € L L-zahm nuklear ist, faktorisieren die Abbildung ilz (" tiber den Banachraum
12(n)

l1. Da der Banachraum /; in der Kategorie der Banachriume projektiv ist, existieren stetige Abbil-
~ ~ ~ 2 ~
dungen R, : l; — G,,sodaB Q,o R, = A;(T(LT)L) oa, gilt. Setzen wir nun R,, := R,, od,,, so erhalten

. . . o 4B B B
wir Operatoren mit @, o R, = Qo R,od, = Al(n) 0an °an = Az(n) O b2y

Dann gilt Qn o (Rn o sy = G+ © Rt ) = Qn 0 Ru 0diu(py = Qu o G+ o R

_ A%(n A3(n) _ AP(n4+1)  d(nd1) _ AP B(nd1)  d(nd1) B(nt1) _ B(n+1)
= Az(r(L)) Olpz(n) O Yis(n) ~ " hn) ~° Qn;rl °oRpi1 = Al(n) Oty " hm ©° Al(n+1) © 2 (nq1)
_ 4B B (n+1) 1*(n) _ *(n+1) _ B(n+1) _

= Al(n) Oy T Al(n) ©lpiny O hp(nt1) = 0

Aufgrund der Exaktheit der Zeilen im Diagramm (15) sind damit die Abbildungen

~13 ~73 3

B Y B pry — By mit B, "D = goto (Rn oil M — gt o Rn+1) wohldefiniert.
Setzen wir blrj("ﬂ) = l;lns("ﬂ) o zi:EZIB fiir n € N, so erhalten wir, da E beziiglich [ € L L-
zahm nuklear ist, nukleare Operatoren von Ejs(,41) auf F,. Die Voraussetzung impliziert somit die

Existenz eines k € L mit k > I* und einer Folge Operatoren (rﬁ(") : Bpn) — Fn)nen, so daf
ri™ o z:gz;rl) —jrtlo rZSffrl) = bl:(""rl) o iﬁ(&ﬁ) fiir alle n € N gilt.

Setzen wir nun P, : Ep(,y — G, mit P, := R, o ifa(gz) —Jpo rﬁ("), so gilt g7t o Pyyg

=gptto (Rn+1 ° ifs(g:r?) —Jnt10 TZSTI)) =gntl o Rpyq 0 ifs(&i)) — o gitt okt

= G+t o Ry 0l ) = Jno (FE 0 i) — b 0 D ) = Ry 0 (1 0 0 — o

rEm z’;gz;rl) =P, o zzgz;rl) fiir alle n € N.

Damit ist die Abbildung P : proj,, Ex(ny — proj._, G, mit P((Zp)nen) = (Pn(@n))nen fiir
(Zn)neN € Proj_, Egny wohldefiniert. Im folgenden setzen wir Ig : G — proj,_,, G, mit Ig(z) :=
(gn(2))neny bzw. Ig : E — proj,, Eymy mit Ig(z) = (ign)(2))neny und V @ proj,_, G, —
proj._, Gn mit V((zp)nen) = (v%n) (Zi(n)))nen. Die Abbildung V ist wohldefiniert, da git! o
vil(:fl) = ot o gf((z)*” fiir alle n € N gilt. Fiir R := I;' oV o P o I gilt dann i, 0 Q o R(z) =
Qnognolz'oVoPolg(z)=Qnogn(z) fiir 2 € G mit Ig(z) = V o Polg(z). Das bedeutet, es

ist (gn(2))nen = (U%n) ° Pl(n) ° ik(l(n)) (z))nen- Also gilt i, 0 Q o R(z) = Qn o gn(2)
~ 2 2

= Qr0tn™ 0 Py(ny 0ii(my) () = T ™ 0Quny © Pimy 0k u(my) (&) = T (n)le(n)ORl(n)oile(ér(g))Oik(l(n)) (z)
= il:(") o A;z (Z; o 4:% o iﬁ((lr(g)) 0 i(u(n)) (&) = Tn. Da proj,_, E, = E ist, folgt damit Q o R = id. Die
Abbildung V ist nach der Bemerkung 2.2.6 L-zahm. Die Abbildung I ist L-zahm, da es sich um das
Spektrum der lokalen Banachriume von G handelt. Mit demselben Argument unter Hinzunahme
der Bemerkung 2.2.6 folgt die L-Zahmheit der Abbildung Ig. SchlieBlich ist die Abbildung P, da es
sich um einen Operator zwischen zwei Teilriumen von Produkten von Banachriumen handelt, der
von der n-ten in die n-te Stufe agiert, L-zahm und es folgt die Behauptung.

Wir behandeln nun den Fall, dal F' L-zahm nuklear ist. Dann erhalten wir unter Anwendung der
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Proposition 1.1.43 (b) ein Spektrum (G, §7' )n,men von Banachriumen und folgendes kommutative
Diagramm mit exakten Zeilen:

J1 -4

0— Fl —_— G1 Q—1> El(l) -0

T T
o, 1t i

0— F, 2 Gn 2% Ey -0 (16)
T+t Tant? Tien™

0— Fn—i—l J7i> én—i—l Q7i> El(n+1) -0

T T

Dariiber hinaus erhalten wir mit Hilfe der Proposition 1.1.43 (b) fiir alle n € N stetige Abbildungen
2 ~ ~ 2 2 2 2
ph (™ . Gy — Gp und vy, 1 G — Gy mit vy oph™ = g4 ™) bow. ph™ o Vp(ny = i (n)

2 2 2
und g™ o vpy = v, 0 G bzw. ph ™ o gf2((2)+ D = grtlo plnﬂﬂ) fiir alle n € N. Weiter gilt

pif(") o jl2(n) =Jyo jff(") fiir alle n € N. Fiir n € N betrachten wir nun das folgende kommutative
Diagramm

Fyny

ot
oo

oot

F(n)

3
Sht
t (TL) JzS(n) ~ Qﬁ(n

00— Eg(n) — GlS(n) - )-El4(n) — Q.

Da F beziiglich [ € L L-zahm nuklear ist, faktorisiert die Abbildung ]llz (") iber den Banachraum loo.

n)
Da der Banachraum [, in der Kategorie der Banachriume injektiv ist, existieren stetige Abbildungen

L,: éls(n) — I mit L, 0 Ji3(n) = ano Sllj((s)) Setzen wir nun L, :=d, Of/n, so erhalten wir Opera-
toren, die der Gleichung Ly, 0 Jjs () = dp oL,o Jis(n) = dnoan OSllj((Z)) = Jllzr(L;L) oSllj((Z)) geniigen. Dann
8 T 1%L ~ 8 n 1%L . 2 n 3 n
gilt (Ln o gfa((n;-l) _ Jll((n)-i-l) o Ln-‘rl) o Jl3(n+1) =L, ngagn)"‘l) o Jl3(n+1) _Jll((n;_l) OJll(’r(LJ’_J’I_)l) o S;Q((nj__i))
12 (n) B(n) J3(n+1)  Z(n+1) B(n+1) _ B(n) _ 12 (n+1) B(n+1) 2 (n+1) B(n+1)
= Jl(n) OSl2(") OJlS(n) “Ji(n) OSlQ(n—l—l) - Jl(n) OJl2(n) OSl2(n+1) _Jl(n) Osli(n+1) = 0. Auf-
grund der Exaktheit des Diagramms (16) faktorisieren damit die Abbildungen L., [)53 EZ;F D_ jll ((Z)Jr 2
L1 iiber den Quotienten Gz (n+1)/ ker Qi3(n41) also tiber Ejs (1. Das bedeutet, dafl Abbildungen
~74 ~74 3
b "t ¢ By g1y — Fign existieren, so daB bh "™ o Quni1) = L O?stgz;r Y —J;((Z)Jr Vo Ly fiir
alle n € N gilt. Setzen wir nun b " = j4™ o "+ f5r 5 € N, so erhalten wir, da F beziiglich

I € L L-zahm nuklear ist, nukleare Abbildungen von Fjs(,41) auf Fy, mit bl:(""rl) ° Qs(nt1) =

jﬁl(") o(Lyo gl’:((g)* b_ ]ll((g;_ 2 oL, 11). Die Voraussetzung impliziert dann die Existenz eines k € L mit

k > I* und einer Folge Operatoren (rﬁ(") : Eg(n) — Fp)nen, so daf A oizgz;ﬂ) —jntt orfLSf;“) —

I(n) ~k(n) E(n) _ l(k(n))

4
ph (1) iﬁ(g:l)) fiir alle n € N gilt. Setzen wir P, := j,"” o L, 0 sy =T Olyrny © Qr(n) fir
n €N, so gilt: 57+ 0 Py = g+t o i o Loya 0 gplih) — jptt o rh Y 0 00 0 Qpinsny

_ ]L(TH_I) ~k(n+1) _

k(n) _ .k(n+1 1*(n+1) _ -k(n+1 A(k(n+1
© Liugn 0 GID) — () 0 k) i) o ghiniD)) ol 1)

©lnt1)  ° Qr(nt1)



2 DIE KATEGORIE DER L-ZAHMEN RAUME 39

— jk(n+1) S gzks(&ilf) _ Tﬁ(") o z:g:;d) ° i;((l;(ﬁ)l)) ° Qr(ns1) + Bh (n+1) Qi3(ns1) © glks((r::l))
n ~KElT n 1%L - n LN ~ 8 T A%
= Jﬁl( +1)°Ln+1 Oglk;((n—:-ll)) _Tfi( )Ozzgn;_l)Ozic((lgrf—i-—li_)l))oQk(n-i-l)+.7£l( )O (Ln °© 953((n)+1) - Jll((n)+1) °© LTH-I) °
T A% ~ 8 n ~KlT n - n ~KlT ~KlT »e
57,’“3((”111)) = J’f’L( ) oL, ong gn)'H) oglka((n':_llj) — rﬁ( ) ozz((’;() Do Qk(n) ogzgn;"l) =P, ogzgn;_l) fiir allen € N.
Somit ist die Abbildung P : proj,_,, Gx(n) — Proj,_,, Fn mit P := (P,)nex wohldefiniert.
Im folgenden setzen wir Ig : G — proj,, G, mit Ig(z) = (gn(2))ney bzw. Ir : F —

proj,_, Fn mit Ir(z) = (jn(z))pey und V : proj,_, G, — proj._, ék(n) mit V((Zn)nen) =
(P ™) (22 () men- Die Abbildung V' ist wohldefiniert, da gy o ppit) = g (M)
ghaport ) fiir alle n € N gilt. Da Py 0 phy 5™ 0 giagrmy) © J(@) = P 0 o 5 0 Jir iy © Ty

= P 0 iy © T @ Jingkimy) = G © L 0 Gty © i) © Ty = "

= i o ]ll(QT(L;L) ° Sllj((s)) o Jis(ny = Jjn fiir alle n € N ist, folgt Iz' o PoV o Ig o J = id. Setzen wir

oLyo Jl3 (n) © jllg((rr?) © jk(n)

L= IEI o PoV olIg, so folgt mit derselben Argumentation wie im Fall, dal E L-zahm nuklear ist,
die Behauptung.

Satz 2.2.8 Es sei 0 — F -2 G £> E — 0 eine kurze L-zahm exakte Sequenz von Fréchetriu-
men. Es sei E oder F' L-zahm nuklear. Ezistiert ein m € L, so daf fir allel € L ein k € L existiert
mit k > 1, so daff fir allen € N ein C,, >0 und ein Cp, >0 und 0 < 7, < 8, < 1 ezistieren, so dafi

* ~ #n #x1=fn
Iy < Call el a1y ouf F' und (17)
- lknsy < Call- IZyny - I auf B gitt (18)

dann zerfdllt die Sequenz L-zahm.

Beweis: Es bezeichne (|| - |[n)nen, das monoton wachsende Halbnormensystem auf dem L-zahmen
Fréchetraum F. Setzen wir F' := (F, (|| - |lm(n))nen,), S0 ist der so erzeugte L-zahme Fréchetraum
L-zahm isomorph zu F. Wir wihlen m € N gemifl der Voraussetzung. Sei nun [ € L. Dann
impliziert die Voraussetzung, daf ein k' € L existiert mit k¥’ > [, so daf} die Bedingungen (17)
und (18) gelten. Unter Beriicksichtigung der Bemerkung 2.2.3 (c) sind damit die Voraussetzun-
gen des Lemmas 2.2.1 erfiillt, derart, dal fiir jede beliebige Folge nuklearer Operatoren (b, :
Ejny1) = Fnm))nex, fiir jedes n € N und jedes € > 0 ein C' > 0 existiert, so dafl nukleare
Operatoren ¢ : Egi(n) — Fyy(n—1) mit v(ro) < e und 3 : Ep(nyo) — Fryng1) mit v(r2) < C
existieren, so daf j:Z((Z)_l) o by, o zf(lr(ﬁ:)l ) o zz:EZifg =190 ’::EZ#) + J:Z((Zi)) o 1y gilt. Dann lie-

fert das Lemma 2.2.5 eine Familie stetiger Operatoren (rfr:((z;r 2

K (n+2) o k' (n+3) _ sm(n+1) o K (n+3) b o K (n+1) o k' (n+3)
m(n) T (nt2) ~ Im(n) Trmn+1) = 9n ® Ynp1)” © Yy (ntr)
k = kK o (id + 2), so ist die Voraussetzung des Lemmas 2.2.7 erfiillt, und wir erhalten, daf jede

: Ek’(n+2) — Fm(n))nEN mit

fiir alle n € N. Setzen wir nun

L-zahme kurze exakte Sequenz 0 — F' 256 2% E — 0 Lzahm zerfillt, und es folgt die Be-
hauptung.

Der L-zahme Splittingsatz ist eine Verallgemeinerung des Theorems 4.7 in [V4]. Beachten wir,
daf} ein Fréchetraum (F, (|| - ||n)nen) genau dann die Eigenschaft (DN) besitzt, falls ein p € N exi-
stiert, so daf fiir alle k € Nund 0 < 7 < 1 ein n € N existiert, so daB || - |[x < C|| - [l;7"|| - I}, gilt
(sieche [MV] Lemma 29.10), so erhalten wir unmittelbar aus dem Satz 2.2.8 fiir den Fall L := {l €
NY @ I(n) < I(n+ 1) Vpen } das folgende Splittingresultat von Vogt und Wagner in [V2] und [VW]:
Ist F ein Fréchetraum mit der Eigenschaft (2) und E ein Fréchetraum mit der Eigenschaft (DN)
und ist E oder F nuklear, so ist Ext' (E,F) = 0.

Bemerkung 2.2.9 Es seien E,F € T*S.
(a) Es sei A C E ein L-zahmer Unterraum von E. Weiter sel G C F ein Unterraum und F/G ein
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Bemerkung 2.2.9 Es seien E,F € TLS.

(a) Es sei A C E ein L-zahmer Unterraum von E. Weiter sei G C F ein Unterraum und F/G ein
L-zahmer Quotient von F. Geniigen E und F der Eigenschaft (17) und (18), so erfiillen auch A und
F/@ die Eigenschaft (17) und (18). Denn fiir alle k € Nund y € (F/G, ||-||3)’ 1 N = |lyoqllilae,
wobei ¢ die Quotientenabbildung auf F'/G und G° die Polare von G in (F, || - ||x)" bezeichnet.

(b) Es seien E = Ag(a) und F = Ag(8) Potenzreihenrdume endlichen Typs, versehen mit den
Notmen |(z;)jenll} i= 30, 512 exp(—222) baw. |[(w)enll? = 3252 Jos 2 exp(—22) fir k € .
Weiter sei L := {l €NV Vpen:l(n) <U(n+1) und penVpen : I(n) < n + b} oder
L:={leNV: Vyen : I(n) <Il(n+ 1) und 3, penVnen : [(n) < an + b}. Dann gilt stets || - || <

I Il [ 19" fiir 6, = %tL auf F. Ist nun [ € L, so wéhlen wir k > [ mit k(n) = n + b fiir
b € N bzw. k(n) = an + b fiir a,b € N, und wir erhalten || - |[xn41) < || - ||T"n+2)|| H,lc(nT” fiir
Th = :gzgg :gzgg kEZ; < il auf E. Damit geniigen E und F der Bedingung (17) und (18) fiir

m = id.

(c) Es sei Ag(a) ein nuklearer Potenzreihenraum endlichen Typs. Ag(«) ist genau dann nuklear,
falls > cyexp(—a;t) < +oo fiir alle ¢ > 0 gilt (siehe [MV] Satz 29.6 (2)). Betrachten wir fiir
k € N den zu Ag(a) assoziierten lokalen Hilbertraum A (k) ( ) ={z = (zn)neny € KN ¢ |22 =
D jeN |z;]? exp(—= 20”) < 400}, dann ist die Einbettung zkH A(k+1)( ) — Aék) (o) fir alle k € N
() = e ekllesllifye; und

4 el — §~ . exp(—a;(% — 2-)). Damit ist jeder nukleare Potenzreihenraum endlichen
2 jenN SXPL— (g k+1 J

JEN le;llk+1
Typs Ag(«) schon L-zahm nuklear.

nuklear. Denn bezeichnet e; den j-ten Emheltsvektor so gilt 4

Beachten wir, daB aus Ext!(E, F) = 0 fir E,F € T-S stets Ext! (G, H) = 0 fiir jeden zu E
bzw. F' L-zahm isomorphen L-zahmen Raum G bzw. H folgt, so erhalten wir unmittelbar aus dem
Satz 2.2.8 und den Bemerkungen 2.1.9 und 2.2.9 das folgende

Korollar 2.2.10 Es sei L:={l € NN : V,en:1l(n) <I(n+1) und Jpennen : [(n) < n+ b} oder
L:={leNV: Vyen:l(n) <Il(n+1) und o penVnen : [(n) < an + b}.

Weiter sei E ein Fréchetraum, der L-zahm isomorph zu einem Unterraum eines (nuklearen) Po-
tenzreihenraumes endlichen Typs und F ein Fréchetraum, der L-zahm isomorph zu einem Quotien-

ten eines nuklearen (nicht notwendig nuklearen) Potenzreihenraumes endlichen Typs ist. Dann gilt
Ext; (E,F) = 0.

Ein analoges Resultat wie in 2.2.10 erzielten Poppenberg und Vogt im Fall von zahm bzw.
linear-zahm exakten Sequenzen von Fréchet-Hilbertrdumen, indem Sie in [PV1] Theorem 6.1 und
[PV2] Theorem 6.1 einen zu 2.2.8 dhnlichen Splittingsatz fiir Fréchet-Hilbertrdume nachwiesen. Der
nukleare Fall wurde neben Vogt in [V4] auch von Nyberg in [N1] und [N2] untersucht. Abschlieend
verweisen wir noch auf das Splittingresultat in [P1] Theorem 4.2 fiir Kétherdume A(A), dessen
Formulierung nicht auf zahm und linear zahm eingeschrankt ist, sondern sich an einen allgemeineren
Rahmen hilt, was unserem Ansatz nahe steht.
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3 Die Kategorie der gradierten [-zahmen Riume

3.1 Einfiihrung

Die Objekte in der Kategorie der gradierten L-zahmen R&ume sind alle Vektorrdume E, versehen
mit einer Familie (Hy)ren von Halbnormensystemen, so daB Hy = (|| - ||k,s)sen fir alle &k € N
monoton wachsend ist und die Identitét (E, Hy41) < (E, Hy) fiir alle k¥ € N ein L-zahmer Operator
ist. In diesem Fall schreiben wir Hy11 D Hj fiir k¥ € N und bezeichnen (E, (H)ken) als gradierten
L-zahmen Raum. Wir setzen B = {z € E: |z/[xs < 1}.

Fiir die von den Identititen (E — (E, Hy))ken induzierte Initialtopologie auf E schreiben wir
UrenHi. Ein monoton wachsendes Fundamentalsystem von Halbnormen beziiglich der Topologie
UkenHp, ist (maxj<g ||-1j,x)ken. Im folgenden bezeichnen wir (E, (Hy)ken) als gradierten L-zahmen
Fréchetraum, falls (E, UgenHy) ein Fréchetraum ist.

Die Morphismen zwischen zwei Objekten (E, (HF)ien) und (F, (H} )ien) sind alle linearen Ab-
bildungen 7' : E — F, so da8 fiir alle k € N ein m € N existiert, so da T : (E, HE) — (F, H})
ein L-zahmer Operator ist. Da Hy1 D Hy, fir alle k € N gilt, kénnen wir ohne Einschréinkung der
Allgemeinheit von m > k ausgehen. Wir bezeichnen dann 7' als gradierten L-zahmen Operator und
schreiben T € T E(E , F). Zusammen mit der iiblichen Verkniipfung, Addition und skalaren Multipli-
kation von Operatoren ist TIg“ (E, F) fiir alle gradierten L-zahmen Riume E und F ein Vektorraum,
und wir erhalten insgesamt die additive Kategorie g-7%S der gradierten L-zahmen Riume.

Es sei (E, (Hk)ken) € ¢-T1S und A C E ein linearer Teilraum. Wir bezeichnen A, versehen mit
(Hp| 4)ren, als gradierten L-zahmen Unterraum von E und (E/A, (Hy,)zen), wobei Hy := (||-|2 ) sen
das von den Halbnormen (|| - ||x,s)sen auf E induzierte System von Quotientenhalbnormen bezeich-
net, als gradierten L-zahmen Quotienten von E. Fiir jeden gradierten L-zahmen Unterraum A von
E sind dann offensichtlich die Einbettung A <— F und die Quotientenabbildung E — E/A gra-
dierte L-zahme Operatoren. Daraus folgt wie im Fall der Kategorie der L-zahmen R#iume, dafl
T e Té (E, F) genau dann ein Monomorphismus bzw. Epimorphismus in g-7 ~S ist, falls T' injektiv
bzw. surjektiv ist.

T e TE(E, F) ist genau dann ein gradierter L-zahmer Isomorphismus, falls T bijektiv ist und
falls fiir alle £ € N ein m € N existiert, so dafl ein [ € L existiert, so daf fiir alle s € N ein C5 > 0
existiert mit ||z|g,s < Cs||T ()| 1(s) filr alle 2 € E. Denn die an T' gestellte Bedingung ist offen-
sichtlich dquivalent zu der gradierten L-Zahmheit der Umkehrabbildung.

Essei T € Té (E,F) und A D T(E) ein gradierter L-zahmer Unterraum von F. Dann ist auch
T : E — A ein gradierter L-zahmer Operator. Ist A C T—1(0) ein gradierter L-zahmer Unterraum
von F und bezeichnet ¢ die Quotientenabbildung von E auf E/A, dann ist aufgrund der gradierten
L-Zahmheit von T auch die Abbildung 7" : E JA — Fmit T = T o q ein gradierter L-zahmer
Operator. Damit ist offensichtlich die Einbettung 7-1(0) — E Kern und die Quotientenabbildung
F — F/T(FE) Kokern von T'. Entsprechend ist die Einbettung T'(F) — F Bild und die Quotien-
tenabbildung E — E/T~1(0) Kobild von T.

Wir verwenden im folgenden fiir den Kern und Kokern bzw. fiir das Bild und Kobild von T €
TY(E, F) in Einklang mit dem Kapitel 1 die Bezeichnung ker T und coker T' bzw. im T und coim 7.

Betrachten wir nun die von 7' induzierte Abbildung 7' : E/T~(0) — T(E) zwischen Kobild
und Bild von T' mit T'|g_,pp) = To q, so ist T stets ein Bimorphismus in g-7 ©S. T ist genau dann
ein Isomorphismus in g-7 %S, falls fiir alle £ € N ein m € N existiert, so daB ein | € L existiert, so
daB fiir alle s € N ein C > 0 existiert mit ||y||5,s < Cn||Ty||m7l(S) fiir alle y € E/T~1(0). Damit ist
T genau dann ein gradierter L-zahmer Homomorphismus, falls fiir alle £ € N ein m € N existiert, so
daB fiir ein [ € L existiert, so daf fiir alle s € N ein C, > 0 existiert mit [|q(2)||r,s < Csl|T(2)|m.1(s)
fiir alle z € E. Das bedeutet T € TIg“(E7 F) ist genau dann ein gradierter L-zahmer Homomorphis-
mus, falls fiir alle k¥ € N ein m € N existiert, so da T : (E, HF) — (F, HE)) L-zahm offen auf sein
Bild ist. Da H, C Hj41 gilt, kénnen wir ohne Einschrinkung der Allgemeinheit von m > k ausgehen.

Im folgenden wollen wir die Existenz von Produkten in der Kategorie g-7'S nachweisen. Da-
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zu sei ((En, (H)ken))nen eine abzihlbare unendliche Folge von Objekten in g-7%S. Wir setzen
[[<x HY = (maxp<k | - I} )sen fiir k& € N. Da das Halbnormensystem H}' fiir alle k,n € N
monoton wachsend ist, ist auch [],_, H} fiir alle & € N monoton wachsend. Um nachzuweisen,
daf8 die Identitit ([[,cn En,[[icps1 Hiv1) = [en Ens [Lo<p Hi) fiir alle k& € N L-zahm ist,
beachten wir, daf die Identitdten (E,,H} ;) — (En, Hy) fiir alle n,k € N L-zahm sind. Auf-
grund der Existenz des endlichen L-zahmen Produktes folgt damit die L-Zahmheit der Identitét
(ILo<i En: [on<r Hirpy) = U<k Ens11,<, Hi) fiir alle & € N. Das bedeutet, da8 fiir alle k € N
ein [, € N existiert, so daB8 fiir alle s € N ein Cy s > 0 existiert, so da max,<y HanQS <
Cl,s MaxXp <k Hxn”ZH)l(s) < Ch,s MaXp<jot1 Hxn”ZH)l(s) fir alle (vn)neny € [],cy En- Damit gilt
[l<ki1 Hir O IL.<p Hi, und insgesamt ist das abzéihlbare unendliche Produkt []
hen mit ([, -, H')ken ein Objekt in g-7~S.

Die natiirlichen Projektionen m, : (IT,cn Ens 1< Hin) — (En, HJ) sind fiir alle n € N und
m > n L-zahme Operatoren, denn nach Abschnitt 2 ist m, : ([[— En,[1,,<,, H%) — (En, HD)
fiir alle n < m L-zahm. Da H}',; D H}! fiir alle k,n € N gilt, ist die Identitét (E,, H}},) — (E,, H}!)
fiir alle n, k € N und alle m > k ein L-zahmer Operator. Wahlen wir nun zu n,k € N ein m > n, k,
so ist die Projektion m, : ([[,cn Ens [l <m Hin) — (En, H}) — (En, H}}) ein L-zahmer Ope-
rator und damit 7, : ([],cn Ens ([1<rx Hi Jken) — (En, (H} )ken) fiir alle n € N ein gradierter
L-zahmer Operator.

Es sei F € g¢7%S und g, € TIg“(F, E,) fir n € N. Weiter sei k € N. Fiir n = 1,... , k existiert
ein m, € N, so daB g, : (F,H}, ) — (En, H}") L-zahm ist. Da H[ , D H} fiir alle k € N
gilt, konnen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit von m; = ... = my =: m ausgehen. Da in
der Kategorie 7S endliche Produkte existieren, ist damit die Abbildung (g,)n<k : (F, HL) —
(IT,,<i Ens1L,<x Hy}) ein L-zahmer Operator. Das bedeutet, da8 ein | € L existiert, so daf fiir

alle s € N ein C5 > 0 existiert, so dal maxp<y ||gn(2)[[} , < CS||xH5%l(S) fir alle z € F. Damit
ist g : (F, (H{ Jken) — (IT,en Ens (I T<x Hi)ken) ein gradierter L-zahmer Operator. Wir halten
fest: Eine lineare Abbildung g : (F,(Hf )ren) — (ITnen Ens TTn<r Hi)ken) ist genau dann ein
gradierter L-zahmer Operator, falls 7, o g € TIg“ (F, Ey,) fir alle n € N gilt.

Im Gegensatz zu der Kategorie 7S der L-zahmen Riume erhalten wir also in der Kategorie g-7 ~S
der gradierten L-zahmen Réume die folgende

neN FE,, verse-

Proposition 3.1.1 Die Kategorie g-T*S besitzt abzihlbar unendliche Produkte.

Das abzéhlbar unendliche gradierte L-zahme Produkt bezeichnen wir im folgenden mit TIg“—Hn en En-
In Anlehnung an die in [DV] Sec. 2 definierte konstante Gradierung setzen wir folgendes fest: Es
sei (E, (||-||s)sen) ein L-zahmer Vektorraum. Versehen wir F mit der konstanten Folge des Halbnor-
mensystems H := (|| - ||s)sen), so erhalten wir einen gradierten L-zahmen Vektorraum (E, (H)ken),
den wir im folgenden mit E° bezeichnen. Das von (Ef)nen induzierte gradierte L-zahme Produkt
(ITen Ens (1<p Hn)ren) mit [, o, Hn == (maxu<i || - [|¥)sen bezeichnen wir mit g, -],y En-
In der Kategorie g-7 LS existiert also insbesondere das endliche Produkt. Im folgenden verstehen
wir unter dem endlichen Produkt stets ([],«yn En, (I1,,<n Hp )ken) mit [[,, oy Hj := (maxp<n || -

7 s)sen. Wir bezeichnen das endliche gradierte L-zahme Produkt mit TIg“-HnS ~ Ern und im Fall
N =2 mit E4 xg FEs. Weiter gilt:

Bemerkung 3.1.2 Es sei T), € Té(En, F,) fiir n € N. Dann ist der Operator T := (T}, © T )nen :
Té-HneN E, — Té—HneN F,, ein gradierter L-zahmer Operator, denn offensichtlich gilt 7, o T =
T, o 7, fiir alle n € N. Sind die Operatoren (T}, )nen gradierte L-zahme Homomorphismen, so ist
auch der Operator T' ein gradierter L-zahmer Homomorphismus. Denn sei k& € N, dann existiert
ohne Beschrénkung der Allgemeinheit ein m > k, so dafi T,, : (E,, H}) — (F,, H}},) fur alle
n = 1,...,k L-zahm offen auf sein Bild ist. Mit der Bemerkung 2.1.2 ist dann (T}, o my)n<k :
(IL,<x B, 11,,<x HY) — (lLu<k Frs[L,<r Hi) L-zahm offen aufs Bild. Das bedeutet, dafl ein
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I € L existiert, so dafl fiir alle s € N ein Cs > 0 existiert, so dafl inf . ) m<k€ker(Th)n <, MAXn <k lzn +
zn||k . < Csmaxp<yi || Th (xn)”mz ) < < Csmaxp<m | Th (xn)||ml 5) fur alle (zn)nen € [],en En gilt.
Ist (Zn)ngk € ker(T,,)n<k, so gilt (z1,...,2k,0,0,...) € ker T. Damit ist also der Operator

T: (Ilhen Ens e HY) — (I hen Ens Hn<m m) L-zahm offen aufs Bild, und es folgt die Be-
hauptung.

Lemma 3.1.3 Fiir jedes injektive Objekt (I, (|| ||s)sen) in der Kategorie T*S der L-zahmen Riume
ist I¢ ein injektives Objekt in der Kategorie g-T*S der gradierten L-zahmen Rdume.

Beweis: Es sei T' € TI&: (E,I°) und i € TI&: (E, F) ein injektiver gradierter L-zahmer Homomorphis-
mus. Dann existiert ein m € N, so dafi T': (E, H,,) — (I, (]| - ||s)sen) ein L-zahmer Operator ist,
und zu m existiert ein r € N, so daf ¢ : (E, H,,) — (F, H,.) L-zahm offen aufs Bild ist. Das Lemma
2.1.12 impliziert dann die Existenz eines L-zahmen Operators T : (F, H,) — (I, (|| - ||s)sen) mit
T oi=T. Damit ist T : F — I¢ schon ein gradierter L-zahmer Operator.

Proposition 3.1.4 Die Kategorie g-T*S besitzt geniigend viele injektive Objekte.

Beweis: Es sei E € g-T'S. Da die Kategorie T'S geniigend viele injektive Objekte besitzt, exi-
stiert fiir alle n € N ein injektives Objekt (I,,, H,) € TES mit H,, := (|| - ||?)sen und ein injek-
tiver L-zahmer Homomorphismus J,, : (E, HF) — (I, H,). Betrachten wir nun (I,,, H,) und
(E,HF) =: E, als gradierten L-zahmen Raum, so ist J,, ein injektiver gradierter L-zahmer Ho-
momorphismus. Unter Beriicksichtigung der Bemerkung 3.1.2 ist damit auch der Operator J :=
(Jn)nen ¢ gu-Ilnen Bn — gu-Il,en In ein injektiver gradierter L-zahmer Homomorphismus. Wir
setzen i : (B, (H;f )nen) — g.-[l,en En mit i(x) := (2)nen. Die Abbildung i ist offensichtlich
injektiv. Da 7, 0i = id : (E, (HE),en) — (E, HE) gilt, ist i ein gradierter L-zahmer Operator. Da
stets [|]k,s < maxp<pm [|2]n,s fiir alle m > k gilt, folgt, daB i : (E, HY) — ([T,.en En [1<ps1 Hn)
fiir alle k € N L-zahm offen aufs Bild ist. Also ist insgesamt 7 € TIg“ (E,g.-I],en En) ein gradierter
L-zahmer Homomorphismus. Da die Komposition zweier injektiver gradierter L-zahmer Homomor-
phismen wieder ein injektiver gradierter L-zahmer Homomorphismus ist, folgt schliellich mit J o4
unter Beachtung des Lemmas 1.2.3 und 3.1.3 die Behauptung.

Lemma 3.1.5 Es sei (F,(Hy)ren) ein gradierter L-zahmer Fréchetraum und (Fy,, j), ren ein L-
zahmes projektives Spektrum von Fréchetriumen. Weiter sei (j, : F — F,)nen eine Familie
linearer Abbildungen, so daf fir alle n € N ein v € N existiert, so daf j, : (F,H,) — F, ein
L-zahmer Operator ist und j¥ o ji. = j, fiir alle k > n gilt. Dariiber hinaus ezistiere fiir alle n € N

einm € N mit j7(F,,) C jn(F)F". Ezistiert fir alle k € N einr € N, so daf$ ein | € L ezistiert, so
daf fiir alle s € N ein Cs > 0 existiert, so dafs jT_l( I(s )) c Cs Bk s gilt, dann ist die kurze Sequenz

0— (Fa(Hk)kEN) L>gL'l_[ F, L)gL_H F,—20
neN neN

mit 5(x) = (jn(2))nen und o((xp)nen) = (Tn — 177 (2p11))nen gradiert L-zahm exakt.

Beweis: Offensichtlich implizieren die Voraussetzungen (F, UgenHy) = proj._; Fi im topologischen
Sinne, wobei wir proj_,, Fj als Unterraum des topologischen Produkts [],, en P auffassen. Damit

gilt im j = ker 0. Da fiir alle n € N ein m € N existiert mit j7*(Fy,) C jn(F )F folgt die Surjektivitét
der Abbildung o. Da fiir alle n € N ein v € N existiert, so da8 j, : (F, H,) — F, ein L-zahmer
Operator ist, folgt die gradierte L-Zahmheit der Abbildungen j, : (F, (Hg)ren) — Fr. Insgesamt
erhalten wir, dafl j € Té(F, gu-Il,en Fn) gilt. Da die Abbildungen j;* : Fy, — Fj, fiir alle m > k
L-zahme Operatoren und die Projektionen 7y, fiir alle k£ € N gradierte L-zahme Operatoren sind, ist
der Operator m; 0 0 = mp — j,’j“ O Tt : gL—HneN F,, — F}, fir alle k € N gradiert L-zahm, und
damit gilt insgesamt o € TIg“(gL-HneN Fo go-Then Fn)-
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Im folgenden bezeichnen wir das Halbnormensystem Ny auf Fj mit (|| - ||¥)sen und setzen BY :=
{(zn)nen € [T,en Fn : max;<y |22 < 1}. Nach Voraussetzung existiert fiir alle k € N ein r € N,
so daf ein [ € L existiert, so daf} fiir alle s € N ein C5 > 0 existiert, so daf jr_l(Bng)) c C.B{,
gilt. Daraus folgt: j(CSB,fs) D j(jfl(BfE;))) D Bj,) Nimj. Damit ist j ein gradierter L-zahmer
Homomorphismus.

Um nachzuweisen, dafl die Abbildung o ein gradierter L-zahmer Homomorphismus ist, wihlen wir
zunichst zu k € N ein m € N, so da8 j;"(F,,) C jk(—F)Fk gilt. Im folgenden wollen wir nachweisen,
daB dann o : (J],en Fns [Li<ck Nn) — (I en Frs 1< Nn) L-zahm offen ist. Da nach Voraus-
setzung die Abbildungen jj fiir alle k,u € N L-zahm sind, kénnen wir ohne Einschrinkung der
Allgemeinheit davon ausgehen, daf} ein [ € L existiert, so daB fiir alle s € N ein C~'5~> 0 existiert,
so daB [[jn ()" < Cl - H?(:)l fir alle n = 1,...,m — 1 gilt. Nun diirfen wir [ > id anneh-

men, also erhalten wir, indem wir [ := ™ setzen, daB fiir alle s € N ein Cy > 0 existiert, so daB
A2 < Cy]| - ||l”(s) fir alle 1 <n < p < m gilt. Es sei s € N. Weiter sei (2, )nen € [[,,en Fn und

€ > 0. Wir wihlen z € F mit ||} (zm) —jk(z)||f(s) <. Dann gilt: ||z, — jn(2)||? < Zzznl lhz, —

G @ )IIE + 157 (@) = dn ()7 < S0 Collen = 38 @) ) + Colli (wm) = dr(2)15) <
mCs max’; [z, — jﬁ+1(xu+1)||l“(s) + Cse fiir alle 1 < n < k. Da stets (j,(2))nen € kero fiir alle
z € Fist und € > 0 beliebig wihlbar ist, erhalten wir insgesamt, dafl ein [ € L existiert, so daf fiir alle
s € N ein Cy > 0 existiert mit inf ., _crero Maxk_y ||z, — 2|7 < Cs max;; [z, —jﬁ+1xu+1||f(s)
fiir alle (2 )nen € [],cn Fn- Damit ist o ein gradierter L-zahmer Homomorphismus, und es folgt
die Behauptung.

Bemerkung 3.1.6 Es sei (F, (Hj)ren) ein gradierter L-zahmer Fréchetraum. Fiir k& € N betrach-
ten wir den zu (F, Hy) separierten Quotienten (F Hk)/ﬁHk Wir bezeichnen mit (F, Hy) seine
Vervollsténdigung, wobei Hj die Fortsetzung des Halbnormensystems bestehend aus den von Hy,
induzierten Quotientenhalbnormen auf F'/ 0" bezeichnet. Betrachten wir nun die Abbildungen
g+ F— Fj, mitx»—»x—l—ﬁHk und ji* 1 F — Fy mitx—l—ﬁH’" |—>3:—|—6H’C fiir k € Nund m > k,
so erhalten wir ein projektives Spektrum von Fréchetraumen mit j;* o j,, = ji fiir alle m > &k und

jk(F)F’c = F}, fiir alle k € N. Aus ||z|y,s = inf _gu |2+ 2[[k,s = [lk(2) |5 fiir alle k, s € N und alle

x € F, folgt daB die Abbildungen jj, : (F, Hy,) — (F, Hy) fiir alle k € N L-zahme Homomorphis-
men sind. Da Hy4q1 D Hj, fiir alle k € N gilt, sind die Abbildungen j;* : F,,, — Fj, fiir alle m > k
L-zahm. Das auf diese Weise erzeugte L-zahme Spektrum von Fréchetrdumen bezeichnen wir im
folgenden als das Spektrum der lokalen Fréchetriume von F.

Das Lemma 3.1.5 zusammen mit der Bemerkung 3.1.6 liefert fiir gradierte L-zahme Fréchetrdume
die Existenz einer kanonischen Auflésung, welche wir im folgenden Korollar festhalten:

Korollar 3.1.7 Es sei (F,(Hy)ren) ein gradierter L-zahmer Fréchetraum. Dann existiert ein L-
zahmes projektives System (Fy, j7")n,men von Fréchetriumen und eine Familie L-zahmer Operatoren

(jn = (F, Hp) — Fp)nen, so daff F,, = jn(F)Fn fiir alle n € N gilt und die kurze Sequenz

0— (Fa(Hk)kEN) L>gL'l_[ F, L)gL'H F,—20
neN neN

mit j(x) := (jn(@))nen und o((Tn)nen) = (zn — ji*

(nt1))nen gradiert L-zahm exakt ist.

Bemerkung 3.1.8 Wir wollen nun den Bezug zu Domariski und Vogt in [DV] eingefiihrten Defi-
nition eines gradierten Fréchetraumes erldutern. Dazu sei ((Ek, i7")k,men, (ix)ken) ein festes Spek-
trum aus einer Aquivalenzklasse projektiver Spektren aus Fréchetriumen auf einem Fréchetraum
FE im Sinne von Domanski und Vogt, wobei wir fiir k£ € N den Fréchetraum Ej mit einem festen
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monoton wachsenden Fundamentalsystem von Halbnormen versehen, das wir mit (|| - ||x,s)sen be-
zeichnen. Dann induziert fiir £ € N die Abbildungen i ein monoton wachsendes Halbnormensystem
Hi = (|lis(-)|lk,s)sen auf E. Da die Abbildungen ¢}* fiir alle m > k stetig sind, ist die Einbet-
tung (E, Hiy1) — (E, Hy) fur alle k € N stetig. Die von dem Spektrum ((Ex,i7")k,men; (ik)ken)
induzierte projektive Topologie auf F, ist gerade die lokalkonvexe Topologie UgenHy. Setzen wir
L:={le€N\:ln) <ln+1)Ven} und versehen wir E mit der Folge (Hj)ken, so ist E ein
gradierter L-zahmer Fréchetraum in unserem Sinne. Das bedeutet, jeder Reprisentant einer Aqui-
valenzklasse von projektiven Systemen im Sinne von Domanski und Vogt induziert genau einen
gradierten L-zahmen Fréchetraum in g-7%S. Aquivalente Spektren im Sinne von Domanski und
Vogt induzieren gradiert L-zahm isomorphe Fréchetriume in der Kategorie g-7 ~S.

Ist T: (E, (Enyil)n,men, (in)nen)) — (F, ((Fn, J7)n,men, (4n)nen)) ein gradierter Operator nach
Domarnski und Vogt, so bleibt T offensichtlich unter der oben beschriebenen Betrachtungsweise
ein L-zahmer gradierter Operator in g-7 “S. Analoges gilt auch fiir Homomorphismen. Insgesamt
bedeutet das, daBl jede gradiert exakte Sequenz im Sinne von Domanski und Vogt auf die oben
beschriebene Art und Weise gradiert L-zahm exakt in g-7 “S bleibt.

Sei andererseits L := {l € NN : [(n) <I(n+1) Vpen} und (E, (Hg)ken) ein gradierter L-zahmer
Fréchetraum, dann ist das Spektrum der lokalen Fréchetraume ((En, %" )n,meN, (in)nen) ein redu-
ziertes Spektrum aus Fréchetrdumen auf (F, Ueny Hy) im Sinne von Domariiski und Vogt. Indem wir
(E, UgenHy) mit der Menge aller zu dem Spektrum ((Ey, i7" )n.men, (in)nen) dquivalenter Spektren
versehen, wird (E, UgenHy) zu einem gradierten Fréchetraum nach Domanski und Vogt. Jeder gra-
dierte L-zahme Fréchetraum induziert eine Gradierung nach Domanski und Vogt. Sind (E, (H)ken)
und (E, (fj k)ken) gradiert L-zahm isomorph, so induzieren sie die gleiche Gradierung. Da die von der
Abbildung i induzierte Initialtopologie auf E und die von dem Halbnormensystem Hj induzierte
Topologie auf F fiir alle k € N iibereinstimmen, erhalten wir: Ist T : (E, (HE )ken) — (F, (HE )ken)
ein gradierter L-zahmer Operator bzw. ein gradierter L-zahmer Homomorphismus zwischen zwei
gradierten L-zahmen Fréchetrdumen, dann ist 7" unter der oben beschriebenen Betrachtungsweise
ein gradierter Operator bzw. ein gradierter Homomorphismus im Sinne von Domanski und Vogt.
Das bedeutet: Gradiert L-zahm exakte Sequenzen gradierter L-zahmer Fréchetraume bleiben auf
die oben beschriebene Art und Weise gradiert exakt in der Betrachtungsweise von Domanski und
Vogt.

Satz 3.1.9 Die Kategorie g-T =S ist quasiabelsch.

Beweis: Fiir den folgenden Beweis beriicksichtigen wir den Satz 1.1.29. Es sei A C F xé G ein gra-
dierter L-zahmer Unterraum und mg|4 ein injektiver gradierter L-zahmer Homomorphismus. Das
bedeutet, daB fiir alle k € N ein m € N existiert, so daB 7¢ : (A, (Hf x HY)|a) — (G, HS)
L-zahm offen aufs Bild ist. Beachtet man, da HEY O HE gilt, so geht der Nachweis dafiir, daf
q|F><gLO D(Fxko,HE xE0) — ((F xL G)/A, H))) injektiv und L-zahm offen aufs Bild ist, analog
zu dem Beweis 1.1.30 (a). Dabei bezeichnet ¢ die Quotientenabbildung auf (F x [ G)/A und H), das
von den Halbnormen Hf x HS induzierte System von Quotientenhalbnormen auf (F' x G)/A. Da
q ein gradierter L-zahmer Operator ist, ist auch die Einschrinkung ¢ FxL0 ein gradierter L-zahmer
Operator. Insgesamt folgt damit, dafi g| FxL0 ein injektiver gradierter L-zahmer Homomorphismus
ist.

Der Beweis dafiir, dafl im Fall eines gradierten L-zahmen Unterraumes A C F’ xé G, so daf3 die Quo-
tientenabbildung ¢ auf (F xg G)/A eingeschrinkt auf 0 x 5 G ein surjektiver gradierter L-zahmer
Homomorphismus ist, die Abbildung 7p|4 ein surjektiver gradierter L-zahmer Homomorphismus
ist, geht analog. Hier beachte man zusitzlich, da HS D HS ist.

Es sei E € g-TLS. Analog zu der Kategorie der L-zahmen Riume setzen wir Té (B, )(X) =
Ty (E,X) fiir alle X € g-7*S und Tg(E,)(T) := T* fiir alle T € T{(X,Y) und alle X,Y € g-T+S
mit 7% : Ty (E, X) — TZ(E,Y) und T*(A) := ToA fiir alle A € T} (E, X). Auf diese Weise erhalten
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wir einen additiven Funktor TIg“(E7 )i gTES — LS, wobei LS die Kategorie der Vektorriume
bezeichnet.
Genauso wie im Fall der L-zahmen Raume beweisen wir folgende

Proposition 3.1.10 Es sei E € g-T~S. Der Funktor TIg“(E, -) ist injektiv.

Die Rechtsableitungen des Hom-Funktors in der Kategorie g-7%S der gradierten L-zahmen
Réume definieren wir wie folgt: Extg(E,F) = ker(y = im¢* = TIg“(E,F) und Extg(E,F) =
coker (im¢5_; < keref) = ker¢f/im ¢}, fiir k > 1.

Bemerkung 3.1.11 Es seien E, F € g-TLS.

(a) Ist (Fj,)nen eine Folge gradiert L-zahmer Réume, so folgt unmittelbar aus der universellen
Eigenschaft des abzdhlbar unendlichen Produkts, dafl Té(E, Té—HneN F.) =1Il,en Té (E, F,) gilt.
Beriicksichtigen wir die Bemerkung 3.1.2 und 1.2.3, so folgt wie in der Bemerkung 2.1.15 (a), dafl
Exty (B, Tg-[Tpen Fr) = [oen Exte (B, ) fiir alle k > 1 gilt.

(b) Aus der universellen Eigenschaft des endlichen Koproduktes erhalten wir:

Ist (Ey)n<n eine endliche Folge gradierter L-zahmer Riume, so ist Eth(HnS ~ En, F) isomorph zu
[1,.<n Exty (E,, F) fiir alle k > 0.

In Analogie zu der Kategorie 7=S der L-zahmen Riume bezeichnen wir eine exakte Sequenz in
g-T LS als gradiert L-zahm exakt und das Zerfallen in g-7*S als gradiertes L-zahmes Zerfallen.

Satz 3.1.12 Der Satz 2.1.16, die Proposition 2.1.17 und der Satz 2.1.18 gelten auch in der Kate-
gorie g-TLS der gradierten L-zahmen Rdiume.

3.2 Ein gradierter L-zahmer Splittingsatz

In der Beweisfiihrung der folgenden Resultate spielt die kanonische Auflésung der lokalen Fréchet-
rdume aus dem Kapitel 2 eine zentrale Rolle. Aus diesem Grund setzen wir im folgenden stets
gradierte L-zahme Fréchetraume voraus. Um die Ergebnisse in einem allgemeineren Rahmen zu
formulieren, liegt es nahe, zu dem Spektrum der lokalen Fréchetriume L-zahme dquivalente Spektren
zu betrachten, was zur folgenden Definition fiihrt:

Definition 3.2.1 Es sei F' ein gradierter L-zahmer Fréchetraum und (Fy,jn)nmen das Spek-
trum der lokalen Fréchetraume von F. Ein zu (Fy, ™) n.men gemdf 1.1.41 in der Kategorie T*S

der L-zahmen Rdume dquivalentes Spektrum (Fp, 70 )n.men aus Fréchetriumen bezeichnen wir als
definierendes Spektrum fiir F.

Bemerkung 3.2.2 Es sei (F, (Hy)ken) ein gradierter L-zahmer Fréchetraum und (F,, j7")n,meN
das Spektrum der lokalen Fréchetrdume von F'.

(a) Ist (Fi, 77)n.men ein definierendes Spektrum fiir £ und T Finy — F, bzw. SE™ .
Fk(n) — F,, L-zahme Operatoren, die der Eigenschaft (3) und (4) aus 1.1.41 geniigen, so erhalten
wir, indem wir j, := T,lf(n) 0 Jr(n) * (F, Hk(n)) — F, firn e N setzen, eine Familie L-zahmer
Operatoren, so daB SE™ o Jk(n) = Jn fiir alle n € N gilt. Da die Operatoren TF™ baw. SE™ figy
alle n € N L-zahm sind, existiert einerseits fiir alle n € N ein m € N, so dafl ein | € L existiert,
so daf fiir alle s € N ein Cy > 0 existiert mit j;,! (Bll?’s“)) C j Y (CsBE), und andererseits existiert
fiir alle n € N ein m € N, so daf} ein [ € L existiert, so daB fiir alle s € N ein Cy > 0 existiert mit
j;bl(Bl(m) C j71(C,BF"). Da fiir das Spektrum der lokalen Fréchetrsume das Bild der Abbildung

5

Jjn fiir alle n € N dicht in F), liegt, existiert fiir alle n € N ein m € N, so da8l j7*(F,,) C jn(F)Fn gilt.



3 DIE KATEGORIE DER GRADIERTEN L-ZAHMEN RAUME 47

Insgesamt erfiillt damit jedes definierende Spektrum fiir F' die Voraussetzungen des Lemmas 3.1.5,
was die gradierte Exaktheit der kanonischen Auflésung

0—>(F7(Hk)k€N)i’gL_HFnL)gL'HFn—’O
neN neN

mit .7(1:) = (jn(x))neN und U((xn)neN) = (‘Tn - j?z-i_l (‘Tn-l‘l))nEN impliZiert'

(b) Es sei E ein weiterer gradierter L-zahmer Fréchetraum und (E,,, j")n,men das Spektrum der
lokalen Fréchetrdume von FE.
Ist T : E — F ein gradierter L-zahmer Operator, dann existiert fiir alle n € N ein m € N, so daf§
ein L-zahmer Operator 1" : E,, — F), existiert, so da j, o T =T" o i, gilt.
Ist F' ein L-zahmer Fréchetraum, so stimmen die lokalen Fréchetrdume von F'¢ mit F' iiberein. Das
bedeutet, daf jeder gradierte L-zahme Operator T' : E — F°€ fiir ein m € N L-zahm {iber den
lokalen Fréchetraum E,, von E faktorisiert. Ist A,, : E,, — F°¢ L-zahm mit A,, o, = A, so
existiert fiir jedes weitere definierende Spektrum (En, ") n.men fiir E ein r € N und ein L-zahmer
Operator S, : E, — E,.,sodal A, 0S8 o7, = A gilt.
Ist schlieBlich T': F — F ein gradierter L-zahmer Operator und (En, ), meN bzw. (Fn,jzl)nymeN
ein definierendes Spektrum auf F bzw. F', so folgt aus dem oben gezeigten und der Definition von

definierenden Spektren, daf fiir alle n € N ein m € N und ein L-zahmer Operator 7,)" : E,, — F,
existieren, so daf} 7, o T' =T o 7y, gilt.

Lemma 3.2.3 Es sei E ein gradierter L-zahmer Fréchetraum und F ein L-zahmer Fréchetraum.
Weiter sei (Ep, i7" )n.men €in definierendes Spektrum fir E, so daf$ fir alle n € N ein m > n
existiert, so daf Ext)(E,, F) =0 gilt. Dann folgt ExtéL (E,F°¢)=0.

Beweis: Essei 0 — F —— Iy =% I} =% I, =2 ... eine injektive Auflosung fiir F in der Kategorie
TES der L-zahmen Riume. Nach der Bemerkung 2.1.7 kénnen wir davon ausgehen, daf8 I, fiir alle
k > 0 ein L-zahmer Fréchetraum ist.

Dannist 0 — F¢ = I§ % It % I§ 25 ... unter Beriicksichtigung des Lemmas 3.1.3 eine injek-
tive Auflésung fiir F© in der Kategorie g-7 »S der gradierten L-zahmen Raume. Es ist ExtéL (E,F°) =
0 genau dann, falls fiir alle A € T;J(E7 If) mit ;;0A =0ein B € TI&:(E, I§) existiert, so dal A = oo B
gilt. Ist A € TIg“. (E, If), dann existiert nach der Bemerkung 3.2.2 (b) ein m € N, so daf ein Operator
A, € TL(Em,Il) existiert mit A = A,, o i, und ¢; o A, = 0. Ohne Einschrinkung der Allge-
meinheit sei m € N so gewiihlt, da Ext; (E,,, F) = 0 gilt. Dann existiert ein L-zahmer Operator
B € TY(Eyp, Ip) mit Ay, = 190 B. Da B oy, € Tg(E,I§) ist und A = 190 B o iy, gilt, folgt damit
die Behauptung.

Die Aussage des obigen Lemmas bleibt auch unter der Voraussetzung, dafl (E, (Hy)ren) ein
beliebiger gradierter L-zahmer Raum und F' ein L-zahmer Raum ist, erhalten. Anstelle des definie-
renden Spektrums wird dann die Folge der L-zahmen Riaume (E, Hy)gen betrachtet. Der Beweis des
anschlieBenden gradierten Splittingsatzes 3.2.10 steht in engem Zusammenhang mit der folgenden

Proposition 3.2.4 Es sei E € g-T*S und F ein gradierter L-zahmer Fréchetraum. Weiter sei
(Frn, i) nmen ein definierendes Spektrum fiir F' und

0— (Fv(Hk)kEN) LgL'HFn L)gL'HFn —0
neN neN

seine kanonische Aufiosung mit j(x) = (jn(2))nen und o((xn)nen) == (Tn — j27 (@pe1))nen.
Dariiber hinaus gelte ExtglgL (E,FS) =0 fiir alle n € N. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) Es gilt Extg (E,F) = 0.
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(b) Fir jeden OperatorT € TIg“(E, gu-[Lnen Fn) existiert S € TIg“(E7 gu-1lnen Fn), so dafiooS =T
gilt.

(c) Es gilt Proj (T (E, F%))nen = 0.

Beweis: "(a) = (b)": folgt unmittelbar aus 2.1.18 fiir die Kategorie g-7~S der gradierten L-zahmen
Réume.

"(b) = (a)": Beachten wir den Satz 2.1.17 fiir die Kategorie g-7 =S, so reicht es nachzuweisen,
daf jede beliebige gradiert L-zahme kurze exakte Sequenz der Form

0—>Fi>Gi>E—>O

gradiert L-zahm zerfillt. Da ExtéL (E,FS) =0 fiir alle n € N gilt, folgt mit der Bemerkung 3.1.11
(a), dal auch ExtéL (E,g.-[1,en Fn) = 0 ist. Damit sichert der Satz 2.1.18 fiir die Kategorie g-7%S

die Existenz einer Abbildung ¢ € TI&: (G, g-11,en Fr) mit ¢ o J = j. Wir erhalten also folgendes
gradiert L-zahme kommutative Diagramm mit gradiert L-zahm exakten Zeilen:

0— F j—>gL_HnEN Fn U—)gL_HnEN Fn —0
I Te .

0— F 5 G — F — 0.

Die Proposition 1.1.37 (a) liefert dann eine Abbildung T' € TIg“(E7 gu-[Lhen Fn) mit ToQ = oo¢. Aus
der Voraussetzung folgt dann, daf3 eine Abbildung S € TIg“(E7 gu-[Len Frn) existiert, so daB oS =T

gilt. Unter Beriicksichtigung der Proposition 1.1.31 existiert damit eine Abbildung L € Té (G, F)
mit L o J = I, woraus schliellich die Behauptung folgt.

"(b) = (c)": folgt unmittelbar aus der universellen Eigenschaft des abzéhlbar unendlich gradier-
ten L-zahmen Produktes.

"(¢) = (b)": ist offensichtlich erfiillt.

Wir kommen nun zu der Definition eines strikt gradierten L-zahmen Fréchetraumes. In Analogie
zu der Definition eines strikt gradierten Fréchetraumes in [DV] Sec. 2 ist das Ziel, fiir ein definierendes
Spektrum (Fn,jzl)n_,meN fiir I fir alle n € N die Existenz eines m € N zu sichern, so dafi die kurze
Sequenz 0 — kerj™ — F,, 2 F, — 0 L-zahm exakt ist. Im Fall L := {l € NN : [(n) <
I(n + 1)Vaen } ist dies aufgrund des Satzes der offenen Abbildung genau dann der Fall, falls j7
surjektiv ist. Im Allgemeinen muf} also die Definition eines strikt gradierten L-zahmen Fréchetraumes

wie folgt lauten:

Definition 3.2.5 Es sei I' ein gradierter L-zahmer Fréchetraum. F' heifst strikt, falls ein definie-
rendes Spektrum (Fyn, o )n.men fir F existiert, so daf8 fir alle n € N ein m > n existiert, so dafl
die Abbildungen j* : Fy, — F, fir alle k > m surjektive Homomorphismen in der Kategorie der

L-zahmen Riume TES sind.

Im Anschluf beweisen wir entsprechend den Ausfithrungen in [DV] Sec. 2 eine dquivalente Bedin-
gung zu der L-zahmen Striktheit eines gradierten L-zahmen Fréchetraumes. Da wir im allgemeinen
Rahmen unserer Betrachtungen nicht ohne weiteres auf den Satz der offenen Abbildung zuriickgrei-
fen konnen, erhalten wir folgendes

Lemma 3.2.6 Es sei F' ein gradierter L-zahmer Fréchetraum. F ist genau dann strikt, falls fir

jedes definierende (fiir ein definierendes) Spektrum (Fy, Jo ) n,men fir F und alle n € N ein m € N
existiert, so daf$ fir alle k > m ein | € L existiert, so daf fiir alle s € N ein Cg > 0 existiert mit

(B € (0B, (19)
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Bemerkung 3.2.7 Aufgrund der L-Zahmheit der Abbildungen F* fiir alle k > n ist die Bedingung
(19), so zu verstehen, daB die Bilder 77 (F},) und j*(F}) fiir alle & > m als Quotienten L-zahm
isomorph sind.

Beweis des Lemmas 3.2.6: Es sei (Fy, 7" )n.men ein definierendes Spektrum fiir ', so daf fiir alle
n € N ein m € N existiert, so dafl die Abbildung j™ ein surjektiver L-zahmer Homomorphismus
ist. Ist nun (Fn,j,’f)nymeN ein weiteres definierendes Spektrum fiir ' und sind T,lf(n) D Py — F,
und Sﬁ(n) : Fk(n) — F,, die aus der Aquivalenz der beiden Spektren resultierenden L-zahmen
Operatoren, so existiert zu k(n) € N ein p > k(n), so daf fiir alle v > p ein | € L existiert, so
daf fiir alle s € N ein s > 0 existiert, so dafl jg(n)(Cst”) D Bl(k;”) gilt. Damit existiert ohne
Einschriankung der Allgemeinheit fiir alle r > k?(u) ein [ € L so daf fiir alle s € N ein Cy > 0
existiert, so da8 J;,(C4BI") 5 j;; o Tk(T)(C3B?“(”) =T o i (C3B L) D TR (C2BRi) o
THC) 0 St (L) = I O(CB) 5 B,

Es sei andererseits (Fp,jm" )n,meN ein deﬁmerendes Spektrum fiir F', so dafl fiir alle n € N ein
m, € N existiert, so daf§ die Bedingung (19) erfiillt ist. Indem wir E, = jmn(F,,) fir alle n € N
setzen und F,, mit der von den Abbildungen j/'» induzierten Familie von Quotientenhalbnormen
||y||F = 1nf{||z||Fm” Cogp(z) = y} fiir s € N versehen, erhalten wir eine Folge (F),)nen von
Fréchetraumen. Es gilt BF" D jmn(Bs m”) und 57" (BFm") 1BF fiir alle s,n € N. Zusammen
mit der Eigenschaft (19) folgt daraus leicht, daf die Abbildungen I F. — F, , fiir alle n € N
und r > n surjektive L-zahme Homomorphismen sind und dafi das Spektrum (F},, "), men ein
definierendes Spektrum fiir F ist.

AnlaB der folgenden Definition sind die Ausfithrungen in [DV] Sec. 4. Sie verallgemeinert den Begriff
s-freundlich in [DV].

Definition 3.2.8 Es seien E und F gradierte L-zahme Fréchetriume. Weiter sei (Fp, i7" )n.meN

ein definierendes Spektrum fir F. Wir setzen F,gs) = kerj fir alle n,s € N mit n > s. F heifit
E-freundlich, falls

(i) F strikt ist und

(i1) falls ein definierendes Spektrum (E,,i7")nmen fir E existiert, so daf8 fir alle n € N ein
s > n existiert, so daf$ fiir alle m > s ein r > m,s existiert, so daff die Finschrinkung

I FT(S) — F&n) tber einen L-zahmen Fréchetraum H L-zahm faktorisiert, so daf fir alle
k €N ein v > k existiert, so daf Ext.(E,, H) =0 gilt.

Bemerkung 3.2.9 (a) Die Eigenschaft 3.2.8 (ii) ist unabhingig von der Wahl des definierenden
Spektrums fiir F. Denn es sei (F,,jn")n.men ein definierendes Spektrum, so daf 3.2.8 (ii) erfiillt
ist. Ist (Fn,j,’f)neN ein weiteres definierendes Spektrum fiir F, so existiert aufgrund der Aquivalenz
der beiden Spektren fiir alle n € N ein k(n) € N und fiir alle m > n ein k(m) und ein L-zahmer

wohldefinierter Operator To ™ F,SZS:))) — F{™ . Nach Voraussetzung existiert zu k(n) ein s > k(n)

und zu k(m) ein r > k(m), s, so daf§ die Abbildung Ti(m) F® —, FISZST"))) itber H faktorisiert.

SchlieBlich impliziert die Aquivalenz der Spektren, daB zu r ein k(r) und zu s ein k(s) und ein

L-zahmer wohldefinierter Operator S&" : F(?(;)) — B existiert, so daB T}5™ o Th(my © ST =
Tk oS:2mm)ojI]:gT() )= 7 gilt. Damit faktorisiert auch die Einschriinkung " : F(?(; ) Ny D)

iitber H, und es folgt die Behauptung.

(b) Es seien F und F gradierte L-zahme Fréchetriume. Die folgende Eigenschaft ist unabhiingig
von der Wahl des definierenden Spektrums fiir F: Fiir alle n € N existiert ein s > n, so daB fiir
alle r > s und jede lineare Abbildung A € TIg“(E, F¢) ein Operator B € TIg“(E, F¢) existiert, so daf
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75 0 A= 7" 0B gilt. Denn es seien (F,, 7") und (F},, j™)n men zwei definierende Spektren fiir F' und
TH™ Fyny — F, bzw. SEM . Fk(n) — F,, die L-zahmen Operatoren die der Eigenschaft (3)
und (4) geniigen. Geniigt (F),,77) dieser Eigenschaft, so wihlen wir zu k(n) € N ein s > k(n), so
daf fiir alle r > s und jede lineare Abbildung A € TIg“(E, F¢) ein Operator B € TIg“(E, F¢) existiert,

so daf jZ(n) oA = j,:( ) o B gilt. Es gilt: jff(s) oA = Sﬁ(n) OT:ZSL) Ojféa) oA = Sk(") NS( k(s) oA

fiir alle A € T¥ (E ch(s)) Nach der Voraussetzung existiert fiir alle m > k(s) ein B € TL(E Fc(m))

mit jj ) oTF® o 4 = jk((";) o B. Damit gilt insgesamt ]n( Do A= gkin) oj:((";) oB=jmo Skm B,

Da die Operatoren Smm) L-zahm sind, folgt die Behauptung.

Wir sind nun so weit, einen gradierten Splittingsatz zu formulieren:

Satz 3.2.10 Es seien E und F gradierte L-zahme Fréchetraume. Dariber hinaus gelte:

(i) Es existieren definierende Spektren (En, i )n.men fir E und (Fy, j7")n.men fir F, so daf fir
alle n € N und alle k € N ein m > k existiert, so daff Ext!(E,,, F,) = 0 gilt.

(ii) F ist E-freundlich.
Dann folgt ExtéL (E,F)=0.

Beweis: Mit dem Lemma 3.2.3 folgt aus (i), daf§ ExtéL (E,Ff) = 0 fiir alle n € N gilt. Nach der
Proposition 3.2.4 reicht es, damit Projl(T{g“ (E, F%))nen = 0 nachzuweisen. Wir weisen im folgenden
nach, daf§ fiir alle n € N ein s € N existiert, so daf} fiir alle kK > s und alle A € Té(E,F;)
eine Abbildung B € Té(E,F;j) existiert, so da8 j5 o A = j¥ o B gilt. Dazu sei n € N. Da F
strikt ist, existiert ein definierendes Spektrum (Fn,ﬂ?)n,meN, so daf} ein m > n existiert, so daf}
die Abbildungen 7 : F,, — F, fiir alle k > m surjektive Homomorphismen in 7*S sind. Zu
n € N existiert ein s > n, so daB fiir alle k > s ein r > k, s existiert, so daf} die Einschrinkung
T Fe F,g") iiber einen L-zahmen Fréchetraum H faktorisiert, so da$ fiir alle v € N ein
[t > v existiert mit Exti(E#,H) = 0 fiir ein definierendes Spektrum (Enﬂ?)n,meN fiir E. Ohne
Beschrénkung der Allgemeinheit sei s > m. Zu s € N wihlen wir p € N, so daf§ die Abbildung
Js 1 Fr — F; fiir alle 7 > p ein surjektiver L-zahmer Homomorphismus ist. Ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit sei r > p. Ist nun A € TIg“ (E, F¢), so erhalten wir ein t € N, so daf} ein L-zahmer
Operator Ay : E, — F ¢ existiert mit A = Ay 0 7%;. Es gelte ohne Einschréankung der Allgemeinheit
Exti(E}, H) = 0. Da die Kategorie 7*S quasiabelsch ist, erhalten wir damit insgesamt folgendes
L-zahme kommutative Diagramm mit L-zahm exakten Zeilen:

~k

0— — F, — F, — 0
H
I
0— F® — F, 2, —0
1dT T T
0 —FY — 27— F —
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Die Proposition 1.1.38 (a) liefert dann das folgende L-zahme kommutative Diagramm mit L-zahm
exakten Zeilen:

Da Exti(Et, H) = 0 gilt, existiert eine Abbildung R :~E~t — P mit go R = id. Setzen wir B:=ToR,
dann ist B € TY(E,, F},) und es gilt 75 o A, = 7% o B. Nun ist B o, € TIg“ (E, FY) und wir erhalten:
Fir alle n € N existiert ein s € N, so daf} fiir alle £ > s und alle A € Té(E, F¢) eine Abbildung
B e Té(E, FY) existiert, so daB 75 o A = ¥ o B gilt. Mit der Bemerkung 3.2.9 (b) folgt schlieBlich
die Behauptung.

Der Satz 3.2.10 gilt auch in dem Fall, dal (F, (H)ken) ein beliebiger gradierter L-zahmer Vektor-
raum ist. Dazu wére eine Anpassung der Definition von E-freundlich nétig. Fiir die anschlieenden
Anwendungen in der Praxis ist dies jedoch irrelevant.

Wir wollen nun den Bezug zu den Anwendungen herleiten:
Bemerkung 3.2.11 (a) Es sei F ein L-zahmer Fréchetraum. Weiter sei (F,, J™)n men €in L-
zahmes Spektrum aus Fréchetraumen und (j, : F' — Fy,)nen eine Familie linearer Abbildungen,
so daf j := (Jn)nen : F — proj_,, F,, ein topologischer Isomorphismus ist. Dabei betrachten wir
proj_,, F, als Unterraum des topologischen Produkts [], . F. Dariiber hinaus gelte F, := 7, (F)

fiir alle n € N. Fiir n € N bezeichne (|| - || ),en das Halbnormensystem auf F,. Dann induzieren die
linearen Abbildungen j, : F' — F, fiir n € N ein monoton wachsendes System von Halbnormen
H, = (|7a()IF)sen auf F. Da die Abbildungen 7™ fiir alle n,m € N L-zahme Operatoren sind,
sind die Einbettungen (F, Hy4+1) — (F, Hy) fiir alle n € N L-zahm. Offensichtlich ist (F,UpenH,,)
ein Fréchetraum. Insgesamt ist damit (F, (Hy, )nen) ein gradierter L-zahmer Fréchetraum. Bezeichnet
(Fr, ) n,men das Spektrum der lokalen Fréchetriume von (F, (Hy)nen), dann ist dariiber hinaus

F,, isomorph zu F), fiir alle n € N, und zwar so, da || - | = || - ||F» fiir alle s € N gilt. Auf die eben
beschriebene Art und Weise induziert das L-zahme Spektrum (Fn,j,’f)mmeN auf dem Fréchetraum
F ein definierendes Spektrum fiir den gradierten L-zahmen Fréchetraum (F, (H,,)nen). Jedes weitere
zu (Fy, 77)n.men im Sinne der Eigenschaft (3) dquivalente L-zahme Spektrum in der Kategorie 7+S
der L-zahmen Réume induziert ein weiteres definierendes Spektrum fiir (F, (Hj)ken)-

(b) Es sei E ein Fréchetraum. Fiir n € N induzieren die natiirlichen Projektionen p,, : BN —
E™ und p™ : E™ — E™ fiir m > n das Spektrum (E™, p™),.men, 50 daB (pn)nen @ BN —
proj._,, By ein Isomorphismus ist. Das projektive System (E™, p*),, men ist offensichtlich ein strik-
tes L-zahmes Spektrum aus Fréchetriumen. Betrachten wir das von E¢ induzierte Produkt g,-EY
s0 ist (E™, p™)n.men gerade das Spektrum der lokalen Fréchetriume von g -E™N.

(c) Es sei (F, (Hg)ren) ein gradierter L-zahmer Fréchetraum und (F,, i7" )n men das Spektrum
der lokalen Fréchetrdume von F'. Weiter sei A C F' ein gradierter L-zahmer Unterraum von F, der

beziiglich UgenHj, abgeschlossen ist. Dann ist das Spektrum (A4, := j, (A)F",jf{“ﬂAn)n,meN gerade
das Spektrum der lokalen Fréchetrdume von A, dabei betrachten wir A,, fiir alle n € N als L-zahmen
Unterraum von F,.

Betrachten wir den gradierten L-zahmen Quotienten F'/A von F, so induziert das Spektrum der
lokalen Fréchetriume (F,,,j7")pn,m von F ein Spektrum (Fy,/An, g7")n,m, wobei wir F, /A, fir alle
n € N als L-zahmen Quotienten von F,, betrachten. Ist ¢, : F,, — F, /A, fir n € N die ent-
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sprechende Quotientenabbildung, so bezeichnet ¢ : F,,/A,, — F,/A, fiir m > n, gerade jenen
L-zahmen Operator, fiir den g7 o ¢, = gy, © 7" gilt. Dann ist (F,,/Ap, g7")n.m gerade das Spektrum
der lokalen Fréchetriaume von F/A.

Ist (F', 77)n.men ein definierendes Spektrum fiir F, so ist (4, := j(A)Fn,ij)n)meN ein definieren-
des Spektrum fiir A und (F),/An, G7")n,men ein definierendes Spektrum fiir F/A.

Betrachten wir die gradierte L-zahme Kategorie beziiglich L := {l € N¥ : [(n) <I(n+1) Vpen },
so bezeichnen wir diese im folgenden schlicht als gradierte Kategorie. Genauso verfahren wir mit
allen im Rahmen der gradierten Kategorie auftretenden Begriffen. Beachten wir die Bemerkung
3.2.11, so erhalten wir unmittelbar aus dem Satz 3.2.10 und den Splittingresultaten von Vogt und
Wagner in [V3] das folgende Korollar, das die Ergebnisse des Satzes 4.5 in [DV] zusammenfafit:

Korollar 3.2.12 (a) Es seien E und F gradierte Fréchetriume. Besitzt E ein definierendes Spek-
trum von (nuklearen) Fréchetriumen mit der Figenschaft (DN) und ist F ein strikt gradier-
ter Fréchetraum, der ein definierendes Spektrum (Fy, j7 )n.men von nuklearen (nicht notwen-
dig nuklearen) Fréchetriumen mit der Eigenschaft () besitzt, so daf$ fir alle n € N ein
s > n existiert, so daf fir alle m > n ein r > m,s existiert, so daff die Einschrinkung
T FT(S) — 7(7?) iber einen nuklearen (nicht notwendig nuklearen) Fréchetraum H mit der
Eigenschaft (Q) faktorisiert, oder

(b) ist E ein gradierter Fréchetraum, der gradiert isomorph zu einem gradierten Unterraum von
g,-sY ist, und F ein strikt gradierter Fréchetraum, der ein definierendes Spektrum (Fy,, ™ )n.men
von Fréchetriumen mit der Eigenschaft (Q) besitzt, so daf fiir alle n € N ein s > n existiert,
so daf$ fiir alle m > n ein v > m,s existiert, so dafi die Einschrinkung j;, : FT(S) — 7(7?)

dber einen Fréchetraum H mit der Figenschaft () faktorisiert, oder

c) ist F ein gradierter Fréchetraum, der gradiert isomorph zu einem gradierten g.-s" -freundlichen
L
Quotienten von g,-s" ist, und E ein gradierter Fréchetraum, der ein definierendes Spektrum
aus Fréchetriumen mit der Figenschaft (DN) besitzt,

dann gilt ExtéL (E,F)=0.

Die Aussage 3.2.12 (a) ist eine Verallgemeinerung des Ergebnisses in [DV] Satz 4.5 (2). Unter
Beriicksichtigung des Korollars 2.2.10 ist eine weitere Anwendung des Satzes 3.2.10 der folgende
Satz. Fiir den Beweis beachte man die Bemerkung 3.2.11 und die Tatsache, dal das endliche Pro-
dukt von (nuklearen) Potenzreihenrdumen endlichen Typs, L-zahm isomorph zu einem (nuklearen)
Potenzreihenraum endlichen Typs ist.

Satz 3.2.13 Es sei L:={l € NN : V,cn:1(n) <I(n+1) und JpenVnen : [(n) < n+ b} oder
L:={leNV: Vyen:l(n) <Il(n+1) und JopenVnen : [(n) < an + b}.
Es sei Ag(a) ein (nuklearer) Potenzreihenraum endlichen Typs.

(a) Ist E ein gradierter L-zahmer Fréchetraum, der gradiert L-zahm isomorph zu einem gradierten
L-zahmen Unterraum von gL—Ao(a)N ist, und F' ein strikt gradierter L-zahmer Fréchetraum,
so daf folgendes gilt:

(i) Es existiert ein definierendes Spektrum (Fy, ji" )n.men fir F, bestehend aus Quotienten
von nuklearen (nicht notwendig nuklearen) Potenzreihenriumen endlichen Typs.

(i1) Fir alle n € N existiert ein s > n, so daf§ fir alle m > n ein 1l > m,s existiert, so
dap die Einschrinkung j., Fl(s) — 751") iber einen Quotienten eines nuklearen (nicht

notwendig nuklearen) Potenzreihenraumes endlichen Typs L-zahm faktorisiert.

Oder:
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(b) Ist F ein gradierter L-zahmer Fréchetraum, der gradiert L-zahm isomorph zu einem gra-
dierten L-zahmen g -Ao(a)N -freundlichen Quotienten von g;-Ag(a)Y ist, und E ein gradierter
L-zahmer Fréchetraum, der ein definierendes Spektrum von abgeschlossenen Unterrdumen von
nuklearen (nicht notwendig nuklearen) Potenzreihenridumen endlichen Typs besitzt.

Dann folgt ExtéL (E,F)=0.

Im obigen Satz verstehen wir unter einem Unterraum bzw. unter einem Quotienten eines Po-
tenzreihenraumes endlichen Typs Ag(a), einen Unterraum bzw. Quotienten von Ag(a), versehen mit
den von Ag(a) induzierten Halbnormen bzw. Quotientenhalbnormen. Diese Forderung ist jedoch in-
variant unter L-zahmen Isomorphien.

Eine dem Korollar 3.2.12 (a) entsprechende Aussage ist auch im Satz 3.2.13 moglich, indem
man die Eigenschaften (DN) und () durch die Eigenschaften (18) und (17) aus dem Satz 2.2.8
ersetzt. Im folgenden wollen wir ein entsprechendes Resultat wie in [DV] Theorem 5.2 fiir g,-Ag (@)™
nachweisen. Dabei spielt das folgende Lemma eine entscheidende Rolle.

Lemma 3.2.14 FEs sei (F,(Hp)ren) ein gradierter L-zahmer Fréchetraum und A C F ein strikter
gradierter L-zahmer Unterraum, der beziiglich Upen Hy, abgeschlossen ist. Weiter sei (Fp, i7" )n,men
ein definierendes Spektrum fiir F. Dann existiert ein definierendes Spektrum

(Gry 97 ) n,men fir den gradierten L-zahmen Quotienten F[A, so dof fir alle n € N eins > n

existiert, so dafl fir alle m > s die Einbettung ng) — G%L’ iber einen L-zahmen Quotienten von
ker j7* L-zahm faktorisiert.

Beweis: Wir betrachten das Spektrum (G, := F,/An, g7 )n,men aus der Bemerkung 3.2.11 (c)

mit A, = 'n(A)F" fiir n € N fiir den gradierten L-zahmen Quotienten F/A. Bezeichnet g, :
F, — F,/A, die Quotientenabbildung, so gilt gk o g5 = g, o j¥ fiir alle k > n. Daraus folgt
gr(ker j¥) C ker g fiir alle k > n. Da A ein strikt gradierter L-zahmer Unterraum von F ist, wihlen
wir zu n € N ein s € N, so daB fiir alle m > s ein [ € L existiert, so daf} fiir alle v € N ein C,, > 0
existiert mit

J4(CuBiiz)) C i (Bi). (20)

Es sei nun z € kerg?* und z € F,;, mit g, (z) = 2. Dann gilt 0 = g7*(2) = g7 o g (x) = g5 0 §7* ().
Also ist j™(x) € As. Aus (20) folgt, daB ein a,, € A, existiert mit 57(z) = 57 (am) und ||an||2= =
Cl—y|| Jjm(z)| ;‘2;). Damit erhalten wir & = @y, + a,, fiir €in @, € ker 5™ Ng;,;! (ker g7). Insbesondere ist
somit ker g C gy, (ker j7*) fiir alle m > s. Dariiber hinaus impliziert die eben gezeigte Darstellung,
daf} die Einbettung ker g™ < g, (ker j7*) fiir alle m > s L-zahm ist, wobei wir g, (ker j7*) mit den
Halbnormen (||y||,, := inf{||n||f™ : n € ker ;™ und g, (n) = y })ven versehen. Um dies nachzuweisen,
sel m > s und ohne Einschrinkung der Allgemeinheit [ € L so gewdhlt, dal (20) gilt und die
Abbildung ;™ beziiglich | € L L-zahm ist. Ist nun z € kerg* und € > 0 beliebig, so wihlen
wir z € F,, mit ¢,,(z) = z, so daf ”x”f;?r/) <e+ inf{||£||f;’z”y) : g (&) = 2z} gilt. Mit der obigen
Darstellung existiert ein @ € ker j™Ng;.! (ker g) und ein a,, € A, mit ||ay|d= = C%H Jm ()] ;2:/)’ SO
dal z = G+am gilt. Beriicksichtigen wir die L-Zahmheit der Abbildung ji", so existiert fiir alle v € N
zuniichst ein Cp, > 0 und schlieBlich ein C, > 0 mit ||z||, = inf{||n||l™ : n € kerj* und gm(n) =
2} <lallf~ < lla+anllf= + lamllf < el + 1@, < el + Collellsg,

< (L+Ge+ (L+C)inf{||éll;z7,, : gm(€) = 2} fiir alle z € ker g7 und € > 0.

Insgesamt erhalten wir also ein definierendes Spektrum (Gr, g7 )n,men fir F/A, so daB fiir alle
n € N ein s > n existiert, so daB fiir alle m > s die Einbettung ker g7* < g, (ker j7*) L-zahm ist,
wobei wir, wie oben beschrieben, gy, (ker j7*) als L-zahmen Quotienten von ker j7* verstehen. Da die
Einbettung gy, (ker j7*) < ker g7 fiir alle m > n stets L-zahm ist, folgt damit die Behauptung.

n

Bemerkung 3.2.15 Es sel Ag(a) ein (nuklearer) Potenzreihenraum endlichen Typs. Weiter sei
L:={leN : Vpen:1l(n) <I(n+1) und FpenVnen : I(n) < n+bloder L:={l € NN : Vyen:
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I(n) <l(n+1) und Jy pennen : I(n) < an + b}. Ein gradierter L-zahmer Fréchetraum F ist unter
den obigen Voraussetzungen g,-Ag(a)Y -freundlich, falls er strikt ist und fiir alle n € N ein s > n
existiert, so daf} fiir alle m > s ein r > m, s existiert, so da§ die Einschriinkung 57, : E® — g0
iiber einen Quotienten eines nuklearen (nicht notwendig nuklearen) Potenzreihenraumes endlichen
Typs L-zahm faktorisiert. Dies ist unter Beriicksichtigung des Korollars 2.2.10 und der Bemerkung
3.2.11 (b) leicht einzusehen.

Beachten wir, dafl das endliche Produkt von (nuklearen) Potenzreihenriumen endlichen Typs
L-zahm isomorph zu einem (nuklearen) Potenzreihenraum endlichen Typs ist, so impliziert das
Lemma 3.2.14 und das Korollar 2.2.10, da8} gradierte L-zahme Quotienten von g-Ao(8)N (mit Ag(8)
nuklear) beziiglich strikt gradierter L-zahmer Unterriume g,-Ao(a)® -freundlich mit Ag(a) nuklear
(mit Ag(a) nicht notwendig nuklear) sind.

Ist es beziiglich der E-Freundlichkeit notwendig, daff der Fréchetraum H aus 3.2.8 (ii) L-zahm
nuklear ist, so liefert die folgende Proposition zusammen mit der Proposition 2.1.20 eine hinreichende
Bedingung dafiir, wann ein gradierter L-zahmer Quotient eines F-freundlichen gradierten L-zahmen
Fréchetraumes F wieder E-freundlich ist.

Proposition 3.2.16 Es sei (F,(Hg)ren) ein gradierter L-zahmer Fréchetraum und A C F ein
strikt gradierter L-zahmer Unterraum, der beziiglich UgcnHy abgeschlossen ist. Weiter bezeichne
(Fr, 37 n,men bzw. (Gr, g )n,men ein definierendes Spektrum fir F bzw. F[A. Ezistiert fiir alle
n € N ein s > n, so daff fir alle m > s ein v > m,s ezistiert, so daf die Einschrinkung j7, :
FT(S) — Fr(n") iber einen Fréchetraum H L-zahm faktorisiert, dann existiert fir alle n € N ein
s > n, so daf fir alle m > s ein r > m, s existiert, so daf die Einschrinkung g_, : G&S) — G%L)
iber einen L-zahmen Quotienten von H faktorisiert.

Beweis: Aufgrund der Bemerkung 3.2.9 (a) konnen wir uns im folgenden ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit auf das in der Bemerkung 3.2.11 (c) induzierte Spektrum (G, 1= Fr/An, 97" )n,men

Fy,
fiir den gradierten L-zahmen Quotienten F/A mit A, := j,(A) = fiir n € N beschriinken. Nach
Voraussetzung existiert fiir alle n € N ein s > n, so daf fiir alle m > s ein r > m, s existiert, so

daf} die Einschrankung j7 : FT(S) — Fr(nn) iiber einen Fréchetraum H L-zahm faktorisiert. Dann
faktorisiert die Abbildung 7, : ker j7/(ker 57 N A,) — ker j™/(ker j™ N A,,) mit 77, 0 g = gy 0 3L

mo
L-zahm {iiber einen L-zahmen Quotienten von H, wobei ¢, bzw. ¢, die Quotientenabbildung von

ker j7* bzw. ker j7 auf ker j*/(ker j7* N Ay,) bzw. ker j7/(ker j7 N A,) bezeichnet. Der Beweis des
Lemmas 3.2.14 liefert schlieBlich die Behauptung.

Definition 3.2.17 Es sei
0—F -5 E B 2 E — -

ein exakter Komplex in g-T“S. Der obige Komplex zerfillt genau dann gradiert L-zahm in Ey, falls
die kurze gradiert L-zahm exakte Sequenz

0 — kerT) < Ej, 5 im Ty —3 0

gradiert L-zahm zerfillt.

Wir beenden diesen Abschnitt mit dem folgenden Splittingresultat. Was die Bedeutung von
g,-Ao(a)N -freundlich anbelangt, erinnern wir an die Bemerkung 3.2.15.

Satz 3.2.18 Es sei L:={l € WV : Vyen:l(n) <I(n+1) und FpenVnen : I(n) < n + b} oder
L:={le NV : Vpen:l(n) <l(n+1) und Iy penVnen : I(n) < an + b}. Weiter sei

0—F -5 E B 2 E — -
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ein gradiert L-zahmer exakter Komplex aus gradierten L-zahmen Fréchetrdumen, so daf Ey fiir alle
k > 0 gradiert L-zahm isomorph zu g,-Ao(a)Y ist, wobei Ag(a) einen nuklearen Potenzreihenraum
endlichen Typs bezeichnet. Dann gilt:

(a) Der Komplex zerfillt gradiert L-zahm in Ej, fir alle k > 2.

(b) Der Komplex zerfillt gradiert L-zahm in Ey fir alle k > 1 genou dann, falls ker Ty
g.-No ()N -freundlich ist.

(¢) Der Komplex zerfillt gradiert L-zahm in Ey fir alle k > 0 genau dann, falls F ein gra-
dierter g,-Ao(a)N -freundlicher L-zahmer Fréchetraum ist und ein definierendes Spektrum aus
Quotienten von Potenzreihenrdumen endlichen Typs besitzt.

Beweis: Betrachten wir fiir k¥ > 2 die kurze gradiert L-zahm exakte Sequenz
00— kerTy, — Ep — imTp, — 0,

so ist im T} ein gradierter L-zahmer Unterraum von g-Ag(a)¥ und kerTj = imTj_; ist gra-
diert L-zahm isomorph zu Ep_1/kerTk_1. Nun ist kerTy_1 = imTy_o und im7Ty_o gradiert L-
zahm isomorph zu Ep_o/kerTj_o. Da gradierte L-zahme Quotienten strikt gradierter L-zahmer
Fréchetriume wieder strikt sind, folgt, dafl ker Ty, fiir k > 1 ein strikt gradierter L-zahmer Quotient
von g,-Ag(a)Y fiir einen Potenzreihenraum endlichen Typs ist. Da ker T}, gradiert L-zahm isomorph
zu Ej,_; / ker Ty, ist, folgt aus der Bemerkung 3.2.15, daB ker T}, fiir alle k > 2 g,-A¢(a)N -freundlich
ist. Die Behauptung (a) folgt dann aus dem Satz 3.2.13 (a). Fiir den Fall k¥ = 1 miissen wir zusétzlich
voraussetzen, daBl ker Ty g,-Ag(a)Y -freundlich ist. Zerfallt die kurze gradiert L-zahm exakte Sequenz

0—kerTh — E; — imTy — 0,

so ist ker T} ein gradierter L-zahmer komplementierter Unterraum von g,-Ag(a)Y, also insbesondere
ein gradierter L-zahmer Quotient von g;-Ag(a)Y modulo eines strikten Unterraumes. Dann folgt aus
der Bemerkung 3.2.15, daB ker T} g,-A¢ ()" -freundlich sind. Damit wire (b) nachgewiesen. Im Fall
k=0 impliziert die Striktheit von F' die Striktheit von ker Ty, was wieder mit der Bemerkung 3.2.15
die g,-Ag(a)N -Freundlichkeit von ker T impliziert, also zerfillt der Komplex gradiert L-zahm nach
(b) in E;. Da F gradiert L-zahm isomorph zu ker T} ist, folgt das gradierte L-zahme Zerfallen in
k = 0 aus der Voraussetzung und dem Satz 3.2.13 (a). Zerfiillt der Komplex in Ey, so folgt analog zu
dem Teil (b), daB ker Ty und damit auch F ein g-Ag(a)N -freundlicher gradierter L-zahmer Quotient
von g-Ag(a)Y ist. Damit wire auch der Teil (c) nachgewiesen, und es folgt die Behauptung.
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