Zur Hesselink-Stratifizierung
fiir Darstellungsvarietiaten
von darstellungsendlichen Kochern

Dissertation
Fachbereich C Mathematik und Naturwissenschaften
der Bergischen Universitit Wuppertal

vorgelegt von
Jens Bender

6. Februar 2006



Diese Dissertation kann wie folgt zitiert werden:[J

urn:nbn:de:hbz:468-200600590
0 [http://nbn-resolving.de/urn/resolver.pl?urn=urn%3Anbn%3Ade%3Ahbz%3A468-20060059]



Einleitung

Sei k ein algebraisch abgeschlossener Korper, Q = (Qo, Q1) ein endlicher zu-
sammenhingender Kécher mit Punktmenge Qg und Pfeilmenge Q1. Sei d ein
Dimensionsvektor, d.h. d € N?. Dann erhalten wir die Darstellungsvarietit
rep,; @, in der jede Darstellung von () zum Dimensionsvektor d einem Punkt
entspricht. Auf dieser Varietiit operiert nun die Gruppe G(d) = quQo Gla,
durch Basiswechsel, weshalb die Orbiten gerade die Isomorphieklassen von Dar-
stellungen sind.

Nach einem grundlegenden Satz von Gabriel [4] gibt es in rep,; @ fiir jeden
Dimensionsvektor d nur endlich viele Orbiten genau dann, wenn @ vom Typ
Ay, D, Eg, F7 oder Eg ist. Man erhilt dann eine endliche disjunkte Zerlegung
rep; @ = U;c; Si in G(d)-invariante Teilmengen S;, némlich die Orbiten. So
eine Zerlegung nennen wir hier eine Stratifizierung mit den Strata S;.

Fiir beliebige Kocher mdchte man auch solche Stratifizierungen kennen. Dabei
sollten die Strata wie im endlichen Fall gute geometrische (lokale Abgeschlossen-
heit, Glattheit, gute Beschreibung des Abschlusses S; usw.) und darstellungs-
theoretische (genaue Kenntnis der Orbiten in einem Stratum, Parametrisierung
der Isomorphieklassen usw.) Eigenschaften haben. Vermutlich gibt es keine Stra-
tifizierung, die alle diese Forderungen erfiillt. Es gibt jedoch einige interessante
Vorschlédge, von denen wir jetzt drei kurz vorstellen. Die erste kommt aus der
Darstellungstheorie und basiert auf einem Satz von Kac, die beiden anderen
kommen aus der algebraischen Geometrie.

Eine einfach zu konstruierende Stratifizierung ist die Stratifizierung nach Zer-
legungstypen. Sei dazu D = (d,,...,d;) eine Zerlegung des Dimensionsvektors
d= 25:1 d,. Eine Darstellung V' gehort nun zum Stratum Sp genau dann, wenn
V isomorph zu @’;:1 V; ist, wobei die V; Unzerlegbare zu den Dimensionsvek-
toren d; sind. Offenbar ist rep; Q = |J,, Sp eine endliche Stratifizierung. Nach

Kac [8] ist die Indexmenge gegeben durch {(n4)aca+|D , Mo = d} C N®" wo-
bei ®* die Menge der positiven Wurzeln des Wurzelsystems zum Kdocher @ ist.
Im endlichen Fall sind die Unzerlegbaren eindeutig durch ihre Dimensionsvek-
toren gegeben, weshalb dann die Strata gerade die Orbiten sind. Geometrisch
ist diese Stratifizierung nicht schén. Im Allgemeinen sind die Strata nicht lokal
abgeschlossen.

Eine andere Stratifizierung ist die urspriinglich zur Untersuchung von Vektor-
biindeln eingefiihrte Harder-Narasimhan-Stratifizierung (siehe [14]). Die Strata
sind lokal abgeschlossen und irreduzibel. Sie sind wieder indiziert durch gewisse
Zerlegungen d* von d. Ferner ist Sy« C Ues> g Sex flir eine partielle Ordnung
> auf der Menge der Zerlegungen. B

Eine dritte Stratifizierung ist die auf der Theorie optimaler Einparametergrup-
pen beruhende Hesselink-Stratifizerung [5]. Die Strata H(u) sind irreduzibel,
lokal abgeschlossen und glatt, und es gilt H(n) C U, <, H(p'). Dabei sind die

Strata indiziert durch eine endliche Teilmenge B von Q¢ mit d = Zper d,,
deren Elemente Cogewichte heiften. Allerdings kann fiir ein Cogewicht u das
Stratum H(p) leer sein. LeBruyn stellt in [11] einen rekursiven Algorithmus
vor, der im Fall von K6cherdarstellungen die nichtleeren Strata beschreibt. Da-
bei benutzt er Ergebnisse von Kirwan [10] und Schofield [15].

Nun sind aber sowohl die Harder-Narasimhan-Stratifizierung als auch die

Hesselink-Stratifizierung nicht kanonisch gegeben, sondern sie hiingen in star-




kem Malfe ab von der Wahl einer positiven rationalen Linearform auf der
Grothendieck-Gruppe der Kategorie der Darstellungen, also einem Vektor w
aus (Q1)?°, den wir Gewichtung nennen. Als Test fiir die Feinheit der Strati-
fizierung stellt sich die naheliegende Frage, ob es im endlichen Fall stets eine
Gewichtung gibt, so daf die Strata gerade die Orbiten sind. Solch eine Gewich-
tung nennen wir trennend.

Im Falle der Harder-Narasimhan-Stratifizierung ist die Existenz einer trennen-
den Gewichtung dazu dquivalent, daf ein gewisses endliches System linearer
Ungleichungen in den Koeffizienten von w eine Losung besitzt. Diese Problem
ist von Hille [6] untersucht worden. Fiir Kécher vom Typ A, ist leicht zu sehen,
dafl immer eine trennende Gewichtung existiert.

Im Falle der Hesselink-Stratifizierung st6fst man hingegen nach eingehender Un-
tersuchung des Problems auf ein ziemlich uniibersichtliches System homogener
Ungleichungen vom Grad 2.

Fiir K6cher vom Typ A, erhalten wir folgendes Ergebnis:

Satz Sei Q ein Kiocher vom Typ A,,. Dann existiert eine trennende Gewichtung
genau dann, wenn Q) keinen Unterkdcher der Form

Jj+1

/N

mit j >4

N Y
2

enthdlt. In diesem Fall ist der Abschluf$ der Menge der trennenden Gewichtun-
gen in R0 zusammenhdngend.

Insbesondere finden wir auch schon bei einfachen K6échern Orientierungen, so
dak es keine Gewichtung gibt, fiir die die Hesselink-Strata die Orbiten sind. Wir
sehen hier auch, dafs die Wahl der Gewichtung wesentlich ist. Die Standardge-
wichtung w = (1,...,1) ist trennend nur fiir A3 und A4,, in linearer Orientierung.
Dies sind auch genau die Kécher vom Typ A, fiir die jede Gewichtung trennend
ist. Fiir alle anderen Orientierungen erhalten wir echte Einschriankungen.

Fiir Kocher vom Typ D geben wir fiir alle Orientierungen die Ungleichungen
an, die erfiillt sein miissen, damit eine trennende Gewichtung existiert, miissen
aber die Frage nach der Existenz einer Lisung i.A. offenlassen. Besser ist die
Situation fiir symmetrische Kdcher. Dabei heifst ein Kécher @ vom Typ D, 42
symmetrisch, wenn ein nichttrivialer Kécherautomorphismus @) — @ existiert.
Dann erhalten wir:

Satz Sei Q ein Kdocher vom Typ D49 in symmetrischer Orientierung. Dann
ezistiert eine trennende Gewichtung genau dann, wenn Q) keinen Unterkdcher



der Form
J k
/N VAR
Jj+1 k+1
(j > 4) oder (k>2)

1
N VAR
(8]

2 B

enthdlt. In diesem Fall ist der Abschluf} in RQ° der Menge der trennenden Ge-
wichtungen mit w, = wg zusammenhdngend.

Die Behandlung der Fille Eg, E7, Eg ist ein endliches Problem. Sie werden da-
her mit einem Computerprogramm bearbeitet. In einem ersten Schritt werden
dazu die Ungleichungen fiir trennende Gewichtungen bestimmt, in einem zwei-
ten Schritt wird iiberpriift, ob es eine Losung dieser Ungleichungen gibt. Der
zweite Schritt ist aber so rechenaufwendig, daf wir nur fiir Fs Ergebnisse er-
halten. Dort existiert eine trennende Gewichtung genau dann, wenn wir keinen
Unterkdcher der Gestalt wie im vorigen Satz haben.

Zum Abschlufs der Einleitung umreiffen wir noch den Aufbau der Arbeit. Im
ersten Abschnitt wird fiir den Fall von rep; () mit zykellosem ) die Hesselink-
Stratifizierung eingefiihrt, wobei auch die erwiihnten Ergebnisse von Kirwan und
LeBruyn einflieflen. Neu ist hier nur, daf wir die Abhé&ngigkeit von der Gewich-
tung w von Anfang an beriicksichtigen. Ferner haben wir wegen der teilweise
unbefriedigenden Literatursituation die Beweise aufgenommen. Im zweiten Ab-
scnitt reduzieren wir die Existenz einer trennenden Gewichtung fiir die Typen
Ay, Dy, Eg, E7 und Eg auf das kombinatorische Problem, eine Losung fiir ein
gewisses System quadratischer Ungleichungen zu finden. Diese Frage wird dann
in den néchsten drei Abschnitten nacheinander fiir die Félle A,,, D,, und E,,
mit 6 < m < 8 untersucht.

Mein besonderer Dank gilt Prof. Dr. K. Bongartz fiir die intensive Betreuung
bei der Erstellung dieser Arbeit.

1 Die Hesselink-Stratifizierung

In diesem Abschnitt geben wir die Konstruktion der Hesselink-Stratifizierung
wieder, vergleiche [5] und [16]. Die Notationen und Beweise sind gegebenenfalls
an unsere spezielle Situation einer Kdcheralgebra angepafit.

1.1 Kocher

Sei k = k ein algebraisch abgeschlossener Kérper beliebiger Charakteristik. Sei
@ = (Qo, Q1) ein endlicher zusammenhingender Kocher (d.h. ein gerichteter
Graph) mit Punktmenge Qo und Pfeilmenge @1 mit Pfeilen « : n(a) — s(a),
d = (d,)peq, € N? ein Dimensionsvektor. Setze

Qi:: {i:(p,V)|p€Q0,V€ {177dp}}

Ein Element in Q%4 ist also ein Tupel (@p.v)(p)eq, Mit gp € Q oder kurz
(¢i)icqq mit ¢; € Q.



Eine Darstellung V' zum Dimensionsvektor d ist eine Familie von linearen Ab-
bildungen

V= (VP kb = k) o,

Im weiteren werden die linearen Abbildungen mit ihren darstellenden Matrizen
beziiglich der Standardbasen der k% identifiziert.

rep, @ ist die Menge der Darstellungen zum Dimensionsvektor d. Betrachet man
V € rep, Q iiber obige Identifizierung als Tupel von Matrizen, so ist

repy @ = H kv %y

B:p—p’€Q1

also ein Varietit. Ist A = kQ die Pfadalgebra zu @, so ist die Kategorie der end-
lichdimensionalen Moduln {iber dieser Algebra dquivalent zu der Kategorie der
endlichdimensionalen Darstellungen von Q. Ein Kocher ist darstellungsendlich,
wenn es nur endlich viele Isomorphieklassen unzerlegbarer Moduln gibt. Das ist
nach dem Satz von Gabriel [4] genau dann der Fall, wenn @ vom Typ A,, D,
oder E,, (m =6,7,8) ist.

Auf rep, Q operiert G = Glg = [] Glg C [1k% "% durch

PEQo
9V = Gu(@)V G,y
Mit dieser Notation ist G.V der G-Orbit der Darstellung V.
nully Q@ = {V € rep; Q|0 € G.V}

heifit der Nullkegel. Dabei ist G.V der Abschluk von G.V beziiglich der Zariski-
Topologie. Falls @ keine orientierten Zykel enthilt, ist nully @ = rep; Q. In
diesem Fall entspricht 0 € rep,; @ gerade dem halbeinfachen Modul zum Dimen-
sionsvektor d. -

Fiir eine natiirliche Zahl ¢ sei S; die Permutationsgruppe einer Menge mit ¢ Ele-
menten. Identifizieren wir eine Permutation mit der entsprechenden Permutati-
Znsmatrix, so ist W = Hper Ssip C G die Weylgruppe zum Dimensionsvektor

Weitere Informationen zu Kéchern und ihren Darstellungen finden sich in [1].

1.2 Cogewichte

Eine FEinparameteruntergruppe (1-PUG) ist ein Homomorphismus A : £* — G.
A sei die Menge aller Einparameteruntergruppen. Setze

M=AX N)/N7 mit (u,m) ~ (v,n) < nu=muv.
Die Elemente von M heifsen Cogewichte. Ist T ein maximaler Torus von G, setze
Ar ={A € AlbildX C T}.

Dann gilt Z%¢ = A7 unter der Abbildung (Ni)ieqq — (t — (t’\i)ieg). Weiter
sei B

My = (Ar x N)/N mit ~ wie oben.



Dann ist
Mr ~ Ar @7 Q ~ Q%4,

Eine Einparameteruntergruppe A heift primitiv, falls keine 1-PUG )\ existiert
mit A = n), n € Nyj. Fiir eine 1-PUG X € Ar ist das gleichbedeutend mit
ggT(Ni)icg, = 1. Zu jedem Cogewicht p gibt es genau eine primitive Einpa-
rameteruntergruppe A mit A = nu, n € N. Dieses \ heikt die zu p zugehirige
1-PUG.

G operiert auf A durch (g.\)(t) := g.A\(t) = gA(t)g~!. Dies induziert eine Ope-
ration auf M.

Lemma 1 Sind u, ' € My konjugiert unter G, so sind sie schon unter W
konjugiert.

Beweis:

Sei Ng(T) = {g € G|g.T = T} der Normalisator von T. Dann ist W =~
Ng(T)/T. Da T auf My trivial operiert, reicht es ein n € Ng(T) mit g/ = n.u
zu finden.

Sei dazu g € G mit p' = g.u. Es ist ./ = ¢/, da T trivial auf My operiert
und weiter (¢.7).u' = gTg ' u'gT 1g™t = gTuTtg~! = g.u = p'. Also sind
T,9.T Cstab (') :={g € Glg.p/ = p'}. Da T und g.T maximale Tori in G sind,
sind sie auch maximale Tori in stab (u’). In einer zusammenhéngenden affinen
Gruppe sind alle maximalen Tori zueinander konjugiert (siehe [3, Cor 11.3]),
also existiert ein h € stab (¢/) mit T = h.(9.T) = (hg).T. Somit ist hg € Ng(T)
und (da h € stab(¢')) ¢’ = h.y' = (hg).u. Also sind p, ' konjugiert unter
n=hg € Na(T). O

1.3 Norm
Wiéhle nun auf M eine ,Norm®, das heiftt eine Abbildung ¢ : M — Q mit
e g(u) >0firalle0#pe M

o g(g.n) =q(p) fur alle g € G

e Fiir alle maximalen Tori T existiert ein Skalarprodukt (, )7 mit g(u) =
(p, ) fiir alle p € M.

Nach der zweiten Eigenschaft sind die Skalarprodukte ( , )7 insbesondere W-
invariant.

Ist umgekehrt fiir einen Torus T ein W-invariantes Skalarprodukt (, )7 gegeben,
so bestimmt dies eindeutig eine Norm im obigen Sinne: Setze fiir p € M q(u) :=
(9.1, g.p)7 fiir ein g mit g.u € Mr. Ist ¢’ € G mit dieser Eigenschaft, so sind
g.1t, g .;t € My und unter G konjugiert, also nach Lemma 1 unter W konjugiert.
Da (, )7 Wh-invariant ist, ist ¢ wohldefiniert. Die ersten beiden Eigenschaften
einer Norm sind offensichtlich erfiillt. Zur dritten: Fiir einen maximalen Torus
T’ existiert ein g € G mit T = ¢.T". Setze dann (, )7 = (g. ,9. )r. Wieder
nach Lemma 1 ist das wohldefiniert.

Betrachte nun die Einschrinkung der Norm auf My ~ Q@ fiir einen festen To-
rusT. DaW =] S, ist, reicht es zum Versténdnis der Norm das entsprechende
Skalarprodukt fiir jeden Punkt p € Qg zu betrachten. Sei also V = Q% = Q"
mit Weylgruppe Sdp = S, und S,-invariantem Skalarprodukt ( , ).

— 5 —



Bemerkung 2 Fir n > 2 ist die Zerlegung von V in einfache QS,,-Moduln
V=S®T mitS={(1,...,1)q und T = {(v1,...,v,) | D v; = 0}. Weiter ist
S L T beziiglich des gewdhlten Skalarproduktes.

Beweis:

Diese Bemerkung ergibt sich aus Standardresultaten iiber Charaktere von Per-
mutationsmoduln. Wir geben hier einen unabhéngigen Beweis.

Offensichtlich sind S und T Moduln und die direkte Summe ist V. Sei nun ¢ €
Endgs, Q™ und ey,...,e, die Standardbasis von Q™. Schreibe ¢(e1) = > Aie;
und wéhle ein j € {2,...,n}. Sei g = 75 j) € S, die Transposition der Elemente
2und j. Dannist 5 Aie; = ¢(e1) = ¢(ger) = goler) = 30,40 j Aiei+Azej+Aje.
Daraus folgt Ao = A; fiir alle j. Setze nun p = A3, A = A;. Dann ist ¢(eq) =
Aer+ Y 5o €i Sei nun g = 71 ;). Dann ist ¢(e;) = ¢(ge1) = go(er). Also liegt
¢ durch ¢(eq) eindeutig fest. Daraus folgt dim Endgg, Q™ < 2, also ist End S ~
Q ~ EndT. Insbesondere sind S und T einfach und wegen Hom(S,T) = 0 ist
S£T.

Sei nun V = S 1 S+, St das orthogonale Vektorraumkomplement beziiglich
des betrachteten Skalarproduktes. Dann ist S+ wieder ein QS,-Modul wegen
der S, -Invarianz des Skalarprodukts. Aus der Eindeutigkeit der isotypischen
Zerlegung (und S % T) folgt dann, dak S+ = T ist, also ist S L T O

Da S trivialer Modul ist, ist S* ~ S. Wegen S®T ~ (S®T)* ~ S* @ T* ~
S @ T* ist dann auch T* ~ T. Also ist das Skalarprodukt auf S und T jeweils
durch einen (positiven) Skalar eindeutig gegeben, da (, )|rxr € Hom(T,T*) ~
End T ~ Q ist, entsprechend fiir S.

Schreibe nun Q% = Sp @ T, fiir die Zerlegung wie oben. Fiir d, < 1 sei dabei
T, = 0, fiir d, = 0 auch S, = 0. Fiir v = (vp)peq, € Q2 sei vg das Bild von v,
unter der Projektion de — Sp, v;;r entprechend. Mit diesen Notationen erhalten
wir:

Lemma 3 Fiir v,w € Q% ~ My ist

(v, w) = Z apviwy + By(vl wh),
PEQo
mit { , ), dem Standardskalarprodukt auf T, beziehungsweise
g(w) = Y ay(v))? + Byllog |13
PEQo

mit || ||, der Standardnorm auf T, a,, 5, € Q.

Die Norm ist also durch ein Paar positiver rationaler Zahlen fiir jeden Punkt
des Kdochers eindeutig festgelegt.

1.4 Optimale Cogewichte

Fixiere ab jetzt einen maximalen Torus T, oBdA sei dies der Standardtorus.
Sei V' € rep, Q eine Darstellung, p € My ein Cogewicht und A = nu die zu p
zugehdrige 1-PUG. p und X sind dann gegeben als

= (1)icQu = (o) (preqa € Q¥4 und X = (Ay)icq, € Z9.

— 6 —



A operiert auf V = (V¥),eq, durch

A(t). Ve = diag(t™ ' [1 <V < d,)- [V ]V, . -diag(t~ 1 < v < d,)

v v
=[Vg .t/\p/,w*/\p,u]
vV v'v

fiir einen Pfeil o : p — p’. Offensichtlich muf fiir lim; o A(¢).V = 0 gelten, dafs
Apt ot — App > 0 ist wenn immer VVO/‘)V # 0 ist. Betrachte daher die Differenzen
Aj — Ai, wobel wir kurz ¢ = (p,v) und j = (p/, 1) schreiben. Setze

(Vo) = min{h — ApolFap— g € Qu mit V3, # 0}
- %min{)\j — \il(i5) € B(V)}
= min{p; — u(i,5) € E(V)}.
Dabei ist
E(V):={((p,v), (¢',v) € Qa®|3a: p — p' € Q1 mit V2, # 0}

Fir u ¢ My existiert ein ¢ € G mit g.u € Myp. Definiere dann m(V, pu) =
m(g.V, g.1t). Da m Wh-invariant ist, das heift es gilt m(w.V,w.u) = m(V, p)
fiir alle w € W,u € My, ist m nach Lemma 1 auf ganz M wohldefiniert.
Insbesondere ist dann m sogar G-invariant.

Setze weiter

qp(V) = inf{q(p)/m(V,p) > 1, p € Mr} = inf{q(p)|n € Kr(V)}
mit
Kp(V) = {p € Mr|p; — p; 2 1V(i,j) € E(V)} = {p € Mr|m(V,n) > 1}.

Anmerkung: Dabei kann die Bedingung m(V, u) > 1 durch m(V, u) > ¢, € > 0,
ersetzt werden. Wesentlich ist, dafs & > 0 (vergleiche Lemma 5) gilt sowie dafs
die Bedingung abgeschlossen ist (vergleiche Lemma 4).

Schliefilich sei

Mr(V) = {p € Kp(V)lg(n) = q7(V)}-
Lemma 4 Ist Kr # 0, so ist $Mp(V) = 1.

Beweis:

Sei K der reelle Abschluf von K¢ (V) in Mg := Mpr®gR ~ R94. Da i —pg > 1
abgschlossene Bedingungen sind, gilt weiter p; — p; > 1 fiir alle p € K, (4,7) €
E(V). Sei (, ) die Fortsetzung von ( , )r auf Mg x Mg. Schreibe wieder
q(p) = (p, p). K ist abgeschlossen, also ist K/ = {u € Klq(p) < ¢-(V) + 1}
kompakt. ¢ (eingeschrinkt auf K’) ist stetig, nimmt also auf K’ sein absolutes
Minimum an. Somit existiert ein u € K, so dafl ¢(x) minimal ist.

K ist konvex, denn: seien dazu p,p’ € K, dann gilt fir v = tpu + (1 — t)/,
te[0,1], (4,5) € E(V):

vj — v =ty + (1= )y — tpy — (1= )
=t(p; — ) + (L= t)(uj —pg) > t+(1—1)=1.

— 7 —



Somit gilt v € K.

Seien nun p,u’ € K verschieden mit g(p) = q(p') = ¢5(V). p, ' sind dann
linear unabhéngig, sonst wire p = &u’. Wegen q(p) = g(p’) wére dann § = +1.
Da 0 ¢ K bleibt nur £ =1, also u = p'.

V= %,u + %u’ ist wegen der Konvexitét wieder in K und es gilt

a) = (gt gplogp b oi) = 1) +2 (ui) +a) < al).

2 2772 2
<va(wa(p')

Dabei ist (u, 1')? < q(u)q(p') nach Cauchy-Schwarz und da pu, p' linear unab-
héngig sind. Das ist ein Widerspruch zur Minimalitdt von g(u). Also enthélt K
genau ein beziiglich ¢ minimales Element.

Sei nun p dieses eindeutige minimale Element in K. Es ist noch zu zeigen, daf
1 rational ist.

Ist p ein Eckpunkt von K, so ist p als eindeutige Losung rationaler linearer Glei-
chungen rational. Ist p kein Eckpunkt, so liegt i im Inneren einer Seite von K, al-
so im Inneren eines affinen Raums M = {z € R%4|z; —z; = 1 fiir gewisse (i,j)}.
Da p die Norm ¢|p; minimiert, muf$ p kritisch fiir g|ps sein, das heifst, alle Rich-
tungsableitungen 8%‘1|M fiir y € T(M) miissen 0 sein.

Analog zu oben rechnen wir fiir v =t/ + (1 — t)p”, ¢/, 1t/ € M und ¢ € (0,1):

qv) =t + (1 =)ty + (1 = t)u")
=tq(u) +2t(1—1)  (Wp")  +(1—1)%q(u")
——

< (+aw + (- Vi)

Also ist /g eine konvexe Funktion, somit ist g als Verkniipfung der konvexen
Funktion /g mit der streng konvexen Funktion ()? selbst streng konvex. Daraus
folgt, daf ¢ (bzw. g|as) hochstens einen kritischen Punkt hat.

1 ist dann die eindeutige Losung des Gleichungsysstems gegeben durch die linea-
ren rationalen Gleichungen ,,u € M* und i kritisch®, selbst also rational. (Die
Gleichungen ,,u kritisch® sind linear rational, da ¢ als quadratische Funktion mit
rationalen Koeflizienten gegeben ist.) O

In der Situation des Lemmas heifst das eindeutige pr(V) € Mrp (V) bestes Co-
gewicht zu V beziiglich T'.

Setze
¢ (V) :== inf{q;. (V)|T" C G maximaler Torus}.

Da alle maximalen Tori zueinander konjugiert sind, 1aft sich das auch als

¢ (V) = inf{qr(9.V)lg € G}

schreiben. Da ¢}.(¢.V) nur von E(g.V) abhingt, fiir das es nur endlich viele
Moglichkeiten gibt, ist das Infimum ein Minimum, falls das Infimum endlich ist.
Insbesondere hingt ¢* (V') nur von der Konjugationsklasse von V' ab. Weiter sei
dann

MV):={pe KV)lg(n) = ¢ (V)}

— 8 —



mit

K(V) = {p € Mm(V,p) > 1}.
M (V') heikt optimale Klasse zu V. ! Die u € M (V) heifen optimale Cogewichte
zu V. Ein maximaler Torus T mit ¢(ur(V)) = ¢*(V) heifit optimaler Torus.
Ein Modul V € rep, @ heiflt nun instabil, falls ¢* (V) < oo ist, das heifst, falls
ein y € M existiert mit m(V,u) > 1 (beziehungsweise M (V) # ()). V heifit
semistabil, wenn er nicht instabil ist, das heifst, falls m(V, u) <0 fiur alle p € M
ist (beziehungsweise M (V) = 0).
Nach dem Hilbert-Mumford-Kriterium liegt V im Nullkegel (d.h. es ist 0 € G.V)
genau dann, wenn es eine Einparametergruppe A gibt mit lim; o A(¢).V = 0
(vgl. [13], [16]). Dieses Kriterium liefert in unserer Situation folgendes:

Lemma 5 M(V) #0 < V enully Q.

Beweis:

M(WV)#0

KWV)#0

es gibt einen maximalen Torus 77 = ¢.T und ein A € A mit A € K¢/ (V)
N =gXe Kr(g.V)

Ny = A; > 0 fiir alle (4,5) € E(g.V)

lim¢_o ' (¢).(9.V) =0

limg_o A(£).V = 0

V € nully @, letzteres nach dem Hilbert-Mumford-Kriterium. (I

rreeree

Bemerkung 6 FEs gilt M(g.V) = g.M(V) fir g € G.

Beweis:
Es ist

M(g.V)={p € Ml|q(n) = q"(9.V),m(g.V,p) > 1}
={ulg(pw) = ¢*(V),m(V,g~".p) > 1}
={g9.1qlgt") = (V),m(V,i') > 1} = g. M (V).
=q(p')

O

IBei Hesselink heifit diese Menge A(V), das A(V) bei LeBruyn (und Slodowy) ist die
Menge der zugehorigen 1-PUG zu den g € M(V). Der ,Informationsgehalt“ bei LeBruyn
ist also kleiner, da es mehrere Cogewichte mit gleicher zugehoriger 1-PUG geben kann. Be-

a1 o 1 -1
trachte 1 id und 1 id . Die zugehdrigen optimalen Cogewichte sind ( bzw.
AN N
id 1 0 1 1
1
2 -1
0 . Beide liefern aber die gleiche optimale Einparametergruppe ( . Ist @ zykel-

1
2
los (d.h. ein Baum), so tritt dieser Unterschied nicht auf.



1.5 Der Satz von Kempf-Rousseau

Sei H < @ eine Untergruppe, die einen maximalen Torus 7' von G enthélt. T ist
dann natiirlich auch wieder ein maximaler Torus von H. In Verallgemeinerung
zu den Definitionen fiir maximale Tori definieren wir dann

A= {A € A|bild\ € H}, My =D XN/ |
und
qp (V) == inf{q(p)[m(V,p) > 1, u € My},
My (V) :={p e Mulq(p) = g (V)}.

H heiflt optimal fir V, falls ¢}, (V) = ¢*(V) ist. In diesem Fall gilt My (V) =
MWV)N Mpg.

Analog zu unserer fritheren Defintion von m(V, 1) definieren wir fiir ein Matrix-
tupel (gp)peg, € G und ein Cogewicht u

mlg 1) 1= min{ ppr = pipul (99),,, # 0}
Sei A € A eine 1-PUG. Setze dann
P(A\):={g€ G|tlir1(1) A(t).g existiert in G} = {g € G|m(g,\) > 0}.

Fiir ein p € M setze P(u) := P(A) mit A = nu der zu p zugehorige 1-PUG.
Weiter sei
U(p) =U(A) = {g € G|lim A(t).g = e}

und
Z(p) = Z(A) ={g € G|lim A(t).g = g}.
Sei fiir p e Qo und r € Q

mult, (p,r) = H{v € {1,...,d, }up, =1}

Bemerkung 7 P(u) ist das semidirekte Produkt P(p) = Z(u) x U(p) und
parabolische Untergruppe von G. Es ist Z(u) = stab (u).

Beweis:
Betrachte nur die Operation von G = Glg an einem Punkt p, also oBdA G =
Gldp. Weiter sei T' der Standardtorus, Az 3 A = (A > --- > Ay, ) dominant per

W-Operation. Schreibe G > g = [g;i]1<j,i<d, -
e Esist

g€ Z(\) < lim\(t).g =g <= lim [tAj_)\igji]ji =9

= N\ -\ =0fiir g;; #0 <= g;; =0 fiir A\; # \;.

g hat also Blockdiagonalgestalt, wobei die Blockgrofien durch die oben
definierten multy(p,?) gegeben sind. Aus dieser Beschreibung ergibt sich
auch Z(u) = stab (u).



gpxd

e Sei nun g € k% "% beliebig. Dann gilt

g+ecU(N) < limA(t).g=0 < limt¥ g, =0
<~ gji = 0 fiir )\j <\
g hat somit echte obere Blockdreiecksgestalt.

e Analog erhdlt man, daf g € P(\) (unechte) obere Blockdreiecksgestalt
hat.

Es ist P(A\) = U(A) - Z(A\) und U(A) ist normal in P(\), also ist P(A) das
semidirekte Produkt. P(A) enthélt die Borelgruppe der echten oberen Dreiecks-
matrizen, ist also parabolisch. (Il

Bemerkung 8 Es gilt P(h.u) = h.P(u) fir h € G.

Beweis:
Es ist

P(h.u) = {g|lim(hAA(t)h ™ )g(hA™ (t)h 1) existiert}
= {g|lim\(t).(h'.g) existiert} = {h.¢’| im A(t).g" ex} = h.P(p).
O

Satz 9 (Kempf-Rousseau, [7]) Sei V € nully Q. Dann gilt:
1. M(V) # 0.

2. Esist P(u) = P(y') fir alle p,p/ € M(V). P(V) := P(u) heifit optimale
Parabolische zu V.

3. Seip e M(V). Dann ist M(V) = P(V).u = P(u).p.
4. g M(V)C M(V) gilt genau fiir g € P(V).
5. M(V) C MP(V)~

Beweis:
Der erste Teil der Behauptung ist Lemma 5. Der weitere Beweis erfolgt in meh-
reren Schritten:

e Wir zeigen zunéchst: fiir p € M (V) und p € P(u) gilt p.u € M(V).
Sei A = nu die zu p zugehdrige 1-PUG. Dann gilt:
m(V,p) > 1= lEmA ) VA (t) =0
= lim A()p AL OXO VA AMOpA~H(t) =0
—_——— —_—

Limes existiert Limes existiert

= }iH(lJ AOp VpA Tt () =0 = m(p ' .V,u) > ¢,c € Q,

1
= m((V,p.u) > c = P E K(V).
Weiter gilt: 1p.u € M(V) genau dann, wenn q(u) = q(ip.p) = Hq(p).

Das ist dquivalent zu ¢ = 1, also ist p.u € M(V'). Das ist eine Inklusion
des dritten Teils der Behauptung sowie eine Richtung des vierten Teils.



o Zeige nun: fiir p € M(V) gilt p € Mp,).
Da A(t).pn = pfiir alle t € k* ist, existiert der Limes lim A(¢).u(¢') fiir alle ¢/,
also ist pu(t') € P(u) fiir alle t'. Daraus folgt 4 € Mp(,) per Definition von
Mp (). Wenn wir Teil 2 gezeigt haben, liefert dies Teil 5 der Behauptung.

e Wir zeigen: sei p € M(V) und T C P(p) maximaler Torus. Dann gilt
MrNMV)={pur(V)} und es ist ur(V) = p.p fiir ein p € P(u).
Sei S C P(u) ein maximaler Torus mit p € Mg. So ein S existiert, da
p € Mp,) ist. Dann existiert ein p € P(u) mit 7' = p.S (da alle maximalen
Tori zueinander konjugiert sind). Insbesondere ist dann p.u € Mp. Nach
dem ersten Schritt gilt auch p.u € M (V). Nach Lemma 4 ist (M (V) N
M) <1, also mufs p.u = pr(V) gelten. Dies ist die zweite Inklusion von
Teil 3.

e Eine bekannte Tatsache iiber Gruppen (Bruhat-Zerlegung) [17, Korollar
10.2.9] ist: Sind P, P’ parabolische Untergruppen, so gibt es einen maxi-
malen Torus T'C PN P’.

e Seien p, ' € M(V). Dann gilt P(u) = P(y/).
Sei dazu T' C P(u) N P(u') ein maximaler Torus. Sei weiter v = up (V).
Dann existieren nach obigem p € P(u), p’ € P(y') mit p.u = v = p'.u'.
Also ist P(v) = P(p.p) = p.P(n) = P(u), analog fiir P(u'). Zusammen
ist P(u) = P(u'). Weiter folgt = (p~'p’).u/. Also ist der zweite Teil der
Behauptung gezeigt und mit den vorigen Schritten zusammen auch die
Teile 3 und 5.

e Schliefllich zeigen wir noch die zweite Richtung von Teil 4: Sei g.M (V') C
M (V). Dann ist g € P(u).
Sei g € G, p € M(V) mit g.u = v € M(V). Dann existiert ein p € P(u)
mit p.u = v = g.u, also ist (¢~ !p).u = p. Es reicht dann stab (u) C P(u)
zu zeigen. Sei dazu h € stab (i), also h.u = p. Dann ist h.A(t) = A(t)
mit A = nu zu p zugehdrige 1-PUG. Somit ist lim A(¢).h = h, also gilt
h € P(p) nach Definition von P(u).

O

1.6 Die Stratifizierung

Eine Stratifizierung von nully @ ist eine endliche Familie {S;|¢ € I} von Teil-
mengen von nullg @ und eine partielle Ordnung < auf I mit

e Esist nully @ = |J,.; S; und diese Vereinigung ist disjunkt.

il
o Bsist S; C U;<; Sj-
Bemerkung 10 In diesem Fall sind alle S; lokal abgeschlossen.

Beweis:

Das Blatt zu V definieren wir als

[V] == {W € nully QM (W) = M(V)}



und das Hesselink-Stratum zu V als
HWV):=G.[V]={W|G.M(W)=G.M(V)}.
Es ist also nach Teil 3 von Satz 9
HV)=H(W) < GMV)NGMW) £0.
Setze nun fiir ein Cogewicht 0 # p € M
(1] :=={V € nullg Q| € M(V)} und H(p) := G.[u].

Wenn T ein optimaler Torus fiir V ist, ist dann also [ur (V)] = [V] sowie H(V) =
G.[ur (V)]

Da wir nun an den G-invarianten Strata interessiert sind, kénnen wir einen
festen Torus wéhlen. Sei dies der Standardtorus. Ein Cogewicht p € Mp heift
dann dominant, wenn pp, v > pip,, firalle 1 </ <v < glp gilt.

Sei weiter

B :={pr(V)|V € nully Q, pr(V) dominant}.

Da pr(V) nur von E(V) abhingt, fir das es nur endlich viele Moglichkeiten
gibt, ist B eine endliche Menge.

Vorsicht: [u] = 0 fiir p € B ist moglich, falls T nicht optimal fiir V ist. B
ist also nich die kleinstmogliche Indexmenge. Dieses Problem wird im néchsten
Abschnitt behandelt.

Lemma 11 FEs gilt
nully Q = U G.[u].

neB

Diese Vereinigung st disjunkt.

Beweis:

Sei V' € nully Q, also ist M (V) # (. Dann existiert ein ¢ € G mit M(g.V) N
Mt > i/ = pr(g.V). Nach eventueller weiterer Konjugation mit w € W ist p/
dominant. Also ist g.V € [] bzw. gleichwertig V' € G.[i/], wobei i/ € B ist.
Seien nun p, ' € B mit G.[u] N G.[u'] # (. Das bedeutet, es existieren V €
nully Q sowie g,¢' € G mit g.u,¢’.1 € M(V). Nach Satz 9 existiert dann ein
h e P(V) C G mit h.(g.u) = ¢’.1/. Nach Lemma 1 sind dann g und g’ schon
unter der Weylgruppe konjugiert, da p, 4/ € Mp. Da aber beide dominant sind,
gilt = p'. O

Wir definieren nun auf M eine partielle Ordnung
p<p = q(p) <q(p') oder p=p'.
Mit dieser Definition gilt:

Lemma 12

i G R

'<p

Das heift, die H(u) = G.[u], € B, bilden eine Stratifizierung von nully Q.



Beweis:
Sei u € B. Setze dann

S(p) :=={V enully Q|u; —p: > 1V(,j5) € E(V)}.

Die Menge S(u) ist abgeschlossen in null; @), da sie durch die abgeschlossenen
Bedingungen V7 = 0 fiir gewisse Matrixeintrige nur abhingig von p definiert
ist (S(p) ist also sogar ein Vektorraum). Auflerdem ist per Definition [u] C S(u).
Sei nun V € S(u), T' = ¢.T optimaler Torus fiir V und ' = pz/(V). Dann
ist q(p') < ¢q(u). Gilt Gleichheit, ist schon p optimal fiir V, also V' € [u]. Ist
a(') < q(p), soist g.V € [p] mit p/ < p. Immer ist also V € U, ., G.[1].

Da S(p) von der Parabolischen P(u) stabilisiert wird (Definitionen einset-
zen), ist mit S(u) auch G.S(u) abgeschlossen ([3, 11.9.1, etwas verallgemeinert]
bzw. [17, ex. 7.2.11(9)]), insgesamt erhalten wir

Gl casmpc | el

'<p

Bemerkung 13 Sei i € My mit [p] # 0. Dann gilt:

1. [u] ist offen dicht in S(u), insbesondere ist [u] = S(u).

2. G.lp] = G.S(n).
8. [u] ={V e S(wlg(p) = ¢*(V)} und G.[u] ={V € G.S(u)|q(p) = ¢*(V)}.
4.

S(w), [p], H(p) = G.[u] wnd H(p) = G.S(p) sind irreduzibel.

Beweis:

1. S(p) ist Vektorraum, also irreduzibel. Es reicht also, [p] offen in S(u) zu
zeigen. Sei dazu W € [u], das heift p = pr(W). Sei V € S(u). Dann
folgt aus E(V) D E(W) schon V € [u]. E(V) D E(W) ist aber eine offene
Bedingung an V, [u] enthilt somit eine in S(u) offene Umgebung von W.
Also ist [p] offen in S(u).

2. Es ist G.S(u) = G.[u] C G.[p]. Fiir die andere Inklusion folgt aus dem
Beweis des vorigen Lemmas.

3. Sei V € S(p). Dann ist p € K(V). Zusammen mit g(u) = ¢*(V) folgt
we M(V), also V € [u]. Die andere Richtung ist trivial.

4. S(p) ist als Vektorraum irreduzibel. Damit ist auch [p] irreduzibel, da [u]
offen in S(u) ist. G.[p] und G.S(u) sind irreduzibel als Bilder irreduzibler
Mengen.

O



1.7 Beschreibung der Strata nach Kirwan [10, Kapitel 12]

In diesem Abschnitt wird ein Kriterium fiir H(p) # () beziehungsweise V € H(u)
entwickelt.
Sei wie oben S(p) ={V € nully Q|p; — pi > 1V(i,j) € E(V)} fiir p € Mp. Sei

A = np die zu p zugehdrige 1-PUG, das heift n = min{A; — A\;|(4,5) € E(V)}.
Damit, ist

1
S(p) ={V]limA(t).V =0} = {V|lim t—n)\(t).V existiert}.
Setze dann

1
T() = {V[lim A0V =V} = {VIX; = X = n fiir (i,) € B(V)}
={Vlp; — ps = 1fiir (i, ) € E(V)} € S(u).
Definiere weiter eine Abbildung p, : S(n) — T'(1) durch

.1
pu(V) = %1_{1(13 t—n)\(t).V.

Bemerkung 14 stab (u) operiert auf T (u).

Beweis:
Sei g € stab (u). Es ist zu zeigen, dafl lim¢~"\(t).(g.V') existiert. Wir rechnen:

limt " A(t).(g.V) = limt "gg " A(t)gVg ' A" (t)gg ™"
=g.limt "(¢g A1)V = g. limt " \(t).V = ¢.V.
]

Lemma 15 Sei V € T(u). Dann ist stab (u) optimal fiir V.

Beweis:

Sei V € T(u) und A = nu die zu p zugehorige 1-PUG. Da nach Definition
von T(u) Aj — A = n fur alle (4,5) € E(V) ist, ist A(¢).V = t"V fiir alle
t € k*. Aufierdem hingt M (V) nur von E(V) ab, das wiederum unabhéngig
von Streckungen von V mit ¢ € k* ist. Also haben wir:

M(V)=M@{"V) = M(A1).V) = A(t).M(V).

Nach Satz 9 Teil 4 ist also A(t) € P(V) fiir alle t € k*, somit ist u € Mp(yy. Sei
nun T' C P(V) maximaler Torus mit y € Myp. Dann ist My C stab (u).

Weiter ist M (V) C Mpyy (Satz 9 Teil 5). Sei v € M(V). Dann existiert ein
p € P(V) mit p.v € My, also p.v € stab (u), und es ist p.v € M (V). Zusammen
haben wir dann p.v € Mggap ) (V). O

Sei G(u) < stab(u) eine reduktive zusammenhéngend Gruppe mit Mg, =
{v € Mgpab(w)|(p, )7 = 0}. Dabei ist T' C stab (u) ein maximaler Torus (ab-
hingig von v) mit v € My. Da p zentral in stab (u) ist, liegt p in jedem ma-
ximalen Torus von stab (u). Also ist (u,v)r definiert. Eine Gruppe G(u) mit
obigen Eigenschaften existiert immer und wird bei uns im n#chsten Abschnitt
explizit konstruiert.

Setze weiter

T ()% :={V € T(n)|V ist semistabil bzgl. G(u)}.



Lemma 16 Fs gilt
T(p)* = [ul NT ()

Beweis:

5O Sei 0 # V € T(p) und p € M(V). Dann ist u € M(V) N Mgapn) =
Mgan(u)(V), da stab (u) optimal fiir V ist. Angenommen, V' wire instabil
beziiglich G (i), also Mg,y # 0. Sei dann v € Mg,y (V). Sei T' ein maxi-
maler Torus mit p, v € My. Dann sind p,v € Kr(V). Da K7 (V) konvex
ist, liegt auch p} :=tpu+ (1 —¢)v in Kp(V) fiir t € [0, 1]. Es gilt:

q(py) = q(tp+ (1= t)v) = t2q(p) + 21 — 1) (p,v) +(1 = 1)*q(v).

——
=0
Differenzieren nach t liefert ein lokales Minimum fiir ¢+ = —2W)__ S
a(p)+q(v)

(0,1) mit q(u;) < g(p), Widerspruch zur Optimalitdt von p. Also ist
M) (V) = 0, somit ist V semistabil beziiglich G(p).

»C* Sei V€ T(u) semistabil beziiglich G(u). Zu zeigen ist p € M (V). Sei
dazu v € Mggan () (V). Da stab (u) optimal fiir V' ist (also Mggan ) (V) C
M (V)), reicht es dann p = v zu zeigen. Sei T' C stab (u) maximaler Torus
mit p, v € Myp. Schreibe v = a + bu mit (o, u)7 = 0. Es ist

1 <m(V,v) = min{v; —v|(i,5) € E(V)}
=min{ey —o; +0( py; — i )|(6:7) € BE(V)}
—
=1da VeT(u)

=min{ao; — a;|(3,j) € E(V)} +b=m(V,a) + b.

Andererseits ist m(V,a) < 0, da V' semistabil beziiglich a € Mg, ist.
Also ist b > 1. Wegen ¢(v) = q(a) + 2b (o, ) +b%q(1) > q(p) und ande-
——"

=0

rerseits q(v) < q(p) wegen der Optimalitit von v ist ¢(v) = ¢(p). Dies ist
aber nur fiir a = 0, b = 1 mdglich, also ist v = p.

O

Setze

Lemma 17
1. stab (u) operiert auf T(u) und T(p)®s.

2. py ist P(p)-dquivariant. Dabei operiert P(p) = stab () x U(w) auf T'()
wie stab (p).

3. P(u) operiert auf S(p) und S(u)*.
Beweis:

Nach der vorigen Bemerkung operiert stab (i) auf T'(u). Durch Einsetzen der
Definitionen sieht man, dall P(u) auf S(u) operiert (vgl. Beweis zu Lemma 12).



e Zeige nun, daf stab (u) auf T(u)®® operiert. Sei dazu V' € T'(u)** und
g € stab (p). Dann ist u € M (V). Da p von g stabilisiert wird, ist auch
w=gp€gMV)=M(g.V), also g.V € [u]. Da T(1)** = [pu] N T() ist
und ¢g.V € T(u) schon gezeigt ist, gilt g.V € T'(u)**.

e Sei A = nu die zu p zugehorige 1-PUG. U () operiert auf T'(u) trivial, denn
fir u € U(p) gilt: .V = w.limt""A(¢).V = lm ¢ " (u.A(¢)).(A(t).V) = V.
Daraus folgt, dafl P(u) auf T'(p) nur durch stab (u) operiert.

Sei nun p € P(u). Dann gilt:

pu(p.V) =lmt " A(t).(p.V)
= lmt " A()pA() IAEOVAE) A E)p I @) !
= (Im A(t).p)-pu (V).

Fiir w € U(p) ist also p,(u.V) = p,(V) und fiir z € stab (u) ist p,(2.V) =
z2.pp(V). p, ist somit P(u)-dquivariant und operiert auf 7'(u) wie stab ().

e Aus der Aquivarianz und daraus, da® stab (u) auf T(u)®* operiert, folgt
dann auch, dak P(u) auf S(u)®® operiert.

O

Bemerkung 18 Sei V € S(u). Dann gilt: aus p = pr(V) folgt schon p =
pr (pu(V))-

Beweis:

Per Definition von p, gilt (i,j) € E(pu(V)) genau dann, wenn (i,5) € E(V)
und p; — p; = 1 gilt. Also ist E(pu(V)) = E(V)\{(,7)|p; — ni > 1}
Angenommen, p wire nicht optimal in K¢(p,(V)), das heifst, es existiert ein
1 € Kr(pu(V)) mit q(u') < q(p).

Wiire p; — i > 1 fiir alle (4, j) € E(V), wire ' € Kr(V'), also wéire p nicht opti-
mal fiir V. Sei also (4, j) € E(V)\ E(p,(V)) mit p} —p; < 1. Fiir dieses (4, ) gilt
pj — pi > 1 und g/, p liegen beide in Kr(p,(V)). Auf der Verbindungsgeraden
von p und g existiert dann ein p” mit pf — pi’ > 1 und g(u”) < q(pn). Wegen
der Konvexitat von Kr(p,(V)) liegt 1" immer noch in Kr(p,(V)). Wiederhole
dies fiir alle solche (i, j), wir erhalten dann ein " € Kr(V) mit q(p”) < q(p),
Widerspruch zur Optimalitdt von u. ([

Lemma 19 Sei yu € My, V € S(u). Dann sind dquivalent:

1. T ist optimal fir V und es ist Mp(V) = {u}, das heifst V € [u].
-V eG. [y
V€ 500" = pr (1 N T(w).

. pu(V) € T(n)**, das heift p,(V') € [p].
V) € Gl

N T U S

Beweis:
Es gilt:



3 <= 4 ist Definition von S(x)®* und p,,.
1= 2 klar.

2=1 Sei V € G.[u], also g.V € [u]. Dann ist ¢(u) = ¢*(9.V) = ¢*(V). Zusam-
men mit V € S(u) (das impiziert g € K(V)) ist dann p € M(V), also
V€ [u]-

4 <= 5 wiel < 2.

5 =2 OBdA sei p dominant. Sei p,(V) € G.[u], also insbesondere [u] # 0.
Dann ist p € B. Angenommen, es wire V ¢ G.[u]. Wegen S(u) \ G.[u] C
Upsp<, G- ist dann V' € G.[p'] fiir ein p/ € B mit g(u') < q(p).
Da p,, durch einen Limes definiert ist, ist p,(V) € G.V C G.[y']. Daraus
folgt, dak p, (V) € G.[p"] gilt fiir ein " € B mit q(u”) < q(p') < q(p),
insbesondere ist p, (V) ¢ G.[u], Widerspruch.

1 =5 Sei V € [u], das heifst T ist optimal fiir V und es gilt ur(V) = p. Wie
oben ist dann auch p € B. T ist maximaler Torus in stab (1) und stab (i)
ist optimale Untergruppe fiir p,(V) (Lemma 15), also existiert ein n €

stab (1) C P(u), so daf T optimaler Torus fiir n.p,(V) = p,(n.V) ist.
Auferdem gilt pur(n.V) = n.ur(V) = np = p. Also ist nach voriger
Bemerkung pr(pu(n.V)) = p. Zusammen mit T optimal fiir n.V ergibt
sich dann p,(n.V) € [u] beziehungsweise p, (V') € G.[u].

O

Wir fassen die Ergebnisse dieses Abschnittes zusammen:

Folgerung 20 Sei u € B. Dann ist V € S(u)*® genau dann, wenn Mp(V) =
{u} gilt. Insbesondere ist

H(p) = G.S(n)” = Gp, ' (T(0)*) = Gp, (W] N T (1))

beziehungsweise

H(p) #0 <= T(w)* #0 <= [WNT(w) #0.

Als Problem bleibt noch, die Gruppe G(u) zu konstruieren. Dieses wird im
folgenden Abschnitt gelGst.

1.8 Beschreibung durch Kécher nach LeBruyn [11]

Ziel dieses Abschnittes ist es, eine kombinatorische Beschreibung mit Hilfe von
Ko6chern der Mengen T'(p), T'(1)°%, B usw. zu finden und insbesondere die Grup-
pe G(u) zu konstruieren.

Wir betrachten ab hier nur noch Normen ¢ der Form

aw) =D wppp,,

(pv)€Qu

das heifst, g ist gegeben durch eine Gewichtung (wp)peq, € ng. Wir schreiben
auch kurz w; = wy, fiir i = (p,v) € Qq, dann ist q(u) =3 ;. w;p?. (Vergleiche



Abschnitt 1.3, im allgemeinen Fall ist die Norm durch zwei Parameter pro Punkt
gegeben.)

Wir folgen in diesem Abschnitt den Ergebnissen in [11], die dort fiir die Norm
mit w, = 1 fiir alle p € Qo gegeben sind.

Die Menge B der dominanten pp(V) fiir V' € nully Q) ist eine Teilmenge der
Menge der dominanten Cogewichte. Um B zu bestimmen, muff V eine i.A. un-
endliche Menge durchlaufen. Wir suchen daher nun zunéchst eine endliche Teil-
menge der dominanten Cogewichte, die B enthalt, sowie eine kombinatorische
Beschreibung dieser Menge.

Sei

L= {((p,v),(0',V)) € (Qu)*|35: p — p' € Qu}.

Eine Teilmenge R C II heifit instabil, falls es ein p € Q%< mit p; — p; > 1 fiir
alle (4,7) € R gibt. Fiir E(V) C II bedeutet das natiirlich, daf E(V) instabil
in diesem Sinne genau dann ist, wenn V instabil im alten Sinne ist. Fiir eine
instabile Menge R sei u(R) das beziiglich ¢ minimale 1 € Q@< mit y;—p; > 1 fiir
alle (i,7) € R. Fiir eine instabile Darstellung V ist also u(E(V)) = pur(V), wobei
wir wieder Mp mit Q@ fiir einen festen Torus T, oBdA dem Standardtorus,
identifizieren.

Umgekehrt setze fiir p € Q@4:

R(p) :={(i,7) € U|p; — pi > 1} und Ry(p) := {(i,) € W|pj — ps = 1},
Die Saturierung von R ist definiert als
R = {(i.) € Wu(R), — u(R); = 1},
Eine Menge R C II heikt saturiert, falls R = R gilt.
Bemerkung 21 Offensichtlich ist p(R) = p(R) und R = R(u(R)).

Ein Segment I eines Cogewichtes u ist eine Teilmenge I C Qgq, so dafl eine
rationale Zahl € @ und n € N existieren mit {u;li € I'} = {z,z+1,...,z2+n}
und so daft I maximal mit dieser Eigenschaft ist. Wir erhalten so eine eindeutige
disjunkte Zerlegung von ()4 in Segmente.

Ein Cogewicht p heift

e balanciert, wenn fiir alle Segmente I von pu gilt: >, wip; = 0.

e saturiert, falls p balanciert ist und fiir alle balancierten Cogewichte p' mit
R(p) € R(p') schon q(u) < q(u') gilt.

Mit diesen Notationen gilt

Proposition 22
1. Ist R C II instabil, so ist u(R) saturiert.

2. Ist u € Q2 saturiert, so ist auch R(p) saturiert (d.h. R(u) = R(u)).



Beweis:

1. Wegen u(R) = u(R) kénnen wir annehmen, daf R saturiert ist.
Zeige zunachst: u = p(R) ist balanciert.

Sei I ein Segment von p, € € Q. Setze pe := pu + (61,1,...,04,7) € mit
0;,; = 1 falls ¢ € I, 0 sonst. Dann ist

R(pe) = {(4,5)|(pe)j — (pe)i > 1} =
LG g — pi + (05,1 — dir)e > 1} = R(p),

denn: sind i,5 € I oder i,j ¢ I fallt der Storterm weg. Ist aber ¢ € T
und j ¢ I (oder umgekehrt), so ist pu; — p; £ € > 1 genau dann, wenn
p; — p; > 1 ist, wenn nur ¢ klein genug ist (da pu; — p; # 1). Es ist also
R(p) = R(pe) fiir alle |e] < €9, o geeignet, das heifst, diese p. sind als
Kandidaten fiir die Optimierung zugelassen. Da p = po optimal ist, muff
also %q(ugﬂazo = 0 gelten.

Weiter ist
qlpe) = D wilps +dire)* =

1€Qq
Z wi,u? + 2 Z wi,ul-5i715+ Z wi51»27162 =
1€Qq 1€EQq 1€EQq

q(p) + QEZwim + &2 Zwi.

icl iel

Damit ist dann Zq(uc)|e—0 = 2>, wips, folglich ist >, ; wip; = 0.
Also ist p balanciert.
Noch zu zeigen ist, dak p(R) saturiert ist. Sei dazu p' balanciert mit

R(1') 2 R(u(R)) = R = R. Daraus folgt q(1/) > q(u(R)), da R saturiert
ist.

2. Sei nun p saturiert. Zu zeigen ist R(u) = R(p). Angenommen, dies gelte
nicht. Sei dann p/ = p(R(u)). ¢’ ist balanciert nach 1. Es ist R(y') =

R(u(R(p)) = R(p) 2 R(p), also q(p') > q(p). Andererseits ist p' =
w(R(p)), also folgt ¢(p') < q(p), Widerspruch.

O

Anmerkung: Fiir diese Proposition benttigen wir die spezielle Gestalt der Norm

als q(ﬂ) = Z(p,u)GQQ wpu?),v'
Aus der Proposition ergibt sich

Bemerkung 23 Sei wie im vorigen Abschnitt B die Menge der dominanten
optimalen Cogewichte. Dann ist B C {u € Q4| dominant, saturiert}. Dabei ist
die rechte Seite endlich. Die andere Inklusion gilt nicht.

Beweis:
Wir betrachten die einzelnen Behauptungen:



Sei € B, also g = pr(V) dominant. Dann ist u = p(E(V)), also ist p
saturiert nach der Proposition.

Saturierte Cogewichte sind insbesondere balanciert, es reicht also zu zei-
gen, dafs es nur endlich viele balancierte Cogewichte gibt.

Es gibt nur endlich viele Partitionen von Q4. Fiir ein Segment I C Qg ist
dann p; = x+n; mit n; € {0,1,...,t}, ¢ € I fiir eine rationale Zahl z. Fiir
die n; gibt es nur endlich viele Wahlmdéglichkeiten. x ist dann durch die
Bedingung der Balanciertheit eindeutig festgelegt. Also gibt es nur endlich
viele balancierte Cogewichte.
2 -1
Sei@= v \¢ .Dannist u= ein saturiertes Cogewicht
1 3 0 1

(es ist balanciert und es gibt keine ’ mit R(p') 2 R(p)), aber p ist nicht
optimales Cogewicht fiir einen Modul V.

O

Die Menge {1 € Q4| dominant, saturiert} ist also eine endliche Kandidaten-
menge fiir die Indexmenge der Hesselink-Stratifizierung. Finden wir eine Mog-

lichkeit, fiir ein p aus dieser Menge zu entscheiden, ob H (u) nicht leer ist, konnen
wir alle Strata angeben. Zusammen mit einer Beschreibung von G(p) ist das das
Ziel des restlichen Abschnittes.
Wir haben
Sw={VIEV)CRW}= @ (rersQ),,
(,4)ER(n)
und
T(n) = {VIEV) € Bi(w} = €D (reps@),.-
(,4)ER1(n)
Dabei ist

(rep, Q) (o) (o ) = {V|Vf,)V #0nur fir 3:p—p',(v,7) = (v, I/)}

fiir ((p,v), (p', ")) € Qq°. p, ist dann die natiirliche Projektion

Pu: @ (repi Q) ij - @ (repi Q) i, "

(i,.5)ER(p) (i,5)€R1(p)

Um die Bedingung T'(1)** # (0 zu untersuchen, muff die stab (u)-Operation

auf T
durch

H{6r € QUunlBr = (p,1) — ()} = {

(1) betrachtet werden. Betrachte dazu den Segmentekdcher Q(p) gegeben

QU)o = {(p.7) € Qo x Q| multy (p,r) # 0}
HBEQuB:p—p)} 1 =r=1

0 sonst

Dabei ist wie oben

mult,, (p,7) ;= §{v e {1,....d,}up, =r}.



Sei weiter der Dimensionsvektor d(u) gegeben durch

d(p)p,r = mult,, (p, 7).
Per Konvention sei d(u)p, = 0 fiir (p,7) ¢ Q(p)o-

Theorem 24 Die offensichtlichen Abbildungen ® : T'(u) — repgy(,) Q1) und
¢ : stab(u) — GI(d(p)) sind Isomorphismen von Varietiten beziehungsweise
algebraischen Gruppen. Weiter ist ®(g.V) = ¢(g9).®(V) fir V € T(u), g €
stab (p).

Beweis:

Sei V = [Vuﬁ, U} eine Darstellung in T'(u), d.h.
Y ppopeQiisvi<d, 1<v<d,

VPP — 0 fiir i — pp # 1. Bs ist

Br:(pyr)—= (@' r+1) _ |y B8:p—p
(®(V)) = |V

v, mit pp,,=r,p, r=r+1

& ist also nur ein Umsortieren der Blocke # 0, somit ein Isomorphismus. Analog
zeigt man, dafl ¢ ein Isomorphismus ist, sowie ®(g.V) = ¢(g). (V). O

Identifiziere im folgenden via dieser Isomorphismen 7'(u) mit rep(,) Q(p) und
stab (p) mit Gl(d(u)).

Die Operation von stab (u) auf T'(u) konnen wir also wieder mit einer Ko-
chersituation identifizieren. Es bleibt noch die Aufgabe, die Gruppe G(u) zu
beschreiben.

Wir definieren dazu einen Charakter

Xo:Gldw) =[] Glag,., —
(p,m)EQ(1)o0

durch
g = H gp,r H (det gpm)wpnr ,

(p,r)€Q(1)o (p,r)€Q(1)o
wobei A = nu die zu p zugehorige 1-PUG ist.

Lemma 25 Es ist G(u) = x;, ' (1).

Beweis:
Sei p € Ar C Agpan(u), 0BdA sei T' der Standardtorus in G. Dann gilt

Xu(p(t) = Xp H p(t)p,r

(P,m)EQ(1)o

== H (det diag(tppv“mp’,j = T)prp”’ = H H twppp,u)‘p,u

(p,r) (p,r) Vibpw =T

_ H tWiPi Ai

iEQi

Also ist x,(p(t)) = 1 fiir alle ¢t genau dann, wenn ) . w;p;A; = 0 ist. Das
ist wiederum dquivalent zu (p, \)7 = 0, was per Definition genau p € G(u)
bedeutet. (]



Nach King [9] ist dann V' € T'(u) semistabil beziiglich G(u) genau dann, wenn
V' xp-semistabil im Sinne Mumfords [12] ist. Weiter nach [9] ist das gleichbe-
deutend damit, daff V' semistabil beziiglich 6,, ist mit

0, : Ko(repQ(u)) ~ NWo 7. ¢ Z Wy N-T-Ee
(p,r)€Q(1)o

Dabei heifit V' 0-semistabil fiir eine additive Abbildung 6 : Ko(repQ(n)) — Z
von der Grothendiek-Gruppe in die ganzen Zahlen, falls §(dimV) = 0 und
6(dimW) > 0 fiir alle Unterdarstellungen W C V gilt. Gilt sogar 8(dimW) > 0
fiir alle echten Unterdarstellungen 0 # W C V| so heifst V' 0-stabil.

Wir betrachten im folgenden statt 6, die Abbildung 6,, : rep Q(11) — Q gegeben
durch

p,T*

0,(V)= Z wy -7 - dim(V), .
(p,r)€Q(K)o

Dann ist 6,(V) > 0 genau dann, wenn éu(dimV) > 0 gilt, analog fiir ,,=*.
Insgesamt haben wir also mit diesen Notationen und unter Verwendung von
Lemma 19:

Theorem 26 Sei yp € My, V € S(u). Dann ist V € G.[u] genau dann, wenn
pu (V) betrachtet als Q(p)-Darstellung von 6,,-semistabil ist.

2 Trennende Gewichtungen als Losung eines Sy-
stems quadratischer Ungleichungen

Wir fixieren im Folgenden wieder einen maximalen Torus T', oBdA sei dies der
Standardtorus.

2.1 Trennende Gewichtungen

Wir suchen nun hinreichende und notwendige Bedingungen dafiir, daff eine Ge-
wichtung w eine ,verniinftige“, d.h. moglichst feine, Stratifizierung der Darstel-
lungsvarietét liefert.

o Wir sagen, dal eine Gewichtung zu einem Kocher die Orbiten trennt, falls
fiir alle Darstellungen V' das Hesselink-Stratum H (V) genau der Orbit
G.V ist.

e Ein Kocher erlaubt die Trennung der Orbiten, falls es eine Gewichtung
gibt, die die Orbiten trennt.

e Eine Gewichtung ist stabil, wenn fiir diese Gewichtung p,,r)(U) stabil ist
fiir alle Unzerlegbaren U.

Ziel dieses Abschnittes ist es zu zeigen, daf ein darstellungsendlicher Kocher
die Trennung der Orbiten genau dann erlaubt, wenn es eine stabile Gewichtung
gibt.

Seien V', V" zwei Moduln, p/, u” Cogewichte zu den jeweiligen Dimensionsvek-
toren d’,d”. Definiere yu = p/ @ i’ zum Dimensionsvektor d := d’ + d” durch

L / / " "
Hp = (/pr,la cee 7/1'1)@’?-‘1-@’?’) T (Mp,l? ce 7Mp7d’paﬂp717 ce 7Mp7d’p’) .



Dann ist p ein Cogewicht zu dimV (= d) mit V := V' @ V", wobei wir hier die
direkte Summe als direkte Summe von Matrizen verstehen:

a Ve 0
(V/EBV”) = |: 0 yre :|
Wir haben dann p, (V' @ V") = p (V') @ ppr (V). Sei dazu X = nu die zu p
zugehorige 1-PUG und seien X' = nu’, A’ = nu”’. Dann gilt:
. Ve
pv @ v =tmea@. | Vg e |
% 0

T PO TON RS

| oxno-

himgen | N @O VEN@TE N0 ()7
= lm N(t)-0- )\I(t)_l N/(¢) - Ve /\”(t)_l
lim ¢~ N (t).V'" 0
- [ 0( ) lim ¢ ="\ (t).V"* ] =pw (V) © pr (V7).

Damit gilt dann auch:

On(Pu(V)) = O (e (V")) + Oy (pyur (V).

Bemerkung 27 Sind p/, p” optimale Cogewichte zu den V', V" so ist u opti-
males Cogewicht zu V.

Beweis:
Zu zeigen ist 6, (p,(V)) =0 und 6, (U) > 0 fiir alle Untermoduln U von p, (V).

o Es ist 0,(pu(V)) = 0 (0 (V') + 0,00 (pyur (V7)) = 04 0 = 0.

e Sei nun U C p,(V) ein Untermodul. Dann ist U Erweiterung von zwei
Untermoduln U’ C p,/ (V') beziehungsweise U” C p,»(V"). Insbesondere
ist dann dimU = dimU’ @ U”, somit gilt:

0,(U) = 0,(U' & U") = 0,0(U") + 0, (U") = 0.
—_—— —
>0 >0

O

Es reicht also, die optimalen Cogewichte Unzerlegbarer zu untersuchen. Im fol-
genden schreiben wir oft kurz 0w fiir 6,,).

Bemerkung 28 Sei U ein Unzerlegbarer mit optimalen Cogewicht p = p(U).
Ist p,(U) stabil, so besteht p nur aus einem Segment. Es ist sogar Q(u) zusam-
menhdngend.

Beweis:

Besteht p aus mehreren Segmenten, so zerfillt Q(u) in mehrere Komponenten.
Dann ist p,(U) direkte Summe der zu den Komponenten gehtrenden Moduln.
Insbesondere ist p,(U) nicht stabil. O



Lemma 29 Sei Q ein Baum (d.h. Q enthdlt keine Zykeln). Sei weiter U un-
zerlegbar, p = p(U) und Q(n) zusammenhdingend (erfillt fir z.B. p,U stabil).

e Dann ist pp1 = -+ = ppa und es existieren xy € Q, l(p) € Z mit
wp = zy — U(p) fir alle p € Qo. Wir schreiben dabei kurz p, fir p, 1 =
= fipd - Die Abbildung | : Qo — Z heifit Levelfunktion.

o Esist Q(p) = Q und p,(U) = U. Dabei bleiben Punkte p mit (dimU), =0
(und die entsprechenden Pfeile) unberiicksichtigt.

Beweis:

o Seir = pp,, ' = pp,. Zu zeigen ist dann r = /. Angenommen, es wire
r#r’, d.h. (p,r) und (p,r’) wiren verschiedene Punkte in Q(u). Da Q(u)
zusammenhéngend ist, existiert eine Verbindung (ein ungerichteter Weg)

(p,7) = (Po;7m0) — (P1,71) — -+ — (Pt,7¢) — (Pe41,Te41) = (P 7”/)-

Dabei ist 7; = r;+1+¢; mit ¢; € {—1, 1} abhéngig von der Orientierung von
(pis7i) — (Dig1,Tit1). Per Konstruktion von Q(p) kommt diese Verbindung
her von einer Verbindung p —p; — -+ — p; — p in Q. Da @ keine Zykeln
enthélt, aber Anfangs- und Endpunkt dieser Verbindung iibereinstimmen,
mufs p; = p:—; und €¢; = —e;—; sowie t gerade sein. Insbesondere ist

t £-1

t
_ _ r_ r_
T—To—g ei—|—r—§ €i+§ € +1r =1.

. t

1=7

1=0 =0

Also gilt pp,, = pip, fiiv alle 1 < v, 0" < d,,. Sei g € Qo fix. Setze vy =y
und I(p) = >_ €;, wobei die Summe {iber die eindeutige Verbindung ¢ — p
in @ lauft. Damit ist die Behauptung erfiillt.

e Wire p,(U) # U, gébe es einen Pfeil p — p’ mit p,y — p, > 1. Dieser
Pfeil ,verschwindet“ bei der Projektion nach T(u) = repy(,,) Q(u). Da es
nur eine Verbindung p — p’ gibt, ist @ ohne diesen Pfeil und damit auch
der Segmentekdcher nicht mehr zusammenhingend, Widerspruch.

Da p an jedem Punkt nur einen Wert annimmt, ist Q(u)o = Qo und jeder
Pfeil in @7 induziert maximal einen Pfeil in Q(u)1. Ist nun Q(u) # @, so
gibt es ebenfalls einen ,yerschwindenden® Pfeil. Wir erhalten den gleichen
Widerspruch.

O

Natiirlich sind die Levelfunktion und xy nur bis auf ganzzahlige Verschiebung
eindeutig. Meist wihlen wir [ so, daff [ nur Werte > 0 annimmt. Nach Wahl von
l ist xy eindeutig.

Sei ab jetzt fiir einen gegebenen Kocher () eine Levelfunktion [ fixiert.



L

Ist @ kein Baum, so stimmt voriges Lemma nicht. Sei dazu U = { 1. Dann
<y
1

-1 I

ist w(U) = 0 und p,(U) = 1 # U, aber p,(U) ist stabil.

1 1!

Sei von jetzt an ) ein Baum. Insbesondere unterscheiden wir nicht mehr zwi-
schen U und p,(U), wenn U stabil ist.

Sei U ein Unzerlegbarer. U ist stabil genau dann, wenn 8y (W) > 0 fiir alle echten
Untermoduln W von U gilt. Da 6y additiv ist, reicht es, diese Bedingung fiir
unzerleghare W zu betrachten. Oben haben wir schon gesehen, dafl notwendige
Voraussetzung fiir die Stabilitdt von U ist, dak p(U) nur aus einem Segment
besteht. Damit ist

0<0u(W) = Z (dimW)pwppy, = Z(di_mw)pwp(xU —1(p)).
PEQo P

zy ist wiederum gegeben durch

0= HU(U) = Z(dl_mU)pwp(xU - l(p))

P
dimU),w,l b
s 7y = Zp(—. )pwpl(p) _ (U),
Zp(dl—mU)pwp a(U)
wobei wir b(U) := 3 (dimU),wpl(p) und a(U) := > (dimU),w, setzen. Ein-
gesetzt ergibt das:

0 < SV )y, ATk — 5 m )y ,0p) = ) AT~ 00)

=a(W) =b(W)

oder auch
0< 3 (@mW), (diml),(i(g) - I(p)) wyw,.

P,q€Q0

=:Apq(UW)

Ist @ darstellungsendlich, so haben wir fiir die Bedingung ,,alle Unzerlegbaren
U stabil“ nur endlich viele Ungleichungen zu iiberpriifen.
Aus der ersten Version folgt

Bemerkung 30 FEs gilt
HU(W) >0 <= 2y > xw.

Wegen 0 = 0y (U) = 0y (W) + 0y (U/W) kénnen wir auch 0y (U/W) < 0 statt
Oy (W) > 0 dberprifen. Ist U/W wieder unzerlegbar, so haben wir

Oy(W) >0 <= 0y(U/W) <0 <= zv < zy/w-



Dies wird die spéter meist benutzte Formulierung der Stabilitdtsbedingung sein.
Weiter beobachten wir:

Bemerkung 31 Es ist Ap, (U, W) = (dimW),, (dimU),({(p) —I(p)) =0, in den

wStabilitatsungleichungen® tauchen Summanden der Form wf) also nicht auf.

Lemma 32 Sei U ein Unzerlegbarer und p = u(U).

1. Sei W ein mazimaler unzerlegbarer stabiler Untermodul von p,U und sei

0, (W) > 0. Dann ist 6, (W') > 0 fiir alle Untermoduln W' C W.

2. Sind alle mazimalen unzerlegbaren Untermoduln W von p,U stabil und
gilt 6, (W) >0, so ist p,U stabil.

Beweis:

Der zweite Teil folgt aus dem ersten durch Anwendung auf alle maximalen
unzerlegbaren Untermoduln.

Sei nun W/ C W ein unzerlegbarer Untermodul des maximalen Unzerlegbaren
W C p,U. Dann ist 8y (W’) > 0 zu zeigen. Es gilt zw < zy, da (W) > 0
ist. Nach Voraussetzung ist W stabil, also gilt 8y (W') > 0, oder gleichwertig
zwr < xw. Zusammen ergibt das dann zyw < zy, somit gilt 6 (W') > 0. O

Bevor wir in Folgerung 37 ein hinreichendes Kriterium fiir die Trennung der
Orbiten angeben, bendtigen wir noch zwei vorbereitende Lemmata.

Bemerkung 33 Ist U einfach, so ist offensichtlich p(U) = (0). Ist hingegen
U nicht einfach, so ezistieren p,q € Qo mit l(p) # l(q) und (dimU), # 0 #
(dimU),. Also ist pp = zy + l(p) # pg = zv + l(q), insbesondere taucht in
w(U) mindestens ein nicht-0 FEintrag auf. Die Einfachen spielen bei unseren
Betrachtungen tiber die Trennung der Orbiten somit keine Rolle.

Lemma 34 Sei w eine stabile Gewichtung. Seien U und V' nicht-einfache Un-
zerlegbare mit micht-proportionalen Dimensionsionsvektoren. Dann gibt es in
jeder offenen Umgebung von w eine Gewichtung w', so daff xy(w') £ xy (w')
modulo Z gilt.

Beweis:

Seien U und V nicht-einfache Unzerlegbare.

Nach Bemerkung 28 sind u(U) und u(V) jeweils ein Segment. Die Bedingung
,U und V stabil“ ist gegeben durch endlich viele Ungleichungen 6y (W') > 0,
wobei W’ alle unzerlegharen echten Untermoduln von W = U bzw. W = V
durchliuft. Dies sind endlich viele Ungleichungen, da 6y (W’) nur vom Dimen-
sionsvektor dimW’ abhéingt, fiir den es nur endlich viele Moglichkeiten gibt.
Diese Ungleichungen lassen sich schreiben als

Z Apg (W, W wpwy > 0
P,4€Qo

fiir gewisse ganze Zahlen A,,(W,W’) unabhingig von der Gewichtung w. Die
Lésungsmenge S dieser Ungleichungen ist also offen und nach Voraussetzung
nicht leer. Fiir alle w € S sind dann immer noch p(U) und (V) ein Segment.

Sei nun X C S eine zusammenhingende Umgebung von @ mit zy(w) = zy (w)
modulo Z fiir alle w € X. Dann miissen wir zeigen, dafs die Dimensionsvektoren
von U und V proportional zueinander sind.



Da zy und zy auf einer offenen Menge modulo Z {ibereinstimmen, sind sie
schon als rationale Funktionen gleich (modulo Z). Da X zusammenhéngend ist,
unterscheiden sie sich nur um eine Konstante N. Damit gilt

b(U) _ b(V)
a(U)  a(V)
<~ b(U)a(V) =b(V)a(U) + Na(U)a(V).

zy =2y + N <— + N

Da U nicht einfach ist, sind b(U) und a(U) teilerfremd im faktoriellen Ring
der polynomialen Funktionen in den wy,p € Qo. Also folgt aus b(U)a(V) =
(b(V)+ Na(V))a(U) schon, dak a(U) ein Teiler von a(V') ist. Da V nicht ein-
fach ist, folgt analog, dak a(V') ein Teiler von a(U) ist. Zusammen ergibt das,
daf a(U) und a(V) proportional zueinander sind. Da der Dimensionsvektor
dimU durch a(U) =3 o (dimU),w, eindeutig festgelegt ist, sind dann die
Dimensionsvektoren dimU und dimV proportional zueinander.

Haben also U und V nicht-proportionale Dimensionsvektoren, so finden wir ein
w' € X mit zy(w') £ zy(w'). O

Beispiel 35 Die Variation im vorigen Lemma ist notig.

e Sei Q = As in linearer Orientierung mit Gewichtung (1,1,1). Sei U der
Unzerlegbare zum Dimensionsvektor (1,1,0) und V der zu (0,1,1). Dann
sind U und V stabil und es ist zy = 3 = vy .

o Ist Q kein Baum, findet man sogar Beispiele, wo H(U) = H(V) gilt, ob-
1
YARRN
3
N
4

wohl alle beteiligten Unzerlegbaren stabil sind. Sei dazu QQ = 2

7

1 1 1

w = (1,1,1,1). Der Unzerlegbare U = 1 1 st stabil und hat
1\‘1‘/1

optimales Cogewicht u(U) = (—1,0,0,1). Das optimale Cogewicht zu
1)/ 1 \[0 0/ 0 o
1 0®0 1 ist ebenfalls (V) = (—=1,0,0,1) und die
1\1/0 0\;0{0

beiden Summanden sind stabil. Nach Variation von w fallen die beiden
optimalen Cogewichte auseinander, insbesondere ist u(V') dann kein ein-
zelnes Segment mehr.

Lemma 36 Sei QQ darstellungsendlich, w eine stabile Gewichtung. Dann gibt es
in jeder Umgebung von w eine stabile Gewichtung w', so daff xy(w') £ xy (w')
fiir alle Unzerlegbaren U, V mit U £V gilt.

Beweis:

Fiir einen darstellungsendlichen Ko6cher ist ein Unzerlegbarer bis auf Isomorphie
durch seinen Dimensionsvektor festgelegt und es gibt keine zueinander propor-
tionalen Dimensionsvektoren Unzerlegbarer. In Lemma 34 reicht es dann also,
U #£V zu fordern.



Fiir einen darstellungsendlichen K&cher ist die Menge der stabilen Gewichtungen
W durch endliche viele Ungleichungen gegeben, ist also offen. Sei nun X C W
eine Umgebung von w. Sei I ein Repréisentensystem der unzerlegbaren Moduln.
Fiir w € X definieren wir

M) = {(U,V) |20 (&) # ey (), U,V € I}.

Da @ darstellungsendlich ist, ist das eine endliche Menge. Wéhle nun ein w; € X
so, daff §M (w) maximal ist.

Angenommen, es existieren nicht isomorphe Unzerlegbare U’ und V' in I mit
Ty’ (wl) =Xy (wl)

Da die Abbildung @ +— zy(w) als rationale Funktion stetig ist, existiert eine
Umgebung W; C X von wy, so dal zy(@) # xy(w) fir alle w € Wi und
alle (U, V) € M(w;) gilt. Nach Lemma 34 existiert nun ein we € Wy, so daf
xyr (wg) Z xys(ws) ist. Es ist also §M (wa) > M (w1 ), Widerspruch.

Wir finden also immer ein w’ € X, so daf zy(w') # zy (w') fiir alle Unzerleg-
baren U, V mit U #£ V gilt. O

Damit erhalten wir nun:

Folgerung 37 Sei Q darstellungsendlich, w eine stabile Gewichtung. Dann exi-
stiert in jeder Umgebung von w eine Gewichtung w’, so daf$ die Orbiten getrennt
werden.

Beweis:
Sei w’ wie im vorigen Lemma. Sei H(u) das Stratum zum Cogewicht u. Sei
X € H(p). Konnen wir X aus p eindeutig rekonstruieren, so werden die Orbiten
getrennt.
Aus den in p auftretenden Resten 0 # p; modulo Z 14t sich nach Konstruktion
von w’ eindeutig auf die in der Zerlegung von X auftretenden nicht einfachen
Unzerlegbaren schliefen. Die Multiplizitdten der Unzerlegbaren erhalten wir
durch die Zahl der ¢ mit u; = xy, genauer: der Unzerlegbare U tritt %
mal auf.

Sei W¢, die Menge aller stabilen Gewichtungen, d.h. die Menge aller rationalen

Tupel (w,) € (Q1)%, die die Stabilitéitsungleichungen erfiillen.
Fast alle stabilen Gewichtungen sind trennend, genauer gilt:

Bemerkung 38 Sei () darstellungsendlich. Sei T C W, die Menge der tren-
nenden Gewichtungen. Dann ist T dicht in W5

Beweis:

Die Dichtheit von T folgt direkt aus der Folgerung: Sei w € W(,. Dann existiert
in jeder Umgebung von w eine trennende Gewichtung, w ist also Grenzwert
trennender Gewichtungen.

O

Umgekehrt ist die Stabilitédt einer Gewichtung eine notwendige Bedingung fiir
die Trennung der Orbiten:

Lemma 39 Sei U ein Unzerlegbarer mit H({U) = G.U. Dann ist U stabil be-
ziiglich = p(U).



Beweis:

Aus H(U) = G.U folgt sofort, dak Q(u) zusammenhéngend ist. Sonst wére
pu(U) direkte Summe der zu den Komponenten von Q(u) gehorenden Moduln,
also z.B. p,(U) = W1 & Wy mit Wi & W, semistabil beziiglich p. Seien V; €
p;,(W;). Dann ist Vi @ Vo € H(U), also ist H(U) # G.U.

Da U unzerlegbar und Q(u) zusammenhéngend ist, folgt nach Lemma 29 dann
Q(n) = Qund p,(U) =U.

w optimal fiir U heiftt, dafs U semistabil beziiglich y ist. Angenommen, U wére
nicht stabil. Dann existiert ein Untermodul 0 # W C U mit 6, (W) = 0. Zeige
nun, daf W @& U/W semistabil beziiglich p ist:

¢ 0, (WaU/W)=26,U)=0, da 6, nur vom Dimensionvektor abhéngt.

e Seinun U’ ein Untermodul von W@ U/W. Zu zeigen ist 6,(U’) > 0. Dann
ist U’ eine Erweiterung von Untermoduln Uy, Us von W bzw. U/W. Uy ist
Us
dann Untermodul von U, also 6,,(U;) > 0. Der Pullback P von
U-»U/W

ist dann ein Untermodul von U mit dimP = dimW & U,, somit
0,(Uz) = 0,(P) = 0,(W) = 0.
~—— N—\—
>0 =0
Zusammen ist dann 0, (U") = 60,(Uy) + 0, (Uz) > 0.

Da W @ U/W semistabil beziiglich p ist, ist W @ U/W € H(V) = G.V, ande-
rerseits ist W @ U/W # U, da U unzerlegbar, Widerspruch. (I

Insgesamt haben wir somit unser Ziel erreicht, ein kombinatorisches Kriterium
fiir die Trennung der Orbiten anzugeben:

Folgerung 40 Sei Q ein darstellungsendlicher Kdcher und sei eine Levelfunk-
tion fest gewdhlt. Fir eine Gewichtung w von Q sind dann dquivalent:

1. Die Orbiten werden getrennt (bis auf Variation der Gewichtung).
2. Alle Unzerlegbaren sind stabil.

3. Es ist Oy (U) > 0 fiir alle mazimalen unzerlegbaren Untermoduln U von
Unzerlegbaren V.

4. Bsist vy > xy baw. vy < wyy fir alle mazimalen unzerlegbaren Unter-
moduln U von Unzerlegbaren V .

2.2 Stabile Gewichtungen

In diesem Abschnitt geben wir einige Eigenschaften an, die die Untersuchung
der Stabilitdtsungleichungen vereinfachen.

Ist U = E(p) ein einfacher Modul, so ist 2y = I(p). Die Ungleichung xy > xy
vereinfacht sich dann zu zy > I(p). Analog haben wir fiir einen Unzerlegbaren
U mit einfachen Cokern V/U = E(p) die Ungleichung zy < [(V/U).

Bemerkung 41 Sei V' Unzerlegbarer. Dann gilt my < xy < My mit my :=
min{l(p)|(dimV), # 0}, My := max{l(p)|(dimV), # 0}. Die Ungleichungen
sind echt, falls V nicht einfach ist.



Beweis:

Es ist oy = E(Z%mi_ﬂf)li}z;“p < E(Z%mi_;)‘j’)j\jl‘;:p = My, die andere Ungleichung
analog. Ist V nicht einfach, gibt es ein p mit (dimV’), # 0 und p # My, also ist
obige Ungleichung echt. (|

Ein einfacher Untermodul U = E(p) von V heilt mit minimalem Level, falls
l(p) = my ist. Analog heifit ein einfacher Cokern V/U = E(p) mit mazimalem
Level, falls [(p) = My . Die Ungleichung xy > xy ist dann nach der Bemerkung
erfiillt, ebenso fiir den Cokern.

Lemma 42 Sei D : repQ) — 1epQ° die dbliche Dualitdt. Sei V 0,-
(semi)stabil. Dann ist DV 0_,,-(semi)stabil.

Beweis:
Es ist zun&chst

0_,(DV) = Z(di_mDV)pwp(_ﬂp) =- Z(di_mv)pwpﬂp =0,(V)=0.

Sei nun W ein echter Untermodul von DV. Dann ist DW ein echter Cokern von
V.

0, (W) = Z(di—mw)pwp(_ﬂp) = Z(di—mDW)pwpﬂp = —0,(DW) > 0.

P P <0

Zusammen: DV ist _,-stabil, semistabil analog. O

Insbesondere ist eine Gewichtung w = (w,) zum Kdcher @ stabil genau dann,
wenn diese Gewichtung fiir QP stabil ist.

Hat ein Ko6cher eine Symmetrie und gibt es iiberhaupt eine stabile Gewichtung,
dann gibt es auch eine stabile Gewichtung, die diese Symmetrie beriicksichtigt:

Lemma 43 Seien xz,y € Qq, sei ¢ : Q — Q ein Kdcherautomorphismus mit
o(x) =y, d(y) = = und ¢(p) = p sonst. Sei w = (wp)peq, eine stabile Gewich-

tung. Dann ist auch die Gewichtung v mit v, = vy = ww;“’y, vp = wp Sonst,
stabil.
Beweis:

Die Gewichtung ist stabil, falls gewisse Ungleichungen

B, ywzwy, + Z (Bz pwywp + By pwywy) + Z By qwpwg > 0
PFT,Y P,qFT,Y
mit By, = Apq + Agp erfillt sind. Wie frither ist A, , = C - (I(p) — l(q))
wobei C' nur von den beteiligten Moduln abhéngt. ¢ Automorphismus bedeutet
insbesondere [(z) = [(y), also ist B, , = 0. Weiter ist auch die Gewichtung w?,
d.h. die Gewichtung mit vertauschtem w,, w,, stabil. Wir erhalten daraus

Z (Bz,pwywp + By pwzwy) + Z By qupwg > 0.
PFT,Y P,q#T,y

Addieren beider Ungleichungen und Division durch 2 liefert

w, + w Wy + W
Z Bap % Wp +By,p%wp + Z By qupwg >0,
PF#T,Y N—— _ P,qF£T,Y

=v
E0 P



also ist die Gewichtung v stabil. (]

Bemerkung 44 Analog zeigt man: Sei ¢ : Q — Q Kdicherautomorphismus,
®(p) C Qo der ¢-Orbit von p € Qo, w = (wp) stabile Gewichtung. Dann ist

auch v = (vp) mit vy, = m D ged(p) Wq stabil.

Fiir einen Kocher @ sei wieder W) die Menge der stabilen Gewichtungen. Weiter
sei W5 (R) die Menge der reellen Tupel (w;,) € (RT)%, die die Stabilitiitsbe-
dingungen erfiillen. Die Elemente dieser Menge nennen wir auch wieder stabile
Gewichtungen. Da beide Mengen durch die gleichen offenen Ungleichungen ge-
geben sind, ist W nicht leer genau dann, wenn W§(R) nicht leer ist.

Wir sind nun an einer Bedingung interessiert, die zeigt, daf W§ (R) zusammen-
héngend ist.

Sei @ ein Kocher mit n Punkten, @’ ein Unterkécher mit n — 1 Punkten. Wir
sagen, eine stabile Gewichtung (ws, ..., w,—1) fiir Q' ist fortsetzbar, falls es ein
wy, € RT gibt, so dak (wy,...,w,_1,wy) eine stabile Gewichtung fiir Q ist.
Ist (wy,...,w,—1) fortsetzbar, so gibt es natiirlich auch eine rationale Fortset-
zung. Weiter sind alle w € W§(R) fortsetzbar genau dann, wenn alle w € W
fortsetzbar sind.

Lemma 45 Seien Q, Q' wie gerade.
o Sei (wi,...,wp—1) € W5 (R). Dann ist die Menge
X =A{wp|(w1,...,wn—1,w,) € W5(R)} CR
zusammenhdngend.

o Ist W5, (R) zusammenhingend und sind alle (w1, ...,wn—1) € W5 (R)
fortsetzbar, so ist W5 (R) zusammenhingend.

Beweis:

e Bei vorgegebenen (w1, ..., w,—1) € W, (R) ist X gegeben durch quadra-
tische Ungleichungen. Nach Bemerkung 31 tritt w, aber nur linear auf,
die Ungleichungen sind also von der Form w,, < = oder w,, > =, wobei =
von den wy, ..., wy—1 abhéngt. X ist also ein offenes Intervall (oder leer),
somit zusammenhéngend.

e Fiir die zweite Aussage betrachte die Projektion p : W§(R) — W§, (R)
gegeben durch (w1, ..., wy—1,wy) — (w1,...,Wy—1). p ist dann offen und
hat nach Teil 1 des Lemmas zusammenhéngende Fasern. Da alle stabilen
Gewichtungen fortsetzbar sind, ist p(W§5(R)) = W§, (R). Mit Hilfe des
folgenden Lemmas folgt aus dem Zusammenhang von W, (R) dann der
Zusammenhang von W5 (R).

O

Lemma 46 Sei p : X — Y eine offene surjektive Abbildung mit zusammen-
hingenden Fasern. Ist dann Y zusammenhdngend, so ist auch X zusammen-
hingend.



Beweis:

Angenommen nicht. Sei dann X = A U B eine disjunkte Zerlegung mit offenen
nicht leeren Mengen A und B. Da p offen ist, sind dann auch pA und pB offen
und es gilt wegen der Surjektivitit ¥ = pAUpB. Da Y zusammenhingend ist,
ist pANpB # (. Sei nun = € pA N pB. Dann ist p~ !z zusammenhingend und
plz = (p~lz N A)U (p~ta N B) ist eine Zerlegung mit in p~'x offenen nicht
leeren Mengen. Da p~ 'z zusammenhiingend ist, ist (p~'zNA)N(p~ 1z B) nicht
leer, also ist auch A N B nicht leer. Das ist ein Widerspruch zur Annahme, dafs
A und B disjunkt sind. O

Wir wollen nun mit Hilfe der Folgerung 40 untersuchen, fiir welche Orientierun-
gen eines Kochers es stabile Gewichtungen gibt und Bestimmungsungleichungen
fiir diese Gewichtungen finden.

3 Typ A,

Wir betrachten hier Kécher vom Typ A,:

Bezeichne die Unzerlegbaren (eindeutig bestimmt durch ihre Dimensionsvekto-
ren) wie folgt

sowie die Einfachen E(k) := A(k, k).

Bemerkung 47 Orientierungen mit Unterkdcher

v N\
1 3 5

N
2
erlauben keine Trennung der Orbiten.

Beweis:

Betrachte dazu den unzerlegharen Modul U = A(1,5) = 1 1 1.
N
1
0

v N
Dieser hat die Untermoduln E(5) = 0 0 1 und A(1,4) =

N
0

1
v N

0 1 1. Angenommen, U wire stabil. Dann liefert der erste Un-
N
1
termodul die Ungleichung us > 0, der zweite pus = p; < 0, Widerspruch. O



Analog erhdlt man natiirlich, daf auch Unterkocher der Art

J
AN
____/ j+1
' mit j > 4
N
2

keine Trennung der Orbiten erlauben. Unter Beachtung dieser ,,Unmdglichkeit”
bleiben also (bis auf Dualitét) nur folgende Orientierungen zu untersuchen:

1 n
N\ v
2___. 7_1—1
a—1 @41 b—1 b—|—1....
\a/]/ ....................... \b/
n
e
n—1
A s h—1 b—|—1....
N\ N
a_l a+1 ................. b
2
Ve
1

mit 1 <a<b<n.
In einigen Spezialfillen sind die Ungleichungen, die W§ beschreiben, besonders
einfach, deswegen betrachten wir sie separat:

1232233 (n—1)—>n (Lineare Orientierung)
2 ................... n 9 n — 1
YA  bw. /N N
1 3 ............ n—1 1 3 n
(Alternierende Orientierung)
1 n
o7 (,Linear mit Knick*)



Wir zeigen nun folgendes:

Satz 48 Sei Q ein Kicher vom Typ A,,. Dann gilt:

1. Zu den oben angegebenen Orientierungen gibt es jeweils eine stabile Ge-
wichtung. Ist Q in linearer Orientierung, so ist

Wo = (@)™
Ist Q in alternierender Orientierung, so gilt

Wa = {(wi,...,wn) € (QN)"wiwits < wigrwiyo fiiri=1,...,n—3}.

2. Sei Q vom Typ A,, so dafl eine stabile Gewichtung existiert, und sei Q'
ein Unterkocher vom Typ A,_1. Dann ist jede stabile Gewichtung von Q'
fortsetzbar.

8. Die Menge W5 (R) aller stabilen Gewichtungen iber R ist zusammenhdn-
gend.

4. W§ st konvexr genau dann, wenn Q keinen Unterkicher der Form
J J+2
Z= "\ v N (oder der dualen Orientierung) enthdlt.
j+1 Jj+3

Der dritte Teil des Satzes folgt aus dem zweiten mit Lemma 45 per Induktion.

Zum vierten Teil: Nach Teil 1 sind die einzigen Kécher @ vom Typ A, die

keinen Unterkécher Z enthalten, und fiir die W nicht leer ist, der linear orien-
1 n

tierte Kocher und Kdcher der Art > i} . < (,Linear mit Knick®). Wie

o

in 3.1 und 3.4 gezeigt wird, ist in diesen Fillen W§ durch lineare Ungleichungen

gegeben. W§ ist dann als Durchschnitt von Halbraumen konvex.

Enthélt nun () einen Unterkocher der Form Z, so muf die Ungleichung w;w;43 <

wjr1w;yo gelten. Die Tupel (1,1,4,3) und (3,1,4,1) erfiillen diese Ungleichung

und lassen sich nach Teil 2 zu stabilen Gewichtungen w bzw. w’ von @ fortsetzen.

Die Gewichtung %w/ ist aber nicht stabil, da nicht %% < 1-4 gilt. Also ist

W§ nicht konvex.

Zum Beweis der ersten beiden Teile des Satzes bestimmen wir im folgenden die

Bedingungen an die Gewichtung, die erfiillt sein miissen, damit alle Unzerleg-

baren stabil sind. Wir betrachten zunéchst die beiden Spezialfille lineare und

alternierende Orientierung und dann den allgemeinen Fall.

3.1 Lineare Orientierung

Jeder maximale unzerlegbare Untermodul eines Unzerlegharen hat einen Cokern
mit maximalen Level, also ist jede Gewichtung stabil. Insbesondere ist dann
natiirlich jede Gewichtung fortsetzbar.



3.2 Alternierende Orientierung

Sei @ ein K&cher in alternierender Orientierung. Bis auf Dualitét sei die Orien-
tierung so, daf es einen Pfeil 2 — 1 gibt.

Sei A(k,m) ein Unzerlegbarer. Setze dann

— k k gerade _ m m gerade
k= und ™ = .
k+1 k ungerade m —1 m ungerade

k ist also die kleinste gerade Zahl groRer gleich k, m die grofte gerade Zahl
kleiner gleich m. Analog setze

k+1 Kk gerade m—1 m gerade
k= und m =
k k ungerade m m ungerade

um die kleinste bzw. grofte ungerade Zahl zu erhalten.
Definiere die Levelfunktion [ : Q¢ — Z durch

. 0 ¢ ungerade
(i) = . .
1 4 gerade

. 9o o .
Setze > 7 =3 _wyund Y5 =37 ..o w, fiir j —i gerade beziehungs-

Dann ist _
m

k
LA(k,m) = —m -
(k,m) Sy
Die maximalen unzerlegbaren Untermoduln zu A(k,m) sind A(k,m — 1) und
Ak +1,m).
Betrachte zunichst A(k,m—1) — A(k, m). Der Cokern ist A(m, m). Ist m = m,
das heifst ist m gerade, so ist dies ein Cokern mit maximalen Level. Dieser Fall

liefert also keine Bedingung. Sei nun m ungerade, also 7@ = m—1. Dann erhalten
wir

m—1 m
’
L A(k,m) < TA(m—1,m) < (wm—l + wm) Z < Wm—1 Z
% k
m—]; m—} m—} m/
= W1 Y AW Y < W1 Y FWmo1 Y
k & k k
m—% m—2/
= wp Y < W1 Y -
k k



Fiir den zweiten Untermodul A(k + 1,m) haben wir den Cokern A(k, k), also
erhalten wir keine Bedingung fiir gerades k. Fiir k£ ungerade haben wir dann

m m
/
TA(km) < TA(kt1) = (Wk + Wiy1) Z < Wk+1 Z

k+1 k
™m ™m m m
’ ’ / ’
= Wg E +Wk41 E < Wg41 E T WE+1 E
k+1 k+1 k+1 k
m m
/ /
— wy E < Whtt E .

k+3 k+2

Fiir m =7, k =i — 3 erhalten wir hieraus die Ungleichungen
WiWi43 < Wit1Wi42

fiir ¢ = 1,...,n — 3. Diese einfachen Ungleichungen reichen schon, um alle ge-
forderten Ungleichungen zu erfiillen:

m—3 m—2 m—2
i i i
W E < Wm—1 E S Wm—1 E )
k k+1 k
da immer k <k + 1 gilt sowie
m m—1 m
! / /
W E < W1 E < Wit g ,
k+3 k42 k+2

da immer m >m — 1 gilt.
Die Gewichtung (w1, ..., n) ist also stabil genau dann, wenn die Ungleichungen

WiWi43 < Wit1Wi42

fir i = 1,...,n — 3 erfiillt sind. Insbesondere ist jede stabile Gewichtung
(w1,...,wp—1) zu einer stabilen Gewichtung (w1, ...,w,) fortsetzbar, indem
wir w, klein genug wihlen. Genauer ist

Wy —1Wn—2

).

{wn (w1, ..., wy) stabil} = {w,|w, <
Wn—3

Beispiel 49 Eine konkrete stabile Gewichtung ist gegeben durch
w; = )
fiir allei=1,...,n—3. Dann ist

wiwirs =i(i +3) =2 +3i <i* +3i+2= (i +1)(i +2) = wip1Wit2.



3.3 Allgemein: Alternierende Orientierung mit Fliigel

1 n
> /
2 _7_1_1
gL—l G A1 e b—1 b—l—l....
N N
n
e
n—1
A e b—1 b—|—1
N N
a—l a+1 ................. b
2"
e
1

Rekursive Anwendung des folgenden Lemma liefert, dafs es zu jeder Orientierung
dieser Art eine stabile Gewichtung gibt. Das Lemma ist konstruktiv, es lassen
sich genau die Bedingungen an die Gewichtung angeben, die erfiillt sein miissen,
damit sie stabil ist.

Lemma 50 Sei Q' ein Kiocher vom Typ A, oder D,, mit stabiler Gewichtung
(wi,...,wpy). Sei der Kicher Q vom Typ Ap41 bzw. D11 gegeben durch Qo =
QoU{r}, Q=Q1U{y = m}.

Weiter gelte 1(v) > () fir allei =1,...,m. Sei V ein unzerlegbarer Q-Modul
und V' =V|qg die Einschrinkung von V auf Q’.

1. Ist V' ein unzerlegbarer QQ'-Modul, so ist V stabil fir die Gewichtung
(Wi,...,Wn,wy), falls wy klein genug ist.

2. Ist Q vom Typ Api1, so ist jede stabile Gewichtung von Q' zu einer
stabilen Gewichtung von @Q fortsetzbar.

Beweis:

Ist (dimV'), =0, so ist V bereits ein Q’-Modul. Also ist V' stabil nach Voraus-
setzung. Sei nun (dimV’), # 0. Da @ vom Typ A,,11 oder Dy, ist, ist dann
(dimV), = 1.

Sei U < V ein maximaler unzerlegbarer Untermodul. Sei U’ = Ulg- die Ein-
schrinkung von U auf @’. Auch U’ ist dann wieder unzerlegbar und U’ ist ein
Untermodul von V.



Schreibe wieder a(W) =37, o (dimW);w; und b(W) =37, o (dimW);1(i)w;
fiir eine feste Levelfunktion [ : Qo — Z. Weiter ist b(V') = b(V’) + I(y)w, und
a(V) = a(V') + wy, wobei wir (dimV'), = 1 ausnutzen. Dann gilt zv > zy/,
denn:

o — g = V) BV (V) + Uy BV
VIV AWy TV T a0 w e, a(v)
= b(V)a(V') +1(y)w,a(V') = b(V')a(V') = b(V')wy > 0

= wy (a(V)I(y) =b(V") >0 <> I(y) > 2y

Wegen I(y) > () fir alle : = 1,...,m hat V'’ einen einfachen Cokern F(k) mit
I(v) > I(k). Weiter ist V' stabil, also ist {(k) > xy/. Damit gilt zy > zy-.
Zu zeigen ist nun y (U) > 0.

1. Sei zunéchst (dimU), = 0.

In diesem Fall ist U = U’. Da U’ ein Untermodul des stabilen Unzerleg-
baren V' ist, gilt zy = xyr < zys. Also gilt mit obigem zy < zy, somit
ist ev(U) > 0.

2. Sei nun (dimU), = 1.

Dann ist U’ ein echter Untermodul des Unzerlegbaren V’. Also gilt
Oy (U') > 0, da V' stabil nach Voraussetzung ist. Weiter folgt aus
Ty > xys auch ev(U/) > ev/(U/). Damit haben wir:

Ov(U) = 0v(U') + v (ey) > v (U') +wv(\ﬂ?z/ —1(7))-

>0 >y

Wegen z(V') < () ist der zweite Summand kleiner 0, aber fiir w, klein
genug ist 0y (U) > 0, da der erste Summand echt grofer 0 ist.

Wir erhalten also nur im zweiten Fall eine Bedingung. Da @ darstellungsendlich
ist, hat V' nur endlich viele maximale unzerlegbare Untermoduln, also sind das
nur endlich viele Bedingungen. Wir finden somit immer ein w.,, daf diese erfiillt.
Mit b(V) = b(V') + l(v)w,, a(V) = a(V’) + w, und analog fiir U’ kénnen wir
die Ungleichung 6y (U) > 0 auch explizit nach w., auflésen und erhalten dann

w. < AUNBVT) — b(U")a(V")
T (y)a(VI/U) = b(VUY)

fiir I(y) > @y y, sonst ist die Ungleichung immer erfiillt. Wegen xyr < xy ist
der Zahler immer positiv.

Fiir den zweiten Teil des Lemmas beobachten wir, dafs fiir einen Kocher @
vom Typ A,,4+1 die Einschrinkung V|g auf Q' vom Typ A,, fiir einen (nicht



einfachen) Unzerlegbaren V immer unzerlegbar ist. Also kénnen wir immer den
ersten Teil des Lemmas anwenden und erhalten so endlich viele Bedingungen
an w.,, die wieder fiir w,, klein genug erfiillbar sind. O

Spéter werden wir fiir gewisse Typ D-Fille die Ungleichungen fiir folgenden Fall
benotigen:

Beispiel 51 Sei Q' ein A,,-Kocher in alternierender Orientierung mit einem
Pfeil 1 — 2. Hinge nun den Punkt v an den Punkt 1 mit einem Pfeil v — 1 an.

Das Lemma liefert nun die neven Ungleichungen w,, < ;‘;%{%Y/&T)’ﬁ{(’&?%ﬂ% falls

xyryr < U(7y) = 2 ist. Letztere Bedingung ist hier immer erfillt. Dabei ist V' =
A(l,k) und U = A(1,k — 1) fir k ungerade beziehungsweise U’ = A(1,k — 2)
fiir k gerade.

o Sei zundchst k ungerade. Esist a(V'/U") = a(E(k)) = wg und b(V'/U’) =
b(E(k)) = wy sowie

. . k-1 . . . .
Daraus ergibt sich w,, < Z/z fiir k ungerade beziehungsweise es reicht

Wy < W2.
e Sei nun k gerade. Wir haben a(V'JU") = a(A(k —1,k)) = wi—1 + wi, und
b(V'/U") = b(A(k — 1,k)) = wi—1 sowie (vergleiche 3.2)

k—2 k—3
a(A(1,k — 2))b(A(1, k) — bA(L k — 2))a(A(L k) = wpr 3 —wp 3

Zusammenfassen erqibt
k—3

k-2
1 ’ ’
Wy < ——— | wi— —Wg ur k=4,...,m gerade.
< s (o X Y ) £ ;

Beachte: die Klammer ist > 0 wegen der iblichen Bedingungen fiir A,, in
alternierender Orientierung.

3.4 Linear mit Knick

Dies ist auch ein Spezialfall von 3.3. Da wir die Gleichungen aber fiir Teil 4
von Satz 48 und auch spéter fiir Typ D brauchen, bestimmen wir hier die



Bedingungen explizit. Betrachte den folgenden A,,-K&cher

1

\

;n—l m—i—i.
N7
m

Es sind nur die Unzerlegbaren zu betrachten, die ,um die Ecke gehen“ (sonst
hitten wir einen linear orientierten Modul, der keine Bedingung liefert), das
heifit A(s,t) mit 1 < s < m und m < t < n. Die maximalen unzerlegbaren
Untermoduln sind dann A(s — 1,t) und A(s,t — 1). Wihle die Levelfunktion [
so, daf I(m) = 0und I(i) =m—ifiir 1 <i<msowiel(i)=i—mflirm<i<n
ist. Dann ist

m—1 . t .
dies (m—i)w; + Zi:erl(l — m)w;
S i Wi '

Die Cokernungleichung zum ersten Untermodul ist

TA(s,t) =

T sy < 1(s)

m—1 t m—1 t
= Z(m—i)wi—i- Z (i—m)wi<(m—s)<Zwi+wm+ Z wi>

i=m-+1 1=m-+1

m—1 t
= ml—s (Z(s—z)wl—i— Z (i—2m—|—s)wi> < W

1=s8 1=m-+1

Fir s = m—1,t = n wird das zu )" (i —m — 1))w; < w,,. Aus dieser
Ungleichung folgt obige fiir alle 1 < s <m <t < n:

ml—s (Z(s—i)wi—l— Z (i—2m—|—s)wi>

1=s i=m-+1

<Yt Y G-m (=P

—_——— >
<0
n
< Z (i —(m=+1)w; < wp
1=m-+1

Analog erhalten wir fiir den zweiten Untermodul

m—1
((m—=1) = i)w; < Wy,
i=1

Fiir vorgebene w;, i # m finden wir also immer eine stabile Gewichtung durch
Wahl von w,, grof genug.



Bemerkung 52 An den Ungleichungen liest man ab, daf fiir Kocher vom Typ
A die ,,Standardgewichtung” w, = 1 fir alle p € Qo nur fir die lineare Orien-

1 3
tierung und den Kocher N\, stabil ist. Dies sind genau die Kdcher vom
2

Typ A, fiir die alle Gewichtungen stabil sind.

Aus den im ndchsten Abschnitt bestimmten Ungleichungen fiir den Typ D lesen
wir ab, dafy dort die Standardgewichtung nur fir Dy (in allen Orientierungen)
stabil ist.

4 Typ Do
Wir bezeichnen die Punkte des Kéchers wie folgt:
o
1—92—3 e (n — 1) —n
/
B

Wir unterscheiden zwischen D, o-Orientierungen, in der die Pfeile zwischen o
und 1 sowie # und 1 in die gleiche Richtung gehen (,symmetrischer Fall) und den
Orientierungen, in denen diese beide Pfeile in verschiedene Richtungen gehen
(;asymmetrischer Fall“). Prizise heifft ein Kécher vom Typ D, o symmetrisch
genau dann, wenn es einen nichttrivialen Kécherautomorphismus gibt.

Wir verwenden folgende Bezeichnungen fiir die Unzerlegbaren (eindeutig be-
stimmt durch ihre Dimensionsvektoren) vom Typ D, 4o:

1 1
D(k,m): Qi) Y] 1—0--0, D(O,m): 1 e 1—0-0,
/
1 k m 1 m
0 1
N\ N
A(k,m): 0-0—1 1—0-0, A(a,m): 1 e 1—0-—0
/
0 kK m 0 m

und analog fiir A(8,m). Fiir die Einfachen schreiben wir E(k) := A(k, k).

4.1 Symmetrischer Fall

Bis auf Dualitéit konnen wir annehmen, dafs wir Pfeile 1 — « und 1 — ( haben.

Bemerkung 53 Orientierungen mit Unterkdcher
2
v N\
1 3

VAR
& B

erlauben keine Trennung der Orbiten.



Beweis:

1
v N\
Betrachte den Unzerlegbaren U = D(1,3) = 2 1 . Dieser hat den Un-
v N
1 1
0 1
v N\ YRR
termodul E(3) = 0 1 und den Untermodul D(0, 3) = 1 1
v N v N
0 0 1 1
0
v N\
mit Cokern E(1) = 1 0 . Angenommen, U ist stabil. Dann liefert der
v N
0 0
erste Untermodul die Ungleichung ps > 0, der Cokern pz = p1 < 0, Wider-
spruch. O
J
VAR
. j+1
Analog sieht man, daff Unterkdcher mit j > 2 nicht
1
VAR
o p

erlaubt sind.

Unter Beachtung dieser Bemerkung und der A,,-Orientierungen ohne stabile
Gewichtung bleiben also (bis auf Dualitét) nur folgende Orientierungen zu un-
tersuchen:

n
/
n—1
1 R a—2 a
7 N/ ~
a B D R a—1
n
/
n—1
o 5 2 a—1 CL—|—1
NN, e

mit 1 <a<n.



Wie bei Typ A betrachten wir auch hier einige Spezialfélle separat:

n
4 n
n—1 1
i 3 (Lineare Orientierung I und II)
2 1
+ o 2 B
5
o N D l/ n o 2 n—1
/N brw. 7N
1 R n—1 N 1 2 J \ n

(Alternierende Orientierung)

Wir sagen, eine Gewichtung ist symmetrisch, falls w, = wg gilt. Wir schreiben
dann (wo, w1, ..., wy) fir die Gewichtung (we, wg, w1, . .., w,) mit wy = Wy =
wg. Nach Lemma 43 existiert eine stabile Gewichtung genau dann, wenn es eine
symmetrische stabile Gewichtung gibt.

Satz 54 Sei @Q ein Kdécher vom Typ D, o in symmetrischer Orientierung.
Dann gilt:

1. Zu den Orientierungen der oben angegebenen Liste gibt es jeweils eine
stabile Gewichtung. Die Ungleichungen, die W§ bestimmen, werden jeweils
am Ende der folgenden Abschnitte angegeben.

2. Sei Q vom Typ D2, so daf$ eine stabile Gewichtung existiert, und sei
Q' ein Unterkicher vom Typ Dpi1. Dann ist jede symmetrische stabile
Gewichtung von Q' fortsetzbar. Es gibt immer nicht-symmetrische stabile
Gewichtungen, die nicht fortsetzbar sind.

3. Die Menge SW&(R) aller symmetrischen stabilen Gewichtungen tber R
st zusammenhdngend.

Teil 3 folgt aus Teil 2 wie fiir Typ A wieder per Induktion aus Lemma 45.
Zum Beweis des ersten und zweiten Teils bestimmen wir im folgenden die Be-
dingungen an die Gewichtung, die erfiillt sein miissen, damit alle Unzerlegbaren
stabil sind.

Bei den Rechnungen nutzen wir hiufig die Symmetrie von @ aus. Das macht
diese Fille deutlich einfacher zu behandeln als die asymmetrischen Orientierun-
gen.



4.1.1 Lineare Orientierung I

~ 3

N

Alle Typ A-Unterkécher sind linear orientiert, sie liefern also keine Bedingung
an die Gewichtung (wa,wg, w1, ..., wy).
Um die maximalen unzerlegbaren Untermoduln zu bestimmen, untersuchen wir

zunéchst, welche Untermoduln die Unzerlegbaren haben. Wir haben
e D(K',m') — D(k,m) < k' <k,m' <m,
e D(0,m') — D(k,m) < m’' <m,

o Ala,m’), A(B,m') = D(k,m) <= m’ <k,
A(K',m") — D(k,m) gilt nie.
D

(0,m') — D(0,m) <= m/ <m,

A(K',m"), A(a, m"), A(B,m') — D(0,m) gilt nie, da mit Punkt 1 auch «, 8
zu einem Untermodul gehoren.

Hieraus erhalten wir folgende Liste D,,12-Unzerlegbarer mit ihren maximalen
unzerlegbaren Untermoduln, wobei wir D(0,m) — D(1,m) mit dem ersten
Punkt zusammenfassen.

1. D(k—1,m)— D(k,m) fir k=1,...,m — 1,
2. D(kym—1) — D(k,m) fir k=1,...,m — 2,
3. Ala,m —1),A(B,m — 1) — D(m —1,m),

4. D(0,m — 1) — D(0,m),

jeweils fir m =2,...,n.
Sei die Levelfunktion [ : Q¢ — Z gegeben durch

I(i) =4 und (o) = 1(B) = 0.

Dann ist

koo .
23w+ 3w

: ™ und 240 = R
2 iowi + Ei:kJrl wi Wo + D i Wi
(2 a(8,r) analog). Dabei sei wy = YeXWs Tm symmetrischen Fall ist dann gerade

Wy = Wa = Wg-
Betrachte nun die einzelnen Féalle:

TD(k,m) =



1. Der Cokern ist E(k), die ensprechende Ungleichung ist also

TD(km) < k
k
<= QZiwl Z zw1<k<2wo+22wl Z Z)
=1 i=k+1 i=k+1
k m
< % (22(1—]43)11)14- Z (Z—k)’ll)l) < wo
=1 i=k+1

2. Der Cokern ist E(m), wir erhalten also keine Bedingung.
3. Wir haben

TD(m—1,m) > TA(a,m—1)

m—1 m—1
<— (wa—l—Zwi) Qijj—mem

i=1 j=1
m—1 m—1

> Tw; wa—l—w5—|—2§ Wi + Wm
i=1 j=1

m—1m—1

<— 2w, Z JWj + Wamwy, + 2 Z Z w;Jw; + Z W; MWy,

=1 j=1
m—1 m—1m—1
>waZzwl+ngzwz+2Z Zzwzwj—l—Zzwlwm
=1 =1 j=1
m m—1 m—1
<= waZi Z m—1 wmwl>u)gZzwZ
i=1 i=1 i=1

0

Ebenso erhalten wir die symmetrische Bedingung.

4. Der Cokern ist E(m), also erhalten wir keine Bedingung.

Insgesamt haben wir also die Ungleichungen (m=2,...,n, k=1,...,m—1)
k m
wo > — (22 wi + Z (Z — k)wi> (1)
i=k+1
m m—1 m—1
Z Tw; + Z — Dwpw; > wg Z w; (fiir 8 analog) (3.)
i=1 i=1 =1
tir die Gewichtung (wa,wg, w1, ..., w,). Diese Bedingungen lassen sich fiir ge-
benene wy, ..., w, immer erfiillen: Sei dazu wy = w, = wg. Dann ist die zweite

Bedingung erfiillt, die erste 1aft sich durch die Wahl von wq grof genug erfiillen.
Hier ist nicht jede stabile Gewichtung fortsetzbar. Die Gewichtung w, = 2, wg =
4,wy = 6, we = 5 ist stabil fiir Dy, 14t sich aber nicht zu einer stabilen Gewich-
tung von Dj fortsetzen. Betrachte dazu die Ungleichung (1.) fiir m = 3,k = 2.
Mit den angegebenen Werten wird diese zu ws < % Die Ungleichung (3.) fiir

m = 3 liefert aber ws > % > %



Symmetrische stabile Gewichtungen, also Gewichtungen mit w, = wg = wp,
lassen sich nach dem algemeinen Fall (4.1.3) immer fortsetzen. Explizit sehen
wir das auch an den Ungleichungen: (3.) ist fiir symmetrische Gewichtungen
immer erfiillt, die Bedingung (1.) fiir m = n + 1 14t sich fiir w41 klein genug
erfiillen, wenn sie schon fiir m = n erfiillt ist.

4.1.2 Lineare Orientierung II

Die Typ A-Unterkdcher sind

Diese liefern nur die Bedingung

n

Z(j —2)w; < ws.

j=3
Zuerst geben wir wieder die unzerlegbaren Untermoduln Unzerlegbarer an.
e D(K',m') — D(k,m) < kK <k,m' <m,

e D(0,m') — D(k,m) gilt nie, da falls & und § zu einem Untermodul
gehoren die Dimension am Punkt 1 schon 2 sein mufs,

o Ala,m), AB, m') — D(k,m) = m' <k,
o A(K',m') — D(k,m) < kK =1,m' <m.
e D(0,m') — D(0,m) < m' <m,

o Ala,m’), A(B,m') — D(0,m) < m’' <m,
o A(K',m') = D(0,m) < k' =1,m' <m.

Die letzte Beziehung liefert wegen A(1,m’) — A(a,m') — D(0,m) keinen
minimalen Untermodul.
Damit erhalten wir folgende unzerlegbaren Moduln mit ihren maximalen unzer-
legbaren Untermoduln:



1. D(k—1,m) — D(k,m) fir k=2,...,m — 1,
2. D(k,m —1)— D(k,m) fir k=1,...,m — 2,
3. Ala,m —1),A(B,m — 1) — D(m —1,m),

-
N

(1I,m) — D(1,m),
5. D(0,m — 1) — D(0,m),
6. A(a,m), A(B,m) — D(0,m),

mit m=2,...,n.
Wahle die Levelfunktion [ so, dafs

l(i)=i—1und l(a) =1(8) =1
ist. Dann ist

2w + 235 o (i — Dw; + 30,1 (i — Dwy
k m
2 iowi+ Zi:kJrl Wi

TD(k,m) =

und .
Wa + D o(i — 1)w;
Wa + Zle w;

TA(a,k) =

Betrachte nun die einzelnen Fille:

1. Der Cokern ist E(k), die zugehorge Ungleichung ist dann

TD(k,m) < k-1

k m k
= 2wo+2) (i—Dwi+ Y (i—w; < (k—1) (2Zwi+
=2 =

i=k+1

m

>

i=k+1

)

1
<:>2(k7—1)<2 w0—|—2Zz— w1—|—z i1—k wi><w1

i=k+1

2. Der Cokern ist E(m), also erhalten wir keine Bedingung.



3. Es ist

TA(a,m—1) < TD(m—1,m)

m—1 m—1
(wa—l—Z(i—l)wi) 2w0+22wj + Wy,
i=1 j=1

m—1 m—1
< <2w0+22(i—1)wi+(m—1)wm> wa + Y w;
j=1

i=1
m—1

Wo | 2 E Wi + W
j=1

m—1 m—1
+ (i — Dw; 2w0+2ij+wm

i=2 j=1

=2

m—1 m—1
+ w; <2w0 +2 Z (1 — Dw; + (m — l)wm>

j=1 i=2

i 2(2 = i) (wa — wo)w; < <Z (m —Dw; + (m — 2)wa> W,

=1 =1

Die rechte Seite ist positiv, die Ungleichung ist also erfiillt fiir w, nahe
bei wp. Ebenso erhalten wir die entsprechende Bedingung fiir wg.

4. Wir haben

TD(1,m) > LTA(1,m)

i=1 =2

> Z(z — Dw; | 2w + 2wy + ij
i=2 j=2

:w1+2;n:1 wj

<~ 2w02wi +ZZ(] - 1)wiwj
=1

i=1 j=2
> 2wo Z(l — Dw,; +wn Z(l —Dw; + Z Z(z — Dw;w;,
1=2 i=2 i=2 j=1

= 2wy (2—i)w; >w (Z(z —1w; — 2w0>
=2

——
<0

=2



Da die linke Seite < 0 ist, 148t sich die Ungleichung nur erfiillen, falls

Sy (i—1)w; — 2w < 0 ist, d.h. Y%, (i — 1)w; < 2wp. Dann kénnen wir

die obige Ungleichung umformen zu

m

211)0 .
™o —2w; < .
TR S P I

Weiter gilt fiir alle m =2,...,n

2’LU() i . 2’LU() - .
—— P —2w; < R 1 — 2)w;.
2wy — Y o (i — Dwy; ;( ) 2wy — Yo (t— Dw; ;( )

Es reicht also, diese Bedingung fiir n zu fordern. Diese Ungleichung ist
eine Verschirfung der geerbten Typ A-Bedingung.

5. Der Cokern ist E(m), also keine Bedingung.

6. Der Cokern ist E(f3), somit haben wir die Ungleichung

Tpo,m) < 1 < 2wy + Z(’L — Dw; < 2wy + Zwl

i=1 i=1
m

— Z(z - 2)w; < wy
i=2

Dies ist die Ungleichung, die wir schon aus Typ A erhalten haben, also
nichts Neues.

Zusammengefafit haben wir somit die Bedingungen

1 5 N
-1 (2(2—k)w0+2;(z—k)wi+i§l(z—k)wi> < wy
(mitm=2,....,n, k=2,....m—1) (1.)

m—1

m—1
2(2 — i) (we — wo)w; < <Z (m —dw; + (m — 2)wa> Wy, (3.)

i=1 =1
> (i = Dw; < 2w (4.)
1=2
211)0 -

2wy — E?:g(i —Dw; ;(Z —2w; < wy (A, 4.

Die Bedingung (3.) muf natiirlich auch fiir wg statt w, erfiillt sein. Diese Un-
gleichungen lassen sich offenbar fiir gegebene wa, ..., w, fir w, = wg(= wo)
sowie wy und wy grofs genug erfiillen.

Wie im vorigen Fall ist wieder jede symmetrische stabile Gewichtung fortsetzbar.
Die Ungleichung (3.) ist dann immer erfiillt, die anderen lassen sich wieder fiir
wn41 klein genug erfiillen, wenn die Ungleichungen fiir den K&cher D, 4 erfiillt
sind.



Ist wq # wg, gibt es wieder nicht-fortsetzbare Gewichtungen. Die Gewichtung
wo = 2,wg = 3,w; = 100, ws = 2, w3 = 1 ist stabil fiir Ds. Fiir D¢ erhalten wir
dann aus Ungleichung (3.),m = 4 die Bedingung w,y > %. Die Ungleichung

(4.),n =4 ergibt wy < 5. Da 2% < 2% ist, ist das nicht erfiillbar.

4.1.3 Alternierende Orientierung

le% ﬁ 2 .............
Y N

1 3 ............
Aus Typ A erhalten wir die Ungleichungen w;w;13 < w;piw;ys fiir i =

1,...,n = 3 sowie wows < wiwe und wgws < wiwa.

erade -1 erade

Setze (wie in 3.2) T := mn mser und m := m meer .
m —1 m ungerade m m ungerade

m ist also die grofite gerade Zahl kleiner gleich m, m die grofite ungerade Zahl
kleiner gleich m.
Wieder zunéchst die unzerlegbaren Untermoduln Unzerlegbarer:

e D(K',m') — D(k,m) < Kk <k,m' <mund (k' =k oder k¥’ ungerade)
und (m’ = m oder m’ ungerade). Ist m’ = k ergibt auch k' ungerade einen
Untermodul.

e D(0,m') — D(k,m) gilt nie, da falls & und S zu einem Untermodul
gehoren die Dimension am Punkt 1 schon 2 sein mufs,

o Ala,m’), A(B,m") — D(k,m) <= m' <k, m' ungerade,

o A(K',m') — D(k,m) <= m' < m, k' ungerade und (m’ = m oder
m' ungerade). Ist m’ < k, k¥’ ungerade erhalten wir Untermoduln fiir m’
ungerade oder m’ = k.

e D(0,m') — D(0,m) < m' <m und (m’ =m oder m’ ungerade)

3

o Alaym’),A(B,m') — D(O0,m) <= m' < m und (m' = m oder m’
ungerade),

o A(K',m') — D(0,m) < m’ <m und (m' =m oder m’ ungerade) und
k' ungerade.

Fir D(k',m’) — D(k,m) miissen wir verschiedene Félle unterscheiden. Die
Kombination ¥’ = k, m’ = m liefert keinen echten Untermodul, ist k' # k und
m’ # m so ist der Untermodul nicht minimal. Bleibt also k' = k, m’ ungerade
bzw. m’ = m, k' ungerade. Dies liefert die ersten vier Punkte der Liste unten.
Der Fall m' = k, k' ungerade liefert nur einen minimalen Untermodul fir m
ungerade und k =m — 1, ¥ =m — 2 (5. der Liste).

A(a,m’) — D(k, m) ist fiir k ungerade minimal fiir k =m—1, m' = k (6.). Fiir
k gerade erhalten wir keinen minimalen Untermodul, da A(a, k — 1) — D(k —
1,m) — D(k,m) Fiir A(k',m') — D(k, m) erhalten wir minimale Untermoduln
héchstens fir £/ = 1 und m’ = m im ersten Fall bzw. m' = k im zweiten.
A(1,m) — D(1,m) ist minimal (7.). A(1,k) — D(k, m) ist nicht minimal, da

)

A(1l,k) — Ao, k) — D(k,m).



Als minimale Untermoduln von D(0,m) bleiben nur D(0,m — 1) und A(a,m)
bezeihungsweise A(5, m). A(1,m) ist kein minimaler Untermodul, da A(1,m) —
Ao, m).

Die unzerlegbaren Moduln mit ihren maximalen unzerlegbaren Untermoduln
sind dann:

1. D(k—1,m) — D(k,m) fiir 2 < k <m — 1, k gerade,

2. D(k,m—1) — D(k,m) fir 2 <k <m — 2, k gerade,

3. D(k—2,m) — D(k,m) fiir 3<k <m — 1, k ungerade,
4. D(k,mm—1) — D(k,m) fiir 1 <k — 2, k ungerade,
5. D(m —2,m —1) — D(m — 1,m) fiir m ungerade,

6. A(a, 7 — 1), A(8,7 — 1) — D(7 — 1,m),
7. A(1,m) — D(1,m),

8. D(

9. A(ar,m), A(B,m) — D(0,m).

>

Ovm_ 1) — D(Ovm)a

jeweils fiir m = 2,...,n.
Die Levelfunktlon l sei gegeben durch

0 ¢ d
(i) = { Z HHBETACe  wie (o) =1(B) =1.
1 4 gerade

Setze ZJ = ; wy und Z’J 1= —iiva... ;W fiir j —i gerade beziehungs-

weise .7 ; = EU:Z. iva,..j—1 Wy fiir j — i ungerade (vergleiche Abschnitt 3.2).
Dann ist

2 +
& fiir k£ gerade

TD(km) =
() 2 Zo + Ek—i—l
k—1
25+
TD(k,m) 2o Z kL fiir k ungerade
2 Eo + Ek+1
we + 3 1
e = S

Wir machen folgenden Beobachtung: Es ist zp,m) = xﬁ( wobei letzteres

k,m)>’
der 2-Wert des Unzerlegbaren A(k, m) zum Kécher vom Typ A,, 1 in alternie-
render Orientierung mit Gewichtung (2w, 2w, . . ., 2Wk, W41, - - . , Wy, ) ist.

Betrachte nun die einzelnen Fille:

1. Der Cokern ist der Einfache E(k), k gerade. Der Cokern ist also ein ein-
facher Cokern mit maximalen Level, wir erhalten keine Bedingung.



2. Die Begingung ist p,m—-1) < Tp,m) beziehungsweise unter Verwen-
dung der obigen Beobachtung xﬁ(kﬁfl) < ,’Eﬁ(kym). Da A(k,m — 1) —
A(k,m) ist, miissen wir die Stabilitdtsbedingungen vom Typ A,, 11 zur Ge-
wichtung (2wg, 2w1, . . ., 2Wg, Wk41, - - - , Wy, ) ibernehmen. Die einzige neue
Bedingung zu den schon geerbten Bedingungen ist 2wiwy43 < Wi41Wk42-

3. Der Cokern ist A(k — 1, k), die zugehorige Ungleichung ist dann

iCD(k m) < TA(k—1,k)

m k m
= 22 —|—Z wk,1+wk < Wg— 1<2Z+Z>

k+1 k+1

3

0
= Wk 22 +Z + wy, 22/4— /)

k+1 0 k+1

k m
< Wg_1 QZ—I—Z + Wk—1 Z Z
1

k+1 +2
m m
—  w 2Z+Z < W1 22 +Z
k+1 k+2

Ist m ungerade, erhalten wir die gleiche Ungleichung wie fiir m — 1, nur
auf der rechten Seite kommt der Summand wy_1w,, hinzu. Dann ist die
Bedingung also erfiillt. Ubrig bleibt die Ungleichung fiir gerades m.

4. Wie im Fall fiir k& gerade (2.) kénnen wir dies auf den Typ A1 zur
Gewichtung (2wp, 2wy, . . . , 2Wk, Wg+1, - - - , Wy, ) zuriickfiihren.

5. Der Cokern ist A(m — 1,m), die ensprechende Ungleichung ist
TD(m—1,m) < TA(m—1,m)

m—1 m—1
/
— 2 E (Wm—1 + W) < Wp—1 (2 E —l—wn)
0 0

m—3 m—3

/ /
= 22 “Wpp—1 + 2 Z Wy, + 2w,2n_1 + 2Wyp—1 Wi,
0 0

m—3 m—2

i /
< 2Wpm—1 Z +2Wy—1 Z —|—2w72n_1 + Wy 1 Wi,
0 1

m—3 1 m—2

/ /

= Wy E +§wm_1 <wm_1E
0 1

6. Betrachte den a-Fall. Der Cokern ist dann A(8, m), also (setze dabei for-



mal w1 = 0 im Fall m gerade)

Tp(m-1,m) < TA(B,m)

-2 m
= 2 Z’ + Wiy (wg + Z)
0 1

m—1 m
< <2 Z +wm + wm+1> wg + Z
0 2

~

m m m—2
— wg-i-zl 23w +Z/- 2Z/+wm
2 0 1 0
m/ mfg
<lws+>_ | 2] +wm)
2 0
m/ mf}
+ w5+2) 23 fwmi
2 1
ml m—2 m m—1
= Z 22 twm | < wg—l—z 22 + W41
1 0

Im Fall m ungerade (d.h. m = m — 1, m = m) erhalten wir daraus

2>
1

m—3 m m—2
I

! ! ! mi}mig m
+ Wy —1 Z < 2wg Z +wgwm + 22 + Z Wi,
0 1 1 2 1 2

m—2

m—3
/ /
< wp, wa—i—g < E (wg — Wa + Wm—1)
2 1

Falls wy = w, = wg ist, folgt diese Ungleichung schon aus den Typ A-
Ungleichungen. Betrachte nun den Fall m gerade (d.h. m = m, m = m—1):

m—2

m—1 m m—1
/ / / /
3 (25 ) <2+ 3) 5
1 0 2 1
= 2wg + Wy, < 208 + 2wy, = Wo —wg < Wy

Zusammen mit der Ungleichung des §-Falls haben wir dann |w, — wg| <
Wy,



7. Der Cokern ist D(0, 1), also haben wir

Tp(1,m) < TD(0,1)

m , m
= (2’[1)0 +wr) | 2wo + Z < 2wy <2w0 + 2wy + Z)
2 2

!/ m/
= 2w 2wo+z +wy 2wo+z
2

m/ ﬂ/
<2uwp [2wo+ > | + 2w (2w1+z>
2 3

8. Es ist zp(g,m) = Iﬁ(o,m) und zpom-1) = ‘Tﬁ(o,mq): die rechten Seiten
jeweils zum Typ A,,4+1 in alternierender Orientierung mit Gewichtung
(2wg, w1, . .., wy). Da A(0,m — 1) Untermodul von A(0,m) ist, brauchen
wir genau die Stabilitdtsbedingungen zu dieser Gewichtung. Die einzige
neue Ungleichung ist 2wows < wiws.

9. Der Cokern ist der Einfache F(() mit maximalen Level I(5) = 1, also
erhalten wir keine Bedingung.

Zusammen erhalten wir damit die Ungleichungen (m = 2,...,n)
2wiwi+3 < Wijr1Wit2 (fur = 0, ce,n = 3) (A, 2., 4., 8)
k=3 m B2 m-l
w2243 ) <o [oX4T
0 k+1 1 k+2
(m gerade, 3 < k <m — 1, k ungerade) (3.)
VT i
m o Ym— < Wm— d 5.
w ZO+2w 1 w 121 (m ungerade) (5.)
m—3 m—2
I I
W | wa + Z < (wg — Wa + Wm—1) (m ungerade) (6.)
2 1
|we — wg| < wp, (m gerade) (6.)

w1 Z/ < 2wy i/ (7)
2 1

Im Fall wy = w, = wg und unter Beriicksichtigung der A,,11-Ungleichungen



vereinfacht sich das zu den Ungleichungen

2wiwi+3 < Wijr1Wit2 (Z = 0, e, n = 3) (A, 2., 4., 8)
k—3/ m/ k—2/ —];
P50 ol RO 5 500 5
0 k+1 1 k+2

(m gerade, 3 < k <m — 1, k ungerade) (3.)

m—3 m—2
r ] ’
W, Z +§wm_1 < Wpp—1 Z (m ungerade) (5.)
0 1

m

w1 Z/ < 2wy i/ (7)
2 1

Hier 14£t sich wieder nicht jede nicht-symmetrische stabile Gewichtung fortset-
zen. wq = l,wg = 3, w1 =2, wy = 14—5,w3 = 1 ist stabil fiir D5. Fiir Dg erhalten
wir dann die Ungleichungen wy > 2 (aus (6.),m = 4) und wy < % < 2 (aus
(A),i=1).

Die Fortsetzbarkeit im symmetrischen Fall folgt aus Lemma 56.

Wir geben nun noch eine konkrete stabile Gewichtung an:

Beispiel 55 Sei w, = wg = wo, w; = 2-7 fiir alle + = 0,...,n. Dann lésen
die w; die Ungleichungen, das heifit, die Gewichtung (wo, ..., w,) ist stabil.

Beweis:
Mit diesen Wahlen ist

Wi Wi = 9= (i+1)°=(j-1)% _ 9—i®~j°92(j—i-1) _  yj—i-1 wiw;

<1 <= j<it+l
Also ist wj_1wi+1 < w;w; genau dann erfiillt, wenn j < ¢4 1 ist. In diesem Fall

ist sogar 2w;_jw;y+1 < wywj, also sind die A, 1-Ungleichungen erfiillt.
Weiter gilt

i>j i>j k>0 k>0
N———’
<1+1/2:2

Damit erhalten wir (fiir (5.))

m—3 m—2

71 1 /

Wiy, ZO —|—§wm,1 < wp (2wg) < 2§wm,1w1 < Wpn—1 Zl

und (fiir (3.))
k—?)/ ﬁ/ 1
Wi 22 + Z < wk(2 . 211)0) < 4§wk,1w1
0 k+1

k—2/ ﬂ/
= 2wp_1wy < Wg_1 22 +Z
1 k+2



sowie schlieflich (fir (7.))

m m
/ li
w1 g < Qwiwg = 2wy - 274 < 2wowy < 2wo E .
2 1

4.1.4 Allgemein: Alternierende Orientierung mit Fliigel
Ahnlich wie beim Typ A benutzen wir ein Fortsetzungslemma.

Lemma 56 Sei Q' ein Kiocher vom Typ Dyp,yo in symmetrischer Orientierung
mit Punkten Qo = {«, 3,1,...,m}. Sei der Kiécher Q vom Typ D,,13 gegeben

durch Qo = Qo U {7}, Q1 =Q1U{y — m}.
Q= = e

Weiter gelte () > 1(3) fir alle i =, 8,1,...,m. Dann ist jede stabile symme-

trische Gewichtung (wo, w1, ..., wy,) von Q' fortsetzbar zu einer stabilen sym-
metrischen Gewichtung (wo, w1, ..., Wm,wy) von Q mit genigend kleinem w..
Beweis:

Sei V ein unzerlegbarer Q-Modul und V' = V| die Einschrinkung auf @’. Ist
V' unzerlegbar, so kénnen wir den ersten Teil von Lemma 50 anwenden und
erhalten, daf fiir geniigend kleines w, V stabil ist beziiglich der Gewichtung
(Wa, WB, W1, .« -« y Wi, Wy ).

Wir miissen also noch den Fall betrachten, daft V' zerlegbar ist. Dies tritt genau
dann auf, wenn V = D(m,~) ist. In diesem Fall ist V' = A(a, m) & A(3,m).
Da Q' symmetrisch ist und wq = wp gilt, ist T4(a,m) = Ta(g,m)- Wir schreiben
xy fiir diesen Wert und Oy fiir 0 4(q,m) = 0a(3,m)-

Sei nun wieder U ein maximaler unzerlegbarer Untermodul von V. Dann ist
auch U’ nicht notwendig unzerlegbar. U’ ist aber Erweiterung von Untermoduln
Us — A(0,m) fiir 6 = o, 5.

Wie in Lemma 50 gilt nun wieder zy > 2y und 0y (Ug) > 6y (Uy).

Ist (dimU), = 0, so ist

ev(U) = ev(Ul) = 9v(U(;) + 9v(Ué) > HVI(U;‘) + HV,(U[Q) > 0.
Sei nun (dimU), = 1. Dann ist V' # U’, sonst wére auch V = U.
Wir haben
Oy (U) = 0y (U') +wy (zv = U(y)) > v/ (Ug) + O (Up) +wy (zv: —U(7)).

Wegen V' # U’ ist U # A(d, m) fiir ein 6 € {a, 8}, also ist Oy (Ug,) +0v+ (Uj) >
0. Insgesamt ist die Ungleichung also wieder fiir w, klein genug erfiillbar.

Zusammen mit den endlich vielen Ungleichungen aus Lemma 50 haben wir dann
endliche viele Ungleichungen vom Typ w, < E, also finden wir ein kleines w.,,
das die Gewichtung fortsetzt. (|

Nicht symmetrische nicht fortsetzbare stabile Gewichtungen finden wir wie fiir
die linearen Orientierungen (Abschnitte 4.1.1 und 4.1.2).

2Hier geht entscheidend die Existenz des nichttrivialen Kécherautomorphismus ¢ ein. Daher
ist der Fall der asymmetrischen Orientierung deutlich schwieriger.



4.2 Asymmetrischer Fall

Hier gehen die Pfeile zwischen 1 und « beziehungsweise 1 und 3 in verschiedene
Richtungen, bis auf Dualitdt haben wir also Pfeile « — 1 und 1 — (3. Un-
ter Beriicksichtigung der Ergebnisse zum Koécher A,, bleiben nur die folgenden
Orientierungen zu untersuchen:

n
e
n—1
a 9 a—1 a—l—lf
\1/ N N7
................. a
v
B
n
e
n_—l
B
N\
1 3o a—2 a
S N ~
o 2 ................... a_l

mit 1 <a<n.
Wieder betrachten wir einige Spezialfille separat:

n
1
i (Lineare Orientierung)
o 2
\“{
e
o D n «a D n—1
NN i AVEVAIRN A
1 R n—1 brw 1 F e n
v 4
g g

(Alternierende Orientierung)

Fiir die lineare Orientierung zeigen wir, daf es immer eine stabile Gewichtung
gibt, in den anderen Fillen geben wir die Stabilitdtsungleichungen an. In allen
Fillen gibt es nicht-fortsetzbare stabile Gewichtungen.
Wegen der im Vergleich zum vorigen Abschnitt fehlenden Symmetrie, kénnen
wir nicht mehr aus der Nichtexistenz einer symmetrischen stabilen Gewichtung
auf die Nichtexistenz stabiler Gewichtungen schliefsen.



4.2.1 Lineare Orientierung

n
1
3
1
« 2
\J/
/ 1
B
Wir haben die A,,1-Unterkdcher
n
n 1
1 n—1
3
3 und 1
1 2
« \ 2 1
1 1
1 /
B

Der erste liefert die Ungleichung Z?:?)(j — 2)w; < wq, der zweite als linear
orientierter nichts.

Nun die unzerlegbaren Untermoduln der echten Typ D-Unzerlegbaren (verglei-
che auch den entsprechenden Abschnitt bei symmetrischer Typ D-Orientierung):

e D(K',m') — D(k,m) < k' <k,m' <m,
e D(0,m') — D(k,m) < m’' <k,

e A(a,m’) — D(k,m) tritt nicht auf, da mit dem Punkt a: auch (8 zu einem
Untermodul gehort,

e A(B,m') = D(k,m) < m' <m,

(
(

°
b

E,m') — D(k,m) < kK =1,m' <k.
e D(0,m') — D(0,m) < m' <m,
o A(S,m

o A(K',m'), A(a,m’) — D(0,m) tritt nicht auf, da mit Punkt 1 auch 8 zu
einem Untermodul gehort.

'Y= D(0,m) < m/' <m,

Hieraus erhalten wir folgende Liste echter D,,o-Unzerlegbaren mit ihren maxi-
malen unzerlegbaren Untermoduln.

1. D(k—1,m) — D(k,m) fir k=2,...,m — 1,
2. D(k,m—1)— D(k,m) firk=1,...,m — 2,



3. D(0,m — 1) = D(m — 1,m),
4. A(B,m) — D(1,m),
5. A(1,m —1) — D(m —1,m),
6. D(0,m — 1) — D(0,m),
7. A(B,m) — D(0,m),

jeweils fiir m = 2, ..., n.

Die Levelfunktion [ : Q¢ — 7Z sei

I(i) =4 und I(a) = 2,1(B) = 0.

Dann ist L . _
2wa + 23 i Wi + Yy Wi
xD(k,m) = k m
Wo +wg + 2 w; + Zi:kJrl Wi

und 2o + Y i dw; ST dw;

o i=1 7 . i=1 7

x =" _==1  sowie x ===
A(a,m) We + 221 w; A(B,m) ws + 221 w;

Betrachte nun die einzelnen Fille:
1. Der Cokern ist E(k), die ensprechende Ungleichung ist also

TD(k,m) < l(k) =k
k

— 2wa—|—22iwl Z zwl<k<wa+w5+22wl Z z)

=1 i=k+1 i=k+1
k m
= 2-kwe —kwg +2Y (i—kwi+ Y (i—kw; <2(k— 1w
=2 i=k+1

2. Der Cokern ist der Einfache E(m), also ein Cokern mit maximalen Level.
Wir erhalten somit keine Bedingung.

3. Wir haben

TD0,m-1) < TD(m—1,m)

m—1 m—1
= <2wa+2iwi> <wa+wﬁ+22wi+wm>
i=1

i=1

m—1 m—1
< <2wa +2 Z LW; —|—mwm> (wa +wg + Z wz>
i=1 i=1

m—1

—  dw, Z W + 2Wa W, + (Wo + wg) Z 1Ww; + Wy, Z Tw;
i=1 ; ;

m—1 m—1 m—1
< 2wq Z w; + (wa + wg) <2 Z Tw; +mwm> + Mwy, Z w;
i=1 i=1 i=1

— Z (2 = Dwa —twg + (1 — Mm)wm) w; < w1 (Wg — Wa + (M — 1)wy,)



Beachte: Die linke Seite ist < 0, die Ungleichung also fiir w, = wg immer
erfiillt.

4. Der Cokern ist A(«,1). Damit haben wir

TD(1,m) < TA(a,1)

= <2wa + 2w + Z iwi> (we + w1)

=2

< (u)a + wg + 2wy —|—22wi> 2wy + w1)

=2

m m
— 2wi + 2wowi + Wy Z w; + 2wawi + 2w% + wyq Ziwi
1=2 i=2
m
< 2wqwg + Zwi + dwawi + 4wy Z w;

1=2

m
+wgw + wawi + wa + 2wq Z w;

i=2
= Wy (Z(z —4w; — 2wg> < wq <wa +wg — Z(z — 2)wl>
i=2 i=3

TA(1,m—1) < TD(m—1,m)

m—1 m—1
<= ZzwZ (wa—l—wg—l—ZZwi—l—wm)
i=1 i=1

m—1 m—1
< <2wa +2 Z Tw; + mwm> Z w;
i=1 i=1

m—

—

((1 = 2)wa + iwg + (i — Mm)wp,) w;

< wi((m — Dwp, + we —wg)

6. Der Cokern ist der Einfache F(m) mit maximalen Level, also erhalten wir
keine Bedingung.

7. Der Cokern ist F(«), somit haben wir

Tpo,m) < l(a) =2 <= 2w, + Zzwl < 2wq + 2wg + QZwi
i=1

i=1
= Z(z —2)w; — 2wg < wy
i=3

Diese Ungleichung folgt aus der von A, 1 geerbten Bedingung.



Insgesamt haben wir die also die Ungleichungen (m =2,...,n, k=2,...,m—1)

n

> G —2)w; <un (A)

Jj=3

k m
(2= k)wa — kws +2Y (i —k)wi+ > (i —k)w; <2(k— 1w, (1)
1=2 i=k+1

(2 = Dwa —iwg + (i = M)wp) w; < w1 (wg — wa + (M= Dwn) (3.

We <Z(Z — dyw; — 2w5> < wq (wa + wg — Z(Z - 2)wz> (4.)

=2 =3

I

N
I|
N

3
L

((i = 2)wa + 1w + (1 — M)wp) w; < w1 (M — D)wy, + we —wg)  (5.)

i=2
fir die Gewichtung (wq,wg, w1, . .., wy).
Diese Ungleichungen lassen sich fiir gegebene ws, ..., w, immer erfiillen. Wihle

dazu w, = wg so grof, dak wa +wg — >4 (i — 2)w; > 0 ist. Dann ist bei allen
Ungleichungen die rechte Seite eine positive Zahl mal w; und w; taucht auf den
linken Seiten nicht auf. Durch die Wahl von hinreichend groffem w; lassen sich
dann alle Ungleichungen erfiillen.

Nicht jede stabile Gewichtung fortseztbar. Die Gewichtung w, = 1l,wg =
3,w; = 1wy = 9 ist stabil fiir D4. Die Ungleichung (A) fiir D5 wird dann
zu w3 < 1, die Ungleichung (5.) wird fiir m = 3 zu w3 > 29 > 1.

4.2.2 Alternierende Orientierung

Setze wie in Abschnitt 3.2

_ {m m gerade {m —1 m gerade
m = und m =

m—1 m ungerade m m ungerade

Wir haben die Typ A, +1-Unterkécher

2 .............
6] 2 ............. )/ \
\/ 1/ \{ und 1 3 ............
1 R v
B
Der erste liefert die bekannten Ungleichungen w;w;ts < wjpiw;pe fir i =
1,...,n — 3 und wows < wiws. Der zweite Unterkdcher liefert zusétzlich noch
die Bedingungen wg < wp und
1 k—2 k=3
wg < — | wi— —w fiir k=4,...,m gerade
R 2w + wr—1 ot ZQ k Zl &



(siehe Beispiel 51).

Nun untersuchen wir noch die zusdtzlichen Unzerlegbaren. Wieder geben wir zu-
néchst die unzerlegbaren Untermoduln an (vergleiche auch den entsprechenden
Abschnitt zur symmetrischen Orientierung).

e D(k',m') — D(k,m) < k' <k,m' <mund (k' =k oder k’ ungerade)
und (m’ = m oder m/ ungerade). Ist m’ = k ergibt auch k&’ ungerade einen
Untermodul.

e D(0,m') — D(k,m) <= m' <k, m' ungerade,

e A(a,m’) — D(k,m) tritt nicht auf, da mit dem Punkt « auch 3 zu einem
Untermodul gehort,

o A(B,m') — D(k,m) < m' <m, m' ungerade oder m’ =m,

o A(K',m') — D(k,m) < fiir k gerade: ¥/, m’ < m, k¥’ und m’ ungerade
(oder m' = m). Fiir k ungerade k', m’ < k, ¥’ und m’ ungerade.

e D(0,m') — D(0,m) < m' <mund (m' =m oder m’ ungerade)

e A(a,m’) — D(0,m) tritt nicht auf, da mit « auch 8 zu einem Untermodul
gehort,

e A(B,m') — D(0,m) < m' <m und (m’ =m oder m’ ungerade),

o A(K',m') — D(0,m) < m’ <m und (m' =m oder m’ ungerade) und
1 # k' ungerade.

Fir D(K',m’) — D(k,m) miissen wir verschiedene Félle unterscheiden. Die
Kombination k' = k, m’ = m liefert keinen echten Untermodul, ist k' # k und
m' # m so ist der Untermodul nicht maximal. Bleibt also ¥’ = k, m’ ungerade
bzw. m’ = m, k' ungerade. Dies liefert die ersten vier Punkte der Liste unten.
Der Fall m’ = k, k' ungerade liefert nur einen maximalen Untermodul fiir m
ungerade und k =m — 1, ¥ =m — 2 (5. der Liste).

A(B,m") — D(k,m) ist nur maximal fiir ' = m und k = 1. Fiir k gerade ist
A(1,m) — D(2,m) maximal, fiir k ungerade A(1,mm — 1) — D(m — 1,m).

Als maximale unzerlegbaren Untermoduln von D(0, m) haben wir D(0,7m — 1)
und A(B,m). A(k',m’) ist nie maximal, da immer A(K',m’) — A(B,m’) gilt.
Die zusétzlichen unzerlegbaren Moduln mit ihren maximalen unzerlegbaren Un-
termoduln sind:

1. D(k—1,m) < D(k,m) fiir 2 < k <m — 1, k gerade,
2. D(k,m—1) — D(k,m) fir 2<k <m — 2, k gerade,
3. D(k—2,m) — D(k,m) fiir 3<k <m — 1, k ungerade,
4. D(k,m —1) — D(k,m) fiir 1 <k <m — 2, k ungerade,
(
(



8. A(1,m) — D(2,m) fiir m > 3,
9. A(1,7 — 1) <> D(m — 1,m),
10. D(0,7 — 1) < D(0,m),

11. A(B8,m) — D(0,m).

jeweils fiir m = 2,...,n.
Sei die Levelfunktlon l gegeben durch

1(6) =

0 i d
{ ¢ UNBEIACe s owie I(a) = 1,1(8) = —1.

1 ¢ gerade

Benutze wieder die Abkiirzungen 3 := S _w, und 37 =Y o Wy

fiir j — i gerade beziehungsweise Z =, 2,1 Wy fiir j — 4 ungerade.
Setze weiter 2wg := wo — wg. Dann ist w, = 2w0 + wg. Damit haben wir

k m k m
 wa—wg+2 S+ Z/Hz 2 Yo+ Z/Hz
TD(k,m) = % = % —— k gerade
Wo +wg +2D 7+ 00 2w + 230+
1k—1 m 1k—1 m
L owa—wg+23T, D 200 X kn I d
ID(km) = pous = % pee ungerade
wa+wﬁ+2zl+zk+1 2w + 2> 0+ >
o o—wg+ Yy
o =
wa+ Yy _ wg+ 2w+ 3y
TA(a,m) = =

wa+ 01 wp o+ 2wo + 20
Betrachte nun wieder die einzelnen Fille (vgl. auch 4.1.3):

1. Der Cokern ist der Einfache E(k), k gerade. Also ist der Cokern ein Ein-
facher mit maximalem Level, wir erhalten keine Bedingung.

2. Der Cokern ist A(m,m), es ist also nur der Fall m # m, das heift m
ungerade, interessant. Dann haben wir

TD(km) < xA(mfl m)

k m
= 2Z+Z wm1+wm)<<2w5+22+z>wm1

k+2 0 k+1

= Wy 2Z+Z < W1 2wﬁ+22+z

k+2 k+1



3. Der Cokern ist A(k — 1, k), die zugehorige Ungleichung ist

TD(k,m) < TA(k—1,k)

k—1 m . N
= 22/4-2’ (Wp—1 + wi) < W—1 <2w5 + QZ+Z>

0 k+1 0 k+1
k—l/ ﬁ/ k—l/ ﬁ/
= Wk 22 —i—z + wy, 22 -1—2
0 k+1 0 k+1
kfl/ ﬁ/ k , m/
< Wg—1 22 +Z + Wg—1 2w5+22 +Z
0 k+1 1 k+2
k73l ml k72/ ml
— Wk 22 "FZ < Wg—1 Qwﬁ—l—QZ +Z
0 k+1 1 k+2

4. Der Cokern ist A(m—1,m), es ist also nur der Fall m ungerade interessant.
Dann erhalten wir die gleiche Bedingung wie gerade fiir £ = m.

5. Der Cokern ist A(m — 1, m), wir erhalten also die gleiche Ungleichung wie
beim zweiten Punkt fiir k = m — 1.

6. Der Cokern ist A(1,m). Setze w1 = 0 im Fall m gerade, rechne damit:

ID(m—1,m) < TA(1,m)



7. Der Cokern ist hier A(a, 1), also:

Tp(,m) < TA(a,1)

m/
= 2wo + Z (2wo + w1 + wg)
< <2w0 + 2wg + 2wy + Z) 2wy + wg)
2

m/
= Z (2wo + wg) (2@05 + Z ) + wiwg
1

2

Fiir ungerades m folgt die Ungleichung aus der Ungleichung fir m — 1, es
reichen also die Ungleichungen fiir m gerade.

Tp(2,m) > TA(1,m)

< | 2wg + 2wy +

Z > <2w[3 + 2w + 2wy + 2w +Z> ZI
1 2

=[]

m

<— 2wy i/ +wso i/ > 2wg Z/ +wq Z/
1 1 2

m m : m m
<— 2woz +’LUQZ >2w52 —l—wlz
1 3 2 4

9. Wir rechnen (wieder mit wsm41 = 0 falls m gerade)

m—27—1 —27m—2 m—1 -2
/ / !/ / / /
0o 1 0o 2 1 2

m-2  Wm-lm-2 W22 -2 m—2
/ / / /! !/ / /!

> 2wg +2 E +2 g + Wy + W41 g

2 12 0 2 2 2

m

= Z (2w + wmy) > (2wp + wmt1)
1

10. Der Cokern ist A(m, m), also ist nur der Fall m ungerade (d.h m =m—1)



interessant. Dann haben wir
TD(0,m) < TA(m—1,m)

m—1 m
!
— | 2wy + E (W1 + W) < <2wg + 2w + E ) Wy —1
2 1

m—3 m—2

i i
<= wm | 2w + Z < Wm—1 | 2wg + Z
2 1

11. Der Cokern ist der Einfache E(a), wobei I(a) = Mp(o,m) ist, also erhalten
wir keine Bedingung.

Zusammengefasst erhalten wir also die Ungleichungen (m =2,...,n)
(2’(00 + ’LUg)wg < WiW2, WiWits < Witr1W;tr2 (’L = 1, coe,n— 3) (A—l)
wg < Wa (A-2)
1 k—2 k=3
wg < — | wi— —w k=4,...,m gerade) (A-2
7™ 2wy + wyy F 1223 kzl ( 8 ) (A-2)

k. m—3 k—1 -2

! / I I

S ES S 5 T CHINES 300 5
0 k2 1 k1

(fiir m ungerade, 2 < k <m — 1, k gerade) (2., 5.)

k-3 m k—2 m
! ! I !
Wi 22 +Z < Wk—1 2wg+22 —I—Z
0 K+l 1 k+2
(3 < k <m, k ungerade) (3., 4.)
m m ™ m
2’(00 Z +1Um+1 Z < 2’(Uﬁ Z —|—me (6)
1 2 2 1
m/ m/
wq Z < (2wo + wg) <2wg + Z ) + wiwg (fiir m gerade) (7.)
2 1
m/ m/ m/ m/
2wg Z +wy Z < 2wp Z +ws Z (fiir m > 3) (8.)
2 4 1 3
-2 1
! I

(9.)

(2wg + wm41) < (2wo + war)
2

M3

m—2

m—3
/ /
Wy, | 2w + Z < Wm—1 | 2wg + Z (fiir m ungerade) (10.)
2 1

Beispiel 57 FEine stabile Gewichtung fir den Kdécher Dg in der Orientierung
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nicht fortsetzbar. Ob die Ungleichungen fiir grifiere Kiocher eine Lésung haben,
ist offen.

5% . Diese Gewichtung ist

N

4.2.3 Alternierende Orientierung mit Fliigel

Vergleiche auch Lemmata 50 und 56.
Sei @' ein Kocher vom Typ D49 in asymmetrischer Orientierung mit Punkten
Qo ={a,5,1,...,m}. Sei der Kécher Q vom Typ D,, 3 gegeben durch Qo =

QoU{v}, Q1 =Q1U{y — mj}.

Sei l(y) > () fiir i = o, 8,1,...,m.
Wegen der Bedingung I(v) > I(«),1(B3) ist jetzt die alternierende Orientierung
kein Spezialfall mehr dieser Betrachtung, der Kécher

«

¢

1 y
v N
B 2

in alternierender Orientierung erfiillt diese Voraussetzung nicht. Wir betrachten
also nur noch Situationen der Art

gl
'

m

Sei V' ein unzerlegbarer Modul mit (dimV’), # 0. Ist auch V' = V|g wie-
der unzerlegbar, so erhalten wir nach Lemma 50 nur Ungleichungen der Form
w, < 2.

Sei nun V' zerlegbar. Dann ist V = D(m,~v) und V' = D(0,m) & A(1,m). Wir
schreiben V4 = D(0,m) und V2 = A(1,m). Da wir einen Pfeil m — (m — 1)
haben, haben beide Summanden den einfachen Cokern E(m), also ist xy;, < I(m)
und xy, < I(m). Das ist jeweils dquivalent zu a(V;)l(m) — b(V;) > 0.

Sei U nun ein maximaler unzerlegbarer Untermodul von V.

Ist (dimU) = 1, so bleibt als einzige Moglichkeit U = D(m — 1,7). Also ist der
Cokern wieder E(m) und wir haben zy < [(m) zu zeigen. Wir haben

b(V1) +b(V2) + 1(v)wy
a(Vi) + a(Va) + w, <itm)
= wy <l(m)a(V1) = b(V1) +1(m)a(V2) = b(V2),

zy < l(m)



dabei benutzen wir I(y) = I(m) + 1. Die rechte Seite ist positiv, also haben wir
wieder eine Bedingung der Art w, < =.

Sei nun (dimU) = 0. Die einzigen Mdglichkeiten fiir U sind dann D(0,m) und
A(1,m). Wir schreiben B = b(A(1,m)) = >.", l(i{)w; und A = a(A(1,m)) =
it wi. Wir wihlen die Levelfunktion ! : Qo — Z so, da I(a) = 1 und

[(8) = —1 ist. Dann ist
BDO,m) = B —wp e a(D(O,m) = A+ wy +w

b(D(m, ) = 2B — wg + wa + 1(7)wy a(D(m,~) = 2A 4+ wg + wa + w,.

Damit haben wir:

TA(1,m) < TD(m,v)
<= B(2A+wg+wa+wy) < (2B —wg +wa +(y)wy) A
<= 2AB+ B(wg + wa) + Bwy < 2AB + A(wa — wg) + Al(y)w,
<= B(wg + wa) + A(wg — wa) < wy (Al(y) — B)

— Z(wﬁ(zu) +1) +wa (1(6) — 1)) w; < w, Zwi(l(”y) —1(d))

Wegen I() > I(7) fiir alle ¢ = 1,...,m ist die rechte Seite positiv, wir erhal-
ten also eine Ungleichungen der Form w, > Z. Fiir den anderen maximalen
Untermodul erhalten wir analog;:

Zp(0,m) < LD(m,v)
= (B4 wq—wg)(2A+ wg + wa + wy)
< (2B —wg + wa + U(7)wy) (A4 wg + wa)
— A(wy —wg) — B(wg + wq)
< wy (Al(7) = B + wa(I(y) — 1) + wa(l(r) + 1))

=D (wa(l = U(0) — ws(1 +1(0)))w;

i=1

=1

< wy (wa(l(v) — D)+ ws((y) + 1)+ () - l(i))wi>

Mit I(y) > I(«) = 1 ist die rechte Seite wieder positiv, wir haben also wieder
eine Bedingung w, > E.

Dies sind beides Ungleichungen vom Typ w, > Z, andererseits haben wir von
vorher schon Bedingungen vom Typ w, < Z. Im Allgemeinen finden wir daher
kein w., das die gegebene Gewichtung fortsetzt.

Beispiel 58 Die Gewichtung aus Beispiel 57 ist auch stabil fiir Dg in der Ori-
@ 2
NN
entierung 1 3
N\
B 4



5 Typ E,

Die Untersuchung der Typen FEg, E7, Eg bildet ein endliches Problem. Daher
bietet es sich an, diese Kécher mit dem Computer zu bearbeiten.

U zu entscheiden, ob es zu einem gegebenen Kécher () eine stabile Gewichtung
gibt, bendtigen wir zwei Schritte:

1. Bestimme alle Unzerlegbaren V' mit ihren maximalen unzerlegbaren Un-
termoduln U (jeweils bis auf Isomorphie). Jedes solche Paar V, U bestimmt

eine Ungleichung 3 o Apq(V,U)wpwg > 0 in den w,.

2. Entscheide, ob die Menge aller so erhaltenen Ungleichungen eine Lsung
hat.

Da ein Kocher vom Typ FE,, darstellungsendlich ist, konnen wir die Isomor-
phieklassen der unzerlegbaren Moduln in einer endlichen Liste angeben. Ein
unzerlegbarer Modul ist dabei eindeutig (bis auf Isomorphie) durch seinen Di-
mensionsvektor festgelegt. Fiir jedes Paar (V,U) von Elementen dieser Liste
kénnen wir nun mit Hilfe des folgenden Satzes entscheiden, ob U ein Untermo-
dul von V ist:

Theorem 59 (Schofield [15]) Sei

X(doe):= ) dye,— Y dpg,

PEQo B:p—q€Q1

die Euler-Form zum Kdcher Q fir zwei Dimensionsvektoren d und e. Dann ist
U ein Untermodul von V' genau dann, wenn

max {—x (dimU’, dimV — dimU) |U" Untermodul von U} =0
gilt.

Wir erhalten so alle unzerlegbaren Untermoduln U zu einem Unzerlegbaren
V. Aus dieser Menge kénnen wir wiederum mit obigem Satz die maximalen
Elemente bestimmen.

Insgesamt erhalten wir so eine endliche Liste von Paaren (V,U) von unzerleg-
baren Moduln, so daft U maximaler unzerlegharer Untermodul von V ist.

Die A, 4(V,U) hingen nur von der Levelfunktion ! und den Dimensionsvektoren
von V und U ab, siehe Abschnitt 2.1. Wir kénnen nun also die Menge aller
Ungleichungen bestimmen, die fiir eine stabile Gewichtung erfiillt sein miissen.
Zur Untersuchung der Losbarkeit dieses Ungleichungssystem wird dann das Ver-
fahren der algebraischen zylindrischen Zerlegung benutzt (siehe [2], Algorithm
12.30). Leider ist die Komplexitdt des Verfahrens O(sd)2k, dabei ist d der Ma-
ximalgrad der Ungleichungen (bei uns d = 2), k die Zahl der Variablen (bei uns
also k = Qo) und s die Zahl der Ungleichungen.

In der Praxis® {ibersteigt schon fiir Dg die Rechenzeit sinnvolle Grenzen (einige
Tage/Wochen).

3Der Algorithmus wurde als Programm fiir das Computeralgebrasystem mupad implemen-
tiert. Der benutzte Rechner ist ein 3Ghz-AMD64-Rechner mit 1GByte Hauptspeicher. Das
Programm findet sich unter http://wmaz.math.uni-wuppertal.de/bender/hesselink.



Im Falle Eg konnen wir den Aufwand fiir einige Orientierungen durch Ausnutzen
der Symmetrie des Kochers reduzieren (siehe Lemma 43). Fiir die Orientierung

2 6 4
/\zé/\;

1 5

geben wir hier die mit dem Programm erhaltenen Ungleichungen an (die ersten
vier Ungleichungen sind die, die sich aus den Typ A Unterkéchern ergeben):

wows — wiwy > 0,
wows — wiwg > 0,
wawyg — waws > 0,
wawyg — wswg > 0,
WowW3 — WiWy + wows > 0,
wWowz — wiwy — wiwg > 0,
wWiwWy — Wows + wawy > 0,
wows + wawy — wawg > 0,
wows — wawy + waweg > 0,
w3wy — wowsz + wawg > 0,
W3wWy — Wows — wswg > 0,
wWi1We + wiwy + wawy — wawg > 0,
2Wowsz — WL W4 — W1We — W1Wg > 0,
WoWs — WiW4 — Wi1We + waws > 0,
wiwe + wiwe — wawg + wawg > 0,
Wol3 — W1Wy — W3wWy + wawg > 0,
WoW3 — W1Wg + wawy — wawg > 0,
W3Wy4 — Wols — Wows + waywg > 0,
Wows + Wows — waweg + waws > 0,
wWiwWyg — Wows + wawg — wswe > 0,
WoW3 + Wawy — wawg — wswg > 0,
W3Wg — WoW3 + waws + wswg > 0,
2w3wy — Wows — waws — wswg > 0,
2Wow3 — WiW4 — W1We — WLWe + Wals > 0,
2wz — 2wiwy — WiWe — WiWe + wows > 0,
wW1wWse + W1W4 + Waws — wW3wg + waws > 0,
wiwy — wows + wiwg + wawy + waweg > 0,
WolW3 + Wos — W3wy + wawg + wsweg > 0,
Wols — W1Wg + W3wWy — W3wg — wswg > 0,
W1wWye — WoWs + 2wswy — waws — wswg > 0,
wiwy — 2wows + 2w3wy — waws — wswg > 0,
W1W4 — WoW3 + WiwWg — Was + wywy + wzweg > 0,
W1W2 + W1Wy — Wols + W3Wy — W3wWg — wswg > 0,
W1W2 + Wi1We + wows — wawy + wywg + wswg > 0,
WowWs — W1W4 — W1We + Wals — W3wWe + waws > 0,
Wows — WiWy4 + Wols — W3Wy + W3wg + wswg > 0,
WiW4 — WoW3 + Wwiwg + wawg + waws + wsweg > 0,
W1W2 + WiwWy + wows + wows + wawy — waweg + waws > 0,
W1We + Wow3 + wiwWg + wows — 2wswy + wywg + wswg > 0,
wWiwWy — 2wows + wiwg + wawy + wawe + waws + wswg > 0,
Wolg — W1W4 — W1Wg — W Wg + WaWs + W3wy — wawe + waws > 0,



W1W2 + WiWy + WoWs — WolWs + W3wWy — W3We — Waws — wswg > 0,
W1W2 + WiWy — WoWs + Wi We + WoWs — W3W4 + WaWg + waws + wswg > 0,
WaW3 — WiW4 — W1 W — W1We — WalWs5 + W3W4 + W3We — WaWs5 — WsWe > 0.

Diese 44 Ungleichungen kénnen wir durch Ausnutzen der Symmetrie ws = wy,
wy = wo auf 17 Ungleichungen* reduzieren:

wows — wiws > 0,
wows — wiwg > 0,
wawe — wiwg > 0,
dwrwe — wzwg > 0,
2wows — wawg > 0,

Wowz — wiwe — wiwg > 0,
2wows — wiwe — wiwg > 0,
2wows — 2wiwe — wiwe > 0,
2wiwg 4+ wowsg — wawg > 0,
4wy wg + 2wows — wzwg > 0,
2wows — wiwg — wawg > 0,
2wows — 2wiwg — wawg > 0,

wiwe — wows + wiwe + wawg > 0,
wiwe + wows — wiwg — wawg > 0,
2wiwg — waws + 2wiwg + wzwg > 0,
2wows — dwiwy — 2w weg + waweg > 0,
dwywe — 2wowsz + 2wiwe + wawg > 0.

Die algebraische zylindrische Zerlegung liefert dann (u.a.) diese Losung des Un-
gleichungssystems:

207
256

1 55 1
/SN

1 = 1

Berechnungen der Ungleichungen mit dem ersten Teil des Programms fiir die
anderen Orientierungen und Ausprobieren ergibt, dafl es fiir alle Orientierungen
von Ej eine stabile Gewichtung gibt, bis auf die, die a priori ausscheiden, da sie
einen ,verbotenen“ Typ As oder Typ D5 Unterk6écher haben. Im folgenden wird
fiir jede Orientierung (bis auf Dualitét) eine stabile Gewichtung angegeben. Fiir
Orientierungen, fiir die es keine stabile Gewichtung gibt, ist der Unterkdcher
vom Typ As oder Dy, der eine Trennung der Orbiten verhindert, durch dickere
Punkte (o) markiert.

b 1 1
VAR .
. . <N LNl
\L\‘ ) ) . 1 2 Z
o o N l
pY ° e 1
. 2

4Dieselben Ungleichungen wurden auch durch eine drei Tage dauernde Rechnung per Hand
gefunden.
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Die Falle E7 und Eg bleiben offen.
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