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Einleitung

In dieser Arbeit wird untersucht, inwieweit sich die klassischen Standardmonome
auf Fahnenvarietiten auf wundervolle Kompaktifizierungen X von symmetrischen
Riumen G/H erweitern lassen. Fiir den allgemeinen Fall werden einige partielle
Resultate erzielt. Im Fall der Kompaktifizierung einer adjungierten Gruppe kon-
nen konkretere Ergebnisse angegeben werden. Insbesondere wird fiir ein Geraden-
biindel £ eine Basis des Raums der globalen Schnitte H°(X, £) auf X angegeben,
die kompatibel mit der Einschrankung auf Abschliisse beliebiger B-Orbiten in X
ist.

Standardmonomentheorie

Unter dem Begriff Standardmonomentheorie (SMT) werden einige spezielle Er-
gebnisse und Methoden der Darstellungstheorie zusammengefasst. Ein Ziel der
SMT ist es, mit kombinatorischen Mitteln jeder endlichdimensionalen Darstel-
lung einer halbeinfachen algebraischen Gruppe G eine Basis zuzuordnen, die aus
Gewichtsvektoren besteht und weitere brauchbare Eigenschaften hat. Ist G ei-
ne halbeinfache Gruppe iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper k, so
wird eine Basis M™ des Raums der globalen Schnitte H°(G/P, L)) gesucht.
Hier ist £, das zum dominanten Gewicht A\ assoziierte Geradenbiindel auf der
Fahnenvarietidt G/ P, wobei P die parabolische Untergruppe von G ist, die \ sta-
bilisiert. Die Elemente dieser Basis sollen Gewichtsvektoren sein und sich unter
der Einschrinkung auf Schubertvarietdten in G/P giinstig verhalten. Da nach
dem Borel-Weil-Theorem H°(G/P, L)) = V(\)* gilt, erhilt man hiermit auch
eine Basis des Hochstgewichtsmoduls V(X)) von G, die schone geometrische Ei-
genschaften hat. Die Elemente von M® werden Standardmonome genannt.

Mit Hilfe dieser Standardmonome lassen sich relativ einfach eine Charakterfor-
mel fiir endlichdimensionale Darstellungen formulieren, Basen von Weyl- und
Demazure-Moduln angeben und verschiedene Aussagen iiber die Geometrie von
Schubertvarietiten beweisen.

Der Ursprung der SMT findet sich in der Arbeit von Hodge (siehe [LLS]), der in
[HP52] bestimmte Elemente des Koordinatenrings der Grassmannvarietit stand-
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ard nennt. Diese Elemente sind durch Standard Young Tableaus, die beispielswei-
se Fulton in [F97| beschreibt, indiziert und haben besonders schone Eigenschaften
beziiglich der Schubertvarietdten in der Grassmannvarietdt. Darauf aufbauend
konnten Lakshmibai und Seshadri in Zusammenarbeit mit Musili in einer Reihe
von Artikeln (siehe [LS91]) analoge Basen des homogenen Koordinatenrings allge-
meinerer Varietdten, ndmlich der Fahnenvarietdten G/B und G/ P, konstruieren.
Hier steht G fiir eine klassische algebraische Gruppe, B fiir eine Borelsche und
P fiir eine parabolische Untergruppe von G. Weitere Berechnungen von Stan-
dardmonomen fiir einige exzeptionelle Gruppen fiihrten zu Vermutungen, wie
die Charakterformel und die Basisvektoren der Demazure- und Weylmoduln im
Fall einer beliebigen halbeinfachen algebraischen Gruppe aussehen (siehe [Mu03|,
[La03]).

Bewiesen wurden diese Vermutungen schlieklich von Littelmann mit Hilfe vollig
neuer Methoden (sieche [Se95|). Die erste ist eine Verallgemeinerung der Young
Tableaus, bei der die Indexmenge der zu konstruierenden Basis als eine Men-
ge von Pfaden dargestellt wird, auf denen Wurzeloperatoren operieren (siehe
beispielsweise [Li94|). Hiermit ldsst sich unter anderem die vermutete Charak-
terformel beweisen. Dass das Pfadmodell mit der Theorie der Quantengruppen
in enger Verbindung steht, zeigt sich darin, dass sich die Operation einerseits
der Wurzeloperatoren auf den Pfaden und andererseits der Kashiwaraoperatoren
auf kristallinen Basen von Darstellungen von Quantengruppen sehr &hnlich sind.
Diese Analogie hat Littelmann ausgenutzt, um mit Hilfe eines Umweg iiber die
Darstellungstheorie von Quantengruppen zu bestimmten Pfaden konkrete Pfad-
vektoren zu konstruieren (siehe [Li98]). Diese bilden eine Basis des Raums der
globalen Schnitte und werden auch Standardmonome genannt. Das Besondere
an dieser Methode ist, dass sie nicht nur auf alle halbeinfachen algebraischen
Gruppen anwendbar ist, sondern sogar allgemeiner auf Kac—-Moody—Gruppen.

Symmetrische Raume

Eine weitere Klasse von Ridumen, fiir deren Untersuchung Basen, wie sie in der
SMT auftreten, niitzlich sein konnten, sind — neben halbeinfachen algebraischen
Gruppen und Kac-Moody—Gruppen — die symmetrischen Réaume.

Ist G eine halbeinfache komplexe algebraische Gruppe und 6 : G — G eine In-
volution, also ein Automorphismus von G mit 2 = idg, dann bezeichne H die
Untergruppe von G, die aus den Fixpunkten von 6 besteht. Unter einem sym-
metrischen Raum versteht man den Quotienten GG/ H, betrachtet als algebraische
Varietét.

Méchte man nun eine Standardmonomentheorie fiir den Raum G/H analog der
Theorie fiir G/B und G/P entwickeln, so treten zusétzliche Probleme auf. Zum
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Beispiel ist G/H keine projektive Varietdt, wie man sie braucht, um den ho-
mogenen Koordinatenring, dem die SM'T unter anderem eine Basis zuordnet,
iiberhaupt definieren zu koénnen.

Eine besonders elegante Losung dieses Problems stellt die wundervolle Kompak-
tifizierung dar, die 1983 in [CP83] von De Concini und Procesi vorgestellt und
seither von vielen weiteren Autoren aufgegriffen und verwendet wurde. Hier wird
G/H in den projektiven Raum P(V()\)) eingebettet, wobei V' (\) der Hochstge-
wichtsmodul zum hochsten Gewicht A der Gruppe G ist. Der Abschluss X = G/H
des Bildes von G/H in P(V())) ist eine projektive Varietédt und wird wundervolle
Kompaktifizierung von G/H genannt.

Eine Eigenschaft dieser Kompaktifizierung X ist, dass sie einen eindeutigen ab-
geschlossenen G—Orbit enthilt, der isomorph zur Fahnenvarietit G /P mit einer
parabolischen Untergruppe P von G ist. Daher kann man X auch als Erweite-
rung von G/ P ansehen. Diese Tatsache nutzen Chirivi und Maffei, um die bereits
bekannte SMT fiir G/P auf X auszudehnen. In [CMO03]| wird eine Basis des ho-
mogenen Koordinatenrings €, cpi(x) H°(X, L)) angegeben, die aus bekannten
Standardmonomen auf GG/ P und weiteren Faktoren, die auf natiirliche Weise bei
der Kompaktifizierung auftreten, zusammengesetzt ist. Diese Basis ist so kon-
struiert, dass sie vertriglich mit der Zerlegung von X in G-Orbiten ist. Ziel der
klassischen SMT ist jedoch eine Basis, die auch mit der feineren Zerlegung in B—
Orbiten vertriglich ist, damit die Einschrankung der Basis auf Schubertvarietéiten
eine moglichst einfache und schéne Form hat.

Ausgehend von der von Chirivi und Maffei konstruierten Basis M® wird in
dieser Arbeit zu jedem B-Orbitabschluss Z die Teilmenge M(ZA) der Monome,
die standard auf Z sind, definiert. Ihre Einschrinkung auf Z liefert linear unab-
hingige Elemente in H°(Z, L£,). Die Beschreibung dieser Teilmenge ist mit rein
kombinatorischen Methoden méglich, wobei auf die den Pfadvektoren zu Grunde
liegenden Pfade zuriickgegriffen wird. Leider bilden die so definierten Monome im
Allgemeinen keine Basis von HY(Z, £,). Ein Fall, in dem diese Monome kein Er-
zeugendensystem des gesamten Raumes bilden, ist G = PSL(n), H = PSO(n),
X = G/H und Z ein B-Orbitabschluss mit Kodimension 1.

In anderen Fillen bilden die Mengen fiir jeden B-Orbitabschluss Basen. Im Spe-
zialfall der wundervollen Kompaktifizierung einer Gruppe lassen sich sogar sehr
viel weitergehende Aussagen machen.

Gruppenkompaktifizierung
Die wundervolle Kompaktifizierung einer adjungierten halbeinfachen algebrai-

schen Gruppe G kann als besonders interessanter Spezialfall der Kompaktifizie-
rung eines symmetrischen Raums angesehen werden. Um diese zu konstruieren,

3



betrachtet man die Gruppe G x G mit der Involution  : GXxG — G x G, (g, h) —
(h,g), die die beiden Komponenten des kartesischen Produktes vertauscht. Die
Menge der Fixpunkte von 6 ist dann die Diagonale d¢ = {(g,9) | g € G} in G xG,
und der Quotient G x G /d¢ ist isomorph zu G. Auf diese Art kann man fiir den
Fall, dass G iiber einem algebraischen Korper der Charakteristik Null definiert
ist, die Gruppe G selbst als symmetrischen Raum betrachten und zu diesem die
wundervolle Kompaktifizierung X = G konstruieren. Fiir den Fall positiver Cha-
rakteristik konstruiert Strickland in [St87] die wundervolle Kompaktifizierung der
Gruppe auf dhnliche Weise.

Uber die Struktur von X ist in diesem Spezialfall bereits sehr viel bekannt. So
beschreibt Springer in [Sp02| die B x B-Orbiten sowie deren Abschlussrelationen.
Zudem kann man hier als Verallgemeinerung der klassischen Schubertvarietéiten
sogenannte groke Schubertvarietdten in X definieren. Deren Geometrie untersu-
chen beispielsweise Brion und Polo in [BP00|.

Ist X = G die wundervolle Kompaktifizierung einer Gruppe und Z der Ab-
schluss eines beliebigen B x B—Orbits in X, so bilden die Einschrinkungen der
Elemente von M(Z’\) sogar eine Basis von H°(Z, £,). Um dies zu zeigen, wird ver-
wendet, dass es in positiver Charakteristik ein Frobenius—Splitting o gibt, dass X
kompatibel mit den grofen Schubertvarietiten spaltet. Mit Hilfe der bekannten
Kombinatorik der B x B-Orbitabschliisse in X, ldsst sich zeigen, dass o sogar
kompatibel mit allen B x B—Orbitabschliissen ist. Hieraus folgt wiederum, dass
— auch in Charakteristik Null — alle Einschrankungsabbildungen surjektiv sind,
und die hoheren Kohomologiegruppen verschwinden. Diese Folgerungen werden
gebraucht, um zu zeigen, dass fiir eine geeignete Filtrierung von H°(Z, L)) der
graduierte Modul die Gestalt

er, H(Z,L,) = @ H(ZNY.L,)

peL

fiir eine von A\ abhéngige Menge L von dominanten Gewichten p hat. Die Varie-
tdt Z N'Y ist der Schnitt des B x B—Orbitabschlusses Z mit dem eindeutigen
abgeschlossenen G x G-Orbit Y = G/B x G/B. Die rechte Seite der Gleichung
lasst sich mit Hilfe der Standardmonome auf G/B x G/B beschreiben. Die Be-
hauptung kann jetzt durch einen einfachen Vergleich der Dimensionen bewiesen
werden.

Somit ist gezeigt, dass im Fall X = G die von Chirivi und Maffei beschriebene
Basis von H°(X, L)) vertriglich mit der Einschrinkung auf beliebige B x B—
Orbitabschliisse in X ist, und welche Elemente von M fiir einen gegebenen
B x B-Orbitabschluss Z auf eine Basis von H°(Z, L)) eingeschrinkt werden.
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Standardmonome

Leider besitzen diese Einschrankungen nur einen Teil der Eigenschaften, die klas-
sische Standardmonome auszeichnen. Hier gilt, dass die Standardmonome, die auf
einer Schubertvarietét X (w) in G/B nicht standard sind, eine Basis des Kerns der
Einschriinkungsabbildung H°(G/B, L)) — H°(X (w), L) bilden. Dies ist fiir die
von Chirivi und Maffei definierten Schnitte im Allgemeinen nicht der Fall. Hier
kann es durchaus einen Schnitt in M® geben, der auf einem Orbitabschluss Z
nicht standard sind, dessen Einschrinkung auf Z aber nicht verschwindet.

Betrachtet man allerdings die Definition der Menge M™ genauer, so stellt man
fest, dass hier bei der Konstruktion der Standardmonome auf X zu einem Stan-
dardmonom ps(\) auf G/B x G/B eine beliebige Fortsetzung ™ auf X gewahlt
wird. Diese Freiheit kann man ausnutzen, um Fortsetzungen so geschickt zu wih-
len, dass Einschriankungen der Elemente, die auf einem B x B—-Orbitabschluss
nicht standard sind, zu Null werden. In der Arbeit werden Fortsetzungen auf X
der Standardmonome auf G /B x G/ B mit dieser Eigenschaft induktiv konstruiert.

Inhalt der Abschnitte

Im ersten Kapitel werden die bereits bekannten Tatsachen aus den unterschiedli-
chen Bereichen zusammengefasst. Zunéchst wird kurz die wundervolle Kompakti-
fizierung X eines symmetrischen Raums G/H aus [CP83| beschrieben. Hier wird
nicht die vollstéindige Konstruktion von X angegeben, sondern nur die spater be-
notigte Notation festgelegt und die Eigenschaften der Kompaktifizierung genannt.
Die Kompaktifizierung einer Gruppe G wird als Spezialfall vorgestellt. Fiir die-
sen Fall werden insbesondere die B x B-Orbiten sowie ihre Abschlussrelationen
angegeben.

Abschnitt 1.3 ist der Standardmonomentheorie gewidmet. Hier wird der Zusam-
menhang von Pfaden, Basen von Darstellungen der Gruppe G und globalen
Schnitten auf G/P in zu Gewichten assoziierte Geradenbiindel erkldrt. Aufer-
dem findet man hier die explizite Beschreibung der geometrischen Eigenschaften
der Standardmonome. Es wird angegeben, wie sich die Schnitte unter der Ein-
schrinkung auf Schubertvarietéiten in G/ P verhalten.

Im letzten Abschnitt des ersten Kapitels werden schlieflich die beiden Theorien
zusammengefiihrt. Dazu wird die Arbeit von Chirivi und Maffei zusammengefasst,
die einerseits die Struktur der wundervollen Kompaktifizierung eines symmetri-
schen Raums G/H und andererseits die Standardmonome auf GG/ P benutzt, um
neue Standardmonome auf G/H zu definieren. In diesem Abschnitt werden zu-
nichst die bendtigten grundlegenden Aussagen iiber wundervolle Kompaktifizie-
rungen angegeben, Notation festgelegt und die neuen Standardmonome definiert.
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Im zweiten Kapitel wird untersucht, inwieweit die von Chirivi und Maffei konstru-
ierten Standardmonome mit der Einschrinkung auf Abschliisse von B—Orbiten in
X vertraglich sind. Dazu wird im ersten Abschnitt fiir jeden B—Orbit in X eine
Teilmenge M(Z)‘) von M® angegeben, deren Einschrinkung auf den Abschluss Z
des Orbits eine linear unabhiingige Menge in H°(Z, L)) ist. Das Ziel ist zu zeigen,
dass im Fall der Kompaktifizierung einer Gruppe X = G die Menge M(Z’\) sogar
eine Basis von HY(Z, L)) darstellt. Dazu werden in den folgenden Abschnitten
die technischen Voraussetzungen geschaffen.

Das Ergebnis des Abschnitts 2.2 ist, dass es ein Frobenius—Splitting gibt, das
X = G kompatibel mit allen Abschliissen von B-Orbiten spaltet. Hieraus fol-
gen einige Tatsachen, die im darauf folgenden Abschnitt verwendet werden, um
die Dimension von H°(Z, L)) zu berechnen. Diese stimmt mit der Anzahl der

Elemente in M(Z’\) iiberein.

Der letzte Abschnitt des zweiten Kapitels nutzt aus, dass die Fortsetzung z,
des Standardmonoms p, auf X in der Definition von M® frei wihlbar ist. Es
wird gezeigt, dass sich bestimmte Fortsetzungen y, so konstruieren lassen, dass
diese eine weitere Eigenschaft mit den klassischen Standardmonomen gemeinsam

haben.

Das dritte Kapitel schlieklich zeigt, dass die linear unabhéngige Menge /\/I(Z/\) fiir
die Kompaktifizierung eines allgemeinen symmetrischen Raums keine Basis von
H°(Z, L)) darstellt. Dafiir wird das Beispiel G/H = PSL(n)/PSO(n) explizit
ausgefiithrt. Hier kann man Gewichte A und Abschliisse Z von B-Orbiten angeben,
fiir die M nicht den gesamten Raum H°(Z, L)) erzeugt.

Die Vorgehensweise beim Nachweis, dass M(ZA) in diesem Fall kein Erzeugenden-
system ist, wird veranschaulicht durch das Beispiel G/H = PSL(3)/PSO(3),
fiir das die Menge ./\/l(Z’\) und der Raum H°(Z, L)) fiir ein konkretes Gewicht A
beschrieben werden.
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Kapitel 1

Grundlagen

1.1 Die wundervolle Kompaktifizierung eines
symmetrischen Raums

Sei GG eine adjungierte halbeinfache algebraische Gruppe iiber einem algebraisch
abgeschlossenen Korper k der Charakteristik 0. Seien 6 : G — G eine Involution,
also ein Automorphismus von G mit 6% = idg, und H = G die Untergruppe von
G, die aus den Fixpunkten von 6 besteht. De Concini und Procesi definieren in
[CP83] die wundervolle Kompaktifizierung des symmetrischen Raums G/H, bei
der der Quotient G/H in einen projektiven Raum eingebettet wird.

Sei dazu T ein Torus in G, der stabil unter @ ist, Ty = T? seien die §-stabilen
Elemente von T und Ty = {t € T | 6(t) = t~'}. Hierbei sei T so gewiihlt, dass
[ := dim 7 maximal ist. Dann heifst [ auch der Rang von G/H.

Zerlege das Wurzelsystem @ in @y := ®% und &, := &\ ;. Die positiven Wurzeln
d* kénnen so gewdhlt werden, dass 0(«) € &~ fiir alle « € P*NP; (Lemma 1.2 in
[CP83]). Dazu seien A die einfachen Wurzeln, Ay := ANy und A; := AN Py
Definiert man & = «a — f(«) fiir & € Ay, so kann man A; so ordnen, dass
&1, ..., paarweise verschieden sind. Setze dann A := {&, ..., &}

Sei X ein reguldres spezielles dominantes Gewicht, das heift A = > n,w; mit
n; > 0, wobei w; das fundamentale Gewicht zu «; € A; ist, und O(\) = =N
Definiert man A := 2), so enthélt die Hochstgewichtsdarstellung V' (\) von G
ein bis auf skalare Vielfache eindeutiges Element h' # 0, das invariant unter H
ist (Proposition 1.7 in [CP83|). Bezeichnet nun h, die Klasse von A’ im projek-
tiven Raum P(V (X)), so ist die Kompaktifizierung X von G/H definiert als der
Abschluss von G - hy in P(V())).

Diese Kompaktifizierung X ist bis auf Isomorphie unabhingig von der Wahl des
Gewichts A (Abschnitt 4 in [CP83]). Des Weiteren hat sie die folgenden Eigen-
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schaften:

Proposition 1.1 (Theorem 3.1 aus [CP83]):
Fiir die wundervolle Kompaktifizierung X des symmetrischen Raums G/H gilt:

1) X ist glatt.

2) X\G-h, ist Vereinigung von glatten Divisoren Sy, . .., S;, die sich transversal
schneiden.

3) Es gibt eine Bijektion zwischen den G-Orbiten in X und den Teilmengen
der Indexmenge D = {1,2,...,1}.

4) Der eindeutige abgeschlossene G-Orbit Y := ﬂi:l S ist isomorph zu G/P,
wobei P eine parabolische Untergruppe von G ist.

Die Abschliisse der G—Orbiten in X sind genau alle auftretenden Schnitte von
Divisoren

X[ = ﬂSz,

i¢l
wobei I € D. Insbesondere hat man Xp = X und Xy =Y. Die entsprechenden
G-Orbiten X7 mit I € D und X7 = X; sind

Xp =X\ (X

JCI
X setzt sich also aus 28 G—Orbiten zusammen.

In [CS99] konstruieren De Concini und Springer die wundervolle Kompaktifi-
zierung analog in positiver Charakteristik. Sei G eine halbeinfache adjungierte
Gruppe iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper der Charakteristik p > 2.
Dann gibt es einen G-Modul V, so dass sich G/H in den projektiven Raum P(V)
einbetten ldsst, und der Abschluss von G/H in P(V') die Eigenschaften aus Pro-
position 1.1 hat. Dieser Abschluss ist die wundervolle Kompaktifizierung von
G/H.

1.2 Die Kompaktifizierung einer Gruppe

Ein wichtiger Spezialfall dieser Konstruktion ist die wundervolle Kompaktifizie-
rung einer Gruppe. Hier betrachtet man das kartesische Produkt einer halbeinfa-
chen adjungierten algebraischen Gruppe G mit sich sich selbst und die Involution

6:GxG—GxG, 0((g1,92) = (92, 01).
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Der Quotient G’ x G//(G x G)” ist dann isomorph zur Gruppe G selbst, und man
erhilt mit obiger Konstruktion die Kompaktifizierung X = G von G.

Diese Kompaktifizierung erhilt man mit obiger Konstruktion fiir algebraische
Gruppen G iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper k der Charakteristik
0. Strickland gibt in [St87] eine Konstruktion von G an, die auch im Fall char k =
p > 0 funktioniert.

Der Rang [ der G x G—Varietit X = G ist gleich dem Rang der Gruppe G, also
die Anzahl der einfachen Wurzeln A = {ay, ..., o }. Zu dieser Wahl der positiven
Wurzeln sei B die Borelsche Untergruppe von G.

Bemerkung 1.1:

Tatséchlich kann man die Elemente &; von AGXG mit den einfachen Wurzeln o;
der Gruppe G identifizieren. Ist T" ein maximaler Torus von G, ® das Wurzelsys-
tem mit positiven Wurzeln @ und einfachen Wurzeln A = {ay, ..., o}, dann ist
T x T ein f-stabiler maximaler Torus und ®U® = {(a,0),(0,03) | a, 5 € P} das
Waurzelsystem von G x G. Die Involution 6 operiert auf ® U® durch Vertauschen
der Komponenten. Da es keine §-invariante Wurzel gibt, ist (P U®); = U .
Wihlt man als positive Wurzeln (@U®)* := &~ Ud+ = {(—3,0),(0,a) | B,a €
Ot} sogilt O(y) € DTUDP™ = (U D)™ fiir jedes v € (PUP)*. Fiir die einfachen
Wurzeln Agxg = A" UA ={(—03,0),(0,a) | ,a € A} = (A~ UA); von G x G
gilt (0, ) —0((0,)) = (—a, ) mit & € A beziehungsweise (—3,0)—0((—3,0)) =
(—03,0) mit 8 € A. Es ergibt sich

Acvg ={a1,..., a4} ={(—a,a) |la € A} 2 A ={ay,..., o} o
Sowohl die G x G—Orbiten, als auch die B x B—Orbiten in X sowie deren Inklu-

sions— und Abschlussrelationen lassen sich explizit angeben.

Die G x G—Orbiten von X stehen in Bijektion zu den Teilmengen I von D =
{1,...,1}. Thre Abschliisse werden mit X; bezeichnet. Der eindeutige abgeschlos-
sene Orbit Xy wird auch mit Y bezeichnet und ist isomorph zu (GxG) /(B x B) =
G/B x G/B. Fiir zwei Teilmengen I, J C A gilt: I C J < X; C X

In jedem G x G-Orbit gibt es einen Basispunkt h;, der durch folgende Eigen-
schaften eindeutig festgelegt ist:

1) (B x B7) - hy liegt dicht in X; und
2) es gibt einen Kocharakter v von T mit h; = lim, o (¢).

Proposition 1.2 (Lemma 1.3 in [Sp02]):
Die B x B—Orbiten in X lassen sich folgendermafen beschreiben:

1) Die B x B-Orbiten in X haben die Form
[I,z,w] := (B x B) - (x,w) - hy,
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wobei I C D,z € W!und w € W. Hier ist W die Weylgruppe von G, W; die
Untergruppe von W, die von den einfachen Spiegelungen s; zu den Wurzeln

a; mit i € I erzeugt wird, und W/ die Menge der minimalen Reprisentanten
von W/W7.

2) Die Zuordnung zwischen {[I,z,w] | I C D, x € W!, w € W} und der
Menge der B x B—Orbiten in X ist eine Bijektion.

3) Fiir die Dimension eines B x B-Orbits gilt
dim [I, z,w] = l(wo) — l(x) + l(w) + |I].

Hier bezeichnet [(w) die Lange des Weylgruppenelements w.

Auf der Menge der B x B-Orbiten ist eine Halbordnung definiert durch

[, W) < [J,z,w] & [[,2,w]C[J,z,w].

Die Abschliisse der B x B-Orbiten [(, z,w] mit z,w € W sind die bekannten
Schubertvarietéten in Y = G/B x G/B. Bezeichnet S(w) die Schubertvarietit in
G /B zum Weylgruppenelement w, so hat man

0, 2, w] =2 S(zw) x S(w).

Die Abschliisse der B x B-Orbiten [D,id, w] mit w € W heifen grofie Schu-
bertvarietiten und werden mit X (w) bezeichnet.

Proposition 1.3 (Proposition 2.4 in [Sp02]):
Seien [I,2',w'] und [J, z, w] B x B-Orbiten in X mit I,J C D, 2’ € W!, x € W/
und w’,w € W. Dann gilt [I,2',w'] < [J, z,w] genau dann, wenn

1) I CJund

2) es gibt ein u € W und ein v € W; N W' mit
1) l(wv) = l(w) +U(v),
2) 2’ > zvu~! und
3) w'u < wo.

Hier steht < fiir die Bruhatordnung auf der Weylgruppe.

1.3 Standardmonomentheorie fiir Fahnenvarietaten

Sei G eine einfach zusammenhingende halbeinfache algebraische Gruppe iiber
einem algebraisch abgeschlossenen Korper. Bei der Standardmonomentheorie geht
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es darum, fiir den Hochstgewichtsmodul V(A\) von G zum dominanten Gewicht
A € AT eine Basis mit schonen Eigenschaften zu konstruieren. Einen wichtigen
Beitrag hierzu liefert das Pfadmodell, das zum Beispiel in [LLM98| ausfiihrlich
vorgestellt wird.

Pfade sind stiickweise lineare Funktionen 7 : [0,1] — R ®z A, auf denen so-
genannte Wurzeloperatoren {e,, f, | « einfache Wurzel von G} operieren. Eine
ausgezeichnete Teilmenge bilden die LS-Pfade. Zu einem dominanten Gewicht A
ist B) die Menge der LLS-Pfade der Form A. Diese erhélt man durch Anwenden
der Wurzeloperatoren auf den Pfad 7y, der den Ursprung direkt mit A verbindet.
By U {0} ist die kleinste Menge, die stabil unter den Wurzeloperatoren ist und
7y enthélt.

Jeder LS-Pfad 7 endet in einem Gewicht von G, das heifit 7(1) € A. Die Rich-
tungen der linearen Teilstiicke sind mit Weylgruppenelementen indiziert, die
Startrichtung wird mit i(7) € W bezeichnet. Ist X nicht regulir, so ist i(7) € W*
ein minimaler Repréisentant eines Elements aus W/W,, wobei W) der Stabilisator
von A ist.

Fiir die Menge B, der LS—Pfade der Form A gilt die Charakterformel

char V() = Z e™ W,

TEB)

Die LS-Pfade der Form X\ kénnen also verwendet werden als Indexmenge fiir eine
Basis des einfachen Moduls V' (\), die aus Gewichtsvektoren besteht. Littelmann
konstruiert in [Li98| zu jedem LS—Pfad m € B, mit Hilfe von Quantengruppen an
Einheitswurzeln einen sogenannten Pfadvektor p, € V(A)* mit Gewicht —m(1).

Seien A € A* ein dominantes Gewicht und P die dazugehorige parabolische Un-
tergruppe von G, das heifst P = Stabg(kv)), wobei V) ein Hochstgewichtsvektor
in V() ist. Ist A regulér, so ist P = B. Da das zu \ assoziierte Geradenbiin-
del £, = G Xp k_j linearisiert werden kann, hat H°(G/P, L)) eine natiirliche
G-Modulstruktur, und es gilt V(A\)* = H°(G/P,L,). Daher bilden die Pfad-
vektoren p, mit m € B, eine Basis von H°(G/P, L)) aus Gewichtsvektoren und
werden auch Standardmonome genannt. Sie haben weiterhin die Eigenschaft, dass
sie vertriglich mit der Einschriankung von G/P auf Schubertvarietiten sind. Um
das prézise zu formulieren, muss definiert werden, wann ein Pfadvektor standard
auf einer Schubertvarietdt heifen soll.

Seien jetzt A € AT, P die Parabolische zu A und Z = |J X(7;) eine Vereinigung

von Schubertvarietéten in G/P.

Definition 1.1:
Ist Z = |JX(7;) die Vereinigung der Schubertvarietiten X(7;) in G/P mit
7; € W2, so heifit der LS-Pfad 7 € B, standard auf Z, wenn i(7) < 7; fiir
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mindestens ein 7; gilt. Hier ist i(7) € W die erste Richtung des Pfades 7 und <
die Bruhatordnung auf der Weylgruppe.

Der zugehorige Pfadvektor p, € HY(G/P, L)) heift standard auf Z, wenn 7
standard auf Z ist.

Proposition 1.4 (Theorem 5.3, Corollary 5.2, Theorem 8.6 in [Li98]):
Mit obigen Bezeichnungen gilt:

1) Die Pfadvektoren {p, | 7 € By} bilden eine Basis von H°(G/P, L)).
2) {px | ™ € By, 7 standard auf Z} ist eine Basis von H°(Z, L,| 7).

3) {px | @ € By, m nicht standard auf Z} ist eine Basis des Kerns der Ein-
schrinkungsabbildung H°(G/P, L)) — H(Z, L, 7).

Ist A € A" nicht regulir, so ist fiir 7 € B, die Notation standard auf Vereini-
gungen von Schubertvarietiten in G/P definiert, wobei P 2 B die Parabolische
zu A ist. Fiir wundervolle Kompaktifizierungen werden auf Schubertvarietdten in
G /B auch Standardmonome der Form A fiir nicht reguldre Gewichte \ benétigt.

Definition 1.2:

Sei P die Parabolische zu einem dominanten Gewicht A € AT und © € B,.
Ist X(7) die Schubertvarietit zu 7 € W in G/B, so heifen der Pfad 7 und
der zugehorige Pfadvektor p, standard auf X (7), wenn i(7) < 7 gilt. Hier ist
die erste Richtung i(m) € W* des Pfades ein minimaler Repriisentant in 1/ eines
Elements aus W/W,. Der Pfad = und der Pfadvektor p, heit standard auf einer
Vereinigung von Schubertvarietiten | J X (7;) in G/B, wenn 7 und p, mindestens
auf einer Schubertvarietét X (7;) standard sind.

Mit Hilfe des kanonischen Epimorphismus pr : G/B — G/P lasst sich diese
Definition wie folgt umschreiben: Der Pfad 7 € B, und der Pfadvektor p, heifsen
standard auf der Vereinigung von Schubertvarietdten Z in G/B genau dann, wenn
sie standard auf pr(Z) € G/P sind. Nach Theorem 32 aus [LLO03] bilden die so
definierten Standardmonome ebenfalls eine Basis der Schnitte auf Z, es gilt also

HY(Z,pr*Ly) = H(pr(Z), L»).
Das inverse Bild pr*£, wird auch einfach mit £, bezeichnet.

Hat man die Pfadvektoren zu den dominanten Gewichten A\, € AT gegeben,
lassen sich daraus rein kombinatorisch auch Basisvektoren zu den Gewichten nA
fiir n € N und A+ p konstruieren. Dazu betrachtet man Produkte von n Pfadvek-
toren der Form X beziehungsweise je einem Pfadvektor zu A und einem zu g und
diese als Schnitte in H°(X, £,,) beziehungsweise H°(X, L,,). Durch kombina-
torische Betrachtungen der zu Grunde liegenden Pfade lasst sich eine Teilmenge
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dieser Produkte definieren, die eine Basis des Raums der Schnitte bildet. Deren
Elemente werden ebenfalls Standardmonome genannt. Im Allgemeinen sind das
jedoch nicht dieselben Elemente wie die direkt zum Gewicht n\ beziehungsweise
A+ p konstruierten Pfadvektoren. Auch fiir diese Standardmonome lésst sich die
Eigenschaft standard auf einer Vereinigung von Schubertvarietiten Z definieren
(sieche zum Beispiel [LLM98| Definition 7.1 und Definition 8.1 oder Definition 6.4
in [Li98]). In diesen Féllen gilt:

Proposition 1.5 (Theorem 7.2 in [LLM98|, nicht explizit in [Li98]):

Die aus Produkten von n Pfadvektoren der Form \ konstruierten Standardmo-
nome bilden eine Basis von H%(G/P, L,). Die Teilmenge der Standardmonome,
die aukerdem standard auf Z sind, bilden eine Basis von HY(Z, L), der Rest
eine Basis des Kerns der Einschrinkungsabbildung H*(G/P, L,») — H(Z, L,»).

Proposition 1.6 (Theorem 8.2 in [LLM98] oder Theorem 6.4 in [Li98]):
Die aus Produkten je eines Pfadvektors der Form A und p konstruierten Stan-
dardmonome bilden eine Basis von H(G/P, Lyy,). Die Teilmenge der Standard-
monome, die auferdem standard auf Z sind, bilden eine Basis von H°(Z, Ly1,).

Bemerkung 1.2:

Im Fall von Proposition 1.6 liegen die Standardmonome, die nicht standard auf Z
sind, im Allgemeinen nicht im Kern der Einschriankungsabbildung H*(G/P, L1,)
— HO(Z, £)\+u)!

1.4 Standardmonome auf symmetrischen Raumen

Sei nun X = G/—H die wundervolle Kompaktifizierung eines symmetrischen Rau-
mes. Da der eindeutige abgeschlossene G-Orbit Y in X isomorph zu G/P ist,
kann X als eine Erweiterung von G/ P angesehen werden. In [CM03] konstruieren
Chirivi und Maffei eine Basis von H°(X, L) fiir £ € Pic(X) aus Standardmono-
men, die Fortsetzungen der Standardmonome auf G/P sind.

Zu der adjungierten Gruppe G sei nun G die einfach zusammenhingende Uber-
deckung mit 7 : G — G. Dann ist X auch eine G-Varietit, und jedes Geraden-
biindel £ € Pic(X) kann G-linearisiert werden (siche Abschnitt 8.1 in [CP83]).
So erhélt HO(X, £) die Struktur eines G-Moduls.

Proposition 1.7 (Proposition 8.1 aus [CP83]):
Die Einschrinkungsabbildung Pic(X) — Pic(Y) ist injektiv.

Da Pic(Y) = A, kann Pic(X) mit einem Untergitter I' des Gewichtegitters A
von G identifiziert werden. Dieses Untergitter wird erzeugt von den dominanten
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Gewichten A € AT, fiir die der Hochstgewichtsmodul V() Elemente enthilt, die
stabil unter H = 7~ 1(GY) sind (Lemma 4.6 in [CS99|). Eine explizite Beschrei-
bung von T findet man in [CS99|, Abschnitt 4.

Bemerkung 1.3:
Im Fall der Kompaktifizierung einer Gruppe X = G ist Pic(X) isomorph zum
Untergitter I' = {(—woA,A) | A € A} =2 A von A x A (Lemma 2.4 in [St87]).
Die Picardgruppe von X kann also mit dem Gewichtegitter A der Gruppe G
identifiziert werden. Mit £, werde das Geradenbiindel auf X bezeichnet, dessen
Einschrankung auf Y das Geradenbiindel £_,,,» X £, auf G/B x G/B ist. Hier
wird das Geradenbiindel £, auf G/B~ identifiziert mit dem Geradenbiindel £,
auf G/B. So entspricht das Geradenbiindel L5, = L_,, X L,, auf G/B~ x G/B
dem Geradenbiindel £,, auf X, und man hat wie in Bemerkung 1.1 L5, = L,,.
o

Notation:
Sei X = G/H und A € A ein Gewicht von G. Fiir ein weiteres Gewicht p € A
definiere

1
pw< X :& dng,...,n € Ny mit u+Znidi =\
i=1

Hier sind &; die Elemente von A = {o — 0(a) | @ € A} o

Bemerkung 1.4:

Aus der Beschreibung des Untergitters I' folgt, dass a — 0(a) € Pic(X) fiir alle
a € Ay (sieche Remark 8.1 in [CP83]). Es gilt also a; € Pic(X) fiirallei =1,...,1
und damit

rAel, p< X = pel. o

Proposition 1.8 (Theorem 8.3 aus [CP83]):
Sei A € I' = Pic(X). Dann gilt:

HY(X,L))#0 & Jp € AT mit p < A
Diese Proposition impliziert insbesondere, dass H(X, L) # 0 fiir alle A\ € ' =

[ N AT, Es gilt aber auch H°(X,Ls,) # 0, da u = 0 die Bedingungen von
Proposition 1.8 erfiillt.

Proposition 1.9 (Corollary 8.2 aus [CP83]):
Fir jedes ¢ = 1,...,l gibt es einen bis auf skalare Vielfache eindeutigen G-
invarianten Schnitt o; € H(X, L5,), dessen Divisor S; ist.
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Proposition 1.10 (Corollary 1.8 in [CMO03]):
Fiir alle A € T'" ist die Einschrinkungsabbildung H°(X, L)) — H°(Y, L)) sur-
jektiv.

Ist A € I't, dann gibt es zu jedem dominanten p < X und jedem LS-Pfad 7 € B,
einen Pfadvektor pi) € HO(Y, L,,). Wihle nun zu jedem solchen Y% eine beliebige

Fortsetzung auf X, das heift ein 2% € HO(X, L) mit Wy = pW.
Ist A\ —p= Zi:l n;&; und m € B, so ist

0()\_“)1'(“) = 0_7111 st O_ZLZI'(M) E [—IO<)(7 £M+n15‘1+~--+nldl) - HO(X, ﬁ)\)

m U

Proposition 1.11 (Theorem 3.3 aus [CMO03]):
Die Menge M® = {g®=mz | ; < X\ dominant, = € B,} ist eine Basis von
HO(X, L)).

Die folgende Proposition zeigt, dass diese Basis vertriaglich mit der Unterteilung
von X in G-Orbiten ist.

Fir den Abschluss X; des G-Orbits zu I C D gilt X; = N;gS;. Somit ist
die Einschrinkung des G-invarianten Schnitts o; auf X; genau dann ungleich
Null, wenn ¢ € I gilt. Auf dem eindeutigen abgeschlossenen Orbit Xy = Y gilt
insbesondere 01|y = ... = 0oy|y = 0.

Definition 1.3:

Seien X7 mit I C D der Abschluss eines G-Orbits in X und A, x € 't dominante
Gewichte mit p < Aund A — pu = 22:1 n;a;, wobei n; € Ny fiir alle s € D. Dann
heibt oM 2% ¢ MO mit 1 € B, standard auf X;, wenn n; = 0 fiir alle

idl.

Proposition 1.12 (Corollary 3.4 aus [CMO03]):
Sei X7 mit I C D der Abschluss eines G—Orbits in X. Dann bilden die Einschrin-
kungen auf X; der Elemente der Menge

Mg?l) = {o Mz € MW standard auf X}

eine Basis von H°(X,, L)).
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Kapitel 2

Standardmonome fur
Gruppenkompaktifizierungen

2.1 Kompatibilitit mit B—-Orbiten

Es sei X die wundervolle Kompaktifizierung des symmetrischen Raumes G/H
mit allen Bezeichnungen des letzten Kapitels. In diesem Abschnitt wird auf der
Grundlage der Standardmonome M®W  die nach Proposition 1.11 eine Basis des
G-Moduls H°(X, £,) bilden und mit der Einschrinkung auf X; fiir I C D ver-
triglich sind, eine Menge linear unabhingiger Elemente im B-Modul H(Z, L))
definiert, wobei Z der Abschluss eines beliebigen B—Orbits in X ist.

Zur adjungierten Gruppe G sei wieder G die einfach zusammenhingende Uber-
deckung mit 7 : G — G, so dass H° (X, L) eine G-Modulstruktur hat. Ist Z der
Abschluss eines B-Orbits in X und B das Urbild von B unter 7, so ist H°(Z, L))
ein B-Modul.

Notation:

Der Notation aus Abschnitt 1.4 werden fiir die folgende Betrachtungen noch einige
praktische Schreibweisen hinzugefiigt. Sei A € T'" = Pic(X)" ein dominantes
Gewicht. Fiir ein Gewicht o € A schreibt man g < A, falls es natiirlichen Zahlen
ny,...,n; € Ng gibt mit A — p = 22:1 n;&;. Ein solches Tupel von Zahlen wird
mit 77 bezeichnet, also

i = (ny,...,n) € N

Die Norm von 7 ist || = Y'_, n;. Mit & = (ay,...,d) ist das Skalarprodukt
na = 22:1 n;a;. Das Tupel der o; kann mit dem Vektor 77 potenziert werden.
Dafiir gibt es unterschiedliche Schreibweisen, nimlich

o’ = 0'7111 . O-lnl = O'()‘fﬂ)
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fiir p < A mit A — p = 7d. Im letzten Fall schreibt man auch |\ — u| = |7].

Sei Z der Abschluss eines beliebigen B—Orbits Z° in X. Der B-Orbit Z° ist
enthalten in genau einem G-Orbit X7, dessen Abschluss X; ist. Die dadurch
definierte Teilmenge I von D wird mit [(Z) oder I(Z°) bezeichnet. o

Die Schnittmenge Z N'Y eines B-Orbitabschlusses Z mit dem eindeutigen ab-
geschlossenen G-Orbit Y = Xj ist abgeschlossen und B-stabil und daher Ver-
einigung von Schubertvarietiten in Y = G/P. Fiir u € T'" ist eine Basis von
HY(ZNY,L,| zoy) gegeben durch die Einschriinkungen der Standardmonome

p&“)| 7y, die standard auf Z NY sind.

Zu p € I't und 7 € B, sei wie vorher 2% e HY(X, L,) eine beliebige Fortsetzung
des Standardmonoms p¥ € HO(Y, L,,).

Definition 2.1:
Der Pfad © € B, und der zugehorige Pfadvektor 2" heifen standard auf 7

(B _

genau dann, wenn py a )| y standard auf der Vereinigung von Schubertvarie-

taten Z NY ist.

Satz 2.1:
Sei Z der Abschluss eines B—Orbits in X mit I(Z) = {iy,...,.}. Dann ist

W) oL g (1) MZA_ZZ:lnkdikEAJ’_a nla"'7nr€N0a
Mz = { ooy ez T € B, standard auf Z

eine linear unabhiingige Menge in H(Z, L, 7).

Beweis:
Betrachte den folgenden Ansatz:

Z Z W g A ST)|Z =0 mit ¥ € k und z® standard auf Z, (2.1)
<A TeB),
wobei summiert wird tiber = A — 22:1 nk@;, € AT mit nq, ..., n, € No.

Auf ZNY gilt o; = 0 fiir alle ¢ = 1, ...,[. Daraus ergibt sich
> BNaW) 2y =
TeB)
Da die p,((\) = x9)| y standard auf ZNY und damit insbesondere linear unabhéngig
sind, folgt daraus 67(7)‘) = 0 fiir alle 7 € B,.
Nun soll gezeigt werden, dass Gleichung (2.1) auch B = 0 fiir alle 7 € B, und
alle p € M= {pu <A p=X=> 5 nd; € AT, n; € No}, p # A, impliziert,
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und zwar durch Induktion nach der lexikographischen Ordnung der pu. Diese ist
folgendermafen definiert:

Seien g, i/ < A mit A — pu = 22:1 nia;, A\ —p = Zizl nia;. Dann gelte p > 1/

genau dann, wenn es ein j € {1,..., [} gibt mit n; = n; fiir alle i < j und n; < n'.
Diese Definition liefert eine totale Ordnung auf der Menge aller p < A, die sich
auf die Teilmenge M einschranken lasst, in der die dominanten Gewichte pu =
A= e € AT mit n; = 0 fiir ¢ ¢ 1(Z) zusammengefasst sind.

Betrachte nun ein Gewicht v € M, v < A. Es sei bereits gezeigt, dass (2.1)
) = 0 fiir alle 7 € B, mit p € M und p > v impliziert. Zu zeigen ist,
dass dann auch 57(:/) = 0 fiir alle 7 € B, gilt. Seien A — v = 22:1 nicy, und
jed{l,...,r}so,dass ny = ... =n;_; =0 und n; # 0.

Auf dem Abschluss des G-Orbits Xya,
aus (2.1) durch Einschréinkungen der Schnitte die Gleichung

Z Z 6 U xgru)|ZﬂX{aij,m,aiT} =0,

(m_7'7"'7m7”)eNT7j+17 WGBM
H=A=3p MGy eAt

&,y gilt o5, = ... =0y, = 0, also wird

......

Jo.. . mr (/"L

wobei m; > n;. Alle auftretenden O'Z , liegen im Bild von

ijoreip

nj.

...... i} ﬁ,\fnjaij) =, HO(Z N X{aij,...,air}, Ly).

Die wundervolle Kompaktifizierung eines symmetrischen Raums ist insbesondere
eine vollstandige regulire G—Varietéit, daher ldsst sich Theorem 1.4 aus [B9§|
anwenden. Teil (ii) besagt, dass der Schnitt jeder irreduziblen Komponente von
Z N Xy mit dem G-Orbit X9 fiir J C I nicht leer ist. Da aber oy G—invariant
und auf jedem G-Orbit X7 mit &;; € J ungleich Null ist, ist obige Multiplikation
mit o, eine injektive Abbildung. Die Menge {o7” - --o}" ol \me{a

,,,,,,

also linear unabhéngig genau dann, wenn es die Menge der Urbilder

. }} C HO(ZmX{aZ i 1) £ae njé, )

mi—ng M1y, ()
{Uij aij+1 Uir xﬂ' ‘ZQX{Q

,,,,,,

ist. Aus der Gleichung

E : § : m]-—n] gt L g () _
5 z]+1 T4 L |ZﬂX{5Lij,.4.7diT} =0

(mj,ec.ymy ) ENT=IHL mEBy
P=A=Y s MGy, EAT

wird durch Einschrinkung auf den Abschluss des G—Orbits X{d%lwdir )

E : E (W) M+t (1) -
/B 7,J+1 xﬂ' |ZmX{5‘ij+1""5‘ir} = 0.

, B,
(M4 1eenymr) ENT T, e

U= — njocl —> e ]JrlmkoclkEA
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Hier gilt m;1 > n;;1 nach Induktionsvoraussetzung, daher lassen sich die letz-
ten Schritte und Argumente fiir j + 1,5 4+ 2,...,r wiederholen. So gelangt man
schlieklich zu der Gleichung

> BT gy =

7T€By

Diese impliziert ) = 0 fiir alle 7 € B,, da die z{) auf ZNY standard sind. O

Bemerkung 2.1:

Ist X = G die wundervolle Kompaktifizierung einer adjungierten Gruppe G und
Z = X(w) eine grofe Schubertvarietiit, so zeigen Brion und Polo in [BP0O],
Theorem 7 fiir den geeignet graduierten Modul

gr HO(X( = P E'X(w)nY,Ly).

u<\ dom.

Hieraus folgt
dim H(X(w), Lyl x@w) = dim gr H*(X(w), £1] x(w))

= dim @@ H(X(w)NY, L xwnv)

pn<A dom.
= Y [{p¥ standard auf X (w)NY}|
pu<X dom.
- )
= MG,
Also ist ./\/lg?gw) Basis von H°(X (w), Ly). o

Fiir die wundervolle Kompaktifizierung X eines beliebigen symmetrischen Raums
G/H und den Abschluss Z eines B—Orbits in X ist die Dimension des B—Moduls

H°(Z, L)) leider nicht bekannt, so dass nicht klar ist, ob die Menge M(Z’\) schon

eine Basis ist. Dass M(Z’\) den Modul H°(Z, £,) im Allgemeinen nicht aufspannt,
zeigt das Beispiel G/H = PSL(n)/PSO(n) in Kapitel 3.

Im Fall der Gruppenkompaktifizierung X = G lisst sich jedoch die Methode aus
Bemerkung 2.1 auf den Abschluss Z eines beliebigen B x B-Orbits verallgemei-
nern. Dafiir berechnet man analog zum Vorgehen von Brion und Polo in [BP0O]
die Dimension des graduierten Moduls. Dazu werden einige Tatsachen benétigt,
die daraus folgen, dass es ein Frobenius-Splitting von X gibt, dass kompatibel
mit den Abschliissen aller B x B-Orbiten ist. Das wird im néchsten Abschnitt
gezeigt.
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2.2 Frobenius—Splitting

In diesem Abschnitt sei X = G die wundervolle Kompaktifizierung der adjun-
gierten Gruppe G iiber dem Korper k. Zunéchst sei char(k) = p > 0, k alge-
braisch abgeschlossen und F': X — X der absolute Frobeniushomomorphismus
auf der wundervollen Kompaktifizierung X der Gruppe G. Ein Homomorphismus
o € Homp, (F.Ox,Ox) spaltet X, wenn oo F' = id gilt. Ist Z ein abgeschlosse-
nes Unterschema von X und Zy die Idealgarbe von Z, so spaltet ¢ kompatibel
mit Z, wenn o(F,.Z;) = 1, gilt.

Brion und Polo konstruieren in [BP00]| einen Homomorphismus o, der X kompa-
tibel mit allen G'x G-Orbitabschliissen X; und mit allen groffen Schubertvarieti-
ten X (w) spaltet. Dazu seien St = H%(G/B, L(,-1),) der Steinbergmodul, v, ein
Hochstgewichtsvektor und v_ ein Tiefstgewichtsvektor in H%(G/B, L,). Es gibt
eine Abbildung ¢ : (St K St)®? — H(Y, Lap-1)e), und 7 = p(a ® b) sei das Bild
unter ¢ von a = (vy Xv, )P~! tensoriert mit b = (v_Xwv_)P~1. Man definiert dann

!
o ::7'1_[<7§’_1 € H'(X, L

=1

(r—1) 20+, an)'

Hier wird mit der Identifikation aus Bemerkung 1.3 o; € H(X, L,,) verwendet.
Ist wx die dualisierende Garbe von X, so gilt nach [St87]

L 1)2orst_ an = wi? und H(X,wk ) = Home, (F,Ox, Ox).

Fiir das so konstruierte o € Homp, (Fi.Ox, Ox) gilt

Proposition 2.2 (Theorem 2 in [BP00]):
Der Homomorphismus o spaltet X kompatibel mit den Abschliissen der G x G-
Orbiten X; und mit den grofen Schubertvarietéten X (w).

Mit den gleichen Methoden wie im Beweis dieser Proposition zeigt man, dass
dieses o sogar mit den B x B-Orbiten kompatibel ist.

Satz 2.3:
Die Spaltung von X durch o ist kompatibel mit den Abschliissen aller B x B—
Orbiten in X.

Fiir den Beweis dieses Satzes benutzt man die folgende Proposition.

Proposition 2.4 (Corollary 1.11 in [Ra87]):

Ist das Splitting o von X kompatibel mit Untervarietidten Y7, ..., Y, von X, so ist
o auch kompatibel mit Vereinigungen, Schnitten und irreduziblen Komponenten
der Y;.
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Die folgenden kombinatorischen Lemmas zeigen, dass man jeden beliebigen Ab-
schluss Z eines B x B—Orbits in X erhélt, indem man sukzessive Schnitte und
irreduzible Komponenten der X; mit I C D und der X (w) mit w € W betrachtet.

Lemma 2.5:
Seien J C I C D, 2,7 € W! und w,% € W. Dann gilt:

) [z, <[[,v,w] & FJueW;: T>aut, vu<w
2) [1,z,w] N X zerfillt folgendermafen in irreduzible Komponenten:

Iz, w|NX,; = U [J, zv, w]
veEWNW
H{wv)=l(w)+(v)

Insbesondere sind die irreduziblen Komponenten von X (w) N X

X(w)yNnX,; = U [J, v, w].

veWw’
(wv)=l(w)+1(v)

Beweis:

1) Benutze die Beschreibung der Abschlussrelation aus Proposition 1.3:

WrNW! = {id} ~ v =1id

12,0 <[[,r,w] & JueW;: &>au!

, wu < w

2) Nach Teil (ii) von Theorem 1.4 aus [B9§] trifft jede irreduzible Komponente
von [I,z, w]NX; den G x G-Orbit X§. Also ist [/, z,w]N X, die Vereinigung
aller [J, Z,w], die in [, z, w| enthalten sind. Es gilt [J, Z,w]| < [I, x, w] genau
dann, wenn es ein v € Wy N WY mit I(wv) = [(w) + I(v) und ein u € W
gibt, so dass 7 > zvu~! und wu < wv. Das sind gerade die Relationen aus
1 mit zv und wv an Stelle von x und w. Somit folgt

[z, w|NX,; = U [J, zv, wo).
vEW NW
H{wv)=l(w)+1(v)
Wegen
dim[J, zv,wv] = l(wg) — I(zv) + I(wv) + |J|
= l(wp) — U(z) = l(v) + l(w) + I(v) + | ]|
= l(wy) — l(z) + l(w) + ||

haben alle vorkommenden Orbiten [J, zv, wv] die gleiche Dimension, und
deren Abschliisse sind somit die irreduziblen Komponenten von [, z,w] N
X;. O
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Folgerung 2.6:
Seien I C D, w € W und z € W',

1) o spaltet X kompatibel mit [/, id, w].

2) o spaltet X kompatibel mit [I, z, w).

Beweis:

1) Nach Lemma 2.5 ist [I,id, w] irreduzible Komponente von X (w) N X; und
Proposition 2.4 kann angewendet werden.

2) Mit v =2 € W ist wor™'v = wp, und es gilt I(wy) = l(woz™")+1(z). Daher
ist [I,z,wp] nach Lemma 2.5 irreduzible Komponente von X (woz™!) N X,
und Proposition 2.4 zeigt die Behauptung. O

Lemma 2.7:

Sei Z der Abschluss des B x B—Orbits [/, z,w] mit z > id und w < wy. Dann gibt
es B x B—Orbitabschliisse Z; und Z5 in X7, so dass Z irreduzible Komponente
von Z; N Zy ist.

Beweis:

Nach Voraussetzung gibt es eine einfache Spiegelung s; € W mit s,z € W' und
x > s;z und ein s; € W mit w < ws;. Ist namlich z = s;, --- s, , mit m > 1 eine
reduzierte Darstellung von x # id, so gilt I(s;, ) < [(z) und nach Lemma 3.3 aus
[Sp04] impliziert das s;,x € WY.

Definiere Z; := [I, s;x,w| und Zy := [I,z,ws;]. Dann gilt Z < Z;, denn v = id
erfiillt die Bedingungen aus Lemma 2.5. Ebenfalls mit u = id erhélt man Z < Z,.
Da offensichtlich Z; # Z5 und

dimZ, = Il(wp) —I(s;

x)
l(wo) — U(z) +
= dim 2,

+ U (w) + |[I| = l(wg) — (I(x) — 1) + I(w) + ||
(l(w) + 1)+ |I] = lwo) — l(x) + L(ws;) + ||

ist die Dimension des Schnitts Z; N Z, echt kleiner als die Dimension von Z;. Da
7/ Kodimension 1 in Z; hat, ist Z eine irreduzible Komponente von Z; N Z,. [

Beweis von Satz 2.3:
Die Aussage folgt nun mit Proposition 2.4 aus Folgerung 2.6 und Lemma 2.7:

Sei Z° = [I,x,w] ein beliebiger B x B-Orbit in X. Ist z = id oder w = wy,
so spaltet o nach Folgerung 2.6 kompatibel mit dem Abschluss Z von Z°. Gilt
x > id und w < wy, so ist Z nach Lemma 2.7 irreduzible Komponente von
Zy N Zy, wobei Zy = [I,z1,w] und Z3 = [I,z,ws] mit 1 < z und wy > w.
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Spaltet ¢ kompatibel mit Z; und Zs, so nach Proposition 2.4 auch mit Z. Um
zu zeigen, dass o tatsdchlich kompatibel mit Z; und Z, spaltet, kann man diese
Uberlegungen fiir beide Orbiten iterieren. In maximal I(wg)? Schritten fithrt man
so die Kompatibilitit von o mit Z auf die in Folgerung 2.6 gezeigte Kompatibilitét
mit [/,id, w| beziehungsweise [I, x, wy]| zuriick. O

Bemerkung 2.2:

Zum selben Ergebnis kommen auch He und Thomsen in [HT05|. Dort wird mit
den gleichen Methoden gezeigt, dass es ein mit allen B x B-Orbitabschliissen
kompatibles Frobenius—Splitting von X gibt, falls X eine dquivariante Einbettung
einer reduktiven Gruppe G iiber einem Korper positiver Charakteristik ist. o

Ab jetzt sei wieder k algebraisch abgeschlossen und von beliebiger Charakteristik.
Das folgende Ergebnis ist die Verallgemeinerung der entsprechenden Aussagen fiir
groke Schubertvarietdten in Corollary 3 in [BP0O].

Folgerung 2.8:
Seien A € AT, X7 der Abschluss eines G x G-Orbits und Z der Abschluss eines
B x B-Orbits in X. Dann gilt:

1) Die Einschrinkungsabbildungen resz: H°(X, L)) — H°(Z, L)) und reszny :
H%Z, L)) — H°(ZNY,L)) sind surjektiv. Dabei bezeichnet £y auch die
Einschrankung von £, auf Z beziehungsweise Z NY.

Aukerdem gilt H(Z, L£,) = 0 fiir alle i > 0.

2) Der schematheoretische Schnitt Z N X, ist reduziert.

Beweis:
Sei zunéchst char(k) = p > 0.

Im Beweis von Theorem 2 in [BP00| wird gezeigt, dass das am Beginn des Ab-
schnitts definierte Splitting ¢ € H°(X, w;p ) sowohl mit dem B x B-stabilen
Divisor D* := 3! X (wqs;) als auch mit dem B~ x B~ -stabilen Divisor D~ :=
(wo, wo) D = 24| X~ (swp) kompatibel ist. Hier sind B~ die entgegengesetzte
Borelsche zu B und X~ (w) = B~wB~ fiir w € W eine entgegengesetzte grofe
Schubertvarietédt in X. Mit Theorem 1.4.10 in [BK04] folgt, dass ¢ insbesondere
ein (p — 1)D~-Splitting ist.

Der Triiger D := supp((p—1)D~) = J._, X~ (wps;) enthilt keinen B x B-Orbit,
denn ist € D mit (Bx B)z C D, dann gilt auch (B~ xB~)(Bx B)x C D, weil D
stabil unter B~ x B~ ist. Da B~ B dicht in G und D abgeschlossen ist, folgt hieraus
(G x G)x C D. Das ist jedoch nicht méglich, weil D keinen G x G—Orbit enthélt.
Somit ist keine irreduzible Komponente einer abgeschlossenen Vereinigung von
B x B-Orbiten in supp((p — 1)D~) enthalten. Das (p — 1)D~-Splitting o ist
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also kompatibel mit allen betrachteten Untervarietéiten Z (sieche Definition 1.2 in
[Ra87] oder 1.4.1 in [BKO04]).

Weiterhin wird im Beweis von Theorem 2 in [BP00| gezeigt, dass das zum Divisor
D~ gehorende Geradenbiindel L, 1), ist. Dieses ist nach Lemma 1 in [BP0O]
ampel, weil o ein regulires Gewicht ist. Das Geradenbiindel £, wird — ebenfalls
nach Lemma 1 in [BP00] — von globalen Schnitten erzeugt, ist also insbesondere
ohne Basispunkte.

Damit folgen die Behauptungen in 1 aus Proposition 1.13 (ii) in [Ra87].

Die Abbildung o ist ein Splitting von X, das kompatibel mit Z und X; ist. Somit
ist der schematheoretische Schnitt ZN X reduziert (Proposition 1.2.1 in [BK04]).

Da sowohl X als auch alle Abschliisse von B x B-Orbiten in X iiber Z definiert
sind, gelten die Behauptungen der Folgerung nach dem Halbstetigkeitssatz auch
fiir char(k) = 0. O

2.3 Berechnung von Dimensionen

Mit Hilfe der Folgerungen aus dem Frobenius—Splitting lakt sich nun die Di-
mension von H°(Z,L,) als B x B-Modul berechnen. Die in diesem Abschnitt
bewiesenen Aussagen sind die Verallgemeinerungen auf beliebige Orbitabschliisse
der entsprechenden Aussagen fiir groke Schubertvarietiten, die Brion und Polo
in den Abschnitten 2 und 3 in [BP00| zeigen.

Wie bisher sei X die wundervolle Kompaktifizierung einer adjungierten Gruppe
G iiber einem algebraisch abgeschlossenen Korper beliebiger Charakteristik. Z
sei der Abschluss des B x B-Orbits [I,z,w] mit [ = I[(Z) = {i1,...,i,} C D,
reW!lund we W.

Lemma 2.9:
Sei i € A ein beliebiges Gewicht. Dann gilt:

1) pe At = HY(ZNY,L,)#0
2) p¢ () of = HAZNY,L,) =0

iel
Dabei bezeichnet a® := {A € A | (A\,&) > 0} die positive Halbebene des Gewich-
tegitters beziiglich der einfachen Wurzel «.

Beweis:

1) Ist s dominant, so ist der LS-Pfad 7, € B, der den Ursprung direkt mit dem
Gewicht p verbindet, auf jeder Schubertvarietét in G/ B standard. Daraus
folgt direkt die erste Behauptung.
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2) Bezeichnet S(w) die Schubertvarietit zum Weylgruppenelement w in G/B,
so gilt nach Lemma 2.5

ZNnYy = U 0, xv, wu] = U S(zvwg) x S(wv).

veWr veEWT
I(wv)=l(w)+1(v) (wv)=l(w)+1(v)

Die Einschrankung des Geradenbiindels £, auf Y ist gerade das Geraden-
biindel £'%/2) & £I7/P) auf G/B x G/B. Dabrowski zeigt in [D92]

—wop

HO(S(w),EG/B )#0 & peat firallea € A mit wa € -
Ist HY(ZNY,L,) # 0, so gibt es ein v € W mit {(wv) = I(w) +1(v), so dass
HO(S(zvwp), £ £©m) ) # 0 und HO(S(wv), £7P)) + 0. Hierfiir gilt

—wop

HO(S(wv), LP)) £ 0« pe€at firalle a € A mit woo € &~

HO(S(zvwy), ,C(_(fu/oi) #0 & —wou € o fiir alle a € A mit zvwoa € &
& —wop € (—wea)™ fiir alle v € A
mit zvwy(—wea) € O~
& g€ at fiir alle o € A mit xva € ¢

Sei i € I. Falls va; € @, dann ist auch woa; € 7, da l(wv) = l(w) + 1(v).

Falls vy € ®F, dann ist auch zva; € ®, da v € W; und 2 € W!. Somit

impliziert H*(ZNY,L,) # 0, dass u € o fiir alle i € I. O
Sei 7@ = (nq,...,n;) € N} mit n; = 0 fiir alle ¢ ¢ I. Die Multiplikation mit

o™ HO(U, L_zz) — H°(U,Oy)

ist fiir jede offene Menge U in Z injektiv. Definiere eine Idealgarbe 0L _z5 von
O(Z) durch

(6"L_7a)(U) = 0"|y - Loqa(U) € H(U, Lig ®o(z) L-ra) = H*(U, Oz)
fiir jede offene Menge U in Z.

Lemma 2.10:
Sei Z die Idealgarbe von Z NY in Oz. Dann gilt:

1) Z wird erzeugt von {o; |i € I} = {0y,,...,0;.}, das heifst

1= j{: (Tﬁﬁfﬁ@.

—

neNé
7| >1
n;=0 Vig¢l
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2)
3)

(0iy,...,0;:) bilden eine reguldre Sequenz in Oy.
Fir alle n € N gilt
In/z-n-i-l ~ @ Uﬁﬁ_ﬁ&| .

|7|=n

n;=0 Vig¢l

Beweis:

1)

o1,...,0, erzeugen die Idealgarbe Zy von Y in Oy (siehe [BP00, vor Corol-
lary 4]). Da alle 0; G x G-invariant sind, gilt

O’i‘ZIO =4 O'i’XI:O =4 ’L%[

Da weiter nach Folgerung 2.8 der schematheoretische Schnitt ZNY reduziert
ist, wird Z von den o; mit ¢ € I erzeugt.

Sei 1 < j <r. Mit

gilt Oz, = Oz/(04,,...,04,_,), da S;, der Divisor zu o;, ist. Nach Folge-
rung 2.8 ist Z; reduziert. Nach Lemma 2.5 zerfallt Z; in die irreduziblen
Komponenten Z;, := [J, zv, wv], wobei J = {i;,...,i,} und v € Wy N W/
mit [(wv) = I(w) + I(v). Da keine dieser irreduziblen Komponenten in S,
enthalten ist, ist die Einschrankung von o;, auf Z;, fiir alle v ungleich Null.
Sei nun f € Oz(Z) mit o;, - f = 0. Dann gilt insbesondere fiir die Ein-
schrinkung o;; - f| 7, , = 0. Da Z; , irreduzibel und reduziert ist, ist Oz(Z;,)
integer. Da aber oy,| z,, # 0, folgt f|z,, = 0. Daraus folgt f = 0, und oy,
ist kein Nullteiler in Oz, = Oz/(0i,,...,04,_,).

Wegen der ersten beiden Aussagen hat man
I" = 0"L sz, das heikt H(Z,I") = o "H(Z,L_z3),

wobei iiber alle 7 = (ny,...,n;) € N} mit 22:1 n; > n und n; = 0 fir alle
i ¢ I summiert wird. Daraus folgt direkt

VAR @ "Ll 2oy

|7i|=n
das heifst
HYZ,1"/T"") = @ o"H(ZNY, L_za).

|7i|=n
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Sei A € A" ein dominantes Gewicht. Mit Hilfe der Idealgarbe 7 aus dem letzten
Lemma liisst sich eine Filtrierung auf dem B x B-Modul H%(Z, L) definieren.
Und zwar bilden die

F,:=H"(Z, L\ ®TI") mit n € Ny

eine endliche, absteigende Filtrierung von H°(Z,Ly). Ist @ = (n4,...,n;) € Ny'
mit n; = 0 fiir alle i ¢ I = I(Z), so ist die Multiplikation mit

o HYZ, La_za) — H(Z, L))

injektiv. Da Z von den o; mit ¢ € I erzeugt wird, und alle o; invariant unter
G x G und damit insbesondere unter B x B sind, ist

Fj; := Im(o™)
ein B x B-Untermodul von F,, mit n = |72].

Satz 2.11:
Mit den Bezeichnungen von vorher gilt:

Fn:ZFﬁ

7l=n

or,H'(Z, L)) = F,/F,n = @ H(ZNY,L,)

p<A dom.
|A—pl=n

Beweis:
Die kurze exakte Sequenz von Garben auf Z

0= Ly @I - Ly®I" — LyI"/T" —0
induziert die lange exakte Kohomologiesequenz

0— Fo — F, = H(Z,L,T"/T") — ...,
aus der folgt, dass es eine Inklusion

gr, H'(Z, L)) = F,/Fp — H(Z, Ly @I" /I
gibt. Mit dem vorherigen Lemma gilt

HYZ, Ly @ T"/I") = D o"H(Z NY, La-a).

|7t|=n
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Hier wird immer iiber solche 7 = (n...,n;) € N} summiert, fiir die n; = 0 fiir
alle 1 ¢ [ = I(Z) gilt. Bezeichnet man A — i@ mit p, so gilt fiir jedes j ¢ I

(i, atj) = (A — Zniai,dj> = (A a] an Ozl,a] > 0.

el >0, da /\eA+ el o, da itj

Man hat also entweder 1 € A* = (\_, o oder u ¢ M,c; o Im zweiten Fall gilt
aber nach Lemma 2.9, dass H*(Z NY, £,) = 0. Daher gilt schon

HZ Ly@I"/I") = @ o“MH(ZNnY,L,).
pu<A dom.
[A—ul=n

Insgesamt erhilt man eine Inklusion

or, H(Z, L)) = @ H(ZnY.L,).
<A dom.
IA—pl=n
Betrachte 7 = (n1...,m) € N} mit n; = 0 fiir alle i ¢ I. Da die Multiplikation

mit o™ : HY(Z, Ly ﬂﬂ) — H%(Z, L)) eine injektive Abbildung ist, ist ihr Bild Fj
isomorph zu H°(Z, £,) mit p = X\ — fid. Identifiziert man 37, H°(Z, L1 7q)
mit >, Fi C H°(Z, L)), so erhiilt man eine wohldefinierte Einschrinkungs-
abbildung

Z HY(Z, Ly_na) — @ HY(ZNY, Ly 7a),

|7i|=n |7i|=n

denn jedes Element, das fiir mindestens zwei verschiedene 7 mit |7i| = n in Im(o™)
liegt, verschwindet auf Y. Nach Folgerung 2.8 ist die Einschriankungsabbildung
HY(Z,L,) — H*(ZNY,L,) fir alle dominanten Gewichte u € At surjektiv. Ist
p = A=Y ,c; nicy nicht dominant, dann gibt es einen Index i € I, so dass p ¢ ;.
In diesem Fall folgt H°(ZNY, £,) = 0 aus Lemma 2.9. Insgesamt erhilt man das
kommutative Diagramm

> F > HZ, Ly_sa)

|7|=n |7t|=n

B H(zZnv.L,).
<A dom.
[A—pl=n

1R

FE, F,/F1 = gr,H(Z, L\)—

Da diese Abbildung surjektiv ist, folgt hieraus direkt der zweite Teil der Behaup-
tung. Aus F,/F,n =@, H'(ZNY,L,) folgt

F, 2 H(ZNY,L,)®Foir.

I

28



Da sowohl » Fj; als auch F),;; Untermoduln von F}, sind, und die obige Abbildung
S Fi — @ HYZNY,L,) surjektiv ist, erhélt man

F, = Z Fi + Foya.

|7i|=n

Durch Iteration dieser Schritte gelangt man schlieflich zu

F, = ) Fit Y Fi+Fup

|| =n |7i|=n+1
= Y Fi+tF.po,
|7|=n
denn falls fiir m = (my,...,my) und n = (ny,...,n;) gilt, dass m; > n, fir alle
1 <i <, so hat man F; C Fj5. Da die Filtrierung endlich ist, erhdlt man per
Induktion auch den ersten Teil der Behauptung. O]

Folgerung 2.12:
Mit den Bezeichnungen von Satz 2.1 gilt: M(Z’\) ist Basis von H(Z, L,] 7).

Beweis:
Nach Satz 2.1 ist M(Z’\) linear unabhingig, nach Satz 2.11 gilt

dim H°(Z,Ly|z) = dim gr H*(Z, L] z)
= dim @ HO(Z N Yv, E#‘ ZﬂY)
pn<A dom.

= Z [{p") standard auf ZNY | 7 € B,}|

p<A dom.

A
= MY

2.4 Konstruktion spezieller Eigenschaften

Das Ziel dieses Abschnittes ist es, fiir die wundervolle Kompaktifizierung X = G
einer Gruppe und ein dominantes Gewicht A\ € AT eine Basis von HY(X, L))
zu konstruieren, die — analog zu den klassischen Standardmonomen — folgende
Eigenschaften hat:

1) Die Basiselemente werden indiziert durch die Menge der Pfade (U< gom. By-
Die Basiselemente sind Gewichtsvektoren, deren Gewicht bestimmt wird
vom Endpunkt des zugehorigen Pfades.
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2) Sei Z der Abschluss eines B x B-Orbits in X. Die Einschrankungen auf
Z der Basiselemente von H°(X, L)), die standard auf Z beziiglich \ sind,
bilden eine Basis von H°(Z, L)).

3) Sei Z der Abschluss eines B x B-Orbits in X. Die Einschrankungen auf Z
der Basiselemente, die nicht standard auf Z beziiglich X\ sind, bilden eine
Basis des Kerns der Einschrinkungsabbildung H°(X, £,) — H%(Z, L)).

Definition 2.2:

Seien A € AT ein dominantes Gewicht und Z der Abschluss eines B x B-Orbits
[I,z,w] in X. Ein LS-Pfad 7 € B,, heifst standard auf Z beziiglich )\, wenn 7
standard auf Z ist und p < A\, wobei = \ — Z§=1 n;o; € AT mit n; = 0 fiir alle

il

Die Menge M® = {o®=mz% | 1 < Ndom., 7 € B,} ist eine Basis von
H°(X, L)), die mit der Einschriinkung von X auf Abschliisse von B x B-Orbiten
kompatibel ist. Sie erfiillt die Bedingungen 1 und 2. Das gilt fiir jede Wahl der
Fortsetzung =) € HO(X, £,) des Standardmonoms p” € HO(Y, L,,).

Wiéhle nun fiir alle A\ € AT und 7 € B, eine feste Fortsetzung 2 des Standard-
monoms p) € HO(Y, £,) auf X. Hiermit hat die Menge MW = {o—“—/%&“) \
p < XAdom., m € B,} leider nicht notwendigerweise die Eigenschaft 3, denn die
Einschrénkung von e~ 2% auf einen B x B-Orbit, auf dem 7 nicht standard
ist, ist im Allgemeinen ungleich Null.

Im Folgenden werden mit Hilfe von M® neue Standardmonome a(’\_“)ygr“ ) als
Linearkombinationen aus den o®=#)z{" konstruiert, die auch Eigenschaft 3 ha-
ben. Sind deren Einschrinkungen auf Y immer noch Standardmonome auf G/B x

G/ B, so erfiillen die neuen Monome auch die Bedingungen 1 und 2.

Satz 2.13:

Sei A € A*. Zu jedem 7 € B, gibt es ein yT(r’\) € H°(X, L) mit y7(r>\)|y = p7(r’\) und
yT(r’\)| 7z = 0 fiir alle Abschliisse Z von B x B—Orbiten, auf denen 7 nicht standard
ist.

Beweis:

Die Aussage wird bewiesen, indem die yf(r’\) rekursiv fiir alle A konstruiert werden.
Sei A € A*. Zu jedem dominanten Gewicht p < X seien alle y,(f‘) mit v € B,
bereits konstruiert. Zu einem Pfad m € B, betrachte

Ln = U [, x,w).
7 nicht standard

auf [I,x,w

Zn ist abgeschlossen und B x B-stabil. Die irreduziblen Komponenten Zi, ..., Z,

von Z, sind jeweils Abschliisse von B x B-Orbiten. Auf jedem Z; ldsst sich )
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als Linearkombination der Elemente von M(Z’\) schreiben, die dasselbe Gewicht
haben, es gibt also Koeffizienten «;,, 3;, € k, so dass

A A A—
ZL’;) Zi — E aiuxz(/) z; + § Bil/o-( #)yz(/#) Z;-
vEB) p<A dom.
v standard auf Z; veB,
v(1)=n(1) v standard auf Z; bzgl. A

v(1)=n(1)

Fiir die Einschrankung auf Z; N'Y folgt daraus

Dy = Sou
) 1 HA
pgr )| zZny = Z aiupl(/ )| Z:NY

Da 7 auf Z; N'Y nicht standard ist, gilt fiir das Standardmonom pS?)| ziny = 0.
Die p,(,’\)| z,ny bilden aber eine Basis von H(Z; NY, L)), daher folgt «;, = 0 fiir
alle v.

Ist A\ € AT minimal, das heift es gibt kein p € AT mit p < )\ dann %111:
H(X, L)) = HO(Y, E,\) Daher gibt es eine eindeutige Fortsetzung yt von p%”,
und diese geniigt den Anforderungen der Behauptung. Fiir grofere A bleibt

7z = Z Ba, gA—n y(u)

pu<A dom.
veB,
v standard auf Z; bzgl. A
v(1)=mn(1)

e

Zi-

Die folgende Argumentation zeigt, dass die Koeffizienten 3, so gewahlt werden
konnen, dass 3, = 0§, fiir alle ¢, 7 € {1,...,t}. Ist v nicht standard auf Z;, so ist

y,(,” ) z, = 0 und f3;, kann beliebig gewahlt werden. Jedes v ist aber auf mindestens
einem Z; standard. Sind Z; und Z; zwei irreduzible Komponenten, so ist jedes
v, das auf beiden standard ist, auch auf deren Schnitt Z; N Z; standard. Dies ist
eine Verallgemeinerung der analogen Aussage fiir Schubertvarietdten und wird

anschlieffend in Lemma 2.15 bewiesen. Es gilt

A (A— (A=
xgr ) Z B., ol u)y( ©) Z B0 H) )
v standard auf Z; v standard auf Z;
bzgl. A bzgl. A

Da U(A_“)y,g - = 0 fiir alle v, die nicht standard auf Z; N Z; beziiglich A sind,

folgt
A— A—p
E ﬁiuU( 2 (M)|ZOZ = E 5ju0( g (M)‘ZHZ
v standard auf Z;NZ; v standard auf Z;NZ;
bzgl. A bzgl. A
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Die in diesen Summen auftretenden a(’\*“)yl(,“)| 7:nz; sind aber linear unabhéngig,
daher folgt 3, = 5.

Definiert man (3, := 1, = ... = By, so ergibt sich

:EQ)| 5 = Zﬁyg(x—u)y£u)| 5

Setze jetzt

i = ) = 3 oy,
Dann erhélt man fiir die Einschrankung auf Y

yly = aly —0=p)

und fiir die Einschrinkung auf Zn

yWV) g =2, = B HyW|, =o0.

Folgerung 2.14:
Sei A € AT. Die Menge

SV = {oP=myW | ;) < X dominant, 7 € B,}

hat die Eigenschaften 1, 2 und 3.

Um den Beweis von Satz 2.13 zu vervollstidndigen, wird noch die folgende Aussage
benotigt.

Lemma 2.15:

Seien Z; und Z; irreduzible Komponenten von Zw rum € By. Ist p < A dominant
und v € B, standard auf Z; und Z, beziiglich A, so ist v auch standard auf
Z N Zy beziiglich \.

Beweis:

Es gelte Zy = [I,x1,w1], Zy = [I2, 29, wo] und A — pp = > ngoy,. Aus v € B,
standard auf Z; folgt n,, = 0 fiir alle k& ¢ I;, also ny = 0 fiir alle k ¢ I; N I. Da
Z1 N Zy C X1 g, erfiillt 4 die Bedingung aus Definition 2.2.

Der Pfad v € B, heifit standard auf Z; genau dann, wenn v standard auf Z; NY
ist. Fs muss also nur noch gezeigt werden, dass ein Pfad, der auf zwei Schubert-
varietiten in G/B x G /B standard ist, auch auf deren Schnitt standard ist.

Behauptung: Sei v € B, standard auf Y; = [(), z;, w;] fiir i = 1,2. Dann ist v auch
standard auf Y; NY;. Beweis:
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v ist standard auf Y = [, x, w] = S(zwg) x S(w) genau dann, wenn fiir die erste
Richtung i(v) des Pfades v gilt i(v) < (zwp,w). Mit der Bezeichnung i(v) =
(Twp, W) ist v standard auf Y, falls # > = und @ < w. Insbesondere ist v standard
auf [0, z, w].

v standard auf Yy und Yy, & >, 2> 20, w<wy, w<w
& [0,2,w] < [0, 21, w] und [0, z, ] < [0, z9, wo]
& [0,7,9] CYiNYs
= standard auf Y1 NY,
O
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Kapitel 3

Symmetrische Raume

3.1 PSL(n+1)/PSO(n+1)

Sei X die wundervolle Kompaktifizierung eines symmetrischen Raums. Ist Z der
Abschluss eines beliebigen B-Orbits und A € Pic(X), so ist die im Abschnitt 2.1
definierte Menge M(ZA) C HY(Z, L) linear unabhiingig. Im Fall X = G bildet
M(Z)‘) sogar eine Basis von H°(Z, L,). Das folgende Beispiel zeigt, dass dies fiir
beliebige symmetrische Rdume falsch ist.

Seien k = C und G = PSL(n + 1) mit der Involution § : G — G, g — (g')".
Dann ist H = G’ = {g € G | ¢' = g7'} = PSO(n + 1). Die wundervolle
Kompaktifizierung X = G/H des symmetrischen Raums G/H lisst sich wie in
|[CP83] beschrieben konstruieren.

Die einfach zusammenhingende Uberdeckung von G ist G = SL(n + 1) mit
Epimorphismus 7 : SL(n + 1) — PSL(n 4 1), g — [g]. Wihlt man T als die
Menge der Diagonalmatrizen in SL(n + 1), so ist T := 7(T") ein #-stabiler Torus
in G mit 77 = T'. Die einfachen Wurzeln seien

a; - [diag(ty, ..., the1)] — fir 1 <i<n.

i+1
Dann ist B die Menge der oberen Dreiecksmatrizen in SL(n+1) und B = 7(B).
Ist U eine beliebige Untergruppe von G, so wird mit U = 71 (U) C G das Urbild
von U unter 7 bezeichnet.

Der Rang der Varietit X = G/H ist | = dimT = n, X besteht also aus n!
G—Orbiten. Fiir die einfachen Wurzeln gilt 0(«;) = —a; und somit &; = 2q;. Die
Picardgruppe Pic(X) =< 2w; | 1 <i <n > von X wird von den doppelten fun-
damentalen Gewichten erzeugt und entspricht dem Untergitter I' = 2A. Fiir die
globalen Schnitte auf X in das Geradenbiindel £, zu einem dominanten Gewicht
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A et gilt

H(X.L)=2 @ HAG/B.L)= P Vi,

pn<A dom. pn<A dom.

wobei man fiir A\, u € I" definiert

! !
,LLS/\<:>EIn1,...,nlENO:)\—/L:Znidi:ZQniai.
i=1

=1

Die globalen Schnitte auf X in das Geradenbiindel £, zu einem dominanten Ge-
wicht A € T't lassen sich darstellen als Koordinatenfunktionen einer Einbettung

X = PHUX,L))=P( P V).

u<A dom.

Eine Einbettung des dichten G-Orbits G/H — P(D, <, qom. V(1)) ist gegeben
durch gH — [(g - 7,),), wobei r, € V(u) ein H-stabiles Element ist.

Der symmetrische Raum G/H setzt sich aus mehreren B-Orbiten zusammen,
die als Ecken eines Graphen I'(G/H) betrachtet werden kénnen. Diesen Graph
definiert und beschreibt Brion in [BO1|. Im Beispiel G/H = PSL(n+1)/PSO(n+
1) hat dieser Graph die Eigenschaft, dass vom dichten B—Orbit O von jeder Farbe
eine Kante vom Typ N abgeht, wie in Lemma 3.1 gezeigt wird. Das heifit, fiir
1 < i < n gibt es einen B-Orbit O; in G/H, fiir den gilt

P,,0;, = 0O; U O und die Abbildung 7 : P,, x5 O; — O hat Grad 2.

Der Abschluss des Orbits O, in X wird mit Z; bezeichnet.

Zu einem reguliren dominanten Gewicht A € A" betrachte die Einschrankungs-
abbildung

res; - HY(X, Loy) — H(Z;, Ls)).

Es soll nun gezeigt werde, dass Im(res;) Gewichtsvektoren enthilt, deren Gewichte

in der Menge Mg” nicht auftreten. Dafiir wird die Einbettung von X in P(V(2)))
explizit konstruiert und ihre Einschrankung auf Z; untersucht.

Sei zundchst A = w; ein fundamentales Gewicht und my,, : V(w;) ® V(w;) —
V(2w;) die G-dquivariante Projektion. Tst {2; | i = 1,...,k;} eine Basis von
V(w;) aus Gewichtsvektoren, dann erhélt man mit der Konstruktion aus Ab-
schnitt 1.7 in [CP83] den Vektor ry,, 1= ﬂgwj(Zfil x; ® x;), der stabil unter H
ist.

Sei A\ € AT beliebig, das heift 2\ € I'". Schreibe 2\ = > " n;2w; und be-
trachte die G-iquivariante Projektion may @ @}_; V/(2w;)®™ — V(2)). Dann
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ist die Klasse von oy 1= ma)\ (@) 17”?:’) € V(2)\) — ebenfalls mit 7o) bezeich-
net — ein H-stabiler Vektor im pIOJektlven Raum P(V(2X)). Ist A regulir, so

ist der Stabilisator von ry) in G gerade H und ry, definiert eine Einbettung
X =G -rop CP(V(2)N)) (siehe [CP83], Abschnitt 2).

BN H ist die Menge der Diagonalmatrizen in SL(n + 1), deren Quadrat die
Einheitsmatrix ist, also insbesondere endlich. Daher ist die Dimension von BH
gleich der Dimension von G, und BH liegt dicht in G. Damit ist O := Bry) =
BHry)y der dichte B-Orbit in X = G/H.

Seien s; = s,, € W eine einfache Spiegelung und S € SL(n + 1) die Matrix mit
Eintrégen

1 fallsk=101#14i+1

Sky =1 & falls (k,1) = (4,i+ 1) oder (i +1,7) ,
0 sonst
wobei €2 = —1 gelten soll. Dieses S € G ist ein symmetrischer Reprisentant von

s; € N(T)/T. Daher gibt es ein g € P,, mit gg* = S. Definiere rz/\) = [g]ran € X.

Lemma 3.1: ‘
Der Vektor rg/\) ist ein Reprisentant des B-Orbits O; = Brél/\), der durch eine
doppelte Kante der Farbe «; mit dem offenen B—Orbit O = Bryy verbunden ist.

Beweis:
Definiere f = (fx)ki, 9 = (gra)ry € SL(n + 1) durch

P 1 fallsk=1#ii+1
REZ IR0 falls k£ L und kL #4041

I __ fz’,i fi,i+1 L 5 -1
= ( Jivri v ) T 1/\/5( 1 —¢ )

/ Gii Gii+1 IS
= ' ' =1 \/5 .
g ( Gi+1i  Gi+l,i+1 > / < § 1 )

Fiir diese Matrizen gilt ff* = gg' = S. Fiir h := f~lg erhilt man

und

hk;z‘:{l falls k =1+#1,i+1 und

0 falls k 1 und k,1 #£i,i+ 1

o hii  hiita o 0 1
hivii higiim -1 0/

Es gibt also ein h € H = SO(n+1) mit g = fh. Da ry, invariant unter H = 7(H)

ist, ist () = Tox = rox = | f|ron wohldefiniert. Man rechnet leicht nach,
ist, ist 753 = [glrax = [f][)rax = [f]rax wohldefiniert. Man rechnet leicht nach
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dass [g] ¢ BH = Stabgryy. Sei dafiic 7 : P,, — SL(2) die Projektion der
Parabolischen P,, C SL(n + 1) auf die Standardlevmntergruppe L, = SL(2).
Angenommen [g ] € BH, dann gibt es b € B C P,,, h € H und z € C* mit
zg = bh. Dann gilt b,h € P, und zn(g) = 7(bh) = 7(b)w(h). Diese Matrizen
haben die Form

W(g)=%(2 §> mit % = —1,
m(b) = ( "g 2 ) € SL(2) und

A
>
S~—
I
A/~
Q
|
o
~
m
5
S
DO
S~—

Die Rechnung

m(b)w(h) = ( ai;:fy cfxiay ) = % ( ; § )
I oz

=c= Efm, a= EJ]

>t téay=1 - tay=E¢o —at—Cay=1

>1=2+¢ry=—-2>—¢éory =1=0
fithrt zu einem Widerspruch, deshalb gilt [g] ¢ BH. Somit liegt rél/\) = [g]rax
nicht im offenen B—Orbit Bryy, = O. Der Orbit Bré? werde mit O; bezeichnet.
Wegen [gfl]ré’;\) = 19y und [¢7!] € P,, ist O; mit O durch eine Kante der Farbe o;
verbunden. Da [h] ¢ B, sind die Bilder von [f] und [¢] in P,,/B verschieden. Es

handelt sich also um eine doppelte Kante, weil die Abbildung 7 : P, xp O; — O
Grad 2 hat. O]

Lemma 3.2: (
i)

In der Zerlegung des so konstruierten 5, in Gewichtsvektoren treten nur Vektoren
mit Gewichten aus a;" auf.

Beweis:
Betrachte eine fundamentale Darstellung V' (w;) mit Basis {z1,...,2x} aus Ge-

wichtsvektoren und ¢ : G — End(V (w;)) & CN*V. Die Zerlegung von régj in eine
Summe von Gewichtsvektoren in P(V(2w;)) hat die Form

N N

9 T2, =g T, (O 1k ® k) =72, (Y gk @ g an)
k=1 k=1

N
- 7T2w] Z o\g xk X Q )
k=1
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N N
- 7T2wj( Z Q(ggt)l,m T & xm) - Z Q(S)l,m W?wj (xl ® xm)

1 Il,m=1

Hier ist S = gg' ein Reprisentant der Spiegelung s;, daher bildet o(.S) Gewichts-
vektoren in V' (w;) auf Gewichtsvektoren ab, wobei die Gewichte mit s; permutiert
werden. Fiir einen Basisvektor z; gilt o(S)(x;) € Cz,y,, wobei wt(z,,) = s;-wt(z;).
Wir haben also o(S);, # 0 nur fiir wt(z,,) = s; - wt(z;). Fiir die zugehorigen
Gewichtsvektoren z; ® x,, gilt

(o, wt(m; @ 1)) = (o), wt () + s - wt(2y))
= (o, wt(zy)) + (o, wt(ar — (o, wt(a)) o)
= 2(o), wt(m))) — (o), wt(z;)) (), o) = 0.

Das zeigt die Behauptung fiir die fundamentalen Gewichte. Ist nun A € A" mit
A =200 njw;j, so gilt

g-Tox=9- 7T2>\(® Tzwj@mj) = 7T2)\(®(9 : Tzwj)mj)

J=1 J=1

n
= 7r2,\(®(z 2 x0ik) ™) mit z;, € C und wt(v;) € ai.
1k

Jj=

Somit ist auch 7‘53) zu beliebigem A € AT Summe von Gewichtsvektoren mit
Gewichten aus o;- O

i

Bemerkung 3.1:

Diese Rechnung zeigt, dass das in der Bruhatordnung kleinste in der Zerlegung
von réz)? in Gewichtsvektoren vorkommende Gewicht auf der a;,—Kette zwischen
den Extremalgewichten wq - 2\ und s;wy - 2 liegt:

Se‘ien A=) nwi, T € V(w)) er Tiefstgewichtsvektor mit wt(x;) = wow; und
my) € V(w;) mit Gewicht Wt(I§Z)) = s; - wt(x;). Der Gewichtsvektor mit dem
kleinsten Gewicht, der als Summand in ré? auftritt, ist

n

Vo = 7T2A(® szj(vj('i))(mj)a wobei

=1
G) T X l’j? faHS'Sinu)j = WoWwj
T; ® xg-l) + xg-l) ® xj, falls s;wow; # wow;
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Definiert man u € SL(n + 1) durch

1 fallsk=10#4,i+1
YRl 0 falls k#£1und k1 #i,i+ 1

N (11
Uil Witlit1 01

und g € SL(n + 1) wie im Beweis von Lemma 3.1, so rechnet man leicht nach,
dass vj@ = (u+g*—id)x;®ux; fiir alle 4, j = 1,..., n. Daher sind alle auftretenden

Bilder von Projektionen ungleich Null, und das Gewicht von vq ist

wt(vg) = an{wt(ﬂﬂj) + si - wt(x;)}

und

= Z”j{Wt(mj) + wt(z; — (o), wt(z;))e)}
= Z 2njwow; — Z n;{ey’, wows)ay

= wpy - 2\ + na; mit n € N,
liegt also auf der a;—Kette durch wy - 2. o

Bemerkung 3.2: .

Anschaulich ist der Zusammenhang zwischen 7, und ré’)f dieser: Die Gewichte,
die in der Zerlegung von rgA) in Gewichtsvektoren auftreten, sind gewissermafen
die Projektionen auf of lings a; der Gewichte, die in der Zerlegung von 7oy in

Gewichtsvektoren auftreten. o

In der Einbettung X — P(V(2))) entspricht Z; also

Z, =~ B-rl) C P(V(2)).

Dass H%(Z;, L)) gerade durch die Koordinatenfunktionen dieser Einbettung ge-
geben ist, zeigt das folgende Lemma. Es beruht auf einem Hinweis von M. Brion
und gibt eine Beschreibung der Schnitte auf Z;.

Lemma 3.3:
Die Einschrankungsabbildung res; : H(X, L9) — H°(Z;, L)) ist fiir alle regu-
laren dominanten Gewichte A € AT surjektiv.

Beweis:
Betrachte die G—équivariante Abbildung

X — P(V(2w)*) 2 P(V(—wp - 2w;)),
gH = {g ’ T.*’LUO'QWZ']'
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Die Rechnungen in Bemerkung 3.1 zeigen, dass Z; gerade das Pullback der Null-
stellenvarietiit des Hochstgewichtsvektors s € V(—wy - 2w;)* = HY(X, L _1y20:)
ist. Daher ist die Idealgarbe der Untervarietit Z; von X isomorph zum dualen

Geradenbiindel E;wi_, wobei w; = —wyp - 2w;. Mit

Loy ® ngj = Lon @ L oy, = Loy o0,
erhilt man
H'X,Lox®Tz) = H'(X, Loy ® L3y, ) = H'(X, Lor_as,))-

Ist A regulér, so ist A —w; dominant und daher H'(X, Loy_4.,,) = 0 (z.B. [CP83],
Theorem 8.3). Damit folgt die Behauptung aus der langen, exakten Kohomolo-
giesequenz der kurzen, exakten Sequenz

0= Loa®Zy — Loy ®@0Ox — Loy @Oz — 0.

Lemma 3.4:
Sei A € AT ein regulires Gewicht. Dann gilt:

(MSV) € HY(Z;, L£2))

Beweis:

Es wird gezeigt, dass in H°(Z;, L)) Gewichte auftreten, die in M(Z%_’\) nicht vor-
kommen. Dafiir wird ein Pfad 7 € By angegeben mit 1(1) # (1) fiir alle 7 € B,
zu g < 2, die standard auf Z; N'Y sind, fiir den aber gilt m%”)\ z, # 0.

Sei réz/\) =Y peo Uk, wobei v, Gewichtsvektoren in V(2)) sind. Von diesen habe der
Vektor vy das kleinste Gewicht beziiglich der Bruhatordnung. Nach Bemerkung
3.1 liegt wt(vg) auf der a;—Kette zwischen wy - 2\ und s;wy - 2\. Es gibt also ein
n € Ny, so dass

wt(v) + na; = s;wp - 2.

Da das Gewicht A regulir ist, liegt zwar wt(vg) nach Lemma 3.2 in ;- nicht aber
die Extremalgewichte der Darstellung V(2X). Also ist n > 1. Der Pfad n € Bay
mit 7(1) = wt(vg) + (n — 1)ay = s;wp - 2X — ; hat die gesuchten Eigenschaften,
denn

1) Betrachte b € U,,, b # 1 und schreibe b - rg/\) als Summe von Gewichtsvek-
toren

b-rll) = chru)vgru)y

40



wobei ¢! € C und {v¥ | p < 2\ dom., 7 € B,} die zu {2 | p <
2\ dom., 7 € B, } duale Basis von €, ) gom. V(1) ist. Dann ist 2V £
fir alle 7 € By mit m(1) € {wt(vg), wt(vg) + v, ..., wt(vg) + na;}. Aus
APV £ 0 folgt direkt 27| 4, # 0.

2) Es gibt keinen Pfad 7 € By mit 7(1) = n(1), der standard auf Z; NY ist:
Sei Z; NY = {U,c; S(7;) die Vereinigung der Schubertvarietiten S(7;) in
Y = G/B zu den Weylgruppenelementen 7, € W. Dann enthélt M(ZQZ_/\) nur
fortgesetzte Pfadvektoren zu Pfaden 7, fiir die gilt

!
(1) =1+ Zniai mit j € J, u < 2\ dominant und n; € Nj.
i=1

Gibt es einen Pfad m € By, mit m(1) = (1), der standard auf Z; NY ist,
so ist auch 7’ € Bsy mit 7/(1) = wyp - 2\ standard auf Z; N'Y. Das steht

im Widerspruch zu der Annahme, dass vy der Summand von rg/\) mit dem

kleinsten Gewicht beziiglich der Bruhatordnung ist, weil in Z; = B-rg/\) nur

Gewichtsvektoren mit groferem Gewicht als wt(vg) auftreten konnen.

3) Es gibt keinen Pfad 7 € B, zu p < 2\ mit m(1) = n(1), weil sonst die
Differenz von 2\ und p gerade «; sein miisste. Das ist ein Widerspruch zu
< 2. ]

Bemerkung 3.3:

Weil das kleinste Gewicht in H°(Z;, L))" fiir regulires A € AT kein Extremal-
gewicht von V/(2)) ist, lidsst sich HY(Z;, Lyy) nicht aus Demazuremoduln kon-
struieren. Daher kénnen die Pfadvektoren, deren Einschrinkungen auf Z; nicht
verschwinden, nicht durch Eigenschaften der zu Grunde liegenden Pfade beschrei-
ben werden. o

3.2 Beispiel: PSL(3)/PSO(3)

Betrachte das Beispiel fiir n = 2, also X = PSL(3)/PSO(3). Der symmetrische
Raum G/H = PSL(3)/PSO(3) besteht aus 2! = 4 B-Orbiten, die durch die
Involutionen {(1), (12),(23), (13)} der Weylgruppe W = S; indiziert sind (siehe
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zum Beispiel [PO1]). Der Graph I'(G/H) hat folgende Form:

(1)

1 2

(12) (23)

7N
N A

2 1

(13)

Untersucht werden soll der B-Orbit O; = (12), der durch eine doppelte Kante
der Farbe oy mit dem dichten B-Orbit O = (1) verbunden ist. Sein Abschluss in
X wird mit Z; bezeichnet.

Springer beschreibt in [Sp04] in Corollary 4.8, das sich nach 4.9.b auf dieses
Beispiel anwenden lésst, aus welchen Schubertvarietdten sich der Schnitt eines
B-Orbitabschlusses in G/H mit dem abgeschlossenen G-Orbit Y = G/B zu-
sammensetzt. Angewendet auf den B-Orbit O erhélt man

Zl ny = 8(8281).

Betrachte das regulire Gewicht A = w; + 2w, € AT, Es gibt zwei dominante
Gewichte p < 2\, ndmlich p; = 4wy und py = 2w,. Es gilt also

H(X, Ly)) 2 H(G/B, Lsy) ® H'(G/B, L,,) ® H(G/B, L,,).

Die Endpunkte der Pfade 7 € B,,, die standard auf Z; NY sind, sind Gewichte,
die im Demazuremodul V' (u1)s,s, auftreten. Diese Gewichte sind fiir 2, p; und po

in Abbildung 3.1 auf Seite 43 dargestellt. Das Gewicht eines Elements o (A=) 1)
aus M(ZQIA) ist —m(1), wobei der Endpunkt des Pfades 7 im gekennzeichneten
Bereich liegt.

In Abbildung 3.2 auf Seite 44 werden die Gewichte in H%(Z;, £5,)* veranschau-
licht.

Die Gewichte der Summanden von 75y € V(2)\) sind {2v | Jv € V(A) : wt(v) =

v}. Sie sind in Abbildung 3.2 durch Punkte dargestellt. Die in der Zerlegung von

TS) auftretenden Gewichte sind ihre Projektionen auf ai- = (w,), in Abbildung 3.2

durch Kreise dargestellt. Es gilt also 7’;1)\) = vp+v1 + vy +v3, wobei wt(vy) = —4ws,
wt(vy) = —ws, Wt(v3) = 2wy und wt(vy) = bws.

Die Schnitte H°(X, Ls)) sind die Koordinatenfunktionen der Einbettung X —
P(V(2X) & V(1) & V(p2)), wobei

G/H— PV 2\ @ V(u) D V(u))
gH = [(g 7120, 9 Tuir 9 )]
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Extremalgewichte in V' (2X), V(1) und V' (1u2)

Gewichte in V' (2))s,s,

Gewichte in V' (41)s,s;

Abbildung 3.1: Gewichte in M(Zzl)‘)
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. Gewichte von Summanden in 79y

o Gewichte von Summanden in TS\)

<> Gewichte, die in B - rg\) auftreten

\

Abbildung 3.2: Gewichte in H°(Z, L2)*
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Eine Teilmenge hiervon stellen die Koordinatenfunktionen der Einbettung
G/H —=P(V(2X), gH v [g-ra]

dar. Die Koordinatenfunktionen der Einbettung des B-Orbits
Or = G/H = B(V(2X). bgH = [b- 13y,

wobei g - o) = 7‘%) gilt, beschreiben Einschriankungen dieser Schnitte auf Z;.
Diese werden nun untersucht.

In BTS\) treten nur Gewichte auf, die in der Bruhatordnung grofer als wt(vp)
sind. Diese sind in Abbildung 3.2 gekennzeichnet. Wahlt man insbesondere

11
b=1| 0 1 € Uy,
0 0

_ o O

so erhilt man

br;i\) = vp + Vo1 + Vo2 +Zﬁjv
J

wobei wt(vg) = —4ws, Wt(vg1) = 2wy — Bwsy = Wt (vg) + g, Wt(vg2) = 4wy — bwy =
wt(vo) + 20q = S951 - 2X und wt(9;) groker sgsp - 2X in der Bruhatordnung. Das
zeigt, dass insbesondere die Einschrinkung der Koordinatenfunktion x,(fA) zum
eindeutigen LS-Pfad n € By mit Endpunkt n(1) = 2w; — bwy = wt(vg) auf Z;
ungleich Null ist. Diese hat Gewicht wt(xg,u)) = —n(1).

Ein Vergleich der beiden Abbildungen zeigt, dass es in M(Zz?) kein Element mit

Gewicht —n(1) gibt.
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Ausblick

In dieser Arbeit werden Standardmonome auf wundervollen Kompaktifizierun-
gen symmetrischer Raume betrachtet und insbesondere ihre Kompatibilitdt mit
B-Orbitabschliissen untersucht. Fiir den Spezialfall der wundervollen Kompak-
tifizierung einer Gruppe werden sehr schone Ergebnisse erzielt, wihrend fiir den
allgemeinen Fall nur wenige Aussagen gemacht werden kénnen. Das fiihrt zu in-
teressanten Fragen, die bisher unbeantwortet sind.

Die in Abschnitt 2.1 vorgestellten Ergebnisse sind fiir beliebige wundervolle Kom-
paktifizierungen symmetrischer Rdume X = G/—H giiltig. Insbesondere gibt es
immer Fortsetzungen der Standardmonome auf dem eindeutigen abgeschlossenen
G-Orbit Y = G/P. Diese bilden eine Basis von H°(X, £,), und ihre Einschrin-
kungen auf Abschliisse von G-Orbiten lassen sich einfach beschreiben. Bei der
Untersuchung der Einschrankungen dieser Schnitte auf B—-Orbitabschliisse treten
jedoch Schwierigkeiten auf.

Ein prinzipielles Problem bei der Ausweitung der Standardmonomentheorie auf
die wundervolle Kompaktifizierung beliebiger symmetrischer Radume ist, dass die
B-Orbiten in G/H und ihre Abschliisse im Allgemeinen nicht so leicht beschrie-
ben werden kénnen wie bei der wundervollen Kompaktifizierung einer Gruppe.
Die B-Orbiten im dichten G-Orbit G/H sind bekannt, und die B—Orbiten in
den iibrigen G—Orbiten lassen sich auf B-Orbiten in kleineren symmetrischen
Raumen zuriickfithren (siehe [Sp04], Abschnitt 3). Die Abschlussrelationen dieser
B-Orbiten innerhalb eines G-Orbits lassen sich ebenfalls angeben (Proposition
4.2 in [Sp04]). Die Menge aller B-Orbiten, die im Abschluss eines beliebigen B—
Orbits liegen, ist jedoch nur in Spezialfillen — wie G/H = PSL(n)/PSO(n) —
bekannt. Springer gibt in [Sp04], Abschnitt 4 einige partielle Ergebnisse an.

Doch auch wenn die B—Orbiten in X mit ihrem Abschlussrelationen bekannt
sind, ist nicht klar, ob alle Einschrankungsabbildungen

res)y - HO(X, ﬁA) — HO(Z, E,\)

von globalen Schnitten auf einen B-Orbitabschluss Z surjektiv sind. Damit sich
die Standardmonomentheorie anwenden lisst, sollte dies fiir alle Gewichte A mit
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H°(X, L)) # 0 der Fall sein. Gibt es Einschriinkungsabbildungen, die nicht sur-
jektiv sind, kann es eine einfache Verallgemeinerung der klassischen Standard-
monomentheorie auf diese Rdume nicht geben. Jedoch gibt es Klassen von sym-
metrischen Rdumen, bei denen es sich lohnt, einen genaueren Blick auf sie zu
werfen.

Das Beispiel PSL(n)/PSO(n) aus Kapitel 3 zeigt, dass die in Abschnitt 2.1 be-
schriebene Menge M(Z’\) im Allgemeinen keine Basis von HY(X, L,) ist, wenn Z
der Abschluss eines B-Orbits der Kodimension 1 in G/H ist. Dieser Orbit ist im
Graphen I'(G/H) durch eine doppelte Kante mit dem dichten B-Orbit verbun-
den. Da PSL(2)/PSO(2) gewissermafen der Prototyp einer doppelten Kante ist,
kann man vielleicht jede doppelte Kante in I'(G/H) auf diesen Fall zuriickfiithren
und so zeigen, dass die Menge M(Z’\) den Raum H°(Z, L)) fiir gewisse Gewichte
A nicht erzeugt, wenn zwischen dem B-Orbit Z° und dem dichten B-Orbit im
Graphen I'(G/H) eine solche Kante auftritt.

Eine Klasse von symmetrischen Rdumen G/H, deren Graph I'(G/H) weder dop-
pelte, noch Kanten vom Typ U enthélt, sind Varietdten von minimalem Rang
(sieche [Re05]). Zu diesen gehoren insbesondere die Gruppenkompaktifizierungen.
Es kdénnte sein, dass sich die Theorie auf diese Fille ausdehnen lasst. Allerdings
gibt es hier nur eine iibersichtliche Menge an Beispielen, ndmlich aufer den be-
reits erwahnten und trivialen noch PSL(2n)/PSp(2n) und PSO(2n)/SO(2n—1)
fiir n > 2, sowie Eg/F}.

Es ist jedoch nicht klar, ob und wie sich die verwendeten Beweismethoden auf
solche Fille iibertragen lassen. Bei der Berechnung der Dimension von H°(X, L))
gehen sehr viele Aussagen {iber Struktur und Geometrie der wundervollen Kom-
paktifizierung einer Gruppe ein, die fiir Varietdten von minimalem Rang nicht
bekannt sind. So ist zum Beispiel die Frage offen, ob es auch hier ein mit allen
B-Orbitabschliissen kompatibles Frobenius-Splitting gibt.

Natiirlich ist es wiinschenswert, fiir moglichst allgemeine Klassen von Rdumen ei-
ne Standardmonomentheorie zur Verfiigung zu haben. Parallelen zur klassischen
Standardmonomentheorie auf Fahnenvarietéiten ermdglichen die Ubertragung der
Anwendung der Standardmonome auf neue Félle. So werden Standardmonome
zum Beispiel genutzt, um mit Hilfe darstellungtheoretischer Methoden neue Er-
kenntnisse iiber die Geometrie der betrachteten Riume zu gewinnen. Allein die
damit bislang erzielten Ergebnisse sind Motivation genug, sich mit moglichen
Verallgemeinerungen der klassischen Standardmonomentheorie zu beschéftigen.
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