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»Sprache ist nicht alles,
aber ohne Sprache geht (fast) nichts*
Helmut J. Vollmer

Vorwort

Die vorliegende Arbeit beschaftigt sich mit der Bedeutung der Sprache fur den Mathe-
matikunterricht. Die symbolische Sprache der Mathematik gilt als eindeutig und inter-
national verstandlich. Die Kommunikation von Mathematikern gelingt folglich durch
die Verwendung dieser gemeinsamen Fachsprache. Im Unterricht hingegen gelingt die-
se Kommunikation bis heute h&ufig nicht. Trotz klarer Definitionen und Sétze sprechen
Kinder und Lehrkréafte anscheinend noch nicht die gleiche (Fach-) Sprache. Es muss
also Ursachen geben, dass die Kommunikation Uber alltdgliche Dinge und Ereignisse
moglich ist, Uber fachliche Dinge aber nicht. Die Einleitung beschreibt diesen Zustand
und gibt einen Uberblick tber die einzelnen Faktoren, die zur Lésung der Problemstel-
lung notwendig sind. Durch eine intensive Betrachtung des menschlichen Gehirns im
ersten Kapitel werden die anatomischen Voraussetzungen erdrtert, die sowohl flr das
Sprachen und Sprechen lernen als auch flr das Erlernen mathematischer Prozesse von
Bedeutung sind. Neben dem Aufbau des Gehirns sind auch die Funktionen der jeweili-
gen Areale wichtig. Im zweiten Kapitel schlieBen sich sprachwissenschaftliche Theorien
an. Nach einer kurzen Darstellung der historischen Sprachentwicklung werden vor al-
lem vier Sprachmodelle genauer betrachtet. Letztendlich wird mit den Kommunikati-
onsmodellen eine Grundlage gebildet, auf deren Basis das zu Beginn angesprochene
Problem der nicht funktionierenden Kommunikation bezogen werden kann. Flr eine
adaquate Losung dieser Kommunikationsstorung muss auch die mathematische Sprache
mit ihren anfanglich angesprochenen Definitionen und Satzen dargestellt werden. Dies
ist leider nicht fur die gesamte mathematische Sprache mdglich, daher beschrénkt sich
dieser Teil der Arbeit auf die wesentlichen Inhalte, die zur schriftlichen Subtraktion und
zur Bearbeitung von Sachaufgaben notwendig sind. Die in diesem vierten Kapitel dar-
gestellten Inhalte werden im anschlieBenden flinften Kapitel sprachlich aufgearbeitet.
Sprache ist ein System von Regeln und Einheiten, welche zusammengefasst als Mittel
der Verstandigung dienen. Die Begriffe Subjekt und Pradikat werden von der Mehrheit
der Menschen dem Sprachunterricht zugeordnet, da kaum einem bewusst ist, dass diese
Begriffe auch in der Mathematik existieren.
I



Es ist wichtig, die Begrifflichkeiten der mathematischen Fachsprache sorgfaltig aufzu-
arbeiten. Dies ist aber nur méglich, wenn man Gemeinsamkeiten und Unterschiede der
Fachsprachen herausstellt. Es gibt Begriffe, die in der Sprache und Mathematik von
gleicher oder ahnlicher Bedeutung sind und solche, die von unterschiedlicher Bedeu-
tung sind oder erst gar nicht in dem jeweils anderen Fachgebiet vorkommen. Verwen-
den Lehrkrafte und Kinder diese Begriffe in ihren unterschiedlichen Bedeutungen, so
wird ihre Kommunikation zwangslaufig misslingen. Dieser Stérung beugen Ruf und
Gallin vor, indem sie die Sprache der Lernenden untereinander viel stérker in den Fokus
riicken. Begriffsbildung und -verstandnis erfolgen durch gelingende Kommunikation.
Die Rolle der Lehrkraft erscheint in einem anderen Licht. Mittels einer empirischen
Studie wird gezeigt, dass Schulerinnen und Schiiler verschiedener Schulformen und
Altersstufen nach wie vor Probleme beim Verstdndnis der mathematischen Sprache ha-
ben. Durch Auswertung der erhobenen Daten werden beispielhaft zwei Unterrichtskon-
zeptionen entwickelt und vorgestellt, die das anfanglich aufgezeigte Kommunikations-
problem in den Schulen beheben sollen. Das Resiimee am Schluss der Arbeit fasst die
wesentlichen Aspekte zusammen und gibt einen Ausblick, was sich hinsichtlich der
Sprache im Mathematikunterricht verandern sollte.

Den Anstol’ zur Auseinandersetzung mit dieser Thematik erhielt ich von Prof. Dr. Klaus
Volkert, dem ich zum einen fiir diese Mdglichkeit und zum anderen fur seine Unterstit-
zung wahrend der Entstehung der gesamten Arbeit sehr dankbar bin. Frau Prof. Dr. Kat-
rin Rolka danke ich flr die Erstellung des Zweitgutachtens. Ferner hatte diese Studie
nicht ohne die Kooperation mit der Arbeitsgruppe Didaktik und Geschichte der Mathe-
matik der Bergischen Universitat Wuppertal und der Mitarbeit vieler Schilerinnen und
Schiler, sowie Lehrerinnen und Lehrer stattfinden kénnen. Ein ganz besonderer Dank
gilt meinem Kollegen Dr. Sebastian Kitz, der mir besonders bei mathematischen und
organisatorischen Problemen zur Seite stand.

Selbstverstandlich méchte ich auch meiner Familie danken, die mich wéhrend dieser
Zeit immer unterstitzt und so manche emotionalen Tiefpunkte gemeinsam mit mir

durchgestanden hat.

Wuppertal, im Juni 2017 Vanessa Kremer
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Einleitung 1

1. Einleitung

Die Mehrheit der deutschen Bevdlkerung ist davon Uberzeugt, dass mathematische
Kompetenz fur eine erfolgreiche Lebensfiihrung wichtig ist; dies belegt unter anderem
die Studie Rechnen in Deutschland, welche im Auftrag der Stiftung Rechnen und des
Online-Lernsystems bettermarks von forsa im Jahr 2009 durchgefiihrt wurde. Trotzdem
gibt es vor allem bei Schulerinnen und Schilern (SuS) enorme Defizite. Zwar haben die
deutschen SuS im internationalen Vergleich (PISA/TIMMS) aus dem Jahr 2012 deut-
lich besser abgeschnitten als in den Jahren zuvor, doch es gibt immer noch zahlreiche
Kinder und Jugendliche, die das Fach Mathematik im vergangenen Schuljahr mit aus-
reichend oder schlechter abgeschlossen haben. Im Laufe meiner eigenen Schullaufbahn,
meiner Ausbildung und meiner Zeit als Lehrkraft sind mir immer wieder die folgenden
von der Allgemeinheit haufig vertretenen Ansichten begegnet:
,,Mathematik ist schwer!”
- ,,Mathematik ist ein Horrorfach!”
- ,,Meine Eltern kénnen auch nicht gut rechnen.”
- ,.In der Mathematik kann man eindeutig zwischen richtig und falsch unterschei-
den.”
- ,,Jedes mathematische Problem hat eine eindeutige Ldsung, d.h., es gibt nur eine
richtige Antwort.”
- Entweder fallt es einem leicht mathematische Inhalte zu erfassen oder man ist
eher sprachlich begabt.”
Diese verbreiteten Ansichten kdnnen dazu flihren, dass vielen Kindern Mathematik wie
ein uniiberwindbares Hindernis erscheint. Es kdnnen sich Angste aufbauen und jegliche
Lernmotivation verloren gehen. Besonders lernschwachere Kinder sind von diesem
Problem betroffen. Sie trauen sich nicht ber mathematische Verstandnisschwierigkei-
ten zu sprechen, da sie annehmen, dass sie schlecht in Mathematik seien und sich durch
Ruckfragen nicht blamieren wollen. Oftmals kommt erschwerend ein geschlossener,
unkommunikativer Mathematikunterricht hinzu. Die Kommunikation zwischen Lehr-
person und Kindern im Mathematikunterricht erstarrt; worlber soll noch geredet wer-
den, wenn es doch nur falsch oder richtig gibt bzw. das Ergebnis schon vorliegt. Das
Lernen im Mathematikunterricht wird so von der Grund- bis zur Hochschule zu einem

passiven Lernen. VVor dieser Problematik wird auch in den Lehrplanen gewarnt:
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Der Mathematikunterricht steht aber auch immer in der besonderen Gefahr, die soziale
Dimension des Lernens nicht genigend zu beachten. Allzu ausgedehnte Ubungen in Still-
arbeit bieten z.B. zu wenig Anlasse zum Gesprach. Wird der formalistische Aspekt des
Ubens uiberbetont, so bleiben subjektive Erfahrungen und die Lebenswirklichkeit der Schii-
ler und Schilerinnen unbeachtet. Die im Mathematikunterricht hdufigen Urteile ,.falsch*
oder ,,richtig” konnen die soziale Koedukation hemmen, wenn die Ursachen von Fehlleis-
tungen nicht hinreichend geklért und z.B. Fehler nur als Folge mangelnden Flei3es angese-
hen werden."

1.1. Problemstellung

Mathematiker verstehen in der Regel mathematische Sétze und Probleme Uber Sprach-
grenzen hinweg in gleicher Weise. Die symbolische Fachsprache ist meist eindeutig und
international verstandlich. Diese Meinung ist weit verbreitet und halt sich seit vielen
Jahrhunderten. Doch bereits in der Antike war die unterstiitzende Rolle der Sprache
bekannt und ist seither auch nicht wieder auler Acht gelassen worden. In den 90er-
Jahren des vergangenen Jahrhunderts wurde besonders durch Maier/Schweiger der Ein-
fluss der Sprache auf den Mathematikunterricht herausgestellt. Auch Bauersfeld betont,
dass Rechnen und Sprache eng miteinander verkniipft sind.> Die Wichtigkeit von Spra-
che im Mathematikunterricht soll umfassend untersucht werden.

Fur den Geometrieunterricht der Grundschule liegt bereits eine wissenschaftliche Arbeit
zu der angedeuteten Thematik vor®, sodass ich mich bei meinen Untersuchungen auf
einen Schwerpunkt der Arithmetik stiitzen sowie einzelne Bereiche des Sachrechnens
aufgreifen werde.

Im Zuge der Forderung nach Integration wird die Notwendigkeit immer gréRer, der
Sprache im Mathematikunterricht die Bedeutung zukommen zu lassen, die angemessen
ist. Mit Integration ist sowohl die schulische als auch die soziale Integration gemeint.
Neben Sprachproblemen beziliglich Deutsch als Zweitsprache ist auch die Verarmung
der eigenen Sprache zu betrachten. Dabei ist zwischen der Sprache der SuS und der der
Lehrkréfte zu unterscheiden.

Der Begriff Sprache umfasst nicht nur die gesprochene Sprache, sondern auch die
schriftliche. Ebenso gehoren nonverbale, bildliche oder symbolhafte AuRerungen zum
Bereich der Sprache. Differenziert betrachtet muss zwischen den verschiedenen Formen

von Sprache wie Alltags-, Bildungs- oder Fachsprache unterschieden werden.

! vgl. Kultusministerium des Landes Nordrhein-Westfalen (1985), S.23.
2 vgl. Bauersfeld (2003), S. 15.
% vgl. Wimmer (2008).
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Alltagssprache bezeichnet die Sprache, die im alltdglichen Umgang verwendet wird.
Dazu zahlt zum einen die Sprache der SuS untereinander, zum anderen aber auch ein-
fuhrende Texte in Schulbilichern, welche Alltagserfahrungen darstellen. Bildungsspra-
che ist die Sprache, die hauptsachlich im Bildungssektor gepflegt wird und deren Be-
herrschung zur Teilhabe an der Bildung notwendig ist. SuS miissen in der Lage sein,
sowohl fachliche als auch alltdgliche Themen unabhéngig von der Situation in eindeuti-
ger Art und Weise, volistandig und in angemessener Form auszudriicken. Dazu sind ein
entsprechender Wortschatz und entsprechende grammatische Strukturen notwendig. Bei
der Bildungssprache unterscheidet man zwischen den sogenannten BICS-Fahigkeiten
(Basic Interpersonal Communicative Skills) und den CALP-F&higkeiten (Cognitive
Academic Language Proficiency). Als BICS bezeichnet man die grundlegenden Kom-
munikationsfahigkeiten, wie die sprachlichen F&higkeiten in der Alltagskommunikation
und die Sprachfahigkeiten im interpersonalen Bereich. Die BICS-Fahigkeiten ermogli-
chen die Mindlichkeit, d.h. sie dienen zur mundlichen Verstandigung. Als CALP wer-
den im Gegensatz dazu die schulbezogenen kognitiven Sprachkenntnisse bezeichnet.
Dazu gehdren die sprachlichen Fahigkeiten der Bildungssprache und die Sprachfahig-
keiten im kognitiv akademischen Bereich. Die CALP-Fahigkeiten bewéltigen die
Schriftlichkeit, d.h. sie dienen zur schriftlichen Verstandigung.

Fachsprache ist durch eine Fulle an Fachbegriffen sowie durch Satz- und Textkonstruk-
tionen gekennzeichnet, die in der Allgemeinsprache kaum vorkommen (z.B. Fachbegrif-
fe wie subtrahieren, Algorithmus, Stellenwertsystem etc.). Sie wird haufig bei Defini-
tionen und Satzen verwendet. Fachsprachliche Texte kénnen von den SuS erst verstan-
den werden, wenn sie ber das notwendige Vokabular verfiigen.

Dies gilt nicht nur fir Texte, sondern auch fir mathematische Problemstellungen, da
auch hier fachsprachliches VVokabular von Néten ist. Deshalb ist es wichtig, dass diese
unterschiedlichen Sprachniveaus auch im Mathematikunterricht beachtet und Schritt fiir

Schritt aufgebaut werden.
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1.2. Zielsetzung der Arbeit

Die vorliegende Arbeit gliedert sich im Wesentlichen in zwei grof3e Bereiche. Der erste
Teil der Arbeit beschaftigt sich mit den theoretischen VVoraussetzungen der empirischen
Studie. Hierzu z&hlen neben den anatomischen auch die sprachwissenschaftlichen und
vor allem mathematischen Grundlagen. In diesen Teil flieBen auch die wesentlichen
Aspekte ein, die Ruf/Gallin zur Bedeutung der Sprache im Mathematikunterricht he-
rausgearbeitet haben. Der zweite Teil der Arbeit befasst sich mit der Planung, Durch-
fuhrung und Reflexion meiner empirischen Untersuchung sowie der Vorstellung mogli-
cher Unterrichtskonzepte zu den ausgewéhlten mathematischen Themen.

Die anatomischen Voraussetzungen des Lernens werden erlautert, um aufzuzeigen, dass
sowohl die Sprachentwicklung als auch das Erlernen von Mathematik grundsétzlich aus
demselben Bereich erfolgen. AnschlieRend wird die Entwicklung der Sprache aus
sprachwissenschaftlichen Gesichtspunkten betrachtet, Funktionen der Sprache erklart
und die mathematischen Grundlagen fachwissenschaftlich dargestellt. Dies ist notwen-
dig, damit im folgenden Kapitel die Bedeutung der Sprache beziiglich mathematischer
Sachverhalte verdeutlicht werden kann. Es wird der Einsatz von Sprache bei der schrift-
lichen Subtraktion und bei der Bearbeitung von Sachrechenaufgaben erlautert.

Im zweiten Teil werden zundchst die Vorbereitungen zur empirischen Untersuchung
dargelegt. Neben der Auswahl der Untersuchungsgruppen werden auch die von mir ein-
gesetzten mathematischen Aufgaben erlautert; dartber hinaus wird die Durchfiihrung
dieser Studie beschrieben. Im Anschluss erfolgt die Auswertung der Untersuchung. Ba-
sierend auf diesen Ergebnissen wurden zwei Unterrichtskonzepte entwickelt, welche auf
die Bedurfnisse der SuS eingehen und den Anforderungen an die Sprache gerecht wer-
den. Das erste Konzept befasst sich mit der Erarbeitung der schriftlichen Subtraktion,
das zweite mit der Modellierung von Sachaufgaben. Freude und Motivation sollen im
Vordergrund stehen. Die von mir getroffenen didaktischen und methodischen Entschei-
dungen werden begrindet, die Bildungsstandards und der Lehrplan dabei beriicksich-
tigt. Es finden sich zudem Hinweise auf mdgliche Probleme, die von der jeweiligen
Lehrkraft unter Berlcksichtigung der betreffenden Lerngruppe betrachtet werden miis-
sen. Dieser Teil der Dissertation schlieit mit einem Fazit und dem Ausblick, welche
Aspekte im Rahmen dieser Arbeit nicht zu klaren waren, aber Anlass zu weiteren Un-

tersuchungen geben kdnnten.
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1.3. Gliederung und Vorgehensweise der Arbeit

Wahrend meiner langjéhrigen Tétigkeit an einer Grundschule war ich hdufig mit
Schwierigkeiten im Mathematikunterricht konfrontiert. Trotz intensiver Vorbereitung
und kritischer Reflexion erreichte ich im Unterricht h&ufig nur die Mehrheit der SusS.
Auch wenn nur ein ganz geringer Teil der Klasse die jeweiligen Stundenziele nicht er-
reichte, so war dies doch fir mich unbefriedigend. Dieses Empfinden begleitet mich
auch heute noch in Vorlesungen. Die eigenen Erfahrungen, die Hilflosigkeit der SuS
und die daraus resultierenden Leistungsdefizite der Kinder sind fir mich Anlass, die
Entwicklung zu mehr sprachbewusstem Mathematikunterricht voranzutreiben. Durch
die Erarbeitung der eigenen Konzeptionen sollen Lehrkréfte fir die Bedeutung der
Sprache im Mathematikunterricht sensibilisiert werden. Die anschlieBende Reflexion
bietet die Moglichkeit der kritischen Auseinandersetzung mit den Chancen und Grenzen
dieser Unterrichtsform. Das primére Ziel meiner Arbeit ist die Verbesserung der Unter-
richtsqualitdt zur Behebung der Bildungsmisere im Bereich Mathematik, in der sich
viele SuS befinden. Die soeben aufgefuhrten Gegebenheiten regten mich an, mich tief-
ergehend mit der Bedeutung der Sprache fur den Mathematikunterricht auseinanderzu-
setzen, und dieses Thema zum Forschungsgegenstand einer mathematikdidaktischen
Doktorarbeit zu machen.

Bei den unter Kapitel 1 dargestellten — von der Allgemeinheit oft vertretenen — Ansich-
ten zur Mathematik handelt es sich um Vorurteile. Vielleicht ist die Kommunikation im
Mathematikunterricht schwieriger als im Sprachunterricht, aber generell ist sie mdglich
und meiner Meinung nach unerlésslich, denn durch die Kommunikation Gber mathema-
tische Inhalte werden Einsichten in die mathematischen Zusammenhédnge vermittelt.
Erst wenn Kinder tiber mathematische Probleme nachdenken und ihre Gedanken verba-
lisieren, wird das Lernen im Mathematikunterricht zu einem aktiven Prozess. ,,Lernen
ist ein aktiver VVorgang und passives Lernen ist wohl prinzipiell unméglich.”* Mathema-
tische Inhalte werden von Kindern aktiv und gemeinsam erschlossen. Der Austausch
und das Abwégen von individuellen Ansichten bereichert das Mathematikverstandnis
des einzelnen Kindes. Das flexible Denken wird geschult, indem eigene Gedankengéange
dargestellt und aufgrund anderer Meinungen umgedacht werden kénnen. Durch Kom-
munikation Uber problemhaltige mathematische Inhalte haben auch schwéchere SuS die

Chance, Vertrauen in ihre Denkfahigkeit und Freude am Denken zu gewinnen. Sie fiih-

*vgl. Lorenz (1997), S.10.
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len sich mit der Problemstellung nicht allein gelassen und kdnnen von den Aussagen
anderer Kinder profitieren. Zusammenfassend soll betont werden, dass effektiver Ma-
thematikunterricht ohne gute Kommunikation nicht moglich ist und dass diese der stén-

digen Forderung bedarf:

Die Sprache (einschlielich facheigener Termini und Symbole) bietet umfassende Md&g-
lichkeiten, Informationen darzustellen. Im Unterricht vollzieht sich die Kommunikation in
der Umgangssprache und in ihr werden auch die mathematischen Inhalte ausgedriickt. Um
die Verstandigung im Gespréch und um das Verstehen mathematischer Sachverhalte zu
verbessern, ist es notwendig, bewusst und stetig den Sprachgebrauch zu schulen.®

® vgl. Kultusministerium des Landes Nordrhein-Westfalen (1985), S.27f.
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2. Anatomische Voraussetzungen

2.1. Funktionen des Gehirns

Das Gehirn befindet sich im Inneren des Schéadels. Es ist der komplizierteste Teil des
menschlichen Nervensystems. Das Gehirn koordiniert alle nervlichen Impulse und ist
die Quelle der Intelligenz, die es dem Menschen erst ermdglicht zu lernen. Obwohl es
mit etwa zwei Kilogramm nur einen geringen Teil (ca. 3%) unseres gesamten Korper-
gewichts ausmacht, verbraucht es jedoch einen ziemlich groRen Teil (ca. 15%) an Ener-
gie.

Das Gehirn bildet mit dem Riickenmark das Zentralnervensystem (ZNS). Es ist durch
das periphere Nervensystem mit dem Korper verbunden. Das periphere Nervensystem
besteht aus Nervenfaserbiindeln, die zum oder vom Zentralnervensystem hin- bzw. weg-
fuhren; hierzu z&hlen die Hirn- und die Rickenmarksnerven. Letztere befinden sich im
Ruckenmark und durchziehen den gesamten Korper. Das Rickenmark verlduft durch
den Spinalkanal der Wirbelséule und endet im Hirnstamm. Dort haben die Hirnnerven
ihren Ursprung, die als Reizleitungen des Kopfes bezeichnet werden. Beide Nervenzent-
ren (Gehirn und Ruckenmark) werden durch diinne Haute (Meningen) geschutzt. Etwa
100 Milliarden Nervenzellen (Neuronen) sorgen fiir die Ubermittlung von Informatio-
nen.

Das Gehirn ist von den folgenden drei Hirnhduten umgeben:

e Harte Hirnhaut (Dura mater)
e Spinngewebshaut (Arachnoidea)

e \Weiche Hirnhaut (Pia mater)

Die Hirnflussigkeit (Liquor) befindet sich zwischen der Spinngewebshaut und der wei-
chen Hirnhaut. Sie schiitzt das Gehirn vor mdglichen Erschiitterungen. Das Gehirn

selbst ist in unterschiedliche Bereiche gegliedert:


http://www.netdoktor.de/Gesund-Leben/Anatomie/Nervensystem-und-Nervenzellen-9949.html
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Abbildung 1: Bereiche und Funktionen des Gehirns (Carter 2014, S. 39)

2.2. Aufbau des Gehirns

Das Gehirn gliedert sich im Wesentlichen in vier grol3e Bereiche:
e das Grof3hirn
e das Kleinhirn
e das Zwischenhirn

e den Hirnstamm

Thalamus } Zwischenhirn
Hypophyse (Diencephalon)
Hypothalamus

Mittelhirn (Mesencephalon)
Briicke (Pons)

o v verlangertes Riickenmark
Rickenmark (Medulla spinalis) (Medulla oblongata)

Grof3hirn (Cerebrum)

Balken (Corpus Callosum)

Kleinhirn (Cerebellum)

Abbildung 2: Makroskopischer Aufbau des Gehirns nach Dr. Gabriele Lambert
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Das Grof3hirn (Cerebrum) bildet den groRten Teil des Gehirns. Es besteht aus zwei
Hélften — der linken und der rechten Hemisphére. Beide sind durch ein dickes Nerven-
blindel (Corpus Callosum/Balken) miteinander verbunden und arbeiten eng zusammen.
Jede Hirnhélfte ist auf bestimmte Aufgaben spezialisiert.

Linke Gehirnhalfte Rechte Gehirnhalfte
Spezielle Fahigkeiten Arbeitsweisen des Arbeitsweisen des Spezielle Fahigkeiten
Bewusstseins Bewusstseins
Schrift logisch intuitiv Gefiihle
Sprache folgerichtig planlos Tastsinn
Symbole realitatsorientiert phantasievoll Réaumliches Vorstel-
lungsvermdgen
Lesen
Rechnen abstrakt konkret Formen/Muster
Fakten verbal non-verbal Schétzungen
Sprechen symbolisch symbolisch Farbempfindungen
Zuhdren zeitorientiert nicht zeitorientiert Musik/Gesang
Regeln analytisch emotionell Kreativitat
sungen

Tabelle 1: Funktionen der beiden Gehirnhalften nach teachsam

In der linken Hélfte sind hauptsachlich Sprache und Logik verankert, wéhrend in der
rechten Halfte das rdumliche Vorstellungsvermoégen und die Kreativitdt sitzen. Der
Neocortex ist die dulRerste Schicht der GroBhirnrinde. Er ist u.a. fur die Lern-, Sprech-
und Denkfahigkeit sowie das Bewusstsein und das Gedachtnis zustandig. In der Hirn-
rinde werden die Informationen der Hirnnerven verarbeitet und im Gedachtnis gespei-
chert.

Das Kleinhirn (Cerebellum) ist der unterste und hinterste Teil des Gehirns. Die Oberfla-
che gleicht der des GroR3hirns, jedoch sind die Wiulste feiner und gleichmaRiger. Die
Hauptaufgabe des Kleinhirns ist die Koordination von Bewegungen; dazu zéhlt der
kontrollierte Einsatz der Muskulatur, das Gleichgewicht und somit die gesamte Korper-

haltung.
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Das Zwischenhirn (Diencephalon) umfasst den Thalamus und den Hypothalamus sowie
deren Anhangsgebilde. Der Thalamus filtert sensorische Informationen. Er entscheidet,
welche Sinneseindriicke ins Bewusstsein gelangen sollen und leitet sie an die entspre-
chenden Verarbeitungszentren weiter. Der Hypothalamus — ein weiterer Bestandteil des
Zwischenhirns — bildet die wichtigste Verbindung zwischen Hormon- und Nervensys-
tem. Er steuert z.B. den Schlaf-Wach-Rhythmus, Hunger und Durst aber auch den Se-
xualtrieb und verarbeitet Schmerz- und Temperaturempfinden.

Das Stammhirn (Hirnstamm) ist entwicklungsgeschichtlich gesehen der alteste Teil des
Gehirns. Es ist fur die wesentlichen Lebensfunktionen zustédndig und steuert u.a. die
Herzfrequenz, den Blutdruck und die Atmung. AulRerdem ist das Stammhirn fur einige
wichtige Reflexe wie den Lidschluss-, Schluck- oder Hustenreflex verantwortlich. Das
Stammhirn bildet die Verbindung zwischen dem ubrigen Gehirn und dem Rickenmark.
Eintreffende Informationen leitet es Gberkreuz weiter, daher wird die linke Korperhélfte
von der rechten Gehirnhélfte gesteuert und umgekehrt.

2.2.1. Zentrum fur Sprachenlernen
Das menschliche Gehirn hebt sich besonders durch die fiir die Sprache zustandigen

Areale von den Gehirnen anderer Lebewesen ab. Es befindet sich bei der Mehrheit der
Menschen in der linken Hemisphére, bei etwa 20% der Menschen (Linkshédnder) jedoch
in der rechten. Im Wesentlichen bilden vier Areale das sogenannte Sprachzentrum:

e das Broca-Areal

e das Wernicke-Areal

e der Fasciculus arcuatus
e das Geschwind-Areal
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Fasciculus arcuatus

Abbildung 3: Die wichtigsten Sprachareale (Carter 2014, S. 148)

Sprechen und Verstehen sind aufwendige Prozesse. Bei der Verarbeitung von Sprache
werden verschiedene Bereiche im Gehirn beansprucht. Die Sprachverarbeitung erfolgt
hauptsachlich im Broca- und Wernicke-Areal. Dabei ist das Wernicke-Areal vor allem
fur das Verstehen von Sprache entscheidend. Es befindet sich im oberen Teil des linken
Temporallappens neben dem okzipitalem und dem parietalem Cortex. Verletzungen
(z.B. Hirnblutungen) in diesem Bereich kénnen dazu fuhren, dass der Patient Sprache
kaum noch entschliisseln kann. Das Broca-Areal sitzt im Frontallappen und ist fiir die
Produktion von Sprache, das Finden von Wértern und das Bilden von Sétzen zustandig.
Verletzungen in diesem Bereich bewirken, dass der Patient zwar in der Regel noch alles
verstehen kann, aber Probleme hat, Worter und Sétze zu bilden. Diese beiden Areale
werden durch ein dickes Nervenband (Fasciculus arcuatus) miteinander verbunden. Es
sorgt dafur, dass die Informationen aus den Arealen an das jeweils andere weitergeleitet
werden. Das Geschwind-Areal umgibt das Wernicke-Areal und sitzt im unteren Teil des
Parietallappens. Es ist einer der Bereiche, die erst sehr spét ausgebildet werden. Es ist
fur die Kombination der Laute und Bedeutungen zustandig.® Beim Horen werden Worte
vom Wernicke-Areal aufgenommen und durch das Geschwind-Areal einer Bedeutung
zugeordnet. Beim Sprechen ist es genau umgekehrt. Im Wernicke-Areal werden die
Worte zu den jeweiligen Gedanken gefunden, die dann im Broca-Areal durch konkrete

Bewegungen des Mundes und des Kehlkopfes ausgesprochen werden.

® vgl. Carter (2014), S. 148.
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Abbildung 4: Aktivitat der einzelnen Hirnareale bei der Konversation (Carter 2014, S. 150f)
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2.2.2. Das numerische Gehirn

Bei der Mathematik verhélt es sich anders als bei der Sprache. Wéhrend es fur die Spra-
che zustandige Zentren (vgl. 2.2.1) gibt, so gibt es kein konkretes mathematisches Zent-
rum. Zwar wollen Forscher 2013 ein Zentrum fir Zahlerkennung gefunden haben, im
Allgemeinen missen jedoch die Bereiche der Intelligenz betrachtet werden. Mit Intelli-
genz werden die kognitiven F&higkeiten bezeichnet; hierzu zdhlen konkretes, abstraktes
sowie logisches Denken. Wie die nachstehende Abbildung zeigt, gibt es sowohl in der
linken als auch in der rechten Hemisphére Areale, die mit der Intelligenz zu tun haben.

Areale im Fro_ntallfslppen Fasciculus arcuatus Areale im Parietallappen
beider Hemisphéren o i P beider Hemisphéren

,‘,";

s
\

o w—
) J

Areale im Frontallappen der
linken Hemisphéare

F'

$ Areale im Parietallappen der
linken Hemisphare

Abbildung 5: Aktive Areale bei Intelligenz und Denkvermégen (Carter 2014, S. 168)

Es wird deutlich, dass sich sowohl Areale im Frontal- als auch im Parietallappen befin-
den. Beide werden durch einen Nervenstrang (Fasciculus arcuatus) miteinander verbun-
den. Dies ist beim Sprachzentrum auch der Fall (vgl. 2.2.1). Anatomisch betrachtet ist

die Aussage, man sei entweder mathematisch oder sprachlich begabt, zu widerlegen.
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Im Folgenden werden nun insbesondere neuropsychologische Modelle zur Zahlenverar-
beitung betrachtet, um die Bedeutung fur den Mathematikunterricht deutlich herauszu-
stellen.

2.2.3. Modelle zur Zahlenverarbeitung

Zahlen gehdren zum Alltag des Menschen. Es gibt keinen Tag, an dem eine Begegnung
mit Zahlen ausgeschlossen werden kann. Uhrzeiten und Busnummern ablesen oder Ein-
kaufe bezahlen etc. ist ohne numerische Informationsverarbeitung gar nicht moglich.
Die Art und Weise wie Zahlen in der Umwelt auftreten ist sehr unterschiedlich. So kann
eine Zahl (z.B. im Mathematikunterricht) in ausgeschriebener Form innerhalb einer
Aufgabe erscheinen oder in gesprochener Sprache durch Lehrerinnen und Lehrer (LuL)
und/oder Mitschilerinnen an andere herangetragen werden. Haufig treten Zahlen aber
in ihrer symbolischen Form auf. Die Begegnung mit Zahlen bleibt nicht folgenlos; sie
beeinflusst das menschliche Denken und Handeln. Erst der Umgang mit Zahlen ermdg-
licht es dem Menschen sich erfolgreich in Alltagssituationen zurechtzufinden. So ist
z.B. die numerische GroRe eine semantische Information tber eine Zahl, durch die die
Zahl in ein Verhdltnis zu einer anderen Zahl gesetzt werden kann. Zahlen besitzen viel-
faltige mathematische Eigenschaften; sie sind gerade oder ungerade, Vielfache anderer
Zahlen oder durch andere Zahlen teilbar.

Innerhalb der kognitiven Neuropsychologie gibt es verschiedene Modelle, die sich mit
der mentalen, internen Darstellung von Zahlen beschéftigen. Im Fokus der meisten Mo-
delle steht die generelle semantische GroRenreprasentation von Zahlen als die wichtigs-
te Komponente. Einige Modelle, die wegen ihrer unterschiedlichen Ansichten tber eine
interne semantische Reprasentation von Zahlen interessant sind, sollen im Folgenden

vorgestellt werden:

Modell der numerischen Informationsverarbeitung
1985 entwickelte McCloskey gemeinsam mit Caramazza und Basili ein erstes Modell
zu grundlegenden Fahigkeiten im Umgang mit Zahlen, in dem drei Verarbeitungsschrit-
te von Zahlen unterschieden werden:

e das Zahlenverstandnis

o die abstrakte interne Reprasentation

e die Zahlenproduktion
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Das Zahlenverstandnis basiert auf der Darstellung mittels arabischer Zahlen, wahrend
die Zahlenproduktion die Zahlworter meint. Die abstrakte interne Reprasentation ist als
Verbindungsglied zwischen diesen Darstellungsebenen zu sehen und ist notationsunab-
hangig. McCloskey, Caramaza und Basili sprechen diesbeziiglich von einem Input- und
Outputsystem. Als Inputsystem wird das Zahlenverstandnis verstanden, welches alle
wichtigen Informationen tiber den arabischen Zahlencode sowie das Verstandnis fur die
jeweiligen Zahlworter aufnimmt. Als Outputsystem verstehen McCloskey et al. die
Zahlenproduktion, welche die Informationen Uber Zahlen wieder als arabischen Code
oder in Form von Zahlwdrtern ausdriickt. Die Verbindung tber die abstrakte interne
Reprasentation wird als Verarbeitungsprozess gesehen. Hier wird mittels mathemati-
schem Fachwissen die Input- zur Outputinformation verarbeitet; z. B. wird hier jeder
Ziffer einer Zahl ihre numerische GroRe (basic quantity) zugeordnet. Diese wird dann
an eine der Ziffer entsprechende Zehnerpotenz gekniipft, um die Stelle dieser GroRe
festzulegen. So wird beispielsweise die arabische Zahl 49 zentral in 4 « 10* und 9 «10°
umgewandelt. Numerische Informationen werden folglich ber den arabischen Code
oder in verbaler Form aufgenommen. McCloskey geht davon aus, dass jede Verarbei-
tung einer Zahl nur mittels einer Umwandlung in eine semantische Reprasentation mog-
lich ist. Dehaene (1992) sowie Dehaene & Cohen (1995, 1997) sehen die zentrale Stel-
lung der Reprasentation eher kritisch. Sie nehmen die semantische Darstellung der Zah-
len aus dem Zentrum und erarbeiten ein alternatives Modell, welches auch asemantische

Reprasentationen mit einbezieht.

Arithmetisches
Faktenwissen

und
Rechenprozesse [
Zahlenverstandnis | Zahlenproduktion
arabische Form A | arabische Form
- lexikalische Prozesse | = lexikalische Prozesse
- syntaktische Prozesse Y ‘ - syntaktische Prozesse
Abstrakte :

Reprasentation

Zahlenverstandnis / ‘ Zahlenproduktion
verbale Form / ; verbale Form

- lexikalische Prozesse | = lexikalische Prozesse
~ phonologisch i— phonolegisch

— graphemisch | = graphemisch

— syntaktische Prozesse 1 — syntaktische Prozesse

Abbildung 6: Modell der numerischen Informationsverarbeitung nach McCloskey (Lambert 2015, S. 40)
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Das Triple Code Modell von Dehaene (1992)
Bei dem Triple Code Modell nach Dehaene (1992) handelt es sich um ein funktionelles
Zahlenmodell, welches die verschiedenen Reprasentationsebenen der mentalen Zahlver-

arbeitung in drei unterschiedliche Darstellungen unterscheidet:

e die visuell-arabische Darstellung
e die auditiv-verbale Darstellung

e die analoge GroRendarstellung

analoges Modul

ﬁ'**ﬁ(**ﬁ(

nur durch permanentes
Uben miteinander

vernetzt
5 Funf* 5
sprachlich-alphabetisches visuell-arabisches
Modul Modul

Abbildung 7: Das Triple Code Modell nach Dehaene und Cohen (1997)

Die visuell-arabische Darstellung ist fir die syntaktische Erfassung der Zahlwdorter
zustandig, wobei die Semantik aufler Acht gelassen wird. Die Zahlen werden nicht in
ihrer einzelnen Zifferndarstellung betrachtet, sondern die Zahl wird als Ganzes gese-
hen.” Im Gehirn ist die visuell-arabische Darstellung auf beiden Seiten des okzipitotem-
poralen Cortex einzuordnen. Der Bereich fir die arabischen Zahlen ist auf der rechten
Seite zu finden; die auditiv-verbale Darstellung ist laut Forschung ausschlieBlich in
der linken Gehirnhélfte — im inferioren frontalen und superioren temporalen Gyrus —
vorhanden.® Diese Darstellung ist genau wie die visuell-arabische Darstellung noch
nicht flr den Bedeutungszusammenhang des Zahlwortes verantwortlich. Syntaktisch
wird hier jedoch nicht allein das Zahlwort, sondern ebenfalls der umliegende Kontext
beachtet. Deshalb kénnen in der auditiv-verbalen Darstellung Rechenoperationen verar-
beitet werden.® Zuletzt ist noch die analoge GroRendarstellung zu nennen, die die bis-

lang noch fehlenden inhaltlichen Informationen enthélt. Die jeweilige Zahlbedeutung

" vgl. Dehaene (1992), S. 16.
8 vgl. ebd., S. 17.
°vgl. ebd., S. 18.
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wird hier relevant, um eine Beziehung in Bezug auf Grof3e und Position zwischen ver-
schiedenen Zahlen herausstellen zu kodnnen. Auch bei der simultanen Zahlerfassung
wird die analoge GroRendarstellung zu Rate gezogen.™ Dies geschieht durch Aktivie-
rung eines mentalen Zahlenstrahls, der durch seine Links-Rechts-Ausrichtung und mit
Hilfe einer logarithmischen Skalierung die Positionen der Zahlen représentiert. Auch
diese Darstellung ist wie die visuell-arabische beidseitig im Gehirn lokalisiert. Sie liegt

genauer im inferioren parietalen Cortex inklusive dem intraparietalen Sulcus.**

Diese drei Darstellungen sind nicht als vollstdndig autonom anzusehen, denn sie arbei-
ten zum Teil parallel. Es bestehen Zusammenhange zwischen ihnen, die dafuir sorgen,
dass eine méglichst schnelle und genaue Zahlerfassung und -verarbeitung méglich ist.*?
Es werden dabei nicht immer alle Darstellungen gleichermalen angesprochen, sondern

meist liegt der Fokus auf einer der drei Darstellungen.

19 vgl. Dehaene (1992), S. 19.
1 vgl. ebd.
2 vgl. ebd., S. 20.
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3. Sprachwissenschaftliche Grundlagen

3.1. Geschichtliche Entwicklung der Sprache

Die Entwicklung unserer Sprache geht auf die Zeit der Hominiden — vor ca. 6 bis vor ca.
eine Million(en) Jahre — zurlick. Der Mensch hat sich aus einem weit verzweigten
Stammbaum vorangegangener Primaten entwickelt. Im Vergleich mit diesen Individuen
hebt er sich besonders durch seine Flexibilitat, Imitations- und Sprachféhigkeit hervor.
Grundlage fir die Entwicklung der Sprache bildet hauptséchlich die Imitationsfahigkeit.
So wird Sprache vererbt und muss in nachfolgenden Generationen nicht neu entwickelt
werden. Aus dieser Epoche gibt es nur wenige Nachweise, so dass man davon ausgeht,
dass die Frihmenschen durch den aufrechten Gang gezwungen wurden, ihre Hénde
sinnvoll zu nutzen (z.B. zur Entwicklung von Werkzeugen). Im Zuge der Evolution
verdnderte sich die Position des Kehlkopfes, woraus resultierte, dass sich auch relevante
Gehirnstrukturen veranderten, die eine verbesserte Mimik sowie verbesserte motorische
Féahigkeiten der Hande ermdéglichten. Es wére also denkbar, dass der Homo — vielleicht
auch schon friihere Gattungen — eine Gebdardensprache entwickelte.

Die Zeit des Homo begann vor ca. 1,5 Millionen und reichte bis in die Zeit vor 40.000
Jahren. Man geht davon aus, dass in diesem Zeitraum bereits eine Lautsprache verwen-
det wurde. Die Gattung Homo galt als unternehmungsbereit. Das bedeutet, dass sie sich
z.B. bemiihte, bessere Nahrungsquellen aufzuspiren. Vor ca. 1,5 - 1 Millionen Jahre
entwickelte sich der Homo Ergaster. Er gilt als VVorfahre des Neandertalers, der bis vor
30.000 Jahren in Europa lebte. Die Friihzeit des Homo Sapiens begann vor ca. 500.000
bis 200.000 Jahren. Die Sprache hat sich vermutlich in dieser Zeit entwickelt. Im Ver-
lauf der Entwicklung des Homo sapiens kam es zu einem Bevdlkerungswachstum. Dies
ist u.a. auf die verbesserten Fahigkeiten (z.B. die Jagd) zurtickzufiihren. Man geht wei-
ter davon aus, dass in diesem Zusammenhang eine qualitative Verbesserung der Sprache
stattfand. VVor ca. 43.000 Jahren erreichte der Homo Sapiens auch Europa. Sprachen wie
Baskisch oder Kaukasisch sind wohl Folgen dieser Erstbesiedlungen, da diese mit heu-
tigen Sprachen nur schwer im Zusammenhang zu bringen sind.

Vor etwa 10.000 Jahren folgte die Zeit der neolithischen Revolution. Die wesentlichen
Merkmale dieser Epoche sind Sesshaftigkeit, Keramikproduktion, Kupferverarbeitung
und Tauschhandel. Die Kultivierung von wilden Pflanzenarten (Ackerbau) und die

Zahmung von Wildtieren (Viehzucht) flhrten zur Bindung der Menschen an bestimmte
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Orte. GrofRRere und z.T. auch befestigte Siedlungen mit stabilen Hausanlagen entwickel-
ten sich, die die leichten Wohneinrichtungen der Jager und Sammler ablésten. Dies ist
ein wesentlicher Punkt in der Entwicklung der Sprache. Die Urbevdlkerung wurde
durch die Uberlegenheit dieser Revolution verdrangt oder assimiliert; dies geschah —
auBer in Australien — auf allen Kontinenten. Die Veranderung lag in einer deutlich
komplexer und ausdrucksstérker werdenden Sprache. Es folgte die Zeit nach der Erfin-
dung der Schrift. Um etwa 3200 v.Chr. wurde die Keilschrift durch die Sumerer (Meso-
potamien; Irak, Turkei, Syrien, ...) entwickelt. Der heutige Mensch kann alle Sprachen
dieser Welt erlernen. Dies spricht fir eine Monogenese der Sprache.

6 Mio. 1 Mio.
Jahre Jahre heute
R
N \J
N Y
YT Zeit des Zeit des
Zeit der Hominiden Homo Homo sa-
piens

3.2. Vier Modelle der Sprachentwicklung

Im Folgenden werden die vier wichtigsten Modelle der Sprachentwicklung vorgestellt.
Die Begriffe Sprachentwicklung und -erwerb werden in diesem Zusammenhang fiir den
Prozess verwendet, den ein Kind durchlauft um sprechen zu lernen. Urspriinglich
stammt jedoch der Begriff Sprachentwicklung aus dem Bereich der Psychologie und
Spracherwerb aus dem Bereich der Sprachwissenschaft/Linguistik. Wie unter 3.1 er-
lautert, wird dem Menschen erst durch seine Sprachfahigkeit seine Sonderstellung
innerhalb der Welt zuteil.

Die Unterscheidung der vier Modelle lasst sich am besten anhand der folgenden Ta-

belle verdeutlichen:
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Umwelt

Aktiv Passiv

Interaktionismus Kognitive Theorien

Kind und Umwelt sind Teil- | Das Kind entwickelt sich im aktiven

Aktiv | systeme, die wechselseitig | Austausch mit der Unwelt (Aktiona-

aufeinander einwirken (In- le, kognitivistische Modelle)
teraktionistisches Modell)

Person
Behaviorismus Reifungstheorien

Passiv | Entwicklungsschritte werden | Fahigkeiten entwickeln sich durch
direkt auf Umwelteinfliisse |anlagebedingte Reifung (Endogenis-
zurlickgefiihrt (Exogenistische tische Modelle)
Modelle)

Tabelle 2: Vier Modelle der Sprachentwicklung nach Oerter/Montada 2008

Eine n&here Betrachtung der Modelle erfordert die Erlauterung von drei Basiselemen-
ten: die auBerindividuelle Umwelt, die automatischen Prozesse der genetischen An-
lage sowie die spontanen Aktivitdten des Lebewesens, das sich die Welt aneignet.
Die Debatte um den Primat dieser drei Elemente lasst sich bis in die philosophischen
Grundpositionen von Subjektivismus, Rationalismus, Idealismus, Konstruktivismus
(Subjekt), den Nativismus und Mentalismus (Anlage) und die exogenistischen Posi-
tionen von Materialismus, Empirismus, Positivismus (Umwelt) zurtickverfolgen. Die
Frage des Vorrangs (Primats) ist im Moment nicht endgiltig wissenschaftlich zu 16-

sen.t®

Exogenistische Theoriemodelle betonen den Faktor der aulRerindividuellen Umwelt.
Endogenistische Theoriemodelle setzen die automatischen Prozesse der genetischen

Anlage in den Vordergrund.

Wahrend exogenistische Modelle davon ausgehen, dass soziale, kulturelle, milieube-
dingte, institutionelle u.a. externe Faktoren bestimmend flr die (Sprach-)Entwicklung

des Menschen sind, halten endogenistische Modelle dagegen genetische und instink-

3 vgl. Melchior (2007), S. 3.
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tive Einflusse flr determinierend. Der Interaktionismus stellt eine Art dialektischer
Vermittlungsposition dar.

Sieht man das Individuum als Zentrum dieser Entwicklung, so muss man die Aktivi-
tat bzw. Passivitat der Umwelteinflusse einerseits und des Handelnden andererseits
betrachten, die zur Sprachentwicklung beitragen. Seit den 1960er Jahren riicken im-

mer mehr die subjektiven Leistungen in den Vordergrund.

3.2.1. Exogenistische Modelle: Behaviorismus

Exogenistische Modelle stellen die aktive Rolle der Umwelt bei Sprachentwicklungs-
prozessen in den Vordergrund und sehen sowohl die genetischen Faktoren als auch
die Aktivitat des Individuums als nebenséchlich an. Im Behaviorismus wird Sprach-
entwicklung sowie das gesamte menschliche Verhalten durch operante (teilweise so-
gar klassische) Konditionierung erlernt. Das bedeutet, dass die Sprachentwicklung
durch Belohnung (positive Verstarkung) und Bestrafung (negative Verstarkung) ge-
steuert wird. Das Kind nimmt Reize aus der Umwelt (Sprache der Eltern etc.) wabhr,
ahmt diese nach und erfahrt dafiir eine positive Reaktion (,,Belohnung®). Nach-
geahmte Reize, die eine Belohnung nach sich ziehen, werden das Kind motivieren,
dieses Sprachverhalten zu wiederholen. Das Sprachverhalten, welches keine positive
Verstarkung nach sich zieht, wird abgelegt. Im Behaviorismus bei/nach WATSON
wird dem Individuum eher eine passive Rolle zugeschrieben, bei spéteren behavioris-

tischen Modellen wechselte dies in eine aktivere Rolle.

3.2.2. Endogenistische Modelle: Nativismus und Mentalismus

Nativistische Ansétze heben die angeborenen sprachlichen Strukturen bzw. die gene-
tisch bedingten Reifungsprozesse hervor. Der Spracherwerb wird als ein fast automa-
tischer (Lern)-Prozess gesehen und nicht als ein extern gesteuerter. Differenzen bei
nativistischen Modellen finden sich hinsichtlich der Verankerung (Reprasentations-
ebene und -ort) und der Entwicklung des angeborenen Sprachwissens. Mentalistische
Modelle (CHOMSKY) betonen, ,,dass das Sprachwissen nur gedanklich und als ideales
Konstrukt in Form logischer Regelsysteme vorliegt, ohne dass diese mentalen Zu-

stande irgendwelchen korperlich-neurologischen Zustanden oder Muster im Gehirn
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entsprechen miissen (Dualismus von Kérper und Geist)”.** Die Reifungstheorien
nach Bickerton oder Lenneberg sehen den Spracherwerb als genetisch gesteuerten
biologischen (korpergesteuerten) und/oder evolutionér entstandenen Prozess. In en-
gem Zusammenhang mit diesen Reifungstheorien stehen die genetischen Instinkt-
oder Prégungstheorien.
Im Nativismus ist besonders das von CHOMSKY verfasste Konzept der Generativen
Grammatik (1950) von Bedeutung. Wéhrend Skinner in seinem Buch Verbal Beha-
vior davon spricht, dass Sprache rein durch konditioniertes Verhalten entsteht, for-
muliert CHOMSKY folgende Postulate:
- Alle Kinder kénnen von Geburt an korrekte sprachliche Strukturen produzie-
ren, ohne sie gehdrt zu haben (Grammatikalitdt ohne Regelvermittlung).
- Trotz fehlerhafter sprachlicher Umwelteinfliisse konnen Kinder ab einem ge-
wissen Alter (ca. 3 - 4 Jahre) die Erstsprache beherrschen (kurze Erwerbszeit).
- Ein Kind kann mit den bis dahin vorhandenen sprachlichen Strukturen rekur-
siv eine potenziell unendliche Anzahl noch nie gehdrter Sétze bilden (Rekur-
sivitat).
Fur CHoMSKY ist der kreative Aspekt der Sprache wichtig. Darunter versteht er, dass
mittels einer begrenzten Anzahl von Regeln eine unbegrenzte Anzahl von Séatzen er-
zeugt werden kann. Kinder sind in der Lage, korrekte Satze zu produzieren oder zu
bewerten, obwohl sie die noch nie oder nur fehlerhaft gehért haben.
Im Rahmen seiner Generativen Transformationsgrammatik forderte CHOMSKY einen
Spracherwerbsmechanismus (Language Aquisition Device = LAD). Mittels der
sprachlichen Universalien ist das Individuum in der Lage, Hypothesenbildung und
-bewertung grammatischer Regeln zu betreiben. Das Kind handelt also unbewusst als
stetiger Linguist. Das dabei entstehende, nicht zu sehende und unbewusste grammati-
sche Regelsystem nennt CHOoMsKY Kompetenz. Das tatsachlich zu beobachtende
Sprachverhalten nennt er Performanz. Flir CHOMSKY steht die Kompetenz des Spre-
chers im Vordergrund und nicht das zu beobachtende Sprachverhalten (Performanz).
Er bezieht sich dabei auf die von Descartes getroffene Unterscheidung zwischen
Korper (Performanz) und Geist (Kompetenz) — die sogenannte Cartesianische Lo-
gik/Linguistik.

CHowmsKY sieht die Kompetenz als einen grammatischen Mechanismus der Sprache.

% vgl. Melchior (2007), S. 4.
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Spéter Uberarbeitete er im Rahmen der Prinzipien-und Parameter-Theorie sein Mo-
dell. Es kam der Begriff der Universalgrammatik (UG) hinzu. Der Spracherwerb
stutzt sich weiterhin auf angeborenes und unbewusstes Sprachwissen, aber dem
Spracherwerb liegt eine natirliche, allen Menschen angeborene universelle Gramma-
tik!®> zugrunde. Die allgemein giiltigen Regeln fiir alle Sprachen nennt CHOMSKY
Prinzipien. Der Spracherwerb fir das Kind besteht aus dem Erkennen und Anwenden
verschiedener Eigenschaften der Erstsprache. Der Kompetenzbegriff beschreibt die
Féahigkeit, solche Eigenschaften zu fixieren. CHOMSKYS nativistischer Mentalismus
grenzt sich folglich zu den Theorien des Behaviorismus durch den angeborenen
Spracherwerb ab. Dabei bedeutet angeboren fur ihn ein gedanklicher, fest im Gehirn
verankerter Algorithmus. Genetisch gesteuerte Reifungsprozesse oder neurologische
Zustande sind nicht gemeint. CHoMsKYs Nativismus hatte lange Zeit nur syntaktische
Themen im Blick, semantische Aspekte wurden erst im Rahmen der Interpretativen

Semantik beachtet.

Andere endogenistische Modelle der Reifung

Wahrend Chomsky den Spracherwerb als einen Prozess sieht, der unabhangig von
anderen kognitiven Leistungen verlauft, fasst SLOBIN diesen als einen Prozess auf,
der alle anderen kognitiven Fahigkeiten (Denken) beeinflusst. Der gesamte Prozess
verlauft dabei weitgehend eigenstandig. LENNEBERG, BICKERTON und andere formu-
lierten auch nativistische Modelle des Spracherwerbs, allerdings bezogen diese sich
mehr auf biologische Prozesse der Reifung. Bei BICKERTON steht ein angeborenes
biologisches Sprachprogramm im Fokus, welches sich erst nach und nach entfaltet.
LENNEBERG hingegen meint, dass die Sprache des Menschen biologisch festgelegten
und evolutionadr entstandenen Reifeprozessen unterliegt. Seiner Auffassung nach
kann Sprache nicht erlernt werden. Die Entwicklung der Sprache basiert auf einem
festen Ablaufplan, der unabhéngig von den Erfahrungen des Individuums verlauft.

In den 1960er Jahren haben rein endogenistische und exogenistische-Modelle an Bedeu-

tung verloren.

15 vgl. Chomsky (1980), S.56.



Sprachwissenschaftliche Grundlagen 24

3.2.3. Aktionale Modelle: Piagets Kognitivismus

In kognitivistischen Modellen wird die Sprachentwicklung im Rahmen der gesamten
geistigen Entwicklung des Kindes in den Blickwinkel gertickt. Hier wird der Spracher-
werb durch die vorsprachlichen, kognitiven Strukturen des Kindes erklart. Auch in dem
Modell von Slobin finden sich kognitivistische Ansétze, doch erst PIAGET stellte die
Sprachentwicklung in einem Stufen- oder Phasenmodell dar. Bei PIAGET spielen geneti-
sche Anlagen keine Rolle und der gesamte Spracherwerb verlduft nicht von alleine. Er
stellte die aktive Auseinandersetzung des Individuums mit seiner Umwelt in den Mittel-
punkt. Die sprachliche Entwicklung (begriffliches Denken) bildet dabei nur einen Teil
der gesamten Auseinandersetzung. PIAGET spricht in diesem Zusammenhang von einer

Wechselwirkung zwischen dem Kind und der Umwelt.

a) Intelligenz und als ihr Spezialfall Sprache sind fiir ihn eine Besonderheit des biolo-
gischen Anpassungsprozesses.

b) Adaption bezeichnet den Anpassungsprozess eines Individuums an die Umwelt.
PIAGET unterscheidet zwei Schemata: Verhaltens-/Handlungsschemata und kogniti-
ve Schemata. Nach PIAGET gibt es zwei Verfahren dieser Adaption: Assimilation
und Akkommodation.

c) Durch die Assimilation werden neue Umweltinformationen in das vorhandene
Wissensschema (auch kognitives Schema) eingepasst und eingefugt. Ein Baby ist
z.B. schon nach wenigen Monaten in der Lage ein Lacheln zu erkennen. Es hat die-
se Mimik bereits in vielen Gesichtern wahrgenommen und Regeln fir die Kennzei-
chen eines L&chelns abgeleitet. Die Fahigkeit, Muster zu identifizieren, ist darauf
zurlickzufuhren, dass das Gehirn neue Reize in Verbindung zu bereits Bekanntem
setzt. Jeder Mensch durchlauft diesen Lernprozess aufgrund biologischer Gegeben-
heiten anders. Piaget beschreibt Lernen und Informationsaustausch nicht als Kopie-
ren von Informationen; es geht um Anpassung an bereits Vorhandenes.*°

d) Akkommodation bezeichnet den umgekehrten Prozess zur Assimilation. Hier wird
das Wissensschema durch die Umwelt verandert. Dies kann entweder selbstge-
steuert-aktiv oder durch/nach Reaktionen der sprachlichen (Eltern) wie aufiers-

prachlichen Umwelt (nicht-sprachliche Reize) erfolgen.*’

16 ygl. Melchior (2007), S.7.
7 vgl. ebd.
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Das Beispiel des Greifens macht sehr gut die Assimilation und Akkommodation deut-
lich: Jedes Kind kommt mit einem Greifreflex zur Welt. Das wiederholte Greifen be-
stimmter Gegensténde festigt diese Bewegung. Das Kind wird zunehmend sicherer im
Umgang mit dieser Tatigkeit. Versucht das Kleinkind jedoch Wasser zu greifen, muss
das ausgebildete Greifschema dem neuen Gegenstand angepasst — also akkommodiert —
werden. Das Kind muss lernen, Wasser mit der Handfldche zu schépfen. Es entwickelt
ein neues Schema. Assimilation bedeutet die Anpassung/Adaption der Umwelt an die
kognitiven Schemata des Kindes. Akkommodation hingegen meint die Anpassung der
kognitiven Schemata des Kindes an die Umwelt.

e) Wahrend des Prozesses der Assimilation und Akkommodation kommt es zu einem
Ungleichgewicht. Fir das Kind ist kurzfristig die Welt nicht in Ordnung. Die Aqui-
libration will den Zustand des Gleichgewichtes wieder herstellen. Wahrend dieser
Aquilibration kommt es nicht nur zu einer auBerlichen Veranderung der Umwelt,
sondern auch zu einer inneren Veranderung. Analog sieht PIAGET dies im Rahmen

der kognitiven Aneignung der Welt.

Das Kind setzt sich durch Aktionen (Bewegungen) oder AuRerungen (Laute) mit der
sprachlichen wie auBersprachlichen Umwelt aktiv auseinander und nimmt dadurch Be-
griffe sukzessive auf. Es konstruiert auf jeder Entwicklungsstufe ein anderes Modell der

Wirklichkeit; man nennt es daher auch aktionales Modell (Konstruktion durch Aktion).

Die einzelnen Entwicklungsphasen
Die Abfolge der einzelnen Stufen sowie die Prozesse der Adaption, Aquilibration, As-
similation, und Akkommodation sind laut PIAGET angeboren. Er unterscheidet vier ge-

setzmallig ablaufende Phasen bzw. Stufen:

Sensomotorische Stufe (bis etwa 2. Lebensjahr)

In dieser Phase werden — wie der Begriff verrdt — durch die visuelle Wahrnehmung
(Sinne = senso) und die Aktivitat des Individuums (Bewegungsvorgange = Motorik)
Merkmale ausgebildet. Dazu bendtigt das Kind keine Sprache! Es sind vielmehr die
eigenen, spontan auftretenden Reflexe, wodurch das Kind konkrete Handlungen syste-
matisch ausprobiert und untersucht. Durch das permanente Trial-and-Error werden

Merkmale, die zum Erfolg flhren positiv abgespeichert. Einzelne Bewegungsablaufe
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werden zunehmend koordinierter ausgefiihrt. Am Ende dieser Phase verfligt das Kind
uber die sogenannte Objektpermanenz. Das bedeutet, es weil3, dass Objekte auch auBer-
halb des Wahrnehmungsfeldes noch vorhanden sind. Das Kind ist in der Lage erste Ob-
jekte und Erfahrungen widerzuspiegeln. Die Kinder bilden erste sprachliche Worte, die
haufig noch undeutlich erscheinen (Nunu = Fernbedienung, Takto = Traktor).

Praoperationale Stufe (bis etwa 7. Lebensjahr)

In dieser Phase spielen Anthropomorphismus (Vermenschlichung der Umwelt) und
magisches Denken (Kraft hoherer Méchte) eine Rolle. Das Kind ist nun mehr und mehr
in der Lage auf gedanklicher Ebene zu operieren. Das bedeutet, dass Kinder Situatio-
nen und Handlungen nachspielen konnen (z.B. die Rolle eines Feuerwehrmannes).
Dennoch denkt und begreift es alles ausschlieBlich aus der eigenen Perspektive und
kann sich noch nicht in andere hineinversetzen oder etwas aus deren Perspektive wahr-
nehmen (vgl. PIAGETS Drei-Berge-Versuch). In der prdoperationalen Stufe bauen sich
die Fahigkeit zur Symbolbildung aus. Sprache dient als ein mégliches Symbolsystem,
die eigenen Erlebnisse zu reprasentieren. Durch die Sprache kénnen nun Klassen- und
Relationsbegriffe gebildet werden. Das Verstandnis ist aber noch nicht komplett aus-
gebildet, da identische Elemente einer Klasse noch nicht unterschieden werden kon-
nen.’® Das Kind ist beispielsweise nicht in der Lage, vier unterschiedlich lange Stabe
der GroRRe nach zu ordnen, da es immer nur zwei der Stdbe in Relation setzen kann.
Piaget spricht von der sogenannten Zentrierung. Das Kind richtet seine Aufmerksam-

keit auf ein Merkmal, verliert aber weitere aus den Augen.

Stufe konkreter Operationen (bis etwa 11./12. Lebensjahr)

Auf der Stufe der konkreten Operationen nimmt das Kind die Sprache bewusst als
Symbolsystem wahr. Logisch-mathematische und kategoriale Grundbegriffe werden
ausgebildet. Mittels Sprache ist das Kind fahig, Klassifizierung und Systematisierung
vorzunehmen. Das Kind lernt, Worter zu definieren, Ahnlichkeiten zu erkennen und zu
benennen, mit Sprache zu spielen, Sprachliches an der Realitat zu Uberprifen und unbe-
kannte Worter aus dem Kontext heraus zu beschreiben®®.

Es entwickeln sich Ansétze von metaphorischem Sprachgebrauch sowie Ironie. Klassen

(Zahlen) kénnen in Unterklassen (gerade/ungerade etc.) unterteilt werden. Der Uber-

18 vgl. Lefrancois (1994), S. 132.
Y9 vgl. Fatke (2016), S. 62.
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gang von dieser Phase zur nachsten wird durch das Beherrschen des hypothetisch-
deduktiven Denkens und der sprachlogischen Fahigkeiten (Syllogismen) gekennzeich-
net. Aus zwei wahren Aussagen kann eine wahre Folgerung abgeleitet werden (Inklusi-
onsbeziehung). So kann z. B. aus der Aussage ,,Alle Kugeln sind rund.” (wahr) und der
Aussage ,,Mein blauer Ball ist auch rund.” (wahr) abgeleitet werden, dass der blaue Ball
auch eine Kugel ist. Dem Kind wird ein freierer selbstsicherer Umgang mit der in den
Wartern représentierten Realitat ermdglicht.

Stufe formaler Operationen (Vor-Adoleszenz, bis 14./15. Lebensjahr)

Die hochste Stufe — die formale Operation — beféhigt das Kind Probleme auf einer hy-
pothetischen Ebene vollstandig zu l6sen. Es kdnnen logische Schlussfolgerungen gezo-
gen und mental Variationen durchgespielt werden. In dieser Stufe beginnt das abstrakte
Denken. Das Kind ist in der Lage, Sachverhalte kritisch zu hinterfragen und sich damit
auseinanderzusetzen. Die Sprache ist dabei ein unerldssliches Hilfsmittel, da sie die
Formen und Strukturen zur Verfligung stellt, mit deren Hilfe hypothetisches und ab-
straktes Denken erst moglich ist®. Nach PIAGET ist mit der VVor-Adoleszenz — ca. 15

Jahre — die kognitive Entwicklung weitgehend abgeschlossen.

Fazit (PIAGET)

Nach PIAGET steht bei der Sprachentwicklung die Auseinandersetzung des Individuums
mit der Umwelt im Vordergrund. Das Kind selbst ist bei seiner Entwicklung aktiv durch
Handeln, Vorstellungen und durch Symbolgebrauch. Je mehr Méglichkeiten an das In-
dividuum herangetragen werden, sich mit seiner Umwelt auseinanderzusetzen, umso
positiver kann sich das Kind entwickeln. Die Aufgabe der Umwelt (Eltern, Erzieher,
LuL etc.) besteht in der Bereitstellung von Materialien und der Schaffung von Pro-
blemsituationen, die das kindliche Interesse wecken und die selbstédndige, aktive Pro-
blemlésung anregen. Die Sprachentwicklung ist dabei Teil des Abstraktionsprozesses.
Die Welt wird zunéchst durch Handlungen, dann in Bildern und schlieBlich in Symbo-
len an das Kind herangetragen. Die Sprache und deren Logik sowie die mathematische

Logik bilden einen Teil dieses Symbolsystems.

2 ygl. Fatke (2016), S. 73.
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3.2.4. Bruners interaktionistisches Modell

Die interaktionistischen Ansétze behandeln die Umwelt und das Individuum als gleich-
wertige Elemente im Entwicklungsprozess. Die Sprache sieht BRUNER dabei als Schlus-
sel der kognitiven Entwicklung. Die Abhangigkeit des Kindes von Reizen aus der Um-
welt nimmt stetig ab. Dies ist jedoch nur mdglich, da das Individuum ein inneres Spei-
cherungs- und Informationsverarbeitungssystem besitzt, das zwischen Reiz und Ant-
wortverhalten vermittelt. Erst wenn das Kind in der Lage ist die Umwelt durch ein
Symbolsystem wie die Sprache wahrzunehmen, ist eine intensivere Auseinandersetzung
(statt elementarer Sinneseindriicke) moglich. Kognitive Kompetenzen werden nur durch
die Interaktion mit Betreuungspersonen weiterentwickelt. Sprache ist der Schlusselfak-
tor der kognitiven Entwicklung, weil sie parallel, abstrakt und spielerisch (hypothetisch)
mehrere Alternativen (Ereignisse/Handlungen) durchspielen kann. BRUNER sieht — &hn-
lich wie Piaget — den Spracherwerb als Teil des Abstraktionsprozesses; allerdings gibt
es bei BRUNER nur drei Darstellungsebenen, die nicht zwingend nacheinander ablaufen

mussen:

Die enaktive Ebene: Die Auseinandersetzung mit der Umwelt durch Handeln.

Die ikonische Ebene: Die Auseinandersetzung mit der Umwelt durch Bilder (ikonisch-

bildhaft und ikonisch-schematisch).

Die symbolische Ebene: Die Auseinandersetzung mit der Umwelt durch Symbole
(Sprache, Logik und Mathematik).

3.2.5. Folgerungen fur den Unterricht

Aktuell spielen endogenistische (Nativismus) und exogenistische (Behaviorismus) Mo-
delle kaum noch eine Rolle, da sie teilweise als widerlegt gelten. Fur den Unterricht
sind aktionale (Konstruktivismus, Kognitivismus) und interaktionistische Modelle (Ent-
deckendes Lernen) deutlich in den Fokus geruickt. Dennoch sollten sich alle LuL mit
den einzelnen Modellen auseinandersetzen, um Erklarungen fur sprachliche Entwick-
lungen sowie Fehlentwicklungen ableiten zu koénnen. Nativistischen Modellen sollte

man dulRerst kritisch begegnen, da die Lern- und Lehrbarkeit von Sprache eher beans-
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tandet wird. Dies widerspricht dem Lehrberuf!®* LuL sollten sich nicht auf ein Modell
festlegen, sondern sowohl didaktisch als auch methodisch die richtigen Konsequenzen
aus den jeweiligen Modellen ableiten bzw. sich bei der didaktisch-methodischen Analy-
se der theoretischen Voraussetzungen aus diesen Modellen bewusst sein.

Einige Folgerungen wéren z.B.:

Behaviorismus (exogenistisches Modell) Nativismus (endogenistisches Modell)

Belohnungssysteme bieten Motivation,

) ) . ) Auf implizites Sprachwissen zuriickgrei-
sich auch mit weniger interessanten P P g

Themen auseinanderzusetzen. fen.
Eine sprachfoérdernde Reizumgebung Viele Strukturen sind bereits angelegt,
schaffen. jedoch nicht ausgebaut.
Eine Lernumgebung schaffen, die genug
Raum zum individuellen Ausprobieren
einraumt.
Interaktionismus Kognitivismus

Eine sprachférdernde Reizumgebung
schaffen.

Eine Lernumgebung schaffen, die genug

Entdeckendes Lernen ermoglichen und Raum zum individuellen Ausprobieren

fordern. _—
einrdumt.
Unterschiedliche Entwicklungsstadien Unterschiedliche Entwicklungsstadien
des Kindes beachten. des Kindes beachten.

Unterrichtsinhalte vom Konkreten (Enak-
tiven) Uber das ikonische (bildhafte) zum
Abstrakten (Symbolischen) erarbeiten.

Echte Interaktionen im Unterricht zulas-
sen.

Neue Inhalte in bereits vorhandenes
Wissen einbetten und Zusammenhénge
herstellen (Assimilation und Akkommo-

dation).

Tabelle 3: Folgerungen fur den Unterricht

21 ygl. Melchior (2007), S. 10.
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3.3.Kommunikationsmodelle

Im Folgenden werden nun ausgewéhlte Kommunikationsmodelle vorgestellt. Diese bil-
den die Basis fiir die im Kapitel 5 folgende Analyse der Sprache, welche zwischen den
SuS untereinander oder auch zwischen SuS und LuL von Bedeutung ist.

3.3.1. Das Sender-Empfanger-Modell

Mit Funktionen der Sprache sind im Allgemeinen keine innersprachliche Funktionen
gemeint. Es geht vielmehr um die Funktionen, wie Sprache zwischen dem Sprecher,
dem Angesprochenen und dem Sachverhalt — das, woriiber gesprochen wird — eingesetzt
wird. Nach Bihler hat jedes Zeichen im Kommunikationsvorgang drei (nicht immer
gleich wichtige) semantische Funktionen®*:

e Symptom- oder Ausdrucksfunktion: Die Zeichen driicken die Einstellung des
Senders zum Empféanger oder zum Inhalt des GeduRerten (Arger, Freude, lronie
usw.) aus.

e Symbol- oder auch Darstellungsfunktion: Die Zeichen stellen den jeweiligen
Sachverhalt dar.

e Signalfunktion oder Appellfunktion: Die Zeichen fordern den Empfanger auf,

Zu reagieren.

22 vgl. Biihler (1934), S. 24-33.
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Gegenstande
und
Sachverhalte

‘.::/ Darstellung

Ausdruck

Abbildung 8: Sender-Empfanger Modell nach Bihler

3.3.2. Jakobson
Jakobson hingegen unterscheidet sechs verschiedene Funktionen der Sprache, die er wie
folgt in seinem Kommunikationsmodell darstellt:

Kontext
referentielle Funktion

Nachricht
Sender poetische Funktion R Empfinger
emotive Funktion “ konative Funktion
Kontakt

phatische Funktion

Kode
metasprachliche Funktion

Abbildung 9: Funktionen der Sprache nach Jakobson

Dabei liegen jeder AuBerung alle sechs Funktionen zugrunde. Die Unterscheidung der
einzelnen AuRerungen ergibt sich lediglich aus der unterschiedlichen Gewichtung der

einzelnen Funktionen. Auch Jakobson unterscheidet die emotive Funktion (Symptom-



Sprachwissenschaftliche Grundlagen 32

oder Ausdrucksfunktion) und die konative Funktion (Signalfunktion oder Appell-
funktion). Die emotive Funktion bezieht sich dabei auch nur auf den Sender. Die
SprachaulRerung driickt wie bei Bihler die Einstellung des Senders zum Empfanger oder
zum Inhalt des GeauRerten (Arger, Freude, Ironie usw.) aus. Die konative Funktion be-
zieht sich im Gegensatz zur emotiven ausschlie3lich auf den Empfénger. Die appellie-
rende Wirkung der Nachricht 16st beim Empfanger konkrete verhaltens-, einstellungs-
oder gefuhlmaRige Reaktionen aus, z. B. kommerzielle Werbung. Lediglich in der
Symbol- oder auch Darstellungsfunktion unterscheidet Jakobson weitere Subkategorien.
Steht der Gegenstand, Uber den geredet wird, im Zentrum, spricht Jakobson von der
referentiellen Funktion der Sprache. Aussagen, die aus dem Zusammenhang gerissen
werden, kénnen vom Empféanger nicht eindeutig verstanden werden. Dies hangt haupt-
sachlich mit der Okonomie des Kommunikationsprozesses zusammen. Es werden nur
die Dinge zur Sprache gebracht, die nicht aus dem Zusammenhang erschlossen werden
kdnnen. Wenn die Mutter in der Kiiche backt und das Kind bittet, ihr das Rezept zu ge-
ben, dann ist sofort unmissverstandlich klar, dass es sich nicht um ein arztliches Rezept
handelt. Ist die Nachricht nicht zweckgebunden, d.h. es gibt keine Aufforderung an den
Empféanger zu reagieren, so spricht Jakobson von der poetischen Funktion der Sprache.
Wird Uber Sprache gesprochen steht die metasprachliche Funktion im Mittelpunkt. Als
phatische Funktion bezeichnet er Sprache, die Uberwiegend dazu eingesetzt wird, den
Kontakt zum Empfanger aufrecht zu erhalten. So gehdren z.B. erste Kommunikationen
zwischen einer Mutter und ihrem Baby (Wiederholung von ,,Brabbel”-Lauten) zu dieser

Funktion.?

3.3.3. Shannon und Weaver

Ein zu Jakobson &hnliches Kommunikationsmodell erstellten Shannon und Weaver im
Jahre 1949. Dieses besteht ebenfalls aus den Komponenten Sender und Empféanger,
jedoch setzt es beim Kommunikationsvorgang andere Dinge in den Fokus und so

werden die Komponenten Codierer, Decodierer und Kanal erganzt.?*

28 ygl. Jakobson (1969), S. 61.
2% vgl. Traut-Mattausch/Frey (2006), S. 536.
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Sender Empfanger
Codierer .~ Kanal -~ Decodierer
Idee Idee
Ubersetzung f Ubersetzung
Senden \ Empfangen
|
|
o X _-v
.. ! et
Stérungen

Abbildung 11: Sender- und Empfangermodell nach Shannon und Weaver 1949

Der Sender stellt in diesem Modell den Sprecher dar, von dem die Nachricht ausgeht,
und der Empfanger ist der Zuhorer. Der Kanal ist dabei der Kommunikationsweg bzw.
das Medium, mithilfe welches die Nachricht Ubermittelt wird. Die
Codierungskompetenz ist ausschlaggebend fur die Codierung der Nachricht, die der
Sender tibermitteln mochte.? Gelangt die Nachricht beim Empfanger an, so muss dieser
sie wahrnehmen und anschlieBend decodieren. Diese Decodierung sollte fiir eine
gelingende Kommunikation mit der Codierung des Senders tbereinstimmen. Da aber
Stérungen den Kommunikationsprozess beeinflussen, geschieht es hadufiger, dass die
Kommunikation misslingt und die Nachricht von Sender und Empfanger
unterschiedlich verstanden wird.?® Solche Stérungen konnen zum Beispiel die nicht
ausreichende Kompetenz oder aber die nicht genligend aufgebrachte Motivation und
Auseinandersetzung des Senders mit der Codierung sein: Ist er nicht in der Lage oder
sieht er es nicht als notwendig an, die Nachricht entsprechend eindeutig zu codieren, so
ist die Wahrscheinlichkeit eines Missverstandnisses seitens des Empfangers hoch.?’
Neben der Fahigkeit des Senders sind auch die Kompetenzen des Empféangers

entscheidend. Ist der Sender ihm im Bereich der Nachricht kognitiv berlegen, so

2 ygl. Traut-Mattausch/Frey (2006), S. 537.
% ygl. ebd.
T vgl. ebd.
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gelingt es dem Empfanger nicht, die Nachricht korrekt zu decodieren. Dies ist vor allem
bei Haufungen von Fachwoértern der Fall.?®

Neben der versprachlichten Nachricht werden auch oft, je nach Kommunikationskanal,
nonverbale Informationen Ubermittelt, die im besten Fall den Decodierungsprozess
unterstiitzen, im schlechten Fall aber auch erschweren kénnen.?* Zu diesen nonverbalen
Informationen z&hlen zum Beispiel Mimik, Gestik, Tonfall, Betonung und Blickkontakt.
Vor allem solche Kommunikationsformen wie Ironie oder Sarkasmus bereiten einem

ungeubten Empfanger Probleme beim Decodieren.

3.3.4. Schulz von Thun

Schulz von Thun hat diese Missverstdndnisse innerhalb einer Kommunikation genauer
betrachtet und klassifiziert. Er entwickelte 1981 ein sogenanntes Vier-Seiten-Modell der
Kommunikation. Dabei werden die vier Seiten sowohl als Schnédbel in Bezug auf den
Sender als auch als Ohren in Bezug auf den Empfanger verstanden.*® Eine Nachricht
kann somit auf vier verschiedene Weisen mitgeteilt bzw. verstanden werden. Dabei
schwingen alle vier Seiten simultan mit und es kénnen bis zu vier Botschaften dadurch
vermittelt werden.®! Diese vier Weisen bzw. Seiten sind der Sachinhalt, die Selbstof-

fenbarung, die Beziehung und der Appell.

Sachinhalt
Selbst-
offen- Appell
barung

Beziehung

Abbildung 12: Vier Seiten der Nachricht (Schulz von Thun 2013, S. 15)

28 ygl. Traut-Mattausch/Frey (2006), S. 537.
2 ygl. ebd., S. 538.

% ygl. ebd., S. 540.

%1 vgl. ebd.
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Dabei steht auf der Senderseite der Sachinhalt fur die Sache selbst, die Information, die
der Sender vermitteln mochte. Die Selbstoffenbarung gibt dabei etwas tiber den Sender
kund. Meist kann man sie als Ich-Botschaften verstehen. Diese kdnnen bewusst oder
unbewusst gesendet werden. Unbewusste Selbstoffenbarung geschehen meist in Form
von nonverbalen AuRerungen, wie das Rotwerden bei Vortragen als Zeichen von Auf-
regung.* Die Beziehungsseite gibt preis, was der Sender vom Empfanger halt und wie
die beiden Instanzen zueinander stehen. Oft geschieht dies durch die Art und Weise der
Formulierung, den Tonfall und weitere nonverbale Signale.*®* Der Appell beinhaltet die
Intention des Senders. Dabei mochte er Einfluss auf den Empfanger nehmen, indem er
versucht, dass der Empfanger bestimmte Dinge tut oder unterlasst.

Als Beispiel wird hierfilir oft der Satz ,,Mir ist kalt.” verwendet. Der dahinterstehende
Sachinhalt ist die Feststellung ,,Hier ist es kalt.“. Die Selbstoffenbarung dabei ist ,,Ich
friere.” Eine Moglichkeit fiir die Beziehungsseite wire ,,Du denkst immer an die Heiz-
kosten und dir ist es ganz egal, dass mir immer kalt ist.”. Der Appell dahinter lautet
,,Dreh* die Heizung auf!”.

Die Empféangerseite ist analog dazu zu verstehen. Hier wird die Art und Weise, wie der
Sachverhalt zu verstehen ist, Uber das Sachohr wahrgenommen. Das Selbstoffenba-
rungsohr nimmt Informationen Gber die Personlichkeit des Senders auf. Die Art und
Weise, wie mit dem Empfanger kommuniziert wird, wird Uber das Beziehungsohr re-
gistriert und der Appell wird als Befehl bzw. Aufforderung tber das Appellohr wahr-
genommen.** Werden Aussagen, die als Appell gedacht sind, wie in dem o0.g. Beispiel
nur implizit formuliert, kann es schnell zu Missverstandnissen kommen. Die Qualitat
der Kommunikation und ihr Gelingen hangt stark von der Codierungskompetenz des
Senders ab. Die meisten Schwierigkeiten entstehen durch unterschiedliche Verstandnis-
se, also dadurch, dass der Empfénger ein anderes Ohr benutzt als der entsprechende

Schnabel des Senders.®

%2 vgl. Schulz von Thun (2013), S. 45.
% vgl. ebd., S. 46.

* vgl. ebd., S. 47.

% vgl. ebd.
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3.4. Schriftlichkeit vs. Mundlichkeit

Der Begriff Mindlichkeit meint den Kommunikationsweg der gesprochenen Sprache.
Hierunter fallen sowohl nonverbale als auch verbale AuRerungen der Gespréachspartner.
Die mindliche Kommunikation und deren Entwicklung wurde bereits in Kapitel 3.3

erlautert.

Im Gegenzug zur Mindlichkeit meint die Schriftlichkeit oder Schriftsprache fir ge-
wohnlich eine verschriftete Form der gesprochenen Sprache.*® Allerdings ist diese tri-
viale Definition nicht ausreichend und Schriftsprache ist nicht verallgemeinerbar, es
existiert nicht die Schriftsprache. In den verschiedenen L&ndern und Kulturen der Welt
gibt es unterschiedliche Systeme, um die gesprochene Sprache niederzuschreiben. Die
chinesische Kultur verwendet ein Zeichensystem, dessen Zeichen nicht nur bedeutungs-
tragende Zeichen sind, sondern auch phonetische Informationen, wie z.B. die Tonhdhe,
enthalten.®” Das deutsche Schriftsystem ist ganz anders aufgebaut. Da sich diese Disser-
tation auf die Auswertung deutscher Texte und Worter bezieht, wird im Folgenden die
Schriftsprache des Deutschen erlautert und die anderen Schriftsysteme auf3er Acht ge-
lassen.

Die deutsche Schriftsprache ist eine alphabetische Schrift, die auf einem phonologi-
schen System beruht.*® Dies bedeutet, dass sich unser Schriftsystem an unserer gespro-
chenen Sprache orientiert. Unsere Schrift ist jedoch nur lautorientiert und nicht lautge-
treu, da die Worter nicht zwingend so verschriftet wurden, wie sie gesprochen werden.*°
Dennoch besteht ein, durchaus nicht ganz simpler Zusammenhang zwischen Wort und
Schrift, genauer zwischen Phonem und Graphem. Um diesen Zusammenhang genauer
verstehen zu kdénnen, muss man zunachst die beiden Begriffe Phonem und Graphem
genauer betrachten. Laut Definition heiflt es, ,,Phoneme sind [die] kleinste[n] bedeu-
tungsdifferenzierende[n] Segmente der Lautsprache.”*® Damit sind Phoneme Lautein-
heiten, die bei Austauschen zu Bedeutungsénderung fithren, zum Beispiel Haus — Maus.
In diesem Falle ist das /M/ bzw. das /H/ ein Phonem, da sich die Bedeutung der beiden
Woarter grundlegend unterscheidet. Zu beachten ist dabei die Unterscheidung der Pho-

neme von den Allophonen. Allophone grenzen sich insofern von den Phonemen ab, als

% vgl. Bredel (2011), S. 12.

%7 vgl. Schriinder-Lenzen (2013), S. 15.
% vgl. ebd., S. 16.

% vgl. ebd.

“0 ebd.
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dass sie keine Bedeutungsveranderung des Wortes herbeiftihren, sondern lediglich eine
(regionalbedingte) Aussprachevariante darstellen.** Als Beispiel seien hier die beiden
Aussprachevarianten des /R/ anzuftihren: Zum einen als [r] wie in rot und zum anderen
als [¥] wie in dort. In der Schriftsprache hdngen Phoneme eng mit den jeweiligen Gra-
phemen zusammen. Grapheme stellen dabei eine Buchstabeneinheit dar, die die Ver-
schriftung bestimmter Phoneme darstellen. Somit sind Grapheme ,,Buchstaben oder
Buchstabengruppen, die mit einem Phonem korrespondieren.«*? Hieran lasst sich auch
die sogenannte Phonem-Graphem-Korrespondenz (PGK) erklaren. Diese besagt, dass
ein Laut durch verschiedene Buchstaben (-kombinationen) dargestellt werden kann. So
gibt es fiir den a-Laut /a:/ die Grapheme <a>, <ah> und <aa>.*

Analog zur PGK existiert auch eine Graphem-Phonem-Korrespondenz (GPK). Diese
beschreibt die unterschiedlichen Aussprechweisen eines Buchstabens, wie die differen-
ten Aussprachevarianten des /Y/ in Yak und Xylophon.**

Diese Korrespondenzen weisen in sich schon Schwierigkeiten im deutschen Schriftsys-
tem vor, sie zeigen uns daneben auch noch eine weitere Problematik innerhalb unseres
Schriftsystems auf. Es gibt viel mehr Phoneme als Buchstaben, genau genommen gibt
es insgesamt ,,40 Phoneme, die durch unterschiedliche Buchstaben bzw. Buchstaben-
kombinationen reprasentiert werden.”*

Die Schriftsprache ist also vielschichtiger aufgebaut und bedarf weiterfuhrender Fahig-
keiten als die Kompetenzen der miundlichen Verstandigung. Sie ist an komplexere Re-
geln gebunden als die miindliche Unterhaltung, bei der man — je nach Anlass — nicht
unbedingt Wert auf Satzbau oder Vollstandigkeit legt. Dies sind jedoch bedeutsame

Elemente der Schriftsprache.

L vgl. Schriinder-Lenzen (2013), S. 16.
2 vgl. ebd., S. 20.
*vgl. ebd., S. 21.
* vgl. ebd., S. 25f.
**vgl. ebd., S. 20.
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3.5. Entwicklung der mathematischen Fachsprache

Nach dieser ausfuhrlichen sprachwissenschaftlichen Betrachtung, welche deutlich die
einzelnen Funktionen der Sprache als Kommunikationsmittel herausstellt, folgt in die-
sem Kapitel die Erdrterung der mathematischen Fachsprache. Diesbeziglich werden
zunachst kurz die historischen Aspekte mathematischer Fachsprache dargestellt. An-
schlieBend werden einzelne mathematische Begriffe hinsichtlich ihrer Verwendung und
Stellung im Satz betrachtet. Das Kapitel schlieBt mit der Abgrenzung der mathemati-
schen Symbolsprache zur Alltagssprache.

3.5.1. Historische Aspekte

Die Anfange der mathematischen Sprache gehen genau wie die Anfédnge der menschli-
chen Lautsprache zuriick in die Steinzeit. Erste Zeugnisse des Z&hlens tauchen ca.
30.000 v. Chr. auf. Es handelt sich dabei um Knochen mit regelméRigen Einkerbungen
in Funfergruppen, die als erste Ansétze einer schriftlichen Buchfiihrung gelten sollen.
Die allgemeine Wortsprache wurde erst ca. 25.000 Jahre spater von Sumerern, Semiten
usw. in Mesopotamien entwickelt. Die Babylonische Mathematik war da schon als hohe
Kunst der Priester und Staatsdiener in dieser Kultur verankert. Von den Strichlisten und
Kerbhélzern entwickelte sich die schriftliche Form der Rechenkunst stetig weiter. Uber
das romische Zahlensystem bis zur heutigen international giltigen Form, die ihren Urs-
prung in der indisch-arabischen Schreibweise mit der (indischen) Null und dem Stel-
lenwertsystem zur Basis 10 hat. Ebenso wie die allgemeine Sprache erweitert auch die
mathematische Sprache standig ihre Ausdrucksmoglichkeiten. Die Ausweitung des Zah-
lensystems von den natdrlichen, rationalen, irrationalen bis zu den komplexen Zahlen
gehort dazu. Zusétzlich zu den Zahlen benutzt man heute viele lateinische und griechi-
sche Buchstaben fir Variablen (x € M) und etliche simple Zeichen fiir Operationen (+,
-5 ).

Eine Gemeinsamkeit aller mathematischen Ziffern und Zeichen kann darin gesehen
werden, dass sie sehr einfach und klein sind. Extremes Beispiel ist der Punkt, der die
Multiplikation symbolisiert; kleiner geht es nicht. Mit dieser komprimierenden Eigen-
schaft und der Prézision des Zahlensystems kann die Sprache der Mathematik undber-
sichtlich grolRe Mengen, Objekte und Zusammenhange in der kiirzesten Form tbersicht-

lich und exakt darstellen (z.B. {a, b, ...}).
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3.5.2. Abgrenzung mathematischer Fachsprache von der Alltagssprache
Die Alltagssprache wird auch als Umgangs-, Gebrauchs- oder Gemeinsprache bezeich-
net. Es handelt sich um eine nicht standardisierte Sprache, die durch Worte des tagli-
chen Gebrauchs charakterisiert wird. Mit Hilfe der Alltagssprache verstandigen sich die
SuS sowohl im schulischen als auch im aulRerschulischen Bereich. Neben der gespro-
chenen Sprache ist auch die non-verbale Sprache wie Gestik und Mimik von Bedeu-
tung. Der Unterricht orientiert sich in der Regel nicht an der Alltagssprache, sondern ist
auf die Verwendung der Standardsprache ausgerichtet.
Die Standardsprache, auch Hoch- bzw. Schriftsprache genannt, ist eine allgemeingulti-
ge Form einer Sprache, die nicht nur in den Medien, sondern vor allem im 6ffentlichen
Bereich — auch im Schulunterricht — verwendet wird. Die SuS sollten die Hochsprache
altersgemal beherrschen, um dem Unterricht gedanklich folgen und sich angemessen
am Unterrichtsgeschehen beteiligen zu kdnnen.
In Deutschland gibt es keine staatliche Einrichtung, welche die Schriftsprache festlegt,
sondern der Dudenverlag — ein privates Unternehmen — gilt als mal3gebliche Instanz.
Seine Veroffentlichungen sind bindend fir die amtliche deutsche Rechtschreibung.
Als Abgrenzung zum sprachwissenschaftlichen Bereich missen in der mathematischen
Sprache zum einen die verwendeten Fachausdriicke und zum anderen die verwendete
Symbolsprache betrachtet werden.
Bei den Fachausdriicken mussen drei verschiedene Kategorien unterschieden werden:

e Worte, die in der Alltagssprache nicht vorkommen.

Beispiele: Stellenwertsystem, Subtrahend, Minuend, Algorithmus, ...

e Worte, die in der Alltagssprache in gleicher oder ahnlicher Bedeutung vor-
kommen. Beispiele: Differenz, Summe, ...

e Worte, die in der Alltagssprache in abweichender Bedeutung vorkommen.
Beispiel: Produkt (mathematisch das Ergebnis einer Multiplikation, um-
gangssprachlich die Bezeichnung fiir eine Ware), Funktion (mathematisch die
Abbildung einer Menge in eine andere, alltagssprachlich Aufgabe oder Wir-
kungsweise einer Sache oder Person), Folge (mathematisch Auflistung fortlau-

fender Objekte, umgangssprachlich Auswirkung eines bestimmten Handelns),


http://daz-lernwerkstatt.de/glossar/umgangssprache/
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Neben diesen Kategorien sollten die Fachbegriffe auch hinsichtlich der verschiedenen

Wortarten betrachtet werden:

Wortart Bedeutung Beispiele
. Bezeichnung mathematischer .
Substantive Objekte Summe, Relation, ...
Adiektive Bezeichnung von Eigenschaf- | ungerade, gerade, kommuta-
J ten mathematischer Objekte tiv, ...
Bezeichnung von mathemati- . .

Verben schen Handlungen subtrahieren, tbertragen, ...

Zahlworter Bezeichnung der Machtigkeit Vierundflnfzig, ...

von Mengen

Relationsbegriffe

Beziehungen zwischen ma-
thematischen Objekten

gleich, kleiner als ...,

Tabelle 4: Wortarten der Fachbegriffe

Bereits an den hier aufgefihrten Wortarten lassen sich Schwierigkeiten bezlglich der

Verstandlichkeit aufzeigen. So sind z.B. die Aussagen ,,Alle Punkte sind blau” und ,,Ei-

nige Punkte sind blau” in der Alltagssprache eher als diskrepant zu bezeichnen, da fur

das Kind entweder alle Punkte blau sind oder nur einige. In der Mathematik schlieRen

sich die beiden Aussagen nicht unbedingt aus, denn wenn alle Punkte blau sind, sind

gleichzeitig auch einige Punkte dieser Menge blau.
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Konjunktionen Bedeutung Beispiel
Additive Konjunktion Zusammentligende Verbin- und
dung
Disjunkte Konjunktion Einander ausschlieende oder

Verbindung

Adversative Konjunktionen

Gegensatz-Beziehungen

jedoch, sondern, nur, ...

Finale Konjunktionen

Ziel-/lzweckgebundene Ver-
bindungen

damit, um ... zu

Kausale Konjunktionen

Begriindende Verbindungen

weil, da

Konditionale Konjunktionen

An Bedingungen gekniipfte
Verbindungen

wenn, falls, genau dann ...
wenn

Modale Konjunktionen

Umstandsangebende Verbin-
dungen

indem, ohne dass, ...

Konzessive Konjunktionen

Einschrankende Verbindun-
gen

obwohl, obgleich, ...

Temporale Konjunktionen

Zeitliche Verbindungen

nachdem, bevor, ...

Tabelle 5: Konjunktionen der Fachbegriffe

Das folgende Beispiel soll die Mehrdeutigkeit einzelner Konjunktionen und die daraus

resultierende Relevanz der Beachtung solcher Konjunktionen deutlich machen:

Konjunktionalsatz

Aussagenlogische Ubersetzung

Wenn die Sonne (S) scheint, ist es hell (H). S—H
Weil die Sonne scheint, ist es hell. S—H
Genau dann, wenn die Sonne scheint, ist es hell. S—H

Tabelle 6: Mehrdeutigkeit einzelner Konjunktionen
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Bei den hier aufgeflihrten Fachausdriicken handelt es sich nur um eine Auswahl an Be-
griffen.*® Wie bereits oben erwahnt, ist neben den Fachausdriicken auch die Symbol-
sprache zu betrachten, welche charakteristisch fir die mathematische Fachsprache ist.
Symbole werden als Abkurzungen fir Fachworter bzw. fur mathematische Objekte,
Eigenschaften, Handlungen oder Beziehungen bzw. fur logische Objekte und Beziehung
verwendet.*’ Sehr bezeichnend filr mathematische Symbole ist das Auftreten von Kons-
tanten und Variablen.

,,Konstanten sind Symbole, denen eine feste Bedeutung zugeordnet ist; d. h. sie stehen
fur bestimmte Objekte bzw. Objektklassen, Eigenschaften, Handlungen oder Beziehun-
gen. Man kann sie daher auch als Namen auffassen. In der nachstehenden Tabelle sind
einige Beispiele aufgelistet:” *®

Symbol Versprachlichung
+ plus
= gleich
N naturliche Zahlen
€ ist Element von
< Kleiner als ...
= Wenn..., ... dann
= genau dann, wenn ...

Tabelle 7: Konstanten und ihre Versprachlichung

,Variablen sind Zeichen ohne selbstdndige Bedeutung. Sie stehen nicht fur bestimmte
Objekte, Eigenschaften, Handlungen oder Beziehungen. Vielmehr sind sie einem
Grund- oder Einsatzbereich (einer Grundmenge) von Objekten zugeordnet, dessen Ele-

mente bei passender Gelegenheit an ihre Stelle gesetzt werden kénnen. Somit kénnen

*® Die mathematische Fachsprache umfasst noch weitere wichtige Ausdriicke, jedoch sind sie fiir die
Thematik dieser Arbeit nicht relevant und werden deshalb nicht néher ausgefiihrt und erldutert.

* vgl. Maier/Schweiger (1999), S. 28.

“8 ebd.
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Variablen als Platzhalter fur die Elemente einer Menge (bzw. einer Klasse) aufgefasst
werden.”*

Im Vergleich zur Alltagssprache lasst sich festhalten, dass auch im taglichen Leben
Symbole verwendet werden. Hierbei handelt es sich jedoch hauptsachlich um Konstan-

ten wie die folgende Auflistung zeigt:

Symbol versprachlicht
€ Euro
& und
8 Paragraph
@ At

Tabelle 8: Weitere Konstanten und ihre Versprachlichung

Eine Verwendung von Variablen in der Alltagssprache tritt eher selten bis nie auf. Dies
hat zur Folge, dass der Umgang mit Variablen im Mathematikunterricht einen fur die
Kinder vollkommen neuen Bereich darstellt. Die SuS haben deshalb nicht erst Schwie-
rigkeiten beim Rechnen bzw. Umgang mit diesen Variablen, sondern bereits beim Le-

sen und Versprachlichen dieser.

Fazit:

In diesem Kapitel wurde deutlich, wie wichtig und vielseitig die Sprache in diversen
Bereichen verwendet wird. Bereits bei den Kommunikationsmodellen zeigte sich, dass
es besonders viele Storfaktoren gibt, die unverziglich eine gelingende Kommunikation
auller Kraft setzen. Der Abschnitt iber den Einsatz von Worten, Fachbegriffen und
Symbolen legt offen, dass auch in diesem Bereich weitere Verstandnisprobleme inner-
halb des Mathematikunterrichts hinzukommen kénnen. Im folgenden Kapitel werden
zunéchst die notwendigen mathematischen Grundlagen fachsprachlich unter Verwen-
dung der Symbolsprache dargestellt um diese anschlieBend im funften Kapitel hinsicht-

lich ithrer Bedeutung sprachlich aufzuarbeiten.

* Maier/Schweiger (1999), S. 28.
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4. Mathematische Grundlagen

Nach den sprachwissenschaftlichen Grundlagen werden im Folgenden die mathemati-
schen Inhalte unter Verwendung der dafiir notwendigen Fachausdriicke und Symbole
dargestellt. Dies ist notwendig, um im anschlielenden Kapitel die in den Definitionen,
Satzen und Beweisen verwendete Fachsprache hinsichtlich ihrer Bedeutung genauer zu
betrachten. Die mathematischen Schwerpunkte dieses Kapitels beziehen sich im We-
sentlichen auf die schriftliche Subtraktion und die Bearbeitung von Sachaufgaben. Ziel
ist es, dem Leser einen fachlichen Uberblick tiber diese Themen zu vermitteln. Die li-
neare Abhandlung der einzelnen Themen gestaltet sich schwierig, da die meisten The-
men miteinander vernetzt sind. Diese Vernetzung soll dem Leser durch Verweise an den
entsprechenden Stellen deutlich gemacht werden. Ferner dienen die in den Fullnoten
angegebenen Literaturhinweise zur Vertiefung der jeweiligen Inhalte.

4.1.Verkntupfungen

Mengen und ihre damit verbundenen Verknipfungen, die jeweils zwei Elementen ei-
ner Menge ein Ergebnis zuordnen, bilden in der Mathematik (Algebra) ein zentrales
Thema. Fur allgemeine Verkniipfungen werden in der Arbeit die Zeichen ,,” und ,,0”

verwendet.

Definition Verknupfung

Definition®® Sei M eine Menge mit M £ @ .

Unter einer (inneren) Verknupfung in M versteht man eine Abbil-

dung ,,0”, die jedem Element der Menge geordneter Paare aus

M x M eindeutig™ ein Element aus M zuordnet.

Formal:
o MXM-M

(@, b)—ach

%0 ygl. Scheid/Schwarz (2016), S. 174.
*! Das bedeutet, jedem dieser Paare aus der Menge M x M wird genau ein Element der Menge
zugeordnet.
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Das Entscheidende der Verknutpfung wird am Beispiel der Addition verdeutlicht:

Bei der Addition natdrlicher Zahlen wird jedem geordneten Paar natlrlicher Zahlen (a, b)
die Summe der Zahlen a und b zugeordnet.

(1,7) ~
(2,6) - ++
(3,5) N
a b

Wenn man allgemein von einer Verkniipfung spricht, ohne diese n&her zu bestimmen,
benutzt man haufig das Zeichen ,,0”. Dieses hat keine inhaltliche Bedeutung. In einem
konkreten Kontext ist jedoch darauf zu achten, dass man sich an die Definition halt
und die Reihenfolge der Hintereinanderausfiihrung beachtet, z.B. wenn es sich um die
Verknipfung von Operatoren oder Funktionen handelt.

Ein ganz wesentlicher Punkt in der Definition ist die Tatsache, dass jedes Verknip-
fungsergebnis (also das Bild jedes geordneten Paares) in der Menge M liegt. Man

spricht auch von der Abgeschlossenheit der Menge bzgl. der Verkniipfung:

Sei o eine Verknlpfung in M. Dann gilt fur alle a, beM:
aobeM.

Diese Tatsache nennt man die Abgeschlossenheit von M beziglich ,,o”.

Weitere Beispiele fur Verknipfungen sind (ohne Beweis):

a) NxN-N
(@ b)y—aeb
b) ZXT — T

(a,b)—a-b
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c) $(M) x (M) = (M) (Potenzmenge ,.2)
(A,B)~» A\B (Differenzmenge ,,-”)

Minus ist keine Verknlipfung in N, denn das geordnete Paar (1, 2) hat kein Bild bzgl.
»— In N, d.h. ,,-” ist keine Abbildung von N x N in N (oder ganz pragmatisch:
1-2 = -1 ¢N ). Somit stellt die Subtraktion lediglich eine abgeschlossene Verknupfung
in Z dar.

Hier wird deutlich, dass der Begriff der Verkniipfung sehr eng mit der zugrunde geleg-
ten Menge zusammenhéngt. Der Begriff Verknupfungsgebilde macht diese enge Kopp-

lung deutlich:

Definition Verkntpfungsgebilde
Definition® Eine (nicht leere) Menge M zusammen mit einer auf dieser Menge
gegebenen Verkniipfung o heil3t (einfaches) Verkniipfungsgebilde™.

Formal: (M, o)

Das Wort einfach sagt aus, dass nur eine Verknipfung auf der Menge M betrachtet
wird. In der Literatur wird statt des Begriffs Verknupfungsgebilde haufig auch der Be-

griff Monoid verwendet.

Bei einer mehrfachen Verknupfung schreibt man a o b o c. Dies ist zundchst nicht ein-
deutig. Man kdnnte erst a o b bestimmen und das Ergebnis anschliefend mit ¢ verknip-
fen, oder man verknlpft a mit dem Ergebnis von b o c. In der Tat gibt es Verknlpfun-

gen, in denen diese beiden Wege nicht zu demselben Ergebnis flhren:
4-2)-1=2-1=1

4-(2-1)=4-1=3

%2 ygl. Scheid/Schwarz (2016), S. 174.
%% Allgemein spricht man von einer algebraischen Struktur, wenn es um eine Menge M mit einer oder
mehreren zu ihr gehdrenden Verkniipfungen geht.
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Also gilt offensichtlich fir das Verknipfungsgebilde (Z, -) im Allgemeinen nicht
(@a-b)-c=a-(b-c),denn: (4-2)-1#4-(2-1).

Ein entsprechendes einfaches Beispiel fur g({a,b}):
({a}\@)\{a} ={a}\{a} =0
{a}\(0\{a}) ={a}\ 0 = {a}

Also gilt: ({a}\ @)\ {a} #{a}\ (8 \{a})

Gilt fir beliebige Elemente a, b, ¢ einer Menge M mit der dazugehtdrenden Verknuip-
fung jedoch, dass beide Wege zu demselben Resultat flihren, so nennt man diese Ei-

genschaft Assoziativitat.

Definition Assoziativitat

Definition Sl (M.°) ein Verkniipfungsgebilde.

Gilt fir alle a, b, ceM ao(boc)=(acoh)oc,

dann heillt (M,°) assoziatives Verknupfungsgebilde. Man sagt auch

,,07 iIst assoziativ in M.

In der Algebra sind aufgrund der Bedeutung der Assoziativitat im Allgemeinen nur
assoziative Verknupfungsgebilde von groBerem Interesse. Deshalb erhalten sie einen

eigenen Namen:

Definition Halbgruppe

Definition® Ein assoziatives (einfaches) Verknipfungsgebilde heil3t Halbgruppe.

** vgl. Scheid/Schwarz (2016), S. 176.
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Zu Beginn des Abschnittes Uber Verknlpfungen war die Rede davon, dass zwei Ele-
menten einer Menge ein Ergebnis zugeordnet wird. Tatséchlich gibt es aber fir ver-
schiedene Elemente a und b stets zwei Mdglichkeiten der Zuordnung, da es die ver-
schiedenen geordneten Paare (a, b) und (b, a) gibt.

Eine weitere Besonderheit ganz bestimmter Verknipfungsgebilde ist, wenn in ihnen

gilt: aocb=boafirallea beM.

Definition Kommutativitat

Definition S (M., °) ein Verkntipfungsgebilde.

Gilt fir allea, beMaob=boa,

dann heifl3t (M, o) kommutatives Verkntipfungsgebilde.

Definition ,,neutrales Element”

Definition S¢1 (M. °) ein Verkniipfungsgebilde.

Gibt es ein eeM mit der Eigenschaft e ca = a o e = a fur alle aecM, so

heilt e neutrales Element der Verkniipfung ,,o” bzw. des Verknip-

fungsgebildes (M, o).

Bei der Definition ist Folgendes besonders zu beachten:

Beide Teilgleichungenine oca=ao e =a, ndmliche ca=aund a o e = a missen je-
weils fur alle acM erfillt sein. Ein Element der Menge darf sich also nur dann neutrales
Element nennen, wenn es sowohl die Kopfzeile reproduzieren kann (e o a = a fir alle
aeM), als auch die erste Spalte (a o e = a fir alle acM). Dies ist keineswegs selbstver-
standlich:

Wie bekannt sein durfte, gilt fir alle acZ: a - 0 = a. Die 0 ist aber kein neutrales Ele-

ment des Verknupfungsgebildes (Z, -), denn 0 - a=-a, d.h. 0 - a=a gilt nur fir a = 0!
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Satz Uiber die Eindeutigkeit des neutralen Elementes
Satz 1 Jedes Verknupfungsgebilde (M, o) hat hochstens ein neutrales Ele-
ment.

Wenn es in (M, o) zwei verschiedene neutrale Element gébe, etwa e; und e,, wirde

Folgendes gelten:

e1o€2 =61 (e, neutrales Element)
AN €0€2=6 (e1 neutrales Element)
= €1=6 (Transitivitat)

Dies steht im Widerspruch zur Annahme, dass e; und e, verschieden sind. Also ist die
Annahme falsch und es gibt héchstens ein neutrales Element.

Definition inverse Elemente

Sei (M, ) ein Verknupfungsgebilde mit neutralem Element e. Seien a,

Definition
a'eM
Giltaca =a' ca=e,
so heilen a und a' zueinander inverse Elemente.
a heilt invers zu a', a' heildt invers zu a.
a und a' heilBen invertierbar.
Bemerkung:

In einem Verknupfungsgebilde mit neutralem Element muss nicht jedes Element inver-
tierbar sein, auch nicht, wenn es einige invertierbare Elemente gibt.
Zum Beispiel sind in (Z, ) nur die Elemente -1 und 1 invertierbar.
Das neutrale Element ist in jedem Fall invertierbar, es ist immer zu sich selbst invers,

denn es gilt stets: e o e = e (Definition neutrales Element).
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Satz Uber die Eindeutigkeit inverser Elemente

Sei (M, ) eine Halbgruppe mit neutralem Element e.

Satz 2
Dann gilt:
Zu jedem Element der Menge M gibt es hochstens ein inverses Ele-
ment.
Beweis:

Seien a;?, a,t e M mit
aoal=a;toaze Aacayt=atoaz=e

Dann gilt insbesondere:

acat=aoca’ (Transitivitt)
1 Ay -l 1 . .
= a o(@ca )=a o(acay) (Eigenschaft ,,=
1 1 _ .1 1 o
= (g cd)eca; =(a ca)eoa (Assoziativitat)
= eoatzeoa” ()
= al'l = a2-1 (Definition neutrales Element)

Satz 3 Wegen der Eindeutigkeit kann man die folgende Bezeichnungsweise

einfihren:
Sei (M, ) eine Halbgruppe mit neutralem Element e.

Existiert zu einem Element a aus M ein inverses Element, so be-

zeichnet man dieses mit a™.

Dies ist die gebrauchliche Schreibweise fir ein inverses Element, wenn das betrachtete
Verknipfungsgebilde nicht ndher bestimmt ist. Sie ist nicht zu verwechseln mit der
Potenz a™. Beziiglich der Addition in beliebigen Zahlenmengen schreibt man fiir das

zu a inverse Element wie gewohnt -a.
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Gruppen

Bisher wurden die Eigenschaften von Verknipfungsgebilden jeweils auf eine spezielle
Eigenschaft hin untersucht. Besonders interessant sind in der Algebra aber diejenigen
Verknupfungsgebilde, in denen mehrere dieser Eigenschaften zusammentreffen. Diese

bezeichnet man als Gruppe.

Definition Gruppe

Definition=s Ein Verknipfungsgebilde (G,o) ist eine Gruppe, wenn gilt:

(ASS): (G,o) ist assoziativ.
(NEU): In (G,0) existiert ein neutrales Element.
Formal: 3eeG VaeG:(eca=ace=a)

(INV): In (G,0) gibt es zu jedem Element ein inverses

Element.

Formal: vaeG 3a'eG: (acat=a’oa=¢)

Ist flr eine Menge und eine gegebene Zuordnungsvorschrift ,,0” zu Uberpriifen, ob es
sich um eine Gruppe handelt, so ist bei Bedingung (ABG) insbesondere die Abge-
schlossenheit der Menge G bzgl. ,,0” zu Uberprifen. Wenn es nicht ausdricklich gefor-
dert wird, kann i.d.R. davon ausgegangen werden, dass a o b existiert und eindeutig

bestimmt ist.

Losbarkeit von Gleichungen
Satz 4 Sei (M,°) eine Gruppe und a, beM. Dann sind alle Gleichungen der

Formaox=Db

bzw. y o a = b eindeutig in M lésbar.

% vgl. Scheid/Schwarz (2016), S. 197.
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aox=Dh
= a'o(@aox)=a‘oh (Existenz inverser Elemente)
= (a'1 0d)oX= atob (Assoziativgesetz)
= eox=alob (Definition inverser Elemente)
= x=aloh (Definition neutrales Element)

Daatob wegen der Abgeschlossenheit von ,,0” in M liegt, existiert also eine Losung

der Gleichung a o x = b. Die zweite Gleichung wird vollig analog geldst.

Beweis der Eindeutigkeit der Losungen:

Die Vorgehensweise ist die: Man nimmt an, es gabe zwei verschiedene Ldsungen X;

und X,, dann gilt :
aoxy=bundaex;=b
Dann folgt aufgrund der Transitivitat von "="a o x; =a o X;

Wendet man nun das zu a inverse Element a™ von links auf die Gleichung an, so ergibt

sich:

alo(aoxy) =at o(aox)

= (a‘l 0d) o Xy = (a‘l oa)oX; ,,0” assoziativ)
= eoXy=€0X; (a ist das inverse Element zu a)
=> X2 = X1 (e ist neutrales Element)

d.h. die als verschieden angenommenen Lésungen sind gleich, d.h. in Gruppen sind
Gleichung dieser ,,Bauart” (a o x = b) eindeutig I6sbar. Analog zeigt man dasselbe fir
die Gleichung der zweiten Bauart (y o a = b). Ebenso lasst sich die Umkehrung des Sat-

zes zeigen:
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S Sei (G,0) eine Halbgruppe, in der jede Gleichung der Forma o x =b

und y o a = b losbar ist.
Dann gilt: (G,°) ist eine Gruppe.
Beweis:

Da laut Voraussetzung (G,e) eine Halbgruppe ist, missen die Abgeschlossenheit und

die Assoziativitat nicht untersucht werden.

Neutrales Element:

Sei aeG beliebig.
Die Gleichung a o x = a ist laut Voraussetzung losbar. Die Ldsung sei mit e, bezeich-

net. Esgilt: ace;=a

Behauptung:

e, ist das neutrale Element (G,o).

Beweis:
Sei beG beliebig. Die Gleichung y o a = b ist l6shar. Diese Lésung wird mit y; be-

zeichnet. Dann gilt:
boe,=(y10a)oe,
= Y10 (acel)
=yio0a
=b

Da b beliebig aus g gewahlt war, ist e, das neutrale Element des Verknlpfungsgebildes
(G, o).
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Inverse Elemente:

Sei aeG beliebig und e das neutrale Element.
Laut Voraussetzung ist jede Gleichung der Form a o x = e lgsbar. Diese Lésung wird
mit x; bezeichnet. Wegen der Kommutativitat gilt:

daoXp;=Xpoa=e

Das bedeutet, dass x; das eindeutige inverse Element von a ist.

Insgesamt ist (G, o) eine kommutative Gruppe.

4.2. Algebraische Gesetze

Es werden nun die grundlegenden Gesetze, die fiir verschiedene Verkniipfungen®® ge-
Iten, dargestellt. Die vier Grundrechenarten werden als Beispiele fir Rechenverknup-
fungen angefiihrt, die im Folgenden samt ihrer Bezeichnungen in einer Tabelle®” aufge-
fuhrt sind:

. . Bezeichnung Bezeichnung Bezeichnung
Verknipfung Begriff fiir fiir b fiir ¢
atb=c Addition 1. Summand 2. Summand Summe
a-b=c Subtraktion Minuend Subtrahend Differenz
_ T Multiplikator Multiplikand

aeb=cC Multiplikation (1. Faktor) (2. Faktor) Produkt
a:tb=c o . . :

(b#0) Division Dividend Divisor Quotient

%8 vgl. Scheid/Schwarz (2016), S. 174.
" vgl. Kemnitz (2010), S. 6.
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Das Kommutativgesetz®

Satz 6 Die Verknipfung »: M x M — M heiit kommutativ, wenn gilt:

Va, beM: (a*xb=Db~*a)

Das Kommutativ- bzw. Vertauschungsgesetz gilt, wie bereits zuvor erwéhnt, flr die
Addition und die Multiplikation mit M €{N, Z, ... }. Das Kommutativgesetz der Addi-

tion lautet demnach fiir die natiirlichen Zahlen:

Das Kommutativgesetz der Addition in N59

Satz 7 Va,beN:(a+b=Db+a)

Dieser Satz erlautert die Beziehung zwischen zwei Termen, die man gleichsetzen darf,
zB.3+5=5+3.

Das Assoziativgesetz®

Satz 8 Die Verknlpfung =: M x M — M heif3it assoziativ, wenn gilt:

Va, b, ceM: (ax (b~c)=(a=b)*c)

Das Assoziativ- oder auch Verbindungsgesetz, gilt unter anderem fir die Addition und
die Multiplikation natlrlicher und ganzer Zahlen. Das Assoziativgesetz der Addition

lautet demnach fiir die nattirlichen Zahlen:

%8 vgl. Kemnitz (2010), S. 9.
%% vgl. ebd.
8 ygl. ebd.
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Das Assoziativgesetz der Addition in N*

Satz 9 va, b, ceN:(a+(b+c)=(a+b)+c)

Die Anwendung dieses Gesetzes erleichtert die Ergebnisfindung, da Rechenvorteile
genutzt werden. Betrachtet man die Aufgabe 42 + 62 = 104, so kann man folgern, dass
42 + 64 =106 ist.

Denn: 42 + 64 = 42 + (62 + 2) = (42 + 62) + 2= 104 + 2 = 106

Bei der Aufgabe 16 + 18 = 34 kann das Gesetz auf &hnliche Art und Weise angewendet

werden:
16+18=16+(4+14)=(16+4)+14=20+14=34

Die Kommutativ- und Assoziativgesetze fir die Addition und auch fir die Multiplika-
tion lassen sich auf beliebig viele Summanden bzw. Faktoren verallgemeinern. Dem-

nach kann man Folgendes formulieren:

e In jedem Summen-/Produktterm kann man die Summanden/Faktoren beliebig
vertauschen.

e In jedem Summen-/Produktterm kann man Klammern einfiigen oder weglassen.

Besonders der zweite Teil dieses Gesetzes, der sich auf das Weglassen von Klammern

bezieht, wird haufig nicht dem Assoziativgesetz zugeschrieben.

Das Distributivgesetz®®

Satz 10 Die Verknlpfung =: M x M — M heif3t distributiv, wenn gilt:

Va, b, ceM: (a* (boc)=(axb)o(axc))

&1 vgl. Kemnitz (2010), S. 9.
82 vgl. ebd.
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Das Verteilungsgesetz verbindet — im Gegensatz zu den vorherigen Gesetzen — zwei
Verknipfungen. Deshalb wird es auch Verteilungsgesetz genannt und gilt beispielswei-
se flr die Verknipfungen der Addition und der Multiplikation in N:

Das Distributivgesetz der Multiplikation bezlglich der Addition in Né3
Satz 11 va, b,ceN:(as(b+c)=(a*b)+ (a-c))

Das Umwandeln einer Summe in ein Produkt bezeichnet man als Ausmultiplizieren,
das Auflosen der Klammern in einer Gleichung wird Ausklammern genannt. Die
Klammern auf der rechten Seite der Gleichung kdnnen vernachléssigt werden, wenn
festgelegt wird, dass Punkt- vor Strichrechnung gilt.

Va, b, ceN(as(b+c)=asb+ae+c) (linksseitiges Distributivgesetz)

Aufgrund des linksseitigen Distributivgesetzes®™ kann (a + b) « ¢ nicht ohne Weiteres
zu a * ¢ + b * ¢ umgeformt werden. Die Gleichung (a +b) s c=a*c + b e c ldsst sich
als ein zweites sogenanntes rechtsseitiges Distributivgesetz bezeichnen, da der Faktor ¢
im ersten Term rechts von der Klammer steht. Diese Unterscheidung zwischen rechts-
und linksseitigem Distributivgesetz ist nur notwendig, wenn es sich um eine nicht
kommutative Verknlpfung handelt. Sobald die Kommutativitat vorliegt, reicht ein
Distributivgesetz aus. Da im Folgenden lediglich Verknlpfungen in N betrachtet wer-
den, ist die Kommutativitat gegeben und die oben beschriebene Unterscheidung der
Distributivgesetze nicht mehr notwendig. Liegt hingegen keine kommutative Verknip-
fung vor, muss ggf. kommutiert werden, bevor das Distributivgesetz angewandt werden
darf:

Distributivgesetz der
Multiplikation beziig-

lich der Addition
der Multiplikation der Multiplikation

Kommutativgesetz Kommutativgesetz

(a+b)ec=ce(atb) ceatceb=acc+bec.

8 vgl. Kemnitz (2010), S. 9.
8 vgl. Strang (2003), S. 65.
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Das Distributivgesetz ermdglicht Rechenvorteile:
54 ¢« 2+54 ¢ 8=54 « (2 +8) =54 « 10 = 540 oder

43 ¢ 11 =43 « (10+ 1) =43 » 10+43 «1 =430+ 43 =473.

Eine weitere Anwendung des Distributivgesetz ist das Ausklammern bzw. Faktorisie-

ren.

Soll zum Beispiel die Gleichung x* + 3x? +6x = 0 geldst werden, bietet es sich an, x

auszuklammern:

X2 + 3x% +6X =0

o X e (XF+ 3x+6) =0 (Distributivgesetz der Multiplikation bzgl. der Addition in N)

Ist der auszuklammernde Faktor nicht in allen Einzelgliedern des Terms enthalten, so
wird er aus den Gliedern, in denen der Faktor vollstandig enthalten ist, ausgeklammert,
bei den ubrigen Gliedern wird der Faktor zum Nenner des entsprechenden Gliedes.

Manchmal ist es erforderlich, den Bruch zu kirzen wie im Beispiel ii).

Beispiele:

) Aus dem Term 8x + 26x°- 3 soll ,,2” ausgeklammert werden.
Also: 8x +26x°- 3= 2 + (4x + 13x*- ).

i) Ausdem Term 3x°+ x*- 5x soll ,,x* ausgeklammert werden.

Also: 3%+ x3-5x = X2 » (3+x-i—’2€):x2- (3+x-;)
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Zusammenstellung der wichtigsten Formeln:

59

Addition inN | Multiplikation in N Mengentheoretische | Mengentheoreti-
Vereinigung scher Durchschnitt
Kommutativ-

atb=b+a a*b=bea AUB = BUA ANB=BNA

gesetz
Assoziativ- a+(b+c) AU(BUC) AN(BNC)
a*(bec)=(@c*h)ec

gesetz =(@a+h)+c = (AuB)UC =(ANB)NC

Distributivgesetze:

Multiplikation in Bezug auf Addition

as(b+tc)=a<b+a-c

Multiplikation in Bezug auf Subtraktion

as(b-c)=a+b-a-c

Durchschnitt in Bezug auf Vereinigung

An(BUC)=(AnB)U(AN C)

Vereinigung in Bezug auf Durchschnitt

AuBNC)=(AuB)n(AuC)

Unter Benutzung der Assoziativgesetze und des Distributivgesetzes lassen sich Aufga-

ben des Einmaleins auf vielfaltige Art und Weise l6sen.

4 « 8 kann beispielsweise folgendermalien berechnet werden:

4e8=(2+2)+8=2+(2+8)=2+16=2+(10+6)=2+10+2+6=20+12=32

Selbstverstandlich ist die Aufgabe wesentlich schneller zu l6sen, wenn die Aufgaben

des Einmaleins sicher beherrscht werden. Einsichten in Aufgaben des Einmaleins wer-

den jedoch erst dann ermdglicht, wenn durch solche Rechnungen Querverbindungen

zwischen den einzelnen Aufgaben hergestellt werden.
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4.3. Losen von Gleichungen

Das Ldsen von Gleichungen setzt voraus, dass diese umgeformt werden kénnen. Ne-
ben der Durchfiihrung steht hier besonders die Begriindung der jeweiligen Umfor-

mung im Fokus.
Eine Aquivalenzrelation (vgl. Kap. 4.8) besitzt drei wesentliche Eigenschaften:®®

Reflexivitat VXEN: (X=X)

symmetrie VX YeN: (x=y=y=X)

Transitivitat VX, Y, ZeN: (X=yAy=z=x=2)

Betrachtet man die mdglichen Umformungen bei der L6sung von Gleichungen, so ist zu
erwéhnen, dass auf beiden Seiten die gleiche Operation durchgefihrt wird; bei der Divi-
sion muss man darauf achten, dass die Zahl oder der Term, durch die/den man dividiert,
ungleich null ist. Uberdies bleibt die Gleichheit erhalten, wenn beide Seiten der Glei-

chung potenziert werden oder auf beiden Seiten die n-te Wurzel gezogen wird.

Rechnen mit Gleichungen:

i) Va b, ceN: (@a=b=a+c=b+¢)
i) Vva b, ceN: (@a=b=a-c=b-¢)
iii) va, b, ceN: (@=b=ae°sc=bec)

iv) Va, b, ceN, c#0: (@a=b=a:c=b:c)

v) Va, beN, neN: (a=b=a" =b"

vi) Va, be N, ne N: (a:b:>2/a :\7b)

Aus diesen Eigenschaften der Gleichheit lassen sich leicht folgende Kirzungsregeln

ableiten:

8 vgl. Scheid/Schwarz (2016), S.135.
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Kirzungsregeln®

i) Vva b ceR: (a+c=b+c=a=b)

i) va,b,ceR,c£0:(a*c=bec=a=h)

Im Fall ¢ = 0 der zweiten Kirzungsregel wirde beispielsweise aus 2 <0 = 6 « 0 folgen,
dass 2 = 6 gilt, was offensichtlich eine falsche Aussage ist.

Mit Hilfe der obengenannten Rechenregeln der Gleichung lassen sich die Addition,
Subtraktion, Multiplikation und Division zweier (und damit beliebig vieler) Glei-

chungen herleiten:

Addition, Subtraktion, Multiplikation und Division von Gleichungen®

i) Vab,c,deR: (a=bAc=d=a+c=b+d)
i) va, bcdeR: (@a=bAc=d=a-c=b-d)
iii) va, b, c,d e R: (@a=bAc=d=a*c=b-d)

V) Va,b,ce R, d#0:(a=bAc=d=a:c=Db:d)

Exemplarisch sei hier i) hergeleitet:

Seiena, b, ¢, d € R: beliebig mita=bund c =d.
1) a=b=a+c=b+c
2) c=d=>c+b=d+b

=b+c=b+d

Aus 1) und 2) folgt wegen Kommutativitat b + ¢ = ¢ + b und wegen der Transitivitat

a+c=b+d.

% vgl. Scheid/Schwarz (2016), S.5.
87 vgl. Lehmann/Schulz (1997), S.41f.
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4.4. Naturliche Zahlen

Die Peano-Axiome

Das Rechnen mit naturlichen Zahlen basiert auf dem bekannten von Guiseppe PEA-

NO Ende des vergangenen Jahrhunderts vorgelegten Axiomensystem.

Axiome®®

Eine nicht leere Menge A mit einem ausgezeichneten Element - 1 ge-

nannt - und einer Abbildung A — A und n — n', in der die Eigen-

schaften P1 bis P5 gelten, nennt man Menge der natirlichen Zahlen

und bezeichnet sie mit N. Dabei gilt:

P1:

P2:

P3:

P4:

P5:

In der Menge A gibt es ein Element mit der Bezeichnung
(Eins).

Formal: leA

In der Menge A existiert zu jedem Element n genau ein
Element n' (Nachfolger von n)
Formal: vneA: (ne A = n'e A)

Das ausgezeichnete Element 1 ist nicht Nachfolger
irgendeines anderen Elementes aus A.

Formal: vneA: (n'£l)

Verschiedene Elemente aus A haben verschiedene
Nachfolger.

Formal: vn, meA: (n£ZmM=n"#m)

Eine Teilmenge M von A, die das Element 1 sowie mit jedem
Element auch seinen Nachfolger enthalt, ist gleich der Menge A
Formal: VMCA: (leM A (neM = neM) = M=A)

Bemerkung: Anstatt m' schreibt man auch m + 1.

Die obigen Axiome beziehen sich auf die urspriingliche Form der Axiome, in denen 1
die kleinste natlrliche Zahl darstellt. Spater wahlte PEANO die Null als Kkleinstes Ele-

ment. Aus diesen Axiomen lassen sich die beiden nachfolgenden Definitionen ableiten:

%8 vgl. Scheid/Schwarz (2016), S. 374.
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Definition Nachfolger
Definition Sei (M, <) eine strikt geordnete Menge mit ye M, dann hei3t z Nach-
folger von y, wenn y < z ist und es kein kleineres Element als z mit

dieser Eigenschaft gibt.

Formal:y<zA-3zty<z'<z

Definition VVorganger
BT e Sei (M, <) eine strikt geordnete Menge mit yeM, dann heil3t x Vor-
ganger von y, wenn X <y ist und es kein kleineres Element als x mit

dieser Eigenschaft gibt.

Formal: x <y A =3x: x<x'<y

4.5. Weitere Gesetze in N

Im Folgenden werden weitere wesentliche Gesetze beim Rechnen in N vorgestellt und
erlautert. Allerdings wiirde es den Rahmen dieser Arbeit sprengen, wenn alle konse-

quent bewiesen werden wirden.

Die Kleinerrelation

Zu je zwei natlrlichen Zahlen gibt es stets und eindeutig ihre Summe, die wiederum
eine natlrliche Zahl ist. Es lasst sich folglich zu einer gegebenen Zahl a eine weitere
Zahl x finden, so dass b die Summe bildet (a + x = b). Dies liefert die Definition der

Kleinerrelation:
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Definition der Kleinerrelation

Definition®® Seien a beN beliebig.

Man sagt ,,a kleiner als b’ genau dann, wenn es eine natirliche Zahl
X gibt, so dass die Summe a + x gleich b ist. Man schreibt dann:
a<b

Formal: a<b:< 3xeN: (a+x=D)

Dabei ist wichtig, dass Null nicht als nattirliche Zahl betrachtet wird.
Analog wird im Zahlbereich Ny auch die Kleinergleichrelation definiert:
a<b:= 3IxeNjp: (@a+x=b)

Entscheidender Unterschied: fir x ist der Wert 0 zugelassen, dies ist genau dann der

Fall, wenn a = b gilt.
Es lasst sich leicht zeigen, dass folgende Aquivalenz gilt:
a<b:=a<bva=b
Auflerdem gelten die folgenden Gesetze analog auch fir die Kleinergleichrelation.

Wesentliche Eigenschaften der Kleinerrelation:

Monotonie der Kleinerrelation beztglich der Addition

Satz 127° Fir alle a, b, ¢ eN qilt: a<b=a+c<b+c

% vgl. Reiss/Schmieder (2014), S. 152.
"0 vgl. Strampp (2002), S. 26.
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Beweis:

Seien a, b, ceN beliebig und gelte a < b. Dann lasst sich folgern:

a<b = 3IxeN: (a+x=Dh) (Definition der Kleinerrelation)
= 3IxeN: (@+x)+c=b+c) (Rechnen mit Gleichungen)
= IxeN: (a+ (Xx+c)=b+c) (Assoziativgesetz bezgl. der Addition)
= IxeN: (@a+(c+x)=b+¢) (Kommutativgesetz der Addition)
= 3IxeN: ((@a+c)+x=b+¢) (Assoziativgesetz der Addition)
= IxeN:a+c<b+c¢) (Definition der Kleinerrelation)

Transitivitat der Kleinerrelation

Satz 13" Fir alle a, b, ¢ eN qilt: a<bAb<c=ax<c

Beweis:
a<baAb<c

= ax;, X2 eN:(@+x1=bAb+Xx,=¢) (Definition der Kleinerrelation)
= Xy, X2 eN: ((@+ X)) +X2=¢) (Rechnen mit Gleichungen)
= 3xy, X2 eN: (a+ (X1 + X2) =€) (Assoziativgesetz bezgl. der Addition)
= dx3 eN: (a+ X3 =¢) (Abgeschlossenheit bzgl. der Addition)
= a<c (Definition der Kleinerrelation)

Fur die nachste wichtige Eigenschaft der natiirlichen Zahlen, die sich mit der Kleinerre-

lation ergibt, bendtigt man den folgenden Hilfssatz:

™ vgl. Strampp (2002), S. 26.
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Hilfssatz Fir alle a eN gilt: azl=1<a

Beweis:

Sei a eine beliebige natiirliche Zahl ungleich 1.

Dann hat a einen VVorgéanger b € N (vgl. Peano-Axiome, (P2)). Damit ergibt sich:

3b eN: (a=b)
= db eN:(a=b+1) (Definition Nachfolger)
= db eN: (a=1+Dh) (Definition Kommutativitat)
= 1<a ]

Wohlordnung in N

Satz 14 Sei A eine nicht leere Teilmenge von N.

Dann gilt: A besitzt ein kleinstes Element a, d.h.

Ja eAVXx eA: (aZXx=>a<Xx)

Da die Kleinerrelation irreflexiv ist (vgl. Kap. 4.8), kann a nicht kleiner sein als es
selbst. Deshalb muss die Einschrdnkung a # X vorgenommen werden. Diese Eigen-

schaft wird auch Minimalprinzip oder Prinzip vom kleinsten Element genannt.

Behauptung: Jede nicht-leere Teilmenge A der natiirlichen Zahlen besitzt ein kleinstes
Element.

Beweis: Es wird ein a aus der Menge A gewahlt und zwei Mengen A; und A, gebildet
mit A;:={neA|n<a}und A;:={n€A|a<n}

Die Menge A; ist endlich und besitzt nach Satz 14a ein kleinstes Element ao. Dieses ist
nach Definition auch Kkleiner als alle Elemente aus A,. Wegen A = A; U A; ist also ag

kleinstes Element von A.
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Kleinstes Element einer endlichen Menge naturlicher Zahlen

Satz 14a Jede endliche Teilmenge von N hat ein kleinstes Element.

Beweis:

Es seien aj, ay, ..., a, die n verschiedenen Elemente aus A und ay ;i das gesuchte kleinste
Element. Zundchst wird a, = a; gesetzt und anschlieBend werden die Gbrigen n -
1Elemente ay, ..., a, durchlaufen. Findet sich ein Element a;, welches kleiner ist als ag, so
wird ap = a; gesetzt. Das Verfahren endet nach endlich vielen Schritten und ag ist das
kleinste Element aus A.

Trichotomie in N

Satz 15 Fir alle a, b eN gilt: a<b ¥ b<a ¥ a=b

d.h. es gilt immer genau einer der drei Falle.

Der Beweis erfordert zwei Teile:

Zum einen muss gezeigt werden, dass nicht zwei der drei Falle gleichzeitig eintreten
kdnnen. Mittels der Transitivitdt und der Irreflexivitat der Kleinerrelation kann ein
indirekter Beweis (Widerspruchsbeweis) durchgefiihrt werden. Es werden alle Mdég-

lichkeiten des Zusammentreffens zweier Félle untersucht:

Beweis (Teil 1):

Fallsa<bAa=h:

Ersetzt man b durch a, so erhélt man a < a. Dies widerspricht der Irreflexivitat.
Fallsb<aAna=b

Ersetzt man a durch b, so erhalt man b < b. Dies widerspricht der Irreflexivitat.
Fallsa<bAb<a:

Durch die Transivitét erhdlt man a < a. Dies widerspricht der Irreflexivitat.

Im zweiten Teil wird gezeigt, dass mindestens einer der Falle eintreten muss.
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Beweis (Teil 2):

Seien a, b € N beliebig.

Falls nun a = b gilt, so ist einer der drei Félle eingetreten. Zu untersuchen ist a # b.
Seinun A:= {a, b}

Diese (nicht leere) Teilmenge von N hat ein kleinstes Element (Wohlordnung), wobei
nur a oder b in Frage kommen. Wegen a # b gilt also: a < b oder b < a, denn das
kleinste Element ist kleiner als jedes andere von ihm verschiedene Element der Men-
ge, d.h. einer der drei Falle tritt auf jeden Fall ein.

Mit Hilfe der Trichotomie gelingt es auch die Kurzungsregel fur die Kleinerrelation
bezuglich der Addition zu beweisen.

Kurzungsregel fir Ungleichungen bezuglich der Addition

Satz 16 Firallea,b,c e Ngilt: a+c<b+c=a<b

Beweis:
Seiena, b,c e Nundesgelte;a+c<b+c
Annahme:
a<hb
= a=b V b<a
= a+c=b+c Vv b+c<a+c

Dies ist ein Widerspruch zur VVoraussetzung a + ¢ < b + ¢. Somit ist die Annahme nicht

korrekt. Daraus folgt: a < b.
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Man beachte: Diese Regel erlaubt es, Umformungen der folgenden Art ohne Subtrak-
tion durchzufiihren!

X+22<3y+2z

= XxX<3y (Kirzungsregel der Kleinerrelation)

Die Subtraktion in N

Mit Hilfe der Addition und der Kleinerrelation kann die Subtraktion eingeftihrt wer-
den:

Definition™ Seien a, b eN beliebig mit a < b.
Die (eindeutige) L6sung x der Gleichung
a+x=b

heiRt die Differenz von a und b.

Man schreibt fir x: X:=b-a

Bemerkung: Nach der Definition der Kleinerrelation existiert zu a, b eN mita <b

stets eine Zahl x eN mit a + x = b. Da dieses x sogar eindeutig bestimmt ist, ist auch

die Differenz von a und b eindeutig.”

Bemerkung: Zunéchst erlaubt diese Definition nicht, jeden beliebigen Summanden
einer Summe zu subtrahieren, sondern nur den ersten in einer Summe mit zwei Sum-

manden.
Beispiel:
X+3y=7

= 3y=7-X (Definition der Subtraktion)

"2 ygl. Padberg/Biichter (2015), S. 201.
" Wenn es nicht eindeutig ware, dann widerspréche dies dem Satz 4, denn es gébe mehrere
Maéglichkeiten der Lésung.
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nicht aber:
X+3y=7
= X=7-3y

Wegen des Kommutativgesetzes der Addition in N gilt aber:

X+3y=7
y+x=7 (Kommutativgesetzes der Addition in N)
X=7-3y (Definition der Subtraktion)

Mit Verweis auf Kommutativ- und Assoziativgesetz der Addition in N reicht

bei grélleren Summen somit ein Schritt:
X+3y+7z=20

X+ 7z =20-3y (Kommutativ- und Assoziativgesetz der Addition in N,
Definition der Subtraktion)

Mit der Definition der Subtraktion l&sst sich nicht nur aus einer Summengleichung

eine Differenzgleichung machen, sondern auch umgekehrt jede Differenzgleichung in

eine_Summengleichung umformen. Um diese Umformung leichter durchfihren zu

konnen, ist die Orientierung an folgender Merkregel nitzlich:

Merkregel Bei einer Differenzgleichung wird von einer gréfReren Zahl (b) eine
Kleinere (a) subtrahiert, und man erhélt die Differenz (x). Bei der zu-
gehdrigen Summengleichung wird zu der kleineren Zahl (a) die Dif-

ferenz (x) addiert, und man erhélt die groRere (b) (vgl. Kapitel 5.1).

Viele der geldufigen Rechenregeln fiir die Subtraktion lassen sich nunmehr beweisen.
Dazu kann man meist die zu zeigende Differenzgleichung in eine dquivalente Sum-
mengleichung umformen. Anschliefend kann man im Beweis dann auf Gesetze, die
fur die Addition gelten (Kommutativ- und Assoziativgesetz der Addition in N) zu-

ruckgreifen.
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Bei der Anwendung der folgenden Rechenregeln fiur die Subtraktion ist es wichtig, die
Existenz der Differenz x dadurch sicherzustellen, dass man sich vergewissert, ob Term
b groRer als Term a ist (vgl. Definition der Subtraktion).

Aus der Definition der Subtraktion folgt der nachstehende Satz, der eine grof3e Hilfe
bei Beweisen von Rechenregeln flr die Subtraktion darstellt:

Satz 17 Seien a, b e N. Dann gilt:

() (b+a)-a=b
(i) a+(b-a)=bfura<b

ad (i):

Wegen a < a + b = b + a (Definition der Kleinerrelation und des Kommutativgesetzes
der Addition in N) ist die Differenz definiert.

Es gilt:

a+tb=b+a (Kommutativ- und Assoziativgesetz der Addition in N)
= b=(b+a)-a (Definition der Subtraktion)

ad (ii):

at(b-a)=Db

= b-a=b-a (Definition der Subtraktion, a < b)

Das ist eine wahre Aussage, also gilt damit die zu zeigende Aussage.

Klammerregeln fir Subtraktion

Satz 18 Seien a, b, ¢  N. Dann gilt:

Q) a-(b+c)=(a-b)-cfirb+c<a
(i) a+(b-c)=(@+b)-cfirc<b

(1) a-(b-c)=(a-b)+cfirc<b<a
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ad (i):

Gelteb+c<a

Zu zeigen: b < a (damit a-b definiert ist)

Nach der Definition der Kleinerrelation gilt: b <b +c¢
b<b+cAb+c<a (laut Voraussetzung)

=b<a (Transitivitat der Kleinerrelation)

Zu zeigen: ¢ < a - b (damit (a - b) - ¢ definiert ist)

b+c<a (laut Voraussetzung)
= 3IxeN:(b+tc)+x=a (Definition der Kleinerrelation)
= 3IxeN:b+(c+x)=a (Assoziativgesetz der Addition)
= 3IxeN:c+x=a-b (Definition der Subtraktion)
=c<a-b (Definition der Kleinerrelation)

Also sind alle vorkommenden Differenzen definiert.
a-(b+c)=(@-b)-c

a ist die groRere Zahl, b + c die kleinere (nach Voraussetzung) und (a - b) - ¢ die Dif-

ferenz, damit ergibt sich nach der Merkregel auf den Seiten zuvor:
(b+c)+((a-b)-c)=a (Definition der Subtraktion)
(b+c)+((a-b)-c)=b+(c+((a-b)-c) (Assoziativgesetz der Addition)
=b+(a-h) (Satz 17 (ii))
=a (Satz 17 (ii))

Also gilt:a-(b+c)=(a-b)-c
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ad (ii):

Geltec<b

Zu zeigen:c<a+b

Nach der Definition der Kleinerrelation gilt: c<c + a

Uberdies:c<b=c+a<b+a (Monotonie der Kleinerrelation beziiglich der Addition)

c<c+aAc+a<b+a=c<a+b (Transitivitat der Kleinerrelation, Kommutativgesetz der
Addition)

Die Differenzen b - ¢ sowie (a + b) - c existieren also in N.

atb=a+(c+(b-c)=c+(@a+(b-c)) (-c)
sa+(b-c) []
ad (iii):

Geltec<b A b<a

Zu zeigen: b-c<a

c+(b-c)=b (Satz 17 (ii))
= (b-c)+c=b (Kommutativitét beztiglich der Addition)
= b-c<b (Definition der Kleinerrelation, ce N)
= b-c<a (Transitivitat der Kleinerrelation, b < a)

a=(@-(b-c)+(b-c)
(@a-b)+c)+(b-c) =(a-b)+(c+(b-c)
=(a-b)+b

=a

= (a-b)+c =a-(b-c¢)
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Konstanz der Differenz/Konstanz der Summe
Satz 1974  Seiena, b, x e Nmitb<a

und x < a. Dann gilt:

(0 a-b=(@+x)-(b+x)
(i) atb=(@-x)+(b+x)

Die erste Aussage bildet unter anderem die Grundlage flr das in der Bundesrepublik
Deutschland ubliche schriftliche Subtraktionsverfahren: die Erweiterungstechnik (vgl.
Kapitel 5.1). Kinder begegnen dieser Aussage im Alltag bereits sehr friih. So sind Fa-
milienkonstellationen nur ein Beispiel: Bettina ist acht Jahre &lter als ihre Schwester
Nicole. Zwei Jahre spéter stellen beide fest, dass der Altersunterschied sich nicht ver-

andert hat.

Ahnlich verhilt es sich bei der zweiten Aussage, mit deren Hilfe vor allem beim Kopf-
rechnen Rechenvorteile ausgenutzt werden kénnen. Der folgenden Situation liegt die-

ses Gesetz zugrunde:

Lisa und Christian haben zusammen 12 Murmeln. Christian schenkt Lisa eine Murmel.

Wie viele Murmeln haben jetzt beide zusammen?

Die Beweise der beiden Aussagen bieten wenig Neues und werden hier nicht durchge-
fuhrt.

Als nitzliche Regel im Umgang mit Ungleichungen erweist sich das folgende Gesetz:

Kurzungsregel von Ungleichungen bezlglich der Subtraktion

Satz 20 Seiena, b, c eN mitc<aundc < b.

Dann gilt: a-c<b-c=a<b

™ vgl. Schwarz (1999), S. 13f.
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Beweis:

75

Seiena, b, ¢ eN beliebigmitc<a A c<bundesgelte:ta-c<b-c

=

IxeN:(a-c)+x=b-c
IxeN:x+(a-c)=b-c
IxeN:(x+a)-c=b-c
IxeN:c+(b-c)=x+a
IxeN:b=x+a
IxeN:x+a=hb

a<b

4.6. Division mit Rest

(Definition der Kleinerrelation)

(Kommutativitat der Addition)

(Satz 18 (ii))

(Definition Subtraktion, Merkregel)

(Satz 17 (ii), c < b)

(Kommutativitat)

(Definition der Kleinerrelation)

In der Grundschule werden unterschiedliche Schreibweisen verwendet:

54 :11=4+(10:11) oder

54 =4+11 + 10

Diese Schreibweise lasst sich wie folgt verallgemeinern:

Definition Division mit Rest

Definition

75 Wird a in Abhangigkeit von b wie folgt dargestelit:

a=qeb+rmit0O<r<bunda,b, q, reNg, b#0,

so nennt man dies Division mit Rest.

"> vgl. Schwarz (1999), S. 7.
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Bemerkung: Hierbei gibt q an, wie oft b in a steckt, der Rest, der tGbrigbleibt, ist r.

Es kdnnen nicht nur nattrliche Zahlen mittels Division mit Rest dargestellt wer-
den, sondern auch ganze Zahlen a, b:

a lasst sich bezuglich Division durch b wie folgt schreiben:
a=(qeb+rmit0=<r<Ibl
und a, b, geZ, b # 0 und reNy, d.h. die Reste sind immer positiv.

Nattrliche Zahlen a und b lassen bei Division durch m den gleichen Rest, wenn sie
sich wie folgt schreiben lassen:

a=0r*m+r
b=qgqyem+r

Dabei sind die genauen Werte von g, und g, hier irrelevant. Wichtig ist lediglich, dass

derselbe Rest r vorliegt.

Fiir ,,a und b sind restgleich bzgl. Division durch m” sagt man auch ,,a kongruent b mo-

dulo m”:

Definition kongruent
Befinitione Zwei Zahlen a, beZ, die bei Division durch eine Zahl meN den glei-
chen Rest r lassen, heiBen kongruent modulo m.

Formal:

a=b(m) < 3q;, QueZ, reNg: (@a=qrem+rAb=gzem+r),0 <

r<m

Fir den interessanten Fall, dass eine Zahl bei Division durch eine andere den Rest 0

lasst, gibt es folgende Schreibweise:

"8 vgl. Schwarz (1999), S. 43.
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Definition Teilbarkeit in Ng

Definition”” Seien a beNo.

Es gilt a teilt b (a | b) genau dann, wenn es eine Zahl g €Ny gibt, so

dassb=qe+a+0bzw.a-«q=Dhgilt.

Formal: alb < 3qeNp:(a*q=Dh)

Jede Teilbarkeitsaussage lasst sich mit Hilfe der Definition auf eine Gleichung zurick-
fuhren. Uber die Darstellung von Zahlen mittels Division mit Rest gelangt man zu zwei
weiteren zentralen Begriffen der Zahlentheorie: Kongruenz und Teilbarkeit.

Wenn man also zu vorgegebenen natiirlichen Zahlen a und b ein g und ein r gefunden
hat, so kann man sicher sein, dass dies die einzige Mdglichkeit ist, a in Abhangigkeit

von b in obiger Weise darzustellen:

Satz Uber Division mit Rest

Satz 2178 SeienaeNy, be N.
Dann existieren eindeutig Zahlen q, reNj, so dass gilt:
a=(geb+rmit0<r<b
Formal:

VYae Ny vbeN: (3q,reNp: (@a=qeb+r A 0<r<b)

Der Fall b = 0 wird in diesem Satz ausgeschlossen, da b = 0 mit 0 <r < b nicht méglich
ist.

Beweis:

In dem Beweis ist zweierlei zu zeigen:

1) Es erfolgt ein sogenannter Existenzbeweis, in dem gezeigt wird, dass es zu jedem
Zahlenpaar (a, b) auch ein passendes Zahlenpaar (g, r) gibt (mit 0 <r < b, weil r sonst
kein Rest ist).

" vgl. Schwarz (1999), S. 8.
" vgl. ebd., S. 7.
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2) Es wird gezeigt, dass die gefundenen Zahlen g und r auch eindeutig bestimmt sind,
das heil3t, dass es nicht noch ein anderes Zahlenpaar gibt, dass die Bedingungen eben-
falls erfullt.

ad 1):

Beim Beweis wird die Wohlordnungseigenschaft (Minimalprinzip) (vgl. Satz 14) ver-
wendet, welche aussagt, dass es in jeder nicht leeren Menge ein kleinstes Element gibt.

Alternativ ware beispielsweise auch ein Beweis tber die Archimedizitat moglich.
Seien aeNp, beN beliebig gewahlt.

1. Fall: a=0

—=a=0+b+0,

d.h. es existieren g, re Nomit 0 <r <b (ndmlichq =0, r=0)

2. Fall: a > 0 Voriberlegungen:

Gesucht wird ein q (und ein zugehoriges r) mit a = q ¢ b + r. Dieses q * b ist das grofite
Vielfache von b, das kleiner als (oder gleich) a ist, da r die Bedingung 0 <r < b erfillen

muss. Daher ist es sinnvoll, die Vielfachen von b néher zu betrachten.

Leider steht kein Maximalprinzip zur Verfligung, mit dem das gréfite Vielfache < a

bestimmt werden konnte, aber es gibt ein Minimalprinzip.

Mit dem Minimalprinzip kann das kleinste Vielfache von b, das groRer als a (oder
gleich a) ist, bestimmt werden (nennen wir dieses m « b). Das nachstkleinere Vielfache

von b ((m - 1) « b) ist dann natdrlich kleiner als a und damit das groRte Vielfache < a.

Nun zuriick zu dem Beweis, in dem zuerst eine Menge konstruiert wurde, die alle Fak-
toren n enthalt, mit denen das Produkt n « b gréRer als a (oder gleich) ist (z.B. die im

Zahlenstrahl aufgefiihrten m, m+1 und m+2 liegen in dieser Menge):
SeiM={neN |ne+b>a}

Idee: Zuerst soll gezeigt werden, dass M nicht leer ist, damit das Wohlordnungsprinzip

(Minimalprinzip) auch anwendbar ist.



Mathematische Grundlagen 79

aeM, denna<b>a (beN)

=>M#£0

= 3ImeN: (m = min M) (Wohlordnung, MCN)

= dmeN: ((m-1)+b<a) (denn: Ann.: (m-1)eb>a=m-

1eM. Das ist ein Widerspruch zu m =min M, dam-1<m)

= 3am,deN: ((m-1)+sb+d=2a) (Definition Kleinerrelation)
d
a
| | | s
(m-1)b mb (m+1)b (m+2)b
b

Wenn d > b gelten wirde, dann ware ein passendes q mit zugehdrigem r gefunden
(ndmlichg=m- 1 und r = d). Der Fall d = b wére in Ordnung, da sichdanna=m e b
ergeben wirde (also: g = m und r = 0). Um diese beiden Félle zu erhalten, soll der Fall

b < d ausgeschlossen werden.

Annahme:

b <d

= JkeN: (b + k = d) (Definition der Kleinerrelation)

= 3keN: (m - 1) «b + (b + k) = (m-1) «b + d) (Eigenschaft der Gleichheit)
= JkeN: (m - 1) «b + (b + k) = a)

= 3dkeN:m «b - b + b + k = a) (Distributiv, Assoziativitit)

= 3dkeN:m «b + k = a)

= meb<a (Definition der Kleinerrelation, ke N)
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Das ist ein Widerspruch zu me M, also ist die Annahme falsch und wegen der Tricho-

tomie gilt: d <b.

d<b=d<bvd=hb

1. Fall: d=b

=> (m-1)*b+b=a

= ((m-1)+1)-b=a (Distributiv)
—=meb=a

=a=m-+*b+0

Also erfullen hier g = mund r = 0 die Behauptung.

2. Fall: d<b
Dagilt:a=(m-1)sb+dund 0<d<b, erfillen g =m -1 und r = d die Behauptung.

Damit erhalt man in allen Fallen, zu einem beliebigen Zahlenpaar (a, b) ein passendes

Zahlenpaar (q, r) gibt mita=qeb+rund0<r<b.

ad 2): Zu zeigen ist nun, dass die in. 1 gefundenen g und r auch eindeutig sind, das heifit,
dass es aulRer diesen nicht noch andere Zahlen gibt, die die Bedingungen des Satzes

erfillen.

Seien a eNp und beN gegeben mit
a=q1-b+r1mit0§r1< b, gi,f1€ N unda:q2~b+r2mit05r2< b, g2,2€ N

Dass mindestens eine solche Darstellung fur a und b existiert, wurde unter 1) bewie-
sen. Nun soll gezeigt werden, dass es nur eine Darstellung gibt, es sich also stets um

dieselben q und r handelt. Zu zeigen ist also: g;= gound ry, =r2.
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a=0qi°*b+r;
= qgqi1*b+ri=qg2°b+r;

<}
|

=q2c°b+r;
=>qreb=0g2°b+ (r2-r1) (%

Wenn r1 = r; gilt, 1&sst sich aus (*) direkt auf die Gleichheit von g3, und g2 schlief3en:

Queb=qeeb+(r2-r1)
} =>qeb=0g2°b

(r2=r1)
=>0=0

Jetzt ist noch zu zeigen, dass ri1, = r, auch tatsachlich gilt: (indirekter) Beweis:

Annahme: r1 #r1;

=>n<rz V rn<n (Trichotomig)
0.B.dA:rn<r

“ry-reN (Definition der Subtraktion)
Es gilt: qreb=0g2eb+(r2-r1) ()

blgzeb+(r2-ry) (Definition Teilbarkeit)

Wenn b eine Summe (g2 * b + (r2 - r1)) und den einen Summanden (g2 ¢ b) teilt, dann

muss b auch den zweiten Summanden (r; - ry,) teilen:

=b|r-n

=>b<r-n (r-rneNAr-r #0)
Das kann aber nicht gelten, denn:

Aus der Voraussetzung (0 <) r,<bund ry <r; folgt r, - r; <b und dazu steht b<r, - r;

im Widerspruch (wegen der Trichotomie),
d.h., die Annahme ist falsch (analog ergibt sich ein Widerspruch fir r, <ry),

also gilt ry =r,.
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Insgesamt gilt damit r; = r, und g1 = g2 (siehe oben),

d.h., die (formal unterschiedlichen) Darstellungen von a sind identisch, die Division mit

Rest ist damit eindeutig.

Bemerkung:
Die Existenz und die Eindeutigkeit der Division mit Rest lassen sich auch Gber voll-

standige Induktion zeigen, also ohne die Existenz und die Eindeutigkeit getrennt zu

untersuchen.

Euklidischer Algorithmus

Uber die Bestimmung der Menge der gemeinsamen Teiler den ggT von Zahlen wie 71
und 58 zu berechnen, ist verhéltnisméal3ig einfach. Was aber, wenn der ggT grofRerer
Zahlen bestimmt werden soll, z.B. von 11760 und 89327

Euklid (griech. Mathematiker, lehrte um 300 v. Chr. in Alexandria) hatte auch dafir

eine Losung: den sogenannten Euklidischen Algorithmus’®.

Gegeben seien a, beN mit b < a® Ausgehend von diesen beiden Zahlen fithrt man nun
eine fortgesetzte Division mit Rest durch. Nach Satz iber Division mit Rest (vgl. Satz

21) existieren jeweils eindeutige q;, rieNo:
a:q1°b+r1 mit 0 <ri<b

Im nachsten Schritt nimmt man nun b und rq, und fihrt wieder eine Division mit Rest
durch.

b=qeer, +romit0<r,<n
Jetzt macht man weiter, indem man statt b und r1 nun r; und r, nimmt.
rn=qzer+rmitd<ry<r

rp=qqerg+r,mMit0<rs<rs

™ Algorithmus: standardisiertes, nach festen Regeln ablaufendes Rechenverfahren.
8 h < a stellt keine Einschrankung der Anwendbarkeit des Verfahrens dar, denn falls a = b, gilt
ggT(a, b) =a (bzw. b), falls a < b, vertauscht man a und b, d.h. man nimmt fiir a die gréRere Zahl.
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Das Verfahren wird solange fortgefuhrt, bis irgendwann der Rest 0 bleibt.
Mn-1=Cn+1 ® Meal mit 0 <rp1 <tp
Mm=0n2Ms1+ 0

Der in der zweitletzten Zeile auftretende Rest (rn:+1), also der letzte von 0 verschiedene
Rest, ist der ggT der Ausgangszahlen a und b (dies wird im nachfolgenden Satz festge-

halten - und anschlielend bewiesen).

Fraglich ist, ob auch immer der Rest 0 erscheint. Dies muss aber so sein, da die Reste
von Schritt zu Schritt immer kleiner werden. Betrachtet man ndmlich die Ungleichun-

gen, die sich laut Division mit Rest ergeben, so hat man:
b>ri>r>r>..>m>rma =0

Schlimmstenfalls wird der Rest vom vorhergehenden zum néchsten Schritt nur um 1

kleiner. Da aber b eine feste naturliche Zahl ist, ist irgendwann Schluss (vgl. Satz 14).

Nach endlich vielen Schritten ist dann tatsachlich der Rest O erreicht, dies passiert in

der Zeile: ry =Qn+2 * r+1 + 0
Fuhren wir den Euklidischen Algorithmus einmal an obigem Beispiel durch:
11760 = 1° 8932 + 2828
8932 =3+ 2828 + 448
2828 =6+ 448 + 140
448= 3°140+ 28

140=5-28+0

Man erhalt somit: ggT(11760,8932) = 28.

Um zu zeigen, dass 28 der ggT von 11760 und 8932 ist, wird zunéchst gezeigt, dass 28

zumindest ein gemeinsamer Teiler von 11760 und 8932 ist:

Aus der letzten Zeile des Euklidischen Algorithmus' ergibt sich 28 | 140, es gilt auch
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28 | 28. In der vorletzten Zeile des Euklidischen Algorithmus' kann man erkennen, dass
beide Summanden von 28 geteilt werden und somit auch ihre Summe von 28 geteilt

wird, also:
28 | 448.

Da folglich 28 ein Teiler von 448 ist, teilt 28 auch jedes Vielfache von 448, also auch
6 * 448. Da 28 somit 6 « 448 und 140 teilt, wird auch deren Summe 2828 von 28 ge-
teilt.

Analog kann man nun schrittweise folgern, dass auch 8932 und schlief3lich auch 11760
(erste Zeile) von 28 geteilt werden.

Damit erhélt man also: 28 | 8932 und 28 | 11760, d.h. 28 ist ein gemeinsamer Teiler
von 8932 und 11760.

Nun ist noch zu zeigen, dass 28 der groRte gemeinsame Teiler dieser beiden Zahlen ist,
dass also jeder gemeinsame Teiler von 8932 und 11760 kleiner oder gleich 28 ist:

Sei t ein beliebiger gemeinsamer Teiler der beiden Zahlen, dann teilt t sowohl 8932 als
auch 11760. Da t also 8932 teilt, teilt es auch 2 » 8932. Betrachtet man nun zuerst die
erste Zeile des Euklidischen Algorithmus’, ist ersichtlich, dass damit die Summe und
der erste Summand von m geteilt werden. Dann wird auch der zweite Summand (hier:
2828) von t geteilt. Wird 8932 und 3 « 2828 von t geteilt, dann auch 448 usw.

Man erhélt schlieBlich, dass t | 28 gilt. Daraus folgt t < 28, d.h. jeder gemeinsame Tei-
ler von 11760 und 8932 (t beliebig!) ist kleiner oder gleich 28, d.h. 28 ist der grofite
gemeinsame Teiler.

Die Allgemeingltigkeit dieses Verfahrens soll nun bewiesen werden:

Satz 228 Seien a, b eN und sei r,+1 der letzte von 0 verschiedene Rest beim

Euklidischen Algorithmus. Dann gilt: ggT(a, b) = ry.

Beweis:

a:ql-b+r1 mit0<r <b
b:qz-r1+r2 mit0<r,<b
()

8 vgl. Schwarz (1999), S. 21f.
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2=0n*M1tnn mit 0 <r1p <rpyg
rn-l = qn+l ® rn + rn+1 mlt 0 S In+1 < rn
M=0n2°*l+1+0

Zuerst soll gezeigt werden, dass r,+; ein gemeinsamer Teiler von a und b ist: Aus der

letzten Zeile des Euklidischen Algorithmus' folgt mit Definition der Teilbarkeit:
I+t |

Wegen der Reflexivitat der Teilbarkeit gilt auBerdem: rnsq | fne1

Es gilt dann auch: roe1 | Qnes ® M + Moes

Aus der vorletzten Zeile des Euklidischen Algorithmus' ergibt sich damit: rpsq | o

Analog l&sst sich zeigen, dass rn+1 | a2 gilt und dass rn+1 mit entsprechender Argumen-

tation jeden Rest, der in den darlberstehenden Zeilen auftaucht, teilt.

Schliellich ergibt sich: ry.q | r2 und rps | r1 daraus folgt: roe | b (zweite Zeile des Eukli-
dischen Algorithmus') und damit erhélt man: rn.1 | a (erste Zeile des Euklidischen Algo-

rithmus’).

Folglich ist ry.; ein gemeinsamer Teiler von a und b.

Ist rh+1 auch der grofite gemeinsame Teiler?
Sei keT(a) n T(b) beliebig = k|a A k|b
k|b=k|gieb

klank|gieb=k]|n

kilrn=Kk|gzen
kilb=Kk|gzeri=Kk|r

(..)
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K|rm=K|Qgne®rn

K|ra A K|Qnsreh= K| et
=>k=rmu
= k = ggT(a, b)

Alle gemeinsamen Teiler von a und b sind somit kleiner als rn1, also ist ry.q der
99T (a, b).

Der letzte Beweisteil fiihrt zur wesentlichen Eigenschaft des ggT: Jeder gemeinsame
Teiler zweier Zahlen teilt den ggT dieser Zahlen.

Satz 23 Seien a, b €N, dann sind alle gemeinsamen Teiler von a und b
auch Teiler des ggT(a, b).

Formal: VteN: (t|aAt|b=t]|ggT(a b)).

Beweis:

Seit eN beliebigmitt|a A t|b
t/lb=> t|gieb

tla A t|gieb =>t|n

t|r1:> t|q2-r1

t|b/\ t|q2-r1 :>t|r2

()

t|rn:> t|qn+1°rn

t|rn_1 A t|qn+1'rn - tlrn+1
=t|ggT (a, b)

Der Beweis des Euklidischen Algorithmus' fuhrt zur Aussage des oben erwéhnten Sat-

Z€sS.
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Aber der Euklidische Algorithmus liefert noch mehr:

Aus diesem Algorithmus lasst sich eine weitere Charakterisierung des ggT ableiten.
Bisher wurde folgende Charakterisierung aufgefthrt:

e  der ggT als Maximum der Menge der gemeinsamen Teiler

Nachfolgend wird mittels des Euklidischen Algorithmus' gezeigt, dass sich der ggT
zweier Zahlen als Vielfachsumme dieser Zahlen darstellen lasst. AnschlieRend wird die

dritte Charakterisierung des ggT bewiesen, dass der ggT zweier Zahlen die kleinste
Zahl ist, die sich als Vielfachensumme dieser Zahlen darstellen l4sst.

Hierfur werden die Zahlen 71 und 58 betrachtet:
71=1+58+13
58=4-13+ 6
13=26+ 1
6=61+ 0
Es gilt: ggT(71,58) = 1.

Geht man jetzt von der vorletzten Zeile aus, so lasst sich der ggT(71,58) = 1 folgen-

dermafen schreiben:
1=13-2+6 (1)
Wird nun die vor-vorletzte Zeile umgeformt, so erhélt man folgenden Term fiir 6:
6=58-4+13 ()
(2) in (1) eingesetzt ergibt:
1=13-2+(58-4+13)
=13-2+58+8+13

=9+13-2+58 (3)
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In der vor-vor-vorletzten Zeile (1. Zeile) ergibt sich.
13=71-1+58 (4)
(4) in (3) eingesetzt ergibt:
1=9+(71-1+58)-2+58
=0e71-9+58-2+58

=Q0+71-11-58

1 — der ggT(71,58) — wird hier geschrieben als eine Summe von ganzzahligen Vielfa-
chen der Zahlen 71 und 58:

ggT(71,58) =9 « 71 + (-11) * 58
Man sagt dazu auch Vielfachensumme oder Linearkombination.

Obiges Verfahren, mit dem man fir beliebige Paare natirlicher Zahlen eine Darstel-
lung des ggT als Linearkombination erhélt, lasst sich natiirlich auch schneller und

Ubersichtlicher durchfiihren:

11760 = 2 - 8932 + 2828 & 2828 = 11760 - 1 « 8932

8932 =3+2828 + 448 & 448=8932 -3 +2828

2828 =06-+448 + 140 < 140=2828 -6 +448
448 =3+140+28 & 28= 448 -3-140
140 =5-28+0

Es gilt: ggT(11760,8932) = 28.

Nun lasst sich 28 als Vielfachensummendarstellung von 11760 und 8932 darstellen,
indem man jede Zeile des Algorithmus' (bis auf die letzte) nach dem jeweiligen Rest
umformt und von unten nach oben die Reste schrittweise durch die entsprechenden
Terme ersetzt. Auf Grund der Verwendung von ganzen Zahlen wird die Vielfachen-

summendarstellung als Differenz ausgedrickt.
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Wichtig ist dabei nach dem Ersetzen das Auflésen der Klammern mittels Distributivge-
setz. Man darf allerdings die erhaltenen Terme nicht vollstdndig ausmultiplizieren, da
die jeweiligen Reste flr die weiteren Ersetzungen erhalten bleiben mussen. Bevor man
dann die nichste Ersetzung vornimmt, sollte man die vervielfachten Reste immer ge-

eignet zusammenfassen, z.B. 1« 13und 8 + 13 zu 9 « 13.

Es ist sinnvoll, sich an folgender REA - Regel (Ruckwartiger Euklidischer Algorith-

mus) zu orientieren:

1. Ersetzen der Reste durch die aus dem Euklidischen Algorithmus erhaltenen
Terme

2. teilweises Ausmultiplizieren

3. Zusammenfassen der vervielfachten Reste

28 =448 -3+ 140
= 448 - 3+ (2828 - 6 + 448)
=448 -3+ 2828 + 18 + 448
=19 +448 -3+ 2828
=19+ (8932 - 3+ 2828) - 3+ 2828
=19 8932 - 57 +2828 -3 » 2828
=19 - 8932 - 60 » 2828
=19 +8932 - 60 « (11760 - 1 » 8932)
=19 8932 - 60 ~11760 + 60 +8932
= (-60) » 11760 + 79 » 8932
Also: ggT (11760, 8932) = (-60) * 11760 + 79 « 8932

Man konnte jetzt vermuten, dass sich der ggT zweier natlrlicher Zahlen a und b stets

derart schreiben lasst, ndmlich:

ggT(a,b)=xea+yeb mit geeigneten X, y €Z.
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Satz 2482  Furalle a, b eN existieren x, yeZ, so dass sich der ggT von a und b
als Vielfachensummendarstellung von a und b ausdriicken l&sst.

Formal: Va, b eN 3x, yeZ: (ggT(a, b) =x*a+y+h)

Beweis:

Man beginnt die Zeilen des Euklidischen Algorithmus sukzessiv nach den Resten aufzu-
I6sen und in die nachste Zeile einzusetzen. Da in der ersten Zeile a und b vorkommen,
sind sie in den nachfolgenden Einsetzungen immer mit dabei, so dass man den jeweili-

gen Rest als Linearkombination der beiden ausdriicken kann.

Man lost die 1. Gleichung des Euklidischen Algorithmus' nach r; auf:
a=(Qi*b+n (1. Zeile des Euklidischen Algorithmus’)

Srp=a-gueb

orp=1«a+(-q) b

Man erhélt fiir r; eine Linearkombination von a und b mit ry =1 « + (-q;) * b. Dann wird

entsprechend die zweite Gleichung nach r, aufgeldst:

b= Qoeritn (2. Zeile des Euklidischen Algorithmus')
Sr=b-qeen
Nun orientiert man sich an der REA-Regel.

Setzt man hier flr ry die oben gewonnene Darstellung ein, so ergibt sich:

S =b-g2e(1sa+(-q)*b) (R)
S =b-gpea+tQeegrehb (E)
S =) a+(l+gxeq)-b (A)

8 vgl. Scheid/Schwarz (2016), S.23.
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Man erhalt fiir r» somit auch eine Linearkombination von a und b mit:
r2=(—gz) *a+(1+qgz+qy)*b

Dieses Verfahren zieht man bis zur letzten Zeile durch und erhélt so eine Darstellung

von rps1, die nur von a und b abhéngig ist:
ggT(a, b) =r =xea+yeb

Entscheidend fiir diesen Beweis ist, dass laut Satz Gber Division mit Rest alle Gleichun-

gen existieren und eindeutig sind.

Nun wei3 man, dass sich der ggT(a, b) als Linearkombination von a und b darstellen
lasst. Man kann diesen Satz jedoch noch weiter verscharfen:

Satz 25 Seien a, b €N, dann ist der ggT von a und b die kleinste natirliche Zahl,

die sich als Vielfachensummendarstellung von a und b darstellen I&sst.
Formal: va, b eN: (ggT(a, b) =min ({ce N|jc=x<sa+ye+b

mit X, yeZ}) )

Beweis:
Die Idee des Beweises beruht auf der Identitivitit von <, die man haufig zum Beweis

von Gleichheitsaussagen verwendet:

Va,beN:(a<bAb<a=a=h)

Zu zeigen:

(i) ggT(a,b)<min ({ce N|c=xesa+yebmitx, yeZ})
(i) min ({ce N|c=xe+a+yesbmitx, yeZ}) <ggT(a,b)
Seien a, be N beliebig gewahilt.

(1) Wenn man zeigen kann, dass die Teilbarkeitsbeziehung gilt, so kann man auf die

<-Beziehung schlieRen.
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Klar ist, dass der ggT(a, b) sowohl a als auch b teilt:
ggT(a,b) langgT(a, b)Ib

Damit teilt der ggT aber auch alle Vielfachen von a und b sowie deren Summen, also
alle Vielfachensummendarstellungen von a und b:

= VX, yeZ: (9gT(a, b) | x*a+ye-b})

Der ggT(a, b) teilt also jede beliebige Vielfachensummendarstellung (vx, y €Z:) und

damit insbesondere auch die kleinstmégliche.
=ggT(a,b) Imin({ce N|c=xea+yesbmitx yeZ})

= ggT(a,b)<min ({ce N|c=xea+yesbmitx yeZ})

Damit ist (i) gezeigt.

(ii) Da sich nach Satz 24 der ggT(a, b) stets als Linearkombination von a und b darstel-
len lasst, folgt (ii) sehr schnell, denn der ggT(a, b) ist somit ein Element der Menge
aller Linearkombinationen aus a und b. Das heil3t aber auch, dass er nicht kleiner sein

kann, als das kleinste Element dieser Menge.
ax, yeZ: (ggT(a,b) =x+a+ye+h) (Satz 24)
= ggT(a,b) e ({ceN|c=xea+yesbmitx, yeZ})

Der ggT ist also ein Element der Menge aller Linearkombinationen. Also ist er gréRer

oder gleich dem kleinsten Element dieser Menge.

> min({ceN|c=xesa+yebmitx, yeZ}) < ggT(a, b)
Damit ist (ii) gezeigt.

"<" identitiv

(Hund (i) = min({ce N|c=xea+yebmitx, yeZ}) =ggT(a, b)
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4.7. Stellenwerte

Im Folgenden wird die ubliche Dezimaldarstellung von natlrlichen Zahlen ebenso
wie die Darstellung in anderen Stellenwertsystemen betrachtet. Die einzelnen Ziffern
innerhalb der Darstellung einer Zahl haben je nach Stellung der Ziffer einen anderen
Wert. Diese Bedeutung nennt man den Stellenwert der Ziffer: Eine Tabelle, in der
Zahlen entsprechend dargestellt werden, bezeichnet man demnach als Stellenwertta-
fel. Zahlen lassen sich in unterschiedlichen Stellenwertsystemen angeben. Die zu-
grundeliegende Bindelungsform wird durch einen Index an der Zahl verdeutlicht. Im
Zehnersystem wird dieser Index in der Regel vernachlassigt, da heute grundsétzlich
das dekadische Stellenwertsystem vorausgesetzt wird. Der Index ist lediglich bei Ab-
weichungen von diesem System erforderlich. Die Biindelungszahl nennt man Basis
(b) oder Grundzahl (g). Dabei muss gelten: b #1 und b # 0. Beim dekadischen Stel-

lenwertsystem spricht man von der Basis b = 10.

Beispiel:

(214)10 = (15A)12 1122 +5+12' + A+ 12°
(214)10 = (21221), 20341334237 +2+31+1.3°
(214)10 = (554)6 5¢6°+5+6"+4+6°
(214)10 = (326)s 3¢8°+28'+68°

Damit gilt: 214 = (15A) 12 = (21221); = (554)s = (326)s

Es &ndert sich lediglich die Zahldarstellung der Zahl 214.

Bemerkung: Der Buchstabe A wird gewahlt, da es nur zehn verschiedene Zeichen zur
Darstellung von Zahlen gibt, sodass fiir die Ziffern > 10 eine alternative Darstellungs-

mdglichkeit gewahlt werden muss.
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Exkurs Multiplikation und Potenzen:
Bei der Durchfuhrung von Multiplikationen in beliebigen Systemen wird dasselbe Re-
chenverfahren angewandt wie im Zehnersystem. Zunéchst soll die Multiplikation in N

definiert und anschlielend die glltigen Gesetze dargelegt werden.

Definition der Multiplikation in N

it Far alle natiirlichen Zahlen a, b € N sei a « b* wie folgt definiert:

asb:=(a+b)+a
a * b heil’t das Produkt von a und b.

Die Multiplikation in N ist abgeschlossen, da die definierte Verknupfung wieder eine
Verknupfung in N ergibt (vgl. Kap. 4.1). Bezuglich der Multiplikation in N gelten die

folgende Gesetze:

Assoziativgesetz der Multiplikation

Satz 26 Fir alle a, b, ¢ € N gilt:

as(bec)=(asb)ec

Kommutativgesetz der Multiplikation

Satz 27 Fur allea, b € N gilt:

a*b=be-a

Distributivgesetz der Multiplikation beztglich der Addition
Satz 28 Fur alle a, b, ¢ € N gilt:

() as(b+c)=asb+a-c

(i) (a+b)ec=ae-c+bec
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Definition Potenz

Ber i Das Produkt gleicher Faktoren lasst sich verkirzt darstellen. Diese
verkirzte Form bezeichnet man als Potenzschreibweise. Die n-te Po-
tenz einer Zahl a (a") nennt man das Produkt, in der der Faktor a ge-
nau n-mal vorkommt. Die O-te Potenz einer Zahl ist stets 1. Man

nennt a die Basis und n den Exponenten.

ae R, neNg

n

acacac..*a=a
H—/
n-mal

a’=1

Darstellung einer Zahl im b-adischen System
Zahldarstellungen basieren in unserem Zehnersystem auf der Biindelung zu 10 und es

gilt beispielsweise, dass 1045664 eine abgekirzte Schreibweise ist fiir:
1+10°+0¢10°+410°+5+10°+ 6+ 10°+ 6+ 10* + 4 » 10° (s. Satz 29)

Diese Darstellung kann auf alle anderen Stellenwertsysteme analog bertragen werden,

so gilt auch:

(15A)1, =112 +5+ 12" + A+ 12°

Ausrechnen liefert die Darstellung der Zahl im Zehnersystem:
1+122+5+12' + A+ 12°=144 + 60 + 10 = 214 = (214)y0

Bei der Darstellung in anderen Stellenwertsystemen ist es wichtig, die richtige Aus-
sprache der Zahlen zu beachten, denn die ist nicht mit der des Zehnersystems gleichzu-
setzen. Die Ziffernfolge 11A im Zwdlfersystem wird nicht als ,,elf A” gelesen, sondern

als ,,eins-eins-A”, da jede Ziffer einzeln einer Potenz zugeordnet wird:

(11A)1, =112+ 1121 + A+ 12°
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Allgemein gilt:

b-adische Darstellung einer Zahl
Satz 2083 Jede natirliche Zahl n hat bei vorgegebener Basis b > 2, mit beZ

und k = 0, 0 < ki< b eine eindeutige Darstellung.
n=aceb+ac e b+ .. +a o b+ (b°)

mit aje Nound 0 <a;<bflrie{0,1,2,...k} und ax #0

Hierbei sind ay, ay, ..., ax die Ziffern der jeweiligen b-adischen Darstellung.

Beweis
Die Beweisfuhrung erfolgt tiber den Nachweis der Existenz (Teil 1) und den der Ein-
deutigkeit (Teil 2). Dabei wird der Existenzbeweis mittels vollstandiger Induktion nach

n gefuhrt und der Eindeutigkeitsbeweis durch das Herbeifuihren eines Widerspruchs.

Teil 1: (Existenz)

Hn=1
n=1=ayeh’=1e1, mit b =1, furalleb > 2
0<l=a<b

2) Induktionsschritt:

Induktionsannahme: Aussage gilt fir n

Zu zeigen ist, dass die Aussage auch fur n + 1 gilt. (A(n) = A(n + 1))
n=acsb*+ac b+ .. +ageb +ae b’

n+1:(ak°bk+ak_1°bk'1+...+a1-b1+a0-b0)+1

8 vgl. Padberg (2008), S.145f.
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Fall 1:
Seiap+1<b
—n+1=(ab +aub+. +aeb)+a+1 O<a+1<bh

Dies entspricht der gesuchten Darstellung fir n + 1.

Fall 2:
Seiag+1=D
—n+l=(aeb"+au b+ . +aeb)+a+1 a+l=b

b
=(ace b +au b+ . +(@+1)eb+0eb’

Falls nun (a; + 1) kleiner als b ist, tritt wieder Fall 1 ein (a; + 1 < b).

Falls aber (a; + 1) = b ist, wird (a; + 1) mit den analogen Argumenten wieder weiter
verschoben. Man setzt dann a;' =0 und a,' = a; + 1, soferna, + 1 < b, sonst a,' = 0 und
as' = ag + 1 usw. bis schlielich das Verfahren komplett durchlaufen ist. Haufig bricht

das Verfahren schon vorher ab.
Nun werden die Félle hinsichtlich k unterschieden.

Fall 1:

Seiag+1<bh

= a:=a+lundallea' =0furallei<k

Fall 2:

Seiax+1=h
= a'+1=1undg'=0
alson+1=a’'+1eb" T +0eb + .. +agebt+ageh®

An dieser Stelle ist ebenso wie fir alle anderen Félle eine b-adische Darstellung wie

definiert gefunden.
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Wegen A(n) = A(n + 1) und A(1) gilt die Existenzaussage fur alle natlrlichen Zahlen
neN.

Teil 2: (Eindeutigkeit)
Annahme: Es gibt ein neN und ein beN, sodass n bzgl. der Basis b zwei verschiedenen

Darstellungen besitzt.

Nn=aceb“+ .. +a;*b +ageb’undn=a’ b+ .. +a;' bt +ay * b’
A e b*' + a'(k-1) ® b*D 4+ |+ alke b+ ...+ a'; e bt + a'

0.B.d.A seik'>k

Also:

n=ac*b“+.. +a b +ayeb’
— _/

~—
A
und
=a'L e K Yo o( )+ + '.k l.l I.O
n \a\kb + ak-1) b akeb'+...+a'*b +ayb
V
B
B-A

n-n=(@g*b"+agnsb® D+ .+ ayeb+ .. +a'eb' +a) - (ake b +... +a;+ b

+ay) =0

= (a'k- . bk') . bk' + (a'(k-_l) - a(k_l)) . b(k_l) +...+ (a'(k-+1) - a(k+1)) . b(k+1) + (a'k d bk) d bk + ...

+(ar'-ar) e b' + (' - a)) =0

=alk, ..., Ax+1=0und a'x- ax=0=a%k.1- &-.1=..=a1-a1=ag-a=0
= aj-a =0, Vie{0, ..., k}
:>a'i:ai

= Daraus folgt, dass die Darstellungen A und B Ubereinstimmen.
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Definition® FUrn=ac* b + agy « B! +... + a; « b' + ay « (b°) schreibt man

N = (akak-1 ... 81a0)b.
Ist b =10, so heil’t die Darstellung Dezimaldarstellung;

ist b = 2, so heif3t sie Dualdarstellung oder Binardarstellung.

Vereinbarung: Im Zehnersystem schreibt man statt (akax-1 ... 8180)10. Meist axak-1 ... aido,
d.h. statt (214)10 wird 214 geschrieben.

Anmerkungen zur b-adischen Darstellung einer Zahl:

Im Satz zur b-adischen Zifferndarstellung wird flr die Ziffern a; der b-adischen Zahl-
darstellung folgende Begrenzung vorgenommen 0 < a; < b, dies bedeutet, dass die auf-
tretenden Ziffern immer kleiner als die Basis sind, d.h., im Zehnersystem treten nur

die Ziffern 0, 1, ..., 9, im Dreiersystem treten nur die Ziffern 0, 1, und 2 auf.

Im Bindrsystem kommt man sogar mit den Ziffern 0 und 1 aus, damit ist das Dualsys-

tem das kleinste Stellenwertsystem.

Ist die Basis groRer als 10, so missen neue Zeichen eingefiihrt werden, damit die Ein-
deutigkeit der Zahldarstellung in b-adischen Systemen gewadhrleistet ist (vgl. Bsp.
11A). Im Zwélfersystem (auch Duodezimalsystem genannt) bendtigt man Ziffern fir
zehn und elf, um Ziffern von 0 bis (b - 1) zur Verfugung zu haben. Da es fiir zehn und
elf keine Ziffern gibt (im Zehnersystem werden fir diese keine eigenen Ziffern beno-
tigt, weil sie groRer als die Basis sind und sich durch Kombination von zwei Ziffern

darstellen lassen) muss man Ziffern fiir zehn und elf erfinden.
Far zehn nimmt man haufig z (wie zehn) oder a oder A.
Fur elf verwendet man dementsprechend e oder b oder B.

Im Folgenden wird A fur zehn, B fir elf, C fur zwdlf usw. benutzt. Im Zwdélfersystem

hat finfhundertsechzig beispielsweise die Darstellung

560 = 3 122+ A «12" + 8 « 12° = (3A8)1,

8 vgl. Scheid/Schwarz (2016), S. 63f.



Mathematische Grundlagen 100

Wirden fir zehn und elf im Zwdlfersystem keine neuen Ziffern eingeftihrt werden, so
waurden der Zahldarstellung (310);, zwei unterschiedliche Bedeutungen zukommen:

312241128 +0+12°=444
und 3-12'+10.12°= 46

Dies ergibt einen Widerspruch zur Eindeutigkeit der Zahldarstellung im b-adischen

System.

Die Zahldarstellung (310)12 verdeutlicht, dass die Ziffer 0 in jedem Stellenwertsystem
wichtig ist, denn die O zeigt an, dass die entsprechende Stelle nicht besetzt ist. Das
bedeutet, dass die entsprechende b-Potenz in der b-adischen Darstellung nicht auf-

taucht.

In einem beliebigen b-adischen System stehen mit den Ziffern 0, 1, ..., b-1, damit also
b-viele Ziffern zur Verfugung.

Umrechnen von einem System ins andere

Von einem b-adischen System ins Zehnersystem umrechnen

Die Zahl wird als Summe von b-Potenzen geschrieben, d.h. fiir (axak-1 ... aiao)p Wird
a * b+ aeq o b+, +a; » b+ ay « b° notiert. Diese Summe lsst sich berechnen und
ist (da alle b' und aje N o) nichts anderes als die Darstellung der Zahl im Dezimalsys-
tem. Strenggenommen nimmt man bei Rechnungen in Stellenwertsystemen > 10 nicht
die Ziffern aus der b-adischen Darstellung, sondern die entsprechenden in der dekadi-
schen Darstellung. Fiir (AB)12 schreibt man natirlich nicht A « 12 + B « 12°, sondern
10+ 12" + 11+ 12°

Vom Zehnersystem in ein b-adisches System umrechnen

Zur Umrechnung existieren zwei Methoden, die anhand eines Beispiels vorgestellt

werden sollen:

58 soll ins Vierersystem umgewandelt werden.
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METHODE 1

In der Zahldarstellung von 58 im Vierersystem symbolisieren die einzelnen Stellen-
werte die jeweiligen Potenzen von 4. Man startet mit der Suche nach der grofiten Vie-
rerpotenz, die in der vorgegebene Zahl enthalten ist. Die Ziffern geben die Vielfachen
der Stellenwerte an.

Dies ist offensichtlich 42, denn 4% > 58 > 42, Dann dividiert man 58 durch 42 mit Rest

(vgl. Kap. 4.6):
58 =3+4°+10

Nun wird der verbliebene Rest bezuglich der néchst kleineren Viererpotenz untersucht
(hier: 4%), wie haufig er in 10 enthalten ist. Dieses schrittweise Ersetzen der verblei-
benden Reste durch Viererpotenzen wird solange wiederholt bist kein Rest mehr vor-
handen ist:

58=3+4"+10
10=2+4"+2
2=24°+0
Ersetzen der jeweiligen Reste durch den Term der darunter stehenden Zeile ergibt:
58=3¢4°+2¢4'+2=3e47+2e4'+2+4°

Also: 58 = (322),

METHODE 2
Euklidischer Algorithmus:

58 =14 «4 + 2
=(34+2)«4+2
=342 +2e4  + 2 4°

58 = (322)s
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Allgemein sieht das so aus:
Der Algorithmus beruht im Wesentlichen auf der Division mit Rest, es gilt:

Satz 3085 YbeNmitb<nundb=>2

Vv neN 3q1, aeNp: (n=0g1*b+ayg A0 <ap<h)

nN=gi*b+ao mit 0 <ag<b
Qi=Qz2*b+a; mit 0<a; <b
2=0s*b+a mit 0 <a)<b
Ok-1= Gk * b + &k mit 0 <aa<b
Ok = Qke1 * b+ ak mit 0 <ax<b

Das Verfahren bricht nach endlich vielen Zeilen (hier nach (k+1)-vielen Zeilen) ab,
denn die Gleichungen des Algorithmus' lassen sich wie folgt umformen:

n=qi*b+tag=>n>beq
GL=Qeeb+tai=>q>beqgu=>beqi>bebe-q (Monotonie der Kleinerrelation)
USW.

Insgesamt ergibt sichdannn>beqi>bebego>...>b e g > b ¢ guas

und da b> 2, gilt somitn>q; > g2 > ... > Qx> Qk+1

Da die g; also immer kleiner werden und alle g; aus Ny sind, gibt es ein k+1, so dass

Ok+1 = 0.

D.h. die letzte Zeile des Algorithmus' lasst sich schreiben als

gk =0°b+a mit0<ax<Db

Analog zum Beispiel der Umrechnung der Zahl 58 erhélt man nun fur n durch Einset-

zen der Gleichungen ineinander folgende Darstellung:

8 vgl. Scheid/Schwarz (2016), S. 64.
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n=qi*b+a
=(Qzeb+ay)eb+ag
=gyeb*+a;*b+a
=(Qzeb+a)e b’ +a+b+a

=qgeb’+azeb’+a+b+a

=aceb+a e b+ +agebl +age (bo)

Damit ist die Gultigkeit dieses Verfahrens flr beliebige Zahlen und die Existenz der
b-adischen Darstellung einer Zahl (vgl. Satz 29) bewiesen. Die Eindeutigkeit des Um-
rechnungsalgorithmus' lasst sich tGber die Eindeutigkeit der Division mit Rest bewei-
sen, was aber hier nicht durchgefiihrt wird.

Bemerkung:
Dieses Verfahren dhnelt sehr dem Euklidischen Algorithmus, allerdings wird beim

Umrechnungsalgorithmus stets durch b dividiert.

4.8.Relationen

Eine Relation driickt eine Beziehung zwischen den Elementen einer oder mehrerer
Mengen aus. Mathematisch formuliert steht ein Element h in Relation zu einem Element
k oder kurz hRk. Dabei sind h und k Elemente aus noch zu bestimmenden Mengen, et-
wa die zwei Mengen A und B.

A ist eine Menge, die mindestens das Element h enthélt (A = {h,...}). Entsprechend
enthélt die zweite Menge B mindestens das Element k (B = {k,...}). Die Relation
bzw. Beziehung, die zwischen den Mengen A und B besteht, wird als R bezeichnet

und wie folgt definiert:®

8 Anstelle von R konnte natiirlich auch jedes beliebige andere Zeichen stehen. Haufig findet man z.B.
das Symbol ~ meist in Verbindung mit Aquivalenzrelationen.
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Genau dann, wenn ein Element a mit acA und ein Element b mit beB in Relation
steht, schreibt man aRb. Durch diese Relation werden aus den beiden Mengen ver-
schiedene Paare/Tupel mit Elementen der beiden Mengen gebildet.

Eine Relation beschreibt eine Ansammlung von Paaren. Solche Paare schreibt man
kurz (a, b) mit acA und beB, oder auch (a, b) € A x B (siehe Definition Relation).
Nun konnte statt zwei verschiedener Mengen auch nur eine einzige Menge zugrunde
liegen. Es lage dann der Fall vor, dass die Mengen, aus denen die Elemente a und b
(bzw. h und k) stammen, identisch sind. Man spricht dabei von einer Relation in oder
auf einer Menge. Der entscheidende Unterschied zwischen Relationen auf einer und
Relationen auf mehreren Mengen besteht in deren moglichen Eigenschaften, die im
Folgenden dargestellt werden.

Definition Relation

Bttt Eine Relation ist eine Menge von Paaren:

RCAXBmitA B # 0

Man beachte, dass A und B nicht unbedingt verschieden sein mussen.
Gilt A = B, so spricht man von einer Relation in/auf A.
Bei Relationen zwischen zwei Mengen hei3t A die Definitionsmenge

und B die Zielmenge der Relation.

Eigenschaften von Relationen

Relationen innerhalb einer Menge konnen folgende Eigenschaften haben:

Reflexivitat, Irreflexivitat, Symmetrie, Asymmetrie, Identitivitdt (Antisymmetrie),
Transitivitat, Linearitat (Konnexitat) und Trichotomie. Diese werden nun einzeln defi-

niert.
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Definition reflexiv

g7 Eine Relation R auf einer Menge A heil3t reflexiv genau dann, wenn

Definition
alle Elemente aus A zu sich selbst in Relation stehen.
Formal: R reflexiv & vVacA: (aRa)
Verneinung:

Eine Relation ist nicht reflexiv genau dann, wenn es (mindestens) ein Element aus der

Menge A gibt, das nicht zu sich selbst in Relation steht.
Formal: R nicht reflexiv< JacA: (a,a) € RS AX A

Beispiel: M:={1,2,3}  R={(2), (2 2), (1 1), (2 1}

Definition irreflexiv

Definition Eine Relation R auf einer Menge A heil3t irreflexiv genau dann, wenn

kein Element aus A zu sich selbst in Relation steht

Formal: R irreflexiv < VacA:(aRa)

Wie bei der Reflexivitat ist es auch bei der Irreflexivitat wichtig, auf die Allaussage

zu achten.

Beispiel: M := {1, 2, 3} R={(1, 2)}

Verneinung:
Eine Relation ist nicht irreflexiv genau dann, wenn es (mindestens) ein Element aus

der Menge A gibt, dass zu sich selbst in Relation steht.
Formal: R nicht irreflexiv < JacA: (aRa)

Wenn (a, b)eR = (b, a)eR, dann erhélt man eine weitere Eigenschaft. Diese nennt

man Symmetrie.

8 vgl. Scheid/Schwarz (2016), S.134.
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Definition symmetrisch
Definition®® Eine Relation R auf einer Menge A heilst symmetrisch genau dann,
wenn flr Elemente a, b aus A gilt: Wenn a in Relation zu b steht, so

steht auch b in Relation zu a.

Formal: R symmetrisch < Vva, beA: (aRb = bRa)

Verneinung:
Eine Relation R auf einer Menge A hei3t nicht symmetrisch genau dann, wenn es

(mindestens) zwei Elemente a, b aus A gibt, fir die gilt: a steht in Relation zu b, aber b
steht nicht in Relation zu a.

Formal: R nicht symmetrisch < 3a, beA: (aRb A bRa)

Definition asymmetrisch

Eine Relation R auf einer Menge A heil3t asymmetrisch genau dann,

Definition
wenn fur Elemente a, b aus A gilt: Wenn a in Relation zu b steht, so
steht b nicht in Relation zu a.
Formal: R asymmetrisch < Va, be A: (aRb = bRa)
Verneinung:

Eine Relation R auf einer Menge A heit nicht asymmetrisch genau dann, wenn es
(mindestens) Elemente a, b aus A gibt, fir die gilt: a steht in Relation zu b und b in

Relation zu a.

Formal: R nicht asymmetrisch <> 3a, be A: (aRb A bRa)

8 vgl. Scheid/Schwarz (2016), S. 134.
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Definition identitiv
Definition® Eine Relation R auf einer Menge A heilt identitiv (antisymme-
trisch) genau dann, wenn flr Elemente a, b aus A gilt: Wenn a in

Relation zu b steht und b in Relation zu a, so sind a und b gleich.

Formal: R identitiv < Va, beA: (aRb AbRa=a=b)

Verneinung:
Eine Relation R auf einer Menge A heif3t nicht identitiv genau dann, wenn es Elemente

a, b aus A gibt, fur die gilt: a steht in Relation zu b und b in Relation zu a, und a und b
sind ungleich.

Formal: R nicht identitiv << 3a, beA: ((aRb A bRa) A a #b)

Definition transitiv
Definition® Eine Relation R auf einer Menge A heif3t transitiv genau dann, wenn
fur Elemente a, b, ¢ aus A gilt: Wenn a in Relation zu b steht und b in

Relation zu c, so steht auch a in Relation zu c.

Formal: R transitiv < Va, beA: (aRb A bRc = aRc)

Verneinung:
Eine Relation R auf einer Menge A heif3t nicht transitiv genau dann, wenn es Elemente
a, b, c aus A gibt, fur die gilt: a steht in Relation zu b und b in Relation zu c, aber a

steht nicht in Relation zu c.

Formal: R nicht transitiv <> 3a, b, ceA: ((aRb A bRc) A aRc)

8 vgl. Scheid/Schwarz (2016), S. 134.
% vgl. ebd.
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Definition linear

Bedifiian Eine Relation R auf einer Menge A heilt linear (konnex) genau
dann, wenn fir Elemente a, b aus A gilt: a steht in Relation zu b
und/oder b in Relation zu a und/oder a ist gleich b (mindestens ein

Fall muss gelten).

Formal: R linear (konnex) < Vva, beA: (aRb v bRa v a=Dh)

Das Entscheidende ist, dass verschiedene Elemente a, b auf jeden Fall in Relation zu-
einander stehen (entweder a zu b oder b zu a).

Daher ist folgende Formulierung der Linearitat auch haufig zu finden:

R linear < Va, beA: (a#b = aRb v bRa)

Verneinung:
Eine Relation R auf einer Menge A heil3t nicht linear genau dann, wenn es Elemente a,

b aus A gibt, fur die gilt: a steht nicht in Relation zu b und b nicht in Relation zu a, und

a ist ungleich b.

Es gibt zwei verschiedene Elemente a, b aus A, fiir die gilt: a steht nicht in Relation zu
b.

R nicht linear < 3a, beA: (aRb A bRa)

Definition trichotom

Definition Eine Relation R auf einer Menge A hei8t trichotom genau dann,
wenn fur Elemente a, b aus A gilt: Entweder steht a in Relation zu b
oder b in Relation zu a oder a ist gleich b (genau ein Fall muss gel-

ten).

Formal: R trichotom < Va, beA: (aRb v bRav a=b)
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Die Trichotomie ist der Linearitat sehr ahnlich. Der entscheidende Unterschied ist das

ausschlieRende oder.

Verneinung:
Eine Relation R auf einer Menge A heil3t nicht trichotom genau dann, wenn einer der

zwei Félle gilt:

i)  Esgibt Elemente a, b aus A, fur die gilt: a steht nicht in Relation zu b und b nicht
in Relation zu a und a ist ungleich b.

ii) Esgibt Elemente a, b aus A, fur die gilt: a steht in Relation zu b und b in Relation
Zu a.

Formal: R nicht trichotom
< (3a, beA: (aRb A bRa A a# b)) v (3a, beA: (aRb A bRa))

Das folgende Beispiel soll zeigen, wie sich die definierten Eigenschaften formal

nachweisen lassen.
A, B seien Mengen mit: ARB < ACB

Beispiel: Es gibt Mengen A und B, fir die gilt: A < B.
A={13,9}und B ={1,3,9,15,21}

Bemerkung: Die Elemente dieser beiden Mengen werden hinsichtlich der jeweiligen

Eigenschaft angepasst, um diese zu verdeutlichen.

1. Reflexivitat
Beh.: R ist reflexiv
zu zeigen: Fir alle Mengen A gilt: AC A

Beweis: Sei xeA beliebig gewéhlt = A € A

2. lrreflexivitat

Da R reflexiv ist, kann R nicht irreflexiv sein.
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3.  Symmetrie
Beh.: R ist nicht symmetrisch

zu zeigen: Es gibt Mengen A und B, fiir die gilt: A< Bund B € A.

Beweis: Fir A= {1,3,9} und B={1,3,9,15,21} gilt:

A € Bund B € A (denn alle Elemente aus A sind auch in B enthalten, aber nicht alle
Elemente aus B — ndmlich 15 und 21 — sind auch in A enthalten.

4. Asymmetrie
Beh.: R ist nicht asymmetrisch

zu zeigen: Es gibt Mengen A und B, fir die gilt: A BundBC A
Beweis.: Beispiel: Fiir A= {1,3,9} und B = {1,3,9}* gilt:

—~ACBABCA (Reflexivitat ,,C™)

5. Identitat

Beh.: R ist identitiv

zu zeigen: Fir alle Mengen A und B gilt: Wenn A € B und B € A, dann gilt auch
A=B.

Beweis: Seien A B Mengenmit A BundB € A

AcBundBcS A= A=B (Definition Mengengleichheit)

6. Transitivitat

Beh.: R ist transitiv

zu zeigen: Fir alle Mengen A, B und C gilt: \Nenn A € B und B < C, dann gilt auch
AcC.

Beweis: Seien A, Bund C Mengenmit A BundB<c C

Zu zeigen ist nun: Alle Elemente aus A sind auch in C enthalten. Sei ac A beliebig
gewahlt:

AcCB

acA = aeB = aeC

%L Auch wenn die Mengen mit verschiedenen Variablen (A,B) gekennzeichnet sind, kénnen sie
gleich sein.
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7. Linearitat

Beh.: R ist nicht linear

zu zeigen: Es gibt Mengen A und B, fur die gilt: AZ Bund B € A
Beweis: Fur A ={1,3,14} und B = {1,3,21} gilt:

A& B (dald4ecA A 14¢B)und B £ A (da 21eB A 21¢A)

Dieses Beispiel wurde sehr ausfihrlich behandelt. Dies ist nicht notig, wenn man Ab-
hangigkeiten zwischen bestimmten Eigenschaften als Satze formuliert.

A+ @, RRelationauf A, R# 0

Satz 31
Beh.:
Q) R asymmetrisch < R irreflexiv
(i) R irreflexiv und transitiv < R asymmetrisch
(1ii) R reflexiv < R nicht irreflexiv
(iv) R symmetrisch < R nicht asymmetrisch
(v) R asymmetrisch < R identitiv und R irreflexiv
Beweis:
zu (i)

Sei R asymmetrisch, d.h. Va, be A: (aRb = bRa)
zu zeigen: R irreflexiv, d.h. vacA: (aRa)
Annahme: R nicht irreflexiv, d.h. JacA: (aRa)
aRa = aRa (R asymmetrisch)

das ist ein Widerspruch, also ist die Annahme falsch und es gilt die Behauptung.
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zu (i)

Sei R irreflexiv, d.h. vacA: (aRa)

und R transitiv, d.h. va, b, ceA: ((aRb A bRc) = aRc)

zu zeigen: R asymmetrisch, d.h. Va, be A: (aRb = bRa)

Annahme: R nicht asymmetrisch, d.h. 3a, beA: (aRb A bRa)

aRb A bRa = aRa (R transitiv)

das ist ein Widerspruch zur Irreflexivitét, also ist die Annahme falsch und es gilt die
Behauptung.

(iii)  Beh.: R reflexiv = R nicht irreflexiv

Beweis.: Sei xe A beliebig gewahlt.

R reflexiv = xRx

= (= (XRX)) (doppelte Negation)
= = (XRX) (= (XRx) & (XRx)
= R nicht reflexiv (Definition Reflexivitat)

(iv)  Beh.: R symmetrisch = R nicht asymmetrisch

Beweis: Seien x, yeA beliebig gewahlt mit xRy.

XRy = YRX (R symmetrisch)
= = (= (YRX)) (doppelte Negation)
= (R (= (YRx) & (YRx))

= R nicht asymmetrisch (Definition Asymmetrie)
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(v) Beh.: R asymmetrisch < R identitiv und R irreflexiv
Beweis: Da eine Aquivalenz gezeigt werden soll, besteht der Beweis aus zwei Teilen:

1. =: Dass aus der Asymmetrie die Irreflexivitat folgt, wurde bereits in Satz 31 (i)
bewiesen, so dass dieser Teil schon erledigt ist. Bleibt noch zu zeigen, dass aus der
Asymmetrie auch die Identitivitat folgt. Dazu Uberlegt man, was passieren wirde,
wenn R nicht identitiv wére, das heil3t, man geht indirekt vor.

R asymmetrisch
Annahme: R nicht identitiv

= —(VX, yeA: (XRy A yRX = X =Y)) (Definition Identitivitat)

Wenn nicht flr alle x, ye A mit (XRy A yRXx) die Gleichheit von x und y folgt, dann

gibt es offensichtlich mindestens ein x und ein y mit xRy und yRX, die ungleich sind.
= 3X, YeA: (XRYy A yRX A X #Z Y)

Hier haben sich also zwei verschiedene Elemente X, y aus A gefunden, fir die sowohl
XRy, als auch yRx gilt. Dann kann R aber nicht mehr asymmetrisch sein, da die

Asymmetrie solche Elemente ausschlief3t.
= R nicht asymmetrisch (Definition Asymmetrie)

Das ist aber ein Widerspruch zu R asymmetrisch. Also ist die Annahme falsch und R

ist identitiv.
Also gilt:

R asymmetrisch = R identitiv und irreflexiv
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2. <: Auch hier wird indirekt bewiesen.
R identitiv und irreflexiv

Annahme: R nicht asymmetrisch

= (VX yeA: (XRy = yRx (Definition Asymmetrie)
= 3%, yeA: (XRy A yRXx) (Aussage der Logik)
=>X=Y (R identitiv)

Das ist aber ein Widerspruch zu R irreflexiv.

Also ist die Annahme falsch und R ist asymmetrisch.
Folglich gilt:

R identitiv und irreflexiv = R asymmetrisch

Aus dem 1. und dem 2. Teil des Beweises folgt insgesamt:

R asymmetrisch < R identitiv und R irreflexiv.

Aquivalenzrelationen
Unter einer Aquivalenzrelation versteht man eine Relation auf einer Menge, die refle-
xiv, symmetrisch und transitiv ist. Aquivalenzrelationen sind fir die Logik und im

Bereich des Sachrechnens von grofRer Bedeutung.

Definition Aquivalenzrelation
BT 2 Eine Aquivalenzrelation ist eine Relation, die reflexiv, symmetrisch
und transitiv ist.

A # 0, R Relation auf A

R Aquivalenzrelation auf A < R reflexiv, symmetrischund  tran-

sitiv.

%2 vgl. Scheid/Schwarz (2016), S. 135.
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Beispiele fir Aquivalenzrelationen sind die Aussageformen: ,x hat dieselben Eltern
wie y”, ,,x ist genauso alt wie y”’ und ,,x hat die gleiche Schuhgrofie wie y”.

Durch Aquivalenzrelationen lassen sich somit gemeinsame Eigenschaften von Elemen-
ten einer Menge ausdriicken. Jeder Aquivalenzrelation (~) auf einer Menge M ent-
spricht ein Sortiervorgang. Dabei wird die Menge M vollstdndig in nicht leere Teil-
mengen zerlegt. Diese bestehen jeweils aus allen Elementen, die eine gemeinsame Ei-
genschaft haben (gleich alt, gleiche Schuhgrdfie...) und somit zueinander in Relation
stehen. Man nennt diese Mengen Aquivalenzklassen. Eine Aquivalenzrelation zerlegt
somit die ihr zugrunde liegende Menge in Klassen, in sogenannte Aquivalenzklassen.
Diese sind disjunkt.

Definition Aquivalenzklasse
Bttt A sei eine nicht leere Menge, a ein Element aus A und = eine

Aquivalenzrelation auf A.

Unter der Aquivalenzklasse von a beziiglich = in A ([a]=) versteht

man die Menge aller b aus A, die zu a in Relation stehen.

Formal: A # @, acA, = Aquivalenzrelation auf A [a]= = { bl beA A
b=a}

Jedes Element der Menge M kann nur in genau einer Aquivalenzklasse enthalten sein.
Wirde ein Element namlich in zwei Klassen gleichzeitig liegen, so wiirde dies bedeu-
ten, dass die Elemente der ersten Klasse die gleichen Eigenschaften wie alle Elemente
aus der zweiten Menge haben. Wegen der Transitivitat folgt, dass somit die beiden

Klassen identisch sein missten.
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Fur die Aquivalenzklassen gilt damit folgender Satz:

A sei eine nicht leere Menge und = eine Aquivalenzrelation auf A.

Satz 32
Beh.:
(i)  Keine Aquivalenzklasse ist leer.
(i)  Zwei verschiedene Aquivalenzklassen haben keine gemeinsa-
men Elemente (d.h. sie sind disjunkt).
(iii) Jedes Element der Menge A gehort zu einer Aquivalenzklasse.
Formal: A # @, = Aquivalenzrelation auf A Beh.:
() vaeA ([a]= #0)
(i) Vva, beA: ([a]l= #[b]= & [a]= n [b]==0)
(i) vaeA3IbeA: (ae[b]=))
Beweis:
zu (I): = reflexiv
= VacA: (a = a)
= VacA: (ac[a]=) (Definition Reflexivitat)
= vacA: ([a]= #90) (Definition. Aquivalenzklasse)
zu (ii): ,,=""

Sei a, be A beliebig mit [a]~ # [b]=
zu zeigen: [a]= N [b]==0

Beweisidee: Es ist zu zeigen, dass [a]~ und [b]~ disjunkt sind. Dies erfolgt indirekt
durch die Verneinung der Aussage. Angenommen [a]~ und [b]~ sind nicht disjunkt -
[a]= N [b]=# @. So muss es aber mindestens ein Element geben, das in beiden Klas-

sen liegt.
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Annahme: 3ceA: (ce[a]= n [b]=)
cela]l= n [b]=

Wiirde ein Element ndmlich in zwei Klassen [a]~ und [b]~ gleichzeitig liegen so wir-
de dies bedeuten, dass es sowohl die gleiche Eigenschaft wie alle Elemente aus [a]~

als auch die gleiche Eigenschaft wie alle Elemente aus [b]~ hat.

= cela]~ A ce[b]~ (Def. 1)
= Cc=aAcCc=Dh (Def. Aquivalenzklasse)
= Vxe[a]=: (c = X) A Vye[b]=:(c = ) (=Transitivitat)

= Vxela]s, ye[bl=,: (= xXAC=Y)
= Vxela]s, ye[bl=,: (X = cAC=Y) (=Symmetrie)

= Vxela]x, ye[b]=,:(x = y) (=Transitivitat)

Elemente, die eine gemeinsame Eigenschaft haben, liegen aber in einer Klasse. Somit
missten [a]~ = [b]~ ein und dieselbe Klasse sein. (Definition Aquivalenzklasse)
Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung [a]~ # [b]~, somit ist die Annahme

falsch und es gilt die Behauptung.

=

Seien a, be A beliebig gewahlt mit [a]~ n [b]~ =

zu zeigen: [a]= # [b]=

Beweis: [a]= N [b]= = @

= Vxe[a]~: (x¢[b]=) (Definition disjunkt)
= ac[a]~ A ag[b]~ (Q))

= [a]= #[b]= (Definition Gleichheit v. Mengen)
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zu (iii) Sei acA beliebig gewahlt*®
—>a=a (= reflexiv)

= aelal= (Definition Aquivalenzklasse)

Die Einteilung einer Menge in Klassen kann man sich wie einen zerschlagenen Teller
vorstellen. Der Teller soll dabei die zugrunde liegende Menge sein. Jede Scherbe repraé-
sentiert eine Klasse. Die einzelnen Scherben haben kein Stiick gemeinsam und wenn
man alle Scherben zusammenklebt erhdlt man wieder den ganzen Teller. Nach der
Neumann-Bernays-Gddel-Mengenlehre (NBG) wurde die Klasseneinteilung auch mit
Zerschlagung einer Menge in Klassen bezeichnet.

Ordnungsrelationen
Die strenge lineare Ordnungsrelation besitzt die Eigenschaften Asymmetrie, Transitivi-

tat und Linearitét.

Definition strenge Ordnungsrelation

Definition® Eine strenge Ordnungsrelation ist eine Relation, die irreflexiv, identi-

tiv und transitiv ist.

A # 0, R Relation auf A

Der Ausdruck strenge Ordnungsrelation lasst sich folgendermafen erklaren:

Die Elemente der Menge werden durch solch eine Relation geordnet (Ordnung). Dabei

darf kein Element zu sich selbst in Relation stehen (strenge ... ).

% Man beachte, dass das Element b aus der Behauptung (iii) nicht von a verschieden sein muss a
kann also durch b ersetzt werden.
% vgl. Scheid/Schwarz (2016), S. 137.
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Definition strenge lineare Ordnungsrelation
Ottt Eine strenge lineare Ordnungsrelation ist eine Relation, die irre-
flexiv, identitiv, transitiv und linear ist.

A #@, R Relation auf A

Man sagt auch (A, R) ist eine strenge Ordnung oder Kette.

Der Ausdruck strenge lineare Ordnungsrelation lasst sich folgendermalien erklaren:

Die Elemente der Menge werden hier geordnet. Hier kann man aber zuséatzlich bei zwei
vorliegenden Elementen eindeutig entscheiden, welches der beiden Elemente dem ande-
ren in der Ordnung vorangeht (linear), so dass keine Verzweigungen entstehen.

Relationen, die reflexiv, identitiv und transitiv sind, bezeichnet man als schwache Ord-
nungsrelationen. Sind sie zusétzlich auch linear, so nennt man sie schwache lineare

Ordnungsrelationen.

Definition schwache Ordnungsrelation
Definition Eine schwache Ordnungsrelation ist eine Relation, die reflexiv, iden-
titiv und transitiv ist.

A # @, R Relation auf A

Der Ausdruck schwache Ordnungsrelation lasst sich folgendermalRen erklaren:

Die Elemente der Menge werden durch solch eine Relation geordnet (Ordnung). Dabei
durfen Elemente aber auch zu sich selbst in Relation stehen (schwache ...). Es gibt bei

dem Vorgang des Ordnens somit Warteschleifen.

% vgl. ebd.
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Definition schwache lineare Ordnungsrelation
Bedifiian Eine schwache lineare Ordnungsrelation ist eine Relation, die refle-
xiv, identitiv, transitiv und linear ist.

A # @, R Relation auf A

Der Ausdruck schwache lineare Ordnungsrelation lasst sich folgendermafen erkléren:
Die Elemente der Menge werden hier geordnet. Hier kann man aber zusétzlich bei zwei
vorliegenden Elementen eindeutig (lineare ...) entscheiden, welches der beiden Elemen-
te dem anderen in der Ordnung vorangeht, so dass keine VVerzweigungen entstehen.

4.9. GrolRenbereiche

Nachdem Ordnungsrelationen (vgl. Kap. 4.8) und Verkniipfungen (vgl. Kap. 4.1) defi-
niert wurden und auch die Kommutativitat (vgl. ebd.), die Assoziativitat (vgl. ebd.) und
die Trichotomie (vgl. Kap. 4.8) schon als bekannt vorausgesetzt werden kénnen, lasst

sich abschlieBend die Definition fur GroRenbereiche auffuhren:

Definition® Eine nicht leere Menge G, in welcher eine Verknipfung ,,+” und

eine Ordnungsrelation ,,<” definiert ist, bezeichnet man als Gro-
Renbereich genau dann, wenn folgende Axiome erfillt sind:
(Gl)a+(b+c)=(a+b)+c, flrallea, b,ceG
(G2)a+b=b+a, furallea, b, €G

(G3) Wie auch immer a und b aus G gewéhlt sind, es trifft stets ei-

ner der folgenden Félle zu:a<b,a=boderb<a, furalle a, b, G

(G4) a < b gilt genau dann, wenn ein XxeG existiert mita+x=">b

% vgl. Blankenagel (1994), S. 107.



Mathematische Grundlagen 121

Fazit:

Das Kapitel Gber die fachlichen Grundlagen zeigt die Komplexitit des Themas. Die
hier verwendete Fachsprache ermdglicht Mathematikern die Inhalte zu erfassen, SuS
bleibt hingegen der Zugang zu vielen dieser Bereiche verwehrt. Dies beginnt schon zu
einem sehr friihen Zeitpunkt der schulischen Entwicklung. Am Beispiel der Aquiva-
lenz, welche in diesem Kapitel ausfiihrlich dargestellt und durch das Aquivalenzzei-
chen symbolisiert wird, kann die sprachliche Bedeutung herausgestellt werden. Viele
Lehrkréfte sprechen im Zusammenhang mit dem Gleichheitszeichen von ,.es ergibt ...”
oder ,,das macht ....”. SuS entnehmen zwangslaufig solchen AuBerungen eine ergebnis-
orientierte Formulierung. Die eigentliche Bedeutung der Aquivalenz als solche ,.es ist
genauso viel wie ...” bleibt sprachlich unbericksichtigt. Diese sprachliche Genauigkeit,
welche auf dem mathematischen Teil aufbaut, wird im anschlieBenden Kapitel ndher
betrachtet.
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5. Die Bedeutung der Sprache fur den Mathematikunterricht

,,Fachsprachliche Texte kénnen von den SusS erst verstanden werden, wenn sie tber das
notwendige Vokabular verfiigen.” Genau aus diesem, bereits in Kapitel 1.1 erwéhnten
Grund ist es notwendig, die fur diese Thematik verwendete Fachsprache aus Kapitel 4
den SuS zugénglich zu machen, sodass alle SuS die fachlichen Inhalte erfassen und so-
mit einen Lernerfolg erzielen kdnnen.

Die Bereiche der schriftlichen Subtraktion und des Sachrechnens wurden ausgewahlt,
da bei der schriftlichen Subtraktion besonders die Sprechweise von Bedeutung ist. Die
geschriebene Sprache wird lediglich hinsichtlich ihrer symbolischen Notation einge-
setzt. Die gesprochene Sprache ist jedoch besonders bei dem Durchlaufen des Algo-
rithmus® und der verschiedenen Techniken von Bedeutung. Hinzu kommen sprachliche
Aspekte bei der Erarbeitung des Unterrichtsinhaltes hinsichtlich Schiler- und Lehrerge-
spréachen.

Im Gegensatz dazu steht bei den Sachrechenaufgaben die Schriftsprache im Vorder-
grund, die vor allem in Form der préasentierten Aufgaben im Fokus steht. Die gespro-
chene Sprache wird in diesem Bereich besonders durch die Berlicksichtigung der pro-

zessbezogenen Kompetenzen verwendet.

5.1. Die Bedeutung der Sprache fir die schriftliche Subtraktion

Die schriftliche Subtraktion wird im 3. Schuljahr eingefuhrt. Sie stellt fir die SuS
nach dem Algorithmus der schriftlichen Addition den zweiten zu erlernenden Algo-
rithmus dar. Im Gegensatz zum Algorithmus der schriftlichen Addition gibt es bei
dem der schriftlichen Subtraktion nicht ein Verfahren, sondern finf unterschiedli-
che Methoden.®” Die verschiedenen Methoden lassen sich anhand von zwei Aspek-
ten klassifizieren.

Zunéchst wird zwischen dem sogenannten Abzieh- und dem Ergéanzungsverfahren dif-
ferenziert. Diese Unterscheidung lasst sich allgemein darauf zurtickfihren, dass sich
die Differenz zweier Zahlen entweder durch Abziehen (Wegnehmen) oder durch Er-
ganzen (Hinzufligen) berechnen lasst. Dieser Punkt spiegelt sich allerdings nur in den
ablaufenden Kopfrechenoperationen und in der begleitenden Sprechweise wider, je-

doch nicht in der Schreibweise. Das Abziehen wird mit der Minussprechweise, das

" vgl. Padberg (2008), S.222.
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Erganzen hingegen mit der Plussprechweise durchgefiihrt.

Beispiel: 59 Sprechweise Abziehen: 9 minus 5 gleich 4
—25 Sprechweise Ergéanzen: 5 plus 4 gleich 9%
34

Wéhrend im ersten Beispiel die letzte Ziffer des Subtrahenden kleiner ist als die des
Minuenden, zeigt das folgenden Beispiel nun die Problematik, dass die Ziffer des Mi-
nuenden groRer ist als die des Subtrahenden.

Beispiel: 314 Sprechweise Abziehen: 4 minus 6 gleich __, geht nicht.

— 106 Sprechweise Ergénzen: 6 plus __ gleich 4, geht nicht.'®

Es wird deutlich, dass sich die obige Beispielaufgabe nicht direkt durch ziffern-
weises Abziehen oder Erganzen lésen lasst, weil die Einerziffer des Minuenden kleiner
ist als die zugehorige Ziffer im Subtrahenden. Um derartige Aufgaben berechnen zu
konnen, missen die SuS sogenannte Stellenubertrage vornehmen. Dabei gibt es drei
verschiedene Techniken, die bei dieser Problematik zur Anwendung kommen: die Ent-
biindelungs-, die Auffill- und die Erweiterungstechnik.® Diese Techniken werden

im Folgenden genauer dargestellt.

Um eine Strukturierung innerhalb der Techniken zu erhalten, missen zwei Aspekte
berlcksichtigt werden. Zunachst die Art und Weise der Differenzberechnung, da-

nach die Ausfiihrung der verschiedenen Ubertragstechniken.'®

Durch die Kombination der beiden genannten Faktoren ergeben sich die folgenden finf
Madglichkeiten. Das Abziehen lasst sich nicht mit dem Auffiillen vereinbaren (siehe Tabel-

Ie).103

% vgl. Schwarz (1999), S.59.
% vgl. Padberg (2008), S. 223.
100 g1, ebd., S. 225.

101 ygl. Padberg (2008), S. 225.
102 ygl. ebd.

103 ygl. ebd. S. 222.
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Ubertragstechniken

Differenzbildung Entbindeln Erweitern Auffillen

Abziehen X X -

Erganzen X X X

Tabelle 9: Subtraktionsverfahren (Padberg 2008, S. 222)

Bis zur Wahlfreiheit der unterschiedlichen Subtraktionsverfahren, welche am 14. De-
zember 2001 durch die Kultusministerkonferenz beschlossen wurde, gab es ein einheit-
lich vorgeschriebenes Normalverfahren fur die schriftliche Subtraktion, an das sich
bundesweit alle Schulen halten mussten. Dieses Normalverfahren existierte seit einem
Beschluss, der am 25. Mdarz 1958 auf der Kultusministerkonferenz festgelegt wurde.
Dieser Beschluss schrieb vor, die schriftliche Subtraktion durch Erganzen, kombiniert
mit der Erweiterungs- oder Auffllltechnik zu lehren. Sowohl Schreibform als auch
Sprechweise wurden hier bis ins Detail definiert. Mit dieser Freigabe ging ,,dic mehr
als 40-jahrige Ara der Festschreibung des ergianzenden Rechnens bei der schriftlichen
Subtraktion zu Ende™*®, sodass die Bundeslander es voraussichtlich nun den Lehrerin-
nen und Lehrern tberlassen werden, welches der funf Verfahren sie fir ihren Unterricht

bevorzugen.'%®

5.1.1. Die verschiedenen Ubertragstechniken
Im Folgenden sollen die unterschiedlichen Ubertragstechniken genauer dargestellt wer-
den. Dabei wird deutlich, dass die Sprache ein unverzichtbares Mittel bei der Bearbei-

tung dieser Thematik darstellt.

194 Fritz/Ricken/Schmidt (2009), S. 617.
105 ygl. ebd.
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Entbundelungstechnik/Borgetechnik
Bei der Entbindelungstechnik wird ,,im Minuend eine Einheit des ndchsththeren Stel-

lenwertes entbiindelt%

, aufgeldst oder geborgt und in die kleinere Stellenwertspal-
te Gbertragen. Entbindeln meint das Umtauschen von einer Einheit in zehn néchstklei-

nere Einheiten, demnach zum Beispiel das Ersetzen von einem Zehner in zehn Einer.'%’

Durch das nachstehende Beispiel wird die Technik veranschaulicht:

Aufgabe: 314 - 106 = 208

Ikonisch-schematische Darstellung Schreibweise mittels Stellenwerttafel
Hunderter Zehner Einer H | Z E
3 1 4 Minuend
BER 'YX X
'Y X ) 3 0 14 Minuend verandert
BER —le 00 e
[ )
. eoooe ! 0 6 Subtrahend
o
. . o000 00 2 0 8 Differenz
( N X J

Tabelle 10: Veranschaulichung der Entbiindelungstechnik

Bei der oben dargestellten Beispielaufgabe wird konkret ein Zehner des Minuenden
entbindelt oder umgetauscht (gelb), wobei dessen Wert als zehn Einer (rot) in die Stel-
lenwertspalte der Einer Ubertragen wird — so wird die ziffernweise Subtraktion mdg-

lich.'% Bei der Entbiindelungstechnik wird ausschlielich der Minuend umgeformt.

Die Entbiindelungstechnik ist sowohl mit dem Erganzungsverfahren, als auch mit dem

Abziehverfahren vereinbar.®

196 padberg (2008), S. 225.

197 ygl. Schwarz (1999), S. 60.
108 ygl. Krauter (2008), S. 15.
109 ygl. Krauter (2008), S. 15.
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Es ergeben sich folgende Sprechweisen zu den jeweiligen Verfahren:

Abziehen: 4 minus 6 geht nicht. Ich entbiindele einen Zehner in 10 Einer.
14 - 6 = 8. Es bleibt kein Zehner Ubrig.

Ergénzen: 6 plus __ gleich 4 geht nicht. Ich entblndele einen Zehner in 10
Einer.

6 + 8 = 14. Es bleibt kein Zehner tibrig.**

In der angestrebten Kurzschreibweise gibt es mehrere Mdglichkeiten die vorgenomme-

nen Entbiindelungen darzustellen:

Beispiele: (@) 314 (b) 314" ()3 10,4’10 (d) 33/4

—106 —106 —106 —-106

208 208 208 208

Beim Auftreten einer oder mehrerer Nullen im Minuenden muss der nichste h6herwer-
tige Stellenwert entblindelt werden. Obwohl laut Padberg empirische Untersuchungen
keine erhohte Fehleranfélligkeit bei derartigen Aufgaben nachgewiesen haben, sollte
dieser Sachverhalt dennoch ausfiuihrlich im Unterricht behandelt werden, um Schwierig-

keiten vorzubeugen.'*!

Beispiel: 400

— 227

Da anfanglich kein Zehner entblndelt werden kann, muss zunachst einer der vier Hun-
derter entblindelt werden — es bleiben drei Hunderter und zehn Zehner tbrig. Anschlie-
Rend kann einer der zehn Zehner in zehn Einer aufgebrochen werden, sodass die Aufga-

be nach den Entbiindelungen in folgender Form dargestellt werden konnte:'*?

10 ygl. Schipper/Ebeling/Droge (2008), S. 132.
111 ygl. Padberg (2008), S. 227.
12 gl ebd.
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3910

(@ 400=3H+9Z+ 10E (b) 400/
- 227 =2H +2Z + 7E —227
173=1H+7Z+ 3E 173

Erweiterungstechnik

Wéhrend bei der Entbiindelungstechnik ausschliel3lich der Minuend veréndert wird, ist
bei der Erweiterungstechnik sowohl eine Anderung im Minuenden als auch im Subtra-
henden vorzunehmen. Die Technik beruht auf dem Gesetz der Konstanz der Diffe-
renz,'** welches bereits in Kapitel 4 praziser erlautert wurde. Das bedeutet, dass Mi-
nuend und Subtrahend gleichsinnig verandert werden mussen. So lasst sich die Diffe-
renzbestimmung in der betreffenden Stellenwertspalte durchfiihren, wobei die gesamte

Differenz unverandert bleibt.***

Aufgabe: 314 - 106 = 208

Ikonisch-schematische Darstellung: Schreibweise mittels Stellenwerttafel:

Hunderter Zehner Einer H Z E

... o000 3 1 4 Minuend

. (T XN X 1 0 6 Subtrahend

. . . 3 1 14 Minuend verandert
@

. ® 1 1 6 Subtrahend verandert

] | : = : ee 2 10| 8 Differenz

Tabelle 11: Veranschaulichung der Erweiterungstechnik

In dieser Aufgabe wird der Minuend um zehn Einer und der Subtrahend um einen Zeh-
ner verandert. Tendenziell lasst sich diese Technik ebenfalls mit dem Abziehen und Er-

ganzen kombinieren.

113 vgl. Schwarz (1999), S. 62
114 vgl. Padberg (2008), S 227.
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Die zugehorigen Sprechweisen waren die folgenden:

Abziehen: 4 minus 6 geht nicht, also erweitere ich oben mit zehn Einern und
unten mit einem Zehner. 14 Einer — 6 Einer = 8 Einer,
1 Zehner - 1 Zehner = 0 Zehner.

Erganzen: 6 plus __ gleich 4 geht nicht, also erweitere ich oben mit zehn Einern und
unten mit einem Zehner. 6 Einer + 8 Einer = 14 Einer,
0 Zehner + 1 Zehner = 1 Zehner.'*®

Um den Prozess der Erweiterung zu verdeutlichen, kann zunéchst eine voribergehende
Schreibweise eingesetzt werden, bei der die Erweiterung an den betreffenden Ziffern im
Minuenden durch eine hohergestellte Zehn (*°) und im Subtrahenden durch eine tiefer
gestellte Eins (1) kenntlich gemacht wird (Beispiel (a)). Bei der finalen Notationsform

wird auf die Zehn im Subtrahenden verzichtet (Beispiel (b)).**®

Beispiele: (@ 314" (b)314
-10,6 -10:6
208 208

Auffilltechnik

Die ldee der Auffulltechnik besteht darin, den Subtrahenden spaltenweise bis zum Mi-
nuenden aufzufullen bzw. zu ergénzen. Hierbei wird die eigentliche Subtraktionsaufgabe
als Additionsaufgabe aufgefasst, bei dem ein Summand fehlt (Platzhalteraufgabe). Der
Minuend stellt die Summe oder den zu erreichenden Zielbetrag dar, wéahrend der Sub-
trahend als einer der beiden Summanden verstanden wird. Den anderen Summanden
ergibt jene Zahl, die durch die Rechnung zum Subtrahenden hinzuaddiert werden muss,
um die Zahl des Minuenden zu erreichen.**’

Bezogen auf die obige Beispielaufgabe kann diese Thematik wie folgt verdeutlicht wer-

den:

115 ygl. Schipper/Ebeling/Droge (2008), S. 132.
116 ygl. Schwarz (1999), S. 63.
17 vgl. Padberg (2008), S. 229.
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(a) Subtraktionsaufgabe: (b) Deutung als Additionsaufgabe:
314 314

Rechenrichtung Rechenrichtung

] ]

Abbildung 13: Umdeutung als Additionsaufgabe (Padberg 2008, S. 229)

Sind in einer Aufgabe mehrere Ubertrage notwendig, so vollzieht sich das Auffiillen in
zwei Schritten. Zuerst wird die betreffende Ziffer des Subtrahenden bis zur néchstho-
heren vollen Einheit des Minuenden aufgefillt. Im oben aufgefiihrten Beispiel be-
deutet dies, dass die 6 Einer zundchst um 4 Einer auf 10 Einer ergénzt werden, wo-
bei diese 10 Einer gebindelt der nachsthoheren Stellenwertspalte hinzugefiigt wer-
den. AnschlieBend wird die Zehnerziffer des Subtrahenden weiter bis zur Zehnerziffer
des Minuenden aufgefullt. Es wird deutlich, dass es bei dieser Technik ausschlieBlich
zu Umformungen des Subtrahenden kommt, sodass der Minuend unverdndert bleibt.
Weiterhin ist die Auffulltechnik nur mit dem Erganzungsverfahren kombinierbar.**® In
der nachfolgenden Tabelle soll der Sachverhalt noch einmal veranschaulicht werden,

wobei eine konkrete ikonische Darstellung an dieser Stelle schwierig ist.

Aufgabe: 314 - 106 = 208

Ikonisch-schematische Darstellung: Schreibweise mittels Stellenwerttafel:

Hunderter Zehner Einer H Z E

... o000 3 1 4 Minuend

. 00000 1 0 6 Subtrahend

®
O @ 11116 Subtrahend veréndert

( X N ) )
. . 2 0 8 Differenz
o000

Tabelle 12: Veranschaulichung der Auffulltechnik

118 ygl. Padberg (2008), S. 230.
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Die zugehorige Sprechweise zum Ergéanzen lautet wie folgt:

Erganzen: 8 plus 8 gleich 16. Das sind die geforderten 6 Einer und 1 Zehner fir die

néchste Spalte.'**

In der spateren Kurzschreibweise wird diese Umbindelung in Form einer tiefer ge-

stellten Eins an der betreffenden Stelle kenntlich gemacht:

314

-1 0.6
208

5.1.2. Notwendiges Vorwissen fur die schriftliche Subtraktion
Grundvoraussetzung fur das schriftliche Subtrahieren ist nicht nur die sichere Beherr-
schung des kleinen Einsminuseins, sondern auch die des kleinen Einspluseins, da die

Sus je nach Subtraktionsverfahren beim erganzenden Rechnen addieren missen.

Weiterhin missen die Kinder, wie bei der schriftlichen Addition auch, das Stellen-
wertsystem verstanden haben. Dies ist wichtig, da die schriftliche Subtraktion auf

einer ziffernweisen Zerlegung mit anschlieBenden stellenweisen Rechnungen beruht.

Ebenfalls Voraussetzung fiir die Einsicht in den Algorithmus ist ein grundlegendes
Verstindnis des Entbiindels, also ,,die Féhigkeit, den Wert einer Ziffer im néchst
niedrigeren Stellenwert auszudriicken”, da bei notwendigen Stellenlibertragen haufig

nachsthdhere Einheiten umgewechselt werden missen.

5.1.3. Vor- und Nachteile der schriftlichen Subtraktion
Hat ein Kind den Algorithmus der schriftlichen Subtraktion verstanden und ausrei-
chend verinnerlicht, kann er prinzipiell alle Aufgaben dieser Operation schriftlich 16-

sen, da derartige Algorithmen, wie die der schriftlichen Verfahren, nicht nur fir aus-

119 ygl. Schipper/Ebeling/Droge (2008), S. 132.



Die Bedeutung der Sprache fur den Mathematikunterricht 131

gewahlte, sondern prinzipiell ,.fiir ganze Klassen gleich strukturierter Aufgaben” kon-
zipiert sind.'?® Ebenfalls lassen sie sich nicht nur im dezimalen Stellenwertsystem ein-
setzen, sondern genauso in anderen nichtdezimalen. *#

Die Anwendung der schriftlichen Rechenverfahren bietet den Kindern die Méglich-
keit der beispielhaften Einsicht in die Bedeutung und Funktionsweise von Algorith-
men. Sie erfahren, wie komplizierte Rechnungen durch konkrete algorithmische Ver-
fahren simplifiziert werden. Gerade durch die gegenwértige Bedeutung von Compu-
tern ist es wichtig, den SuS diese Thematik bereits im Grundschulunterricht zu verge-
genwirtigen, da diese ,,eine der zentralen Leitideen der Mathematik” darstellt.

Die Vereinfachung der Aufgaben l&sst sich bei den schriftlichen Rechenverfahren auf
die Zerlegung der betreffenden Zahlen in ihre Stellenwerte zuruckfiihren. Es entste-
hen durch diese ziffernweise Aufspaltung leichter zu berechnende Teilaufgaben, so
dass die Kinder auch beim Operieren mit Zahlen im vierstelligen Bereich oder hoher
lediglich auf das kleine Einspluseins und das kleine Einsminuseins zurlckgreifen
miissen.'?® Oft geschieht dies ,,ohne jegliche Einsicht in die zugrundeliegende ma-

thematische Struktur’*?*

, was sich mitunter in den Fehlern der SuS zeigt.

Durch das automatisierte Rechnen fiihlen sich die SuS augenscheinlich sicher, es kann
jedoch auch schnell zu einer generalisierten Anwendung fiihren, bei der Lésungen
ohne jegliches Reflektieren blind akzeptiert werden und zugrunde liegende Zusam-
menhange und mathematische GesetzmaRigkeiten unverstanden bleiben. Eine derar-
tige ,,kognitive Passivitat” verfihrt die SuS haufig dazu, die vorliegende Aufgabe gar
nicht mehr richtig zu betrachten und sie ohne Nachzudenken schriftlich zu I6sen. Bei
einer Studie von SELTER haben beispielsweise mehr als 60% der teilnehmenden Kin-
der die Aufgabe 701 — 698 schriftlich geldst, wobei es an dieser Stelle deutlich einfa-
cher und geschickter gewesen ware, die halbschriftliche Strategie Erganzen anzuwen-

den 125

Eine ,,zu frihe Automatisierung”126 kann demnach zur Folge haben, dass die Verfahren
bereits kurze Zeit nach der Behandlung im Unterricht kaum noch in Erinnerung geru-

fen werden kdnnen, da die Rechenschritte mehr oder weniger mechanisch, jedoch oh-

120 ygl. Schipper/Ebeling/Droge (2008), S. 204.
121 ygl. ebd., S. 205.

122 ygl. ebd., S. 206.

123 ygl. ebd., S. 204ff.

124 Krauthausen (1993), S. 192.

125 ygl. Krauthausen (1993), S. 193.

126 padberg (2008), S. 207.
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ne richtiges Verstandnis ausgefiihrt werden.**’
Zuletzt lasst sich noch positiv auffiihren, dass die Kinder bei entsprechender Themati-
sierung von Sachverhalten wie zum Beispiel dem Umbiindeln oder Entbundeln, eine

,Einsicht in den Aufbau des dezimalen Stellenwertsystems” vermittelt bekommen.*?®

5.2. Die Bedeutung der Sprache fur die Behandlung von Sachrechen-
aufgaben

Fir das Verstandnis von Sachrechenaufgaben ist die Sprache von etwas anderer Bedeu-
tung als flr das Verstandnis der schriftlichen Subtraktion. In diesem Bereich sind die
SuS — wie in keinem anderen — von der Sprache abhéngig. Das beginnt mit dem Lesen
und Verstehen von Texten und endet mit dem Erklaren von Losungswegen. Genau aus
diesem Grund hat der tberwiegende Teil der Lernenden Probleme mit der Bearbeitung
von Sachrechenaufgaben. Wie genau solche Sachrechenaufgaben aufgebaut sind und

welche Ziele sie verfolgen, wird in diesem Kapitel naher beschrieben.

5.2.1. Ziele und Funktionen des Sachrechnens
Sachrechnen dient in erster Linie dem Ziel, die Kinder bei der ,,Entwicklung allgemei-

»129 71 unterstiitzen. Die SuS sollen durch mathematische

ner Problemldseféhigkeiten
Modellierung befahigt werden, sich ihre Umwelt selbst zu erschlieBen und somit den
Alltag zu bewaltigen.**® Heinrich Winter unterscheidet drei Funktionen des Sachrech-

nens, die im Folgenden einzeln erlautert werden.

127 ygl. Padberg (2008), S. 207.
128 ygl. ebd., S. 204.

129 Franke (2003), S. 23.

130 ygl. ebd. S. 25.
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Sachrechnen als Lernstoff

Sachrechnen als Lernstoff meint ,,Wissen {iber Grofen und Fertigkeiten im Umgang mit
GroRen aufzubauen.”*! Der sachrechnerische Stoff umfasst die ,biirgerlichen Groflen”
(Stuckzahlen, Geldbetrége, Langen, Zeitspannen, Gewichte, Temperaturen und Flachen-

und Rauminhalte)™*?

, Sowie als Ergédnzung auch elementare Verfahren und Begriffe der
Statistik, wie die Gewinnung, Darstellung und Verarbeitung von Daten. ,,Dazu gehoren
bspw. das Z&ahlen, Messen, Schatzen, Kennenlernen der Mal3systeme, Aufbau eines Re-
pertoires an Stitzpunktvorstellungen/StandardgréRen oder die Darstellung von Gro-

Ben 5133

Sachrechnen als Lernprinzip

Im Gegensatz zum Sachrechnen als Lernstoff wird in diesem Bereich die Sache deutlich
stérker in den Fokus geruickt. Sachrechnen als Lernprinzip impliziert, dass ,,Beziige zur
Realitat fur das Lernen mathematischer Begriffe und Verfahren ausgenutzt werden, um
die SuS stérker am Lernen zu interessieren, ihr Verstandnis zu fordern und ihre Kenn-
tnisse und Fertigkeiten besser zu festigen”.*** Bisher erworbene Kenntnisse sollen unter
Berlicksichtigung der Sachsituation gefestigt werden. Dariiber hinaus sollen die darges-
tellten Situationen aber auch dazu auffordern, sich mit neuem mathematischen Wissen

auseinanderzusetzen.

Sachrechnen als Lernziel

Sachrechnen als Lernziel bzw. als Beitrag zur UmwelterschlieBung — wie Winter die
dritte Funktion auch nennt — beinhaltet die Funktionen Lernstoff und Lernprinzip und
ist somit die umfassendste Funktion des Sachrechnens.’® Gleichzeitig wird hierin die
wichtigste, aber auch die unterrichtspraktisch am schwierigsten zu realisierende Funkti-
on gesehen. Hier dient die Sache nicht nur als Mittel der Anregung, vielmehr geht es um
die Sache im eigentlichen Sinne, sodass Sachrechnen auch ein Stiick Sachunterricht
beinhaltet. Situationen aus der Umwelt der Kinder sollen mathematisiert und modelliert

werden. Dies schlielt auch den Erwerb fachunabhangiger Kompetenzen mit ein. Den-

131 Winter (1996), S. 24.

132 ygl. ebd. S. 15.

133 Krauthausen/Scherer (2007), S. 80f.
3% vgl. Winter (1996) S. 31.

135 vgl. ebd.
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noch sollen die SuS erfahren, dass mathematische Modelle immer nur einen Ausschnitt

der Wirklichkeit zeigen und andere Aspekte bewusst ausschliel3en.

5.2.2. Problemldsen und Modellierungsprozesse beim Sachrechnen

Ein ,Problem‘ entsteht zum Beispiel dann, wenn ein Lebewesen ein Ziel hat und nicht
weil3, wie es dieses Ziel erreichen soll. Wo immer der gegebene Zustand sich nicht durch
bloRes Handeln (Ausfiihren selbstverstdndlicher Operationen) in den erstrebten Zustand
Uberfuhren Iasst, wird das Denken auf den Plan gerufen. Ihm obliegt es, ein vermittelndes
Handeln allererst zu konzipieren.'*

Das bedeutet, dass ein Problem aus drei Komponenten besteht: dem Anfangszustand,
dem erwiinschten, aber noch nicht erreichten Ziel und dem Weg, welcher vom Anfangs-
zum Zielzustand fihrt. Was dabei als Problem empfunden wird, ist nicht verallgemei-
nerbar, sondern liegt im Ermessen des Einzelnen.

Im Mathematikunterricht sollen die Kinder befahigt werden, Probleme selbststandig zu
I6sen, selbst wenn ihnen hierzu kein Ldsungsverfahren bekannt ist. Als Gegenpol zu
den Algorithmen, die die SuS — u.a. bei der schriftlichen Subtraktion — erlernen, sollen
Sachprobleme durch eigenstandige und individuelle Bildung von mathematischen Mo-
dellen gel6st werden. Dabei durchlaufen die SuS einen Problemldseprozess, bei dem
zwischen dem Modellbildungsprozess und dem Modellierungskreislauf differenziert
werden muss.

Im Folgenden werden die beiden zuletzt genannten Aspekte néher ausgefihrt.

Modellbildungsprozess nach Blum

Der Prozess beginnt mit einer realen Situation, auch als erklarungsbedirftiges Phéno-
men bezeichnet.*” Die erste Schwierigkeit besteht darin, das Problem innerhalb der
Situation zu verstehen. Hierfur sind zum einen allgemeine Sprachkompetenzen — vgl.
Kapitel 1.1 — notwendig, um die Formulierungen und (Fach)ausdriicke zu verstehen,
zum anderen bedarf es aber auch spezifischen Wissens (ber die Situation, um diese

nachvollziehen zu kdnnen.

138 Duncker (1935), S.1
37 vgl. Schneeberger (2009), S. 69.
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Aus dieser realen Situation wird ein reales Modell entwickelt, welches ein Bild der
Wirklichkeit darstellt. Das Sachproblem wird auf fir die Aufgabe interessante Fragen
eingegrenzt, sodass nur noch Aspekte betrachtet werden, die im Fokus stehen. Um ein
grundlegendes Verstandnis bei den SuS aufzubauen, bendtigt die Entwicklung des rea-
len Modells viel Zeit, damit 16sungsrelevante Elemente herausgefiltert und ggf. fehlende

Daten recherchiert werden mussen.

Aus dem realen Modell wird ein mathematisches Modell entwickelt. Dazu werden
Rechenaufgaben notiert, ggf. Skizzen angefertigt und interne Denkprozesse externali-
siert. Das mathematische Modell kann individuelle Unterschiede aufweisen und héngt
stark vom Problemldser ab. Wéhrend der eine durch Anfertigung einer Skizze weiter-
kommt, mag es dem anderen durch eine tabellarische Ubersicht gelingen. Die Wahl der
Vorgehensweise erfolgt nach individuellen Fahigkeiten, es gibt kein vorgegebenes Mus-
ter.

Durch die Bearbeitung des mathematischen Modells erhdlt man mathematische Resul-
tate, die nicht unbedingt mit der Lésung der Aufgabe Ubereinstimmen mdissen. An die-
ser Stelle ist der Riickbezug auf die Sachsituation besonders wichtig, da nur so eine kri-
tische Hinterfragung des Ergebnisses moglich ist. Ein haufiger Fehler der SuS besteht
im Unterlassen dieser Riickschau. Wenn durch den Bezug zwischen mathematischem
Resultat und realer Situation festgestellt wird, dass Ergebnisse inkorrekt ist, wiederholt

sich der Modellbildungsprozess so lange, bis situationsgeméle Ergebnisse vorliegt.

Eine elementare, nicht zu unterschatzende Schwierigkeit des Modellbildungsprozesses
bildet die Trennung zwischen der Mathematik und der realen Welt, was die folgende
Abbildung verdeutlicht:

Reale Welt (1) Reale Situation (2) Reales Modell

Mathematische Welt (3) Mathem. Modell (4) Mathem. Resultat™*®

138 Blum (1985), S. 200.
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Modellierungskreislauf nach Blum

3
Reales Modell/
aesProbleem/_\‘Math. Modell/ 1 Verstehen
Brcblem 2 Vereinfachen/
2 Strukturieren
Real- * /‘1\.* Situations- 3 Mathematisieren
sustion 7 - 4 4 Mathematisch
arbeiten
< 5 Interpretieren
Reale. o} fg:;t.ltate 6 Validieren
Resultate \_/ 7 Darlegen
5
Rest der Welt Mathematik

Abbildung 14: Modellierungskreislauf nach Blum

Die Abbildung zeigt den Modellierungskreislauf nach Blum. Im Vergleich zum vorher
dargestellten Prozess wird hier eine Verbindung zwischen der Mathematik und dem
Rest der Welt geschaffen. Mithilfe der Tatigkeiten, die zwischen den einzelnen Anker-
punkten stehen, wird dieser Ubergang in den Vordergrund geriickt.

Zu Beginn steht die Realsituation, die Aufgabenstellung. Diese muss gelesen und ver-
standen werden, um ein Situationsmodell konstruieren zu kdnnen. Dazu werden samtli-
che Gedanken, die beim Leseprozess entstehen, gesammelt. Es entsteht ein Uberblick
tber die Thematik. Dieser Uberblick wird durch Vereinfachen und Strukturieren der
einzelnen Aspekte zu einem realen Modell, welches lediglich die fiir die Aufgabe rele-
vanten Informationen enthélt. Dieses Modell muss nun in einen mathematischen Kon-
text gebracht werden. Es wird in eine Funktion, eine Formel o.A. eingebaut und bildet
so das mathematische Modell. Durch mathematisches Arbeiten mit diesem Modell —
sprich durch Rechnen — erhadlt man das mathematische Resultat, ein Ergebnis. Dieses
Ergebnis ist rein mathematisch dargestellt und muss deshalb noch in Bezug auf den
Sachkontext interpretiert werden — ein reales Resultat wird erzeugt. Mit Rickblick auf
das Situationsmodell wird das reale Resultat Gberpruft bzw. validiert. Wird das Resultat
fur gultig erklart, werden in einem letzten Schritt die gewonnenen Erkenntnisse darge-
legt. Hier spielt die Kompetenz des Kommunizierens eine besondere Rolle.**® Wenn das

reale Resultat falsifiziert wird, ist der Modellierungskreislauf erneut zu durchlaufen.

139 ygl. Ministerium fiir Schule und Weiterbildung Nordrhein-Westfalen (2012), S. 58.
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Dass die SuS beim Bearbeiten von Aufgaben auf die Losungsermittlung und das Rech-
nen fixiert sind, zeigt sich darin, dass bspw. Kapitdnsaufgaben geradezu mechanisch
gelost werden.**® Der Modellierungskreislauf wird hier oftmals nicht vollstandig durch-
laufen, denn es findet keine kritische Hinterfragung des realen Resultats statt.

5.2.3. Klassifizierung von Sachaufgaben

Sachrechenaufgaben werden hinsichtlich verschiedener Kriterien in Aufgabentypen
unterteilt. Dabei wird zwischen der Unterteilung nach Heinrich Winter und der nach
Marianne Franke unterschieden. Winter bildet drei Klassen: Eingekleidete Aufgaben,
Textaufgaben und Sachaufgaben. Franke klassifiziert nach den folgenden Kriterien:
beschriebene Situation, mathematischer Inhalt und Présentationsform. Die Zuordnung
einer Aufgabe zu den Aufgabentypen ist nicht immer eindeutig, da die Ubergange flie-
Rend sind. Zudem ist die Verwendung der Bezeichnungen eingekleidete Aufgabe, Text-
aufgabe und Sachaufgabe in der Literatur nicht einheitlich, was die Ermittlung der Zu-
gehorigkeit erschwert. Marianne Franke meint sogar, dass eine Unterscheidung der
Aufgabentypen aus heutiger Sicht nicht (mehr) erforderlich ist, da Sache und mathema-
tischer Inhalt gleichberechtigte Komponenten in der Aufgabe darstellen sollten.***

Im Folgenden soll dennoch ein Uberblick tiber die verschiedenen Aufgabentypen gege-
ben werden, wobei ein eindeutiger Schwerpunkt auf der Erlauterung von Sachaufgaben

liegt.

Eingekleidete Aufgabe (Winter)

Bei eingekleideten Aufgaben ist der Sachkontext nicht nur irrelevant, sondern sogar
beliebig austauschbar, da die SuS durch ihn keinerlei neue Informationen zur Sache
erhalten. Bei diesem Aufgabentyp geht es vielmehr darum, erforderliche Rechenopera-
tionen zu erkennen und durchzufiihren, um das Ergebnis zu ermitteln. Dabei ist zu be-
merken, dass die Formulierung des Textes auf die erforderliche Rechenoperation
schlieRen l&sst.

Eingekleidete Aufgaben folgen der Zielsetzung, Rechenverfahren anzuwenden, mathe-

matische Begriffe zu festigen und Zahlbeziehungen zu erfassen.

140 Krauthausen/Scherer (2007), S. 78.
141 vgl. Franke (2003), S. 26f.
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Typische Beispiele fur eingekleidete Aufgaben sind:

1) ,,32 Spielkarten werden an 4 Kinder verteilt. Wie viele Spielkarten erhdlt jedes
Kind?

2) Der Vater hat ein Schlisselbrett gebastelt. Es hat 3 Reihen mit je 8 Haken. Wie
viele Schlussel kann man aufhangen?

3) Zwischen welchen Viererzahlen liegen 13, 22, 5, 34 142

Textaufgabe (Winter)
Textaufgaben dienen dem Ziel, Zusammenhédnge zwischen den angegebenen Zahlen zu
erfassen und einer mathematischen Zeichenreihe, also einem Term oder einer Glei-
chung, zuzuordnen. Dabei haben die Aufgaben meist genau ein richtiges Ergebnis und
sind daher eindeutig zu bearbeiten. Aufgrund ihres Fokus' auf das Rechnen werden
Textaufgaben auch als Sachrechenaufgaben bezeichnet. Wéahrend Textaufgaben im tra-
ditionellen Sachrechnen einen Schwerpunkt darstellen, werden sie im heutigen Unter-
richt gern als Ubungsform eingesetzt. Man unterscheidet zwei Typen von Textaufgaben:
1) Verbalisierte Zahlenaufgaben Bsp.: Addiere zu 159 das Vierfache von 9.
2) Aufgaben in Textform Bsp.: Herr Miiller kauft fiir 88€ Holzlatten. Der Preis
fiir 1m betrdgt 8€. Wie viel Holz hat Herr Muller gekauft?

Bei den Aufgaben in Textform ist die Sache zwar sinnvoll, aber nebenséachlich. Schwie-
rigkeiten entstehen bei der Bearbeitung von Textaufgaben vorwiegend darin, die Text-

struktur in eine mathematische Struktur zu Ubertragen.

Sachaufgabe (Winter)

Bei diesem Aufgabentyp ist die Sachsituation wichtig, da sie einen Bezug zu den All-
tagserfahrungen und damit zur Realitat der Kinder schafft. Die Mathematik dient dem
Zweck, tiefer in den Sachkontext einzudringen. Ferner folgen Sachaufgaben dem Ziel,
eine gegebene Sachbeziehung zu mathematisieren und entsprechende mathematische
Operationen zuzuordnen. Diese sollen durchgefiihrt werden, um in einem letzten Schritt
einen Rlckbezug des Ergebnisses zur Sachsituation herzustellen. Dabei wird das Ver-

standnis fiir den Sachzusammenhang durch die mathematische Bearbeitung unterstitzt.

142 Grimm/Priill (1982), S.33.
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Eine typische Sachaufgabe ist:

Fir unsere Klassenfahrt nach Borkum kdnnen wir einen Bus mieten oder mit der
Bahn fahren. Was ist giinstiger und/oder praktischer? Mit welchen Kosten miis-

sen wir auflerdem noch rechnen?

Die Kinder an der Planung von Ausfliigen oder Klassenfahrten zu beteiligen, bietet sich
im Sachrechenunterricht besonders an. Da diese Fahrten tatsachlich durchgefiihrt wer-
den, kann sich jedes Kind damit identifizieren und entwickelt das Gefiihl, aktiv an der
Planung beteiligt zu sein und seinen Teil zum Gelingen des Ausfluges beizutragen. Zu-
dem werden die SusS fir die bei Ausfliigen anfallenden Kosten sensibilisiert und lernen,
diese zu vergleichen. Sie muissen auflerdem recherchieren, dass man mit Bus und Bahn

nicht auf die Insel gelangt, sondern eine Féhrlberfahrt notig ist.

5.2.4. Qualitatsanforderungen an Sachrechenaufgaben (M. Franke)
Marianne Franke unterscheidet drei Faktoren, die fur die Qualitat von Sachrechenauf-

gaben bedeutsam sind:

e sachlich-semantische Faktoren
e sprachlich-syntaktische Faktoren

e mathematische Faktoren

Unter sachlich-semantischen Faktoren versteht Franke die Bekanntheit und Vertrautheit
der Kinder mit der Situation. Die mathematische Problemstellung sollte einen Bezug
zur Alltagswelt der Kinder besitzen. Ebenso muss sichergestellt sein, dass alle Begriffe
den Kindern bekannt sind und eventuell auftretende Fachbegriffe erklart werden. Irrele-
vante Angaben sollten méglichst vermieden werden, kdnnen aber auch als Differenzie-
rungsmaoglichkeit genutzt werden — viele irrelevante Angaben erhthen den Schwierig-
keitsgrad.

Sprachlich-syntaktische Faktoren meinen die sprachliche Komplexitéat der Problemstel-
lung. Es ist von Bedeutung, ob die relevanten Daten direkt oder indirekt angegeben
werden. Ebenso ist ihre Reihenfolge wichtig: Stehen sie in der Reihenfolge, in der sie
auch zu bearbeiten sind oder ist diese gegensatzlich. Bedeutsam ist auch, ob eine direkte

Fragestellung vorliegt oder in welcher Art die Frage formuliert ist. Schllsselwdrter, die
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zur LOsung der Problemstellung beitragen, kénnen den Arbeitsprozess erleichtern. Zu-
letzt sollte dem Satzbau Beachtung geschenkt werden. Ist es ein langer Satz mit vielen
Nebensatzen oder Einschiiben, ist der Verstehensprozess erschwert.

Die Art und Anzahl der Rechenoperationen fallen unter den mathematischen Faktor.
Ebenso die Komplexitét der zu rechnenden Aufgabe und der damit verbundene Rechen-
aufwand. Die GroRe der Zahlen spielt zuletzt auch eine Rolle in Bezug auf die Qualitét
von Sachrechenaufgaben. Sie muss dem Lernstand der Kinder entsprechen, damit ein
effektives und nachhaltiges Lernen erfolgen kann. Wie dieses Lernen im Detail ausse-
hen muss, damit es nachhaltig ist, wird im folgenden Kapitel naher beschrieben.

5.3. Dialogisches Lernen im Mathematikunterricht (Ruf/Gallin)

Die zu Beginn dieser Dissertation aufgezeigte Darstellung des Unterrichts, wird eben-
falls von Peter Gallin und Urs Ruf — zwei Padagogen aus der Schweiz — bemangelt:
Auch sie sehen die groBen Angste und Aggressionen sowie die starke Uberforderung
der SuS im Unterricht.**® Die bis dato weitverbreitete eindimensionale Didaktik*** steht
dem Lernzuwachs der SuS im Wege. Die Leistungen der SuS werden nur an dem Re-
chenerfolg gemessen. Das bedeutet, dass nur die Schnelligkeit und die Fehlerlosigkeit
bei der Bearbeitung von Aufgaben als Qualitdtsmerkmale gesehen werden. Dies flhrt zu
Stress, der die Lernenden wéhrend ihrer gesamten Schulzeit begleitet. Die enorme
Stofffille, der starke Notendruck sowie die daraus resultierende Selektion lasst kaum
einen SuS den Mathematikunterricht als positive Erfanrung wahrnehmen. Die reine Fo-
kussierung auf das erworbene Wissen ohne Berticksichtigung des Einzelnen macht letz-
tendlich alle Beteiligten des Unterrichts austauschbar. So kann jede Lehrkraft, die ihr
Konzept nur abspult, vor jede beliebige Lerngruppe gestellt werden und auch die Lern-
gruppe ist austauschbar, wenn sie nur abgespultes Wissen konsumieren soll. Der Lern-

erfolg bleibt bei solchen Konzepten auf der Strecke. Aufgrund dieser miserablen Situa-

143 vgl. Ruf/Gallin (1998), S. 9.
144 vgl. Ruf/Gallin (2005b), S.8.



Die Bedeutung der Sprache fur den Mathematikunterricht 141

tion entwickelten die beiden 0.g. Pddagogen das dialogische Lernen, welches im Fol-
genden kurz vorgestellt und erlautert wird.

Dieses dialogische Lernen stellt entgegen der bisherigen Auffassung von Unterricht,
den SuS als Individuum (Ich) in den Fokus. Es geht nicht mehr um die Lehrkraft als
Wissensvermittler, sondern um das Kind, welches die Mdoglichkeit erhélt, sich mit dem
neuen Lernstoff auf eigenen Wegen auseinanderzusetzen. Ruf/Gallin sprechen von der

145
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Abbildung 15: Singulére und regulédre Welt nach Ruf/Gallin

Es geht darum, ein positives Grundgefiihl zu erzeugen, sodass jeder SuS sich auf den
Aufbau seiner individuellen Fachkompetenz konzentrieren kann. Dies geschieht durch
ein offenes Unterrichtskonzept, dessen Ausgang nicht vorher festgelegt wird. Der dabei
stattfindende Austausch setzt verschiedene Bereiche voraus, die in einen Dialog treten
konnen. Ruf/Gallin sprechen in diesem Zusammenhang von dem Dialog zwischen der

singularen Welt und der reguléaren Welt.

145 vgl. Ruf/Gallin (2005a), S.24ff.
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Vorschau

Regulare
Welt

Singulare
Welt

Rickschau

Abbildung 16: Vorschau und Riickschau nach Ruf/Gallin

Als singulare Welt bezeichnen sie den Anfang des Lernprozesses. Hier soll das Kind
lernen, sein Selbstvertrauen aufzubauen und sich dem Stoff auf seinem Weg — durch
sein Denken und Handeln — zu né&hern. In diesem Bereich geht es darum, bereits vor-
handenes Wissen zu aktivieren.

Die regulare Welt bezeichnet den Lernstoff. Im Rahmen dieser Arbeit stellt zum Bei-
spiel das Kapitel 4 den Bereich der reguldaren Welt dar. Im Gegensatz zu den bisherigen
Auffassungen wird beim dialogischen Lernen nicht die regulare Welt betont, sondern
die Wege des Lernenden hin zu dieser. Diese Wege zwischen den beiden Welten ist der
Bereich des Divergierenden. Hier geht es um den bereits erwédhnten Austausch. Er er-
mdglicht einen Zugang zum Reguldren. Da das Kind in der singularen Welt sein Selbst-
vertrauen aufbaut, kann er ohne Angst dem Bereich des Reguléren gegentbertreten. Der
Mensch (singulére Welt) und der Stoff (reguldre Welt) sind gleichwertige Pole. Deswe-
gen stehen sie auch nicht im einseitigen, sondern im wechselseitigen Austausch — die
sogenannte Vor- und Rickschau — zueinander. Durch diese Wechselwirkung wird eine
Spannung erzeugt, welche das Lernen erst ermdglicht.

Diese Polaritdt zwischen den beiden Welten l&sst sich auch auf die Polaritat der beiden
Gehirnhalften zurlckfiihren: Beide Gehirnhélften sind elementar, doch einzeln nutzen
sie nur wenig. Nur durch die Verbindung beider durch den Fasciculus arcuatus, welcher

die Daten tbermittelt, konnen die beiden Halften eine produktive Leistung erbringen
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(vgl. Kapitel 2.2.1). Diese Wechselwirkung lasst sich mittels der nachfolgenden Abbil-
dung zeigen.

Losungsverfahren
(Produktion) §
Frage Losung
Interpretationsverfahren
(Rezeption)

Abbildung 17: Wechselwirkung zwischen Produktion und Rezeption nach Ruf/Gallin

Auch hier zeigt sich: Das Kind mdchte sich die Welt des Reguldren erschlieBen. Dazu
wird bei herkdmmlichen Konzepten der Stoff lediglich vermittelt und Gberprift. Die
Lehrkraft Gbernimmt dabei beide Funktionen: Er ist derjenige, der die Aufgaben stellt,
der die Vermittlung organisiert und das Wissen uberprift. Das Kind muss die Aufgaben
I6sen und ausfiihren, was die Lehrkraft von ihm erwartet. Die Bewertung der Lehrkraft
muss es hinnehmen. Diese Einseitigkeit bezeichnen Ruf/Gallin als eindimensionale Di-
daktik mit nahezu keinem Lernerfolg.

Um die Spannung zwischen den beiden Polen sinnvoll zu nutzen, sind vier Instrumente
notwendig: Kernidee, Auftrag, Reisetagebuch und Riickmeldung. Die nachfolgende

Abbildung zeigt das Zusammenspiel dieser Faktoren.
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Abbildung 18: Zusammenspiel von Rezeption und Produktion nach Ruf/Gallin

Der Ursprung dieses Kreislaufes liegt in der Kernidee. Sie meint die Aufforderung an
die Lehrkraft, den SuS von ihren personlichen Erfahrungen in Bezug auf den Unter-
richtsstoff zu berichten. In dieser Phase geht es darum, Angste der SuS abzubauen, in-
dem sich die Lehrkraft schiitzend vor den Lernenden stellt, so dass er nicht von der re-
gularen Welt tberrollt wird. Eine Kernidee ist sehr personlich und kann nicht von Klas-
se zu Klasse bzw. von Lehrkraft zu Lehrkraft ausgetauscht werden. Durch eine Kerni-
dee présentiert die Lehrkraft einen durch sie personlich reduzierten fachlichen Inhalt.
Die Kernidee weckt im Kind das Interesse, sich auch Uber diesen Stoff auszutauschen.
Dabei ist es wichtig, dass auch negative Erfahrungen ihre Beriicksichtigung finden. Die-
ses Erzahlen nennen Ruf/Gallin den Auftrag. Neben dem Erzéhlen ist auch das gemein-
same Erproben sowie der Austausch dartiber Bestandteil dieser Phase. Nach der intensi-
ven Beschéaftigung mit dem Lernstoff, welche nur im regelméaRigen Austausch stattfin-
det, werden die Erfahrungen und neuen Erkenntnisse in einem Reisetagebuch festgehal-
ten. Der gesamte Bereich von der Kernidee zum Reisetagebuch wird als Produktion

bezeichnet. Durch das Reisetagebuch sind die SuS in der Lage, mit anderen Uber den
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Stoff zu sprechen. Es findet eine Rickmeldung statt uber das, was die Auseinanderset-
zung mit dem Stoff bei ihnen bewirkt hat. Diese sogenannte Rickschau schlie3t den
Kreis, in dem der anfangs in den Raum gestellte Inhalt mittels der neuen Erkenntnisse
betrachtet wird. Er flhrt jedoch auch gleichzeitig zu neuen Fragen, die eine weitere
Kernidee beinhalten und l&sst auf diese Art und Weise den Kreislauf von vorne begin-
nen. Lernen ist somit ein standig andauernder Prozess, der das bereits Erlernte in Bezug
zu neuen Bereichen setzt. SuS sind dann in der Lage, verfiigbares Wissen bei neuen
Problemen zielgerichtet und sinnvoll einzusetzen. Durch dieses nachhaltige Lernen
werden fachliche Gebiete verstanden und eine Vernetzung der Gebiete ermdglicht.

In diesem Zusammenhang muss des Weiteren zwischen der Sprache des Verstehens und
der Sprache des Verstandenen® unterschieden werden. Die Sprache des Verstehens ist
in der Auseinandersetzung mit dem neuen Stoff von Bedeutung. Sie bezeichnet die ver-
schiedenen Gespréche tiber den Inhalt sowie den Austausch von Erfahrungen. Umfasst
werden hier alle Formen der eingesetzten Sprache wahrend der Vorschau. Die Sprache
des Verstandenen hingegen bezieht sich auf die Riickschau. Es ist die Sprache, die ver-
wendet wird, um das Erlernte zu erklaren bzw. zu definieren - wie die in Kapitel 4 ver-
wendete Fachsprache.

Um diese Fachsprache zu verstehen und richtig anwenden zu kdnnen, bedarf es einiger
Kompetenzen. Diese Fahigkeiten und Fertigkeiten werden im folgenden Kapitel néher

ausgefihrt und erlautert.

148 vgl. Ruf/Gallin (2005a), S. 25f
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5.4. Fachsprachenkompetenz

An Themen der Mathematik, die das eben erlduterte dialogische Lernen ermdglichen,
sollen die SuS im Mathematikunterricht an Fachsprachenkompetenz herangefiihrt wer-
den. Fachsprachenkompetenz umfasst die formale/symbolische Sprache der Mathematik
(vgl. Kapitel 1.1). Obwohl diese Sprache bereits seit Jahrhunderten verwendet wird und
im Allgemeinen als sehr prazise und international verstandlich gilt, wird sie den Anfor-
derungen der aktuellen Sprache im Unterricht kaum gerecht (vgl. Ruf/Gallin). Die ma-
thematische Fachsprache, welche h&ufig durch den Einsatz von Lehrbichern, Formel-
sammlungen und auch durch konkrete Anweisungen und Tafelbilder zum Einsatz
kommt, wird in diesen Fallen nicht zielgerichtet eingesetzt und kann somit keine Be-
griffsbildung seitens der SuS unterstiitzen. Im Mathematikunterricht sollte vielmehr die
Sprache in ihrer urspriunglichen Form - als Mittel der Kommunikation - verwendet wer-
den. SuS benutzen selten von sich aus Fachtermini, noch kdnnen sie die jahrhunderte-
lange Entwicklung der mathematischen Fachsprache in kirzester Zeit nachvollziehen.
Die Entwicklung von Fachsprachenkompetenz erfordert eine Neugestaltung des Unter-

richts nach den folgenden Gesichtspunkten:

(1) Herausfordernde Lernsituationen, die u.a. auch die Verwendung von Fachspra-
che erfordern
(2) Sprache als zentraler Kern

(3) Korrekter Einsatz von Fachsprache seitens der LuL

(1) Diese Lernsituationen enthalten mathematische Problemstellungen, welche die SuS
eigenstandig bearbeiten. Dabei kénnen Sprech- und Schreibanldsse sehr einfach
durch die folgenden — und weitere — Methoden geschaffen werden:

e Reisetagebucher (Gallin/Ruf)
e Rechenkonferenzen (Schitz 1994, Franke 2001)
e Dokumentation von Problembearbeitungen (Selter 1996 u. a.)

(2) Durch Sprache als zentraler Kern kann Fachsprache entwickelt werden. In den vie-
len Gesprache bzw. Verschriftungen von SuS wahrend der Vor- und der Riickschau
werden die Lernenden feststellen, dass die Verwendung eines Fachbegriffes mitun-

ter einen Text sehr viel kirzer machen kann. Aber auch die Verwendung von Neo-
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logismen in der Fachsprache kann die Entwicklung der SuS unterstitzen, sofern sie

in Unterrichtsgespréchen durch alle Beteiligten kritisch betrachtet werden.

(3) Die Entwicklung von Fachsprachenkompetenz bei SuS setzt den korrekten Einsatz
von Fachsprache bei LuL voraus. Es ist notwendig, dass der Lehrkraft die Vielfalt
fachlicher und fachdidaktischer Begriffe bewusst ist. Da jedoch vielen Lehrkraften
diese Vielfalt nicht bewusst ist und ihnen der Uberblick uber die einzelnen Begriff-
lichkeiten fehlt, stellt gerade dieser Punkt ein grof3es Manko in der aktuellen Unter-
richtssituation dar. Begriffe aus dem Kapitel 4 — wie Minuend oder Subtrahend —

werden hdufig nicht korrekt verwendet.

5.5. Lehrplanbezug

In diesem Kapitel wird der mathematische Teil des Lehrplans fir die Grundschulen in
NRW in den Blick genommen. Es soll gezeigt werden, dass auch hier der sprachliche
Aspekt verankert ist und somit der Sprache im Mathematikunterricht grof3e Bedeutung

beigemessen werden muss.

Der aktuelle Lehrplan**’ des Faches Mathematik in der Grundschule formuliert im Ge-
gensatz zu vorherigen Fassungen keine konkreten Unterrichtsgegenstande mehr, son-
dern Kompetenzerwartungen, die sich in je vier prozessbezogene und inhaltsbezogene
Kompetenzen gliedern. Diese acht Bereiche und die ihnen zugeordneten Schwerpunkte
gelten als verbindlich und sollen bei der Unterrichtsgestaltung integrativ zusammenwir-
ken. Der Lehrplan ist somit angepasst an die Ergebnisorientierung des Unterrichts.

Im Folgenden sollen die prozessbezogenen Kompetenzen ausfiihrlich erlautert werden,
bevor sich die inhaltlichen Kompetenzen, vertreten durch den Bereich Gréfien und Mes-
sen, der das Sachrechnen meint, anschlieRen.

Die prozessbezogenen Kompetenzen sollen in der gesamten Grundschulzeit geschult
werden, da ihnen fir ein erfolgreiches Lernen und Nutzen von Mathematik groRRe Be-

deutung zukommt. Nur durch die Anwendung prozessbezogener Kompetenzen kann ein

Y7 Die folgenden Ausfiihrungen beziehen sich auf den Lehrplan aus dem Jahr 2012 und die Informatio-

nen zum Lehrplan, die vom Ministerium fir Schule und Weiterbildung herausgegeben wurden.
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tiefgreifendes Verstandnis der inhaltsbezogenen Kompetenzen gewahrleistet werden.
Um den Erwerb prozessbezogener Kompetenzen zu unterstiitzen, ist eine lebendige
Auseinandersetzung mit der Mathematik unerlésslich.

Sachrechnen bietet den Vorteil, dass es alle prozessbezogenen Kompetenzen schult, die

im Folgenden einzeln erlautert werden.

1) Problemldsen/Kreativsein

Dieser Bereich fordert, dass sich die SuS mit Problemstellungen auseinandersetzen.
Dabei sollen sie Zusammenhange erschlieen, Vermutungen anstellen, systematisch
probieren, reflektieren und priifen, tbertragen, variieren und erfinden. Das sollen die
SuS bis zum Ende der vierten Klasse trainieren:

Die SuS sollen gegebenen Problemstellungen Informationen entnehmen, die fur die
Losung relevant sind. Diese Fahigkeit nennt das Ministerium fur Schule und Weiterbil-
dung ErschlieR3en.

Bei der Problemlésung soll zunehmend systematisch und zielorientiert vorgegangen
werden, die Einsicht in Zusammenhange sollen die SuS sich dabei zunutze machen.

Diese Kompetenz wird als Ldsen bezeichnet.

Reflektieren und Uberprifen impliziert die Uberpriifung von Ergebnissen auf ihre
Angemessenheit. Die SuS sollen befahigt werden, Fehler zu finden und zu Kkorrigieren.

Des Weiteren sollen verschiedene Lésungswege verglichen und bewertet werden.

Die Kinder sollen lernen, ihre VVorgehensweisen auf ahnliche Sachverhalte zu tGbertra-

gen.

Variieren und Erfinden hei3t die Fahigkeit der Kinder, Aufgaben und Fragestellungen
selbst zu erfinden, bspw. durch Modifizierung oder Fortsetzung von bereits bekannten

Aufgaben.

Bei der Bearbeitung von Problemen sollen die Kinder geeignete mathematische Regeln,
Algorithmen und Werkzeuge aus ihrem bekannten Repertoire auswahlen und angemes-

sen nutzen. Diese Kompetenz wird als Anwenden bezeichnet.
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2) Modellieren

Dass die SuS Mathematik auf konkrete Aufgabenstellungen aus ihrer Erfahrungswelt
anwenden, Sachsituationen durchdringen und in ein mathematisches Modell Gibertragen,
wird als modellieren bezeichnet. Der Modellierungskreislauf als Teil dieses Prozesses
wurde bereits ausfiihrlich beschrieben (siehe Kapitel 5.2.2). Der Bereich des Modellie-
rens ist mit den folgenden Kompetenzen verknupft:

Zu Beginn steht das Erfassen. Es mussen Informationen aus Sachsituationen bzw.
Sachaufgaben entnommen werden, wobei zwischen relevanten und irrelevanten Infor-

mationen zu unterscheiden ist.

Die Ubersetzung von Problemstellungen aus Sachsituationen in ein mathematisches
Modell und die anschliefende Lésung mithilfe des Modells wird unter dem Begriff Lo-

sen zusammengefasst.

Validieren ist die Kompetenz, das Rechenergebnis wieder auf die Sachsituation zu be-

ziehen und auf Evidenz zu prifen.

Zuordnen nennt das Ministerium fiir Schule und Weiterbildung die andere Richtung
der Bearbeitung, ndmlich eine passende Problemstellung zu einem gegebenen mathema-
tischen Modell zu finden und eigene Fragestellungen zu entwickeln, die in einen Rah-

men von Sachsituationen eingebettet sind.

3) Argumentieren

Der Bereich des Argumentierens verlangt, dass die SuS Vermutungen iber mathemati-
sche Zusammenhénge anstellen und diese begriinden. Ebenso sollen sie GesetzmaRig-
keiten und Beziehungen erklaren. Dies soll sowohl sprachlich als auch handelnd und

zeichnerisch geschehen.

Die SusS sollen Vermutungen ber mathematische Zusammenhange oder Auffalligkei-

ten anstellen. Diese Fahigkeit fallt unter den Begriff Vermuten.

Bei dem Uberpriifen sollen diese Vermutungen anhand von Beispielen getestet wer-
den, um zu hinterfragen, ob diese Vermutungen und die daraus resultierenden Lésungen

und Aussagen zutreffend sind.
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Folgern meint die Bestatigung oder Widerlegung der Vermutungen anhand von Bei-
spielen. Die SuS sollen ebenso befihigt werden, allgemeine Uberlegungen zu entwi-
ckeln oder gegebene Uberlegungen nachzuvollziehen.

Dass die Kinder Beziehungen und Gesetzmal3igkeiten anhand von Beispielen erklaren
und Begrundungen anderer nachvollziehen sollen, wird unter dem Oberbegriff Begriin-
den festgelegt.

4) Darstellen/Kommunizieren

Mit Darstellen/Kommunizieren ist gemeint, dass die Kinder eigene Denkprozesse oder
Vorgehensweisen angemessen so darstellen, dass sie fiir andere nachvollziehbar sind.
Sie sollen ebenso (ben, sich mit anderen Uber ihre VVorgehensweisen verbal auszutau-
schen — mindlich, schriftlich, oder auch mithilfe anderer Darstellungsformen wie Tabel-
len, Skizzen 0.A.. Zunachst soll diese Kommunikation in der Umgangssprache erfolgen,
die allerdings im Laufe der Zeit zunehmend durch die fachgebundene Sprache mit Fach-

termini abgeldst werden soll.

Die SusS sollen ihre Vorgehensweisen, Lernerfahrungen und Arbeitsergebnisse z.B. in

Lerntagebtichern dokumentieren.

Prasentieren und Austauschen ist eine sehr wichtige Kompetenz. Die Kinder sollen
lernen, geeignete Darstellungsformen und Présentationsmedien wie z.B. Folien oder
Plakate zu entwickeln und zu nutzen, um ihre Losungswege, ldeen und Ergebnisse
nachvollziehbar darzustellen. Rechenkonferenzen eignen sich gut, um diese Kompetenz

zu schulen.

Auch das Kooperieren und Kommunizieren ist in einer Gesellschaft, die zunehmend
individueller wird, eine ernstzunehmende Fahigkeit. Sie meint, dass die Kinder umfang-
reichere Aufgaben gemeinsam bearbeiten sollen. Dazu ist es notwendig, Verabredungen

zu treffen und eigene und fremde Sichtweisen zu verknupfen.

Die SuS sollen bei der Darstellung mathematischer Sachverhalte passende Fachtermini,
mathematische Zeichen und Konventionen verwenden. Dies wird zusammengefasst

unter: Fachsprache verwenden.
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Zwischen Darstellungen wechseln meint, dass die SuS lernen sollen, eine Darstel-

lungsform in eine andere zu Ubertragen, bspw. ein Diagramm in eine Tabelle.

Fazit:

Die Sprache im Mathematikunterricht ist von essentieller Bedeutung. Ohne Sprache ist
das Lernen nicht nachhaltig. Die Entwicklung von Fachsprachenkompetenz setzt vor-
aus, dass die Lehrkraft ebendiese besitzt. Ferner haben LuL die Aufgabe, herausfor-
dernde Lernsituationen (Kernideen) zu schaffen, welche durch den sprachlichen Aus-
tausch ergriindet werden konnen. Die in Kapitel 5 aufgezeigte Komplexitat von Sprache
beim Erwerb der schriftlichen Subtraktion und der Bearbeitung von Sachrechenaufga-
ben zeigt, welche grol’e Bedeutung der Sprache im Mathematikunterricht zukommt. Im
folgenden sechsten Kapitel wird die empirische Studie vorgestellt, welche sich damit
befasst, die Fachsprache der SuS zu untersuchen. Im siebten Kapitel werden dann auf-
grund der bis dato erarbeiteten Grundsétze zwei Unterrichtskonzeptionen vorgestellt,

die der Sprache als zentrales Medium gerecht werden.
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6. Empirische Untersuchung zur Bedeutung der Sprache im
Rahmen der schriftlichen Subtraktion und der Bearbeitung
von Textaufgaben

In den vorangegangenen Kapiteln wurden die theoretischen Voraussetzungen fir die
nachfolgend erlduterte empirische Untersuchung aufgezeigt. Diese basiert grundlegend
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auf den von Jirgen Rost™ aufgefiihrten Griinden fur eine empirische Untersuchung:

e Griundliche Beschreibung und Ordnung der Phdnomene dieser Welt.
e Aufstellen eines Regelsystems, durch welches diese Phdnomene beschrieben
und vorausgesagt werden kdnnen.

e Verwendung von Forschungsergebnissen zur Verbesserung des Verhaltens.

Besonders der letzte Punkt ist fur diese Dissertation im Bereich der didaktischen For-
schung von Bedeutung. Sollte die zugrundeliegende Hypothese der Untersuchung, wel-
che im néchsten Unterkapitel ausfihrlich dargestellt wird, bestatigt werden, so héatte
dies weitreichende Folgen fur die Konzeption von Unterricht (vgl. Kapitel 8).

Eine empirische Untersuchung basiert immer auf den Erfahrungen der Teilnehmer. Das

Wort Empirie wurde von dem griechischen Wort eureipio (empeiria)**®

abgeleitet und
wird mit dem Wort Erfahrung Ubersetzt. Die empirische Forschung ist notwendig, um
Behauptungen tber wissenschaftliche Phdnomene zu berprifen. Da in der Regel eine
solche Uberpriifung nicht direkt moglich ist, missen Indikatoren festgelegt werden,
deren Auswertung eine Verifizierung oder Falsifizierung der Hypothese erméglichen.
Fur die vorliegende Arbeit bedeutet dies, dass der Zusammenhang zwischen mathemati-
scher und sprachlicher Fahigkeit z.B. nicht direkt durch eine Befragung konkret ermit-
telt werden kann, sondern dass durch die strenge Uberpriifung verschiedener Faktoren
innerhalb unterschiedlicher Aufgaben (mathematisches Denken, sprachliches Verstand-
nis) der Zusammenhang zwischen diesen Bereichen herausgearbeitet werden muss und
somit die Behauptung erst bestatigt oder widerlegt werden kann. Hypothesen, die durch
strenge Prifungen bestatigt wurden, kdnnen dementsprechend spéter fiir Erklarungen
und Problemldésungen herangezogen werden. Haufig widerlegte Behauptungen hinge-

gen werden verworfen und aussortiert.

148 siehe dazu Rost 2012.
149 vgl. Endruweit/Trommsdorff (1989), S. 143, 145.
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6.1. Vorbereitung der Untersuchung

Die Vorbereitung der durchgefiihrten Untersuchung umfasst insgesamt funf Arbeits-
schritte, die im Folgenden naher erlautert werden. Im Fokus stehen die Entwicklung und
Formulierung der zugrundeliegenden Hypothese sowie die zur Erforschung herangezo-
genen Untersuchungsmethoden. Darlber hinaus werden kurz der theoretische Rahmen
sowie die Operationalisierungsphase beschrieben. Dieses Unterkapitel schlie3t mit der
Darstellung der Untersuchungseinheit.

6.1.1. Entwicklung und Formulierung der Problemstellung

Wie bereits in der Einleitung erwahnt, waren hauptséchlich Erfahrungen ausschlagge-
bend flr die Auseinandersetzung mit dieser Thematik. Es hduften sich die Beobachtun-
gen, dass SuS mit Defiziten im Bereich Sprache auch in der Mathematik schlechtere
Leistungen erbrachten. So fiel es solchen Kindern z.B. zunehmend schwerer, sich vom
zdhlenden Rechnen zu lésen. Statt beim Ldsen mathematischer Probleme auf heuristi-
sche Strategien zuruickzugreifen, verwendeten sie lediglich zahlende Strategien. Diese
erfordern jedoch ein enormes Mal an Konzentration, um fehlerfreie Ergebnisse zu er-
zielen. Dieser Belastung konnten viele SuS aber nicht dauerhaft standhalten. Des Weite-
ren lassen sich in der Literatur bereits seit Ende der 1970er Jahre Nachweise finden,
dass der Sprache im Bereich Mathematik eine gréfRere Bedeutung beizumessen ist als
zunachst angenommen.™ Diese Forderung setzte sich in Schriften von Pimm™* Ende
der 1980er Jahre fort und wurde besonders von Ruf und Gallin™? sowie Maier und
Schweiger™?® Ende der 1990er Jahre vertreten. Auch Lorenz'** schloss sich zu Beginn
des neuen Jahrtausends diesen Meinungen an. Alle Autoren riicken die Kommunikation
Uber mathematische Probleme in den Mittelpunkt, da hauptsachlich Uber Gespréache
Einsichten in Zusammenhénge vermittelt werden kdénnen. Automatisierte Rechenfertig-
keiten fuhren nicht zum Verstandnis mathematischer Inhalte. Dies hat jedoch zur Folge,
dass die Unterschiede zwischen den verschiedenen Sprachen (Alltags-, Bildungs- und

Fachsprache, vgl. Kapitel 1.1) starker berucksichtigt werden mussen. Die Merkmale

150 sjehe dazu Halliday 1978.

131 siehe dazu Pimm 1987.

152 sjehe dazu Ruf/Gallin 1998.

153 siehe dazu Maier/Schweiger 1999.
154 siehe dazu Lorenz 2007.
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mathematischer Fachsprache wurden besonders von Maier und Schweiger untersucht
und richtungsweisende Konsequenzen fir die Mathematik abgeleitet. So zeichnet sich
die mathematische Fachsprache durch ihre Prazision und Allgemeingdiltigkeit aus. Wah-
rend Aussagen in der Alltagssprache je nach Kontext variieren kénnen, wird in der Ma-
thematik hingegen ganz prézise formuliert.*>> Zudem werden Begriffe in der Mathema-
tik verwendet, denen in der Alltagssprache eine andere Bedeutung zukommt oder die im
Alltag gar nicht verwendet werden (vgl. Kapitel 3.6). So muss SuS im Unterricht der
Raum gegeben werden, sich dieses VVokabular anzueignen, um die Sprache der Mathe-
matik zu verstehen. Neben der Entwicklung in der Fachliteratur waren als letzter Aspekt
noch Studien ausschlaggebend, sich mit dieser Thematik eingehend zu besché&ftigen.
Diese Studien belegten die anfangs erwéhnten Beobachtungen und die didaktische Ent-
wicklung. So hat u.a. eine Untersuchung ergeben, dass sich Sprachkompetenz stérker
auf die mathematischen Leistungen auswirkt als andere Faktoren wie z.B. sozio-
Okonomischer Status, Mehrsprachigkeit, Migrationshintergrund und/oder auch Lese-
kompetenz.**® Des Weiteren belegt der OECD Bildungsbericht von 2007, dass Deutsch-
land im weltweiten Vergleich einen recht starken Zusammenhang zwischen migrations-
bedingter Sprachkompetenz und der jeweiligen Mathematikleistung aufweist.™’

Aufgrund der dargestellten Entwicklung wurde das Thema fur diese Arbeit ausgewahlt

und die Problemstellung fur die empirische Untersuchung wie folgt formuliert:

Welche Indizien gibt es fur einen mdglichen Zusammenhang zwischen dem mathe-
matischen Verstandnis und der sprachlichen Kompetenz von Schilerinnen und Schi-

lern?

6.1.2. Theoretischer Rahmen

Die im vorangegangenen Unterkapitel geschilderte Entwicklung hatte auch Auswirkun-
gen auf die Lehrplane des Landes Nordrhein-Westfalen der einzelnen Schulformen. So
hat das Ministerium fir Schule und Weiterbildung NRW mit den aktuellen Lehrplanen
des Faches Mathematik diesen Forderungen Rechnung getragen und die Sprachférde-

rung durch die prozessbezogenen Kompetenzen in diesem Bereich bertcksichtigt (vgl.

155 vgl. Maier/Schweiger (1999), S. 12.
156 ygl. Prediger/Renk/Biichter/Giirsoy/Benholz (2013).
15" OECD 2007, 104ff.
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Kapitel 5.5). Trotz dieser VVorgaben fiir die Lehrkréafte bleiben laut Studien die Defizite
im mathematischen Verstandnis bestehen. Sicherlich ist die noch deutlich zu geringe
Beriicksichtigung der inhaltsbezogenen Kompetenzen im Unterricht ein wichtiger Baus-
tein dieser Misere. Auf der anderen Seite sind aber auch noch Ursachen in der Entwick-
lung des mathematischen Verstandnisses unerforscht. So ist beispielsweise noch wenig
bekannt iber die konkreten sprachlichen Hindernisse, die ein mathematisches Verstand-
nis blockieren oder auch die sprachlichen Mittel, die notwendig sind, um mathemati-
sches Verstandnis zu ermoglichen.

Schriftlich formulierte Mathematikaufgaben enthalten neben den mathematischen Pro-
blemen besonders viele sprachliche Hindernisse (vgl. Kapitel 5). Deshalb wurde fir die
Untersuchung eine Aufgabe aus dem Bereich der Sachrechenaufgaben gewahlt. Diese
wurde bewusst leicht verstdndlich formuliert, um sprachliche Hindernisse als Grund fur
die fehlerhafte Bearbeitung der Aufgabe weitestgehend auszuschlieRen. Die mundliche
Sprachkompetenz soll durch den Bereich des schriftlichen Subtraktionsalgorithmus®
berticksichtigt werden. Die Aufgabe zeichnet sich dadurch aus, dass nur sehr wenig
Fachvokabular notwendig ist, um sie korrekt zu l6sen. Besonders aufgrund der steigen-
den Anzahl mehrsprachiger SuS werden sprachliche Herausforderungen im Mathema-
tikunterricht zu einem immer wichtiger werdenden Thema. Um diese SuS individuell
fordern zu konnen, missen die Ursachen fur die Probleme erforscht werden.

Die Ergebnisse dieser Untersuchung werden genutzt, um Konzepte zur Férderung ma-
thematischen Lernens zu entwickeln. Die Kommunikation (iber mathematische Proble-
me wird dabei in das Zentrum des Unterrichtes gerlickt. Durch den Austausch iber ma-
thematische Probleme kann ein individueller Lernfortschritt erreicht werden, da L6-

sungswege anderer nachvollzogen, korrigiert oder verifiziert werden mussen.

6.1.3. Konzeptionelle Phase

Nach der Festlegung der Fragestellung des Forschungsprojektes sowie der Erdrterung
des theoretischen Rahmens konnte die Auswahl der Methoden erfolgen. In der Wissen-
schaft gibt es zahlreiche Methoden und Verfahren, welche zur Realisierung eines For-
schungszieles verwendet werden kdnnen. Man unterscheidet zwei Kategorien, die quali-
tativen und die quantitativen Forschungsmethoden. Die Entscheidung fiir die eine oder

andere Richtung ist dabei von mehreren Faktoren abhangig.
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Um die in der vorliegenden Untersuchung verwendete Methode besser in den Gesamt-
kontext einordnen zu konnen, wird zunachst ein Uberblick tber die qualitativen und
quantitativen Forschungsmethoden gegeben. Dass zunéchst die qualitativen und an-
schliefend die quantitativen Methoden aufgefiihrt werden, beinhaltet keineswegs eine
Trennung dieser Methoden. Es ist durchaus auch mdglich, dass eine Kombination dieser
beiden Richtungen verwendet wird .**® Im Fokus stehen an dieser Stelle jedoch die Un-
terschiede, um die Auswahl der zugrundeliegenden Untersuchungsmethode zu begriin-
den.

Qualitative Forschungsmethode

Im Mittelpunkt der qualitativen Forschung steht der Mensch selbst. Es geht darum, die
jeweiligen Sicht- bzw. Verhaltensweisen von Studienteilnehmern zu untersuchen. Auf
diese Art und Weise sollen Ursachen fur bestimmte Verhaltensweisen aufgezeigt und
die Méglichkeit gegeben werden, eben dieses Verhalten zu verstehen.™® Dabei werden
starre theoretische Vorannahmen und standardisierte Untersuchungsinstrumente in der
Regel vermieden, um mdglichst représentative Ergebnisse zu erhalten. Es wird vielmehr
der direkte Kontakt zu den Individuen, z.B. Uber Interviews, gesucht. Deshalb finden
qualitative Untersuchungen hadufig auch in der gewohnten Umgebung (holistische He-
rangehensweise) und nicht im Labor statt. Auch dieses Charakteristikum soll Verfal-
schungen reduzieren, da die wirklichkeitsnahe Untersuchung angeblich zu realistische-
ren Ergebnissen flihrt. Grundsatzlich zeichnen sich qualitative Untersuchungsmethoden
folglich durch ihre sehr viel offenere Zugangsweise zum Forschungsgegenstand aus.
Diese Offenheit und Flexibilitat im Forschungsprozess soll der Entdeckung neuer Pha-
nomene oder Sachverhalte dienen. Dieser Offenheit unterliegen auch die theoretischen
Grundsatze und Erhebungsinstrumente. So ist es moglich, jederzeit flexibel auf plotz-
lich auftretende Ereignisse zu reagieren (emergente Flexibilitat).

Die Auswertung der empirischen Daten erfolgt in der qualitativen Untersuchungsme-
thode interpretativ. Man geht davon aus, dass die Forschungsgegenstande individuell
unterschiedlich wahrgenommen werden. Somit ergeben sich fiir verschiedene Studien-

teilnehmer in der Regel auch unterschiedliche Bedeutungen.'®® Aus diesem Grund fehlt

158 vgl. Wolf (1995), S. 318.
159 vgl. Wolf/Priebe (2003), S.26.
160 ygl. Mayring (2002), S. 25ff.
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dieser Form der Untersuchung die Objektivitat, was als Nachteil anzufuhren ist. Des

Weiteren werden der enorme Zeitaufwand als nachteilig aufgefiihrt.

Quantitative Forschungsmethode

Quantitative Forschungsmethoden gelten als objektiv, da sie in der Regel nach festge-
legten Mustern verlaufen. Es geht hauptséchlich darum, eine méglichst grol3e Anzahl
von Probanden mit standardisierten Methoden zu befragen. Dies bedeutet, dass die
Teilnehmer nicht frei antworten kdnnen, sondern nur zwischen vorgegebenen Antwor-
ten wéhlen (z.B. Fragebogen zum Ankreuzen) kénnen. Ihr Ziel ist eine moglichst detail-
lierte Beschreibung von Verhalten in Form von Modellen, Zusammenh&ngen und nume-
rischen Daten, um daraus weitere Verhaltensweisen abzuleiten. Das Verhalten wird in
messbare Sequenzen zerlegt (elementaristische VVorgehensweise). Die quantitative em-
pirische Forschung will theoriegeleitet Daten sammeln (deduktives VVorgehen), die den
Gutekriterien (Objektivitat, Reliabilitdt und Validitat) entsprechen missen und die pri-
mar der Priifung der vorangestellten Theorien und Hypothesen dienen.*®* Im Gegensatz
zur qualitativen Forschung wird bei der quantitativen Forschung der fehlende Bezug
zum Individuum Kritisiert. Diese Forschungsmethoden seien zu abstrakt und realitéts-
fern.*®2 Prinzipiell muss bei der Wahl quantitativer Methoden ein ausreichendes Ver-
standnis Uber den Untersuchungsgegenstand vorliegen, um Behauptungen tber mogli-
che Zusammenhénge oder ein theoretisches Modell formulieren zu kénnen.

Bei der vorliegenden Untersuchung handelt es sich um eine Mixed-Method-Studie. Das
Forschungsproblem wurde wie bei einer quantitativen Untersuchung ublich bereits im
Vorfeld festgelegt und mit Hilfe des Fragebogens eine moglichst grof3e Stichprobe un-
tersucht, um repréasentative Ergebnisse zu erzielen. Durch die groRe Anzahl von Pro-
banden wurde so eine hohe Objektivitét erreicht, was die Vergleichbarkeit der Ergebnis-
se zulésst. Leider bleibt an dieser Stelle nachteilig zu erwahnen, dass durch die Untersu-
chung keine Ursachen fir die Zusammenhange zwischen Sprachkompetenz und dem
mathematischen Verstandnis ermittelt werden kénnen, sondern lediglich Daten, die hin-
sichtlich der Problemstellung interpretiert werden. Dem Entschluss, eine Mixed-
Method-Studie durchzufihren, folgten weitere Entscheidungen bezuglich Forschungs-

design, Erhebungstechnik und Auswertungsverfahren. Zum Forschungsdesign gehéren

161 ygl. Rébken/Wetzel (2016), S. 13.
162 ygl. Saldern (1992), S. 378.
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neben dem Untersuchungsziel und dem Studienablauf auch die Rahmenbedingungen.
Diese beinhalten sdmtliche Versuchsregeln. Die Erhebungstechniken beziehen sich auf
die Art und Weise der Informationsgewinnung, wahrend mit Auswertungsverfahren die
Analyse der erhobenen Daten bezeichnet wird. In der vorliegenden Studie wurde die
Umfrage als Design gewahlt und der Fragebogen als Erhebungsinstrument festgelegt.
Das Auswertungsverfahren basiert auf einer qualitativen Inhaltsanalyse.

6.1.4. Entwicklung des Untersuchungsinstruments

Das Untersuchungsinstrument soll objektiv, zuverlassig und giiltig sein. Mit Objektivi-
tat ist gemeint, dass der Fragebogen im Allgemeinen sowie die Fragen im Einzelnen so
formuliert sind, dass die verschiedenen Teilnehmer stets zu vergleichbaren Messergeb-
nissen kommen. Diese Unabhéngigkeit soll im vorliegenden Fragebogen besonders
durch die sprachliche Formulierung der Fragen und Aufgaben berticksichtigt werden.

Deshalb waren folgenden Aspekte von Bedeutung:

e Verstandlichkeit (kurze, einfache Formulierungen)
e Eindeutigkeit (keine Verstandnisfragen)

e Neutralitat (keine Suggestivfragen)

e Adressatenbezug

e Keine sprachlichen Hindernisse wie z.B. doppelte Verneinung

Durch die grofRe Anzahl an unterschiedlichen Probanden wird in dieser Studie eine rela-
tiv hohe Objektivitat erzielt. Das Kriterium der Reliabilitat (Zuverlassigkeit) wird durch
eine Messwiederholung (Test-Retest-Verfahren) berlcksichtigt. Es soll gewahrleistet
werden, dass die Ergebnisse unabhdngig vom Zeitpunkt gleich ausfallen. Alternativ
waére eine Aufteilung der Messung in mehrere Einzelmessungen (Split-Half-Methode)
moglich gewesen oder die Uberpriifung der Inhalte durch zwei verschiedene Messin-
strumente (Paralleltest-Methode). Von diesen Methoden wurde aufgrund des hohen
Zeitaufwandes Abstand genommen. Die Messwiederholung erfolgte nach vier Wochen.
Alle anderen Kriterien wie Raum, Zeitpunkt und Versuchsleiter blieben wegen der Ob-
jektivitat der Untersuchung unverandert. Das Kriterium der Validitat (Gultigkeit) bedeu-
tet, dass die zu Uberprufenden Inhalte vom Messinstrument korrekt erfasst werden. Da-

bei unterscheidet man zwischen Kriteriumsvaliditat und Konstruktvaliditat. Unter Krite-
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riumsvaliditat verstent man den Vergleich mit einem AuBenkriterium, wéhrend Kons-
truktvaliditat den Vergleich mit anderen Variablen, welche dasselbe Kriterium messen
meint.

Neben den Hauptkriterien der Objektivitat, Reliabilitat und Validitdt wurden auch die
unterschiedlichen Arten von Fragen beriicksichtigt. Der vorliegende Fragebogen bein-
haltet sowohl offene als auch geschlossene Aufgaben/Fragen. Der erste Teil des Mess-
instrumentes, der den statistischen Teil beinhaltet besteht aus fiinf Angaben. Die ersten
drei Informationen (Geschlecht, Alter und Schulform) werden dabei nicht als Frage
formuliert, sondern lediglich mit einem Schlagwort gekennzeichnet. Bei der Angabe des
Geschlechtes handelt es sich um eine geschlossene Formulierung. Bei der Antwort gibt
es zwei Alternativen, jedoch nur eine Antwortmdglichkeit. Sie werden daher als Single-
Choice-Aufgaben bezeichnet. Die Information zum Alter wird als offener Aspekt for-
muliert. Es gibt keine Antwortmdglichkeiten, da die selbststdndige Beantwortung vom
Probanden erwartet wird. Es handelt sich um eine einfache, nummerische Angabe. Die
Angabe der Schulform wird hingegen wieder geschlossen notiert. Zur Beantwortung
sind sechs mdgliche Antworten vorgegeben. Es handelt sich somit um eine klassische

Multiple-Choice-Aufgabe, bei der jedoch nur eine Antwort moglich ist.
Die néchsten beiden statistischen Informationen wurden als Fragen formuliert:

e Welche Sprache/n sprichst du/sprechen Sie zu Hause?

e Bist du/Sind Sie in Deutschland geboren?

Beide Fragen beziehen sich auf die sprachliche Kompetenz der Teilnehmer. Dabei han-
delt es sich bei beiden Fragen um geschlossene Fragen mit Antwortvorgaben. Im ersten
Fall sind neun Antworten gegeben. Acht davon sind konkrete Sprachvorgaben. Die
neunte Mdglichkeit ist offener formuliert, da nicht alle existenten Sprachen aufgefihrt
werden kénnen. Bei dieser Frage sind auch Mehrfachnennungen méglich. Aufgrund der
Mehrsprachigkeit vieler SuS wurde diese Frage in den statistischen Teil aufgenommen.
Die letzte Frage des allgemeinen Teils erfasst den Migrationshintergrund. Es gibt zwei
Antwortmdglichkeiten, wobei eine Antwort eine zusatzliche freie Angabe durch den
Probanden erfordert. Diese Antwort wurde auch durch eine konkrete Angabe der Dauer

konkretisiert.
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Der mathematische Teil des Fragebogens, der sich mit den beiden Untersuchungsge-
genstanden der schriftlichen Subtraktion und der Sachrechenaufgaben beschaftigt wurde
durchgangig offen formuliert. Es gibt keine Antwortvorgaben, da den verschiedenen
Bearbeitungsmadglichkeiten der jeweiligen Aufgaben Rechnung getragen werden sollte.
Die Teilnehmer sind zum aktiven Nachdenken und eigenstandiger Bearbeitung aufgeru-
fen, bei dem die Teilnehmer ihre Texte selber formulieren. Eine genaue Betrachtung der
Aufgaben erfolgt im Anschluss.

Geschlossene Aufgaben, bei denen die Antworten durch eine Skala angegeben werden
mussen wie z.B. Beurteilen Sie den Schwierigkeitsgrad der Aufgabe! Von - 1 = leicht

bis 5 = schwierig, wurden nicht verwendet.

Mathematische Aufgaben der empirischen Untersuchung
Untersuchungsgegenstand I: Schriftliche Subtraktion
Aufgabe 1la:

Schreibe(n Sie) eine Anleitung, wie man die folgende Aufgabe rechnet!

704
- 308

Bei der Aufgabe handelt es sich um eine schriftliche Subtraktionsaufgabe aus dem Zah-
lenraum bis 1000. Dieser Zahlenbereich wurde gewahlt, damit bereits SuS eines dritten
Schuljahres die Aufgabe bearbeiten kdnnen. In der dritten Klasse wird der schriftliche
Subtraktionsalgorithmus eingeflihrt und erldautert. Da es sich bei einem Algorithmus um
ein striktes Losungs- bzw. Bearbeitungsschema handelt, muss die Aufgabe in den hohe-
ren Klassen nicht an den jeweiligen Zahlenraum angepasst werden. Durch die Reduzie-
rung auf relativ kleine Zahlen wird die Anzahl der Rechenschritte verringert und die
Konzentration der SuS kann sich verstarkt auf die Anwendung und Beschreibung des
Algorithmus* richten: Eine dreistellige Zahl ist ausreichend, um das Verfahren kenntlich
zu machen. Eine Vergleichbarkeit ist durch diese Wahl der Aufgabe eher méglich. Dar-

uber hinaus ist jedoch anzumerken, dass es gar nicht notwendig ist, diese Aufgabe mit-
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tels des schriftlichen Subtraktionsalgorithmus zu l6sen. Der Minuend und Subtrahend
wurden bewusst so gewahlt, dass die Differenz durch Anwenden heuristischer Strate-
gien leicht im Kopf geldst werden kann. Durch die Erfahrung, dass einmal erlernte
Schemata haufig ohne weiteres Nachdenken angewendet werden, geht es bei dieser
Aufgabe vorrangig darum, ob SuS ein Verstandnis flr mathematische Aufgaben entwi-
ckelt haben oder lieber ein automatisierendes Rechenverfahren anwenden, auch wenn
dies zur Bearbeitung der Aufgabe mitunter mehr Zeit in Anspruch nimmt. Wird der Al-
gorithmus bei der Aufgabe angewandt, so werden die einzelnen Schritte genau betrach-
tet.

Im Folgenden sollen die moglichen Techniken der schriftlichen Subtraktion (vgl. Kapi-
tel 5.1.1) an dieser Aufgabe gezeigt werden. Ferner werden mdgliche Antworttexte for-
muliert. Aufgrund der sprachlichen Vielfalt sei angemerkt, dass an dieser Stelle nicht
alle moglichen Antworten exakt aufgefiihrt werden kdnnen. Die angegebenen Texte

sind ausfiihrlich formuliert, um eine Grundlage flir die spatere Auswertung zu bilden.

Wie Tabelle 9 zeigt, gibt es drei verschiedene Ubertragstechniken, die im Folgenden auf
die Aufgabe der empirischen Untersuchung bezogen werden. Die Differenzbildungen
sind in den moglichen Antworttexten beruicksichtigt. Sie werden jedoch zusammenge-

fasst.

Entbindelungstechnik/Borgetechnik
Beispiele: (@704 (b)) 707 (c) 7094" ()04

- 308 -308 -308 —-308

396 396 396 396
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Maglicher Anleitungstext:

Acht kann nicht von vier subtrahiert werden (Abziehverfahren) bzw. von acht
kann nicht bis zur vier erganzt werden (Erganzungsverfahren).'®®

Deshalb wird im Minuenden eine Einheit des nachsththeren Stellenwertes ent-
bindelt, aufgeldst oder geborgt und in die kleinere Stellenwertspalte tibertragen.
Somit muss hier ein Zehner durch 10 Einer ersetzt werden.

Im Bereich der Zehnerstelle nehmen die Stellen den Wert 0 an. (Beim Auftreten
einer oder mehrerer Nullen im Minuenden muss der nachste hoherwertige Stel-
lenwert entbundelt werden.)

Folglich wird im Minuenden eine Einheit des néachsthoheren Stellenwertes
(Hunderter) entbiindelt, aufgelost oder geborgt und in die kleinere Stellenwert-
spalte Gbertragen. Es wird also ein Hunderter in 10 Zehner umgewandelt.

Es bleiben sechs Hunderter (ibrig.

VVon den nun vorhandenen 10 Zehnern ist aber einer bereits in zehn Einer ent-
biindelt worden.

Acht Einer kdnnen nun von 14 Einern subtrahiert bzw. von acht Einern kann zu
14 Einern erganzt werden. Es ergibt sich im Ergebnis ein Wert von 6 Einern.
Von den verbleibenden neun Zehner kénnen nun die nicht vorhandenen (null)
Zehner des Subtrahenden abgezogen werden bzw. von den nicht vorhandenen
Zehnern des Subtrahenden zu den restlichen neun Zehnern des Minuenden er-
ganzt werden. Es ergibt sich ein Wert von neun an der Stelle der Zehner.

Im letzten Schritt konnen von den sechs Hundertern des Minuenden die drei
Hunderter des Subtrahenden abgezogen bzw. von den drei Hundertern des Subt-
rahenden zu den sechs Hundertern des Minuenden ergénzt werden. Es ergibt

sich ein Wert von drei an der Hunderterstelle.

Das Ergebnis lautet somit 396.

163 Diese Aussage von Kindern bezieht sich grundsatzlich auf den Bereich der natiirlichen Zahlen.
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Erweiterungstechnik

Beispiele: (@) 7 0747 () 704
-3, 0, 8 =3, 0.8
39 6 396

Maglicher Anleitungstext:

Acht kann nicht von vier subtrahiert werden (Abziehverfahren) bzw. von acht
kann nicht bis zur vier ergénzt werden (Ergédnzungsverfahren).

Deshalb werden Minuend und Subtrahend gleichsinnig (Gesetz von der Kons-
tanz der Differenz) verandert. In dieser Aufgabe wird der Minuend um zehn Ei-
ner und der Subtrahend um einen Zehner erweitert/veréndert.

Acht Einer kénnen nun von 14 Einern subtrahiert bzw. von acht Einern kann zu
14 Einern erganzt werden. Es ergibt sich im Ergebnis ein Wert von 6 Einern.
Eins kann nicht von null subtrahiert werden (Abziehverfahren) bzw. von eins
kann nicht bis zur null erganzt werden (Erganzungsverfahren).

Deshalb werden Minuend und Subtrahend gleichsinnig (Gesetz von der Kons-
tanz der Differenz) veréndert. In dieser Aufgabe wird der Minuend um zehn
Zehner und der Subtrahend um einen Hunderter erweitert/verandert.

Von den zehn Zehnern kann nun ein Zehner des Subtrahenden abgezogen bzw.
von einem Zehner des Subtrahenden kann zu zehn Zehnern des Minuenden er-
ganzt werden. Es ergibt sich ein Wert von neun an der Stelle der Zehner.

Beim letzten Schritt ist keine Erweiterung notwendig. Vier kann von sieben
subtrahiert (Abziehverfahren) bzw. von vier bis zur sieben kann erganzt werden
(Ergénzungsverfahren). Es ergibt sich ein Wert von drei an der Hunderterstelle.

Das Ergebnis lautet somit 396.
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Auffulltechnik

Beispiel: 704

-3,0,8
396

Maglicher Anleitungstext:

e Von acht kann nicht bis zur vier aufgefillt werden (Ergédnzungsverfahren).

e Eswird also die betreffende Ziffer des Subtrahenden (Einer) bis zur nachstho-
heren vollen Einheit des Minuenden aufgefullt. Im oben aufgefuhrten Beispiel
bedeutet dies, dass die acht Einer des Subtrahenden zundchst um 2 Einer auf
10 Einer aufgefullt werden, wobei diese 10 Einer gebiindelt der ndchsththeren
Stellenwertspalte (Zehner) hinzugefugt werden.

e Nun werden zu den bereits 2 aufgefiullten Einern noch die restlichen vier Einer
erganzt. Es ergibt sich im Ergebnis ein Wert von 6 Einern.

e AnschlieBend wird die Zehnerziffer des Subtrahenden weiter bis zur Zehner-
ziffer des Minuenden aufgefullt.

e Von eins kann nicht bis zur null aufgefullt werden (Ergénzungsverfahren).

e Es wird also die betreffende Ziffer des Subtrahenden (Zehner) bis zur néchst-
héheren vollen Einheit des Minuenden aufgefullt. Im oben aufgeflihrten Bei-
spiel bedeutet dies, dass der eine Zehner des Subtrahenden um neun Zehner
auf 10 Zehner aufgefillt wird, wobei diese 10 Zehner geblindelt der nachstho-
heren Stellenwertspalte (Hunderter) hinzugefligt werden. Es ergibt sich ein
Wert von neun an der Stelle der Zehner.

e AnschlieBend wird die Hunderterziffer des Subtrahenden weiter bis zur Hunder-
terziffer des Minuenden aufgefillt. Im oben aufgefuhrten Beispiel bedeutet dies,
dass die vier Hunderter des Subtrahenden um drei Hunderter zu den sieben
Hundertern des Minuenden aufgefullt werden Es ergibt sich ein Wert von drei
an der Hunderterstelle.

e Das Ergebnis lautet somit 396.
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Strategie des halbschriftlichen Rechnens (Hilfsaufgabe):
Durch das Verandern der Zahlen lasst sich mittels einer Hilfsaufgabe das Ergebnis

leichter ermitteln. Es bedarf jedoch einer nachtraglichen Korrektur des Ergebnisses.

Beispiel: 704 - 308 = 396
704 - 304 = 400
400- 4 =396

Maglicher Anleitungstext:
e Von 704 werden zundchst 304 abgezogen.
e Es ergibt sich ein Wert von 400.

e Die noch fehlenden 4 Einer (Differenz von 304 zu 308) werden in einem zwei-
ten Schritt abgezogen.

e Das Ergebnis lautet somit 396.

Strategie des halbschriftlichen Rechnens (Vereinfachen):

Minuend und Subtrahend werden nach dem Gesetz von der Konstanz der Differenz

gleichsinnig verandert. Es bedarf keiner nachtraglichen Korrektur des Ergebnisses.

Beispiel: 704 - 308 = 396
696 - 300 = 396

Mdaglicher Anleitungstext:

e Minuend und Subtrahend werden gleichsinnig um 8 reduziert.
e Esergibt sich die Aufgabe 696 minus 300.
e Das Ergebnis lautet somit 396.
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Strategie des halbschriftlichen Rechnens (Schrittweises Rechnen):
Durch Zerlegen des Subtrahenden werden die einzelnen Stellenwerte nacheinander vom

Minuenden abgezogen. Dabei ist die Reihenfolge der Stellenwerte unerheblich.

Beispiel: 704 - 308 = 396 704 - 308 = 396
704 - 300 = 404 704 - 8=696
404 - 8=396 696 - 300 = 396

Maglicher Anleitungstext:
e Von 704 werden zunachst 300 (Hunderter) abgezogen oder 8 (Einer), je nach-
dem mit welchem Stellenwert man beginnt.
e Es ergibt sich ein Wert von 404 bzw. von 696.
e Die noch fehlenden 8 Einer (Differenz von 300 zu 308) bzw. die noch fehlenden
3 Hunderter (Differenz von 8 zu 308) werden in einem zweiten Schritt abgezo-
gen.

e Das Ergebnis lautet somit 396.

Bei versierten Rechnern werden die halbschriftlichen Strategien im Kopf geleistet, so
dass zur Bearbeitung dieser Aufgabe gar keine Notation notwendig ist. Da diese Re-
chenschritte jedoch die Grundlage fur das Kopfrechnen bilden, wurden sie hier kurz

aufgefuhrt.

Aufgabe 1b:

Erklare(n Sie), was die kleine Eins bzw. das Wort UBERTRAG bedeutet!

704
- 308

11 <

oo

Mit der kleinen Eins bezeichnet man den Ubertrag bei den schriftlichen Rechenverfah-

ren. Ubertrag bedeutet, dass kleinere Einheiten zur nachstgroBeren Einheit zusammen-
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gefasst werden. Fur dieses Biindeln ist es notwendig, dass das zugrundeliegende Stel-
lenwertsystem beachtet wird (vgl. Kapitel 4.7). Der vorliegenden Aufgabe liegt das de-
kadische Stellenwertsystem zugrunde, demnach hat man die Basis b = 10, so dass durch
das Zusammenfassen von zehn Kleineren Einheiten eine nachstgroRere Einheit gebildet
werden kann. Dieses Biindeln wird durch den Ubertrag/die kleine Eins an der Stelle des
nachsthdheren Stellenwertes kenntlich gemacht. Dies ist eine Stitze, die das Rechnen
erleichtern soll. Sie ist aber nicht zwingend notwendig, sofern diese Biindelung beim

Rechnen berticksichtigt wird.

Untersuchungsgegenstand I1: Sachrechnen

Aufgabe 2:
Ein Bauer besitzt Kaninchen und Hihner. Die Tiere haben zusammen 20 FifRRe und 7
Kdpfe. Wie viele Kaninchen und Hihner hat der Bauer?

Bei dieser Aufgabe handelt es sich nach der klassischen Einteilung nach H. Winter um
eine Textaufgabe (vgl. Kapitel 5.2.3). Nach M. Franke kann diese Aufgabe als eine
Knobelaufgabe klassifiziert werden. Dazu ist es notwendig, die Aufgabenstellung hin-

sichtlich der folgenden Kriterien zu Uberprifen:

1. Beschriebene Situation
2. Mathematischer Inhalt

3. Prasentationsform

Beziiglich der beschriebenen Situation lasst sich die vorliegende Aufgabe der Katego-
rie Sachaufgabe mit Alltagsbezug zuordnen, da es sich um eine realistische Situation
handelt, die durch den Aufgabentext beschrieben wird. Die SuS befinden sich zwar
nicht real in dieser Situation, doch es ist eine realistische Situation, die sich die meisten
SusS vorstellen kénnen. Ferner sind alle Angaben, die fur den Lésungsweg bendtigt
werden, in der Aufgabenstellung enthalten. Zusétzliche Recherchen entfallen.

Im Hinblick auf den mathematischen Inhalt steht die Arithmetik im Fokus. Im Gegen-
satz zur beschriebenen Situation sind in diesem Bereich weitere Unterscheidungen er-
forderlich. So muss neben der arithmetischen Struktur der Aufgabe auch die semanti-

sche und syntaktische Struktur berticksichtigt werden.
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Zur arithmetischen Struktur einer Sachaufgabe gehort u.a. die Anzahl der Rechenschrit-
te. Wird aus zwei gegebenen GrolRen eine dritte ermittelt, so spricht man von einem
Simplex. Ist das Verkniipfen mehrerer Simplexe notwendig, so spricht man von einem
Komplex. Des Weiteren wird in diesem Bereich die Rechenoperation betrachtet. Diese
Aufgabe lasst verschiedene Rechenoperationen zu. Dies héngt von der Art und Weise
der Berechnung ab. Zur arithmetischen Struktur z&hlen aber auch die Unterscheidung
nach dem gesuchten Aufgabenglied (Startwert, Verdnderung und Endwert) sowie die
Reihenfolge der Verkniipfung der vorliegenden Zahlen. Eine genaue Darstellung dieser
arithmetischen Struktur ist in den nachfolgenden Lésungsmdglichkeiten aufgezeigt.

Zur semantischen Struktur gehort die Unterscheidung zwischen additiv-semantischen
Strukturen (Aufgaben zur Addition und Subtraktion) und multiplikativ-semantischen
Strukturen (Aufgaben zur Multiplikation und Division). Dies ist in diesem Fall von der
Art der Berechnung abhéngig. Ferner wird in diesem Bereich die Dynamik der Situation
betrachtet. Da in dieser Aufgabe keine Veranderung der Situation herbeigefiihrt wird,
spricht man von einer statischen Situation. Wiirde der Bauer 5 neue Kaninchen kaufen,
so waére dies ein Beispiel fir eine dynamische Situation. Schlussendlich gehért die Be-
ziehung der Mengen noch in diesen Bereich. Die Kaninchen und Hihner stellen die
Elemente der beiden Mengen dar, welche disjunkt sind.

Zur syntaktischen Struktur zahlt unter anderem der Satzbau. In der Aufgabenstellung ist
dieser sehr einfach gehalten. Insgesamt umfasst die Aufgabestellung drei Satze, die
nicht durch Kommata miteinander verbunden sind. Der erste Satz besteht aus einem
Subjekt, dem Pradikat und einem Objekt und bezieht sich auf zwei bekannte Tiere. Der
zweite Satz entspricht vom Aufbau dem ersten. Auch hier sind nur Begriffe aus der All-
tagssprache der SuS verwendet worden. Die Frage am Ende der Aufgabe gibt eindeutig
an, was zu berechnen ist. Auch hier liegt ein simpler Satzbau vor.

Beziiglich der Prasentationsform handelt es sich bei dieser Aufgabe um eine Sachauf-
gabe, welche ausschlielich durch einen Text préasentiert wird. Dies wurde bewusst ge-
wahlt, um den Fokus auf die Sprache zu legen. Bilder sollten hier nicht das Verstehen
unterstltzen.

Fur die Bearbeitung dieser Aufgabe gibt es verschiedene Lésungsmoglichkeiten, die im
Folgenden kurz vorgestellt werden. Ebenso wie bei dem ersten Untersuchungsgegens-

tand kdnnen an dieser Stelle nicht alle Lésungen aufgefuhrt werden, da dies wegen zahl-
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reicher Mischformen den Rahmen dieser Arbeit sprengen wiirde. Es werden die Losun-
gen aufgefuhrt, die am hdufigsten in der empirischen Studie erwartet werden.

Zuerst werden die Losungen erldutert, welche in den unteren Schulstufen erwartet wer-
den. Diese basieren auf verschiedenen heuristischen Strategien, da die SuS fachlich
noch keine Gleichungssysteme behandelt haben. Im Anschluss werden die der hdheren
Schulstufen erldutert, da hier das Arbeiten mit Gleichung vorausgesetzt wird. Die Auf-
gabe wurde speziell aus diesem Grund ausgewdhlt. Die Ldsungswege geben Auf-
schluss, ob SuS eher heuristische Strategien oder einmal erworbene Kennnisse ber
Gleichungssysteme anwenden. Ob sie dies fachlich korrekt durchfiihren werden die
Ergebnisse zeigen.

Losungsmaglichkeit | (Systematisches Probieren):
Dieses VVorgehen wird bei den SuS der Grundschule vermutlich am h&ufigsten verwen-

det. Die SuS versuchen sich durch systematisches Probieren allmahlich der Ldsung zu
nahern. Dabei kann z.B. von einer Skizze ausgegangen werden, welche durch 20 Striche
die Anzahl der gesamten Beine représentiert. Die entsprechende Anzahl von Strichen
(Hdhner 2 Striche, Kaninchen 4 Striche) wird dann in einem nachsten Schritt mit dem
entsprechenden Kopf verbunden. Mit Hilfe der Skizze kdnnen falsche Ergebnisse besser

erkannt und korrigiert werden.

1 1. Schritt: 20 Beine zeichnen ‘

et re e et e

‘ 2. Schritt: Képfe verteileﬂ

elejelololelnioioiy

3. Schritt: Es missen auch 4-Beiner (Kaninchen)
dabei sein.

A SATAATATA tA AL

Abbildung 19: Veranschaulichungen nach Schnabel/Trapp 2015, S. 49.
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Das systematische Probieren ist jedoch auch in symbolischer Notation méglich. Hier
nutzen die SuS z.B. die mehrfache Addition oder die Multiplikation.

Beispiel:
4+4+4+4+2+2 = 20 (aber nur 6 Tiere, also 6 Kopfe) 4 . 4 (Beine) + 2 « 2 (Beine)
A+4+4+2+2+2+2 = 20 3.4 (Beine) + 4 . 2 (Beine)

Die Systematik liegt zum einen in der geordneten Verwendung der unterschiedlichen
Beinanzahl und zum anderen in der systematischen Reduzierung der vierbeinigen Tiere,

um die Anzahl der Tiere insgesamt zu erhéhen.

Losungsmaglichkeit 11 (RUckwartsarbeiten):
Diese Ldsungsmdglichkeit beginnt mit einem beliebigen Ergebnis, indem mit einer An-

zahl von Kaninchen gestartet wird. Ausgehend von dieser Anzahl l&sst sich die Anzahl
der anderen Tierart rechnerisch bestimmen.

Annahme:

5 Kaninchen als Startwert: 5 « 4 =20

Schlussfolgerung: Es gibt keine Hihner. Dies ist laut Aufgabenstellung nicht mdglich.
Der Startwert muss nun korrigiert werden. Eine Korrektur um ein Kaninchen ergibt:

4 Kaninchen als Startwert: 4 « 4 =16

Schlussfolgerung: Es gibt zwei Hihner. Dies sind in der Summe nur 6 Tiere und ist so-
mit laut Aufgabenstellung nicht mdglich. Es erfolgt eine weitere Korrektur.

3 Kaninchen als Startwert: 3 + 4 =12

Schlussfolgerung: Es gibt vier Huhner. Dies sind in der Summe 7 Tiere und somit ist

die Losung der Aufgabe ermittelt.

Losungsmaglichkeit 111 (Gleichungssystem):
Bei der Aufgabe handelt es sich um ein Problem mit zwei Variablen, die tber das Auf-

stellen eines Gleichungssystems errechnet werden kdnnen. Es sollen die Anzahl der
Kaninchen (x) und die Anzahl der Huhner (y) bestimmt werden. Aufgrund der Gesamt-
anzahl der Tierbeine und dem Wissen uber die physische Statur der Tiere ergeben sich

zwei Gleichungen fur zwei Unbekannte:
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| 4x + 2y =20 Ix+y=7

Durch Division von | erhdlt man: 2x + y = 10. Diese Gleichung kann man nach y um-
stellen und erhalt y = 10 - 2x. Mittels einer Wertetabelle ergeben sich die folgenden

Ldsungen:

Durch Gleichung Il ist ersichtlich, dass nur die Werte x = 3 und y = 4 wegen der vorge-
gebenen Anzahl der Képfe in Frage kommen.

Die Einschrdnkung der Losung auf eine Moglichkeit wurde bewusst gewahlt. Zum ei-
nen geschieht dies aus Zeitgriinden, um die Bearbeitung der Aufgabe zu reduzieren und

zum anderen um eine schnellere und bessere Auswertung vornehmen zu kénnen.

Losungsmaglichkeit 1V (Zahlzerlegung):
Eine weitere Mdglichkeit ist Uber die Zerlegung der Zahl 20. Im Folgenden werden je-

doch nur die Zahlzerlegungen aufgefuhrt, die von der Sachsituation her sinnvoll sind.
Auf eine Zerlegung z.B. nur in Einsen wird verzichtet, da keine Tiere vorkommen, die
nur ein Bein haben. Es sind folgende Zerlegungen mit den Zahlen 2 und 4 (Beinanzahl)

maglich:

Keine mdgliche Zerlegung, da die Anzahl der

5 Kopfe Kdpfe und die Zusammensetzung aus zwei

verschiedenen Tierarten nicht mit der Aufga-
benstellung Ubereinstimmt.

4+4+4+4+4

6 Kéof Keine mdgliche Zerlegung, da die Anzahl der
4+4+4+4+2+2 opte Kdpfe nicht mit der Aufgabenstellung tberein-
stimmt.

Einzige moégliche Zahlzerlegung der Zahl 20,

7 Kopfe
Atar4i2to+2+2 die mit der Aufgabenstellung Ubereinstimmt.

8 Kéof Keine mdgliche Zerlegung, da die Anzahl der
4+A4+2+42+2+42+2+2 opte Kdpfe nicht mit der Aufgabenstellung tberein-
stimmt.

9 Kéof Keine mdgliche Zerlegung, da die Anzahl der
4+2+2+42+2+2+2+2+2 opte Kdpfe nicht mit der Aufgabenstellung tberein-
stimmt.

10 Képf Keine mdgliche Zerlegung, da die Anzahl der
242+2+2+42+2+2+42+2+2 opte Kdpfe nicht mit der Aufgabenstellung tiberein-
stimmt.
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6.1.5. Zusammensetzung der Stichprobe

Die Studie befasst sich mit den Ergebnissen von SuS diverser Altersgruppen, die sich in
jeweils unterschiedlichen Phasen ihrer Schul- und Bildungslaufbahn befinden. Insge-
samt bilden 2242 SuS die Stichprobe (vgl. Tabelle 14) und somit die Basis dieses Ver-
gleichs. Die StichprobengroRe ist jedoch nicht ausreichend, um die daraus resultieren-
den Ergebnisse zu verallgemeinern. Neben dem Kriterium der GroRe wird der zuvor
erwéhnte Aspekt vor allem auch durch die regionale Wahl bekréftigt. Die Stichprobe
bezieht sich lediglich auf zwei Ortsbereiche einer deutschen Grof3stadt. MOnchenglad-
bach liegt im Westen Nordrhein-Westfalens und gehort zum Regierungsbezirk Dussel-
dorf. Das Stadtgebiet setzt sich seit 2009 aus vier Stadtbezirken zusammen, die wiede-
rum in 44 Stadtteile unterteilt sind. Ende des Jahres 2015 betrug die Einwohnerzahl
259.996.

Abbildung 20: Bezirke der Stadt Ménchengladbach

Das Schulsystem der Stadt Mdnchengladbach umfasst 75 Schulen, zwei Forderzentren
sowie eine Hochschule. Durch dieses Angebot an verschiedenen Schulformen wird ein
Bildungssektor geschaffen, welcher den benétigten Schulraum der Stadt abdeckt. Die
Hochschule Niederrhein gilt in der deutschen Hochschullandschaft als attraktive Bil-

dungsstatte. Die folgende Tabelle zeigt die Verteilung der einzelnen Schulformen:
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Berufskolleg 7

Forderschulen 5 plus zwei Zentren

Gesamtschulen 6

Grundschulen 36
Gymnasien 9

Hauptschulen 7
Realschulen 4

Waldorfschule 1

Tabelle 13: Schulformen in Mdnchengladbach

Die an der empirischen Untersuchung beteiligten Schulen liegen im Norden und im Os-
ten der Stadt. Es handelt sich um verschiedene Klassenstufen (4 bis 12) unterschiedli-
cher Schulformen. So beteiligten sich eine Grundschule sowie die Hauptschule aus dem
Stadtteil Lirrip. Die Realschule und das Berufskolleg liegen im Stadtteil Hardter-
broich/Pesch. Eine weitere Grundschule wurde aus dem Stadtteil Uedding hinzugezo-
gen. Diese drei Bereiche gehéren zum Bezirk Monchengladbach Ost. Eine dritte Grund-
schule und das Gymnasium liegen hingegen im Stadtteil Windberg, welcher zum Stadt-
bezirk Monchengladbach Nord zahlt. Hier liegt auch die vierte Grundschule, die zum
Stadtteil Ohler zahlt.
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Bettrath-

Odenkirchen-
M

Wickrathberg

220

Abbildung 21: Verteilung der Schulen der Studie in Ménchengladbach

174

Als Grundgesamtheit dieser Untersuchung wurden die Schuldaten des Landes Nord-

rhein-Westfalens zugrunde gelegt. Im Vergleich der Stichprobe mit dieser Grundgesam-

theit, zeigt sich, dass nur ein ganz geringer Teil der Grundgesamtheit durch die Studie

erfasst wurde:

2015/2016 Offentliche Schulen | Schulen Studie | SuS insgesamt SusS Studie
Grundschule 2786 4 611 472 164
Hauptschule 448 1 101 855 250

Realschule 499 2 226 725 1018
Gymnasium 511 1 444 613 306

Waldorfschule - - - -
Forderschule 494 - 71229 -
Berufskolleg 257 1 522 875 504

Gesamt 4995 9 1978 769 2242

Tabelle 14: Schulstatistik der Stadt Ménchengladbach
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Die vorliegende empirische Untersuchung stellt folglich eine Teilerhebung dar, da nur
dieser oben angefiihrte geringe Teil von Personen befragt wird. Im Gegensatz dazu gibt
es noch die sogenannte Vollerhebung. Bei der werden alle Personen miteinbezogen. Die
Ergebnisse von Vollerhebungen sind somit représentativer als die einer Teilerhebung.
Die Entscheidung gegen eine Vollerhebung fiel mit der GroRe der Grundgesamtheit, die
in diesem Rahmen nicht umsetzbar war. Deshalb wurde eine Teilerhebung geplant, bei
der eine Strukturgleichheit von Stichprobe und Grundgesamtheit angestrebt wurde, da-
mit die Ergebnisse der Stichprobe ein Ergebnis der Grundgesamtheit widerspiegeln. Bei
den Methoden der Stichprobenwahl wird zwischen Zufallsauswahl (einfach oder ge-
schichtet) und systematische Auswahl unterschieden. Einer zufélligen einfachen Aus-
wahl liegen keinerlei Kriterien zugrunde. Hier haben alle Personen die gleiche Chance,
in die Stichprobe aufgenommen zu werden. Aufgrund des Wahrscheinlichkeitsprinzips
entspricht dann die Merkmalsverteilung der Stichprobe der der Grundgesamtheit. Diese
Methode wird besonders bei einer groBen Grundgesamtheit genutzt. Sie hat jedoch den
Nachteil, dass die Grundgesamtheit vollstandig vorliegen muss, um daraus die Stich-
probe zufallig zu bestimmen. Die geschichtete Zufallsauswahl ist sinnvoll, wenn die
Grundgesamtheit in Untergruppen gesplittet ist. Aufgrund dieser Unterteilung erfolgt
die Festlegung der Stichproben zwar auch nach dem Zufallsprinzip, doch die zufallige
Auswahl wird fiir jede Untergruppe separat vorgenommen. So erreicht man, dass die
Ergebnisse den einzelnen Gruppen zugeordnet werden kénnen. In der vorliegenden Stu-
die handelt es sich um eine geschichtete Zufallsauswahl, da die Gesamtheit aller Schu-
len aus Monchengladbach in Untergruppen unterteilt ist. Diese stellen die einzelnen
Schulformen dar. Aus dieser Unterteilung wurden zufallig die einzelnen Schulen aus-

gewahlt.
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6.2. Durchfihrung der empirischen Untersuchung

Vor der empirischen Studie wurde der Fragebogen an einer Grundschule getestet, um zu
sehen, ob die Fragen verstandlich und eindeutig formuliert sind. Die SuS der Grund-
schule wurden ausgewahlt, da in dieser Gruppe altersbedingt die gréRten Verstdndnis-
schwierigkeiten erwartet werden. Des Weiteren wurde auf den zeitlichen Umfang und
auf mogliche weitere Probleme geachtet. Da sowohl bei der Verstdndlichkeit der Fra-
gen, als auch bezuglich der Struktur und dem Ablauf keine Schwierigkeiten aufgetreten
sind, wurde der Fragebogen fur die empirische Untersuchung entsprechend vervielfal-
tigt.

Die Durchfiihrung wurde fir den Zeitraum zwischen den Osterferien und den Sommer-
ferien (2013) festgelegt, da dies als geeignetes Zeitfenster fiir alle beteiligten Schulen
empfunden wurde. Die Befragungsunterlagen wurden vor den Osterferien an den ein-
zelnen Schulen ausgeteilt und im Rahmen einer kleinen Konferenz allen beteiligten LuL
erlautert. Nach den Osterferien begann die Durchfiihrung an den einzelnen Schulen.
Begonnen wurde mit den Hauptschulen. Es folgten die Realschulen, Gymnasien und die
Berufskollegs. Alle SuS wurden mit dem Fragebogen zu Beginn der ersten Stunde konf-
rontiert. So war die Ausgangssituation flr alle beteiligten Testpersonen gleich. Nach
etwa einer halben Stunde konnten die Unterlagen eingesammelt und mitgenommen

werden.

Die SuS der Grundschule der dritten und vierten Schuljahre wurden vor dem Ausfillen
des Fragebogens interviewt. Dies war bei dieser Altersgruppe notwendig, um die Ge-
danken der SuS exakt abbilden zu kénnen. Sie verflgen noch nicht alle ber einen
Wortschatz, der eine detaillierte Beschreibung ermdglicht. Durch die Videosequenzen
koénnen Sprechpausen, Intonation und informative Zwischenuberlegungen festgehalten

werden. Die Videosequenzen wurden flr die Auswertung verschriftet.
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6.3. Auswertung der empirischen Untersuchung

Die Datenanalyse der schriftlichen Befragung erfolgte durch die Kodierung der Ant-
wortmaglichkeiten mittels Excel. Jeder Antwortmdglichkeit wurde eine Nummer zuge-
wiesen, so dass auch nicht beantwortete Fragen durch eine einheitliche Nummer erfasst
wurden. Die Kodierung ermdglicht so eine schnelle und zuverlassige statistische Analy-
se. Fir die Berichterstattung werden die Kodierungen wieder durch ihre Benennung
ersetzt. Die haufigsten Fehler, die bei dem Prozess der Kodierung auftreten kdnnen, ist
die Zuweisung falscher Codes. Diese Fehler sind auf menschliches Vergehen bei der
Kodierung zuriickzufuhren. Durch exaktes Arbeiten und eine standige Kontrolle sollten
solche Fehler bei der vorliegenden Studie vermieden werden.

Die gesamten erhobenen Daten wurden in drei Auswertungseinheiten (vgl. Kapitel
6.1.4) unterteilt:

I) Statistische Daten
I1) Daten zur Subtraktion
[11) Daten zum Sachrechnen

Zu den statistischen Daten zahlen neben der Unterscheidung des Geschlechtes auch die
Angabe der Schulform sowie der Klasse und des Alters. Des Weiteren werden hier die
verschiedenen Sprachen der SuS erfasst, die im Elternhaus vorwiegend gesprochen
werden. In diesem Zusammenhang sind auch die Herkunft der SuS sowie gegebenen-
falls die Angabe der Dauer ihrer Lebenszeit in Deutschland von Bedeutung. Diese An-
gaben sind wichtig, um bei der Auswertung zu sehen, ob Madchen oder Jungen mit oder
ohne Migrationshintergrund besser oder schlechter abgeschnitten haben. Das Alter bzw.
die Klasse sind notwendig, um ggf. eine Entwicklung bei der Bearbeitung der Aufgabe
und deren Erklarung aufzeigen zu kénnen. Die Daten der jeweiligen Schulform werden
benotigt, um eventuelle Unterschiede hervorzuheben. Uber das Erfassen der verschie-
denen Sprachen soll ggf. ein Rickschluss auf Verstandnisprobleme der deutschen Spra-
che ermdglicht werden. Alle statistisch relevanten Daten sind der ersten Seite des Fra-

gebogens entnommen.
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Fur den Bereich der Subtraktion war die zweite Seite des Fragebogens von Bedeutung.
Hier sollten die Teilnehmer eine Subtraktionsaufgabe 16sen und das jeweilige Vorgehen
entsprechend beschreiben. Im zweiten Teil der Aufgabe sollte der Ubertrag verbal erlau-
tert werden. Fir die Auswertung war das Erfassen relativ vieler Datenbereiche von Be-
deutung:

e Kaorrektheit des Ergebnisses

o Korrekter Algorithmus

e Art der Subtraktion (Erganzungs- oder Abziehverfahren, halbschriftlich)
e Ubertrag

e Fehlertypen

e Sprache (Alltags- vs. Bildungssprache)

e Fachbegriffe

e Satzbau

e Rechtschreibung

Die Zweiteilung der Aufgabe wurde auch bei der Auswertung der Daten berlicksichtigt.
So wurden im Bereich der Subtraktion verschiedene Kategorien gebildet. In der ersten
Kategorie wurde das Ergebnis der Aufgabe betrachtet. Hier wurde zwischen richtigem
Ergebnis, falschem Ergebnis und keinem Ergebnis unterschieden. Unter kein Ergebnis
fallen alle Aufgaben, die gar nicht oder nur zum Teil bearbeitet worden sind. In einer
weiteren Kategorie wurden die Daten zu den verschiedenen Lésungsmdglichkeiten fest-
gehalten. Dazu zahlen neben den unterschiedlichen Ubertragstechniken und halbschrift-
lichen Verfahren auch die Losungsmdglichkeiten, bei denen kein Verfahren erkennbar

ist. Bei der Auswertung wurden die Daten den folgenden Unterkategorien zugeordnet:

e Erganzungsverfahren

e Abziehverfahren (Entbiindeln)
e Abziehverfahren (Erweitern)
e Abziehverfahren (Auffillen)
e Mischverfahren

e Halbschriftliches Verfahren

e Ohne erkennbares Verfahren
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Bei der zweiten Aufgabe des Subtraktionsteils wurde zunéchst ausgewertet, ob die Auf-
gabe bearbeitet wurde oder nicht. Anschlielend wurden die Antworten kategorisiert.
Dazu wurden jeweils die gleichen Antworten zusammengefasst. Als Antworten traten

die folgenden Mdglichkeiten auf:

e Der Ubertrag bedeutet die kleine Eins
e Eins im Sinn/Gedankenstitze

e Negative Zahl/Minuszahl

e Kleinere Zahl minus grofRerer Zahl

e Uberschlag

e Rest

e Anderer Stellenwert/Stelle verriicken

Auf beide Aufgabenteile bezogen wurde des Weiteren die Verstandlichkeit der Texte
ausgewertet. Als Kriterien dienten die folgenden Aspekte:

o fachliche Korrektheit
e sprachliche Verstandlichkeit (Wortwahl und Syntax)

Dariiber hinaus wurden beide Texte hinsichtlich Bildungssprache und Alltagssprache
untersucht und die in diesen Texten verwendeten Fachbegriffe erfasst und entsprechend
ausgewertet. Dabei wurde zwischen fachlich korrekt und fachlich fehlerhaft eingesetz-
ten Begriffen unterschieden.

Zuletzt wurden der Satzbau und die Rechtschreibung ausgewertet. Als Kriterium fir

einen korrekten Satzbau wurden folgende Aspekte zur Beurteilung herangezogen:

e Stellung der Satzglieder
e Satzerganzungen

e Satzgrenzen durch Punkte

Fur die Rechtschreibung wurde ein Prozentsatz aus der Anzahl der verwendeten Worter

und der jeweiligen Fehleranzahl ermittelt.
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Fur den Bereich des Sachrechnens wurde die Auswertung der Daten nach dhnlichen
Kriterien vorgenommen wie bei der Subtraktion. So wurde auch hier zunéchst das Er-

gebnis untersucht, indem die Ergebnisse den folgenden Kriterien zugeordnet worden

sind:
e Richtig
e Falsch

e Ohne Ergebnis

e Keine Bearbeitung

Neben den beiden ersten Kategorien war hier die Unterscheidung zwischen ohne Er-
gebnis und keine Bearbeitung notwendig, da durch diese Unterscheidung deutlich ge-
macht werden kann, welche Teilnehmer mit der Bearbeitung begonnen haben, diese
jedoch auch unersichtlichen Griinden nicht zu Ende fiihren konnten. Keine Bearbeitung

der Aufgabe lasst hingegen andere Riickschlusse zu.

Nach der Untersuchung des Ergebnisses wurde anschlielend die verwendete Strategie

naher betrachtet. So werden hier alle Daten zu den heuristischen Strategien festgehalten.

Bei der Datenauswertung werden die erhobenen Informationen mittels quantitativer
oder qualitativer Auswertungsverfahren statistisch ausgezahlt oder textlich dargestellt
und analysiert. Es geht darum, aus den vielen Informationen die wesentlichen herauszu-

filtern — das Material auf die wesentlichen Inhalte zu reduzieren.'®

Im Rahmen von Bildungsforschung sollen mittels der vorliegenden Studie Lernprozesse
aufgezeigt und analysiert werden. Dabei sind mit Lernprozessen keine Verhaltensédnde-
rungen im Reiz-Reaktions-Schema gemeint, sondern Prozesse der Informationsverarbei-
tung und der Wissensvermittlung.*® Der Bildungsbegriff unterstreicht dabei im Gegen-
satz zum Lernbegriff Prozesse der Selbstreflexion. Somit kann Bildungsforschung nicht
ausschlieBlich tiber das Beobachten vollzogen werden, sondern muss vielmehr das Indi-
viduum in den Mittelpunkt der Untersuchung stellen. So missen selbst verfasste Texte

der Teilnehmerinnen, wie in dieser Studie die Beschreibungen der Lésungswege und

164 ygl. Mayring (2002), S.104.
165 vgl. Krapp/Weidenmann (2004), S. 473.
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Erlauterungen fachlicher Begriffe, kritisch ausgewertet werden. Textanalytische Metho-
den sind folglich in der Auswertung von besonderer Bedeutung.

Im Folgenden soll die konkrete textanalytische Verfahrensweise kurz vorgestellt und
begrundet werden. Aus den vielen verschiedenen Ansatzen, die zu Auswertungen von
empirisch erhobenen Daten herangezogen werden kdnnen, wurde die qualitative In-
haltsanalyse ausgewahlt, da diese textanalytische VVorgehensweise am besten zum vor-
liegenden Fragebogen sowie zur Fragestellung der Untersuchung passt. Diese Methode
ist sehr gut geeignet, wenn — wie in dieser Studie — qualitative und quantitative Analy-
seprozesse miteinander verbunden werden missen. Diese Vernetzung nennt man Mi-
xed-Method, sie unterscheidet sich dadurch im Wesentlichen von den weiteren Auswer-

tungsmadglichkeiten.
Zu den Definitionsmerkmalen der Qualitativen Inhaltsanalyse z&hlen:

e Einordnung in ein Kommunikationsmodell
e Bestimmung des konkreten inhaltsanalytischen Verfahrens
e Bestimmung der Analyseeinheiten

e Festlegung des Kategoriensystems und der inhaltsanalytischen Regeln

Unter Einordnung in ein Kommunikationsmodell (vgl. Kapitel 3.3) versteht man, dass
die auszuwertenden Texte nur im Zusammenhang mit anderen Komponenten wie z.B.
Sender, Empfanger und soziokulturellem Hintergrund ausgewertet werden dirfen. Bei
der Bestimmung des konkreten inhaltsanalytischen Verfahrens geht es um die Konkreti-
sierung der VVorgehensweise. Aus der Fragestellung, dem Ziel der Analyse, lasst sich
ableiten, welche konkrete VVorgehensweise sinnvoll ist. Aus den verschiedenen Verfah-
ren wie zusammenfassende Analyse, induktive Kategorienbildung, Explikation und
Strukturierung bzw. deduktive Kategorienanwendung wurde hier eine Kombination aus
zusammenfassender Inhaltsanalyse und induktiver Kategorienbildung gewahlt, da so-
wohl quantitative als qualitative Analyseschritte von Bedeutung sind.**®

Die Zuordnung von Kategorien zu Textpassagen ist ein zwar regelgeleiteter, aber inter-
pretativer, und damit qualitativer Akt. Die induktive Kategorienbildung wird am besten

am Beispiel der Ubertragsaufgabe deutlich. Im Fragebogen wurde von den Probanden

166 ygl. Mayring (2002), S. 122.
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verlangt, den Begriff Ubertrag zu erklaren. Hier wurden die Kategoriendefinition und
das Abstraktionsniveau nach den Regeln der induktiven Kategorienbildung festgelegt.

Hier eine Textpassage:

e s plve A o
s mon plie & 5iS 2 Sy
O pltrererr it L

Abbildung 22: Ubertragserklarung Realschule

DA D i meer\c}e ems (V)
Swan, e wanV o Ser creu
\ ¢ \ ‘ I es
Erocbni? vaor  \commi
Abbildung 23: Ubertragserklarung Hauptschule

Die induktive Kategorie lautet: Eins im Sinn/Gedankenstitze. Die Kategorie ergibt sich
aus dem Text, da die Kategorie sehr eng am Text formuliert wurde. Bei anderen Text-
stellen hingegen ist es notwendig, interpretativ vorzugehen, da eine direkte Zuordnung

nicht moglich ist:

Fs il aine 'DenQ aﬁ&» o’{c Mmahn
sich do! . in Ao nihslen

ﬁcgkn?ffaﬂﬂ /’W#CvLﬁm walewechmen 2u

Abbildung 24: Ubertragserklarung Berufskolleg

s

uh YA w,‘cu 24 V\—-G{LZ"\’

“Abbildung 25: Ubertragserklarung Realschule
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In diesen beiden Beispielen treten nicht die Begriffe Gedankenstiitze oder Eins im Sinn
auf. Dennoch wurde einer Zuordnung zu dieser Kategorie vorgenommen, da die Worter

merken und Denkziffer eine Zuordnung zu eben dieser Kategorie zulassen.

Analog dazu wurden fur die angefiihrte Beispielaufgabe die folgenden Kategorien (K)
gebildet:

K1: Eins im Sinn/Gedankenstutze

K2: Negative Zahl/Minuszahl

K3: Kleinere Zahl minus groRerer Zahl
K4: Uberschlag

K5: Rest

K6: Anderer Stellenwert/Stelle verriicken
K7: Kein Verstandnis

K8: Ohne Erklérung

6.3.1. Datenauswertung
In diesem Unterkapitel werden die erhobenen Daten statistisch ausgezéhlt und textlich
dargestellt. Insgesamt haben 2242 SuS an der Studie teilgenommen, die sich wie folgt

auf die einzelnen Schulformen verteilen:
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Verteilung der Teilnehmerinnen auf die
einzelnen Schulformen

1200
E 1018
£ 1000
o
€ 800
S
(=
F:’ 600 W Jungen
g 400 B Madchen
‘EEE 200 - W Insgesamt
<

O .

Grundschule Hauptschule Realschule Gymnasium Berufskolleg

Schulform

Abbildung 26: Verteilung der Teilnehmerlnnen auf die einzelnen Schulformen

Verhaltnis zwischen Madchen und Jungen

B Anzahl der Jungen

B Anzahl der Madchen

Abbildung 27: Verhaltnis zwischen Madchen und Jungen
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Die Auswertung der zu Hause gesprochenen Sprachen ergab folgende Verteilung:

Vorrangige Sprachen im Elternhaus

100
90
B Grundschule
80 - B Hauptschule
= Realschule
70 - B Gymnasium

m Berufskolleg

60 -

40 -

Prozentualer Anteil
(0]
o

30 -
20 -
10 -
0 .
X X P X o X o ~<\
S N
o < & & oS Q0 N &

Abbildung 28: Vorrangige Sprachen im Elternhaus

Aus dem Diagramm geht hervor, dass in allen teilnehmenden Schulformen nur ein ge-
ringer Teil der SuS zu Hause nicht die deutsche Sprache spricht. Die Mehrheit der Teil-
nehmer kommuniziert zu Hause Uberwiegend in der deutschen Sprache. In der Tabelle
werden neben der deutschen Sprache nur die Sprachen aufgefiihrt, welche auf dem Er-
hebungsbogen zur Auswahl standen. Die unter sonstige Sprachen mdglichen Angaben
werden im Folgenden der Vollstandigkeit halber ohne eine Wertung alphabetisch aufge-
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fuhrt: Afghanisch, Albanisch, Amerikanisch, Amharisch, Arameisch, Armenisch, Assy-
risch, Berberisch, Bosnisch, Bulgarisch, Chinesisch, Dénisch, Georgisch, Griechisch,
Hindi, Indisch, Inguschisch, Italienisch, Japanisch, Jugoslawisch, Kosovoalbanisch,
Kroatisch, Kurdisch, Lettisch, Lingala, Litauisch, Malinke, Marokkanisch, Mindi, Mon-
tenegrinisch, Niederlandisch, Pakistanisch, Persisch, Portugiesisch, Pungabi, Roma-
nisch, Rumanisch, Schottisch-Galisch, Schwedisch, Serbisch, Sintitikes, Suaheli, Tami-
lisch, Tschetschenisch, Urdu und Vietnamesisch. Diese Daten sowie die Angabe der
Lebensdauer in Deutschland sind nur bei individuellen Auswertungen einzelner SuS

von Bedeutung.

Die Auswertung der Daten der schriftlichen Subtraktion

Die Daten zur schriftlichen Subtraktion beziehen sich auf zwei Aufgabenteile. Im ersten
Teil der Aufgabe sollte eine Anleitung zum L&sen der vorgegebenen Aufgabe verfasst
werden. Bei der Auswertung wurde zuerst das Ergebnis betrachtet, welches zum Teil
auf dem Blatt ausgerechnet wurde, teils aber auch aus dem Text entnommen werden

konnte. Fir die Bearbeitung der Aufgabe ergab sich folgendes Ergebnis:

Korrektheit der Aufgabe

90
80
70
60

50 B Richtiges Ergebnis
40

30

B Falsches Ergebnis

Ohne Ergebnis

Prozentualer Anteil

H Nicht bearbeitet

10 - —

Grundschule Hauptschule Realschule Gymnasium Berufskolleg

Schulformen

Abbildung 29: Korrektheit der Aufgabe
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Nachfolgend werden einige Beispiel zu den Kategorien richtiges Ergebnis, falsches Er-
gebnis, ohne Ergebnis und nicht bearbeitet angegeben.
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Abbildung 30: Falsches Ergebnis Gymnasium

704

- 308
BA

~ Mon Pangt hynton N _oNd_copmgk
4-8 =9¥ oo OFO = L’\L 3=

Abbildung 31: Falsches Ergebnis Berufskolleg
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Abbildung 32: Falsches Ergebnis Realschule
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Abbildung 33: Richtiges Ergebnis Hauptschule
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Abbildung 34: Richtiges Ergebnis Grundschule
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Abbildung 35: Richtiges Ergebnis Realschule
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Abbildung 36: Richtiges Ergebnis Gymnasium
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Abbildung 37: Ohne Ergebnis Hauptschule
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Abbildung 38: Ohne Ergebnis Berufskolleg
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Abbildung 39: Ohne Ergebnis Grundschule

Aus der Bearbeitung der Aufgabe und dem dazugehdrigen Anleitungstext konnten die

folgenden Daten zu den jeweiligen Losungsverfahren enthommen werden:

Verwendete Verfahren

2,3% 2,4%

M Entbiindeln

M Erweitern

m Auffillen

W Halbschriftlich
Erganzen

B Mischform

= Kein Verfahren erkennbar

Abbildung 40: Verwendete Verfahren
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Das Erganzungsverfahren ist von keinem Teilnehmer angewendet worden, ganz gleich

aus welcher Schulstufe.

Die verschiedenen Ubertragstechniken werden durch die folgenden Beispiele nachge-

wiesen:
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Abbildung 41: Entbiindelungstechnik Hauptschule
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Abbildung 42: Entblndelungstechnik Gymnasium
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Abbildung 43: Entbiindelungstechnik Grundschule
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Abbildung 45: Erweiterungstechnik Hauptschule
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Abbildung 44: Erweiterungstechnik Realschule 704
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Abbildung 46: Erweiterungstechnik Gymnasium
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Abbildung 47: Auffillverfahren Hauptschule
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Abbildung 48: Auffullverfahren Berufskolleg
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Abbildung 49: Auffillverfahren Gymnasium
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Halbschriftliche Verfahren sind in den nachsten Beispielen erkennbar:
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Abbildung 50: Halbschriftliches Verfahren Grundschule
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Abbildung 51: Halbschriftliches Verfahren Hauptschule
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Abbildung 52: Halbschriftliches Verfahren Realschule
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Als Mischform werden die folgenden Antworten der Teilnehmer gewertet:
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Abbildung 53: Mischform Hauptschule
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Abbildung 54: Mischform Gymnasium
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Abbildung 55: Mischform Berufskolleg
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Als Kein Verfahren erkennbar werden zum Beispiel folgende Daten gewertet:
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Abbildung 56: Kein Verfahren erkennbar Gymnasium
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Abbildung 57: Kein Verfahren erkennbar Realschule
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Abbildung 58: Kein Verfahren erkennbar Hauptschule
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Bei der Bearbeitung der Aufgabe traten bei den SuS die folgenden Fehler auf:

Fehlertypen
35
_ 30
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€ 25
<
g 20
E
"qé; 15 1 B Grundschule
s 10 - B Hauptschul
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> m Realschule
0 - B Gymnasium
< o <
F &\oo é,\"e N '\,"\' m Berufskolleg
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2 N X ) NS
N &
o
&
O
v

Abbildung 59: Fehlertypen

Die Ubertragsfehler werden an den nachfolgenden Beispielen deutlich:

.
ﬁm@dg_dmn
1 2

Abbildung 60: Ubertragsfehler Realschule
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Abbildung 61: Ubertragsfehler Grundschule
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Abbildung 62: Ubertragsfehler Gymnasium

Die Addition statt Subtraktion wird durch die folgenden Beispiele nachgewiesen:
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Abbildung 63: Addition statt Subtraktion Realschule
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Abbildung 64: Addition statt Subtraktion Grundschule

unter dig 0,000 In dis Stalke dongken

Abbildung 65: Addition statt Subtraktion Realschule

Die spaltenweise Unterschiedsbildung ist in den nachsten Beispielen erkennbar:
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Abbildung 66: Spaltenweise Unterschiedsbildung Realschule
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Abbildung 67: Spaltenweise Unter-
schiedsbildung Grundschule
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Abbildung 68: Spaltenweise Unterschiedsbildung Realschule
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Abbildung 69: Spaltenweise Unterschiedsbildung Realschule

Nullfehler werden durch die folgenden Antworten der Teilnehmer verdeutlicht:

704

Abbildung 70: Nullfehler Realschule
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Abbildung 71: Nullfehler Grundschule
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Abbildung 72: Nullfehler Realschule

Als 1+1 Fehler werden zum Beispiel folgende Daten gewertet:
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Abbildung 73: 1+1 Fehler Realschule
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Abbildung 74: 1+1 Fehler Gymnasium
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Abbildung 75: 1+1 Fehler Berufskolleg

Die formulierten Texte wurden in der folgenden Kategorie hinsichtlich ihrer Verstand-

lichkeit ausgewertet. So ergaben sich die folgenden Werte:
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Verstandlichkeit der Texte

verstandlich
11%

Abbildung 76: Verstandlichkeit der Texte

Alltags- vs. Bildungssprache

Bildungssprache
0%

Abbildung 77: Alltags- vs. Bildungssprache
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Nachfolgend sind Beispiele flir die aufgefiuihrten Kategorien angegeben.
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Abbildung 78: Alltagssprache Grundschule
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Abbildung 79: Verstandlicher Text Gymnasium
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Abbildung 80: Verstandlicher Text Gymnasium
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Abbildung 81: Verstandlicher Text Realschule
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Abbildung 82: Verstandlicher Text Gymnasium
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Abbildung 83: Unverstandlicher Text Realschule
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Abbildung 84: Unverstandlicher Text Realschule
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Abbildung 85: Unverstandlicher Text Gymnasium
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Abbildung 86: Unverstandlicher Text Hauptschule
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Bei der zweiten Aufgabe zur Subtraktion sollte der Begriff Ubertrag erklart werden.
Diese Aufgabe wurde wie folgt bearbeitet:

Bearbeitungsverhaltnis der

Ubertragsaufgabe
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Abbildung 87: Bearbeitungsverhaltnis der Ubertragsaufgabe

Des Weiteren wurde die verwendete Sprache in den Texten genauer untersucht. Dazu

wurden zunéchst die Fachbegriffe analysiert und kategorisiert:
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Halfte
Einheit
positiv
negativ
Minusbereich
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Verfahren
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Stelle
erweitern
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Minuend
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Abbildung 88: Korrekt verwendete Fachbegriffe
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Im Folgenden sind diverse Beispiele zu den einzelnen Termini angegeben.
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Abblldung 89: Fachbegriffe Gymnasium
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Abbildung 90: Fachbegriffe Berufskolleg
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Abbildung 91: Fachbegriffe Gymnasium

Uber diese Begriffe hinaus traten die folgenden Fachtermini auf, die jedoch zunachst
unter sonstige Begriffe zusammengefasst werden: stellenweise Ziffern, Wert, Rech-
nung, Zahl, Minuend, Subtrahend, erweitern, Stelle, stellengerecht, erganzen, Verfah-

ren, Betrag, Minusbereich, negativ, positiv, Einheit, Halfte. In Kapitel 8 werden einzel-

ne Termini genauer betrachtet.

Bei der Formulierung der Texte wurden jedoch auch mathematische Begriffe verwen-

det, die nicht korrekt eingesetzt worden sind. Diese werden in der folgenden Ubersicht

dargestellt:
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Inkorrekt verwendete Fachbegriffe

Einser r

Gleichzeichen
Faktoren

libertragen |

Tauschaufgabe

dividieren P

substituieren
o Nummer
;E 1 H Berufskolleg
o0 |
é Rest | B Gymnasium
[%] .
e N m Realschule
Uberschlag
B Hauptschule
multiplizieren B Grundschule
Nenner und Zahler
Produkt
Betrag r
Lésungsmenge |
Bruchstrich

subtrahieren
Summe
0 5 10 15 20 25

Prozentualer Anteil

Abbildung 92: Inkorrekt verwendete Fachbegriffe
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Im Folgenden sind diverse Beispiele zu den einzelnen Termini angegeben.
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Abbildung 93: Inkorrekte Fachbegriffe Gymnasium
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Abbildung 94: Inkorrekte Fachbegriffe Realschule
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Abbildung 95: Inkorrekte Fachbegriffe Gymnasium
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AbschlieBend wurden fir den Bereich der Subtraktion die Rechtschreibung und der

Syntax der Texte untersucht.

Syntax

Ohne Bewertung
9%

Abbildung 96: Syntax

Rechtschreibung

Ohne Bewertung
9%

Abbildung 97: Rechtschreibung
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Der Teil zum Sachrechnen beginnt ebenfalls mit der Auswertung der Ergebnisse der
Aufgabe. So ergibt sich die folgende Ubersicht:

Bearbeitungsverhaltnis der
Sachrechnenaufgabe

m Korrektes Ergebnis

M Falsches Ergebnis

Ohne Ergebnis

Prozentualer Anteil

M Nicht bearbeitet

Grundschule Hauptschule Realschule Gymnasium Berufskolleg

Schulformen

Abbildung 98: Bearbeitungsverhéltnis der Sachrechenaufgabe

Beziliglich der heuristischen Strategien bzw. Losungsmdglichkeiten konnten folgende

Kategorien gebildet und ausgewertet werden:
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Heuristische Strategien

29% 3,2% 0%

B Systematisches Probieren
m Keine Strategie erkennbar
1 Gleichungssystem

M Zahlzerlegung

Riuckwartsarbeiten

Abbildung 99: Heuristische Strategien

Im Folgenden sind diverse Beispiele zu den einzelnen Lésungsverfahren angegeben.
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Abbildung 100: Systematisches Probieren Realschule
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Abbildung 101: Systematisches Probieren Grundschule
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Abbildung 102: Systematisches Probieren Hauptschule
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Abbildung 104: Zahlzerlegung Hauptschule
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Abbildung 105: Zahlzerlegung Realschule
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Abbildung 106: Gleichungssystem Realschule
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Abbildung 107: Gleichungssystem Gymnasium
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Abbildung 108: Gleichungssystem Hauptschule
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Abbildung 109: Keine Strategie erkennbar Gymnasium
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Abbildung 110: Keine Strategie erkennbar Berufskolleg
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Abbildung 111: Keine Strategie erkennbar Hauptschule
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6.3.2. Dateninterpretation
Die vorliegende Studie lasst bezuglich der zugrundeliegenden Fragestellung

Welche Indizien gibt es fur einen modglichen Zusammenhang zwi-
schen dem mathematischen Verstandnis und der sprachlichen Kom-

petenz von Schilerinnen und Schulern?

verschiedene Schliisse zu. Zunéchst werden jedoch erst die allgemeinen Fakten zusam-
menfassend dargestellt. Es ist festzuhalten, dass trotz aktueller Fliichtlingssituation die
meisten SuS zu Hause uberwiegend deutsch sprechen (vgl. Abbildung 28). Fiir den Be-
reich der schriftlichen Subtraktion fallt auf, dass die SuS des Gymnasiums bei der Bear-
beitung dieser Aufgabe am besten abgeschnitten haben, wahrend die SuS der Grund-
schule in diesem Bereich die geringsten Leistungen vorweisen konnten (vgl. Abbildung
29). Im Hauptschulbereich waren gerade einmal 64% der Teilnehmer in der Lage, die
Aufgabe zu 16sen (vgl. Abbildung 29). Dabei sind nur 44,1% der insgesamt 64% kor-
rekt bearbeitet. Betrachtet man die Auswertung hinsichtlich des Alters bzw. der Klasse,
so kann festgestellt werden, dass die 10. Klassen des Gymnasiums am besten abge-
schnitten haben, wahrend die 5. Klassen der Hauptschule am wenigsten mit der Subt-
raktion zurecht gekommen sind.

Uberraschend ist die Tatsache, dass fiir die Bearbeitung der schriftlichen Subtraktions-
aufgabe am haufigsten eine Mischform der Ubertragstechniken verwendet wurde. Das
Ergénzungsverfahren hat hingegen kein Teilnehmer flr die Bearbeitung herangezogen.
Des Weiteren muss an dieser Stelle festgehalten werden, dass halbschriftliche Verfahren
kaum genutzt werden. Die hdchste Prozentzahl erzielt das Berufskolleg mit 8,8%. Das
Gymnasium erreicht immerhin 7,2%. Jedoch war das Verfahren bei vielen SuS gar nicht
erkennbar.

Beziiglich der unterschiedlichen Fehler beim Losen der schriftlichen Subtraktionsaufga-
be hat die Studie gezeigt, dass die spaltenweise Unterschiedsbildung im Bereich der
Haupt-, Real- und Grundschule stark verbreitet ist. 31,2% der Hauptschilerinnen,
23,4% der Realschilerinnen und 9,8% der Grundschulerinnen bilden die Differenz
unabhéngig davon, dass die kleinere Ziffer im Minuenden und die gréRere im Subtra-
henden auftritt. Allerdings zeigen die GrundschulerInnen deutlich, dass sie das 1+1 bes-
ser beherrschen, als alle anderen héheren Schulformen. Grundsatzlich muss erwéhnt

werden, dass die Teilnehmer des Gymnasiums die wenigsten Fehler bei der Bearbeitung
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der schriftlichen Subtraktionsaufgabe gemacht haben. Umgekehrt fallt besonders die
Hauptschule auf, welche die meisten Fehler vorweist (vgl. Abbildung 59).

Hinsichtlich der Sprache kann festgehalten werden, dass keine Bildungssprache ver-
wendet wird, ganz unabhéngig von der Schulform (vgl. Abbildung 77). Betrachtet man
in diesem Zusammenhang auch Abbildung 76, so zeigt sich, dass nur ein geringer Teil
der SuS in der Lage war, den schriftlichen Subtraktionsalgorithmus verstandlich zu er-
klaren. Am starksten in diesem Bereich erweisen sich die Gymnasiasten, die mit 36,4%
die meisten verstandlichen Texte formuliert haben. Mit groem Abstand folgt dann die
Grundschule. Hier haben 12,2% der Teilnehmer einen verstandlichen Text verfasst.

Die Auswertung der sprachlichen Daten ergibt, dass die Hauptschulerlnnen kaum Fach-
begriffe verwenden. Abgesehen vom Gymnasium werden in allen anderen Schulformen
sehr haufig Begriffe wie Einer, Zehner und Hunderter benutzt (vgl. Abbildung 88). Mit
zunehmendem Alter werden Fachtermini allerdings nicht mehr korrekt gebraucht. Eine
Vermischung zwischen inhaltlichen Schwerpunkten ist an der Sprache erkennbar.

Nophart /' pach yopne péchnrr dahs Jen /
i,_'_)'l.\/)~ {:’(”} Wiy O( L/O,ﬁ/l D{\/, [/‘;‘// /M'hi 8 WM{%}‘/)T

Abbildung 112: Vermischung von Fachtermini Realschule
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Abbildung 113: Vermischung von Fachtermini Gymnasium
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Abbildung 114: Vermischung von Fachtermini Realschule

Hinsichtlich der Rechtschreibung und der Syntax zeigen wieder die SuS der Hauptschu-
le die geringsten Kenntnisse. Allerdings tiberzeugt in diesem Bereich nicht das Gymna-
sium, sondern das Berufskolleg (vgl. Abbildung 96, 97).

Bei der Bearbeitung der Sachrechenaufgabe haben die SuS der Grundschule sehr
schlecht abgeschnitten. Auch bei den Hauptschiilerinnen haben nur 64% der Teilnehmer
eine auswertbare Losung hervorgebracht. Im Bereich der Knobelaufgabe sind die Gym-
nasiasten mit 81,9% am starksten. Betrachtet man die Auswertung hinsichtlich des Al-
ters bzw. der Klasse, so kann festgestellt werden, dass die Oberstufe des Gymnasiums
am besten abgeschnitten hat, wahrend die 4. Klassen der Grundschule am wenigsten mit
der Knobelaufgabe zurecht gekommen sind. Beziiglich der Bearbeitung bleibt abschlie-
Rend noch festzuhalten, dass heuristische Strategien nur sehr selten genutzt werden.
Lediglich auf das systematische Probieren greifen einige SuS zuriick (vgl. Abbildung
99).

Des Weiteren wird deutlich, dass der Modellierungskreislauf haufig nicht korrekt durch-
laufen wird. Besonders die Bereiche mathematisieren, interpretieren und validieren

sind sehr fehleranféllig.
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Abbildung 115: Mathematisieren Grundschule
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Abbildung 116: Mathematisieren Grundschule
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Abbildung 117: Mathematisieren Hauptschule
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Abbildung 118: Mathematisieren Realschule
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Abbildung 119: Interpretieren Realschule
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Abbildung 120: Interpretieren Realschule
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Abbildung 121: Interpretieren Realschule
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Abbildung 122: Validieren Realschule



Empirische Untersuchung zur Bedeutung der Sprache im Rahmen der schriftlichen

Subtraktion und der Bearbeitung von Textaufgaben 227
>0 O o
el T W : A
12 Cawer  pedted
| ' \ i
wit, " “ 3 Tavts
HAWZ TRy - O - ,.‘ H o
) .
& =¥y N )
- —~ ‘\ )
I A I y ey +
k( . s Votr A l‘\
R 2 I T Aohner Oad 2
Kanindea

Abbildung 123: Validieren Realschule
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Abbildung 124: Validieren Realschule

Fazit:

In diesem Kapitel wurde deutlich, dass die SuS des Gymnasiums in den der Studie zu-
grundeliegenden Bereichen der schriftlichen Subtraktion und des Sachrechnens am bes-
ten abgeschnitten haben. Allerdings zeigt sich auch, dass die Hauptschulerinnen sowohl
im mathematischen als auch im sprachlichen Bereich sehr grof3e Defizite aufweisen. Die
Grunde fur diese Ergebnisse sollen im folgenden siebten Kapitel herausgestellt, analy-
siert und diskutiert werden. Im abschlielenden achten Kapitel werden zwei Unterrichts-
reihen vorgestellt, die den Zusammenhang von Mathematik und Sprache bei den in der
Studie untersuchten Bereichen deutlich mehr in den Fokus riicken, sodass die Defizite

verringert werden kdnnten.
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7. Reflexion und Evaluation der Zusammenhéange

Die Studie lieferte vielféaltige Ergebnisse, zunachst ist jedoch festzuhalten, dass die
Teilnehmeranzahl der einzelnen Schulformen recht ungleichméRig verteilt war. So
konnten flr die Studie nur 164 SuS aus Grundschulen zum Vergleich herangezogen
werden. Dem entgegen steht die recht hohe Anzahl von SuS der Realschule. Hier konn-
ten 1018 Fragebogen ausgewertet werden (vgl. Abbildung 26). Zwar wurden die Daten
bei der Auswertung/Verarbeitung prozentual angegeben, so dass die Verhaltnismaliig-
keit gewahrt wurde. Dennoch ware es wiinschenswert gewesen, die Untersuchung auf

ein ausgewogeneres Fundament zu stiitzen.

Im Folgenden sollen die in Kapitel 6 dargestellten Ergebnisse analysiert und begriindet

werden.

Beziiglich der schriftlichen Subtraktion zeigt sich, dass die SuS des Gymnasiums wei-
taus besser abgeschnitten haben als die SuS der Grundschule (vgl. Abbildung 29). Als
Begrundung kann unter anderem der Zeitpunkt der Einfihrung des Algorithmus ange-
fuhrt werden. Die SuS der Grundschulen erlernen das schriftliche Subtraktionsverfahren
erst im 3. Schuljahr und verfiigen somit noch nicht ber die Sicherheit im Umgang mit
diesem Algorithmus wie die SuS der Oberstufe des Gymnasiums. Ferner besitzen die
Gymnasiasten einen groéfReren Wortschatz, welcher beim Verbalisieren mathematischer

Prozesse durchaus von Vorteil ist.
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Abbildung 125: Wortschatz Gymnasium

So zeigt dieser Text aus dem Gymnasium, dass Ausdriicke wie ahnlich verhélt es sich
bei der Hunderterstelle oder angedeutet verwendet werden. Solche oder ahnliche
sprachliche Ausdriicke kénnen bei den SuS der Grundschule nicht nachgewiesen wer-

den, wie der nachfolgende Beispieltext zeigt:
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Abbildung 126: Wortschatz Grundschule

Hinsichtlich der Verstandlichkeit wird beim ersten Lesen der Text aus dem Gymnasium
als verstdndlicher empfunden. Bei genauerer Betrachtung féllt jedoch auf, dass viele
Worte und Phrasen in beiden Texten gleich genutzt werden. So verwenden beide die
Rechenoperation 4 - 8. Wahrend in anderen Texten auch das Wort minus auftaucht,
bleiben die beiden Verfasser der obigen Texte bei der symbolischen Schreibweise. Dies
konnte daran liegen, dass diese Notationsform bereits verinnerlicht ist, es konnte aber
auch ein Indiz fur Bequemlichkeit, Schnelligkeit oder mangelnde sprachliche Aus-
drucksfahigkeit sein. Aufgrund der weiteren sprachlichen Ausfiihrungen entsteht der
Eindruck, dass der letzte Punkt ausgeschlossen werden kann. Vermutlich waren die
Teilnehmer in der Lage gewesen, zumindest 4 minus 8 zu formulieren oder von der 4
mussen 8 abgezogen werden. Vielleicht wére auch 8 von der 4 subtrahieren mdglich
gewesen. Bei der Angabe des Ergebnisses aus dieser ersten Teilrechnung zeigt sich,
dass im gymnasialen Text bereits die negativen Zahlen thematisiert worden sind — da
dies -4 ergibt. Uber dieses Wissen verfiigen Grundschiilerinnen noch nicht. Deshalb
wird an dieser Stelle die Phrase das geht nicht verwendet. Im weiteren Verlauf des
Grundschultextes wird von aus vier 14 machen gesprochen. Diese Verdnderung wird
damit begriindet, dass man zehn von den Zehnern abziehen und zu der 4 dazutun kann.
Im gymnasialen Text wird das negative Teilergebnis durch Abzug an der nachsten Stel-
le — der Zehnerstelle — begriindet. Der Teilnehmer'®” erkennt — im Gegensatz zum
Grundschulprobanden — die Nullstelle in der Zehnerspalte und folgert dementsprechend,
dass der Abzug an der nachsthéheren Stelle, der Hunderterstelle, vollzogen werden
muss. Sprachlich wechselt er an dieser Stelle wieder in die mathematische Symbolspra-

che: (1)00 - 4 = (9)6. Die eingesetzten Klammern werden aber nicht mathematisch ge-

187 Aus Griinden der Leserfreundlichkeit wird ausschlieRlich die maskuline Form verwendet.
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nutzt, sondern im sprachlichen Sinn, da konkrete Bereiche der Notation hervorgehoben
werden sollen. Diese Vermischung von sprachlichen und mathematischen Elementen
zeigte sich in der Studie sehr hdufig in Texten. Durch diese Vermischung und den
Wechsel zwischen sprachlichen und mathematischen Elementen leidet die Verstand-
lichkeit. Beide Texte nutzen die Begriffe abziehen, Zehner/Zehnerstelle, rechnen sowie
die bereits oben angefiihrte Notation des Minuszeichens.

Betrachtet man die folgenden beiden Texte, die wiederum aus dem Gymnasium und der
Grundschule stammen, sich jedoch auf die Erklirung des Wortes Ubertrag beziehen, so
zeigt sich, dass sich der Text aus dem Gymnasium auf die durchgefthrte schriftliche
Subtraktion der ersten Aufgabe bezieht. Hier wird konkret an diesem Beispiel erklart
und es kommen keine Fachbegriffe vor.
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Abbildung 127: Fachbegriffe Gymnasium

In dem Grundschultext fallt auf, dass bereits der Begriff Betrag verwendet wird.
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Abbildung 128: Fachbegriffe Grundschule



Reflexion und Evaluation der Zusammenhénge 231

Zunéchst liegt die Vermutung nahe, dass dieser Fachbegriff nicht als solcher eingesetzt
wird. Kinder in diesem Alter kennen den Begriff eventuell aus der Alltagssprache als
Bezeichnung fiir einen Geldwert. Im weiteren Verlauf des Textes wird dieser Begriff
wiederholt, was zeigt, dass dieser Begriff dem Verfasser vertraut ist. Durch den Zu-
sammenhang des Wortes damit der Betrag gleich bleibt wird deutlich, dass das Gesetz
von der Konstanz der Differenz bzw. das gleichsinnige Verandern (vgl. Kapitel 4.5)
thematisiert worden ist. Leider sind diese Begriffe aus dem Mathematikunterricht nicht
nachhaltig von den SusS erfasst worden, sodass sie in den Fragebogen auf sprachliche
Umschreibungen zurtickgreifen. Es werden keine konkreten Zahlen eines Beispiels an-
gefihrt. Das Erweitern an der Zehner- und Hunderterstelle wird erfasst. Generell bleibt
festzuhalten, dass in der Untersuchung die SuS des Gymnasiums den grofiten Anteil
verstandlicher Texte verfasst haben. Danach folgen die SuS der Grundschule.

Der letzte Text zeigt deutlich, dass wichtige mathematische Begriffe von den SuS nicht
verinnerlicht werden. Die Ursachen liegen, wie in Kapitel 5.3 beschrieben, haufig in der
Kommunikation zwischen Lehrkréaften und SuS. Aufgrund der Tatsache, dass die Lehr-
kraft Gberwiegend noch als Wissensvermittler im Unterricht auftritt, fungiert eben diese
auch als Sender im Kommunikationsmodell (vgl. Abbildung 11). Die kodierte Nach-
richt der Lehrkraft muss von den SuS wieder decodiert werden. Befinden sich nun in
dieser Nachricht Fachbegriffe, die die SuS nicht entschlisseln kénnen, so wird diesem
Teil der Nachricht keine Bedeutung beigemessen und der jeweilige Lerninhalt wird von
den SuS nicht aufgenommen. Diese Form der Kommunikationsstérung kann haufig in
den oberen Schulstufen und an der Universitdt beobachtet werden. In Grundschulen
kommt es oft zu einem anderen Problem, welches die Verwendung von Fachsprache
verhindert. Viele Lehrkrafte neigen dazu, Fachbegriffe durch Begriffe der Alltagsspra-
che zu ersetzen. So wird der Begriff ist gleich in den meisten Fallen auf ist reduziert.
Statt 9 minus 5 ist gleich vier, wird sehr oft nur von 9 minus 5 ist vier gesprochen. Der
Aquivalenzbegriff gerat mit zunehmendem Gebrauch des Wortes ist in den Hintergrund.
In beiden Fallen wird die Verwendung von Fachbegriffen verhindert. Ohne Fachsprache
ist es zwangslaufig schwierig, bestimmte mathematische Sachverhalte auszudriicken.

Das zeigen auch die nachfolgenden Beispiele aus der Realschule:
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Abbildung 129: Fachsprache Realschule

Abgesehen von den Begriffen minus und gleich treten in diesem Text nur Worter aus
der Alltagssprache auf. Ferner fallt auf, dass zwar die einzelnen Abléufe beschrieben

werden, Begrindungen fir die einzelnen Schritte jedoch fehlen.
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Abbildung 130: Fachsprache Realschule

Auch dieser Text beschreibt die einzelnen Schritte. Doch auch hier finden sich keinerlei
Erklarungen. Der nachfolgende Text beinhaltet erneut keine Fachsprache. Er fallt je-
doch durch das Abweichen vom Subtraktionsalgorithmus auf. Der Verfasser beginnt die
Durchfiihrung des schriftlichen Subtraktionsalgorithmus® regelkonform an der Einers-
telle. Die Problematik des Auftretens der Null in der Zehnerspalte wird jedoch umgan-
gen, indem die Zehner- und Hunderterstelle als Ganzes betrachtet und berechnet wer-

den.
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Abbildung 131: Fachsprache Realschule

Diese Modifikation des Algorithmus sowie die hdufig aufgetretene Mischform bei der
Ubertragstechnik bieten mehrere Maglichkeiten der Interpretation: Zum einen kénnten
mangelnde Fachkompetenzen der Lehrkrafte ursachlich fir dieses Problem sein. Zum
anderen kann der Fehlerursprung bei den SuS gesucht werden, wenn sie den korrekten
Algorithmus nicht verstanden haben. Letztlich kénnte auch die Mischform fir die SuS
die geeignetere Methode der schriftlichen Subtraktion darstellen.

Neben der Untersuchung der Texte hinsichtlich Alltags- und Bildungssprache, fielen bei

der Auswertung auch die folgenden Texte auf:

r'c(be.n Sr/\-z" /th\_s A0 Xak Q\
dan die. N und die 4 sind 4 Ws F <nd 3.

Vas_raebnis (s dan 394,

Abbildung 132: Wiederkehrende Satzbausteine Realschule
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Abbildung 133: Wiederkehrende Satzbausteine Grundschule
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Abbildung 134: Wiederkehrende Satzbausteine Hauptschule

Diese Texte zeigen sprachlich, dass im Unterricht beim Durchlaufen des schriftlichen
Subtraktionsalgorithmus bestimmte Phrasen verwendet werden. So werden im ersten
Text aus der Realschule und im zweiten Text aus der Grundschule der geldufige Aus-
druck 8 bis zur 4 geht nicht verwendet. Der Text aus der Hauptschule weicht anfangs
etwas ab, da hier die symbolische Schreibweise 4 - 8 genutzt wird. Auch in diesem Text
wird im néchsten Schritt weil das nicht geht verwendet. Beziiglich des Ubertrags glei-
chen sich die Texte aus der Realschule und der Hauptschule. Beide gebrauchen die
Ausdriicke unter die Null eine Eins machen. Lediglich im Grundschultext wird von
merke mir die Eins, weil wir die 10 Uberschritten haben gesprochen. Die Addition des
Ubertrags zur Zehnerstelle des Subtrahenden wird nur in dem Realschultext angespro-
chen, wahrend es in dem Grundschultext nur indirekt durch das sind 1 auftaucht. Im
Hauptschultext kommt diese Beschreibung nicht vor. Alle drei Texte erlautern das wei-

tere Durchlaufen des Algorithmus nur sehr knapp und indirekt. Im ersten Text aus der
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Realschule heit es jetzt muss man gucken, der Grundschultext verwendet danach und
der Hauptschultext formuliert und so weiter. Diese Texte zeigen, dass SuS sprachlich
auf immer wiederkehrende Satzbausteine angewiesen sind und sie hdufig verwenden.
Wahrend es im Realschultext gelingt, den Algorithmus zu durchlaufen und zum richti-
gen Ergebnis zu kommen, verdeutlicht der Grundschultext, dass zwar die Reihenfolge
der einzelnen Arbeitsschritte umgesetzt werden kann, aber die Berechnung des Ergeb-
nisses fehlerhaft ist. Es kommt zu einem Nullfehler'®®, d.h., dass das Verstandnis in die-
sem Bereich noch nicht ausreichend vorhanden ist.

Beziiglich der unterschiedlichen Fehlertypen ist anzumerken, dass die SuS der Grund-
schule weniger Einspluseinsfehler zeigen als die SuS der ubrigen Schulformen (vgl.
Abbildung 59). Dies lasst sich durch den zunehmenden Gebrauch des Taschenrechners
erklaren. Weil das Kopfrechnen in der Grundschule vermehrt eingesetzt wird, verfiigen
diese SuS auch tber eine groRere Kompetenz in diesem Bereich. Mit dem Wechsel in
die weiterfiihrende Schule erhalten viele SuS ein Handy. Dieses wird vor allem im pri-
vaten Bereich bei kleinen Rechenoperationen herangezogen. Dies zeigte sich auch in

der vorliegenden Untersuchung:
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Abbildung 135: Ldsen mittels Taschenrechner Realschule
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Abbildung 136: Ldsen mittels Taschenrechner Hauptschule

168 vgl. Schipper/Droge/Ebeling (2008b), S. 138f.
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Abbildung 137: Lésen mittels Taschenrechner Gymnasium

In der Hauptschule und in der Realschule zahlte die spaltenweise Unterschiedsbildung
zu der héufigsten Fehlerart (vgl. Kapitel 59). Die Ursache liegt im Bereich der Uber-
tragstechniken. Haufig verfligen die SuS nicht Uber das notwendige Verstdndnis des
Entblndelns, Erweiterns und Auffiillens. Deshalb vereinfachen sie die Aufgabe und
greifen auf den Grundgedanken der Subtraktion zurlick, indem sie die kleinere von der
groReren Zahl abziehen. Zur Bewidltigung dieser Problematik ist es notwendig, durch

Material Einsichten in die verschiedenen Techniken zu vermitteln.

Hinsichtlich der schriftlichen Subtraktion bleibt noch festzuhalten, dass das Heranzie-
hen halbschriftlicher Strategien viel zu wenig umgesetzt wird (vgl. Abbildung 40). Die
Aufgabe der Untersuchung war so gewahlt, dass die halbschriftliche Strategie — welche
auch dem Kopfrechnen zugrundeliegt — die einfachste und schnellste Méglichkeit ge-
wesen ware, die Aufgabe zu I6sen. In der Studie erreicht das Berufskolleg die hochste
Quote mit 8,8%. Dies ist ein deutliches Zeichen, dass Verfahren in der Schule erarbeitet
und angewendet werden. Wird man in diesem Fall symbolisch aufgefordert, die Aufga-
be mittels schriftlicher Subtraktion zu lésen, so wird der Algorithmus durchlaufen. Das
flexible Rechnen, so wie es der Lehrplan vorsieht, bedarf noch weitaus gréRerer Beach-

tung.

AbschlieBend wird durch die Studie einmal mehr deutlich, dass es groRe Leistungsun-
terschiede zwischen den einzelnen Schulformen gibt. So zeigt sich auch in diesem Fall,
dass sich soziale Ungleichheiten auf die schulische Leistung auswirken. Das schlechte

Abschneiden der Hauptschule steht mit Sicherheit in einem engen Zusammenhang der
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sozialen Schichtzugehdrigkeit, welche nach wie vor nicht in der Schule kompensiert
werden kann. So belegen die erhobenen Daten, dass die SuS der Hauptschule beziiglich
der Rechtschreibung und der Syntax groRe Defizite zeigen (vgl. Abbildung 96, 97). Al-
lerdings schneidet in diesem Bereich nicht das Gymnasium am besten ab, sondern das
Berufskolleg. Dies ist darauf zurlickzufiihren, dass die SuS am Berufskolleg im Schnitt
alter sind als die SuS der anderen Schulen. Mit zunehmendem Alter steigt in der Regel
auch die Rechtschreibkompetenz, da altersbedingt h&ufiger eine Begegnung mit Texten
stattfindet.
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Abbildung 138: Versténdlichkeit des Textes Gymnasium
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Abbildung 139: Verstandlichkeit des Textes Gymnasium

Diese beiden Texte aus dem Gymnasium sind beispielhaft fiir verstandliche und sprach-
lich korrekte Erklarungen dieser Schulform.

Im Bereich der Knobelaufgabe hat wieder das Gymnasium die besten Ergebnisse erzielt
(vgl. Abbildung 98). Dies liegt daran, dass die meisten richtigen Ergebnisse bei den
alteren SuS in der Oberstufe auftraten. So konnten zum Teil die falschen Lésungen der
Unterstufe kompensiert werden. Diese Mdglichkeit gibt es an der Grundschule nicht.

Daher hat die Grundschule bei der Bearbeitung der Knobelaufgabe den letzten Platz
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belegt (vgl. Abbildung 98). Vergleicht man die Ergebnisse von den vierten und flinften
Schuljahren dieser Schulformen, so lasst sich nahezu kein Unterschied feststellen. Bei
der Auswertung der Daten zur Bearbeitung der Knobelaufgabe féllt zunachst auf, dass
viele SuS — egal welcher Schulform — die Aufgabe grafisch geldst haben, da grafische

Hilfsmittel zum Verstandnis der dargestellten Sachsituation beitragen.

Abbildung 140: Grafische Lésung Grundschule
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Abbildung 141: Grafische Lésung Realschule

Die einzelnen Zeichnungen unterscheiden sich nur hinsichtlich ihres Abstraktionsgra-

des.

Die Grundschulerlnnen lagen bei der Bearbeitung deutlich zurlick und auch die Haupt-
schulerlnnen haben insgesamt nur 64% an auswertbaren Ldsungen hervorgebracht. Vie-
le Hauptschiilerinnen bearbeiteten diese Aufgabe gar nicht oder waren der Uberzeu-

gung, dass man diese Aufgabe nicht rechnen kann.

Die Aufaabe kann man Aickt enen'

Abbildung 142: Unlésbarkeit Hauptschule
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Bei der Analyse der Daten fallt auf, dass einige SuS der Realschule bei der Bearbeitung
der Knobelaufgabe zu viel mathematisieren. Obwohl der Text sprachlich einfach, &u-
Rerst kurz gehalten und mit wenigen Zahlen versehen ist, kommt es - wie die nachfol-
genden Beispiele zeigen - bei der Bearbeitung zu Fehlern durch die Mathematisierung:
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Abbildung 143: Mathematisieren Realschule

In diesem Beispiel wurde die Information, dass es nur sieben Tiere gibt, vollig auler
Acht gelassen. Zur Berechnung wurden dagegen Zahlen herangezogen, die — ibertragen
auf die Sachsituation — gar keinen Sinn ergeben. Des Weiteren fallt auf, dass zwischen
Huhn und Kaninchen laut Aufzeichnung kein Unterschied besteht. Im vorliegenden Fall
haben beide Tiere vier FiRe. Der Sinn der Aufgabe wurde nicht erfasst. Diese Ldsung
stammt von einem ausschlieBlich deutsch sprechenden Kind ohne Migrationshinter-
grund, so dass in der Regel sprachliche Schwierigkeiten ausgeschlossen werden kénnen.
Dennoch zeigt gerade diese Berechnung, dass im Bereich der Sachrechenaufgaben gro-

Rer Handlungsbedarf besteht, das Verstandnis fiir solche Aufgaben zu fordern.
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Die beiden nachsten Beispiele zeigen, dass die in der Aufgabe angegebenen Zahlen
durch eine Rechenoperation miteinander verknupft werden. Die Rechnung aus der Real-
schule basiert auf der Subtraktion und die der Grundschule auf der Addition.

-3
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Abbildung 144: Falsche Rechenoperation Realschule
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Abbildung 145: Falsche Rechenoperation Grundschule

Wahrend in der Realschulberechnung das Ergebnis interpretiert, aber nicht validiert
wird, zeigt die Grundschulberechnung, dass das Ergebnis der Berechnung in der Ant-
wort nicht verwendet wird. Hier liegt der Schluss nahe, dass die Antwort im Umfeld

aufgegriffen wurde.

Generell zeigt die Darstellung der Ergebnisse in diesem Bereich, dass Problemloseauf-
gaben und heuristische Strategien noch zu wenig Beachtung im Mathematikunterricht
finden. Dies kann daran liegen, dass sich einige Lehrkréafte der Bearbeitung solcher
Aufgaben nicht gewachsen flihlen. Es fehlt zum einen das mathematische Wissen und

zum anderen flhrt der Bearbeitungsfreiraum der SuS bei den Lehrkréften zu groflRen
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Unsicherheiten. Der Umgang mit offenen Aufgabestellungen muss fir eine erfolgreiche
Bewaltigung sowohl von den SusS als auch von den Lehrkraften trainiert werden. In der
vorliegenden Studie gelangen die SuS groRtenteils durch Probieren zum Ergebnis. An-
satzweise kann hierbei von systematischem Probieren gesprochen werden. Hinsichtlich
des Modellierungskreislaufes zeigt sich, dass die SuS in den Bereichen Mathematisie-
ren, Interpretieren und Validieren ihre Fahigkeiten deutlich ausbauen mussen. Dies ist
jedoch nur moglich, wenn die SuS die Mdglichkeit erhalten, sich sprachlich tber diese
Aufgaben auszutauschen.

Betrachtet man abschlieBend die erhobenen Daten hinsichtlich der zugrundeliegenden
Problemstellung Welche Indizien gibt es fur einen moéglichen Zusammenhang zwi-
schen dem mathematischen Verstandnis und der sprachlichen Kompetenz von Schu-
lerinnen und Schilern?, so kann festgehalten werden, dass sich ein Zusammenhang
leider nicht konkret nachweisen l&sst. Es gibt SuS an allen Schulformen, die trotz gerin-
ger sprachlicher Kompetenz zum richtigen Ergebnis gelangen. Andererseits gibt es auch
SusS, die trotz sprachlicher Kompetenz zu einem falschen Ergebnis kommen. Es zeigt
sich, dass mathematische Begriffe grundsatzlich zu wenig Beachtung finden. Dies lasst
den Schluss zu, dass diese Begriffe noch nicht in den Sprachgebrauch der SuS tberge-
gangen sind. Menschen nutzen in der Regel fur einen sprachlichen Austausch nur Wor-
ter, die sicher mit Inhalt geftllt werden kdnnen. An diesen Stellen sollte im Mathema-
tikunterricht der Schulen nachgearbeitet werden. Die Entwicklung, in einem Wortspei-
cher Begriffe der einzelnen Themenschwerpunkte bereitzustellen, ist tendenziell sinn-
voll. Jedoch werden die einzelnen Begriffe des Wortspeichers inhaltlich zu wenig ge-
falit.

Betrachtet man die schriftliche Subtraktion und den zur Durchfiihrung tblichen Algo-
rithmus, so ist es durchaus wichtig, dass dieser automatisiert angewandt werden kann.
Doch die Automatisierung beginnt meist viel zu frih. Das hei3t, die SuS durchlaufen
den Algorithmus ohne die einzelnen Schritte zu hinterfragen. Es ware besser, die ein-
zelnen Schritte mit den SusS intensiv zu besprechen. Das setzt voraus, dass die SuS die
Mdglichkeiten zur Kommunikation erhalten. Auf diese Weise kann ein Verstandnis fir
die einzelnen Rechenschritte aufgebaut werden. Dafir sollte bei der Bearbeitung der
Sachrechenaufgaben viel mehr Wert auf das Erarbeiten nach einem Schema (Modellie-
rungskreislauf) gelegt werden. Dies stellt auch eine Form des Algorithmus dar. Dieser

sollte im Gegensatz zum Subtraktionsalgorithmus bereits zu einem sehr friilhen Zeit-
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punkt in der Schule eingefiihrt und automatisiert werden. Dadurch wird erreicht, dass
die SuS uber die einzelnen Schritte nicht mehr lange nachdenken missen. Es bleibt
mehr Zeit, sich intensiver auf die sprachliche und mathematische Ebene zu konzentrie-
ren. Erst nachdem die einzelnen Modellierungsschritte verstanden sind, sollte der ma-

thematische Anspruch der Aufgaben komplexer gestaltet werden.

Fazit:

Die Studie zeigt, dass die Fachsprache der Mathematik noch viel zu wenig von den SuS
angewandt wird. Einfache mathematische Begriffe wie Ergebnis werden berwiegend
sicher verwendet. Allerdings zeigen sich bereits bei anderen Begriffen wie subtrahieren

und dividieren Schwierigkeiten wie die nachfolgenden Beispiele zeigen:

Do obere %q/ Zohl wird pon der
unterem qlpc\uoqtm Mon ozt dividiert die Zednlen
die unleveinander | ieqen Wenn die obero Calil
zuldein . icl Cochuel namig it ¥ AD uw diniehl
im Minus berddh zulandm Doabe: entsloht ein
VRERTRAG

Abbildung 146: Begriffliche Schwierigkeiten Realschule
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Abbildung 147: Begriffliche Schwierigkeiten Realschule

Um die mathematische Fachsprache richtig zu erlernen, ist der Einsatz der Fachbegriffe
im Mathematikunterricht von grofRer Bedeutung. Durch den vielféltigen Einsatz, unter-
stutzendes Material und viel sprachlichen Austausch ist es moglich, ein sicheres Be-
griffsverstandnis bei den SuS aufzubauen. Wie dies in den Bereichen schriftliche Subt-
raktion und Bearbeitung von Sachrechenaufgaben aussehen kann, sollen die nachfol-
genden Konzeptionen zeigen, die eine Mdglichkeit darstellen, die Sprache mehr ins

Zentrum des Mathematikunterrichtes zu stellen.
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8. Entwicklung von Unterrichtskonzepten

Aus den vorangegangenen Kapiteln wird deutlich, dass die Sprache fir den Mathema-
tikunterricht von ganz besonderer Bedeutung ist. Betrachtet man zum Beispiel aktuelle
Schulbicher, so hat zwar durch die Vorgabe von prozessbezogenen Kompetenzen das
Argumentieren und Begrinden mehr Gewicht im Mathematikunterricht erhalten, den-
noch zeigt die vorangehende Studie, dass das Versprachlichen mathematischer VVorgén-
ge nach wie vor Probleme birgt, da es noch nicht addquat im Mathematikunterricht um-
gesetzt wird. Der Lehrplan sieht vor, dass die SuS die schriftlichen Rechenverfahren
sicher anwenden sollen. Dies beinhaltet ein automatisiertes Durchlaufen des jeweiligen
Algorithmus*. Leider werden im Zusammenhang mit den schriftlichen Rechenverfahren
sehr haufig Ablaufe lediglich abgespult ohne zu wissen, warum die jeweiligen Schritte
notwendig sind. Dies fiihrt in der Regel dazu, dass Fehler und Probleme h&ufiger auftre-
ten. So zeigen sich beispielsweise Schwierigkeiten beim Rechnen in anderen Stellen-
wertsystemen, was unter anderem am fehlerhaften Durchlaufen des jeweiligen Algo-
rithmus® oder am mangelnden Stellenwertverstandnis liegen kann. Die schriftlichen
Rechenverfahren sind ein wichtiger Bestandteil des Alltags der SuS, wenn Ergebnisse
grolRer und/oder vieler Zahlen ziigig berechnet werden missen und elektronische Me-
dien — wie der Taschenrechner oder der Computer — zum Rechnen nicht zur Verfligung
stehen. Im Hinblick auf die weiterfuhrende Schule ist anzumerken, dass die SuS mit
weiteren Verfahren konfrontiert werden, z.B. beim Ldsen von Gleichungen. Es ist wich-
tig, dass sie bereits in der Grundschulzeit lernen, die Zusammenhange mathematischer
Abléaufe zu hinterfragen und zu verstehen. Der Einsatz von handlungsorientiertem Mate-

rial erleichtert den SuS den differenzierten Zugang zum Thema.

Das entdeckende Lernen gilt als eine der wichtigsten Leitideen des Mathematikunter-
richts und die folgende Unterrichtsreihe stellt diesen Aspekt in den Mittelpunkt. Gene-
rell werden die SuS in ihrer Problemlosekompetenz gefordert und gefordert, was fir
ihre weitere Entwicklung im privaten und spéter auch beruflichen Leben von groRer
Bedeutung ist. Sie sollen langfristig lernen, diese Kompetenz auf weitere Sachverhalte
zu Ubertragen.

Dass das Problemldsen/kreativ sein eine prozessbezogene Kompetenz des Lehrplans

darstellt, ist bereits bekannt. Die SuS sollen im Mathematikunterricht somit nicht nur
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schlichtes Sachwissen erlangen, sondern sie sollen lernen, flexibel mit ihrem Wissen
umzugehen.*®

Das entdeckende Lernen tragt einen wichtigen Anteil dazu bei. ,,Mathematiklernen
[wird] durchgangig als konstruktiver, entdeckender Prozess verstanden™’®, bei dem
Fehler gemacht werden dirfen. Diese gehdren zum Lernprozess unbedingt dazu. Fehler
Lliefern wertvolle Einsichten in die Denkweisen der Schiilerinnen und Schiiler”*™ und
sind Zeichen fiir konstruktive Gedankengénge, die gemacht wurden.'’® Es ist fiir die
SusS daher von grofRer Bedeutung, dass sie sich in einer fehlertoleranten Umgebung be-
finden und sich fiir ihre Fehler nicht schdmen mussen. Als Lehrkraft muss man daher
stets einen angemessenen positiven Umgang mit Fehlern finden. In offenen Lernsitua-
tionen, welche bei entdeckenden Problemldseaufgaben meist gegeben sind, steht die
Lehrkraft nicht mehr als Wissensvermittler im Fokus, sondern riickt mit der Rolle als
Unterstlitzer, Berater und Beobachter in den Hintergrund. Aber nicht nur die Lehrkraft
spielt in einer fehlertoleranten Umgebung eine wichtige Rolle, sondern die ganze Klas-
se. Respekt untereinander ist von Bedeutung, da man nur dadurch die Meinung eines
anderen anerkennen kann.

Das Prinzip der Handlungsorientierung spielt in Unterrichtskonzeptionen ebenfalls eine
elementare Rolle. Generell sollte Unterricht so verlaufen, dass auch handelnde Zugange
zum jeweiligen Sachverhalt ermdglicht werden. Das Prinzip der Handlungsorientierung
verwirklicht diesen haptischen bzw. enaktiven Zugang, denn Handlungsorientierung
bedeutet, einen Sachverhalt nicht nur theoretisch zu behandeln und zu verstehen, son-
dern mit konkretem Material zu arbeiten. Dabei sollen mdglichst viele, wenn nicht so-
gar alle Sinne angesprochen werden. Der Lehrplan greift diesen Aspekt folgendermalien
auf: ,,Mathematische Begriffe und Operationen kdnnen durch Handlungen mit Material
(...) dargestellt werden. Die verschiedenen Darstellungen stellen einerseits eine wichti-
ge Lernhilfe dar, andererseits sind sie aber auch Lerngegenstand mit eigenen Anforde-
rungen fiir Schilerinnen und Schiler, die Bedeutung und Formen des Gebrauchs erler-
nen zu miissen.”"

Zu den Zielen von Handlungsorientierung zahlen einerseits das Fordern der praktischen

und kreativen Fahigkeiten der SuS und andererseits das Ermdglichen des selbststandi-

169 ygl. Lorenz. (2001), S. 27.
170 Ministerium fiir Schule und Weiterbildung Nordrhein-Westfalen (2012), S. 55.
171
ebd.
172 \gl. ebd.
173 eh.
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gen, problemldsenden und anwendungsorientierten Arbeitens. Die Verknipfung von
praktischem Tun sowie kognitivem Lernen steht dabei im Vordergrund. Darlber hinaus
kann ein Lerninhalt viel besser behalten werden, weil das konkrete Handeln den Verste-
hens- und Behaltensprozess bestérkt.

Die nachfolgenden Konzepte sollen Méglichkeiten aufzeigen, die zuvor genannten di-
daktischen Grundlagen umzusetzen, sowie der Sprache im Mathematikunterricht ihre

notwendige Bedeutung zuzuschreiben.

8.1. Unterrichtskonzept zur Einfihrung der schriftlichen Subtraktion

Die erste Konzeption befasst sich mit der schriftlichen Subtraktion. Es geht darum, Zu-
sammenhange zwischen schriftlicher Addition und Subtraktion selbstandig zu erkennen
und diese Feststellungen in sprachlicher Form mit den Klassenkameraden zu teilen. Die
Konzeption ist fur ein drittes Schuljahr entwickelt worden, da in dieser Klassenstufe die
schriftliche Subtraktion eingefuhrt wird. Die eingesetzten Methoden sind nicht auf die
schriftliche Subtraktion begrenzt, sondern lassen sich auch auf weitere fachliche Inhalte

in den nachfolgenden Jahrgangsstufen tbertragen.

8.1.1. Rahmenbedingungen

Zur Erprobung dieser Reihe diente ein 3. Schuljahr einer Monchengladbacher Grund-
schule. Dieses umfasste zur Zeit der Durchfiihrung 12 Schiler und 10 Schilerinnen im
Alter zwischen 8 und 10 Jahren. Der Mathematikunterricht dieser Klasse erstreckte sich
uber vier Wochenstunden, die sich aus einer Doppelstunde sowie aus zwei Einzelstun-
den zusammensetzten. Obwohl die Klasse unbekannt war, kann das Verhéltnis zwi-
schen LuL und Lerngruppe als freundlich beschrieben werden.

Die SuS hatten im ersten Halbjahr des Schuljahres Kenntnisse tber den schriftlichen
Additionsalgorithmus erlangt. Allerdings wurde die Notation der schriftlichen Addition
verandert, um die Erarbeitung der schriftlichen Subtraktion zu erleichtern. Der Uber-
wiegende Teil der Klasse war im Umgang mit dem schriftlichen Additionsalgorithmus
sehr sicher. Sie hatten kaum Probleme mit dem Ubertrag. Die SuS verfiigten tiber Stel-
lenwertkompetenz, die sie u.a. durch Ubung in anderen Stellenwertsystemen (z.B.

Dreiersystem) gesammelt hatten. Darlber hinaus verfugte ein Grof3teil der Klasse tiber
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ein recht gutes Auffassungsvermdgen und im Einzelfall waren auch schon Kenntnisse
uber die schriftliche Subtraktion vorhanden. Im Vorfeld der vorliegenden Unterrichts-
konzeption wurden der Lerngruppe arithmetische Grundlagen im Sinne des aktuellen
Lehrplans vermittelt, sodass die SuS in der Lage waren, Additions- und Subtraktions-
aufgaben unter Ausnutzung von Rechengesetzen (z.B. Distributivgesetz, Gesetz von der
Konstanz der Summe) mindlich und halbschriftlich zu 16sen und Zahlen im Zahlen-
raum bis 1000 unter Anwendung der Struktur des Zehnersystems (Prinzip der Biinde-
lung, Stellenwertschreibweise) darzustellen.'”

Den SuS waren dartiber hinaus Einzel-, Partner- und Gruppenarbeitsphasen bekannt.

8.1.2. Aufbau der Unterrichtsreihe
,Wie subtrahiert man eigentlich schriftlich?” — Mathematisierung einer algorithmischen

Problemstellung und Erarbeitung eines Lésungsweges

Curriculare Anbindung

Der Inhalt der Unterrichtsreihe kann dem Themensektor Ziffernrechnen aus dem The-
menkreis Zahlen und Operationen des aktuellen Lehrplanes zugeordnet werden.'” Der
Fokus liegt dabei insbesondere auf der Erlauterung des schriftlichen Rechenverfahrens
der Subtraktion, welches die SuS in einzelnen Rechenschritten in nachvollziehbarer

Weise beschreiben und sicher ausfiihren sollen.

Thema
Selbststandige Erarbeitung des schriftlichen Subtraktionsalgorithmus® unter besonderer
Berlicksichtigung des entdeckenden Lernens mit der Absicht, dieses Rechenverfahren

schrittweise erlautern und anwenden zu kénnen.

Ziele
Die SuS sollen den Algorithmus der schriftlichen Subtraktion im Zahlenraum bis 1000

selbststandig erarbeiten, verstehen und erlautern kénnen.

174 ygl. Ministerium fiir Schule und Weiterbildung Nordrhein-Westfalen (2012), S. 12f.
75 vgl. ebd., S. 14.
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Tabellarische Ubersicht

247

Stunde Inhalt der Stunde Ziel
Beziehungen zwischen der Ad-
Schriftlicher Subtraktionsalgo- dition und der Subtraktion er-
1. u. 2. Std. . L - .
rithmus mit einem Ubertrag kennen und ansatzweise verste-
hen.
Schriftlicher Subtraktionsalgo- | Cr<enntnisse der o ko
rithmus mit mehreren Ubertrigen genen Stunde nutzen, auf einen
3. Std. e erweiterten Sachverhalt anwen-
unter besonderer Berlcksichtigung q d sich d d q
der Null en und sich der Bedeutung der
Null bewusst werden.
Die Vorgehensweise mathema-
o ) . tischer Schritte in Schriftspra-
4. Std. Verbalisieren des Algorithmus® | che korrekt beschreiben kénnen
unter Berlcksichtigung der
Fachsprache.
Schriftlicher Subtraktionsalgo- Bisherige Erkenntnisse nutzen
5. u. 6. Std. rithmus mit mehreren Subtrahen- | und auf einen erweiterten Sach-
den verhalt anwenden.
Schriftlicher Subtraktionsalgo-
7. Std. rithmus anhand des Musters von
ANNA Zahlen
Schriftlicher Subtraktionsalgo- Das Wissen ber den Algorith-
. . mus auf andere Stellenwertsys-
8. Std. rithmus in anderen Stellenwertsys- , ;
teme Ubertragen, um Gemein-
temen :
samkeiten festzustellen.
Vertiefung und Festigung des Al-
gorithmus der schriftlichen Subt- Die neuen Inhalte sicher an-
9.u. 10. Std. | raktion an Hand von verschiedenen wenden konnen.

Stationen

Zum Aufbau der Reihe ist zu erganzen, dass der Abstraktionsgrad sukzessiv im Lern-

prozess der SuS intensiviert wird. Das heil3t, die SuS werden zunéchst mit einem Sach-

verhalt konfrontiert, der ihnen aus der Alltagswelt bekannt ist. Sie erhalten die Mog-

lichkeit, bereits vorhandenes Wissen selbststandig in einen neuen Entdeckungsprozess

einflieRen zu lassen. Erst im weiteren Verlauf der Reihe werden sie zunehmend mit

Fachbegriffen und mathematischen Abfolgen konfrontiert.
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Sachaspekte

Im Laufe der Geschichte des Rechenunterrichts sind sehr unterschiedliche Verfahren
der schriftlichen Subtraktion entwickelt worden (vgl. Kapitel 5.1.1). Der Beschluss der
Kultusministerkonferenz (KMK) von Dezember 2002 rdumt den LuL die Mdoglichkeit
ein, selbst zu entscheiden, welches Subtraktionsverfahren im Unterricht erarbeitet wer-
den soll. Dabei ist keines dieser Verfahren optimal, sondern jedes hat seine Vor- bzw.
Nachteile. Diese sollen nachfolgend dargestellt werden.

Die wichtigsten Verfahren unterscheiden sich nach der Art, wie die Differenz bestimmt
wird — durch Abziehen oder durch Erganzen — und wie der Ubertrag (Zehneriibergang)

behandelt wird — durch Entbiindeln, durch gleichsinniges Verdndern von Minuend und

Subtrahend oder durch Auffiillen des Subtrahenden zum Minuenden (vgl. Kapitel 5.1.1).

Vorteile des Abziehens:

1. Das Abziehen entspricht den Vorerfahrungen der meisten Kinder zum Kopfrechnen
und zum halbschriftlichen Rechnen der Subtraktion.

2. Das Verfahren ist Giber Handlungen mit konkretem Material leicht einsehbar und
begriindbar, da so das Entblindeln einer Einheit in zehn néchstkleinere Einheiten
versténdlich gemacht wird.

3. Das Entbundeln bei der schriftlichen Subtraktion ist die Umkehrung des Bundelns
bei der schriftlichen Addition.

4. Umformungen werden ausschliellich beim Minuenden vorgenommen, so dass kei-

ne Interferenzen mit dem Ubertrag bei der schriftlichen Addition entstehen kdnnen.

Nachteile des Abziehens:

1. Das Losen von Aufgaben mit einer oder mehreren Nullen im Minuenden ist
schwierig, da an der nachsthéheren Stelle nichts zum Entbiindeln steht.
2. Bei mehreren Subtrahenden ist das Abziehen mit Entbiindeln schwieriger, da unter

Umstdanden mehrere Elemente der nachsthoheren Stelle entbiindelt werden miissen.

Vorteile des Ergénzens:

1. Subtraktionsaufgaben mit mehreren Subtrahenden lassen sich leichter rechnen.

2. Die Technik lasst sich tiber Sachsituationen (z.B. Wechseln von Geldbetragen)
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erarbeiten; das Herausgeben von Wechselgeld beim Einkaufen erfolgt im Sinne des
Ergénzens (wenn nicht eine Registrierkasse den Wechselbetrag anzeigt).
Eine oder mehrere Nullen im Minuenden stellen kein gré3eres Problem dar.

4. Beim Ergénzungsverfahren wird nur das Einspluseins und nicht — wie beim Ab-
ziehverfahren — zusatzlich das weniger gelaufige und daher fehleranfélligere Eins-
minuseins bendtigt.

5. Das Vorwaértszahlen beherrschen die SuS generell besser als das Ruckwaértszahlen,
daher ist die Vorstellung des Ergénzens beim schriftlichen Subtrahieren giinstiger.

Nachteile des Ergéanzens:

1. Die natlrliche Sinngebung der Subtraktion — das Abziehen — ist durch das Ergan-
zen nicht mehr gegeben.

2. Verwechslungen mit der schriftlichen Addition sind nicht selten.

3. Der Hilfszehner wird von den SusS als eine Art Trick verstanden.

Der schriftliche Subtraktionsalgorithmus ist wesentlich schwieriger fiir die Kinder zu

erfassen als der der schriftlichen Addition. Die wesentlichen Fehler sind die folgenden:
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Beispiel

Beschreibung

564
- 326
242

Die Differenz wird zwischen den Ziffern einer Stelle bestimmt.

564
- 326
248

Der Ubertrag wird nicht beriicksichtigt.

564
- 326
148

Der Ubertrag wird falsch zugeordnet.

564
- 326
138

Durchgéngig wird (ber den Stellenwert hinaus erganzt.

564
- 82
582

Der Ubertrag wird nicht in die leere Stelle (ibernommen.

564
- 326
237

Verrechnen um 1 beim Ergénzen.

564
-324
230

Bei gleicher Ziffer in einer Spalte wird um 10 ergénzt.

504
- 326
238

Zur 0 im Minuenden wird nicht ergéanzt.

500
- 326
284

Bei mehreren Nullen im Minuenden werden keine Ubertrage bestimmt.

564
- 326
990

Es wird addiert statt subtrahiert.

564
- 86
78

Die Subtraktion wird nicht abgeschlossen.

AbschlieRend sollen drei grundlegende Aspekte der Forderung bzw. Hilfe bei Subtrak-

tionsschwierigkeiten genannt werden:

1. Die regelmaRige Uberschlagrechnung hilft den Kindern, auffallende Fehllésungen
zu erkennen und zu korrigieren. Im Tausenderraum werden dabei die Zahlen auf
volle Hunderter gerundet. Das gleichsinnige Verandern von Minuend und Subtra-
hend fiihrt bei solchen Uberschlagrechnungen in der Regel zu besseren Abschét-
zungen als das Runden streng nach Rundungsregeln.

2. Ebenfalls hilfreich ist die Rechenkontrolle tber die schriftliche Addition.

3. Das begleitende Sprechen beim Bearbeiten einer Subtraktionsaufgabe sollte mog-
lichst lange Zeit von den rechenschwécheren Kindern erwartet werden bis es zum

inneren Sprechen verinnerlicht ist.
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8.1.3. Aufbau der einzelnen Unterrichtssequenzen

Im Folgenden werden die jeweiligen Themen und Ziele der einzelnen Unterrichtsse-
quenzen aufgefuhrt. Die Sachaspekte, die den einzelnen Sequenzen zugrunde liegen
werden dargestellt sowie Entscheidungen der Unterrichtsplanung didaktisch und me-
thodisch begriindet.

Erste Unterrichtssequenz

Die erste Unterrichtssequenz besteht aus einer Doppelstunde. Es handelt sich um eine
Einfuhrungseinheit, in der das schriftliche Rechenverfahren der Subtraktion in den Fo-
kus gestellt wird.

Thema

Selbststandige Erarbeitung des schriftlichen Subtraktionsalgorithmus®, indem Zahlbe-
ziehungen zwischen dem schriftlichen Additionsalgorithmus und dem der schriftlichen
Subtraktion hergestellt und diese unter besonderer Berticksichtigung des entdeckenden

Lernens Uberpruft und angewendet werden.

Ziele

Die SuS sollen in dieser Stunde:

e einen mathematischen Algorithmus in einen anderen Algorithmus transferieren

(Fachkompetenz).
e im Sinne der Teamarbeit agieren (Sozialkompetenz).

e durch gegenseitige Unterstutzung innerhalb der Gruppe bzw. durch differenzie-
rende Impulse (Material) zu einem Erfolgserlebnis geflihrt werden (Selbstkom-

petenz).

e ihren erarbeiteten Losungsweg und die darin enthaltenen Rechenschritte erlau-

tern (Fach- und Sprachkompetenz).

¢ die Bedeutung dieses mathematischen Kalkils fir alltdgliche Problemstellungen

erkennen und auf ahnliche transferieren (Fach- und Sozialkompetenz).
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Lernaufgabe:

Untersuchen des Additions- und Subtraktionsalgorithmus mit zwei Zahlen und einem
Ubertrag, um Beziehungen zwischen diesen Verfahren zu entdecken und aufzuschrei-
ben.

AB 1: Reproduzieren Die SuS l6sen die Additionsaufgaben und
markieren Aufféalligkeiten an den Sub-
traktionsaufgaben.

AB 2: Zusammenhange herstellen Die SuS machen Entdeckungen an den
verschiedenen Aufgaben.

AB 3: Verallgemeinern und Reflektie- | Die SuS machen Entdeckungen an den
ren verschiedenen Aufgaben und kdnnen diese
begrinden.

Schwerpunkt der Reflexion: Verschiedene Entdeckungen der SuS

Sachaspekte

Das Thema ist im Lehrplan unter der inhaltsbezogenen Kompetenz Zahlen und Opera-
tionen mit dem Schwerpunkt Ziffernrechnen zu finden: .,...erldutern die schriftlichen
Rechenverfahren der Addition [...], der Subtraktion [...], [...], indem sie die einzelnen
Rechenschritte an Beispielen in nachvollziehbarer Weise beschreiben.”*”®. Anhand des-
sen wird deutlich, dass die SuS den Algorithmus noch nicht sicher anwenden, sondern
zunéchst erste Erfahrungen sammeln und ein erstes Verstandnis aufbauen sollen. Be-
zuglich ihrer Operationsvorstellungen wird von den SuS gefordert, dass sie ., [...] Fach-

begriffe richtig (Summe, Differenz, [...], addieren, subtrahieren, [...]) verwenden.”*"’

Folgende Aufgaben werden in der Stunde behandelt:

6|3|2 5|41

w
(o]
(]
N
(o]
(6]

176 Ministerium fiir Schule und Weiterbildung Nordrhein-Westfalen (2012), S. 14.
""" ebd. S. 13.
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Aufgaben dieser drei Typen wurden ausgewéhlt, um eigenstandig vom Additionsalgo-
rithmus auf den der Subtraktion schlieen zu kdnnen. Hierzu muss erwahnt werden,
dass die Notation der schriftlichen Addition von der tblichen Form abweicht. Dies wur-
de gezielt bei der Erarbeitung der schriftlichen Addition vollzogen, um nun die Bezie-
hungen zwischen den einzelnen Zahlen aufzeigen zu konnen. Die Additionsaufgaben
unterscheiden sich lediglich in Bezug auf die fehlende Zahl; so wurden im Sinne der
Grundaufgaben Ergebnis, Startwert oder Veranderung ermittelt.

Die nachstehenden Aufgaben entsprechen den zugehdrigen Subtraktionsaufgaben:

N

oW
anN
'
(&)
N
=

Durch das Nebeneinanderstellen von Additions- und entsprechender Subtraktionsaufga-

be kdnnen die SuS folgende Entdeckungen machen:

e Die Aufgaben unterscheiden sich durch das Operationszeichen.

e Die einzelnen Zahlen sind gleich, egal welche der beiden Operationen durchge-
fuhrt wird.

e Die groRte Zahl steht immer oben .

e Die Subtraktion als Umkehrung der Addition und umgekehrt erkennen.

e Alle Aufgaben sind mittels Ergdnzungsverfahren lésbar.

Didaktische Begrindung — Bedeutung fur die Kinder:

Neben den zuvor dargestellten fachlichen Kompetenzen sollen auch die prozessbezoge-
nen Kompetenzen Problemldsen/kreativ  sein, Argumentieren und Darstel-
len/Kommunizieren gefordert werden. Besonders die Forderung der Problemlésekompe-
tenz findet im alltdglichen Mathematikunterricht nur selten statt und ist daher von gro-
Rer Bedeutung. Der Einstieg ber das Spiel Rechenful3ball dient zum einen zur Festi-
gung der Kopfrechenfahigkeiten und zum anderen sollen die SuS durch das Anwenden
mindlicher Subtraktionsaufgaben auf den Inhalt der Stunde eingestimmt werden. Das

Spiel ist den SuS vertraut, eine Besprechung der Regeln ist nicht mehr notwendig. Das
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verwendetet Plakat wird zur Visualisierung der Ergebnisse eingesetzt. So wird einerseits
sichergestellt, dass die Aufgaben bereits in der VVorbereitungsphase festgelegt werden,
was eine spontane Variation des Schwierigkeitsgrades verhindert. Andererseits ermog-
licht es vor allem den leistungsschwécheren SuS, den vielen Aufgaben strukturierter

folgen zu kdnnen.

Das Erlernen weiterer schriftlicher Rechenverfahren ist elementar fir die Kinder, da sie
dadurch komplexere Aufgaben schneller und effektiver l6sen kénnen. Deshalb ist es
wichtig, dass sie nach der schriftlichen Addition auch das Verfahren der schriftlichen
Subtraktion kennenlernen. Sie kdnnen den Algorithmus bereits auf Additionsaufgaben
anwenden, sodass hier eine Verknupfung zwischen den beiden Verfahren hergestellt
werden kann. Die spezielle Anordnung der einzelnen Zahlen in der Subtraktionsaufgabe
soll das Auftreten von Rechenfehlern minimieren und das Anwenden des Verfahrens
erleichtern, da eine groRe Ahnlichkeit zur schriftlichen Addition besteht. Grundsatzlich
sollen die Kinder ihre Losungsschritte und Entdeckungen verschriften.

Dies soll ihnen zeigen, dass Mathematikunterricht nicht nur aus reinem Rechnen be-
steht, sondern Sprache ein wesentlicher Bestandteil des Mathematikunterrichtes ist (vgl.
Kapitel 5). Zudem wird diese Phase der Leitidee des Einsatzes ergiebiger Aufgaben
gerecht. Bezlglich der Handlungsorientierung stehen den SuS wahrend der gesamten
Sequenz Materialien zur Verfugung. Eine Erlduterung dieses Materials erfolgt unter

dem Punkt Differenzierung.

Die erste Ergebnissicherung geschieht vor allem um leistungsschwacheren SuS Impulse
zu bieten, die sie anschlieRend tUberprifen und/oder sogar weiter entwickeln kénnen. So
kdnnen auch sie in der zweiten Arbeitsphase mitarbeiten und Lésungsstrategien entwi-
ckeln. Den Abschluss der Stunde bildet die Transferphase. Hier sollen die SuS eigens-
tandig schriftliche Subtraktionsaufgaben schreiben. Dies festigt nicht nur das Verstand-
nis von Addition und Subtraktion als gegenseitige Umkehroperation, sondern hilft auch
den neuen Sachverhalt anzuwenden. Die Auseinandersetzung mit dem neuen fachlichen
Inhalt fordert innerhalb der Gruppe sprachliche Komponenten und somit auch das An-

wenden von Fachsprache.
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Grundlegende methodische Entscheidungen:

Sozialform:

Die SuS sitzen wéhrend des Einstiegs und der Problemstellung auf ihren Platzen. So
kdnnen sie gut an ihrem Arbeitsblatt arbeiten und zudem befinden sich die SusS in einer
vertrauten und somit lernforderlichen Umgebung. In dieser Phase soll das Vorwissen
der SusS aktiviert werden.

Wéhrend der Arbeitsphase arbeiten die SuS mit ihrem Sitznachbarn. Dies ist notwendig,
damit ein sprachlicher Austausch tber fachliche Inhalte stattfinden kann. Im Hinblick
auf ihr weiteres gesellschaftliches Leben ist dies eine besonders wichtige Kompetenz
und sollte daher kontinuierlich geschult und geférdert werden.

Wéhrend der Reflexionsphase bleiben die SuS an ihren Platzen sitzen. Dies hat den
Grund, dass alle SuS die vorgetragenen, gesammelten Entdeckungen an ihrem eigenen
Material nachvollziehen und nachpriifen kdnnen. Dazu haben sie an ihren Tischen ge-
nigend Platz. Ein Wechsel der Sozialform wére in dem Fall nicht lernforderlich, da alle

SuS ihre Materialien mitnehmen mussten und somit schnell Unruhe herrschen kann.

Erfassen der Problemstellung:

Bevor die SuS in die Arbeitsphase ibergehen, sollen sie das Problem erfassen. In Koo-
peration mit den SuS werden zwei Beispielaufgaben an der Tafel betrachtet und erste
Schritte ggf. farblich markiert. Zudem wird das Unterrichtsziel an der Tafel visualisiert,

so dass es fir alle prasent ist.

Material/Differenzierung:

Die SuS erhalten diverse Mdglichkeiten der Differenzierung. Zundchst sollen friihere
Plakate der schriftlichen Addition eine Hilfe sein. Die Problemstellung ist an der Tafel
visualisiert. Ebenso auch der Wortspeicher, welcher in der Reflexionsphase verwendet
werden soll. In Bezug auf die Entdeckungen ist die Aufgabenstellung natirlich differen-
ziert. Fur die SuS die wahrend der Arbeitsphase DenkanstoRe bendtigen, stehen ihnen
zum Einen ihr Teampartner zur Verfligung und zum Anderen auch die Lehrkraft, die in

der Phase eine beobachtende, unterstiitzende und beratende Rolle einnimmt. Dartber
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hinaus kann auf zusétzliches Material in Form von Rechenpléttchen und einer grof3en
Stellenwerttafel zurlickgegriffen werden. Fir die leistungsstarkeren SuS liegt ein weite-
res Arbeitsblatt bereit, welches erste Aufgaben flr eine Transferleistung bereitstellt.

Abbildung 148: Stellenwerttafel

Abbildung 149: Mehrsystemmaterial

Abbildung 150: Plattchen
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Verlaufsplan
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Zeit Phasen

Inhalte

Sozialform

Medien/
Materia-
lien

5 Min. Einstieg

RechenfuRball — Die Kopfrechen-

aufgaben zur Addition und Subt-

raktion werden von der Lehrkraft

(L) vorgegeben. Richtig genannte

Ergebnisse werden sukzessiv am
Plakat aufgedeckt.

Plenum

Plakat

Problem-

10 Min. stellung

Die Klasse wird mit einer schrift-
lichen Additionsaufgabe konfron-
tiert (stummer Impuls). Die SuS
aulern sich und lésen die Aufga-
be an der Tafel. AnschlieRend
weiterer stummer Impuls in Form
einer schriftlichen Subtraktions-
aufgabe.

Plenum

Tafel

Arbeits-

15 Min. phase |

Die SuS arbeiten an dieser Auf-
gabe und halten ihre Ergebnisse
auf dem Arbeitsblatt fest.

Zieltransparenz: Die SuS erken-
nen den mathematischen Zusam-
menhang und transferieren das
Wissen um die Addition auf die
Subtraktion.

Partnerarbeit

Arbeitsblatt
(AB) 1

Ergebnis-

15 Min. |
sicherung |

Die SusS diskutieren eigenstandig
ihre Losungsansatze.

Plenum

AB1

Arbeits-

15 Min. phase 11

Die SusS arbeiten mit diesen Er-
kenntnissen an weiteren Aufga-
ben. lhre neuen Entdeckungen
verschriften sie.

Partnerarbeit

AB1

Ergebnis-

20 Min. sicherung 1l

Die Sus tauschen ihre Entde-
ckungen aus und Uberprifen diese
rechnerisch und sprachlich. Ab-
weichende Ergebnisse werden im
Plenum vorgestellt und diskutiert.

Partnerarbeit,
Plenum

AB1

10 Min. Transfer

Die SuS schreiben selber Aufga-
ben, die dem vorgegebenen Auf-
gabentyp entsprechen sollen. Die
Aufgaben werden untereinander
ausgetauscht, geltst und auf die
Anforderungen hin Gberprift.

Gruppenarbeit

Konzeptpa-
pier
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Zweite Unterrichtssequenz

Die zweite Unterrichtssequenz ist eine Einzelstunde, in der die Erkenntnisse der voran-
gegangenen Stunden erweitert werden. In den Fokus riicken nun schriftliche Subtrak-
tionsaufgaben mit mehreren Ubertragen.

Thema

Selbststandige Erarbeitung des schriftlichen Subtraktionsalgorithmus mit mehreren
Ubertragen unter besonderer Beriicksichtigung der Null, indem Erkenntnisse der letzten
Stunde angewendet und handlungsorientiert auf die erweiterte Situation Ubertragen

werden.

Ziele
Die SuS sollen in dieser Stunde:

¢ den mathematischen Algorithmus unter Beriicksichtigung der Null auf die erwei-

terte Situation mit mehreren Ubertragen transferieren (Fachkompetenz).
e im Sinne der Teamarbeit agieren (Sozialkompetenz).

e durch gegenseitige Unterstutzung innerhalb der Gruppe bzw. durch differenzie-
rende Impulse (Material) zu einem Erfolgserlebnis gefiihrt werden (Selbstkom-

petenz).

e ihren erarbeiteten Losungsweg und die darin enthaltenen Rechenschritte erlau-

tern (Fach- und Sprachkompetenz).
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Lernaufgabe:

Untersuchen Subtraktionsalgorithmus hinsichtlich der Bedeutung der Null mit zwei
Zahlen und mehreren Ubertragen, um das Wissen der letzten Stunde zu festigen und die
Bedeutung der Null zu erfassen.

AB 1: Reproduzieren Die SuS losen die Subtraktionsaufgaben
und notieren die einzelnen Schritte.

AB 2: Zusammenhange herstellen Die SuS lgsen die Aufgaben und notieren
Entdeckungen hinsichtlich der Null.

AB 3: Verallgemeinern und Reflektie- | Die SuS Idsen die Aufgaben und notieren
ren Entdeckungen hinsichtlich der Null und
kdnnen diese begrinden.

Schwerpunkt der Reflexion: Verschiedene Entdeckungen der SuS

Sachaspekte

Fachlich ist diese Sequenz auch unter der inhaltsbezogenen Kompetenz Zahlen und
Operationen mit dem Schwerpunkt Ziffernrechnen zu finden, da die SuS ebenso wie bei
der ersten Sequenz Beziehungen zwischen einzelnen Zahlen entdecken sollen. So mis-
sen in den vorliegenden Aufgaben zwar einzelne Ziffern betrachtet werden, die jedoch
in Form von eigenstandigen Zahlen zueinander in Beziehung gesetzt werden missen,
um entsprechende Zusammenhénge zu ermitteln. Ferner sollen sie die Struktur des Zeh-
nersystems (Prinzip der Bilndelung, Stellenwertschreibweise) anwenden. Erst durch
Zahlzerlegungen kénnen die Aufgaben der vorliegenden Stunde geldst werden. Dies ist

nur moglich, indem die SusS ihre Stellenwertkompetenz nutzen.

Folgende Aufgaben werden in der Stunde fokussiert:
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Diese Aufgaben wurden ausgewahlt, um den Umgang mit dem schriftlichen Algorith-
mus zu Uben und die Besonderheit der Null bewusst zu machen. Dabei steht im Mittel-
punkt, dass die Aufgaben zwei Ubertrage aufweisen miissen. Dies ist nur eine minimale
Veranderung zur letzten Stunde, fur die jedoch kein zusétzliches Wissen erforderlich ist.
Die Aufgaben unterscheiden sich lediglich in der Stellung und der Haufigkeit der Null.
Alle Aufgaben kdnnen nicht unter direkter Anwendung des Algorithmus® erfolgen, da
nur das Ergebnis gegeben ist. Durch das ruckwaértige Arbeiten wird der Bezug zur Um-
kehroperation deutlich herausgestellt. Dies wurde gezielt gewahlt, um die Stellenwert-
kompetenz zu fordern und die Abldufe des Algorithmus in den Fokus zu riicken.

Die nachstehenden Aufgaben entsprechen méglichen Schilerlésungen:

1/0(3|4 112|614
- 91219 |- 8|94 -
1 1 111
1|05 3/7|0 410]0

Durch die bereits erworbene Stellenwertkompetenz und das Wissen der letzten Stunde

sind die SusS in der Lage, folgende Entdeckungen zu machen:

e Die Aufgaben sind mit zwei dreistelligen Zahlen nicht zu l6sen, wenn die Be-
dingungen von zwei Ubertragen erfiillt sein miissen.

e Essind unterschiedliche Zahlenkombinationen mdglich, um z.B. auf die 5 am
Ende der ersten Aufgabe zu kommen.

e Inder letzten Spalte kann kein Ubertrag erreicht werden.

e Die Null erzielt man nur, wenn keine Differenz auftritt.

e Inder Spalte, wo die Null steht kann kein Ubertrag erzielt werden.
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Didaktische Begriindung — Bedeutung fur die Kinder:
In dieser Unterrichtssequenz sollen erneut die prozessbezogenen Kompetenzen Prob-
lemlsen/kreativ sein, Argumentieren und Darstellen/Kommunizieren gefordert werden

(vgl. didaktische Begriindung erste Sequenz).

Der Einstieg erfolgt in dieser Sequenz (iber das 5-Minuten-Rechnen. Grundlage dieser
Phase bildet der Bereich Zahlen und Operationen mit dem Schwerpunkt Zahlenrechnen,
da die SusS ,,[...] Aufgaben aller vier Grundrechenarten unter Ausnutzung von Rechen-
gesetzen und Zerlegungsstrategien [...]*“ 16sen sollen.

In der Problemstellungsphase wird den SuS eine schriftliche Subtraktionsaufgabe pré-
sentiert. Diesmal wird der OHP verwendet, um zum einen den Umgang mit verschiede-
nen Medien zu trainieren und zum anderen kann auf der Folie das Legen verschiedener
Elemente ziigiger vollzogen werden als an der Tafel. Die Problemstellung thematisiert
die Stellung der Null innerhalb der einzelnen Zahlen sowie ihre Auswirkungen auf den
schriftlichen Subtraktionsalgorithmus. Des Weiteren treten in dieser Sequenz nur Auf-
gaben auf, bei denen mehrere Ubertrige notwendig sind. In der Arbeitsphase setzen sich
die SuS mit dieser Problematik auseinander. Dies ist wichtig, damit der Algorithmus
fehlerfrei durchgefihrt werden kann. Die Null nimmt in vielen mathematischen Situa-
tionen eine Sonderposition ein, sodass die Kinder dort besonders aufmerksam sein mus-

sen. Diese Sensibilisierung soll durch die ausgewéhlten Aufgaben geschehen.

In der Reflexionsphase stellen einzelne SuS ihre Lésungswege vor und erlautern diese.
Diese Prasentation fordert das Versprachlichen der mathematischen Schritte und dient
zur Festigung der Argumentationsfahigkeit der Kinder. Dies ist eine wichtige Kompe-

tenz, die die Kinder fiir viele weitere Lebensbereiche brauchen.

Grundlegende methodische Entscheidungen:
Die grundlegenden methodischen Entscheidung bezliglich der Sozialform, des Erfassens
der Problemstellung und des Materials/Differenzierung decken sich mit denen der ersten

Sequenz und werden an dieser Stelle nicht erneut aufgefihrt (vgl. Seite 257).
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Sozialform:

Die SuS sitzen wahrend des Einstiegs und der Problemstellung auf ihren Platzen. So
kdnnen sie gut an ihrem Arbeitsblatt arbeiten und zudem befinden sich die SusS in einer
vertrauten und somit lernforderlichen Umgebung. In dieser Phase soll das Vorwissen
der SusS aktiviert werden.

Wéhrend der Arbeitsphase arbeiten die SuS mit ihrem Sitznachbarn gemeinsam. Dies
ist notwendig, damit ein sprachlicher Austausch tber fachliche Inhalte stattfinden kann.
Im Hinblick auf ihr weiteres gesellschaftliches Leben ist dies eine besonders wichtige
Kompetenz und sollte daher kontinuierlich geschult und gefordert werden.

Wéhrend der Reflexionsphase bleiben die SuS an ihren Platzen sitzen. Dies hat den
Grund, dass alle SuS die vorgetragenen, gesammelten Entdeckungen an ihrem eigenen
Material nachvollziehen und Uberpriufen kdnnen. Zudem haben sie an ihren Tischen
dazu gentigend Platz. Ein Wechsel der Sozialform wére in dem Fall nicht lernforderlich,
da alle SuS ihre Materialien mitnehmen mdassten und somit schnell Unruhe herrschen

kann.

Erfassen der Problemstellung:

Bevor die SuS in die Arbeitsphase ibergehen, sollen sie das Problem erfassen. In Koo-
peration mit den SuS wird eine Beispielaufgabe am OHP betrachtet und erste Schritte
besprochen. Zudem wird das Unterrichtsziel an der Tafel visualisiert, sodass es fur alle

prasent ist.

Material/Differenzierung:

Zur Untersuchung der vorgegebenen Aufgaben erhalten die SuS ein Arbeitsblatt mit
dem Arbeitsauftrag und genugend Platz, um ihre Entdeckungen und Lésungsvorschlage
zu notieren. Zuséatzlich wird konkretes und abstraktes Material bereitgestellt, so knnen
die SuS mit Rechengeld oder Rechenplattchen sowie einer groRen Stellenwerttafel ar-

beiten.
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Verlaufsplan
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Medien/
Zeit | Phasen Inhalte Sozialform | Materia-
lien
5 Minuten Rechnen — Die SuS l6sen _
5Min. | Einstieg | Subtraktionsaufgaben und notieren die Plenum Arbeitsblatt
Ergebnisse.
. Problem- | Die L prasentiert eine Beispielaufgabe .
5> Min. stellung | am OHP. Die SuS dufRern sich spontan. Plenum OHP, Folie
In Partnerarbeit versuchen die SuS,
sich diesem Problem zu nahern. Er-
A gebnisse und Ldsungswege werden auf Arbeitsbl
15 | Arbeits- einem Arbeitsblatt festgehalten. i rbeitsblatt
Min. phase Partnerarbeit (AB) 1
Zieltransparenz: Die SuS erfassen
das mathematische Problem.
Einige SusS erlautern ihre VVorgehens-
weise an der Tafel. Mittels zuvor aus-
20 Reflexion geteilter Notizkarten werden die Ent- Plenum Notizkarten,
Min. deckungen der Stunde an der Tafel Tafel

visualisiert und in Kombination mit
Beispielaufgaben erlautert.
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Dritte Unterrichtssequenz

Die dritte Unterrichtssequenz ist wiederum eine Einzelstunde, in der die VVorgehenswei-
se mathematischer Schritte in Schriftsprache korrekt wiedergegeben werden soll. In das
Zentrum dieser Stunde tritt die Versprachlichung und Verschriftung mathematischer
Ablaufe.

Thema
Verschriftung des schriftlichen Subtraktionsalgorithmus®, mit der Absicht durch die

korrekte Verbalisierung einen Zuwachs des mathematischen Verstandnisses zu erzielen.

Ziele
Die SuS sollen in dieser Stunde:

e den mathematischen Algorithmus verschriften (Fachkompetenz).

e Fachsprache verwenden (Fachkompetenz).

e durch gegenseitige Unterstiitzung bzw. durch differenzierende Impulse (Materi-
al) zu einem Erfolgserlebnis gefiihrt werden (Selbstkompetenz).

e ihren erarbeiteten Losungsweg und die darin enthaltenen Rechenschritte erlau-

tern (Fach- und Sprachkompetenz).

Lernaufgabe: )
Verschriften des Subtraktionsalgorithmus® mit mehreren Ubertragen, um durch fach-
sprachliche Elemente das mathematische Verstandnis zu fordern.

AB 1: Reproduzieren Die SuS losen die Subtraktionsaufgaben
und formulieren die einzelnen Schritte an-
hand des zur Verfugung stehenden Wort-
speichers.

AB 2: Zusammenhéange herstellen Die SuS losen die Aufgaben, formulieren
eigenstandig die einzelnen Schritte und
achten auf Bedeutungszusammenhénge.

AB 3: Verallgemeinern und Reflektie- | Die SuS losen die Aufgaben, formulieren
ren eigenstandig die einzelnen Schritte, achten
auf Bedeutungszusammenhénge und be-
grinden diese ansatzweise.

Schwerpunkt der Reflexion: Fach- und bildungssprachliche Elemente
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Sachaspekte

Fachlich ist diese Sequenz der inhaltsbezogenen Kompetenz Zahlen und Operationen
mit dem Schwerpunkt Operationsvorstellungen zuzuordnen, da die SuS ,,[...] Fachbe-
griffe richtig ” verwenden sollen.

Das Verstehen und somit auch das Verwenden von Fachsprache weist erhebliche
Schwierigkeiten auf. Begriffe, die Zusammenhénge zwischen mathematischen Objekten
ausdrucken, sind haufig statisch. Dies beginnt bereits im 1. Schuljahr mit Verben, die
eine Aquivalenzrelation ausdriicken. So wird das Ergebnis einfacher Subtraktionsaufga-
ben — z. B 10 minus 2 — hdufig mit ist umschrieben — ist 8. Das Adjektiv gleich wird
sprachlich vernachlassigt, obwohl gerade durch dieses Wort der Bezug zwischen den
Zahlen hergestellt werden kann. Die SuS mussen bereits sehr friih verstehen, mit dieser
sprachlichen Abstraktion umzugehen und massen lernen, dass durch das kleine Verb ist
ein Vorgang zum Ausdruck gebracht wird.!"

Gerade bei der Anwendung von Algorithmen werden sprachliche Ausfiihrungen haufig
auf ein Minimum reduziert. Betrachtet man nun mogliche Begriffe wie sie bei der
schriftlichen Subtraktion auftreten konnen (vgl. Kapitel 5.1.1), so ist festzuhalten, dass
die SuS bei der Durchfiihrung des Algorithmus mit unterschiedlichen Begriffskatego-
rien konfrontiert werden. So missen neben arithmetischen Begriffen, zu denen die na-
turlichen Zahlen als Zahlbegriffe und Begriffe von Zahlmengen zahlen auch Relations-
begriffe wie z. B. ist gleich, Operationsbegriffe wie z.B. addieren und Strukturbegriffe
wie z.B. Stellenwert angewendet werden. Es ist darauf zu achten, dass das Fachvokabu-
lar dabei nicht ausschlieBlich reproduziert wird, sondern dass die SuS die Zusammen-
hange hinter den sprachlichen Ausdriicken auch verstanden haben.”®

Das Verstehen dieser Begriffe basiert nach MAIER (1995) auf zwei inhaltlichen Dimen-
sionen. Die erste Dimension umfasst die Verknipfung von Sprache und Handlung. So
sollen die SusS stets ihre AuRerungen durch symbolische Darstellung konkretisieren und
umgekehrt. So wird sichergestellt, dass ein Zusammenhang zwischen beiden hergestellt
werden kann und die SuS somit jederzeit zu Transferhandlungen in der Lage sind (mo-
dale Dimension des Verstehens). Die zweite Dimension beinhaltet die verschiedenen

kognitiven Komponenten eines jeden Begriffes (mentale Dimension des Verstehens).'*°

178 ygl. Maier/Schweiger (1999), S. 14f.
"% ebd., S. 11f.
180 ygl. ebd., S. 58.
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Folgende Aufgaben werden in der Stunde fokussiert:

O
(00]
\l
w
o1
o
\l
[
[EEN

Diese Aufgaben wurden ausgewahlt, um eine Verschriftung des schriftlichen Algorith-
mus‘ durchzufiihren. Dabei steht im Mittelpunkt, dass die SuS angeleitet werden, die
fachlichen Begriffe korrekt zu verwenden und durch Handlungen zu untermauern. Die
Aufgaben weisen (iberwiegend einen Ubertrag auf, maximal jedoch zwei und beziehen
sich somit fachlich auf die Inhalte der letzten beiden Sequenzen. Fir die Sprachférde-
rung im Mathematikunterricht der Grundschule gibt es noch kein zuverlassig erprobtes
Gesamtkonzept — weder flr die Diagnose fachsprachlicher Komponenten noch fur ent-
sprechende UnterstiitzungsmaRnahmen.*® Der Wortspeicher ist ein Mittel zur Differen-
zierung/Forderung im Unterricht, welcher SuS zum Unterrichtsinhalt Fachvokabular
anbietet und ggf. erldutert. In diesen Speicher kdnnen sowohl einzelne Begriffe, als
auch Wortwendungen oder Satzbausteine aufgenommen werden. In der vorliegenden
Stunde dienen die Wortspeicherplakate friiherer Stunden als Hilfestellung. So finden
hier die Plakate zur Subtraktion, zur schriftlichen Addition und zum Stellenwertsystem
ihren Einsatz. Die Fachbegriffe des Themas werden auf diese Art und Weise transparent
gemacht und deren Bedeutung geklért. Durch die Erganzung von Wortwendungen und
Satzbausteinen wird zudem die sprachlich richtige Verwendung der Fachtermini unters-
tutzt. Der Wortspeicher bietet so eine Basis fur Reflexionsgespréache. Dadurch werden

Missverstandnisse zwischen Alltags- und Bildungssprache reduziert.

Wortspeicher Subtraktion:
e Minuend (grofite Zahl)

e Subtrahend (kleinere Zahl, die abgezogen wird)
e Differenz (Ergebnis)

e Minus (-)

e gleich (=)

181 ygl. Verboom (2013), S. 40.
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e subtrahieren, abziehen, wegnehmen, auffullen, ergénzen
o Teile

e (Ganzes

Wortspeicher Stellenwertsystem:

e Einer

e Einerzahl

e Einerwirfel

e Zehner

e Zehnerzahl

e Zehnerstange

e Hunderter

e Hunderterzahl

e Hunderterplatte

e biindeln, zusammenfassen
e entbundeln, aufspalten, zerlegen

e wechseln, tauschen

Wortspeicher schriftlicher Additionsalgorithmus:

e Summanden

e Ziffer unter Ziffer: Einer unter Einer ...

e Pluszeichen, Additionszeichen

e Trennlinie tGber den beiden Summanden

e von unten nach oben

e Dbei den Einern anfangen, ganz rechts beginnen
e mehr als 10, dann Ubertrag

e Ubertrag bei der nichsten Stelle beachten

e dazuzdhlen, zusammenrechnen
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Didaktische Begriindung — Bedeutung fur die Kinder:

Wie in den beiden vorangegangenen Sequenzen sollen auch in dieser Unterrichtsstunde
wieder die prozessbezogenen Kompetenzen Problemltsen/kreativ sein, Argumentieren
und Darstellen/Kommunizieren gefordert werden (vgl. didaktische Begriundung erste
Sequenz).

Im Einstieg werden die SuS durch das Wortspeicherspiel auf die Unterrichtsstunde ein-
gestimmt. In dieser Phase sollen die SuS ihr bereits vorhandenes Wissen reaktivieren.
Es kommen lediglich bereits bekannte Begriffe zum Einsatz.

Die verschiedenen Probleme der Schachteln dienen der Steigerung des Schwierigkeits-
grades: Grin ist eine leichte Problemstellung, gelb eine mittelschwere, rot eine schwere
und blau eine sehr schwere Problemstellung. Den Kindern ist dieses Farbschema be-
kannt und sie kennen solche Selbstreflexionen, sodass sie eigenstandig entscheiden
kdnnen, welcher Problemstellung sie sich widmen méchten. Die Ergebnisse werden auf
Plakaten festgehalten, damit eine Présentation der verschiedenen Losungswege gut
moglich ist. Bei der Erstellung der Plakate missen die Kinder darauf achten, dass sie
sich auf die wichtigen Informationen beschrédnken und diese gut sichtbar und nachvoll-
ziehbar aufschreiben. Somit fordert diese Handlung den effektiven Umgang mit Infor-
mationen und das Darstellen solcher. Ebenfalls entsprechen die Farben der Schachteln
den Farben der Plakate, sodass eine rasche Zuordnung von Lésung zur jeweiligen Auf-

gabenstellung moglich ist.

Grundlegende methodische Entscheidungen:

Sozialform:

Die SusS sitzen wahrend des Einstiegs und der Problemstellung an ihren Platzen. Von
dort kénnen sie gut den Ausflhrungen der Lehrkraft folgen und sich ausschlieBlich auf
ihre Wortkarte konzentrieren. Das Bilden einer anderen Sozialform wiirde wertvolle
Zeit kosten und ist nicht notwendig.

Waéhrend der Arbeitsphase haben die SuS die Wabhl, ob sie in Partner- oder Gruppenar-
beit arbeiten. Dies ist notwendig, damit ein sprachlicher Austausch Uber fachliche Inhal-
te stattfinden kann. Im Hinblick auf ihr weiteres gesellschaftliches Leben ist dies eine
besonders wichtige Kompetenz und sollte daher kontinuierlich geschult und geférdert

werden.
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Wahrend der Reflexionsphase kommen die SuS in einen Sitzkreis. Dies hat den Grund,
dass alle SuS die vorgetragenen Losungswege an groRem Material im Zentrum des
Kreises sehen sollen. Das Verbleiben am Platz wére wenig sinnvoll, da aufgrund der
unterschiedlichen Probleme nicht allen SuS die gleichen Materialien zur Verfiigung
stehen.

Erfassen der Problemstellung:

Bevor die SuS in die Arbeitsphase ubergehen, sollen sie das Problem erfassen. In dieser
Phase wird mit einer sukzessiven Abkopplung gearbeitet. Durch die farbliche Unter-
scheidung der einzelnen Probleme wird mit dem leichtesten Problem begonnen. Die
SusS, die sich dieser Aufgabe widmen mdochten, erhalten die meiste Zeit, indem sie di-
rekt nach der Darstellung des Problems mit der Bearbeitung beginnen dirfen. Nach und
nach werden die tbrigen Aufgaben vorgestellt und entsprechend die Kinder in die Ar-
beitsphase entlassen. Den leistungsstarksten SuS bleibt die wenigste Zeit. Dafiir wird
die meiste Zeit darauf verwendet, die schwierige Aufgabenstellung detailliert zu erlau-
tern. Durch das enorme Wissen und die gute Arbeitshaltung wird die wenige Zeit zur
Bearbeitung effektiv genutzt und am Ende der Stunde nahezu alle SuS zeitlich wieder

zusammengefihrt.

Material/Differenzierung:

Dieser Unterrichtsstunde liegen verschiedene Formen der Differenzierung zugrunde. Im
Einstieg wird zum einen quantitativ differenziert. So erhalten leistungsschwéchere SuS
nur einen Begriff, der den entsprechenden Stellen zugeordnet werden muss. Leistungs-
starkere SuS koénnen bis zu drei Wortkarten erhalten. Ferner liegt eine qualitative Diffe-
renzierung vor, da nicht alle Ausdriicke demselben Anspruchsniveau angehdren. Eine
Differenzierung der Problemstellung ist durch die unterschiedlich zu produzierenden
Textarten gegeben. Wahrend leistungsschwachere SuS nur einzelne Begriffe in einen
vorgegebenen Text einfugen oder Begriffe entsprechenden Textpassagen zuordnen
mussen, so mussen leistungsstarkere SuS einen Fehlertext Uberarbeiten oder einen frei-
en Text formulieren. Zur Untersuchung der vorgegebenen Aufgaben erhalten die SuS
ein Arbeitsblatt mit dem Arbeitsauftrag und ein Plakat, um L&sungen zu notieren. Zu-
satzlich wird konkretes und abstraktes Material bereitgestellt, so konnen die SuS mit

Wortkarten aus dem Wortspeicher arbeiten.
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Verlaufsplan
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Zeit

Phasen

Inhalte

Sozialform

Medien/
Materialien

10 Min.

Einstieg

Wortspeicherspiel — Die L
tragt eine kurze Geschichte
vor, in der viele Begriffe
der einzelnen Wortspeicher
vorkommen. Die SuS fol-
gen dem Text und miissen
ihre Wortkarte an der rich-
tigen Stelle hochhalten.

Plenum

Geschichte,
Wortkarten

5 Min.

Problemstel-
lung

Die L présentiert einen
Brief von Susi Subtraktion,
in dem sie vier Probleme in

verschiedenfarbigen
Schachteln schildert:

e Griine Luckentext-
Kiste,

e Gelbe ,,Was passt wo-
Zu?*“-Kiste

e Rote,,Finde den Feh-
ler*-Kiste,

o Blaue Anleitungskiste

Zieltransparenz: Die SuS
erkennen das jeweilige
Problem.

Plenum

Brief, Susi Subt-
raktion, Rote,
gelbe, griine und
blaue Kiste

20 Min.

Arbeitsphase

Die SuS versuchen sich den
verschiedenen Problemen
zu néhern. Ergebnisse wer-
den auf einem Plakat fest-
gehalten.

Partnerarbeit
oder Gruppen-
arbeit

Plakate 1-4

10 Min.

Reflexion

Anhand von entsprechen-
dem Material werden die
einzelnen Lésungen préasen-
tiert und auf ihre Richtig-
keit hin Uberpruft.

Sitzkreis

GroRes Materi-
al:

rot, gelb, grin
und blau
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Vierte Unterrichtssequenz

Die vierte Unterrichtssequenz besteht wiederum aus einer Doppelstunde. In dieser Se-
quenz geht es sowohl um die Vertiefung der Anwendung des Algorithmus* als auch um
die Ubertragung des Algorithmus* auf die Subtraktion mit mehreren Subtrahenden.

Thema
Vertiefende Ubungen zum schriftlichen Subtraktionsalgorithmus mit der Absicht, bisher
erworbene Kenntnisse zu nutzen und auf einen erweiterten Sachverhalt — die Subtrakti-

on mehrere Subtrahenden — anzuwenden.

Ziele

Die SuS sollen in dieser Stunde:

e einen mathematischen Algorithmus selbststandig auf den erweiterten Sachver-

halt (mehrere Subtrahenden) tbertragen (Fachkompetenz).
e im Sinne der Teamarbeit agieren (Sozialkompetenz).

e durch gegenseitige Unterstutzung innerhalb der Gruppe bzw. durch differenzie-
rende Impulse (Material) zu einem Erfolgserlebnis geflihrt werden (Selbstkom-

petenz).

e ihren erarbeiteten Losungsweg und die darin enthaltenen Rechenschritte erlau-

tern (Fach- und Sprachkompetenz).
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Lernaufgabe:

Anwenden und Festigen des Subtraktionsalgorithmus®, um diesen auf die Subtraktion
mit mehreren Subtrahenden Gbertragen zu kdnnen.

AB 1: Reproduzieren Die SuS Idsen Subtraktionsaufgaben mit
mehreren Subtrahenden.

AB 2: Zusammenhange herstellen Die SuS Idsen Subtraktionsaufgaben mit
mehreren Subtrahenden und formulieren
die mathematischen Zusammenhénge.

AB 3: Verallgemeinern und Reflektie- | Die SuS losen Subtraktionsaufgaben mit
ren mehreren Subtrahenden, formulieren die
mathematischen Zusammenhange und er-
lautern diese.

Schwerpunkt der Reflexion: Ablauf des Algorithmus® bei erweitertem Sachverhalt

Sachaspekte

Fachlich ist diese Stunde nicht dem Lehrplan zuzuordnen, da die schriftliche Subtrakti-
on mit mehreren Subtrahenden nicht explizit fur die Grundschule vorgesehen ist. Den-
noch wird diese Thematik in die gesamte Unterrichtsreihe mit aufgenommen, da sich
besonders in dieser Stunde Zusammenhange der Addition und der Subtraktion entde-
cken lassen. So ist es durchaus eine elementare Erfahrung, dass der schriftlichen Subt-
raktion das Zusammenfassen mehrerer Subtrahenden zugrundeliegt. So kann durch die-
sen Schwerpunkt (Wechsel von Addition und Subtraktion) ein tieferes Verstandnis fir
den schriftlichen Subtraktionsalgorithmus erzielt werden.

Folgende Aufgaben werden in der Stunde fokussiert:
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Aufgaben dieser drei Typen wurden ausgewéhlt, um die Subtraktion mit mehreren Subt-
rahenden ausfuhren zu kénnen. Die Aufgaben unterscheiden sich hinsichtlich der An-
zahl der Subtrahenden, dem Ubertrag, dem Stellenwert und dem Auftreten der Null. Die
Vielfalt basiert auf den Stundenschwerpunkten der vorangegangenen Sequenzen. Ledig-
lich das Auftreten mehrerer Subtrahenden muss von den SusS erarbeitet werden.

Durch die nachstehenden Aufgaben soll besonders den leistungsschwdacheren SuS eine

Hilfe zur selbststandigen Erarbeitung angeboten werden:

8|67 3|5]0 6|19
+12]19|9 +11/9/8 + 122
+13]1/4 +] 18]7 +11]9]|7

+12]0/3

Durch das Nebeneinanderstellen von Additions- und entsprechender Subtraktionsaufga-
be kdnnen die SuS die Kenntnisse der ersten Sequenz nutzen, um den neuen Sachver-

halt eigenstandig zu erschliel3en:

e Die Aufgaben unterscheiden sich nur durch das Operationszeichen.

e Die einzelnen Zahlen sind gleich, egal welche der beiden Operationen durchge-
fuhrt wird.

e Die groRte Zahl steht immer oben.

e Die Subtraktion als Umkehrung der Addition und umgekehrt erkennen.

e Alle Aufgaben sind mittels Erganzungsverfahren Iosbar.

Didaktische Begrindung — Bedeutung fur die Kinder:

Das Memoryspiel im Stundeneinstieg erfordert ein groRes Mall an Konzentration, so-
wohl bei denjenigen, die das Memory l6sen, als auch bei denjenigen, die das Memory
darstellen. Ferner sind alle SuS beteiligt und gleichermafRen damit beschaftigt, die zuge-
hérigen Aufgaben zu ermitteln. Dabei werden vor allem die Kopfrechenfahigkeiten an-

gesprochen.
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In der Arbeitsphase formulieren die SuS die Zieltransparenz und beschaftigen sich mit
dieser Problematik. Der Lehrplan besagt flr die prozessbezogene Kompetenz Problem-
I6sen/kreativ sein, dass die SuS die Problemstellung in eigenen Worten wiedergeben,
diese zunehmend systematisch I6sen und auf dhnliche Sachverhalte tibertragen sollen.*®?
Dies entspricht der Stunde, da die SuS ihr Vorwissen aktivieren und in ihrem Entde-
ckungsprozess mit einbeziehen sollen. Im Bereich Argumentieren sollen die SuS Ver-
mutungen ber mathematische Zusammenhénge aufstellen, diese Uberprifen und letz-
tlich erklaren konnen.*® Auch diese Aspekte entsprechen dem Vorgehen der SuS, da sie
daruber an ihre Entdeckungen kommen kdnnen. Dem Bereich Darstellen/ Kommunizie-
ren ist unter anderem zugehorig, dass Arbeitsergebnisse festgehalten und Fachsprache
verwendet werden soll.®* Die SuS sollen ihre Entdeckungen notieren, damit sie ge-
meinsam besprochen werden kdnnen. Zudem gehért das Erlangen und Anwenden ma-
thematischer Fachsprache zum Mathematikunterricht. Die Phase des Transfers dient
dazu, die neuen Erkenntnisse anzuwenden, zu festigen und auf weitere Aufgaben zu
ubertragen. Der sprachliche Austausch innerhalb einer Kleingruppe untersttzt die SuS

hinsichtlich ihrer sprachlichen und mathematischen Fahigkeiten.

Grundlegende methodische Entscheidungen:

Sozialform:

Die Sus sitzen wéhrend des Einstiegs und der Problemstellung an ihren Platzen. Dies ist
fur die Durchfiihrung des Kopfrechenspiels notwendig, da so jeder Aufgabe ein Kind
und somit ein konkreter Platz zugeordnet werden kann. In dieser Phase sollen Kopfre-
chenfahigkeiten trainiert werden.

Waéhrend der Arbeitsphase arbeiten die SuS in Gruppenarbeit. Dies ist notwendig, damit
ein sprachlicher Austausch Uber fachliche Inhalte stattfinden kann. Im Hinblick auf ihr
weiteres gesellschaftliches Leben ist dies eine besonders wichtige Kompetenz und sollte
daher kontinuierlich geschult und geférdert werden.

Waéhrend der Reflexionsphase bleiben die SuS an ihren Platzen sitzen. Dies hat den
Grund, dass alle SuS die vorgetragenen, gesammelten Entdeckungen an ihrem eigenen

Material nachvollziehen und nachprifen kénnen. Zudem haben sie an ihren Tischen

182 ygl. Ministerium fiir Schule und Weiterbildung Nordrhein-Westfalen (2012), S. 59.
183 ygl. ebd., S. 60.
184 vgl. ebd., S. 60.
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dazu geniigend Platz. Ein Wechsel der Sozialform ware in dem Fall nicht lernforderlich,
da alle SuS ihre Materialien mitnehmen mussten und somit schnell Unruhe herrschen
kann.

Wahrend des Transfers findet eine Gruppenarbeit statt. Dies ist notwendig, um einen
sprachlichen Austausch tber fachliche Inhalte zu ermdglichen.

Erfassen der Problemstellung:

Bevor die SuS in die Arbeitsphase ibergehen, sollen sie das Problem erfassen. In Koo-
peration mit den SuS werden Beispielaufgaben an der Tafel betrachtet und erste Schritte
farblich markiert. Zudem wird das Unterrichtsziel an der Tafel visualisiert, so dass es

fur alle présent ist.

Material/Differenzierung:

In Bezug auf die Entdeckungen ist die Aufgabenstellung natirlich differenziert. So ist
es durchaus moglich, dass leistungsschwéchere SuS die vorliegende Aufgabe mit meh-
reren Subtrahenden in mehrere Aufgaben mit nur einem Subtrahenden umformen. Dies
entspricht einer Subtraktion, bei der das Ergebnis ausschlielich durch das sukzessive
subtrahieren erzielt wird. Leistungsstarkere SuS kénnen entdecken, dass mehrere Subt-
rahenden durch Addition zu einem Subtrahenden zusammengefasst werden konnen. Fir
die SuS, die wahrend der Arbeitsphase Denkanstdl3e bendtigen, stehen ihnen zum einen
ihre Gruppenmitglieder zur Verfugung und zum anderen auch die Lehrkraft, die in der
Phase eine beobachtende, unterstitzende und beratende Rolle einnimmt. Darlber hinaus
kann auf zuséatzliches Material in Form von Rechenplattchen und einer grof3en Stellen-

werttafel (vgl. Abbildung 150) zuriickgegriffen werden.
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Zeit

Phasen

Inhalte

Sozialform

Medien/
Materialien

20 Min.

Einstieg

Kopfrechnen-Memory. Die
Kopfrechenaufgaben zur Addi-
tion und Subtraktion werden
durch das Austeilen von Kar-
ten vorgegeben. Zusammenge-
hérende Additions- und Subt-
raktionsaufgaben werden aus
dem Spiel genommen.

Plenum

Aufgabenkarten

2 Min.

Problem-
stellung

Die Klasse wird mit einer
schriftlichen Subtraktionsauf-
gabe mit mehreren Subtrahen-

den konfrontiert.

Plenum

Tafel

23 Min.

Arbeits-
phase

Die SuS arbeiten an der neuen
Problematik. Ergebnisse und
Vermutungen werden auf ei-
nem Arbeitsblatt festgehalten.
Zieltransparenz: Die SuS
formulieren den mathemati-
schen Zusammenhang.

Gruppenarbeit

AB1

25 Min.

Reflexion

Die SusS tauschen untereinan-
der ihre Ergebnisse aus und
Uberprifen diese rechnerisch
und sprachlich. Abweichende
Ergebnisse werden im Plenum
vorgestellt und diskutiert.

Plenum

20 Min.

Transfer

Die SusS schreiben selber Auf-
gaben, die dem vorgegebenen
Aufgabentyp entsprechen sol-
len. Die Aufgaben werden
untereinander ausgetauscht,
gel6dst und auf die Anforde-
rungen hin tberprift.

Gruppenarbeit
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Flnfte Unterrichtssequenz

Die flinfte Unterrichtssequenz ist wieder eine Einzelstunde, in der das Erforschen von
Zahlenmustern im Zentrum steht. Auch hier missen bereits erworbene Kenntnisse auf

eine Problemstellung angewendet werden.

Thema
Zahlenmuster der ANNA- Zahlen mit Hilfe der schriftlichen Subtraktion entdecken,

fortfiihren und erlautern.

Ziele
Die SuS sollen in dieser Stunde:

e die Form der Spiegelzahlen erkennen (Fachkompetenz).
e arithmetische Strukturen beschreiben (Fachkompetenz).
e sich produktiv mit Zahlenmustern auseinandersetzen (Fachkompetenz).

e den Algorithmus der schriftlichen Subtraktion festigen, indem sie Aufgaben mit
ANNA-Zahlen rechnen (Fachkompetenz)

e durch gegenseitige Unterstutzung innerhalb der Gruppe bzw. durch differenzie-
rende Impulse (Material) zu einem Erfolgserlebnis geflihrt werden (Selbstkom-

petenz).

e ihren erarbeiteten Losungsweg und die darin enthaltenen Rechenschritte erlau-

tern (Fach- und Sprachkompetenz).
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Lernaufgabe:

Produktive Auseinandersetzung mit Zahlenmustern und Aufzeigen arithmetischer
Strukturen unter Anwendung des schriftlichen Subtraktionsalgorithmus®.

AB 1: Reproduzieren Die SuS erkennen das Muster der ANNA.-
Zahlen unter Anwendung der schriftlichen
Subtraktion.

AB 2: Zusammenhange herstellen Die SuS erkennen das Muster der ANNA.-

Zahlen unter Anwendung der schriftlichen
Subtraktion und entwickeln eigene Aufga-
ben.

AB 3: Verallgemeinern und Reflektieren | Die SuS erkennen das Muster der ANNA.-
Zahlen unter Anwendung der schriftlichen
Subtraktion, entwickeln eigene Aufgaben
und kdnnen diese fachlich begriinden.

Schwerpunkt der Reflexion: Arithmetische Strukturen bei ANNA-Zahlen

Sachaspekte

Der Grundgedanke des Erganzungsverfahrens liegt darin, dass die Differenz zwischen
Minuend und Subtrahend durch stellenweises Erganzen des Subtrahenden zum Minuen-
den ermittelt wird'®.

ANNA-Zahlen sind mathematische Palindrome, d.h. Zahlen, die sowohl von vorne als
auch von hinten gelesen werden kénnen. Die Palindrome sind in diesem Fall wie der
Name Anna vierstellig. Fur die Buchstaben des Namens (A und N) werden jeweils Zif-
fern gesetzt, z.B. 4554, 2662. Aus den Ziffern von 0 — 9 lassen sich 90 verschiedene
ANNA-Zahlen und somit 45 verschiedene Aufgaben bilden, bei denen die kleinere
ANNA-Zahl von der groReren ANNA-Zahl mit gleichen Ziffern subtrahiert wird (z.B.
5225-2552).

Die Ergebnisse dieser Aufgaben zeigen folgende interessante Strukturen auf'®®:
1.) Es gibt nur eine bestimmte Anzahl mdglicher Ergebnisse, namlich 891, 1782,
2673, 3564, 4455, 5346, 6237, 7128, 8019. Diese Ergebnisse sind alles Vielfa-

che von 891.

185 ygl. Miiller/Wittmann (2000), S. 171.
188 ygl. Miiller/Wittmann (2001), S. 196.
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2.) ANNA-Zahlen mit gleicher Differenz ihrer Ziffern haben das gleiche Ergebnis.

3.) Die Einerziffer des Ergebnisses ist immer um eins gréRer als die Tausenderziffer
und die Zehnerziffer ist um eins groRer als die Hunderterziffer.

4.) Einer- und Hunderterziffer sowie Zehner- und Tausenderziffer ergeben zusam-
men 9.

5.) Die Ziffern im kleinsten und im groRten Ergebnis, im zweitkleinsten und im
zweitgrofiten Ergebnis usw. sind jeweils verdreht (z. B. 2673 und 6237).

Die in 2.) - 5.) beschriebenen Strukturen resultieren aus der ersten, die wie folgt erklart

werden kann:*®’

Die Kleinere der Zahlen wird an der Stellentafel gelegt. Dann werden die Plattchen der
Stellenwerttafel so verschoben, dass aus der kleineren ANNA-Zahl die zugehdrige gro-
Rere entsteht.

Beispiel zu den Zahlen 2442 und 4224 %

T H Z E T H Z E
e & o o +2T-2H-2Z+2E— e & o o
e ©¢ o o e © o o
e o ° ®
e o ) ®

Die Zahl im Beispiel vergrofert sich um 2000 - 200 - 20 + 2 = 891. Bei jeder ANNA-
Zahl, bei der sich die Ziffern der Zahlen um zwei unterscheiden, werden zwei PIatt-
chenpaare verschoben (von Hunderter und Zehner zu Tausender und Einer). Es werden
immer so viele Plattchenpaare umgelegt, wie die Differenz der Ziffern der ANNA-

Zahlen grof} ist.

187 ygl. Miiller/Wittmann (2001), S. 196.
188 T = Tausender, H = Hunderter, Z = Zehner, E= Einer
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So werden z. B. vier Plattchenpaare umgelegt, um aus der Zahl 3773 die Zahl 7337 zu
erzeugen. Daraus ergibt sich 3773 + 4T -4H - 4Z +4E=3773+4 ¢ (1T -1H-1Z +
1E) = 3773+ 4 « 891.

Didaktische Begriindung — Bedeutung fur die Kinder:

Wie in den vorangegangenen Sequenzen sollen auch in dieser Unterrichtsstunde wieder
die prozessbezogenen Kompetenzen Problemldsen/kreativ sein, Argumentieren und
Darstellen/Kommunizieren gefordert werden (vgl. didaktische Begriindung erste Se-

quenz).

Im Einstieg werden die SuS durch das Wortspeicherspiel auf die Unterrichtsstunde ein-
gestimmt (vgl. dritte Sequenz). In der Problemstellungsphase wird durch eine Geschich-
te von Anna und ihren Zahlen die Problemstellung prasentiert. Auf diese Art und Weise
gelingt es, den fachlichen Inhalt und somit auch die Struktur der ANNA-Zahlen in den
Mittelpunkt zu riicken. Ferner steigert eine mégliche Identifikation mit der Grundschi-
lerin Anna die Motivation. Das Problem ist fiir alle SuS gut erkennbar. Die Geschichte
fordert nahezu auf, sich mit dem Aufgabenmuster auseinanderzusetzen. Durch den ver-
balen Austausch mit dem Sitznachbarn wéhrend der Arbeitsphase werden die prozess-
bezogenen Kompetenzen Darstellen/Kommunizieren und Argumentieren angewendet
und gefordert. Die SuS kdnnen sich bezlglich der Muster und Strukturen der Zahlen
austauschen. Ferner erhalten leistungsschwéchere SuS durch die Mdglichkeit, ihren

Sitznachbarn um Rat zu fragen, mehr Sicherheit.

In der Reflexionsphase besprechen die SuS Aufgaben mit gleichem Ergebnis und verba-
lisieren weitere mathematische Entdeckungen. Sie begriinden ansatzweise zugrundelie-
gende Muster und Strukturen. Dies fordert erneut die Verwendung mathematischer

Fachsprache und die sprachliche Strukturierung eines Losungsweges.
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Grundlegende methodische Entscheidungen:

Sozialform:

Die SuS sitzen wéhrend des Einstiegs und der Problemstellung an ihren Platzen. Von
dort kdnnen sie gut der Geschichte folgen und sich konzentrieren. Das Bilden einer an-
deren Sozialform wirde wertvolle Zeit kosten und ist nicht notwendig.

Wahrend der Arbeitsphase arbeiten die SuS mit ihrem Sitznachbarn zusammen. Dies ist
notwendig, da die SuS sich so tber ihre Erkenntnisse austauschen sollen. Ferner stehen
den SuS auf diese Art und Weise mehrere Aufgaben und Ergebnisse zur Verfugung.
Dies ist fur das Ordnen der Aufgaben und vor allem flr das Ableiten von Regelmafiig-
keiten von Bedeutung.

Wéhrend der Reflexionsphase bleiben die SuS an ihren Platzen sitzen. Von dort kdnnen
alle SuS die Tafel sehen, an der die Entdeckungen visualisiert werden. Die Visualisie-
rung ist besonders wichtig, damit die leistungsschwécheren SuS die Entdeckungen an-

derer SuS sehen, erkennen und nachvollziehen kénnen.

Erfassen der Problemstellung:

Bevor die SuS in die Arbeitsphase ibergehen, sollen sie das Problem erfassen. In Koo-
peration mit den SuS wird eine Beispielaufgabe an der Tafel betrachtet und gerechnet.

Zudem wird das Unterrichtsziel an der Tafel visualisiert, so dass es fiir alle présent ist.

Material/Differenzierung:

Die SusS erhalten diverse Moglichkeiten der Differenzierung. In der Arbeitsphase erhal-
ten die SuS zwar ein Arbeitsblatt mit dem Arbeitsauftrag und genugend Platz, um L6-
sungsvorschlage zu notieren, zusatzlich werden jedoch Notizkarten ausgeteilt. Die SuS
notieren hier ihre Aufgaben, da das Ordnen der Aufgaben mit Karten leichter umsetzbar
ist als mit einem Arbeitsblatt. Dartiber hinaus werden in dieser Phase Entdeckerkarten
eingesetzt, wobei die Hinweise der Entdeckerkarten nicht als verpflichtende Aufgaben
fur die SuS formuliert sind, weil die SuS zunachst eigene Entdeckungen machen sollen.
Die Entdeckerkarten werden unterstiitzend eingesetzt, um einige SuS mit der offenen
Aufgabenstellung nicht zu tberfordern und andere SuS zu weiteren Entdeckungen anzu-

regen.
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Zeit Phasen

Inhalte

Sozialform

Medien/
Materialien

8 Min. Einstieg

Wortspeicherspiel - Die L tragt
eine kurze Geschichte vor, in
der viele Begriffe der einzelnen
Wortspeicher vorkommen. Die
Sus folgen dem Text und mus-
sen ihre Wortkarte an der richti-
gen Stelle hochhalten.

Plenum

Wortkarten

Problem-

12 Min. stellung

L beginnt die Geschichte von
Anna und ihren Zahlen und
schreibt in Anlehnung daran
ANNA-Zahlen an die Tafel. SuS
beschreiben die besondere Ei-
genschaft der Zahlen. L setzt die
Geschichte fort und notiert dabei
Subtraktionsaufgaben, die Anna
rechnet. SuS beschreiben das
Aufgabenmuster, nach dem
Anna die Aufgaben erstellt hat.
Eine Aufgabe wird gemeinsam
an der Tafel gerechnet.
Zieltransparenz: SuS werden
zu Entdeckungen an den Ergeb-
nissen der ANNA-Zahlen ange-
regt und halten diese schriftlich
fest.

Plenum

Geschichte

Arbeits-

15 Min.
phase

Sus erstellen selbst Aufgaben
nach gleichem Muster und be-
rechnen deren Differenz. Sie
ordnen die Aufgaben nach Gro-
Re der Ergebnisse.

Partnerarbeit

Arbeitsblatt
(AB) 1-4

10 Min. | Reflexion

L schreibt zwei Aufgaben mit
ANNA-Zahlen an die Tafel. SuS
nennen Aufgaben mit gleichem
Ergebnis und verbalisieren wei-
tere mathematische Entdeckun-
gen. L leitet ggf. dazu an, einige
Muster und Strukturen zu be-
griinden.

Plenum
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Die sechste Unterrichtssequenz ist die letzte Einzelstunde dieser Reihe. Im Anschluss

folgt noch eine Doppelstunde.

Thema

Anwenden des schriftlichen Subtraktionsalgorithmus® in anderen Stellenwertsystemen,

um den SuS die einzelnen Schritte bewusst zu machen.

Ziele
Die SuS sollen in dieser Stunde:

e in anderen Stellenwertsystemen schriftlich subtrahieren (Fachkompetenz).

e sich intensiv mit diesem Algorithmus auseinandersetzen (Fachkompetenz).

e durch gegenseitige Unterstutzung innerhalb der Gruppe bzw. durch differenzie-

rende Impulse (Material) zu einem Erfolgserlebnis gefiihrt werden (Selbstkom-

petenz).

e ihren erarbeiteten Losungsweg und die darin enthaltenen Rechenschritte erlau-

tern (Fach- und Sprachkompetenz).

Lernaufgabe:

Intensive Auseinandersetzung mit dem Algorithmus der schriftlichen Subtraktion in

anderen Stellenwertsystemen.

AB 1: Reproduzieren

Die SuS wenden den Algorithmus auf Auf-
gaben in einem anderen Stellenwertsystem
an.

AB 2: Zusammenhénge herstellen

Die SuS wenden den Algorithmus auf Auf-
gaben in verschiedenen Stellenwertsyste-
men an.

AB 3: Verallgemeinern und Reflektieren

Die SuS wenden den Algorithmus auf Auf-
gaben in verschiedenen Stellenwertsyste-
men an und begriinden dies.

Schwerpunkt der Reflexion: Gemeinsamkeiten und Unterschiede herausstellen
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Sachaspekte

Fachlich ist diese Stunde nicht dem Lehrplan zuzuordnen, da das Rechnen in anderen
Stellenwertsystemen nicht explizit fir die Grundschule vorgesehen ist. Dennoch ist das
Rechnen in anderen Stellenwertsystemen flr die SuS wichtig, da es das Verstandnis fur
Zusammenhange zwischen den Zahlen verdeutlicht.

Die folgenden Aufgabentypen sehen im Mittelpunkt der Unterrichtssequenz:

8[2[3

3[4]0 -1 |4]1

2111 -[115]2 - 141717
-1 212 131 -12]1013
1.1 111 111
1(1(2 111]3 1/0[1

Es handelt sich hierbei um Aufgaben aus dem Dreier-, Sechser- und Neunersystem.
Gewohnlich wird im Dezimalsystem gerechnet, das bedeutet, dass in diesem System
Zahlzeichen von 0 bis 9 zur Verfugung stehen. Alle Zahlen ab 10 werden als Zusam-
mensetzung dieser Zahlzeichen geschrieben. In anderen Stellenwertsystemen Kkleiner als
10 stehen dementsprechend weniger Zahlzeichen zur Verfligung, wahrend in Systemen
groRer als 10 weitere Zeichen vereinbart werden miissen. So stehen im Binarsystem nur
die Zahlenzeichen 0 und 1 zur Verfugung und im Flnfersystem nur die Zahlzeichen von
0 bis 4.

Das Rechnen in anderen Stellenwertsystemen funktioniert genau wie im Dezimalsys-
tem. Allerdings muss die b-adische Ziffernschreibweise berticksichtigt werden (vgl.
Kapitel 4.7). Beim Subtrahieren muss folglich das zugrundeliegende System beachtet

werden, um entsprechend die Stelle des hdheren Stellenwertes aufzubrechen.
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Didaktische Begriindung — Bedeutung fur die Kinder:

Der Einsatz anderer Stellenwertsysteme ist vom Lehrplan nicht explizit vorgeschrieben,
jedoch anzuraten. Der ritualisierte Unterrichtsbeginn mit Kopfrechenaufgaben stellt fur
die SusS einerseits einen Orientierungsrahmen dar und andererseits werden auf diese Art
und Weise die im Lehrplan beschriebene Kompetenz nach schnellem Kopfrechnen ge-
fordert. Das Spiel der Begriffe ist den Kindern bekannt. Als Problemstellung werden
den Kindern Aufgaben prasentiert, die von den SuS verlangen, die Besonderheiten an-
derer Stellenwertsysteme abzurufen. Durch Anwenden des Subtraktionsalgorithmus® im
Dezimalsystem stellen die SuS fest, dass die Ergebnisse nicht korrekt sind. Es geht dar-
um, herauszufinden, in welchen Stellenwertsystemen die Aufgaben gelost wurden. Zur
Uberpriifung miissen die SuS durchgehend den Algorithmus anwenden, was eine sehr
intensive Ubung darstellt. Das Arbeiten bzw. Rechnen in anderen Stellenwertsystemen
unterstutzt den Verstehensprozess des Subtraktionsalgorithmus‘, da sie bei jedem
Schritt nachdenken miissen, welche mathematische Operation sich dahinter verbirgt.
Diese vom Dezimalsystem abweichenden Stellenwertsysteme sind zudem Teil des Ma-
thematikunterrichts der Sekundarstufe und werden auch in der Technik und Informatik
verwendet. Somit werden die Kinder durch den Wechsel der Stellenwertsysteme auf
ihren zukinftigen Unterricht vorbereitet.

Durch das Vorstellen eigener Aufgaben in der Reflexionsphase werden erneut prozess-
bezogene Kompetenzen gefordert und leistungsschwache SuS erhalten die Mdglichkeit,
die Denkweisen anderer Kinder nachzuvollziehen. Auch in dieser Sequenz muss mit

Hilfe des Algorithmus der schriftlichen Subtraktion begriindet werden.

Grundlegende methodische Entscheidungen:

Der Tafelimpuls wurde als Einstieg gewéhlt, weil die SuS an dieser Stelle keine Unters-
titzung seitens der Lehrkraft bendtigen. Hier wird im Sinne des guten Unterrichts mit
der Minimalitat der Lehrkraft gearbeitet.**® Der Impuls ist ausreichend, um die SuS auf
den Inhalt der Stunde und somit auf den Stundenschwerpunkt aufmerksam zu machen.
Da hier keine Schulerdiskussion notwendig ist, wird von dem Bilden eines Kinokreises

abgesehen.

189 vgl. Meyer (2011), S. 47ff.
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In der Arbeitsphase werden die SuS nach dem Ich-Du-Wir-Prinzip arbeiten, um die ge-
gebenenfalls vorgegebenen Aufgaben sowie weitere eigene Aufgaben eigenstandig
rechnen zu kénnen. Im Verlauf der Arbeitsphase durfen sie mit ihrem Sitznachbarn ar-
beiten. Die Partnerarbeit ist insofern sinnvoll, als dass die SuS erst so die Mdglichkeit
des sprachlichen Austausches erhalten. Durch die Kommunikation mit dem Sitznach-
barn werden die prozessbezogenen Kompetenzen Kommunizieren und Argumentieren
angewendet und beziiglich der Losung der Aufgaben koénnen sich die SuS gegenseitig
unterstitzen. Zudem erhalten leistungsschwache SuS durch die Mdglichkeit, ihren Sitz-
nachbarn um Rat zu fragen, mehr Sicherheit. Der Austausch in der Gruppe unterstutzt
die zuvor erwéhnten Aspekte. So erhalten die SuS die Mdglichkeit, ihren Austausch
auszuweiten und selbstgeschriebene Aufgaben zu Gberprifen.

Die Reflexionsphase findet in frontaler Sitzordnung statt, damit alle SuS an die Tafel
sehen konnen. Die Visualisierung ist besonders wichtig, damit die leistungsschwachen
SuS die Ldsungswege der anderen SuS sehen, erkennen und nachvollziehen kdnnen.
Genau wie in der Arbeitsphase und den Stunden zuvor, dirfen die SuS auf handlungs-
orientiertes Material in Form von Plattchen bzw. Rechengeld und Stellenwerttafel zu-

rickgreifen.

Sozialform:

Die SuS sitzen wéhrend des Einstiegs in die Stunde an ihren Platzen. Von dort kénnen
sie gut das Spiel mit ihrem Partner durchfihren und sich ausschlie3lich auf ihre Wort-
karte konzentrieren. Das Bilden einer anderen Sozialform wiirde wertvolle Zeit kosten
und ist nicht notwendig.

In der Arbeitsphase kdnnen die SuS zwischen Partner- oder Gruppenarbeit wahlen. Der
Austausch soll den Verstehensprozess unterstiitzen.

Waéhrend der Reflexionsphase kommen die SuS in einen Sitzkreis. Dies hat den Grund,
dass alle SuS die vorgetragenen Ldsungswege an groRem Material im Zentrum des
Kreises sehen sollen. Das Verbleiben am Platz wére wenig sinnvoll, da aufgrund der
unterschiedlichen Probleme nicht allen SuS die gleichen Materialien zur Verfligung

stehen.
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Erfassen der Problemstellung:

Bevor die SuS in die Arbeitsphase tbergehen, sollen sie das Problem erfassen. In dieser
Phase wird wieder mit einer sukzessiven Abkopplung gearbeitet. Durch die farbliche
Unterscheidung der einzelnen Probleme wird mit dem leichtesten Problem begonnen.
Die SuS, die sich dieser Aufgabe widmen mdchten, erhalten die meiste Zeit, indem sie
direkt nach der Darstellung des Problems mit der Bearbeitung beginnen diirfen. Nach
und nach werden die tbrigen Aufgaben vorgestellt und die Kinder entsprechend in die
Arbeitsphase entlassen. Den leistungsstarksten SuS bleibt die wenigste Zeit. Dabei wird
die meiste Zeit darauf verwendet, die schwierige Aufgabenstellung detailliert zu erlau-
tern. Durch das enorme Wissen und die gute Arbeitshaltung wird die wenige Zeit zur
Bearbeitung effektiv genutzt und am Ende der Stunde nahezu alle Schiile zeitlich wieder
zusammengefihrt. In Kooperation mit den SuS werden zwei Beispielaufgaben an der
Tafel betrachtet und erste Schritte farblich markiert. Zudem wird das Unterrichtsziel an

der Tafel visualisiert, so dass es fur alle prasent ist.

Material/Differenzierung:

Eine Differenzierung ist hier durch die einzelnen Aufgaben gegeben. So erhalten leis-
tungsschwéachere SuS Aufgaben im Dreiersystem, leistungsstarkere SuS hingegen im
Neunersystem. Zur Untersuchung der vorgegebenen Aufgaben bekommen die SuS ein
Arbeitsblatt mit dem Arbeitsauftrag und geniigend Platz, um Ldsungsvorschlége zu no-
tieren. Zusatzlich wird konkretes und abstraktes Material bereitgestellt, so kénnen die
SuS mit Rechenplattchen sowie groRer Stellenwerttafel (vgl. Abbildung 150) arbeiten.
Mit Hilfe dieses Materials und der zusétzlichen Stellenwerttafel kann die Wertigkeit

genau dargestellt und entsprechende Entbiindelungen vorgenommen werden.
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Zeit

Phasen

Inhalte

Sozialform

Medien/
Materia-
lien

8 Min.

Einstieg

Spiel der Begriffe — Die SuS ha-
ben in Kuverts diverse Fachbe-
griffe, die durch verschiedene
mathematische Anwendungen
vom Partner erraten werden mis-
sen.

Plenum

Wortkarten

2 Min.

Problem-
stellung

L présentiert drei Subtraktions-

aufgaben in einem anderen Stel-

lenwertsystem als stummen Im-
puls.

Plenum

Tafel

20 Min.

Arbeits-
phase

Zieltransparenz: SuS untersu-
chen die Aufgaben, stellen Ver-
mutungen bzgl. der Lésungsstruk-
tur an und erstellen weitere Auf-
gaben in diesem und weiteren
Stellenwertsystem/en.

Partner- oder
Gruppenarbeit

15 Min.

Reflexion

SusS bringen verschiedene Aufga-
ben ein und diskutieren diese im
Hinblick auf Gemeinsamkeiten
und Unterschiede. Die von den

SuS zuvor notierten Erkenntnisse
werden an der Tafel visualisiert.

Sitzkreis
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Siebte Unterrichtssequenz

Die siebte Unterrichtssequenz besteht aus der letzten Doppelstunde. Es handelt sich um
eine Ubungseinheit, in der das schriftliche Rechenverfahren der Subtraktion gefestigt

wird.

Thema
Differenziertes Ubungsangebot zum schriftlichen Subtraktionsalgorithmus, indem das
Wissen um diesen Inhalt in verschiedenen Angeboten angewendet und gefestigt werden

kann.

Ziele
Die SuS sollen in dieser Stunde:

e den schriftlichen Subtraktionsalgorithmus anwenden und festigen (Fachkompe-

tenz).
e im Sinne der Teamarbeit agieren (Sozialkompetenz).

e durch gegenseitige Unterstutzung innerhalb der Gruppe bzw. durch differenzie-
rende Impulse (Material) zu einem Erfolgserlebnis geftihrt werden (Selbstkom-

petenz).

e ihren erarbeiteten Losungsweg und die darin enthaltenen Rechenschritte erlau-

tern (Fach- und Sprachkompetenz).
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Lernaufgabe:

Differenziertes Ubungsangebot zum schriftlichen Subtraktionsalgorithmus, indem das
Wissen um diesen Inhalt in verschiedenen Angeboten angewendet und gefestigt werden
kann.

AB 1: Reproduzieren Die SuS losen die im Angebot gekenn-
zeichneten leichten Aufgaben.

AB 2: Zusammenhéange herstellen Die SuS lésen die im Angebot gekenn-
zeichneten mittleren Aufgaben.

AB 3: Verallgemeinern und Reflektieren | Die SuS l6sen die im Angebot gekenn-
zeichneten anspruchsvollen Aufgaben.

Schwerpunkt der Reflexion: Personlicher Ubungshedarf

Sachaspekte

Fachlich ist diese Sequenz der inhaltsbezogenen Kompetenz Zahlen und Operationen
mit dem Schwerpunkt Ziffernrechnen zuzuordnen, da die SusS sich intensiv mit der An-
wendung des schriftlichen Subtraktionsalgorithmus® auseinandersetzen. Dabei wird in
den unterschiedlichen Angeboten darauf geachtet, dass die einzelnen Ziele der vorange-

gangenen Sequenzen aufgegriffen und vertieft werden.

Insgesamt umfasst das Angebot sieben Aufgaben. Folgende Aufgaben werden in der
Stunde fokussiert:

e Klecks-Aufgaben

e Finde den Fehler!

e Anleitungstext

e Triff die 309!

e 3er und 6er System

e PAPA-Aufgaben

e Sachaufgaben

Bei den Klecksaufgaben handelt es sich um Platzhalteraufgaben, bei denen einige Zif-
fern einer schriftlichen Subtraktionsaufgabe nicht vorhanden oder durch einen Tinten-

klecks dargestellt sind. Eine fehlende Ziffer im Ergebnis kann durch die Subtraktion der
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beiden entsprechenden Ziffern/Zahlen im Minuenden und im Subtrahenden ermittelt
werden. Wird durch diese Differenzbildung ein Ubertrag erzielt, so muss dieser bei der
Berechnung des n&chsthoheren Stellenwertes beruicksichtigt werden. Eine fehlende Zif-
fer innerhalb des Minuenden oder des Subtrahenden kann durch Termumformung be-

e

1
1
1

rechnet werden.

Bei den Finde-den-Fehler-Aufgaben handelt es sich um schriftliche Subtraktionsaufga-
ben, die bereits vollstandig berechnet wurden. Allerdings beinhalten die Aufgaben un-
terschiedliche Fehler. Die SuS miissen die Fehler finden und den jeweiligen Fehlertyp

bestimmen und erlautern.

2
4

ol

o

1
WP N N

77

Bei den Anleitungstextaufgaben missen Texte zu den unterschiedlichen Subtraktions-
aufgaben formuliert werden. Die schriftlichen Subtraktionsaufgaben unterscheiden sich
hinsichtlich ihrer Aufgabenstruktur (mehrere Subtrahenden, verschiedene Ubertrige

etc.).

Triff die 309! sind Aufgaben, bei denen das Ergebnis (309) gegeben ist. Nun sollen un-
terschiedliche schriftliche Subtraktionsaufgaben notiert werden. Die SuS werden aufge-
fordert, verschiedene Aufgaben zu finden, so dass sich im Vergleich dieser Aufgaben

Muster und Strukturen aufzeigen lassen.

7 5 7125 7115 71015
- -1411|6 -1410|6 -1319|6

1 1 111
3/0(9 31019 31019 31019
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Die Aufgaben in den anderen Stellenwertsystemen missen gelost und erléutert werden.
Dabei sind die Schwierigkeitsgrade unterschiedlich. So missen unterschiedliche Aufga-
bentypen wie z.B. mehrere Subtrahenden, mehrere Ubertrage, Aufgaben mit der Null
bearbeitet werden.

2121 314|2
-11(212 -1211(5
111 1

212 1123

Die PAPA-Aufgaben werden in Anlehnung an die ANNA-Aufgaben bearbeitet. Auch
hier mussen die SuS Erlduterungen zu den einzelnen Aufgaben formulieren. Dazu miis-

sen sie mehrere Aufgaben berechnen und anschlieBend Vermutungen (ber die Losung

anstellen.
712|7|2 61464
-1513]51|3 -151215(2
1 1
1/9(11]9 112/1(2

Die Sachaufgaben sind ein zusétzliches Angebot, welches nicht von allen SuS bearbei-
tet werden muss. Hier werden verschiedene Sachsituationen prasentiert, die unter ande-
rem auch mittels der schriftlichen Subtraktion zu I6sen sind. Jedoch sind nicht alle Auf-

gaben dieser Art, um ein blindes Anwenden des Algorithmus® zu vermeiden.

Didaktische Begrindung — Bedeutung fr die Kinder:

In der Unterrichtssequenz sollen die prozessbezogenen Kompetenzen Problemlo-
sen/kreativ sein, Argumentieren und Darstellen/Kommunizieren geférdert werden. Be-
sonders die Forderung der Problemlésekompetenz findet im alltdglichen Mathematikun-

terricht nur selten Platz und ist daher von grofRer Bedeutung. Die SuS sollen entspre-
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chend ihres Lernniveaus und -tempos in einer lernférderlichen Umgebung'®® arbeiten
und kein Kind ist dazu verpflichtet, alle Aufgaben zu bearbeiten.

Im Stundeneinstieg beginnen die SuS mit dem Spiel Blitzrechnen. Sie werden so auf
den mathematischen Inhalt der Stunde eingestimmt und ihre Kopfrechenfahigkeiten
werden gefordert — vorrangig durch die erforderliche Schnelligkeit. In der Arbeitsphase
arbeiten die SuS selbstédndig an den verschiedenen Angeboten rund um die schriftliche
Subtraktion. Die Eigenstandigkeit sowie die Entscheidungskompetenz werden hier
enorm gefordert, sodass wichtige Alltagsfahigkeiten geschult werden. Die SuS sollen zu
eigenstandig denkenden und handelnden Personen erzogen werden, damit sie die alltadg-
lichen Probleme bewadltigen kdnnen. Die Aufgaben dieser Arbeitsphase beinhalten ver-
schiedene Schwerpunkte der vorangegangenen Stunden, sodass den SuS hier explizit
die Moglichkeit geboten wird, ihre individuellen Leistungen zu reflektieren und auszu-
bauen. Dies ist hilfreich fiir die Reflexionsphase, denn hier reflektieren die SuS nicht
hinsichtlich der Aufgabenschwerpunkte, sondern hinsichtlich ihres personlichen
Ubungsbedarfes.

Grundlegende methodische Entscheidungen:

Sozialform:

Die SuS sitzen wéhrend des Einstieges an ihren Platzen. Ihr Blick wird ausschlieRlich
auf die Projektion des Beamers fokussiert. Zudem befinden sich die SuS in einer ver-
trauten und somit lernférderlichen Umgebung. In dieser Phase soll das VVorwissen der
SuS erneut aktiviert werden.

Waéhrend der Arbeitsphase arbeiten die SuS in Einzelarbeit, um sich ihrer individuellen
Stérken und Schwachen hinsichtlich der schriftlichen Subtraktion bewusst zu werden.
Waéhrend der Reflexionsphase bleiben die SuS an ihren Platzen sitzen. Dies hat den
Grund, dass alle SuS ihr eigenes Material vor sich liegen haben und besser auf die per-

sonlichen Defizite und Starken eingehen kdnnen.

190 ygl. Meyer (2011), S. 47ff.
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Erfassen der Problemstellung:

Bevor die SuS in die Arbeitsphase tbergehen, soll das Ziel der Stunde deutlich gewor-
den sein. Da die Klasse im Umgang mit solchen Angeboten gelibt ist, stellt diese Phase
kein Problem dar. Zudem wird das Unterrichtsziel an der Tafel visualisiert, so dass es

fur alle présent ist.

Material/Differenzierung:

Zur Ubung der schriftlichen Subtraktion erhalten die SuS ein differenziertes Aufgaben-
angebot. Dabei sind nicht nur die einzelnen Angebote differenziert, sondern die Aufga-
ben eines jeden Angebots beinhalten unterschiedliche Schwierigkeitsgrade. Fur SuS, die
wéhrend der Arbeitsphase Denkansttl3e bendtigen, steht ihnen die Lehrkraft zur Verfu-
gung, die jedoch in der Arbeitsphase eine beobachtende, unterstutzende und beratende
Rolle einnimmt. Dariiber hinaus steht den SuS das gesamte Material der vorangegangen

Stunden zur Verfiigung.
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Zeit Phasen

Inhalte

Sozialform

Medien/
Materia-
lien

15 Min. Einstieg

Blitzrechnen — diverse Subt-
raktionsaufgaben werden mit-
tels plickers berechnet.

Zieltransparenz:
Die Sus festigen ihr Wissen
zur schriftlichen Subtraktion
an Stationen.

Plenum

plickers-
Karten, Bea-
mer, Laptop

Arbeits-

50 Min.
phase

Die SuS arbeiten an folgenden
Stationen zur schriftlichen
Subtraktion:

1. Klecks-Aufgaben
2. Finde den Fehler!
3. Anleitungstext
4. Triff die 309!

5. 3er und 6er System
6. PAPA-Aufgaben
7. Sachaufgaben

Einzelarbeit

Stationen

20 Min. Reflexion

Die Sus arbeiten die Schwie-
rigkeiten der verschiedenen
Aufgabentypen heraus. tragen
Hilfestellungen zusammen und
formulieren Ubungsmaglich-
keiten.

Plenum

5 Min. Abschluss

SuS erstelle_n ihren individuel-
len Ubungsplan.

Einzelarbeit

Lerntagebuch
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8.2.Unterrichtskonzeption zur Behandlung von Sachaufgaben

Die zweite Konzeption befasst sich mit der Bearbeitung von Sachrechenaufgaben. Es
geht darum, die sprachlichen Fahigkeiten im Bereich des Modellierens zu fordern. Die
Konzeption wurde fir ein viertes Schuljahr entwickelt, da die Kinder in dieser Klassen-
stufe Uber vielféltige mathematische Kenntnisse verfligen. Die eingesetzten Methoden
sind nicht auf die Grundschule begrenzt, sondern lassen sich auch auf die nachfolgen-
den Jahrgangsstufen bertragen.

8.2.1. Rahmenbedingungen

Zur Erprobung dieser Reihe diente ein 4. Schuljahr einer Monchengladbacher Grund-
schule. Dieses umfasste zur Zeit der Durchfiihrung 12 Schiiler und 11 Schulerinnen im
Alter zwischen 9 und 11 Jahren. Der Mathematikunterricht dieser Klasse umfasst vier
Einzelstunden pro Woche. Obwohl die Klasse unbekannt war, kann das Verhaltnis zwi-
schen LuL und Lerngruppe als freundlich beschrieben werden.

Die SuS haben wéhrend ihrer gesamten Grundschulzeit Sachrechenaufgaben verschie-
denster Art (vgl. Kapitel 5.2.3) bearbeitet. Der berwiegende Teil der Klasse ist im
Umgang mit einfachen Textaufgaben sehr sicher. Es ergeben sich jedoch immer wieder
Probleme beim Modellieren (vgl. Kapitel 5.2.2). Mit zunehmendem Komplexitatsgrad
der Sachaufgaben steigt auch die Fehleranzahl. Es wird beobachtet, dass Texte nicht
korrekt interpretiert, Zahlen ohne Zusammenhang miteinander verknipft und Ergebnis-
se hinsichtlich ihrer Richtigkeit nicht Gberprift werden. Die SuS sind dennoch sehr mo-
tiviert im Umgang mit herausfordernden Sachaufgaben. Viele verfligen lber ein recht
gutes Auffassungsvermégen. Im Vorfeld der vorliegenden Unterrichtskonzeption wur-
den der Lerngruppe arithmetische Grundlagen im Sinne des aktuellen Lehrplans fir
NRW vermittelt, so dass die SuS in der Lage sind, Grundrechenaufgaben unter Ausnut-
zung von Rechengesetzen — z.B. Distributivgesetz, Gesetz von der Konstanz der Sum-
me — mindlich und halbschriftlich zu l6sen und schriftliche Rechenverfahren sicher
anzuwenden. Sie nutzen selbststandig Bearbeitungshilfen — wie z.B. Tabellen, Skizzen,
Diagramme etc. — zur Lésung von Sachaufgaben.™*

Den Sus sind dariiber hinaus Einzel-, Partner- und Gruppenarbeitsphasen bekannt.

191 ygl. Ministerium fiir Schule und Weiterbildung Nordrhein-Westfalen (2012), S. 12f.
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8.2.2. Aufbau der Unterrichtsreihe

Das Sachrechenhospital — Mathematisierung verschiedener Sachsituationen und Erar-

beitung von Lésungswegen unter Zuhilfenahme der einzelnen Sachrechenarzte.

Curriculare Anbindung
Der Inhalt der Unterrichtsreihe fallt in den Themenbereich GrolRen und Messen mit dem
Schwerpunkt Sachsituationen.'> Der Fokus liegt insbesondere auf der Mathematisie-

rung konkreter Situationen.

Thema

Selbststdndige Bearbeitung von diversen Sachrechenaufgaben unterschiedlicher Komp-
lexitat, unter besonderer Berucksichtigung des Sachrechenhospitals mit der Absicht,
eigenstandig wesentliche Aspekte der Modellierung umsetzen zu kénnen und mehr Si-

cherheit im Umgang mit Sachrechenaufgaben zu erhalten.

Ziele
Die SuS sollen Sachrechenaufgaben selbststandig erarbeiten, verstehen und erlautern

kdnnen.

192 ygl. Ministerium fiir Schule und Weiterbildung Nordrhein-Westfalen (2012), S. 14.
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Tabellarische Ubersicht
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Stunde Inhalt der Stunde

Ziel

Bearbeitung verschiedener Modellie-

1St rungsaufgaben

Sich der individuellen Schwierigkei-
ten bei der Bearbeitung von Sachre-
chenaufgaben bewusst werden.

Kennenlernen und Erforschen des Sachre-

2. 5. chenhospitals (Arzte 1-2)

Sich mittels Bearbeitungshilfen inten-
siv mit den ersten beiden Tatigkeiten
des Modellierungskreislaufes — Ver-
stehen und Vereinfa-
chen/Strukturieren — auseinanderset-
zen.

Kennenlernen und Erforschen des Sachre-

3. S chenhospitals (Arzte 3-4)

Sich mittels Bearbeitungshilfen inten-
siv mit den beiden n&chsten Téatigkei-

ten des Modellierungskreislaufes —
Mathematisieren und Mathematisch

arbeiten — auseinandersetzen.

Kennenlernen und Erforschen des Sachre-

4. Std. chenhospitals (Arzte 5-7)

Sich mittels Bearbeitungshilfen inten-
siv mit den letzten drei Tatigkeiten
des Modellierungskreislaufes — Inter-
pretieren, Validieren und Darlegen —
auseinandersetzen.

Bearbeiten verschiedener Modellierungs-
5. Std. aufgaben mit Hilfe des Sachrechenhospi-
tals innerhalb einer Schreibkonferenz

In Schreibkonferenzen die neuen
Hilfen bei der Bearbeitung weiterer
Modellierungsaufgaben nutzen.

Erstellen eigener Modellierungsaufgaben

6. Std. mit Hilfe des Sachrechenhospitals

Mit den erworbenen Kenntnissen
eigene Modellierungsaufgaben
schreiben.

Sachaspekte

In Anlehnung an die Schreibhandwerker von Sonja Gerichhausen'®®, erschienen im

Dieck-Verlag, wurden 7 Arzte entwickelt, die den Kindern bei der Bearbeitung von

Sachrechenaufgaben helfen sollen. Die Arzte heiRen:

e Frau Dr. Erklarmi (Chefarztin)

e Herr Dr. Simpel

e Frau Dr. Mathematix

e Herr Dr. Rechne

e Frau Dr. Wortfix (Passt alles zur Aufgabe?)
e Herr Dr. Kadast (Kann das stimmen?)

e Frau Dr. Erklarmi (Erklare es mir!)

193

vgl. Gerichhausen, Sonja (2007): Die Schreibhandwerker. Heinsberg. Dieck-Verlag.
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Es wurde bewusst ein Hospital gewahlt, da SuS die Situation kennen, dass Arzte zum
Einsatz kommen, wenn etwas mit dem Kdorper nicht in Ordnung und Hilfe notwendig
ist. Sie kennen mit Sicherheit den Kinderarzt, haben aber vielleicht auch schon ver-
schiedene Fachérzte kennen gelernt, z.B. einen Zahnarzt. Somit muss auch nicht weiter
erlautert werden, dass es fir verschiedene Bereiche unterschiedliche Spezialisten gibt.
In einem Krankenhaus trifft man alle Spezialisten an. Das Hospital demonstriert somit
einen geschlossenen Rahmen.

Sachrechenaufgaben nehmen im Mathematikunterricht der Grundschule einen hohen
Stellenwert ein. Anhand von konkreten Situationen sollen die SuS die Fahigkeiten aus
den Bereichen Arithmetik, Geometrie, Daten, H&aufigkeiten und Wahrscheinlichkeiten
und GroRen anwenden. Darlber hinaus wird jedoch auch die Kompetenz des Modellie-
rens gefordert. Modellieren bedeutet, komplexe Probleme des alltdglichen Lebens mit
Hilfe der Mathematik zu I6sen. Dazu ist es in der Regel notwendig, ein Modell zu ers-
tellen, welches in vereinfachter Form die reale Situation darstellt. Dies ist erforderlich,
damit mathematisch gearbeitet werden kann.

Das Bearbeiten von Modellierungsaufgaben ist fur die SuS wesentlich schwieriger als
grundlegend angenommen wird. Die hé&ufigsten Fehler beim Modellieren sind nach
Maal} (2007):

e Fehler beim Aufstellen des Realmodells:
o Eswerden falsche vereinfachende Annahmen getroffen.

o Das Realmodell wird zu stark vereinfacht und ist somit ungeeignet.

e Fehler beim Aufstellen des mathematischen Modells:
o Es werden keine geeigneten Formeln, Algorithmen etc. angewandt.
o Die mathematische Schreibweise ist nicht korrekt (z.B. Aquivalenzzei-

chen).

e Fehler beim Bearbeiten des mathematischen Modells:
o Estreten Rechenfehler auf.
o Das Ergebnis fehlt.
o Es fehlen notwendige heuristische Strategien zum Bearbeiten des Mo-
dells.
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e Fehler beim Interpretieren der L&sung:
o Die Interpretation der Ergebnisse fehlt.

o Komplexere mathematische Losungen werden falsch interpretiert.

e Fehler zur Validierung der Ldsung und ggf. erneuten Durchfiihrung eines Mo-
dellierungsprozesses:
o Die kritische Reflexion der Ergebnisse fehlt.
o Die kritische Reflexion der Ergebnisse ist ungenau oder falsch.

o Die Fehler im Modell werden erkannt, aber nicht verbessert.

e Fehler in der Kommunikation iber den Modellierungsprozess:
o Der gesamte Modellierungsprozess wird zu knapp dargestellt, wesentli-
che Argumente fehlen.

Dartber hinaus werden von FRANKE weitere Fehlerursachen beim Bearbeiten von Sach-

rechenaufgaben genannt™®:

Identifikationsfehler:

Diese entstehen, weil
o alle Aufgaben so geltst werden,
e die Operation im Unterricht gerade behandelt wurde,
e sich die Zahlen gut durch eine Rechenoperation verknipfen lassen,
e das Sachproblem anders interpretiert wird als erwartet,
e Signalworter als Hinweis auf eine Rechenoperation verstanden werden (Bsp.
Kapitédnsaufgaben),

e irrelevante Angaben in die Rechnung einbezogen werden.

Fehler beim Strukturieren des Losungsplans:

Diese entstehen z. B. durch
e Einbeziehen bzw. Nichteinbeziehen von Teillésungen,
e regelwidriges Verknipfen von Angaben, z.B. wahlloses Verknlpfen von Zah-

len.

194 vgl. Franke (2003), S. 114-115.
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Fehlerhafte Verkirzung des Losungsplans bei mehrschrittigen Aufgaben:

Diese entstehen aufgrund von
e Verlesen oder Uberlesen,
e unvollstdndigem Erfassen der Situation,
e Vergessen von in der Aufgabe ausgewiesenen Beziehungen,

e Fehlern bei der verbalen Antwort.

Zusammenfassend kann festgehalten werden, dass Fehler den folgenden vier Kategorien

zugeordnet werden kénnen:

Sachstrukturen:

z.B. GroRenbereiche sind unklar, Sachstruktur ist zu komplex, Inhalt der Aufgabe ist

unbekannt, Sachzusammenhénge sind unklar.

Sprachlich-syntaktische Struktur:

z.B. Schwierigkeiten beim Verstehen von Fachbegriffen oder Fremdw®ortern.

Mathematische Struktur:

z.B. fehlerhaftes Erkennen einer mathematischen Struktur, Ubersehen einzelner Teil-

schritte beim Rechnen, Verwechseln von GrdRenbeziehungen.

Prozessstrukturen:

z.B. impulsive Losungshypothesen, oberflachliches Analysieren gegebener Texte, Ein-
stellungsprobleme, Vernachlassigen von Kontrollen, mangelhafte Kompetenzen im Be-

waéltigen komplexer Anforderungen, unzureichende Selbststandigkeit.
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Didaktische Begriindung — Bedeutung fur die Kinder

Der Lehrplan sieht vor, dass SuS zu realen oder simulierten Situationen mathematische
Fragen und Aufgabenstellungen formulieren und l8sen sollen. Leider treten im Zusam-
menhang mit Sachrechenaufgaben sehr hdaufig Probleme auf. H&ufig werden Angaben
in den Aufgaben miteinander verkniipft, ohne den Sachzusammenhang der Situation zu
beachten. Es ist folglich wichtig, den SuS einen addquaten Zugang zu Problemaufgaben
zu vermitteln und ein fachliches Verstandnis anzubahnen. Das Ldsen von Sachrechen-
aufgaben ist fir das spatere Leben der SuS von elementarer Bedeutung. Sie sollen in der
Lage sein, zwischen diversen Angeboten zu unterscheiden, Zahlenangebote in Medien
richtig einzuschétzen und zu tberpriifen sowie Bauprojekte richtig zu bearbeiten. Daher
ist es wichtig, so frih wie mdglich die Basis fir den Umgang mit solchen Aufgaben zu
legen. Der Einsatz von handlungsorientiertem Material erleichtert den SuS den Zugang
zur Thematik.

In den zentralen Leitideen des Mathematikunterrichts wird der Einsatz ergiebiger Auf-
gaben gefordert; die Unterrichtsreihe stellt diesen Aspekt in den Mittelpunkt. Generell
werden die SuS in ihrer Problemlésekompetenz gefordert und geférdert, was flr ihre
weitere Entwicklung im privaten und spéter auch beruflichen Leben von groRer Bedeu-
tung ist. Sie sollen langfristig gesehen lernen, diese Kompetenz auf weitere Sachverhal-
te zu Ubertragen.

Dass das Problemldsen/kreativ sein eine prozessbezogene Kompetenz des Lehrplans
darstellt, ist bereits bekannt. Die SuS sollen im Mathematikunterricht somit nicht nur
mathematische Féahigkeiten erlangen, sondern lernen, flexibel mit ihrem Wissen umzu-
gehen und dieses auf verschiedenste Situationen zu tbertragen und anzuwenden.**
Diese Unterrichtsreihe berticksichtigt in besonderem Mal3e die Kompetenz des Darstel-
lens/Kommunizierens, da die SuS in vielen Phasen dazu aufgefordert werden, ihre Ideen
und Lésungswege den anderen Kindern vorzustellen und mit ihnen zu diskutieren. Die-
se Kompetenz ist elementar fiir die sprachliche Entwicklung der SuS, da sie in vielen
Bereichen ihres Lebens den sprachlichen Austausch benétigen. Ferner kann dies das

mathematische Verstandnis der einzelnen Unterrichtsstunden unterstiitzen.

195 vgl. Lorenz (2001), S. 27.
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Grundlegende methodische Entscheidungen

Die einzelnen Unterrichtssequenzen der Unterrichtsreihe verlaufen stets strukturiert.
Jede Unterrichtsstunde beginnt ritualisiert, indem die Kinder gemeinsam durch den
sprachlichen Austausch ihrer Ideen einen kurzen Krimi lésen. Anschlielend folgt eine
Problemstellung, mit welcher sie sich wahrend der Arbeitsphase auseinandersetzen.
Diese Phase beinhaltet gleichzeitig die Zieltransparenz, welche ihnen helfen soll, den
Sinn und das Ziel der Stunde zu erfassen und entsprechend motiviert an das Bearbeiten
der Problemstellung heranzugehen. In den Arbeitsphasen tauschen sich die SuS inner-
halb ihrer Tischgruppe aus. Am Ende der Unterrichtsstunden gibt es ein Zusammentref-
fen, um die erzielten Arbeitsergebnisse der SuS zu besprechen und neue Erkenntnisse
daraus zu ziehen.

H. Meyer definierte 2004 zehn Merkmale guten Unterrichts. Dazu z&hlen unter anderem
der hohe Anteil echter Lernzeit, die inhaltliche Klarheit und das sinnstiftende
Kommunizieren.'*® Diese werden in der Unterrichtsreihe verwirklicht, da die SuS viel
Zeit erhalten, sich eigenstdndig mit den Problemen und Aufgaben auseinanderzusetzen
und die Lehrkraft dadurch nicht mehr als Wissensvermittler fungiert. Das hat zur Folge,
dass sie als Unterstitzer in den Hintergrund riickt und die Gespréche der SuS unterei-
nander Gber ihre Losungen in den Vordergrund stellt, sodass eine sinnstiftende Kom-
munikation stattfinden kann. Die zuvor beschriebene Strukturierung der gesamten Un-
terrichtsstunden, die alle identisch aufgebaut sind, ertbrigt die widerkehrenden Erkla-
rungen der Lehrkraft, da den SuS bereits bewusst ist, was das Ziel der jeweiligen Phase

ist.

8.2.3. Aufbau der einzelnen Unterrichtssequenzen

Im Folgenden werden die jeweiligen Themen und Ziele der einzelnen Unterrichtsse-
quenzen aufgefiihrt. Die Sachaspekte, die den einzelnen Sequenzen zugrunde liegen
werden dargestellt sowie Entscheidungen der Unterrichtsplanung didaktisch und me-

thodisch begriindet.

196 vgl. Meyer (2011), S. 47ff.
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Erste Unterrichtssequenz

Die erste Unterrichtsstunde besteht aus einer Einzelstunde. Es handelt sich um eine Se-
quenz, in der im Wesentlichen die individuellen Probleme beim Ldsen von Sachrechen-
aufgaben in den Fokus gestellt werden, die im Laufe der Unterrichtsreihe reduziert wer-
den sollen.

Thema
Auseinandersetzung mit Problemldseaufgaben — durch das Bearbeiten verschiedener

Probleme soll die persénliche Problemldsekompetenz festgestellt werden.

Ziele
Die SuS sollen in dieser Stunde:

e aus Modellierungsaufgaben Informationen entnehmen (Fachkompetenz).

e zwischen wichtigen und unwichtigen Informationen unterscheiden (Fachkompe-

tenz)
e im Sinne der Teamarbeit agieren (Sozialkompetenz).

e ihre personliche Probleme reflektieren und sich derer bewusst werden (Selbst-

kompetenz).

e durch gegenseitige Unterstutzung innerhalb der Gruppe bzw. durch differenzie-
rende Impulse (Material) zu einem Erfolgserlebnis gefiihrt werden (Selbstkom-

petenz).

e ihren erarbeiteten Losungsweg und die darin enthaltenen Rechenschritte erlau-

tern (Fach- und Sprachkompetenz).
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Lernaufgabe:

Auseinandersetzung mit Knobelaufgaben, um die personliche Problemldsekompetenz
zu erfassen.

AB 1: Reproduzieren Die SuS lésen Knobelaufgaben und notie-
ren ihre Schwierigkeiten bei der Bearbei-
tung.

AB 2: Zusammenhange herstellen Die SuS losen Knobelaufgaben, erlautern

mathematische Zusammenhange und notie-
ren ihre Schwierigkeiten bei der Bearbei-
tung.

AB 3: Verallgemeinern und Reflektie- | Die SuS l6sen Knobelaufgaben, erldutern
ren mathematische Zusammenhange, notieren
ihre Schwierigkeiten bei der Bearbeitung
und begriinden diese.

Schwerpunkt der Reflexion: Verschiedene Schwierigkeiten bei der Bearbeitung

Sachaspekte

Das Thema ist im Lehrplan der inhaltsbezogenen Kompetenz Gréfien und Messen mit
dem Schwerpunkt Sachsituationen zuzuordnen: ,,...formulieren zu realen oder simulier-
ten Situationen [...] mathematische Fragen und Aufgabenstellungen und lésen sie.«'%’.
Es wird deutlich, dass die SuS in der Lage sein sollen, Sachsituationen angemessen zu
modellieren. Bezlglich ihrer GréRenvorstellung und dem Umgang mit Grofien wird von
den SuS gefordert, ,,dass sie mit geeigneten Messinstrumenten Grof3en bestimmen und

auch mit diesen rechnen kénnen.”t%

Folgende Aufgaben werden in der Stunde fokussiert:

1. Aufgabe:
Eine kleine Schnecke fallt in einen 9 m tiefen Brunnen. Sie kriecht jeden Tag 3 Meter

hoch. Jede Nacht rutscht sie jedoch wieder 2 Meter runter. Wie viele Tage dauert es, bis

die kleine Schnecke die Brunnenkante erreicht?'%

97 Ministerium fiir Schule und Weiterbildung Nordrhein-Westfalen (2012), S. 66.
198

ebd., S. 65.
199 Schnabel/Trapp (2015), S. 73.
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2. Aufgabe:
Tom las in einer Woche ein Buch mit 133 Seiten. Am Montag las er einige Seiten und

von da an jeden Tag 5 Seiten mehr als am Tag zuvor. Am Sonntag wurde er fertig. Wie

viele Seiten las er am Montag??®

3. Aufgabe:
Ein Schwimmbecken kann durch die Rohre A und B mit Wasser gefillt werden. Mit

Rohr A allein dauert das Fullen des Beckens 30 Stunden. Mit Rohr B allein dauert es 60
Stunden. Wie lange dauert es, wenn das Becken mit beiden Rohren gleichzeitig gefullt

wird?%%!

Diese drei Aufgaben wurden ausgewéhlt, um den SuS verschiedene Schwierigkeitsgra-
de anzubieten. Es wurde darauf geachtet, dass unterschiedliche Themenbereiche in den
jeweiligen Aufgaben angesprochen werden. So geht es in der ersten Aufgabe um ein
Tier aus der Natur. Die zweite Aufgabe widmet sich dem Bereich des Lesens, welcher
ein wichtiger Bestandteil des Alltags der SuS darstellt. Die dritte Aufgabe kann dem
Bereich Technik zugeordnet werden. Die SuS sollen entsprechend ihren Neigungen und

Interessen eine Aufgabe wahlen und bearbeiten.

Alle drei Aufgaben stellen ein reales Problem dar, das von den Kindern gelost werden
soll. Nachdem die SuS das Problem verstanden haben, mussen sie sich eine Strategie
Uberlegen, wie sie zur Ldsung gelangen. Diese Strategie muss nach der Umsetzung
noch einmal reflektiert werden, um die Richtigkeit der Losung zu Uberprifen. Dieser

Prozess entspricht den Phasen des Problemldsens nach G. POLYA:

1. Verstehen der Aufgabe
2. Ausdenken eines Plans
3. Ausfiuhren des Plans
4

Ruckschau?®?

200 Rasch (2003), S. 96.
201 Heinze/Manten/Hiitten (2009a), S.109.
202 ygl. Franke (2003), S.70.
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Im Folgenden werden die einzelnen Aufgaben beziiglich dieses Problemldseprozesses
nach Polya dargestellt:

1. Aufgabe:
1. Verstehen der Aufgabe

e Vorstellen einer Schnecke

e Vorstellen des Brunnen

e Vorstellung von hoch kriechen und runter rutschen
e Brunnen: 9 m tief

e Tag: 3 Meter hoch

e Nacht: 2 Meter runter

e 9 m=Wieviele Tage?

2. Ausdenken eines Plans

e Es muss herausgefunden werden, wie viele Meter die Schnecke in 24
Stunden nach oben kriecht. Dazu muss die Nacht beachtet werden, in der
sie bereits zurtickgelegte Meter wieder verliert.

e Die Bestimmung der Losung erfordert konkrete Rechenoperationen

e 3(x-1)-2(xx-1)+3 =9

3. Ausfuhren des Plans

e Die Schnecke schafft in 24 Stunden einen Meter ( 3 Meter minus 2 Me-
ter). Das heif3t, sie schafft in 6 Tagen 6 Meter. Zum Erreichen des Brun-
nenrandes fehlen noch 3 Meter, somit kommt die Schnecke am 7. Tag

am Brunnenrand an.

e 3(x-1)-2(xx-1)+3 =9
3(x-1)-2(x-1) =
1(x-1) =
(x-1) =6
X =6+1
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4. Riuckschau

e Die Schnecke erreicht am siebten Tag den Brunnenrand. Das Herunter-
rutschen dieses Tages ist nicht mehr von Bedeutung.

2. Aufgabe:

1. Verstehen der Aufgabe

e Vorstellen eines Buches

e Vorstellung der Menge 133

e Buch: 133 Seiten

e jeden Tag 5 mehr als am Tag davor

e Sonntag: Buch fertig

1. Tag = Wie viele Seiten?

2. Ausdenken eines Plans

e Es muss herausgefunden werden, wie viele Seiten am ersten Tag gelesen
wurden. Dazu ist es notwendig, die Gesamtanzahl der téglich zusatzlich
gelesenen Seiten zu bestimmen.

e Die Bestimmung der Losung erfordert konkrete Rechenoperationen

e X+ (X+5)+ (Xx+10)+ (x+15) + (x + 20) +(x + 25) + (x + 30) =133

3. Ausfuhren des Plans

e Insgesamt werden 105 Seiten zusatzlich zu der téglich gleichbleibenden
Seitenanzahl gelesen. Diese wird von dem Seitenumfang des Buches ab-
gezogen. Die verbleibenden Seiten werden gleichméfRig auf die 7 Tage
verteilt.

e X+ (X+5)+ (Xx+10)+ (x+15) + (x + 20) +(x + 25) + (x + 30) = 133

7x + 105 =133
7X =133-105
7X =28

X =4
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4. Riuckschau

e Tom las am ersten Tag/Montag 4 Seiten des Buches. Das kann stimmen,

da es durchaus moglich ist, an einem Tag 4 Seiten zu lesen.

3. Aufgabe:
1. Verstehen der Aufgabe

e Vorstellung das Becken mit Wasser zu fiillen
e Wasserzufluss tiber Rohre

e A =30 Stunden = 1 Becken

e B =60 Stunden = 1 Becken

e A+ B =1 Becken = Wie viele Stunden?

2. Ausdenken eines Plans

e Es muss herausgefunden werden, wie viele Stunden die beiden Rohre zu-
sammen zum Beflllen des Beckens bendtigen. Dazu ist es notwendig,
die Menge jedes Rohres in einer Stunde zu ermitteln.

e Die Bestimmung der Losung erfordert konkrete Rechenoperationen

e 1/30 +1/60 =1/x

3. Ausfuhren des Plans

e Die Menge beider Rohre in einer Stunde betragt 1/20 der Gesamtmenge.
Diese muss entsprechend vervielfaltigt werden, um das Becken komplett
zu fullen.

e 1/30 +1/60 =1/x

3/60 = 1/x
1/20 = 1/x
20/1 =x/1

20 =X
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4. Riuckschau

e Wenn beide Rohre gleichzeitig laufen, dauert es 20 Stunden, das Becken
zu fullen. Das kann stimmen, da die Anzahl der Stunden weniger ist als
bei einem der Rohre allein.

Didaktische Begrindung — Bedeutung fur die Kinder:

In der Unterrichtssequenz sollen die prozessbezogenen Kompetenzen Problemlo-
sen/kreativ sein und Modellieren geférdert werden. Besonders die Forderung der Pro-
blemldse- und der Modellierungskompetenz findet im alltdglichen Mathematikunter-
richt nur selten Platz und ist daher von grof3er Bedeutung. Durch die gemeinsame Arbeit
und den gemeinsamen Austausch sollen die SuS mit Freude verschiedene Probleme
entdecken, modellieren und losen.

Den Einstieg der Stunde bildet das Ldsen von 5-Minuten-Krimis. Dieser Begriff wird
den SuS nicht genannt. Im Folgenden werden diese Texte als Detektivgeschichten be-
zeichnet. Es handelt sich um kurze Geschichte von etwa einer halben DIN A4 Seite.
Inhaltlich werden verschiedene Situationen geschildert, bei denen es darum geht, den
Tater zu entlarven. Diese Einstimmung auf den Unterricht stellt bereits den Text ins
Zentrum des Geschehens. Nach einem akustischen Beenden der vorgegebenen Zeit stel-
len die SuS kurz ihre Ergebnisse vor und begriinden diese. Dies ist notwendig, um die
Fakten, die zur Losung des Falls beigetragen haben, zu thematisieren. Sie werden an der
Tafel festgehalten.

In der Arbeitsphase arbeiten die SuS an den einzelnen Aufgaben. Sie notieren notwen-
dige Arbeitsschritte auf einem Arbeitsblatt. Es werden bewusst keine Hinweise zur L6-
sung dieser Aufgaben gegeben, da durch das eigenstandige Probieren individuelle
Schwierigkeiten offen gelegt werden sollen.

In der Reflexion stellen die SuS ihre Ergebnisse vor. Dabei sollen méglichst viele ihre
Probleme benennen, um festzustellen, wo sowohl allgemeine als auch persénliche Hur-

den im Problemldseprozess liegen.
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Grundlegende methodische Entscheidungen:

Sozialform:

Die SuS sitzen wahrend der Einstiegsphase an Gruppentischen. Ihr Blick soll ins Zent-
rum der Gruppe gelenkt werden, da sich dort ausschlie3lich das Material befindet. In
dieser Phase soll die Gruppenaktivitat gefordert und auf das Unterrichtsthema einges-
timmt werden. In allen Gruppenarbeitsphasen wird mit Methoden des kooperativen
Lernens gearbeitet, d.h. dass den jeweiligen Gruppenmitgliedern konkrete Aufgaben
zugeteilt werden. So kann sich keiner der Gruppenarbeit entziehen bzw. die Gruppen-
aufgabe alleine 16sen. AulRerdem fordert das Teilen des Materials eine Gruppenaktivitat.
Wahrend der Arbeitsphase arbeiten die SuS in Gruppen. So kann ein permanenter Aus-
tausch tiber die Aufgabe stattfinden und die kommunikativen F&higkeiten geschult wer-
den.

Wéhrend der Reflexionsphase bleiben die SuS an ihren Platzen sitzen. Dies hat den
Grund, dass der Blick der SuS ausschliel3lich auf den Vortragenden gerichtet ist. Ferner
wirde ein Wechsel der Sozialform unnotig effektive Lernzeit beanspruchen.

Erfassen der Problemstellung:

Bevor die SuS in die Arbeitsphase tbergehen, sollen sie das Problem erfassen. Dazu
werden die Aufgaben an der Tafel prasentiert, sodass die SuS die Mdglichkeit erhalten,
sich fur das Ldsen einer dieser Aufgaben zu entscheiden. Zudem wird das Unterrichts-

ziel an der Tafel visualisiert, so dass es flr alle prasent ist.

Material/Differenzierung:

Eine Differenzierung wird durch die unterschiedlichen Aufgaben erreicht. Da zum L6-
sen von Sachrechenaufgaben auch immer das Verstehen der Sachsituation eine Rolle
spielt, entscheiden die SuS selbst, mit welcher Aufgabe sie sich auseinandersetzen
mdchten. Durch die Partner- bzw. Gruppenarbeit erfahren leistungsschwachere SuS die
notwendige Unterstutzung, die sie bendtigen. Hinweiskértchen liefern notwendige Im-
pulse, wenn einzelne SuS eigenstandig nicht weiter kommen. Die Hinweise helfen den

SuS beim Ausdenken eines Plans und unterstitzen sie beim Ausfiihren dieses Plans.
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Verlaufsplan
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Zeit

Phasen

Inhalte

Sozialform

Medien/
Materia-
lien

10 Min.

Einstieg

5 Minuten-Krimis — Die SuS
spielen in Viererteams. Die De-
tektivgeschichten werden von der
Lehrkraft an die einzelnen Grup-
pen ausgeteilt. Nach 5 Minuten
prasentieren die Gruppen Kkurz
ihre Ergebnisse.

Gruppenarbeit

Detektivge-
schichte

5 Min.

Problemstellung

Die drei Probleme der Stunde
werden an der Tafel prasentiert
und kurz besprochen.

Zieltransparenz:

Die SuS erkennen das Problem
und wissen, dass sie mit der Bear-
beitung der Aufgaben beginnen
dirfen, sobald sie das Material an
den Tischen erhalten.

Plenum

Tafel

20 Min.

Arbeitsphase

Die SuS sprechen an den Tischen
tber die Aufgaben und tberlegen
sich, welche der Aufgaben sie
bearbeiten mochten.

Einzel-, Partner-
oder  Gruppen-
arbeit

AB 2

10 Min.

Reflexion

Die SuS benennen die Probleme,
die bei der Bearbeitung der ein-
zelnen Aufgaben aufgetreten sind.
Diese werde auf Plakaten festge-
halten.

Plenum

Plakate
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Zweite Unterrichtssequenz

Auch die zweite Unterrichtssequenz ist eine Einzelstunde. In dieser Stunde werden die
ersten Arzte des Sachrechenhospitals vorgestellt.

Thema
Einstieg in den Modellierungskreislauf mit Hilfe von Arzten des Sachrechenhospitals,
indem das Einsatzgebiet dieser fiktiven Personen an gezielten Ubungen verdeutlicht

wird.

Ziele
Die SuS sollen in dieser Stunde:

e Sachsituationen verstehen (Fachkompetenz).
e Sachsituationen vereinfachen und strukturieren (Fachkompetenz).
e im Sinne der Teamarbeit agieren (Sozialkompetenz).

e durch gegenseitige Unterstutzung innerhalb der Gruppe bzw. durch differenzie-
rende Impulse (Material) zu einem Erfolgserlebnis gefiihrt werden (Selbstkom-

petenz).

e ihren erarbeiteten Losungsweg und die darin enthaltenen Rechenschritte erlau-

tern (Fach- und Sprachkompetenz).
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Lernaufgabe:

Sich der Bedeutung der einzelnen Schritte im Modellierungskreislauf bewusst werden,
indem die Aufgaben von Frau Dr. Erklarmi und Herrn Dr. Simpel den jeweiligen Tatig-
keiten des Kreislaufes zugeordnet werden.

AB 1: Reproduzieren Die SuS betrachten die Sachrechenaufga-
ben unter den vorgegebenen Aspekten des
Modellierungskreislaufes.

AB 2: Zusammenhange herstellen Die SuS betrachten die Sachaufgaben unter
den vorgegebenen Aspekten des Modellie-
rungskreislaufes und stellen die Zusam-
menh&nge zwischen den Tétigkeiten her.

AB 3: Verallgemeinern und Reflektie- | Die SuS betrachten die Sachaufgaben unter
ren den vorgegebenen Aspekten des Modellie-
rungskreislaufes, stellen die Zusammen-
hdnge zwischen den Tatigkeiten her und
reflektieren diese.

Schwerpunkt der Reflexion: Tatigkeiten der Arzte erfassen.

Sachaspekte

Fachlich ist diese Stunde erneut dem Bereich GréBen und Messen mit dem Schwer-
punkt Sachsituationen zuzuordnen. Dort hei3t es ,,[...] nutzen selbststandig Bearbei-
tungshilfen wie Tabellen, Skizzen, Diagramme etc. zur Losung von Sachaufgaben”.?%
Das Sachrechenhospital ist eine neue Bearbeitungshilfe, die die SuS in diesem Prozess

unterstiitzen soll.

203 yigl. Ministerium fir Schule und Weiterbildung Nordrhein-Westfalen (2012), S. 66.
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Im Fokus der Stunde steht das folgende Sachrechenhospital:

SA@WR,E@%@N MoSPITAL

’I

Abbildung 151: Sachrechenhospltal

Das Bild zeigt ein Krankenhaus. Dabei werden nur die notwendigen Aspekte darges-
tellt. Es gibt einen Eingang. Im Haus selber befinden sich 7 Fenster, hinter jedem ver-
birgt sich ein Spezialist. Dies wird durch die einzelnen Képfe der Spezialisten angedeu-
tet. Das rote Kreuz ist im alltdglichen Gebrauch ein eindeutiges Zeichen fur arztliche

Hilfe. In diesem Zusammenhang wird es auch in dieser Unterrichtssequenz eingesetzt.

Die Erarbeitung der einzelnen Spezialisten erfolgt sukzessive. Die Reihenfolge ist der
des Modellierungskreislaufes angepasst. In dieser Unterrichtsstunde werden die ersten

beiden Spezialisten vorgestellt:

e Frau Dr. Erklarmi (Chefarztin)
e Herr Dr. Simpel

Das Betreten des Krankenhauses durch den Eingang mit der
entsprechenden  Aufgabe/Problemstellung entspricht der
Realsituation des Modellierungskreislaufes (vgl. Kapitel
5.2.2). Die Chefarztin Frau Dr. Erklarmi begrift die Kin-

der und l&sst sich die Aufgabe bzw. Problemstellung schil-

/r a f? dern. Dieser Vorgang bezieht sich auf den ersten Schritt im
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Modellierungskreislauf. Dr. Erklarmi ist eine Arztin, die sich viel Zeit nimmt, gemein-
sam mit den SuS die Aufgabenstellung grundlich anzuschauen. Mit ihrem Bleistift un-
terstreicht sie wichtige Hinweise, damit sie oder ihre Kollegen spater schneller darauf
zuriickgreifen kdnnen. Dann bendtigt sie das Stethoskop. Mit diesem Gerét horcht sie
tief in die Aufgabe hinein und macht sich Notizen. Dies bedeutet, dass alles notiert
wird, was man mit dieser Aufgabenstellung in Verbindung bringt. Sollte das bei den
SuS nicht erfolgen, so wird als symbolisches Zeichen fiir diese Arztin von der Lehrkraft
an die entsprechende Stelle in der Aufgabenstellung eine kleine Sprechblase mit einem
Frage- und Ausrufezeichen gesetzt. Das Fragezeichen soll anregen, noch einmal tber
die Problemstellung sorgfaltig nachzudenken. Die SuS werden beziiglich der Wahr-
nehmung markanter Stellen unterstiitzt und erfahren, wo eine intensivere Auseinander-

setzung mit der Aufgabe notwendig ist.

~¢ Nachdem man sorgfaltig von Frau Dr. Erklarmi aufge-

nommen worden ist, wird man an den néchsten Spezia-

L%

w\\ listen weitergeleitet. Dies kennen die SuS aus der Reali-

” \\//@\ tat. Sie wissen, dass man in einem Krankenhaus immer

{ || >/ eine Aufforderung erhélt, sich in der nachsten Fachabtei-
%54/ & = ;qiu.c,uw!g lung zu melden. Diese ist im Sachrechenhospital die Sta-
& | | tion Situationsmodell. Dort wartet bereits Herr Dr. Sim-

pel. Mit seiner Brille schaut er ganz genau hin. Alle As-

| soziationen aus der ersten Behandlung werden grindlich

T ‘— betrachtet. Nicht bendtigte Notizen werden entsorgt. Da-
fur halt Dr. Simpel ein entsprechendes Behdltnis mit der Aufschrift unwichtig bereit.
Die verbleibenden Notizen werden in einer arztlichen Verordnung in eine Reihenfolge
gebracht. Dazu nutzt Dr. Simpel einen Block und einen Stift. Sollte das Vereinfachen
nicht gelingen, setzt die Lehrkraft einen Stift an die Stellen, wo eine Vereinfachung
bzw. Strukturierung der Aufgabe notwendig ist. Die SuS werden durch das Symbol auf-

gefordert, unwichtige Informationen zu streichen und anschlieend zu ordnen.

Die einzelnen Einsatzbereiche der verschiedenen Spezialisten werden an diversen Bei-
spielaufgaben kenntlich gemacht und diese Markierung begriindet. Die folgenden Auf-

gaben dienen in dieser sowie in den nachfolgenden Stunden als Ubungsmaterial:
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Die Bremer Stadtmusikanten
Der Esel ist bis zum Riicken 1,50m hoch. Darauf steht der Hund. Die Katze ist 10cm
kleiner als der Hahn und der Hahn ist dreimal kleiner als der Esel. Zusammen erreichen

sie eine Hohe von 3m.?%

Aufgabe:

2! Konstruieren/Verstehen: Situationsmodell erstellen.

e Vorstellen der einzelnen Tiere
e Vorstellen des Stapelns

e Vorstellung von der Erzéhlung
e Ich habe auch einen Hund...

e Der Hahn kraht...

e FEine Katze ist schon.

* Vereinfachen/Strukturieren: Fir die Aufgabe wichtige Aspekte abstrahieren,
Realitat vereinfachen.

e Esel: 1,50m hoch

e Katze: 10 cm kleiner als der Hahn
e Hahn: 3x kleiner als der Esel

e Hobhe insgesamt: 3m

e Wie grol} ist der Hund?

20% Rasch (2003), S. 54.
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Dornréschen

Dornroschen schlaft 100 Jahre. Sie kann nur durch einen Kuss von einem Prinzen ge-
weckt werden. In den ungeraden Jahren kommen 10 Prinzen und in den geraden Jahren
versuchen es 15 Prinzen. Aber erst im 100. Jahr schafft es ein Prinz. Wie viele Prinzen
wirden dann auf jeden Fall vergeblich kommen? Der wievielte Prinz kénnte es schaf-

fen?%%®

Aufgabe:
2! Konstruieren/Verstehen: Situationsmodell erstellen.

e Vorstellen der Prinzessin

e Vorstellen des Prinzen

e Vorstellung von der Erzéhlung

e Ich mdchte auch Prinzessin werden...

e Die Prinzessin hat ein schones Kleid...

.
 Vereinfachen/Strukturieren: Fur die Aufgabe wichtige Aspekte abstrahieren,
Realitat vereinfachen.
e Dornrdschenschlaf: 100 Jahre
e ungerade Jahre: 10 Prinzen
e gerade Jahre: 15 Prinzen
e Wie viele Prinzen kommen vergeblich?

e Der wievielte Prinz kdnnte es schaffen?

205 Rasch (2003), S. 67.
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Der Teufel und der arme Mann

Der Teufel sagte zu einem armen Mann:

Wenn du Uber diese Briicke gehst, will ich dein Geld verdoppeln, doch musst du jedes
Mal, wenn du zuriickkommst, 8 Taler fir mich ins Wasser werfen. Als der Mann das
dritte Mal zuriickkehrte, hatte er keinen blanken Heller mehr. Wie viel hatte er an-

fangs??%°

Aufgabe:
2! Konstruieren/Verstehen: Situationsmodell erstellen.

e Vorstellen des Teufels

e Vorstellen des armen Mannes
e Vorstellung von der Briicke

e Vorstellung von der Erzéhlung
e Wassind Taler?...

e Schokoladentaler...

+ Vereinfachen/Strukturieren: Fur die Aufgabe wichtige Aspekte abstrahieren,
Realitat vereinfachen.
e Hinweg Uber Briicke: Verdopplung des Geldes
e Rickweg: 8 Taler ins Wasser werfen
e Dritter Riickweg: keinen Heller mehr

e Wie viele Taler hatte er anfangs?

206 Rasch (2003), S.72.
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Freie Fahrt!

Auf einem Bahnhof fahren zur gleichen Zeit zwei Zlge ab. Sie fahren in entgegenge-

setzte Richtungen. Der eine fahrt pro Stunde 80 km, der andere pro Stunde 60 km. Wie

weit sind die beiden Ziige nach 1 1/2 Stunden voneinander entfernt

Aufgabe:

207

2! Konstruieren/Verstehen: Situationsmodell erstellen.

Vorstellen des Zuges

Vorstellen des Bahnhofes

Papa fahrt auch 80 km/h.

1 1/2 Stunden dauert mein Lieblingsfilm.

* Vereinfachen/Strukturieren: Fur die Aufgabe wichtige Aspekte abstrahieren,
Realitat vereinfachen.

Zug 1: 80 km/h

Zug 2: 60 km/h
entgegengesetzte Richtungen
Fahrtzeit: 1 1/2 Stunden

Wie weit sind die beiden Zige nach 1 1/2 Stunden voneinander entfernt?

207 Rasch (2003), S.80.
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Kaninchen
Herr Schafer ist Kaninchenziichter. Er besitzt Stalle fur ein und fir zwei Kaninchen.
Insgesamt sind es 25 Stélle. Er kann darin 40 Tiere unterbringen. Wie viel Stélle sind

flr ein Kaninchen? Wie viele Stalle sind fiir zwei Kaninchen?2%®

Aufgabe:

2! Konstruieren/Verstehen: Situationsmodell erstellen.

e Vorstellung von einem Kaninchenziichter
e Vorstellung von einem Kaninchen
e Vorstellung von einem Stall

e Das Kaninchen ist weich.

* Vereinfachen/Strukturieren: Fir die Aufgabe wichtige Aspekte abstrahieren,
Realitat vereinfachen.
e Insgesamt: 25 Stalle
e 40 Tiere
e Stalle fir ein Kaninchen
e Stalle fir zwei Kaninchen
e Wie viel Stélle sind flr ein Kaninchen?

e Wie viele Stélle sind fiir zwei Kaninchen?

Didaktische Begriindung — Bedeutung fr die Kinder:

In dieser Unterrichtssequenz sollen erneut die prozessbezogenen Kompetenzen Prob-
lemldsen/kreativ sein, Argumentieren und Darstellen/Kommunizieren geférdert werden.
Im Einstieg dieser Stunde wird wieder eine 5-Minuten-Detektivgeschichte erarbeitet.
Ritualisierte Einstiege schaffen eine Orientierung fur die SuS. Besonders leistungs-

schwéchere SuS fiihlen sich in solchen Phasen zunehmend sicherer. Ebenso wird durch

208 Rasch (2003), S.61.
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das Lesen von Texten die sprachliche Kompetenz gefordert. Der Losungsprozess édhnelt
dem einer Sachrechenaufgabe, da zunéchst der Fall bzw. die Aufgabe gelesen und ver-
standen werden muss, bevor sie geldst wird.

In der Arbeitsphase erhalten die SuS verschiedene Modellierungsaufgaben, die durch
Hinzuziehen der neuen Helfer untersucht werden sollen. Dabei steht das Ldsen der Auf-
gabe nicht im Vordergrund. Die SuS sollen vielmehr den Einsatz der verschiedenen
Arzte den jeweiligen Stellen der Aufgaben zuordnen und begriinden. Sie werden durch
die Personifizierung der einzelnen Tatigkeiten des Modellierungskreislaufes fiir eben
diese sensibilisiert. Ferner dient die Personifizierung zur Motivation.

In der Reflexion werden die einzelnen Aufgaben besprochen und die entscheidenden
Stellen der Aufgaben den jeweiligen Helfern zugeordnet. Einige SusS stellen ihre Ergeb-
nisse vor und erlautern ihre Entscheidungen. So erhalten auch leistungsschwachere SuS
die Mdglichkeit, die korrekten Ldsungen nachzuvollziehen und ggf. kdnnen mdgliche

Probleme im Plenum diskutiert werden.

Grundlegende methodische Entscheidungen:

Sozialform:

Die SuS sitzen wéhrend der Einstiegsphase an Gruppentischen. So kénnen sie im Zen-
trum der Gruppe den Text lesen und bearbeiten. Durch die Gruppe erfahren die einzel-
nen SuS die notwendige Unterstiitzung bei der Bearbeitung.

In der Problemstellungsphase verbleiben die SuS an ihren Platzen. Ein Wechsel der
Sozialform wirde in der Einzelstunde zu viel wertvolle Arbeitszeit einnehmen.
Waéhrend der Arbeitsphase arbeiten die SuS in der Gruppe. Im Hinblick auf ihr weiteres
gesellschaftliches Leben sollte der Austausch und somit die sprachlichen Fahigkeiten
kontinuierlich geschult und geférdert werden, denn diese sind besonders wichtige Kom-
petenzen.

Waéhrend der Reflexionsphase bleiben die SuS an ihren Platzen sitzen. Dies hat den
Grund, dass die SuS sich ggf. Notizen zu den vorgetragenen Lésungen machen kdnnen.
Eine andere Sozialform wére in dem Fall nicht lernforderlich, da alle SuS ihre Materia-

lien mitnehmen miissten und somit schnell Unruhe herrschen kann.
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Erfassen der Problemstellung:

Bevor die SuS in die Arbeitsphase tibergehen, sollen sie das Problem erfassen. In Koo-
peration mit den SuS wird ein Sachrechenarzt einer Textstelle zugeordnet und gemein-
sam begriindet. Der Vorgang wird an der Tafel vollzogen, so dass alle SuS die einzel-
nen Schritte nachvollziehen kénnen. Zudem wird das Unterrichtsziel an der Tafel visua-
lisiert, sodass es fir alle prasent ist.

Material/Differenzierung:

Eine Differenzierung wird durch die unterschiedlichen Aufgaben erreicht. Da zum L6-
sen von Modellierungsaufgaben auch immer das Verstehen der Sachsituation eine Rolle
spielt, entscheiden die SuS selbst, mit welcher Aufgabe sie sich auseinandersetzen
maochten. Durch die Partner- bzw. Gruppenarbeit erfahren leistungsschwachere SuS die
notwendige Unterstutzung, die sie bendtigen. Ferner erhalten die SuS, die Schwierigkei-
ten mit der Bearbeitung der Aufgaben haben, zusatzliches Material: Hinweiskértchen
liefern notwendige Impulse, wenn einzelne SuS eigenstandig nicht weiter kommen. Die
Hinweise helfen den SuS beim Vereinfachen und Strukturieren, sie unterstiitzen die SuS

beim Herausfiltern der notwendigen Informationen.
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Verlaufsplan

324

Zeit

Phasen

Inhalte

Sozialform

Medien/
Materia-
lien

10 Min.

Einstieg

5 Minuten-Krimis — Die SuS
spielen in Viererteams. Die De-
tektivgeschichten werden von der
Lehrkraft an die einzelnen Grup-
pen ausgeteilt. Nach 5 Minuten
prasentieren die Gruppen Kkurz
ihre Ergebnisse.

Gruppenarbeit

Detektivge-
schichte

15 Min.

Problemstellung

Die Lehrkraft préasentiert eine
Modellierungsaufgabe. Dann
werden in Form einer kurzen Ge-
schichte die ersten Sachrechenarz-
te vorgestellt.

Zieltransparenz:

Die SuS formulieren das Stunden-
ziel.

Plenum

Tafel

15 Min.

Arbeitsphase

Die SuS arbeiten an den Aufga-
ben und ergriinden die Einsatzge-
biete der Helfer.

Einzel-, Partner-
oder Gruppen-
arbeit

AB

5 Min.

Reflexion

Die SuS présentieren ihre Ergeb-
nisse und begriinden diese.

Plenum




Entwicklung von Unterrichtskonzepten 325

Dritte Unterrichtssequenz

Auch die dritte Unterrichtssequenz ist eine Einzelstunde. In dieser Stunde werden zwei
weitere Arzte des Sachrechenhospitals vorgestellt.

Thema
Weiterarbeit am Modellierungskreislauf mit Hilfe von Arzten des Sachrechenhospitals,
indem das Einsatzgebiet dieser fiktiven Personen an gezielten Ubungen verdeutlicht

wird.

Ziele
Die SuS sollen in dieser Stunde:

e Sachsituationen mathematisieren (Fachkompetenz).

mathematisch arbeiten (Fachkompetenz).

im Sinne der Teamarbeit agieren (Sozialkompetenz).

durch gegenseitige Unterstitzung innerhalb der Gruppe bzw. durch differenzie-
rende Impulse (Material) zu einem Erfolgserlebnis gefiihrt werden (Selbstkom-

petenz).

ihren erarbeiteten Losungsweg und die darin enthaltenen Rechenschritte erlau-

tern (Fach- und Sprachkompetenz).
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Lernaufgabe:

Sich der Bedeutung der einzelnen Schritte im Modellierungskreislauf bewusst werden,
indem die Aufgaben von Frau Dr. Mathematix und Herrn Dr. Rechne den jeweiligen
Tatigkeiten des Kreislaufes zugeordnet werden.

AB 1: Reproduzieren Die SuS betrachten die Sachaufgaben unter
den vorgegebenen Aspekten des Modellie-
rungskreislaufes.

AB 2: Zusammenhange herstellen Die SuS betrachten die Sachaufgaben unter
den vorgegebenen Aspekten des Modellie-
rungskreislaufes und stellen die Zusam-
menh&nge zwischen den Tétigkeiten her.

AB 3: Verallgemeinern und Reflektie- | Die SuS betrachten die Sachaufgaben unter
ren den vorgegebenen Aspekten des Modellie-
rungskreislaufes, stellen die Zusammen-
hdnge zwischen den Tatigkeiten her und
reflektieren diese.

Schwerpunkt der Reflexion: Tatigkeiten der Arzte erfassen.

Sachaspekte
Fachlich ist diese Stunde wieder dem Bereich GroéfRen und Messen mit dem Schwer-
punkt Sachsituationen zuzuordnen.

Im Fokus der Stunde stehen die folgenden Arzte:

e Frau Dr. Mathematix

e Herr Dr. Rechne

V Mit der Strukturierung von Dr. Simpel wird man an den
nachsten Spezialisten weiterverwiesen. Dieser befindet
sich auf der Station Reales Modell/Problem. Hier treffen
die SuS auf Frau Dr. Mathematix. Sie ist Andsthesistin
und arbeitet im Operationsbereich. Sie ist dafiir zustandig,
die Patienten auf die Operation vorzubereiten. Mit dulRers-

ter Sorgfalt und Konzentration begegnet sie der bereits
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behandelten Aufgabenstellung. Mit ihrer Zahlenspritze verwandelt sie Textbausteine der
Aufgabe in mathematische Operationen. Dabei halt sie sich stets an die Verordnung von
Herrn Dr. Simpel. In ihrem Medizinflaschchen befinden sich jede Menge mathemati-
sche Zahlen, Operatoren und Formeln, die den SuS helfen sollen, die richtige Uberset-
zung zu finden. Sollte das Mathematisieren nicht funktionieren, so setzt die Lehrkraft
kleine Spritzen an die Stellen, wo eine Mathematisierung der Aufgabe notwendig ist.

~ Nach der Arbeit von Dr. Mathematix werden die
/ Aufgaben zur Operation weitergeleitet an Herrn Dr.
Rechne. Die Patienten befinden sich im Operations-

' &é saal Mathematisches Modell/Problem. Mit dem
< Skalpell operiert er die vorbereiteten Stellen von Dr.
Mathematix, berechnet dabei die mathematischen

Aussagen und liefert das mathematische Resultat.

N Dabei achtet er stets darauf, alles genau auszurech-

& o @ . L .
|7 o 3 J nen. Sollte das mathematische Arbeiten nicht gelin-

| e= * ‘
(2% "2y gen, so setzt die Lehrkraft kleine Skalpelle an die

Stellen, wo das mathematische Arbeiten notwendig ist. Dr. Rechne sorgt daftr, dass

man auf die Station Mathematisches Resultat gelangt.

Die einzelnen Einsatzbereiche der beiden Spezialisten werden an den Beispielaufgaben

der vorangegangenen Stunde kenntlich gemacht und diese Markierung begrindet.
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Die Bremer Stadtmusikanten
Der Esel ist bis zum Riicken 1,50m hoch. Darauf steht der Hund. Die Katze ist 10cm
kleiner als der Hahn und der Hahn ist dreimal kleiner als der Esel. Zusammen erreichen

sie eine Hohe von 3m.?%

Aufgabe:
2! Konstruieren/Verstehen: Situationsmodell erstellen

e Vorstellen der einzelnen Tiere
e Vorstellen des Stapelns

e Vorstellung von der Erzéhlung
e Ich habe auch einen Hund.

e Der Hahn kréht.

e FEine Katze ist schon.

* Vereinfachen/Strukturieren: Fir die Aufgabe wichtige Aspekte abstrahieren,
Realitat vereinfachen.

e Esel: 1,50m hoch

e Katze: 10 cm kleiner als der Hahn
e Hahn: 3x kleiner als der Esel

e Hobhe insgesamt: 3m

e Wie grol} ist der Hund?

/+ Mathematisieren: Aspekte in ein mathematisches Modell Gberfithren (z.B. in
Formel Ubertragen).

1,50m+ (1,50:3) +(1,50: 3 -0,10m) + x =3m

1,50m + 0,50m + 0,40m + X =3m
2,40m + x =3m
X =3,00m - 2,40m

209 Rasch (2003), S. 54.
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> Mathematisch arbeiten: Ausrechnen, Ergebnis produzieren (Ergebnis = mathe-
matisches Resultat).

X =0,60m

Dornrdschen

Dornroschen schlaft 100 Jahre. Sie kann nur durch einen Kuss von einem Prinzen ge-
weckt werden. In den ungeraden Jahren kommen 10 Prinzen und in den geraden Jahren
versuchen es 15 Prinzen. Aber erst im 100. Jahr schafft es ein Prinz. Wie viele Prinzen
wirden dann auf jeden Fall vergeblich kommen? Der wievielte Prinz kdnnte es schaf-

fen?

Aufgabe:
2! Konstruieren/Verstehen: Situationsmodell erstellen.

e Vorstellen der Prinzessin

e Vorstellen des Prinzen

e Vorstellung von der Erzéhlung

e Ich mdchte auch Prinzessin werden...

e Die Prinzessin hat ein schénes Kleid...

 Vereinfachen/Strukturieren: Fur die Aufgabe wichtige Aspekte abstrahieren,
Realitat vereinfachen.
e Dornrdschenschlaf: 100 Jahre
e ungerade Jahre: 10 Prinzen
e gerade Jahre: 15 Prinzen
e Wie viele Prinzen kommen vergeblich?

e Der wievielte Prinz kdnnte es schaffen?



Entwicklung von Unterrichtskonzepten 330

-~ Mathematisieren: Aspekte in ein mathematisches Modell Giberflihren (z.B. in
Formel Ubertragen) .

100 (Jahre)

50 (gerade Jahre) + 50 (ungerade Jahre)
49 . 15 (Prinzen) + 50 « 10 (Prinzen)

735 + (50 - 49) + 15 =

> Mathematisch arbeiten: Ausrechnen, Ergebnis produzieren (Ergebnis = mathe-
matisches Resultat).

735 + 500 = 1235 (vergebliche Prinzen)
750 + 500 = 1250 (Prinzen insgesamt)

Der Teufel und der arme Mann

Der Teufel sagte zu einem armen Mann:
Wenn du Uber diese Briicke gehst, will ich dein Geld verdoppeln, doch musst du jedes
Mal, wenn du zuriickkommst, 8 Taler fir mich ins Wasser werfen. Als der Mann das

dritte Mal zuriickkehrte, hatte er keinen blanken Heller mehr. Wie viel hatte er anfangs?

Aufgabe:
2! Konstruieren/Verstehen: Situationsmodell erstellen.

e Vorstellen des Teufels

e Vorstellen des armen Mannes
e Vorstellung von der Briicke

e Vorstellung von der Erzéhlung
e Wassind Taler?...

e Schokoladentaler...
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 Vereinfachen/Strukturieren: Fir die Aufgabe wichtige Aspekte abstrahieren,
Realitat vereinfachen.
e Hinweg Uber Briicke: Verdopplung des Geldes
e Rickweg: 8 Taler ins Wasser werfen
e Dritter Riickweg: keinen Heller mehr

e Wie viele Taler hatte er anfangs?

~ Mathematisieren: Aspekte in ein mathematisches Modell tiberfiihren (z.B. in
Formel tbertragen).

0+8 =8 D)
8:2 =4 <= 1. Mal
4+8 =12 =)
12:2 =6 <= 2. Mal
6+8 =14 o)
14:2 =7 <= 3.Mal

> Mathematisch arbeiten: Ausrechnen, Ergebnis produzieren (Ergebnis = mathe-
matisches Resultat).

X =7

Freie Fahrt!
Auf einem Bahnhof fahren zur gleichen Zeit zwei Zlige ab. Sie fahren in entgegenge-
setzte Richtungen. Der eine fahrt pro Stunde 80 km, der andere pro Stunde 60 km. Wie

weit sind die beiden Ziige nach 1 1/2 Stunden voneinander entfernt?

Aufgabe:

2! Konstruieren/Verstehen: Situationsmodell erstellen.

e Vorstellen des Zuges
e Vorstellen des Bahnhofes
e Papa fahrt auch 80 km/h.

e 1 1/2 Stunden dauert mein Lieblingsfilm.
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 Vereinfachen/Strukturieren: Fir die Aufgabe wichtige Aspekte abstrahieren,
Realitat vereinfachen.

e Zug 1: 80 km/h

e Zug 2: 60 km/h

e entgegengesetzte Richtungen
e Fahrtzeit: 1 1/2 Stunden

e Wie weit sind die beiden Ziige nach 1 1/2 Stunden voneinander entfernt?

~~ Mathematisieren: Aspekte in ein mathematisches Modell iberfiuhren (z.B. in
Formel tbertragen).

Zug 1: 80 km + 40 km
Zug 2: 60 km + 30 km
Strecke Zug 1 + Strecke Zug 2

° Mathematisch arbeiten: Ausrechnen, Ergebnis produzieren (Ergebnis = mathe-
matisches Resultat).

Zug 1: 80 km + 40 km =120 km

Zug 2: 60 km + 30 km =90 km
Strecke Zug 1 + Strecke Zug 2 =210 km
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Kaninchen
Herr Schafer ist Kaninchenzlichter. Er besitzt Stalle fir ein und fir zwei Kaninchen.
Insgesamt sind es 25 Stélle. Er kann darin 40 Tiere unterbringen. Wie viel Stélle sind

fur ein Kaninchen? Wie viele Stalle sind fur zwei Kaninchen?

Aufgabe:
2! Konstruieren/Verstehen: Situationsmodell erstellen.

e Vorstellung von einem Kaninchenziichter
e Vorstellung von einem Kaninchen
e Vorstellung von einem Stall

e Das Kaninchen ist weich.

 Vereinfachen/Strukturieren: Fur die Aufgabe wichtige Aspekte abstrahieren,
Realitat vereinfachen.
e Insgesamt: 25 Stalle
e 40 Tiere
e Stalle fir ein Kaninchen
e Stalle fir zwei Kaninchen
e Wie viele Stalle sind fir ein Kaninchen?

e Wie viele Stélle sind fiir zwei Kaninchen?

~ Mathematisieren: Aspekte in ein mathematisches Modell Gberfiithren (z.B. in
Formel Ubertragen).

Ix+2y =40
X+y=25
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Mittels einer Wertetabelle ergeben sich die folgenden Losungen:

y 19,5 19 18,5 18 17,5 17 16,5 16 15,5 15

° Mathematisch arbeiten: Ausrechnen, Ergebnis produzieren (Ergebnis = mathe-
matisches Resultat).
Durch die Gleichung x + y = 25 ist ersichtlich, dass nur die Werte x = 10 und
y= 15 wegen der vorgegebenen Anzahl in Frage kommen.

Didaktische Begriindung — Bedeutung fir die Kinder:

In dieser Unterrichtssequenz sollen erneut die prozessbezogenen Kompetenzen Prob-
lemldsen/kreativ sein, Argumentieren und Darstellen/Kommunizieren geférdert werden.
Die Einstiegs- und Problemstellungsphasen gleichen sich mit denen der vorangegange-

nen Stunde, sodass auf eine erneute Erlauterung an dieser Stelle verzichtet wird.

In der Arbeitsphase erhalten die SuS die Modellierungsaufgaben der letzten Stunde, die
durch Hinzuziehen der neuen Helfer untersucht werden sollen. Dies hat den Grund, dass
es nicht sinnvoll ist, inmitten des Kreislaufes zu starten. Dadurch werden unabdingbar
die Aufgaben der beiden ersten Arzte wiederholt und eine tiefere Auseinandersetzung
mit der Problemstellung erreicht. Ferner erfahren die SusS, dass es sich um einen fortlau-

fenden Prozess handelt.

In der Reflexion werden wieder die einzelnen Aufgaben besprochen und die entschei-
denden Stellen der Aufgaben den jeweiligen Helfern zugeordnet. Einige SuS stellen ihre
Ergebnisse vor und erlautern ihre Entscheidungen. So erhalten auch leistungsschwéche-
re SuS die Mdglichkeit, die korrekten Lésungen nachzuvollziehen und ggf. kénnen

mdgliche Probleme im Plenum diskutiert werden.
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Grundlegende methodische Entscheidungen:

Die grundlegenden methodischen Entscheidungen gleichen sich mit denen der vorange-
gangenen Stunde, sodass auf eine erneute Erlduterung an dieser Stelle verzichtet wird.

Material/Differenzierung:

Zusatzlich zum Differenzierungsmaterial der ersten Stunde erhalten die SuS Bildkarten,
die ihnen helfen, die Aufgabe handlungsorientiert zu l6sen.

Verlaufsplan

Medien/
Zeit | Phasen Inhalte Sozialform | Materia-
lien
10 Min. | Einstieg 5 Minuten-Krimis — Die SuS | Gruppenarbeit Detektivge-
spielen in Viererteams. Die De- schichte
tektivgeschichten werden von der
Lehrkraft an die einzelnen Grup-
pen ausgeteilt. Nach 5 Minuten
prasentieren die Gruppen kurz
ihre Ergebnisse.
10 Min. | Problemstellung | Die Lehrkraft prasentiert die Mo- | Plenum Tafel

dellierungsaufgabe. Dann werden
in Form einer kurzen Erzéhlung
die nédchsten Sachrechenérzte
vorgestellt.

Zieltransparenz:

Die SuS formulieren das Stunden-
ziel.

15 Min. | Arbeitsphase Die SuS arbeiten an den Aufga- | Einzel-, Partner- | AB
ben und ergriinden die Einsatzge- | oder Gruppen-
biete der Helfer. arbeit

10 Min. | Reflexion Die SuS présentieren ihre Ergeb- | Plenum
nisse und begriinden diese.




Entwicklung von Unterrichtskonzepten 336

Vierte Unterrichtssequenz

Auch die vierte Unterrichtssequenz ist eine Einzelstunde. In dieser Stunde werden die
letzten drei Arzte des Sachrechenhospitals eingefiihrt.

Thema
Weiterarbeit am Modellierungskreislauf mit Hilfe von Arzten des Sachrechenhospitals,
indem das Einsatzgebiet dieser fiktiven Personen an gezielten Ubungen verdeutlicht

wird.

Ziele
Die SuS sollen in dieser Stunde:

o Ergebnisse interpretieren (Fachkompetenz).

e Losungen validieren (Fachkompetenz).

e Losungswege darlegen (Fachkompetenz).

e im Sinne der Teamarbeit agieren (Sozialkompetenz).

e durch gegenseitige Unterstutzung innerhalb der Gruppe bzw. durch differenzie-
rende Impulse (Material) zu einem Erfolgserlebnis gefiihrt werden (Selbstkom-

petenz).

e ihren erarbeiteten Losungsweg und die darin enthaltenen Rechenschritte erlau-

tern (Fach- und Sprachkompetenz).
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Lernaufgabe:

Sich der Bedeutung der einzelnen Schritte im Modellierungskreislauf bewusst werden,
indem die Aufgaben von Frau Dr. Wortfix, Herrn Dr. Kadast und Frau Dr. Erklarmi den
jeweiligen Tétigkeiten des Kreislaufes zugeordnet werden.

AB 1: Reproduzieren Die SuS betrachten die Sachaufgaben unter
den vorgegebenen Aspekten des Modellie-
rungskreislaufes.

AB 2: Zusammenhange herstellen Die SuS betrachten die Sachaufgaben unter
den vorgegebenen Aspekten des Modellie-
rungskreislaufes und stellen die Zusam-
menh&nge zwischen den Tétigkeiten her.

AB 3: Verallgemeinern und Reflektie- | Die SuS betrachten die Sachaufgaben unter
ren den vorgegebenen Aspekten des Modellie-
rungskreislaufes, stellen die Zusammen-
hdnge zwischen den Tatigkeiten her und
reflektieren diese.

Schwerpunkt der Reflexion: Tatigkeiten der Arzte erfassen.

Sachaspekte
Fachlich ist diese Stunde auch dem Bereich GroRen und Messen mit dem Schwerpunkt
Sachsituationen zuzuordnen. Im Fokus der Stunde stehen die letzten drei Arzte des

Sachrechenhospitals:

e Frau Dr. Wortfix (Passt alles zur Aufgabe?)
e Herr Dr. Kadast (Kann das stimmen?)

e Frau Dr. Erklarmi (Erklare es mir?)

Nachdem Herr Dr. Rechne mit der Operation fertig ist, wer-

- . @ den die SuS zur Nachsorge an eine weitere Arztin verwiesen.
A 7’
\

Sie heilst Frau Dr. Wortfix und befindet sich auf der Station
\ Reale Resultate. Mit ihrer Hilfe sollen die SuS das Ergebnis

und die Aufgabe in einen Zusammenhang bringen. Dr. Wort-
fix beschreibt den Patienten, was geschehen ist. Sie arbeitet
mit einem grofRen Buchstabenplakat. Dieses soll den SuS ver-

deutlichen, dass sie sich an dieser Stelle noch einmal die urs-
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priingliche Sachsituation vor Augen fiihren, um das Ergebnis addquat einzubetten. Da
die SuS mit Hilfe dieser Arztin die Mathematik verlassen und wieder in den Rest der
Welt zuriickkehren, erfolgt nach Blum eine Ubersetzung des Mathematischen ins
Sprachliche. Das neue mathematische Element (Ergebnis), welches wéhrend der Opera-
tion entsteht, darf dem tbrigen Korper keine Probleme/Schmerzen bereiten. Ziel ist es,
den Patienten gesund zu entlassen, dazu muss die volle Funktion des Korpers gewéhr-
leistet sein. Das Ergebnis muss sich folglich in die vorhandene Situation einfiigen. Soll-
te das Interpretieren nicht gelingen, so setzt die Lehrkraft ein kleines Buchstabenplakat

an das Ergebnis, da an dieser Stelle eine erneute Interpretation der Aufgabe notwendig

ist.
ey ,,L‘ Mit diesen Informationen werden die Patienten langsam auf
‘\mmlg ‘L | das Verlassen des Krankenhauses vorbereitet. Herr Dr. Ka-
g dast sitzt auf der Station Situationsmodell genau wie Herr
1 Dr. Simpel. Er ist fur die Nachsorge zusténdig. Er betrachtet
g | \\\ die Wunde des Chirurgen, nimmt aber zusétzlich auch die
o 0

. g Notizen von Frau Dr. Erklarmi zu Hilfe, da dort der die Aus-

]{i ‘ gangssituation festgehalten wurde. Wenn alles zusammen-

| I \ passt und es keine Unstimmigkeiten gibt (Kann das stim-

e g men?), leitet Herr Dr. Kadast seine Patienten weiter. Man
erkennt ihn an seiner Patientenakte. In diesem Schritt missen die Kinder lernen, dass es
nicht ausreicht, mit Hilfe von Frau Dr. Wortfix das Ergebnis in einem Antwortsatz an-
zugeben, sondern, dass die gesamte anfangliche Situation betrachtet werden muss. Erst
dann sind die SusS in der Lage, ihre bisherigen Erkenntnisse zu validieren. Sollte dieses
Validieren fehlen, so setzt die Lehrkraft eine kleine Patientenakte an die Stelle, wo Zu-

sammenhange nicht schlissig sind. Hier gilt es noch einmal nachzuarbeiten.

In letzter Instanz gelangen die Patienten erneut zu Frau Dr.
Erklarmi. Sie ist den SuS bereits aus der Einstiegssituation
als Chefarztin bekannt. Sie Uberzeugt sich am Ende des
Aufenthaltes davon, dass die Behandlung richtig war und

zum Erfolg gefiihrt hat. Dazu erklart sie alle Arbeitsschritte

“'3-1) ganz genau. Man erkennt Frau Dr. Erklarmi an der grofl3en

“  ‘\ i Sprechblase. In dieser befinden sich ein Fragezeichen und
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ein Ausrufezeichen. Das Fragezeichen symbolisiert den Einstieg, die Fragestellung, die
vielen Probleme, die zu Beginn einer Behandlung vorhanden sind. Das Ausrufezeichen
steht fur das Ende, den erfolgreichen Abschluss dieser arztlichen Prozedur. Durch die
Kommunikation mit den Patienten und Kollegen erféhrt sie die genauen Abl&ufe und
die jeweilige Ausgangslage. Dies entspricht dem Darlegen des Situationsmodells, um
wieder zur Realsituation zu gelangen. Sollte dieses Darlegen fehlen, so setzt die Lehr-
kraft ein kleine Sprechblase an den Schluss, so dass die SuS aufgefordert werden, ihre

Ergebnisse jemand anderem darzulegen.

Die einzelnen Einsatzbereiche dieser Spezialisten werden an den Beispielaufgaben der
vorangegangenen Stunde kenntlich gemacht und diese Markierung begriindet.

Die Bremer Stadtmusikanten
Der Esel ist bis zum Riicken 1,50m hoch. Darauf steht der Hund. Die Katze ist 10cm
kleiner als der Hahn und der Hahn ist dreimal kleiner als der Esel. Zusammen erreichen

sie eine Hohe von 3m.?°

Aufgabe:

2! Konstruieren/Verstehen: Situationsmodell erstellen.

e Vorstellen der einzelnen Tiere
e Vorstellen des Stapelns

e Vorstellung von der Erzéhlung
e Ich habe auch einen Hund...

e Der Hahn kréht...

e Eine Katze ist schon.

210 Rasch (2003), S. 54.
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* Vereinfachen/Strukturieren: Fir die Aufgabe wichtige Aspekte abstrahieren,
Realitat vereinfachen.
e Esel: 1,50m hoch
e Katze: 10 cm kleiner als der Hahn
e Hahn: 3x kleiner als der Esel
e Hobhe insgesamt: 3m
e Wie grol} ist der Hund?

~ Mathematisieren: Aspekte in ein mathematisches Modell tberfiihren (z.B. in
Formel Gbertragen) .

1,50m+ (1,50:3) +(1,50:3-0,10m) + x =3m

1,50m + 0,50m + 0,40m + x =3m
2,40m + X =3m
X =3,00m - 2,40m

° Mathematisch arbeiten: Ausrechnen, Ergebnis produzieren (Ergebnis = mathe-
matisches Resultat).

X =0,60m

tB Interpretieren: Mathematisches Resultat auf Sachkontext beziehen (Antwortsatz
erstellen).

e Der Hund ist 60 cm grof3.

~ Validieren: Antwortsatz auf Richtigkeit tiberpriifen.

e Richtig, da die einzelnen GrélRen zusammengerechnet 3 Meter ergeben.

2 ! Darlegen:

e Aufgabe und Lésungsweg anderen vorstellen.
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Dornréschen

Dornrdschen schlaft 100 Jahre. Sie kann nur durch einen Kuss von einem Prinzen ge-
weckt werden. In den ungeraden Jahren kommen 10 Prinzen und in den geraden Jahren
versuchen es 15 Prinzen. Aber erst im 100. Jahr schafft es ein Prinz. Wie viele Prinzen
wirden dann auf jeden Fall vergeblich kommen? Der wievielte Prinz kdnnte es schaf-

fen?

Aufgabe:
2! Konstruieren/Verstehen: Situationsmodell erstellen.

e Vorstellen der Prinzessin

e Vorstellen des Prinzen

e Vorstellung von der Erzéhlung

e Ich mdchte auch Prinzessin werden...

e Die Prinzessin hat ein schones Kleid...

 Vereinfachen/Strukturieren: Fiir die Aufgabe wichtige Aspekte abstrahieren,
Realitat vereinfachen.
e Dornrdschenschlaf: 100 Jahre
e ungerade Jahre: 10 Prinzen
e gerade Jahre: 15 Prinzen
e Wie viele Prinzen kommen vergeblich?

e Der wievielte Prinz kdnnte es schaffen?

:~ Mathematisieren: Aspekte in ein mathematisches Modell Uberfiihren (z.B. in
Formel Ubertragen).

50 (gerade Jahre) + 50 (ungerade Jahre) 100 (Jahre)

49 .+ 15 (Prinzen) + 50 « 10 (Prinzen)
735 + (50 - 49) . 15 =
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_/Mathematisch arbeiten: Ausrechnen, Ergebnis produzieren (Ergebnis = mathe-
matisches Resultat).

735 + 500 = 1235 (vergebliche Prinzen)
750 + 500 = 1250 (Prinzen insgesamt)

A(_B Interpretieren: Mathematisches Resultat auf Sachkontext beziehen (Antwortsatz
erstellen).

e 1235 Prinzen kommen vergeblich.

e 1250 Prinzen insgesamt. Im 100. Jahr kommen die Prinzen 1236 bis
1250. Einer dieser Prinzen konnte der Retter sein.

= Validieren: Antwortsatz auf Richtigkeit tiberprifen.

e Richtig, da in 100 Jahren 1250 Prinzen zum Schloss kommen kdnnen.

Aber es ist fiktiv und daher schwer vorstellbar.

2 ! Darlegen:

e Aufgabe und Lésungsweg anderen vorstellen.

Der Teufel und der arme Mann

Der Teufel sagte zu einem armen Mann:

Wenn du tber diese Briicke gehst, will ich dein Geld verdoppeln, doch musst du jedes
Mal, wenn du zurtickkommst, 8 Taler fiir mich ins Wasser werfen. Als der Mann das
dritte Mal zuruickkehrte, hatte er keinen blanken Heller mehr. Wie viel hatte er an-

fangs??'!

211 Rasch (2003), S. 72.
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Aufgabe:

2! Konstruieren/Verstehen: Situationsmodell erstellen.

e Vorstellen des Teufels

e Vorstellen des armen Mannes
e Vorstellung von der Briicke

e Vorstellung von der Erzéhlung
e Wassind Taler?...

e Schokoladentaler...

 Vereinfachen/Strukturieren: Fir die Aufgabe wichtige Aspekte abstrahieren,
Realitét vereinfachen.
e Hinweg Uber Briicke: Verdopplung des Geldes
e Rickweg: 8 Taler ins Wasser werfen
e Dritter Riickweg: keinen Heller mehr

e Wie viele Taler hatte er anfangs?

= Mathematisieren: Aspekte in ein mathematisches Modell tiberfiihren (z.B. in
Formel Ubertragen).

0+8 =8 o)
8:2 =4 <= 1. Mal
448 =12 o)
12:2 =6 <= 2. Mal
6+8 =14 mmmp
14:2 =7 <=Z= 3.Mal

/' Mathematisch arbeiten: Ausrechnen, Ergebnis produzieren (Ergebnis = mathe-
matisches Resultat).

X =7

QB Interpretieren: Mathematisches Resultat auf Sachkontext beziehen (Antwortsatz
erstellen).

e 7 Taler hatte er am Anfang.
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-2 Validieren: Antwortsatz auf Richtigkeit tberprifen.

e 7 Taler ist ein realistischer Betrag.

2| Darlegen:

e Aufgabe und Losungsweg anderen vorstellen.

Freie Fahrt!

Auf einem Bahnhof fahren zur gleichen Zeit zwei Ziige ab. Sie fahren in entgegenge-
setzte Richtungen. Der eine fahrt pro Stunde 80 km, der andere pro Stunde 60 km. Wie
weit sind die beiden Ziige nach 1 1/2 Stunden voneinander entfernt??*?

Aufgabe:

2! Konstruieren/Verstehen: Situationsmodell erstellen.

e Vorstellen des Zuges
e Vorstellen des Bahnhofes
e Papa fahrt auch 80 km/h.

e 1 1/2 Stunden dauert mein Lieblingsfilm.

 Vereinfachen/Strukturieren: Fir die Aufgabe wichtige Aspekte abstrahieren,
Realitat vereinfachen.
e Zug 1:80km/h
e Zug 2: 60 km/h
e entgegengesetzte Richtungen
e Fahrtzeit: 1 1/2 Stunden

e Wie weit sind die beiden Zuge nach 1 1/2 Stunden voneinander entfernt?

212 Rasch (2003), S. 80.
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© Mathematisieren: Aspekte in ein mathematisches Modell tiberfiihren (z.B. in
Formel Ubertragen).

Zug 1: 80 km + 40 km
Zug 2: 60 km + 30 km
Strecke Zug 1 + Strecke Zug 2

_/ Mathematisch arbeiten: Ausrechnen, Ergebnis produzieren (Ergebnis = mathe-
matisches Resultat).

Zug 1: 80 km + 40 km = 120 km
Zug 2: 60 km + 30 km =90 km
Strecke Zug 1 + Strecke Zug 2 =210 km

Interpretieren: Mathematisches Resultat auf Sachkontext beziehen (Antwortsatz

A’~B erstellen).

e 210 km sind die beiden Zilige nach 1 1/2 Stunden voneinander entfernt.

- Validieren: Antwortsatz auf Richtigkeit Gberprifen.

e 210 km liegt Gber der Anzahl der Kilometer, die beide Zlige in einer
Stunde fahren.

21! Darlegen:

e Aufgabe und Lésungsweg anderen vorstellen.

Kaninchen
Herr Schafer ist Kaninchenzichter. Er besitzt Stalle fir ein und fir zwei Kaninchen.

Insgesamt sind es 25 Stélle. Er kann darin 40 Tiere unterbringen. Wie viel Stélle sind

flr ein Kaninchen? Wie viele Stille sind fiir zwei Kaninchen??*®

213 Rasch (2003), S. 61.
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Aufgabe:

2! Konstruieren/Verstehen: Situationsmodell erstellen

*Vereinfachen/Strukturieren: Fur die Aufgabe wichtige Aspekte abstrahieren,

Vorstellung von einem Kaninchenzichter

Vorstellung von einem Kaninchen

Vorstellung von einem Stall

Das Kaninchen ist weich

Realitat vereinfachen.

-~ Mathematisieren: Aspekte in ein mathematisches Modell tberfiihren (z.B. in
~ Formel Ubertragen).

Insgesamt: 25 Stélle
40 Tiere

Stalle fir ein Kaninchen

Stalle fiir zwei Kaninchen

Wie viele Stalle sind fiir ein Kaninchen?

Wie viele Stalle sind fuir zwei Kaninchen?

Ix+2y =40
X+y=25

Mittels einer Wertetabelle ergeben sich die folgenden Lésungen:

346

10

19

18,5

18

17,5

17

16,5

16

155

15
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> Mathematisch arbeiten: Ausrechnen, Ergebnis produzieren (Ergebnis = mathe-
matisches Resultat).
Durch die Gleichung x + y = 25 ist ersichtlich, dass nur die Werte x = 10 und
y= 15 wegen der vorgegebenen Anzahl in Frage kommen.

Ar_B Interpretieren: Mathematisches Resultat auf Sachkontext beziehen (Antwortsatz
erstellen).

Es sind 10 Stélle fir ein Kaninchen und 15 Stalle fir zwei Kaninchen.

~*Validieren: Antwortsatz auf Richtigkeit Gberprifen.

¢ Richtig, da alle weiteren Ergebnisse nicht die Gesamtzahl der Stélle be-
riicksichtigen.

2! Darlegen:

e Aufgabe und Ldsungsweg anderen vorstellen.

Didaktische Begriindung — Bedeutung fur die Kinder:

In dieser Unterrichtssequenz sollen erneut die prozessbezogenen Kompetenzen Prob-
lemldsen/kreativ sein, Argumentieren und Darstellen/Kommunizieren geférdert werden.
Die Stunde gleicht in ihrem Aufbau den beiden vorangegangenen Stunden. Deshalb
wird an dieser Stelle auf eine Erlauterung der Einstiegs- und Problemstellungs- sowie
der Arbeitsphase verzichtet.

In der Reflexion werden wieder die einzelnen Aufgaben besprochen und die entschei-
denden Stellen der Aufgaben den jeweiligen Helfern zugeordnet. Einige SuS stellen ihre
Ergebnisse vor und erlautern ihre Entscheidungen. So erhalten auch leistungsschwache-
re SuS die Mdglichkeit, die korrekten Lésungen nachzuvollziehen und ggf. kénnen
mdgliche Probleme im Plenum diskutiert werden. Anders als in den beiden vorange-
gangenen Stunden werden in dieser Reflexion nicht nur Schwierigkeiten im Losungs-

prozess betrachtet, sondern es findet auch eine Reflexion hinsichtlich der Lésung statt.
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Es ist wichtig, dass in dieser Stunde die einzelnen Téatigkeiten des Modellierungsprozess

zusammengefihrt und der Prozess als Ganzes betrachtet wird. Nur so werden den SuS

der gesamte Prozess und der mitunter lange Weg zum L&sen einer Aufgabe deutlich.

Grundlegende methodische Entscheidungen:

Die grundlegenden methodischen Entscheidungen gleichen sich mit denen der vorange-

gangenen Stunde, sodass auf eine erneute Erlduterung an dieser Stelle verzichtet wird.

Verlaufsplan

Zeit

Phasen

Inhalte

Sozialform

Medien/
Materia-
lien

10 Min.

Einstieg

5 Minuten-Krimis — Die SuS
spielen in Viererteams. Die De-
tektivgeschichten werden von der
Lehrkraft an die einzelnen Grup-
pen ausgeteilt. Nach 5 Minuten
prasentieren die Gruppen kurz
ihre Ergebnisse.

Gruppenarbeit

Detektivge-
schichte

10 Min.

Problemstellung

Die Lehrkraft préasentiert eine
problemhaltige Sachaufgabe.
Dann werden kurz die weiteren
Sachrechendrzte vorgestellt.

Zieltransparenz:

Die SuS formulieren das Stunden-
ziel.

Plenum

Tafel

10 Min.

Arbeitsphase

Die SuS arbeiten an den Aufga-
ben und ordnen den Textstellen
die einzelnen Helfer zu.

Einzel-, Partner-
oder Gruppen-
arbeit

AB

15 Min.

Reflexion

Die SuS présentieren ihre Ergeb-
nisse und begriinden diese. An-
schliefend wird das Gesamter-
gebnis diskutiert.

Plenum
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Flnfte Unterrichtssequenz

Die funfte Unterrichtssequenz ist eine Einzelstunde, in der der Umgang mit den Sachre-
chenérzten unter besonderer Berlicksichtigung der Sprache trainiert wird. Im Fokus ste-
hen das Anwenden bereits erworbener Kenntnisse sowie die Transferleistung dieser

Kenntnisse auf andere Problemstellungen.

Thema
Bearbeiten verschiedener Modellierungsaufgaben mit Hilfe des Sachrechenhospitals in-
nerhalb einer Schreibkonferenz.

Ziele
Die SusS sollen mit Unterstiitzung der Bearbeitungshilfen in dieser Stunde:

e Sachsituationen und Sachaufgaben Informationen entnehmen und dabei zwi-
schen relevanten und nicht relevanten Informationen unterscheiden (erfassen)

(Fachkompetenz).

e Problemstellungen aus Sachsituationen in ein mathematisches Modell (z. B.
Gleichung, Tabelle, Zeichnung) tbersetzen und mit Hilfe des Modells l6sen (16-

sen) (Fachkompetenz).

e ihr Ergebnis wieder auf die Sachsituation beziehen und es auf Plausibilitat pri-

fen (validieren) (Fachkompetenz).

e zu gegebenen mathematischen Modellen (z. B. in Form von Gleichungen, Tabel-
len oder Zeichnungen) passende Problemstellungen finden und im Rahmen von
Sachsituationen eigene Fragestellungen entwickeln (zuordnen) (Fachkompe-

tenz).
e im Sinne der Teamarbeit agieren (Sozialkompetenz).

e durch gegenseitige Unterstitzung innerhalb der Gruppe bzw. durch differenzie-
rende Impulse (Material) zu einem Erfolgserlebnis gefihrt werden (Selbstkom-

petenz).

o ihren erarbeiteten Losungsweg und die darin enthaltenen Rechenschritte erldu-

tern (Fach- und Sprachkompetenz).
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Lernaufgabe:

Auseinandersetzung mit verschiedenen Modellierungsaufgaben mit Hilfe des Sachrechen-
hospitals innerhalb einer Schreibkonferenz, um sich durch den sprachlichen Austausch
der auftretenden Probleme bewusst zu werden und sie gemeinschaftlich zu losen.

AB 1: Reproduzieren Die SuS losen gemeinschaftlich Problem-
I6seaufgaben und notieren alle ihre Beitré-
ge.

AB 2: Zusammenhange herstellen Die SuS losen gemeinschaftlich Problem-

l6seaufgaben, notieren alle ihre Beitrdge
und gehen dabei auf die Beitrége ihrer Mit-
schiilerInnen ein.

AB 3: Verallgemeinern und Reflektie- | Die SuS losen gemeinschaftlich Problem-
ren I6seaufgaben, notieren und begriinden ihre
Beitrdge und gehen dabei auf die Beitrage
ihrer MitschilerInnen ein.

Schwerpunkt der Reflexion: Tétigkeiten des Modellierungskreislaufs unter Zuhilfe-
nahme der Sachrechenérzte benennen und begriinden.

Sachaspekte

Das Thema ist erneut der im Lehrplan verankerten inhaltsbezogenen Kompetenz Gro-
Ren und Messen mit dem Schwerpunkt Sachsituationen zuzuordnen. Dabei wird die
Methode der Schreibkonferenz aus der Germanistik eingesetzt, die unter grundlegende

methodische Entscheidungen vorgestellt und begriindet wird.

Folge