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Einleitung

Im Jahre 1990 gelang R. Meise, B. A. Taylor und D. Vogt in [MTV90]
die vollstindige Beantwortung der Frage, fiir welche surjektiven partiellen
Differentialoperatoren mit konstanten Koeffizienten

P(D): 2'(Q) — 2'(Q)

beziehungsweise

P(D): £(Q) — &(Q)

die Losung der Gleichung

P(D)g = Z aoﬂ-im‘g(a) =f, aq€C,

|er|<m

durch einen stetigen, linearen Operator

R:2'(Q) — 2'(Q) bzw. R:&(Q) — &(Q)

gegeben werden kann. In dieser Verdffentlichung zeigten sie u.a. die Aquiva-
lenz der folgenden Aussagen:

(MTV i.)

Fiir jede kompakte Menge K C (2 existiert eine kompakte Men-
ge L mit der Eigenschaft K C L C  derart, dass fiir jede in
Q relativ kompakte Teilmenge w mit L C w Parameter s € INg
und D > 0 existieren, so dass fiir jedes v € &’ (w) mit

P(=D)v|\x € B

bereits
Vo € D B~(w\ L)
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erfiillt ist. Dabei bezeichnet B die abgeschlossene Einheitskugel
in Ly(IR") und B~*(w\ L) die abgeschlossene Einheitskugel des
Sobolevraums W=*(w \ L).

(In diesem Fall nennt man Q auch P-konvex mit Schranken in
Anlehnung an den Begriff der P-Konvexitét (siche [1.3).)

(MTV ii.) P(D): 2'(Q) — 2'(Q) besitzt eine stetige, lineare Rechtsin-
verse.

(MTV iii.) P(D): &(2) — &(Q) besitzt eine stetige, lineare Rechtsinverse.

Dariiber hinaus konnten sie die Aquivalenz zu folgenden Bedingungen zei-
gen:

(MTV iv.) Fiir alle € > 0 gibt es ein 0 < {y < €, so dass fiir alle 0 < 0 <
n < ¢ < undalle & € Q,\Q es ein Ee € 2'(IR") gibt, so
dass Folgendes gilt:

1. supp (Eg) C (IR™\ Q) — ¢,
2. P(D)E¢ = 6y + T¢, wobei supp (T¢) C (2, \ Q,) — ¢&.

(MTV v.) Fir alle € > 0 existiert ein 0 < ( < €, so dass es fiir jedes
€ N () ein v e A(Q) gibt mit plo, = v|a..

Dabei wurde in den letzten beiden Bedingungen die Schreibweisen
Q= {z € Q:dist(z,00) > Aund |z| < 1}, AeR*
und
N Q) ={feZ'(Q):PD)f=0}, QcCIR" offen,
benutzt und mit dy die Dirac-Distribution an der Stelle 0 bezeichnet.

Im Fall konvexer Mengen 2 C IR" konnten Meise, Taylor und Vogt eine
Charakterisierung durch eine Phragmén-Lindel6f-Bedingung zeigen (siehe
dazu Kapitel 3.3):

(MTV vi.) P erfiillt die Bedingung PL(2).

Im Jahre 1996 wurden diese Ergebnisse auf den Fall nicht-quasiana-
lytischer Klassen und Ultradistributionen in [MTV96b] verallgemeinert und
1997 fiir Faltungsoperatoren auf Réumen von ultradifferenzierbaren Funk-
tionen auf beliebigen offenen Mengen dargestellt (siehe [BEM97]).
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Will man nun Regularitéitsaussagen iiber distributionelle Losungen u der
Differentialgleichung
P(D)u=f

treffen, so kann dies beispielsweise mit Hilfe des Verhaltens der Fourier-
Transformierten 4 im Unendlichen geschehen. Um den Differentialoperator
zwischen in diesem Sinne klassifizierten Distributionenrdumen zu betrach-
ten, gehen wir wie folgt vor (siehe dazu [Hoer83b|, Kapitel 10):

Wir betrachten die Menge . derjenigen positiven Funktionen x : R" — IR
mit der Eigenschaft, dass es positive Konstanten C und N derart gibt, so
dass

KE+m) < A+ CIENYR(m;  &neR”

erfiillt ist (sogenannte temperierte Gewichtsfunktionen). Die Menge der tem-
perierten Distributionen mit der Eigenschaft x-4 € L? sind die Banachrdume
B, . Die Menge der u € 2'(Q2), @ C IR" offen, fiir die u - ¢ € B, fiir alle
p € 2(Q) gilt, wird mit Bﬁ?ﬁ(ﬂ) bezeichnet und ist ein Fréchetraum.

Sei Q C IR™ eine P-konvexe, offene Menge und 1 < p < co. Betrachten
wir nun den mit Hilfe der temperierten Gewichtsfunktion

. dalp(e) |’
P = IR"
(é-) ’8?1...86’%” ) 56 )
la]<m
definierten partiellen Differentialoperator
P(D): BYE(Q) — Bgfg/p(sz), (1)

so folgt, dass dieser surjektiv ist (siehe dazu [Hoer63], Theorem 3.5.5).

Fiir (1) konnen wir jetzt ebenfalls die Frage nach der Existenz einer Recht-
sinversen stellen, d. h. die Frage nach der Existenz eines stetigen, linearen
Operators

0 14
R:B,%s(Q2) — Bpy(Q)

mit der Eigenschaft P(D)Rf = f fiir jedes f € Bf;o,f/ﬁ(Q). Diesen wollen wir
im Folgenden als (p,x)-Rechtsinverse des Operators P(D) auf € bezeichnen.

Die vorliegende Arbeit ist der Beantwortung dieser Fragestellung ge-
widmet. Grundlage hierzu bildet die Verdffentlichung [MTV90]. Dabei wur-
de untersucht, inwiefern sich die Bedingungen (MTV i.) — (MTV vi.) auf
Bf,f’,f(Q)—Réume iibertragen lassen.



Einleitung

Weiterhin wurde untersucht, welche Beziehungen zwischen den Bedin-
gungen fiir die Bﬁ?,f(Q)-Réiume und den oben angegebenen Bedingungen
bestehen.

Die Hauptresultate dieser Arbeit sind:

Theorem A Fiir jede offene Menge 2 C IR™ und jedes p € [1,00) ist der
Raum Bf;f’,f(ﬂ) isomorph zum Raum (¢,)N.

Mit Hilfe dieses Isomorphismus kann dann im Fall P-konvexer Mengen ()
fiir p € {1,2} die Existenz einer (p, k)-Rechtsinversen vollstdndig durch den
Kern von P(D) charakterisiert werden:

Theorem B Sei @ C IR" P-konvex und p € {1,2}, k € 2. Dann sind
dquivalent:

1. Der Kern des Differentialoperators P(D) : Bﬁf’g(Q) — Bﬁ‘f/ﬁ(ﬂ) ist
eine Quojektion (siche Definition [1.21)).

2. Fiir jede in € offene, relativ kompakte Teilmenge U existiert eine offe-
ne, relativ kompakte Teilmenge V DD U von () derart, dass fiir jedes
fE€ Bf;fg/ﬁ(g, V) ein g € BYS(Q,U) mit P(D)g = f existiert.

3. Fiir jede in () offene, relativ kompakte Teilmenge U existiert eine offe-
ne, relativ kompakte Teilmenge V DD U von €2 derart, dass fiir jedes
f € BY(V) mit P(D)f = 0 ein g € B(€) mit P(D)g = 0 und
giv = flu existiert.

4. Fiir das Paar (p,x) besitzt P(D) eine (p,x)-Rechtsinverse auf 2.

Theorem C Fiir ein nicht-konstantes, komplexes Polynom P sind dquiva-
lent:

1. P(D) ist hyperbolisch in Bezug auf jeden nicht-charakteristischen Vek-
tor N € IR"™.

2. Fiir jedes Paar (p,x)€ [1,00) x # und jede offene, konvexe Menge (2
besitzt P(D) eine (p,x)-Rechtsinverse.

3. Es existiert eine offene, beschrinkte Teilmenge () # Q C IR" mit C'-
Rand und ein Paar (p,x)€ [1,00) x £ derart, dass der Operator P(D)
eine (p,x)-Rechtsinverse besitzt.

4. Jede offene, konvexe Menge €) ist P-konvex mit Schranken.
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5. Es existiert eine offene, beschriankte Teilmenge @) # Q C IR" mit C'-
Rand, welche P-konvex mit Schranken ist.

Abschliefend kann noch das folgende Theorem gezeigt werden:
Theorem D Ist grad(P) = 2 und Q2 = IR", so sind dquivalent:

1. Q ist P-konvex mit Schranken.

2. Fir alle Paare (p,s)€ [1,00) X £ besitzt der Operator P(D) eine
(p,k)-Rechtsinverse auf Q.

3. Es existiert ein Paar (p,r)€ [1,00) x # mit der Eigenschaft, dass der
Operator P(D) eine (p,x)-Rechtsinverse auf {2 besitzt.

Diese Arbeit ist wie folgt aufgebaut:

In Kapitel 1 werden wir die benttigten Grundlagen bereitstellen. Die hier
betrachteten Réume werden definiert und elementare Eigenschaften dieser
Réaume angegeben.

Die Grundlage fiir die spateren Untersuchungen zur Charakterisierung der
Existenz einer Rechtsinversen R von partiellen Differentialoperatoren zwi-
schen Bf;?,g(Q)-R’aumen ist die Existenz eines Isomorphismus

T: BE(Q) — ()N,

Dieser Isomorphismus wird im Rahmen des Theorems |Al konstruiert. Da
diese Konstruktion aufwendiger ist, wird sie im Kapitel 2 getrennt behandelt.

Kapitel 3 beschéftigt sich mit Charakterisierungen fiir die Existenz von
(p,x)-Rechtsinversen im Sinne von topologischen Bedingungen.
Wir behandeln den Spezialfall p € {1,2}, in welchem wir mit Hilfe des in Ka-
pitel 2 in Theorem [Al konstruierten Isomorphismus eine Charakterisierung
der Existenz einer (p, k)-Rechtsinversen mittels des Kerns des Differential-
operators P(D) erhalten (Theorem B). Schlieflich erhalten wir so eine Cha-~
rakterisierung im Sinne des Kernduals fiir den Fall p = 2. Darauthin zeigen
wir, wo Probleme bei der Ubertragung von Phragmén-Lindelsf-Bedingungen
mit den Techniken aus [MTV90] auftreten.

In Kapitel 4 betrachten wir Zusammenhénge zwischen den Ergebnissen
auf den Réumen B/%(2) und den Ergebnissen aus [MTV90]. Wir stellen
Ergebnisse fiir hyperbolische Operatoren vor (Theorem [C) und beweisen
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zuletzt eine Charakterisierung der Existenz einer (p, x)-Rechtsinversen im
Fall grad(P) = 2 und ©Q = IR" (Theorem D)).

In Kapitel 5 formulieren wir ein offenes Problem, durch dessen Losung die
Aquivalenz der P-Konvexitit mit Schranken mit der Existenz einer (p, k)-
Rechtsinversen in der vollen Allgemeinheit folgt und zwei weitere wichtige
offene Fragestellungen.

AbschlieBend mochte ich mich bei Herrn Prof. Dr. D. Vogt fiir das in-
teressante Thema und seine Unterstiitzung bei der Anfertigung der Arbeit
bedanken. Ebenfalls m6chte ich den Herren PD Dr. Leonhard Frerick sowie
Dr. Daren Kunkle fiir die wertvollen Anregungen und ihre stdndige Diskussi-
onsbereitschaft danken und Herrn Prof. Dr. A. Duma fiir die hervorragenden
Arbeitsmoglichkeiten in seinem Lehrgebiet.

Wuppertal, 24. Juli 2005 Volker Hermanns
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KAPITEL 1

Praliminarien

In diesem Abschnitt fithren wir Bezeichnungen ein, welche in den spéte-
ren Abschnitten benotigt werden. Anschlieend stellen wir die wichtigsten
Grundlagen iiber die Rdume Bf;?,g(Q) zusammen. Wir setzen voraus, dass der
Leser mit den Rédumen Z(Q2), &(2) und .#(IR") sowie deren Dualrdumen
vertraut ist. Fiir allgemeine funktionalanalytische Tatsachen verweisen wir
auf [MeVo92|; im Hinblick auf Distributionstheorie und die Theorie beziiglich

spezieller Distributionenklassen verweisen wir auf [Hoer63|, [Hoer83a] und
[Hoer83h).

1.1 Notationen und Definitionen

Sei P(&) = ngm ao&® ein Polynom in n Variablen £1,...,&, und kom-
plexen Koeffizienten. Wir bezeichnen mit P(D) den zugehorigen partiellen
Differentialoperator

P(D)= Y aaD* a,€C

la<m

wobei a = (aq,...,ap) € N, |a| = a1 + -+ - + ap, und

1 0\™ 1 9 \™
DY = | -—— R
<i<9x1> (zaxn>

sei. Mit P,, bezeichnen wir den Hauptteil des Polynoms P, der durch

Pu(§) = Y aa®

|la|=m

9
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gegeben ist.

1.1 Definition
Sei h € IR™ ein fester Vektor. Die Translation 1y, f der Funktion f : R" — IR
ist die Funktion

mf(x) = fx—h), =cIR"

Bemerkung: Die Translation ¢ — 7,¢ ist eine stetige Abbildung auf dem
Raum der Testfunktionen Z(IR").

1.2 Definition
Sei uw € 2'(R™) und h € R"™. Die Translation T,u von w ist die Distribution

Thu(¢) = U(T—h¢) = Ux(¢($ + h))v ¢ € -@(IR”)?

wobei die Notation u, bedeutet, dass u auf der Funktion x +— ¢(x + h)
operiert.

Bemerkung: Wir werden spéter statt 7,u gleichbedeutend auch die sugges-
tive Schreibweise u(z — h) benutzen.

1.3 Definition
FEine offene Menge 2 C IR" heifit P-konvex, falls fiir jede kompakte Menge
K C Q eine weitere kompakte Menge K' C Q existiert, so dass aus

e vEP(Q)
e supp(P(—D)p) C K
bereits supp(y) C K’ folgt.

Bemerkung: Da fiir Elemente v € &’(IR™) die konvexe Hiille von supp(u) mit
der konvexen Hiille von supp(P(—D)u) iibereinstimmt, sind offene, konvexe
Teilmengen des IR™ stets P-konvex.

10
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1.2 Der Raum Bﬁol,f(Q)

In diesem Abschnitt fithren wir zunéchst die Bﬁ?ﬁ(@)—Raume ein und geben
die fiir die spéteren Untersuchungen entscheidenden Eigenschaften fiir diese
Réume an. Wir folgen dabei den Inhalten der Kapitel 2 und 3 aus [Hoer63].

1.4 Definition
Eine positive Funktion « : IR™ — IR heifit temperierte Gewichtsfunktion,
falls Konstanten C'; N > 0 unabhédngig von £ und n mit der Eigenschaft

R(E+n) < (1+CIENYR() & neR”
existieren.

Die Menge aller solcher Funktionen bezeichnen wir mit 2.

Temperierte Gewichtsfunktionen sind aufgrund der sich aus der Defini-
tion ergebenden Abschéitzung

K(€+n)

A+ClEN™ < =7

<@+CiEPN; EmeR”

stetig. Die Funktionen

k(€ +n)

M (§) := sup

T sowie Pe) =[5 PP

|| >0

fiir ein Polynom P sind wichtige Beispiele von Elementen aus 2. Dabei ist

olelp
P = e

Bemerkungen: Die Funktion M, ist die kleinste Funktion mit der Eigenschaft

K(E+1) < Mu(&)r(n); &nelRM.

Ferner bleiben fiir «, k1,ko € J die Funktionen k1 + ko, k1 - ko und fiir
s € IR auch x®* im Raum 7.

1.5 Definition
Ist k € # und 1 < p < 00, so bezeichnen wir mit B, , die Menge

{u €. (R") : i € L°(R™) und |Jullp,. < oo} ,

11
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wobei

D=

1
(2m)"

[ellps ==

/ ROa©)Pde | . 1<p< oo,

R™

und

|lu]|oo :=1Inf < sup |w(&)a(€)|: N C IR™ ist Nullmenge
EER™M\N

gesetzt wird.

1.6 Die Rdume B, sind Banachrdume mit den zuvor angegebenen Nor-
men und es gilt
S(R™) C By, € ' (R")

mit stetigen Inklusionen.

Das Produkt einer schnellfallenden Funktion mit einem Element aus B,
ist wieder in B, ,, enthalten, denn aufgrund der Formel fiir die Fouriertrans-
formation eines Produktes, der in obiger Bemerkung angegebenen Eigen-
schaft temperierter Gewichtsfunktionen und der Minkowski-Ungleichung gilt
die folgende Aussage:

1.7 Istu € By, und ¢ € (IR"), so gilt

[pullpn < 6111, azcllullps -

Dadurch ist es nun moglich, einen Unterraum von 2'(2) zu definieren, des-
sen Elemente sich lokal wie die Elemente aus B), .. verhalten, jedoch unkon-
trolliertes Randwachstum besitzen kénnen:

1.8 Definition
Der lokale By, .-Raum zum Index 1 < p < oo und Gewicht k € J ist der
Raum

Bﬁ‘f(Q) ={ue ') : ¢ue By, firalle p € 2()} .

Bemerkung: Der Raum By, ;| der Einschriankungen der Elemente von By,
auf die offene Menge 2 C IR™ hat wegen (1.7 die Eigenschaft, unter Pro-
duktbildung mit Elementen aus 2(2) stabil zu sein. Man bezeichnet einen
Unterraum von 2'(€)) mit dieser Eigenschaft als semi-lokalen Raum. Der

12
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Raum Bﬁf’g(Q) besitzt zusitzlich die folgende Eigenschaft: Ist u € 2'(Q)
und gilt pu € Bf;?,?(Q) fiir alle ¢ € 2(Q), dann ist u € Bﬁf’g(Q).
Damit wird BZ‘;?,S(Q) zu einem sogenannten lokalen Raum.

Eine wichtige Information iiber die Bildmenge eines linearen, partiellen
Differentialoperators P(D) : Bf%¢ () — 2/(Q) ergibt die folgende Aussage,
welche man mit der Identitiat (P(D)u)"(§) = P(£)a(&) beweist:

Loc ; Loc
1.9 Ist u € Byi(Q), so gilt P(D)u € B, () .

K N/I/S
Die nédchste Tatsache sichert die Existenz von Fundamentallosungen fiir
P(D) mit maximaler Regularitét:

1.10 Zu jedem partiellen Differentialoperator P(D) existiert eine Funda-
mentallosung E € Bﬁgcﬁ(IR”).

Bemerkung: Dabei ist BﬁZTP(IR”) im Bf;?,g—Sinne der bestmogliche Raum.

Denn mit £ € Bf;?,g(IR”) ist wegen [1.9 dann 6y € B, ./p beziehungsweise
%/P € L. Dies jedoch impliziert im Falle Pi € Lo, dann k@ € L, bezie-
hungsweise Bﬁgcp(]R") C Bﬁ?ﬁ(l&”).

Mit Hilfe der Aussage aus/1.10 beweist Hormander das folgende zentrale
Surjektivitdtsresultat:

1.11 Ist Q C IR" eine P-konvexe offene Menge und f € Bﬁ‘f/ﬁ(Q), wobei
k€ & und 1 < p < oo. Dann besitzt die Gleichung

P(D)u=f
eine Losung u € Bﬁf’,ﬁ(ﬂ).

Zur Konstruktion von Rechtsinversen sind oftmals Faltungen sehr hilf-
reich; wegen (uq * ug)” = tjuy erhalten wir die folgende Tatsache:

1.12 Ist u; € By, NE'(IR™) und uy € Bﬁgf@ (R™). Dann gilt uj * ug €
Bﬁoc (Rn)

D,k1-K2

Um ein abzéhlbares Fundamentalsystem von Halbnormen
u— llppullps, v €N

fiir den Raum Bf;‘jﬁ(Q) zu erhalten, wihlen wir eine Ausschopfungsfolge von
kompakten Teilmengen (K, ),en von € und hierzu eine Folge von Testfunk-
tionen (p,)yen C Z(2) mit der Eigenschaft ¢, x, = 1. Es gilt dann:

13
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1.13 Fiir jede offene Teilmenge €2 C IR" ist der Raum Bg‘;ﬁ(Q) ein Fré-
chetraum mit der durch die Halbnormen |[u|lpx,, = [l¢ulpr, ¢ € 2(0),
induzierten Topologie und es gilt

£(Q) C Bl%(Q) c 2'(Q)

mit stetigen Inklusionen.

14
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1.3 Induktive und projektive Topologien

In diesem Abschnitt wollen wir an die projektiven beziehungsweise induk-
tiven Topologien erinnern. Wir stellen kurz die grundlegenden Definitionen
und Sétze {iber diese Topologien zusammen; weiterfithrende Tatsachen fin-
den sich beispielsweise in [MeVo92] oder [Koethe66].

1.14 Definition

Sei E ein IK-Vektorraum, (Ey)nen eine Familie lokalkonvexer Rdume und
tn : E — E, eine Familie linearer Abbildungen derart, dass fiir 0 # x € I
eine Zahl n € IN existiert mit v,(x) # 0. Die durch das Halbnormensystem

{m<a’>€<pn o tn, k € IN, p, stetige Halbnorm auf E,}
n<

erzeugte lokalkonvexe Topologie auf E heif3t projektive Topologie.

1.15 Definition

Seien F ein IK-Vektorraum und p eine Halbnorm auf E.

Es sei Ny = {x € E : p(z) = 0}, ||z + Npll, := p(x) und E, die Ver-
vollsténdigung des mit der Norm || - ||, versehenen Raums E/N,. Diesen
bezeichnen wir als den lokalen Banachraum zur Halbnorm p. Ferner gilt fiir
die kanonische Abbildung * : E — E,, ’(z) := = + N, die Gleichung
|P@)llp = p(x), = € E.

Bemerkung: Ist F' ein Unterraum eines lokalkonvexen Raumes E und p eine
stetige Halbnorm auf E, so gilt

isometr. ——<F)p

F P (F)

~Y
pF =

1.16 Definition

Eine Familie lokalkonvexer Riume (E,)neN zusammen mit einer Familie
linearer, stetiger Abbildungen i¥ : Ey, — E,, k > n, heifit projektives Spek-
trum, in Zeichen (E,,ik),<k, falls die Bedingung i¥ = i™ o ¥ fiir alle
k > m > n erfiillt ist.

1.17 Definition
Sei (Ey,i%) <k ein projektives Spektrum lokalkonvexer Rdume. Ein lokal-
konvexer Raum E zusammen mit einer Familie linearer, stetiger Abbildungen
in : B — E,, n € IN, heiit projektiver Limes des projektiven Spektrums
(En,ifl)ngk, in Zeichen E = proj E,, falls gilt:

N

15
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1. iﬁoik:in fiir allen € IN und k > n.

2. Ist F ein lokalkonvexer Raum und existieren fiir k € IN stetige lineare
Abbildungen jj, : F — Ej, mit i¥ o jj, = j, fiir alle k > n, dann existiert
genau eine stetige lineare Abbildung j : F — E, so dass ji = i o j fiir
alle k € IN gilt.

1.18 Definition
Sei £ := (Ey,ik)n<k ein projektives Spektrum und E := proj E,,.
“—n
o & heifit reduziert, falls im(i,) dicht in E, fiir allen € IN liegt.
e & heifit strikt, falls die Abbildungen i,, fiir alle n € IN surjektiv sind.
Bemerkung: Trivialerweise sind strikte projektive Spektren reduziert.

1.19 Definition

Zwei projektive Spektren (Ey,, )" )n<m und (Fy, j7")n<m heiBen dquivalent,
falls es eine monoton wachsende Folge (k(n))nen in IN und stetige, lineare
Abbildungen Trlf(") : Fy(n) — En und Sﬁ(n) : Eg(n) — Fn gibt, so dass

Téz(n) o S:((s)(n)) _ Z-fl(k(n)) und Sﬁ(n) o T:((:)(“)) _ jS(k(n))

gilt.

Bemerkung: Zwei reduzierte projektive Spektren von Banachrdumen sind
dquivalent, falls sie zwei zueinander isomorphe Fréchetriume erzeugen.

1.20 Definition
FEin projektives Spektrum (E,,, i]")n<m heifit fast strikt, falls eine der beiden
folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

1. Fiir jede natiirliche Zahl n € IN existiert eine weitere natiirliche Zahl
£(n) > n derart, dass

iﬁ(n)(EZ(n)) =i, (Ey,) fiir alle m > £(n)
erfiillt ist.
2. Zu (Ey,i")n<m existiert ein dquivalentes Spektrum, welches strikt ist.

1.21 Definition
Eine Quojektion ist ein strikter projektiver Limes einer Familie von Ba-
nachrdumen.

16



I. Praliminarien

Bemerkung: Banachrdume und abzédhlbare Produkte von Banachrdumen
sind Quojektionen. Aus [Memo89], Th. 1.1.5, wissen wir, dass gilt:

1.22 Fiir einen Fréchetraum F sind die folgenden Bedingungen dquivalent:
e F' ist eine Quojektion.

e Jede kurze exakte Sequenz
0—>F—i>Gi>(€1)]N—>O

von Fréchetrdumen zerféllt, das heifit es existiert eine stetige, lineare
Abbildung r : (/1) — G mit der Eigenschaft qor = idgp N

1.23 Definition

Einen IK-Vektorraum E zusammen mit einer Familie lokalkonvexer Rdume
(E;)icr und linearen Abbildungen j; : E; — E bezeichnet man als induktives
System, falls | J;c; ji(E;) = E gilt. Wenn es eine feinste lokalkonvexe Topo-
logie auf E gibt, fiir welche alle Abbildungen j; stetig sind, so nennt man
diese die induktive Topologie des Systems (j; : By — E);er.

1.24 Definition
Ein abzéhlbares induktives System (j : E, — E)new heifit Einbettungs-
spektrum, falls fiir alle n € IN gilt:

e [, ist ein linearer Teilraum von E und j, : F, — FE ist Inklusion.

e F, ist in Ej,y1 enthalten und die Inklusion j),, : En — Ej4q ist
stetig.

1.25 Definition
Ein Einbettungsspektrum (j, : E, — E)penN heifit strikt, falls E,, ein topo-
logischer Unterraum von E,; fiir alle n € IN ist.

1.26 Definition

Zwei Einbettungsspektren (Ey,, il%)n<m und (Fy, j)n<m heifen dquivalent,
falls es eine monoton wachsende Folge (k(n))nen in IN und stetige, lineare
Abbildungen Tl?(n) : By, — Ej(n) und S,’;(n) : Bn — F(n) gibt, so dass

n

k(n) n  _;n k(n) no
Tk(k(n)) ° Sk(n) = Yk(k(n)) und Sk:(k:(n)) © Tk(n) = Jk(k(n))
gilt.
Schliefllich definieren wir den Begriff der Faststriktheit im induktiven Fall:

17
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1.27 Definition
Ein Einbettungsspektrum von Banachrdumen (E,,)ncN heifit fast strikt, falls
eine der beiden folgenden dquivalenten Bedingungen erfiillt ist:

1. Fiir jede natiirliche Zahl n € IN existiert eine weitere natiirliche Zahl
m > n derart, dass es fiir jedes natiirliche k > m und ¢ > 0 ein 6 > 0
mit der folgenden Eigenschaft gibt

Enﬂ(S-BEkCE-BEm.

2. Zu (Ep)new existiert ein dquivalentes Spektrum (F),),cn, welches
strikt ist.

Dabei sei Bg, :={x € E; : ||z|; <1}, j € IN.

18



KAPITEL 11

Folgenraumdarstellungen fiir Bf;(’,,f(Q)

Fiir eine topologische Charakterisierung der Existenz einer stetigen, linearen
Rechtsinversen zum partiellen Differentialoperator

P(D): BYs(9) — By%,(9)
ist das Vorhandensein einer Isomorphie zwischen Bﬁf’,‘;(Q) und (£,)N hilf-
reich.

Die Existenz eines solchen Isomorphismus wollen wir in diesem Kapitel
zeigen. Es sei bemerkt, dass dieser Isomorphismus auch losgelost von der
hier betrachteten Problemstellung von Interesse ist.

Genauer werden wir im Folgenden eine Verallgemeinerung des in [Vo83]
konstruierten Isomorphismus zwischen dem Raum Bfolg(Q) und einem abzihl-
baren Produkt von /1-Réumen darstellen:

Theorem A Fir jede offene Menge 2 C IR"™ und jedes p € [1,00) ist der
Raum Bf;f’,f(Q) isomorph zum Raum (£,)N.

In [Vo83], 6.2 wurde der Fall p = 1 behandelt, d.h. die Verallgemeinerung
besteht hierbei in der Zuléssigkeit der Indizes 1 < p < 0.

Bevor wir Theorem |Al beweisen, zeigen wir einige Hilfsaussagen.

19



II. Folgenraumdarstellungen fiir Bf;?,g(Q)

2.1 Vorbereitungen

Wir beginnen mit dem folgenden

2.1 Lemma
Firl<p<oo,g€Z" und f € C"(R") gilt

+1

g
P <2 3 / FO@©Pde .

e€B(n) g

Dabei benutzen wir die Bezeichnung F(n) fiir die Potenzmenge der Menge
{1,...,n}, f0 = age-a-i-magmf mit e = {e1,...,em} C {1,...,n}, fO = ¢
sowie ferner '

g+li=(g1+1,- ,g.+1), g€ Z"

Beweis: Wir zeigen zunéchst die Abschiatzung

g+1

OED> / £ (€)]de (2.1)

e€E(n) §
per vollstandiger Induktion iiber n.

n=1:

Im Fall n = 1 erhalten wir aus dem Mittelwertsatz der Integralrechnung ein
& € (9,9 + 1) mit der Eigenschaft |f(&)| = fggﬂ |f(&)|d€, so dass folgende
Abschétzung giiltig ist:

&o
F@l = |f) - / F©)de
g+1 ’ gt+1

IN

/ F(©)lde + / F(6)lde
g g

Damit haben wir den Induktionsanfang geklért.

n—1—n:
Fir g € Z", g = (¢',gn) mit ¢ € Z" ! und g, € Z ergibt sich aus der

20



II. Folgenraumdarstellungen fiir Bf;?,g(Q)

Behauptung fiir n =1

gn+1

sl < [ 1+ |
9n

9. (' &)

dé, .

Durch Anwendung der Induktionsvoraussetzung fiir n—1 auf die Integranden
und Einsetzen in die vorherige Abschétzung erhalten wir abschlieffend

gn+1 g/+1
o)l < > [ 1€
n e’€E(n—1) g
gt 3f(e/)
+ > ( )(5’,@» de' b dé,
e'eE(n—1) g/ agn
g+l
- Y [,
e€E(n) §

da E(n) = E(n—1)U{M = M'U{n} : M’ € E(n —1)}. Damit ist (2.1)
bewiesen.
Mit Hilfe von (2.1) erhalten wir weiter

g+1 P
FopP < (Z / f<@><£>dg)

e€E(n) g
g+1 p
<y ( / f(e)(f)df)
e€b(n) \ g

und mit Anwendung der Holderschen Ungleichung

g+1 g+1 % g+1 %
/ FO©))de < ( / f(e)(ﬁ)pd£> ( / 1qd£)
g g g

folgt dann die Behauptung. a
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II. Folgenraumdarstellungen fiir Bf;?,g(Q)

Im néchsten Zwischenschritt beweisen wir die Darstellbarkeit des Unter-
raums der v-periodischen Distributionen aus Bf;?,g(IR”) durch einen Folgen-
raum, wobei v € IR™ ein reeller Vektor mit positiven Komponenten ist. Zuvor
sichern wir die Existenz einer Abschneidefunktion ¢ € Z(IR"), welche die
Eigenschaft » czn ¢(- —vg) = 1 erfiillt, wobei wir fiir zwei reelle Vektoren
z,y € IR"™ die Definition

1 -9
Ty = :
Tn - Yn
benutzen:
2.2 Proposition
Setze J := {x € R" : |z1| < v1,...,|zn| < vp}. Dann gibt es eine Testfunk-
tion ¢ € Z(IR™) mit den Eigenschaften

o >0
e supp(y) C J
° dezn Tog(P) = 1.

Beweis: Wihle fiir jedes j € {1,...,n} ein §; € (3 vj,v;) und damit eine
Abschneidefunktion'w{) € Z(R) mit der Eigenschaft ¢} > 0, wo 1 fiir
[t| < 6; und supp(¥}) C (—vj,v;). Setzen wir nun fiir z € R

Pl (x) Z Yz —vik), je{l,...,n},
k=—o00
so erhalten wir die gewiinschte Funktion durch die Definition
V(@) = i(en) i (n), o= (21,...,20) €R".

O

Bemerkung: Der Beweis von Proposition 2.2]ist eine leichte Abwandlung des
Beweises von [Frie82], Lemma 8.5.1 .

2.3 Lemma
Sei 1 <p < oo und v € IR"™ mit positiven Komponenten. Die Elemente des
abgeschlossenen Unterraums

v Loc ny . _ n
By, i={u € BS(R") : u(- —vk) =u(-), k€ Z"}

22



II. Folgenraumdarstellungen fiir Bf;?,g(Q)

von Bf;f’,g(IR”) besitzen eine Fourierdarstellung

et 3 cpemiloid

U.'-U
1 ngEZ”

Dabei bezeichnen wir mit (-,-) das Skalarprodukt im IR™ und mit g1 das
Vektorprodukt

gt =(nt.. o).
Des Weiteren sei ¢, die Fouriertransformierte ¢, := @(27@%), wobei ¢ eine
Testfunktion mit der Eigenschaft ) czn ¢(- —vg) =1 ist.
Setzt man nun

P

[ulprw = | Y leglPr(2mg1)” |
geZ™

dann existiert eine von u unabhédngige Konstante C > 0, so dass mit Hilfe
der Testfunktionen p.(x) := T¢, - - - T¢,, ()

hSA

|u|P7'€7’U S C Z ||u”p,n,gpe

ecE(n)

gilt. Insbesondere ist B, . stetig eingebettet in den Banachraum

1
M= u= E cgeQ”’<95’x> s u

gezZ™

pro < OO

Beweis: Um zu zeigen, dass der Raum B, ,, ein abgeschlossener Unterraum
von B;;?,g(]R") ist, beachten wir zunéchst, dass die Translationsabbildung

m: 2 (R") — Z(R"), heR",

als duale Abbildung der Translation auf 2((2) stetig ist. Dass By ,; ein Unter-
raum von Bf,f’,ﬂf(lR”) ist, ist klar. Damit bleibt nur noch die Abgeschlossenheit
beziiglich der Relativtopologie zu zeigen. Da fiir h € IR"™ die Abbildung

Tp: BY(R") < 2'(R") — 2'(IR™)
u = du) e u) = Tale(u)
stetig ist, ist

By, = () ker(Ty)
hevZ™
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II. Folgenraumdarstellungen fiir Bf;?,g(Q)

ein abgeschlossener Unterraum des Raumes Bg"’,ﬁ(IR”) und damit insbeson-
dere vollsténdig.

Sei nun u € By, beliebig gewéhlt.
Aus der Poissonschen Summationsformel (siehe dazu auch [Hoer83al, 7.2.)
erhalten wir fiir alle schnellfallenden Funktionen ¢ € . (IR") die Gleichung

3" bwg) = 2 S g (amgl) (2.2

v
geZ™ 1 ngEZ"

Ist ¢ € 2(IR™) beliebig und ¢ € Z(IR") eine nach Proposition 2.2/ existie-
rende Testfunktion mit der Eigenschaft } - _zn ¢(z —vg) = 1, so erhélt man

durch Einsetzen von ¢ := (-)e~*®" in Gleichung (2.2)
P __@n)” 9rgl)e2mi(z.9%)
Z P(x +vg)p(x) = P Z Y(2mg e v () .
geZ™ 1 ngEZ"

Beachtet man die Tatsache, dass periodische Distributionen in .&#/(IR") lie-
gen, so folgt

a) = u()

= u( Y ¥()p(-—vg))
geEZ™

= u( Y (- +vg)p()
geZ™

_ O 5 mitad ) pangd
o X (et ) vians

= B0 S Gienglyv(engd)
w2

= (2m)" chw(%rg%).
o 2

Mit der Fourier-Umkehrformel erhalten wir schliefllich

1 (gl
u= E cgezm< 93)
Ul .. -Un
geZ™
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Mit Lemma 2.1] erhalten wir

ulprw = D leglPr(2mgy)?
geEZ™
< D d
geZ™
g+1

mit dg = |[2"P Z / au'®( (2méd)(2m) e' o d§ k(2mgl)P

e€E(n) g m
Aus der Abschitzung (siche Bemerkung zu [1.4))

(k(2mg3)) < (Me(2mgy — 2m€5)R(2mE )P
< <sup{M laleo < 27 max ‘%’})pH(Qﬂf%)p
J

= Crp- /4;(27r§ P, g<&<g+1

gewinnen wir weiter
g+1
Sy < Gy 3% / Fal) (2me L) Pr(2ne Ly
geZ™ gEZ™ e€E(n)
7T(ngl)%
< Cumn X % / GO PR(e)de
9E€Z" ceB(n) 1
= Clonp Y lullbsg, <
ecE(n)

mit e () := xe, -+ Te,, p(x) und damit die Behauptung. O

Nun weisen wir die stetige Einbettbarkeit von . in B , nach:

2.4 Lemma
Mit den Bezeichnungen von Lemma 2.3 ist die Menge . stetig in By,
eingebettet.

Beweis: Sei u € .# beliebig gewihlt. Um zu zeigen, dass u eine tempe-
rierte Distribution ist, beachten wir, dass nach Voraussetzung bereits die

Eigenschaft
> leglPr(2mgy)?
geZ™
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erfiillt ist. Mit einer geeigneten Konstanten C' > 0 gilt insbesondere fiir jeden
Summanden |cg|Pr(2mg2)P < C.

Wegen der Wachstumseigenschaften der temperierten Gewichtsfunktion
r folgt dann aber sofort die Existenz von positiven Konstanten C' > 0 und
m > 0, so dass folgende Abschédtzung erfiillt ist:

eyl <C(L+ g™, gezZ™

1
Da fir u= 3 cge2m<95"> und ¢ := m + n+ 1 die Ungleichung

geZ™
@) < D legl - [d(—2mg3)]
geZ™
< O (A+1gh ™A+ (g |d(—2mgl)|
geZ™
< C ) (1+1gh " sup(l + |z |g(—2ral)], €7,
]RTL
gezZ™

gilt, stellt die Fourierreihe

o1
§ : cge%dgv,)

geZ™

eine temperierte Distribution dar, welche aufgrund der Periodizitit der kom-
plexen Exponentialfunktion v-periodisch ist.
Im Folgenden benutzen wir die Schreibweise

n2

D= 2. - 2

g=ni {9€Z™ :|g;|<no V ie{l,...,n}} {g€Z™ :|g;|<n1 V ie{l,...,n}}

o1
Um nun zu zeigen, dass die Reihe cge2m<g v} ein Element des Raumes
geZ™
B, ,; ist, geben wir uns ein beliebiges € > 0 vor.

Wegen > czn |cgPR(2mgL)P < oo existiert ein ng € IN mit der Eigen-
schaft, dass die endliche Summe

n2
> leglPr(2mgy)?

g=n1
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kleiner als € fiir alle natiirlichen ng < n1 < ng ist. Fiir die Sumime

2 1
z :c962m<95’x>

g=n1i

ergibt sich nun fiir ¢ € Z(IR") die folgende Abschitzung

na 1 p 1 n n2 1 A P
3 cpetmitoy) = (%) / (chewgww) (2) ()| da
g=n1i D,K,p R" g=n1
1\" - ’
< (%) / (Z|cg|-r¢<x—2wgi>l> (w)’ da.
IRn g:nl

Nach dem Satz von Paley-Wiener gibt es fiir jede natﬁrlighe Zahl N eine
Konstante Cy mit der Eigenschaft, dass fiir Gy, x = (5 )7 Cn die Unglei-
chung

(;ﬁ) / (Z ol |¢<w—2wgi>|)pn<w>pdx

R” g=ni
2m(64+1)1 . »
1
<y [ (L ) o
ez 4 \gm (L4 |z —2mg )V
ok
v

gilt. Zum Zwecke der besseren Abschétzbarkeit werden wir jetzt die Variable
x aus dem Nenner des Integranden entfernen. Dazu beachten wir, dass fiir
{ < x </{+1 die Ungleichung

[6—gl < |0 —=[+|z—g] <Vn+l|z—g]
gilt und somit

1+ [l—gl<1+vVn+lz—g|<A+Vn)(1+]z—g]).
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Insgesamt erreichen wir damit die Abschétzung

n9 1 p
2mi{g =,
§ g€ mi{g5 )

g=m Py
2m(6+1)% »
1
< (Cun) Z / (Z |cq] 1 N) K(z)Pdz
ez g=n1 1 + |.I‘ 2W95|)
{41 na P
< CunNowp Z / (Z ‘ g’ 1 ) H(2W%$)pdx
tez™ 7y \g=m (1 +27T’ v D
041 »
< 2 lyyPd
< s 2 [ (S i ) e
€z g=n1
P
< C 2/n)NP :
>~ n,Nﬂhp( + \F KGZZH (gznl‘ 9‘ 1+|£ g‘) )
l+1
~/l<,(27['11}$)pd$.
¢
(2.3)
Um schliellich noch das Integral
{41
/H(Qwix)p dz
¢
nach oben abzuschétzen, beachten wir zunéchst, dass
£+1 l—g+1
/ k(2miz)P do = / k(211 (Z + g))PdE
0 l—g
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gilt. Mit den Wachstumseigenschaften der temperierten Gewichtsfunktion s
existieren Konstanten C, > 1 und N > 0, so dass Folgendes gilt:

l—g+1 l—g+1
/ k(2riz 4 2rig)Pdz < k(2mig)? / (1+C,|z))NPd
l—g l—g

< w@rlgl [1+Cu(t— gl +vm)V”

k(27 g)P(1+ |0 — g)VP(1 + Cpy/m) VP

IN

Dies eingesetzt in (2.3) ergibt

na 1 p
Z cge2ﬂi<ggv'>
g=m Dy

p £+1
1
< C//NUJJ Z Z | 9‘ 1+ |€ g‘) ] /K](27T,U.le)pdx
LeZ™ Lg=m )
g1P
(1 + 10— g™
< O nap1+ Cov)™ 7 3 Z leglw(2m3 ) o
(L+]6—gh™
leZ™ Lg=m1
und mit einer geniigend grofl gewihlten Konstante N
2 RN
Z 69627”(957')
g=m Potisp
ng 1 p
Nop |Cg|"0(27T59)
< Cunpp(l+Cov/n) Z [Z (1+ ¢ — g|)ntt
cz™ Lg=m

Die Doppelreihe im letzten Ausdruck kann nun als Norm iiber eine Faltung
in folgender Weise interpretiert werden:
Betrachte hierzu den Banachraum ¢,(Z"), s € [1,00), ausgestattet mit

der Norm )
lalls = (Z !axls> :
rezZn

Man definiere fiir f € £,(Z") und h € ¢1(Z") die Faltung durch
(f*h)y = Z fohg—, g€Z"

veZ™
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Wir wenden [Flo81], Satz 14.6.1, an und erhalten fiir die ¢,-Norm dieser
Faltung

1
P\ P

< | Fllp IRl -

Ifhllp=1 >

geEZ™

> fohgy

veZ™

Setzen wir nun

I leglk(2mig) g€ Z™:|g| <maVie{l,...,n}A 3 jmit|g;| >ny
I 0 sonst

und weiter

f = (fg)gEZ"

1
= ez = (),

so ergibt sich

no 1 p
27’F’L<7g7>
E Cge v
g=m DFsp

< Z:N,v,p Hf * hHg

< Crnwp IFII5 - 1217

ok D
- an,p Z ‘f9| ( n+1>
gezn 1 + ’g‘) EZ"’

- Z/Nv,p Z |Cg|p’{ 27T g)

g=ni

p

1
p

)
<<1+\g\>n+1 -

¥
S C n,N,u,p €

da nach Voraussetzung > 72 lcqlPr(2mLg)P < € gilt.

Also ist (Z;L:o cge%“%g”>)nem eine Cauchy-Folge, welche gegen ein u € B,
konvergiert. Weiter gilt

K

lullprie < C - (egr(2m59))geznllp = C - lulpp -

Als Gesamtergebnis ergibt sich der folgende
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2.5 Satz

Der Raum B, ,; ist isomorph zum Raum .# . Insbesondere wird die Topologie
auf By . durch die Norm |-|p, .., induziert. Ferner ist der Raum By ,, isomorph
zum Raum C,(Z").

2.2 Beweis von Theorem A

Um mithilfe von Satz 2.5 zu schlieBen, dass fiir geeignete v; die Rédume
HjelN(B;fﬁ) ~ (£,)N und Bf,?,ﬁ(Q) zueinander isomorph sind, geniigt es, die
Pelczinski-Zerlegungsmethode (siche [Vo83|, Prop. 1.2) anzuwenden:

2.6 Proposition ([Vo83])
Fiir zwei lokalkonvexe Rdume E und H mit den Eigenschaften

1. E ist isomorph zu einem komplementierten Unterraum von H™ und
2. HN jst isomorph zu einem komplementierten Unterraum von E
gilt bereits
E ist isomorph zu H™.

Bemerkung: Um die erste Bedingung aus Proposition 2.6 fiir unsere Réume
nachzuweisen, geniigt es wiederum, stetige, lineare Abbildungen K : F —
HN und L : HN — E mit der Eigenschaft L o K = idg zu konstruieren. In
der Tat ist dann K o L eine Projektion in H™ und wegen der Surjektivitit
von L gilt im(K o L) = im(K) und K : F — im(K) ist ein Isomorphismus.
Fiir die zweite Bedingung ist eine analoge Argumentation moglich.

Beweis von Theorem A:

1. Wir zeigen, dass fiir geeignete v; der Raum Bﬁ‘fg(Q) als komplemen-

tierter Unterraum in den Raum Hj vi,f eingebettet ist. Dafiir geniigt
es nach der obigen Bemerkung, stetige, lineare Abbildungen

©: BY(Q) — ] Brs
JEIN
und
U: [ Bix — BY(Q)
JENN
mit der Eigenschaft
\I/ O <I> = ldBf;OE(Q)
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zu konstruieren.

Wir folgen nun bei der Konstruktion von ® und ¥ den Ideen in [Vo83]
und halten zunéchst fest, dass fiir jede offene Teilmenge Q2 C IR™ eine
Uberdeckung aus abgeschlossenen Wiirfeln Q) mit folgenden Eigen-
schaften existiert (Whitney cubes):

L4 Uka:Q7

e die Inneren der ) sind paarweise disjunkt,
e diam (Qg) < min(4\/ﬁ, dist(Qx, Qc)> < 4 diam (Qy).

Durch Vergréfiern der Kantenldngen der Wiirfel kénnen wir eine Wiir-
felfamilie (W;);eN konstruieren, welche eine ihr untergeordnete Teilung
der Eins ¢; € 2(W7?), i € IN, besitzt, so dass fiir jedes x € 2 eine
Umgebung existiert, welche nur endlich viele Tréger supp(¢;) trifft.

Dies hat dann zur Konsequenz, dass ein beliebig gewéhltes Kompak-
tum in 2 ebenfalls nur endlich viele Trager der Funktionen ¢; trifft.
Ferner existiert fiir jedes j € IN eine Testfunktion v; € @(Wf) mit
der Eigenschaft ¢;¢; = ¢; auf W;.

Sei nun der Wiirfel W; gegeben durch die Menge
W; = {£eR" taj; <& < aji+pji, 1= 1,...,n},

wobei a; = (aj1,...,ajn), P; = (Dj1,---,0jm) € (R4 \ {0})". Wir
definieren nun Abbildungen

o 7'Q) - [[27@®

J

veZ™

[ [Z Tupj(¢jf)]
jeN

und
v: [[Z(RY) — 2'(Q)
J

(fj)jenm = > if -

jeN
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Die Abbildung & ist wohldefiniert und stetig, da es fiir jede Testfunk-
tion p € Z(IR"™) und jedes j € IN nur endlich viele Indizes vy, ..., vy,
mit der Eigenschaft

supp(¢;) Nsupp(@(- +vep;)) #0, v € {v1,... Uno}

gibt und deshalb die Reihen

Z Tup; (¢]f)

veZ™

unter jeder Testfunktion endlich sind.

Auch die Abbildung U ist wohldefiniert und stetig , da fiir eine vorge-
gebene Testfunktion ¢ nur endlich viele Indizes j € IN mit der Eigen-
schaft existieren, dass supp(;) den Tréger von ¢ schneidet.

Wegen der Stetigkeit in der 2'-Topologie ist es nun hinreichend, von
der Abbildung ® := ®|peoc(q) die Eigenschaft im(®) C []; By, nachzu-

weisen und von der Abbildung ¥ := ¥ die Eigenschaft im(V¥) C

ITT By
Bﬁf’g(Q) nachzuweisen, um dann mit demp Satz vom abgeschlossenen
Graphen auf die Stetigkeit der Abbildungen ® und ¥ (in der feineren
Topologie) zu schliefen.

Nun sehen wir aber, dass fiir ein festes f € Bﬁ?,g((l) jede Komponen-
te >, czn Topj, (5o.f) von @(f) pj,-periodisch ist und lokal als endli-
che Summe von Translationen von Elementen aus Bﬁfg(ﬂ) Né&'(N) C
By C BI¢(IR™) auftritt.

Die Reihe ) ;o 5 f; € im(V) ist fiir ein festes (f;)jen € [] By, lokal
eine endliche Summe von Elementen aus Bﬁf’g(lR") N &' (Q) und somit
aus B/%¢(Q).

Dariiberhinaus gilt folgende Gleichheit:

(Tod)f = > () > éi(-—vp)f(-—vp))
j

veZ™

= YD i —vp) f(-—vpy) -

Jj veZ”

Da aber sowohl 9, als auch ¢; ihren Tréger innerhalb der Menge W
besitzen, fallen fiir festes j € IN alle Summanden auler v = (0,...,0)
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II. Folgenraumdarstellungen fiir Bf;?,g(Q)

weg. Dies bedeutet
SN i —vp)fC—vpy) = Y ()8 ()f()
j veZ" J
= Y6000

= f0).
Damit ergibt sich, dass die Abbildung ® den Raum Bf;?,ij(Q) als einen
)]N

topologisch komplementierten Unterraum in [, By =2 (£,)N einbet-

tet.

. Die zweite Aufgabe besteht nun darin, zu zeigen, dass der Raum
I1; By, zu einem topologisch komplementierten Unterraum von B;;?,g(Q)
isomorph ist. Wir verfahren dabei analog zu 1. Dazu betrachte man
eine Folge (Pj);jew von disjunkten in Q relativ kompakten Wiirfeln

Pp={§€R":q; <& < ajit+pji, t=1,...,n}, p;j € (R \{0})"
Dabei wihlen wir die P; so, dass ein beliebig vorgegebenes Kompak-
tum in  lediglich endlich viele der Wiirfel P; schneidet.
Wir wéhlen paarweise disjunkte, offene U; mit P; C U; C Q. Nach
Proposition 2.2 gibt es nun fiir jedes j € IN ein ¢; € Z(U;) mit

Z ¢j(x —vp;) =1 fiir jedes x € R".

veZ™
SchlieBlich wahlen wir noch fiir jedes j € IN eine Funktion ¢; € 2(U;),
so dass 1;¢; = ¢; gilt. Wir definieren nun Abbildungen

o: [[7@® — 29

J

()= > bifi
i

und

v: 7(Q) - [[Z7(R")

f'_> [Z Tij(¢jf)] .
jeEN

veZ™

34



II. Folgenraumdarstellungen fiir Bf;?,g(Q)

Mit der gleichen Vorgehensweise wie in 1. konnen wir zeigen, dass
die jeweiligen Einschrénkungen @ : |H BV und ¥ := ¥, Blee(9)

wohldefiniert und stetig sind.
Zusétzlich erhalten wir aus

> il —vpi) Y owl(- — vpi) fi(- — vp))

veZ" keIN

= > (- = vp)ér(- — vpi) ful- — vp;)

veZ" kelN

- Z Vi(- —vpj)oi(- — vpi) fi(- — vpy)

veZ™

= Z o; (- —vpi) fi ()

veZ"
= fi(),

dass Vo d = H BV ist.

Somit ist H Bf;,€ isomorph zu einem komplementierten Unterraum
‘

von B 5¢(9).

Die Argumente aus 1. und 2. ergeben zusammen, dass

By(©) = [ [ By = (6)™
J

gilt.
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KAPITEL 111

Existenz von Rechtsinversen im Fall p € {1,2}

In diesem Kapitel wollen wir abstrakte Charakterisierungen fiir die Existenz
einer stetigen, linearen Rechtsinversen

R: B .(Q) — BY(Q)

pr/P
zum Differentialoperator

P(D): B%(Q) — B,s(Q)

diskutieren. Wir zeigen, dass die unter der Voraussetzung einer stetigen,
linearen Rechtsinversen erfiillte Striktheit des Kerns
ker(P(D)) := {f € B’S(Q) : P(D)f = 0}

auch hinreichend ist, falls p € {1,2} ist (Abschnitt 3.1). Damit erhalten
wir fiir diese p eine vollstdndige Charakterisierung durch eine topologische
Bedingung an den Kern.

Danach zeigen wir mit Hilfe des Begriffs der (induktiven) Faststrikt-
heit im Fall p = 2 eine topologische Charakterisierung duch das Kerndual
(Abschnitt 3.2). Wollen wir diese Bedingung ,, fouriertransformieren*, um ei-

ne Phragmén-Lindeltf-Bedingung zu erhalten, ergeben sich in unserem Fall
groflere Hiirden, wie Abschnitt [3.3] darstellt.

3.1 Eine Charakterisierung durch die Striktheit
des Kerns des Differentialoperators

Wir beginnen mit notwendigen Bedingungen, welche unabhéngig von dem
gewihlten p € [1, 00) gelten. Dabei bezeichnen wir mit Bﬁf’,‘é(Q, U) die Menge
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III. Existenz von Rechtsinversen im Fall p € {1,2}

jener Elemente aus Bﬁf’,ﬁ(Q), welche auf der offenen Teilmenge U von 2
verschwinden.

3.1 Lemma
Es sei Q@ C IR"™ offen und (p, k) € [1,00) x.# . Dann gilt die Implikationskette

(1) = (2) = (3):
1. P(D) besitzt eine (p,x)-Rechtsinverse auf €.

2. Fiir jede in () offene, relativ kompakte Teilmenge U existiert eine offe-
ne, relativ kompakte Teilmenge V DD U von () derart, dass fiir jedes

fe Bﬁ?’f/ﬁ(Q’V) ein g € Bﬁ?ﬁ(Q,U) mit P(D)g = f existiert.

3. Fiir jede in §2 offene, relativ kompakte Teilmenge U existiert eine offe-
ne, relativ kompakte Teilmenge V DD U von ) derart, dass fiir jedes
f € Ble(V) mit P(D)f = 0 ein g € Bf%(Q) mit P(D)g = 0 und
g = v existiert.

Bemerkungen: Die beiden Implikationen aus Lemma [3.1] ergeben sich ins-
besondere durch Wahl geeigneter Abschneidefunktionen und Ausnutzen der
Stetigkeit der vorausgesetzten Rechtsinversen.

Die dritte Bedingung von Lemma 3.1 bedeutet die Faststriktheit (siehe De-
finition 1.20) des Kerns des Differentialoperators.

Um von der ersten Bedingung von Lemma 3.1/ zur dritten Bedingung zu

gelangen, konnen wir auch mit Hilfe des Begriffs der Quojektion argumen-
tieren:
Setzen wir die Existenz einer (p,x)-Rechtsinversen fiir P(D) voraus, so wis-
sen wir aufgrund von Theorem Al dass ker(P(D)) im Raum (£,)X topolo-
gisch komplementiert liegt. Ein komplementierter Unterraum einer Quojek-
tion (in diesem Falle als abzidhlbares Produkt von Banachriaumen) ist aber
wiederum eine Quojektion.

Ist die Menge 2 P-konvex, so erhalten wir wegen der dann vorhandenen
Surjektivitiat des Operators P(D) sogar:

3.2 Lemma
Ist Q) P-konvex, so sind die Bedingungen 2. und 3. aus Lemmal3.1| dquivalent.

Nutzen wir Theorem Al aus, so ergibt sich in den Féllen p =1 und p = 2
insgesamt:
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III. Existenz von Rechtsinversen im Fall p € {1,2}

Theorem B Sei Q) C R™ P-konvex und p € {1,2}. Dann sind dquivalent:

1. Der Kern des Differentialoperators P(D) : B¢(Q) — Bf;",f/ﬁ(Q) ist
eine Quojektion (siehe Definition [1.21)).

2. Fir jede in Q offene, relativ kompakte Teilmenge U ezistiert eine offe-
ne, relativ kompakte Teilmenge V2D U won ) derart, dass fiir jedes

f € BY,,(Q,V) ein g € ByE(Q,U) mit P(D)g = f eaistiert.

3. Fiir jede in S offene, relativ kompakte Teilmenge U existiert eine offe-
ne, relativ kompakte Teilmenge VDD U wvon 2 derart, dass fiir jedes
f € BE(V) mit P(D)f = 0 ein g € B5(Q) mit P(D)g = 0 und
g = flu existiert.

4. Fiir das Paar (p,k), k € A, besitzt P(D) eine (p,k )-Rechtsinverse auf
Q.

Bevor wir mit dem Beweis der Implikation 1. = 4. beginnen, erinnern wir
noch an folgende Definition aus [Domor89]:

3.3 Definition
Ein lokalkonvexer Raum A heifit injektiv in einer Kategorie 98 von lokalkon-
vexen Raumen, falls folgende zwei Eigenschaften erfiillt sind:

e A ist selbst ein Objekt in 4.

e Ist A enthalten in einem Objekt C' von A, so folgt bereits, dass A
komplementiert in C liegt.

Bemerkung: Produkte von injektiven Rdumen sind wiederum injektiv. Fer-
ner ist jeder Hilbertraum injektiv in der Kategorie der Fréchet-Hilbertraume.

Beweis des Theorems B: Um nachzuweisen, dass die erste Bedingung
die vierte Bedingung impliziert, betrachten wir (unter Beachtung des zuvor
nachgewiesenen Isomorphismus B¢ () ~ (£,)N) die kurze exakte Sequenz

——~——
P

0 — ker(P(D)) = (6,)™ "% ()N — 0.

Dabei ist P(D) der mittels des Isomorphismus von P(D) induzierte Opera-
tor, d.h.

—~—

P(D):=T oP(D)oT™},

38



III. Existenz von Rechtsinversen im Fall p € {1,2}

wobei T @ Bl%¢(Q) — (£,)™ und 17 : Bﬁ?,f/P(Q) — (£,)™ Isomorphismen
sind. o

Wir beachten hier, dass ker(P(D)) als abgeschlossener Unterraum des
Fréchetraums (£,)™ wiederum ein Fréchetraum ist. Im Fall p = 1 erhalten
wir aus[1.22, dass diese Sequenz zerfillt. Dies impliziert insbesondere, dass es

—_—

eine stetige, lineare Rechtsinverse zum Differentialoperator P(D) und damit
zu P(D) gibt.

Im Fall p = 2 ist im Wesentlichen zu zeigen, das der Kern des Diffe-
rentialoperators P(D) isomorph zu einem Produkt von Hilbertrdumen ist.
Dieses Produkt ist wiederum isomorph zum Raum

H bo(I}), lo(I;) = w e KD . Z lz]? < oo p
jEN tel;

mit einer geeigneten Indexmenge ;.

Mithilfe der Norm

N

N
N
(21, ..., 2n) | = NEAE
7j=1

auf dem Raum (¢2)", N € N, definieren wir das Halbnormensystem (py)xeN

durch

pel(@) = [|me(@) |, wobei m(x) = (a1, .., 2x) gilt.

Dadurch wird der Raum (¢2)N topologisiert. Unter Beachtung der kanoni-
schen Abbildung
(Pi

()% = (@ ker(py)"
x +— x+ker(pj)

erhalten wir mit der Bemerkung zu [1.15, dass fiir jedes 5 € IN der lokale
Banachraum zum Kern des Differentialoperators
(ker(P(D)))

Pjlker(P(D))

isometrisch isomorph zum Raum

7 (ker(P(D))
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III. Existenz von Rechtsinversen im Fall p € {1,2}

ist. Dabei ist die Abschliefung in ((ﬁg)lN)pj gemeint.

Wir erhalten also einerseits (mithilfe der lokalen Banachridume) ein Kern-
spektrum aus Hilbertraumen (¢Pi (ker(P(D))))jen und andererseits aus der
vorausgesetzten Striktheit des Kerns ein Spektrum von Banachrdumen
(F)new mit surjektiven Verbindungsabbildungen

n+1

On,

:Fpyr — Fpy, neN.

Mit der Bemerkung zu [1.19 sind diese beiden Spektren dann &quivalent.
Aufgrund der Surjektivitit der Abbildungen o?*!: F,,; — F, muss, unter
Umstéinden nach Ubergang zu einem Teilspektrum, in der fiir jedes n € IN
existierenden Verkettung

Fp1 2% ot (ker (P(D))) 2% F,

die Abbildung B,+1 ebenfalls surjektiv sein. Daraus ergibt sich, dass der
Raum

F, = i (ker (P(D))) /(ker(Byi1))

Quotient eines Hilbertraums ist und somit fiir jedes n die Sequenzen

n+1

n+1) — Fn+1 In F,—0

0 — ker(o,,

zerfallen. Unter diesen Voraussetzungen existiert nun fiir jedes n € IN eine
stetige Projektion
Py :Fn+1 — Fh

mit der Eigenschaft im(P,;1) = ker(o?*1). Mithilfe der Definition

n
n L n+1 —1
n+1 +— (Jn |ker(Pn+1))
erhalten wir weiter stetige Operatoren
Z+1 By, _>Fn+1a

welche mit den Eigenschaften 07" o Rl | = idp, und zusétzlich im(R? ;) =
ker(P,+1) ausgestattet sind.
Wir betrachten nun die stetige Abbildung

T: proj F, — F; X H ker(o 1) |
on nelN
(Zn)new = (21, Pa(x2), P3(23),. . .)
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III. Existenz von Rechtsinversen im Fall p € {1,2}

welche sich als Isomorphismus herausstellen wird, wie die folgenden Argu-
mente zeigen:

Zunichst erhalten wir die Surjektivitdt der Abbildung 7', indem wir fiir ein
(Zn)nen € Fi X [[,en ker(o2™) das Urbild

n—1
v1:=x1 und v, := xn+ZR2_lo---oR’,§+1(xk), n>2
k=1

wihlen. Die Abbildung T ist ebenfalls injektiv, da mit T((zy)pen) = 0
sofort r1 = 0 folgt, x5 € ker(o?) Nker(P,) = {0} erfiillt ist und wir sukzes-
sive auf z,, = 0 fiir die Komponenten mit Index n > 3 schlieflen kénnen.
Schliefllich erhalten wir die Stetigkeit der Umkehrabbildung, indem wir den
Isomorphiesatz von Banach einsetzen.

Durch die vorangegangenen Uberlegungen haben wir fiir den Kern des
Differentialoperators also die Darstellung

o
ker(P(D)) & proj Fyy, = Fy x [ [ ker(on ™) 2 [ £a(15)
—m n=1 JEN

gewonnen, d.h. die Darstellung als Produkt von Hilbertrdumen. Mit der
Bemerkung hinter Definition 3.3 erhalten wir, dass ker(P(D)) topologisch
komplementiert im Fréchet-Hilbertraum (o)™ liegt. Damit zerfillt aber die
kurze exakte Sequenz

—_——

0 — ker(P(D)) — ()N "5 (0,)N o

und es existiert eine stetige, lineare Rechtsinverse. O

3.2 Eine Charakterisierung durch die Striktheit
des Kernduals im Fall p = 2

Im Fall p = 2 ist eine Charakterisierung im Sinne einer topologischen Be-
dingung an das Dual des Kerns moglich, wie die folgenden Ausfithrungen
zeigen.

Zum Zwecke der Beschreibung des Dualraums (Bg",fj(Q))/ von BSO,S(Q)
beachten wir die Information aus [Hoer83b], Abschnitt 15.2., dass der Raum
Bgof/m(Q) das Dual des lokalkonvexen Raums

B . (Q) = Bay N E'(Q)
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III. Existenz von Rechtsinversen im Fall p € {1,2}

ist. Dieser kann als strikter, induktiver Limes einer Folge B, N &'(Kj),
J € IN, dargestellt werden, wobei die Mengen K eine Ausschépfung der
offenen Menge © durch Kompakta darstellt. Da die Stufen By, N &"(Kj)
abgeschlossene Hilbertunterrdume von B, sind, ist der strikte induktive
Limes B§, () dieser Réume reflexiv.

3.4 Satz
Sei Q C IR™ eine P-konvexe offene Menge, x € £ und es sei
B = By N &'(Kj) fiir j € IN. Folgende vier Bedingungen sind dquivalent:

1. P(D) besitzt eine (2,x)-Rechtsinverse.
2. Das induktive Spektrum
(B + P(=D)BS 5, (Ve
ist fast strikt (siehe Definition [1.27).

3. Fiir jedes n € IN existiert eine weitere natiirliche Zahl m > n derart,
dass fiir alle k > m und allen € > 0 ein § > 0 existiert, so dass

()N 0By,
(€2)

4. Fiir jedes n € IN existiert eine weitere natiirliche Zahl m > n derart,
dass fiir alle k > m und allen € > 0 ein § > 0 existiert, so dass aus den
beiden Bedingungen

(a) u e &' (Kg), |lulla,yx < 0.
(b) Es gibt ein v € P(—D)B; (P/N)V(Q) mit u —v € &'(K,).

bereits

(c) Es gibt ein w € P(—D)BS -, . .(Q) mit u —w € &' (K,,),
Ju—whaye <=,

folgt.

Beweis:

1. 2.
Da der Kern ker(P(D)) als abgeschlossener Unterraum eines reflexiven Fré-
chetraums reflexiv ist, ist er distinguiert bzw. dessen starker Dualraum ein
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III. Existenz von Rechtsinversen im Fall p € {1,2}

(LB)-Raum. Mit dem Satz von der offenen Abbildung kénnen wir darauf
schlieflen, dass

(ker(P(D)))’ & (B2 p(-D)(1es @)

ist. Theorem Bl zeigt nun, dass im Fall P-konvexer, offener Mengen 2 C IR"
die Existenz einer (2,x)-Rechtsinversen impliziert, dass der Kern ker(P(D))
des entsprechenden Differentialoperators ein strikter projektiver Limes einer
Familie von Banachriumen ist. Dies ist nach [Dieza84], Prop. 1, aber dqui-
valent zu der Tatsache, dass das zum Kernspektrum duale Spektrum strikt
ist. Insbesondere ist dann der Raum

(Bg?ﬁ(Q))'/P(fD)(Béf’;‘/P(Q))’ (3.1)
fast strikt (im induktiven Sinne). Setzen wir andererseits voraus, dass der
Raum 3.1/ fast strikt ist, so existiert ein striktes (induktives) Spektrum von
Banachrdumen, welches den Raum 3.1/ erzeugt und mit [Dieza84], Prop.
1, erhalten wir, dass dessen Dual strikt ist. Aufgrund der Reflexivitit ist
damit der Kern eine Quojektion. Also besitzt P(D) fiir das Paar (2,x) eine
(2,k)-Rechtsinverse. Mithilfe der vor dem Satz 3.4 gemachten Bemerkung
beziiglich des Dualraumes von Bg‘f(Q) erhalten wir, dass die Existenz der
(2, k)-Rechtsinversen dquivalent zur Striktheit des Raumes

By v O[P(=D)B; 5 (@)

ist.
2. 3. 4.

Beachten wir die Definition der Faststriktheit im induktiven Fall (siehe De-
finition 1.27) und die Tatsache, dass P(—D)Bj # /H).(Q) ein Vektorraum ist,

so erhalten wir die Behauptung. a

43



III. Existenz von Rechtsinversen im Fall p € {1,2}

3.3 Zur Existenz von Bedingungen im Phragmén-
Lindel6f-Sinne

In [MTV90] wurde eine der Bedingung 3. aus Satz 3.4 analoge Bedingung
fouriertransformiert, um sogenannte Phragmén-Lindel6f-Bedingungen zu er-
halten. Bei gleicher Vorgehensweise zur Charakterisierung der Existenz von
(2,r)-Rechtsinversen stossen wir jedoch auf erhebliche Schwierigkeiten, wie
wir im Folgenden darlegen wollen. Dabei setzen wir elementare Kenntnisse
der Funktionentheorie mehrerer Verédnderlicher, wie beispielsweise in Kapi-
tel 2 von [Hoer90] dargestellt, voraus.

Es sei () # Q C IR" offen und konvex sowie P ein nichtkonstantes, komplexes
Polynom. Fiir geniigend kleine £ > 0 (dann ist die Menge €. auch konvex
und nicht-leer) definieren wir das Trigerfunktional

he : IR" — R

n
T~ sup(z,y) = SUBE z;Y;
yeQe y€Qe j=1

und bezeichnen mit V(P) die Nullstellenvarietit des Polynoms P.
In [MTV90] wurde die Bedingung PL(2) eingefiihrt

Fiir alle ¢ > 0 gibt es ein 0 < & < €, so dass fir alle 0 < n < § ein
B > 0 exisiert, so dass fiir alle plurisubharmonischen Funktionen u : C" —
[—00,+00) die beiden Bedingungen

a) u(z) < he(Im 2) + O(log(1 + |2]?)), ze€ Q"

b) w(z) < hy(Imz), ze€V(P)

die Bedingung

c) u(z) < hs(Im 2) + B log(1 + |2|*) + B, z € V(P)

impliziert.

Dort wurde gezeigt, dass die Bedingung PL(2) oder gleichwertig die Bedin-
gung APL(?), dquivalent zur Existenz einer stetigen, linearen Rechtsinver-
sen zum partiellen Differentialoperator mit konstanten Koeffizienten P(D)
zwischen den Réumen 2'(Q) (bzw. &(f)) ist.

Dabei entsteht die Bedingung APL(2) aus der Bedingung PL(2) durch Er-
setzen von u durch u := log |f| mit einer ganzen, holomorphen Funktion
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III. Existenz von Rechtsinversen im Fall p € {1,2}

f:C"— C.

Wir wollen analog wie in [MTV90] vorgehen. Dazu wihlen wir fiir die
konvexe Menge () eine konvexe Ausschopfung (K;);ew und betrachten die
zur Sequenz 3.2

1 P(=D)

0 — (B A(9)) (BLe()) % (ker(P(D)) -0 (3.2)

isomorphe Sequenz

0— B o () B By (©) LB @ s @)~ 0. (33)
Dabei ist p die Quotientenabbildung
p: BQ 1/H(Q) — 2 1/K(Q)/P B2 (P//)\(Q)

r — z+P- BC(/)(Q)

und fiir eine temperierte Gewichtsfunktion ' ist

Bm) = U {f € O(C") : |f(2)] < C - (1+ |z])NeHr; M=)
JEN,N>0

Vz e C" und/ If(2)2(K (2))%dz < oo} .
e

Betrachten wir nun die exakte Sequenz

0 — B¢ E;(Q)_)BQV( )—>{f|v f6B21/( )}_>0

Wiirde sich herausstellen, dass diese Sequenz topologisch isomorph zur Se-
quenz 3.3 ist (mit einer Einschrinkungsabbildung ), so wire die Existenz
einer (2,x)-Rechtsinversen auf € dquivalent zur Existenz eines stetigen, li-
nearen Ausdehnungsoperators

o {f|V(P f6321/ ( )}_)321/ (Q)
Dabei stellt sich die Frage, ob die Abbildung
T:B Ql/n O)/p.(B ;(:/T(Q)) — {fljvpy : f € BS 1/K(Q)}
f+P ( 2,(P/x)" (Q)) = f\V(P)

ein Isomorphismus ist. Dabei ergeben sich mehrere Probleme:
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III. Existenz von Rechtsinversen im Fall p € {1,2}

1. Man driicke den Raum {fj,p) : f € Bg/l/n\(Q)} als einen Raum holo-
morpher Funktionen auf der Nullstellenvarietdt V' (P) mit geeigneten
Gewichten (auf der Varietét) aus.

Wir bezeichnen nun mit & (V(P)) die in einer Umgebung der Nullstel-
lenvarietét des Polynoms P holomorphen Funktionen. Da das Kern-

dual (ker(P(D)) Béoc(m)’ ein induktiver Limes von Hilbertrdumen ist,

sollte eine Beschreibung im Sinne einer Vereinigung von Riumen
En:={f € O(V(P)):||flln < oo}

mit Normen der Form

1]l = / P vndn |
Vv

moglich sein. Dabei sind v, geeignet gewéhlte Gewichtsfunktionen.

. (Divisions-)Problem beim Nachweis der Injektivitidt der Abbildung 7":
Ist f € Bil/k(Q) mit der Eigenschaft fjy(py = 0, so miisste es ein

—

g € B (}B/H)V(Q> mit der Eigenschaft f = P - g geben (das analoge
Problem in [MTV90] wird gelost durch das (Divisions-)Lemma 2.2
aus [Han83)).

. Lokale Beschrénktheit der Umkehrabbildung von T":
Meise, Taylor und Vogt benutzten in [MTV90] den folgenden Ausdeh-
nungssatz (siehe Theorem 2.3 aus [Han83]):

Sei P ein quadratfreies Polynom und €@ C IR" eine offene, konvexe
Menge. Fiir jedes ¢ > 0 und jedes k € Ny existiert eine (von € und k
abhingige) Konstante M € IN mit der folgenden Eigenschaft:

Fiir jede auf der Nullstellenvarietit V(P) holomorphe Funktion f mit

sup ’f(zﬂ(l + ’z‘)_ke—hszg(lm(z)) <1
z€V(P)

existiert eine ganze holomorphe Funktion g mit der Eigenschaft

Squ) \g(Z)|(1 + ’Z‘)ik*Meths(Im(Z)) <2.
zeC™
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Ein in unserem Fall benétigtes (analoges) Theorem miisste aufgrund

der vorgegebenen temperierten Gewichtsfunktion eine holomorphe Fort-
setzung mit einer L?-Integralabschitzung ohne Gewichtsverlust bein-

halten.

Jedoch bereits in der (vergleichsweise einfachen) Situation einer Fort-

setzung einer holomorphen Funktion von einer Hyperebene im €C" auf

ganz C" tritt bereits ein Gewichtsverlust (siehe dazu beispielsweise

[Hoer90], Th. 4.4.3) auf. Man beachte ebenfalls in diesem Zusammen-

hang die Bemerkungen zu Theorem 15.3.3, [Hoer83b].
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KAPITEL 1V

Existenz von (p,x)-Rechtsinversen und
P-Konvexitédt mit Schranken

Sei 2 C IR™ offen. In diesem Kapitel diskutieren wir Zusammenhénge zwi-
schen der Existenz von Rechtsinversen des Differentialoperators P(D), wenn
er einerseits als Operator auf Bf;f’,g(ﬂ) und andererseits als Operator auf
2'(Q) (beziehungsweise &(2)) betrachtet wird.

Wir zeigen zuniichst, dass die Existenz einer (p, k)-Rechtsinversen immer die
Existenz einer Rechtsinversen auf 2'(Q2) (beziehungsweise &(£2)) impliziert.
Nach [MTV90] ist dies dquivalent zur Existenz geniigend vieler Fundamen-
tallosungen mit ,,Lochern im Triager® (siehe dazu die vierte Bedingung aus
Lemma 2.1). Um aus einer solchen Bedingung eine (p, k)-Rechtsinverse zu
konstruieren, werden wir bendtigen, dass diese Fundamentallésungen zusétz-
lich regulér sind.

Nun impliziert die Existenz von Rechtsinversen auf 2’(€2) in bestimmten
Féllen Hyperbolizitiatseigenschaften von P(D) (siehe dazu [MTV90], Ab-
schnitt 3).

Diese werden ausgenutzt, um geniigend viele regulidre Fundamentalldsungen
mit ,,Lochern im Trager“ zu erzeugen.

Wir erhalten dann, dass in den folgenden wichtigen Fillen die Existenz ei-
ner 7'(2)-Rechtsinversen von P(D) dquivalent zu der Existenz einer (p, x)-
Rechtsinversen ist:

1.  ist eine beschrinkte, nichtleere offene Menge mit C'-Rand.
2. Q ist ein konvexer, offener Polyeder mit nicht-charakteristischen Seiten

(und als Spezialfall davon: € ist ein Halbraum mit nicht-charakter-
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istischem Rand.)
3. 2 =1R" und grad(P) = 2.
4. Q=R

Der dritte dieser vier Fille erlaubt es uns, ein Beispiel fiir einen nicht-
hyperbolischen Differentialoperator anzugeben, welcher trotzdem eine (p, x)-
Rechtsinverse besitzt.

4.1 Notwendige und hinreichende Bedingungen fiir
die Existenz von (p, x)-Rechtsinversen

Nach [MTV90] bezeichnet man eine offene Menge 2 C IR" als P-konvex
mit Schranken, falls folgende Bedingung erfiillt ist:

Fiir jede kompakte Menge K C ) existiert eine kompakte Menge L mit
der Eigenschaft K C L C Q derart, dass fir jede in Q relativ kompakte
Teilmenge w mit L C w Parameter s € INg und C > 0 existieren, so dass
fir jedes v € &' (w) mit

P(=D)v|p\x € B

bereits
Vs € C- B~ (w\ L)

erfiillt ist, wobei B® die abgeschlossene Einheitskugel im Lo(IR™) und
B~%(w\ L) die abgeschlossene Einheitskugel des Sobolevraums W~5(w \ L)
bezeichnet .

Dies ist dquivalent dazu (siche [MTV90], Theorem 2.7), dass
P(D): 2'(Q) — 2'(Q)
beziehungsweise
P(D): £(2) — £(9),
eine stetige lineare Rechtsinverse besitzen.

Eine notwendige Bedingung fiir die Existenz von (p, k)-Rechtsinversen
leiten wir aus dem folgenden Spezialfall des zweiten Theorems aus [BFM97]
ab:
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4.1 Satz

Existiert ein stetiger, linearer Operator R : &(2) — 2'(Q) mit P(D)R(f) =
f fiir jedes f aus &(2), so besitzt P(D) : &(2) — &(Q) eine stetige, lineare
Rechtsinverse.

Bemerkung: Man argumentiert hier mit Hilfe der Stetigkeit des Losungsope-
rators, dass unter der Voraussetzung des Satzes folgende Bedingung erfiillt
ist:

Fiir jedes ¢ > 0 gibt es ein 0 < § < € derart, dass fiir jedes
0 <n < dein £ € N existiert, so dass Folgendes gilt:

Fiir jedes f € C*(Q, Q) existiert eine Distribution g € 2'(Q,, Q)
mit P(D)g = fiq,-

Diese Bedingung ist nach [MTV90], Theorem 2.7, &quivalent dazu, dass der
Operator P(D) : &(Q) — &(Q) eine stetige, lineare Rechtsinverse besitzt
beziehungsweise die Menge 2 P-konvex mit Schranken ist.

Beachten wir [1.13] und wenden Satz 4.1 auf den Differentialoperator
P(D): Bf;?,g(Q) — B}, «/5(€2) an, so ergibt sich unmittelbar

4.2 Korollar
Besitzt P(D) : Bf;?,g(Q) — By, ./5(§2) eine Rechtsinverse, so ist die Menge )
P-konvex mit Schranken.

Als Anwendung von Korollar 4.2] erhalten wir das folgende

4.3 Korollar
Ist n > 2, so existiert auf keiner offenen Menge 2 C IR"™ zum Differential-

operator

P(D): B%(Q) — B,2s(Q)

eine (p,k)-Rechtsinverse, wenn P (D) hypoelliptisch ist.

Gébe es ndmlich eine solche Menge 2, so wire diese Menge auch P-konvex
mit Schranken, was jedoch [MTV90], Korollar 2.11, widersprechen wiirde.

Im Folgenden werden unter der Voraussetzung gewisser regulirer Funda-
mentallésungen E Rechtsinverse konstruiert. Durch lokalendliche Summen
von Ausdriicken der Form

of x E, (4.1)
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wobei ¢ eine geeignete Abschneidefunktion ist, konnen wir dies erreichen.
Dabei muss darauf geachtet werden, dass diese Faltung wieder ein Element
des Raums Bﬁf’,f(ﬂ) ist.

Eine einfache Technik, entnommen aus dem Beweis der ersten Proposi-
tion aus [MTV96al, ergibt im Fall Q = IR" eine hinreichende Bedingung fiir
die Existenz von (p, k)-Rechtsinversen:

4.4 Proposition
Ist Q@ = IR"™ und es existieren m reguldre Fundamentallosungen Eq, ... E,,
mit

supp(E;) CIR"\ K;, je{l,...m},
wobei die K offene, konvexe Kegel mit Spitze im Nullpunkt sind. Uberde-
cken die Kegel K1, ... K,, die Einheitssphire im IR", dann existiert fiir jedes

Paar (p,k) € [1,00) x £ eine (p, k)-Rechtsinverse des Differentialoperators
P(D) auf IR™.

Beweis: Wir wihlen eine nach [Hoer63|, Theorem 3.1.1, existierende re-

guldre Fundamentallésung FEy und eine C'*°-Teilung der Eins (¢;);eo,....m}
der Uberdeckung {—K7,...,—Ky;,} U B1(0), um mit
m
R(f) =) Ej*e;f
j=0
eine (p, k)-Rechtsinverse auf IR" zu erhalten. O

Im Fall beliebiger, offener Mengen €2 zeigen wir mit der Technik des Lem-
mas 2.4 aus [MTV96D] folgendes hinreichendes Kriterium fiir die Existenz
einer (p,x)-Rechtsinversen:

4.5 Satz
Es sei 2 C IR™ offen. Es gelte:

Fiir jede Menge K CC ) gibt es eine Menge M CC )
derart, dass fiir jede Menge L CC Q und fir alle § € Q\M
ein E € B (IR™) existiert mit
oo, P
(Bed. 4.1) ’
o supp(E) (1 (K — €)= 0

e supp(P(D)E — )N (L—¢&)=10.

Dann besitzt P(D) fiir jedes Paar (p,x)€ [1,00)x. %" eine (p,k)-Rechtsinverse
auf der Menge ).
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Aus Vereinfachungsgriinden zeigen wir zuvor:

4.6 Lemma

Es sei Q C IR" offen. Gilt Bedingung (Bed. 4.1), so existiert eine Folge
(Q:)kew von Teilmengen der Menge € derart, dass fiir jede Zahl k € IN
die Menge ), relativ kompakt in der Menge .11 liegt, die Vereinigung der
Mengen €, gleich der Menge ) und folgende Bedingung erfiillt ist:

Fiir jedes & € Qy12\Qp+1 existieren Distributionen E¢ € ng?]s(]R”) und

T¢ € B2 (R™) mit

00,1

e supp(E¢) C (R"\Q) — ¢
e P(D)E¢ = &y + T¢, wobei supp(T¢) C (R™\Qp13) — € .

Beweis: Man bilde eine Ausschopfung der Menge €2 durch Mengen
~ 1
Q= {xeﬂ:m < k und dist(z, 0§2) > k}, E>1.

Man wihle nun eine Teilausschopfung durch

Ql = S/EL
Qy := Q,, wobei ky = max{2, min{j € N : Mg, C STJ}}
Qg = Qqu, wobei kg = max{k, 1 +1,min{j € IN: Mo, , C STJ}}

fiir ¢ > 3. Ist dann & € Qp42\Qg41 fiir ein k£ € IN, so gibt es mit der Definition
K := Qy, eine Menge Mg, C Qj41, so dass fir dieses £ € Q\Mq, und L :=
Qpizein E € Bﬁgcﬁ(IR") existiert, so dass einerseits supp(E) N (Qr — &) =0

und andererseits supp(P(D)E — dp) C ((IR™\Qxr3) — &). 0

Beweis des Satzes 4.5: Gibt es fiir eine offene Menge 2 C IR" eine
Folge () ren wie in Lemma 4.6/ beschrieben, so kénnen wir den Beweis des
Lemmas 2.4 aus [MTV96b| entsprechend iibertragen und erhalten fiir jedes
ke{neIN:n>3} (Q =01 :=Q_5:=0) einen stetigen, linearen
Operator

Ry, : BE o (9, Q) — BY2(Q, Qo)

p7n/}3 o

welcher die Eigenschaft

P(D)Rk(f)i0p: = fiown
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besitzt. Zusétzlich definieren wir noch den linearen, stetigen Operator

Ro: B%s(2,9Q) — B(R,Q )
fo= Ex@f),

wobei E eine regulidre Fundamentallosung von P(D) ist und ¢ € () eine
Testfunktion mit ¢, = 1.
Fiigen wir dann noch die Operatoren R; := R0|Beoc (©Q,1) und
p,r/PY
Ry = Rygtoc _(q,0,) hinzu, so konnen wir die Beweistechnik von Lemma
p,r/P

2.2 aus [MTVQGbJ anwenden und erhalten die gesuchte Rechtsinverse. O

Bemerkungen: Man sieht, dass in der folgenden hinreichenden Bedingung
aus [MTVI0]

(MTV vi.) Es gibt eine Folge (£2x) von offenen Teilmengen von 2 mit
Q CC Qg und Q = Up2; Q, so dass fiir alle § € Qo \ Qpt1
es B¢, Ty € 7' gibt, so dass

L. supp (Eg) € (IR™\ ) — ¢
2. P(D)Eg =dp + Tg, wobei supp (Tg) - (Qk+4 \ Qk+3) —£

die Distributionen E¢ und T¢ durch eine regulére Fundamentallésung E¢ €

Bi‘z’cp(IR”) sowie eine Restdistribution T € Bﬁgfl (IR™) ersetzt werden kénnen,
um eine hinreichende Bedingung fiir die Existenz einer (p,x)-Rechtsinversen

zu erhalten. Die schwichere Bedingung an den Triager der Restdistribution

kann auch im allgemeinen Fall gestellt werden, was mit Hilfe der Beweis-

technik beispielsweise des Theorems 2 aus [BEM97] gezeigt werden kann.

Formuliert man die (Bed 4.1) anstatt fiir Bﬁ?ﬁ—Réume fiir allgemeine
Distributionen, so ist dies dquivalent zu folgender Bedingung aus [MTV90)]

(MTV iii.) Fiir alle € > 0 gibt es ein 0 < (p < € so dass fiir alle 0 < 0 <
n < ¢ < undalle € Q,\Q esein Ee € 2’ gibt, so dass
folgendes gilt:

1. supp Ee C (R™\ Q) — &
2. P(D)E¢ = 6y + Ty, wobei supp (T¢) C (2, \ Q) — €.

Offen ist hingegen die Frage, ob die hinreichende Bedingung (Bed. 4.1) zur

Existenz einer (p,k)-Rechtsinversen auch notwendig ist.
Ein Vorgehen, analog zu [MTV90], Lemma 2.1, ermoglicht es leider nicht,
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Fundamentallosungen gleichzeitig mit geniigender Regularitét und geniigend
groflen ,Lochern im Tréger® zu erzeugen.

Jedoch im Falle bestimmter Differentialoperatoren und geeigneter Men-
gen () haben wir geniigend viele reguldre Fundamentallésungen mit ,,Lochern
im Tréger* zur Verfiigung, um (p,x)-Rechtsinversen zu konstruieren, wie der
folgende Abschnitt zeigen wird.

4.2 Uber die Existenz von (p,x)-Rechtsinversen im
hyperbolischen Fall

Im Folgenden bezeichnen wir fiir 0 #£ N € IR" mit
Hi(N):={xeR": (z,N) 20}

den ,,oberen* beziehungsweise ,,unteren“ offenen Halbraum zum Normalen-
vektor N. Des weiteren erinnern wir kurz an die Definition (fiir die Definition
des Hauptteils P, eines Polynoms P siehe Abschnitt [1.1)) der Hyperbolizitét
des Operators P(D):

4.7 Definition

Ein partieller Differentialoperator P(D) heifit hyperbolisch in Bezug auf
den Vektor N € IR", falls fiir den Hauptteil P, des Polynoms P die Un-
gleichung P,,(N) # 0 gilt (man spricht in diesem Falle davon, dass N nicht-
charakteristisch fiir P ist) und es ein 19 € IR gibt, so dass die Petrowski-
Bedingung

P(&+itN) #0, fallsT <7 und¢ € R"

erfiillt ist.

Die starke Aussage (vergleiche Theorem 5.6.1 [Hoer63]), dass zu jedem
in Bezug auf den reellen Vektor N hyperbolischen Differentialoperator P(D)
eine reguldre Fundamentallosung mit Tréger in einem abgeschlossenen Teil-
kegel der Menge H () existiert in Verbindung mit der Aussage, dass jeder
in Bezug auf den Vektor N hyperbolische Differentialoperator ebenfalls in
Bezug auf —N hyperbolisch ist (vergleiche Theorem 5.5.1 [Hoer63|) sorgt
dafiir, dass in verschiedenen Situationen die Bedingung (Bed. 4.1) erfiillt ist.

Zunichst beweisen wir unter Beachtung von [MTV90], Theorem 3.8, das
folgende
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Theorem C Fiir ein nicht-konstantes, komplexes Polynom P sind dquiva-
lent:

1. P(D) ist hyperbolisch in Bezug auf jeden nicht-charakteristischen Vek-
tor N € IR™.

2. Fiir jedes Paar (p,k)€ [1,00) x # und jede offene, konvexe Menge
besitzt P(D) eine (p,k)-Rechtsinverse.

3. Es existiert eine offene, beschrinkte Teilmenge () # Q C R™ mit C'-
Rand und ein Paar (p,k)€ [1,00) x & derart, dass der Operator P(D)
eine (p,k)-Rechtsinverse besitzt.

4. Jede offene, konvexe Menge ) ist P-konvex mit Schranken.

5. Es existiert eine offene, beschrinkte Teilmenge () # Q C IR"™ mit C*-
Rand, welche P-konvexr mit Schranken ist.

Beweis:

Es geniigt hier der Nachweis der Implikation 1. = 2, da die anderen
Implikationen in [MTV90] bewiesen werden, aus Korollar 4.2 folgen oder
aber trivial sind.

Um also aus der ersten Bedingung die zweite Bedingung zu folgern, wihle
man eine offene, konvexe Menge 2 C IR". Zunéchst beobachten wir, dass
die Menge

{zeS" 1. P,(x) #0}

dicht in S liegt. Wiire dies nicht der Fall, so wiirde wegen der Homoge-
nitdt des Hauptteils des Polynoms P, eine offene Teilmenge des IR" exis-
tieren, auf welcher das Polynom P,, verschwinden wiirde. Mit dem Satz
von Taylor wiirde dann aber F,, identisch verschwinden. Dies ist jedoch ein
Widerspruch, da P als nicht-konstant angenommen wurde.

Also existiert eine Ausschopfung (Qx)kenw der Menge Q2 aus konvexen,
offenen Polyedern €2, derart, dass deren Seiten nicht-charakteristisch fiir das
Polynom P sind.

Wihle nun ein festes k¥ € IN und ein & € Qgy2 \ Qpy1. Unter diesen
Umsténden folgt, dass es eine Hyperebene

H:={zeR": (z,N)=0}

durch den Nullpunkt gibt, so dass H N Q11 — & = 0 und welche nicht-
charakteristisch fiir das Polynom P ist. Nach Voraussetzung ist der Operator
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dann hyperbolisch in Bezug auf N und es existiert eine Fundamentallésung
E¢ € Bﬁgfﬁ(IR”) mit der Eigenschaft

supp(Eg) C (IR™ \ Qk41) — € € (R \ ) — &

Man beachte hier, dass die Fundamentallosung nach [Hoer63], Theorem
5.6.1, in einem echten Kegel liegt (bzw. der Tréger enthalten in einer Menge
{z € R": (z, N) > e|z|} fiir ein € > 0 ist). Satz 4.5/ zeigt dann die Existenz
einer stetigen, linearen Rechtsinversen. O

In dem Fall, dass die Menge €2 ein offener Halbraum mit nicht-charakter-
istischem Normalenvektor ist, erhalten wir die Aquivalenz zwischen Hy-
perbolizitdt in Richtung des Normalenvektors, der Existenz einer (p,x)-
Rechtsinversen auf €2 und der P-Konvexitdt mit Schranken der Menge :

4.8 Proposition
Ist Q) ein offener Halbraum mit nicht-charakteristischem Normalenvektor
N € IR", so sind folgende Bedingungen dquivalent:

1. P(D) ist hyperbolisch in Bezug auf den Vektor N.

2. P(D): Bg‘jﬁ(Q) — Bﬁ?f/ﬁ(ﬁ) besitzt eine stetige, lineare Rechtsinverse.

3. Die Menge () ist P-konvex mit Schranken.

Beweis: Unter Nutzung der Technik aus Proposition 3.2, [MTV90], erhal-
ten wir die Implikation 1.= 2., indem wir eine geeignete Teilung der Eins
(¢j)jenN, auf € wihlen und mithilfe der nach Voraussetzung existierenden
reguldren Fundamentallésungen F; und E_ eine Rechtsinverse

R(f) = Ey * (¢of) + > E_ = (¢;f)

j=1
angeben. Die anderen Implikationen sind klar. O

Ubertragen wir den Beweis der Proposition 4 aus [MTV96a] entspre-
chend, so sehen wir, dass man unter gewissen Umstinden auf die Bedin-
gung, dass der Normalenvektor auf dem Halbraum nicht-charakteristisch
sein muss, verzichten kann:

4.9 Proposition
Sei N € IR" ein charakteristischer Vektor fiir das Polynom P € Clz1, ..., zy).
Es seien weiter folgende zwei Bedingungen erfiillt:
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e Es existiert ein Paar (p,k)€ [1,00) x & derart, dass P(D) auf R" eine
(p,k )-Rechtsinverse besitzt.

o Es existiert eine Fundamentallosung E € BﬁZCP(IR”) fiir P(D) mit

supp (E) C H_(N) (supp (E) C H(N)).
Dann besitzt P(D) auf der Menge H{ (N) (H_(N)) eine (p,x)-Rechtsinverse.

Die Existenz von (p,x)-Rechtsinversen auf einer Folge offener Mengen
iibertragt sich auf deren nicht-leeren Durchschnitt.
Genauer gilt der folgende

4.10 Satz

Ist (p,r) € [1,00) x # und (Q');en eine Folge offener Mengen im IR™
derart, dass [\;cn ' =: Q offen und nicht-leer ist. Besitzt fiir jedes i € IN
der Operator P(D) auf der Menge ' eine (p,x)-Rechtsinverse, so besitzt
P(D) auch auf der Menge 2 eine (p,x)-Rechtsinverse.

Bemerkung: Wir wihlen, anders als im Beweis von [MTV90], Korollar
2.10, dargestellt, einen konstruktiven Beweis, der auch im Falle 2'(2) (be-
ziehungsweise &(2)) zum Ziel fiihrt.

Bevor wir zum eigentlichen Nachweis des Satzes kommen, werden wir
folgende Hilfsaussage zeigen:

4.11 Lemma
Unter obigen Voraussetzungen gibt es fiir jedes € > 0 ein § > 0 derart, dass
fiir jedes n € (0,0) eine stetige lineare Abbildung

S {f € By, (Q) : supp(f) € 2\ } — {f € Byo2(9) = supp(f)N€ = 0}

mit P(D)S(f) = f fiir jedes f € {f € B’ () : supp(f) C Q, \ Qs }

.. D,~/B
existiert.

Beweis des Lemmas: Sei e > 0 vorgegeben. Dann gibt es zunéchst einmal
fiir jeden Index i € IN eine Zahl ¢; > 0 derart, dass die abgeschlossene
Submenge Q. von  in der Submenge ()., von Q¢ enthalten ist. Damit
existiert aber fiir jeden Index ¢ € IN ein ¢; € (0,¢;) und Abbildungen R; :
Bﬁi’f/ﬁ(Qi) — Bﬁ?,g((zi), welche die Eigenschaft P(D)R; = id Blog (@) besitzen
und aus Stetigkeitsgriinden zusétzlich

Rz(f)KQZ)sl =0, falls f‘(Qz)(sZ =0, fe€ Bf;?,f/i(gz)
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erfiillen.

Aufgrund der Tatsache, dass die Mengen (£2)5, jeweils kompakte Teil-
mengen der Menge €' sind, gibt es ein § > 0 derart, dass (;cpy (295, C Qs

ist. Ist nun 7 € (0,9), so ist ;e 2\ ()5, eine offene Uberdeckung der
Menge Q, \ Q5. Da ©Q, \ Qs kompakt ist, existiert eine Zahl m € IN und

Indizes i1, ..., iy, derart, dass 2, \ Qs C UT:1 0\ (Qij)gij gilt. Man wéhle

nun eine Teilung der Eins von (JJ2; 2\ (Qij)gij mit Funktionen @1, ..., o,

welche
supp(py) C Q\ (Q%)s,  fiir alle v € {1,...,m}

erfiillen. Ist f € Bﬁof/ﬁ(Q) gegeben mit supp(f) C Q, \ Qs, so setze man
R(f):=Y_ Ri(¢i,f)-

J=1

Da die Funktion ¢;; auf der Menge (i )52.], verschwindet und damit ebenfalls

@i, f dort verschwindet, verschwindet schliefllich R;,(¢;; f) auf der Menge
(Qij)gij. Aufgrund der Tatsache

QC(QY).,, Viefl,...,m}
gilt dann auch

Ri;(¢i; Mgz =0 Vje{l,...,m}

und abschlielend
ZRi].(cpijf) =R(f)=0 auf Q..

j=1

Damit ist die Aussage bewiesen. a

Beweis von Satz 4.10: Man wihle eine geeignete Nullfolge (¢, )nen (bei-
spielsweise gibt man sich ein 1 > 0 vor, setzt dann €9 = §1, danach 3 = §
usw.) und nach Lemma 4.11 existierende stetige, lineare Abbildungen

Ry :{f € B, (Q) :supp(f) C Qe \ Uy } = {f € B2 : fig., =0}
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mit der Eigenschaft P(D)R,(f) = f in der Einschrinkung auf die Menge
dom(R,,). Dann wihle man eine Teilung der Eins (¢p)nenN, von €2 derart,
dass

supp(@n) C Q€n+3 \Q€n+1

fir jedes n € IN gilt und supp(¢p) C .. Da nach Voraussetzung fiir

den Operator P(D) : Bf¢(Qy) — Bf;o,f/ﬁ(Ql) eine (p,x)-Rechtsinverse Ry :

Bﬁ?f/ﬁ(ﬂl) — Bﬁf’g(ﬂl) existiert, konnen wir
R(f) := Ro(¢of)jo + Y _ Rulonf), f € BSA(9),
n=1
bilden, wobei @of € Bﬁo,f/ﬁ(Ql) durch triviale Fortsetzung entstand. O

Mit Proposition 4.8 und Satz [4.10 erhalten wir fiir konvexe Polyeder
folgendes

4.12 Korollar
Sei ) ein offener, konvexer Polyeder im IR™ mit Seiten, deren Normalenvek-
toren nicht-charakteristisch fiir P sind. Dann sind dquivalent:

1. P(D) ist hyperbolisch in Bezug auf jeden Vektor, welcher normal auf
einer Seite von €) steht.

2. Fiir jedes Paar (p,s)€ [1,00) x J besitzt P(D) auf Q eine (p,x)-
Rechtsinverse.

3. Es existiert ein Paar (p,x)€ [1,00) x & derart, dass P(D) auf Q) eine
(p,k )-Rechtsinverse besitzt.

4. Die Menge ) ist P-konvex mit Schranken.

Im Spezialfall n = 2 gilt unter Beachtung von [MTV90], Theorem 4.11,
folgender

4.13 Satz
Ist n = 2, so sind die Bedingungen 1. bis 5. aus Theorem C dquivalent zu
folgenden Bedingungen:

6. IR? ist P-konvex mit Schranken.

7. P ist hyperbolisch in Bezug auf einen Vektor N € IR,
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IV. Existenz von (p,x)-Rechtsinversen und P-Konvexitidt mit
Schranken

8. Jeder irreduzible Faktor von P ist hyperbolisch in Bezug auf jede nicht-
charakteristische Richtung.

9. Es existiert ein Paar (p,x)€ [1,00) x J#, so dass P(D) auf IR? eine
(p,k )-Rechtsinverse besitzt.

10. Fiir jedes Paar (p,x)€ [1,00)x % besitzt P(D) eine (p,x)-Rechtsinverse
auf R%.

Beweis: Die Aquivalenz der Bedingungen 1. bis 8. ergibt sich mit Hilfe
von Theorem 4.11, [MTV90]. Mit Korollar 4.2/ erhalten wir die Implikation
10.=-9.=6. . Ist Bedingung 7. erfiillt, so kénnen wir durch die Definition

R:B,(RY) — BE(RY)
o= Eox(if) + By o+ (af) + Eq o+ (3f)
fiir jedes Paar (p,x)€ [1,00) x £ eine (p,x)-Rechtsinverse auf IR™ definieren.
Dabei sind die E_ und E die nach Voraussetzung existierenden reguliren
Fundamentallosungen mit Tragern in den beiden entsprechenden abgeschlos-
senen Halbraumen und ¢;(z) := ¢;((z, N)),i € {1, 2,3}, mit Hilfe einer Tei-
lung der Eins ¢1, 2,93 € Z(IR) von {(—00,0),(—1,1),(0,00)} definierte
glatte Funktionen. Damit erhalten wir die Implikation 7. = 10. . a

4.3 Der Fall grad(P) =2 und 2 =R"

Auch im Fall grad(P) = 2 und Q = IR" ist die Existenz einer (p,k)-
Rechtsinversen dquivalent dazu, dass die Menge €2 P-konvex mit Schranken
ist. Es gilt ndmlich folgendes

Theorem D Ist grad(P) = 2 und Q = R", so sind dquivalent:
1. Q ist P-konvex mit Schranken.

2. Fir alle Paare (p,r)€ [1,00) x & besitzt der Operator P(D) eine
(p,k )-Rechtsinverse auf SQ.

3. Es existiert ein Paar (p,k)€ [1,00) X # mit der Figenschaft, dass der
Operator P(D) eine (p,k)-Rechtsinverse auf § besitzt.
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Beweis: Es geniigt, lediglich die Implikation 1)=- 2) zu zeigen, denn die
Implikation 2)=- 3) ist trivial und die Implikation 3)=- 1) folgt aus Satz 4.1l

Aus Korollar 1 zu Theorem 3 in [MTV96a] geht hervor, dass im Falle eines
nicht-konstanten Polynoms vom Grad 2 aus der Existenz einer stetigen,
linearen Rechtsinversen zum Differentialoperator

P(D): 2'"(R") — 2'(R")
die Existenz einer Basis {Ny,..., N} von IR" und Fundamentallésungen
Ef,..., Ey mit supp(E;) C HL(Ny), j €{1,...,n},

folgt.
Sei nun K CC IR" vorgegeben. Des Weiteren sei M := Br(0) D K mit R > 0
so grof gewéhlt, dass fiir jedes £ € IR"\M ein jo € {1,...,n} existiert, so
dass

(K- nN{zeR": (x,Nj,)=0}=10
gilt. Ist weiter L CC IR" und £ € IR™\ M, so kénnen wir Theorem 12.8.13
aus [Hoer83b| auf die Vektoren N = Ny,..., N,,—Ny,...,—N, , die Menge

X = (L—¢) sowie f = 69 € Boo,1 anwenden. Damit erhalten wir die Existenz
einer Distribution u € B__ 5 C Bﬁgcp(IR”) mit den Eigenschaften

supp(u) N (K — &) = 0 und P(D)u = §p auf (L —¢) .

Wegen Satz [4.5] folgt schlielich die Behauptung. a

Eine Anwendung von Theorem D! ist das folgende Beispiel, welches zeigt,
dass aus der Existenz von (p, k)-Rechtsinversen nicht die Hyperbolizitit des
Operators folgt:

Beispiel:
Es sei
P(21, 29, 23, 24) 1= 23 + 25 — 23 — 23.
Dann besitzt der entsprechende Differentialoperator eine (p,k )-Rechtsinverse
auf R*, ist aber nicht hyperbolisch.

Beweis: Nach [MTV90], 4.9, besitzt P(D) eine Rechtsinverse auf &(IR*)

und wegen Theorem [D existiert fiir jedes Paar (p,x) dann eine (p,x)-Rechts-
inverse von P(D) auf IR*. 0
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KAPITEL V

Offene Fragen

Die Frage, ob im Allgemeinen die P-Konvexitidt mit Schranken fiir die Exis-
tenz einer (p,x)-Rechtsinversen hinreichend ist, liesse sich positiv beantwor-
ten, falls man folgendes Stetigkeitsproblem l6sen kénnte:

Gibt es eine stetige, lineare Rechtsinverse R zum partiellen Differential-
operator

P(D):2'(Q) — 2'(0),

so ist die Abbildung R insbesondere surjektiv und wegen Theorem 3.6.3
[Hoer83al ist die Menge € damit (stark) P-konvex. Wegen der P-Konvexitét
mit Schranken wiederum existiert zu jeder Menge K CC € eine (grofiere)
Menge K’ CC €, so dass fiir jede Menge L CC Q und jeden Vektor £ € Q\ K’
die Abbildung

Eekr: (2(K)+P(-D)2(L)) — C
o+ P(=D)yp — (&)

die Einschrinkung einer Distribution ist. Die Wohldefiniertheit der Abbil-
dung E¢ k1, ergibt sich dabei durch die P-Konvexitit der Menge (2, denn:
Gibt es 1,92 € Z(K) und 91,92 € P(—D)Z(L) mit

o1+ P(=D)y1 = w2+ P(—D)p

so ist wegen supp(¢1 — p2) C K dann supp(¢e — 1) C K'. Ist dann £ €
R™\ K, so gilt ¥2(§) — ¥1(§) = 0 beziehungsweise 12(&) = 11(&).
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V. Offene Fragen

Das Problem besteht nun darin, festzustellen, ob sich diese Abbildung

zu einem Element des Raumes Bi’l /}5(: B, p) fortsetzen 1aBt. Dazu statten

wir den Urbildraum mit der Norm des Raumes By 1/5 aus.
Anders ausgedriickt lautet die Frage: Gibt es eine Konstante C > 0

derart, dass die Abschétzung

[W(&)] < Cllg + P(=D)ll1 5

erfiillt ist?

Spezielle wichtige offene Fragen sind die Folgenden:

1. Ist die Menge IR™ P-konvex mit Schranken, gibt es dann (p, x)-Rechts-
inversen auf IR™?

2. Insbesondere: Besitzt der kubische (nichthyperbolische) Differential-

operator
3 3 o3
PD)=—4+—%+—
(D) ox3 Oz 03

eine (p, k)-Rechtsinverse auf IR3?

3. Ist die Existenz von (p,k)-Rechtsinversen im Sinne von Phragmén-
Lindel6f-Bedingungen charakterisierbar (vgl. Abschnitt 3.3)?
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