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Einleitung

Es seien Qq, 2y CC C™ zwei Gebiete. Eines der grofiten Probleme der kom-
plexen Analysis mehrerer Veranderlicher ist die Charakterisierung, wann es
eine biholomorphe Abbildung zwischen §2; und € gibt.

Im Fall n = 1 lasst sich dieses Problem durch den Riemannschen Abbil-
dungssatz schon durch die topologische Bedingung des einfachen Zusammen-
hangs entscheiden. Hingegen ist fiir n > 2 bereits seit 1907 durch Poincaré
bekannt, dass nicht einmal der Einheitsball B*(0,1) und der Einheitspolyzy-
linder P%(0,1) im C? biholomorph #quivalent sind. Es ist also klar, dass in
hoheren Dimensionen andere Eigenschaften notig sind, um Klassen von biho-
lomorph &dquivalenten Gebieten zu charakterisieren. Eine Moglichkeit dazu ist
die Suche nach Objekten, die unter biholomorphen Abbildungen invariant
sind.

Wir werden in dieser Arbeit Differenzialmetriken untersuchen, die unter biho-
lomorphen Abbildungen invariant sind.

Die urspriingliche Idee, Metriken zu untersuchen, die beziiglich einer be-
stimmten Abbildungsklasse invariant sind, reicht bis zu Riemann und Klein
in das Jahr 1854 zuriick. Bei vielen weiteren Autoren werden solche Metriken
betrachtet.

Von besonderem Interesse fiir uns sind hier insbesondere die Carathéodory
(-Reiffen)-Metrik, die Kobayashi(-Royden)-Metrik und die Bergman-Metrik.

Ist  CC C" ein Gebiet, so definieren wir fiir ¢ € Q und X € C"\ {0} den
Bergman-Kern K auf der Diagonalen durch

Kaolq,q) =sup{|f(q)]* : f€OQ)NL*Q), || [l <1}
Ba(g, X) = sup{|X f(¢)]*: f € O)nL*Q), | fllL2@) <1, fg) = 0},

und damit schliefllich die Bergman-Metrik durch

M)%

Bergg(q, X) := (Kg(q "

il



Einleitung

Weil die drei genannten Differenzialmetriken nur in sehr speziellen Féllen
explizit berechenbar sind, sind asymptotische Abschitzungen und auch be-
sonders Abschétzungen fiir das Verhalten nahe des Randes 0f) interessant.
Insbesondere das Randverhalten der Bergman-Metrik ist fiir die Untersu-
chung der Fortsetzbarkeit von biholomorphen Abbildungen zwischen zwei
Gebieten auf deren Rénder niitzlich.

Durch die Arbeiten von Hormander [Hor65] und vor allem von Diederich
[Di70], [Di73] ist das Verhalten des Bergman-Kerns und der Bergman-Me-
trik auf streng pseudokonvexen Gebieten gut bekannt. Graham konnte in
[Gx75] basierend auf den Ideen von Diederich auch Abschétzungen fiir die
Carathéodory- und Kobayashi-Metrik im streng pseudokonvexen Fall herlei-
ten.

Im Allgemeinen fanden sich keine analogen Abschétzungen fiir den schwach
pseudokonvexen Fall; dies begriindet sich u.a. darin, dass diese nicht die
spezielle Geometrie streng pseudokonvexer Gebiete besitzen, welche stark in
die Abschitzungen der invarianten Metriken eingeht.

Fiir  cC C? vom endlichen Typ loste Catlin in [Ca89] das Problem voll-
sténdig, indem er zeigte, dass in diesem Fall alle drei Metriken vergleichbar
sind, und optimale untere sowie obere Abschédtzungen angab. Weitere po-
sitive Resultate dieser Form konnten u.a. von Herbort erzielt werden, falls
) C C" vom endlichen Diagonaltyp ist [Her92a] oder falls die Leviform einer
definierenden Funktion von € gewisse Definitheitsaussagen erfiillt [Her93].

Hingegen zeigten aber auch Diederich und Fornaess [DiFo80], dass es ein Ge-
biet  cC C? gibt, auf dem die drei Differenzialmetriken nicht vergleichbar
sind (siehe auch [DiFoHe84]).

In [Mc01] fiigte McNeal die Arbeiten von Chen [Chen89] und Lempert [Le81]
sowie [Mc94] zusammen und konnte so die Vergleichbarkeit der drei Diffe-
renzialmetriken auf glatten, linear konvexen Gebieten vom endlichen Typ
nachweisen und ihr Randverhalten in Termen einer Pseudometrik beschrei-
ben, welche die nicht-isotrope Geometrie von €2 optimal wiedergibt. Dieses
Ergebnis wollen wir auf lineal konvexe Gebiete verallgemeinern.

Ein Gebiet 2 C C™ heif3t lineal konvex, wenn es fiir jeden Randpunkt p € 0f2
eine komplexe Hyperfliche H, > p mit H,N = ) gibt. Da offensichtlich line-
ar konvexe Gebiete insbesondere lineal konvex sind, ist dies eine allgemeinere
Gebietsklasse.

Wir wollen im Folgenden glatte, lineal konvexe Gebiete 2 = {p < 0} cC C"
vom endlichen Typ (nach D’Angelo) betrachten.

Der Dissertation von Conrad [Co02] folgend fithren wir Richtungsabstinde
zu Niveaumengen ein. Wir wéhlen dazu eine geniigend kleine Umgebung

v



Einleitung

U = U(01) des Randes und erhalten in jedem Punkt ¢ € QN U fiir e > 0
eine zugehorige Niveaumenge

0. ={2€QnU:p(z) =plq + ¢}

Sei nun X € C" ein Einheitsvektor und £ > 0 klein genug, dann definieren
wir 7(g, X,¢) als den Abstand von ¢ zur Niveaumenge 0, . entlang der
komplexen Geraden C 5 A — g+ A X.

Hiemit zeigen wir dann zunéchst einen Approximationssatz, der sich in dhn-
licher Form fiir streng pseudokonvexe Gebiete bereits bei Diederich in [Di70]
findet. Damit werden wir dann den Bergman-Kern auf der Diagonalen ab-
schiatzen und erhalten damit auch Abschéitzungen fiir die Bergman-Metrik.
Haupthilfsmittel hierzu werden die von Diederich und Fornaess konstruier-
ten, holomorphen Stiitzfunktionen sein, welche optimalen Abschéitzungen
geniigen (siehe [DiFo03]). Wir erhalten

Theorem 1 Es sei 2 CC C" ein glattes, lineal konvexes Gebiet vom endli-
chen Typ. Dann gilt

ot
7(q, X, [r(q)])

fiir ¢ € Q nahe genug am Rand und X € C", | X| = 1.

Bergﬂ(qa X) ~

Dies bedeutet eine Verallgemeinerung der Ergebnisse von McNeal in [Mc94]
auf den lineal konvexen Fall.

In [Li05] gelang es Lieder, analoge Abschétzungen fiir die Carathéodory- und
Kobayashi-Metrik nachzuweisen:

Theorem ([Li05]) Es sei @ CC C" ein beschrénktes, C*-glattes, lineal
konvexes Gebiet von endlichem Typ m. Ferner sei ¢ € € nahe genug am
Rand und X € C", |X| = 1. Dann ist

IS
7(q, X, |r(q)])

D.h. in dem hier betrachteten Fall sind alle drei Differenzialmetriken ver-
gleichbar und optimal im Sinne der Randgeometrie von €2 abschétzbar.

Carag(q, X) ~ ~ Kobgq(g, X).

Wie schon zuvor bemerkt ist auch das Verhalten des Bergman-Kerns fiir die
Fortsetzbarkeit biholomorpher Abbildungen interessant. Der Bergman-Kern
wurde 1922 bzw. 1933 (siehe [Berg33] bzw. [Berg70]) von Bergman eingefiihrt.



Einleitung

Sei @ C C™ ein Gebiet. Dann ist H?(Q) := O(Q) N L*(Q) mit dem L>-Ska-
larprodukt ( , )2 ein Hilbertraum. Ein natiirlicher Operator auf € ist dann
die orthogonale Projektion

P: L*(Q) — H*(Q).
Der Bergman-Kern ist die zugehorige Kernfunktion Kq(z,w).
Analog zu den Ergebnissen von McNeal in [Mc94] zeigen wir fiir den Berg-

man-Kern das Folgende.

Theorem 2 Sei @ = {p < 0} CC C” cin glattes, lineal konvexes Gebiet
vom endlichen Typ m. Es sei p € 02, dann gibt es eine Umgebung U von
p, so dass fiir alle Multiindizes «, 3 eine Konstante C' = C(«, f,n,m) > 0
existiert, fiir welche die Abschétzung

n

_ 1
ID°D°Ko(q, )] < C- [ T
j=1 (Tj(Q1;5))

fur alle g1, ¢ € UNQ mit 6 = |p(q1)| + |p(q2)| + d(q1, ¢2) erfiillt ist. Dabei
ist d die Pseudometrik aus [Co02].

Im letzten Abschnitt wollen wir dann schliellich die invarianten Metriken in
euklidischen Koordinaten abschétzen. Wir zeigen

Satz 3 Es sei {2 CC C” ein beschranktes, lineal konvexes Gebiet vom endli-
chen Typ m. Es sei 0 € 02 ein Randpunkt, A,(0) ein admissible Domain fiir
a > 0und M(99Q,0) = (1,mz...,m,) der Catlinsche Multityp von 92 in 0.
Dann gibt es ein ap = () > 1, so dass mit einer Konstante, die nur von
n, {2 und « abhéngt, fiir 0 < a < oy gilt

oz X) S N

=L [r(z)[™

fiir alle z € A,(0). Dabei bezeichnen wir mit Fy eine der drei invarianten
Metriken auf €.

Diese Arbeit ist wie folgt aufgebaut. In Kapitel 1 fithren wir einige Hilfs-
mittel, Notationen und die invarianten Metriken ein. Kapitel 2 beschéaftigt
sich mit der Geometrie lineal konvexer Gebiete, die durch die Dissertation
von Conrad [Co02] sehr gut beherrschbar ist. Das Kapitel 3 beschéftigt sich
mit den optimalen Stiitzfunktionen von Diederich und Fornaess aus [DiFo03],
diese sind Grundlage der hier entstandenen Abschétzungen. Theorem 1 wird

vi



Einleitung

dann in Kapitel 4 unter Ausnutzung guter plurisubharmonischer Funktio-
nen, die wir aus den Stiitzfunktionen gewinnen, bewiesen. Schliellich wird
im Kapitel 5 nach einer kurzen Einfithrung und einigen Abschétzungen fiir
den Neumann-Operator das Theorem 2 bewiesen. AbschlieSend wollen wir im
Kapitel 6 Abschétzungen in Termen des Randabstands von ¢ € ) herleiten
und damit Satz 3 beweisen.

Herrn Prof. Dr. Klas Diederich méchte ich an dieser Stelle fiir die Anre-
gung zur Anfertigung dieser Arbeit, seine Unterstiitzung und die hilfreichen
Gespriiche wihrend der Vorbereitungen zu dieser Arbeit danken.

vil



KAPITEL 1

Begriffe und Hilfsmittel

In diesem Abschnitt wollen wir die benotigten Hilfsmittel und Notationen
einfithren. Zunéchst beginnen wir damit, die invarianten Metriken zu definie-
ren, und legen dabei besonderen Wert auf die in dieser Arbeit betrachteten
Bergman-Groflen. Fiir eine ausfiihrlichere und auch axiomatischere Darstel-
lung verweisen wir auf [Her96] aber auch auf [JaPf93] und [Kra92].

1.1 Invariante Metriken

1.1.1 Der Bergman-Kern

Es sei 2 C C" ein Gebiet, wir definieren den sogenannten Bergman-Raum
als

HY(Q) = O(Q) N LHQ) = {f € OQ) : [Ifllz2 < 0}

Man kann zeigen, dass H?(2) mit der von L?(Q) induzierten Hilbertraum-
struktur Wieder zu einem Hilbertraum mit dem Skalarprodukt (f,g) :
(f,9)12 = fQ z) d"z wird. Dariiber hinaus ist das Punktauswertungs—
funktional

A, H*(Q)—C

ein stetiges, lineares Funktional. Also gibt es nach dem Rieszschen Darstel-
lungssatz ein Element k., € H?(Q2), so dass

A(f) = F(2) = (ks pe = / FOEQ d¢



Kapitel 1. Begriffe und Hilfsmittel

fiir alle f € H?*(Q) gilt. Die Funktion Kq(z,() := k.(¢) ist dann der Bergman-
Kern. Er besitzt die folgenden Eigenschaften

1. Reproduzierend: Es gilt fiir alle f € H?(Q)

f(z) = / £(0) Kalz,¢) dC.

2. Konjugiert symmetrisch: Es gilt Kq(z,w) = Kq(w, 2).

Damit hat er dhnliche Eigenschaften wie der Cauchy-Kern. Derartige repro-
duzierende Kernfunktionen und ihre Eigenschaften sind von grofler Bedeu-
tung in der komplexen Analysis, durch sie sind u.a. gute Abschédtzungen von
O-Losungen in verschiedenen Riumen moglich geworden. Weitere wichtige
Kerne sind der Szego- und der Khenkin-Kern.

Durch Kq(-,w) € H*(Q2) und die beiden oben genannten Eigenschaften ist
der Bergman-Kern sogar schon eindeutig bestimmt, wie man leicht zeigt.

Dariiber hinaus definiert der Bergman-Kern auch eine orthogonale Projektion
Pqo: L*(Q) — H?*(Q), wie in der Einleitung schon bemerkt wurde, durch

Pof(z) = / £(0) Kalz,C) dC.
Q

Offensichtlich erhilt Po den Raum H?(Q2). Man nennt Py auch die Bergman-
Projektion. Es gibt viele Anwendungsméglichkeiten der Bergman-Projektion,
auf die wir nicht weiter eingehen wollen, es sei z.B. auf [Di04], [DiLi&81] und
Kapitel 5 verwiesen.

Um weitere Eigenschaften des Bergman-Kerns herzuleiten, beachten wir, dass
H?*(Q) als Hilbertraum eine vollstéindige, orthonormale Basis (¢;); besitzt.
Mit funktionalanalytischen Mitteln kann man dann zeigen, dass fiir jedes
Kompaktum K CC Q auf K x K

(1.1) Ko(z,() = Z%(Z) #;(Q)

gilt. Durch die geschickte Wahl einer orthonormalen Basis von H?(Q) bie-
tet Gleichung eine Mdglichkeit zur expliziten Berechnung von Kg, im
Allgemeinen ist dies jedoch nicht moglich.

Mit Gleichung zeigt man zudem auch noch weitere Eigenschaften fiir
den Bergman-Kern auf der Diagonalen {(z,z) : z € Q}, die wir hier fiir
spétere Zwecke angeben wollen:



1.1. Invariante Metriken

1.1 Lemma
Es seien Q, )y, Qo CC C" Gebiete, dann gilt fir q € €2

1. Kg € C*(2 x Q),
2. Kalq,q) =sup{|f(q)]*: f€OQ)NLXQ), [|flr2 <1},
3. fiir Q4 C Q ist Ko, < Ko, ,
4. fiir zj,w; € Q; gilt
Ka,x0, ((21, 22), (w1, w3)) = Ko, (21, w1) Ko, (22, ws),

5. Ka(q,q) > 0.
Beweis: Siehe zum Beispiel [Kra92] oder [Her87| bzw. [Her96]. O

1.2 Bemerkung

Auf Grund der Positivitit von Kq(q, q) fir beschrinkte Gebiete ist es natiir-
lich, das Nullstellenverhalten von Kq auflerhalb der Diagonalen zu untersu-
chen. Dieses nach Lu Qi-Keng benannte Problem ist noch nicht vollstindig
gelost, da es Gebiete gibt, wo Kq verschwindet, aber noch nicht klar ist,
wodurch diese charakterisiert werden. Fiir weiterfiihrende Informationen sei
2.B. auf den Ubersichtsartikel [Boas0(] von Boas verwiesen.

Eine weitere wichtige Eigenschaft von Kq, die wir gerade im letzten Kapitel
benétigen werden, beschreibt das Verhalten unter biholomorphen Abbildun-
gen.

1.3 Lemma
Es seien Qq, Q9 C C™ Gebiete. Es sei f : Qy — (o eine btholomorphe
Abbildung, dann gilt

det f/(2> KQz (f(Z), f(g>) detm = KQ1 (27 C)

Zum Abschluss wollen wir noch eine wichtige Darstellung des Bergman-Kerns
angeben. Durch diese ist es gerade in der 9-Neumann-Theorie méglich, den
Bergman-Kern durch explizite Ausdriicke zu ersetzen (siehe Kapitel .

1.4 Lemma

Fiir den Binheitskreis A(0,1) C C sei ¢ € C5°(A(0,1)) mit [¢(z)dz =
1, radialsymmetrisch. Es sei weiter Q C C" ein Gebiet, w € ) fest und
P™(w,r) C Q ein Polyzylinder fir r > 0 klein genug. Setze fir z € C"

1 - n n
bul2) :ZTEW(Zl rwl)---w(z 7nw )
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Dann ergibt die Cauchysche Integralformel fir f € O(Q)), dass
) = [ bul) 1)
Q

Weil dies insbesondere fiir f € H*(QY) gilt, folgt hieraus
Pothy(2) = Ka(z,w).

Ein Beweis findet sich z.B. bei [Her96] oder [Kra92].

1.1.2 Die Bergman-Metrik

Wir betrachten weiterhin ein beschrinktes Gebiet Q@ CC C". Da Kq(z, 2)
positiv ist, definiert (gkg(z))w = (%log KQ(z,z))W das Potenzial einer
Kéhlermetrik auf €2, der Bergman-Metrik Berg,. D.h. es gilt

Bergg(z, X) := Z ge(2) Xk X, 2€Q, X € C"\ {0}.
k=1

Dass (gke)re tatséchlich eine positiv definite Matrix im Fall beschrinkter
2 cC C™ darstellt, ist nicht trivial und findet sich z.B. in [Kra92].

Eine der wichtigsten Eigenschaften der Bergman-Metrik ist ihr Transforma-
tionsverhalten unter biholomorphen Abbildungen.

1.5 Lemma
Seien (y, Qy C C" Gebiete. Fs sei weiter f : 1 — (o eine btholomorphe
Abbildung, dann gilt

Bergg, (2, X) = Bergg, (f(2), f'(z) X).
D.h. biholomorphe Abbildungen sind Isometrien in der Bergman-Metrik.

Die obige Definition der Bergman-Metrik erlaubt jedoch nur einen mithsamen
Zugang. Um mit der Bergman-Metrik zu arbeiten, ist die folgende Charak-
terisierung niitzlich.

1.6 Lemma
Es sei Q0 CC C™ ein Gebiet. Wir fiihren zundchst eine weitere Griffe Bg ein
durch

Bao(q, X) :=sup{|Xf(q)|*: f€OQ)NLYQ), f(g) =0, [ flle= < 1}.



1.1. Invariante Metriken

Dann ist die Bergman-Linge von X € C"\ {0} in g € Q gegeben durch

Kao(g,q9) )

Ein Nachweis findet sich u.a. in [Di70] und [Her96]. Tatséchlich gilt diese
Charakterisierung sogar fiir unbeschrankte Gebiete 2, auf denen Kq(q,q) > 0
gilt.

Bergo(s ) ~

Einer der Vorteile der Grofle Bg ist, dass sie gebietsmonoton ist; d.h. aus
Q; C Qy folgt fir X € C"\ {0} und g € O

BQ2(Q7X) S BQl(Q7X)

Ein Analogon fiir Bergg,(q, X) gilt im Allgemeinen jedoch nicht, ein Gegen-
beispiel findet sich bei [JaPf93].

1.7 Bemerkung

Der Vollstindigkeit halber wollen wir darauf hinweisen, dass fiir allgemei-
ne Q nicht einmal notwendigerweise Bq(q, X) # 0 und somit auch nicht
Bergq(q, X) # 0 gelten muss, siehe auch [Her8]. Ist jedoch 2 beschrinkt,
wie wir es in dieser Arbeit voraussetzen wollen, so gilt stets Bo(q, X) # 0; so-
mit ist die Bergman-Metrik positiv definit, wie auch in der Einleitung dieses
Abschnitts bemerkt wurde.

1.1.3 Berechnung des Bergman-Kerns und der Berg-
man-Metrik

Wir haben zuvor schon angedeutet, dass die Bergmansche Kernfunktion und
die Bergman-Metrik nur in Spezialfillen explizit berechenbar sind. Drei dieser
Fille wollen wir hier jedoch angeben:

1. Der Einheitsball B"(0,1) c C™:

Fir a € N” bilden die Funktionen

Yalz) = <M> 2%  z€ B"(0,1)

alrm

eine Orthonormalbasis von H?(B"(0,1)). Durch Einsetzen in Glei-
chung (|1.1) und geschicktes Aufsummieren erhilt man dann

n! 1
™ (1= (z,))n*

Kpn(o,1)(2,¢) =
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wobei (z,w) = > 7| zw; das euklidische Skalarprodukt des C" ist
Siehe hierzu [JaP{93]. Fiir die Bergman-Metrik ergibt sich somit (siche
z.B. [Her87])

X, e X)P )
= RN EDE

Bergpga(o1)(2, X) = vn+1

Somit stimmt aber auch Bergp: (g 1)(2, X) bis auf einen Faktor mit der
Poincaré-Metrik auf dem Einheitskreis im C' iiberein.

2. Der Einheitspolyzylinder P"(0,1) C C™:

Mit der Produktformel aus Lemmal[l.Tjund dem Ergebnis fiir Kp1(0,1) =
Kp1(o,1y von oben erhalten wir

n

1 1
Kpno1)(2,¢) = — T g
(0,1) anl;[l(l_zjgj)z
und somit analog
B X) vz, | SN
ergP”(O,l)(za ) - Z (1 _ ‘Zj|2)2 :
j=1

3. Ein Polyzylinder P"(0,R) C C" mit R = (ry,...,7,):

Wir fithren diesen Fall nur der Vollstandigkeit halber auf, da wir dieses
Ergebnis spéter benttigen. Tatsdchlich l&sst sich mit den Lemmata
bzw. [1.5] aus dem vorherigen Fall

Koz 0) = — H "
Pn(0,R)\? —
T j:l ZJ gj)
herleiten und analog auch
- r; X2
Bergpn o p (2, X)
o VI L T
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1.1.4 Die Carathéodory-Metrik

Auch wenn sie nicht Gegenstand dieser Arbeit sind, wollen wir noch die
Carathéodory- und die Kobayashi-Metrik einfiihren. Im Gegensatz zur Berg-
man-Metrik sind diese beiden Metriken nicht Kéhlersch, d.h. sie werden nicht
von einem Potenzial induziert.

Beide Metriken sind Verallgemeinerungen der Poincaré-Metrik im Einheits-
kreis A := B'(0,1) des C'. Dies wollen wir zunichst ein wenig motivieren.

1.8 Lemma (Schwarz)
Sei f: A — A eine holomorphe Funktion. Dann gilt

) |
T fE ST €8

Ist f € Aut(A) ein Automorphismus des Finheitskreises, so gilt sogar Gleich-
heit.

Wir definieren nun die folgende hermitesche Metrik.

1.9 Definition
Auf dem Einheitskreis A C C definieren wir die hermitesche Metrik

P(z,X) := N ’—XUZP’ X € C\ {0}.

Diese Metrik heifst Poincaré-Metrik.

Es seien 21,05 C C" Gebiete und f : €7 — ) eine holomorphe Abbil-
dung, sowie v eine hermitesche Metrik. Wir sagen, dass v dem sogenannten
Schwarz-Pick-Lemma geniigt, falls

10, (f(2), ['(2) X) <70,(2,X) 2z €y, X € C"\ {0}

gilt. Insbesondere folgt damit, dass - invariant unter biholomorphen Abbil-
dungen, also eine Isometrie ist.

Mit Lemma folgt, dass die Poincaré-Metrik das Schwarz-Pick-Lemma
erfilllt. Hingegen erfiillt die Bergman-Metrik dieses im Allgemeinen nicht
(siehe z.B. [JaPf93]).

Es gibt viele verschiedene Moglichkeiten, die Poincaré-Metrik auf mehrere
Veranderliche zu verallgemeinern. Wir wollen, wie sich herausstellen wird,
zwei Extremale untersuchen.

Im Jahre 1927 fithrte Carathéodory eine spéter nach ihm benannte Pseu-
doabstandsfunktion ein. Deren infinitesimale Form wollen wir betrachten.
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1.10 Definition
Es sei Q C C" ein Gebiet, p € Q und X € C"\ {0}. Die Funktion

Caraq(p; X) = Su];){‘$ff(p)|2 : fe O(Q,A)}
= sup{[X[f[: f€O(QA), f(p) =0}

heifit (infinitesimale) Carathéodory(-Reiffen)-Metrik.

Folgendes Lemma zeigt, dass die Carathéodory-Metrik genau die gewiinsch-
ten Eigenschaften besitzt.

1.11 Lemma
Es sei Q0 C C™ ein Gebiet.

1. Die Carathéodory-Metrik erfillt das Schwarz-Pick-Lemma, d.h. sind
Q1,09 C C" Gebiete und f: Q — €y eine holomorphe Abbildung, so
qilt

Caraq, (f(2), f'(2) X) < Caraq,(2,X) z€Qy, X € C"\ {0}.

2. Es qgilt
Caraa(z, X) = P(z, X).

3. Die Carathéodory-Metrik ist die kleinste Differenzialmetrik mit den bei-
den obigen FEigenschaften. D.h. ist F' eine Differenzialmetrik, welche
das Schwarz-Pick-Lemma und Fa(z, X) = P(z, X) erfillt, so gilt schon

Carag(z, X) < Fo(z, X).

4. Ist Q zusdatzlich beschrinkt, so ist Caraa(z,-) eine Norm.
5. Ist Q1 C Qs so gilt Carag,(z, X) < Carag, (z, X).

Einen Nachweis dieser Eigenschaften findet man u.a. in [Her96].

Da die Bergman-Metrik auf dem Einheitskreis in C nicht mit der Poincaré-
Metrik iibereinstimmt, ist zunéchst nicht klar, ob es einen Zusammenhang
zwischen Bergman- und Carathéodory-Metrik gibt. Dies konnte jedoch Hahn
1978 in [Ha78] positiv beantworten. Er zeigte fiir 2 C C" offen,

(1.2) Carag(z, X) < Bergg(z,X) z€Q, X € C"\ {0}.

Es sei noch bemerkt, dass die Carathéodory-Metrik (siche [JaPf93]) lokal
einer Lipschitz-Bedingung geniigt, also deutlich angenehmere Eigenschaften
als die Kobayashi-Metrik aufweist, die wir im folgenden Abschnitt angeben
wollen.
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1.1.5 Die Kobayashi-Metrik

Im Jahre 1967 fiihrte Kobayashi in [Kob67] eine Pseudoabstandsfunktion
auf komplexen Mannigfaltigkeiten ein. Diese ist insofern ,dual®“ zur Ca-
rathéodroy-Metrik, als dass sie iiber Abbildungen vom Einheitskreis in die
Mannigfaltigkeit (das Gebiet €2 in unserem Fall) definiert ist. 1971 gab Roy-
den ihre infinitesimale Form an, die wir im Folgenden untersuchen wollen.

1.12 Definition
Sei Q C C" ein Gebiet. Dann heifit fir (p, X) € Q x C*

Kobo(p; X) =inf{a>0:3 f € O(A,Q), f(0) =p, af'(0) = X}.

die (infinitesimale) Kobayashi(-Royden)-Metrik.

Einige Eigenschaften der Kobayashi-Metrik gibt das folgende Lemma an.
Ein Nachweis der einzelnen Behauptungen findet sich z.B. in [Her96] oder
[JaPf93].

1.13 Lemma
FEs sei Q0 C C™ ein Gebiet.

1. Die Kobayashi-Metrik erfillt das Schwarz-Pick-Lemma, d.h. also sind
O, C C™ Gebiete und f: Qy — Qo eine holomorphe Abbildung, so
qilt

Kobq, (f(2), f'(2) X) < Kobg, (2, X) z€ Oy, X € C"\ {0}

2. Es gilt
Koba(z, X) = P(z, X).

3. Die Kobayashi-Metrik ist die grofite Differenzialmetrik mit den beiden
obigen FEigenschaften. D.h. ist F' eine Differenzialmetrik, welche das
Schwarz-Pick-Lemma und Fa(z, X) = P(z,X) erfillt, so gilt schon

Fo(z,X) < Kobg(z, X).

4. Ist Q1 C Qy, so gilt Kobg,(z, X) < Kobg, (z, X).

Im Gegensatz zur Carathéodory-Metrik ist die Kobayashi-Metrik im Allge-
meinen aber keine Norm, da sie nicht unbedingt die Dreiecksungleichung
erfiillt.
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Allerdings gibt es Beispiele (siehe [Kra92] oder [Her96)]), die zeigen, dass die
Carathéodory-Pseudodistanz nicht immer mit dem Pseudoabstand {iberein-
stimmt, welcher durch die Carathéodory-Kurvenldnge induziert wird. Fiir die
Kobayashi-Metrik hingegen gilt dies. Wir wollen hierauf nicht weiter einge-
hen.

Eigenschaft 3. des vorherigen Lemmas setzt zudem die Kobayashi-Metrik
indirekt auch zur Carathéodory-Metrik in Verhéltnis, denn es gilt

Carag(z, X) < Kobg(z, X).

Auf Grund dieser und der von Hahn nachgewiesenen Ungleichung (|1.2]) wurde
lange vermutet, dass die Kobayashi-Metrik auch die Bergman-Metrik domi-
niert. Dies widerlegten Diederich und Fornaess.

1.14 Theorem ([DiFo80])
Es gibt ein glattes, pseudokonvezes Gebiet Q CC C?, so dass

Bergﬂ(Qu X)
KObQ(qJ X)

nach oben unbeschrankt ist.

Ein sehr tief liegendes Resultat stammt von Lempert aus dem Jahr 1981 in
[Le81], wo es ihm u.a. gelang zu zeigen, dass auf linear konvexen Gebieten
die Kobayashi- und die Carathéodory-Metrik {ibereinstimmen. Dies zusam-
men mit den Ergebnissen von [Chen89] und [Mc94] ergibt schlieBlich eine
Abschétzung der invarianten Metriken und des Bergman-Kerns auf linear
konvexen Gebieten (siche [Mc01]).

Wir mochten an dieser Stelle noch bemerken, dass die Carathéodory- und
die Kobayashi-Metrik auf dem Einheitsball B"(0,1) C C" {ibereinstimmen.
Zudem kann man sogar eine explizite Formel angeben. Sei z € B"(0,1) und
X € C", dann ist

X" (= X)1* 1*

Carapn(o,1)(z, X) = Kobpa(o1)(2, X) = L—z)> (1T —2]*)?

Damit stimmen sie sogar mit der Bergman-Metrik bis auf den Faktor v/n + 1
iiberein.

Zuletzt wollen wir noch darauf hinweisen, dass die Kobayashi-Metrik im All-
gemeinen nur oberhalb stetig ist (siehe [Her96]). Dennoch hat sie einen grofie-
ren Anwendungsbereich als die Carathéodory-Metrik (siche z.B. [DiFo79]).

10
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1.2 Endlicher Typ

1.2.1 Die ¢-Typen nach D’Angelo

Sei U = U(zp) eine offene Umgebung von zp € C". Ist f : U — C eine
C*-Funktion, dann definieren wir die Verschwindungsordnung von f in 2
als

v(f,z) == min{k > 0: f®)(z) # 0}

und setzen fiir eine Abbildung f = (f1,...,f,) : U — C"

v(f, z0) == min{v(fj, 20),j =1,...,n}.

Es sei Q = {p < 0} C C" ein Gebiet und 2y € 99 ein Randpunkt. Fiir eine
nicht-konstante holomorphe Abbildung ¢ : A!(0,7) — C", r > 0, welche
wir im Folgenden als holomorphe Kurve bezeichnen wollen, mit ¢(0) = z
definieren wir die Kontaktordnung von ¢ an 92 in 2, als

A1(09, zp, ¢) := v(poc.0)

Es bezeichne
Cn :={c: AY0,r) — C", cist holomorphe Kurve mit c(0) = z}.
Dann definieren wir den D’Angelo- bzw. 1-Typ als
A1(09, z9) := sup A1 (09, 29, ¢).

CECn

Dies entspricht geometrisch gesehen der Kontaktordnung von komplex ana-
lytischen, eindimensionalen Varietdten mit dem Rand 0f2 in einem Punkt

20 € 0.

Wir sagen, dass (2 vom endlichen Typ m ist, wenn
A1(09,2) <m fir alle z € 9.
D’Angelo zeigte, dass die Endlichkeit des Typs eine offene Eigenschaft ist.

1.15 Theorem (D’Angelo)
Es sei Q C C" ein glatt berandetes Gebiet. Es sei zg € 02 mit Aq(09, zp) <
oo, dann gibt es eine offene Umgebung U = U(z), so dass

A1(09,2) < oo fiiralle z€dQNU.

11
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Ist 2 sogar pseudokonvex, so gilt die folgende Abschétzung fiir den Typ
Al((?Q, Zo)n_l_q

2n727q

(1.3) A(09,2) < fir alle z € 00N U.

Dabei ist ¢ der Rang der Levimatrix in zy. Damit sehen wir sofort, dass streng
pseudokonvexe Randpunkte vom Typ 2 sind. Andererseits kann €2 in zy nicht
vom endlichen Typ sein, wenn es eine holomorphe Kurve ¢ mit ¢(0) = 2z, und

Bild(c) C 09 gibt.

Sei S C C" eine (n — g + 1)-dimensionale komplexe Hyperebene durch z,
1 < ¢ < n. Dann definieren wir den ¢-Typ von D’Angelo als

AL (09, zp) = i%f A (02N S, 2), 1<qg<n.

Dabei nehmen wir das Infimum iiber alle solche Hyperebenen S und wollen
QNS C S als Gebiet in S ansehen.

1.2.2 Der Catlinsche Multityp

Wir folgen [Yu92] zur Definition des Multityps. Sei Q@ = {p < 0} cC C" ein
beschrinktes Gebiet mit glattem Rand. Es sei 2y € 0€2 ein Randpunkt. Wir
bezeichnen mit I',, die Menge aller n-Tupel A = (Aq,...,A,) mit 1 < A\ <
... < A\, < 0o mit der Eigenschaft:

Fiiralle k = 1,...,nist entweder A\, = oo oder es existieren Zahlen a4, . .., a,,
so dass
a > 0 und 2 =1.
, >

Die Elemente von I', nennen wir Gewichte. Die Menge I',, kann lexikogra-
phisch angeordnet werden: Seien A" = (A},...,A,) und A” = (A\],...,\))
zwei Gewichte. Dann gilt A’ < A”, falls fur ein k € {1,...,n}

Ny = X fiir j <k, aber A} < A}

Ein Gewicht A € I',, heifit ausgezeichnet, wenn es holomorphe Koordinaten

(21,...,2,) um zq gibt, die zo auf den Ursprung abbilden, so dass
(1.4) D*DPp(0) =0 fiir alle (v, 3) mit Z %ﬂj < 1.
=t 7

Wie immer bezeichnet dabei
glal _ o\Bl



1.3. Lineal konvexe Gebiete

Den Catlinschen Multityp M (9%, zo) = (my, ..., m,) definieren wir nun als
das Infimum aller Gewichte in I';, mit M (02, z9) > A fiir jedes ausgezeichnete
Gewicht A.

Da wir Q als glatt berandet vorausgesetzt haben, folgt sofort, dass in der
obigen Notation m; = 1 gelten muss.

Nach J. Yu [Yu92] nennen wir ein Gewicht A € TI',, linear ausgezeichnet,
falls es einen komplex linearen Koordinatenwechsel gibt, so dass zy auf 0
abgebildet wird und Gleichung in den neuen Koordinaten gilt. Wir
bezeichnen mit £(0€2, z9) = (¢1,...,¢,) den linearen Multityp, der definiert
ist als das Infimum aller Gewichte in I';, mit £(052, zg) > A fiir jedes linear
ausgezeichnete Gewicht A.

Es ist klar, dass £(052, zp) unter komplex linearen Koordinatenwechseln in-
variant ist und die Ungleichung £(09, zp) < M(0€, 2g) sofort aus der De-
finition folgt. Im Allgemeinen gilt jedoch keine Gleichheit, wie das Beispiel
aus [Yu92] zeigt. Setzen wir

p(z,w) = Z(Re(w) + Re(zQ)) + |2/,

so ist L(09Q,0) = (1,2), aber M(99,0) = (1,4), siche [Yu92].

Semiregularitidt Der ¢-Typ nach D’Angelo und der Catlinsche Multityp
stehen in einem besonderen Zusammenhang. So zeigte Catlin in |[Ca84b]

Mp—g+1 < Aq<aQ7 20)7 1< qs<mn,

wobei M(092, z9) = (mq, ..., m,) gelte. Gebiete, bei denen sogar Gleichheit
fiir alle g gilt, heiflen semiregulér im Sinne von Diederich und Herbort (siehe
[DiHe94]). Im Gegensatz zum 1-Typ ist Semiregularitéit keine offene Bedin-

gung (siehe ebenfalls [DiHe94]).

1.3 Lineal konvexe Gebiete

Im Jahr 1935 fithrten Behnke und Peschel in [BePe35| einen neuen Konve-
xitétsbegriff im C? in die komplexe Analysis ein. Ihr Ziel war es, Gebietsklas-
sen zu untersuchen, die unter komplex linearen Koordinatenwechseln invari-
ant sind. Diese Gebiete nannten sie planarkonvex und zeigten, dass sie durch
eine Differenzialbedingung gegeben sind. Statt von Planarkonvexitét spricht
man heutzutage von linealer Konvexitét.

13
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Ein Gebiet Q = {p < 0} C C" heiit lineal konvex, wenn es fir jeden
Randpunkt zy € 0f2 eine komplexe Hyperebene H,, gibt mit zy € H,, und
QN H,, =0.Ist Q glatt berandet, dann ist der holomorphe Tangentialraum
der einzige Kandidat fiir die komplexe Hyperebene. Bezeichnen wir wie iiblich
mit Jp(zp) den komplexen Gradienten einer definierenden Funktion p in 2
und mit

TI0Q) = {X € C": Xp(z0) = (X, 0p(z0)) = 0}

den holomorphen Tangentialraum von 0f) in zy, so ist {2 genau dann lineal
konvex, wenn fiir alle Randpunkte zy € 02 schon zy + X ¢ 09, fiir alle
X e T009Q), X #0, gilt.

Tatséchlich war es lange eine offene Frage, ob sich — wie auch andere Formen
der Konvexitit — lineale Konvexitét fiir C?-glatte Gebiete iiber die komplexe
Hesse- und Leviform ausdriicken lasst. Erst 1998 konnte C. Kiselman in [Ki98]
zeigen, dass ein Gebiet Q C C" mit 9Q € C? genau dann lineal konvex ist,
wenn fiir jeden Randpunkt die Behnke-Peschl-Bedingung erfiillt ist, d.h. fiir
alle zy € 09 gilt

(1.5) Re H,(20,X) + L,(20, X) :=

n an n
Ji:k=1 j.k=1

’p

0
aZjaZk

(20)X; Xk >0V X € T(0Q).

Wir beobachten, da mit X € T,°(9Q) auch i X € T1%(0Q) gilt, dass jedes
(streng) lineal konvexe Gebiete insbesondere (streng) pseudokonvex ist. Li-
near konvexe Gebiete sind also lineal konvex und lineal konvexe Gebiete sind
pseudokonvex. Zudem ist lineale Konvexitét invariant unter komplex linearen
Koordinatenwechseln, wie schon oben angedeutet.

Wir wollen nun noch definierende Funktionen lineal konvexer Gebiete ge-
nauer untersuchen. Es sei dazu 2 CC C” ein beschrénktes, glatt berandetes
Gebiet vom endlichen Typ m, so dass U N  lineal konvex ist. Dabei ist
U = U(zp) offene Umgebung eines Randpunkts z, € 092. Nach einem linea-
ren Koordinatenwechsel, welcher lineale Konvexitét erhélt, kénnen wir (nach
eventueller Verkleinerung von U) wie in Conrad |Co02] davon ausgehen, dass

(1.6) UNoQ={ze€U:Re(z)+ h(Im(z), 22, ...,2,) = 0}.
Anhand von Gleichung ((1.6)) erkennt man, dass die Behnke-Peschl-Bedingung

und die definierende Gleichung des holomorphen Tangentialraums an 0Of2
lokal unabhéngig von Re(z;) sind. Deswegen diirfen wir ohne Einschrankung

14
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annehmen, dass es ein ¢y > 0 gibt, so dass alle Niveaumengen
{z€U:p(z)=¢} mit g| < eq

wieder lineal konvex und vom endlichen Typ sind.

Tatséchlich ist es besonders interessant, speziell das Verhalten des Multityps
auf lineal konvexen Gebiete zu untersuchen. Dieser ist, wie auch der 1-Typ,
wichtig fiir Regularititseigenschaften des 9-Neumann-Problems. Neben dem
von Catlin eingefithrten Multityp ist aber auch auf Grund seiner angeneh-
meren Eigenschaften der lineare Multityp interessant.

Seit den Untersuchungen von Diederich und Herbort in [DiHe94] hat sich
zudem gezeigt, dass auch die Gebiete von besonderem Interesse sind, bei
denen fiir die Eintrage des Multityps (1, ma, ..., m,) schon

Mn—gr1 = Ay(09, z) fiir alle ¢

gilt, d.h. die semiregulér sind.

McNeal zeigte in [Mc92], dass auf konvexen Gebieten der 1-Typ eines Rand-
punkts zy € 02 schon durch Kontaktordnungen mit holomorphen Geraden
in 2 realisiert wird. Tatséchlich zeigten Boas und Straube in [BoStr92] dieses
Ergebnis in einem allgemeineren Rahmen mit geometrischeren Methoden.
In [Yu92] konnte Yu vielmehr zeigen, dass konvexe Gebiete sogar semiregulér
sind.

Conrad gelang es in [Co02], diese Ergebnisse auf lineal konvexe, glatt beran-
dete Gebiete zu verallgemeinern:

1.16 Theorem (Conrad, [Co02])

Es seien Q0 C C" ein glatt berandetes, lineal konveres Gebiet und weiter
M(0Q, z9) = (1,ma,...,my) der Multityp von 0 in zy € 02. Dann gilt
Mip—gr1 = D (082, 20) fiir alle 1 < g <n.

Conrad zeigt zudem auch

1.17 Theorem (Conrad, [Co02])
Ist Q C C™ ein glatt berandetes, lineal konvexes Gebiet, so gilt L(0S, z) =
M09, 2) fiir jeden Randpunkt z € 0.

15



KAPITEL 11

Randgeometrie lineal konvexer Gebiete

Wir wollen in diesem Kapitel die notigen Hilfsmittel aus [Co02] bereitstellen.
Hauptaugenmerk wird dabei auf die hier eingefiihrten Richtungsabsténde
7(q, X, €) gelegt, welche optimal die Randgeometrie von € widerspiegeln.
Es sei also im Folgenden Q2 = {p < 0} CC C"™ ein glatt berandetes, be-
schrinktes, lineal konvexes Gebiet vom endlichen Typ m.

2.1 Eine Pseudometrik

Seien U, zp € 02 und ¢ wie in Kapitel gewihlt. Im Folgenden seien stets
q € UNQmit |p(q)] < %, X € C"\ {0} ein Einheitsvektor und 0 < e < .
Héngen die beiden reellwertigen Ausdriicke A und B vom Parameter x € X
- z.B. q, X, € — ab und gibt es eine von x unabhéngige Konstante ¢ > 0, so
dass A(x) < c¢- B(z) fir alle x € X gilt, so schreiben wir auch kurz A < B.
Die Schreibweisen A 2 B und A =~ B haben dann analoge Bedeutungen.

Wir fithren nun einen Richtungsabstand ein, der es uns ermdglicht, sowohl
die Bergman-Metrik als auch den Bergman-Kern optimal abzuschitzen. Wir
halten uns dabei an [Co02] und definieren mit

7(q, X,e) :=sup{r >0:p(¢g+AX) —p(q) <e, VA€ C: |\ <r}
den Randabstand des Punktes ¢ zu der Niveaumenge
e :=A{z:p(2) = plg) + ¢}

gemessen entlang der von X aufgespannten komplexen Geraden. Da alle
Punkte ¢ € 02, vom endlichen Typ sind, sind die Absténde fiir gentigend
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2.1. Eine Pseudometrik

kleines ¢ > 0 endlich. Analog zu Hefer [Hef02] im linear konvexen und zu
Conrad [Co02] im lineal konvexen Fall wéhlen wir induktiv Koordinaten und
einen linearen Koordinatenwechsel, der ¢ in den Ursprung iiberfiihrt:

Als ersten Basisvektor wihlen wir die reelle Normale in ¢ zur Niveaumenge
08,0 und setzen

Vola) .
e = sowie 71(q,€) := 7(q, €1, €).
IVo(q)]
Es sei p; € 092, ein Punkt auf der Geraden z; : C 3 X\ — g+ Aey, der 71(q, €)
realisiert. Dabei parametrisieren wir die Gerade derart, dass z;(0) = ¢ und
p1 auf der positiven Re(z;)-Achse liegt, also p1 = ¢ + 71(g,€)e;. Nach Wahl

dieser Achse gilt eben, dass %p—i‘f) = 1 und nach eventueller Verkleinerung von
U somit %’)T(Z) ~ 1 fiir alle z € U ist. Mit dem Satz iiber implizite Funktionen

1
erhalt man, dass

T1(q,€) =~ dist(q, 0, .) ~ €,

wobei alle Konstanten unabhéngig von ¢ und ¢ sind. Wir nehmen nun an, die
paarweise senkrechten Einheitsvektoren eq,...,e,_; € C" seien konstruiert.
Es sei weiter 7;(q,¢) := 7(q,€j,¢). Ferner seien die Punkte py,...,pr_1 €
09, so gewahlt, dass z;(0) = ¢ und p; auf der positiven Re(z;)-Achse fiir
1 < j < k—1 liegt. Wir wihlen einen Einheitsvektor e, € (ey, ..., ex_1)*, der
7(q, -,€) minimiert. Zudem setzen wir 7(q,¢) := 7(q, ex, €) und wihlen p; €
0, ¢, der 7(q, ) realisiert. Dabei parametrisieren wir wieder die zugehorige
komplexe Gerade z; von g nach py so, dass py auf der positiven Re(z)-Achse
liegt und z;(0) = ¢ gilt. Nach Konstruktion gilt fir £ > 2, dass

Te(q, €) = dist(q, 0. N {z1 = ... = 2,1 = 0})
und 71(q,¢) < m(q,e) < ... S Talg,€). Wir nennen (e, ..., e,) eine e-mini-
male Basis in ¢ und (zy, ..., z,) die zugehorigen Koordinaten. Auf Grund

der Orthogonalitdt und Minimalitdt der Wahl der Achsen z; und ihrer Pa-
rametrisierung folgt, dass

Opr) _ 4 g 2PPr)

(2.1) 52 m

=0firj>k>2.

Mit Hilfe der oben definierten Abstdnde 74(q, €) definieren wir fiir ¢ € QN U
und € > 0 einen Polyzylinder P.(g¢) und dessen Multiplikation mit einer
positiven Konstanten ¢ > 0 durch
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c-P(q):={z: |zl <c-mlqge), k=1,....,n},

= {z:q+zn:)\kek DAkl < e (g, e) fﬁrkzl,...,n},

k=1

wobei die Komponenten z}* die Komponenten von z beziiglich der zu ¢ und
¢ zugehorigen Koordinaten sind.

Wir beobachten, dass die Polyzylinder eine Pseudometrik induzieren. Genau-
er ist diese Pseudometrik fiir z, ¢ € U N Q) gegeben durch

d(z,q) :=1inf{e > 0: g € P.(2)}.

2.2 Eigenschaften der Pseudometrik

Fiir die spateren Abschitzungen benotigen wir nun noch einige Eigenschaften
der zuvor eingefiihrten Pseudometrik. Wir fithren hier die fiir diese Arbeit

Notigen auf; der Nachweis dieser und weitere Eigenschaften finden sich in
[Co02].

2.1 Lemma
Es gibt ein von q und € unabhdingiges co > 0, so dass fiir alle ¢ € U N2 und
e > 0 klein genug gilt

(2.2) co* Pe(q) C Qqe.

Mit Hilfe dieses Lemma kénnen wir auch Ableitungen der zuvor gewéhlten
definierenden Funktion in allen Punkten des Polyzylinders P.(q) durch die
Absténde 74(q,€) abschétzen.

2.2 Lemma
Es sei ¢ € UNQ und &€ > 0 klein genug. Dann gilt bzgl. der zu q und €
zugehorigen Koordinaten fir alle p € P.(q)

dletbl
920978 L

€

n
H Tk(q’ g)akJﬁBk
k=1

(2.3)

] <

fir alle Multiindizes o, § € Ny mit 1 < |a + 3] < m.
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2.2. Eigenschaften der Pseudometrik

Dieses Lemma wird z.B. fiir die Abschétzung der Stiitzfunktionen von Die-
derich und Forneess ([DiFo03]) im Kapitel |3 benttigt.

Wir konnen nun die beiden obigen Lemmata benutzen, um die erste Ablei-
tung der definierenden Funktion p in den Punkten pq, ..., p, zu quantifizie-
ren.

2.3 Lemma
Es sei g € UNQ und € > 0. Man betrachte die assoziierten Koordinaten
21y ...y 2n bzgl. q und €, dann gilt:

1. Firl <k <nist
op(pr)| _ (g, €)
azk Tk(Qu 6).

Q

2. Fiirj <k st

Op(pr) | o 1(q,€)
(?zj ~ '

Fiir die Polyzylinder P.(q) gilt eine weitere angenehme Eigenschaft. Conrad
zeigte in [Co02], dass man wie im linear konvexen Fall auch im lineal konvexen
Fall die Abstdnde 7(q, X, e) durch die Standardabsténde 7(q, €) abschétzen
kann. D.h. aber, dass die Grofie des Polyzylinders P.(q) in X-Richtung sich
iiber 7(g, X, €) kontrollieren lasst.

2.4 Lemma
Es seiqe UNQ und X =Y ,_, Xyey, ein Einheitsvektor, dargestellt in den
zu q und € > 0 assoziierten Koordinaten. Dann gilt

n

S
Tk(q>€) T(quag).

k=1

Dieses Ergebnis wird es uns spéter ermdoglichen, Abschédtzungen in den e-
minimalen Koordinaten koordinatenfrei zu formulieren.

Alle weiteren, spater benotigten Ergebnisse von Conrad in [Co02] wollen wir
nun in einer Proposition zusammenfassen.

2.5 Proposition
1. Seien X € C" ein Einheitsvektor und

HletBl

ajk(Qa X) :

= Wﬂ(q + )\X)|)\:0.
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Kapitel 2. Randgeometrie lineal konvexer Gebiete

Dann gilt
> aple, X)Ir(g, X, 0)* P ~ e,

1<a+B<m

Dabei hingen alle Konstanten nicht von q, X und € ab.

2. Definieren wir firv =1,...,m mit a,(q, X) := max laji(q, X)| wie in
k=

[0002/

d%xgy:mm{(aéﬁa>a1gugn%,

so gilt 7(q, X, e) = o(q, X,¢) fir X e C", | X| =1 und g € UNQ.

3. Es gilt 11(q,¢) = € und 7(q, X,¢) < em fiir jeden FEinheitsvektor X €
C". Ist X ein Einheitsvektor in komplex tangentialer Richtung, so gilt
1
auch 2 < 1(q, X, €).

4. Ist X € C" ein komplez-tangentialer Einheitsvektor und 0 < e < §, so

qilt

1 1

(5) X0 S7@ X9 5 (5)" (0. X,0)
5. Fiir jedes k > 0 ezistieren Konstanten c(k) und C(k), so dass

c(k)P:(q) C Pre(q) C C(k)P:(q) und Pewy-(q) C kP.(q) C Per)e(q)-

6. Fir alle z € P.(q) und alle X € C™ mit | X| =1 gilt

(2.4) 7(q, X,e) = 7(2, X, €).

7. Es existiert eine Konstante C' > 0, so dass aus P-(q) N P-(z) # 0 folgt,
dass

P.(q) C CP.(2) und P.(z) C CP.(q).
8. Die Pseudometrik d(z,q) erfillt die Figenschaften

d(z,q) =0 <= 2z =g,

d(z,q) ~ d(q,2),
d(z,q) S d(z,w) +d(w,q) ¢, z, weUNQ,

20



KAPITEL 111

Holomorphe Stiitzfunktionen

3.1 Einleitung

Eine der wichtigsten Hilfsmittel der komplexen Analysis sind holomorphe
Stiitzfunktionen. Ist 2 C C" ein Gebiet und ¢ € 0€, so nennen wir nach
[DiFo03] die holomorphe Funktion S; : U(€2) — C eine Stiitzfunktion in (,
wenn

L. 5:(¢) =0,
2. Re(S¢(z)) < 0 fiir alle z € Q\ {¢} gilt.

Tatséchlich benttigt man in den Anwendungen meist noch eine glatte Ab-
héngigkeit der Stiitzfunktionen vom Randpunkt ¢. Fiir linear konvexe Gebie-
te konnten Diederich und Forneess in [DiFo99| solche Stiitzfunktionen kon-
struieren. Im Gegensatz zu den Stiitzfunktionen bzw. Stiitzflaichen, welche
sich durch den Tangentialraum eines Gebietes ergeben, erfiillen diese Stiitz-
funktionen zusétzlich noch optimale Abschétzungen in dem Sinne, dass ihre
Kontaktordnung mit 2 auch in allen reellen Richtungen optimal ist. Fiir ge-
nauere Details hierzu sei z.B. auf die Einleitungen von [DiFo99] und [DiFo03]
verwiesen.

Neben holomorphen Stiitzfunktionen sind auch Peak-Funktionen interessant.
Das Gebiet 2 C C" besitzt im Punkt ¢ € 0 eine Peak-funktion P, €
AV(Q) == CI(Q) NO(R), wenn

|P(2)] <1 fiirallez € Q\ {¢}
und P (¢) = 1 gilt. Ist also S¢ eine Stiitzfunktion in ¢, so ist z.B. Pc(z) :=
exp (S¢(z)) eine Peak-Funktion in (.
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Kapitel 3. Holomorphe Stiitzfunktionen

Tatséchlich ist die Existenz von Stiitzfunktionen nicht immer garantiert. Im
Jahr 1973 fanden Kohn und Nirenberg in [KoNi73] ein pseudokonvexes Gebiet
Q) C C?, welches in 0 € 99 keine Stiitzfunktion besitzt (sie nutzten dies, um
zu zeigen, dass pseudokonvexe Gebiete im Allgemeinen nicht biholomorph auf
(schwach) linear konvexe Gebiete abbildbar sind). Fornaess konnte in [Fo77]
das Kohn-Nirenberg-Beispiel abwandeln, um zu zeigen, dass pseudokonvexe
Gebiete nicht einmal eine A!-Peak-Funktion besitzen miissen. Siehe auch
[Yu94] und [Yu97].

Im Jahr 2002 gelang es schliellich Diederich und Fornaess in [DiFo03] auch
fiir lineal konvexe Gebiete eine glatte Familie von holomorphen Stiitzfunktion
zu konstruieren.

Die in [DiFo99] konstruierten Stiitzfunktionen waren mittlerweile zu einem
der Haupthilfsmitteln der komplexen Analysis auf linear konvexen Gebie-
ten geworden. Somit kann man erwarten, dass sich viele Ergebnisse von li-
near konvexen auf lineal konvexe Gebiete iibertragen, falls nicht die linea-
re Konvexitét in groflerem Mafle benutzt wurde. Insbesondere fiir optimale
Abschiitzungen von Losungen der 0-Gleichung (siehe z.B. [DiFiFo99], [Fi03)]
oder [Fi04] um nur einige zu nennen) erlauben die Stiitzfunktionen die Kon-
struktion passender Losungsoperatoren (via Integralkernen). Fiir weitere An-
wendungen sei z.B. auf die Einleitung von [DiFo03] verwiesen.

Wir werden in diesem Kapitel einige Abschéitzungen von Lieder in [Li05] fiir
die holomorphen Stiitzfunktionen angeben und mit diesen dann im Kapitel
4.2| plurisubharmonische Funktionen konstruieren, deren Levi-Form guten
unteren Abschéitzungen geniigt.

3.2 Die Stiitzfunktionen

Wir wollen nun also die Stiitzfunktionen aus [DiFo03] einfiihren. Dazu sei
weiterhin Q = {z € C" : p(z) < 0} ein beschrénktes, lineal konvexes Gebiet
mit glattem Rand vom endlichen Typ m. Wir wollen dabei wie in |Li05]
vorgehen.

Zunéichst wihlen wir eine glatte Familie von Koordinatentransformationen
le(2) = ®(¢)(# — ¢) mit einer unitdren Matrix ®((), die glatt von ¢ € 9
abhéngt und in jedem Punkt den &ufleren Normalenvektor n¢ in 02 in den
Vektor (1,0,...,0) iberfithrt. Nun definieren wir weiter wie in [DiFi05]: Es
sel w = A¢(w) mit

Wy = wi (1 — A¢(w)) und w; == w; fiir j > 1.

22



3.3. Abschétzungen der Stiitzfunktionen

Dabei ist A; eine glatte Familie von holomorphen Polynomen, die nur von
Wy, ..., wy, abhdngen und A.(0) = 0 erfiillen. Setzen wir nun £; = A¢ o {¢, so
haben wir

Pe() == p(7" () = p(C),
_ 1 9lig(w)

a(C) = o ope =0
und
2m _
(3.1) Se() =1y + Kb} =&Y M”03 ()",
§=2 jal=j
a1=0

Dabei seien M, K > 0 geniigend grof3 und € > 0 geniigend klein. Ferner ist

1, fiir j =0 mod 4,
oj =< —1, fiir j =2 mod 4,
0, sonst.

Zum Schluss setzen wir noch

~

S(2,¢) = Se(le(2)).

Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass aus der Konstruktion in [DiFo03]
hervorgeht, dass zuerst die Konstanten M, K grofy genug gewéhlt werden und
erst dann € klein genug gewéhlt wird. Auflerdem beobachten wir, dass die
Stiitzfunktionen fiir einen festen Randpunkt ¢ € 92 holomorph in z sind. Die
Stiitzfunktionen S(z, () bilden eine C*-Familie in (. Gerade die Regularitit
der Stiitzfunktionen im Randpunkt ¢ € 0N ist fiir die Anwendungen von
grofler Wichtigkeit.

3.3 Abschitzungen der Stiitzfunktionen

Wir benotigen im Folgenden Abschéatzungen fiir S und deren ersten Ableitun-
gen und benutzen dabei die e-minimalen Koordinaten in einem festen Punkt
(. Zu festem ¢ und festem € kann man dann ein spezielles ®(() konstruieren,
das die bendtigten Abschatzungen erfiillt.

Wir wollen hier nur noch zwei der Abschitzungen aus [Li05] nennen, die fiir
uns von Belang sind. Fiir weitere Abschétzungen sei auf [DiFi05], [DiFo03]
und [Li05] verwiesen.
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Kapitel 3. Holomorphe Stiitzfunktionen

3.1 Lemma ([Li05])
Fir alle z € P.(q) gilt

15(z,pi)| S e

fir q € QN U geniigend nahe am Rand und € > 0 gentigend klein. Dabei
ist p; € 0. ein Punkt assoziiert zu den e-minimalen Koordinaten z =

(21, .. ~7Zn)-

Neben den Abschétzungen fiir die Stiitzfunktionen brauchen wir auch Ab-
schéitzungen fiir die erste Ableitung der Stiitzfunktion in eine beliebige Rich-
tung. Wir brauchen speziell, dass die Richtungsableitungen der Stiitzfunkti-
on in einem Punkt ¢ € Q N U, der nahe genug am Rand liegt, nach unten
beschrankt sind.

3.2 Lemma ([Li05])
Es gilt fir z € P.(q)

’83(27]?]‘) 5

0z |~ 7.9
fir ¢ € QN U geniigend nahe am Rand und € > 0 gentigend klein. Daber
ist pj € 08y ein Punkt assoziiert zu den e-minimalen Koordinaten z =

(21, -+, 2Zn)-
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KAPITEL 1V

Bergman-Kern und Bergman-Metrik

4.1 Einleitung

Im Jahr 1922 fithrte Stefan Bergman die nach ihm benannte Kernfunktion in
die Funktionentheorie einer Verdnderlichen ein. 1933 verallgemeinerte er diese
Funktion in [Berg33| in zwei Verdnderliche und untersuchte ihr Randverhal-
ten. Er erkannte, dass der Bergman-Kern eine Kédhlermetrik — die Bergman-
Metrik — induziert und, dass diese beiden Groflen ein gutes Verhalten unter
biholomorphen Transformationen zeigen. Unter besonderen Voraussetzungen
an das Gebiet () erzielte bereits Bergman erste Resultate iiber das Randver-
halten des Kerns, der Metrik und weiterer verwandter Grofen.

Das Problem bei der Untersuchung des Randverhaltens des Bergman-Kerns
und der Bergman-Metrik besteht darin, dass man geeignete H2-Funktionen
konstruieren muss, deren Funktionswerte bei kontrollierbarer L2-Norm grof3
werden. Hierzu stehen aber erst seit den Arbeiten von Hormander (hierbei
besonders [Hor65]) Mittel zur Verfiigung, die einen einfacheren Zugang zu
dieser Art von Fragestellungen ermdglichen.

Darum sind besonders die Arbeiten [Di70] und [Di73] von Diederich zu er-
wihnen, in denen u.a. das Randverhalten des Bergman-Kerns, der Ableitun-
gen des Bergman-Kerns und der Bergman-Metrik auf streng pseudokonvexen
Gebieten 2 C C" mit Steinschen Methoden optimal abgeschitzt wurde.

In [Fe74] gelang es dann Fefferman im Jahr 1974 und spéter Boutet de Movel

und Sjostrand 1976 in [BoSj76], das asymptotische Verhalten des Bergman-
Kerns auf streng pseudokonvexen Gebieten zu charakterisieren. Fefferman
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Kapitel 4. Bergman-Kern und Bergman-Metrik

konnte in diesem Fall durch die Abschitzungen des Bergman-Kerns zeigen,
dass sich eine biholomorphe Abbildung F': 2 — Q' glatt auf Q fortsetzt.

Auf schwach pseudokonvexen Gebieten hingegen sind derartig allgemeine Er-
gebnisse fiir die Bergman-Gro8en unbekannt. Lediglich im C? gelang Catlin
in [Ca89] die Beschreibung des Randverhaltens der in Kapitel [1] eingefiihr-
ten invarianten Metriken und des Bergman-Kerns auf beschrankten Gebieten
endlichen Typs.

Eines der Hauptprobleme bei schwach pseudokonvexen Gebieten im C", n >
2, ist ndmlich, dass entsprechende Vergleichsgebiete, die im streng pseudo-
konvexen Fall geeignete Kugeln sind, fiir schwach pseudokonvexe Gebiete im
Allgemeinen nicht existieren. Selbst wenn diese existieren, ist dann eins der
noch zu iiberwindenden Probleme, dass solche Vergleichsgebiete meist nur
lokal geeignet sind, d.h. sie héngen stark vom betrachteten Randpunkt ab.
Dariiber hinaus ist der holomorphe Tangentialraum von 2 C C*, n > 2 min-
destens zweidimensional, d.h. es konnen Kopplungseffekte zwischen Richtun-
gen verschiedener Kontaktordnung auftreten, wir wollen hierauf nicht weiter
eingehen.

Mit einigen Zusatzvoraussetzungen an € (siehe dafiir z.B. [Her93|, [Cho02al,
[Cho03] oder [Her92a] /[Her92b]) fanden sich jedoch auch positive Ergebnisse.

Sehr allgemeine Ergebnisse im Zusammenhang mit den Bergman-Grofien fin-
den sich u.a. bei [DiFoHe84], [DiHeOh86] und [DiOh94]. Ganz besonders
mochten wir noch die Abschétzungen von Diederich und Herbort in [DiHe94]
auf semireguldren Gebieten hervorheben. Diese sehr allgemeine Gebietsklas-
se umfasst nédmlich insbesondere die linear konvexen und lineal konvexen

Gebiete.

Man kann aber im Allgemeinen nicht einmal erwarten, dass die Bergman-
GroBen in polynomialen Ausdriicken des Randabstands abschétzbar sind.
Fiir den Bergman-Kern konstruierte Herbort 1983 ein solches Beispiel in
[Her83al. Ein weiteres wichtiges Beispiel findet sich bei [DiHe00a].

Zuletzt wollen wir darauf hinweisen, dass sich neben den in den oben ge-
nannten Artikeln benutzten Methoden, die meist spezielle Formen einer defi-
nierenden Funktion, Lokalisierungssétze, die Existenz von Peak-Funktionen
oder guten L2-Abschitzungen benutzen, in neuerer Zeit auch Hilfsmittel der
Pluripotenzialtheorie bewéhrt haben, welche hierfiir einen geeigneten Zugang
zur Verfiigung stellen. Dabei hat sich die plurikomplexe Green-Funktion als
niitzlich herausgestellt, siehe z.B. [Her99] oder auch besonders [DiHe00b)].

In diesem Kapitel wollen wir aber zunéchst, wie schon zuvor erwihnt, Ab-
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4.2. Hilfsmittel

schitzungen von McNeal aus [Mc94] fiir den Bergman-Kern auf der Diago-
nalen auf den Fall lineal konvexer Gebiete iibertragen.

Dazu werden wir zunéchst einige Hilfsmittel bereitstellen, um einen Ap-
proximationssatz auf lineal konvexen Gebieten mit L2-Methoden nachzu-
weisen. Mit diesem Approximationssatz sind wir dann in der Lage, den
Bergman-Kern auf der Diagonalen geeignet nach unten abzuschétzen (obe-
re Abschétzungen sind hingegen meist leicht herzuleiten). Tatséchlich wird
sich zeigen, dass mit dem gezeigten Approximationssatz auch weitere Grofien
abschétzbar sind.

Mit diesen Abschéitzungen sind wir dann im letzten Abschnitt dieses Kapitels
dazu bereit, das Theorem 1 zu beweisen.

4.2 Hilfsmittel

In diesem Abschnitt wollen wir kurz die benétigten Hilfsmittel fiir den Appro-
ximationssatz zeigen, bevor wir diesen im nédchsten Abschnitt angeben.

Zunichst formulieren wir eine Variation des bekannten 0-Lésungssatz von
Hoérmander mit L2-Abschitzungen. Danach wollen wir aus den im letzten
Abschnitt eingefithrten Stiitzfunktionen geeignete plurisubharmonische Ge-
wichtsfunktionen konstruieren.

Zunichst bendtigen wir das folgende 0-Losungslemma.

4.1 Lemma

Es sei Q cC C" pseudokonvex. Es sei weiter (3 eine 0-geschlossene (0,1)-
Form auf Q. Es gebe eine plurisubharmonische Funktion ¢ € C*(Q) und eine
hermitesche positiv semidefinite Matriz A = (a;;) mit stetigen Eintrdigen,
welche auf supp(f) Diagonalgestalt habe und positiv definit ist. Des Weiteren
gelte L, > A auf supp(B). Dann gibt es eine Losung u € C*(Q) von du = f3
mit

Jul| < 2- /Z]@]Q 5 exp(—p) d"z < oo,

wobei 3; die Koeffizienten der (0,1)-Form (3 sind.

Dieses Lemma ldsst sich dhnlich wie Lemma 4.4.1 in [H6r90] zeigen. Wir
wollen an dieser Stelle keinen Beweis angeben, da dieser sehr technisch ist
und viel Notation benétigt. Ein Beweis findet sich z.B. bei [Her92a] oder
[Her96]. Es sei auch auf [Bern85] fiir einen dhnlichen Satz verwiesen.
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Konstruktion geeigneter plurisubharmonischer Funktionen:

An dieser Stelle lieBen sich auch die von Conrad in [Co02, Lemma 5.4] kon-
struierten plurisubharmonischen Funktionen fiir unsere Zwecke benutzen.
Wir verwenden hier jedoch die Stiitzfunktionen von Diederich und Fornaess
aus [DiFo03], wie wir sie in Kapitel [3.2| eingefiihrt haben. Es seien also ¢ € (2
nahe genug am Rand und ¢ > 0 klein genug gegeben, dann erhalten wir
Punkte py, ..., p, € 09, . assoziiert zu ¢ und ¢, welche die Abstéande 7;(q, €)
realisieren. Dabei legen wir wie zuvor die e-minimalen Koordinaten (z) zu-
grunde und wollen dies auch fiir den Rest des Kapitels tun.

Wir wissen in diesem Fall bereits aus den Lemmata und [3.2] dass die
Stiitzfunktionen fiir z € P.(q) folgende Abschétzungen erfiillen:

(Si) [S(z,p;)| S e und damit Re(S(z,pj)) > —c,

(Sii) [0;5(z,p) 2 ﬁ

Wir wollen nun aus diesen Stiitzfunktionen mit recht technischen Mitteln
plurisubharmonische Funktionen ¢, konstruieren. Wir gehen auf diese Weise

vor, da wir so auch direkt plurisubharmonische Funktionen erhalten, die wir
im Kapitel [5| benutzen kénnen.

Definieren wir

Sj(zapj) = S((qh R ijb Zja QjJrla ) Qn)>pj)7

so gelten offenbar die Eigenschaften (S i) und (S ii) auch fiir die S7(z, p;).

Setzen wir nun ‘
Sz, p;
fi(2) = |exp (—(8 p]))

so ist f; glatt und plurisubharmonisch auf €2, . und es gilt, da f; nur von z;

abhéngt
Si(5 p
exp ( (267 p;) )

of; B 0
B AL = (
exp (Sj<zapj)>‘2 aSj(Z,pj) . GSj(z,pj)

2

Y

Q.E.M(z))

€ 0z,

- 5k7j 6€7j ? 15 0zk 825 <Z)

Also ist fiir X € C?

_ 1 Sj(Z,pj) ’ aSj(Z,pj) 8Sj(zvpj) 2
Li(z,X)= = [exP ( . 9z, (2) 9, (2) - |1X;]
1 08%(z,p), |
> - |2 i) . |2
~ 82 82] ("7‘)‘ |XJ| )
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wobei die letzte Ungleichung aus (S i) folgt.

Nach Lemma gibt es eine unabhingige Konstante ¢y > 0, so dass
co - P(q) C Qg gilt. Damit folgt aber mit (S ii) fiir 2 € ¢ - P-(q) und
X € C" unmittelbar

1. 0 < fj(2) < exp(2),

2. Ly (2 X) > Ll

~ Ti(g,e)%"

Wir erhalten nun vollkommen analog wie in Lemma 5.4 aus [Co02] eine Kon-
stante ¢; > 0, die nicht von ¢ und ¢ abhéngt, sowie plurisubharmonische
Funktionen g; € C*(Q,.), so dass

1. 0 <gj(2) <1,
2. supp(g;) C ¢o - Pe(Q)y

3. Ly (2,X) 2 NP auf & - P.(q) x C™.

5 (0,€)?

Wir definieren damit weiter
1 n
o Z 9j-
7=1

Es gilt zunéchst offenbar 0 < ¢, < 1 auf €, .. Dariiber hinaus erhalten wir
auf ¢; - P.(q) fiir ein geeignetes ¢y, dass

Loy, %) 23 N

2P

Wir haben damit also das folgende Lemma gezeigt.

4.2 Lemma

Unter den Standardvoraussetzungen gibt es eine glatte, plurisubharmonische
Funktion ¢, = ¢q. und zwei Konstanten cy, c1 > 0 die nicht von q und €
abhdingen, so dass

1. 0< ¢, < 1,
2. supp(p,) C ¢o - P:(q),

3. auf ¢1 - P-(q) gzltfurX € (C” n
(4.1) L,,(q,X
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4.3 Ein Approximationssatz

Wir werden fiir die Abschétzung des Bergman-Kerns andere Methoden als
McNeal in [Mc94] benutzen, da dort die lineare Konvexitét im starkeren Mafle
benutzt wurde. Mit den holomorphen Stiitzfunktionen aus [DiFo03] sind wir
nédmlich zunéchst in der Lage, einen Approximationssatz zu beweisen, der
sich in ahnlicher Form schon bei [Di70] fiir streng pseudokonvexe Gebiete
findet (dort aber nicht mit L2-Methoden bewiesen wird).

Wir werden den Satz nur in dem hier benétigten Rahmen formulieren und
beweisen. Im Anschluss an den Beweis wollen wir dann kurz mogliche Ver-
allgemeinerungen formulieren, da dieser Approximationssatz auch losgelost
von der hier vorgestellten Anwendung von Interesse ist. Ahnliche Sitze finden
sich z.B. bei [Her92b], [Her93] und [Her96], aber auch bei [BoStYu95].

Der einfacheren Schreibweise wegen wollen wir im Folgenden die Abkiirzung
[ fll = || fll 22y benutzen.

4.3 Satz

Es sei Q0 CC C" ein glattes, lineal konvexes Gebiet vom endlichen Typ. Ist
q € ) nahe genug am Rand, ¢ > 0 klein genug, c; > 0 die Konstante aus
Lemma und ¢y - P-(q) der Polyzylinder aus Kapitel[2.1]

Dann gibt es fiir alle [ € Hz(Qqﬁ Nep - Pe(q)) ein f € H?*(Qy,.) und eine
Konstante L = L(Q,n, K) > 0 mit

(a) D°f(q) = D’ f(q), |B] < K,

(b) HfHQq,E S LHfHQq,EmCl'PE(q)'

4.4 Bemerkung
Ist Q = {p < 0} und setzen wir speziell ¢ = |p(q)|, so erhalten wir diesen
Approzimationssatz insbesondere auf

Qo) = {p(2) < pla) + |p(g)| = 0} = Q.

Beweis (von Satz[4.3)): Wir wollen den Satz beweisen, indem wir explizit
solch ein f konstruieren. Die Beweisidee ist dabei wie folgt: Wir 1dsen ein
O-Problem mit Gewichten, wobei wir als Gewicht eine Folge von C?-glatten
plurisubharmonischen Funktionen (¢s)s benutzen. Dabei haben die ¢s5 die
Form

bs(2) 1= pg(2) + C -log(|z — w|* + 0).
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Die Idee, warum wir solche Folgen benutzen wollen, besteht darin, dass fiir
C%-glatte Gewichte gute 0-Losungssitze zur Verfiigung stehen, wir aber durch
eine logarithmische Singularitdt von ¢s fiir 6 — 0 zusétzliche Eigenschaften
einer Losung us der 0-Gleichung

Ou = 0(xf)
erhalten. Dabei ist x eine geeignete Abschneidefunktion. Wir setzen dann
Fs:=xf—us

und werden dann zeigen, dass wir aus der Folge (Fj3); fiir 6 — 0 nach Uber-
gang zu einer geeigneten Teilfolge eine Grenzfunktion f erhalten, die den
Bedingungen des Satzes geniigt.

Wir beweisen diesen Satz in mehreren Schritten:
1. Konstruktion des Gewichts ¢s:

Es sei
n

Vor(2) =Y =

|25]?

(wobei z noch immer die e-minimalen Koordinaten zentriert in ¢ sind)
und y; : R — R glatt, monoton wachsend mit

(t) = t fallst<%,
W71 falls e > 2,

Wir setzen dann

¢5;:w[

YgtcC- log(Xl © ‘/61-135(11) + 5)] )

wobei ¢, die plurisubharmonische Funktion aus Lemma ist. Dabei
kann ¢ > 0 unabhéngig von ¢ und ¢ derart gewahlt werden, dass ¢5 auf
2, plurisubharmonisch ist und auf ¢; - P-(¢q) Gleichung (4.1)) erfiillt,
d.h.

J
= 7i(g,€)?

| 2

(4.2) Lys(2,X) 2 fir (z,X) € ¢; - P-(q) x C™.

Um diese Unabhéngigkeit einzusehen, setzen wir
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Kapitel 4. Bergman-Kern und Bergman-Metrik

Y(z) 1= pq(2) + ¢ -log(x1 0 Vey.p.(g)z) +0)-

Damit rechnet man leicht nach, dass

C
X1 © V;l.PE(q)(Z) + 6

‘<ﬁ7X>‘2 /O‘/c. z 2
-[—”’L {0 noe) - Do Lol

N X1 0 Verr(g(2) o=~ |X;]?
2 2
1 j=1 Tj (Q7 8)

Ly(2,X) =L, (2,X) +

gilt, wobei wir die Abkiirzung — (q 5= (T1 (215)27 e (Zq"E)Q) benutzen.

(a) Fiir z € ¢ - P.(q) ist c¢-log(x1 o V,,.p.(¢)(2) + &) nach Definition
von x; plurisubharmonisch.

(b) Fiir 2 € C\ 25 Po(q) ist Xt © Ve () = X © Ve (2) = 0
und somit der Term [-] > 0.

(c) Fiir z € 22 P.(q)\ 2 - P-(q), ist x10V,,.p.(q(2) gleichméBig nach
oben und unten durch unabhéngige Konstanten beschrankt. Es
geniigt also den Term in [] zu betrachten. Des Weiteren kénnen
wir annehmen, dass 0 < x} <4 und |x/| < 4 gilt. Damit ist aber
der Term in {-} nach unten durch eine unabhéngige Konstante
—C’ mit ¢’ > 0 abschétzbar. Da weiter z € 22 - P.(q) ist, gilt
12| < 75(q,€), 5 = 1,...,n. Deshalb ist [-] > —C - L, (2, X)
mit einer unabhingigen Konstanten C' > 0 abschitzbar. Durch
passende Wahl von ¢ folgt die Behauptung auch in diesem Fall.

2. Lésung der 0-Gleichung mit Gewichten:

Es sei x2 : R — R glatt mit |y} < 4 und

(1) = 1 fallst <3,
0 st > 2

Wir setzen

5((X2OV1PE ) f)
[( Ver. P:(q )) ) 8‘/;:1~Ps(q)] - f
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4.3. Ein Approximationssatz

und beachten, dass nach Wahl von y,, dann

supp(f) C c1 - Pe(q)

gilt. Wir wéhlen nun die Matrix A als

1
A = (aij) = (5j,k . m) .
J ) ik

Betrachten wir die Gleichung

= 0((x2 0 Ver-ra() - f):

so sind die Voraussetzungen von Lemma [4.1| nach Konstruktion des Ge-
wichts ¢s, also wegen Gleichung (4.2)), erfiillt und wir erhalten Losungen

ug von (4.3)) mit

n
lesll, S [ 18R - agfe
j=1

& 8‘/01'PE 2 — n
(44) = /Z [(X5 0 Vey () - T@) 1i(g,€)? - |flPe% d".
i=1 i
Auf ¢; - P.(q) gilt aber
2 2
00 Vil | 2520 | 5| Torwl <L
0%; 0%; 7;(gq, €)

Damit erhalten wir aus Gleichung (4.4) wegen der unabhéngigen Be-
schrianktheit von |5/, dass

(45) sl s [ VP exp(-g0)d
supp(/3)
Da nach Wahl von x» aber sogar supp(8) C 22 - P.(¢)\ < - P-(q) gilt, ist

¢s auf supp(f) gleichméfig nach unten beschrankt. Dort gilt ndmlich,
weil y; monoton wachsend angenommen wurde,

2n+ K +1
b5 = % [pq + ¢ log(x1 0 Veypagq) +0)]
> 20 KD 1 1o (2 48]

C
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Kapitel 4. Bergman-Kern und Bergman-Metrik

Da also ¢s gleichméfig nach unten beschrénkt ist, ist exp(—¢s) auf
supp() gleichméfig nach oben beschriankt. Also ergibt sich damit aus

Gleichung (4.5))

lusll2, < / PP exp(=65) dA S 112

supp()

Setzen wir nun noch

Fs = (Xz % Vcl'Pg(q)) - f — us,
so ist Fy € H*(Q,.), und es gilt
1F5ll0,.. < 1(x20 Verpoo) - fllag. + uslla,.
< N fller-roay + lluslle,.
= | Fller-pota) + lus - exp(5)]ls

< N Fller-pota) + exp(C) - [luslo,
< (1 +exp(C)) - [ fller-po(a)

mit einer von ¢ und € unabhéingigen Konstanten C' > 0. Dabei gilt
s - exp(%) s, < sup{exp(5)} - [[usllss < exp(C)[|fller-r.a)s
weil ¢5 auf €2, . wegen

2(n+ K +1)
c

o5 < [1+c-log(1+4d)],

nach oben beschrankt ist, da ¢,, x1 < 1 auf €, gilt.

Auf Grund der gleichméfigen Beschrinktheit der Fy konnen wir nun
eine in H?(Q,.) konvergente Teilfolge aus den (Fj)s; withlen und be-

zeichnen mit f die Grenzfunktion bzw. mit @ die Grenzfunktion der
(us)s. Wir wollen nun im Folgenden zeigen, dass dieses f den Bedin-
gungen des Satzes geniigt. Zunéchst einmal erfiillt f den Teil (b) wegen

1flle,. < (1+exp(C)) - I1fler-r.o)

3. Abschitzung der Ableitungen von us:

Wir wollen nun zeigen, dass D%us(q) fiir o] < K verschwindet, da
dann nach Konstruktion f und f sowie ihre Ableitungen bis zur K-ten
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4.3. Ein Approximationssatz

Stufe iibereinstimmen und somit f auch die Bedingung (a) des Satzes
erfiillt.

Zuniichst beobachten wir dazu, dass [Jus||3, < || f]12,. p.(g) Pedeutet, dass

[us]* 2(n+1+K)
: _ 2ntltK) <
/ (x10 VerPo(q) T 5)2(”+1+K) xp ( c 90q> "z Hf“C1 -P-(q

gilt. Somit folgt (wegen 0 < ¢, < 1)

Jus|?
4.6
(46) /(Xlo‘él-ps(q>+5)2(”“*m # % M llecrto

Sei nun 0 < 1 so klein, dass V,.p.(p)(z) < 3 fiir z € dcy - Pe(q) gilt.
Dann ist us € (9(501 . Pa(q)), weil

Ous = (X3 © Ver-pa(q)) - OVer Py
und x5(t) = 0 fiir ¢ < 3 ist.

Wegen der Holomorphie von us folgt mittels der Cauchy- und der
Hoélder-Ungleichung

| D%us(q)|?
i —2(2+a;)
H ((501 - 7(q, 5)) ’ H%H%l(éq-a(q))
j=1
i —2(2+ay)
S H (561 . Tj(q75>) ’ Hu5HL2 (8c1-P:(q ” HL2(561 -P:(q))
j=1
L —2(2+a;) : 2
N H (d¢1-75(q,€)) ’ Hut?H%Q(éche(q)) 1_[((Scl 7i(4:€))
j=1 =
n —2(1+«a;
=TT Ger 7360 €) > sl e oo
j=1
_ . e 2(n+1+K)
S T Ger-7(a,9)) e (Verru) +9) '
j=1 )

/ |us)? I
(X1 0 Vey P(g)(g) + 0)2nFIHE)
decr- Ps(‘])

(4.7) g S £I2
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Kapitel 4. Bergman-Kern und Bergman-Metrik

wobei diesmal im letzten Schritt die Konstante nur von ¢ unabhéngig
ist. Wir haben dabei in der letzten Ungleichung ausgenutzt, dass
Verp.(g) < 0% auf dcy - Po(q) ist.

Aus der Abschitzung (4.7)) folgt, dass @ und alle Ableitungen bis zur
Ordnung K im Punkt ¢ verschwinden. Damit folgt dann aber fiir f
nach Konstruktion von xs, wenn |o| < K, dass

D* f(q) = lim D*F3(q)
=D*((x2 0 Verr(g) - f)(0) — lim D%us(q)
al

= m?aﬂ@(z o Vep.(9)(@) D" f(q) — 0

~
=0, falls v # «

al .
~alol \(XQ © VCrPE(q))(CI)/'D f(q)

=1

= D"f(q).
Somit erfiillt f neben (b) auch (a) und ist in H2(€,.) enthalten. Also
erfilllt f die Behauptung des Satzes.

O
Verallgemeinerungen

Wie man schon an dem Beweis von Satz sieht, geht die spezielle Geo-
metrie lineal konvexer Gebiete nur an einer Stelle ein und zwar dort, wo die
holomorphen Stiitzfunktionen aus [DiFo03], welche optimalen Abschétzun-
gen geniigen, benutzt werden.

4.5 Bemerkung
Der Approzimationssatz lisst sich in einem allgemeineren Rahmen formulie-

ren. Wir haben zuvor nédmlich vielmehr den folgenden Satz bewiesen (siehe
auch [Her97)):

Es sei G C C" pseudokonvex. Ferner sei q € G und es gebe einen Polyzylinder

P™(q,r) mit Polyradius r = (ry,...,r,) und eine streng plurisubharmonische
Funktion ¢ € C*(G) mit den folgenden Eigenschaften:
1 ¢ <1,

2. ¢ >0 auf GNP"(q,r) und

3. es gibt ein ¢ > 0, so dass

n ‘2
L,(z,X)> czpi—;l fir (z,X) € (P"(q,r) NG) x C".
j=1 7
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4.4. Abschitzung von Kq(q,q)

Dann, gibt es fiir alle f € H2(QXN P™(q,r)) ein f € HX(Q) mit
(Ai) D*f(q) = D*f(q), la| < K,
(Aii) || flle < Lol fllonrn(qr-

Tatsdchlich ldsst sich der Approximationssatz sogar fir (siehe [Mc89])

(1) endlich viele ,Approximationsstellen® q;, 7 =1, ..., m statt nur q,

(i1) endlich viele partielle Differenzialoperatoren mit konstanten Koeffizien-
ten statt der DP,

nachweisen, falls geeignete Gewichtsfunktionen existieren.

4.4 Abschitzung von Kq(q,q)

In diesem Abschnitt wollen wir in einem ersten Schritt den Bergman-Kern auf
der Diagonalen abschétzen. Zur Erinnerung: Die Kernfunktion ist gegeben
durch

Ko(q,q) = sup{|f(@)] : [ € OQ)NLHQ), [Ifll 2 < 1}
Fiir Kq gilt zunédchst das folgende Lemma.

4.6 Lemma
FEs sei Q C C™ offen. Sei q € Q und P(q) := P"(q,R) C Q ein Polyzylinder
mit Polyradius R := (ry,...,1,), dann ist

Ko(q,q) < Kp(g(g,9) = HTJZ-

Beweis: Die erste Ungleichung folgt aus der Monotonieeigenschaft des
Bergman-Kerns wie in Lemma [I.1] beschrieben. Auf den Beweis der zweiten
Abschétzung wollen wir verzichten (siehe z.B. [JaPf93] oder [Kra92] bzw.

Abschnitt [1.1.3]). O

In diesem Abschnitt wollen wir nun die umgekehrte Abschétzung unter Zu-
hilfenahme der e-minimalen Polyzylinder herleiten, d.h. unser Ziel ist es

n
(¢, 9) ZH (4,]r(q)

fiir ¢ nahe genug am Rand von €2 zu zeigen. Diese Abschiatzung fiir die
Kernfunktion kann man auf zwei Arten nachweisen:
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Kapitel 4. Bergman-Kern und Bergman-Metrik

1. Mittels eines Approximationssatzes iiber gewichtete L?-Abschitzungen
fiir das 0-Problem, indem man gute plurisubharmonische Funktionen
als Gewichte wéhlt

oder
2. mittels guter Peak-Funktionen (sieche [H6r65]).

Wir haben hier den Approximationssatz auf Grund seiner gréfleren Anwen-
dungsmoglichkeiten gewéhlt. Denn er lisst es auch gleichzeitig zu, dass man
zum Bergman-Kern analoge Grofien wie etwa Bg abschétzen kann, wie wir
im néchsten Abschnitt sehen werden. Das Hauptergebnis dieses Abschnitts
hingegen ist:

4.7 Lemma

Es sei Q CcC C" ein beschrdinktes, glattes, lineal konvexes Gebiet vom endli-
chen Typ. Es sei q € ) nahe genug am Rand und ¢ > 0 klein genug, dann
qilt

n

Ko, .(¢.q) ~ [[mi(q.9)>.

J=1

Beweis: Nach Lemma [2.1| gibt es eine von ¢ und € unabhéngige Konstante
co > 0, so dass ¢g - P-(q) C . gilt. Also folgt mit Lemma

Ko,.(¢.q) S [[ (a9
j=1

Die umgekehrte Abschétzung ergibt sich folgendermaflen. Es sei ¢; > 0 die
von ¢ und ¢ unabhéngigen Konstante aus Lemma Setzen wir

f=1le H2(01 . Ps(q)),

so gibt es nach Satz ein f € H?*(Q,¢) mit f(q) = f(g) = 1 und eine von
¢ und ¢ unabhéngige Konstante C' > 0, so dass

1118, < C - ILIE £ < C - Vol(er - Pe(q)).-
Damit ist aber F'(z) := S { O NS H?*(Q,.), und es gilt

C-Vol(e1-Pe(q))

[Flle,. < 1.
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4.5. Abschétzung der Bergman-Metrik

Daraus ergibt sich nach Definition von Kq__, dass

Ka,.(q,q9) > |F(q)”

- P

~ Vol(¢; - P-(q))
1

~ Vol(c; - P-(q))

n
A H 7i(q,)72 .
j=1

4.5 Abschitzung der Bergman-Metrik

Wir wollen nun zum Beweis von Theorem 1 kommen. Dazu beachten wir
zunachst einmal

Theorem ([Li05]) Es sei @ CC C" ein glattes, lineal konvexes Gebiet vom
endlichen Typ, dann gilt fiir X € C", | X| =1, dass
1 1

@ X ) ~ Craale: %) S Kobale, X) % 2oy

Weiterhin gilt nach Hahn ([Ha78])
(4.8) Carag(q, X) < Bergq(q, X).

Es folgt damit
1
(¢, X, [r(9)])

Also geniigt es, eine obere Abschétzung der Bergman-Metrik herzuleiten.

5 CaraQ(q7X) < Bergﬂ(qa X)

Wir wollen daran erinnern, dass die Bergman-Metrik mittels der Groéflen

Kolq,q) =sup{|f(q)]* : f€OQ)NLXQ), || [l <1}
Bao(g, X) = sup{|X f(¢)]*: f € O)nL*Q), | flle2@) <1, fg) = 0},

durch )
BQ(Q: X>> 2

Bergg(q, X) := (—

8a(4, X) Ka(q,q)

definiert ist und weisen nun die fiir Theorem 1 noch fehlende Abschétzung
nach.
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4.8 Lemma
Es sei Q CcC C" ein beschrdinktes, glattes, lineal konvexes Gebiet vom endli-
chen Typ. Es sei q € () nahe genug am Rand und € > 0 klein genug, dann
gilt fir X € C*\ {0}, dass

Lo Xl 1
@ e S (fl)
j

— 7i(q,¢€

Beweis: Nach Lemma [2.1]| gibt es eine von ¢ und € unabhéngige Konstante
co > 0, so dass ¢g - P:(q ) C Q. gilt. Mit der Cauchyschen Integralformel
ergibt sich also fiir f € O(cy - P-(q)) die Abschéitzung

-1
of 1 -
5 (Hn(q,s)2> Ml o-re@);
/=1

L)+
und mit der Holderungleichung auf f - 1 angewandt liefert dies

-1
1 n
5 \g, € 2 f 2(co-Pe T2 co-le
@9 ZHI (.8)" | [fllz2(eo-Petap - 1] 2(co-P(a))
-1
1 " ) 1/2
= Te(q, €) Fllz2(co-Poq)y - Vol(co - P(q
ca (I ) 111262y Volco - Po(@)
-1
1 n
S : Te(g:€) | [1fllz2ceo-Pocay) -
7i(q,¢€) g (co-P:(0))
Damit ergibt sich dann aber Gleichung (4.9) durch Summation. 0J

Mit den Ergebnissen von Lieder in [Li05], der obigen Ungleichung und der
optimalen Abschitzung des Bergman-Kerns in Lemma [4.7]ist das Theorem 1
wie eingangs erwahnt schon bewiesen. Wir wollen aber einen Beweis angeben,
der unabhéingig von den Ergebnissen in [Li05] ist.

Es gilt ndmlich sogar die Umkehrung der obigen Abschiatzung, wie das fol-
gende Lemma zeigt.

4.9 Lemma

Es sei Q CcC C" ein beschrdinktes, glattes, lineal konvexes Gebiet vom endli-
chen Typ. Es sei q € () nahe genug am Rand und € > 0 klein genug, dann
gilt fir X € C*\ {0}, dass

(BQq,E(an))%%Z ] (HTe q;€ > ~

= Tilg:e
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4.5. Abschétzung der Bergman-Metrik

4.10 Bemerkung
Wie zuvor folgt natirlich, dass die Lemmata 4.7, 4.8 und |4.9 insbesondere

fir e = |p(q)| und somit fiir Q gelten.

Beweis: Es sei ¢; > 0 die unabhingige Konstante aus Lemma [£.2] Nach
[JaPf93] oder [Kra92] gibt es fiir das Extremalproblem, das durch B.,.p, ()
gegeben ist, auf dem Polyzylinder ¢; - P.(q) ein f € H?*(c; - P:(g)) mit
[fller-p.(q = 1, f(g) = 0 und

(X F(@)* = Bey-pio) (¢, X).

D.h. es gibt eine Funktion f, welche B, .p (4 realisiert. Fiir dieses f wihlen

wir nun nach Satz [4.3 ein f € H2(Q,.), so dass

1fllog. < Cllfllerr < €,
fla) = f(a) =0,

und

(X F (@) = 1Xf (@) = Beypo) (@, X)-
Also gilt fiir F(2) := % € H*(Qy.) dann [|[F|lo,. < 1, F(g) = 0. Damit
ergibt sich

(B, (4. X)) !

2 |XF)l= 7 (Bey-p.(g)(a: X))
—1

1 & |X; -
Za | ]|) . ( Tg<q,5)> 5

j=1 Tj(q’g /=1

wobei die letzte Ungleichung z.B. aus den bekannten Ergebnissen fiir das
konvexe Gebiet ¢; - P.(q) folgt. O

Mit den beiden Abschitzungen aus Lemma [£.7] und [4.9] sowie Lemma [2.4]
folgt dann schliellich sofort:

N|=

Theorem 1 FEs sei 2 CC C" ein glattes, lineal konveres Gebiet vom endli-
chen Typ. Dann gilt

1
(g, X, |r(q)])
fir g € Q nahe genug am Rand und X € C*, | X| = 1.

Bergg (¢, X) =~

4.11 Bemerkung
Dieses Theorem zeigt insbesondere, dass die e-minimalen Polyzylinder gute
Modellgebiete fiir lineal konvere Gebiete sind.
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KAPITEL V

Der Bergman-Kern auflerhalb der Diagonalen

5.1 Einleitung

Wie schon eingangs erwéhnt, ist die Bergmansche Kernfunktion fiir zahlreiche
Anwendungen interessant. So gelangte Fefferman in [Fe74] durch die genaue
Abschéatzung des Randverhaltens der Kernfunktion zu Fortsetzungssitzen
von biholomorphen Abbildungen; er zeigte, dass sich eine biholomorphe Ab-
bildung f : ©Q; — € von beschriankten, glatten, streng pseudokonvexen
Gebieten zu einer C*-Funktion f : ; — €, fortsetzen lisst. Siehe auch
[WebT79).

Ahnliche Ergebnisse gibt es auch im Fall eigentlicher Abbildungen, wo die
Bergmansche Kernfunktion eine wichtige Rolle spielt; siche zu diesem The-
menkreis auch [DiFo79).

Den engen Zusammenhang dieser Fortsetzungsproblematik mit dem Rand-
verhalten der Bergmanschen Kernfunktion zeigt eine Arbeit von Bell und
Boas aus dem Jahr 1981. In [BellBo81|] zeigen die Autoren u.a., dass Re-
gularitéitseigenschaften der Bergman-Projektion (Condition R) und ein ge-
wisses Wachstumsverhalten des Bergman-Kerns und seiner Ableitungen auf
beschrinkten, glatten, pseudokonvexen Gebieten dquivalent sind.

Des Weiteren sind im Fall schwach pseudokonvexer Gebiete z.B. die Arbei-
ten von Cho [Cho02a]/ [ChoO2b], [Cho03| auf Gebieten mit vergleichbarer
Leviform zu nennen.

Von Boas, Straube, Yu stammen #hnliche Abschétzungen in [BoStYu95| fiir
semireguldre (dort h-extendible genannt) Gebiete. Diederich und Herbort

42



5.1. Einleitung

weisen in [DiHe97] dieses Resultat mittels anderer Techniken nach; ihr Be-
weis beruht auf Lokalisierungssétzen und benutzt die spezielle Geometrie der
betrachteten Gebiete.

Weitere Ergebnisse finden sich auch in [DiOh94], wo mit Hilfe einer Fa-
milie geeigneter Vergleichsgebiete das Verhalten des Bergman-Kerns unter-
sucht wird. Dariiber hinaus sei noch auf die interessanten Gegenbeispiele in
[DiHe99] hingewiesen.

Wie schon im letzten Kapitel bemerkt, gibt es einen engen Zusammenhang
zwischen Bergman-Kern und dem 0-Neumann-Problem. Gerade die Arbeit
[Ker72] hat hierzu beigetragen. Zwar war schon lingere Zeit die Beziehung
P = I—-0*NO fiir die Bergman-Projektion und den -Neumann-Operator be-
kannt, doch nutzte Kerzman diese im grofleren Mafle. Dabei ist insbesondere
das in Kapitel [I| angegebene Lemma [1.4] von grofier Bedeutung.

Der entscheidende Vorteil von diesem Ubergang vom Bergman-Kern zum
0-Neumann-Operator ist die Tatsache, dass dann auch viele Techniken der
Theorie der partiellen Differenzialgleichungen benutzt werden konnen. Fiir
Weiteres siche z.B. [Kra92].

Tatséichlich scheinen genau diese Techniken zusammen mit gewissen Scaling-
Methoden einen guten Ansatz fiir die Abschitzung des Bergman-Kerns zu
liefern. Siehe dazu z.B. die Artikel von Fu-Straube ([FuSt98]), Cho ([Cho96])
und McNeal ([Mc89], [Mc90], [Mc94]). Ahnliches findet sich aber auch schon
bei Nagel, Rosay, Stein und Wainger in [NRSWS&9].

Das Ziel dieses Kapitels ist es, auf Grundlage der McNealschen Arbeit fiir
linear konvexe Gebiete Abschétzungen fiir den Bergman-Kern und dessen
Ableitungen auch auerhalb der Diagonalen fiir lineal konvexe Gebiete nach-
zZuweisen.

Wir werden im néchsten Abschnitt einleitend den Box- und den Neumann-
Operator einfiithren. Im dritten Abschnitt betrachten wir dann geeignete ska-
lierte Gebiete Q%¢. Wir werden einige Eigenschaften dieser Gebiete untersu-
chen und dann auf ihnen die nétigen Abschétzungen des Neumann-Operators
herleiten. Dabei werden wiederum die holomorphen Stiitzfunktionen, wie wir
sie in Kapitel [3.2] eingefiihrt haben, aus [DiFo03] bzw. die daraus konstruier-
ten plurisubharmonischen Funktionen (siehe Kapitel eine wichtige Rolle
spielen. An dieser Stelle weicht unsere Darstellung von der McNealschen ab,
da die in [Mc94] konstruierten plurisubharmonischen Funktionen durch die
Benutzung weiterer isotroper plurisubharmonischer Funktionen in ihrer Kon-
struktion nicht die nétigen Eigenschaften besitzen.
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Kapitel 5. Der Bergman-Kern auflerhalb der Diagonalen

Im letzten Abschnitt werden wir dann zunéchst die gleichméflige Abschétz-
barkeit von K¢ nach einer passenden Wahl von ¢ zeigen und dann mittels
der Transformationsformel aus Lemma die in Theorem 2 behaupteten
Abschétzungen fiir K erhalten.

Tatséchlich scheinen die Abschédtzungen des Bergman-Kerns aus Theorem 2
auch fiir Losungen des 0-Problems mit Lipschitz- bzw. LP-Abschitzungen
interessant zu sein. Siehe hierzu die auf [Mc94] basierenden Arbeiten von
Cumenge [Cu0la] bzw. [Cu01b].

5.2 Das 0-Neumann-Problem

In diesem Abschnitt wollen wir die benotigten Notationen und Hilfsmittel
fiir dieses Kapitel einfithren. Eine ausfiihrlichere Darstellung findet sich u.a.
bei [DiLi81], [Hor65], [Her98], [LiMi02] oder [Kra9d2).

Es sei 2 € C". Da wir uns nur fiir diesen Fall interessieren, geniigt es fiir
0 < g < n die (0,q)-Formen auf Q mit quadratintegrierbaren Koeffizienten

zu betrachten, die wir wie iiblich mit L?()’ q)(Q) bezeichnen wollen.

Eine solche Form u € L%o, q)(Q) ist dann gegeben durch

!

w= Y wdz dZf =dz, AN dE,

wobei wir wie iiblich mit " die geordnete Summe iiber streng monoton
wachsende Multiindizes bezeichnen. Ist v € Lf; () eine weitere (0, g)-Form,

so erweitern wir das innere Produkt und die Norm des L? auf Formen durch

/

(u,v) := Z (ur,vi)2 |ull? := (u,u).

|I|=q

Mit dem obigen inneren Produkt wird L%(]’ q)(Q) zu einem Hilbertraum.

Des Weiteren bezeichnen wir mit D 4)(£2) C L?o, (§2) die (0, g)-Formen mit
Cie-Koeffizienten. Es sei p eine glatte, definierende Funktion fiir (2, dann
definieren wir die Kontraktion einer (0, ¢)-Form mit Jp als

. ' - 9p -
U_Iap = Z <k IUk[a—Zk> dz*.

[I|=q—1
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5.2. Das d-Neumann-Problem

Fiir die Kontraktion gilt u € dom(f) <= wuidp = 0 auf 0. Dabei be-
zeichnen wir mit 6 den formal adjungierten Operator zu 0, wir unterdriicken
der besseren Lesbarkeit halber dabei Indizes, welche den Operator genauer
charakterisieren. Fiir u € D4 (Q) C dom(6) gilt 9*u = Ou, wobei 0* der zu
0 Hilbertraumadjungierte Operator ist.

Ist ¢ > 1 (auf ¢ = 0 wollen wir nicht weiter eingehen) betrachten wir folgende

Abbildungen:

Qi

0
L3,1(D) 2 13,(D) 2 L3, (D),

Dann heifit O = 0Oy, = 507(1_155‘7(1 + 35‘761“507,1 der Box- oder Laplace-
Beltrami-Operator. D.h. es ist
DOJI : L(Q),q(D) - L(Q),q(D>
mit
Dom(y,) :={f € Lg’q(D) fe Dom(éo,q) N Dom(gaq) und
do.ef € Dom(3;,,,) und 8, f € Dom(dpq—1)}-

Die Relevanz des Box-Operators ergibt sich aus der Tatsache, dass fiir glatt
berandete 2 CC C" und f € Dy,(§2) mit df = 0 aus Du = f fiir 4 =
O*u stets ou = f folgt. D.h. es ist moglich, statt einem 0-Problem die [J-

Gleichung zu l6sen. Dass dies angenehmer ist, begriindet sich u.a. in der
Selbstadjungiertheit von [J.

Diese Uberlegungen fithren uns nun zum folgenden Randwertproblem — dem
O0-Neumann-Problem:

Ou=f auf Q,
“u1dp =0 auf 99, (1)
Ju.dp =0 auf 09. (2)

Dabei entspricht (1) der Integrabilititsbedingung fLlker(dJ) und (2) der
Randbedingung u € dom(OJ).

Einer der wichtigen Schritte zur Losung des 0-Neumann-Problems ist der
Nachweis der Existenz des 0-Neumann Operators N : L%o, () — dom(DJ)
auf pseudokonvexen Gebieten 2 CC C™. Dieser ist der relativ inverse Ope-
rator von [, d.h. er 16st die Gleichung Ou = f.

Auf einen weiteren wichtigen Zusammenhang wollen wir zuletzt noch hin-
weisen. Bezeichnet P, die Projektion von L%(), o (€2) auf den Kern von [, so
gilt

P,=1-0NO.
Ist speziell ¢ = 1, so ergibt sich hieraus die bekannte Identitéit fiir die
Bergman-Projektion aus Kapitel [I.1.1]
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Kapitel 5. Der Bergman-Kern auflerhalb der Diagonalen

5.3 O0-Neumann Abschitzungen

In diesem Abschnitt wollen wir einige Abschitzungen fiir den J-Neumann-
Operator beweisen. Wir gehen dabei dhnlich wie in [Cho96], [Mc94] bzw.
INRSWS&9] vor. Wir wollen hierzu Scaling-Methoden benutzen wie sie auch
schon z.B. in [Her92al, [Cho96], [Mc89]/[Mc94] oder urspriinglich in [Ca84b)]
verwendet wurden.

Es sei Q = {p < 0}. Es seien weiter ¢ € €2 nahe genug am Rand und € > 0
klein genug. Wir definieren zunéchst die Scaling-Abbildung ¢%° als

¢ (w) == (11(q, e) wi, ..., Tu(q, &) wy) = (21, ..., 2n),

wobei (z1, .. ., z,) die e-minimalen Koordinaten beziiglich ¢ und ¢ sind. Damit

definieren wir dann .

Ti=Tge = . p o pP°
und schlielich Q¢¢ = {r < 0}. Da unser Interesse an den Q%< lokal ist, wollen
wir kleine, feste Umgebungen des Nullpunkts untersuchen. Sei dazu ¢; > 0

die von ¢ und e unabhingige Konstante aus Lemma [£.2] Wir fixieren dann
fiir den Rest des Kapitels V' := (¢%°) 7! (¢1 - P-(q)).

5.1 Lemma

Es sei Q) cC C™ glatt, lineal konvex und vom endlichen Typ m. Dann sind
fir g € Q nahe genug am Rand und € > 0 klein genug die Mengen {w € V :
r(w) < 0} glatt und lineal konvex, unabhdngig von q und €.

Beweis: Die lineale Konvexitiat der Mengen {w € V : r(w) < 0} ergibt
sich sofort, da ¢?° eine komplex lineare Abbildung ist.

Fiir den Nachweis der Glattheit von {w € V' : r(w) = 0} wollen wir zeigen,
dass die Koeffizienten der Taylorentwicklung von r auf V' unabhéngig von ¢
und ¢ abschéitzbar sind. Um dies einzusehen, betrachten wir die Taylorent-
wicklung von p. Es gilt ndmlich, da €2 vom endlichen Typ m ist, dass

p(z)=pl@)+ D aap(q)z*z’ + R(2),
1<l +|B|<m

wobei der Restterm |R(2)| < |2z|™ erfiillt. Da 73(q, ) < em (gleichméBig in
q und ¢) gilt, siche Proposition liefert dies, dass die Glattheit von r nur
von den Termen bis zur Ordnung m abhéngt.

Auflerdem folgt aus Lemma da w €V, dass

Y aws(e) (g9 Se

1<]a+|B|<m
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5.3. O-Neumann Abschitzungen

Also lassen sich die Taylorkoeffizienten von p o ¢?° nach oben gleichméafliig
durch von ¢ unabhéngige Terme abschétzen, die einen gemeinsamen Faktor
¢ haben. Nach Definition lassen sich dann also die Taylorkoeffizienten von
r=1po¢? auf V gleichmiBig abschétzen. O

Ein dhnliches Ergebnis im zweidimensionalen Fall, welches auch das néchste
Lemma umfasst, ist [Ca84bl, Prop. 5.2].

Es sei an dieser Stelle erwéhnt, dass nur durch die Voraussetzung der linealen
Konvexitiat von €2 und der Benutzung e-minimaler Koordinaten wir dieses
Ergebnis erhalten. Das Beispiel Q = {py; < 0} C C? mit

pM(Z) = 2Re(23) + |2122’2 + |Zl|6 + |ZQ|6

findet sich bei [Mc94] und zeigt, dass nach Skalierung im Allgemeinen die
Taylorkoeffizienten nicht beschriankt sein miissen.

Wir wollen nun zeigen, dass {w € V : r(w) = 0} vom endlichen Typ ist,
unabhéngig von ¢ und e. Die Beweisfithrung ist dhnlich der von Theorem I
in [Co02]. Ist ndmlich p € 0N ein Randpunkt, so ist p nach [Ca87] ein Punkt
endlichen Typs, falls gewisse plurisubharmonische Funktionen existieren, de-
ren Leviform guten Abschéatzungen geniigt.

Tatséchlich lieBen sich auch die von Conrad in [Co02, Lemma 5.4] konstruier-
ten plurisubharmonischen Funktionen fiir unsere Zwecke hier benutzen, wir
wollen aber auf die Stiitzfunktionen bzw. die daraus in Lemma konstru-
ierten Funktionen zuriickgreifen. Dariiber hinaus lasst sich dieses Resultat
auch vollkommen analog zu [Mc03, Proposition 5] nachweisen.

5.2 Lemma

Es sei Q0 cC C" glatt, lineal konvexr und vom endlichen Typ m. Ist q € §2
nahe genug am Rand und € > 0 klein genug, so sind die Mengen {w € V :
r(w) = 0} ebenfalls vom endlichen Typ gleichmdiflig in q und €.

Beweis: Es gilt nach [Ca87]:
Es sei p ein Randpunkt des pseudokonvexen Gebietes 2 und U = U(p)

eine kleine Umgebung von p. Gibt es dann fiir § > 0 geniigend klein eine
Funktion \s € C*(U) N PSH(U), so dass

1. [Xs] <1 auf U,

2. auf dem Streifen S5 :={z€ QNU: —§ <r <0} ist

2

Lis(2,X) 2 07 || X]J*.

Dann gilt eine subelliptische Abschétzung der Ordnung m nahe p. Damit
ist aber dann 2 nahe p vom endlichen Typ m.
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Kapitel 5. Der Bergman-Kern auflerhalb der Diagonalen

Sei also § > 0 klein genug vorgegeben. Wir gehen nun wie in [Mc94] bzw.
[Mc03] vor. Wir wihlen nun die e-minimalen Koordinaten (2%, ..., 29%)
beziiglich ¢ und de. Des Weiteren sei ¢%° = ¢%%5¢ die zugehorige Transforma-
tion, mit Skalierungsfaktoren 7(q, €), ..., Tn(q, €). Es sei weiter ¢, 5. die pluri-
subharmonische Funktion aus Lemma[4.2] Dann folgt fiir ¢%¢(w) € ¢1- Ps.(q),
dass

— |7(g,€) X[

Lo - opse(w, X) 2
©q,5:001 (w, X) 2 < Tj(q,5€)2

1
Nach Proposition ist aber 2142l > (3)™, und somit gilt

75(q,0e) ~ \§
2 .
Loy sroine(w, X) 2 6 H|X|? fitr 6% (w) € ¢ - Pru(q).
Es sei bemerkt, dass nach Konstruktion von ¢, ;. gilt

supp{ g5 © %7} C co - Ps=(q).

Unser Ziel ist es analog wie in [Co02] vorzugehen: Auf Grund der Kompakt-
heit des Abschlusses des -Streifens Sy :={w e V : =0 <r =r,. < 0} gibt
es N = N(J) Punkte Q1,...,Qn € Ss, so dass fiir die Polyzylinder

P2 = (¢%°) ! (e1 - Poe(q)) = {w sl < CIM}

7;(q,¢€)
dann gilt
N
SsNV C U PQJ"(SE.
j=1
Dabei konnen wir die Punkte )1, ..., Qy derart wahlen, dass

k—1
Qe | JP¥™ firk=1,... M
j=1

gilt. Nach Definition von V' gilt 7;(Qy, <) =~ 7;(q,¢), also haben nach Kon-
struktion die P99 ebenfalls die Eigenschaften 4. und 6. aus Proposition .
Zeigen wir, dass damit folgt, dass die Anzahl der P%% welche ein weiteres
P@r% schneiden, unabhiingig von ¢, € und 6 ist, so ergibt sich die oben ge-
suchte plurisubharmonische Funktion A durch Aufsummieren der ¢g, 5-0¢?°.

5.3 Lemma
Es sei I :={1,...,N(6)}. Dann gibt es eine obere Schranke M, die nicht
von ¢ abhdngt, so dass fir alle Q;, 7 =1,..., N die Menge

Z%j = {Z c [ . PQj75€ N PQ.L-,(SE # @}
hochstens M Elemente besitzt.
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5.3. O-Neumann Abschitzungen

Beweis: Da die P9 ebenfalls die Eigenschaften 4. und 6. aus Proposition
erfiillen, ist der Beweis vollkommen analog zu [Co02, Lemma 6.1] bzw.
der entsprechenden Behauptung im konvexen Fall. 0
Damit setzen wir nun

1 N(9)
Agoe(W) = 77 > 0q, 5 0 " (w)
j=1

und erhalten eine glatte, plurisubharmonische Funktion mit

1.0 < Agge(w) <1,

2' £>‘q,55(w7X) z 5_%||X||27 w E 857 X 6 Cn
Damit folgt aber nach [Ca87], die Endlichkeit des Typs und dieser ist un-
abhéngig von ¢ und ¢. O

Mittels Standardtechniken (siehe z.B. [DiLi&1], [DiHe94] oder [Di04]) erhalt
man das folgende Korollar.

5.4 Korollar B
Es sei N¢ der zu Q% zugehorige 0-Neumann-Operator. Sind dann (i, (s €
Coe (V) mit (o =1 auf supp(¢1), dann gilt fir s >0

IGN*glI%, 2 S Gglls + 16Ngl*, g € CF1) (VN Q).

Neben diesen Abschétzungen fiir den Neumannoperator, benotigen wir noch
ein weiteres Hilfsmittel. Dieses werden wir fiir die Abschétzung der Bergman-
Projektion benutzen.

5.5 Lemma

Sei N¢ der zu Q% zugehorige 0-Neumann-Operator. Sei ¢ € C®(V) mit
¢ <1, ist dann h € Lg (%) und supp(h) C V., so gilt mit einer von q und
¢ unabhingigen Konstanten

[ ciene < e
Qe

Beweis: Wir benutzen wie auch [Mc94] und |[Cho96] die Ungleichung (2.3)
aus [Ca84al, die z.B. aus der Kohn-Morrey-Gleichung folgt:

Ist 4 € C3(Q) und 0 < p < 1, so gilt schon

- O 3 A F12 Ak £[12
60 [ Y oo dv <16QU7. ) = 16010117 + 107
Q

k=1
fiir f € D1)(£2), falls Q cC C" glatt und pseudokonvex ist.
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Kapitel 5. Der Bergman-Kern auflerhalb der Diagonalen

Wir setzen jetzt speziell p(w) := ¢, 0 ¢°(w) und erhalten so aus ({5.1) mit
den zuvor gezeigten Abschétzungen fiir p, dass

(5.2) / R S QUL S) fiir f € Do),
Q49.¢

wobei wir mit Q¢ die Dirichlet-Form auf 29¢ bezeichnen. Mit den {iiblichen
Techniken erhélt man, da N¢ invers zu [ ist, fiir h € L*(Q%°) mit supp(h) C
V', dass

ION®R|* + 10" N°h||* = (N*h, h) = (N*h, h)v
< [[NRlv [l

Quadrieren wir nun beide Seiten und nutzen (5.2)) mit f := N¢h, so erhalten
wir

(ION=R|* + [|0"Nh[*)* < (|ON®R[* + [[0"N=h||*) [|A]|*.

Nach Kiirzen des gemeinsamen Faktor erhalten wir wiederum mit (5.2))

/ CINRJ2 S [ONR2 + 0 N°R2 < 1)1,
Qe

also die Behauptung. O

Bei der Abschitzung des Bergman-Kerns werden wir zwei Fille unterschei-
den. Zunéchst nehmen wir an, dass die Bilder der spéter betrachteten Punkte
in zwei disjunkten Kompakta liegen. Wir werden dazu zunéchst Abschéatzun-
gen fiir die Bergman-Projektion auf 29° herleiten. Dies entspricht dann der
Situation im folgenden Lemma.

5.6 Lemma

Seien Ky, Ko C 'V disjunkte Kompakta. Es sei 1y € C(K; N QP¢) und
g € CP (Ko N Q=) by, Py < 1, sowie s,t € R mit s,t > 0. Es bezeichne
Pe die zu Q% gehdrige Bergman-Projektion, dann gilt mit einer von q und
unabhdngigen Konstanten

[ea Pyl < Il
Beweis: Wir wihlen Abschneidefunktionen &, & € C°(K; N Q,c), sowie

A1, Ay € C(Ky N Qo) mit & = 1 auf supp(¢), Ay = 1 auf supp(z)2) und
& = 1 auf supp(&;) bzw. Ay = 1 auf supp(A;) und A, x; < 1. Da ¢4 und
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5.3. O-Neumann Abschitzungen

Yy nach Voraussetzung einen disjunkten Tréger haben, ergibt sich aus der
Beziehung P = [ — 0*N¢0, dass
e Poipy = —1020" N Oy
- —'lbga*)\leawl,
wobei wir bei der letzten Gleichung ausgenutzt haben, dass A; und 0* nach

Definition von \; auf dem Trédger von 1) kommutieren. Dementsprechend
erhalten wir dann mit Korollar [5.4]

[a Pon 12 = [[420" M N0 |2
< [AN=0%[2,,
S ||/\23@/}1||§+1,% + [ A N0y ||?
= A2 N0 |,
wobei die letzte Gleichung aus der Disjunktheit der Triger von ¢; und A,
folgt. Um nun diesen Ausdruck weiter abzuschétzen, bedienen wir uns der
Selbstdualitéit von WP, ist ndmlich f € C5.1)(2%%), so erhalten wir

[(AN=0Uy, f)? = |<?¢1a§1N6)\2f>|2
< Hf?wa%H 16N Ao f1I7
S N0vEI, (||52>\2¢1Ht2+1_% + &N X f]?)  Korollar 5.4

S lownl2, -y X211,

wobei in der letzten Ungleichung Lemma [5.5| und die Disjunktheit der Tréger
von Ag und #; benutzt wurden. Nach Supremumsbildung tiber alle || f]] < 1
folgt

A N=0n|1* < [0y < IlnlZs.

Also folgt insgesamt
[baPein]ls S M N-09|* < [len]2,
d.h. die Behauptung. O

Fiir den zweiten Fall, den wir spéter untersuchen wollen, miissen wir noch
die Bergman-Projektion untersuchen, wenn wir lediglich ein Kompaktum zu
Grunde legen.

5.7 Lemma

Sei K CCV und iy, 1hy € C°(K NQYE), by, ¢y < 1. Ist dann s € R, s >0
und P die zu Q% gehdrige Bergman-Projektion, so gilt mit einer von q und
¢ unabhingigen Konstanten

[P |2 S ||¢1||§+2—%
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Kapitel 5. Der Bergman-Kern auflerhalb der Diagonalen

Beweis: Wir wihlen Abschneidefunktionen &1, &, &3 € CO(K N Q9°) mit
& = 1 auf supp(¢2) und &1 = 1 auf supp(§;). Wiederum gilt wegen P° =
I — 0*N¢0, dass

Yo Pothy = o1 — Y207 E N0y

Aus Korollar [5.4] folgt wiederum

2 PEpr |2 < |lebatn || + ||1/125:’<N55¢1H§
< ||ty ||2 + HNQ?%H?H )
S bathr |12+ (1162080 |12, 2 + |E2N"0: ||?)

m

S stnlly o2 + I&2N0U 1%,

m

Dabei gilt die letzte Abschitzung, da m > 2 und somit s + 2 — % > s gilt.
Durch Lemma [5.5 erhalten wir weiter

l2N=0n|1* S 110w )1 < [l I3,

und somit wegen 1 < s+1<s+2— % die Behauptung. ([l
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5.4. Asymptotik des Bergman-Kerns

5.4 Asymptotik des Bergman-Kerns

Wir kommen nun zum Beweis des Theorem 2. Dabei wollen wir, wie zuvor
bemerkt, die vorherigen Abschétzungen fiir den Neumann-Operator benut-
zen.

Theorem 2 Sei Q = {p < 0} CC C" eine glattes, lineal konvexes Gebiet
vom endlichen Typ m. Es sei p € 0S), dann gibt es eine Umgebung U von
p, so dass fir alle Multiindizes o, 3 eine Konstante C = C(a, 5,n,m) > 0
existiert, fir welche die folgende Abschditzung

_ 1
D°DPK. <C:-——m——~

fiir alle q1, ¢ € UN QY mit e = |p(q1)| + [p(g2)| + d(q1, g2) erfillt ist.

Beweis: Wir folgen McNeal [Mc94] in seiner Beweisfithrung. Es sei P"(0, 1)
der Einheitspolyzylinder im C" und ¢ € Cg°(P"(0,1)) mit [¢ =1, ¢ >0, ¢
polyradial. Fiir v > 0 klein genug transformieren wir ¢ zu

bu(2) _;w(l l)

72¢(q1,7) 71(q1,7) " Tolq1, )

wobei wir e := (1,...,1) setzen. Des Weiteren betrachten wir Q9  eines
der zuvor untersuchten skalierten Gebiete, und leiten Abschétzungen fiir den
Bergman-Kern auf €29 her.

Durch Verkleinern von v konnen wir erreichen, dass zunéchst
supp(th,) CC Q8
gilt. Es sei nun Kqga .= der zu Q9° assoziierte Bergman-Kern. Es bezeichne

weiter Poa.e die zu Q9 gehorige Bergman-Projektion. Mittels Standard-
techniken erhalten wir nun (siehe Lemma

(53) PQq1,s¢w(Z) == /Kgql,s(z,C)l/}w(C) d)\(() = Kqu,s(Z,w).
Dies liefert

D? Koae(z,w) = D5 (Pau <1, (2))
= Pau«(Dythw)(2),
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Kapitel 5. Der Bergman-Kern auflerhalb der Diagonalen

wobei die letzte Gleichheit durch Vertauschen von Integration und Differen-
ziation wegen der kompakten Konvergenz des Integrals folgt. Also ergibt sich
insgesamt

(5.4) DYDP Kaae(z,w) = DY Paar.c (D5),)(2)].

Wir wollen zunéchst zwel Falle unterscheiden.

Seien K, Ky zwei disjunkte Kompakta mit z € Ky, w € K. Es sei weiter
m, N2 € C° (K1 N Qy, ¢), mit no = 1 auf supp(n;) und n; = 1 auf supp(¢,),
M1, 2 < 1. Damit erhalten wir fiir ¢ > 0, dass
(6% 2 « 2
D2 P (D) [ < sup |n - DS - [P (D) (2]
2

< || - [Pase (D))

2

|ae|+n+1

(5.5)

N

Dyt

—t—[B]

AN

2
)
—t

o

wobei die Umformung von der ersten zur zweiten Zeile aus dem Sobolev-
Lemma und der Definition des Sobolev-Norm folgt. Bei der Abschéitzung zu

Gleichung ((5.5) wurde Lemma benutzt. Wiederum durch Anwenden des
Sobolev-Lemmas fiir ¢ > n erhalten wir

ool 5| v

Also ergibt sich in diesem Fall mit einer von ¢; und ¢ unabhéngigen Kon-
stanten

=1.

(5.6) |DYDP Kgae(z,w)] < 1.

Sei andererseits z, w EA[A( mit K CC Q%<, wobei K unabhiingig von ¢ sei.
Es seien 1, 1o € C°(K N Q%) mit 7, = 1 auf supp(¢h,) und 7o = 1 auf
supp(m), m1, N2 < 1. Dann ergibt sich wie zuvor

| D2 Dy Kau <(z,w)| = | D2 [Pan < (Db ) (2)]

2
< sup [y - D2 - [P (D) (2)]
2
S |2 [Pon - (D)

|a|+n+1
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5.4. Asymptotik des Bergman-Kerns

o1 <Jot

2

[(a]+n+1) +2——

<

5
|af+|B|+n+3—-=

Wobei Gleichung aus Lemma folgt. Da K cc Qus kompakt ist,
konnen wir v klein genug und unabhéingig von € wéhlen. Damit erhalten wir,
dass diam (supp(¢,)) > ¢ mit einer von & unabhéngigen Konstanten ¢ > 0
gilt, und somit

[Ywlls S 1,

wobei die Konstante nur von s — und damit in unserem Fall nur von n, m, «
und [ — aber nicht von ¢; und e abhéingt, also erhalten wir auch in diesem
Fall Gleichung (5.6), d.h. mit einer von ¢; und £ unabhéngigen Konstanten

|D2DP Kgare (2, w)| < 1.

Nun bleibt noch zu iiberpriifen, ob die Bilder von ¢, ¢» unter (¢%¢)~! un-

abhéngig von € und ¢; von der Randdiagonalen — d.h. von der Menge {(z, z) :
z € 001=} — entfernt sind, wenn wir speziell

= [r(g)] + r(g2)] + d(a1; g2)

setzen. In diesem Fall sind dann, wie wir gleich zeigen, die Bilder von ¢; und ¢
unter (¢?¢)~! in disjunkten Kompakta oder in einem Kompaktum enthalten,
das unabhéngig von ¢ ist. D.h. haben wir das gezeigt, so folgt in allen
Féllen mit 2 = ¢* und w = ¢?, also mit der Transformationsformel fiir den
Bergman-Kern die Behauptung.

Wir erinnern uns zunéchst daran, dass wir mit p eine definierende Funktion
fir Q und mit r == ry, . = % p o @1 eine definierende Funktion fiir €291
bezeichnen. Sei also q; := (¢7°) " (q1), @ := (¢9°) " (qa).

1. |q1 — ga| > ¢ fiir ein unabhéngiges ¢, so folgt sofort ([5.6)).

2. |q1 — @] <é Esist

e = |p(q)] + [p(g2)| + d(q1, g2)
= [p(e™(@))| + |p(6™(@))| + d(a1, 2)
= 1=[r(@)|+ (@) + 1 dlar, )
— 1< |r(@)|+ I7(@)| + d(G@1, &)
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Wegen |1 — ¢2| < ¢ folgt d(q1,g2) < ¢ und damit

DN | —

(@] + [7(g2)] =

Es folgt, dass in diesem Fall |r(g;)| > § oder |r(g2)| > 1 gilt. War ¢ klein
genug, so ist die Kugel um ¢; bzw. g2 mit Radius ¢ in €2, . enthalten
und es folgt wiederum ({5.6]).

Die Behauptung des Theorems folgt nun aus der Transformationsformel

Ko(z,w) = det(¢)(2) - Ky)(d(2), p(w)) - det(¢’)(w)

durch Anwenden der Kettenregel. OJ

5.8 Bemerkung
1. Tatsdchlich haben wir somit alle Ableitungen von Kq abgeschitzt. Es
geniigte ndmlich, D*DP zu betrachten, da D*DSKq(z,w) = 0 gilt,
siehe Kapitel [1.1.1]

2. Man beachte, dass Theorem 2 die gleiche Abschitzung wie Lemma [{.6
gibt, d.h. mit der unteren Abschitzung fiir Kq aus Lemma[4.7 iiberein-
stimmt.

3. Wir untersuchen an dieser Stelle keine unteren Abschitzungen fiir Ab-
leitungen des Bergman-Kerns D*DPKq, da dies im Allgemeinen ein
Problem vom Schwierigkeitsgrad des Lu Qi-Keng-Problems ist (siehe

Bemerkung .
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KAPITEL V1

Abschitzungen der invarianten Metriken in
euklidischen Koordinaten

6.1 Einleitung

Die in den letzten Kapiteln hergeleiteten Abschidtzungen beruhen auf den
Richtungsabstédnden 7(q, X, |r(¢)|). Damit waren optimale anisotrope Ab-
schatzungen moglich, doch ist es auch interessant, das Randverhalten der
invarianten Metriken in Termen der Randdistanz des betrachteten Punktes
q € €) zu charakterisieren. Dies wird in verschiedenen Anwendungen benotigt,
siehe beispielsweise [DiFo79)].

Es sei bemerkt, dass dies im Allgemeinen nicht méglich sein muss. So fand
Herbort in [Her83al ein Beispiel, in dem der Bergman-Kern nicht in polyno-
mialen Ausdriicken des Randabstands abschéatzbar ist.

Ist ¢ nahe genug am Rand, so ist |r(q)| ~ dist(g, 0f2); somit konnen wir die
Abschétzungen in Termen von |r(q)| formulieren.

Im linear konvexen Fall gelang es Hefer in [Hef02] und [Hef04] basierend auf
den Ergebnissen von Yu in [Yu92] die e-minimalen Abstédnde 74(q,¢) durch
7(q, X, €) abzuschétzen, wobei X}, nach passender Anordnung ein Basisvek-
tor einer Multitypbasis (siche [Yu92]) ist.

Hierbei ging jedoch stark ein, dass linear konvexe Gebiete konvexe definie-
rende Funktionen besitzen und diese das sogenannte Bruna-Nagel-Wainger
Lemma [BNWSS]| erfiillen.
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Kapitel 6. Abschétzungen in euklidischen Koordinaten

Ist nun 2 CC C” lineal konvex und vom endlichen Typ, so stehen im Allge-
meinen diese Hilfsmittel aber nicht zur Verfiigung, wir wollen aber dennoch
zeigen, dass sich die invarianten Metriken gut abschétzen lassen.

6.2 Eine untere Abschitzung

Sei also 2 CC C" ein lineal konvexes Gebiet vom endlichen Typ. Wir fixieren
zunéchst einen Randpunkt py € 92 und wéhlen einen komplex linearen Ko-

ordinatenwechsel, welcher py in den Ursprung und die Normale in die positive
Re(z1)-Achse iiberfiihrt.

Ein wichtiger Schritt bei unseren Abschitzungen ist, dass der betrachtete
Punkt ¢ € € sich nicht zu tangential dem Randpunkt 0 € 02 ndhert. Dies
wird normalerweise dadurch verhindert, dass ¢ innerhalb eines Kegels ist,
dessen Spitze in 0 liegt und dessen Achse die positive Re(z;)-Achse ist.

Wir wollen jedoch sogar sogenannte admissible domains A, (0) in 0 betrach-
ten, die diese Kegel verallgemeinern. Um diese einzufiihren, bezeichnen wir
mit M(09,0) = (1,mz ..., m,) den Catlinschen Multityp von 02 in 0 (siehe

Abschnitt [1.2.2)).

Die Koordinaten z = (zy,...,2,) seien so gewahlt, dass sie den Multityp
M(09,0) = (1,ma,...,m,) im Punkt 0 € 0N realisieren. Dann wissen wir
aus [DiHe94], dass es eine definierende Funktion r von Q gibt, so dass

(6.1) r(z) = Re(z1) + P(2') + Ri(2') + (Im(21)) Ra(2") + Rs(2)

fiir alle z aus einer geniigend kleinen Umgebung der Null.

Wir setzen .
o(z') = Z |2;]™.
=2

Damit definieren wir nun fiir a > 0
An(0):={2€Q: |zn|+0() <a-|r(2)|}.

Wir wollen im Folgenden mit den Methoden aus [DiHe94] eine untere Ab-
schitzung fiir der Bergman-Metrik innerhalb der obigen admissible domains
herleiten. Genauer zeigen wir den folgenden Satz.

6.1 Satz
Es sei ©Q CC C™ ein beschrdnktes, lineal konveres Gebiet vom endlichen Typ
m. Es sei 0 € 09 ein Randpunkt, A,(0) ein admissible Domain fir a > 0
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6.2. Eine untere Abschéitzung

und M(0Q,0) = (1,mz...,my,) der Catlinsche Multityp von 02 in 0. Dann
gibt es ein ag = ap() > 1, so dass mit einer Konstante, die nur von n, S
und o abhdngt, fiir 0 < a < g

oz X) 2 S N
S ()

fir alle z € A, (0) und X € C" gilt. Dabei bezeichnen wir mit Fq eine der drei
invarianten Metriken auf Q. Dariiber hinaus sind die X; die Komponenten
von X beziiglich der oben definierten Multityp-Basis.

Beweis: Wir wissen aus [Co02], dass lineal konvexe Gebiete insbesondere
semiregular sind. Wir wollen wie oben davon ausgehen, dass die Normale in
die positive Re(z;)-Achse tiberfithrt wurde.

Wir verwenden die in (|6.1]) eingefiihrte definierende Funktion

r(z) =Re(z1) + P(z') + Ri(2') + (Im(z1)) Ra(2') + Rs(2),

) <cC
3. |Ra(2)] < C -2,
4 |Rs(z)| = C
fiir alle z aus einer geniigend kleinen Umgebung der Null gilt. Dariiber hinaus

ist P ein Polynom ohne pluriharmonische Terme, das homogen vom Grad 1
bzgl. (ma, ..., m,) ist, d.h. es gilt fiir ¢ > 0, dass

t-P(Z)y=P (75“%2@7 . ,t%nzn> :
Nach [DiHe94] gibt es ein 6 > 0, so dass sogar
[Bo(2)] < o)

gilt.

Fir M > 0 setzen wir nun
r'(z) = (1 + Mzy)r(z).
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Kapitel 6. Abschétzungen in euklidischen Koordinaten

Damit erhalten wir mit einer analogen Rechnung auf Q@ N B(0,7) wie in
[DiHe94] fiir 71 > 0 klein genug mit einer geeigneten Konstanten C' > 0, dass

r'(2) = (1+ M) (21 + P(2') + Ri(2') + y1 Ra(2) + R3(2))
=21+ M(af — yi) + P(2) + Ru(2)
+ (14 May) (1 Ro(2') + Rs(2)) + May (P(2') + Ri(2)) + Myi
> z1 4+ M (27 — i) + P(2)
= Co(Z)™* — (14 Mr)(jylo ()2 +4i)
— Mry(o(z') + Ca(2)'°) + My3.

Wir wissen aus [DiHe94], dass es eine C3-Funktion P in C*~! gibt, die ho-
mogen vom Grad 1 bzgl. (ms,...,m,) ist und folgende Eigenschaften hat:

1. P < P aufer im Ursprung,

2. fiir € > 0 geniigend klein, ist die Funktion
P = P -2 s
j=2

plurisubharmonisch auf C**.
Wiéhlen wir M geniigend gro8 und r; > 0 geniigend klein, so erhalten wir

mit Hilfe der Peter-Paul-Ungleichung auf 2 N B(0,r;) analog zu [DiHe94],
dass

r(2) 2 @y + M@} = 4}) + P() = So(2)

und
r(2) < ap + M2 —y2) + Co().

Damit sehen wir, dass die Abbildung
F(z) = (z+ M23,72)
das Gebiet Q2 N B(0,r1) biholomorph auf ein Gebiet G mit
Dini := {Re(z1) + Co(2') < 0} € G C {Re(z1) + P(2) — £0(2') < 0} =: Dexs

abbildet. Mit dem Lokalisierungsargument wie in [DiHe94] und den Abschétz-
ungen aus [Her83b] folgt, dass fiir die Bergman-Metrik gilt
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6.3. Obere Abschétzung

Berg? (z, X) > C’Berg%mB(On)(z, X)
— CBerg}(F(2), F'()X)

> Cy Bergp,,, (F(2), F'(2)X) -

KNP X
=G <<|zl| S 2 >
A

n 12
=C;- (Z X1 2) , fiir alle z € A,(0).
=1 (|z] + ()™

Wir haben bei der Abschétzung ausgenutzt, dass % nach [Her83b|
auf A, (0) nach unten von 0 weg beschréinkt ist, falls ag > 1 nahe genug an 1
gewahlt war. Damit ergibt sich aber mit der Aquivalenz der Normen auf C",

dass

n

|1 X

Bergg (2, X) 2 -
=1 (21| + o(2')) ™
Mit

21| + o (') < alr(z)] fiir alle z € A,(0).

erhalten wir, dass
n

| X1
-
j=t |r(z)|™
Hierbei héingt die Konstante lediglich, von der Dimension n, €2 und « ab. Mit

Hilfe der bereits gezeigten Vergleichbarkeit der drei invarianten Metriken folgt
die Behauptung. ([l

Bergo (2, X) 2

6.3 Obere Abschitzung

Als néchstes wollen wir noch eine obere euklidische Abschéatzung fiir die drei
invarianten Metriken herleiten. Dazu schéatzen wir mit Hilfe der Dreiecksun-
gleichung die Carathéodory-Metrik nach oben ab und wenden das Ergebnis
aus Kapitel [4] tiber die Vergleichbarkeit der drei invarianten Metriken an.

6.2 Satz

Es seien 0 CC C" ein lineal konveres Gebiet vom endlichen Typ m und
z € Q nahe genug am Rand sowie 0 € OS2 ein Randpunkt. Mit M(02,0) =
(1,mg,...,my,) bezeichnen wir den Catlinschen Multityp in 0 € 0. Dann
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Kapitel 6. Abschétzungen in euklidischen Koordinaten

gilt fiir alle Punkte z € B4(0) := {z € Q : d(0,2) < |r(2)|} und X € C,
dass
Fo(s,X) 3" 2l

j=1 [r(z)|™
wobet wir mit Fo wieder eine der drei invarianten Metriken auf €2 bezeichnen.
Dabei sind wiederum die X; die Komponenten von X beziiglich der oben
definierten Multityp-Basis.

Beweis: Es sei wieder ohne Einschrankung py = 0. Um die Abschétzung zu
erhalten, sei X = (Xj,...,X,) € C", wobei die X; die Komponenten von
X in der Basis um 0 € 09 sind, die den Catlinschen Multityp M (02, 0)

realisieren. Dann beobachten wir, dass fiir ¢ € Q2

Carag(q, X) := sup{ X;|: feOo,A), flg = 0}

af

< sup {Z azj( 7)X
S

i| €0, A), flg) = 0}

g

Xj| - [ eO(,A), f(q)

—
i=1 |r(q)|™

Um die letzte Abschitzung nachzuweisen, beachten wir, dass nach [Co02]
der lineare Multityp mit dem Multityp iibereinstimmt und somit X die
Kontaktordnung my in 0 hat. Nach Definition von B%(0) gilt jedoch dort
7(q, X, [r(g)]) = 7(0, X, [r(g)]); da aber 7(0, X, [r(q)]) = (0, Xy, [r(g)])
ist, folgt die Behauptung. O
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6.3. Obere Abschétzung

6.3 Bemerkung
1. Wir haben damit insbesondere Folgendes gezeigt: Ist ¢ € A,(0), so ist
fiir e :==1r(q)|, dass

" x|

! | X
;Tk(q, ) q,X 5 Z ’7’ ‘1/mJ7

wober X;-]’E die Komponenten von X bezuglzch der e-minimalen Basis
und X; die Komponenten von X beziiglich der Basis sind, die in 0 den
Multityp realisieren.

2. Nach Konstruktion der admissible Domains gilt auch auf A,(0) die
Abschitzung 7(q, Xk, |r(q)]) = 7(0, Xk, |7(q)]), so dass wir somit auch
die obere Abschdtzung erhalten.

Damit haben wir aber auch mit dem folgenden Korollar ein zu [Hef04] &hn-
liches Ergebnis gezeigt.

6.4 Korollar
Fiir alle ¢ € Ay (0) und fir alle k =1,...,n gilt fir e := |r(q)|

7;(q,€) = gl/ms

Beweis: Wir gehen analog zu [Fi03, Folgerung 2.6.4] vor. Es seien v (q, €)
die e-minimalen Koordinaten in ¢ und v;(0) die Koordinaten, die in 0 den
Multityp realisieren.

Fiir ein beliebiges X definieren wir dann die quadratischen Formen

n

Q.(X) := Z "ak| X = Zakvk(q,e)

j—l TJ <q7 8)2

i -
=3 X =3 b0
j=1

Die Eigenwerte dieser quadratlschen Formen sind 7(q, )~! bzw. |r(q)|~¥/™.
Wie wir oben bemerkt haben, gilt aber

1
6.2 (X)) —m = X).
(62 QulX) ~ ——s ~ QulX)
Fiir einen symmetrischen Operator A mit den Eigenwerten A\; < ... < A,
gilt aber
2" Az

Aj = min maX
Sj ZES |Z|2

)

wobei S; ein j-dimensionaler Unterraum ist. Also miissen wegen (/6.2 auch
die der Grofle nach geordneten Eigenwerte gleich sein. D.h. die Behauptung
folgt. ([l
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