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Zusammenfassung 
 

Im Rahmen der vorliegenden Arbeit wird eine analytische Berechnungsmethode entwickelt, 

die es gestattet, thermomechanische Spannungen und zugehörige Formänderungen in ther-

misch ungleichmäßig beanspruchten Stahlbau-Profilen mit quasi-stationären Temperaturfel-

dern zu berechnen. Ausgehend vom thermisch spannungslosen linearen Temperaturverlauf 

wird mit Hilfe einer Differentialgleichung der durch die temperatur-abhängige Wärmeleitfä-

higkeit  „λ“  hervorgerufene nichtlineare Temperaturverlauf in ferritischen und austenitischen 

Stählen bei konstanter Wärmestromdichte beschrieben. 

Den Übergang zu realen Temperaturfeldern bildet die Beschreibung der Temperaturverteilung 

mit Hilfe einer weiteren Differentialgleichung zweiter Ordnung in einem Flachstahl-Profil bei 

nicht konstanter Wärmestromdichte und nicht konstanter Wärmeübergangszahl. Die natürli-

che, unvermeidbare seitliche Wärmeabströmung an thermisch vertikal beanspruchten Profilen 

ruft nichtlinear begrenzte Temperaturfelder hervor, die durch Versuche und Temperaturfeld-

messungen an ausgeführten Stahlkonstruktionen ermittelt und dargestellt werden. Die Aus-

wertung dieser nichtlinearen Temperaturfelder unter Beachtung der Gleichgewichtsbedingun-

gen und der Temperaturabhängigkeit der physikalischen Werkstoffkennwerte führt zur Be-

rechnung von thermomechanischen Spannungen und zugehörigen Formänderungen. Dies 

wurde ermöglicht durch exakte Aufspaltung eines nichtlinearen Temperaturfeldes mit Hilfe 

des so genannten linearen resultierenden Nullspannungstemperaturverlaufs. 

Zwecks Überprüfung der Genauigkeit der erarbeiteten Berechnungsmethode wurden die auf 

ein Hundertstel Millimeter genau am Versuchs-Flachstahl gemessenen Faserlängenände-

rungen und Durchbiegungen des Versuchs 19/IV abschließend nachgerechnet. Die zugehörige 

Zeichnung spiegelt die Genauigkeit der Methode und das Faserverhalten wider. 

 

 



 

Summary 
 

In the scope of the present work, an algorithm is developed which enables the determination 

of thermomechanical stresses and strains in arbitrarily thermally demanded steel profiles. 

 

Starting from the thermally stress-free linear temperature demand, the temperature curve in 

ferritic and austenitic steels is decribed for a constant heat flow density under use of a differ-

ential equation. The transition to real temperature fields is realized by the description of tem-

perature curves in flat steels with variable heat flow density using a second differential equa-

tion. 

The natural, unavoidable lateral heat emission of thermically demanded profiles causes nolin-

ear temperature fields which have been determined and described by measurement of tem-

perature fields and tests of real steel constructions. The analysis of the nonlinear temperature 

fields under consideration of equilibrium conditions and the temperature dependence of the 

material properties leads to the determination of thermomecanical stresses and strains. There-

fore the exact decomposition of the nonlinear temperature field by use of the thermally stress-

free linear temperature is needed. 

In view of testing the exactness of the achieved determination method, the longtudal strain of 

the layers and the lateral deformations of the test 19/IV have been calculated. Compared to 

the measured results (exactness: 0.01 mm), the accompanying figure reflects the exactness of 

the method. 

 



 

Résumé 

 

Dans le cadre de ce travail, une méthode analytique permettant decalculer les contraintes ter-

momécaniques et les déformations correspondantes dans les barres profilée, inégalement sol-

licitées thermiquement, avec des champs de température quasi-stationaires, est développée. 

Partent d’un gradient de température linéaire qui n’est passounis, le gradient de température 

curviligne, engendré par la conductibilité thermique variable sebu la température dans les 

aciers ferritiques et austénitiques sous densité de courant thermique constante, est décrit à l 

aide d’une équation différentielle.  

La description de la distribution de température dans un profil en acier plat sous densité de 

courant thermique variable et coefficient de conductibilité calorifique variable, à l’aide d’une 

équation différentielle de second ordre, constitue un passage aux champs de température récls. 

L’émission de chaleur naturelle et inevitable en direction latérale par des profils thermique-

ment et verticalement sollicités provoque des champs de température non-linéaires linités qui 

ont étè déterminés et décrits par des essais et des mesures de champs de température sur des 

constructions métalliques réelles. L’analyse des champs de température non-linéaires,en te-

nant compte des conditions d’équilibre et de la dépendance de la température des valeurs ca-

ractéristiques physiques du matériau conduit à la détermination des contraintes thermo-

mécaniques et des déformations correspondantes. Ceci a été réalisé grace à la séparation 

exacte d’un champ de température curviligne à l’aide dudit gradient de température linéaire à 

contraintes nulles qui en résulte. 

Dans le but de controler l’exactitude de cette méthode de calcul, les déformations logitudina-

tles d’une fibre mesurées á un centième de millimètre près sur un acier plat et les fléches de 

l’essai 19/IV ont été vérifiées par le calcul. Le diagramme obtenu refléte l’exactitude de la 

méthode ainsi que le comportement de la fibre. 
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1. Einleitung 
1.1 Problemstellung und Zielsetzung unter ökonomischem Standpunkt 
 

Anlass der nachfolgenden Überlegungen ist das in der Praxis häufig beobachtete Versagen 

von thermisch und mechanisch beanspruchten Stahlkonstruktionen an Industrieöfen, in 

Kraftwerken und an Wärmereaktoren. Obgleich nach bestem Stand der Technik dimen-

sioniert, nahmen ofennahe und damit mechanisch und thermisch hochbeanspruchte Profil-

träger nach kurzer technischer Lebensdauer, im Kokereibetrieb auch „Reisezeit“ genannt, 

derart unkontrollierbare Verkrümmungen an, dass sie ausgetauscht werden mussten, ohne 

dass eine Lösung zur dauerhaften Schadensbeseitigung erkannt werden konnte. Zusätzlich 

wurden in Stahlbau-Profilträgern an Kraftwerks-Kesselanlagen unerklärbare Risse vorgefun-

den. 

Besonders angesprochen werden hierbei die für die Lebenszeit eines Industrieofens besonders 

wichtigen Ofenständer (Ankermasten, Wölbständer) und Hängedeckenträger. Am Herzstück 

einer Kokerei, den Koksöfen, sind es die so genannten Ankerständer. Das Problem dieser Ar-

beit ist angeregt durch dauernde:  “Schwierigkeiten mit Ankerständern“. 

 

 

 

 
Bild 1.1: Schnitt durch die Koksöfen einer Kokerei mit Anordnung der zugehörigen Ofenmaschinen 
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Ofenständer und Ankerständer haben neben der Aufgabe, Lasten aus Ofenarmaturen, Zusatz-

maschinen, Rohrleitungen, begehbaren Bühnen, Mannschafts- und Transportbrücken aufzu-

nehmen, die Hauptaufgabe, den gemauerten Ofenteil zusammenzuhalten und ihn, über die 

Ofenhöhe gesehen, mit einer bestimmten Flächenandruckkraft vorzuspannen. Die Vorspan-

nung soll bewirken, dass nach jedem Ofenspiel, verbunden mit Aufheizung und Abkühlung, 

jeder einzelne Ofenstein seine alte Lage wieder exakt einnimmt, damit Undichtigkeiten im 

Fugenbereich viele Jahre vermieden werden können.  
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Bild 1.2: Batteriequerschnitt 
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Bild 1.3: Verformungen der Ankerständer einer Koksofenbatterie 
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h

 
Bild 1.4: Breitflanschträger mit verkrümmter und linearisierter Temperaturverteilung   
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Bild 1.5: Temperaturdifferenzen zwischen den Stabaußenfasern über die Stablänge 

 

Trotz des Wissens um die große Bedeutung einzelner Stahlbauelemente und Kenntnis der 

Folgeschäden verbunden mit hohen Kosten, die in keinem Zusammenhang mit dem Wert der 

Stahlkonstruktionen standen, boten sich keine technisch besseren und auf Dauer haltbareren 

Lösungen an. Die Lösung des aufgezeigten Problems besteht aus konstruktiven Verbesserun-

gen und der Verbesserung der Zugänglichkeit der Berechnung thermomechanischer Spannun-

gen mit zugehörigen Formänderungsgrössen in Stahlbau-Profilstäben mit über dem Quer-

schnitt und über die Stablänge nicht konstanten Temperaturen (siehe Bild 1.4 und Bild 1.5). 
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Erst im letzten Jahrzehnt führten konstruktive Verbesserungen der Fachfirmen, angeregt 

durch ehemalige Patente* des Verfassers, zu wesentlich besseren Ankerständerkonstruktionen. 

 

Einige Merkmale dieser Konstruktion sind: 

1. Ausbildung des Ankerständers als Einfeld-Träger. 

2. Wahl eines stärkeren Breitflansch-Profils mit wesentlich größerer Trägerhöhe  „h“. 

3. Berechnung und Vorgabe (durch Punkt 4) einer definierten, resultierenden Biegelinie aus 

erforderlichen mechanischen Lasten und der zu erwartenden thermischen Belastung. 

4. Anordnung geeigneter Lastübertragungselemente (z.B.: Federpakete) zwischen Anker-

ständer und Ofenkopf-Panzerplatten zwecks exakter Einstellung der unter Punkt 3 ge-

nannten Biegelinie. 

5. Verbesserung der Wärmedämmung des Ofenkopfes. 

6. Verbesserung der Wärmedämmung der Ankerständer durch Anordnung eines Luftspaltes 

zwischen Ankerständer und Ofenkopf-Panzerplatten je nach Ofenhöhe in der Größe von 

30 bis 60 mm. 

 

Bei einer Ankerständer-Neukonstruktion der RAG-Kokerei-Prosper, Bottrop, findet man als 

Wärmedämmung einen Luftspalt von 30 mm an 7.500 mm hohen Öfen zwischen Ankerstän-

der und Ofenpanzer vor. Offensichtlich reicht dieses gewählte Maß nicht aus, die zu erwar-

tende resultierende Stabdurchbiegung aus thermischer und mechanischer Beanspruchung voll 

aufzufangen, weil nach einer bestimmten Betriebszeit der Koksofenbatterien Berührungs-

punkte zwischen Ankerständern und Panzerplatten beobachtet werden konnten. Diese Stellen 

(punktförmige Einleitung der gesamten Federkräfte, siehe Bild 1.3) führen zwangsläufig zu 

unzulässig hohen Druckbeanspruchungen des Ofenkopf-Panzers, der Wärmedämmschicht 

und des Ofenkopf-Silika-Mauerwerks. Hierbei zerspringen zunächst die Gusseisenplatten des 

Ofenpanzers. Sie können dadurch die eingeleiteten Kräfte nicht mehr gleichmäßig auf das 

Ofenmauerwerk übertragen, das anschließend zerdrückt wird. Dieser Schadensverlauf bedingt 

entgegen der Lebensdauerplanung einer Ofenbatterie wesentlich kürzere Betriebszeiten und 

damit Kapitalverlust. Die Berechnung mechanischer Spannungen aus äußeren Lasten und 
                                                           
* Ehemalige Patente  

1. P 27 09 6 31.7 
2. P 27 11 4 45.0 
1. Wärmedämmung und / oder Kühlung von Ankerständern 
2. Geteilte Ankerständer mit beidseitiger Abfederung des oberen Querankers. 
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zugehöriger Verformungen ist hinreichend bekannt. Folglich müssen an den mechanisch und 

thermisch beanspruchten Stahlbau-Profil-Stäben bisher nicht allgemein bekannte und daher 

auch nicht berücksichtigte Spannungen und Formänderungen auftreten. Die gesuchten Span-

nungen werden "Thermomechanische Spannungen" benannt. Das kombinierte Wort soll an-

zeigen, dass es sich hier um eine Verschmelzung von thermischen und mechanischen Er-

scheinungen handelt, die im Auftreten thermomechanischer Spannungen ihr Gleichgewicht 

gefunden haben.  

 

1.2 Thermomechanische Spannungen und Wärmespannungen  

 

Unter thermomechanischen Spannungen werden solche nichtlinearen, im Koksofenbau (Indu-

strieofenbau, Kraftwerks-Kesselbau) schwellenden Primärspannungen verstanden, die durch 

einen ungleichmässigen Wärmestrom in einem räumlich thermisch ungleichmäßig 

( )( )consty ≠ϑ  beanspruchten Körper entstehen und dieser thermischen Lastgröße das Gleich-

gewicht halten. Hierbei werden die Auswirkungen der durch die unterschiedliche Wärme-

stromdichte hervorgerufenen, vom geradlinigen Temperaturverlauf zwischen den Außenfaser-

temperaturen abweichenden Temperaturdifferenzen im aufgebauten Temperaturfeld, durch 

die Temperaturabhängigkeit der Werkstoffkennwerte verstärkt. Nach einer thermischen Über-

beanspruchung nehmen die Verformungen wesentlich zu, ohne sich hierbei selbst zu begren-

zen. 

 

Thermomechanische Spannungen stellen eine eigene Spannungsart dar und bleiben in ihrer 

Größe als Lastspannungen aus äußeren thermischen Lasten so lange bestehen, wie der von 

außen eingetragene oder abgezogene Wärmestrom anhält. Sie sind mit mechanischen Primär-

spannungen vergleichbar, die auch so lange anhalten, wie äußere Lasten bestehen. Unter 

thermomechanischen Spannungen werden keine linear verteilten Wärmespannungen 

oder Spannungsanteile verstanden, die sich aus behinderter Wärmedehnung, aus Mate-

rialunverträglichkeiten wie bei Bi-Metallen oder infolge geometrischer Unverträglich-

keit z.B. in rotationssymmetrischen Körpern durch thermische Beanspruchung ergeben.  
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1.3 Stand von Wissenschaft und Technik 

 

Wärmespannungen sind z.B. in DIN 2413 Teil 1, Stahlrohre und im Stahlbau Brandschutz 

Handbuch [39 und 94] beschrieben. Sie werden in die Spannungskategorie von Sekundär-

spannungen eingestuft, können sich im Falle der Überbeanspruchung durch plastisches Ver-

formen abbauen und führen somit nicht unmittelbar zum Bruch. Wärmespannungen werden in 

statisch unbestimmten Systemen durch „Zwänge“ (Zwangskraftsysteme), die die Wärmedeh-

nung und Krümmungen behindern, und somit nur indirekt durch äußere thermische Lasten 

hervorgerufen. Die durch Nachbarbauteile behinderten thermischen Verdrehungen und Ver-

längerungen (eingeprägte Weggrößen) führen zur Ausbildung von Zwangsmomenten und 

Zwangskräften (als Reaktionen), die das Tragverhalten der Einzelbauelemente, insbesondere 

aber auch das Verhalten des Gesamttragwerks bestimmen. Wärmespannungen sind getrennt 

zu berechnen und überlagern sich bei elastischem Verhalten mit den übrigen Spannungen. Bei 

behinderter Wärmedehnung in thermisch beanspruchten Profilstäben (Zwangskraftsystem) 

erfolgt die Berechnung von Wärmespannungen meist mit Hilfe von idealisierten Federkon-

stanten (Federraten, Federsteifigkeiten), weil jedes Bauelement als Feder bei einer Beanspru-

chung aufgefasst werden kann und somit für jede Beanspruchungsart über eine eigene Feder-

konstante verfügt. Liegen keine Materialunverträglichkeiten und keine geometrischen Unver-

träglichkeiten vor, z.B. durch unterschiedliche Faserlängen, so kann es bei statisch bestimm-

ten Systemen nicht zur Ausbildung von Wärmespannungen kommen, da sich die durch Tem-

peraturänderungen ergebenden Verformungen ungehindert einstellen können. Voraussetzun-

gen hierzu sind allerdings: Konstante Wärmestromdichte, linearer Temperatur- und Deh-

nungsverlauf, elastisches Werkstoffverhalten, temperaturunabhängige physikalische Werk-

stoffkennwerte und freie Dehnungen jeder Faser entsprechend der in ihr auftretenden Tempe-

raturdifferenz. Nur in statisch unbestimmten Systemen kann es zu Wärmespannungen kom-

men. Zur Berechnung dieser Spannungen stehen die Gleichgewichtsbedingungen und Ver-

formungsbedingungen zur Verfügung. Außerdem sind die geometrischen Bedingungen unter 

Berücksichtigung der elastischen und thermischen Dehnung zu erfüllen. Es gilt die Bernoulli-

Hypothese vom Ebenbleiben der Querschnitte. Wird ein geradlinig begrenztes Temperaturfeld 

mit gleichmäßigem oder ungleichmäßigem Temperaturverlauf und eine Körperform ohne 

geometrische Unverträglichkeiten bei freier Lagerung angenommen, so können Wärmespan-

nungen nur unter äußeren Zwängen auftreten. In jedem dieser Fälle werden Wärmespannun-

gen dadurch gefunden, dass zunächst die Form und die Abmessungen bestimmt werden, die 

der Körper unter thermischem Einfluss ohne Zwänge annehmen würde. Danach werden die 
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Spannungen berechnet, die die zwangsweise Rückführung zur vorliegenden Form mit sich 

bringt (Kraftgrößenverfahren der Baustatik). Thermomechanische Spannungen dagegen treten 

unabhängig vom statischen System in allen real thermisch ungleichmäßig beanspruchten Kör-

pern, hier Stahlbauprofilen auf. Sie bauen sich nicht ab, solange ein Wärmestrom fließt. Es 

handelt sich meist um schwellende Spannungen, deren Spielzahl während der geplanten Le-

bensdauer von Ofenspielen, Kessel - An- und Abfahrvorgängen oder bei ungeschütztem 

Stahlbau von der täglichen Sonneneinstrahlung abhängt. Zeichnerische Darstellungen von 

thermomechanischen Spannungen, Wärmespannungen und resultierenden Wärmespannungen 

siehe Anhang G. 

Hohe thermische Beanspruchungen von Stahlbauteilen sind Bauingenieuren natürlich aus 

dem Brandfall bekannt. Ab 100 Co  aufwärts spricht man im Stahlbau vom Hochtempe-

raturbereich. Bei der Bemessung von Stahltragwerken für den Brandfall [101], für die Feu-

erwiderstandsklassen F30 bis F240, arbeitet man mit der so genannten, definierten Einheits-

temperatur – Zeitkurve (ETK) als Temperatureinwirkung. Bereits nach 15 Minuten erreicht 

die Temperatur der Kurve den Wert von C722 o≈  und nach 180 Minuten den Wert 

von C1090o≈ . Jedes ungeschützte Stahlbauelement versagt nach etwa 12 Minuten unter Ein-

wirkung der Temperaturen der ETK. Die DIN 4102-Teil 1 bis Teil 16, die so genannten „Hei-

ßen Teile“ der Eurocodes 1 bis 6 sowie die vier Brandschutz-Handbücher für Stahl, Beton, 

Verbundbau und Holz sowie neuere Veröffentlichungen [105, 110], enthalten die notwendi-

gen Dimensionierungsvorschriften für den Hochtemperaturbereich. Für die brandschutztech-

nische Bemessung von Trägern, Stützen und beliebig geformten Bauteilen liegen auf der 

höchsten Nachweisstufe (Ebene 3) exakte Rechenverfahren (Simulationsverfahren) analog zu 

den Standsicherheitsnachweisen der statischen Berechnung vor. Diese sind beispielsweise: 

 

- BOFIRE – Universität Hannover, Ruhr-Universität Bochum 

- CEFICOSS, ARBED – Luxembourg 

- ENSA – T – Bergische Universität Wuppertal 

- STABA – F – Technische Universität Braunschweig. 

 

Im Gegensatz zu der Tragwerksbemessung im Brandfall werden in dieser Arbeit nur Tempe-

raturbelastungen an Stahlbau-Profilstäben maximal bis zur „Kriechgrenze“, also maximal bis 

450 Co , betrachtet. Es kommen somit nur die Spannungs-Dehnungsbeziehungen im linear-

elastischen Hooke’schen Bereich infrage. Der plastische Bereich wird nicht berührt. Eigen-

spannungen aus dem Herstellungsverfahren und aus dem Schweißen werden vernachlässigt, 
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weil sie sich bei Überbeanspruchung abbauen. Zudem sollen die vorgestellten Berechnungen 

helfen, ein Bauelement auf Dauer zu dimensionieren. Dazu wird die Dauerstandfestigkeit 

(Zeitstandfestigkeit) des Baustahls in Abhängigkeit von der Temperatur und schwellender 

Temperaturbeanspruchung benötigt. Ankerständer von Koksofenbatterien haben etwa  

740 000 thermischen Laständerungen standzuhalten. Nach Dimensionsreduktion vom 3-

Dimensionalen auf das Eindimensionale basiert das erarbeitete Berechnungsmodell auf der 

eindimensionalen Beschreibung des Wärmeflusses, der zugehörigen Temperaturverteilung 

(Temperaturfeld) über die Stabhöhe und der Auswertung des Temperaturfeldes für Profilstäbe 

mit konstanter und nicht konstanter Breite. Im Niedrigtemperaturbereich gibt es vielfältige 

numerische Simulationsverfahren für klimatische Temperaturbeanspruchungen von Stahl- 

und Stahlverbundbrücken. Mit diesen Verfahren können u.a. Verdrehungen und Verschiebun-

gen einer Brücke und damit auch Lagerverdrehungen und Lagerverschiebungen berechnet 

werden. Derartige Rechenverfahren sind Grundlage der „Wärmewirkungen“ in DIN 1072, 

Straßen- und Wegbrücken und im Eurocode 1. Hier sind es die Teile ENV 1991-1: 1994; 

ENV 1991-2-2: 1997 sowie ENV 1991-2-5: 1999. 

Die Anwendung geeigneter Computerprogramme für thermische Lastfälle im Hochtempe-

raturbereich des Stahlbaus ist heute noch auf einige spezialisierte Hochschulinstitute oder 

Ingenieurbüros begrenzt, aber keineswegs Allgemeingut der Industrie. 

 

1.4 Motivation 

 

Angeregt durch dauernde Schwierigkeiten mit Ankerständern liegen der Motivation zu dieser 

Arbeit folgende Kerngedanken zugrunde: 

1. Die Existenz thermomechanischer Spannungen in Scheiben ist seit 1934 durch S. Ti-

moshenko bekannt. Siehe: [4, 10, 12, 24 und 51]. 

2. Ihre Berechnung ist heute im Zeitalter der FEM kein grundsätzliches Problem mehr, 

wie das nachfolgende Berechnungsbeispiel des Versuches 19/IV aus dem Anhang  A  

zeigt. Voraussetzungen sind allerdings, dass Erfahrungen bei FEM-Berechnungen 

beim Vorliegen von Temperaturbeanspruchung in statisch bestimmt und in statisch 

unbestimmt gelagerten Tragwerkselementen vorliegen. Weiterhin müssen die Tempe-

raturverteilung im Bauelement (Querschnittstemperaturfelder, Durchschnittstempera-

turfeld, maximales Temperaturfeld und Längstemperaturfeld) und die Temperaturab-

hängigkeit des Elastizitätsmoduls, des linearen Wärmeausdehnungskoeffizienten, der 

Wärmeleitfähigkeit, der Wärmeübergangszahl und der Materialfestigkeit bekannt sein. 
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3. Auch experimentell lässt sich ihre Existenz gut nachweisen, s. Versuche Anhang A. 

4. Das Problem der vorliegenden Dissertation wird darin gesehen, dass in dem zu be-

trachtenden Hochtemperaturbereich (100 Co  bis 450 Co ) die lineare Balkenstatik allein 

nicht ausreicht, die relativ komplexen Zusammenhänge bei der Berechnung von Span-

nungen und Formänderungen bei Temperaturlast zu beschreiben. In der Balkenstatik 

werden nichtlineare Spannungsverläufe nicht berücksichtigt, sie stellen Nebenspan-

nungen dar, lassen sich also im Rahmen einer Balkentheorie (ebene Querschnitte) 

nicht berechnen. Daher sollten sie vernachlässigbar klein sein, was sie aber bei hohen 

Temperaturen nicht sind. Das Ziel besteht darin, die Zusammenhänge auf die ge-

bräuchliche Stabtheorie zu reduzieren. 

5. Andererseits gibt es Schäden an Stahlbaukonstruktionen, die sich durch thermome-

chanische Spannungen gut erklären lassen. 

6. Daher soll die Arbeit ein analytisches Berechnungskonzept liefern, welches die klassi-

sche Balkenstatik um diese Spannungen ergänzt und auch für thermisch belastete 

Stahlbauprofile gilt, bei denen die Stabbreite nicht konstant ist. 

7. Viele Ingenieure begegnen den von ihnen mittels Computeranalysen gewonnenen Er-

gebnissen mit erstaunlicher Kritiklosigkeit, als würde die Zuverlässigkeit Computer-

basierter Berechnungen automatisch diejenige manueller Berechnungen übertreffen. 

Auch Berechnungsprozesse in Computern können fehlerbehaftet sein, wobei sich Feh-

ler im Berechnungsverlauf (Eingabefehler), während der eigentlichen Berechnungs-

phase sowie in der Ergebnisaufbereitung einschleichen können. Jeder Programman-

wender sollte daher als Endkontrolle geeignete Verifikationsstrategien beherrschen, 

siehe [89]. So soll die vorliegende Arbeit auch als Plausibilitätskontrolle von Ergeb-

nissen aus Computeranalysen thermischer Probleme dienen. 

 

1.5 Problemlösung mit FEM 

 

Das mit FEM nachfolgend berechnete Beispiel soll die Übereinstimmung mit dem analyti-

schen Berechnungskonzept dieser Arbeit dokumentieren. Das Beispiel ist im Anhang  A  als 

Versuch  19/IV  beschrieben und berechnet worden. Es handelt sich um einen thermisch un-

gleichmäßig belasteten, an den Enden frei aufliegenden Rechteck-Profilstab,  

mm1200x120x30lhb 000 =⋅⋅ , aus dem Material  R St  37-2 bzw. nach DIN  EN 

10025 mit der Bezeichnung  S 235  IR G2 und der Werkstoffnummer 1.0038. 
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Aufgrund der gemessenen Versuchstemperaturen wurde für die Durchschnitts-Temperatur-

verteilung über die Stabhöhe ein Polynom 4. Grades berechnet. Mit den gegebenen Durch-

schnitts-Werkstoffkennwerten  mE   und  tmα , dem Polynom und den Ausgangsabmessungen 

des Versuchsstabes konnte jetzt für einen Einfeldträger mit Hilfe der FEM die Berechnung 

der thermomechanischen Durchschnitts-Spannungen mit zugehörigen Formänderungen nach 

Modellgenerierung durchgeführt und den Ergebnissen aus Anhang  A  mit guter Genauigkeit 

gegenübergestellt werden, siehe: Vergleich der Spannungsverteilung, Anhang H, Punkt 1. 

 

Stabmitte

Heißere Außenfaser

°Ch = + -

Temperaturverteilung
A B C

A = Konstanter
Temperaturanteil

B = Linear veränder-
licher Anteil

C = Nichtlinearer spannungs-
behafteter Anteil

A1 = + -

A1

 
 
Bild 1.6: FE-Diskretisierung und Verformung der Scheibe mit Temperaturlast (Versuch 19/IV) 
  Aufspaltung des zugehörigen Temperaturfeldes A1 
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     Bild 1.7: Mit FEM berechnete Spannungen σx unter Temperaturlast in der Scheibe (Versuch 19/IV)
                    Unsymmetrische Spannungsverteiung  
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1.6 Gliederung und Lösungsweg 

 

Die Arbeit wird gegliedert in einen theoretischen Teil, Kapitel 2 bis 7, und einen mehr prakti-

schen Teil als Anhang „A“ bis „H“. Kapitel 2.: „Das Wärmefluss-/Temperaturproblem“, be-

schreibt vom dreidimensionalen Wärmefluss ausgehend nach Dimensionsreduktion die ein-

dimensionale Wärmeleitung durch eine ebene Wand und durch ein Stahlprofil mit nicht kon-

stanter Breite. Temperaturverteilungen unterliegen mehreren Einflüssen. Im Kapitel 2.7 wer-

den die wesentlichen Einflüsse aus dem Werkstoffkennwert λ  und aus der seitlichen Wärme-

abströmung mit Hilfe von geschlossenen Lösungen zweier Differentialgleichungen aufge-

zeigt. Das mit Hilfe der zweiten Differentialgleichung berechnete Temperaturfeld bei seitli-

cher Wärmeabströmung, lineare theoretische Temperaturfelder und gemessene Temperatur-

felder werden gegenübergestellt. Es ist ersichtlich, dass die Temperaturdifferenzen zwischen 

der nichtlinearen, kurvenförmigen Berandung eines realen Temperaturfeldes und der Geraden 

zwischen den Außenfasertemperaturen der Grund für das Auftreten thermomechanischer 

Spannungen sind. Weitere Einflüsse auf die Temperaturverteilungen werden durch die starke 

Temperaturabhängigkeit des globalen Wärmeübergangskoeffizienten „α “ ausgeübt. Dieser 

Einfluss wird im Kapitel 2.8 beschrieben. Im Kapitel 2.8.5 wird „α “ analytisch aus einer ge-

messenen Temperaturverteilung an einem Versuchsstab berechnet. Einflüsse auf die Span-

nungsverteilungen und die rechnerischen Temperaturdifferenzen durch die temperaturabhän-

gigen Werkstoffkennwerte „E“ ‚(Elastizitätsmodul) und „ tα “ (linearer Ausdehnungskoeffi-

zient) werden im Kapitel 4.7.4 und in den Anhängen E und F beschrieben. 

 

Das Kapitel 3. mit dem Titel: „Das thermomechanische Problem - Grundgleichungen“, zeigt 

von der dreidimensionalen Formulierung der thermoelastischen Grundgleichungen ausge-

hend, über die thermoelastischen Gleichungen für den ebenen Spannungszustand (ESZ), den 

eindimensionalen Fall an einem Balken. Für diesen Fall werden die Berechnungsgleichungen 

der Verschiebungen und ihrer Anteile aufgestellt. Damit die Durchbiegungen aus mechani-

schen und thermischen Lasten jeder Faser über die Stabhöhe exakt addiert werden können, 

wurde die bekannte Differentialgleichung der natürlichen, elastischen Linie um einen Term 

erweitert und für beide Beanspruchungsarten gelöst. Im Kapitel 4: „Thermomechanische 

Sonderprobleme“, werden vorbereitend auf die Berechnung thermomechanischer Spannungen 

einige Sonderprobleme aufgezeigt, besprochen und gelöst. Beispiele hierfür sind: Wärme-

spannungen, Spannungslosigkeit bei linearem Temperaturverlauf, das korrespondierende 

thermomechanische Moment, thermische Formänderungsarbeit, thermomechanische Span-
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nungen aus Dehnungsdifferenzen und Kopplung des mechanischen und thermischen Pro-

blems. Das Kapitel 5 beschäftigt sich mit der Berechnung thermomechanischer Spannungen 

und der ausführlichen Beschreibung der Auswertung nichtlinear begrenzter Temperaturdiffe-

renzenfelder. Temperaturfeldformen aus dem Industrieofenbau werden technisch dargestellt. 

Andere Konstruktionsgebiete, wie der Kran- und Brückenbau, der Kraftwerkskesselbau und 

das Gebiet des Brandschutzes, verfügen über eigene, typische Temperaturfeldformen bzw. 

typische Isothermendarstellungen, aus denen sich durch geeignete vertikale Schnittführung 

die zugehörigen Temperaturfelder gewinnen lassen. Die für alle Temperaturfeldformen gel-

tende Auswertung führt zu einem so genannten linearen, resultierenden Nullspannungstempe-

raturverlauf durch ein solches Temperaturfeld, der spannungslos die gleichen Formänderun-

gen (Faserlängenänderungen, Verschiebungen über die Stabhöhe und Stabbreite sowie die 

Durchbiegung) wie die Temperaturdifferenzen des Temperaturfeldes verursacht. Danach wer-

den aufgrund der gefundenen Temperaturdifferenzen zwischen der nichtlinearen Berandung 

des Temperaturfeldes und der Gleichgewichtsgeraden (Nullspannungstemperaturverlauf) die 

Berechnungsgleichungen aufgestellt, die notwendig sind, auftretende thermomechanische 

Spannungen über die Stabhöhe nach Größe und Art sowohl für Flachstahl als auch für dop-

pelt-symmetrische und einfach-symmetrische Stahlbauprofile zu berechnen. Nach Erklärung 

der Zusammenhänge in einem realen Temperaturdifferenzenfeld werden thermomechanische 

Spannungen und zugehörige Formänderungen einschließlich der Verschiebungen abgeleitet. 

Die Auswertung berechneter oder gemessener Temperaturfelder an thermisch beanspruchten 

Tragwerkselementen führt zu Spannungen verursachenden Temperaturdifferenzen und letzt-

lich mit Hilfe des Stoffgesetzes (Lineares Elastizitätsgesetz, Hooke’scher Bereich) und des 

eindimensionalen Spannungszustandes zu spannungsverursachenden Dehnungen und damit 

zu thermomechanischen Spannungen. Die Lösungen werden für Stäbe mit konstanter und 

nicht konstanter Breite erarbeitet. Dabei wird gezeigt, dass zur Berechnung von Formände-

rungen (Faserlängenänderungen) das so genannte Durchschnittstemperaturfeld, zur Berech-

nung der Biegelinie der Verlauf der resultierenden Temperaturdifferenz über die Stablänge 

und zur Berechnung von Spannungen das maximale Temperaturfeld benötigt wird. Die An-

wendungsbeispiele im Anhang „H“ dienen der Kontrolle der theoretisch erarbeiteten Berech-

nungsgleichungen. Anschließend wird auf den Einfluss unterschiedlicher Stahlprofile bei 

gleicher Temperaturverteilung und auf Maximalspannungen im thermisch höchst beanspruch-

ten Stabquerschnitt hingewiesen. Das Kapitel 5 schließt mit der gleichwertigen Lösung des 

Problems mittels Scheibengleichung und Airyscher Spannungsfunktion sowie der Berechnung 

der Verschiebungen. Nach der Darstellung der Genauigkeit der vorgestellten Berechnungsme-
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thode im Kapitel 6 und der Zusammenfassung mit Ausblick im Kapitel 7 als letztem Kapitel 

des theoretischen Teiles, folgt der Anhang mit reproduzierbaren Versuchen an ungleichmäßig 

erwärmten Flacheisenstäben und wiederholbaren Temperaturfeldmessungen an zehn Anker-

ständern der RAG-Kokerei Prosper in Bottrop als Anhang „A“ und Anhang „B“. Hierzu ge-

hören auch die Berechnungen der Polynome (mindestens dritten Grades) der Temperaturver-

teilungen sowie die Berechnung der Spannungen und der zugehörigen Formänderungsgrö-

ssen. Während Anhang „C“ die notwendigen temperaturabhängigen physikalischen und bau-

teilabhängigen Werkstoffkennwerte für den Stahl S 235 JR G2 enthält, werden im Anhang 

„D“ Ableitungen und Erläuterungen zu acht Einzelproblemen einschließlich der rechnerischen 

Ermittlung der thermischen Durchbiegung eines Stabes in Anlehnung an Mohr, vorgestellt, 

die in ihrer Ausführlichkeit im theoretischen Teil der Arbeit nicht untergebracht werden konn-

ten. Dann folgen in den Anhängen „E“ und „F“ die Berechnung und Darstellung der Einflüsse 

aus der Temperaturabhängigkeit des Wärmeausdehnungskoeffizienten und des Elastizitäts-

moduls einzeln und zusammenwirkend auf die Größe der thermomechanischen Spannungen 

und auf die Größe der zugehörigen Formänderungen. Die zeichnerischen Darstellungen des 

Anhangs „G“ sollen ein Verbindungsglied zwischen thermomechanischen Spannungen, 

Wärmespannungen und resultierenden Wärmespannungen sein. Letztlich enthält der Anhang 

„H“ das Kapitel „Anwendungsbeispiele“. Diese Zahlenbeispiele sollen der Verifikation der 

zuvor hergeleiteten theoretischen Zusammenhänge dienen. Der Punkt 8, Neudimensionierung 

der Ankerständer der RAG-Kokerei Prosper in Bottrop, ist als Rückschluss zur Aufgabenstel-

lung der Arbeit zu sehen. Unter Punkt 5 wird mit einem modernen numerischen Berech-

nungsverfahren (FEM-Verfahren, SOFiSTiK-Programm) näherungsweise ein analytisch vor-

gerechnetes Beispiel eines HEB-120-Breitflanschträngers mit guter Übereinstimmung nach-

gerechnet. So kann diese Arbeit auch eine Hilfe und ein Kontrollorgan (Verifikationsstrate-

gie) im Umgang mit modernen Programmen der Methode der Finiten Elemente sein.  
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Das nachfolgende Bild 1.8 soll schematisch zeigen, welche Disziplinen in der vorliegenden 

Arbeit angesprochen werden. 
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Statik

Stahlbau Maschinenbau

Industrie - Ofenkunde

Thermomechanische
Spannungen

Stahl- und
Verbundbau

Werkstoffkunde

Statistische
Mechanik

Thermodynamik

Statistische
Thermodynamik

Energie- und
Stofftransport

Physik

 
 

 
Bild 1.8: „Thermomechanische Spannungen“. Ein interdisziplinäres Gebiet. 
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2. Das Wärmefluss-/Temperaturproblem  

 

Wärme ist eine Sinnesempfindung, die durch äußere Reize physikalischer Art hervorgerufen 

wird. Sie wird in der Physik als spezielle Energieform (Wärmeenergie, thermische Energie, 

Formelzeichen Q) neben den Energieformen Arbeit und Innere Energie beschrieben. Die ge-

samte Energie  E  eines Systems der Masse  m  besteht aus innerer Energie, Kinetischer Ener-

gie  kinE   und potentieller Energie .potE . 

 potkin EEUE ++=          (2.1) 

Die ohne Verrichtung von Arbeit zwischen einem System und seiner Umgebung ausgetausch-

te Energie bezeichnet man als Wärme. Sie wird als Bewegungsenergie der ungeordneten 

Wärmebewegung der Atome oder Moleküle eines Körpers erklärt. Der Begriff der Wärme 

steht in enger Beziehung zu dem der Temperatur; verschiedene Wärmezustände desselben 

Körpers lassen sich u.a. anhand der Temperatur unterscheiden. Wärme breitet sich immer von 

Orten höherer Temperatur zu Orten tieferer Temperatur aus (Wärmeübertragung). Bei Wär-

mezufuhr oder Wärmeabfuhr dehnen sich Körper im Allgemeinen aus bzw. ziehen sich zu-

sammen (Wärmeausdehnung). Eine phänomenologische Wärmelehre liefert die Thermody-

namik; eine atomistisch-statistische Theorie der Wärme ist die statistische Mechanik mit der 

mechanischen Wärmetheorie und der kinetischen Gastheorie [56, 59]. Im Gegensatz zur Kine-

tischen Gastheorie betrachtet die Thermodynamik Körper endlicher Ausdehnung. Sie befasst 

sich mit den verschiedenen Erscheinungsformen der Energie und deren Umwandlung inein-

ander. Die thermische Energie weist jedem Körper (jedem System) aufgrund seiner Tempera-

tur einen „inneren Energiezustand“ zu. In der technischen Wärmelehre wird dieser innere E-

nergiezustand auch als Wärmeinhalt bezeichnet. Er ist der absoluten Temperatur des Körpers 

– gemessen in Grad Kelvin – proportional. 

 TmcQ w
p ⋅⋅=     bzw.  

 ϑ∆⋅⋅= mcQ w
p   mit   12 TT −=ϑ∆   als Differenz zwischen zwei Energiezu-

       ständen    (2.2) 

 

In Gleichung (2.2) gibt die wahre spezifische Wärmekapazität  w
pc   die Wärmeenergie  Q  an, 

die aufgewendet werden muss, um die Temperatur eines Körpers der Masse  1 kg  um ein 

Grad zu erhöhen [30]. Bei der spezifischen Wärmekapazität  w
pc   (vereinfacht „c“ geschrie-

ben) handelt es sich um einen reinen Stoffwert, der mit der Temperatur und dem Druck ver-
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änderlich ist. Betrachtet man nun ein thermodynamisches System aus mehreren Körpern un-

terschiedlicher Temperatur, die in einem beliebigen thermischen Kontakt zueinander stehen, 

so sind diese Körper bestrebt, ihre Temperaturen auszugleichen. Durch die unterschiedlichen 

Temperaturpotentiale wird ein Energieaustausch eingeleitet, der nach hinreichend langer Zeit 

erst mit Erreichen des thermischen Gleichgewichts zum Stillstand kommt. Der thermische 

Gleichgewichtszustand ist dem Gleichgewichtszustand der Mechanik äquivalent. Im Gegen-

satz zur Mechanik interessiert in der technischen Wärmelehre aber nicht nur der Gleichge-

wichtszustand, sondern hier wird den Zwischenzuständen ebenfalls Bedeutung zugemessen, 

so dass zur analytischen Beschreibung der Wärmeaustauschvorgänge neben den Ortsverände-

rungen x, y, z als zusätzliche Variable die Zeit  t  einzuführen ist. 

 

2.1 Physikalische Grundlagen 

 

Wir betrachten einen beliebigen Körper mit dem Volumen  V  und der gesamten Oberfläche  

A. Dann lauten der 1. und 2. Hauptsatz der Thermodynamik (in Form einer Leistungsaus-

sage): 

Energieerhaltung als Leistungsaussage, rate of energy equation: 

 ( ) ( )∫∫∫ −⋅+ρ⋅+=ρ





 ⋅+

AVV
dAhdVrdV

2
1U

dt
d vtvfvv            (2.1.1) 

 

Entropie-Produktions Ungleichung, entropy production inequality: 

 0dA
T
hdV

T
rdVS

dt
d

AVV
≥+ρ−ρ ∫∫∫               (2.1.2) 

 

Hierin bedeuten: 

dV differentielles materielles Volumen von  V  zum Zeitpunkt  t 

dA differentielles Oberflächenvolumen des Körpers zum Zeitpunkt  t 

ρ  Massendichte 

U innere Energie (einschließlich Wärme) pro Masseneinheit 

S Entropiedichte pro Masseneinheit 

v Vektorfeld der Geschwindigkeiten des Körpers 

f Massenkräfte des Körpers pro Einheit der Masse  ρ , z.B. Eigenlast 

t Spannungsfeld auf der Oberfläche, vektorielle Größe 

r skalare Wärmequelle im Körper pro Masseneinheit pro Zeiteinheit 
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h skalarer Wärmefluss über die Oberfläche pro Zeiteinheit 

T Absolute Temperatur in Kelvin 

 

ρ  bis T: Alle Variablen sind Funktionen der Zeit  t   

               und gelten hier zu einem festen Beobachtungszeitpunkt  t = t* 

 

Dieses sind, gemeinsam mit dem Prinzip der Invarianz von  U  gegen infinitesimal kleine 

Translationen und Rotationen, die physikalischen Grundlagen des thermomechanischen 

Problems [113, 114, 115, 9]. Alles andere sind empirische Ergänzungen, beispielsweise die 

verschiedenen Stoffgesetze. Das Problem ist hochgradig gekoppelt durch  U, T  und die 

Stoffgesetzparameter, die von der Temperatur  ϑ  (in ˚ Celsius), von den Dehnungen, von den 

Spannungen (Gasdruck!) abhängig sind. 

 

2.1.1 Entkopplung in das mechanische und das thermische Problem 

 

Die Entkopplung in die beiden Teilprobleme ist sehr logisch möglich, aber physikalisch-

mathematisch äußerst kompliziert. 

Wir treffen nun folgende Annahmen: 

•  Es existiert eine freie Helmholtz’sche Energie  ( ) STUA,T,A ij −=ε ,  

     deren Ableitung nach den Verzerrungen die mechanischen Spannungen  ijσ   liefert: 

 
ij

ij
A
ε∂

∂ρ=σ  

•  Wir lokalisieren (beziehen auf den Raumpunkt  xi des Körpers) die beiden globalen 

(Integralaussagen) Hauptsätze. Dies erfordert die Annahme der Stetigkeit der einzel-

nen Integranden! Dabei setzen wir die erwähnte Starrkörperinvarianz von  U  vor-

aus. 

•  Wir beschreiben unseren Körper durch ein System gradliniger, orthogonaler (Karte-

sischer) Koordinaten: Beliebiger Punkt  P  somit:  

{ } { } 3,2,1i,z,y,xx,x,xx 321i ===  

•  Wir setzen infinitesimal kleine Verzerrungen und Verschiebungen voraus: 1ij <<ε  

   ii lu <<  

•  Wir setzen kleine Temperaturveränderungen  ϑ   um eine Referenztemperatur   

T  voraus, z.B.  T= 273,15 + ϑ   →  ϑ   (in ˚ Celsius) . 
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Mit diesen Annahmen (und vielen Herleitungen) erhält man: 

Lokale Grundgleichungen des „mechanischen“ Teilproblems: 

3,2,1j;i:)t(,)t(,)t(uu ijijijijii ==σ=σε=ε=  

•  Bewegungsgleichungen: jiijiiiij ;0vf, σ=σ=







−ρ+σ

•
 

•  Kinematische Beziehungen: ( ) ,,u,u
2
1

jiiji,jjiij ε=ε+=ε Symmetriebedingung 

bereits eingebaut 

•  Linear-elastisches Stoffgesetz: ϑδ
ν−

α−ε=σ ijTklklijij 21
EE  

•  +    Rand- und Anfangsbedingungen 

 

Lokale Grundgleichungen des Teilproblems „Wärmeleitung“: )t(,)t(hh ii ϑ=ϑ=  

•  Wärmebilanz nach Fourier:  0rc =−ϑ∆−ϑ
λ
ρ •

 

      siehe auch Gleichung (2.4.4) 

 räumlicher Laplace Operator   =  2
3

2
...

2
2

2
...

2
1

2
...

xxx ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

 

Hier ist wie bei  Tα   schon die Annahme „thermischer Isotropie“ gemacht worden, sonst wä-

ren  c  und  λ   richtungsabhängig! 

 

2.1.2 Das stationäre  (zeitunabhängige)  thermomechanische Problem 

 

Das stationäre mechanische Teilproblem: 

Annahmen: Keine der Zustandsfunktionen  ijijii ,u,f εσ   sind Funktionen der Zeit, es gilt:

 0u i =
••

  (keine Beschleunigung). 

Das Steifigkeitsverhalten sei isotrop (richtungsunabhängig) 

•  Gleichgewichtsbedingungen: jiijii,ij ;0f σ=σ=ρ+σ  

•  Kinematische Beziehungen: ( )i,jj,iij uu
2
1 +=ε  

•  Linear-elastisches Stoffgesetz: ij
T

ijkkijij 21
E

211
E δϑ

ν−
α⋅−






 δε

ν−
ν+ε

ν+
=σ  

 Siehe auch lineare Spannungsdehnungsgleichungen (3.4) bis (3.9). 
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•  Randbedingungen: Auf jeder k-Fläche (die k-Koordinantenachse,  

k = 1, 2, 3, steht senkrecht auf ihr) gilt: 

 kiki uu o=     oder  kkikki tt o=  

 

Das stationäre Wärmeübertragungsproblem: 

 

Annahmen: Keine der Zustandsfunktionen  ϑ,h i   ist zeitabhängig 

 Das Stoffverhalten ist thermisch isotrop  

•  Allgemeine Form des Wärmeleitungsgesetzes nach Fourier:  

  





 ⋅∂

ϑ∂+⋅∂
ϑ∂⋅

∂
ϑ∂λ−= +

•
zezyeyxe

x
q ;   siehe auch Gleichung    (2.6.4) 

 

2.2 Wärmeleitung in Stahlprofilen  

 

Der Wärmeaustausch zwischen den einzelnen Körpern – in der technischen Wärmelehre als 

Wärmeübertragung bezeichnet – kann grundsätzlich auf 3 verschiedenen Wegen erfolgen 

[51]. 

Die erste Art der Wärmeübertragung ist die an Materie gebundene Wärmeleitung, bei der ein 

Wärmeaustausch mit den unmittelbar benachbarten Körperelementen stattfindet. In festen 

Körpern erfolgt die Wärmeübertragung ausschließlich durch Wärmeleitung. In Gasen trägt die 

Wärmeleitung nur in geringem Maße zur Wärmeübertragung bei. 

Die zweite Art der Wärmeübertragung ist die Konvektion. Sie tritt auf, wenn Elemente eines 

Körpers ihre Stellung im Raum verändern und so die an diese Körperelemente gebundene 

Wärme eine Ortsveränderung erfährt. Diese Art der Wärmeübertragung findet hauptsächlich 

in strömenden Gasen und Flüssigkeiten statt. Bezieht man in die Betrachtung der Konvektion 

auch die Begrenzungsflächen – die durch feste Körper gebildet sein sollen – mit ein, so ge-

langt man zum Begriff des Wärmeübergangs. 

Die an den Begrenzungsflächen ausgetauschte Wärme führt zu Dichteänderungen, die im gas-

förmigen bzw. flüssigen Körper eine Strömung hervorruft. Diese Form des Wärmeübergangs 

bezeichnet man mit freier Konvektion. Die Strömung kann durch äußere Einwirkungen (wie 

z.B. Wind) verstärkt werden. Man spricht dann von erzwungener Konvektion. 

Die dritte Art der Wärmeübertragung ist die Strahlung. Im Unterschied zur Wärmeleitung 

und zur Konvektion ist die Wärmeübertragung durch Strahlung nicht an ein Übertragungsme-

dium gebunden. Die Wärmeübertragung infolge Strahlung ist deshalb durch Vakuum (Welt-
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raum) wie auch durch strahlungsdurchlässige Körper (Luft) möglich. Die Wärmestrahlung 

entsteht an den Oberflächen der Körper durch Umwandlung der an den Körper gebundenen 

thermischen Energie in Strahlungsenergie und wird beim Auftreffen auf Körper wieder in 

thermische Energie umgewandelt. Diese verschiedenen Arten der Wärmeübertragung, die in 

physiologischem Sinne den Eindruck einer durchaus einheitlichen Erscheinung machen, tre-

ten selten alleine auf, sondern sind meist miteinander kombiniert. So wird der Austausch von 

Wärmeenergie innerhalb fester Körper ausschließlich durch Wärmeleitung gewährleistet, 

während an den Rändern fester Körper der Wärmeaustausch mit der Umgebung durch Kon-

vektion und Strahlung erfolgt. Betrachtet man im Industrieofenbau einen Ofenständer, so 

stellt das Tragwerk in thermophysikalischem Sinne einen festen Körper dar, der über seine 

Umgrenzungsflächen mit dem Ofen und der Umwelt in thermischem Kontakt steht. Die Er-

mittlung der instationären Temperaturfelder in den Stabquerschnitten, die aus den Wärme-

übertragungsvorgängen resultieren, kann in die Lösung zweier Teilprobleme der Wärmelei-

tung unterteilt werden. Die Lösung des ersten Teilproblems erfordert die mathematische 

Beschreibung der Wärmeleitung im Stabquerschnitt unter Berücksichtigung der Temperatur-

abhängigkeit der Wärmeleitfähigkeit „ λ“. Das zweite Teilproblem besteht in der Beschrei-

bung der Temperaturverteilung im Stabquerschnitt unter Berücksichtigung der Wärmeab-

strömung in die Umgebung und der Temperaturabhängigkeit der globalen Wärmeübergangs-

zahl „ α “. 

 

2.3 Temperaturfelder  

 

Versteht man unter den Körpern, die miteinander in thermischem Kontakt stehen, die diffe-

rentiell kleinen Elemente von festen Körpern in einem Koordinatensystem  x, y, z  und weist 

jedem Element als Zustandsgröße seine Temperatur zu, so gelangt man zur mathematischen 

Darstellung der in einem Körper zum Zeitpunkt  t vorliegenden Temperaturverteilung. Diese 

Art der Darstellung von Zustandsgrößen bezeichnet die Vektoranalysis als skalares Feld, des-

sen Verlauf durch Niveaulinien abgebildet werden kann [10, 14, 111]. Handelt es sich um 

Temperaturfelder, so bezeichnet man die Niveaulinien als Isothermen, Linien gleicher Tem-

peratur. Wird im einfachsten Fall ein Flachstahlprofil nur eindimensional ungleichmäßig er-

wärmt ( )( )yϑ=ϑ  und nimmt man zunächst eine theoretische lineare Temperaturverteilung 

über die Stabhöhe an, können die unterschiedlichen Temperaturen wie folgt aufgetragen wer-

den. Das Formänderungsgesetz (Stoffgesetz) ist jedoch für die drei Achsen zu betrachten. 
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Bild 2.1: Flachstahlprofil thermisch ungleichmäßig belastet. 
                Linearer Temperaturverlauf. Flachstahl gestreckt gezeichnet ohne Längenänderung. 
 

Das Bild 2.1 ist wenig aussagefähig, deshalb klappt man das Temperaturfeld in die Zeich-

nungsebene, um die Temperaturen und die Temperaturdifferenzen über die Stabhöhe sichtbar 

zu machen.  

oϑ∆

ia
m 2R

ϑϑ=ϑ

tan ϑ∆=α

i)y( h
y

2
⋅ϑ∆+ϑ∆+ϑ∆=ϑ∆

 

+

h

= const.

Bild 2.2: Temperaturdifferenzen-Feld oder kurz: Temperaturfeld

ϑ∆ = ϑϑ − ia

/°C

= dϑ
dy = const.

)y(ϑ )y(ϑ∆= + ϑ∆ o

dϑ

dy

 
 

Für die Betrachtung des Wärmestromes nach Fourier: A
dy
d

t
QQ ⋅ϑ⋅λ−==

•
  bzw. der Wärme-

stromdichte 
h

tan
dy
dq ϑ∆⋅λ−=α⋅λ−=ϑ⋅λ−=•  ist nur der ungleichmäßige Teil des Tempera-

tur-Feldes maßgebend. Wegen consttan =α  ist bei linearer Temperaturverteilung auch 

b

Q

1

1

 y
cm

1

1

l

   

A = b   l

Q
h

Isothermen
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h
q ϑ∆⋅λ−=•   konstant. Die beiden nachfolgenden Bilder zeigen die räumliche Anordnung der 

senkrecht auf dem Profilstab stehenden Temperaturfelder.  

b

y
l

Q

 
Bild 2.3: Theoretisches Temperaturdifferenzen-Feld mit linearer Temperaturverteilung  „ ( ) lyϑ “. 

 

Bild 2.4: Reales Temperaturdifferenzen-Feld mit nichtlinearer Temperaturverteilung „ ( ) gyϑ “ 

 

Der Einfachheit halber werden nur in die Zeichnungsebene geklappte Temperatur-, Deh-

nungs-, Faserlängenänderungs- und Spannungs-Felder betrachtet. Rechnerisch findet das 

Temperaturfeld seine Darstellung durch die Gleichung 

 { }t,z,y,xf=ϑ  .                  (2.3.1) 

 

b

y
l

g

g

Q

( ) ( ) 0gygy ϑ−ϑ=ϑ∆
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Hierin bedeuten  x, y  und  z  die Raumkoordinaten, t  die Zeit und  ϑ   die Temperatur in 

Grad Celsius. Zu jedem Punkt des Temperaturfeldes kann nun ein Vektor angegeben werden, 

der sich aus der Ableitung des Temperaturfeldes in Richtung der Normalen ergibt. In kartesi-

schen Koordinaten lautet dieser Vektor: 

z3e
y2e

x1egrad
∂
ϑ∂+

∂
ϑ∂+

∂
ϑ∂=ϑ                 (2.3.2) 

mit den Basisvektoren  1e   bis  3e  . 

 

Der Vektor grad  ϑ   wird analog zum Temperaturfeld als Temperaturgradient bezeichnet. Er 

ist positiv, wenn er in Richtung ansteigender Temperatur zeigt. Die Gesamtheit des Gradien-

tenfeldes ist durch Wärmestromlinien darstellbar. Da die Wärmestromlinien die „Fließrich-

tung“ der Wärmeenergie angeben, kann konform zum Gradientenfeld ein zusätzliches Vektor-

feld definiert werden, das den Wärmefluss in einem Körper beschreibt. 

Über die Beziehung 

 ϑλ−=• gradq                   (2.3.3) 

kann dieses Vektorfeld des Wärmestromes aus dem Temperaturgradientenfeld bestimmt wer-

den. Der absolute Betrag von •q  in Gleichung (2.3.3) gibt die Wärmestromdichte an; der Pro-

portionalitätsfaktor λ steht für die Wärmeleitfähigkeit des Stoffes. Er ist, wie alle Stoffpara-

meter, mit Druck und Temperatur veränderlich. Mit Gleichung (2.3.3) kann Gleichung (2.3.2) 

auch in Komponentendarstellung ausgedrückt werden. Die Wärmestromdichten in Richtung 

der einzelnen Koordinatenachsen lauten dann: 

 
x

q x ∂
ϑ∂λ−=• ,                   (2.3.4) 

 
yyq

∂
ϑ∂λ−=• ,                   (2.3.5) 

 
z

qz ∂
ϑ∂λ−=• .                   (2.3.6) 
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2.4 Fouriersche Differentialgleichung der Wärmeleitung  [58] 

 

Die Veränderung des Temperaturfeldes in der Zeiteinheit  dt  folgt nun aus einer Bilanz der 

Wärmeströme am Volumenelement dV. Mit Gleichung  (2.3.4)  bis  (2.3.6)  folgt für die Dif-

ferenz der an einem Volumenelement in der Zeiteinheit  dt  ein- und austretenden Wärme-

ströme: 

 dtdzdydx
zyx

dQ 2

2

2

2

2

2









∂

ϑ∂+
∂

ϑ∂+
∂

ϑ∂λ= .               (2.4.1) 

Die in der Zeiteinheit  dt  im Volumenelement  dV  zur Veränderung der Temperatur benötig-

te Wärmemenge folgt aus Gleichung (2.2) zu  

 dtdzdydx
t

cdQ
∂
ϑ∂ρ= .                 (2.4.2) 

Befindet sich im Volumenelement  dV  eine Wärmequelle der bezogenen Intensität  
•

W   , so 

ist die in Gleichung (2.4.2) zur Temperaturerhöhung benötigte Wärmemenge um die von der 

Wärmequelle in der Zeiteinheit  dt  erzeugte Wärmemenge zu vermindern 

 dtdzdydxW
t

cdQ 



 −

∂
ϑ∂ρ=

•
.                (2.4.3) 

Die Forderung nach einer ausgeglichenen Wärmebilanz am Volumenelement  dV  , die sich 

unmittelbar aus dem Energieerhaltungssatz ableiten lässt, ergibt durch Gleichsetzen der Glei-

chungen (2.4.1) und (2.4.3) die Fouriersche Differentialgleichung der Wärmeleitung [10]. 

 

 0
t

cW
zyx 2

2

2

2

2

2
=

∂
ϑ∂⋅

λ
ρ−+

∂

ϑ∂+
∂

ϑ∂+
∂

ϑ∂ •
.               (2.4.4) 

Mit Hilfe dieser linearen, partiellen Differentialgleichung 2. Ordnung vom parabolischen Typ 

kann der instationäre Wärmeleitungsprozess in festen Körpern orts- und zeitabhängig be-

schrieben werden. Die im Allgemeinen mit der Temperatur und dem Druck veränderlichen 

Stoffparameter werden für das weitere zunächst als konstant angesehen. 

 

2.5 Randbedingungen 

 

Zur eindeutigen Lösung der Wärmeleitgleichung muss die gesuchte Lösungsfunktion sowohl 

die Differentialgleichung als auch die Anfangs- und Randbedingungen erfüllen. Die zu lösen-

de Randwertaufgabe stellt mathematisch ein Raum-Zeit-Gebiet dar, so dass neben der räumli-

chen auch die zeitliche Randbedingung vorzugeben ist [111]. Die zeitliche Randbedingung 
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wird durch die Vorgabe des Temperaturfeldes zum Zeitpunkt   t = 0 erfüllt. Hinsichtlich der 

räumlichen Randbedingungen sind nach [111] drei Arten von Randbedingungen zu unter-

scheiden. Die erste Art der Randbedingungen gibt für jeden Punkt der Oberfläche die Tempe-

ratur als Funktion des Ortes und der Zeit vor: 

 [ ]t,z,y,xϑ=ϑ .                  (2.4.5) 

Die zweite Art der Randbedingungen schreibt den Wärmestrom durch die Oberfläche des 

Körpers als Funktion des Ortes und der Zeit vor. 

 [ ]t,z,y,xqq •• = .                  (2.4.6) 

Die dritte Art der Randbedingungen gibt die Lufttemperatur außerhalb des betrachteten Kör-

pers vor, mit der über ein entsprechendes physikalisches Gesetz der Wärmefluss zur Oberflä-

che des festen Körpers zu bestimmen ist. Die Gesetzmäßigkeiten zur Wärmeübertragung von 

strömenden zu festen Körpern sind aufgrund der komplexen Strömungsverhältnisse in der 

Grenzschicht äußerst kompliziert. Die Bestimmung der Wärmeübertragung unter Berücksich-

tigung des funktionalen Zusammenwirkens aller relevanten Größen gelingt mit dem Newton-

schen Abkühlungsgesetz in der Form der Gleichung (2.4.7). Diese Form wird auch als Defini-

tionsgleichung für den globalen Wärmeübergangskoeffizienten „ α “ bezeichnet. Mit dem 

globalen Wärmeübergangskoeffizienten ergibt sich die Wärmestromdichte an der Oberfläche 

des festen Körpers mit einer Oberflächentemperatur  Rϑ   und der Lufttemperatur  Lϑ   zu: 

 [ ]LRaq ϑ−ϑα=• .                  (2.4.7) 

In Kapitel 2.8.5 wird die große Temperaturabhängigkeit der globalen Wärmeübergangszahl 

gezeigt, indem „ α “ analytisch aus einem gemessenen Temperaturfeld berechnet wird. Die an 

der Körperoberfläche abgegebene bzw. zugeführte Wärmestromdichte muss der vom Körper 

normal zu seiner Begrenzungsfläche durch Wärmeleitung zuströmenden bzw. abfließenden 

Wärmestromdichte 

 [ ] RANDnL gradq ϑλ−=
•

                 (2.4.8) 

entsprechen. Durch Gleichsetzen der beiden Wärmestromdichten folgt dann für den Tempera-

turgradienten am Rand des festen Körpers: 

 [ ] [ ]LRn RANDgrad ϑϑϑ −
λ
α

−= .                (2.4.9) 
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Fester Körper Gasförmiger Körper

C°ϑ

Lϑ

Rϑ)grad( Randnϑ

qL qa

 
 
Bild 2.5: Randbedingung dritter Art 

 

Mit der Randbedingung dritter Art ist es nun möglich, das Temperaturfeld eines festen Kör-

pers mit einer außerhalb des Körpers existenten Temperaturfunktion zu verknüpfen. Zum Bei-

spiel erfolgt eine derartige Verknüpfung zwecks Beschreibung der instationären Temperatur-

erhöhung  „ aϑ∆ “  eines Stahlprofils bei Brandbeanspruchung durch Gleichsetzen der Wär-

memengengleichungen (zweite Randbedingung dritter Art). Hierzu werden die Gleichungen 

(2.2) und (2.4.7) benötigt, wie folgt erweitert und dann gleichgesetzt: 

 

1. Wärmeinhalt eines Körpers  

ϑ∆⋅⋅= mcQ w
p    ;  siehe (2.2)   

acwpVdQ ϑ∆⋅⋅⋅=⇒  

mit  Vdm ⋅= = VolumenDichte ⋅  

cw
p = wahre spez. Wärme und mit ( )12a ϑ−ϑ=ϑ∆  

     = spezifische Wärme je kg und Kelvin 

 

2. Wärmestromdichte an der Oberfläche  

   ( ) AmtqQ)7.4.2siehe(;q asta ⋅∆⋅=ϑ−ϑα=
••

 

 ( )stAmtQ ϑ−ϑα⋅⋅∆=⇒  ; [ ]sW1mN1J1 ⋅=⋅=  

 mit      t∆   = Zeitintervall 

  Am  = Beflammte Oberfläche 

  α     = Globaler Wärmeübergangskoeffizient 

Die einzelnen Größen der Wärmeleitung wer-
den verbunden durch die Gleichung: 

eitleitfähigkTemperatur

ähigkeitWärmeleitf

a
dcw

p =λ=⋅
 

= spezifische Wärme 

    je m
3

 und Kelvin 






⋅
⋅

3mK
sW

 



  Das Wärmefluß-/Temperaturproblem 28

  tϑ    = Mittlere Heißgastemperatur 

  sϑ    = Mittlere Stahltemperatur 

  ( ) tAmVd:.2.1 st
w
pa c ∆⋅ϑ−ϑ⋅α⋅=⋅⋅⋅ϑ∆=  

  ⇒  ( ) t
V

A
dc st

m
w
p

a ∆⋅ϑ−ϑ⋅⋅
⋅

α=ϑ∆  

Diese Beziehung  findet sich auch in [94]. 

 

In dieser Arbeit wird eine Verknüpfung [siehe Gleichung (2.7.2.0)] durch Kopplung zweier 

Differentialgleichungen hergestellt, um bei seitlicher Wärmeabströmung die Temperaturver-

teilung in einem Flacheisen-Profilstab bei nicht konstanter Wärmeübergangszahl „ α “ und 

nicht konstanter Wärmeleitfähigkeit „λ “ über die Stabhöhe zu berechnen. 

 

2.6 Dimensionsreduktion 
2.6.1 Nichtstationäre Wärmeleitung ohne Wärmequellen und Wärmesenken [10] 
 

Bei mehrdimensionaler Wärmeleitung ohne Wärmequellen und Wärmesenken lautet die Fou-

riersche Wärmeleitgleichung 

 














∂

ϑ∂+
∂

ϑ∂+
∂

ϑ∂=
∂
ϑ∂

2z

2

2y

2

2x

2
a

t
                (2.6.1) 

und für ebene Wände mit einem Wärmestrom in Richtung der y-Achse 

 2

2

y
a

t ∂
ϑ∂=

∂
ϑ∂ .                   (2.6.2) 

Beide Gleichungen setzen in dieser Form konstante Wärmeleitfähigkeit  λ   und konstante 

Wärmekapazität  c  voraus. Die Größe 

 
c

a
⋅ρ
λ=                    (2.6.3) 

ist die Temperaturleitfähigkeit [ ]s/m2 . 
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2.6.2 Stationäre Wärmeleitung in einer ebenen Wand 

 

Bei dreidimensionaler Wärmeleitung ist die Wärmestromdichte in Richtung der drei Koor-

dinaten  x, y, z  ein Vektor 

 





 ⋅∂

ϑ∂+⋅∂
ϑ∂⋅

∂
ϑ∂λ−= +

•

zezyeyxe
x

q                (2.6.4) 

mit den Einheitsvektoren  ze,ye,xe   (siehe auch Gleichung 2.3.2). Gleichung (2.6.4) ist zu-

gleich die allgemeine Form des Fourierschen Gesetzes für isotrope Körper. 

 

Eindimensionale stationäre Wärmeleitung durch eine ebene Wand ( δ = const): 

 

Werden die beiden Oberflächen einer ebenen Wand der Dicke  δ   auf verschiedenen Tempe-

raturen  1ϑ   und  2ϑ   gehalten, so strömt durch die Fläche  A  in der Zeit  t  nach dem Fou-

rierschen Gesetz die Wärme 

 tAQ 21 ⋅
δ

ϑ−ϑ⋅⋅λ= . [J] ( constA,:zunächst =λ )            (2.6.5) 

Darin gibt die Wärmeleitfähigkeit  [ ]Km/W ⋅λ   die Wärmemenge an, die im stationären 

Zustand je Sekunde durch eine Fläche von 1m2   fließt, wenn senkrecht dazu ein Temperatur-

gefälle von 1 K pro Meter herrscht. Man bezeichnet  
t
QQ =

•
  als Wärmestrom  [W]  und  

At
Qq
⋅

=
•

  als Wärmestromdichte [ ]2m/W . Ähnlich wie bei der Elektrizitätsleitung ein Strom  

I  nur fließt, wenn man eine Spannung  U  anlegt, um den Widerstand  R  zu überwinden  (I = 

U/R), fließt ein Wärmestrom  
•
Q   nur dann, wenn eine Temperaturdifferenz  12 ϑ−ϑ=ϑ∆   

vorhanden ist: 

 ϑ∆⋅
δ
⋅λ=

• AQ .                  (2.6.6) 

In Analogie zum Ohmschen Gesetz nennt man  ( )A/R W ⋅λδ=   einen Wärmeleitwiderstand  

[K/W]. Betrachtet man statt einer Wand mit der endlichen Dicke  δ   eine aus ihr senkrecht 

zum Wärmestrom herausgeschnittene Scheibe der Dicke  dx , so erhält man das Fouriersche 

Gesetz in der Form 

 
dx
dqund

dx
dAQ ϑ⋅λ−=ϑ⋅⋅λ−=

••
, (Wärmestromdichte = Heizflächenbelastung)

      const=λ               (2.6.7) 
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wobei das negative Vorzeichen ausdrückt, dass die Wärme in Richtung abnehmender Tempe-

ratur strömt. 
•
Q ist hierbei der Wärmestrom in Richtung der x-Achse, der senkrecht durch eine 

gegebene Fläche A hindurch tritt. Liegt eine lineare Temperaturverteilung mit 

( ) h
x

mx
⋅ϑ∆+ϑ=ϑ   und mit  ( ) h

'x
ϑ∆=ϑ   vor, dann lautet die Wärmestromdichte 

 
h

q ϑ∆⋅λ−=
•

= const  und allg.   ( ) ( ) ( )y
dy
dq yy
ϑ⋅λ−=

•
             (2.6.8) 

Hierbei ist „ ϑ∆ “ die Temperaturdifferenz zwischen den Außenfasern im Abstand „h“. 

Zu Wärmeleitfähigkeiten und Wärmestromdichten siehe Kapitel 2.8.4. 

 

Dimensionsreduktion vom räumlichen, instationären Temperaturfeld  
(die Wärme flutet!)  [ ]t,z,y,xϑϑ =  (siehe (2.4.5))  
zum eindimensionalen, scheinbar stationären Temperaturfeld   
 

In den Anhängen A, B, H 6 und H 8 werden für thermisch ungleichmäßig beanspruchte 

Stahlbauelemente thermomechanische Spannungen und zugehörigen Formänderungen mit 

Hilfe eines eindimensionalen, gemessenen Temperaturfeldes berechnet.  

Diese analytischen Berechnungen sind durch drei Dimensionsreduktionen ermöglicht. Diese 

sind: 

 

1. Die Zeit „t“ 

 

Die Zeit „t“ kann beim Vorliegen folgender Messergebnisse (Temperaturprofile) eliminiert 

werden: 

1.1 Über die Stabhöhe gesehen liegt eine ausreichende Anzahl von scheinbar stationären 

 Temperaturfeldern, die aus der Überlagerung beliebiger instationärer Temperaturver-

teilungen entstanden sind, mindestens minutenlang vor. 

 

1.2 Die Temperaturprofile weisen ein maximales Profil zu einem bestimmten Zeitpunkt an 

 einem bestimmten Ort „x“ aus. Hierbei können der Zeitpunkt und der Ort aus der Er-

fahrung bekannt sein oder aus zeitabhängigen Temperaturmessungen über die Länge 

des Bauteils in Abhängigkeit vom Arbeitsablaufrhythmus, von Lastspielzahlen oder 

von Klimawechseln stammen. 
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2. Einfluss der x-Achse 

 

Der Einfluss der x-Achse auf die Temperaturverteilung kann dadurch berücksichtigt werden 

und aus den Berechnungen ausscheiden, wenn der Ort „x“ des maximalen Temperaturfeldes  

( ) maxyϑ=ϑ   zur Ermittlung der thermomechanischen Spannungen bekannt ist, wenn das 

Durchschnittstemperaturfeld über die Stablänge aus den gemittelten Werten der zu den ein-

zelnen Querschnittstemperaturprofilen gehörenden Temperaturfelder zwecks Ermittlung der 

durchschnittlichen Formänderungen bekannt ist und wenn zwecks Ermittlung der Biegelinie 

der Verlauf der Temperaturdifferenz „ ( )x1ϑ∆ “ (siehe Anhang D9.) bekannt ist. 

 

3. Einfluss der z-Achse 

 

Der Einfluss der z-Achse scheidet aus den Berechnungen aus, wenn die Temperaturen kon-

stant über die Stabdicken verlaufen oder nur kleine, vernachlässigbare Temperaturdifferenzen 

vorhanden sind. Die Auswirkungen dieser Temperaturdifferenzen werden durch die Querkon-

traktionszahl  3,0=µ   bei Stahl ohnehin gemindert. 

Liegen die Voraussetzungen der Punkte 1. bis 3. vor, so scheiden aus den Berechnungen die 

Größen x, z und t aus. Es liegt nur noch die eindimensionale Temperaturverteilung 

 ( )yϑ=ϑ  vor. 
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2.6.3 Eindimensionale stationäre Wärmeleitung durch einen Stahl-Profilstab  
 mit b ≠ const 

Bild 2.6:  Breitflanschträger mit linearisierter Temperaturverteilung  ( )lryϑ  

Nach Fourier gilt für eindimensionalen Temperaturverlauf und b = const 

Wärmestromdichte: 

 
h

tan
dy
dq 1

1
ϑ∆⋅λ−=α⋅λ−=ϑ⋅λ−=

•
 

Wärmestrom: 

 
W

111

R
A

h
b

h
bqQ ϑ∆−=⋅ϑ∆⋅λ−=⋅⋅ϑ∆⋅λ−=⋅⋅−=

••
ll  

mit dem Wärmeleitwiderstand 
l⋅⋅λ

=
b
hR W  . 

Ferner gilt für   b ≠ const: 

Ein Profilstab ist aus Teilprofilen zusammengesetzt. Soll der Wärmestrom berechnet werden, 

der alle Teilprofile durchfließt, so sind der resultierende Wärmeleitwiderstand und die resul-

tierende, rechnerische Stabbreite „bw“ zunächst zu berechnen. 

Analog dem Ohmschen Gesetz: 
s

R;
R
UI

⋅γ
== l  ;  λ=γ ˆ    

          h=̂l  

gilt für den Wärmestrom:  
b
h1R;

R
Q W

W

⋅
⋅λ

=ϑ∆=
•

l
 ; bˆs ⋅= l . 

t1

t3

2h

b1

s

3b
1

1

1

Q
l

+ϑ  

 

Q
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h
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Bei mehreren Teil-Wärmeleitwiderständen, wie hier beim Breitflanschträger, ist der resultie-

rende Wärmeleitwiderstand analog wie bei der Reihenschaltung in der Elektrotechnik zu be-

rechnen: 
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1
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s
h

b
t

hb   =  Resultierende, rechnerische Stabbreite           (2.6.9) 

 

(Je nach Profil ist  bw  etwa 10% bis 20% größer als s) 

 

2.7. Einflüsse auf die Temperaturverteilungen 

 

Temperaturverteilungen unterliegen vielfältigen Einflüssen. Die wichtigsten Einflüsse werden 

durch die Temperaturabhängigkeit des Werkstoffkennwertesλ , der seitlichen Wärmeabströ-

mung sowie durch die starke Temperaturabhängigkeit des globalen Wärmeübergangskoeffi-

zienten „ α “ hervorgerufen. Nachfolgend werden in Kapitel 2.7.1 und Kapitel 2.7.2 die Ein-

flüsse aus „λ“ und der seitlichen Wärmeabströmung beschrieben. Die Beschreibung des Ein-

flusses der Wärmeübergangszahl „ α “ erfolgt im Kapitel 2.8 mit einer analytischen Berech-

nung von „ α “ aus einem gemessenen Temperaturfeld in Kapitel 2.8.5. Die Schilderung der 

Einflüsse der Temperaturabhängigkeit der Werkstoffkennwerte „E“ und „ tα “ auf rein rechne-

rische Temperaturdifferenzen bei der Auswertung eines Temperaturfeldes und auf Span-

nungsverteilungen erfolgt im Kapitel 4.7.4 und in den Anhängen E und F.  
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2.7.1 Einfluss der Temperaturabhängigkeit der Wärmeleitfähigkeit „λ “, DGL 
 Mittelwerte von Temperaturen und Werkstoffkennzahlen 
 

Nachstehend erfolgt die Beschreibung des Temperaturverlaufes  ( )ϑ x   in einer Stahlwand bei 

stationärem Wärmefluss, wobei die Wärmeleitfähigkeit eine Funktion der Temperatur ist: 

( )λ λ ϑ= . Die Berechnungen sollen zeigen, dass in Stählen wegen der Temperaturabhän-

gigkeit der Wärmeleitfähigkeit „λ“ , kein linearer Temperaturverlauf möglich ist. Es ist im 

Allgemeinfall nach Fourier mit  :const=λ  

;ngradtAQ ϑ⋅⋅⋅λ−=  

 
dx
dtAQ ϑ⋅⋅⋅λ−=  (eindimensional) 

 
dx
dtAQ ϑ⋅⋅⋅λ−=   (Wärmemenge in  „t“  Stunden) ; 



ϑ=ϑ
m
Kgrad

dx
d  

 ϑ⋅⋅λ−==
•

gradA
t
QQ  (Wärmestrom, Wärmefluss) 



 =

S
JW  

 
h

grad
A
Qq ϑ∆⋅λ−=ϑ⋅λ−==
••

 (Wärmestromdichte, Wärmeflussdichte) 





2m
W   (2.7.1) 

         (Geradliniger Temperaturverlauf) 

Für  .const≠λ  gilt nach Fourier 





⋅
λ

Km
W  

( )q grad• = − ⋅λ ϑ ϑ  (Wärmestromdichte bzw. Wärmeflussdichte) ,           (2.7.2.) 

d.h. eindimensional:  ( ) ( )q x d
dx

• = − ⋅λ ϑ ϑ   .                (2.7.3) 

Im stationären Fall („Beharrungszustand“) muss die mittlere Wärmestromdichte q• an allen 

Stellen  x  die gleiche, d.h. unabhängig von  x  sein: 

Q

hdx
d ϑ∆=ϑ

dy

d

A

   
.consthtandx =ϑ∆=α=dϑ  

0dx
dq =  

 

 

 ϑ∆ .consthq =⋅λ−=

 

.constQ
h

A
dx
dA ==ϑ∆⋅⋅λ=ϑ⋅⋅λ  

A = b  l ;  b = const.⋅

21ia ϑ−ϑ=ϑ−ϑ=ϑ∆h

x

= q

 

Bild 2.7.1.1: Theoretische, eindimensionale lineare Temperaturverteilung
 

[J] 
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„stationär“     ⇒   ( ) ,q.constxq •==•  

d.h.   dq
dx

•

= 0                   (2.7.4) 

(2.7.3) in (2.7.4) gesetzt, liefert 

 ( ) ,0
dx
d

dx
d =



 ϑ⋅ϑλ−  

woraus folgt: 

− ⋅ + ⋅








 =d

dx
d
dx

d
dx

λ ϑ λ ϑ2

2 0 .                  (2.7.5) 

Es ist  λ   gegeben als Funktion von  ( ) ( ) ( )( )xx ba;ba ϑ⋅−=λϑ⋅−=λϑ ϑ   und  ϑ   ist eine 

Funktion von   x  , folglich auch  λ   „implizit“ über  ( )ϑ x   eine Funktion von  x  , weshalb 

man für 

 ( )[ ]d
dx

xλ ϑ  erhält:  d
dx

d
d

d
dx

λ λ
ϑ

ϑ= ⋅  .              (2.7.6) 

(2.7.6)    für  d
dx
λ  in  (2.7.5)  eingesetzt, gibt 

 d
d

d
dx

d
dx

d
dx

λ
ϑ

ϑ ϑ λ ϑ⋅ ⋅ + ⋅ =
2

2 0  , 

wonach die den Temperaturverlauf  ( )ϑ ϑ= x   bei stationärem eindimensionalen Wärmestrom 

beschreibende nichtlineare Differentialgleichung (DGL) lautet: 

 

 ( )d
d

d
dx

d
dx

mitλ
ϑ

ϑ λ ϑ λ λ ϑ⋅





+ ⋅ = =
2 2

2 0   .              (2.7.7) 

 

 

Geschlossene Lösung der den Temperaturverlauf in einem Flacheisenstab 
beschreibenden nichtlinearen Differentialgleichung 
 

Um die DGL lösen zu können, muss zunächst die Funktion der Temperaturabhängigkeit von 

„λ “ bekannt sein. Das ist z.B. in nachfolgendem Bild dargestellt. Abschnittsweise darf der 

Verlauf von „ λ “ über die Temperatur linear betrachtet werden. 

Wärmeleitzahl ( )λ λ ϑ=  
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1.0038  
   siehe Literaturverzeichnis [30, 32, 109] 

 
Bild 2.7.1.2: Wärmeleitfähigkeit in Abhängigkeit von der Temperatur 

 

Die geschlossene Lösung der DGL  (2.7.7) führt zu [Herleitung siehe Anhang  D1]: 
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 ϑ−−=ϑ                 (2.7.8) 

Liegt bei einem Material, z.B. austenitischem Stahl, mit zunehmender Temperatur ein Anstieg 

der Wärmeleitfähigkeit  λ   und in einem bestimmten Temperaturbereich ein linearer Verlauf 

der Kurve  ( )λ λ ϑ=   mit 

 ϑ⋅′+′=λ ba  

vor, so lautet die Lösung der DGL für eindimensionalen Temperaturverlauf 

 
h
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b
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b
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b
a 2
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 ϑ+
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 ϑ+

′
′

+
′
′

−=ϑ                (2.7.9) 

Somit verläuft die Temperatur in einem Stahlprofilstab kurvenförmig. Als Beispiel siehe An-

hang H 2.  

Im Fall •q  = const (bei linearem Temperaturverlauf bzw. als Mittelwert), kann die Wärme-

stromdichte gleichwertig ausgedrückt werden durch (Ableitung siehe Anhang D 1.1): 
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 ϑ−−






 ϑ−⋅

⋅
=•

2

1

2

2 b
a

b
a

h2
bq     bzw. ( ) ( ) hdx

dq ϑ∆⋅λ=ϑ⋅λ= ϑϑ
•  

                   (2.7.10) 

 a1i2 ˆ;ˆ ϑ=ϑϑ=ϑ  . 

 

Mittelwerte von Temperaturen und Werkstoffkennzahlen 

 

Bei den Problemen der Thermomechanik muss mit Temperaturen, bestimmten maximalen 

Temperaturdifferenzen, temperaturabhängigen Werkstoffkennwerten und sehr häufig mit ih-

ren Mittelwerten gerechnet werden. Siehe z.B. Gleichung (2.7.10). Hierbei ist es von ent-

scheidender Bedeutung, welche Temperaturen bzw. welche Temperaturdifferenzen bzw. de-

ren Mittelwerte in den angegebenen Berechnungsformeln gemeint sind, ermittelt und einge-

setzt werden müssen. Bei der thermischen Beanspruchung von Bauelementen und deren 

Wechselbeziehungen mit der Umgebung wird außer der Beschreibung von Temperaturfeldern 

in Hauptachsenrichtung ( ) ( ) ( )( )zyx und, ϑ∆ϑ∆ϑ∆  auch der rechnerisch zu ermittelnde durch-

schnittliche, resultierende Temperaturdifferenzenverlauf in Achsenrichtung „ 1ϑ∆ “ und die 

durchschnittliche mittlere Körper – bzw. Oberflächentemperatur „ mDϑ∆ “ benötigt. Zur Be-

rechnung von „ 1ϑ∆ “ und „ mDϑ∆ “ siehe Kapitel 5. Ihre Durchschnittswerte „ 1ϑ∆ “ und 

„ mDϑ∆ “ werden aus mehreren, über die Stablänge „x“ möglichst gleichmäßig verteilten 

Temperaturfeldern gewonnen. Die Temperaturfelder entstehen wiederum aus Temperaturpro-

filen, siehe z.B. Anhang  B. Aus der Temperaturdifferenzenverteilung zwischen den Außenfa-

sern über die Stablänge (siehe Bild 1.5) kann die Stelle „x“ mit dem maximalen Temperatur-

feld ermittelt werden. Die erforderlichen Mittelwerte wie auch die Mittelwerte der tempera-

turabhängigen Werkstoffkennzahlen und des globalen Wärmeübergangskoeffizienten müssen 

entsprechend dem Mittelwertsatz der Integralrechnung 

 ( )ab)c(fdx)x(f
b

a
−⋅=∫  oder ( ) dx)x(f

ab
1)c(f

b
a∫⋅−

=  

beim vorliegenden Temperaturproblem in der Form 

 dx)x(1 0

0 1
0

1 ⋅ϑ∆⋅=ϑ∆ ∫
l

l
 

berechnet werden. Das heißt, dass bei der analytischen Berechnung von thermomechanischen 

Spannungen und Formänderungen in thermisch beanspruchten Tragwerksstäben, gegebene 

Temperaturfelder zwecks Bestimmung der erforderlichen Temperaturdifferenzen und des 
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erforderlichen Mittelwertes vor Nutzung erst ausgewertet werden müssen. Hierbei erfolgt die 

Ermittlung der mittleren Körpertemperatur „ ( ) gyϑ “ = „ mDϑ “ aus dem zuvor berechneten 

Polynom „ ( ) gyϑ “ der Temperaturverteilung für jedes Temperaturfeld. Dann werden die Mit-

telwerte für alle vorliegenden Temperaturfelder bestimmt. Sind über die Stablänge „ l “ an 

den Stellen x1 bis xn in gleichen Abständen Temperaturprofile aufgenommen worden und 

liegt für die einzelnen Höhenlinien kein Polynom für den Temperaturverlauf über die Stab-

länge vor, so kann zur Berechnung des Temperaturmittelwertes einer Höhenlinie die so ge-

nannte „Trapezformel“ als Vereinfachung des Mittelwertsatzes benutzt werden (siehe auch 

Anhang A): 

 ( )1n2

22 nxxx 1n21x

I −⋅

ϑ∆+ϑ∆⋅++ϑ∆⋅+ϑ∆
=ϑ∆







 −

K

  . 

Aus diesen Mittelwerten entsteht dann das so genannte „Durchschnittstemperaturfeld“, über 

die zur Verfügung stehenden Flächen unter dem Temperaturlinienzug „ ( )x1ϑ∆ “ bei „n“ Ein-

zeltemperaturprofilen über die Stablänge ausgedrückt (siehe auch Kapitel D 9.): 

 ( )∑ −=⋅ϑ∆ 1n1 Al  (Ursprung der Trapezformel) . 

Der gesuchte Temperaturmittelwert mal der Stablänge ist gleich der Summe der Einzeltempe-

raturflächen über die Stablänge gesehen. Bei linearen Funktionen zwischen zwei Punkten (n = 

2) geht der angesprochene Mittelwertsatz wie auch die Trapezformel in den arithmetischen 

Mittelwert (Durchschnitt) über: 

 ( )n21a xxx
n
1x +++= L   z.B. 

2
21 ϑ+ϑ

=ϑ   bei  n = 2. 

Das Auffinden der häufig benötigten Mittelwerte der Werkstoffkennzahlen „ tα “ und „E“ 

wird nachfolgend nach Linearisierung der Angaben im Anhang „C“ und nach Berechnung der 

mittleren Körpertemperatur „ mDϑ “ für Baustähle gezeigt: 
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1. Aus Anhang „C“: 

 
( ) ( )

( ) ( ) 25

6
t

mm/N10dcE

K/10ba

⋅ϑ⋅−=

⋅ϑ⋅+=α

ϑ

−
ϑ  

2. Mittlere Körpertemperatur: 

( ) ( ) gy
2/h

2/h gymD dy
h
1 ϑ=⋅ϑ=ϑ ∫ −

 (hierbei ist „ ( ) gyϑ “  

 z.B. in Form eines Polynoms bekannt) 
3. Aus 1. und 2. folgt: 

 ( ) K/100055,09,11~ 6
mDtm

−⋅ϑ⋅+=α              (2.7.11) 

 ( ) 25
mDm mm/N1000158,017,2~E ⋅ϑ⋅−=             (2.7.12) 

Vereinfacht werden die Mittelwerte der Werkstoffkennzahlen ausreichend genau aus der Hal-

bierung der zugehörigen Werte der Außenfasern (entsprechend ia und ϑϑ ) gewonnen oder 

direkt als dem rechnerischen Temperaturmittelwert „ mRϑ “ zugeordnete Werkstoffkennzahl 

berechnet. 

Die Verwendung zugehöriger Temperaturdifferenzen und Mittelwerte von Werkstoffkennzah-

len für Spannungsberechnungen, Formänderungen und zur Berechnung der thermischen Bie-

gelinie siehe Kapitel 5.3.1, Anhang A und B, Anhang D 9, H 6 und Anhang H 8. 

 
 
2.7.2. Einfluss der seitlichen Wärmeabströmung 

Berechnung der Temperaturverteilung durch Kopplung zweier Differentialglei-
chungen 

 

Es folgt die Beschreibung des symmetrischen Temperaturdifferenzenverlaufes ( )yϑ′∆ in ei-

nem Flacheisenstab bei nicht konstanter Wärmestromdichte (seitliche Wärmeabströmung). 

Die globale Wärmeübergangszahl „ α “ und die Wärmeleitfähigkeit „λ “ sind zunächst kon-

stant über die Stabhöhe. 
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h 1
4 h

y
m

h 1
2
h 3

4

y

 
 
Bild 2.7.2.1: Seitliche Wärmeabströmung  

Wegen „Seitenabströmung“ der Wärme längs der Flacheisen-Flanken  L x h  ist d Q• < 0 , also 

werden aufgrund der Randbedingungen dritter Art (siehe Kap. 2.5) folgende zwei Differenti-

algleichungen gekoppelt: 

 

1. Vertikaler Wärmestrom durch die Fläche bLAein ⋅=  und zugehörige Wärmestromdichte 

im Körper selbst: 

 
dy
dq;AqdQd ein
ϑ⋅λ−=⋅−=−

•••
 

 

.bLdy
dy
d

dy
dQd

A
dy
ddQd ein

48476
↓

⋅⋅⋅






 ϑ⋅λ−−=−

⋅






 ϑ⋅λ−−=−

•

•

 

2. Beidseitig abfließender Wärmestrom in die Umgebung mit der Temperatur „ aΘ “ (zunächst 

konstante globale Wärmeübergangszahl  „ α “  über die Stabhöhe!):  

( ) .A2Qd yaus ϑ∆⋅⋅α⋅=−
•
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Hier: ( ) ( )( )αΘ−ϑ=ϑ∆⋅== yyaus ,dyLdAA  

 ( )( )α
•

Θ−ϑ⋅⋅⋅α⋅=− ydyL2Qd  . 

Nachfolgende Gleichung zeigt nach Gleichsetzung die Verknüpfung der beiden Differential-

gleichungen. 

( )a)y(

!Ad

dyL2bLdy
dy
d

dy
dQd Θ−ϑ⋅⋅⋅α⋅=⋅⋅⋅







 ϑ⋅λ−−=− •

321
,         (2.7.2.0) 

für die Wärmeleitfähigkeit  λ = const.  über die Stabhöhe wird 

 ( ) b:02b
dy
d

a2

2
⋅λ=Θ−ϑ⋅α⋅−⋅ϑ⋅λ  

 ( ) 0
b

2
dy
d

a2

2

=Θ−ϑ⋅
⋅λ
α−ϑ  ; ( )yϑ=ϑ            (2.7.2.1) 

(2.7.2.1) ist die DGL für den Temperatur-Verlauf über die Höhe  y  im Intervall  hy0 ≤≤   

des Flacheisens (bei λ = const. ), dessen eine Stirnfläche (stationär!) auf   ϑ1   und dessen ande-

re Stirnfläche  b x L  auf  ϑ ϑ2 1<   gehalten wird (α = Globale Wärmeübergangszahl in  

W
m K2 ⋅

  und   !CinemperaturUmgebungsta
o=Θ ): 

 a2

2

b
2

b
2

dy
d Θ⋅

⋅λ
α−=ϑ⋅

⋅λ
α−ϑ               (2.7.2.2) 

 

apart Θ=ϑ  ist partikuläres Integral von (2.7.2.2) bzw. (2.7.2.1).  

Es verbleibt somit die zu lösende homogene DGL 

0
b

2
dy
d

2

2

=ϑ⋅
⋅λ
α−ϑ .               (2.7.2.3) 

 

 

2.7.2.1 Geschlossene Lösung der homogenen Differentialgleichung 

 

Gleichung (2.7.2.3) ist eine Wärmeleitungsgleichung in der Form einer Fourierschen Diffe-

rentialgleichung ohne Wärmequellen für ein zeitlich konstantes Temperaturfeld das nur von 

einer Koordinate abhängig ist. Für das Aufsuchen von partikulären Integralen und die allge-
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meine Lösung einer derartigen Gleichung schlägt Gröber [111, Seite 112] als Ansatz für das 

Integral der Differentialgleichung die Wahl einer Exponentialfunktion in der Form 
ymeC ⋅−⋅=ϑ  ,  das Newtonsche Abkühlungsgesetz  [48] bei Abkühlung, vor. Voraussetzung 

ist, dass die Gleichung homogen ist und dass die Koeffizienten bund,λα  konstante Größen 

sind. In dem Fall führt der Ansatz immer auf ein partikuläres Integral [111, Seite 26]. Da 

beim vorliegenden Problem zusätzlich zur Stababkühlung durch seitliche Wärmeabfuhr zu-

nächst eine Erwärmung vorliegt, wird hierfür ergänzend eine Exponentialfunktion mit positi-

vem Exponenten gewählt. Die Addition dieser beiden Exponentialgleichungen in der Form 

 ( )ϑ ω ω
y

y yA e B e= ⋅ + ⋅⋅ − ⋅    (Ansatz) 

sei eine Lösung der Differentialgleichung (2.7.2.3). 

Die 1. Differentiation ergibt: d
dy

A e B ey yϑ ω ωω ω= ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅⋅ − ⋅            (2.7.2.4) 

Die 2. Differentiation ergibt y2y2
2

2
eBeA

dy
d ⋅ω−⋅ω ⋅⋅ω+⋅⋅ω=ϑ           (2.7.2.5) 

Die Gleichung (2.7.2.5) wird gemeinsam mit dem Ansatz in Gleichung (2.7.2.3) eingesetzt 

und liefert: 

 ( ) ( ) 0eBeA
b

2eBeA yy2yy =⋅+⋅⋅
⋅λ
α⋅−ω⋅⋅+⋅ ⋅ω−⋅ω⋅ω−⋅ω  . 

Daraus folgt: ( ) 0
b

2eBeA 2yy

0

=







⋅λ
α−ω⋅⋅+⋅

≠ϑ=

⋅ω−⋅ω
444 3444 21  . 

Da 0≠ϑ  ist, muss gelten: .0
b

22 =
⋅λ
α⋅−ω  

Hieraus folgt: konstantzunächstsindbund,min
b

2 1

tanteSystemkons

λα











⋅λ
α⋅=ω −

43421
. (2.7.2.6) 

Mithin ist: 

 ( ) a
yy

y eBeA Θ+⋅+⋅=ϑ ⋅ω−⋅ω  ,             (2.7.2.7) 

die allgemeine Lösung von (2.7.2.1) . 
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Bestimmung der Integrationskonstanten A und B: 

 

Bei   0yln =   muss  ( )ϑ ϑy= =0 1   sein, liefert: 

 BAa1 +=Θ−ϑ .               (2.7.2.8) 

Bei  ln y = h muss  ( ) 2hy ϑ=ϑ =   sein, liefert: 

hh
a2 eBeA ⋅ω−⋅ω ⋅+⋅=Θ−ϑ .              (2.7.2.9) 

 

Die beiden Gleichungen (2.7.2.8) und (2.7.2.9) bilden ein lineares Gleichungssystem für die 

beiden Unbekannten A und B. Die Lösungen für A und B lauten: 

 

( ) ( )

( ) ( )
.

ee
e

B

ee
e

A

hh

h
a1a2

hh
a2

h
a1

⋅ω⋅ω−

⋅ω

⋅ω⋅ω−

⋅ω−

−
⋅Θ−ϑ−Θ−ϑ

=

−
Θ−ϑ−⋅Θ−ϑ

=

           (2.7.2.10) 

Damit lautet die vollständige Exponentialgleichung: 

[ ]

( ) ( ) yy
ya

yy
y

1

eBeA.bzweBeA

m
b

2und!constqmit

⋅ω−⋅ω⋅ω−⋅ω

−•

⋅+⋅=ϑ∆θ+⋅+⋅=ϑ

⋅λ
α⋅=ω≠

( )
( ) ( ) ( ) ( )

a
y

B

hh

h
aaaiy

A

hh
ai

h
aa

y e
ee

e
e

ee
e

θ+⋅







−

⋅θ−ϑ−θ−ϑ
+⋅








−

θ−ϑ−⋅θ−ϑ
=ϑ ⋅ω−

⋅ω⋅ω−

⋅ω
⋅ω

⋅ω⋅ω−

⋅ω−

44444 344444 2144444 344444 21

.    (2.7.2.11) 

( ) ( )beryy ϑ=ϑ  setzt sich somit aus der Überlagerung zweier Exponentialfunktionen (Hyper-

beln) zusammen. Setzt man in die Gleichung (2.7.2.11) die Werte des Beispiels Bild 2.8.4 mit  

b=0,03m = Stabdicke, h = 0,12m = Stabhöhe, C18,C150,C281 0aia
ooo =ϑ∆=Θ=ϑ=ϑ   

und mit den zunächst konstanten, abgeschätzten Parametern 2mK/W130 ⋅=α  [79] und 

Km/W52 ⋅=λ   [109] auch 
b

2
⋅λ
α⋅=ω  = 12,91 m -1  ein, so erhält man nachfolgendes, ma-

thematisch eindeutiges Temperaturfeld. Ausführliche Berechnung siehe Anhang H 2. 
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berA

h 
= 

0,
12

 m

0

0,03

0,06

0,09

0,12

147.55

147.23

149.13

153.18

159.18

179.34

193.23

210.03

230.02

253.57

= 166.18

(y)l

(y)∆ϑ'

y ber(y)

m

a
yy

ber)y( ΘeBeA +⋅+⋅=ϑ ⋅ω−⋅ω

 

Bild 2.7.2.2: Berechnete Einzeltemperaturen über die Stabhöhe,  q• ≠ const  

 

2.8 Lösungen / Versuche / lineare und gemessene Temperaturfelder 
2.8.1 Lösungen 

Beschreibung des unsymmetrischen Temperaturverlaufes mit nicht konstanter 
globaler Wärmeübergangszahl „ α “ und nicht konstanter Wärmeleitfähigkeit 
„λ “ über die Stabhöhe. 

 

Im Kapitel 2.7 wurden Einflüsse auf den nichtlinearen Temperaturverlauf bei thermischen 

Beanspruchungen beschrieben. Die graphisch dargestellten geschlossenen Lösungen der auf-

gestellten Differentialgleichungen (Anhang D 1 und H 2) zeigen, dass reale Temperaturvertei-

lungen eine nichtlineare Berandung besitzen. Im folgenden Bild 2.8.1.1 ist die rechnerisch 

ermittelte Temperaturverteilung „ ( ) beryϑ “ aus Bild 2.7.2.2 und die gemessene Temperatur-

verteilung „ ( ) gyϑ “ des bereits erwähnten Beispiels (Bild 2.8.4) bei gleichen Außenfasertem-

peraturen eingezeichnet. Die sich unter den Kurven bis zur Schlusslinie „ ( ) lyϑ “ ergebenden 

Flächen „ berechnetAϑ “ bzw. „ gemessenAϑ “ zeigen von ihrem Flächeninhalt her eine gute 

Übereinstimmung. Der Temperaturverlauf  „ ( ) berechnetyϑ “ zeigt im unterem Viertel entspre-

chend dem Berechnungsansatz (für gleichmäßige seitliche Wärmeabströmung) die typischen 

Merkmale des Verlaufs einer symmetrischen Temperaturverteilung (scheinbare Temperatur-

abnahme) im Gegensatz zur gemessenen unsymmetrischen Temperaturverteilung „ ( ) gyϑ “. 
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(y)g b(y)

Aϑber ~ Aϑgem~

Schlußlinie ϑ(y)l

Aϑ

 
Bild 2.8.1.1: Gemessene und berechnete Temperaturkurve bei gleichen Außenfasertemperaturen 

 

 

Die nachfolgenden Überlegungen sollen die Ursache für die Unsymmetrie des gemessenen, 

realen Temperaturfeldes aufzeigen. Damit soll gleichzeitig das Auftreten des negativen, zwei-

ten thermomechanischen Momentes (Ableitung siehe Anhang D2) erklärt und die Berech-

nungsgleichung (2.7.2.7) soweit verbessert werden, dass der analytisch berechnete Tempera-

turverlauf dem gemessenen hinreichend genau entspricht. 

 

Das berechnete Temperaturteilfeld „ berAϑ “ soll dem gemessenen Temperaturteilfeld „ gAϑ “ 

gegenübergestellt werden. Dazu wird eine Darstellungsart gewählt (vertikal aufgestellte Ge-

rade „ ( ) lyϑ “ als y-Achse!), die es gestattet, den Kurvenverlauf der betrachteten Temperatur-

verteilungen sofort auf symmetrischen- oder unsymmetrischen Verlauf beurteilen zu können. 

(Siehe Bild 2.8.1.2, Teilbilder „a“ und „b“). In beiden dargestellten Fällen  a  und  b  ent-

spricht die y-Achse der vertikal gestellten Geraden  „ ( ) lyϑ “ (Nullspannungstempera-

turverlauf) zwischen den Außenfasertemperaturen „ aϑ “ und „ iϑ “. 
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ϑ∆ )y( g
'

mϑ g

R

Aϑg

mϑ R

AϑS

mϑ ber mϑ R

Aϑber

AϑS

)y(ϑ ber
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'
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'
g)y(l)y(g)y( ϑ−ϑ=ϑ∆

RAbEM

dyy'bEM

gt2th

2/h

g)y(t2th

⋅ϑ⋅⋅α⋅−=

⋅⋅ϑ∆⋅⋅α⋅−= ∫ 2/h−

Unsymmetrisches Temperatur-
teilfeld

g)y(ϑ : Gemessen

 

0M0R 2th =⇒=

'
ber)y(l)y(ber)y( ϑ−ϑ=ϑ∆

Berechnetes symmetrisches Temperatur-
teilfeld                bei seitlicher Wärmeab-
strömung

"A" berϑ

Abgerundet:
R = 0 !

a b

 
Bild 2.8.1.2: Gegenüberstellung der Temperaturteilfelder „ berg AundA ϑϑ “ 

 

Das Ergebnis der Gleichung: 

 ( ) [ ]CeBeA a
yy

bery
oΘ+⋅+⋅=ϑ ⋅ω−⋅ω    siehe         (2.7.2.7) 

mit 
b

2
⋅λ
α⋅=ω        siehe         (2.7.2.6) 

wird maßgeblich von den Variablen λα,  und von der Umgebungstemperatur aΘ  bestimmt. 

Der globale Wärmeübergangskoeffizient α , der die Anteile aus Strahlung und Konvektion be-

inhaltet, bewegt sich in einem weiten Bereich zwischen 

 α =3   bis   α =300   2mK
W
⋅

 

d.h. α  bewegt sich in seiner Größe von freier Konvektion in Gasen bis hin zum Gesamt-

Wärmeübergangskoeffizienten bei erzwungener Konvektion durch Pressluftkühlung [15, 48, 

79, 111]. 
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Die symmetrische Temperaturverteilung bei seitlicher Wärmeabströmung war mit konstanten 

Werten von α  und λ  im Anhang H 2 berechnet worden. Das gemessene Temperaturfeld ent-

spricht zwar in der Größe seiner Fläche dem berechneten, nicht aber hinsichtlich der Symme-

trie. Somit muss es Einflüsse beim Wärmetransport geben, die die Unsymmetrie und eine 

Verschiebung der theoretisch ermittelten Temperaturverteilung hervorrufen. Die 

Unsymmetrie des Temperaturteilfeldes „ gAϑ “ bewirkt ein negatives thermodynamisches 

Moment der Größe 

 ( ) ,hbAmitRAbdAy'M QgyA2 ∫ ⋅=⋅ϑ⋅−=⋅⋅ϑ∆−=  

das wiederum das zweite thermomechanische Moment (Ableitung siehe Anhang D2) 

 
[ ]mKN

h
IE

RAbEMKM

2
t

gt2T2th

⋅
ϑ∆

⋅α⋅⋅−=

⋅ϑ⋅⋅α⋅−=⋅−=
 

hervorruft. Nachfolgend wird die gemessene Temperaturkurve noch einmal skizziert (ausführ-

lich mit Polynom siehe Anhang H 4). 

4
h

m
h

2i

1a
ϑ=ϑ
ϑ=ϑ

)y( l
ϑ

)y( g
ϑ

C131°=ϑ∆C150i °=ϑ

C166m °=ϑ
C5.215mR °=ϑ

C152i1 °=ϑ

C200a1
°=ϑ

C281a °=ϑ

C49.5' °=ϑ∆

 
 
Bild 2.8.1.3: Skizze der gemessenen Temperaturkurve (h = 0,12 m) 

 

Der Einfluss der Temperaturabhängigkeit der Wärmeleitfähigkeit „λ “ (siehe Kap. 2.7.1 und 

das zu diesem Kapitel gehörende Beispiel Anhang H 2., Bild H 2.1) ist auf die Temperatur-

verteilung relativ gering und bewirkt fast nur eine Verschiebung der Kurve, hier um max. 

 -1,8 Co . Also muss die starke Temperaturabhängigkeit und die starke Abhängigkeit von den 

örtlich gegebenen Strömungsverhältnissen der Wärmeübergangszahl „ α “ maßgebend für die 

unsymmetrische Verkrümmung der realen Temperaturverteilung und damit verantwortlich für 
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die nicht konstante Wärmestromdichte „
•
q “ sein! Für die vorgegebenen Außenfasertemperatu-

ren „ aϑ “ und „ iϑ “ wird der Verlauf von „ ( )yα “ über die Stabhöhe „h“ abgeschätzt [79] dar-

gestellt. Die analytische Berechnung des Gesamt-Wärmeübergangskoeffizienten „ ( )yα “ er-

folgt im Kapitel 2.8.5. Mit dieser Wärmeübergangszahl „ ( )yα “ und einer zunächst konstanten 

Wärmeleitzahl mK/W52 ⋅=λ  [109] werden die bekannten Kurvenstützpunkte (Anhang  

H 2., Bild H 2.2.1) bei y = 0,03 m, y = 0,06 m und y = 0,09 m unter Nutzung der abgeleiteten 

Gleichung (2.7.2.7) nachgerechnet.  

Mit ( ) h
y

ay
⋅α∆−α=α      





⋅ 2mK
W               (2.8.1.1) 

wird auch „ ω“ über die Stabhöhe veränderlich:   

  ( )
( )
b

2 y
y ⋅λ

α⋅
=ω            [ ]1m−           (2.8.1.2) 

Das nachstehende Bild zeigt die Darstellung der zunächst abgeschätzten Gesamt-Wärme-

übergangszahl „ ( )yα “. 

0,06

m

0.00

0,03

0,09

h = 0,12

α
281,0°C   -a-

215,5°C  -m-

150,0°C   -i-

20

h
y80170)y(

⋅−=α

80=α∆90i =α

]
mK

W[h
y

2)y(
⋅⋅α∆−α=α a

170=αα

20

(y)α

40

130mα = α )ϑ( =

bzw. )y( =α α )ϑ( + ∆α  y
h

 
Bild 2.8.1.4: Globale Wärmeübergangszahl  „ α “ in Abhängigkeit von der Temperatur und der Stabhöhe 
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Es folgt die Addition der Temperaturverteilungen aus nicht-konstanter Wärmeübergangszahl 

„ α “ und nicht-konstanter Wärmeleitfähigkeit „λ “ bei gleichen Außenfasertemperaturen  

C281a
o=ϑ  und C150i

o=ϑ unter Nutzung der tabellarischen Berechnung und der Bilder 

des Anhanges H 2. 

 

g)y(ϑ
berR)y(ϑα)y(ϑ

geg)y(ϑ )y(∆ϑ λ
y

m °C °C °C °C °C
0,00
0,03
0,06
0,09
0,12

205,3
168,2
153,36

   0
-1,36
-1,8
-1,26
   0

281,0
203,94
166,4
152,1
150,0

281,0
200,0
166,0
152,0
150,0

1 2 3 4 5 = 3-4 6

(281,0)

(150,0)150,0 = ϑ

281,0 = ϑ a

i  
 
Tabelle 2.8: Fünf Wertepaare (Spalte 1 und 5 und Spalte 1 und 6) als Kurvenstützpunkte der berechneten,  
                      resultierenden und der gemessenen Temperaturverteilung 
 

Erläuterung zu den Spalten der Tabelle 2.8: 

 

Spalte 2: Gegebene Außenfasertemperaturen 

Spalte 3: Temperaturverteilung durch den Einfluss der globalen Wärmeübergangszahl „ α “. 

                 Die Außenfasertemperaturen „ iunda ϑϑ “ bleiben bestehen. 

Spalte 4: Korrektur der Temperaturverteilung durch den Einfluss der Wärmeleitfähigkeit „λ “ 

Spalte 5: Berechnete, resultierende Temperaturverteilung ; Spalte 5 = Spalte 3 – Spalte 4 

Spalte 6: Gemessene Temperaturverteilung 

 

Als Endergebnis der Berechnung einer Temperaturverteilung (Spalte 3) in einem thermisch 

ungleichmäßig beanspruchten Stahlbau-Profilstab bei gegebenen Außenfasertemperaturen, 

zeigt obenstehende Tabelle eine gute Übereinstimmung der betreffenden Kurvenstützpunkte 

mit den Versuchs-Messwerten, Spalte 6. Der in der Tabelle 2.8 dargestellte Berechnungsgang 

kann als Korrektur der zuvor mit Gleichung (2.7.2.11) berechneten symmetrischen Tempera-

turverteilung Bild 2.7.2.2 verstanden werden. Die Korrektur beinhaltet die analytische Be-

rechnung des globalen Wärmeübergangskoeffizienten „ ( )yα “ im Kapitel 2.8.5 und die Be-

rechnung der Temperaturdifferenzen „ ( ) λϑ∆ y “ im Anhang H 2. Für den konstruktiv tätigen 

Ingenieur liegt die Schwierigkeit jetzt in der Abschätzung der hier vorgegebenen Randbedin-

gungen und in der Erarbeitung der temperaturabhängigen Kennwerte „ α “ und „λ “. Unter 
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diesen Voraussetzungen lautet jetzt die Berechnungsgleichung des Temperaturverlaufes in 

einem thermisch ungleichmäßig beanspruchten Stahlprofil bei bekannten Außenfasertempera-

turen: 

 ( )
( ) ( )

( )λ
⋅ω−⋅ω ϑ∆−Θ+⋅+⋅=ϑ ya
yy

bery
yy eBeA   [ ]Co          (2.8.1.3) 

( )
( )

( ) h
y;

b
2

:mit ay
y

y
⋅α∆−α=α

⋅λ
α⋅

=ω     

     ( ) ( ) ( ) λλ ϑ−ϑ=ϑ∆ ylyy  

      0 < y< h  

( ) ( ) ( ) ( )
hh

h
a1a2

hh
a2

h
a1

ee
e

B;
ee

e
Aund ⋅ω⋅ω−

⋅ω

⋅ω⋅ω−

⋅ω−

−
⋅Θ−ϑ−Θ−ϑ

=
−

Θ−ϑ−⋅Θ−ϑ
=         (2.8.1.4) 

)FaserKältere(,)FaserWärmere( i2a1 ϑ=ϑϑ=ϑ  

a = außen , m = Mitte,  i = innen ,  

b
2 m

⋅λ
α⋅=ω    =  Mittelwert , λ  = Mittelwert 

 

 

2.8.2 Versuche und Temperaturmessungen an ausgeführten Stahlbau-Konstruktionen 

 

Basis für das Erarbeiten von Berechnungsunterlagen zur Ermittlung von Spannungen und 

zugehörigen Formänderungsgrößen in thermisch ungleichmäßig beanspruchten Stahlprofil-

stäben im linearen elastischen Bereich ist die Kenntnis über den Temperaturverlauf (Tempera-

turverteilung) im vorliegenden Bauelement. 

Alle realen Temperaturverläufe  ( )t,z,y,xϑ   sind instationär. Hilfsweise stellt man sich für 

ein ausreichendes Zeitintervall eine Temperaturverteilung als „quasistationär“ vor. Besser 

formuliert man, dass sich die betreffende gemessene oder berechnete Temperaturverteilung 

aus der Überlagerung beliebiger instationärer Temperaturverteilungen zusammensetzt. In 

Versuchen an Flacheisen-Profilstäben sollten möglichst eindimensionale Temperaturvertei-

lungen ( )( )yϑ=ϑ  bei steigender thermischer Beanspruchung erzeugt und gleichzeitig mit den 

zugehörigen Formänderungen gemessen werden. Die Ergebnisse von neunzehn Versuchen 

der Versuchsreihe  IV  sind im Anhang  „A“ dokumentiert. Der Versuch 19/IV wurde ausge-

wertet und begleitet die Rechenbeispiele. Nachstehend wird der zeitliche Ablauf des Abküh-
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lungsvorganges nach Wegnahme der Brenner im Flacheisenstab wiedergegeben, wie er sich 

mit den Messstellen 4, 5, 6, 7 und 8, über die Stabhöhe angeordnet, auf dem verwandten Pro-

zessschreiber nach Abschluss der Versuchsserie IV darstellte. 

 

Bild 2.8.2: Freie Abkühlung an Umgebungsluft ( )∆ϑ Θ0 18= =oC a  nach ungleichmäßiger  Erwärmung  

                   eines Flachstahls. „Die Temperaturunterschiede streben einem Ausgleich zu“    [111] 
 

Aus dem Bild 2.8.2 ist ersichtlich, dass nach dem versuchsmässig aufgebrachten thermischen 

Ungleichgewicht mit einer Temperaturdifferenz von  C260 o   zwischen den Außenfasern 

sofort nach Wegnahme der Brenner von allen Stabfasern das thermische Gleichgewicht mit 

der Bedingung:  „ const=ϑ “  angestrebt und nach etwas 5 Minuten bei  C220 o   erreicht 

wird. Zwischen diesem thermischen Gleichgewicht im Versuchsstab und dem Gleichgewicht 

der Umgebung mit einer Temperatur von  C18 o   findet anschließend ein Wärmeaustausch 

bei gleichmäßiger Abkühlung der überall gleichen Stabtemperatur über einen Zeitraum von 

einigen Stunden statt. 

Es ist auffallend, wie schnell nach Brennerwegnahme sich die kälteren Fasern ohne Zugabe 

von Wärme von außen von selbst erwärmen und wie sich die wärmeren Fasern abkühlen. 
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Deshalb lassen sich versuchsmässig ungleichmäßige Temperaturverteilungen auch im Allge-

meinen nur bei steigenden Außentemperaturen, d.h. steigenden Heißgastemperaturen, messen 

und darstellen. 

Ein typisches Beispiel für scheinbar stationäre Temperaturverteilungen sind die Temperatur-

messungen an Ankerständern von Kokerei-Koksöfen im Anhang B. Obgleich die Koksöfen 

intermittierend mit Kokskohle beschickt werden und etwa 20 Std. garen, zeigen die Tempera-

turen der Ankerständer (vor den Heizzügen angeordnet, siehe Bild 1.5) keine großen Schwan-

kungen. Nachfolgend zeigt das Bild 2.8.2.1 schematisch eine signifikante Temperaturvertei-

lung an einem derartigen Breitflanschträger, die über einen längeren Zeitraum (1/2 Stunde bis 

1 Stunde) konstant erscheint und sich aus der Überlagerung beliebiger instationärer Tempera-

turverteilungen zusammensetzt. Die y-Achse zeigt hier nach unten, um mit dem Excel-

Rechenprogramm passend zur Ableitung, Anhang D1 und passend zum Beispiel Anhang H2 

rechnen zu können. 

 

2

2
h

x

y

R

ox

x S

Meßebene: Unterer Ofentürverschluß

h

 
 
Bild 2.8.2.1: Scheinbar stationäre Temperaturverteilung in einem Breitflanschträger 

 

Der Anhang  „B“  beinhaltet die Dokumentation über Temperaturmessungen vor Ort an aus-

geführten Stahl-Ankerständern der RAG-Kokerei Prosper in Bottrop, NRW. An zehn Breit-

flanschträgern IPB-650 wurden Temperaturprofilmessungen sowie die Auswertung der Mess-

ergebnisse vorgenommen. Aufgrund der maximalen Temperaturdifferenzen erfolgte für den 
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Ankerständer Nr. 142 L die Ermittlung des angenäherten Polynoms 10. Grades und der zuge-

hörigen thermomechanischen Spannungen. 

 

2.8.3 Lineare Temperaturfelder 

 

Beschreibung und Bezeichnungen eines ungleichmäßigen, linearen, eindimensionalen, 
theoretischen Temperaturfeldes 
 ( )yϑ=ϑ  

Ungleichmäßige theoretische Temperaturfelder (Bild 2.8.3) sind dadurch geprägt, dass ein 

linearer Temperaturverlauf zwischen zwei unterschiedlichen Außenfasertemperaturen besteht. 

Der Temperaturunterschied wird mit  „ ∆ϑ “  bezeichnet. 

 

( ) ( )

( ) ( )

( )ym

iy
ia

mmly

y
ia

mmy

i0aa

0ii

i

a

0

ia

h
y

2
;

2
,

h
y

ytan
h

y;
2

,
h

y
AußenfaserdererhöhungTemperatur ßigeUngleichmä 

InnenfaserdererhöhungTemperatur
r)(Innenfase Faserkälterender  Temperatur

r)(Außenfase Faserender wärmer Temperatur
mperaturAufstellte

nAußenfaserdenzwischendifferenzTemperatur

RR

ϑ′∆+ϑ∆=

⋅ϑ∆+ϑ∆+ϑ∆=ϑ∆ϑ+ϑ=ϑ⋅ϑ∆+ϑ=ϑ

⋅α=⋅ϑ∆=ϑ′∆ϑ∆+ϑ∆=ϑ∆⋅ϑ∆+ϑ∆=ϑ∆

=ϑ∆+ϑ∆=ϑ−ϑ=ϑ∆
=ϑ−ϑ=ϑ∆
=ϑ
=ϑ
=ϑ
=ϑ−ϑ=ϑ∆

 

Das Temperaturfeld (die Temperaturverteilung) steht senkrecht über der Stabhöhe. Die Tem-

peraturen „ ( ) lyϑ “ verlaufen über die Stabbreite „b“, also in Dickenrichtung, konstant. 

Ist die Temperaturdifferenz in der Innenfaser 

 0i =ϑ∆   d.h.: 0i ϑ=ϑ  

so liegt ein Sonderfall des gleichmäßigen Faserdehnungsanteils der Innenfaser  „i“ vor: 

 iti ϑ∆⋅α=ε  = 0  0ii ll,0l ==∆⇒   und  ( ) 





 ⋅ϑ∆+ϑ∆⋅α=ε

h
y

2ty . 

Durch die ungleichmäßige Temperaturdifferenz  „ ∆ϑ “  verursacht, tritt lediglich eine Stab-

verkrümmung, verbunden mit unterschiedlicher Stabfaserdehnung entsprechend dem un-

gleichmäßigen Temperaturverlauf auf. Während in einem durch ein allgemeines Temperatur-

feld beanspruchten Stab das Zusammenwirken der Temperaturdifferenzen  „ ∆ϑ i “  und  „ ∆ϑ “  

Einfluss auf das Faserverhalten und damit auf die Verkrümmung ausübt, fehlt in dem ange-
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sprochenen Sonderfall der Einfluss von  „ ∆ϑ i “.  Damit behält die Innenfaserlänge ihre ur-

sprüngliche Länge  „ l0 “  und ein betrachtetes Stabelement seine Ursprungslänge  „ dx0 “ bei. 

oϑ∆

A1
= +

Ungleichmäßige theoretische
Temperaturverteilung

A B
Gleichmäßiger
Temperaturanteil

Linear veränderlicher
Temperaturanteil

A1 = +

 
Bild 2.8.3: Aufspaltung eines ungleichmäßigen linearen Temperaturfeldes 

 

Zur Berechnung von Formänderungen wird ein derartiges lineares Temperaturfeld zweckmä-

ßig gemäß Bild 2.8.3 aufgespaltet. Der Temperaturverlauf (Temperaturverteilung) 

 ( ) ( ) ( ) h
y

2
; iyyy m

⋅ϑ∆+ϑ∆+ϑ∆=ϑ∆ϑ′∆+ϑ∆=ϑ∆  

wird hierbei in den gleichmäßigen Temperaturanteil (für gleichmäßige Faserlängenänderung)   

2im
ϑ∆+ϑ∆=ϑ∆   und in den ungleichmäßigen Temperaturanteil (für ungleichmäßige Faser-

längenänderungen bei Biegung)    ( ) h
y

y
⋅ϑ∆=ϑ′∆   aufgespaltet. Ein derartiges Temperaturdif-

ferenzen-Feld existiert in der Wirklichkeit nicht, weil die Werkstoffkennwerte temperaturab-

hängig sind und immer eine seitliche Wärmeabstrahlung besteht. Es ist nur eine theoretische 

Berechnungsgrundlage. Man kann dieses Temperaturfeld als ungleichmäßiges, lineares, ein-

dimensionales, theoretisches, stationäres Temperaturfeld bezeichnen, das aus der Überlage-

rung beliebiger instationärer Temperaturfelder entstanden ist. Durch die ungleichmäßige 

Temperaturdifferenz „ ϑ∆ “ verursacht, tritt aus der Beobachtung heraus eine Stabverkrüm-

mung ein. Bei konstanter Temperaturdifferenz „ ϑ∆ “ zwischen den Außenfasern über die 

Stablänge ist auch die Verkrümmung „ thκ “ konstant, d.h., es tritt eine Stabverkrümmung zu 

einem Kreisringausschnitt ein, denn nur hierbei ist die Verkrümmung über die Länge kon-

stant. Die Stabfasern dehnen sich bei konstanten Materialkennwerten entsprechend dem un-

gleichmäßigen Temperaturverlauf „ ( ) lyϑ “ d.h., entsprechend der in ihnen auftretenden Tem-

peraturdifferenzen „ ( )yϑ∆ “. Die Faserlängen, dargestellt am gestreckten Stab, sind mit denje-
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nigen, dargestellt am Kreisringausschnitt, gleich lang. Die letzteren Merkmale deuten auf ei-

nen spannungslosen Temperaturverlauf „ ( ) lyϑ “ hin. 

 

2.8.4 Gemessene Temperaturfelder 

 

Das nachfolgende Bild 2.8.4 zeigt eine gemessene Temperaturverteilung aus durchgeführten 

Versuchen an Flachstählen  mm120012030lhb 000 ⋅⋅=⋅⋅   entsprechend Anhang  A. Zur 

Unterscheidung werden Querschnittsflächen und Temperaturdifferenzen-Flächen  QA   bzw. 

ϑA  benannt. Der nichtlineare Temperaturverlauf  „ ( ) gyϑ “  gibt den gemessenen und  „ ( ) lyϑ   

den linearen Temperaturverlauf zwischen den Außenfasertemperaturen  „ aϑ “  und „ iϑ “ wie-

der. Die dazwischen fehlenden Temperaturdifferenzen  „ ( )yϑ′∆ “  verursachen zunächst ther-

mische Zugspannungen. „ 0ϑ “  ist die Ausgangs- bzw. Umgebungstemperatur. 

 

(y)g =ϑ

18°C =

1

2 3

4

o

AQ

bo

lo

=

α
tan α = ∆ϑ

h

b   h    l  = 
30  120  1200 mm

o o o

 
 
Bild 2.8.4: Gemessenes Temperaturfeld als Beispiel 
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Das angegebene Polynom wurde mit dem Rechenprogramm „DERIVE“ [112] aus den fünf 

Kurvenstützpunkten und ihren zugehörigen Wertepaaren  ϑ   und  y  berechnet. Das Bild 

2.8.4 gibt zusätzlich einige geometrische Zusammenhänge bei der Betrachtung einer Tempe-

raturkurve in der ϑ -y Ebene an. So ist das gesamte Temperaturfeld  A (1-2-3-4) in die drei 

Teilflächen 21 AundA,A ϑ  aufgeteilt: 

 21 AAAA ++= ϑ  . 

Die Lage der eingetragenen Flächenschwerpunkte  1AS   und ϑAS mit ihren Schwerpunktab-

ständen  R1 und R sowie die Größe der Einzel- und der Gesamtfläche wurde ebenfalls mit 

[112] berechnet. Zusammenhänge der einzelnen Flächenmomente  [ ]2mmC ⋅o  und Tempera-

turdifferenzen [ ]Co , wie sie für die Arbeit von Belang sind finden sich unter dem Bild wieder. 

Um eine derartige Temperaturverteilung versuchsmäßig zu erzeugen, muss zuvor die Gas-

Brennerleistung für die Versuche des Anhanges A ermittelt werden. 

 

Ermittlung der Gas-Brennerleistung für die Versuchsreihen des Anhangs  A 

 

Nach Fourier (Gleichung 2.6.7) gilt für den Wärmestrom allgemein 

 

dy
dq

dichteWärmestromdiefürundA
dy
dQ

ϑ⋅λ=

⋅ϑ⋅λ=

•

•

  . 

In Bild 2.8.4 ist eine Temperaturverteilung  „ ( )gyϑ “ mit hohem Temperaturniveau als Beispiel 

einschließlich zugehörigem Polynom gegeben. Damit ist auch die 1. Ableitung  „ ( )gyϑ′ “ be-

kannt. Für die Größe der Wärmeleitfähigkeit  „λ“ und des eintretenden Wärmestromes  

„ Eina QQ
••

= “ ist vor allem die Außenfasertemperatur  „ aϑ “ maßgebend. 

( )

( )

( ) ( )( )
)2.4.8.2(lbA;A

dy
d

baQ

2
hy;A

AqQ

)1.4.8.2()CAnhangsiehe(ba

00
agy

aa

gya

aa

aa

⋅=⋅
ϑ

⋅ϑ⋅−=

=⋅ϑ′⋅λ=

⋅=

ϑ⋅−=λ=λ

•

••

ϑ
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Beim Umgang mit Gas-Schweißbrennern (Propan/Butan), hier als Wärmbrenner, treten große 

Energieverluste auf. Daher wird ein Wirkungsgrad von nur 25% gewählt. Damit ergibt sich 

die erforderliche Brennerleistung zu: 

 
η

=
•

•
a

erf
QQ                 (2.8.4.3) 

und mit den Werten des Beispiels: KW25~Qerf =
•

. Gewählt wurden für die Versuche 2 

Gasbrenner mit je 25 KW. Bild 2.8.4.1 zeigt als Ergänzung zum Bild 2.8.4 die Querschnitts-

fläche des Flachstahls mit Isothermen und den Verlauf der Wärmestromdichte bei seitlicher 

Wärmeabströmung. Somit ist Bild 2.8.4 als Darstellung einer eindimensionalen Temperatur-

verteilung durch vertikalen Schnitt der Isothermen entstanden. 

 

b iq

mq

aq

(y)
W
m2[ ]q

Isothermen 
in der 
Querschnitts-
fläche

ϑ = const.

a Ein

QAus

q

h

y

Q

F+V(Q     )

i

l
a

dy
)(d

)y()y(q g)y(ϑ
⋅λ=

 

 
 
Bild 2.8.4.1: Isothermen und Wärmestromdichte bei seitlicher Wärmeabströmung 

 

Um die Wärmeströme bei einer Wärmestrombilanz am prismatischen Körper berechnen zu 

können, müssen über die Stabhöhe „h“ gesehen zunächst die Wärmeleitfähigkeiten „ ( )ϑλ “, 

die Wärmestromdichten „ ( )yq
•

“ und beider Mittelwerte bekannt sein. 
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Wärmeleitfähigkeiten: 

Allgemein:  

  ( ) [ ]Km/Wba ⋅ϑ⋅−=λ ϑ   [94]           (2.8.4.4) 

  ( ) ( ) ϑ⋅λ⋅
ϑ∆

=λ ∫
ϑ

ϑ ϑϑ d1 a

i
             (2.8.4.5) 

Linearer Temperaturverlauf:  

  ( )( ) ( ) lyba
ly

ϑ⋅−=λ ϑ              (2.8.4.6) 

  ( )( ) ( )ia2
ba

ly
ϑ+ϑ−=λ ϑ        

  mRba ϑ⋅−=               (2.8.4.7) 

   mRϑ  = mittlere Körpertemperatur 

   ( )ia2
1 λ+λ=  

Nichtlinearer Temperaturverlauf: 

  ( )( ) ( ) gyba
gy

ϑ⋅−=λ ϑ              (2.8.4.8) 

  ( )( ) ( ) ( )mDgy

2/h

2/h gy dy
h
1ba ϑ−ϑ λ=⋅ϑ⋅⋅−=λ ∫     

  mDba ϑ⋅−=               (2.8.4.9) 

   mDϑ  = mittlere Körpertemperatur 

Wärmestromdichten: 

Allgemein: 

  ( ) ( ) ( ) ;
m
W;

dy
dtangradq 2n 







ϑλ=αλ=ϑλ= ϑϑϑ
• Heizflächenbelastung 

  ( ) ( )( )
( )

( )( )
( )( )

dy
d

dy
d

q gyy
y gyy

ϑ
⋅λ=

ϑ
⋅λ= ϑϑ

•
( )

( )( )
)y(

dy
d gy

y
ϑ

⋅λ=       (2.8.4.10) 

  ( ) ( ) dyq
h
1q y

2/h

2/hy ⋅⋅= ∫ −

••  = Mittelwert 

  ( )( ) ( )( )
dy

dy

d
ba

h
1 gy2/h

2/h gy ⋅ϑ⋅−⋅=
ϑ

−∫  

  ( ) ( ) gyyq ϑ′⋅λ=
•

        

  ( ) ( )( ) ( )( )
dy

d
q gy

gyy
ϑ

ϑ
• ⋅λ= = 

hh mDmD
ϑ∆⋅λ=ϑ∆⋅λ ϑϑ        (2.8.4.11) 
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  mit ( )( ) ∑∑ =ϑ∆=ϑ hdyundd gy  

  ( )( )
h

tanngrad
dy

d
gy ϑ∆=α=ϑ=

ϑ
 

mit  α   als Winkel der Schlusslinie ( )( )lyϑ  der gekrümmten Temperaturverteilung ( )( )gyϑ  

zur Normalen (hier: y-Richtung) und ϑ∆ = Temperaturdifferenz zwischen den Außenfasern  a  

und i. 

 

 ( ) ( )
h

baq mDy
ϑ∆⋅ϑ⋅−=⇒

•
  (absoluter Betrag) ,        (2.8.4.12) 

  bei linearem Temperaturverlauf: mRmD ˆ ϑ=ϑ  . 

 

Zur Berechnung der Wärmestromdichten „q (y)“. 

 

Die Berechnungsgleichung der Wärmestromdichte  

  ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( )yy)y(gyyyy tany
dy
dq α⋅λ=ϑ′⋅λ=ϑ⋅λ= ϑϑϑ

•  

bringt zum Ausdruck, dass „ ( )yq• “ von der temperaturabhängigen Wärmeleitfähigkeit „λ“ 

und dem Tangens des Winkels „ ( )yα “ abhängig ist. Hierbei ist „ α “ der Winkel zwischen der 

„Normalen“ und der Tangente im Punkt „y“ an die Temperaturverteilung „ ( ) gyϑ “, siehe Bild 

2.8.4.2. 

lg

N α

N

N N

T

T

T

T

α i

aα(y)α

'tanα ϑϑ

ϑ∆
dy
d

(y)g (y)

tanα N = Normale
T = Tangente

 

Bild 2.8.4.2: Winkel „ ( )yα “ zur Berechnung der Wärmestromdichten „ ( )yq• “ 
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Im Bild 2.8.4.2 erkennt man die verschiedenen Größen von „ ( )yα “, die von „ aα “ bis „ iα “ 

ständig abnehmen und zu „ ( )yq• “ führen, wie im Bild 2.8.4.1 bereits dargestellt. 

An Besonderheiten seien erwähnt: 

 

1. Außenfaser 

 

In der wärmeren Außenfaser ist „ aα “ im Punkt „ aϑ “ sehr groß. Grenzwert: 

 !qtan90α ∞=⇒∞=α⇒=
•

o  

 

2. Innenfaser 

 

In der kälteren Innenfaser ist „ iα “ im Punkt „ iϑ “ sehr klein. 

Grenzwert: !0q0tan0 =⇒=α⇒=α
•

o  

Das heißt: Trifft die Temperaturverteilung „ ( ) gyϑ “ senkrecht auf die Horizontale „i“ dann 

fließt keine Wärme mehr. 0qi =•  und damit auch 0Qi =
•

. Mit 0qi =•  kann bis etwa  

tan 30/1α ~= 30/1=α  d.h. bis etwa o2α ~=  gerechnet werden. 

 

3. Mittelwert 

 

Der Mittelwert der Wärmestromdichte 

 

 ( ) h
q

mDy
ϑ∆⋅λ= ϑ

•  

wobei tan 
h
ϑ∆=α  der Tangens des Mittelwertes aller Tangentenwinkel ist, ist dadurch ge-

kennzeichnet, dass „ mDϑλ “ die zur mittleren Körpertemperatur „ mDλ “ gehörende Wärme-

leitfähigkeit ist und dass α=ϑ∆ tanh/  der Tangens des Winkels der Schlusslinie „ ( )lyλ “ 

ist. Man stellt sich vor, das die Schlusslinie durch Parallelverschiebung eine Tangente an die 

Temperaturverteilung „ ( )gyϑ “ geworden ist. 
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4. Ähnlichkeiten der „ ( )yq• “ und der „ ( ) gyϑ “ Verteilung 

 

Die Tangentenwinkel „
dy
dtan ϑ=α “ mit ihren Tangenten stellen die „Umhüllende“ der Tem-

peraturverteilung dar. 

Da der Rechenwert von „ ( )yλ “ (siehe Anhang C) keinen großen linearen Veränderungen 

unterworfen ist, kann er in diesem Zusammenhang als konstant aufgefasst werden. Bei 

180 Co  beträgt „ ( )mDϑλ “ etwa 48,3 W/ Km ⋅ . 

Damit entsprechen sich die Verteilungen in ihrem nichtlinearen Verlauf. „ ( )yq• “ und „ ( ) gyλ “ 

werden nur durch die für „ ϑ “ bzw. „ •q “ gewählten Maßstäbe beeinflusst. 

 

2.8.5 Analytische Berechnung des globalen Wärmeübergangskoeffizienten  „ ( )yα “   
            aus einem gemessenen Temperaturfeld 
 

Das Bild 2.8.4 zeigt eine gemessene Temperaturverteilung in einem Flachstahlpro-

fil 000 lhb ⋅⋅ . Wie im Kapitel 5 beschrieben, lautet nach Linearisierung der gekrümmten 

Temperaturkurve die mittlere Stabtemperatur 

 0mDmDm ϑ∆+ϑ∆=ϑ=ϑ               (2.8.5.1) 

Der Wärmestrom „ aQ
•

“ tritt durch die Fläche ein00 Alb =⋅  ein und vereinfachend durch die 

Fläche ( ) aus000 Albh2 =+⋅  wieder aus. Die Wärmestromanteile für die Formänderung und 

für innere Verluste „ FQ
•

 und VQ
•

“ sowie der aus der Grundfläche austretende Wärmestrom 

„ iQ
•

“ sind sehr klein. Begleitrechnungen zu „ VFQ +
•

“ zeigen, dass dieser Anteil etwa 0,2% 

des eintretenden Wärmestromes ausmacht und somit praktisch nicht messbar ist. Der Wärme-

strom „ iQ
•

“ beträgt im Beispiel etwa 2% und wird deshalb auch vernachlässigt. Der zugeführ-

te Wärmestrom 

 00aeina lbqQQ ⋅⋅==
•••

    [W] 

   eina qq
••

= = Wärmestromdichte in der Außenfläche 
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sowie der Verlauf der Wärmestromdichte über die Stabhöhe bei seitlicher Wärmeabströmung 

ist in Bild 2.8.4.1 dargestellt. Der globale Wärmeübergangskoeffizient „ ( )yα “ setzt sich aus 

den Anteilen der Konvektion und der Strahlung zusammen: 

 ( ) ( ) ( )yrycy α+α=α                (2.8.5.2) 

Er ist u.a. von der Temperatur, den Strömungsverhältnissen, dem Oberflächenverhältnis, der 

Art der Oberfläche und den Umgebungstemperaturen abhängig. Die Berechnung teilt sich in 

zwei Abschnitte auf: 

1. Berechnung des Mittelwertes des Wärmeübergangskoeffizienten durch vereinfachendes 

Gleichsetzen des ein- und austretenden Wärmestromes  

 ( ) ausausausmDAus AqAQ ⋅=⋅ϑ∆⋅α=
•

ϑ
•

  [W]          (2.8.5.3) 

 ( )
( )( )

einaein
agy

Ein AqA
dy

d
Q

a
⋅=⋅

ϑ
⋅λ=

•
ϑ

•
  [W]          (2.8.5.4) 

  mDϑ∆ = mittlere Körpertemperatur - Umgebungstemperatur  aΘ  

  (Ableitung siehe Kapitel 5) 

  ( )gyϑ = gegebene Temperaturverteilung  

  ( ) ==ϑ=ϑ=ϑ′ αtangrad
dy
d

ngy Tangens des jeweiligen  

            Tangentenwinkels α  gegen die Normale 

 ( ) [ ]mK/Wba;QQ Ein
!

Aus ⋅ϑ⋅−=λ= ϑ

••
 

 

Über die Stabhöhe lautet der globale Wärmeübergangskoeffizient: 

 

( ) ( ) 





⋅
⋅α∆+α=α ϑ Km

W
h
y

2y            (2.8.5.5) 

und als Mittelwert: 

 ( )
aus

ein

mD

a
A
Aq ⋅

ϑ∆
=α⇒

•

ϑ       ;      mit  ( )
( )( )





ϑ

⋅λ= ϑ
•

2
ay

a m
W

dy

d
q g

a  .         (2.8.5.6) 

        



ϑ !
m
K

dy
d  

 ( )
( ) ( )( )

( )000

00gy

mD
m lbh2

lb
dy

ad
a

+⋅⋅
⋅

⋅
ϑ

⋅
ϑ∆

λ
=α=α ϑ

ϑ           (2.8.5.7) 
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2. Berechnung der Funktion des Wärmeübergangskoeffizienten über die Stabhöhe in Ab-

hängigkeit von dem linearen, resultierenden Temperaturverlauf  „ ( ) lryϑ “ (Ableitung 

siehe Kapitel 5, Bild 5.4) mit der wärmeren Außenfasertemperatur  „ a ′ϑ “. 

 ( ) ( ) h
y

y ⋅α∆+α=α ϑ  

 ( ) ( )( )
h
y2 a ⋅α−α+α= ϑϑ    ;   mit  ( )( )ϑα−α=α∆ a2  . 

 Bei linearem Verlauf von α  über h verhalten sich die Wärmeübergangskoeffizienten 

wie die zugehörigen Temperaturen des resultierenden Nullspannungsverlaufes 

( ) h/y1mDlry ⋅ϑ∆+ϑ=ϑ  (siehe Bild 5.4). 

 ( ) ( )
mD

a
a

a

a

mD ϑ
ϑ⋅α

=α⇒
ϑ
α=

ϑ
α ′ϑ

′

ϑ  

 ( )
( )

( ) ( )
h
y

ma2mh
y2

mD

a
y ⋅α−α+α=⋅










α−

ϑ
ϑ⋅α

+ϑα=α⇒ ϑ
′ϑ






        (2.8.5.8) 

 ( ) ( ) ( ) h
y1'

m2mh
y12

mDmD

a
y ⋅










−

ϑ
αϑ

α⋅+α=⋅









−

ϑ
ϑ

⋅⋅α+α=α⇒ ′
ϑϑ  .         

                     
h
y

mm
mD

1 ⋅
ϑ

ϑ∆
⋅α+α=          (2.8.5.9) 

3. Mit den Werten des in Bild 2.8.4 dargestellten Beispiels ergibt sich in guter Überein-

stimmung mit der in Bild 2.8.1.4 dargestellten, abgeschätzten ( ) 





 ⋅−=α

h
y80170y  glo-

balen Wärmeübergangszahl: 

 ( ) 





⋅
⋅+=α

Km
W

h
y82132 2y   .          (2.8.5.10) 

 und bei 








⋅
=α=

Km
W173:

2
hy

2a  
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3. Das thermomechanische Problem – Grundgleichungen 
3.1 Allgemeines 
 

Ausgehend von den nach Kapitel 2.7.2 berechneten und den in den Anhängen  A  und  B  ge-

messenen Temperaturfeldern in Stahlbau-Profilstäben, sind die zugehörigen Spannungen und 

Verformungen zu bestimmen. Da die Lösung des Problems der Temperaturverteilung vom 

Problem der Spannungs- und Verformungszustände entkoppelt wurde, können die Span-

nungs- und Verformungszustände aus quasi stationären Temperaturfeldern, entstanden aus der 

Überlagerung beliebiger instationärer Temperaturfelder, ermittelt werden. Eine Zeitabhängig-

keit aufgrund der Wärmeleitung ist somit nicht mehr zu berücksichtigen. 

 

3.2 Thermoelastische Grundgleichungen: Dreidimensionale Formulierungen 

 

Unter der Voraussetzung, dass die Temperatur von den Verformungen unabhängig ist, die 

Verformungen klein bleiben und das elastische Materialverhalten uneingeschränkt Gültigkeit 

besitzt, lassen sich die Dehnungen, die Spannungen und die Verschiebungen eines Körpers 

unter Einbeziehung des Temperatureinflusses wie folgt bestimmen [10]. 

 

3.2.1 Gleichgewichtsbedingungen 

 

 0
z

zx

y

yx

x

xx =
∂
τ∂+

∂
τ∂

+
∂
σ∂  ,         (3.1) 

 0
z

zy

y

yy

x

xy =
∂
τ∂

+
∂
σ∂

+
∂
τ∂

,         (3.2) 

 0
z

zz

y

yz

x

xz =
∂
σ∂+

∂
τ∂

+
∂
τ∂  .         (3.3) 

 

3.2.2 Spannungsdehnungsbeziehungen: Erweitertes Formänderungsgesetz von  
            Hooke, Cauchy und de St. Venant 
 

 ( )[ ] xxtzzyyxxxx E
1 ϑ∆⋅α+σ+σµ−σ=ε  ,      (3.4) 

 ( )[ ] yytzzxxyyyy E
1 ϑ∆⋅α+σ+σµ−σ=ε ,       (3.5) 

 ( )[ ] zztyyxxzzzz E
1 ϑ∆⋅α+σ+σµ−σ=ε .       (3.6) 
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In Worten: „Die gesamten resultierenden Dehnungen in Achsrichtung setzen sich aus dem 

spannungsbehafteten Dehnungsanteil und aus dem Dehnungsanteil durch rein thermische Be-

anspruchung zusammen!“ Die Temperaturdifferenzen  zzyyxx ,, ϑ∆ϑ∆ϑ∆   sind die in Achs-

richtung wirksamen, gemessenen oder berechneten Temperaturdifferenzen.  

 

 [ ]
xy

xy
xy E

12
G

τµ+=
τ

=γ ,         (3.7) 

 [ ]
yz

yz
yz E

12
G

τµ+=
τ

=γ ,         (3.8) 

 [ ]
zx

zx
zx E

12
G

τµ+=τ=γ .         (3.9) 

 

Die Beziehungen (3.4) bis (3.6) sind nach einigen Umformungen zum spannungsbehafteten 

Dehnungsanteil Basis zur Berechnung thermomechanischer Spannungen. Weiterhin sind die-

se resultierenden Gesamtdehnungen in Richtung der drei Achsen eines thermisch beanspruch-

ten Bauelements nach Multiplikation mit dem E-Modul und damit nach Ermittlung der ther-

modynamischen, spezifischen, inneren, resultierenden Verschiebekräfte, Ausgangspunkt zur 

Berechnung der Volumen-Formänderungsarbeit. Z.B. für die x-Achse: 

 
( ) .E

E

lrytmm

xxmxxi

ϑ∆⋅α⋅=

ε⋅=σ
 

Hierbei ist ( ) lryϑ∆  die lineare, resultierende Temperaturdifferenz, siehe Kapitel 5. 

 

3.2.3 Dehnungsverschiebungsbeziehungen 

 

 
x

u
xx ∂

∂=ε ,                    (3.10) 

 
w

v
yy ∂

∂=ε ,                    (3.11) 

 
z

w
zz ∂

∂=ε ,                    (3.12) 

 
y

u

x

v
xy ∂

∂+
∂
∂=γ ,                   (3.13) 

 
z

v

y

w
yx ∂

∂+
∂
∂=γ ,                   (3.14) 
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x

w

z

u
zx ∂

∂+
∂
∂=γ  .                   (3.15) 

mit der aktuellen Temperatur  ( )z,y,xϑ=ϑ , der Ausgangstemperatur im spannungsfreien 

Zustand  ( )z,y,x00 ϑ=ϑ   und dem Wärmeausdehnungskoeffizienten  tα . Darüber hinaus ist 

die Spannungsfreiheit auf den Oberflächen der Körper einzuhalten. Der hier dargestellte Fall 

des dreidimensionalen Temperaturfeldes liegt bei den im Rahmen dieser Arbeit zu lösenden 

Problemen nicht vor. Es treten nur Temperaturfelder  ( )yϑ=ϑ   auf. Die Spannungs- und Ver-

formungsberechnung bleibt demnach auf den eindimensionalen Fall beschränkt. 

 

3.2.4 Verträglichkeitsbedingungen = Kompatibilitätsbedingungen 

 

 







∂
∂γ

+
∂
∂γ

+
∂
∂γ

−
∂
∂=

∂∂
ε∂

∂∂
γ∂

=
∂
ε∂

+
∂
ε∂

zyxxzy
2,

yxxy
xyxzyzx

2
xy

2

2
y

2

2
x

2

    (3.16, 3.17) 

 







∂
∂γ

+
∂
∂γ−

∂
∂γ

∂
∂=

∂∂
ε∂

∂∂
γ∂

=
∂
ε∂+

∂

ε∂
zyxyzx

2,
zyyz

xyxzyzy
2

yz
2

2
z

2

2
y

2
    (3.18, 3.19) 

 







∂
∂γ

−
∂
∂γ+

∂
∂γ

∂
∂=

∂∂
ε∂

∂∂
γ∂=

∂
ε∂+

∂
ε∂

zyxzyx
2,

zxzx
xyxzyzz

2
xz

2

2
x

2

2
z

2
 .    (3.20, 3.21) 

 

Es bestehen sechs Differential-Beziehungen zwischen den Dehnungskomponenten, die zu den 

thermisch-elastischen Grundgleichungen gehören und erfüllt werden müssen. 

 

3.3 Thermoelastische Gleichungen für den ebenen Fall ; ( )y,xϑ=ϑ  
 Die Scheibe als ebener Spannungszustand (ESZ) 
 

Für die Spannungskomponenten gilt im ebenen Fall:  0yzxzz =τ=τ=σ   und die folgenden 

Gleichungen definieren somit den Beanspruchungszustand der Scheibe. 
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xd

yd

x
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xy
xy d⋅
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xy d⋅∂

τ∂
+τ

y

yy
yy ∂

σ∂
+σ

x

y

yd⋅

 
Bild 3.1: Scheibenspannungen 
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v
yy
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yx

xy
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x

yy
2

y

xx
2

22 ∂∂
γ∂

=
∂
ε∂

+
∂
ε∂

y
v

x

u
xy ∂

∂+
∂
∂=γ

∂
∂=ε

x

u
xx ∂

∂=ε

=
∂
σ∂

+
∂
τ∂

y

xy

x

xx 0=
∂
τ∂

+
∂
σ∂

1. Gleichgewichtsbeziehungen 3. Dehnungsverschiebungsbeziehungen

 

[ xxtyyxxxx E
1 ϑ∆⋅α+µσ−σ=ε

yytxxyyyy E
1 ϑ∆⋅α+µσ−σ=ε [

xyxyxy E
12

G
1 τµ+=τ=γ

[

2. Spannungsdehnungsbeziehungen
4. Verträglichkeitsbedingung

(3.22)

(3.23)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

(3.29)

(3.30)

 
Tab. 3.1: Thermoelastische Gleichungen für den ebenen Fall 

 

Zusätzlich treten in Dickenrichtung Dehnungen 

 [ ] zztyyxxzz E
ϑ∆⋅α+σ+σµ−=ε                  (3.31) 

auf, die jedoch für die Lösung des Problems nicht von Bedeutung sind. 
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3.4 Reduktion der thermoelastischen Gleichungen auf den eindimensionalen Fall 

 

1. Die Temperaturverteilung ist nur von  y  abhängig ( )yϑ=ϑ⇒ . Der ebene Spannungs-

zustand (ESZ) der Scheibe vereinfacht sich auf den nur thermisch eindimensional bean-

spruchten Balken:  000 lhb ⋅⋅  

 

0 yy

yy

x

y

z

-a-

-m-

-i-

z

)y(ϑ∆
g)y(ϑ

b

)y(ϑ = const.

h

 
0zxyzxyzzyy =γ=γ=γ=σ=σ  

 
Bild 3.2:Thermisch eindimensional beanspruchter Balken 

 

2. Gleichgewichtsbeziehungen 

2.1 0
x

xx =
∂
σ∂ ,                               (3.32) 

2.2  ∫∫ =⋅⋅σ=⋅σ
A xxA xx 0dAydA .                (3.33) 

Es treten keine Schnittgrößen, Resultierende der Spannungen, auf. Die Spannungen bilden 

ein Gleichgewichtssystem. 

 

3. Kompatibilitätsbedingung = Verträglichkeitsbedingung 

( )

22 y

gyt
xx2

y

xx
2

d
E

d
0







 ϑ∆⋅α+σ

==
∂
ε∂ .                (3.34) 
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4. Spannungsdehnungsbeziehungen 

 

Die lineare Gesamtdehnung beträgt: 

 ( ) ( ) lrytgyt
xx

xx E
ϑ∆⋅α=ϑ∆⋅α+σ=ε                 (3.35) 

Querkontraktion und thermische Dehnung: 

( ) lryt
xx

zzyy E
ϑ∆⋅α+σ⋅µ−=ε=ε                  (3.36) 

          rl = linear resultierend 

           µ= Querkontraktionszahl = 0,3 bei Stahl 

0dy
E

2/h

2/h
xx =⋅

σ⋅µ
∫ −  .                  (3.37) 

 

5. Dehnungsverschiebungsbeziehungen 

 

 
z

w
zz

y

v
yy

x

u
xx ;;

∂
∂=ε

∂
∂=ε

∂
∂=ε                  (3.38) 

                 0
x

v

y

u
xy =

∂
∂+

∂
∂=γ                                                                                              (3.39) 

                  0zxyz =γ=γ                                                                                                     (3.40) 

 

 

3.5 Die Verschiebungen  zyx wundv;u  

 

Grundsätzlich setzen sich die Verschiebungen (ohne Torsion) aus drei Anteilen zusammen: 

1. Anteil aus Spannungen 

2. Anteil aus thermischer Beanspruchung (1. und 2. sind Verschiebungen aus den Deh-

nungen) 

3. Anteil aus der Stabverkrümmung durch ein mechanisches Moment und / oder durch ein 

thermisches korrespondierendes Moment 

Bei eindimensionaler Temperaturverteilung  ( )yϑ=ϑ   und rein thermischer Beanspruchung 

setzen sich die Verschiebungen wie folgt zusammen: 
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Zu ux:         gesxx
x

0 gesxxx xdxu ε⋅=⋅ε= ∫  

( ) ( )

( )ymaxxx0

ythygesxx

luulx ∆==⇒=

ε+ε=ε σ
 

( ) gesxx0
l

0 gesxxy ldxl 0 ε⋅=⋅ε=∆ ∫  

         ( ) ( ) rlyth0y ll ε⋅=∆ ,                 (3.5.1) 

mit  ( )lrythε = lineare, resultierende Dehnung 

 

Zu vy:  vy  setzt sich aus drei Anteilen, den zwei Anteilen aus den Dehnungen und dem Anteil 

aus der Stabverkrümmung zusammen. Die zur Berechnung der Anteile benötigten Mittelwerte 

werden mit Hilfe von Flächenintegralen berechnet. 

 
( ) ( )( )

( )( ) .1
8
l

IE
M

dyv

yth

2
0

m

th

y

0 rlythygesy

ε+⋅⋅
⋅

−

⋅ε+ε⋅µ−= ∫ σ

(Ausführlich siehe 5.7 und D 6)            (3.5.2) 

 

Zum Beispiel beträgt der Verschiebungsanteil aus thermischer Beanspruchung für die Höhe 

„y“: 

 

( )

( )

( ) dyv

dy
y
1y

yv

y

0 lryththy

y

0 lryth

lryththy

⋅ε=

⋅ε⋅⋅=

ε⋅=

∫

∫  

  ( )lrythε  = Mittelwert . 

Zu beachten ist, dass aus den Spannungen, über die Stabhöhe  „h“  integriert, keine Verschie-

bungen entstehen. 

 
( )∫ − σ =⋅ε⋅µ−

2/h

2/h
0dy

y
 . 

 

 



Karl Hellmann   71

Zu wz:   Analog zu  xu   lautet die Verschiebung in z - Richtung 

 ( ) ( ) rlyth0y bb ε⋅=∆                   (3.5.3) 

3.6 Erweiterung der Differentialgleichung der elastischen Linie 

 

Annahmen: Gerade Biegung eines zur y-Achse symmetrischen Querschnittes. Über die 
Stablänge sind sowohl das thermische als auch das mechanische Moment kon-
stant ; m = mechanisch, th = thermisch, Schwerachse = Mittellinie ; κ = const 
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Bild 3.3: Dehnungsfelder bei thermischer und bei mechanischer Beanspruchung 

 

Es soll gezeigt werden, dass bei Verwendung der bisherigen Differentialgleichung der elasti-

schen Linie [15] 

 ( )thm MMyIE +−=′′⋅⋅  

bzw. 
IE
MM

y thm

⋅
+

−=′′  .  (Krümmung) 

 

Krümmungen und Durchbiegungen verschiedener Fasern addiert wurden, denn der mecha-

nische Teil der Gleichung gilt nur für die Schwerachse mit  l = l0 und ( ) .0ym =ε  Der thermi-

sche Teil der Gleichung gilt sogar nur für einen Sonderfall, denn l = l0 und ( ) 0yth =ε  treffen 

nur bei  
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2
hy −=  und 0i =ϑ′∆  bzw. 0i ϑ=ϑ′   zu. 

 

 

3.6.1 Berechnung der maximalen Durchbiegung beim Vorliegen eines über die Stab- 
                länge konstanten mechanischen Momentes ( mκ = const und I = const) 
 

 
IE

My m
0m ⋅
=κ=′′  

1. Integration 

1
mm c

IE
xMdx

IE
My +

⋅
⋅=⋅

⋅
=′ ∫  

2. Integration 

∫ ∫ ⋅+⋅
⋅
⋅= dxcdx
IE
xMy 1

m  

21

2
m cxc

IE2
xM +⋅+
⋅⋅
⋅=  . 

Randbedingungen: 

1. 0c;0y0x 2 ==⇒=  

2. 00 l;0ylx =⇒=  = Länge der Schwerachse 

     hier : Länge der Mittellinie 

 01

2
0m lc
IE2

lM0y ⋅+
⋅⋅
⋅==⇒  

 
IE2
lMc 0m

1 ⋅⋅
⋅−=  . 

Damit wird: 

 x
IE2
lM

IE2
xMy 0m

2
m ⋅

⋅⋅
⋅−

⋅⋅
⋅=                  (3.6.0) 

und für  mmax fy =  bei 
2
l

x 0=  gilt 

 
8IE
lMf
2
0m

m ⋅⋅
⋅−=  .                  (3.6.1) 

 

Diese bekannte Gleichung gilt nur für die Schwerachse mit der Ursprungslänge l = l0 und da-

mit ohne Dehnung: 0m =ε  .  
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Setzt man beim Berechnungsgang für das thermische Moment (siehe Punkt 3.6.2) bei der 2. 

Randbedingung  auch 0lx =   ein, erhält man analog: 

 
8IE
lMf
2
0th

th ⋅⋅
⋅−=   als Durchbiegung der Innenfaser beim Sonderfall 

( )0iii0i llund0;,0 ==ϑ∆ϑ=ϑ=ε  

und als Summe: 

 ( )
8IE

lMMfff
2
0thm

thmges ⋅⋅
⋅+−=+=   .              (3.6.2) 

 

In diesem Fall wurde die Durchbiegung der Schwerachse, denn nur sie behält die Ausgangs-

länge  „ 0l “  bei, mit der Durchbiegung der Innenfaser eines thermisch ungleichmäßig er-

wärmten Stabes für den beschriebenen Sonderfall addiert. Da im Allgemeinfall sowohl bei 

mechanischer als auch bei thermischer Stabbeanspruchung keine Faser ihre Ausgangslänge 

„l0“ beibehält und damit eindeutig die mechanisch bzw. thermisch verursachten Durchbie-

gungsanteile für jede beliebige Faser über die Stabhöhe berechnet und addiert werden können, 

muss die Differentialgleichung der elastischen Linie in beiden Beanspruchungsfällen um den 

Einfluss der über die Stabhöhe veränderlichen Dehnungsanteile ergänzt werden. 

Bezeichnet man mit  

 
IE

M

m

m
0m ⋅
=κ                    (3.6.3) 

die Verkrümmung der Schwerachse bei reiner mechanischer Biegung und mit  

 
h

1tm
0th

ϑ∆⋅α=κ                   (3.6.4) 

die Verkrümmung der Stabinnenfaser beim erwähnten Sonderfall, dann lauten die Krümmun-

gen aller Fasern allgemeingültig über die Stabhöhe bei mechanischer Beanspruchung 

 

 ( )
( ) ( ) ( )( )ymm

m

ym

0m

ym
ymm 1IE

M
1R

1y
ε+⋅⋅

−=
ε+
κ−=−=κ−=′′       .                       (3.6.5) 

 

Mit 

 
( ) ( )( ) ( ) ( )

( ) ( )yMN0m
m

ym

yMNymym0ym

y
EA

N

.bzwund1ll

ε+ε=⋅κ+
⋅

=ε

ε+ε=εε+⋅=
 

wird die Gleichung (3.6.0) zu 
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 ( ) x
IE2

lM
IE2

xMy
m

ymm
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2
m ⋅

⋅⋅
⋅

+
⋅⋅

⋅
−=                 (3.6.6) 

und als maximale Durchbiegung an der Stelle  ( )
2

x yml=  

 ( )
8IE

M
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ymm
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⋅

==
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8IE
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             (3.6.7) 

  
4444 34444 21

eSchwerachsdiefür
GleichunggenutzteBisher

 

44444444444444 344444444444444 21
„h“. Stabhöhe dieüber  Stabfasern allefür  sgleichungBerechnung ergänzte Neue,

 

  

 

Letztere Gleichung wird wieder zur bisher genutzten Form, wenn y = 0 und 0N =ε  werden, 

also reine Biegung bei alleiniger Betrachtung der Schwerachse vorliegt! Bei thermischer Be-

anspruchung lauten die Verkrümmungen über die Stabhöhe aller Fasern 

 ( )
( ) ( ) ( )( )ymm

th

yth

0th

yth
ythth 1IE

M
1R

1y
ε+⋅⋅

−=
ε+
κ−=−=κ−=′′             (3.6.8) 

so gelangt man, zwecks Vergleichbarkeit, zu nachfolgender erweiterten Differentialgleichung 

der elastischen Linie: 

 ( )
( )( ) ( )( )ythm

th

ymm

m
yges 1

1
IE

M
1

1
IE

My
ε+

⋅
⋅

−
ε+

⋅
⋅

−=κ−=′′  .            (3.6.9) 

Mit der Vorgabe von  y  ist jetzt eindeutig in beiden Fällen die gleiche Faser angesprochen. 

Für ein reales Temperaturfeld mit 
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 ( ) 





 ⋅ϑ∆+ϑ∆+′ϑ∆⋅α=ε

h
y

2
y 11

itmth              (3.6.10) 

 b ( ) 





 ⋅ϑ∆+ϑ∆⋅α=ε

h
yy.zw 1

mDtmth              (3.6.11) 

(Ableitungen siehe Kapitel 5!) 

 

lautet gemäß Kapitel 3.6.2 die Lösung für den thermischen Anteil: 

  ( ) ( )( )yth
m

2
0th

th 1
8IE

lMyf ε+⋅
⋅⋅
⋅−=              (3.6.12) 

oder mit 0th
1tm

m

th
hIE

M κ=ϑ∆⋅α=
⋅

 

  ( ) ( )( )yth

2
01tm

th 1
8h

lyf ε+⋅
⋅

⋅ϑ∆⋅α−=             (3.6.13) 

als maximale Durchbiegung der kälteren Innenfaser 

und für  
2
hy −=  : 

  
[ ]

( )'itm0i

i01tm
thi

1llmit
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8h

llf

ϑ∆⋅α+⋅=
⋅

⋅⋅ϑ∆⋅α=
          (3.6.14) 

( )5.Kapsieheund, mD1
'
i ϑ∆ϑ∆ϑ∆  Analog lautet die Lösung für den mechanischen Anteil: 

  ( ) ( )( )ym

2
0

m

m
ym 1

8
l

IE
Mf ε+⋅⋅

⋅
−=  [mm] .            (3.6.15) 
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3.7 Berechnung der Biegelinie und der maximalen Durchbiegung jeder Faser eines  
            thermisch ungleichmäßig beanspruchten Stabes bei freier Lagerung. thκ = const 

Bild 3.5: Durchbiegung jeder Faser eines freigelagerten Stabes  

 

I. Einzelgleichungen nach Auswertung eines realen Temperaturfeldes (Kapitel 5) 

1. 
2

1
mDi

ϑ∆−ϑ∆=′ϑ∆       2. 21 ϑ∆−ϑ∆=ϑ∆  

3. ( ) ( ) 
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ϑ∆
+′ϑ∆α=ε=ε

h
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2
11

itmythy   4. 
h

1tm
0th

ϑ∆⋅α=κ   

 

 

 

 

Mit den Bezeichnungen aus Kap. 3.6.1 wird die Verkrümmung
jeder Faser (Stab nach unten gebogen !):

h

h

h

h

mDϑ∆

h
y

2
' 11
ilr)y(

⋅ϑ∆+ϑ∆+ϑ∆=ϑ∆
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II. Lösungsweg 

Die erweiterte Differentialgleichung der elastischen Linie lautet 

 ( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( )y

1tm

ythm

th

yth

0th

yth
yth 1h1IE

M
1R

1y
ε+⋅
ϑ∆⋅α=

ε+⋅⋅
=

ε+
κ

==κ=′′          (3.7.1) 

1. Integration 

( )( ) ( )( ) 1
y

1tm

y

1tm Cx
1h

dx
1h

y +⋅
ε+⋅
ϑ∆⋅α

=⋅
ε+⋅
ϑ∆⋅α

=′ ∫  = Stabdrehwinkel an jeder Stelle 

Verkrümmungswinkel jeder Faser bereits mit der später unter Punkt 2. berechneten Kon-

stanten „C1“: 

  
( )( ) 








−⋅

ε+⋅
ϑ∆⋅α

=′
2

x
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y )y(th

y

1tm l
 

   x = 0 : 
( )( )

( )
( )y1th

yth

y

1tm
2

l
1h

y ϕ=⋅
ε+⋅
ϑ∆⋅α

−=′ )  

            = Stabenddrehwinkel jeder Faser. 

                   Bei  ( ) 0ythi llund
2
hy;0' =−==ϑ∆  wird 

          
2
l

2
l

h
0

0th
01tm

1th ⋅κ−=⋅ϑ∆⋅α−=ϕ)  

                               = Stabenddrehwinkel, Sonderfall 

2. Integration 

( )( ) dxC
1h

xy 1
y

1tm ⋅









+

ε+⋅
⋅ϑ∆⋅α= ∫  

( )( ) 21
y

2
1tm CxC

1h2
x

y +⋅+
ε+⋅⋅
⋅ϑ∆⋅α

=  

Bestimmung der Integrationskonstanten mit Hilfe der Randbedingungen: 

 1. 0y0x =⇒=  

  0C2 =  

 2. ( ) 0ylx yth =⇒=  

  ( )

( )( ) ( )yth1
y

yth1tm lC
1h2

2l
0y ⋅+

ε+⋅⋅
⋅ϑ∆⋅α

==⇒  

  ( )

( )( )y

yth1tm
1 1h2

l
C

ε+⋅⋅
⋅ϑ∆⋅α

−=⇒  

Nach zwei Integrationen und Bestimmung der Integrationskonstanten wird: 
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oder: ( ))y(th
0

2
1tm

)y,x(th 1
2

x
2

x
h

y ε+⋅








 ⋅
−⋅

ϑ∆⋅α
=

l
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h
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 ( ) 












++

ϑ∆
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Zu dieser allgemeinen Lösung gehört nachfolgende spezielle Lösung für  
2
hy −=   ; also für 

die Kältere Innenfaser: 

 ( ) 8
l

8
ll

f
2

0thi0th
ith

⋅κ
−≈=

⋅⋅κ
−=  mit '

itm00i lll ϑ∆⋅α⋅+=           (3.7.5) 

Hierin stellen  „ thκ “ und „ thM “ jeweils den über die Stablänge gefundenen Durchschnitts-

wert dar. 

 

Zusammenstellung der Verkrümmungen: 

 

1. Verkrümmung der Schwerachse bei rein mechanischer Biegung 

IE
My

m

m
0mm ⋅

−=κ=″                (3.7.6) 

2. Verkrümmung der kälteren Stabinnenfaser beim Sonderfall 

( )0ii llund0,2/hy,0 ==ε−==ϑ∆  bei rein thermischer Beanspruchung 

hIE
M

y ltm

m

th
0thm

ϑ∆⋅α
−=

⋅
−=κ−=″              (3.7.7) 

      3. Verkrümmung jeder Faser über die Stabhöhe bei rein mechanischer Beanspruchung 
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 mit ( ) IE
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⋅
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( ) ( ) ( )( )ythm
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ym
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ym
ym 1IE

M
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1
ε+⋅⋅

=
ε+
κ

==κ            (3.7.9) 

     4. Verkrümmung jeder Faser über die Stabhöhe bei rein thermischer Beanspruchung 

 mit ( ) 
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+
ϑ∆

+′ϑ∆⋅α=ε
h

y
2

11
itmyth                        (3.7.10) 

            





 ⋅ϑ∆

+ϑ∆⋅α=
h

y1
mDtm  

             (Ableitung siehe Kapitel 5) 

 wird ( )
( ) ( ) ( )( )ythm

th

yth

0th

yth
yth 1IE

M
1R

1
ε+⋅⋅

=
ε+
κ

==κ  .           (3.7.11) 

 
Bisher war im Kapitel 3.6 die Verkrümmung als konstant über die Stablänge angenommen 

worden. Mit const=κ  ergab sich die thermische Biegelinie eines frei aufliegenden Stabes als 

Kreisbogen. Verlaufen jedoch die Temperaturdifferenzen zwischen den Stabaußenfasern über 

die Stablänge wie in Bild 1.5 dargestellt nicht konstant, dann ist auch constth ≠κ  und die 

Biegelinie nimmt die Form einer unsymmetrischen Parabel an. Hierzu ist ein Berechnungs-

verfahren im Anhang D9. in Anlehnung an das Analogieverfahren von Mohr angegeben. Än-

dert sich (wechselt) über die Stablänge auch das Trägheitsmoment, so tritt bei jedem Wechsel 

ein Sprung in die Biegelinie ein. Hierzu siehe [82]. 
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4. Thermomechanische Sonderprobleme 
4.1 Wärmespannungen 
 

Wärmespannungen sind Spannungen aus der Behinderung der Wärmedehnung bei gleichmä-

ßiger oder ungleichmäßiger thermischer Beanspruchung eines Körpers. (Zur Spannungskate-

gorisierung siehe Anhang  D8.) 

Man unterscheidet drei Arten: 

1. Wärmespannungen in statisch unbestimmten Systemen bei thermischer Beanspruch-

ung eines oder mehrerer Elemente des Tragwerks. Die behinderten Wärmedehnungen 

rufen aufgrund der eingeprägten Weggrößen, die zunächst bei freier Dehnung (freier 

Lagerung) berechnet werden, ein Zwangskraftsystem (Zwängungen) hervor. Die 

Zwängungen bewirken Schnittgrößen (Reaktionskräfte in Normalenrichtung und Re-

aktionsmomente gegen die Verkrümmung). Ein „Zwang“ kann nur in statisch unbe-

stimmten Tragwerks-Systemen auftreten. Es ist das federelastische Gegenwirken von 

beteiligten Systemstäben und Widerlagern auf eingeprägte Weggrößen die z.B. aus 

thermischer Beanspruchung eines oder mehrerer Stäbe des betrachteten Systems ent-

standen sind. Bei Wärmespannungen handelt es sich grundsätzlich um lineare, un-

symmetrisch verteilte Spannungen (siehe Anhang G). 

2. Lineare tangentiale und radiale Wärmespannungen aus behinderter Wärmedehnung in-

folge geometrischer Unverträglichkeiten z.B. in rotationssymmetrischen Körpern wie 

Rohre, Scheiben, Ringe, Schalen, Rippen, Zylinder und Kugeln. 

3. Lineare Wärmespannungen infolge von Materialunverträglichkeiten (unterschiedliche 

Elastizitätsmodule, unterschiedliches Dehnungsverhalten), wie z. B. bei Bimetallen  

oder bei Betonüberbauten auf Stahlträgern (siehe Anhang H 7). 

 

Bei Stäben unter reinem eindimensionalem Temperatureinfluss ( )!abhängig"y"vonnurϑ  

nimmt das erweiterte Formänderungsgesetz von Hooke, Cauchy und de St. Venant: 

 ( )[ ]ε σ µ σ σ αxx xx yy zz tE
= − + + ⋅1 ∆ϑ   (Welches „ ϑ∆ “ eingesetzt werden  

                                                                                     muss wird in Kapitel 5 definiert!) (4.1.1)  
die Form 

 ϑ∆⋅α+σ=ε t
xx

xx E
  an.                 (4.1.2) 

Hieraus :  ( ) ( )u x x dx= ∫ ε  

bzw. für ( ) ( ) l
E

llu:.const t
y ⋅








ϑ∆⋅α+

σ
=∆==σ  . 
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Wird die Längsausdehnung z.B. bei Einspannung zwischen zwei starren Wänden behindert, 

so ergibt sich aus 

 u (l) = 0 

die zugehörige Spannung. 

Ist  σ = const. längs des Stabes, so folgt aus  ∆l = 0   die Wärmespannung: 

 

0 = + ⋅

= − ⋅ ⋅

σ α

σ α
E

E

t

t

∆ϑ

∆ϑ . 

Beachtet man die Temperaturabhängigkeit der Werkstoffkennwerte  E  und  α t , so nimmt der 

Ausdruck für jede Faser eines Stabes der Höhe „h“, aufgetragen über  „y“, die Form an: 

 )y(t)(),y( )(
E ϑ∆⋅α⋅−=σ

ϑϑϑ  = Wärmespannungen             (4.1.3) 

(„Rein theoretisch“. Real werden bei Zwangskraftsystemen die auftretenden Wärmespannun-

gen in Tragwerken durch die „Federraten“ (Federkonstanten) der beteiligten Stäbe und der 

Auflager stark gemindert!) 

 

 

4.2 Thermomechanische Spannungen aus Dehnungsdifferenzen, allgemeiner Ansatz 

 

Entsprechend Gleichung (4.1.2) lautet das Stoffgesetz bei reiner Temperaturbeanspruchung: 

 ( )yt
xx

xx E
ϑ∆⋅α+σ=ε  

 

 

     Gesamtdehnung  Dehnungsanteil   Gesamte thermische 

    aus Spannungen   Dehnung 

daraus folgt zunächst allgemein: 

 

   ( )( )ytxxxx E ϑ∆⋅α−ε⋅=σ         (4.2.1) 

 

     Gesamt-      –      Gesamte thermische 

Dehnung            Dehnung 

    
444444 3444444 21

 

 Differenz = Spannungen verursachender Dehnungsanteil 
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Spannungen treten also nur auf, wenn es Dehnungsdifferenzen zur theoretischen, gesamten 

thermischen Dehnung:  ( )yththeoretisc ϑ∆⋅α=ε   gibt. Angewandt auf eine lineare Temperatur-

verteilung mit  ( )ytxx ϑ∆⋅α=ε   bedeutet das: 

 ( ) ( )( ) 0E ytytxx =ϑ∆⋅α−ϑ∆⋅α=σ⇒ . 

Mit  0xx =ε   entstehen Wärmespannungen aus äußeren Zwängungen bei Volleinspannung 

wie Gleichung (4.1.3): 

 ( )ytxx E ϑ∆⋅α⋅−=σ  . 

Bei rein thermischer Belastung sind die Dehnungen und die Temperaturdifferenzen nur von  

„y“  abhängig. Daher können die thermischen Dehnungen wie folgt beschrieben werden: 

 ( ) ( )
( )gyt

yth
gesth E

y ϑ∆⋅α+
σ

=ε  

   (th = thermisch, ges = gesamt, g = gemessen) 

 

Bei thermischen Dehnungen besteht folgender grundsätzlicher Zusammenhang:  

( ) ( ) ( ) gytythgesth y ϑ∆⋅α+ε=ε         (4.2.2) 

 

   Gesamt-        =     Dehnungsanteil   +   Gesamte thermische 

   Dehnung              aus Spannungen        Dehnung 

 

Daraus allgemeiner Ansatz für thermomechanische Spannungen: 

  ( )( )gytgesth)y(th )y(E ϑ∆⋅α−ε⋅=σ          (4.2.3) 

   = E · (Gesamtdehnung – gesamter therm. Dehnung) 

r)y(t)y(th E ϑ∆⋅α⋅=σ  

mit  „ ( ) ryt ϑ∆⋅α “  als Spannungen verursachende resultierende Dehnungsdifferenz 
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4.3 Spannungslosigkeit bei linearer Temperaturverteilung 

 

Es wird zunächst ein thermisch ungleichmäßig belasteter Stahlbau-Profilstab, statisch be-

stimmt gelagert, mit theoretischem linearen Temperaturverlauf gemäß Bild 4.3.1 betrachtet. 

Es soll Spannungslosigkeit bei linearem Temperaturverlauf gezeigt werden. Hierzu bestehen 

u.a. drei Möglichkeiten: 

I. Nachweis mit dem Stoffgesetz 

II. Nachweis mit den Zusammenhängen der Faserlängen am gestreckt dargestellten 

Stab und am Kreisring-Ausschnitt 

III. Nachweis mit Hilfe der geometrischen Verträglichkeitsbedingungen von S. Ti-

moshenko [4]. 

dq
dy

h
y( mRt

l)y(t)y(
⋅ϑ∆+ϑ∆⋅α=

ϑ∆=α=ε
 

 
 
Bild 4.3.1: Lineares theoretisches Temperaturfeld 

 

I. Nachweis mit dem Stoffgesetz 

 

Auf der Basis des Stoffgesetzes wurde der allgemeine Ansatz für thermomechanische Span-

nungen 

 
( )( )

r)y(t

gytgesth)y(th

E

)y(E

ϑ∆⋅α⋅=

ϑ∆⋅α−ε⋅=σ
 

entwickelt. Bei linearem Temperaturverlauf sind keine Dehnungsdifferenzen vorhanden. 

 
( )

00

)y(

)y(thr)y(

gytgesth

=σ⇒=ϑ∆

ϑ∆⋅α=ε
                 (4.3.1) 

Ein lineares Temperaturfeld ruft somit keine Spannungen hervor. Aufgrund der zugehörigen 

Gleichung der linearen Temperaturverteilung 
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h

y
2il)y(

⋅ϑ∆+ϑ∆+ϑ∆=ϑ∆  

und ihrer 1. Ableitung 

 const
h

tan
dy
d =ϑ∆=α=ϑ                  (4.3.2) 

kann als Bedingung für eine spannungslose Temperaturverteilung genannt werden, dass die 

1. Ableitung ihrer Funktion eine Konstante liefern muss. 

Bezieht man die nach Fourier gegebene Wärmeflussdichte (stationär-eindimensional):  

 
dy
dq )(
ϑ⋅λ−= ϑ

•   

 

auf einen linearen Temperaturverlauf:  

 
( )

constq

tan
H

q )(

=

α⋅λ−=ϑ∆⋅λ−=

•

ϑϑ
•

 

mit in die Überlegungen ein, so ist ersichtlich, dass neben der ersten Bedingung eines linea-

ren Temperaturverlaufes für Spannungslosigkeit eine weitere zweite Bedingung gilt: 

 const
dy
d.bzw0

dy
qd =ϑ=
•

 und somit auch ( ) const
dy

d y =
ε

           (4.3.3) 

       κ=ϑ∆⋅α=
ht . 

Hieraus ergibt sich die dritte Bedingung: κ = const = Konstante Stabverkrümmung über die 

Stablänge. 

 

Nichtlinearer spannungsbehafteter Temperaturverlauf 

Im Gegensatz zu einem linearem Temperaturverlauf (zu einer linearen Temperaturverteilung) 

ist ein nichtlinearer Temperaturverlauf (nichtlineare Temperaturverteilung) mit Spannungen 

behaftet. 

  const
dy

d xx ≠
ε                   (4.3.4) 
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= Gedachter linearer Temperaturverlauf
   zwischen den Außenfasertemperaturen
= realer gemessener oder berechneter
   Temperaturverlauf

∆ϑ

1 α

 
Bild 4.3.2: Nichtlineares reales Temperaturfeld. Temperaturdifferenz „ ( )yϑ′∆ “  
                   als Ursache thermomechanischer Spannungen. 
 
 
Anmerkung zu Bild 4.3.2 

Die Bezeichnung einer Temperatur oder einer Temperaturdifferenz mit Strichen z.B.  ( )∆ ′ϑ y ,  

( )∆ ′′ϑ y  oder  ( )∆ ′′′ϑ y   bedeutet keine Ableitung, sondern dient nur der Kennzeichnung verschie-

dener Temperaturdifferenzen.  

 
 
II. Nachweis der Spannungslosigkeit bei linearem Temperaturverlauf mit den  
 Zusammenhängen der Faserlängen am gestreckt dargestellten Stab und am  
 Kreisring-Ausschnitt 
 

Der spannungslose Temperaturverlauf, Dehnungs- und/oder Längenänderungsverlauf über die 

Höhe eines Stabes in der x-y Ebene wird am gestreckt dargestellten Stab durch eine Gerade 

zwischen den Außenfaserwerten dargestellt („y“ entspricht „z“ im dreidimensionalen Ach-

senkreuz). 

Soll Spannungslosigkeit bestehen, so muss die genannte gerade Linie (über die Stabtiefe ge-

sehen bildet sie eine ebene Fläche) bei der thermischen Stabverkrümmung bestehen bleiben 

d.h., dass die Faserlängen am verkrümmten Stab müssen denjenigen Faserlängen am theore-

tisch gestreckt dargestellten Stab entsprechen. 

Diese dritte Bedingung ist als Nachweis in Bild 4.3.3 angegeben. 

 

Die Bedingung von Navier und Bernoulli vom Ebenbleiben der Querschnitte setzt weiter in 

diesem Fall voraus, dass der thermisch ungleichmäßig belastete Stab sich zu einem Kreisring-

Ausschnitt verkrümmt, denn nur dann trifft es zu, dass die Faserlänge am gestreckten Stab der 

Faserlänge am verkrümmten Stab entspricht. 

 

(4.3.5) 
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=

)y(l=
Es liegen keine Dehnungs-
differenzen vor!Nachweis:

(4.3.6)

 
 
Bild 4.3.3: Zusammenhänge am Kreisring-Ausschnitt 

 
 
III. Nachweis der Spannungslosigkeit bei linearem Temperaturverlauf mit Hilfe der  
 geometrischen Verträglichkeitsbedingungen  
 

Einen anderen Weg, Spannungslosigkeit bei linearem Temperaturverlauf und freier Stablage-

rung nachzuweisen, zeigt S. Timoshenko [4, S. 196] auf, indem er die geometrischen Verträg-

lichkeits-Bedingungen, auch Kompatibilitätsbedingungen genannt, unter Pkt. 3.2.4, Formeln 

(3.16) bis (3.21) aufgeführt, definiert. Es bestehen sechs Differential-Beziehungen zwischen 

den Dehnungskomponenten. Diese Kompatibilitätsgleichungen, die zu den thermisch-

elastischen Grundgleichungen gehören, müssen erfüllt werden. 

 

Es ist leicht einzusehen, dass die Kompatibilitäts-Gleichungen nur dann erfüllt werden, falls 

alle zweiten Ableitungen des Dehnungsverlaufes bezogen auf x, y und z verschwinden, d.h., 

falls die Dehnung konstant ist oder nach einer linearen Funktion verläuft. 

Die sechs Differential-Gleichungen reduzieren sich für die x-y-Ebene auf nur eine Differenti-

albeziehung 

 
yxxy

xy
2

2
yy

2

2
xx

2

∂∂
γ∂

=
∂

ε∂
+

∂
ε∂     (siehe Gleichung (3.30)) 
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und bei  0xyzzyy =γ=ε=ε   auf nur eine einfache Differentialgleichung 

 0
y2

xx
2

=
∂
ε∂ .      (siehe Gleichung (3.34))  

Diese Verträglichkeitsbedingung wird erfüllt 

( )

( ) 





 ⋅ϑ∆+ϑ∆+ϑ∆α=ϑ∆⋅α=ε

=ϑ∆⋅α=ε

h
y

2

oderconst:durch.B.z

itmytmxx

ytmxx

als gradlinige Dehnungsverteilungen. 

Anders ausgedrückt, geht aus den Kompatibilitäts-Gleichungen eindeutig hervor, dass alle 

realen, kurvenförmigen Temperaturfelder thermomechanische Spannungen verursachen! Die 

zugehörigen Funktionen der Temperaturverteilungen sind wenigstens von 3. Ordnung, d.h. 

zunächst ist: 

 0
y2

xx
2

≠
∂
ε∂ !                   (4.3.7) 

In Bild 4.3.2 ist ein reales Temperaturdifferenzen-Feld dargestellt, das senkrecht über der 

Stabhöhe  „h“  steht und aus beliebigen instationären Temperaturverläufen entstanden ist. Die 

Schlusslinie  ai ϑ−ϑ   des Kurvenzuges  ( )gyϑ   ist die einzige spannungslose Temperaturver-

teilung zwischen den Außenfasertemperaturen  aϑ   und  iϑ . Darüber hinaus ist der Tangens 

des Winkels  α   (Temperaturgradient) ein Maß für die Stab-Krümmung und ein Maß für die 

mittlere Wärmestromdichte. Die Fläche  „A1“  umfasst das eigentliche Temperaturfeld. Die 

nicht mehr zum Temperaturfeld gehörende Teilfläche  „ ϑA “  zeigt mit „ ( )yϑ′∆ “  die Tempera-

turdifferenzen auf, die als „Abweichungen“ vom linearen Temperaturverlauf  „ ( ) lyϑ “  Ursa-

che thermomechanischer Spannungen sind. Multipliziert man die Temperaturdifferenzen  

( ) gyϑ∆   mit den Werkstoffkennwerten  E  und  tα   zu  ( ) ( ) gytyth E ϑ∆⋅α⋅=σ , so erhält man 

thermische spezifische Verschiebekräfte  [N / mm2],  denen die Größe  

 ( ) ( )ytAyth E ϑ′∆⋅α⋅=σ                 (4.3.8) 

fehlt, um einen spannungslosen Zustand zu erreichen. Die fehlenden thermischen spezifischen 

Verschiebekräfte  ( ) ( )ytAyth E ϑ′∆⋅α⋅=σ   machen sich zunächst im Ausgangszustand vor einer 

Gleichgewichtsfindung als Spannungen bemerkbar. 

Aus der Gleichung zur Ursache thermomechanischer Spannungen (4.3.8) kann abgeleitet 

werden: “Ursache thermomechanischer Spannungen sind in erster Linie Temperatur-

differenzen zwischen dem gemessenen oder berechneten realen Temperaturverlauf „ ( ) gyϑ “ 
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und dem spannungsfreien linearen Temperaturverlauf  „ ( ) lyϑ “ der die Außenfasertempe-

raturen  „ aϑ “ und „ iϑ “ als Gerade verbindet. 

Der Temperaturverlauf „ ( ) lyϑ “, der die Schlusslinie des Kurvenzuges  „ ( )gyϑ “ bildet, ist 

gleichzeitig der wichtigste, so genannte  „1. Nullspannungstemperaturverlauf“. Weiterhin 

geht aus der Gleichung (4.3.8) eine grundlegende Aussage hervor. Sie beantwortet nämlich 

die Frage nach dem Auftreten von thermomechanischen Zugspannungen und thermomechani-

schen Druckspannungen 

( ) ( )

( ) ( )

ϑ ϑ

ϑ ϑ
y l y g

y l y g

Zugspannungen

Druckspannungen

> ⇒

< ⇒
 

 

 
4.4 Elastische Energie, Innere spezifische Verschiebekräfte, thermodynamische 
 Kräfte, thermodynamische Konstante und thermisches Moment 
 

Vorgänge, die in einem thermisch ungleichmäßig belasteten Stab ablaufen, lassen sich 

zweckmäßig zunächst aus der Sicht der Physik [68] und dann erweiternd unter Nutzung der 

Erkenntnisse der Thermodynamik [59], der statistischen Thermodynamik [56] und der Werk-

stoffkunde [15] erklären. Bei einem von außen eingeleiteten Wärmestrom bewirkt die ent-

standene Temperaturdifferenz  „∆ϑ “ zwischen den Außenfasern das Fließen eines Wärme-

stromes  „ Q
• “  gegen den Wärmeleitwiderstand  „ R w “. Die zugeführte Wärme bewirkt ent-

sprechend den Vorstellungen über die metallische Atombindung und die Gitterstruktur der 

Metallkristalle einen verstärkten Elektronenfluss und verstärkte Gitterschwingungen. Die so 

genannten „Anharmonizitäten“ der Gitterschwingungen führen zur thermischen Ausdehnung 

eines Festkörpers. Hierbei wird die Längenänderung mit 

 ( ) ( )∆ ∆ϑl ly t y= ⋅ ⋅0 α  

angegeben, zu der der mittlere lineare Wärmeausdehnungskoeffizient  „α t “  gehört. 

Im Hookeschen Bereich wird von Demtröder [68] die zugeführte Wärme der „Elastischen 

Energie“ und der „Deformationsarbeit“ gleichgesetzt 

 ∫∫
∆∆

⋅σ⋅⋅=⋅⋅=
l

0 thA

l

0
dLAdLFW  

 ε

εε
⋅σ⋅=ε⋅⋅σ⋅= ∫∫ dVdlA

thA00 0th  , 
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mit den inneren spezifischen Verschiebekräften 

 dAdN thAi ⋅σ=  

und ( ) ( )ytAyth E ϑ∆⋅α⋅=σ  

ergibt sich dann für die thermische Deformationsarbeit der Längenänderung 

 ( )W E A l J N melast th t m. [ ]= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅1
2 0

2α ∆ϑ   ;  00 VlA =⋅  . 

 

Aus der Summe der Deformationsarbeitsanteile für Längenänderung und Stabverkrümmung 

folgt dann die Gesamtsumme der elastischen Energie, die in Verbindung mit den inneren 

Verschiebekräften Ausgangsbasis zur Ermittlung des so genannten korrespondierenden ther-

mischen Momentes und der thermischen Spannungen ist. 

Wird die Gleichung in einer anderen Form geschrieben 

 W E A lelast th t m t m

Ni lm

. = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅1
2 0α α∆ϑ ∆ϑ

∆
1 244 344 1 24 34

 

mit  „ N i “  als innerer Kraft und  „∆lm “  als mittlerem Verschiebeweg, so kann gezeigt wer-

den, dass das angegebene Produkt sich aus der thermodynamischen Proportionalitätskonstan-

ten 

 „ E t⋅α “ 

der thermodynamischen Kraft (Abweichungen vom thermischen Gleichgewichtszustand) 

[48] 

 „∆ϑm A⋅ “ 

und dem mittleren Verschiebeweg zusammensetzt. 

Bezeichnet man das Produkt  „ E t⋅α “  z.B. mit dem Formelzeichen  „ K T “ 

 ( ) ( )K E E N
mm CT t t= ⋅ = ⋅

⋅






α αϑ ϑ 2 o
 , 

so gibt diese thermodynamische Proportionalitätskonstante  „ K T “  die Verschiebekraft 

pro Flächeneinheit an, die bei einem Unterschied von  1o C   erforderlich ist. 

Damit kann die elastische Energie auch beschrieben werden mit 

 W K A lelast th T m m. = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅1
2

∆ϑ ∆  

für den Formänderungsarbeitsanteil bei Längenänderung. 
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Das Produkt besteht jetzt im Wesentlichen aus drei Faktoren 

     1. KT =Thermodynamische Proportionalitätskonstante mit der Größe für Baustahl von  

         ≈TK 2,60 N mm C/ 2 ⋅o  im Bereich bei 100 Co   

         ≈TK 2,50 N mm C/ 2 ⋅o  im Bereich bei 200 Co  und 

          ≈TK 2,30 N mm C/ 2 ⋅o  im Bereich bei 300 Co  siehe Anhang C. 

     2. ∆ϑm A⋅ = Thermische Querschnittsbeanspruchung =  Thermodynamische Kraft 

     3. ∆lm = Mittlerer Verschiebeweg. 

 

Bei der Berechnung thermodynamischer Vorgänge spielen die so genannten thermodynami-

schen Kräfte eine besondere Rolle. Sie geben nämlich die Abweichungen vom thermischen 

Gleichgewichtszustand an und treten in der Thermodynamik der Feststoffe (hier: Stahl) als 

thermodynamische Kräfte mit den Größen 

( )

( ) ( ) MomentmischesthermodynaalsdAyundastungFlächenbelthermischealsdA

)verteilungTemperaturlinearerbei(HiergradientTemperaturalstanq
hdy

d

differenzTemperaturals

yy

y

⋅⋅ϑ∆⋅ϑ∆

α=
λ

=ϑ∆=ϑ

ϑ∆

•

auf.  

Ihre Kombination mit dem thermodynamischen Proportionalitätsfaktor  „ K T “  führt über 

thermische spezifische Kräfte zum korrespondierenden thermischen Moment. 

 

 

4.5. Korrespondierendes thermisches Moment 

 

Aus der Sicht der Thermodynamik [59] ist ein thermisch ungleichmäßig belasteter, frei auf-

liegender Stab (Einfeldträger), ein offenes, stationäres, thermodynamisches Energiesystem, in 

dem Energietransport in Form von Wärme und in Form von Formänderungsarbeit stattfindet. 

Innerhalb des Kontrollraumes ändert sich der Zustand des Wärmestromes kontinuierlich vom 

Eintrittsquerschnitt bis zum Austrittsquerschnitt. Der anfangs vorhandene thermische Gleich-

gewichtszustand mit  ϑ 0  = const.  (ϑ 0  = Ausgangs- oder Aufstelltemperatur) wird durch den 

ungleichmäßigen Wärmestrom in einen Zustand mit thermischem Ungleichgewicht überführt. 

Diese Abweichungen vom thermischen Gleichgewicht werden in der Thermodynamik durch 

die so genannten „Thermodynamischen Kräfte“ beschrieben. Sie verursachen u.a. das korre-

spondierende thermische Moment. Daher findet sich in thermomechanischen Berechnungs-
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gleichungen neben der Beschreibung vorhandener Körpermerkmale  (z.B.: b0, h0, l0, A, I und 

ϕ ) und den zugehörigen Proportionalitätsfaktoren ( tTt EK.bzwE, α⋅=α ) immer eine 

thermodynamische Kraft wieder! 

 

Thermodynamische Kräfte als Abweichungen vom thermischen Gleichgewicht 

 

Nachfolgendes Bild zeigt visuell einprägsam die „Thermischen Gleichgewichtslinien  thG “ 

mit zugehörigen „Abweichungen“ zu den drei signifikanten Fällen: 

1.  Gleichmäßig erwärmter Stab (z.B. im Wärmofen). 

2.  Theoretisch gradlinig ungleichmäßig erwärmter Stab. 

3.  Real ungleichmäßig thermisch belasteter Stab. 

Mth1

thM

Mth1

Gth

1

2

α

1

thM

'

2

  
Gth

tan ==α

y
i)y(

⋅ϑ∆+ϑ∆+ϑ∆=ϑ∆

)y( −ϑ∆:Abweichung iϑ∆

)y( −ϑ∆:Abweichung iϑ∆g

Gth
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""
. aϑ; iϑ=
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Bild 4.5: Die thermische Gleichgewichtslinie „G th“ und zugehörige Abweichungen 

(4.5.1) 

(4.5.2) 
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Ableitung des korrespondierenden thermischen Momentes bei linearer Temperaturver-
teilung 
 

Für die beiden Fälle mit konstantem und nicht konstantem Stabquerschnitt soll das thermische 

Moment aus der linearen Temperaturverteilung „ ( )lyϑ “ abgeleitet werden. Bei Wärmezufuhr 

entsteht die „Innere Kraft“ auf ein Querschnittsflächenelement 

 ( ) ( )dN K dAith y T y= ⋅ ⋅∆ϑ                  (4.5.3) 

Diese Schreibweise spiegelt jetzt deutlich die reine Abhängigkeit der Teilkraft von dem Pro-

portionalitätsfaktor  „KT“  und von der thermodynamischen Kraft  „ ( )∆ϑ y dA⋅ “  wider. Beim 

Lastfall: Ungleichmäßiger theoretischer Temperaturverlauf ohne äußere und innere Zwänge, 

lautet die Funktion des ungleichmäßigen Temperaturdifferenzenverlaufes 

 ( ) h
y

2y
⋅ϑ∆+ϑ∆=ϑ∆  .                 (4.5.4) 

Dementsprechend sind die inneren Teilkräfte  „ dN ith “  über die Stabhöhe unterschiedlich 

groß. Dieser Unterschied führt u.a. zu einer sichtbaren, kreisbogenförmigen Verkrümmung, 

die z.B. auch ein konstant über der Stablänge verlaufendes mechanisches Moment gleichen 

Energieinhaltes verursacht haben könnte, wie z.B. beim frei aufliegenden Einfeldträger mit 

Kragstücken und symmetrischer Belastung. 

Verformt sich ein thermisch belasteter, frei auf zwei Stützen aufliegender Stab, so unterliegt 

er einem thermischen Moment, das sich als Integral der mit ihrem Hebelarm multiplizierten  

„Inneren Teilkräfte“  über den gesamten Querschnitt ergibt. 

 4342144 344 21
y

ithdN

HebelarmTeilkräfteInnereM Ath ⋅= ∫  = ydN
A thi ⋅∫              (4.5.5) 

          ( )= ⋅ ⋅ ⋅∫ A T yK dA y∆ϑ  

dAyEdAyy
h

EdAyEdAyM
A

2
A 0

t
A ththAth ⋅⋅κ⋅=⋅⋅⋅ϑ∆⋅α⋅=⋅⋅ε⋅=⋅⋅σ= ∫∫∫∫

 ( ) 






 ε=⋅
ϑ∆⋅α

=⋅κ=ε yth
t

0th y
h

ymit   

  bei gleichzeitiger Erwärmung und Abkühlung der Außenfasern „a“ und „i“.   

0th IEM κ⋅⋅=                                                                                                         (4.5.6) 
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(Bis zu diesem Punkt der Arbeit ist die Bezeichnung  „σ th “  anhand eines geradlinigen theo-

retischen Temperaturfeldes nur eine Hilfsgröße, die innere spezifische Verschiebekräfte aber 

noch keine Spannungen im Sinne der Statik beschreibt!) 

 

Das beschriebene thermische Moment wird zwecks Unterscheidung von mechanischen Mo-

menten als so genanntes  „Korrespondierendes thermisches Moment“ bezeichnet. Diese Be-

zeichnung soll zum Ausdruck bringen, dass das thermische Moment mit dem ungleichmäßi-

gen Anteil des Temperaturfeldes korrespondiert und mit den daraus entstehenden inneren 

Kräften im Gleichgewicht steht. In einem statisch bestimmten System verursacht das thermi-

sche Moment keine Schnittgröße. Es existiert keine äußere Spannungsresultierende. Der 

thermisch verformte Stab kann gedanklich in beliebige Stücke zerschnitten werden, ohne dass 

sich Schnittgrößen zeigen würden. Allerdings müsste der von außen eingeleitete Wärmestrom  

„ Q
• “  als ungleichmäßige Belastung des Stabes aufrechterhalten werden. 

 

 

4.6 Thermische Formänderungsarbeit „Wth“ 

 

Unter der Annahme, dass eine eindimensionale Temperaturbeanspruchung ( )( )yϑ=ϑ  eines 

Stahlbau-Profilstabes vorliegt, werden die Formänderungsarbeitsgleichungen mit Hilfe des 

ersten Hauptsatzes der Thermodynamik aufgestellt. Siehe auch „Physikalische Grundlagen“ 

Kapitel 2.1. Der erste Hauptsatz ist ein Erfahrungssatz. Er kann nicht bewiesen werden und 

gilt nur deshalb, weil alle Schlussfolgerungen, die man aus ihm zieht, mit der Erfahrung im 

Einklang stehen. Eine seiner Formulierungen lautet: In einem abgeschlossenen System ist die 

Summe aller Energieänderungen gleich null [15]. 

 

In der Thermodynamik übernimmt man den Begriff der Arbeit aus der Mechanik und defi-

niert die verschiedenen Formen der Arbeit [1]: 

1. Formänderungsarbeit bei linearer elastischer Verschiebung 

( ) ( ) [ ]mNdudAdW yA NyithN ⋅⋅⋅σ= ∫             (4.6.1) 

2. Formänderungsarbeit bei Biegung 

( ) ( ) [ ]mNdudAdW 1yA MyithM ⋅⋅⋅σ= ∫             (4.6.2) 



  Thermomechanische Sonderprobleme 94

Formänderungsarbeit bei Torsion liegt nicht vor. Mit der Bezeichnung  „ ( )yiσ “ sind keine 

mechanischen Spannungen sondern vergleichbare thermodynamische, spezifische, innere, 

resultierende Verschiebekräfte der Größe 

  ( ) xxENyi ε⋅=σ  

Mittelwert: ( ) [ ]2
Nyi mm/NEE xxmxx ε⋅=ε⋅=σ               (4.6.3) 

und  ( ) yEMyi ⋅κ⋅=σ  

Mittelwert: ( ) [ ]2
thmmMyi mm/NyEyE ⋅κ⋅=⋅κ⋅=σ              (4.6.4) 

gemeint. 

Die thermische Formänderungsarbeit setzt sich aus den drei Arbeitsanteilen bei mittlerer 

Stabachsenverschiebung und aus dem Anteil bei Stabverkrümmung zusammen. 

 ( ) thMz,y,xthNth WWW +=                  (4.6.5) 

Um die Gleichungen der Formänderungsarbeit analytisch und nicht nur iterativ lösen zu kön-

nen, müssen die Integrale 

 ( ) ( ) dAunddA
A MyiA Nyi ⋅σ⋅σ ∫∫    

berechnet und die mittleren Verschiebungswege  ( )ydu   bei linearer Verschiebung und  

( ) 1ydu   bei Biegung auf einem Kreisbogen bekannt sein. Für die Berechnung der Integrale 

und der mittleren, linearen Verschiebung muss die mittlere Dehnung bekannt sein. 

 

Berechnung der mittleren Dehnungen in Richtung der drei Achsen eines thermisch ein-

dimensional  ( )( )yϑ=ϑ   beanspruchten Stahlbau-Profilstabes aus den Spannungsdeh-

nungsbeziehungen des Kapitels 3.2 mit den Gleichungen (3.4) bis (3.6) der resultierenden 

Gesamtdehnungen 

 ( ) .0und ZZyy =σσ  

1. 





 ⋅ϑ∆

+ϑ∆⋅α=ϑ∆⋅α+
σ

=ε
h

y
E

1
mDtmxxtm

xx
xx  

 mDtm
2/h

2/h xxxx dy
h
1 ϑ∆⋅α=⋅ε⋅=ε ∫−  

2. yytm
xx

yy E
ϑ∆⋅α+

σ
⋅µ−=ε  

 dy
Eh

1 2/h

2/h yytm
xx

yy ⋅





 ϑ∆⋅α+σ⋅µ−⋅=ε ∫−  
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 mDtmyy 0 ϑ∆⋅α+=ε  . 

 Siehe auch Kapitel Anhang D 6: Eine Ableitungsvariante  

            zu den thermischen Verschiebungen. 

3. zztm
xx

zz E
ϑ∆⋅α+σ⋅µ−=ε  

 dy
Eh

1 2/h

2/h zztm
xx

zz ⋅





 ϑ∆⋅α+σ⋅µ−⋅=ε ∫−  

 mDtmzz 0 ϑ∆⋅α+=ε  

Damit wird: mDtmzzyyxx ϑ∆⋅α=ε=ε=ε                (4.6.6) 

und xthNzthNythNxthNthN dW3dWdWdWdW ⋅=++=              (4.6.7) 

Das nebenstehende Temperaturfeld
und das nachfolgende Feld der Faser-
verschiebungen über die Stabhöhe
sind Grundlagen der Ermittlung der
thermischen Form änderungsarbeit.

 
 
Bild 4.6.1: Resultierendes, lineares Temperaturdifferenzenfeld nach Auswertung  
      eines gegebenen verkrümmten Temperaturfeldes 
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Verschiebung

h

l 1tmo ϑ∆⋅α⋅

Verkrümmungswinkel=ϕ
h

ltan 1tm
o

ϑ∆⋅α⋅=ϕ=ϕ

ϕ
mittlere Verschiebung

const.ddxdxdx
IE

Mdx
h

d )y(ootho
m

th
o

1tm
th =ϕ=⋅κ=⋅κ=⋅

⋅
=⋅ϑ∆⋅α=ϕ

Verschiebungen

tm

tm

o

)y(

)y(

0
)y(

0

th)y(

th

th
th

1tm
th

1

h

ε=ε
ε+
κ

=κ

ϑ∆⋅α=κ

 

 
 

Bild 4.6.2: Formänderung und Faserverschiebungen „ ( )ydu “ und ( ) lydu “  

      eines thermisch gleichmäßig beanspruchten Stabelementes, dargestellt als gestrecktes Element 
 

In Bild 4.6.2 wurden zweckmäßiger Weise die Verschiebungen „du“ und ihre maßgeblichen 

Anteile „ ( )ydu “ und „ ( ) lydu “ am gestreckten Stabelement dargestellt. 

Berechnung der thermischen Formänderungsarbeit 

 

 

( ) ( ) ( ) ( )1A MyiA rlyNi

thMthxN

thMthN

ydudAdudAy3

dWdW3

dWdWdW

∫∫ ⋅⋅σ+⋅⋅σ⋅=

+⋅=

+=

 

  ( ) yEyE thmmMyi ⋅κ⋅=⋅κ⋅=σ  

 ( ) ∫∫ ϕ⋅⋅⋅⋅+⋅⋅⋅ε⋅⋅=
A

th
A rlxxm dydA

I
yMydudybE3dW )  

  ∫ =⋅
A

2 IdAy  

 ( ) ϕ⋅+⋅⋅⋅ϑ∆⋅α⋅⋅= )dMyduhbE3dW thrlmDtmm  

  0th0 dxdxd ⋅κ=⋅κ=ϕ)  

  ( ) 0mDtm0xxrl dxdxydu ⋅ϑ∆⋅α=⋅ε=  
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 0thth0mDtmQmDtmm dxMdx

xx

A

xx

E3dW ⋅κ⋅+















⋅

ε
ϑ∆⋅α⋅
















⋅

ε
ϑ∆⋅α⋅⋅=

4342143421
 

  
444 3444 214444 34444 21

mdxiN
   . 

Nehmen auf ihrem Weg die innere thermodynamische Kraft  Ni  von null auf Ni und das kor-

respondierende thermische Moment Mth von null auf Mth zu, so ergibt sich die thermische 

Formänderungsarbeit zu 

 ∫∫ ⋅κ⋅+⋅ε⋅= 0l

0 0thth
0l

0 0xxith dxM
2
1dxN

2
3W  

     mDxx ε=ε  

Da „Ni“ eine feste Größe und 
h

IEM 1
tmmth

ϑ∆
⋅α⋅⋅=  konstant über die Stablänge ist, ergibt 

sich als Endgleichung 

 ( ) ( ) ϕ⋅+⋅ϑ∆⋅α⋅⋅ϑ∆⋅α⋅⋅= )
th0mDtmQmDtmmth M

2
1lAE

2
3W  

 0ththmDi lM
2
1lN

2
3 ⋅κ⋅+∆⋅⋅=  

 [ ]JmNl
IE

M
2
1lAE

2
3W 0

m

2
th

0mDQmDmth =⋅⋅
⋅

⋅+⋅ε⋅⋅ε⋅⋅=  

 ϕ⋅⋅+⋅ε⋅⋅= )
th0

2
mDmth M

2
1VE

2
3W                (4.6.8) 

          = Volumenformänderungsarbeit 

  + Formänderungsarbeitsanteil bei Biegung 

  ( ) ( ) 0mDg
2/h

2/h gmD ydyy
h
1 ϑ∆−ϑ=ϑ∆=⋅ϑ∆=ϑ∆ ∫−  

  = mittlere Körpertemperaturdifferenz. 

 

Mit Hilfe obenstehender Formänderungsarbeits-Gleichungen können alle Berechnungsglei-

chungen zur Ermittlung thermomechanischer Spannungen und zugehöriger Formänderungen 

überprüft werden. 
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4.7 Kopplung des mechanischen und thermischen Problems 

 

Im gesamten thermomechanischen Problem treten folgende Zustandsgrößen auf: Spannun-

gen, Verzerrungen, Lastgrößen, Verschiebungen, Temperaturen, Wärmeströme sowie folgen-

de Werkstoffparameter: Dichte d, Elastizitätsmodul E, mittlerer linearer Wärmeausdehungs-

koeffizient  tα , Wärmeleitfähigkeit  λ , Querdehnzahl  µ , wahre spezifische Wärmekapazität  

w
pc , spezifischer elektrischer Widerstand  ρ   , Temperaturleitfähigkeit  a und globale Wär-

meübergangszahl  α . 

Im allgemeinen Fall muss man wohl davon ausgehen, dass sämtliche Werkstoffparameter 

Funktionen einer Vielzahl von Zustandsgrößen, mindestens der inneren Energie sind. Diese 

Kopplungen sind aber noch weitgehend unbekannt, selbst für technisch eingesetzte Materiali-

en. 

 

 

4.7.1 Gründe für das Auftreten und Einflüsse auf die Zustandsgröße: 
 „Thermomechanische Spannungen“ 
 

Gründe: 

⇒  1. Jedes praktisch vorkommende Temperaturfeld ist nichtlinear begrenzt. 

⇒  2. Die zwischen dem geradlinigen (Schlusslinie = Einziger Nullspannungstemperatur-

verlauf zwischen den Außenfasertemperaturen) und dem kurvenförmigen Temperatur-

verlauf auftretenden Temperaturdifferenzen sind der Grund für das Auftreten thermo-

mechanischer Spannungen. ⇒  Abweichungen vom geradlinigen Temperaturverlauf. 

⇒ 3. Wegen der kurvenförmigen seitlichen Wärmeabströmung sind reale Temperaturfel-

der bei Erwärmung zur Achse über die Stabhöhe hin verkrümmt. 

⇒ 4. Ein nicht linear begrenztes Temperaturfeld, und damit thermomechanische Span-

nungen, existiert so lange, wie der von außen eingetragene Wärmestrom „ Q
•

“ andau-

ert. Daher kann die Größe thermomechanischer Spannungen (Primärspannungen !) 

nach einer unzulässig großen Steigerung der äußeren Lasten (Wärmestrom „ Q
•

“ ver-

bunden mit der damit verursachten nichtlinearen Temperaturverteilung) auch nicht 

durch Plastizierung abgebaut werden, weil keine Temperaturdifferenzen abgebaut 

werden können. Wie mechanische Primärspannungen sind thermomechanische Span-

nungen auch Primärspannungen, weil sie das Gleichgewicht mit äußeren Lastgrößen 
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herstellen. Hinsichtlich des Festigkeitsverhaltens ist ihr wesentliches Merkmal, dass 

bei einer zu großen Steigerung des von außen eingeleiteten Wärmestromes, die Ver-

formungen nach vollständiger Plastizierung des Querschnitts wesentlich zunehmen, 

ohne sich hierbei selbst zu begrenzen. Thermomechanische Spannungen können auch 

nicht als „Spannungsspitzen“ bezeichnet werden, weil Spannungsspitzen gemäß der 

sicherheitstechnischen Regel KTA 3201.2 (Auslegung, Konstruktion und Berechnung 

von Komponenten des Primärkreises von Leichtwasserreaktoren) solche Spannungen 

sind, die keine merklichen Verformungen zur Folge haben [21, 39, 116, 117]. Durch 

Plastizierung können nur Spannungen in Zwangskraftsystemen (Wärmespannungen, 

Sekundarspannungen!) bei denen eingeprägte Weggrößen vorgegeben sind und Eigen-

spannungen abgebaut werden. Durch die Plastizierung verschwinden die eingeprägten 

Weggrößen (Faserlängen- und Verdrehungswinkel-Differenzen). Eigenspannungen in 

Stahlbauelementen können z.B. durch Vorrecken oder durch Spannungsfreiglühen be-

seitigt werden. Genauere Spezifizierung siehe Anhang D 8. „Spannungskategorisie-

rung; Abgrenzung der Spannungsarten“. 

⇒ 5. In allen real thermisch ungleichmäßig belasteten Stäben entstehen thermomecha-

nische Spannungen. Sie entstehen unabhängig davon, ob der Stab in einem be-

stimmten oder in einem statisch unbestimmten System angeordnet ist. 

⇒ 6. Bei ungleichmäßiger Erwärmung oder Abkühlung befindet sich ein Körper in einem 

thermischen Ungleichgewicht. Entsprechend den Gesetzen der Thermodynamik nimmt 

der Körper danach sehr schnell den thermischen Gleichgewichtszustand (gleichmäßige 

Temperatur aller Fasern) ein und tauscht dann mit der Umgebung überschüssige oder 

fehlende Wärme aus. Siehe auch Bild 2.8.2. 

 

 

Einflüsse auf die Größe thermomechanischer Spannungen: 

 

1. Die kurvenförmige Berandung eines Temperaturfeldes bedingt, dass sich die einstel-

lenden Spannungen nicht linear über den Querschnitt verteilen. 

2. Die Größe der Spannungen wird im Wesentlichen von der Größe der resultierenden 

Temperaturdifferenzen  „ ( ) ryϑ∆ “ bestimmt (Ableitung siehe Kapitel 5). Diese sind 

wiederum abhängig vom allgemeinen Temperaturniveau der Außenfasern und dem 

Krümmungsverlauf der Temperaturkurve „ ( ) gyϑ∆ “ zwischen den Außenfasertempe-
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raturen „ aϑ “ und „ iϑ “. Also abhängig von der Größe und der Unsymmetrie der Tem-

peraturdifferenzen zwischen der nichtlinearen, realen Temperaturverteilung und der 

theoretischen, linearen, spannungsfreien Temperaturverteilung zwischen den Außen-

fasern. 

3. Die Temperaturkurve wiederum wird vom in den Körper eintretenden Wärmestrom 
o

Q , der Wärmeabströmung in verschiedene Richtungen und damit von der nicht kon-

stanten Wärmestromdichte „ •q “ geprägt (siehe auch Formel (2.8.4.10)) 

 

( ) ( )( ) ( )( )
dy

d
q;constq gy

y gy
ϑ

λ−=≠ ϑ
••                (4.7.1) 

Linearer Temperaturverlauf, :const≠λ  

   ( ) ( ) h
'

dy
d;

h
y

2 yiy
ϑ∆=ϑ=ϑ⋅ϑ∆+ϑ∆+ϑ∆=ϑ  

mit der Temperaturabhängigkeit von „λ“ aus Anhang  C  wird 

   ( ) ( )( )
h

baq yy
ϑ∆⋅ϑ⋅−−=•  und 

( ) ( )
hh

baq mRy
ϑ∆⋅λ−=ϑ∆⋅ϑ⋅−−=•  . 

  Nichtlinearer Temperaturverlauf, :const≠λ  

   
( )( ) ( )gyba

gy
ϑ⋅−=λ ϑ   (Anhang C) 

   mDba ϑ⋅−=λ  

  alternative zur Gleichung (4.7.1): 

   ( ) ( ) dy
dq yy
ϑ⋅λ−=•  und 

   ( ) ( )
dy
d

hh
baq mDy

ϑ⋅λ−=ϑ∆⋅λ−=ϑ∆⋅ϑ⋅−−=•   . 

Hier wird der Einfluss der Temperaturverteilung sichtbar. Wegen des erforderlichen, 

von außen einzuleitenden Wärmestromes (äußere thermische Lasten) können thermo-

mechanische Spannungen nicht als Eigenspannungen bezeichnet werden. 

4. In der technischen Wärmelehre und in der Thermoelastizität beschränkt man sich 

immer auf die Abhängigkeit der Materialparameter von der Temperatur  „ϑ “, d.h. 

( ) ( )ϑ=αρµλα f,a,,,d,c,,,E w
pt  
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5. Die Einflüsse aus der Temperaturabhängigkeit der Werkstoffkennwerte Eund, tαλ  

sowie der Einfluss auf die Größe thermomechanischer Spannungen durch seitliche 

Wärmeabströmung werden in dieser Arbeit in Sonderkapiteln aufgezeigt. 

 

4.7.2 Temperaturabhängige physikalische Werkstoffkennwerte 
für allgemeine Baustähle 

 

Für die meisten technischen Berechnungen genügt es, vom betreffenden Werkstoff den auf 

20°C bezogenen Elastizitätsmodul  "E"  und den mittleren linearen Wärmeausdehnungs-

koeffizienten  "αt"  zu kennen. Für allgemeine Baustähle betragen diese Werte 

 

.K/1012

mm/N1014,2E

6
t

25

−⋅=α

⋅=
 

Bei höheren Temperaturen oder in Kältebereichen zeigt sich jedoch, dass die Werkstoff-

kennwerte stark temperaturabhängig und nicht konstant sind. Wird die Temperaturab-

hängigkeit in Diagrammen dargestellt, so verläuft sie nicht linear und weist bei einigen 

Kennwerten, z.B. dem linearen Wärmeausdehnungskoeffizienten und der Dichte, Sprünge 

auf. Diese Sprünge beruhen auf Phasenumwandlungen im Zustandsschaubild Eisen-Zementit, 

verbunden mit Veränderungen der Kristallgitterstruktur (Umwandlung der α - in γ  Mischkri-

stalle bei 723 Co ). Beschäftigt man sich mit technischen Problemen in hohen oder niedrigen 

Temperaturbereichen, müssen für alle beteiligten Werkstoffe die temperaturab-hängigen 

Kennwerte bekannt sein. Beispielhaft zeigen die beiden Diagramme in Bild 4.7 den Verlauf 

der physikalischen Kennwerte von  αt  und  E  einiger wichtiger Stähle [30, 32, 33,94, 104, 

Eurocode 1 ./. 6]. 

 

4.7.3 Bauteilabhängige Werkstoffkennwerte / Thermische Dauerstandfestigkeit 

 

Im Gegensatz zu physikalischen Werkstoffkennwerten sind bauteilabhängige Werkstoff-

kennwerte nicht nur von der Temperatur sondern auch von der Materialdicke, der Beanspru-

chungsart  (Zug, Druck, Biegung)  und der Zeit bzw. der Lastwechsel abhängig. So gelten 

z.B. für die Baustähle (alte Bezeichnungen in Klammern) S 235 JR G2 ( R St 37-2 ), S 275 JR 

(St 44 ) und S 355 JR (St 52 ) nach DIN EN 10025, S.14 bzw. nach DIN 17100 die Streck-

grenzen ReH = 225 N/mm2 , ReH = 265 N/mm2 und ReH  = 345 N/mm2 nur für Materialdicken 



  Thermomechanische Sonderprobleme 102

unter 40 mm. Diese Werte werden in Zugversuchen nach DIN EN 10002 T1, EN 10025 und 

DIN 50125 ermittelt. Weiterhin werden in Zugversuchen die Dehngrenzen gemessen. 

Rp 0,01 = Technische Dehngrenze   ;   Rp 0,2 =  0,2 Dehngrenze 

mit ε = ⋅ =∆l
l
100 0 2, %  als bleibender Dehnung. Diese Dehngrenzwerte können aus Werk-

stoffblättern der Zulieferindustrie in Abhängigkeit von der Temperatur und der Materialdicke 

entnommen werden. 

Bild 4.7: Diagramme von Werkstoffkennwerten für Stähle  
               [Quellen: 30, 32, 33, 94, 104, Eurocode 1 ./. 6] 
 

Thermische Dauerstandfestigkeit 

 

Zulässige Spannungen werden für jeden Stahl in einem Dauerfestigkeitsschaubild für die Be-

anspruchungsarten z.B. Zug, Druck und Biegung und für die Belastungsarten statisch, schwel-

lend und wechselnd festgehalten. Für wiederkehrende praktische Anwendungsfälle werden 

darüber hinaus bei sicherheitlich relevanten Stahlkonstruktionen in DIN-Normen über Festig-

keitsnachweise zulässige Spannungen benannt. Für thermisch beanspruchte Spezial-Stähle im 

Hoch- und Niedrigtemperaturbereich liegen in Form von Werkstoffblättern oder AD-

Merkblättern meist ausreichende Informationen über E t,α und R p0 2, in Abhängigkeit von der 

Mittlerer linearer Wärmeausdehnungskoeffizient
( Bezugstemperatur: 20°C )

1 = Reineisen
2 = Allgemeine Baustähle und niedrig legierte Stähle
3 = Schweißbare Feinkornbaustähle
4 = Hochlegierte austenitische hochfeste und kaltzähe Stähle

Elastizitätsmodul für Baustähle

214

192,5

171

149,5

128

E(ϑ)
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Temperatur vor. Sucht man für allgemeine Baustähle nach temperaturabhängigen Festig-

keitswerten, so ist man auf Unterlagen  (Werkstoffblätter 010R, 012R und 400R) des Man-

nesmann Forschungslabors [33], dem Stahleisen Werkstoffblatt SEW 310 und den Eurocodes 

1 ./. 4 angewiesen. Die zulässigen Biege-, Druck- und Zugspannungen bei schwellender Bela-

stung in Abhängigkeit von der Zeit und der Temperatur werden als thermische Dauerstandfe-

stigkeit bezeichnet. 

 ϑσ /t/bSch  und  ϑσ /t/zSch,d  = Thermische Dauerstandfestigkeit. 

Im Rahmen dieser Arbeit werden häufig Werkstoffkennwerte des Stahls R St 37-2 für eine 

Erzeugnisdicke von 16 bis 40 mm benötigt. Das im Anhang  C  aufzufindende Arbeitsblatt 

leistete dabei wertvolle Hilfe. 

 

 

4.7.4 Einfluss der Temperaturabhängigkeit des Wärmeausdehnungskoeffizienten 
 „ tα “ und des Elastizitätsmoduls  „E“  bei allgemeinen Baustählen 
 

Für den Stahl R St 37-2 steigt  „ tα “  im Bereich 0 bis 400 Co  von tα  = C/107,11 6 o−⋅  auf   

tα  = C/101,14 6 o−⋅  an, d.h. tα∆  = C/104,2 6 o−⋅ . „E“ hingegen fällt von E = 

25 mm/N1014,2 ⋅  um E∆  = 25 mm/N1064,0 ⋅  auf E = 25 mm/N1050,1 ⋅ . Diese Differen-

zen  ( tα∆  und E∆ )  sind Ursachen zusätzlicher Faserdehnungen, Spannungen und Momente 

(Siehe Anhang E und F). Bei niedrigem Temperaturniveau und geringer Temperaturdifferenz  

„ ϑ∆ “ zwischen den Außenfasern, stößt man an die technische Genauigkeitsgrenze, d.h., dass 

in einem Temperaturbereich von etwa  -35 Co  bis  +75 Co   und Temperaturdifferenzen bis zu 

30 Co , zwischen den Außenfasern eines Profilstabes mit konstanten Werkstoffkennwerten 
25

m mm/N1014,2E ⋅= , 

K/100,12 6
tm

−⋅=α , 

Km
W53m ⋅

=λ   und mit 

Kmm/N50,2EK 2
tmmt ⋅≈=α⋅=  

gerechnet werden darf. Bei höheren Temperaturen sind die Mittelwerte (siehe Kapitel 2.7.1) 

zu berücksichtigen. Wie in den Anlagen  „E“  und  „F“  näher erläutert und berechnet, verur-

sachen die Differenzen  „ tα∆ “  und  „ E∆ “  der Werkstoffkennwerte, aufgrund unterschiedli-

cher Außenfasertemperaturen, eine zusätzliche Verschiebung und Verdrehung des in Kapitel 
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5 angegebenen, rechnerisch resultierenden Nullspannungs-Temperaturverlaufes. Die dadurch 

verursachten Spannungen und Formänderungen sind im Hochtemperaturbereich (hier: 

C450bisC100 oo ) von Fall zu Fall nachzurechnen. 
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5. Berechnung thermomechanischer Spannungen und zugehöriger Formänderun- 
gen nach Auswertung nichtlinear begrenzter Temperaturdifferenzenfelder 

5.1 Zusammenhänge in einem realen Temperaturdifferenzenfeld 
 

Als Übersicht zu diesem Kapitel zeigt nachfolgende Skizze plakativ gegebene oder zu be-

rechnende Größen aus der realen thermischen Belastung eines Profileisenstabes aus dem In-

dustrieofenbau. Weil das Temperaturdifferenzen-Teilfeld  „ ϑA “  gegenüber einem linearen, 

theoretischen Temperaturdifferenzenfeld (kurz: Temperaturfeld) in diesem Fall fehlt, ist in der 

Regel das thermische Moment „Mth“ kleiner als das theoretische Moment „Mth1“  

 
RAbERAbEMMM

RAbEM

t22t2th1thth

11tth

⋅⋅⋅α⋅−⋅⋅⋅α⋅=−=
⋅⋅⋅α⋅=

ϑ  

A A

Q

b

= Realer Temperaturverlauf Gth

Gth

1 g 1
g

= Spannungsloser Temperaturverlauf
= Schlußlinie
= 1. Nullspannungstemperaturverlauf 

= Thermische
   Gleichgewichtslinie

ges 1 2

[ °C  mm ]

= +

h

+

= a

2 = 2

h
h

1 h
 

Bild 5.1:  Temperaturfeld mit gemessener Temperaturverteilung  
                 Einzelflächen und Schwerpunkte 

(5.1 – 5.3) 

(5.4 -5.7)
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Die nachfolgenden Überlegungen werden unter den Annahmen getroffen: 

 

1.  Es gilt die Bernoullische Hypothese, die besagt, dass ebene Querschnitte bei der Form- 

änderung eben bleiben. 

2.  Es gilt das Hookesche Gesetz, wonach die Spannungen proportional den spannungsverur-

sachenden Dehnungen sind. 

3.  Die Verformungen müssen klein sein im Verhältnis zu den Systemmaßen. 

4.  Es liegen keine äußeren mechanischen Lasten vor. 

5.  Mit Punkt 4 existieren keine Schnittgrößen (= Resultierende der Spannungen). 

6.  Als mechanisches System liegt ein statisch bestimmt gelagerter Stab vor, der von einem 

von außen eingeleiteten, ungleichmäßigen Wärmestrom  „
•
Q “  beansprucht wird, d.h., es 

liegen äußere thermische Lasten vor. 

7.  Die Temperaturen werden über die Stabbreite als konstant angesehen (Mittelwert). 

8.  Der Stabprofil-Querschnitt ist doppeltsymmetrisch bzw. symmetrisch. 

9.  Bei der dargestellten Temperaturverteilung handelt es sich um eine eindimensionale Ver-

teilung mit ( )yϑ=ϑ , die aus der Überlagerung beliebiger instationärer Temperaturvertei-

lungen entstanden ist. 

 

Wie in Bild 5.1 dargestellt, muss die gegebene Temperaturkurve  „ ( )gyϑ “ aus theoretischen 

Berechnungen, Erfahrungswerten oder nach Auswertung von Temperaturprofilmessungen 

bekannt sein, um die zugehörigen Integrale zu lösen. Liegt keine mathematische Beschrei-

bung der Temperaturkurve, jedoch eine Zeichnung mit mindestens fünf Kurvenstützpunkten 

vor, so bieten sich u.a. zwecks Ermittlung der Flächen  „ ϑA.bzwA1 “  und ihrer Schwer-

punktabstände  „R1  bzw.  R“, entweder eine instrumentelle Auswertung mit technischer Dar-

stellung anhand des Programms  „CAD-400“  der Fa. H.A.N. Dataport oder eine Approxima-

tion durch Polynom und anschließender mathematischer Berechnung z.B. mit dem Programm 

DERIVE [112], dem Programm „Excel“ oder dem Programm „MATH-CAD“ an. 

 

Bevor in diesem Kapitel die Berechnung Thermomechanischer Spannungen dargelegt wird, 

soll die allgemeine Vorgehensweise aus der Sicht des Konstrukteurs beschrieben werden. Für 

jede Dimensionierungsaufgabe ist eine bestimmte Anzahl technischer Daten und eine Be-

schreibung örtlicher Gegebenheiten erforderlich. Es wird hierzu beispielhaft angenommen, 

dass ein 12 m langer Träger einer Ofen-Hängedecke (Wärmeofen) dimensioniert werden soll. 
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Sind die mechanischen Lasten bekannt, so kann der Träger vordimensioniert werden. Im In-

dustrieofenbau gibt es für Träger mit großen Spannweiten, die sowohl mechanisch als auch 

thermisch belastet werden, die Erfahrungsregel, dass die zulässige maximale Durchbiegung 

des mechanisch oder thermisch belasteten Trägers ein Siebenhundertfünfzigstel der Träger-

länge nicht überschreiten soll. 

 ]mm[
750
l

f 0
zulmax =   , 

das heißt, es würde eine Durchbiegung von 

 mm16
750

12000 =   

zugelassen. Aus der Erfahrung ist ein auf diesem Weg vordimensionierter Träger meist auch 

den zusätzlichen thermischen Lasten gewachsen, wenn die mechanischen und thermischen 

Durchbiegungen gegenläufig sind.  

Welche technischen Daten benötigt der Konstrukteur neben Werkstoffkennwerten zur Be-

rechnung von thermomechanischen Spannungen mit zugehörigen Formänderungen? Bisher 

war angenommen worden, dass eine gegebene Temperaturverteilung konstant über die Stab-

länge verläuft und damit auch  thM   konstant ist. Das ist im Industrieofenbau nicht der Fall. 

Über die Stablänge verläuft die Temperaturdifferenz zwischen den Stabaußenfasern wie be-

reits in Bild 1.5 beispielhaft gezeigt. Das heißt, der Konstrukteur benötigt neben diesem Tem-

peraturdifferenzen-Verlauf mehrere Temperaturprofile (Temperaturverteilungen), aus denen 

einzelne Temperaturfelder gewonnen werden um daraus 1. das Durchschnittstemperaturfeld 

über die Stablänge zu erstellen, 2. das Temperaturfeld mit maximaler Temperaturdifferenz zu 

erhalten und 3. wie im Anhang D 9. beschrieben, den Temperaturdifferenzenverlauf 

„ )x(1ϑ∆ “ zur Berechnung der Biegelinie. Das Durchschnittstemperaturfeld muss durch eine 

ausreichende Anzahl von Einzelfeldern abgesichert sein und ist die Grundlage zur Ermittlung 

der Faserlängenänderungen und der Verschiebungen in x-, y und z – Richtung (hier im We-

sentlichen der mittleren Faserdurchbiegung), die den mechanischen Verschiebungen zu über-

lagern sind. Spannungen sind hieraus nur als Durchschnittsspannungen zu ermitteln. Das 

Temperaturfeld mit den maximalen Temperaturdifferenzen liefert an der Messstelle die ma-

ximalen thermomechanischen Spannungen, die mit den mechanischen Spannungen zu überla-

gern sind. Gibt es mehrere gefährdete Querschnitte, so sind für jeden Querschnitt aus der zu-

gehörigen Temperaturverteilung die thermomechanischen Spannungen zu bestimmen. Die 

Auswertungsvorgehensweise ist für alle Temperaturdifferenzenfelder, symmetrische oder 

unsymmetrische, gleich.  
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5.2 Ableitung thermomechanischer Spannungen  
  Lösung für einen Balken mit konstanter Breite  „ rb “   
 5.2.1 Ausgangszustand, Einwirkungen, gegebenes Temperaturdifferenzenfeld 

            und berechnetes Polynom 4. Grades für die Temperaturverteilung 
 

Ausgangszustand 

Mechanisch unbelasteter Profileisenstab mit doppelsymmetrischem Querschnitt, 

 ,mm120012030lhb 000 ⋅⋅=⋅⋅  

statisch bestimmt gelagert. Material R St  37-2. Werkstoffkennwerte bei  215,5  Co : 

 

2Tmtm

25
m

6
tm

mmK
N5,2KE

,mm/N109,1E

,K/1015,13

⋅
==⋅α

⋅=

⋅=α −

            (siehe Anhang  C) 

 

Einwirkungen 

Einseitig von außen in die Staboberkantenfläche  „ lb ⋅ “  eingetragener Wärmestrom  „
•
Q “  . 

Wegen der natürlichen seitlichen Wärmeabströmung erfolgt im Stab ein ungleichmäßiger 

Wärmestrom und eine nichtlineare Temperaturverteilung über die Stabhöhe „h“, deren Aus-

wirkungen zu einer Stabverkrümmung, zu unterschiedlichen Stabfaserverlängerungen und zu 

thermomechanischen Spannungen führen. 

 

Temperaturdifferenzenfeld und berechnetes Polynom 
4. Grades der Temperaturverteilung  
 

Gegeben sei ein reales Temperaturdifferenzenfeld gemäß Bild 5.2. Die angenäherte Funktion 

der beispielhaft gegebenen Temperaturverteilung über die Stabhöhe infolge ungleichmäßigen 

Wärmestroms  „
•
Q “  lautet für die Temperaturkurve  „ ( ) gyϑ “  mit einem Polynom 4. Grades 

aus fünf gegebenen Kurvenstützpunkten berechnet: 

 

( ) [ ]
[ ]cmy

C166y
36
253y

216
221y

324
35y

1944
19 234

gy
o+⋅+⋅+⋅+⋅=ϑ

  (5.8) 
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Die den Balken beanspruchende Temperaturlast ändert sich längs des Balkens nicht. 

 

 

5
Gth Gth

7

α

(5.9) 

Bild 5.2: Gegebenes Temperaturdifferenzenfeld mit ( )gyϑ als Polynom 

 

 

5.2.2 Linearisierung einer nichtlinear berandeten symmetrischen oder unsymmetri-
schen Temperaturverteilung durch den so genannten resultierenden Nullspan-
nungstemperaturverlauf 

 

Der in Kapitel 4.2 beschriebene allgemeine Ansatz für thermomechanische Spannungen aus 

Dehnungsdifferenzen basiert auf der Gleichung (4.2.2): 

 ( ) ( ) ( ) gytythgesyth ϑ∆⋅α+ε=ε  

Nur in Temperaturdifferenzen ausgedrückt lautet diese: 

 ( ) ( ) ( ) gyrygesy ϑ∆+ϑ∆=ϑ∆                   (5.10) 

mit „ ( ) ryϑ∆ “ als Spannungen verursachende Temperaturdifferenz. Der Ausdruck „ ( ) gesyϑ∆ “ 

beschreibt hierbei eine Diagonale durch das Temperaturdifferenzenfeld die die gesamt wirk-

samen Temperaturdifferenzen widerspiegelt. Die Diagonale über die Stabhöhe entspricht als 

gerade Linie der Hypothese von Navier und Bernoulli vom Ebenbleiben der Querschnitte. Sie 
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ist der geometrisch und rechnerisch „Resultierende Nullspannungstemperaturverlauf“ und 

wird mit 

 ( ) ( ) rlyrly .bzw ϑ∆ϑ  beschrieben. 

Der resultierende Nullspannungstemperaturverlauf  „ ( ) rlyϑ “  stellt einen spannungslosen, 

gradlinigen Temperaturverlauf dar, der exakt die durch den nichtlinearen Temperaturverlauf  

„ ( ) gyϑ “  verursachten Faserlängenänderungen und die Stabdurchbiegung durch seine Anord-

nung zur y-Achse und durch seine Neigung widerspiegelt. Jede Diagonale durch ein Tempe-

raturdifferenzenfeld ist ein Nullspannungstemperaturverlauf. Nur das Einhalten der geome-

trisch-mathematischen Bedingungen macht eine Diagonale zum resultierenden Nullspan-

nungstemperaturverlauf. Auch die Schlusslinie eines Temperaturfeldes ist ein wichtiger Null-

spannungstemperaturverlauf (1. Nullspannungstemperaturverlauf).  

Die vorhandene Schlusslinie wird beschrieben mit: 

 ( ) h
y

mRly
⋅ϑ∆+ϑ=ϑ  

 ( )

0mR

0mRly

ytan
h

y

ϑ∆+⋅α+ϑ∆=

ϑ∆+⋅ϑ∆+ϑ∆=ϑ
      (5.11) 

  mit 
h

tan ϑ∆=α   , 

sie ist der einzige Nullspannungs-Verlauf zwischen den Außenfasertemperaturen  „ aϑ   und  

iϑ “  , der spannungslos, die von S. Timoshenko  (siehe [4] Seite 196)  angegebenen Kompa-

tibilitätsbedingungen (Verträglichkeitsbedingungen) erfüllt.  

 

Linearisierung 

 

Die thermomechanischen Spannungen und damit auch die Temperaturdifferenzen „ ( )yϑ′∆ “ 

bzw. „ ( )gyϑ∆ “ (siehe Bild 5.2) müssen sich über die Stabhöhe ausgleichen. Die Kurve 

„ ( )gyϑ∆ “ wird „Linearisiert“! Die Bedingung bei diesem rechnerischen Vorgang ist, dass 

sich die entstehenden positiven und negativen Teilflächen aufheben. Unter der Vorausset-

zung, dass die Temperaturkurve „ ( )gyϑ “ symmetrisch zur y-Achse verläuft, wird nachfol-

gend die Temperaturverteilung „ ( )gyϑ “ linearisiert. 
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A1 A2A

a =

(+)

(-)

(-)

= -
2

21ages AAAhA ++=⋅ϑ∆= ϑZur Geometrie der Flächen:

A;hA;haA 2
''

1 =⋅ϑ∆=ϑ⋅=

0dyy
c
y'

dyy'

2

2
2/+h

)y(

=⋅⋅⋅ϑ∆=

⋅⋅ϑ∆

∫

∫ 2/h−

 

Wegen der 
Symmetrie ist:

c

ϑ∆+

mϑ∆+
c
y' 2

2

g)y( ⋅ϑ∆=ϑ

Sonderfall:

⋅y

α

h

2/h−

2/+h

 
Bild 5.3: Linearisierung der Temperaturverteilung „ ( )gyϑ “ für den Sonderfall 

   einer symmetrischen Temperaturverteilung und konstanter Breite „br“ 
 

Die Summe der Temperaturdifferenzen  „ ( )yϑ ′′′∆ “  über die Stabhöhe muss gleich Null sein. 

Die Gleichgewichtslinie  „ ( ) lryϑ “  verläuft parallel zur Schlusslinie  „ ( ) lyϑ “, weil wegen der 

Symmetrie die Schlusslinie als Nullspannungstemperaturverlauf mit ihrem Neigungswinkel 

„α “ allein die Größe des thermischen Momentes bestimmt. 

 11rtt1th RAbE
h

IEM ⋅⋅⋅α⋅=ϑ∆⋅α⋅⋅=  

denn 0RAbEM rt2th =⋅⋅⋅α⋅= ϑ  wegen R = 0 ⇒  Symmetrie. Die Parallelver-

schiebung  „ ϑ′′∆ “  kann aus der Fläche  ϑA   oder aus der Fläche  A1  berechnet werden. 

 ( ) ( ) ( ) ( )yyy
2/h

2/ y ;0dy ϑ′′∆−ϑ′∆=ϑ ′′′∆=⋅ϑ ′′′∆∫ −  

 ( ) ( )( ) ( ) ( ) ϑ=⋅ϑ′′∆=⋅ϑ′∆=⋅ϑ ′′∆−ϑ′∆ ∫∫∫ −−−
Adydy;0dy y

2/h

2/hy
2/h

2/h

2/h

2/h yy  

 ( ) ( ) =ϑ′′∆=ϑ′′∆⋅ϑ ′′∆=ϑ ∫ − y
2/h

2/h y ;dyA  const als Parallelenabstand 

( ) hA;dyA y
2/h

2/h
⋅ϑ ′′∆=ϑ⋅ϑ′′∆=ϑ⇒ ∫ −  

h
Aϑ=ϑ′′∆⇒   bzw. a

h
A1

mD ==ϑ∆                 (5.12) 
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und mit 1ϑ∆=ϑ∆  wird 
h

y
)y( 1

mDr
⋅ϑ∆

+ϑ∆=ϑ∆ l  

Linearisierung einer unsymmetrischen Temperaturverteilung 

 

In Bild 5.4 ist ein unsymmetrisches Temperaturdifferenzenfeld mit dem „Resultierenden 

Nullspannungstemperaturverlauf „ ( ) rlyϑ “ als Diagonale gegeben. Lage und Neigung dieser 

Geraden wird durch den Abstand „a“ von der y-Achse und durch den Tangens des Neigungs-

winkels 1α  festgelegt. 

 ( )!differenzTemperaturbeliebigeeinezunächstist;
h

tanb 1
1

1 ϑ∆ϑ∆=α=    (5.13) 

Die Größen „a“ und „b“ unterliegen den geometrisch-rechnerischen Bedingungen. Diese sind 

dadurch gegeben, dass der Abstand „a“ durch die Größe der Fläche A1 bzw. durch die Größe 

der Fläche „ ϑA “ bestimmt wird, dass sich die entstandenen Teilflächen (+) und (-) aufheben 

müssen und dass die Größe „b“ das thermische Moment aus der Teilfläche „A1  widerspiegelt. 

Die allgemeine Gleichung der zugehörigen Temperaturdifferenzen lautet (siehe Bild 5.4) 

 

 ( ) ybalry ⋅+=ϑ∆ =
h

y
a ? ⋅ϑ∆
+                  (5.14) 

 

sie beschreibt die Lage und Neigung des gesuchten resultierenden Nullspannungstempera-

turverlaufes. Durch die auftretenden Temperaturdifferenzen  „ ( ) ryϑ∆ “  zwischen dem Null-

spannungstemperaturverlauf und der Temperaturkurve wird darüber hinaus mit dem Zu-

sammenhang 

 

 ( ) ( ) rytmmyth E ϑ∆⋅α⋅=σ                   (5.15) 

 

die Größe der thermomechanischen Spannungen über die Stabhöhe  „h“  angegeben. Die ge-

schilderten Zusammenhänge sind im Bild 5.4 dargestellt. Außer den Unbekannten  „a“  und  

„b“  sollen auch die mit einem Fragezeichen versehenen Größen ermittelt werden. Aus Bild 

5.4 geht der Zusammenhang 

 ( ) ( ) ( ) gyrlyry ϑ−ϑ=ϑ∆                  (5.16) 

hervor. 
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Bild 5.4: Darstellung der gesuchten Unbekannten  „a“  und  „b“   
                sowie der mit einem Fragezeichen versehenen Größen 
 

Entsprechend Bild 5.5 kann Bild 5.4 in zwei Temperaturdifferenzenfelder zerlegt werden und 

zwar in das Feld  I  und in das Feld  II. 

 

Es gilt: Feld  I  minus Feld  II  =  schraffierter, Spannungen erzeugender Anteil in Bild 5.4. 

Mit dieser Aufteilung soll der Temperaturdifferenzen-Anteil  „ ( ) ryϑ∆ “, der Spannungen er-

zeugt, dargestellt werden:   ( ) ( ) ( ) gyrlyry ϑ∆−ϑ∆=ϑ∆ . 

 

tan α=
∆ϑ
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= ∆ϑο

tanα = ∆ϑ

I: Anteil               , der keine
   Spannungen erzeugt. 

II: GegebeneTemperatur-
verteilung

I II

I - II = Schraffierter, Spannungen erzeugender
          Anteil in Bild 5.4  

 
Bild 5.5: Rechnerisch, konstruktive Aufteilung eines gegebenen Temperaturdifferenzenfeldes  
   mit Hilfe des resultierenden Nullspannungstemperaturverlaufes „ ( ) rlyϑ “ 

 

Anmerkung: 

Ein reales Temperaturdifferenzenfeld kann nur mit Hilfe eines so genannten Nullspannungs-

temperaturverlaufes (Diagonale des Temperaturdifferenzen-Feldanteils  „ ϑA “), der bestimm-

ten geometrisch - mathematischen Bedingungen unterliegt, in zwei Anteile aufgespalten wer-

den. Hierbei soll gelten: 

Anteil  I  -  Spannungen verursachender Anteil = Ursprüngliches Temperaturdifferenzenfeld. 

Weitere Aufspaltungsvarianten eines realen eindimensionalen Temperaturfeldes in drei Antei-

le siehe Anhang D 4 und D 5. 

 

5.2.3 Ansatz für spannungswirksame Dehnungen und für thermomechanische Span-
nungen. Schnittgrößen und Gleichgewichtsformulierungen 

 

I. Dehnungen zu  I  Bild 5.5: Gesamtdehnung 

( ) ( ) ( ) ( )yba
h

y
a tm

?
tmrlytmyIgesy ⋅+α=







 ⋅ϑ∆
+⋅α=ϑ∆⋅α=ε=ε    (5.17) 
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II. Dehnungen zu  II  Bild 5.5: Gesamte thermische Dehnungen 

( ) ( ) gytmgy ϑ∆⋅α=ε 





 ⋅ϑ∆

+⋅α=
h

ya 1
tm                (5.18) 

III. Dehnungsdifferenz zu II siehe auch Bild 5.4: 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )( )gyrlytmyII

gyyI

gygesyrytmyII

ϑ∆−ϑ∆⋅α=ε

ε−ε=

ε−ε=ϑ∆⋅α=ε

               (5.19) 

 

4. Für  ( )yIε   wird, wie allgemein üblich, das Ebenbleiben der Querschnitte  
 angenommen! 
 

Ansatz der Gesamtdehnung: 

 ( ) ( )ybatmyI ⋅+α=ε                  (5.20) 

 

Dabei sind  „a“  und  „b“  Unbekannte, die später bestimmt werden. 

 

5. „Spannungen erzeugende Dehnungen“: 

( ) ( )

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ) ( ) gytmyl

gyrlytm

gyrlytm

rytmyIl

ϑ∆⋅α−ε=

ϑ∆−ϑ∆⋅α=

ϑ−ϑ⋅α=

ϑ∆⋅α=ε

 

 ( ) ( ) ( ) gytmtmyII yba ϑ∆⋅α−⋅+α=ε                 (5.21) 

Zu diesem Ergebnis gelangt man auch, wenn man das verallgemeinerte Formände-

rungsgesetz von Hooke, Cauchy und de St. Venant für rein thermische Stabbelastung 

nutzt: 

 

( )[ ]

( )

( )

thgesxx

gyxx

ythxx

zzyy

xxtzzyyxxxx

ˆ

ˆ

ˆ

0;0
E
1

ε=ε

ϑ∆=ϑ∆

σ=σ

=σ=σ

ϑ∆⋅α+σ−σ⋅µ+σ⋅=ε
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( )
( )

( ) ( )

)eMittelachsm(ˆ
EˆE

E
E

y

tmt

m

rytyth

gyt
th

thges

=α=α
=

ϑ∆⋅α⋅=σ

ϑ∆⋅α+
σ

=ε⇒

 

( ) ( )
( )ybaˆ tmthges

gytmrytmthges

⋅+⋅α=ε

ϑ∆⋅α+ϑ∆⋅α=ε⇒
 

 

  mit ( ) ryϑ∆ = spannungswirksame Temperaturdifferenz 

 

( ) ( ) ( ) gytmtmyII yba ϑ∆⋅α−⋅+⋅α=ε⇒    siehe (5.21) 

 

„Thermomechanische Spannungen“ 

Annahme: Die Elastizitätstheorie gilt uneingeschränkt ( )ε⋅=σ E . 

Es ergeben sich Thermomechanische Spannungen infolge  „ ( )yIIε “. 

 ( ) ( )

( ) ( ) gytmmtmm

yIImyth

EybaE

E

ϑ∆⋅α⋅−⋅+⋅α⋅=

ε⋅=σ
 

 ( ) ( ) ( )[ ]gytmmyth ybaE ϑ∆−⋅+α⋅=σ
                           (5.22) 

Schnittgrößen 

Es sind keine Schnittgrößen (Resultierende der Spannungen) vorhanden. Die Spannungen 

bilden ein Gleichgewichtssystem. 

 

Gleichgewichtsformulierungen: 

 0dAyMdAN
A thA zthx =⋅⋅σ==⋅σ= ∫∫                (5.23) 

 

( ) ( ) Dehnungenirksamespannungswˆ yIIrytm =ε=ϑ∆⋅α
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5.2.4 Berechnung des Spannungsverlaufes über die Stabhöhe für unsymmetrische und 
symmetrische Temperaturverteilungen 

 

Bedingungen 

1. ∫ =⋅σ=
A thx 0dAN                 (5.24) 

2. ∫ =⋅⋅σ=
A thz 0dAyM                 (5.25) 

Allgemein gegebene Berechnungsgleichung thermomechanischer Spannungen aus (5.22) 

 

 ( ) ( )( )gytmmyth ybaE ϑ∆−⋅+⋅α⋅=σ  

 

Erste Integration gemäß 1. Bedingung: 

 

( )( )[ ]

dybdA
hbA

0dAybaE

r

r

A gytmm

⋅=
⋅=

=⋅ϑ∆−⋅+⋅α⋅∫
 ; constbr =  

 
( )( )

( )∫∫∫

∫
+

−

+

−

+

−

+

−

⋅ϑ∆=⋅⋅+⋅⇒

=⋅ϑ∆−⋅+⋅⋅α⋅

2/h

2/h gy
2/h

2/h

2/h

2/h

2/h

2/h gyrtmm

dydyybdya

0dyybabE
 

 1A0ha =+⋅  

 ⇒ mD
1

h
Aa ϑ∆==                   (5.26) 

(Diese Beziehung gilt nur für  b = const!) 

 

Zweite Integration gemäß 2. Bedingung: 

  

( )( )[ ]

dybdA
hbA

0dAyybaE

r

r

A gytmm

⋅=
⋅=

=⋅⋅ϑ∆−⋅+⋅α⋅∫
 

 
( )( )

( )∫∫∫

∫
+

−

+

−

+

−

+

−

⋅⋅ϑ∆=⋅⋅⋅+⋅⋅⇒

=



 ⋅⋅ϑ∆−⋅+⋅⋅α⋅

2/h

2/h gy
2/h

2/h

2/h

2/h

2/h

2/h gyrtmm

dyydyyybdyya

0dyyybabE
 

 11

3
RA

12
hb0 ⋅=⋅+  
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 ⇒ 3
11

h
RA12b ⋅⋅=                   (5.27) 

Mit „a“ und „b“ lautet jetzt die Berechnungsgleichung thermomechanischer Spannungen: 

  
( ) ( )

43421
b

y
h

RA12
h

AE gy3
111

tmmyth 





 ϑ∆−⋅⋅⋅+α⋅=σ

              (5.28) 

Die Größe „b“ soll mit Hilfe einer Temperaturdifferenz ausgedrückt werden: 

 

Zwischen den einzelnen Flächenmomenten des Temperaturdifferenzenfeldes besteht gemäß 

Bild 5.2 die Beziehung: 

 RARARA 2211 ⋅−⋅=⋅ ϑ  

(Sonderfall: Symmetrische Temperaturverteilung, 0und0RA 2 =ϑ∆=⋅ϑ weil R = 0!) 

 ⇒ ( ) ;RARA
h
12b 223 ⋅ϑ−⋅⋅=    mit den Einzelgrößen:            (5.29) 
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⋅
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=ϑ∆⇒

⋅ϑ∆
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ϑ                         (5.30) 

mit     ( )∫ ⋅⋅ϑ∆⋅α⋅=
A y2tmm2th dAyEM  

            ( ) h
y

2y2 ⋅ϑ∆=ϑ∆  . 

Zusammengefasst: 
12

h
12

h
12

hRARARA
2

1
2

2
2

2211
⋅ϑ∆=⋅ϑ∆−⋅ϑ∆=⋅ϑ−⋅=⋅  . 

Hierbei ist  „ 2ϑ∆ “  eine rechnerische Temperaturdifferenz aus der Unsymmetrie des Feldan-

teils  „ ϑA “  und gibt die Verdrehung des resultierenden Nullspannungstemperaturverlaufes  

„ ( ) rlyϑ “  gegenüber der parallel verschobenen Schlusslinie „ ( ) lyϑ “ an. Die Schlusslinie  

„ ( ) lyϑ “  verläuft unter dem Winkel  α   , dessen Tangens 

 
h

tan ϑ∆=α   lautet. 
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Es folgt weiter: 

 








 ⋅ϑ∆−⋅ϑ∆⋅=
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h
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h
h
12b

2
2

2
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⇒ 13
1112 tan

h
RA12

hh
b α=⋅⋅=ϑ∆=ϑ∆−ϑ∆=  ;             (5.31) 
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1
111121 ⋅α⋅⋅

⋅=
⋅α⋅

=⋅ϑ∆=⋅⋅⋅=ϑ∆  . 

Mit dieser Umformung für die Größe „b“ lautet die Gleichung zur Berechnung thermomecha-

nischer Spannungen für ein Stahlprofil mit konstanter Breite und unsymmetrischer Tempera-

turverteilung 

 ( ) ( ) 





 ϑ∆−⋅ϑ∆+⋅α⋅=σ gy

11
tmmyth h

y
h

AE                (5.32) 

      br = const 

 mit    21 ϑ∆−ϑ∆=ϑ∆  und 
h

IEM 1
tmmth

ϑ∆⋅⋅α⋅=  

und für eine symmetrische Temperaturverteilung: 

 ( ) ( ) 







ϑ∆−

⋅ϑ∆
+⋅α⋅=σ gy

1
tmmyth h

y
h

AE                (5.33) 

 mit    0wegen 21 =ϑ∆ϑ∆=ϑ∆  . 

Hier verläuft der resultierende Nullspannungstemperaturverlauf „ ( ) rlyϑ “ parallel zur Schluss-

linie „ ( ) lyϑ “.  

 

Die vier Fragezeichen aus Bild 5.4 und 5.5 können somit wie folgt beantwortet werden: 

1. Fragezeichen:   ?ϑ    (Temperatur)               ;   Bild 5.5 I 

  oamD ϑ∆+ϑϑ ==  

2. Fragezeichen:   (Temperaturdifferenz) nur Fragezeichen!      ;   Bild 5.4 

  ? = 
H

A
mDmR

ϑ
=−== ϑ∆ϑ∆ϑ′′ϑ∆  

3. Fragezeichen:   ?α                                                                  ;    Bild 5.4 

  1? α=α  

  
hh

tanb 21
1

ϑ∆−ϑ∆=
ϑ∆

α= =                 
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4. Fragezeichen: ?ϑ∆                                                               ;    Bild 5.4 

  21? ϑ∆−ϑ∆=ϑ∆=ϑ∆              

 
 
5.3 Lösung für ein Stahlbau-Profil mit nicht konstanter Breite ( )constbr ≠  und ein-

fach- oder doppeltsymmetrischem Querschnitt. 
            Die wichtigsten Ableitungsgleichungen 
 

In das berechnete oder gemessene Temperaturdifferenzenfeld A1 (siehe Bild 5.6) werden als 

horizontale Linien die einzelnen Höhen des Stahlbauprofilstabes eingezeichnet. Für jede Teil-

höhe „hi“ mit der zugehörigen Breite „bri“ entsteht ein Teil-Temperaturdifferenzenfeld  „A1i“. 

Diese Teilfelder mit ihren jeweiligen Flächenverhalten und ihren Schwerpunktabständen 

„SA1i“ mussten deshalb gebildet werden, weil ihr Einfluss (ihre Wichtung) bei den noch 

durchzuführenden Gleichgewichtsbetrachtungen durch die unterschiedlichen zugehörigen 

Stabbreiten wesentlich mitbestimmt wird. Neben dem Profilquerschnitt muss also die Funkti-

on „ ( ) gyϑ “ und die Aufstelltemperatur (Umgebungstemperatur)  „ 0ϑ “  bekannt sein. 

 

 
Bild 5.6: Aufteilung des Temperaturdifferenzen-Teilfeldes  „A1“   
                nach unterschiedlichen Stabbreiten  „br“ mit unterschiedlichen Höhen „hi“ 
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1. Erste Integration gemäß 1. Bedingung (Kapitel 5.2.4): 

( ) ( )( ) 0dyybabE gy
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2/h yrtmm =ϑ∆−⋅+⋅α⋅ ∫ −  
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2. Zweite Integration gemäß 2. Bedingung (Kapitel 5.2.4): 
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3.  aus 1.  und  2.  folgt die Größe thermomechanischer Spannungen für Profile mit 
     b  ≠  const 

( ) ( )
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tmmEyth              (5.34) 

zum Beispiel mit den Einzelberechnungsgleichungen für Flächeninhalte und Schwerpunkts-

abstände: 
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 ( )∫ ⋅ϑ∆=
2/h

h gy1
2/2

dy1A und 

 ( ) .dyy
1A
11R

2/h

h gy
1

1
2/2

∫ ⋅⋅ϑ∆⋅⋅=  

 

Das nachfolgende Bild 5.7 zeigt den prinzipiellen Verlauf der thermomechanischen Spannun-

gen über die Höhe eines Stahl-Profilstabes. Am Schluss dieses Kapitels sind die wichtigsten 

Formeln der Ableitung und Formeln der zugehörigen Formänderungsgrößen zusammenge-

stellt. Das Bild 5.8 dient hierbei als Erläuterungsskizze. Wird eine derartige Zeichnung maß-

stäblich angefertigt, so können die Spannungen verursachenden Temperaturdifferenzen 

„ ( ) ryϑ∆ “ abgegriffen werden. Die Größe der Spannungen ergibt sich nach Multiplikation mit 

dem thermodynamischen Proportionalitätsfaktor tmmT EK α⋅= . Der Anhang A zeigt die 

Auswertung des Versuches  19/IV  und der Anhang H5  zeigt die Auswertung eines Beispiels 

(Tabellarische Berechnung der thermomechanischen Spannungen über die Stabhöhe eines 

Flachstahls bei gegebener Temperaturverteilung und Spannungsdiagramm). 

 

mm

0

h

 
Bild 5.7: Prinzipieller Verlauf der thermomechanischen Spannungen „ ( )ythσ “ über die Stabhöhe 

Eine andere Art der Darstellung des Spannungsverlaufes zeigt Bild A.8 des Anhangs A. 
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5.3.1 Die wichtigsten Ableitungsgleichungen und zugehörige Formänderungsgrößen 
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Bild 5.8: Erläuterungsskizze zu den Formeln ( b = const) 
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2. Formänderungsberechnung 
Zugehörige Formänderungsgrößen: 
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Die lineare Berechnungsgleichung der gesamten resultierenden thermischen Dehnungen über 

die Stabhöhe besteht aus dem Produkt des mittleren linearen Wärmeausdehnungskoeffizien-

ten „ tmα “ und der Gleichung der wirksamen Temperaturdifferenzen des resultierenden Null-

spannungsverlaufes „ ( ) rlyϑ∆ “. Sie erfüllt die mit Gleichung (4.3.7) genannten Kompatibili-

tätsbedingungen. 
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Die hier angesprochenen Temperaturdifferenzen ( ) mD1rly und,'i, ϑ∆ϑ∆ϑ∆ϑ∆  sowie die 

Temperaturfeldgröße A1 sind der gemittelten Temperaturverteilung, über die Stablänge gese-
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hen, zu entnehmen oder aus einzelnen Temperaturfeldern, gleichmäßig über die Stablänge 

verteilt, mit Hilfe der Trapezformel zu berechnen. 

Alle Größen stellen also Mittelwerte dar. Die als angenähertem Kreisbogen mit dem Radius 

„ thR “ berechnete Biegelinie ist als Mittelwert nur eine angenäherte Größe. Ist die Tempera-

turverteilung über die Stablänge nicht konstant, so ist für genauere Berechnungen wie im An-

hang D9. beschrieben „ ( )x1ϑ∆ “ zu ermitteln und die thermische Biegelinie als unsymmetri-

sche Parabel zu berechnen. 

 

Zur Verwendung maximaler Temperaturdifferenzen, Mittelwerten von Temperaturdifferenzen 

und Mittelwerten von Werkstoffkennzahlen, siehe Kapitel 5.5 

 

5.4 Der Einfluss unterschiedlicher Stahlprofile auf die Größe und die Verteilung  
            thermomechanischer Spannungen bei gleicher Temperaturverteilung 
 

Es soll gezeigt werden, welche signifikanten Spannungsänderungen sich ergeben, wenn bei 

gleichem Temperaturverlauf  „ ( ) gyϑ “  und gleicher Stabhöhe  „h“  an Stelle eines Flachstahl-

profils mit  b = const  ein Breitflanschträgerprofil mit  b ≠ const  verwandt wird. 

 

 

 

Die Gleichungen  1  und  2  beschreiben thermomechanische Spannungen über die Stabhöhe  

„h“. Behält man die Stabhöhe  „h“  und das Temperaturdifferenzenfeld bei und geht von ei-

nem Stabquerschnitt mit  b = const auf einen Stabquerschnitt mit  b ≠ const, z.B. einen Breit-

flanschträger, über, so kann man mit Hilfe der Gleichung  1  signifikante Veränderungen in 

der leicht überschaubaren Gleichung  2  aufzeigen. 

Diese sind: 

1. Der Wert von  „ mDa ϑ∆= “  wird größer, d.h. die Zugspannungen im Bereich der 

Stabmitte nehmen stark zu. Dies wäre eine Erklärung für vorgefundene Risse im Steg 

von thermisch und mechanisch beanspruchten Stahlträgern an Kesselanlagen. 

2. Der Wert von  „b“  wird wegen des großen Trägheitsmomentes etwas größer. 
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3. Die Veränderungen der Punkte 1. und 2. führen zu wesentlich kleineren Druckspan-

nungen in den Außenfasern. 

Nachfolgend ist für den Fall: b = const  (Bild 5.9)  und für den Fall: b ≠ const  (Bild 5.10) bei 

Beibehaltung von „h“ und der Temperaturverteilung  „ ( )gyϑ “  das zugehörige Temperaturdif-

ferenzenfeld dargestellt. 

Bild 5.9: Stabbreite b = const 

 

 

Bild 5.10: Stabbreite b ≠ const 
      Gleiche Temperaturverteilung  ( )gyϑ  
      Gleiche Stabhöhe  h, aber unterschiedliche Spannungsverteilung 
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Wenn außen viel Material und innen wenig Material angeordnet ist, z.B. bei einem I-Träger 

mit  b ≠  const, dann ist es einsichtig, dass gegenüber einem Flachstahlprofil gleichen Quer-

schnittes mit  b = const die Spannungen in den Außenfasern geringer werden und in Stabmitte 

stark zunehmen! Der Anhang „H 5“ beinhaltet die Berechnung eines Beispiels in Tabellen-

form (Tabelle H 5) mit einer Zusammenfassungs-Zeichnung (Bild H 5.1) der sich ergebenden 

Veränderungen zwischen zwei Stahlprofilen. In diesem Vergleich der sich ergebenden Span-

nungen in zwei unterschiedlichen Stahl-Profilen bei gleicher Temperaturverteilung zeigt sich 

als Auswirkung beim Breitflanschträger, dass die Spannungen in den Außenfasern (Druck-

spannungen) halbiert werden und dass die Spannung in Stabmitte (Zugspannung) sich ver-

doppelt. Außerdem ist im Anhang „H 5“ als Vergleich und als Kontrolle der analytischen Be-

rechnung der Breitflanschträger mit der Methode der Finiten Elemente (FEM) bei guter Über-

einstimmung nachgerechnet worden.  

 

 

5.5 Durchschnittstemperaturfeld und Formänderungen 
 Maximales Temperaturfeld und Maximalspannungen 
 

Bis zu diesem Punkt der Arbeit wurde mit Temperaturdurchschnittswerten der einzelnen 

Stabfasern eines thermisch ungleichmäßig belasteten Stahlbau-Profilstabes über die Stablänge 

gerechnet. Das über die Stablänge als konstant verlaufend angenommene Durchschnitts-

Temperaturdifferenzen-Feld mit constth =κ  ermöglichte die Berechnung von Formände-

rungen wie Durchbiegungen aller Fasern und aller Faserlängenänderungen. Die Ermittlung 

von Formänderungen thermisch ungleichmäßig sowohl in Stabquerschnitten als auch über die 

Stablänge beanspruchter Profilstäbe setzt jedoch die Kenntnis weiterer, nachfolgend aufge-

führter Mittelwerte, Temperaturdifferenzen und Maximalwerte voraus: 

1. Mittlerer resultierender, linearer Nullspannungstemperaturverlauf: 

 ( ) h
y1

mDlry
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2. Mittlere Verkrümmung: 
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 mit den Mittelwerten „ mE “ und „ tmα “. 

 

3. Verlauf der Temperaturdifferenz „ ( )x1ϑ∆ “ bzw. der thermischen Verkrümmung 
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über die Stablänge.  

Die Mittelwerte werden zur Berechnung der Stabfaserlängenänderungen und der überschlägi-

gen Berechnung der Durchbiegung unter der Annahme thκ = const benötigt. Der Verlauf der 

thermischen Verkrümmung „ ( )xthκ “ über die Stablänge erlaubt die genaue Berechnung der 

Biegelinie in Anlehnung an Mohr (siehe Anhang D9.). Die zu den Formänderungen gehören-

den aufgezeigten thermomechanischen Spannungen sind somit auch nur Durchschnittswerte! 

Zu Mittelwerten von Temperaturen und Werkstoffzahlen siehe Kapitel 2.7.1 und die Anhänge 

A, B, D 9. und H8.. 

Im Industrieofen- und Hochleistungskesselbau ist gegenüber anderen Stahlbau-Konstruktions-

gebieten der Temperaturdifferenzenverlauf über die Stablänge nicht konstant. Es existiert also 

zwischen den Außenfasern eine maximale Temperaturdifferenz an einer bestimmten Stelle. 

Mit den im Anhang  A  ermittelten Werten der Formänderungen konnten die Messergebnisse 

des Versuchs  19/IV  widergespiegelt werden. Soll jedoch ein Stahlbaustab dimensioniert 

werden, so müssen zusätzlich 4. maximale Temperaturdifferenzen bekannt sein und „Thermo-

mechanische Maximalspannungen im thermisch höchst beanspruchten Stabquerschnitt“ 

 

 ( ) ( ) 









ϑ∆−

⋅ϑ∆
+ϑ∆⋅α⋅=σ maxgy

max1
maxmDtmmyth h

y
E  

berechnet werden (siehe Anhang H 6). 
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Übersicht zur Verwendung maximaler Temperaturdifferenzen, Mittelwerten von Tem-
peraturdifferenzen und Mittelwerten von Werkstoffkennzahlen in Berechnungen: 
 
1. Spannungsberechnungen: 

 ( ) ( ) 









ϑ∆−

⋅ϑ∆
+ϑ∆⋅α⋅=σ maxgy

max1
maxmDtmmyth h

y
E  

 ( ) ( )itattmiam 2
1;EE

2
1E ϑϑϑϑ α+α=α+=  

         = mRtmRE α=ϑ  

2. Formänderungen: ( ) ( ) ( ) hundv,b,l yyy ∆∆∆  

 z.B. ( ) 






 ⋅ϑ∆
+ϑ∆⋅α⋅=∆

h
yl 1

mDtm0y l  

3. Durchbiegung: 

3.1 Annahme: κ  = const 

 
8

f;
h

i0
maxthi

1tm ll ⋅
⋅κ=

ϑ∆⋅α
=κ   

Wegen κ = const ist die Biegelinie ein Kreisbogen. Die Berechnung erfolgt jedoch nur ange-

nähert mit der Gleichung einer quadratischen Parabel. 

 

 

3.2 Thermische Durchbiegung in Anlehnung an Mohr 
      Berechnung an Hand des zu erstellenden Diagramms  „ ( )x1ϑ∆ “   
      (siehe Anhang Kapitel D9.). 
 

 ( ) ( )( ) ( )( )yths00
tm

y,xth 1xxAxx'A
h

f ε+⋅−⋅−⋅⋅
α

−=  

Die Übersicht kann auch eine Kontrollfunktion bei FEM-Analysen ausüben. 

 

 

5.6 Scheibengleichung und Airysche Spannungsfunktion 

 

Zum gleichen Ergebnis, wie bisher in Kapitel 5 abgeleitet, gelangt man durch Nutzung der 

Scheibengleichung unter eindimensionaler thermischer Beanspruchung und der übergeordne-

ten, zugehörigen Airyschen Spannungsfunktion „F“ [10, 51, 24, 80, 81, 82]. 

Die Scheibengleichung lautet: 
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 ( )( )rymtm4
y

4
E0FF ϑ∆∆⋅⋅α−==

∂
∂=∆∆  

Es ist eine partielle Differentialgleichung vierter Ordnung, auch Bipotentialgleichung ge-

nannt. Zur Scheibengleichung passend, ist die übergeordnete Airysche Spannungsfunktion  

„F(y)“  aufzufinden, deren zweite Ableitung die gesuchten Thermomechanischen Spannungen 

ergibt. 

 ( ) 2
y

2

ythxx
FF

∂
∂=∆=σ=σ  

 ( ) F0
2

y

yth
2

xx ∆∆=
∂

σ∂
==σ∆  

Der Lösungsansatz der Airyschen Spannungsfunktion  „F“  , die lediglich von  y  abhängig 

sein darf, lautet: 

( ) ( ) ( ) 







⋅⋅ϑ∆−⋅⋅ϑ∆⋅⋅+⋅ϑ∆⋅

⋅
⋅α⋅= ∫∫∫∫ −−

dydydyy
h

y2dy
h2

yEF gy
2/h

2/h gy3

32/h

2/h rly

2

tmm  

Die partiellen Ableitungen der Funktion  F  ergeben die Spannungen. Die Spannungen bilden 

ein Gleichgewichtssystem, sie besitzen keine Resultierende. 

Damit wird die zweite Ableitung zu: 

( ) ( ) ( ) ( ) 



 ϑ∆−⋅⋅ϑ∆⋅⋅+⋅ϑ∆⋅⋅α⋅=

∂
∂=σ=σ=∆ ∫∫ −− gy

2/h

2/h gy3
2/h

2/h lrytmm2

2

ythxx dyy
h

y12dy
h
1E

y
FF

und führt, wie bereits gezeigt, zu: 

 ( ) ( )

( )rytmm

gy
1

mDtmmyth

E
h

yE

ϑ∆⋅α⋅=







 ϑ∆−⋅ϑ∆+ϑ∆⋅α⋅=σ

 

d.h.: ( ) ( ) 2

2

rytmmythxx y
FEF

∂
∂=ϑ∆⋅α⋅=σ=σ=∆  

Hierbei ist  „ ( )ryϑ∆ “  die spannungsverursachende Temperaturdifferenz. Siehe Bild 5.4. 

Weiter gilt: 

 ( )∫∫ −−
=⋅σ=∂⋅

∂
∂ 2/h

2/h yth
2/h

2/h 2

2
0dyy

y
F  

 
( )

( ) 0
yx

F

0
x

F

2

y,xth

2

2

xth

=
∂∂

∂−=σ

=
∂
∂=σ
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Letztlich wird 

 ( )
( ) 4

4

yth2
yth

2

y
F0

y
F

∂
∂=σ∆==

∂

σ∂
=∆∆  

 
5.7 Berechnung der Verschiebungen  ux, wz und vy  nach Auswertung  
            (Aufspaltung) eines  gegebenen Temperaturfeldes   
 

Vor der Beschreibung der Dehnungs- und Verschiebungsbeziehungen wird in Bild 5.11 die 

allgemeine Temperaturfeld-Auswertung dargestellt und kurz erläutert. thth const κ==κ . 

 

r

°C

1
 

b = const.

 

1

⋅
⋅⋅

 

 

 

h
A =ϑ ϑ∆ ''

h
thM thM

gglrr )y(
1

mD)y()y()y( h
y ϑ∆−⋅ϑ∆+ϑ∆=ϑ∆−ϑ∆=ϑ∆  

 
 
Bild 5.11: Allgemeine Temperaturfeld-Auswertung (Aufspaltung) 
                Die Verteilung der Temperaturdifferenzen  ( ) ryϑ∆   entspricht der Spannungsverteilung 
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Kurzbeschreibung zur Auswertung: 

 

Das Temperatur-Teilfeld „A1“ ruft eine Längskraft und durch die ungleichmäßige Tempera-

turverteilung zusätzlich ein Moment hervor. Diese Größen lassen sich in Form von Tempera-

turdifferenzen mit Hilfe des resultierenden Nullspannungstemperaturverlaufes als Diagonale 

„ ( ) rlyϑ “  durch das Temperaturfeld darstellen. Der lineare Temperaturverlauf  „ ( ) rlyϑ “  be-

wirkt spannungslos die gleiche Stabverkrümmung und die gleichen Faserlängenänderungen 

wie der gegebene nichtlineare Temperaturverlauf „ ( )gyϑ “ . 

Der lineare, resultierende Nullspannungstemperaturverlauf 

 ( ) h
y1

mDrly
⋅ϑ∆+ϑ∆=ϑ∆  

spaltet das Temperaturfeld in seine drei Anteile (siehe Anhang D 4.) auf. 

 

Die Dehnungs- und Verschiebungsbeziehungen [10, 51]: 

1. 
y

v
yy

z

w
zz

x

u
xx .3.2

∂
∂=ε

∂
∂=ε

∂
∂=ε  

Die Dehnungen: 

1. ( ) ( ) rlytmgytm
m

xx
xx E

ϑ∆⋅α=ϑ∆⋅α+σ=ε  

 





 ⋅ϑ∆+ϑ∆⋅α=

h
y1

mDtm  

2. ( ) rlytmxx
m

zz E
ϑ∆⋅α+σ⋅µ−=ε  

 ( ) ( ) rlytmrytm ϑ∆⋅α+ϑ∆⋅α⋅µ−=  

3. ( ) rlytmxx
m

yy E
ϑ∆⋅α+σ⋅µ−=ε  

 ( ) ( ) rlytmrytm ϑ∆⋅α+ϑ∆⋅α⋅µ−=  

 

Die Dehnungen in z-Richtung und die Dehnungen in y-Richtung setzen sich aus dem linear-

thermisch-resultierenden Anteil  „ ( ) rlytm ϑ∆⋅α “  und dem Dehnungsanteil aus den Spannun-

gen  „ ( ) rytm ϑ∆⋅α⋅µ− “  (Querkontraktion) zusammen. 
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x

y

z
0zxyzxyzzyy =σ=σ=σ=σ=σ

)y(ϑ=ϑ

 

Achsenkreuz: 
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Nachfolgend werden die Verschiebungen in Bild 5.12 und in Bild 5.13 dargestellt. Im x-y-

Achsenkreuz wird die Ausgangsmittellinie festgehalten. Die y-Achse ist Symmetrieachse. 
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 ⋅ϑ∆+ϑ∆α+= )h
y(1

2
l

2
l

o
1

mDtm
o)y(

2
l i

2

Symmetrie-
achse

)1(
8h

lf;vfv )y(
o

2
o1tm

)y(thmaxiithgesi ε+⋅
⋅

⋅ϑ∆⋅α−=−−=

vvv;vfv )y()y(th)y(maxaathgesa +=+−= σ
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h o

ho

ho

 
 
Bild 5.12: Verschiebung ux und vy 
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z
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h1
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ha∆

vvvvhhh maxthimaxthamaximaxaia +=+=∆+∆=∆
hhhhh mDtm0001 ϑ∆⋅α⋅+=∆+=

 

2
hhh ia

m =∆−∆=∆
vh

vh

maxii
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=∆
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)h
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mDtm0)y(

bbb
bbb
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i0i

mDtm00m
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∆+=
ϑ∆⋅α⋅+=

∆+=

⋅ϑ∆+ϑ∆⋅α⋅=∆

y
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Verschiebung der Mittellinie

 
 
Bild 5.13: Verschiebung wz und vy ohne Verkrümmungsanteil 
                   Flachstahlquerschnitt 00 hb ⋅  nach ungleichmäßiger thermischer Beanspruchung 

 

 

Berechnung der Verschiebungen aus den Dehnungen und den Systemmaßen 

 

1. zu ux: xxxu ε⋅∂=∂  

  
( ) xx0

l

0 xxmaxxy

xx
x

0 xxx

ldxul

xdxu

0 ε⋅=⋅ε==∆

ε⋅=⋅ε=

∫

∫
 

 ( ) ( ) 



 ⋅⋅ϑ∆⋅⋅+⋅ϑ∆⋅⋅α⋅= ∫ ∫

+

−

+

−

2/h

2/h

2/h

2/h gy3gytmx dyy
h

y12dy
h
1xu  
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 ⋅ϑ∆+ϑ∆⋅α⋅=

h
yxu 1

mDtmx    mit   21 ϑ∆−ϑ∆=ϑ∆  

  ( ) rlxxu ytmxxthx ϑ∆⋅α⋅=ε⋅=  

 ( ) 





 ⋅ϑ∆+ϑ∆⋅α⋅=∆=

h
yllu 1

mDtm0ymaxx    .               (5.35) 

 

In Bild 5.12:  ( )

2
l

u y
x

∆
=  (wegen Symmetrieachse) 

 

2. zu wz: zzzw ∂⋅ε=∂  

  ( ) zrlytm
m

xx
E

∂⋅







ϑ∆⋅α+σ⋅µ−=  

  ( ) ( )( ) z
z

0 rlytmrytm dw ⋅ϑ∆⋅α+ϑ∆⋅α⋅µ−= ∫  

  ( ) ( )( )lrytmrytmzw ϑ∆⋅α+ϑ∆⋅α⋅µ−=  

 

Der Term  ( )rytm ϑ∆⋅α⋅µ−   ist sehr klein und wird daher vernachlässigt. Es verbleibt: 

 ( ) 





 ⋅ϑ∆+ϑ∆α=ϑ∆⋅α

h
y1

mDtmrlytm  

z = b0 ( )yzz0max bbw ∆=ε⋅=⇒  

Damit wird: ( ) 





 ⋅ϑ∆+ϑ∆⋅α⋅=∆

h
ybb 1

mDtm0y                 (5.36) 

Dass der Term  ( )rytm ϑ∆⋅α⋅µ−   vernachlässigt werden darf, geht auch aus der durchschnitt-

lichen Breitenzunahme ( )yb∆  zwecks Querschnittsberechnung hervor: 

 

( ) ( )( ) 






 ⋅





 ⋅ϑ∆+ϑ∆⋅α⋅+⋅ϑ∆⋅α⋅µ−⋅=∆ ∫∫ −−

2/h

2/h
1

mDtm
2/h

2/h rytm0y dy
h

y
h
1dy

h
1bb  

 ( ) [ ]mDtm0y 0bb ϑ∆⋅α+=∆   . 

Nach thermischer Beanspruchung beträgt die Größe des neuen Querschnitts unter Beachtung, 

dass die neue Stabhöhe um „ h∆ “ gewachsen ist mit hhh 01 ∆+= = ( )mDtm0 1h ϑ∆⋅α+⋅  und 

mit ( )y01 bbb ∆+= = ( )mDtm0 1b ϑ∆⋅α+⋅  
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 ( ) 1mDtm001Q hbbA ⋅ϑ∆⋅α⋅+=  

 ( ) 1mDtm01Q h1bA ⋅ϑ∆⋅α+=  = 00 hb ⋅  ( )2mDtm1 ϑ∆⋅α+⋅              (5.37) 

Die Größenzunahme des vertikalen mittleren Längsquerschnitts und des horizontalen mittle-

ren Längsquerschnitts lässt sich analog zeigen. In allen Fällen ergibt sich zwecks Volumenbe-

rechnung eines Profilstabes nach thermischer Beanspruchung das Produkt 

 

( ) ( ) ( )
( )

( )3mDtm01

0000
3

mDtm0001

mDtm0mDtm0mDtm01

1VV

:lhbVmitund1lhbV

1l1h1bV

ϑ∆⋅α+⋅=

⋅⋅=ϑ∆⋅α+⋅⋅⋅=

ϑ∆⋅α+⋅⋅ϑ∆⋅α+⋅⋅ϑ∆⋅α+⋅=

            (5.38) 

 

3. zu vy: yyyv ∂⋅ε=∂  

  ( ) yrlytm
m

xx
E

∂⋅







ϑ∆⋅α+σ⋅µ−=  

  ( ) ( )( ) yrlytmrytmv ∂⋅ϑ∆⋅α+ϑ∆⋅α⋅µ−=∂  

Diese beiden Anteile beschreiben nur die Verschiebungen aus den Dehnungen über die Stab-

höhe. Es sind dies die Verschiebungen aus den Spannungen und aus dem thermischen Anteil. 

Zu „vy“ muss noch als dritter Anteil der Durchbiegungsanteil „ ( )ythf “ aus der Stabverkrüm-

mung mit 

 ( ) ( )( )yth

2
01tm

yth 1
8

l
h

f ε+⋅⋅ϑ∆⋅α−=  

(siehe Kapitel 4)  hinzuaddiert werden. 

 

Die Verschiebung  „ ( )gesyV “  setzt sich somit aus drei Anteilen zusammen: 

 

 a) Anteil aus der jeweiligen Faserdurchbiegung  „ ( )ythf “  an der Stelle:  ( ) 2/ylx th=  

      als Hauptanteil 

 b) sehr geringer Anteil aus den Spannungen: „ ( )yvσ “ durch Querkontraktion und  

               Querkompression 

 c) geringer Anteil aus der thermischen Änderung der Stabhöhe:“ ( )ythv “  

Allgemein:     

     ( ) ( ) ( )ythyy vvv += σ       (ohne Durchbiegung) 

      ( ) ( ) ( )yythgesy vfv += (mit Durchbiegung) 
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Da die Verschiebungen der einzelnen Höhenlinien mit dem Abstand „y“ von der Ausgangs-

symmetrieachse (ursprüngliche Mittellinie) berechnet werden sollen und „y“ einen Bereich 

mit vielen Isothermen über die Stabhöhe kennzeichnet, muss der integrale Mittelwert dieser 

Isothermenanteile zur Berechnung der Verschiebungen gefunden werden. Für die letzten bei-

den Dehnungsanteile sind folgende Mittelwert-Integrale zu lösen: 

 ( ) ( )( )rlyryy yv ε+ε⋅µ−⋅=  

 

 ( ) ( )( )rlytmrytmy yv ϑ∆⋅α+ϑ∆⋅α⋅µ−⋅=  

 

 ( ) ( ) 






 ⋅ϑ∆⋅α⋅+⋅ϑ∆⋅α⋅µ−⋅⋅= ∫∫ dy
y
1dy

y
1yv rlytm

y

0rytm
y

0y  

damit wird 

 ( ) ( ) dydyv rly
y

0tmry
y

0tmy ⋅ϑ∆⋅α+⋅ϑ∆⋅α⋅µ−= ∫∫  

und 

 ( ) ( ) ( )ythrly
y

0tmry
y

0tmgesy fdydyv +⋅ϑ∆⋅α+⋅ϑ∆⋅α⋅µ−= ∫∫              (5.39) 

mit  ( ) h
y1

mDrly
⋅ϑ∆+ϑ∆=ϑ∆  

Die Verschiebung im Stab selbst wird zweckmäßig getrennt für die wärmere Stabhälfte mit  

( )yav   und für die kältere Stabhälfte mit  ( )yiv   bezeichnet und berechnet. Im x-y-

Koordinatensystem biegen sich die Stabenden bei einem von oben erwärmten Stab nach un-

ten, d.h. die Faserdurchbiegungen sind negativ zu bezeichnen. In der oberen, wärmeren Stab-

hälfte wächst der Stab nach oben,  ( )ythav   ist somit positiv. In der unteren, kälteren Stabhälf-

te dehnt sich jedoch der Stab nach unten,  ( )ythiv   ist somit negativ. ( ) ( ) 0yvyv ia =+ σσ . 

Die Addition der Verschiebungen aus den Spannungen über die Stabhöhe ist gleich null. Da-

mit ergeben sich für die Gesamtverschiebungen der Fasern in den beiden Stabhälften folgende 

Berechnungsgleichungen: 
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )yvyvyfyvyfyv athathathgesa σ++−=+−=  

( ) ( )( )

( )

( ) dy

dy

1
8
l

h
yv

y

0 rytm

y

0 lrytm

y

2
01tm

gesa

⋅ϑ∆⋅α⋅µ−

⋅ϑ∆⋅α+

ε+⋅⋅ϑ∆⋅α−=

∫

∫  

oder vereinfacht mit Hilfe des Bildes D 6. im Anhang:  

 ( ) ( ) σ⋅α⋅µ−⋅α+−= AAfyv tmthtmythgesa  

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )( )

( )

( ) )41.5(dy

dy

1
8
l

h
yv

vvfyvfyv

0

y rytm

0

y lrytm

y

2
01tm

gesi

yiythiythiythgesi

⋅ϑ∆⋅α⋅µ+

⋅ϑ∆⋅α−

ε+⋅⋅ϑ∆⋅α−=

+−−=−−=

∫

∫

−

−

σ

 

oder vereinfacht mit Hilfe des Bildes D 6. im Anhang:  

 ( ) ( ) σ⋅α⋅µ+⋅α−−= AAfyv tmthtmythgesi  

 

Will man nur die Verschiebung über die Stabhöhe ( ϑ∆  = Stabhöhenänderung) ohne Durch-

biegungsanteil wissen, so reduzieren sich die Gleichungen (5.40) und (5.41) wie folgt: 

 maximaxa vvh +=∆                                 (5.42) 

(Eine Ableitungsvariante zu den thermischen Verschiebungen  „ux“  und  „vy“   

siehe Anhang  D 6). 

 

 ( ) ( ) dydyv
2/h

0

2/h

0 rytmlrytmmaxa ⋅ϑ∆⋅α⋅µ−⋅ϑ∆⋅α= ∫ ∫                                  (5.43) 

 ( ) ( ) dydyv
0

2/h

0

2/h rytmlrytmmaxi ⋅ϑ∆⋅α⋅µ+⋅ϑ∆⋅α−=− ∫ ∫− −
                         (5.44) 

wegen    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )gyrlyryyiya
2/h

2/h rytm ;vv0dy ϑ∆−ϑ∆=ϑ∆−==⋅ϑ∆⋅α⋅µ σσ−∫  

( ) ( ) ( )

0AA

dydydydenn

11

2/h

2/h gy
2/h

2/h rly
2/h

2/h ry

=−=

⋅ϑ∆−⋅ϑ∆=⋅ϑ∆ ∫∫∫ −−−  

µ = Querkontraktionszahl = 0,3 für Stahl)  (5.40)
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wird ( ) ( ) 1tm
2/h

2/h gytm
2/h

2/h lrytm Adydyh ⋅α=⋅ϑ∆⋅α=⋅ϑ∆⋅α=∆ ∫∫ −−
                        (5.45) 

mDtm0hh ϑ∆⋅α⋅=∆⇒     und   ( ) .1hh mDtm01 ϑ∆⋅α+=                          (5.46) 

 

Man erkennt, dass sich auf die Stabhöhenänderung „ h∆ “ nur der thermische Anteil auswirkt.  

 gesthmaxthimaxtha vvvh =+=∆  

 

Über die ganze Stabhöhe integriert ergibt sich die Verschiebung aus dem thermischen Anteil 

zu: 

 .hhdy
h

yv mDtm
2/h

2/h
1

mDtmgesth ∆=ϑ∆⋅α⋅=⋅





 ⋅ϑ∆+ϑ∆⋅α= ∫−             (5.47) 
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6. Darstellung der Genauigkeit der vorgestellten Berechnungsmethode  
am Versuchsbeispiel 19 / IV 

 

Der Nachrechnung des Versuchs 19/IV (Anhang A Bild A7) werden die Faserlängen-

änderungen  ∆ ∆l la m,   und  ∆ l i   entnommen und im nachfolgenden Diagramm den 

gemessenen, gemittelten  Werten gegenübergestellt. Bei einer Stablänge von 1200 mm betrug 

die mittlere Längenänderung 2,865 mm. Die größte Differenz zwischen Messung und 

Berechnung liegt in der Außenfaser mit 0,065 mm; das entspricht, auf die Längenänderung 

der Mittelfaser bezogen,   

    1,66       705,1li =∆  

Bild 6.1: Diagramm der gemessenen und berechneten Faserlängen - Änderungen des Versuchs 19/IV 

 

einem Fehler von ≈2,3%. Messung und Berechnung sind somit im Rahmen der technischen 

Fehlergrenze deckungsgleich. 
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7. Zusammenfassung, Ausblick, Anhang, Literaturverzeichnis und Lebenslauf 
7.1 Zusammenfassung 
 

Die Gründe für das beobachtete Versagen von thermisch hochbeanspruchten Stahl-Konstruk-

tionen als Abschlusssysteme an Industrieöfen werden darin gesehen, dass thermomechanische 

Spannungen und zugehörige Formänderungen nicht bekannt und damit bei der Dimensionie-

rung nicht berücksichtigt werden. Im Gegensatz zur wohlausgebauten, aber schwer zugängli-

chen „Thermo-Kontinuumsmechanik“ besteht bei der Berechnung von thermisch ungleich-

mäßig beanspruchten Stahlbau-Profilstäben eine Wissenslücke. Die zunächst nicht erklärbare 

tulpenförmige Verkrümmung von Ankerständern an Koksöfen und das Auftreten von un-

symmetrischen Rissen quer durch Ofenständer und sonstigen tragenden Stahlbauprofilen an 

Kesselanlagen, konnte nur durch Konstruktionsfehler oder durch bisher nicht bekannte 

„Thermomechanische Spannungen“ verursacht worden sein. Auf der Suche nach Ursachen, 

Gründen und Berechnungsgrundlagen zu „Thermomechanischen Spannungen“, wurde zu-

nächst das Formänderungsgesetz mit seinen Faktoren betrachtet. Es zeigte sich, dass Tempe-

raturdifferenzen, die vom spannungslosen geradlinigen Verlauf zwischen den Außenfaser-

temperaturen abweichen, die Ursache für das Auftreten thermomechanischer Spannungen 

sind. Die Spannungsgröße wird durch das temperaturabhängige Verhalten der physikalischen 

Werkstoffkennwerte noch verstärkt. Das Faserverhalten in mechanisch oder thermisch bean-

spruchten Stäben ist unterschiedlich. Zur Vermeidung von Verwechselungen bei der Berech-

nung mechanisch bzw. thermisch hervorgerufener Formänderungsgrößen und um den Zu-

sammenhang zwischen den Faserlängenänderungen am gestreckten und am verkrümmten 

Stab zu erklären, wurden die bekannten Formänderungsgrößen zusammengetragen, allge-

meingültig erweitert und um eine verbindende Gleichung zwischen Dehnungen, Verkrüm-

mungen und Radien ergänzt. Hieraus entsprang für eine ungleichmäßige thermische Bean-

spruchung eines Stabes die Gleichung aller verschiedenen Faserkrümmungen über die Stab-

höhe als Ansatz zu einer neuen Differentialgleichung der elastischen Linie. Nach Integration 

wurde so die Gleichung der Biegelinie aller Fasern gefunden. Damit war die Berechnung der 

maximalen Durchbiegung jeder Faser und deren Zuordnung zu mechanisch hervorgerufenen 

Durchbiegungen möglich. 

Bei der zu den Formänderungsgrößen gehörigen thermischen Formänderungsarbeitsgleichung 

wurde gezeigt, dass sich die thermische Formänderungsarbeit aus den Anteilen der Arbeit bei 

mittlerer Stabverlängerung bzw. Kontraktion und bei Stabverkrümmung zusammensetzt. 

Letztlich bilden bei allen Vergleichen zwischen mechanischen und thermischen Größen die 

Energieinhaltsbetrachtungen der Systeme, und dabei vorrangig die Berechnungsgleichungen 
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der Formänderungsarbeit, gedankliche Brücken. Nach geschlossener Lösung zweier Differen-

tialgleichungen, die den gekrümmten Temperaturverlauf in Stählen bei konstanter und nicht 

konstanter Wärmestromdichte beschreiben, konnte ein theoretisches Temperaturfeld bei seit-

licher Wärmeabströmung berechnet und mit praktischen Temperaturfeldern verglichen wer-

den. Hiermit lagen die spannungsverursachenden Temperaturdifferenzen über die Stabhöhe 

vor. Die wirkliche Größe dieser Temperaturdifferenzen in jeder Faser konnte unter Anwen-

dung der Gleichgewichtsbedingungen durch Verschiebung und Verdrehung der Schlusslinie 

der gemessenen Temperaturverteilung zu einem spannungslosen resultierenden Nullspan-

nungstemperaturverlauf durch das Temperaturfeld, als Differenz zwischen der nichtlinearen 

Berandung des Feldes und dieser resultierenden Geraden ermittelt werden. Mit Hilfe dieser 

Temperaturdifferenzen konnten die nichtlinearen Endgleichungen für thermomechanische 

Spannungen mit zugehörigen Formänderungs-Gleichungen vorgestellt werden. Ihre Aussage-

fähigkeit wurde mit guter Übereinstimmung zu Versuchsergebnissen (Praktischer Teil, An-

hang A) bestätigt. Hiernach kann in thermisch hochbeanspruchten Stahlbauträgern bzw. zu-

sammengesetzten Profilen, durch Druckspannungen in der wärmeren Außenfaser und durch 

Zugspannungen im mittleren Profilbereich, ein Großteil der zulässigen thermischen Dauer-

standfestigkeit blockiert sein. Bei dem Versuch 19/IV (Anhang A) wurde für den thermisch 

stärkst beanspruchten Querschnitt gezeigt, dass der Versuchsstab, frei aufliegend, allein ohne 

mechanische Lasten in den Fließbereich geraten ist. Temperaturfeldmessungen rund um Stab-

querschnitte und über die Stablänge an ausgeführten thermisch und mechanisch beanspruch-

ten Stahlbau-Konstruktionen zeigten, dass jeder derartig beanspruchte Stab über nichtlineare 

Temperaturfelder verfügt und dass solange thermomechanische Spannungen auftreten, wie 

der von außen eingetragene Wärmestrom anhält. Die vorliegende Arbeit liefert dem Kon-

strukteur ein Berechnungs-Konzept zur Lösung von Problemen an thermisch und mechanisch 

belasteten, statisch bestimmt gelagerten Stahlbau-Profilstäben. Bei statisch unbestimmten 

Systemen müssen neben den beschriebenen thermomechanischen Spannungen zusätzlich die 

Spannungen aus den Zwängungen und danach die so genannten resultierenden Wärmespan-

nungen berechnet werden. Das aus der Mechanik vorhandene Wissen wurde aufbereitet und 

allgemeinverständlich dargelegt. Insbesondere für den Bau und Betrieb von Industrieöfen 

stellt die Arbeit eine Bereicherung dar, weil die Ofenkonstrukteure jetzt das Ganze sicherer 

bauen können. Auch können bestehende Computerprogramme der FEM zur Berechnung stati-

scher Probleme bei Temperaturbelastung mit Hilfe der analytisch erarbeiteten Ergebnisse die-

ser Arbeit auf Genauigkeit und Anwendungsfreundlichkeit in Bezug auf Berechnung ther-

momechanischer Spannungen und zugehöriger Verschiebungen überprüft werden. Hierbei ist 
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sorgfältig die Temperaturverteilung und die Ausgangstemperatur (Aufstelltemperatur) ein-

zugeben und die Temperaturabhängigkeit der Werkstoffkennwerte durch Mittelwerte zu be-

rücksichtigen. Auch ist das Gleichgewicht am verkrümmten Stab nachzurechnen. Die Kennt-

nis der Stabform (eingeprägte Weggrößen) des thermisch belasteten, statisch bestimmt gela-

gerten Stahlbauprofilstabes (Faserdurchbiegungen, Verschiebungen aller Fasern, Verkrüm-

mungs- und Stabenddrehwinkel) ist Voraussetzung zur Berechnung von Wärmespannungen 

aus Zwängungen in einem statisch unbestimmten System. Im Anhang G werden resultierende 

Wärmespannungen nach Superponierung von thermomechanischen Spannungen und Wärme-

spannungen dargestellt. 

 

7.2 Ausblick 

 

7.2.1 Zur Beurteilung der Größe auftretender thermomechanischer Spannungen und der Grö-

ße auftretender Wärmespannungen in thermisch beanspruchten Stahlbau-Konstruk-

tionen, erscheint eine Dokumentation gemessener Temperaturdifferenzen-Felder im 

Hochtemperaturbereich bis zur Materialkriechgrenze getrennt nach Stahlbau-Kon-

struktionsgebieten als Grundlage erforderlich. Dies umsomehr, weil sich die Tempera-

turfelder theoretisch nur schwer wirklichkeitsnah berechnen lassen und kein Tempera-

turfeld genau einem anderen entspricht, weil die scheinbar zeitweilig stationären Tem-

peraturverteilungen in thermisch ungleichmäßig beanspruchten Tragwerkselementen 

durch die Überlagerung beliebiger instationärer Temperatur-Verteilungen entstanden 

sind und vielen äußeren Einflüssen unterliegen. Meist sind Temperaturverteilungen und 

Einflüsse nur unzureichend bekannt. Empfehlenswert ist es, bei Temperaturmessungen 

nach Möglichkeit gleichzeitig auch Formänderungs-Messungen (z.B. wichtige Faser-

längenänderungen und Durchbiegungen der Innenfaser oder der Außenfaser) mit durch-

zuführen. Gelingt ein derartiges, kombiniertes Messprogramm an thermisch ungleich-

mäßig beanspruchten Konstruktionen, so ist es möglich, die durchschnittliche wirksame 

Temperaturdifferenz „ gesW ϑ∆=ϑ∆ “ über die Länge zu berechnen. Jeder Stahlbaube-

reich, wie z.B. Industrieofenbau, Kraftwerksbau, Reaktorbau, Brücken- und Kranbau, 

Hüttenindustrie, Hochbau, ja selbst der Fassadenbau, verfügt über eigene, signifikante, 

zeitabhängige Temperaturverteilungen. Die Auswertung dieser Temperaturfelder ist ü-

berall im Prinzip gleich. 

 



Karl Hellmann   145

7.2.2 Zwischen der Behandlung von primären thermomechanischen Spannungen und von 

sekundären Wärmespannungen ist ein Unterschied zu machen. Nicht nur insofern, als 

dass beide Spannungsarten unterschiedlich berechnet werden müssen, sondern auch in 

ihrer unterschiedlichen Gewichtung in einem Sicherheitskonzept. Die Unterscheidung 

zwischen thermomechanischen Spannungen und Wärmespannungen aus Behinderung 

der Dehnungen, durch Materialunverträglichkeiten und durch geometrische Unverträg-

lichkeiten erschient u.a. auch deshalb angebracht, weil Wärmespannungen nicht unmit-

telbar zum Versagen eines Bauteils führen, jedoch eine schnelle Alterung, Kornzerfall 

und Materialermüdung herbeiführen können. 

 

7.2.3 Die sicherste Methode, thermomechanische Spannungen und Wärmespannungen in 

Hochtemperaturbereichen zu beherrschen, liegt in der vorbeugenden Anwendung mo-

derner Wärmedämmtechniken und in der Wahl von Konstruktionen, bei denen mög-

lichst wenig „Zwänge“ auf thermisch beanspruchte Konstruktionen ausgeübt werden. 

So ist es z.B. sinnvoll, komplette Kesselanlagen frei in hohen Gebäuden aufzuhängen 

oder Spannungen durch den Einbau von Dehnungskompensatoren zu vermeiden. Erfah-

rungen aus betrieblichen Abläufen sollen sich bei Berechnungen in der Wahl der Si-

cherheitsfaktoren widerspiegeln. 
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Anhang  A   (Praktischer Teil  A) 
 Versuche mit ungleichmäßig erwärmten Flacheisenstäben 
             b H l mm RSt⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ −0 30 120 1200 37 2,    
1. Beschreibung des Versuchsziels und des Versuchsaufbaus 
 Einige Erfahrungen aus den Versuchen 
 

Aus Kapitel 2 darf entnommen werden, dass in jedem thermisch ungleichmäßig belasteten 

Körper ein instationäres räumliches Temperaturfeld vorliegt, das von den drei Achsenrichtun-

gen und der Zeit abhängig ist. 

 ( )t,z,y,xϑ=ϑ  . 

Geht man davon aus, dass bei dem in dieser Arbeit beschriebenen Problem mit Ankerständern 

einer Koksofenbatterie Temperaturverteilungen messbar sind, die etwa eine halbe Stunde Be-

stand haben, so kann man den Einfluss der Zeit aus den Berechnungen herausnehmen. Damit 

sind die scheinbar konstanten (stationären) Temperaturverteilungen als Temperaturverteilun-

gen anzusprechen, die aus der Überlagerung beliebiger instationärer Temperaturverteilungen 

entstanden sind. Wegen der einhalbstündigen, quasi konstanten Temperaturverteilung, liegt 

bei 1,2 Ofenspielen/Tag und einer Lebensdauer von rd. 35 Jahren die schwellende Beanspru-

chungszahl bei etwa 740 000. Jetzt sind die Temperaturverteilungen noch von x, y und z ab-

hängig. Wird mit z die Achse in Richtung der Stabdicke bezeichnet, so kann diese Achse aus 

der Berechnung ausgekammert werden, weil bei den Versuchen mit dünnem Flachstahl die 

Temperaturen über die Dicke „b“ konstant verlaufen bzw. wie bei den Messungen im Anhang 

B an ausgeführten Breitflanschprofilen gezeigt, der Einfluss der z-Achse vernachlässigbar 

klein ist. Die Dimensionsreduzierung (siehe Kapitel 2.6.2) auf die eindimensionale Abhän-

gigkeit „ ( )yϑ=ϑ “ ist dadurch möglich, dass das maximale Temperaturfeld über die Stablänge 

„x“ gesehen, für die Berechnung der Spannungen ausgewertet wird, dass zur Berechnung von 

Formänderungen das über die Stablänge gemittelte Temperaturfeld benutzt wird und dass zur 

Berechnung der genauen Durchbiegungen und der Biegelinie wie in den Kapiteln 5.3.1 und D 

9. beschrieben der Verlauf der Temperaturdifferenz „ ( )x1ϑ∆ “ benutzt wird. Als nach den er-

sten theoretischen Überlegungen feststand, dass nur ein geradliniger Temperaturverlauf zwi-

schen den Außenfasertemperaturen spannungslos ist, entstand sofort die Frage nach dem 

Temperaturverlauf in ungleichmäßig erwärmten Stahl unter realen Bedingungen. Es war zu-

nächst das erste Ziel, Temperaturdifferenzen aufzufinden, die für das Auftreten thermome-

chanischer Spannungen verantwortlich waren. Danach floss in die Überlegungen das zweite 

Ziel ein, die mit der ungleichmäßigen Erwärmung verbundene Formänderung kennen zu ler-

nen und mit den theoretischen Gleichungen der Formänderungsgrößen zu vergleichen. So 
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wurde das geplante Temperaturmessverfahren um die Messungen der Faserlängenänderungen 

und der Stabdurchbiegung erweitert. Diese zunächst intuitive Planung ergab später die Mög-

lichkeit, das erarbeitete Berechnungsmodell exakt zu überprüfen, weil neben den gesuchten 

Temperaturdifferenzen auch die Stabform bekannt war. Bei der Auswertung der Versuchser-

gebnisse ermöglichte darüber hinaus die Kenntnis der Profil-Stab-Durchbiegung sowie die der 

Stabinnenfaserlänge (Länge der Kälteren Außenfaser), die Berechnung der so genannten  

„Wirksamen durchschnittlichen Gesamttemperaturdifferenz“. 

 
4/31

4/32gesW

ϑ∆+ϑ∆=

ϑ∆+ϑ∆−ϑ∆=ϑ∆=ϑ∆
 

Diese wirksame Temperaturdifferenz  „ Wϑ∆ “  (siehe z.B. Tabelle A 2, Fortführung) bein-

haltet selbstverständlich alle Einflüsse aus der Temperaturverteilung als auch aus den tempe-

raturabhängigen Werkstoffwerten und stellte sich im Nachhinein als wichtigste Kontrollgrö-

ße heraus. Bei der weiteren Auswertung der Versuchsergebnisse zeigte es sich, dass zur 

Nachrechnung von Temperaturverteilungen in Stahlprofilen mindestens fünf Kurvenstütz-

punkte erforderlich sind. Temperaturkurven sind Kurven höherer Ordnung. Zur exakten Be-

schreibung einer kubischen Parabel sind vier Kurvenstützpunkte erforderlich. Da Tempera-

turkurven von höherer Ordnung sind, müssen mindestens fünf Wertepaare zur Verfügung 

stehen. Damit lässt sich als Näherung mit einem Polynom 4. Grades die Funktion der vorlie-

genden Temperaturkurve berechnen. Diese fünf Messstellen über die Höhe eines Stahlprofils 

reichen jedoch nur bei einfachen Profilen und einachsigem Spannungszustand aus. Bei größe-

ren Profilen, zusammengesetzten oder Kastenprofilen ist, wie im Anhang B gezeigt, rund um 

den Querschnitt zu messen und damit ein Temperaturprofil zu erstellen. Die Anzahl dieser 

Temperaturprofile (Temperaturmessungen in einer Querschnittsebene) richtet sich nach der 

Konstruktionslänge. Auch hier sollten mindestens fünf Querschnittstemperaturmessungen 

über die Konstruktionslänge (Profilstablänge) durchgeführt werden. Die Temperaturprofile 

sollten gleiche Abstände über die Stablänge haben. Aus den Temperaturprofilen wird dann 

das zugehörige Temperaturfeld ( )yϑ=ϑ  aufgezeichnet. Besitzen die gezeichneten fünf Tem-

peraturfelder jeweils fünf gleich hohe Messpunkte über die Stabhöhe y, so können jetzt für 

fünf Messebenen über die Stablänge die zugehörigen Mittelwerte als Durchschnittstemperatu-

ren jeder Messebene bestimmt werden. Aus diesen fünf Durchschnittstemperaturen entsteht 

dann das so genannte „Durchschnittstemperaturfeld“. Auf diese Art und Weise wird aus den 

ursprünglichen fünf Temperaturprofilen das Durchschnittstemperaturfeld über die Stablänge 

ermittelt. Bei den Versuchen konnten nur drei Messebenen mit Temperaturfühlern  (PT 100)  

besetzt werden. Daher wurden die Mittelwerte mit Hilfe der Trapezformel bestimmt (die An-
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wendung der Durchschnittsrechnung, Summe der Messergebnisse dividiert durch die Anzahl 

der Messungen, hätte zu niedrige Werte ergeben!) Bei drei Temperaturprofilen über die Stab-

höhe (n = 3) lautet z.B. die Trapezformel für die Auswertung des Temperaturverlaufes in der 

Längsmessebene 1: 

 ∑
−

=

ϑ+ϑ⋅+ϑ
=⋅=ϑ

1n

1i

xIIIxIIIx
i1y 4

2
A1

l
 

   l  = Stablänge 

          Ai = Temperaturteilfeld des Temperaturverlaufes der  
                  jeweiligen Messebene über die Stablänge. 

 

Liegen z.B. fünf Temperaturverteilungen (n = 5) über die Stabhöhe bei gleichen Abständen 

über die Stablänge vor, so lautet die Trapezformel zur Berechnung der mittleren Temperatur 

in einer Längsmessebene, z.B. Messebene 1: 

 ∑
−

=

ϑ+ϑ⋅+ϑ⋅+ϑ⋅+ϑ
=⋅=ϑ

1n

1i

xVxIVxIIIxIIIx
i1y 8

222
A1

l
 

Ist der kurvenmäßige Verlauf der Temperatur über die Stablänge in einer Längsmessebene 

z.B. durch ein Polynom 4. Ordnung bekannt, so kann die Berechnung des Mittelwertes mit 

dem Mittelwertintegral bestimmt werden: 

 ( ) dx1 l
0 x1y ⋅ϑ⋅=ϑ ∫l

 (siehe auch Kapitel 2.7.1) 

Bei langen Konstruktionen (Profilen) können etwa  17  bis  21  Querschnitts-Messebenen er-

forderlich sein (Wärmestromeintrag über einer längeren Strecke; Wendepunkte). Zusätzlich 

ist als 1. Messprogramm über die Stablänge in möglichst kurzen Abständen zunächst die 

Temperaturdifferenz zwischen den Außenfasern zu messen und darzustellen. Man erhält das 

Diagramm der Temperaturdifferenzen zwischen den Stabaußenfasern über die Stablänge  

(Temperaturverteilung über der Stablänge!). Dadurch wird die Stelle mit der maximalen Tem-

peraturdifferenz zwischen den Außenfasern gefunden  (siehe Kapitel 5.6 und Anhang  B). Das 

zu erstellende Temperaturprofil an dieser Querschnitts-Stelle ist für die Berechnung der ther-

momechanischen Maximalspannungen erforderlich. Im Zusammenhang mit dem Verlauf der 

Mechanischen Spannungen über die Stablänge, gibt das Längstemperaturprofil Hinweise über 

weitere gefährdete Stabquerschnittsstellen. Das Durchschnitts-Temperaturprofil über die 

Stablänge liefert nur die Werte zur Berechnung der Durchschnittsspannungen, der Stabdurch-

biegung, der Faserlängenänderungen und der Stabenddrehwinkel. Als einfachste Form eines 

Stahlbau-Profils wurde blanker Flachstahl 
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 237StR,mm120012030lhb 00 −⋅⋅=⋅⋅  nach DIN 17 100 ausgewählt. 

Diese Abmessungen erschienen versuchsmäßig beherrschbar und gleichzeitig praxisnah. Die 

Stabhöhe von 120 mm wurde gewählt, weil sich damit mehrere Temperaturmessstellen über-

einander anordnen ließen. Im Zuge der Planung geeigneter Wärmequellen für die ungleich-

mäßige Staberwärmung fiel bei Überschlagsrechnungen auf, dass eine hohe Wärmeleistung 

notwendig war. So wurden zwei Gasbrenner mit je bis zu 25 KW Wärmeleistung ausgesucht. 

Im Zusammenhang mit den zu erwartenden hohen Temperaturen kamen nur in Bohrungen 

unterzubringende Thermofühler PT 100 infrage. Gleichzeitig mit den hohen Temperaturen 

ergaben sich die Bedingungen einer guten Isolation der Messleitungen und des Einsatzes von 

Hitzeschutzschilden zum Schutz der Messeinrichtungen und zum Schutz der Staboberkante 

vor direktem Flammenkontakt. Nach Versuchen mit Temperaturschreibern bot sich als end-

gültige Lösung nur der allerdings aufwendige 12-Kanal-Prozeßschreiber „Chessel“ 4250 M 

an. Die Kombination „Chessel“ plus PT 100 erfüllte die Aufgaben der gleichzeitigen Mes-

sung und Dokumentation von 11 Temperaturmessstellen mit der Möglichkeit, die einzelnen 

Temperaturverläufe kurvenmäßig genau zu verfolgen. Zum Messen der Längenänderungen 

der Haupt-Stabfasern und der maximalen thermischen Stabdurchbiegung boten sich aus dem 

Werkzeugbau bekannte so genannte Schlagmessuhren an, die über ihren Fühlerkonus Län-

genänderungen auf 1/100stel mm genau erfassen und anzeigen. Die Vorüberlegungen führten 

zu folgendem, schematisch dargestellten, Versuchsaufbau: 

 
Bild A 1: Versuchsaufbau 
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2. Versuchsergebnisse von 19 Teilversuchen der Serie IV. 
Temperaturen über die Stabhöhe, Faserlängenänderungen, Durchbiegungen 

 

Mit Aufnahme der Versuche stellte sich heraus, dass drei Versuchsreihen notwendig waren 

um zu lernen, die vierte Versuchsreihe mit genauem Ablauf durchzuführen. Die nachfolgen-

den Tabellen geben die Messergebnisse, gemittelte Temperaturen, Gesamtlängendifferenzen 

und Durchbiegungen wieder. 
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Bild A 2: Versuchsstab aus: S 235 JR G2 bzw.: R St 37-2 
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Teil-
vers.
Nr.

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
71
76
82
90
95

105
109
115
135
134
146
152
183
195
207
206
215
218
210

Temperaturmeßpunkte /°C

30
33
37
42
48
53
59
65
73
84
93

103
114
123
133
138
142
156
161

25
26
29
33
37
42
47
51
58
68
76
85
94

101
109
113
117
129
130

62
82

103
121
139
158
181
200
220
236
258
282
302
323
348
366
383
398
438

32
37
50
58
70
82
94

105
120
140
162
182
198
211
218
230
248
245
260

26
28
32
38
45
55
64
71
84
97

108
123
132
147
159
165
173
189
198

24
25
27
31
37
43
51
57
70
83
96

110
125
135
147
153
158
176
183

24
25
27
30
35
42
50
56
68
81
94

108
123
133
145
151
157
175
178

72
76
86
95

100
113
123
124
132
145
148
147
170
177
185
186
189
197
195

35
36
40
45
50
55
63
65
73
80
85
92

102
109
118
121
125
136
139

29
30
34
40
43
50
58
62
70
80
88
95

106
113
122
127
130
143
142

Meß- und Schreibgerät: " Chessel Prozeßschreiber 4250 M "
Temperaturfühler: " Widerstandsthermofühler PT 100 "

Versuchsserie IV

 
Tabelle A 1: Temperaturmesswerte 
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Tabelle A 2: Gemittelte Temperaturen nach der Trapezmethode  ( )C180
o

=ϑ  

 

 

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19

67,00
79,00
93,50

107,00
118,25
133,50
148,50
159,75
176,75
187,25
202,50
216,00
239,00
255,00
272,00
281,00
293,00
303,00
320,00

26,00
26,50
29,25
33,00
37,50
44,00
51,25
56,25
66,00
77,50
88,00
99,00

112,00
120,00
130,00
136,00
140,00
156,00
157,00

46,500
52,500
61,375
70,000
77,875
88,750
99,875

108,000
121,375
132,625
145,250
157,500
175,500
187,500
201,000
208,500
216,500
229,500
238,500

41,00
52,50
64,25
74,00
80,75
89,50
97,25

103,50
110,75
110,25
114,50
117,00
127,00
135,00
142,00
145,00
153,00
147,00
163,00

Spalten Spalten Spalten

29,00
31,25
35,25
41,00
47,00
54,50
62,50
68,00
78,50
89,50
98,50

110,00
120,00
132,00
142,00
147,00
153,00
168,00
174,00

38,00
57,00
76,00
91,00

104,00
116,00
131,00
144,00
152,00
155,00
164,00
174,00
179,00
190,00
203,00
215,00
226,00
223,00
260,00

26,30
27,00
29,85
33,70
38,30
44,90
52,10
57,30
67,00
78,50
88,90
99,90

112,70
121,00
131,00
136,90
141,10
157,00
158,40

42,0
48,7
49,3
53,4
65,3
76,6
84,5
94,2

109,1
124,2
140,9
152,1
163,7
175,7
193,3
201,3
207,3
219,0
229,8
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 .)constb(a
h
1A

mD;
2

iEaE
mE ===ϑ∆ϑ+ϑ=  

 ( )( )∫ − ⋅ϑ∆−ϑ=ϑ∆ϑα+ϑα
=α 2/h

2/h dy0gyh
1

mD;
2

itat
tm    

 






 ∆−
α
α∆

ϑ∆=ϑ∆
mtm

t
mD4/3 E

E   
i0tm

thi
W ll

8hf
⋅⋅α
⋅⋅=ϑ∆  

 4/3W1 ϑ∆−ϑ∆=ϑ∆  

 12 ϑ∆−ϑφ∆=ϑ∆  

Tabelle A 2: Fortführung und Auswertung 

  

Die Fortführung der Tabelle A 2 enthält bereits Auswertungsergebnisse, die für die Berech-

nung thermomechanischer Spannungen erforderlich sind. Die Berechnung ist deshalb schon 

aus Tabelle A 2 (Fortführung) überschlägig möglich, weil die wirksame Temperaturdifferenz 

„ wϑ∆ “ aus der gemessenen Durchbiegung der Innenfaser, „ 1ϑ∆ “ nach Abschätzung von 

„ 4/3ϑ∆ “ aus „ wϑ∆ “ und „ mDϑ∆ “ aus der Fläche „ 1A “ bzw. aus der Fläche „ ϑA “ nach Um-

rechnung mit dem Programm H.A.N. Dataport, CAD-400, berechnet werden konnte, siehe 

Bild A 4.  

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19

2,108
2,110
2,100
2,098
2,090
2,087
2,080
2,074
2,060
2,050
2,040
2,040
2,030
2,020
2,010
2,010
2,000
1,990
1,990

0,10
0,20
0,34
0,47
0,60
0,76
0,94
1,06
1,28
1,46
1,65
1,84
2,10
2,28
2,49
2,61
2,73
2,93
3,06

0,80
0,88
0,93
1,02
1,23
1,41
1,50
1,65
1,84
1,93
2,12
2,17
2,28
2,42
2,67
2,76
2,88
3,03
3,10

0,020
0,030
0,065
0,130
0,180
0,220
0,330
0,390
0,460
0,610
0,760
0,910
1,000
1,130
1,250
1,300
1,400
1,630
1,720

12,12
12,15
12,21
12,27
12,32
12,39
12,46
12,51
12,59
12,62
12,69
12,82
13,00
13,03
13,08
13,13
13,18
13,20
13,29

44,0
48,3
50,8
55,4
66,5
75,9
80,2
88,3
97,4

101,9
111,3
112,8
116,6
124,0
136,0
140,0
145,5
153,0
155,3

43,9
48,1
50,5
54,9
65,9
75,1
79,3
77,2
96,1

100,4
109,7
111,0
115,0
121,7
133,5
137,4
142,8
150,1
152,2

-2,90
4,40

13,75
19,10
14,85
14,40
17,95
26,30
14,65

9,85
4,80
6,00

12,00
13,30

8,50
7,60

10,20
-3,10
10,80

abgeschätzt

17,20
21,10
24,50
29,60
37,40
46,40
54,70
61,90
74,10
86,60
99,20

110,50
123,30
134,10
147,20
153,80
159,60
173,50
180,25



  Anhang 156

 
Tabelle A 3: Messwerte der Faserlängenänderungen und der Durchbiegung 

 

 

Teil-
vers.
Nr.

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19

1 2 3 4 5 6 7
0.36
0.39
0.43
0.47
0.54
0.66
0.69
0.76
0.85
0.95
1.04
1.10
1.19
1.27
1.35
1.39
1.42
1.38
1.41

                          Meßpunkte  
- der Faseränderungen: Spalte 1 bis Spalte 6,
- der Durchbiegung    : Spalte 7.   Angaben in mm

Versuchsserie IV

0.18
0.20
0.22
0.24
0.27
0.34
0.36
0.40
0.45
0.52
0.59
0.60
0.62
0.68
0.73
0.74
0.76
0.73
0.74

0.03
0.04
 0.045
0.05
0.06
0.07
0.08
0.10
0.10
0.14
0.18
0.21
0.17
0.22
0.22
0.21
0.22
0.17
0.19

0.35
0.38
0.43
0.50
0.63
0.77
0.90
0.96
1.14
1.28
1.42
1.55
1.78
1.92
2.10
2.22
2.28
2.61
2.63

0.17
0.18
0.23
0.30
0.39
0.47
0.58
0.63
0.75
0.88
1.00
1.15
1.30
1.44
1.58
1.68
1.76
2.03
2.11

0.80
0.88
0.93
1.02
1.23
1.41
1.50
1.65
1.84
1.93
2.12
2.17
2.28
2.42
2.67
2.76
2.88
3.03
3.10

Thermisch ungleichmäßig
beanspruchter Versuchsstab
R St 37-2

1

2

3

4

5

6
7
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Teil-
vers.
Nr.

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19

1 2 3 4 5

0.71
0.76
0.86
0.97
1.17
1.43
1.59
1.72
1.99
2.23
2.46
2.65
2.91
3.18
3.45
3.61
3.70
3.99
4.04

0.35
0.38
0.45
0.54
0.66
0.81
0.94
1.03
1.20
1.40
1.59
1.75
1.92
2.12
2.31
2.42
2.52
2.76
2.85

0.80
0.88
0.93
1.02
1.23
1.41
1.50
1.65
1.84
1.93
2.12
2.17
2.28
2.42
2.67
2.76
2.88
3.03
3.10

0.365
0.395
0.463
0.550
0.675
0.825
0.960
1.055
1.225
1.420
1.610
1.780
1.955
2.155
2.350
2.455
2.550
2.810
2.880

R = Rechnerisch ; g = gemessen

f Zum Versuch 19:
Gemittelte Faserlängen-
änderungen:

i

m

a

l
l
l

∆
∆
∆

 

Größe gemessen gemittelt

4,04 mm

2,85 mm

1,72 mm

4,025 mm

2,865 mm

1,705 mm

 
 

 
Tabelle A 4:  Addierte Faserlängenänderungen, rechnerischer Mittelwert  
                      und Durchbiegung der inneren Stabfaser 
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Approximation durch Polynom: 

 

Nr.:

 
Tabelle  A 5:  Temperaturverteilungen der Versuchsreihe IV 
           Berechnete Polynome mit den Kurvenstützpunkten der Tabelle A2 (Excel Programm) 
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3. Temperaturdifferenzenfeld, signifikante Temperaturen und  
Temperaturdifferenzen des Versuchs 19/IV 

 

 
Bild A 3: Temperaturdifferenzen-Feld des Versuchs 19/IV 

 

Gemessen wurden die fünf Temperaturen der Kurvenstützpunkte und die Ausgangstemperatur 

0ϑ  am Eisen nach Entnahme aus dem Lager. Für einen thermisch ungleichmäßig beanspruch-

ten Flachstahl mit konstanter Breite lautet die Berechnungsgleichung thermomechanischer 

Spannungen: ( ) ( ) rytmmyth E ϑ∆⋅α⋅=σ  (Berechnungsformeln siehe Anhang D 3) 

 ( ) ( ) 





 ϑ∆−⋅ϑ∆+⋅α⋅=σ gy

11
tmmyth h

y
h

AE  

 mit ( ) ( ) ( ) 0gygy
2/h

2/h gymD
1 ;dy

h
1a

h
A

ϑ∆−ϑ=ϑ∆⋅ϑ∆⋅==ϑ∆= ∫ −   

+ =ges

gh 
= 

12
0 

m
m

lr

= 2.6383

SA

g

l

4
3
2

= 139°C

g
Näherung des gegebenen
Temperaturverlaufes durch
ein Polynom 4. Ordnung.
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 und ( ) 112
2/h

2/h gy21 RA
h
12dyy

h
12 ⋅⋅=⋅⋅ϑ∆⋅=ϑ∆ ∫ −

 

( ) gyϑ  ist durch angenähertes Polynom (Tabelle A 5) bekannt. 

Bevor nachstehend unter Punkt 7. und 8. thermomechanische Spannungen und Formänderun-

gen beispielhaft zum Versuch 19/IV berechnet werden, müssen vorab folgende Auswertungen 

und vorbereitende Ermittlungen durchgeführt werden. 

 

Unter Punkt 4: Instrumentelle Auswertung der gegebenen  

                         Temperaturdifferenzen-Fläche „ ϑA “. 

Unter Punkt 5: Allgemeine Temperaturfeldauswertung (Bild A 5) 

Unter Punkt 6: Ermittlung der „Wirksamen Temperaturdifferenz“, des  

                        „Wirksamen thermomechanischen Momentes“, der temperaturabhängigen  

                        Werkstoffkennwerte und der für die weitere Berechnung  

                        erforderlichen Temperaturdifferenzen. 

 

Abschließend erfolgt unter Punkt 9. die Nachrechnung der gemessenen Faserlängen-Ände-

rungen an Hand des ausgewerteten Temperaturfeldes (Bild A 8) zu Versuch 19/IV und unter 

Punkt 10 werden die Maximalspannungen aufgezeigt. 

 

4. Instrumentelle Auswertung der Temperaturdifferenzen-Fläche „ ϑA “ 

 

Bild A 4: Instrumentelle Auswertung der Temperaturdifferenzen Fläche  „ ϑA “  
                mit den Programmen H.A.N. Dataport, CAD-400 
 

Aϑ
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5. Allgemeine Temperaturfeldauswertung 

 

Die allgemeine Auswertung eines Temperaturfeldes ist nachfolgend vereinfacht dargestellt. 

Aus Bild A 5 lassen sich alle angesprochenen Größen ersehen. 

 

r

°C

1

''ϑ∆

 

 

 

h

ν⋅α⋅

σ
=ϑ∆ ϑ

tmm

|t|Sch,z
maxr)y( E

zul
 Maximal zulässige resultierende Temperaturdifferenz:

h

 
 
Bild A 5: Allgemeine Temperaturfeld-Auswertung 

 

 

6. Ermittlung der „Wirksamen Temperaturdifferenz“, des „Wirksamen thermome-
 chanischen Momentes“, der Werkstoffkennwerte und der notwendigen Tempera-
 turdifferenzen  
 

 

Kontrollrechnung: Wirksame Temperaturdifferenz und wirksames  
thermomechanisches Moment 
 

In diesem Fall sind die Außenfasertemperaturen und damit  ∆ϑ   bekannt. Dazu ist die Durch-

biegung  „ fth “  gemessen worden. Um sich einen Überblick über die „Wirksame Tempera-

turdifferenz“ und über das „Wirksame thermomechanische Moment“ zu verschaffen, ste-

hen zwei Gleichungen der Formänderungsgrößen  ( q• = const)  zur Verfügung. Dieser Berech-

nungsgang hat eine Kontrollfunktion, denn die wirksamen Werte müssen größenordnungs-

mäßig den Berechnungsergebnissen entsprechen. 
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a)  Die wirksame Temperaturdifferenz  „∆ϑw “  wird gewonnen 

 aus 
8h

llf i0wtm
thi ⋅

⋅⋅ϑ∆⋅α=  

es folgt C5,155
72,1201120029,13

8120101,3
ll

8hf 6

i0tm

ith
w

o=
⋅⋅

⋅⋅⋅=
⋅⋅α
⋅⋅

=ϑ∆           (A 6.1) 

  C5,155w
o=ϑ∆   

berechnet später unter Temperaturdifferenzen Punkt  d): 

  C3,155w
o=ϑ∆   also Übereinstimmung! 

 

b) Wirksames Moment  „ M thw “ 

 aus 
8IE

llMf
m

i0thw
th ⋅⋅

⋅⋅=  

 folgt 78,14
1072,12011200

843200001099,11,3
ll

8IEfM 6

5

i0

mth
thw =

⋅⋅
⋅⋅⋅⋅=

⋅
⋅⋅⋅=           (A 6.2) 

 kNm78,14Mthw =  

 

c) Berechnungsergebnis: 

 

( )

( )
66

5

4/32
tmm

2th1thth

1012010
92,262,1016329,13000.320.41099,1

h
IE

MMM

⋅⋅
+−⋅⋅⋅⋅=

ϑ∆+ϑ∆−ϑ∆⋅α⋅⋅=

−=

 

 kNm79,14~Mth =   also Übereinstimmung! 
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Ermittlung der Werkstoffkennwerte gemäß Anhang  „C“  für  C5,238mR
o=ϑ : 

 
( ) ( ) ( ) ( )

2
EE

mm/N1099,1E
2

K/1029,13 iaia 25
m

6
tm

ϑϑϑϑ +
=⋅=

α+α
=⋅=α −

 ( ) ( ) ( ) ( )
256

t mm/N10112,0EEEK/1096,0 aiia ⋅=−=∆⋅=α−α=α∆ ϑϑϑϑ
−

 
Kmm

N6,2EK 2tmmT ⋅
⋅=α⋅=  

 2
zul/t/SchzmR mm/N3,167C5,238 =σ→=ϑ=ϑ ϑ

o  

 gewählt: 2
zulth mm/N5,1115,1 =σ→=ν  
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Ermittlung der notwendigen Temperaturdifferenzen:

 

)

)

)

C92,2
E

E

)1.6A(sieheVergleichzum;C3,15592,262,10163)d

C25,1981825,180

a
h
1A

h
A

C25,18025,40185,238c

h
A

;C62,10
0003204

6383,23,483030120RAb
I
hb

C25,40
120

3,4830
h

A
a

mtm

t
mD4/3

4/32W

0mDmD

mR0mRmD

2

zulth

o

o

o

o

o

o

=






 ∆−
α
α∆

⋅ϑ∆=ϑ∆

=+−=ϑ∆+ϑ∆−ϑ∆=ϑ∆

=+=ϑ+ϑ∆=ϑ

==−ϑ∆==−−=ϑ′′∆−ϑ−ϑ=ϑ∆

ϑ′′∆==⋅⋅⋅=⋅⋅⋅=ϑ∆

=σ===ϑ′′∆

ϑ

ϑ
ϑ

ϑ

 

)

)

)

C06,10494,34139)k

C83,15262,10163)h

C94,3431.525,40
2h

Ag

C25,2415625,180f

C56,45
2
62,1025,40

2h
Ae

iri
'
i

21

2
ir

mD

2
a

mmr

r

o

o

o

o

o

=−=ϑ∆−ϑ∆=ϑ∆

=−=ϑ∆−ϑ∆=ϑ∆
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=−=ϑ∆−ϑ∆=ϑ∆

−=−−=ϑ∆−−=ϑ∆
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7. Tabellarische Auswertung des Versuchs 19/IV mit Spannungsdiagramm 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Tabelle A 6: Auswertung des Versuchs 19/IV 

 

 ( )
2

zulththa
2

maxyth mm/N5,111mm/N121 =σ>>σ=−=σ , also unzulässig! 

D.h.: Die thermische Belastung ist bereits ohne mechanische Lasten unzulässig! (Nachweis-

verfahren 1 nach DIN 18 800, Spannungsnachweis,  ( ) 1/hier,1d,fy/ zulthythv ≤σσ≤σ ) 

 

]cm[y.Nr ]mm/N[ 2
th)y(σ]C[l)y( °ϑ]C[g)y( °ϑ ]C[r)y( °ϑ∆

 

]10[ 3
th)y(ε

 

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25

6.0
5.5
5.0
4.5
4.0
3.5
3.0
2.5
2.0
1.5
1.0
0.5
0.0

-0.5
-1.0
-1.5
-2.0
-2.5
-3.0
-3.5
-4.0
-4.5
-5.0
-5.5
-6.0

Auswertung des Versuchs 19/IV

- 45.6
- 35.5
- 25.9
- 16.6
- 8.0
- 0.2

6.6
12.5
17.2
20.8
23.1
24.3
24.3
23.0
20.7
17.2
13.0
7.8
2.1

- 4.2
- 10.7
- 17.4
- 23.7
- 28.7
- 34.9

- 0.606
- 0.472
- 0.344
- 0.221
- 0.106

0.027
0.088
0.166
0.229
0.276
0.307
0.323
0.323
0.306
0.275
0.229
0.173
0.104
0.028

- 0.056
- 0.142
- 0.231
- 0.315
- 0.381
- 0.464

- 120.6
- 93.9
- 68.5
- 43.9
- 21.1

- 5.4
17.5
33.0
45.6
54.9
61.1
64.3
64.3
60.9
54.7
45.6
34.4
20.7

5.6
- 11.1
- 28.3
- 45.9
- 62.7
- 75.8
- 92.3

]mm/N[199000

0.00001329

]C[h/y

0.6....0.6y]cm[y
.Nr

2
th)y(th)y(

th)y(

r)y(th)y(

th)y(

r)y(

1mDlr)y(

lr)y(

l)y(

l)y(

g)y(

g)y(

=σ

σ

ε
ε

g)y(lr)y(r)y( ϑ−ϑϑ∆
ϑ∆

°ϑ∆+ϑϑ
ϑ

ϑ
ϑ

ϑ
ϑ

−=

]C[)y( °ϑ l

Thermomechanischer Spannungsverlauf:

nichtlinearer Dehnungsverlauf:

nichtlineare Temperaturdifferenzen:

linearer Temperaturverlauf:

rechnerischer Nullspannungs-Temperaturverlauf:

Faserkoordinate:
gegebener Temperaturverlauf:

Fasernummer

320.0
313.2
306.4
299.6
292.8
286.0
279.2
272.5
265.7
258.9
252.1
245.3
238.5
231.7
224.9
218.1
211.3
204.5
197.8
191.0
184.2
177.4
170.6
163.8
157.0

320.0
303.6
287.6
272.0
257.0
242.9
229.7
217.5
206.4
196.5
187.8
180.3
174.0
168.9
164.9
162.0
159.9
158.7
158.1
158.0
158.2
158.5
158.5
158.1
157.0

274.4
268.1
261.7
255.4
249.0
242.7
236.3
230.0
223.6
217.3
210.9
204.6
198.3
191.9
185.6
179.2
172.9
166.5
160.2
153.8
147.5
141.1
134.8
129.4
122.1

yy- 0.0156412 34 ]cm[y];C[174 °yy20.0616225 2.3525197 11.367287
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Diagramm des Spannungsverlaufes 

 

mm

120 100 80 60 40 20020 40 60

-92,3

-120,6

h 
= 

12
0 

m
m

 
Bild A 6: Versuch 19/IV Durchschnittsspannungsverlauf über die Stabhöhe 

 

8. Nachrechnung der Durchbiegung der Innenfaser 

 

Allgemein ohne Berücksichtigung der Temperaturabhängigkeit der Werkstoffkennwerte 

(ohne 4/3ϑ∆ ) 

 ( ) 11
1

i
2

2
0

2
1

2
tm

2
01tm

yth ˆ;y
2
hh

8h
l

8h
lf ϑ∆=ϑ∆














++

ϑ∆

′ϑ∆⋅⋅
⋅

⋅ϑ∆⋅α+
⋅

⋅ϑ∆⋅α=   

über die Stablänge. 

 

mm1,3:gemessen;mm04,3~f

ttswertDurchschni04,30042,00377,3

812010
06,104120038,15229,13

812010
120038,15229,13

8h
l

8h
lf

2
hy

thi

12

2

6

2

i
2

01
2

tm
2

01tm
thi

=

==+=

⋅⋅
⋅⋅⋅+

⋅⋅
⋅⋅=

⋅

′ϑ∆⋅⋅ϑ∆⋅α+
⋅

⋅ϑ∆⋅α=⇒−=

 

Also Übereinstimmung! 
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Kurzform für die thermische Durchbiegung der Innenfaser: 

 
8h

llf i01tm
thi ⋅

⋅⋅ϑ∆⋅α=  itm00i lllmit ϑ′∆⋅α⋅+=  

8h
l~f:srechnungÜberschlag
2
0tm

thi ⋅
⋅ϑ∆⋅α=  

 

Anmerkung zur Durchbiegungsgleichung:  

 

Bei technischen Berechnungen kann zur Ermittlung der Durchbiegung der Innenfaser die 

Gleichung der Überschlagsrechnung benutzt werden. Die Ergebnisse liegen um etwa 5 % zu 

hoch im sicheren Bereich. 

 

 

9. Nachrechnung der gemessenen Faserlängen-Änderungen 

 

Bild A 7: Zugehöriges Temperaturfeld mit resultierendem Nullspannungstemperaturverlauf„ ( )ϑ y lr “ 

                nach Auswertung der Temperaturdifferenzen-Fläche 
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Bild A 8: Temperaturfeld des Versuches  19/IV  nach Auswertung mit berechneten Zahlenwerten 

 

a)  Gemessene, gemittelte Faserlängenänderungen: 

  

mm705,1l;mm865,2l;mm025,4l igmag =∆=∆=∆  

 

Rechnerischer Mittelwert 

 mm865,2
2

705,1025,4
2

ll
l igag
mR =+=

∆+∆
=∆  

 

b) Berechnung der Faserlängenänderungen   

 ( ) 






 ⋅ϑ∆+ϑ∆α⋅=∆
h

yll 1
mDtm0ry            ; 

y = 0 : 

 ( ) 8746,225,180
10

29,131200l 6ry =⋅⋅=∆  

 ( ) mry lmm87,2l ∆==∆  

2A

1A

C163°=ϑ∆

C157i °=ϑ

C139i °=ϑ∆
C6,104'i °=ϑ∆

C174m °=ϑC18o °=ϑ

C25,24 °
C156°

h
AC25,180 1

mD =°=ϑ∆

C19,762
1 °=ϑ∆

C56,45 °C38,1521 °=ϑ∆
C302a °=ϑ∆

Aϑ

 

C320a °=ϑ

C94,34 °

'iϑ

y

C5,238mR °=ϑ
C25,198mD °=ϑ

1α α

C°
ϑ

lr)y(ϑ

l)y(ϑ

g)y(ϑ

C25,40h
A °=ϑ C5,812 °=ϑ∆

 

(+)

(-)

(-)

AQ

b=30 mm

Q
h 

= 
12

0 
m

m
'aϑ

1mD und ϑ∆ϑ∆  sind über die Stablän-

ge aus mehreren Querschnittstempera-

turfeldern gemittelte Werte 
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:
2
hy = ( ) 






 ϑ∆+ϑ∆⋅α⋅=∆

2
ll 1

mDtm0ry 0896,4
2

38,15225,180
10

29,131200 6 =





 +⋅=

  ( ) almm09,4ryl ∆==∆  

:
2
hy −= ( ) 






 ϑ∆

−ϑ∆⋅α⋅=∆
2

ll 1
mDtm0ry 6595,1

2
38,15225,180

10
29,131200 6 =






 −⋅⋅=  

  ( ) ⇒∆==∆ iry lmm66,1l Also Übereinstimmung 

 

Das Beispiel  19/IV  liefert noch einige weitere Werte: 

 

1. Verkrümmungsradius 

( )( )
( ) 6ity

1t

y
thi 10

06,10429,13:
2
hy;

1h
R ⋅=ϑ′∆⋅α=ε−=

ϑ∆⋅α
ε+⋅

=  

   C38,152;mm120h 1
o=ϑ∆=  

mm394,59337R thi =  

 

 m337,59R thi == Verkrümmungsinnenradius 

 

2. Verkrümmungswinkel: 

2.1 0
1tm

m

0th
th l

hIE
lM ⋅ϑ∆⋅α=
⋅
⋅=ϕ)  

1200
12010

38,15229,13
6 ⋅
⋅
⋅=  

0202513,0th =ϕ)  

oder 

2.2 
120

6595,10896,4
h

lltan ia
1th

−=∆−∆=α=ϕ)  

0202508,0
120
4301,2

th ==ϕ)  

 d.h., mit Punkt 2.1 gute Übereinstimmung 

2.3 oo ) 1601,129578,57 =⋅ϕ=ϕ  

2.4 Stabenddrehwinkel 

 0101256,0
2
1

th1th =ϕ=ϕ ))  
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Anmerkung:  Für Überschlagsrechnungen bei  b = const  ergaben sich aus dem Versuch  

19/IV  folgende Berechnungsformeln: 

 

ϑ∆⋅⋅−=σ

ϑ∆⋅⋅=σ

ϑ∆⋅⋅−=σ

ϑ∆⋅⋅α⋅=∆

⋅
ϑ∆⋅α

⋅=

ϑ∆⋅α⋅⋅⋅=

ϑ∆⋅=ϑ∆

21,0K~

15,0K~

28,0K~

1,1l~l

8
l

h
95,0~f

h
IE95,0~M

95,0~

Tthi

Tthm

Ttha

tm0m

2
0tm

thi

tmmth

W

 

 

 

10. Berechnung der Maximalspannungen in den drei Hauptfasern 

 

Im Normalfall werden die Durchschnittsspannungen nach Punkt 7. nicht ermittelt. Stattdessen 

wird das zugehörige maximale Temperaturdifferenzen-Feld ausgewertet und die Maximal-

spannungen in den drei Hauptfasern berechnet. Das positive Spannungs-Maximum liegt etwas 

außerhalb der Stabmitte und ist etwa 2,5% größer als in der Stabmitte. In diesem Fall wird auf 

eine Spannungsberechnung nach Auswertung des nachfolgenden maximalen Temperaturdif-

ferenzen-Feldes des Versuchs  19/IV verzichtet, weil gemäß Tabelle A 6. bereits die Durch-

schnittsspannung in der wärmeren Außenfaser [Nr. 1] den zulässigen Wert der Dauerstandfe-

stigkeit überschritten hat.  

 

Wirksame Temperaturdifferenz 

 

Wirksames thermisches Moment 

 

Reale Stabdurchbiegung der Innenfaser 

 

Verlängerung der Mittelfaser 

 

Spannungen in der wärmeren Faser 

 

Spannungen in der Mittelfaser 

 

Spannungen in der kälteren Faser 
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g
4
3
2

g

l

Mit "Excel" ermitteltes
Polynom.

h 
= 

12
0 

m
m

 

 

Bild A 9: Maximales Temperaturdifferenzen-Feld zum Versuch 19/IV 

 

Auswertung des maximalen Temperaturdifferenzenfeldes 

 mmC002,278581A;mmC52560Ages ⋅=⋅= oo  

 mm72628,81R;C15,214
h
1A

mD0 ==ϑ∆=ϑ∆− o  

 278,68903RA
mm57,7R

mmC998,9101A
=⋅ϑ





=
⋅=ϑ o

 2mmC ⋅o  

 C85,75
120

998,9101
h

A;C260max
oo ==ϑ=ϑ′′∆=ϑ∆=ϑ∆  

 C581,202
4320000

72628,8002,27858301201R1Ab
I
h

1
o=⋅⋅⋅=⋅⋅⋅=ϑ∆  

 C42,57
4320000

57013,7998,910130120RAb
I
h

2
o=⋅⋅⋅=⋅ϑ⋅⋅=ϑ∆  

 C58,20242,5726021
o=−=ϑ∆−ϑ∆=ϑ∆ (Kontrollrechnung) 
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Anhang  B     (Praktischer Teil  B) 
 

Temperaturprofilmessungen an zehn Ankerständern der RAG- 
Kokerei Prosper in Bottrop 

 
1. Messergebnisse und maximales Temperaturfeld des Ankerständers  142 L   

sowie das Durchschnittslängstemperaturfeld 
 

Auf der RAG-Kokerei Prosper (Baujahr 1983/84) werden an jeder Koksofenbatterie die 7m 

hohen Öfen durch vor Kopf angeordnete Breitflansch-Träger  HE 650-B, DIN 17100, aus 

Baustahl  R St 44-2  zusammengehalten und durch Federpakete vorgespannt.  Diese Anker-

ständer sind ca. 12 m lang und besitzen aus wärmedämmtechnischen Gründen zwischen der 

Ofenpanzerung und dem Ankerständer im unbelasteten Zustand einen Luftspalt von 30mm. 

Dass auch diese moderne Stahlkonstruktion noch thermisch sehr stark beansprucht wird und 

beachtliche Temperaturdifferenzen-Felder vorhanden sind, sollte durch Messungen aufgezeigt 

werden. Für zukünftige Konstruktionen wird ein Luftspalt von  ≥  60 mm  als geeignet ange-

sehen, da einige Ankerständer, nach Beobachtung vor Ort, den Ofenpanzer berührten. Der 

Ofenbetrieb ist intermittierend d.h., beim Füllen der Öfen mit Kokskohle finden eine Abküh-

lung und danach eine Erwärmung statt. Im Ofen selbst herrschen Temperaturen unter Luftab-

schluss bis 1250 °C. Nach außen hin sind die Öfen stark wärmegedämmt. Trotzdem flutet 

eine große Wärmeleistung nach außen und beansprucht thermisch auch die Ankerständer. Es 

liegt eine schwellende thermische Beanspruchung während der Koks-Garungszeiten vor. Zur 

Ermittlung der thermomechanischen Spannungen in diesen Ankerständern wurden zehn Tem-

peraturprofilmessungen an der aus der Erfahrung wärmsten Stelle in Höhe des unteren Ofen-

türverschlusses rund um das Breitflansch-Profil (Bild B 1 und Tabelle B 1) durchgeführt. Für 

die Berechnung der Stabdurchbiegung waren zusätzliche Temperaturprofilmessungen am 

Ankerständer 142 L erforderlich. Das Bild B 4 stellt nach Auswertung der Profile die gemit-

telte Temperaturdifferenz „ 1ϑ∆ “ über die Stablänge dar. Dargestellt wird zuvor nur das in 

Längsrichtung des Stabes wirkende Durchschnittstemperaturdifferenzen-Feld aus den zehn 

Temperaturprofilen und das maximale Temperaturfeld (Bild B 2 und Bild B 3). Wegen Ge-

ringfügigkeit kann auf eine Darstellung und Berechnung des auf die Querachse bezogenen 

Temperaturfeldes verzichtet werden. Es wurden Koksöfen ausgesucht, die kurz vor dem Ende 

der Garungszeit standen und in Kürze gedrückt werden sollten. 
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Bild B 1: Querschnitt Ankerständer  HE  650-B mit den Messpunkten 1 bis 29 als Temperaturprofil 

 

w
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Temperaturmessung Ankerständer 
Datum:  19.06.1996 
Messgerät: Technoterm 3600 
  Fe - CuNi (7) 
  (Fe - Konst.) Messbereich: -20 ... + 500°C 
Wetterdaten: Windrichtung: West 
  Windstärke: 3m/s 
  Lufttemperatur: +21°C 
 

 
Messpunkt 

 
MS Ankerständer 
 

 
Bereich untere Türverriegelung 

Ofen NR.: 
Nr.: 

 

 
128 R 

 
128 L 

 
132 R 

 
132 L 

 
136 R 

 
136 L 

 
140 R 

 
140 L 

 
142 R 

 
142 L 

29 81 63 82 77 61 88 62 80 60 103 

1 94 65 73 100 90 100 100 79 93 100 

2 77 61 72 85 80 81 92 75 88 92 

3 76 61 71 74 78 75 86 70 87 90 

4 72 64 72 80 76 70 80 69 75 80 

5 68 61 66 65 71 60 74 68 70 71 

6 53 58 61 56 64 55 70 60 66 63 

7 51 56 56 55 59 50 66 55 61 58 

8 48 53 54 55 58 48 61 51 57 52 

9 46 51 52 52 57 47 58 48 55 49 

10 44 48 79 49 55 47 54 47 52 47 

11 42 44 47 47 51 45 50 48 50 42 

12 38 44 45 45 48 43 48 47 48 38 

13 33 41 42 43 46 41 46 44 45 37 

14 32 36 41 40 40 39 36 42 43 35 

15 32 34 41 39 38 37 35 34 42 35 

16 32 31 35 37 37 35 32 32 40 35 

17 27 26 32 34 32 31 31 31 38 35 

18 31 30 34 35 32 33 33 32 36 34 

19 34 30 34 38 32 33 34 33 35 37 

20 33 30 33 40 33 33 35 35 35 37 

21 34 31 32 43 33 35 36 39 35 39 

22 37 34 34 45 33 35 37 42 37 42 

23 43 36 37 48 35 37 40 45 39 45 

24 47 40 40 54 37 39 45 48 40 48 

25 55 42 44 62 41 42 54 51 45 53 

26 69 52 53 64 47 50 59 54 51 60 

27 63 57 55 73 56 58 62 61 58 68 

28 53 55 57 69 55 56 60 62 62 70 

Tabelle B 1: Temperaturmessung Ankerständer 
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Bild B 2: Durchschnittstemperaturfeld aus den zehn gemessenen Temperaturprofilen 

 
Bild B 3: Maximales Temperaturfeld aus dem maximalen Temperaturprofil des Ankerständers  142 L.  
                  Messebene: Unterer Türverschluss 

mm

h 
= 

0.
65

 m
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Approximation der Temperaturverteilung Bild B 3 durch Polynom: 

 

Polynom: ( )
910

y y043744,0y0012099,0 ⋅−⋅=ϑ  

[ ]
[ ]dmy

C0,103
y3157,183y4296,369
y7568,418y8147,283

y6864,121y8531,33
y0956,6y68539,0

2

34

56

78

o+
⋅−⋅+
⋅−⋅+

⋅−⋅+
⋅−⋅+

 

Gemittelte Temperaturverteilung über die Stablänge 

 

Bild B 4: Gemittelte Temperaturdifferenzen „ ( )x1ϑ∆ “ des Ankerständers 142 L über die Stablänge 

 

 

2. Auswertung der Messergebnisse des Ankerständers  142 L. 

 

Vergleicht man das Durchschnittstemperaturfeld Bild B 2 mit dem maximalen Temperatur-

feld Bild B 3 des Ankerständers  142 L, so ist sofort ersichtlich, dass zur Ermittlung thermo-

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17
00

71
00

85
0

a'

1(x)

i'
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mechanischer Spannungen nur das Temperaturfeld  142 L  mit maximalen Temperaturdiffe-

renzen herangezogen werden kann. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Bild B 5: Ankerständerprofil 142 L mit maximalen Temperaturen 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Bild B 6: Instrumentelle Auswertung des maximalen Temperaturdifferenzen-Feldes des Ankerständers   

     142 L  mit   H.A.N. Dataport, CAD-400 

 

z
mm °C
0

  31.0
104.5
178.0
251.5
325.0
398.5
472.0
545.5
619.0
650.0

103.0
 71.5
 60.5
 53.5
 48.5
 44.5
 41.5
 39.5
 37.5
 35.5
 35.0  
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Daten aus Bild B 6: 

 

mm5,304RmmC25,43A
mm3,66RmmC75,083.13A

mm1,307RmmC79,730A

C69C68

33

22

11

mRmax

−=⋅=

=⋅=

=⋅=

=ϑϑ∆==ϑ∆

o

o

o

oo

 

 

Berechnung der erforderlichen Temperaturdifferenzen   ;   b ≠ const: 

 

1. [ ]∑
=

⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅=⋅⋅⋅=ϑ∆
n

1i
333222111iii2 RAbRAbRAb

I
HRAb

I
H  

 [ ]45,30325,43063,6375,13086,171,30079,7330
210600

65 ⋅⋅−⋅⋅+⋅⋅=  

 036,77256
600210

65 ⋅=  

 C84,232
o=ϑ∆  

 

2. 
∑

∑

=

=

⋅

⋅
=ϑ ′′∆ n

1i
ii

n

1i
ii

hb

Ab
     

 

 
( )
( )332211

332211

hbhbhb
AbAbAb
⋅+⋅+⋅
⋅+⋅+⋅

=  

 ( )
( )1,3308,586,11,330

325,430375,13086,1079,7330
⋅+⋅+⋅

⋅+⋅+⋅=  

 C8,15 o=ϑ′′∆  

 

3. C16,4484,236821
o=−=ϑ∆−ϑ∆=ϑ∆  

 C2,538,1569mRmD
o=−=ϑ′′∆−ϑ=ϑ  

Spannungs- und Durchbiegungsberechnung siehe Anhang H 8. 
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Anhang C: Arbeitsblatt für den Baustahl R St 37-2 nach DIN 17100 bzw.  
S 235 JR G2 nach DIN EN 10027, Werkstoffnummer 1.0038 
 

 
 
1) ϑ⋅⋅−=λ −21033,354   (EC 3, Teil 1.2)     ;     2) Dauerstandfestigkeit = Zeitstandfestigkeit 
                    aus Zugversuchen (Sch = schwellend) 
3) C450 o  = Kriechgrenze                                ;    4) Maximal zulässige resultierende   
               Temperaturdifferenz: 

          ( ) ν⋅α⋅
σ

=ϑ∆ ϑ

tmm

/t/Sch,z
maxry E

zul  

Tabelle C:  Temperaturabhängige Werkstoffkennwerte für den  
                    Hochtemperaturbereich bis zur Kriechgrenze 
 

 
 
 
 
 

Temperatur 

Alle 
Baustähle 

SEW – 310 

Alle 
Baustähle 

EC 3 
Teil 1.2 

Alle 
Baustähle 

EC 4 
Teil 1.2 

Thermo- 
dynamischer Pro-

portionalitäts- 
faktor 

EC 4 Teil 1.2 
und Mannes-
mann 
WB 400 R 
1995 
(R St 37-2) 
S 235 JR G2 
>16≤ 40 mm 

 
ϑ  

 

tα  
1) 

λ  
 

E 
 

tT EK α⋅=  
2) 

ϑσ /t/Sch,Z  

 
Co  

 
K/10 6−  Km

W
⋅

 
 

G Pa Kmm
N

2 ⋅
 

 
2mm/N  

 
-100 

 
10,8 

  
217 

 
2,344 

 

 
0 

 
11,7 

 
54 

 
214 

 
2,504 

 

 
20 

 
11,9 

 
53,3 

 
214 

 
2,547 

 
225 

 
100 

 
12,5 

 
50,7 

 
208 

 
2,600 

 
216 

 
200 

 
13,0 

 
47,3 

 
193 

 
2,509 

 
175 

 
250 

     
155 

 
300 

 
13,6 

 
44,0 

 
171 

 
2,326 

 
135 

 
350 

     
120 

 
400 

 
14,1 

 
40,7 

 
150 

 
2,115 

 
95 

3) 
450 

 
Kriechgrenze 

    
49 

 
500 

 
14,5 

 
37,4 

 
128 

 
1,856 

 

 
600 

 
14,9 

 
34,0 

 
66 

 
0,983 
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Anhang D 

 

Ableitungen und Erläuterungen 

 

D 1. Geschlossene Lösung der den Temperaturverlauf in einem Flacheisenstab beschrei-

benden nichtlinearen Differentialgleichung 

D 1.1 Berechnung der mittleren Wärmestromdichte „ •q “ 

 

D 2. Ableitung der beiden ersten korrespondierenden thermomechanischen Momente und 

Beschreibung der zugehörigen rechnerischen Temperaturdifferenzen 

 

D 3. Formelzusammenstellung thermomechanischer Spannungen und zugehöriger 
 Formänderungen (siehe Bild 5.11) 
 
D 4. Aufspaltung eines realen eindimensionalen ( )( )yϑ=ϑ  Temperaturfeldes 

 

D 5. Rechnerisch konstruktive Einzelschritte vom gegebenen Temperaturteilfeld  

„ ϑA “  zum resultierenden Temperaturdifferenzen-Feld   „ rAϑ “ 

 

D 6. Eine Ableitungsvariante zu den thermischen Verschiebungen  „ux“  und  „vy“ 
 
D 7. Eine Ableitungsvariante des thermomechanischen Momentes 

 

D 8. Abgrenzung der Spannungsarten 

 

D 9. Thermische Durchbiegung eines Stabes bei konstanter und nichtkonstanter Verkrüm-

mung. Rechnerisches Analogieverfahren in Anlehnung an Mohr. 

Vorzeichenkonvention bei thermischer Beanspruchung. 
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Anhang D 

 

D 1. Geschlossene Lösung der den Temperaturverlauf in einem Flacheisenstab be-
schreibenden nichtlinearen Differentialgleichung 

 

Wärmeleitzahl  ( )λ λ ϑ=  

 
Bild D 1.1: Wärmeleitfähigkeit in Abhängigkeit von der Temperatur [30, 94, 109] 

 

In Kapitel 2.7.1 ist mit Formel (2.7.7) die zugehörige Differentialgleichung abgeleitet worden. 

 

Die DGL lautet: 

 d
d

d
dx

d
dx

λ
ϑ

ϑ λ ϑ⋅





+ ⋅ =
2 2

2 0  

setzt man  ( )d
d

und d
dx

pλ
ϑ

ϕ ϑ ϑ= = , dann wird 

d
dx

dp
dx

dp
d

d
dx

p dp
d

2

2
ϑ

ϑ
ϑ

ϑ
= = ⋅ = ⋅   . 

 

Aus obenstehender DGL folgt dann: 

 ( ) ( )ϕ ϑ λ ϑ
ϑ

p p dp
d

2 0+ ⋅ ⋅ =  
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oder p p dp
d

⋅ ⋅ + ⋅





=ϕ λ
ϑ

0   . 

1. Fall: 

In jedem Punkt X zum betrachteten Intervall  0 0≤ ≤ =X H gilt p .  

Dann ist im Intervall  p d
dx

d h= =ϑ ϑ0 ; . .  ist unabhängig von  x  und im Intervall 0 ≤ ≤X H  

konstant. 

 

2. Fall: 

In keinem Punkt  X  des Intervalls ist  p = 0 , d.h. es gilt überall  p ≠ 0 , dann muss gelten 

 ϕ λ
ϑ

⋅ + ⋅ =p dp
d

0   . 

Andere Fälle können im stationären Fall  d
dt
ϑ = 0   und wenn im Innern des Intervalls weder 

Wärmequellen noch Wärmesenken vorhanden sind, nicht eintreten.  

Aus der Gleichung 

 ϕ λ
ϑ

⋅ + ⋅ =p dp
d

0  

folgt mit ϕ λ
ϑ

λ
ϑ

λ
ϑ

= ⋅ = − ⋅d
d

sofort dp
d

p d
d

 

oder dp
p

d= − λ
λ

 

d.h.: ln ln ln ,p c= − +λ 1  

 c1 willkürliche Konstante,    c1 > 0 

( )

oder p c d
dx

c

d c dx

also= =

⋅ = ⋅

1 1

1

λ
ϑ

λ

λ ϑ ϑ

; ,

 

 

und damit     ( )λ ϑ ϑ∫ ⋅ = ⋅ +d c x c c1 2 2; willkürliche Konstante.        (D 1.1) 

 

Betrachtet man nun einen Stoff, bei dem in einem gewissen Temperaturbereich    B    λ   eine 

lineare Funktion der Temperatur  ϑ   ist 

 .0b,0a,ba >>ϑ⋅−=λ  
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Wegen  λ > 0   folgt dann  a b− ⋅ >ϑ 0  

oder a
b

> ϑ ,  

d.h. für jedes Teil  B  gilt: ϑ>
b
a                            (D 1.2) 

Aus (D 1.1) ergibt sich dann ( )a b d c x c− ⋅ ⋅ = ⋅ +∫ ϑ ϑ 1 2  oder 

    a b c x c⋅ − ⋅ = +ϑ ϑ
2

2
1 2               (D 1.3) 

(Die Integrationskonstante ist bereits in (D 1.1) als  c2   aufgeschrieben).  

Aus der quadratischen Gleichung (D 1.3) für  ϑ   folgt dann 

 a b c x c
b

⋅ − ⋅ = ⋅ + ⋅ϑ ϑ
2

22
1 2  

 2 2 22 1 2
2

2
a
b

c x
b

c
b

a
b

⋅ − = ⋅ ⋅ + −ϑ ϑ  

 2 2 22
2

2
1 2

2

2
⋅ ⋅ − − = ⋅ ⋅ + ⋅ −a
b

a
b

c x
b

c
b

a
b

ϑ ϑ  

 ϑ ϑ2
2

2

2

2
1 22 2 2− ⋅ ⋅ + = − ⋅ ⋅ − ⋅a

b
a
b

a
b

c x
b

c
b

 

 ϑ −





= − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅a
b

a
b

c b x
b

c b
b

2 2

2
1

2
2
2

2 2  

 ϑ = ± − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅a
b

a c b x c b
b

2
1 2

2
2 2  

Aus (D 1.2) folgt dann, weil eine Quadratwurzel im Bereich der reellen Zahlen nicht negativ 

ist, dass die Lösung mit dem Pluszeichen entfällt: 

 

 ϑ = − − ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅a
b

a c b x c b
b

2
1 2

2
2 2                (D 1.4) 

 ϑ = − − ⋅ ⋅ − ⋅a
b

a
b

c x
b

c
b

2

2
1 22 2  
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Zur Bestimmung der Konstanten verwendet man (aus den Randbedingungen) zweckmäßig: 

 

  .
b

a2
b

a2
h
1

b
c2 12

1
22

2
1 






 ϑ⋅⋅+ϑ−ϑ⋅⋅−ϑ=⋅−  

 

Damit ergibt sich für den Radikant aus (D 1.4): 

 
b

a2x
b

a2
b

a2
h
1

b
a 12

1
12

1
22

22

2 ϑ⋅⋅+ϑ+⋅





 ϑ⋅⋅+ϑ−ϑ⋅⋅−ϑ+  

 = x
b
a2

b
a

b
a2

b
a

h
1

b
a2

b
a 2

112

2
2
222

2
2
112

2
⋅





















ϑ+ϑ⋅−−









ϑ+ϑ⋅−+ϑ+ϑ⋅⋅−  

 x
b
a

b
a

h
1

b
a 2

1

2

2

2

1 ⋅

















 ϑ−−






 ϑ−+






 ϑ−=  

und damit: 

 
h
x

b
a

b
a

b
a

b
a 2

1

2

2

2

1 ⋅

















 ϑ−−






 ϑ−+






 ϑ−−=ϑ     .           (D 1.5) 

 

Liegt bei einem Material, z.B. austenitischem Stahl, mit zunehmender Temperatur ein Anstieg 

der Wärmeleitfähigkeit  λ   und in einem bestimmten Temperaturbereich ein linearer Verlauf 

der Kurve  ( )λ λ ϑ=   mit 

 ϑ⋅′+′=λ ba  

vor, so lautet die Lösung der DGL für eindimensionalen Temperaturverlauf 

 

h

x

ϑ 1

ϑ 2

x = 0
ϑ  = ϑ 1

x = h
ϑ  = ϑ 2

ϑ
Randbedingungen

(D1.3) in der Gestalt: 

 b
a2

b
c2

b
xc2 221 ϑ⋅⋅−ϑ=⋅−⋅⋅−

 

Für x = 0  sei  :1ϑ=ϑ  

 b
a2

b
c2 12

1
2 ϑ⋅⋅−ϑ=⋅−

 
Für x = h  sei  :2ϑ=ϑ  
 

b
a2

b
a2

b
hc2 22

2
12

1
1 ϑ⋅⋅−ϑ=ϑ⋅⋅−ϑ+⋅⋅−
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h
x

b
a

b
a

b
a

b
a 2

1

2

2

2

1 ⋅

















 ϑ+

′
′

−





 ϑ+

′
′

+





 ϑ+

′
′

+
′
′

−=ϑ                (D 1.6) 

 

Selbst unter der Voraussetzung  q•  = const verläuft somit die Temperatur in einem Bauele-

ment kurvenförmig. Die Temperaturdifferenzen zwischen der geraden Linie, die die Außenfa-

sertemperaturen verbindet und der berechneten, nichtlinearen Kurve verursachen Spannun-

gen.  

 

 

D 1.1 Berechnung der mittleren Wärmestromdichte „ •q “ 

 

Die den Temperaturverlauf  ( )ϑ ϑ= x   bei stationärem eindimensionalem Wärmefluss be-

schreibende nichtlineare Differentialgleichung lautet 

 

 
( )

d
d

d
dx

d
dx

mit

λ
ϑ

ϑ λ ϑ

λ λ ϑ

⋅





+ ⋅ =

=

2 2

2 0

 

 

Verläuft  „ λ “  entsprechend  λ ϑ= − ⋅a b   (1)  ergibt sich als geschlossene Lösung wie gezeigt 

 ( ) h
x

b
a

b
a

b
a

b
a 2

a

2

i

2

ax ⋅

















 ϑ−−






 ϑ−+






 ϑ−−=ϑ

 

Mit den Integrationskonstanten 

 c a
b a1

2

= −





ϑ  und 


















 ϑ−−






 ϑ−⋅=

2

a

2

i2 b
a

b
a

h
1c  

lautet die individuelle Lösung der Differentialgleichung 

 ( )ϑ x
a
b

c c x= − + ⋅1 2          (2) 
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differenziert: d
dx c c x

cϑ =
⋅ + ⋅

⋅1
2 1 2

2         (3) 

Diese Lösung soll zur Berechnung der Wärmestromdichte  „q• “  benutzt werden: 

 Fourier: ( ) ( )q d
dxx

• = − ⋅λ ϑ
ϑ        (4) 

 

(1)  und  (2)  in  (4): ( )q a b a
b

c c x d
dxx

• = − − ⋅ − + ⋅













 ⋅1 2

ϑ      (5) 

 

(3)  in  (5)  eingesetzt liefert: 

 

 ( )q a b a
b

c c x
c c x

cx

d
dx

• = − − − + ⋅













 ⋅

⋅ + ⋅
⋅







1 2
1 2

2
1

2
λ ϑ ϑ

1 244444 344444 1 2444 3444

 

 ( )= − − + ⋅ + ⋅ ⋅
⋅ + ⋅

a a b c c x c
c c x1 2

2

1 22
 

 ( ) constcb
2
1q 2x =⋅⋅−=•  

 

und mit  c2   wird die mittlere Wärmestromdichte:  

 

 ( )

















 ϑ−−






 ϑ−⋅

⋅
−=•

2

a

2

ix b
a

b
a

h2
bq   W

m2






          (D1.1.1) 

 

Dies muss auch universell nachweisbar sein: 

  ( )λ λ λϑ ϑ= + ⋅i a
1
2

 

  ( )= ⋅ − ⋅ + − ⋅1
2

a b a bi aϑ ϑ  

  ( )[ ]= ⋅ − +1
2

2a b i aϑ ϑ  

 
hh

grad ia ϑ∆=ϑ−ϑ=ϑ−  

  ( ) ( )[ ]aiia ba2
h2

1gradq ϑ+ϑ−⋅ϑ−ϑ⋅
⋅

=ϑ−⋅λ=•  
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    ( ) ( )



 ϑ+ϑ−⋅ϑ−ϑ

⋅
= aiia b

a2
h2

b  

    ( ) 



 ϑ+ϑ−ϑ−ϑ⋅⋅

⋅
= 22 iaiab

a2
h2

b  

  

















−ϑ⋅⋅+ϑ−






+ϑ⋅⋅−ϑ⋅

⋅
=•

2

aa
2

2

ii
2

b
a

b
a2

b
a

b
a2

h2
bq  

 

         hinzugefügt 

 

Daraus folgt die mittlere Wärmestromdichte wie in (D 1.1.1) angegeben zu: 

 [ ]2
2

a

2

i m/W
b
a

b
a

h2
bq


















 ϑ−−






 ϑ−⋅

⋅
=•  

Es soll gezeigt werden, dass dieser Ausdruck für die durchschnittliche Wärmestromdichte 

dem Ausdruck 

 ( ) h
q ϑ∆⋅λ= ϑ
•                 (D1.1.2) 

entspricht: 

 ( ) h
q ϑ∆⋅λ= ϑ
•   ; ( )

( ) ( )
2

ia ϑϑ
ϑ

λ+λ
=λ  

 ( ) ( )
( ) ϑ⋅−=λϑλ+ϑλ⋅ϑ∆= ϑ

• ba;
2h

q ia  

 ( ) ( )




 ϑ⋅−+ϑ⋅−⋅ϑ∆=

2
baba

h
ia     Kurzform: 

 ( )




 ϑ⋅−+ϑ⋅−⋅ϑ∆=

2
ba

2
ba

h
ia     ( ) dy

dq ϑ⋅λ= ϑ
•  

 



 ϑ⋅−+ϑ⋅−⋅ϑ∆=

2
b

2
a

2
b

2
a

h
ai    ( )( )

dy
d yϑ

⋅λ= ϑ  

 



 ϑ⋅−ϑ⋅−⋅ϑ∆=

2
b

2
ba

h
ai     ( ) dy

h
yd m 





 ⋅ϑ∆+ϑ

⋅λ= ϑ  

 iaai ;
b

a2
2
b

h
ϑ−ϑ=ϑ∆














 ϑ−ϑ−⋅⋅ϑ∆=  ( ) h

ϑ∆⋅λ= ϑ  

 ( )






 ϑ−ϑ⋅





 ϑ−ϑ−⋅⋅

⋅
= iaaib

a2
h2

b  
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 ϑ−−






 ϑ−⋅














 ϑ−+






 ϑ−⋅

⋅
= aiai b

a
b
a

b
a

b
a

h2
b  

 ( ) ( )BABA
h2

b
ˆ −⋅+⋅

⋅
=  

 ( )22 BA
h2

b
ˆ −⋅

⋅
=  

 

















 ϑ−−






 ϑ−⋅

⋅
=•

2

a

2

i b
a

b
a

h2
bq  

 

 

D 2. Ableitung der beiden ersten korrespondierenden thermomechanischen Momente 
und Beschreibung der zugehörigen rechnerischen Temperaturdifferenzen 

 
 
Da man allgemein mit der Bezeichnung „Moment“ in der Statik das Wirken einer Schnittgrö-

ße assoziiert, wird allgemein und um Irreführungen zu vermeiden, definiert: Ein korrespon-

dierendes thermomechanische Moment (kurz: Thermisches Moment) entsteht durch äußere 

ungleichmäßige thermische Belastung eines Stabes. Seine Größe entspricht dem eingetrage-

nen Wärmeanteil (Energieanteil) der in der Formänderungsarbeit bei Biegung umgesetzt wur-

de. Für theoretische Betrachtungen wirkt es konstant über der Stablänge. Real ist ein thermo-

mechanisches Moment über der Stablänge nicht konstant, weil die Temperaturverteilungen 

nicht konstant sind. Für Berechnungszwecke wird daher das Durchschnittsmoment über der 

Stablänge und das maximale Moment benötigt. Mit den folgenden Bezeichnungen  

2th1thth MundM;M   sind Durchschnittsmomente gemeint. Die maximalen thermomechani-

schen Spannungen werden nach Auswertung der maximalen Temperaturverteilung berechnet. 

Der von außen eingetragene Wärmestrom  „
•
Q “  verursacht thermische Querschnittsbeanspru-

chungen der Größe  „ ( ) dAy ⋅ϑ∆ “  deren Gesamtwirkung den Stab verlängert und sichtbar, 

kreisbogenförmig verkrümmt. Das hierzu notwendige thermische Moment korrespondiert mit 

dem ungleichmäßigen Temperaturfeldanteil und mit inneren Weggrößen, die aus dem inneren 

thermischen Gleichgewicht hervorgehen. In einem statisch bestimmten System ruft ein ther-

misches Moment keine Schnittgrößen hervor. Wie unter einem mechanischen Moment ver-

steht man unter einem thermischen Moment den Ausdruck, der sich als Integral der mit ihrem 

Hebelarm multiplizierten Teilkräfte über den gesamten Querschnitt ergibt. 
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  ∫ ⋅⋅σ=
A thth ydAM   

( ) 444444 8444444 76 ∫ ⋅⋅ϑ∆=
A y dAyM

MomentmischesThermodyna

         (D 2.0) 

  ( ) 43421444 3444 214434421
ydAE yA 1 ⋅ϑ∆α⋅= ∫  

 

[ ]mmN Hebelarm KraftmischeThermodyna
itKrafteinhe

NM
Ath ⋅⋅⋅= ∫

 

 

Dimensionen: mmmmC
mmK
N 2

2 ⋅
⋅

= o  

 

Hierin stellt die thermodynamische Kraft  ( ) [ ]2
y mmCdA ⋅⋅ϑ∆ o   die thermische Quer-

schnittsbeanspruchung dar. Wird das Produkt  „ tE α⋅ “  als eine thermodynamische Konstan-

te, z.B. mit der Bezeichnung  „ TK “  aufgefasst, so beträgt  TK   bei  C20 o   für Stahl 

 2tT
mmK
N55,2~EK

⋅
=α⋅=  (siehe Anhang C) 

und das thermische Moment erhält für eine lineare Temperaturverteilung die Form 

 

( ) ( ) 6
h

2
hbKRAbKdyybKydAKM TT

2/h

2/h yTA yT1th ⋅⋅ϑ∆⋅⋅=⋅⋅⋅=⋅⋅ϑ∆⋅⋅=⋅⋅ϑ∆⋅= ∫∫ −
  

         (D 2.1) 

mit dem Ergebnis 

 
h

IKM T1th
ϑ∆⋅⋅=  [ ] J

1000
1

ˆmmN ⋅=⋅               (D 2.2) 

Wie gezeigt (siehe Kapitel 4.5), beschreibt der nachfolgende Ausdruck ein thermisches Mo-

ment 

 [ ]JqIE
h

IEM tt1th λ
⋅α⋅⋅=ϑ∆⋅α⋅⋅=

•

              (D 2.3) 

das dem Einfluss eines theoretischen linearen Temperaturfeldes entspricht. Hierbei verläuft 

der so genannte  „1. Nullspannungstemperaturverlauf“  als gerade Linie zwischen den Außen-

fasertemperaturen  „ aϑ “  und  „ iϑ “ . Der Absolutbetrag dieses Ausdrucks beschreibt mit sei-

ner Energiemenge in Joule die Größe eines konstanten mechanischen Momentes  [ ]!JmN =⋅  , 
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das mit entgegengesetzter Drehrichtung erforderlich wäre, das thermische Moment und damit 

die Verkrümmung aufzuheben. An einem real thermisch beanspruchten Stahlbau-Profil-Stab 

entsteht durch nichtlineare seitliche Wärmeabfuhr eine ungleichmäßige Wärmestromdich-

te und ein unsymmetrisches Temperaturfeld, so dass neben der durch die konstante Wär-

mestromdichte  „
•
q “  hervorgerufenen thermodynamischen Kraft  „

h
ϑ∆ “  eine weitere entge-

gengesetzt drehende thermodynamische Kraft  „
h

2ϑ∆ “  entsteht. Diese Kraft bewirkt ein 

zweites thermisches Moment. Ursache ist die Temperaturabhängigkeit des globalen (gesam-

ten) Wärmeübergangskoeffizienten „ α “. Bei einer ungleichmäßigen Temperaturverteilung 

( )( )yϑ=ϑ  ist „ α “ auch von „ y “ und damit von der Stabhöhe „h“ abhängig 

 ( ) ( ) h
y

y
⋅α∆+α=α ϑ   . 

Dieser Einfluss bewirkt eine Unsymmetrie der Temperaturkurve und damit das 2. thermische 

Moment „ 2thM “. 

 [ ]J
h

IEM 2
t2th

ϑ∆⋅α⋅⋅=                 (D 2.4) 

das durch seine Energie  [J]  zusätzliche Dehnungen und Kontraktionen hervorruft und damit 

die Stabverkrümmung in den hier geschilderten Fällen vermindert. Für ein reales Temperatur-

feld lautet die Summe der ersten beiden korrespondierenden thermomechanischen Momente 










 ⋅ϑ∆−⋅ϑ∆⋅⋅α⋅=−=
12

h
12

hbEMMM
2

2
2

t2th1thth          (D 2.5) 

( )RARAbE
h

IE
h

IE 22t
2

tt ⋅ϑ−⋅⋅⋅α⋅=ϑ∆⋅α⋅⋅−ϑ∆⋅α⋅⋅=            (D 2.6) 

 

 

 

 
 
 

( ) ( )
hh

tan;
l

IEIE
h

IEM 21
1

0

th
th

2
tth

ϑ∆−ϑ∆
=

ϑ∆
=α

ϕ
⋅⋅=κ⋅⋅=

ϑ∆−ϑ∆
⋅α⋅⋅=

)

 

h
IEM 1

tth
ϑ∆

⋅α⋅⋅=                   (D 2.7) 

oder mit den Bezeichnungen aus Bild D 2.2       

Neigung der Schlusslinie 
des Temperaturfeldes 
tan h/ϑ∆=α

Verdrehung des Nullspannungstemperaturverlaufes 
durch die Unsymmetrie des Temperaturfeldes 

tan  h/22 ϑ∆=α  
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 dyy
h

ybEM
2/h

2/h
1

mDtth ⋅⋅





 ⋅ϑ∆

+ϑ∆⋅⋅α⋅= ∫
+

−
             (D 2.8) 

 

  mit  b = const 

Im Anhang  E  und  F  werden zwei weitere thermische Momente  3thM   und  4thM   mit ihren 

Auswirkungen gezeigt. 

 

Ermittlung des 2. thermomechanischen Momentes und der zugehörigen Temperaturdif-
ferenzen  „ 2ϑ∆ “  bei einfach und doppeltsymmetrischen Profilstäben 
 

Auch hier ist zwischen einer Scheibe und einem zusammengesetzten Profil zu unterscheiden: 

 

 

Bild D 2.1: Ermittlung der Temperaturdifferenz  ∆ϑ 2   bei unterschiedlichen Stabbreiten 

 

Im Gegensatz zur Ableitung von „ 1ϑ∆ “ ist hier mit der Fläche „A“ die Größe der Fläche 

„ ϑA “ unterhalb der Temperaturverteilung „ ( ) gyϑ “ bis zur Schlusslinie „ ( ) lyϑ “ gemeint. 

Zu Bild D 2.1 gehört mit b ≠ const die Momentengleichung: 

 

( ) ( ) ( ) 



 ⋅⋅ϑ∆⋅+⋅⋅ϑ∆⋅+⋅⋅ϑ∆⋅⋅α⋅= ∫∫∫

−

−−
dyy'bdyy'sdyy'bEM 21

21

y

2/h y3
y

y y
2/h

y y1t2th  

und daraus als geeignete Gleichung für eine instrumentell / rechnerische Lösung: 

 [ ]33322111t2th RAbRAsRAbEM ⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅⋅α⋅=  
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Allgemein:  ∑
=

⋅⋅⋅α⋅=
n

1i
iiit2th RAbEM   ii AˆA ϑ=            (D 2.9) 

Zusammenhang: 
2thtth

2th1thth

M
h

IEM

MMM

−ϑ∆⋅⋅α⋅=

−=
 

 

b ≠ const: 
M E b A Rth t i

i

n

i i2
1

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
=
∑α  

 

Die Temperaturdifferenz ∆ϑ 2  und damit die negative Verdrehung des Nullspannungstempe-

raturverlaufes „ ( ) rlyϑ∆ “ berechnet sich, wenn 2thM   bekannt ist, wie folgt: 

Allgemein: 21
2

2
tmm

2th
2 ;

h
tan;

IE
hM α−α=αϑ∆=α

α⋅⋅
⋅=ϑ∆          (D 2.11) 

 

 

Visuelle Vorstellung des resultierenden Nullspannungstemperaturverlaufes „ ( ) rlyϑ “ als 
„Spannungsanzeiger“: 
 

Im folgenden Bild D 2.2 können die Temperaturdifferenzen zwischen der Temperaturkurve 

„ ( ) gyϑ∆ “ und der Geraden „ ( ) rlyϑ∆ “ auch als Spannungen angesehen werden, wenn man sie 

gedanklich mit dem thermodynamischen Proportionalitätsfaktor tmmT EK α⋅=  multipliziert 

 







⋅
= BaustählefürC200bei;

Kmm
N5,2~K 2T

o  . 

Zwecks Einprägung eines Bildes der Spannungsgrößen und der Einflüsse auf die Spannungen, 

stellt man sich zweckmäßig zunächst den gegebenen Temperaturverlauf und als Abschluss 

(Schlusslinie) einen beweglichen, verschiebbaren Zeiger mit Pfeilen an beiden Enden und 

Lagerung im Punkt „ mRϑ “ vor. Dieser Zeiger „ ( ) lyϑ “ verschiebt sich aufgrund der Gleich-

gewichtsbedingungen, zunächst parallel bis zum neuen Drehpunkt „ mDϑ “ und verdreht sich 

dann gegen den Uhrzeigersinn entsprechend der Größe des zweiten thermomechanischen 

Momentes. Damit hat der Zeiger die Lage und Richtung des resultierenden Nullspannungs-

temperaturverlaufes „ ( ) rlyϑ “ angenommen. 

  

b = const: 

 

RAbEM tth 2
⋅⋅⋅α⋅= ϑ  (D 2.10) 
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A

 

Ttmm

tmm

th

KE

;
E

:.bzw

=α⋅
α⋅

σ  

h
A

 
Bild D 2.2: Die zu den thermischen Momenten gehörenden Temperaturdifferenzen. 
       Die Gerade „ ( ) rlyϑ “ als Spannungszeiger. 

 
Die Temperaturdifferenz „ 2ϑ∆ “ für Stahlprofile mit konstanter und nicht konstanter 
Breite 
 

 22 h
RA12 ⋅⋅=ϑ∆ ϑ                (D 2.12) 

        (ohne Einfluss der Breite „b“!) 

 ( ) ( ) 3tmmy2th3y2 h
RAy12E

h
RAy12 ⋅⋅⋅⋅α⋅=σ⇒

⋅⋅⋅=ϑ∆⇒ ϑϑ      (D2.13 u. D 2.14) 

oder ( ) dyy
h
12 2/h

2/h y22 ⋅⋅ϑ′∆⋅=ϑ∆ ∫
+

−
          ( ) ( )∫

+

−
⋅⋅ϑ∆⋅⋅=ϑ∆=

2/h

2/h y3y2 dyy'
h

y12
ˆ         (D 2.15) 

     mit ( ) ( ) ( )∆ϑ' y y l y g= −ϑ ϑ  

b = const →Flachstahlprofil: I = 
12

hb 3⋅  

    ⇒ b
I
h

h
12

2 ⋅=  
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damit wird RAb
I
h

2 ⋅⋅⋅=ϑ∆ ϑ  ( ) RAb
I
y

y2 ⋅⋅⋅=ϑ∆⇒ ϑ           (D 2.16) 

oder  ( ) dyyb
I
h 2/h

2/h y2 ⋅⋅ϑ′∆⋅⋅=ϑ∆ ∫
+

−
                       (D 2.17) 

Zusammengefasst gilt: 11

2
1

2
2 RA

12
h.bzwRA

12
h

⋅=
⋅ϑ∆

⋅ϑ=
⋅ϑ∆

 

b = const          22 h
RA12 ⋅⋅=ϑ∆ ϑ  RAb

I
h

2 ⋅⋅⋅=ϑ∆ ϑ  ( ) RAb
I
y

y2 ⋅⋅⋅=ϑ∆ ϑ  

b ≠ const 
i

n

1i
ii2 RAb

I
h ⋅⋅=ϑ∆ ∑

=
( ) i

n

1i
iiy2 RAb

I
y

⋅⋅=ϑ∆ ∑
=

 

                  (D 2.18) 

 

b = const          2
11

1 h
RA12 ⋅⋅=ϑ∆  111 RAb

I
h ⋅⋅⋅=ϑ∆  ( ) 11y1 RAb

I
y ⋅⋅⋅=ϑ∆  

b ≠ const 
i1

n

1i
i1i1 RAb

I
h ⋅⋅=ϑ∆ ∑

=
 

( ) i1

n

1i
i1iy1 RAb

I
y ⋅⋅=ϑ∆ ∑

=
 

 

Zwischen dem Verkrümmungswinkel „ thϕ) “ und dem Winkel „ 1α “ gemäß Bild D 2.2 besteht 

die Beziehung: 

 

 
[ ]

01tm

00
1tm

th

ltan

mml,h;l
h

⋅α⋅α=

⋅ϑ∆⋅α=ϕ)
             (D 2.19) 

 
29578,57180
h
l

h
ll

tan

ththth

ia
th

⋅ϕ=
Π

⋅ϕ=ϕ

∆=
∆−∆

=ϕ=ϕ

))

)

o
 

 
 
D 3. Formelzusammenstellung thermomechanischer Spannungen und zugehöriger 
 Formänderungen (siehe Bild 5.11, allgemeine Temperaturfeldauswertung) 
  

 

Temperaturdifferenzen allgemein: 

 ( ) ( ) ( ) =ϑ∆−ϑ∆=ϑ∆ gyrlyry  Resultierende, spannungswirksame Temperaturdifferenz 
                    (D 3.1) 
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( ) ( ) ( )

( ) h
y

h
y

2
y

gy
2

lyry

⋅ϑ∆−ϑ′′∆−ϑ′∆=

ϑ∆−⋅ϑ∆−ϑ′′∆−ϑ∆=ϑ∆
 

 ( ) h
y

2
11

irly
⋅ϑ∆+ϑ∆+ϑ′∆=ϑ∆  

 
h

y1
mD

⋅ϑ∆+ϑ∆=                  (D 3.2) 

 21 ϑ∆−ϑ∆=ϑ∆                  (D 3.3) 

 

Temperaturdifferenzen (b = const): 

( )

( )

( )

( ) dy
h
1

h
A

)4.3D(dy
h
1a

h
A

RAb
I
h;dyy

h
12;

h
RA12

RAb
I
h;dyy

h
12;

h

RA12

2/h

2/h y

2/h

2/h gy
1

mD

111
2/h

2/h gy212
11

1

2
2/h

2/h y2222

⋅ϑ′∆⋅==ϑ ′′∆

⋅ϑ∆⋅===ϑ∆

⋅⋅⋅=ϑ∆⋅⋅ϑ∆⋅=ϑ∆⋅⋅=ϑ∆

⋅⋅⋅=ϑ∆⋅⋅ϑ′∆⋅=ϑ∆
⋅⋅

=ϑ∆

∫

∫

∫

∫

−
ϑ

−

−

ϑ−
ϑ

 

( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
tabstandSchwerpunk

A

dyy

A

dyy
R

dyA

2/h

2/h gyly
2/h

2/h y

2/h

2/h gyly

=
⋅⋅ϑ∆−ϑ∆

=
⋅⋅ϑ′∆

=

⋅ϑ⋅−ϑ=

ϑ

−

ϑ

−

−ϑ

∫∫

∫
 

Temperaturdifferenzen (b ≠ const): 

 

∑

∑

∑

=

=

=
ϑ

⋅=ϑ∆

⋅⋅=ϑ∆

⋅⋅=ϑ∆

n

1i
i1i

Q
mD

i1

n

1i
i1i1

i

n

1i
ii2

Ab
A
1

RAb
I
h

RAb
I
h

              (D 3.5) 
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Resultierende Thermomechanische Spannungen (b = const): 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )gyrlytmmrytmmyth EE ϑ∆−ϑ∆α⋅=ϑ∆⋅α⋅=σ           (D 3.6) 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) [ ]22
ytmmyth

gy
1

mDtmmyth

gy
11

tmmyth

mm/N
h

yE

oder
h

yE

h
y

h
AE







 ⋅ϑ∆−ϑ′′∆−ϑ′∆⋅α⋅=σ







 ϑ∆−⋅ϑ∆+ϑ∆⋅α⋅=σ







 ϑ∆−⋅ϑ∆+⋅α⋅=σ

        

 als alternative Berechnungsgleichung 

 

Zur Berechnung der Spannungen ist das Maximaltemperaturfeld auszuwerten  „   maxϑ∆⇒ “ 

 

Form mit zu lösenden Integralen: 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) 



 ⋅⋅ϑ−ϑ⋅⋅−⋅ϑ−ϑ⋅−ϑ−ϑ⋅α⋅=σ ∫ ∫

+

−

+

−

2/h

2/h

2/h

2/h gyly3gylygylytmmyth dyy
h

y12dy
h
1E

                  (D 3.10) 

oder  

( ) ( ) ( ) ( ) 



 ϑ∆−⋅⋅ϑ∆⋅⋅⋅+⋅ϑ∆⋅⋅α⋅=σ ∫ ∫

+

−

+

−

2/h

2/h

2/h

2/h gygy3gytmmyth dyy
h

y12dy
h
1E      (D3.11) 

 Cmm/N5,2KE 2
Ttmm

o⋅≈==α⋅   (siehe Anhang C)         (D 3.12) 

 

Resultierende thermomechanische Spannungen (b ≠ const): 

 ( ) ( )





















ϑ∆−⋅⋅⋅+
⋅

⋅α⋅=σ ∑
∑

=

=
n

1i
gyi1ii

Q

n

1i
ii

tmmyth R1Ab
I
y

A

1Ab
E          (D 3.13) 

oder identisch: 

 

 ( ) ( )



















⋅ϑ⋅⋅−
ϑ⋅

−ϑ′∆⋅α⋅=σ ∑
∑

=

=
n

1i
iii

xQ

n

1i
ii

ytmmyth RAb
I
y

A

Ab
E          (D 3.14) 

(D 3.7)

(D 3.9)

(D 3.8)
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Formänderungsgrößen (siehe Bild D 3): 

Verkrümmung jeder Faser über die Stabhöhe „h“ 

 ( )
( )( ) ( ) ( )( )yth

0th

ythythm

th
yth 1R

1
1

1
IE

M
ε+

κ
==

ε+
⋅

⋅
=κ

           (D 3.15) 

            
( )( )yth

1tm
1

1
h ε+

⋅ϑ∆⋅α=  

( ) 





 ⋅ϑ∆+ϑ∆+ϑ∆α=ε

h
y

2
'mit 11
itmyth           (D 3.16) 

 

Verkrümmungsradius 

 ( )
( )

( ) ( )
0th

yth

0th0

yth

yth
yth

1
l
l1R

κ
ε+

=
κ⋅

=
κ

=             (D 3.17) 

 

Verkrümmungswinkel 

 ( )
( )

( ) ( )
( )( )

( )yth

yth0
ythyth

yth

yth
thth R

1l
l

R
l

tan
ε+⋅

=κ⋅==ϕ=ϕ)  

 0tm0
1tm

000
m

th
00th ltanl

h
ll

IE
Ml ⋅α⋅α=⋅ϑ∆⋅α=⋅κ=⋅

⋅
=⋅κ=         (D 3.18) 

 

Stabenddrehwinkel 

 ( ) ( )
2

l
2
l

h2
ythyth01tmth

1th
⋅κ

=⋅ϑ∆⋅α=ϕ=ϕ
)

)             (D 3.19) 

 

Gesamtdurchbiegung 

 ( ) ( )( )yth
m

2
0th

yth 1
8IE

lM
f ε+⋅

⋅⋅
⋅

= ( %2Plus ≈  aus der Temperaturabhängigkeit  

     von E und tα , siehe Anhang F) 

 ( )( )yth

2
01tm 1

8h
l ε+⋅

⋅
⋅ϑ∆⋅α=                         (D 3.20) 

 
8h

llf
2
hy i01tm

ith ⋅
⋅⋅ϑ∆⋅α=⇒−=  



  Anhang 198

 oder: ( ) 









++

ϑ∆
ϑ∆⋅⋅

⋅κ
+

⋅κ
= y

2
hh

8
l

8
l

f
1

'
i

2
0

2
0th

2
00th

yth  [ ]mm  

      mit   
h

1tm
0th

ϑ∆⋅α=κ  

 

Gesamte Faserlängenänderung 

 ( ) ( ) ( )yth0rlytm0
1

mDtm0y ll
h

yll ε⋅=ϑ∆⋅α⋅=





 ⋅ϑ∆+ϑ∆⋅α⋅=∆   [mm]        (D 3.21) 

 

Gesamte Faserlänge 

 ( ) ( )( ) ( )yth0th0yth0yth Rl1ll ⋅κ⋅=ε+⋅=             (D 3.22) 

  (Verbindende Gleichung zwischen Dehnungen, Faserlängen, Verkrümmung  

  und Biegeradien) 

 

Korrespondierendes thermomechanisches Gesamtmoment 

 2th1thth MMM −=               (D 3.23) 

 [ ]mmN
h

IK
h

IEM 1
T

1
tmmth ⋅ϑ∆⋅⋅=ϑ∆⋅α⋅⋅=         (D 3.24) 

 

Thermische Formänderungsarbeit 

 ththmDith M
2
1lN

2
3W ϕ⋅⋅+∆⋅⋅=   [ ]N mm⋅           (D 3.25) 

 

Überschlägige Gebrauchsgleichungen aus dem Versuch 19/IV: 

h
IE95,0~M tmmth

ϑφ∆⋅α⋅⋅⋅=
             (D 3.26) 

ϑφ∆⋅α⋅
⋅

⋅= tm

2
0

thi 8h
l

95,0~f  (Kältere Außenfaser = Innenfaser)        (D 3.27) 

 ( ) ϑφ∆⋅⋅−=σ 28,0K~ Tath  (Wärmere Außenfaser)         (D 3.28) 
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Mechanisch verkrümmter
Stab mit Mm = const.; y=0

h

h

h h

hly
h

yl
tm

0
tm0

th
ϑ∆⋅α⋅=

⋅ϑ∆⋅α⋅
=ϕ

l

l
hl

y
h

yl

00

th0

tm
0

tm0
th

0

κ⋅=

κ⋅=

ϑ∆⋅α⋅=

⋅ϑ∆⋅α⋅
=ϕ

1 + ε1

; + ε1

f

tmα = tα!
;

1

1

ε

ε ( i + 2 + h
y

( m + h
y

l l0 1 + ε(  
 
Bild D 3: Zusammenhänge an Kreisringausschnitten eines Stahlprofilstabes bei linearer  
   Temperaturbeanspruchung für den Allgemeinfall  
   mit 0i ≠ϑ∆  und für den Sonderfall 0i =ϑ∆  
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D 4. Aufspaltung eines realen eindimensionalen ( )( )yϑ=ϑ  Temperaturfeldes 

 

In Kapitel 5, Bild 5.11, ist die allgemeine Temperaturfeld-Auswertung mit dem resultierenden 

Nullspannungstemperaturverlauf „ ( ) rlyϑ “ als Diagonale durch das Temperaturfeld „A1“ dar-

gestellt. Die wichtigsten zugehörigen Berechnungsformeln der Temperaturdifferenzen sind in 

Bild 5.8 angegeben. Aus den dort angeführten Gleichungen 

 ( ) ( ) ( ) gyrlyry ϑ∆−ϑ∆=ϑ∆   und 

 ( ) h
y1

Dmrly
⋅ϑ∆+ϑ∆=ϑ∆  

folgt die Gleichung der gemessenen Temperaturdifferenz über die Stabhöhe in der Form 

 ( ) ( ) ry
1

Dmgy h
y ϑ∆−⋅ϑ∆+ϑ∆=ϑ∆  .              (D 4.1) 

  ( ) ( )ryrly ϑ∆−ϑ∆=  

bzw. ( ) ( ) ( )yyMNgy σϑ∆−ϑ∆+ϑ∆=ϑ∆  

das heißt, die gemessene Temperaturdifferenz „ ( )gyϑ∆ “ setzt sich aus drei Anteilen zusam-

men. Dem Anteil „ Nϑ∆ “ für eine gleichmäßige Faserlängenänderung, dem ungleichmäßigen, 

linearen Anteil „ ( )yMϑ∆ “ des thermomechanischen Momentes und dem nichtlinearen span-

nungsbehafteten Anteil „ ( )yσϑ∆ “, der abgezogen werden muss. Dieser Zusammenhang ist 

im folgenden Bild D 4. dargestellt. 

 

°Ch = + -

Temperaturverteilung
A B C

A = Konstanter
Temperaturanteil

B = Linear veränder-
licher Anteil

C = Nichtlinearer, spannungs-
behafteter Anteil

A1 = + -

A1

 
Bild D 4: Aufspaltung eines realen eindimensionalen ( )( )yϑ=ϑ  Temperaturfeldes 
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Er erlaubt die exakte Aufspaltung eines eindimensionalen, nichtlinearen Temperaturfeldes, 

eines einzelnen Bauteils, hier Feld A 1, in seine drei Anteile. 

 

A1 = A + B - C 
Gemessenes 
Temperaturfeld 

 Konstanter Tempera-
turanteil 

 Linear veränderlicher 
Temperaturanteil 

 Nichtlinearer, span-
nungsbehafteter Tem-
peraturanteil 

                    (D 4.2) 

 

Hierbei berechnen sich die wichtigsten Größen wie folgt: 

 

1. b = const 

 
( )

( ) dyy
h
12

h
1R1A12

dy
h
1

2/h

2/h gy221

2/h

2/h gymD

⋅⋅ϑ∆=⋅⋅=ϑ∆

⋅ϑ∆=ϑ∆

∫

∫

−

−
 

 

2. b ≠  const 

 

i

n

1i
ii

1

Q

n

1i
ii

mD

1R1Ab
I
y

h
y

A

1Ab

⋅⋅⋅=⋅ϑ∆

⋅
=ϑ∆

∑

∑

=

=

 

 

eine Variante der Aufspaltung eines nichtlinearen Temperaturfeldes ist im folgenden Ab-

schnitt D 5. angegeben.  

 

 

D 5. Rechnerisch konstruktive Einzelschritte vom gegebenen Temperaturteilfeld  
          „ A ϑ “  zum resultierenden Temperaturdifferenzen-Feld   „ A rϑ “ 
 
Das nachfolgende Bild D 5 soll anschaulich in Einzelschritten alternativ zu Bild D 4 die 

Auswertung eines gegebenen Teil-Temperaturdifferenzen-Feldes darstellen und den rechne-

risch konstruktiven Lösungsweg vom Temperaturfeld   „ A ϑ “  zum spannungswirksamen, 

rechnerisch resultierenden Temperaturfeld   „ A rϑ “  angeben. 
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h

h

h

bzw.:

)
h

y(E

)(E

g

glr

)y(
1

mDtmm)y(th

)y()y(tmm)y(th

ϑ∆−⋅ϑ∆+ϑ∆⋅α⋅=σ

ϑ∆−ϑ∆⋅α⋅=σ
 

A1

y

Spannungen verursachende resultierende Temperaturdifferenz (D 5.1)

 
 
Bild D 5:  Darstellung des Lösungsweges vom Temperaturfeld  A ϑ   zum rechnerisch  
                 resultierenden Temperaturfeld  A rϑ  
 

 

D 6. Eine Ableitungsvariante zu den thermischen Verschiebungen  „ux“  und  „vy“ 
 

Die thermischen Verschiebungen an einem thermisch ungleichmäßig belasteten Stahlbau-

Profilstab sind in Bild 5.11 dargestellt. Das Bild A4 zeigt dazu Zusammenhänge nach einer 

Temperaturfeld Auswertung. 

 

I. Zur Verschiebung  „ux“  : 

 

Das Stoffgesetz von Hooke, Cauchy und de St. Venant lautet:   

 ( )[ ] ( ) gytmzzyyxxxx E
1 ϑ∆⋅α+σ+σµ−σ=ε  

 3,0=µ  für Stahl = Querkontraktionszahl 

Mit  ( )ythxxxyzzyy und0 σ=σ=τ=σ=σ   (rein thermische Belastung) wird 

( ) gytm
xx

xx E
ϑ∆⋅α+σ=ε  

x

y

z
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Gemäß Kapitel 5 lauten die thermomechanischen Spannungen 

 ( ) ( ) 





 ϑ∆−⋅ϑ∆+ϑ∆⋅α⋅=σ=σ gy

1
mDtmmythxx h

yE  

damit wird 







 ⋅ϑ∆+ϑ∆⋅α=ε

h
y1

mDtmxx   und  ( )
( ) rlth0

xx0ymaxxxxx

yl

llu.bzwxu

ε⋅=

ε⋅=∆=ε⋅=  

Analog wird: ( ) ( ) rth0xx0ymaxz lybbbw ε⋅=ε⋅=∆=  

Die Temperaturdifferenzen mDϑ∆  und 1ϑ∆  sind Durchschnittswerte über die Stablänge 

 

II. Zur Verschiebung  „vy“ 

 

Die Ableitung der Verschiebung  „vy“  erfordert wesentlich mehr Aufwand als die Ableitung 

zu „ux“ , weil „vy“  aus drei Anteilen besteht: 

1. Anteil aus der Stabdurchbiegung „f th(y)“ 

2. Anteil durch Spannungen (Kontraktion und Kompression) „ ( )yvσ “ und 

3. Anteil durch die thermische Erwärmung „ ( )ythv “ 

und die zu den Punkten 2. und 3. benötigten Temperaturdifferenzen als Durchschnittswerte, 

zur jeweiligen Höhe  „y“  gehörend, mit Hilfe von Flächenintegralen zu den Flächen  „ σA “  

und  „ thA “  (siehe Bild D 6) berechnet werden müssen. 

1
2

'

'

1
2

2

-a-

-m-

-i-

th
1

2 3 4

56

0

th = 1 - 2 - 4 - 5
= 3 - 4 - 5 - 6

Mittellinie

thiii)y( vvv += σ

thaaa)y( vvv += σ
 

 
Bild D 6: Skizze zur Ermittlung der Temperaturdifferenzen-Flächen  „ σA “  und  „ thA “ 
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Aus der Fläche  „ σA “  (3-4-5-6) wird der Mittelwert der Temperaturdifferenzen  „ ( ) ryϑ∆ “  

zur Berechnung von „ avσ “  bzw.  „ ivσ “  benötigt. 

 ( )∫ −σσ =⋅ϑ∆=+
2/h

2/h rymaximaxa !0dywegen0vv  

 

Aus der Fläche  „ thA “  (1-2-4-5) wird der Mittelwert der Temperaturdifferenzen  „ ( )lryϑ∆ “  

zur Berechnung von  „ thav “  bzw.  „ thiv “  benötigt. Die maximale Stabdurchbiegung wird 

gemäß Gleichung (D3.20), Anhang  D 3, berechnet zu: 

 ( ) ( )( )y
0

2
01tm

yth 1
8h

lf ε+⋅
⋅

⋅ϑ∆⋅α−=  

mit ( ) 





 ⋅ϑ∆+ϑ∆+′ϑ∆⋅α=ε

h
y

2
11

itmy  

 

Allgemein gilt: ( ) ( ) ( ) ( )ythyythgesy vvfv ++= σ               (D 6.0) 

 

Da „ ( )ythf “ bekannt ist, soll das Verhalten der beiden anderen Anteile beschrieben werden. 

 

Allgemein:  ( ) ( ) ( )ythyy vvv += σ . Die Stabmittellinie ist Bezugslinie für alle Verschiebungen  

„ ( )yv “  daher: 

 ( ) ( ) ( ) aythayay vvv += σ  

 ( ) ( ) ( ) iythiyiy vvv += σ  

Bei  y = h/2  bzw.  y = - h/2  erreichen die Werte jeweils ihr Maximum. 

 

I. Zu  ( ) ayv : 

1. ( ) ( ) ( ) ( )
44 344 21

"A"Fläche

dy
y
1;yv

y

0 ryryrytmay

σ=

⋅ϑ∆⋅=ϑ∆ϑ∆⋅⋅α⋅µ−= ∫σ  

    ( ) ( )∫ =µ⋅ϑ∆⋅α⋅µ−=σ
y

0 rytmay 3,0;dyv  

   ( ) ( ) gy
1

mDry h
y ϑ∆−⋅ϑ∆+ϑ∆=ϑ∆  
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 ( ) ( ) ( )∫∫ ⋅ϑ∆⋅α⋅µ−=









⋅ϑ∆−

⋅
⋅ϑ∆+⋅ϑ∆⋅α⋅µ−=σ

y

0 rytm
y

0 gy

2
1

mDtmay dydy
h2
yyv  

 

2. ( ) ( ) ( )∫ ⋅ϑ∆⋅⋅α⋅=ϑ∆⋅⋅α=
y

0 rlytmlrytmayth dy
y
1yyv  

 ( ) ( )∫ ⋅ϑ∆⋅α=
y

0 lrytmayth dyv  

              ( ) ( )
44 344 21

"thA"Fläche

dy
y
1;dy

h
y y

0 rlylry
y

0
1

mDtm

=

⋅ϑ∆⋅=ϑ∆⋅





 ⋅ϑ∆+ϑ∆⋅α= ∫∫  

 ( ) 










⋅
⋅ϑ∆+⋅ϑ∆α=
h2
yyv

2
1

mDtmayth  

 ( ) 





 ϑ∆+ϑ∆⋅α⋅==

82
hv:2/hy 1mD

tmayth  

 ( ) 





 ϑ∆−ϑ∆⋅α⋅=−=

82
hv:2/hy 1mD

tmiyth  

 ( ) ( ) mDtmmaxiythmaxaythgesth hvvhv ϑ∆⋅α⋅=+=∆=⇒  

 

Damit wird 

 ( ) ( ) 









⋅ϑ∆−

⋅
⋅ϑ∆+⋅ϑ∆⋅α⋅µ−= ∫

y

0 gy

2
1

mDtmay dy
h2
yyv  

 










⋅
⋅ϑ∆+⋅ϑ∆⋅α+
h2
yy

2
1

mDtm  

 ( ) ( ) 










⋅
⋅ϑ∆+ϑ∆⋅⋅α⋅µ−=
h2
yy1v 1

mDtmay  

 ( )∫ ⋅ϑ∆⋅α⋅µ+
y

0 gytm dy  

 

und bei  y = h/2: 

 
( )

( )∫ ⋅ϑ∆⋅α⋅µ+







 ϑ∆+ϑ∆⋅⋅α⋅µ−=

2/h

0 gytm

1
mDtmmaxa

dy

42
h1v

             (D 6.1) 
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II. Analog wird: 

 
( )

( )∫ −
⋅ϑ∆⋅α⋅µ−







 ϑ∆−ϑ∆⋅⋅α⋅µ−−=

0

2/h gytm

1
mDtmmaxi

dy

42
h1v

                        (D 6.2) 

 

III. Gezeigt werden soll: 

 
mDtm

maxthimaxthamaximaxa

hh

vvhvv

ϑ∆⋅α⋅=∆

+=∆=+
              (D 6.3) 

 maximaxa vvh +=∆  

 

( )

( )

( )

( )
maxi

0

2/h gytm

1
mDtm

maxa
2/h

0 gytm

1
mDtm

v
dy

42
h1

v
dy

42
h1h










⋅ϑ∆⋅α⋅µ+







 ϑ∆−ϑ∆⋅⋅α⋅µ−+










⋅ϑ∆⋅α⋅µ+







 ϑ∆+ϑ∆⋅⋅α⋅µ−=∆

∫

∫

−

 

 
( )

( ) 6dy

5
42

h

4
42

h

3dy

2
42

h

1
42

hh

0

2/h gytm

1
mDtm

1
mDtm

2/h

0 gytm

1
mDtm

1
mDtm

∫

∫

−
⋅ϑ∆⋅α⋅µ+







 ϑ∆−ϑ∆⋅⋅α⋅µ−







 ϑ∆−ϑ∆⋅⋅α+

⋅ϑ∆⋅α⋅µ+







 ϑ∆+ϑ∆⋅⋅α⋅µ−







 ϑ∆+ϑ∆⋅⋅α=∆

 

 1+4: 





 ϑ∆−ϑ∆+ϑ∆+ϑ∆⋅⋅α=

442
h 1

mD
1

mDtm  

  mDtm h ϑ∆⋅⋅α=  

 2+5: 





 ϑ∆−ϑ∆+ϑ∆+ϑ∆⋅⋅α⋅µ−=

442
h 1

mD
1

mDtm  

  mDtm h ϑ∆⋅⋅α⋅µ−=  
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 3+6: ( )∫ ⋅ϑ∆⋅α⋅µ=
2/h

0 gytm dy  

  ( )∫ −
⋅ϑ∆⋅α⋅µ+

0

2/h gytm dy  

  ( )∫ −
⋅ϑ∆⋅α⋅µ=

2/h

2/h gytm dy  

  mDtm h ϑ∆⋅⋅α⋅µ=  

 

 

mDtm hh ϑ∆⋅⋅α=∆⇒    Was gezeigt werden sollte! 

 

 

D 7. Eine Ableitungsvariante des thermomechanischen Momentes  

 

 

1 = Doppeltsymmetrischer Querschnitt 2 = Symmetrischer Querschnitt
   

 
 

 ⋅  

 

 

; ⋅  

 

 

 
 

Bild D 7: Zur Ableitung des thermischen Momentes 

(D 7.1) 
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Fall 1 : b = const ( )∫ ⋅=⋅⋅σ=
A thth dybdA;dAyyM     *) 

 

( )

{
RA

tth

t

2

tth

3322

t

32

t

2/h

2/h

2/h

2/h

2

t

2/h

2/h yt
2/h

2/ht

1th
2/h

2/h

2/h

2/h tthth

)y(t)y(th

2/h

2/h )y()y(

6
h

2
hbEM

RAbE
12

hbEM

83h
h

83h
h

44
h

44
hbE

3h
y

4
ybE

dy
h

ydyy
2

bE

dyybEdyy
h

y
2

bE

Mdyy
h

y
2

EbdyybM

E

6
hR;

2
hdyA;

h
y

2

2/h

2/h

2/h

2/h

⋅⋅ϑ∆⋅⋅α⋅=

⋅⋅⋅α⋅=⋅ϑ∆⋅⋅α⋅=










⋅⋅
⋅ϑ∆+

⋅⋅
⋅ϑ∆+

⋅
⋅ϑ∆−

⋅
⋅ϑ∆⋅⋅α⋅=













⋅
⋅ϑ∆+⋅ϑ∆⋅α⋅=









⋅⋅ϑ∆+⋅⋅ϑ∆⋅α⋅=

⋅⋅ϑ∆⋅⋅α⋅=⋅⋅





 ⋅ϑ∆+ϑ∆⋅⋅α⋅=

=⋅⋅





 ⋅ϑ∆+ϑ∆⋅α⋅⋅=⋅⋅⋅σ=

ϑ∆⋅α⋅=σ

=⋅ϑ∆=⋅ϑ∆=⋅ϑ∆+ϑ∆=ϑ∆

−

+

−

+

∫ ∫

∫∫

∫ ∫

∫

+

−

+

−

+

−

+

−

+

−

+

−

+

−

321

 

RAbEM t1th ⋅⋅⋅α⋅=     ;     M Eth t= ⋅ ⋅α (Breite  x  Fläche des Temperatur- 
                                                                                differenzen-Feldes  x  Abstand  
                                                                                des Schwerpunktes dieser Fläche  
                                                                                von der Mittellinie) 
 

 

 

 

 

 

 

 (D 7.2) 

*)  Anmerkung zu ( ) :dAyth ⋅σ  
In der thermischen Teilkraft  

( ) ( )σ αth y t ydA E dA⋅ = ⋅ ⋅ ⋅∆ϑ   
ist die thermodynamische Kraft 

( ) [ ]∆ϑ y dA C mm⋅ ⋅o 2   
(thermische Querschnittsbean-
spruchung) zu erkennen. 
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oder mit   
6
hbW

2⋅=    und  
12

hbI
3⋅=  

h
IEM

2
WEM

tth

tth

ϑ∆⋅α⋅⋅=

ϑ∆⋅⋅α⋅=

      = 1thM  [ ]JmN =⋅              (D 7.3) 

oder: 
h

q;qIEM tth
ϑ∆⋅λ−=

λ
⋅⋅α⋅=

•
•

               (D 7.4) 

h
IKM

A
QIEM Tthtth

ϑ∆⋅⋅=
λ⋅

⋅⋅α⋅=
•

 

Fall 2 : b ≠ const 

 M E b A Rth t i i i
i

n

= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
=
∑α

1

                (D 7.5) 

und für das eingezeichnete Beispiel (ungleichmäßig breiter Breitflanschträger): 

 

( )

..usw
A

dyy
Rmitund

.uswdyAmit 

RAbRAbRAbEM

1

2/h

t2/h )y(
1

2/h

t2/h )y(1

333222111tth

1

1

∫

∫

−

−

⋅

⋅⋅ϑ∆
=

⋅ϑ∆=

⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅⋅α⋅=

            (D 7.7) 

 

Anmerkung: 

Die vorgestellte Gleichung 

1tht

2/h

2/h )y(tth

MRAbE

dyybEM

=⋅⋅⋅α⋅=

⋅⋅ϑ∆⋅⋅α⋅= ∫
+

−

  ( b = const ) 

kehrt vom Grundaufbau her bei der Auswertung aller nichtlinear begrenzten Temperatur-

felder immer wieder. Ihre Lösung ist eine Voraussetzung zur Ermittlung thermomech-

anischer Spannungen. Da reale Temperaturfelder schwer berechenbar aber häufig zeichne-

risch dargestellt werden können, eignet sich diese Gleichungsform für eine instrumentell / 

rechnerische Auswertung eines Temperaturfeldes mit guter Genauigkeit. Z.B. zeichnerische 

Darstellung und danach Berechnung nach Eingabe der Koordinaten ( y und ϑ ( )y ) in das Pro-

gramm  CAD-400  der Fa. H.A.N. Dataport. 

(D 7.6)

(D 7.8) 
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D 8. Spannungskategorisierung 
Abgrenzung der Spannungsarten 

 

Um mit den Begriffen „Thermomechanische Spannungen“ und „Thermomechanisches Mo-

ment“ die nahe liegende Assoziation äußerer mechanischer Lasten und Schnittgrößen zu ver-

meiden, soll folgende Übersicht über die Herkunft von Spannungen dienen. 

 

Spannungsarten 
 

                                                                                                                      System 

Nr.    Bezeichnung                                                                         Statisch                 Statisch 
                                                                                                       bestimmt               unbestimmt 
1. thσ  = Thermomechanische Spannungen X X 

2. wσ  = Wärmespannungen  X 

3. eσ  = Eigenspannungen X X 

4. 
WRresw σ=σ  = Resultierende Wärmespannungen 

aus der Addition von Zeile 1 und 

Zeile 2 

 X 

5. mσ  = Mechanische Spannungen X X 

 

Abgrenzungen der Begriffe 

 

1.  Thermomechanische Spannungen   thσ  

2.  Wärmespannungen      wσ  

3.  Eigenspannungen      eσ  

4.  Resultierende Wärmespannungen   reswσ  

5.  Mechanische Spannungen    mσ  

 

Unabhängig von allen bisher vorgenommenen Spannungskategorisierungen [15, 20, 21, 39, 

52, 53, 55, 72, 77,79,81, 116, 117] und Definitionen von Einzelgrößen und ihren Berech-

nungsverfahren, soll allgemein zutreffend, eine Abgrenzung zwischen den fünf Begriffen mit 

folgender Definition getroffen werden: 
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Zu 1: Thermomechanische Spannungen „ thσ “ 

Es handelt sich um eine eigene Art von nichtlinearen Lastspannungen, die das Fließen 

eines von außen eingeleiteten ungleichmäßigen Wärmestromes „
•
Q “ (ungleichmäßige thermi-

sche Beanspruchung) durch ein statisch bestimmt oder ein statisch unbestimmt gelagertes 

Bauelement voraussetzen und nur so lange vorhanden sind, wie der Wärmestrom fließt. Sie 

entstehen ohne äußere Zwänge, ohne geometrische Unverträglichkeiten und ohne Materialun-

verträglichkeiten. Wie Punkt 5 gehören sie zu den Primärspannungen und unterliegen einem 

eigenen besonderen Berechnungsverfahren. Die Größe thermomechanischer Spannungen 

kann nach Aufbringen unzulässig hoher äußerer thermischer Lasten nicht durch Plastizierung 

abgebaut werden! In diesem Fall nehmen die Verformungen nach vollständiger Plastizierung 

des Querschnitts wesentlich zu, ohne sich hierbei selbst zu begrenzen. Es handelt sich nicht 

um so genannte Spannungsspitzen. D.h.: Thermomechanische Spannungen können unmit-

telbar zum Versagen eines Bauteils führen! Die 1. Ableitung der zugehörigen Funktion der 

Temperaturverteilung  dy/dϑ   ist nicht konstant, d.h.  .constq ≠•  Es bestehen keine Schnitt-

größen (Resultierende der Spannungen). Die Spannungen bilden ein Gleichgewichtssystem. 

 

Zu 2: Wärmespannungen  [8, 39] „ wσ “ 

Wärmespannungen sind lineare, unsymmetrische Spannungen aus der Behinderung der ther-

mischen Dehnungen (äußere Zwänge) in statisch unbestimmten Tragwerken (Zwangskraftsy-

steme). Wärmespannungen setzen wie Punkt 1. das Fließen eines Wärmestromes „
•
Q “ voraus. 

Weiter setzen sie voraus, dass a) äußere Zwänge oder b) geometrische Unverträglichkeiten, 

wie z.B. in rotationssymmetrischen Bauelementen, wie Rohren, Schalen und Übergängen 

bzw. c) stoffliche Unverträglichkeiten (verschiedene Materialeigenschaften z.B. E und tα , 

wie z.B. bei Bi-Metallen) bestehen. Sie bauen sich bei Plastizierung ab!  D.h.: Sie führen 

nicht unmittelbar zum Versagen eines Bauteils! Wärmespannungen unterliegen auch ei-

nem eigenen besonderen Berechnungsverfahren. Sie zählen zu den Sekundärspannungen. 

 

Zu 3: Eigenspannungen  [54] „ eσ “ 

Eigenspannungen im allgemeinsten Sinn sind Spannungen in einem abgeschlossenen System, 

auf das keine äußeren Kräfte und Momente einwirken. Die mit den Eigenspannungen verbun-

denen inneren Kräfte und Momente befinden sich im mechanischen Gleichgewicht. Das be-

deutet, dass die Summe der inneren Kräfte bezüglich jeder Schnittfläche durch das abge-
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schlossene System Null ist und ebenso die Summe der inneren Momente bezüglich jeder 

Achse verschwindet. Auch hinsichtlich der nichtmechanischen Zustandsgrößen, die mechani-

sche Wirkungen hervorbringen können, soll das betrachtete System abgeschlossen und im 

Gleichgewicht sein. Spannungen, die durch nichtmechanische Einwirkung von außen er-

zeugt werden (z.B. durch Temperaturunterschiede), werden hier ebenso als Lastspannun-

gen angesehen wie Spannungen, die auf äußere Kräfte zurückgehen. Sie werden auch dann 

nicht den Eigenspannungen zugeordnet, wenn sie etwa durch die Einstellung stationärer Be-

dingungen über lange Zeiten konstant gehalten werden! Der Begriff „Eigenspannungen“ 

setzt voraus, dass kein Wärmestrom  „ Q• “  fließt! Es werden nur Eigenspannungen I. Art an-

gesprochen, die aus unterschiedlichen Herstellungs-, Verarbeitungs- und Abkühlprozessen 

(Umwandlungseigenspannungen), auch vom Schweißen und von mechanischen oder thermi-

schen Formänderungen bis hin zum Fließen des Materials, herrühren  [55]. 

 

Zu 4.: Resultierende Wärmespannungen  „ reswσ “ 

Resultierende, nichtlineare unsymmetrische Wärmespannungen treten in statisch unbestimm-

ten thermisch belasteten Systemen auf. Sie entstehen darstellungsmäßig aus der Superponie-

rung der Spannungen gemäß Punkt 1. und Punkt 2.  

 WRwthresw σ=σ+σ=σ    (siehe Anhang G) 

 

Zu 5.: Mechanische Spannungen  „ mσ “ (Primärspannungen) 

Mechanische Spannungen treten in statisch bestimmten und in statisch unbestimmten Trag-

werken auf. Es handelt sich um Lastspannungen aus äußeren Lasten. Es liegen die Schnitt-

größen N, M und Q vor. Schrumpf-, Schwind- und Kriechspannungen werden nicht ange-

sprochen, obgleich bei Stahlbauelementen und hohen Temperaturen (> 450 Co ) sowie bei 

Förderseilen das Kriechen zur Last hin bekannt ist. Der Spannungsanteil aus Zwangskraftsy-

stemen in statisch unbestimmten Systemen zählt, aus eingeprägten Weggrößen stammend, zu 

den Sekundärspannungen. 
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D9.  Thermische Durchbiegung eines Stabes bei konstanter und nicht konstanter  
Verkrümmung. 
 Rechnerisches Analogieverfahren in Anlehnung an Mohr. 

 Vorzeichenkonvention bei thermischer Beanspruchung. 
 

Im Kapitel 3.6 werden die Biegelinie und die maximale Durchbiegung jeder Faser eines ther-

misch ungleichmäßig beanspruchten Profilstabes bei freier Lagerung berechnet. Es lagen fol-

gende Annahmen zugrunde: 

 consth.bzwconstIundconst,constM thth ===κ=  

Das ist häufig, besonders bei längeren Bauelementen z.B. im Industrieofen- und Kraftwerks-

bau nicht der Fall (siehe Bild 1.5). Auch ist es nicht der Fall bei Durchbiegungsberechnungen 

von Trägern mit unterschiedlicher Biegesteifigkeit. Hier weist die Biegelinie Sprünge auf [15, 

82]. In diesem Kapitel soll nur der rechnerische Durchbiegungsnachweis bei nicht konstantem 

thermischen Moment „ thM “ und damit nicht konstanter thermischer Verkrümmung „ thκ “ bei 

konstantem Trägheitsmoment „I“ bzw. konstanter Stabhöhe „h“ aufgezeigt werden. Es wird 

in Anlehnung an Mohr die rechnerische Ermittlung der Durchbiegung und der Biegelinie ab-

geleitet und vorgestellt. Auf das zeichnerische Verfahren nach Mohr wird nicht eingegangen. 

Im Kapitel 3.6 konnte bei const=κ die Biegelinie als angenäherter Kreisbogen aufgefasst 

werden. Hingegen wird die Biegelinie bei const≠κ zu einer Parabel mindestens 3. Grades. 

Die Durchbiegungen sind etwas größer als mit dem Durchschnittswert „ thκ  berechnet. 

Man unterscheidet zwei Fälle:  

„Symmetrische Parabel“ 

Hierbei ist die Verkrümmung „ thκ “ ungleichmäßig aber symmetrisch über die Stablänge ver-

teilt.  

„Unsymmetrische Parabel“ 

Hierbei ist die Verkrümmung unsymmetrisch über die Stablänge verteilt. Die Biegelinie weist 

eine außermittige maximale Durchbiegung auf. Diese Stelle liegt unter dem Nulldurchgang 

der virtuellen F* ( )xQ -Linie, (siehe Bild D 9.2). 

Das Mohrsche Verfahren bewährt sich besonders für Träger mit veränderlichem Querschnitt 

oder beliebiger komplizierter Belastung. Es beruht auf der Analogie der gegenübergestellten 

Gleichungen bei Biegung: 

 ( ) ( ) ( )
( )

( )xz

0

0

xb
xxxb I

I
IE

M
yundqM ⋅

⋅
−=′′−=″       [15] 

    hier: I = const 
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und ihrer Integration. 

 

Nachfolgende Gegenüberstellung zeigt die drei Ebenen der erforderlichen Berechnungsschrit-

te. Die linke Spalte enthält die mechanischen Größen des Biegemomentes und seiner Ablei-

tungen. Die rechte Spalte enthält die analogen Größen bei rein thermischer Beanspruchung. 

Es handelt sich um die thermische Durchbiegung und ihre Ableitungen mit den hinzugefügten 

fiktiven Größen, die mit einem Sternchen gekennzeichnet sind. 

 

*
1

''
th

tm
)x(q)x()x(yh =ϑ∆=⋅α

''
b )x(q)x(M =

**
thth

tm
dx)x(q)x(M)x(yh ⋅==⋅α ∫∫

**
Q

'
th

tm
dx)x(q)x(F)x(yh ⋅==⋅α ∫

Qb dx)x(q)x()x(M ⋅== ∫ ∫∫

Q
'
b dx)x(q)x(F)x(M ⋅== ∫

Mechanische Größen Thermische Größen

1.

2.

3.

−

−

−

−−

−

F −
 

 
Tabelle D 9.1: Analoge Berechnungsgleichungen in Anlehnung an Mohr 

 

Die drei gegenübergestellten Berechnungsschritte im Einzelnen. Zuerst folgt die mechanische 

Form, dann die thermische Form: 

1. ( ) ( )xxb qM −=″  

  ( ) ( ) ( )x1
tm

xthxth h
IEMyIE ϑ∆⋅α⋅⋅−=−=′′⋅⋅  

  ( ) ( ) ( )x
*

x1xth
tm

qyh −=ϑ∆−=′′⋅
α

 

  ( ) ( ) ( )xthx1
tm

xth h
y κ−=ϑ∆⋅α−=′′  

Letztere Gleichung ist die linearisierte Differentialgleichung der Biegelinie eines thermisch 

ungleichmäßig beanspruchten Stabes für kleine Durchbiegungen und  0th =ε . 
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2. ( ) ( ) ( ) dxqFM xxQxb ⋅−==′ ∫  

  ( ) ( ) ( ) ( ) dxqhFyh
x

*
x

tm

xQ
*

xth
tm

⋅−=α⋅
α

==′⋅
α ∫

)
 

   ( ) ( )xQ
*tm

xth F
h

y ⋅α=′  

3. ( ) ( ) ( )∫∫∫ ⋅−== dxqFM xxQxb  

  ( ) ( ) ( ) dxqMyh
x

*
xth

*
xth

tm

⋅−==⋅
α ∫∫  

  ( ) ( )xth
*tm

xth M
h

y ⋅α=  

Belastet man also einen Träger mit der fiktiven Belastung   ( ) ( )x1x
*q ϑ∆= , so ist die zugehöri-

ge fiktive Querkraft ( )xQ
*F  gleich dem 

tm

h
α

-fachen Neigungswinkel ( ) thx ytan ′=α≈α)  und 

das zugehörige fiktive Biegemoment ( )xth*M  gleich der 
tm

h
α

-fachen Durchbiegung. 
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Rechnerische Ermittlung der thermischen Durchbiegung  
für die Fälle =κ const und ≠κ const: 
 

D 9.1 Berechnung bei =κ const 

 

 y
mm

A' B'

A B
x

 x
cm

xo

xo

2
Ax

∆ϑ1

αΑ αΒ
fth max

angenäherter
Kreisbogen

h
'B

h
'A

tantan

tmtm

BA

⋅=⋅=

== α α
α α

2

f2
th

maxth⋅
=Aα

4h
'A

4f thtmth
maxth ⋅

⋅⋅=⋅= α

∆ϑ1
°C

Ages

xSA

SAgesSA x

2

xSA−
xx so −

)x(1 = constϑ∆  

xs

1= ϑ∆  

2
A'

B'
F*

Q = 0
+

-

c

y

2
th

α
hMy.3 tm

thth ⋅=

hF tm
Q

α⋅=

AF.2 '
Q −=

q.1  

q 

= )x(

)x(

)x(

)x(

)x( )x(

)x( )x(

th(x)

0x xA ⋅= 1∆ϑ

const ==1∆ϑ 1∆ϑ

2
1'B'A ⋅⋅== 1∆ϑ

1tm
th h

∆ϑαconstκ ⋅== = thκ

thκ q 

)x( tm
h

α= ⋅

Ax

= tan α

BA

 

=

Aα

)x(

f th
M th

: positiv
: negativ  

 
Bild D9.1: Fiktive Belastung und thermische Durchbiegung bei =κ const 
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Unter Beachtung der Durchbiegungsrichtung lautet die Gleichung der Biegelinie gemäß abge-

leiteter Formel (3.6.17): 

 

 ( )
( )

( )( ) ( )( )








ε+⋅⋅
⋅ϑ∆⋅α−⋅

ε+⋅⋅
⋅ϑ∆⋅α

=
yth

2
1tm

yth

yth1tm
xth 1h2

xx
1h2

l
y  

 mit ( ) ( )( )yth0yth 1ll ε+⋅=  

  ( )( )yth0 1xx ε+⋅=  

 und ( ) 






 ⋅ϑ∆+ϑ∆+ϑ′∆⋅α=ε
h

y
2

11
itmyth  wird nach 1. Umformung 

 ( ) ( )( )yth
0

010
01tm

xth 1
2

x
xx

2
l

h
y ε+⋅









⋅⋅ϑ∆−⋅

⋅ϑ∆
⋅

α
=  

(Für 
2

x 0
0

l=  ergibt sich hieraus die bekannte maximale Durchbiegung mit 

 ( )( )yth

2
0

1
tm

th 1
8h

maxy ε+⋅⋅ϑ∆⋅α= l  

für jede Faser). 

 

Formt man vorstehende Gleichung weiter wie folgt um 

 ( ) ( )( )yth
0

010
01

tm
xth 1

2
xxx

2
lhy

xA
A

ε+⋅


















⋅⋅ϑ∆−⋅⋅ϑ∆=
α

⋅

′

43421
43421

 

so erkennt man an Bild D 9.1 

 mit 
2

lA 01 ⋅ϑ∆=′  

 und 01x xA ⋅ϑ∆= , 

dass man zur Berechnung der Durchbiegung eines rein thermisch beanspruchten Trägers (zu-

nächst mit h = const und κ = const!) an der Stelle „x0“, die Formel zur rechnerischen Ermitt-

lung der Biegelinie in Anlehnung an das Analogieverfahren von Mohr erhalten hat. 

 ( ) ( )( )yth
0

x0
tm

xth 1
2
xAxA

h
y ε+⋅






 ⋅−⋅′⋅α=            (D 9.1.1) 

und allgemein mit s0
0 xx

2
x −=    (siehe Bild D 9.1) 
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( ) ( )( ) ( )( )yths0x0
tm

xth 1xxAxAhy ε+⋅−−⋅′=
α

⋅  bzw. 

( ) ( )( ) ( )( )yths0x0
tm

xth 1xxAxA
h

y ε+⋅−−⋅′⋅α=           (D 9.1.2) 

 

Die Ableitung der Gleichung (D 9.1.2) für const=κ kann in Anlehnung an Mohr entspre-

chend den drei Berechnungsschritten der Tabelle D 9.1 analog der nachfolgend beschriebenen 

Ableitung für const≠κ durchgeführt werden. Bild D 9.2 zeigt die drei prinzipiellen Berech-

nungsschritte des Mohrschen Analogieverfahrens. Mit einem Sternchen sind die fiktiven Grö-

ßen   ( )x*q , ( )xQ*F  und ( )xQ*M  gekennzeichnet. 

 

Bei rein thermischer Beanspruchung kann der Morsche Satz wie folgt formuliert werden: 

„Die mit dem Quotienten aus Trägerhöhe dividiert durch den mittleren linearen Ausdeh-

nungsquotienten multiplizierten Durchbiegungen eines Trägers sind gleich den Biegemomen-

ten des mit der M*-Fläche (Verlauf der Temperaturdifferenz 1ϑ∆  über die Stablänge!) bela-

steten Trägers. Und die mit dem gleichen Quotienten multiplizierten Neigungen der elasti-

schen Linie in den Auflagern sind gleich den Auflagerkräften A’ bzw. B’ des gleicherweise 

belasteten Trägers“. 

 

Die Berechnung der thermischen Durchbiegung in Anlehnung an Mohr wird zweckmäßig 

genutzt, wenn wie nachfolgend dargestellt, nur der Linienzug „ ( )x1ϑ∆ “ nach Auswertung 

mehrerer Querschnittstemperaturfelder (hier n = 7), welche gleichmäßig über die Trägerlänge 

verteilt sind, bekannt ist. 

 



Karl Hellmann   219

hMy.3 tm
thth

α⋅=

A' B'
 x
cmxo

Ax

∆ϑ1

 y
mm

A B

unsymmetrische Parabel
mindestens 3. Grades

6

AgesS
2xA1xA

SAx

xA∑
s0 xx −

SAx−

)x(  

1

2
3

4
5 6

7

Sx
0

0

∆ϑ1
°C

AxS

2
A'

B'

+

-

αΑ αΒ

2

c

 x
cm

Ages

AxAF.2 '
Q −=

α
hqκ tm

th ⋅=

FQ = 0

q.1  

)x(q)x( *
1 =ϑ∆  

)x(  )x(  

)x(  

)x(  

= αtan

)x(  )x(  

fthmax yth(x)

)x(  

hF tm
Q

α⋅=)x(

f maxth
M th

: positiv
: negativ

 
 
Bild D 9.2: Fiktive Belastung und thermische Durchbiegung bei const≠κ   



  Anhang 220

D 9.2 Berechnung bei const≠κ  

 Die Differentialgleichung der thermischen Biegelinie lautet: 

 

1. Schritt ( ) ( ) ( )x
tm

x1
tm

xth *q
hh

y ⋅α−=ϑ∆⋅α−=′′                (D 9.2.1) 

           ( )xthκ−=  

  allgemein: ( )
( )

( )( )
( )
( )( )yth

x1tm

yth

xth
y,xth 1h1

y
ε+⋅

ϑ∆⋅α
−=

ε+

κ
−=′′=  

2. Schritt ( ) ( ) ( )0

0

xQ
tm

x

0 x1
tm

xth *F
h

dx
h

y ⋅α=⋅ϑ∆⋅α−=′ ∫  

           α=+⋅α−= tanCA
h 1x
tm

0
           (D 9.2.2) 

 

Berechnung der Konstanten „C1“ aus der Randbedingung bei x = 0: 

 

 ( ) 0AundA*F
0x0xQ =′==  

 ( ) 1x
tm

0xQ
tm CA

h
*F

h 0
+⋅α−=⋅α

=  

 A1
tm CA
h

α==′⋅α
⇒ )                          (D 9.2.3) 

Die Größe „ A′ “ berechnet sich aus: 

  ( )SA0ges0 xAA −⋅=⋅′ ll             (D 9.2.4) 

  ( )SA0
0

ges x
A

A −⋅=′ l
l

 bzw. 

  ( )SA01 xA −⋅ϑ∆=′ l  

 ( ) ( ) A
h

A
h

tany tm
x

tm
xxth 0

′⋅α+⋅α−=α=α=′⇒ )  

    ( ) ( ) =
α

⋅=−′⋅
α

=
h

FAA
h

tm
x*Qx

tm
0

 Verkrümmungswinkel an der Stelle „x“

                 (D 9.2.5) 
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Setzt man ( ) 0x =α)  so erhält man aus xAA =′  die Stelle „x“ des Nulldurchganges der ( )xQ*F -

Linie bzw. die Stelle des maximalen fiktiven Biegemomentes maxth*M und damit die Stelle 

der maximalen Durchbiegung „ maxthf “. 

Und allgemein für alle Fasern mit  ( ) :AAF x0x*Q −′=  

 ( ) ( )
( )( ) ( )

0x
yth

tm
y,xy,xth AA

1h
y −′⋅

ε+⋅
α=α=′ )            (D 9.2.6) 

 ( ) ( ) π
⋅α=α 180

xx
)o  

 ( ) ( )SA01SA0
0

ges xx
A

A −⋅ϑ∆=−⋅=′ ll
l

 

 und ( ) ( ) 0x
tm

xxQ AAh*F −′=
α

⋅α= )             (D 9.2.7) 

 mit 0A
0x =  ergibt sich der Auflagerwinkel A

h
tm

A ′⋅α=α)  und        (D 9.2.8) 

       ;B
h
tm

B ′⋅α=α)  

BAA ges ′−=′  

 mit SA1SA
0

ges xx
A

B ⋅ϑ∆=⋅=′
l

 

 

In Bild D 9.2 sind die Schwerpunkte Ax*S  und Ages*S  als Schwerpunkte in Trapezen beim 

angegebenen Linienzug zu bestimmen. Die zugehörigen Flächen- und Schwerpunktintegrale 

lauten: 

 ( ) dxA 0

0 x1ges ⋅ϑ∆= ∫
l

              (D 9.2.9) 

 ( ) dxA 0

0

x

0 x1x ⋅ϑ∆= ∫             (D 9.2.10) 

 
( )

( )∫
∫

⋅ϑ∆

⋅⋅ϑ∆
=

⋅
=

0

0

0

0
x

0 x1

x

0 x1

x

Sx
S

dx

dxx

A
xA

x           (D 9.2.11) 

 
( )

( )∫
∫

⋅ϑ∆

⋅⋅ϑ∆
=

⋅
=

0

0

0 x1

0 x1

ges

SAges
SA

dx

dxx

A
xA

x l

l

          (D 9.2.12) 
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3. Schritt ( ) ( ) ( )xth
tmx

0x
tm

xth *M
h

dxAA
h

y 0

0
⋅α=⋅−′⋅α= ∫  

           ( ) 20x
tm CxAA
h 0

+⋅−′⋅α=          (D 9.2.13) 

Berechnung der Integrationskonstanten „C2  
„ aus der Randbedingung bei x = x0 : 

 ( )∑ =⋅α
= 0*M

h 0xxth
tm  

 ( ) ( )( )s0x0
tm

xth
tm xxAxA

h
*M

h 00
−⋅−⋅′⋅α=⋅α  

 ( ) 20x
tm CxAA
h 0

+⋅−′⋅
α

=         

 sx
tm

2 xA
h

C
0

⋅⋅α=⇒                (D 9.2.14) 

 ( ) ( ) Sx
tm

0x
tm

xth xA
h

xAA
h

y
0

⋅⋅α+⋅−′⋅α=⇒  

       ( ) ( )( )S0x0
tm

xth xxAxA
h

y
0

−⋅−⋅′⋅α=          (D 9.2.15) 

     und mit ( ) ( )( )yth0yth 1 ε+⋅= ll  

       ( ) ( )( )yth0yth 1xx ε+⋅=  

        ( ) 





 ⋅ϑ∆+ϑ∆+ϑ∆⋅α=ε

h
y

2
1'

itmyth  

erhält man die Endgleichung der thermischen Biegelinie für alle Fasern über die Stabhöhe, 

wenn „ ( )x1ϑ∆ “ bekannt ist, in der Form: 

 ( ) ( )( ) ( )( )ythS0x0
tm

y,xth 1xxAxA
h

y
0

ε+⋅−⋅−⋅′⋅
α

=        (D 9.2.16) 

oder ( ) ( ) ( ) ( )( )ythS0x0sA0
0

gestm
y,xth 1xxAxx

A
h

y ε+⋅







−⋅−⋅−⋅⋅

α
= l

l
     (D 9.2.17) 

oder ( ) ( ) ( )( ) ( )( )ythS0x0sA01
tm

y,xth 1xxAxx
h

y ε+⋅−⋅−⋅−⋅ϑ∆⋅
α

= l      (D 9.2.18) 

 

Die Berechnung von 
0

ges
1

A
l

=ϑ∆  kann bei einem Linienzug mit gleichmäßigen Abständen der 

Messstellen wie in Bild D 9.2 dargestellt, mit der Trapezformel, hier n = 7, erfolgen: 
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( )
( )1n2

22 n/11n/12/11/1
1 −⋅

ϑ∆+ϑ∆⋅++ϑ∆⋅+ϑ∆
=ϑ∆ −L

 

Beispielrechnung 

(Anhang A, Versuch 19/IV) 

 

Gegeben: K/1029,13;C38,152 6
tm1

−⋅=α=ϑ∆ o  

  
mm1,3f
mm120h

mm1200l

gth

0

=
=
=

 

Gesucht: 1. Der Neigungswinkel oα  in den Auflagern 

  2. Die maximale thermische Durchbiegung 

 

Zu 1.:  
h

l
2
1

h
'Atan tm

01
tm α⋅⋅ϑ∆⋅=α⋅=α=α)  

  

oo

o

o

)

))

580,0
29578,57

180;
100
01256,1

120102
29,13120038,152

6

=α
⋅α=α

π
⋅α=α=α

⋅⋅
⋅⋅=

 

 

Zu 2.:  mm04,3
4100
120001256,1

4
lf 0

maxth =
⋅
⋅=⋅α≅

)
 

  also in Ordnung! 
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r(y)ϑ 

Das Biegemoment wird als positiv bezeichnet, wenn sich der Träger infolge des Momentes
nach unten durchbiegt, als negetiv, wenn er sich nach oben durchbiegt.

Wie bei mechanischer
Beanspruchung!

MM

MM

+

-

Positives Moment

Negatives Moment

Wärmere Außenfaser

Negatives Moment.
Rechtsdrehung entspr.
negativem Drehsinn

Kältere Außenfaser

Positive Durchbiegung

Kältere Außenfaser

Positives Moment.
Linksdrehung entspr.
positivem Drehsinn

Wärmere Außenfaser

Negative Durchbiegung

(y)ϑ 

r(y)ϑ 

(y)ϑ 

M

M

A B

(+)

(-)

y
b

h
ϑ

h

y

y

ϑ

b

A B
y

ϑ ∆ 1 ϑa

ϑi

ϑo

th maxf

ϑa

th maxf

ϑo

ϑi

ϑ ∆ 1

Fall 1:

Fall 2:

G = Gleichgewichts-
       gerade

G

G

D 9.3: Vorzeichenkonvention bei thermischer
Beanspruchung: ϑ = ϑ(y)

 
 
Bild D 9.3: Vorzeichen und Richtungen von thermischen Biegemomenten und Durchbiegungen 
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Anhang E 

 

Einfluss der Temperaturabhängigkeit des linearen  
Wärmeausdehnungskoeffizienten „ tα “ 
 

1. Der Verlauf von tα  über die Temperatur und über die Stabhöhe 

 

Der Wärmeausdehnungskoeffizient verläuft im Temperaturbereich von 20 Co  bis 450 Co  

(Kriechgrenze) in einer leicht gekrümmten Kurve von Km/W90,11t ⋅=α  bis 

Km/W30,14t ⋅=α  [30, 94, 101, 109]. Abschnittsweise darf der Verlauf von tα  als linear 

angesehen werden (siehe Anhang C). Dann gilt: 

 ( ) ( )
2

ia tt
tm

ϑ+ϑ αα
=α  = Mittelwert = ( )Rmt ϑα  

 ( ) ( )ia ttt ϑ−ϑ αα=α∆   = Differenz zwischen den zugehörigen Außenfaserwerten 

 

tmα

2
tα∆

tα
α t )y(

tα∆
2

tα∆

h
yt

tm
⋅α∆α=α t )y( +

- a -

- m -

- i -

320°

157°

Zum Versuch 19/IV:

K/1096,0
mm120h

K/1081,12C157

K/1077,13C320

K/1029,13C50,238

C38,152

C25,180

6
titat

6
tii

6
taa

6
tmmR

l

mD

−

−

−

−

⋅=α−α=α∆
=

⋅=α→°=ϑ∆

⋅=α→°=ϑ∆

⋅=α→°=ϑ

°=ϑ∆

°=ϑ∆

 

h

(E1)
 

Bild E 1: Verlauf von ( )ytα  
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2. Dehnungsgleichung und Dehnungsdiagramm 
 Einfluss der Temperaturabhängigkeit von „ tα “ auf die Faserdehnungen 
 

Allgemein: ( ) ( ) ( ) rlyyty ϑ∆⋅α=ε        

mit  ( ) h
yt

tmyt
⋅α∆+α=α         

und ( ) h
y1

mrly D

⋅ϑ∆+ϑ∆=ϑ∆                 (aus Kapitel 5)    

wird:  ( ) 





 ⋅ϑ∆+ϑ∆⋅






 ⋅α∆+α=ε

h
y

h
y 1

mD
t

tmy   = Gesamtdehnung der Fasern 

            über die Stabhöhe             (E 2) 
 

   (E 3) 

 

Aufteilung der Gesamtdehnung in Dehnungsanteile: 

  

 
( ) ( )

( ) ( ) 43rlytmy

rly214321y ;

ε+ε+ϑ∆⋅α=ε

ε=ε+εε+ε+ε+ε=ε
 

 

ε1 und ε2 sind berücksichtigt durch die dick ausgezogene Gerade durch εm.
Diese Linie "ε(y)lr" stellt den resultierenden Dehnungsverlauf über die
Stabhöhe nach Auswertung eines Temperaturfeldes gemäß Kapitel 5 dar.
Es verbleiben ε3 und ε4 als Einfluß aus ∆αt.

r)y(tmlr)y( ϑ∆⋅α=ε

mε

lr)y(ε

2

2
1t

)y(4
h

y⋅ϑ∆⋅α∆=ε

 
Bild E 2: Dehnungsdiagramm 
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3. Spannungen erzeugende Dehnungsanteile 

A

Die y-Achse ist Schlußlinie
des Dehnungsfeldes

h h h

Die Spannungen erzeugenden Dehnungsanteile ε3 und ε4 werden in Bild E3
gegen die Y-Achse aufgetragen. ε(y) = ε(y)g.
Es ist ersichtlich, daß ein Moment und eine Längsdehnung verursacht wird.

 
Bild E 3: Kurvenförmiger Verlauf der Dehnungsanteile 3ε  und 4ε  

 
 
4. Berechnung des dritten thermomechanischen Momentes  
 ( )M fth t3 = ∆α , aus Bild E 3 
 

 ( )∫
+

−
⋅=⋅⋅σ=

2/h

2/h y3th dybdA;dAyM  

 ( ) ( ) →ε⋅⋅⋅ε⋅= ∫
+

− y
2/h

2/h ym ;dybyE      Gleichung   (E4) 

 ∫
+

−
⋅⋅






 ⋅ϑ∆⋅⋅α∆+⋅α∆⋅ϑ∆⋅⋅=

2/h

2/h
ltt

mDm dyyv
h

y
h

y
h

yEb  

 



 ⋅⋅⋅ϑ∆⋅⋅α∆+⋅⋅⋅α∆⋅ϑ∆⋅= ∫∫

+

−

+

−
dyy

h
y

h
ydyy

h
yEb lt2/h

2/h
t

mD
2/h

2/hm  

 
2/h

2/h

2

4
lt

3
t

mDm
4h

y
3h
yEb

−

+













⋅
⋅ϑ∆⋅α∆+

⋅
⋅α∆⋅ϑ∆⋅=  

 













⋅⋅
⋅ϑ∆⋅α∆−

⋅⋅
⋅ϑ∆⋅α∆+

⋅⋅
⋅α∆⋅ϑ∆+

⋅⋅
⋅α∆⋅ϑ∆⋅= y

164h
h

164h
h

83h
h

83h
hEb 2

4
lt

2

4
lt

3
t

mD

3
t

mDm

 ( )constb
2
W

12
hb;

12
hEb

22
t

mDm ==⋅⋅α∆⋅ϑ∆⋅⋅=  

(E 4)
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h
I;

2
WE tmDm ⋅α∆⋅ϑ∆⋅=  

 
h

IEM mDt
m3th

ϑ∆⋅α∆⋅⋅=          (E 5) 

 
Mit der rechnerischen Temperaturdifferenz „ 3ϑ∆ “ lautet das Moment „ 3thM “ allgemein: 

 
h

IEM 3
tmm3th

ϑ∆⋅α⋅⋅=  

 

Durch Gleichsetzen der Ausdrücke 
hhIE

M 3tmmDt

m

3th ϑ∆⋅α=ϑ∆⋅α∆=
⋅

 

ergibt sich dann die für die zusätzliche Verkrümmung gesuchte rechnerische Temperaturdiffe-
renz zu: 
 

 
tm

mDt
3 α

ϑ∆⋅α∆=ϑ∆           (E 6) 
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5. Linearisierung der Dehnungskurve „ ( ) gyε “ und Ermittlung der zusätzlichen  

 Verschiebung tN0lux αε⋅=∆  durch Berechnung der Dehnung tNm αε=ε∆  
 

α α

Gleichgewichtslinie der
Dehnungen spannungsfrei !

3
1

- a -

- m -

- i -

tm
a

D
2

α∆ϑ∆ ⋅
=ε

 

0

i

∆

=ε

 

3
2 (quadratische Parabel)

α

α

h
y

12
tmD1t ⋅α∆⋅ϑ∆+ϑ∆⋅α∆=∆

12
1t

N t

ϑ∆⋅α∆=ε α 43
1dy

h
1 1t

g)y(N t
ϑ∆⋅α∆⋅=⋅ε=ε α ∫

3
1

4ε⋅=  

∆
tα

 

2 12
tmD 1tα∆⋅ϑ∆− ϑ∆⋅α∆+

Nε
tα = 12

1t ϑ∆⋅α∆
εm=

∆  ε(y) r
ε∆= (y) tα

= h12
tmD1t α∆⋅ϑ∆ϑ∆⋅α∆

+

h

h

-h/2

h/2

α

∆

⋅y

+

(E7)

εN

 
Bild E 4: Auswertung des kurvenförmigen Verlaufes der durch  „ ∆α t “  bedingten Dehnungs- 
                anteile  ε3   und  ε4  
 

Aus Bild E 4 geht die zusätzliche Verschiebung mit 

 
12

llu 1t
0m0x

ϑ∆⋅α∆⋅=ε∆⋅=∆  

hervor. Die Ergebnisse aus Bild E 3, der Berechnung von „ 3thM “ und aus Bild E 4, also der 

zusätzlichen Verdrehung und Verschiebung als Einfluss von „ tα∆ “, sind in nachfolgender 

Tabelle zusammengefasst. 
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1.

2.

3.

4.

5.

Gesamte
Spannungen

Gesamte
Faserlängen - 
Änderungen
3. Korrespondierendes 
    therm. Moment

Rechnerische 
Temperaturdifferenz zu Pkt. 4mt

mDt
3 α

ϑ∆⋅α∆=ϑ∆

m3
3

tm
tmD

mth h
IE

h
IEM ϑ∆⋅α⋅⋅=α∆⋅ϑ∆⋅⋅=

tt )y(o)y( ll ε⋅=∆ αα

t
tmD1t

)y( h
y

12
⋅α∆⋅ϑ∆+ϑ∆⋅α∆=ε∆ α

tt

mD1
tm

)y(m)y(

h
y

12
E

E

⋅ϑ∆+ϑ∆α∆⋅=

=ε∆⋅=σ∆ αα

 

(

tmD1t
h

y
12( ⋅α∆⋅ϑ∆+ϑ∆⋅α∆ (
(

Gesamte
Dehnungs-
differenzen

∆

mE ⋅

 
 

Tabelle E 1: Zusammenfassung der Einflüsse aus „ tα∆ “ 

 

6. Darstellung der Spannungsdifferenzen hervorgerufen durch „ tα∆ “ gemäß 
 Punkt 2. der Tabelle E 1 
 

0

)212(E Dm1
tmi

ϑ∆
−ϑ∆⋅α∆⋅=σ∆ 12

E 1
tm

ϑ∆⋅α∆⋅

tα)y(σ∆

2 E1
Dmtm ϑ∆⋅α∆⋅

)212(E Dm1
tma

ϑ∆
+ϑ∆⋅α∆⋅=σ∆

)
h

y
12

(E Dm1
tm

⋅ϑ∆+ϑ∆⋅α∆⋅

= Em ε∆⋅σ∆

=

2 E1
Dmtm ϑ∆⋅α∆⋅

h

320°

174°

157°

- a -

- m -

- i -

σ∆

tα(y) tα(y)

 
Bild E 5: Spannungsdifferenzen aus „ tα∆ “ als „ ( ) ty ασ∆ “ 

(E 8) 
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Anhang F 

 
Einfluss der Temperaturabhängigkeit des Elastizitätsmoduls  „E“ 
 
Mit zunehmender Temperatur fällt der Wert des Elastizitätsmoduls  „E“ (siehe Eurocode 4). 

 

Zum Versuch  19/IV: 



























=
=ϑ

=ϑ∆=ϑ

=ϑ∆=ϑ

=ϑ∆=ϑ∆

mm120h
C157

C62,10;C320

C163;C5,238

C38,152;C25,180

i

2a

mR

1Dm

o

oo

oo

oo

  

 

gehören z.B. folgende, den jeweiligen Temperaturen zugeordnete Werkstoffkennwerte: 

 

 K/1077,13C320;mm/N10924.1EC320 625
taa

−⋅=α→⋅=→ oo  

 K/1029,13C5,238;mm/N1099,1EC5,238 625
m tm

−⋅=α→⋅=→ oo  

 K/1081,12C157;mm/N10036.2EC157 625
i ti

−⋅=α→⋅⋅=→ oo  

 K/1096,0;mm/N10112.0E 6
t

25 −⋅=α∆⋅=∆  

 ( ) ( )αϑϑ −= EE
i

 

Bild F 1: Verlauf von E(y)       Bild F 2: Gleichgewichtsgerade aus der  
                                                                                                          Temperaturfeldauswertung 

lr
= 180,25°C
= 152,38°C

h
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1. Spannungsgleichung und Spannungsdiagramm 

Betrachtet man zunächst alle Dehnungen als mit Spannungen behaftet, so erhält man mit   

( ) ( ) ( ) ( ) rlymrlyyy h
yEEE ε⋅



 ⋅∆−=ε⋅=σ  

  und  ( ) ( ) 





 ⋅ϑ∆+ϑ∆α=ϑ∆⋅α=ε

h
y1

tmrlytmrly Dm  

 ( ) tm
1

my h
y

h
yEE

Dm α⋅





 ⋅ϑ∆+ϑ∆⋅






 ⋅∆−=σ       (F 1) 

( ) h
y

h
yE

h
yE

h
yEE 11

mmtmy tmDmtmtmDm
⋅ϑ∆⋅⋅∆⋅αϑ∆⋅⋅∆⋅α−⋅ϑ∆⋅⋅α+ϑ∆⋅⋅α=σ −

 ( ) 4321y σ−σ−σ+σ=σ
44444 344444 21

 

 ( ) ( ) 43ythy σ−σ−σ=σ  

σ1  und  σ 2   entfallen wegen spannungsloser Dehnungsanteile der Gleichgewichtsgeraden bei 

dieser Art von Betrachtung (hier: y-Achse). 

 

Es verbleibt der Ausdruck: 

 

 
Bild F 3: Kurvenförmiger Verlauf der Spannungen hervorgerufen durch  „ ∆E “ 

 

 (F 2) 

(F 3) 

Die y - Achse ist
Schlußlinie des
Spannungsfeldes

3 4



Anhang   233

2. Spannungsanteile führen zum vierten thermomechanischem Moment 

 

 
 
3. Auswertung des durch  „ ∆E “  hervorgerufenen Spannungsverlaufes 
 

Bild F 4: Auswertung des durch  „ ∆E “  hervorgerufenen Spannungs-Feldes 

b dy(y)

h

y

b hh dyy

;

h

h

h

h

h

h

h h

h
h

h
h

h h
hh

h h

h
h

h

h

 

(F 4) 

(F 5) 

(F 6) 

1
12

wegen quadratischer
Parabel

y

E

mD

tmE)y(

⋅ϑ∆

α⋅∆−=σ∆
∆

⋅ 1ϑ∆
12

E tmα⋅∆− ⋅ h = )y(σ∆
r

r
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Tabelle F 1: Berechnungsgleichungen zum Diagramm  ( )σ = f E∆  

 

4. Darstellung der Spannungsdifferenzen aus  „ ∆E “ 

- a -

- m -

- i -

320°

157°

174°

mD2
1 ⋅ ϑ∆⋅E∆  

σ∆

mD2
1 ⋅ ϑ∆⋅ E∆-

3
1

mD⋅
ϑ∆

⋅ -E∆

ε∆⋅= )y(

ϑ∆ ϑ∆ (⋅+⋅=
h

y
12(

 

1 mD∆E-

σ∆ ∆E)y( ∆E-
∆E

σ∆ ∆E)y(

α tm

α tmα tm

σ∆ (y)∆E

σ∆ a α∆ ⋅= E tm- ⋅
12
ϑ∆ 1( +

2
ϑ∆ mD (

σ∆ m
α∆ ⋅= E tm-

⋅
12

ϑ∆ 1 σ∆ i = σ3 σ4σ

=
2 α tm ⋅

12
ϑ∆ 1⋅ E∆

h

⋅

α

∆

⋅

= E

tm

-
(⋅+

h
y

12(
 

⋅α ϑ∆ 1tm ϑ∆⋅α mDtm

-

 
Bild F 5:  Funktion der Spannungsdifferenzen über die Stabhöhe verursacht durch „ E∆ “   
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2.

3.

4.
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(F 7) 
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5. Zusammenfassung der Einflüsse von  „ ∆α t “  und  „ ∆E “. 
5.1 Tabellarische Übersicht 

 
Tabelle F 2: Einflüsse durch  „ ∆α t “  und  „ ∆E “ auf Spannungen, Faserlängenänderungen,  
                      korrespondierende thermomechanische Momente, rechnerische Temperaturdifferenzen  
                      und auf die Durchbiegung 
 
 
5.2 Zusammenfassung und Beurteilung der Einflüsse aus der  
            Temperaturabhängigkeit der Werkstoffkennwerte  
 

Mit den Kennwerten des Versuchs 19/IV und der Tabelle F 2 kann gezeigt werden, dass durch 

die Temperaturabhängigkeit der Werkstoffkennwerte „E“ und „ tα “ eine zusätzliche Ver-

schiebung und eine zusätzliche Verdrehung der Stabkanten stattfindet. Dies wird hervorgeru-

fen durch die auftretenden Spannungen „ ( )yσ∆ “ und durch die zusätzlichen Momente 

„ 3thM “ und „ 4thM “ mit den zugehörigen rechnerischen Temperaturdifferenzen „ 3ϑ∆ “ und 

„ 4ϑ∆ “. Die wirksame Gesamttemperaturdifferenz ist in Zeile 5 und die Gesamtdurchbiegung 

der kälteren Innenfaser ist in Zeile 6 angegeben. 

  
 
   (F 8) 
 
Anmerkung: 
 
Nach Auswertung eines Temperatur-

feldes gibt die Temperaturdifferenz 

4/3ϑ∆  die zusätzliche Verdrehung des 

resultierenden Nullspannungstempera-

turverlaufes und 

( )EE
12 tmtm

1
gesm ∆⋅α−α∆⋅ϑ∆=ϑ∆  

gibt die zusätzliche Verschiebung als 

rechnerische Temperaturdifferenz an. 

8h
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f iogest
gesth
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⋅
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Kennwerte aus dem Versuch 19/IV: 

 

C25,180

042192,0C38,15262,10163

19104,0E;mm/N10112,0E

148848,0E;mm/N1099,1E

C/1096,0

mm602/h;mm1200l;C/1029,13

mD

21

tm
25

tm
25

m

6
t

0
6

tm

o

o

o

o

=ϑ∆

=−=ϑ∆−ϑ∆=ϑ∆

=α∆⋅⋅=∆

−=α⋅∆−⋅=

⋅=α∆

==⋅=α
−

−

 

 

Berechnungsergebnisse zum Versuch  19/IV:  

 

 C28,155;C9,2 4/314/32ges4/3
oo =ϑ∆+ϑ∆=ϑ∆+ϑ∆−ϑ∆=ϑ∆=ϑ∆  

    ( ) 2
tha

2
thathares mm/N6,120;%4mm/N5,4 −=σ−≈+σ=σ  

    ( ) 2
thm

2
thmthmres mm/N3,64;%1mm/N5,0 =σ+≈+σ=σ  

     ( ) 2
thi

2
thithires mm/N3,92;%4mm/N5,3 −=σ+≈−σ=σ  

 

0 r)y(σ∆
h

320°

174°

157°

- a -

- m -

- i -

σ∆

4,5
4

-3,5
0,5

4

[N/mm2]

 
Bild F 5.2: Resultierende Spannungsdifferenzen über die Stabhöhe aus „ tα∆ “ und „ E∆ “ 

 

Gegenüber Anhang A ergibt die Nachrechnung der Durchbiegung mit 

 ( )
hh

4/32tmgestm
gesth

ϑ∆+ϑ∆−ϑ∆⋅α=
ϑ∆⋅α

=κ  einen um etwa 2 %  größeren Wert 

während die Spannungen in der wärmeren Außenfaser um etwa 4 % abnehmen. Im Niedrig-

temperaturbereich genügt es, mit den Durchschnittswerten „ mE “ und „ tmα “ zu rechnen. Im 

Hochtemperaturbereich ist jedoch die Temperaturabhängigkeit dieser Werkstoffkennwerte 

von Fall zu Fall zu berücksichtigen. 
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Anhang G 
 
Zeichnerische Darstellung von thermomechanischen Spannungen, Wärmespannungen 
und resultierenden Wärmespannungen.  
Die resultierenden Wärmespannungen sind aus der geometrischen Addition von thermome-
chanischen Spannungen und Wärmespannungen entstanden und werden in nachfolgenden 
Bildern G 1, G 2 und G 3 dargestellt. 

Bild G 1: Thermomechanische Spannungen  ( )ythσ , Wärmespannungen  ( )ywσ   

                  und resultierende Wärmespannungen ( ) ( )yresyresw σ=σ  

y
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(-)
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(-)
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(-)
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aϑ∆

0(y) =ε

r)y(tmm)y(th E ϑ∆⋅α⋅=σ

c) Teileinspannung Allgemeinfall: 
)y(w)y(th)y(res σ+σ=σ

(E r)y(tmm)y(res ϑ∆α⋅=σ  

)res)y(lr)y( +−
 

 

g)y(tmm)y(res E ϑ∆⋅α⋅−=σ

)y(w)y(th)y(res σ+σ=σ

lr)y(tmmr)y(tmm)y(res EE ϑ∆⋅α⋅−ϑ∆⋅α⋅=σ
 

g)y(T)y(res K ϑ∆⋅−=σ

d) Volleinspannung (rein theoretisch): 

)y(w)y(th)y(res σ+σ=σ

(E r)y(tmm ϑ∆α=
 

 

ϑ∆ ϑ∆

1

)

)

y

h

h

h

h
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Zum Bild d): 

Es handelt sich um eine rein theoretische Darstellung einer Volleinspannung zwischen zwei 

starren Wänden (Zwangskraftsystem) mit der durch thermische Beanspruchung hervorgerufe-

nen, eingeprägten Weggröße 

 mDtm0th ll ϑ∆⋅α⋅=∆  

In der Praxis trifft diese Darstellung nicht zu, da jedes Tragwerkselement und jedes Widerla-

ger als eine Feder aufgefasst werden kann. Die durch das Zwangskraftsystem hervorgerufene 

theoretische, maximale Normalkraft (Reaktionskraft)  

 QmDtmmmax AEN ⋅ϑ∆⋅α⋅=  

wird durch die vorhandenen Federraten der Stäbe und Auflager abgemindert. Die Summe der 

Einzelfederwege ist gleich der eingeprägten Weggröße thl∆ . 

Daraus folgt für die Reaktionskraft: 

[ ] 



⋅=∆=

∑
=

mm
N

l
AECmitN

C
1

lN
i

ii
Nin

1i iN

th
res  

Analog gilt für das Reaktionsmoment: 

 

[ ] [ ]

[ ]radhwinkelStabenddrenderResultiereund

BiegungbeiFederrate

mmN
l

IE
CmitradmmN

C
1
2
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i

ii
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⋅
⋅
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∑
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= Federrate bei Zug-/Druckspannung 
= Federkonstante 
= Federsteifigkeit 
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Bild G2: Addition von thermomechanischen Spannungen und  
                Wärmespannungen zu resultierenden Wärmespannungen 
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Bild G 3: Ausführliche Darstellung der Resultierenden Wärmespannungen  „ ( )yreswσ “ aus der Addition 
                 von thermomechanischen Spannungen und von Wärmespannungen in Form von Temperatur- 
                 differenzen „ ( )yresϑ∆ “ über die Stabhöhe 
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Anhang H 
Anwendungsbeispiele 

 

H 1. Tabellarischer Vergleich der Spannungsverteilung über die Stabhöhe zum Versuch 

 19/IV aus dem Anhang A und der FEM-Berechnung, Seite 10 

 

H 2. Berechnungsbeispiele zum Einfluss der Wärmeleitfähigkeit „λ“ und der Gesamt-

 Wärmeübergangszahl „ α “ (bei seitlicher Wärmeabströmung) auf die Temperatur- 

 verteilung bei gegebenen Außenfasertemperaturen des gemessenen Beispiels, Anhang 

H 4. 

 2.1 Einfluss aus: λ  ≠  const 
 2.2 Einfluss aus: α  = const    und    const=λ  
 2.3 Einfluss aus: α  ≠  const   und   const=λ  

 
 
H 3. Verschiebungen und Stabhöhenänderung zum Versuch 19/IV. 
 
H 4. Auswertung eines Beispiels. Tabellarische Berechnung der thermomechanischen 
 Spannungen über die Stabhöhe eines Flachstahls bei gegebener Temperaturverteilung 
 und Spannungsdiagramm. 
 
H 5. Der Einfluss unterschiedlicher Stahlprofile auf die Größe und die Verteilung thermo- 
 mechanischer Spannungen mit Berechnungstabelle und Nachrechnung mittels FEM. 
 
H 6. Thermomechanische Maximalspannungen im Beispiel 19/IV, Anhang A. 
 
H 7. Bimetalle. Wärmespannungen und Formänderungen bei gleichmäßiger Temperatur- 
 verteilung ( )( )consty =ϑ  
 
H 8. Neudimensionierung der Ankerständer der RAG-Kokerei Prosper in Bottrop 
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H 1. Tabellarischer Vergleich der Spannungsverteilung über die Stabhöhe zum Ver 
 such 19/IV aus dem Anhang A und der FEM-Berechnung, Seite 10  
 
 

Temperatur Verformung FEM Spannung Spannung FEM 
y, cm T, K ux, mm uy, mm σth, MPa σx, MPa 
-6,0 157 0,990 -3,261 -92,3 -93,3365 
-5,7 158 1,019 -3,254 -84,4 -85,4955 
-5,4 158 1,048 -3,248 -75,6 -76,332 
-5,1 158 1,078 -3,242 -66,2 -65,848 
-4,8 159 1,107 -3,235 -56,3 -55,3675 
-4,5 158 1,136 -3,229 -46,1 -44,8905 
-4,2 158 1,165 -3,223 -35,6 -34,4180 
-3,9 158 1,194 -3,217 -25,2 -23,9505 
-3,6 158 1,223 -3,211 -14,8 -13,488 
-3,3 158 1,252 -3,205 -4,6 -3,0300 
-3,0 158 1,282 -3,199 5,2 7,4240 
-2,7 158 1,311 -3,194 14,5 16,5505 
-2,4 159 1,340 -3,188 23,3 24,3495 
-2,1 160 1,370 -3,183 31,5 32,1450 
-1,8 161 1,400 -3,177 38,9 39,9375 
-1,5 162 1,430 -3,171 45,5 46,4040 
-1,2 164 1,460 -3,166 51,2 51,5450 
-0,9 166 1,490 -3,160 55,9 56,6840 
-0,6 168 1,521 -3,155 59,7 60,4975 
-0,3 171 1,552 -3,149 62,4 62,9860 
0,0 174 1,583 -3,144 64,0 64,1500 
0,3 178 1,614 -3,138 64,5 63,9890 
0,6 182 1,646 -3,132 63,8 63,8280 
0,9 186 1,678 -3,125 62,0 62,3380 
1,2 191 1,710 -3,119 59,1 59,5250 
1,5 196 1,743 -3,112 54,9 55,3870 
1,8 202 1,776 -3,105 49,7 48,6000 
2,1 209 1,809 -3,098 43,2 41,8100 
2,4 215 1,842 -3,090 35,7 35,0170 
2,7 222 1,876 -3,082 27,1 25,5735 
3,0 230 1,909 -3,074 17,5 16,1260 
3,3 237 1,943 -3,065 6,9 5,3515 
3,6 246 1,977 -3,056 -4,6 -6,7505 
3,9 254 2,011 -3,046 -17,0 -18,8575 
4,2 263 2,045 -3,036 -30,2 -32,2935 
4,5 272 2,079 -3,025 -44,0 -45,7320 
4,8 281 2,113 -3,014 -58,5 -60,4990 
5,1 291 2,147 -3,003 -73,5 -75,2700 
5,4 300 2,181 -2,991 -88,9 -90,0445 
5,7 310 2,215 -2,978 -104,6 106,1450 
6,0 320 2,249 -2,966 -120,4 122,2470 

 
Tab. I: Vergleich der Spannungsverteilung über die Stabhöhe aus der Arbeit  
              und der FEM-Berechnung (Versuch 19/IV) 
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H 2. Berechnungsbeispiele zum Einfluss der Wärmeleitfähigkeit „λ “ und der Gesamt-
 Wärmeübergangszahl „ α “ (bei seitlicher Wärmeabströmung) auf die Tempera- 
 turverteilung bei gegebenen Außenfasertemperaturen des gemessenen Beispiels,  
 Anhang H 4. 
 
 2.1 Einfluss aus: λ  ≠  const 
 2.2 Einfluss aus: α  = const     und    const=λ  
 2.3 Einfluss aus: α  ≠  const    und   const=λ  
 

2.1 Einfluss aus: ≠λ const 

 

Aus dem Beispiel Anhang H 4 (Tabelle H 4) wird der Verlauf der 1. Nullspannungstempera-

tur im Flachstahlprofil entnommen mit: 

 ( ) [ ]C
h

y1315,215ly
o⋅+=ϑ    ;   in Bild H 2.1: ( ) h

y281ly
⋅ϑ∆−=ϑ  

                  [ ] m12,0h;C131 ==ϑ∆ o  

Für Bild H. 2.1 lautet die entsprechende Gleichung: 

 ( ) Stabhöhem12,0hundC131mit
h

y281ly ===ϑ∆⋅ϑ∆−=ϑ o  

Weitere Daten des Beispiels sind die Außenfasertemperaturen:  

 C2811a
o=ϑ=ϑ  und 

 C1502i
o=ϑ=ϑ      ;     C5,215mR

o=ϑ  = Mittelwert 

 

Berechnung der nichtlinearen Temperaturverteilung für den  
ferritischen Baustahl U St 37-2 

 

Für den Bereich von 0 bis 400 Co  gilt  [30, 32]: 

 ( ) [ ]Km/W044,063ba ⋅ϑ⋅−=ϑ⋅−=λ ϑ  

Gesucht für 
2
hy =  :  ( )λϑ y  und ( )λϑ∆ y  als Differenztemperatur zwischen dem 1. Nullspan-

nungstemperaturverlauf (Schlusslinie) und der berechneten nichtlinearen Temperaturvertei-

lung. Entsprechend Anhang D 1. (Geschlossene Lösung der den Temperaturverlauf in einem 

Flacheisenstab beschreibenden nichtlinearen Differentialgleichung) gilt: 
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( ) ( ) ( ) ( )λλλ ϑ−





 ⋅ϑ∆−ϑ=ϑ−ϑ=ϑ∆ yaylyy h

y  siehe Bild H 2.1        (H 2.1.1) 

( ) ( )λλ ϑ−ϑ=ϑ∆= ymRy:
2
hy  

( ) C8,17,2135,215y
o=−=ϑ∆ λ  

 

Entsprechend ergeben sich: 

 ( ) ( ) C36,1:
m03,0yy

o

=λϑ∆    und 

 ( ) ( ) C26,1:
m09,0yy

o

=λϑ∆  

 

Im nachfolgenden Bild H 2.1 sind die Temperaturverläufe über die Stabhöhe für 

( ) ( )( )λϑ ϑϑ⋅−=λ yals044,063  und λ  = const als ( )( )lyϑ  dargestellt. 
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0,0

0,03

0,06

0,09

h = 0,12

- a -

- m -

- i -

h

m
y

const=λ

C131°=ϑ∆C1502i °=ϑ=ϑ

C5,215mR °=ϑ

C8,1 °

C26,1 °

)y( l
ϑ

C°
ϑ

C2811a °=ϑ=ϑ

Km
W52,53

044,063

⋅
=λ

ϑ⋅−=λ
−

)y(ϑ
λ

)y()y()y( l
ϑ−ϑ=ϑ∆

λλ

C36,1)y( °=ϑ∆
λ

const=λ

(ϑ)

(ϑ)

h
y281)y(

⋅ϑ∆−=ϑ l

 

Bild H 2.1: Linearer und natürlicher Temperaturverlauf im Stahl U St 37-2 bei  

      
•q  = const und gegebenen Außenfasertemperaturen 

 
 

Obenstehendem Bild kann der Einfluss von const≠λ  auf die Temperaturverteilung im 

Flachstahlprofil 30 x 120 x 1200 mm = bo x h0 x l0  (U St 37-2, Werkstoff Nr. 1.0112) bei 

gegebenen Außenfasertemperaturen ia und ϑϑ  entnommen werden. 

 

2.2 Einfluss aus:   =α const  und  =λ const 

 

Mit Hilfe der Berechnungsgleichungen (2.7.2.7; 2.7.2.6 und 2.7.2.10) sowie den konstanten 

Werten: m03,0b;
mK

W52;
mK

W130 2 =
⋅

=λ
⋅

=α  ; C18;m91,12 a
1 o=Θ=ω −  ; 

5492,1h =⋅ω  wird für die gegebenen Außenfasertemperaturen (aus dem Beispiel Anhang  

H 4.) C2811a
o=ϑ=ϑ  und C1502i

o=ϑ=ϑ  über die Hohe h=0,12 m der Temperaturver-

lauf als Exponentialfunktion „ ( )yϑ “ tabellarisch berechnet, dem gemessenen Temperaturver-

lauf gegenübergestellt und in Einzelexponentialfunktionen dargestellt. 

Für die einzelnen Höhenlinien von y = 0 bis y = h = 0,12 m ergibt sich folgender tabellari-

scher Berechnungsgang: 
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y 91,12=ω  y⋅ω  ye ⋅ω  ye ⋅ω−  

0,01  0,1291 1,1378 0,8789 

0,02  0,2582 1,2946 0,7724 

0,03  0,3873 1,4730 0,6789 

0,04  0,5164 1,6760 0,5967 

0,05  0,6455 1,9069 0,5244 

0,06  0,7746 2,1687 0,4609 

0,07  0,9037 2,4687 0,4051 

0,08  1,0328 2,8089 0,3560 

0,09  1,1619 3,1960 0,3129 

0,10  1,291 3,6364 0,2750 

0,11  1,4201 4,1375 0,2417 

h = 0,12  1,5492 4,7077 0,2124 

 
Tabelle H 2.2.1: Einzelwerte der Exponentialfunktionen 

 

Bestimmung der Integrationskonstanten  A  und  B: 

 

 

( ) ( )

( ) ( )

C17A

7077,42124,0
181502124,018281

ee
e

A hh
a2

h
a1

o=

−
−−⋅−=

−
Θ−ϑ−⋅Θ−ϑ

= ⋅ω⋅ω−

⋅ω−

 

 

 

( ) ( )

( ) ( )

C246B

7077,42124,0
7077,41828118150

ee
eB hh

h
a1a2

o=

−
⋅−−−=

−
⋅Θ−ϑ−Θ−ϑ= ⋅ω⋅ω−

⋅ω

 

 

Mit den Werten für „A“ und „B“ wird nachfolgend tabellarisch der theoretische Temperatur-

verlauf über die Stabhöhe „h“ berechnet. 
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y yeA ⋅ω⋅  yeB ⋅ω−⋅  ( ) a
yy

y eBeA Θ+⋅+⋅=ϑ ⋅ω−⋅ω  

0 17 246 17+246+18 = 281 

0,01 19,271 216,30 253,57 

0,02 21,926 190,09 230,02 

0,03 24,948 167,08 210,03 

0,04 28,386 146,84 193,23 

0,05 32,297 129,05 179,34 

0,06 36,748 113,43 168,18 

0,07 41,812 99,70 159,18 

0,08 47,578 87,61 153,18 

0,19 54,131 77,00 149,13 

0,10 61,590 67,68 147,23 

0,11 70,077 59,48 147,55 

h = 0,12 79,734 52,27 150,00 

 

Tabelle H 2.2.2: Tabellarische Berechnung des Temperaturverlaufes „ ( )yϑ “ 
  bei seitlicher Wärmeabströmung 
 

Das nachfolgende Diagramm beinhaltet den gemessenen und den berechneten Temperaturver-

lauf aufgetragen über die Stabhöhe. 

 

i

y

 
Bild H 2.2.1: Berechneter und gemessener Temperaturverlauf 
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Zwecks Erläuterungen werden nachfolgend die Einzelkurven 

 

1. remperatuUmgebungstconsta ==Θ  

2. ( )
y

y eB ⋅ω−⋅=ϑ′ = Abkühlungskurve 

3. ( )
y

y eA ⋅ω⋅=ϑ ′′  = Erwärmungskurve 

 

durch die Summenkurve ( ) ay ϑ+ϑ′′+ϑ′=ϑ  dargestellt, um den Einfluss der Einzelkurven zu 

erkennen. 

 

y

A B

A'B'

h

0

2
hy =

)y(ϑ

C131°i C150°=ϑ

m C18,168 °=ϑ

a C281°=ϑai

aa
'B'A

BA
Θ++=ϑ
Θ++=ϑ

yeB ⋅ ⋅ω−yeA ⋅ ⋅ω

aΘ = const.

aa BAΘ +=∆ϑ ϑa − =

 
 

Bild H 2.2.2: Temperaturverteilung „ ( )yϑ “ bei seitlicher Wärmeströmung und Einzelkurven 
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2.3 Einfluss aus:  ≠α  const und λ  = const 

 

Der Einfluss von ≠α const soll durch Berechnung der neuen Temperaturen bei 

h
4
3yund

2
hy;

4
hy ===  unter Verwendung der Funktion der globalen Wärmeübergangs-

zahl über die Stabhöhe berechnet werden. Berechnungsgleichungen siehe Kapitel 2.8, Glei-

chungen (2.8.1.1) bis (2.8.1.4). 

 

Gegeben aus Beispiel H 4.: 

 
C18;C150;C281

const
mK

W52;m03,0b;m12,0h

a21
ooo =Θ=ϑ=ϑ

=
⋅

=λ==
 

 C132;C263 a2a1
oo =Θ−ϑ=Θ−ϑ  

 1.: ( )
2

y mK/W150mit03,0y ⋅=α=  

 2.: ( )
2

y mK/W130mit06,0y ⋅=α=  

 3.: ( )
2

y mK/W110mit09,0y ⋅=α=  
 

Globale
Wärmeüber-
gangszahl h

y80170h
y

a)y(
⋅−=⋅α∆−=α

2/h

α∆iα

mα

h

0

y

α

 
 

oder: ( ) h
y80130

h
y

my
⋅+=⋅α∆+α=α  

 
Nr.: y 

m ( )
( )
b

2 y
y ⋅λ

α⋅
=ω  

 
y⋅ω  

 
ye ⋅ω  

 
ye ⋅ω−  

 
h⋅ω  

 
he ⋅ω  

 
he ⋅ω−  

 
aΘ  

1 0,03 13,87 0,4161 1,5160 0,6596 1,6644 5,2825 0,1893 18 
2 0,06 12,91 0,7746 2,1697 0,4609 1,5492 4,7077 0,2124 18 
3 0,09 11,88 1,0688 2,9119 0,3434 1,4256 4,1604 0,2404 18 

 
Tabelle 2.3.1: Einzelwerte der Exponentialfunktionen 
 
 
Nachfolgend wird die Berechnung der Integrationskonstanten „A“ und „B“ durchgeführt. 
 

 
( ) ( )

hh
a2

h
a1

ee
e

A ⋅ω⋅ω−

⋅ω−

−
Θ−ϑ−⋅Θ−ϑ

=  
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zu 1: C14,16
0932,5
21141,82

0932,5
1327859,49

2825,51893,0
1321893,0263A o=

−
−=

−
−=

−
−⋅=  

zu 2: C94,16
4953,4
1388.76

7077,42124,0
1322124,0263A o==

−
−⋅=  

zu 3: C54,17
92,3
7748,68

1604,42404,0
1322404,0263A o=

−
−=

−
−⋅=  

 

 
( ) ( )

hh
a1a2

ee
B ⋅ω⋅ω− −

Θ−ϑ−Θ−ϑ
=  

zu 1: C86,246
0932,5

2975,1257
2825,51893,0
2825,5263132B o=

−
−=

−
⋅−=  

zu 2: C06,246
4953,4

1251,1106
7077,42124,0
7077,4263132B o==

−
⋅−=  

zu 3: C46,245
92,3

1852,962
1604,42404,0
1604,4263132B o=

−
=

−
⋅−=  

 
 

Nr.: 
 
y 
m 

 

C

A
o

 

 

C

B
o

 

 

C

eA y

o

⋅ω⋅
 

C

eB y

o

⋅ω−⋅
 

( )

C

eBeA a
yy

bery

o

Θ+⋅+⋅=ϑ ⋅ω−⋅ω

 

1 0,03 16,14 246,86 24,47 162,83 205,3 
2 0,06 16,94 246,06 36,75 113,41 168,2 
3 0,09 17,54 245,46 51,07 84,29 153,36 

 
Tabelle 2.3.2: Berechnung der Temperaturverteilung bei seitlicher Wärmeabströmung  
                        und nicht konstanter Gesamtwärmeübergangszahl „ α “ 
 

( ) 1aabery C281BA:0y ϑ=ϑ==Θ++=ϑ= o  

( ) 2ia
hh

bery C150eBeA:hy ϑ=ϑ==Θ+⋅+⋅=ϑ= ⋅ω−⋅ω o  
 
Das heißt: Die Außenfasertemperaturen wurden beibehalten! 

Zusammenfassung der Ergebnisse siehe Kapitel 2.8.1 

 

H 3. Verschiebungen und Stabhöhenänderung zum Versuch 19/IV 

 

Im Anschluss an die Ableitungsvariante zu den thermischen Verschiebungen „ xu “ und „ yv “ 

des Kapitels Anhang D 6. erfolgt nachstehend die Berechnung am Beispiel 19/IV: 

 

Berechnung der Verschiebungen am Beispiel 19/IV aus Anhang A 

 

Zur Berechnung werden aus Kapitel 5.7 folgende Gleichungen benötigt: 
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Gleichung (5.43) 

 ( ) ( )∫∫ ⋅ϑ∆⋅α⋅µ−⋅ϑ∆⋅α=
2/h

0 rytm
2/h

0 rlytmmaxa dydyv  

und Gleichung (5.44): 

 ( ) ( )∫∫ −−
⋅ϑ∆⋅α⋅µ+⋅ϑ∆⋅α−=−

0

2/h rytm
0

2/h rlytmmaxi dydyv       (siehe Bild D 6) 

  mit ( ) ( ) ( )gyrlyry ϑ∆−ϑ∆=ϑ∆ und ( ) h
y

mD 1
ry

⋅ϑ∆
+ϑ∆=ϑ∆ l  

Hierzu gehören folgende Einzelwerte aus dem Versuch 19/IV: 

 

mm120h;mm1200l

ttswerteDurchschni
C06,104;C25,180

C38,152;K/1029,13

00

imD

1
6

tm

==







=′ϑ∆=ϑ∆

=ϑ∆⋅=α −

oo

o

 

 ( ) C7,13100dy
2/h

0 rly
o=⋅ϑ∆∫  

 ( ) C13189dy
2/h

0 gy
o=⋅ϑ∆∫  

 ( ) 





 ⋅ϑ∆

+
ϑ∆

+′ϑ∆⋅α=ε
h

y
2

11
itmy  

 ( ) C3,8529dy
0

2/h rly
o=⋅ϑ∆∫−  

 ( ) C8441dy
0

2/h gy
o=⋅ϑ∆∫−  

1. Faserlängenänderungen „ux“ 

 

 ( ) 






 ⋅ϑ∆
+ϑ∆⋅α⋅=∆=

h
yu 1

mDtm0ymaxx ll  siehe Gleichung           (5.3.5) 

 
mm66,1

mm87,2
mm09,4

i

m

a

=∆
=∆

=∆

l

l

l

 

2. Verschiebungen der wärmeren, oberen Stabaußenfaser bei y = h/2: 

 

 maxathagesa vfv +−=  

 ( ) maxamaxtha66maxa vv131897,13100
10

29,133,07,13100
10

29,13v σ+=−⋅⋅−⋅=  

 .mm1745,00004,01741,0v maxa =+=  
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 mm0479,3f tha =  

 1745,00479,3vfv maxathagesa +−=+−=⇒  

 mm8734,2v gesa −=  

 

3. Verschiebung der Mittelfaser bei Temperaturbeanspruchung; y = 0: 

 

 ( ) 0yv;mm045,3fv thmm =−=−=  

4. Verschiebungen der kälteren Stabinnenfaser bei y = –h/2: 

 

 - ( ) maximaxthi66maxi vv84413,8529
10

29,133,03,8529
10

29,13v σ+=−⋅⋅+⋅−=  

 - mm1130,00004,01134,0v maxi −=+−=  

 mm0420,3f thi =  

 1130,00420,3vfv maxithigesi −−=−−=⇒  

 mm1550,3v gesi −=  

 

5. h∆ : Verschiebung über die Stabhöhe: 

 

 mm2875,01130,01745,0vvh maximaxa =+=+=∆ ; ebenso gilt: 

 .mm2875,01134,01741,0vvh maxthimaxtha =+=+=∆  

 

Dieses Ergebnis lässt sich auch direkt zeigen durch. 

 mDtm0hh ϑ∆⋅α⋅=∆              siehe Gleichung: (5.46) 

      25,180
10

29,13120 6 ⋅⋅=  

 mm2875,0h =∆  
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H 4. Auswertung eines Beispiels. Tabellarische Berechnung der thermomechanischen  
 Spannungen über die Stabhöhe eines Flachstahls bei gegebener Temperaturver- 
 teilung und Spannungsdiagramm 
  
 
Gegebene Temperaturverteilung: 
 
 ( ) [ ] [ ]cmy;C16636/y253216/y221324/y351944/y19 234

gy
o+⋅+⋅+⋅+⋅=ϑ  

r

°C

1

b = const.

h
A =ϑ ϑ∆ ''

b

Q

r

r)y(T

)y(
11

tmmr)y(tmmth

K
h

y
h

A(EE
g)y(

ϑ∆⋅=

ϑ∆−⋅ϑ∆+α⋅=ϑ∆⋅α⋅=σ
 

lr)y(TK ϑ∆⋅= ( )y( g
ϑ∆−

 
                     Die Verteilung der Temperaturdifferenzen  ( ) ryϑ∆   entspricht der Spannungsverteilung 
 
Bild H 4.1:  Allgemeine Temperaturfeld-Auswertung. 
 
 

Kurzbeschreibung zur Auswertung: 

 

Das Temperatur-Teilfeld  „A1“  ruft eine Längskraft und durch die Unsymmetrie der Tempe-

raturverteilung „ ( )gyϑ “ zusätzlich ein Moment hervor. Diese Größen lassen sich als „Resul-

tierender Nullspannungstemperaturverlauf“ in Form einer Diagonalen  „ ( ) rlyϑ “  durch das 

Temperaturfeld darstellen. Der lineare Temperaturverlauf  „ ( ) rlyϑ “  bewirkt spannungslos die 

gleiche Stabverkrümmung und die gleichen Faserlängenänderungen wie der gegebene ge-

krümmte Temperaturverlauf  „ ( ) gyϑ “. Die zwischen der geraden Linie und dem gegebenen 

Temperaturverlauf sich befindenden Temperaturdifferenzen, ( ) ryϑ∆   sind ein Maß für die 

Größe der Thermomechanischen Spannungen über die Stabhöhe mit der Spannungsfunktion: 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )gyrlytmmrytmmyth EE ϑ−ϑ⋅α⋅=ϑ∆⋅α⋅=σ     [N/mm2] . 
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Gegeben ist ein Versuchs-Flachprofilstab der Abmessungen b0 x h0 x l0 = 30 x 120 x 1200 

mm aus dem Material R St 37-2: bzw. S 235 JR G2, das berechnete Polynom 4. Grades der 

gemessenen Temperaturverteilung „ ( ) gyϑ “ über die Stabhöhe „h“ sowie die Mittelwerte der 

Materialkennwerte „ tmα “ und „Em“. In nachfolgender Tabelle H 4. erfolgt die tabellarische 

Berechnung der thermomechanischen Spannungen über die Stabhöhe. 
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]cm[y.Nr ]mm/N[ 2
th)y(σ]C[l)y( °ϑ]C[g)y( °ϑ ]C[r)y( °ϑ∆

 

]10[ 2
th)y(ε

 

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25

6.0
5.5
5.0
4.5
4.0
3.5
3.0
2.5
2.0
1.5
1.0
0.5
0.0

-0.5
-1.0
-1.5
-2.0
-2.5
-3.0
-3.5
-4.0
-4.5
-5.0
-5.5
-6.0

Auswertung des Beispiels

281.0
262.5
246.3
232.2
219.9
209.2
200.0
192.0
185.2
179.3
174.2
169.8
166.0
162.7
159.9
157.4
155.3
153.5
152.0
150.8
149.8
149.3
149.0
149.3
150.0

281.0
275.5
270.1
264.6
259.2
253.7
248.3
242.8
237.3
231.9
226.4
221.0
215.5
210.0
204.6
199.1
193.7
188.2
182.8
177.3
171.8
166.4
160.9
155.5
150.0

237.0
232.3
227.6
222.9
218.3
213.6
208.9
204.2
199.5
194.9
190.2
185.5
180.8
176.2
171.4
166.8
162.1
157.4
152.7
148.0
143.4
138.7
134.0
129.3
124.6

- 44.0
- 30.2
- 18.7

- 9.3
- 1.6

4.4
8.9

12.2
14.3
15.6
16.0
15.7
14.8
13.5
11.5

9.4
6.8
3.9
0.7

- 2.8
- 6.4

- 10.6
- 15.0
- 20.0
- 25.4

- 0.579
- 0.397
- 0.246
- 0.122
- 0.021

0.058
0.117
0.160
0.188
0.205
0.210
0.206
0.195
0.178
0.151
0.124
0.089
0.051
0.009

- 0.037
- 0.084
- 0.139
- 0.197
- 0.263
- 0.334

- 115.80
- 79.40
- 49.20
- 24.40

- 4.20
11.60
23.40
32.00
37.60
41.00
42.00
41.20
39.00
35.60
30.20
24.80
17.80
10.20

1.80
- 7.40

- 16.80
- 27.80
- 39.40
- 52.60
- 66.80

]mm/N[200000

]-[00001315.0
]C[h/y33.11281.180

]C[h/y

]cm[y];C[16636/y253216/y221324/y351944/y19

0.6....0.6y]cm[y
.Nr

2
th)y(th)y(

th)y(

r)y(th)y(

th)y(

r)y(

1mDlr)y(

lr)y(

l)y(

l)y(

234
g)y(

g)y(

ε⋅=σ

σ

ϑ∆⋅=ε

ε

g)y(lr)y(r)y( ϑ−ϑ=ϑ∆
ϑ∆

°⋅+=

°⋅ϑ∆+ϑ=ϑ

ϑ

+=ϑ
ϑ

°+⋅+⋅+⋅+⋅=ϑ
ϑ

−=

]C[)y( °ϑ l

Thermomechanischer 
Spannungsverlauf:

nichtlinearer 
Dehnungsverlauf:

nichtlineare Temperaturdifferenzen:

linearer Temperaturverlauf:

rechnerischer Nullspannungs-
Temperaturverlauf:

Faserkoordinate:
gegebener Temperaturverlauf:

Fasernummer

h

 
 
Tabelle H 4: Auswertung des Beispiels 
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Nachfolgend werden die thermomechanischen Spannungen „ ( )ythσ “ der Tabelle H 4 in einem 

Diagramm dargestellt. 

Wärmere Faser115.8

10

39

31

66.8

mm

120 100 80 60 40 200 1020 30 40 50

42

AQ

h 
= 

12
0 

m
m

 
 

Bild H 4.2: Beispiel für den Verlauf thermomechanischer Spannungen 
      Verteilung über die Stabhöhe 
 
 
H 5. Der Einfluss unterschiedlicher Stahlprofile auf die Größe und die Verteilung  
 thermomechanischer Spannungen mit Berechnungstabelle und Nachrechnung 
 mittel FEM 
 

Die analytisch erarbeiteten Ergebnisse dieser Arbeit wurden mit Hilfe der Finite-Element-

Methode nachgerechnet. Siehe Beispiel 19/IV in der Einleitung. Bei der Berechnung Ther-

momechanischer Spannungen ergaben sich nach Interpolation gute Übereinstimmungen. Eine 

weitere Finite-Element-Analyse ( )constb ≠  über die Nachrechnung des thermisch belasteten 

Breitflanschträgers HEB-120 (siehe vergleichende Tabelle H 5) als Vergleich zum Beispiel 

19/IV, Anhang A, unter Beibehaltung der Temperaturverteilung, ist nachfolgend beigefügt. 

Hierzu wurde das „SOFISTIK“ Computerprogramm und für die Ermittlung der Temperatur-

verteilungen (Polynome) das „Excel“ bzw. „Derive“ Programm benutzt. Die nachfolgende 

Tabelle H 5 enthält die analytischen Berechnungsergebnisse für den Fall 1 aus dem Anhang A 
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und zusätzlich als Fall 2 bei gleicher Temperaturverteilung die ebenfalls analytisch berechne-

ten thermomechanischen Spannungen in einem modifizierten Breitflanschträger mit h = b1 = 

120 mm. Dann folgt die zeichnerische Darstellung der sich ergebenden Veränderungen in 

Bild H 5.1. Danach folgt als Vergleich zur analytischen Berechnung die FEM-Berechnung 

(Bild H 5.2 und Tabelle H 5.2) mit gegebener Temperaturverteilung nach Bild H 5.3 und Dar-

stellung der berechneten Spannungsverteilung in Bild H 5.4 

Analytische Berechnung der thermomechanischen Spannungen: 

Es liegt in beiden Fällen die gleiche Temperaturverteilung vor.
Gleiche Höhe, gleicher Querschnitt aber unterschiedliche Trägheitsmomente.

h

b

h
b  = 120.00 mm1
s  =     8.54 mm2

2
ith

2
mth

2
ath

4
x

2
Q

mm/N0.93

mm/N0.64

mm/N5.120

mm120h

cm432I

cm36A

=

=

−=

=

=

=

 

2
ith

2
mth

2
ath

4
x

2
Q

mm/N

mm/N123.4

mm/N54.1
mm120h

cm907I

cm37A

=

=

−=

=

=
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     Auswirkungen:
     Die Druckspannungen in den Außenfasern nehmen ab. 
     Die Zugspannungen in der Höhe der Mittelfaser nehmen um fast 100% zu.
     Da sich die Temperaturdifferenz "∆ϑ1" nicht wesentlich ändert, findet eine
     Parallelverschiebung der Spannungsverteilungen um etwa 60 N/mm2 statt.

Modifizierter IPB - 120
Steg um 2.04 mm verbreitertFlachstahl: 30 x 120 x 1200

t  =     1.2 cm

39.8−

202.72 Co

Anmerkung: Das analytisch berechne-
te Beispiel 2 wird anschließend mit der
Methode der Finiten Elemente (FEM)
nachgerechnet. 

Vergleich zum Flacheisen:
Die Spannungen müssen in den Flan-
schen geringer sein, weil dort mehr 
Material-Masse ist als am Flacheisen.
Dementsprechend müssen sie im Steg
höher sein.

 
 

Tabelle H 5: Gegenüberstellung der Berechnungsergebnisse 
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Bild H 5.1: Zusammenfassung der Veränderungen 

 

Es folgt die Berechnung mit FEM. 
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Bild H 5.2: Einfeldträger HEB mit Temperaturbelastung 
       Linien gleicher Spannung in Stufen von 20,0 MPa in einer Stabhälfte 
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Tabelle H 5.2: Temperaturverlauf und Spannungen 
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Temperaturverlauf 

 

6
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2
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-6
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y [cm]

gegeb. Temp.-Verlauf
Nullspannungstemperatur-
verlauf

h

  ϑ
 °C

ϑ(y)g ϑ(y)lr

 
 
Bild H 5.3: Gegebene Temperaturverteilung über die Stabhöhe 
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Bild H 5.4: Spannungsverteilung „ ( )ythσ “ 
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Wichtig ist für die Anwendung der FEM die Kenntnis des Einflusses der temperaturabhängi-

gen Werkstoffkennwerte „E“ und „ tα , die Aufstelltemperatur „ 0ϑ “, das Vorliegen einer ab-

gesicherten Temperaturkurve als Durchschnittswert (aus verschiedenen Temperaturkurven an 

Stellen der Stablänge) über die Stabhöhe und/oder über die Stabbreite und das Vorliegen einer 

Temperaturkurve (an einer bestimmten Stelle der Stablänge) mit maximalen Temperaturdiffe-

renzen. Erst wenn zu diesen Temperaturkurven als Näherung je ein Polynom die Funktion der 

jeweiligen Temperaturverteilung beschreibt, kann mit Hilfe dieser Polynome nach dem Span-

nen eines Netzes über das zu berechnende thermisch belastete Bauteil, die thermische Bela-

stung für jedes Element der Stabhöhe eingegeben werden. (Das Polynom der Durchschnitts-

werte der Temperaturverteilungen wird zur Ermittlung der Verschiebungen benötigt). Hierbei 

ist die Maschenweite nur so eng zu wählen wie Werte vorliegen, damit jedes Element mit 

seiner zugehörigen Temperatur besetzt werden kann. Danach ist zunächst der Profilstab als 

statisch bestimmt gelagert anzusehen (Einfeldträger). Der 1. Berechnungsweg liefert vom 

System unabhängige thermomechanische Spannungen und Formänderungsgrößen. Die vor-

liegende Arbeit kann mit ihren analytischen Berechnungsergebnissen bei der Berechnung von 

thermischen Problemen in Stahlprofilstäben mit der Methode der Finiten Elemente eine Hilfe 

und ein Kontrollorgan sein, denn die modernen numerischen Berechnungsmethoden sind Nä-

herungsverfahren, die das Problem der Fehlerabschätzung beinhalten! Beim Vorkommen äu-

ßerer Behinderungen (Zwängungen in statisch unbestimmten Systemen) werden diese in ei-

nem zweiten Berechnungsgang berücksichtigt. Dieser zweite Berechnungsgang (immer noch 

ohne äußere mechanische Lasten) führt (siehe Anhang G) zu den gesuchten resultierenden 

Wärmespannungen, die sich aus der algebraischen Summe von thermomechanischen Span-

nungen und Wärmespannungen zusammensetzen und weiter führt er zu den resultierenden 

Verschiebungen. 
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H 6. Thermomechanische Maximalspannungen im Beispiel 19/IV, Anhang A 

 

C36,49
h

RA12
mm59,6R

68,0)198308(~
68,0~

C9.74
h
A

mmC4,8987A

2 °=⋅⋅=2ϑ∆

=

⋅−=
⋅ϑ∆=

°==

⋅°=
mm120h =

ϑ

dyy
A
1R )y( ⋅⋅∫ ϑ∆⋅=

2/h+

2/h−ϑ

ϑ

ϑ

 

:WerteZugehörige

ϑ∆

h

 
Bild H 6: Gemessenes Temperaturfeld des Versuches 19/IV in Stabmitte (Anhang A) 

Mit der Spannungsfunktion 

 ( ) ( ) 





 ⋅ϑ∆−ϑ′′∆−ϑ′∆⋅α⋅=σ

h
yEy 2

ytmmrth  

und ( ) K/107,13 6
C308tm

−⋅=α o  

 ( ) 25
C308m mm/N1069,1E ⋅=o  

 
Kmm

N32,2K 2T ⋅
≈=⇒  

 2
/t/bSch mm/N133

zul
=σ ϑ    (siehe Anhang  C)   ; 2=ν          (Sicherheitsbeiwert) 

 2
zulth mm/N5,66

2
133 ==σ⇒   

berechnen sich die thermomechanischen Maximalspannungen in der Stabmitte beim Ver-

such  19/IV  wie folgt: 

 

1. Außenfaser  -  a  -  (Wärmere Faser ): 

 

( )

zulth
2

2
Tath

mm/N231

2
36,499,7432,2

2
K

σ>>−≈=







 −−⋅≈=







 ϑ∆−ϑ′′∆−⋅≈=σ
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2. Mittelfaser  -  m  - 

 
( ) ( )

zulth
2

Tmth

mm/N4,81

9,74110K

σ>>≈=

−⋅≈=σ
 

3. Innenfaser  -  i  - (Kältere Faser): 

 

( )

( )
zulth

2

2
Tith

mm/N5,116

68,249,7432,2
2

K

σ>>−≈=

+−⋅≈=







 ϑ∆+ϑ′′∆−⋅≈=σ

 

 

D.h., nur mit den vorhandenen äußern thermischen Lasten, ohne mechanische Lasten, befin-

det sich der Stab bereits im Fließbereich  zulththda σ>σ   ! 

 

 

H 7. Bimetalle 

 
Wärmespannungen und Formänderungen bei gleichmäßiger Temperaturbeanspru-
chung ( )const1 =ϑ  
 

Im nachfolgenden Bild H 7.1 sind zwei Bimetallstäbe mit unterschiedlichem Elastizitätsmo-

dul E1 und E2 und unterschiedlichem linearen Wärmeausdehnungskoeffizienten 1tα  und 2tα  

nach gleichmäßiger Temperaturbeanspruchung um Coϑ∆  bei freier Lagerung dargestellt. Die 

Ursprungsmaße beider Stäbe lauten 0lhb ⋅⋅ . Es soll gezeigt werden, dass im Gegensatz zu 

nichtlinearen thermomechanischen Spannungen Wärmespannungen aus einem Zwangskraft-

system linear, unsymmetrisch verlaufen. 
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Bild H 7.1: Gestreckte Darstellung der Längenänderungen bei gleichmäßiger thermischer Beanspruchung  
        zweier Bimetallstäbe bei freier Lagerung ohne Momenteinwirkung 
 
 
Berechnung der Zwangskraft „N“ (Reaktionskraft) mit Hilfe der Federraten (Feder-
konstanten, Federsteifigkeiten): 
 

In einem Zwangskraftsystem entspricht die Summe der Einzelfederwege (Stäbe und Widerla-

ger) der eingeprägten Wegegröße „ l∆∆ “ (siehe Bild H 7.1). 
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Gemäß Bild H 7.1 ist ( )2t1t0ll α−α⋅ϑ∆⋅=∆∆  damit wird  
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 ( ) ]N[

E
1

E
1

AN

21

2t1t
+

⋅α−α⋅ϑ∆=  

 

Spannungen in den Stäben I und II aus der Zwangskraft „N“: 

 

Im Stab I entstehen an der Trennschicht Druckspannungen und im Stab II entstehen Zugspan-

nungen 

 ( ) 





+
⋅α−α⋅ϑ∆−=σ 2

21

2t1t1w mm
N

E
1

E
1

1  

 1w2w σ−=σ  

 

Biegespannungen und Dehnungen nach Linearisierung wegen :EE 12 >  

 ( ) hbA;hb
3
2I;

I
yM 3

yM ⋅=⋅⋅=⋅=σ  

   
hNM
2

EEE 21

⋅=

+=
 

 ( ) ( )yMyM E
A
N

2
3:hy ε⋅=⋅=σ=  

   mit          ( ) yy
I

2
EE

M
21

yM ⋅κ=⋅
⋅





 +

=ε  . 

 

Die Spannungen aus der Zwangskraft „N“ und dem Zwangsmoment „M“ sind einschließlich 

der daraus resultierenden Wärmespannungen über die Gesamthöhe „ h2 ⋅ “ dargestellt. 
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Bild H 7.2: Resultierende Wärmespannungen in einem Bimetall 

 

Verkrümmungsradien: 
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Bei y = 0 gilt: a2i1 RR = . Der Innenradius des Stabes I ist gleich dem Außenradius des Sta-

bes II! 

 

Durchbiegung 
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Faserlängenänderungen über die Stabhöhe: 
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Zusammenfassung zu Spannungen und Momente: 

 

1. Spannungen aus der Zwangskraft: 

 
A
N

1w −=σ   (Stab I) 

 
A
N

2w =σ   (Stab II) 

 

2. Spannungen aus dem Zwangsmoment: 
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yM ⋅
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3. Resultierende Wärmespannungen aus der Addition von Punkt 1 und Punkt 2: 
3.1 Stab I: 
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3.2 Stab II: 
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4. Resultierende der Normalspannungen über die Gesamthöhe h2 ⋅ : 
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h
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5. Resultierendes Moment über h2 ⋅ : 
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H 8. Neudimensionierung der Ankerständer der RAG-Kokerei Prosper in Bottrop 
 

 

System: Statisch bestimmt gelagerter Träger auf zwei Stützen. Die notwendige An-
druckkraft auf den Ofenpanzer, die Ofendecke und auf den Unterofen wird mittels abgefeder-
ten Druckbolzen übertragen (siehe Bild H 8.1) 
 
Systemlänge:  l0 = 1200 cm 
 

Vorhandenes Ankerständerprofil und Materialkennwerte: 

  Profil:  HE – 650 - B     ;     h = 65 cm 
  Kennwerte: R St  44 – 2 
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Belastung: 1. Gleichmäßige mechanische Belastung mit  q = 27 KN/m  ohne Zusatzlasten 

aus der Teervorlage, Bühnen und Gasleitungen 

2. Die thermische Belastung geht aus der Auswertung der Temperaturmessun-

gen des Ankerständers  142 L (Anhang B)  hervor. Es werden daraus folgende 

thermische Größen benötigt: 
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Kopfanker

1800 mm Ofendecke

16000 mm Ofenlänge

7000 mm Ofenhöhe

Ofenpanzer

Luftspalt

Unterofen

Fußanker

h

12
00

0

Gleitplatte
PTE

162.0 kN

162.0 kN

q = 27 kN/m

2 x Feder Nr.1
2 x 81.0 kN

2 x Feder Nr.2
2 x 13.5 kN

 
 

Bild H 8.1: Abgefederte Ankerständer Konstruktion an einem  7 m Koksofen 
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Tabelle H 8.1: Federn für die Ofenverankerung 
 

 

Berechnung:  

I. Thermische maximale Durchbiegung der Innenfaser: 

mm17f

cm7,1
86510

1200503,12

;
8h

l
f

thi
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2

1
2
0tm

thi

≈=

=
⋅⋅

⋅⋅≈=

ϑ∆=ϑφ∆
⋅

⋅ϑφ∆⋅α
≈=

 

 

Die tatsächliche Durchbiegung wird etwas größer sein und kann, wenn der Verlauf ( )x1ϑ∆  

genauer bekannt ist, gemäß Anhang D 9. berechnet werden. Die zulässige Durchbiegung im 

Industrieofenbau beträgt bei diesem Ofenständer: 

 mm16
750

12000
750
lf 0

zul ===  

d.h. .zulthi ff >  

Die Überschreitung der zulässigen Durchbiegung deutet eine zu geringe Dimensionierung des 

Ankerständers an. 
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nt
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mm= 236227
65 = 3634

  424cF
cszu 2: R = tanα = N
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D
d
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cl
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II. Sicherheitsbeiwert und Durchbiegung 

Bei denkbaren Gefahren für Menschen wird an Schächten und Seilbahnen ein Sicherheitsbei-

wert von min.  10=ν   angesetzt. Im betrachteten Fall handelt es sich um den Einsatz großer 

Investitionen in einem störungsanfälligen Betrieb. Daher wird ein Sicherheitsbeiwert von 

 4=ν  

für angemessen gehalten. 

Beim Betrieb einer Kokerei können Betriebsstörungen nicht ausgeschlossen werden. Hierzu 

gehören in Bezug auf Ankerständer länger als geplant offen stehende Koksöfen und zeitweilig 

brennende Ofentüren. 

Damit beträgt die maximal zu berücksichtigende thermische Durchbiegung 

 mm68174ff thimaxthi =⋅=⋅ν=  

 

III. Mechanische Durchbiegung 

cm66,1f
cm210600N101,2cm384

cmcm1200cm1200N2705
IE384
llq5f

m

47

233

3
00

m

≈=
⋅⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅⋅⋅≈=

⋅⋅
⋅⋅⋅=

 

 

IV. Resultierende Durchbiegung 

1. Im Normalbetrieb ist die resultierende Durchbiegung ausgeglichen 

 0fff mthsRe ≈=−=  

2. Im Fall einer Betriebsstörung soll der Ankerständer die Ofenpanzerung nicht berühren.  

 sRef   ergibt hier den Mindestabstand des Ankerständers vom Ofenpanzer (= Tiefe des  

 erforderlichen Luftspaltes). 

 
mm51f

mm511768fff

sRe

maxmmaxthsRe

=
≈=−=−=
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V. Aufgrund Punkt IV: 

Bewertung des vorhandenen Luftspaltes von 30 mm Tiefe an den Öfen der Koke-
rei Prosper: Aus Sicherheitsgründen sollte der konstruktive Luftspalt 60 mm 
betragen! 

Hinweis: Der größere Luftspalt soll mit Sicherheit verhindern, dass ein Ankerständer die 

Ofenpanzerplatte berührt und dabei punktförmig die gesamte Last aus der An-

kerständerabfederung einleitet.. Würde dies auf halber Ankerständerlänge ge-

schehen, entstünde ein Belastungssystem mit mittiger Einzellast, das trotz der 

Ofenpanzerung (die gusseisernen Ofenpanzerplatten zerspringen!) das Ofen-

mauerwerk zerdrücken würde. Die mechanischen Spannungen nähmen dazu 

den doppelten Wert an. 

 

VI. Mechanische Spannungen (Biegung): 

2
m

2
m

3

22

2
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m
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cm64808cm
cm1200N270
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−+=σ
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⋅⋅

−+=

⋅
⋅

−+=−+=σ

 

 

VII: Thermomechanische Spannungen 

Es müssen die Spannungen im thermisch stärkst beanspruchten Stabquerschnitt betrachtet 

werden. !maxϑ∆=ϑ∆⇒  Da es sich um ein Breitflansch-Träger-Profil mit  b ≠ const  handelt, 

wird als Berechnungsgleichung gewählt: 
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1. Die größte Maximalspannung (Druckspannung) tritt in der wärmeren 
Außenfaser  - a -  auf. 
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2.  Zugspannungen in Höhe der Mittelfaser: 
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3. Spannungen in der Kälteren Innenfaser  „i“: 
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VIII. Resultierende Spannungen: 
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IX. Sicherheitsnachweis: 
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X. Neudimensionierung: 

Es wird wegen Punkt  I  und  IX  für den Neubau von ca.  7 m  hohen Koksöfen empfohlen: 

 

1. Einsatz des Peiner-Breitflanschprofils 

HE – 800 - B     ;     h  = 800 mm 

Material:  R St 37 – 2  bzw.:  S 235 IR G2  ;  4
x cm359100I =  

      3
x cm8980W =  

2. Ein Luftspalt von  60 mm  Konstruktionstiefe zwischen Ankerständer und Ofenpanzerung 

bei Mindestbeibehaltung der bisher durchgeführten Ofenkopfwärmedämmung. 
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