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1 Einlatung

1.1 Problemstellung

Die Rohrenknochen der unteren Extremitéten des menschlichen Bewegungsapparates sind
auleren Belastungen unterworfen, die sowohl im Hinblick auf die Haufigkeit als auch auf die
Belastungsstarke eine hohe Anforderung an die Struktur darstellen. Relativ leicht knnen die
aulReren Belastungen den physiologisch zuldssigen Bereich verlassen und in extremen Situa-
tionen (Sport, Unfall) Grofienordnungen erreichen, die die Funktionstiichtigkeit beeintrachti-
gen oder zu Schéden flhren. Aber auch der gegensétzliche Fall eines belastungsfreien Bewe-
gungsapparates fuhrt zu einer Beeintréchtigung der Funktionsfahigkeit infolge eines Kno-
chen- und Muskelabbaus, was aus den Erfalrungen mit bettldgerigen Personen oder eines
langeren Aufenthaltes in der Schwerelosigkeit bekannt ist.

Der Rohrenknochen Ubernimmt eine stitzende Funktion des menschlichen Kérpers, stellt
jedoch im Gegensatz zu technischen Tragwerken eine lebende Struktur dar, die sich optimal
dem &uleren Belastungszustand anpassen kann und Eigenschaften besitzt, schédigende
EinflUsse zu minimieren. Im Gegensatz zu den in der Regel Uberdimensionierten technischen
Bauteilen besitzen die Réhrenknochen, die eine optimae Leichtbaukonstruktion darstellen,
keine grolen Sicherheitsreserven. Die Beanspruchung des Knochengewebes, das mechani-
sche und dynamische Verhalten sowie langfristige biophysikalische und biochemische Reakti-
onen (funktionale Adaptivitét) sind besonders aus der Sicht der Orthopéadie und Prothetik von
Interesse. Ebenso ist eine biomechanische Beschreibung des Knochens zur Beurteilung von
krankheitsbedingten Strukturveranderung, wie z.B. die Osteoporose, erforderlich.

Die biomechanischen Eigenschaften des Knochens werden in dieser Arbeit anhand des Ober-
schenkelknochens (Femur) erlautert. Der Knochen stellt eine aulerst komplizierte Struktur
dar, die nicht nur auf makroskopischer Ebene durch inhomogene und anisotrope Eigerschaf-
ten, sordern auch im mikroskopischen Bereich durch die Porositét und verschiedene Stoffe
(Flussigkeiten und Knochermark) mit stark differierenden Eigenschaften beschrieben werden
kann. Eine Bericksichtigung der KnochenflUssigkeiten ist in zweierlei Hinsicht notwerdig.
Zum einen Ubernimmt die viskose Knochenfliissigkeit bei grofien Dehnungsgeschwindig-
keiten eine unterstiitzende Wirkung auf den Knochen. Vor alem in den Gelenkbereichen, die
eine hohe Porositédt besitzen, tragt eine Kompression des sehr viskosen Knochermarks infolge
stoRartiger Belastungen zu einer Entlastung des Knochengewebes und zu einer Dampfung
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schédlicher Spannungsspitzen bei. Dieser sogenannte hydraulische Effekt ist in der Literatur
vielfach aber auch widersprichlich dokumentiert worden. Zum anderen kommt der Fllssig-
keit auch bei den Umbauprozessen und der Knochenneubildung eine bedeutende Rolle zu. Es
ist zwar bekannt, dal3 zur Aufrechterhaltung der Knocherumbauprozesse eine Druckbel astung
notwendig ist und der Einflul3 einer dynamischen Belastung von Bedeutung ist, jedoch ist
noch nicht hinreichend genau geklart, welche mechanosensorischen Aspekte fur die Prozesse
verantwortlich sind. Es ist davon auszugehen, dal3 der Druckgradient der FlUssigkeit in dem
mikroskopisch porésen Knochengewebe die UmbaLprozesse steuert.

Die komplexe Struktur des Knochens macht es nahezu unmdglich ein physikalisches Modell
zu entwickeln, das allen Effekten Rechnung trégt. Somit sind nur Teilaspekte zu betrachten
und Vereinfachungen z.B. durch einen Homogenisierung oder isotrope Materia gesetze einzu-
fuhren. Schon aus Griinden fehlender oder unzureichender Informationen Uber die Materid-
eigenschaften ist es sinnvall, die konstitutiven Beziehungen auf einfache Félle mit wenigen
Parametern zu reduzieren.

Um das Verhalten der porésen Knochenstruktur mit einer Flussigkeit bel dynamischen
Belastungen analysieren und verstehen zu konnen, ist die Entwicklung Uberschaubarer
Modelle erforderlich. Diese sind - auch im Hinblick auf eine thermodynamisch vertrégliche
Formulierung von Materialgesetzen - aus einer allgemeinen Theorie auf der Grundlage der
M ehrkomponenterkontinua zu entwickeln.

1.2 Ziel der Arbeit

Ziel der Arbeit ist somit die Entwicklung einer auf den Grundsédtzen der Mechanik und
Thermodynamik basierenden Theorie flr das pordse Medium Knochen, die es erlaubt wider-
spruchsfreie konstitutive Beziehungen fur die Stoffkomponenten aufzustellen. Das aus der
Theorie der Mehrkomponentenkontinua hergeleitete allgemeine rdumliche Gleichungssystem
ist sehr komplex und stellt einen zu hohen Aufwand an die Lésung dar, so dal3 eine Reduktion
auf ein eindimersionales System in Stabkoordinaten notwendig ist. Fir einen Sonderfall des
Stabmodells aus einem Feststoff und einer FlUssigkeit wird eine anaytische Losung herge-
leitet und die Anwendung am Beispiel eines stol3artig belasteten Femurs aufgezeigt.

Dazu wird zunéchst im Kapitel 2 die Anatomie und Osteologie menschlicher Rohrenknochen
am Beispiel des Femurs beschrieben, wobel besonders auf den mikroskopischen Aufbau der
porésen Knochenstruktur unter dem Gesichtspunkt eines Mehrkomponentenkontinuums ein-
gegangen wird. Eine umfangreiche Literaturrecherche soll helfen, einen moglichst umfassen-
den Uberblick Uber die Materialeigenschaften des menschlichen Knochens, deren experimen-
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telle Bestimmung sowie Uber den aktuellen Forschungsstand zu erhalten. Da der Knochen
schon lange Gegenstand biomechanischer Untersuchungen ist, sind unterschiedliche For-
schungszweige entstanden, die sich zum einen mit der Beschreibung von Materialgesetzen fir
elastisches oder viskoelastisches Verhalten, der Anwendung experimenteller Verfahren (z.B.
Ultraschall- und Nanomef3technik), der Bruchmechanik und zum anderen auch mit den Kno-
chenumbauprozessen befassen. In letzter Zeit ist verstérkt der Einflul? der Knocherflissig-
keiten auf diese Prozesse aber auch auf strukturmechanische Effekt untersucht worden. Hier
soll vornehmlich auf die elastomechanische Beschreibung des Knochens und der Flissigkeit
eingegangen werden.

Die Theorie zur Beschreibung des pordsen Mediums wird im Kapitel 3 auf der Grundlage der
Mischungstheorie und einer thermodynamisch fundierten konstitutiven Betrachtung im Ten-
sorkalkdl formuliert. Zunéchst wird die Kinematik an einem allgemeinen Mehrkomponerten-
kontinum mit Hilfe einer LAGRANGESchen Betrachtungsweise fur den Feststoff und der
Beschreibung der Flissigkeit Uber die Relativkinematik hergeleitet. Daraufhin werden die
Erhaltungssétze fur die Masse, den Impuls, den Dral und die Energie mit Hilfe des
EULERschen Schnittprinzips fir ein Volumenelement formuliert. Die Basis der konstitutiven
Theorie stellt die Entropieungleichung dar, die fir das Mehrkomponenterkontinuum unter
Berlcksichtigung spezieller Forderungen fir ein Medium mit unmischbaren Komponerten,
hergeleitet wird. Hierzu wird das Konzept der Volumeranteile eingefihrt, mit dem ene
Zwangsbedingung aufgrund der Unmischbarkeit der Stoffkomponenten verbunden ist.

Die Entwicklung von konstitutiven Beziehungen anhand der sich aus der Entropieungleichung
ergebenden Restriktionen wird anschlief3end an einem speziellen Zweikomponenterkonti-
nuum aus einem Feststoff und einer Flussigkeit in der Néhe des sogenannten thermodyna-
mischen Gleichgewichts fortgesetzt. Es werden Stoffgleichungen fir die Spannungen des
Feststoffes und der Flussigkeit, fur die Interaktionskréfte der beiden Komponenten, die
Warmel eitungsgleichung flr das gesamte Kontinuum und eine Bestimmungsgleichung fur die
Volumenanteile aufgestellt.

Das geschlossene raumliche Problem wird im Kapitel 4 mit Hilfe von Hypothesen auf ein
eindimensionales Differentialgleichungssystem in Stabkoordinaten transformiert. Wéahrend
dazu fur den Feststoff die Hypothesen aus der klassischen Stabtheorie nach BERNOULLI, DE
ST. VENANT und WAGNER ihre Anwendung finden, werden die Gleichungen fur die Fllssig-
keit mit Hilfe geeigneter Ansatzfunktionen fur die Relativverschiebungen mit der Methode
nach GALERKIN hergeleitet.

Fir den Sonderfall einer ausschliefdlich longitudinalen Bewegung der beiden Stoffkompo-
nenten wird in Kapitel 5 ein Losungsverfahren fir das Anfangswert-Randwertproblem vorge-
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stellt. Bei Vernachlassigung der Tragheitskréfte kann zusétzlich eine spezielle analytische
L 6sung des Problems formuliert werden.

Im Kapitel 6 folgt daraufhin die Anwendung des Ldsungsverfahrens auf ein Stabmodell des
Femurs, welches longitudinal mit einer Druckbelastung beaufschlagt wird. Parameterstudien
far eine Sprung- und eine Impulsbelastung sollen den Einflul® der Porositdt und des Diffu-
sonskoeffizienten auf den Feststoff und die FlUssigkeit aufzeigen. Die Abhangigkeit der
Bewegungsantwort von der Belastungsgeschwindigkeit bzw. —frequenz wird anhand unter-
schiedlicher Impulsdauern sowie anhand einer Frequenzbereichsdarstellung fir eine harmoni-
sche Anregung gezeigt.

Die Arbeit schlief?t mit einer Zusammenfassung und einem Ausblick ab.



2 Biomechanische Beschreibung des menschlichen
Femurs

2.1 Anatomie und Osteologie des Femurs

Das Femur, der grofite Rohrenknochen des menschlichen Korpers, 148t sich anatomisch in
drei Bereiche einteilen (siehe Bild 2.1). Der Schaftbereich, die sogenannte Diaphyse, stellt
den mittleren Teil des Rohrenknochens dar, der durch das proximale und distale Gelenkende
(Epiphysen) begrenzt wird. Die Ubergangsbereiche zwischen der Diaphyse und den Epiphy-
sen werden als Metaphyse bezeichnet. Zur Beschreibung der auf den menschlichen Korper
bezogenen Richtungen und Bezugsebenen dienen die in der Medizin iiblichen Bezeichnungen,
die im Anhang A.1 erldutert werden.

Die Diaphyse des Femurs stellt einen in der Sagittalebene leicht gekriimmten Hohlstab mit
einer variierenden Querschnittsform und —groBe dar, dessen Flachenwerte im mittleren
Bereich annéhernd konstant sind und zu den Gelenkenden hin zunehmen. Zusitzlich ver-
andert sich die Richtung der Haupttrigheitsachsen des Knochenquerschnittes entlang der
Knochenachse. Eine leistenformige Verdickung, die Linea aspera, verlduft auf der dorsalen
Seite des Schaftbereiches (Corpus ossis femoris) zwischen den Gelenkenden und stellt eine
zusitzliche Versteifung dar.

An dem proximalen Ende des Femurschaftes schlieft der Schenkelhals unter einem Winkel
von ca. 125° (£5°) zur Diaphysenachse an [RAUBER 1987], der am Ende in den kugel-
formigen Gelenkkopf (Caput ossis femoris) des Hiiftgelenkes iibergeht. Der Schenkelhals
(Collum ossis femoris), dessen Querschnitt sich zum Femurschaft hin aufweitet, ist mit
mehreren Verknocherungen und Erhebungen versehen, die als Ansidtze fiir die Sehnen und
Muskeln dienen. Dabei kommt den lateral und medial am Schenkelhals ansetzenden Hockern
(Trochanter major und Trochanter minor) eine besondere Bedeutung zu, da sie als Knochen-
hebel bei der Einleitung der Muskelkrifte dienen.

Das distale Ende des Femurs wird von den Kondylen (Condylus medialis / lateralis) gebildet,
die beiden Rollhiigel des Kniegelenkes. Die medial und lateral oberhalb der Kondylen anset-
zenden Erhebungen (Epikondylen) stellen wiederum Sehnenansitze dar.
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Die anatomische Achse des Femurs verlduft nicht vertikal, sondern nimmt mit der Traglinie,
die Verbindungslinie zwischen den Mittelpunkten des Gelenkkopfes und der Kniegelenk-
achse, einen Winkel von 5 bis 7° ein.

o Trochanter Caput ossis femoris
A major pe
Epiphyse
vy
A
Collum ossis femoris
Trochanter
minor
Diaphyse Corpus ossis femoris Linea aspera
Epicondylus . Condylus
lateralis ‘ Epicondylus lateralis
v medialis
A
Epiphyse
Y Condylus
medialis

Bild 2.1: Rechtes Femur: a) von frontal, b) von medial

Der menschliche Knochen besteht im makroskopischen Sinn aus zwei Bauarten von
Knochengewebe, dessen Struktur spiter noch genauer beschrieben wird (Osteologie). Der
kompakte, feste kortikale Knochen (Kortikalis oder Kompakta) tritt vorzugsweise an der
Oberfldche auf, wihrend der schwammartig aufgelockerte spongiose Knochen (Spongiosa)
das Innere formt und die Kortikalis gegeniiber eingeleiteter Krifte abstiitzt. Wahrend das
Innere der meisten Knochen vollstindig mit Spongiosa ausgefiillt ist, befindet sich diese
Gewebeart bei den Rohrenknochen, wie dem Femur, nur im Bereich der Epiphysen. Der von
Knochengewebe freie Markraum ist hingegen mit Fettmark ausgefiillt. Die in der Diaphyse
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sehr dicke kortikale Knochenschicht nimmt zu den Epiphysen hin ab und geht in den Gelenk-
bereichen flieBend in die Spongiosa iiber, die dort das ganze Volumen einnimmt (Bild 2.2).

Abgesehen von den Gelenkfldchen ist der Knochen auf seiner Auenseite von einer diinnen
gefdB3- und nervenfithrenden Knochenhaut, dem Periost, tiberzogen, die fiir die Erndhrung und
Knochenbildung zustindig ist. Im Inneren wird diese Aufgabe von einer Zellschicht, dem
Endost, iibernommen, welches die Kortikalis zum Markraum hin abgrenzt und die Spongiosa-
trabekel umhiillt.

T E s
hot ',':".'f,;h"-'idi ety
A R R
SR ik, OO e
dg:i} :"1.1.:\ 2 %
- ‘\I

Bild 2.2: Liangsschnitt durch das proximale Femur

Der spongiose und der kortikale Knochen werden aufgrund ihres schichtartigen Aufbaus
beide als Lamellenknochen bezeichnet, besitzen aber sehr unterschiedliche Bauformen, die
nachfolgend anhand ihres mikroskopischen Aufbaus genauer erldutert werden.

Die Lamellenschichten (3 —7 um dick), aus denen sich beide Knochenarten zusammensetzen,
bestehen aus anorganischen Bestandteilen (Grundsubstanz, Mineralkristalle) und organischen
Bestandteilen (Kollagenfasern), wobei erstere fiir die Festigkeit und letztere fiir die Elastizitit
verantwortlich sind [RAUBER 1987]. In den Lamellen sind die Kollagenfasern — &hnlich eines
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Verbundwerkstoffes — mit paralleler Orientierung in die Grundsubstanz eingelagert (siche
auch Bild 2.3). Die Ausrichtung der Kollagenfasern kann iiber mehrere Lamellen alternierend
verlaufen, so daf} die Fasern in zwei benachbarten Schichten anndhernd senkrecht zueinander
liegen.

Der spongidse Knochen ist eine inhomogene und anisotrope Struktur, die in Form von
kleinen Staben und Platten (Dicke der Trabekel ca. 0.2 mm) ein Tragwerk bildet und somit
eine beziiglich der Masse und der Belastbarkeit optimierte Struktur darstellt. Die einzelnen
Trabekel bestehen aus Lamellenfragmenten, die in der Regel parallel geschichteten sind. Die
Spongiosa besitzt die Eigenschaft, sich an duBlere Belastungen anzupassen, wodurch eine
optimierte Anordnung der Trabekel entsteht, die den Zug- und Drucktrajektorien fiir einen
gemittelten Belastungszustand entspricht (siehe Bild 2.2). Bei einer Verdnderung der Bela-
stung iliber einen ldngeren Zeitraum (z.B. infolge einer Verletzung oder einer Prothese) ist
durch Anlagerung und Umbauprozesse von Knochenmaterial eine Verstirkung sowie Neu-
orientierung der Trabekel moglich.

Der Zwischenraum des Trabekelwerks ist mit dem fiir die Versorgung des Knochens erfor-
derlichen roten und gelben Knochenmark ausgefiillt. Die Volumenporositit der Spongiosa,
die ortlich variiert und bis zu 80 % [MARTIN 1984] betrigt, iibt einen groBen EinfluB} auf die
Festigkeit und Elastizitdt der Knochenstruktur aus.

Wihrend die Struktur der Spongiosa aus Lamellenfragmenten besteht, lassen sich bei korti-
kalem Knochen drei verschiedene Formen des Lamellenbaus unterscheiden: Osteone, Schalt-
lamellen und Generallamellen. Den grofiten Teil der Kortikalis nehmen die sogenannten
Osteone (oder HAVERS-Systeme) ein, eine konzentrische Anordnung von bis zu 20 Lamellen-
schalen, die einen Hohlzylinder mit einem AuBendurchmesser von 250 bis 350 pum bilden
[RAUBER 1987] (Bild 2.3). Die von den Osteonen gebildeten sogenannten HAVERSschen
Kanidle (Durchmesser ca. 50 pum ) sind mit Knochenfliissigkeit gefiillt und enthalten ein oder
zwei Kapillare sowie Nervenfasern. Durch eine Aufspaltung dieser Kanéle entstehen Querver-
bindungen, die als VOLKMANNsche Kandle bezeichnet werden. Die Orientierung der Osteone
richtet sich nach der Lage der HAVERSschen Gefdl3e, die vorzugsweise parallel zur Knochen-
achse, haufig aber auch wendelformig verlaufen. In [PETRTYL 1996] wird die Ausrichtung der
Osteone mit den Hautspannungsrichtungen begriindet, wobei Druck- bzw. Biegespannungen
zu einer longitudinalen und eine zusédtzliche Torsionsbeanspruchung zu einer wendelformigen
Orientierung fiihren. Wéhrend eine Abgrenzung der Osteone im Knochenquerschnitt moglich
ist, lassen sie sich aufgrund ihrer U-férmigen Aufzweigungen nur schwer in der Lénge als
Baueinheit abgrenzen. Somit sind in der Literatur unterschiedliche Lingenangaben von 0.5
bis 20 mm [COWIN 1990, PIDAPARTI 1992] zu finden. Die Anzahl und Verteilung der Osteone
variiert stark (Femur Mitte: 5000, Tibia: 500 pro Querschnitt), wobei groBBere Osteone mei-
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stens marknah und kleinere peripher anzutreffen sind. Hierdurch wird auch die Porositéat
beeinfluld, die trotz der kompakten Bauform des Knochens Werte bis zu 15 % [SCHAFFLER
1988] erreicht.

fiulere Generallamellen

Haverssche Gefiilie

Lamellen eines Osteons

: Periost
s

Volkmannscher

iy T [
= Kanal
| T

Spongiosa Kortikalis

Bild 2.3: Konstruktiver Aufbau des Knochens

Abhangig von dem Steigungswinkel der Kollagenfasern in den Lamellen lassen sich flach-
und steilgewickelte Osteone mit im Extremfall transversaler oder longitudinaler Faserausrich-
tung unterscheiden. Neben der Steigung der Fasern hat aber auch die Menge der Fasern in den
Lamellen einen Einfluf3 auf die Festigkeitselgenschaften.

Die Zwischenrdume der Osteone sind mit sogenannten Schaltlamellen ausgefiillt. Diese ent-
stehen nach einem inneren Umbau des Knochens aus Ubriggebliebenen Bruchstticken alter,
teilweise abgebauter Osteone. Nach auf3en wird die Kortikalis durch mehrere parallele Lamel-
| enschichten abgegrenzt, die al's aul3ere Generallamellen bezeichnet werden.

In Bild 2.4 ist der mikroskopische Aufbau eines Osteons dargestellt [PLATZER 1991]. In der
lamellenartigen Schichtung sind einzelne Hohlraume (Lakunen) zu erkennen, die Uber ein
feines Netz von Kand chen (Canaliculi) miteinander und dem HAVERSschen Kanal verbunden
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sind. Das fliissigkeitsgefiillte GefaBBsystem dient dem Stoffaustausch zwischen den HAVERS-
schen Gefdflen und den umliegenden Lamellen. Die Lakunen beherbergen die fiir den
Stoffwechsel verantwortlichen und den Umbauproze3 beeinflussenden Knochenzellen, die
Osteozyten.

Bild 2.4: Querschnitt eines Osteons (1: Lamellen, 2: Lakunen mit Zytoplasmafortsidtzen)

Kortikaler und spongidser Knochen sind standig Umbauprozessen unterworfen, die als Reak-
tion auf Belastungsédnderungen oder &duere Einfliisse zu Festigkeits-, Dichte- oder Porositits-
dnderungen fithren. Dabei spielen drei Arten von Knochenzellen eine wichtige Rolle. Die
Osteoblasten sind fiir die Knochenbildung zustindig und befinden sich iiberall dort, wo
Wachstums- oder Heilungsprozesse stattfinden. Hingegen sind die Osteoklasten fiir den Ab-
bau von Knochensubstanz verantwortlich. Die Versorgung der Knochenzellen wird von den
Osteozyten, die sich aus den Osteoblasten bilden und in den Lakunen der Lamellen einge-
lagert sind, libernommen. Die Néhrstoffversorgung ist durch den Fliissigkeitstransport {iber
das umfangreiche Netz von Kanilchen in den Osteonen gewéhrleistet. Auf diesem Weg findet
ebenfalls die Kommunikation zwischen den Osteozyten und den Osteoblasten statt, wodurch
der Umbauprozef3 des Knochens kontrolliert wird. Dieser wird durch eine duflere Belastung
des Knochens und der somit hervorgerufenen Fliissigkeitsbewegung beeinfluf3t. Nach [COWIN
1999] ist davon auszugehen, das der belastungssensitive ProzeB3 durch den Gradienten des
Porenfliissigkeitsdrucks gesteuert wird.
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Die An- und Abbauvorgédnge hiangen vornehmlich von der Belastung des Knochens, aber auch
vom Alter, Gesundheit und &uflerlichen Einfliissen ab, wobei das System Knochen mit einem
Minimum an materiellem Aufwand eine optimale Anpassung an den Belastungszustand
erzielt. Die Umbauvorgénge des Knochens, die unter dem Begriff ,,funktionale Adaptivitéit™ in
[PAUWELS 1965, COWIN 1976/81/86/90, WENG 1997, JACOBS 1997] beschrieben werden,
spielen sich in groen Zeitrdumen von Monaten und Jahren ab, die hier jedoch nicht betrach-
tet werden sollen.

Die physikalischen Eigenschaften des Knochengewebes werden nachfolgend am Femur, teil-
weise auch an der Tibia (Schienbeinknochen) erldutert.

2.2 Physikalische Eigenschaften von Knochengewebe

Der Knochen besitzt aufgrund seiner im vorangegangenen Kapitel beschriebenen Struktur ein
duBerst komplexes Materialverhalten, was sich in der Abhéngigkeit der Materialkennwerte,
wie z.B. der Bruchfestigkeit oder des Elastizitdtstensors, von sehr vielen Faktoren widerspie-
gelt. Somit ist von einem zum Teil erheblichen EinfluB der Knochenart, der Mikrostruktur,
der Dichte, dem Mineralisierungsgrad, der Porositdt, des Fliissigkeitsgehalts, aber auch vom
Alter und dem gesundheitlichen Zustand des Gewebes auszugehen.

Da Knochengewebe schon lidngere Zeit Gegenstand biomechanischer Untersuchungen ist,
steht eine Vielzahl an Materialdaten zur Verfligung, die jedoch eine groBe Streubreite aufwei-
sen. Dieses liegt zum einen an den individuellen Eigenschaften des Gewebes, zum anderen an
der Vorgabe vereinfachter Modellbeschreibungen, wie z.B. linear-elastisches, homogenes und
isotropes Materialverhalten. Erschwerend kommt hinzu, da3 die Versuche an unterschied-
lichen Probenkorpern und unter haufig nicht klar definierten Versuchsbedingungen durchge-
fithrt wurden.

In den letzten zwei Jahrzehnten sind aufwendigere Materialmodelle, die anisotrope, inho-
mogene aber auch viskoelastische Eigenschaften beschreiben, verstiarkt betrachtet und meB-
technisch realisiert worden. Somit stehen insbesondere Daten zur Verfiigung, die orthotropes
oder transversal isotropes Verhalten wiedergeben. Aufgrund der Inhomogenitit und Aniso-
tropie hidngen die Versuchsergebnisse in besonderem Maf3e von der Probengréfle und —form
ab [CHOI 1990, LINDE 1992], was den Vergleich der auf der Basis unterschiedlicher Proben-
korper erzielten Versuchsergebnisse erschwert.

Der Knochen stellt im technischen Sinn nicht nur einen Verbundwerkstoff dar, sondern besitzt
auch die fiir ein Mehrkomponentenkontinuum typischen Eigenschaften, womit neben dem
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Knochengewebe auch die Porenfliissigkeit und das Knochenmark von Bedeutung sind. Bei
grolen Dehnungsgeschwindigkeiten kommen Kopplungseffekte dieser Komponenten, wie
z.B. eine ,,hydraulische Steifigkeitserhohung®, zum Tragen, deren Auswirkungen jedoch noch
nicht zufriedenstellend beschrieben wurden.

Bei der Untersuchung von Knochengewebe sind Messungen in vivo und in vitro zu unter-
scheiden. Da in-vivo-Messungen am lebenden Organismus stattfinden, wurden aufgrund der
schwierigen meftechnischen Umsetzung und ethischer Bedenken nur wenig Daten verdffent-
licht, die vorwiegend auf Tierversuchen basieren. Die in-vitro-Messungen werden hingegen
am extrahierten Knochen durchgefiihrt, also am toten Gewebe. Da sich der Knochen in
diesem Zustand verdndert hat, sind bei der Beurteilung von Messungen der postmortale
Zeitpunkt sowie die Konservierungsart der Proben von Bedeutung, wozu in vielen Berichten
nur unzureichend Angaben gemacht werden. In [YAMADA 1970] sind diese Einfliisse unter-
sucht worden, wobei z.B. festgestellt wurde, dal} ein préiparierter, trockener Knochen einen ca.
10 - 15 % hoheren Elastizitdtsmodul als ein frischer Knochen besitzt.

Die Festigkeitskennwerte basieren in der Regel auf einachsigen Versuchen (Zug- oder Druck-
versuch), wihrend zu mehrachsigen Belastungsfillen kaum Informationen vorhanden sind.
Die in [KEAVENY 1993] zitierte Untersuchung propagiert z.B. fiir einen Schub-Zug-Versuch
eine geringere Schubfestigkeit als fiir einen reinen Schubversuch.

Neben den Standardversuchen bietet das Ultraschallverfahren eine weitere Moglichkeit zur
Ermittlung der Materialdaten, mit dem iiber die Messung der Wellenausbreitungsgeschwin-
digkeit auf die Elastizititskennwerte geschlossen werden kann. Bei vielen Untersuchungen
wurde jedoch ein homogenes Einphasenmaterial zugrunde gelegt, obwohl der Knochen aus
verschiedenen festen und fliissigen Stoffen mit unterschiedlichen Wellenausbreitungsge-
schwindigkeiten besteht [WILMANSKI 1996]. Neben den klassischen Kompressions- und
Scherwellen tritt bei Mehrphasenkorpern eine zusitzliche Longitudinalwelle auf, deren Eigen-
schaften fiir biomechanische Untersuchungen noch nicht genutzt wurden.

In zunehmenden Mafle werden Materialeigenschaften an Knochenproben von mikroskopi-
scher GroBenordnung gemessen. In [TURNER 1999] sind z.B. die elastischen Eigenschaften
von kortikalen und spongidsen Knochen mit einem mikroskopischen Ultraschallverfahren
(MeBbereich: 30-60 pum) und einem sogenannten ,,Nano-Druckversuch® (MeBbereich: 1-5
um) bestimmt worden.

Im folgenden werden die Materialeigenschaften fiir den kortikalen und den spongidsen Kno-
chen sowie fiir die Fliissigkeiten quantitativ erldutert.
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2.2.1 Materialeigenschaften des kortikalen Knochens

Der kortikale Knochen, der mit seiner faserverstarkten Struktur auch einen Verbundwerkstoff
darstellt, besitzt Materialeigenschaften mit einer ausgepriagten Anisotropie. Diese werden héu-
fig auf einfache Materialgesetze reduziert, wie orthotropes, transversal isotropes oder isotro-
pes Materialverhalten. Es hat sich herausgestellt, da3 das transversal isotrope Materialgesetz
mit 5 Stoffkonstanten eine effektive und ausreichend genaue Beschreibung der Diaphyse
langer Rohrenknochen darstellt. Dabei besitzt der Knochen aufgrund der Anordnung der
Osteone die hochste Steifigkeit in longitudinaler Richtung, wihrend die nahezu gleichen Ela-
stizitditsmoduln in radialer und tangentialer Richtung zu der Annahme einer Isotropie in der
Querschnittsebene fiihren.

In vielen Untersuchungen wurde das Knochengewebe zundchst als isotropes Material be-
trachtet [DEMPSTER 1952, EVANS 1973, SEDLIN 1966, YAMADA 1970] und Materialkonstanten
bestimmt, die teilweise erheblich voneinander abweichen. Fiir den Elastizitdtsmodul sind z.B.
Werte mit einer Streubreite von ca. E=6 bis 26 GPa zu finden, deren Ursachen vor allem in
den unterschiedlichen Probenkérpern und Ausgangsbedingungen der Versuche liegen. Die
aufgefiihrten Materialgrofen stellen homogenisierte Ersatzkennwerte fiir die inhomogene
porose Struktur dar, womit die ProbengroBe einen entscheidenden Einflull besitzt, was von
[CHOI 1990] untersucht wurde. Dabei ergaben sich fiir Probenkorper mit Abmessungen von
der Groflenordnung eines Osteons bis zu einem Millimeter Elastizititsmoduln von E=5.5 bis
14.9 GPa.

Fiir einen im Sinne der Kontinuumsmechanik ausreichend grolen Probenkorper und Be-
trachtung der Materialeigenschaften in longitudinaler Richtung des Rohrenknochens sind ge-
sicherte Werte von E=14.2 GPa [EVANS 1951] bis E=17.9 GPa [REILLY 1974] anzugeben. In
[CHOI 1990] wird ein aus mehreren veroffentlichten Daten gemittelter Elastizitdtsmodul von
E=16 GPa vorgeschlagen.

Eine ausfiihrliche Untersuchung der anisotropen Materialeigenschaften wurde mit den Arbei-
ten von [ASHMAN 1984, REILLEY 1975, KATZ 1987, EVANS 1973] durchgefiihrt, die fiir den
kortikalen Knochen die orthotropen Elastizitatskennwerte ermittelten. In Tabelle 2.1 sind die
mit der Ultraschallmethode gemessenen Elastizitits-, Schubmoduln und Querkontraktions-
zahlen aus [ASHMAN 1984] angegeben, die mit dem Wertebereich anderer Autoren gut iiber-
einstimmen. Die Richtungen sind hier iiber die folgenden Indizes definiert: 1 = longitudinal,
2 =radial, 3 =tangential. Fiir die Elastizititskonstanten gilt die qualitative Beziehung
E, > E;> E, wobei der grofite Elastizitdtsmodul E; aus der Orientierung der Osteone in Kno-
chenldngsrichtung folgt. Der Unterschied zwischen den Werten in radialer und tangentialer
Richtung wird mit der vorwiegend radialen Orientierung der VOLKMANNschen Kanile be-
griindet.
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E, E, E, G, G Gy, Via Vis Vo3
[GPa] [GPa] [GPa] [GPa] [GPa] [GPa]
20.0 12.0 13.4 5.61 6.23 453 | 0222 | 0.235 | 0.376

Tabelle 2.1: Orthotrope Materialdaten fiir kortikales Knochengewebe des Femurs [ASHMAN
1984]

Da die Werte in tangentialer und radialer Richtung annéhernd gleich grof3 sind, kann der Kno-
chen auch durch ein transversal isotropes Materialgesetz beschrieben werden (Tabelle 2.2).
Die von [REILLY 1975] gemessen Daten beruhen auf Untersuchungen am feuchten Knochen
(Alter 19 bis 80 Jahre) bei Dehnungsgeschwindigkeiten von 0.02 bis 0.05 s™.

E, E, =E,; G, =G| v, =V, Vo
[GPa] [GPa] [GPa]
17.0 11.5 3.28 0.46 0.58

Tabelle 2.2: Transversal isotrope Materialdaten fiir kortikales Knochengewebe des Femurs
[REILLY 1975]

Von einigen Autoren [KUMMER 1972, NATALI 1989] ist die Abhédngigkeit der Elastizitits- und
Festigkeitseigenschaften von der Entnahmestelle der Probe beziiglich der Knochenldnge und
der Querschnittsebene untersucht worden. Somit kénnen im proximalen Drittel des Femurs,
wo die Biegespannungen besonders grof3 sind, hohere Festigkeitswerte des Gewebes festge-
stellt werden. In Bild 2.5 sind z.B. die Inhomogenititen anhand der Verteilung des Elastizi-
tatsmoduls {iber dem Umfang eines Querschnitts der Tibia fiir verschiedene Altersgruppen
dargestellt. Aufgrund des physiologischen Belastungszustandes (Biegebeanspruchung in der
Sagittalebene) ist die Steifigkeit des Knochens in dem ventralen Bereich 1 mit der sich verrin-
gernden Querschnittsbreite erhoht. Der Elastizititsmodul unterliegt innerhalb einer Quer-
schnittsebene groflen Schwankungen von bis zu 40 %.
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Bild 2.5: Verteilung des Elastizititsmoduls (longitudinal) {iber dem Querschnitt der Tibia fiir
unterschiedliche Altersgruppen: 25-34 Jahre (1), 35-59 (2), 60-95 (3), [NATALI
1989]

Die ortsabhéngigen Materialeigenschaften konnen mit der Dichte- und Porosititsverteilung
des kortikalen Knochens in Verbindung gebracht werden. Fiir den Elastizitdtsmodul werden
von [SCHAFFLER 1988] Regressionsgleichungen in Abhédngigkeit von den Parametern Volu-
menporositit @ bzw. Strukturdichte p (scheinbare Dichte, Verhéltnis von Knochenmasse zum
Gesamtvolumen der Struktur) angegeben:

E =3.66 ¢ GPa
(2.1)
E =0.09 p’* GPa

Einen Vergleich unterschiedlicher Funktionen fiir den Elastizitdtsmodul zeigt Bild 2.6. Hierin
beschreibt (b) eine hypothetische Funktion, die den Untersuchungsergebnissen (a) eines
Rinderfemurs [SCHAFFLER 1988], (c) eines Schidelknochens [MCELHANEY 1970] und (d)
eines kortikalen Knochens verschiedener Sdugetiere [CURREY 1988] gegeniibergestellt ist.
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Bild 2.6: Elastizititsmodul als Funktion der Porositdt [MARTIN 1991]

Sind Informationen iiber die Geometrie der Mikrostruktur und Materialeigenschaften der Bau-
steine des Knochengewebes (Grundsubstanz, Kollagenfibrillen etc.) bekannt, so konnen mit
Hilfe von Homogenisierungsmethoden die anisotropen Eigenschaften des Knochens simuliert
werden. In [CROLET 1993 und AOUBIZA 1996] werden die orthotropen Materialdaten auf der
Basis eines Modells berechnet, das die Mikrostruktur der Osteone sowie die HAVERSschen
Kandle abbildet.

Die Bruchfestigkeit weist eine dhnlich hohe Streubreite auf wie die Elastizititskonstanten
und nimmt nach [REILLY 1974] fiir ein isotropes Material einen Wertebereich von o7 =107
bis 146 MPa fiir Zugproben und von o, =156 bis 215 MPa fiir Druckproben an. Unter
Vorgabe einer transversalen Isotropie werden in Tabelle 2.3 Werte fiir die Bruchfestigkeit in
longitudinaler und radialer Richtung aus unterschiedlichen Quellen angegeben.

longitudinal radial
zZ D Z D
o’y [MPa] o, [MPa] o’y [MPa] o, [MPa]
REILLY 1975 135 205 53 131
CowiN 1981 132 187 58 132

Tabelle 2.3: Bruchfestigkeit des Femurs in longitudinaler und radialer Richtung
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Die viskoelastischen Eigenschaften des Knochengewebes driicken sich durch eine Zunahme
der Steifigkeit und der Bruchfestigkeit mit steigender Dehnungsgeschwindigkeit aus, was
anhand der Spannungs-Dehnungs-Beziehung in Bild 2.7 ersichtlich ist. Dabei variiert der
Elastizititsmodul von 15.4 GPa bei 0.001 s bis 40 GPa bei 1500 s'. Wihrend die Dehnungs-
geschwindigkeiten bei einer physiologischen Belastung in einem Bereich von ca. 0.001 s’
(langsames Gehen) bis 0.01 s~ (Laufen) liegen, beschreiben Werte iiber 1 s™ einen starken
Aufprall oder Sturz. Die Bruchfestigkeit, die ebenfalls mit der Zunahme der Dehnungsge-
schwindigkeit ansteigt, wird von [CARTER 1983] mit der Gleichung

ok =147 & MPa (2.2)

fiir eine Zugbeanspruchung beschrieben.

o

(MPa)
* 1500 s-1

O 1 A

=0 N 300 s-1
) 1s-1
200 _ sl i s o 50.10 51
. s . . °0.01 s1
o 4 o 0-001 S'l

100 _| .

0 1 I I T

0 0.004  0.008 0.012 0016 &

Bild 2.7: Spannungs-Dehnungs-Beziehung (Druckbelastung) des Femurs bei unterschiedli-
chen Dehnungsgeschwindigkeiten [NATALI 1989]

2.2.2 Materialeigenschaften des spongiésen Knochens

Die Eigenschaften des spongitsen Knochens weisen aufgrund der schwammartigen Struktur
eine grofle Abhéngigkeit von der Porositdt aber auch von dem mikroskopischen Autbau, d.h.
der Form und Orientierung der Trabekel, auf. Wihrend der kortikale Knochen iiberwiegend
durch die Knochenmatrix beschrieben wird, wird das Volumen der Spongiosa hauptsichlich
durch die Porenstruktur gepridgt. Eine quantitative Beschreibung der pordsen Struktur kann
durch eine stereologische Betrachtung erfolgen, mit der z.B. die Flichenverhéltnisse von Po-
ren zur Knochenmatrix in einer beliebigen Querschnittsfliche bestimmt werden. In [MARTIN
1984] wird gezeigt, daB3 das Verhéltnis der durch einen Schnitt vorgegebenen Porenfldche zur
gesamten Schnittfliche der Volumenporositit entspricht, ungeachtet einer Anisotropie.
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Mit einem anderen stereologischen Mal3, dem sogenannten Gewebetensor kann eine Bezie-
hung zwischen den anisotropen Materialeigenschaften der Spongiosa und der Mikrostruktur
hergestellt werden [ WHITEHOUSE 1974, COWIN 1990/91]. Hierzu wird iiber bildverarbeitende
Verfahren aus einem Knochenquerschnitt ein Lingenmall L(®) mit Hilfe von parallel orien-
tierten Referenzlinien ermittelt, welches die mittlere Uberdeckungslinge der Linien mit der
vom Knochengewebe gefiillten Fliche beschreibt (Bild 2.8a). Wird der Steigungswinkel ®
der Referenzlinien verdndert, so beschreibt die Parameterdarstellung der GrofB3e l/L2(®) eine
Ellipse (Bild 2.8b). In [HARRIGAN 1984] wird gezeigt, daB3 die Vermessung der raumlichen
Struktur zu einem Ellipsoid fiihrt, dessen Hauptachsen die Hauptrichtungen der Trabekel-
orientierung und dessen Eigenwerte die Stirke der Struktur in den zugehorigen Richtungen
wiedergeben. Die mathematische Beschreibung des Ellipsoids erfolgt iiber einen positiv defi-
niten Tensor zweiter Stufe M, dessen Koeffizienten als Funktionen des Winkels ® aus drei
orthogonalen Projektionsflichen des Ellipsoids hergeleitet werden. Mit diesem Tensor wird
dann der Gewebetensor H = M™ berechnet.

Bild 2.8: a) Referenzlinien iiber einen Querschnitt des spongidosen Knochens, b) Darstellung
des stereologischen Malles als Ellipse

Die konstitutive Beziehung fiir die Spannung wird {iber das HOOKEsche Gesetz
ik — T ikrs
™ =E™(p,H) v, (2.3)

beschrieben, wobei der Elastizititstensor E von der Strukturdichte p und dem Gewebetensor
H abhingt. Da das eigentliche Knochenmaterial als isotrop angenommen wird, wird die
Anisotropie allein durch den Gewebetensor, also durch die Porenstruktur, beschrieben. In
[TURNER 1990] werden Koeffizienten des Gewebetensors fiir ein Rinderfemur und eine
menschliche Tibia hergeleitet und hiermit die Stoffgleichungen formuliert.
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Eine Erkenntnis der Untersuchungen am spongiosen Knochen ist, da3 sowohl die Festigkeit
als auch der Elastizitdtsmodul vorwiegend von der Strukturdichte abhingig sind [KEAVENY
1993, ASHMAN 1987, RHO 1993], die sich aus dem Produkt des Volumenanteils des Knochen-
feststoffes, der zwischen 5 und 60 % liegt, und der realen Dichte der Trabekel (1.6 bis 2.0
g/cm’) berechnet. Die Strukturdichte, die im folgenden lediglich als Dichte bezeichnet wird,
liegt in einem typischen Bereich von ca. 0.1 bis 0.8 g/cm’.

Die groBe Streubreite der Dichte bzw. der Porositét fithrt zu den weit streuenden Werten fiir
den Elastizitdtsmodul und die Festigkeit der Spongiosa. Fiir den Elastizitdtsmodul einzelner
Trabekel sind Werte von 1.3 bis 5.3 GPa gemessen worden [COWIN 1991].

In der Literatur sind verschiedene Funktionen zur Beschreibung des Elastizitaitsmoduls zu fin-
den, die eine quadratische oder kubische Abhédngigkeit von der Dichte beschreiben (Bild 2.9).
Die von [CARTER 1977] aufgestellte Beziehung, in der Daten der Spongiosa und Kortikalis
vom Menschen und vom Rind beriicksichtigt wurden, beschreibt zusétzlich eine Abhédngigkeit
von der Dehnungsgeschwindigkeit:

E =3790 £ p® GPa (2.4)

In [RICE 1988] wird fiir den Elastizititsmodul des spongidsen Knochens von Menschen und
Rindern eine quadratische Abhéngigkeit von der Dichte angegeben.
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Bild 2.9: FElastizititsmodul (Druck) in Abhédngigkeit von der Strukturdichte, ¢ =0.01
[CowIN 1991]: (1) CARTER 1977 und (2) RICE 1988 fiir Rinder, (3) RICE 1988 fiir
Menschen
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Die Bruchfestigkeit in longitudinaler Richtung des Knochens 146t sich ebenfalls als Funktion
der Dehnungsgeschwindigkeit und der Dichte beschreiben [COWIN 1991]:

ch=68¢""p? MPa (2.5)

Die elastischen Eigenschaften des Knochens sind immer im Hinblick auf die Porositit zu
sehen, womit der Volumenanteil der Knochenmatrix am Gesamtvolumen, aber auch der Ein-
fluB3 der die Poren fiillenden Fliissigkeiten und des Knochenmarks beriicksichtigt werden.

2.3 Physikalische Eigenschaften des Knochenmarks und
der Knochenflissigkeiten

Der Einflu}, den das Knochenmark im spongidsen und die Porenfliissigkeiten im kortikalen
Knochengewebe auf die mechanischen Eigenschaften der gesamten Struktur ausiiben, ist noch
nicht ausreichend erforscht. In [OCHOA 1991] wurde an einem Kaninchen-Femur durch eine
Bohrung der hydraulische Effekt des Knochenmarks eliminiert und eine Verringerung der
dynamischen Steifigkeit des Femurkopfes um 30 % gemessen. [CARTER 1977] stellte anhand
von Druckversuchen an spongiésen Knochen von Rindern und Menschen nur eine geringe
Erhohung der Festigkeit und des Elastizitdtsmoduls mit Zunahme der Dehnungsgeschwin-
digkeit fest. Ein signifikanter Einflul des Knochenmarks wurde erst bei einer héheren Deh-
nungsgeschwindigkeit von £€=10 s™ beobachtet (Bild 2.10), die oberhalb des physiologischen
Bereiches liegt. Nach [KAFKA 1993] iibernimmt das Knochenmark bei grolen Dehnungs-
geschwindigkeiten eine stlitzende und somit fiir das Knochengewebe entlastende Wirkung.
Unter der Annahme, dal3 kein Blut {iber die Gefifle aus dem Knochen austritt (z.B. infolge
einer Muskelkontraktion) kann sich ein hydrostatischer Druck aufbauen, der zu einer Steifig-
keitserhohung fiihrt. Ein groBer EinfluB der Fliissigkeit im Knochengewebe wurde auch
anhand einer Simulation gesunder und geschéddigter Wirbelkorper in [MEROI 1994] beobach-
tet, die unter anderem den durch eine Kompression der Wirbel hervorgerufenen Fliissigkeits-
strom beschreibt.

Die Knochenfliissigkeiten beeinflussen nicht nur die elastischen Eigenschaften des Knochens
sondern spielen auch eine wichtige Rolle bei der Néhrstoffversorgung und bei Knochenum-
bauprozessen. Um die Fliissigkeitsbewegung auf mikroskopischer Ebene beschreiben zu kon-
nen, kann nicht mehr von einer homogenen Porenverteilung und einem einheitlichen Fluid fiir
den gesamten Knochen ausgegangen werden, es ist vielmehr, abhingig von den unterschied-
lichen viskosen Eigenschaften (Extrazellularfliissigkeit, Blut etc.), eine differenziertere Be-
trachtungsweise der Fliissigkeiten erforderlich [COWIN 1999]. Der Einflul der Knochenfliis-
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sigkeit ist jedoch immer im Zusammenhang mit der charakteristischen Porengrofle des diese
umschlieBenden Gewebes zu sehen.
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Bild 2.10: Spannungs-Dehnungs-Beziehung fiir spongidsen Knochen bei einer Dehnungsge-
schwindigkeit von & =10s™" mit und ohne Knochenmark [CARTER 1977]

Im Knochen sind vier typische Porenbereiche zu unterscheiden, deren Porengréflen um meh-
rere Potenzen variieren. Dabei ist die intertrabekulare Porositit im spongidsen Knochen mit
charakteristischen Abmessungen bis zu 1 mm die groBte. Die drei iibrigen Porenbereiche
ergeben sich aus der mikroskopischen Struktur des kortikalen Knochens. Die kleinste Poro-
sitit der Kollagen-Apatit-Matrix ist von untergeordneter Bedeutung, da die Fliissigkeit an die
Gewebematrix gebunden ist und als Teil der Struktur betrachtet werden kann. Somit werden
im kortikalen Knochen maf3geblich zwei Porenbereiche unterschieden, ndmlich zum einen die
durch die HAVERSschen und VOLKMANNschen Kandle vorgegebene sogenannte vaskulare
Porositit und zum anderen die durch die wesentlich kleineren Lakunen und das diese um-
gebende feine Netz aus Kandlchen gebildete lakunar-canaliculare Porositit (siehe auch Bild
2.4). Obwohl die Knochenfliissigkeiten in beiden Porenbereichen anndhernd die gleiche Vis-
kositét besitzen, ergeben sich aufgrund der verschiedenen Permeabilititskoeffizienten unter-
schiedliche Eigenschaften fiir den Knochen.

Der Porendruck in den HAVERSschen und VOLKMANNschen Kandlen mit der charakteristi-
schen Porengréf3e von bis zu 50 um ist nach [COWIN 1999] ein bis zwei Grofenordnungen
kleiner als der Porendruck in dem lakunar-canalicularen Bereich, der eine Porengréf3e von ca.
0.1 pm besitzt. Fiir den Fliissigkeitsdruck in den HAVERSschen Kanélen kann als Kriterium
der Blutdruck in den Gefiflen (40 — 60 mm Hg) angegeben werden, der nicht liberschritten
werden darf, um ein Kollabieren dieser auszuschlieen. Hingegen kann das Gewebe mit der
kleineren charakteristischen PorengrofSe aufgrund der langsameren Relaxation der Poren-
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fliissigkeit einen hoheren Druck infolge einer mechanischen Belastung aufnehmen. Diese
Bereiche stehen mit den HAVERSschen Kanilen, die als Reservoir dienen, im Fliissigkeits-
austausch.

Im Gegensatz zum kortikalen Knochen ist der spongidse Knochen durch eine sehr viel hohere
charakteristische Porengrofle und mehreren Fliissigkeiten mit sehr unterschiedlichen Visko-
sitdten (Mark, Fett, Blutgefille) gekennzeichnet, die ein bis zwei GréBenordnungen héher
sind als die der Knochenfliissigkeit. Dementsprechend ist auch mit einer kiirzeren Relaxa-
tionszeit und einem geringeren Druck zu rechnen. Aufgrund des hohen Porenvolumens kann
jedoch dem viskoelastischen Einflufl des Knochenmarks eine erhohte Bedeutung zukommen.

Der Kompressionsmodul der Knochenfliissigkeit betrdgt in etwa ein Sechstel des Wertes fiir
Knochen und wird niherungsweise mit K =2.3 GPa fiir salzhaltiges Wasser angenommen.
Wihrend bei weichen Geweben (Knorpel etc.) die Gewebematrix und die Porenfliissigkeit
einen anndhernd gleichen Kompressionsmodul besitzen und somit die Annahme eines inkom-
pressiblen Korpers gerechtfertigt erscheint, kann dieses fiir den Knochen nicht vorausgesetzt
werden und wiirde zu Fehlern bei der Ermittlung des Fliissigkeitsdruckes fiihren.

In Tabelle 2.4 sind die fiir die Simulationsrechnung einzelner Osteone und Knochenmodelle
von [COWIN 1999] vorgeschlagenen Werte flir die Volumenanteile, Permeabilititen, Visko-
sitdten und Relaxationszeiten der beiden zuvor erlduterten Porenbereiche angegeben. Die dem
RelaxationsprozeB zugrunde gelegten charakteristischen Langen entsprechen fiir die vaskulare
Porositét der Dicke des kortikalen Knochens (ca. 1 cm) und fiir die lakunare Porositit dem
Radius eines Osteons mit ca. 100 um. Die unterschiedlichen Relaxationszeiten besagen, dal3
in den HAVERSschen Kandlen eine Druckspitze 1000 mal schneller abgebaut werden kann als
in den Lakunen und Kanélchen. Die iibrigen Materialkennwerte sind iiber die gemessene
Relaxationszeit des Porendruckes abgeschitzt worden, da die viskosen Eigenschaften der
Fliissigkeiten und die Permeabilitdt bisher noch nicht experimentell ermittelt wurden.

Bereiche unterschiedlicher | Volumenanteil | Permeabilitdt | Viskositdt | Relaxationszeit
Porengrofie [%] k [m?] p [Pas] T [ms]
Vasculare Porositit 4.0 6.36 107" 107 1.36 107
Lakunar-canaliculare 20 3

L 5.0 1.47 10 10 4.9
Porositit

Tabelle 2.4: Porositit und viskose Materialkennwerte in Bereichen unterschiedlicher charak-

teristischer Porengréf3en
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3 Theorie der pordsen Medien

3.1 Beschreibung von pordsen Medien als Mehrkompo-
nentenkontinua

In der klassischen Theorie der Mehrkomponentenkontinua (Mischungstheorie) wird von
einem Ersatzkorper ausgegangen, bei dem die einzelnen Stoffkomponenten iiber ein defi-
niertes Kontrollvolumen ,,verschmiert werden (Bild 3.1). Diese Vorstellungsweise beinhal-
tet, da3 alle Komponenten iiber ein Volumenelement statistisch verteilt sind und das gesamte
Volumen gleichzeitig einnehmen. Alle physikalischen Groflen, wie die Verschiebungen,
Spannungen, Dichten etc., sind im Bezug auf das gesamte Volumenelement definiert und
stellen somit einen statistischen Mittelwert dar. Mit diesen Feldgro3en werden die Erhaltungs-
gleichungen und konstitutiven Gleichungen fiir jede Komponente des Mischungskorpers
aufgestellt. Die hieraus zu berechnenden Zustands- und FeldgroB3en, wie z.B. die Dichten oder
Spannungen, stellen jedoch partiale makroskopische Grof3en und nicht die realen Werte dar.

u :l:l:l:l:l:l:l'l'l'

| | | | l.l ||
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Bild 3.1: Schematische Betrachtung des pordsen Mediums als homogenes Mehrkomponen-
tenkontinuum

Mehrkomponentenkontinua, wie porose Medien, bestehen hingegen aus sich voneinander ab-
grenzenden Komponenten, die also unmischbar sind. Im Gegensatz zur klassischen Mi-
schungstheorie sind somit zusétzliche FeldgroBen erforderlich, die Informationen zur ,,inneren
Struktur eines Volumenelementes liefern. Wéahrend die Erhaltungsgleichungen pordser Me-
dien in derselben Weise wie in der klassischen Theorie liber die Partialgrolen formuliert
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werden, sind fiir die neuen FeldgroBen jedoch zusdtzliche Beziehungen einzufiihren und diese
in der konstitutiven Theorie zu beriicksichtigen. Fiir diese Grof8en kdnnen z.B. die Volumen-
und Flachenanteile der Komponenten am gemeinsamen Kontrollvolumen gewéhlt werden,
mit denen der innere Aufbau des Kontinuums (Mikrostruktur) auf makroskopischer Ebene
beschrieben wird. Hierdurch ergibt sich die Moglichkeit, neben den partialen Zustandsgro3en
auch die realen physikalischen Groflen (z.B. die wirklichen Spannungen) zu bestimmen. Als
Kontrollvolumen dV kann z.B. das durch den Porenkdrper des Feststoffes definierte Gesamt-
volumen gewihlt werden.

Zur ,,mikroskopischen Beschreibung des Mehrkomponentenkontinuums, welches im folgen-
den vereinfacht als Gemisch bezeichnet wird, werden die Volumenanteile n der Komponen-
ten ¢ =, I, ..., k als stetige Funktionen iiber den gesamten Korper angenommen und mit den
Teilvolumina dV wie folgt definiert:

n=n(0'1)

) 4V (3.1)

Tav

Aus der Berechnung des Gesamtvolumens iiber die Summe der Teilvolumina ergibt sich die
folgende Bedingung fiir die Volumenanteile:

zﬁ =1 (3.2)

Wihrend die Volumenanteile n(6',t) zur Zeit t unbekannte Funktionen darstellen, sind die
Volumenanteile im Ausgangszustand flo als bekannt vorauszusetzen. Hierfiir gilt ebenfalls die
oben angeschriebene Bedingungsgleichung. Diese Gleichung stellt eine in der konstitutiven
Theorie zu beriicksichtigende Zwangsbedingung dar, da sich die Volumenanteile nicht
unabhingig voneinander verdndern konnen.

Ein Gemisch, fiir das die Bedingung (3.2) zutrifft, wird als geséttigtes Gemisch bezeichnet. In
der Literatur sind auch Definitionen fiir die Volumenanteile mit der Summe kleiner eins
anzutreffen, die ein ungesittigtes Gemisch beschreiben. Dabei werden nur der Feststoff und
die Fliissigkeit als Komponenten des Gemisches betrachtet und ein eventuell gasgefiillter
Zwischenraum als leer angenommen. Diese Formulierung ist jedoch fiir viele Anwendungen
nicht ausreichend, da das Gas in der Regel nicht vernachléssigbar ist.

Entsprechend der Beziehung fiir die Volumenanteile (3.1) kann fiir das Verhéltnis des Fla-
chenanteils einer Komponente dF zu der gesamten Seitenfliche des Kontrollvolumens dF
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nach dem DELESSEschen Prinzip, ausgehend von einer statistischen Modellbildung und einer
homogenen Porenverteilung [EHLERS 1989], derselbe Ansatz gewdhlt werden:

dF =ndF (3.3)
Da die physikalischen GréBen, wie z.B. die Partialdichte p oder die partialen Spannungen %"‘,
auf die Geometrie des gesamten Volumenelementes bezogen sind, stellen diese nicht die
realen GroBlen der einzelnen Stoffkomponenten dar. Diese miissen vielmehr iiber die Volu-

menverhéltnisse aus den PartialgroBen berechnet werden. Fiir die Beziehung zwischen realer
Dichte E)R und der Partialdichte p der Komponente ¢ gilt mit der Teilmasse

dm=pdV=p,dV (3.4)
und (3.1) der folgende Zusammenhang:

(3.5)

o
1
go Xl
~

Hiermit wird {iber die reale Dichte eine mikroskopische Eigenschaft in die makroskopische
Betrachtungsweise libernommen, nédmlich die Kompressibilitdt bzw. Inkompressibilitét eines
Stoffes.

Fiir die Spannungen kann mit (3.3) eine entsprechende Beziehung formuliert werden:

w (3.6)

-~ o
1
B e
-~ o
~

Im Rahmen dieser Modellbildung wird von einer statistischen Verteilung der Stoffe {iber dem
Kontrollvolumen ausgegangen, so da3 durch die Einfiihrung der Volumenanteile keine Infor-
mationen liber anisotrope Eigenschaften, wie eine richtungsabhiingige Permeabilitét, Elasti-
zitdt oder Wiarmeleitfahigkeit, zur Verfligung stehen. Die Beriicksichtigung einer moglichen
Anisotropie ist vielmehr liber die Formulierung der konstitutiven Gleichungen durchzufiihren.

Durch die Erwelterung der unbekannten Grundvariablen (Partialdichte p, Verschlebung wk

und Temperatur T) auf die zusdtzliche Beschreibung der Volumenanteile n wird das Pro-
blem statisch unbestimmt, da fiir ein Gemisch mit k Stoftkomponenten den 6-k-1 unbekannten
Grundvariablen nur 5-k Erhaltungsgleichungen gegeniiberstehen (k Massen-, 3-k Impuls- und
k Energieerhaltungsgleichungen). Dabei ist zu beachten, dal wegen der Bedingung (3.2) nur
k-1 unabhédngige Funktionen fiir die Volumenanteile zu verwenden sind. Die fehlenden
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Bestimmungsgleichungen kénnen auf zwei unterschiedlichen Wegen entweder (ber zusatz-
liche konstitutive Beziehungen oder Uber zusatzliche Differentialgleichungen in Form von
Erhaltungs- oder Evolutionsgleichungen formuliert werden. Die Entwicklung von Funktionen
fir die Volumenanteile gestaltet sich jedoch schwierig, da diese GrolRen von mikroskopischen
Eigenschaften abhangen, die in einer kontinuumsmechanischen Formulierung unberticksich-
tigt bleiben.

In [BOoweN 1982, EHLERS 1989] wird zur Herleitung der Bestimmungsgleichungen fur die
Volumenanteile eine zusatzliche Feldgrolie eingefuhrt, die die materielle Zeitableitung der
Volumenanteile (I’Cl) beschreibt und die aus (3.2) hervorgehenden Bedingungen erfullen muf3:

S () =0 3 N, =0 3.7)

Der Klammerausdruck mit dem Index | bedeutet, dal} die materielle Zeitableitung bei festge-
haltenen Koordinaten des hier gewahlten Stoffes | durchzufiihren ist. Fir diese GroRen sollen
Bestimmungsgleichungen gefunden werden, die eine Ermittlung der unbekannten VVolumen-
anteile rcl unter Berlcksichtigung der aus dem 2. Hauptsatz resultierenden Restriktionen
ermoglichen. Ein konstitutiver Ansatz bleibt bei [EHLERS 1989] jedoch aus; vielmehr wird ein
Gemisch betrachtet, welches aus inkompressiblen Komponenten besteht, so dal3 fir diese
keine FeldgroRen (n) erforderlich sind. [Bowen 1982] formuliert fiir die zusétzlichen Feld-
groRen (n), die von den Grundvariablen, wie Verschiebungen, Temperatur etc., aber auch von
den Volumenanteilen abhéngen, Evolutionsgleichungen.

Eine konstitutive Herleitung der Volumenanteile auf der Grundlage mikroskopischer Grofien
wird in [BLuHM 1997, DE BOER 1996] vorgestellt. Hierbei wird eine semi-mikroskopische
Betrachtungsweise gewahlt, bei der die Verformung der lokalen Konfiguration jeder Kompo-
nente Uber einen ,realistischen Deformationsgradienten® beschrieben wird. Da dieser Gra-
dient nicht integrierbar ist, wird ein zweiter partialer Deformationsgradient gefunden, mit dem
nach Multiplikation ein integrierbarer Deformationsgradient erzeugt wird. Mit diesem werden
daraufhin die konstitutiven Gleichungen fir die Volumenanteile hergeleitet.

In [GoobmAN 1972] wird die zweite VVorgehensweise gewahlt und entsprechend der Impuls-
erhaltung eine zusétzliche Gleichgewichtsbedingung (,,balance of equilibrated force*), jedoch
mit einer unklaren physikalischen Bedeutung, eingefihrt. Basierend auf dieser VVorgehens-
weise zur Beschreibung der Mikrostruktur werden von [PASSMAN 1984] korrigierte Modelle
vorgestellt.

In [WILMANSKI 1995/96] wird fur die Porositat eine Differentialgleichung entsprechend der
Massenerhaltung aufgestellt, die die Anderung der Porositét (iber einen ZufluRvektor sowie
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eine Quelle beschreibt. Anstelle der Volumenanteile der Komponenten wird die Porositét ein-
gefiihrt, die liber das Volumen des Feststoffes d V definiert ist:

=1-— 3.8
¢=1--y (3.8)

[GRAY 1998] wihlt eine andere mikroskopische Beschreibungsweise des Gemisches, in der
das Kontrollvolumen in reale Teilvolumina aufgeteilt wird, die durch Kontaktflichen und
-linien miteinander in Verbindung stehen. Fiir jede Komponente werden Erhaltungsglei-
chungen fiir das Teilvolumen und zusitzlich fiir die Kontaktflichen und -linien formuliert.
Uber Mittelungsverfahren gelingt die Ubertragung der mikroskopischen in die makrosko-
pische Betrachtungsweise, in der die Erhaltungsgleichungen und konstitutiven Gleichungen
unter anderem in Abhdngigkeit von geometrischen Parametern zur Beschreibung der Mikro-
struktur hergeleitet werden.

Da die meBtechnische Bestimmung derartiger Parameter aufgrund der Komplexitit der mei-
sten pordsen Strukturen nahezu aussichtslos erscheint, wird eine einfachere, auf konstitutiven
Uberlegungen basierende Vorgehensweise gewihlt, bei der eine exakte Beschreibung der
Mikrostruktur nicht erforderlich ist.

3.2 Kinematik des Mehrkomponentenkontinuums

3.2.1 Allgemeine Betrachtungsweisen

Zur Beschreibung der Kinematik des Mehrkomponentenkontinuums sind geeignete Koor-
dinaten einzufiihren, die auf der Grundlage der LAGRANGEschen oder der EULERschen
Betrachtungsweise formuliert werden konnen. Gebrduchliche Vorgehensweisen sind die
Beschreibung der Kinematik jeder einzelnen Stoffkomponente nur mit LAGRANGE- oder
EULERkoordinaten. Es ist aber auch eine ,,gemischte Betrachtungsweise* moglich, die eine
ausgewihlte Komponente (z.B. Feststoff) mit LAGRANGEkoordinaten beschreibt und die
tibrigen Komponenten mit Relativkoordinaten beziiglich der ausgewdhlten Komponente.
Bevor diese Betrachtungsweise erldutert wird, soll kurz auf die Verwendung von LAGRANGE-
und EULERkoordinaten eingegangen werden [SCHROEDER 1981].

In der LAGRANGEschen Betrachtungsweise wird das Kontinuum im Ausgangszustand zur Zeit
t, durch raumfeste Koordinaten beschrieben. Unter Vorgabe dieser Koordinaten als Funktion
unabhingiger Parameter X :;k(el,ez,e3) sind alle Komponenten des Kontinuums durch
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Koordinatenlinien ©' ausgemessen, wodurch auch die Form eines Volumenelementes dv
bekannt ist. Nach einer Verformung des Korpers sind die Komponenten aus dem Volumen-
element ausgetreten und nehmen unterschiedliche Positionen P im verformten Korper ein.
Dabei wird der verformte Zustand jeder Komponente ¢ durch die materiellen (kdrperfesten)
Koordinatenlinien 6', dessen Lage sich zum raumfesten Koordinatensystem geéndert hat, und
die Zeit t beschrieben: >c<k=>cck(91,92,93,t). Die Verschiebungen der Komponenten werden
sinnvollerweise auf die Basisvektoren éi des Volumenelementes im Ausgangszustand be-

zogen.

In der EULERschen Betrachtungsweise wird hingegen der Raum durch die Vorgabe der Koor-
dinaten x“=x"(0',0%,07) ausgemessen, womit die Geometrie des Korpers im Augenblicks-
zustand zur Zeit t bekannt ist. In das verformte Volumenelement dV sind die Komponenten ¢
von unterschiedlichen Punkten des Ausgangszustandes eingeflossen, deren Ortsvektoren von
den EULERkoordinaten ©' und der Zeit t abhéingen. Zur Beschreibung des Bewegungszu-
standes werden die Verschiebungen der einzelnen Komponenten auf die Basisvektoren g, des
verformten Korpers bezogen.

Die EULERsche Betrachtungsweise fiihrt auf lineare Differentialgleichungen fiir die Ge-
schwindigkeitsfelder, aber nichtlineare Gleichungen fiir die Verschiebungen. Da die nicht-
linearen Differentialgleichungen schwer 16sbar sind, eignet sich die Formulierung in EULER-
koordinaten nicht fiir die Ermittlung der Verschiebungen. Hierzu ist die Beschreibung in
LAGRANGEkoordinaten besser geeignet. Desweiteren sind mit der EULERschen Betrachtungs-
weise die Randbedingungen schwierig zu beschreiben, da sich der Koérper durch den von
Koordinatenlinien 0' ausgemessenen Raum bewegt und sich somit seine Randbedingungen
iiber der Zeit dndern. Mit der LAGRANGEschen Beschreibung lassen sich die Randbedin-
gungen hingegen besser formulieren. Zur Aufstellung der Erhaltungsgleichungen soll das
Schnittprinzip am verformten Korper angewendet werden, womit eine EULERsche Betrach-
tungsweise der sich relativ zum Feststoff bewegenden Komponenten vorzuziehen ist, die eine
bessere Formulierung der Interaktionskrifte zwischen den Komponenten ermdéglicht. Um die
Vorteile beider Vorgehensweisen zu nutzen, bietet es sich an, eine Kombination der beiden
Betrachtungsweisen zur Beschreibung der Kinematik eines Mehrkomponentenkontinuums zu
formulieren, wie sie nachfolgend erldutert wird.

3.2.2 Kinematische Beschreibung mit LAGRANGEkoordinaten
nur fiir den Feststoff

Im folgenden wird eine Betrachtungsweise gewéhlt, in der der Bewegungszustand durch die
materiellen Koordinaten 0' des Stoffes I (hier: Feststoff) beschrieben wird [SCHROEDER
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1976]. Die Bewegungen der iibrigen Komponenten werden iiber die Relativbewegung zum
Feststoff ebenfalls auf dessen Koordinaten bezogen. Die modifizierte LAGRANGEsche Be-
trachtungsweise hat den Vorteil, dal die Verschiebungen aller Stoffkomponenten verfolgt
werden konnen und die Stoffgesetze sich einfacher formulieren lassen.

In Bild 3.2 ist das Mehrkomponentenkontinuum, welches hier exemplarisch aus den Stoffen I,
IT und III besteht, im Ausgangs- und Augenblickszustand zur Zeit t, bzw. t dargestellt. Das

unverformte Kontinuum ist unter Vorgabe des Ortsvektors zum Punkt p

+ +

ke, mit  x*=x*(6',6%,6%) (3.9)

Ho—+

+
I
r=

durch die LAGRANGEschen Koordinaten 0' ausgemessen, da die raumfesten kartesischen Ko-
ordinaten x* als Funktionen der Parameter 6' dargestellt sind. In der Gleichung ist dabei die

EINSTEINsche Summationskonvention verwendet worden, womit iiber gegenstindige Indizes

Bild 3.2: Mehrkomponentenkontinuum im Ausgangszustand t, und in den Augenblickszu-

standen t und t + Dt
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mit k =1, 2,3 zu summieren ist. Durch die Beschreibung des Korpers mit Koordinatenlinien
ist auch das Volumenelement im Punkt II>, welches von diesen gebildet wird, bekannt. Die
Kantenvektoren des Volumenelementes entsprechen den Basisvektoren bzw. Tangentenvek-

toren an die Koordinatenlinien 0':

+

+ I +
I Jr I
= —= r’i 3 . 10
8= 55 (3.10)
Das Volumenelement dV 148t sich mit Hilfe der Determinante é = det glgik und der bekannten
Mafzahlen ;;ik =éi -ék wie folgt bestimmen:
Y _f 1 2 3
dV=1\gdo do"de (3.11)

+

Die Gesamtmasse des Volumenelementes dV mit bekannter Geometrie ergibt sich aus den
Massen der Stoffe ¢ =1, II, III zu

+
111 1

+ 1 11
dm = (p,+p,+po)dV | (3.12)

wobei die Dichten 50 im Ausgangszustand gegeben sind.

Im Augenblickszustand wird der verformte Korper durch den Ortsvektor r des Punktes P in
Abhingigkeit der materiellen Koordinaten des Stoffes I und der Zeit t beschrieben:

1 1 1 1
r=x"e, mit  x*=x(6',0%,0°,1) (3.13)

Zur Formulierung der Erhaltungsgleichungen wird im Punkt P ein Volumenelement herausge-
schnitten, welches durch die Koordinatenlinien @' gebildet wird. Die Kantenvektoren des
verformten Volumenelementes folgen aus der Beziehung (3.13) zu:

g :%:rai (3.14)
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+ o+ o+
1T 1II

I
In dieses Volumenelement dV flieBen von den Punkten P, P, P des unverformten Kontinuums

die Massen der Stoffe I, IT und III ein, womit sich die Gesamtmasse im Punkt P zu

111

dm = (p+ p+ p)dV (3.15)

ergibt. Hierin sind die Dichten p der Stoffe ¢ unbekannte GréBen. Das Volumen dV 148t sich
jedoch mit Hilfe der Determinante g =detg, und der MaBzahlen g, =g,[d, des verformten
Korpers bestimmen:

dv =g d6'de’ de’ (3.16)

+ o+ 1 11 11
Die Lage der unbekannten Punkte p p p ist nach Bild 3.2 durch die Vektoren w, Aw, Aw

bezogen auf den bekannten Punkt p festgelegt:

+
I I I

I I .
w=w"g, w =w"(0',1)
I Hk -IF X Hk Hk .
Aw=Aw"g, mit Aw"=Aw"(0',1) (3.17)
I IHk }— IHk IHk .
Aw =Aw"g, Aw" =Aw"(0',1)

Hierin sind die Verschiebungskomponenten von den materiellen Koordinaten x' des Punktes

+

p und der Zeit t abhingig. Durch die Beziehungen (3.17) ist die Kinematik des Mehrkompo-
nentenkontinuums vollstindig beschrieben, wobei die materiellen Koordinaten des Stoffes I

als unabhingige Variablen gewéhlt wurden.

Mit Riicksicht auf die noch zu bildenden Zeitableitungen werden anstelle der Unbekannten
1T 11 11 111 + +
Aw, Aw die unbekannten Verschiebungsvektoren w, w der materiellen Punkte pp einge-

fihrt:

I 1 I I K IIk I
wW=w-Aw=(w"'—-Aw )0,
(3.18)

111 I 111 I K IIIk 'f
wW=w-Aw=(w'-Aw")Q,
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+

c 1
Somit koénnen die Verschiebungen w der Stoffe I, II, III auf die Basisvektoren g* des

Stoffes I bezogen werden:

C C . -f
w=w"(0',t)g, c=1 11, III (3.19)

Die noch unbekannten Dichten 5 der Stoffe I, II, Il werden ebenfalls in Abhingigkeit der

materiellen Koordinaten des Stoffes I und der Zeit t formuliert.

+

Es konnen auch die materiellen Koordinaten eines anderen Stoffes (z.B. x* oder fgl“) als
unabhingige Verdnderliche gewihlt und die FeldgroBen [S und w hierdurch beschrieben
werden. Die Wahl der Komponente I ist schon aus der physikalischen Anschauung heraus
sinnvoll, da der Feststoff den Kontrollraum beschreibt, durch den sich die anderen Kompo-

nenten (Fliissigkeiten und Gase) relativ bewegen.

Zur Herleitung der Geschwindigkeiten der einzelnen Stoffe im Augenblickszustand werden
die jeweiligen Verschiebungen Dvcv=vév(t)D.t der Stoffe zu den Punkten IC’ (c =1, II, III)
betrachtet. Die materiellen Zeitableitungen w der von den Koordinaten )IC abhingigen Ver-
schiebungsfunktionen sind tliber die implizite Differentiation zu finden, wenn die Koordinaten

II. III,
des Stoffes I als Funktion von x' und x' angenommen werden.

Fiir die einzelnen Stoffe erhédlt man die materiellen Zeitableitungen der Verschiebungen zu:

i I
wW=Ww,,

moom moo ) I Dok
w=w, +w, c mit = (3.20)
Dt
i
M m L m, (D"
W=W, +W, C c'=
Dt}

Die Klammer mit Index besagt, dal die Zeitableitung bei festgehaltenen Koordinaten des
angegebenen Stoffes durchzufiihren ist. Entsprechend der Vorgehensweise fiir die materielle
Zeitableitung der Verschiebungsvektoren werden auch die Zeitableitungen der Verschie-
bungskomponenten und die anderer FeldgroBen, wie z.B. der Dichte, bestimmt, auf dessen
Darstellung hier verzichtet wird.
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1I 11
Die in (3.20) noch unbekannten konvektiven Anteile ¢* und c¢*, die nur bei Mehrkomponen-

tenkontinua auftreten, sind im folgenden durch die Verschiebungen w auszudriicken. Hierzu
i i
wird zunéchst die materielle Zeitableitung der Ortsvektoren (r )" und (r ) betrachtet, die im

Ausgangszustand gleich Null sind:

I ﬁ I+I II
(r) =r, +r, c* =0
(3.21)

+ + +
I I m 11

(r)=r, +r, c" =0

+ + +

Da die Ortsableitungen 1C',k die Basisvektoren :gk in den matericllen Punkten P darstellen
(c =11, IIT), folgt aus (3.21):

mo i
C gy=-1,
(3.22)

+ +
mr, I 11
C gk=—1,

I 11
Hierin sind die unbekannten c¢*, c¢* die negativen Komponenten der Relativgeschwindig-

+

keiten lrl,t, I;I,t der materiellen Punkte lglf)l gegeniiber P. Um die konvektiven Anteile c*
durch die Verschiebungen auszudriicken, werden die folgenden Ausdriicke fiir die Ortsvek-

toren in (3.22) eingesetzt:

+ o+
11 I I 11

r=r+w-w
(3.23)

—
=+

1 i}
+WwW-—-w

H
-t

+ +

Unter Beriicksichtigung der erforderlichen partiellen Ableitungen ékZIC‘,k und 1c~,t der Glei-

chung (3.23) 148t sich (3.22) in Komponenten der Basisvektoren ém schreiben:
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11 11 I 11 I
c’ %Ts—wmh +Wm|k ﬁ:Wm’t_Wm,t
(3.24)

11 111 I 111 I
k m m m .. m m
C %k W |k+w |kﬁ—w T W,

II 111
Mit diesem linearen Gleichungssystem konnen die gesuchten GroBen c*,c* durch die

Verschiebungen ausgedriickt werden.

Werden kleine Verformungen angenommen, so konnen die Ortsableitung gegeniiber der Eins
in der Klammer vernachlissigt werden, so dafl das Gleichungssystem entkoppelt wird und die
konvektiven Anteile sich direkt aus den Geschwindigkeitsdifferenzen ergeben. Die materiel-
len Zeitableitungen der Verschiebungen nach (3.20) lauten somit:

i I
W=w,,

I I I IIk I X
w DWat +W9k (W 9t_W 9t) (3253)

m I n L
whw, +w,, (W, —w",)

Bei einer linearen Theorie entfallen die nichtlinearen konvektiven Anteile, so dal3 die mate-
riellen Zeitableitungen ndherungsweise durch die partiellen Zeitableitungen ausgedriickt
werden konnen:

w Uw,, c=LILII (3.25b)

Entsprechende Beziehungen gelten auch filir andere FeldgroBen, wie z.B. die Dichten und
Volumenanteile der Stoffkomponenten.



Erhaltungsgleichungen des Mehrkomponentenkontinuums 35

3.3 Erhaltungsgleichungen des Mehrkomponentenkonti-
nuums

Im folgenden werden die Erhaltungsgleichungen fiir die Masse, den Impuls, den Drall und die
Energie des Mehrkomponentenkontinuums am herausgeschnittenen Volumenelement in lokaler
Form hergeleitet.

3.3.1 Massenerhaltung

In dem verformten Volumenelement im Augenblickszustand zur Zeit t (siehe auch Bild 3.2)
befinden sich die Stoffe ¢ =1, II, III, ... mit den Teilmassen

dm =pdV . (3.26)

Die partialen Dichten ,03 stellen hier die tiber das Volumenelement dV ,,verschmierten® Dichten
der Stoffe dar, die iiber die in Kapitel 3.1 erlduterten Volumenanteile mit den realen Dichten
verknlipft sind. Da die Dichten ,03 auf das gemeinsame Volumenelement bezogen sind, kdnnen
diese superponiert werden und ergeben somit eine gemittelte Dichte des Mischungskorpers:

p=3p (3.27)

Die Massenerhaltung des Gemisches kann unter Beriicksichtigung der Definition (3.27) und einer
gedachten mittleren Verformungsgeschwindigkeit analog zum Einkomponentenkontinuum for-
muliert werden:

dm=(pdV) =0 (3.28)

Wihrend von der Erhaltung der Gesamtmasse des Gemisches ausgegangen wird, konnen sich die
Massen der einzelnen Komponenten nach einer Verschiebung des Volumenelementes jedoch ver-
andern. Der zeitliche Massenzuwachs einer Komponente d 1;1, der durch chemische Reaktionen

oder Massenaustauschprozesse zwischen den Stoffen hervorgerufen wird, lautet:

dm =ApdV (3.29)
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Hierin sind AB unbekannte lokale Massenquellen, die durch geeignete Stoffgesetze in Abhédngig-

keit chemischer und physikalischer ZustandsgroBen formuliert werden miissen.

Unter Beriicksichtigung der materiellen Zeitableitung des Volumens dV
@), =w"[,dV = v|,dv (3.30)

und der Definition der Geschwindigkeitskomponente v¥=w* kann die Gleichung (3.26) bei fest-

gehaltenen materiellen Koordinaten der Komponente c zeitlich differenziert werden:

dé:{éﬂiék k}d\/ (3.31)

Aus (3.29) und (3.31) folgt darauthin die Massenerhaltung fiir die Komponente c:

c Cy

p+pvi|, =2ap (3.32)

Finden chemische Reaktionen oder Massenaustauschprozesse nur im Inneren des Kdorpers statt,
so mul} die Summe aller Massenquellen gleich Null sein:

Y Ap=0 (3.33)

Mit dieser Nebenbedingung fiir die Massenquellen (3.33) folgt aus der Summation von (3.32)
iiber alle Komponenten ¢ unter Beachtung der mittleren Dichte und Verzerrungsgeschwindigkeit
die Massenerhaltung auch fiir das Gemisch in Analogie zum Einkomponentenkontinuum.

Wird (3.32) iiber das Gesamtvolumen integriert und der Integralsatz von GREEN angewendet,
erhélt man die Massenerhaltung fiir die Komponente ¢ in globaler Form:

jédv+j5§vdek = [ apav (3.34)
R F R
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3.3.2 Impulserhaltung

Um die Impulserhaltungsgleichungen fiir ein Mehrkomponentenkontinuum herzuleiten, muf}
zunéchst der Begriff der Spannungen formuliert werden. Hierzu wird beispielhaft die Schnittfla-
che dF, des verformten Volumenelementes, die durch die Basisvektoren g,und g, gebildet wird,
im Augenblickszustand betrachtet. Die auf diese Fldche wirkende Schnittkraft dpl) kann wie folgt

iiber die Spannungen der einzelnen Komponenten dargestellt werden:
1 c Ik
dp :zr g,dF, (3.35)

Die CAUCHY-Spannungen t*g, sind hier auf die gesamte Seitenfliche dF, = \/g 0°0° des ver-
formten Volumenelementes bezogen, so daf} sie im Sinne eines Makromodells die Mittelwerte
der tatsichlich auftretenden Spannungen wiedergeben. Entsprechendes gilt auch fiir die an den
Flichen dF, und dF; angreifenden Krifte dé und dE) . Sollen die Spannungen auf die wirklichen
Teilflaichen der Komponenten bezogen werden, sind zusitzliche Grofen notwendig, die das
Verhiltnis der Teilflachen zur Gesamtfldche beschreiben. Zur Umrechnung kénnen, wie in Kapi-

tel 3.1 beschrieben, die Volumenanteile herangezogen werden.

Durch die Wahl einer gemeinsamen Bezugsflidche sowie gemeinsamer Basisvektoren konnen die
partialen Spannungen superponiert werden:

=y o (3.36)

Die Volumenkrifte der einzelnen Komponenten werden auf das Volumenelement dV und die
gemeinsamen Basisvektoren im Augenblickszustand ¢, bezogen. Fiir die Summe der Volumen-
kréfte folgt somit:

Q=Y Q* (3.37)

Zur Herleitung der Impulserhaltung werden aus dem betrachteten Volumenelement im verformten
Augenblickszustand die einzelnen Komponenten ¢ herausgeschnitten, wobei jeweils ,,Porenkor-
per* fiir die einzelnen Stoffe entstehen. In Bild 3.3 ist beispielhaft der Porenkdrper der Kompo-
nente I mit allen angreifenden Kréften dargestellt. Neben den Schnittkriften Tk g, dF, (der
Ubersicht halber nur an den Flichen dF;) und den Volumenkriften Q*g dV treten zusitzlich
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noch Interaktionskréfte ACc) “g,dV auf, die durch den inneren Schnitt in dem Mehrkomponenten-

kontinuum entstehen.

-1 gk \\\ ’ (TS k +f1k ‘1d91) gdel

Bild 3.3: Herausgeschnittener Porenkorper des Stoffes I (Schnittkrifte exemplarisch nur an dF,)

Die Bewegungsgleichung fiir den herausgeschnittenen Porenkdrper der Komponente c lautet
entsprechend der klassischen Kontinuumsmechanik in allgemeiner Form:

0.+ Q 0, - 8Q" g, fiv=fp v 0,0V (3.38)

Unter Berticksichtigung der Massenerhaltung (3.32) in der materiellen Zeitableitung der Bewe-
gungsgrofe der Gleichung (3.38) und der Beschleunigung der Komponente ¢

C C

C K °x m
b g, =v g +tv' v

m 9k (3.39)
kann die Impulserhaltung in folgender Form angegeben werden:
_0[1k|i +ék _E)Bk _AE);k :Aék (3.40)

Die Interaktionskrifte AQ* stellen hier innere Schnittkrifte dar, die durch die Relativverschiebung
der Komponenten entstehen und - wie spater noch gezeigt wird - viskose Krifte darstellen. Diese
Krifte miissen sich in der Summe aufheben, womit sich die folgende Nebenbedingung ergibt:
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Y 8Q*=0 (3.41)

Hierin besteht die Interaktionskraft AQ* des Porenkorpers ¢ aus mehreren Anteilen, die sich aus
den Schnittkraften dieses Korpers mit den iibrigen Komponenten des Kontinuums ergeben. Fiir
die Komponenten [, II, III eines 3-Komponentengemisches ergeben sich beispielhaft die folgen-
den Beziehungen:

I-1I

I I-1I I
AQ*=AQ*+AQ*

-1 1I-111

A6k=AQk+AQk (3.42)

111 11-1 HI-I1

AkaAQk_l_AQk

Da aufgrund des Prinzips ,,actio = reactio die paarweise zugeordneten Kréfte entgegengesetzte
Vorzeichen besitzen, z.B. Al(gllk = —Alélk , ist auch die Nebenbedingung (3.41) erfiillt, wie man nach
Einsetzen der Beziehung (3.42) in (3.41) leicht priifen kann.

Die Superposition der Gleichung (3.40) iiber alle Komponenten fiihrt unter Beachtung der
Nebenbedingung (3.41) und der Beziehung (3.36), (3.37) sowie einer aus der Bewegungsgrolle
der Gleichung (3.38) resultierenden mittleren Beschleunigung auf die Impulserhaltung des
Gemisches entsprechend der Darstellung eines Einkomponentenkontinuums.

Auf die Darstellung der Impulserhaltung in globaler Form soll verzichtet werden, da sich hieraus
keine neuen Informationen ergeben.

3.3.3 Drallerhaltung

Die Betrachtung des Momentengleichgewichts am verformten Volumenelement fiihrt auf die
Drallerhaltungsgleichung. Wird durch einen inneren Schnitt die Komponente ¢ aus dem Volu-
menelement herausgetrennt, so kann an dem entstandenen Porenkdrper das Momentengleichge-
wicht flir diese Komponente angeschrieben werden:

C

0, = AM, (3.43)

Hierin sind [, der schiefsymmetrische Permutationstensor und AM, der Drallkopplungsvektor,
der die Momente aus den Kontaktkrédften zwischen den Komponenten darstellt. Ebenso wie die
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Impulserhaltung, muf3 auch die Drallerhaltung von dem gesamten Gemisch entsprechend der
eines Einkomponentenkontinuums erfiillt werden, womit sich die folgende Nebenbedingung
ergibt:

ZAl\C/IS =0 (3.44)

Diese Forderung besagt, da3 der Spannungstensor des Gemisches symmetrisch ist, wiahrend die
partialen Spannungen der einzelnen Komponenten auch schiefsymmetrisch sein konnen. Die
Momente AM; sind wie die Spannungen unbekannte Grof3en, fiir die geeignete Stoffgesetze
formuliert werden miissen. Im folgenden wird jedoch keine Drallkopplung zwischen den Kompo-
nenten angenommen, so daf die folgende Forderung gilt:

C

AM,=0 (3.45)

Aus der Drallerhaltung (3.43) folgt mit dieser Bedingung die Symmetrie der partialen Spannungs-
tensoren:

™ =M (3.46)

Durch die Annahme einer Symmetrie der partialen Spannungstensoren reduzieren sich die
erforderlichen Erhaltungsgleichungen um die nicht mehr bendtigten Drallerhaltungsgleichungen.

3.3.4 Energieerhaltung

Die Volumenelemente dV des Mehrkomponentenkontinuums stellen fiir sich thermodynamische
Systeme dar, die im gegenseitigen Warme- und Arbeitsaustausch stehen. Der Energieerhaltungs-
satz (1. Hauptsatz der Thermodynamik) besagt, da3 der zeitliche Zuwachs der inneren Energie
gleich dem zeitlichen Zuwachs der mechanischen Arbeit der angreifenden Spannungen und der
Interaktionskrifte plus der von auflen iiber die Seitenflachen des Porenvolumens einflieenden
Wiérmemenge und der eingepriagten Warmequelle plus der Energie aus dem Massenzuwachs
sowie der Kontaktenergie ist.

Wie bei den zuvor hergeleiteten Erhaltungsgleichungen soll auch hier von der lokalen Betrach-
tungsweise ausgegangen werden und die Energieerhaltung fiir ein Volumenelement formuliert
werden. Fiir die Stoffkomponente ¢ ergibt sich der zeitliche Zuwachs der inneren Energie zu:
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ﬁiéd\f HDt =8W +38Q +38W,, + W, + SAu (3.47)

Hierin sind u die spezifische innere Energie pro Masse pdv, 8W die duBere mechanische Arbeit
aller Kréfte am Volumenelement, 6CC) die thermische Arbeit aus den Wérmestromen {iiber die
Seitenfldchen und aus der eingeprigten Wirmequelle, 5W ao die Arbeit der Interaktionskriéfte,
W », der Energiezuwachs infolge Massenaustauschprozesse und 6 Au die Kontaktenergien, die
iiber die Seitenflichen des Teilkorpers einflieBen. Die in Bild 3.4 dargestellten Augenblickszu-
stainde des Volumenelementes zu den Zeiten t und t + Dt sollen die Herleitung des Energieer-
haltungssatzes veranschaulichen. Zur Beschreibung der mechanischen Arbeit sind am Volumen-
element zur Zeit t fiir die Stoffkomponente ¢ =1 alle Volumenkrifte und die dulleren Krifte
exemplarisch nur an den Flichen dF, angetragen. Anhand des nach der Zeit t + Dt aus dem Vo-
lumen dV ausgetretenen Stoffes I wird der Energiezustand erldutert. Hierbei sind wiederum aus

Ubersichtsgriinden die Wirmestrome exemplarisch nur an den Flichen dF, dargestellt.

h'DtdF,- (h'DtdF,),, d6'

LApW , Dtdv
AuDtdV

L

Angkath dv

Bild 3.4: Volumenelement im Augenblickszustand t mit Volumenkriften und Schnittkréften
(exemplarisch nur an den Flachen dF, ) des Stoffes I und Porenkdrper I zur Zeit t + Dt

mit Energiezuwédchsen und Wérmestrom

Im folgenden werden die einzelnen Energieterme der Erhaltungsgleichung (3.47) beschrieben.
Die mechanische Arbeit aller am Volumenelement angreifenden &duleren Krifte, die entlang der
Verschiebung w Dt geleistet wird, ergibt sich unter Beriicksichtigung der Impulserhaltung (3.40)

Zu:

3W =1* g, w, DtdV 3.48
k i
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Die thermische Arbeit aus den Warmestromen h*, die zur Zeit t + Dt iiber die Seitenflichen in
das Volumen hineinflieBen, sowie aus der eingeprigten massenspezifischen Wirmequelle r
lautet:

8Q =prDtdV —h*|, DtdV (3.49)

Die Interaktionskrifte Aék des herausgeschnittenen Porenkorpers ¢ mit den iibrigen Stoftkompo-

nenten erzeugen tiber den Verschiebungsweg wpt die mechanische Arbeit

5W 5= AQ* w, DtdV, (3.50)

die als Reibungsarbeit gedeutet werden kann. Werden Massenaustauschprozesse zugelassen, dann
wird die innere Energie der Komponenten ¢ durch die kinetische Energie des Massenzuwachses
A ;C) erhoht:

sx?vApzéAnykavk Dtdv 3.51)

Ein weiterer Austauschprozef3 der Stoffkomponenten wird durch die Kontaktenergie beschrieben,

die sich aus dem Energiezuwachs des Volumenelementes pro Zeit und Volumen Au ergibt:

5Au = Au DtdV (3.52)

Neben den klassischen Energietermen ist die Erhaltungsgleichung bei Mehrkomponentenkontinua
durch zusédtzliche Terme erweitert, die die Austauschprozesse von innerer Energie und Masse
sowie die Reibungsarbeit der Interaktionskréfte zwischen den Komponenten beschreiben.

Bevor die endgiiltige Energieerhaltung angeschrieben wird, sind noch die Verzerrungsmal3e ein-
zufiihren, die sich aus der Herleltung der dulleren mechanlschen Arbeit (3 48) von selbst ergeben.
Wird die Verschiebung w iiber die Ortsvektoren der Punkte P und P beschrieben, gelingt die
Darstellung der Ortsableitungen der Verschiebungen mit Hilfe der Basisvektoren g, :

chﬂk:(F _F)ok

+
C

=0x 0k

(3.53)
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Mit der materiellen Zeitableitung des Basisvektors (g;),bei festgehaltenen Koordinaten des
Stoffes ¢ und Beachtung der Symmetrie des Tensors folgt somit fiir die Verformungsgréfe in
(3.48)

¢ 1 ¢
9, W,;=0, (9;); =E(gik).c =Yk > (3.54)

die dem GREENschen Verzerrungsmal} entspricht. Im Anhang A.2 sind die Verzerrungen in Ab-
hiangigkeit der Verschiebungen fiir die einzelnen Stoffkomponenten hergeleitet.

Zusatzlich wird in Gleichung (3.47) der Term fiir die innere Energie unter Bertlicksichtigung der
Massenerhaltung (3.32) wie folgt umgeformt:

ﬁjf)dVﬁDt=%§5+ﬁAf)EdVth (3.55)

Nach Einsetzen von (3.48) bis (3.55) in (3.47) und Division durch das Volumen dV und die Zeit
Dt folgt die Energieerhaltung in lokaler Form:

c

GS=—Ap°§3—%ékvkg+§ik§ki+A(§k§k+5§—ﬁk|k +Au (3.56)

Hierin beschreiben insbesondere der erste Term auf der rechten Seite den Energiezuwachs infolge
von Massenaustauschprozessen und der dritte Term die Arbeit der Interaktionskréfte, die beim
Durchdringen der Komponenten geleistet wird.

Werden die Energien aller Komponenten aufaddiert, so erhilt man die Energieerhaltung fiir das
Gemisch, wobei die Energiezuwéchse der folgenden Nebenbedingung geniigen miissen:

S Au=0 (3.57)

c

Nachfolgend wird die Energieerhaltung beispielhaft flir ein Gemisch mit 3 Komponenten angege-
ben:
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(3.58)
-1 1l -m, ol U
+AQ k_Vkﬁ+AQ k_Vkﬁ-l-AQ k_Vkﬁ

Die Arbeit der Interaktionskrifte ist von den Differenzen der Geschwindigkeiten abhidngig, womit
auch die Forderung erfiillt ist, dafl nur bei einer Relativbewegung der Komponenten eine Arbeit
entsteht, die anschaulich der Reibungsarbeit entspricht.

3.4 Der 2. Hauptsatz der Thermodynamik

Der Umwandlungsprozel3 von Arbeit in Wéarme und umgekehrt kann mit dem Energieerhaltungs-
satz (1. Hauptsatz der Thermodynamik) nur teilweise geldst werden. Damit Prozesse, die zwar
nach dem 1. Hauptsatz moglich sind, aber in der Natur nicht vorkommen, ausgeschlossen werden,
mulB jeder Prozel zusdtzlich den 2. Hauptsatz erfiillen. Dieser besagt, da3 die Entropiednderung
im Inneren des Porenvolumens immer groBBer aber mindestens gleich der Summe der Entropie-
fliisse aus den Wérmestromen {iber die Seitenfléchen und der Entropie der eingeprigten Wérme-
quelle ist. Die Entropieungleichung wird zundchst entsprechend der klassischen Formulierung
fiir ein Einkomponentenkontinuum hergeleitet und dann auf das Mehrkomponentenkontinuum
iibertragen.

Die Entropieungleichung geht aus zwei physikalischen Erkenntnissen nach CLAUSIUS und DUHEM
hervor, die durch den 1. Hauptsatz nicht beriicksichtigt werden [SCHROEDER 1987]. Zum einen
kann Warme nur in Richtung abfallender Temperaturen flieBen, so da3 das Produkt aus dem
WirmefluB pro Fliche h* und dem Temperaturgradienten T,, immer negativ ist:

h*T,, <0 (3.59)

Zum anderen kann die durch eine mechanische Arbeit erzeugte Warme nicht vollstindig in
mechanische Arbeit zuriickgewandelt werden. Der erzeugte Zuwachs der Warmemenge 6Q , der
die Arbeit einer ungeordneten Bewegung der Atome beschreibt, wird von CLAUSIUS durch eine
gedachte geordnete thermische Arbeit T S ersetzt, mit der Entropie S als neue Zustandsgrofe.
Hiermit wird die Forderung, daf3 die thermische Arbeit immer groBer als die zugefiihrte Warme-
menge ist, in der nachstehenden Ungleichung formuliert:
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pr—h|, <psT (3.60)

Das Gleichheitszeichen steht dabei fiir einen reversiblen ProzeB3. In der Gleichung sind die einge-
pragte Wiarmequelle r und die spezifische Entropie s pro Massenelement definiert.

Aus den beiden Bedingungen (3.59) und (3.60) folgt die Entropieungleichung fiir das Einkompo-
nentenkontinuum nach MEIXNER zu

p%—%%‘ <ps . (3.61)

Die fiir ein Einkomponentenkontinuum formulierte Entropieungleichung muf3 bei Gemischen fiir
jede Stoffkomponente in entsprechender Weise formuliert werden. Dabei ist jedoch abweichend

von der spezifischen Entropie in (3.61) die materielle Zeitableitung der Entropie S = Ip s dV in

der Form zu berticksichtigen, dal dem Entropieflul infolge Massenaustauschprozessen Rechnung
getragen wird.

Nach heutigem Kenntnisstand ist die Entropieforderung angewandt auf jede einzelne Kompo-
nente zwar eine hinreichende Bedingung, aber eine zu strenge Formulierung, die zu Einschrén-
kungen beim spéteren Aufstellen der konstitutiven Gleichungen fiihrt. Hingegen ist eine gemein-
same Entropieungleichung aller Komponenten eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir
die Existenz von Dissipationsvorgangen innerhalb des Gemisches.

Fiir das Gemisch ergibt sich die Entropieungleichung aus der Summe der Entropieédnderungen
(3.61) aller Komponenten ¢ =1, 11, ... in globaler Form:

] .
Hav < <y E!'pstE (3.62)

Nach Umformung der kovarianten Ableitung und Berlicksichtigung der Massenerhaltung (3.32)
wird die Entropieungleichung in folgende lokale Form tiiberfiihrt:

c C

I l‘+ e L ’kH s+ sH
Zﬁbc ﬁszgﬁp pH (3.63)

c T 2
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Um die homogene Entropieungleichung zu erhalten, werden die Warmequellen rin (3.63) durch
den Energieausdruck (3.56) ersetzt sowie die spezifische innere Energie u durch die spezifische
freie HELMHOLTZsche Energie f

u=f+sT (3.64)
beschrieben. Die spezifischen Groflen beziehen sich wiederum auf ein Massenelement.

Somit folgt aus (3.63) fiir die Entropieungleichung des Gemisches:

C Cé C C C C. é Ck T C C C
z%%-p +sTH-ApE—%Vkka+r‘kyki—h L, +Akak+Au§zo (3.65)
=TH H O O g

Eine Vereinfachung der Entropieungleichung kann durch die Vorgabe eines einheitlichen Tempe-
raturfeldes fiir alle Komponenten des Gemisches erreicht werden, was fiir die Beschreibung vieler
Prozesse auch gerechtfertigt erscheint. Hierdurch kdnnen die unbekannten Energiezuwiachse Au
aufgrund der Beziehung (3.57) eliminiert werden und man erhilt die Entropieungleichung fiir
T=T hier beispielhaft fiir ein 3-Komponentenkontinuum zu:

C C C C C C Ck
I %—p +STH—AP —leVkH"‘ leykl h T%%
= g 0 |

(3.66)

1\
e

N 1l - 1 U
+AQ ﬁvk_vkﬁ*'AQ ﬁvk_vkﬁ*'AQ @’k_vkE

Eine Vereinfachung der Entropieungleichung unter Verwendung der Beziehung (3.57) ist nur bei
einer einheitlichen Temperatur T fiir alle Komponenten des Gemisches mdglich, was in
[SCHROEDER 1984] nicht beachtet wurde.

Die Annahme einer gemeinsamen Temperatur fiihrt auch zu einer Vereinfachung bei der Ermitt-
lung der Warmeleitungsgleichung aus der Energieerhaltung. Wéhrend bei der Vorgabe unter-
schiedlicher Temperaturen T aus jeder partialen Energiebilanz eine Warmeleitungsgleichung zu
ermitteln ist, die liber die Energiezuwéchse Alcl gekoppelt sind, 148t sich bei einer gemeinsamen
Temperatur T=T die Wirmeleitungsgleichung direkt aus der Energiebilanz des Gemisches be-
stimmen. Auch sind keine konstitutiven Gleichungen fiir die Energiezuwéchse erforderlich.
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Im Gegensatz zur konventionellen Mischungstheorie, bei der alle Stoffe {iber das Kontrollvolumen
verschmiert werden und dieses gleichzeitig einnehmen, werden bei pordsen Medien die Stoffe als
unmischbar angenommen. Da die Volumenanteile der Komponenten sich nicht unabhéngig voneinander
verdndern konnen, ist die aus dem Konzept der Volumenanteile resultierende Zwangsbedingung (3.7),
in der Entropieungleichung zu berticksichtigen. Somit kann der mit einem LAGRANGEschen Multiplikator
E versehene Ausdruck

Llheg %-B,k(ék-'vk)%:o (3.67)

T c=lIl 8 Eb

der Entropieungleichung hinzugefiigt werden, ohne dessen Wert zu verdandern. Die in (3.67) zusétzlich
enthaltenen konvektiven Anteile in dem Summenausdruck ergeben sich aufgrund der materiellen Zeitab-

leitung der Volumenanteile bei festgehaltenen Koordinaten des Stoffes 1.

3.5 Erlauterungen zur konstitutiven Theorie

In den vorherigen Kapiteln sind fiir ein allgemeines Mehrkomponentenkontinuum die Erhaltungsgleichun-
gen hergeleitet worden, die im Rahmen der Kontinuumsmechanik als Grundlage zur Beschreibung
beliebiger mechanischer und thermischer Zustinde dienen. Das Verhalten des Kontinuums unter
Vorgabe eines beliebigen Zustandes ist jedoch von seinen Materialeigenschaften abhingig, womit
zusétzliche Gleichungen erforderlich sind, die {iber die konstitutive Theorie ermittelt werden. Dieses ist
auch zwingend notwendig, da die Anzahl der Erhaltungsgleichungen nicht zur Berechnung der eingefiihr-
ten FeldgroBen ausreicht. Zur vollstindigen Beschreibung des Kontinuums sind somit konstitutive
Gleichungen fiir alle mechanischen und thermodynamischen FeldgroBen erforderlich, die sich unter

Vorgabe des Bewegungs- und Temperaturzustandes nicht direkt aus den Erhaltungsgleichungen ergeben.

Der mechanische und thermische Zustand des Mehrkomponentenkontinuums werden durch die Dichten,
die Verschiebungen, die Temperaturen und die Volumenanteile der einzelnen Komponenten, die
sogenannten Grundvariablen ¢ ={ r , \c)vk, i ﬁ}, beschrieben. Hierbei sind iiber das Konzept der
Volumenanteile die GroBen n als weitere Grundvariablen eingefiihrt worden, womit zusétzliche Glei-
chungen zur Bestimmung dieser aufgestellt werden miissen, da weniger Erhaltungsgleichungen als
unbekannte Grundvariablen vorhanden sind. Um ein mathematisch bestimmtes System zu erhalten, sind
die fehlenden Gleichungen, wie in Kapitel 3.1 erldutert, iiber Erhaltungs-, Evolutions- oder konstitutive
Gleichungen fiir die Volumenanteile zu formulieren.
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Die Erhaltungsgleichungen sowie die Zwangsbedingung aus dem Konzept der Volumenanteile sind
jedoch nicht als direkte Funktionen der Grundvariablen aufgestellt worden, sondem enthalten allgemein

die folgenden unbekannten Feldgrofen:

F=lE, 5.E% 1. DG, D, DF . n (3.68)
i b

Somit sind konstitutive Gleichungen fiir die freie HELMHOLTZsche Energie f , die Entropie g, den
Spannungstensor 5™ , den Warmefluf3 h* , die Anderung der Volumenanteile n jeder Komponente
sowie flir die Kontaktkréfte D(Cgk , den Massenaustausch Ad und den Energiezuwachs Du als interakti
ve Grofen aufzustellen. Die durch Fernwirkung eingepriigten Grofien der Volumenkrifie QX=r b & (bg:
Erdbeschleunigung) und der Wérmequelle r kénnen als bekannt vorausgesetzt werden und sind in den
FeldgroBen & somit nicht enthalten. Aufgrund der angenommenen Symmetrie der partialen Span-
nungstensoren (3.46) entfallt ebenfalls der Drallkopplungstensor Al\c/[k .

Bei der Aufstellung geeigneter konstitutiver Beziehungen sind neben Schwierigkeiten bei der mathemati-
schen Formulierung von teilweise sehr komplexen Materialeigenschaften auch die Prinzipien der Ther-
modynamik zu beachten. Das bedeutet, daf3 die konstitutiven Gleichungen den aus der Entropieunglei-
chung folgenden thermodynamischen Restriktionen geniigen miissen. Dabei ist die Auswahl geeigneter
Prozefvariablen, die sich aus den Grundvariablen und deren zeitlichen und ortlichen Ableitungen
ergeben, von besonderer Bedeutung. Die Aufstellung der konstitutiven Gleichungen in Abhangigkeit einer
gemeinsamen Menge von Prozevariablen (Prinzip der Aquipriisenz) erfolgt somit nicht willkiirlich,
sondern nach einem durch die thermodynamischen Prinzipien vorgegebenen Schema. Die Schwierigkeit
bei der Entwicklung der konstitutiven Gleichungen liegt jedoch in einer geeigneten Auswahl der ProzeB3-
variablen, um bestimmten Materialeigenschaften (z.B. viskos, elastisch-plastisch, inkompressibel etc.)
gerecht zu werden. Hierbei sind im Gegensatz zu Einkomponentenkontinua konstitutive Gleichungen nicht
nur fiir die einzelnen Komponenten, sondern auch fiir die Koppelmechanismen (Massen-, Impuls- und

Energieaustausch) und fiir die zeitliche Anderung der Volumenanteile herzuleiten.

Unter der allgemeinen Annahme eines Gemisches mit elastischen oder viskosen Stoffen, unterschiedli-
chen Temperaturen sowie Massenaustauschprozessen sind die Stoffgleichungen & = (%) in Abhin-
gigkeit der folgenden Prozef3variablen aufzustellen:
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'l'c ¢ c ¢ ¢ ¢ a a I om 1 m m I P
T@:_[TaTak,gik’gikar’rak,n,nakavk-vkavk-Vkavk-vk,“'y

f b

(3.69)
mit ¢=LILIIL...
a =ILIIL,...

Da die Prozef3variablen voneinander unabhingig sein miissen, sind fiir die Volumenanteile und deren
ortlichen Ableitungen wegen (3.2) nur a = II, III, ... Variablen anzugeben. Durch die Einfiihrung des
GreENschen Verzerrungsmalles sowie der Geschwindigkeitsdifferenzen ist auch die materielle Objekti-
vitdt der ProzeBvariablen gewéhrleistet. Mit diesen Prozef3variablen konnen elastische sowie viskose
Stoftverhalten, aber auch Effekte wie Massenaustausch und der Energiezuwachs von Komponenten mit
unterschiedlichen Temperaturen beschrieben werden.

Fiir einige Problemstellungen, wie z.B. die Beschreibung elasto-plastischen Materialverhaltens, ist es
erforderlich, weitere Prozef3variablen zuzulassen [ EHLERS 1989]. Da die Menge an Variablen ohnehin
schon zu einem groflen Aufwand bei der Entwicklung der konstitutiven Gleichungen fiihrt, ist es sinnvoll,
Vereinfachungen im Rahmen der konstitutiven Theorie vorzunehmen. So kann z.B. unter der Vorgabe
einer einheitlichen Temperatur fiir alle Komponenten die materielle Zeitableitung der Temperatur
unmittelbar aus der Energieerhaltung des Gemisches bestimmt werden und die Ermittlung der Energiezu-
wiichse Du entfillt somit. Eine weitere Vereinfachung ist durch das AusschlieBen von Massenaus-
tauschprozessen moglich, womit die Variablen fiir die Dichte und deren Ortsableitung nicht mehr bendtigt
werden.

Die groBte Vereinfachung der konstitutiven Theorie bewirkt hingegen die Inkompressibilititsbedingung
fiir einzelne oder alle Komponenten, womit keine Bestimmungsgleichungen fiir die entsprechenden
FeldgroBen n zu entwickelt sind. Eine solche Annahme kann bei einigen pordsen Medien auch gerecht-
fertigt sein, wenn der Feststoff und die als kompressibel anzunehmende Fliissigkeit annédhernd gleiche

Elastizititseigenschaften haben (z.B. Knorpelgewebe).

Die Anwendung der konstitutiven Theorie und die Herleitung der Stoffgleichungen werden im folgenden
Kapitel anhand eines Zweikomponentenkontinuums zur Beschreibung des Knochenfeststoffes mit einer
Fliissigkeit erldutert.
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3.6 Das Zweikomponentenkontinuum

3.6.1 Zusammenstellung der Grundgleichungen

Im folgenden wird ein Zweikomponentenkontinuum, bestehend aus einem elastischen Fest-
stoff und einer viskosen Fliissigkeit (c = s bzw. f), betrachtet. Zur Vereinfachung der Rech-
nung werden ein einheitliches Temperaturfeld fiir alle Komponenten T=T= T, welches iiber
die Koordinaten des Feststoffes definiert ist, angenommen sowie Massenaustauschprozesse
ausgeschlossen. Es wird bei der Herleitung allgemein von kompressiblen Stoffen ausge-
gangen, wobei aber auch auf Gemische mit inkompressiblen Komponenten eingegangen wird.
Nachfolgend werden fiir diese Vorgaben das Konzept der Volumenanteile, die Erhaltungs-

gleichungen sowie die Entropieungleichung zusammengefalt.

Aus dem Konzept der Volumenanteile ergeben sich die folgenden Beziehungen:
s f c cc
n+n=1, p=np; (3.70)

s f

s f
(n + n)s = 0 ’ nak + n;k: 0 (371)

Der Klammerausdruck mit Index bezeichnet die materielle Zeitableitung bei festgehaltenen
Koordinaten des Feststoffs.

Die Massen-, Impuls- und Energieerhaltung fiir die einzelnen Komponenten (¢ =s, f)
sowie die aus dem Gemisch resultierenden Nebenbedingungen sind nachfolgend aufgefiihrt.
Dabei ergibt sich die Massenerhaltung aus (3.32) mit Einfiihrung der GREENschen Verzer-
rungsgeschwindigkeit nach (3.54). Die Impulserhaltung und die aus dem Gemisch resultie-
rende Nebenbedingung sind iiber (3.40) bis (3.42) definiert. Aus den Beziehungen (3.56) und
(3.57) folgen die Energieerhaltung sowie die zugehorige Nebenbedingung. Die Drallerhaltung
entfillt, da die Symmetrie der partialen Spannungstensoren vorausgesetzt wurde. Die Erhal-
tungsgleichungen und Nebenbedingungen lauten somit:

P+pY =0 (3.72)
], + Q" - pb* =AQ* (3.73)

s f
mit  AQ* +AQ* =0 (3.74)
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c cC C. c C C

pu-t*y. —AQ*v, + h'|, —pr=Au (3.75)

s f
mit Au+Au=0 (3.76)

Wegen T :'i"=T kann die Energieerhaltung des Gemisches zur Ermittlung der Wérmelei-
tungsgleichung verwendet werden. Aus (3.75) folgt mit Einfiihrung der freien HELMHOLTZ-
schen Energie (3.64) und unter Beriicksichtigung von A(S)kz—A(f)k aus (3.74) sowie den
materiellen Zeitableitungen der Temperatur

(r). =T
S C (3.77)
(T)f =T =T, (V= Vy)
die Energieerhaltungsgleichung fiir das Gemisch:
s(fs ;T ST) f(ff\ %T fT) ffT (s f )
p(f+sT+sT)+p(f+sT+sT)=psT, (v,—-V
el (3.78)

s s s s f

s £.f s s £ s f f
- 1" Y ~ T Y _AQk(Vk_Vk)+ hk|k +hk|k —-pr—pr=0

Aufgrund der Unmischbarkeit der Komponenten ist die folgende Zwangsbedingung nach
(3.71); bzw. in der Form (3.67) der Energieerhaltungsgleichung und der Entropieungleichung
zuzufiigen:

s f  f f

A(n+n-n, (v,-v,))=0 (3.79)

Die Entropieungleichung ergibt sich fiir das Zweikomponentenkontinuum aus (3.66) unter
Hinzufiligen der oben aufgefiihrten Zwangsbedingung:

s s s . £ off . ff s f so fAk%
—p(f+sT)=p(f+sT)+ psT, (v,=v, )+ 5y, +1%v,

T s f f s
"1:k +A(n+n-n, (v,-v, )20

(3.80)
Sk s f S | f
+AQ (v, -v,)—(h |k +h |k)
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Besteht das Gemisch aus inkompressiblen Komponenten, so vereinfacht sich die Zwangsbe-
dingung unter Beriicksichtigung der Massenerhaltung (3.72), die mit (3.70), und der Bedin-

gung fiir die Inkompressibilitét f,R =0 wie folgt formuliert werden kann:

c C

n+nyk=0 (3.81)

Werden die aus (3.81) folgenden Beziehungen fiir die materiellen Zeitableitungen der Volu-
menanteile in die Nebenbedingung (3.71), eingesetzt, erhédlt man die Zwangsbedingung in der
Form

s s £ of £ f

Alnys+nys+n, (v,-v,))=0 , (3.82)

die der Entropieungleichung (3.66) hinzuaddiert werden muf3. Hiermit ergibt sich die Entro-
pieungleichung fiir das inkompressible Gemisch zu:

s s s . £ f f. £ f s f S s_ké £ f_k%
—p(f+sT) —p(f+sT) +psT, (v,=v,) + (T +And")y, + (" +And")y,
(3.83)

T,k>0

sk f S f S | fy
+(AQ"-An,) (v,—v,) —(h |k+h |k) T

Die Spannungen bzw. die Interaktionskraft und die Terme mit dem freien Parameter A, der
als Porendruck zu deuten ist, konnen zu den sogenannten ExtragroBen bzw. wirksamen
Spannungen [ TRUESDELL 1965] zusammengefal3t werden:

T =T 4 Ang

f. f. f .

Tf =1 + And"* (3.84)
sk sk f

AQr =AQ" — An,,

Wird von einem Gemisch mit ausschlieSlich inkompressiblen Komponenten ausgegangen,
dann sind die konstitutiven Gleichungen statt fiir die Spannungen * und die Interaktions-
kraft AQ* fiir die Extragrofen (3.84) zu entwickeln.
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3.6.2 Konstitutive Theorie des Zweikomponentenkontinuums

3.6.2.1 Auswahl der ProzeBlvariablen

Der mechanische und thermodynamische Zustand des Zweikomponentenkontinuums ist mit
den 10 Grundvariablen G = {5, |g vsvk, va" , T, rfl} vollstdndig beschrieben. Da jedoch nur neun
Erhaltungsgleichungen (3.72), (3.73), (3.78) zur Verfiigung stehen, ist eine weitere Gleichung
erforderlich, um eine geschlossene Losung des Problems zu ermoglichen. Hierzu wird eine
Bestimmungsgleichung fiir den Volumenanteil rfl aufgestellt, die liber eine konstitutive
Gleichung, eine Erhaltungs- oder eine Evolutionsgleichung (siche Kapitel 3.1) formuliert

werden kann.

In den Erhaltungsgleichungen sind noch weitere unbekannte FeldgroBen enthalten, flir die
konstitutive Gleichungen formuliert werden miissen. Aufgrund der Vorgabe einer einheit-
lichen Temperatur und dem AusschluB3 von Massenaustauschprozessen sind fiir die Energie-
zuwichse Au und die Massenzuwéchse A B der allgemeinen FeldgroBen (3.68) keine konsti-
tutiven Gleichungen erforderlich. Ebenfalls entfallen hier die GroBen A(fgk und ;1, da diese
aufgrund der Nebenbedingungen (3.74) und (3.71); von den entsprechenden GroBen der
jeweilig anderen Komponente abhdngen. Die durch Fernwirkung hervorgerufenen Grof3en é"
und r sowie die Dichten und Volumenanteile im Ausgangszustand 50 und rclo werden als

bekannt vorausgesetzt. Somit sind die nachfolgend aufgefiihrten Feldgrofien zu beschreiben:
sfs_kf_k K Sk fk;
F=<ff,s,s, 75, 7", AQ°,h",h",n (3.85)

Die in F enthaltenen Feldgrof3en sind als Funktionen der gemeinsamen Prozef3variablen P
zu formulieren:

sof S s f
P=1T, T, Yi>Yi> Yic> 05 Dy > V=V, (3.86)

Hierin ist das Temperaturfeld T {iber die Koordinaten des Feststoffes definiert. Aufgrund der
Isotropiegruppe fiir Fluide ist die Invariante «fyl‘j eingefiihrt worden, die auch dquivalent durch

die Dichte ;f) ersetzt werden kann. Zusétzlich ist die Verzerrungsgeschwindigkeit {(ik in dem
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f) sind in P nicht enthalten, diese sind vielmehr durch die Verzerrungen \C/ik und die Dichten
im Ausgangszustand E)o zu bestimmen. Die Beschreibung des VVolumenanteils rf1 ist hingegen
erforderlich, da das Gemisch kompressible Stoffe enthalt. Statt dem Volumenanteil ;1 , der im
Fall eines Zweikomponentenkdrpers der Porositdt entspricht, hatte auch der Parameter n
gewahlt werden kénnen. Mit dem Parametersatz (3.86) ist die Unabhangigkeit der Prozel3-
variablen sowie die materielle Objektivitat gewahrleistet.

Werden Gemische mit inkompressiblen Komponenten betrachtet, sind die FeldgroRen F und
die Prozelvariablen P zu modifizieren. Dieses wird im folgenden beispielhaft an den beiden
Sonderféllen inkompressibler Feststoff / kompressible Flissigkeit sowie inkompressibler
Feststoff / inkompressible Flussigkeit erldutert.

Im ersten Fall ist die Zeitableitung des VVolumenanteils des Feststoffes n ber (3.81) durch
die Verzerrungsgeschwindigkeiten definiert. Mit (3.71), ergibt sich somit eine Bestimmungs-
gleichung fur F] womit keine konstitutiven Gleichungen flr die Zeitableitungen der Volu-
menanteile erforderlich sind. AufRerdem kann aus (3.81) der Volumenanteil r51 in Abhéngig-
keit von dem Volumenanteil im Ausgangszustand rs10 und der Determinante der Malizahlen
g=detg, Gber die Beziehung n=n,s//g berechnet werden. Hiermit sind auch der
Volumenanteil ;1 entsprechend (3.70); sowie dessen Ortsableitung rfm,k bekannt, womit diese
Grolien aus dem ProzeRvariablensatz zu streichen sind. Die FeldgroRen und die ProzeRvaria-

blen lauten somit:

S S f

F :ﬁ,%, s, T T, AQk,hk,hkﬁ
(3.87)

f

S f f S
P: %-,T,kayikayivyik’vk_vklj
g B

Im zweiten Fall entféllt zusatzlich die ProzeRvariable {/t da sie tiber den Volumenanteil n
bzw. Fi definiert und somit von der Volumendehnung \s/t abhéngig ist. Da die Zwangsbe-
dingung in der Form (3.82) der Entropieungleichung hinzugefigt wird, kénnen somit die
Spannungen als sogenannte Extraspannungen in Abhadngigkeit des LAGRANGESschen Multi-
plikators A angegeben werden. Dementsprechend ergeben sich die folgenden Feldgréiien und
Prozelvariablen:
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f s f s. s . f. f . S f s, f
Fzzﬁyﬂs,&r*+An&&r*+An5*,AQk—AnW,M:hkﬁ

(3.88)

r H

S f S
P: %raTaka%ka Yikavk_VkD
H H

Nachfolgend werden die thermodynamischen Restriktionen fiir das Gemisch mit zwei kom-
pressiblen Stoffkomponenten hergeleitet.

3.6.2.2 Thermodynamische Restriktionen

Bevor die konstitutiven Gleichungen aufgestellt werden kdnnen, sind Restriktionen, die sich
unter Beriicksichtigung der gewéhlten ProzeBvariablen (3.86) aus der Entropieungleichung
ergeben, zu formulieren. Zundchst werden die materiellen Zeitableitungen der freien HELM-
HOLTZschen Energien gebildet:

%=£T+£T,k+ asf ';Yik+ aff ﬁ/ia"' a.f &,ikH
oy, N

aT aT)k ’Y1k aYt a{,ik
of af , af s
+_f( )s +T(n>k)s + S £ (Vk Vk)s
on on,, o(v,—v,)
(3.89)
P of af af af i, of i
f=—M; +— (T,); +—/—— (V)i +Tylli 7
oT OT,k 0 0 k f
Yik Yk ay,
ari  af i af f
+—n+——n, + T (Vi=vi)i

on  an,, (v, -v,)

Die mit einer Klammer und Index versehenen Terme stellen die Zeitableitungen bei festge-

haltenen materiellen Koordinaten des anderen Stoffes dar. Die bendtigten Zeitableitungen
lauten:

f f f f s
(V)i = Vi~ Yiom (V" =V™)
N
(Yi)s =Y~ Yiom (V7 =VT)
f f s

m

(), =n-n,, (v"=v")
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£ f £
(nak)s = nak_ nakm (V -V )
soof s f £ s f f foos,
(Vi V) =V VetV (VI VT ) = v sy g (vi-vY) (3.90)
. s f
(M; =T-T,,(v"=v")
. s f

(Tak).f = T9k_T’km (Vm_Vm)

s ) s s Sm fm
(Yi)r = Y~ Yieom (V7 =VT)

s f '_; f f Sm fm _s f s fi si
ViV ) =ve—Vv , =V, (vI=v")=v, -V +ty. (v V)

Nach Einsetzen von (3.89) und (3.90) in (3.80) folgt die Entropieungleichung fiir das Ge-
misch:

D s S s . s . S S ..
s 0Jof - af - af s of ¢ of ¢ foos of f
PO TH o T ——ra* YT T Yon (VT TV H =
H k v, 0y, 0y, a;,ik
afs‘ f fos afs‘% afs‘f fos afs‘ f afs‘ £ £os
___Yik’m(v v )+_fn__fn’m vi=vT) + by T n, . (v'=v?)
a;k on on on,, on,,
S . S D
af s f a f fi si S . D
t— (Vi=vi ) + 7 Tk (vi=v)+sTQ
a(Vk_Vk) a(Vk_Vk) g
O
fgaﬁ af P ot af foaf
-pP D_T__Tam (Vm_Vm)"'—Tsk T (V' =V + Vik
qoT  aT oT, 9T, 9y
E Yik
f £ £ £, £, f ..
of s s o f of r, of ¢ of t  of ¢ of s f
_TYik’m(V -V )+_fYk+ — Y t—n+—n, +ﬁ(vk_vk)
0y, aYE af dn on,, 0(v,—v,)
Yik
af 0
s f. s, f. f s f
Vi (vi=v)+sT=sT, (v'=v") H (3.91)
0(v,—v,) H

S . s f. f s s f s f T f f f s
+ oy, 17 y, +AQ (Vk_Vk)_(hk"'hk)T,k"'Ag'+n_nak (Vk_Vk)H>O

H
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. . . i S f
In den ProzeBvariablen P nach (3.86) sind die GroBen {T; T..; Tons Vi s Vi Yicrm: Yicom

Vi 103 o rf1,km; (\;/k—\%/k)} nicht enthalten. Die Entropieungleichung kann fr beliebige Werte
dieser freien Parameter daher nur erflllt sein, wenn die Faktoren vor diesen verschwinden
oder bestimmte Symmetrieeigenschaften erflillen. Es ergeben sich somit die folgenden

Restriktionen:

S f
T BB%+§§+E)H%+;E:O
T 8 PT o
S f
T’k: 5 of +Ff3 of 0
oT,, oT,,
f a1f= f f a1f= f
T VT -v") = - VeV
- paT,k( ) Pa.l_'m( )
. s f f
s s of f of f of foos, S
Yik PP P (Vv +T¥=0
0Yi 0Yix 0 (Vi —Vy)
i s of 1 of _
Yi * p—+p——=0
f f
0 Vi 0Yi
f
s f of s fo
Yik 1m - p——(v"-v")=0
0 Vi
f s a'F f Sm
Viom: P (v"-v")=0 (3.92)
Y,
f s f fooso
Yikm p—(v'-v")=0
f
0 Vi
. s f
;l: Bi+(f)i—/\:0
on on
i s of 1+ of
n'k p f +p f :0
an,, an,,
f s a'F f Sm s a'F f s
Ny p—— (vV"-v") =-p—— (V*-Vv")

an,, an,,
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f s s of f of
V,=V,: P +p =0

S f s f
a(Vk _Vk) a(Vk _Vk)

Wahrend die meisten Restriktionen direkt aus der Entropieungleichung folgen, sind flr die
Beziehungen (3.92); und (3.92)1; Symmetrie- und Antimetrieeigenschaften auszunutzen.
Somit ergeben sich aus der Symmetrie der Tensoren T, und rf1k die offensichtlichen
Eigenschaften von (3.92);1;. Die Restriktionen (3 92)5 und (3.92)g flihren auf die Unab-
héngigkeit der freien HELMHOLTZzschen Energien f f von der ProzeRvariablen ! v, - Desweite-
ren besteht beziglich der Verzerrungen keine Kopplung der freien HELMHOLTzschen Ener-
gien, da diese entsprechend (3.92)g7; von den ProzeRvariablen des jeweilig anderen Stoffes
unabhdangig sind. Die freien HELMHOLTzschen Energien sind somit nicht von allen Parame-
tern abhangig:

S S S f f S f
F=F(T, T,, Vi, N, Ny, V=V )
(3.93)
f f fk f f s f
fF=f(T, T, , Y, N, Ny, V=V, )

Aus den Restrlktlonen (3.92); und (3.92), ergeben sich die Bedingungen zur Berechnung der
Entropien s s und des Spannungstensors T

f
ss ff saf fof
Sipe=—pof _[of 3.94
ps+p paT paT ( )

s of r of 1 s,
=p +p — (v'-V') (3.95)

0 Vi 0(v,—Vvy)

S.

Die Beziehung (3.92)9 liefert eine Bestimmungsgleichung fur den LAGRANGESche Multi-
plikator A.

Unter Berucksichtigung der Restriktionen (3.92) folgt aus (3.91) die Restentropieunglei-
chung:
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S

s af f f of f foos,
p oy (VE=vE) = p— 1y (v V)
an a(Vk -v,)
a f £ aff‘ £, ff s f
—T,, (V -v)—-p— - v +psT,, vk =vh)
Dot v (3.96)

+T Vlk +AQ (Vk_Vk) (hk +h )
s f f s
+A(n—-n,, (Vk—Vk))ZO

Die Zeitableitung des Volumenanteils rs1 ist hier als unbekannte Feldfunktion in Abhéngigkeit
der ProzeBvariablen P anzusehen. Nach kurzer Umformung und Verwendung der Bezie-
hungen (3.92)9 und (3.92),, lautet die Restentropieungleichung:

D= T,kﬁ) —+s%v —V) (hk+h) E
Hsk fa% El

s f f
+(Vk_Vk)|:pQ +p_fn’kD

on [ (3.97)
f £ af + £ a% f H
v % Y ep——— V -v')
aym 6(Vk Vk) E
ST
O0on dn[j

Die vier Terme in (3.97) beschreiben die Dissipation infolge des Entropie- und Warmeflusses,
der Diffusion, der Viskositit der Fliissigkeit und der Porositdtsdnderung.

3.6.2.3 Konstitutive Betrachtung in der N&he des thermodynamischen
Gleichgewichts

Im folgenden sollen die thermodynamischen Zustinde in der Néhe des sogenannten thermo-
dynamischen Gleichgewichts betrachtet werden, siehe hierzu [BOWEN 1982, EHLERS 1989].
Das thermodynamische Gleichgewicht, in dem die Entropieungleichung (Dissipation) ein
Minimum annimmt, ist hier durch die folgenden Prozefvariablen definiert:
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T

f s f

s f f f
R= érv T,.,=0, Vi Y Ya = 0,14, 0,y , v —v, =00 (3.98)

ny

Im thermodynamischen Gleichgewicht verschwinden somit der Temperaturgradient, die Ver-
zerrungsgeschwindigkeit der Fliissigkeit sowie die Relativgeschwindigkeit. Zusétzlich wird
vorausgesetzt, dal die Ableitung der Summe der freien HELMHOLTZschen Energien nach dem
Volumenanteil n zu Null wird und die zweite Ableitung fiir ein lokales Minimum der Entro-
pieungleichung einen positiven Wert annimmt [BOWEN 1982]:

(3.99)

Es ist ersichtlich, da8 die Entropieungleichung (3.97) fiir den Parametersatz R gleich Null

ist:
D(R)=0 (3.100)

Um Zustidnde im thermodynamischen Gleichgewicht zu betrachten, werden die Variationen
des Temperaturgradienten, der Geschwindigkeitsdifferenzen und der Verzerrungsgeschwin-
digkeit sowie die Abweichung des Volumenanteils vom Gleichgewichtszustand eingefiihrt:

T, =¢a,

s f
v,—v,=¢eb,
: (3.101)
Yic =€ Cy

n-n,=¢d

Hierin sind € und d beliebige Skalare, a, und b, beliebige Vektoren und c, ein beliebiger
Tensor.
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Mit den Beziehungen (3.101) ergeben sich die ProzeBvariablen wie folgt:

s f f f
P=l.ea, V. Vi Ecionpted.n, eb, (3.102)

Die Bedingungen fiir ein lokales Minimum der Entropieungleichung sind:

iD(E) =0
de
(3.103)
2 —
ED(P) £=0 >0

Einsetzen der ProzeBvariablen P in (3.97) fiihrt auf die Entropieungleichung in folgender
Form:

D(P) = —%a a, ¢*(P)+eb, kK*(P)+ec, I"(P)+A(P)m(P)=0 (3.104)
mit

f
q“(P)=h* + h* —TBEa—f+§H($k -9

T 5

f
K@) =at +p2n, (3.105)
on

f f
"= £, fgf -, f of s, f.
rPy=t“-p——g“ -p———— (' -v)
Yy, 0(v,—vy)

m(P) = n

Die Ableitung von (3.104) nach ¢ fiir das thermodynamische Gleichgewicht lautet

PP =2 d (R)+b kK\R) +ey I"(R) + -5 m(R)=0,  (3.106)

=0
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wobei die Ableitung im letzten Term mit (3.92)¢ und (3.101)4 folgendermaBen formuliert
werden kann:

0A
Oc

f
2 S
_9A0n _0 H&fﬂf)f‘&d (3.107)

f f2
e=0  0n dg e=0 on

Fiir beliebige a,, b, , c,, d ist (3.106) erfiillt, wenn die einzelnen Terme q*, k*, 1 und m
verschwinden, womit sich die nachstehenden Bedingungen ergeben:

ﬁ‘k + }flk =0 (3.108)
=R
S f ’ f
ﬁﬁék +pa—fn,kﬁ =0 (3.109)
on =R
¢ af
ﬁik -p-Z g ﬁ =0 (3.110)
0y, =
m[,_, =n[,_ =0 3.111)

Der tiefgestellte Index R, bedeutet, daB3 die Feldgro3en von dem Parametersatz B, im thermo-
dynamischen Gleichgewicht abhéngig sind.

Um die FeldgroBen fiir einen Zustand in der Nadhe des thermodynamischen Gleichgewichts
zu beschreiben, werden die GréBen in einen Gleichgewichts- und in einen Nichtgleichge-
wichtsanteil zerlegt. Fiir eine Funktion F aus F gilt allgemein

F(P) =F, (R) +F\ (P) (3.112)
mit der Forderung, daf3
F (P)=0 . (3.113)

Fiir die Dissipationsgleichung D folgt mit der entsprechenden additiven Zerlegung

D(P)=D,(R)+Dy(P) , (3.114)
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dal3 die nachstehenden Groflen verschwinden:
(3.115)

Somit wird die Restentropieungleichung nur durch den Nichtgleichgewichtsanteil beschrie-
ben:

T

Dy(P)=- T’k P+ (v, —{’k)kﬁ(P)+§/ik KN(P)+A(P)my(P)20 (3.116)

Da nur kleine Temperaturgradienten, Differenzgeschwindigkeiten und Verzerrungsgeschwin-
digkeiten betrachtet werden, kénnen die Nichtgleichgewichtsanteile qy, ki, 1%, A, und
m, in der Néhe des thermodynamlschen Glelchgewwhts linearisiert werden. Hierzu werden
die Feldgroen nach den Variablen T,,, Vk Vk und y_ in einer TAYLORreihe entwickelt und
die nichtlinearen Terme gestrichen. Aufgrund der Vorgabe isotropen Materialverhaltens ist

die Entwicklung nach ﬁ—ﬁo nur fiir den Dissipationsanteil m erforderlich.

Fiir qy ergibt sich:

k k s f k f
an(P)=qX(R) + G%N T, +% (vV;=v,) +¢1_N Vi (3.117)
’i |p=p o(vi—vi)|,_ f
P_% ayim P=R
Mit q¥ (R)) =0 folgt hieraus
k ki kS _f kim f
qn(P)==-Q; T,; +Qq (Vi_Vi)_Qy Yim (3.118)

mit den Tensorkomponenten, die unter Berticksichtigung der materiellen Objektivitit folgen-
de isotrope Form annehmen:
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i dq; i
QF=-21  =p &
’i P=R
) aqk )
QY = : Nf =B, 5" (3.119)
o(vi—vi) Pk,
k
Qly(im - _ ac.lN = B'y [Jkim
f
a,Yim P=R

Unter Berticksichtigung der Beziehung
i |
0oy, =0, (3.120)

f
die besagt, daB der dem symmetrischen Tensor v, zugeordnete axiale Vektor verschwindet,
erhélt man aus (3.118):

Q5 (P)= =B, T,y +B, (Vi =vh) (3.121)

Eine entsprechende Beziehung ergibt sich fiir

. .S f . f
ky(P)=-KY T,; +K{ (v,=v;) =K y,, (3.122)
mit
k& ‘
1;1 - _gTN =, 8k1
91 P=I%

. Kk .

K = ? = =q, 8" (3.123)
a(vi_Vi) P=R

, ok ,

kim —_ kim
K, N =a, 0" =0
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Aus (3.122) folgt somit:

k Sk _fx
ky(P)=-0; T, +a, (v -v") (3.124)
Fiir den letzten Term gilt
ik ik ik s f ik f
lg(P):Ig?11m+1gm(vm—vm)+1@““ﬂm (3.125)
mit
_ 1k _
11_;m - a N — nT I:llkm - 0
oT, pn,
ikm alﬁ —_ ikm
L - =n,0%=0 (3.126)

a Ym P=R

f
unter Vorgabe isotroper Ansitze. Aufgrund der Symmetrie von Yy, kann (3.126); wie folgt

geschrieben werden:

Likmn — 2 f aimakn + i 8ik8mn 3 127
. =2 (3.127)
mit

1

H=Z (nv + n\?)

f 2 (3.128)

A:n9

Hiermit ergibt sich aus (3.125) schlieBlich:
(3.129)

A ff. ff o+
R(P)=2py*+1yng"
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Die Skalarfelder A und m, in dem letzten Term der Dissipationsgleichung sind ebenfalls
Uber eine TAYLORreihe zu linearisieren:

f

a/\N ('t]_no)

f

on

Ay(P) =

(3.130)

(3.131)

Hierbei sind wiederum die Gleichgewichtsanteile A (R), m(R) entsprechend (3.111) und
(3.99): gleich Null. Eine Entwicklung von m und A, nach den ubrigen Variablen ist nicht
erforderlich, da die entsprechenden Terme aufgrund isotroper Ansétze fur das thermodynami-
sche Gleichgewicht Null sind.

Die skalare GroRRe v ist aufgrund der Beziehung (3.99), positiv definiert:
0° s f f
:T§f+pf >0 (3.132)
on’ =R

Damit das Produkt aus kK und { und somit der entsprechende Dissipationsterm immer posi-
tiv sind, wird der Ansatz

0 s ff
mN:M—f§>f+pf ﬁ
an

mit M=M(P)>0

(3.133)

eingefuhrt, der nach Linearisierung und Koeffizientenvergleich mit (3.131) die folgende
Beziehung fur den Faktor k liefert:

K=M®) W(R) (3.134)
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Der Kehrwert von K wird auch als sogenannte Relaxationszeit des Porendrucks bezeichnet
[BOWEN 1982]. Aufgrund der sich aus dem thermodynamischen Gleichgewicht ergebenden
Bedingungen ist der Materialparameter positiv definiert. In [WILMANSKI 1996] wird die
Porenrelaxation mit einer Neuordnung des realen Feststoffmaterials im Volumenelement
infolge einer mikroskopischen Deformation (Kompressibilitdt, Mikrobewegung) erklart, die
zu einer Anderung der Volumenanteile fiihrt.

Aus (3.116) erhélt man nach Einsetzen von (3.121), (3.124), (3.129), (3.130), (3.131) und
(3.134) die Dissipationsfunktion:

T, T,
Tk BTT’k - Tk

D (P) = B, (vE—v")

s f s f Sk fk
“(vi=v) o, T, +(v,=v)a (v =v")

: L (3.135)
f ff. ff + .
+vik%w”‘+kv$ g”‘E

KZ

+ (f f )2>0
— (n—n 2
M 0

Nach kurzer Umformung folgt hieraus unter Verwendung des Deviators der Verzerrungsge-

+

schwindigkeit yP =y, ~Ly™ g*:
3
1 s f s f 1 S f
Dy(P)= 1 BT T 0, (v =) =B, oy B (04 V)

ff _ fp. £ Ij 2 ¢
+2MY£YDIk"‘@V"‘%M%EH"‘%(U_%)ZZO

(3.136)

Die einzelnen Terme der Dissipationsgleichung beschreiben die Verluste (volumenspezifische
Leistung) infolge des Wéarmeflusses, der Diffusion, der Thermodiffusion, der Scher- und
Volumenviskositit der Fliissigkeit sowie der Porositétsdnderung.

Aus der Dissipationsgleichung (3.136) konnen die folgenden Restriktionen fiir die Material-

parameter 3., B,, O,, O, }_fl_ und 3 +2, (Wirmeleitfihigkeit des Gemisches, Thermodiffusi-
3

onskoeffizient, Entropiekopplung, Diffusionskoetfizient, Scherviskositit, Volumenviskositéit)
gewonnen werden:

f
B,20, o,=20, B, =-a,T, u=20, A+-p=0 (3.137)
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Es ist zu beachten, dal diese Parameter Funktionen der ProzefBvariablen im thermodyna-
mischen Gleichgewicht B sind. Der Diffusionskoeffizient o, kann iiber den Quotienten aus
der Viskositdt und der spezifischen Permeabilitdt bestimmt werden. Es ist anzumerken, daf3
die Vorgabe einer isotropen Permeabilitdt bzw. Diffusion nicht zwingend notwendig ist; es
kann auch eine Anisotropie in (3.122) angenommen werden, siche [KUBIC 1986].

Im folgenden werden die konstitutiven Beziehungen fiir Zustinde in der Ndhe des thermo-
dynamischen Gleichgewichts angegeben.

Die konstitutive Beziehung fiir die Spannung des Feststoffes ist der Gleichung (3.95) zu ent-
nehmen:

8 f
s s of ot of
v =p N

: (v —v) (3.138)
0V 0(v,=vy)

Fiir den Spannungstensor der Fliissigkeit folgt aus (3.105); und (3.129) die konstitutive Bezie-

hung:
0% . ‘ aff‘
f.f + ff, ffma4 f s, f.
le=p - glk +2My1k +7»Ymglk +p - - (Vl _Vl) 3 139
oyn 0(v,—v,) (3.139)

Aus (3.105); und (3.124) ergibt sich eine Beziehung fiir die Interaktionskraft:

f
s s f f f
AQ* =-a, T, +a, (vi-v¥)- pa—f n,, (3.140)

f

on

Nach Einsetzen von (3.121) in (3.105); erhélt man fiir die Summe der Warmefliisse:

f

f
s f s f f f s
h* +h* =B, T, +B, (v'-v¥) +TpEﬁ+sE(vk—vk) (3.141)
0

BBT

Um fiir die Entropien konstitutive Beziehungen zu erhalten, wird die Gleichung (3.141) fiir
das thermodynamische Gleichgewicht angeschrieben, wobei die Warmefliisse verschwinden,
wenn der Temperaturgradient zu Null wird. Die sich somit unter Beriicksichtigung von
(3.137); ergebende Beziehung
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f
’ _f+;H:—BV =a, (3.142)

ff tof
pS=-p-+0;

or (3.143)
pe=-pd g4

oT '

Hierin bewirkt o, eine Kopplung der Entropien beider Stoffkomponenten.

Die Bestimmungsgleichung fiir die zeitliche Anderung der Volumenanteile der Flussigkeit
ergibt sich nach Einsetzen von (3.131) in (3.71); zu:

f ff fo S, f
n+kn-n, (Vv'-v")=Kn, (3.144)

Zur Vereinfachung der konstitutiven Theorie werden einige Annahmen getroffen. Zum
einen soll von einer geringen Kopplung der Entropien ausgegangen und néherungsweise
o, =0 gesetzt werden. Hieraus folgt mit (3.137); somit auch 3, =0, womit die sogenannte
Thermodiffusion vernachléssigt wird. Zum anderen kann unter Beachtung der Restriktionen
(3.92)3.1011,12 und der sich hieraus ergebenden Symmetrie- und Antimetrieeigenschaften fir
das thermodynamische Gleichgewicht ein vereinfachter Ansatz fir die freien HELMHOLTZ-
schen Energien eingefiihrt werden. Somit sind die freien HELMHOLTzschen Energien f von
der Differenzgeschwindigkeit \S/k—\f/k, dem Temperaturgradienten T,, und der Porositatsande-
rung F],k unabhangig, was fur einen Zustand in der N&he des thermodynamischen Gleich-
gewichts gerechtfertigt erscheint.

Mit diesen Uberlegungen ergeben sich aus (3.138) bis (3.143) die folgenden Kkonstitutiven
Beziehungen fur die Spannungen der beiden Komponenten, die Interaktionskraft, den Wé&rme-
flu} des Gemisches sowie die Entropien:

—hon

0
0 Vi

(3.145)

- o
]
Ve
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£
of + ff

fae T ik ik iEerik
T —paf gt +2uY +AY g (3.146)
Y

f
S f f
AQ* =a, (Vv —v*)—p —fn,k (3.147)
Jn
Sk dk
h* + h* =B, T,, (3.148)
of faf
s=-L = 3.149
oT oT ( )

Aufgrund der Definition der Interaktionskréfte Aék als Druckkréfte entspricht (3.147) wegen
A(s)k: —Aék der auf die Fliissigkeit wirkenden Zugkraft. Zur Herleitung der thermoelasti-
schen Stoffgleichungen werden im nachfolgenden Kapitel die hier getroffenen Vereinfachun-

gen der konstitutiven Theorie zugrunde gelegt.

3.6.3 Die thermoelastischen Stoffgleichungen

3.6.3.1 Konstitutive Gleichung fiir die Spannung des Feststoffes

Mit den zuvor gemachten Annahmen ist die freie HELMHOLTZsche Energie f=f (;ik,T, Ifl)
fiir ein isotropes Kontinuum von den Invarianten des Verzerrungstensors, der Temperatur und
der Porositdt abhdngig. Ein spezieller Ansatz kann {iber die Aufspaltung der freien HELM-
HOLTZschen Energie in zwei von der Temperatur und der Verzerrung abhingige Funktionen
formuliert werden, wobei letztere zusétzlich vom Quadrat der Porositdtsénderung abhingig
1st:

S

fs‘:f‘0(§1>§2>§35T)+

1s s s s f f
Efl(Sl,Sz,Ss,T)(n—no)z (3.150a)

Mit diesem Ansatz werden auch die Bedingungen fiir das thermodynamische Gleichgewicht
(3.99), ; befriedigt.
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Da ein lineares Stoffgesetz hergeleitet werden soll, kann auf den zweiten Term in (3.150a)
verzichtet werden und die freie HELMHOLTZsche Energie nimmt die folgende bekannte Form
an:

f=£(S,,S,,S,, T) (3.150b)

Dabei sind die Invarianten in Abhdngigkeit der gemischtvarianten Verzerrungen definiert:

Sl=7t

S 1 s S S

Sy=(rhva=S) (3.151)
S 1s S S S s 1s

S;=—¥h ViV =5, 8, =S/’

3 3

Nach Einsetzen von (3.150b) in (3.145), Umformung der kovarianten Verzerrungen mit Hilfe

der Mal3zahlen ;;rmk und Anwendung der Kettenregel folgt:

asf ass1 . asf E)SS2 N asf 8553 pen (3.152)
aS, oy 9S, 9y 9S, 9Y"

Mit den Ableitungen der Invarianten und Sortieren nach Potenzen von y,' lautet das Stoffge-
setz fiir den Feststoft:

%“‘=s£(508im ray,) +a,7 Y, )g (3.153)
Po

Hierin sind die Koeffizienten folgendermallen definiert:

S

; of Saf_é of

0= 5 T S, s 27,
S, 9S, a8,
a=0f g of (3.154)
S, 08,
s of
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Die Koeffizienten hidngen somit von der bekannten freien HELMHOLTZsche Energie ab und
sind nicht frei wihlbar.

Im folgenden soll ein lineares isotropes Stoffgesetz formuliert werden. Hierzu muf3 der
Koeftizient ;12 in (3.153) verschwinden, was unter Beriicksichtigung von (3.154) nur der Fall
ist, wenn die freie HELMHOLTZsche Energle von der Invarianten §, unabhéngig ist. Zusitzlich
miissen d1e iibrigen Koeffizienten a0 , a1 so gewdhlt werden, dal3 die Stoffgleichung (3.153)

linear in yk und T ist. Diese lauten somit:

s s

=KSI—&MT—T0

(3.155)
2,=2G
Hiermit folgt die lineare thermoelastische Stoffgleichung fiir den Feststoft:
v ——§<vn 8, +2(S3§ni -&T(T-To)éinﬁémk (3.156)

Hierin sind die LAMEschen Stoffkonstanten K, G sowie der Wirmeausdehnungskoeffizient
a, des Feststoffes bekannt.

3.6.3.2 Konstitutive Gleichung fur die Spannung der Flissigkeit

Die konstitutive Beziehung fiir eine NEWTONsche Fliissigkeit mit linearer Abhingigkeit des
elastischen Spannungsanteils von den Invarianten \f/g und T ist der Gleichung (3.146) zu ent-
nehmen:

f

f
™=p

1k

f%k ff o
+2UYEHAYD g (3.157)
m8

avm

f
Mit einem geeigneten Ansatz fiir die freie HELMHOLTZsche Energie f ergibt sich die folgende
Ableitung:

f
of 1 rr f

: =f—E(<ym —aT(T—TO)ﬁ (3.158)
672 Po
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Aus (3.157) folgt hiermit die konstitutive Beziehung fiir die Fliissigkeit:

f . .

f. f f f + . f f. ff + .

= LKy o (T-T)fe™ +2ur* +ayie® (3.159)
Po

Die Volumendehnung wird héufig {iber die Dichtednderung in der konstitutiven Gleichung
beschrieben. Fiir die Invariante kann der nachstehende Zusammenhang (Ndherung {iber Rei-
henentwicklung) verwendet werden:

(3.160)

f
In der konstitutiven Gleichung sind der Kompressionsmodul K, der Warmeausdehnungs-
koeffizient &T und die Scher- und Volumenviskositét ﬁ A+ %ﬁ der Fliissigkeit gegeben.

3.6.3.3 Warmeleitungsgleichung ftr das Mehrkomponentenkontinuum

Zur Herleitung der Wérmeleitungsgleichung wird von der Energieerhaltung des Gemisches
(3.78) unter Hinzufiigen der Nebenbedingung (3.79) ausgegangen:

s s s s - £ f  f f . ff s £
—p(f+sT+sT)-p(f+sT+sT)+psT,, (v,-Vv,)
s s s ff

s. s f. f s s f 8 f
+ i Ve + o Vi _AQk(Vk_Vk)_hk|k _hk|k +pr+opr (3.161)

s fof f s
+An+n-n, (v,-v, ) =0

Um die in (3.161) enthaltenen Zeitableitungen der freien HELMHOLTZschen Energien und der
Entropien zu bestimmen, werden die im Abschnitt 3.6.2.3 getroffenen Annahmen zur
Vereinfachung der konstitutiven Theorie verwendet und die Thermodiffusion (o, =3, =0)
ausgeschlossen. Unter der Vorgabe, da3 die freien HELMHOLTZschen Energien nur von T, \C/ik
und n abhingig sind, folgen die Ableitungen fiir diese und mit (3.149) fiir die Entropien:
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poofg of s of i ofy i
o 5y, gn  on

i of . af of i, of i

f:a—T_a—TT,k( )"'_Vk T

oy on

(3.162)

s 2S~ 2 4 s 2 4 £ 2 4 f f s
S:_afT_ af yik_ affn+ affnak(vk_vk)

oT*  aToy,  oTon  9Tan

P9
__9'f . 0
oT* 4T 9T d

7]

Nach Einsetzen dieser Zeitableitungen in (3.161) und Verwendung der Beziehungen (3.149),
(3.145), (3.146), (3.92)9, (3.130) und (3.131) kann die Energieerhaltung in nachstehender
Form angeschrieben werden:

. 2 ¢ 2 £ s 9 f
T%ﬁaf+5“§r—T,kpa T (Vv
0 oT>

2 2
0 oT oT
f
s s 9° i 9'f -+ f I Y
Y p——— THy p———g" T+y, 2uy"* +iyng")
0T dy, oTay, (3.163)
f
i 3 f f a9’ f £ af s a’f
+n % E +n’k _f+p E(V _V)
aTan 6T6n|:| 0 on aTan 0
s £ ss  ff
+nA+a (Vk Vk)(V -v)- h| —h| +pr+pr=0

Mit dem folgenden Ansatz fiir die freie HELMHOLTZsche Energie
c c c 1 ¢ ¢ f f )
f=f,(T,yu) +5f1(vik)(n—no) (3.164)

wird eine Entkopplung der Porosititsainderung von der Temperatur erzielt, womit die ge-
mischten Ableitungen in der dritten Zeile von (3.163) eliminiert werden. Mit der Einfiihrung
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der spezifischen Warmefunktion bei konstantem Volumen entsprechend der klassischen Kon-
tinuumsmechanik

H Lo

(C; =T =— = -
‘ O oT?
v

S
c=s,f 3.165
T ( )

b
i

sowie Verwendung von (3.131), (3.132) und (3.134) kann die Energieerhaltung umgeformt

werden:
. s ff s f S fk s s az%
THSCﬁpcvﬁ-T,kp c, (Vi =v)+vyyp — T
0T dv,
Por afo‘ o f P N, £ faff‘ s Ty
+Yu p — g T+y, Quy” +hy,g )+, p—F (v —v) (3.166)
oTay. on

K2 s's ff

f f 2 s f sk fk S | f
+ﬁ(n—n0) +a,(vi-v,)(v =v')=h |k—h |k +pr+pr=0

Sind die freien HELMHOLTZschen Energien linear von T abhéngig, dann verschwinden die
Wirmefunktionen, womit nur der stationidre thermische Zustand beschrieben wird. Mit den
isotropen Ansidtzen filir die Thermoelastizitdtstensoren

S f
S 2 s . f 2 f .
5 af =a, 8 , p af =q, & (3.167)
0T oy, oToy.

und der Beziehung (3.148) ergibt sich dann die Warmeleitungsgleichung:

s s . f f . s's ff
Yi 07 8 T+y, 0 8" T+D, +D, +D, +pr+pr==B; T,),, (3.168)

Hierin sind die auf der Viskositdt der Fliissigkeit, der Porosititsdnderung und der Reibungs-
arbeit der Interaktionskréfte basierenden Dissipationsterme definiert:
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i U -
D, =y, (2uy" +Ay,0")

f

£ f s f 2 ¢ ot
D, =0, p2r (V) + X nen,y (3.169)

f

on
s f sk fk
D, =a, (v,=v ) (v -v")

Die Beziehung (3.168) enthilt als Sonderfall die FOURIERsche Wirmeleitungsgleichung,
wenn die Koppelterme zwischen Temperatur und Verzerrungsgeschwindigkeit sowie die

Dissipationsterme D, vernachldssigt werden.

3.6.4 Bemerkungen zur LoOsung der thermodynamischen Zu-
standsgleichungen

Der thermodynamische Zustand des Zweikomponentenkontinuums wird durch die zehn
Grundvariablen G, die von den Raumkoordinaten 0' und der Zeit t abhingen, vollstindig
beschrieben. Zur Losung stehen ebenso viele Zustandsgleichungen zur Verfiigung, die sich
aus den Erhaltungsgleichungen (3.72) bis (3.76) und dem Konzept der Volumenanteile (3.71);
unter Verwendung der konstitutiven Beziehungen fiir die Feldgroen ergeben. Die Zustands-
gleichungen werden im folgenden noch einmal zusammengestellt.

Aus der Massen- und Impulserhaltung ergeben sich die Beziehungen:

P+PYyi=0
(3.170)
f f fk
p+py., =0
T(G)|, +Q"-pb*= AQ*(G)
(3.171)

T(6)], +Q"-pb*=-2Q" (6)

In den Gleichungen (3.171) ist dabei die Bezichung (3.74) fiir die Interaktionskréfte ver-
wendet worden. Die Funktionen 1*(G), T* (G) und AQ*(G) deuten an, daB hierfiir die
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entsprechenden konstitutiven Gleichungen (3.156), (3.159) und (3.147) einzusetzen sind.
Werden noch die Verzerrungen durch die Verschiebungen ausgedriickt, erhilt man ein gekop-
peltes Differentialgleichungssystem in den unbekannten Grundvariablen G .

Die aus den zuvor getroffenen Vereinfachungen resultierenden konstitutiven Beziehungen fiir
die Spannungen und die Interaktionskraft werden ebenfalls noch einmal zusammengetalt:

=P Kyle, +2Gy,) - an(T-T,)8, Fe™
Po

f . .

f. f f f . f f. ff + .

= Py - (T —TO@* 2y gk gt (3.172)
Po

s s f
AQ* =a, (vi-v")

Der Einflul einer Temperaturdnderung des Kontinuums wird iiber die Energieerhaltung des
Gemisches (3.78) erfa3t. Fiir den hier angenommenen Fall eines einheitlichen Temperatur-
feldes T fiir beide Stoftkomponenten wurde aus der Energieerhaltung unter Verwendung der
konstitutiven Ansétze fiir die Wéarmestrome 101, die Entropien s und die freien HELMHOLTZ-
schen Energien f die Wirmeleitungsgleichung zur Berechnung der Temperatur gewonnen:

; s . f f . S s ff
(Vi O7 " T VYi O 6Ik)T +D+pr+pr=—(; T,,),, (3.173)

Hierin sind die in (3.169) beschriebenen Dissipationsterme D =D, + D, + D, zusammen-
gefalt worden.

Mit der zeitlichen Anderung der Volumenanteile des Feststoffes
s £f
n=K(n-n,) mit K=M(P,) yP,) (3.174)

f
folgt aus (3.71); die Bestimmungsgleichung fiir die Porositit n:

£ £ of £f, s,
n+K(n-n,)—-n, (v -v)=0 (3.175)
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Wird fiir ¥ eine geeignete konstitutive Beziehung K = K(G) eingesetzt, so erhidlt man eine
Differentialgleichung in den unbekannten Grundvariablen G .

Mit den Zustandsgleichungen (3.170), (3.171), (3.173) und (3.175) stehen ebenso viele Be-
stimmungsgleichungen wie unbekannte Grundvariablen zur Verfiigung, das Gleichungs-
system ist somit mathematisch bestimmt und kann mit gegebenen Rand- und Anfangsbedin-
gungen gelost werden.

Als mechanische Randbedingungen werden an den Oberflichen der Stoffe entweder die Ver-
schiebungen oder die Oberflachenkrifte vorgegeben:

Sk _ s K f g _ f X
w |R,_W w |R1—W
(3.176)
S. S . f. f.
lenk |R2:p1 lenk |R2=p1

Die thermischen Randbedingungen sind durch die Warmefliisse oder die Temperatur des
Gemisches an der Oberfliche definiert:

f
=H" T|s =T, (3.177)

Die Anfangsbedingungen werden iiber den Verschiebungs- und Geschwindigkeitszustand zur
Zeit t =0 beschrieben:

Sk s X f Kk f X

W | =WS W | g=WE
(3.178)

Sk s . fo f .

|t=0 =W, W |=0=Wy

Die Losung des Gleichungssystems kann theoretisch mit geeigneten Ansatzfunktionen fiir die
Grundvariablen {w*, va",T, Ifl} tiber Naherungsverfahren, wie die Methode der gewichteten
Residuen (GALERKIN), die Variationsrechung (RAYLEIGH-RITZ) etc., gefunden werden. Eine
exakte dreidimensionale Berechnung des Knochens, z.B. mit der FE-Methode, scheint jedoch
nicht angebracht zu sein, da zum einen die komplizierte Struktur des Knochens einen fast
uniiberwindlichen Aufwand an die Modellierung darstellt und zum anderen aufgrund unzu-
reichender Informationen beziiglich der Materialeigenschaften eine Verifikation der Ergebnis-
se gar nicht moglich ist. Somit verlangt eine konsequente Analyse der Systemeigenschaften
zunéchst die Beschreibung einfacher iiberschaubarer Modelle. Dieses ist auch im Hinblick auf
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die Entwicklung von Materialgesetzen und die experimentelle Bestimmung der unbekannten
Materialparameter erforderlich.

Eine Vereinfachung des Gleichungssystems kann, abhidngig von der betrachteten geome-
trischen Struktur (z.B. schalenférmiger Rand des Femurkopfes oder lange Rohrenknochen),
durch die Verwendung von Schalen- oder Stabkoordinaten erzielt werden. Im nichsten
Kapitel wird fiir den hier betrachteten stabformigen Schaftbereich des Femurs mit geeigneten
Hypothesen eine Reduktion des allgemeinen dreidimensionalen Problems auf Stabkoordina-
ten durchgefiihrt und somit ein eindimensionales Differentialgleichungssystem gewonnen.
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4 Transformation der Bewegungsgleichungen des
Zweikomponentenkontinuums in eindimensiona-
le Gleichungen mit Hilfe von Hypothesen

4.1 Einleitende Bemerkungen

Die Bewegungsgleichungen der beiden Komponenten Feststoff und Fliissigkeit sollen im
folgenden durch Stabkoordinaten beschrieben und mit Hilfe geeigneter Hypothesen auf eindi-
mensionale Differentialgleichungen reduziert werden. Mit Riicksicht auf den Umfang der
Arbeit und Beschriankung auf die wesentlichen Grundgedanken werden einige Vereinfachun-
gen eingefiihrt. Somit wird im folgenden der Knochen als gerader Stab mit einem idealen
Fluid unter kleinen Verformungen betrachtet, was zu einer linearen Theorie fiihrt. Zusitzlich
wird von einem isothermen Zustand ausgegangen sowie eine konstante Porositdt vorausge-
setzt.

Wihrend die Bewegung des Feststoffes mit der klassischen Stabtheorie unter Verwendung der
Hypothesen von BERNOULLI, DE ST. VENANT und WAGNER beschrieben wird, ist aufgrund
einer Relativbewegung der Fliissigkeit gegeniiber dem Feststoff in allen Richtungen die An-
wendung der Hypothesen vom Ebenbleiben des Querschnittes und der Erhaltung der Form-
treue nicht mehr moglich. Uber geeignete Ansatzfunktionen fiir die Relativverschiebung der
Fliissigkeit wird mit Hilfe des Verfahrens von GALERKIN (Prinzip der virtuellen Arbeit) eine
Reduktion der Bewegungsgleichungen auf partielle Differentialgleichungen in Abhingigkeit
der Stabachsenkoordinate und der Zeit erreicht.

4.2 Kinematik des geraden Stabes mit Fliissigkeit

Zur Herleitung der Kinematik ist in Bild 4.1 der Stab im Ausgangszustand t, und im Augen-
blickszustand zur Zeit t dargestellt. Die Geometrie des Stabes (Feststoff) wird im unver-
formten Zustand durch den Ortsvektor ﬁ der Stabachse im Schwerpunkt und den Direktor (+1
beschrieben, der auf die Basisvektoren a  a,,a, der Stabachse bezogen ist. Diese stellen
kartesische Einheitsvektoren dar, wobei ;1 in Richtung der Stabachse orientiert ist und ;1, ;2
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den Stabquerschnitt aufspannen. Die Basisvektoren in einem beliebigen Punkt I+’ sind im Fall
des geraden Stabes identisch mit denen der Stabachse.

Nach der Zeit t hat sich der Punkt P bei gleichen Parameterwerten 0,,0,,0; nach P ver-
schoben, der durch den Direktor d und die Verwolbung u, bezogen auf die verdrehte Basis
a,,a,,a,, dargestellt wird. In diesem Augenblickszustand fliet die Fliissigkeit in das durch
die Feststoffkinematen vorgegebene Volumenelement in P ein. Die Verschiebung w von dem
unbekannten Punkt }:) der Flissigkeit im Ausgangszustand zum Punkt P im Augenblickszu-
stand wird entsprechend den Erlduterungen in Kapitel 3.2.2 mit Hilfe des Vektors Aw auf die

N
unverformte Basis a; bezogen.

Die Unterscheidung der Feststoff- und Fliissigkeitskinematen erfolgt durch eine aufgesetzte
Tilde fiir letztere. Im folgenden braucht aufgrund der orthonormalen Basisvektoren nicht
zwischen der ko- und kontravarianten Darstellungsweise unterschieden zu werden, womit nur
tiefgestellte Indizes verwendet werden.

Bild 4.1: Stab im Ausgangszustand tyo und im Augenblickszustand t

Die Verschiebung des Feststoffes P im Stabraum setzt sich aus einer Verschiebung der Stab-
achse w(0,,t), einer Verdrehung des Stabquerschnittes @(0,,t) und einer Verwolbung
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u(9,,0,,0,,t) zusammen. Unter Vorgabe kleiner Verformungen werden die linearisierten Be-
ziehungen, die auf die unverformten Basisvektoren bezogen sind, angegeben:

W(919629937t)=w(617t)+(p(919t)x&(62993)+u(919927937t)
mit W(O,,t) =W, a, +W,a, +W,a,
T(el’t):%al:w'} ai +w',a, 4.1)
d(0,,0,)=6,a, +0, a,

u(®,,6,,0,,t) =Q(6,,6;) ¢', a,

Dabei wurden in (4.1); die Hypothesen von BERNOULLI und DE ST. VENANT und in (4.1)s die
Hypothese von WAGNER bertlicksichtigt. In (4.1)s ist die Einheitsverwolbung €2(0,,0,) als

bekannt vorauszusetzen. Die Ableitung nach der Koordinate 0, ist mit einem hochgestellten

Strich gekennzeichnet: %(...) =(..)"
d 1

Die Geschwindigkeit des Feststoffes im Punkt P berechnet sich aus der materiellen Zeitab-
leitung des zugehorigen Ortsvektors (r); und setzt sich aus der Translationsgeschwindigkeit
W des Schwerpunktes, der Rotationsgeschwindigkeit des Stabquerschnittes (p und der Ver-
wolbungsgeschwindigkeit u zusammen. Fiir kleine Verformungen gelten die folgenden linea-
ren Beziehungen mit Bezug auf die unverformte Basis:

v=w(o,,t)

=wW(B,,t) + ¢(6,,t)xd(6,,0,) +u(®,,8,,0,,1)
42)
mit W(el,t) =W1 ;1 +W2;2 +W3 ;3
0©0,,t) =0 a, - W, a, +Wa,
u(,,8,,0,,) =Q(0,.,0,) ¢', a,

Aus der materiellen Zeitableitung der Geschwindigkeit (4.2) folgt die Beschleunigung des
Feststoffes

b =w(0,,t) (4.3)
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und lautet in Komponentenschreibweise:

\.’."1 :¢1 _wzez _ﬁ's e3 +Q(92,93)(.|.)'1
w,=w, - 0,6, (4.4)
W, :®3 +£|5192

Die Fliissigkeitsbewegung soll aufgrund einer anschaulicheren physikalischen Interpretation
und besseren Formulierung der Randbedingungen iiber die Relativkinematik zum Feststoff
beschrieben werden. Die Relativverschiebung der Fliissigkeit entspricht hier dem negativen
Verschiebungsvektor im Ausgangszustand W , = —AwW (siche Bild 4.1) und kann somit auf
die unverformte Basis a . bezogen werden:

+ + +
W.,0,,0,,0,,)=w a +w ,a,+w ;a, (4.5)

Die Absolutverschiebung der Fliissigkeit 146t sich mit dem Verschiebungsvektor des Fest-
stoffes w berechnen:

W= (w, - AW))a,
(4.6)
mit AwW,=-Ww

rel i

Die Verschiebungskomponenten w ,.(0,,0,,0,,t) sind unbekannte Funktionen, die keinen

rel i

ebenen Querschnitt, wie bei der Hypothese von BERNOULLI, beschreiben. Fiir diese sind mit
spéter noch zu erlduternden Randbedingungen geeignete Ansitze zu finden.

Die Geschwindigkeit der Fliissigkeit folgt aus der materiellen Zeitableitung des Ortsvektors
im Augenblickszustand (r); und lautet entsprechend den Erlduterungen in Kapitel 3.3.2 mit
den Gleichungen (3.20); und (3.24);:

. W, C 4.7)

-1 ~

mit Ck=(6mk _Wre1m7k) Wrelm’t

Zusitzlich wird die Relativgeschwindigkeit der Fliissigkeit im Augenblickszustand definiert:

VaEW-W=W +(W+W,), C, (4.8)

rel ot
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Die Beschleunigung der Flussigkeit ergibt sich aus der materiellen Zeitableitung der Ge-
schwindigkeit (4.7):

(4.9)

’kka Cm +W’kck’t +W’kck’m Cm

Nach Einsetzen von (4.4), (4.6) und (4.7), lauten die Beschleunigungen in Komponenten-
schreibweise bezogen auf die unverformte Basis a, :

51 :W1 _le 0, _Wls 0; +Q(8,,6,) 8", + Wy, +A51

52 :Wz _(T)l es +Wrel27tt +A52 (4-10)

bs =W3 +¢1 e2 T W31t +Ab3

Hierin entsprechen die materiellen Zeitableitungen des Feststoffes den partiellen Zeitab-
leitungen: (...) =(...),,. Der letzte Term in den Beschleunigungskomponenten ABi enthélt
gemischte Produkte aus den Feststoff- und Flussigkeitskinematen sowie weitere Terme
héherer Ordnung (u.a. Zentrifugal- und CorioLis-Beschleunigung). Die gemischten Produkte
konnen auch bei kleinen Feststoffverformungen bedeutsam sein, wenn die Flussigkeits-
geschwindigkeit grof3 ist. Im Anhang A.3 sind die Beschleunigungskomponenten mit diesen
Termen aufgefuhrt.

Die Relativbeschleunigung
b, =b-w (4.11)

wird spater bei der Aufstellung der Bewegungsgleichungen fir die Fllssigkeit bendtigt.

4.3 Belastung des Stabes durch Interaktionskrafte

Die aus der Bewegung der Flissigkeit resultierenden Tragheitskrafte werden tber die Inter-
aktionskrafte zwischen den viskos gekoppelten Komponenten auf den Feststoff (bertragen.
Diese Uber den Stabquerschnitt resultierenden Krafte werden sinnvollerweise auf die Stabach-
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se bezogen und sind in der klassischen Stabtheorie als dulere Streckenkrifte und -momente
zu deuten (siche Bild 4.2):

Aq = —IAQdF
! ~ (4.12)
Am = ~[dx AQUF

F

Mit der konstitutiven Gleichung fiir die Interaktionskraft A(N) entsprechend (3.172); lauten
die auf die Gesamtfliche bezogenen Komponenten der Streckenlasten:

Aq,= _!avvrell dF =‘!(551 -7,,)dF
Aq,= _'[avvrelz dF =‘!562 dF
Aq;= _{avvrelii dF =‘!563 dF

) i L (4.13)
Arnl: _Iav(GZ Vre13 - 93 Vrel2)dF =I(92 pb3 - 93 pbz)dF
F

Amzz—‘[av 0, v, dF =‘!'93 (551 = 7T,,)dF

Am3=‘!'av 0, v, dF =—‘!'92 (5B1 = 7T,,)dF

Zur Deutung der Interaktionsterme konnen die Koppelterme in den Feststoffgleichungen unter
Vorgabe einer idealen Fliissigkeit entsprechend der rechten Integralausdriicke in (4.13) durch
die Fliissigkeitskrifte ausgedriickt werden. Diese Darstellung dient jedoch nur der Anschau-
ung, fiir eine weitere Rechnung ist diese Form nicht geeignet. In den Gleichungen (4.13),3
sind die Spannungszuwichse T,,,, und T.,, nicht enthalten, da aufgrund der angenom-
menen Randbedingung, dall keine Fliissigkeit iiber die AuBenseite aus dem Querschnitt
austreten kann, die gesamte Triagheitskraft der Fliissigkeit im integralen Mittel auf das in
Querrichtung starre Stabelement iibertragen wird. In Stabldngsrichtung kann hingegen ein
Teil der Tragheitskraft iiber die Verformung der Fliissigkeit aufgenommen und z.B. iiber die
Stirnseiten des Stabes abgetragen werden. Somit hat die Stabverformung einen Einflu3 auf die
Fliissigkeitsbewegung in Langsrichtung und den Spannungszustand der Fliissigkeit.
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-Aq,a,d6,

= Amk ak d61

a) b)
Bild 4.2: Definition der Interaktionskrifte a) am Stabelement des Feststoffes (ohne Schnitt-
groflen) und b) am Volumenelement der Fliissigkeit

4.4 Die konstitutiven Gleichungen fiir die Schnittgroflen
des Feststoffes

Die konstitutiven Gleichungen fiir die SchnittgroBBen des Feststoffes konnen iiber die zeitliche
Anderung der Forminderungsarbeit aus dem riumlichen Kontinuum hergeleitet werden.
Nachfolgend werden die SchnittgroBen fiir den geraden Stab unter Verwendung der Hypo-
thesen von BERNOULLI, DE ST. VENANT und WAGNER zusammengefalit. Eine ausfiihrliche
Herleitung, insbesondere in krummlinigen Koordinaten und in COSSERAT-Kinematen, ist den
Arbeiten von [SCHROEDER 1982], [HOEBORN 1988] und [FISCHER 1994] zu entnehmen.

Die Komponenten der Schnittgréen wirken in den aus Bild 4.3 (Kapitel 4.5) ersichtlichen
Koordinatenrichtungen und lauten bei Vorgabe eines Hauptachsensystems wie folgt:

N =EFw
M1 = GIt (P'1 - (EFQQ (P"1 ) + (9313 EFzz an - ezn EF33 Wns ) — MQ

B (4.14)
M,=-EF;; w"; =6,, EF;; 0",

M,;=EF,, w", =6, EF,, 9",
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In dem Torsionsmoment M; beschreibt der erste Term die DE ST. VENANTsche Torsion. Die
beiden nachfolgenden Terme entstehen aus der sekundiren Schubspannung und stellen die
Wolbkrafttorsion und die Kopplung zwischen Biegung und Drillung abhédngig von der Lage
des Drillruhepunktes dar. Der letzte Term in (4.14), beschreibt das Bimoment aus einer gege-
benen Streckenldngskraft n(0,):

M= § n(0,)€(0,,0,)ds (4.15)

Die Lage des Drillruhepunktes (0,,, 0,,)und das Torsionstragheitsmoment I; lassen sich aus
den im Anschluf3 aufgefiihrten Flichenwerten berechnen:

F F

92D =—ﬁ, 93D =22 (4.16)
F33 Fzz

It = Fzz + F33 + F29,3 - F3Q,2 (4-17)

Die Flaichenwerte sind folgendermallen definiert:

F =(dF
|

F,=[0,0,dF  F,=[6,8,dF
F F

FQQ:

[QadF (4.18)
F
Fo,=[Q6,dF  Fg,=[Q8,dF

F F

Fio,=[0,Q,dF  Fy =[6,Q,dF
F F

Aufgrund der verwendeten Hypothesen von BERNOULLI und DE ST. VENANT sind nur 4 Kine-
maten zur Beschreibung des verformten Zustandes notwendig, denen 6 Gleichgewichtsbe-
dingungen gegeniiberstehen. Damit das Problem mathematisch bestimmt ist, werden neben
den vier unbekannten Kinematen w,, w,, w,, ¢, die beiden Querkrifte Q,,Q,, fiir die keine
konstitutiven Beziehungen existieren, als Unbekannte eingefiihrt. Die Bewegungsgleichungen
werden fiir diese Kinematen im folgenden Kapitel hergeleitet.
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4.5 Die eindimensionalen Bewegungsgleichungen des
Feststoffes

In Bild 4.3 ist das Stabelement des freigeschnittenen Feststoffes mit allen angreifenden Kréf-
ten im verformten Zustand zur Zeit t dargestellt.

md8 + m,de, qd6+q,d6,

~Amd6,

-Aqdb,
Bild 4.3: Stabelement des Feststoffes im Augenblickszustand zur Zeit t

Da kleine Verformungen betrachtet werden, konnen das Kréfte- und das Momentengleichge-
wicht ndherungsweise in den unverformten Basisvektoren ;i angeschrieben werden:

N'+q+q; =Aq
. (4.19)
M'+a, XN+m+m; =Am

Hierin sind die folgenden SchnittgroBen, Streckenlasten, Tragheitsanteile und Interaktions-
terme enthalten:
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+ + +
N=Na, +Q,a, +Q;a,

+ + +
M=M,a, +M,a, +M;a,

+ + +
q=q,3 +q,a, +q;a,

+ + +
m=m,a, +m,a, +m,a,

(4.20)

.o+ .+ .+
qr =~"UW, a3, “UW,a, “UW;a,

m, =-0,¢,a —-0,p,a, -0,0,a,

Aq=Aq,a, +Aq,a, +Aq;a,

+ + +
Am =Am, a, + Am, a, + Ama,

In (4.20) sind die Massenbelegung p =p,F und die auf die Schwerpunkthauptachsen bezo-
genen Massentrdgheitsmomente ®, pro Linge gegeben. Die Gleichungen (4.19) entsprechen
den herkdmmlichen Bewegungsgleichungen der Stabtheorie, jedoch um die Interaktionsterme
auf der rechten Seite erweitert. In den Streckenlasten q und m kdnnen neben den dufleren
Belastungen auch die Volumenkrifte des Feststoffes enthalten sein. Die unterstrichelten Trag-
heitsterme in (4.20)s werden in der Regel weggelassen, da sie von geringem EinfluB3 sind.

Die auf die unverformte Basis bezogenen sechs Komponenten der Gleichgewichtsbeziehun-
gen (4.19) lauten somit:

N'+q, - H‘.V_.1 =Aq,

Q,+q, — HWZ =Aq,

Q5 +q; — HW3 =Aq,

(4.21)

M,"+m, -0, ¢, =Am,

M,'-Q; +m, =Am,

M;'+Q, + m; = Am,
Da die Querkréfte zu den unbekannten Variablen zdhlen, sind die Gleichungen (4.21)s ¢ nach
Q,, Q, aufzuldsen und in (4.21),3 einzusetzen, um diese zu eliminieren. Es ergeben sich

unter Berlicksichtigung der konstitutiven Beziehungen (4.14) somit vier Bestimmungsglei-
chungen fiir die unbekannten Kinematen w ,w,,w,,¢, des Feststoffes:
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(EFW'I)' tq, — le = Aql

—(EF, W",)" = (8,5 EF, ¢"))" +q, - m'; = lJ.\'N_'z =Aq, +Am',
. (4.22)
—(EF;w")"' = (6,, EF; ¢")"+q, + m', —uw; =Aq, + Am’,

(G, ¢")' = (EF o 9")'" + (6,,EF,,W", = 0,,EF,;w",)" =M'q +m, =0, §, =Am,

Die auf der rechten Seite von (4.22) stehenden Interaktionsterme Aq, und Am, bewirken eine
Kopplung mit den Bewegungsgleichungen der Fliissigkeit.

4.6 Die eindimensionalen Bewegungsgleichungen der
Fllssigkeit

Die Bewegungsgleichungen der Fliissigkeit sollen mit Hilfe der Methode von GALERKIN,
entsprechend dem Prinzip der virtuellen Verschiebungen, auf eindimensionale Differential-
gleichungen in Stabkoordinaten reduziert werden. Hierzu werden fiir die Relativverschiebun-
gen Ansétze in der Form eines Separationsansatzes gemacht, mit einer von der Stabkoordinate
0, und der Zeit t abhingigen Koeffizientenfunktion und einer ausschlieBlich von den Quer-
schnittskoordinaten 0,, 8, abhingigen Vergleichsfunktion, die die wesentlichen Randbedin-
gungen und die Bewegungsgleichung im gewichteten Mittel erfiillt:

Wi = z Wi (6,1) Vzvreli(ezaes) (4.23)

Waihrend der erste Term &,m]i die noch offenen Koeffizientenfunktionen darstellt, ist fiir den
zweiten Term V%m“ ein Potenzreihenansatz in den Querschnittskoordinaten zu formulieren. Ein
moglicher Ansatz fiir die Vergleichsfunktionen, der die Randbedingungen erfiillt, wird nach-
folgend beispielhaft vorgegeben. Fiir die Ansatzfunktion in longitudinaler Richtung W,

wird ein linearer und in den Querrichtungen W _,, W, ein kubischer Ansatz in den Koor-

dinaten 0, und 6, gewdhlt:
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1 2 3
W =W 0,0 +w ,(0,0)0, +w ,,(0,,t) 0,

rel 1

1 — = — =
Wi = Wo,(0,,1) (6, -0,)(0,-0,)(0;,-0,)(0,-6

)
-

3)

+,450,,1) (0, = 0,)(0, —0,) (0, = 0,) (0, —0,)6”

3 — = _ =
+V~Vre12(e1at) (92 —92)(92 _92)(63 _93)(63 _93)93

4 —_— = J— =
+V~Vre12(e1at) (92 —92)(92 _92)(63 _93)(63 _93)92 0°

1 — = _ =
VNVrels = VNVrels(ent) (92 —92)(92 _92 (63 _93)(63 _93

) )
+V£vrel3(919t) (92 _62)(92 _62)(63 _63)(63 _63)62

3 — = J— =
+V~Vre13(91ot) (92 —92)(92 _92)(63 _93)(63 _93)63

4 — = _ =
+V~Vre13(e1at) (92 —92)(92 _92)(63 _93)(63 _93)62 0°

(4.24)

Die Relativverschiebungen in Querrichtung sind an den oberen und unteren Rindern éz (s),
az(s) , 63 (s), 63(5) des Stabquerschnittes Null und erfiillen somit die Forderung, daf keine
Fliissigkeit aus der Oberfldche des Stabes austreten darf. Fiir die Bewegung in Langsrichtung
sind hier noch keine Einschrinkungen erforderlich, erst bei der Losung der Differential-
gleichungen sind Randbedingungen an den Stirnflichen des Stabes zu formulieren. Die An-

satzfunktionen konnen beliebig durch zusitzliche Terme erweitert werden, z.B. um auch einer

exzentrischen Fliissigkeitsstromung durch den Stabquerschnitt zu geniigen, was jedoch den

Rechenaufwand stark erhoht.

Zur Bestimmung der unbekannten Koeffizientenfunktionen werden die Ansétze (4.23) in die

Bewegungsgleichungen (3.171), eingesetzt, mit jeweils einer Vergleichsfunktion V%m“ mul-

tipliziert und liber das Volumen integriert. Es ergeben sich somit ebenso viele Bestimmungs-

gleichungen wie Koeffizientenfunktionen:

{il[m%reudv:o m=12...n,
{iz[v”v]wmde m=12...n,

[f3[v~v]\%rel3dV=O m=1,2...n,

(4.25)
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Der Operator ii [W] deutet darauf hin, dal die Ansatzfunktionen unter Verwendung der kon-
stitutiven Beziehungen in die Bewegungsgleichung der Fliissigkeit eingesetzt wurden. Dabei
ist zu beachten, daB3 auch die Bewegungsgroflen des Feststoffes mit in die Gleichungen ein-
gehen und somit eine Kopplung hervorrufen.

Mit den oben vorgeschlagenen Ansatzfunktionen ergeben sich somit entsprechend der n,
(1=1,2,3) unbekannten Koeffizientenfunktionen elf Bestimmungsgleichungen.

Nach Einsetzen der Bewegungsgleichung (3.171), in (4.25) unter Beriicksichtigung der kon-
stitutiven Beziehungen fiir eine ideale Fliissigkeit und fiir die Interaktionskrifte

Ty = (3X +2[0) Vi

(4.26)
= 3KV,
AQ, =0, ¥y, (4.27)
folgen die Integralausdriicke zu:
I(Kvkk,i -Q,-pb, -0, 7)) \%mli dv=0 m=12..n,
v
mit Y, = (W, +W ;) (4.28)

Die Volumendehnung 7,, berechnet sich aus der Verschiebung des Feststoffes (4.1) und der
Relativverschiebung der Fliissigkeit (4.23). Ebenso 148t sich auch die Absolutbeschleunigung
entsprechend (4.10) aus einer Feststoffkinemate und einem Relativanteil zusammensetzen.
Fiir die Relativgeschwindigkeit und —beschleunigung werden Ansétze in der entsprechenden
Form der Relativverschiebung (4.23) eingefiihrt.

Unter Vorgabe eines konstanten Querschnittes und homogener Materialeigenschaften ergeben
sich nach ldngerer Rechnung die Bestimmungsgleichungen:
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7~

rel 1

0 02 03 0Q 0 g
" —— ] e | m ~n
V=W F =W F o+ e 1F1m+ZW
n=

~ 0 o e, 2 " 4n Ln 4n
+Q F, —-pgv, F,—W, F W, F +(P1F +ZbrellFlm ZvrellFlm m=12...
n=
_ N g In 0y n3 3n
" " >~
K%W F2m+(P F +ZwrellF2m+Z rel 2 Zwrel3 FZmH
= n=
~ 0 .. 0 03 12 1 4n 0, 4n
+Q2Fzm_pHWzem_%Fzm"'ZbrelezmH Zvrel2 Fom m=12...n,
n= n=
~ 0 p In 0, n3 3n
" " =0 N
K%W F3m+(p F +ZwrellF +Z rel 2 3m Zwrd} F3mH
= n=
~ 0 n3 4n ny o, 4n
+Q, F;, - pEN F, +(P1F +Zbrel3 3mH_a Z w13 Fam m=12...n,
n=
(4.29)
Hierin sind die folgenden Flichenwerte definiert:
0 o 0 m 0 o
Flmzlwrell dF F2m=IWre12 dF F3m=IWre13 dF
02 m 02 m
F1m=162 Wrell dF F3m=162 WrelS dF
03 bl 03 B
F1m=!e3 Wrell dF F2m=!e3 WrelZ dF
0Q s 0Q pul 0Q s
Flmzl£2 vvrelld’F F1m=!£292 vvrelld’F F1m={Q’3 WrelldF
In o m 1n ey m 1n n m
1m=!-wrellwrell dF F2m=lwrell’2wre12 dF 3m lwrell’SWreH dF
2n 3 ) 2n o n 2n o m
Fin ‘[Wrelzazwrell dF F2m=Iwrel2’22WreIZ df F,, Iwr612’23wrel3 dF
3n L o 3n o m 3n iy m
'!Wre13o3wre11 dF F,,=[WainWe, dF F, W o303 W3 AF
4n In 4n n m 4n n m
Flm= Flm F2m WrelZWreIZ dF (430)

Der Kompressionsmodul der Fliissigkeit K und der Diffusionskoeffizient a y

Stabquerschnitt als konstant angenommen worden.

ZwreIZ Im Zwrel3 H
n

=!Wr613wr613 dF

sind uber den

n,
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4.7 Die Bestimmungsgleichungen fiir den Stab mit Fliis-
sigkeit

Aufgrund der Kopplung der beiden Stoffkomponenten setzt sich das fiir die Ermittlung der
unbekannten Kinematen und Koeffizientenfunktionen zu lésende Gleichungssystem aus den
nachfolgend zusammengestellten Feststoffgleichungen und den in (4.29) aufgefiihrten Fliis-
sigkeitsgleichungen zusammen.

Um die Bestimmungsgleichungen fiir die Feststoffkinematen zu erhalten, sind zunichst die
Interaktionsterme (4.13) mit Hilfe der Ansatzfunktionen der Fliissigkeit (4.23) zu formulieren:

n b
Aqiz_(x‘v ZVreliIVrelidF 1=]" 273
n F
n 4 Y
m1= _av er613!e2 VrelS (1 erGIZI Vre12 F
n
(4.31)
n 4
1’nZ=_(x‘v zvrell e3 VrelldF
n
Al
5 V., dF

rel 1

3= O erelll

Die erforderlichen Bestimmungsgleichungen fiir die Feststoffkinematen ergeben sich nach
Einsetzen von (4.31) in die Bewegungsgleichungen (4.22):

0, 0

(EFw 1)v+q1 lez‘a zvrell

Ny 4 () oo, 02

—(EF, W",)" = (0,, EF,, 0")" +q, —m'; - |JW2 =-a ZVrelz 0 T O Zvrell In
0 03
—(EF; w")"' = (8,, EF5; ¢")" +q; + m', = “W3 =-q erew —-a ZvrellFln (4.32)

(GI (I) ) - (EFQQq)" )” + (GSDEFZZ_" eZDEF33W" )” - M'Q + In1 - @1 qjl =

03 p 02 n o 03

= _av ZvreB F3n + av zvreIZ FZn
n=

n=l

Die Gleichungen (4.29) und (4.32) ergeben ein vollstdndiges Gleichungssystem zur Bestim-
mung der unbekannten Feststoffkinematen und Koeffizientenfunktionen der Fliissigkeit. An-
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hand der folgenden matriziellen Darstellung dieses Gleichungssystems soll nun die ,,Struktur*
sowie mogliche Reduktionen auf einfachere Modelle aufgezeigt werden.

Mit dem gesuchten Verschiebungsvektor aus den 4 Feststoftkinematen und den ini Koefti-
=1

zientenfunktionen der Fliissigkeit

m; my
~

I:I_ Wre129{{/r613E mlt 1’ni:192"'ni ) izla 273 (433)
U

m,
" Epvl’ W29 W39 ¢19 Wrell’

und unter Beriicksichtigung ausschlieBlich linearer Terme in den Fliissigkeitsgeschwindig-
keiten und —beschleunigungen (4.8) und (4.10) lautet das Gleichungssystem wie folgt:

M W+M,W+Dw+D,w+K w+K,W+K,W'+K,Ww"+K,W'" =R (4.34)
Die Matrizen dieses Gleichungssystems, die im allgemeinen nicht symmetrisch sind und die
Materialkonstanten und Fldchenwerte enthalten, werden nicht im einzelnen angegeben, son-
dern konnen tiber die Gleichungen (4.29) und (4.32) ermittelt werden.
Wird eine ausschlieBlich longitudinale Verschiebung des Feststoffes angenommen und nur

die fiir eine symmetrische Fliissigkeitsstromung {iber den Querschnitt relevanten Koeffizien-
tenfunktionen zugelassen, so vereinfacht sich das Gleichungssystem mafBgebend:

Mw+Dw+K, w+K, w+K, W'= (4.35)

mit dem unbekannten Verschiebungsvektor
. L 2 3
w =ﬁl’wrell’wr612’wrel3§ (436)

Die duflere Anregung des Stabes erfolgt entweder iliber die in dem Vektor R enthaltenen
Streckenlasten des Feststoffes oder iiber zeitverdanderliche Randbedingungen.
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5 Ein Losungsverfahren flr den Stab mit FlUssig-
keit bei longitudinaler Bewegung

5.1 Formulierung des Problems

Im folgenden wird das Losungsverfahren an einem vereinfachten Modell des Knochens mit
ausschlieflich longitudinaler Bewegung der beiden Komponenten Feststoff und Fliissigkeit
beschrieben. Dieser Betrachtungsweise liegt die Vorstellung zugrunde, dafl der Knochen mit
einer Vielzahl von longitudinal orientierten und homogen iiber den Stabquerschnitt verteilten
Kanélen versehen ist, die die Knochenfliissigkeit enthalten. Hieraus ergibt sich unter Vorgabe
homogener und isotroper Materialeigenschaften ein Modell aus zwei iiber Interaktionskrifte
gekoppelten Stében.

Da nur die longitudinale Bewegung betrachtet wird, kann im folgenden auf die Indizierung
der Richtungen verzichtet werden, so daB3 fiir die Absolutverschiebung des Feststoffes und die
Relativverschiebung der Fliissigkeit die folgenden Bezeichnungen eingefiihrt werden:

u(elat) EWl(eUt)

- - (5.1)
urel(el’t) = Wrell(elbt)

Neben den Verformungen werden auch die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen linear
angenommen, so daB zwischen partieller und materieller Zeitableitung nicht unterschieden
werden braucht:

u(®,,t) =v,(6,,t)
ﬁrel (el b t) = Vrell (el s t)

_ (5.2)
u(el > t) = bl (el s t)

1‘j’rel (el b t) = Brel 1 (el b t)

Die Bewegungsgleichungen (4.32), und (4.29), reduzieren sich in diesem Fall auf:
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N'+q+q; =Aq
~ (5.3)
N'+G+3, =-Aq
Hierin sind die Stoffgleichungen fiir die SchnittgroBen und die Interaktionskraft
N =EFu'
N =KF(u'+i') (5:4)
Aq=-a, F ﬁrel ,
die Tréagheitskrafte
qr =—pFu
(5.5)

q, =-pF(i+1,)

sowie die Streckenlasten (Eigengewicht, dullere Last) q,q in longitudinaler Richtung ent-
halten. Die Flidche F beschreibt den gesamten Stabquerschnitt und setzt sich aus den Teil-
flichen der beiden Stoffkomponenten zusammen, deren Verhéltnis {iber die Volumenanteile
bzw. Porositit definiert ist. Die Stoffkonstanten E, K und die Dichten P, P sind auf die
Gesamtfldche bezogene Groflen, die iiber die Volumenanteile mit den realen Werten zusam-
menhédngen (z.B.: E=nE;, p=np; mitn=1-n).

Die Randbedingungen sind an den Stabenden 8, 61 entweder durch die Verschiebungen U

bzw. U, oder durch die duBeren Belastungen P bzw. p vorgegeben:

rel

(5.6)
=P

Die Anfangsbedingungen sind durch die Vorgabe des Verschiebungs- und Geschwindigkeits-
zustandes im gesamten Bereich zur Zeit t =0 bekannt:

1
@t

u |t=0_ U, Ul |t=0 rel0

(5.7)

~

u|t=0=U0 u

1
ct

rel [t=0 rel0
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Hiermit ist das vorliegende Anfangswert-Randwert-Problem vollstindig beschrieben. Ein Lo-
sungsverfahren fiir dieses Problem wird im nachfolgenden Kapitel beschrieben.

5.2 Das Losungsverfahren

Der Losung des beschriebenen Problems wird das Losungsverfahren nach KANTOROWITSCH
zugrunde gelegt (sieche [HOEBORN 1981]), jedoch im Hinblick auf die Beriicksichtigung von
Tréagheitskraften und der Losung eines Schwingungsproblems modifiziert. Zusétzlich wird der
Bewegungszustand der Fliissigkeit durch die Relativverschiebung beschrieben. Fiir die Ver-
schiebungen werden die folgenden LOsungsansatze gewéhlt:

u=u,(0,6)+ Y u, (0)f,()
' (5.8)
ﬁrel = ﬁrelo(el’t) + Z ﬁreln(el) fn (t)

Die Absolutverschiebung der Fliissigkeit ergibt sich zu U =u+1u,,. Aufgrund der vorhan-
denen Kopplung werden die unbekannten Zeitfunktionen f, (t) fiir die beiden Komponenten
in gleicher Weise angenommen. Es ist zu bemerken, daB3 eine Phasenverschiebung der
Schwingungsantworten beider Stoffe auch bei gleichen Zeitfunktionen durch die Annahme
komplexer Ortsfunktionen beschrieben werden kann.

In (5.8) sind u,, U,,, Orts-Zeit-Funktionen, die die inhomogenen Differentialgleichungen
ohne die Interaktionskrifte

N'+q+q; =0
0 . (5.9
N'+ﬁ+qT =0
0
mit N =EFu';

0

qT = _ﬁF(uO +ﬁre10)

und alle Randbedingungen an den beiden Stabenden 6 | ,5 , befriedigen:
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0 N L
u0 §1 = U urelO ‘@1 :Urel
(5.10)
0 0 9 2
N|- =P N|- =P
6, 0,

Die GroBlen u,, U, sind linear unabhingige Vergleichsfunktionen, welche die homogenen
Diffusionsdifferentialgleichungen einschlieBlich der Interaktionskréfte

h b h
N'+q; =Aq (5.11)

h

b h
N'+q; =-Aq

h
mit N =EF Zu'n f (1)

b
N

IZF z (u'n +ﬁ'reln )fn (t)

Q=

T _pFZun .fn(t)
h .
aT = _5F2(un +ﬁreln)fn(t)

h .
Aq=-0,FY T, (1)

und die homogenen Randbedingungen

(5.12)

befriedigen.

Der gesamte Losungsansatz (5.8) mull die Bewegungsgleichung (5.3) und die Anfangsbedin-
gungen (5.7) im gewichteten Mittel befriedigen. Zur Bestimmung der unbekannten Zeitfunk-
tionen f, (t) ist der Ansatz (5.8) in (5.3) einzusetzen, die Gleichung fiir den Feststoff mit u

und die Gleichung fiir die Flissigkeit mit u,_ =u_+1u zu multiplizieren und iiber die

relm

Stablange zu integrieren. Fiir die beiden Stoffkomponenten folgen unter Berticksichtigung der
inhomogenen Differentialgleichung (5.9) die virtuellen Arbeiten zu:
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Z EFIu"n u do, f, - Z pFIun u, de, f, =
n 1 n 1

== aV F rein mde f - aV F ,.wre mde
Z Jl'u LU ’I[u ou,.de,
(5.13)
ZIZFJ.(un +ﬁreln)”(um +ﬁrelm)del fn - ZﬁFJ.(un +ﬁreln)(um +ﬁrelm)del f:n =
1 n 1

= z av I reln(u + urelm)del f“n + av FJ’ﬁrSIO(um +ﬁrelm)del
1

n

Die Stoffkonstanten und die Fliche sind iiber die Stablinge konstant angenommen worden.
Werden die beiden so erhaltenen Gleichungen addiert und durch die Fliche geteilt, folgt die
Beziehung:

Z(EAnm +K(A, +A_+B,_ +]§nm))fn

n

- R - - (5.14)
-> (anm +p(C,, +C,, +D,, +Dnm))fn =>a,D,f, +a,d,
Hierin sind die folgenden Integralwerte definiert:
Anm = u"n umdel Kr]m = u"n ﬁrelmdel
I I
Bnm = u"reln umdel Bnm = ﬁ"reln ﬁrelmd’el
I I
Cnm :Iun umdel 6nm :Iun ﬁrelmd’el (515)
1 1
Dnm = ﬁreln u del IN)nm = ﬁ/reln ﬁrelmdel
I I
J.ﬁrelo arelm
1

Um die Anfangsbedingungen im gewichteten Mittel zu befriedigen, wird der Ansatz (5.8) in
(5.7) eingesetzt. Die Fliissigkeitsbewegung ist jedoch iiber die Absolutverschiebungen darzu-
stellen, da sich nur hierdurch symmetrische Koeffizienten ergeben und die Ausnutzung von
Orthogonalititsbedingungen ermoglicht wird. Die Anfangsbedingungen lauten somit:
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u,(6,,0) + z u, ()1, (0)=U,
(5.16)
1,(8,.0) + T,y 8,.0)+ ¥ (1, (8)) +10,,(8))1,(0) = U, + Ty,

1,(8,,00+ 3 u,(8)f,(0)=1U,
(5.17)
l:10(81’0) + ﬁrelO(el ?O) + Z (un (el) + ﬁreln (el)) t.‘n (O) = UO + f.jrelO

Zur Berechnung der virtuellen Arbeit werden die Anfangsbedingungen (5.16); und (5.16), mit
den jeweiligen Tréigheitskriften

qu = perzn um
(5.18)

~ =~ 2 ~
drm = pme (um +urelm)

multipliziert, in denen bereits der Ansatz f_(t) =e™*“»' beriicksichtigt wurde. Nach der Inte-
gration der beiden Gleichungen iiber die Stablinge und Addition dieser folgt die Bedingungs-
gleichung fiir die Anfangsverschiebung:

9 ~ ~
pa, +B(a, +a,+b,+b,)+ Y (pC,, +B(C,, +C,, +D,, +D,,))f,(0) =
m (5.19)

=pA,+P(A,+A, +B, +B,)

Fiir die Anfangsgeschwindigkeit (5.17) ergibt sich entsprechend der folgende Ausdruck:

o S S S ) - ~ .
pa, +P(a,+a,+b,+b,)+ Y (pC,, +B(C,, +C,, +D,, +D,))1,0) =
7 (5.20)

=pA, +p(A,+A,+B,+B,)

In diesen Gleichungen sind die folgenden Integralwerte enthalten:
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0
=J.uO(t :O)umdel 5Imz‘[.uo(t O)urelm e1
1 1
L
:Iﬁrelo(t = O)umdel bm:J”ﬁrelO(t O)urelm e1
n n (5.21)
Am = UO umdel relm
I I
Bm = ﬁrelO umdel rel 0 urelm
f =[O

1

Mit der Einfiihrung weiterer Abkiirzungen werden die Differentialgleichung (5.14) und die
Anfangsbedingungen (5.19) und (5.20) nochmals vereinfacht:

=Y tufa (=Y Bunfa (0= VoL (0 + G, (1) (5.22)

Put) B £,(0) =5,
’ (5.23)

Pt Bun £2(0) =5,

Hierin sind die folgenden Abkiirzungen definiert:

anm = _EAHITI _IZ(Anm +;&nm +Bnm +]§nm)
Yom =0, D,

N 5.24
q,=0a.d (5:24)

0 o _ 0o 0 o 2
S.=PA, +P(A,+A +B +B)

Es ist anzumerken, daB o aufgrund des Vorzeichenwechsels bei der Ausfithrung der par-
tiellen Integration in (5.15);.4 positiv definit ist.

Zur Bestimmung der unbekannten Zeitfunktionen f (t) ergeben sich aus (5.22) und (5.23) fiir
m=1,2,...n somit n gekoppelte Differentialgleichungen sowie jeweils n algebraische Glei-
chungen fiir die Anfangsbedingungen f (0) und fn (0).
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Um das Gleichungssystem zu entkoppeln, sind zunéchst die Symmetrieeigenschaften der Inte-
gralwerte auszunutzen und darauthin mit speziellen Forderungen an die Vergleichsfunktionen
u,,u,, die Orthogonalititsbedingungen zu formulieren.
Nach Anwendung des GREENschen Integralsatzes auf die Integralwerte A und ]§nm in
(5.15) folgt unter Beachtung der Randbedingungen deren Symmetrie und Selbstadjungiert-
heit: A, =A_ bzw. B_ =B_ . Wird die Bezichung B, = A__ in (5.24), beriicksichtigt,
ergibt sich aufgrund der Symmetrie des daraus folgenden Ausdrucks :&nm + :&mn auch die
Symmetrie und Selbstadjungiertheit von o :

a,, =da (5.25)

nm mn

Nach entsprechender Vorgehensweise folgt, dal3 auch (5.24), selbstadjungiert ist:
Bum =Bom (5.26)

Die Symmetrie von [N)nm in (5.15) fiihrt zudem auf die Beziehung:

Yo = Yo (5.27)

Zur Herleitung der Orthogonalitétsbedingungen wird neben den in (5.11) und (5.12) formu-

lierten Forderungen fiir die Vergleichsfunktionen u, ,u , die Annahme reeller Eigenformen

reln
getroffen. Hierzu ist es erforderlich, die allgemeine Dampfung Yy, in einen die RAYLEIGH-
dampfung beschreibenden Anteil Y, (Linearkombination aus massen- und steifigkeitspro-

portionalen Termen) und in einen Restterm ¥, aufzuspalten:

Yon = Vo * Vimn (5.28)

Unter Vorgabe der RAYLEIGHddmpfung kann das Gleichungssystem (5.22) orthogonalisiert
werden. Der Restterm wird, multipliziert mit der aktuellen Geschwindigkeit, als zusétzliche
»auBere Kraft“ auf der rechten Seite beriicksichtigt. Auf das Losungsverfahren wird spéter
noch eingegangen.

Zur Ermittlung der Orthogonalititsbedingungen werden die Losungsansitze u =3y u, e™ "
bzw. U, =51, e’ in(5.11)1, eingesetzt und entsprechend der oben geschilderten Vor-

gehensweisendie virtuelle Arbeit gebildet, was auf die Beziehung
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> Ay -ZBmwﬁ =0 (5.29)
fithrt. Das Vertauschen der Indizes n und m in (5.29) liefert zusétzlich die Beziehung:

> A —Zsmw; =0 (5.30)
Werden die beiden Gleichungen subtrahiert, folgen

Bon (02 -0, )=0 (5.31)
und hieraus unter Ausnutzung der Symmetrieeigenschaften die Orthogonalitdtsbedingungen:

B, =0 n#zm (5.32)
Aus (5.29) folgt dann mit (5.32) auch:

a. =0 n#m (5.33)

Mit Hilfe der Orthogonalitdtsbedingungen kann das Gleichungssystem (5.22) entkoppelt wer-
den. Es folgt jeweils eine Bestimmungsgleichung fiir die unbekannten Zeitfunktionen f, (t):

=ty £,(0) =By £, (0 =7, £, () + 4, (1) (5.34)
Die Gleichung (5.34) wird hier noch in die allgemeine Darstellungsform iiberfiihrt:

dy

nn

f +28 w f +w f =- (5.35)

mit
— Vl’ll’l
&, =
2 wl’l Bl’ll’l
a nn
0) =
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Die Anfangsbedingungen ergeben sich unter Beriicksichtigung der Orthogonalititsbedingung
(5.32) in den Gleichungen (5.23) zu:

0

S P
f,(0) =~ — P
08 7B,

f,(0)= e - 2

nn nn

(5.36)

™

Die allgemeine Ldsung der Differentialgleichung (5.35) lautet unter Beriicksichtigung der
Anfangsbedingungen (5.36) fiir die beiden Fille einer unter- und einer iiberkritischen Dadm-

pfung bekanntlich:
F (0)+
f o= eom H.(0) +1,0, o, sin(o,, t)+f. (0) cos(wy, t)
E (’ODn
[ =50, (t=1)
+B . I—qn(r)e sm(coDn (t—r))dr E<1
nn ~>Dn (
(5.37)
f +
f = g ! Hf“ ©) f“ )&, o, sinh(®, t) + £, (0) cosh(®d,, t)E
(’ODn
1 t
+ o [-a. (e sin(d,, (t-1))dt £>1
nn - Dn

Hierin ist die geddmpfte Eigenkreisfrequenz w,, =41-&* w, und der Wert &,, =+/&* -1 w,
definiert.

Wihrend der erste Term der Losung aufgrund der Dampfung mit der Zeit abklingt, beschreibt
der zweite Term die Schwingungsanregung durch die Grole q,(t), die aus der Geschwindig-
keitsdifferenz der inhomogenen Losungen von (5.9) resultiert und den Kopplungseffekt durch
die Interaktionskréfte beinhaltet.

Die Gesamtlosungen fiir die beiden Komponenten Feststoff und Fliissigkeit folgen nach
Einsetzen der Zeitfunktion (5.37) in die Verschiebungsansitze (5.8), auf deren Darstellung
hier verzichtet wird.

In (5.35) ist y,, die neu eingefiihrte RAYLEIGHddmpfung, die iiber die Proportionalitéts-
konstanten an die gegebene Dampfung Yy, anzupassen ist:
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Y, =aa, +bpB . (5.38)
Der Restterm der Ddmpfung

Yom = Yom = Van (5.39)
kann iiber die im folgenden beschriebene iterative Vorgehensweise beriicksichtigt werden.

Zunichst wird die Gleichung (5.35) in einem ersten Schritt i =1 unter Vorgabe der RAY-
LEIGHddmpfung v, geldst und die Geschwindigkeit fél) (t) berechnet. Der Ddmpfungsterm
Y.. wird darauthin mit dieser Geschwindigkeit multipliziert und als zusétzliche Kraft auf die
rechte Seite der Bestimmungsgleichung geschrieben:

£ 428 @, £ + @2 £ = PR o /Y £ (t) (5.40)
Bnn Z Bnn

Fiir das modifizierte Gleichungssystem wird im nédchsten Schritt eine neue Schwingungs-
antwort ff“)(t) entsprechend (5.37) ermittelt, mit der wieder die rechte Seite iiber die
Dampfungskraft korrigiert wird und so fort. Die Berechnung wird solange fortgesetzt, bis die
Losung die vorgegebene Genauigkeit erreicht.

5.3 Ein Sonderfall bei Vernachlassigung der Tragheits-
krafte

Werden die Triagheitskréifte in den Gleichungen (5.3) vernachldssigt, 146t sich entsprechend
der vorherigen Vorgehensweise eine exakte analytische Losung finden. Fiir das hier betrach-
tete gekoppelte Gleichungssystem

N'+q=A
=24 (5.41)

ﬁ'+€1=—Aq

wird der gleiche Losungsansatz (5.8) gewéhlt. Die Herleitung folgt dem in Kapitel 5.2 be-
schriebenen Losungsweg und kann somit kurz gehalten werden. Mit den fiir das nachfolgende
Anwendungsbeispiel gewéhlten Randbedingungen
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(5.42)

und Vernachldssigung der Streckenlasten (q =0, q =0) lautet die Lésung der inhomogenen
Differentialgleichungen ohne Kopplung:

u,( t)=w6
o EF (5.43)

- P(t
uo(el,o:gel =0

Wihrend bei dem allgemeinen Problem aus Kapitel 5.2 die Schwierigkeit darin bestand, die
homogene Losung bzw. die hierzu notwendigen Vergleichsfunktionen aus dem partiellen
Differentialgleichungssystem zu bestimmen, kdnnen diese fiir den hier betrachteten Sonder-
fall aus einer einzigen gewohnlichen Differentialgleichung ermittelt werden. Diese wird durch
die Addition der beiden homogenen Gleichungen (entsprechend (5.11) ohne Tragheitsterme)

"M - <~
EFu" =-a,Fu,,

_ ‘ (5.44)
KF (un +ﬁreln)” = av Fﬁreln
gebildet:
Iz(un +ﬁreln)”:_E u”n (545)
Nach der Integration von (5.45) ergibt sich folgende Beziehung
ﬁreln =_Bl’:;-'-laun +dln e1 +d2n b (546)
K O

die in (5.44), eingesetzt und unter Beriicksichtigung des Ansatzes f, (t) =e ™' zu der Bestim-
mungsgleichung fiir die Vergleichsfunktionen u  fiihrt:

" E+K o
u' o A———u, =
EK

n -

A
]VE (dy, 0, +d,,) (5.47)
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Die Losung der Differentialgleichung (5.47) lautet bekanntlich

~

U, = ¢y, sin(8,) +c,, cos(B,) + ——(d,, 6, +d,,) (5.48)
E+K
mit M= av)\E+~K ,
EK

und die Losung fiir die Vergleichsfunktionen der Fliissigkeit folgt hiermit zu:

+ ~
ﬁreln == E IZK (Cln Sin(uel) + C2n COS(HGI)) (549)

Mit den homogenen Randbedingungen

un(o) =O ﬁreln(o) =O
~ (5.50)
N.(l)=0 N,1)=0
folgt unmittelbar c,, =d,, =0 und damit
K
C, Heos(ul) + ——=d, 1=0
In “‘ (u ) E+K In
(5.51)

~

E+K
TR O cos(ul) =0

Die Linearkombination der beiden Gleichungen liefert d,, = 0. Eine nichttriviale Losung des
homogenen Gleichungssystems ist somit nur fiir cos(itl) =0 vorhanden, woraus sich die fol-
genden Eigenwerte ergeben:

2n -1
= T

o (5.52)

Die Vergleichsfunktionen fiir den Feststoff und die Fliissigkeit folgen hiermit aus (5.48) und
(5.49):
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u, =c,, siné(znz%T 0, @
(5.53)

u

+K . [O2n-1
reln _Cln E NK SIHE( - )T[el H
K O 20 0

Zur Berechnung der unbekannten Zeitfunktionen f (t) werden aus den Gleichgewichtsbedin-
gungen (5.44) iiber die virtuellen Arbeiten die Bestimmungsgleichungen dquivalent zu (5.14)

aufgestellt:
5 €A, +K(A,, +A,, +B,, +B,))f, =Y a, D, i, +a,d, (5.54)

Die hierin enthaltenen Integralwerte wurden bereits in (5.15) erklart.

Die in Kapitel 5.2 beschriebenen Symmetrieeigenschaften gelten ohne Einschrankungen und
fiihren zu den Orthogonalititsbedingungen:

A, =0
Am+A, +B_+B_ =0 fir n#Zm (5.55)
Dim =0

Hiermit 148t sich das Gleichungssystem entkoppeln und liefert mit den Abkiirzungen (5.24)
die n Bestimmungsgleichungen fur die Zeitfunktionen:

fag £ =-" mit ¢, =2m (5.56)
YHH YHH

Die Anfangsbedingungen werden fiir den betrachteten Sonderfall ausschlieBlich durch die
Verschiebungen der beiden Komponenten zur Zeit t =0 vorgegeben:

u |t:0 =U,
(5.57)

~

t=0 = UrelO

u rel

Zur Bildung der virtuellen Arbeit werden die Anfangsbedingungen {iber die Absolutverschie-

bungen dargestellt und mit den jeweiligen Verschiebungen u_ und u _ +u multipliziert.

relm

Die beiden Gleichungen werden daraufhin iiber 0, integriert und addiert (entsprechend der
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Herleitung von (5.23);). Werden die virtuellen Verschiebungen vertauscht, ergibt sich eine
weitere Gleichung. Nach Subtraktion dieser Gleichung von der ersten folgen unter Ausnut-

zung der Orthogonalitdtsbedingungen die Zeitfunktionen der Anfangsbedingungen:

f,(0) = By _ 40 (5.58)

nn Y nn

Die LGsung der Differentialgleichung (5.56) lautet unter Beriicksichtigung der Anfangsbe-
dingungen (5.58) bekanntlich:

~

t B .
OEBRIUNLEINES +C—ne'C"t[ 4, (e de (5.59)
Ynn ’Yl’ll’l Ynn

Wird der Stab mit einer zeitlich konstanten Last beaufschlagt, die zur Zeit t =0 sprungartig
aufgebracht wird, dann ist q, ebenfalls konstant und die Losung kann in die folgende ein-
fache Form iiberfiihrt werden:

f (t) = P 9 M (5.60)
Ynn YHH

Die Verschiebungen des Feststoffes und der Fliissigkeit sind aus dem Ldsungsansatz (5.8)

nach Einsetzen der Zeit- und Vergleichsfunktionen zu berechnen, auf dessen Darstellung hier
verzichtet wird.

Zur Betrachtung der Losung im Fall einer harmonischen Anregung ist es sinnvoll, die Bestim-
mungsgleichung fiir die Zeitfunktionen f, in den Frequenzbereich zu transformieren. Mit
den Ansitzen fiir die Zeitfunktion und den Interaktionsterm

f,(t)=F, e
(5.61)
q.()=Q, e
folgt aus (5.56) iiber die FOURIERtransformation die Bestimmungsgleichung im Frequenzbe-
reich:
1Q, —jQ
F(Q)= _1QE, —j9 Q, (5.62)

+Q vy,
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Hierin ergibt sich fiir den Interaktionsterm mit der flir das nachfolgende Beispiel getroffenen
Annahme, dal3 die duBlere Belastung mit der Amplitude P nur auf den Feststoff wirkt, der
Ausdruck

P -
Qn =EavIelurelmdel ‘ (563)

Die Gesamtlosungen fiir die Verschiebungen der beiden Stoffkomponenten berechnen sich
aus der Transformation der Gleichungen (5.8) und lauten mit der FOURIERtransformation der
inhomogenen Losungen (5.43) U,(Q) und ﬁO(Q):

U(®,,Q)=0,(6,,Q) + zun(el)Fn (Q)

(5.64)
U6, =06, + T,(6)F,(Q)

Die Ausdriicke U,, U, und F, sind komplexe Funktionen und stellen das Ubertragungsver-
halten des Systems bei einer harmonischen Belastung abhidngig von der Anregungsfrequenz
dar.
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6 Anwendungsbeispiel

6.1 Modellbeschreibung

Dynamische Untersuchungen des Femurs im Vorfeld haben gezeigt, dal sowohl bei einer
physiologischen Belastung (Gehen: ca. 1 Hz) als auch bei einer Impulsbelastung infolge
sportlicher Tétigkeiten oder eines Unfalls (Impulsdauer bis ca. 5 ms) die Trigheitskrifte ver-
nachlissigbar sind, da sich die ,,Anregungsfrequenz* bei Betrachtung von Stabldngsschwin-
gungen weit im unterkritischen Bereich befindet. Somit werden im folgenden die Verformun-
gen und Spannungen des Knochenmodells mit Hilfe der in Kapitel 5.3 hergeleiteten Losung
zunidchst fiir eine quasistatische Belastung mit einer Sprungfunktion und darauffolgend fiir
eine dynamische Belastung mit einer Impulsanregung sowie einer harmonischen Anregung
berechnet. Die Untersuchungen sollen unter anderem einen AufschluB iiber den Einflu3 der
Porositdt und des Diffusionskoeffizienten der Knochenstruktur auf die Verformungscharak-
teristik geben. Die erforderlichen Berechnungsroutinen sind mit dem symbolischen und nu-
merischen Gleichungsloser MATHCAD erstellt worden.

Der Oberschenkelknochen (Femur) wird als gerader Stab aus einem Feststoffgewebe und
einer Fliissigkeit betrachtet, der am unteren Ende fest eingespannt ist und an seinem freien
Ende mit der Belastung P(t) beaufschlagt wird (siehe Bild 6.1). Die Last P wirkt dabei nur auf
den Feststoff. Die Porenfliissigkeit kann bei einer Belastung des Knochens aus diesem austre-
ten, was in dem Stabmodell durch die Randbedingung N(1) =0 am oberen Stabende beschrie-
ben wird.

Fiir die Lange des Stabes wird die Abmessung des stabformigen Schaftbereich des Femurs
(Diaphyse) mit 1=40cm gewéhlt. Die ringférmige Querschnittsfliche des Roéhrenknochens
wird ndherungsweise liber der Stablédnge als konstant angenommen und mit einem mittleren
Wert von F =4.4cm? beschrieben. Das Flachenverhiltnis zwischen Feststoff und Fliissigkeit
entspricht dem Volumenverhéltnis bzw. der Porositit, die sich, wie im Kapitel 2 erldutert,
hauptsdchlich aus den Anteilen des vaskularen (HAVERSsche Kanédle) und des lakunaren
Porenvolumens (Lakunen und Canaliculi) zusammensetzt. Hier werden die beiden Bereiche
unterschiedlicher Porenstrukturen nédherungsweise zu einer einheitlichen, homogen verteilten
Porositéit zusammengefafit, die n =10% betragt.
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Bild 6.1: Stabmodell fiir den Knochen mit Randbedingungen im unverformten und verform-
ten Zustand

Die elastischen Eigenschaften der Struktur werden durch den eindimensionalen Steifemodul E
des Knochenfeststoffes und den Kompressionsmodul der Fliissigkeit K beschrieben. Diese
auf die Gesamtfliche bezogenen Elastizititswerte werden anhand der Volumenanteile aus den
wirklichen (realen) Werten berechnet. Fiir den kortikalen Knochen wird nach Angaben von
[MAK 1997, COWIN 1999] der reale Elastizitaitsmodul E, =16GPa gewéhlt und fiir die Fliis-
sigkeit der Kompressionsmodul von salzhaltigem Wasser mit IZR =2.3GPa zugrunde gelegt.
Somit ergeben sich die fiir die Rechnung erforderlichen Elastizititswerte zu E=E; (1-n)=
144GPa und K =K, 1 =0.25GPa.

Der Diffusionskoeffizient o, = n . héngt zum einen von der Viskositit der Fliissigkeit | und
zum anderen von der Permeabilitit k ab, die allein durch die Porenstruktur beschrieben wird.
Fiir die Viskositit wird der Wert von salzhaltigem Wasser mit 7 =107 %%/ angenommen.
Aufgrund der hier verwendeten Modellbeschreibung sind Daten zur spezifischen Permeabi-
litdt aus der Literatur nur eingeschrinkt iibertragbar, da dieser Grofle aufgrund der Diffusions-
lange des gesamten Stabes hier eine andere Bedeutung zukommt. Basierend auf den Unter-
suchungen verschiedener Gewebe und Porenstrukturen von [COWIN 1999, LA1 1980, MAK
1997] und einer Ahnlichkeitsbetrachtung der unterschiedlichen Diffusionslingen wird
a, =5-10" N/, gewihlt.

Den folgenden Berechnungen fiir die verschiedenen Belastungsfunktionen wird eine maxi-

male Druckbelastung von P =8000N zugrunde gelegt, die einer physiologischen Beanspru-
chung des Femurs (z.B. beim Springen) entspricht [SUBKE 1997].



Berechnungen fiir eine sprungartige Belastung 115

6.2 Berechnungen fUr eine sprungartige Belastung

Anhand einer quasistatischen Belastung des Knochens mit einer Heaviside-Sprungfunktion
werden im folgenden die Einfliisse der Porositidt und des Diffusionswiderstandes erldutert.
Hierzu wird die Losung (5.60) verwendet, die fiir den Sonderfall einer zeitunabhéngigen Be-
lastung mit der Sprungfunktion in Kapitel 5.3 beschrieben wurde.

Im Bild 6.2 sind die Verschiebungen des Feststoffes und der Fliissigkeit am oberen Stabende
0, =1 tber der Zeit aufgetragen. Beide Stoffe erfahren nach der Lastaufbringung zur Zeit
t=0" die gleiche Anfangsverschiebung von u(0*) =u(0%) =—-0.49 mm . Wihrend sich der
Feststoff nur noch wenig in Belastungsrichtung verschiebt, entspannt sich die komprimierte
Fliissigkeit und ndhert sich asymptotisch dem unverformten Ausgangszustand an.

Fliissigkeit

-0.2 ]
u,u
[mm]
-0.4 —
Feststoff
-0.6 |
0 0.05 0.1

t[s]

Bild 6.2: Verschiebungen von Feststoff und Fliissigkeit infolge einer sprungartig aufgebrach-
ten Druckbelastung

Die Geschwindigkeit mit der die Fliissigkeit aus dem pordsen Medium austritt hdngt vor
allem von der Porositit und dem Diffusionskoeffizienten ab (siche Bild 6.3 und 6.5). Zur
Beschreibung derartiger Entspannungsprozesse von Fliissigkeiten wird allgemein die Relaxa-
tionszeit eingefiihrt, die der Zeitspanne entspricht, in der der Fliissigkeitsdruck néherungs-
weise wieder den Ausgangszustand erreicht. Die Bedeutung dieser GroBe wird deutlich, wenn
die Struktur einer dynamischen Belastung (siehe Kapitel 6.4) unterworfen wird, die zu einer
hoheren Verformungsgeschwindigkeit fiihrt als die von der Fliissigkeit benotigte Relaxations-
zeit. Hierdurch wird das Austreten der Fliissigkeit aus dem Porenkorper behindert, womit sich
ein Druck in den Poren aufbaut, der unter anderem eine unterstiitzende Wirkung auf das
Feststoffgewebe ausiibt und die Gesamtsteifigkeit des Knochens etwas erhoht. Der Effekt
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eines Zuwachses des Porendrucks bei einer charakteristischen Frequenz kann mit dem aus der
Regelungstechnik bekannten HochpaBfilter beschrieben werden, wobei die sogenannte Eck-
frequenz dem Kehrwert der Relaxationszeit entspricht.

Die Abhéngigkeit der Verschiebungen am oberen Stabende 6, =1 beider Komponenten von
der Porositét ist den Bildern 6.3 und 6.4 zu entnehmen. Mit Zunahme der Porositéit (1 =5 %,
10% und 20% ) nimmt die Steigung der Fliissigkeitskurve zu, das heif3t, dafl der spannungs-
freie Ausgangszustand in einer kiirzeren Zeit erreicht wird. Die Feststoffverformung nimmt
wegen der reduzierten Gesamtsteifigkeit der Struktur etwas zu, da sich das Fldchenverhéltnis
dquivalent zur Porositét verandert.

Bild 6.3: Verschiebung des Feststoffes und der Fliissigkeit fiir verschiedene Porositdten
n=5%,10% und 20%

-0.4 T

T [%]

Bild 6.4: Verschiebung des Feststoffes zur Zeit t =0 und t = oo iiber der Porositit
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Das Relaxationsverhalten der Porenfliissigkeit ist vor allem von dem Diffusionskoeffizienten
abhéngig, was anhand der Verschiebungs- und Spannungs-Zeit-Funktionen am oberen Stab-
ende 0, =1 in den Bildern 6.5 und 6.6 veranschaulicht wird. Mit der Zunahme des Diffusi-
onswiderstandes verlangsamt sich folglich der Relaxationsprozef3 und die Fliissigkeit erreicht
deutlich spéter den belastungsfreien Ausgangszustand. Hieraus resultiert eine unterstiitzende
Wirkung auf den Feststoff kurz nach der Lastaufbringung, was sich in der Spannungs-Zeit-
Funktion (Bild 6.6) niederschldgt. Die zu erkennende Abnahme der Steigung im Spannungs-
verlauf mit Zunahme des Diffusionskoeffizienten ist besonders bei einer zeitverdnderlichen
Anregung von Bedeutung (siehe Kapitel 6.3).

0

I e -
Fliissigkeit
-0.2 —
u,u
[mm]
0.4 |- -
“ Feststoff
-06 |
0 0.05 0.1

t[s]
Bild 6.5: Verschiebungen des Feststoffes und der Fliissigkeit {iber der Zeit fiir unterschied-
liche Diffusionskoeffizienten (o, =2.5-107,5-107,10° ¥/ .)
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Bild 6.6: Reale Normalspannungen des a) Feststoffes und b) der Fliissigkeit iiber der Zeit fiir
unterschiedliche Diffusionskoeffizienten (a, =2.5-107,5-107,10° Ny )
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6.3 Berechnungen flr eine zeitveranderliche Belastung

Nachfolgend werden die Struktureigenschaften anhand zeitverdnderlicher Druckbelastungen
mit einem Sinusimpuls sowie einer harmonischen Anregung untersucht. Hierzu wird die in
Kapitel 5.3 beschriebene allgemeine Losung (5.59) bzw. (5.62) verwendet.

In den Bildern 6.7 sind fiir eine Impulsanregung mit der Impulsdauer AT =50 bzw. 5 ms
(4quivalent einer halben Sinusperiode mit f = 10 bzw. 100 Hz) die Verschiebungen des Fest-
stoffes und der Fliissigkeit am oberen Stabende 0, =1 iiber der Zeit aufgetragen. Die durch
die viskosen Interaktionskréfte hervorgerufene Kopplung fiihrt zu einer zeitlichen Verzoger-
ung der Fliissigkeitsbewegung. Nach der Entlastung fliet die durch die Kompression heraus-
gedriickte Fliissigkeit wieder in den Knochen zuriick.

0.2 T 0.2 T
7N
. . VAR
Fliissigkeit - NG . ~——
/ ~~ Flissigkeit /77777 ——
/ -
0 / —==== N /
uu u,
-02 — -0.2 —
[mm] [mm]
Feststoff
04 - -0.4 Feststoff —
- 0.6 | ~0.6 l
0 0.05 0.1 0 0.005 0.01
t[s] t[s]
a) b)

Bild 6.7: Verschiebungen infolge einer Belastung mit einem Sinusimpuls der Impulsdauer
a) AT =50 ms und b) AT =5 ms

Der Einfluf3 des Diffusionskoeffizienten wird in den Bildern 6.8 und 6.9 anhand der Verschie-
bungs-Zeit- und der Verschiebungs-Orts-Funktionen dokumentiert, die fiir die beiden Impuls-
dauern AT =50 und 5 ms dargestellt sind. Mit der Zunahme des Diffusionswiderstandes und
somit der Interaktionskrdfte ndhert sich die Fliissigkeitsverschiebung der Verformung des
Feststoffes an.
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=-0.6 | -0.6 |
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Bild 6.8: Verschiebungs-Zeit-Funktionen flir unterschiedliche Diffusionskoeffizienten
(a, =2.5007,5007,10° /), Impulsdauer: a) AT =50 msund b) AT =5 ms
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Bild 6.9: Verschiebungs-Orts-Funktionen (Impulsdauer AT = 0.05) zur Zeit t =0.025s fiir
unterschiedliche Diffusionskoeffizienten (o, =2.5007,5007,10° Ny/,)

In den Bildern 6.10 und 6.11 sind die realen Spannungen der beiden Komponenten fiir eine
Anregung mit der Impulsdauer AT =5 ms sowie im letzteren auch mit AT =50 ms darge-
stellt. Abhdngig von der Belastungsgeschwindigkeit, bzw. antiproportional zur Impulsdauer,
wird ein Teil der auf den Stab wirkenden Last von der Fliissigkeit getragen, womit eine
unterstiitzende Wirkung auf das Knochengewebe entsteht. Diese ist aufgrund der niedrigen
Porositdt sehr gering, so da3 die Variation des Diffusionskoeffizienten in dem hier betrachte-
ten Bereich keinen nennenswerten Einfluf3 aufzeigt. Fiir eine groere Porositit von 70 %, wie
sie im Bereich der Epiphysen anzutreffen ist, ist die entlastende Wirkung auf das Knochen-
gewebe im Bild 6.12 dargestellt.
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Bild 6.10: Spannung des Feststoffes infolge eines Sinusimpulses mit der Impulsdauer

AT =5 ms (Variation o, ohne nennenswerten Einfluf3)
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Bild 6.11: Spannung der Fliissigkeit infolge eines Sinusimpulses mit der Impulsdauer
a) AT=50ms undb) AT =5ms (a, =2.5-10",5-10",10° /)

0 0.005 0.01
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Bild 6.12: Bezogene Spannungen des Feststoffes und der Fliissigkeit infolge eines Sinus-

impulses mit der Impulsdauer AT =5ms fiir eine Porositit von n=70%
(o, =2.5-107,5-107,10° ¥/ ,)
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Die Relativverschiebung der Fliissigkeit am oberen Rand des Stabes ist in Bild 6.13 fiir ver-
schiedene Diffusionskoeffizienten iiber der Zeit aufgetragen.
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Bild 6.13: Relativverschiebung der Fliissigkeit bei 0, =1 (Impulsdauer AT =0.005s) fiir
unterschiedliche Diffusionskoeffizienten (o, =2.5007,5007,10° N/ 4

Das Ubertragungsverhalten fiir eine harmonische Belastung des Knochens ist im Bild 6.14
anhand der Verschiebungen der Fliissigkeit iiber der Anregungsfrequenz in doppelt logarith-
mischer Darstellung zu sehen. Hierzu wurde die Bewegungsgleichung in den Frequenzbereich
transformiert (siche Gleichung (5.64)).

0.01
1 10 100 1000
f[Hz]

Bild 6.14: Ubertragungsfunktionen der Fliissigkeitsverschiebung fiir die Diffusionskoeffi-
zienten a, =2.5007,5007,10° Ny .+ im doppelt-logarithmischen Maf3stab

Der Kurvenverlauf zeigt die Eigenschaften des beschriebenen Hochpalfilters. Die Eckfre-
quenz - graphisch durch den Schnittpunkt der Tangenten an die beiden linearen Bereiche einer
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Kurve definiert — verschiebt sich mit der Zunahme des Diffusionswiderstandes zu niedrigeren
Frequenzen. Eine entsprechende Charakteristik weisen auch die Fliissigkeitsspannungen auf,
auf dessen Darstellung hier verzichtet wird. Wie auch die Verschiebungen nehmen die Span-
nungen der Fliissigkeit mit steigender Belastungsgeschwindigkeit bis zur Eckfrequenz zu und
tragen bei hohen Anregungsfrequenzen zu einer Entlastung des Knochenfeststoffes bei. Die
entlastende Wirkung ist bei Knochengewebe mit einer hohen Porositit, wie die Spongiosa,
von Bedeutung. Spannungen mit einer hohen Frequenz werden durch den Kopplungseffekt
mit der Fliissigkeit somit ,,herausgefiltert*.

Fiir einen Knochen mit einer Porositit von 70 % sind die Verschiebungen und Spannungen
des Feststoffes und der Fliissigkeit in dem Bild 6.15 iiber der Frequenz dargestellt. Zur Ver-
deutlichung der entlastenden Wirkung auf den Knochenfeststoff, sind die Verschiebungen und
Spannungen linear tiber dem Logarithmus der Frequenz aufgetragen.

Feststoff

5=
Feststoff

0.5

1 10 100 1000 1 10 100 1000
f[Hz] f[Hz]
Bild 6.15: Ubertragungsfunktionen der Verschiebungen und der Spannungen von spongio-
sem Knochen (7 =70%) fir die Diffusionskoeffizienten o, =2.5007,500’
und 10° Ny,

6.4 Diskussion der Ergebnisse

Die Untersuchungen an dem Stabmodell des Knochens haben gezeigt, dal3 trotz der verein-
fachten Modellabbildung einige interessante Effekte des realen Knochens gut wiedergegeben
werden konnten. Zum einen ist bei einer zeitverdnderlichen Belastung eine erhdhte Zunahme
des Porenfliissigkeitsdruckes zu verzeichnen, wenn bei zunehmender Anregungsfrequenz eine
Relaxation des Fliissigkeitsdruckes erschwert wird. Zum anderen trégt dieser Effekt durch die
Interaktionskréfte zu einer, wenn auch geringen, Entlastung des Knochenfeststoffes bei. Die
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Reduktion der Feststoffspannungen ist jedoch wesentlich von der Porositit und dem Diffu-
sionskoeffizienten abhdngig und kann bei einem groBlen Porenvolumen, wie z.B. im spon-
giosen Knochen, bedeutsam werden. Fiir den Diffusionskoeffizienten sind aufgrund der
komplexen Knochenstruktur und Schwierigkeiten bei der experimentellen Bestimmung keine
gesicherten Daten vorhanden und somit eine gro3e Streubreite mdglich. Die Variation des
Diffusionskoeffizienten bei den Berechnungen hat den Einflul der Kopplung beider Stoffe
aufgezeigt.

Die Flussigkeitsbewegung ruft zudem durch die viskosen Interaktionskrifte eine Ddmpfung
hervor, die gro3e Belastungsspitzen infolge stoBartiger Belastungen abschwécht und somit die
Entstehung von Schiden in dem Knochengewebe reduziert. Dieser Dampfungseffekt ist in
den volumigen Gelenkkopfen (Epiphysen) des Femurs mit einer sehr hohen Porositét (Spon-
giosa: bis zu 70 %) besonders ausgepragt.

Der Porenfliissigkeitsdruck ist auch fiir die Beschreibung knochenspezifischer Wachstums-
und Umbauprozesse von Bedeutung. Der mit dem Modell ermittelte maximale Porendruck
betrdgt fiir die gewidhlte Belastung ca. 3 kPa fiir eine Porositit von 10 % bzw. ca. 5 kPa fiir
eine Porositit von 70 % und liegt in dem Bereich des vascularen Porendrucks, wie er z.B. in
[COWIN 1999] angegeben wird. Eine Differenzierung des Fliissigkeitsdruckes entsprechend
der vascularen und lakunaren Porenstrukturen ist mit diesem Modell jedoch nicht moglich.

Es ist aber anzumerken, daB fiir eine Untersuchung mikroskopischer Vorgéinge, wie sie in der
genannten Literatur an einzelnen Osteonen beschrieben werden, das Stabmodell ebenfalls ver-
wendet werden kann. Hiermit kann z.B. die Fliissigkeitsbewegung in der aus Lakunen und
Kanélen (Canaliculi) gebildeten Porenstruktur eines einzelnen Osteons beschrieben werden,
welches ebenfalls eine stabformige Struktur darstellt.
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7 Zusammenfassung und Ausblick

In der vorliegenden Arbeit wurde ein mechanisches Modell zur Beschreibung der Eigen-
schaften des Oberschenkelknochens (Femur) als pordses Medium basierend auf der Theorie
der Mehrkomponentenkontinua entwickelt.

Anhand einer umfangreichen Literaturrecherche wurden zundchst die Materialeigenschaften
des Knochengewebes und der Knochenfliissigkeiten aufgezeigt sowie ein Uberblick iiber den
aktuellen Forschungsstand gegeben. Es hat sich dabei gezeigt, da® dem mikroskopischen Auf-
bau der pordsen Knochenstruktur und dem EinfluR der Flussigkeiten eine besondere Bedeu-
tung zukommen.

Die Kinematik des Mehrkomponentenkontinuums wurde Uber eine LAGRANGESche Betrach-
tungsweise fur den Feststoff und die Beschreibung der tibrigen Komponenten in Relativkoor-
dinaten formuliert. Zur Herleitung einer konstitutiven Theorie fiir das Mehrkomponentenkon-
tinuum war eine in sich widerspruchsfreie Formulierung der Erhaltungsgleichungen und der
konstitutiven Beziehungen erforderlich. Dabei wurde das Konzept der VVolumenanteile be-
ricksichtigt, welches aufgrund der Unmischbarkeit der Stoffkomponenten eine Zwangsbedin-
gung in der konstitutiven Theorie darstellt. Die konstitutiven Gleichungen wurden fiir ausge-
waéhlte Prozel3variablen aus den Restriktionen der Entropieungleichung entwickelt, womit der
2. Hauptsatz der Thermodynamik erfullt war. Fur ein Zweikomponentenkontinuum aus einem
Feststoff und einer Flussigkeit wurden die konstitutiven Gleichungen fur die Spannungen der
Stoffkomponenten, die Interaktionskréfte, den WarmefluR des Gemisches und die VVolumen-
anteile fur einen Zustand in der N&he des sogenannten thermodynamischen Gleichgewichts
hergeleitet. Das allgemeine raumliche Problem ist mathematisch bestimmt und kann mit den
entsprechenden Rand- und Anfangsbedingungen theoretisch gelést werden. Aufgrund der
enormen Komplexitat des Modells war jedoch eine Vereinfachung des Differentialgleichungs-
systems erforderlich.

Mit Hilfe der bekannten Hypothesen der Stabtheorie (BERNOULLI, DE ST. VENANT, WAGNER)
fr den Feststoff und einer speziellen Hypothese fiir die Flissigkeit wurde eine Reduktion auf
ein eindimensionales Gleichungssystem in Stabkoordinaten erreicht. Die Reduktion der raum-
lichen Flussigkeitsbewegung erfolgte dabei mit geeigneten Ansatzfunktionen fir die Relativ-
verschiebungen uber die Methode der virtuellen Arbeit nach GALERKIN.

Fur den Sonderfall einer ausschlief3lich longitudinalen Bewegung der beiden Stoffkomponen-
ten wurde ein Losungsverfahren fur das Anfangswert-Randwert-Problem vorgestellt. Unter
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Vernachléssigung der Tragheitskrafte konnte zusétzlich eine spezielle analytische Lésung des
Problems formuliert werden.

Die Anwendung des Losungsverfahrens erfolgte an einem Stabmodell des Femurs, welches
mit einer zeitverénderlichen Druckbelastung beaufschlagt wurde. Parameterstudien fur eine
Sprung- und eine Impulsbelastung zeigten den EinfluR der Porositat und des Diffusionskoeffi-
zienten auf den Feststoff und die Flussigkeit. Der Einflul der Parameter auf die Feststoff-
spannungen machte sich dabei erst bei einer hoheren Porositét, wie sie z.B. durch den spongi-
6sen Knochen vorgegeben ist, stark bemerkbar. Der maximale Porenflissigkeitsdruck zeigte
hingegen eine grof’e Abhéngigkeit vor allem von dem Diffusionskoeffizienten. Hierdurch
wurde auch die Relaxationszeit des Flussigkeitsdruckes und somit die Abhéngigkeit von der
Erregerfrequenz bzw. der Impulsdauer beeinflulRt, womit der Knochen die Eigenschaften
eines HochpaRfilters annimmt und hochfrequente schadliche Spannungsspitzen durch die
unterstiitzende Wirkung der Flussigkeit herausfiltert. Diese Eigenschaften sind von dem spon-
gidsen, markhaltigen Knochengewebe der Gelenkbereiche mit einer Porositat von bis zu 70 %
bekannt.

Das in dieser Arbeit entwickelte Modell und die durchgefiihrten Untersuchungen liefern eine
Grundlage fir weitere Forschungsziele zur biomechanischen Beschreibung des Knochens.

Somit kann das allgemeine Modell durch komplexere Materialgesetze erweitert werden, die
unter anderem anisotrope Eigenschaften der einzelnen Stoffe und der Koppelmechanismen
beschreiben. Jedoch ist zu bemerken, dal insbesondere fiir die Kopplungsgréfien, wie dem
Diffusionskoeffizienten, aufgrund mefRtechnischer Hirden nur unzureichend Informationen
vorhanden sind.

Die infolge der Diffusion entstehenden Interaktionskréfte tiben nicht nur einen Einfluf? auf die
Spannungen der beiden Stoffkomponenten aus, sondern bewirken eine Dd&mpfung der Kno-
chenbewegung bei einer stoRartigen Belastung. Dieser Dampfungseffekt wird noch verstarkt,
wenn neben den viskosen Interaktionskréften in einem erweiterten Stabmodell die viskosen
Eigenschaften der Knochenflissigkeit berlcksichtigt werden. Aber auch eine komplexere
Flussigkeitsstromung durch den Knochen (z.B. zusétzlich in Querrichtung zur Stabachse)
tragt hierzu bei.

Die Kenntnis Uber die Druckverteilung der Porenfliissigkeit ist auch fur das Verstandnis me-
chanosensorischer Aspekte der Knochenumbauprozesse von Interesse. Hierzu mi3te jedoch
mit dem allgemeinen Stabmodell die Druckverteilung der Porenflissigkeit unter VVorgabe
geeigneter Ansatzfunktionen fiir die Flussigkeitsbewegung in der Querschnittsebene bestimmt
werden. Mit der Vorgabe z.B. eines rotationssymmetrischen Stabmodells sind somit Ansatz-
funktionen fur die Flussigkeitsbewegung in longitudinaler und radialer Richtung abhéngig
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von den Querschnittskoordinaten erforderlich. Dieses Modell ist vor allem durch die jewei-
ligen Orientierungen der HAVERSschen und VoLKMANNschen Kandle in dem kortikalen Kno-
chen motiviert.

Das Stabmodell eignet sich nicht nur zur Beschreibung der mechanischen Eigenschaften des
gesamten Rohrenknochens, sondern kann auch fur die mikroskopische Baueinheit des kortika-
len Knochengewebes, das Osteon, herangezogen werden, da dieses ebenfalls einen stabférmi-
gen Aufbau besitzt.
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A Anhang

A.1 Definition der in der Medizin tblichen Bezugsebenen
und Richtungen

Im folgenden werden die in der Medizin iiblichen Bezugsebenen und Richtungen erldutert. In
der Abbbildung 1 sind die drei Hauptebenen mit Transversal-, Frontal- und Medianebene
bezeichnet. Eine zur Medianebene parallele Fldche heifit Sagittalebene. Entsprechend sind die
Richtungen bezogen auf den menschlichen Korper der Darstellung zu entnehmen.
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Abbildung 1: Definition der Bezugsebenen und Richtungen des menschlichen Korpers
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A.2 Die GREENschen Verzerrungen des Mehrkomponen-
tenkontinuums

Die in den Stoffgleichungen bendtigten Verzerrungen ;’ik werden im folgenden durch die
Verschiebungskomponenten der Stoffe ¢ beschrieben. Uber die materielle Integration der Ver-

zerrungsgeschwindigkeiten folgt:

+
c

c 1 1
Vik=5_!.(gik)c. dt:E i — 8i (A.1)

+

I
Wihrend sich die MaBzahlen g, aus den bekannten Basisvektoren des Kdrpers im Ausgangs-
+ +
II 111
zustand ergeben, sind die ibrigen Maflzahlen g, , g,, g, von den Verschiebungen

abhédngig. Im einzelnen erhilt man:

+ +
I I I I

+
I I

I I I
— m
_gik+wi|k+wk|i+w |iwm|k

+ + +
11 I I II I I II
g, :[r+ ww} [r+ W—Ww |,
(A.2)

+
I I

I I I I I I I
— m m
_gik+wi|k_wi|k+wk|i_Wk|i+(W |i_W |i)(wm|k_wm|k)

+ + +
11 I I 11 I I I
g =|r+wW=w L[ r+w—w |,

+
I I 111

I 1 Py I 1
:gik+wi|k_wi|k+wk|i_wk|i+ W |1_W |i Wm|k_wm|k
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Die Verzerrungen ergeben sich nach Einsetzen von (A.2) in (A.1) wie folgt:

I 1M1 1 P
Yik=5§yi|k+wk|i+w ‘iwm|kﬁ

1I 1

1 1A 1 P . mo
Yik—5§”1|k+wk|i+w ‘iwm|k+w ‘iwm|k_w ‘iwm|k§ (A.3)

mm 1 Hu I P oo moom
Yik_5§”i|k+wk|i+w ‘iwm|k+w ‘iwm|k_w ‘iwm|k§

Wihrend (A.3), das bekannte GREENsche Verzerrungsmall darstellt, sind die restlichen Ver-
II 11 I
zerrungen v, ,Y, von den Verschiebungen w; abhdngig, wodurch eine Kopplung der Verzer-

rungen in den nichtlinearen Gliedern entsteht.

A.3 Nichtlineare Beschleunigung der Flussigkeit

Die Beschleunigungskomponenten der Fliissigkeit inklusive gemischter Produkte aus Fest-
stoffkinematen und Relativgeschwindigkeit werden nachfolgend aufgefiihrt. Neben den Orts-
ableitungen nach 0, (hochgestellter Strich) kommen hier die Ableitungen nach den anderen
Koordinaten 0,, 0, hinzu, die mit einem Komma vor dem entsprechenden Index gekenn-
zeichnet sind.

by =W, =W, 0° =W, 07 +Q0%,0°)§, +V,,

~ s 3 an 2 2 3N ot ol ]
+Vrell (Wsl w 336 w s29 +Q(e ’e )(p 1+Vrell
-—w" V -w' Vv —w" V -w' Vv
s2 Vrel2 s2 rel 2 s3 Vrel3 s3 rel 3
[ [ o
+Ws2Vrell92 Ws3Vre11’3)
~ —_ ! 2 n3 ] ~ —_— ! JE o
V2 (ZW',HQ07,07),, 0+ V1 W, Vi = W3 Vi (A4)
—_— _ ~
WSZVrell (PIVrell’3)
jod — k! 2 n3 N jod —_ —_w' 3
Vs (=W 3+ Q07,07),; 0"+ V103 = W Vi = W3 Vi

e~
W'V = 0 Vis0)

_ = ' _ = '
VrelZWSZ Vre13ws3+T‘h‘O'
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T o 3 ~
b,=w,, =¢,0" +v,,

~ s N3 = "o
Vel W' ,—0',0° +V' L, W',V

rel 1

] N e _ ~ [ [
W V1 T 0 Vs OV st W Vit W3 Viss)

(A.5)
[ [ 1 [ — [ — 1 o | [
F V12 (Vi oot Wi Vi1 =01 Ve300~ Wi Vo 0,V 053)
=~ . =~ 1 =~ — =~ — 1 = — o
+Vrets (@ +V 05t W V=0 Vs = Wi Vi =0, V,,,)
< "
+ Vet W'y, =V 50, + ThO.
T e . 2 ~
by =W, +9,07 +V
~ L] N} 2 ~ " ~
Vet 2W' 4+, 07+ V' WV
1 jad | [ jad | 1 =~ 1 [
FW VOV T OV WVt WV 5,3)
(A.6)

g - — > 1 [ g — 1 i ] o
V12 (O = Ve300t W3 Vi1 P 01 Vi 200 = Wi Vi3 + 0,V g553)
s s 1 [ [ — 1 o] — [d
* Viels (Vrel3’3+ws3Vrell’3+(P1VreIZ’3 Wis3 Vi3 (Plvrel3’2)
+ Vrell W's3 + Vrelz (O + T.h.O.
Die unterstrichelten Terme stellen die CORIOLISbeschleunigungen, die unterschlidngelten

Terme die Zentrifugalbeschleunigungen dar. Die Terme hoéherer Ordnung resultieren aus-
schlieBlich aus der Verdrillung und der Verwolbung.
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