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1 Einleitung

Ziel der theoretischen Physik ist, aus mikroskopischen Zusammenhéangen experimentell iiberpriif-
bare Aussagen abzuleiten. So berechnet man beispielsweise in der Quantenfeldtheorie, ausgehend
von den fundamentalen Wechselwirkungen zwischen den Elementarteilchen, Wirkungsquerschnit-
te, welche in Streuexperimenten gemessen werden konnen. Ein Beispiel aus der Festkorperphysik
ist die Berechnung des elektrischen Widerstands oder dhnlicher Transportgrofien eines gegebenen
Materials auf Grundlage seiner Zusammensetzung. Im Rahmen der Theorie der linearen Antwort
sind derartige Messgrofien durch die Korrelationsfunktionen des Modells gegeben. In der Praxis ist
die Berechnung von Korrelationsfunktionen selbst in den einfachsten wechselwirkenden Systemen
enorm aufwindig, da der Hilbertraum eines N-Teilchen-Problems exponentiell mit der Anzahl N
der Teilchen anwichst. Eine naheliegende Strategie ist, die Modelle soweit zu vereinfachen, dass sie
eine exakte Losung gestatten. Zu den einfachsten Ndherungen zéhlen effektive Einteilchenmodelle
wie das Bandermodell der Festkorperphysik, mit welchem viele grundlegende Eigenschaften eines
Festkorpers verstanden werden konnen. Derartige Ndherungen sind jedoch limitiert und kénnen
viele kollektive Phdnomene in stark korrelierten Systemen nicht erklaren.

In der heutigen Forschung werden hauptsachlich zwei Ansétze (oder eine Kombination beider)
bei der Untersuchung von Vielteilchenproblemen verfolgt. Dies sind zum einen die Berechnung
mittels Storungstheorie und zum anderen der Einsatz von Grofirechnern und ausgefeilten Algo-
rithmen. Beide Methoden haben jedoch einen begrenzten Giiltigkeitsbereich und versagen typi-
scherweise in eindimensionalen Modellen [54].

Eine weitere Moglichkeit ist, nach Vielteilchensystemen zu suchen, deren Eigenschaften exakt
berechenbar sind. Auf den ersten Blick mag dies eine starke Einschrankung sein, allerdings ist zu
erwarten, dass das Studium exakt losbarer (,integrabler) Modelle ein besseres Verstandnis generi-
scher wechselwirkender Vielteilchensysteme erméglicht. Diese Annahme wird gestiitzt durch den
Befund, dass sich Systeme der statistischen Mechanik in Universalitatsklassen einteilen lassen (vgl.
z.B. [136]). Modelle der gleichen Klasse konnen mikroskopisch sehr unterschiedlich sein, aber dhn-
liches makroskopisches Verhalten in der Néhe eines kritischen Punktes zeigen.

Von besonderem Interesse sind integrable Modelle, die mit Lésungen der Yang-Baxter-Gleichung
zusammenhéngen. Zu dieser Klasse gehort auch das eindimensionale anisotrope Spin-1/2 Heisen-
bergmodell (XXZ-Kette), welches in dieser Arbeit untersucht wird. Es beschreibt die Physik ma-
gnetischer Isolatoren, in denen eindimensionale Unterstrukturen existieren. Die magnetischen Mo-
mente haben Spin 1/2, sind lokalisiert und wechselwirken iiber eine Austauschwechselwirkung mit
ihren nichsten Nachbarn. Eine Ubersicht tiber das Heisenberg-Modell und verwandte Modelle wie
das Hubbard-Modell sowie ihre Anwendungen in der Festkorperphysik findet sich in den Biichern
[46] und [34]. Der Hamiltonoperator der XXZ-Kette ist gegeben durch

xxz—JZ < oF +al o) + Mof 0 - 1)), (1.1)

wobei periodische Randbedmgungen vorausgesetzt werden. Hierbeiist 6" (& = x,y, z) eine auf den
Gitterplatz j wirkende Paulimatrix, L die Anzahl der Gitterplatze, J > 0 fixiert die Energieskala und



1 Einleitung

A ist der (reelle) Anisotropieparameter. Es ist moglich, ein in z-Richtung zeigendes Magnetfeld h
einzufithren ohne die Integrabilitéat zu brechen. Der Hamiltonoperator ist dann um einen Zeeman-
Term zu ergénzen,

L
h
H = Hye: = 5 ,Z::‘ o7 . (1.2)

Die XXZ-Kette ist ein Prototyp eines integrablen Modells und wird seit langer Zeit intensiv studiert.
Zuerst gelang es Hans Bethe mit dem Koordinaten-Bethe-Ansatz das Spektrum und die Eigenvek-
toren des isotropen Heisenberg-Modells (A = 1) exakt zu bestimmen [10]. Weitere wichtige Schritte
zum besseren Verstindnis des Modells waren die Entdeckung der Verbindung zu Vertexmodellen
der statistischen Physik (vgl. z.B. [8]) und die Abstraktion der Methode des Bethe-Ansatzes (,alge-
braischer” Bethe-Ansatz, vgl. z.B. [89]).

Erste Ergebnisse zu Grundzustandskorrelationsfunktionen wurden mit Hilfe des Vertexoperator-
Zugangs erzielt [63, 64]. Diese Methode benutzt die Quantengruppensymmetrie des XXZ-Modells
und ist giiltig fiir den Fall h = 0 und A > 1. Sie lieferte erstmals explizite Darstellungen von Korre-
lationsfunktionen und Matrixelementen lokaler Operatoren durch Vielfachintegrale. Diese Resul-
tate wurden anschlieffend genutzt, um den Zwei- und Vier-Spinon-Beitrag (im isotropen Fall) zum
dynamischen Strukturfaktor zu bestimmen [23, 29]. Kiirzlich konnten diese theoretischen Vorher-
sagen in Neutronenstreuexperimenten experimentell nachgewiesen werden [103]. Durch die aus
dem Vertex-Operator-Zugang gewonnene Erkenntnis, dass die Korrelationsfunktionen bestimmte
Differenzengleichungen (,qKZ-Gleichungen®) erfiillen, konnte schliefSlich auch eine Vielfachinte-
graldarstellung fiir die Korrelatoren im Fall h = 0 und |A| < 1 gefunden werden [65].

Ein weiterer Zugang beruht auf der oben erwahnten Methode des algebraischen Bethe-Ansatzes.
In diesem werden die lokalen Operatoren durch die (nicht-lokalen) Operatoren der Monodromie-
matrix ausgedriickt [78], welche den Vertauschungsrelationen der Yang-Baxter-Algebra geniigen
und deren Wirkung auf den Grundzustand bekannt ist. Die resultierenden Skalarprodukte konnen
mit der Formel von Slavnov [119] berechnet werden. Nach Aufsummation aller Beitrage erhilt man
Vielfachintegraldarstellungen fiir die Grundzustandskorrelationsfunktionen fiir beliebigen Aniso-
tropieparameter und Magnetfeld [79].

Die Methode konnte schliefilich auf den Fall endlicher Temperatur T > 0 erweitert werden [56].
Zentrales Objekt in dieser Arbeit ist die Quantentransfermatrix, die schon zur effizienten Berech-
nung thermodynamischer Gréf3en benutzt wurde [81].

In beiden Fillen sind die Korrelationsfunktionen eines Operators, der auf n Platzen nicht-trivial
wirkt, durch ein n-faches Vielfachintegral gegeben. Die Berechnung der Abstandsasymptotik aus
dieser Darstellung ist folglich ein schwieriges Problem, welches bisher nur fiir T = 0 mit eigens
dafiir entwickelten Methoden der asymptotischen Analyse gelost werden konnte [72].

Die Beobachtung, dass sich die Vielfachintegrale zu Produkten aus einfachen Integralen reduzie-
ren lassen [21, 19, 20], fihrte schliefilich zur Entdeckung der in den Arbeiten [17, 66] bewiesenen
Eigenschaft der ,Faktorisierbarkeit” der Korrelationsfunktionen der XXZ-Kette. Demnach lassen
sich alle Korrelationsfunktionen als Polynome in zwei transzendenten Funktionen (und ihren Ab-
leitungen) ausdriicken. Diese beiden Funktionen werden ,physikalischer Anteil® genannt, da sie
die Abhingigkeit von den physikalischen Parametern wie Temperatur und Magnetfeld beinhalten.
Fir sie konnte in [13] eine effiziente Beschreibung durch nichtlineare Integralgleichungen gefun-
den werden. Dies erlaubt es beispielsweise Zweipunktfunktionen wie (o7 o7 _ ;) fiir kleine Abstinde
(m < 6) mit hoher Genauigkeit zu berechnen [113, 18, 131]. In diesem Sinne sind alle kurzreichwei-
tigen statischen Korrelationsfunktionen der XXZ-Kette bekannt, wodurch sich viele interessante



Anwendungen ergeben, wie etwa die Berechnung von Linienbreite und Verschiebung von Reso-
nanzpeaks in ESR-Experimenten [25].

Die Methode ist allerdings bislang auf kleine Abstédnde beschrinkt, da die Komplexitat des Poly-
noms (,algebraischer Anteil®) sehr schnell mit dem Abstand anwiéchst. Die Frage, ob sich aus dem
Zugang der Faktorisierung die Asymptotik bestimmen lasst, ist bislang ein offenes Problem.

Eine weiterer Zugang ist die Formfaktorentwicklung, in der man die Korrelationsfunktionen in
ihrer Spektral- bzw. Lehmann-Darstellung betrachtet. Dieser Zugang hat sich in der Vergangen-
heit vor allem im Zusammenhang mit massiven integrablen Quantenfeldtheorien wie dem Sine-
Gordon-Modell als fruchtbar erwiesen [68, 71, 120]. In massiven Theorien geniigen im Allgemei-
nen einige Terme dieser Reihe, um eine gute Niherung fiir die Korrelationsfunktionen bei grofien
Abstanden zu erhalten. In masselosen Theorien scheint dieser Zugang zunéchst ungeeignet, da un-
endlich viele Terme beriicksichtigt werden miissen. Nichtsdestotrotz ist es kiirzlich gelungen, fiir
die XXZ-Kette im kritischen Bereich die Asymptotik aus der Formfaktorentwicklung zu berechnen
[75]. Grundlegend fiir diese Arbeit war die Kenntnis der Formfaktoren [73, 76] sowie eine aus der
Darstellungstheorie der unendlichen symmetrischen Gruppe stammende Summenformel [111], um
die unendliche Formfaktorreihe aufzusummieren.

In der vorliegenden Arbeit wird die Methode der Formfaktorentwicklung in der Hinsicht ab-
gewandelt, dass die Spektraldarstellung der thermischen Korrelationsfunktionen beziiglich der Ei-
genzustande der Quantentransfermatrix betrachtet wird. In dieser Darstellung nehmen die Zwei-
punktfunktionen die Gestalt

(O10ms1) = ) Age™™/n (13)

an. Die Grofien ¢, werden Korrelationslangen genannt und sind durch das Verhéltnis des fithren-
den und eines néchst-filhrenden Eigenwertes der Quantentransfermatrix gegeben. Fiir Tempera-
turen T > 0 ist der fithrende Eigenwert durch eine Liicke vom restlichen Spektrum getrennt, wo-
durch die Korrelationen exponentiell zerfallen. Die Amplituden A, sind durch Produkte von zwei
Matrixelementen (,Formfaktoren®) von Operatoren der Monodromiematrix gegeben. Man erkennt
unmittelbar, dass die Terme mit der betragsgrofiten Korrelationslange das fithrende Verhalten fiir
m — oo liefern; die Formfaktorentwicklung (1.3) bestimmt also in natiirlicher Weise die Asymptotik
fiir grofe Abstinde'. Der Formfaktorzugang ist somit komplementir zur Methode der Faktorisie-
rung. Fir das XX-Modell (A = 0), welches dquivalent zu freien Fermionen ist, sind die Amplituden
und Korrelationslangen fiir die longitudinalen Korrelatoren bekannt [58]. Ein Vergleich mit dem
exakten Resultat [94, 6] zeigt, dass die fithrenden Terme der Formfaktorreihe fiir mittlere Tempera-
turen (T = J) bereits fiir kleine Abstdnde (m 2 5) eine sehr gute Naherung darstellen (vgl. Kapitel
1in [39]).

Dies legt nahe, dass eine Kombination der Formfaktormethode und des Faktorisierungszugangs
die Berechnung der Korrelationsfunktionen fiir beliebige Abstinde m erméglicht.

Aus Gleichung (1.3) ist ersichtlich, dass jeder Term der Formfaktorentwicklung durch eine Am-
plitude und eine Korrelationslange charakterisiert ist. Wahrend die Korrelationsldngen bereits aus-
fihrlich numerisch und analytisch untersucht wurden [49, 80, 85, 112], ist wenig iiber die Amplitu-
den bekannt. Bislang wurde lediglich eine numerische Studie fiir kleine Trotterzahlen durchgefiihrt
[49] sowie die Amplituden fiir die longitudinalen Korrelatoren im wechselwirkungsfreien Fall A = 0
berechnet [58].

17u beachten ist, dass die obige Argumentation nicht mehr im Limes T — 0 gilt, da dann in (1.3) sowohl im masselosen
als auch im massiven Bereich unendlich viele Terme berticksichtigt werden miissen.
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Die Hauptschwierigkeit bei der exakten Berechnung der Amplituden ist technischer Art. So gibt
es seit langerem kompakte Ausdriicke fiir die Formfaktoren durch Determinanten [119]; diese sind
jedoch zunichst ungeeignet, um den Trotterlimes (vergleichbar mit dem Kontinuumslimes bei ei-
nem Pfadintegral) durchzufiihren.

Erstes Ziel der Arbeit ist somit, Ausdriicke fiir die Amplituden der longitudinalen und trans-
versalen thermischen Korrelationsfunktionen der XXZ-Kette zu finden, welche es erlauben, den
Trotterlimes durchzufiihren?. Ein weiterer Schwerpunkt der Arbeit ist das Tieftemperaturverhalten
der Formfaktoren. Dieses ist von besonderem Interesse, da das XXZ-Modell bei T = 0 fiir geeigne-
te Werte von A und h ein quantenkritisches Modell darstellt. Dies bedeutet, dass bei T = 0 durch
Quantenfluktuationen induzierte Phaseniiberginge auftreten®. Der Teil des Phasendiagramms, des-
sen Grundzustand nichttriviale Korrelationen zeigt, ist in einen masselosen und einen massiven
Bereich unterteilt. Im masselosen Bereich gibt es Vorhersagen der konformen Feldtheorie und der
Luttinger-Tomonaga-Fliissigkeitstheorie, welche in dieser Arbeit mit exakten Methoden tiberpriift
werden konnen. Im massiven Bereich sind die Korrelatoren hingegen nicht durch konforme In-
varianz eingeschrankt. Allerdings besteht in diesem Fall die Moglichkeit, mit den Ergebnissen des
Vertex-Operator-Zugangs zu vergleichen. Die andere Moglichkeit Korrelationsfunktionenbei T = 0
zu studieren, welche in dieser Arbeit verfolgt wird, ist der Zugang tiber die gewohnliche Transfer-
matrix. Bei dieser Methode wird direkt die Formfaktorentwicklung fiir die Grundzustandskorrela-
toren (bei endlicher Kettenldnge) berechnet, in welcher anschlieflend der thermodynamische Limes
durchgefiithrt werden muss. Eine interessante Frage ist, ob die verschiedenen Zuginge identische
Ergebnisse fiir die Grundzustandskorrelationsfunktionen ergeben, oder ob eine bestimmte Methode
eine besonders niitzliche Darstellung liefert.

Weiterhin erlaubt die Verwendung der gewdhnlichen Transfermatrix den Zugang zu dynami-
schen Korrelationsfunktionen, da diese dieselben Eigenvektoren wie der Hamiltonoperator besitzt.
Diese sind von besonderem Interesse, da sie seit Kurzem in Experimenten mit kalten Gasen in op-
tischen Fallen gemessen werden konnen [5, 118, 53, 59].

Aufbau der Arbeit

In Kapitel 2 wird zunichst die Berechnung von thermischen Korrelationsfunktionen der XXZ-Kette
mit Hilfe der Quantentransfermatrix und des algebraischen Bethe-Ansatzes erldutert. Weiterhin
wird die Methode der Formfaktorentwicklung eingefiihrt.

Anschlieflend werden in Kapitel 3 Ausdriicke firr die Formfaktoren der Quantentransfermatrix
vorgestellt, welche die Asymptotik der longitudinalen und transversalen Korrelatoren bei endli-
cher Temperatur bestimmen. Dariiber hinaus werden Vermutungen zur allgemeinen Struktur der
Amplituden prasentiert.

In Kapitel 4 werden die im vorhergehenden Kapitel 3 erhaltenen Ergebnisse fiir die Amplituden
im Tieftemperaturlimes untersucht. Anschlieffend wird mit den daraus folgenden Ausdriicken die
Formfaktorreihe aufsummiert und die Korrelatoren mit den Vorhersagen der konformen Feldtheo-
rie verglichen. Weiterhin wird erlautert, wie sich die Amplituden numerisch berechnen lassen.

%Dieses Ziel wurde teilweise schon in [39] erreicht, sodass es in Kapitel 3 Uberlappungen mit [39] gibt. In dieser Arbeit
neu sind symmetrische Ausdriicke fiir die transversalen Amplituden (sodass die allgemeine Struktur der Formfaktoren
transparent wird) sowie sdmtliche Ergebnisse der restlichen Kapitel.

3Phaseniiberginge bei endlicher Temperatur sind fiir die XXZ-Kette mit Hamiltonoperator (1.2) bekanntlich nach dem
Mermin-Wagner-Theorem [102] ausgeschlossen.



Als Einschub werden in Kapitel 5 die Grundzustandskorrelationsfunktionen in der massiven Pha-
se mit Hilfe der gewohnlichen Transfermatrix studiert und die Formfaktorreihe mit den Ergebnissen
des Vertex-Operator-Zugangs verglichen. Dartiber hinaus wird die Asymptotik der dynamischen
Korrelationsfunktionen fiir grofle Abstande und Zeiten berechnet.

SchlieB8lich wird in Kapitel 6 die Tieftemperaturanalyse in der massiven Phase durchgefiihrt.
Zunachst wird das Spektrum der Quantentransfermatrix fiir tiefe Temperaturen in den Féllen h > 0
und h = 0 analysiert. AnschlieBend werden die Amplituden explizit berechnet. Die Formfaktorreihe
ergibt schliellich eine Darstellung der Korrelatoren, welche numerisch ausgewertet werden kann.
Auflerdem wird die Beziehung zum Vertex-Operator-Zugang bzw. den Ergebnissen aus Kapitel 5
diskutiert.

Abschlieflend werden in Kapitel 7 die wichtigsten Ergebnisse der Arbeit zusammengefasst und
ein Uberblick iiber offene Fragen gegeben.

Zugunsten einer besseren Lesbarkeit der Arbeit sind in den einzelnen Kapiteln im Wesentlichen
Ergebnisse préasentiert und die teils langen und technischen Rechnungen in den Anhang verlagert.

Publikationen im Zusammenhang mit der vorliegenden Arbeit

Die wesentlichen Ergebnisse dieser Arbeit wurden in den Artikeln [40, 41, 42] (Kapitel 3 und 4),
[43, 45] (Kapitel 5) sowie [44] (Kapitel 6) veroffentlicht. Die Ergebnisse der Abschnitte 6.6-6.9 sind
bislang unverdéffentlicht.






2 Berechnung von Korrelationsfunktionen

In diesem Kapitel wird erldutert, wie thermische Korrelationsfunktionen mit Hilfe der Quanten-
transfermatrix und dem algebraischen Bethe-Ansatz berechnet werden kénnen. Auflerdem wird
die Formfaktorentwicklung als Zugang zur Abstandsasymptotik von Korrelationsfunktionen ein-

gefiihrt.

2.1 Quantentransfermatrix und algebraischer Bethe-Ansatz

Das Ziel ist die Berechnung von thermischen Korrelationsfunktionen der XXZ-Kette im thermody-
namischen Limes, womit im Folgenden Erwartungswerte lokaler Operatoren O,(; ) im kanonischen
Ensemble gemeint sind,

. Tr{e_H/TO(,l) ... O(k_j+1)}
V... 0¥y = fim / £

L—oo Tr{e—H/T} (21)

Hierbei ist T die Temperatur und der Hamiltonoperator H durch Gleichung (1.2) gegeben. Grund-
lage der Integrabilitat der XXZ-Kette ist die R-Matrix

1
b ) e p)

R(A’ ,U) = R(/1 - /1) = C(/l,,ll) b(/l, u) (22)
1
Dabei ist h() ) h(n)
_ S —H _ shin

bAW = ga e AT mao i (23)

und A = ch(#). Im weiteren Verlauf wird noch die Parametrisierung durch q = e” benétigt.

Die R-Matrix kann auf natiirliche Weise als ein auf C* ® C* wirkender linearer Operator aufge-
fasst werden. Hat man mehrere zu C? isomorphe Riume vorliegen, so kennzeichnen zwei Indizes,
auf welchen Raumen die R-Matrix nichttrivial wirkt. Die R-Matrix (2.2) erfillt die Yang-Baxter-
Gleichung

Ri2(A = p)R13(A)Re3 (1) = Ras () Riz(M)Riz2(A — p) (2.4)

Um die Korrelationsfunktionen (2.1) exakt zu berechnen, muss der statistische Operator e HIT

durch die R-Matrix (2.2) ausgedriickt werden. Hierzu fithrt man ein Vertexmodell mit Monodro-
miematrix

() = 4“7 Rig (A RY L (~ 1) - Rig(d R (= . 2) (2.5)
ein. Die Parameter f und x sind definiert durch f = 2] sh(y)/T und ¥ = h/(24T). Die Monodromie-
matrix (2.5) ist eine 2x2-Matrix im Hilfsraum j € {1, ..., L}, deren Eintrage O[Eratoren sind, die auf

ein Tensorprodukt aus N € 2N (zweidimensionalen) Quantenraumen 1, ..., N wirken.
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Da die R-Matrix (2.2) eine Losung der Yang-Baxter-Gleichung (2.4) ist, erfiilllen die Eintrége der
Monodromiematrix die Relationen der Yang-Baxter-Algebra,

Rk (A, )T (M Tie (1) = Tie ()T (DR (A, pr) - (2.6)

Mit Hilfe der Monodromiematrix (2.5) kann der statistische Operator als Grenzwert geschrieben
werden,

_ﬂH

e Pt = J\ljiinpr,L . pnL =T 5 Ti(0)...TL(0) . (2.7)

Dieser Grenzwert wird Trotterlimes und N die Trotterzahl genannt. Der Operator py, 1 kann be-
nutzt werden, um eine Approximation fiir die Korrelationsfunktionen im thermodynamischen Li-
mes L — oo zu finden,

Tr; 3 [t/ Tr{T(0)OW} .. Tr{T(0)O**V} t(0)1 ]
Try x [1(0)F]

Hierbei wurde die Quantentransfermatrix t(1) = Tr{T (1)} eingefiihrt. Die Spur ist dabei beziiglich
des Hilfsraums zu bilden. Fithrt man fur die Monodromiematrix die Notation

(1) (k=j+D\  _ 1:
O ... 0f Ty = lim (2.8)

o= 1)
ein, so folgt fur die Quantentransfermatrix
t(A) = Te{T(A)} = A(A) + D(A) . (2.10)

Dieser Operator hat die besondere Eigenschaft, dass das Spektrum (fiir Spektralparameter A = 0)
einen einzigen reellen, betragsgroften Eigenwert Ao(0) besitzt, welcher auch im Trotterlimes N —
oo durch eine Liicke vom restlichen Spektrum getrennt ist [123, 124, 125].

Daraus folgt, dass der Operator t(0)F in (2.8) fiir L — oo wie ein Projektor auf den zu Ag(0)
gehorigen (,dominanten®) Eigenzustand |¥,) wirkt!. Damit vereinfacht sich (2.8) zu

_(EITHT(0) 0D} .. Tr{T(0)O*T+D) ;)

©W . o%THy —
’ ASTH 0) (W 1 Wp)

k

(2.11)

Die thermischen Korrelationsfunktionen sind also im thermodynamischen Limes allein durch den
dominanten Zustand charakterisiert. Fiir die Bestimmung der freien Energiedichte f geniigt sogar
die Kenntnis des zugehorigen Eigenwertes,

fn = =T InAg(0) . (2.12)

Fir die entsprechenden physikalischen Gréflen muss in (2.11) bzw. (2.12) noch der Trotterlimes
N — oo durchgefithrt werden.

Die Eigenvektoren der Quantentransfermatrix, und damit insbesondere der dominante Zustand,
konnen mit Hilfe des algebraischen Bethe-Ansatzes konstruiert werden. Dies ist moglich aufgrund

! Aufgrund der Kommutativitit der Quantentransfermatrizen [¢(A), t(u)] = 0 sind die Eigenvektoren unabhingig vom
Spektralparameter.



2.1 Quantentransfermatrix und algebraischer Bethe-Ansatz

N/2
der Existenz eines Pseudovakuums |0) = [((1)) ® ((1))] N , auf welches die Operatoren der Mono-
dromiematrix die Wirkung

c(Mloy=o0, (2.13)
AM)[0) = g5b> (=B/N, 1) 10) = a(A)[0) , (2.14)
D(A)[0) = g*b (A, B/N) |0) = d(A)|0) (2.15)

haben. Eigenvektoren der Quantentransfermatrix haben die Form
|¥n) = B(A1) ... B(Am)10) (2.16)

falls die Bethe-Wurzeln {4; }J].V:I1 die Bethe-Ansatz-Gleichungen

a()) {4 sh(d; = A + 1)

FTZI I W Ry P e @17)

k=1 >

k#j

erfiillen. Das Gleichungssystem (2.17) hat viele Losungen, die mit dem Index n nummeriert werden.

Im generischen Fall ist der Bethe-Ansatz vollstandig [129], d.h. alle Eigenzustdande sind vom obigen

Typ (2.16). Es sei bemerkt, dass der Aspekt der Vollstandigkeit nicht wesentlich in dieser Arbeit ist,

da die Abstandsasymptotik i.d.R. nur durch eine kleine Teilmenge des Spektrums bestimmt ist.
Der zum Eigenvektor |¥,) gehorige Eigenwert ist gegeben durch

M M
sh(A -4 —n) sh(A—2; +n)
Ap(A) = a(A ———+d(A —_— 2.18
() = a( )g sh(A—A) B sh(A— 1) (2.18)
Ein linker Eigenvektor zu demselben Eigenwert ist gegeben durch
(Fn| = 0IC(A1) ... C(Anm) , (2.19)

wobei (0| = |0)* der linke Pseudovakuumvektor ist, d.h. (0|B(1) = 0. Die Eigenwerte seien derart
geordnet, dass
Ao(0) > [A1(0)] = |A2(0)] > ... (2.20)

gilt.

Im weiteren Verlauf wird eine ,getwistete” Quantentransfermatrix t(A|e) auftreten, welche sich
aus t(A) durch die Ersetzung k — k+a ergibt. Folglich hat man a(1) — ¢%a(4) und d(1) — g~ *d(4)
sowie andere Bethe-Wurzeln. Fiir die zugehorigen Eigenvektoren und Eigenwerte wird die Notation
[¥7) und A, (Ala) verwendet.

Um den Trotterlimes in (2.11) bzw. (2.12) durchzufiihren, ist es notwendig, eine Formulierung zu
finden, welche die Bethe-Wurzeln nicht explizit enthélt. Eine Methode, die sich in der Beschreibung
der Thermodynamik [81] und der Korrelationsfunktionen [55, 13] als niitzlich erwiesen hat, ist die
Methode der nichtlinearen Integralgleichungen.

Definiere fiir jede Losung {4; };‘il der Bethe-Ansatz-Gleichungen (2.17) die Hilfsfunktion

d(1) 15 sh(d — Ag + 1)
n A) = n if) = 5 .
an(A) = an(AHA; ) a0 k|:1| R p— (2.21)



2 Berechnung von Korrelationsfunktionen

M v Me
° le
0
CI‘L
-iy/2

Abbildung 2.1: Skizze einer Kontur C, fiir 0 < A < 1. Die Lochparameter /15.‘ befinden sich aufler-
halb, die Teilchenparameter )Li innerhalb der Kontur C,,.

bzw. a,(A|a) im getwisteten Fall. Definiere weiterhin die Funktion

An(Ala)
(Ala) = . 2.22
paldle) = RS (222)
Im Trotterlimes ist die Hilfsfunktion durch die nichtlineare Integralgleichung
d
Ina, (1) = —(2x + N - 2M)n — pe(A) —f Z—'U.K(A — 1) In(1 + a,(p)) (2.23)
C, 471
gegeben [81]. Hierbei wurde der Kern
K(A) =Ko(A), Kg(A) =g *cth(A—n) —q% cth(A +n) (2.24)
eingefiihrt, welcher die Ableitung der Zweiteilchen-Streuphase ist. Die Funktion
e(4) = cth(4) — cth(A + n) (2.25)

wird, aus Griinden die im Verlauf der Arbeit klarer werden, als ,nackte Energie” bezeichnet. Die
Information tiber den Eigenzustand (,Anregung”) ist in (2.23) in der Integrationskontur C,, enthal-
ten. Fiir den dominanten Zustand héngt die Form von Cy von der Anisotropie n ab. Im Fall A > 1
(d.h. n € R) ist die Kontur Cy ein endliches Rechteck, das die reelle und imaginare Achse bei +7/2
bzw. +ir/2 schneidet. Im Fall [A| < 1ist n = —iy mit y € (0, ) und die Kontur besteht aus zwei
Geraden parallel zur reellen Achse, welche die imagindre Achse bei +imin{y/2, 7/2 — y/2} schnei-
den. Fir eine graphische Darstellung der Kontur Cy in den verschiedenen Fillen sei auf die Arbeit
[55] verwiesen.

Im Folgenden beschrénkt sich die Diskussion auf Anregungen, die endlich viele Bethewurzeln
(»Teilchen®) aulerhalb und endlich viele Nullstellen der Funktion Ay(4) (,Locher) innerhalb der
Kontur Cy besitzen. Die zum angeregten Zustand gehorige Kontur C, ist dann eine Deformation
von C, derart, dass alle Teilchen innerhalb und alle Locher aufierhalb von C,, liegen (vgl. Abbildung
2.1).

Es sei bemerkt, dass die Moglichkeit besteht, in der Integralgleichung (2.23) die Kontur C,, durch
die Kontur Cy zu ersetzen (,Glatten der Kontur®). Dabei entstehen Zusatzterme, welche von den
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2.2 Formfaktorentwicklung von thermischen Korrelationsfunktionen

Teilchen- und Lochparametern abhiangen. Diese miissen zusammen mit der Hilfsfunktion selbst-
konsistent bestimmt werden. Diese Formulierung ist niitzlich fiir numerische Studien [85] sowie
fiir die Tieftemperaturanalyse in Kapitel 4 und 6, wiahrend die Verwendung der Kontur C, fir die
Berechnung von Formfaktoren der Quantentransfermatrix geeigneter scheint (vgl. Kapitel 3).

Die Funktion p,(A|er) kann als Integral iiber die Hilfsfunktion dargestellt werden,

puAlr) = g3 exp{ [ ew-» 1n(L(”'“))}, (226)

i 1+ ao(p)

n

wobei A innerhalb der Kontur C, liegt [13]. Die Zahl s = N/2 — M ist der Eigenwert des Zustands
|[¥7) der z-Komponente des Pseudospinoperators n* = % Zjl\il(—l)j 7. Der Pseudospin eines Ope-
rators ist dabei durch den Eigenwert unter der adjungierten Wirkung [#?, -] definiert. In den hier
diskutierten Fallen hat man s = 0 (longitudinale Korrelatoren) und s = 1 (transversale Korrelato-
ren). Die Darstellung (2.26) liefert somit die Funktion p,(A|@) im Trotterlimes.

Da fiir den Eigenwert Ay(A) ein dhnlicher Integralausdruck angegeben werden kann (vgl. z.B.
[55]), liefert die Losung der Integralgleichung (2.23) fir n = 0 nach Gleichung (2.12) eine exakte
Beschreibung der Thermodynamik im Trotterlimes. Wie sich in Kapitel 3 zeigen wird, sind fiir
die Beschreibung von Formfaktoren der Quantentransfermatrix im Trotterlimes ebenfalls nur die
Funktionen a,(4|a) und p,(A|a) (in diesem Fall n > 0) erforderlich.

2.2 Formfaktorentwicklung von thermischen
Korrelationsfunktionen

In diesem Abschnitt soll der Ausdruck (2.11) fiir die Korrelationsfunktionen am Beispiel der lon-
gitudinalen und transversalen Zweipunktfunktionen (o7o? ) und (o[ o} ,,) mit einer Formfak-
torentwicklung untersucht werden. Fiir die longitudinalen Korrelatoren existiert eine erzeugende

Funktion [61], fir welche sich die Formfaktorentwicklung vereinfacht. Definiert man den Operator

i o7, (2.27)

j=1

S(m) =

N | =

so ist die erzeugende Funktion durch <q2”‘5 (’")> gegeben, wobei @ € C ein Parameter ist. Diese er-
zeugt mittels

m+1 m-na

1
z _z 2 a2 2aS(m+1)
(o705,,1) = —2D 0 <q >|a:0 (2.28)

die longitudinalen Korrelatoren, wobei D,, der Differenzenoperator ist, definiert durch die Wir-
kung D,, f(m) = f(m) — f(m — 1) auf eine Funktion f. Die erzeugende Funktion generiert auch
die Einpunktfunktionen,

(07) = Dndya (**™ V)|, (2.29)
sowie die ,emptiness formation probability”
(e17...emty = lim qu“<q2“5(m)> . (2.30)

Re(na)—+o

Hierbei ist e;T der Projektor auf den lokalen $* = +1/2 Zustand.

11



2 Berechnung von Korrelationsfunktionen

Aus Gleichung (2.11) folgt, dass

<q2a5(m)> _ (Wolt™ (0]e)|Po)
N (F|Fo)Ag(0)
eine Approximation der erzeugenden Funktion fiir endliche Trotterzahl ist. Schiebt man einen voll-
standigen Satz von Eigenfunktionen

(2.31)

2N

A e
id = ;} W (232)

der getwisteten Transfermatrix t(A|a) in Gleichung (2.31) ein, so erhilt man die Formfaktorent-
wicklung
_ (Tl Y X¥5 [%0)

2aS(m) _ m
(5™ = 2 An@p0l0) . An(e) = g oirra

n>0

(2.33)

Die Summe erstreckt sich dabei iiber alle Eigenzustinde mit M = N/2, da fiir alle anderen Eigen-
zustande die Amplitude A, () verschwindet.

Setzt man nun (2.33) in (2.28) ein, so folgt die Formfaktorentwicklung der verbundenen longitu-
dinalen Korrelationsfunktionen,

(07 0h )N = (ODIN(OL N = ) AT, (2.34)
n>1
wobei )
_ 2
pn = pa(010) ., A7 = 2 (p}f2 = 93 ) B An(@)] - (235)

Da per Konstruktion 1 > |p1| > |p2| = ... gilt, ist Gleichung (2.34) eine asymptotische Entwicklung
der thermischen Korrelationsfunktionen fiir grofle Abstédnde und das fithrende Verhalten ist durch
den ersten Termn = 1 gegeben?. Ein Vergleich mit Gleichung (1.3) zeigt, dass die Korrelationslingen

durch
1

= "o
gegeben sind. Nach Gleichung (2.26) sind die Korrelationsldngen also im Trotterlimes exakt bere-
chenbar. Die Amplituden sind nach den Gleichungen (2.35) und (2.33) durch das Produkt zweier
Formfaktoren der Quantentransfermatrix gegeben. Fiir diese werden in Kapitel 3.1 erstmals exakte,
im Trotterlimes giiltige Ausdriicke angegeben.

Analog erhilt man fir die transversalen Korrelatoren die Formfaktorentwicklung

(2.36)

(T amIN = D AP (2.37)
n>1
wobei
. (Fo|B(0)[¥r) (¥nlC(0)[¥o)

"7 An(0)(¥ol¥o) Ao(0)(¥al¥y) (2.38)

Die Summe in (2.37) erstreckt sich in diesem Fall iber alle Eigenzustinde mit M = N/2 — 1, die
dort auftretenden Korrelationslangen sind dementsprechend andere als in Gleichung (2.34), werden
allerdings mit demselben Buchstaben bezeichnet®. Fiir die Amplituden (2.38) wird in Kapitel 3.2 ein
im Trotterlimes giiltige Formel angegeben.

2Falls eine Entartung des ersten Eigenwertes A1 (0) vorliegt, miissen entsprechend mehrere Terme beriicksichtigt werden.
3Man beachte, dass in (2.34) und (2.37) gegeniiber (2.20) die Nummerierung angepasst wurde: Die Eigenzustinde im
Sektor M = N/2 werden durch Ny indiziert, die im Sektor M = N/2 — 1 mit N.
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2.3 Grundzustandskorrelationsfunktionen der endlichen Kette

2.3 Grundzustandskorrelationsfunktionen der endlichen Kette

Die in den beiden letzten Abschnitten vorgestellten Methoden lassen sich auf den Fall der XXZ-

Kette der Lange L (es sei L € 2N) bei Temperatur T = 0 und Magnetfeld h = 0 iibertragen (vgl. dazu

auch [13, 35]). Im Prinzip lasst sich auch der Fall h # 0 behandeln, allerdings liegt der Grundzustand

dann nicht mehr im Sektor mit L/2 Bethe-Wurzeln, wodurch die Kontur Cy kompliziert sein kann.
Fiir den Zugang zu Grundzustandskorrelationen bendtigt man die Monodromiematrix

Ta(A) = ¢°%4Rq (A, 0/2) ... Ry 1(A1/2) (2.39)

welche auf ein Tensorprodukt aus einem Hilfsraum mit Index a und L Quantenrdumen wirkt. Die
zugehorige ,gewohnliche® Transfermatrix t(A) = Tr,{T,(1)} erzeugt den Hamiltonoperator der
XXZ-Kette

L
H = 2]sh(n) t Y (n/2)t'(n/2) = ]Z(Gf_laf + O'Jy_la]y +A(0f 07 — 1)) (2.40)
j=1
mit getwisteten Randbedingungen,
b _ —-xo? _b_ko? _
oy =q ‘Lo q"’t, b=x,y,z. (2.41)

Da die Monodromiematrix (2.39) die Relationen (2.6) der Yang-Baxter-Algebra erfiillt, kann die ge-
wohnliche Transfermatrix mit dem algebraischen Bethe-Ansatz diagonalisiert werden®. Der einzige

Unterschied besteht in der Form des Pseudovakuums, welches hier durch [0) = (1)®

0 t gegeben ist.
Dementsprechend dndern sich die Vakuumerwartungswerte a(A) und d(A) der Operatoren A(A)
und D(A),

a) =g, dd) =g b A n/2), (2.42)
und folglich auch die nichtlineare Integralgleichung (2.23) fiir die Hilfsfunktion,

In(an (1)) = —2(x — M)y +iLp(A) — f d—“, K(A=p)In(1+an(p)) . (2.43)
Cn 1
Hierbei ist h(L+ n/2)
. S +7
p(d) = lln(—sh()[ — ’7/2)) (2.44)

der ,nackte Impuls®. Aufgrund der Konvention (2.39) fir die Monodromiematrix miissen aufler-
dem die Gleichungen (2.11), (2.28) und (2.37) bei Spektralparameter 7/2 anstelle von 0 ausgewertet
werden.

Von diesen Anderungen abgesehen sind alle in Kapitel 3 vorgestellten Ergebnisse auch fiir den
Fall der gewohnlichen Transfermatrix giltig.

4Man beachte, dass aufgrund der Kommutativitit der Transfermatrizen der Hamiltonoperator (2.40) und die gewdhnliche
Transfermatrix dieselben Eigenvektoren besitzen.

13






3 Formfaktoren der Quantentransfermatrix

In diesem Kapitel werden zunachst Formfaktoren fiir die erzeugende Funktion fiir endliche Trotter-
zahl N berechnet und anschlieflend der Trotterlimes durchgefiihrt. Fiir die Formfaktoren, welche
fir die transversalen Korrelatoren relevant sind, ergeben sich dhnliche Ausdriicke, was Vermutun-
gen tber die allgemeine Struktur der Formfaktoren der Quantentransfermatrix nahelegt.

3.1 Erzeugende Funktion

Ausgangspunkt aller Berechnungen von Korrelationsfunktionen im algebraischen Bethe-Ansatz ist
die Skalarproduktformel von Slavnov [119],

OIC(p1) . . . C(um)B(Anr) - . . B(A1)]0) = (0IC(A1) ... C(Apr) B(pinr) - - - B(1)10)

M M 1 detyy (e()tj — i) —e(uk — Aj)an(lv’k))
= a(p;)d(4;) ] SR
1:1[ J J D b(Aj, pk) detM(Wl—yk))

Hierbei ist {A; }j.\il eine Losung der Bethe-Ansatz-Gleichungen (2.17) und a,, die zugehérige Hilfs-
funktion. Die y; sind hier beliebige komplexe Parameter.

Insbesondere kann man in (3.1) den Limes y; — A; (j = 1,...M) durchfithren und erhilt die
Formel fiir die Norm eines Bethevektors [88],

M - K= A)
(P, |¥,) = [D d(Aj)An(Aj)] dﬁt{(s; - T/b)} . (3.2)

Die Gleichungen (3.2) und (3.1) konnen benutzt werden, um die Amplituden als Funktion der Bethe-
Wurzeln zu bestimmen (vgl. [78]). Diese Formeln konnen verwendet werden, um Formfaktoren
bestimmter Klassen von Anregungen fiir ein endliches System (bzw. fiir endliche Trotterzahl) nu-
merisch zu berechnen (vgl. z.B. [32, 30]). Sie sind allerdings nicht geeignet, um den Trotterlimes
analytisch durchzufithren. Zu diesem Zweck muss zunichst Gleichung (3.1) umgeformt werden.

Fiir die Berechnung der Amplituden A, () aus Gleichung (2.33) benétigt man das Skalarprodukt
(¥¥|¥), welches mit Hilfe von (3.1) berechnet werden kann. Bezeichnet man die Bethe-Wurzeln
des dominanten Zustands mit A; und die des angeregten Zustands (mit Twist ) mit y; so folgt nach
einer Reihe von Manipulationen (vgl. Anhang A.1) das Resultat

M o Keayj— )
Y|Py = (A1) Aoy ﬂf—%‘]d t{af - She } 3.3
o [Dq (A1) A0 (uj)e T (sl (ula) 3

wobei
0= S Sy KW =K@ (.4)
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3 Formfaktoren der Quantentransfermatrix

Gleichung (3.3) kann als Verallgemeinerung von (3.2) angesehen werden. In der Tat ergibt sich fir
denFalln = 0 und @ — 0 wieder die Normformel, wihrend das Skalarprodukt fiirn # Ound @ — 0

aufgrund der Identitét
. K(u; —
WL o
M Az (1j10)pr” (1410)
wie erwartet verschwindet (vgl. Anhang A.2).

Vertauscht man die Rollen von A; und y; in (3.3), so erhalt man fiir das zweite Skalarprodukt in
(2.33)

<\P |\I,a'> [ﬁ —ad( )A (A | ) Aj—yj:| d t{(Sj ,Ca(ij _Ak) } (3 6)
n = i n ilx)e € - . N

’ S W% T ol pa (Ryla)
Kombiniert man (3.3) und (3.6) mit der Normformel (3.2) so erhélt man fiir die Amplituden

M pn(Ajla) detM{(Sj ﬁ"(ﬁ’ﬂz))lC a(pj = ﬂk)}

j=1 Pnlljlx detM{(Si - W’C(ﬂj - ﬂk)}

i 1A
detn (]~ AL (0 - 1) |
X . (3.7)

detM{5£ — _a(’)(l/lj)lc(j'j - Ak)}

Esist zu beachten, dass bei der Herleitung die Slavnov-Formel (3.1) in symmetrischer Weise verwen-
det wurde, d.h. es wurde benutzt, dass sowohl die A; als auch die y; die Bethe-Ansatz-Gleichungen
erfillen. Es ist ebenfalls moglich, die Slavnovformel zu verwenden unter der Annahme, dass nur
die A; bzw. y; die Bethe-Ansatz-Gleichungen erfiillen, und erhalt statt (3.7) asymmetrische Darstel-
lungen, welche nicht-triviale Identitdten zwischen Determinanten implizieren [40].

Die Darstellung (3.7) ist geeignet, den Trotterlimes durchzufithren. Um dies einzusehen, driickt
man das Produkt auf der rechten Seite als Integral aus (vgl. Anhang A.3),

M
pn(/Ij|Ol) _ dA 1+ ap(Ala)
!:1[ Pn(ll_jla) = eXp{— fcn % In (Pn(lla)) 0, h’l(m)} . (3.8)

Zu beachten ist, dass im obigen Integral noch partiell integriert werden kann. Da die entstehenden
Randterme jedoch von den Parametern des Modells und dem genauen Verlauf der Kontur abhangen,
soll hier der allgemeine Ausdruck (3.8) stehen bleiben.

Fir die Analyse der Determinanten betrachtet man z.B. die erste Determinante des Zihlers, fiir
welche man die Entwicklung

M
detfo] - 20—} = 1= ) 2D o)

koan(pjla) = an (ujla)
Z pn(,ujla) Pn(,uk|a) ‘ K-« (0) K—a(/lj - :uk)
n(ujla) ap (pele) Koa(ue =) K-a(0)

1<]<k<M

:1+Z( 1.)k [1—[[ dm%(v;) ]det{ o« =vm)} (3.9)
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3.1 Erzeugende Funktion

hat (vgl. z.B. [135]). Hierbei wurde das ,Integrationsmaf}“

dA pp(Aa)
27i(1 + ay(Aa))

dm® (1) = (3.10)

eingefithrt. Im Trotterlimes N = 2M — oo liefert die rechte Seite von (3.9) die Fredholm-Determi-
nante des Operators K_,, definiert durch den Kern K_,, das Mafy dm¢ und die Kontur C,,

Pn(,uj|a)
an(pjla)

Z( ) [l—lf m$ (vj) ]det{ (Vl—Vm)} :dn(ziz?tcn{l_}a“}' (3.11)

Die Konvergenz der Reihe kann hier nicht streng bewiesen werden, allerdings konvergiert der Aus-
druck fir hohe und tiefe Temperaturen bei h # 0.

Die anderen Determinanten in (3.7) konnen vollkommen analog behandelt werden. Fithrt man
die Integrationsmaf3e

lim det{&j
Nooo M

iy = )

dA
dm(2) = m , (3.12a)
dmg (A) = — dA , (3.12b)
27i(1 + ap(Aa))
dm%(}) = 44 py (M) (3.12¢)

27i(1 + ap(4))
ein, so ist der Trotterlimes der Amplituden (3.7) durch

] 7 1+ an(ile)
An(a) = exP{— fcn o7 I (P (M) 8 IH(TO(A))}

detdmf,cn {1 - ]%_a} detdmf’,Cn {1 - ]Ca}
X — — (3.13)
detdmg‘,cn {1 - ]C} detdm,C,, {1 - IC}

gegeben. Bemerkenswert ist, dass diese Darstellung ausschlieflich Funktionen enthalt, die bereits
bei der Beschreibung der Thermodynamik und der Korrelationsfunktionen der XXZ-Kette auf-
tauchten. Diese sind die Hilfsfunktionen a, [81], die Verhéltnisse der Eigenwerte p, [13, 16] sowie
der deformierte Kern KCp, [16, 12]. Letzterer hiangt mit dem deformierten Kern K,, (vgl. Gleichung
(2.24)) zusammen, welcher eine wichtige Rolle bei der Beschreibung der Korrelationsfunktionen
der XXZ-Kette im Faktorisierungszugang spielt [13, 20]. Da die beiden Kerne durch

Ko = e {Ka(A) = (% = ¢*)} (3.14)

verbunden sind, unterscheiden sich die Integraloperatoren in den Determinanten in (3.13) nur durch
einen eindimensionalen Projektor. Dies erlaubt es, in (3.13) vom Kern /C,, zum Kern K, iiberzugehen
(vgl. Anhang A .4),

o ai 1+a,(Aa)
An(@) = 5707 exp{_j;n o In (pn(/lla))ax ln(m)}

detyme c, {1 - E_a} detgma ¢, {1 - Ea}
x = — . (3.15)
detama,c, {1 - K} detgm,c, {1 - K}
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3 Formfaktoren der Quantentransfermatrix

Hierbei sind
o,= lim o,(1), o-= lim o_(4) (3.16)

Re A»>—o0 Re A——c0

die asymptotischen Werte zweier Funktionen 7, (1) und o_(A4), welche als Verallgemeinerungen
der in [14] eingefiithrten verallgemeinerten ,bekleideten Ladung” angesehen werden kénnen. Diese
Funktionen erfiillen die linearen Integralgleichungen

T =1+ [ AWK, G - 7). (3.172)

n

o_(A) =1 +f dm&(p)o_()Ky(pt = A) . (3.17b)

n

Mit der in [14] entwickelten Methode kann man zeigen, dass

L dr - (1+ap(Aa)
0,0_ = ch Z{Ln % ln(m)} (318)

gilt (vgl. Anhang A .4). Es sei erwéhnt, dass das Vorzeichen von @ im Kern K, in den Determinanten
in (3.15) aufgrund der Symmetrie
Ko (=) = K-a(4) (3.19)

frei gewdhlt werden kann. Eine weitere Darstellung, in welcher die Ableitung der Determinanten
nach «a einfach durchgefithrt werden konnen, wird in Kapitel A.2 angegeben.

Die Gleichungen (3.13) und (3.15) sind die ersten wichtigen Ergebnisse dieser Arbeit. Es ist nicht
zu erwarten, dass sich diese im generischen Fall noch weiter vereinfachen lassen. Somit bieten sich
an dieser Stelle zwei Moglichkeiten an. Zunachst konnte man die nichtlineare Integralgleichung
fur die Hilfsfunktion numerisch 16sen und danach versuchen, die Formel fiir die Amplituden (3.13)
bzw. (3.15) auszuwerten. Dies stellt ein eigenes interessantes Projekt fiir zukiinftige Forschung dar.
Eine andere Mdglichkeit besteht darin, die Ergebnisse analytisch in verschiedenen Spezialfallen zu
untersuchen.

In [39] konnte gezeigt werden, dass (3.13) bzw. (3.15) im XX-Limes das bekannte Resultat [58]
liefern. Weiterhin ergibt sich in der fithrenden Ordnung der Hochtemperaturentwicklung das kor-
rekte Verhalten der erzeugenden Funktion (vgl. [39, 40] mit [115]). In dieser Arbeit wird schwer-
punktméflig das Tieftemperaturverhalten der Ausdriicke (3.13) bzw. (3.15) untersucht, vgl. Kapitel
4 und 6. Zuvor sollen jedoch die in diesem Abschnitt erzielten Ergebnissen auf den transversalen
Fall tibertragen werden.

3.2 Transversale Korrelatoren

In diesem Abschnitt sollen die in der Formfaktorentwicklung (2.37) der transversalen Korrelato-
ren auftretenden Amplituden berechnet werden. Anstelle der Amplituden A}* in Gleichung (2.38)
werden verallgemeinerte Amplituden betrachtet, welche von einem Spektralparameter £ und einem
Twistparameter o abhangen,

AT(E) = FL(OF.(8), (3.20)
m (BIB(E)|¥E)
— 0P R/
F) = An(Elor)(Fo|Fo) *

(PE|C() %)

B = oy -

(3.21)
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3.2 Transversale Korrelatoren

Die Einfithrung eines Twistparameters mag in diesem Kontext iiberraschend sein, allerdings wird
dieser entscheidend sein fiir das Verstandnis der Struktur der Formfaktoren.

Der Formfaktor F, kann mit der Slavnov-Formel berechnet werden, indem man die Parameter
{u ]}M 1'U {&} als freie Parameter auffasst. Mit einer dhnlichen Rechnung wie in Anhang A.1 folgt
dann fur den Formfaktor F, der Ausdruck (vgl. B.1)

GZ(®)e ™ 1M, d(A)eh detM—1{5i - ﬁ:((ﬁj||g))1<1—a(ﬂj - ﬂk)}
F(8) = =3 —ag Hj j
j=1 pn(pjla)g=d(p;)ets detg\/f_l{@i - mK(ﬂj - ,Uk)}

(3.22)

Hierbei ist
Gi(®) = lim G,(L¢) (3.23)

Re A>—oc0

und G4 (4, &) die Losung der linearen Integralgleichung

Gy (1, &) = —cth(A— &) + ¢" ' pu(Ele) cth(A— £ =) + f dmS (1)K1-a(h— p)Gs (1,€) . (3.24)
Diese Funktion kann als Verallgemeinerung der in den Arbeiten [20, 13] eingefithrten Funktion
angesehen werden.

Die einfachste Moglichkeit, einen Ausdruck fiir die Amplituden zu gewinnen, besteht darin, Glei-
chung (3.22) mit den Gleichungen (3.22), (3.1) und (3.2) zu kombinieren,

F3(ETEIYE)
pn(Ela)(¥ol¥o)

Diese Formel fiithrt zu einem Ausdruck, in dem man zwar den Trotterlimes durchfithren kann, wel-
cher aber nicht dieselbe Symmetrie wie das Ergebnis (3.15) fir die Amplituden der erzeugenden
Funktion aufweist. Dies ist dadurch bedingt, dass in (3.25) fiir beide Formfaktoren benutzt wurde,
dass die A; die Bethe-Ansatz-Gleichungen erfiillen.

Eine symmetrische Formel (analog zu (3.15)) fiir die Formfaktoren der transversalen Korrelatoren
konnte erreicht werden, indem man ausnutzt, dass die y; die Bethe-Ansatz-Gleichungen erfiillen.
Die direkte Anwendung der Slavnov-Formel ist in diesem Fall jedoch nicht méglich, da die Menge
{,u]}M 1'U {&} keine Lésung der Bethe-Ansatz-Gleichungen ist. Die Losung des Problems besteht
darln in dem in F_(¢) auftretenden Skalarprodukt

(BolB(O)I¥) = (0IC(A1) ... C(An)B(§) B(par-1) - - . B(11)10) (3.26)

AF(8) = (3.25)

den Operator B(¢) mit Hilfe der Vertauschungsrelationen der Yang-Baxter-Algebra durch die Ope-
ratoren C(A;) (j = 1,..., M) nach links durchzutauschen. Dies erzeugt eine Doppelsumme, in der
jeder Term mit der Slavnov-Formel fiir die y; ausgewertet werden kann. Die Summe lésst sich als
Doppelintegral schreiben (vgl. Anhang B.2),

3 HM 1 ‘“d(,u )eyj detM{5] p,; ((); Ia)K1+a(/1 )}
I A0 Pl 1) ety (o] ~ oKy - o)

I, —a G-(A,§)o(p) - G- (g, §)a(V)
X Ln dm®(A)e Ln dm?® (u)e S p— , (3.27)

F(§) =
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3 Formfaktoren der Quantentransfermatrix

wobei

R |
=) = Sxipn(ila)

und die Funktion G_ durch die lineare Integralgleichung

G-(A.&) = —cth(d — &) + ¢ p; (Ela) cth(A — £ — 1) + f dm® (K10 (A = )G (1 £) (329

n

—dm%(A) (3.28)

definiert ist. Die Funktion ¢ dhnelt den in Kapitel 3.1 eingefithrten Funktionen und ist definiert

durch
oW =1+ [ A WEia (- o) (330)

Man beachte, dass sich der Ausdruck (3.27) bereits mit (3.22) zu einer symmetrischen Formel fiir
die Amplitude kombiniert. Das obige Doppelintegral erinnert an die Doppelintegrale, welche die
Zwei-Platz-Dichtematrix charakterisieren [13]. Da letztere sich als Produkt von Einfachintegralen
schreiben lassen, liegt die Vermutung nahe, dass das obige Doppelintegral (3.27) ebenfalls faktori-
siert. In der Tat ist dies der Fall und man erhélt nach einer dhnlichen Rechnung wie in [13, 19] den
faktorisierten Ausdruck (vgl. Anhang B.2)

+

G_(¥)
(g =g ") (q* —q7%)
PRl (Ajla)

ef TIM ! g d(y;)ets detm{(si— D) K1+a(/1j—/1k)}

Jj=1

PP A1a)dON ety (5] - Ak - Ao

ag (

F-(§) =

(3.31)

Hierbei ist
G (&)= lim G-(L¢§), (3.32)

Re A—=+00
und die Funktion G_(2, £) ist die Losung der linearen Integralgleichung

G-(1,§) = —cth(A - &) + ¢**'p; (¢la) cth(A — € —n) + f dm (5) G- (p, )K 11 (= 2) . (3.33)

Kombiniert man nun die Formfaktoren F, und F_ (vgl. Gleichungen (3.22) und (3.31)) so folgt der
gesuchte symmetrische Ausdruck fiir die Amplituden A} *,

GL (G (§) [1j2 Pn (A1)
(@ =g (g% = ¢7) [127" palyjla)

i n(pjla) j 2 (Ajla)
detM—l{(Si - ﬁ;(ﬁﬁz) Ki—a(pj - IJk)} detM{(Si - pa()(—,{j)aKHa(Aj - Ak)}

x : : . (3.34)
detM_l{cSi - K - yk)} detM{(s; - K@ - )Lk)}

Der Trotterlimes kann analog zu Abschnitt (3.1) durchgefiithrt werden,

O c (I[N (5 [ 4 1+ a,(Ma)
A (6) = e exp{ | et (pnum))aﬂn( i )}

A7) =

y detgme.c, {1 - 1?1—05} detqme, c,, {1 - El+a}
detdmg‘,Cn {1 - k\} detdm,Cn {1 - I/(:}

(3.35)
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3.3 Allgemeine Struktur

Erstaunlicherweise besitzt dieser Ausdruck dieselbe Struktur wie Gleichung (3.15) fiir die erzeu-
gende Funktion. In dieser Darstellung sind die Amplituden vollstdndig charakterisiert durch die
beiden Funktionen a, und p,. Der Exponentialfaktor (,universelle Anteil“) hat in beiden Fillen
dieselbe Form und erzeugt im Tieftemperaturlimes in der masselosen Phase das kritische Verhalten
der Formfaktoren (vgl. Kapitel 4). Weiterhin tauchen Losungen linearer Integralgleichungen bzw.
deren asymptotische Werte (,faktorisierter Anteil®) auf. Im Gegensatz zum Fall der erzeugenden
Funktion, vgl. Gleichung (3.18), konnten diese bislang jedoch nicht explizit berechnet werden'. Die
Produkte der vier Fredholm-Determinanten bilden den ,Determinanten-Anteil®. In diesen taucht
der Kern Elj:a auf, wihrend bei der erzeugenden Funktion Eia auftritt. Diese unterschiedliche Pa-
rametrisierung der Kerne kann dadurch erklart werden, dass die Operatoren B(¢) bzw. C(¢) den
Pseudospin (vgl. S. 11) s = F1 besitzen. In diesem Sinne kann man die Kerne in den Fredholm-
Determinanten in (3.15) und (3.35) als Kys bzw. Ks_qg interpretieren.

Diese Beobachtungen legen nahe, dass die oben genannte Struktur universell ist, d.h. dass be-
liebige Formfaktoren der Quantentransfermatrix von der Form (3.35) sind. Diese Vermutung wird
gestiitzt durch die Berechnung des Formfaktors des Operators C(£;)C(¢;) im néchsten Abschnitt.

Zuletzt sei bemerkt, dass sich die physikalischen Amplituden A, " aus (3.35) im Limes ¢ — 0 und
a — 0 ergeben. Wahrend der Limes £ — 0 trivial ist, scheint der Limes & — 0 singuldr zu sein. Es
gilt allerdings (vgl. Anhang B.3)

lim G =0, (3.36)

sodass der Grenzwert & — 0 in (3.35) existiert. Dies zeigt, dass die Einfithrung eines Twistparame-
ters @ auch im transversalen Fall eine wichtige Regularisierung darstellt. Insbesondere ist dhnlich
wie in [13] die Faktorisierung des Doppelintegrals in Gleichung (3.27) nur fiir endliches o méglich.

Da die Faktorisierung der Doppelintegrale fiir die Zweiplatz-Dichtematrix als Konsequenz der
versteckten fermionischen Struktur des XXZ-Modells [17, 66] angesehen werden kann, liegt die
Vermutung nahe, dass diese auch von Bedeutung ist fir die Formfaktoren der Quantentransferma-
trix. Es wére eine interessante Aufgabe, diese Verbindung zur fermionischen Struktur genauer zu
untersuchen.

3.3 Allgemeine Struktur

Wie im letzten Abschnitt begriindet, legt der Vergleich der Amplituden (3.15) und (3.35) fiir die
erzeugende Funktion bzw. die transversalen Korrelatoren die Vermutung nahe, dass die Formfak-
toren der Quantentransfermatrix eine allgemeine Struktur besitzen. Um diese Aussage weiter zu
untermauern, soll in diesem Abschnitt eine zu (3.22) analoge Formel fiir den Formfaktor

(TR 1C(&)C(&2)¥o)
F R = 3.37
B R W WA (37
angegeben werden. Der Zustand | ¥ ) ist nun durch M—2 (M = N/2) Bethe-Wurzeln charakterisiert,
die mit y1; bezeichnet werden.

1Ein ghnliches Problem wird in der Arbeit [15] diskutiert.
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3 Formfaktoren der Quantentransfermatrix

In Anhang B.4 wird gezeigt, dass der Formfaktor (3.37) die Darstellung

o228 12, d(2y)ed
2sh(é1 - &) ;\gz pn(pjla) g*d(p;)ets

j n ()
detM—2{5i -5 " KZ—a(ﬂj - .uk)} ++ +
B (S SO

; Gt Gt
detyr-{8] — it K - o)) v () Gi&)

F++(§1’§2) =

besitzt. Im Einklang mit der Behauptung aus Abschnitt 3.2 taucht im Determinanten-Anteil an
dieser Stelle der Kern K,_, auf, da der Operator C(¢;)C(&2) Pseudospin s = 2 besitzt. Ebenfalls
vorhanden ist der Vorfaktor, von dem man erwartet, dass er in Kombination mit dem ,konjugier-
ten“ Formfaktor den universellen Anteil liefert. Besonders interessant ist in (3.38) der faktorisierte
Anteil, der hier durch eine 2 X 2-Determinante gegeben ist. Die Eintrage sind dabei durch die asym-
ptotische Entwicklung einer Funktion G, (4, &) gegeben,

Gi(L&) ~ Gi(§) + 272 GIF(§) + O(e™) | Red > 0, (3.39)

welche durch eine zu (3.24) analoge lineare Integralgleichung definiert ist,
Gi(AB) = —cth(d - &) + ¢“pa(Ela) cth(d — & — ) + fc M (D)Ko (A = )G (1, €) . (3.40)

Der erste Faktor in (3.38) hat die Form einer inversen Vandermonde-Determinante und ist nétig,
um den homogenen Limes & — & — 0 durchfithren zu kénnen. Die Verallgemeinerung des fakto-
risierten Anteil auf den Formfaktor des Operators C(&) . .. C(¢,) konnte somit aus dem Quotien-
ten einer n X n-Determinanten und einer Vandermonde-Determinanten in den Variablen &, .. ., &,
bestehen. Die Eintrage der n X n-Determinanten konnten die ersten n Terme der asymptotischen
Entwicklung einer Funktion G, (4, £) fiir Re A — oo enthalten, wobei letztere eine Integralgleichung
ahnlich zu (3.40) erfiillt. Die Uberprifung dieser Vermutung ist eine interessante offene Frage.
Es ist zu erwarten, dass sich eine zu (3.31) analoge Formel fiir den Formfaktor

(FolB(51)B(&)¥7)
(&ila)An(Lala)(¥o| o)
herleiten lasst. In Analogie zur Rechnung in Anhang B.2 tritt dabei eine vierfache Summe bzw.

ein Vierfachintegral auf, welches sich vermutlich (wenn auch mit groflem technischen Aufwand)
faktorisieren lasst.

F__(51.8) = A (3.41)
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4 Tieftemperaturanalyse in der masselosen
Phase

In diesem Kapitel soll das fithrende Tieftemperaturverhalten der Amplituden aus Kapitel 3 berech-
net werden. Dieses ist von besonderem Interesse, da die XXZ-Kette ein quantenkritisches Modell
darstellt, in dem sich bei T = 0 durch Variation des Anisotropie-Parameters A und des Magnetfel-
des h die Grundzustandseigenschaften drastisch &ndern kénnen. Das Phasendiagramm des XXZ-
Modells (vgl. Abbildung 4.1) unterteilt sich in drei verschiedene Phasen, welche durch Phaseniiber-
gangslinien zweiter Ordnung getrennt sind [140]. Der Grundzustand im ferromagnetischen Regime
ist der vollpolarisierte Zustand, wodurch die Korrelatoren trivial sind. Der antiferromagnetische Be-
reich unterteilt sich in zwei Phasen, in denen man nicht-triviale Korrelationen findet. Im massiven
Regime ist der Grundzustand zweifach entartet und das Spektrum des Hamiltonoperators besitzt
eine Anregungsliicke, weshalb man exponentiell zerfallende Korrelationen erwartet. In der kriti-
schen Phase hingegen ist das Spektrum liickenlos und man erwartet aufgrund von Vorhersagen der
konformen Feldtheorie [9, 108] und der Tomonaga-Luttinger-Fliissigkeitstheorie [57, 130, 99, 100]
algebraisch zerfallende Korrelationsfunktionen. Diese Charakteristik des Spektrums des Hamilton-
operators tbertragt sich auf das Spektrum der Quantentransfermatrix im Limes T — 0, weshalb
in der Tieftemperaturanalyse die oben genannten Phasen getrennt behandelt werden miissen. In
diesem Kapitel soll die Analyse fiir den masselosen Bereich bei endlichem Magnetfeld 4 > 0 durch-
gefithrt werden, in Kapitel 6 findet sich die Betrachtung der massiven Phase. Die Beschrankung auf
endliche Magnetfelder wird sich als wichtige Regularisierung erweisen, insbesondere konnen die
in der Formfaktorreihe relevanten Terme als unabhéngige Teilchen-Loch-Anregungen interpretiert
werden.

Da das Spektrum der Quantentransfermatrix liickenlos wird fiir T — 0, tragen unendlich viele
Terme zur Formfaktorentwicklung bei. Da die Korrelationsfunktionen jedoch endlich sind, bedeutet
dies, dass die Formfaktoren im Tieftemperaturlimes verschwinden miissen. Wie sich zeigen wird
geschieht dies nach einem Potenzgesetz, wobei der nicht ganzzahlige Exponent derselbe ist, der den
algebraischen Zerfall der Korrelationen beschreibt. Dieser Befund ist ahnlich zum Fall der Form-
faktoren der gewohnlichen Transfermatrix, welche mit Potenzen der inversen Systemgrof3e zu Null
skalieren [73, 76].

Die Formfaktorreihe ist folglich fiir T — 0 eine unendliche Summe verschwindender Terme. Die
Strategie zur Berechnung der Korrelationsfunktionen wird sein, das asymptotisch fithrende Verhal-
ten der Formfaktoren fiir kleine aber endliche Temperaturen zu berechnen und die Formfaktorreihe
exakt aufzusummieren. Die Tieftemperaturanalyse erfolgt beispielhaft fiir die transversalen Korre-
lationsfunktionen! und nach dem folgenden Schema.

(i) Glatten der Konturen C, in der nichtlinearen Integralgleichung fiir die Hilfsfunktion (2.23)
und den Ausdriicken fir die Amplituden (3.35) und das Verhéltnis der Eigenwerte (2.26).

IDie Berechnung der longitudinalen Korrelatoren ist sehr dhnlich und wurde in der Arbeit [40] durchgefiihrt. Die Zu-
sammenfassung der Ergebnisse fiir den longitudinalen Fall findet sich in Abschnitt 4.6.
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4 Tieftemperaturanalyse in der masselosen Phase

10

| ferromagnetisch
massiv

h/]

antiferromagnetisc
kritisch

antiferromagnetisch
massiv

Abbildung 4.1: Phasendiagramm des Grundzustandes der XXZ-Kette. Die antiferromagnetische kri-
tische Phase wird durch ein unteres und oberes kritisches Feld hy bzw. h,, begrenzt.
Die Fortsetzung des Diagramms fiir h/J < 0 ergibt sich durch Spiegelung an der
A-Achse. Das untere kritische Feld hy ist durch Gleichung (C.38) und das obere kri-
tische Feld durch h, = 4J(1 + A) gegeben.

(ii) Tieftemperaturanalyse der nichtlinearen Integralgleichungen und Identifikation der relevan-
ten Anregungen

(iii) Tieftemperaturanalyse des Verhiltnisses der Eigenwerte
(iv) Tieftemperaturanalyse der Amplituden

(v) Summation der fithrenden Beitrige

Gliicklicherweise kann das schwierigste Problem (v) mit Hilfe einer in den Arbeiten [75, 111] ent-
wickelten Summenformel gelost werden. Dieselbe Summenformel wurde in [90] benutzt, um die
Abstandsasymptotik der thermischen Dichte-Dichte-Korrelationsfunktionen des eindimensionalen
Bose-Gases zu berechnen. Die in der oben genannten Arbeit berechnete Asymptotik hat dabei die-
selbe Form wie die in diesem Kapitel erzielten Ergebnisse (4.66) und (4.75).

4.1 Glatten der Konturen

Im Folgenden sei n = —iy mity € (0, 7/2). Dies bedeutet, dass der Anisotropieparameter im Bereich
0 < A < 1 liegt, wodurch sich Vereinfachungen technischer Art ergeben. Diese Wahl ist jedoch
keine Einschrankung, da die Bereiche -1 < A < 0(J > 0) und 0 < A < 1 (J < 0) 4quivalent sind.
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4.1 Gldtten der Konturen

Definiere zunachst die Funktionen

EQ) = ln(s sh() (4.1)

3 sh(n — A1)
h@+AJ’ eu)‘m( )’

sh(n + 1)

welche Stammfunktionen der nackten Energie e(A) und des Kerns K (1) sind. Die Funktion E(4) hat
Schnitte parallel zur reellen Achse von 0 nach —co und von iy nach iy — co, wihrend die Schnitte
der Funktion 6(A) parallel zur reellen Achse von +iy nach +iy + oo verlaufen.

Definiere fiir den weiteren Verlauf die Funktion

€ 1H(M) ] (4.2)

1+ ao(d)

Im Folgenden sei s der Pseudospin des Operators, dessen Formfaktoren betrachtet werden (hier
also s = 1). Fithre nun eine zum betragsgrofiten Eigenwert im Pseudospin-s Sektor gehorige Refe-
renzkontur Cy s ein, sodass die Beziehung

np—np,=s (4.3)

erfiillt ist. Hierbei sind nj, und n, die Anzahl der Locher und Teilchen in Bezug auf die Kontur Cy ;.
Man beachte, dass diese Definition der Begriffe ,Locher” und ,Teilchen® leicht von der in Kapitel
2 getroffenen Konvention abweicht. Wie sich zeigen wird, gilt im Tieftemperaturlimes Cy,o = Co,
wobei Cy aus zwei durch die Punkte iy/2 und —iy/2 + i0 verlaufende Geraden parallel zur reellen
Achse besteht (vgl. Kapitel 2). Weiterhin wird im Verlauf des Kapitels gezeigt, dass die Kontur Cy 1
eine infinitesimale Deformation von Cj ist.

Glattet man nun die Kontur in der nichtlinearen Integralgleichung (2.23) fiir die Hilfsfunktion,
so erhilt man

In(a,(A|a)) = ims — 2(x + a)n — Pe(A)
i

+Zeu-a§‘>-29u-a§?)—fc %K(A—u)ln(uan(ma)). (4.4)
j=1 Jj=1 Os

Die Teilchen- und Lochparameter geniigen dabei den Nebenbedingungen
) = () = -1, j=1,....np, k=1,....n,. (4.5)

Glattet man die Konturen in der Darstellung (2.26) fir die Funktion p, so erhilt man

pn(Ala) = ¢* eXp{Z EQ! -2) - ZE(Aﬁ-’ - A) - f
7=1 i=1 ¢

wobei sich A innerhalb von Cy s befindet.
Fir die Amplituden (3.35) fithrt man zunachst im universellen Anteil die Kontur Co s ein. Nach

dudﬂ—bdm}, (4.6)

0,s
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4 Tieftemperaturanalyse in der masselosen Phase

einer langeren Rechnung erhilt man (vgl. Anhang C.1)

0 _ ~ ﬂ 1+ a,(Ala)
A2 = ep{- [ 52 ot 1)
135 12, sh(A? = A7 + ) sh(A = 2% — )
[H'ﬁ;c:l sh(i — A% 77)] [HZ’LZI Sh(A = A2 + r])]

:(_l)sqsa

[n} _ sh(h 2 Hn , sh(2? —)LZ)]
];tk

Jj#k

[, 112, s |

X J:l (age_zmz(l));i/lf] [ﬁ(@ﬂe—zniz(ﬂ));iw]
X exp{nzp f dA z(A )(e(}[ }Lp) - e( A))}
Jj=1
X exp{z f dA z(A e(,lh A —e(d- /151))}
1 YCo,s

Xexp{ j; dA f/ dpz(A)e' (A - ,u)z(y)} (4.7)

Hierbei ist C; ; eine Kontur, welche sich infinitesimal nahe Cy s und innerhalb von Cy s befindet. Der

Determinantenanteil und der faktorisierte Anteil? G, der Amplituden (3.35) werden in Abschnitt 4.4
behandelt.

4.2 Tieftemperaturanalyse der nichtlinearen Integralgleichungen

Im Folgenden soll die nichtlineare Integralgleichung (4.4) im Limes T — 0 untersucht sowie die
relevanten Anregungen der Quantentransfermatrix identifiziert werden.
Definiere zunéchst die Funktionen

—A?
eo(A) = h + 2] sh(n)e(A +1iy/2) = h — % (4.8)
sowie
up(A) = =TIn(ao(A +iy/2)) . u(d) = -Tln(a,(A+iy/2la)) . (4.9)

Wie sich zeigen wird, sind diese Funktionen im Limes T — 0 wohldefiniert. Mit den obigen Kon-

2Nehme fiir eine einheitlichere Notation gegeniiber Kapitel 3.2 die Ersetzung G, — G vor.
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ventionen wird Gleichung (4.4) zu

u(d) =N+ T

p np
2ri(a’ —s/2) + Z 0 — A% +iy/2) - Z 0 - At + iy/Z)]
j=1 j=1

J J=

d u
+Tf k(- p) 1n(1+e—$), (4.10)
Co,s_i}’/z 2mi
wobei @’ = na/in. Eine dhnliche Gleichung gilt fiir u,,
dp _u(p)
wo(A) = o) + T k(- ln(1+e 4 ) (4.11)
Co—iy/2 271

Da 6 auf der Kontur Cy s — iy/2 beschréankt ist, konnen die Terme in den eckigen Klammern von
(4.10) gegeniiber £ (4) fiir T — 0 vernachlédssigt werden. Folglich haben u und 4, denselben Tief-
temperaturlimes e.

Anschaulich ist der Tieftemperaturlimes von (4.10) und (4.11) klar: Die Integranden verschwin-
den auf den Teilen der Kontur, auf denen Ree > 0 gilt und ergeben einen endlichen Beitrag auf
dem Komplement. Das Verhalten der Funktion ¢ legt nahe, dass dieses Komplement ein Intervall
[-0, Q] auf der reellen Achse ist.

Im Folgenden soll dies rigoros begriindet werden. Definiere dazu fiir 0 < h < h,, die bekleidete
Energie ¢ als Losung® der linearen Integralgleichung

04
¢() = eo(A) + f ) L KO- e (4.12)

Hierbei ist Q > 0 eindeutig als Funktion von h definiert durch die Forderung £(Q) = 0 (vgl. [41]).
Die bekleidete Ladung ist reell und gerade auf R sowie monoton wachsend auf R,. Des Weiteren

kann man zeigen [41], dass fiir alle y € (0,7/2) und A € R — iy + i0 (dies entspricht dem unteren
Teil der Kontur in (4.10) und (4.11)) die Ungleichung

Ree(A) > g > 0 (4.13)

erfiillt ist. Nimmt man an, dass die Lésung von (4.10) und (4.11) eindeutig ist, so folgt limy_,o u(4) =
lim7_,0 up(A) = €(A). Der Beweis hiervon erfolgt mit dem folgenden ,Sommerfeld Lemma®, welches
auch mogliche Phasen 27ip des Logarithmus sowie die Korrekturen in T erfasst.

Lemma 4.2.1. Es seien T > 0 und u, f holomorph in einer offenen Umgebung einer Kontur C,. f sei
beschrinkt auf C,. Die Funktion ln(l + e_“(’wT) sei stetig aufC,, (d.h. man fasst C, als Kontur auf der

Riemannfldche von ln(l + e_”(’WT) auf). Definiere v = Reu, w = Imu, und nehme an, dass v genau

zwei Nullstellen Q.. aufC, besitzt, welche die Kontur C,, in zwei Teile C;; teilt. AufC;, seiv negativ und
auf C} positiv. Die Orientierung von C,, sei derart, dass Q_ vor Q. durchlaufen wird. Gibt eseinp € Z

3Genauer gesagt definiert dies die Funktion e(1) im Streifen [Im(1)| < y. AuBerhalb dieses Streifens ergibt sich die
Funktion durch analytische Fortsetzung. Da in diesem Kapitel nur das Verhalten innerhalb des Streifens relevant ist,
wird dieser Punkt nicht mehr explizit erwéhnt.
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Im(A)
06—

Re(A)

0.0 -

Abbildung 4.2: Graphische Losung der Gleichung (4.16) in der komplexen Ebene. Losungen dieser
Gleichung sind Schnittpunkte der durch Re e(1) = 0 gegebene Kurve I' (schwarz)
mit den Kurven Im e(1) = —(2n — 1)z T (blau). In diesem Beispiel ist ] = 1, T = 0.01,
A =0.4,h=0.051undn = -5, —4,. .., 6. Die Losungen bilden eine unendliche Folge
von Punkten auf der Linie I' mit zwei Hiufungspunkten bei +iy /2 (hier y /2 = 0.580).
Man beachte, dass die Kurve I die reelle Achse bei +Q schneidet (hier Q = 2).

sodass w(Q.) = 2zpT, dann gibt es eine Wahl von Schnitten der Funktion ln(l + e_”(’wT) sodass

Tf A F()) ln(l + e-@) _ —fg di £ () (u(2) - 27ipT)
Cu 0.
LI 110)

o o u'(Q_))+O(T4)' (4.14)

gilt.

Der Beweis findet sich in Anhang C.2. Man beachte, dass obiges Lemma grofie Ahnlichkeit mit
der aus der Festkorperphysik bekannten Sommerfeld-Entwicklung besitzt [122]. Das Lemma kann
direkt auf die in (4.12) definierte Funktion ¢ angewendet werden, welche die Annahmen erfiillt mit

Ce =Cop—1iy/2, Qs+ = £Q und p = 0. Mit (4.2.1) folgt

e(d) = (1) — ch » % KA - p) ln(l + e_y) =O(T% . (4.15)
01y

Der Vergleich mit (4.10), (4.11) zeigt, dass diese Gleichungen fiir kleine T in der Tat durch ¢ erfiillt
werden, d.h. a,(A|la) ~ ag(1) ~ e ¢@=¥/2/T Da die Korrektur zur Funktion u von der Ordnung
T? ist, lauten die Bethe-Ansatz-Gleichungen fiir die Hilfsfunktion aq bis zur Ordnung T

eA)=-Cn-DrniT, neZ. (4.16)

Fir T — 0liegen die Losungen dieser Gleichung dicht auf der durch Re ¢(4) = 0 definierten Kurve T’
(vgl. Abbildung 4.2). Fiir die Losungen der Bethe-Ansatz-Gleichungen fiir den angeregten Zustand
trifft dies auch zu, allerdings muss hier der O(T)-Term auf der rechten Seite modifiziert werden.
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Zur Berechnung dieses Terms setzt man voraus, dass die Funktion u fiir feste Teilchen- und Loch-
positionen eine Tieftemperaturentwicklung der Form

u(d) = e(A) + Tus (1) + T2up(A) + O(T?) (4.17)

besitzt. Nehme weiterhin an, dass ein p € Z und Q. = +Q + TQ(;) + O(T?) existieren, sodass

u(Qs) = 2xipT gilt. Es folgt

u1(xQ)
¢'(Q)

0. =+0F T +0O(T%, (4.18)

wobei per Definition
u1(A) = uy(A) — 2xip (4.19)

gilt. Analog sei u(A) = u(A) — 2xipT. Wahlt man fiir C, eine Deformation der Kontur Cy s — iy/2,
sodass C,, durch die Punkte Q. lauft, so folgt nach Anwendung des Lemmas (4.2.1) und Gleichung
(4.18) die lineare Integralgleichung

_ Q dy _
4(A) = (1) + Tr(A) + T2ra(A) + f LK - wa) + 0T, (4.20)
-0 271
wobei
n(d) = 2zi(a’ ~s/2-p) + Y. 04— xF) - Zh] (- x") (4.21)
7=1 j=1
i 1 %(Q) 1 u(-Q)
ra(A) = 4;’(TQ) KO - Q)(5 + ”17[2 ) +K(+ Q)(5 + ”1”2 )] , (4.22)

und xf k- A? R iy/2. Aufgrund der Linearitit der Gleichung (4.20) kann die Funktion u durch
Funktionen ausgedriickt werden, welche bei der Beschreibung der Grundzustandseigenschaften der
XXZ-Kette eine wichtige Rolle spielen. Im Einzelnen* sind dies die bekleidete Ladung Z, die beklei-
dete Phase ¢, die Dichte p und die Resolvente R, definiert durch die linearen Integralgleichungen

Q dy
Z0) =1+ I . LKA -WZW) (4.23a)
0 -v) Q du
san =22 [ oK), (423b)
Q4
ROLv) = K(A—v) + I . Z—ZK(A — R, v) (4.23¢)

A+i Qd
oy = -1 [ K0 (4.23d)
Mit diesen Definitionen folgt
() = 2ni[<a’ —s/2-p)Z() + Y P = ¢<A,x§’>] : (4.242)
j=1 j=1
ir 1 7(Q) 1 #(-0)
uz(/l) = 48'(Q) |:R(/1, Q)(g + 2 ) + R(A, —Q)(g + T)] . (4.24b)

4Man beachte hierzu auch die Funote 3 auf Seite 27.
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4 Tieftemperaturanalyse in der masselosen Phase

Setzt man dies in Gleichung (4.5) ein , so erhalt man die Bethe-Ansatz-Gleichungen fiir den ange-
regten Zustand in linearer Ordnung in T,

(") + Tu (") = —@2nP" — )inT, P ez (4.25)

Der genaue Wertebereich der ,Quantenzahlen® n ph ez wird weiter unten festgelegt. Mit Hilfe des

expliziten Ausdrucks (4.24a) fir u; kann dies umgeschrieben werden zu

x‘{.)’h p np
E;;ﬂ) = " w12 p = (@ =52 = p)ZGPT) Y G ) = 3 dG ) L (4.26)
k=1 k=1

Dies ist ein gekoppeltes System nichtlinearer algebraischer Gleichungen, welches Ahnlichkeit mit
den urspriinglichen Bethe-Ansatz-Gleichungen in logarithmischer Form besitzt, allerdings gehen
hier nur noch die Teilchen- und Lochparameter ein. Fiir den Fall, dass die ¢-abhéngigen Terme auf
der rechten Seite von (4.26) endlich bleiben’ fiir T — 0, folgt, dass die méglichen Teilchen- und
Lochpositionen die Kurve Re ¢ = 0 dicht fiillen.

Im weiteren Verlauf soll lediglich die Klasse von Anregungen betrachtet werden, deren Teilchen-
und Lochparameter in der Nihe der ,,Fermi-Punkte® +Q liegen,

=20+ O(T) . (4.27)

Wie sich zeigt, liefert diese Klasse die fithrende Abstandsasymptotik der Korrelationsfunktionen.
Bezeichnet man die Anzahl der Teilchen bzw. Locher an den Fermi-Punkten +Q mit n;f bzw. nj;
so zahlt die ganze Zahl
{=ny, —n, (4.28)
die Differenz zwischen Lochern und Teilchen am linken Fermi-Punkt —Q (Anzahl der ,,Umklapp-
streuprozesse®). Setzt man xf b +Q in Gleichung (4.24a) ein, so erhalt man das fithrende Tieftem-

peraturverhalten von u; (1) welches mit ﬂgé}) (4) bezeichnet wird. Explizit erhélt man

a7 (1) = 2mi(w(d) + @’ - p—s/2) | (4.29)
wobei s
w(d) = (@ =p=0)(Z() = 1) + - ($(2.Q) +$(2.-Q)) - (4.30)
Damit folgt das fithrende Tieftemperaturverhalten der Fermi-Punkte Q.,
=()
0.=+07F MT +O(T?) . (4.31)
'(Q)

Setzt man (4.29) in (4.25) ein, so entkoppeln die Bestimmungsgleichungen der Teilchen- und Loch-
parameter,
,h
E(XJP ) ph 1+s

=-n"" + —a —w
2miT J 2 (xj

hy (4.32)

SN

SDies geschieht falls zwei Parameter um +iy getrennt sind fiir T — 0 (,Strings*). Da derartige Anregungen jedoch eine
endliche Korrelationslange besitzen, werden Strings im weiteren Verlauf des Kapitels nicht beriicksichtigt.
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Diese Entkopplung der Freiheitsgrade ist bemerkenswert, da man diese ansonsten typischerweise
bei freien Fermionen findet. In der Tat hat man fiir y = 7/2 (XX-Modell) die Vereinfachung w(1) = 0
und ¢ = ¢ sodass sich die Gleichung

eo(xP") = ~(2nl" — 1~ s + o) miT (4.33)

ergibt. Das Besondere fiir das XX-Modell ist, dass (4.33) fiir beliebige Temperaturen T gilt. Fiir den
allgemeinen wechselwirkenden Fall findet man also im Tieftemperaturlimes fiir Anregungen an
der Fermi-Kante eine starke Analogie zu freien Fermionen vor.

Die Teilchen-Loch-Anregungen kénnen in Klassen eingeteilt werden, welche durch die ganzen
Zahlen p + € und s parametrisiert werden. Bis hierhin ist der Parameter p nicht festgelegt worden.
Der Parameter tauchte durch die Anwendung des Lemmas 4.2.1 bei der Bestimmung des Tieftem-
peraturverhaltens von In a, (-|) auf. Aus dem Lemma folgt, dass —27p die Phase von a,(Q.|a) ist.
Damit ist p mit der Wahl der Referenzkontur Cy s verbunden. Im Prinzip wiirde man gerne die reelle
Achse als Referenzkontur wihlen (diese entspricht dem oberen Teil der Kontur Cy — iy/2). Dann
ist p durch die Bedingung fixiert, dass sowohl Q_ als auch Q, méglichst nahe an den Punkten +Q
liegen. Im weiteren Verlauf wird klar, dass dies nur fiir s = 0 moglich ist. Im allgemeinen Fall kann
die Referenzkontur nur entweder durch —Q oder Q laufen. Hier soll die Konvention —Q getroffen
werden, wodurch die Punkte Q. durch (4.31) bestimmt sind.

Zum besseren Verstandnis ist es hilfreich, ein Beispiel zu betrachten. In Abbildung 4.3 ist der
Realteil (geschlossene Kurve) und der Imaginarteil (offene Kurven) der Differenz zwischen linker
und rechter Seite von Gleichung (4.32) graphisch dargestellt. Losungen der Gleichung (4.32), d.h.
mogliche Teilchen-und Lochpositionen, sind demnach Schnittpunkte zwischen der geschlossenen
und den offenen Kurven. Fir dieselben physikalischen Parameter wie in Abbildung 4.2 durchlauft
in Abbildung 4.3 die Zahl p + ¢ die Werte 2 bis 5 (dies bei festem s = 0). Man erkennt, dass in
diesem Fall die reelle Achse (entspricht dem oberen Abschnitt der Kontur Cy — iy/2 in negativer
Richtung durchlaufen) eine mégliche Referenzkontur ist, da sich der linke und rechte Schnittpunkt
der Kurve Reu = 0 mit der reellen Achse auf demselben Riemannblatt der Riemannfliche von
In a,(-|er) befinden (die Schnitte entsprechen gerade den offenen Kurven in Abbildung 4.3). Sobald
der Wert p + £ den Wert 5 erreicht in Abbildung 4.3, kreuzt die reelle Achse einen Schnitt von
Ina,(-|a) bevor sie die Kurve Ree = 0 schneidet. Dadurch adndert sich die Phase von Ina,(-|a)
(gemessen in Einheiten von —27) um 1, d.h. man hat p = 1. Folglich hat man in den ersten 3 Bildern
von Abbildung 43 p = 0 und ¢ = 2,3,4, aber im letzten p = 1 und £ = 4. Im linken Teil von
Abbildung 4.4 ist ein Beispiel mit p = 2 gezeigt.

Fiir s # 0 andert sich das Bild. Ein Beispiel mit p + £ = 0 und s = 1 ist in Abbildung 4.4 gezeigt.
Hier kreuzt die reelle Achse lediglich eine Linie mit konstantem Imaginarteil. Sind Q. die Losun-
gen der Gleichung 1 — a,(:|a), welche sich am néchsten zur reellen Achse befinden, so folgt, dass
Ina,(Q+la) —Ina,(Q-|a) = —27i. Somit erfillt diese Kontur nicht die Voraussetzungen von Lem-
ma 4.2.1. Eine Kontur Cy 1, welche sich so nah wie moglich an der reellen Achse befindet und die
Voraussetzungen des Lemmas erfiillt, muss einen von zwei Schnittpunkten der Linie mit negativem
Imaginérteil von oben und den anderen Schnittpunkt von unten passieren.

Die O(T)-Korrekturen der Teilchen- und Lochparameter kénnen mit Hilfe von (4.32) bestimmt
werden,
2miT
e(Q)

Bezeichne nun die zum rechten bzw. linken Fermi-Punkt gehorigen Teilchen- und Lochparameter

@ =50 (0" - 104 0 4 w(x0)

: (4.34)
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p+€=51s5=0

Abbildung 4.3: Graphische Losung der Gleichung (4.32) in der komplexen Ebene fiir verschiedene
Werte von p + € bei festem s = 0. Die physikalischen Parameter sind wie in Abbil-
dung 42: ] = 1,T = 0.01, A = 0.4, h = 0.051. Abgebildet sind nur die Losungen
welche sich am nachsten zur reellen Achse befinden.

. + . . . . + .
mit x]hi und xjp , sowie die zugehorigen Quantenzahlen mit n‘;’ und n;.’i. Nehme nun die Umpara-
metrisierung

Pt _ + h+t _ 1+
nys=-p;j—p+1, nyF=hi-p (4.35)

vor, wobei die ganzen Zahlen p;.ﬁ, h;f' positiv sind. Damit diese in konsistenter Weise als Quanten-
zahlen von Teilchen und Lochern interpretiert werden konnen, muss p derart fixiert werden, dass
Im x]p ~>0>1Im xj’?‘ gilt fiir p7 = h; = 1 (vgl. dazu die Diskussion des letzten Abschnitts). Mit

(4.29) und (4.34) folgt, dass diese Forderung adquivalent ist zu
ma”(-Q)| < 7 . (4.36)

Setzt man nun (4.31) und (4.35) in Gleichung (4.34) ein, so folgt fir die Teilchen- und Lochparameter

+ . 1) 27T 9
=0+ (pj 2)5,(@ +0O(TY , (4.37a)
X = Q, - (h; - %) f”g) +O(T?), (4.37b)
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ReA

p+l=155=0

Abbildung 4.4: Graphische Losung der Gleichung (4.32) in der komplexen Ebene fiir verschiedene
Werte von p + € und s. Im rechten Bild ist ] = 1, T = 0.0125, A = 0.4, h = 0.051 und
a = 0.3.Im linken Bild ist T = 0.005 und a = 0.

wobei pji, h;f' € Z,. Die Ungleichung (4.36) garantiert, dass Q_ so nahe wie moglich an der reellen
Achse ist, d.h. dass alle Teilchen bzw. Locher ober- bzw. unterhalb der reellen Achse liegen. Fiir
s = 0 folgt dann Hgf)(Q) = ﬁgf)(—Q) und (4.36) ist automatisch fiir den rechten Fermipunkt erfiillt.
Fir s # 0 trifft dies nicht mehr zu. In diesem Fall kann man unter Verwendung der bekannten
Identitéiten [87]

Z=1+40.0-9§(0.-0), Z =1+(0.0)+$(Q.-Q) (439
lediglich schlieffen, dass
0 <Imu\(Q) - Imu" (-Q) = 2s7(1/2 1) <7 (4.39)

gilt. Die ganz rechte Seite der Ungleichung folgt aufgrund der Abschitzung 1/V2 < Z < 1fiiry €
(0, /2) (vgl. z.B. [41]). Folglich kann es fir s = 1 passieren, dass 7 < Imﬁié))(Q) < 2m. Fur pj+ =1

bedeutet dies, dass Im xj.” = (7r —Im ﬁgf)(Q))T/g’(Q) < 0, d.h. in der hier getroffenen Konvention
entspricht die niedrigste Teilchenanregung an der rechten Fermi-Kante einem Teilchenparameter
x”" unterhalb der reellen Achse. Dies ist in Ubereinstimmung mit dem obigen Beispiel (vgl. rechte
Seite von Abbildung 4.4) sowie mit den Uberlegungen des vorhergehenden Abschnitts, dass die
Kontur Cy 1 passend gewéhlt werden muss. Des Weiteren deckt sich dies mit der Beobachtung,
dass der fithrende Eigenwert der Quantentransfermatrix im s = 1-Sektor durch zwei zusétzliche
Nullstellen der Funktion 1 + a,(:|a) innerhalb der Kontur Cy charakterisiert ist [112].

Abschlieffend sei betont, dass p den Charakter eines Hilfsparameters hat, welcher mit der Wahl
der Integrationskontur verbunden ist und somit eine gewisse Willkiir beinhaltet. Der physikalische
Parameter, der die Anregungen klassifiziert, ist die Summe p+¢ (vgl. Gleichungen (4.32) und (4.30)),
welche alle ganzen Zahlen durchlauft.

Fiir die Tieftemperaturanalyse des Verhéltnisses der Eigenwerte im néachsten Abschnitt wird die
Entwicklung der Funktion u; bis zur ersten Ordnung in T benétigt. Diese erhélt man, indem man
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(4.29) und (4.37) in (4.24a) einsetzt sowie die Beziehung 0, ¢(4, v) = R(4, v)/27i benutzt,

o 2mT (-977Q T 1y A, 1 ]
ul()') - ul (A) + 6/(Q) {R(A’ Q)[ 27 = (hj 2) = (p] 2)
a0 & 1y & 1 )
x0T 3y S sor

Die Gleichungen (4.24b) und (4.40) mit den zugehorigen linearen Integralgleichungen bestimmen
somit In(a,(A|a)) bis zur Ordnung T (bzw. u bis zur Ordnung T?).

4.3 Tieftemperaturanalyse der Eigenwerte und des universellen
Anteils

Mit Hilfe der Ergebnisse des vorgehenden Abschnitts kann man ausgehend von Gleichung (4.6) die
Tieftemperaturentwicklung des Verhiltnisses der Eigenwerte einfach bestimmen. Mit s = 1 und
der Definition ¢”” = a — p — € erhalt man

pn(0la) = g% exp{iﬂ — 2ia" kF

2xT
Yo

} +O(T% . (4.41)

1 nh np
112 =2 2
o Z+E—g +€—1+;h]+;(p]—1)

Hierbei wurde der Fermi-Impuls kr und die Schallgeschwindigkeit v, eingefiihrt,

o ’
kp =27 f Do), vp= 9 (4.42)
0 27p(Q)
Man erkennt anhand von Gleichung (4.41), dass man fiir T = 0 in der Tat divergierende Korrela-
tionsldngen hat (d.h. |p(0|0)| = 1), wahrend fiir endliche Temperatur |p(0]0)| < 1 gilt. Die obige
Formel verallgemeinert das in [86] gefundene Resultat auf beliebige Teilchen-Loch-Anregungen in
der Nahe der Fermi-Kante.

Die Tieftemperaturanalyse der Amplituden ist deutlich komplizierter. Anschaulich ist die Pro-
blematik klar: Die in (4.7) auftretenden Integranden besitzen einfache Polstellen, welche fiir T — 0
in die Nahe der Integrationskonturen wandern, wodurch die entsprechenden Integrale mit einem
Vielfachen von log(T) divergieren. Ziel der folgenden asymptotischen Analyse ist, die entsprechen-
den Vorfaktoren und den fithrenden regularen Anteil der Integrale zu bestimmen. Dies gelingt mit
Hilfe der beiden folgenden Lemmas.

Lemma 4.3.1. Es seien u und C,, wie in Lemma 4.2.1 gegeben. Der Punkt A, sei oberhalb von C,, und
A— unterhalb. Dann besitzt das Cauchy-Integral
I,(As) = f dA cth(d - A.) ln(l + e_@) (4.43)
Cu

eine Tieftemperaturentwicklung, deren Form vom Abstand zwischen A. und den Nullstellen Q. des
Realteils von u abhdngt.
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Falls sich A, in endlicher Entfernung von Q. befindet, so folgt mit Lemma 4.2.1

L(A) = - > cth(A — L)“(’D +O(T) .

(4.44)
0.

Fiir § > 0 definiere die Umgebung V.. = {z € C|Iu(z)| < 8/2, z nahe bei QJ_,} Fir A, € V, gilt

I a) —u(hs) 1 T
L,(AL) = - o dA cth(A — /L_,)f F Zﬂlln{r(g + — )}
+ miln(27) + a(;*) {m( u(ds) ) —1- 1%%)} +O(T). (4.45)

Fiir A, € V_ gilt

3 T 2miT

. u(As) u(ls) sh(Q; — A4)
+ riln(27) — T {ln($27riT) -1+ ln(m)} +O(T). (4.46)

Lemma 4.3.2. Fiir das in (4.7) auftretende Doppelintegral hat man die asymptotische Entwicklung

Iu(ﬂi) _ _fQ+ 4 cth(A_/li)M F Zﬂ'iln{r(% T a(/li))}

- f dA dp z(A) cth’"(A — p)z(p) =
Co.s s

—(t’ —(0) —(0) —(t’)
nfofi- D)ol D)o, HCO)of,_5C0))
271 211 2

Il 27'[1
—(0) —(¢) 2 —=(6)(_ 2 ’

+ 0 Uy ] B ((“1 (Q)) + (”1 ( Q)) )IH(M) +o0(1), (4.47)
27 27 271 2nT

wobei o(1) Terme bezeichnet, die fir T — 0% verschwinden. Weiterhin ist

o' (AYol) — o)’ (1)
f ‘“f =

v(d) —v(Q) (Q) QL od) —v(-Q)

Beweise von Lemma 4.3.1 und Lemma 4.3.2 befinden sich in Anhang C.3

Mit Hilfe der obigen Lemmas erhalt man schliellich fiir den universellen Anteil (vgl. (4.7))

A(,?)(a) = —iq“eE(_zQ)A,(a)A+(a) , (4.49)
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wobei

As(a) = eXp{Ci[W] + i9(2Q>[2“"2Z2 * % o “”(Z - i)]}

(zﬂTe—E(ZQ) )0‘”222+4312 G(3/2 + (w(xQ) + "))
X

¢’(Q) sh(n) G(1/2 % (w(xQ) + "))
—(0) —(0) 2nt —(£)
of . U (FQ)\[(1 | (u(xQ)\\ Tk oy | U (£Q)
Hierbei sind G die Barnessche G-Funktion und C, die Funktionale

e 0

ol =g [ @[ du (ot - o) - )
-0 -Q

Q

+ (0(xQ) +1+a”) f dA(v(2) - v(£Q))e(A ¥ Q) . (451)
-Q

Die Funktionen R hangen explizit von den Quantenzahlen der Teilchen und Locher ab,

R b _ [Ti<j<k<n (hj — hi)? [Ti<j<k<n, (P - pi)?
nl’nz({ j}’ {pj}|v) - 1—[{111 HZZ 1(hj + pr — 1)2
j= =

L Fz(hj + U) L l"z(pj - ’U)

Jj=1 Jj=1

Man erkennt anhand von (4.50), dass die Amplituden fir T — 0 mit einem Potenzgesetz verschwin-
den. Der auftretende Exponent a’’?Z% + é ist dabei identisch mit dem kritischen Exponenten,
welcher den algebraischen Abfall der Korrelationsfunktionen beschreibt (vgl. [98, 11]). Des Weite-
ren wird das Skalenverhalten der Formfaktoren der gewohnlichen Transfermatrix als Funktion der
inversen Systemgrof3e durch dieselben Exponenten beschrieben [73, 76].

Eine weitere Eigenschaft der Amplituden ist, dass sie in fithrender Ordnung explizit von den
Quantenzahlen h; und p; abhéngen. Da diese die O(T)-Korrekturen der Teilchen- und Lochpara-
meter bestimmen, bedeutet dies, dass die Amplituden in der Ndhe der Fermi-Kante nicht stetig von
den Teilchen- und Lochparameter abhidngen. Da auflerdem der Exponent im Allgemeinen nicht
ganzzahlig ist, ist es nicht moglich, die Summe tiber die Anregungen als Integral zu schreiben.
Stattdessen wird in Abschnitt 4.5 die Formfaktorreihe mit Hilfe einer bereits bekannten diskreten
Summenformel aufsummiert. Entscheidend dafiir wird sein, dass der universelle Anteil der Am-
plituden in (4.49) in zwei Teile faktorisiert, die jeweils ausschlieBBlich von der rechten oder linken
Fermi-Kante abhingen.

4.4 Tieftemperaturanalyse der Determinanten und des
faktorisierten Anteils

Fiir die Analyse der Fredholm-Determinanten und des faktorisierten Anteils wird die alternative
Darstellung der Determinanten aus Anhang A.2 verwendet. Wie sich zeigt, sind die Determinanten
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Im
r [_Qa Q]
G => Re
-Q Q

Abbildung 4.5: Skizze der Kontur I'[-Q, Q]

Funktionale der Funktion w (vgl. Gleichung (4.30)) und damit nur von p + £ abhéngig. Definiere
deshalb _ _
_ detama.c, {1 - Kio} detame ¢, {1 = Kira
D +¢) = lim

T=0 detgme.c, {1 - I?} detam.c, {1 - E}

(4.53)

Die Integrationsmafle der Determinanten im Nenner enthalten nicht die Funktion p,(-|a), son-
dern lediglich die Funktionen 1/(1 +ap) und 1/(1 + a,(-|)) welche im Tieftemperaturlimes auf die
Teilkontur iy /2 + [-Q, Q] von Cy projizieren. Damit folgt

lim det {I—E}:hm det {I—E}: det {I—I?}. (4.54)
T—0dm¢,Cp, T—0dm,Cy, dA/27i,[-Q, Q]
Die rechte Seite ist dabei unabhingig von der betrachteten Anregung und nur von Magnetfeld und
Anisotropie abhingig.
Fiir die Determinanten im Zéhler von (4.53) ist die Verwendung des Mafles dm¢ und der Kontur
C, problematisch, da sich Locher und Teilchen beliebig nahe kommen. Aus diesem Grund geht man
wie in Anhang A.2 vor und geht vom Mafl dm§ zum Mafl

d) q—ae¢Lcn [z](A)
a - r—
M) = 3 i evLen FI0en) — g2 gre, I (4.55)

iber, welches keine Polstellen mehr an den Lochpositionen besitzt. Die Kontur C,, wird dabei ersetzt
durch eine Kontur I‘,Si), welche auflerhalb von C,, liegt (aber immer noch im Streifen [Im(1)| < y).
Voraussetzung hierfiir ist, dass die Funktion

1 - ao(D)an(Ala) = 1 - 2D 12) Loy T = A—iy/2, (4.56)

keine Nullstellen innerhalb der Kontur C,, besitzt (vgl. S. 128). Man kann numerisch zeigen, dass
diese Voraussetzung fiir nicht zu grofle |p + €| immer erfiillt ist.

Da die Kontur F,Ei) aufBerhalb von C,, liegt und damit entfernt ist von den Fermipunkten +Q, kann
man das in (4.55) auftretende Cauchy-Integral

Le[(v) = fc dp 2(1) cth(p - v) (457)
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4 Tieftemperaturanalyse in der masselosen Phase

einfach berechnen (vgl. Lemma 4.2.1). Man erhalt

Q
e ) = ﬂqi(xei J7o due(u=2)(w(p)-w(2))

271 1-— ei27ri(w(/1)+a”—s/2)

xexp (£ {(w(A) +a” +5/2)E(Q - 2) — (w(d) + a” = s/2)E(-Q - 1)}) . (4.58)

Abschlielend kann man die Kontur F,(,i) zusammenziehen zu einer positiv orientierten Kontur
I'[-Q, Q], welche das Intervall [-Q, Q] eng umschlief3t (vgl. Abbildung 4.5). Man beachte, dass das
Intervall [-Q, Q] gerade dem Verzweigungsschnitt der Gewichtsfunktion des Mafies entspricht (vgl.
zweite Zeile von (4.58)).

Zusammenfassend erhilt man fir den Determinantenanteil der Amplituden

dethf‘,F[—Q, Q] {1 B El—a} detyype r-0,0] {1 - Elﬂx}

Dp+?) = -
2
det; /o 10,0111 ~ K}

(4.59)

Im Abschnitt 4.7 wird erlautert, wie sich die Fredholm-Determinanten numerisch berechnen lassen.

Mit dhnlichen Uberlegungen kann man die Tieftemperaturanalyse des faktorisierten Anteils
durchfithren, der durch die Losungen G..(:, £) der linearen Integralgleichungen

G+(4,8) = —cth(A = &) +¢“7'p;' (§la) cth(d — & — ) + f dm ()G (1, E)Kaz1 (1 = A)  (4.60)

n

gegeben ist (man beachte fiir die Notation Fufinote 2 auf S. 26). In dieser Gleichung kann in dhnlicher
Weise das Maﬁ_ dM¢ und die Kontur F,(li) eingefithrt werden, wobei in diesem Fall durch die einfache
Polstelle von G. (A, &) bei A = ¢ ein Zusatzterm entsteht (vgl. ersten Term in Gleichung (A.50)).

Weiterhin wird beim Zusammenziehen der Kontur F,Ei) — I'[-0Q,Q] + iy/2 ein Term generiert.
SchlieBlich erhélt man

Go(A &) = —cth(A - §)
£ cth(A — £ + p)gtoet Q- Er /2T [, du e(u=&+iy /2)(w(p)+a”~1/2))

[ ) Gt i 2 O /2= 1) (460
I'-Q.0]

Offenbar hangen die Losungen nur von p + ¢ ab. Fiir die physikalischen Amplituden wird der Fall
& = 0 benotigt. In diesem Fall vereinfacht sich der ,driving term® der Integralgleichung (4.61) auf-
grund der Identitat

EEQiy /2)+ [ dp eluiy /2) (w()+a”=1/2)) _ _ w2ia"kr (4.62)

Somit ist das fithrende Tieftemperaturverhalten der zu Teilchen-Loch-Anregungen an der Fermi-
Kante gehorigen Amplituden vollstindig bestimmt.
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4.5 Summation

4.5 Summation

Im folgenden Abschnitt soll der Beitrag der Teilchen-Loch-Anregungen an der Fermi-Kante zur
Formfaktorreihe aufsummiert werden. Dies soll in jedem Sektor £+p separat geschehen. Wie in den
vorhergehenden Abschnitten erlautert, geht lediglich die Summe p + £ ein, es ist also zweckmafig,
den Index zu verschieben p + £ — ¢. Fiir festes £ muss nun iiber alle moglichen Konfigurationen
von Quantenzahlen summiert werden. Bemerkenswerterweise ist es moglich, diese Summe exakt
zu berechnen. Dazu kann die folgende Summenformel verwendet werden, welche erstmalig im
Zusammenhang mit den kritischen Formfaktoren der gewo6hnlichen Transfermatrix [75] und den
thermischen Korrelationsfunktionen des Bose-Gases [90] gefunden wurde,

Sy el (e

Np,np 20 P1<"="<Pnp h1<---<hy,,

np—np=C p;€l, h; €Z+ amTe(C-1)
G*(1+t—-0) e
- _ . (4.63)
G2(1-v) (1 _ e—iz’fv’[')” )([—v)

Es sei bemerkt, dass obige Formel fiir £ = 0 in der Darstellungstheorie der unendlichen symme-
trischen Gruppe von Bedeutung ist [111]. Eine alternative Formel, in der iiber alle Zustande mit
konstantem n = 275 (pi—1)+ Zjnzhl h; summiert wird (und anschlieffend iiber n) findet sich (ohne
Beweis) in den Arbeiten [117, 116].

Benutzt man die obige Gleichung (4.63) und setzt @ = ¢ = 0, so folgt das Ergebnis

. 7T /v 6’222+E
- 4+ _(_ -+ sz F
(07 Ot Vosc = ZA ( S p—— /UO)) , (4.64)
e’
wobei
10(2Q)+E(—20)+C_[w]+Ci[w] . z_ 1
A= D(£) G, (004G (0)] 00 (%)

4y sh(n)

X

rl Gl1+e0z+ 2 e B (4.65)
LU T T2z |\ 2np(0) shin) T

€1,E2=%

und wobei @ = p = 0 in den Termen, die implizit von & und p abhéngen.

Fiir jede endliche Temperatur T > 0 ist die Reihe (4.64) eine Summe exponentiell zerfallender
Terme. Fir T — 0 dndert sich die Natur der Asymptotik von exponentiellem zu algebraischem
Zerfall, d.h. (#T/vy)/ sh(mxmT/vy) — 1/m. In diesem Fall stimmt die Reihe mit dem Resultat aus
[75] Giberein, insbesondere erhilt man unter Beriicksichtigung der Arbeiten [73, 76] eine dhnliche
(aber nicht identische) Beschreibung der Amplituden.

Aus der umgekehrten Perspektive betrachtet entspricht die Einfithrung einer endlichen Tem-
peratur einer Deformation 1/m — (xT/vy)/ sh(zmT/vy). In der konformen Feldtheorie erwartet
man genau dieses Verhalten aufgrund der konformen Abbildung der komplexen Ebene auf einen
Zylinder mit endlichem Umfang [27].

In diesem Kapitel konnten somit die Vorhersagen der konformen Feldtheorie und der Tomonaga-
Luttinger-Flussigkeitstheorie beziiglich der Abstandsasymptotik von Korrelatoren mit exakten Me-
thoden bestétigt werden. Darliber hinaus konnten in dem hier gewahlten Zugang die Amplituden
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4 Tieftemperaturanalyse in der masselosen Phase

exakt berechnet werden, vgl. Gleichung (4.65), welche nicht durch die konforme Symmetrie fest-
gelegt sind. In Abschnitt 4.7 wird erlautert, wie sich die Amplituden (4.65) numerisch auswerten
lassen.

Abschlieffend sei betont, dass die Reihe (4.64) keine systematische asymptotische Entwicklung
darstellt®, weder im Abstand m noch in der Temperatur T. In [90] wurde die Reihe charakterisiert als
eine Summe, welche das fithrende Verhalten jeder mit Impuls 2€kF oszillierenden ,Harmonischen®
beschreibt. Dies bedeutet, dass im £-ten Term in (4.64) Korrekturen in m und T auftreten, die unter
Umsténden grofler als der fithrende Term der (£ + 1)-ten Harmonischen sein konnen. Diese Korrek-
turen haben ihren Ursprung darin, dass nur das fiihrende Tieftemperaturverhalten der Amplituden
beriicksichtigt wurde. Weiterhin wurden Korrekturen héherer Ordnung zu den Korrelationslin-
gen vernachléssigt. Man erkennt jedoch, dass der Term ¢ = 0 in (4.64) in jedem Fall das fithrende
Verhalten der transversalen Korrelatoren bestimmt. Damit folgt

€ 30(2OI+E(-2Q)+C- [w]+Cy[w]

(07 Opat) ~ 4 h0) D(0)G.(0)3.G.(0)| _,
14 Lgefro L)(ENQFONE L ATl (=
x G (1+ZZ)G (1_22)(2ﬂp(Q)sh(n)) (-1) (sh(an/vO)) . (4.66)

Wie sich in Abschnitt 4.7 zeigen wird, liefert dieser Term bereits eine sehr gute Naherung der Kor-
relatoren bei kurzen Absténden, welche aufgrund der Arbeit [18] exakt bekannt sind. Es ist folglich
zu erwarten, dass die hoheren Harmonischen sowie weitere Korrekturen i.A. sehr klein sind. Da
die Darstellungen der Amplituden in Kapitel 3 exakt sind fiir beliebige Temperaturen T, konnen die
erwihnten hoheren Korrekturen (wenn auch mit hohem technischen Aufwand) im Prinzip berech-
net werden. Allerdings ist zu beachten, dass in diesem Fall eine Kopplung von linker und rechter
Fermi-Kante zu erwarten ist, was die Aufsummation erheblich erschweren diirfte’. Trotz dieser
Schwierigkeiten wire es eine interessante Aufgabe, die Korrekturen zur Summe (4.64) zu berech-
nen, da diese die Abweichungen von der feldtheoretischen Beschreibung charakterisieren.

4.6 Zusammenfassung des longitudinalen Falls

In diesem Abschnitt sollen die Ergebnisse fiir die longitudinale Korrelatoren in der masselosen
Phase diskutiert werden. Die Herleitung findet sich in der Arbeit [40] und ist vollkommen analog
zu den Rechnungen des vorherigen Abschnitts.

Fir die erzeugende Funktion (vgl. Kapitel 2) erhalt man analog zu (4.64) die oszillierende Reihe

2miaS(m) ma 2im(b-a)k ATjo, 20
(e Josc = (—1) t’ZGZAO,[e F(m) . (4.67)
Die Amplituden bestehen aus zwei Faktoren,
Aoe =D, (0)A(l - ) , (4.68)
wobel $0(2Q)-E(2Q) \ 2x*Z"
2
A(x) = e¥4G (1 + x2)GP(1 - x2) (m) (4.69)

6 Aus diesem Grund wurde der Index ,osc” auf der linken Seite von (4.64) eingefugt.
"Man beachte jedoch, dass eine derartige Summation in der Arbeit [77] exakt durchgefiihrt werden konnte.
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und
Q Q
= %f:Q dA j:Q dy (U’(A)U(ﬂ) - U(A)v/(‘u))e(A _ p)

Q
+20(0) I . dA(v(d) - v(Q))e(X - Q) . (4.70)

Der andere Faktor ist durch die Fredholm-Determinanten gegeben,

—

detyyie, ri-0.01{1 = K-a} detyiie ri_g,01{1 ~ Ke}

. ——

det%’[_Q’Q] {1 K}

Hierbei sind die Integrationsmafle im Zahler durch Gleichung (4.58) mit s = 0 gegeben.
Fiir die analytische Durchfithrung der a-Ableitung ist es zweckmafig, zur in Anhang A.2 disku-

tierten Darstellung der Determinanten iiberzugehen,

D,(6) =

(4.71)

D.(¢) = detearto Q]{l U } feario Q]{l - Ug)} (1 q_m)z (1 + (’)(a))
z - — —
det%’[_Q’Q] {1 —K}
1
X 9 . Q .
! J 5 dAZ(A) cth(A-Q+iy) _ ot 25 dAZ(2) cth(2-Q~iy)
1

5 5 , (4.72)
[ f dAZ(A) cth(2+Q—-iy) _ f f dAZ(A) cth(A+Q+iy)

1 exp{iff_QQ dcoe(a)—)L)Z(a))}

2mi 1 — ex2milZ(2) (K(/1 - p) —K((F=Q - ,u)) . (4.73)

Hierbei ist £ # 0. Fiir den Fall £ = 0 schlieit man aus D(0) = 1+ O(a?) und A(0) = 1 und Gleichung
(2.29)

U (A, p) =

(0Fy=1- " (4.74)

Dies ist die bekannte Beziehung zwischen Fermi-Impuls und Magnetisierung. Beriicksichtigt man
nur die Terme £ = —1,0, 1 in (4.67), so folgt schlie}lich mit Gleichung (2.35) fiir die Abstandsasym-
ptotik der longitudinalen Korrelatoren

< < Z>< z > AZZ ”T/UO 2+ AZZ (2 k ) ”T/UO 2z* (475)
91 0mea) = (TN Omen) ~ Ao\ oy | A ek Gy - @
mit den Amplituden
222 4sin®(k
A = - Az = 29D 4102 D, ()]s w76

m? 7?

Abhingig davon, ob Z > 1 oder Z < 1 stellt entweder der erste oder der zweite Term in (4.75)
die fithrende Asymptotik dar. Man sieht leicht ein (vgl. z.B. [41]), dass Z > 1 fur -1 < A < 0 und
Z < 1fiar 0 < A < 1. Wie bereits bekannt [11, 98], sind die longitudinalen Korrelationen somit
fir tiefe Temperaturen im Bereich —1 < A < 0 immer negativ, wihrend sie im Bereich 0 < A < 1
2kp-Oszillationen aufweisen. Am Punkt freier Fermionen A = 0 gilt Z = 1 und beide Terme sind
zu beriicksichtigen. Der erste Term in (4.67) wurde bereits durch eine Entwicklung um den Punkt
freier Fermionen berechnet [11], wiahrend der zweite Term erst seit kurzem bekannt ist [72].
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4.7 Numerische Berechnung der Amplituden

In diesem Abschnitt soll erlautert werden, wie sich die in den Gleichungen (4.66) und (4.76) auftre-
tenden Amplituden A}? und A&B numerisch berechnen lassen. Es sei erwahnt, dass eine ahnliche
numerische Untersuchilng bereits in der Arbeit [117] durchgefiihrt wurde, allerdings auf Grundlage
von deutlich komplizierteren und singuldren analytischen Ausdriicken fiir die Amplituden.

Alle Groflen, die mit Losungen linearer Integralgleichungen zusammenhéngen, lassen sich ein-
fach berechnen, indem man mit einer Quadratur-Regel das Intervall [-Q, Q] diskretisiert. Bei dieser
Methode wird die lineare Integralgleichung

Q
Fx) = g(x) + f dy F(x.3) f () (4.77)

zu einem linearen Gleichungssystem,

Fxi) = g(xi) + Z wiF(xi,x)) f(x;) .  i=1....n. (4.78)
=1

J

Hierbei sind n die Anzahl der Stiitzstellen x; und w; die zugehorigen Gewichte. Das obige lineare
Gleichungssystem kann numerisch schnell gelost werden. Fiir glatte Funktionen F und g bietet sich
die Gaufl-Legendre-Quadratur an, bei der die Stiitzstellen x; (fiir das Intervall [-1, 1]) durch die i-te
Nullstelle des Legendre-Polynoms P, (x) und die Gewichte durch die Formel

2
(1-x2) [Ph(xi)]?

gegeben sind [36]. Diese Regel hat die Eigenschaft, dass Polynome vom Grad < 2n — 1 exakt inte-
griert werden [36].

Wie in der Literatur gezeigt wurde [22], ist die Diskretisierung gleichzeitig die genaueste Metho-
de zur Berechnung von Fredholm-Determinanten, welche in diesem Fall zu gewohnlichen Deter-
minanten werden. Beispielsweise kann die Fredholm-Determinante det a1 -0.0] {1 -K } mit einer

2mi’

w; = (4.79)

Gauf3-Legendre-Quadratur mit n = 20 Stiitzstellen bis auf eine relative Genauigkeit von ca. 107¢
berechnet werden.

Die verbleibende Aufgabe besteht in der Berechnung der Fredholm-Determinanten der Opera-
toren, welche auf die Kontur I'[-Q, Q] (vgl. Abbildung 4.5) wirken. Diese Darstellung ist offenbar
wenig geeignet fiir eine numerische Auswertung. Um eine besser geeignete Darstellung zu finden,
berechnet man den Sprung der in den Determinanten auftretenden Gewichtsfunktion,

dA%(2) = dNE (A) — dNEE (M)

d—)t.qiaei f_% dp e(u—2A)(w(p)-w(Q))
21

xexp (£ {(w(A) +a” +5/2)EQ - 1) — (w(A) + a” = s/2)E(-Q - 1_)}) . (4.80)

Hierbei wurde der Verzweigungsschnitt von E(—Q — 1) entlang der reellen Achse von —Q nach +co
beriicksichtigt.

Folglich kann man die Integrale tiber I'[-Q, Q] mit Mafl dM¢ aufteilen in ein Integral iiber
[-O + €, 0 — €] (fur ein kleines € > 0) mit Mafy dA$ sowie zwei Integrale iiber Kreisbogen vom
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Radius € um die Punkte +Q mit Maf} dM (vgl. Abbildung 4.5). Im Allgemeinen existieren die ein-
zelnen Integrale nicht im Limes € — 0 aufgrund der auftretenden algebraischen Singularitaten bei
+Q. Fiir s = 1 und ¢ = 0 sind die Singularitdten durch den Exponenten

H@+a-um_+?—e(uv_u¢) (4.81)

bestimmt, sie sind folglich integrabel. Dies bedeutet, dass die Integrale iiber die infinitesimalen
Kreisbogen keinen Beitrag liefern fiir e — 0, und dass das Mafl dM¢ durch dA$ sowie die Kon-
tur I'[-Q, Q] durch das Intervall [-Q, Q] ersetzt werden kénnen. Dieselbe Methode kann fiir die
Berechnung des durch Gleichung (4.61) bestimmten faktorisierten Anteils G, (0) aaéi (0)|g=0 der
transversalen Amplituden angewendet werden. Die Ableitung nach dem a-Parameter wird hierbei
numerisch durchgefiihrt.

Bei der Amplitude AG? der longitudinalen Korrelatoren treten im Kern U~ (Vgl. Gleichung (4.73))

die Exponenten Z (bei +Q) bzw. 1 — Z (bei —Q) auf®, man hat also ebenfalls integrable Singulariti-
ten’.
Fiir die numerische Behandlung dieser schwachen Singularititen an den Punkten +Q empfiehlt

sich die Verwendung der Gauf3-Jacobi-Quadratur. Hierbei wird das Integral

fl dx f(x)(1-x)“(1 +x)f = zn:w,-f(xi) , a,fp>-1, (4.82)
-1

Jj=1

exakt integriert, falls f ein Polynom vom Grad < 2n — 1 ist. Die Stiitzstelle x; ist hierbei die i-te

o)

Nullstelle des Jacobi-Polynoms P, "’ (x) und die Gewichte w; sind durch die Formel

an+a+pf+2T(n+a+1)I(n+pf+1) 2l
ntatf1l Tnta+f+Dmn+ D o pfP ()|, | PG

Wi = — (4.83)

n+1 (X,)

gegeben [36].

Mit den soeben skizzierten Methoden kénnen die Amplituden innerhalb weniger Sekunden auf
einem gewdhnlichen Laptop mit Mathematica [60] berechnet werden. In Abbildung 4.6 sind die
Amplituden A%? und A7 als Funktion des Anisotropieparameters A fiir verschiedene Magnetfelder
h dargestellt. Man beachte, dass in der Herleitung ein endliches Magnetfeld A > 0 vorausgesetzt
wurde. In diesem Sinne sind die hier erzielten Ergebnisse komplementar zu den Resultaten bei h = 0
von Lukyanov [96],

. s [TFE-3) @ gk[ sh((1-L)k) —
Aoq = P[m} exp{fo * sh((l ~ %)k) Ch(yn_k) - (1 - ]T—_y)e ]} , (4.84a)

—+ n r(%_%)

1-X
R P f(%)l eXp{fo 3 [(1 ) sh(k) ch(yk> ]} o

8Die Determinante des Operators 1 + Ué ist das komplex konjugierte der Determinante von 1 + U__Q und muss daher

nicht gesondert berechnet werden.

Genauer gesagt ist dies nur der Fall fiir Z < 2. Dies schlieft fiir h = 0 die Werte A < —0.92 aus, fiir grofiere Werte von
h verschiebt sich diese Grenze in Richtung von —1. Die Numerik liefert dennoch fiir Werte in der Ndhe von A = —1
sinnvolle Resultate, und ohnehin ist diese Amplitude fiir -1 < A < 0 néchstfithrend.
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4 Tieftemperaturanalyse in der masselosen Phase
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Abbildung 4.6: Amplituden der fithrenden Asymptotik als Funktionen des Anisotropieparameters
fiir verschiedene Magnetfelder (obere Zeile) und als Funktionen des (normierten)
Magnetfelds (h, = 4J(1+ A)) fir verschiedene Anisotropieparameter (untere Zeile).
Der transversale Fall ist in der linken Spalte dargestellt, der longitudinale in der
rechten. Im longitudinalen Fall ist die abgebildete Amplitude nur fithrend fir A >
0. Fir kleine Magnetfelder beobachtet man numerische Konvergenz zum Resultat
(4.84) fiir h = 0 von Lukyanov [95, 96].

welche in einem feldtheoretischen Zugang [98, 28, 95, 97] ausgehend vom Gaufischen Modell gefun-
den wurden. Die Amplituden (4.84) sind die schwarzen Kurven in Abbildung 4.6. Offenbar stimmen
die feldabhéngigen Amplituden A77 und A7 im Limes h — 0 mit den Amplituden (4.84) Giberein.
Die Abweichungen in der Ndhe von A = 1 sind dabei keine numerischen Ungenauigkeiten, sondern
spiegeln das singuldre Verhalten der Amplituden am isotropen Punkt wider. In der Tat scheint die
Magnetfeldabhiangigkeit der Amplituden in der Nahe des Punktes A = 1 und k = 0 von logarithmi-
scher Natur zu sein, dhnlich wie bei der Suszeptibilitat und spezifischen Warme [82].

Es ist bislang nicht gelungen, die Amplituden (4.84) ausgehend von den feldabhangigen Am-
plituden (4.76) und (4.66) analytisch zu berechnen. Grund hierfiir ist, dass verschiedene Faktoren

in den Amplituden im Limes h — 0 bzw. Q — oo divergieren bzw. verschwinden. Eine weitere
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4.7 Numerische Berechnung der Amplituden
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Abbildung 4.7: Longitudinale (linkes Bild) und transversale!® (rechtes Bild) Korrelationsfunktionen
gemif der Gleichungen (4.75) und (4.66). Die schwarzen Punkte entsprechen den in
[18] berechneten exakten Resultaten bei kurzen Abstanden.

Schwierigkeit besteht in der Berechnung der Fredholm-Determinanten von Operatoren, die nicht
vom Differenztyp sind. Die Losung dieses Problems ist eine interessante mathematische Aufgabe.
Es sei erwéhnt, dass im Prinzip ebenfalls die Moglichkeit besteht, die Amplituden aus Kapitel 3 di-
rekt fiir h = 0 und tiefe Temperaturen zu analysieren. In diesem Fall sind die Anregungen allerdings
nicht mehr vom Teilchen-Loch-Typ, sodass dieser Fall separat zu behandeln ware.

In der unteren Zeile von Abbildung (4.6) ist die Magnetfeldabhéngigkeit der Amplituden darge-
stellt. In der N#he des kritischen Feldes h,, (d.h. Q — 0) beobachtet man, dass sich die Amplituden
als Funktion von h mit unendlicher Steigung dem Wert 2/7? (longitudinaler Fall) bzw. 0 (trans-
versaler Fall) annghern. Mit kp—0 und Z—1 sowie den Gleichungen (4.75), (4.74) und (4.66) folgt
damit

(@7 oma) 200 (oTona) > 1 (4.85)

wie man es beim Ubergang in die voll polarisierte Phase erwarten wiirde.
Ein weiterer Spezialfall ist der Punkt freier Fermionen A = 0. Hier prift man leicht nach, dass

sich das Ergebnis

2
zz _
A== (4.86)

ergibt. Fur den transversalen Fall ist der Limes A — 0 nichttrivial. Dennoch findet man numerische
Ubereinstimmung mit dem bekannten Resultat [105]

. inkp) (1 (de [ _ !
AT = m _f - 4t _ 4.87
0.0 5 eXP | L e 0] (4.87)

welches ausgehend von der Toplitz-Determinanten-Darstellung der Korrelationsfunktionen der
XX-Kette berechnet wurde.

Oper Term (o7) = (o},

~ +1) verschwindet aus Symmetriegriinden und ist nur fiir eine einheitliche Schreibweise aufge-
fihrt.
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Abbildung 4.8: Vergleich der Magnetfeldabhangigkeit der exakten Korrelatoren nach [18] (blaue
Kurve) mit der asymptotischen Formel (4.75) (rote Kurve). In der linken Spalte sind
die longitudinalen Korrelatoren dargestellt, in der rechten die transversalen.

Auf Grundlage der numerischen Berechnung der Amplituden kann man nun mittels der Glei-
chungen (4.75) und (4.66) die Korrelationsfunktionen als Funktion des Abstandes bestimmen. Dies
und ein Vergleich mit den aus der Arbeit [18] exakt bekannten Korrelatoren bei kurzen Abstan-
den ist in Abbildung 4.7 dargestellt!!. Wie man erkennen kann, liefern die asymptotischen Formeln
sehr gute Ndherungen bis zum kleinstméglichen Abstand m = 1. Dies ist weniger erstaunlich wenn
man bertcksichtigt, dass die asymptotische Formel und die exakten Ergebnisse bei kurzen Abstén-
den auch am isotropen Punkt gut iibereinstimmen [113], obwohl hier logarithmische Korrekturen
wichtig sind.

Diese Beobachtungen stiitzen die in der Einleitung formulierte Erwartung, dass die Abstandsa-
symptotik in dem Bereich, in dem die exakte Berechnung mit Hilfe der fermionischen Struktur zu
komplex wird, eine sinnvolle Naherung der Korrelationsfunktionen darstellt. In Abbildung 4.9 ist
der Vergleich der Magnetfeldabhangigkeit der exakten Korrelatoren (o7 o) mit der der asymptoti-
schen Formel dargestellt. Erneut findet man eine gute Ubereinstimmung.

Die Temperaturabhingigkeit derselben Korrelationsfunktion ist in Abbildung 4.9 fiir zwei ver-
schieden Werte des Anisotropieparameters A dargestellt. Fiir positives A (vgl. rechtes Bild in Ab-
bildung 4.9) liefert die Formel (4.75) offenbar eine recht gute Beschreibung der Korrelatoren fiir
beliebige Temperaturen. Fiir negative A (vgl. linkes Bild in Abbildung 4.9) zeigen die longitudina-
len Korrelatoren ein ,quanten-klassisches Crossover® [49, 51, 18], sodass die asymptotische Formel
(4.75) oberhalb der Crossover-Temperatur keine sinnvolle Naherung der Korrelationen darstellt.

1 Aufgrund der Invarianz des Hamiltonoperators (1.2) unter Translations- und Paritatstransformationen gilt die Bezie-
hung (67 c . ) = 2070, ).
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Abbildung 4.9: Vergleich der Temperaturabhiangigkeit der exakten Korrelatoren nach [18] (blaue
Kurve) mit der asymptotischen Formel (4.75) (rote Kurve). Der Vorzeichenwechsel
der Korrelatoren fiir negative A (blaue Kurve im linken Bild) wurde in [49, 51, 18] als
»quanten-klassisches Crossover® interpretiert. Demnach ist es nicht verwunderlich,
dass sich dieser nicht in der Tieftemperaturanalyse wiederfindet, da diese nur den
durch Quantenfluktuationen bestimmten Bereich beschreibt.

4.8 Ubertragung der Ergebnisse auf den Bereich A > 1 und
he < h < h,

Die im letzten Abschnitt erzielten Ergebnisse lassen sich problemlos auf den Bereich A > 1 und
he < h < hy, der kritischen Phase (vgl. Abbildung 4.1) iibertragen. Dazu erinnert man sich daran,
dass der Bereich 0 < A < 1 durch n = —iy mit y € (0, 7/2) parametrisiert ist. Damit wird die
Funktion a, fir T — 0 betragsmaflig grof3 auf dem Intervall [-Q, Q] + iy/2, welches von Q nach
—Q durchlaufen wird. Ein dhnliches Verhalten hat man im Bereich A > 1und hy < h < h,,, welcher
durch n € R_ parametrisiert werden kann. In diesem Fall wird a,, fir T — 0 betragsmaflig grofl
auf einer Kontur [-iQ,iQ] — n/2 (Q > 0), welche von —iQ nach iQ durchlaufen wird. Demnach
sind gegentiber dem Fall [A] < 1und 0 < h < h, in Ergebnissen (4.75) und (4.66) lediglich die
Ersetzungen

0w -ig, X 1 (4.88)

2 2

vorzunehmen. Auflerdem miissen nach der obigen Regel die linearen Integralgleichungen (4.23)
modifiziert werden.

In Abbildung 4.10 ist der Vergleich der Magnetfeldabhangigkeit der exakten Korrelatoren mit der
asymptotischen Formel dargestellt. Wie man erkennen kann, ergibt sich wie in Abschnitt 4.7 (vglL
Abbildung 4.8) eine gute Ubereinstimmung, falls man entfernt ist von der kritischen Linie h = hy,
welche den Ubergang zur antiferromagnetischen massiven Phase markiert (vgl. Abbildung 4.1). Bei
Annéherung an die kritische Linie divergiert die Amplitude A3?, wihrend die Amplitude Ag7 ver-
schwindet. Dadurch stellt die asymptotische Formel in der Nahe der Linie & \, h; keine sinnvolle
Naherung dar. Dies war zu erwarten, da die Limites h \, h¢, T — 0 und m — oo nicht vertauschen.
Dennoch hat das Verhalten der Amplituden eine physikalische Bedeutung: Die longitudinalen Kor-
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4 Tieftemperaturanalyse in der masselosen Phase

relatoren weisen auf der anderen Seite der kritischen Linie A , h, langreichweitige Ordnung auf,

(0 0711) = (07N Oma) ~ (D™ | | th*(ym), (4.89)

n=1

wihrend die transversalen Korrelatoren exponentiell zerfallen (vgl. Kapitel 5). Demnach zeigen die
Divergenz bzw. das Verschwinden der Amplituden Af? bzw. Ajy die fundamentale Anderung der
Abstandsasymptotik an.

Es ist interessant, das divergente Verhalten der Amplitude AG? in der Néhe der kritischen Linie
h \, h¢ analytisch zu untersuchen. In diesem Fall ist Q ,” /2, sodass sich die linearen Integral-
gleichungen (4.23) mittels Fourier-Transformation explizit 16sen lassen. Man erhalt

Z(A) = % , (4.90a)
— h[
p(Q) = m 5 (4.90b)
kp = % , (4.90¢)
sodass sich (vgl. Gleichungen (4.69) und (4.76))
203y2(1
A1) ~ GG (4.91)

0-Z hy 1/2
F i ©@-9)

ergibt. Fiir die Determinanten erhélt man mit g = e7 < 1 die expliziten Formeln

dl’r?%g]ﬁ +Ug} = dl’[cle%t’%] {1 - % [KG(A — p)) - K(i(-7/2 - u))]}
- ﬁ (1-¢)" . (4.92)
n=1

sowie

=2 ﬁ (1+ qZ")2 . (4.93)

Die Berechnung der Determinanten in den zweiten Zeilen von (4.92) bzw. (4.93) wird in Kapitel 6
erldutert. Damit folgt schlieilich fiir die Amplitude A¢? in der Néhe der kritischen Linie

= 27 sh(|nl) | 7
Bthﬂnn)} (T) G(2)G*(d) (5 —Q)

Da der physikalische Parameter das Magnetfeld h ist, soll die Differenz z/2 — Q durch h — h, aus-
gedriickt werden. Dies gelingt mit Hilfe des Zusammenhangs (vgl. Anhang C.4)

~1/2 p
A~ 2 +O(——Q) L (494)
-7 2

T oo (hhe 1/2+<9(h—h) (4.95)
2 97 % 2hk ‘- '
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Abbildung 4.10: Vergleich der Magnetfeldabhédngigkeit der exakten Korrelatoren nach [131] (blaue
Kurve) mit der asymptotischen Formel (4.75) (rote Kurve). In der linken Spalte
sind die longitudinalen Korrelatoren dargestellt, in der rechten die transversalen.
Fir A = 2 sind die kritischen Magnetfelder durch hy/J = 1.5592 und h, /] = 12
gegeben.

Hierbei ist K = K(k) das vollstandige elliptische Integral 1. Art zum Modul k = k(q) (vgl. An-
hang D.1). Das Produkt der Barnes-Funktionen in (4.94) kann noch durch die Konstante A von
Glaisher-Kinkelin ausgedriickt werden (vgl. [104], Gleichung 5.17.6),

21/6

G*(3)G*(3) = Ve — (4.96)
Mit (4.95) folgt somit schlieflich fiir die longitudinalen Korrelatoren in der Nahe der kritischen

Linie das explizite Skalenverhalten

N N AR G Vi
<O'1C7m+1 NT(W) (Bth“(nn)) (h_g_l) \/ﬁ . (497)

Bemerkenswert an dieser Formel ist, dass man durch Einfithrung der Skalenfunktion

21/6 ok \Y4 (R -1/4
_ V2t ([ 2k — 1 — (4.98)
A 1-k? he Vm
und der Forderung g(m, h) = 1 das Verhalten der Korrelatoren fiir b hy (vgl. Gleichung (4.89))
Ve 21/6

reproduzieren kann. Eine weitere interessante Beobachtung ist, dass der Faktor ~—;— auch bei
der Abstandsasymptotik der Spin-Spin-Korrelationsfunktionen des 2d-Ising-Modells am kritischen
Punkt auftaucht [138, 101, 139].

Eine interessante offene Frage ist, ob dhnliche Zusammenhénge auch fiir die transversalen Kor-
relatoren gelten. In diesem Fall besteht das Problem in der expliziten Berechnung der Fredholm-
Determinanten.

g(m, h)

49






5 Grundzustandskorrelationsfunktionen in
der massiven Phase

Das nichste Ziel ist, die Tieftemperaturanalyse des vorhergehenden Kapitels fiir die massive an-
tiferromagnetische Phase (A > 1 und 0 < h < h¢) zu wiederholen. Da das Spektrum des Ha-
miltonoperators in diesem Bereich eine Liicke aufweist, ist die Form der Korrelationsfunktionen
fir grofie Abstinde nicht durch die konforme Gruppe festgelegt; man erwartet folglich eine vollig
andere Abstandsasymptotik der Korrelationsfunktionen.

Der Grofiteil der bisherigen Ergebnisse im massiven Bereich wurde im Rahmen des Vertex-
Operator-Zugangs [64, 63] erzielt. Diese Methode beruht auf der Quantengruppensymmetrie der
(unendlich langen) XXZ-Kette und ist fir den feldfreien Fall h = 0 giiltig. In diesem Zugang wird
der Hilbertraum aufgespannt durch 2n-Spinon-Zusténde |vy, .. ., v2n)g?‘__,62n, wobei n € N ist. Der
Index j = 0, 1 tragt der Tatsache Rechnung, dass der Grundzustand der unendlichen Kette zweifach
entartet ist. Der Index € = + kann als ,Spinindex” interpretiert werden. Die Formfaktoren von lo-
kalen Operatoren sind bekannt (vgl. [64, 63] fiir die XXZ-Kette und [92] fiir das XYZ-Modell) und
im allgemeinen Fall durch komplizierte Vielfachintegrale gegeben. Lediglich im einfachsten Fall
n = 1, d.h. fiir zwei Spinonen, konnten die Formfaktoren als explizite Funktionen der Rapiditaten
V1, V2 bestimmt werden (vgl. [64] fir den Fall o* und [92] fiir den Fall o7).

Es ist eine interessante Frage, ob sich mit Hilfe der Quantentransfermatrix und der Amplituden
aus Kapitel 3 eine andere oder dieselbe Beschreibung der Korrelationsfunktionen ergibt. Méchte
man nun aber das Schema aus Kapitel 4 (vgl. Seite 23) anwenden, st6f3t man bereits im zweiten
Punkt auf das Problem, dass die Anregungen der Quantentransfermatrix fiir tiefe Temperaturen im
massiven Bereich nicht bekannt sind. Wie sich in Kapitel 6 zeigen wird, ist diese Analyse nicht-
trivial und die Form der Anregungen unterscheidet sich von den Teilchen-Loch-Anregungen im
masselosen Fall.

Eine naheliegende Moglichkeit, dieses Problem zu umgehen, ist die Berechnung der Grundzu-
standskorrelationsfunktionen (d.h. T ist exakt gleich 0) der endlichen Kette mit Hilfe der gewo6hn-
lichen Transfermatrix. Nach Durchfithrung des thermodynamischen Limes L — oo hat man die-
selbe physikalische Situation vorliegen wie im Limes T — 0 in der Tieftemperaturanalyse der
Quantentransfermatrix, man erwartet folglich dasselbe Ergebnis fiir die Korrelationsfunktionen.
Der entscheidende Vorteil der oben genannten Methode ist, dass die Anregungen der gewohnli-
chen Transfermatrix! seit langem bekannt sind [4, 132]. Das Resultat der oben genannten Arbeiten
ist, dass die Anregungen durch eine gerade Anzahl an (reellen) Lochparametern und eine Menge
komplexer Wurzeln parametrisiert werden. Letztere lassen sich klassifizieren als ,strings®, ,quar-
tets” und ,wide pairs®, und sind durch einen Satz algebraischer Gleichungen (,higher-level® Bethe-
Ansatz-Gleichungen) als (implizite) Funktionen der Lochparameter festgelegt.

In Abschnitt 5.1 wird diese Klassifikation der Anregungen durch die Analyse der nichtlinearen
Integralgleichung der Hilfsfunktion bestatigt und ein in den higher-level Gleichungen der Arbeit

IDa die gewohnliche Transfermatrix mit dem Hamiltonoperator vertauscht, sind dies die physikalischen Anregungen
des Modells.
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5 Grundzustandskorrelationsfunktionen in der massiven Phase

[4] auftretender Fehler korrigiert werden. Im darauffolgenden Abschnitt 5.2 werden die zu den oben
erwihnten Anregungen gehorigen Formfaktoren im thermodynamischen Limes berechnet?. Man
beachte, dass die dort vorgestellten Ergebnisse, im Gegensatz zu den Formfaktoren der Teilchen-
Loch-Anregungen der masselosen Phase [73, 76], bislang unbekannt waren. Lediglich ein spezieller
Formfaktor der gewohnlichen Transfermatrix konnte bislang im Bereich A > 1 berechnet werden
[62].

Mit den Amplituden kann die Formfaktorreihe der longitudinalen Korrelationsfunktionen be-
stimmt und mit den Ergebnissen des Vertex-Operator-Zugangs verglichen werden. Die Bestim-
mung der Abstandsasymptotik der Korrelatoren erfolgt schliefSlich mit einer Sattelpunktanalyse.
Abschlieflend wird in Abschnitt 5.6 erldutert, wie sich diese auf den Fall der dynamischen Korrela-
tionsfunktionen iibertragen lésst.

5.1 Anregungen des Hamiltonoperators

Im Folgenden soll das Anregungsspektrum des Hamiltonoperators (1.2) fir A = ch(n) > 1 (y > 0)
und 0 < h < hy analysiert werden. Nehme an, dass die Lange L der Kette durch 4 teilbar ist. Dies
vereinfacht die Diskussion dahingehend, dass der Grundzustand |¥) der endlichen Kette eindeutig
ist, fiir h = 0 im Sektor mit S* = 0 liegt und Impuls 0 besitzt [94].

Die Eigenzusténde |¥,) des Hamiltonoperators sind parametrisiert durch Bethe-Wurzeln {y;}%
welche die Bethe-Ansatz-Gleichungen erfiillen,

j=r

_ ptmia _ (Sm( 1'7/2)) ﬁ S%n(/lj - pik + 1:77) , (5.1)
sin(y +in/2)) 1L sinGa; = i — i)

wobei @ = 0 ist. Es ist dennoch sinnvoll, das obige Gleichungssystem (5.1) fiir beliebiges a € R zu
betrachten. Da der Grundzustand |¥y) fiir A = 0 im Sektor mit verschwindender Magnetisierung
liegt und da lediglich die longitudinalen Korrelatoren betrachtet werden, kann man sich auf den
Sektor N = L/2 beschrinken®. Die Bethewurzeln kénnen offenbar so gewihlt werden, dass ihre
Realteile in einem Intervall der Lange 7 liegen. Der Grundzustand hat dariiber hinaus die besondere
Eigenschaft, dass alle Wurzeln reell sind. In der Arbeit [133] wurde gezeigt, dass jede Losung der
Gleichung (5.1) invariant unter komplexer Konjugation ist, d.h. {,sz }}V = {u ]} . Nehme weiterhin
an, dass die y1; paarweise verschieden sind.

Man fithrt nun fiir jede Losung { ,u]}N der Bethe-Ansatz-Gleichungen (5.1) eine Hilfsfunktion
bzw. Zahlfunktion ein,

g,u(w)

Z@w—yk)+1_2a. (5.2)

2L
1

N
ol P

Hierbei wurden der ,nackte Impuls® py und die ,nackte Phase” 0 eingefiihrt,

A A
o =i [ auk).  p= [ dupiw. (53)

/2 /2

2Dies erfolgt beispielhaft fiir den Fall der zu den longitudinalen Korrelatoren gehérigen Formfaktoren.

3Die Fixierung der Magnetisierung entspricht einer mikrokanonischen Beschreibung. Da die Magnetisierung als Funk-
tion des Magnetfeldes fir 0 < h < hy jedoch exponentiell klein ist in der Systemgrofie L [140], stellt die Beschrankung
auf den Sektor N = L/2 keine Einschrankung dar.
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5.1 Anregungen des Hamiltonoperators

Die Integration wird dabei entlang des orientierten Weges

[Z,-Z +iIm()] U [-Z +iIm(A), A] (5-4)

durchgefiihrt. Die Integranden sind gegeben durch

sh(2n) _ cot(u —in) — cot(u + in)

Kiw) = 27 sin(p + i) sin(y — i) 2ri (5-52)
by sh(n) _ cot(u —in/2) — cot(p + in/2)
o) = sin(y + in/2) sin(u — in/2) i ' (5.5b)

Mit der obigen Definition fiir den Integrationsweg folgt, dass die Funktion 8 (bzw. py) im Streifen
Im(A)| < n (bzw. [Im(A)| < n/2) quasi-periodisch, d.h 8(1 + ) = 8(4) + 21, und quasi-ungerade
ist, d.h. 0(=1) = 2xi — (1) (bzw. po(A + 1) = po(A) + 27 und po(—1) = 27 — py(A)). Im Bereich
[Im(A)| > n bzw. |Im(A)| > 1/2 sind die Funktionen 6 bzw. p, hingegen 7-periodisch und ungerade.
Mit diesen Eigenschaften folgt fiir die Zahlfunktion

N +n,,
L b

Eux+3) —&ux—3) = (5.6)
wobei x € R ist. Die Anzahl der Bethe-Wurzeln, die auflerhalb des Streifens [Im(1)| < 7 liegen,
wurde mit n,, bezeichnet.

Mit Hilfe der Zahlfunktion kénnen die Bethe-Ansatz-Gleichungen (5.1) in die Form

2milbum) =1 j=1,...N (5.7)

gebracht werden. Ahnlich wie im Falle der Hilfsfunktion der Quantentransfermatrix kann man fiir
die Zahlfunktion eine nichtlineare Integralgleichung herleiten® [83, 38,37, 84]. Wie sich zeigen wird,
werden die nichtlinearen zu linearen Integralgleichungen im thermodynamischen Limes L — oo
(analog zum Tieftemperaturlimes aus Kapitel 4).

Die Analyse der Zdhlfunktion 5?# fiir L — oo wird unter den folgenden Annahmen durchgefiihrt.

n

« Die Menge {y; }jfi , enthélt genau n (n fest und unabhéngig von L) komplexe Wurzeln {z; Vs

die einen nicht-verschwindenden Imaginarteil besitzen.

T T
e ~7- 7]
und ihre Ableitung £, ist nach unten beschrénkt durch eine L-unabhéngige Konstante «, d.h.

es gilt £,(1) > k > 0 fiiralle A € [-Z, Z].

+ Diein (5.2) definierte Zahlfunktion E,l ist streng monoton wachsend auf dem Intervall [

Die zweite Annahme stellt sicher, dass die reellen Wurzeln eindeutig durch ganze Zahlen parame-
trisiert werden konnen. Weiterhin garantiert sie, dass die komplexen Wurzeln fiir L — oo in einem
endlichen Abstand von der reellen Achse bleiben. Die beiden Annahmen bedeuten nicht, dass alle
Losungen der Bethe-Ansatz-Gleichungen diese Eigenschaften besitzen, sondern dass lediglich eine
spezielle Klasse von Anregungen untersucht wird. Wie sich zeigen wird, liefert diese Klasse die
korrekte Formfaktorentwicklung.

4In der Tat ist die Methode der nichtlinearen Integralgleichungen das erste Mal auf die Bethe-Ansatz-Gleichungen des
Hamiltonoperators angewendet worden, und nicht auf die der Quantentransfermatrix.
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5 Grundzustandskorrelationsfunktionen in der massiven Phase

Aufgrund der Quasiperiodizitit und Monotonie auf [-7, 7] ist die Zahlfunktion S?u streng mo-

noton wachsend auf R. Folglich existiert fiir jedes 1 € Z ein x, sodass

(5.8)

Weiterhin folgt, dass die Gleichung e = 1 genau N + n,, Losungen {v; }jAQ"W im Intervall

[x, — 5.x, + 7] der Lange 7 besitzt, wobei v; die eindeutige reelle Losung der Gleichung

27riLg,J(a))

P ] —
Eulvy) = 4 (5.9)
ist. Fixiere nun 1 durch die Forderung {n; }j[\f{n‘” C [xy = Z,xu + 1 N[5, 5[ Die Bethe-Ansatz-

Gleichungen (5.1) legen die Bethe-Wurzeln y; nur modulo 7 fest, man kann also annehmen dass

Re(y;) € [-7, 5[ Da die y; paarweise verschieden sind, folgt, dass N — n der Wurzeln {vj}N+”W

202 Jj=1
mit den reellen Wurzeln der Menge {y; }jl\i | Ubereinstimmen miissen. Dies bedeutet, dass es ganze
Zahlen hy < ... < hy, gibt (mit h; € {1,...,N +n,,} und n = n +n,,), sodass

Ly = (2 U (2™ \ v 1) (5.10)
Die vp; konnen folglich als Lochparameter interpretiert werden. Fiir den weiteren Verlauf werden
die komplexen Wurzeln in zwei Teilmengen aufgeteilt,
(2 = (507, U 22y (5.11)
wobei [Im(z)| < 7 (,nahe Wurzeln®) bzw. [Im(z}")| > 1 (,ferne Wurzeln®) ist.
Um den thermodynamischen Limes der Zahlfunktion zu bestimmen, miissen noch die bekleidete
Phase und der bekleidete Impuls eingefiihrt werden. Diese sind auf dem Intervall [-7, 7] definiert
durch die linearen Integralgleichungen

/2
p(o) + f K- p) =2 L L (p2)0+ 2) - )0 -2)) . (5120)

/2 27 2mi
/2 1
o(w, z) +f / dAK(w—N)ep(4,2) = 0(w —z) — 2 0(w = %) - lim(z)|<n (5.12b)
—m/2

wobei die Notation

1, falls Aussage wahr
1Aussage = (5.13)

0, sonst

eingefithrt wurde. Die analytische Fortsetzung der Ausdriicke (5.12) definiert die Funktionen p und

¢ in der komplexen Ebene. Man beachte, dass die Funktionen p und ¢ durch Fourier-Reihen gegeben

sind bzw. durch g-Gamma-Funktionen und Jacobische elliptische Funktionen (vgl. Anhang D).
SchlieBllich sei noch an die Definition der bekleideten Energie erinnert,

/2
e(w) + f dAK(w —A)e(A) = g(w) , (5.14)
—m/2
mit
e0(0) = h — 2] sh(n) p}(®) - (5.15)
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5.1 Anregungen des Hamiltonoperators

Dadurch ergibt sich die Beziehung
h ,
e(w) = 5 4] sh(n) p'(w) . (5.16)

Der thermodynamische Limes der Hilfsfunktion ;’;(A) ist auflerhalb der Linien Im(A) = +7 ge-
geben durch

Proposition 5.1.1. Definiere die Funktion

S

h
(c0) _ 1 _ ) 1—-a—1
£7(0) = po) + Z o) = 2002 |+ —— (5.17)

Dann ist die asymptotische Entwicklung der Zihlfunktion Eﬂ gegeben durch

R ) +0@L™), Im)l <7

Ew) = {0 + (0 -in) - 52+ OL™), Imw)>n . (5.18)
(@) + ENw+in) - L2+ OL™™), Im(w) < -7

In allen drei Fillen ist der exponentiell kleine Rest stetig in w, falls man sich nicht in der Nihe der

Linien Im(w) = +n befindet.

Fir den Beweis der obigen Proposition sei auf die Verdffentlichung [45] verwiesen. Mit dem
Ergebnis (5.18) kénnen nun die Bethe-Ansatz-Gleichungen in der Form (5.7) analysiert werden. Fiir
die Lochparameter erhilt man

(v )— +(9( “). (5.19)

Zusammen mit Gleichung (5.17) erkennt man, dass die Locher fiir L — oo zu freien Parameter im
Intervall [-7, 7] werden.
Fiir die nahen Wurzeln z erhalt man mit Proposition 5.1.1 die Gleichung

o

sin(z¢ "k sin(z

1= eZniL@,(zj) _ _e—iﬂ'(a+l) eZnin(z;) 1—[
1y sin(

= 2k +1in) —i) e

c

J ¢
c e’
J

~.

-z —in) 1—!smz —vhk+1r7)

o

zZ

~.

x (1+0@™)). (5.20)

wobei lﬁ(w) eine regulire Funktion im Streifen [Im(w)| < 7 ist. Sei nun 0 < Im(z C) < 1. Damit folgt

|e?™P(Z)| < 1 (vgl. Anhang D.7), sodass obige Gleichung fiir L — oo nur erfiillt werden kann, falls

zJ‘f =z, +in— ¢ mit 5y = O(L™) fur ein € € {1,...,n} ist. Die nahen Wurzeln bilden folglich
Strings und die komplexen Wurzeln kénnen durch

(Z) = (Y. G0 U (wyowy — i + 657 (5.21)

parametrisiert werden, wobei Im(y;) > 1 und Im(w;) > 0 ist. Falls Im(w;) # /2 ist, so bildet
die Wurzel w; mit den Wurzeln w;,w; — in + §; und w; + in — §; ein »quartet, da die komplexen
Waurzeln in komplex konjugierten Paaren auftreten. Falls Im(w;) = in/2 gilt, so bilden w; und w;
einen Zweier-String. Dies ist gerade die in [4] gefundene Klassifikation der komplexen Wurzeln.
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5 Grundzustandskorrelationsfunktionen in der massiven Phase

Um eine nicht-singulire Gleichung fiir die w; zu erhalten, multipliziert man die Gleichungen fiir
wj und w; — in + §;. Mit den Funktionalgleichungen (D.6) und (D.20) sowie Gleichung (D.22) aus
dem Anhang ergibt sich schlie3lich

ny . . ne/2 . N/ . . —
| = _o-2ria l—[ sin(w; — vp, —in) l_l sin(w; — wi +in) l_[ sm(w] Y +in) sin(w; — )
et sin(w; — vp, ) i sin(w; — wy —in) i -y — i) sin(w; — 7 — 2in)’

(5.22)
Die Gleichung fiir die Parameter y; und y; der ,wide pairs” folgt direkt aus Proposition 5.1.1 und
den Gleichungen (D.6), (D.20) und (D.22),
n . . C/ w
| = _o-tria l—h[ sin(y; — v, —in) ri—l sin(y; — wi +in) 1—[ sin(y; — yx +in) sin(y; — )

v sin(yy—ve) 1 sin(y; - wie —in) 1 sm(y] Yk —117) sin(y; — g — 2in) -

(5.23)
Die Gleichung fiir y; ergibt sich durch komplexe Konjugation.
Durch die Umparametrisierung (vgl. [4])
Gl = tyy = in/2) s 0 g+ g2y Uty —inf2)eft . mye= Sy, =2 (529)

konnen die Gleichungen (5.22) und (5.23) in eine einheitliche und symmetrische Form gebracht
werden,
ZTIX . . nX . .
2mioc _ sin(y; — Vhe ~ in/2) Sln()(j - Xk +1in)

€ = X ; 5 X .
l_[ sin(y; — vu, +1in/2) g sin(y; — yx — in)

k=1

(5.25)

Zusammen mit (5.19) bilden diese Gleichungen ein gekoppeltes Gleichungssystem fiir die kom-
plexen Wurzeln und die Lochparameter. Im Limes L — oo sind letztere freie Parameter aus dem
Intervall [- 7, 7], welche die komplexen Wurzeln durch (5.25) festlegen. Erstaunlicherweise haben
die Gleichungen (5.25) (,higher-level Bethe-Ansatz-Gleichungen®) wieder dieselbe Form wie die
urspriinglichen Bethe-Ansatz-Gleichungen und enthalten insbesondere ausschlief3lich elementare
Funktionen.

Man beachte, dass die Gleichungen (5.25) nicht mit den higher-level Gleichungen aus [4] tiber-
einstimmen, da letztere einen zusitzlichen Faktor e® enthalten. Dieser Faktor ist in der hier ver-

wendeten Notation gegeben durch

s —ZiZj"f‘ w, l_l cosz(XJ in/2) 1_[ l_l cos? (vp, +in(2r + 1)) co (vhj - 2in(r + 1)) (5.26)
e’ =e = . (5.
_{ cos?(y; +in/2) cos?(vy, — in(2r + 1)) cos?(vy, + 2in(r + 1))
Mit der aus Proposition 5.1.1 folgenden Gleichung
1 np
T -2
Xy = 2ﬂ:leﬁ(lﬂ'((X - l Z (p Z (p(_f’ th)) + O(L ) (527)
identifiziert man 6 mit

8 = 4miL(&,(-F) — Eu(xu — 5)) + O(L™) . (5.28)

Das Auftreten des zusatzlichen Faktors § in [4] ist folglich auf die inkorrekte Behandlung der In-
tegrationsgrenzen zuriickzufithren. Dies deckt sich mit der Beobachtung, dass die Autoren fiir den
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5.1 Anregungen des Hamiltonoperators

Fall |A| < 1, bei dem die Integrationsgrenzen im Unendlichen liegen, die korrekten higher-level
Gleichungen berechnen. Dieser Fehler der Ordnung 1/L wird in den Bethe-Ansatz-Gleichungen
mit einem Faktor L multipliziert und fithrt zu einer O(1)-Anderung der higher-level Gleichungen.

Man beachte, dass die Form (5.25) der higher-level Gleichungen bereits in [132] hergeleitet wurde.
Die Autoren behaupteten jedoch, dass e® = 1 gilt und beide Resultate somit dquivalent seien. Dass
diese Behauptung nicht zutrifft, erkennt man, indem man das Beispiel n,, = 1 und a = 0 betrachtet.
In diesem Fall gib es lediglich eine higher-level Gleichung, welche genau zwei Losungen y; » besitzt,

_ Vh, T Vh,

Vh, T Vh, + T
= 5 =

mod 7, X2 = 5 mod 7 . (5.29)

Diese Anregungen bestehen aus zwei (freien) Lochern und einem Zweier-String, dessen Zentrum
auf der reellen Achse liegt. Setzt man nun z.B. y; in (5.26) ein, so folgt e® # 1 fiir vy, # —vp,.

Fiir die Formfaktorentwicklung im néchsten Abschnitt werden noch Impuls P, und Energie &,
eines angeregten Zustands (parametrisiert durch Bethe-Wurzeln y;) benétigt,

N N
Pex = Y (poly) = poA))) »  Eex = Y (eo(y) - eo(Ay)) - (530)

J=1 Jj=1

Hierbei sind die 1; die Bethe-Wurzeln des Grundzustands. Man sieht schnell ein (vgl. [67, 4, 45]),
dass der thermodynamische Limes von (5.30) fiir eine Anregung von der oben diskutierten Form
durch

2ny 2ny
Pex = (@ + 1)1 — 21 Z Pvk,) + O(L™®), Eex = - Z e (vy,) + O(L™), (5.31)
j=1 j=1

gegeben ist. Hierbei ist () die bekleidete Energie bei h = 0,

e©(1) = =47 sh(n)p’ (1) . (5.32)

Man beachte, dass in Gleichung (5.31) ausschliefilich die Lochparameter auftauchen.

Das Ergebnis dieses Abschnltts ist, dass man jeder Losung {u ]} der Bethe-Ansatz-Gleichungen

(5.1) eine Zahlfunktion fy zuordnen kann, welche durch: € Z, n, € N und {vn, };le sowie {y; }j:1
parametrisiert ist.
Im Folgenden soll eine leicht verdnderte Beschreibung der angeregten Zustinde verwendet wer-

den. Urspriinglich ist 1 € Z durch die Forderung {v]}NJr"W - [—5, 7] fixiert worden. Man erkennt

allerdings an den Gleichungen (5.17) und (5.18), dass sich e2mLEu nicht andert, wenn sich : um eine
gerade Zahl dndert, wihrend sich Bethe-Wurzeln und Lécher um Vielfache von 7 dndern kénnen.

In einer solchen Situation liegen sie i.A. nicht mehr im Intervall [-7, Z[. Eine solche Transfor-
mation dndert allerdings nicht die Ausdriicke fiir die Formfaktoren, sodass man sich auf die Fille
N +nW

1 € {0, 1} beschrianken kann und dabei in Kauf nimmt, dass einige der Parameter {v;}; = aufler-
halb von [-7, Z[ liegen. Dadurch wandert i.A. auch der Realteil einiger Bethe-Wurzeln auflerhalb
von [-7, Z[. In diesem Fall sind die Bethe-Wurzeln nun durch (5.10) definiert.

Man kann sich davon iiberzeugen [45], dass der Fall 1 = 0 und n), = 0 den Grundzustand be-

schreibt, wihrend der Fall 1 = 1 und n, = 0 zu einem Zustand gehort, dessen Anregungsenergie
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5 Grundzustandskorrelationsfunktionen in der massiven Phase

exponentiell klein ist und der Impuls 7 besitzt (vgl. (5.31)). Aus diesem Grund wird der letztgenannte
Zustand im Folgenden Pseudo-Grundzustand genannt. Diese Situation ist dhnlich zur Ising-Kette,
welche zwei entartete Grundzustande (Néel-Zustande) mit Impuls 0 und 7 besitzt. Im allgemeinen
Fall beschreiben die Félle : = 0 und : = 1 also verschiedene Zusténde. Es kann allerdings die Situati-

](:) }o% (mit 1 = 0, 1) von Lochparametern kongruent

O(1/L) gilt, ist die Erwartung, dass Locher nahe +7- durch eine Ver-

on eintreten, dass zwei verschiedene Mengen {v
modulo 7 sind. Da x(o) (1)

schiebung um +7 Verbunden sein konnten. Betrachte ein Loch v,(il.) in der Ndhe des linken Randes.
J

Entwickelt man Gleichung (5.9) mit v; = v}(ll) um xl(ll) Z und benutzt (5.8) und (5.17), so folgt

1) ) h 12 oL 5 33
Vy, T <Xy +—+ﬁ+ (1/L7) . (5.33)

Damit dies gleich einem Loch V}(lk sein kann, muss die rechte Seite kleiner als x + Z sein. Nimmt

man an, dass nur ein solches Loch existiert, so folgt mit (5.27)

h(” -1/2 1
S A—————C - +001/12). 5.34
e T T ey T 39

Diese Ungleichung kann nur erfiillt werden falls h(l) = 1 ist. Mit einer dhnlichen Argumentati-

on folgt, dass in den beiden Mengen { v(()_)}flh und { )}n" nicht zwei oder mehr Locher durch

hj 'j=1 j=1
Verschiebungen um 7 verbunden sein kénnen. Mit Glelchung (5.17) erkennt man, dass die Menge
{vi, vh,, . . .,vhnh} mit ¢ = 1 und die Menge {vp,, .. s Vhy, s V1 m} mit 1 = 0 in der Tat dieselbe

Zahlfunktion 51(100) liefern.
Dies bedeutet, dass wenn man in der Formfaktorentwicklung tiber alle Lésungen von (5.19) und
(5.25) mit 1 = 0, 1 summiert, eine gewisse Anzahl an Losungen doppelt zahlt. Fiir eine feste Anzahl

n+ n,, an Lochern gibt es (I:l]::w 1) mogliche Mengen von Lochern mit hy = 1. Die relative Anzahl

der doppelt gezdhlten Zustdnde ist somit

(]r\l]:—:w—_ll) n+n
(N+:W) =N ntv =0(1/L), (5.35)

n+n,,

und damit im thermodynamischen Limes vernachlassigbar. Diese Doppelzdhlung der Zusténde
wurde bereits in [132] entdeckt, allerdings mit anderen Methoden als den hier verwendeten.

5.2 Formfaktoren der gewohnlichen Transfermatrix

In diesem Abschnitt sollen nun die zu den longitudinalen Korrelatoren gehérenden Formfaktoren
der gewohnlichen Transfermatrix bzw. des Hamiltonoperators berechnet werden. Dabei werden
lediglich Anregungen von der in Abschnitt 5.1 diskutierten Form betrachtet. Bezeichne aus diesem
Grund einen solchen Zustand mit [¥({y;}, {vi, 1, 1)) und den Grundzustand (der Kette der Linge
L € 4N) mit |¥;). Betrachte die Amplitude

) ol ¥ Ava 1 )XY (D) tvwg b Doy, W)
- <\PO|T0><\P({XJ}’{V]1]}9 [)l\P({X] ’{th}’ [)>

n 2ny

Fi (Y2 v, V22 |

(5.36)
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5.2 Formfaktoren der gewohnlichen Transfermatrix

Ausgehend von der Darstellung der Amplitude fiir endliches L kann der thermodynamische Limes

L — oo dhnlich wie der Tieftemperaturlimes in Kapitel 4 durchgefithrt werden. Da die Rechnungen

lang und technisch sind, sei fiir die Herleitung der folgenden Formel auf die Arbeit [45] verwiesen.
Im thermodynamischen Limes gilt fiir die Amplituden (5.36) die Entwicklung

2
2ny  —2ximp(vy,.) (F,(Z)({Xj}r'l:)(p {Vh}Z:X))
(z) 2ny — olrmi € ! ’ ’
F ({XJ}J 54 h~}j:1 |l) e 1:1[ ZHLP'(th) detn [au]yo (Uk|{uf}[ 1,{Vh[}2n)()]

{uet={xe}
x (1+0@L™) . (537)

Hierbei ist

(J-'(Z)({)(J}, 1,{Vh,.}fo)) = ~16sin” (—+an<vh >) Weeg (17, ot s (2ot ™)

ny—n /2 Fiper Fl — Fiper Fl/ I
({Vh }J 1,{ ]}2 X w) exp {f dsdw P (S) (W) p (W) (S)} elnzfll F,(3¢)

—r)2 2tan(w —s)
/2 Friper($)Flper (W) /2 ,
X exp {—f dsdw —o Lt p- v.f dsFper(s) In’ [e_z’“F’(s) - 1]}
—r)2 tan(w — s — in) —n)2
2n 2n,—n,,
l_X[ s 2 L[Ft;per](vh~) T ~L[F, er](zj) Mw e
X 4 sin (ﬂF,(th)) e i 1_[ e P exp - ds G,(s)
'_ j:1 —71'/2
LD ]_[ detr [1+Up, | e=2miClPIO+in)  [],F sin(0, — va, + in) 6539)
det?[1 + K] e?miFi0)  cos™w (0, + in) H]Z:f_"w sin(0, — z; +in)
mit
2 2 w Sy . -
oy o 2mp-myy L= I ) P Sln(Vh,- - zx — in) sin(zg — vy, —in) TV
Wieg (v, 125 (25110 ™) = —2 e , sin(=4;) ,
]_[J re Sin(vp; — vy, —in) Hj,k:l sin(zj — zx —in) =1
(5.39a)
2n 2ny—n
_ [T, sin(va, —vi ) [T, " sin(z; — z)
2 2n,—n,, j#k ) Wk
D({vw, }ioF s (27, ™) = = . (5.39b)

2 2 . . :
T TIE"™ sin(vg, — 21) sin(zg — vi,))

Man beachte, dass die Faktoren sin(—d;) in Gleichung (5.39a) die aufgrund der Bildung von Strings
vorhandenen Nullstellen des Nenners des ersten Faktors kompensieren. Die in (5.38) auftauchende
,shift-Funktion® F, ist gegeben durch

2ny—n,, 2ny

l 1
F,(s) = 5 + P JZ_; @(s, zj) Zq) S5 Vi) (5.40)
Die Funktion F,pe; ist die ,periodisierte® Version von F, und gegeben durch
Ny F,(—% —1
Fiper(s) = Fi(s) + ?(5 +3) - m - (5.41)
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5 Grundzustandskorrelationsfunktionen in der massiven Phase

Die Menge der Nullstellen der Funktion e™2” iF: _ 1 wurde mit {35} bezelchnet Weiterhin wurde
e—Zn'iF,(s) _
GG)=In|———| . (5.42)
e i sin(s — )
eingefiihrt. Die Funktionale C und £ sind gegeben durch
T ds f(s)

C = _——, 5.43
[f1(@) j:n/Z 271 tan(s — w) (.432)
LIf)@) = 2i(CLf )@ + in) + CLf)(w ~ in) - CLf)(@ +10) ~C[flw—10)) . (5.43b)

Die Verschiebungen um +i0 sind nur relevant falls w € R. Der Ausdruck det[1+K] ist die Fredholm-
Determinante des durch Gleichung (5.5a) definierten Integraloperators, welcher auf dem Intervall
(-7, 3] agiert. Dementsprechend ist detr[1 + Up,] die Determinante des durch

Ug(w,w') = exp {Zﬂi(C[Fl](a)) — C[F.)(w +i’7))} ( cos(®) ))flw

cos(w + ip
2 —tw .
1—[ sin(w — vy, + i) ”ic_[" sin(w - z;) K(w—- ') - K0 - o) .40
sin(w — vp,) it sin(w —z; +in) 1 — e2miF, (@) :

definierten Operators, welcher auf der Kontur

T=[-Z—ie,Z~

, 5 —ie]U[F +ie, =5 +ie] (5.45)

wirkt®. Hierbei ist € > 0 eine kleine Zahl. Die in den Determinanten auftretenden Parameter 0,
(p = 1,2) konnen beliebig gew#hlt werden (vgl. Anhang A.2). Damit sind alle in (5.38) auftretenden
Groflen eingefithrt worden.

Im Resultat (5.37) taucht im Nenner die Jacobi-Determinante der Funktion

2”)( ny
Vo (wlfue)y?s (vn Yt ) = 1+ [ [ ePtmmm) | [ e 0 (5.46)
j=1 j=1

auf. Diese kann als erzeugende Funktion der higher-level Gleichungen (5.25) angesehen werden, da
letztere in die Form

Vo (el xedp 2y tom o) = 0 (5.47)

gebracht werden konnen. Ein dhnlicher Zusammenhang gilt fiir die Norm eines Bethe-Vektors und
die zugehorigen Bethe-Ansatz-Gleichungen [88]. Es liegt folglich nahe, die Determinante im Nen-
ner von (5.37) als ,higher-level Norm® zu interpretieren. In der Tat stammt dieser Faktor aus der
Normformel des angeregten Zustands. Diese Formel entwickelt Singularitaten, falls sich die Bethe-
Waurzeln zu Strings anordnen (vgl. Gleichung (3.2)). Das Extrahieren dieser Singularitdten mit den
in [70] entwickelten Methoden stellt den schwierigsten Teil der in [45] durchgefiithrten Berechnun-
gen dar. Der verbleibende reguldre Anteil liefert schliellich den Nenner von der rechten Seite von

SBei dieser Wahl der Kontur wurde vorausgesetzt, dass die Funktion 1 — e?”1F (@) keine Nullstellen innerhalb von T
besitzt. Dies kann immer erreicht werden, falls fiir den a-Parameter Im(a) > 0 gilt. Die hier angegeben Ausdriicke sind
also als analytische Fortsetzungen vom Bereich Im(a) > 0 nach Im(a) = 0 zu verstehen.
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5.3 Die Formfaktorreihe

(5.37). Der Grund dafiir, dass die higher-level Norm nicht Gleichung (5.38) zugeschlagen wurde, ist,
dass sich damit die Summation tiber alle Losungen der higher-level Gleichungen als hoherdimen-
sionales komplexes Konturintegral schreiben lasst (vgl. Abschnitt 5.3).

Die Gleichungen (5.37) und (5.38) sind die Hauptergebnisse dieses Kapitels. Im thermodynami-
schen Limes bestimmen sie die Amplituden einer beliebigen Anregung der in Abschnitt 5.1 disku-
tierten Form. Fiir die Bestimmung der Grundzustandskorrelationsfunktionen in der massiven Phase
muss nun noch im folgenden Abschnitt die Formfaktorrreihe aufsummiert werden.

5.3 Die Formfaktorreihe

Im Folgenden soll mit Hilfe der Ergebnisse der letzten beiden Abschnitte die Formfaktorentwick-
lung der longitudinalen Korrelatoren berechnet werden. Da die in der Reihe auftretenden Anre-
gungen Eigenzustinde des Hamiltonoperators sind, konnen hier im Gegensatz zum Quantentrans-
fermatrix-Fall auch dynamische Korrelationsfunktionen betrachtet werden. In diesem Fall hat man
die Zeitentwicklung

of(t) = efMtofe ™t (5.48)

Nun muss in Gleichung (5.37) iiber alle moglichen Anregungen summiert werden. Da die Locher
im thermodynamischen Limes zu unabhangigen Variablen werden, soll zunachst fiir feste Lochpo-
sitionen tiber alle Losungen der higher-level Gleichungen (5.25) summiert werden,

(ff”({xj},’?jl, 0 ))2

2ny

(Z)({Vh }2”)() —
L jili=1 ° n
Y (o) detn, [0u, Vo (lue) X s v, )%

)]{ue}={)(f}

2
~ L f dmey (-FL(Z)({I//j};lzxp {th }j:f)) (5.49)

Pt Jrecimn, n Q)™ 1% Vo (Wl (Wed 12 (v Vo)

Das n,-dimensionale Integral lauft {iber das ,Skelett"

2ny

Te(tv, ) = {y € C « Vo (Wl (gl v 3o )| = e k= 1oy} (5.50)

und liefert nach den Satzen der komplexen Analysis in mehreren Variablen (vgl. z.B. [3]) in der Tat
die Summe in der ersten Zeile von (5.49).

Im néchsten Schritt muss iber alle moglichen Lochpositionen (fiir eine gegeben Anzahl 2n, von
Lochern), d.h. iiber alle moglichen ganzen Zahlen 1 < hy < ... < hy, , < N+n,, summiert werden.
Wie bereits erwahnt, erkennt man an Gleichung (5.19) und Gleichung (5.17), dass

h; )
p(vn,) = 7t O(L™) (5.51)

gilt. Folglich fiillen die moglichen Lochpositionen das Intervall [-7, 7] dicht. Anhand der obi-
gen Gleichung sieht man, dass die Dichte der Lochpositionen bei A € [-7, 7] durch 1/(Lp’(1))
gegeben ist. Da genau dieser Faktor in den Amplituden (5.37) auftaucht, lasst sich der Ausdruck
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5 Grundzustandskorrelationsfunktionen in der massiven Phase

(5.38) als Formfaktordichte interpretieren. Die Summe iiber die Locher wird folglich zu einem 2n, -
dimensionalen Riemann-Integral®. Dieses Verhalten ist in starkem Gegensatz zum kritischen Be-
reich des Phasendiagramms (vgl. Kapitel 4). In diesem Regime skalieren die Amplituden mit einem
nicht-ganzzahligen Exponenten zu Null und fiir die Summation muss eine nicht-triviale diskrete
Summenformel verwendet werden.

Summiert man schlief8lich noch tiber den Parameter : € {0, 1}, welcher Anregungen tiber dem
Grundzustand und Pseudo-Grundzustand indiziert, so erhalt man die Formfaktorreihe

<q@%m»:ew%ﬂW&@f

w2 geny, 2y 0 ,
- -2 ; (2) 2n
Yooy [Jee o zrimeon | 50 (,2%) . (5.52)

2
1€{0,1} ny=1 —nf2 (27) j=1

(2”)()'

Man beachte, dass die v; hier Integrationsvariablen sind und nicht mit den Wurzeln aus Abschnitt
5.1 verwechselt werden sollten. Die obige Formfaktorreihe ist strukturell ahnlich zum Ergebnis des
Vertex-Operator-Zugangs, da iiber eine gerade Anzahl von Rapiditaten aus dem Intervall [—5, %]
integriert wird und da die Formfaktordichte & %) durch ein i.A. nicht explizit berechenbares Viel-
fachintegral gegeben ist. Es liegt folglich nahe, den n,-ten Term der Reihe (5.52) mit dem 2n, -
Spinon-Beitrag des Vertex-Operator-Zugangs zu identifizieren. Diese Vermutung wird im néchsten
Abschnitt 5.4 fiir den Fall n), = 1 verifiziert.

Eine Sonderrolle nimmt der Term auf der rechten Seite von (5.52) ein. Dieser entspricht dem Fall
n, = 0und : = 1 der Formfaktorreihe, d.h. er beschreibt das Matrixelement zwischen Grundzu-
stand und Pseudo-Grundzustand. Bislang war dieser Formfaktor des Hamiltonoperators der einzig
bekannte in der massiven Phase [62]. Hier ergibt er sich in einfacher Weise aus dem allgemeinen

Resultat (5.38). Fiir n,, = 0 und : = 1 vereinfachen sich (5.37) und (5.38) zu

2 det12~ [1 + Ug]

F0,0)) =4
( 1 )) detf_g g][1+K
272

] (1+00™)). (5.53)

Der Integrationskern Uy hat die einfache Form
e & (sign(Im(w))-1)

Up (@, 0) = —————— (K(w - o) —=K(0 - )., (5.54)

sodass sich

det [1+Up] = %et” [1+V] . V(0.0)=-(K@=-0)-K(@O0-0), (5.55)

N\

ergibt. Die Determinanten von 1+ K und 1+ V kénnen wie in [62] durch Ubergang zur Fourierdar-
stellung explizit berechnet werden. In der Tat haben diese Operatoren die folgende Wirkung auf
die Funktionen f,,(w) = %" /x (mit n € Z),

/2
A+ VRO = fulo) + [ a0’ Vo) fo(o)
—/2
= fa(w) (172711} 4+ eB0n=2n1nl £ () . (5.56)
®Die Einschriankung 1 < by < ... < hap <N +ny kann aufgegeben werden, wenn man im Gegenzug die Mehrfach-

zéhlung von Zustidnden mit einem kombinatorischen Faktor ——— [l ), beriicksichtigt.
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5.3 Die Formfaktorreihe

Da die Determinante einer Dreiecksmatrix das Produkt aller Diagonalelemente ist, folgt

det [1+V]= 1_[ (1-¢"), (5.57)
=271 nez\{0}

wobei g = e 7 ist. Fiir 1 + K ergibt sich analog

det [1+K]= 1+ g2 . (5.58)
[-%. %] ,1,;( )
Damit ergibt sich
(FP(@.2) = ﬁ gy’ (5.59)
' ’ - n=1 1+ qzn ’ .

in Ubereinstimmung mit dem Resultat aus [62].
Damit wird die Formfaktorreihe (5.52) zu

00 1— qzn 4
0500 = 0" | (1555

2
o1 1+ g
) (_1)lm /2 dz”%v ) (0 )
+ Z Z (zn )’ , (277: an 1—[ ite” (vj)-2ximp(vj) L&l(z)({vj}J:f) . (560)
1€{0,1} n, =1 X/ J-7

Mit Hilfe dieser Darstellung kann nun die Abstandsasymptotik der statischen Korrelatoren be-
stimmt werden. Dazu beobachtet man, dass fiir die Formfaktordichte die Identitit

Dt +80m) 7)) = 5 (1v)27) (5.61)
firk € {1,...,2n,} gilt. Dies sieht man leicht ein, indem man die Ausdriicke (5.38) und (5.37) unter-

sucht und beriicksichtigt, dass die higher-level Gleichungen (5.25) invariant unter Verschiebungen
eines Lochparameters um 7 und unabhéngig von ! sind. Aufgrund der Quasi-Periodizitat von p, d.h.
p(v+m) =p(v)+3 1 folgt, dass der Integrand in Gleichung (5.60) (in jedem Argument) z-periodisch
ist. Da der Integrand zusitzlich holomorph ist in einer offenen Umgebung von [-7, 7], kénnen die
Integrationskonturen nach dem Satz von Cauchy in die untere Halbebene verschoben werden,

[-%. 51> [-%. 7] —ie, €>0. (5.62)

In diesem Bereich gilt Re(—27ip) < 0, sodass die Integrale in der zweiten Zeile von (5.60) exponen-
tiell klein im Abstand m sind. Damit folgt fiir grofie Abstédnde m

o o\ 4
(6767 ,.) = (=1)™ H (1 - ZZ”) +O@EE™), ¢>0. (5.63)
Die longitudinalen Korrelatoren zeigen somit eine langreichweitige antiferromagnetische Ordnung
~ (=1)™. Der Vorfaktor, welcher ,spontane gestaggerte Magnetisierung” genannt wird (vgl. z.B.
[126]), ist im Ising-Limes gleich 1 und wird fiir endliche Anisotropien abgeschwicht. Das Verhal-
ten (5.63) wurde erstmalig von Baxter auf Grundlage von Berechnungen der Polarisation im soge-
nannten F-Modell vorhergesagt’ [7]. Hier ergibt sich dasselbe Resultat ausgehend von der Formfak-
torentwicklung von Korrelationsfunktionen. Dartiber hinaus besteht die Moglichkeit, die in (5.63)

“Man beachte, dass diese Grofie im Vertexmodell einer Einpunktfunktion entspricht, wihrend sie bei der Spinkette mit
einer Zweipunktfunktion zusammenhéangt.
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5 Grundzustandskorrelationsfunktionen in der massiven Phase

auftretenden exponentiellen Korrekturen mit einer Sattelpunktsanalyse explizit zu bestimmen. Be-
vor diese Analyse in Abschnitt 5.5 durchgefiithrt wird, soll das Resultat (5.60) mit den Vorhersagen
des Vertex-Operator-Zugangs verglichen werden.

5.4 Vergleich mit dem Vertex-Operator-Zugang

In diesem Abschnitt soll die Formfaktorreihe (5.38) mit den Ergebnissen des Vertex-Operator-Zu-
gangs verglichen werden. Bislang ist es nicht gelungen, eine direkte Beziehung zwischen den bei-
den Resultaten herzustellen. Im Folgenden wird jedoch gezeigt, dass die Formfaktordichte i'y,(z) fur
n, = 1 mit der 2-Spinon-Amplitude des Vertex-Operator-Zugangs identifiziert werden kann. Dies
legt die Vermutung nahe, dass dieser Zusammenhang im allgemeinen Fall besteht, d.h. dass die
Formfaktordichte fiir alle n, € N gleich der 2n,-Spinon-Amplitude ist.

Wie in der Einleitung dieses Kapitels erwahnt, wurden die Formfaktoren des Vertex-Operator-
Zugangs erstmalig in [64, 63] berechnet. In diesen Arbeiten ist jedoch nur der 2-Spinon-Form-
faktor der Operatoren o* eine elementare Funktion der Rapidititen, wihrend fiir den 2-Spinon-
Formfaktor von ¢” bereits ein Vielfachintegral gelost werden muss. Obwohl auch dieser Ausdruck
fiir Berechnungen des longitudinalen dynamischen Strukturfaktors genutzt werden konnte [134],
erscheint es an dieser Stelle giinstiger, die Ergebnisse von Lashkevich [92] fiir den XYZ-Fall zu
verwenden. Der Vorteil der letztgenannten Formeln ist, dass fiir den Operator o* keine Integration
ausgefithrt werden muss. Man beachte, dass die Arbeit [92] bereits benutzt wurde, um Formfaktoren
lokaler Felder im Sine-Gordon-Modell [97] sowie den longitudinalen dynamischen Strukturfaktor
im masselosen Bereich im feldfreien Fall [31] zu berechnen. Um die Formeln aus [92] hier zur An-
wendung zu bringen, muss der Limes zur massiven XXZ-Kette durchgefithrt werden. Weiterhin
muss man beachten, dass die Formfaktorentwicklung in Eigenzusténden des Translationsoperators
(d.h. (anti-)symmetrische Linearkombinationen der 2-Spinon-Zusténde) erfolgt, wihrend die Am-
plituden in [92] fur die 2-Spinon-Zustande angegeben sind. Aulerdem ist bei der Berechnung des
Grundzustandserwartungswertes die zweifache Entartung zu beriicksichtigen.

Man erhalt schlie8lich fiir den 2-Spinon-Beitrag zu den statischen Korrelationsfunktionen den
Ausdruck

/2 /2
Bmy =5 [ S [ S emmetnnsd N () )P £ ) - 560

/2 27'[ /2 21 celti—)

Hierbei stehen die Funktionen f. mit den Amplituden der 2-Spinon-Zustande |v;, v2>g)_6 uber die
Beziehung

= |fev ) (5.65)

1)
e,—e T + O (vac|0' |V1,V2>

1
7 | Ovaco® v, vy

in Verbindung. Die (nicht translationsinvarianten) Grundzustinde wurden mit |vac)?) (j = 0,1)
bezeichnet. Man beachte, dass aus Symmetriegriinden lediglich die Kombination (e, —€) von Spin-
indizes zu nicht-verschwindenden Formfaktoren fithrt. Weiterhin héngen die Funktionen f. nicht
vom Spinindex € ab, weshalb die Summe tiber € in (5.64) lediglich einen Faktor 2 liefert. Die explizite
Form der Funktionen f, ergibt sich aus (5.65) und den Ergebnissen von [92],

o) = Fil 7 Gvi = vz) & (Zoed | /) 19 (017 -
_vi,w) = s+, v) = — - - — - .
m o (IZIT? -4 |e_”z/2'7) h (72[1—';; -4 |e‘”2/2’7) sin (% + %)

64



5.4 Vergleich mit dem Vertex-Operator-Zugang

mit
2
Glx) = 1 G+ ((q‘*,q“,q‘*)) (e, g% ¢*)(¢*e"™ ., ¢*. ¢*) (5.67)
(¢%.9% 9"/ (g*e®™,q" q")(q°*, ¢, q")
Hierbei wurde die Notation -
(roprp) = | | (1-xptpf) (5.68)
k, £=0
eingefiihrt. Fiir den weiteren Verlauf definiere
(x,p) = ]_[ (1-xpk). (5.69)
k=0

Betrachte nun den Term n), = 1 der Formfaktorentwicklung (5.60) aus Abschnitt 5.3. In diesem
Fall gibt es nur eine higher-level Gleichung, deren Lésungen y; » in Gleichung (5.29) angegeben
sind. An dieser Stelle liegt eine scheinbare Diskrepanz vor: Die Losungen y; » unterteilen sich in die
Falle: = 0, 1, wodurch sich vier Terme ergeben, wahrend im Vertex-Operator-Zugang lediglich zwei
Terme auftreten (vgl. Gleichung (5.64)). Dieser scheinbare Widerspruch wird im weiteren Verlauf
des Abschnitts dadurch aufgelost, dass zwei der vier Terme verschwinden.

Da die Terme (y1,! = 0) und (y1,: = 1) durch Verschiebungen eines Lochparameters um r in die
Terme (yz,¢ = 1) und (yz,: = 0) tibergehen (vgl. (5.29) und Abschnitt 5.3), gentigt es, zunéchst den
Fall y = y; zu betrachten. Setzt man y; = V1+V2 in Gleichung (5.38) ein, so ergibt sich nach einer
lingeren Rechnung®

e 2mim(p(vi)+p(v2))

<an>2p'<vl>p'<vZ>) D™

Fr(rf)({)(l}, {v1, V2}|l) = sin? (HT/2 +p(v) + ”P(VZ)) (

sin (nF,(vl)) sin (EF,(VZ)) in?(v13) D
S1n (V12

X 128
sh®(n) [Thez(1 + g2Inl)?

4 2iovyp

4

2 (q*.q% ¢* 2 2i (g€ "2, q*, q*)

* (@)’ ((q q*. q*) ) ]—[(q SR ((q 2e2iovie gt gt) |’ 570
o= + b b

wobei 1 € {0,1} und vy3 = v; — v,. Der Faktor D ist durch Fredholm-Determinanten gegeben,

D= det {I+U,} Ry, - det {I+U,} Ry, . (5.71)

[-Z -ie, £ —ie] [- 7 —ie, 5 —i€]
Die Integraloperatoren in den Determinanten agieren auf dem Intervall [-7, 7], welches um 0 <
€ < 7 in die untere Halbebene verschoben wurde. Der zugehorige Integrationskern ist durch

i Yalx = v | q2)194(x - v qz)
d1(x =1 1g*)di(x - v21¢%)
gegeben. Der Faktor R, ist definiert durch

Uo(x,y) =e [K(x —y) - K(6 - y)] (5.72)

2mie ™ 94(01¢%) (v — v2 | )
e—ZniF,(V1) -1 191’(0 | q2)191(1/1 — Vy | qZ)

T /2—i€
X (K(O) —K(vg—1y) — f 2 dz R,,(v1,2)[K(v1 —2) = K(v2 — z)]) . (5.73)

/2—ie

Ry =1+

8Eine sehr ahnliche Rechnung wird in Kapitel 6 durchgefiihrt, weshalb hier lediglich das Ergebnis genannt wird.
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n=1Lwn=1
10

T 2|f—(V17V2)|2
g+ A(viwvli=1)

Abbildung 5.1: Vergleich der Amplitude A(vq, vy |1 =1) (rote Datenpunkte) mit der 2-Spinon-
Amplitude 2 |f_(vi,1,)|> aus dem Vertex-Operator-Zugang (schwarze Linie) als
Funktion von v; fiir einen festen Wert von v, (linke Abbildung). Die rechte Ab-
bildung zeigt den gleichen Graphen mit logarithmisch skalierter Ordinate.

Den entsprechenden Ausdruck fiir R,, erhalt man durch Vertauschen von v; und v, in der obi-
gen Gleichung. Die Funktion Ry(x,y) ist die Resolvente des Operators Uy und durch die lineare
Integralgleichung

/2—i€e

Rox.) = Un(yx) = [ dz Ro(e.y)0a(e. (5.74)

—/2—ie

festgelegt. Der Vergleich von (5.64) und (5.38) zeigt, dass die Formfaktordichte

Ao | 0) = Bl (Gad v val|) - (@D () (1) (5.75)

mit den 2-Spinon-Amplituden (5.65) in Verbindung stehen sollte. Bislang ist es nicht gelungen, den
Determinanten-Anteil D analytisch zu berechnen, weshalb der direkte Vergleich nicht méglich ist.
Er kann allerdings einfach numerisch berechnet werden. Bemerkenswerterweise zeigt die Numerik,
dass R, , = 0ist fiir 1 = 0. Somit verschwindet die Amplitude fiir den Fall y = y;, + = 0 (und
demnach auch fir den Fall y = y,, 1 = 1). Dadurch verbleiben lediglich die Terme y = y;, ¢t =1
und y = y2, ¢+ = 0, was den eingangs erwahnten Widerspruch auflgst. Man beachte, dass sich
eine derartige Auswahlregel auch im Vertex-Operator-Zugang findet: Dort liefern lediglich zwei
von vier Kombinationen von Spinindizes (1, €;) nicht-verschwindende Amplituden. Da die beiden
verbliebenen Amplituden durch die Verschiebung von genau einer Rapiditit um 7 verbunden sind,
erhilt man folglich eine Ubereinstimmung mit den Ergebnissen des Vertex-Operator-Zugangs, falls

Ay(vi,vp l1=1) = 2|f-(v1,v2)I? (5.76)

gilt. Die numerische Berechnung der Amplituden zeigt, dass die Vermutung (5.76) in der Tat kor-
rekt ist (vgl. Abbildung 5.1). Man beachte, dass Gleichung (5.76) impliziert, dass der Fredholm-
Determinanten-Anteil D explizit berechnet werden kann. Es ist eine interessante offene Frage, ob
diese Rechnung analytisch durchgefithrt werden kann. Dieses Problem &hnelt der in Kapitel 4 auf-
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geworfenen Frage, wie sich die Amplituden von Lukyanov fiir |A] < 1 und A = 0 aus den Ampli-
tuden fiir h > 0 berechnen lassen. Das ungeltste Problem war dort, die Fredholm-Determinanten
im Limes Q — oo zu berechnen. Hier ist die Situation in der Hinsicht einfacher, als dass kein der-
artiger Grenzwert zu bilden ist. Dennoch war es bislang nicht méglich, den Faktor D analytisch zu
berechnen.

Zusammenfassend kann man feststellen, dass die Resultate aus Abschnitt 5.2 und 5.3 fiir den Fall
von zwei Lochern dquivalent sind zu denen der Vertex-Operator-Methode fiir zwei Spinonen. Es
ist zu erwarten, dass diese Gleichheit in jedem Sektor mit 2n, Lochern gilt. Strukturell sind die in
diesem Kapitel erzielten Resultate allerdings von gleicher Komplexitit wie die des Vertex-Operator-
Zugangs. Dennoch sind die Ergebnisse niitzlich, da sie ein Verstandnis der Vertex-Operator-Metho-
de aus der Perspektive des Bethe-Ansatzes erméglichen.

Es sei bereits bemerkt, dass sich in Kapitel 6 mit den Formfaktoren der Quantentransfermatrix
fir h > 0 eine strukturell deutlich einfachere Formfaktorreihe ergeben wird.

5.5 Bestimmung der Abstandsasymptotik

In diesem Abschnitt soll ausgehend von der Formfaktorreihe (5.38) die Abstandsasymptotik der
longitudinalen Korrelatoren bestimmt werden. In Gleichung (5.63) wurde argumentiert, dass diese
durch die gestaggerte Magnetisierung und exponentiell kleine Korrekturen in m gegeben ist. Letz-
tere sollen nun mit einer asymptotischen Analyse berechnet werden. Dazu nimmt man an, dass
der Term n, = 1 dquivalent zum Zwei-Spinon-Beitrag ist, d.h. dass Gleichung (5.76) korrekt ist.
Nehme weiterhin an, dass die Beitrdge mit 4 und mehr Spinonen nicht die fithrende Ordnung der
Asymptotik beeinflussen. Damit folgt

S 1— on\ 4
(01 Omi1) ~ (o102 = (=)™ l—[ (#) +Lr(m) , (5.77)

n=1

wobei I;(m) durch Gleichung (5.64) gegeben ist. Fiir den weiteren Verlauf ist es zweckmaflig, wenn
die 2-Spinon-Amplitude als analytische Funktion der Rapidititen v; und v, vorliegt. Setze dafiir

A(vy,v2) = 2| f- (v, m)|? (5.78)
und werte das Betragsquadrat auf der rechten Seite fiir reelle Argumente aus. Man erhélt

Sil’l2 (V12)

2 (via . Vig+in . vig—in
93 (—|q)sm( > )sm( > )
( 4 2ic v

(q4q4q4)41—[ g'e?o", gt "), 4 siov 4

1> > iocv iocv

8 ((qz q* q“)) (qPe?ioviz gt g*)?2 (q"e 1z,q (g e, q%) . (5.79)
s s o=+ . ,

A(vi,v2) = 329 (%, 4 cos” (x(p(n1) + (1))

Hierbei wurde die Identitat
1 el(V1+V2)+11/2 33@ <% |q) 312 (v1+v2 |CI)
E 1191 (vi=7192) 0 (v - 7 1)

Jj=1

cos” (m(p(v1) +p(v2))) = (5.80)

benutzt, durch welche die 2-Spinon-Amplitude (5.79) ausschlief3lich von der Differenz v, der Rapi-
ditdten sowie von p(v;) und p(v;) abhingt. Diese besondere Struktur wird sich in Abschnitt 5.6 als
wichtig erweisen.
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Abbildung 5.2: Vergleich der exakten Nachbarkorrelatoren [128] (schwarze Linie) mit der 2-Spinon-
Niherung (rote Linie). Die relative Differenz beider Kurven ist kleiner als 1072 fiir
A > 2. Man beachte, dass beiden Kurven endlich bleiben im isotropen Limes A — 1,
mit einem Verhéltnis von ca. 73%. Der restliche Anteil wird folglich von 4 und mehr
Spinonen getragen (vgl. dazu auch [23]).

Mit der 2-Spinon-Amplitude (5.79) ist das Integral I,(m) (vgl. Gleichung (5.64)) durch

1 /2 d /2 d
= _f 1% f dvp e2im(p(n)+p(v2)) (( 1)™A(v1, v2) + A(vy + 7, Vz)) (5.81)

/2 27 /2 21

gegeben’. An Gleichung (5.79) erkennt man, dass der Integrand holomorph ist im Streifen 0 <
Im(v;) < /2. Da aufierdem die einfache Polstelle von A bei v; = in/2 durch eine m-fache Nullstelle
von e?™i™P kompensiert wird, kann man durch Ausnutzen der 7-Periodizitit die Integrationswege
[-%, 7] umin/2 in die obere Halbebene verschieben. Auf dieser Kontur ist die Funktion 27ip reell
und negativ, sodass sich das Integral leicht numerisch auswerten lasst. Mit Hilfe von Gleichung

(5.77) kann man so beispielsweise die Nachste-Nachbar-Korrelatoren

0 1— an 4
(0207); = — ]—[ (1—) +I(1) (5.82)

2n
n=1 + q

numerisch berechnen und mit dem exakten Resultat (7o) aus [128] vergleichen. Dies ist in Ab-
bildung 5.2 dargestellt. Man erkennt, dass bereits die Nachbarkorrelatoren durch die 2-Spinon-
Néherung sehr genau beschrieben werden, solange man sich nicht zu nahe am isotropen Punkt
befindet.

Die Asymptotik von I,(m) fiir grofie Abstande m kann mit Hilfe einer Sattelpunktsanalyse be-

rechnet werden. Geht man von der Kontur [-7, 7] + in/2 zur Kontur [, 0] + in/2 iiber, so ist

9Hierbei wurde die Invarianz der Korrelationsfunktionen unter m < —m benutzt.
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die Funktion 27ip reell und negativ mit einem einzigen Maximum bei —Z + -.. Die Asympto-
tik des Doppehntegrals Ig(m) fir m — oo ist somit durch eine kleine Umgebung des Punktes
(vi,ve) = (=5 + a2z + ) bestimmt. Man beachte, dass in der Ndhe dieses Punktes die Funktion
A(vy, vp) bis zur zwelten Ordnung entwickelt werden muss, da A(v, v;) eine doppelte Nullstelle fiir
v — v, besitzt. Nach einer kurzen Rechnung folgt somit

1 [ Zf](__+ ’_%4—
(e (B

Hierbei ist V2 der Laplace-Operator und

L(m) = —

7’7) Arimp(-5+7) (1 +0 (m‘l)) ) (5.83)

f(Vl, Vg) = (—1)mA(V1, Vz) + A(V1 + 7, V2) . (584)

Mit Hilfe von Gleichung (5.79) und dem Ausdruck fiir p erhalt man das explizite Ergebnis

(6%, ¢")* k(g*)™ m n\ (¢.¢°)* .
(o705 = (-1)7 & @) + B 2 ((—1) - th? (5) W) . (1 +0 (m 1)) (5.85)
it 92(0] ¢%) 2\4 4 4 _4\\8
2y _ % (01g _ 1 (=q.9) (¢"q".9")
Ma) = 92(01¢%) b= sh®(2) (% ¢%)? ((qz,q“,q“)) (586)

Wie erwartet zerfallen die Korrelatoren aufgrund des Faktors k(g®)™ exponentiell mit dem Abstand
m. Dieser Faktor wurde in [67] mit einer &hnlichen Analyse berechnet. Da die Amplituden A(vy, v5)
zum damaligen Zeitpunkt jedoch unbekannt waren, konnten weder die Vorfaktoren noch der al-
gebraische Korrekturterm m™2, welcher von der doppelten Nullstelle von A(v, v) verursacht wird,
vorhergesagt werden. In dieser Hinsicht stellt der Ausdruck (5.85) ein neues Resultat dar. Eine letzte
Bemerkung betrifft den Beitrag von 4 oder mehr Spinonen. Nimmt man an, dass die entsprechenden
Amplituden ebenfalls holomorph sind im Streifen [Im(v;)| < 7/2, so ist das n-Spinon-Integral von
der Ordnung k(g%)"™/2, folglich exponentiell klein im Vergleich zum fithrenden 2-Spinon-Beitrag.

Im letzten Abschnitt 5.6 dieses Kapitels soll nun erldutert werden, wie sich die Sattelpunktsana-
lyse auf den dynamischen Fall tibertragen lasst.

5.6 Dynamische Korrelationsfunktionen

Die Sattelpunktsanalyse aus dem vorhergehenden Abschnitt lasst sich auf den Fall der dynamischen
Korrelationsfunktionen verallgemeinern. Gehe zunichst wie im letzten Abschnitt davon aus, dass
die filhrende Asymptotik wie im statischen Fall durch den 2-Spinon-Beitrag gegeben ist,

(ofomn(®), = %( D™+ Ip(m. 1) (5.87)

mit
= % []_[ I ﬂ//: %eiwf')m—“vﬂﬂ fvi,v) (5.88)

und
Friva) = ()™ A, va) + Al + 7, v5) - (5.89)
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5 Grundzustandskorrelationsfunktionen in der massiven Phase

Hierbei wurde in (5.88) gegeniiber den vorhergehenden Abschnitten dieses Kapitels die Ersetzungen
27p — pund e — ¢ vorgenommen. Weiterhin wird in diesem Abschnitt der Parameter y = > 0
verwendet. Die 2-Spinon-Amplitude A(vy, v2) ist unverandert durch Gleichung (5.79) gegeben.

Im Folgenden soll die asymptotische Analyse des Integrals I,(m,t) fir m,t — oo bei festem
v = m/t nach dem Schema der Sattelpunktsintegration (vgl. z.B [1]) durchgefithrt werden. Der
erste Schritt besteht darin, die Sattelpunkte der Phase

gN) =i[vp(A) — (V)] (5.90)
zu bestimmen. Fiithrt man die Groflen
_ 4JKKk*sh(y) _ 4JKk®sh(y)
Y S ek YT k) 591

ein, so kann die Sattelpunktsgleichung g’(1) = 0 mit einer Landen-Transformation! in die Form

4K
sn(—lxl | kl) -2 (5.92)
/1 Vg,
gebracht werden. Hierbei ist
Ve 1-k’
e K=K (5:93)

In der in diesem Abschnitt verwendeten Notation hat man somit die Beziehung
£(v)
2] sh(y)

und die Dispersionsrelation (vgl. Gleichung (D.14))

e(p) = =\, V¢, - A/ 1/k% — cos?(p) . (5.95)

Die Lage der Lésungen von (5.92) in der komplexen Ebene hangen von v = m/t ab und unterteilen
die m-t-Ebene in drei verschiedene Regime R1, R2 und R3.

pv) = (5.94)

R1. Der ,zeitartige Bereich“ 0 < v < v,,: In diesem Fall hat (5.92) genau zwei reelle Losungen
A7 < A im Intervall [-7, 7]. Die Losungen befinden sich in [0, 7] und seien so geordnet,
dass A7 = 7 — A] gilt.

R2. Der ,Vorlaufer-Bereich® v, < v < v,,: In diesem Fall hat (5.92) keine reellen Lésungen. Setzt
man A, = 7/4 + iy, so wird (5.92) zu

2K’ .
dn( 1Y |k{) = (5.96)
Y v

wobei k] = /1 - k? und K] = K(k;). Die Gleichung (5.96) besitzt genau eine reelle Losung
y € [0,y/2] falls v, < v < v, ist.

0Djese Transformation verbindet Jacobische elliptische Funktionen mit Modul k (bzw. Theta-Funktionen mit Parameter
g) mit denen mit Modul ki (bzw. mit Parameter g2), siche z.B. [135].
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Abbildung 5.3: Fluss der Sattelpunkte als Funktion von v in der komplexen Ebene. Fir v < v,
liegen die Sattelpunkte auf der reellen Achse und treffen sich fiir v = v, bei 7/4.
Fir v — v, wandert der Sattelpunkt in Richtung von 7/4 + iy/2. Fir v > v, hat
man erneut zwei Sattelpunkte, welche in Richtung von 0 und 7/2 wandern. Das
gesamte Bild ist - und iy-periodisch.

R3. Der ,raumartige Bereich® v,, < v: In diesem Fall fithrt man A3 = iy/2 + x ein. Damit wird
(5.92) zu

|k1) =, (5.97)

Analog zum Fall R1 gibt es genau zwei Losungen x_ < x; in [-7, 7], wobei beide sich in
[0, %] befinden, sodass x, = % —x_ gilt.

Die Gleichungen (5.92), (5.96) und (5.97) konnen mit Hilfe von unvollstindigen elliptischen Inte-
gralen invertiert werden und liefern A7, x. und y als Funktionen von v. Der Fluss der Sattelpunkte
in der komplexen Ebene als Funktion von v ist in Abbildung 5.3 dargestellt. Fiir v # v, v, sind
die Sattelpunkte von einfacher Ordnung.

Im zweiten Schritt muss die Kontur [-7, 7] derart deformiert werden, dass sie entlang der Linien
konstanten Imaginérteils durch die Sattelpunkte l4uft. Die Linien in den einzelnen Bereichen sind
in Abbildung 5.4 dargestellt. Im weilen Bereich ist der Realteil der Phase Re(g) kleiner als Re(g)
am Sattelpunkt. In diesem Bereich bewirkt folglich eine Deformation des Weges eine Anderung des
Integrals, welche im Vergleich zum Beitrag des Sattelpunkts exponentiell klein ist. Zunachst wird
unter Ausnutzung der 7-Periodizitdt des Integranden die Kontur [-7, 7] so in die obere Halb-
ebene verschoben, dass der Anfangspunkt der Kontur (und somit auch der Endpunkt) im weiflen
Bereich liegt. Nun ist es offenbar in allen drei Féllen moglich, die Kontur so zu deformieren, dass
sie ausschliefilich durch den weiflen Bereich und in der Néhe der Sattelpunkte durch deren Linien
konstanten Imaginarteils verlauft. Damit ist die fithrende Asymptotik des Integrals I,(m, t) durch
eine Umgebung des Sattelpunkts bestimmt.

Die Anzahl der relevanten Sattelpunkte unterscheidet sich in den drei Féllen. In R1 hat man zwei
relevante Sattelpunkte A7, fiir die Re(g(A})) = 0 gilt. In R2 gibt es einen einzigen Sattelpunkt auf
der Linie Re(1) = 7, wihrend in R3 zwei Sattelpunkte x. auf der Linie Im(1) = y/2 existieren. Man
kann jedoch analytisch zeigen, dass Re(g(x;)) > Re(g(x_)) gilt, sodass nur der Sattelpunkt x; = x
die fihrende Asymptotik bestimmt (vgl. auch Abbildung 5.4).

Mit diesen Informationen kann man die fithrende Asymptotik des Integrals I;(m, t) in den ver-
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5 Grundzustandskorrelationsfunktionen in der massiven Phase
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Abbildung 5.4: Verhalten der Phase g in der komplexen Ebene in den Bereichen R1 (oben links), R2
(oben rechts) und R3 (unten). Die schwarzen Punkte kennzeichnen die relevanten
Sattelpunkte und die blauen bzw. roten Linien die Kurven mit konstantem Imagi-
nirteil. In den weiflen Bereichen ist Re(g) kleiner als an den Sattelpunkten und in
den blauen Bereichen gréfler. Die Konturen miissen so deformiert werden, dass sie
durch den weilen Bereich und entlang der blauen (bzw. roten) Kurven durch den
relevanten Sattelpunkt verlaufen.

schiedenen Bereichen berechnen. In R1 erhilt man

FAL.A) e!d7)

et 11 W ‘

Da g(A}) rein imaginar ist, zeigt I, (m, t) Oszillationen und algebraischen Zerfall in R1. Man beachte,
dass jede Integration einen Faktor 1/+/t liefert. Nimmt man an, dass die 4-Spinon-Amplitude stetig
ist, so liefert das 4-Spinon-Integral einen Beitrag, der hochstens von der Ordnung 1/¢? ist, und somit
néchstfithrend in R1. In der Tat wiirde man aufgrund der Struktur der Amplituden sogar einen
Faktor 1/t* erwarten. Die Begriindung dieser Vermutung ist, dass man aufgrund der Struktur der
Amplituden (5.38) (genauer gesagt aufgrund des Faktors 5({vhj };{z;})) einen Vandermonde-Faktor

I(m,t) ~ (5.98)

1_[ sin?(v; — Vi) (5.99)

1<i<j<4

erwartet. Der fithrende Beitrag des Integrals entsteht dadurch, dass sich eine Hélfte der Lochpara-
meter in der Nahe von )q und die andere bei A] befindet,

V1:A;—+€1, VZZAT+62
V3 = AI + €3, Vg = Al_ + €4 . (5100)
Damit folgt
1_[ sin®(v; — vj) ~ const. X (€ — €)% (65 — €4)” . (5.101)

1<i<j<4
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5.6 Dynamische Korrelationsfunktionen

Durch die Sattelpunktsintegration dieses Faktors entsteht somit ein Faktor 1/t*. Diese Argumenta-
tion l4sst sich auf den 2n-Spinon-Fall tibertragen. Der fithrende Beitrag ist wieder dadurch gegeben,
dass n Lochparameter in der Nahe von A] und n Lochparameter in der Nahe von A} liegen. Damit
gibt es jeweils n(n — 1)/2 Faktoren der Form (¢; — €;)? in der Nihe von A}, welche nach der Sattel-
punktsintegration einen Faktor 1/ t"" liefern.

Fiir v — 0 erhélt man den dynamischen Anteil der Asymptotik der Autokorrelationsfunktionen.

In diesem Limes hat man A7 = 7 und A] = 0, sodass sich Gleichung (5.98) zu dem expliziten

Resultat ’ ,

elVey ! 4((]2, q2)4(_q4, q4)2(q8’q8’q8)4
Jrt (q7% = 4*)(q% 4)°(¢% ¢% ¢°)*
vereinfacht. Ein feldtheoretischer Zugang zur Asymptotik der Autokorrelationsfunktionen in der
kritischen Phase findet sich in der Arbeit [107]. Eine allgemeine Theorie, welche das Verhalten der
Autokorrelationsfunktionen fiir grofie Zeiten beschreibt, ist die Theorie der Spin-Diffusion (vgl.
[50] und Zitate darin), welche einen Zerfall ~ 1/+/t vorhersagt. Dies scheint zunzchst im Wider-
spruch zum Ergebnis (5.102) zu stehen. Es ist allerdings zu beachten, dass durch die Sattelpunkts-
integration pro Integral (d.h. pro Spinon) ein Faktor 1/V/t erzeugt wurde. Somit kann das Ergebnis
(5.102) als Diffusion von Spinonen interpretiert werden, und der Faktor 1/t spiegelt die Tatsache
wider, dass Spinonen nur in Paaren erzeugt werden kénnen.

Die Sattelpunktsanalyse in den Bereichen R2 und R3 ist in der Hinsicht einfacher, als dass nur ein
Sattelpunkt zu beriicksichtigen ist. Aufgrund der Tatsache, dass A(vy, v;) eine doppelte Nullstelle
fir vi — v, besitzt, dndert sich analog zu Abschnitt 5.5 der algebraische Beitrag zur Asymptotik
von I,(m, t),

1(0,t) ~

(5.102)

(V2105 2y) €9
IZ(m’ t) ~ : s

8rt? g"(A;)?
wobei j = 2,3 ist. Im Fall R2 hat man A, = 7/4 + iy mit y € [0,y/2]; im Fall R3 A3 = iy/2 + x
mit x € [x/4, 7/2] (vgl. auch Abbildung 5.4). Im Bereich R2 besitzt die Phase g(A;) einen negativen
Realteil und einen nicht-verschwindenden Imaginirteil, sodass die Asymptotik oszillierend und
exponentiell zerfallend ist. Im Bereich R3 hingegen ist g(A3) reell und negativ, sodass sich reiner
exponentieller Zerfall ergibt. In diesem raumartigen Bereich ist die Asymptotik somit ahnlich zu der
der statischen Korrelatoren (vgl. Gleichung (5.85)). Man kann leicht nachpriifen, dass sich im Limes
v — oo wieder das Resultat (5.85) ergibt. Die 4-Spinon-Beitrdge sind in R2 und R3 néchstfithrend, da
diese proportional zu e**9(*/) und somit gegeniiber dem 2-Spinon-Beitrag exponentiell unterdriickt

sind.

Obwohl die obigen Resultate bereits explizit sind, konnen sie noch weiter vereinfacht werden.
Dies ist mdglich, da die GréBen g(4) und g”(A) fir A = A%, A5, A3 sowie [V2f](4;,4;), j = 2,3 in
elementarer Weise durch v ausgedriickt werden konnen. Der Grund hierfiir ist, dass mit (5.94) und
(5.95) die Sattelpunktsgleichung (5.92) in die Form

ve(p) — Ve, Ve, cos(p) sin(p) = 0 (5.104)

gebracht werden kann. Diese Gleichung kann (unter Beachtung der richtigen Wahl der Zweige der
Quadratwurzel) nach z = cos?(p) aufgeldst werden. Fithrt man den Parameter r = v/+/0., 0, ein,
so erhalt man zwei Losungen

(5.103)

(r®=r?)(r2-r? inRI1,R3,
ro 14 s (5.105)

i\/(r2 - r12)(r22 —r?) inR2.
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5 Grundzustandskorrelationsfunktionen in der massiven Phase

Hierbei wurden rl2 = v, /v, und rz2 = v, /v, eingefithrt, sodass 0 < r <ryinR1,r; <r <ryinR2
und r; < r in R3. Man kann sich davon iiberzeugen, dass die Losung z,. in R2 zu A,, die Losung z_
in R3 zu A3 und die Lésungen z. in R1 zu A} gehoren. Mit Gleichung (5.105) erhélt man cos(p) und
folglich auch sin(p) und e'” an den Sattelpunkten. Damit folgt £(p) aus Gleichung (5.104).

Man erhalt

etd(A) = (-n™ exp{—im(arctan V1/ze =1 =1r%4Jz.(1 - zi))} (5.106)

im Bereich R1. In R2 findet man

(90 = ()" (62 ) expf ST meniel s 07
r
1+ (-1)°r?
@s = arccot , $=0,1. (5.107b)

JrE =) - r)

Hierbei ist die Funktion arccot stetig und nimmt Werte aus dem Intervall (0, ) an. Im Bereich R3
erhilt man schlie3lich

e?t9hs) = exp{Zm(ln(\/z__ - Vz_ - 1) +r %z (z_ - 1))} . (5.108)

Fir g”’(A) erhélt man die Ausdriicke

il‘\lzi(l - Zi) A = AT

x LIV eilpo=en/2 ) =, (5.109)

—Vz_(z_—=1) A=13

Man erkennt, dass diese Ausdriicke nur verschwinden, falls v = v, oder v = v, ist, sodass die
Sattelpunkte von erster Ordnung sind. Die Linien v = v, und v = v, in der m-t-Ebene markieren
die Ubergiange zwischen den verschiedenen asymptotischen Bereichen. Die asymptotische Analyse
des Integrals I,(m, t) muss fiir diese Spezialfille gesondert erfolgen (s. unten). Da die 2-Spinon-
Amplituden A(vy, 15) (vgl. (5.79)) nur von der Differenz v; — v, und von cos?(p(vy,2)) abhingt, kann
in den Bereichen R2 und R3 der Ausdruck [V?f](A, A) explizit angegeben werden,

512(¢°.4°)"(q". 4)*(¢". 4", 4)° [2(-D"(¢.4*)" = (1-2)(-9.4°)"
(¢°.9)%(@* 4%, ¢*)° (1-¢71)? (1+gh* |
wobei z = z, fir A = A; in R2 und z = z_ fir A = A3 in R3. Somit muss die Sattelpunktsgleichung
(5.92) lediglich fiir die Berechnung von f(A],A]) in R1 (numerisch) gelost werden. Die Charakte-
ristika der unterschiedlichen asymptotischen Bereiche sind in Abbildung 5.5 zusammengefasst.
Mit Hilfe der expliziten Ausdriicke (5.79), (5.92), (5.98), (5.103) und (5.106)-(5.110) konnen die
Ergebnisse graphisch dargestellt werden. Abbildung 5.6 zeigt die Asymptotik von I,(m, t), welche
den fithrenden dynamischen Anteil der Korrelationsfunktionen {07 c?Z ,  (t)) nach Gleichung (5.87)
bestimmt, fiir eine feste Zeit t als Funktion des Abstandes m. Man erkennt die typischen Merkmale
von Wellenausbreitung in einem dispergierenden Medium, vollkommen analog zur Elektrodyna-
mik [121, 24]. Die Wellenfront breitet sich mit der maximal méglichen Gruppengeschwindigkeit
von v, aus. In der Tat erkennt man an (5.95), dass

729" (M) zZi -z
v(2kK)2 2

[V2f1(A,2) = (5.110)

max e’ = v, . 5.111
pe[_ﬂ/z’ﬂ/zﬂ @) = v, ( )
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R1 Oszillationen
+algebraischer Zerfall

R2 Oszillationen
+exponentieller Zerfall V= U,

R3 keine Oszillationen
+exponentieller Zerfall

m

Abbildung 5.5: Ubersicht tiber das asymptotische Verhalten von I,(m, t) in den Bereichen R1, R2
und R3 der m-t-Ebene.
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Abbildung 5.6: Realteil von I;(m, t) als Funktion von m fiir festes t = 4 und A = 2.375. Die Daten-
punkte wurden fiir m € Z berechnet und durch Splines verbunden. Die vertikalen
Linien trennen die asymptotischen Bereiche: Die erste Linie entspricht m = v, t, die

zweite Linie m = v, 1.
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—Re(2- 1" (m, 1))
0.020 | —Re(2- 1" (m, 1)) |
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Abbildung 5.7: Realteil der beiden Komponenten von I(m, t) (vgl. (5.113)) als Funktion von m fiir
festes t = 4 und A = 2.375 (12(0) in blau, 12(1) in rot). Die vertikalen Linien trennen
die asymptotischen Bereiche: Die erste Linie entspricht m = v, t, die zweite Linie
m = Ug,t.

Gleichzeitig ist v, gleich der Bandbreite £(0) — £(7/2). Auflerhalb des Bereichs m < vt ist das
Signal exponentiell klein. Dies steht in Ubereinstimmung mit allgemeinen Uberlegungen, dass in
nicht-relativistischen Spin-Systemen mit lokaler Wechselwirkung eine solche maximale Gruppen-
geschwindigkeit (,Lieb-Robinson-Schranke®) immer existieren muss [93]. Wie bei der Signalaus-
breitung in einem dispergierenden Medium geht der Wellenfront bei v, t ein Vorlaufer voran, der
sich von m = vt bis m = v,,t erstreckt. Die zweite kritische Geschwindigkeit v., kann ebenfalls
mit der Dispersion in Beziehung gebracht werden,

ve, = —(£(0) + £(n/2)) . (5.112)

Der unregelméflige Wellenzug in Abbildung 5.6 ist eine Uberlagerung zweier Komponenten. Teilt
man I, in zwei Komponenten auf,

L(m,t) = L (m, 1)(~1)™ + 1" (m, 1) , (5.113)

so sind die einzelnen Beitrage IZ(O) und Iél) glatte Funktionen von m und weisen eine regelmafligere
Form auf (vgl. Abbildung 5.6). Abbildung 5.8 zeigt denselben Wellenzug fiir eine feste Position m
als Funktion der Zeit . Man erkennt, dass die asymptotischen Formeln (5.98) und (5.103) an den
Ubergéngen v = v, und v = v, zwischen den asymptotischen Bereichen divergieren. Ursachlich
hierfir ist, dass die Sattelpunkte an diesen Stellen von zweiter Ordnung sind (vgl. Abbildung 5.9),
sodass die asymptotische Analyse in der Nahe dieser Punkte ihre Giiltigkeit verliert. Fithrt man die
Sattelpunktsintegration an den Punkten v = v, und v = v, durch, so erhélt man

(VI ebtod
8244/3 |g///(/1)|4/3 ’

L(m,t) ~ 6'°T%(2) (5.114)
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Abbildung 5.8: I(m, t) als Funktion von ¢ fiir festes m = 45 und A = 2.375 (Realteil in blau, Imagi-
nirteil in rot). Die vertikalen Linien trennen die asymptotischen Bereiche: Die erste
Linie entspricht t = m/v,,, die zweite Linie ¢t = m/v,,. Die Punkte entsprechen den
asymptotischen Werten an den Phasengrenzen gemaf3 Gleichung (5.114).

wobei A = £ und ¢ = 0 fiir v = v, sowie A = T +iy/2und ¢ = 2?” fir v = v, gilt. Genau auf den
kritischen Linien ist die Asymptotik somit durch den Exponenten 4/3 bestimmt.

Die in diesem Abschnitt durchgefithrte Analyse zeigt, dass sich das analytische Verhalten der
Korrelationsfunktionen entlang der Stokes-Linien v = v, und v = v,, qualitativ dndert. Eine naive
analytische Fortsetzung einer effektiven Feldtheorie, welche die Korrelatoren bei groflen Abstinden
beschreibt, hin zu endlichen Zeiten wiirde folglich falsche Vorhersagen liefern. Stattdessen sind
drei verschiedene Theorien fiir R1, R2 und R3 vonnéten. Das Auftreten eines zeitartigen (R1) und

raumartigen Bereichs (R3) ist die direkte Konsequenz der Lieb-Robinson-Schranke. Die Existenz des
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Abbildung 5.9: Verhalten der Phase g in der komplexen Ebene fiir v = v, (links) und v = v,
(rechts). Die schwarzen Punkte kennzeichnen die relevanten Sattelpunkte und die
blauen Linien die Kurven mit konstantem Imaginarteil. In den weiflen Bereichen ist
Re(g) kleiner als an den Sattelpunkten und in den blauen Bereichen grofier. Da die
Sattelpunkte von zweiter Ordnung sind, ergeben sich drei Richtungen des steilsten
Abstiegs.

77



5 Grundzustandskorrelationsfunktionen in der massiven Phase

Vorldufer-Bereichs ist jedoch zunichst unerwartet und widerspricht dem einfachen Lichtkegel-Bild
aus der relativistischen Quantenfeldtheorie. Es ist daher eine interessante Frage, inwieweit sich die
in diesem Abschnitt erzielten Ergebnisse ausgehend vom Sine-Gordon-Modell, welches haufig fir
die Beschreibung der XXZ-Kette im massiven antiferromagnetischen Bereich benutzt wurde (vgl.
z.B. [47]), herleiten lassen.

Eine weitere interessante Frage betrifft die experimentelle Beobachtbarkeit der Ergebnisse. Dy-
namische Korrelationsfunktionen beschreiben den Response eines Systems auf eine lokale Storung
(,Pump-Probe-Experiment®). Ein solches Szenario lasst sich fiir die XXZ-Kette mit Hilfe von kalten
Atomen in optische Fallen realisieren [53, 59]. Die Manipulation derartiger Anordnungen ist mitt-
lerweile auf atomarer Skala méglich [5, 118]. Da aufierdem bereits Lieb-Robinson-Schranken mit
den oben genannten Methoden experimentell beobachtet wurden [33], konnten die hier beschrie-
benen Phianomene im Prinzip gemessen werden.

Abschlieflend sei betont, dass die expliziten Ausdriicke (5.98) und (5.103) die fithrende Asym-
ptotik der dynamischen Korrelationsfunktionen bestimmen. Obwohl hierfirr nur die Kenntnis der
2-Spinon-Amplitude und eine technisch einfache Sattelpunktsanalyse notig waren, scheinen die
hier angegebenen Resultate bislang unbekannt gewesen zu sein.
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6 Tieftemperaturanalyse in der massiven
Phase

In diesem Kapitel soll die Tieftemperaturanalyse aus Kapitel 4 fiir die massive antiferromagnetische
Phase (A > 1und 0 < h < hy) wiederholt werden. Wie bereits zu Anfang von Kapitel 5 bemerkt, ist
die Identifizierung der relevanten Anregungen der Quantentransfermatrix ein nicht-triviales Pro-
blem. Aus diesem Grund wurden in Kapitel 5 zunéchst die Grundzustandskorrelationsfunktionen
der endlichen Kette betrachtet. Im thermodynamischen Limes ergab sich zwar eine zum Vertex-
Operator-Zugang aquivalente, jedoch genauso komplexe Beschreibung der Korrelatoren. Dies ist
Motivation genug, die Korrelationsfunktionen in der massiven Phase nun mit Hilfe der Quanten-
transfermatrix zu studieren. Wie sich in Abschnitt 6.3 zeigen wird, lasst sich das Spektrum der
Quantentransfermatrix fiir endliche Magnetfelder & > 0 vollstandig durch Teilchen und Locher
interpretieren. Fiir verschwindendes Magnetfeld hingegen ergibt sich ein dhnliches Bild wie in Ka-
pitel 5 mit nicht-trivialen higher-level Gleichungen. Durch Einfithren eines endlichen Magnetfeldes
ergibt sich somit analog zur masselosen Phase eine bemerkenswerte Vereinfachung des Spektrums.
In Abschnitt 6.5 werden die zugehorigen Korrelationsldngen fiir A > 0 berechnet und in Abschnitt
6.6 die Tieftemperaturanalyse der Amplituden durchgefiihrt. Gegeniiber Kapitel 4 ist hier mit wei-
teren Vereinfachungen zu rechnen, da die auftretenden Integrale regulér sind fiir T — 0. Dartiber
hinaus sind alle relevanten Funktionen per Fouriertransformation berechenbar, sodass man ein ex-
plizites Resultat erwarten kann. Die Korrelationsfunktionen ergeben sich &hnlich wie in Kapitel 5
durch Aufsummation aller Beitrage.

6.1 Die nichtlineare Integralgleichung in der massiven Phase

In diesem Abschnitt soll die nichtlineare Integralgleichung fiir die Hilfsfunktion a,, in der massiven
Phase hergeleitet werden. Zwar ist bereits in Kapitel 2 eine Integralgleichung fir a, angegeben
worden, allerdings enthalt diese die Kontur C,, welche per Definition alle Bethe-Wurzeln und den
Punkt —f/N, aber keine weiteren Singularitaten der logarithmischen Ableitung von 1 + a, enthalt.
Fir die konkrete Durchfithrung des Tieftemperaturlimes benétigt man jedoch eine feste Kontur.
Folglich muss die Lage alle Singularitdten beziiglich dieser festen Kontur genau analysiert werden.
Weiterhin ist es wichtig, die Phasen von Ina, und In(1 + a,) sorgfaltig zu beriicksichtigen. In der
masselosen Phase (vgl. Kapitel 4) stellte sich ein dhnliches Problem, allerdings konnte in diesem
Fall die Phase durch infinitesimale Deformationen der Referenzkontur modifiziert werden. Wie
sich zeigt, ist dieses Vorgehen in der massiven Phase nicht moglich.
Fiir den weiteren Verlauf erscheint es giinstig, die R-Matrix

0 0
b(x,y) c(x,y)

c(x,y) b(x,y)
0 0

_ sin(y—x)
b(x.Y) = Gty—xrin) (6.1)
> _ sin(iy) .
(6. Y) = S

R(x,y) =

[= R e R
- O O O
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6 Tieftemperaturanalyse in der massiven Phase

mit A = ch(y), y > 0, zu verwenden. Im Folgenden sei ¢ = e™". In dieser Notation sind die Eigen-
werte der Quantentransfermatrix durch

. . N oM o ro, .
& [ sin(x +if/N) 2 sin(x — xj +1iy/2) .
A(x) = e? 1 —1y/2 6.2
() = et (sin(x +if/N + iy)) [ _; sin(x —xi - iy /2) ( tabe—iy/ )) 6.2
gegeben, wobei die Hilfsfunktion
a(x) = a(x| x) I: )
_ -k sin(x + iy/2 —if/N) sin(x + 3iy/2 + if/N) z ﬁ sin(x — x; — iy) 63)
- ¢ sin(x +iy/2 + if/N) sin(x — iy /2 — i/N) o sin(x — x} + iy)”
eingefithrt wurde. Die {x} } , sind eine Lésung der Bethe-Ansatz-Gleichungen,
a(xfltaxpitl ) =-1, j=1....M. (6.4)

Fir den dominanten Zustand gilt M = N /2. Fir einen angeregten Zustand definiere den (Pseudo-)
Spin
s=N/2-M. (6.5)

Im Folgenden soll eine nichtlineare Integralgleichung fiir a hergeleitet werden. Dafiir definiert
man fiir § > 0 die Funktionen

K(x|8) = m(cot( ~i8) — cot(x +i5)) , (6.62)

0(x|5) = 2ri fr dy K(yl) . (6.6b)

x

Hierbei ist I, eine stiickweise gerade Kontur, welche von —/2 parallel zur imaginiren Achse nach
—/2 + iIm(x) lauft und anschlieend parallel zur reellen Achse nach x. Diese Wahl der Integrati-
onskontur bedingt Schnitte der Funktion 6(x|§) entlang der Linien (—oo+i8, —m+i§]U[+id, £id+c0)
(dies entspricht der in Kapitel 5 getroffenen Konvention). Fiir den Fall § = y schreibe der Einfachheit
halber K(x) = K(x|y) und 6(x) = 0(xly).

Fiir den weiteren Verlauf werden die folgenden Eigenschaften der Funktionen K und 6 benétigt:

1 h(2
K(x|8) = — zs(—é) >0, firxeR, (6.72)
27 sh?(8) + sin?(x)
K(x +78) = K(x|5) .  K(=x|8) = K(x|5) , (6.7b)
omi I 5
0(x + 718) = O(x|6) + { 1 [l < (6.7¢)
0 Im x| > 6,
omi I 5
B(=x|6) = —0(x|6) + | 7 Imxl < (6.7d)
0 Imx| > 6.
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6.1 Die nichtlineare Integralgleichung in der massiven Phase

'

- iy

—1/2 Cs /2

Ce

—2iy +

Abbildung 6.1: Die Integrationskontur C = C, UC_ U C, U Cy.

Es folgt aus (6.7c) und (6.7d), dass 0(r/2|8) = 2ziund 6(0|5) = xi. Setzt man x = u + iv, u,v € R,
so folgt das asymptotische Verhalten
lim O(u+iv) = F2y . (6.8)
V—+00
Man beachte, dass 6(x|3) eine Festlegung des Logarithmus von sin(x — iy)/ sin(x + iy) ist, welche
mit dem Hauptzweig Ln(sin(x —iy)/ sin(x + iy)) im Streifen —7 < Re(x) < 0 Uibereinstimmt. Hier

und im Folgenden ist der Hauptzweig durch —7 < ImLn(x) < x festgelegt.
Mit der Definition von 6 kann die Funktion In a definiert werden durch

(N) M
Ina(x) = -2 T(x) - g@(x Fip/2 +iB/N) + ; 0(x - x7) (6.9)
mit NT
s (x) = h— —=[0Ce + /N1y /2) - 0~ ip/NIy/2)] (6.10)

Ausgehend hiervon kann eine Integralgleichung hergeleitet werden, welche von der Wahl der In-
tegrationskontur abhéangt. Hier soll eine rechteckige, positiv orientierte Kontur C gewahlt werden,
welche bei —/2 beginnt und endet (vgl. Abbildung 6.1). Das obere Teilstiick C., verbindet —/2
und /2, wihrend das untere Teilstiick —z/2 — iy~ mit 7 /2 — iy~ verbindet. Hierbeiist y~ = y — 0.,
sodass keine Polstellen auf der Kontur liegen. Das linke bzw. rechte Teilstiick sei mit C; bzw. C,
bezeichnet.

Die Bezeichnung der Lésungen der Gleichung

1+a(x)=0 (6.11)
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6 Tieftemperaturanalyse in der massiven Phase

erfolgt beziiglich der Kontur C. Eine Losung x von (6.11) ist eine Bethe-Wurzel falls x € {x,’(}ﬁil
ist. Bethewurzeln auflerhalb von C werden Teilchen genannt. Ein Teilchen x ist ,nah® falls x — iy
innerhalb von C liegt und andernfalls ,fern®. Die Anzahl der nahen bzw. fernen Wurzeln ist n, bzw.
nr. Nahe und ferne Wurzeln werden mit x{ bzw. x]’: bezeichnet. Losungen von Gleichung (6.11),
welche innerhalb von C liegen aber keine Bethe-Wurzeln sind, werden Locher genannt. Sie werden
mit x” bezeichnet und ihre Anzahl entsprechend mit ny,.

Aus den Gleichungen (6.7c) und (6.9) folgt fiir x € R und |f/N| < y/2 die Quasiperiodizitit

Ina(x + ) = Ina(x) — 27i(s + ny) . (6.12)

In dhnlicher Weise folgt mit (6.8) und (6.9) die Asymptotik

I lim Ina(x) = —; + 2ys . (6.13)

Mit Gleichung (6.3) und der soeben eingefithrten Terminologie folgt, dass die einzigen Singula-
ritdten der logarithmischen Ableitung 0, In(1 + a(x)) = a’(x)/(1 + a(x)) innerhalb von C einfache
Pole sind, deren Lage und Residuen in der folgenden Tabelle zusammengefasst sind.

Lage Residuum
x e b\ e, U b 1
x € {XZ}Zil 1
x € {xp — iy les -1
x =—i(y/2+ B/N) ~N/2

Fir x,y € C oder innerhalb ist 8(x — y) holomorph als Funktion von y. Damit erhalt man fiir
—y < Im(x) < 0 die Gleichung

(N) np ne nr
Inax) = -2 T(x) =306 =)+ (00 x5 + 06— x¢ +ip)) + > 0x — )
j=1 = =1

+fﬂ9(x—y)ay1n(1+a(y)). (6.14)

C 2mi

Diese Gleichung kann mittels partieller Integration in eine nichtlineare Integralgleichung umge-
wandelt werden, wobei eine Definition der Logarithmen gewéhlt werden muss. Zunéchst ist klar,
dass die logarithmischen Ableitungen von a bzw. 1+a eindeutig sind. Definiere nun fiir einen Punkt
x auf der Kontur C und fiir f = a,1+a,1+a™?

In¢ f(x) = f; dydy,In f(y) . (6.15)

Hierbei ist C, eine Kontur, welche bei —7/2 —i0 beginnt und entlang der Kontur C zum Punkt x € C
lauft. Per Konstruktion ist In¢ f stetig entlang C und kann folglich in der partiellen Integration in
(6.14) benutzt werden. Die Monodromie von In¢(1 + a)(x) entlang C ist i.A. nicht Null. Mit Hilfe
der obigen Tabelle und dem Argumentprinzip folgt

B dy _Inc(1 +a)(-7/2)
d= . z—may In(1+a(y)) = i

=np—2n.—ng—s. (6.16)

Fihrt man nun die partielle Integration in (6.14) durch, so folgt
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6.1 Die nichtlineare Integralgleichung in der massiven Phase

Lemma 6.1.1. Die in Gleichung (6.3) definierte Hilfsfunktion a erfiillt die nichtlineare Integralglei-
chung

(N) ny ne ng
Ina(x) = -2 T(x) = 06—l + D (00— %) + 06— x¢ +ip)) + D 0x — )
= = =

+d0(x+7z/2)+£dyK(x—y) Inc(1+a)(y). (6.17)

Die Gleichung bestimmt a innerhalb des Streifens —y < Imx < 0 und durch analytische Fortsetzung
in der gesamten komplexen Ebene. Insbesondere ist das Integral auf der rechten Seite fiir x € C. als
entsprechender Grenzwert aufzufassen.

Die Teilchen und Locher miissen so bestimmt werden, dass die Nebenbedingung

1+a(x?) =0 (6.18)

h.p.f

erfiillt ist, wobei X in den jeweiligen Definitionsbereichen liegen miissen.

Der Trotterlimes kann in Gleichung (6.17) trivial durchgefithrt werden, indem man eéN) (x) durch

4](A* - 1)

A — cos(2x) (6.19)

eo(x) = lim &M (x) = h -
N—oo
ersetzt. Gleichung (6.17) ist der Ausgangspunkt fiir die Tieftemperaturanalyse im nachsten Ab-
schnitt.

Eine abschlieflende Bemerkung betrifft die Verbindung zu der nichtlinearen Integralgleichung
aus Kapitel 4. Die Gleichungen (6.16) und (6.17) hangen von der Definition der Kontur und der
betrachteten Klasse von Anregungen ab. Betrachte nun den Fall ny = 0 und deformiere die Kontur
C — C, derart, dass die Punkte x]? — iy auflerhalb von C; liegen. Nimmt man an, dass d = 0 entlang
Cs ist, so wird Gleichung (6.17) zu

(N) np Ne
Ina(x) = -2 T(x) =D oG- x4 D 0 - x5 + fc dyK(x—y)lne.(1+a)(y) . (6.20)
=1 j=1 .

Diese Gleichung hat dieselbe Form wie die Integralgleichung, die in der Tieftemperaturanalyse der
masselosen Phase (|A| < 1und 0 < h < h,) benutzt wurde! (vgl. (4.4) in Kapitel 4). In der masselosen
Phase sind die relevanten Anregungen charakterisiert durch Teilchen und Lécher, welche sich in
der Néhe der Fermi-Punkte +Q befinden fiir T — 0. Die Bedingung d = 0 kann in diesem Fall
durch eine kleine Deformation der Kontur in der Ndhe der Fermi-Punkte und durch Anheben des
unteren Teilstiicks der Kontur erreicht werden. Dies bedeutet, dass die Kontur Cs selbstkonsistent
im Laufe der Rechnung bestimmt werden muss (vgl. Kapitel 4). In der hier betrachteten massiven
Phase sind solche Vereinfachungen nicht méoglich, sodass sich i.A. die Punkte x{ — iy innerhalb der
Kontur befinden und d # 0 gilt.

n diesem Fall gibt es einen zusitzlichen Term —irs, welcher in der abweichenden Definition der Funktion 6 absorbiert
wurde.
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6 Tieftemperaturanalyse in der massiven Phase

6.2 Tieftemperaturanalyse der nichtlinearen Integralgleichung

Die Erwartung ist, dass die Hilfsfunktion analog zu Kapitel 4 groff wird auf C, und klein auf C_,
sodass die nichtlineare Integralgleichung (6.17) linearisiert. Aus diesem Grund soll das Integral tiber
C aufgeteilt werden in Integrale tiber C; und C; und C, (vgl. Abbildung 6.1),

f dy K(x - y) Inc (1 + )(y) = f dy K(x - y) Inc a(y)
C Cy
+(e(x+n/z+iy—)—e(x+n/z))fc %ayln(1+a(y))

+f dyK(x—y)lnc(1+a_1)(y)+f dy K(x —y) Inc(1 + a)(y) . (6.21)
Cy C

Hierbei wurde die in Gleichung (6.15) eingefiithrte Notation fiir In¢ verwendet. Die zweite Zeile von
(6.21) ist der Beitrag der linken und rechten Teilstiicke der Kontur C. Um dies einzusehen, definiert
man eine Kontur Cy, 44, welche entlang C von einem Punkt y auf C¢ zu einem Punkt y + 7 auf C,
lauft. Dann gilt

fc 4y Kr—y)Ine(1+a(w) = f dy K(x - ) (Inc(1 + a(y)) — Ine(1 + a(y + 7))

Ce

=— dyK(x—y)j; dz 0, In(1 + a(z))

Cg Yy, y+m

= — dy K(X - y) f dZ az ln(l + (I(Z))
Cr C_

= (Q(x +m/2+iy7) —0(x + 7[/2)) fc ;—iay In(1+a(y)). (6.22)

Man beachte, dass aufgrund der n-Periodizitat von a das letzte Integral auf der rechten Seite eine
ganze Zahl sein muss.
Fir das Aufteilen des Integrals iiber Cy in (6.21) wurde

dx In(1 +a(x)) = dx Ina(x) +dx In(1+ a7 (x)) (6.23)

benutzt.

Mit einer #hnlichen Argumentation wie in Kapitel 4 erwartet man, dass a™!(x) = O(T®) fiir
x € C; und a(x) = O(T™) fur x € C_. Die Strategie ist, ein solches Verhalten vorauszusetzen und
damit a in selbstkonsistenter Weise zu bestimmen.

Wegen a(x) = O(T*) fur x € C_ ist Ln(1 + a(x)) holomorph auf C_ und

f dyd,In(1 +a(y)) = fc dyd,Ln(1+a(y)) =0. (6.24)
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Es folgt
f dy K (x - y) Ine(1 + a(y)) = f dy K(x — ) Ina(y)
C Cy

+ fc dyK(x—y)Ln(1+a7'()) + fc dy K(x — y) Ln(1 + a(y)) — 27id
+Ina(-r/2) + Ln(1+a™"(-7/2)) - Ln(1 + a(-7/2 - iy "))
+£ dydyIn(1+a(y)) . (6.25)
Die letzten beiden Zeilen sind eine reine Phase,
Ina(-r/2) +Ln(1+a”"(-7/2)) —Ln(1+a(-7/2-iy")) + L dyd, In(1+a(y)) = —27ik, (6.26)

mit k € Z.
Fithre nun analog zu Kapitel 4 die Funktion

u(x) = —=Tlna(x) (6.27)

ein.
Definiert man weiterhin?
(y)

r{u](x) :L dyK(x—y)Ln(1+euT) +£ dyK(x—y)Ln(l+e_#) (6.28)

und setzt die Gleichungen (6.27), (6.28), (6.25) und (6.26) in (6.17) ein, so erhilt man die folgende
Form der nichtlinearen Integralgleichung im Trotterlimes:

/2
u(x) = €y(x) + TO(x) — f / dy K(x —y)u(y) — T - r[u](x) (6.29)
/2
mit
np ne ng
O(x) = 2mik+ Y O(x—x]) = > (0(x = x§) + O(x = x§ +iy)) = Y 0(x—x]) —d O(x = 7/2) . (6:30)
j=1 j=1 j=1

Man beachte, dass (6.29) immer noch eine nichtlineare Gleichung ist, die die volle Temperatur-
abhingigkeit beinhaltet. Sie ist per Konstruktion giiltig falls |a(x)| = e"R¢*)/T < 1 auf C_ und
la™!(x)| = eRe“C)/T < 1 aquf C,. In diesem Fall ist |r[u]| beschrankt, und T - ©(x) sowie T - r[u](x)
konnen fur kleine T vernachlassigt werden, falls © keine Singularititen in der Nahe von C4 oder C_
besitzt.

Somit folgt, dass der Tieftemperaturlimes von u durch die bekleidete Energie ¢ gegeben ist, wobei
letztere durch

/2
e(x) = g(x) — j: dy K(x — y)e(y) (6.31)

/2

2 Fiir x € Cy muss das Integral {iber C_ regularisiert werden, indem die untere Kontur C— um ein kleines endliches § > 0
nach oben geschoben wird. Dies zieht moglicherweise zusétzliche Beitrdge nach sich, falls Lésungen von 1 + a(x) = 0
zwischen C_ und C_ + id liegen. Um die Diskussion zu vereinfachen, nehme im Folgenden an, dass in einem schmalen
endlichen Bereich um C; keine Nullstellen von 1 + a liegen. Somit ist r[u](x) glatt fir x € Cy.
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6 Tieftemperaturanalyse in der massiven Phase

definiert ist. Diese Gleichung kann explizit durch elliptische Funktionen geldst werden (vgl. An-
hang D.3),
h  4JKsh
o= JKsh(y)
2 T
Hierbei ist y = 7K’(k)/K(k), wobei K (k) und K’ (k) = K(V1 — k?) vollstandige elliptische Integrale
sind und k der elliptische Modul (vgl. Anhang D.1). Mit dieser expliziten Losung folgt, dass e(x) < 0
auf Cy und £(x) > 0 auf C_ falls

(2Kx

k) . (6.32)

0<h<hy= %s JK sh(y) dn(K k) (6.33)

gilt. Der hier durchgefiihrte Tieftemperaturlimes ist also in der Tat konsistent.
Fiir die Bestimmung der ersten Ordnung in T sei zunichst an die Definitionen der bekleideten
Phase ¢(*, z) und Ladung Z erinnert (vgl. Kapitel 4 und 5),

/2
20 =1- [ dyKG-9)2). (6342)
—/2
1 /2
o(x,2z) = 0(x —z) — §1|Imz|<y O(x —m/2) —f dy K(x - y)o(y, z) . (6.34b)
—-/2
Dies definiert die Funktionen ¢(*, z) und Z auf dem Intervall [-7, 7] und per analytischer Fort-

setzung in der komplexen Ebene. Die Integralgleichungen sind per Fouriertransformation losbar,
insbesondere ergibt sich Z(x) = 1/2. Eine Beschreibung der bekleideten Phase findet sich in An-
hang D.4.

Setzt man (6.31) und (6.34) in (6.29) ein, so erhilt man

u(x) =uy(x) + O(T) fur -y <Im(x) <0 (6.35)
mit
uy(x) = e(x) + T{iﬂ'k + Z o(x, x]h) - Z((p(x, x7) + o(x, xf - iy))
j=1 Jj=1

ng
=3 prxl) — 2(d — np/2 + o)l 71/2)} . (636)
j=1

Der letzte Term auf der rechten Seite verschwindet aufgrund einer linearen Beziehung zwischen
der Anzahl der Teilchen und Locher sowie dem Spin s. Dies sieht man ein, indem man beachtet,
dass im Tieftemperaturlimes |a(x)| = e"R*C)/T < 1 auf C_ und |a~'(x)| = eRe*@/T < 1 auf C,
gilt, sodass

d= j; ;—;aymu +a(y)) = fwa :—J‘T’iay In(1 + a(y))
= ﬁ {Ina(-7/2) - Ina(r/2) + Ln(1 + a7 (-7/2)) = Ln(1 + a7 (7/2))
+Ln(1+a(r/2-iy7)) —Ln(1 +a(-7/2 - iy"))}
= i{lna(—n/z) ~Ina(r/2)} (637)

21
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folgt. Setzt man (6.35) und (6.36) in die obige Gleichung ein und benutzt die 7-Periodizitit von ¢
sowie die 7-(Quasi-)Periodizitat von ¢(x, z), so erhélt man

d=np/2-n. (6.38)

Insbesondere muss die Anzahl der Locher ny, gerade sein.
Zusammenfassend erhélt man somit

Lemma 6.2.1. Im Streifen —y < Im(x) < 0 besitzt die nichtlineare Integralgleichung (6.29) selbst-
konsistente Tieftemperaturlosungen von der Form

u(x) = uy(x) + O(T™) (6.39)

¢

ui(x) = e(x) + T{iﬂ'k + Zh“ o(x, th) -

=1 j=1

ny
(o6ex) + o5 = i) = D owxD} . (640
j=1

Die Anzahl der Teilchen und Locher ist durch die Relation
np —2nc —2np = 2s (6.41)
mit dem Spin s verbunden.

Man beachte, dass im Gegensatz zur masselosen Phase (vgl. Gleichung (4.40)) die Korrekturen zu
u; exponentiell klein in der Temperatur T sind.

Um die Bethe-Ansatz-Gleichungen analysieren zu kdnnen, muss die Funktion u in der gesamten
komplexen Ebene bestimmt werden. Dies erfolgt durch analytische Fortsetzung der nichtlinearen
Integralgleichung (6.29). Hierbei ist zu beachten, dass Tieftemperaturlimes und analytische Fortset-
zung nicht vertauschen, wodurch die Beitrage des Restes r[u] sorgfiltig behandelt werden miissen.
Die analytische Fortsetzung der in (6.29) auftretende Integrale ist bestimmt durch das folgende

Lemma 6.2.2. Es seien g, analytisch in einem Streifen S, um C. und es sei

folx) = fc dy K(x - )9 (y) - (6.42)

Dann ist f, analytisch fiir -y < Imx < y, wihrend f_ analytisch ist fiir —2y < Im x < 0,. Bezeichne
die analytischen Fortsetzungen von f. mit denselben Buchstaben. Dann gilt

g+(x—iy) Imx>y, xS, +iy

£ = [ dyK(x= st = {o Imxl <y , (6.430)
’ gi(x+iy) Imx < -y, x € Sy —iy

g-(x—iy) Imx>0, x€S_+1iy
f(x) = f dy K(x —y)g-(y) + 40 -2y <Imx <0 . (6.43b)
- g-(x+iy) Imx < -2y, xeS_-iy
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6 Tieftemperaturanalyse in der massiven Phase

Wendet man dieses Lemma auf Gleichung (6.29) an, so erhilt man

/2
u(x) = &(x) + TO(x) - f dy K(x = y)u(y) — Trlu](x)
—/2
2mik’'T Imx >y
_u(x-iy)
—TLn(l—i-e T ) 0<Imx <y
+40 -y <Imx <0 (6.44)

—u(x +1iy) + TLn(l + eu(xTHY)) =2y <Imx < —y

2mik”T Imx < -2y,

wobei k’, k”" € Z ist. Die Funktion r[u] in (6.44) ist fiir alle x in den jeweiligen Streifen durch (6.28)
gegeben. Damit ist r[u](x) = O(T*) in Gleichung (6.44). Mit Hilfe von Lemma 6.2.1 kann auf der
rechten Seite von Gleichung (6.44) u durch u; ersetzt werden, sodass sich

x/2
u(x) = go(x) + TO(x) — f //2 dy K(x — y)us (y) + O(T™)
-
2mik’'T Imx >y
~TLn(1+e 7 1+ O(T)) 0<Imx <y
+10 -y <Imx <0 (6.45)
—up(x +1iy) + TLn(l + eul(xTﬂY) 1+ O(T‘X’))) -2y <Imx < —y
2mik”T Imx < -2y

ergibt. Jeder Term O(T) ist eine glatte Funktion ohne Singularititen. Die erste Zeile von (6.45)
kann weiter vereinfacht werden. Dafiir beachtet man, dass die Funktion u; im Streifen |[Imx| < y
die lineare Integralgleichung

/2

0(x) + TO(x) - f dy K(x - g)us(y) = w1 (x) (6.46)

—m/2
erfullt. Aulerhalb dieses Streifens ergibt sich u; durch analytische Fortsetzung mit Hilfe von Lem-
ma 6.2.2. Man erhalt
/2 up(x) +ug(x —iy) Imx >y
g(x) + TO(x) — f dy K(x = y)us(y) = Jus(x) Imx| <y (6.47)
il u(x) +ug(x +iy) Imx < -y.
Setzt man dies in Gleichung (6.45) ein und benutzt (6.27), so folgt

Lemma 6.2.3. Der Tieftemperaturlimes der Hilfsfunktion a in der komplexen Ebene ist gegeben durch

o (w1 (x)+u1 (x—iy)) Imx >y
e~ Tw(x) 4 o= 7 (i (x)+ur(x~iy)) 0<Imx <y
a(x) = e T -y <Imx<0 |, (6.48)
eFu) 4 b riy) ] -2y <Imx < —y
o (w1 (x)+u1 (x+iy)) Imx < —2y
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wobei multiplikative Korrekturen der Form 1+ O(T®) (vor jedem Exponenten, vgl. (6.45)) unterdriickt
wurden.

Interessanterweise tauchen auf der rechten Seite von (6.48) lediglich zwei unabhangige Funk-
tionen auf. Mit Hilfe von Lemma 6.2.1 und den Formeln aus Anhang D kénnen diese explizit be-

stimmt werden. Zu diesem Zweck unterteilt man die fernen Teilchen in zwei Teilmengen, { « VY=

Jli=1
{x } v {x V-, sodass Im(x ) >y und Im(xj_) < —y gilt. Fihrt man die Funktionen

j=r

e sin(x — x§ —iy)

sin(x — x 1)/)] l_[smx x; +iy)
[ sin(x — x; —1y)

sm(x - xj +iy)

mho sin(x — x

(1(+) (x) = e_%(ul(x)+u1(x—iy)) — e_% |:l—[

sin(x — x; — 2iy)

[l_[ sin(x — x7) ] (6.49)

Jj=1

sowie

e sin(x — x7)

a0 = bt = oy Fo [
J

#
i sin(x X; + iy)

" sin(x — x; —iy)

J
[D sin(x — x7) ] (6.50)

o sin(x — x}r)

l_[ sin(x — x;" + iy)

j=1

X

und a (x) = a®) (x + iy) ein, so wird Gleichung (6.48) zu
) (x) Imx >y
a@(x) + a®)(x) 0<Imx<y
a(x) = a©(x) -y <Imx<0 (6.51)

-1
1 1
[—G(O)(x) + —a(_)(x)] =2y <Imx < -y

(x) Imx < -2y

Diese explizite Darstellung wird im folgenden Abschnitt benutzt, um ausgehend von Gleichung (4.5)
die Anregungen der Quantentransfermatrix zu klassifizieren und die ,higher-level” Bethe-Ansatz-
Gleichungen herzuleiten.

6.3 Higher-level Bethe-Ansatz-Gleichungen fiir endliche
Magnetfelder

In diesem Abschnitt soll Gleichung (4.5) fir h > 0 und T — 0, diskutiert werden. Die Gleichungen
fir die verschiedenen Arten von Wurzeln (Locher sowie nahe und ferne Wurzeln) miissen gemaf3
Gleichung (6.51) analysiert werden.

Ferne Wurzeln x]f’ befinden sich im Bereich Im x > y. Gemaf} Gleichung (6.51) sind sie fiir T — 0.
Nullstellen der Funktion 1 + a‘*). Aufgrund des Vorfaktors e/ verschwindet die Funktion a(*)
punktweise fiir T — 0.. Sei x; € {x]}}Z, die ferne Wurzel mit dem grofiten Imaginarteil,

Imx; >Imx;, j=1,....,ns. (6.52)
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6 Tieftemperaturanalyse in der massiven Phase

Damit x; eine Wurzel von 1 + a(® sein kann, muss sie nahe an einem Pol von a®) (x) liegen. Die
einzigen méglichen Pole von a* (x) in der Region Im x > y sind bei xj+ iy. Diese konnen jedoch
wegen (6.52) nicht nahe bei x; liegen. Folglich kann x; nicht existieren, d.h.

n,=0. (6.53)
Nahe Wurzeln x; befinden sich im Streifen 0 < Imx < y. Mit den Formeln aus Anhang D.4 folgt

~ —2[(2k-1)y— l(x—xh)]) (1 _ e—2[2ky+i(x—xh)])

—p(x,x") — —1(ﬂ/2+x —xh)
1_! 1 — e—2[(2k-1)y+i(x—x )])(1 _ e—2[2ky—i(x—xh)])

(6.54)

h h

Man erkennt, dass diese Funktion eine Nullstelle bei x —x" = —iy und eine Polstelle bei x — x" = iy
besitzt. Da dies die einzigen Null- und Polstellen im Bereich —2y < Imx < y sind, folgt dass

n mnosin(x — x" —iy)
EED W rp(x,xf‘)l |—J
A(x) = e “=t 7 ;

: (6.55)
jo1 sin(x — x;

+ iy)

analytisch und ungleich Null in diesem Streifen ist. Damit nimmt die Bestimmungsgleichung der
nahen Wurzeln a® (x) + a®(x) = —1 die Form

np
o) sin(x — x" + iy)
(-1)FA(x)e” [ fh

sin(x — x; —iy)

[ sin(x — x) H sin(x — x —iy)

sin(x — x +iy)

[”C sin(x — x

sin(x — x; —iy)
l_Ism(x x; +1y) [ ]

sin(x — X; 7)

" sin(x — x; - 2iy)
[l_[ sin(x — x7) ] =-1 (656)

1

sin(x — x —1iy)

an, wobei bereits n, = 0 eingesetzt wurde.

Nehme zunéchst an, dass keiner der Faktoren sin(x — xJ"’) im Zahler des ersten Terms auf der
linken Seite von (6.56) durch einen Faktor sin(x — xJ’.‘ —1iy) im Nenner gekiirzt wird (keine ,exakten
Teilchen-Loch-Strings®). Dann verschwindet der erste Term auf der linken Seite fir x € {x }] ”
wihrend der zweite Term punktweise verschwindet fiir T — 0,. Schliefit man also die Ex1stenz
exakter Strings aus, so konnen nahe Wurzeln nur in der Ndhe der Punkte x;‘ + iy existieren®. Dies
bedeutet, dass fiir jedes x; ein k € {1,...,n} existiert, sodass

xj = xZ + iy + 0k (6.57)
gilt, wobei §; — 0 fir T — 0,. Man kann zeigen [44], dass die Annahme, dass keine zwei Teil-

chen oder Locher exponentiell nahe beieinander sind (,,Pauli-Prinzip“), die Existenz exakter Strings
ausschlieit. Nehme an, dass dieses ,Pauli-Prinzip“ erfiillt ist, sodass keine exakten Strings auftreten.

3Man beachte, dass die Annahme gemacht wurde (vgl. Fuinote 2 auf S. 85), dass die xj? von der Integrationskontur
entfernt sind, sodass sin(x§, — x; + iy) nicht klein werden kann.
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Ferne Wurzeln x; befinden sich in der Region Imx < —y. Im Streifen -2y < Imx < —y lautet
die Bestimmungsgleichung nach Gleichung (6.51)

1/a(x) = 1/a<°>(x) +1/a9(x)

g(x> [ sin(x — x —iy) [ e sin(x — x + 1)/) [ sin(x — xJ_) ]
A(x sm(x x +1y) l_ll sin(x — x§ sin(x — x; —iy)
nn . _h Ne o _.c . n . - .
Lo 1_[ sin(x hxj) 1_[ sm(x X§ +c21y)] [l_l an(x xJ_ +iy) _L1. (658)
ie1 sin(x — X+ iy) i1 sin(x — xj) ie1 sin(x — X; —iy)
Da exakte Strings ausgeschlossen wurden, verschwindet der erste Term fiir x = xX;,j=1...,n,
sodass die fernen Wurzeln x;* durch die Gleichung
"hgin(x — x +1y) sin(x — x¢) " sin(x — x; —iy)
et []_[ []_[ j ] [l_[ ALY P (6.59)
jo1 sin(x - x sin(x — xj + 2iy) sin(x — x} +1y)

bestimmt sind. Dieselbe Gleichung ergibt sich fiir die fernen Wurzeln x; im Bereich Imx;” < -2y.
Die linke Seite der Gleichung verschwindet punktweise T — 0., sodass sich die fernen Wurzeln
x; den Polen bei x_ — iy oder xj, — 2iy annéhern miissen. Wihle nun die ferne Wurzel x;, mit dem
groBten Imaginarteil, d.h. Imx, > Imx; for j € {1,...,n_}. Dann kann sich x, nicht in der Nihe
— iy befinden. Folglich muss x, in der Nihe von x{, — 2iy sein fir ein m € {1,...,n.}.

4

x, — 2iy) im Zéhler von a®(x¢)) Klein ist und aufgrund
der Bestimmungsgleichung a®)(x¢,) = —1 durch einen kleinen Faktor sin(x¢, — x — iy) fiir ein
n € {1,...,n,} kompensiert werden muss*. Damit bilden x;, x{, und x!" einen Dreier-String, sodass
der Faktor sin(x, — x,}; +iy) in a(_)(xg) ebenfalls klein wird. Damit x, x;, und xfl’ ihre jeweiligen
Bestimmungsgleichungen erfiillen kénnen, miissen die beiden Gleichungen

von x;
J

Damit folgt, dass der Faktor sin(x¢,

- ¢ .
X, =Xy, +21y

Xy — x5, +1iy

h
i = OeT) (6.60a)
xt,—xn iy X, —Xp t1y
x,cn—x_—Ziy x;—xfl’+iy BT
- = 0(eT) (6.60b)

xrcn - xn 1)/

erfiillt sein. Dies stellt einen Widerspruch dar, sodass x,

Xp — Xy + 1y

14

fernen Wurzeln xj_ existieren konnen, d.h.

n_=20.

nicht existieren kann. Es folgt, dass keine

(6.61)

Schlie3lich miissen noch die méglichen Lochpositionen bestimmt werden. Per Definition liegt ein
Loch x}h im Streifen —y < Imx < 0, und muss gemaf (6.51) fiir tiefe Temperaturen die Gleichung

1+a@(x) = 0 erfiillen. Explizit lautet die Gleichung

o [ sin(x — x7 + iy) sin(x — xc)
(~DkA@e ([ ] 5T -1, (6.62)
=1 51n(x xh 1)/) SlI’l X — .X' + 1}/)

“Da die x]? von der Integrationskontur entfernt sind, kann sin(xg, — x; +iy) nicht klein werden (vgl. Fufinote 3 auf S. 90).
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6 Tieftemperaturanalyse in der massiven Phase

wobei bereits n_ = ny, = 0 gesetzt wurde. Folglich kann ein Loch nur in der Nihe der Kurve
Re e(x) = 0 oder in der Nihe des Punktes x]? — iy existieren, falls dieser Punkt in einem Bereich
liegt, in dem Re ¢ > 0 gilt (in diesem Fall ist e e()/T klein). Man beachte, dass der letzte Fall mit
Gleichung (6.57) konsistent ist.

Zusammenfassend kann festgestellt werden, dass keine fernen Wurzeln existieren und dass jede
nahe Wurzel Teil eines Teilchen-Loch-Strings ist. Damit folgen die beiden Gleichungen

mhosin(x — xf) ([ sin(x€ — x€ —iy)
h
e—r[]_[ : ] h"' []_[ Ik l-q, (6.63)
kot SinGxy —oxl —iy) 1 sin(xj — x; +iy)
J = 1’ ’nca
el w e sin(xf — x¢)
(cke™ B ) [ | =1, (6.64)
41 sm(xj - x; +iy)
j=1,...,np, mit n, = 2n, + 2s (vgl. (6.41)) und
X{=xl+iy+id;, j=1,....nc. (6.65)

Hierbei wurde die Nummerierung der Locher angepasst.
Wie sich zeigt, sind die §; exponentiell klein, sodass die in Teilchen-Loch-Strings gebundenen

Locher x}’, j=1,...,n. eliminiert werden konnen®. Fithre nun die Notation
yi=x;, j=1,...,nc,
Xj=xh, . j=1....nc+2s (6.66)

fiir die verbleibenden Freiheitsgrade ein. Setzt man (6.65) und (6.66) in (6.63) ein, so folgt

5 ~ sh(y —[]_[ Sinley = g _iY)Hnﬁs Rl b VN (6.67)

sin(y; — yx) o sin(y; — xx —iy)

Dies ist in konsistenter Weise O(e™/T) falls keine zwei y; oder x; exponentiell nahe beieinander
sind.

Setzt man (6.65) und (6.66) in (6.64) ein und benutzt (6.67) sowie die Funktionalgleichungen (D.11)
und (D.20), so erhilt man

s(x]

e T IS 000w R etun) < (L1)RH L O(T) (6.682)

e “TEHEIE, 0wy S1 o) o (_1)k 4 O(T) (6.68b)

wobeij=1,...,n.+2sund { = 1,...,n.. Nimmt man den Logarithmus der obigen Gleichungen,

so folgt

Lemma 6.3.1. Higher-level Bethe-Ansatz-Gleichungen fiir h > 0. Bis auf Korrekturen der Ordnung
T sind die unabhdngigen Locher x;, j = 1,...,nc + 2s und die in Teilchen-Loch-Strings gebundenen

5 Alternativ kénnten natiirlich auch die Teilchen x]?, Jj=1,...,nc zugunsten aller 2n. + 2s Locher eliminiert werden.
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Im x Im x
L] ° [ ]
/ 0.4 / 0.4
° [ ]
0.2 0.2
Re x ! Re x
-14 -1.2 -1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 -14 -1.2 -1.0 -0.8 -0.6 -04 -0.2
-0.2 -0.2
(@
% -0.4 -0.4
L ]
L]

Abbildung 6.2: Einfache Teilchen-Loch-Anregung (s = 0, n, = 1) gemaf} Gleichung (6.69). Links
T/J = 0.1, rechts T/J = 0.02. h/hy = 2/3, A = 1.7 (dh. y/2 = 0.562), h¢/J = 0.76.
Abgebildet sind Teilchen-Loch-Paare mit festem n = 1 und variablem m zwischen —1
und —70. Die Wechselwirkung mit dem Teilchen beeinflusst leicht die Lochposition.
Die schwarzen Linien kennzeichnen die Kurven Re £(x) = 0.

Teilchen ye, € = 1,...,n. durch die higher-level Bethe-Ansatz-Gleichungen

E(X') . ne ne+2s
= min+ ) oGy - Y ol x) (6.69a)
k=1 k=1
E(ye) ne ne+2s
o= mm ) ey — ) ey ) (6.69b)
k=1 k=1

bestimmt, wobei n, m gerade bzw. ungerade sind falls k ungerade bzw. gerade ist. AufSerdem gilt per
Definition —y <Imx; <0 und0 <Imy, <y.

Die higher-level Bethe-Ansatz-Gleichungen (6.69) konnen einfach numerisch gelost werden. Ein
einfaches Beispiel ist in Abbildung 6.2 dargestellt. Es zeigt 70 verschiedene Teilchen-Loch-Paare
(s = 0,n. = 1). Die Quantenzahl n des Lochs ist immer gleich 1 und die Quantenzahl m des Teilchens
variiert von —1 bis —70. Teilchen und Locher desselben Paars sind durch Punkte derselben Farbe
gekennzeichnet.

Im Limes T — 0, entkoppeln die higher-level Bethe-Ansatz-Gleichungen (6.69), und iznT sowie
immT werden zu unabhingigen kontinuierlichen Variablen, sodass Teilchen und Locher zu freien
Parametern auf den Kurven

Ree(y) =0, O0<Imy<y, (6.70a)
Ree(x) =0, -y<Imx<0 (6.70b)

werden (vgl. auch Abbildung 6.2). Diese Kurven sind in Abbildung 6.3 dargestellt.

Eine numerische Untersuchung des Spektrums fiir endliche Trotterzahlen (vgl. Anhang B in [44])
stiitzt die Vermutung, dass alle Anregungen der Quantentransfermatrix, fir die das Verhéltnis der
Eigenwerte im Limes T — 0, nicht verschwindet, von der hier diskutierten Form sind. Dies bedeu-
tet, dass sich alle relevanten Anregungen der Quantentransfermatrix fiir T — 0, in der massiven
Phase bei h > 0 als Teilchen-Loch-Anregungen interpretieren lassen. Dies stellt eine bemerkens-
werte Vereinfachung gegeniiber den Anregungen des Hamiltonoperators (vgl. Kapitel 5) dar.
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Im x

Re x

Abbildung 6.3: Die Kurven Re ¢(x) = 0 fiir verschiedene Werte des Magnetfelds h. Im hier gezeigten
Beispiel ist A = 1.7, hy/J = 0.76. Das Magnetfeld nimmt ausgehend von der inneren
zur aufleren Kurve ab: h/hy = 1.34,1,2/3,1/3, 0. Im masselosen Bereich hy < h < hy,
sind die Kurven geschlossen und schneiden die reelle Achse bei den Fermi-Punkten
+Q (vgl. Abschnitt 4.8). Bei Erreichen des unteren kritischen Feldes h = h; bilden
sich zwei Spitzen. Im massiven Bereich 0 < h < hy, welcher in diesem Kapitel
untersucht wird, offnet sich eine Licke.

6.4 Higher-level Bethe-Ansatz-Gleichungen fiir verschwindendes
Magnetfeld
In diesem Abschnitt soll die Analyse des vorhergehenden Abschnitts fiir den Fall h = 0 wiederholt

werden. Nehme erneut an, dass keine exakten Strings auftreten. Fiir h = 0 erhélt man fiir die
Funktion a*) den Ausdruck

sin(x — xh)
KNl Fremeel

sin(x — x —iy)

[”C sin(x — x; —iy)

n+ sin(x — x}r —iy)
1_[smx x{ +1iy) [

—
sin(x X; +iy)

[ﬁ sm(?c x; — 2iy) 67)

i1 sin(x — X5 )

J=1

Da keine exakten Strings auftreten, gilt a(®) (x7) = 0, sodass nahe Wurzeln und ferne Wurzeln x;
durch die Gleichungen
D) =-1, aM(xf)=-1 (6.72)

bestimmt sind. Dies bedeutet, dass in diesem Fall die Existenz ferner Wurzeln xJJ.r nicht ausgeschlos-
sen werden kann. Auflerdem kann man nicht schliefflen, dass die nahen Wurzeln wie bei h > 0
Bestandteil eines Teilchen-Loch-Strings sind. In dhnlicher Weise folgt, dass ferne Wurzeln x;” exis-
tieren konnen und durch die Gleichung

a(x7) = -1 (6.73)

festgelegt sind, wobei a(™) (x) = ™) (x + iy) ist.
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Die Lochparameter miissen der Gleichung
aO () = -1 (6.74)
geniigen, wobei

sin(x — x +1iy)

smx xh—l}/

0 (x) = (—1)FA(x)e” (’”[
J

[ e sin(x — xc) 675)

!_Ism(x x + iy)

"= sin(x — x; —i H sin(x — x7)

l_[ sin(x — x) e )

sin(x — x +iy)
Offenbar kénnen Locher in der Nihe der Linie Imx = —y/2 existieren, da dort Re e(x) = 0 gilt.

Betrachte nun die Situation entfernt von dieser Linie. Nehme an, dass Re s(xj’.l) < 0. Damit (6.74)

. - h
gilt, muss es ein X} geben, sodass x;

—x; —iy = 0 fir T — 0,.Dies bedeutet aber, dass a(‘)(xlz) -0,
was im Widerspruch zu (6.73) steht. Nehme nun an, dass Re g(x;’) > 0. Dann kann (6.74) nur erfiillt
sein, falls es ein x; gibt, sodass x]’? —xi +iy — 0fiir T — 0. Dies bedeutet aber, dass l/a(+) (x,i) -0,
was im Widerspruch zu (6.72) steht.

Folglich kénnen Locher nur in der Nahe der Linie Imx = —y/2 existieren. Im Limes T — 0.
filllen die moglichen Lochpositionen das Intervall —iy/2 + [-n/2, /2] dicht. Dies bedeutet, dass
die Locher zu freien Parametern werden fiir T — 0., wiahrend die nahen und fernen Wurzeln durch
die (im Limes T — 0, endlichen) higher-level Gleichungen (6.72) und (6.73) festgelegt sind. Dies
steht im starken Gegensatz zu dem Fall A > 0, in dem sowohl Teilchen- als auch Lochparameter zu
freien Parametern werden fur T — 0,.

Auf der anderen Seite besteht eine grofie Ahnlichkeit mit der Klassifizierung der Anregungen
des Hamiltonoperators (vgl. Kapitel 5 bzw. [4, 132]). Nimmt man analog zu Kapitel 5 die Umpara-
metrisierung

Do) = (e —iy/2)e U g —iy /2, U ey +iy/2), (6.76)
vor, so konnen die higher-level Bethe-Ansatz-Gleichungen (6.72) und (6.73) in die Form
sin(y; x]i’ +1y/2) sin(y; — yx — 1y) ,
-1= n P l_[ =10y, (6.77)
sin(y; — x; —iy/2) sin(y; — xx +1iy)
gebracht werden, wobei
nx=nc+nf=%—s. (6.78)

Bemerkenswerterweise stimmt Gleichung (6.77) mit den higher-level Gleichungen der gewohnli-
chen Transfermatrix iiberein (vgl. (5.25) in Kapitel 5).

Zusammenfassend kann festgehalten werden, dass sich das Spektrum der Quantentransfermatrix
in den Féllen h = 0 und h > 0 drastisch unterscheidet. Fiir A = 0 sind die 2n, + 2s Lochparameter
frei und die Teilchenparameter Losungen nicht-trivialer higher-level Gleichungen. Im Fall A > 0
ergibt sich eine Reorganisation der Freiheitsgrade: n. + 2s Locher und n. Teilchen werden zu frei-
en Parametern auf zwei Kurven in der komplexen Ebene. Fiir die Formfaktorentwicklung bedeutet
dies, dass fiir den Fall h = 0 eine dhnliche Komplexitit wie im Falle der gewdhnlichen Transfer-
matrix zu erwarten ist. Fiir A > 0 hingegen besteht die Moglichkeit, eine strukturell einfachere
Formfaktorreihe herzuleiten.
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6.5 Tieftemperaturanalyse der Eigenwerte

Betrachte nun wieder den Fall h > 0. Ausgehend von Gleichung (6.2), welche den Eigenwert als
Funktion der Bethe-Wurzeln beschreibt, kann der Ausdruck

cos 1y/2+x)) [ sm(x—x;’—i}’/Z)an sin(x — x¢ + 3y /2)

AG) = (cos (iy/2 —x)

1 sin(x — x;’ +1iy/2) sin(x — xj —iy/2)

. 1. -y7/2 <Im(x) < y/2
X exp{ﬁ - Ldy K(x —yly/2)Inc(1 + a(y))} : {1 +a(x—iy/2), sonst
(6.79)

hergeleitet werden. Dies ist noch der allgemeine Ausdruck fiir A, welcher fiir beliebige Tempera-
turen und Magnetfelder h > 0 giiltig ist, falls keine fernen Wurzeln vorhanden sind. Falls letztere
auftreten, ist die rechte Seite von (6.79) um einen Faktor

U sin(x — xjf +1y/2)
j=1 sin(x — xjf —iy/2)

(6.80)

Zu erganzen.
Im Tieftemperaturlimes bei h > 0 gibt es keine fernen Wurzeln und die nahen Wurzeln bil-

den Strings mit einer Teilmenge der Locher. Mit den Ergebnissen aus Abschnitt 6.2 erhélt man die

Hilfsfunktion auf der Kontur C,

ng+23

£(x) ne
a(x) = (-1)Fe T FEis eI T o) (14 O(T)), x € C. (6.81)

Benutzt man nun (6.65) und (6.66) sowie die Tatsache, dass a™(x) = O(T*) fiir x € C; und a(x) =
O(T*™) fir x € C_, so folgt mit Gleichung (6.79)

Al = cos(iy/2 + x) | ["E5° sin(x — x; — iy/2) | [ {2 sin(x — y; + iy /2)
(0 = (cos(iy/Z —x)) [ _; sin(x—x; + iy/Z)H _y sin(x —y; — iy/Z)]
h /2 1 -y~ /2 <Im(x) < y/2
Xexp{ T+£”/ dy K(x - yly/Z)Ina(y)} {1+a(x iy/2) . sonst . (6.82)

Hierbei wurden exponentiell kleine Korrekturen in T vernachlissigt.

Wie sich zeigen wird, entspricht der Fall n, = s = k = 0 dem dominanten Zustand, dessen
Eigenwert mit Ay(x) bezeichnet wird. In Vorbereitung auf die Berechnung von Formfaktoren wird
die Funktion p definiert durch

An(x +iy/2|a)

pn(xla) = Ao(x+iy/2)

(6.83)

Hierbei ist der Twistparameter « definiert durch b’ — h = —-2ayT, wobei h’ das Magnetfeld des
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angeregten Zustands ist. Mit Gleichung (6.81) erhalt man die Darstellung

(xlat) cos(iy +x) \°["F  sin(x — x]) sm(x —y; +iy) 1)k

xla) = | ————— -

Pr cos(x) i1 sin(x — x; + sin(x — y;)

/2 ne+2s
X eXp{f dyK(x —y +iy/2ly/2) [Z ¢y, ;) Z w(y,xj')]}
-/ j=1
) 1, -y~ <Im(x) <0
x exp | (~ya + 7K) Tn(aye(-r.0) | * | 1onsla) (6.84)
Tra() ° sonst

Das in der zweiten Zeile auftretende Integral ist vom Fouriertyp und kann im Prinzip mit den
Formeln aus Anhang D.4 berechnet werden. Fiir die Korrelationslangen ist jedoch der Fall x = —iy/2
relevant. In diesem Fall vereinfacht sich (6.84) zu

B sin(x;j +1iy/2) sin(y 1y/2)
pa(=iy/2la) = (=1) [l—[ sin(x; — 1y/2)H sin y] sin(y; +iy/2)

ne+2s
Xexp{f B dx K(x|y/2) [Z(p (>, yx) Z (p(x,xk)]} . (6.85)
- —

Das hier auftretende Integral kann mit Hilfe des ,dressed function trick® berechnet werden (vgl.
Fufinote 4 auf S. 143). Dafiir sei an die Definition des bekleideten Impulses p erinnert (vgl. An-
hang D.2),

p(x) = dy K(x - y)p(y) (6.86)

21 47ri

polx) (=) _ f’”z
—-/2

mit py(x) = —i0(x|y/2). Kombiniert man (6.86) mit (6.34b), so folgt

(6.87)

@(x,7/2) _ po(x) 7/
px) + = - f

2 k(e - ) [p) + 2572

/2 2ri

Integriert man nun in Gleichung (6.85) partiell und wendet den dressed function trick an, so erhalt

man
/2

dx K(x|y/2)e(x, z) = im + 27ip(z) — ipe(z) . (6.88)
—-/2
Setzt man die letzte Gleichung in (6.85) ein, so erhdlt man das Verhiltnis der Eigenwerte als
explizite Funktion der Teilchen- und Lochparameter y; und xi, welche durch die higher-level Bethe-
Ansatz-Gleichungen (6.69) bestimmt sind:

ne ne+2s
pn(=iy/2la) = (-)* eXP{Zﬂi[ZP(yj)— Z (xj)]}
j=1

[l_[ S (y; —iy/21q )] ["””s 94(x; —iy/2| qz)] ' (6.89)

Iy —iy/214?) H(x; —iy/2]q%)
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Abbildung 6.4: Verhalten der Funktion |p| als Funktion der Temperatur fiir eine einfache Teilchen-
Loch-Anregung. Die Teilchen- und Lochparameter ergeben sich durch Losen der
higher-level Gleichungen (6.69) fir n = 1, m = —1,-3,-5, -7, -9 (von oben nach
unten) und werden anschliefend in Gleichung (6.89) eingesetzt. Fur T — 0, tritt
Entartung auf und das Spektrum wird dicht. Die Parameter in diesem Beispiel sind
h/hy = 2/3, A =17, he/] = 0.76, a = 0.

Diese Gleichung ist das Hauptergebnis dieses Abschnitts. Man beachte, dass die Abhéngigkeit vom
Twistparameter « vollstindig in den Teilchen- und Lochparametern absorbiert wurde. Mit Glei-
chung (2.29) folgt somit, dass die Magnetisierung wie erwartet verschwindet, (o7) = 0.

Setzt man s = n. = 0, so erhilt man p,(—iy/2|a) = (—1)*. Fiir alle anderen Zustinde kénnen
nicht sowohl s als auch n. verschwinden. Unter Beriicksichtigung von (D.7) und (6.89) folgt, dass
|pn(—iy/2|a)| < 1 gilt fur alle anderen Zustinde. Folglich muss einer der Zustande mit s = n, = 0
der dominante Zustand sein. Durch numerische Studien bei endlicher Trotterzahl (vgl. z.B. Anhang
B von [44]) findet man, dass der dominante Zustand zum Sektor k = 0 gehort.

Man erkennt an der Tieftemperaturentwicklung der Funktion u; (vgl. Gleichung (6.40)), dass nur
die Paritit von k € Z relevant ist. Folglich liefern analog zu Kapitel 5 die Félle k € {0, 1} bereits
alle indquivalenten Zustande. Aufgrund von Gleichung (6.89) und der Tatsache, dass nur der O(T)-
Term der higher-level Gleichungen von k abhéngt, bewirkt der Parameter k € {0, 1} (analog zum
Parameter 1 € {0, 1} aus Kapitel 5) eine zweifache Entartung des Spektrums. Insbesondere gibt
es einen Zustand (,fast entarteter Zustand®), der vom dominanten Zustand durch eine Liicke der
Ordnung T* getrennt ist.

Firr endliche Temperaturen bestimmt

p = pu(=iy/2la = 0) (6.90)

durch die Relation & = —1/1In(p) die Korrelationslangen ¢ (vgl. Gleichung (1.3)). Durch Losen der
higher-level Gleichungen (6.69) und Einsetzen in (6.89) konnen die Korrelationslangen berechnet
werden. In Abbildung 6.4 ist die Temperaturabhangigkeit des Verhiltnisses der Eigenwerte |p| fiir
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Abbildung 6.5: Magnetfeldabhangigkeit der fithrenden Korrelationslidnge po(h) fir A = 2. Die Kor-
relationslange ist als Funktion von A monoton wachsend, wobei das Minimum durch
(6.92) gegeben ist und das Maximum py = 1 bei h = hy den Ubergang in die masse-
lose Phase markiert.

s = 0 und n, = 1 dargestellt. Die zugehorigen Anregungen besitzen die Quantenzahlen (vgl. (6.69))
n=1undm = -1,-3,-5,-7,-9 (von oben nach unten). Der Fall m = —1 entspricht der fithrenden
Korrelationslinge. Wie erwartet nimmt |p| (und damit Re ¢) ab, wenn die Temperatur zunimmt. Fir
T — 0, laufen die Kurven zusammen und das Spektrum wird dicht, sodass in der Formfaktorent-
wicklung unendlich viele Beitrdge zu beriicksichtigen sind. Die Massenliicke des Modells duflert
sich darin, dass der Grenzwert von |p| fiir T — 0, von 1 verschieden ist. Letzterer kann mit der
Energie-Impuls-Beziehung (D.14) explizit berechnet werden. Bezeichnet man mit x und y die Po-
sitionen von Loch und Teilchen, so gilt nach (6.89) |p| = |e2miP(¥) ||e27P(*) | wobei x und y durch
die higher-level Gleichungen (6.69) bestimmt sind. Fiir T — 0, vereinfachen sich diese (firr die
fiihrende Korrelationsldnge) zu e(x) = &(y) = 0. Damit kann Gleichung (D.14) nach e?'? aufge-
16st werden. Gleichung (D.7) legt dabei fest, welches Vorzeichen der quadratischen Gleichung zum
Teilchen- bzw. Lochparameter gehort. Man erhélt schliefilich

S o T P

wobei k = k(q) der elliptische Modul ist. Die Magnetfeldabhéngigkeit von py(h) ist in Abbildung
6.5 dargestellt. Fiir h = 0 vereinfacht sich (6.91) zu

1-V1-k?
1+V1-k?

Der Vergleich mit (5.85) zeigt, dass der exponentielle Zerfall der Korrelatoren in der antiferroma-
gnetischen massiven Phase bei T = 0 und & = 0 in der Tat durch den Tieftemperaturlimes der
Korrelationslangen (d.h. des Verhaltnisses der Eigenwerte) beschrieben wird.

Die kurzreichweitigen Korrelationsfunktionen im massiven Bereich hangen fiir tiefe Tempera-
turen nur sehr schwach vom Magnetfeld h ab (vgl. [131]). Es ist davon auszugehen, dass dies auch

po(h = 0) = k(g% . (6.92)
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asymptotisch fir m — oo gilt, sodass (5.85) im gesamten Bereich 0 < h < h, gelten sollte. Dies
steht jedoch im Widerspruch zur expliziten Magnetfeldabhéngigkeit der Korrelationslangen (6.91).
Wie sich in Abschnitt 6.6 zeigt, sind dariiber hinaus auch die Formfaktoren durch die Teilchen- und
Lochparameter, welche auf den feldabhiangigen Kurven Re ¢ = 0 liegen, vom Magnetfeld h abhén-
gig. Dieser scheinbare Widerspruch wird in Abschnitt 6.7 dadurch aufgeldst, dass die Magnetfeld-
abhangigkeit durch die Summation (bzw. Integration) tiber das Kontinuum von Zusténden iiber der
Massenliicke herausfallt. Anschaulich finden in der Formfaktorreihe bei h > 0 Ausléschungen statt,
sodass der exponentielle Zerfall nicht durch py(h), sondern durch po(h = 0) < po(h) beschrieben
wird. Das Verhaltnis der Eigenwerte der Quantentransfermatrix liefert somit in diesem Fall nicht
die physikalische Korrelationslinge®.

6.6 Tieftemperaturanalyse der Amplituden

In diesem Abschnitt soll die Tieftemperaturanalyse der Amplituden fir h > 0 durchgefiihrt werden.
Wie in Abschnitt 6.3 begriindet, sind die Anregungen der Quantentransfermatrix in diesem Fall
charakterisiert durch n. nahe Wurzeln x]? und 2n, + 2s Locher xj’?.

Betrachte zunéchst den universellen Anteil A der Amplituden (d.h. den ersten bzw. zweiten Fak-

tor in (3.13) bzw. (3.35)),

d 1 o
A= exp { fcﬁ In(pn(yla))d, In (%) - ]Z [In(pn (1)) + In(pn (x5 iy|a>>]} ,

(6.93)
wobei In p, eine zunichst beliebige Festlegung des Logarithmus ist. In der obigen Gleichung wurde
bereits vorausgesetzt, dass keine fernen Wurzeln auftreten. Die Kontur C befindet sich innerhalb
der Kontur C (vgl. Abbildung 6.1), sodass die Lochparameter x]’? auflerhalb liegen. Im Folgenden sei
In(py (x]a)) so gewidhlt, dass die Verzweigungsschnitte von xJ’? (j=1,...,np) beginnend durch den
Punkt —7/2 — i0 verlaufen. Damit findet man

I P ) (1 + a(x)) fag, (x| )
H]n:cl pn(x}jla)pn(x; - 1}/|a)
1+ a,(—% —iela)\"™" dy p! 1+
X ( a 27r - | )) exp {—f —y.p"(yla) lnc( a(y) )} . (6.94)
1+a(=5 —ie) ¢ 2mi pp(yla) 1+ a,(yla)

Hierbei ist C’ eine Kontur innerhalb von C, sodass das obere Teilstiick bei —7/2 — ie (mit einem
kleinen € > 0) beginnt.

Gleichung (6.94) ist der Ausgangspunkt fiir die Tieftemperaturanalyse. Fir T — 0 bilden die

Teilchen Strings mit einer Teilmenge der Locher. Analog zum letzten Abschnitt wird fur die ver-
bleibenden Freiheitsgrade die Notation

pn(_% —iela)”*

c .
yj:j’ ]:1""’nc’

Xj=X, . J=1.. . nc+2s, (6.95)

verwendet. Damit ist
h . . .
xj=y;—iy—id;, j=1,....nc (6.96)

®Ein dhnliches Phinomen findet sich im 8-Vertex-Modell, vgl. [67].
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mit §; = O(T*). Setzt man dies in Gleichung (6.94) ein, so folgt

ne+2s n
[] Zebolod+ o)) ‘ 1 _1)"e T -s
l—l n(lea) ] 1:1[ pn(yj|0!)] (=1)" pn( P ie|a)

1+ an(=5 —iela) ™ dy p,(yla) 1+ a(y)
% ( 1+a(=5 —ie) ) exp{ jc‘, 271 pp(yla) Ine (1 +an(y|a))} - (697)

Fithre nun (fir beliebiges x) die Funktion

(O)(xla) _ cos(iy +x)\° "ﬁs sin(x — x;) sm x —y; +1iy)
Pn cos(x) i1 sin(x — x; + iy) sin(x — y;)

X (-1)* exp{(-ya + mk) ——

/2 ne+2s
XeXp{f B dy K(x —y +iy/2ly/2) [Zq)(y,yj >, fp(y,Xj)]} (6.98)
- Jj= 1 j:1
ein. Dann folgt mit Gleichung (6.84)
-y~ <Im(x) <0,
pn(xla) pn (xla) 1+an(x|0() (699)
TTralx) sonst .
Somit erhélt man
pn(yjla) = Glyla) res py (yjla) , (6.100)
1+ a(y;)
und Gleichung (6.97) wird zu
A anJrZS Y (xjla) "ﬁs 1—a(x;)/a,(xjle) 1— a yJ )/an(yjla) 1y
[17<, res pi (y;la) @ (xj ) an (yjla)

. 1+an(———1e|0{ 2netas dy pn(yla) 1+ a(y)
X pn(my ~iela)” ( 1+ a(-Z —ie) ) e"p{ fc 211 pu(yla) 1“C(1+an<y|oc>)}'

(6.101)

Im néchsten Schritt muss der Tieftemperaturlimes im obigen Integral durchgefiihrt werden. Da sich
die Kontur C’ innerhalb von C befindet, kann p,, gemaf3 Gleichung (6.99) durch pﬁlo) ersetzt werden.
Mit einer zu Abschnitt 6.2 analogen Behandlung der Logarithmen folgt schlie8lich

1+ a,(-5 —iela) 2net2s o _f dy pn(yla) In. 1+a(y)
1+a(-7 —ie) PU Je 2mi puyle) "\ T+ aa(yla)

T /2—i€e
= exp {f_ Zd—y (85 Inpf (ylar)) (lna(y)—lnan(yla))} . (6.102)

/2—ie
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Im letzten Schritt soll der in (6.101) auftretende Faktor p,(—3 — i€la)™ in das Integral (6.102)

absorbiert werden. Zu diesem Zweck benutzt man die Identitat

7 /2—i€e dy
- slnpflo)(—% —i€la) = —ins(ne + ) — sf — lnpflo)(yl(x)
_ T

7 /2—ie

/2—ie d
- f - (8yInp (yla)) 2iys . (6.103)

7/2—ie 27T1

Kombiniert man die Gleichungen (6.101), (6.102) und (6.103), so folgt fiir den universellen Anteil

LT R Gl [ 1~ a ) fan (1) ﬁl—a(y;)/an@,-m)

e respP(ila) | G elle) Ll

7 /2-10 d
X (—1)meFSnets exp {—s f Y lnpif)(ym)}

x/2-i0 T

7T /2-10 dy © '
X exp {f Py (ay In p,, (yla)) (ln a(y) — Ina,(yla) — 21ys)} . (6.104)
—m/2-i0 471

Hierbei wurde der Limes ¢ — 0 bereits durchgefiihrt. Die entsprechenden Integrale sind dabei
wohldefiniert’, die Verschiebung der Kontur um i0 ist nur wegen der Eindeutigkeit (und nicht we-
gen der Existenz) der Integrale wichtig. Dies steht in starkem Gegensatz zu den Amplituden der
masselosen Phase, bei denen Integrale auftreten, die mit Vielfachen von In T divergieren.

Der Tieftemperaturlimes des universellen Anteils kann folglich in Gleichung (6.104) in einfacher
Weise durchgefiihrt werden. Dazu ersetzt man den Term In a(y) —In a, (y|a) —2iys gemaf Gleichung
(6.81) durch seinen Tieftemperaturlimes,

ne ne+2s ne ne+2s
Ina(y)-Ina,(y|la)—2iys = iﬂ(k+s)—ya+z iyx— Z ixk—z ©0p (Y, yi)+ Z @p(y, xx) . (6.105)
k=1 k=1 k=1 k=1
Hierbei wurde die ,periodisierte” bekleidete Phase ¢, eingefiihrt,
Pp(x,2) = p(x,2) — i (% +x - z) . (6.106)
Weiterhin fithrt man die Ersetzung
c+2s c+2 iy .
"li[ 1- G(J/Cj)/an(lea) _ "ﬁs 1 ¢ 27iF (x}) 6.107)
L awle) LI egor
durch (fiir y; gilt eine analoge Formel). Die Funktion F ist gegeben durch
ne+2s ne
27iF(y) = ya — imk — Z oy, xi) + Z oY, yx) - (6.108)
k=1 k=1

Vorausgesetzt, dass der Determinantenanteil und der faktorisierte Anteil der Amplituden endlich
bleiben fiir T — 0, folgt, dass die Amplituden wie T?"<*2$ verschwinden. An dieser Stelle zeigt sich

"Der Nachweis dieser Behauptung erfolgt durch explizite Berechnung der Integrale im weiteren Verlauf dieses Ab-
schnitts.
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erneut die Vereinfachung gegeniiber der masselosen Phase, in der das Verschwinden der Amplitu-
den durch einen nicht-ganzzahligen Exponenten bestimmt ist. Analog zu Kapitel 5 lassen sich die
Amplituden in der massiven Phase somit als ,Formfaktordichte® interpretieren.

Der Ausdruck (6.104) ergibt somit den gesuchten Tieftemperaturlimes der Amplituden, vergleich-
bar mit den Gleichungen (4.49) und (4.50) in der masselosen Phase. In diesem Fall konnen jedoch
alle auftretenden Integrale explizit berechnet werden. Urséchlich hierfiir ist die Tatsache, dass aus-
schlie}lich Funktionen mit bekannten Fourierreihen iiber das Intervall [-7, 7] integriert werden.
Nach einer langeren Rechnung (vgl. Anhang E) erhilt man fiir den universellen Anteil das Resultat

ne 9 X ne+2s P .

A 1_[ 1 — e~27iF(y;) 1 — e—27iF(xj) q—a(2n5+s)+322432(_1)nc+s(nc+l)
L e (y;)/T L e (x;)/T
Jj=1 Jj=1

ne+2s . .
e sin(x; . sin(y;
X exp {ch E X — 2i(ne + 2s) E yk} 0 Hﬁk S H#k 51

2 . .
k=1 k=1 T Tee, sin(xy — yi) sin(yx — x))

y nﬁs ne (q e21(yk xJ )(q e =2i(yr—x;) q4) (quZm' yk—xj)’q4’q4)4

i ke (qze—zl(yk x,), 4)3(61 e2i(yx— x,)’q4) (q4e210' yk—xj)’q4’q4)4
n .
c . . (q4eZlyjk, q4’ q4)4
x l_l (q°e™™%, q")(q"e™¥%, ¢") 20215k g4 g4)4
k=1 (%™, 4%, q%)
[ne+2s 4 2ix;e 4 _4\4
2 2ix 2ix; 4 (qe ]’q ’Q)
X 1—[ (q ™, (q e™r.q )(qzeZixjk q4 q4)4 ' (1 + O(T)) , (6.109)
_] k=1 ’ ’

wobei xji = x; — x; und yjx = y; — yi. Fiir die Definition der g-Produkte sei an die Gleichungen
(5.68) und (5.69) erinnert.

Betrachte im Folgenden den fiir die longitudinalen Korrelatoren relevanten Fall® s = 0. In der
Darstellung (3.13) ist somit nur noch der Determinantenanteil D zu berechnen,

—~

detdmﬂf,Cn {1 - le_a} detdmg,(;n {1 - ]Ca}

D= — - (6.110)
detgme.c, {1 - K} detamc, {1 - K]
Die Determinanten des Nenners kénnen analog zu Kapitel 4 behandelt werden,
i il _ 2
dncllet {1-K} dffén{l -K} = detf » x) [1+K] - (1+0(D))
= l_l(1+q2|"|)2-(1+0(T)) (6.111)
nez
Hierbei wurden in der zweiten Zeile die Ergebnisse aus Kapitel 5 benutzt.
Wihle nun fir die Determinanten des Zahlers
D= det {1—l€_a} det {1—/@} (6.112)

dm%,C,, dm<,C,,

8Falls s dennoch vorkommt, bedeutet dies, dass der entsprechende Ausdruck auch fiir s # 0 gilltig ist.
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analog zu Kapitel 4 die Darstellung (A.32). In der in diesem Abschnitt verwendeten Notation erhélt
man im Tieftemperaturlimes

Le, [2)(02-iy) oL, [2)(61+iy)

D=(1- —2“)2e det {1+T7} det {1+T7}-(1+0@) (6.113)

eZHiF(ez) 1-— esz(el) dA,T) dA.TO)
mit
/2 ne+2s
Le, [z](x) = f dy F(y) cot(y — x) + Z Insin(x — yx) — Z Insin(x — x) . (6.114)
—m/2 k=1 k=1

Die Integrationskerne sind gegeben durch (vgl. (A.27))

1(X|0() 1+a,(x|a)

(-) _ 1+a(x)
Us 0¥) = = mirm (KGx-y) - K61 -)), (6.115a)
1+a(y)
Pr(yl9) 5 e
Us () = = (K (e = ) = K(6 = ) - (6.115b)

Hierbei ist T7) eine Kontur, welche C einschlieBt’. Die Kontur I*) muss zusitzlich alle Teilchen y;
einschlieffien. Das untere Teilstiick I‘l(i) der Kontur I'® soll zwischen der Linie —y und —y~ verlau-
fen, wahrend das obere Teilstiick FT(i) oberhalb der Linie Re ¢ = 0 (Linie der moglichen Teilchen-

positionen) in der oberen Halbebene verlauft. Da I'®) auBerhalb von C liegt, folgt mit Gleichung
(6.99)

1+ a(y) 1 +1
(pn(yla)m) =(pf10)(y|a)) . (6.116)

Da alle auftretenden Funktionen z-periodisch sind, liefern der rechte und linke Rand der Kontur
I'®) keinen Beitrag. Mit den Gleichungen aus Anhang E ergibt sich

() ()
11 wy (%), xel™,
(P (xle))" = @ (6.117)
!

w _)(x) , X€ I‘l(i)
mit
q—s ne+2s
W%_)(x) = ?(_1) ~2ixs eXp{ Z Xk —IZ yk}
net+2s 2 2i(x—x, . Zi(x—yk) o
1 k) ’

X l_l - (ge e x) 2 sm (x—yx) (qzeZi(x_ ) q4)2 , (6.118a)

el sin(x — xx) (g%e 3 q) (q2eBx—ui) | gty

- ne+2s 2 2o (x—xg) A4
Oy = Lk 1 (g% .q%)
w (X) - ( 1) |: 1_[ sin(x _ xk) U (q462i0'(x—xk), q4)

21a(x Yx) q4) l

sin(x — yk

9 Analog zu Kapitel 4 wird angenommen, dass 1 — e27iF (x) % 0 ist fiir x innerhalb von T'#).
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6.6 Tieftemperaturanalyse der Amplituden

(-1)k

B =k | | [T Salx = xx 147
wa yk|q2>H 510c - xk|q>l (6-115)

sowie w?) (x)=1/ w%_)(x) und w(f)(x) =1/ wi_)(x). Man priift leicht nach, dass diese Funktionen
die ,Sprungrelation®

=)
wy (%) ‘
T — eZJrlF(x) (6.119)
wy (x)
erfiillen, sodass die Werte der Gewichtsfunktion p£,°) (vgl. (6.117)) knapp ober- und unterhalb des
Intervalls [-7, 7] verschieden sind.

Mit Hilfe der Gleichungen (6.115) bis (6.118) erhilt man bereits einen wohldefinierten Ausdruck
fir den Determinantenanteil. Da dieser jedoch ungiinstig fiir die numerische Auswertung ist, soll
nun eine geeignetere Darstellung hergeleitet werden, welche ausschliefilich auf dem Intervall
[-5, 5] wirkende Operatoren enthilt. Zu diesem Zweck betrachtet man die Wirkung des Ope-
rators Uel_)

(1+U57)(Hw) f ax K =Y) K(Gl_y)w§‘>(x)f(x)
T

auf eine Testfunktion f,

1 — e27iF(x)

K(x— y) _K(el - y) (=)
i frf—> dx i w, x)f(x). (6.120)

1 — e2miF(x)

Im ersten Integral auf der rechten Seite kann die Kontur problemlos verschoben werden zu [, -7 ].

Im zweiten Integral kreuzt man einfache Pole bei x = x;,j = 1,...,n. + 25, wihrend man den Weg

zu [-Z deformiert!®. Man erhalt

2> 2]
ne+2s K(Xj _ y) —K(el _

(1+U )(f = f(y) +27Tiz [ i) y)(resw (x) )f(xj)
j=1

/2
+ [ dx ! () (K(x —y) — K(6: - y)) f(x) (6.121)

/2

Dabei wurde die Sprungrelation (6.119) benutzt, um den Nenner 1 / (1 i (x)) zu kiirzen. Fihrt
man die Notation

Vo, (r.y) = i () (K(x —9) ~K(6: - v)) . (6.122)
K(x; —y) — K(6; —
o) = 2 L0 (15 ) 6129
ein, so folgt
ne+2s /2
(1+U))Nw) = F@) + D 96,9 f () + f , Vo) f (). (6.124)
j=1 o

19Man beachte, dass die Polstellen von w (x) bei x = y; — iy durch die Nullstellen des Faktors 1 / ( — e2miF (x))

kompensiert werden.
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6 Tieftemperaturanalyse in der massiven Phase

Folglich kann der Integraloperator 1 + Ug(l_), welcher auf Funktionen mit Trager I'") wirkt, als
ein anderer Integraloperator (missbrauchlich mit demselben Namen bezeichnet) aufgefasst werden,

welcher auf Funktionen mit Trager [-7, ] U {x1,..., Xp_ 425} Wirkt. Letztgenannter Operator hat
beziiglich des Raumes [—7, 5] U {x1,. .., Xp +25} die Matrix-Darstellung
Sx—-y)+Vy (xy)  glxny) ... 9(Xnetas,Y)
o) Vi, (x, x1) 1+g(xt,x1) ... 9(Xn+25, X1)
14Uy = . , (6.125)
V9_1 (x’ xnc+28) g(xl’ xnc+25) R g(xnc+23, xnc+2s)
Fithrt man nun die Resolvente R, ein als Losung der linearen Integralgleichung
/2
Ry (y,2) =V, (z,y) - f / dx V, (x,y)Ry (x,2) , (6.126)
/2
so folgt mit der Formel
A
det (C g) = det(A) det(D — CA™'B) (6.127)
fir Blockmatrizen der Ausdruck
7 _ -\ . p-
dg§<t+){1 +0, 7} = et (1+V) Ry, - (6.128a)
~ 2mires wi_) (x)
RGI = n(jfgs 5ij + W(K(XJ - X,‘) - K0, - x,-)
/2
- AR () Ky =) - KO =) (12sb)
—/2

Diese Darstellung enthélt als Integrationsweg ausschliefSlich das Intervall [-7, 7]. Die Fredholm-
Determinante und der Resolventenanteil Ry, konnen somit leicht mit den Methoden aus Kapitel
4.7 numerisch berechnet werden.

Die verbleibende Determinante in (6.113) kann vollkommen analog behandelt werden. Man er-
halt

det 140DV = det (1+VF)RE, 6.129
dA,le"(+){ 6, } [—n/zefn/zl( 92) 0. (6.1292)

2mires w?) (yj)

+ _
R, = det {5” T T ey (K(yf ~ 40— K% )

/2
- f_ B dy Ry, (yi. y) (K(y; — y) = K(62 - y)))} : (6.129b)
Hierbei ist
Vg (5,y) = wi () (K(x —y) =K (02— v)) - (6.130)

Die Resolvente Rgz ist definiert durch
/2

Ry, (y,2) = Vg, (2,y) = f dx Vi (x, y)Rp, (x,2) - (6.131)

—-/2
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6.6 Tieftemperaturanalyse der Amplituden

Die soeben verwendete Methode ist nicht auf den Tieftemperaturlimes beschriankt und kénnte auch
fiir die zukiinftige numerische Berechnung der Fredholm-Determinanten fiir T > 0 niitzlich sein.

Fir die explizite Berechnung des Vorfaktors in (6.113) wird angenommen, dass sich die freien
Parameter 0; (j = 1, 2) im Streifen |[Im(6;)| < y befinden. Man erhalt schliefilich fiir den Fredholm-
Determinantenteil D den Ausdruck

_ (1 - q‘za)z(l + O(a)) (1)K e 12k k)

= HneZ (1 + q2|n|)2 (1 — @27iF(01) ) (1 _ e27riF(92))

(q* e21(01-yx) .q4) (gPe” 2i(02-yx) .qh
l_[ q e21(91 yk) 4) (q e —2i(02—-yi) ,q )

ﬁ (q2621 (61—xk) q4) (q e 2i(0,—xi) q4)
o (q e2i(01— xk)’q4) (q e—2i(02- xk)’q4)

x det (1+V, )R, det (1+V))R; . 6.132
[—ﬂ/gn/Z]( 01) o [—ﬂ/Zeffr/Z]( 92) 2 ( )

Mit den Gleichungen (6.109) und (6.132) ist der Tieftemperaturlimes der Amplituden A, (o) =
A - D (vgl. (3.13)) der erzeugenden Funktion vollstindig bestimmt. Um die Amplituden A%* der
longitudinalen Korrelatoren zu erhalten, miissen geméafl Gleichung (2.35) die Ableitungen nach «
durchgefiihrt werden. Zusammen mit Gleichung (6.89) folgt

ne 9
AT ng,(x;g,(y) Atxg) e yhie k) - (1+ O(1) (6.133)
j=1

wobei

=

c

Aty ) 1|k)=[ (1_e—sz<y,~>)(1_e—sz<xj>)] [Tjk sin(xje) [k sin(yje)

i [T}~ sin(xj = ye) sin(y — x;)
@) g (g U gh) o (o) gt g
§ ~lk_I1 (g2 25), g)3 (gte?iWe=2)), n efloWe=x)), g4, g*)4
J, =
e i ] 4,21y 4 4)4
2 2y 4y 42y 4 (q"e™7%,q",q

" le_:ll(q LA )<q2e2iyﬂ<,q4, q9*

ne _ _ 4o2ixjk g4 oM\4 | (Z1)ne o~ 2ine Tpg, (yk—xx)
X ]—[ (qzemf",q4)(q4621xf",q4) (qzemxjv ,Q4, CI4)4 ( ) € ! - . D?z (6.134)
Jok=1 (q%e™%, q% q%) [Tnez (1+¢2mT)

die Interpretation einer Dichte besitzt. Der Faktor D** ist gegeben durch

(_1)k e 1 2hS, (Yk—xk)
(1 _ e2”iF(91)) (1 _ esz(ez))

D?** = _16 sin? (%k + ﬂzc(p(yj) —p(xj)))
=

" e (q4e21(91 Yr) q4) (q e 2i(6,— yk 2 21 (61—xk) q4) (q —2i(0;—xx) q4)
(q2€21(91 Yk) q4) (q 6_21(92 yk k . e21 (61—xx) q4) (q e—21 (62—x1) q4)

x  det 1+V, ) R, det 1+V5) RE . (6.135
[—ﬂ/ZEffr/Z]( 01) o [—71'/26,71'/2]( 92) 02 ( )
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6 Tieftemperaturanalyse in der massiven Phase

In Gleichung (6.134) wurde erneut die Abkiirzung zjx = z; — zx (z = x,y) verwendet. Fiir die
Definition der Funktion F und die Beschreibung der in D?# auftretenden Fredholm-Determinanten
sei an die Gleichungen (6.108) bzw. (6.118), (6.122), (6.126) und (6.128b) sowie (6.130), (6.131) und
(6.129b) erinnert.

In diesem Abschnitt wurde somit der fithrende Term der Tieftemperaturentwicklung der Am-
plituden im Sektor s = 0 berechnet. Dieser ist eine explizite Funktion der Teilchen- und Lochpa-
rameter, welche fiir T — 0 zu freien Parametern auf den Kurven Re ¢ = 0 werden. Mit Hilfe der
hier erzielten Resultate ergibt sich im nachsten Abschnitt die Formfaktorreihe der longitudinalen
Korrelationsfunktionen in der massiven Phase fiir tiefe Temperaturen.

6.7 Die Formfaktorreihe

Fir die Bestimmung der Formfaktorreihe miissen alle Losungen der higher-level Gleichungen (6.69)
aufsummiert werden. Wie in Abschnitt 6.3 gezeigt, entkoppeln diese im Tieftemperaturlimes T — 0
bei endlichem Magnetfeld h > 0. In diesem Fall liegen die unabhéngigen Teilchen- und Lochpara-
meter auf den Kurven

Ct = {x € C‘ Ree(x) =0, 0 < Im(x) < y/2} , (6.136a)
Cc = {x € C) Ree(x) =0, —y/2 <Im(x) < 0} . (6.136b)

Fir die spatere Verwendung in Wegintegralen seien beide Kurven von links nach rechts orien-
tiert. Man erkennt an den higher-level Gleichungen (6.69), dass der Abstand zwischen zwei mog-
lichen Lochpositionen in der Ndhe von x € C~ durch 27iT/¢’(x) gegeben ist. Dementsprechend
sind zwei mogliche Teilchenpositionen bei y € C* (unter Beachtung der Orientierung von C*)
durch —27iT/¢’(y) getrennt. Mit diesen Uberlegungen kann die Summation tiber alle Teilchen-
Loch-Anregungen (fiir gegebenes n.) als Wegintegral geschrieben werden. Beriicksichtigt man
noch die zweifache Entartung des Spektrums, welche durch k € {0, 1} parametrisiert wird, so erhalt
man mit den Gleichungen (6.89) und (6.133) die Formfaktorreihe

<o-1 m+1 <O-iz><551+1> = (—l)m_A(@, ®|1)

N Z f dmex f d"ey 2im 27 (p(y)-p(xy))
c- nel(2m)ne Jor nel(2m)me

x [(=)™A((x) 7ty 11) + A((xg) ety e10)] - (6.137)

Hierbei beriicksichtigt der kombinatorische Faktor n.! die Tatsache, dass Konfigurationen mit ver-
tauschten Lochern bzw. Teilchen denselben Zustand beschreiben. Der erste Term in (6.137) wird
durch den ,fast entarteten Zustand® (n, = 0 und k = 1) verursacht. Man priift leicht nach, dass sich
in diesem Fall analog zu Abschnitt 5.3 die gestaggerte Magnetisierung ergibt,

(q*. 99"
(=¢* ¢*)*
Man beachte, dass die Abhéngigkeit der Formfaktorreihe (6.137) vom Magnetfeld h vollstindig in

den Konturen C* absorbiert wurde. Analog zu den Formfaktoren der gewohnlichen Transfermatrix
hat man fur k € {1, ..., n.} die Identitat

Al yihren10) = Al + Siemdie yihie 1) = A({ag)ie fyy + 8emis 1), (6.139)

A(2,2|1) = (6.138)
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6.8 Diskussion und numerische Auswertung

sodass der Integrand in (6.137) (unter Beriicksichtigung der Quasi-Periodizitit von p) in jeder Va-
riablen z-periodisch ist. Weiterhin folgt aus (6.134), dass der Integrand in dem durch die Unglei-
chungen 0 < Imy; < y und —y < Imx; < 0 definierten Gebiet holomorph ist. Somit kénnen die
Konturen C* nach dem Satz von Cauchy deformiert werden, wodurch die Formfaktorreihe und da-
mit die Korrelationsfunktionen unabhdngig vom Magnetfeld h werden. Durch diesen Mechanismus
wird der am Ende des Abschnitts 6.5 festgestellte Widerspruch aufgel6st.

Wie sich zeigen wird, ist es zweckmafig, die Konturen C* zu den Geraden [-7, 7] + iy/2 zu
deformieren'!. Damit wird die Formfaktorreihe (6.137) zu

2 2y4

(G705) = PN = ()"
N © fﬂ/Z—l)//Z drex fﬂ/2+1)//2 d””y eZnim Z;lfl (P(y)-p(x))
= Jonjz-iys2 1! @) J_gpa4iy 2 nel(2m)e

x [(=D)™A({x) 7 Ay 1) + A(fx) 0 dy;) 7 10) ] - (6.140)

ne

Eine genauere Betrachtung zeigt, dass der n.-te Term der Summe maximal von der Ordnung g™
sein kann. Man kann folglich davon ausgehen, dass die obige Formfaktorreihe konvergent ist.

Die Formfaktorentwicklung (6.140) ist das Hauptergebnis dieses Kapitels. Zusammen mit den
Amplituden (6.134) liefert sie eine explizite und exakte Darstellung der Korrelationsfunktionen bei
T = 0 in der massiven Phase, welche fiir beliebige Abstinde m giiltig ist. Wie sich im néchsten
Abschnitt zeigen wird, liefert die Beriicksichtigung der Terme n, = 1 und n, = 2 bereits eine
sehr gute Naherung der Korrelatoren fiir den kleinstméglichen Abstand m = 1. Es sei betont, dass
im Unterschied zu den Ergebnissen des Vertex-Operator-Zugangs bzw. der Formfaktorreihe der
gewohnlichen Transfermatrix (vgl. Kapitel 5) fiir die Berechnung der Amplituden .A keinerlei Kon-
turintegrale zu l9sen sind. Urséchlich hierfiir ist die Verwendung der Quantentransfermatrix, deren
Spektrum im Tieftemperaturlimes fiir & > 0 eine besonders einfache Struktur aufweist.

Im néchsten Abschnitt soll die Beziehung der hier erzielten Ergebnisse zum Vertex-Operator-
Zugang ndher untersucht werden. Weiterhin wird erldutert, wie sich die Korrelationsfunktionen
mit Hilfe von (6.140) numerisch auswerten lassen.

6.8 Diskussion und numerische Auswertung

Es ist zu erwarten, dass der Vertex-Operator-Zugang bzw. die Formfaktorreihe der gewohnlichen
Transfermatrix und die aus dem Quantentransfermatrix-Zugang folgende Entwicklung (6.140) das-
selbe Ergebnis fiir die Korrelationsfunktionen liefern. Ein Vergleich der Gleichungen (6.140) und
(5.60) legt daher die folgende Vermutung nahe.

Vermutung 6.8.1. Der Beitrag des Sektors mit n Teilchen und n Lochern in (6.140) stimmt mit dem
Beitrag des Sektors mit 2n Spinonen in (5.60) iiberein.

Da lediglich die 2-Spinon-Amplituden explizit bekannt sind, kann die Vermutung nur fiir den
Fall n = 1 tiberprift werden. Da auflerdem die Fredholm-Determinanten momentan nicht explizit
berechnet werden kénnen, muss der Vergleich auf numerischer Basis erfolgen. Die Amplituden
6.134 konnen mit den in Abschnitt 4.7 diskutierten Methoden numerisch ausgewertet werden. Im

Man beachte, dass diese Geraden den Konturen C* im Limes h — 0 entsprechen.
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6 Tieftemperaturanalyse in der massiven Phase

Abbildung 6.6: Linke Seite (schwarze Seite) und rechte Seite (rote Punkte) von Gleichung (6.142) als
Funktion von vy =t + iy /2 fiir festes v, = 1 + iy /2 (fur t € R sind damit linke bzw.
rechte Seite von (6.142) reell). In diesem Beispiel ist A = 1.25.

hier vorliegenden Fall sind alle Funktionen stetig differenzierbar, sodass eine Gau3-Legendre Regel
verwendet wird. Fiir die Berechnung des Doppelintegrals wird ebenfalls eine Gauf3-Legendre Regel
(nicht notwendigerweise mit derselben Stiitzstellenanzahl) verwendet. Die Numerik zeigt deutlich,
dass die Vermutung 6.8.1 fiir n = 1 richtig ist. Eine wichtige Folgerung der obigen Vermutung ist,
dass die Abstandsasymptotik der Formfaktorreihe (6.140) durch Gleichung (5.85) gegeben ist.

Die Gleichheit zweier Integrale sagt zunédchst nichts tiber die Beziehung zwischen den Integran-
den aus. Dennoch ist es hier moglich, eine Relation zwischen den Amplituden A(x, ylk = 1) (vgl
(6.134) mit n. = 1) und den 2-Spinon-Amplituden A(vy, v) (vgl. (5.79)) zu etablieren. Die erste na-
heliegende Idee ist, in (6.134) den Parameter §j = y — iy einzufithren und die Variablen {7, x} als
Spinon-Rapiditaten aufzufassen. Man stellt jedoch fest, dass

A ) # Al —iy. v 1) (6.141)

gilt. Dies folgt sofort aus den unterschiedlichen Eigenschaften der auf der linken und rechten Seite
auftretenden Funktionen. Die linke Seite ist symmetrisch unter Austausch von v; und v,, die rechte
Seite hingegen nicht. Weiterhin besitzt die linke Seite eine doppelte Nullstelle fiir v; — v;, die
rechte Seite hingegen lediglich eine einfache. Die hier gefundenen Amplituden sind (im Gegensatz
zu den Ergebnissen aus Kapitel 5) somit nicht identisch mit Spinon-Amplituden. Auf Grundlage
dieser Beobachtungen erhélt man die folgende

Vermutung 6.8.2. Im Streifen Im(v,), Im(v,) € (0,y) gilt
A ve) = A(v —iy.ve [1) + A(va =iy, v 1) (6.142)

Ein numerischer Test dieser Vermutung ist in Abbildung 6.6 dargestellt. Man beachte, dass aus
obiger Gleichung durch Symmetrisieren des Integranden des Terms n. = 11in (6.140) die Vermutung
6.8.1 folgt. Die verschiedenen kombinatorischen Faktoren

1 S 6.143
@)t 7 )2 (2n)! (n) (6.143)
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legen nahe, dass sich ganz allgemein die 2n-Spinon-Amplitude durch Symmetrisieren der Amplitu-
de aus dem Quantentransfermatrix-Zugang ergibt. Da erstere jedoch nur fiir den Fall n = 1 explizit
bekannt sind, ist dies lediglich Spekulation.

Die 4-Spinon-Amplituden sind bislang nur fiir den isotropen Fall bekannt [29]. Unter Beriick-
sichtigung von Vermutung 6.8.1 konnen mit den hier erzielten Ergebnissen nun erstmals die lon-
gitudinalen Korrelationsfunktionen der XXZ-Kette in 4-Spinon-Nadherung berechnet werden. Als
Beispiel sollen wie in Kapitel 5.5 die nachste-Nachbar-Korrelatoren (o707 ) betrachtet werden. Be-
zeichne analog zu Kapitel 5 den n.-ten Term der in (6.140) auftretenden Summe mit I, (m) und
betrachte die Korrelatoren in der Naherung

0 _ 2n 4
(0707 )4 :=—]_[(1 c ) +L(1) + I,(1) . (6.144)

2
el 1+ g

Fiir den Term I4(1) muss ein Vierfachintegral numerisch berechnet werden. Fiir die numerische Ef-
fizienz ist hier entscheidend, dass die Integrationskonturen in (6.140) durch die Intervalle [-7, 7]+
iy/2 gegeben sind, wodurch die Faktoren e?”' reell sind. Die Realitit des Integrals I wird durch

die Identitat .
(A twfi)) = At 1)

garantiert. Umgekehrt kann diese Gleichung benutzt werden, um die Anzahl der zu berechnenden
Terme zu reduzieren. Eine weitere Reduktion ergibt sich aus der Tatsache, dass die Amplituden in-
variant unter Austausch von Léchern bzw. Teilchen sind. Fiir die Berechnung des Vierfachintegrals
wurde eine Gauf3-Jacobi-Regel mit N Stiitzstellen verwendet. Die Zahl N wurde solange erhdht,
bis die relative Differenz zwischen den Regeln mit N und N — 2 Stiitzstellen deutlich kleiner als 1%
betrug. Mit diesen Rahmenbedingungen konnte das Integral I;(1) bislang fir A > 1.03 berechnet
werden. Dies ist in Abbildung (6.7) dargestellt.

Mit diesem Ergebnis kann die Naherung (6.144) berechnet werden. Die Berechnung der Nédherung

o 1 _an 4
(0707 ), = —]—[( ) +L(1) (6.146)

2n
nel 1+¢q

k) (6.145)

wurde bereits in Abschnitt 5.5 durchgefiihrt (vgl. Abbildung 5.2). Die Gleichungen (6.144) und
(6.146) konnen mit dem exakten Ergebnis (vgl. [128])

x+1i/2

g
(6707) =1+ zf_ —x[cot(y(x +i/2) eth(y) - o=

o sh(z(x +1/2)) (6.147)

verglichen werden. Dieser Vergleich ist in Abbildung 6.8 dargestellt. Man erkennt, dass die Nahe-
rung (of o5 )4 eine deutliche Verbesserung gegeniiber der 2-Spinon-Naherung darstellt. Der Unter-
schied zu den exakten Korrelatoren wird durch die Grofie

_ {0705 = {0703 )s

(of03)

)

(6.148)

quantifiziert. Die Abhéangigkeit dieser Gréfie von der Anisotropie A ist in Abbildung 6.9 dargestellt.
Fir A » 1.25 ist die 4-Spinon-Naherung im Rahmen der numerischen Genauigkeit praktisch nicht
vom exakten Ergebnis zu unterscheiden. In der Nahe des isotropen Punktes scheint die Bedeutung
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Abbildung 6.7: ,4-Spinon-Beitrag” I;(1) zu den nachste-Nachbarn-Korrelationsfunktionen (o7 o;
(vgl. (6.144)) als Funktion des Anisotropie-Parameters A. Der rot markierte Teil der
Kurve entspricht dem Bereich 1 < A < 1.03 und kann bislang nicht mit der ge-
wiinschten Genauigkeit berechnet werden. Die rote Linie ergibt sich daher durch
lineare Extrapolation aus dem schwarzen Teil der Kurve.

der Beitrdge von 6 und mehr Spinonen, welche den Termen n, > 3 in (6.140) entsprechen, zuzuneh-
men. Fiir A — 1 ergibt sich durch Extrapolation, dass die 4-Spinon-Naherung ca. 95% des exakten
Wertes

(cFcF) = % - % In(2) ~ —0.590863 . . . (6.149)
ausmacht. Dies deckt sich mit der in [29] festgestellten Tatsache, dass fiir den dynamischen Struk-
turfaktor in 4-Spinonen-Naherung eine Frequenz-Summenregel zu 97% saturiert ist.

Man beachte, dass die Umgebung 1 < A < 1.03 des isotropen Punktes durch Extrapolation
erreicht wurde, wodurch die Schlussfolgerungen mit einer gewissen Unsicherheit behaftet sind. Es
ist jedoch davon auszugehen, dass die Kurven in den Abbildungen 6.7, 6.8 und 6.9 in der Umgebung
des isotropen Punktes stetig sind. Diese Annahme wird gestiitzt durch die Tatsache, dass der Limes
A — 1, fiir die Spinon-Amplituden des Vertex-Operator-Zugangs sinnvoll durchgefithrt werden
kann'? [64]. Weiterhin zeigt sich im nichsten Abschnitt, dass der isotrope Limes auch in den hier
erzielten Resultaten (6.134), (6.135) und (6.140) analytisch durchgefithrt werden kann.

Zusammenfassend kann festgehalten werden, dass mit den Amplituden (6.134) und der zugeho-
rigen Formfaktorentwicklung (6.140) eine neue und explizite Beschreibung der Korrelationsfunk-
tionen der XXZ-Kette bei T = 0 im massiven Bereich gefunden wurde. Dies kann dahingehend
interpretiert werden, dass die n-Teilchen-Loch-Anregungen der Quantentransfermatrix in jedem

12Es kann allerdings bestimmte physikalische Gréfen geben, fiir die alle Spinon-Beitrige zu beriicksichtigen sind (vgl.
z.B. [26]), sodass die Spinon-Basis unter Umsténden keine passende Beschreibung des Zustandsraums darstellt.
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6.8 Diskussion und numerische Auswertung
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Abbildung 6.8: Vergleich der 2-Spinonen-Néherung (6.146) (rote Kurve) bzw. 4-Spinonen-Naherung
(6.144) (blaue Kurve) der niachste-Nachbarn-Korrelatoren (o7 0} ) mit dem exakten
Resultat (6.147) (schwarze Kurve).

2n-Spinonen-Sektor eine neue Basis definieren, welche eine zur Spinon-Basis dquivalente aber ein-
fachere Beschreibung der Korrelatoren erméglicht.
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Abbildung 6.9: Abhangigkeit der relativen Differenz § zwischen 4-Spinon-Néherung und exaktem
Ergebnis vom Anisotropieparameter A.
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6 Tieftemperaturanalyse in der massiven Phase

6.9 Der isotrope Limes

Wie bereits im Verlauf des letzten Abschnitts erwahnt, haben die Amplituden des Vertex-Operator-
Zugangs die Eigenschaft, dass der Limes A — 1, durchgefiihrt werden kann [64]. In diesem Ab-
schnitt soll bewiesen werden, dass der isotrope Limes auch in der Darstellung (6.134) existiert.

Reskaliert man die Spektralparameter x, y — yx, yy in der R-Matrix (6.1) und fihrt anschlieBend
den Limes y — 0 durch, so ergibt sich die R-Matrix der isotropen Heisenberg-Kette (vgl. z.B. [46]).
Dementsprechend miissen in den Amplituden (6.134) die Loch- und Teilchenparameter mit y res-
kaliert werden, bevor der Limes y — 0 (d.h. ¢ — 1) durchgefihrt wird. Dieser Limes kann in den
g-Produkten mit Hilfe der Formeln (vgl. S. 120 f. in [64])

_ 1-z
®*p) ~ (P,p)% , (6.150a)
_ 4)3/4 '
r-1(2) ~ (g & r(ql)) :_1((5)) . z=gqm (6.150b)
1 -1\
sofort durchgefiihrt werden. Hierbei ist
3 ® dx sh® (x [1 - B/(ir)])
A1(B) = —L ~ sh(2x) ch(x) e, (6.151a)
y-1(2) = CEURURICIRL ALY (6.151b)

(¢°z.9% 4*) (=", q% q") -
Um den Limes y — 0 im Determinantenanteil D?* durchzufiithren, muss dieser zunachst umge-
schrieben werden. Dazu fithrt man wieder die Norm-Determinante

l_[ (1+ qz'"')2 = detf ; x, [1+K] (6.152)
nez

ein und betrachtet die im isotropen Limes endliche Kombination

= det (1+V)) det (1-R)

det_z 1)(1+K) ~ -£.51  °'[-%3)

= det (1+VF-R-VZR
[_E’E]( 0 0 )

272

= det (1+W;]). (6.153)
[—%J( /)

Hierbei wurde in der ersten Zeile die durch Gleichung (D.23) definierte Resolvente R eingefiihrt.
Der Kern W ist gegeben durch!®

Wi (x.y) = wi* (x) (R(x.y) = R(0,1)) = R(x.y) . (6.154)

Im Limes y — 0 erhilt man zusammen mit den Gleichungen (D.25) und (D.23)

deti_z z1(1+ VF) ~
ik 2= — det (1+ W), (6.155)
det[_%,%](l +K) y=0 R

13Man beachte, dass die freien Parameter 0 )j (j = 1, 2) ebenfalls mit y reskaliert wurden, sodass diese im Bereich [Im 6;] < 1
liegen.
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6.9 Der isotrope Limes

wobei
Wi (x,y) = Wi (x) [<07(x =) + 07,00 — y)| + 0 (x —v) . (6.156)
Hierbei ist
O k| TT MGG - 1) () oy 1)
w7 = (-1) [g ey | " (x) = 1/ (x) (6.157)
und
_ 1 F(% + %x)l"(l - %x)
Or(x) = Py ln{r(% — %x)l"(l " %x) (6.158)

ist die bekannte 2-Spinon-Streuphase [52].
Der Resolventenanteil bleibt endlich fiir ¢ — 1 und wird zu

. 2rires ij_)(xj) R R
RGI = C}lect 51']' + W(K(XJ —Xi) —K(01 —xl-)

- dyl’%‘;l(xi,y)(k(x,-—y)—k(el—y»)}, (6.159%)

2rires Wrr)(yj)

7%52 = ‘%fit {51‘1' - (I%(yj -y;) — I%(Qz - Yi)

1— eZHiF(yj)

—fRdyﬁgz(yi,y)(K(yj—y)—k(ez—y)))}. (6.159b)

Der Kern K und die Funktion F sind durch

N 1
K = —, 6.160
©) = T (6.160)
eZnif(x) — (_l)k [ 1_] eZni(GF(x—xj)—Op(x—yj))l (6.161)
j=1
definiert. Die Funktionen ﬁz sind die Losungen der linearen Integralgleichungen
Ri(y.2) = Vi(zy) - f dx Vi (x, )RS (x, 2) , (6.162)
wobei
Vary) = (Rx-y) -K@O-1)). (6.163)
Der bekleidete Impuls wird zu
1 1 ch E(x + l)
p(x)=-+—In (Z 2 ) (6.164)
4 27mi \ch (%(x— %))
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6 Tieftemperaturanalyse in der massiven Phase

Fiihrt man noch die Grofien

) t s 2 h2
o) = 2 7). I(x)=exp{_4 [ %- (sin®(1x) +5 (t/2>)},
0

mx t sh(2t) ch(¢)
1\ (Z(0)\"
C=T (Z) (7) , (6.165)

ein, so erhalt man das Skalenverhalten

Atroljs trghslk) ~ oy Ao, )i lk) (6.166)

wobei die Amplitude A gegeben ist durch

({xJ}j 1,{y]}] 1|k = (-1)" l_[( —2miF( x,))( e—sz(yj))] o [Tj2k Xjk yjx

joie=1 Wk = X5) (%) = Yie)

2 e (1— yj + xi)(y; — xx)°
1<j<k<n. j, k=1

Fiir den Determinantenanteil D?* gilt

(-1)k

_ esz(ol)) (1 _ eZHiF(gz))

D% = 16 i (”7’“ ' ﬂZ(ﬁ(yj) -

l_[ — 300 — gD (1 + (8 — i) T(3 + (6 — xi))0(1 - 56 - >>l
r(1 3O =y G + 50 = y)) T+ 5(62 = x))T(5 = 5(61 — xx))
x det (1+Wp,) Ry, det (1+Wg) Ry . (6.168)

Im Folgenden wird angenommen, dass die in D?* auftretenden Fredholm-Determinanten (und
damit auch die Amplituden A) fiir k = 1 verschwinden. Fiir n, = 0 kann dies explizit iiberpriift
werden. In den Féllen n, = 1 und n, = 2 erkennt man dies anhand der Numerik fiir A > 1 (vgl. Ab-
schnitt 6.8) in der Nahe des isotropen Punktes. Eine numerische Untersuchung der Determinanten
fur k = 1 direkt am isotropen Punkt ist nicht moéglich, da die zugehorigen Operatoren W(;—' nicht der
Spurklasse angehoren. Dies duflert sich darin, dass die Determinante numerisch divergiert, wenn
die reelle Achse mit der Substitution

I:o e fx) = f—1 dt f (1 _ tz) (11;";22)2 (6.169)

auf das Intervall [—1, 1] abgebildet wird und letzteres diskretisiert wird. Allerdings verschwinden
die Determinanten fiir jede Trunkierung R — [—R, R]. Somit ist es nicht rigoros bewiesen aber
dennoch plausibel, dass lediglich die Terme mit k = 0 beitragen.

Mit dem in (6.166) auftretenden Vorfaktor y "¢ konnen die Integrationsvariablen in der Form-
faktorreihe (6.140) reskaliert werden, sodass schlieflich das Ergebnis

}: ‘ e i Z —1(A( ) h
(1 X d y 2mwim j P Yj)- p(xj))
< 1 >< > \[\—l/2 nc 2 1) ‘f;{ 1’/2 ¢ ( ) ¢

ne=1

x A({xj),, ty;is,10) - (6.170)
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6.9 Der isotrope Limes

m | {0{0p41) | (0702 | {0705,41)2/(07050)
1| -0.59086 | -0.43198 73.1%
2 | 024272 | 0.18147 74.8%
3 | -0.20099 | -0.15080 75.0 %
4| 013861 | 0.10468 75.5%
5 | -0.12356 | -0.09353 75.7%
6 | 0.09779 | 0.07426 75.9%
7 | -0.08999 | -0.06845 76.1%

Tabelle 6.1: Vergleich der exakten Korrelatoren (2. Spalte) der isotropen Kette mit der 2-Spinon-
Naherung (3. Spalte). Die letzte Spalte gibt den Anteil des 2-Spinon-Beitrags am exakten
Resultat an.

folgt. Bislang ist es lediglich gelungen, den Beitrag mit n, = 1 mit der gewlnschten numerischen
Genauigkeit auszuwerten, sodass die Giiltigkeit der linearen Extrapolation in Abbildung 6.7 nicht
tberpriift werden kann. Die mit dem Term n, = 1 in (6.170) berechneten Korrelationsfunktionen
(0foZ ) der isotropen Heisenbergkette sind in Tabelle 6.9 zusammengefasst. Bekanntlich konnen
die Korrelationsfunktionen durch In 2 und Zeta-Funktionen mit ungeradem Argument ausdriickt
werden [21]. Fur kurze Abstiande m kann daher mit diesen exakten Ergebnissen verglichen wer-
den [114, 127]. Interessanterweise scheint der Anteil des 2-Spinon-Beitrags nur sehr langsam mit
dem Abstand m zuzunehmen. Dies ist konsistent mit der Beobachtung, dass die Faktoren e2rip
in (6.170) alle Werte im Intervall [-1, 1] annehmen koénnen, sodass die Beitrage von 4 und mehr
Spinonen nicht notwendigerweise klein gegeniiber dem 2-Spinon-Beitrag sind. Dieses Verhalten
unterscheidet sich deutlich vom Bereich A > 1, in dem die Formfaktorreihe fiir grofle m durch
den 2-Spinon-Beitrag dominiert wird (vgl. Kapitel 5). Demnach verliert die in Abschnitt 5.5 durch-
gefithrte Sattelpunktsanalyse (vgl. (5.85)) bei Anndherung an den isotropen Punkt ihre Giiltigkeit.
Dies war zu erwarten, da die Asymptotik der Korrelatoren fiir grof3e m bekanntlich durch die For-

mel
4Vinm
(27)32m

beschrieben wird [2]. Es wire eine interessante Aufgabe, die obige Asymptotik aus der Formfak-
torreihe (6.170) herzuleiten.

(0707 ) ~ (-)™ (6.171)
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7 Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde die Berechnung von thermischen Korrelationsfunktionen der anisotropen
Spin-1/2-Heisenberg-Kette mit Hilfe der Formfaktoren der Quantentransfermatrix untersucht.

In der Formfaktorentwicklung bestimmen diese zusammen mit den Korrelationsldngen in na-
turlicher Weise die Abstandsasymptotik von Zweipunktfunktionen bei endlicher Temperatur. In
Kapitel 3 wurde zunéchst die in [39] begonnene Berechnung von Formfaktoren der Quantentrans-
fermatrix fortgesetzt. Dabei wurden die longitudinalen und transversalen Zweipunktfunktionen
betrachtet, da diese die beiden wichtigsten Beispiele darstellen. Es ergaben sich basierend auf der
Slavnovschen Skalarproduktformel [119] nach einer Reihe von Manipulationen symmetrische Aus-
driicke fiir die Amplituden, die die Durchfithrung des Trotterlimes erlaubten. Dabei zeigte sich, dass
die Amplituden in beiden Fallen durch drei Bestandteile charakterisiert sind. Der universelle Anteil
besitzt in beiden Fillen dieselbe Form und ist durch einen Integralausdruck gegeben. Der fakto-
risierte Anteil enthilt die Koeffizienten der asymptotischen Entwicklung von Losungen linearer
Integralgleichungen. Schliefilich ist der Determinantenanteil durch Fredholm-Determinanten ge-
geben. Die zugehorigen Integralkerne sind parametrisiert durch die Summe aus dem a-Parameter
und dem Pseudospin s des Operators, dessen Formfaktor betrachtet wird. Alle Bestandteile hangen
von den fundamentalen Funktionen p, (Verhéltnis der Eigenwerte) und a, (Hilfsfunktion) ab. Im
Unterschied zu bisherigen Arbeiten zur Thermodynamik [80, 81] und zu Vielfachintegraldarstel-
lungen von Korrelationsfunktionen [55] gehoren diese Funktionen nun zu angeregten Zustinden
der Quantentransfermatrix.

Die Betrachtung des Formfaktors des Operators C(&1)C(&;) untermauert die Vermutung, dass
die beschriebene Struktur der Amplituden universell ist. Insbesondere die bei der Berechnung des
Formfaktors von B(¢) auftretende Faktorisierung, welche dhnlich wie die Faktorisierung der Viel-
fachintegrale [13] nur mit einem von Null verschiedenen a-Parameter funktioniert, lasst auf eine
Verbindung zur versteckten fermionischen Struktur [17, 66] schlielen. Es ist eine interessante Auf-
gabe, diese Verbindung niher zu untersuchen.

Eine weitere offene Frage ist, ob die gefundenen Darstellungen der Amplituden numerisch aus-
gewertet werden konnen. Dies ist von besonderem Interesse, da die Abhéngigkeit der Korrelati-
onsfunktionen von der Temperatur nicht-trivial ist. Dies wird deutlich in Crossover-Phanomenen,
bei denen die Abstandsasymptotik der longitudinalen Korrelatoren als Funktion der Temperatur
von kommensurablen zu inkommensurablen Oszillationen wechselt [85, 49, 51, 48]. Numerische
Studien bei endlicher Trotterzahl deuten darauf hin, dass einige Amplituden bei der Crossover-
Temperatur divergieren [49]. Dies passiert jedoch derart, dass die Korrelatoren endlich bleiben. Ein
solches Verhalten sollte sich auch in der numerischen Auswertung der hier gefundenen Amplituden
wiederfinden.

Im weiteren Verlauf wurden in Kapitel 4 die Amplituden im Tieftemperaturlimes in der mas-
selosen Phase bei endlichem Magnetfeld analytisch untersucht. Als Vorarbeit mussten zunéchst
die relevanten Anregungen der Quantentransfermatrix bestimmt werden. Dazu wurde die nicht-
lineare Integralgleichung der Hilfsfunktion im Tieftemperaturlimes analysiert. Die Tieftempera-
turentwicklung enthilt dabei in jeder Ordnung ausschlieilich Funktionen, die durch lineare Inte-
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7 Zusammenfassung und Ausblick

gralgleichungen gegeben sind. Es zeigte sich, dass die relevanten Anregungen, dhnlich wie die des
Hamiltonoperators in der masselosen Phase, durch unabhéngige Teilchen-Loch-Anregungen in der
Nihe von zwei Fermi-Punkten gegeben sind. In diesem Bereich besitzt das Spektrum Ahnlichkeit
zu freien Fermionen. Weiterhin besitzt diese Klasse von Anregungen die Eigenschaft, dass die zuge-
horigen Korrelationsldngen im Tieftemperaturlimes divergieren. Die Analyse der Formfaktorreihe
wurde folglich fiir kleine aber endliche Temperaturen durchgefiihrt. Die Berechnung des fithrenden
Tieftemperaturverhaltens der Amplituden war dabei aufgrund des Auftretens verschiedener diver-
genter Integrale technisch aufwéndig. Wie erwartet, skalieren die Amplituden mit einer Potenz der
Temperatur gegen Null. Der nicht-ganzzahlige kritische Exponent ist dabei derselbe, der den Zer-
fall der Korrelatoren beschreibt. Da das fithrende Verhalten der Amplituden zudem stark von den
,Quantenzahlen“ der Anregung abhéngt, mussten die ,konformen Tiurme® mit Hilfe einer diskre-
ten Summenformel [111, 75] aufsummiert werden. Die Form der Korrelatoren war im Einklang mit
den Vorhersagen der konformen Feldtheorie auf einem Zylinder mit endlichem Umfang. Im Limes
T — 0 ergab sich wie auch im Rahmen der Luttinger-Tomonaga-Flissigkeitstheorie erwartet ein
algebraischer Zerfall der Korrelatoren. Somit konnten die Vorhersagen der genannten Theorien fiir
die XXZ-Kette im kritischen Bereich erstmals mit exakten Methoden bestétigt werden.

Dariiber hinaus ergaben sich explizite Ausdriicke fiir die nicht-universellen Amplituden. Diese
hingen vom Magnetfeld h ab und konnen leicht numerisch ausgewertet werden. Im Limes h — 0
beobachtet man numerische Konvergenz zu den von Lukyanov gefundenen Amplituden im feldfrei-
en Fall [96]. Die Frage, wie sich die letztgenannten Amplituden analytisch aus den hier gefundenen
Resultaten ergeben, blieb unbeantwortet. Als weiteres Anwendungsbeispiel wurden mit Hilfe der
Amplituden und der asymptotischen Formel die kurzreichweitigen Korrelatoren numerisch berech-
net und mit den exakten Ergebnissen verglichen. Bemerkenswerterweise stellt die asymptotische
Formel bereits fiir kleine Abstédnde (m = 1, 2, 3) eine sehr gute Ndherung dar. Dies bestétigt die in
der Einleitung formulierte Erwartung, dass die Kombination der Formfaktorentwicklung mit den
bisherigen Methoden die Berechnung von Korrelationsfunktionen fiir beliebige Abstande ermog-
licht.

Abschlieflend wurden die Ergebnisse auf den Teilbereich A > 1 und hy < h < h;, der masselosen
Phase iibertragen. Obwohl dieser meistens in der Literatur vernachlassigt wird, findet man inter-
essante Phinomene wie das Verhalten der Korrelatoren in der Nahe der kritischen Linie h = h,.

Anschlielend wurden die Grundzustandskorrelationsfunktionen in der massiven Phase mit Hilfe
der gewohnlichen Transfermatrix untersucht. Dies bietet den Vorteil, dass das Anregungsspektrum
durch die Arbeiten [4, 132] bekannt ist. Die Analyse mittels der nichtlinearen Integralgleichung der
Zahlfunktion bestitigte die bekannte Klassifikation der Anregungen. Weiterhin konnte eine Kon-
troverse beziiglich eines Faktors in den higher-level Gleichungen, welche die komplexen Wurzeln
als Funktion der Lochparameter festlegen, zugunsten der in [132] gefundenen Formel entschieden
werden.

Fir die Berechnung des fithrenden Terms der Amplituden der longitudinalen Korrelatoren im
thermodynamischen Limes L — oo wurde auf die Arbeit [45] verwiesen. Der fithrende Term ver-
schwindet wie L™", wobei n € 2N, die Anzahl der Lochparameter ist. Spaltet man diesen Faktor ab,
so kann der verbliebene Teil, der eine stetige Funktion der Lochparameter ist, als Formfaktordichte
interpretiert werden. Dementsprechend lasst sich die Formfaktorreihe im thermodynamischen Li-
mes als Riemann-Integral iiber die Lochparameter schreiben. In dieser Hinsicht ist die Analyse also
deutlich einfacher als in der masselosen Phase. Die Summation iiber alle Losungen der higher-level
Gleichungen (fir feste Lochparameter) konnte aufgrund der besonderen Struktur des Integranden
als héherdimensionales Konturintegral geschrieben werden. Letzteres ist im Allgemeinen nicht ge-
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schlossen 16sbar. Die Struktur der Formfaktorreihe ist somit dhnlich zu der des Vertex-Operator-
Zugangs [64, 63], allerdings enthalten die Amplituden hier Fredholm-Determinanten.

Im Falle von zwei Lochern konnte numerisch gezeigt werden, dass die entsprechenden Amplitu-
den mit den 2-Spinon-Amplituden des Vertex-Operator-Zugangs [92] iibereinstimmen. Da letztere
keine Determinanten enthalten, bedeutet dies, dass es mdglich sein muss, die Fredholm-Determi-
nanten explizit zu berechnen. Dieser Befund dhnelt dem Problem der Berechnung der Amplituden
der masselosen Phase fiir verschwindendes Magnetfeld.

Ausgehend von der Aquivalenz zum Vertex-Operator-Zugang konnte die Abstandsasymptotik
der statischen Korrelatoren mit einer Sattelpunktsanalyse berechnet werden. Die longitudinalen
Korrelationsfunktionen zeigen eine langreichweitige antiferromagnetische Ordnung, die durch die
spontane gestaggerte Magnetisierung [7] bestimmt ist. Die Korrekturen hierzu zerfallen exponenti-
ell mit dem Abstand und werden durch die aus [67] bekannte Korrelationsldnge beschrieben. Durch
die Kenntnis der 2-Spinon-Amplituden war es zusétzlich méglich, die Amplituden sowie den alge-
braischen Korrekturterm m™2 zu berechnen.

Durch die Verwendung der gewohnlichen Transfermatrix konnten dariiber hinaus dynamische
Korrelationsfunktionen betrachten werden. Die Asymptotik fiir grofle Zeiten ¢t und Abstinde m
(bei festem v = m/t) konnte ebenfalls mit einer Sattelpunktsanalyse bestimmt werden. Die Natur
der Asymptotik hangt dabei vom Wert des Parameters v ab. Im zeitartigen Bereich 0 < v < v,
beobachtet man algebraischen Abfall und Oszillationen. Beim Ubergang in das Vorlaufer-Regime
Ve, < U < v, dndert sich die Asymptotik zu exponentiellem Zerfall mit Oszillationen. Im raum-
artigen Bereich v > v,, liegt reiner exponentieller Zerfall ohne Oszillationen vor. Die Existenz des
zeit- bzw. raumartigen Bereichs konnte durch das Auftreten einer Lieb-Robinson-Schranke erklart
werden [93]. Die Existenz des Vorlduferbereichs ist zunachst nicht-intuitiv, wenn man an Licht-
kegelstrukturen in der relativistischen Feldtheorie denkt. Ahnliche Phdnomene finden sich jedoch
bei der Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in dispergierenden Medien [121, 24]. Es wire eine
interessante Frage, ob solche Effekte in Systemen kalter Atome experimentell beobachtet werden
konnen.

Im darauffolgenden Kapitel 6 wurden die Korrelationsfunktionen in der massiven Phase bei T = 0
von der Perspektive der Quantentransfermatrix betrachtet. Dazu mussten zunéchst die Anregungen
der Quantentransfermatrix fiir tiefe Temperaturen mit Hilfe der nichtlinearen Integralgleichung der
Hilfsfunktion analysiert werden. Es zeigte sich, dass das Spektrum in den Fallen A > Ound A = 0
fundamental verschieden ist. Fiir verschwindendes Magnetfeld ergibt sich eine dhnliche Situation
wie im Transfermatrix-Fall. Die Teilchenparameter werden durch nicht-triviale higher-level Glei-
chungen bestimmt, in denen die auf der Linie ImA = —y/2 liegenden Locher als freie Parameter
eingehen. Fiir endliche Magnetfelder bilden die Teilchen mit einer Teilmenge (fiir Pseudospin s = 0
mit der Hélfte) der Locher Teilchen-Loch-Strings der Lange y. Die verbleibenden Lochparameter
sind mit den Teilchenparametern fiir endliche Temperaturen durch gekoppelte higher-level Glei-
chungen bestimmt. Fiir T — 0 entkoppeln diese jedoch, sodass die Teilchen und die freien Locher zu
unabhéngigen Parametern auf zwei Kurven C* in der komplexen Ebene werden. In dieser Hinsicht
ergibt sich wie in Kapitel 4 auch in der massiven Phase bei h > 0 ein Bild freier Fermionen.

AnschlieBend wurde die Tieftemperaturanalyse der Amplituden durchgefiihrt. Diese stellte sich
technisch einfacher dar als die Analyse in der masselosen Phase, da keine divergenten Integrale
auftraten. Analog zu Kapitel 5 verschwindet der fiir T — 0 fithrende Term der Amplituden wie
T?", wobei n € Nj die Anzahl der Teilchen bzw. Lécher ist. Dieser Faktor wird multipliziert mit
einer Formfaktordichte, welche stetig von den Teilchen- und Lochparametern abhingt. Aufgrund
der Tatsache, dass alle auftretenden Funktionen explizit bekannt und 7-periodisch sind, konnte fir
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7 Zusammenfassung und Ausblick

die Formfaktordichte ein vollkommen expliziter Ausdruck gefunden werden. Mit diesem Ergebnis
konnte schliefilich die Formfaktorreihe in Form einer Summe von Vielfachintegralen tiber die Kur-
ven C* geschrieben werden. Aufgrund der analytischen Eigenschaften des Integranden konnten
diese Konturen deformiert werden, sodass sich die Korrelatoren wie erwartet als unabhangig vom
Magnetfeld herausstellten. Es sei betont, dass die hier gefundene Formfaktorreihe einen wesent-
lichen Fortschritt im Vergleich zum Vertex-Operator-Zugang darstellt, da samtliche Amplituden
explizit bekannt sind.

Die ersten Terme der Formfaktorreihe, welche dem 2- und 4-Spinon-Beitrag im Vertex-Operator-
Zugang entsprechen, wurden schlieBlich numerisch ausgewertet und fiir den Fall der Nachbarkor-
relatoren mit dem exakten Resultat [128] verglichen. Es zeigte sich, dass bereits die ,4-Spinon-
Néherung® im Rahmen der numerischen Genauigkeit das exakte Ergebnis fiir die Nachbarkorrela-
toren liefert, sofern man sich nicht in der unmittelbaren Nzhe des isotropen Punktes befindet.

Der isotrope Limes konnte in den Ergebnissen analytisch durchgefithrt werden, allerdings ist
es bislang nicht gelungen, das zum 4-Spinon-Beitrag gehorige Vierfachintegral mit der gewtinsch-
ten numerischen Genauigkeit zu berechnen. Allgemein scheint sich das Konvergenzverhalten der
Formfaktorreihe im isotropen Limes zu dndern, da der Impuls p in diesem Fall keine Sattelpunkte
aufweist. Dies ist im Einklang mit der Tatsache, dass die Asymptotik der Korrelatoren multiplika-
tive logarithmische Korrekturen aufweist [2]. Es wire eine interessante Herausforderung, letztere
mit Hilfe der Formfaktorentwicklung zu berechnen.

An diese Arbeit schlieflen sich weitere mdgliche interessante Projekte an. Dazu zahlt zunédchst
die Klarung von Fragen technischer Art, wie etwa die explizite Berechnung von Fredholm-Deter-
minanten im Tieftemperaturlimes in der massiven und masselosen Phase. Wie bereits erwahnt, ist
auch die numerische Berechnung der Amplituden bei endlicher Temperatur ein vielversprechendes
Thema. In diesem Fall kénnte man auf den numerischen Arbeiten zu den Korrelationslangen [85]
aufbauen. Die wichtigste Frage ist sicherlich, ob die hier erzielten Ergebnisse fiir die Formfakto-
ren der Quantentransfermatrix auch fiir die Berechnung dynamischer Korrelationsfunktionen bei
endlicher Temperatur nutzbar gemacht werden kénnen. Dies ist zum einen von Bedeutung, um ex-
akte Ergebnisse fiir Messgroflen wie den dynamischen Strukturfaktor bei endlicher Temperatur zu
erhalten (vgl. [106] fiir eine aktuelle Studie im eindimensionalen Bose-Gas mit Kontaktwechselwir-
kung). Zum anderen ist die Zeitentwicklung isolierter integrabler Systeme momentan im Fokus des
wissenschaftlichen Interesses, da sie aufgrund der Existenz unendlich vieler erhaltener Gré3en Be-
sonderheiten aufweist [69]. Es ist bislang nicht eindeutig geklért, ob und unter welchen Umstédnden
abgeschlossene integrable Systeme thermalisieren und durch welches Ensemble sie gegebenenfalls
beschrieben werden kénnen [137, 110, 109].
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A Amplituden der erzeugenden Funktion

In diesem Anhang sollen Details zur Berechnung der Amplituden der erzeugenden Funktion in
Kapitel 3.1 prasentiert werden. Dazu zidhlen die Herleitung der Amplituden (3.13) und einer al-
ternativen Darstellung, in der die Ableitung nach dem Twistparameter « analytisch durchgefithrt
werden kann. Weiterhin wird die Durchfithrung des Trotterlimes erldutert sowie die Darstellung
(3.15) begriindet.

A.1 Herleitung der Amplituden

In diesem Abschnitt soll die Darstellung (3.7) (bzw. (3.3) und (3.6) fiir die Skalarprodukte) fiir die in
(2.33) definierten Amplituden A, () der erzeugenden Funktion hergeleitet werden.

In der Formfaktorentwicklung (2.33) sind nur die Eigenzustinde der getwisteten Transferma-
trix relevant, die durch M = N/2 Bethe Wurzeln charakterisiert sind. Bezeichnet man die Bethe-
Wurzeln eines solchen Zustands mit {u j} ~, und die des dominanten Zustands mit {/; } M ", so folgt
mit der Slavnov-Formel (3.1)

d(/lf gy [
[ () L\P“\P% [H R ]

sh(y; pk>] detar{e(d; — me) — e(u = A)ao (k) }
X , (A1)
13,1;[94 sh(d; = Ae) ] dety {8707 (ujler) — Ky = i)}
wobei die Funktion
M sh(d - )
$(A) = 1:1[ m (A.2)

eingefithrt wurde. Im Folgenden wird eine Technik verwendet, welche schon im Anhang von [13]
benutzt wurde und auf [62] zuriickgeht.
Setzt man in (A.1) die Formel fiir die Cauchy-Determinante

h(p; - A
sh(pj — pr) _ det{ res ¢(Ax) } A3)
1<j<k<M Sh(/lj — Ak) M Sh(/lk - ,uj)
ein (vgl. z.B. Anhang A von [39]) sowie die Identitat
Gk —mP~ (e + ) = =g % o) » (A.4)
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A Amplituden der erzeugenden Funktion

Im
ir/2
A Uﬁ )
X XMHj .
e
X Hie\= 1 0
xX/llx
—im/2

Abbildung A.1: Skizze der Kontur C, welche alle Bethe-Wurzeln A; enthalt, aber nicht p;, . und
Ui £ 1 modirn. Linker und rechter Rand der Kontur befinden sich im Unendlichen.

welche aus den Bethe-Ansatz-Gleichungen folgt, so erhélt man

[ sh(y; — ﬂk)]
1<j<k<M Sh A _Ak
x ]_[ —eM TG (g — 77)] det{e(d; — pe) = e(r = A7)0 (k1)
ie1 M

Ae—py pl
% {T—ii)[)} det{a™¢™ (= melhe = ) + "¢ Gue + me(ui = A0}

dl e g
dA {f 271 seh(/;]qs(,l)) (q_a¢_1(ﬂk —-ne(d—p) + qa¢_1(ﬂk + n)e(ux — /1))}

) q1+a q—l—a
= detd 8] 7" () uyle) - ¥ } . (A5)
{ ! P sh(uy— e =) sh(u - i + 1)

Hierbei wurden in der zweiten Gleichung die Determinanten ausmultipliziert und die entstehen-
de Summe als Konturintegral geschrieben. Die Kontur C enthalt dabei alle Bethe-Wurzeln A; (j =
1,...,M), aber nicht yj, yr und pr + n (vgl. Abbildung A.1). Das Integral kann berechnet wer-
den, indem man die Kontur C ,umstilpt®. Dies ist moglich, da der Integrand iz-periodisch ist und
exponentiell abfillt fiir ReA — +co. Die Auswertung der Residuen und die aus der Baxterschen
TQ-Gleichung folgende Identitit

8 () (a7 (= m) = g7 (wy + m)) = pi (uile)et, (pjler) (A.6)

liefern schliefilich die dritte Gleichung von (A.5).
Mit (A.1) und (A.5) und der Definition (3.4) des Kerns K, erhilt man

pn(wla

J
[ q “d(pj)e J] (T 1%) [IM[ p_l(y-|a)] detM{(Sk a1 = )}
Hj appaN n J -
dy)ers | (g detar{0] - b Ky - )}

; (A7)
j=1
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A.2 Alternative Darstellung der Determinanten

womit Gleichung (3.3) aus Kapitel 3.1 folgt.
Eine dhnliche Rechnung, bei der die Rollen von y; und A; vertauscht sind, ergibt

g d(A;)e! | (¥ | ¥Z) M
[l_[ d(p;)et ]<‘I’0|‘I’o) [gpn(%la)]

womit Gleichung (3.6) gezeigt ist. Multipliziert man die beiden Gleichungen (A.7) und (A.8), so er-
kennt man, dass sich die unerwiinschten Produkte auf den linken Seiten kiirzen und sich schlief3lich
Gleichung (3.7) aus Kapitel 3.1 ergibt.

tlo(lj)
detM{éi - by - Ak)}

deth{{éi _ P;ll(/lﬂa) KQ(A] _ Ak)}

, (AB)

A.2 Alternative Darstellung der Determinanten

In diesem Teil soll zunachst die Gleichung

K(pj — pie) B i K- A) }_
ool - it =S g 0 e @

bewiesen werden (hier M = N/2).
Fiir den Beweis konstruiert man einen linken Eigenvektor der Matrix

K(Aj = Ax)

=& - .
M= O G R 0pa a0 (110
zum Eigenwert Null. Setzt man
v = res $(A,) = m , (A.11)
so folgt mit der aus der TQ-Gleichung folgenden Identitat
Py (Ax10) 1
. = (A.12)
(A () A (p(Ak = 1) — Ak + 1))
dass
M 1 1 M
M = - A)K(Aj— A
JZ THET@Y M0 T ¢ 0 (3 — 1) — 9k + ) ]Z res PRI =40
1 1

T () @) A (S0 — 1) - $0hk + ) f o POK(@ =) (A13)

Hierbei umschlieft der Weg y alle A; (j = 1, ..., M) aber nicht Ax +7. Da der Integrand ir-periodisch
ist und exponentiell verschwindet! fiir Re(l) — oo, kann das Integral analog zu Anhang A.1
berechnet werden. Die Auswertung der Residuen liefert

f 8 B~ Ae) = $0 ~ )~ i +1) (A.19)
Y 1

!Man beachte, dass dies nicht mehr fiir den Fall & # 0 gilt, da der Kern K, konstante Asymptotik besitzt.
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A Amplituden der erzeugenden Funktion

Damit folgt
M

oMy =0, (A.15)
j=1
der Vektor mit Komponenten v; ist somit ein linker Eigenvektor der Matrix M;; zum Eigenwert
Null, womit die Determinante verschwindet. Eine analoge Rechnung, in der die Rollen von y; und
A; vertauscht sind, liefert die zweite Gleichung von (A.9).

Somit miissen zur Durchfithrung der zweifachen Ableitung nach « (vgl. (2.33) und (2.35)) beide
Determinanten des Zéhlers in (3.13) bzw. (3.15) nach « abgeleitet werden. Im Folgenden soll eine
alternative Darstellung der Determinanten hergeleitet werden, welche es erlaubt, die a-Ableitungen
analytisch durchzufithren. Diese Form erlaubt es weiterhin, eine Beziehung zu den Determinanten
aus den Arbeiten [73, 76, 90, 91] herzustellen.

Definiere zunéchst

2(1) = —ﬁ 1%%) (A.16)
sowie die ,periodische Cauchy-Transformierte”
Le[(v) = fc dp 2(2) cth( - v) (A17)
Aufgrund der TQ-Gleichung hat man die Identitat (vgl. [14])
Pt Gle) _ a 90+ ) . $() 1)

1+a0(d) _pn(/ﬂa)(q“(]ﬁ(/l = -qpA+n) a“¢A-1) g $(A+n) '

Die Funktion auf der linken Seite ist die Gewichtsfunktion des Integrationsmafles dm®. Die Funkti-
on p;,'(Ala) besitzt keine Polstellen innerhalb von C,,. Nimmt man weiterhin an, dass die Funktion

—a -1
e (T (1 ) aou)) o)
q*9(A—n) —q*Pp(A+n) an(Ale
keine Polstellen innerhalb von C,, besitzt, so kann das Maf3 dm® durch das Maf3
dA A
dM*(}) = — o) (A.20)

27t q*P(A—=n) —q (A +n)

ersetzt werden, sowie die Kontur C,, durch eine Kontur r,ﬁ‘), welche C,, einschlief3t. Der Vorteil
dieser Darstellung ist, dass die neue Gewichtsfunktion keine Polstellen an den Lochparametern
mehr besitzt, was insbesondere im Tieftemperaturlimes in der masselosen Phase von Bedeutung ist
(vgl. Kapitel 4). Die Gewichtsfunktion des neuen Mafles kann wieder durch die Hilfsfunktion und
die Funktion p ausgedriickt werden,

¢(A) _ 1+ an(Ala) 1
q“pA—n) —qp(A+1n)  pa(Ala)(1 + ap(D)) 1 = a(Ala)/ap(A)

Die Faktoren auf der rechten Seite konnen unter Verwendung der nichtlinearen Integralgleichung
(2.23) bzw. Gleichung (2.26) umgeschrieben werden,

an(Aa) B
o) 9 2 eXP{an du K(p /1)2(11)}, (A.22)

(A.21)
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A.2 Alternative Darstellung der Determinanten

sowie

.(A B
p (;|Z)(1(1(+|:0)(A)) -1 eXP{ fc dy e(ﬂ—A)Z(u)} : (A.23)

Hierbei ist nun A aufSerhalb von C,,.
Eine analoge Rechnung kann fiir die Determinante mit Maf3 dm$ durchgefithrt werden. Damit
folgt schlief3lich
dr%t@h —Kea) = Mg%t) {1- Kol (A.24)
wobei die neuen Integrationsmafe aufgrund der Definition der Cauchy-Transformierten (A.17) und
den Gleichungen (A.20), (A.22) und (A.23) durch

2 q—aeiLcn [z](A)

d
a I
M) = % i evLen FI0en) _ g-2agrle, 100 (&.25)

bestimmt sind. Definiert man nun = g~2% sowie
Eﬁ (A) = cth(A — ) = Bcth(A + 1) (A.26)
und zwei neue Kerne

1 et IO (K (2 - ) - Kp(0 - p)

=) _
Uo (i) = = elen B0 — pelen @0 (A.272)
—L > -
e L enl210 (R (4 — ) ~ Kg(A - 6)) (Az7b)
o VR T oni T e lealEu _ gelealEm '
so gilt offenbar
e — T 77
dni‘e’tcn{l —Kea) = eg@wdgﬁgi){1 + Uy} (A.28)
Benutzt man (vgl. auch Gleichung (A.52))
lim ebenl2)02) _ oo, 422 _ iy () =b7", (A.29)
f——co Re A——c0
so folgt
: be(1-B)
o, Lo, 05 — ferlo, 0T L (A.30)
und mit (A.28) schlieB3lich
= . b*1(1-p) ()
d”(llge’tcn{l - K:¢a} - 91_1>1Pw|:e¢Lcn[z](9iry) _ ﬁe¢Lcn[z](9¢r]) d/??(ti){l + U9 } ’ (A'?’l)

In Anhang A.3 der Arbeit [72] wird gezeigt, dass der Ausdruck in den eckigen Klammern auf der
rechten Seite der obigen Gleichung unabhangig von 6 ist. Damit ergibt sich

bil(l _ ﬁ) o
€¢Lcn [Z](Qir]) — ﬁe¢Lcn [z](9¢;7) dgf‘;jﬂ{l + Ug } . (A32)

det {1 —IEW} =

dm¢.,C,
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A Amplituden der erzeugenden Funktion

Man beachte, dass auf der rechten Seite der Gleichung (A.32) die Ableitung nach a an der Stelle
a = 0 trivial durchgefithrt werden kann.

Fihrt man fiir die beiden Fille unabhangige Parameter 6; und 8, ein, so nehmen die Determi-
nanten dieselbe Form wie in [90, 91] an. Im Limes T — 0 (vgl. Kapitel 4) ergeben sich nach einer
speziellen Wahl der Parameter 6 ; dieselben Ausdriicke wie in [73, 76].

Es sei bemerkt, dass die Ableitung nach dem a-Parameter auch fiir die Determinanten mit Maf}
dm¢ analytisch durchgefithrt werden kann. Dies kann mit der Identitét

. K,(A; = A b+b! 1
- IOy b
M a5 (410)p,(A;10) y(->b )1— ”*”

5 (@% —q7%)

i Ka (/1 Ak) +y }
xdet{s/ -~ T T L A3
M { ko ag(A)pa(Ajle) (4.33)
bewerkstelligt werden (eine dhnliche Formel gilt fiir die andere Determinante im Zéahler von (3.15)).
Hierbei ist y ein beliebiger Parameter und b durch Gleichung (A.29) gegeben. Der Beweis der obigen

Formel (A.33) erfolgt analog zu Anhang A 4.

A.3 Details zur Durchfiihrung des Trotterlimes

In diesem Abschnitt sollen Details zur Durchfithrung des Trotterlimes in der Formel (3.7) erlautert
werden.

Aufgrund der Definition der Kontur C,, (vgl. Kapitel 2) und Gleichung (2.21) ist die Hilfsfunktion
1 + a, innerhalb von C,, meromorph, mit einer einzigen Polstelle der Vielfachheit N/2 bei —f/N
und N/2 einfachen Nullstellen bei den Bethe-Wurzeln {y; }N/ 2,

Damit gilt fiir jede in C,, holomorphe Funktion f die Glelchung

N/2

da %)
fcm f) = Z ) (A.34)

Diese Gleichung kann direkt auf die Entwicklung (3.9) angewendet werden, sodass (3.11) folgt.
Fir die Herleitung von Gleichung (3.8) verwendet man die Darstellung

1

9, In(1 + a, (1)) = ZA " _Em;;/N +9(d) (A.35)
J

der logarithmischen Ableitung, welche aus den Eigenschaften der Hilfsfunktion folgt. Hierbei ist g
eine innerhalb von C, holomorphe Funktion. Mit dieser Identitat folgt schlieBlich die Darstellung

M
pn(Ajla) i L+, ()
1 pn(,ujla) = eXP{— jc‘;l 2_77:1 In (pn(j.la)) a/l hl(m)} , (A36)

wobei die Kontur C;, innerhalb von C, liegt. Damit ist Gleichung (3.8) bewiesen.
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A.4 Die ,bekleidete Ladung”

A.4 Die ,bekleidete Ladung®

In diesem Anhang soll die Darstellung (3.15) ausgehend von (3.13) hergeleitet werden.
Betrachte als Voriiberlegung eine invertierbare M x M-Matrix K und einen eindimensionalen
Projektor X,

1
X=]: (Xl,...,XM) . (A.37)
1
Dann ist
det[K + X] = det[K] det[Iy + K~'X] = det[K] det[e; + x1V, . .., ea + xprv] . (A.38)
M M M M M
Hierbei ist Iy; = (e, ..., epr) die Einheitsmatrix vom Format M. Der Vektor v (mit Komponenten

v;) ist durch die Losung des linearen Gleichungssystems

1
Kv=|: (A.39)
1

bestimmt. Die zweite Determinante in (A.38) kann nun einfach berechnet werden,
M
det[K + X] ( Z vjx]) det[K (A.40)

Wendet man dies an auf die erste Determinante im Zahler von (3.7) und benutzt (3.14), so folgt

d,ﬁt{(si - % —a(pj — uk)} = d[gt{(Sj p:zy ; (= uk)}
X (1 + i M(q“ q %) vj) s (A.41)
= ayla)
wobei v; Losung des linearen Gleichungssystems
& pn(picl) .
v; - a;l('ukm)K_a(,uj—yk)vk =1, j=1,....M, (A.42)
ist. Definiert man die Funktion o, durch
T =1+ i PulAI) b = o (A43)
24 o)

so folgt, dass o, (pj) = v;. Damit kann das Gleichungssystem (A.42) als lineare Integralgleichung
geschrieben werden,

G =1+ fc dm (1)K (A — )34 (1) - (A.44)
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A Amplituden der erzeugenden Funktion

Hierbei ist dm$ das in (3.10) definierte Integrationsmafl.
Setzt man dies in (A.41) ein und beachtet die Asymptotik des Kerns K,

lim Ko(4)=q™%-gq" A45
Re/lan+oo a( ) q E ( )
so folgt
_ palyla) pn(pjla)
dt{af—— el - }:( 1 /1) {5f PPl Kty — } Ad6
ek ap (jler) (hj = b Re A 1:1'10004_( ) ap(pjla) (= i) (A.46)

Fuhrt man dieselben Schritte fiir die Determinante

P (Ajla) put(Akla)
as(4;) ag(Ak)

durch, so folgt schlieB8lich Gleichung (3.15) aus Kapitel 3.1.

Erstaunlicherweise konnen die linearen Integralgleichungen fiir die Funktionen o, und o_ fiir
endliche Trotterzahl analytisch gelost werden. Das Vorgehen ist dabei eng an die Arbeit [14] ange-
lehnt.

Die Behauptung ist, dass

dﬁt{(s;' - Kol - /lk)} - %\(}t{&i - (KaGhic = 45) + ° - q_“)} (A.47)

q“p(A—n)—q %A +n)

=)= $o(q* —q™%)

, (A.48)

wobei
M
¢o = ch (Z(/lj - ﬂj)) : (A.49)
j=1

Der Beweis erfolgt durch Einsetzen des Ansatzes (A.48) in die Integralgleichung (3.17b). Aufgrund
der TQ-Gleichung gilt (vgl. Anhang A.2)

puAa) q “p(A+n) N $(4)
Ltao)  p,(la)(g®p(A—n) — g oA +n))  4“¢A—m —q*$p(A+1)

(A.50)

Damit folgt

o _ d_)u Ka()u_ﬂ') -
| dm (o (K~ ) = [ o = (T Gl )+ 600)

[ Kelued)
A R=Ereerstl .

Hierbei wurde benutzt, dass der erste Term auf der rechten Seite der ersten Gleichung holomorph
innerhalb der Kontur C, ist. Das letzte Integral kann in dhnlicher Weise zu Anhang A.1 bzw. A.2
berechnet werden, dabei ist zu beachten, dass zusatzlich zu den Polstellen bei A + n Beitrage vom
linken und rechten Rand der Kontur entstehen. Da diese sich im Unendlichen befinden, folgt mit
der Definition

Re(A)—+o0

M
lim  ¢(1) =b*', b=exp (Z(Aj - pj)) (A.52)
j=1
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und der Asymptotik des Kerns (A.45)

du Ka(w=4) .~ q%¢(A-n)—-q"$(A+n)
fcn 2 golg g W T T T e )
=-1+0-(1). (A.53)

Der Vergleich mit (A.51) zeigt, dass die in (A.48) definierte Funktion tatsachlich die Losung der
Integralgleichung (3.17b) ist.

Damit folgt
b—l
o= lim o-(1) =—. A.54
Re(A)——c0 @) o ( )

Eine analoge Rechnung liefert

_q ¢ (A=) —q"¢ (A+n)

7.(1) = , (A.55)
' $o(g™ — q%)
und somit b
o,= lm o,(1)=—. A.56
S lm F) = (A56)
Mit Gleichung (A.54) und (A.56) ergibt sich schliefilich
1 M
Gros=—=ch? Y (-p)]|. (A.57)
¢ =1

Fiir die Durchfithrung des Trotterlimes benutzt man die Integraldarstellung

3 da 1+ 0, (Ale)
]Z:;(A] _:uj) = fcn z—mAaA ln(m) , (A58)

vgl. dazu Kapitel A.3. Nimmt man an, dass bei einer partiellen Integration keine Randterme entste-
hen, so folgt Gleichung (3.18) aus Kapitel 3.1.
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B Amplituden der transversalen Korrelatoren

In diesem Anhang wird die Herleitung der Amplituden der transversalen Korrelatoren durchge-

fihrt.

B.1 Der Formfaktor F.(&)

In diesem Fall wird der Zustand |V ) durch M —1 (M = N/2) Bethe-Wurzeln parametrisiert, welche
mit i; bezeichnet werden. Definiere analog zu A.1 die Funktion
ML sh(l - py)

$(A) = M hi=2y) (B.1)

welche nun ir-antiperiodisch ist, ¢(A + ir) = —¢(1). M6chte man analog zu (A.1) vorgehen, so
bendtigt man eine Verallgemeinerung der Cauchy-Determinanten (A.3). Diese ist gegeben durch
(vgl. z.B. Anhang A von [39])

eA1—H1 eAM—H1
h(h— e h(Tar—
H1§j<ksM—1 Sh(ﬂj - Hk) ﬁ s | det ™ l . ™ A:I " (B2)
= res i e : . . .
[Ti<i<k<ar sh(A; — Ag) L J M eMHA-1 eAM—HM-1
1<j<k<M J j=1 —Sh().1—;11\1_1) e —Sh(AJ\I—HM—l)
1 e 1

Benutzt man die Slavnovformel (3.1), die Normformel (3.2) sowie die obige Gleichung im Ausdruck
(3.21) fiir den Formfaktor F, (£), so folgt

C C
F+(§)ZA%t((E)ul,---,(E)UM) ) (B.3)
wobei o N
M d(dy)eh .
M-1__g , 7, (B.4)
ot aed(uy)ers detyy o {8705 (ujla) = K(uj — i)}
und die Eintrdge der (M — 1) X M-Matrix C und des Zeilenvektors E durch
i 1
Cf=———, j=1,....M-1;(=1,....M, B.5a
PSR (552
El=e™, (=1,....M (B.5b)
gegeben sind. Die Eintrdge der Spaltenvektoren uy lauten
(ue)’ = —res gAe){q ¢ (e — me(Ar — i) + q¢ ™" (uic + me(px = Ae) ) (B.6a)
k=1,.... M-1;¢=1,...,.M,
(un)! = -2 &) p(Ao){e(e - ) —e(E = Aao(®)}, €=1,....M (B.6b)
uy)’ = 1+a0(§)res r)ie(Ae e £)ag , =1,....,M. .
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Die Determinante auf der rechten Seite von (B.3) kann in dhnlicher Weise wie in (A.5) vereinfacht
werden. Dabei mussen die Fille Cug, k = 1,..., M —1 (oberer linker (M — 1) X (M — 1)-Block), Cuy,
(letzte Spalte), Eug, k = 1,..., M—1 (letzte Zeile), und Euys (1x1-Block unten rechts) unterschieden
werden. Man erhilt

(04 —a

q q

(Cup)’ = S, (yla)py” (uyler) = sh(uj — e — 1) shiuj—p +1) (B72)
Euy = (¢ = ¢'")e 7, (B.7b)
Copy o L _TeuEl) 1 ¢“pulfle) 1 570

Csh(E-p)  1+a@El@)shE-p—n) 1+, @) sh(E—p+1)

Eup = et (1 _aEle) g pnEle)) (B.7d)

1+ a,(éla) 1+a,(éla)

wobei a, = 1/a, gesetzt wurde.

Fiihrt man die folgenden Rechnungen mit dieser Matrix durch, so erhilt man am Ende Fredholm-
Determinanten mit Kern K. Da dieser Kern problematisch ist fiir den Fall F_(&) (siehe Anhang B.2),
soll an dieser Stelle der Kern K eingefithrt werden. Dies gelingt, indem man das e*/-fache von
(B.7b) von (B.7a) abzieht und das e/ von (B.7d) von (B.7c) subtrahiert. Offenbar dndert dies nicht
die Determinante in (B.3). Benutzt man die Identitét

1
sh(x)

= e¥(cth(x) - 1), (B.8)
so folgt

(Cug)’ - " Euy = 8, (usla)py, " (jler) — €X7H4 Ky (1 = i)

=: eHiTHk (v ) (B.9a)
1-a
(Conn = e Buy =7 ch(e = ) - TLEEE cab -y )
q* ' pn(€la)
T T a,Cla) cth(§ = p; +1)

= e (V) (B.9b)

wobeij = 1,..., M~ 1. Diese Gleichungen definieren eine Matrix (M —1) X (M — 1) V mit Eintrdgen
V]i = (vx)’ und einen M — 1-komponentigen Zeilenvektor v;;. Entwickelt man die Determinante
der modifizierten Matrix nach der letzten Zeile, so folgt

M-1
rocdeta—1 (v, .., Vi, s
F.(¢) = Ae~¢ det (V) EuMe§ + Z Euke”k(—l)MJrk eta-1(v1 Vk-1 Vi1 Vi)
M-1 = detpr—1 (v, ..., Var-1)
M-1
= Ae? det(V) (EuMe§ - Z Eugetk (V_lvM)k) (B.10)
M-1 P

Hierbei wurde im ersten Schritt angenommen, dass die Matrix V invertierbar ist. In der Summe kann
der Vektor vy durch M — 1 — k Vertauschungen an Position k bewegt werden und anschlieffend
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B.2 Der Formfaktor F_(¢)

die Kramersche Regel benutzt werden, sodass die zweite Gleichung folgt. Setzt man x = V~lvy,, so
erfiillen die Komponenten x/ dieses Vektors das lineare Gleichungssystem

) 1-a
o sladpy ) = =ty = ) + TLUEE b £ 4
q“ ' pu(£la) N

k
1+, (¢le) cth(yj =& =n) + ; Ki—a(pj — pr)x™, (B.11)

welches nach dem Vorbild von Anhang A.4 in eine lineare Integralgleichung umgewandelt werden
kann. Definiert man die Funktion

_ q" % pn(éla)
G+()L,§) = —Cth(A - f) + m Cth()t - g + I])
4" pn(Ela) th(A M_IK A k. (B.12
mc ( —§—0)+kzz; 1—a(A = pr)x™ . (B.12)
so gilt
G (k. €) = o (uicler) i (il ) x* (B.13)

und G4 (4, &) ist als Funktion von A meromorph innerhalb der Kontur C,, mit einem einzigen ein-
fachen Pol! bei A = £ mit Residuum —1. Damit folgt, dass G, die Lésung der linearen Integralglei-
chung

(A €) = —cth(d = &) + ¢“ " pu(Ela) cth(A — € — 1) + f dmS (1)K1—a (A = p)G4 (1, ) (B.14)

n

ist. Damit kann die rechte Seite von (B.10) vereinfacht werden,

M-1 M-1
Euygef — Z Euke”"(V_lvM)k = Euyef — Z Eujetx’
k=1 j=1

1= pa(Ela) - (¢ - g ) fc dmE ()G (1. £)

= lim G.(L§=G1(0). (B.15)

Hierbei wurde in der zweiten Gleichung (B.13) benutzt. Setzt man (B.4) und (B.15) in (B.10) ein, so
erhilt man Gleichung (3.22) aus Kapitel 3.2.

B.2 Der Formfaktor F_(&)

Wie in Kapitel 3.2 motiviert, soll in dem Ausdruck

(BolB(O)I¥y) = (0IC(A1) . .. C(Am)B(E)B(pr-1) - - - B(p1)0) (B.16)

1Es wird angenommen, dass & innerhalb der Kontur C;, liegt.
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welcher in dem Formfaktor F_(¢) auftritt, der Operator B(¢) unter Benutzung der Relationen der
Yang-Baxter-Algebra (vgl. z.B. [89, 56]) nach links durchgetauscht werden, wo er auf das Pseudo-
vakuum trifft. Dies erzeugt eine Doppelsumme,

F(&)= > trm, (B.17)
{,m=1
{+m
wobei
m = d(Ae)a(Am)c(Ae, E)c(&, Am)
M+l M1 1 (0] Hﬁ[:ﬁkﬁ m CAITT)
ke B.18
l_[ b( )Lg,/lk) l—[ b(Ak, Am An(Ela)(¥o|Yo) ( )
k# k#’ m

und per Definition Ar4; = &. Die Skalarprodukte auf der rechten Seite konnen mit der Slavnov-
Formel fiir die yi; ausgewertet werden und man erhalt

_ Bpy'(€la)

t.om —

L+ ao(¢) e f(Vife—tl{gb(Mk ~ el = Ag) —e(s, - ﬂj)an(/lfkla)]}
(=ap(A¢)) sign(m — £)(-=1)¢=™

, (B.19
sh(Adg = Am + 1) ( )
wobei € € {1,... M+ 1}\{{,m}, k=1,... M—-1, {; <l <---<{p_1und
H Thg%d ()t 1
- , (B.20a)
[T} d(Ap)el  dety{8]a5(A)) - K(A; = M)}
q% res ¢~ (i) q“ res ¢~ (pai-1) M
sh(A;—p1) T sh(A;—par-1)
D= : : I (B.20b)
q%res ™' (1) g% res ¢~ (uar-1) e
sh(Aar—p1) to sh(Aar—par-1)

Die Funktion ¢ ist in Gleichung (B.1) definiert. Man erkennt, dass der Faktor B komplementar zu
A aus Gleichung (B.4) ist, sodass eine symmetrische Darstellung der Amplituden méglich ist. Es
verbleibt die Aufgabe, die t, ,, in eine einzige Determinante aufzusummieren.

Definiere

(ac) = ¢k — ) (el — Ax) — e(Ak — pan(Ala)) . (B.21a)
j=1,....M-1,k=1,....M+1,
1

=, ':1,...,M+1,k:1’_..’M+1’ B21b
T Shy = A+ (B.21b)
und betrachte zunachst die Teilsumme
M
Bp,' ({la) Matet
Z teaer = 7 0@ dﬁt(D) ;(—1) SM+1,¢ ](vife_rtl (al, e Y 1AL s aM)
B -1 )
Pn (gla)dt(D( o )D( an )) (B.22)
1+ Cl()(f) M SM+1,1 SM+1,M
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B.2 Der Formfaktor F_(¢)

Hierbei wurde in der ersten Gleichung die Summe als Entwicklung einer Determinanten nach der
letzten Zeile aufgefasst. Bezeichne mit X die Matrix, deren Determinante auf der rechten Seite
der Gleichung (B.22) gebildet wird. Die Eintrige dieser Matrix konnen analog zu Abschnitt B.1
vereinfacht werden und man erhélt

—a [24

+ e/ljSM_,.l,k . (B.23)

XI = 8 pu(Ajla)al(A;) - ! :
© = 6pn(Ajla)ag(4;) sh(d; — Ak — 1) - sh(d; = Ak + 1)

Die Matrix X ist also die Summe aus einem Projektor und einer Matrix X ,

X =X - eMspik - (B.24)

Der Versuch, den Projektor nach dem Vorbild von Anhang A.4 abzuspalten, scheitert jedoch da die
Matrix X nicht invertierbar ist?. Stattdessen fithrt man den Kern K ein und erhilt

det(X) = det{6] pu(A;12)0 (1)) = Kiaa(Aj = 1) + Sk} (B.25a)
Sik =€ +q T =gt (B.25b)

Definiere

- Kua(y— 1)
S e ()
. 1

V]:—, i=1,...M, B.27

) " (B:27)

hk=1....M, (B.26)

und nehme an, dass die Matrix 1 — K invertierbar ist3. Setzt man
w=(1-K) v, (B.28)

so folgt analog zu Anhang A.4

M (16(%]) _ M )
— vt _ Py Ry J
det(X) = [ _1(}[.'0[)] dAeIt(l K) |1+ ZsMH,]w] . (B.29)
j=1 Pn 4 j=1

Erneut kann (B.28) in eine lineare Integralgleichung umgewandelt werden. Diese Gleichung ist
dquivalent zu

M
Won(Ala)ag(d)) = 1+ D Kisa(y = A)WF, j=1,...,M. (B.30)
k=1
Definiert man die Funktion o
o) =1+ Z Kisa (A — A)WF (B.31)
k=1

Dies sieht man ein, indem man analog zu Anhang A.2 nachweist, dass der Vektor mit Komponenten res ¢ (4 7) ein linker
Eigenvektor der Matrix X ist.
3Diese Annahme ist offensichtlich richtig fiir M = 1 und kann fiir gréiere M exemplarisch tiberpriift werden.
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B Amplituden der transversalen Korrelatoren

so gilt
. a(4;)
w=——1 __ j=1,....M, (B.32)
pn(Ajla)ao(Aj)
und damit
o(h) =1+ fc dm® (1)Ko~ 1) () (B.33)
Damit kann die Summe in (B.29) als Integral geschrieben werden,
M 2
~ ; _ e’o(A)
1 (41, W = 000 — dm®(A) ——————, B.34
" Yy = J. o e (B:34)
wobei o= ()
—a Pn_ (Al -
dm?(l) = ——————=, 0= 1 A) . B.35
) = a0 O T reiB, T (B:35)
In Anhang B.3 wird gezeigt, dass
0 = li A =0 B.36
O = it 0 = (B.36)
gilt, wodurch sich (B.34) vereinfacht. Zusammen mit (B.29) und (B.22) erhilt man
M 1 ’ A
Bpy, (fla)[ a5(4;) ] - e"o(4)
tem de t(1 - )f dm®())—————— . (B.37)
; M T () H Pt (Ajla) , sh(A— & + )
Da der Ausdruck tpr4+1,m dieselbe Struktur wie t¢ 514+ hat, folgt analog
M /
Bpy' (£la) (4)) } f o)
tM+lm=— det(1 - K B.38
2= || e 460 00 Vag—arn  ®%

Zur Behandlung der Doppelsumme ¢,m < M + 1 (£ # m) fihrt man die M X M Matrix

a; Am-1  AM+1  Am+1 ap
Un =

Sma1 -+ Smym-1 Smom  Smym+1 -+ SmM

(B.39)

ein. Mit (B.19) und dem Laplaceschen Entwicklungssatz folgt der Ausdruck

B,Dn (£la) M-m }
Ztgm— L et D) detUn) ()M s et @, s a0, (B40
f:#m

in dem noch iiber m summiert werden muss.

Der zweite Term in der geschweiften Klammer kann genauso wie oben behandelt werden und es

folgt

BPnl(ﬂa) Z( 1) M=m+1

det(ag,...,am_1,a RU-VY
1+a0(§) ]\I mA’I—l( 1 sAm—1s Am+1, bl AI)

. (Ela) aj (A o)
1 +ao(§ jei pnl(/l |a)] de t(l_K) j(;n dmZ(4) sh(p) (B.41)
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Fiir den ersten Term vereinfacht man zunéchst das Matrixprodukt DUy, und fithrt die Summation
tiber m anschlieend durch. Analog zu Anhang A.1 erhilt man

(DUn); = 8, pn(Ajla)ag(A;) — €Y (Kyva (A = Ak) = Smic) . fiirk #m, (B.42a)

(DUn)in = €578 (pn(Ajle)ag(2;)y’ +5) , (B.42b)

wobei
pn(Aila)ag())y’ = —pn(Ela)(1 + ag(§)) cth(d; — &) + "+ cth(d; — £ + 1)
+ao(£)g “eth(A; —E-n), (B43a)
5= pa(Ela) (1+ a0(®)) = ¢**" = ao(E)g™* " + s m - (B.43b)

Damit ist die Matrix DU,, die Summe aus der Matrix 1 + K, deren m-ten Spalte durch den Vektor y
ersetzt wurde, und einem Projektor,

At M (/)(/1)
s =[] 250

x det {(1-Ber....(1 = K)emr,y, (1 = K)emar, . .., (1= K)enr) +vs'}

O (o P

j=1 pnl(/1 o)
de&t{(el,.. sem_1,(1— K) y,em+1,...,eM) + (1 —K)_IVSt} . (B.44)
Hierbei wurde in der ersten Gleichung die Notation
sk = Smk, k#m, (B.45a)
s =% (B.45b)

eingefiihrt. In der zweiten Gleichung von (B.44) taucht wieder der Spaltenvektor
=(1-K)lv (B.46)
aus Gleichung (B.28) auf. Definiert man analog
z=(1-K)ly (B.47)

so folgt nach einer elementaren Rechnung

M Cl/(/l ) M W[ Zf
det(DU,,) = eflmf[l_[ 0—] de t( K) z™ +5w™ + Z?m gdet( m m)] . (B.48)
M j=1 Pn Y(Ajla) =1 ’ w z

In diesem Ausdruck kann nun einfach tiber m summiert werden. Zunichst soll die Gleichung (B.47)
analog zu Anhang B.1 in eine lineare Integralgleichung umgewandelt werden. Dazu definiert man

G-(1.8) = —cth(d— &) + LE?)“’ eth(— £ + 1)
o (Ela) N pa (Ela)zt
+1+—(§) h(l—f—n)+;Kl+a(l—Ak)m (B.49)
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B Amplituden der transversalen Korrelatoren

woraus

7 = pn(&la)(1+ ao(f))G_(Aj, &)
pn(Ajla)a(’)(/lj)

folgt. Die Funktion G_ ist somit die Losung der linearen Integralgleichung

(B.50)

G-(A.&) = —cth(A — &) + ¢ ;" (Ela) cth(A — £ — 1) + fc dm® (1)K 1a (X~ 0)G- (1, &) . (B51)

Unter Benutzung von (B.32) und (B.50) und Beachtung der Polstelle von G_ kann die Summe auf
der rechten Seite von (B.48) als Integral geschrieben werden,

pn §|0( S 2™+ Sw™ L ~ Wf Z€
1+a0( Z +sw +;sm,gdet (wm zm)]
m= =1
_ fc dm® (2)e fc i (pyer g)sfl((ﬁ)__f__ (,7’; Hol
et py (Elt) o o) el (Ela) o o)
Tra® Jo, P T Jo, T PaE-ien
et p7 (El) ) .
_To(f) cndm (A)sh(ﬂ §+’7) f dm?® (/1 e o /1), (BSZ)
wobei
Gi(¢) = Re}llian A, 8) (B.53)

eingefithrt wurde. Man beachte, dass fiir die Herleitung von (B.52) Gleichung (B.36) benutzt wurde.
In Anhang B.3 wird gezeigt, dass zusétzlich

G (§) =0 (B.54)

gilt. Kombiniert man die Gleichungen (B.37), (B.38), (B.40), (B.41), (B.48), (B.52) und (B.54), so kiirzen
sich alle Einfachintegrale und es verbleibt

e [TM7 g %d(yy)ets detA1{5] a(/}l l)a Kita(4; —lk)}

M “17.
[172, d(2)eh pit (A1) detM{5i_WK(Aj_/lk)}

W —a G_ (A, §)o(p) — G- (p,§)a(A)
X j(;n dmZ(A)e j;n dm? (p)e* RNy Rp— . (B.55)

F-(§) =

Dies ist Gleichung (3.27) aus Kapitel 3.2.
Im verbleibenden Teil soll die Faktorisierung des in (B.55) auftretenden Doppelintegrals erlautert
werden. Dazu geht man in obiger Gleichung zum Maf}

I
dm_(/l)——zmpn i~ dme@) (B.56)
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B.2 Der Formfaktor F_(¢)

tiber und erhalt fiir das Doppelintegral

_ a(yyal —a G-(A,§)o(p) - G-(p, §)a(d)
= fcn dm®(A)e fcn dm® (u)e* R p—

B e 0(/1)
=l el [ ame ) T

_ « « ettn G-(LE) G-(u&)
fcn dmZ(A) Ln dmZ(p) —sh(A R det( (1) (1) (B.57)

Analog zu [13] besteht der Grundgedanke darin, den Integranden

el+y

sh(2— 1)

durch den Kern K4, auszudriicken und dann die Integralgleichung fiir G_ zu verwenden. Zu die-
sem Zweck beobachtet man, dass

(A p) = (B.58)

¢ —q "+ Kiva(d - p1)
qa — q—a

rop) = r(pA) = s p) = s, 2) . s(Ap) = - (B.59)

gilt. Somit ist r(A, u) — e**s(A, y) eine symmetrische Funktion, welche aufgrund der Antisymmetrie
der Determinante unter Vertauschung von A und y nichts zum Doppelintegral in (B.57) beitragt. Aus
diesem Grund kann an obiger Stelle die Funktion r(A, y1) durch e?*s(A, i) ersetzt werden. Benutzt
man nun die Integralgleichungen (B.33) und (B.51) fiir 0 und G_ sowie deren asymptotischen Werte
(B.36) und (B.54) und die Identitit

sh(f: 3?__“,7) ="M (cth(A - =) +1) g " (cth@ - ¢ =)~ 1), (B60)

so erhalt man

28 f —dmgu)c_fy)(—cth(/l—s*) Tt (Ele) cth( =& =) =1+ p; (Elw)) . (B61)
c. 4749

Dies ist bereits eine faktorisierte Form. Die Struktur des Integranden legt nahe, eine zu G_ komple-
mentére Funktion G_ einzufithren, welche durch die lineare Integralgleichung

G_(A,8) = —cth(A - &) + ¢**'p; (¢la) cth(A — € — ) + fc dm® (4) G- (. K1 (1= 1) (B.62)

definiert ist. Mit dem ,dressed function trick“* erhilt man schlief3lich

. G (¢)

- (% — %) (g*+! — g« 1) ’ (B.63)
wobei

G(&)= lim G.(L§). (B.64)

Re A—>+00

Mit (B.63) und (B.55) folgt schlief3lich das Ergebnis (3.31) aus Kapitel 3.2.

4Schematisch besagt dieser, dass fiir zwei gegebene lineare Integralgleichungen f; = g1 + f Kfiund fo = g2 + f K'f
die Aussage fﬁgg = ffzgl gilt.
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B.3 Eigenschaften linearer Integralgleichungen
Zunichst soll die Aussage (B.36) aus Anhang B.2 bewiesen werden,

0= lim o(1)=0. (B.65)

Re A>+o0

Der Beweis erfolgt anhand der diskretisierten Gleichung (B.31), aus der
O =1+ (g% — g'*%) Zwk (B.66)

folgt. Die w sind dabei durch das lineare Gleichungssystem (B.32) bestimmt,

W pn (Ajla)ag (A ~—1+ZK1+a - . j=1,...,M. (B.67)

Aufgrund der TQ-Gleichung kann der Faktor auf der linken Seite durch

1

Pl ) = s
]

(4“6 —m) —q“¢(2; +n)) (B.68)

ausgedriickt werden. Multipliziert man nun Gleichung (B.67) mit e”/ res ¢(A j) und summiert iiber
Jj» so folgt

M M M
DI (g%¢(h =) - P+ m) el = > eMres (k) +Z £ eVres p(1))Kiva(d) - Ak)
j=1 Jj=1 Jj=1

d d
- j(; Z_;:iewd)(w) * Zwk‘[cz_;:iewgb(w)KHa(w - A) . (B.69)
k=1

Die Integrale konnen analog zu Anhang A.4 berechnet werden, man erhalt

w M
Z Wj (qaﬁb@j - 77) - q_“gb(/lj + r])) eAJ =b <1 + (q—l—a _ q1+a) Z Wk>
s k=1
+ Z wE (g% (A =) — g “Pp(Ax + 1)) e, (B.70)

wobei die Konstante b durch

M-1
= exp (Z M= Y p ) (B.71)

k=1
gegeben ist. Mit den Gleichungen (B.70) und (B.66) folgt schlief3lich die Aussage 0. = 0.
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Im Folgenden soll die Aussage (B.54) bewiesen werden,
GI(&) =0, (B.72)

wobei die Funktion G_ in Gleichung (B.51) definiert wurde. Analog zu [14] 16st man zunichst die
zugehorige Gleichung fir die Funktion

T =1+ fc dm (1)K e (0 = Do (h) - (B.73)

Die Losung lautet
e’ (¢“¢(A—1) — g “P(A+n))
b (q1+a — q—l—a() ’

der Beweis erfolgt vollkommen analog zu Anhang A 4. Berechne damit nun

() = (B.74)

GI() = lim G-(A,8)=-1+¢""p; (le) + (¢ - ¢™) f dm® (G-(,€) . (B.T5)

Cn
Das Integral auf der rechten Seite kann berechnet werden,

fc dm (1)G-. (1, £) = f dm (15 (1) (- cth(p - &) + " p ! (¢lac) cth(u — £ — 1))

n Cn
- | e (- - B+ )

b (q1+a _ q—l—a) C 271
x (—cth(u - &) + ¢ p, ' (¢la) cth(u — £ — 1)) . (B.76)

Hierbei wurde in der ersten Gleichung der ,dressed function trick” verwendet (vgl. Seite 143) und
in der zweiten Gleichung die Darstellung (B.74) fiir die Funktion o sowie die TQ-Gleichung (vgl.
Gleichung (A.50)) benutzt. Die Auswertung des Integrals auf der rechten Seite von (B.76) erfolgt
analog zu Anhang A.4. Man erhalt

« ~1+q7'p, ' (¢la)
[ ame6-gup = TP (8.77)
Cn -9
Mit (B.77) und (B.75) folgt schlief3lich die Behauptung (B.72).
Analog kann man Gleichung (3.36) zeigen,
lim G (&) =0. (B.78)

Fir @ = 0 wird die Integralgleichung (3.33) zu

G-(A,&) = —cth(A— &) + gp,," (£10) cth(A — & — ) + fc dm® (1) G- (g, E)Ks(u—=2) . (B.79)

Damit gilt
lim G (£) = ~1 + g3 (£10) + (9 - g7") f dm (1) G (1,) (8.50)

a—0
n
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Die zugehorige ,bekleidete Ladung® ist gegeben durch die lineare Integralgleichung (vgl. Gleichung
(B.33))

o(l) =1+ fc dm® ()K; (A — p)o () , (B.81)

deren Lésung durch

e ($(A—1n) — (A +1))
b= (q—-q7")

gegeben ist. Der Beweis dieser Aussage verlduft vollkommen analog zum obigen Fall. Wie oben

berechnet man mit dieser expliziten Losung das Integral

o(d) =

(B.82)

1-qp,'(£10)

Ca-q'

Mit den Gleichungen (B.83) und (B.80) folgt dann die Aussage (B.78).
Man beachte, dass die Gleichung (B.33) nur fir ¢ = 0 nach der obigen Methode gelost wer-

den kann, da die Vorzeichen von « in der TQ-Gleichung und im Integrationskern von (B.33) nicht
kompatibel sind.

f dm® ()G (1, ) = (B.53)

B.4 Der Formfaktor F,.(&;, &)

In diesem Abschnitt soll der Ausdruck (3.38) fiir den Formfaktor F, (&, &) hergeleitet werden. Die
Herleitung erfolgt dabei nach dem Vorbild von Anhang B.1.

Der Zustand |¥;) wird durch M — 2 (M = N/2) Bethe-Wurzeln parametrisiert, welche mit y;
bezeichnet werden. Definiere analog zu B.1 die Funktion

(B.84)

welche wie in Anhang A.1 iz-periodisch ist. Mochte man analog zu (B.1) vorgehen, so benétigt man
die verallgemeinerte Cauchy-Determinante

[Ti<j<k<m—2 shlue — pj) _

1
[Ti<j<k<ar sh(Ax = 4;) 2

M
T AR Hy [l_l res ¢(/1])]
j=1

eA1—H1 eAM—H1
sh(A1—p1) te sh(Aar—p1)
X det| et-#ar—2 eAM—HM-2 . (B.85)
M | sh(Ai—par—2) " sh(Aar—par—2)
1 - 1
e 2h e e 2Am

Benutzt man nun die Slavnovformel (3.1), die Normformel (3.2) sowie die obige Gleichung im Aus-
druck (3.37) fur den Formfaktor F, . (£), so folgt

A C C
F++(§1,§2)=md]ﬁt f: ug,..., ? up |, (B.86)
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wobei

4o Mz dpey ! (B.87)
T yM=-2 —a (el J 1y _ - '
j=1 4 (1j)e det[VI—Z{(skan(lljla) K(uj .Uk)}

und die Eintrdge der (M — 2) X M-Matrix C und der Zeilenvektoren E und F durch

1

Cl=—— j=1,...,M-2;¢=1,...,M, B.88
= WG e
E,=1, ¢=1,....M, (B.88b)
Fi=e?, (=1,...,.M (B.88c¢)

gegeben sind. Die Eintrége der Spaltenvektoren uy lauten

(ue)’ = —res g(Ae){q ¢ (e — me(Ar — i) + q¢ ™" (uic + meuk = Ao) } (B.89a)
k=1,.... M-2;¢=1,...,M,
-1
() =~ res ) eae - ) — el ~Adao(E)) . =1 M. (B&ob)

1+ ag(&1)

Der Spaltenvektor uy ergibt sich aus Gleichung (B.89b) durch die Ersetzung & — &;. Bezeichnet
man die in der Determinante in (B.86) auftretende Matrix mit D, so kénnen deren Eintrége D;C
analog zu Anhang B.1 berechnet werden. In diesem Fall hat die Matrix D die folgende Blockstruktur,

N D |y |7,

D= , (B.90)
8| M LM
a, My | M

wobei

Dy =8, (uila)py! (ujle) = (24779 K—e (1 — i)
+ ez(”f_”k)(qz_“ —q“ Y +2(qg% - q“)) , Jk=1,...,M-2, (B91a)

@) =qg*-q*, =1....M-2, (B.91b)
(@) = e (" =q"?), L=1...,M-2, (B.91c)
— ¢ q % cth(ue—& +n)  q%cth(ue —& —1n)
=1—cth(uy — " F
(y1) cth(ue — &) +p (flla)( T+ o0,Gla) + 5,
q“ q”
- SR , f=1...,M-2, B.91d
1+ a,(&la) 1+an(§1|05)) ( )
—\{ _ =\ _
) =G, €=1...M-2, (B.91¢)
q“ q“ 1 1
M= p, - -1, M =M , B.91f
! P (§1|a) (1 + an(flla) * 1+ an(§1|a)) 2 1|§1_’§2 ( )
) 2 qz—a qa—z ) )
M7 =e " | pn = -1}, M:=M ) B.91
1ee (p (41la) (1 TaEla) 1+ a,,(§1|a)) ) 2 = Mg g, (B.91g)
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B Amplituden der transversalen Korrelatoren

Es bietet sich nun an, das 2-fache der Zeile M — 1 und das e?*¢-fache der Zeile M zu der Zeile £ zu
addieren (dies fiir alle £ = 1,..., M — 2). Zieht man anschlieflend die Faktoren e2(W=HK) ynd e~241
bzw. e 2¢2 aus der Determinanten, so erhilt man

~ — —2§1—2§2
det(D) = ¢ det(D) . (B.92)

wobei die Matrix D aus D entsteht, indem man die Ersetzung D — W, Yiz = Y2 (a2)! —
e2He (31’2)[ und Mll’2 N ezglMll’2 bzw. le’z N engMll’2 vornimmt. Hierbei ist

= &7 ay, (uilar) pyt (ujla) — Koo (j — i) (B.93a)
¢ _ g “cth(ue— & +1n)  q*?cth(p, — & —n)
(y1)" = —cth(ue — &) + Pn(flla) T+, Ela) + a0, ) ,  (B.93b)

(y2)" = (Y1)€|§ (B.93c¢)

1—& ’

In der Determinante von D kann nun nach den letzten beiden Spalten entwickelt werden, wobei
die Koeffizienten vor den Minoren 2x2-Determinanten sind. In der Summe treten drei Arten von
Minoren auf, die sich dadurch unterscheiden, dass 0,1 oder 2 Spalten der Matrix W durch die Vekto-
ren 'y, ersetzt wurden. Der Term ohne ersetzte Spalten hat bereits die gewiinschte Form, wéahrend
die Terme mit einem Vektor y mit der gewdhnlichen Kramerschen Regel und den Methoden aus
Anhang B.1 berechnet werden kénnen. Der Fall mit zwei Vektoren y kann mit einer Verallgemei-
nerung der Kramerschen Regel behandelt werden. Fithrt man die Funktion G, ein als Losung der
linearen Integralgleichung

Gy (A ) = —cth(d - &) + ¢“pa(Ela) cth(d — & — ) + fc dm (1)Ko (= )Gy (1,€) , (B.94)
so folgt schlief3lich

40) = gt

M-2 __ Giio&)  2pe g Ve _ @28t s M2 __Gelie) 2 n VK _ o262
xdet| PG Gl ()" = e My Yoy i G © - (B2)T — €M

M-2 M 2pk k _ q2& 1 M-2 Ga (pi. &) 2 k _ 282
Lkt piian, el © AT T EEMy Y e i € (82)" — €My
(B.95)

Die in der 2x2-Determinante auftretenden Summen kénnen als Integrale geschrieben werden. Die
dabei entstehenden Ausdriicke konnen mit den in der asymptotischen Entwicklung der Funktion
G, auftretenden Koeffizienten identifiziert werden. Setzt man

Gi(A&) ~ Gi () + 272 GI¥(§) + Oe™) . Red > 0, (B.96)

so folgt durch Einsetzen in die Integralgleichung (B.94)
Gi() = =1+ " *pa(&la) + (¢°* - ) j; dm ()G (1, €) , (B.97a)

G (&) = —e* + ¥ q% pp(&la) + (¢% — g %) L dm? (u)e* G, (i, &) . (B.97b)
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Damit folgt

_ (17 GI+(§1) Gi(gl)
det(D) = det (W) det(Gf(éz) Gi(gz)) (B.98)

Kombiniert man nun die Gleichungen (B.98), (B.92), (B.87) und (B.86), so erhilt man schliefilich das
Ergebnis (3.38) aus Kapitel 3.3.
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C Erganzungen zur Tieftemperaturanalyse in
der masselosen Phase

In diesem Anhang sollen einige technische Details der Tieftemperaturanalyse in der masselosen
Phase (vgl. Kapitel 4) diskutiert werden.
C.1 Glatten der Kontur im universellen Anteil

In diesem Abschnitt soll die Herleitung von Gleichung (4.7) aus Kapitel 4.1 skizziert werden.
Zunichst gilt

A$>(a)=exp{—21npn(,1§|a)+ﬁ da 1n(p,,(,1|a))z'u)}, (C.1)
j:l CO,S

wobei z in Gleichung (4.2) definiert wurde. Die Kontur C~0’ s enthalt keine Lochparameter und be-
findet sich innerhalb von Cy ;. Setzt man in obige Gleichung die Darstellung

Inpa(le) =+ Y B =)= Y B -0 - [ due(u= 1) 2(0)

=1 j=1 Co.s

—2miz(A), A aufierhalb von Cy
+ o (C2)
0, A innerhalb von Co g
ein, so folgt
o np Mp np Tp np np
A9 (q) = exp{— DN (EQE =2+ EQE =) + TS EGE -8 + Y S EQE - Al
J J

p
—ny Insh(n) —izn, + nas — Z 1n(aAe‘2”iZ<">)A=M) - L duz(u)e(p — )Lj’)
j:l J 0,s
p
30 [ auseta -2 -] ) - [ duz [ Az -2
j:l CO, s CO, s cé, s

S duz'(p)E(A’?—u)}. (C3)
lefc '

Man beachte, dass hier die Beziehung s = N/2 — M = nj, — n,, benutzt wurde, sodass die Monodro-
mie der Funktion z entlang der Kontur Cy s verschwindet. Die Kontur C; _ ist eine Deformation der
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C Ergdnzungen zur Tieftemperaturanalyse in der masselosen Phase

Kontur Cy, s, sodass der j-te Lochparameter /15.‘ aufBerhalb liegt. Mit der Identitét

f Az (EQ) - ) = fc dyz(y)e(/lj»’—,u)—ln(aae_z”iz(’l)hzﬂ)—in'—lnsh(—q) (C.4)

0,s

folgt schlieflich die Behauptung (4.7).

C.2 Sommerfeld-Lemma

In diesem Abschnitt soll das Lemma 4.2.1 bewiesen werden.
Sei F eine Stammfunktion der Funktion f aus Lemma 4.2.1. Dann gilt

chu dA F() ln(l +e_%l)) _ fc da {Tf(/l) 1n(1 +e@) — Fuh) + Ta;L(F()L)g()L))} . (C5)

wobei

g(d) = @ + ln(l + e_@) - ln(l + e%\)) . (C.6)

Diese Funktion ist stetig auf der Kontur C,, fiir beliebige Wahl der Zweige des Logarithmus, da die
ersten beiden Terme nach Voraussetzung stetig sind und da Re(l +ev/ T) > 0 aufC,,. Andererseits

gilt exp {g()[)} = 1, d.h. dn € Z sodass g(1) = 2xin. Folglich existiert fiir beliebige Wahl der Zweige
ein n € Z, sodass

ch; dAf(A)ln(He—@) Zch; d/lf(A)ln(He“(r”)—fc dA f() (u(d) = 27inT)  (C7)

u

erfilllt ist. Im nichsten Schritt soll das Integral tiber C,, fiir kleines positives T abgeschatzt werden.
Fir A € C; \ {O-, Q+} gilt Re(u(4)) = v(A) < 0 und damit e*W/T = O(T*). Fixiert man nun den
Zweig von ln(l + e“(Q*)/T) so, dass |arg(1 + e“(Q*)/T)‘ < 7 gilt, so folgt )arg(l + e“(’wT)| < 7 fiir
alle A € C, und der erste Term auf der rechten Seite von (C.7) liefert keinen Beitrag der Ordnung T.
Auf jedem Teilstiick der Kontur C,,, das nicht mit Q_ verbunden ist, gilt ein dhnliches Argument. Da
v(A) positiv ist auf einem solchen Teilstiick, kann man annehmen, dass |arg(1 + e u/ T)| < /2,
sodass es keinen O(T) Beitrag gibt. Fiir den Teil C, der mit Q_ verbunden ist, wahlt man den Zweig
so, dass |arg(1 + e_”(Q-)/T)| < /2. Somit gibt es auch hier keinen O(T) Beitrag. Gilt nun

w(Qs) = u(Q-) = 2xipT (C8)

fiir ein p € Z, dann impliziert (C.6) mit A = Q_ dass g(Q-) = 27in = 2xip, da sich aufgrund der Wahl
der Zweige beide Logarithmen aufheben. Benutzt man erneut (C.6), nun allerdings mit A = Q,, so
folgt

u(Q4) u(Q+)
ln(l +e” 7 ) = ln(l +e 7 ) . (C.9
Somit kann bei A = Q. die Funktion ln(l + Re#(/ T) von C,, stetig fortgesetzt werden zu ln(l +

e_”(’WT) auf C;, und man hat |arg(1 + Re_”(Q+)/T)| < /2. Dies bedeutet, dass es keinen O(T)
Beitrag auf dem Teilstiick C;} gibt, welches mit Q. verbunden ist.
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C.3 Abschdtzung der singuldren Integrale

Somit folgt mit (C.7)

Al:=T f dA (1) ln(l + e-@) + f “ da f(2)(u(A) - 27ipT)

Cu _

_ u(Q)sign(v(A) )
T

:ch d/lf()t)ln(1+e . (C.10)

wobei der Logarithmus auf der rechten Seite stetig bei Q. ist. Aulerdem ist der Realteil des Ex-
ponenten auf der rechten Seite negativ aufier bei Q.. Dies bedeutet, dass der fithrende Beitrag des
Integrals fir T — 0 von einer infinitesimal kleinen Umgebung dieser beiden Punkte kommt. Um
diesen Beitrag zu berechnen, fixiert man ein kleines § > 0. Da u und f holomorph sind, kann die
Kontur in einer kleinen Umgebung von Q, zu Konturen J¢ deformiert werden, sodass w(1) = 27zpT
fir 2 € J¢ und v(1) = =6 an den Riandern von JO. Man beachte, dass (fiir geniigend kleines ) v
monoton ist auf ]f , da v einfache Nullstellen bei Q. besitzt.
Es folgt

Al = Tf dr F(d) ln(l + e_LTM) +O(T™) . (C.11)
Jeug?
Parametrisiert man die Konturen J¢ durch x = v(1) © A = v™!(x), so erhilt man

Tj;_{sd/lf(/l)ln(l-i-e_v?)) :Tﬁ_édxmln(l+e_|¥)

v’ (v71(x))
_ T F(Q-)
6 w(Q-)

+O(TY . (C.12)

Hierbei wurde benutzt, dass v 1(0) = QO_ und dass ln(l +elx |) eine gerade Funktion ist. Bei Q4
kann eine analoge Rechnung durchgefiihrt werden. Der einzige Unterschied ist, dass v (1) wachsend
ist in Richtung der Kontur, sodass sich ein positives Vorzeichen ergibt. Damit ist das Lemma 4.2.1
bewiesen.

C.3 Abschatzung der singularen Integrale

In diesem Anhang sollen die Lemmas 4.3.1 und 4.3.2 bewiesen werden, welche fiir die Abschiatzung
der singulédren Integrale nétig sind.
Beweis von Lemma 4.3.1

Fir den Beweis von Lemma 4.3.1 benutzt man, dass analog zum Beweis von Lemma 4.2.1

()
T

0.
AL(As) =L, (1) + f dA cth(d - A)

=f dA cth(A - Ai)ln(l N e—w)
Cu

- f,a . dA cth(d - A,) 1n(1 + e_@) + O(T) (C.13)
L
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gilt (falls A, nicht auf C,, liegt), wobei v(1) = Reu(1), § > 0 und J¢ wie im Beweis von Lemma 4.2.1
(vgl. Anhang C.2) gew#hlt sind.
Fir A, € V, ergibt sich

f dA cth(A—A,) ln(l 4 e_%)
Jouj?

- f dA cth(A = Ay) ln(l ; e_%) +O(T)
72

3 u'(A) e

_‘f]‘fdA Cth(/l—/li)—m ln(1+e )
o) o

+f]+5d/1 ST a0 ln(1+e )+(9(T)
3/T ln(l +e_|x|)
= Ia/T dx m + O(T) . (C14)

Hierbei wurde Gleichung (C.12) benutzt sowie die Tatsache, dass w(d) = 27iT auf der Kontur J?.
Wie im Beweis von Lemma 4.2.1 wurde die Substitution x = v(1)/T vorgenommen.

Falls A; in der Ndhe von Q. liegt, kann man nicht mehr annehmen, dass a. := u(4.)/T grof3
wird fiir kleine T. Aus diesem Grund wird im Folgenden a. als unabhéngiger Parameter betrachtet.
Dann folgt mit (C.13) und (C.14)

1 +e |x|)
As) f dx +0(T) . (C.15)

X — a+

Man beachte, dass a; in der oberen und a_ in der unteren Halbebene liegt. Das Integral auf der
rechten Seite kann mit Hilfe des Residuensatzes berechnet werden (fiir eine dhnliche Rechnung

vgl. [90]),
1+e Ix]
f dx ) = ¢27riln{ (; + za_)} + riln(27) + as ln(‘;—+) —as . (C.16)
- a+ 1 8\

Im Integral auf der rechten Seite der ersten Gleichung von (C.13) kann noch der singulire Anteil
abgespalten werden,

a(l)
T

O+
f dA cth(d - 1)

0.
= f dA cth(d - 1)

u(A) —u(ds) + u(As) ln(Sh(Q+ - A:)
T T sh(Q- — A.)

sodass (4.45) aus den Gleichungen (C.13)-(C.17) folgt. Der Beweis von (4.46) erfolgt analog. Damit
ist Lemma 4.3.1 gezeigt.

) , (C17)

Beweis von Lemma 4.3.2

Zur Vorbereitung des Beweises wird das aus Lemma 4.2.1 und Lemma 4.3.1 folgende Korollar be-
notigt.
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Korollar C.3.1. Es seien A € V., und o = sign(ImA). Dann liegt A oberhalb von Cy s — iy/2 falls
o > 0, unterhalb von Cy s — iy /2 falls o < 0 (vorausgesetzt T ist klein genug), und es gilt

Lew syl = [ du cth= D+ iv 2
O,s_i)//2

KT oy T (e (W) sh(A+Q)
“f_Qz_m cth(u — 2) (1 () - @i (1)) + = ln( H0-0) )

r(1/2 + aﬁ(/l)/zmT)

- ui(A)
T(1/2 + otg(2)/27iT)

In(x027iT) — O'll’l( ) +O(T). (C.18)

Falls A entfernt ist von +Q gilt

Q

d
L oal0) = = [ B cthu= a0 + OT) (C19)

-Q
Das folgende niitzliche Lemma wurde in Anhang B von [74] bewiesen.

Lemma C.3.1. Es sei I C R ein offenes Intervall welches 0 enthdlt. Es sei weiterhin eine Funktion
R : IxR, — C gegeben mit den folgenden Eigenschaften. Die Abbildung u — R(u,t) sei C*(I) fiir
fast allet undt — R(u, t) sei Riemann-integrabel inu, dh.¥Y e > 0,Y M > 0,Y uy € I 15 > 0 sodass
ue(u—-9du+d)Nl =

<e€ (C.20)

f ) dt (0¥ R(u, t) — OF R (uo, 1))
bLY

1

furk =0,1.
Dann gilt fiir g € C(I)

S 00
f dt xg(t)R(t,xt) = g(O)f dt R(0,t) +0(1) , (C.21)
0 0

wobei mit 0(1) Terme bezeichnet werden, welche im geordneten Limes x§ — o0, § — 0 verschwinden.

Fiir den Beweis von Lemma 4.3.2 schreibt man das Doppelintegral als

A= —f dA dp z(A) cth’(A — p)z(p) =
Co.s s

f da
~(Co,s—iy/2) 27iT

Anschlieflend deformiert man die Kontur —(Cy s — iy/2) und zerlegt sie in einzelne Teile (vgl.

Abbildung C.1),

W)  w(d)
14+ etWM/T 1 4 euwoV)/T

Loy iy 2lz](A) . (C.22)

—(Cos —iy/2) mCouC’ Ui U )l . (C.23)

Hierbei sind § > 0 und J¢ so gewihlt wie im Beweis von Lemma 4.2.1. Sie beinhalten Q., und es
gilt Imu = 27pT innerhalb von JO und Reu ist monoton wachsend (fallend) zwischen —§ und §
in 72 (J%). Auerdem gilt Reu > 0 auf C? und Reu < 0 auf C°. Falls T hinreichend klein ist, gilt
letzteres auch fiir Re uy. Es folgt, dass
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Abbildung C.1: Zerlegung der Kontur —(Cy s — iy/2).

A:Ic§+15+15+O(T ), (C.29)
wobei per Definition
dA u’(4) ug(A)
le= | o | ~ T Lol ©25)

Hierbei liegt A, infinitesimal oberhalb der Kontur.
Das erste Integral auf der rechten Seite von (C.24) kann mit Hilfe von Korollar C.3.1 berechnet
werden,

oo = [ g (800 = 60) ey 2120 + OCT)

s 2miT

da Q4
= _ ui(d) f 2—7':1 cth(u — A1)uy(p) + O(T)

cs 27

:—fQ o 1<>f - cth(u — ) 1) + 0(1)

fQ a2 fQ A T ) - T (WE R
2mi J_g 27i 2th(A —p)

- (RO -F(-0)) + o). (C26)

wobei mit 0(1) Terme gemeint sind, die im geordneten Limes §/T — o0, § — 0 verschwinden.
Um die verbleibenden Integrale auszuwerten, miissen diese weiter unterteilt werden. Setzt man
du = (u —ug)/T, so hat man s = IZS) + I](?, wobei

(1) i, 1 1 .

I]+ ‘[J(‘i 2]7,'1T (A) 1 + eﬁ(l)/T - 1 + eﬁ(A)/T—éu(/l) LCO,S—I)//Z[Z] (A‘F) ’ (C27a)
@) _ dA ou’ (/1)

l]i 15 271 1+ RO/ T340 Ley o-iy/2[2](A+) - (C.27b)
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Substituiert man nun ¢t = u(4), so folgt mit Lemma C.3.1

o_ (Td [ 1 1 (% (=

I]f = Iw omi |1+ et 1+et—u1(Q)]{ j:Q Py cth(p Q)(u1(l1) Ul(Q))
u,(Q) ( 27miT ) ( [(1/2 + t/27mi) )}

_ 1 —1 1
2ni \&(Q)sh(2Q)) F(1/2+t/2ﬂi—ﬂl(Q)/2ﬂi) +ol)

U © u u " | .
_ ﬂﬁ % cth(y — Q)(ul(ll) _“1(Q)) * ( (Q)) ln( o )

27 0 271 e’(Q) sh(20)
+ ln{G(l - a;fg))c(1 + a;ETQl))} +0(1) . (C.28)

Hierbei wurde in der ersten Zeile Korollar C.3.1 benutzt sowie Korrekturen der Ordnung T vernach-
lassigt. Die verbleibenden Integrale wurden mit Hilfe des Residuensatzes ausgewertet (vgl. Anhang
B von [90]). Eine dhnliche Rechnung liefert

= Q
. _Mf_ d—'u cth(u + Q)(Ul(u) - ﬂl(—Q))

72 2i o 2mi
L (=) Zln( —27iT
27 £’(Q) sh(2Q)

+ ln{G(l + M)G(l - M)} +0(1). (C.29)

21 211

Die verbleibenden Integrale I](Z(S) werden sich als o(1) herausstellen. Um dies zu zeigen, nimmt

man die Aufteilung Ij(zé) = Iﬁs) + I;? vor, wobei

G) _ da , 1 u(A) 4

By = fja 2ri ouw ) 1+ ed(D)/T=5u(d) 8(_ T ) |FensivalZl(Ae) (C.302)
a (A

1}? = f] s 7 o (A)@(—%)Lco,s_iy/z[z](/h) : (C.30b)

Hierbei ist © die Heaviside-Stufenfunktion. Die Integrale Iﬁ) konnen wie 1;15) behandelt werden

und ergeben mit Lemma C.3.1 Terme der Ordnung o(1).
Um das Integral I}? abzuschatzen berechnet man

Q- = = ,
I(? = f ﬂ u; (A){—ul(%) ln(ZniT) - ln( /2 + uld)/2miT) )} +o(1) . (C31)
Je Jop 2 2 I(1/2 +u(d)/27iT —1;(A)/27i)

: i
Hierbei wurde der linke Endpunkt von J2, an dem u = —§ gilt, mit Q7 bezeichnet. Auerdem
wurde (C.18) eingesetzt und Terme der Ordnung O(1) unterdriickt. Das Integral iber den ersten
Term in der geschweiften Klammer kann offenbar explizit berechnet werden. Um den zweiten Term
abzuschitzen beachtet man, dass aufgrund der Stirlingschen Formel die Entwicklung

1 I'(1/2+x)
n(r(1/2 +x—a)

a+a?/2

) —aln(1+x) + = 0(1/x%) (C.32)
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gilt. Schreibt man nun I}‘;) um zu

o) uj(Q7) — Ui (Qy)
2 8(sri)?

fQ+ dr _, { ( T(1/2 +u(A)/27iT) )
— — ui;(A)qIn
R I (1/2 +u(d)/27iT - 1y (A)/2ri)

) al_mln(l L ED) ) e (1 . alw)[l L5 }

In (Zﬂ'iT)

2l 2miT 271 41 2miT
O - = = = = -1
_f d_/lﬁi(/l){ul({l) ln(l N u({l))_ u1(/1')(1 N u1(/1'))[1 N u({l)] }
0; 2ri 211 2miT 2ri 4rri 2miT
+0(1), (C.33)

so erfullt der Integrand im ersten Integral nach der Substitution x = u(4) die Voraussetzungen von
Lemma C.3.1, und das Integral ist von der Ordnung o(1). Der zweite Term im zweiten Integral ist
von der Ordnung T und kann vernachlassigt werden. Es folgt

u5(Q7) — 1 (Q4) . Q dA _, - u(d) ()
I;? =2 8(7ri)21 ln(anT) - L —u; (1) 2 ln(l + ZﬂiT) +0(1)

o2mi 1 2mi

_w(Q7) —ui(Q+)
B 8(ri)?

Um das verbleibende Integral in der ersten Zeile abzuschétzen, wurde eine partielle Integration
durchgefiihrt. Weiterhin wurde benutzt, dass

Cdr g(x x5
s 2mi 1+tx/2mi —9(0) ln(_z_m) +o(1), (C.35)

In(=8) +o(1) = o(1) . (C.34)

Ifiir ein offenes Intervall I welches 0 enthilt und g € C!(I) (vgl. Anhang B von [74]). Das Integral
Iy;) kann in dhnlicher Weise behandelt werden und ist ebenfalls von der Ordnung o(1).

Zusammenfassend erhélt man A =I5 + Iﬁs) + I](? + 0(1). Damit folgt Lemma 4.3.2 aus den Glei-
chungen (C.26), (C.28) und (C.29). -7

C.4 Beziehung zwischen Fermi-Kante und Magnetfeld

In diesem Abschnitt soll die Beziehung (4.95) aus Kapitel 4.8 bewiesen werden. Im Folgenden wird
dieselbe Notation wie in Kapitel 4 verwendet.
Die bekleidete Energie ist im Bereich A > 1 (7 < 0) und hy < 0 < h, durch die lineare Integral-

gleichung
Qd
(1) = (k) = [ K- e(uio) (C36)

-Q

IMit o(1) sind in (C.35) Terme bezeichnet, die im geordneten Limes x§ — oo, § — 0 verschwinden.
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C.4 Beziehung zwischen Fermi-Kante und Magnetfeld

gegeben. Der Parameter Q > 0 wird fixiert durch die Nebenbedingung ¢(Q|Q) = 0. Fir Q = 7/2,
d.h. h = h¢, kann die Integralgleichung per Fourier-Transformation geldst werden,

e(A1%) = h—; + M dn (Z0lk) . (C.37)

Setzt man A = /2, so ergibt sich fiir das untere kritische Feld h, der Ausdruck

hy = SJhUnDK = (C.38)

V4

Die erste Beobachtung ist, dass aufgrund von
lim £(Q|Q) =0 (C.39)
-7

der Fehler bei der Ersetzung Q — /2 in den Integrationsgrenzen in (C.36) von der Ordnung (/2 —
Q)3 ist. Damit folgt

/2 d
e(A1Q) + f ﬁK(i(A—u))s(u@) = &(Alh) + O ((r/2-Q)°) . (C.40)

—/2

Wirkt man nun mit der Resolventen R, welche durch

/2 d
RO\, 1) = K(G(A = p)) - f 2K~ )R (@, ) (C.a1)
—/2
definiert ist, auf obige Gleichung, so folgt
eo(@lh) = e(wlQ) + O ((1/2 = Q)°) = eo(wlhe) — e(]F) + (h = he) f LRk (Ca)
T 2

Mit der Fourier-Darstellung der Resolventen (vgl. Gleichung (D.24)) und den Gleichungen (C.37)
und (C.38) folgt

— h.
e(w]Q) = +e(lZ)+ O ((n/2-Q)°) . (C.43)
Fiir den Spezialfall w = Q erhalt man
hekK?
hhe= 2T o) v 0 ((rr2-07). (C44)

und damit die Behauptung (4.95).
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D Spezielle Funktionen

In diesem Anhang sind die Eigenschaften verschiedener Funktionen, welche in Kapitel 5 und 6 eine
Rolle spielen, aufgezéhlt. Die Beweise finden sich in den Anhidngen der Arbeiten [45, 44].

D.1 Elliptische Funktionen

Zunichst sollen einige Konventionen fiir elliptische Funktionen fixiert werden. Diese entsprechen
der in [135] verwendeten Notation. Insbesondere sind die Theta-Funktionen definiert durch

J3(A1q) = 1_[ {(1 - qzn) (1 +2¢*" ! cos(21) + q4”_2)} , (D.1a)
n=1

da(Alq) =(A-F1q), (D.1b)

(Al q) = —ie* "t 9,(A +1n/219q) . (D.1c)

H(Alq) =h(A+31q) ., (D.1d)

wobei g = e .
Durch Quotientenbildung erhalt man die doppelt-periodischen Jacobischen elliptischen Funktio-
nen. Die Beschreibung der Perioden erfolgt mit den vollstandigen elliptischen Integralen

n/
K(k) = f : d¢ (1- K sin’(g)) """, (D.2a)
0
K'(k) = K(K') , mitk’ = VI— k2, (D.2b)

welche vom elliptischen Modul k abhéngen. Obige Grofien konnen alternativ durch den Parameter

q = e = e "K' (K)/K(K) qusgedriickt werden,
9;(01¢9)
k(q) = = , (D.3a)
95(01q)
2K
9D _ 5019 (D.3b)

D.2 Der bekleidete Impuls

Die Funktion p(x) seiim Streifen [Im(x)| < /2 durch die lineare Integralgleichung (5.12a) gegeben.
Diese Gleichung kann mittels Fourier-Transformation gelst werden und man erhalt

x — 1 sin(2nx)

1
p(x):Z+2—+ —_— n oy -
m Lnr qh+q

(D.4)

161
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Diese Fourier-Reihe kann dargestellt werden als

1 x 1 (94(x+in/2lq2))

PO = 3 o Y 2 S =z

D.5
4  2r 27 (D-5)

Diese Darstellung gilt in der gesamten komplexen Ebene. Man priift leicht nach, dass p die Funk-

tionalgleichung
Q2mi(p(x+in)+p(x)) — ¢ (D.6)

erfullt. Ober- und unterhalb der reellen Achse hat man das Verhalten

Re[Zﬂip(x)] <0 fur0<Imx<np,

(D.7)
Re[Znip(x)] >0 fuir —-p<Imx<0.
Mit Gleichung (D.5) erhalt man die Beziehung
2K
cos(27rp(x)) =- sn(—x k) , (D.8)
/s

wobei k = k(q) der elliptische Modul zum Parameter g = e7” ist. K = K(k) ist das vollstandige
elliptische Integral erster Art. Die Funktion sn ist die Jacobische elliptische sn-Funktion.

D.3 Die bekleidete Energie

Die bekleidete Energie ¢(x) ist definiert als Lésung der linearen Integralgleichung (5.14). Im Streifen
Im(x)| < n/2 gilt

eZlnx

e(x) = g — 4] sh(n) Z;% o (D.9)
welche in die in der ganzen komplexen Ebene giiltige Form
e(x) = 1 4K sh@n) dn(ZKx k) (D.10)
2 T T
gebracht werden kann. Die bekleidete Energie erfiillt die Funktionalgleichung
e(x)+e(x+in) =h (D.11)
und ist periodisch,
e(x+m) =¢e(x). (D.12)
Das untere kritische Feld h; ist dadurch gekennzeichnet, dass £(7r/2) = 0 gilt. Somit folgt
he = %sh(n) dn(K|k) . (D.13)

Setzt man (D.13) in (D.10) ein und benutzt (D.8), so erhélt man die Energie-Impuls-Beziehung

_h_ Q\/l — k? cos?(2rp) (D.14)

£(p) 2 2 1— k2
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D.4 Die bekleidete Phase

D.4 Die bekleidete Phase

Die bekleidete Phase ¢(x, z) ist definiert als Losung der linearen Integralgleichung (5.12b). Hier sind
fir die Berechnung der Fourier-Reihe aufgrund der Schnitte der Funktion 6 die Fille |Im(z)| <
und |Im(z)| > 75 zu unterscheiden. Im ersten Fall hat man die im Streifen |Im(x)| < n giltige
Fourierdarstellung

2i sin(2n(x - z))

0(x.2) = i(r/2 +x ~2) Z i ST (D.15)
Diese Reihe kann resummiert werden und durch g-I'-Funktionen ausgedriickt werden,
o rq4(1 + ‘;‘—;Z)rq4(% - ‘;‘—;;)
@(x1,%x2) = 1(5 + xlz) +1n = T (D.16)
L (1= 5510 (2 + 5)

wobei x13 = x1 — X3, [Imx;| < n und x; € C. Hierbei ist I; definiert durch das unendliche Produkt

[ee)

1-q"

Iy(x) = (1—‘])1_Xnm . (D.17)
n=1
Mit der Definition der g-Zahl
1-qg*

= D.18
(Xl = o0 (D.15)

lautet die Funktionalgleichung der g-I'-Funktion
Io(x +1) = [x]oTg(x), T,(1)=1. (D.19)

Mit dieser Gleichung erhilt man fiir [Im(x;)| < n die Funktionalgleichung der bekleidetet Phase

sin(x; — x7)

e(p(xl,xz)+<p(x1+ir],x2) — ] (D.ZO)
sin(x; — x + in)
Auflerdem ist @(x1, x7) fiir |Im(x;)| < 1 quasiperiodisch,
o(x+m,2) = @(x,z) +im . (D.21)

Fir |Im z| > n lasst sich ¢(x, z) durch elementare Funktionen ausdriicken,

sin(x — z) .
———— firImz > p,

oi2) sin(x — z + in) ( )

e\ = D.22

S =271 tmz < o

sin(x — z)

D.5 Die Resolvente

Die Resolvente R(A, i) sei definiert durch die lineare Integralgleichung

R(A, ) + I”/z doK(A — w)R(w,u) = KA —p) . (D.23)

/2
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Mittels Fouriertransformation erhilt man fiur R(A, ) = R(A — p) die Fourier-Reihe

an ) )
— (eZm/l + e—21n/1) , (D.24)
q

Q=

1 (&9
R(A) = —+
=5+,
n=1
welche im Streifen |[Im(A)| < n gilt. Fur die analytische Fortsetzung resummiert man obige Reihe

und erhalt i o
RO) = — - —, 1n(r"4(1 ! ?_:)rq“(f - ?)) |
rq“(l - é—,,)l“q4(§ + é_,,)

D.25
2m 27wl ( )
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E Erganzungen zur Tieftemperaturanalyse in
der massiven Phase

In diesem Anhang soll der Beweis der expliziten Darstellung (6.109) des universellen Anteils der
Amplituden in der massiven Phase (vgl. Kapitel 6) skizziert werden. Dafiir benétigt man die ele-
mentaren Integrale

/2 1, falls =85 <1 5
| dyK(x—yw):{ alls =0 <Im() <0 gy
—/2 0, sonst

/2 d
f: B z—i(ln(sin(y —x —1iy)) — In(sin(y — x))) =-Z-x-iy, -y<Im(x)<o0. (E.1b)

Mit den obigen Gleichungen und der Fourierreihe (D.15) folgt direkt

7 /2-10 d , ne+2s ne
exp {—sf / ?y lnpﬁlo)(y|a)} = (—1)sk*snets ¢=5" exp { —is Z xj + Z yile - (E2)
—/2-10 j:1 j:1

Der erste Faktor in Gleichung (6.104) kann mit Hilfe der Darstellung (6.98) berechnet werden.
Fir die Auswertung der auftretenden Integrale bené6tigt man die Fourierreihen

i(1+2Y%  e2ikz) falls Im(z) < 0
cot(z) = ( 2kei ‘ ) =) , (E.3a)
—i(1+2%% e*2) . falls Im(z) > 0
ezin(x—z) 1
,Z) = . E.3b
(Pp(x Z) Z n 1 + q—2|n‘ ( )

nez*

Die resultierenden Summen konnen mit Hilfe der Identitat

SRR (qxq
e[ <, (E4

=1

durch g-Produkte (vgl. (5.69)) ausgedriickt werden.
Fiir die explizite Berechnung des Integrals in der dritten Zeile von (6.104) benutzt man die Dar-
stellung

ne+2s n
1 (0) S S . - .
SOyl (o (yla)) = —— + ; K(y - xi +iy/2ly/2) - ;I«y— Y + iy /21y /2)
/2 dz ne ne+2s
+ f / KWy -z +iy/2/2) | ) 0:0p(zy) = ) depp@ )| - (ES)
n/f2 k=1 k=1
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E Ergdnzungen zur Tieftemperaturanalyse in der massiven Phase

Hierbei ist Im(y) = —e und € > 0 eine kleine Zahl. Das Integral in der zweiten Zeile kann leicht mit
Gleichung (E.3) berechnet werden. Gleichung (E.5) wird mit der Funktion (6.105) multipliziert und
iber y integriert. Um die entstehenden Summen in g-Doppelprodukte (vgl. (5.68)) umzuformen,
benutzt man die Identit4t

1 2,4’42
Z— =In iqfq4q)4 =~ Ixl<1. (E.6)
1 1+q2m (x,q* q*)(g*x, ¢, ¢*)

Verwendet man fur die g-Produkte die ,Reduktionsformeln®

(x.q%)

4 4
- E.
(4*x.q%) = T (E72)
(x.q%, q")
(¢'x.q", q") = —/———, (E.7b)
q'x.q".q )

so folgt schlief3lich die Darstellung (6.109).
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