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Euklid hatte einst seinem Kdénige Ptolemaus, der
das mihsame Studium der ,Elemente* zu
abschreckend fand, mit dem ganzen Stolze eines
Gelehrten erwidert: ,Es giebt keinen Kdnigsweg
zur Geometrie.” Wir aber kénnen hinzufigen: Die

neuere Geometrie ist dieser Kénigsweg.

Hermann Hankel (1869)

Vorwort

Die vorliegende Arbeit beschéaftigt sich mit einem Reformvorschlag fir den Geomet-
rieunterricht, der im letzten Drittel des 19. Jahrhunderts zuné&chst breit diskutiert und
anschlieBend in nahezu allen deutschen Landern die Gestaltung der Lehrpléane be-
einflusste, namlich der Aufnahme der damals so genannten ,Neueren Geometrie® in
den Unterricht der héheren Schulen. Da die Reformbewegung eng mit der Entste-
hung des ,realistischen“ Bildungswesens verbunden war, gibt die Einleitung zunachst
einen zusammenfassenden Uberblick tber die Veranderungen im deutschen Schul-
system zwischen 1870 und 1900, die zur Etablierung weiterer héherer Schulformen
neben dem humanistischen Gymnasium fihrten. Im sich anschlieBenden ersten Ka-
pitel wird sodann dargestellt, was im 19. Jahrhundert von fachlicher Seite unter
.Neuerer Geometrie“ verstanden wurde, wobei sich die Ausflihrungen hauptséachlich
auf die Aussagen damaliger Lehrblcher stitzen. Im zweiten Kapitel sollen die Kritik
am traditionellen Aufbau des Geometrieunterrichts nach Euklid und die Grinde fir
die Einflhrung der ,Neueren Geometrie” in den Schulunterricht thematisiert werden.
Dabei kommt zu den bereits im ersten Kapitel dargestellten inhaltlichen Aspekten ein
weiterer hinzu, namlich unter ,Neuerer Geometrie* vorwiegend eine methodische
Veranderung zu verstehen. Als Quellen dienen hier vor allem in der Zeitschrift fiir
mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht verdffentlichte Artikel und
die Tagungsprotokolle der Fachverbande. Ein Blick in die damaligen Lehrplane zeigt
den sich einstellenden Erfolg der Reformer. Das dritte Kapitel vermittelt anhand von
vier ausgewdhlten Lehrgéngen einen Eindruck von den mit der Reform verbundenen

Veranderungen, wahrend im vierten Kapitel einige Vorschlage zu ihrer Weiterfihrung



vorgestellt werden. Diese entwickelten sich nach der Aufnahme der ,Neueren Geo-
metrie“ in die Lehrpldne zu Beginn des 20. Jahrhunderts, konnten jedoch die sich
abzeichnenden Tendenzen zu ihrer Verdrangung nicht aufhalten, sondern trugen im
Gegenteil mit dazu bei. Die Grundlage der Betrachtung bilden hier wie schon in Kapi-
tel 2 vor allem die Artikel der Zeitschrift fir mathematischen und naturwissenschattli-
chen Unterricht. Der Ausblick am Schluss der Arbeit stellt GberblicksmaBig einige
Vorschlage zur ,Neueren Geometrie“ im Schulunterricht vor, die nach dem zweiten
Weltkrieg verdffentlicht wurden.

Die Anregung zur Beschéftigung mit dem Thema ,Neuere Geometrie” im Kontext der
héheren Schulen erhielt ich von Prof. Dr. Klaus Volkert, der mich beim Verfassen der
Arbeit durch vielfaltige Hinweise, Ratschlage und Ermutigungen unterstitzte. Dafar
gilt ihm mein gréBter Dank. Herrn Prof. Dr. Andreas Filler danke ich fur die Erstellung
des Zweitgutachtens. AuBerdem bedanke ich mich bei meinen Kolleginnen und Kol-
legen in der Arbeitsgruppe Didaktik und Geschichte der Mathematik der Bergischen
Universitat Wuppertal fur die gute Zusammenarbeit in den vergangenen funf Jahren
und bei den Mitarbeiterinnen und Mitarbeitern der Universitatsbibliothek, die auch
meine ausgefallensten Fernleihbestellungen beschaffen konnten.

Wuppertal, im April 2015 Sebastian Kitz
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Einleitung
Die Entwicklung des hoheren Schulwesens im 19. Jahrhundert

Anlasslich des Deutsch-Franzdsischen Krieges gab es auf deutscher Seite unter
FOhrung Otto von Bismarcks ein verstarktes Interesse, die Beziehungen zwischen
dem Norddeutschen Bund, der seit 1866 aus den Kdénigreichen Preu3en und Sach-
sen, 17 kleineren Herzogtiimern, GroBherzogtiimern und Flrstentimern sowie den
Hansestadten Bremen, Hamburg und Libeck bestand, und den mit ihm verblndeten
studdeutschen Landern neu zu ordnen. Infolge langwieriger Verhandlungen trat am 1.
Januar 1871 die Verfassung des neu gebildeten Deutschen Reiches in Kraft, dem die
Lander des ehemaligen Norddeutschen Bundes sowie die Kdnigreiche Bayern und
Wirttemberg und die GroBherzogtiimer Baden und Hessen angehérten. Die Zu-
stimmung der stddeutschen Lander zu diesem Schritt wurde dadurch ermdéglicht,
dass die auf den Bund verlagerten Kompetenzen vor allem den Bereich der AuBBen-
und Militarpolitik betrafen', wahrend den Landern ansonsten eine weitgehende
Selbststandigkeit erhalten blieb.? Am 18. Januar 1871 wurde als oberster Reprasen-
tant des Reiches der preuBische Kénig Wilhelm I. im besetzten Schloss von Versail-
les zum Kaiser gekrént, flr die operative Politik war jedoch der zum Reichskanzler
aufgestiegene Otto von Bismarck zustandig. Am 10. Mai 1871 endete offiziell der
Deutsch-Franzdsische Krieg mit der Unterzeichnung des Friedensvertrags in Frank-
furt am Main. Dieser sah vor, dass Frankreich die Gebiete Elsal3 und Lothringen an
das Deutsche Reich abtreten musste®, das damit seine bis zum Ende des ersten
Weltkrieges bestehende Form erreicht hatte.’

Aufgrund der weitgehenden Eigenstandigkeit der Lander behielten diese auch die
Zustandigkeit fur die Bildungspolitik. Der Einfluss der Bundesebene beschrankte sich
offiziell auf die Festlegung der Zulassungsbedingungen fir den hdéheren Militardienst
und fiir bestimmte Berufsgruppen (u.a. Arzte).® Trotz dieser formalen Autonomie folg-
ten in der Zeit nach der Reichsgrindung nahezu alle Lander dem preuBischen Vor-

! Zusatzlich erhielt der Bund noch die Zustandigkeit fur einige Bereiche der Wirtschaftspolitik wie die
Gewerbe-, Handels- und W&hrungsgesetzgebung.

2 vgl. Seeber u.a 1981, S. 166

® Sie wurden als Reichsland ElsaB-Lothringen der direkten Verwaltung durch den Bund unterstellt.

* vgl. Seeber u.a 1981, S. 181

° vgl. Lexis 1904a, S. 4; Wilhelm Lexis (1837-1914) studierte Mathematik und Physik in Bonn und
wandte sich anschlieBend der Okonomie zu (u.a. Professuren fiir Nationalékonomie und Volkswirt-
schaftslehre). Im Auftrag des preuBischen Kultusministeriums gab er anlasslich der Weltausstellung in
St. Louis die hier zitierte Publikation Das Unterrichtswesen im Deutschen Reich heraus, in der er die
Bedeutung der mathematisch-naturwissenschaftlichen Facher besonders positiv herausstellte.
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bild und fUhrten eine weitgehende strukturelle Reform des Schulwesens durch. Diese
fihrte dazu, dass dem humanistischen Gymnasium mit dem Realgymnasium und der
Oberrealschule® zwei weitere héhere Lehranstalten an die Seite gestellt wurden.’

Die Wurzeln der Reform liegen bereits am Beginn des 19. Jahrhunderts, als die
Gymnasien noch die einzige héhere Schulform darstellten. Der Unterricht wurde in
AnknUpfung an die Ideen des Neuhumanismus von den alten Sprachen Latein und
Griechisch dominiert: ,Das Studium beider alten Sprachen soll zusammenwirken, um
einerseits eine ethische und &sthetische Erziehung, andererseits eine grammatisch
logische und stilistische Schulung zu geben; beides zusammen umfaBt die Gesamt-
heit menschlicher Bildung, und legt daher fir jeden héheren Beruf, insbesondere fir
jede wissenschaftliche Tatigkeit die einzig mdgliche gemeinsame Grundlage. Die
Berucksichtigung anderer Lehrfacher ist folgerichtigerweise eigentlich gar nicht erfor-
derlich, denn es gibt keine Seite des geistigen Lebens, die nicht im Altertum entwi-
ckelt worden ist und folglich am Studium des Altertums von neuem entwickelt werden
kann. [...] DafB sie [andere Facher] Gberhaupt in den Lehrplan aufgenommen wur-
den, entspricht somit nicht eigentlich der Konsequenz des neuhumanistischen Den-
kens; es ist von vornherein eine Konzession an das Publikum und an das Bediirfnis
des Lebens, die denn doch nicht wohl zu umgehen war, aber auf den Geist der gym-
nasialen Erziehung keinen EinfluB haben sollte und tatsachlich lange Zeit hindurch

auch nicht gehabt hat.“®

Durch die groBen Fortschritte im Bereich der Technik und
die sich daraus ergebenden Anforderungen an die Gesellschaft ,trat das Bedulrfnis
hervor, flr diejenigen Berufsarten, die auf eine engere Fihlung mit dem praktischen
Leben angewiesen waren, vor allem fur Kaufleute und Techniker, eine Vorbildung
moderneren und praktischeren Inhalts zu schaffen. Es waren die Realanstalten, wel-

“9 Diese Realanstalten stellten zunachst eine Misch-

che diese Aufgabe Gbernahmen.
form zwischen Fachschulen mit dem Ziel der Vorbereitung auf bestimmte Berufe und
allgemeinbildenden Schulen dar. In der Folgezeit kam es jedoch zu einer Ausdiffe-
renzierung, so dass sich auf der einen Seite das technische Schulwesen'® und auf
der anderen Seite die realistischen Lehranstalten herausbildeten. Letztere verzichte-

ten ,auf die technische Vorbildung fur bestimmte Berufsfacher und riicki[en] Mathe-

® Als Sammelbezeichnung sprach man auch von ,realistischen Anstalten”.

” Eine genauere Darstellung dieser Entwicklung in PreuBen, Bayern und Baden im Hinblick auf die
Lehrplane folgt in Unterkapitel 2.5.

® Lexis 19044, S. 71

° Lexis 1904a, S. 71

'% Hier kam es im Lauf der Zeit zu weiteren Spezialisierungen, aus denen u.a. auch die Technischen
Hochschulen hervorgingen. (vgl. Lexis 1904b, S. 3f)
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matik und Naturwissenschaften einerseits, die neueren Sprachen andererseits in den
Mittelpunkt des Lehrplans.“'! Die Ausgestaltung der realistischen Anstalten war zu
diesem Zeitpunkt noch nicht einheitlich geregelt, was dazu fiihrte, dass einige (die
sogenannten Realschulen I. Ordnung) Lateinunterricht verbindlich vorschrieben,
wahrend andere ganz auf ihn verzichteten. AuBerdem bestanden Unterschiede in der
Anzahl der vorgesehenen Schuljahre. Die Mathematik nahm in der Konzeption der
realistischen Anstalten eine zentrale Rolle ein, da sich in ihr die angestrebte Verbin-
dung von reiner Wissenschaft und Anwendungen (die formale und die materiale Bil-
dung) widerspiegelte: ,Die Mathematik vereinigt die praktische mit einer streng wis-
senschaftlichen Seite, sie flhrt einerseits ins Technische, andererseits unmittelbar
ins wissenschaftliche Denken und Erkennen hinein. [...] In vollem Umfang freilich
erreicht die Mathematik diese Bedeutung erst durch ihre Verbindung mit den exakten
Naturwissenschaften, besonders der Mechanik, denn erst hier treten die beiden Teile
ihres Wesens dem Schiler in voller Deutlichkeit entgegen: neben der H6he und All-
gemeinheit ihres Erkenntniswertes die durchgangige Beziehung zur Wirklichkeit und
die Mdoglichkeit, diesen Erkenntniswert jeden Augenblick ins Praktische umzuset-
zen.“12

Die bereits bei der EinfUhrung des realistischen Schulwesens relevanten Grinde
kamen nun in Folge der Reichsgriindung erneut auf die Tagesordnung: ,Je entschie-
dener Deutschland in den Brennpunkt des modernen Vélkerlebens, in Politik, Handel
und Technik trat, desto wichtiger wurde es, daB die deutsche Jugend mit derjenigen
Bildung ausgestattet wurde, durch die allein eine solche Stellung behauptet werden
konnte: Kenntnis der grundlegenden Naturwissenschaften, Bekanntschaft mit den
neueren Volkern, ihren Sprachen und ihrer Geschichte, bewuBtes Verstandnis fiir die
Eigenart des eigenen Vaterlandes.*'® Dies filhrte zunachst (1882) zu einer klareren
gesetzlichen Regelung fir die Realanstalten. Neben dem Gymnasium bestanden
fortan das Realgymnasium (mit verpflichtendem Lateinunterricht) und die lateinlose
Oberrealschule als weitere héhere Schulformen, die alle neun Schuljahre umfassten.
AuBerdem wurde an den Gymnasien der Umfang der Unterrichtsstunden in Mathe-
matik, Naturwissenschaften und Franzdsisch zulasten der alten Sprachen erhéht, an
den Realgymnasien hingegen der Lateinunterricht ausgeweitet.'*

' Lexis 19044, S. 72

'? Lexis 19044, S. 73

' Lexis 1904a, S. 76 )

' Dies fiihrte zu einer weitgehenden Ubereinstimmung der Lehrplane dieser Schulformen in den drei
untersten Jahrgangsstufen.
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Ein weiterer Reformschritt wurde durch die im Jahr 1890 stattfindende Dezember-
konferenz ausgeldst, eine vom preuBBischen Kultusminister einberufene Versamm-
lung von Lehrern, Beamten des Kultusministeriums sowie einigen Hochschullehrern
und Vertretern der Kirchen. Die Konferenz eréffnete Kaiser Wilhelm Il. mit einer Re-
de, in der er ,sich schroff und entschieden gegen den Geist des humanistischen
Gymnasiums wandte, dem er vorhielt, das er seit dem Jahre 1870 stehen geblieben
sei und nicht dazu geholfen habe, die groBe nationale Entwicklung weiterzufthren.
Die Idee der formalen Bildung im alten Sinne des Wortes lehnte der kaiserliche Red-
ner ausdriicklich ab.“'> Auch die an den Gymnasien hauptsachlich vermittelten Inhal-
te missfielen dem Kaiser, der anstelle des klassischen Altertums das ,Moderne® und
.,Nationale“ ins Zentrum stellen wollte. Die am Ende der Konferenz gefassten Be-
schliisse'® miindeten in einer Neufassung der preuBischen Lehrpline, die 1892 in
Kraft trat. Diese sah zur Entlastung der Schiler eine Reduktion der Unterrichtsstun-
den in allen héheren Lehranstalten vor, die an den Gymnasien und Realgymnasien
nahezu vollstandig zu Lasten der alten Sprachen verwirklicht wurde. AuBerdem wur-
de die Bedeutung des Deutschunterrichts gestarkt, sodass das klassische humanisti-
sche Gymnasium Geschichte war: ,Es kann scheinen, als ob es immer noch das
humanistische Gymnasium in der alten Bedeutung des Wortes sei, das durch einige
Einschrankungen seiner Ziele und einige methodische Reformen lebensfahig erhal-
ten werden soll. In Wirklichkeit freilich ist die Eigenart der neuhumanistischen Schule
zerstort und ein Nebeneinander gleichgewerteter Facher entstanden [...].“'” Wie be-
reits oben erwéahnt, diente die preuBBische Reform den anderen Landern des Reiches
als Vorbild, das sie zu dhnlichen Veranderungen in ihren Schulsystemen veranlasste:
,Die Bedeutung der Reform zeigte sich schon darin, daf3 fast samtliche deutsche
Staaten sich veranlaBt sahen, im Laufe der nachsten Jahre ihr Schulwesen ebenfalls
zu revidieren, und daf3 die entstandenen neuen Schulordnungen sich Uberall mehr
oder weniger dem Geiste des preuBischen annaherten.'®

Die bis zu diesem Zeitpunkt durchgefihrten Reformschritte konnten jedoch die in sie
gesetzten Erwartungen nicht erflllen, da das Gymnasium das Privileg behalten hatte,
als einzige Schulform die Berechtigung zum Universitatsstudium aller Facher verge-
ben zu dirfen. Dies anderte sich im Jahr 1900 durch einen Kaiserlichen Erlass, der

'° Lexis 19044, S. 81

'® Da eine groBe Zahl von Konferenzteilnehmern die bestehende Form des Gymnasiums bewahren
wollte, gingen die Beschllisse nicht so weit wie eigentlich vom Kaiser gewlinscht.

'" Lexis 1904a, S. 84

'® Lexis 19044, S. 86



die Frage der ,Berechtigungen“ neu regelte und bestehende Einschrankungen fir die
Absolventen der realistischen Anstalten weitgehend beseitigte. Wértlich hei3t es dar-
in: ,Bezlglich der Berechtigungen ist davon auszugehen, dal das Gymnasium, das
Realgymnasium und die Oberrealschule in der Erziehung zur allgemeinen Geistes-
bildung als gleichwertig anzusehen sind und nur insofern eine Erganzung erforderlich
bleibt, als es fir manche Studien und Berufszweige noch besonderer Vorkenntnisse
bedarf, deren Vermittlung nicht oder doch nicht in demselben Umfange zu den Auf-
gaben jeder Anstalt gehdért. Dementsprechend ist auf die Ausdehnung der Berechti-
gungen der realistischen Anstalten Bedacht zu nehmen. Damit ist zugleich der beste
Weg gewiesen, das Ansehen und den Besuch dieser Anstalten zu férdern und so auf
die gréBere Verallgemeinerung des realistischen Wissens hinzuwirken.“'® Der Erlass
hatte zur Folge, dass im gesamten Deutschen Reich auch das Abschlusszeugnis des
Realgymnasiums zum Medizinstudium berechtigte und die Absolventen aller héheren
Schulen die Offizierslaufbahn einschlagen durften. In PreuBen wurden Gymnasium,
Realgymnasium und Oberrealschule auch bei der Berechtigung zum Studium der
Rechts- und Staatswissenschaft und zur Vorbereitung auf die Lehramtsprifung an
der philosophischen Fakultét vollstandig gleichgestellt.?° Lediglich fiir das Theologie-
studium blieb der Gymnasialabschluss im gesamten Reich die alleinige Zugangsbe-
rechtigung.?’

' Lexis 19044, S. 50

% |n den anderen Landern gab es diesbeziiglich sehr differierende Bestimmungen. So galt beispiels-
weise im Kdnigreich Sachsen eine &hnlich weitgehende Regelung wie in PreuBBen, wahrend im Konig-
reich Bayern keine Uber die durch Bundesrecht vorgegebene Erweiterung der Berechtigungen hi-
nausgehende Vorschrift erlassen wurde.

?! Lexis 1904a, S. 63






Kapitel 1
Was ist ,,Neuere Geometrie*“?

Im Laufe des 19. Jahrhunderts waren die Fortschritte auf dem Gebiet der damals so

genannten ,Neueren Geometrie*'

, die u.a. von Geometern wie Jacob Steiner (1796-
1863) und Karl Georg Christian von Staudt (1798-1867) erzielt worden waren, einem
gréBeren Kreis von mathematisch interessierten Personen bekannt geworden. Dies
lag vor allem daran, dass die Schiler Steiners seine Vorlesungsskripte Uberarbeite-
ten und als Blicher herausgaben. Diese Aufgabe Gbernahmen Carl Friedrich Geiser
(1843-1934) und Heinrich Schréter (1829-1892). Dazu bemerkt Moritz Cantor: ,Gei-
ser gab die ,popularen Kegelschnitte®, wie die Ueberschrift von Steiner’s Notizen lau-
tete, als Jakob Steiner's Vorlesungen Uber synthetische Geometrie, |. Theil (1867)
heraus; Schroter bearbeitete in dem Il. Theil (1867) die Vorlesung ,0ber die neuern
Methoden der synthetischen Geometrie“. Beide Béande durften wohl mehr gewirkt
haben, als Steiner’s eigene Vortrage, welche ein sehr fleiBiges Mitarbeiten der Zuhé-
rer erheischten und deshalb nicht von vielen andauernd besucht wurden, abgesehen
davon, dafB Steiner's Gewohnheit, mitten im Winter die Fenster des Horsaales aufzu-
reiBen, ihm manchen Schiiler abspenstig machte.“?

Im Falle von Staudts bemuhte sich Karl Theodor Reye (1838-1919) darum, dessen
Ideen einem breiteren Leserkreis zu erschlieBen. Dazu schrieb er das mehrbandige
Werk Geometrie der Lage, welches er 1866 vertffentlichte (19 Jahre vorher hatte
von Staudt unter demselben Titel ein einbandiges Werk herausgegeben). Der groBBe
Erfolg dieses Buches zeigt sich daran, dass es 1923 bereits in der sechsten Auflage
erschien.

Es stellt sich nun die Frage, was eigentlich damals mit dem Begriff ,Neuere Geomet-
rie“ gemeint war. Welche Inhalte wurden damit verbunden? Und in welchem Verhalt-
nis stehen die von Geiser/Schréter bzw. Reye verwendeten Bezeichnungen ,synthe-
tische Geometrie* und ,Geometrie der Lage” dazu? Um diese Fragen beantworten zu
kénnen, werden im Folgenden Aussagen von Mathematikern der damaligen Zeit
wiedergegeben, in denen sie die in ihren Augen charakteristischen Merkmale der
,Neueren Geometrie“ beschreiben.

' Meines Wissens wurde die Bezeichnung ,Neuere Geometrie* das erste Mal explizit von August Leo-
pold Crelle verwendet in seinem Buch Ueber Parallelen-Theorieen und das System in der Geometrie.
Berlin: Maurer 1816

? Cantor 1893, S. 703



1.1 Jacob Steiner

Schaut man sich die von Jacob Steiner in der Vorrede zu seinem Werk Systemati-
sche Entwickelung der Abhéngigkeit geometrischer Gestalten von einander (1832)
gemachten Aussagen an, erkennt man die Richtung der Veranderung (also das
"Neue") sehr deutlich. Er erklarte darin, dass es das Ziel seiner Arbeit sei, ,Funda-
mentaleigenschaften, die den Keim aller Satze, Porismen® und Aufgaben der Geo-
metrie, womit uns die altere und neuere Zeit so freigebig beschenkt hat, in sich ent-

haltent

, zu finden und mit deren Hilfe Ordnung in die Geometrie zu bringen. Dabei
sei vor allem wichtig, die Beziehungen der einzelnen Satze zueinander aufzudecken
und aus wenigen einfachen Grundgebilden alle weiteren Figuren und deren Eigen-
schaften zu entwickeln. Dies habe den Vorteil, dass sich einerseits ein genauer
Uberblick (iber den Gegenstand ergebe, andererseits die Beweise einfacher und kiir-
zer gestaltet werden kénnten und sich weiterhin manche Eigenschaften von selbst
ergaben. Hierin sah Steiner den groBen Vorteil seines Konzeptes, das er deutlich
von den bislang Ublichen abgrenzte. ,Wenn Jemand alle bis jetzt bekannt geworde-
nen Satze und Aufgaben nach den bisher Ublichen Vorschriften zu beweisen und zu
l6sen sich vornehmen wollte, so ware dazu viel Zeit und Mihe erforderlich, und am
Ende hatte man doch nur eine Sammlung von auseinander liegenden, wenn auch
sehr scharfsinnigen, Kunststiicken, aber kein organisch zusammenhangendes Gan-

ze zu Stande gebracht.

Hier betonte er also den groBen Unterschied seines Ansat-
zes gegenuber dem Althergebrachten, so dass die Bezeichnung ,Neuere Geometrie®
(als Abgrenzung zum "Alten") zweckmaBig erscheint, auch wenn er sie in der Syste-
matischen Entwickelung nicht gebrauchte.

Obwohl Steiner die synthetische Methode verwendete (also auf die Benutzung von
Koordinaten zur Beschreibung der geometrischen Gebilde verzichtete), war er kein
dogmatischer Anhanger derselben und hielt sie nicht flr konstitutiv. Vielmehr seien
die selben Resultate auch auf analytischem Wege erreichbar, ohne dass dadurch der
natiirliche Gang der Entwicklung gestdért werde: ,Hierbei macht weder die syntheti-
sche, noch die analytische Methode, den Kern der Sache aus, der darin besteht,

dass die Abhangigkeit der Gestalten von einander, und die Art und Weise aufgedeckt

® Die Bezeichnung einer mathematischen Aussage als ,Porisma“ stammt aus der antiken Geometrie
und wurde im Sinne von Korollar benutzt. (vgl. Chasles 1839, S. 283)

* Steiner 1832, S. V

® Steiner 1832, S. V



wird, wie ihre Eigenschaften von den einfachern Figuren zu den zusammengesetz-

“6 \ermutlich benutzte Steiner aus diesem Grunde in seinen

tern sich fortpflanzen.
Vorlesungen die Bezeichnung ,neuere synthetische Geometrie*’.

Betrachtet man die von Steiner behandelten Inhalte, so ging es ihm hauptsachlich
um die projektive Behandlung der Kurven und Flachen zweiter Ordnung. Dazu flhrte
er zunachst Grundgebilde in der Ebene (Gerade und ebener Strahlbiischel) und im
Raum (Ebenenbdischel, Ebene und Strahlblischel im Raume) ein und untersuchte die
Eigenschaften der projektiven und perspektiven Beziehung dieser Gebilde zueinan-
der. GemaB seiner Zielsetzung, von einfachen Grundfiguren ausgehend flr eine
gréBtmdgliche Systematik zu sorgen, begann er mit der Konstellation, dass eine Ge-
rade und ein Strahlbuschel in einer Ebene perspektiv liegen. In diesem Fall ist jeder

Geraden des Strahlbiischels genau ein Punkt der Geraden (ndmlich der Schnitt-

, ‘ punkt)  zuge-
/. \3 p = k < o

a Byl ordnet. Durch
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Abbildung 1: Strahlblschel und Gerade in perspektiver bzw. projektiver Lage Steiner zur all-

(aus: Steiner 1832, Tafel I) .
gemeinen pro-

jektiven Lage®, bei der die Geraden des Strahlblischels nicht mehr durch die ihnen
zugeordneten Punkte verlaufen. Daraus ergibt sich die naheliegende Frage, wie man
in dieser Situation zu einer beliebigen Geraden des Bischels den zugeordneten
Punkt findet. Diese motiviert zu einer genaueren Untersuchung der perspektiven La-
ge, aus der sich u.a. das Doppelverhaltnis als Invariante der projektiven Beziehung
ergibt. Daraus lasst sich dann eine konstruktive Losung flr das Problem entwickeln,
indem mithilfe einer Kette von perspektiven Grundgebilden auch bei einer Geraden
und einem Strahlblschel in schiefer Lage zu jedem Element das zugeordnete kon-
struiert wird. Diese kann ohne groBBen Aufwand auf weitere Kombinationen projekii-
ver Grundgebilde in schiefer Lage Ubertragen werden. Auf die Rickflhrung bereits

bekannter Satze und Aufgaben der Geometrie auf allgemeine und grundlegende

® Steiner 1832, S. VI
" vgl. Schroter 1867, S. VII
® Er nennt diese die schiefe Lage.



Aussagen und Prinzipien als zweiten fir die Systematisierung wichtigen Aspekt ging
Steiner in diesem Zusammenhang ebenfalls ein. So thematisierte er nach Abschluss
der Betrachtung der projektiven Beziehung einige Satze Uber das vollstandige Vier-
eck und Vierseit, die sich teilweise schon bei Pappos, de La Hire und Carnot finden,
von Steiner aber nun in einheitlicher Form unter dem Gesichtspunkt der vorher ent-
wickelten Zusammenhange behandelt werden.®

Gemal seiner Grundposition, alle neuen geometrischen Objekte mithilfe schon be-

kannter entstehen zu lassen, erzeugte Steiner im An-
schluss den Kreis projektiv als Schnittlinie zweier schie-
fer, projektiver Strahlblschel und Ubertrug diese Erzeu-
gung unter Nutzung der bereits zuvor behandelten
Schnitte am Kegel auf Ellipse, Parabel und Hyperbel.
Die vorher untersuchten Eigenschaften projektiver Ge-

raden und Strahlblischel wurden dann zum Beweis von

Aussagen Uber die Kegelschnitte herangezogen. Die
Flachen zweiter Ordnung erzeugte Steiner mit Hilfe von

projektiv liegenden Gebilden im Raum.

Abbildung 2: Projektive Strahl-  \\jjchtig zu erwahnen ist noch, dass Steiner davon (iber-
blschel am Kreis

(aus: Steiner 1832, Tafel Ill) zeugt war, die Grundzlge seiner Theorie auch auf den

Schulunterricht anwenden zu kénnen: ,Ich bemerke hier noch, dass die Betrachtung
projektivischer Gerader und Strahlblschel sich so vereinfachen lasst, dass sie ohne
Hulfe trigonometrischer Ausdriicke durchgefiihrt werden kann, wodurch sie geeignet
wird, der Elementargeometrie einverleibt zu werden und darin manche zweckmassi-
ge Verbesserung zu bewirken, indem zu ihrem trocknen Inhalt die belebenden Po-
rismen, die Theorie der Transversalen und besonders die vollstandige Lehre von den
Kegelschnitten hinzutritt, dergestalt, dass alle diese Gegenstéande sich ebenso leicht

und einfach behandeln lassen, als nach der bisherigen Methode der Kreis.“'°

® Steiner merkte dazu an: ,Nachdem die Eigenschaften und die Fundamentalsatze tiber projectivische
Gerade und Strahlblschel aufgefunden sind, dirfte es wohl fir Viele wiinschenswerth sein, an einigen
Beispielen zu sehen, wie sehr umfassend diese Séatze sind, d. h., wie sie die eigentliche Grundlage
vieler anderen Satze sind, die unmittelbar aus ihnen hervorgehen, wie durch sie manche anscheinend
schwere Aufgaben, leicht zu I6sen sind, und wie endlich durch sie besonders die eigentliche Bedeu-
tung verschiedener Porismen verstandlich hervortritt.” (Steiner 1832, S. 71f)

19 Schroter 1867, S. IX
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1.2 Heinrich Schroter & Carl Friedrich Geiser

Die von Heinrich Schréter herausgegebene Bearbeitung der Steinerschen Vorlesun-
gen Uber synthetische Geometrie (Die Theorie der Kegelschnitte, gestlitzt auf projek-
tivische Eigenschaften) geht in dieselbe Richtung wie die Systematische Entwicke-
lung. In vélliger Analogie behandelte Schréter auch zunéchst die projektive Bezie-
hung ebener Gebilde und ging dann zur Erzeugung der Kegelschnitte mit Hilfe pro-
jektiver Punktreihen Uber. Der Unterschied besteht jedoch darin, dass Schréter diese
Kurven nicht als ebene Schnitte des Kegels behandelte und daher keine Ubertra-
gung von fir den Kreis bewiesenen Satzen auf alle Kegelschnitte vornehmen konnte.
Wie Schroéter in seinem Vorwort anmerkte, hatte Steiner selbst dies jedoch als gro-
Ben Mangel in seinem Werk empfunden, den jener nun beseitigen wollte'". Weitere
Unterschiede bestehen darin, dass sich Schréter allein auf ebene Gebilde be-
schrankte und zusatzlich jeweils ein Kapitel Gber Kegelschnittblischel und Ke-
gelschnittschaar sowie Das Involutions-Netz'? hinzugefiigt hat.

Erwahnt werden muss noch, dass eine der Quellen fir Schréters Buch eine im Win-
tersemester 1852/53 an der Berliner Universitat gehaltene Vorlesung Steiners mit
dem Titel Ueber die neueren Methoden der synthetischen Geometrie'® war. Diese
Bezeichnung unterstreicht die von Steiner in der Vorrede der Systematischen Entwi-
ckelung gemachte Aussage, dass es ihm neben der Untersuchung neuer Inhalte vor
allem um eine neue Art der Behandlung ging. AuBerdem ist wichtig zu bemerken,
dass Schréter die Bedeutung der synthetischen Methode sehr stark betonte und die
Gefahr sah, dass diese von der analytischen an den Rand gedrangt werde.

Der von Carl Friedrich Geiser bearbeitete erste Teil von Steiners Vorlesungen mit
dem Titel Die Theorie der Kegelschnitte in elementarer Darstellung bildet in gewisser
Weise das Komplement zu Schréters Buch, da hier die projektive Behandlung ganz
bewusst auBen vor gelassen wird. Wie Geiser im Vorwort anmerkte, wurde ein zu-
nachst daflir vorgesehenes Kapitel bei der Endredaktion gestrichen. Daher ist das
Buch nun so aufgebaut, dass in einem ersten Kapitel einige grundlegende Inhalte
(iber harmonische Punkte, Ahnlichkeitspunkte, Potenzlinien den Satz des Pascal so-
wie Pol und Polare am Kreis behandelt werden. Im dann folgenden Teil werden die
Kegelschnitte jeweils einzeln Uber die Brennpunkteigenschaft definiert und aus die-

" vgl. Schroter 1867, S. VII
'2ygl. Schroter 1867, S. XIX
'3 vgl. Schroéter 1867, S. VI
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ser Definition Eigenschaften der Kurven wie z.B. zur Konstruktion der Tangenten
oder zu konjugierten Durchmessern abgeleitet. Auch wenn Geiser hier nach der syn-
thetischen Methode verfuhr, ist die Darstellung in viel gréBerem Ausmal als bei Stei-
ner und Schréter durch die Nutzung von MaBbeziehungen gepragt, was allerdings
wegen der zugrunde gelegten Definition auch nicht verwunderlich ist. Allerdings wird
auch der Zusammenhang zu den von Steiner formulierten Zielen der ,Neueren Geo-
metrie” deutlich, da im letzten Teil des Buches, der mit Gemeinsame Behandlung der
Kegelschnitte'* iberschrieben ist, das Verbindende der vorher getrennt behandelten
Kurven gesucht wird. So zeigte Geiser zunachst an einigen Beispielen, dass sich
viele der vorher flr die verschiedenen Kegelschnitte getrennt bewiesenen Eigen-
schaften bei allen wiederfinden. Im Anschluss daran behandelte er die Erzeugung
der Kegelschnitte durch Polarisierung eines Kreises an einem zweiten (Polarisa-
tions-)kreis und bewies unter Nutzung dieses Verfahrens einige Eigenschaften direkt
fur alle Kegelschnitte gemeinsam (u.a. den Pascalschen Satz).

Dasselbe Ziel verfolgte er dann auch bei der nachfolgenden Betrachtung der Kegel-
schnitte als ebene Schnitte am Kreiskegel. Er wies dabei zunachst nach, dass sich
durch dieses Verfahren gerade die vorher untersuchten Kurven ergeben. Somit kdn-
nen also alle Kegelschnitte als zentralperspektivische Bilder des Kreises aufgefasst
und daher alle am Anfang des Buches flr den Kreis entwickelten Satze auf alle Ke-
gelschnitte Ubertragen werden. Das Verfahren &hnelt also dem von Steiner in der
Systematischen Entwickelung verwendeten, der Unterschied besteht lediglich darin,

wie die Satze fir den Spezialfall des Kreises bewiesen werden.

1.3 Karl Georg Christian von Staudt

Gehen wir nun zu Karl Georg Christian von Staudt und seinem Werk Geometrie der
Lage Uber, welches 1847 verdffentlicht wurde. Im Vorwort nannte von Staudt zwei
Aspekte, die ihm beim Verfassen des Buches wichtig erschienen. Zum einen handel-
te es sich dabei um die bereits durch die Wahl des Titels ausgedrlickte Hinwendung
zum Aspekt der Lage. Staudt sagte dazu im Vorwort: ,Man hat in den neuern Zeiten
wohl mit Recht die Geometrie der Lage von der Geometrie des Masses unterschie-
den, indessen gleichwohl Satze, in welchen von keiner Grésse die Rede ist, gewdhn-

" vgl. Geiser 1867, S. VIII
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lich durch Betrachtung von Verhéltnissen bewiesen. Ich habe in dieser Schrift ver-
sucht, die Geometrie der Lage zu einer selbststandigen Wissenschaft zu machen,
welche des Messens nicht bedarf.“'> Ihm ging es also darum, in seiner gesamten
Ausarbeitung auf das Messen zu verzichten. Ein Beispiel fir die von ihm angespro-
chenen Satze, die keine Aussagen Uber (Langen- oder Winkel-) Gr6Ben enthalten,
aber dennoch durch Nutzung von Zahlverhaltnissen bewiesen werden, ist der Satz
Uber die Eindeutigkeit des vierten harmonischen Punktes zu drei vorgegebenen
Punkten einer Geraden. Dieser Satz wurde beispielsweise von Steiner in seiner Sys-
tematischen Entwickelung mit Hilfe des Doppelverhaltnisses bewiesen. Dies ist auch
nicht weiter verwunderlich, da er die harmonischen Punkte gerade als solche defi-
niert, fir die das Doppelverhaltnis den Wert 1 annimmt.’® Um dies zu vermeiden,
ging von Staudt den Weg, harmonische Punkte mit Hilfe des vollstandigen Vierecks
zu definieren und Gber den Desargueschen Satz zu zeigen, dass zu drei gegebenen
Punkten genau ein vierter harmonischer Punkt existiert.'”

Das zweite Anliegen von Staudts macht die gedankliche Nahe zu Steiner deutlicher.
Auch ihm ging es darum, in der Geometrie von allgemeinen Grundséatzen, Prinzipien
und Begriffen auszugehen. Dies begriindete er einerseits damit, dass nur auf diese
Weise der Lernende von Beginn an einen Uberblick (iber das gesamte Gebiet sowie
Verstandnis fur die einzelnen Satze und vor allem deren Verhaltnis zueinander ent-
wickeln kénne. So wollte er beispielsweise die Ahnlichkeit von ebenen Figuren als
Spezialfall von kollinearer Verwandtschaft ebener Systeme verstanden wissen.'® Ein
anderer wichtiger Grund fur die Verwendung allgemeiner Begriffe war fir ihn die For-
derung der geometrischen Anschauung. Als Beispiel verwies von Staudt hier auf die
groBBe Bedeutung des Gesetzes der Reciprocitat, welches viel mehr als jede einzelne
Aufgabe dazu anrege, sich ,durch eigene Thatigkeit Gebilde zur Anschauung zu brin-
gen“’®, indem man zu bereits bekannten Satzen die reciproken (d.h. dualen) sucht.
Von inhaltlicher Seite betrachtet war das Ziel des von Staudtschen Buches die Be-
handlung der Kurven und Flachen zweiter Ordnung. Dabei ist die Darstellung sehr
stark durch die Nutzung der projektiven Verwandtschaft gepragt, die von Staudt so-

wohl in der Ebene als auch im Raum anwendete. Er ging zunachst in Analogie zum

"> yon Staudt 1847, S. Il

16 vgl. Steiner 1832, S. 18ff; Steiner verwendet keine gerichteten Stecken. Im Zweifelsfall dient ihm
eine Zeichnung zur eindeutigen Festlegung eines Punktes.

"7 vgl. von Staudt 1847, S. 43

'8 ygl. von Staudt 1847, S. Ill und S. 203

"% von Staudt 1847, S. IV
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Vorgehen Steiners von so genannten Grundgebilden aus und untersuchte die Eigen-
schaften projektiver Abbildungen dieser aufeinander. Wegen des bereits erwahnten
Verzichts auf die Nutzung des Doppelverhéltnisses verstand er unter projektiven Ab-
bildungen solche, die harmonische Gebilde auf harmonische Gebilde abbilden. Von
besonderer Bedeutung ist dabei die projektive Abbildung ebener Systeme aufeinan-
der, wobei unter einem ebenen System die Menge aller Strahlenblischel und aller
geraden Gebilde®™® einer Ebene verstanden wird. Hierbei kdnnen nun zwei Falle un-
terschieden werden, namlich kollineare und reziproke Systeme. Bei ersteren ent-
spricht jedem Strahlenblischel des einen Systems ein Strahlenbiischel des anderen
Systems (also jeder Geraden eine Gerade) bzw. jedem geraden Gebilde des einen
Systems ein gerades Gebilde des anderen Systems (jedem Punkt entspricht ein
Punkt). Bei reziproken Systemen ist es genau umgekehrt, Strahlenblschel entspre-
chen geraden Gebilden und gerade Gebilde entsprechen Strahlenbischeln. Von
Staudt wies nun nach, dass bei zwei reziproken Systemen in einer Ebene (ein so
genanntes Polarsystem) entweder kein Punkt (in diesem Zusammenhang Pol ge-
nannt) auf der ihm zugeordneten Geraden (seiner Polaren) liegt oder die Menge der
Punkte, die mit ihren Polaren inzidieren, eine Kurve bildet (vorher hat er bereits ebe-
ne Kurven behandelt). Diese Kurven definierte er dann als Kurven zweiter Ord-
nung.?' Zur Definition der Flachen zweiter Ordnung nutzte von Staudt rdumliche Po-
larsysteme, bei denen jedem Punkt des Raumes eine Ebene und jeder Ebene ein
Punkt zugeordnet wird.

Ebenso wie Steiner war auch von Staudt davon Uberzeugt, dass die Geometrie der
Lage den Schulunterricht beeinflussen musse: ,Vielleicht wird diese Schrift einige
Lehrer bestimmen, ihrem Unterrichte in der Geometrie des Masses das Wesentliche
aus der Geometrie der Lage voranzuschicken, damit ihre Schiler gleich Anfangs
denjenigen Ueberblick Gber die Wissenschaft gewinnen, ohne welchen das rechte
Versténdniss der einzelnen Satze und ihrer Beziehung zum Ganzen nicht wohl még-

lich ist.“%?

# Ein gerades Gebilde besteht aus den Punkten einer Geraden. Eine andere (ibliche Bezeichnung
war Punktreihe.

2 vgl. von Staudt 1847, S. 137

?2 yon Staudt 1847, S. IV
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1.4 Theodor Reye

Die groBe gedankliche Nahe Theodor Reyes zu von Staudt zeigt sich bereits in der
Ubereinstimmung der Titel ihrer Werke. Im Vorwort des ersten Teils (in erster Auflage
erschienen 1866) unterstrich er dies dann in aller Deutlichkeit. ,Und die Art, wie Herr
von Staudt, im Gegensatz zu allen Gbrigen Autoren der neuern Geometrie, diese
Wissenschaft begriindet, scheint mir so bedeutende Vortheile zu gewéahren, dass ich
auch ohne anderweitige Veranlassung sie jeder andern vorziehen wiirde.“*® Erwahnt
werden muss noch, dass der Ursprung des Reyeschen Textes in einer Vorlesung
liegt, welche dieser am Polytechnikum in Zlrich flr Ingenieur-Studenten angeboten
hatte. Diese Vorlesung (Titel: Geometrie der Lage) diente dazu, den Hérern eine Ein-
filhrung in die Methoden der ,Neueren Geometrie“ zu geben, die Karl Culmann® als
Grundlage fir die Entwicklung neuer Konstruktionsmethoden in der Statik verwende-
te, welche er offenbar auch in seinen Vorlesungen vermehrt einsetzte.

Dieser Hintergrund spielt auch bei den Griinden eine Rolle, die Reye fiir die Behand-
lung der ,Neueren Geometrie” im Sinne von Staudts anfliihrte. Dabei betonte er be-
sonders den Beitrag des Geometrieunterrichts zur Ausbildung des Vorstellungsver-
mogens, was fur die zukinftigen Ingenieure von gréBter Wichtigkeit sei. Gerade
durch den Verzicht auf sdmtliche Rechnungen, die wegen ihres eher routinemafiigen
Charakters eigentlich nichts mit Geometrie zu tun héatten und zur Férderung der
Raumanschauung keinen Beitrag leisteten, kénnten hier insgesamt bessere Ergeb-
nisse erreicht werden.

Als weiteren Vorteil flihrte Reye an, dass ,das wichtige, so ungemein fruchtbare Ge-
setz der Dualitdt oder Reciprocitat, von welchem die ganze Geometrie der Lage be-
herrscht wird, in seiner vollen Reinheit und in seinem ganzen Umfange zur schons-
ten Geltung“® komme. Dies sei in der Geometrie des MaBes in dieser Weise nicht
moglich und daher kénne das Gesetz dort nicht seine volle Wirkung entfalten, nam-
lich den Lernenden zur Selbsttatigkeit anzuregen. Da es in der Geometrie des Rau-
mes noch viel starker zum Tragen komme als in der Ebene, habe er bewusst auf die
Trennung von Planimetrie und Stereometrie verzichtet. Ihm ging es also auch um die

damals so genannte "Fusion" von ebener und rdumlicher Geometrie.

% Reye 1866, S. VI
24 Culmann war von 1855 bis 1881 Professor fiir Ingenieurwissenschaften am Polytechnikum.
% Reye 1866, S. IX
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Als Schwierigkeit in von Staudts Werk fihrte Reye die besondere Kiirze der Darstel-
lung an, die sich nur auf das Notwendigste beschranke und dem Leser keinerlei Bei-
spiele liefere. Zudem werde durch die strenge Systematik ein hoher Grad an Abs-
traktheit erreicht, der Anfanger Uberfordere. Daher sah er von Staudts Buch eher als
ein Nachschlagewerk der ,Neueren Geometrie® (genauso wie Euklids Elemente fir
die ,Geometrie der Alten“) denn als Lehrbuch. Ein weiteres Hindernis sah er in den
hohen Anforderungen, die an das raumliche Vorstellungsvermdgen gestellt wirden.
Da dieses aber gerade durch den Lehrgang geférdert werden sollte, kdnnten in die-
sem Bereich flr den Lernenden nicht alle Probleme ausgeraumt werden. Zur Unter-
stitzung im Lernprozess pladierte Reye jedoch im Gegensatz zu von Staudt flr den
Einsatz von Abbildungen.

Von inhaltlicher Seite behandelte Reye im ersten Band hauptsachlich die projektive
Beziehung der Grundgebilde erster Stufe (gerades Gebilde, Strahlenbiischel, Ebe-
nenblischel) und die Eigenschaften der Kurven zweiter Ordnung. Diese fihrte er im
Gegensatz zu von Staudt Uber in einer Ebene liegende projektive, aber nicht per-
spektive Punktreihen ein (analog zu Schréter). Der zweite Band beschaftigte sich
dann mit der kollinearen und reziproken Verwandtschaft ebener Systeme sowie den
aus den Grundgebilden projektiv erzeugten Kurven und Flachen héherer Ordnung.
Interessant sind noch einige Bemerkungen, die Reye in der sich im ersten Band an
das Vorwort anschlieBenden Einleitung machte. Hier grenzte er die ,Geometrie der
Lage” von weiteren Zweigen der Geometrie ab. Dabei nannte er als erstes Charakte-
ristikum den Verzicht auf das Messen. ,Von der Geometrie der Alten und der analyti-
schen Geometrie unterscheidet sich die reine Geometrie der Lage wesentlich da-
durch, dass sie von dem Begriff des Maasses keinen Gebrauch macht. Im Gegen-
satz zu ihr wird daher die altere Geometrie auch wohl Geometrie des Maasses ge-
nannt.?® Reye setzte hier also die Geometrie der Antike (,Altere Geometrie*) mit
dem Begriff ,Geometrie des MaBes” gleich. Nicht ganz klar wird, ob er im Umkehr-
schluss auch firr eine Gleichsetzung von ,Neuerer Geometrie* und ,Geometrie der

«27

Lage™’ pladierte, da er ja explizit von der ,reinen Geometrie der Lage"“ (vollstandiger
Verzicht auf MafBe) sprach. Ein Anhaltspunkt daflr ist auch der Beginn der Einlei-
tung, wo Reye im ersten Satz von der ,Geometrie der Lage“ und zwei Satze weiter

im selben Zusammenhang von ,Neuerer Geometrie® sprach.

% Reye 1866, S. 1
%" Damit meinte er mdglicherweise Steiners Ansatz, bei Beweisen MaBbeziehungen zu nutzen.
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Eine enge Verbindung sah Reye zur darstellenden Geometrie (Zentral- und Parallel-
projektion), da sie ebenso wie die ,Geometrie der Lage“ hohe Anforderungen an das
raumliche Vorstellungsvermdgen stelle und die Lage der betrachteten Objekte eine
starkere Rolle spiele als GréBenbeziehungen. Zudem habe die Zentralprojektion
auch eine groBe Bedeutung flr die ,Geometrie der Lage” und viele Begriffe seien
aus der darstellenden Geometrie enthommen.

Zuletzt kam Reye nochmals auf die Abgrenzung zur analytischen Geometrie zur(ck,
wobei er hier wieder von der ,Neueren Geometrie® redete: ,Zu der analytischen
Geometrie steht die neuere Geometrie in einem gewissen Gegensatze schon durch
ihre Methode, welche die aus der Geometrie der Alten lhnen schon bekannte synthe-
tische ist.?® Er fiihrte dann aus, dass bei diesem Vorgehen aus einer geringen Zahl
von Grundgebilden und deren Beziehungen (einem Axiomensystem entsprechend)
alle weiteren Objekte und deren Eigenschaften entwickelt werden, wobei mit-
schwingt, dass sich diese Entwicklung gewissermafBen natlrlich ergibt. Das analyti-

sche Vorgehen (,mit rdumlichen Gebilden rechnen“®)

kébnne wegen des Verzichts
auf alle MaBbeziehungen nicht zum Einsatz kommen. Und er ging schlieBlich noch
einen Schritt weiter, wenn er sagte: ,Die neuere Geometrie wird wegen der in ihr an-
gewendeten Methode vielfach im Gegensatz zu der analytischen mit dem Namen
,synthetische Geometrie“ bezeichnet“*’. Die Abgrenzung zur analytischen Geometrie
wog bei dieser Benennung also schwerer als mdglicherweise dadurch hervorgerufe-
ne Verwechslungen mit der antiken Geometrie, da er die synthetische Methode ja
vorher als ein Charakteristikum dieser vorgestellt hatte. AbschlieBend betonte er
nochmals den hohen Grad von Allgemeinheit, der sich aus der Verwendung der syn-
thetischen Methode fir die Aussagen der ,Neueren Geometrie* ergebe und brachte
eine Reihe von Beispielen, die dies untermauern sollten.

Zur Frage der Aufnahme der ,Neueren Geometrie“ in den Schulunterricht nahm Reye
in der anlasslich seines Eintritts in das Rektorat der Universitat StraBburg 1886 ge-
haltenen Rede Die synthetische Geometrie im Alterthum und in der Neuzeit sehr
deutlich Stellung: ,Damit aber ist die Antwort auf die Frage gegeben ob die neuere
synthetische Geometrie in die héheren Schulen einzufiihren ist oder nicht. lhre Ein-
fihrung ist unabweislich; Bildungselemente, welche zu den besten und fruchtbarsten

der elementaren Mathematik gehdren, dirfen unserer Jugend nicht vorenthalten

%8 Reye 1866, S. 3
% Reye 1866, S. 3
% Reye 1866, S. 3
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bleiben zu Gunsten anderer minderwerthiger; durch Ausscheidung der letzteren kon-
nen sie nach meiner Ueberzeugung ohne neue Belastung den Schilern der oberen

Classen zuganglich gemacht werden.*®'

1.5 Moritz Pasch

Eine weitere Quelle zur Klarung der Frage, was mit dem Begriff ,Neuere Geometrie*
gemeint war, ist der Anfang von Moritz Paschs Buch Vorlesungen (iber neuere Geo-
metrie von 1882. Im Vorwort flhrte er zunachst aus, dass seiner Auffassung nach die
Grundlagen der Geometrie immer aus der Erfahrung gewonnen und daraus alle wei-
teren Aussagen abgeleitet werden mussten. Er pladierte also durchaus fur einen axi-
omatischen Aufbau, was er auch in seinem Buch (in viel gréBerem MafBe als die bis-
lang genannten Autoren in ihren Werken) umgesetzt hat. Sodann ging Pasch auf die
von ihm behandelten Inhalte ein, wobei er deutlich herausstellte, dass dabei ,die pro-

“32 im Zentrum stianden. GemaB dem axiomati-

jectiven Eigenschaften der Figuren
schen Aufbau beginnt die Darstellung mit den Grundbegriffen und Grundsatzen,
woran anschlieBend perspektiv liegende Figuren, harmonische Gebilde, die kollinea-
re und reziproke Verwandtschaft und schlieBlich das Doppelverhéltnis behandelt
werden. Pasch war demnach kein Anhanger des absoluten Verzichts auf metrische
Beziehungen. Im GroBen und Ganzen handelt es sich also um Inhalte, die man auch
bei den bisher erwahnten Autoren findet. Der Unterschied besteht jedoch darin, dass
Pasch an keiner Stelle die Kurven oder Flachen zweiter (oder héherer Ordnung) er-
wahnte, was ja bislang das Gemeinsame aller Darstellungen war. Hinzu kommt, dass
er im letzten Kapitel des Buches homogene Koordinaten einfliihrte und so die Verbin-
dung zur analytischen Geometrie herstellte.

In einer sich an das Vorwort anschlieBenden Einleitung ging Pasch dann noch auf
die Beziehung der ,Neueren Geometrie“ zur antiken und zur analytischen Geometrie
ein. Dabei vertrat er die Auffassung, dass die Unterschiede zwischen der ,Neueren
Geometrie* und der antiken (Pasch spricht hier von der ,Geometrie der Alten®) relativ
gering seien, wahrend sich die analytische Geometrie stérker davon abhebe. Er be-
griindete das damit, dass zwar ein Teil der ,Geometrie der Alten“ (die so genannten

%" Reye 1886, S. 48
% pasch 1882, S. 3
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.Elemente“ oder auch ,elementare Geometrie®) das flr die analytische Geometrie
notwendige Vorwissen vermittle. Dies bedeute allerdings nicht, dass beide in den
Inhalten Ubereinstimmen, sondern die analytische Geometrie setze die elementare
Geometrie fort. Der gréBte Unterschied bestand laut Pasch jedoch in den benutzten
Methoden, da die elementare Geometrie sich hauptsachlich auf die Konstruktion
stltze und die Zahlen nur dann zu Hilfe nehme, ,soweit die Natur des Problems sie
bedingt“*®. In der analytischen Geometrie sei hingegen das erklarte Ziel, méglichst
viele Aufgaben durch Berechnungen zu lésen.

Far einen anderen Zweig der Geometrie, der sich ebenfalls auf die Elemente griinde
und deren Inhalte weiterflhre, sei laut Pasch der mdglichst weitgehende Verzicht auf
Berechnungen charakteristisch. ,Diese Schépfung, welche ihre Hilfsmittel unmittel-
bar aus der Natur des Gegenstandes entnahm, wurde von der elementaren und von
der analytischen Geometrie als reine, héhere, synthetische, auch neuere syntheti-
sche oder neuere unterschieden.“** Bei ihr bestehe wegen der grundsétzlichen me-
thodischen Herangehensweise eine engere Beziehung zur elementaren Geometrie.
Jedoch gebe es im Einzelnen auch Unterschiede. So zeichne sich die ,Neuere Geo-
metrie” dadurch aus, dass in ihr die Begriffe méglichst weit und umfassend gewahlt
wilrden. AuBerdem kénne man bei denjenigen Satzen, bei deren Beweis man in der
elementaren Geometrie verschiedene Falle unterscheiden misse, mit einem einzi-
gen (alle Falle umfassenden) Beweis auskommen. Fir die Zukunft erhoffte sich
Pasch eine Einwirkung der ,Neueren Geometrie* auf die elementare Geometrie (fur
die analytische Geometrie hatte eine solche seiner Meinung nach schon stattgefun-
den, was auch seine Behandlung der homogenen Koordinaten erklart), wobei er ins-
besondere an zwei Stellen Anderungen sehen wollte. Einmal solle durch die Nutzung
von ,erweiterten Begriffen“ die ,Schwerfalligkeit“ der Darstellung beseitigt werden, so
dass diese ,durchsichtiger” und ,einfacher* werde. Weiterhin kénnten durch die Be-
ricksichtigung der ,Neueren Geometrie® die ,Unvollkommenheit oder Unklarheit,
welche den Begriffen und Beweisen in ausgedehntem Maasse noch anhaften“*® aus-
geraumt werden. Daher pladierte er dafir, sich auch in den Elementen starker auf
die ,Reinheit der Entwicklung“ zu konzentrieren, woflr die ,Neuere Geometrie® als
Vorbild dient: ,Die erweiterten Begriffe sind auch in den Elementen verwendbar, und

% pasch 1882, S. 1
% pasch 1882, S. 1
% pasch 1882, S. 2
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wenn man sie an der rechten Stelle einfUhrt, namlich Uberall da, wo zuerst ihr

Verstandniss méglich ist, dann tritt auch friiher schon ihr Nutzen zu Tage.“®

1.6 Hermann Hankel*’

Zuletzt soll noch auf die Bemerkungen zur historischen Entwicklung der Geometrie
eingegangen werden, die Hermann Hankel in der Einleitung zu seinem Buch Die Ele-
mente der Projectivischen Geometrie in synthetischer Behandlung (1875) machte.
Diese Einleitung hat einen Umfang von Uber 33 Seiten und kann daher fast als ei-
genstandige Abhandlung angesehen werden. Hankel begann dabei mit der Geomet-
rie der Antike, die er als ,Geometrie der Alten” bezeichnete und flr ihren streng logi-
schen Aufbau sowie ihren Beitrag zur Schulung des Denkens im Mathematikunter-
richt lobte. Allerdings gab es fir ihn auch negative Aspekte, deren gemeinsame Wur-
zel er im Fehlen von allgemeinen Prinzipien und Methoden sah. Die ganze Geomet-
rie bestehe aus einer (logisch korrekten) Aneinanderreihung von Aussagen, zwi-
schen denen kein innerer Zusammenhang erkennbar sei. Dadurch werde an vielen
Stellen ein zu groBer Aufwand getrieben, da sich viele Aussagen eigentlich auf eine
Kernaussage zurickflhren lieBen, und zusatzlich werde die Beziehung der einzelnen
Resultate nicht erkannt. Als Beispiel flr ersteres flhrte Hankel Apollonius’ Blicher
Uber den Verhaltnisschnitt (de sectione rationis) an, in denen ein und dieselbe Auf-
gabe flir 80 verschiedene Lagen der beteiligten Geraden und Punkte bewiesen wer-
de. Er fasste zusammen: ,So opfert die antike Geometrie zu Gunsten einer scheinba-
ren Einfachheit die wahre Einfachheit auf, welche in der Einheit der Principien be-
steht, und erreicht eine triviale sinnliche Anschaulichkeit auf Kosten der Erkenntniss

* Pasch 1882, S. 2 )

% Die von Hankel mit Nachdruck vertretene Uberlegenheit der projektiven Geometrie gegenliber der
Euklidischen war wohl im wissenschaftlichen Bereich eher eine AuBenseiterposition. So merkte Felix
Klein riickblickend an: ,Wegen der Leichtigkeit und Eleganz, mit der die projektive Geometrie von
wenigen Anfangsbegriffen rasch zu vielsagenden Satzen aufsteigt, wurde sie namlich von ihren be-
geisterten Anhangern haufig Gberschéatzt. Man glaubte, auf diesem Wege kénne man die schwierigen
Untersuchungen axiomatischen Charakters vermeiden, wie sie der euklidischen Geometrie von alters
her anhafteten. So behauptet Hankel in seiner rednerisch glanzenden, sachlich aber unzureichenden
Antrittsrede in Tilbingen 1869, die neuere Geometrie sei der ,Kdnigsweg“ unserer Wissenschaft, den
Euklid zu Unrecht dem Kénig Ptolemaus gegenlber in Abrede gestellt habe [...]. Euklid behélt den-
noch recht: es gibt keinen ,Kénigsweg” in der Mathematik.” (Klein 1956, S. 135) Die von Klein ange-
sprochene Antrittsrede spielt im folgenden Kapitel noch eine Rolle.
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vom Zusammenhang geometrischer Gestalten in allem Wechsel und in aller Veran-
derlichkeit ihrer sinnlich vorstellbaren Lage.“*®

Im groBen Unterschied dazu sah Hankel die analytische Geometrie, die die auf dem
Gebiet der Arithmetik und Algebra im 15. Jahrhundert gemachten Fortschritte bezlig-
lich umfassenderer Methoden, der Ableitung des Speziellen aus dem Allgemeinen
und der Zusammenfassung von einzelnen Satzen zu Ubergeordneten Aussagen auf
die Geometrie Ubertrug. Der Preis sei jedoch gewesen, dass man sich nun einseitig
darauf konzentrierte, alle Probleme durch Rechnung zu lésen, und die Geometrie
mehr und mehr zurlickgedrangt wurde.

Als Reaktion darauf entwickelte sich zuerst in Frankreich unter dem Einfluss von
Monge die darstellende Geometrie (,Géométrie descriptive“), wobei diese vor allem
das Bedirfnis der Techniker nach brauchbaren Zeichnungen befriedigen sollte. Dies
konnte die analytische Geometrie nicht leisten. Die darstellende Geometrie brachte
zwei groBe Fortschritte. Sie schuf ,den bis dahin unbekannten Begriff der geometri-
schen Allgemeinheit und der geometrischen Eleganz.“*® Damit meinte Hankel, dass
im Unterschied zur ,Geometrie der Alten” nicht unbedingt eine bildliche Darstellung
(er spricht hier vom ,Wust der Figuren®) notwendig sei, sondern durch die Beschrei-
bung allein ein geistiges Bild entstehen kénne. Dazu trage auch die von Monge ge-
schaffene neue Art der Bezeichnung der geometrischen Objekte bei, so dass die
Darstellung insgesamt an die bereits in der Analysis erreichte Eleganz heranreiche.
Die ,geometrische Allgemeinheit® bezog sich darauf, dass es in der darstellenden
Geometrie nicht darauf ankomme, in welchem Lageverhaltnis sich die betrachteten
Objekte befinden. Das Ziel war, alle Aufgaben in vélliger Allgemeinheit zu behandeln
und im Anschluss daran durch Betrachtung von speziellen Konstellationen weitere
Satze als Spezialfélle abzuleiten. Hilfreich ist dabei auch die Verwendung von imagi-
naren GréBen, die aus der Analysis Ubernommen und nun geometrisch interpretiert
werden. Hankel beschrieb das folgendermaBen: ,So verschaffte sich die Geometrie
in allen ahnlichen Féllen eine Freiheit der Bewegung, die, vom Standpunkte der alten
Geometer angesehen, einer wahren Zligellosigkeit glich und die bisherige Evidenz
und Soliditat der Geometrie im héchsten Grade zu gefahrden schien. In der That
konnte jenes Princip, das Poncelet spater das der Continuitat genannt hat, insofern

% Hankel 1875, S. 2
% Hankel 1875, S. 5
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es die verschiedenen concreten Félle in einen Zusammenhang setzt, geometrisch
nicht bewiesen werden“*°.

Parallel zur Entwicklung der darstellenden Geometrie durch Monge sah Hankel noch
eine andere Richtung, namlich die von Carnot geschaffene ,Géométrie de position®.
Wahrend sich erstere hauptsachlich mit den Gestaltverhéltnissen beschéftigte, ging
es bei der zweiten mehr um die GréBenverhaltnisse, die bei Schnitten mit Transver-
salen auftreten. Aus diesem Grunde stehe sie der antiken Geometrie naher, aller-
dings sei auch bei Carnot das Bemihen um mdglichst allgemeine Aussagen zu er-
kennen.

Die ,Géométrie descriptive” und die ,Géométrie de position“ bilden die Grundlage fir
die ,Neuere Geometrie“, die von Poncelet wahrend der russischen Krieggefangen-
schaft (1812-1814) begriindet und 1822 mit dem Werk Traité des propriétés projecti-
ves des figures der Offentlichkeit vorgestellt wurde. Die Untersuchung von ,projecti-
vischen Eigenschaften” ebener Figuren stehe laut Hankel im Mittelpunkt von Ponce-
lets Untersuchungen, d.h. solche Eigenschaften, die bei Zentralprojektion invariant
bleiben. Dies kdnnen sowohl Eigenschaften der Lage als auch des Mal3es sein, wo-
bei methodisch so vorgegangen werde, dass eine Aussage zunachst an einer einfa-
chen Figur (gewissermaf3en fur einen Spezialfall) mit elementaren Mitteln bewiesen
und anschlieBend durch Projektion auf den allgemeinen Fall Gbertragen werde. Dies
ist also vergleichbar mit der von Geiser am Ende seines Buches genutzten Methode.
Neben der Projektion seien laut Hankel noch zwei weitere Ideen grundlegend fir
Poncelets Werk. Einmal die Betrachtung von ,homologen Figuren®, die man dadurch
erhalte, dass bei einer Zentralprojektion die Urbild- und die Bildebene um ihre
Schnittgerade so lange gedreht werden, bis sie zusammenfallen. Dies ist im Grunde
ein Spezialfall der kollinearen Verwandtschaft von Staudts, ein Beispiel flir homologe
Figuren ist die Konfiguration des Satzes von Desargues. Die zweite grundlegende
Idee ist die von Pol und Polare (also die reziproke Verwandtschaft), welche Poncelet
zum Auffinden neuer Satze nutzte und von Gergonne als ,Prinzip der Dualitat” be-
zeichnet wurde.

Im Anschluss daran ging Hankel auf die Beitrdge ein, die von deutschen Geometern
fur die Weiterentwicklung der Geometrie erbracht wurden. Er nannte zunachst Mébi-
us, der mit der Einfihrung der ,barycentrischen Coordinaten” zum ersten Mal homo-
gene Koordinaten benutzt und damit einerseits die analytische Geometrie vorange-

“0'Hankel 1875, S. 9
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bracht habe. Darliber hinaus habe er die Koordinaten aber auch zum Auffinden von
Satzen benutzt, die zwar zum groBen Teil metrische Verhaltnisse betreffen, ,aber
solche, welche nicht von den Grdéssen- und Winkelverhéltnissen der Figuren, vom
Winkelmaass und Magister Matheseos, wie es Mdbius (1823) selbst ausdriickt, son-
dern ausschliesslich von deren descriptiven, d.h. nur auf die Lage beziglichen

“1 und diese Satze anschlieBend auch rein

Constructionsverhéltnissen abhangen
geometrisch bewiesen. AuBerdem entwickelte Mébius die Ideen Carnots zum umfas-
senderen ,Princip der Zeichen® (also eine Strecke je nach Durchlaufrichtung als posi-
tiv oder negativ anzusehen) weiter und begriindete die Idee der geometrischen Ver-
wandtschaft. Daher sei Mébius auch als Vertreter der ,Neueren Geometrie“ anzuse-
hen.

Anders sehe es hingegen bei Plicker aus, dessen Arbeiten sich ausschlieBlich auf
das Gebiet der analytischen Geometrie bezogen. Allerdings sprach Hankel in diesem
Zusammenhang von der ,neueren analytischen Geometrie®, die es ermdgliche, mit
den Gebilden selbst zu operieren und sich daher an die synthetische Geometrie an-
genahert habe. Als Beitrag zur ,Neueren Geometrie“ scheint Hankel dies aber nicht
anzusehen.

Das bereits oben besprochene Werk Jacob Steiners Systematische Entwickelung
der Abhéngigkeit geometrischer Gestalten von einander stellte fur Hankel eine Art
Zasur dar. Er sprach in diesem Zusammenhang von zwei Perioden der ,Neueren
Geometrie, wobei sich erstere mit den Kegelschnitten und den Flachen zweiter Ord-
nung beschaftigt habe und durch Steiners Werk zum Abschluss gekommen sei. Die
zweite, die die Kurven und Flachen héherer Ordnung umfasse, sei Gegenstand der
aktuellen Forschung und solle nicht naher beleuchtet werden. Bei Steiners Werk
stellte Hankel besonders das Bemiihen heraus, die wenigen fundamentalen Gebilde
und Prinzipien zu finden, aus denen sich dann quasi von selbst alles Weitere ableite:
.In dem schénen Satze, dass ein Kegelschnitt durch den Durchschnitt zweier colli-
nearer (projéctivischer) Blschel erzeugt werden kann und dem dazu dualen erkannte
er das Fundamentalprincip, aus dem sich alle die unzahligen, bisher oft so wunder-
samen Eigenschaften dieser merkwurdigen Curven, wie von selbst, mit spielender
Leichtigkeit ergeben.“*?

Zuletzt erwahnte Hankel noch die Beitrage von Staudts und Chasles’, wobei letzterer
vor allem durch sein Buch Apercu historique sur l'origine et le développement des

“ Hankel 1875, S. 23
2 Hankel 1875, S.26f
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méthodes en géomeétrie von 1837, in dem er die zuvor von Mébius und Steiner ge-
fundenen Zusammenhange darstellte, zur Verbreitung der ,Neueren Geometrie* bei-
trug. Er lobte von Staudt flr die in der Geometrie der Lage verwirklichte Reinheit der
Methode, kritisierte aber zugleich, dass es dadurch unter einer gewissen Einseitigkeit
leide (da der Aspekt des Mal3es nicht auftrete) und das ganze System etwas gekiins-
telt wirke. Hankel war auch der Uberzeugung, dass ein solches Werk nicht von ei-
nem Franzosen hatte geschrieben werden kdénnen, da dazu einmal ein gewisses
Maf an ,wissenschaftlicher Pedanterie” und weiterhin die Ruhe eines mdglichst ab-
geschiedenen Ortes wie Erlangen (Paris kénnte diese nicht liefern) notwendig sei.

Am Schluss seiner Ausarbeitung stellte Hankel noch einmal die wichtigsten Aspekte
zur Abgrenzung der ,Neueren Geometrie“ von anderen geometrischen Zweigen zu-
sammen. Dabei betonte er zunachst die Unterschiede zur analytischen Geometrie
(treffender ware fir ihn der Begriff ,Koordinatengeometrie®), namlich ,dass sie mit
den geometrischen Gebilden selbst und nicht mit deren algebraischen Gleichungen
operirt, dass sie deren Eigenschaften durch raumliche Constructionen entdeckt und
beweist, nicht aber durch algebraische Verbindung ihrer Symbole.“** Allerdings sah
er auch, dass sich beide Zweige im Laufe der Zeit angenahert haben (vermutlich
meint er die Einflisse Plickers) und konnte sich vorstellen, dass diese Entwicklung
weitergehe. Weitaus gréBere Unterschiede stellte Hankel zwischen der ,Neueren
Geometrie® und der antiken Geometrie fest, wenn er auch die Betonung der An-
schaulichkeit und das direkte Arbeiten an den geometrischen Objekten als verbin-
dende Elemente sah. So griindete sich fir ihn die antike Geometrie in weiten Teilen
auf den Satz des Pythagoras und den Winkelsummensatz, ihre Satze bezdégen sich
fast ausschlieBlich auf Strecken- und Winkelverhaltnisse und sie nutze fir Konstruk-
tionen Zirkel und Lineal. Die ,Neuere Geometrie“ hingegen kenne den Pythagoras
nicht, inre Satze behandelten nur Lageverhaltnisse und solche metrischen Verhalt-
nisse, die allein von der Lage abhangen, und es werde ausschlieBlich mit dem Lineal
konstruiert. Zudem suche die antike Geometrie nur die Eigenschaften ahnlicher und
kongruenter Figuren, wahrend die neuere die bei Projektion invarianten Eigenschaf-
ten studiere. Daher kénnen fur Hankel auch die Begriffe ,Geometrie der Lage“ und
~projectivische Geometrie“ als Synonyme flir ,Neuere Geometrie“ verwendet werden.
Vorsichtig misse man seiner Meinung nach aber mit der Benutzung des Begriffs
,Synthetische Geometrie” sein. Verstehe man namlich unter der synthetischen Me-

“3 Hankel 1875, S.31
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thode den Gang vom Einzelnen zum Allgemeinen und umgekehrt unter der analyti-
schen Methode den vom Allgemeinen zum Speziellen, so seien sowohl die ,Neuere
Geometrie” als auch die Koordinatengeometrie analytisch, die antike Geometrie syn-
thetisch. Verwende man hingegen den Begriff ,Analysis® fir die Teile der Mathema-
tik, die mit Berechnungen und veranderlichen GréBen zu tun haben, und nenne aus
diesem Grunde die Koordinatengeometrie ,Analytische Geometrie“, so kénne Hankel
auch die Bezeichnung ,Synthetische Geometrie” flir den Zweig akzeptieren, der die
geometrischen Objekte selbst untersuche. Als noch besser geeignet empfand er

aber den Namen ,constructive Geometrie®.

1.7 ,,Neuere Geometrie“ alias projektive Geometrie

Versucht man nun, in den dargestellten Positionen eine Antwort auf die eingangs
gestellte Frage Was ist ,Neuere Geometrie“? zu finden, fallen zunachst die bei nahe-
zu allen Autoren auftretenden gemeinsamen Leitideen auf, die sich vor allem auf das
methodische Vorgehen beziehen:

- systematische Erzeugung

- Ordnung

- Allgemeinheit

- Operieren mit den Gegenstanden selbst

- Anschaulichkeit
Von inhaltlicher Seite finden sich viele Anknlpfungspunkte zur projektiven Geomet-
rie, die allerdings damals noch unter vielen verschiedenen Aspekten betrachtet und
nicht nur im Sinne der modernen Auffassung (d.h. vereinfacht als "Euklidische Geo-
metrie mit hinzugeflgten Fernelementen") gesehen wurde. So ist bei vielen Autoren
die grundlegende Idee der Projektion noch zu erkennen, die einmal dazu dient, geo-
metrische Gebilde aus mdglichst einfachen Grundgebilden zu erzeugen (im Sinne
einer genetischen Geometrie). AuBerdem ging es ihnen um die Untersuchung der
unter Projektion invarianten Eigenschaften der Figuren. Damit sind gewissermaBen
durch die Auswahl einer Methode (das Projizieren) die zu betrachtenden Gegenstan-
de und weitgehend auch der Aufbau der Geometrie festgelegt. Ein anderer Zugang
stellte die Phanomene ,Continuitat” und ,Reciprocitat® und deren uneingeschrankte

Gultigkeit (gewissermalBen axiomatisch) an den Anfang und entwickelte von diesen
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ausgehend alle weiteren Zusammenhéange. Auch die als Alternativen zum Begriff
,Neuere Geometrie“ verwendeten Bezeichnungen ricken jeweils einen fir den jewei-
ligen Autor besonders wichtigen Teilaspekt in den Vordergrund. Der Ausdruck ,Ge-
ometrie der Lage“ unterstreicht, wenn auch nicht in der Radikalitat von Staudts, die
Unterschiede zur ,Geometrie des MaBes®, d.h. die weitestgehende Konzentration auf
Aussagen (ber die Lage der geometrischen Objekte zueinander.** Dazu gehért
auch, dass alle Konstruktionen nur mit dem Lineal ausgefuhrt werden kénnen. Au-
Berdem werden die geometrischen Figuren als beweglich angesehen (bewegliche
Geometrie), d.h. man untersucht, welche Eigenschaften einer Figur bei einer Veran-
derung der Lage einzelner Bestandteile erhalten bleiben bzw. wie sich die Figur ver-
andert, wenn man einzelne Teile bewegt. Der Begriff ,synthetische Geometrie® be-
tont (in Abgrenzung zur ,analytischen Geometrie*) den Verzicht auf die Verwendung
von Koordinaten.

Trotz dieser unterschiedlichen Schwerpunkte ist davon auszugehen, dass schon
recht frih im fachwissenschaftlichen Bereich eine weitgehend einhellige Auffassung
davon bestand, was unter ,Neuerer Geometrie“ zu verstehen sei, und der Begriff im
Laufe der Zeit mehr oder weniger synonym mit der Bezeichnung projektivische bzw.
projektive Geometrie verwendet wurde.

1.8 ,,Neuere Geometrie“ im Kontext der Technischen Hochschulen

Schaut man sich die Biografien der oben genannten Autoren etwas genauer an, fallt
auf, dass bei vielen eine Verbindung zum technischen Bildungswesen bestand. So
arbeitete Jakob Steiner ab 1827 als Lehrer an der Gewerbeakademie in Berlin, die
1879 in der Technischen Hochschule aufging. Auch Karl Georg Christian von Staudt
war vor seiner Tatigkeit an der Universitat Erlangen an der Polytechnischen Schule
in NUrnberg beschéftigt. Carl Friedrich Geiser studierte und lehrte ab 1870 am Poly-
technikum in Zirich. Sein Vorganger dort war seit 1863 Theodor Reye, der von Zi-
rich aus an die Technische Hochschule in Aachen wechselte (1870-1872).%°

Die darstellende Geometrie (géométrie descriptive) im Sinne Monges wurde in der
ersten Halfte des 19. Jahrhunderts sehr schnell in die Unterrichtsgegenstande der

* Wenn auch durch die (teilweise implizite) Annahme weiterer "Axiome" (z.B. beziiglich der Stetigkeit)
keine reine Inzidenzgeometrie vorlag, ging es dennoch hauptséchlich um Inzidenzaussagen.
* vgl. Gottwald u.a. 1990

26



polytechnischen Schulen und der technischen Hochschulen aufgenommen, weil die
Ingenieure sie als ihre ,Sprache* verwendeten®. Darliber hinaus wirkte sie gewis-
sermaBBen identitatsstiftend fir die Mathematik der Polytechnika: ,Speziell die ma-
thematischen Disziplinen [...] haben zufolge der von Seiten der Technik an sie ge-
stellten Forderungen einen Ausbau ihrer graphischen, konstruktiven und rechneri-
schen Untersuchungen erfahren, der von den Arbeiten von Monge und Poncelet auf
geometrischen Gebieten beginnt, in den genialen Arbeiten Culmanns eine Ausdeh-
nung auf mechanische Aufgaben erfahren hat und heute in den verschiedenartigs-
ten, weitausgebauten konstruktiven und rechnerischen Methoden dem Techniker als
wichtiges Werkzeug zur Verfiigung steht.“*” Daher nahm die darstellende Geometrie
gegenilber den anderen (ebenfalls flr die Studierenden aller Fachgebiete obligatori-
schen) mathematischen Teilgebieten*® eine herausgehobene Stellung ein und bildete
dort gewissermafBen den Kern der Mathematikausbildung, was sich u.a. am Umfang
der vorgesehnen Lehrveranstaltungen zeigte.*® Ein Teil der Unterrichtszeit entfiel
dabei auf praktische Ubungen im Zeichnen, die ,Technische Hilfskrafte und ,Assis-
tenten“ sowie Zeichensale erforderten.®® Ihren herausgehobenen Status an den Poly-
technika behielt die darstellende Geometrie bis in die 1890er Jahre.

Seit den 1860er Jahren entwickelte Wilhelm Fiedler, der von 1863 bis 1867 an der
Technischen Hochschule in Prag und ab 1867 am Zuricher Polytechnikum eine Pro-
fessur fir darstellende Geometrie innehatte, ein Konzept zur Verbindung der darstel-
lenden mit der projektiven Geometrie, wobei die letztere als Hintergrundtheorie fur
erstere dienen sollte. Fiedlers Ideen zielten beispielsweise darauf ab, die Zentralkol-
lineation als Hilfsmittel fiir die darstellende Geometrie zu etablieren: ,Das System der
darstellenden Geometrie muss diese Constructionsmethoden der centralen Collinea-
tion oder der raumlichen homographischen Transformation in sich aufnehmen und es
ist gewiss, dass sie in allen ihren Theilen davon grosse Vortheile zu ziehen im Stan-
de sein wird. Das Letztere ist in vielem Einzelnen langst bekannt, und es kann nicht
ausbleiben, dass auch die systematische Einfihrung der betreffenden Theorien der

neueren Geometrie in die darstellende Geometrie vollzogen werden wird, weil sie

46 vgl. Hensel u.a. 1989, S. 28f

" Lexis 1904b, S. 16

*® Elementarmathematik, analytische Geometrie, Differential- und Integralrechnung

* vgl. Lexis 1904b; Dies war ein groBer Unterschied zu den Universitaten, wo die Analysis den Kern
der mathematischen Ausbildung darstellte. Man vergleiche dazu die beispielhaften Angaben zum Um-
fang der Darstellenden Geometrie und der Hé6heren Mathematik fir Bauingenieure an den Techni-
schen Hochschulen im Anhang.

% Beides war damals an den Universitaten uniblich, was ein weiteres Unterscheidungsmerkmal zwi-
schen diesen und den Technischen Hochschulen darstellt.
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eben dieser Letzteren naturgemass angehdren.! Dadurch sei man an den Punkt
gekommen, ,wo die neuere Geometrie sich an die wissenschaftliche Sphéare der
technischen Lehranstalten anschliesst, der die darstellende von jeher angehdrt. Dass
sie den Ingenieur-Wissenschaften manichfaltige noch unvorhergesehene Dienste
leisten wird, ist zuversichtlich zu erwarten.“®® Fiedlers Bemiihungen wurden nach
seinem Wechsel nach Zirich noch zusétzlich dadurch beférdert, dass dort Karl Cul-
mann (von 1855 bis 1872 Professor fur Ingenieurwissenschaften in Zlrich) in der
graphischen Statik die ,Neuere Geometrie“ verwendete und bei den Hbérern seiner
Vorlesungen entsprechende Kenntnisse voraussetzte.

Die Verwendung der ,Neueren Geometrie* als Hilfsmittel der darstellenden Geomet-
rie und der graphischen Statik im Sinne Fiedlers wurde an den deutschen techni-
schen Hochschulen, wenn auch nicht in so starkem Mal3e wie in Zirich, weitgehend
positiv gesehen und daher umgesetzt. Ein Grund flr diese Entwicklung war sicherlich
der Einfluss Reyes, der sich nach seinem Wechsel nach Aachen 1870 fir die ent-
sprechende Umgestaltung der dortigen Lehrplane einsetzte.® Auch nach seinem
Weggang nach StraBburg blieb er seiner Position treu und betonte in der bereits er-
wahnten Rektoratsrede die hilfreiche Rolle der Zentralprojektion, die er als Grundla-
ge der projektiven Geometrie ansah, fir die darstellende Geometrie: ,alle in der
descriptiven Geometrie Ublichen Projectionsarten, insbesondere die Darstellung von
Gegenstanden durch Grundriss und Aufriss, sind in der Centralprojection als Special-
falle mit enthalten.*>*

Zusammenfassend I&sst sich also festhalten, dass der ,Neueren Geometrie® im letz-
ten Drittel des 19. Jahrhunderts an den Polytechnika eine groBe Bedeutung zuge-
messen wurde. Dies und der nahezu zeitgleich stattfindende Ausbau des realisti-
schen Schulwesens, der gerade mit dem Ziel einer angemessenen Vorbereitung auf
das Studium an den Polytechnika erfolgte, bildeten eine der Voraussetzungen flr die
im Folgenden dargestellte Aufnahme der ,Neueren Geometrie* in den Schulunter-
richt.

*! Fiedler 1863, S. 445

*2 Fiedler 1864, S. 355; Diese Erwartung Fiedlers hat sich langfristig nicht erfiillt, da die rechnerischen
Verfahren schlieBlich die Oberhand gewannen. (vgl. Scholz 1989)

%% vgl. Hensel u.a. 1989, S. 28f

* Reye 1886, S. 42
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Kapitel 2
Reform des Geometrieunterrichts hin zur ,,Neueren Geometrie*

Mit der zunehmenden Verbreitung der ,Neueren Geometrie“ wurden im letzten Drittel
des 19. Jahrhunderts Stimmen laut, die sich flr die EinfUhrung ihrer Inhalte in den
Schulunterricht einsetzten. Neben den bereits zitierten Fachwissenschaftlern kamen
entsprechende Vorschldge auch von einigen engagierten Lehrern', die fir entspre-
chende Reformschritte im Geometrieunterricht pladierten. Griinde, die fir die
Berucksichtigung der ,Neueren Geometrie* genannt wurden, waren zum einen die
bessere Vorbereitung der Schiler auf die Anforderungen im Studium und zum ande-
ren die Annahme, die ,Neuere Geometrie“ sei fir die Vermittlung in der Schule
besser geeignet als die bis dahin tbliche (alte) Geometrie des Euklid. Allerdings gab
es auch kritische Stimmen, die sich vehement gegen die vorgeschlagene Reform
aussprachen. Ich méchte im Folgenden versuchen, beide Positionen darzustellen
und auch aufzeigen, um welche Inhalte sich die Diskussion drehte (d.h. was man in
Bezug auf den Schulunterricht unter ,Neuerer Geometrie“ verstand). Dabei sei im
Vorhinein angemerkt, dass die schon bei der Betrachtung in Kapitel 1 aufgezeigte
Vielschichtigkeit des Begriffs ,Neuere Geometrie® in diesem auf die Schule abzielen-
den Diskurs noch vergréBert wurde. Es ging hier namlich nicht mehr nur um die
Bearbeitung neuer mathematischer Inhalte, sondern in starkem MafBe auch um me-
thodische Veranderungen. Diese bezogen sich sowohl auf die Behandlung der
Inhalte als auch auf die Unterrichtsmethodik. Im Laufe der Zeit gewann der letzte As-
pekt immer starker an Bedeutung, wahrend die neuen Inhalte mehr und mehr an den
Rand gedrangt wurden.?

Die Diskussion um die schulische Umsetzung der ,Neueren Geometrie“ war einge-
bettet in eine generelle Debatte Uber Veranderungen im Geometrieunterricht, die
eine Abkehr von der bis dahin Ublichen Orientierung an den Elementen des Euklid
zum Ziel hatte. Riickblickend bemerkte Peter Treutlein® dazu im Jahre 1911: ,Indem

! Diese waren mehrheitlich an den realistischen Anstalten beschéftigt, wie den Biografien der im Fol-
9enden zitierten Personen zu entnehmen ist.

Dieser Aspekt wird insbesondere in Kapitel 4 deutlich.
% Peter Treutlein wurde am 26.1.1845 in Wieblingen geboren und studierte ab 1862 in Heidelberg Ma-
thematik und Naturwissenschaften. Ab 1866 war er als Lehrer in Karlsruhe tatig, wo er zwei Jahre
spater zum Professor am Realgymnasium ernannt wurde, das er ab 1894 als Direktor leitete.
Daneben kdmpfte er aktiv fir die Gleichberechtigung der realistischen Lehranstalten mit den Gymna-
sien und engagierte sich in der Reformbewegung fir den Mathematikunterricht, wobei er
insbesondere fiir die Idee der "Fusion" von Planimetrie und Stereometrie eintrat. Treutlein war auch
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der Gymnasialunterricht, als er Uberhaupt anfing, der Mathematik mehr Beachtung
zu schenken, das Werk des Euklid als FUhrer und Lehrbuch Gbernahm, ihm anfangs
sklavisch folgend, spater doch jedenfalls ziemlich eng sich daran anlehnend, Uber-
nahm man in den Unterrichtsbetrieb auch vier Dinge, die fir diesen Betrieb
kennzeichnend wurden, lange scharf kennzeichnend geblieben und dies zum guten
Teil noch heute sind. Diese vier Merkmale geometrischen Unterrichtes sind: 1) der
bekannte viel gerGthmte und nicht selten hart geschmahte streng dogmatische Lehr-
vortrag, 2) die scharf durchgefiihrte Trennung der allgemeinen Raumgeometrie von
der ebenen Geometrie, 3) die Rickschiebung der Raumbetrachtung gegen das Ende
des ganzen Ublichen Lehrganges und 4) die Voranstellung der abstrakteren Lehren
(iber Geraden und Ebenen vor die Betrachtung der kérperlichen Raumgebilde.“*

Um diese von Treutlein angesprochenen Nachteilen des Geometrieunterrichts nach
der Methode Euklids zu beheben, wurde unter anderem vorgeschlagen, Planimetrie
und Stereometrie zu "fusionieren" und einen anschaulichen, propadeutischen Geo-
metrieunterricht in der Mittelstufe einzufiihren. Letzteres forderte Jakob von Falke
schon im Jahr 1866: ,Eine wahre Propadeutik darf nicht mit Abstraktionen anfangen,
sie muss vielmehr Schritt flr Schritt von dem Concreten ausgehend an alle die Abs-
traktionen gewdhnen, welche die Geometrie spater verlangt; sie darf den Schiiler
nicht blos mit trockenen Definitionen abspeisen, sie muss ihm auch das Wesentlichs-
te von den in Grundsatzen und Satzen ausgesprochenen geometrischen Wahrheiten
darbieten; sie muss ihn auch mit den wichtigsten geometrischen Aufgaben und deren
Lésungen bekannt machen, und ihn endlich noch in den geometrischen Beweis so
einflhren, dass derselbe in seiner streng mathematischen Fassung in Wirklichkeit
vorbereitet ist; sie muss mit einem Worte ganz allmahlig so in die Geometrie selbst
Ubergehen, dass man gar nicht sagen kann, wo die Propadeutik aufhért und die ei-
gentliche Geometrie beginnt.*

Eine andere Gruppe von Kritikern des Euklidischen Stils bemé&ngelte die Starrheit der
Figuren, d.h. die Vernachlassigung von Bewegungen in der Geometrie. Zudem Kriti-
sierten sie, dass es in der Euklidischen Behandlungsweise zu viele Ausnahmen
gebe, die zu einer unndtigen Komplizierung beitragen wirden. Als Alternative schlu-

gen die Kritiker vor, die oben bereits erwdhnte ,Neuere Geometrie® in den

Mitglied des Deutschen Ausschusses fir den mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht
(DAMNU) und einer der drei deutschen Vertreter in der Internationalen mathematischen Unterrichts-
kommission (IMUK). Er starb am 26.7.1912 in Karlsruhe. (vgl. Schénbeck 1994)

* Treutlein 1911, S.70f

® Falke 1866, S.10f
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Schulunterricht einzufihren, um die genannten Mangel aufzuheben. Diesen Ansatz

mdchte ich nun genauer vorstellen.

2.1 Die Diskussion innerhalb der ZmnU

Die Diskussion Uber die ,Neuere Geometrie® spielte sich in weiten Teilen in der Zeit-
schrift fir mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht (im Folgenden mit
ZmnU abgekirzt) ab, die im Jahre 1870 zum ersten Mal von J. C. V. Hoffmann her-
ausgegeben wurde und sich als erste Zeitschrift im deutschsprachigen Raum speziell
mit Fragen der Didaktik der Mathematik und der Naturwissenschaften beschéttigte.
Daneben wurden jedoch auch immer eher fachwissenschaftlich orientierte Beitrdge
abgedruckt, die keinen direkten Bezug zum Schulunterricht hatten. Wahrend unter
der Leitung Hoffmanns die didaktischen Aspekte vergleichsweise stark berticksichtigt
wurden, verschoben sich ab dem 1902 erschienenen 33. Band (Ubernahme der Lei-
tung durch Heinrich Schotten) die Prioritaten mehr in Richtung Fachwissenschaft.
Hoffmans starkes Eintreten fir didaktische Fragen wurde im Ruickblick nicht von al-
len Lehrern gutgeheiBen. So fuhrte Wilhelm Lorey 1910 aus: ,Auch der damalige
Herausgeber der Zeitschrift fir mathematischen Unterricht [gemeint ist Hoffmann]
lieB manches doch recht Bedenkliche, wie man geradezu sagen muf3, Unwissen-
schaftliche zu Worte kommen, was seiner Zeitschrift mitunter fir den Fernstehenden
einen Charakter gab, der sich fir ein Blatt fir h6here Schulen, die doch durch die

Wissenschaft fiir das Leben erziehen, nicht eignete.“

Eine erneute Verschiebung in
die andere Richtung brachte allerdings 1914 der Eintritt von Walther Lietzmann, der
sich ab dem 45. Band die Herausgeberschaft mit Schotten teilte. Am Anfang dieses
ersten von ihm mitverantworteten Bandes machte Lietzmann in einer kurzen Einflh-
rung deutlich, dass aus seiner Sicht wieder verstarkt didaktische Fragen in den Blick
genommen werden sollten: ,Die Zeitschrift soll ein Mittelpunkt lebendigen Austau-
sches von Erfahrungen und Gedanken Uber mathematische Erziehung sein und
gleichzeitig eine Stelle, die die Gesamtheit der Fragen mathematischen Unterrichts,
die in der Literatur der Gegenwart auftauchen, im Auge behalt und darliber getreulich

berichtet.“’

®Lorey 1911, S. 52
” Lietzmann 1914, S. 2
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Diese Akzentverschiebungen erklaren einige der im Folgenden dargestellten Zu-

sammenhange.

2.1.1 Sturms erster Artikel: Der Ausgangspunkt der Debatte

Gleich im ersten Band der ZmnU (1870) erschien ein Artikel mit dem Titel Die neuere
Geometrie auf der Schule von Dr. Rudolf Sturm®, in dem dieser sich sehr deutlich fiir
die EinfGhrung der ,Neueren Geometrie® in den Schulunterricht aussprach. Der Arti-
kel beginnt folgendermafen: ,Euklid hatte einst seinem Kdnige Ptolem&us, der das
muihsame Studium der ,Elemente” zu abschreckend fand, mit dem ganzen Stolze
eines Gelehrten erwidert: ,Es giebt keinen Kénigsweg zur Geometrie.“ Wir aber kén-
nen hinzufigen: Die neuere Geometrie ist dieser Koénigsweg, sie ,hat den
Organismus aufgedeckt, durch welchen die verschiedenartigsten Erscheinungen in
der Raumwelt mit einander verbunden sind,“ und hat, wie wir ohne Uebertreibung

sagen kdnnen, das Ideal einer Wissenschaft beinahe erreicht.“

Gleich zu Beginn
seiner Ausfiihrungen machte Sturm also klar, dass er die ,Neuere Geometrie” flr
allen bisherigen Ideen Uberlegen hielt. Dies begrindete er im weiteren Verlauf des
Artikels naher, indem er ausfiihrte, dass seiner Meinung nach die Geometrie der An-
tike nur Spezialfalle behandelt habe. Die antiken Geometer hatten sich nur mit dem
,synthetisch fortschreitenden Entwickelungsgang“'® beschaftigt und daher ,fehlen

“"1 'S0 kame es, dass sie Probleme, die

ihnen allgemeine Pincipien und Methoden
eigentlich nur verschiedene Falle ein und derselben Aufgabe darstellten, getrennt
voneinander |6sten, anstatt sie auf ein gemeinsames Grundproblem zurlickzufihren.
Sturm kam zum Ergebnis: ,So opfert die antike Geometrie zu Gunsten einer schein-
baren Einfachheit und Anschaulichkeit die wahre Einfachheit auf, welche in der
Allgemeinheit der Principien, und die wahre Anschaulichkeit, welche in der Erkennt-

niss des Zusammenhangs geometrischer Gestalten in allem Wechsel und in aller

® Rudolf Sturm (1841-1919) arbeitete nach seiner Promotion (1863) in Breslau, in der er einige von
Steiner aufgestellte Satze Uber Flachen dritten Grades bewies, neun Jahre lang als Lehrer am Gym-
nasium von Bromberg. In dieser Zeit blieb er wissenschaftlich aktiv (u.a. erhielt er zusammen mit Luigi
Cremona im Jahr 1866 den Steiner-Preis der Berliner Akademie); er wechselte schlieBlich 1872 als
Professor fir darstellende und neuere Geometrie an die Technische Hochschule Darmstadt. Es folg-
ten weitere Stationen in Minster (1878) und Breslau (1892), wo er die Nachfolge seines Lehrers
Heinrich Schréter antrat (vgl. Ludwig 1926, S. 41)

° Sturm 1870b, S. 474

"9 Sturm 1870b, S. 474

' Sturm 1870b, S. 475
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Veranderlichkeit ihrer sinnlich vorstellbaren Lage beruht.'> Und er verglich in an-
schaulicher Weise das Lésen eines mathematischen Problems mit dem Zerkleinern
eines Felsblocks: der griechische Mathematiker erledige dies in mihevoller Arbeit mit
Hammer und MeiBel, wahrend der moderne Mathematiker nur wenige Gange in den
Stein treibe, die letztlich das gesamte Gebilde zum Zerbersten brachten.

Nun ist zu bemerken, dass Sturm alle bisher gemachten Aussagen dem bereits in
Kapitel 1 erwahnten Vortrag entnommen hat, den Hermann Hankel bei seinem Ein-
tritt in den akademischen Senat der Universitat Tlbingen 1869 gehalten hatte und
der im selben Jahr unter dem Titel Die Entwickelung der Mathematik in den letzten
Jahrhunderten in schriftlicher Form herausgegeben wurde.'® Das Urteil Hankels iber
die Vorziige der ,Neueren Geometrie* empfand Sturm als besonders wichtig, da sich
der Zitierte seiner Auffassung nach hauptsachlich mit Fragen aus dem Gebiet der
Analysis beschéftigt hatte (was die Darstellung der Biografie Hankels durch Moritz
Cantor in der Allgemeinen Deutschen Biographie (Band 10 (1879), S. 516-519) be-
legt)'*. Aus diesem Grunde sei Hankel im Stande, ein objektives und neutrales Urteil
zu féllen. Allerdings ist es so, dass neben den von Sturm zitierten Stellen, die die
Verbannung der Euklidischen Geometrie aus den Schulen stitzen, in Hankels Werk
auch andere Passagen zu finden sind. Diese lassen erkennen, dass Hankel keines-
wegs die Auffassung vertrat, dass unter dem Eindruck von neuen mathematischen
Entwicklungen die alteren keine Bedeutung mehr hatten und vergessen werden
kénnten. So schrieb er beispielsweise: ,Bei einer so conservativen Wissenschaft, als
die Mathematik, welche die Arbeiten friiherer Perioden nie zerstért, um an ihre Stelle
neue Gebaude aufzuflihren, ist es begreiflich, dass man eine Zeit nicht ohne Bezie-

hung zur Vergangenheit betrachten kann“'®

und an anderer Stelle (nachdem er die
Entwicklung der Mathematik seit der Antike dargestellt hatte): ,So ist denn der sché-
ne gewaltige Bau entstanden, dessen Anblick den Mathematiker mit Stolz erflllt;
denn fest gegrindet, auf unerschitterlichen Fundamenten steigt er planmassig,
durch jenen wissenschaftlich-asthetischen Tact geleitet, gewaltig empor“'®. Meines

Erachtens wird aus diesen Zitaten deutlich, dass Hankel keineswegs glaubte, die

'2 Sturm 1870b, S. 475

'3 Die Abhandlung Hankels und vor allem die auch von Sturm zitierten Aussagen wurden von mehre-
ren Lehrern als Argumente fir die ,Neuere Geometrie* herangezogen.

'* Gleichzeitig war Hankel aber auch an der projektiven Geometrie interessiert. (vgl. Kapitel 1 und
Hankel 1875)

'® Hankel 1869, S. 6

'® Hankel 1869, S. 34
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historische Entwicklung der Mathematik unbeachtet lassen zu kénnen.' Vielmehr
mal3 er auch den einzelnen Stufen, die zum aktuellen Stand gefihrt haben, eine Be-
deutung zu. Dies verschwieg Sturm jedoch voéllig. Er hielt vielmehr ein
Nachvollziehen der Entwicklung flr unnétig, da man z.B. auch im Unterricht der
Chemie nicht auf die Idee kédme, mit den ersten Anfédngen (in seinen Augen die Al-
chemie) zu beginnen.

Bedauernd musste Sturm jedoch feststellen: ,Im grossen Ganzen hat sich die Um-
wandlung der Geometrie nur auf den Hochschulen vollzogen: der Unterricht an den
héheren Lehranstalten halt sich noch grésstentheils an das Muster der Griechen.“'®
Er vertrat die These, dass die Stellung der Mathematik im Vergleich zu den Ubrigen
Unterrichtsfachern umso wichtiger werde, ,je mehr wir uns von der alten Geometrie
in der ganzen Behandlungsweise und durch die Aufnahme vieler erst den Neuen zu
verdankenden Wahrheiten freigemacht haben.“'® Dies hielt Sturm in allen héheren
Schulformen fir sinnvoll; er empfahl zu Gunsten einer Ausweitung des Geometrieun-
terrichts, aus dem gymnasialen Lehrplan Themen aus der Algebra (h6here Reihen,
Kettenbriiche, diophantische Gleichungen) zu streichen. Noch viel wichtiger war
Sturm jedoch eine Veranderung im Unterricht der Realschulen (er meint damit wohl
die Realgymnasien und Oberrealschulen), die auf das Studium an technischen
Hochschulen vorbereiten sollten, denn deren Schiler ,verlangen ferner ein gut aus-
gebildetes raumliches Anschauungsvermobgen: also ist gerade auf den Realschulen
die reine Geometrie viel mehr angebracht, als die jetzt vorgeschriebene analytische,
deren Formelwesen die Anschauung meistens unterdriickt“®’. Ein Problem sah Sturm
in der Ausbildung der Lehrkrafte, die meist keine Prifung in synthetischer Geometrie
ablegen mussten, sich daher nicht mit ihr beschaftigten und sie folglich nicht an ihre
Schiuler weitergeben kdnnten.

Um die fehlenden Kenntnisse bei den zu den héheren technischen Schulen wech-
selnden Schuilern auszugleichen, sei es notwendig (so Sturm), dass diese so
genannte Vorbereitungscollegien durchfihrten (vergleichbar den heutigen Vorkur-
sen). Aus einem solchen sei das Buch Einleitung in die synthetische Geometrie

' Dafiir spricht auch, dass Hankel ein Buch tiber Mathematikgeschichte geschrieben hat, das post-
hum verdéffentlicht wurde. (Zur Geschichte der Mathematik in Alterthum und Mittelalter. Leipzig:
Teubner 1874)

' Sturm 1870b, S. 475f

'9 Sturm 1870b, S. 476

2% Sturm 1870b, S. 476f
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(Leipzig, 1869) von Carl Friedrich Geiser entstanden, welches Sturm als besonders
gelungen bezeichnete.

Ziel der Reform war es nach Sturm, den gesamten Geometrieunterricht auf eine vol-
lig neue Grundlage zu stellen. Er schrieb dazu: ,Aber es ist nicht blos meine Ansicht,
dass am Ende des Schulunterrichts die Leistungen der synthetischen Geometrie
verwandt werden sollen, sondern sie soll gleich von Anfang an einwirken*?'. Und er
machte deutlich, in welche Richtung die Veranderungen gehen sollten: ,Die alte Eu-
klid’'sche Geometrie ist vorzugsweise eine Geometrie des Masses und diesen
Charakter hat unsere Schulgeometrie auch mit angenommen: diese muss von der
neuern Geometrie, die ja oft geradezu Geometrie der Lage heisst, mehr und mehr
eine gréssere Beriicksichtigung der Lage lernen“??. Dabei berief er sich explizit auf
Karl Christian von Staudt, der im Vorwort zur Geometrie der Lage bereits gefordert
hatte, dem Unterricht in der Geometrie des MaBes die wichtigsten Kapitel aus der
Geometrie der Lage vorangehen zu lassen: ,Vielleicht wird diese Schrift einige Leh-
rer bestimmen, ihrem Unterrichte in der Geometrie des Masses das Wesentliche aus
der Geometrie der Lage voranzuschicken, damit ihre Schiler gleich Anfangs denje-
nigen Ueberblick Uber die Wissenschaft gewinnen, ohne welchen das rechte
Versténdnis der einzelnen Satze und ihrer Beziehung zum Ganzen nicht wohl még-
lich ist.*> Als Beispiele fiir sinnvolle Veradnderungen fiihrte Sturm an: Seiner
Erfahrung nach sei es fur die Schiler durchaus nachvollziehbar, dass Aussagen, die
sich auf die Gleichheit zweier Langen in einer bestimmten Konfiguration beziehen,
eines Beweises bedurfen, da die Gleichheit viel "unwahrscheinlicher" sei als die Un-
gleichheit. Das gelte auch fiir die Kongruenz (also die Gleichheit) und die Ahnlichkeit
von Figuren. Véllig anders sehe es nach Sturm allerdings bei Fragen aus, die sich
mit der Lagebeziehung beschéftigen (z.B. ob drei Punkte auf einer Geraden liegen
bzw. ob drei Geraden durch einen gemeinsamen Punkt verlaufen). Auch hier misse
den Schilern vermittelt werden, dass es "wahrscheinlicher" sei, dass fir drei Punkte
keine gemeinsame Gerade existiere und dass drei Geraden im Allgemeinen ein
Dreieck bildeten und nicht durch einen Punkt gingen. Das Auftreten einer besonde-
ren Lage bedirfe also (genauso wie die Gleichheit zweier Langen) eines Beweises.
,ES ist kein Grund vorhanden, jener Erkenntnis vor dieser den Vorzug zu geben, aber

2! Sturm 1870b, S. 481f
22 Sturm 1870b, S. 482
2 yon Staudt 1847, S. IV
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ich glaube mich nicht zu irren, wenn jetzt im Allgemeinen dies geschieht.** Als weite-
res Beispiel nannte Sturm die Lagebeziehung von Kreis und Gerade, wo das
Auftreten der Tangente viel "unwahrscheinlicher" sei als das der Sekante und Pass-
ante und daher einer Begriindung bediirfe.?®

Weiterhin hielt Sturm es fur wichtig, im Schulunterricht zu untersuchen, ob durch das
Festlegen von bestimmten Bedingungen eine Aufgabe eine endliche Anzahl von L6-
sungen habe, ob noch unendlich viele Lésungen mdglich blieben oder ob die
Aufgabe unlésbar werde (vergleichbar mit der sogenannten Determination bei Kon-
struktionsaufgaben). Beispielsweise flhrte er aus, dass sich in der Ebene "doppelt
unendlich" viele Geraden finden lieBen, wenn kein Punkt vorgegeben sei, durch den
die Gerade verlaufen solle. Bei einem vorgegebenen Punkt seien es "einfach unend-
lich" viele, bei zwei Punkten genau eine und bei drei Punkten im Allgemeinen keine.
Genauso gebe es bei Vorgabe einer Geraden in einer Ebene "doppelt unendlich”
viele Kreise, die die Gerade als Tangente hatten. Bei Vorgabe von zwei Tangenten
blieben noch "einfach unendlich" viele Kreise und bei drei Tangenten nur eine endli-
che Zahl (genauer gesagt sind es im Allgemeinen vier Kreise; falls alle Geraden
durch einen Punkt gehen, ist kein Kreis mdglich). Zusammenfassend bemerkte
Sturm dazu: ,die Erkenntniss der Zahl der Lésungen ist ebenso wichtig wie die der
Art und Weise ihrer Auffindung, aber auch die, dass nicht unter allen Umsténden alle
maoglich sind, und welche Lage oder Lange der gegebenen Stiicke die Lésungen
sammtlich oder theilweise unméglich (imaginar) macht.“?® Und weiter: ,Lassen wir so
die geometrischen Gebilde aus ihrer Starrheit hervortreten und sich bewegen, veran-
dern und vermehren, so wird dies gewiss wesentlich zur Starkung des raumlichen
Anschauungsvermodgens beitragen und dies Lebendigwerden des Materials, mit dem
der Schiller zu thun hat, wird sicher sein Interesse auch mehr fesseln.“?’

Zuletzt kam Sturm noch auf das Gesetz der Reciprocitat (gemeint ist das Prinzip der
Dualitat in der projektiven Geometrie) zu sprechen, das er ebenfalls im Schulunter-
richt behandelt sehen wollte. Dabei gab er unumwunden zu, dass eine strenge
Begrindung in der Schule nicht méglich sei. Dennoch sollte versucht werden, das
Prinzip dem Schuler zu verdeutlichen, was nach Aussage Sturms auch schon Ger-

gonne und Cremona gefordert haben sollen (die genaue Quelle erwahnt Sturm leider

2% Sturm 1870b, S. 483

% Aus moderner Sicht ist Sturms Operieren mit ,Wahrscheinlichkeiten“ eher naiv zu nennen.
?® Sturm 1870b, S. 484

#7 Sturm1870b, S.484
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nicht). Dabei gehe es darum, aus bereits bewiesenen Satzen die dazu dualen abzu-
leiten und so eine gréBere Zahl von Aussagen zu erhalten. Sturm beschrieb den
Prozess des Dualisierens so: ,Diese Verwandlung eines Satzes in einen andern
muss dem Schiiler eine grosse Freude bereiten, weil er erfindet und schafft, und wird
in der Klarung und Erweiterung seiner raumlichen Anschauung von nichts Anderem
(ibertroffen, wie ich aus meiner eigenen Erfahrung weiss.“?® Und er fiihrte im Folgen-
den eine sich Uber drei Seiten erstreckende Liste von dualen Satzen an, die sich
seiner Meinung nach flr die Schule eigneten und sowohl die Planimetrie als auch die
Stereometrie umfassten. Beispielsweise nannte er im Bereich der ebenen Geometrie
die Aussage, dass mehr als drei Punkte im Allgemeinen nicht auf einem Kreis lagen.
Die dazu duale Aussage sei dann, dass mehr als drei Geraden im Allgemeinen nicht
Tangenten an nur einen Kreis sein kdnnten. Als Beispiel aus der Raumgeometrie
fihrte er unter anderem an, dass man zu einem Punkt und zwei Geraden, die nicht
durch diesen verlaufen, immer eine weitere Gerade finde, die den Punkt enthalte und
die beiden ersten Geraden schneide. Die dazu duale Aussage sei: Zu einer Ebene
und zwei nicht in dieser liegende Geraden existiert immer eine weitere Gerade, die in
der Ebene liegt und die beiden ersten Geraden schneidet.?® AuBerdem nannte er die
dualen Beziehungen der Platonischen Kérper (Hexaeder dual zum Oktaeder, |ko-
saeder dual zum Pentagondodekaeder, Tetraeder dual zu sich selbst). Sturm schloss
seinen Beitrag mit dem Wunsch, dass seine Kollegen die ,Neuere Geometrie“ in ih-
rem Unterricht ausprobieren sollten und diese Versuche positive Einflisse auf den
Geometrieunterricht sowie seine Position und sein Ansehen unter den anderen Lehr-
gegenstanden haben mdgen.

Zusammenfassend lasst sich also sagen, dass Sturm die ,Neuere Geometrie® (auf
wissenschaftlicher Ebene) der Euklidischen (berlegen hielt, er auch fiir die Schule
eine vollstandige Umwandlung des Geometrieunterrichts vorschlug und dies vor al-
lem mit einer besseren Schulung der Raumanschauung sowie einem fur die Schaler
interessanteren und einfacheren Zugang begrindete.

Ein weiteres Argument firr seine These, dass Veranderungen im Geometrieunterricht
notwendig seien, lieferte Sturm in einem weiteren Artikel des ersten Bandes der
ZmnU (1870) mit dem Titel Ueber einige Incorrectheiten, die sich in der Sprache, be-
sonders der elementaren Mathematik eingeschlichen haben. In diesem beschaftigte

2% Sturm 1870b, S. 485
% Sind die Geraden parallel zur Ebene, so ist die gesuchte Gerade die Ferngerade der Ebene.
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er sich unter anderem mit dem falschen Gebrauch des unbestimmten Artikels®°, mit
einer passenderen Bezeichnung von Winkeln sowie mit den aus seiner Sicht fal-
schen Bezeichnungen und der zu kurzen Formulierung der Lehrsatze in der
Arithmetik. Am Schluss des Artikels machte er dann ,noch einige Bemerkungen, die
vielleicht nicht ganz zum Thema passen, aber hier nebenbei noch ihren Platz finden

mégen££31

. Darin vertrat er die Position, dass derjenige, der sich mit héherer Mathe-
matik beschéaftigen wolle, zunachst einiges, was er in der niederen Mathematik
gelernt habe, wieder vergessen misse, weil die unterschiedlichen Sichtweisen un-
vereinbar seien. Dieses Aufgeben von einmal angenommenen Vorstellungen sah
Sturm als sehr schwierig an; er glaubte auch, es widersprache ,dem Charakter der
Mathematik ganz und gar, denn dies ist ja eben ihr grosser Ruhm vor den andern
Wissenschaften, dass beim Aufbau ihres erhabenen Gebaudes kein Umbau je
nothwendig sei“*?. Daher forderte er gewissermaBen die Abkehr von der niederen
Mathematik in der Schule hin zu einer wissenschaftspropadeutischen Behandlung,
was sich insbesondere auf die Behandlung der parallelen Geraden auswirken solle:
,Daher fort mit dem scharfen Gegensatze, den die niedere Geometrie zwischen pa-
rallelen und sich schneidenden Geraden bildet und den die hdhere wieder aufhebt;
parallele und sich schneidende Geraden haben viel mehr Gemeinsames, als Unter-
scheidendes. Ja, zwei Geraden, die in derselben Ebene liegen, treffen einander
entweder in einem erreichbaren Punkte — sie mégen dann convergente oder diver-
gente Gerade heissen — oder in einem unerreichbaren Punkte — dann heissen sie
parallele Geraden. Ein Hinweis auf die Eisenbahnschienen wird dem Schiler diese

Vorstellung plausibel machen.®

2.1.2 Erste Reaktionen auf Sturm

Als Reaktion auf die Artikel Sturms entwickelte sich eine lebhafte Kontroverse, in der
es sowohl um inhaltliche Fragen (insbesondere die Existenz des unendlich fernen
Punktes einer Geraden und die Frage, ob sich parallele Geraden im Unendlichen
schneiden) als auch um die Verwendbarkeit der ,Neueren Geometrie* im Schulunter-

% Beispiel: Es macht nach Sturm keinen Sinn zu sagen, dass man ein Lot von einem Punkt auf eine
Gerade féllt, sondern nur das Lot, da es nur ein einziges gibt.

% Sturm 1870a, S. 276

% Sturm 18703, S. 277

% Sturm 18704, S. 277
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richt ging; dabei kam es durchaus zu Uberschneidungen zwischen den beiden The-
menkreisen. Ich méchte im Folgenden nur auf die Beitrdge naher eingehen, die
einen Bezug zur Schulfrage haben. So veréffentlichte die Redaktion der ZmnU (ver-
mutlich der Herausgeber Volkmar Hoffmann) direkt im Anschluss an den Sturmschen
Artikel Die neuere Geometrie auf der Schule eine Anmerkung, in der sie die grund-
satzliche Kritik Sturms an der Euklidischen Behandlungsweise unterstitzte, zugleich
aber darauf hinwies, dass diese im Schulunterricht schon gar nicht mehr vorherr-
schend sei. Vielmehr sei durch die Verwendung der ,genetischen Methode“ eine
Umgestaltung des bestehenden Lehrgangs erfolgt, wobei aber offenbar an den be-
stehenden Inhalten festgehalten wurde. Wértlich heiBt es: ,Denn der durch die
Bewegung vermittelten Genesis der raumlichen Gebilde, welche der Verfasser [ge-
meint ist Sturm] als begeisterter Anwalt der neueren Geometrie vertritt und warm
empfiehlt, und die dadurch nicht nur erméglichte, sondern sogar gebotene Discussi-
on der Specialfdlle eines Problems, kann kein Lehrer der Geometrie, der nur
einigermassen die genetische Methode kennt und befolgt, sich verschliessen. Denn
diese Erzeugung der Raumgebilde, dieses ,Heraustretenlassen derselben aus ihrer
Starrheit‘, diese Veranschaulichung ihrer Uberginge, dieses Herausheben der be-
sonderen Félle aus dem Allgemeinen [...] erzeugt ja eben jene einfache,
naturgemasse, sachlich-logische Anordnung der geometrischen Gesetze [...]; und
eben diese natirliche Anordnung nach der sachlichen Verwandtschaft der geometri-
schen Gesetze — sie ist ja der wesentliche Vorzug der genetischen Methode vor der
Euklid’schen, deren Hauptschwache — sachlich-logische Unordnung — zum Theil
eben eine Folge jener eisigen Starrheit ist, welche die Figur als ein unbewegliches
Gebild aus Stein hinstellt. Dieser Grundmangel der Euklid’schen Geometrie hat aber
dem mathematischen Gymnasialunterricht und der Anerkennung seines Bildungs-
werthes tiefe, zum Theil noch nicht geheilte Wunden geschlagen.** Die Redaktion
nannte als Vorteile der genetischen Methode gegentber der Euklidischen die Ein-
sicht in die Entstehung der betrachteten Figuren und damit zusammenhangend den
klareren strukturellen Aufbau des gesamten Lehrgebaudes (Rickflhrung von Spezi-
alfallen auf allgemeine Aussagen). Die Voraussetzung fur dieses Verfahren sei die
Beweglichkeit der Figuren, was die Starrheit des euklidischen Systems nicht leisten
kénne. In ihrer Kritik ging die Redaktion dann aber sogar noch einen Schritt weiter
als Sturm, da die bei Euklid auftretenden Unzulanglichkeiten von ihr unmittelbar fur

% ZmnU 1870, S. 489f
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den schlechten Ruf des gesamten Mathematikunterrichts verantwortlich gemacht
werden. In der Frage der sich daraus ergebenden Reformschritte kam man allerdings
zu einem anderen Resultat als Sturm: ,Wir mdchten darum nicht uns allein, sondern
zugleich die Mehrheit unserer Fachcollegen (und dies gewiss in ihrem Sinne) von
vorn herein von dem Verdachte reinigen, wir lehrten nur Geometrie des Masses oder
jene starre Geometrie der Lage des Euklid. Letztere ist fir jeden denkenden Lehrer
ein Uberwundener Standpunkt und es ist gerade ein Hauptzweck dieser Zeitschrift,
eine rationellere Lehrmethode der Geometrie mit begriinden zu helfen. Ja, wir méch-
ten behaupten, ohne dadurch der Verwerthung der sogen. neueren Geometrie im
héheren mathematischen Unterricht Abbruch thun zu wollen, dass die sogen. geneti-
sche Methode der Geometrie ein notwendiges und natirliches Uebergangsglied zur
neueren Geometrie bilde.“*® Der Verfasser der Anmerkung unterschied also zwi-
schen den methodischen und den inhaltlichen Aspekten der ,Neueren Geometrie®,
wobei er die von Sturm vorgeschlagenen methodischen Veranderungen auf die Nut-
zung der genetischen Methode verkiirzte®. Diese erachtete er allerdings als
unabdingbar notwendig und in weiten Teilen bereits umgesetzt. Was den inhaltlichen
Aspekt angeht, wird keine klare Positionierung vorgenommen. Hier scheint es dem
Verfasser zu gentigen, die bisherigen Inhalte nach der neuen Methode zu unterrich-
ten, eine radikale Veranderung hin zu den Inhalten der ,Neueren Geometrie“ (also
u.a. die Einfihrung der uneigentlichen Punkte) wurde nicht gefordert.

Eine auf den ersten Blick weitaus kritischere Position vertrat Julius Kober®” ebenfalls
im ersten Band der ZmnU (1870) in seinem Beitrag mit dem Titel Ueber die Definition
des Parallelismus. In seiner Replik auf den Beitrag Sturms ging er vor allem auf die
seiner Meinung nach bei der Annahme der wirklichen Existenz des unendlich fernen
Punktes auftretenden Schwierigkeiten ein, die letztlich dazu fihrten, dass dieser An-
satz flr den Schulunterricht véllig ungeeignet sei. Kober flhrte aus: ,Denken wir uns
eine Eisenbahn ins Unendliche hinausgebaut, so wird doch Niemand sagen wollen,

dass die Schienen, wenn auch im Unendlichen, je zusammentreffen wirden? dass

% ZmnU 1870, S. 490

% Anscheinend versuchte Hoffmann, Sturm im Sinne seiner eigenen Ideen zu funktionalisieren.

% Julius Kober wurde 1828 in GroB-Saara bei Gera geboren. Nach Besuch des Lyceums in Eisenberg
(1839 bis 1844) und des Gymnasiums in Altenburg (bis 1847) studierte er in Jena zunachst Theologie
und anschlieBend Mathematik und Naturwissenschaften. Ab 1854 war Kober Lehrer am Krauseschen
Institut in Dresden (eine Privatschule, in der die Schiler bis zur Quarta gemeinsam unterrichtet und
anschlieBend in einen Gymnasial- und einen Realschulzweig aufgeteilt wurden), ab 1872 Oberlehrer
an der Farstenschule in Grimma und ab 1875 Direktor der neu gegrindeten Realschule mit Progym-
nasium in Grossenhain. Er leitete diese Schule bis zu seinem Tod im Jahr 1890. Kober veréffentlichte
in den ersten Jahrgdngen der ZmnU einige Beitradge zu geometrischen Themen.
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also die Locomotive auf ihnen nicht mehr wiirde stehen kénnen?*“*® Sturm hatte vor-
geschlagen®®, die Existenz des unendlich fernen Punktes dem Schiiler an Hand der
Eisenbahnschienen, die sich scheinbar im Unendlichen schneiden, plausibel zu ma-
chen, was Kober offensichtlich nicht fir besonders sinnvoll erachtete. Kober
kritisierte weiter, dass sich bei Annahme eines unendlich fernen Punktes, in dem sich
alle parallelen Geraden eines Blschels einer Ebene schneiden, die komplette Ebene
im Unendlichen in einen Punkt zusammenziehen wiirde und fragte: ,Glaubt der Ver-
fasser [Sturm] damit Wahrheit zu lehren? Und auf Wahrheit kommt es an, nicht auf
ein methodisches Princip. Wenn seine parallelen Geraden nach beiden (entgegen-
gesetzten) Richtungen zusammentreffen, so haben sie zwei Punkte gemein, sie
schliessen eine Flache wirklich ein u.s.f. Will der Verfasser damit die Parallelentheo-
rie, die Planimetrie, beginnen? Glaubt er, dass der Schiiler dies verstehen wird?
Oder halt er es flr statthaft, eine Wissenschaft auf einer Grundlage aufzubauen, die
dem Schuler widersinnig erscheint und nur auf kiinstliche Weise ,plausibel® gemacht
werden kann, deren Verstindniss erst mit der Zeit, viel spater, zu erwarten ist?“*°
Hier wandte sich Kober also in aller Deutlichkeit gegen die Einflhrung der uneigentli-
chen Punkte, wobei seine Begrindung sowohl eine inhaltlich-mathematische
Dimension (Annahme der uneigentlichen Punkte fihrt zu Widerspriichen) als auch
eine didaktische (Konzept ist flr Schiler widersinnig) umfasste. Am Schluss seines
Artikels fuhrte Kober dem Leser noch eine Absurditat vor Augen, die sich seiner An-
sicht nach zwangslaufig aus der Annahme der uneigentlichen Punkte ergebe und
aus moderner Sicht ziemlich bizarr erscheint. Er schrieb: ,Consequenter Weise muss

der Verfasser auch die Existenz der absoluten Null leugnen, vielmehr sich dieselbe

als Differential vorstellen. Er wird also unbedingt lehren: 1:0=c0, d.h. wenn man un-

endlich oft Nichts von Eins wegnimmt, so verschwindet endlich die Eins! Er muss

folglich auch in voller Allgemeinheit sagen: «.0=1 oder irgend einer endlichen Zahl.

Schwerlich wird er aber damit einen Knaben (berzeugen, dass derselbe, wenn er
unendlich oft keinen Apfel bekommt, zuletzt einen hat, weil dieser ,keine Apfel* nur
ein unendlich kleiner Theil, ein Differential, eines wirklichen Apfels sei.“*’ Und er
schloss seinen Beitrag, auf die von Sturm gemachte Unterscheidung von niederer

% Kober 1870b, S. 492
% ygl. Sturm 1870a, S. 277
0 Kober 1870b, S. 492
*! Kober 1870b, S. 492f
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und héherer Mathematik Bezug nehmend, mit den Worten: ,Die Schwéache liegt also
in der Methode der hdheren Geometrie, nicht in der niederen*?

Offenbar ist Kobers Kritik hauptsachlich getragen von inhaltlichen (falschen) Einwéan-
den gegen das Konzept der unendlich fernen Punkte. Es scheint so, dass er dieses
selbst nicht richtig verstanden hatte und aus dieser Position heraus die Méglichkei-
ten, die das Konzept bietet, nicht Uberblicken konnte. Dies zeigt sich zum einen
daran, dass er sagt, die komplette Ebene wlrde in einem einzigen Punkt zusam-
menschrumpfen. Hier hat er vermutlich die projektive Ebene, in der es viele Punkte
im Unendlichen gibt, mit der (modern gesprochen) Einpunktkompaktifizierung der
Ebene zur Sphére verwechselt. Zum anderen stimmt die oben zitierte Aussage nicht,
dass bei Annahme der unendlich fernen Punkte parallele Geraden eine Flache ein-
schlieBen, da sie zwei Punkte gemeinsam haben. Er glaubte anscheinend, dass jede
Gerade zwei unendlich ferne Punkte hat, da man sie in zwei Richtungen durchlaufen
kann. Dies widerspricht zunachst Kobers eigener Aussage (Zusammenziehen der
Ebene in einem unendlich fernen Punkt) und zeigt zudem, dass ihm nicht klar war,
dass in der projektiven Geometrie fir jede Gerade nur ein Fernpunkt angenommen
wird.

Aus den bislang gemachten Aussagen darf man jedoch nicht schlieBen, dass sich
Kober insgesamt gegen Reformen im Geometrieunterricht aussprach. So besprach
er in seinem ebenfalls im ersten Band der ZmnU (1870) erschienenen Artikel Ueber
die Definitionen der geometrischen Grundbegriffe verschiedene Vorschlage, die Au-
toren von Lehrblchern der Geometrie zur Definition der Begriffe Punkt, Gerade und
Ebene gemacht hatten. Seine Ausfihrungen fasste er mit einem Zitat aus einem
Lehrbuch von van Swinden*® zusammen: ,Es verhalt sich mit dieser Erkldrung, wie
mit allen Erklarungen von Dingen, die zu einfach sind, als dass sie noch einer Erlau-
terung durch Worte fahig waren, - sie sind alle ungentgend und mehr oder weniger
dunkel.“* Eine Gefahr sah Kober im (nach seiner Darstellung zur damaligen Zeit)
Ublichen Vorgehen, im Geometrieunterricht Euklids Elementen zu folgen und am An-
fang mit den Schilern die Definitionen der Grundbegriffe zu behandeln. Der Schler
merke direkt, dass die vom Lehrer vorgetragenen Definitionen fehlerhaft seien, und

gleichzeitig werde ihm der Eindruck vermittelt, dass diejenigen Vorstellungen, die er

*2 Kober 1870b, S. 493 )

3 van Swinden, Jan Hendrik: Elemente der Geometrie. Ubersetzt und vermehrt von Carl F. A. Jacobi.
Jena: Friedrich Frommann 1834

* Kober 18703, S. 233
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sich bislang durch eigene Anschauung von diesen Begriffen erworben habe, falsch
und unn(tz seien. Darin sah Kober einen Widerspruch zur Forderung, den Unterricht
anschaulich zu gestalten und restimierte: ,Der gewissenhafte Schiler lernt die Defini-
tion auswendig, obwohl er sich kopfschittelnd fragt, wozu diese natzlich oder néthig
sei, und derselbe Lehrer, der dem Hersagen mit Wohlgefallen zuhért, kdmpft fir das
Princip, nichts Unverstandenes auswendig lernen zu lassen! Man verwirrt also den
Schiler, statt ihn aufzuklaren; man verleitet ihn schon bei den ersten Elementen zu
dem Glauben, dass die Geometrie seinem bisherigen Verstéandnis ganz fern liege —
und will erreichen, dass er mit Lust und Selbstvertrauen die Wissenschaft durch sei-
nen Verstand zu bewaltigen suche!“*®

Als Alternative dazu schlug Kober vor, auf die ,Neuere Geometrie® zurlickzugreifen,
die nach seiner Auffassung auch in einige der Lehrbiicher*® aufgenommen wurde,
die ansonsten der Euklidischen Methode treu geblieben waren. Wie genau die Um-
setzung in den Lehrblchern aussah, sagte er nicht, jedoch gab er einen kurzen
Uberblick Giber den seiner Meinung nach sinnvollen Einstieg in die Geometrie. Dabei
legte er vor allem groBen Wert darauf, Figuren durch Bewegung bereits bekannter
Objekte entstehen zu lassen. Beispielsweise ergebe sich die Linie als Spur eines
bewegten Punktes, wobei der Punkt nach Einschatzung Kobers tGberhaupt nicht defi-
niert zu werden brauche. Zur Definition des Winkels betrachtete er eine Gerade, die
um einen ihrer Punkte gedreht wird, wobei die GréBe der Drehung als Winkel be-
zeichnet wird. Ihm ging es also hauptséachlich darum, die bereits etablierten Inhalte
des Geometrieunterrichts in anderer Form zu behandeln, die an die Erfahrung der
Schiler anknlpft und ihnen so das Lernen erleichtert. Die von Kober angestrebte
Veranderung bezog sich also auf die Methode, wahrend die Aufnahme anderer Inhal-
te eine untergeordnete (vielleicht sogar gar keine) Rolle spielte.

2.1.3 Weitere Reaktionen in Band 2

Die bislang dargestellte Diskussion setzte sich im zweiten Jahrgang der ZmnU
(1871) fort, wobei sich der Schwerpunkt eher zu fachlichen Fragen verlagerte und
Aspekte der schulischen Umsetzung nur am Rande eine Rolle spielten. Im Zentrum
der Auseinandersetzung ging es darum, ob die unendlich fernen Punkte wirklich exis-

* Kober 1870a, S. 234
*® Kober gab keine Lehrbiicher an, auf die er sich hier konkret bezog.
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tierten (d.h. ob sich parallele Geraden im Unendlichen trafen), ob sie als mathemati-
sches Konzept eine Berechtigung hatten oder generell zu verwerfen seien.

Als Reaktion auf Sturms Artikel zu den ,Incorrectheiten“ in der mathematischen Aus-
drucksweise im ersten Jahrgang verdffentlichte Johann Carl Becker*’ den Aufsatz Zu
dem Kapitel von den Incorrectheiten, die sich in die Sprache der Mathematik einge-
schlichen haben. In seiner Antwort auf Sturm bemerkte er zunachst, dass er dessen
Artikel grundsatzlich zustimme und selbst bereits in Grunerts Archiv und Schlémilchs
Zeitschrift*® Aufsatze zu der Thematik der ungenauen Bezeichnungen verdffentlicht
habe. Dann aber meinte er feststellen zu muissen, Sturm habe selbst eine solch
schlechte Formulierung eingefthrt ,durch seine Empfehlung der neuen Auffassung
der Parallellinien als Linien, die sich in einem ,unerreichbaren* Punkte schneiden.“*°
Im Anschluss daran stellte er jedoch klar, dass sich seine Kritik nicht gegen das Kon-
zept der unendlich fernen Punkte richte, in dem er viele Vorteile sehe, insbesondere
das Zurtckfihren verschiedener Satze auf eine Kernaussage. Es solle nur immer

klar herausgestellt werden, dass es sich bei den Fernelementen um eine Fiktion

handele: ,»Zwei Gerade schneiden einander im Unendlichen« hei3t durchaus nichts

andres, als »sie schneiden sich nicht«.“*® Daher pladierte er fiir die Verwendung des

Begriffs uneigentliche Elemente, wie er auch von Reye in seinem Buch verwendet
werde. Im Hinblick auf den Schulunterricht vertrat Becker eine dezidiert andere Auf-
fassung als Sturm. Dieser hatte ja mit dem Argument, ein Wechsel der Sichtweise
von Parallelen als nichtschneidende Geraden hin zu sich im Fernpunkt schneidende
Geraden sei problematisch, dafir argumentiert, den gesamten Geometrieunterricht
von Anfang an auf der neuen Sichtweise aufzubauen. Becker hingegen meinte: ,Ue-
berhaupt ist es durchaus nicht nothwendig, dass man irgend einen klaren Begriff der

*’Johann Carl Becker wurde 1833 in Mainz geboren und besuchte die dortige ,Real- und héhere Bil-
dungsanstalt”. Nach der Maturitatsprifung (1851 in Darmstadt), auf die er sich privatim vorbereitet
hatte, studierte er an der Universitat GieBen zunachst zwei Semester Jura und danach Naturwissen-
schaften und Mathematik. Das Studium schloss er 1855 mit der Fakultats- und Staatsprifung ab. Da
wegen fehlender Angebote eine Anstellung als Lehrer im Staatsdienst nicht méglich war, arbeitete er
zunachst als Privatlehrer. Im Zuge dessen kam er 1859 nach Zirich, wo er die sich bietenden Még-
lichkeiten (vermutlich des Polytechnikums) nutzte, seine Studien fortzusetzen. 1869 Gbernahm er eine
Vertretungsstelle an der Industrieschule Ziirich, 1870 wechselte er an das Gymnasium Schaffhausen
und wurde schlieBBlich 1873 in den badischen Staatsdienst (Gymnasium Mannheim) aufgenommen.
Es folgten noch Stationen an den Gymnasien in Wertheim und Bruchsal. Wahrend seiner Tétigkeit als
Lehrer verfasste er mehrere Artikel zu fachwissenschaftlichen Fragen aus dem Gebiet der Geometrie,
die u.a. in der Zeitschrift fir Mathematik und Physik erschienen, sowie Lehrbicher fir den Geometrie-
unterricht. Johann Carl Becker starb 1887.

*8 vgl. Archiv der Mathematik und Physik 38 (1862), S. 345-355 & Zeitschrift fiir Mathematik und Phy-
sik 14 (1869), S. 65-76

*° Becker 1871, S. 89

*0 Becker 1871, S. 90
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Elemente erst wieder los werden misse, wenn man spater die héhere Geometrie
kennen lernt, wie Herr Dr. Sturm meint. Vielmehr muss man sich im Gegentheil hi-
ten, dass durch die in die hdéhere Mathematik eingeflihrten Fictionen die
Grundbegriffe der Elemente nicht getriibt werden.“! Dem entsprechend ging er auch
in seinem Lehrbuch der Elementargeometrie (Berlin: Weidmann 1877) so vor, erst
nach der Behandlung der Euklidischen Geometrie (Parallelen als sich nicht schnei-
dende Geraden) die projektive Geometrie zu thematisieren. Im restlichen Artikel
besprach Becker noch weitere seiner Meinung nach schlecht gewahlte Bezeichnun-
gen, die aber fir unsere Betrachtung keine Relevanz haben.

Ein weiterer Beitrag mit dem Titel Noch einmal die neuere Geometrie und die unend-
lich entfernten Gebilde wurde von Friedrich Carl Fresenius®® ebenfalls im zweiten
Band verdéffentlicht. In diesem Artikel machte Fresenius zun&chst deutlich, dass sich
im Laufe der Zeit in verschiedenen Zweigen der Wissenschaft (er nannte Chemie,
Latein, Botanik und Zoologie, Geographie, Germanistik) Auffassungen von gewissen
Sachverhalten verandert hatten. Die dadurch entstandene Notwendigkeit, das vorher
Gelernte an diese neuen Vorstellungen anzupassen bzw. vollstandig gegen sie aus-
zutauschen, habe bei einigen Zeitgenossen groBe Schwierigkeiten verursacht.
Beispielsweise flhrte er aus, er selbst kénne sich noch daran erinnern, dass es an
deutschen Universitaten Gelehrte gegeben habe, die der Vorstellung, dass Wasser
aus Sauerstoff und Wasserstoff bestehe (also eine Flissigkeit aus zwei Gasen),
nichts abgewinnen konnten. Vor eine &ahnliche Problematik seien nach Fresenius’
Meinung auch die Mathematiker durch die Entwicklung der projektiven Geometrie
gestellt: ,Was sollen wir Alten aber sagen, wenn nun auch die festesten Saulen wan-
ken, wenn unsre Geometrie gar nicht mehr recht wahr ist und eine neuere,
organischere und consequentere auftritt, nicht nur zum Geheimbesitz der Gelehrten,
sondern bereits mit dem Anspruch, der Schuljugend eingetrichtert zu werden?“>® Und

*! Becker 1871, S. 90

°2 Friedrich Carl Fresenius wurde 1819 in Frankfurt am Main geboren und studierte nach Besuch des
Gymnasiums in Frankfurt zwischen 1839 und 1842 an den Universitaten Bonn und Marburg die Fa-
cher Philologie, Philosophie, Naturwissenschaften und Mathematik. Nach der Promotion im Jahr 1842
(Titel der Arbeit: De curvarum algebraicarum cuspidibus) arbeitete er bis 1852 an der Benderschen
Anstalt (ein 1829 von Dietrich Bender eréffnetes Knabeninstitut) in Weinheim an der BergstraBe. Die-
se Tatigkeit wurde von 1844 bis 1846 unterbrochen durch einen Aufenthalt in Mailand als Hauslehrer.
Von 1852 bis 1855 war Fresenius als Professor der Mathematik am Gelehrtengymnasium in Eise-
nach, von 1857 bis zu seinem Tod 1876 Professor fir Mathematik, Naturwissenschaften und Deutsch
an der Hoheren Blirgerschule in seiner Heimatstadt Frankfurt am Main tatig. Er veréffentlichte insge-
samt 55 Vortréage und Abhandlungen, die sich Gberwiegend mit pddagogischen Fragen beschaftigen.
gvgl. Hoff 1930)

® Fresenius 1871, S. 495
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er sah sogar eine starke Tendenz, dass alle Mathematiker, die weiterhin an der wis-
senschaftlichen Diskussion teilnehmen wollten, dazu gezwungen seien, die Ideen der
,Neueren Geometrie* zu verwenden. Gleiches habe auch im Bereich der lateinischen
Orthographie stattgefunden. Grundséatzlich gab es flir Fresenius zwei Arten, auf die-
se Entwicklung zu reagieren. Einmal bestand fir ihn die Méglichkeit, die neuen
Konzepte abzulehnen und komplett zu ignorieren (mit der Konsequenz, als antiquiert
zu gelten und in der Folge nicht mehr wahrgenommen zu werden). Die andere Alter-
native sei, sich nur noch um die neuen Ideen zu kimmern und darlber die
althergebrachten Vorstellungen zu beseitigen. ,Gehért er zu den hartnackigen Na-
turen, so fasst er sogleich ein feindseliges Vorurtheil gegen die neue Lehre und
beschliesst nach den ersten paar Seiten, die er gelesen, es sei das moderner
Schwindel, von dem man keine Notiz zu nehmen habe. Ist er geschmeidig von Sin-
nesart, so verliebt er sich alsbald ins Neue und beeilt sich alles Alte Uber Bord zu
werfen.“* Fiir welche der beiden méglichen Reaktionen man sich entscheide, hing
fur Fresenius sehr stark vom Alter ab. Die Jungeren wendeten sich seiner Auffas-
sung nach sehr stark dem Neuen zu, wahrend die Alten bei den Theorien blieben,
die sie einmal gelernt hatten.

Diese ablehnende Haltung der alteren Generation war fir Fresenius nur insoweit
nachvollziehbar und wurde von ihm unterstitzt, wie sie sich auf die Ubereilte Einflh-
rung in die Schule bezog. Hier hielt auch er es fir richtig, den Schilern zunachst die
althergebrachten Theorien und Konzepte zu prasentieren und nicht direkt die neues-
ten Entwicklungen in den Unterricht einzubeziehen. Vielmehr solle noch einmal die
geschichtliche Entwicklung der Wissenschaft (hier also der Geometrie) von den
Schilern nachvollzogen werden. Fresenius pladierte also fir einen historisch-
genetischen Aufbau des Unterrichts. Als Begriindung flir diese Position flhrte er an,
dass es flr den Anfénger einfacher sei, sich zunachst mit einzelnen Problemen und
Fragestellungen zu beschéftigen. Bevor der Ubergang zu den allgemeinen bzw. um-
fassenderen (und damit laut Fresenius abstrakteren) Aussagen der ,Neueren
Geometrie” erfolgen kdnne, misse zunachst am Konkreten getibt werden. Er sagte
dazu: ,Wenn etwas langsame Vorbereitung am Concreten néthig hat, so ist es das
abstrakte Denken. (...) Wieviel mehr wird er [Fresenius] also in der Disciplin selbst
der Einzelauffassung der Gebilde vor der Methode des Vorausumfassens bei der
padagogischen Praxis den Vorzug geben. Wenn der Geist reif ist, klebt er von selbst

* Fresenius 1871, S. 495
46



nicht mehr am Kleinlichen. Aber flr immer verpfuscht flr Abstraktes wird der Geist
werden, der die Stufe des Concreten nie betreten hat.*> Und er filhrte weiter aus,
dass im Anschluss an die Beschéftigung mit den konkreten, speziellen Satzen in Se-
kunda oder Prima bei den Schilern von selbst das Bedurfnis entstehe, diese zu
umfassenderen Aussagen zusammenzufiigen. Die Hinflhrung zu diesem Punkt kén-
ne ohne Weiteres mit den alten Inhalten und Methoden vollzogen werden. Die
Notwendigkeit, den Unterricht von Beginn an auf die ,Neuere Geometrie“ auszurich-
ten, d.h. den Schilern bestimmte neue Fertigkeiten zu vermitteln, sah Fresenius
nicht. Genauso glaubte er (im Gegensatz zu Sturm in seinem Artikel Gber die ,Incor-
rectheiten®) auch nicht daran, dass die Inhalte der Euklidischen Geometrie denen der
.,Neueren Geometrie“ im Wege stinden und jemand, der sich zunachst mit ersterer
beschaftigt habe, alles Gelernte wieder vergessen muisse, wenn er sich letzterer zu-
wende.

Im weiteren Verlauf des Artikels ging Fresenius dann hauptsachlich auf inhaltliche

“6 gls die beiden

Aspekte ein. Er benannte zunachst die ,Continuitat und Reciprocitat
Merkmale, die seiner Meinung nach das Wesen der ,Neueren Geometrie“ am starks-
ten pragten. Dabei verstand er unter ,Continuitat* das Bestreben, die Aussagen
moglichst allgemein und umfassend zu formulieren, was allerdings auch schon vor-
her (z.B. im Rahmen der Descartes’'schen Geometrie) versucht wurde. Jedoch
gestand er der ,Neueren Geometrie“ zu, dass sie dabei weiter gekommen sei als ihre
Vorganger. Mit dem Begriff der ,Reciprocitat® meinte er das heute unter Dualitat be-
kannte Phanomen der Entsprechung von Aussagen, die sich mit Punkten und
Geraden (ebene Dualitat) bzw. Punkten und Ebenen (rdumliche Dualitat) beschafti-
gen. Den groBen Vorteil sah Fresenius darin, dass man dadurch erst auf die Existenz
von Satzen aufmerksam werde, die man sonst Ubersehen hatte. Jedoch machte er
auch deutlich, dass durch das bloe Dualisieren noch nicht der Wahrheitsgehalt der
neuen Aussage erwiesen sei. Hierzu bedirfe es eines allgemeinen Beweises des
Dualitatsprinzips, was vielfach Ubersehen werde.

Im Anschluss daran besprach er einige Aspekte der ,Neueren Geometrie“, die seiner
Meinung nach oftmals von deren Kritikern angeprangert wirden. Bei diesen Kritik-
punkten unterschied Fresenius flr sich ,zwischen solchen, bei welchen ein

Compromiss mit unsrer gewohnten Anschauung mdglich ist und solchen, bei denen

% Fresenius 1871, S. 496
% Fresenius 1871, S. 497
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er nicht méglich ist.“*” Fur grundsétzlich mit der Anschauung vereinbar hielt er zum
Beispiel die Aussage, dass sich zwei Parallelen im Unendlichen schneiden. Dies
passe zur Beobachtung, dass Geraden, die sich in einem weit entfernten Punkt
schneiden, nur schwer von Parallelen zu unterscheiden sind. Neben dieser Beobach-
tung kdnne auch eine Betrachtung am rechtwinkligen Dreieck, bei dem sich einer der
spitzen Winkel immer mehr einem rechten annahere und der Scheitelpunkt des an-
deren spitzen Winkels ins Unendliche laufe, dazu genutzt werden, den Schilern
(keine Anfanger, sondern Fortgeschrittene) die Existenz von Fernpunkten plausibel
zu machen. ,,Auch der Schuler wird sich dann den Ausdruck gefallen lassen, dass
nun der Schnittpunkt mit dem Eintritt der Parallelitat ins Unendliche geriickt sei.“®
Ganzlich anders sehe es beispielsweise bei der Frage aus, ob jeder Geraden jeweils
nur ein unendlich ferner Punkt angehdre oder ob man nicht von zwei verschiedenen
Fernpunkten ausgehen musse (in beiden Richtungen, in denen man die Gerade
durchlaufen kann, jeweils einer). Hier war Fresenius mit keiner Veranschaulichung,
die von den Befiirwortern der ,Neueren Geometrie“ vorgebracht wurde, einverstan-
den. Auch das Argument, dass ,Continuitadt und Reciprocitat” nur einen Fernpunkt
pro Gerade zulassen, lie3 er nicht gelten, da die beiden Prinzipien willktrliche For-
derungen seien.

Zusammenfassend bemerkte Fresenius, dass es seiner Auffassung nach notwendig
sei, Anschauung und Vorstellbarkeit ein Stiick weit zu verlassen, um die ,Neuere
Geometrie” betreiben zu kénnen. Daflir bekomme man auf kiirzerem Wege mit weni-
ger Aufwand allgemeinere Aussagen. Dies hielt er als wissenschaftliches Prinzip
auch fur gerechtfertigt, erinnerte jedoch daran, dass insbesondere im Anfangsunter-
richt eine enge Beziehung zur Anschauung unerlasslich sei. ,Aber wer mit der
Jugend, mit der lernenden im Zusammenhang geblieben ist, der wird es auch rathlich
und redlich finden, dass er sich aus der andern Sinnesart nicht vertreiben lasse, wo
es gilt, auf ebner Erde bleiben und der Realitdt Rechnung tragen, bis einmal die idea-
len Fligel gewachsen sind. Darum nicht Feindschaft noch gegenseitige

Missachtung!“*®

* Fresenius 1871, S. 498
%8 Fresenius 1871, S. 498
% Fresenius 1871, S. 504
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2.1.4 Sturms Erwiderung auf die Kritiker

Um sich gegen die von Becker, Kober und Hoffmann vorgebrachten Einwande zu
verteidigen und gleichzeitig einige frher gemachte Aussagen zu prazisieren, griff
Rudolf Sturm mit dem Artikel Ueber die unendlich entfernten Gebilde im zweiten
Band erneut in die Diskussion ein. Zu Beginn des Aufsatzes machte er zunachst
deutlich, dass er durchaus mit kritischen Reaktionen auf seine Beitrage gerechnet
habe. Allerdings sei er eher von Einwanden gegen die Einfihrung der Fernelemente
in den Schulunterricht ausgegangen, wahrend sich die tatsachlich vorliegenden Ge-
genstimmen fast ausschlieBlich gegen das Konzept als solches wendeten. Daher
habe er sich anfangs gefragt, ob die Kritiker Gberhaupt mit den Elementen der héhe-
ren Geometrie bekannt seien, da mehrere der aufgeworfenen Fragen bereits von
einschlagigen Lehrbichern beantwortet wirden. Letztlich sei er aber zu dem Schluss
gekommen, dass er ein bestimmtes Mal3 an Kenntnissen voraussetzen misse, da er
es mit Mathematikern zu tun habe. Mit dieser ziemlich gehassigen Bemerkung lie3
Sturm meiner Meinung nach durchblicken, dass er (als immer noch wissenschaftlich
Aktiver) sein Wissen Uber die ,Neuere Geometrie® dem der Kritiker, die ihren Tatig-
keitsschwerpunkt im Schuldienst hatten, flr weit Gberlegen hielt und daher aus
seiner Sicht keine Auseinandersetzung auf Augenhdhe stattfinden kénne. Dazu
passt auch seine Aussage, dass er mit seinen Ausfiihrungen nicht das Ziel verfolge,
seine Leser zu belehren, ,obwohl ich mir vielleicht schmeicheln darf, dass sie diesem
oder jenem Leser dieser Zeitschrift gréssere Klarheit Gber einen schwierigen Punkt
der Geometrie verschaffen werden.“®°

Bevor Sturm auf die Kritikpunkte einging, stellte er nochmals heraus, dass sich seine
Abhandlung vorzugsweise mit inhaltlichen Fragen beschaftigen werde, was vor dem
Hintergrund der ge&uBerten Kritik auch nachvollziehbar ist. Allerdings machte er
dann eine interessante Bemerkung, die einen guten Eindruck von seiner Vorstellung
von Mathematikunterricht vermittelt: ,Ist erst die Richtigkeit [der neuen Konzepte]
festgestellt, so wird die Padagogik sich figen und Mittel und Wege finden mussen,
um die Anschauung auch den Schilern zur Klarheit zu bringen; dartber habe ich
nicht den geringsten Zweifel und ebenso wenig, dass sie es kdnnen wird.“®' Er war
also der festen Uberzeugung, dass die Einfithrung der unendlich fernen Punkte in
den Schulunterricht zwingend erfolgen werde, wenn alle inhaltlichen Unklarheiten

% Sturm 1871, S. 391
®" Sturm 1871, S. 392

49



ausgeraumt seien. Die von Kober und Becker vorgebrachten Einwénde, die sich eher
auf didaktische Probleme bezogen (z.B. die Uberforderung der Schiller mit der Idee
der unendlich fernen Gebilde), lieB3 er véllig auBen vor. Hier wird deutlich, dass Sturm
trotz seiner Tétigkeit als Lehrer in Bromberg aus der Perspektive des Wissenschaft-
lers argumentierte, der die Inhalte des Schulunterrichts mdglichst eng mit dem
aktuellen Stand der Forschung verknipfen wollte.

Sodann folgte Sturm seiner Ankiindigung und antwortete auf die gegen seine Aus-
fuhrungen vorgebrachte Kritik. Dabei rdumte er zunachst ein, dass der von ihm
gewahlte Begriff ,unerreichbar® im Zusammenhang mit den unendlich fernen Ele-
menten Unklarheiten verursacht habe. Hoffmann hatte 1870 in einer FuBnote zu
Sturms Artikel die Frage aufgeworfen, ob damit auch fir Gott unerreichbar gemeint
sei. Auf eine solche Frage sei Sturm nach eigener Aussage nicht gekommen. Er hal-
te es zwar flr nicht statthaft, fir eine mathematische Argumentation Gott
heranzuziehen, beharre aber auch nicht auf seiner Formulierung und benutze statt-
dessen den von Reye gebrauchten Ausdruck ,uneigentliche Punkte®.

Weiterhin fihrte Sturm aus, es sei ihm auch nicht darum gegangen, eine Definition
fir Parallelismus vorzuschlagen (unter Benutzung der unendlich fernen Elemente).
Dies k6nne man ihm schon allein deswegen nicht vorhalten, da er mit seinen Beitra-
gen den Fokus auf die Verwendung der projektiven Geometrie in der Schule lenken
wollte, wo auf exakte Definitionen seiner Meinung nach nicht so viel Gewicht gelegt
werden sollte. Die Schiler brachten eine klare Vorstellung von parallelen Linien be-
reits mit. Die Schule misse diese Vorstellung scharfen und den Begriff ,parallel*
einfiihren. ,Vielleicht lasst man auf diesem Standpunkte es ganz unentschieden, ob
die parallelen Linien sich treffen oder nicht: zwei parallele Linien sind solche, die mit
einer dritten gleiche Gegenwinkel (correspondirende Winkel) bilden.“®® Spatestens an
diesem Punkt widersprach Sturm seinen eigenen Aussagen, da er im Artikel Die
neuere Geometrie auf der Schule ausdrlcklich die Einfihrung der neuen Sichtweise
von Beginn an gefordert hatte.

Im weiteren Verlauf des Artikels bemihte sich Sturm hauptsachlich darum, die Auf-
fassung von Parallelen als sich im Unendlichen schneidende Geraden plausibel zu
machen. Hinzu kam der Nachweis, dass auf jeder Geraden genau ein unendlich fer-
ner Punkt liegt. Dabei berief er sich nahezu ausschlieBlich auf die bereits friher
thematisierten Phanomene der ,Continuitat” und ,Reciprocitat, die er anscheinend

%2 Sturm 1871, S. 393
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axiomatisch voraussetzte, um daraus die von seinen Kritikern hinterfragten Sachver-
halte abzuleiten (sodass diese nicht mehr hinterfragt werden konnten). In diesem
Zusammenhang erlaubte er sich einen erneuten Seitenhieb auf die Lehrer, wobei
sein Aufhanger Kobers Aussage von der ,Schwache in den Methoden der héheren
Geometrie” darstellte. ,Leicht ist es, von der Schwéche der Methode der héheren
Mathematik zu sprechen. Sonderbar ist es freilich, dass dieser Vorwurf gegen die
héhere Mathematik sich nicht auch in den Schriften der forschenden Mathematiker
findet; diese halten es vielmehr flr einen grossen Vorzug der neuern Mathematik,
dass sie sich von dem oft kleinlichen Geiste der Untersuchung der Alten frei gemacht
hat, und die wahre Einfachheit, welche in der Allgemeinheit der Principien beruht,
(iberall obenan halt.“®® Hier baute er also wiederum einen Gegensatz zwischen For-
schern und Nicht-Forschern auf. Die einen waren kompetent, die anderen nicht.
Interessant ist noch zu bemerken, dass Sturm von der Richtigkeit der von ihm vertre-
tenen Auffassung Uberzeugt war, weil sich diese mit der Anschauung decke. Alles,
was aus der Anschauung abgeleitet sei, bedurfe eigentlich keiner weiteren Begrin-
dung. Wenn doch andere Begriindungen gesucht wirden, dann fir solche Leute, die
mit der Anschauung noch nicht vertraut seien. Gerade mit dem Argument der An-
schaulichkeit pladierten auf der anderen Seite Kober und Fresenius gegen die
Einflhrung der Fernelemente in den Schulunterricht. Weiterhin meinte Sturm nicht,
dass sich die neue Vorstellung von Parallelitdt aus der Anschauung ergebe, sondern
diese sei ,eine nothwendige Consequenz gewisser allgemeiner Satze“®*. Mit letzte-
rem sind wohl wieder ,Continuitat” und ,Reciprocitat® gemeint, wobei mir véllig unklar
ist, wie sich diese abstrakten Begriffe aus der Anschauung gewinnen lassen.
Nachdem Sturm noch gezeigt hatte, dass auch bei analytischer Betrachtung die Ko-
ordinaten des Schnittpunktes zweier Geraden einer Ebene gegen Unendlich gehen,
wenn man die Koeffizienten in den die Geraden beschreibenden Gleichungen so ab-
andert, dass diese parallel werden, ging er ganz am Ende seines Beitrags noch
einmal kurz auf die Frage der schulischen Umsetzung ein. Auch hier revidierte er
einige seiner frilheren Aussagen, allerdings ohne dies zuzugeben. So flihrte er aus,
dass die neue Sichtweise von parallelen Geraden seiner Meinung nach fir Tertia und
Sekunda ungeeignet sei und erst in der Prima eingefihrt werden sollte. Dies begrin-
dete er damit, dass den Schilern der Tertia noch das Verstandnis flr die Fernpunkte
fehle, wahrend es in Sekunda nicht viele Gelegenheiten daflir gebe, diese zu be-

® Sturm 1871, S. 398
® Sturm 1871, S. 399
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trachten. ,In der Prima jedoch, besonders im stereometrischen und in dem aus der
neuern Geometrie entlehnten planimetrischen Unterrichte drangt sich die Anschau-
ung aller Orten auf und darf also nicht zuriickgewiesen werden.“®® Damit raumte
Sturm seine friihere Position, den gesamten Mathematikunterricht auf den Inhalten
der projektiven Geometrie aufzubauen. Dies gilt selbst dann, wenn man davon aus-
geht, dass er mit der ,neuen Anschauung® hier lediglich die Fernelemente meinte,
denn ohne diese sind die von Sturm friher angefihrten Vorteile der ,Neueren Geo-
metrie” (beispielsweise das Zurlickfihren von Satzen auf allgemeinere, Dualisieren
in der Ebene und im Raum) nicht umsetzbar. Die Behandlung in Prima begrindete
Sturm mit den Anforderungen, die laut seiner Aussage an die Mathematikstudenten
gestellt wurden. So wirden bereits in den fiir Anfanger konzipierten Lehrblchern
(Sturm nennt als Beispiel die Analytische Geometrie der Kegelschnitte von Salmon)
Kenntnisse der ,Neueren Geometrie* vorausgesetzt.

Konkrete Vorschlage flr den Schulunterricht machte Sturm kaum. Er merkte lediglich
an, dass es seiner Meinung nach beim Einstieg in die projektive Geometrie glinstig
ware, den Schilern beim Beweis einer Aussage jeweils zwei Beweise zu zeigen (ei-
nen Euklidischen und einen projektiven). Die Schulblicher muissten auch
dementsprechend gestaltet werden. Seine eigenen Erfahrungen damit schatzte
Sturm als noch zu gering ein, als dass er dartiber berichten wollte. Wohl auch des-

“6 quf, selbst

halb forderte er zuletzt die ,erfahrenere[n] und geschicktere[n] Collegen
eigene Versuche im Unterricht durchzufihren und sich auch Gedanken Uber ein
Lehrbuch zu machen.

Zusammenfassend lasst sich also sagen, dass Sturm seine Position bezlglich der
schulischen Umsetzung innerhalb eines Jahres radikal geandert hatte. Die von ihm
an dieser Stelle eingenommene Haltung, die projektive Geometrie am Ende der
Schulzeit zu behandeln, ist meines Erachtens mit der seiner Kritiker durchaus ver-
einbar. Jedoch wurde durch Sturms weitgehend starre Position in den inhaltlichen
Fragen und vermutlich auch durch seine unterschwelligen Attacken gegen die Lehrer
die Diskussion keineswegs einem Konsens zugeflhrt.

Vielmehr provozierte er Kober zu einer direkt an den Artikel anschlieBenden Bemer-
kung, in der dieser wiederum unterschwellig die padagogischen Erfahrungen Sturms
in Zweifel zog. ,Schade, dass Herr Sturm seine Schulzeit nicht in Dresden verlebt
und unsre Anstalt als Schiler besucht hat. Dann wiirde er wahrscheinlich den gréss-

% Sturm 1871, S. 407
% Sturm 1871, S. 407
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ten Teil seines Aufsatzes, sicherlich aber die ,Bitte“ an ,erfahrenere Collegen®, ,Ver-
suche“ mit der ,neuen Anschauung“ zu machen, weggelassen haben, da er sich
Uberzeugt hatte, dass dieselben wenigstens bei uns langst aufgehért haben, ,Versu-
che“ zu sein. Nachstens hieriiber mehr!“¢’

2.1.5 Erneuter Widerspruch durch Kober und Becker

Seiner Anklndigung aus der Bemerkung folgend, sich in Zukunft ndher zur schuli-
schen Umsetzung der ,Neueren Geometrie® zu auBern, verdéffentlichte Kober im
dritten Band der ZmnU (1872) den Artikel Ueber das Unendliche und die neuere Ge-
ometrie. Darin machte er zunachst deutlich, dass er aus der Sicht des Lehrers

“68 ankomme. Das

argumentierte und es im Unterricht besonders auf die ,Wahrheit
bedeutete fur ihn, ,dass die vorgetragenen Lehren der Art sein missen, dass sie
dem Schiler als selbsterkannte, nicht von aussen dargebrachte, sondern in seinem
Geiste nur durch den Unterricht geweckte Wahrheiten, an denen zu zweifeln wider-
sinnig sein wirde, unbedingt einleuchten. Darin liegt die eigenthimliche Bedeutung
der Mathematik fir die allgemeine Bildung. Daher ist auch die heuristische Methode
beim mathematischen Unterrichte so wohl am Platze.“®® Darum war es fiir Kober ein
Fehler, ,Continuitat“ und ,Reciprocitat®, die beide nicht (schon gar nicht ihre Giltig-
keit im Unendlichen) durch den Schiler selbst entdeckt werden kdnnten, als eine Art
von Axiomen zu verwenden und mit ihrer Hilfe, wie Sturm es tue, die wirkliche Exis-
tenz der unendlich fernen Punkte zu begriinden. Sturms Aussage, dass sich das
Verstandnis fir das Konzept der Fernelemente erst mit der Zeit entwickele (wenn die
zuerst gelernte Anschauung vergessen worden sei), wies Kober als ,unpadago-

gisch’®

zurlck. Hier betonte er deutlich die in seinen Augen fehlende padagogische
Qualifikation Sturms. Auch Sturms Argument, dass sich nur mit Hilfe der Fernele-
mente Ausnahmen beseitigen lieBen, lie3 Kober nicht gelten. FlUr ihn hatte die
Wahrheit” ein héheres Gewicht und er schrieb in einer FuBnote: ,Dass einer der
Congruenzsétze (2 Seiten und 1 Winkel) eine Ausnahme erleidet, ist auch nicht nach

meinem Geschmacke: kann ich desshalb die Wahrheit umstossen?“’

" Kober 1871, S. 408
%8 Kober 1872, S. 250
% Kober 1872, S. 250
% Kober 1872, S. 251
" Kober 1872, S. 251
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Im weiteren Verlauf des Artikels fihrte Kober dann bereits friher genannte Argumen-
te gegen die wirkliche Existenz der Fernelemente naher aus. Allerdings machte er
auch (wie bereits im ersten Band der ZmnU) deutlich, dass er deswegen nicht die
,Neuere Geometrie“ als Ganzes ablehnte. Er schrieb vielmehr: ,Die Einfliihrung der
stetigen Veranderung in die Geometrie gibt derselben ein wunderbares Leben, eine
Beweglichkeit und Allgemeinheit, die gegenlber der Starrheit der alten Geometrie in
héchst vorteilhaftem Lichte erscheint. Sie verwischt die schroffen Unterschiede der
alten Geometrie: Secanten gehen Uber in Tangenten, der Kreis in die gerade Linie,
schneidende Linien (mit HUlfe des Unendlichen) in Parallelen u. s. f. Aber bei den
Uebergangen durch Null und Unendlich ist Vorsicht néthig, um den schon erwahnten
Incorrectheiten zu entgehen: und diess nannte ich die Schwache der Methode.“"?

Wie nun die Einfihrung der ,Neueren Geometrie“ in den Mathematikunterricht umge-
setzt werden kénne, fihrte Kober dann sehr ausfihrlich aus, wobei er jetzt mit seinen
Vorschlagen wesentlich weiter ging als noch in seinen friheren Artikeln. Das Ziel war
nun, nach der Behandlung der Euklidischen Geometrie einen Kurs in ,Neuerer Geo-
metrie“ in Sekunda durchzufihren. Fir die Beibehaltung der Euklidischen Geometrie
sprachen laut Kober zwei Griinde: ,Man muss, ganz abgesehen davon, dass die alte
Auffassung wegen ihrer innern, den Geist des Schulers véllig befriedigenden Wahr-
heit nicht Gbergangen werden kann, aus padagogischen Griinden mit dem Concreten
beginnen und darf erst, wenn die concreten Erkenntnisse die néthige Sicherheit er-
langt haben, nach und nach einzelne Partien von allgemeinerem Gesichtspunkte, im
Sinne Steiners, zusammenfassen, um die nattrliche Verwandtschaft der geometri-
schen Gebilde erkennen zu lassen.“”® Seines Wissens nach habe sich der Ansatz,
gleich mit der ,Neueren Geometrie“ zu beginnen (wie Sturm vorschlug), nirgends
durchgesetzt. Auch seine eigenen Erfahrungen damit seien negativ gewesen. Die
von Sturm kritisierte Tatsache, dass gewisse nach altem Muster gelehrte Inhalte spa-
ter "modifiziert" werden mussten, sah Kober zwar auch, hielt dies aber fir kein
groBBes Problem. Vielmehr werde im Bereich der Arithmetik genau so vorgegangen,
indem man manche Aufgaben zunachst als unlésbar qualifiziere, wahrend sie bei
einer Erweiterung des Zahlbereichs plétzlich eine Lésung bekdmen. ,Man kann ge-
trost im ersten Unterrichte sagen: ,8 in 5 (d.h. 5:8) oder 8 von 5 (d.h. 5-8) geht nicht,”
wahrend man spéater lehrt, dass jede Division oder Subtraction gehen muss. Ebenso
ist es kein Widerspruch, dem Schiler erst zu sagen, dass Parallelen einander nicht

2 Kober 1872, S. 255
8 Kober 1872, S. 256
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schneiden, und spéter, dass man sie als im Unendlichen schneidend betrachten
kann[...].<

Eine vollstandige Beibehaltung des bislang Ublichen Lehrgangs der Euklidischen
Geometrie wollte Kober allerdings auch nicht gerne sehen. Dies wiirde seiner Mei-
nung nach zu folgendem Problem fuhren: ,Wollte man der alten Geometrie einen
Cursus der neueren (etwa in Secunda) folgen lassen, so wirde man, wenn nicht vor-
her schon die Wege gebahnt sind, weder das gewlnschte Verstédndnis, noch dass
gehoffte Interesse finden: das dargebotene Neue schliesst sich zu wenig an den bis-
her gewohnten Gedankengang an, seine Fremdartigkeit erschwert dem Schuler das
Verstandnis, es entbehrt ausserdem eines hervorragenden praktischen Interesses
und erscheint dem Schiiler gar leicht als miissige Speculation.“”> Daher schlug er
vor, die Euklidische Geometrie ,im Geiste” der ,Neueren Geometrie zu unterrichten.
Damit meinte er die bereits im Artikel Ueber die Definitionen der geometrischen
Grundbegriffe angedeuteten Veranderungen: ,In der Geometrie beginne man, wie ich
in Bd. I, S. 235 kurz angegeben habe; man mache gleich anfangs auf die Unendlich-
keit des Raumes aufmerksam [...], man gewdhne den Schiiler, sich die gerade Linie
nach beiden Richtungen hin unbegrenzt fortgesetzt zu denken, man lasse den Win-
kel durch Drehung entstehen und wachsen, wobei sich ergibt, dass die ganze

“’6 \Weiterhin hielt es

Umdrehung die natlrliche Einheit fir die Winkelmessung ist.
Kober fir sinnvoll, Satze auf verschiedene Art zu beweisen und dabei auch vom
Prinzip der Beweglichkeit Gebrauch zu machen. Als Beispiel nannte er den Satz,
dass die Summe der AuBenwinkel beim Dreieck 360° betragt, den er Uber die Dre-
hung der Seiten beweisen wollte. Als letztes Beispiel brachte Kober die Kreislehre,
wo er Sétze auch auf Grenzfélle anwenden wollte. So behielten der Sehnen- und der
Sekantensatz auch dann ihre Giiltigkeit, wenn der Schnittpunkt der beteiligten Gera-
den auf der Kreislinie bzw. im Unendlichen liege. Er betonte jedoch: ,Verschiebung
und Drehung von geraden Linien, Vergrésserung und Verkleinerung oder Fortrollung
von Kreisen u.s.w. fihren den Schiler in den Geist der neueren Geometrie ein, aber
die Ricksicht auf die Wahrheit fordert, [...] dass man die gefundenen Satze nicht

ohne specielle Untersuchung als fiir die Grenzfalle giiltig betrachte.“”” Jene bediirften

" Kober 1872, S. 257
S Kober 1872, S. 258
7% Kober 1872, S. 260f
" Kober 1872, S. 263
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stets einer zusatzlichen Uberlegung. In diesem Sinne sei es dann auch gerechtfer-

“’8 2u betrachten.

tigt, ,die nichtschneidenden Linien als im Unendlichen schneidend
Durch Kobers Ausfiihrungen wird deutlich, dass er der ,Neueren Geometrie*“ doch
weitaus positiver gegenlber stand, als es nach seinen ersten Artikeln den Anschein
hatte. Er hatte grundsatzlich nichts gegen ihren Einsatz in der Schule einzuwenden,
solange dieser nicht zu friih stattfinde und durch das Unterrichten der altbekannten
Inhalte im ,Geist der Neueren Geometrie” vorbereitet werde, welche dadurch zusatz-
lich von den Schillern besser verstanden werden kénnten. Es muss nur immer klar
gemacht werden, dass die Fernelemente nicht wirklich existieren’, sondern nur als
Hilfsmittel zur leichteren und allgemeineren Formulierung von Satzen benutzt wer-
den. Daher sollten beim Fuhren eines Beweises auch weiterhin die laut Sturms
Meinung beseitigten Sonderfalle betrachtet werden.

Eine ahnliche Klarstellung nahm Johann Carl Becker mit seinem Beitrag Noch einige
Bemerkungen (ber die unendlich fernen Gebilde vor. Hier flhrte er aus, dass es zwi-
schen den Parteien eigentlich keinen Dissens dariber gebe, ob die ,Neuere
Geometrie” in den Schulunterricht aufgenommen werden solle. Die Kontroverse habe
sich hauptséachlich an der Frage der Realexistenz der Fernelemente aufgebaut. ,Hat-
te er [gemeint ist Sturm] gleich von vorn herein weiter nichts gesagt, als dass es
zweckmassig sei, schon beim Vortrage der Elemente die Schiiler mit der perspectivi-
schen Auffassung des Parallelismus vertraut zu machen, und deren Nutzen zu
zeigen, so wurde wohl schwerlich jemand etwas dagegen eingewendet haben. Ich
wenigstens fliihre meine Schiler seit Jahren in diese Auffassung, so wie sie Reye
dargestellt, ein, ohne dabei auf Schwierigkeiten zu stossen; denn ich muthe ihnen
dabei nicht zu, eine blosse Fiktion fiir etwas wirkliches zu halten.®® Ebenso wie Ko-
ber war also auch Becker der Auffassung, dass die Fernelemente nicht wirklich
existieren. Wie er weiter ausflhrte, seien sie aber zur Erreichung gréBerer Allge-
meinheit der Lehrsatze notwendig und ihre Verwendung in diesem Sinne auch
legitim. Allerdings wollte Becker nicht gleich zu Beginn der Schulzeit mit dieser Auf-
fassung von Parallelitdt beginnen und sah auch kein Problem darin, dass dann im
Laufe der Schulzeit bei den Schilern eine Umwandlung der Vorstellung eintrete.

’® Kober 1872, S. 263

" Die Existenz eines mathematischen Objekts war fiir Kober erst dann gegeben, wenn man sich in
der Vorstellung ein anschauliches Bild davon machen kann. ,Die Frage ist, ob Linien denkbar sind, die
selbst im Unendlichen nicht zusammentreffen, sondern stets in gleicher Richtung oder gleicher Ent-
fernung neben einander herlaufen. Solche Linien nennen wir parallel. Sie sind denkbar [...]." (Kober
1870b, S. 491) Im Gegensatz dazu hielt er Fernpunkte nicht fir denkbar.

# Becker 1872, S.158f
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Dies sei namlich beim Begriff der Potenz nicht anders: ,So wenig man aber gleich
anfangs mit dem Worte Potenz den Begriff verbinden kann, zu dem ihn schliesslich
die Riemannsche Funktionenlehre hinaufgeschraubt hat, eben so wenig kann man
gleich anfangs von unendlich fernen und imagindren Schnittpunkten sprechen.*®’

Man kann somit auch bei Becker festhalten, dass er der Einflhrung der ,Neueren

Geometrie” (unter gewissen Bedingungen) offen gegeniberstand.

2.1.6 Der Abbruch der Debatte durch Hoffmann

Es wéare nun zu erwarten, dass, nachdem die grundsatzliche Frage der Aufnahme
der ,Neueren Geometrie” in den Schulunterricht von allen Parteien positiv beantwor-
tet wurde, in den folgenden Jahrgéangen ein verstarkter Austausch tber das "Wie",
d.h. Uber sinnvolle Inhalte und methodische Fragen, in Gang gekommen ware. Dies
wurde jedoch durch die Redaktion der ZmnU (vor allem Hoffmann) verhindert, indem
sie den Artikel von Christian Johann Scherling Der Streit (iber den unendlich entfern-
ten Punkt (ZmnU 3 (1872), S. 463-464) mit folgender FuBnote versah: ,Mit diesem
Aufsatze wollen wir den lastigen Streit in dieser Zeitschrift als beendet ansehen.“®?
Eigentlich war damit der Streit um die Realexistenz des unendlich fernen Punktes
gemeint. Die Folge war jedoch, dass auch die Diskussion Uber die schulische Um-
setzung der ,Neueren Geometrie“ stark zurtickgedrangt wurde.

Den Abbruch und auch den Verlauf der Debatte insgesamt kommentierte Georg
Beyer im Schulprogramm der Realschule |. Ordnung zu Rawicz (Posen) von 1873
folgendermafen: ,Die Redaktion jener Zeitschrift hat den Streit abgebrochen, nach-
dem H. Sturm, der Verfechter der neueren Geometrie, durch seine Berufung an das
Polytechnikum in Darmstadt dem Kreise, in dem das besagte Journal seine Thétig-
keit entfaltet, entzogen worden war, und wohl darum von der weiteren Vertheidigung
seiner Ueberzeugung Abstand genommen hatte, und H. Hoffmann glaubte die Sache
scheinbar unparteiisch beigelegt zu haben, mit der Erklarung, da ja auch Steiner
den unendlich entfernten Punkt, den Angelpunkt des Streites, nur als eine Méglich-
keit hingestellt habe. Ich habe es vermieden meine Ansichten in jenem Journal
auszusprechen und die gegnerischen Ausfliihrungen nach Mdglichkeit zu entkraften,
weil mir die Art, wie namentlich Sturm’s Aufsatze durch Anmerkungen seitens des

8 Becker 1872, S.159
8 7ZmnU 3, S. 463
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Herausgebers und Bemerkungen einer Kritik unterzogen wurden, die an die von
Schiilerarbeiten erinnert, als unwiirdig erschien.”®® Daraus wird deutlich, dass einer-
seits Hoffmanns Kommentare und die teilweise polemischen AuBerungen der
"Gegner" von einer Beteiligung an der Debatte im Rahmen der ZmnU abschreckten,
andererseits diese Beitrdge aber auch falsch interpretiert wurden. AuBerdem wurde
auch hier die Fokussierung auf fachwissenschaftliche Fragen betont.

Das zu frihe Ende der Debatte raumte Hoffmann selbst im 16. Jahrgang der ZmnU

(1885) ein. Dort wies zundchst Hermann Gerlach®

zu Beginn seines Artikels Von der
Multiplikation mit negativen und mit benannten Zahlen auf das abrupte Ende hin: ,Es
ware bedauerlich, wenn die jetzt schwebende Kontroverse lber das genannte The-
ma ahnlich verliefe, wie friherhin der ebenso lebhafte Streit Gber den ,unendlich
fernen Punkt®, wenn zuletzt nur allgemeine Ermiidung, nicht eine gewonnene Uber-
einstimmung zum Abschluss filhrte.“®®> Darauf reagierte Hoffmann zunéchst mit einer
FuBnote, in der er als erstes auf die Artikel Sturms als Ausgangspunkt der Auseinan-
dersetzung hinwies und dann ausfihrte: ,Der Behauptung aber, dass diese
Controverse ohne gewonnene Ubereinstimmung (also unerledigt) geblieben sei,
kénnen wir nicht beistimmen. Denn sie hat u. E. unter der Fiihrung Beckers (lI, 89 ff.)
wenigstens zu der Einsicht gefihrt, dass der ,unendlich ferne Punkt“ eine ,Fiktion®
sei, welche fur die logische Einordnung vieler Satze unter ein allgemeines Princip
zweckmassig ist. Die Existenz eines solchen Punktes ist hiermit gar nicht behauptet
und kann nicht behauptet werden.“®®

Als Reaktion darauf sandte Gerlach einen Brief an Hoffmann, den dieser unter dem
Titel Nochmals der unendlich ferne Punkt im Schulunterricht im 16. Band verdéffent-
lichte. Darin stellt Gerlach folgendes klar: ,In der Kontroverse Uber den unendlich
fernen Punkt wurden gleichzeitig zwei Fragen behandelt, die Definition desselben
und seine Bedeutung fur die Wissenschaft, ferner die Einfihrung desselben in den
Schulunterricht. In Bezug auf die erste Frage ist man allerdings zu einem befriedi-
genden Abschluss gelangt, die zweite Frage jedoch, die flr uns Lehrer ein
besonderes Interesse haben musste, ist nur gestreift worden. Meine Bemerkung,

dass die Kontroverse unerledigt geblieben sei, betraf ausschliesslich diesen Punkt.

% Beyer 1873, S. 7

8 Gerlach wurde am 12.6.1850 in Piltsch geboren. Nachdem er das Gymnasium zu Leobschiitz 1871
mit dem Zeugnis der Reife verlassen hatte, studierte er in Breslau die mathematisch-naturwissen-
schaftlichen Facher. Er arbeitete an Schulen in Mayen, Gebweiler und Zabern.

% Gerlach 1885, S. 81

8 ZmnU 16, S. 81
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Empfiehlt sich die Einfihrung einer ,Fiktion“ in den Unterricht? Wann und wie hat
man dann zu beginnen? L&sst sich die Fiktion in allen Féllen festhalten, oder muss
man sie zuweilen wiederum aufgeben? [...] Um so mehr habe ich vermisst, dass in
der friiheren Kontroverse nach dieser Seite hin kein Austausch der Meinungen statt-
gefunden hat. Was hierlber gesagt worden ist, scheint mir die Sache nur zu
streifen.”®” Und Hoffmann erwiderte darauf: ,Wir bitten also die Herren Fachgenos-
sen, sich hierGber (vielleicht mit Ricksicht auf die friheren Artikel Uber dieses
Thema) auszusprechen. Denn die Einwtrfe des Hrn. Gerlach scheinen uns nicht un-
berechtigt.*®®

Dieser Aufruf Hoffmanns flhrte allerdings nicht zu einem signifikanten Anstieg der
Anzahl der Beitrage zur ,Neueren Geometrie“. Vielmehr finden sich vor dem Aufruf
noch vereinzelte Artikel in der ZmnU, in denen der jeweilige Autor einen Lehrgang
der ,Neueren Geometrie® vorstellte, den er selbst an seiner Schule durchfiihrte. Bei-
spiele dafir sind die Artikel von Ferdinand G. Affolter Lehrsédtze, Beweise und
Constructionen fiir einen Cursus der neueren Geometrie an Mittelschulen (ZmnU 4
(1873), S. 181-191), von Wilhelm Erler Die Kegelschnitte in synthetischer Behand-
lung (ZmnU 8 (1877), S. 99-130) oder von Peter Treutlein Der Beweis des Satzes
von Brianchon und das Princip der Dualitdt (ZmnU 10 (1879), S. 89-98). Auf diese
Beitrage mochte ich an dieser Stelle nicht im Einzelnen eingehen, da in Kapitel 3
noch ausfihrlich typische Lehrgange vorgestellt werden. Daneben finden sich (vor
und nach dem Aufruf Hoffmanns) aber auch Beitrage, in denen sich die Autoren bei
der Behandlung allgemeinerer Fragen positiv zur ,Neueren Geometrie“ auBBerten.
Diese AuBerungen waren im Unterschied zur Debatte in den drei ersten Jahrgangen
starker didaktisch motiviert (méglicherweise zum Teil als Folge der Bemerkung Ger-
lachs und des Hoffmannschen Aufrufs) und enthielten daher unter anderem auch
neue Argumente fir die Einflhrung der ,Neueren Geometrie“ in den Schulunterricht.
Auffallend ist, dass auf der anderen Seite die Zahl der kritischen Bemerkungen ver-
haltnismaBig gering ausfiel und die Gegner fast ausschlieBlich mit inhaltlich-
fachlichen Argumenten arbeiteten. Hier wird stellvertretend auf die Beitrdge von Vic-
tor Schlegel Ueber Ziele und Methoden der Schul-Geometrie (ZmnU 7 (1876),

S. 179-184), von Christian Beyel Uber die Ellipse mit dem Achsenverhéltnis 1:4/2
(ZmnU 23 (1892), S. 323-340) und von Josef Diekmann Bewegung und Umformung

8 Hoffmann 1885, S. 190f
8 Hoffmann 1885, S. 191

59



(ZmnU 24 (1893), S. 81-96 & ZmnU 25 (1894), S. 161-176) als Beflirworter der Re-
form sowie auf die Artikel von Joseph Gilles Bedenkliche Richtungen in der
Mathematik (ZmnU 11 (1880), S. 5-24) und von Karl Piper Eine Methode des ma-
thematischen Unterrichts, bei welcher die hduslichen Arbeiten fortfallen (ZmnU 14
(1883), S. 460-469) eingegangen.

2.1.7 Weitere Argumente fiir die ,,Neuere Geometrie“

Victor Schlegel®®

ging in seinem Beitrag Ueber Ziele und Methoden der Schul-
Geometrie zunachst auf die Entwicklung der Geometrie an den Universitaten ein, die
seiner Meinung nach Uber lange Zeit von der analytischen Methode dominiert wurde.
Diese habe jedoch eine innere Reform durchlaufen und sei so zum bloBen Hilfsmittel

der ,reine[n] Geometrie Steiners“®

geworden. Somit zog Schlegel die Schlussfolge-
rung: ,Wenn demnach in friherer Zeit die rechnende Geometrie der Schule als eine
Vorstufe fir die analytische Geometrie der Universitat angesehen werden konnte, so
besteht gegenwértig, wo die Handhabung der recht- und schiefwinkligen Coordinaten
aus den meisten Lehrblchern verschwunden ist, dieser Zusammenhang nicht
mehr.“! Neben diesen methodischen Veranderungen hatten sich laut Schlegel auch
die behandelten Inhalte geandert. Diese waren friher von der Betrachtung von Kur-
ven und Flachen gepragt gewesen, die Uber eine Gleichung gegeben wurden und
deren Eigenschaften analytisch berechnet werden sollten. ,Statt in der oben be-
zeichneten Weise sich in Einzelheiten zu versenken, sucht die moderne Geometrie
Ueberblicke zu gewinnen, classificirt die Gebilde, betrachtet sie nicht einzeln, son-
dern gruppenweise, und lasst die Eigenschaften des Masses als weniger wichtig
zurlicktreten gegeniiber den Eigenschaften der Lage.“%

In der Schulmathematik dagegen hatte Schlegel die genau umgekehrte Richtung der
Entwicklung beobachtet, wo die analytische Geometrie ein immer gréBeres Ausmal

annehme, wahrend die reine Geometrie (nach Euklid) zurickgedrangt werde. ,Wenn

% Victor Schlegel wurde am 7. September 1871 in Waren geboren, sein Reifezeugnis erhielt er 1891
am Gymnasium in Hagen in Westfalen. Er studierte Mathematik und Naturwissenschaften in Miinchen
und Berlin und bestand 1897 in Berlin die Priifung fiir das héhere Lehramt. Nach Ableistung von Se-
minar- und Probejahr arbeitete er als Oberlehrer an der deutschen Realschule in Konstantinopel, an
Gymnasien in Wattenscheid und Héchst am Main sowie an der héheren Maschinenbauschule in Ha-
en.

% Schlegel 1876, S. 179

" Schlegel 1876, S. 179

% Schlegel 1876, S. 180
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wir daher die Bestrebungen der modernen Geometrie auf der Universitat als einen
Fortschritt betrachten, so ist die Geometrie der Schule, indem sie mehr und mehr
den algebraischen Charakter herauskehrt, auf einem Rickschritte begriffen. In jedem
Falle aber ist ein immer weiteres Auseinandergehen der beiderseitigen Richtungen
zu constatiren.“®® Dabei war Schlegel auch klar, dass auf die rechnende Geometrie
nicht ganzlich verzichtet werden kénne, da sie fir viele praktische Anwendungen be-

nétigt werde. Fiir die ,Bildung des Geistes*®*

sei jedoch die reine Geometrie besser
geeignet, denn ,jede Lésung durch Rechnung kommt auf die mehr oder minder me-
chanische Anwendung einer eingelernten Methode hinaus [...]. Ein freies Schaffen
des Geistes ist nur mdglich, wenn sich derselbe in reinen raumlichen Anschauungen
bewegt, ungehindert durch das Bleigewicht von Formeln“®®. Schlegel sah hier also
sowohl den Beitrag des Mathematikunterrichts zur materialen wie zur formalen Bil-
dung und wollte beide Aspekte berlicksichtigt wissen. Daraus darf man jedoch nicht
schlieBBen, dass Schlegel im Bereich der reinen Geometrie in der Schule keinen Ver-
anderungsbedarf sah. Diese misse vielmehr von der Euklidischen Behandlung
Abstand nehmen, da sie nicht mehr dem aktuellen Stand der Wissenschaft entspre-
che. Um dies zu belegen, zitierte Schlegel die Kritik Hankels (vgl. auf S. 32f das mit
FuBnote 12 belegte Zitat) und fligte als weitere Kritikpunkte hinzu, ,dass die
Congruenzsatze als Haupt-Instrument der Forschung in die zu untersuchenden Be-
ziehungen ein ganz fremdes Element hineinbringen, dass Betrachtungen Uber die
Lage mit solchen Gber das Mass verquickt werden, und dass in Folge dieses durch-
gehenden Mangels einer Sonderung der Lagen- von den Massbeziehungen die
ganze Richtung der auf dieses System gegriindeten Forschung (u. a. das ganze
Aufgaben-Material) auf die analytische Methode hindrangt, weil es fir rein geometri-
sche Behandlung an geniigenden Principien fehlt.“*

Zuletzt ging Schlegel noch auf die Frage ein, warum bislang kaum Veranderungen
hin zur ,Neueren Geometrie“ in den Schulen zu beobachten seien. Daflir verantwort-
lich war fur ihn die Tatsache, dass kaum Versuche unternommen worden seien, die

«97

.Elemente der Geometrie”’ (damit sind die Anfinge des Geometrieunterrichts ge-

meint) im Sinne Steiners zu unterrichten, d.h. alle ,geometrischen Wahrheiten in ein

% Schlegel 1876, S. 180
% Schlegel 1876, S. 180
% Schlegel 1876, S. 180f
% Schlegel 1876, S. 181f
% Schlegel 1876, S. 182
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“%8 ainzuordnen. Stattdessen werde die ,Neuere

den Verstand befriedigendes System
Geometrie nur als Anhang zu den bestehenden Inhalten hinzugeflgt, wahrend ei-
gentlich ein vollstandiger Umbruch notwendig sei.

Ein weiteres Argument fir die Einfihrung der ,Neueren Geometrie” in den Schulun-

|99

terricht fiihrte Christian Beyel® in seinem Artikel Uber die Ellipse mit dem

Achsenverhdltnis 1:+/2 an, namlich deren Nutzen fiir den Unterricht in der darstel-
lenden Geometrie.'® Der Weg, den die darstellende Geometrie seit Bellavitis
gegangen ist, zeigt deutlich den inneren Zusammenhang zwischen dieser Disziplin
und der projektivischen Geometrie. Es ware daher zu winschen, dass dieser Zu-
sammenhang auch im Unterrichte immer mehr hervortrate und dass der Lehrer von
den so einfachen Grundgebilden der projektivischen Geometrie stets einen weitge-
henden Gebrauch machen kénnte.“'°" Und er fiihrte im Folgenden die Konstruktion

der im Titel genannten Kurve mit Mitteln der darstellenden Geometrie vor, wobei zur

= Begriindung Satze aus der projekti-
ven  Geometrie  herangezogen
wurden.

Am Schluss seines Beitrags kam

~'———="| Beyel noch darauf zu sprechen, wie

die Vermittlung der Inhalte der pro-
jektiven Geometrie praktisch

umgesetzt werden sollte. Eine M6g-

lichkeit bestehe darin, die ebene

projektive Geometrie in Verbindung

N mit der (rdumlichen) Zentralprojekti-

Abbildung 3: Ellipsenkonstruktion on einer Ebene auf eine zweite Ebe-
(aus: Beyel 1892, Figurentatel) ne zu behandeln. Dies berge jedoch
die Gefahr, ,dass die projektivische Geometrie Uberwuchert und dass die darstellen-
de Geometrie und die Ausbildung der Raumanschauung zu kurz kommen. Damit
wird dann den Bedrfnissen des zukiinftigen Technikers — und an solche wendet sich

ja der der Lehrer der darstellenden Geometrie in erster Linie — nur schlecht ge-

% Schlegel 1876, S. 182

% Uber Beyel konnte ich leider keine weiteren Informationen in Erfahrung bringen.

1% Dbieser Aspekt wurde spater nochmals verstarkt aufgegriffen. (vgl. Unterkapitel 4.1)
191 Beyel 1892, S. 323
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dient.“'% Daher miisse die projektive in jedem Fall vor der darstellenden Geometrie
den Schilern bekannt sein. Auch fir das spatere Studium in graphischer Statik oder
Kinematik seien diese Kenntnisse von Vorteil.

Josef Diekmann'® ging in seinem Beitrag Bewegung und Umformung insbesondere
darauf ein, wie die Methoden der ,Neueren Geometrie“ schon am Beginn des Geo-
metrieunterrichts eingesetzt werden kénnten. Wie der Titel bereits aussagt, war
dabei der Aspekt der Beweglichkeit der geometrischen Figuren von zentraler Bedeu-
tung. Zu Beginn des Artikels wies Diekmann zunachst darauf hin, dass in letzter Zeit
die Forderung nach einer Umgestaltung der Elementargeometrie immer haufiger und
vehementer vorgetragen werde. Auf die Argumente daflir wollte er nicht néher ein-
gehen, zitierte aber eine Aussage von Paul Cauer'®™ aus den PreuBischen
Jahrblichern (Band 69 (1892), S. 274-275), die die Problematik genau auf den Punkt
bringe: Wéahrend in anderen Zweigen der Wissenschaft (Geschichte, Dichtung, Re-
dekunst) versucht werde, den Einfluss der Antike zurlickzudrangen, sei dies in der
Mathematik erstaunlicherweise nicht der Fall. Und auch beziglich der zu erreichen-
den Veranderungen berief sich Diekmann auf Cauer. Es misse gelingen, ,die von
ihm [gemeint ist Euklid] gefundenen Erkenntnisse von mancher neuen Seite zu be-
trachten, mehr in organischem Zusammenhange darzustellen, dasjenige in ihnen,
was gerade zur Bildung des jugendlichen Geistes dienen kann wirksamer herauszu-
arbeiten. Die Versuche, in diesem Sinne den mathematischen Unterricht der Schulen
zu vereinfachen, ihn lebensvoller und anschaulicher zu machen, sind bisher an dem
Beharrungsvermégen der padagogischen Welt so ziemlich gescheitert.“'*® Diekmann
stimmte dieser Beschreibung véllig zu und erganzte: ,Diese herben Ausserungen
eines ebenso hervorragenden wie vorurteilslosen Schulmannes sind gewiss beherzi-
genswert und entbehren in gewissem Umfange nicht der inneren Berechtigung; allein
in Bezug auf das Scheitern der Versuche darf man auch nicht ausser acht lassen,
dass trotz mancher verdienstvoller Arbeiten, es an einer fertigen methodischen Aus-

gestaltung der neuern Anschauungsweisen fur Zwecke des elementaren Unterrichts

192 Beyel 1892, S. 340

198 Diekmann wurde am 1. Januar 1848 in Hoxter geboren. Nach dem Besuch des Gymnasiums in
Munster studierte er dort und in Géttingen Mathematik und Naturwissenschaften. In Géttingen legte er
das Staatsexamen ab und promovierte. Nach dem Probejahr an der héheren Blrgerschule Papenburg
arbeitete er zunachst an der héheren Blrgerschule in Wesel, bevor er Oberlehrer am Kdniglichen
lemnasium in Essen wurde. 1880 wurde er Rektor des Realprogymnasiums in Viersen.

1% Cauer (1854-1921) studierte Klassische Philologie in Leipzig, StraBburg und Berlin. Nach seiner
Promotion arbeitete er als Gymnasiallehrer und Universitatsdozent (Kiel & Minster). Er war ein Ver-
fechter des humanistischen Gymnasiums und wandte sich gegen die Vorschlage zur Einflhrung einer
Einheitsschule, die die verschiedenen Formen héherer Schulen ersetzen sollte.

1% Diekmann 1893, S. 81f
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noch immer fehlt. Man vermisst in den hier in Betracht kommenden Lehrbilichern,
einerseits eine konsequente Durchfiihrung der benutzten, neuern Hulfsmittel, ande-
rerseits beschréanken sie sich auf die Benutzung der Anschauungen, welche durch
bestimmte Lagen, wie die centrische und axiale Symmetrie, geboten werden.“'%® Sei-
nen Artikel sah er als einen Vorschlag, um diese Missstande zu beseitigen. Der
Ansatz Diekmanns entsprach im Wesentlichen dem auch von Henrici und Treutlein in
ihrem Lehrbuch der Elementar-Geometrie verfolgten Konzept (vgl. Unterkapitel 3.2),

so dass ich an dieser Stelle nur ein Beispiel fir

die Vorschlage Diekmanns geben mdchte.
Sein grundséatzliches Ziel bestand darin, die
gesamte ebene Geometrie mit Hilfe von Abbil-
dungen aufzubauen. Er betrachtete dazu
zunachst die Kongruenzabbildungen ,Parallel-
verschiebung®, ,centrische Drehung“ und

.axiale Drehung® (Geradenspiegelung), wobei | | [ a& o

er sich im ersten Teil der Abhandlung (in Band | | |

24) hauptsachlich mit der ,centrischen Dre- appildung 4: Drehung einer Strecke AB
hung* befasste. Unter dem Winkel zweier UM PunktO (aus:Diekmann 1893, S. 85)

Geraden versteht er die ,GréBe der Drehung, welche erforderlich ist, um die Richtung
der einen Geraden mit der der andern Geraden zum Zusammenfallen zu bringen.“'%
Der Drehpunkt ist der Schnittpunkt der Geraden. Er fihrt nun die Drehung um einen
Winkel o um O fir eine Strecke AB aus und erhalt die Strecke A1B4. Der Winkel der
Geraden AB und A{B; (d.h. o) stimmt mit o Uberein, was sich die Schiler dadurch
klarmachen kénnen, dass sie die Drehung um den Punkt P (den Schnittpunkt der
Geraden AB und A{B:) ausfiihren. ,Es macht den Schiilern ersichtlich Freude zu
prifen, dass wenn man um P mit OA einen Kreis schlagt, der erhaltene Bogen = arc.
AA; ist.“!%® (Statt des Winkels o nutzt Diekmann die Lange des Bogens AA; zur Fest-
legung der Drehung.) Somit erhalt man folgende Aussage: ,Der Winkel zweier
Geraden ist gleich dem Drehwinkel (Centriwinkel) um ein ausserhalb derselben gele-
genes Centrum, durch welchen die eine Gerade in die Richtung der andern gebracht

wird.“'% Im Anschluss zeigte Diekmann, dass es zur Drehung einer Geraden genligt,

1% Diekmann 1893, S. 82
%7 Diekmann 1893, S. 82
1% Diekmann 1893, S. 86
1% Diekmann 1893, S. 86
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vom Drehzentrum O das Lot auf die Gerade zu féllen, den LotfuBpunkt C (der Bild-
punkt sei C’) zu drehen und anschlieBend auf OC’ in C’ die Senkrechte zu errichten.

Diese Kenntnisse nutzte er dann unter anderem beim Beweis des Winkelsummen-
satzes nach Thibaut, der so ,eine flir den Schiler viel greifbarere und anschaulichere
Gestalt!'® erhalt. Dazu wahlt er einen festen Punkt O im Inneren des Dreiecks und
fallt die Lote auf die Seiten. Der Winkel zwischen a und b ist oy (AuBenwinkel des
Dreiecks). Nach dem Vorhergehenden gilt oy = u. Analog gilt B1 = v und vy = w. Also
o +Pr+yr=u+v+wundu+vVv+w=4R (= 360°). Somit gilt: oy + B1 + v1 = 4R.
FlOgt man zu dieser Summe die Innenwinkel des Dreiecks hinzu, so erhélt man als

Ergebnis 6R. Folglich ergibt die Summe der Innenwinkel 2R.

Mit Hilfe der Kongruenzabbildungen bewies Fig. ¢,
Diekmann im Anschluss unter anderem die

Kongruenzsatze und léste ,das elementare \\
Tangentenproblem [...]: in einem Punkte der _ . : \‘-‘5{

Peripherie, von einem Punkte ausserhalb und

an zwei Kreise eine (gemeinschatftliche) Tan-

gente zu ziehen.“'"

Am Schluss des ersten Teils seiner Arbeit gab

Diekmann dann noch einen weiteren Grund f(r

die von ihm vorgeschlagene Umgestaltung. Die /

Schiler sollten méglichst wenige Inhalte aus- Abbildung 5: Beweis des Winkelsummen-

112 satzes (aus: Diekmann 1893, S. 87)
und stattdessen

wendig kébnnen
mathematisches Denken lernen. ,Es folgt, dass wir bemiht sein missen zur Er-
kenntnis geometrischer Wahrheiten und ihrer Anwendungen allgemeine Methoden
zu schaffen, welche den Schiler in den Stand setzen, gestiitzt auf seine gesunde
Verstandeskraft voranzuschreiten, nicht aber genétigt zu sein, bei jeder Aufgabe in
der Ruistkammer gedachtnisméassig aufgespeicherter Satze nach brauchbarem
Handwerkszeug zu suchen. Ganz vorzlglich sind unserer Ansicht nach hierfliir die

Methoden der neueren Geometrie geeignet, und jeder Versuch dieselben metho-

"9 Diekmann 1893, S. 87

""" Diekmann 1893, S. 89

"2 Der Aspekt der ,Uberbiirdung“ der Schiiler (d.h. einer zu groBen Menge von Lehrstoff) wurde da-
mals oft kritisiert. (vgl. z.B. ZmnU 13, S. 484-489)
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disch und padagogisch den Forderungen des Schulunterrichtes anzupassen, muss
willkommen erscheinen.*''®

Auch der zweite Teil des Artikels (Band 25), der sich schwerpunktmaBig mit Ver-
schiebung und Geradenspiegelung befasste, schloss mit einem Argument flr die
.Neuere Geometrie“. So sei der von Euklid gewahlte Aufbau fir die Jugend ungeeig-
net, da ,Euklid flr gereifte und logisch geschulte Képfe geschrieben hat, zu einer
Zeit, wo das Bedlrfnis nach logischen Abstraktionen fast der einzige Ausdruck wis-
senschaftlicher Thatigkeit der gebildeten Kreise war. Gewiss sind auch die
Anforderungen an geistige Arbeit und folgerichtiges Denken bei Verwendung der
neueren Methoden nicht gering, allein sie liegen auf Gebieten, welche dem Ge-
sichtskreise der Schiler angepasst sind, und auf welchen sich seine Verstandeskraft,
je nach Begabung, selbstthatig ausbilden kann, wahrend der ,Traditionelle Schema-
tismus® dem jugendlichen Geiste und seiner gestaltenden Phantasie nicht zusagen

kann und erfahrungsmassig auch nicht zusagt.“''*

2.1.8 Kritiker der ,,Neueren Geometrie*

Einer der eher rar gesaten kritischen Beitrdge stammte von Joseph Johann Gilles' .
In seinem Artikel Bedenkliche Richtungen in der Mathematik setzte er sich haupt-
sachlich mit seiner Meinung nach falschen Entwicklungen in der Mathematik
auseinander, als da sind ,die Lehren, dass die Gerade nur einen unendlich fernen

Punkt habe; dass die Gerade eine in sich zurlickkehrende Linie sei; dass +oo = -o0;

ferner, dass der Raum eine in sich zurlickkehrende Grdsse sei, und in noch héherem
Grade die Lehre von mehr als drei Dimensionen des Raumes, die ganze absolute
Geometrie und schliesslich die selbst von Helmholtz vertretene Ansicht, dass die Ma-
thematik eine Erfahrungswissenschaft sei.''® Diese Ideen versuchte Gilles zu

' Diekmann 1893, S. 96

''* Diekmann 1894, S. 175f

"% Gilles wurde 1838 in Oberesch bei Ahrweiler geboren und besuchte von 1855 bis 1859 die Gym-
nasien in Minstereifel und Trier. Nachdem er in Trier das Reifezeugnis erlangt hatte, studierte er
Philosophie, Mathematik und Naturwissenschaften in Bonn und legte 1864 das Staatsexamen ab.
Nach dem Probejahr am Gymnasium in Koblenz arbeitete Gilles zunéachst an Progymnasien in Mén-
chengladbach und Boppard, dann an Gymnasien in Disseldorf und Essen.

""° Gilles 1880, S. 5f
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widerlegen und ging am Schluss des Artikels auf einen schulischen Aspekt ein.'"’

Dabei nahm er Bezug auf das Schulprogramm der Realschule I. Ordnung in Dlssel-

dorf von 1878, in dem Wilhelm Stammer unter dem Titel Die ersten Sétze der neuen

Geometrie einen Lehrgang fur die Prima vorstellte. Darin betrachtete Stammer das

Verhéltnis der (gerichteten) Strecken AD und BD, wenn A und B feste Punkte sind

und sich D bewegt.

Abbildung 6: Innere Teilung der Strecke AB durch D (erstellt mit GeoGebra)
,0ann nimmt das Verhaltni3 AD:BD alle mdglichen negativen Werthe von 0 bis -oo

an, wahrend D sich von A nach B bewegt. Geht D von B aus in derselben Richtung

weiter bis ins Unendliche, so wird AD:BD = 1+%, und das Verhéaltnil nimmt ab von

(3]

<

tan (o)

()

tan ( m—o)

[ / ¢

4

Abbildung 7: Tangens am Einheitskreis
(erstellt mit GeoGebra)

117

+00 bis 1; nahert sich dann D, aus dem Un-
endlichen kommend, auf der andern Seite
dem A, so sind sowohl AD als BD negativ; ihr
Verhaltni3 bleibt positiv und nimmt weiter ab
von 1 bis 0. Wahrend also D die ganze gerade
Linie durchlauft, nimmt das Verhélini3 AD:BD

der Reihe nach alle mogliche Werthe von -c

bis +00 an, aber jeden Werth nur einmal.“''® In

einer sich daran anschlieBenden FuBnote
stellte Stammer dann fest: ,Es ist hier wohl
der Ort, den Schiler darauf aufmerksam zu

machen, dal3 es auf einer Geraden nur einen

Dass der Artikel keinen direkten didaktischen Hintergrund hat, wird von der Redaktion (Hoffmann)

schon zu Beginn in einer FuBnote klargestellt: ,Obschon dieser Aufsatz nichts fiir die Schule direct
Verwerthbares bietet, wir auch die darin enthaltenen idealistischen Anschauungen nicht theilen, so
halten wir denselben doch fir zeitgeméss und am Platze, gewissen Bestrebungen gegeniber, die
unberechtigte oder noch ungeklarte Anschauungen gern in den mathematischen Schulunterricht ein-
fihren mdchten.” (Gilles 1880, S. 5) Hoffmanns eher ablehnende Haltung gegentber den

Fernpunkten ist spirbar.
"8 Stammer 1878, S. 3
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unendlich fernen Punkt gibt und dal3 +co = -00. Die letztere Behauptung kommt schon
. . . . T «119

in der Trigonometrie vor, insofern rg By = too .

Auch Gilles zitierte diese FuBnote und versuchte im Anschluss zu beweisen, dass

tg% zwei verschiedene Werte haben muss (d.h. +c0 # -o0). Dazu stellte er fest,

dass Stammers Argumentation nicht greife, weil zunachst gezeigt werden miusse,

dass zu jedem Winkel nur ein Wert fir den Tangens existiert. AuBerdem kénne aus

der Gleichung J16 = +4 auch nicht +4 = -4 geschlossen werden. Fir seine weitere
Argumentation verwendete Gilles die Veranschaulichung des Tangens am Einheits-

kreis (vgl. Abbildung 7). Er stellte fest, dass 7g (o) = -rg (n-a). Somit folge dann auch

tg (%)z—tg(ﬂ'—gj, d.h. tg (%jz—tg[%). Dies bedeute jedoch nicht, dass +o =

-00, da man bei diesem Schluss wieder davon ausgehe, dass g [g] nur einen Wert

(ndmlich o) habe. Vielmehr sei es so, dass auf der linken Seite der Gleichung +o

und auf der rechten Seite -(-o0) stehe. ,Ist das % der einen Seite der urspriingliche

Winkel w, so ist das % der anderen der Supplementwinkel von w. Ist mithin tgt%

der linken Seite gleich +co, so ist tgt% der rechten Seite gleich -oo0; und folglich +oo =

-(-OO)_“120

Aus der Auseinandersetzung wird deutlich, dass Stammer und Gilles verschiedene
Vorstellungen tber die Gerade hatten. Stammer dachte projektiv, d.h. "seine" Gerade

hat genau einen Fernpunkt und somit gehért auch zum Winkel % nur ein Wert fur
den Tangens. Gilles hatte hingegen die Vorstellung einer nicht geschlossenen Gera-

den und musste somit flr g (%j zwei Werte annehmen. Einen Beweis flr ihre

Aussagen konnten daher beide nicht erbringen. Gilles Ablehnung der projektiven

"% Stammer 1878, S. 3
120 Gilles 1880, S. 23; Die Abkuirzung "tgt" steht fiir den Tangens.
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Geometrie ergibt sich somit, ahnlich wie bei den bereits vorgestellten Kritikern, aus-
schlieBlich aus inhaltlich-mathematischen Grinden.

Eine weitere Stimme, die sich fir die Beibehaltung der bestehenden Inhalte aus-
sprach, findet sich im 14. Band der ZmnU (1883) mit dem Artikel Eine neue Methode
des mathematischen Unterrichts, bei welcher die hduslichen Arbeiten fortfallen. Der
Verfasser Dr. Karl Piper'?' beschrieb darin, wie er die sonst von den Schiilern regel-
manig zu verfassenden Hausarbeiten durch wdchentliche Extemporalien (d.h.
unangekindigte Klassenarbeiten) ersetzt habe, die Griinde daflr und seine gemach-
ten Erfahrungen. Dabei kam er auch kurz auf die behandelten Inhalte und die
Unterrichtsmethodik zu sprechen und machte deutlich, dass er ein Anhanger der
Euklidischen Geometrie war: ,In der Planimetrie lasse ich in den Extemporalien
Constructionsaufgaben lésen, in den Lehrstunden nehme ich (ausser den zu den
Aufgaben nétigen Erlauterungen) die Lehrsatze durch, und zwar nach der Euklidi-
schen Methode. Ich ziehe letztere den neueren Methoden vor, denn erstens Ubertrifft
sie dieselben an Eleganz; Euklids Mathematik ist eins der gréssten Kunstwerke des
Altertums. Zweitens hat die Euklidische Methode flir die Schule noch den Vorzug,
dass jeder Lehrsatz mit seinem Beweise, wiewohl er ein Baustein des ganzen Ge-
baudes ist, doch wieder ein abgeschlossenes Ganzes fiir sich bildet.“'?? Den von den
Vertretern der ,Neueren Geometrie” oftmals kritisierten Aspekt, dass bei Euklid die
Lehrsatze meist separiert erscheinen, sah Piper also geradezu als Vorteil an. Zudem
begegnete er dem Vorwurf, im bisherigen Geometrieunterricht wiirden die Schiler
nicht lernen, selbststandig einen Beweis zu flhren: ,Bei den Extemporalien beschaf-
tigen die Schiler sich mit planimetrischen Begriffen und Gben sich im geometrischen
Denken, und hierdurch werden ihnen auch die Lehrsatze verstandlicher und die Be-
weise leichter, so dass dieselben in den Stunden allein gelernt werden kdnnen.
Freilich habe ich die Absicht, spater den Zusammenhang zwischen den Lehrstunden
und den Extemporalstunden dadurch noch unmittelbarer zu machen, dass ich in den
Extemporalstunden nicht nur Aufgaben l6sen, sondern in eben so grosser Ausdeh-
nung Beweise finden lasse. [...] Die Leistungen in der Planimetrie (und ganz

'21 Piper wurde am 21.10.1849 in Malchin geboren und besuchte das Gymnasium in Rostock. Nach
der Reifepriifung 1869 studierte er in Rostock, Berlin und Géttingen Mathematik und Naturwissen-
schaften. Er arbeitete an der Realschule I. Ordnung in Frankfurt an der Oder und am Realgymnasium
in Elberfeld und wurde schlieBlich Oberlehrer am Gymnasium in Lemgo.

122 Piper 1883, S. 467
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besonders auch in der Stereometrie) wirden dadurch ganz bedeutend gesteigert

werden.<'%3

2.2 Diskussionen auf Versammlungen und Konferenzen

Neben der schriftlichen Auseinandersetzung in der ZmnU wurde die Frage der Ein-
fihrung der projektiven Geometrie in den Mathematikunterricht auch auf
Versammlungen der Fachverbande diskutiert. Dabei sind insbesondere die mathe-
matisch-naturwissenschaftliche Sektion der Versammlung deutscher Philologen und
Schulmanner, die Abtheilung fiir mathematischen und naturwissenschaftlichen Unter-
richt in der Versammlung deutscher Naturforscher und Arzte sowie die
Jahresversammlung des Vereins fur Férderung des Unterrichts in der Mathematik
und in den Naturwissenschaften von Bedeutung. Ich werde im Folgenden einige
ausgewahlte Beitrdge von Sitzungen der drei genannten Verbande naher vorstellen.

2.2.1 Die Versammlung deutscher Philologen und Schulméanner

Karl Gerhardt (28. Versammlung, 1872)
Auf der 28. Versammlung deutscher Philologen und Schulméanner in Leipzig (22. bis

25. Mai 1872) wurde in der zweiten Sitzung der mathematisch-
naturwissenschaftlichen Sektion (46 Teilnehmer) allgemein Uber die Frage einer
Umgestaltung des Geometrieunterrichts diskutiert. Dazu hielt zunachst Prof. Karl
Gerhardt'® ein Referat Ueber den geometrischen Unterricht. Darin sprach er sich
deutlich gegen die bisher verwendete Euklidische Methode aus: ,Es sei die Eu-
klid'sche Methode zu verlassen, weil sie keine streng wissenschaftliche sei und den
Schiilern nur lose zusammenhangende Satze biete.'* Fir die Umgestaltung emp-
fahl er folgende MaBnahmen: ,Eine umfassende Aenderung musse dadurch

128 piper 1883, S. 467

124 Gerhardt wurde am 2.12.1816 in Herzberg bei Torgau geboren. Er erhielt 1834 am Gymnasium
Torgau das Reifezeugnis und studierte anschlieBend in Berlin Mathematik, wo er 1837 das Examen
erhielt und promovierte. Neben seiner Tétigkeit im Schuldienst (Gymnasien in Eutin, Salzwedel, Berlin
und Eisleben) war Gerhardt auch wissenschaftlich sehr aktiv. So bearbeitete er die in der Kdniglichen
Bibliothek in Hannover befindlichen Handschriften von Leibniz und unternahm eine Forschungsreise
nach Lausanne, Mailand und Paris.

'%0.V. 1873, S. 234
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eintreten, dass die Planimetrie nicht mehr getrennt von der Stereometrie behandelt
werde, und die neuen Resultate der mathematischen Wissenschaft Bertcksichtigung
finden. Die Geometrie sei demgemass etwa einzutheilen in 1) Geom. der Lage, 2)
Geom. der Form und 3) Geom. des Masses.“'?® Am Schluss seines Beitrags stellte
Gerhardt den Antrag, eine Kommission zu bilden, die einen neuen Lehrgang gema-
den von ihm genannten Aspekien ausarbeiten solle. In der anschlieBenden
Diskussion wurde von der Mehrheit der Anwesenden die Meinung vertreten, die Ver-
bindung von Planimetrie und Stereometrie sei bereits verwirklicht und daher missten
in dieser Richtung keine weiteren Anstrengungen unternommen werden. Dr. Her-
mann Guthe'?’ lehnte die Bildung einer Kommission ab, ,weil durch Einfiihrung eines
solchen Lehrbuchs eine schadliche Uniformitat des mathematischen Unterrichts ver-
anlasst werden kénne. Ausserdem sei die neuere Geometrie noch nicht so
abgeschlossen, dass ihre Resultate der Schule abgerundet Ubergeben werden kén-
nen.“'® In die gleiche Richtung argumentierte auch Dr. Johann Gottfried Friedlein'®,
der dafiir pladierte, ,dass man nicht eine Commission beauftrage, sondern vielmehr
ausspreche: jeder Lehrer solle den geometrischen Unterricht so ertheilen, dass das
Anschauungsvermdgen mdoglichst geférdert werde und dass so die Mathematik sich
als ein wirkliches Bildungsmittel erweise.“'*® Der Antrag Gerhardts zur Bildung der
Kommission wurde abgelehnt, die Sektion fasste jedoch mit groBer Mehrheit folgen-
den von Guthe eingebrachten Beschluss: ,die mathem. Sektion ist der Ansicht, dass
von der Euklid’schen Methode abzugehen sei, dass dem geometrischen Unterrichte
ein propadeutischer vorausgehen musse, der in Verbindung mit dem Zeichnen steht,
und dass der geometrische Unterricht in den oberen Klassen mit Betrachtungen ab-
zuschliessen habe, die geeignet sind, Alles zu vereinigen, was auf den unteren
Stufen getrennt behandelt wurde.“'®' Daraus wird ersichtlich, dass sich die Sektion
einerseits fur die Veranderung des Geometrieunterrichts aussprach, andererseits

'2°0.V. 1873, S. 234f

127 Guthe wurde 1825 in Andreasberg im Harz geboren. Nach dem Besuch des Gymnasiums in Claus-
thal studierte er von 1845 bis 1849 Philologie und Mathematik in Géttingen und Berlin. Er arbeitete
von 1849 bis 1863 in Hannover als Lehrer am Lyceum und anschlieBend an der dortigen polytechni-
schen Schule. 1873 wurde er auf eine Professur fiir Geographie am Polytechnikum in Miinchen
berufen. Guthe starb 1874 an den Folgen der Cholera.

'%%0.V. 1873, S. 235

'2% Friedlein (1828-1875) studierte ab 1846 Philologie und Mathematik an der Universitat in Miinchen.
Seit 1851 arbeitete er als Lehrer in Regensburg, Erlangen, Ansbach und Hof. Daneben betatigte er
sich auch als Herausgeber von historischen mathematischen Texten, u.a. des Rechenbuchs des Vic-
torius, der mathematischen Schriften des Boethius und des Kommentars des Proklos Diadochos zum
ersten Buch der Elemente Euklids. (vgl. Cantor 1878)

'%90.V. 1873, S. 236
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71



aber noch nicht die Aufnahme der projektiven Geometrie dezidiert forderte. Mégli-
cherweise ist im vorliegenden Versammlungsbericht auch die Diskussion zwischen
den Teilnehmern nicht vollstandig wiedergegeben. Man kénnte den letzten Teil des
angenommenen Beschlusses (bezliglich des Geometrieunterrichts in den oberen
Klassen) als Kompromiss zwischen Beflirwortern und Gegnern (wie Guthe) einer so-
fortigen Einflhrung der projektiven Geometrie ansehen, der beiden Seiten alle

Méglichkeiten offen lief3.

Guido Hauck (31. Versammlung, 1876)
Ein deutlich klareres Pladoyer fur die projektive Geometrie fasste die mathematisch-

naturwissenschaftliche Sektion (18 Teilnehmer) der 31. Versammlung deutscher Phi-
lologen und Schulméanner auf ihrer Tagung in Tibingen (25. bis 28. September

k'32 einen

1876). Dort hielt auf der ersten Sektionssitzung zunachst Prof. Guido Hauc
Vortrag Uber Die Stellung der neueren Geometrie zur euklidischen Geometrie und
Uber die Aufnahme der ersteren in den Lehrplan der zehnclassigen Realschulen und
Realgymnasien. Darin bemerkte er zunachst, dass das System der Euklidischen Ge-
ometrie als in sich geschlossen anzusehen sei, d.h. eine Weiterentwicklung war nach
seiner Auffassung nicht mdglich. Daher sei ein neues System geschaffen worden,
,die sogenannte neuere oder projectivische Geometrie“'®, das in drei Aspekten ge-
gentiber der Euklidischen Geometrie eine Verallgemeinerung darstelle. Einmal
betrachte die ,Neuere Geometrie“ neben Kongruenz, Ahnlichkeit und Flachengleich-
heit auch die Affinitdt und Kollineation als mdgliche Beziehungen zwischen
geometrischen Objekten. Zuséatzlich wirden nicht nur einzelne Figuren betrachtet,
,sondern ganze geometrische Systeme behandelt, in welchen die momentan in’s
Auge gefassten Punkte und Linien ihre Lage nach Belieben andern kénnen. [...] Der
Fortschritt gegen die alte Anschauungsweise besteht wesentlich darin dass die

Starrheit der Figuren aufgehoben und daflir die Beweglichkeit der Raumelemente

132 Hermann Guido Hauck wurde am 26.12.1845 in Heilbronn geboren. Nach dem Besuch der Gym-

nasien in Heilbronn und Stuttgart sowie der Polytechnischen Schule in Stuttgart (ab 1863) studierte er
von 1865 bis 1870 Mathematik und Naturwissenschaften in Tlbingen. Nach bestandener Professo-
ratsprifung (1871), die dem Staatsexamen vergleichbar ist, arbeitete er an der Oberrealschule in
Tlbingen und war gleichzeitig als Lehrbeauftragter fir darstellende Geometrie und Elementargeomet-
rie an der dortigen Universitat tatig. 1876 erfolgte die Promotion in TUbingen (Grundziige einer
allgemeinen axonometrischen Theorie der darstellenden Perspektive), 1877 wechselte Hauck als
Professor fir Darstellende Geometrie an die Bauakademie in Berlin. Nach der Fusion der Bau- mit der
Gewerbeakademie zur Technischen Hochschule war Hauck fur insgesamt drei Amtsperioden deren
Rektor. Er starb am 25.1.1905 in Berlin.

% 0.V.1877,S. 185
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eingefiihrt wurde.“'®* Als dritten Aspekt nannte Hauck die generelle Bestrebung der
,Neueren Geometrie“, mdglichst allgemeine und universelle Methoden zu entwickeln.
In Bezug auf die Verwendung im Schulunterricht gab Hauck zu, dass meist immer
noch auf Euklid zuriickgegriffen werde. Jedoch kénne die ,Neuere Geometrie” durch
die Betrachtung der beweglichen Figuren besser zur Férderung der Raumanschau-
ung beitragen und die Benutzung der allgemeineren Methoden helfe dabei, die

Schiller zum ,systematischen Denken*'®®

zu befahigen. DarlUber hinaus seien die
Kenntnisse in der ,Neueren Geometrie” auch notwendig, da sie neuerdings in vielen
Bereichen Verwendung finde. Beispielsweise habe die analytische Geometrie ,ihre
ganze Taktik geandert, indem sie in ihrer gegenwartigen eleganten Operationsweise
einfach die Methoden der neueren Geometrie in ihre Formelsprache Ubersetzt
hat'*, die darstellende Geometrie sei vollstandig im Sinne der ,Neueren Geometrie*
umgestaltet und auch der Techniker benétige sie dringend, denn auf ,ihrer Grundla-
ge hat Cullmann seine graphische Statik aufgebaut und damit eine Methode
geschaffen die an Einfachheit, Uebersichtlichkeit und Sicherheit der Resultate alle
seitherigen analytischen Methoden weit hinter sich lasst.“'*” Aus diesen Griinden sah
Hauck die Einfihrung der ,Neueren Geometrie” in den Schulunterricht als zwingend
an und er machte auch Vorschlage zur Umsetzung. Allerdings war er strikt dagegen,
die dabei neu aufzunehmenden Inhalte erst am Ende der Schulzeit zu behandeln
und hierbei Euklidische Methoden zu benutzen: ,Man hat seit langerer Zeit die Ma-
nier, einzelne Satze aus der neueren Geometrie der euklidischen Geometrie als
Anhang hinzuzufiigen, und glaubt damit das Bedurfniss befriedigt. Es gehdren hier-
her z. B. die Satze von der harmonischen Teilung, von den Transversalen, vom
Aehnlichkeitspunkt, von der Potenzlinie, von Pol und Polare u. A. Wahrend diese
Satze im System der neueren Geometrie sich fast spielend von selbst ergeben, mis-
sen sie dann — herausgerissen aus dem System — mit eigenen Beweisen im Geiste
der euklidischen Geometrie versehen werden. Damit haben sie aber aufgehért, der
neueren Geometrie anzugehéren. Der Grundcharakter der neueren Geometrie be-
steht ja — wie oben ausgefihrt wurde — nicht im Stoff, sondern in der Methode.
Sobald man also einen ihr entnommenen Stoff nach antiker Methode behandelt, so
ist es keine neuere Geometrie mehr, sondern antike.“'* Dadurch kénne der Schiller

%5V, 1877,S. 185
%5V, 1877, S. 189
% 5.V. 1877, S. 190
7 6.V. 1877, S. 190
% 5.V. 1877, S. 190
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sogar von der ,Neueren Geometrie® abgeschreckt werden, da ihm die mit der unpas-
senden Methode behandelten Inhalte auBerordentlich kompliziert erscheinen
wlrden. Das umgekehrte Verfahren, d.h. die bestehenden Inhalte durch die Metho-
den der ,Neueren Geometrie” zu ergédnzen, hielt Hauck hingegen geradezu fir
notwendig: ,Die vielen Mangel die dasselbe beziglich der Gesammtanordnung des
Stoffes, der Verkettung der Details, der Schéarfe der Begriffsbestimmungen, der
Strenge der Begrindungen, der Zweckmassigkeit der Darstellungsweise u. s. w.
aufweist, lassen sich in letzter Instanz auf jene Starrheit und Unbeweglichkeit zurtick-
fuhren. Eben desshalb glaube ich aber auch dass jene Mangel sehr wohl gehoben
werden kdnnten durch Adoptierung der Anschauungen der neueren Geometrie. Ein
Reformieren und stilgerechtes Umbauen des euklidischen Systems im Geiste der
neueren Geometrie scheint mir nicht bloss mdglich und winschenswert, sondern
dringend notwendig.“'*® Ein Beispiel fiir eine gelungene Umsetzung seien die Vor-
schlage von Hubert Muller aus Metz, die auch im folgenden Kapitel noch naher
vorgestellt werden.

Bei der Behandlung der neu einzufihrenden Inhalte kam es laut Hauck vor allem
darauf an, auf das Hilfsmittel der Projektion zurlickzugreifen und die aufeinander zu
beziehenden geometrischen Systeme in zwei getrennten Ebenen zu betrachten.
,Wahrend aber nun die geometrischen Verwandtschaften zweier ebener Systeme bei
getrennten Ebenen so Uberaus klar und einleuchtend sind, so verlieren sie ihre Evi-
denz, sobald man von der collinearen Lage in einer und derselben Ebene ausgeht;
die Achse der Collineation, der Affinitat oder der Affingleichheit hat dann ihre nattrli-
che Bedeutung als Schnittlinie der zwei Ebenen verloren, und die ganze Definition
gewinnt den Charakter des Willkirlichen und Zufalligen. [...] Die neuere Geometrie
ferner hat bei der Verschmelzung nicht nur nichts gewonnen, sondern dadurch dass
dabei ihr Hauptoperationsmittel, das Projicieren, das doch den eigentlichen Kern ih-
res Wesens ausmacht, vollstandig in den Hintergrund tritt, sehr viel verloren.“'*® (Als
Beispiel fur eine schlechte Umsetzung nannte Hauck das Buch Elemente der Geo-
metrie (Berlin: Weidmann 1875) von Friedrich Kruse.) Daher sollten die neuen
Inhalte auch im Anschluss an die darstellende Geometrie unterrichtet werden, wo-
durch beide Disziplinen gewinnen kdnnten. Denn die darstellende Geometrie sei

zwar ,ein ausserst wertvolles Mittel, rAumliche Gebilde darzustellen, nicht aber ist sie

%95.V. 1877, S. 191f
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«141 wofiir dann die ,Neuere

ein Operationsmittel zur Entdeckung neuer Wahrheiten
Geometrie” genutzt werden kénne. Letztere profitiert auf der anderen Seite von den
bereits bekannten Darstellungsmethoden und dem geschulten Raumvorstellungs-
vermdgen. Daher sollte die ,Neuere Geometrie” auch nur in den Schulen unterrichtet
werden, die auch Unterricht in darstellender Geometrie anboten, d.h. in den
zehnklassigen Realschulen.

Die in der zweiten Sitzung stattfindende Diskussion drehte sich vor allem darum, ob
genugend Zeit flr die Behandlung weiterer Inhalte vorhanden sei. Diese Frage wurde
abschlieBend bejaht, da man durch die Einfihrung der ,Neueren Geometrie“ auch im
Bereich der Euklidischen und der analytischen Geometrie Zeit einsparen kénne. So-
mit fasste die Sektion einstimmig folgende Resolution: ,1) Im Unterricht der
Elementargeometrie an Realschulen und Gymnasien bleibt die euklidische Geomet-
rie dem System nach bestehen, wird aber im Geiste der neueren Geometrie
reformiert. — Die Section begrusst mit grosser Freude die von Dr. H. Mller in dieser
Richtung eingeleiteten Schritte. 2) Die Einfliihrung der neueren Geometrie ist not-
wendig in den zehnclassigen Realschulen und Realgymnasien, und sie findet ihren

Platz zwischen dem I. und II. Teil der descriptiven Geometrie (nach Monge).“'*?

Siegmund Gilinther (32. Versammlung, 1877)

Die Diskussion wurde dann in der zweiten Sitzung der mathematisch-
naturwissenschaftlichen Sektion (67 Teilnehmer) der 32. Versammlung in Wiesbaden
(26. bis 29. September 1877) nochmals aufgenommen durch einen Vortrag von Prof.
Siegmund Giinther'*® mit dem Titel Die pddagogisch verwerthbaren mathematischen
Errungenschaften der Neuzeit. Darin beschaftigte er sich damit, wie die seiner Mei-
nung nach immer gréBer werdende Kiluft zwischen den Inhalten der Schule und
denen der Hochschule geschlossen werden kénne. In einer Fllle von angesproche-

*10.V. 1877, S. 194

*20.V. 1877, S. 196f

%% Adam Wilhelm Siegmund Giinther wurde am 6.2.1848 in Niirnberg geboren, wo er von 1855 bis
1865 das Gymnasium besuchte. Nach bestandener Reifepriifung studierte er ab 1865 Mathematik
und Physik in Erlangen, Heidelberg, Leipzig, Berlin und Géttingen. 1870 promovierte er in Erlangen
(Studien zur theoretischen Photometrie), ein Jahr spater bestand er das Staatsexamen. AnschlieBend
arbeitete er ab 1872 als Lehrer am Realgymnasium zu WeiBenburg am Sand. 1873 habilitierte sich
Gunther an der Universitat Erlangen (Darstellung der Ndherungswerte von Kettenbriichen in indepen-
denter Form) und wurde dort Privatdozent. 1875 wechselte er in gleicher Position fiir drei Semester an
das Polytechnikum in Minchen. Nach einer kurzen Tatigkeit als Hilfslehrer am Gymnasium in Amberg
wurde er 1877 Gymnasialprofessor fir Mathematik und Physik am Gymnasium in Ansbach. Von dort
wurde er 1886 auf den Lehrstuhl fir Erdkunde an der TH Minchen berufen. Zwischen 1878 und 1884
war Ginther zusatzlich fir die Deutsche Fortschrittspartei Abgeordneter des Deutschen Reichstags.
Gunther starb am 4.2.1923 in Minchen.
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nen Themen (vor allem aus der Analysis) kam Guinther auch auf die Geometrie zu
sprechen. Dabei ging er zunachst auf den Beitrag Haucks und einen Artikel von Wil-
helm Fiedler (Zur Reform des geometrischen Unterrichts. In: Vierteljahresschrift der
naturforschenden Gesellschaft zu Zirich Band 22 (1877), S. 82-97) ein, die beide die
Einflhrung der projektiven Geometrie in den Schulunterricht beflirworteten und aus
Grinden der Anschaulichkeit vehement fir die Verwendung der Projektion (im
Raum) pladierten. Letzteres hielt Glnther fir problematisch: ,So sehr sich nun ge-
wiss jeder Leser mit den Argumenten beider Manner — und insbesondere mit der
jeder polemischen Farbung entbehrenden Darlegung des Ziricher Forschers — ein-
verstanden erklaren wird, so erschwert doch andererseits deren negative Haltung
gegen Kruse und andere Lehrblcher dem aktiven Lehrer die Wahl einer neuen selb-
standigen Taktik.'** Fir die Gymnasien misse ein anderer Schwerpunkt gewahlt
werden, namlich ,dem projectivischen Grundgedanken gleich vom ersten Anfang an
zum Durchbruch zu verhelfen. Dies thun wir, indem wir sofort den richtigen Begriff
des Parallelismus einfihren, die Grundgebilde der Geometrie der Lage, als Strahlen-
blischel, Ebenenblschel etc. geblhrend betonen und so viel als mdglich die
principielle Scheidung zwischen Ebene und Raum als unnatirlich fortfallen lassen
[...]. Gewisse fundamentale Lehrséatze lassen sich natirlich ebenfalls gleich mit her-
einziehen, so z. B. die schéne und ihres metrischen Charakters halber dem alteren
Verfahren homogene Begriindung der Vielecksschnittsverhaltnisse [...]. Bei dieser
Art der Auffassung, welche auch in dem schon von der vorjahrigen Versammlung
anerkannten geometrischen Leitfaden Hubert Millers (vier Ba&ndchen, Teubner, Leip-
zig) eine treffliche Stltze findet, werden wir flirs erste bestehen, und auch mit der
Euklidischen Geometrie, welche aus unzahligen hier nicht ndher zu erlauternden
Grinden eben doch auch manches fur sich hat, einen leidlichen modus vivendi her-
stellen kdnnen.“'** Giinther pladierte also fiir die Aufnahme einiger neuer Kapitel in
den bestehenden Lehrgang, wollte andererseits aber auch weitgehend am beste-
henden festhalten, da diese Inhalte auch weiterhin zur Bildung des Schilers
beitragen kénnten. Dazu brachte er folgendes Beispiel: ,Hankel hat freilich ge-
zeigt'*®, dass die von Apollonius in seinem umfangreichen Aufgabencyklus ,vom
Verhaltnissschnitt“ behandelten Probleme sammtlich auf eine relativ einfache Frage

der neueren Geometrie, diejenige nach den zusammenfallenden Punkten zweier

%4 5.V.1878,S. 175
%50.V. 1878, S. 176
%8 vgl. dazu Hankel 1875, S. 128ff
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demselben Trager angehdrigen projectivischen Punktreihen, zurickgeflhrt werden
kénne, allein hat durch diese Uebersetzung ins Moderne das Original irgend etwas
an seiner Durchsichtigkeit und Eleganz eingebiisst?“'*” Daneben spielte aber ver-
mutlich auch das Fehlen der darstellenden Geometrie an den Gymnasien eine
entscheidende Rolle fir seinen von den Ideen Haucks abweichenden Vorschlag. Ei-
ne Diskussion der von Gunther gemachten Aussagen fand nicht statt bzw. wurde in
den Versammlungsbericht nicht aufgenommen.

Somit lasst sich festhalten, dass die mathematisch-naturwissenschaftliche Sektion
der Versammlung deutscher Philologen und Schulméanner der Reform des Geomet-
rie-Unterrichts und der Einfihrung der ,Neueren Geometrie® in allen héheren
Schulformen grundsatzlich positiv gegeniberstand. Dabei sollten die Reformen an
den realistischen Anstalten umfassender ausfallen und auch die Behandlung neuer
Inhalte einschlieBen. An den Gymnasien wurde eine weitgehende Beibehaltung des
bestehenden Lehrgangs angestrebt, in dem nur an manchen Stellen Erganzungen

gemafn der neuen Sichtweise eingefligt werden sollten.

2.2.2 Die Versammlung deutscher Naturforscher und Arzte

Auf den Tagungen der Gesellschaft deutscher Naturforscher und Arzte wurde das
Thema ,Neuere Geometrie® zunachst kontrovers diskutiert, letztlich scheinen sich die
Reformer aber auch hier durchzusetzen. Insbesondere lasst sich feststellen, dass
nach Vorlage der Meraner Reformvorschlage die Betonung der Beweglichkeit im
Geometrieunterricht auch als ein Aspekt zur Férderung des funktionalen Denkens
angesehen wurde und sich die Diskussion weitestgehend auf diesen Punkt konzent-

rierte.'4

August Scholz (59. Versammlung, 1886)
Eine kritische Position nahm Johannes August Gottlob Julius Scholz

149 quf der ersten

Sitzung der Abteilung fir mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht der

*70.V. 1878, S. 176

%8 ygl. dazu auch Unterkapitel 4.4

%% Scholz wurde 1839 in Berlin geboren und besuchte das Gymnasium in Prenzlow in der Uckermark.
Von 1860 bis 1863 studierte er Mathematik und Physik in Leipzig und Berlin, wo er promovierte und
das Examen ablegte. Er absolvierte sein Probejahr in Brandenburg an der Havel und arbeitete danach
an verschiedenen Schulen in Berlin (1864 Kdnigliche Realschule, 1865 Dorotheenstadtische Real-
schule, 1873 Victoriaschule (Hohere Madchenschule)).
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59. Versammlung deutscher Naturforscher und Arzte in Berlin (18. bis 24. September
1886) ein. In seinem Vortrag Die neuere Geometrie auf den héheren Lehranstalten
kritisierte er die Aufnahme derselben in den Schulunterricht sehr deutlich und pladier-
te stattdessen fiir eine vertiefte Betrachtung der darstellenden Geometrie. Dabei
fihrte er als Griinde gegen die ,Neuere Geometrie“ deren hohes MafR3 an Allgemein-
heit und das zu wenig ausgepragte raumliche Vorstellungsvermdgen der Schiler an.
Er kritisierte also gerade die Aspekte, die von den Beflirwortern als Griinde fiir die
Einflhrung genannt wurden. Zusatzlich beklagte Scholz die fir den Unterricht zu
knapp bemessene Zeit und den zu schwachen Zusammenhang mit den tbrigen In-
halten des Mathematikunterrichts. Die darstellende Geometrie auf der anderen Seite
,Sei wegen des Anhaltes, welchen die Zeichnung der Vorstellung gebe, auch schon
dem wenig entwickelten Anschauungsvermdgen zuganglich und sei wegen des ste-
ten Ueberganges vom Bild zum Gegenstand und umgekehrt, sowie durch die eigene
Thétigkeit der Construktion, welche schon von Beginn an den Unterricht begleiten
kann, in hohem Grade geeignet, das Anschauungsvermdgen zu entwickeln und die
Freude eigenen Kdnnens zu erzeugen.“'*® AuBerdem betonte er ihre vielfaltigen An-
wendungsmadglichkeiten, die sich sowohl im Bereich der Wissenschaft als auch im
praktischen Leben féanden. In der sich an den Vortrag anschlieBenden Diskussion
wurde der Beitrag der darstellenden Geometrie fir die Férderung des raumlichen
Vorstellungsvermégens allgemein anerkannt. Gleichzeitig wurde aber betont, dass
auch die ,Neuere Geometrie“ anschaulich unterrichtet werden kénne und sich fir die
Motivation der Schiler positiv auswirke: ,Durch Eréffnung weiter Gesichtskreise wird
Frische und Lebendigkeit bei den Schiilern geweckt.“’*" Zwischen den beiden Berei-
chen dirfe kein kinstlicher Gegensatz aufgebaut, sondern es solle beim Unterricht

des einen ein mdglichst groBer Nutzen aus dem jeweils anderen gezogen werden.

Josef Diekmann (61. Versammlung, 1888)

Zwei Jahre spater hielt Josef Diekmann in der Abteilung fir mathematischen und na-
turwissenschaftlichen Unterricht der 61. Versammlung deutscher Naturforscher und
Arzte in KdIn (18. bis 23. September 1888) einen Vortrag mit dem Titel Der (erste)
geometrische Unterricht, eine Naturgeschichte des Raumes, in dem er zunachst auf
die Griinde flr den seiner Meinung nach nur geringen Lernerfolg im Mathematikun-
terricht einging. Einerseits sei daflir der Anfangsunterricht verantwortlich, in dem ein

%0 Guttstadt u.a. 1886, S. 170
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viel zu groBes Gewicht auf das abstrakte Beweisen gelegt werde. Das bei den Schi-
lern in diesem Stadium noch nicht entwickelte Beweisbedurfnis fihre dazu, dass sie
die Beweise nicht wirklich verstanden sondern lediglich auswendig lernten. Den zwei-
ten Grund fir die eher schlechten Resultate sah Diekmann in der zu starken
Betonung der Beweise Euklids im Geometrieunterricht. ,Nachdem der Vortragende
des weitern ausgefiihrt, dass die euklidischen Beweise eine absolute Beweiskraft
nicht besitzen, wies er darauf hin, dass somit als Werth nur ihre Beweismethode, die
Strenge der Schlussfolgerungen aus gegebenen oder angenommenen Praemissen
bliebe. Das sei aber zu wenig.“'*? Vielmehr miisse die Geometrie auch als ,Erfah-
rungswissenschaft® betrachtet werden und daher neben der starren Euklidischen
Methode auch ,Bewegung“ und ,Entwicklung bezw. Transformation®, die bereits die
dbrigen Naturwissenschaften pragten, als Beweismethoden in den Unterricht einflie-
Ben. Dieser werde dadurch anschaulicher und anregender. Nur so sei es moglich,
,oei dem Schiller eine klare Erkenntnis des inneren Zusammenhanges der geometri-
schen Lehren hervorzurufen und sein Gesammtwissen einigen wenigen
Grundanschauungen unterzuordnen. Die gewaltigen Errungenschaften der neueren
Geometrie, welche nichts von euklidischen Beweisen wisse, beruhen auf der Ein-
fachheit ihrer Mittel, welche im Grunde dieselben seien, wie die genannten.'*® Im
restlichen Teil des Vortrags zeigte Diekmann anhand von Beispielen, wie er sich die
Umgestaltung des Geometrieunterrichts vorstellte. Fiir den Aspekt der ,Bewegung®
waren das in etwa die Vorschlage, die er finf Jahre spater in seinem Artikel Bewe-
gung und Umformung in der ZmnU aufschrieb. Als Beispiel fir eine ,Transformation®
zeigte Dieckmann, wie Punkt, Gerade und Kreis ,durch Grenzibergange" ineinander
dberfihrt werden kénnen und nutzte dieses Verfahren zur Lésung von Berlhrungs-

aufgaben.

Hans Wittek (66. Versammlung, 1894)
Dieselbe Forderung wie Diekmann stellte auch Hans Witte

k'™* in der Abteilung fiir

mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht der 66. Versammlung deut-

%20.V. 1889, S. 342

19%0.V. 1889, S. 342f

%% Johann Wittek wurde am 6.4.1847 in Briinn geboren, wo er das Kaiserlich-Kénigliche Staatsgym-
nasium besuchte. Ab 1866 studierte er an der Universitat Wien und erhielt 1872 die Lehrbefahigung
fir Mathematik und Physik. Wittek arbeitete zunachst als Hilfslehrer an der Kommunal-Oberrealschule
im vierten Bezirk Wiens und wurde 1873 Professor am niederdsterreichischen Landes-Real- und
Obergymnasium in Horn. 1890 wechselte er an das Landes-Real- und Obergymnasium in Baden, wo
er 1896 zum Direktor ernannt wurde. Gleichzeitig griindete er 1891 die héhere Tdchterschule in Ba-
den, die er bis 1898 leitete. Wittek wurde am 1.8.1906 in den Ruhestand versetzt.

79



scher Naturforscher und Arzte in Wien (24. bis 28. September 1894) auf. In seinem
Beitrag Ueber einige zeitgemésse Reformen des geometrischen Mittelschulunterrich-
tes legte er dem Aufbau des Mathematikunterrichts zwei gegenléaufige Prinzipien zu
Grunde: Einmal verlange die stédndige Weiterentwicklung der Naturwissenschaften
eine Erweiterung der vermittelten Inhalte, andererseits dirfe der Schuler aber auch
nicht Uberlastet werden. Um beide Aspekte zu verwirklichen, sollte der Lehrer den
Unterricht so organisieren, ,dass die Forderungen auf jeder Alters- und Entwicke-
lungsstufe dem jeweiligen Auffassungs- und Leistungsvermdgen der Jugend
angepasst seien, und dass Fragen, welche dem Schiiler grosse Leistungen zu-
muthen, an das Ende seiner Mittelschulstudien verlegt werden.“'>> Am Beispiel des
Geometrieunterrichts machte Wittek dann klar, welche Veradnderungen er flr not-
wendig erachtete. Dabei kritisierte er in nahezu vélliger Ubereinstimmung mit
Diekmann den zu starken Einfluss der Beweise im Anfangsunterricht, der gemaf den
amtlichen Vorgaben eigentlich ein ,Anschauungsunterricht” sein sollte. Stattdessen
musse ein starkeres Gewicht auf das Zeichnen gelegt werden, da die Schiiler da-
durch einerseits den Umgang mit den Zeichengeraten lernten, andererseits aber
auch auf experimentellem Weg zu geometrischen Satzen gelangten.

Am bestehenden planimetrischen Unterricht kritisierte Wittek, wiederum in Uberein-
stimmung mit Diekmann, die ,oft allzu hohen Anforderungen an das logische
Auffassungs- und Leistungsvermdgen des Schiilers*'*®. Insbesondere hob er die Be-
trachtung von kommensurablen und inkommensurablen GréBen (vor Einfihrung der
irrationalen Zahlen) und die Verwendung des indirekten Beweises als Mangel hervor
und fasste seine Analyse so zusammen: ,Der Schiiler ist kaum im Stande, nachzu-
denken, was ihm der Lehrer vorgeflihrt hat, niemals aber ist er im Stande, es allein
zu ersinnen; seine geistige Kraft wird durch das Erlernen, oft Auswendiglernen von
Beweisen aufgebraucht, und es ereignet sich nicht selten, dass er den Beweis als die
Hauptsache, den geometrischen Satz als Nebensache auffasst.'>” Ebenso sollten
im Geometrieunterricht nur solche Berechnungen durchgeflihrt werden, die bereits
vorher eingelbt worden sind. Alle Inhalte, die weitergehende Operationen erforder-
ten, sollten in eine spatere Jahrgangsstufe verschoben werden. Als Alternative hielt
es auch Wittek fir richtig, das ,Princip der Bewegung“ als Leitidee im Geometrieun-

terricht zu verankern und die Bewegungen und die durch Bewegung entstehenden

%% \Wangerin u.a. 1895, S. 317
1% Wangerin u.a. 1895, S. 318
%" Wangerin u.a. 1895, S. 318
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geometrischen Objekte qualitativ zu untersuchen. Wittek nannte als Beispiele fir
Qualitaten ,Richtung“ und ,Sinn“. Solche Betrachtungen wirden beim Unterricht der
Trigonometrie und der analytischen Geometrie dringend benétigt und daher bislang
in diesem Rahmen eingefiihrt, so dass es zu einer ,Uberbiirdung” der Schiiler kom-
me. Diese Schwierigkeit stelle sich im Rahmen der Planimetrie nicht, da die meisten
Inhalte den Schiilern ohnehin bereits bekannt seien und nun unter verandertem
Blickwinkel behandelt wiirden. Dadurch werde auBerdem der Grad der Aligemeinheit
und Anschaulichkeit erhéht und der Unterricht fir die Schiiler interessanter. Den Zu-
stand nach der Umgestaltung sah Wittek folgendermafen: ,Dann wird es nicht mehr
néthig sein, ,einige Grundlehren der neueren Geometrie® anhangsweise an das
Lehrgebaude der Planimetrie anzufligen, die modernen Anschauungsweisen werden
vielmehr alle Gedankenkreise der Geometrie durchdringen.“'*® Im restlichen Teil sei-
nes Vortrags machte Wittek noch einige Ausfihrungen zum Unterricht in der
Stereometrie, Trigonometrie und analytischer Geometrie, die jedoch fir unser Thema
ohne Belang sind.

Die Ausfihrungen Diekmanns und Witteks zeigen deutlich, dass sie den Fokus auf
die Umgestaltung der bestehenden Inhalte unter dem Aspekt der Beweglichkeit der
geometrischen Figuren richteten. Die Aufnahme neuer und die Nutzung wirklich pro-
jektiver Methoden kamen in ihren Argumentationen nicht vor. (Es finden sich auch
keine anderen Beitrage, die dies thematisierten.)

Heinrich Schotten (81. Versammlung, 1909)

Diese Entwicklung wurde vermutlich noch verstarkt durch die Vorlage der Meraner
Reformvorschlage im Jahr 1905 und die in ihnen enthaltene Forderung nach einer
starkeren Forderung des funktionalen Denkens. Dieses sollte namlich im Geometrie-
unterricht gerade durch die beweglichen Figuren und die Veranschaulichung der
Bewegungen mit Hilfe von Modellen verwirklicht werden. Dazu bemerkte Heinrich
Schotten in seinem Vortrag Das funktionale Denken im mathematischen Anfangsun-
terricht auf der zweiten Sitzung der Abteilung fir mathematischen und
naturwissenschaftlichen Unterricht der 81. Versammlung deutscher Naturforscher
und Arzte in Salzburg™® (19. bis 25. September 1909) folgendes: ,Im geometrischen

Unterricht 1aBt sich das funktionale Denken ganz besonders dadurch férdern, dai3

%8 Wangerin u.a. 1895, S. 319
159 Ein Bericht von Schottens Vortrag existiert weder im Tageblatt der Versammlung noch im Ta-
gungsband, sodass nur auf einen kurzen Bericht der ZmnU zurlickgegriffen werden kann.
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man die Beweglichkeit und Veranderlichkeit anschaulich vorfiihrt.“'®® Als Hilfsmittel
zur Veranschaulichung nannte Schotten einen in einem Punkt befestigten Faden, der
auf Spannung gehalten wird und um den Punkt gedreht werden kann. Damit lieBe
sich beispielsweise die Definition des Abstands eines Punktes (in dem der Faden
befestigt ist) zu einer Geraden veranschaulichen, indem bei der Drehung des Fadens
die minimale Lange der Strecke zwischen dem "Schnittpunkt" des Fadens mit der
Geraden und dem gegebenen Punkt gesucht wird. AuBerdem kdnne der Ubergang
von der Sehne zur Tangente am Kreis veranschaulicht werden. Als weiteres Hilfsmit-
tel zur Fo6rderung des funktionalen Denkens nannte Schotten ,Modelle mit
beweglichen Gelenken®. Diese kénnten auch zum Auffinden von geometrischen Sét-
zen verwendet werden, z.B. fiir den Satz, dass ein Viereck nicht durch Angabe aller
Seitenlangen eindeutig festgelegt ist, sondern noch eine weitere Angabe bendtigt
wird. Schotten schloss seinen Beitrag folgendermafBen: ,So bildet das funktionale
Denken im Verein mit der Anschauung fortwahrend den eigentlichen Kernpunkt des
Unterrichts, beide erganzen und férdern sich gegenseitig: und nicht zu unterschatzen
ist, daB3 die Schiiler erfahrungsgeman an einem so erteilten Unterricht mit dem leb-
haftesten Interesse teilnehmen; auch das Verstédndnis flr die spater einsetzende

strenge Beweisfiihrung wird wesentlich erleichtert.'®

2.2.3 Die Hauptversammlung des Vereins zur Forderung des Unterrichts in der
Mathematik und den Naturwissenschaften

Auch auf den Tagungen des Vereins zur Férderung des Unterrichts in der Mathema-
tik und den Naturwissenschaften (der so genannte Foérderverein) wurde mehrfach
das Thema ,Neuere Geometrie® behandelt, wobei sich ausschlieBlich positive Beitra-
ge finden lassen.

Friedrich Pietzker (2. Versammlung, 1893)
Gleich auf der zweiten Hauptversammlung des Vereins (4. bis 6. April 1893 in Berlin)

hielt Friedrich Pietzker'®? in der allgemeinen Sitzung einen Vortrag mit dem Titel Die

1% Schotten 1910, S. 103

'°" Schotten 1910, S. 104

'%2 Friedrich Wilhelm Christian Pietzker, geboren am 18.12.1844 in Sondershausen, besuchte von
1854 bis 1862 das Domgymnasium in Naumburg und studierte anschlieBend bis 1866 Mathematik
und Physik in Berlin, Géttingen und Kénigsberg. Nach Ableistung seines Militardienstes und der Teil-
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Verteilung des Lehrstoffes fiir den mathematischen Gymnasialunterricht auf zwei

Stufen. Darin unterzog er die in den ,neuen Lehrplanen'®®

enthaltenen Vorgaben
einer kritischen Bewertung und machte Vorschlage zur besseren Verteilung des
Stoffs auf die verschiedenen Jahrgangsstufen. Nach einigen Anmerkungen zur Al-
gebra erklarte er: \Was die Geometrie betreffe, so sei die Strémung gegen die
Euklidsche Methode im Erstarken. Der Umfang des Lehrstoffes sei richtig, aber die
Behandlung milsse anders werden; ebenso die Verteilung“'®*. So solle u.a. die Ahn-
lichkeitslehre in Sekunda, die Kdérperberechnung bereits in Obertertia unterrichtet
werden. Leider enthalt der Tagungsbericht keine Angaben Pietzkers , wie er sich die
neue Art der ,Behandlung® vorstellte. Im Bereich der Obersekunda und Prima lobte
Pietzker das Streichen der diophantischen Gleichungen und Kettenbriiche aus dem
Lehrplan, die verbliebenen Inhalte sollten jedoch ,in einem wissenschaftlichen Zu-
sammenhange gelehrt werden. Ein wirkliches System sei auch wirklich
wissenschaftlich.“'®® Hier spielte er vermutlich auf die in der ,Neueren Geometrie*
liegende Mdglichkeit eines systematischen Aufbaus an. Weiter flhrte er aus: ,Durch
die Berlcksichtigung der neueren Geometrie ergebe sich eine erhebliche Erweite-
rung des Gesichtskreises. Die Harmonielehre und was damit im Zusammenhange
stehe misse schon in Obersekunda gelehrt werden, dann sei es mdglich in Prima,
resp. Oberprima eine Vertiefung eintreten zu lassen und zwar misse der elementar-
synthetischen Behandlung die Verwertung der Ponceletschen Methode folgen. Den
Schluss bilde dann die Lehre von den Kegelschnitten, die Anwendung der Algebra
auf die Geometrie, der Koordinatenbegriff sei zu lehren, aber nicht analytische Geo-
metrie.“'®® Hier ist keine groBe Abweichung vom Lehrplan festzustellen, es handelt
sich eher um eine Konkretisierung. (vgl. auch 2.5.1)

Die weiteren Aussagen Pietzkers sind flr unser Thema nicht relevant. Der Vortrag
wurde laut Tagungsbericht mit starkem Beifall bedacht, eine Diskussion fand nicht

statt.

nahme am Deutsch-Franzdsischen Krieg erhielt er 1872 eine Stelle am Padagogium (eine private
Lehr- und Erziehungsanstalt) in Ostrau (Posen). 1873 legte er in Breslau das Examen ab und erhielt
eine Anstellung an der Realschule I. Ordnung in Tarnowitz (Schlesien), von wo er 1878 an das Gym-
nasium Nordhausen (Thiringen) wechselte.

'%% Gemeint waren die Lehrplane PreuBens von 1891,

1% Schotten 1893, S. 226

1% Schotten 1893, S. 226

1% Schotten 1893, S. 226

83



Rudolf Boger (9. Versammlung, 1900)

Einen ausflihrlichen Beitrag mit dem Titel Die Geometrie der Lage in der Schule lie-
ferte Rudolf Béger'®” auf der neunten Hauptversammlung (5. bis 7. Juni 1900 in
Hamburg). Darin stellte er zunachst fest, dass Vorschlage zur Nutzung der Methoden
der ,Neueren Geometrie“ im Schulunterricht schon von verschiedenen Seiten ge-
macht wurden. Um diese Methoden den Zuhérern deutlich vor Augen zu fihren,
zitierte er einen Abschnitt aus dem Vorwort zu Jakob Steiners Systematische Entwi-
ckelung der Abhéngigkeit geometrischer Gestalten von einander, in dem der bereits
in Kapitel 1 dargestellte Aspekt, durch das Suchen von wenigen grundlegenden Be-
ziehungen Ordnung in die Geometrie zu bringen, erlautert wird. Am Schluss des
Zitats kommentierte Boger: ,Wer das Werk Steiners nachgedacht hat, wird seine Be-
geisterung teilen und von der Ueberzeugung durchdrungen sein, dass die
Steinerschen Methoden féahig sind, dem Schulunterricht neues Leben zuzufiihren.
Trotzdem sind seit den angeflihrten Worten 68 Jahre vergangen, ohne dass die neu-
ere Geometrie eine Schulwissenschaft geworden ist.“'®® Hier und im Folgenden
meinte Boger, dass es keinen systematischen Lehrgang der ,Neueren Geometrie“ fiir
die Schule gab. Die Aufnahme einzelner neuer Inhalte in die bestehenden Konzepte
bestritt er nicht.

Fragt man nun nach den Griinden, die der vollstandigen Einfihrung in den Schulun-
terricht entgegen standen, so waren flr Béger zwei Aspekte relevant. Zum einen sah
er eine starke Opposition auf Seiten der Lehrer, die an den altbekannten Inhalten
festhalten wollten. Von viel entscheidender Bedeutung seien jedoch die Schwierig-
keiten gewesen, die in der ,Neueren Geometrie“ selbst lagen. Das erste dieser von
Bdger ausgemachten Probleme war die Nutzung des Doppelverhéltnisses beim Auf-
bau der Geometrie durch Steiner, wodurch sich die grundlegenden Aussagen auf
den ersten Blick schneller herleiten lieBen. Dies stelle sich im weiteren Verlauf je-
doch als Nachteil heraus: ,Der Gedankeninhalt der neuern Geometrie ist ein so
selbstandiger, ein so weit von dem der Arithmetik und Planimetrie abliegender, dass

man ihm Zwang anthun muss, um ihn in arithmetisch-planimetrische Darstellungs-

'%” Rudolf Karl Ferdinand Béger, geboren am 22.5.1854 in Burgsteinfurt, studierte nach dem Besuch

des Gymnasiums in Lingen von 1872 bis 1875 Mathematik und Naturwissenschaften in Leipzig und
Berlin. Die Examensprifung legte er 1876 in Géttingen ab und absolvierte anschlieBend das Probe-
jahr am Realgymnasium Altona. 1878 wurde er ordentlicher Lehrer am Realprogymnasium
Lidenscheid, 1879 wechselte er nach Hamburg an die Realschule vor dem Holstentor. Béger promo-
vierte 1886 in Leipzig bei Klein und Neumann mit der Arbeit Uber Biischel und Netze von ebenen
Polarsystemen zweiter Ordnung. 1889 wurde er Oberlehrer und 1892 an das Realgymnasium des
Johanneums in Hamburg versetzt.

'%8 Bgger 1900, S. 67

84



formen zu pressen. Diese Darstellungsformen missen doch erst wieder zerschlagen
und durch rein geometrische ersetzt werden, bevor der Inhalt in dem Lernenden le-
bendig werden kann.“'®® Somit musste zunéchst der wichtige Schritt getan werden,
alle MaBbeziehungen aus der Geometrie auszuschlieBen, was mit von Staudts Ge-
ometrie der Lage (1847) erreicht wurde.

Doch auch dieses Werk brachte noch keine Veranderung fur den Schulunterricht,
woflr Bdger das Streben von Staudts nach einer mdglichst kurzen Darstellung ver-
antwortlich macht, durch die das Buch flir das breite Publikum unlesbar geworden
sei. Daher musste zunachst die Bearbeitung des Werkes durch Reye (1866) abge-
wartet werden. Allerdings behielt Reye die Staudtsche Definition bei, nach der zwei
Gebilde projektiv aufeinander bezogen sind, wenn harmonische Elemente stets har-
monischen Elementen zugeordnet werden. Den sich dann ergebenden Beweis fir
den Fundamentalsatz, dass die projektive Verwandtschaft durch drei Paare von zu-
geordneten Elementen eindeutig festgelegt ist, hielt Béger fir die Schule ungeeignet.
Um diese Problematik zu umgehen, empfahl er die Definition von Johannes Tho-
mae'”® zu verwenden, die die projektive auf die perspektive Verwandtschaft
zurlckfahrt. Dadurch bekomme auch der Beweis des Fundamentalsatzes eine fir die
Schule angemessene Form. Eine noch gréBere Schwierigkeit sah Bdger allerdings in
der Verwendung des Wortes ,imaginar” durch von Staudt. Zwar habe er in den Bei-
trdgen zur Geometrie der Lage diesem eine geometrische Bedeutung zugeordnet.
.otatt aber diesen neuen Inhalt in einer neuen Form darzustellen, hat er, wiederum
der Klrze zu Liebe, die alte Ausdrucksweise beibehalten, sodass sich Inhalt und
Ausdruck nicht mehr decken und dem Leser eine schier unertragliche Anspannung
zugemutet wird. FUr die Elementargeometrie aber ist das Wort imaginar unmdglich;
es muss, weil ihm keine Vorstellung entspricht, getilgt werden.“!""

Bdger sah die von Seiten der Wissenschaft zu leistende Vorarbeit damit als erledigt
an. Den Lehrern obliege nun die Aufgabe, die wissenschaftlichen Resultate auf-
zugreifen und daraus einen Lehrgang fiir die Schule zu entwickeln. Dabei sei es von
entscheidender Bedeutung, dass die neuen Konzepte auch in der Praxis ausprobiert

wirden.

199 Bgger 1900, S. 67

"% Diese ist enthalten in seinem Buch Ebene geometrische Gebilde erster und zweiter Ordnung. Halle
a.S.: Nebert 1873

' Béger 1900, S. 68
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Mit dem aktuellen Stand der Umsetzung war Béger in hohem MafBe unzufrieden.
Zwar konstatierte er, dass die ,Neuere Geometrie“ sich bereits auf den Schulunter-
richt auswirke. Allerdings geschah dies seiner Meinung nach in einer sehr
unginstigen Form: ,Ueberall merkt man den Einfluss der neueren Methoden, Uberall
begegnet man ihren Spuren. Aber diese Spuren sind noch verwischt; nur beilaufig
oder in einem Anhange wagt man sich mit ihnen hervor. Neues und Altes wird mit
einander verquickt; das Alte erscheint in unglnstiger Beleuchtung und das Neue
kommt nicht zu seinem Recht. Es ist ein Zustand der Halbheit, der mdglichst bald
(iberwunden werden muss.“'"? Er pladierte stattdessen fiir einen ,zusammenhan-
genden” und ,selbstédndigen” Lehrgang, d.h. fir das Unterrichten der neuen Inhalte
als Block und losgeldst von der Euklidischen Geometrie. Darum sollte auch auf die
Verwendung arithmetischer Hilfsmittel mdglichst verzichtet werden, weshalb Béger
den Begriff ,Geometrie der Lage” verwenden wollte.

Neben den bereits genannten fachlich-inhaltlichen Vorteilen sah Bdger auch drei
eher didaktisch orientierte Grinde, die fur den Einsatz der ,Geometrie der Lage” im
Schulunterricht sprachen. Zum einen kdénne dadurch, dass stets aus allgemeinen
Aussagen spezielle Sitze abgeleitet werden'”®, der Schiller allein neue Zusammen-
hénge entdecken. ,Dieses Schliessen vom allgemeinen auf den besonderen Fall ist
eine Thatigkeit, die der Primaner vielfach selbstandig auszutiben vermag, bei der er
sogar oft die aufmunternde Freude hat, eine Thatsache auszusprechen, auf die der
Lehrer noch nicht hingewiesen hat. Die Fulle der zu machenden Bemerkungen ist
tberall so gross, dass dem Schuler auch nach dem Lehrer etwas zu sagen bleibt,
und welche Freude jede beim Schiler sichtbar werdende Spur eigenen Denkens
dem Lehrer macht, brauche ich in dieser Versammlung nicht auszufiihren.“'”* Wei-
terhin werde im Unterschied zum Unterricht in der Arithmetik dem Lehrer immer vor
Augen gefihrt, welche Anstrengung das Lernen neuer Inhalte fir die Schiler bedeu-
tet. ,Es giebt in der Geometrie der Lage kein mechanisches Wissen, das man durch
jahrelange Uebung sich angeeignet hat und nun so muihelos verwertet, dass die
Wahrnehmung einer geringeren Fertigkeit beim Schiler den Lehrer immer von neu-
em wieder an seiner padagogischen Kunst verzweifeln lasst. [...] Gerade die
Geometrie der Lage bestéarkt den Lehrer in der Ueberzeugung, dass die Jugend ei-

72 Bgger 1900, S. 68

'3 Bgger sah daher die ,Geometrie der Lage* eher als analytische denn als synthetische Wissen-
schaft an. Auch die analytische Geometrie stufte er als weit weniger analytisch ein.

74 Béger 1900, S. 68f
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gentlich in jedem Augenblick aufnahmeféhig und auch aufnahmewillig ist, und diese
Erkenntnis ist es ja, die uns Berufsfreudigkeit giebt.“'”® Nicht zuletzt biete die ,Geo-
metrie der Lage” den Vorteil, dass Schiler, deren mathematische Ausbildung zwar
Licken aufweist, die sich aber in der Prima um bessere Leistungen bemihen wollen,
sich erfolgreich ein neues Thema erarbeiten kdnnen. Dadurch ,hat der Lehrer biswei-
len die Freude zu sehen, wie ein Schuler, der bis dahin ein unbrauchbares Mitglied
der mathematischen Gesellschaft war, allméhlich sich aus eigener Kraft zur ver-
standnisvollen Teilnahme am Unterrichte aufschwingt.“'”®

Um nun die methodischen Vorteile der ,Geometrie der Lage*” fir den Schulunterricht
nicht zu geféhrden, pladierte Boger flr eine starke Begrenzung der Inhalte. So sollte
z.B. die Theorie der Chordale zweier Kreise nicht in der Schule behandelt werden, da

sich diese ,ungekiinstelt'”’

nur aus dem Satz ergebe, dass zu zwei Kegelschnitten
immer zwei Geraden existieren, in denen mithilfe der Kegelschnitte identische Punk-
tinvolutionen erzeugt werden kdnnen.'”® Dieser sei aber fir den Schulunterricht zu
kompliziert. Gleiches gelte auch flir die Brennpunkteigenschaft der Kegelschnitte.
Stets mlsse gelten: ,In der Geometrie der Lage muss man sich beschranken auf
das, was sie freiwillig bietet; [...] fir uns bedeutet die Methode mehr als die Zahl der
Satze.“!"®

Der Umfang der vermittelten Inhalte hange zudem davon ab, ob der Beginn der ,Ge-
ometrie der Lage“ in der Unter- oder der Oberprima liege. Hier pladierte Boger klar
fir die Unterprima, damit die ,Geometrie der Lage“ insbesondere vor der analyti-
schen Geometrie behandelt werde. Dies begrindete er (mit leicht polemischem
Unterton) so: ,Den Schilern bietet die analytische Geometrie die immer nur langsam
zu Uberwindende Schwierigkeit, dass sie hinter einem arithmetischen Schleier geo-
metrische Wahrheiten erkennen sollen. Sehr erleichtert wird ihnen die Ueberwindung
dieser Schwierigkeit, wenn sie aus der Geometrie der Lage bereits wissen, was sie

sehen sollen.“'® Vor der ,Geometrie der Lage*“ sollten die Schiiler im Rahmen der

> Bgger 1900, S. 69

76 Bgger 1900, S. 69

7 Als gekiinstelt sah Bbger die Herleitung mit Hilfe der analytischen Geometrie an. Dabei wird die
Chordale als gemeinsame Sehne definiert, selbst wenn die Kreise sich nicht schneiden. ,Auf solche
Ratsel stosst man in der Geometrie der Lage nicht.” (Béger 1900, S. 69)

78 Sind ein Kegelschnitt und eine Gerade g gegeben, erhalt man eine Involution, indem man jedem
Punkt auf g den Schnittpunkt seiner Polare mit g zuordnet. Zu zwei Kegelschnitten existieren immer
genau zwei Geraden, in denen die so gebildeten Involutionen identisch sind. Bei zwei Kreisen ist eine
dieser Geraden die Ferngerade, so dass man die zweite (eigentliche) Gerade als Chordale definieren
kann.

7% Bgger 1900, S. 69

180 Bgger 1900, S. 69
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Planimetrie bereits die wichtigsten Eigenschaften der Kegelschnitte kennengelernt
haben. Den Zugang Uber ebene Schnitte am Doppelkegel empfahl Béger ebenfalls
im Vorhinein in der darstellenden Geometrie zu vermitteln.

Am Schluss des Vortrags wies Bdger noch darauf hin, dass er einen von ihm bereits
erprobten Lehrgang in Form eines Leitfadens herausgegeben habe'®', der sicherlich
von mancher Seite Kritik erfahren werde. Die Besprechung dieser Kritik werde je-
doch nach seiner Uberzeugung nur dazu beitragen, ,die Schénheiten der Geometrie
der Lage heller hervorleuchten lassen und die Erkenntnis erwecken oder befestigen,
dass ihr ein Platz im Schulunterricht gebiihrt.“'® Hinweise auf Reaktionen des Publi-

kums finden sich im offiziellen Versammlungsprotokoll nicht.'®?

Albert Schilke (19. Versammlung, 1910)
Eine im Vergleich zu Bbéger etwas andere Meinung zur ,Neueren Geometrie® vertrat

Albert Schiilke'® zehn Jahre spater auf der 19. Versammlung in Posen (17. bis 19.
Mai 1910). Er hielt dort einen Vortrag mit dem Titel Ueber neuere Geometrie, in dem
auch er sich als klarer Beflrworter dieser positionierte, setzte allerdings andere
Schwerpunkte. Der Ausgangspunkt Schiilkes war die Frage, ob eine zu groB3e Dis-
tanz zwischen Mathematikunterricht und wissenschaftlichem Fortschritt entstanden
sei. Auf diese werde gewdhnlich geantwortet, dass durchaus neue Inhalte Aufnahme
in den Mathematikunterricht fanden, wenn sie daflir geeignet seien. Als Beispiele flr
solche neu aufgenommenen Inhalte nannte Schilke den Feuerbachschen Kreis, die
Nichteuklidische Geometrie und die Geometrographie, die er allerdings alle als eher
ungeeignet einstufte'®®. Auf der anderen Seite fehlten jedoch ,perspektive Zeichnun-
gen [...] und projektive Betrachtungen findet man in Schulblichern nur sparlich,

'81 ygl. dazu Unterkapitel 3.4

'82 Bgger 1900, S. 70

'8 |n einem eher kurz gehaltenen Bericht in der ZmnU heiBt es: ,Die wohl durchdachten und klaren
Erlauterungen und Vorschlage des Herrn Prof. Béger fanden bei den Versammelten in hohem Grade
Anerkennung, die sich durch lebhaften Beifall kund gab.” (Quensen 1900, S. 406)

'8 Albert Schiilke, geboren am 13.12.1856 in Marienwerder (WestpreuBen), studierte nach dem Be-
such des Gymnasiums in Marienwerder ab 1875 Mathematik, Physik und Philosophie in Kénigsberg.
Nach bestandenem Examen (1881) und Promotion (1882) absolvierte er das Probejahr am Altstadti-
schen Gymnasium in Kénigsberg. AnschlieBend arbeitete er am Realprogymnasium Osterode
(OstpreuBBen), von wo er 1904 als Lehrer an der Kéniglichen Oberrealschule auf der Burg nach Ké-
nigsberg zuriickkehrte. 1911 wechselte Schilke an das Realgymnasium Tilsit.

'8 Von den vorhin erwihnten neuen Gegenstinden erscheint mir die Nichteuklidische Geometrie zu
schwierig, der Feuerbachsche Kreis zu speziell, und die Geometrographie gibt, abgesehen von grund-
satzlichen Bedenken, jedenfalls eine sehr starke Belastung des Gedéachtnisses.” (Schilke 1911,

S. 22)
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obwohl dies das wesentlichste Kennzeichen der neueren Geometrie ist, und obwohl
Cayley schon 1859 sagte: Projective geometry is all geometry.“'%

Als Ursache fiir das Fehlen dieser Inhalte sah er die Vernachlassigung der Stereo-
metrie gegentber der Planimetrie. Diese ergebe sich daraus, dass letztere in Euklids
Elementen einen zu groBen Raum einnehme, obwohl sie eigentlich nur ein Hilfsmittel
fir erstere sein dirfe. Die Einflihrung weiterer neuer Inhalte in Euklidischer Behand-
lung war fiir Schiilke keine sinnvolle Lésung: ,,Auch gibt die Euklidische Geometrie,
nachdem Kongruenz, Flacheninhalt, Aehnlichkeit und Ausmessung des Kreises be-
sprochen ist, prinzipiell nichts Neues, und wenn wir noch einige Satze Uber
harmonische Punkte und Transversalen in Ublicher, d.h. euklidischer, Weise in den
oberen Klassen hinzufligen, dann erhalten die Schiiler damit keinen Zuwachs an all-
gemeiner Bildung.“’®” Daher solle sein Vortrag zur Beantwortung der Frage
beitragen, ,ob die Behandlung der projektiven Geometrie padagogisch wertvoller
ist'®8 als die vorher von ihm abgelehnten Inhalte. Dazu fiihrte er insgesamt drei As-
pekte an, auf denen seiner Meinung nach die Vorteile der projektiven Geometrie
gegenuber der Euklidischen beruhten.

Als erstes ging Schiilke auf die ,uneigentlichen Elemente” ein, die einerseits eine in
der Euklidischen Geometrie nicht vorkommende ,Begriffserweiterung*'®® darstellten.
Dabei war fur ihn die Frage der Existenz der ,uneigentlichen Punkte® irrelevant: ,Im
Gegensatz zur Nichteuklidischen Geometrie, die Uber das Wesen der parallelen Ge-
raden etwas aussagen will, handelt es sich hier um eine rein logische Definition.*'?
Zusatzlich kdnne mit den Fernelementen aber auch der ,Unterschied von Anschau-
ung und reinem Denken“'®! besonders gut deutlich gemacht werden. So erscheine
beispielsweise die Menge aller Fernpunkte bei Betrachtung des Horizonts am Meer
(anschaulich) als Kreis. Werde allerdings (streng mathematisch) eine Zentralprojekti-

on einer Ebene auf eine zweite Ebene ausgeflhrt, so entstehe als Bild des Horizonts

'8 Schiilke 1911, S. 22; Hier meint Schiilke mit ,projektiven Betrachtungen® insbesondere die Metho-
de, mit Hilfe der Zentralprojektion Aussagen zu verallgemeinern, woflr er im weiteren Verlauf noch
Beispiele lieferte. Die eigentliche Aussage von Cayley lautet: ,descriptive geometry is all geometry”
gCaery 1859, S. 90)

8 Schiilke 1911, S. 22; Hier ist eine groBe Nihe zu Boger erkennbar, der die Behandlung von neuen
Inhalten mit alten Methoden ebenso ablehnte.

1% Schiilke 1911, S. 22

189 | aut Schiilke seien ,Begriffserweiterungen* bislang vor allem in der Arithmetik (Erweiterung von
Zahlbereichen) zu finden. Dort werde ihnen allerdings ein zentraler Beitrag zur mathematischen Bil-
dung beigemessen.

19 Schiilke 1911, S. 22

19" Schiilke 1911, S. 22
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(d.h. der Menge aller Fernpunkte der Urbildebene) immer eine Gerade. Aus Griinden
der Logik misse man als deren Urbild die unendlich ferne Gerade annehmen.

Der zweite wichtige Aspekt der projektiven Geometrie war fir Schilke die darin zu
findende ,ganz neue Art von Beweisen“'%2. Hiermit meinte er das Verfahren, einen
Satz an einer konkreten Figur zu beweisen und im Anschluss durch Zentralprojektion
zu verallgemeinern'®. Falls dieses Beweisverfahren nicht zur Verfiigung stehe, wiir-
den stattdessen die Satze von Menelaos und Ceva zum Beweis benutzt.
Demgegenilber biete die Verwendung der Projektion erhebliche Vorteile. Erstens sei

«194 "was Schiilke

sder hier angedeutete Weg einfacher und und leichter zu behalten
jedoch nicht naher begriindete. Darlber hinaus gelange der Schuler durch die Pro-
jektion zur Einsicht, warum der behandelte Satz wahr ist, da er sich die Aussage
zunachst an einem einfachen Spezialfall klar machen kénne. Bei der anschlieBenden
Abbildung trete keine wesentliche Veranderung ein. Im Gegensatz dazu sei man
auch bei Verwendung von Menelaos und Ceva von der Richtigkeit der Aussage
(berzeugt, der Grund'®® dafirr bleibe aber verborgen. Als dritten Vorteil der neuen
Beweistechnik betrachtete Schiilke, dass dabei ,eine neue Art des SchlieBens auf-
tritt, die sonst in der Schulmathematik nicht vorkommt, die man fast bezeichnen
kénnte als Schlu3 vom Besonderen auf das Allgemeine, und dies ist erkenntnistheo-
retisch von groBer Wichtigkeit.“'® Normalerweise werde bei einem mathematischen
Beweis so vorgegangen, aus vorher festgelegten Voraussetzungen neue Aussagen
abzuleiten. Dieses deduktive Vorgehen habe fiir den systematischen Aufbau der Ma-
thematik auch seine Berechtigung, ,aber es ist nicht der Weg, auf dem neue
Wahrheiten fiir gewdhnlich gefunden werden.“'®” Daher sei es nur zu begriiBen,
wenn den Schilern der Wert des induktiven SchlieBens, das sonst nur in der Physik
vorkomme und generell fur ihr spateres Leben unverzichtbar sei, fur die Mathematik

vor Augen gefiihrt werde.'®®

192 Schiilke 1911, S. 22

'%8 |n einer ganzen Reihe von fiir dieses Vorgehen geeigneten Beispielen flihrte er auch an, dass beim

vollstandigen Vierseit auf jeder Nebenseite vier harmonische Punkte liegen. Dies solle vom Parallelo-

gramm, wo die Aussage trivial ist, durch Projektion auf alle vollstdndigen Vierseite Ubertragen werden.
Schilke 1911, S. 23

195 Schiilke sprach hier vom inneren Grund®.

19 Schiilke 1911, S. 23

9" Schiilke 1911, S. 23

198 Bemerkenswert ist, dass sich Schiilke hier im Widerspruch zu allen bisher genannten Autoren be-

findet, die stets das SchlieBen vom Allgemeinen auf das Spezielle als Markenkern der ,Neueren

Geometrie* herausstellten.
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Den dritten Vorteil der projektiven Geometrie gegentber der Euklidischen sah Schil-
ke in der Mdglichkeit, mit Hilfe der Dualitdt neue Aussagen zu finden, worauf er aber
nicht n&her einging.
Dem Vorwurf, die projektive Geometrie sei wegen des fehlenden raumlichen Vorstel-
lungsvermdgens der Schiler in der Praxis nicht umsetzbar, begegnete Schilke mit
der Forderung, auch der Zentralperspektive einen Platz im Schulunterricht einzurau-
men. Dabei wollte er sich auf den Fall beschranken, eine ebene Figur bei
orthogonaler Objekt- und Bildebene abzubilden. Das in der darstellenden Geomet-
rie’®® erlangte Wissen lber Grund- und Aufriss und das Umklappen der Aufriss- in
die Grundrissebene kénne nun gewinnbringend eingebracht werden. Schilkes Ziel
bestand somit darin, von der raumlichen Anschauung ausgehend den Schilern bei-
zubringen, die zentralperspektive Abbildung in einer Ebene auszufihren.
Als weiteres Hilfsmittel sah Schiilke die Verwendung der Arithmetik in der Geometrie,
die fur beide Gebiete Vorteile bringen sollte. ,Die Konzentration, die Schaffung einer
neuen Beziehung zwischen Geometrie und Arithmetik muB3 fir beide Teile fruchtbrin-
gend sein. Wir erhalten damit fir die Rechnung einfache und naturgemale
Uebungsbeispiele und andererseits konnen etwaige Mangel der Zeichnung durch die
Rechnung gepriift und beseitigt werden.“?® Dafiir sollte der Begriff der ,Koordinaten-
Transformation“ in den Schulunterricht eingefihrt werden. Damit war nicht gemeint,
Anderungen am Koordinatensystem vorzunehmen, sondern (modern gesprochen)
eine Abbildung zu definieren, die dem Punkt P mit den Koordinaten (x,y) den Punkt
P’ zuordnet. Fir die Koordinaten (x’,y’) des Bildpunktes P’ sollte

x"=ax+by+c

y =dx+ey+f
gelten.?®! Durch diese allgemeine affine Transformation kdnne jede Parallelprojektion
dargestellt werden, ebenso jede Zentralprojektion durch eine gebrochene Transfor-
mation.?%?
Am Schluss seines Beitrags fasste Schiilke seine Ausflhrungen dahingehend zu-
sammen, dass er die Umsetzung seiner Vorschldge ab der Obersekunda anstrebe.

!9 Dort wurde offenbar nur die Parallelprojektion behandelt.

20 gehiilke 1911, S. 23; Auch hier befindet sich Schiilke in klarer Opposition zu den Anhangern der
Geometrie der Lage, die flr rein geometrische Betrachtungen pladierten.

27 Schiilke bezog sich hier explizit auf Felix Klein, der ,besonders darauf aufmerksam [gemacht ha-
be], daf3 es viel fruchtbarer ist, die Achsen festzuhalten und den Punkt P (x y) [...] nach P’ (X’ y’) zu
bringen.” In der Quelle lautet die zweite Gleichung y’ = dx + ey +b, wobei es sich um einen Druckfeh-

ler handelt. AuBerdem muss ae -bd # 0 gelten, was Schilke jedoch nicht erwéhnt.
22 Dabei kénnen X’ und y’ jeweils als Quotient zweier linearer Terme geschrieben werden.
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Wir erhalten dann ebenso schéne Konstruktionsaufgaben wie gegenwartig, aber die
logische Durchbildung wird vielseitiger; dabei werden die Beweise einfacher und
dringen mehr in das Wesen der Sache ein. Endlich werden die Schiiler zu etwas ge-
naueren Zeichnungen gezwungen, sie erhalten also mehr Handfertigkeit und vor
allem mehr Raumanschauung.“?%

Der Tagungsbericht enthalt leider keine Hinweise auf Reaktionen des Publikums. In
einem kurzen Bericht in der Zeitschrift Pddagogisches Archiv heif3t es jedoch: ,Es ist
sehr zu bedauern, dafB die Zeit zu knapp war, als daB der Redner mehr als nur fllich-
tige Andeutungen zu geben vermochte; dal3 auch keine Diskussion angeschlossen

werden konnte, bedauert namentlich der Berichterstatter<®*,

2.3 Zusammenfassung und Bewertung der Argumente

Betrachtet man die in den Zeitschriftenartikeln und den Konferenzbeitragen formulier-
ten Argumente der Reformer, so fallt auf, dass die ,Neuere Geometrie” im
didaktischen Kontext in weiten Teilen negativ definiert war als "von Euklid verschie-
dene Geometrie". Der Begriff diente hier eher als eine Art Schlagwort (vergleichbar
mit der Neuen Mathematik in den 1960er und 1970er Jahren) und dementsprechend
breit waren auch die mit ihm verbundenen Vorschlage zur Umgestaltung des Geo-
metrieunterrichts angelegt. So forderten bei weitem nicht alle Anhadnger der Reform
unbedingt die Aufnahme neuer Inhalte, manche setzten sich mehr fir die Erneuerung
der bestehenden (euklidischen) Themen geman den Methoden der ,Neueren Geo-
metrie“ ein. Andere wiederum hielten das Unterrichten neuer Inhalte in enger
Anknlpfung an den bestehenden Lehrgang (also im Sinne der "alten" Methoden) flr
sinnvoll, nur "Radikalreformer" wollten den vollstdndigen Bruch mit dem bestehenden
Geometrieunterricht erreichen.

Vor dem Hintergrund dieser Breite der Reformvorschlage ist es auf den ersten Blick
Uberraschend, dass bezlglich der von den Reformern fir ihre jeweilige Position vor-
getragenen Argumente eine weitgehende Ubereinstimmung bestand. Diese |asst

sich jedoch damit erklaren, dass die Argumente meist eine konkrete Schwache des

203 gehijlke 1911, S. 24
204 Witting 1910b, S. 447
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damals praktizierten, eng an Euklids Elementen orientierten Geometrieunterrichts?®

in den Blick nahmen, die durch die Einfihrung der ,Neueren Geometrie“ (in der
Sichtweise des jeweiligen Autors) behoben werden sollte. Dementsprechend darf bei
einer rlckblickenden Bewertung der Argumente auch nicht vergessen werden, vor
welchem Hintergrund sie damals geaufB3ert wurden. Die vorgetragenen Argumente
lassen sich in drei Bereiche einordnen, die jedoch nicht vollkommen getrennt vonein-
ander gesehen werden kdnnen.

Der erste Bereich umfasst diejenigen Argumente, die von der fachlichen Ebene der
.Neueren Geometrie“ ausgehen und daraus Vorteile fiir den Schulunterricht herlei-
ten. Dazu gehdren vor allem der in der ,Neueren Geometrie“ liegende hohe Grad an
Allgemeinheit, das Identifizieren von Satzen als Spezialfalle allgemeinerer Aussagen
und der sich daraus ergebende geordnete Uberblick (iber die Unterrichtsgegenstan-
de. All dies fuhrt nach Meinung der Anhanger der ,Neueren Geometrie® dazu, dass
diese insgesamt einfacher sei und ihre Inhalte von den Schilern leichter und besser
verstanden werden kénnten. Die der ,Neueren Geometrie* zugeschriebenen Eigen-
schaften sind meines Erachtens in weiten Teilen zutreffend. So ist in der Tat méglich,
in der projektiven Geometrie allgemeinere Aussagen zu formulieren, die viele Satze
der Euklidischen Geometrie als Spezialfélle umfassen. Beispielsweise erscheinen bei
Kenntnis der Zentralkollineation u.a. die Kongruenz- und Ahnlichkeitsabbildungen
lediglich als spezielle Typen dieser.?® Daher ist es auch nachvollziehbar, dass sich
aus Sicht des Wissenden auf diese Weise ein geordneter Uberblick ergibt, da ihm die
Zusammenhange zwischen den schon bekannten Inhalten deutlich werden. Aller-
dings kann man in Bezug auf die (noch unwissenden) Schiiler zumindest skeptisch
sein, ob sich ohne die vorherige Betrachtung der Spezialfélle ein Verstandnis fir die

295 Eine eindriickliche (sicherlich subjektiv gefarbte) Schilderung dieses Unterrichts gab Johann Carl
Becker im Vorwort zum zweiten Band seines Lehrbuchs der Elementar-Geometrie: ,Als Grundlage
und eigentlicher Lehrmeister diente das seiner Zeit weit verbreitete Lehrbuch von Brettner [Brettner,
Hans Anton: ,Lehrbuch der Geometrie“. Breslau: Josef Max 1834], ein nach streng euklidischer Me-
thode geschriebenes Lehrbuch von betrachtlichem Umfange, vielen Lehrsatzen, Folgerungen,
Zusatzen und Aufgaben. Aus diesem Buche muBten wir von je einer Stunde zur andern jedesmal
einen Lehrsatz mit Beweis, ohne alle Anleitung, und ohne daf3 vorher irgend wie davon die Rede war,
einstudiren und das Gelernte dann in der nachsten Stunde an der Tafel reproduciren. Das ging nun
nattrlich nur so lange als das Gedachtni3 das miihsam auswendig gelernte treu wiedergab. Trat eine
Stockung ein, so wurde das spanische Rohr oder die Dose zu Hilfe gerufen, und wenn das auch nicht
half, so wurde ein andrer gerufen, und wenn endlich die Demonstration gliicklich abgehaspelt war, so
wurde wieder von vorne begonnen, bis gliicklich alle das Rohr oder die Dose gekostet hatten, und
wieder ein neuer Satz aufgegeben werden konnte. Die Folge dieser Methode, Geometrie zu dociren,
war natirlich, daB uns die Geometrie bis zum Ekel verleidet wurde, und wenn auch ein spéaterer Leh-
rer bei mir wieder Interesse fir die Geometrie zu wecken wusste, so blieb mir doch lange der
Widerwille gegen die Methode des Euklid.” (Becker 1878, S VIIf)

2% Dies wird in Kapitel 3 noch genauer erlautert.
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Systematik einstellt. Sinnvoll erscheint mir daher nur ein auf die Euklidische Geomet-
rie folgender Unterricht in ,Neuerer Geometrie im Sinne eines induktiven Vorgehens
vom Speziellen zum Allgemeinen und erst danach deduktives SchlieBen, wie er auch
von der groBen Mehrheit der Reformer angestrebt wurde. Im Vergleich zur damali-
gen Zeit kénnte heutzutage Allgemeinheit und Systematik vermutlich nicht mehr als
Argument fiir Reformen im Mathematikunterricht dienen.?®” Zwar findet sich in den
Bildungsstandards der Kultusministerkonferenz (2012) als eine von drei den Mathe-
matikunterricht pragenden Grunderfahrungen: ,Mathematik als geistige Schdpfung

und auch deduktiv geordnete Welt eigener Art“?%

, in den folgenden Kompetenzbe-
reichen, wo die konkreteren Vorgaben flr die zu erreichenden Fahigkeiten verankert
sind, ist davon jedoch wenig zu sehen. Hier dominiert vielmehr das Problemldsen
(sogar als eigener Kompetenzbereich), das vor allem auf das Bearbeiten einzelner
spezieller Fragestellungen gerichtet ist. Diese Tendenz ist auch in den aktuellen
Lehrwerken zur Mathematikdidaktik erkennbar. Beispielsweise wird in den Grundla-
gen des Mathematikunterrichts in der Sekundarstufe von Vollrath und Roth im Kapitel
zum Systemorientierten Lernen von Mathematik ein eigener Abschnitt dem Thema
Die Problematik der Systematik fiir das Lernen gewidmet, der mit der Aussage
schlief3t: ,Ein authentischer Mathematikunterricht kann deshalb nicht mit einer sys-
tematischen Darstellung von Mathematik beginnen. Im Vordergrund missen
vielmehr Probleme stehen.“?®® Solch kritische Worte sucht man im Kapitel zum Prob-
lemorientierten Lernen von Mathematik vergeblich.

In einen zweiten Bereich lassen sich diejenigen Argumente zusammenfassen, die
sich vor allem auf die Unterrichtsmethodik beziehen. Zentral ist dabei vor allem die
Betonung der Veranderlichkeit der geometrischen Objekte, die zum einen durch Be-
wegung erzeugt und auch ineinander Uberflhrt werden kénnen. Dies gestatte einen
,hattrlicheren® Aufbau der Geometrie. AuBBerdem bestehe dadurch eher die Mdglich-
keit, dass die Schiler weitgehend selbststandig arbeiten und alleine neue
Zusammenhange entdecken kénnen. Das bloBe Auswendiglernen soll zurtickge-
drangt werden, wozu auch der Verzicht auf die Verwendung von metrischen
Beziehungen beitragen kdonne. Aus den genannten Punkten wird der bereits oben
angesprochene Aspekt, dass sich die einzelnen Argumente meist auf konkrete Kritik

27 Dies war am Ende der 1950er Jahre noch ganz anders, als von Dieudonné die Allgemeinheit mas-
siv als Grund daflir angefiihrt wurde, die alte Figurengeometrie durch die lineare Algebra zu ersetzen.
gvsgl. Dieudonné 1961, S. 35f)

% Sekretariat der KMK 2015, S. 11

?% Vollrath u.a. 2012, S. 60
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an der Euklidischen Geometrie (bzw. deren schulischer Umsetzung) beziehen, be-
sonders deutlich. Mit der ,Neueren Geometrie“ sollte eine verbesserte
Unterrichtsmethodik erreicht werden, die sich durch die Nutzung von urspriinglich im
Rahmen der projektiven Geometrie herausgebildeten Methoden deutlich von der
~otarrheit* Euklids und der streng dogmatischen Unterrichtsgestaltung abhebt. Durch
die Gestalt- und Lageveranderung der geometrischen Objekte kénnen den Schilern
zum einen leichter deren Eigenschaften und die zwischen ihnen bestehenden Zu-
sammenhange verdeutlicht werden.?'® Zum anderen lassen sich Beweise von Satzen

leichter nachvollziehen?""

und nicht zuletzt kann durch das Erzeugen der geometri-
schen Objekte aus bereits bekannten bei den Schiilern dem Eindruck einer gewissen
Zufalligkeit bzw. WillkUrlichkeit bei der Abfolge der Inhalte entgegengewirkt werden,
so dass ihnen der Aufbau der Geometrie tatséchlich ,natirlicher” erscheint. Diese
MaBnahmen und die zusatzlich geforderte stéarkere Betonung der Eigentatigkeit der
Schuler fuhrten mit Sicherheit zu besseren Lernerfolgen als das von Becker (vgl.
FuBnote 204) beschriebene Konzept. Allerdings machen die genannten Beispiele
bereits deutlich, dass die methodische Erneuerung selbstverstandlich genauso gut
innerhalb der Euklidischen Geometrie umsetzbar ist. Einige Anhanger der ,Neueren
Geometrie“ erachteten daher die Umgestaltung des bestehenden Lehrgangs in diese
Richtung bereits als ausreichend und hatten mit diesem Ansatz auch Erfolg, der sich
in einer starkeren Beachtung der Abbildungsgeometrie und dem Verzicht auf nur fir
Eingeweihte l6sbare Konstruktionsaufgaben zeigte. Jedoch wurden diese Verande-
rungen kaum noch mit der ,Neueren Geometrie“ sondern hauptsachlich mit Felix
Kleins Erlanger Programm in Verbindung gebracht.?'? Beide Kernaspekte der neuen
Methodik, namlich Beweglichkeit der Objekte und Selbsttatigkeit der Schiler, werden
auch heute noch als wirkungsvolle Konzepte fir den Mathematikunterricht angese-
hen. Ersteres dient u.a. als zentrales Argument fir die Verwendung von
Dynamischer Geometriesoftware (DGS): ,Dabei zeigt das Dynamische einen ent-
scheidenden Vorteil gegenlber einem starren Einzelbild. Ein Einzelbild kann jetzt
paradigmatisch werden, es wird als prototypischer Schnappschuss einer Figur gese-
hen und verstanden. Einzelbilder beziehen sich stets auf eine zuféllige Einzellage,

#1% Man denke z.B. an die verschiedenen Arten von Vierecken, die durch Verformungen ineinander
Ubergehen kdnnen, wobei gewisse Eigenschaften verloren gehen und andere erhalten bleiben.

1" Beispielsweise kann beim Beweis des Satzes von Pythagoras die bei Euklid implizit vorkommende
Scherung wirklich durchgefiihrt werden.

22 Dessen Verbreitung hat sicherlich auch zur Durchsetzung der Vorschlage zur Umgestaltung beige-
tragen, tGberdeckte und vereinnahmte jedoch auch die bereits vorher bestehenden Ansatze. (vgl.
Unterkapitel 4.3)
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die dazu verleiten kann, dass Lernende zuféllige Umstande fur wesentliche halten.
Dies tritt beim dynamischen Arbeiten mit DGS nicht auf, da die Figuren von den Ler-
nenden variiert werden kdnnen, nach Belieben im Zeitraffer oder in der Zeitlupe. Sie
kénnen bei Bedarf den Ausgangszustand wiederherstellen, Sonderfalle erzeugen,
Zufalligkeiten sofort als solche erkennen und Vermutungen einfach und schnell Uber-
prifen. Dadurch bekommen Beweise im Bereich der Geometrie eine neue
Qualitat.*'® Die Selbsttatigkeit der Schiller findet insbesondere im Konzept des Ent-
deckenden Lernens seine Verwirklichung: ,Das Lernen von Mathematik ist umso
wirkungsvoller — sowohl im Hinblick auf handfeste Leistungen, speziell Transferleis-
tungen, als auch im Hinblick auf mégliche schwer fassbare bildende Formung —, je
mehr es im Sinne eigener aktiver Erfahrungen betrieben wird, je mehr der Fortschritt
im Wissen, Kénnen und Urteilen des Lernenden auf selbstandigen entdeckerischen
Unternehmungen beruht.?* Von der methodischen Seite sind die Konzepte der
,Neueren Geometrie“ also auch heute noch hochaktuell.

Sind die genannten fachlichen und methodischen Vorteile der ,Neueren Geometrie*
bei einer Vielzahl von Autoren in nahezu identischer Form zu finden, gibt es im letz-
ten Bereich, der die zu erreichenden Bildungsziele umfasst, eine breitere Streuung.
Es lassen sich hier einmal solche Ziele ausmachen, die unter dem Aspekt der Nitz-
lichkeit zu sehen sind (d.h. einen Beitrag zur materialen Bildung leisten). Hierzu
gehoren vor allem die Erfordernisse, die sich aus der starkeren Verbreitung der
Technik ergeben und auf die die Schulen entsprechend vorbereiten sollen. Als spe-
zieller Aspekt davon ist der Hinweis auf die Nutzlichkeit der ,Neueren Geometrie®
beim Erlernen der darstellenden Geometrie zu sehen. Daneben wird aber auch von
einigen Vertretern eine angemessene Vorbereitung auf das generelle Mathematik-
studium gefordert, fir die die "Licke" zwischen Schule und Hochschule nicht zu grof3
werden dirfe. In etwa gleich groBer Anzahl sind auf der anderen Seite diejenigen
Befurworter der ,Neueren Geometrie“ zu finden, die eher deren Einfluss auf die for-
male Bildung der Schiiler betonten. Hierzu gehdrt vor allem das Argument, dass die
.Neuere Geometrie“ einen gréBeren Beitrag zur Entwicklung des mathematischen
Denkens?'® leisten kdnne als die Arithmetik oder die analytische Geometrie®'®. Hinzu

213 Elschenbroich 2005, S. 77

214 Winter 1991, S. 1

215 Damit war eine Art metamathematischen Wissens gemeint, das sich vor allem auf das Definieren
von Begriffen, das Formulieren und Beweisen von Sétzen sowie den Aufbau einer mathematischen
Theorie bezog.
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kommen die Férderung der Raumanschauung und die Starkung des Interesses der
Schiler an der Mathematik. Aufgrund der am Ende von Kapitel 1 erwahnten Ver-
wendung der projektiven Geometrie als Hilfswissenschaft der darstellenden
Geometrie an den Technischen Hochschulen hat das Argument der Nutzlichkeit eine
gewisse Berech’[igung.217 Allerdings kann man dieses immer nur auf den Teil der
Schuler beziehen, die auch tatsachlich ein entsprechendes Studium anstreben. Ge-
mafR der daraus resultierenden, heute allgemein verbreiteten Position ,wird sich
Studierfahigkeit auf grundlegende mathematische Kenntnisse und Fahigkeiten be-
schranken muissen. Wichtiger sind allgemeine Fahigkeiten, die beim
wissenschaftlichen Arbeiten erforderlich und die vom Mathematikunterricht geférdert
werden kdnnen.“?'® Jedoch dient der Aspekt der Niitzlichkeit noch immer als starkes
Argument fir die Behandlung gewisser Inhalte, was sich beispielsweise in der wach-
senden Betonung des Anwendungsbezugs niederschlagt. Der Beitrag der ,Neueren
Geometrie* zur Entwicklung des mathematischen Denkens und zur Férderung des
Interesses an der Mathematik ist einerseits wiederum im Vergleich mit der damals
tblichen Behandlung der Euklidischen Geometrie zu sehen, die diesbezliglich in der
Tat so gut wie keinen positiven Effekt gehabt haben diirfte. Darliber hinaus kann je-
doch in der projektiven Geometrie meines Erachtens wegen der bei vielen Beweisen
vorkommenden ahnlichen Argumentationsmuster leichter ein Verstandnis fir ma-

thematisches Argumentieren und Beweisen®'®

(und dadurch mdglicherweise ein
groBeres Interesse fiir die Beschaftigung mit Mathematik®°) erreicht werden als in
der Euklidischen Geometrie. Fraglich erscheint zunachst der Beitrag der ,Neueren
Geometrie” zur Férderung der Raumanschauung, da sich die flir den Schulunterricht
vorgeschlagenen Lehrgange nahezu vollstandig auf die ebene Geometrie beschran-
ken. Allerdings war damals mit dem Begriff Raumanschauung nicht nur das
raumliche (dreidimensionale) Vorstellungsvermégen gemeint, sondern eine generelle

1

(anschauliche) Kenntnis geometrischer Objekte und ihrer Beziehungen.??' Diese

2% Der Grund hierfir liegt in den standardisierten Verfahren, von denen die Arithmetik und die analyti-
sche Geometrie dominiert werden.

217 Auch an den Universitaten war die projektive Geometrie zu Beginn des 20. Jahrhunderts noch ein
relevantes Gebiet. Man vergleiche dazu die in Lorey 1916 abgedruckten Studienpléne.

218 Vollrath u.a. 2012, S. 21

219 Auch heute noch sollen diese Fahigkeiten im Mathematikunterricht geférdert werden, was sich
beispielsweise an der Verankerung eines eigenen Kompetenzbereichs Mathematisch argumentieren
in den Bildungsstandards zeigt. (vgl. Sekretariat der KMK 2015, S. 14)

220 Die Foérderung einer positiven Einstellung zur Mathematik wird auch heutzutage als wichtiges Ziel
fir den Mathematikunterricht angesehen. (vgl. Vollrath u.a. 2012, S. 32f)

221 Man vergleiche dazu beispielsweise die Vorschlage fiir die Quinta im Lehrplanentwurf der Unter-
richtskommission der Gesellschaft deutscher Naturforscher und Arzte. (vgl. Gutzmer 1905, S. 547)
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Sichtweise deckt sich weitgehend mit der in der Leitidee Raum und Form der KMK-
Bildungsstandards vorgesehnen Fahigkeit, wonach die ,Schuilerinnen und Schiler

“222 ist also auch heute

[...] gedanklich mit Strecken, Flachen und Kdrpern [operieren]
noch aktuell.

Zu all den genannten Argumenten finden sich in den wiedergegebenen Quellen je-
weils mindestens drei Vertreter, teilweise sind es sogar sechs bis sieben®?.
Demgegenilber kann bei den gegen die ,Neuere Geometrie” sprechenden Argumen-
ten meist jeweils nur eine Quelle angegeben werden. Zudem sind die Argumente hier
wesentlich heterogener verteilt, verbindende Elemente sind kaum erkennbar. Relativ
haufig genannt wird der Aspekt, dass der Mathematikunterricht auch die historische
Entwicklung der Geometrie nachbilden misse und daher nicht auf die Euklidische
Geometrie verzichtet werden kénne. Ebenfalls mehrere Stimmen beflrchten (aller-
dings unter verschiedenen Gesichtspunkten) eine Uberforderung der Schiller, die mit
der zu groBBen Allgemeinheit der ,Neueren Geometrie®, ihrer Unanschaulichkeit und
der bei den Schilern fehlenden raumlichen Vorstellungskraft begriindet wird. Dar-
dber hinaus werden an Griinden, die direkt gegen die ,Neuere Geometrie” gerichtet
sind, noch die fehlende Anbindung an die bestehenden Inhalte und generelle Vorbe-
halte auf fachlicher Ebene®®* genannt. Das erste Argument hatte nur dann eine
Berechtigung, wenn die Reform auf eine vollstandige Streichung des damals beste-
henden Euklidischen Lehrgangs abzielte, was, wie bereits oben ausgefihrt, auf die
Mehrheit der Reformvorschlage nicht zutraf.?> Daher sind auch die Gegenargumen-
te der zu groBen Allgemeinheit und der fehlenden Anbindung flir den gréBten Teil der
Vorschlage nicht passend.?®® Gleiches gilt auch fiir die fachlichen Einwande, die alle-
samt von falschen inhaltlichen Vorstellungen zeugen. Der Vorwurf der
Unanschaulichkeit bezieht sich hauptsachlich auf die Verwendung der Fernelemente,
die den Schulern jedoch auf verschiedene Art und Weise plausibel gemacht werden
kénnen. Die weiteren Argumente gegen den schulischen Einsatz der ,Neueren Ge-
ometrie“ beziehen sich eher auf die dafiir ungeeigneten Rahmenbedingungen wie die
fehlende Ausbildung der Lehrkrafte und die nicht zur Verfligung stehende Unter-

222 Sekretariat der KMK 2004, S. 11

223 Dies ist vor allem bei den Forderungen nach gréBtmdglicher Allgemeinheit und Beweglichkeit der
Fi}r:]uren der Fall.

24 Diese sind insbesondere in der Ablehnung des Konzepts der Fernelemente zu sehen.

25 Heute wird zwar ein genetischer Mathematikunterricht angestrebt, die Frage der historischen Ent-
wicklung ist dabei aber eine eher untergeordnete. (vgl. Vollrath u.a. 2012, S. 118)

226 Die horizontale und vertikale Vernetzung der im Mathematikunterricht behandelten Inhalte ist heute
durch die weitgehende Beachtung des Spiral- und Integrationsprinzips gesichert. (vgl. Vollrath u.a.
2012, S. 182) Zur Frage der Allgemeinheit ist bereits auf S. 91 alles gesagt.
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richtszeit. Nicht zuletzt trug auch die Position, dass eine blo3e methodische Umges-
taltung der Euklidischen Geometrie im Sinne des ,genetischen Prinzips“ ausreiche,
eher zur Verhinderung der Einfihrung neuer Inhalte bei. Die Ausbildung der Lehrer
stellte in der Tat ein Problem dar, welches auch von den Reformern (beispielsweise
Sturm) beklagt wurde, fiir das sie aber keine Ldsung vorschlugen.??” Der Vorwurf der
fehlenden Unterrichtszeit ist jedoch insofern unberechtigt, da konkrete Inhalte be-
nannt wurden, die zugunsten der ,Neueren Geometrie“ gestrichen werden sollten.

Die als Grinde fir die Reform vorgetragenen Argumente finden sich auch in einer
Vielzahl von Schulprogrammen, die einen guten Eindruck von der geographischen
Verteilung der Anh&nger der ,Neueren Geometrie“ geben. Diese werden im folgen-

den Unterkapitel genauer betrachtet.

2.4 Schulprogramme

Bereits seit dem 17. Jahrhundert verdéffentlichten einzelne hdhere Schulen im
deutschsprachigen Raum zum Ende jedes Schuljahres ein so genanntes Schulpro-
gramm, mit dem die Eltern und die lokalen politischen Vertreter zu den 6ffentlichen
Abschlussprifungen eingeladen und gleichzeitig Gber deren zeitlichen Ablauf (das
Programm) informiert wurden. Im Laufe der Zeit stieg die Anzahl der veréffentlichten
Programme bestandig an, auBerdem enthielten sie nun oftmals zusatzlich einen wis-
senschaftlichen Aufsatz, den der Direktor oder einer der Oberlehrer verfasste. In
PreuBen waren die Schulen ab dem Jahr 1824 sogar zur Herausgabe eines Schul-
programms verpflichtet, das zwingend eine wissenschaftliche Abhandlung und die
sogenannten Schulnachrichten enthalten musste. Letztere bestanden aus einem Be-
richt Gber das abgelaufene Schuljahr, der u.a. Informationen zur Zusammensetzung
der Schuler- und Lehrerschaft, der verwendeten Lehrwerke und der unterrichteten
Inhalte enthielt. Zudem wurden die Programme jetzt nicht mehr nur auf lokaler Ebene
verbreitet, sondern auch an Ubergeordnete Behdrden und Bibliotheken verschickt.

27 Wie die fehlende Befahigung der Lehrkrafte zum Scheitern einer Reform beitragen kann, ist auch
am Beispiel der Einfihrung der Neuen Mathematik in den 1960er Jahren zu sehen. Aktuell zeigt sich
die Problematik wiederum beim Ausbau des Stochastikunterrichts im Primarbereich und beim Compu-
tereinsatz im Mathematikunterricht.
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AuBerdem gab es einen organisierten Programmaustausch zwischen den Schulen,

um fir einen gezielten Informationsfluss zu sorgen.??®

Parallel zur bereits dargestellten Debatte wurde eine groBe Anzahl von Schulpro-

grammen verdffentlicht, in denen sich der Verfasser der Programmabhandlung mit

dem Thema ,Neuere Geometrie“ beschaftigte. Die folgende Tabelle gibt einen Uber-

blick Gber diejenigen Programme, die ich im Rahmen meiner Recherche ermitteln

konnte.
Autor Titel Schule Jahr
Georg Die neuere Geometrie und die Realschule I. 1873
Beyer Schule Ordnung, Rawicz
Rudolf Realgymnasium des
B& Die Geometrie der Lage in der Schule Johanneums, 1897
oger Hamburg
Die Methode des Unterrichts in der .
Otto Boklen projektiven Geometrie an der KonlgllF? he Bealanstalt, 1894
eutlingen
Oberrealschule
Herman Satze aus der neueren Geometrie. Friedrichs- 1878
Franke Flr den Schulgebrauch bearbeitet Gymnasium, Altenburg
Lehrgang der Elemente der
Wilhelm synthetischen Geometrie in der Friedrichs-Werdersche 1876
Gallenkamp Oberprima der Friedrichs- Gewerbeschule, Berlin
Werderschen Gewerbeschule
Karl Planimetrische Konigliches
Hermann Fundamentalconstructionen, Stifts-Gymnasium, 1878
Huttig ausgefuhrt mit dem Lineal Zeitz
Conrad Lips Elementare Einleitung in die Grg@ﬁ;ii?di;hes 1871
synthetische Geometrie Darmstadt
: . GroBherzogliches
Andreas Neuere Geometrie. Fir héhere .
. . Realgymnasium, 1873
Maier Lehranstalten bearbeitet Karlsruhe
Hilarius Einige K'api_’gel aus der neueren Kéniglliches
Nawrath Geometrlg fir den Unterricht auf kath(_)llsches 1874
Gymnasien und Realschulen. Gymnasium, Sagan
Geometrie der Lage Realschule, Prag
Ueber die Prinzipien der neueren Ge-
Ernst ometrie und deren Einflihrung in den GroBherzogliche 1868
Ritsert elementaren geometrischen Realschule, Offenbach
Unterricht
Paul Die Kegelschnitte. Fur die Schule Realsgci/rr):éeans-ium, 1912
Schafheitlin bearbeitet Berlin

228 \gl. Kalok 2007
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Adolf Einfihrung in die Perspektive und die Oberrealschulg und
Schaufler projektive Geometrie Realgymnasium, 1909
Heilbronn
Friedrich Die Theorie der Transversalen und die GroBherzogliche 1871
Schén harmonische Theilung Realschule, Offenbach
o Bemerkungen Uber die Aufnahme der
I—S|ee|2rlg:1 neueren Geometrie unter die Or?nejrlmsgcrg[l]estlr.ow 1879
9 Lehrgegenstande der ersten Klasse ’
: Die ersten Satze der neuen
%/':l;:ﬂ.rgr Geometrie als Pensum der Prima Or dr?l?r?éscl%ﬁé-l dorf 1878
einer Realschule I. Ordnung ’
. Die neuere Geometrie. Ein .
Ludwig : Realschule bei
Unterrichts-Gegenstand der 1883
Stolte héheren Lenr-Anstalten St. Johann, StraBBburg

Daraus wird schon auf den ersten Blick ersichtlich, dass die Anhanger der ,Neueren
Geometrie” nicht nur in einer bestimmten Region zu finden waren, sondern in nahezu
allen Landesteilen existierten. AuBerdem ist deutlich zu sehen, dass die realistischen
Anstalten gegeniiber den Gymnasien klar in der Uberzahl sind, dem Thema dort also
eine bedeutendere Rolle zugemessen wurde. Analysiert man die aufgeflhrten Pro-
gramme genauer, stellt man fest, dass in den meisten der jeweilige Autor einen im
eigenen Unterricht durchgefihrten Lehrgang der ,Neueren Geometrie“ vorstellt. So-
mit ist davon auszugehen, dass in den betreffenden Schulen die ,Neuere Geometrie*
regelmaBig in groBer Ausfihrlichkeit unterrichtet wurde. Die Lehrgdnge werden fast
immer von einem kurzen Vorwort eingeleitet, in dem der Autor einige aus seiner
Sicht wichtige Argumente fiir die Aufnahme in den Schulunterricht nennt.?® Dabei
kommen im Vergleich zu den bereits dargestellten keine neuen Argumente hinzu. Da
auBerdem im folgenden Kapitel noch genauer auf verschiedene Lehrgange einge-
gangen wird, sollen die einzelnen Programme hier nicht genauer vorgestellt werden.
Eine Ubersicht (iber die in den Vorworten genannten positiven Aspekte (vgl. 2.3) gibt

die folgende Tabelle.

%29 Eine Ausnahme hiervon bilden die Abhandlungen von Lips und Maier, die beide jeweils nur die
Darstellung des Lehrgangs enthalten. In den Programmen von Beyer, Ritsert und Seeger hingegen
findet sich jeweils eine ausfiihrlichere Argumentation fir die Behandlung der ,Neueren Geometrie“ in
der Schule.
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QG)) = < g w (@))
Autoren | B (B8 |5 |5 |Z g 2|8 |3\ LIg |
< |@|zZ|5|2|=2|%3|@ RIS 8 3|2
e el |xRE|E|% Q28T 3|7
Argumente 3 > == Q@ =9
po} >
Fachliche Griinde
Allgemeinheit X | X X [ X X| X X
Einfachheit X | X X| X | X|X|X
Methodische Griinde
Selbsttatigkeit X | X X X X
Verzicht auf metrische Bez. X X | X X | X X
Naturlicher Aufbau X | X X X
Bildungsziele
rdumliche Vorstellung X XXX X [ X X X
Interesse der Schiiler X X X X X
Nutzen flr Technik X X [ X[ X|X]|X]| X X
Vorbereitung Studium X X X X| X | X]|X
FOrderung math. Denkens | X X | X X | XX

2.5 Erfolg der Reformer: Aufnahme der ,,Neueren Geometrie“ in die
Lehrplane

Als Folge der dargestellten Debatte wurden nach und nach Inhalte aus der ,Neueren
Geometrie* in die Lehrplane der héheren Schulen der Lander des deutschen Reiches
aufgenommen.?*® Dabei lassen sich Unterschiede einerseits beziiglich des Zeitpunk-
tes der Aufnahme, andererseits bezlglich des Umfangs der hinzugefligten Themen
feststellen. Generell kann man jedoch festhalten, dass die ,Neuere Geometrie* zu
Beginn des 20. Jahrhunderts in den Lehrplanen nahezu aller gr6Beren Lander vor-
gesehen war. Im Folgenden soll fir die beiden gréBten Lander (die Kdnigreiche
PreuBen und Bayern) sowie das GroBherzogtum Baden die Veranderung in den
Lehrplanen detailliert aufgezeigt werden. AnschlieBend werden UberblicksmaBig ei-
nige Beispiele aus den Lehrplanen weiterer Lander angegeben.

280 Um einen Eindruck vom Aufbau der Lehrpldne zu vermitteln, ist im Anhang ein Auszug aus dem
preuBischen Lehrplan von 1901 abgedruckt.
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2.5.1 Konigreich PreuBBen

In PreuBen gab es seit der Mitte des 18. Jahrhunderts mit dem Gymnasium nur eine
héhere Schulform, zu der 1859 mit dem Realgymnasium (zunachst unter der Be-
zeichnung Realschule |. Ordnung) eine weitere hinzukam. Diese umfasste ebenso
wie das Gymnasium neun Klassen, legte aber ein starkeres Gewicht auf die realisti-
schen Facher (Mathematik, Naturwissenschaften, moderne Sprachen) und
verzichtete daflr auf den Unterricht in Griechisch. Ab 1870 war den Absolventen der
Realgymnasien das Studium der Mathematik, der naturwissenschaftlichen Facher
und der neueren Sprachen erlaubt. Im Jahr 1878 kam mit den (lateinlosen) Oberreal-
schulen, die durch Aufstockung der bis dahin siebenklassigen Realschulen
[I. Ordnung um zwei weitere Jahrgange entstanden, die dritte héhere Schulform hin-
zu.?®" Der erste gemeinsame Lehrplan®? firr alle drei hdheren Schulformen wurde
1882 herausgegeben und sah flir die einzelnen Klassen die folgende Wochenstun-
denzahl fiir das Fach Rechnen und Mathematik vor®*:
VIIVIIVIIIIb|Ma|llb|lla|lb]|la|Summe
Gymnasium 4 14|14 3 3 4 | 4 | 4| 4 34
Realgymnasium | 5 (4 | 5| 5 5 5|15 |5]|5 44
Oberrealschule | 5 |6 | 6 | 6 6 | 5| 5|5]|5 49

Bei den fur das Gymnasium vorgesehnen Inhalten findet sich noch kein Hinweis auf

die ,Neuere Geometrie®, fir die Realgymnasien und Oberrealschulen war die ,Ebene
Geometrie einschlieBlich der Grundlehren der synthetischen Geometrie*?®** vorgese-
hen. Allerdings geht aus diesem Lehrplan nicht klar hervor, was mit ,synthetischer
Geometrie* gemeint war.

Der im Jahr 1891 folgende Lehrplan®® brachte fiir die Realgymnasien eine Kiirzung
der Zahl der Unterrichtsstunden in Sexta und Quarta von jeweils flnf auf vier Wo-
chenstunden, fir die Oberrealschulen in Quinta und Obertertia von sechs auf finf
Wochenstunden. An den Gymnasien blieb die Unterrichtszeit unverandert. Von in-

haltlicher Seite war jetzt fir das Gymnasium im Rahmen der Ahnlichkeitslehre

21 vgl. Lietzmann 1910

2% Der Lehrplan war so aufgebaut, dass auf die Angabe der Stundenzahl fiir alle Facher die sehr
knappe Zusammenfassung der zu unterrichtenden Inhalte folgte, wobei eine Zuordnung zu einzelnen
Klassen nicht vorgenommen wurde. Daran schlossen sich jeweils die so genannten methodischen
Bemerkungen an, die genauere Erlauterungen zur Gestaltung des Unterrichts enthielten.

233 ygl. Kratz 1883

2% Kratz 1883, S. 47

2% Dieser unterschied sich von seinem Vorganger dahingehend, dass jetzt eine genaue Zuordnung
der Inhalte zu den einzelnen Jahrgangsstufen vorgenommen wurde.
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«236

,einiges Uber harmonische Punkte und Strahlen in Obersekunda vorgesehen, in

“237 In den methodischen

Oberprima ,einige Grundlehren von den Kegelschnitten
Bemerkungen findet sich dazu allerdings der folgende Hinweis: ,Der Wegfall gewis-
ser friher in Obersekunda und Prima behandelter Abschnitte soll Gelegenheit bieten,
den Ubrigen Lehrstoff zu vertiefen und zahlreichere Ubungen anzuschlieBen; dann
aber ergiebt sich auch die Mdglichkeit, die Schiler der obersten Klasse in den be-
sonders wichtigen Koordinatenbegriff einzufihren und ihnen in méglichst einfach
gehaltener Darstellung einige Grundeigenschaften der Kegelschnitte klar zu machen.
Selbstverstandlich ist weder in analytischer noch in sogenannter neuerer Geometrie
ein planmaBiger Unterricht zu erteilen.“**® An den realistischen Anstalten sollte jetzt
in Obersekunda die ,Lehre von den harmonischen Punkten und Strahlen, Chorda-
len, Ahnlichkeitspunkten und Achsen“®®*® durchgenommen werden, in Unterprima die
,Wichtigsten Satze lber Kegelschnitte in elementarer synthetischer Behandlung“?*.

Der nachste preuBische Lehrplan erschien bereits im Jahr 1901. Er brachte bezlg-
lich der Stundenzahl keinerlei Veranderung, auch die bei der Besprechung des
vorherigen Lehrplans genannten Inhalte blieben in allen Schulformen bestehen. Fir
das Gymnasium war ,Einiges Uber harmonische Punkte und Strahlen sowie Uber

«241

Transversalen“”’ jetzt aber ein eigenstandiger Themenbereich in der Obersekunda,

in den realistischen Anstalten sollten in Prima die ,Grundlehren der darstellenden

Geometrie“?*

unterrichtet werden. In den methodischen Bemerkungen finden sich
implizite Hinweise darauf, dass die fir die ,Neuere Geometrie® vorgebrachten Argu-
mente bei der Erstellung des Lehrplans berlcksichtigt wurden. So hei3t es zum
Beispiel in einem Abschnitt zum geometrischen Konstruieren: ,Dabei sind jedoch un-
bedingt alle Aufgaben auszuschlieBen, deren LOésung die Kenntnis entlegener
Lehrsatze oder besonderer Kunstgriffe erfordert. Der Lehrer hat auch hier durch be-
sonnene Auswahl solcher Aufgaben, deren Ldsung nach haufig anwendbaren
Methoden und aus dem bereits bekannten Lehrstoff heraus erfolgen kann, sowie
durch klare Anleitung in dem Schiler das Geflihl des selbstédndigen Kénnens zu we-

cken und die bildende Kraft dieser Ubungen zur Geltung zu bringen.“**® Dies kann

2645V, 1892, S. 48
270.V. 1892, S. 49
238 5V.1892, S. 50
294V.1892, S. 52
24045v.1892, S. 52
2! Gildner 1921, S. 55
242 Gildner 1921, S. 57
23 Gildner 1921, S. 59
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als Appell zur Nutzung allgemeinerer Methoden gesehen werden. Zusatzlich wurde
auch die zu starke Betonung der arithmetischen Aspekte in den oberen Klassen kriti-
siert: ,Dem Ubelstande, daB der Unterricht auf der Oberstufe einen zu ausschlieBlich
rechnerischen Charakter annimmt, wird sich durch Fortsetzung der Ubungen in geo-
metrischer Anschauung und Konstruktion steuern lassen.”*** Fiir die Gymnasien
wurde jetzt explizit darauf hingewiesen, dass die Einfihrung in die Kegelschnitte
auch in synthetischer Form erfolgen kénne: ,Fir die oberste Klasse des Gymnasi-
ums ist die Einfihrung der Schiiler in den wichtigen Koordinatenbegriff sowie eine
moglichst einfach gehaltene Darstellung einiger Grundeigenschaften der Kegel-
schnitte, die auch in synthetischer Form gegeben werden kann, vorgesehen. Aber es
ist weder in analytischer noch in sogenannter neuerer Geometrie ein systematischer
Unterricht beabsichtigt.“**> Somit erscheint es naheliegend, dass im Rahmen der ge-
nannten Lehrplane eine Gleichsetzung der Begriffe ,Neuere Geometrie® und
,Synthetische Geometrie* erfolgte.

Der Lehrplan von 1901 blieb bis zum Jahr 1925 glltig, so dass man sagen kann,
dass die Inhalte aus der ,Neueren Geometrie“ Uber 30 Jahre im PreuBischen Lehr-

plan verankert waren.

2.5.2 Konigreich Bayern

Im Konigreich Bayern existierten bereits seit Beginn des 16. Jahrhunderts die ersten
Gymnasien, die allerdings zunachst durch den Jesuitenorden geflihrt wurden. Im
Jahr 1773 gingen die Gymnasien nach Auflésung des Jesuitenordens in staatliche
Tragerschaft Uber. Etwa 100 Jahre spater wurde im Jahr 1864 das Realgymnasium
als zweite hdhere Schulform eingefiihrt, die vor allem der Vorbereitung eines Studi-
ums an der polytechnischen Schule in Minchen dienen sollte. Die Oberrealschule
wurde in Bayern erst im Jahr 1907 durch den Ausbau der bis dahin sechsklassigen
Realschulen®*® um drei weitere Jahrgange eingefiihrt. Diese Entwicklung war vor al-
lem dadurch veranlasst, dass ,die 6ffentliche Meinung immer dringender eine neue
9klassige Vollanstalt ohne Latein und Griechisch [forderte], in deren Mittelpunkt der

24 Gldner 1921, S. 60

245 Gildner 1921, S. 60

24 Diese dienten der Vorbereitung auf den Besuch der dreijahrigen Industrieschulen (Fachschulen fir
bestimmte Berufe).
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mathematisch-naturwissenschaftliche Unterricht stehen sollte, der durch zwei neuere
Sprachen, Franzdsisch und Englisch, sowie Geschichte und Geographie zu stiitzen
war.“?*” Fiir die Gymnasien und Realgymnasien existierten zunachst getrennte Lehr-
plane, in denen sich kein Hinweis auf die ,Neuere Geometrie® findet. Dies mag auch
an der im Vergleich zu PreuBBen geringen Unterrichtszeit fur die Mathematik gelegen
haben, die sich fir die jeweils letzten separaten Lehrplane aus folgender Tabelle®*®

ergibt:

eIV v VvEVIEVIE| X | Summe
Gymnasium (1901) (3|33 |2 |44 | 3 | 3 | 4 29
Realgymnasium (1891) |3 3|3 |3 |4/ 6 | 6 | 5 | 5 38

Der erste Lehrplan der Oberrealschulen von 1907 sah demgegeniber die folgende
Zahl von Unterrichtsstunden pro Woche vor?**;

eIV V] VE VI VI IX | Summe
Rechnen |4 (4|3 |1 -] - | - - |- 12
Mathematik | - |- |2 |4 |5|5| 5| 5 |5 31
AuBerdem waren in ihm die Inhalte aus der ,Neueren Geometrie“ (noch weitgehen-

der als in PreuBen®)

fir den Unterricht der letzten beiden Schuljahre verbindlich
vorgesehen. So heif3t es bei den inhaltlichen Vorgaben fir die Klasse VIII: ,Analyti-
sche und synthetische Geometrie. — Einfihrung in die Methode der
Koordinatengeometrie. Die Gerade. Kreis und Kreisblschel. Tangente, Pol und Pola-
re. Harmonische Eigenschaften. Die einfachsten Satze der projektiven Geometrie.“®"
Fir die Klasse IX findet man: ,Analytische und synthetische Geometrie. Die Hauptei-
genschaften der Kurven zweiter Ordnung in synthetischer und analytischer
Behandlung. Einige Konstruktionen der Kurven zweiter Ordnung. [...]“*** In den so
genannten Bemerkungen zum Lehrziel wurde deutlich darauf hingewiesen, dass der

Unterricht Uber die Kegelschnitte ,sich auf die Darlegung der wichtigsten metrischen

247 Wieleitner 1910, S. 39
248 ygl. Wieleitner 1910; In Bayern wurden die Jahrgangsstufen aufsteigend gezahlt. Die hdheren
Schulen begannen mit Klasse | und endeten mit Klasse IX.
249 ygl. Wieleitner 1910
0 Heinrich Wieleitner sah diesen Lehrplan als unmittelbare Umsetzung der Meraner Reformvorschla-
ge (vgl. 4.3) an. Man vergleiche dazu Wieleitner 1910, S. 44.
Wieleitner 1910, S. 43
#%2 Wieleitner 1910, S. 43
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und projektiven Eigenschaften zu beschréanken [habe]. Aller Formalismus, besonders

der Rechnung, ist beiseite zu lassen.“?*

Der erste gemeinsame Lehrplan®* firr alle drei Schulformen erschien 1914 und sah

die folgende Zahl an wdchentlichen Unterrichtsstunden vor:

LI I IV VVEPVIE VL] IX | Summe

Gymnasium und Realgymnasium (44|53 |33 | 3| 3 |3 31
Oberrealschule 4145|5555 |5 |5 43

Somit ergab sich also eine Kiirzung der Unterrichtszeit an den Gymnasien um zwei

Wochenstunden und noch deutlicher an den Realgymnasien um sieben Wochen-
stunden.?® Dazu passend enthielten die (fiir alle Schulformen gemeinsamen)
Bemerkungen zum Lehrziel nun den folgenden Hinweis: ,Die Lehre von den Kegel-
schnitten hat sich auf die wichtigsten metrischen und projektiven Eigenschaften zu
beschréanken. An den Gymnasien ist dabei die Methode der analytischen Geometrie
zu verwenden, wahrend an den Oberrealschulen neben der analytischen auch die
synthetische Behandlung beriicksichtigt werden soll.”**® Die detaillierten Ausfihrun-
gen zu den fir die einzelnen Klassen vorgesehnen Lehrinhalten machen deutlich,
dass es dabei an den Gymnasien und Realgymnasien nahezu ausschlieBlich um die
Herleitung der Gleichungen der Kegelschnitte ging, denn es findet sich lediglich fir
die Klasse IX die Vorgabe: ,Kurven 2. Grades, bezogen auf die Hauptachsen.“?®’
Demgegenulber fand bei den inhaltlichen Festlegungen fir die Oberrealschule eine
deutliche Explizifizierung statt. Hier war jetzt fir die achte Klasse vorgesehen: ,Die
Gerade und das Geradenbuschel. Der Kreis und das Kreisblschel. Tangente, Pol
und Polare am Kreise. Harmonische Eigenschaften. Harmonische Lage von vier
Punkten auf einer Geraden und vier Strahlen durch einen Punkt. Allgemeines Dop-
pelverhaltnis von Punktreihe und Geradenblschel, Gleichheit bei perspektiver Lage,
Unveranderlichkeit bei der Zentralprojektion einer Ebene in eine andere.®*® In der
neunten Klasse sollten ,Tangente, Pol und Polare. Erzeugung der Kegelschnitte
durch projektive Strahlblschel, abgeleitet aus der Erzeugung des Kreises durch kon-
gruente Strahlblschel. Pascalscher Satz. Konstruktionen mittels des Pascalschen

2% Wieleitner 1910, S. 44

24 ygl. Lietzmann 1915; In diesem Lehrplan war die Trennung von Rechnen und Mathematik an den
Oberrealschulen aufgehoben.

2% Die Angleichung des Gymnasiums und des Realgymnasiums beziiglich der Stundenzahl fir Ma-
thematik wurde wohl durch den Meraner Reformvorschlag angestoBen, der allerdings fir beide
Schulformen durchweg vier Wochenstunden in allen Jahrgangsstufen vorsah.

2% | jetzmann 1915, S. 100

%7 jetzmann 1915, S. 102

#%% Lietzmann 1915, S. 104
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Satzes.®®® durchgenommen werden. Dieser Lehrplan blieb bis zum Jahr 1926 in
Kraft.

Somit kann man feststellen, dass sich im Vergleich zu PreuBen in Bayern die Umset-
zung der ,Neueren Geometrie“ auf die Oberrealschule beschrénkte, daflir aber um
einiges weiter ging. Ein Grund daftir liegt sicher in der schon angesprochenen Vertei-
lung der Unterrichtszeit. Darlber hinaus enthielten die Lehrplane fir die
Oberrealschule von 1907 und 1914 als selbststandiges, verpflichtendes Teilgebiet
des Mathematikunterrichts die darstellende Geometrie. Zu deren Unterrichtsthemen
gehdrte unter anderem die Perspektive (d.h. die Zentralprojektion), mit der ebenfalls
in Klasse 8 begonnen werden sollte. Hierin durfte ein wichtiger Grund flr die starke

Betonung der ,Neueren Geometrie“ gelegen haben.

2.5.3 GroBherzogtum Baden

Eine im Vergleich zu Bayern und PreuBBen bezlglich der ,Neueren Geometrie® we-
sentlich weitgehendere Reform wurde im GroBherzogtum Baden umgesetzt. Hier
existierten bis zum Jahr 1869 mehrere héhere Schulformen (Gymnasium, Lyzeum,
Padagogium) nebeneinander, die sich unter anderem durch die vorgesehne Dauer
der Schulzeit unterschieden. Diese wurden 1869 zu einer Schulform (Gymnasium)
zusammengefasst, die neun Schuljahre umfasste und fir das Fach Mathematik die
folgende Zahl an Wochenstunden vorschrieb?®°:
LIV Vv |Vl Summe
4/14/3|4 /4|3 33

Von inhaltlicher Seite sah der Plan fir die Klasse V ,Eigenschaften des Kreises, wel-

che sich auf die Aehnlichkeit grinden, Aehnlichkeitspunkte, Potenzlinie,

“261 und fiir die Klasse VI ,die ersten Elemente der neueren syntheti-

«262

Kreisberihrung
schen Geometrie mit besonderer Ricksicht auf die Kegelschnitte*® vor. Der Plan
wurde im Jahr 1883 dahingehend geandert, dass das Mathematikpensum in Oberter-
tia um eine Stunde reduziert wurde, so dass insgesamt 32 Wochenstunden zur

Verfligung standen. AuBerdem wurde jetzt die Zahlung der Klassenstufen an die in

%9 | jetzmann 1915, S. 105
%60 ygl. Hoffmann 1870, S. 248; Die drei oberen Klassen (IV, V, VI) umfassten jeweils zwei Schuljahre.
%1 Hoffmann 1870, S. 249
%2 Hoffmann 1870, S. 249
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PreuBen Ubliche (Quarta, Quinta, ...) angepasst. 1903 erfolgte wiederum eine Her-
aufsetzung auf 34 Wochenstunden, die sich auf die einzelnen Klassen
folgendermaBen verteilten®®®:

VIIVIIVIIIb| la|llb|llajlb]|la|Summe
4 14|13 | 3 4 4 4 | 4 | 4 34

An den vorgesehnen Inhalten gab es nur geringfiigige Anderungen. So wurde im

Lehrplan von 1903 fiir die Obersekunda ,Ahnlichkeitspunkte; Potenzlinie, harmoni-

sche Teilung*?®*

genannt, fir die Unter- und Oberprima findet sich die sehr
allgemeine Formulierung ,Geometrie der Kegelschnitte“?®®. Gleichzeitig wurde mit
diesem Lehrplan die darstellende Geometrie (geometrisches Zeichnen) als fakultati-
ves, aber von der Mathematik unabhangiges Fach in den Gymnasien eingeflhrt.
Offizielle inhaltliche Vorgaben wurden dazu nicht gemacht, die Lehrer orientierten
sich an den Lehrplanen der Realanstalten.

Seit 1834 gab es in Baden die so genannten Héheren Biirgerschulen mit einem Um-
fang von sechs Klassen, die vor allem der Vorbereitung auf die ,birgerlichen Berufe*
und den Besuch der polytechnischen Schule in Karlsruhe dienten. Da sich diese in
ihrer lokalen Ausgestaltung stark voneinander unterschieden und die polytechnische
Schule weitergehende Anforderungen an ihre Schiler stellte, entstanden ab 1868 die
(zunachst achtklassigen) badischen Realgymnasien. 1879 wurde deren Unterrichts-
zeit auf neun Schuljahre ausgeweitet und 1887 ein darauf abgestimmter Lehrplan
herausgegeben. Dieser sah die folgende Zahl an Wochenstunden vor?®®:
vVifviivigimjiomiuni onjul|{ol | Summe
Mathematik 5/5|5| 4 4 5 5 15]|5 43

darstellender Unterricht®®” | - | - | - - - - 2 |22 6

GemaR diesem Lehrplan wurden in Untersekunda ,Ahnlichkeitspunkte, Pol und Pola-

re, Potenzlinie und das Apollonische Problem der Beriihrungen*?®®

, in Oberprima
,=Elemente der synthetischen Geometrie, insbesondere Theorie der Kegelschnitte
nach der Steinerschen Methode*?®® behandelt. AuBerdem sollte beziiglich der me-

thodischen Umsetzung beachtet werden, ,dal jede neue Erkenntnis auf die friihere

283 ygl. Cramer 1910, S. 7
264 Cramer 1910, S. 8
25 Cramer 1910, S. 9
%6 ygl. Cramer 1910, S. 11
%7 Dieser war an den Realgymnasien obligatorisch und umfasste die Grundlagen der Projektionslehre
gergd der darstellenden Geometrie (Parallelprojektion).
Cramer 1910, S. 14
#%% Cramer 1910, S. 15
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gegrundet und der Schiiler angeleitet werden muf3, den inneren Zusammenhang ei-
nes Lehrsatzes mit den friher erkannten Satzen zu begreifen. Namentlich sollen
demselben die Beweise nicht als fertige mitgeteilt, sondern, soweit irgend tunlich,
von ihm selbst aufgefunden werden.“?”

Dieser Lehrplan blieb bis zum Jahr 1912 in Kraft, wo es zu einer Verschmelzung des
Mathematikunterrichts mit dem darstellenden Unterricht kam. Daraus ergaben sich
eine Reduzierung der Zahl der Unterrichtsstunden sowie einige inhaltliche Verande-
rungen. Der Lehrplan sah jetzt fir die Realgymnasien folgende Wochenstundenzahl

vor?’!:

Viiviiviuimiomiunionjful|OIl|Summe
Mathematik | 5 |5 | 5 4 4 4 4 5 5 41

Dies bedeutete also insgesamt eine Reduzierung um acht Wochenstunden in Se-
kunda und Prima. Die zur ,Neueren Geometrie“ gehdrenden Inhalte waren jetzt
vollstandig in der Oberprima konzentriert: ,Die Kegelschnitte in der Behandlung nach
Poncelet oder nach Steiner. Harmonische Gebilde (Pol und Polare). Geometrische
Verwandtschaften.“?’? Allerdings wurden die jetzt in den Mathematikunterricht integ-
rierten Inhalte aus der darstellenden Geometrie?”® um die Zentralprojektion erweitert.
Nach Einfihrung des Realgymnasiums bildeten sich zwei Gruppen Héherer Blirger-
schulen, namlich einmal solche, die sich am Lehrplan des Realgymnasiums
orientierten und verpflichtenden Unterricht in Latein anboten.?”* Die zweite Gruppe
konzentrierte sich weiterhin auf die Vorbereitung der Schiler fir die ,birgerlichen
Berufe* und verzichtete daher auf den Lateinunterricht. Anfang der 1880er Jahre
wurden die Schulen der letztgenannten Gruppe auf sieben Jahrgange erweitert und
nannten sich fortan Realschulen. Durch die Entwicklung in PreuBBen veranlasst ka-
men Anfang der 1890er Jahre nochmals zwei weitere Klassen hinzu, so dass nun
auch die Oberrealschule als dritte hdhere Schulform in Baden eingefiihrt war. Der
erste offizielle Lehrplan®”® erschien 1895 und sah folgende Zahl an Wochenstunden

vor:

29 Gramer 1910, S. 15

1 ygl. Lietzmann u.a. 1913, S. 41

272 jetzmann u.a. 1913, S. 43

273 Mit diesen sollte jetzt bereits in Untersekunda begonnen werden.

&% Diese wollten ihren Absolventen den anschlieBenden Besuch der oberen Klassen eines Realgym-
nasiums erméglichen.

#75 vgl. Cramer 1910, S. 17
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VIIViividimiomiunionful|Ol|Summe
Mathematik 5155 5 5 5 5 5 5 45
darstellender Unterricht®® | - | - | - | - - 2 | 2212 8

Die Inhalte aus der ,Neueren Geometrie“ waren hier in Obertertia (,Die ebenen Ge-

bilde und deren Grundeigenschaften (Punkt und Gerade; Strecke und Winkel,
Dreieck, Viereck und Vieleck, Dreiseit, Vierseit und Vielseit; Kreis) unter Berilicksich-

;‘277)

tigung der Lagebeziehungen. Begriff der geometrischen Verwandtschaft und

Untersekunda (,Ahnlichkeit der ebenen Gebilde (Strecken, Dreiecke, Vielecke, Krei-

“278) vorgesehen, allerdings konnte sich der Lehrer bei der Behandlung der

se)
Kegelschnitte in Prima auch gegen die projektive Methode entscheiden: ,Die Kegel-
schnitte als geometrische Orter und als Schnitte des Kegels, sowie (nach Wahl des
Lehrers) entweder als Erzeugnisse projektiver Grundgebilde oder in analytischer Be-
handlung“*”®. Eine Neufassung dieses Lehrplans erschien gleichzeitig mit dem neuen
Plan fir die Realgymnasien im Jahr 1912, wo auch an den Oberrealschulen die
Trennung in Mathematik und darstellenden Unterricht aufgehoben wurde. Die Stun-
denverteilung sah nun so aus®®:
vVifviivigimiomiunionj{ul|ol|Summe
Mathematik | 5 |5 5| 5 5 5 6 | 6| 6 48

Somit verlor die Mathematik an den Oberrealschulen fiinf Wochenstunden. Dennoch

kam es zu einer Ausweitung der Inhalte aus der ,Neueren Geometrie“, da die Vorga-

ben flr die Obersekunda nun die schon mehrfach zitierten Inhalte ,Harmonische

281 anthielten.

«282

Teilung. Viereck und Vierseit. Pol und Polare. Apollonische Aufgabe
Zusétzlich sollten in Unterprima die ,Grundséatze der projektiven Geometrie“™“ und in
Oberprima die ,Kegelschnitte als projektive Gebilde. Geometrische Verwandtschaf-

n“?8 unterrichtet werden.

te
Der Grund fir die starke Verankerung der ,Neueren Geometrie” in den badischen
Lehrplanen dirfte neben der herausgehobenen Stellung der darstellenden Geomet-

rie in den BemUhungen Peter Treutleins zur Reform des Geometrieunterrichts zu

%% |m Unterschied zu den Realgymnasien war fiir die Oberrealschulen neben der Parallel- auch die
Zentralprojektion vorgesehen.

7 Gramer 1910, S. 19

278 Cramer 1910, S. 19

279 Cramer 1910, S. 19

%80 yql. Lietzmann u.a. 1913, S. 41

81 | ietzmann u.a. 1913, S. 44

282 | jetzmann u.a. 1913, S. 45

8 | ietzmann u.a. 1913, S. 45
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sehen sein.?®* So betonte er beispielsweise im zweiten Teil (Der geometrische Unter-
richt der Oberstufe unserer héheren Schulen) seines Buches Der geometrische
Anschauungsunterricht die Wichtigkeit der Dualitat, der geometrischen Verwandt-
schaften (affingleich, affin, ahnlich, projektiv) und der ,perspektiven Beziehung®
(Abbildung durch Zentralkollineation) in der Ebene.?®®> Auch andere von Treutlein an-
gestrebte  Veranderungen wie die Einfihrung eines propadeutischen
Geometrieunterrichts und die ,Fusion“ von Planimetrie und Stereometrie wurden in

den badischen Lehrpléanen verwirklicht.

2.5.4 Weitere Lander

An dieser Stelle soll fur die Gbrigen gréBeren Lander jeweils exemplarisch gezeigt
werden, dass auch dort die zur ,Neueren Geometrie® gez&hlten Inhalte in den Lehr-
planen zu finden waren. Auf eine detaillierte Angabe der Entwicklung der Lehrplane
und der Anzahl der vorgesehnen Unterrichtsstunden werde ich aus Platzgriinden

verzichten.

GroBherzogtum Hessen
e Oberrealschule 1901:

- Prima: ,die Lehre von den Transversalen, der harmonischen Teilung, Ahnlich-
«286

keitspunkte, Chordalen und Kreispolaren

Konigreich Sachsen

e Realgymnasium 1902:

— Untersekunda: ,Harmonische Punkte und Strahlen, Pol und Polare, Ahnlich-

keitspunkte usw.“?%’

— Unterprima: ,Kegelschnitte in synthetischer Behandlung.“?®®

e Oberrealschule 1908:

284 ygl. Schonbeck 1994, S. 58ff

28 ygl. Treutlein 1911, S. 201ff; Man vergleiche dazu auch in Kapitel 3 die Darstellung des Lehrbuchs
der Elementar-Geometrie, das Treutlein gemeinsam mit Julius Henrici herausgab.

?% Schnell 1910, S. 9

287 Witting 1910a, S. 29

28 Witting 1910a, S. 30
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- Obersekunda: ,Lehre von den harmonischen Punkten und Strahlen, Pol und

Polare, Ahnlichkeitspunkte.“?®°

Konigreich Wirttemberg
e Oberrealschule 1912:

- Klasse VII: ,Harmonische Punkte und Strahlen. Pol und Polarlinien. Das
«290

Kreispaar mit Potenzlinien.
- Klasse VIII: ,Lehre von den Kegelschnitten teils analytisch, teils synthe-

tisch. !

Reichsland ElsaB-Lothringen

e Gymnasium und Realgymnasium 1905:
- obere Klassen: ,Lehre von den harmonischen Punkten und Strahlen sowie
von dem Ahnlichkeitspunkt“?%2
e Oberrealschule 1905:
- obere Klassen: ,Lehre von den harmonischen Punkten und Strahlen, dem
Ahnlichkeitspunkt und der Kreispotenz, [...] projektive Geometrie der Ebe-

n e“293

Zusammenfassend lasst sich also festhalten, dass nach der Jahrhundertwende in
allen Landern des Deutschen Reiches Inhalte aus der ,Neueren Geometrie“ Eingang
in die Lehrplane gefunden hatten. Dabei konzentrierten sich die amtlichen Vorgaben
hauptséchlich auf die realistischen Anstalten, wahrend man an den humanistischen
Gymnasien vielfach ganz auf die ,Neuere Geometrie® verzichtete. Dies hat vermut-
lich seine Ursachen darin, dass der groBte Teil der Anhanger der ,Neueren
Geometrie“, wie bei der Darstellung der Argumente gesehen, an den realistischen
Anstalten beschéaftigt war und diese generell der Mathematik ein gréBeres Gewicht
beimaBen. AuBerdem lasst sich in den L&ndern, die der darstellenden Geometrie
einen breiteren Raum in ihren Lehrplanen einraumten, auch eine verstarkte Tendenz

hin zur ,Neueren Geometrie“ beobachten, was wohl in der Rolle der ,Neueren Geo-

%89 Witting 1910a, S. 35

290 | ietzmann u.a. 1913, S. 21
2 Lietzmann u.a. 1913, S. 22
292\\irz 1911, S. 33

23 \Wirz 1911, S. 33
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metrie“ an den Technischen Hochschulen und der Vorbereitungsfunktion der realisti-
schen Anstalten begrindet liegt.
Im folgenden Kapitel soll nun anhand einiger damaliger Lehrblcher die inhaltliche

Gestaltung der Lehrgéange in den Blick genommen werden.
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Kapitel 3: Ausgewahlite Lehrgange

Im Rahmen der Diskussion Uber die Einfihrung der ,Neueren Geometrie® in den
Schulunterricht machten ihre Anhanger auch Vorschlage fiir die Gestaltung passen-
der Lehrgéange. lhre Ideen spiegeln sich in einer Vielzahl von Lehrblchern wieder,
die hauptsachlich in der Zeit zwischen 1870 und 1880 erschienen.! Die Konzentrati-
on auf diesen Zeitraum lasst sich dadurch erklaren, dass die Reform hier gerade erst
begann und sich noch kein einheitliches Konzept herausgebildet hatte?, so dass viele
Autoren ihre ldeen publiziern wollten. AuBerdem gab es zu dieser Zeit so gut wie
keine konkreten Vorgaben zur ,Neueren Geometrie” in den Lehrplanen, an denen
man sich hatte orientieren kénnen bzw. missen.

Im Folgenden sollen nun anhand von vier damaligen Schulblchern verschiedene
Lehrgénge der ,Neueren Geometrie detailliert dargestellt werden. Es handelt sich
dabei um das Methodische Lehrbuch der Elementar-Mathematik von Gustav Holz-
muller (3.1), das Lehrbuch der Elementar-Geometrie von Julius Henrici und Peter
Treutlein (3.2), den Leitfaden der ebenen Geometrie von Hubert Miller (3.3) und die
Elemente der Geometrie der Lage von Rudolf Bdger (3.4).° Diese Biicher wurden
ausgewahlt, weil sich in ihnen die den meisten Lehrgangen zugrunde liegenden Leit-
gedanken wiederfinden. Jedoch existierten auch zwischen den Lehrgangen, die auf
demselben Leitgedanken beruhten, teils deutliche Unterschiede. Eine Standardisie-
rung oder Vereinheitlichung gab es eigentlich zu keiner Zeit, so dass die
verschiedenen Ansatze mehr oder weniger fortwahrend nebeneinander bestanden.
Die vorgestellten Lehrblcher stehen daher exemplarisch flr die groBe Flle an Lehr-
gangen, kdnnen und sollen jedoch kein liickenloses Bild vermitteln.*

Das Ziel der Darstellung ist es demnach einmal, einen genaueren Einblick in die In-
halte der ,Neueren Geometrie* zu ermdglichen und damit in Anknipfung an Kapitel 1
klarer zu machen, was damals im schulischen Kontext zu diesem Gebiet gezahlt
wurde. Dabei werden sich neben einer Reihe von Gemeinsamkeiten auch einige Un-
terschiede in der Stoffauswahl zeigen. Darlber hinaus sollen auch Unterschiede

bezlglich der methodischen Herangehensweise deutlich werden, weshalb in den

! Die im Anhang befindliche (keineswegs vollstandige) Liste von Lehrbiichern, in die damals Inhalte
aus der ,Neueren Geometrie* aufgenommen wurden, vermittelt einen Eindruck von der Vielzahl an
Publikationen. Das meines Wissens erste derartige Lehrbuch ist das Lehrgebdude der niederen Geo-
metrie von Carl Anton Bretschneider (Jena: Frommann 1844).

% Dieses wurde im Ubrigen zu keiner Zeit erreicht.

® Die vollstandigen Inhaltsverzeichnisse dieser Lehrbiicher finden sich im Anhang.

* Aufgrund der Vielzahl der Konzepte wiirde dadurch der Rahmen dieser Arbeit gesprengt.
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verschiedenen Lehrgangen die gemeinsamen Inhalte mehrfach aufgegriffen werden.
Das Hauptaugenmerk liegt dabei auf der Frage, inwieweit die ,Neuere Geometrie* in
Anknlpfung an die Euklidische Geometrie gelehrt oder ob sie als selbststandiges
Gebiet aufgefasst wurde. AuBerdem ergibt sich ein Eindruck davon, mit welchen An-
forderungen und Anspriichen sich die Schiler damals auseinander setzen mussten.
Nicht zuletzt wird auch deutlich (insbesondere in 3.3 und 3.4), dass die Konzepte flr
den Schulunterricht sich sehr stark an der damals gangigen Auffassung der universi-
taren Lehrblcher orientierten. Dies kann als Hinweis daflir gesehen werden, dass
zwischen den héheren Lehranstalten und den Hochschulen eine gréBere Néhe be-
stand als heute zwischen den Gymnasien und den Universitaten, so dass der

Ubergang zwischen diesen Institutionen wesentlich flexibler war als heute.

3.1 Methodisches Lehrbuch der Elementar-Mathematik von Gustav
Holzmiuiller

Als ein Beispiel fur die weitgehende Integration der ,Neueren Geometrie“ in den be-
stehenden Lehrgang der Geometrie und damit auch fir den Ruickgriff auf die
Methoden der Euklidischen Geometrie soll im Folgenden das Methodische Lehrbuch
der Elementar-Mathematik von Gustav Holzmdiller’ vorgestellt werden. Das dreiban-
dige Werk® wurde sehr positiv rezensiert’, schon bald nach Erscheinen ins
Spanische Ubersetzt und nach Aussage Holzmdllers sogar in siidamerikanischen
Schulen als Lehrbuch eingesetzt. AuBerdem betonte Holzmiiller stets, dass er sich
sehr eng an den PreuBischen Lehrplanen orientiere®, so dass auch ein genauerer

Einblick in deren Intention ermdglicht wird.

® Holzmiiller wurde am 2.1.1844 in Merseburg geboren und studierte Mathematik und Physik in Halle,
wo er 1870 promovierte (Uber die Anwendung der Jacobi-Hamiltonschen Methode auf den Fall der
Anziehung nach dem electrodynamischen Gesetze von Weber). Nach einer kurzen Tatigkeit als Hilfs-
lehrer in Salzwedel und Merseburg wurde er 1871 Lehrer am Domgymnasium zu Magdeburg. 1872
wechselte er an das Gymnasium in Elberfeld, bevor er 1874 Direktor der Gewerbeschule in Hagen
wurde. Dieses Amt legte er 1897 aus gesundheitlichen Griinden nieder. Holzmdller verdffentlichte
nicht nur eine Vielzahl mathematischer Abhandlungen, sondern kdmpfte auch mit groBem Engage-
ment fir die Einfihrung von Real- und Oberrealschulen. Er starb am 27.11.1914 in Berlin.

®Band 1: 1. Auflage 1894, 2. Auflage 1895, 3. Auflage 1898, 4. Auflage 1904

Band 2: 1. Auflage 1894, 2. Auflage 1897

Band 3: 1. Auflage 1895, 2. Auflage 1897

" vgl. beispielsweise die Besprechung durch Siegmund Giinther im 26. Band der ZmnU (S. 281-286)
8 In den Untertiteln mehrerer Ausgaben wird auch auf diesen Zusammenhang verwiesen.
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Im ersten Band, der den Unterrichtsstoff fUr die ersten sechs Jahrgédnge der héheren

Lehranstalten enthielt, behandelte er im Rahmen der Geometrie hauptsachlich die

Methodifches Lehrbudy

ber

Glementav-Mathematit

von

Prof. Dr. Guftav Holzmiiller,
Direftor ber Gen fdhule Hagen
IRitglied der aif. Leop. Carol

Bweiter Teil,
fitv die drei Oberflajjen der hiheren Lehranftalten beftimmt.

Mit 210 Figuren im Text.

Bweite Auflage.

&

Leipzig,
Drud und Verlag von B. ©. Teubuer.

1897.

Abbildung 8: Titelblatt Methodisches Lehrbuch der

Elementar-Mathematik (aus: Holzmdaller 1897, S. |)

Figuren Dreieck, Viereck und Kreis sowie
deren Eigenschaften. Dazu gehorten ins-
besondere Kongruenz und Ahnlichkeit
wie auch die Berechnung von Langen
und Flacheninhalten. In Ubereinstim-
mung mit den PreuBischen Lehrplanen
wurde hier also noch keine ,Neuere Ge-
ometrie“ betrieben. Demgegeniber war
im zweiten Band, der das Pensum der
drei oberen Klassen umfasste, der Ab-
(die
»2Abteilung“) sehr stark von der ,Neueren

schnitt zur Planimetrie erste
Geometrie* bestimmt®. Die entsprechen-
den Inhalte finden sich in den Kapiteln V
bis Xl, wobei das zu erreichende Ziel
ganz klar darin bestand, in Kapitel XI das
Apollonische BerlUhrproblem zu Iésen.

Band 3, der den Untertitel Lehr- und

Ubungsstoff zur freien Auswabhl trug, diente vornehmlich dazu, den Lehrern der Ober-

realschulen Méglichkeiten zur Vertiefung der Inhalte in den Oberklassen zu geben.

Somit werde ich mich im Folgenden auf den zweiten Band (2. Auflage) konzentrie-

ren.

3.1.1 Séatze von Ceva und Menelaos, vollstandiges Vierseit, harmonische Punk-

te, Ahnlichkeitspunkte dreier Kreise

In Kapitel V (Ubergang zur neueren Geometrie) behandelt Holzmiiller zunachst den

Satz des Ceva: ,Die von den Ecken eines Dreiecks aus durch einen Punkt gezoge-

nen Transversalen teilen die Gegenseiten so, daB die Produkte aus je drei nicht

Diese Aussage bezieht sich wohlgemerkt auf die betrachteten Inhalte, nicht auf die Methodik.
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zusammenhangenden Seitenabschnitten einander gleich sind.“'® Zum Beweis be-
trachtet er die Dreiecke AGB und AGC, deren Flacheninhalte aufgrund der

gemeinsamen Grundseite AG im gleichen
Verhaltnis stehen wie die Lote von B bzw. C
auf AG. Wegen des zweiten Strahlensatzes
(Zentrum D) verhalten sich diese aber wieder-
um genauso wie die Langen der Strecken BD
und DC, die Holzmiiller mit x und x4 bezeich-

A AGB = L. Durch

AAGC x,

net''. Insgesamt gilt also:

Abbildung 9: Beweis des Satzes von Ceva

: 0 97,S.33 ir di i
(aus: Holzmdller 1897, ) analoge Betrachtungen fiir die Dreiecke BGC

ABGC _y 4 ACGA_Zz &y hMul

und BGA bzw. CGA und CGB erhélt man =
ABGA vy, ACGB z,

tiplikation der linken und rechten Seiten der drei Gleichungen ergibt sich nach

Xyz
X1Y1Z4

Im Anschluss beweist Holzmdller auch die Umkehrung des Satzes, wobei er an-

vollstdndigem Kirzen: 1= S XYZ = X,YZ4-

nimmt, dass die Transversale durch C nicht durch den Schnittpunkt G der beiden
anderen verlaufe und AB in F’ schneide. Nach Voraussetzung erflllen die durch F’
auf der Strecke AB gebildeten Abschnitte z und zy die Gleichung xyz = x1y1z4, was
aber auch fur die durch F gebildeten Abschnitte z' und z;’ gilt. Somit wéare also

z z . . . . D e
— =— und es gabe zwei Punkte, die AB im Innern in diesem Verhaltnis teilen.
z, z;

In einer auf den Beweis folgenden Bemerkung betont Holzmdller einerseits die Tat-
sache, dass sich einige bereits bekannte Zusammenhange wie die Existenz des
Schnittpunkts der Héhen und Mittelsenkrechten im Dreieck als Spezialfélle des Sat-
zes von Ceva herausstellen. Zum anderen weist er aber auch auf die Grundidee
seines Ansatzes hin, die bewiesenen Aussagen durch Projektion auf andere Figuren
zu Ubertragen, wobei er stillschweigend voraussetzt, dass Projektionen die Inzidenz
erhalten: ,Durch Parallel- oder Centralprojektion geht die Fig. 27 in eine andere (ber,
von der wiederum der Satz des Ceva gilt. Die durch den letzteren ausgesprochene
Eigenschaft des Dreiecks bleibt also bei jeder Projektion des Dreiecks erhalten. Man

"% Holzmiiller 1897, S. 33
" Holzmiiller arbeitet mit ungerichteten Strecken.
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nennt solche Eigenschaften der Figuren projektivische Eigenschaften.“'? Anschlie-
Bend beweist er ebenfalls unter Rickgriff auf Ergebnisse der Euklidischen Geometrie
den Satz des Menelaos und dessen Umkehrung. Die Satze von Ceva und Menelaos
dienen Holzmilller sodann als Hilfsmittel, um den ,Satz vom vollstandigen Vierseit*'®,
den Satz des Pascal und eine wichtige Aussage iiber die Ahnlichkeitspunkte dreier
Kreise' zu beweisen.

Ein vollstdndiges Vierseit wird von vier Geraden und deren sechs Schnittpunkten

(den Ecken) gebildet. Durch je zwei Ecken,

Fig. 29

die nicht zusammen auf einer der vier Gera-

\ ‘\ den liegen, verlauft eine Diagonale, von

BL . \\\ denen somit insgesamt drei existieren. Die

| / \p zu beweisende Aussage bezieht sich nun

"'/"“ \ \ darauf, dass auf jeder Diagonale vier har-

R S e monische Punkte'® liegen (zwei Ecken sowie
Abbildung 10: Harmonische Punkte am die Schnittpunkte mit den beiden anderen
\(/ac\)lljliaﬁgfrigll\gre :SB%I;, S. 36) Diagonalen). Zum Beweis betrachtet Holz-

muller das vollstédndige Vierseit mit den Ecken A, B, C, D, E und F (vgl. Abb. 10). Die
Schnittpunkte der Diagonalen seien X, Y und Z. Nach dem Satz des Ceva gilt im

Dreieck AEF (Transversalen durch C): mzt Durch die Transversale BY
BE - XF-DA
gilt in demselben Dreieck gemaR dem Satz des Menelaos: AB-EY-FD =1. Somit gilt
BE-FY-DA

also insgesamt: EX _BE-DA =H, d.h. die Strecke EF wird durch X und Y harmo-
XF AB-FD FY

nisch geteilt. Im Anschluss an den Beweis weist Holzmuller darauf hin, dass

harmonische Punkte bei Projektion erhalten bleiben, da die Satze von Ceva und Me-
nelaos projektivische Eigenschaften des Dreiecks beschreiben. AuBBerdem gebe es
noch eine weitere Mdglichkeit, den Satz vom vollstdndigen Vierseit zu beweisen:
,aerade der Umstand, dal3 auch dieser Satz von MaBbeziehungen unabhangig ist
und die Konstruktion des vierten harmonischen Punktes ohne den Zirkel gestattet,

' Holzmdiller 1897, S. 35; Anstatt sprojektivisch” ist heute die Bezeichnung ,projektiv* tblich.

'3 Bereits im ersten Band spricht Holzmiiller kurz das vollstindige Vierseit an, untersucht es dort aber
nicht naher. ) )

'* Es gibt vier Geraden (Ahnlichkeitsachsen), auf denen jeweils drei der sechs Ahnlichkeitspunkte
liegen. Diese Aussage ist auch bekannt als Satz von Monge.

'® Diese werden ebenfalls bereits im ersten Band definiert und zwar so, dass eine Strecke von zwei
Punkten jeweils im Inneren wie im AuBBeren im gleichen Verhéltnis geteilt wird.
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laBt vermuten, daB noch eine andere Art von Beweisflihrung mdglich ist, die aus dem
Bereiche der (Euklidischen) Geometrie des MalBes ganz herausgeht. Die wichtigsten
Folgerungen dieses Satzes bleiben daher bis zum spateren Beweise vorbehalten.“'®
Die vollstandige Unabhangigkeit von der Euklidischen Geometrie hat Holzmiller al-
lerdings auch mit seinem zweiten Beweis nicht erreicht, wie die folgende Darstellung
noch zeigen wird.

Bevor er sich in Kapitel VI dem alternativen Beweis zuwendet, beweist er jedoch un-
ter Verwendung des Satzes von Ceva und des Satzes lber Sekantenabschnitte den
Satz des Pascal fiir den Kreis: ,Die Gegenseiten des Sehnensechsecks schneiden
sich in drei Punkten, die auf einer Geraden liegen.“'” Auf die Darstellung des Bewei-
ses wird an dieser Stelle verzichtet, da dieser lediglich auf dem geschickten Rechnen
mit in der Figur auftretenden Streckenlangen beruht und in Kapitel VII noch ein alter-
nativer Beweis geflihrt wird. Interessanter ist der letzte in Kapitel V auftretende Satz,
der von den Ahnlichkeitspunkten dreier Kreise handelt: ,Die sechs Ahnlichkeitspunk-

te dreier Kreise liegen in Gruppen zu dreien auf vier geraden Linien.'®* Was

Uberhaupt unter Ahnlich-

— Fig. 109

RS keitspunkten zu
/ N T . )
/ BN Ny S0y verstehen ist, erklart
[ I R e e . L
f\ S 7a— /}/\' g R e Holzmdaller bereits im ers-
\ P -

ten Band. Fir zwei nicht
Al konzentrische Kreise

existieren stets ein duBe-

Abbildung 11: Ahnlichkeitspunkte zweier Kreise rer und ein innerer Ahn-
(aus. Holzmdiller 1904, S. 145) lichkeitspunkt auf der
gemeinsamen Zentrale. Dabei verlauft jede Verbindungsgerade der Endpunkte zwei-
er paralleler und gleichgerichteter Radien durch den &uBeren Ahnlichkeitspunkt, bei
parallelen und entgegengesetzten Radien geht sie durch den inneren Ahnlichkeits-
punkt. Wichtig ist auch die Eigenschaft, dass es sich bei den Ahnlichkeitspunkten
getrennt liegender Kreise um die Schnittpunkte der gemeinsamen Tangenten han-
delt.

Den Beweis des Satzes fur drei Kreise fuhrt Holzmuller ausfihrlich nur fir die drei

auBeren Ahnlichkeitspunkte, d.h. er zeigt, dass Ay, Az und As auf einer Geraden lie-

'® Holzmiiller 1897, S. 37
" Holzmiiller 1897, S. 37
'® Holzmiiller 1897, S. 39
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gen. Dazu stellt er zunachst fest, dass die Ahnlichkeitspunkte die durch die Mittel-

punkte der Kreise gebildeten Strecken stets im Verhéltnis der Radien teilen’

9 Somit

=r—3. Multipliziert man die linken und rechten

As-M,A, -M;A, _hi Tl —1.

M2A3

‘M,A,-MA, r,-1;-1,

Somit liegen geman der Umkeh-

MA, r, MA, M.A
gilt: =1, =271 -2 ypd 22
M A, r, MA, 1 MA,
Seiten dieser drei Gleichungen ergibt sich:
&ig. 1.
/// e .‘\\\
\
\
s
7
e
B
g/ e e
A T
ol 4
e (0 TN e

rung des Satzes von Menelaos
(Dreieck M{M2M3) die Punkte Aq,
A; und A; auf einer Geraden.
Analog zeigt man, dass auch je-
weils ein auBerer und die inneren
Ahnlichkeitspunkte der beiden an-

deren Kreise auf einer Geraden

~>4, | liegen. Die so entstehenden vier

Geraden heiBen Ahnlichkeitsach-

Abbildung 12: Lage der Ahnlichkeitspunkte dreier Kreise

(aus Holzmiller 1897, S. 39)

sen.

3.1.2 Alternativer Beweis zum ,,Satz vom vollstandigen Vierseit*

In Kapitel VI (Harmonische Punkte und Strahlen) zeigt Holzmiller wie angeklndigt

einen vermeintlich von der Geometrie des MaBes unabhangigen Beweis flir den Satz

Jig. 82
])
: w,) \,‘ \‘j,,.]j
bl 1 N // Y
oXB N
\ \ a
// I \u‘/ \ /\\\
/ “r \\ / S
/ \ \ > r
/ \ \ / -
A cT 78
\ £
/1
\ /
\ £
E

Abbildung 13: AuBere und innere Teilung einer
Strecke AB (aus: Holzmiller 1897, S. 40)

vom vollstandigen Vierseit. Dazu wie-
derholt er zunachst ausfihrlich die im
ersten Band eingefihrte Konstruktion
die

Strecke AB im AuBeren und im Inneren

harmonischer Punkte. Dabei soll

im selben Verhéaltnis m :

CmAD
BC n BD’

n geteilt wer-

den, so dass also . Dazu

legt man durch A eine beliebige Gerade,

' Dies ergibt sich durch Anwendung des zweiten Strahlensatzes mit dem jeweiligen Ahnlichkeitspunkt

als Zentrum.
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auf der durch Abtragen einer gegebenen Strecke der Lange m der Punkt P entsteht.
Durch B konstruiert man die Parallele zu AP, tragt eine Strecke der Lange n in bei-
den Richtungen von B aus ab und erhalt E und F. Die Geraden PE und PF
schneiden AB in den Punkten C und D. Zweimaliges Anwenden des zweiten Strah-
lensatzes (Zentren C und D) zeigt, dass die so konstruierten Punkte das Gewlinschte
liefern. Die Lage der Punkte C und D hangt davon ab, welchen Wert das Verhaltnis
m : n annimmt. Holzmdller startet mit dem Fall m = n, bei dem C in der Mitte der
Strecke AB und D ,in unendlicher Entfernung“® liegt. Fir m > n liegt D rechts von
AB, fiir m < n links von AB.

Die Veranderung der Lage des Punktes C beschreibt Holzmiller in einer fur die
,Neuere Geometrie” typischen Weise: ,Wandert C von dem Halbierungspunkte der
Geraden AB aus nach B, so wandert der Punkt D rechts von AB aus unendlicher
Entfernung nach B. Wandert C von der Mitte nach A, so wandert D links von AB aus
unendlicher Entfernung nach A. Fir jede Lage von C existiert also eine und nur eine
bestimmte Lage von D.“*" Somit ist also auch die Eindeutigkeit des vierten harmoni-
schen Punktes gezeigt.

Als nachstes leitet Holzmuller die Tatsache her, dass es sich bei der harmonischen
Lage um eine projektivische Eigenschaft handelt, d.h. sie bleibt bei Projektion erhal-
ten. Dazu legt er eine Parallele zu EF durch einen Punkt By auf der Geraden PB, die
von PE und PF in den Punkten Ey und Fy geschnitten wird. Wegen der Ahnlichkeit
der Dreiecke PE{F; und PEF bzw. PE{B+ und PEB sind die Strecken E{By und B1F;
gleich lang. Betrachtet man also irgendeine Gerade durch B4 (in Abbildung 13 gestri-
chelt dargestellt), so wird diese von den Strahlen P(ABCD)? in vier harmonischen
Punkten geschnitten. Dasselbe gilt auch fir alle Strahlen, die von einem beliebigen
Punkt Py ausgehen und durch A, B, C und D verlaufen. Legt man namlich die Paral-
lele zu P1A durch B und schneidet diese P1C in E; und P4D in F2, so mlssen die
Strecken E2B und BF; dieselbe Lange haben. Ansonsten kénnte man einen Punkt F3

auf E;F so bestimmen, dass E,B =BF, gilt, und erhielte zu A, B und C einen weite-

ren (von D verschiedenen) harmonischen Punkt D;. Somit kann Holzmidiller
harmonische Strahlen als solche definieren, die von irgendeinem Punkt nach vier
harmonischen Punkten gezogen werden. Es gelten dann folgende Aussagen: ,Zieht

2 Holzmiiller 1897, S. 40; Holzm{ller verwendet keine Fernelemente, sondern nutzt nur die hier zitier-
te Formulierung.

2 Holzmiiller 1897, S. 40

% Dies ist die abgekirzte Schreibweise fir die Strahlen PA, PB, PC und PD.
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man zu einem von vier harmonischen Strahlen eine Parallele, so halbiert der zuge-
ordnete Strahl das zwischen den beiden anderen zugeordneten liegende Stiick der
Parallelen. [...] Jede Gerade wird durch harmonische Strahlen in harmonischen
Punkten geschnitten. Parallel- und Centralprojektion harmonischer Punkte und Strah-
len giebt stets wieder harmonische Punkte bezw. Strahlen."®

g Darauf  aufbauend  présentiert

j,f\* Holzmdller dann einen zweiten

// \ Beweis des Satzes vom vollstandi-

B//K;\\> gen \Vierseit. Die Ecken des

/ /\ﬂ D\ Vierseits seien wieder mit A, B, C,

/ // I \\\ \\\\ D, E und F bezeichnet, die Diago-
///// \\\ \\\ nalen schneiden sich in X, Y und Z.

B i ¥ | Im Folgenden wird fiir die Diagona-
Abbildung 14: Harmonische Punkte am vollstéandigen len BD und AC der Beweis geflhrt,

Vierseit, zweiter Beweis (aus Holzmiller 1897, S. 42) ) .
dass der Punkt Z einmal mit B, D

und Y und auch mit A, C und X harmonische Punkte bildet. Dazu konstruiert Holz-
muller zunachst im Punkt E den vierten harmonischen Strahl zu EB, EC und EF,
indem er die von EB und EC auf einer Parallelen zu EF ausgeschnittene Strecke
halbiert.?* Nun nimmt er an, dass dieser nicht durch Z verlauft und AC in Z; sowie
BD in Z; schneidet.?® Demnach sind A, C, Z; und X harmonische Punkte, so dass die
von F ausgehenden Strahlen F(ACZ1X) ebenfalls harmonisch sind. Dasselbe gilt von
den Punkten B, D, Z, und Y bzw. den Strahlen F(BDZ;Y). Somit halbiert sowohl der
Strahl FZ; als auch der Strahl FZ, die von FB und FD auf der Parallelen zu FY?®
ausgeschnittene Strecke, was offenbar nicht méglich ist. Daher fallen Z, Z; und Z; in
einem Punkt zusammen und der Satz ist bewiesen. ZugegebenermalBen tritt bei die-
ser Argumentation der Aspekt des Messens nicht so deutlich hervor wie im ersten
Beweis, wo wegen der Nutzung der Satze von Ceva und Menelaos flr jeden sichtbar
mit Streckenlangen gerechnet wurde. Dennoch kann man auch hier nicht davon
sprechen, dass es sich um ,eine andere Art von Beweisfihrung [...], die aus dem
Bereiche der (Euklidischen) Geometrie des MaBes ganz herausgeht*” handelt, denn

%% Holzmiiller 1897, S. 41

2* Gemeint ist die in Abbildung 14 links liegende zu EF parallele Strecke.

% Da es sich um einen Widerspruchsbeweis handelt, ist der Strahl in Abbildung 14 gebogen darge-
stellt.

% Hier ist die rechts liegende Strecke gemeint.

#” Holzmiiller 1897, S. 37
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die Nutzung der Strahlensatze und Ahnlichkeitsbeziehungen, das Halbieren von
Strecken und auch die Definition der harmonischen Punkte bedarf ganz klar des
Messens.

Im restlichen Teil des Kapitels behandelt Holzmdller noch zwei Satze Uber die be-
sondere Lage zweier Gruppen harmonischer Punkte bzw. Strahlen: ,Gehen bei zwei
Gruppen harmonischer Punkte die Verbindungslinien von drei gleichnamigen Paaren
durch einen Punkt, so geht die vierte Verbindungslinie durch denselben Punki.
Schneiden sich bei zwei Gruppen harmonischer Strahlen drei gleichnamige Paare in
Punkten einer Geraden, so schneiden sich die vierten Strahlen in einem Punkte der-
selben Geraden.””® Dabei handelt es sich um ein Kriterium dafiir, dass zwei
projektivische Punktreihen (Strahlenblischel) perspektivisch liegen, was Holzmdiller

jedoch nicht erwahnt.?

3.1.3 Satz des Pascal und mégliche Grenzfalle

In Kapitel VII (Ahnlichkeitspunkte und Pascalscher Lehrsatz) besteht hauptsachlich
das Ziel, einen alternativen Beweis flr den Satz des Pascal zu flihren und diesen
durch Betrachtung von Grenzféllen auf einem Kreis einbeschriebene Vielecke mit
weniger als sechs Ecken zu Ubertragen. Anknlpfend an den bereits in Kapitel V be-

wiesenen Satz tiber die Ahnlichkeitsach-

Fig. 38.

sen erwahnt Holzmuller zunachst, dass
bei gleichartiger Berihrung zweier Krei-
se durch einen dritten Kreis®® die
Verbindungsgerade der Berlhrpunkte

~—__, | durch den duBeren Ahnlichkeitspunkt der

t.31

beiden Kreise verlauft.”" Bei ungleichar-

tiger Berlhrung geht die Gerade durch

den inneren Ahnlichkeitspunkt. Diese

Abbildung 15: Ahnlichkeitspunkte dreier sich Aussage benutzt er dann zum Beweis
berthrender Kreise (aus: Holzmiiller 1897, S. 46)

% Holzmiiller 1897, S. 45; Ist A, B, C, D die erste Gruppe harmonischer Punkte und A;, By, C4, D, die
zweite Gruppe, dann bilden A und A,, B und B4 usw. gleichnamige Paare.

% \on Staudt definiert zwei Punktreihen als projektivisch, wenn jeweils vier harmonischen Punkten
der einen vier harmonische Punkte der anderen Punktreihe entsprechen. (vgl. von Staudt 1847, S. 49)
% Die fraglichen Kreise liegen also beide innerhalb oder beide auBerhalb des dritten Kreises.

% Das gilt deshalb, weil die Berlihrpunkte gleichzeitig Ahnlichkeitspunkte sind.
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des folgenden Satzes: ,Werden zwei Kreise von einem dritten rechtwinklig geschnit-
ten, so gehen die Verbindungslinien der Schnittpunkte des ersten Kreises mit denen
des zweiten durch die Ahnlichkeitspunkte beider Kreise.“*® Zum Beweis betrachtet er
die Kreise um My und My, die vom Kreis um Ms; in By und C¢ bzw. B> und C; recht-
winklig geschnitten werden. Daher sind die Geraden M{B4 und M2B,, die sich in M,
schneiden, Tangenten an den Kreis um M3 und die Strecken MsB1 und M4B> gleich

lang. Somit lasst sich um M, ein Kreis durch By und By zeichnen, der die Kreise um

M; und M; gleichartig berlhrt, so dass die g, 50,
Gerade B1B; durch den &uBeren Ahnlich- '
keitspunkt verlauft. Analog lasst sich
zeigen, dass auch die Gerade C1C, durch
den &uBeren und die Geraden B4C, und /
C4B2 durch den inneren Ahnlichkeitspunkt |

gehen.

Mit Hilfe dieses Satzes lasst sich nun fol- R

gender Beweis flir den Pascalschen Satz Abbildung 16: Zwei Kreise, die von einem drit-
fihren: Betrachtet wird der Kreis mit Mittel- E‘;ﬂ;?ﬂ;ﬁ“zviﬂﬁf:grgfgg?,”g‘_efﬁ”erde”

punkt M, dem das Sechseck I Il Il IV V VI einbeschrieben ist. Die Kreistangenten in |
und IV, Il und V sowie Ill und VI schneiden sich in My, M2 und Ms. Zeichnet man also
einen Kreis um My durch | und IV, so schneidet dieser den Ausgangskreis rechtwink-
lig. Dasselbe qilt flr entsprechende Kreise um M, und Ms;. Nach dem
vorhergehenden Satz missen also die Verbindungsgeraden von I mit Il und von IV

mit V durch einen Ahnlichkeitspunkt P der Kreise um My und My verlaufen. Ebenso

Fig 40. schneiden sich die Geraden Il Il und V VI in
g einem Ahnlichkeitspunkt Q der Kreise um My
und Ms, die Geraden I VI und Ill IV in einem
’ Ahnlichkeitspunkt R der Kreise um M; und Ms.

Da nur durch die drei duBeren Ahnlichkeits-

punkte bzw. je zwei innere und einen duBeren
Ahnlichkeitspunkt eine Ahnlichkeitsachse ver-

g, lauft, muss noch gezeigt werden, dass hier

Abbildung 17: Beweis des Satzes von nur eine solche Kombination auftreten kann.

Pascal (aus: Holzmdller 1897, S. 48) Holzmiller merkt dazu jedoch lediglich an:

% Holzmdiller 1897, S. 47; vgl. Abbildung 16
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,Untersucht man die Ahnlichkeitspunkte P, Q, R nach Art der Fig. 39 mit Hiilfe von
Berthrungskreisen, so ergiebt sich, da3 es solche sind, die auf einer Geraden lie-
gen.“33

Im Folgenden betrachtet Holzmiller dann Grenzfélle des Satzes, bei denen zwei

oder mehr benachbarte Punkte
des Sechsecks zusammenfallen.
Beispielsweise kann ein Sehnen-
finfeck als Sechseck mit zwei

5. zusammenfallenden benachbarten

Punkten aufgefasst werden. Die

zwischen den Punkten liegende

]’)/,::,, i e

Seite geht dabei in die Kreistan-

Abbildung 18: Grenzfall des Satzes von Pascal gente Uber, so dass der Satz von
(aus: Holzmiller 1897, S. 49)

Pascal die folgende Form an-
nimmt: ,Demnach schneiden sich die Funfecksseiten | und IV, Il und V und aufB3er-
dem die Seite Il und die Tangente VI in Punkten P, Q, R einer Geraden.“**

Am Schluss des Kapitels betont Holzmdiller nochmals die Ubertragbarkeit des Satzes
auf alle Kegelschnitte: ,Bezeichnet man jede Parallel- und Centralprojektion des
Kreises als einen Kegelschnitt, so geht die Pascalsche Figur am Kreis durch die Pro-
jektion in die entsprechende Pascalsche Figur am Kegelschnitte Uber. Da die
Geraden dabei Gerade bleiben, so gilt der Pascalsche Satz mit seinen Folgerungen

von jedem Kegelschnitte.“*®

3.1.4 Pol und Polare am Kreis

Die Pol/Polare-Beziehung am Kreis bildet den Gegenstand des achten Kapitels
(Harmonische Punkte und Strahlen am Kreise), in dem Holzmdller zun&chst die Be-
rihrungssehne zu einem auBerhalb eines Kreises liegenden Punkt A betrachtet, die
durch Verbinden der Beriihrpunkte der von A ausgehenden Tangenten entsteht. Die

% Holzmdiller 1897, S. 48; Streng genommen misste flir jede mogliche gegenseitige Lage der Kreise
um M, M, und M; gezeigt werden, dass die gewlnschten Ahnlichkeitspunkte entstehen.

* Holzmiiller 1897, S. 48f

% Holzmiiller 1897, S. 51; Die Einfihrung der Kegelschnitte als Bilder des Kreises unter Zentral- und
Parallelprojektion erfolgt erst ganz am Ende des Buches.
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durch A verlaufende Zentrale schneidet die Berthrungssehne in B, den Kreis in C

und D.
Fig. 44
P ]
n/'k:_ s \\\
///{ X \ e k-
T P e \\
: = ~ k 7,-‘{’/--"-'17{7 B e C 5‘;‘\“\\%]’)
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Abbildung 19: Konstruktion der Polare
(aus: Holzmdller 1897, S. 52)

schnitten.“®

Da o = 0% und o = o4¥, folgt o = oy. Da
zusatzlich PC orthogonal ist zu PD, sind
P(ABCD) harmonische Strahlen, denn auf
jeder Parallelen zu PD wird die von PA und
PB ausgeschnittene Strecke durch PC hal-

biert.®

Somit gilt: ,Die von einem Punkte
auBerhalb des Kreises durch dessen Mit-
telpunkt gelegte Sekante ist durch Kreis

und Berdhrungssehne harmonisch ge-

Diese Aussage lasst sich jedoch auf alle durch A gelegten Sekanten tbertragen, was
sich daraus ergibt, dass in Abbildung 20 die Winkel EZC und CZF gleich gro3*° und
damit die von den Strahlen ZE und ZC bzw. ZC und ZF begrenzten Kreisbdgen

gleich lang sind. Somit gilt <CBE = <CBF und, da BP senkrecht zu BA ist, sind
B(EFCP) harmonische Strahlen, d.h. A, G, E und Z harmonische Punkte.

\

\ (ll{ =
=i ——

717

Fig. 46.
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Abbildung 20: Harmonische Punkte auf einer
durch den Pol gelegten Sekante
(aus: Holzmdller 1897, S. 52)

\ /
. . . \
Hat man nun zwei Sekanten an einen Kreis, %;

\ /

die beide durch den auBerhalb des Kreises

Abbildung 21: Vollstédndiges Vierseit am

liegenden Punkt A verlaufen und den Kreis in Kreis (aus: Holzmdller 1897, S. 53)
G und F bzw. C und E schneiden, so kann man die Geraden GE, FC, GC und EF mit

% o ist als Sehnen-Tangenten-Winkel so groB wie der Peripheriewinkel .

370(1+B=9O°=(Xg+[3

% Schneidet die zu PD parallele Gerade PA in A;, PB in B; und PC in C4, dann sind PA,C; und PB,C;

kongruente Dreiecke.
% Holzmiiller 1897, S. 52

0 Z(ABCD) sind harmonische Strahlen und ZC ist orthogonal zu ZD.
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ihren Schnittpunkten B, C, D, E, F und G als vollstandiges Vierseit auffassen. Die
Diagonalen schneiden sich in A, H und J. Somit sind sowohl A, J, G und F als auch
A, H, E und C harmonische Punkte, so dass die Gerade JH mit der Bertihrungsseh-

ne von A zusammenfallt.!

Also gilt der Satz: ,Zieht man von einem Punkte A
auBerhalb des Kreises zwei Sekanten, so schneiden sich die Verbindungslinien der
Kreisschnittpunkte paarweise auf der Beriihrungssehne von A.“*> Kommen sich die

beiden Sekanten durch A unendlich nahe, gehen die Sekanten GE und FC in die

Tangenten Uber, deren Schnittpunkt also
Fig. 49

auch auf der Beriihrungssehne von A liegt.

g

Um nun fir im Inneren des Kreises liegende
Punkte eine Gerade zu finden, die die gleiche

Rolle Ubernimmt wie fur auBerhalb liegende
die BerUhrungssehne, betrachtet Holzmuller R

wiederum die auf der Zentrale liegenden har- | * o O ” 2
monischen Punkie A, B, C und D und !fo"""'\\:\\‘“::r\: :
errichtet in A auf die Zentrale die Senkrechte e
KL. Flr jede Sekante durch B, die die Gera-

1

de KL in V und den Kreis in F und Z schnei- Abbildung 22: Polare eines Punktes im Inne-

. . ren des Kreises

Strahlen sind. Da ZC orthogonal zu ZD ist, gilt <EZC = «CZB und damit sind die

Kreisbogen CE und CF gleich lang. Also ist

Sig. 50.
/fff“*‘“"\ wieder <FAC = <CAE und A(VCFE) sind
/ \ harmonische Strahlen, so dass V, B, F und Z
: \ e harmonische Punkte sind.
K+ Legt man durch B zwei Sekanten, die den
e ‘\\J Kreis in E und F bzw. in C und G schneiden,
e erhalt man wiederum ein vollstandiges Vier-
| seit mit den Ecken C, E, F, G, K und L. Auf

O
Q

[ ist P der vierte harmoni-
Abbildung 23: Zwei Sekanten durch einen im der Diagonale CG ist der vierte harmo

Innern liegenden Punkt sche Punkt zu C, B und G. Genauso ist auf
(aus: Holzmiller 1897, S. 55) _
der Diagonale EF der Punkt Q der vierte

1 Alternativ kdnnte man auch tiber das vollstandige Viereck mit den Ecken C, E, F, G argumentieren.
* Holzmiiller 1897, S. 53
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harmonische Punkt zu E, B und F. Also féllt die Gerade PQ mit der (vorher betrach-
teten) auf den Durchmesser durch B im vierten harmonischen Punkt A errichteten
Senkrechten zusammen. Auch hier gilt also der Satz, dass sich die Verbindungsge-
raden der Kreisschnittpunkte zweier Sekanten durch B paarweise auf der fraglichen
Geraden schneiden. Gleiches gilt auch fir die Tangenten in den Kreisschnittpunkten.
All das fasst Holzmiller folgendermafBen zusammen: ,Nennt man nun einen Punkt P,
mag derselbe innerhalb oder auBBerhalb des Kreises liegen, einen Pol, und bezeich-
net man das auf dem durch P gehenden Durchmesser im zugeordneten
harmonischen Punkte errichtete Lot als Polare, so kann man die obigen beiden
Gruppen von Sétzen und Aufgaben einheitlich in folgende zusammenfassen:

Jede durch den Pol gehende Sekante wird durch Kreis und Polare in harmoni-
schen Punkten geschnitten.

Zieht man durch den Pol zwei Sekanten, und verbindet man ihre Kreisschnitt-
punkte auf alle Arten, so schneiden sich die Verbindungslinien paarweise auf der
Polare. [...]

Zieht man durch den Pol beliebige Sekanten, so liegen die Schnittpunkte zu-

sammengehdriger Tangenten auf der Polare.“**

Somit ergibt sich fur beide Falle (Pol

innerhalb oder auBerhalb des Krei-

ses*’) ein einheitliches Verfahren, !

die einem Pol zugeordnete Polare zu ) y W
finden: Man lege durch den Pol zwei (.
Sekanten, in deren Schnittpunkten E : Ag
mit dem Kreis man die Tangenten 7

konstruiert. Verbindet man deren appildung 24: Einheitliches Verfahren zur Konstruktion
Schnittpunkte, hat man die Polare. d€"Polare (erstelit mit GeoGebra)

Umgekehrt ist es so auch méglich, zu einer Polare den zugeordneten Pol zu finden.
Daher kann man folgern: ,Dreht sich die Polare um einen festen Punkt, so bewegt
sich der Pol auf einer Geraden, der Polare des festen Punktes. Bewegt sich ein

“* Holzmiller 1897, S. 55

* Bezuiglich der auf dem Kreis liegenden Punkte merkte Holzmiiller an: ,Da jedem Punkte auBerhalb
des Kreises eine den Kreis schneidende Polare entspricht, jedem innerhalb gelegenen eine den Kreis
nicht schneidende Polare, so gilt als Zwischenfall der eines auf dem Kreise liegenden Punktes, des-
sen Polare den Kreis weder schneidet noch gar nicht trifft, d. h. die Tangente im Punkte selbst.”
(Holzmdiller 1897, S. 56)
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Punkt auf einer festen Geraden, so dreht sich seine Polare um einen festen Punkt,
den Pol der Geraden.“*®

Aufgrund dieses Zusammenhangs kann man nun durch einen Kreis zu jeder Figur
eine weitere Figur erzeugen, ,indem man zu jedem Punkte die zugehdrige Polare, zu
jeder Geraden den zugehdrigen Pol bestimmt. Man nennt dieses neue Gebilde die
Polarfigur des gegebenen Gebildes (oder auch die reciproke Figur). [...] Aus den Ei-
genschaften jeder Figur kann man Schllisse auf die Polarfigur ziehen. Aus gewissen

Satzen Uber Punkte auf einer Geraden kann man solche Uber Geraden durch einen

Punkt (und umgekehrt) ableiten.“*® Als Beispiel fiir
&ig. 3. , " " . .
e das Ableiten neuer Séatze prasentiert Holzmdiller

’ff”/’ \\\ den Satz des Brianchon, der sich durch Polarisie-
/ = ren aus dem Satz des Pascal ergibt. Er lautet: ,Die
f \i ‘j"?\\ Verbindungslinien der Gegenecken des Tangen-
1,7:!\ \ | tensechsseits schneiden sich in einem Punkte.“

N - ../ / Bildet man mit Hilfe des Inkreises die Polarfigur
// des Tangentensechsseits mit den Ecken I, II, 1l
- / IV, V und VI, so erhalt man das Sehnensechseck
\ mit den Seiten 1, 2, 3, 4, 5 und 6, wobei Seite 1
die Polare zu Ecke | ist usw. Die Gegenseiten 1

Abbildung 25:Satz des Brianchon und 4, 2 und 5, 3 und 6 schneiden sich nach dem
(aus: Holzmiller 1897, S. 58)

Satz des Pascal in Punkten P, Q und R, die auf
einer Geraden liegen. Die Polare des Schnittpunktes von 1 und 4 verlauft durch die
Pole von 1 und 4, d.h. sie ist die Gerade | IV. Ebenso ist Il V Polare zum Schnittpunkt
von 2 und 5, lll VI Polare zum Schnittpunkt von 3 und 6. Da P, Q und R auf einer Ge-
raden liegen, verlaufen ihre Polaren (1 IV, Il V und lll VI) alle durch den Pol dieser
Geraden, so dass der Satz des Brianchon bewiesen ist. Analog zum Satz des Pascal
kénnen auch aus dem Satz des Brianchon durch das Zusammenfallen von Seiten

Aussagen Uber das Tangentenflinfseit, —vierseit und —dreiseit hergeleitet werden.

** Holzmiiller 1897, S. 56

*® Holzmdiller 1897, S. 56; Auf dem dargestellten Zusammenhang zwischen einer Figur und ihrer Po-
larfigur beruht das Phanomen der Dualitét in der projektiven Geometrie.

*" Holzmiiller 1897, S. 57
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3.1.5 Inversion am Kreis

Als Ubergang zum nachsten Kapitel betrachtet Holzmiiller nochmals die Situation fir
den auBerhalb des Kreises liegenden Punkt, wo A, B, C und D harmonische Punkte
sind, d.h. AC : CB = AD : BD. Ist r der Radius und M der Mittelpunkt des Kreises, gilt
AC=AM-r, AD=AM +r, CB =r—-BM, BD = BM + r und damit (AM —r) : (r — BM)
= (AM +r) : (BM + r). Daraus ergibt sich:

o (AM—r)-(BM+r)=(AM+r)-(r—BM)
e < AM-BM-r-BM+r- AM —r?
= / \ =AM-r+r> -~ AM-BM-r-BM
J | ©AM:BM=r’ o MA-MB=r?

N‘_ = / | Wahlt man den Radius des Kreises als Lan-
"“r\\;\_ /// geneinheit, so gilt MA-MB =1. Somit sind also
— durch diese Gleichung jeweils ein Punkt au-
Abbildung 26: Kreisinversion Berhalb des Kreises und ein Punkt im Inneren

aus: Holzmdller 1897, S. 59 . . . .
( ) einander zugeordnet. ,Dieses Abbildungsprin-

zip bezeichnet man als die Abbildung oder Spiegelung mittels reciproker Radien. Es
tragt auch den Namen der Inversion. Den Mittelpunkt des spiegelnden Kreises nennt
man das Centrum der Inversion.“*® Der einem Punkt A zugeordnete Punkt ergibt sich
dabei jeweils als Schnittpunkt der Polare von A mit der Zentralen durch A. Einige
Eigenschaften der Inversion behandelt Holzmuller im neunten Kapitel (Die Inversion

oder Spiegelung mittels reciproker Radien), merkt allerdings zuvor noch in einer Fu3-

note an: ,Kapitel IX und X und die sich anschlie- T 6.
Benden Berihrungsaufgaben und kartographischen
Betrachtungen kénnen am Gymnasium selbstver-
standlich Gberschlagen werden. Es handelt sich 1

.- | b %
aber dabei um einen Ubungsstoff so anregender / l‘\.;{// \;
: [ <1, ‘1 S »
Art, daB der Versuch, durch ihn eine Reihe veralte- || . | ] /}(
ter und geisttétender Konstruktionsaufgaben zu -

ersetzen, dringend anzuraten ist [...].“*° Bezuglich
der Inversion zeigt Holzmuller zunachst, dass jede

Gerade, die nicht durch das Inversionszentrum geht, Abbildung 27: Abbildung einer
Geraden durch Inversion
(aus: Holzmiiller 1897, S. 60)

8 Holzmuller 1897, S. 59
*9 Holzmuller 1897, S. 59
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auf einen Kreis abgebildet wird. Ist ndmlich KL die fragliche Gerade und M das In-
versionszentrum, dann muss das Bild von KL durch ihren Pol A4 verlaufen, denn far
diesen gilt MA-MA, = 1. Ist B ein beliebiger Punkt von KL, dann ergibt sich sein Bild-
punkt B¢ als Schnittpunkt von BM mit seiner Polare b, die wiederum durch A; und
senkrecht zu BM verlauft. Auch der Punkt M gehért dem Bild von KL an: ,Der unend-

= lich ferne Bereich der Geraden KL ent-
: /() H 1 «50
7 e spricht dem Punkte M, denn —=0.
/)//\' e / = [se]
| \ /," //
| = / it -
| /\\]\),/*\\ Somit ist nach der Umkehrung des Sat
% [ < 9) zes von Thales das Bild von KL ein
2 5o < . ,
7 N— Kreis mit Durchmesser A:{M, d.h. das
/ == . . .
é 5 Bild einer nicht durch M verlaufenden
P o v ) :
| = = ot Geraden enthalt das Inversionszentrum
- = sowie ihren Pol und hat die von diesen
Abbildung 28: Erhaltung des Winkels bei beiden Punkten begrenzte Strecke als
Kreisinversion (aus: Holzmller 1897, S. 61) Durchmesser.?'

Demnach werden also alle Geraden, die einen Punkt A enthalten, auf ein Kreisbi-
schel durch die Punkte A; und M abgebildet. Dabei bleibt jeweils der Winkel
zwischen den Geraden erhalten, d.h. der von den Tangenten an die Bildkreise im
Punkt A; gebildete Winkel ist so gro3 wie der zwischen den Geraden. Ist namlich

<LAQ = a, so folgt wegen <LAM = 90° = <ADM, dass *DMA = a. Die Senkrechte

AT auf AM in A, ist die Tangente zum Bild-
kreis von KL. Ist My der Mittelpunkt des

Bildkreises von PQ, so gilt <MA/M = .
Weil AM; senkrecht ist zu AT%, ‘ i

gilt <MAT; = 90° + a, d.h. <T{AT =

<MA T - <MAT = .

AnschlieBend zeigt Holzmuller rechnerisch,

dass ein beliebiger Kreis durch Inversion

immer auf einen Kreis abgebildet wird, wobei , , , ,
Abbildung 29: Abbildung eines Kreises durch

Inversion (erstellt mit GeoGebra)

*% Holzmiiller 1897, S. 60
°" Im Falle, dass die Gerade durch M verlauft, wird sie jedoch auf sich selbst abgebildet.
°2 T, sei ein Punkt auf der Tangente in Ay an den Kreis um M.
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das Inversionszentrum &uBerer Ahnlichkeitspunkt des Kreises und seines Bildes ist.
Einzige Ausnahme sind die Kreise durch das Inversionszentrum, deren Bilder Gera-
den sind. AuBerdem qilt fir zwei sich schneidende Kreise, dass sich die Bildkreise im
gleichen Winkel schneiden wie die Urbilder, was sich aus der Betrachtung der Tan-
genten im Schnittpunkt und deren Bildern ergibt. Eine besondere Rolle nehmen die
Kreise ein, die den Inversionskreis orthogonal schneiden. Fiur diese gilt namlich we-
gen des Sekanten-Tangenten-Satzes MA-MA,= MB? = 12 = 1, d.h. die Punkte A und

A, sind einander zugeordnet und daher wird der Orthogonalkreis auf sich selbst ab-
gebildet.

Hat man zwei Orthogonalkreise, die sich in X
und Xy schneiden, dann sind X und X; einan- T B
der zugeordnet, denn das Bild von X muss auf 7 ’ \
beiden Kreisen liegen und damit ein Schnitt- yYay” |
punkt der Kreise sein. Weiterhin folgt, dass alle ’ e o
Kreise durch X und Xy den Inversionskreis M /1/\1\
rechtwinklig schneiden, denn jeder durch X und |
X; verlaufende Kreis wird auf sich selbst abge- 4 74

bildet.® Das kann aber wegen der Erhaltung > S

der Winkel nur far Orthogonalkreise der Fall Abbildung 30: Inversion von Orthogo-

sein. nalkreisen (aus: Holzmiiller 1897, S. 62)

Sucht man alle Kreise, die zwei gegebene Kreise mit Mittelpunkten My und M; recht-
winklig schneiden, so verlaufen diese alle durch zwei (bezlglich beider
Inversionskreise M; und My>*) zugeordnete Punkte X und X; auf MiM,. Falls sich
zwei Orthogonalkreise zu My und M, schneiden, sind die Schnittpunkte beztglich der
Inversion an My und der Inversion an Mz einander zugeordnet und missen somit auf
der Geraden M{M; liegen. Hat man nun zun&chst zwei Orthogonalkreise O1 und Og,
so mussen sich die beiden schneiden. Der Fall, dass sie keine gemeinsamen Punkte
haben (oder sich nur von auBBen in einem Punkt berihren), kann nicht auftreten, da
der innere Ahnlichkeitspunkt der Kreise My und Mz innerhalb beider Orthogonalkreise
liegen muss.>® Wirde Oy vollstiandig in O, liegen (oder Oz von Innen beriihren),
kénnte man die Inversion an Oz ausfihren, wodurch die Kreise My und Mz auf sich

*% X und X; werden durch die Inversion vertauscht und der Schnittpunkt des Kreisbogens zwischen X
und X; mit dem Inversionskreis wird auf sich selbst abgebildet.

> Auch wenn er den gesamten Kreis meint, gibt Holzmdller oft nur dessen Mittelpunkt an.

*® Das folgt aus dem Satz tiber die Verbindungslinien der Schnittpunkte eines Orthogonalkreises mit
M, bzw. M,, vgl. S. 124,
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selbst abgebildet werden und das Bild von O¢ auBerhalb von O liegen wirde, was
aber gerade ausgeschlossen wurde. Somit existieren immer Schnittpunkte. Wirde
nun ein dritter Orthogonalkreis O3 den Kreis Oq in Y und Y4 schneiden, lagen My und
M, auf YY4, d.h. YY1 = MM, = XX4, sodass Y und Y mit X und X Ubereinstimmen.®®
Im restlichen Teil des Kapitels behandelt Holzmuller noch das Problem, einen Kreis

S 84 M, durch Inversion auf einen gegebe-
| nen Kreis M abzubilden. Dabei muss
o \ | der auBere Ahnlichkeitspunkt M von
: | My und M, das Inversionszentrum

werden. Schneiden sich My und Moy,

legt man den Inversionskreis um M
: durch die Schnittpunkte. Schneiden
4 sich My und M; nicht, legt man durch
TR M eine beliebige Sekante, die My und

Abbildung 31: Abbilden eines Kreises auf einen M, in Ay und A, schneidet, wobei A4
zweiten durch Inversion (aus: Holzmiiller 1897, S. 66)

und Az so ausgewahlt werden, dass
M1A; und M2A; nicht parallel sind. Der Radius des Inversionskreises ist dann die
mittlere Proportionale zwischen MA; und MAz*’. Die Konstruktion liefert in beiden
Fallen das Gewunschte, da bei der Inversion des Kreises My am Kreis M der Punkt M
aulBerer Ahnlichkeitspunkt von My und seinem Bild My’ wird, d.h. der Punkt My’ muss
auf MM, liegen. Die genaue Lage von My’ Iasst sich bestimmen, indem man im Falle,
dass der Inversionskreis den Kreis My schneidet, durch den ersten Schnittpunkt eine
Parallele zur Verbindungsgerade des Punktes My mit dem zweiten Schnittpunkt zieht.
Falls der Inversionskreis den Kreis My nicht schneidet, zieht man die Parallele durch
A, zur Verbindungsgerade von My mit dem zweiten (von Ay verschiedenen) Schnitt-
punkt von MA; mit dem Kreis M. In beiden Fallen gilt also M2’ = M,.

% Holzmiiller beweist diese Aussage nicht, verwendet sie allerdings in Kapitel X, weshalb hier der
vollstandige Beweis angegeben ist.

%" Der Radius r erfiillt also die Gleichung MA; __r _Im Ubrigen funktioniert diese Konstruktion auch

r MA,
bei sich schneidenden Kreisen.
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3.1.6 Potenz eines Punktes bzgl. eines Kreises, Potenzlinie

In Kapitel X (Potenz und PotenZzlinie) zeigt Holzmuller, dass fir zwei Kreise stets eine
Gerade existiert, deren Punkte jeweils bezlglich beider Kreise die gleiche Potenz
haben und die daher Potenzlinie genannt wird. Dazu stellt er zunachst unter Nutzung
des Sekanten-Tangenten-Satzes fest, dass flr jeden auBerhalb eines Kreises lie-

genden Punkt P und jede durch ihn verlaufende Sekante, die den Kreis in A und B

schneidet, die Gleichung PA -PB =t erflillt ist.

Fig. 65.

2 =
TN
7 ¢
e iiniay

Abbildung 32: Potenz eines Punktes
auBerhalb eines Kreises

(aus: Holzmller 1897, 68) ) :
o . B _ Abbildung 33: Potenz eines Punktes
Dabei ist t die Lange der Strecke zwischen P innerhalb eines Kreises
(aus: Holzmiiller 1897, S. 68)

und dem BerUhrpunkt der Tangente durch P an
den Kreis. Liegt P innerhalb des Kreises, gilt wegen des Sehnensatzes fir alle durch
P verlaufenden Sehnen PA-PB =-s?, wobei A und B die Schnittpunkte der jeweili-

gen Sehne mit dem Kreis sind. s ist die Halfte der

Fig. 67.

Lange der klrzesten Sehne durch P.Somit kann P

er definieren: ,In beiden Fallen bezeichnet man 1
das genannte Produkt als die Potenz des Punk-
tes P in Bezug auf den Kreis. Die Punkte mit
positiver Potenz liegen also auBBerhalb, die mit

negativer Potenz innerhalb des Kreises, die von
«58

Potenz Null auf ihm.

Hat man nun zwei sich in den Punkten X und X;

schneidende Kreise mit gemeinsamer Sekante Apbildung 34: Potenzlinie fir zwei sich

: . . schneidende Kreise
XX1, so hat jeder auBerhalb der Kreise liegende (4s: Holzmiiller 1897, S. 68)

%8 Holzmiiller 1897, S. 68; Hier arbeitet Holzmdller zum ersten Mal mit gerichteten Strecken. Vermut-
lich méchte er anhand der Potenz unterscheiden kénnen, ob ein Punkt innerhalb oder auBerhalb eines
Kreises liegt.
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Punkt P der Sekante bezlglich beider Kreise die selbe Potenz. Immer qilt fir die
Tangenten durch P an die Kreise und die gemeinsame Sekante PX-PX, =t?, wobei
man fir jede Lage von P einen anderen Wert fir t erhalt. Das gleiche gilt auch fir
alle inneren Punkte der Sekante, da die jeweiligen kiirzesten Sehnen ebenfalls glei-
che Lange haben. Daher nennt man die gemeinschaftliche Sekante die Potenzlinie

der beiden Kreise.

% / / \L
. C <
b
Q l\ . / \
\\ /

Abbildung 35: Potenzlinie fiir zwei sich
nicht schneidende Kreise
(aus: Holzmiller 1897, S. 69)

Abbildung 36: Potenzlinien dreier Kreise
(aus: Holzmiller 1897, S. 69)

Um auch fir zwei sich nicht schneidende Kreise eine Potenzlinie zu erhalten, nutzt
Holzmdller den (von ihm nicht bewiesenen) Zusammenhang, dass alle Kreise, die die
gegebenen rechtwinklig schneiden, durch zwei Punkte X und X; der gemeinschaftli-
chen Zentrale verlaufen. Die Mittelpunkte der Orthogonalkreise liegen folglich auf der
Mittelsenkrechte der Strecke XX; und haben bezlglich beider Kreise dieselbe Po-
tenz®®. Im Fall, dass sich die zwei Kreise beriihren, ist die gemeinsame Tangente im
BerUhrpunkt die Potenzlinie. Flr drei Kreise gilt nun der folgende Satz: ,Die Potenzli-
nien dreier Kreise schneiden sich in einem Punkte.“®® Ist namlich AB die Potenzlinie
der Kreise | und Il und BC die Potenzlinie der Kreise | und lll, gilt flr ihren Schnitt-
punkt B: t; = to und t; = t3. Also gilt auch t; = t3, so dass B auch auf der Potenzlinie
der Kreise Il und Ill liegen muss. Der Schnittpunkt der drei Potenzlinien hei3t Po-

tenzzentrum.

*° Die Beriihrpunkte der Tangenten sind gerade die Schnittpunkte des jeweiligen Orthogonalkreises
mit den gegebenen Kreisen. Um X und Xy zu ermitteln, kann man ausnutzen, dass die gesuchten
Orthogonalkreise auch den Kreis rechtwinklig schneiden, dessen Mittelpunkt und Radius der duBere
Ahnlichkeitspunkt und die mittlere Proportionale der gegebenen Kreise sind (vgl. Abbildung 31).

* Holzmiiller 1897, S. 69
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3.1.7 Lésung des Apollonischen Beriuhrproblems

Aufbauend auf diesen Erkenntnissen kommt Holzmiller in Kapitel XI (Einige Bertih-

rungsaufgaben) schlieBlich zur Lésung

des Apollonischen Beruhrproblems, die er

allerdings in mehreren Schritten erreicht. Zunachst 16st er die Aufgabe: ,Einen Kreis

zu konstruieren, der durch zwei gegebe

ne Punkte geht und einen gegebenen Kreis

beriihrt.“®" Ist M der gegebene Kreis und sind P und Q die gegebenen Punkte, so

muss der Mittelpunkt My des gesuchten

Kreises auf der Mittelsenkrechten der Stre-

cke PQ liegen. Zeichnet man einen Kreis C durch die Punkte P und Q, der den Kreis
M in A und B schneidet, dann ist AB Potenzlinie der Kreise M und C, PQ Potenzlinie

Fig. 4.

M

Abbildung 37: Konstruktion eines Kreises, der
einen zweiten berihrt und zwei gegebene
Punkte enthalt (aus: Holzmller 1897, S. 73)

eine Lésung der Aufgabe ,Einen Kreis
zu beschreiben, der zwei gegebene
Kreise gleichartig berthrt und durch ei-
nen gegebenen Punkt geht.“®® Sind
namlich die Kreise M und My sowie der
Punkt P gegeben, kann man den Kreis
der Inversion bestimmen, die M auf M,
abbildet.?® Nun kann man P an diesem
Kreis invertieren und erhalt Q. Geman
der vorherigen Aufgabe kbénnen nun

" Holzmiiller 1897, S. 73
®2 Holzmiiller 1897, S. 73

von C und dem gesuchten Kreis My. AB
und PQ schneiden sich im Potenzzentrum
D. Da sich M und M, berUhren sollen, ist die
dritte Potenzlinie durch D die Tangente an
M. Da es von D aus zwei Tangenten an den
Kreis M mit BerUhrpunkten E und F gibt,
existieren sogar zwei Kreise M1 und My, die
die Aufgabe I6sen. Deren Mittelpunkte ent-
stehen als Schnittpunkte von ME bzw. MF
mit der Mittelsenkrechten von PQ.

Mithilfe dieser Konstruktion ergibt sich auch

Sig. 75.

M(,,_w\;_g‘%\
@ .

N \
X

Abbildung 38: Konstruktion eines Kreises, der
zwei Kreise berlhrt und durch einen gegebenen
Punkt geht (aus: Holzmiiller 1897, S. 74)

% Der Mittelpunkt A dieses Kreises ist der dulBere Ahnlichkeitspunkt von M und M4, sein Radius ist
mittlere Proportionale der Strecken AB und AC, wobei B und C die &uBeren Schnittpunkte von MM,

mit den Kreisen M und M; sind.
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zwei Kreise konstruiert werden, die durch P und Q verlaufen und den Kreis M berth-
ren. Diese fraglichen Kreise werden nun bei Inversion am Kreis A auf sich abgebildet
(P und Q werden vertauscht, der Schnittpunkt des Kreisbogens PQ mit dem Kreis A
wird auf sich abgebildet) und ihr Bild hat mit dem Bild des Kreises M einen Punkt
gemeinsam, d.h. auch My berthrt die Kreise.

Daraus ergibt sich nun die folgende Ldsung flr die Aufgabe ,Einen Kreis zu be-

Fig. 7. schreiben, der drei gegebene Kreise gleich-
artig beriihrt. (Problem des Apollonius)“®*
Die gegebenen Kreise seien My, Mz und M3
mit Radien ry, r2, r3, von denen r3 der kleinste

sei. Um My und M, zeichnet man nun Kreise

\~/ ; s | mit Radius ry - r3 bzw. r2 - r3 (in der Abbil-
= /f\\f/l M, \/ dung gestrichelt dargestellt). GemaR der
\‘\\ \}\f// : b / vorherigen Aufgabe kénnen nun zwei Kreise

\»\&\‘-\\ _/,/'i;; pu und pq konstruiert werden, die durch M3
\w/ verlaufen und die beiden Hilfskreise um die
Abbildung 39: Lésung des Apollonischen Punkte My und M2 gleichartig berthren. Dar-

Berihrproblems (aus: Holzm{ller 1897, S. 75 . . .
P ( ) aus ergeben sich zwei unterschiedliche

Lésungen des Apollonischen Berlhrproblems: der erste Kreis ist konzentrisch zu p,
sein Radius wird im Vergleich zu u um r3 vermindert. Der zweite Kreis ist konzen-

trisch zu u4, sein Radius muss um r3 erhdht werden.

3.2 Lehrbuch der Elementar-Geometrie von Julius Henrici und Peter

Treutlein

Das Lehrbuch der Elementar-Geometrie von Julius Henrici®® und Peter Treutlein um-
fasste insgesamt drei Teile, von denen jeweils mehrere Auflagen in relativ kurzer Zeit
erschienen.®® Ein Ziel der Autoren bestand darin, die ,Neuere Geometrie” mit den

* Holzmiiller 1897, S. 75

% Friedrich Julius Henrici, geboren am 15.12.1841 in Eberbach, studierte von 1859 bis 1863 Mathe-
matik und Physik am Polytechnikum in Karlsruhe und an den Universitédten Heidelberg und Minchen.
Er war von 1865 bis 1866 als Lehrer am Gymnasium in Bruchsal tatig. AnschlieBend wechselte er
nach Heidelberg, wo er zunéchst bis 1877 an der héheren Biirgerschule und dann bis 1906 am GroB3-
herzoglichen Gymnasium unterrichtete. Henrici starb am 24.05.1910 in Emmendingen.

% 1. Teil: 1. Auflage 1881, 2. Auflage 1891, 3. Auflage 1897
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bestehenden Inhalten zu einem Lehrgang der Schulgeometrie zu verschmelzen.®’
Dieser sollte jedoch vollstdndig von den Methoden der ,Neueren Geometrie* gepragt
sein und hob sich daher in seinem Aufbau stark vom althergebrachten ab. So be-
merkte Hermann Thieme® in seiner Programmabhandlung Die Umgestaltung der

Elementargeometrie: ,Die Methoden der Beweisfihrung sind bei ihnen mafBgebend

fir die Gliederung des Stoffes. Diese

Methoden selbst stammen aus der

LEHRBUCH neueren Geometrie, sind im Grunde

besondere Falle der allgemeinen Me-
ELEMENTAR-GEOMETRIE thoden der Projektivitat.“®®

' Und auch die Autoren selbst fiihrten im

S Vorwort zum ersten Band ihres Wer-

JWEITER TREIL. kes aus: ,,Mit Recht gelten Euklids

Elemente als ein Muster systemati-

:TI{U:«'N'.\III'I'RU*Z) NEBST EINER AUFGABENSAMMLUNG.
scher Anordnung der Schllsse,

DRITTE AUFLAGE.

insofern jeder Lehrsatz da steht, wo

die Pramissen zu seinem Beweise

o vollstandig gegeben sind. [...] Neuere
Bearbeitungen der Geometrie haben

‘ daher vor Euklid den Vorzug, dass sie

DRUCK UND \'1‘:1::“]?\[(]:%\2(:& B. G. TEUBNER. g|eichartige Gegensténde zusammen-

1907

stellen und ungleichartige in logischer
Folge aneinander reihen. Zu diesem

Abbildung 40: Titelblatt Lehrbuch der Elementar- dem Stoff entlehnten Grundsatz der
Geometrie (aus: Henrici/Treutlein 1907, S. 1)

Einteilung nimmt unsere Elementarge-
ometrie einen weiteren hinzu, indem sie die Lehrsatze nach den verschiedenen Arten
der Beweisfihrung ordnet. [...] Bei einem derart vorgeschriebenen Weg werden jene

sog. Mausefallenbeweise vermieden, bei welchen man sich schliesslich dem Lehr-

2. Teil: 1. Auflage 1882, 2. Auflage 1897, 3. Auflage 1907

3. Teil: 1. Auflage 1883, 2. Auflage 1901
®” Ein anderes Anliegen von Henrici und Treutlein war die ,Fusion® von ebener und raumlicher Geo-
metrie.
%8 Hermann Thieme, geboren am 9.11.1852 in Neu-Limmritz (Provinz Brandenburg), studierte nach
dem Besuch des Friedrichs-Gymnasiums in Frankfurt a.0. Mathematik und Naturwissenschaften in
Breslau (1873 bis 1877). Nach der Promotion (1877) und bestandenem Examen (1878) leistete er bis
1879 das Probejahr an der héheren Biirgerschule in Striegau (Niederschlesien) ab, wo er anschlie-
Bend bis 1881 weiter unterrichtete. Er wechselte dann an die Berger-Oberrealschule in Posen, wo er
1892 zum Oberlehrer ernannt wurde. 1902 ging er an das Realgymnasium in Bromberg.
* Thieme 1900, S. 34
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satz gefangen gibt, ohne dariiber klar zu sein, wie man dazu gekommen ist.“’° Daher
enthalt der erste Band all diejenigen Satze, die sich mit Hilfe von Kongruenzabbil-
dungen beweisen lassen. Der zweite Band umfasst einerseits die
Zentralkollineation”' mit den Spezialfallen Ahnlichkeit und Zentralperspektive, ande-
rerseits die Berechnung von Langen und Flacheninhalten sowie die
trigonometrischen Funktionen. Im dritten Band werden Stereometrie und darstellende
Geometrie behandelt. Das Ziel dieses Konzeptes war es, einen natlrlichen Aufbau
des Lehrgangs zu erreichen, bei dem die Lehrsatze nicht nur nach rein beweistech-
nischen bzw. logischen Aspekten angeordnet sind, sondern sich jeweils aus dem
zuvor behandelten Stoff ergeben. Auch die Herkunft der Beweisideen sollte klarer
hervortreten.”? ,Auf diese Weise steigert sich die Anschaulichkeit und damit die Klar-
heit im Verstdndnis der Figuren und ihrer Beziehungen ebensosehr, wie die
Anforderungen an das Gedachtnis des Schiilers sich vermindern’®.

Neben der Anpassung des Aufbaus und der Methoden nahmen Henrici und Treutlein
jedoch auch zusatzlich Inhalte aus der ,Neueren Geometrie® in ihren Lehrgang auf.
Dies geschah insbesondere in der ersten Hélfte des zweiten Bandes (der sogenann-
ten ersten Abteilung), auf den sich die weiteren Betrachtungen konzentrieren.” Die
fragliche Abteilung trug die Uberschrift Streckenverhéltnisse und Abbildung in der
Ebene und gliederte sich in die Abschnitte Einfache Verhéltnisse bei dhnlicher Abbil-
dung (drei Kapitel) und Zusammengesetzte Verhéltnisse bei der Abbildung mit einer
Bildachse (drei Kapitel).

"® Henrici/Treutlein 1891, S. Il

"' Bei dieser Abbildung werden die Punkte der Ebene einander paarweise so zugeordnet, dass sich
die Verbindungsgeraden zugeordneter Punkte alle in einem festen Punkt (Zentrum, Strahlpunkt)
schneiden. AuBBerdem gilt fiir jeweils zwei beliebige Punkte A und B, denen die Punkte A’ und B’ zu-
geordnet sind, dass sich die Geraden AB und A’B’ in einem Punkt einer festen Geraden (Achse)
schneiden. Henrici und Treutlein sprechen von ,Abbildung durch Bestrahlung“ bzw. ,,Abbildung mit
einer Bildachse*.

"2 Im Vorwort zum dritten Band bemerkten Henrici und Treutlein dazu: ,Das Abbilden, ein Begriff, den
den die altere Schulgeometrie nicht erwdhnt, hat sich zum Leitgedanken entwickelt, nach dem sich
Alles auf das natirlichste aneinander reihet und ordnet [...]“. (Henrici/Treutlein 1901, S. 1ll) Diese Aus-
sage ist vermutlich von folgender inspiriert, die Jakob Steiner im Vorwort der Systematischen
Entwickelung gab: ,es tritt Ordnung in das Chaos ein, und man sieht, wie alle Theile naturgemass in
einander greifen [...]. Man gelangt auf diese Weise gleichsam in den Besitz der Elemente, von wel-
chen die Natur ausgeht, um mit mdglichster Sparsamkeit und auf die einfachste Weise den Figuren
unzahlig viele Eigenschaften verleihen zu kénnen.” (Steiner 1832, S. VI)

" Henrici/Treutlein 1891, S. IV

™ Ich verwende die 3. Auflage des zweiten Bandes von 1907.
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3.2.1 ,Zweistrahl“ als Grundfigur, Satze von Menelaos und Ceva

Der erste Abschnitt des zweiten Bandes enthalt die Strahlensétze, die Ahnlichkeits-
satze fur Dreiecke, HOhensatz und Kathetensatz sowie die zentrische Streckung.
Diese Inhalte werden dabei alle auf eine Grundfigur (zwei sich schneidende Gera-
den) zuriickgefiihrt, die Henrici und Treutlein mit ,Zweistrahl“ bezeichnen.” Der
Beweis des Kathetensatzes

ergibt sich dann beispielsweise wie folgt (vgl. Abbildung 41): Betrachtet wird zuerst

ein ,Zweistrahl mit gewendet parallelen Geraden“ AB und A;B4, d.h. es wird o = a4

vorausgesetzt. Die
Bezeichnung kommt
daher, dass die Ge-
rade A:B; an der
Winkelhalbierenden

Fig. 23.
? von <ASB

Abbildung 41: Zweistrahl mit parallelen Geraden gespiegelt (,umge-
(aus: Henrici/Treutlein 1907, S. 23)

wendet®) werden
kann. Die Gerade XY verlauft als Resultat der Spiegelung parallel zu AB. Demnach

gilt wegen des Strahlensatzes und der Ahnlichkeit der Dreiecke SAB und SA;B;:
SA:SB = SX:SY = SA;:SB; oder SA-SB; = SB-SA;.

Hat man nun ein rechtwinkliges Dreieck ABC und C
errichtet die Héhe auf der Hypotenuse AB, so ist

<AC+C = 90° = <ACB. Daher gilt nach obiger Defini- A B
g ¢

tion im von den Geraden AC und AB gebildeten _

Zweistrahl: CB ist gewendet parallel zu CC4, woraus Abbildung 42: Beweis des
Kathetensatzes
folgt: AC1:AC = AC:AB oder AC2 = AB: AC;. (aus: Henrici/Treutlein 1907, S. 23)

Daneben sind allerdings auch bereits fir den Aspekt der ,Neueren Geometrie® rele-
vante Inhalte zu finden, wie etwa die Definition harmonischer Punkte (lUber die innere
und &uBere Teilung einer Strecke), Potenzlinie und Ahnlichkeitspunkte zweier Kreise.
Die Darstellung von Henrici und Treutlein unterscheidet sich hier jedoch kaum von
der Holzmdllers und soll daher an dieser Stelle nicht ndher betrachtet werden.

"® Heute ist die Bezeichnung Geradenkreuzung tblich.

141



Viel tiefer in das Gebiet der ,Neueren Geometrie® fihrt dann der zweite Abschnitt
(Zusammengesetzte Verhéltnisse bei der Abbildung mit einer Bildachse), der insge-
samt drei Kapitel auf 43 Seiten umfasst. Das erste dieser Kapitel’® tragt den Titel
Abbildung der Strecke und ihrer harmonischen Punkte. Anwendung auf das Dreiseit,
Viereck und Vierseit und das Sechseck im Kreis. Es beginnt mit den Satzen von Me-
nelaos und Ceva, flir deren Beweis Henrici und Treutlein eine Gerade AB
betrachten, deren Punkte von einem Punkt S aus auf eine Gerade A{B projiziert
werden. Dabei sei XX4

ein  Projektionsstrahl.
Dann qilt fur das Dop-
pelverhéltnis:

AX AX, AS
XB XB  SA,

a. ™\, b

Fig. 44.

_ , Zum Beweis betrachtet
Abbildung 43: Beweis des Satzes von Menelaos

(aus: Henrici/Treutlein 1907, S. 40) man die Parallele BC
zu XX durch B. GemaR Strahlensatz gilt dann: AX:XB = AS:SC (Zentrum A) und
A X1:X4B = A1S:SC (Zentrum A4). Dividieren liefert obige Gleichung, die durch Um-
stellen und Umkehrung der Orientierung bei vier beteiligten Strecken in folgende

AX BX, AS
XB X,A, SA

Form gebracht werden kann: =—1. Dies ist nichts anderes als die

Aussage des Satzes von Menelaos fir das Dreieck ABA¢ und die Transversale XXj.
Im Anschluss werden dann die Umkehrung des Satzes von Menelaos sowie der Satz
von Ceva und dessen Umkehrung bewiesen und die Satze tber den Schnittpunkt der
Schwerlinien, Winkelhalbierenden und Héhen im Dreieck sowie der Satz von Pascal
mit ihrer Hilfe abgeleitet.

3.2.2 Harmonische Punkte, volisténdiges Viereck und Vierseit
Danach untersuchen Henrici und Treutlein die bereits vorher metrisch eingefiihrten

harmonischen Punkte naher. Ausgangspunkt ist dabei die Projektion’® einer Geraden
AB auf eine zweite Gerade A{B4 von einem Punkt S aus, wobei zu fast allen Punkten

’® Das vierte Kapitel in der Zahlung des Buches.
" Henrici und Treutlein arbeiten mit gerichteten Strecken.
"® Henrici und Treutlein sprechen hier von ,Bestrahlung®.
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von A;B; ein Urbildpunkt existiert. Die einzige Ausnahme ist der Punkt Ry, fir den

SR, || AB gilt. Dreht sich der Projektionsstrahl um S, erhalt man eine Bewegung des

Bildpunktes, die zu folgender Definition fuhrt: ,Der Punkt Ry, der durch den parallelen
Strahl zu AB erhalten wird, hei3t der Fluchtpunkt zu AB oder das Bild des unendlich

fernen Punktes von AB.“"®

Um nun den Zusammenhang zur Definition der
harmonischen Punkte herzustellen, wahlt man
den Punkt B so, dass AQ = QB (Q ist als
Schnittpunkt der beiden Geraden gegeben.). Im

Zweistrahl von A (zweiter Strahlensatz) gilt
AQ AQ
AR, SR,
Abbildung 44: Projektion einer Geraden QB QB,

auf eine zweite Gerade = .
(aus: Henrici/Treutlein 1907, S. 43) SR, BJR;

AQ _QB, _AQ__ AR,
AR, BR, QB, RSB,

dann: und im Zweistrahl von B gilt:

Wegen AQ = QB folgt:

. Somit sind A{B{QR harmonische Punkte. Wie be-

reits im ersten Abschnitt des zweiten Bandes gezeigt wurde, gilt fir jede Parallele zu

A.Q _ QB,
A,'Q QB

A.B4, die von a, b, qund r in Ay’, By, Q und Ry’ geschnitten wird,

A1R1 _ R1B1
AR, R,B,

A,'Q _ AR/

= und A{B1y’Q’R+’ sind ebenfalls
QB, R,B, e

und

. Damit folgt

harmonische Punkte. Es kann also formuliert werden: ,Das Bild einer Strecke wird
durch das Bild ihres Mittelpunktes und durch den Fluchtpunkt (das Bild des unendlich
fernen Punktes) harmonisch geteilt.®® Umgekehrt kann man ABQR auch als Bilder
der harmonischen Punkte A1B1QR; bei Projektion von S aus auffassen, wobei sich
dann aus der Betrachtung der Zweistrahle von A; und By ergibt, dass AQ = QB.
.Fallt im Bild von vier harmonischen Punkten ein Punkt in unendliche Entfernung, so
fallt das Bild des zugeordneten Punktes in die Mitte der Bilder der beiden andern
Punkte, und umgekehrt.*®’

Darauf aufbauend definieren Henrici und Treutlein dann harmonische Strahlen als

die Verbindungsgeraden eines Punktes mit vier harmonischen Punkten und weisen

" Henrici/Treutlein 1907, S. 43; Eine genauere Erklarung des ,unendlich fernen Punktes® wird nicht
gegeben.

® Henrici/Treutlein 1907, S. 44

8 Henrici/Treutlein 1907, S. 44
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die Eindeutigkeit des vierten harmonischen Strahls bei drei gegebenen Strahlen

nach. Im Anschluss daran folgt die Betrachtung von vollstandigem Viereck und Vier-

seit, wobei die Existenz der harmonischen Punkte mit den zuvor eingefiihrten Mitteln

der Projektion nachgewiesen wird. Bemerkenswert ist, dass an dieser Stelle zum ers-

ten Mal die Gegenuberstellung dualer Aussagen erfolgt.

1. Vier Gerade, von denen| 1. Vier Punkte, von denen -

keine drei durch denselben Punkt keine drei in derselben Geraden
gehen, die also einander in sechs’|liegen, die also durch sechs Ge-
Punkten schneiden, bilden ein|rade verbunden sind, bilden ein
vollstindiges Vierseit. vollstindiges Viereck.

Fig. 52.

z. B. die Geraden a, b, ¢, d, wo ein- |z B. die Punkte 4, B, C, D, wo die

ander schneiden Verbindungsgeraden sind

ab in A, be in B, AB oder a, BC oder b,
ed in O, da i D, CD oder ¢, DA oder d,
ac in I, bd in I AC oder e, BD oder f.

Die Figur hat drei Paar Gegen- Die Figur hat drei Paar Gegen-
ecken 4, C; I, Dy IJ, I'; deren Ver-  seiten «, ¢; b, d; ¢, ; deren Durch-
bindungsgeraden ¢, s, » heifen schnittspunkte ¢, S, R heiBen
Nebenseiten (Hckenlinien oder Nebenecken.

Diagonalen).

Abbildung 45: Vollstéandiges Vierseit und Viereck
(aus: Henrici/Treutlein 1907, S. 46)

Der Nachweis der har-
monischen Punkte (hier
beim vollstandigen Vier-
seit) ist folgender: Die
Punkte S, C und A wer-
den aus D auf die
Punkte S, F und E proji-
ziert. Ist R der von S
durch C und A harmo-
nisch getrennte Punkt
und Q der von S durch E
und F harmonisch ge-
trennte Punkt, so muss
die Gerade RQ durch D
(Eindeutigkeit
des vierten
Strahls).
ergibt  sich,

verlaufen

harmonischen

Genauso

wenn man B als Projektionszentrum betrachtet, dass QR durch B verlaufen muss. Es

gilt also, dass die Strecke FE durch Q und S harmonisch geteilt wird und damit: ,Je-

de Nebenseite (der Abstand zweier Gegenecken) eines vollstandigen Vierseits wird

durch die Schnittpunkte mit den beiden andern Nebenseiten harmonisch geteilt.

3.2.3 Pol und Polare am Kreis, Dualitat

«82

Als letzten Aspekt in diesem Kapitel betrachten Henrici und Treutlein die Pol/Polare-

Beziehung in der Ebene, wobei sich inhaltlich im GroBen und Ganzen kein Unter-

8 Henrici/Treutlein 1907, S. 47
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schied zu Holzmiiller zeigt. Allerdings wird das Phanomen der Dualitdt am Schluss
des Abschnitts relativ ausfihrlich diskutiert. Die Darstellung beginnt mit der Definition

der Polare, wozu die Punkte B und B1 betrachtet werden, die den Kreisdurchmesser

AA; harmonisch tei-
len (vgl. Abbildung
46). Dann gilt: ,die

B Senkrechte BB,

zum Durchmesser in

B"’ einem der Punkte

hei3t die Polare des

Abbildung 46: Pol und Polare (aus: Henrici/Treutlein 1907, S. 48) anderen Punktes B;

dieser heiBt der Pol der Senkrechten.“®® Da nach dem Satz des Thales fiir einen be-

liebigen Punkt S auf der Kreislinie SA L SA; und SB¢, SA, SB, SA; harmonische

Strahlen sind, ergibt sich: *ASB = <B;SA®

Damit gilt aber auch, dass die Kreisbégen AS; und AS; gleich lang sind und die Ge-
rade AA; den Winkel S1BS, halbiert.®*> Daher sind die durch By verlaufenden
Geraden harmonische Strahlen und B>S1BS damit harmonische Punkte. Somit folgt:
,Die Sehnen auf den Strahlen eines Punktes nach einem Kreis werden durch den
Punkt und seine Polare harmonisch geteilt und ,Der einem Teilpunkt einer Sehne

harmonisch zugeordnete Punkt liegt auf der Polare des Teilpunktes.“®

Die Konstruktion der Polare als Berthrungs-
sehne ergibt sich mit einer &ahnlichen

Argumentation, denn die Kreisb6gen AS und

AS; sind gleich lang und daher ist o = 9, so-

dass durch S vier harmonische Strahlen

verlaufen (vgl. Abbildung 47). Interessant ist,

dass sich Henrici und Treutlein zur Ableitung

Fig. 56.

Abbildung 47: Polare als Beriihrungssehne der weiteren Méglichkeiten auf die Bewegung
(aus: HenriciTreutlein 1907, S. 49) des Punktes B stitzen: ,Wenn Pol oder Pola-
re sich mehr und mehr der Kreislinie ndhern, so folgt schlieBlich [...]: b) Die Polare

eines Punktes der Kreislinie ist dessen BerlUhrende.“ und weiter ,Je naher dagegen

8 Henrici/Treutlein 1907, S. 48

8 Bei der Betrachtung harmonischer Strahlen wurde diese Aussage bewiesen.
% Die Strecken AS; und AS, sind gleich lang.

 Henrici/Treutlein 1907, S. 49
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Pol oder Polare gegen den Mittelpunkt rickt, desto weiter ricken deren zugeordnete
Stlicke hinaus. Da einem Punkt oder einer Geraden immer nur ein solches zugeord-
netes Stlck entspricht, so gebraucht man auch fir den Mittelpunkt [...] die folgende
Redeweise: c) Die Polare des Mittelpunkts ist die unendlich ferne Gerade der Ebe-
ne.”®” Somit ist die Einfilhrung der Ferngerade letztlich einzig auf die Beseitigung
einer Ausnahme gegriindet, eine inhaltliche Rechtfertigung findet nicht statt.

Im Anschluss erfolgt die Konstruktion der Polare mithilfe zweier Sekanten durch den
fraglichen Punkt, die schon in 3.1 erlautert wurde. Allerdings stitzt sich die Argumen-
tation anstatt auf das Sehnenvierseit auf das Sehnenviereck, was aber inhaltlich
keinen Unterschied macht. Die zentrale Aussage zum Dualisieren in der Ebene wird
folgendermal3en abgeleitet: Betrachtet man die Punkte A und B mit ihren Polaren a
und b, die sich in S schneiden, dann liegen in den Geraden AS und BS jeweils vier

harmonische Punkte. Dabei sind
A bzw. B dem Punkt S zugeordnet
und sie massen daher in der Pola-
re zu S liegen. D.h. AB ist die
Polare zu S, so dass man die

Aussage erhélt, dass die Polaren

aller Punkte einer Geraden durch

Abbildung 48: Durch den Kreis vermittelte Dualitat den Pol der Gerade verlaufen und
(aus: Henrici/Treutlein 1907, S. 50) umgekehrt. Dies wird von Henrici
und Treutlein folgendermaBen kommentiert: ,Diese Satze begriinden eine eigentim-
liche Beziehung zwischen Punktgebilden und Geradengebilden: Wird in der Ebene
einer Figur ein beliebiger Kreis angenommen, und wird zu jedem Punkt der Figur die
Polare, zu jeder ihrer Geraden der Pol bestimmt, so entsteht die zur ersten Figur po-
lare Figur; in gleicher Weise entsteht aus der letzteren die erstere, so daf3 beide als
wechselseitig polare Figuren (oder als reziproke Figuren) bezeichnet werden. Aus
bekannten Eigenschaften der einen Figur lassen sich nun haufig gewisse Eigen-
schaften der anderen Figur erweisen.“®® Als Beispiel fiir dieses Vorgehen dient wie
schon bei Holzmiiller die Ubertragung des Satzes von Pascal in den Satz von Brian-

chon.

87 Henrici/Treutlein 1907, S. 49
 Henrici/Treutlein 1907, S. 51
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3.2.4 Perspektive und projektive Verwandtschaft, Satze von Pascal und Brian-

chon

Im zweiten Kapitel des Abschnitts (Abbildung beliebiger Punktreihen und Strahlenbi-

schel) stellen Henrici und Treutlein die perspektive und projektive Verwandtschaft

vor. Dabei legen sie die rein geometrische De-

Q, finition von perspektiv zugrunde und leiten

y /‘,1/;("’..{_[} daraus die projektive Verwandtschaft und die
L\ Beziehung zum Doppelverhéltnis ab. Spezifisch

! “\i’)\ . ist hier die starke Betonung des Abbildungsas-

— g-ﬁv 1,’ ' 7+ | pekis, der sich wieder im Vorgang der
4 i ;‘:27 ! .Bestrahlung® zeigt: ,Werden die Punkte ABC

Abbildung 49: Perspektive Verwandt- einer Gerade durch ein Strahlenblschel S auf

schaft (aus: Henrici/Treutlein 1907, S. 52) eine zweite Gerade in A;B;C; abgebildet, SO

nennt man beide Punktreihen gegenseitig bestrahlt oder perspektiv (ABC . A:B:Cy).

Wenn Punktreihen zweier Geraden in diese Lage gebracht werden kénnen, hei3en
sie gegenseitig bestrahlbar oder projektiv*®. Diese Definition wird direkt im An-
schluss dahingehend erweitert, dass auch eine Punktreihe und ein Strahlenblschel

perspektiv lie-

gen kdnnen,
was bei Zuord-

nung von drei

Punkten zu
Strahlen

drei

Fig. 63. Fig: 64. stets

maglich

ist. Sollen nam-
lich die

einer Geraden liegenden Punkte A, B, C in die sich im Punkt S schneidenden Strah-

Abbildung 50: Punktreihe und Strahlenbuschel in perspektive Lage bringen

(aus: Henrici/Treutlein 1907, S. 53)
auf

len a, b, ¢ gelegt®™ werden, so wird zunachst auf einem Strahl (in Abbildung 50 auf
dem Strahl b) die Strecke SB1 = AB und B{C; = BC abgetragen. Dann konstruiert
man durch C4 die Parallele zu a und tragt auf B;C» die Strecke CA von C, aus ab. Da
AAC.C ein Parallelogramm ist, ist die Aufgabe damit gelést. Analog ist es auch

8 Henrici/Treutlein 1907, S. 52
% Damit ist gemeint, die die Punkte A, B, C enthaltende Gerade in eine solche Lage zu bringen, dass
a durch A, b durch B und ¢ durch C verlauft.
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méglich, drei Strahlen a, b, ¢ an drei Punkte A, B, C einer Geraden anzulegen.”’
Demnach sind zwei Punkireihen immer bestrahlbar, wenn die Zuordnung der Punkte
fur drei Paare vorgegeben ist.

Die Beziehung zum Doppelverhaltnis ergibt sich dadurch, dass zunachst unter Rick-
griff auf die Ergebnisse der Betrachtungen beim Beweis des Satzes von Menelaos
AX A/ X, __As
XC X,C SA,

S

\
BX : BX, _BS . Durch Division und teilweiser ﬁ\\
XC X,C  SB, /

und

gefolgert wird:

Umkehrung der Orientierung erhdlt man: B , \
g \!
AX AX,) (BX BX,) AS BS [
XC X,.Cc )| XCc X.Cc | SA, SB, g Eogs N
_ S - A
AX AX, AS BS B X -
~ . = .
XB X,B, SA, SB, Fig. 66.

Diese Gleichung gilt somit flir jeden Teilpunkt X Apbildung 51: Doppelverhaltnis bei
Projektion einer Strecke
der Strecke AB. (aus: Henrici/Treutlein 1907, S. 54)

Hat man nun vier Punkte A, B, C, D und ihre Bilder A4, B4, C4, D4, so kann man die

Strecke AC einmal als von B geteilt ansehen, so

: = : gilt. /‘-\.__\\
BC B,C, SA, SC, [\

Andererseits wird AC auch von D geteilt und
AD AD, AS CS

DC D,C, SA, SC,’
AB AD AB, AD,
BC DC B,C, D.C,

D und ihre Bilder haben dasselbe Doppelverhalt- Abbildung 52: Invarianz des
Doppelverhéltnisses

nis. (aus: Henrici/Treutlein 1907, S. 54)

Insgesamt folgt also

, d.h. die Punkte A, B, C,

Die fiir Punktreihen angestellten Uberlegungen (bertragen Henrici und Treutlein im
Anschluss auf Strahlenbischel. Dabei tritt der Abbildungsaspekt wiederum sehr klar
hervor: ,Wie eine Punktreihe dann ein Bild einer anderen genannt wird, wenn beide
in ein Strahlenblschel eingelegt werden kénnen, so heit ein Strahlenblischel ein
(projektives) Bild eines andern, wenn beide so durch eine Punkireihe gelegt werden

kénnen, daB die Strahlen einander paarweise auf der Gerade, der Bildachse,

*! Derselbe Vorgang wie oben, nur dndert sich die Lage des Strahlenbiischels.
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schneiden“®?. Auch hier besteht das Ziel darin, die Festlegung der Zuordnung durch
drei Strahlenpaare zu zeigen.

Danach folgt ein Abschnitt Gber die Bilder von Punktreihen und Strahlenbischeln, die
nicht in bestrahlter Lage sind. D.h. sie sind projektiv, aber nicht perspektiv, und die
Zuordnung ist durch drei Paare von zugeordneten Elementen gegeben. Um im rech-
ten Teil der Abbildung 53 die Strahlen des Biischels S den Strahlen des Blischels S,
projektiv so zuzuordnen, dass a, b, ¢ zu a4, by, ¢4 gehbren, legen Henrici und Treut-
lein durch den Schnittpunkt A von a und a; zwei beliebige Geraden r und ry.
AnschlieBend verbinden sie den Schnittpunkt B von b und r mit dem Schnittpunkt B4
von by und ry (Gerade by) sowie den Schnittpunkt C von ¢ und r mit dem Schnitt-
punkt C; von ¢4 und ry (Gerade ¢3). Dadurch entsteht der Punkt S, als Schnittpunkt
von b, und c2. Um nun zu einem beliebigen Strahl d von S den zugehérigen Strahl
von S zu finden, bestimmt man den Schnittpunkt von d und r und verbindet diesen
mit S, (Strahl d2 entsteht). Dann schneidet man d, mit ry und verbindet den so ent-
stehenden Schnittpunkt Dy mit S, was den gesuchten Strahl d; liefert. Geman
Konstruktion sind dann S und S» perspektive Strahlenblschel, ebenso S, und S;.
Folglich sind laut Definition S und S¢ projektiv aufeinander bezogen. In analoger
Weise (linker Teil der Abbildung) kénnen auch zwei Punktreihen projektiv aufeinan-

der bezogen werden.

Fig. 78.

5 Fig. 74.

Abbildung 53: Projektive Verwandtschaft (aus: Henrici/Treutlein 1907, S. 57)
Im Anschluss an diese allgemeine Lésung betrachten Henrici und Treutlein dann

noch zwei spezielle Lésungsmaoglichkeiten, die ich hier nur fir den Fall der Strahlen-
blschel vorstelle. Bei der ersten Mdglichkeit (Abbildung 54) fallen die frei zu
wahlenden Geraden durch A (r und rq in Abbildung 53) mit a; und a zusammen, wor-
aus sich folgender Beweis des Satzes von Brianchon ergibt. Betrachtet man die
Gerade SS1 einmal als Strahl f des Blschels S und einmal als Strahl e; des BuU-

°2 Henrici/Treutlein 1907, S. 54
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schels S1, so schneiden sich die zugeordneten Strahlen f; und e nach Konstruktion in

Abbildung 54: Brianchonsches Sechs-
seit (aus: Henrici/Treutlein 1907, S. 58)

S,. Das Bild von f und das Urbild von e sind
aber durch die Zuordnung der Strahlen a, b, ¢ zu
a;, by, cq festgelegt, so dass man denselben
Punkt S, erhalt, wenn z.B. b und b4 die Rolle von
a und as Ubernehmen. Daher ergibt sich folgen-
der Satz: ,Wenn man in einem Strahlenbischel
und seinem Bild in nicht bestrahlter Lage den
Schnittpunkt je eines Strahles a des einen BU-
schels und eines nicht entsprechenden Strahles
b: des andern Bulschels verbindet mit dem
Schnittpunkt ihrer Bilder aib, so geht diese Ver-
bindungsgerade stets durch einen Punkt; dieser

ist der Schnittpunkt der Bilder des Scheitelstrahls beider Strahlenbiischel.“*® Betrach-

tet man also das Sechsseit, das aus den Strahlen a, b4, ¢, a1, b, ¢4, a besteht, so

verlaufen die Verbindungsgeraden der Gegenecken durch einen Punkt (hier S,). Es

wird als ,Brianchonches Sechsseit bezeichnet, die analoge Betrachtung projektiver

Punktreihen fihrt zum ,Pascalschen Sechseck®.

Ny

S

o ol

Wahilt man r als Verbindungsgerade von
aa; und ccq sowie rq als Verbindungsgera-
de von aa; und bb4, so ergibt sich das
Zentrum X des zwischengeschalteten
Strahlenblschels als Schnittpunkt von b
und ¢¢. Da die Punkte D, X und Dy nach

Konstruktion auf einer Geraden liegen,
handelt es sich bei AB{SD2S{C um ein

Abbildung 55: Pascalsches Sechseck
(aus: Henrici/Treutlein 1907, S. 59)

Pascalsches Sechseck und es ergibt sich

der Satz: ,Die Scheitel eines Strahlenbi-

schels und seines Bildes bestimmen mit vier Schnittpunkten entsprechender Strahlen

ein Sechseck, in welchem die Gegenseiten einander in drei Punkten einer Geraden

schneiden (Pascalsches Sechseck)“®*. Da man bei Vorliegen des Sechsecks auch

den umgekehrten Weg gehen kann, gilt auch: ,In einem Pascalschen Sechseck stel-

len die Verbindungsgeraden von vier Ecken mit den beiden Ubrigen Ecken einen

% Henrici/Treutlein 1907, S. 58
* Henrici/Treutlein 1907, S. 59
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Strahlenbiischel und sein Bild dar.“®® Die analoge Betrachtung projektiver Punktrei-
hen fuhrt zur Aussage, dass die Trager der Punkireihen zusammen mit vier
Verbindungsgeraden zugeordneter Punkte ein Brianchonsches Sechsseit bilden.
Auch hier gilt die Umkehrung: ,In einem Brianchonschen Sechsseit stellen die
Schnittpunkte von Seiten mit den beiden Ubrigen Seiten eine Punktreihe und ihr Bild
dar.“%

Als Beispiel fir das Vorkommen von Pascalschen Sechsecken bzw. Brianchonschen

Sechsseiten dient der Kreis, wobei die Aussage fiir das Sechseck im Grunde schon

im ersten Band gezeigt wur-
de. Wahlt man namlich zwei
Punkte der Kreislinie als Zent-
ren und verbindet sie jeweils
mit vier weiteren Punkten des

Kreises, dann sind die so ent-

stehenden  Strahlenbulischel
t97,

kongruen d.h. das eine

kann als projektives Bild des
Abbildung 56: Brianchonsches Sechsseit am Kreis
(aus: Henrici/Treutlein 1907, S. 60) anderen aufgefasst werden,
und die sechs Punkte bilden ein Pascalsches Sechseck. Betrachtet man dagegen
zwei Tangenten g (BertUhrpunkt E) und g1 (BerUhrpunkt F1) an den Kreis, auf denen
die Obrigen Tangenten jeweils eine Punktreihe AB... und A{B;... erzeugen, so sind
die Strahlenbischel E(Ang...)98 und F4(A2B>...) projektiv. AuBerdem sind die Strah-
lenbUschel E(A2Bz...) und M(AB...) bzw. F1(A2B>...) und M(A4B1...) kongruent, denn
zugeordnete Strahlen verlaufen orthogonal zueinander. Also gilt: M(AB...) und
M(A1B;...) sind projektiv und damit auch die Punktreihen AB... und A{Bs.... ,Die
Schnittpunkte zweier Berlihrenden eines Kreises mit beliebigen andern Berlihrenden
desselben bilden zwei Punktreihen, die einander als Vorlage und Bild entsprechen.“*

Daher bilden sechs Tangenten an einen Kreis immer ein Brianchonsches Sechsseit.

% Henrici/Treutlein 1907, S. 60

% Henrici/Treutlein 1907, S. 60

%" Henrici und Treutlein sprechen hier von ,lbereinstimmenden Strahlenbischeln®.

9 E(A;B,...) ist das Strahlenblischel, bei dem vom Zentrum E die Strahlen nach A,, B,, ... verlaufen.
% Henrici/Treutlein 1907, S. 60
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3.2.5 Satz des Desargues, Zentralkollineation

Um den gréBtmobglichen Grad an Allgemeinheit zu erreichen, behandeln Henrici und
Treutlein zuletzt die Abbildung beliebiger Figuren mit einer Bildachse, wobei sie sich
zunachst um geradlinige Figuren kiimmern. Als Grundlage dient dabei der Satz des
Desargues, der mit Hilfe des Satzes von Menelaos bewiesen wird: ,Je zwei Punkte
auf drei Strahlen eines Punktes (AA+, BB4, CC4) bestimmen zwei Dreiecke (ABC und
A:B:C,), deren Seiten einander paarweise auf einer Gerade schneiden (S1S:S3).”
und ,Je zwei Strahlen von drei Punkten einer Geraden (aai, bb1, ccy) bestimmen
zwei Dreiseite (abc und aibicy), deren Ecken paarweise auf drei Strahlen eines
Punktes (S) liegen.“’® Beim Beweis des ersten Teils betrachtet man die Dreiecke
ABS, BCS und CAS mit ihren jeweiligen Transversalen A{B1S3, BiC1S¢ und C1A;S..
Es gilt dann gemaB dem Satz von Menelaos:

AS, BB, SA,
S,B BS AA
BS, CC, SB, _
s,C CS BB
CS, AA, SC,
S,A AS CC

_1’

_1,

-1.

Multipliziert man jeweils die linken
und rechten Seiten der Gleichun-

gen und Kkorzt, erhdlt man

AS, BS, CS, =-1, d.h. die
S,B S,C S,A
Abbildung 57: Satz des Desargues Punkte S, S2, S3 liegen auf einer

aus: Henrici/Treutlein 1907, S. 61
( ) Geraden nach der Umkehrung des

Satzes von Menelaos. Der zweite Teil des Satzes ergibt sich mit Hilfe eines Wider-
spruchsbeweises aus dem ersten.

FOr das Zeichnen eines perspektiven (oder bestrahlten) Bildes einer Figur analog
zum Satz des Desargues werden zunachst durch den (beliebigen) Strahlpunkt S Ge-
raden durch die Punkte der Figur gelegt. Dann wird eine beliebige Gerade als
Bildachse festgelegt und deren Schnittpunkte mit den Verbindungsgeraden eines

Punktes A der Figur mit den Ubrigen Punkten ermittelt. Auf dem Strahl SA muss

1% Henrici/Treutlein 1907, S. 61
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dann das Bild A; von A ausgewahlt werden. Das Bild B4 eines Punktes B liegt dann
zum einen auf SB, zum anderen auf der Verbindungsgerade von A; mit dem Schnitt-
punkt von AB und der Bildachse. Kénnen zwei Figuren in eine Lage gebracht
werden, dass ein Strahlpunkt und eine Bildachse existieren, so hei3en sie projektiv

(oder bestrahlbar). Als Eigenschaften der zentralperspektiven Abbildung'"

zeigen
Henrici und Treutlein dann, dass jede Gerade der Figur ihr Bild auf der Bildachse
schneidet, die Abbildung geraden- und inzidenztreu ist und der Strahlpunkt sowie die
Bildachse Fixelemente sind.

Die Beziehung zu den bisherigen Inhalten zeigt folgende Abbildung:

Im Fall a. (Kongruenz) liegen Strahl-
punkt und Bildachse im Unendlichen,
bei b. (Ahnlichkeit) nur die Bildachse.
Fall c. (Parallelperspektive) entsteht
bei unendlich fernem Strahlpunkt und
Fall d. (Zentralperspektive) ist gerade
der aktuell betrachtete (allgemeinste)
Fall.

Den bereits bei der perspektiven Ab-
bildung von Punktreihen definierten
Fluchtpunkt greifen Henrici und Treut-

lein nun in verallgemeinerter Form

Abbildung 58: Zentralperspektive Abbildung, Fallun- nochmals auf. Ist namlich die Gerade a
terscheidung (aus: Henrici/Treutlein 1907, S. 63)

das
Bild der Geraden a; (S Strahlpunkt, A¢By Bildach-
se), dann entspricht jedem Punkt auf a; ein
Bildpunkt auf a. Einzige Ausnahme ist A’, flr den

SA’ || ay gilt. Daher wird diesem der Fernpunkt von

a; als Urbild zugewiesen und A’ heif3t ,Fluchtpunkt
zu a; auf a“. Hat man einen zweiten Fluchtpunkt B’
zu by auf b und schneiden sich a und b in C bzw. a4

und b¢ in C4, dann liegen die Dreiecke SA’B’ und Apbildung 59: Fluchtgerade
(aus: Henrici/Treutlein 1907, S. 64)

1% Heute spricht man von Zentralkollineation. Ein Zusammenhang zur (rdumlichen) Zentralprojektion
wird von Henrici und Treutlein nicht hergestellt.
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C1AoBy perspektiv dhnlich (C ist Ahnlichkeitspunkt).
Da SA’ || C1Aq und SB’ || C1By, muss dann auch A’B’ || AgBy gelten und man kann

folgern: ,Die Fluchtpunkte zu allen Geraden einer Figur liegen im Bild auf einer Ge-
raden, die parallel zur Achse ist. Diese Gerade heif3t die Fluchtgerade der Figur oder
auch das Bild der unendlich fernen Geraden der andern Figur, da ihr die Bilder der
Geraden dieser Figur um so ndher kommen, je weiter diese Geraden mit allen ihren
Punkten parallel zur Achse hinausriicken.“'> Demnach schneiden sich die Bilder
zweier paralleler Geraden stets auf der Fluchtgerade.

3.2.6 Zentralkollineare Abbildung eines Kreises auf einen Kreis

Neben méglichst groBer Allgemeinheit war es ein weiteres Ziel der Autoren, mit Hilfe
der zentralperspektiven Abbildung die Kegelschnitte aus dem Kreis zu erzeugen und
bereits flr jenen bewiesene Aussagen auf diese zu Ubertragen. Um dies zu erreichen
und vermutlich auch, um Verbindungen zu den bereits vorher behandelten Inhalten

aufzuzeigen, betrachten sie zunachst

solche Zentralkollineationen, bei de-
nen ein Kreis auf einen Kreis

abgebildet wird.

Beginnt man mit zwei Kreisen M und
M; und einem Ahnlichkeitspunkt S,
dann schneidet ein Strahl durch S, der
M in A und C trifft, My in Aj und Cj.
Wi 84 Die Bezeichnungen sind hier so ge-

Abbildung 60: Zentralperspektive Abbildung mit Ahn- wahlt, dass bei der ahnlichen Abbil-

lichkeitspunkt und Potenzlinie 103
(aus: Henrici/Treutlein 1907, S. 66) dung dem Punkt A der Punkt C

und dem Punkt C der Punkt A; entspricht. Analog kann man einen zweiten Strahl
durch S wéhlen und erhélt B und D bzw. By und D;. Es gilt nun wegen der Ahnlich-

keit CD || A{B; und damit «<CDB = <A;B4S. Da auBerdem <CAB = <CDB

(Peripheriewinkelsatz) gilt, folgt also: «CAB = «A{B+S, d.h. AB liegt gewendet paral-

192 Henrici/Treutlein 1907, S. 64

1% Dabei muss fr jeden Punkt gelten, dass der zugeordnete Bildpunkt auf der Verbindungsgerade
des Punktes mit dem Ahnlichkeitspunkt S liegt. Zusatzlich muss die Verbindungsgerade zweier Punk-
te parallel sein zur Verbindungsgerade der zugehdrigen Bildpunkte.
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lel zu A¢{B¢ im durch die Geraden AS und BS gebildeten Zweistrahl. Damit gilt
SA-SA; = SB-SB; (vgl. S. 141) und durch die Punkte A, A4, B, By kann ein Kreis

gelegt werden (Umkehrung des Satzes Uber Sekantenabschnitte). Also gilt auch fir

den Schnittpunkt L von AB und A1B+: LA-LB = LA;-LB4, so dass L immer auf der

Potenzlinie der Kreise liegt. Hat man also zwei Kreise und wahlt einen Ahnlichkeits-
punkt als Strahlpunkt und die Potenzlinie als Bildachse einer zentralperspektiven
Abbildung, so wird jeder der Kreise auf den jeweils anderen abgebildet. Weiterhin
zeigen Henrici und Treutlein, dass die Polaren des Ahnlichkeitspunktes sowohl von
der ahnlichen als auch der zentralperspektiven Abbildung einander zugeordnet wer-
den und die Potenzlinie genau die Mittelparallele der Polaren ist.

Die Bestimmung der Fluchtgerade eines Kreises liefert einerseits ein neues Beweis-
verfahren, andererseits wird damit auch der Grundstein fir die Klassifizierung der
Kegelschnitte gelegt. Sind P und P, die Pole zum Ahnlichkeitspunkt S'% der Kreise
O und O4 (die Bezeichnung der Mittelpunkte wechselt von M zu O) und sucht man

das Bild P1C1 zum Strahl PC, so mussen sich PC und P41C; auf der Potenzlinie der

Kreise (der Bildachse) treffen.
Das Bild jeder Parallelen zu
PC muss P:C; auf der

Fluchtgeraden des Kreises O+

schneiden. Da alle Geraden

durch S Fixgeraden sind, ist
Fi als Schnittpunkt von P{C4

Abbildung 61: Konstruktion der Fluchtgerade eines Kreises mit der Parallele zu PC durch

(aus: Henrici/Treutlein 1907, S. 68) )
S also ein Fluchtpunkt. Nun

gilt: <F{SP = <CPP, = «SP+C4, d.h. SF; = F{P4. Somit ist die Fluchtgerade die Mit-
telsenkrechte von SP4. Firr den Pol My der Fluchtgerade bezlglich des Kreise O qilt,
dass dieser mit G¢ die Strecke A{B+ harmonisch teilt. Da das Bild von G4 im Unendli-
chen liegt und harmonische Punkte bei zentralperspektiver Abbildung erhalten
bleiben, muss gelten: ,Das Bild des Poles der Fluchtgeraden (bei der Abbildung des
Kreises als Kreis) ist Mittelpunkt des Bildkreises.“'%

Somit kann man festhalten, dass durch Wahl des Strahlpunktes die Fluchtgerade

zum Kreis O¢ und der Punkt My (als Bild des Mittelpunktes des Kreises O) eindeutig

1% Pol meint hier den Schnittpunkt der Polare zu S mit SO bzw. SO;.
1% Henrici/Treutlein 1907, S. 67
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festgelegt sind. Alle Kreise, die beziglich S ahnlich zum Kreis O liegen, kommen als
Bilder in Frage. Andererseits lasst sich die Abbildung auch durchfiihren, wenn ent-
weder eine auBerhalb des Kreises liegende Gerade als Fluchtgerade oder ein
innerhalb des Kreises liegender Punkt als Bild My des Kreismittelpunktes vorliegt, da
dann die fehlenden Gebilde konstruiert werden kénnen. Dies fassen Henrici und
Treutlein in folgendem Satz zusammen:
,Ein Kreis laBt sich so als Kreis abbilden, dal3

das Bild eines gegebenen Punktes in- | das Bild einer gegebenen Geraden au-
nerhalb des Kreisumfangs Mittelpunkt | Berhalb des Kreises in unendliche
wird. Das Bild der Polare jenes Punktes | Entfernung fallt. Das Bild des Poles der
fallt dann in unendliche Entfernung. Geraden fallt dann in den Mittelpunkt des

Kreises.“!%

Als direkte Nutzanwendung aus diesem Satz ,lassen sich Beziehungen der Lage von
Punkten und Geraden im Kreis ermitteln, indem man die betreffenden Eigenschaften
zuerst an Kreisbildern mit einfacheren Beziehungen aufsucht und sie dann auf die
Figur der Vorlage Ubertragt.'"”

Als Beispiel werden die Satze von Pascal und Brianchon angeflhrt. Fiir den Satz des
Pascal (Sehnensechseck A{B1C1D+{E{F{) wird der Kreis (Abbildung 62 links) so ab-
gebildet, dass die
“F ;Iibb'\( Gerade QR

1/ = o3 7 : .
Je TR Fluchtgerade ist,
:L ",_/ 7 8 C \/ g

©

‘//,’I,yj‘t\t\/' < )/1) R, d.h. im Bild (Ab-
0. P\‘ J’fp bildung 62 rechts)
I E’( a im  Unendlichen
s = ) liegt. Dann sind im

Fig. 88 a.
Abbilduna 62: Beweis Satz von Pascal (aus: Henrici/Treutlein 1907. S. 46) Bild die Winkel bei
B:1 und E; gleich groB3. Damit sind aber auch die Kreisbdgen tber diesen Winkeln

gleich lang (C1D1E{F1A; = F1A:B1C1D,), so dass die Kreisb6gen A{B1C¢ und D{E+F4

gleich sind. Folglich gilt A1F; || C1D4, d.h. auch das Bild von S liegt im Unendlichen.
S muss also auch ein Element der Fluchtgeraden sein, so dass der Satz von Pascal
(Q, Rund S liegen auf einer Gerade) bewiesen ist. Ohne Beweis ergeben sich weite-

re Satze dadurch, dass im Grenzfall Elemente der Figur zusammenfallen: ,Aus den

1% Henrici/Treutlein 1907, S. 68
7 Henrici/Treutlein 1907, S. 69
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Satzen von Pascal und Brianchon gehen weitere Beziehungen der Lage hervor,
wenn man ein Paar aufeinander folgender Stlicke der Figur (d. h. Ecken des Seh-
nensechsecks oder Seiten des beriihrenden Sechsseits) zusammenfallen [4Bt, wobei
einerseits die Schneidende in eine Berlhrende und anderseits der Schnittpunkt der
Beriihrenden in den Beriihrungspunkt tibergeht'%.

Im Anschluss behandeln Henrici und Treutlein ebenfalls unter Verwendung der Zent-
ralperspektive das Apollonische Berlhrproblem, worauf an dieser Stelle aber nicht

nochmals eingegangen werden soll.

3.2.7 Zentralkollineare Abbildung eines Kreises auf einen Kegelschnitt

SchlieBlich kommen Henrici und Treutlein am Ende des Abschnitts auf die Kegel-

schnitte zu sprechen. Anders als Holzmduller stellen sie zunachst keinerlei

Verbindung zur Erzeugung mit
Hilfe des Doppelkegels her,
verwenden aber die Bezeich-
nung Kegelschnitte. Betrachtet
werden wieder zentralperspek-

tive Abbildungen des Kreises,

allerdings kénnen Strahlpunkt,

i e o Bildachse und Fluchtgerade

Abbildung 63: Abbildung eines Kreises auf eine Ellipse nun beliebig gewahlt werden. Es

aus: Henrici/Treutlein 1907, S. 75 . A
(au cTreutiel ) sind dann drei Féalle zu unter-

scheiden.
Im ersten Fall hat die Fluchtgerade f mit dem

Kreis keinen Punkt gemeinsam, so dass folglich

das Bild keinen Fernpunkt enthalt. Es entsteht

eine Ellipse.

Im zweiten Fall berthrt die Fluchtgerade den

Kreis, so dass das Bild von der unendlich fernen

Geraden bertihrt wird. So entsteht eine Parabel. Abbildung 64: Abbildung eines Kreises auf

; ; ; ; _ eine Parabel
Der dritte Fall liefert eine Hyperbel. Die Fluchtge (aus: Henrii/Treutlein 1907, S. 75)

198 Henrici/Treutlein 1907, S. 70
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rade ist Sekante des Kreises. Alle flir den Kreis bekannten nicht-metrischen Eigen-
schaften kénnen nun auf alle Kegelschnitte tGbertragen werden. Es gilt ndmlich: ,Eine

den Kreis schneidende Gerade wird wieder als
solche, eine BerlUhrende als Bertihrende abge-
bildet, Schnittpunkt als Schnittpunkt,
Berlihrungspunkt als Beriihrungspunkt.'® Da-
her missen beispielsweise alle Punkte, die
durch einen Kegelschnitt von einem festen

Punkt harmonisch getrennt werden, auf einer

Fig. 94.

Gerade liegen, der Polare des festen Punktes.
Abbildung 65: Abbildung eines Kreises auf Weitere Eigenschaften der Kegelschnitte betref-
eine Hyperbel
(aus: Henrici/Treutlein 1907, S. 75) fen Mittelpunkt und (konjugierte)
Durchmesser.""® Auffallig ist dabei, dass der Umfang der Begriindungen hier auf ein
Minimum reduziert ist, was sich einerseits aus der Sache selbst ergibt, andererseits
aber vielleicht auch als Vorteil der gewéhlten Methode gelten soll. Etwas mehr Auf-
wand wird auf die verschiedenen Mdglichkeiten der eindeutigen Festlegung eines
Kegelschnitts verwendet. Hier dienen die Satze von Pascal und Brianchon (und ihre
Spezialfalle) am Kreis als Grundlage, da sie nur Inzidenzaussagen enthalten und
daher auf alle Kegelschnitte Ubertragen werden kénnen. Damit lasst sich dann der
folgende Satz beweisen:

,Ein Kegelschnitt ist eindeutig bestimmt, wenn von ihm gegeben sind:
o) finf Punkte, o’) funf Berthrende,
B) vier Punkte und die Berthrende in | ) vier Berlhrende und der BerUhrungs-
einem, punkt auf einer,
v) drei Punkte und die Berlhrenden in | Y¥) drei Berlhrende und die Berlhrungs-

zweien. punkte auf zweien.“!"!

Die Festlegung durch finf Punkte 1, 2, 3, 4, 5 wird dann beispielsweise damit be-
grindet, dass diese mit jedem weiteren Punkt 6 des Kegelschnitts ein Pascalsches
Sechseck bilden missen. Legt man nun einen beliebigen Strahl durch Punkt 5, erhalt
man Q als Schnittpunkt dieses Strahls mit 23. 34 und PQ schneiden sich in R und
der gesuchte Punkt 6 ergibt sich als Schnittpunkt von 1R mit 5Q. ,In dieser Weise ist

die Lage des Kegelschnittpunktes auf jedem beliebigen Strahl durch 5 und somit der

"% Henrici/Treutlein 1907, S. 76
"% Hier stimmt die Darstellung weitgehend mit der in Abschnitt 3.4 folgenden (Bdger) tberein.
" Henrici/Treutlein 1907, S. 77
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Kegelschnitt selbst eindeutig bestimmt.“''? Durch Drehung des Strahls um 5 lassen
sich weitere Punkte des Kegelschnitts ermitteln.

\ 7 Die Erzeugung der Kegelschnitte mit
Hilfe von projektiven Punktreihen
bzw. Strahlenblscheln fihren Henri-
ci und Treutlein ebenfalls auf die
Untersuchung am Kreis zurtick, denn
die auf Seite 151 betrachteten Séatze

Jlassen sich nun auch auf Kegel-

schnitte anwenden, und fUr diese

Abbildung 66: Pascalsches Sechseck am Kegelschnitt  gelten dann auch deren Umkehrun-
(aus: Henrici/Treutlein 1907, S. 77) . -
gen, wonach zwei gegenseitig

bestrahlbare, aber nicht bestrahlt liegende
Punktreihen durch die Verbindungsgera- | Strahlenbiischel durch die Schnittpunkte
den  entsprechender  Punkte  die | entsprechender Strahlen die Punkte
Berthrenden

eines Kegelschnittes geben.“'"
Ein Beweis wird von den Autoren an dieser Stelle nicht mehr geflihrt, obwohl das
zumindest fur die Umkehrung geboten erscheint. Diese kann namlich nur fir den all-
gemeinen Fall (Kegelschnitt) formuliert werden und konnte demnach bei der
Betrachtung des Kreises nicht bewiesen werden.
Zuletzt leiten Henrici und Treutlein die Gleichungen der Kegelschnitte in schiefwinkli-
gen Koordinaten und einige metrische Eigenschaften ab. Diese Darstellung stimmt
weitgehend mit der noch in 3.4 folgenden Bégers Uberein und soll daher hier nicht

naher behandelt werden.

"2 Henrici/Treutlein 1907, S. 77
"8 Henrici/Treutlein 1907, S. 78
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3.3 Leitfaden der ebenen Geometrie von Hubert Miiller

Der Leitfaden der ebenen Geometrie von Hubert Miiller''* besteht aus zwei Banden
und wurde, wie schon in Kapitel 2 erwahnt, auf der Versammlung deutscher Philolo-
gen und Schulmanner 1872 als Musterbeispiel fir die Integration der ,Neueren
Geometrie* in den bestehenden Lehrgang der Euklidischen Geometrie angesehen.
Ein begeisterter Anhanger der Ideen, die Muller verwirklichen wollte, war auch sein
Lehrer Alfred Clebsch'™®, wie er im Vorwort zur ersten Auflage des ersten Teils deut-
lich herausstellte: ,Derselbe sprach sich dahin aus, dass eine Umbildung vieler
Theile der in den Schulen gelehrten Geometrie an der Hand der neuern Geometrie
ein Bedurfnis der Zeit sei, dass er vorliegenden Leitfaden als eine willkommene Ga-
be fir die Schule betrachte und das Erscheinen desselben in Tendenz und Inhalt
freudig begriissen wiirde.“'"®

Der erste Teil (Die geradlinigen Figuren und der Kreis) erschien 1874 und umfasste
im Wesentlichen die bereits bekannten Inhalte der Euklidischen Geometrie. Diese
erganzte Mdller an verschiedenen Stellen um Aspekte aus der ,Neueren Geometrie®,

Lagen von Punkten und Geraden. ohne allerdings einen vollig
Der Punkt und die gerade Linie sind die Grundgebilde
der Planimetrie. Die Eigenschaften derselben sind Grund- | N€UeN Aufbau  vorzulegen.
siitze dieser Wissenschaft und bediirfen keines Beweises.
a) Es gibtunendlich vieleGe-| ) Es gibt unendlich viele
rade einer Ebene, welche durch | Punkte, welche auf einer Ge-
einen Punkt derselben gehen.|raden liegen.

Die Gesammtheit dieser Ge-| DieGesammtheit dieser Punk- ; ; ;
: riffe die Eigenschaften von
raden bildet einen Strahlen- te bildet eine Punktreihe, Die 9 9

hilschel. Der gegebene Punkt | gegebene Gerade wird der | Punkt und Gerade in Anleh-
wird der Scheitel des Strahlen- | Triiger dieser Punktreihe ge-
hiizchels genannt. | nannt. nung an die Idee der Dualitat

b) Es gibt nur einen Punkt, l #) Es gibt nur eine Gerade,
welcher anf zwei Geraden zu- welche durch zwei Punkte zu- in der Ebene gegenﬂber und
gleich liegt, niimlich der Schnitt- | gleich geht, die Verbindungs- . . .
punkt dieser Geraden. [linie dieser Punkte. erwahnte bereits bei der Be-

Beispielsweise stellte er bei
der Einfihrung der Grundbe-

handlung von Dreieck und
Abbildung 67: Eigenschaften von Punkt und Gerade ) o
(aus: Miiller 1874, S. 1) Viereck auch das Dreiseit und
das Vierseit. Daneben nahm er in diesen ersten Teil jeweils einen Abschnitt Gber

harmonische Punkte und Strahlen, Potenzlinien, Pol und Polare sowie &hnliche Sys-

"% Muller wurde am 30.7.1840 in GieBen geboren. Nach seinem Studium in Gottingen arbeitete er

zunéchst von 1864 bis 1866 an der hdheren Blrgerschule in Heidelberg. 1866 promovierte er an der
Universitat Freiburg, wo er anschlieBend zunéchst als Privatdozent und ab 1870 als auBerordentlicher
Professor lehrte. Von 1870 bis 1872 war er am GroBherzoglichen Progymnasium in Lahr tatig, von wo
er an das Kaiserliche Lyceum in Metz wechselte.

s Aufgrund seines friihen Todes (1872) hat Clebsch das Erscheinen des Lehrbuchs nicht mehr er-
lebt.

"1 Miller 1874, S. Il
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teme von Kreisen auf, wobei sich die Darstellung nur unwesentlich von dem bereits
vorgestellten Lehrgang Holzmiillers unterschied.'’” Der eigentliche Schwerpunkt be-
zlglich der ,Neueren Geometrie“ lag eindeutig im zweiten Teil (Die Kegelschnitte und
die Elemente der neueren Geometrie), der erstmals 1875 erschien.'”® Das Ziel die-
ses Buches beschrieb Muller im Vorwort so: ,Der zweite Theil des Leitfadens der
ebenen Geometrie soll ein Schulbuch darstellen, welches sich nicht auf die einleiten-
den Séatze der neueren Geometrie beschrankt, sondern das Wesentliche aus der
Theorie der Kegelschnitte dem Unterricht leichter zuganglich macht.“'"® Dabei war
es ihm einerseits wichtig, an bereits bekannte Inhalte anzuknipfen, weshalb er eini-
ge Abschnitte des ersten Teils (u.a. harmonische Punkte und Strahlen) hier

nochmals abdrucken lieB. Dies dirfe je-

doch nicht verhindern, dass sich der
LEITFADEN Aufbau des Buches mdglichst eng an der

DER

EBENEN GEOMETRIE,

MIT BENUTEUNG

NEUERER ANSCHAUUNGSWEISEN FUR DIE SCHULE SChaftIICh kelt der Darste”ung und d|e

BEARBEITET YO

Wissenschaft orientiere: ,Der Leser wird,

wie ich hoffe, erkennen, dass die Wissen-

Dr. HUBERT MULLER, Symmetrie des Aufbaus dadurch nicht ge-

OBERLEWAEE AN EATSERLICIEN LYCEUM IN METS,

litten hat.“'?° Daher hatten ihm auch die

IN ZWEI THEILEN:

& DI KEGRUBCRNEE U¥ DIE FLEMENTS DER NECAEN GEOMETRID Werke Steiners, Staudts, Chasles’, Paulus’
® ZWEITER THEL und Reyes als Vorlage gedient."”®' Das

DIE EEGELSCHNITTE UND DIE ELEMENTE DEE NEUEREN GEOMETRIE.

Buch ist in insgesamt vier so genannte
Kurse unterteilt, die sich wiederum in Ab-

schnitte gliedern.

Im ersten ,Cursus” (Ellipse, Parabel und

LEIPZIG.
DRUCK UND VERLAG VON B.G. TEUBNER.
1875.

Hyperbel) werden die genannten Kurven

Uber die Brennpunktsdefinition eingefiihrt

: : - und einige Eigenschaften abgeleitet. Er
Abbildung 68: Titelblatt Leitfaden der ebenen

Geometrie (aus: Mller 1875, S. 1) enthalt somit noch keine Inhalte aus der

"7 Im Unterschied zu Holzmiiller wurden die genannten Inhalte von Muller nicht als Block présentiert,

sondern an den passenden Stellen in den Euklidischen Lehrgang eingebaut. Dies erklért auch, warum
sein Vorschlag als Beitrag zur Integration der ,Neueren Geometrie® in die Euklidische angesehen wur-
de.

"8 Die zweite Auflage beider Teile erschien 1878, die dritte Auflage 1889.

"9 Miller 1875, S. Il

"2 Miiller 1875, S. Il

'2! Die groBten Uberschneidungen sind jedoch mit Schréters Die Theorie der Kegelschnitte festzustel-
len, méglicherweise hat Miller Steiner und Schréter gleichgesetzt. Der vierte genannte Autor ist
Christoph Paulus, der als Lehrer in Ludwigsburg arbeitete.
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.Neueren Geometrie“. Diese beginnt erst im zweiten Kurs (Die Grundgebilde der
neuern Geometrie), in dem Muller im ersten Abschnitt harmonische Punkte Uber das
Teilungsverhéltnis definiert und zeigt, dass sie bei Projektion erhalten bleiben. Har-
monische Strahlen entstehen durch das Verbinden von harmonischen Punkten mit
einem Punkt, der nicht auf derselben Geraden liegt wie die harmonischen. AuBerdem
zeigt er das Vorkommen der harmonischen Punkte am vollstandigen Viereck und
Vierseit. Diese Darstellung stimmt weitgehend mit der Holzmdallers Gberein und soll

daher hier nicht erneut wiedergegeben werden.

3.3.1. Projektive Verwandtschaft, Fundamentalsatz der projektiven Geometrie

Im zweiten Abschnitt geht Miller dann auf die projektive Verwandtschaft ein, wobei
er im Vergleich zu Henrici und Treutlein gewissermaf3en den umgekehrten Weg geht.
An den Beginn des ersten Bandes (vgl. Abb. 67) anknlpfend definiert er die Punkt-
reihe als Menge aller auf einer bestimmten Geraden (dem Trager der Punktreihe)
liegenden Punkte und den Strahlenbischel als Menge aller Geraden, die durch einen
festen Punkt (den Scheitel des Strahlenbischels) verlaufen. Die seiner Ansicht nach
grundlegende Idee der ,Neueren Geometrie* beschreibt Muller so: ,Die Punktreihe
und der Strahlenblschel heissen die Grundgebilde der neueren Geometrie, weil man
sich derselben zu der Erzeugung oder der Definition von zusammengesetzteren Fi-
guren bedient. Die Punkte der Punkireihe oder die Strahlen des Strahlenblschels
werden als Elemente dieser Gebilde bezeichnet. Um aus zwei Grundgebilden neue
Figuren entstehen zu lassen, ist es néthig, dieselben so auf einander zu beziehen,
dass jedem Elemente des einen Grundgebildes ein einziges Element des andern

Fig. . entspricht.“'? In groBer Systematik stellt er dann
M
/"\ folgende Madoglichkeiten der ,eindeutigen Bezie-
S ol N
M hung“ der Grundgebilde vor. Die Punkte a, b, ¢, d,

dem Trager liegenden Punkt M verbunden, so-

S P . . . .
Jz,_mjr_—ﬁ——-—ﬂ"‘— ... einer Punktreihe werden mit einem nicht auf
R,
_h.""“ﬂx |II l;"ll ¥
\..-/
¥
-

dass jedem Punkt der durch ihn verlaufende

Abbildung 69: Perspektive Strahlenbi- Strahl entspricht. Verbindet man a, b, ¢, d, ...
schel (aus: Muller 1875, S. 29)

22 Miiller 1875, S. 28f
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noch mit einem zweiten Punkt M’, kénnen die Strahlenblschel so in Beziehung ge-
setzt werden, dass sich zwei zugeordnete Strahlen jeweils in einem Punkt der
Punktreihe schneiden. Méchte man zwei Punkireihen aufeinander beziehen, kann
man diese mit einem Strahlenblschel schneiden und jeweils die auf einem Strahl
liegenden Punkte einander zuordnen. Aufgrund der schon gezeigten Eigenschaft,
dass harmonische Punkte beim Projizieren erhalten bleiben, entsprechen auch bei all

Fig. 20 diesen Zuordnungen vier harmo-

-
nischen Punkten vier harmonische
ol 2 el & P Punkte. Daher definiert Miiller:

wsohing § 2
T — Aﬁfﬁma ,Zwei Grundgebilde heissen zu

einander projectivisch verwandt,

Abbildung 70: Perspektive Punktreihen
(aus: Muller 1875, S. 29)

eindeutig so auf einander bezogen sind, dass je 4 harmonischen Elementen des ei-

oder kurz projectivisch, wenn sie

nen wieder 4 harmonische Elemente des andern entsprechen.“'*® Die vorher
betrachtete besondere Lage projektivischer Punktreihen und Strahlenbliischel nennt
er die ,perspectivische Lage*.

AnschlieBend zeigt Muller, wie zwei projektivische Grundgebilde, von denen drei
Paare zugeordneter Elemente gegeben sind, in perspektivische Lage gebracht wer-
den kdnnen. Allerdings geht er noch einen Schritt weiter und weist nach, dass dies
nur auf eine Art mdglich ist.'®* Dazu zeigt er zunachst: ,Wenn drei Elemente eines
Grundgebildes mit den entsprechenden Elementen eines damit projectivischen
gleichartigen Grundgebildes zusammenfallen, so fallen je zwei entsprechende Ele-
mente der beiden Gebilde zusammen.“'?® Sind namlich zwei projectivische
Punktreihen mit gemeinsamem Trager gegeben, bei denen die Punkte a, b, ¢ sich
selbst entsprechen, so kann man zunachst drei weitere Punkte finden, die sich eben-
falls selbst entsprechen. Diese erhdlt man, indem man jeweils den vierten
harmonischen Punkt zu a, b, ¢ so bestimmt, dass dieser einmal a, einmal b und ein-
mal ¢ zugeordnet ist. Aus den sechs sich selbst entsprechenden Punkten kdnnen
neue Gruppen von jeweils drei Punkten gebildet werden, mit deren Hilfe man durch
Konstruktion des vierten harmonischen Punktes weitere sich selbst entsprechende
Punkte findet. ,In derselben Weise fortschliessend findet man, dass auf der gegebe-

"2 Miiller 1875, S. 30

124 Diese Aussage wird tiblicherweise Fundamentalsatz der projektiven Geometrie genannt. Zu des-
sen Geschichte vergleiche man Voelke 2008.

1% Miiller 1875, S. 32
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nen Geraden eine unendliche Zahl von Punkten existiren misse, in welchen ent-
sprechende Punkte beider Reihen zusammenfallen. Es bleibt nur noch zu beweisen,
dass die sich selbst entsprechenden Punkte der Geraden in stetiger Weise der gan-
zen Ausdehnung der Geraden nach auf einander folgen.“'?® Zur Lésung dieses
Problems merkt Miller an, dass bei zwei sich selbst entsprechenden Punkten m und
n zu jedem Punkt im Inneren der Strecke mn, der sich selbst entspricht, auch auB3er-
halb der Strecke mn ein sich selbst entsprechender Punkt existiert (namlich der
vierte harmonische Punkt). Umgekehrt gilt die Argumentation auch far auBerhalb von
mn liegende sich selbst entsprechende Punkte. Ldge nun zwischen zwei sich selbst
entsprechenden Punkten kein weiterer sich selbst entsprechender Punkt, wirde also

auch auBBerhalb von mn kein weiterer liegen, was aber
Fig. 7.

unmaoglich ist, da unendlich viele solche Punkte exis-

) AT '\-HII"

/( ﬂ\\__ tieren. Somit kommt Miiller zum Schluss: ,Wenn aber
_': ."\_\\ /" II t"..
:I /1‘1\',‘] |I

|- keine noch so kleine Strecke, welche zwischen zwei
\

' ,': sich selbst entsprechenden Punkten liegt, von weitern

1 { s \ ‘|' |
}é \ | / Punkten dieser Art frei sein kann, so missen diese
| L
J i W e~ . . . .
Wl e - HE Punkte in stetiger Weise auf einander folgen, was zu
I\
ol beweisen war.“'%’

Abbildung 71: Kongruente Strah- ~ Den Beweis flr zwei Strahlenbischel fihrt Miller auf

lenblschel am Kreis
(aus: Muller 1975, S. 35)

Strahlenbiischel mit einer Geraden schneidet und die so entstehenden Punktreihen

den Beweis fir die Punktreihen zurick, indem er die

betrachtet. Eine zentrale Bedeutung fir den weiteren Aufbau des Lehrgangs nimmt
der folgende Satz ein, den Miller am Schluss des zweiten Abschnitts behandelt:

»,a) Die Punkte eines Kreises werden aus | o) Die Tangenten eines Kreises schnei-
zwei beliebigen unter ihnen durch zwei | den zwei beliebige derselben in zwei
congruente und gleichlaufende Strahlen- | projectivischen Punktreihen.“'2®

blschel projicirt.

Werden die Punkte des Kreises aus den Kreispunkten s und s’ projiziert und sind A
und C zwei beliebige Punkte des Kreises, so gilt entweder nach dem Peripheriewin-

126 Muller 1875, S. 32; Dieser Stetigkeitsaspekt spielt eine zentrale Rolle im Beweis des Fundamental-
satzes, vgl. Voelke 2008.

27 Muller 1875, S. 32; Eigentlich wiederholt Miiller hier den von Staudtschen Beweis, der spater von
Klein gerade wegen der der projektiven Geometrie fremden Stetigkeitsannahme kritisiert wurde (vgl.
Voelke 2008).

128 Muller 1875, S. 34; Zwei Strahlenbiischel heiBen ,congruent und gleichlaufend*, wenn ihre Gera-
den so einander zugeordnet sind, dass die von entsprechenden Geraden eingeschlossenen Winkel
stets dieselbe GréBe und Orientierung haben.
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kelsatz <AsC = <As’C oder ¥*AsC = 180° - «As’C."?° Beachtet man allerdings die

Orientierung der Winkel, gilt in beiden Fallen xasc = <a’s’c’, wodurch die Aussage

a) bewiesen ist. Umgekehrt gilt auch, dass sich die entsprechenden Strahlen zweier
kongruenter Strahlenbischel in den Punkten eines Kreises schneiden, was Miuller
aber nicht beweist.

3.3.2 Fernelemente, projektive Punktreihen mit demselben Trager (Doppelpunk-

te, Involution)

Im dritten Abschnitt fihrt Maller die Fernelemente ein, was bei ihm jedoch eher an
einen Satz als an eine Definition oder ein Postulat erinnert. Im Anschluss an die Aus-
sage ,Parallele Geraden kbénnen als Linien angesehen werden, welche einen
unendlich fernen Punkt mit einander gemein haben und umgekehrt. Eine Gerade hat

nur einen einzigen unendlich fernen Punkt.“'%

erfolgt namlich deren "Beweis" auf
folgende Art. Betrachtet man zwei sich schneidende Geraden und dreht eine von
beiden um einen ihrer Punkte, wahrend die andere fest bleibt, so werden beide paral-
lel, ,wenn der Schnittpunkt der Geraden nach der einen oder andern Seite in
unendliche Ferne gertckt ist und die letztern beiden Lagen sind von der parallelen
Lage unendlich wenig verschieden [...]. Die nach entgegengesetzten Richtungen
einer Geraden liegenden unendlich fernen Punkte werden nicht unterschieden, weil
sonst jede Parallele mit der gegebenen Geraden zwei Punkte gemein hatte ohne mit
ihr zusammen zu fallen.“'®" Der so genannte Beweis ist also eher eine Mischung aus
einer anschaulichen Begrtiindung fir die Annahme der Fernpunkte und dem Wunsch,
bekannte Eigenschaften auf die neuen Objekte zu lbertragen.'® Auf die gleich Art
und Weise "beweist" Miller auch die Aussage, dass eine Schar von parallelen Gera-
den einer Ebene ein Strahlenblschel mit unendlich fernem Scheitel ist und alle
unendlich fernen Punkte einer Ebene auf einer Geraden liegen.

Im Anschluss daran 16st Muller u.a. die Aufgabe, bei zwei projektivischen Punkirei-
hen mit demselben Trager diejenigen Punkte zu bestimmen, die sich selbst

129 Dies ist dann der Fall, wenn A und C durch s und s’ getrennt werden.
1% Miller 1875, S. 35

3" Miller 1875, S. 36

132 Man konnte hier also von einer Art Permanenzprinzip sprechen.
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entsprechen.’® Sind die fraglichen Punktreihen a, b, ¢, ... und a’, b’, ¢’, ..., so kann
man vom Punkt m aus die Punktreihe a, b, ¢, ... projizieren, wodurch sich der Strah-
lenbiischel m ergibt."™® Ein dazu kongruenter Strahlenbiischel n wird mit der
Punktreihe a’, b’, ¢’, ... in perspektivische Lage gebracht. Da die Strahlenbiischel m
und n kongruent sind, liegen (wie oben erwéhnt) die Schnittpunkte a, B, v, ... der sich
entsprechenden Strahlen auf einem Kreis. Schneidet der Kreis den Trager der Punkt-
reihen, so sind die Schnittpunkte die gesuchten Doppelpunkte. In Abhangigkeit von
der Lage der Gerade und des Kreises gibt es daher zwei (Sekante), einen (Tangen-

te) oder keinen (Passante) Doppelpunkt.'®

iy Im vierten Abschnitt beschaftigt sich Mller mit invo-
J Lo lutorischen  Punktreihen und Strahlenblscheln.
Erstere definiert er so, dass auf einer Geraden ein
fester Punkt m, der so genannte Mittelpunkt, und
eine (positive oder negative) Zahl k gegeben sind.

Die auf der Geraden liegenden Punkte werden dann

Abbildung 72: Bestimmung sich so zusammengefasst, dass zwei Punkte ¢ und d ein
selbst entsprechender Punkte
(aus: Maller 1875, S. 38) Paar bilden, wenn die Gleichung (mc)-(md) = k er-

fullt ist. Diese Punktepaare bilden eine involutorische Punktreihe, die Zahl k nennt
man deren Potenz. Von einem involutorischen Strahlenblischel spricht man dann,
wenn eine involutorische Punktreihe aus einem nicht auf ihrem Trager liegenden
Punkt projiziert wird. In Abhangigkeit davon, ob die Potenz positiv oder negativ ist,
existieren in der Involution Punkte bzw. Strahlen, die sich selbst zugeordnet sind
(Doppelpunkte oder —strahlen).’®® Falls Doppelpunkte existieren, bilden sie mit je-
weils einem weiteren Punktepaar vier harmonische Punkte, gleiches gilt auch flr
Doppelstrahlen. AnschlieBend zeigt Miller, dass eine involutorische Punktreihe
nichts anderes ist als ,die Vereinigung zweier projectivischer Punkireihen, deren
Punkte sich paarweise doppelt entsprechen.“’®” Interessant ist noch die folgende

138 Nach dem Fundamentalsatz kann es maximal zwei solcher Punkte, die auch als Doppelpunkte
bezeichnet werden, geben, wenn sich nicht alle Punkte selbst entsprechen sollen.

3% |n Abbildung 72 sind m und n vertauscht.

'35 Diese Argumentation findet sich nahezu in gleicher Form in Schroter 1867, S. 47ff.

1% Fallen die zugeordneten Punkte ¢ und d in einem Punkt x zusammen, muss die Gleichung

Smc) «(md) = (mx)2 = k ldsbar sein.

% Muller 1875, S. 46; Ist bei zwei projektiven Punktreihen mit demselben Trager einem Punkt A der
ersten Punktreihe der Punkt A’ der zweiten Punktreihe zugeordnet, so kann man A’ auch als Punkt B
der ersten Punktreihe auffassen. B’ sei dann der Punkt der zweiten Punktreihe, der B zugeordnet ist.
Hat man nun den Fall, dass die ,Punkte sich paarweise doppelt entsprechen®, gilt: A = B’.
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Anmerkung beziglich der Doppelpunkte flir den Fall, dass die Zahl k negativ ist. ,Je

nachdem k positiv oder negativ ist, wird Jk reell oder imaginar sein und man spricht,
zumal in der analytischen Geometrie von reellen oder imaginaren Doppelpunkten der
involutorischen Reihe. Aus &hnlichen Griinden schreibt man einem involutorischen
Strahlenbischel reelle oder imaginare Doppelstrahlen zu. Bei Annahme dieser Beg-
riffe kann man alsdann sagen: Ein involutorisches Grundgebilde ist durch seine

reellen oder imagindren Doppelelemente bestimmt.*'®

3.3.3 Pol und Polare am Kreis, konjugierte Punkte und Geraden

Eine direkte Anwendung erféhrt die Involution im flnften Abschnitt, der von der
Pol/Polare-Beziehung am Kreis handelt. Zunachst definiert Mdller bei gegebenem
Kreis die Polare zu einem Punkt p, indem er auf dem Durchmesser durch p, der den
Kreis in a und b schneidet, den vierten harmonischen Punkt zu a, b und p sucht und
in diesem die Senkrechte auf den Durchmesser errichtet.’® Analog wird der Pol zu
einer Geraden P konstruiert, indem vom Kreismittelpunkt aus das Lot auf P gefallt
und zum LotfuBpunkt und den Schnittpunkten des Lotes mit dem Kreis der vierte
harmonische Punkt bestimmt wird. Aus Ergebnissen, die bereits bei der Behandlung

der harmonischen Punkte gezeigt wurden, folgert Miller dann:

.0) Die Polare eines ausserhalb des
Kreises gelegenen Punktes ist durch
seine BertUhrungssehne dargestellt.

Die Polare eines Kreispunktes fallt mit
seiner Tangente zusammen.

Die Polare eines innerhalb des Kreises
gelegenen Punktes trifft den Kreis nicht.

B) Der Pol einer Sehne ist der Schnitt-
punkt ihrer Endestangenten.

Der Pol einer Tangente fallt mit ihrem
BerUhrungspunkte zusammen.

Der Pol einer Geraden, welche den Kreis
nicht trifft, ist innerhalb des Kreises gele-

gen «140

Um dann zu zeigen, dass die Polaren aller Punkte einer festen Geraden durch deren
Pol verlaufen, nutzt Miiller folgenden Satz: ,Die Punkte einer Geraden (welche den
Kreis nicht berthrt) und die Schnittpunkte der zugehérigen Polaren mit derselben
Geraden bilden die Punktepaare einer involutorischen Punktreihe. Wenn die gege-

bene Gerade den Kreis in zwei Punkten trifft, so sind dieselben Doppelpunkte der

"% Miiller 1875, S. 48
139 Das ist dasselbe Vorgehen wie im Buch von Henrici und Treutlein.
"9 Muiller 1875, S. 52
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involutorischen Reihe. Wenn die gegebene Gerade den Kreis nicht trifft, so enthalt
die involutorische Reihe keine Doppelpunkte.“'*' Zum Beweis betrachtet Miller die

¥ig. 35, Gerade cd und den auf ihr liegenden Punkt p
sowie dessen Polare. Der Schnittpunkt der
Polare mit cd sei n und q sei der FuBpunkt
des vom Kreismittelpunkt C auf cd geféllten

Lotes. Gezeigt werden soll nun, dass n und p
zugeordnete Punkte einer Involution sind,

wobei q die Rolle des Mittelpunkts Gbernimmt.

. . _ ano
Abbildung 73: Die durch die Pol/Polare- Nach Konstruktion gllt, dass snmp = 90°, d.h.

Beziehung gegebene Involution . . . .
(aus: Miller 1875, S.53) die Punkte n, m und p liegen auf einem Kreis,

der die Strecke np als Durchmesser hat. Die Potenz des Punktes C bezlglich dieses
Kreises ist (Cm) - (Cp), die des Punktes q ist (qn) - (qp). Im ersten Teil hat Muller be-

reits gezeigt, dass die Differenz der Potenzen genau so grof3 ist wie die Differenz der

quadrierten Entfernungen der Punkte C und g zu M'*2, d.h. (Cm)-(Cp) - (gn)- (gp) =
(CM)2 - (gM)2. Da <CqM = 90°, folgt (Cm)-(Cp) - (gn)-(gp) = (Cq)2. Aufgrund des
Kathetensatzes im Dreieck Ctp gilt (Cm) - (Cp) = (Cb)?, sodass sich durch Subtrakti-

on ergibt: (Cb)? - (Cq)? = (Cm) - (Cp) — ((Cm)- (Cp) - (qn) - (qp)) = (gn) - (qp). Wegen
xCqd = 90°, gilt aber auch (Cb)2 - (Cq)? = (Cd)2 - (Cq)?2 = (qd)2, d.h. insgesamt

(gqn) - (gqp) = (qd)2. Somit sind n und p zugeordnete Punkte einer Involution mit Mit-

telpunkt q und Potenz (qd).

Mit Hilfe dieses Satzes beweist Miller nun die folgende Aussage:

,a) Wenn der Punkt q auf der Polare von | ) Wenn die Gerade Q durch den Pol
p liegt, so liegt auch p auf der Polaren | von P geht, so geht auch P durch den
von q. Pol von Q.“*3

Dabei werden zwei Falle unterschieden. Im ersten Fall bertihrt die Gerade pq den
Kreis nicht, d.h. sie ist Sekante oder Passante. Wie gerade gesehen entsteht dann
eine Involution, indem jedem Punkt auf der Geraden der Schnittpunkt seiner Polare

mit pq zugewiesen wird. Unter dieser Involution sind also p und q einander zugeord-

" Muller 1875, S. 52; Diese Idee findet sich so (allerdings fir beliebige Kegelschnitte) auch in Schro-
ter 1867, S. 138ff.

1“2 M sei der Mittelpunkt des Kreises durch n, m und p. Er ist in der Zeichnung nicht eingetragen!

'*3 Miller 1875, S. 53
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net. Verliefe die Polare von q nicht durch p, wére q noch ein weiterer Punkt m zuge-
ordnet, was bei einer Involution nicht moglich ist. Im zweiten Fall ist pq Tangente an
den Kreis, d.h. die Polaren aller Punkte der Geraden verlaufen durch den BerUhr-
punkt. Daher muss q dieser BerUhrpunkt sein, dessen Polare folglich die Tangente
pq ist. Somit kann Muller definieren:

,0) Erklarung. Zwei Punkte heissen con- | B) Erklarung. Zwei Geraden heissen con-
jugirt, wenn der eine und folglich jeder in | jugirt, wenn die eine und folglich jede
der Polaren des andern liegt. durch den Pol der andern geht.“'**

Der vorher bewiesene Satz lasst sich dann vereinfacht so formulieren: ,Die conjugir-
ten Punkte einer Geraden bilden eine involutorische Punktreihe. Die Doppelpunkte
dieser Reihe sind durch die Schnittpunkte der Geraden mit dem Kreise darge-
stellt.“' Auch hier erwahnt Miiller den Fall, dass die Schnittpunkte imaginar werden:
,Die reellen oder imaginaren Punkte, welche eine Gerade mit einem Kreise gemein
hat, sind die reellen oder imagindren Doppelpunkte derjenigen involutorischen Reihe,

welche durch die conjugirten Punkte jener Geraden gebildet ist.“'*®

3.3.4 Erzeugung von Kurven mithilfe projektiver Gebilde in schiefer Lage

Im sechsten Abschnitt behandelt Muller projektivische Gebilde, die nicht perspekti-

visch liegen. Diese Situation bezeichnet er als schiefe Lage. Ebenso wie Henrici und

Fig, 41 und 42, Treutlein zeigt auch er, wie
man bei Vorliegen von drei
Paaren zugeordneter Punk-
te zweier Punktreihen zu
jedem weiteren Punkt einer
Reihe den entsprechenden

Abbildung 74: Projektive Gebilde in schiefer Lage der anderen findet. Gleiches
(aus: Mdller 1875, S. 56) gilt auch fir zwei Strahlen-
blschel. Dabei beschréankt er sich allerdings auf den zweiten Spezialfall von Henrici

und Treutlein. Bei den projektivischen Punktreihen a, b, ¢, ... und a’, b’, ¢’, ... dienen

'** Miller 1875, S. 54

%S Muller 1875, S. 54; Der hier angesprochene Kreis ist derjenige, bezlglich dessen die Pol/Polare-
Beziehung betrachtet wird.

' Miller 1875, S. 55
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die Schnittpunkte m von aa’ und bb’ bzw. n von bb’ und cc’ als Scheitel der zwi-
schengeschalteten Strahlenblschel. Analog dazu sind bei den projektivischen
Strahlenbischeln Mm, Mo, Mg und Nm, No, Nq die Geraden mo und oq Trager der
zwischengeschalteten Punktreihen. Da Mdiller das Ziel hat, mit Hilfe projektivischer
Gebilde in schiefer Lage Kegelschnitte zu erzeugen, betrachtet er zunachst allge-
mein die Moglichkeit, eine Kurve als Punkt- oder als Tangentengebilde aufzufassen,

was er in folgender Definition festhalt:

~wenn ein Punkt a sich bewegt, so be-

schreibt er eine Gerade oder eine
,Curve.”

Der Punkt a ist in jeder Lage ein ,Punkt®

Wenn eine Gerade A sich bewegt, so
dreht sie sich um einen Punkt oder sie
beschreibt eine ,Umhdallung.”

Die Gerade A ist in jeder Lage eine ,Er-

«147

der Curve. zeugende® der Umhdallung.

Verbindet man den sich bewegenden Punkt a mit einem festen Punkt b der Kurve,
erhalt man eine Gerade, die sich um b dreht. Tritt der Fall ein, dass a dem Punkt b
unendlich nahe kommt (mit ihm zusammenféllt), ,nimmt die sich drehende Gerade
ab eine Lage P ein, in welcher man sie als ,Tangente“ des Punktes b bezeichnet.“'*®
Somit kann die Tangente als Verbindungsgerade zweier unendlich naher Punkte der
Kurve aufgefasst werden und jeder Kurvenpunkt als Schnittpunkt zweier Tangenten,
,welche namlich diesen Punkt mit dem nachst vorhergehenden und mit dem né&chst-
folgenden verbinden.“'*® Die analoge Betrachtung der bewegten Geraden fiihrt zu
der Aussage, dass auf jeder Erzeugenden ein Berlhrungspunkt zu finden ist, der als
Schnittpunkt zweier unendlich naher Erzeugender gesehen werden kann. Daher ist
es auch berechtigt, jede Erzeugende als Verbindungsgerade zweier aufeinanderfol-
gender Berihrungspunkte zu betrachten. Somit ergibt sich folgender
Zusammenhang zwischen den Auffassungen der Kurve als Punkt- und Tangenten-

gebilde:

~WNenn man daher die Tangenten einer
Curve als Erzeugende einer Umhullung
ansieht, so sind die BerUhrungspunkte
der Erzeugenden durch die Curvenpunk-
te dargestellt.

"7 Miiller 1875, S. 61

Wenn man daher die Berlihrungspunkte
einer Umhllung als Punkte einer Curve
ansieht, so sind die Tangenten der Cur-
venpunkte durch die Erzeugenden der

Umhillung dargestelit. '°

8 Muller 1875, S. 61; Eigentlich existiert in diesem Moment gar keine Verbindungsgerade. Miiller
meint wohl, die Lage der Tangente sei als stetige Fortsetzung der Drehbewegung anzusehen.

9 Miiller 1875, S. 62
%0 Miiller 1875, S. 62
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Ubertragt man diese allgemeine Untersuchung auf die projektivischen Grundgebilde
in schiefer Lage, so ergibt sich, dass zwei projektivische Punktreihen eine Kurve er-
zeugen, wobei die Projektionsstrahlen (die Verbindungsgeraden zugeordneter
Punkte) und die Trager der Punktreihen Tangenten der Kurve sind. Seien a, b, ¢, ...
und a’, b’, ¢’, ... die projektivischen Punktreihen (vgl. Abb. 75). Durchlauft a den Tra-
ger AC in ,stetiger Bewegung®, werden die Punkte auf AB von a’ ebenfalls stetig
durchlaufen und der Projektionsstrahl hillt eine Kurve ein. Die Berlhrungspunkte
ergeben sich als ,Schnittpunkte zweier auf einander folgender Projectionsstrah-

|en“151

. Ist p der dem Schnittpunkt A der Trager (aufgefasst als Punkt von AC)
entsprechende Punkt der Punktreihe AB, so gilt, dass AB als Verbindungsgerade

zweier zugeordneter Punkte ebenfalls eine Tangente ist.

Fig. 47,

Abbildung 75: Erzeugung einer Kurve mithilfe projektiver Abbildung 76: Erzeugung einer Kurve
Punktreihen (aus: Maller 1875, S. 63) mithilfe projektiver Strahlenbuschel
(aus: Mdller 1875, S. 64)

Nahert sich a dem Punkt A an, so kommt @’ immer naher an p, d.h. p ist Schnittpunkt
zweier aufeinander folgender Tangenten und damit BerGhrungspunkt der Tangente
AB. Analog gilt, dass der Punkt q als dem Punkt A entsprechender Punkt auf AC
BerUhrungspunkt von AC ist.

Hat man zwei projektivische Strahlenbiischel in schiefer Lage, so bilden die Projekti-
onspunkte (Schnittpunkte zugeordneter Strahlen) ebenfalls eine Kurve, auf der die
Scheitel der Biischel liegen. Die Tangenten in letzteren sind diejenigen Strahlen, die

jeweils der Verbindungsgerade der Scheitel entsprechen.

®" Muller 1875, S. 63
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3.3.5 Ebene Systeme in perspektivischer Lage, Identitat der Kegelschnitte mit
den vorher behandelten Kurven

Im dann folgenden dritten Kurs (Projectivische Figuren. Kegelschnitte) verfolgt Miller
das Ziel, die Ubereinstimmung der eben eingefiihrten Kurven mit den Kegelschnit-
ten'? nachzuweisen. Dazu fiihrt er zunéchst den Begriff des ,ebenen Systems* ein,
worunter er alle Punkte und Geraden einer Ebene (des Tragers des ebenen Sys-
tems) versteht. Alle Geraden und Ebenen, die durch einen festen Punkt verlaufen,
bilden ein Strahlenblindel. Der feste Punkt wird als dessen Trager bezeichnet. Diese
beiden neu eingeflihrten Objekte stehen nun so miteinander in Beziehung, dass je-
des ebene System aus einem nicht auf dem Trager des Systems liegenden Punkt
durch die Strahlen und Ebenen eines Strahlenblindels projiziert wird. Umgekehrt er-
gibt der Schnitt eines Strahlenbliindels mit einer nicht durch den Scheitel
verlaufenden Ebene ein ebenes System.

Dariber hinaus kénnen zwei ebene Systeme auf folgende Weise in Beziehung ge-
setzt werden: ,Die Strahlen und Ebenen eines Strahlenblndels erzeugen auf zwei
Ebenen, welche nicht durch den Scheitel des Strahlenbindels gehen, zwei ebene
Systeme. Die beiden ebenen Systeme heissen in Ricksicht auf diese Lage perspec-
tivisch.“™ In zwei solchen Systemen heiBen zwei durch das Strahlenbiindel
einander zugeordnete Punkte bzw. Geraden entsprechend oder homolog. Gehdéren

Fig. 0. in einem System Punkte einer be-
- 7 stimmten Geraden an, dann liegen im
anderen System die homologen
Punkte auf der homologen Gerade,
d.h. einer Punktreihe entspricht eine
(projektivische) Punktreihe. Analog
entspricht einem Strahlenbischel ein

(projektivischer) Strahlenblschel.

Abbildung 77: Perspektive ebene Systeme Daher sind vier harmonischen Punk-
(aus: Mdiller 1875, S. 69) ten (Strahlen) immer vier
harmonische Punkte (Strahlen) homolog. Darauf aufbauend kann man nun eine Kur-

ve C des einen Systems als einer Kurve C’ des zweiten Systems entsprechend

'%2 Hierunter sind expressis verbis die ebenen Schnitte am Doppelkegel gemeint.
153 Muller 1875, S. 68; Im Grunde genommen handelt es sich hier um einen speziellen Zugang zur
Zentralprojektion.
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definieren, wenn die Punkte der Kurven homolog sind. Die Kurven als ganzes nennt
man dann entsprechend. Einer Tangente der einen Kurve entspricht immer eine
Tangente der anderen Kurve.

Dass man die Situation auch unter dem Abbildungsaspekt betrachten kann, wird
auch von Mdller deutlich herausgestellt: ,Wenn man in dem Einen von zwei perspec-
tivischen Systemen eine Figur gegeben denkt (Originalfigur), so entspricht derselben
eine ganz bestimmte Figur (Abbildung) des andern Systems. Die bisherigen Satze
handeln von der Abhangigkeit dieser Figuren von einander. Die Ebenen der Original-
figur und der Abbildung werden auch als Originalebene und Bildebene

Fig. 50. unterschieden. Die Originalfigur und ihre Abbildung
heissen auch perspectivische Figuren.“’>* Ein beson-
derer Fall tritt ein, wenn die Trager der beiden ebenen
Systeme parallel liegen, da die perspektivischen Figu-
ren dann &hnlich sind. In allen anderen Fallen
schneiden sich Objekt- und Bildebene in einer Gera-

den, der so genannten Projektionsachse, deren

Punkte alle auf sich selbst abgebildet werden. Daher

schneiden sich zwei entsprechende Geraden auch
éggigﬁ%zf + Konstruktion der entweder auf der Projektionsachse oder sind beide zu
(aus: Mdller 1875, S. 74) ihr parallel.’™ Sind A und A’ die Trager der
perspektivischen ebenen Systeme, so kann man diejenigen Punkte in A bestimmen,
die den unendlich fernen Punkten von A’ entsprechen. Jeder Projektionsstrahl, der
durch einen unendlich fernen Punkt von A’ verlauft, ist eine zu A’ parallele Gerade
durch m."® Alle diese Geraden bilden eine zu A’ parallele Ebene E durch m, die A in
einer Geraden G schneidet. Somit entsprechen die Punkte von G den unendlich fer-
nen Punkten von A’. Genauso kann man auch in A’ eine Gerade bestimmen, die den
unendlich fernen Punkten von A entspricht. ">’ Diese Geraden werden von Miiller
Gegenachsen genannt, eine andere damals Ubliche Bezeichnung war Flucht- bzw.
Verschwindungsgerade. Es qilt nun, dass einem Strahlenbischel in der Originalebe-

ne, dessen Scheitel auf der Gegenachse G liegt, in der Bildebene ein Blschel von

'>* Miller 1875, S. 71

1% Dies ist ein Beispiel dafiir, dass Miiller den Fall der Parallelitit zweier Geraden durchgehend als
Sonderfall betrachtet, d.h. die Fernpunkte nicht wie gewdhnliche Punkte benutzt.

1% |n Abbildung 78 wird als Bezeichnung des Scheitels n statt m verwendet.

%" Dieser Zusammenhang ist wichtig fiir die spater folgende Unterscheidung der Kegelschnitte in El-
lipsen, Parabeln und Hyperbeln.
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Parallelstrahlen entspricht. Umgekehrt gehort zu jedem Blschel von Parallelstrahlen
in der Originalebene ein Strahlenblschel in der Bildebene, dessen Scheitel auf der
Gegenachse G’ liegt.

Im zweiten Abschnitt definiert Miiller die Kegelschnitte zunachst als ebene Schnitte
am Kreiskegel: ,Die Punkte eines Kreises werden aus einem Punkte, welcher nicht
auf seiner Ebene gelegen ist, durch Strahlen projicirt, welche eine krumme Oberfla-
che bilden. Diese Oberflache heisst ein Kreiskegel. Die Projectionsstrahlen der
Kreispunkte heissen die Seiten des Kegels und der angenommene Projectionsmittel-
punkt ist seine Spitze. Jede Ebene, welche nicht durch die Spitze des Kegels geht,
schneidet die Oberflache desselben in einer krummen Linie, welche ein Kegelschnitt
genannt wird.“'*® Daraus folgert er dann direkt, dass jedes perspektivische Bild eines
Kreises ein Kegelschnitt ist und umgekehrt jeder Kegelschnitt als perspektivisches
Bild eines Kreises gesehen werden kann. Die Ubereinstimmung zwischen den Ke-
gelschnitten und den vorher behandelten Kurven weist er im Anschluss ebenfalls
nach, was allerdings etwas mehr Aufwand erfordert. Miller geht zuerst von einem
Kegelschnitt als perspektivischem Bild eines Kreises aus und wahlt finf Punkte p’,
q’, a’, b’, ¢’ auf dem Kegelschnitt, denen die Punkte p, q, a, b, ¢ des Kreises ent-
sprechen. Demnach ist der Strahlenbiischel p’(@’, b’, ¢’, ...)"*® dem Strahlenbischel

p(a, b, ¢, ...) projektivisch. Gleiches gilt auch fur g’(a’, b’, ¢’, ...) und q(a, b, c, ...).

Da p, q, a, b, ¢ auf einem Kreis liegen, sind p(a, b, ¢, ...) und q(a, b, ¢, ...) projekti-

visch, was folglich auch far p’(a’, b’, ¢’, ...) und q’(a@’, b’, ¢’, ...) gilt. Somit ist also
jeder Kegelschnitt eine von projektivischen Strahlenbischeln erzeugte Kurve. Die
umgekehrte Richtung beweist Miller folgendermafen. Liegt die gegebene Kurve C in
der Ebene A, so wahlt man eine beliebige Gerade G in A, die die Kurve nicht schnei-
det."®® Die projektivischen Strahlenbiischel P und Q, die die Kurve erzeugen,
schneiden auf G zwei projektivische Punktreihen a, b, ¢, ... und a, B, v, ... aus. Durch
G legt man nun eine weitere Ebene E, in der ein Punkt m so bestimmt wird, dass die
Strahlenblschel m(a, b, ¢, ...) und m(a, B, v, ...) kongruent sind. Vom Punkt m als
Projektionszentrum aus wird nun die Kurve C auf eine zu E parallele Ebene A’ proji-
ziert. Dabei gehen die Strahlenblschel P und Q in die Strahlenblschel P> und Q’

dber, die wiederum wegen der Parallelitit von E und A’ den Strahlenbilscheln

%8 Miller 1875, S. 77

%% Auch Miiller verwendet die abgekiirzte Schreibweise p’(a’, b’, ¢’, ...) fur den Strahlenbiischel mit
Scheitel p’, dessen Strahlen durch a’, b’, ¢’, ... verlaufen.

1% Die Existenz einer solchen Geraden hat Miiller vorher bewiesen.
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m(a, b, c, ...) und m(a, B, v, ...) kongruent sind. Somit sind P’ und Q’ kongruent und
entsprechende Strahlen schneiden sich in den Punkten eines Kreises, d.h. die Kurve
C ist ein Kegelschnitt. Im restlichen Teil des Abschnitts zeigt Muller, dass die Kegel-
schnitte durch Angabe von funf Punkten, vier Punkten und der Tangente in einem
von diesen usw. eindeutig festgelegt sind. Dieses Thema wird bei der Darstellung
des Lehrbuchs von Rudolf Bdger (vgl. 3.4) noch genauer behandelt.

3.3.6 Ableitung von Eigenschaften der Kegelschnitte aus ihrer projektiven Er-

zeugung

Im vierten Kurs (Eigenschaften der Kegelschnitte. Identitdt derselben mit den Curven
des ersten Cursus) leitet Muller weitere Satze Uber die Kegelschnitte ab, wobei er
sich hauptsachlich auf die Erzeugung mithilfe projektivischer Gebilde stitzt. So
kimmert er sich im ersten Abschnitt um die Satze von Pascal und Brianchon sowie
deren Grenzfélle, wobei sich die Darstellung nur unwesentlich von der Henricis und
Treutleins bzw. Holzmdullers unterscheidet. Im zweiten Abschnitt Gbertragt Miller die
bereits vorher am Kreis gezeigten Polareigenschaften auf alle Kegelschnitte: ,Ein
Punkt und eine Gerade heissen Pol und Polare in Bezug auf einen Kegelschnitt,
wenn die entsprechenden Elemente der Originalfigur Pol und Polare in Bezug auf
denjenigen Kreis sind, dessen perspectivische Abbildung der gegebene Kegelschnitt
darstellt [...].“'®" Die ,Satze, Definitionen und Aufldsungen von Aufgaben [...], welche

an dem angefiihrten Orte fir die Kreislinie bewiesen sind,
gelten auch fiir jeden Kegelschnitt.“'®2

Die bereits erwahnte Unterscheidung der Kegelschnitte ist
Gegenstand des dritten Abschnitts. Hat die Gegenachse
G der Originalebene keinen Punkt mit dem Kreis gemein-

sam, so kann der Kegelschnitt keinen unendlich fernen

Punkt enthalten. Solche Kegelschnitte nennt Miller Ke-

_ gelschnitte der 1. Art. Schneidet die Gegenachse den
Abbildung 79: Gegenachse
und Kreis ohne gemeinsame  Kreis in n und |, so gehéren dem Kegelschnitt zwei Fern-
Punkte
(aus: Miiller 1875, S. 97) punkte n’ und I’ an. Man hat einen Kegelschnitt der 2. Art.

" Muller 1875, S. 88
182 Muller 1875, S. 88
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Den Tangenten nc und lc entsprechen in der Bildebene die g
Tangenten in den unendlich fernen Punkten, die als Asym-
ptoten bezeichnet werden.

Die Kreisbogen nal und nbl werden zu ,zwei getrennten
Aesten, welche beiderseits ins Unendliche verlaufen. [...] Die
beiden Seiten eines jeden Curvenastes scheinen gegen die

Asymptoten zu convergiren, erreichen jedoch dieselben in  apbildung 80: Gegenach-

i ; «163 M; ; se schneidet Kreis
dem endlichen Raum der Ebene nicht.“™ Die Kegelschnitte (aus: Miller 1875, S. 98)

3. Art haben nur einen Fernpunkt, die unendlich ferne Gerade

o ist Tangente in diesem Punkt. In der Originalebene wird der

Kreis von der Gegenachse berlhrt.

Im Anschluss daran fhrt Miller den Begriff des Mittelpunktes
ein und zeigt, dass die Kegelschnitte der ersten und zweiten
Art immer einen solchen besitzen. Da die Gegenachse G den
Kreis in der Originalebene nicht berGhrt, werden auf allen

Abbildung 81: Gegenach- durch den Pol ¢ von G verlaufenden Sekanten die durch den

se berlihrt Kreis
(aus: Mller 1875, S 98)

geteilt. In der Bildebene entspricht dem Pol ¢ der Punkt ¢’ und auf allen durch ¢’ ver-

Kreis ausgeschnittenen Sehnen durch G und ¢ harmonisch

laufenden Sekanten werden die durch den Kegelschnitt ausgeschnittenen Sehnen
durch die Ferngerade und ¢’ harmonisch geteilt. Folglich halbiert ¢’ die ausgeschnit-
tenen Sehnen und wird daher als Mittelpunkt bezeichnet. Die durch den Mittelpunkt
verlaufenden Geraden werden Durchmesser genannt. Da der Mittelpunkt Pol der un-

Fig. 50, endlich fernen Gerade ist, ist jeder Durchmesser

(% Polare eines Fernpunktes. Zu jedem Durchmes-

ser lasst sich nun ein zweiter finden, der durch
den Pol des ersten verlauft, und man spricht von

konjugierten Durchmessern, da die Geraden nach
% der auf S. 169 angegebenen Definition konjugiert

Abbildung 82: Konjugierte Durchmes- ~ Sind. Zwei konjugierte Durchmesser schneiden
ser (aus: Mdller 1875, S. 99) die Ferngerade jeweils in zwei konjugierten Punk-
ten, die, wie oben gezeigt, eine involutorische Punktreihe bilden. Daher bilden die

konjugierten Durchmesser einen involutorischen Strahlenbuschel.

183 Miller 1875, S. 97
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Weiterhin gilt, dass die Tangenten in den Schnittpunkten eines Durchmessers mit
dem Kegelschnitt parallel zu dessen konjugiertem Durchmesser verlaufen. Die Tan-
genten in m und n schneiden sich namlich im Pol der Geraden mn'® d.h. im
Fernpunkt des konjugierten Durchmessers pq, und verlaufen daher parallel zu pq.
AuBerdem werden die einem Durchmesser parallelen Sehnen durch den konjugier-
ten Durchmesser halbiert. Dies folgt daraus, dass auf allen Sekanten, die durch den
Fernpunkt des Durchmessers pq verlaufen, die durch den Kegelschnitt ausgeschnit-
tenen Sehnen durch den Fernpunkt und den konjugierten Durchmesser mn (die
Polare des Fernpunktes) harmonisch geteilt werden.

Diese Zusammenhange nutzt Miller dann, um zu zeigen, dass die Kegelschnitte der
ersten und zweiten Art stets zwei so genannte Achsen besitzen. Dazu nutzt er die
vorher bewiesene Eigenschaft, dass in einem involutorischen Strahlenbtschel immer
zwei zugeordnete Strahlen zu finden sind, die zueinander senkrecht verlaufen. Daher
finden sich also auch stets zwei zueinander senkrechte konjugierte Durchmesser, die
als Achsen bezeichnet werden.'®® Die Schnittpunkte der Achsen mit dem Kegel-
schnitt heiBen Scheitelpunkte der Kurve. Die Achsen haben nun die Eigenschaft,
dass sie Symmetrieachsen der Kurve sind, denn jede Sehne, die senkrecht zu einer
Achse verlauft, ist parallel zur anderen Achse und wird daher von der ersten halbiert.
AuBerdem verlaufen die Tangenten in den Scheitelpunkten senkrecht zu derjenigen
Achse, auf der die Scheitelpunkte liegen.

Aufbauend auf diesen Erkenntnissen wird im vierten Abschnitt gezeigt, dass die Ke-

gelschnitte auch mit den im ersten Kurs betrachteten Kurven tbereinstimmen, d.h.

,a) Jede Ellipse ist ein Kegelschnitt der | o) Jeder Kegelschnitt der 1. Art ist eine
1. Art. Ellipse.

Jede Hyperbel ist ein Kegelschnitt der 2. | Jeder Kegelschnitt der 2. Art ist eine Hy-
Art. perbel.

Jede Parabel ist ein Kegelschnitt der 3. | Jeder Kegelschnitt der 3. Art ist eine Pa-
Art. rabel.“%®

Zunachst beweist Muller die unter a) zusammengefassten Aussagen, wobei er be-
nutzt, dass die Verbindungsgeraden eines Brennpunktes mit dem Schnittpunkt
zweier Tangenten der Kurve den Winkel halbiert, der durch die Verbindungsgeraden

'%% vgl. dazu die analoge Betrachtung am Kreis

185 Falls mehr als ein Paar konjugierter Durchmesser zueinander senkrecht sind, gilt dies fiir alle Paa-
re und der Kegelschnitt ist ein Kreis.
1% Muller 1875, S. 109
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des Brennpunktes mit den Beriihrungspunkten der Tangenten gebildet wird.'®” Sei

also C eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel, f sei einer ihrer
Brennpunkte und a, b, ¢ seien drei Punkte der Kurve.
Die Tangenten in a, b, ¢ schneiden sich in m, o und p. Es

gilt dann <xcfp = <afp und <cfo = <bfo, d.h. xpfo =

%qafb. Bewegt sich der Punkt ¢ auf der Kurve, wahrend a

Abbildung 83: Beweis der ~ Und b fest bleiben, behalt «pfo stets seine GroBe bei, d.h.

A
(atss%a,\%@)r 1875,S.109)  die Strahlen fo und fp bilden zwei kongruente Strahlenbi-

schel, die auf ma und mb zwei projektivische Punktreihen ausschneiden. Damit ver-
bindet die Tangente in ¢ also immer zwei zugeordnete Punkte, d.h. C ist ein
Kegelschnitt. Die Art des Kegelschnitts ist dann durch die Anzahl der auf ihm liegen-
den Fernpunkte festgelegt. Zum Beweis der ersten in o) enthaltenen Aussage
betrachtet Miller einen Kegelschnitt C der ersten Art, dessen Achsen ab und cd sei-
en. Wie im ersten Kurs gezeigt, kann aus zwei zueinander senkrechten Strecken

eine Ellipse konstruiert werden, die die Endpunkte der Strecken enthalt.'®®

Fig. 62. Die Tangenten in den Endpunkten verlaufen dann

senkrecht zur Strecke. GemaR a) ist diese Ellipse
aber ein Kegelschnitt C’ der ersten Art und, da C und
C’ beide a, b, ¢ und d enthalten und dieselben Tan-

genten in diesen Punkten haben, sind C und C’

identisch. Mit einer ahnlichen Argumentation werden
Abbildung 84: Beweis der Aussa-  guch die Aussagen flr die Hyperbel und die Parabel

ge o) (aus: Mdller 1875, S. 109) )
bewiesen.

3.4 Elemente der Geometrie der Lage von Rudolf Boger

Die erste Auflage dieses Buches erschien im Jahr 1900 beim Verlag Géschen und
griindete sich im Wesentlichen auf das von Béger verfasste Schulprogramm Die Ge-
ometrie der Lage in der Schule von 1897. Im Jahr 1910 wurde die zweite Auflage

verodffentlicht, bei der es sich jedoch laut Vorwort um einen nahezu unverénderten

'%" Diese Aussage beweist Milller im ersten Kurs jeweils fiir Ellipse, Hyperbel und Parabel.
'%8 Die Strecken heiBen dann auch Achsen der Ellipse.
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Nachdruck der ersten Auflage handelte. Die einzige Ausnahme stellte das letzte Ka-
pitel dar, in das Boéger nun die von seinen Schilern im Rahmen der ersten

169
t

Reinschrift ™ in der Oberprima im Jahr 1909 entwickelten Aufgaben aufgenommen

hatte. Die folgenden Ausfihrungen beziehen sich auf diese zweite Auflage, die ins-

170 ymfasste.

gesamt 45 Seiten
Das Buch ist von zwei Aspekten gepragt: Zum einen der vollstdndige Verzicht auf die
Nutzung von MaBbeziehungen beim Aufbau der Geometrie, die Bdger bereits bei
seinem Vortrag auf der Hamburger Versammlung des Fdrdervereins zur Gefahr far
die ,Neuere Geometrie“ erklart hatte.'”" Allerdings zeigte Béger auch an verschiede-
nen Stellen, wie sich die metrischen Beziehungen aus den rein projektiven

Betrachtungen ableiten lassen, ohne sie jedoch im weiteren Verlauf zur Entwicklung

neuer Aussagen zu verwenden.

{71

= el : Die gleiche Vorgehensweise findet sich auch
Elemente in Reyes weit verbreiteten Lehrbuch Die Ge-

der

, ometrie der Lage, das Bdger vermutlich als
@eometrte bet Qage Vorbild diente (vgl. dazu auch die Aussagen

Bogers in 4.2). Der zweite konstitutive Aspekt
fitr den Schulunterricht bearbeitet

ist die Konzentration auf diejenigen Inhalte,
Rudolf B3ger die einerseits durch den Lehrplan vorge-
St Aafieas schrieben wurden (hauptsachlich in Kapitel 1
zu finden), andererseits zur projektiven Be-
e handlung der Kegelschnitte notwendig sind.
_ Daraus ergibt sich die folgende Gliederung:
§1 Harmonische Elemente
. §2 Projektive Verwandtschaft
R T T §3 Krumme Grundgebilde
07 §4 Pol und Polare
Abbildung 85: Titelblatt Elemente der Geo- §5 Ortsaufgaben
metrie der Lage (aus: Boger 1910) In seinem Vorwort zur ersten Auflage wies

1% Reinschriften waren eine Priifungsleistung, bei der die Schiiler tiber einen langeren Zeitraum an
einer Aufgabe arbeiten und die Lésung dann schriftlich darstellen mussten.

% Den Grund fiir die Kiirze des Buches nannte Béger im Vorwort seines Schulprogramms von 1897:
.Bei der Zusammenstellung des Leitfadens war die Hauptschwierigkeit, aus der Gberreichen Fiille von
Satzen die wirklich fruchtbaren auszusondern und auf diese allein die Darstellung zu beschrénken; es
durften, im Gegensatz zu einem wissenschaftlichen Lehrbuch, nur solche Satze ausgesprochen wer-
den, die sich durch ihre haufige Anwendung den Schilern von selbst einpragen.” (Boger 1897, S. 1l)
" vgl. Kapitel 2
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Bdger auf den seiner Meinung nach allgemein kritisierten Zustand hin, dass in den
oberen Klassen der Gymnasien und realistischen Anstalten die Arithmetik gegentber
der Geometrie eine zu groBBe Rolle spiele. Die meisten Vorschlage zur Ergédnzung
der geometrischen Inhalte seien daran gescheitert, dass nur einzelne Themen dem
Lehrgang hinzugefligt und mit Euklidischen Methoden behandelt worden seien.
Demgegenlber wollte Béger die Geometrie der Lage als einen nahezu eigenstandi-
gen Abschnitt (d.h. mit méglichst wenig Anbindung an die zuvor behandelten Inhalte)
in Obersekunda und Prima an den bestehenden Lehrgang anfligen'’?. Den Unter-
schied zwischen der herkémmlichen Planimetrie und der Geometrie der Lage in
Bezug auf den Schulunterricht beschrieb Béger so: ,Da alle Satze gleich in der all-
gemeinsten Form gewonnen werden, so ist in der Geometrie der Lage das Ldsen
von Aufgaben eine wesentlich andere Tatigkeit als in der Planimetrie; es kommt dar-
auf hinaus, die allgemeinen Gesetze auf besondere Falle anzuwenden, eine Arbeit,
die zwar nicht immer muhelos ist, die aber nie die Anwendung eines schwer zu fin-
denden Kunstgriffes verlangt und daher von jedem Schiiler, der sich die allgemeinen
Methoden zu eigen gemacht hat, geleistet werden kann. Dies Fortschreiten vom All-
gemeinen zum Besondern gibt der Geometrie de Lage ihren padagogischen Wert
und sichert ihr einen Platz im Schulunterricht.'”

Da sein Buch aus dem Unterricht am Realgymnasium des Johanneums in Hamburg
entstanden war, war es nach Meinung seines Autors auch auf die Bedlrfnisse der
realistischen Anstalten (Realgymnasien und Oberrealschulen) abgestimmt. Jedoch
kénne es — so Bdger — auch an den Gymnasien verwendet werden, wobei auf das

vierte Kapitel (Pol und Polare) vollstandig verzichtet werden kénne.

3.4.1 Satz des Desargues, vollstandiges Viereck und Vierseit, harmonische

Punkte

Im ersten Kapitel (S. 1-10) beschaftigt sich Béger hauptsachlich mit der Definition
von harmonischen Punkten und harmonischen Strahlen und beweist einige Eigen-

72 \orher sollten die Kegelschnitte mit planimetrischen Methoden als geometrische Orter und mit
Mitteln der darstellenden Geometrie als ebene Schnitte am Kegel behandelt und die zugehdrigen
Gleichungen aufgestellt werden.

'3 Béger 1910, Vorwort
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schaften dieser Gebilde.'”* Dabei dient ihm der Satz des Desargues und dessen
Umkehrung als Hilfsmittel, weshalb er zunachst unter Rickgriff auf einige grundle-
gende Aussagen aus der Raumgeometrie flr beide Richtungen den Beweis fihrt.
Die Aussage des Satzes ist folgende: ,Wenn die drei Punkte, in denen sich die ho-
mologen Seiten zweier zugeordneten Dreiecke schneiden, in einer Gerade liegen, so
gehen die drei Geraden, welche die homologen Ecken verbinden, durch einen
Punkt.“'”® Dabei sollen die Ecken der Dreiecke einander paarweise zugeordnet wer-
den (homologe Ecken A und A4, B und B4, C und C4). Homologe Seiten sind solche,
deren Endpunkte homolog sind. Die Dreiecke heiBen dann als Ganzes zugeordnet.
Zum Beweis (vgl. Abb. 86) lbertragt Béger das eigentlich ebene Problem'”® in ein
raumliches, indem er durch die Gerade t eine beliebige Ebene 64 legt. In dieser Ebe-
ne wird durch die Punkte P, Q und R jeweils eine Gerade o, B und v gelegt.'”” Diese
schneiden'’® sich in drei Punkten und zwar cound B in T, B und yin A, ocund yin B'"®,

d.h. das Dreieck ABTI liegt in 1.

Betrachtet man nun die Dreiecke ABC
und ABTI', dann liegen die vier Punkte
B, C, B, I' in einer Ebene (die Geraden
a und o schneiden sich in P) und da-
mit schneiden sich BB und CT in
einem Punkt. Ebenfalls schneiden sich
AA und CI" sowie AA und BB in einem
Punkt. Damit missen die drei Schnitt-
punkte  zu einem Punkt S

&ig. 1. zusammenfallen, denn sonst wiirden

AA, BB und CI" eine Ebene bilden,

Abbildung 86: Satz des Desargues

(aus: Boger 1910, S. 2) was aber nach Wahl von A, B, T aus-

174 Bégers Vorgehen zur Einfiihrung der harmonischen Punkte findet sich fast genauso in Reye 1866,

S. 21ff.

' Bgger 1910, S. 2

76 Aufgrund der Formulierung der Voraussetzungen des Satzes kann das Problem auch von vorne-
herein raumlich gesehen werden, wobei der Beweis dann wesentlich einfacher wird. Béger behandelt
nur das ebene Problem, muss fir dessen Beweis allerdings in den Raum Ubergehen.

""" Die Geraden o, B und ysind in der Abbildung nicht dargestellt.

'”® Hier und auch im Folgenden ist zu erkennen, dass Boger projektiv denkt und bereits Fernpunkte
verwendet, bevor er sie eingeflhrt hat, da zwei Geraden einer Ebene fiir ihn immer einen Schnittpunkt
haben.

179 Bdger benutzt leider die sehr dhnlichen Buchstaben A und A bzw. B und B, sodass man hier und
im Folgenden darauf achten muss, diese auseinander zu halten.
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geschlossen ist (o4 ist verschieden von der gegebenen Ebene o, die A, B, und C
enthalt). Mit der gleichen Argumentation findet man, dass sich AjA, BiB und C¢I" in
einem Punkt S¢ schneiden.

Der Schnittpunkt von S§S1 mit 6 sei T, dann gilt: SA und S41A; schneiden sich in A,
also schneiden sich auch SS; und AA;. Als gemeinsamer Punkt von SS; und der
Ebene o ist der letztgenannte Schnittpunkt also T. Ebenso verlaufen BBy und CC;
durch T, der damit der gesuchte Punkt ist. Mit einer ahnlichen Argumentation beweist
Bdger dann im Anschluss die Umkehrung des Satzes des Desargues: ,Wenn die drei
Geraden, welche die homologen Ecken zweier zugeordneten Dreiecke verbinden,
durch einen Punkt gehen, so liegen die drei Punkte, in denen sich die homologen
Seiten schneiden, in einer Gerade.“'®

Der Satz des Desargues und seine Umkehrung dienen im Folgenden als Hilfsmittel,
um harmonische Punkte ohne Verwendung von MaBbeziehungen (ber das vollstan-
dige Viereck zu definieren. Dazu stellt Béger zunéachst vollstandiges Viereck und
vollstandiges Vierseit gegenuber:

Fi.g 2.
Abbildung 87: Vollstandiges Viereck und Vierseit (aus: Béger 1910, S. 3)
Das vollstandige Viereck (linke Seite der Abbildung) entsteht bei ihm folgenderma-

Ben: Man beginnt mit vier Punkten A, B, ' und A'®' die als Ecken bezeichnet
werden, und legt durch jeweils zwei von ihnen die Gerade. Dadurch entstehen die
sechs Seiten a, a1, b, by, ¢ und ¢4. Zwei Seiten, die nicht durch dieselbe Ecke gehen
(Gegenseiten), schneiden sich in einem Diagonalpunkt. Zwei Diagonalpunkte kénnen
durch eine Diagonallinie verbunden werden. Man erhalt so drei Diagonalpunkte (P,
Q, R) und drei Diagonallinien (p, q, r). Jeder Diagonalpunkt wird der Diagonallinie
zugeordnet, die ihn nicht enthalt.

'8 Bger 1910, S. 2
'81 Von diesen vier Punkten dirfen nicht drei auf einer Geraden liegen, was Boger allerdings nicht
erwahnt.
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Analog dazu beginnt man beim vollstdndigen Vierseit mit vier Seiten a, B, y und §'%,

die sich in sechs Ecken A, A4, B, B4, C und C¢ schneiden. Man erhalt dann drei Paa-
re von Gegenecken, die durch drei Diagonallinien p, q, r verbunden werden und sich
in drei Diagonalpunkten P, Q, R schneiden. Hier stellt Béger somit zum ersten Mal im
Buch duale Konfigurationen gegenuber, allerdings ohne explizit darauf hinzuweisen.

Im Anschluss definiert er dann harmonische Punkte folgendermafen: ,Zwei Diago-
nalpunkte eines Vierecks und diejenigen beiden Punkte ihrer Verbindungslinie,
welche auf den Gegenseiten des dritten Diagonalpunktes liegen, hei3en vier harmo-
nische Punkte. — Den Inbegriff der beiden Diagonalpunkte nennt man ein

Punktpaar.“'8

und erlautert eine mogliche Konstruktion des vierten harmonischen
Punktes mit Hilfe eines vollstdndigen Vierecks, wenn ein Punktpaar und ein Punkt
gegeben sind. Dies fuhrt schlieBlich zur Frage der Eindeutigkeit der Konstruktion,
welche Bdger unter Zuhilfenahme des Satzes von Desargues beweist.

Er nimmt dazu das Punktpaar P, Q und den Punkt W als gegeben an und konstruiert
den vierten harmonischen Punkt mit Hilfe von zwei verschiedenen vollstadndigen

Vierecken ABTA und A'BT'A'. Zu

zeigen ist nun, dass Dbeide
Konstruktionen denselben Punkt W4
liefern. Betrachtet man die Dreiecke
AT'A und A'T"A’, so liegen die Schnitt-
punkte P, Q, W der homologen
Seiten auf einer Geraden. Nach dem
Satz des Desargues verlaufen die
Geraden AA', IT" und AA' durch

&ig. 4.

Abbildung 88: Harmonische Punkte am volistandigen ~ €inen  Punkt ~ T.  Die  gleiche

Viereck (aus: Boger 1910, S. 5) Argumentation auf die Dreiecke BI'A

und B'T'A' angewendet liefert, dass auch BB', I'T" und AA' durch einen Punkt verlau-
fen, wobei es sich wiederum um T handelt (als Schnittpunkt von IT" und AA'). Somit
verlaufen bei den Dreiecken ABI" und A'BT" die Verbindungsgeraden homologer
Ecken durch einen Punkt, so dass die Schnittpunkte homologer Seiten (P, Q, W) in
einer Gerade liegen. Also schneiden sich AB und A'B' in einem Punkt der Geraden

PQ, was die Eindeutigkeit des vierten harmonischen Punktes ergibt.

'8 Hier diirfen keine drei Geraden durch einen Punkt verlaufen.
'8 Boger 1910, S. 4
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Im weiteren Verlauf zeigt Boger, dass bei einem harmonischen Wurf (zwei Punktpaa-
re) jedes Punktpaar die Rolle der Diagonalpunkte Ubernehmen kann und sich die
Punktpaare gegenseitig trennen. Er definiert dann harmonische Strahlen als die Ver-
bindungsgeraden eines Punktes mit vier harmonischen Punkten und weist nach,
dass der Schnitt einer Gerade mit vier harmonischen Strahlen immer vier harmoni-
sche Punkte liefert. Im Anschluss erfolgt die Einflhrung der Fernelemente, die
stillschweigend bereits vorher vorausgesetzt wurden. Bdger geht dabei so vor, dass
er alle Punkte einer Gerade s mit einem festen auBerhalb der Gerade liegenden
Punkt S verbindet, so dass er alle Geraden durch S erhalt mit Ausnahme der Paralle-
le u. Die Einflhrung des Fernpunkies dient der Beseitigung dieser Ausnahme:
,Dieser Strahl u nimmt aber, wie wir im folgenden sehen werden, keine Ausnahme-
stellung ein; wir wollen deswegen den lastigen Zusatz umgehen, indem wir der
Gerade s noch einen Punkt, den wir zum Unterschied von den Ubrigen den uneigent-
lichen nennen wollen, beilegen. Da dieser uneigentliche Punkt, in dem nach unserer
neuen Ausdrucksweise der parallele Strahl die Gerade s schneidet, von jedem ei-
gentlichen Punkt der Gerade unendlich weit entfernt ist, so nennen wir ihn auch den
unendlich fernen Punkt der Gerade.“'®* Dass die Gesamtheit aller unendlich fernen
Punkte ebenfalls eine Gerade bildet, begriindet Boger damit, dass jede (eigentliche)
Gerade nur einen Fernpunkt besitzen kann (denn sonst kdnnte man durch einen
Punkt zwei Parallelen zu ihr finden). Wirden die unendlich fernen Punkte eine ande-
re Linie als eine Gerade bilden, kébnnte man zwei von ihnen durch eine Gerade

verbinden, die dann zwei Fernpunkte enthalten wirde.

3.4.2 Perspektive und projektive Verwandtschaft

Im zweiten Kapitel (S. 10-19) beginnt Bdger geman seiner eigenen Auffassung mit
der eigentlichen Geometrie der Lage: ,Das Wesen der Geometrie der Lage besteht
darin, die Elemente [Punkte und Strahlen] der geraden Grundgebilde [Punktreihen
und Strahlenblschel] einander zuzuordnen, d.h. jedem Element des einen Grundge-
bildes ein Element des andern zuzuweisen. — Die einander zugewiesenen Elemente
heiBen homolog.“'®® Als erstes Beispiel fiir eine solche Zuordnung, die allgemein
auch als ,Verwandtschaft* bezeichnet wird, betrachtet er den Fall, dass den Strahlen

'8 Bgger 1910, S. 8
'8 Bgger 1910, S. 10
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eines Strahlenblschels jeweils ihr Schnittpunkt mit einer festen Gerade (Punktreihe)
zugewiesen wird: ,Eine Punktreihe und ein Strahlenblschel heiBen perspektiv zuge-

ordnet oder kurz perspektiv, wenn die Punktreihe ein Schnitt des Strahlenblschels

ist (oder, was dasselbe
sagt, wenn der Strahlen-
bischel ein Schein der
Punktreihe ist).“'® Wei-

terhin gilt: WL Wei

Strahlenbiischel heiBen

perspektiv, wenn  sie

Scheine derselben

d «187

Punktreihe sin und

Abbildung 89: Projektive Verwandtschaft von Grundgebilden

(aus: Béger 1910, S. 12) ,Zwei Punktreihen heiBen

perspektiv, wenn sie Schnitte desselben Strahlenbiischels sind.“'®® Im Anschluss
daran fihrt Béger dann den Begriff der projektiven Verwandtschaft ein, den er auf die
perspektive Verwandtschaft zurtckfuhrt: ,Zwei gerade Grundgebilde hei3en projek-
tiv, wenn sie die Endglieder einer Kette von perspektiven Gebilden sind.“'®® Da
bereits in §1 gezeigt wurde, dass vier harmonische

Strahlen jede Gerade in vier harmonischen Punkten
schneiden, sind also bei zwei projektiven Grundgebilden
vier harmonische Elemente immer vier harmonischen
Elementen zugeordnet. Dies benutzt Béger spater zum

Beweis des Fundamentalsatzes, der besagt, dass die

projektive Verwandtschaft durch drei Paare zugeordneter

Elemente eindeutig festgelegt ist. Zunachst zeigt er je- Sty A8

Abbildung 90: Erster Spezial-
fall (aus: Béger 1910, S. 13)

lich dass man die Strahlen zweier Strahlenblschel (bzw. die Punkte zweier Punktrei-

doch eine abgeschwéachte Version dieses Satzes, nam-

hen) einander projektiv zuordnen kann, wenn drei Paare homologer Elemente
gegeben sind, wobei sein Vorgehen mit dem von Henrici und Treutlein identisch ist.

Im Anschluss an diese allgemeine Lésung betrachtet Béger dann ebenfalls die von
Henrici und Treutlein vorgestellten speziellen Lésungsmdglichkeiten. Dabei behan-

'8 Byger 1910, S. 10
%7 Boger 1910, S. 10
'8 Boger 1910, S. 10
'8 Boger 1910, S. 11
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delt er zuerst deren zweiten Spezialfall (Abbildung 90), bei dem die Gerade s Ver-
bindungsgerade der Schnittpunkte von a und ai bzw. b und by ist. Die Gerade s

verbindet die Schnittpunkte von a und a; sowie

von ¢ und c¢4. Dadurch fallt dann auch ¢ mit y und
b, mit B zusammen, so dass sich X direkt ergibt.

Die zweite spezielle Lésung entsteht so, dass die
Gerade a; die Rolle von s und die Gerade a die

Rolle von sq bernimmt.'®® Allerdings wird damit

nicht wie von Henrici und Treutlein der Satz von

Jig. 14 Brianchon bewiesen, sondern die projektive Be-

Abbildung 91: Zweiter Spezialfall
(aus: Boger 1910, S: 13)

der Vorstellung des dritten Kapitels noch sehen werden.

handlung der Kegelschnitte vorbereitet, wie wir bei

3.4.3 Projektivitat, Ordnungselemente, Fundamentalsatz der projektiven Geo-

metrie

Auf diese konstruktive Losung folgt dann die Einfihrung des Begriffs der Projektivitat:
,oer Inbegriff zweier projektiven Grundgebilde, die einen gemeinsamen Trager ha-
ben, heiBt Projektivitdt.“'°' Dabei sucht er so genannte Ordnungselemente, worunter
er solche Elemente versteht, die homolog zu sich selbst sind.'% Auf folgende einfa-
che Weise lasst sich zeigen, dass bei Vorliegen eines Ordnungselements immer

noch ein zweites vorhanden ist. Hat man eine

Projektivitat zweier Punktreihen in einer Gera- ‘\‘f..-'...

de, so dass den Punkten K, B, C die Punkte / ||

K, B4, Cy entsprechen (K Ordnungselement), 'y{:/ \\

so kann gemalR der obigen Konstruktion der / Y\

einem beliebigen Punkt D zugehérige Punkt n‘/"! E{H“FL\

D; konstruiert werden. __,/ ] | \. \\{\\“‘ff-\
Da A und A; hier in K zusammenfallen, tritt an K B B ¢GD ) L
die Stelle der Verbindungsgerade von A und &ig. 16.

A eine beliebige durch K verlaufende Gerade Abbildung 92: Konstruktion des zweiten
Ordnungselements (aus: Boger1910, S. 14)

'% Dies entspricht dem ersten Spezialfall Henricis und Treutleins.
91 Bgger 1910, S. 14
'%2 Die Ordnungselemente sind die Doppelelemente Millers.
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s’, auf der zwei beliebige Punkte S und S gewahlt werden. S verbindet man mit B
und C, S; mit By und C4, so dass die Schnittpunkte B und I" entstehen. Diese legen
wiederum die Gerade o fest, tber die der zu D homologe Punkt Dy konstruiert wer-
den kann. Betrachtet man nun den Schnittpunkt L von s und o, so erhélt man als
zugeordneten Punkt wieder L selbst, d.h. L ist ein zweites Ordnungselement.

Dass nicht mehr als zwei Ordnungselemente existieren kénnen, ohne dass jeder
Punkt mit dem ihm zugeordneten zusammenfallt, ergibt sich aus der Aussage des
Fundamentalsatzes: ,Wenn zwei projektive Grundgebilde drei Elemente entspre-
chend gemeinsam haben, so haben sie jedes Element entsprechend gemeinsam.'%®
Um diesen Satz beweisen zu kénnen, stellt Béger zunachst fest: ,Jeder Punkt, der
mit drei sich selbst homologen Punkten einer Projektivitat einen harmonischen Wurf
bildet, ist sich selbst homolog.“'®* Hier nutzt er, wie bereits oben erwihnt, die Tatsa-
che aus, dass bei der projektiven Verwandtschaft ein harmonischer Wurf immer
einem harmonischen Wurf zugeordnet wird und bei drei gegebenen Punkten der vier-
te harmonische eindeutig bestimmt ist.

Der Beweis des Satzes von Staudt (hier flr eine Projektivitdt zweier Punktreihen)
erfolgt in zwei Schritten. Die sich selbst entsprechenden Punkte seien K, L und M.

Zu zeigen ist zun&chst,
K L M dass alle Punkte zwi-
o o—e ® _
N schen K und L (d.h. die
durch K und L von M
Abbildung 93: Konstruktion weiterer sich selbst homologer Punkte getrennt  sind)  sich

(erstellt mit GeoGebra) )
selbst homolog sind.

Dazu bestimmt Béger den von M durch K und L harmonisch getrennten Punkt N, der
dann sich selbst homolog sein muss. Er fihrt dann weiter aus, dass sich auf diese
Art und Weise unendlich viele Punkte zwischen K und L finden lassen, die sich
selbst homolog sind (Bestimmung des von M durch K und N harmonisch getrennten
Punktes usw.). Betrachtet man nun einen dieser unendlich vielen Punkte P, so mis-
sen auch dessen benachbarte Punkte sich selbst entsprechen. Werden namlich von
P ausgehend die Punkte der Punktreihe durchlaufen und wéare dabei Q der erste sich
selbst homologe Punkt und kein Nachbarpunkt von P, dann wirden zwischen P und

Q nur solche Punkte liegen, die nicht sich selbst entsprechen. Gleichzeitig misste

9 Bgger 1910, S. 15; Boger verwendet die Bezeichnung ,Staudtscher Satz*.
1% Bgger 1910, S. 15; Diese Aussage benutzt auch Hubert Miiller in seinem Beweis, vgl. S. 163.
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aber der von M durch P und Q harmonisch getrennte Punkt zwischen P und Q liegen
und sich selbst entsprechen. Daraus folgert Béger dann, dass alle Punkte zwischen
K und L sich selbst homolog sind.'®

Im zweiten Schritt von Bégers Beweis wird dann ein auBBerhalb der Strecke KL gele-
gener Punkt R betrachtet. Der von R durch K und L harmonisch getrennte Punkt liegt
zwischen K und L und ist somit sich selbst homolog, so dass auch R sich selbst ho-
molog ist. Damit ist zum einen der Staudtsche Satz bewiesen, zum anderen ergibt
sich aber auch die Eindeutigkeit der projektiven Verwandtschaft gerader Grundgebil-
de bei Vorliegen von drei Paaren zugeordneter Elemente.

Im Anschluss hieran zeigt Béger, dass zwei projektive Strahlenbiischel perspektiv
sind, wenn die Verbindungsgerade der Mittelpunkte (der Schnittpunkt der Geraden
des jeweiligen Blschels) sich selbst homolog ist. Bei projektiven Punktreihen muss
zusatzlich der Schnittpunkt der beiden Tragergeraden sich selbst entsprechen. Am
Ende des Kapitels flhrt er dann noch unter Nutzung von Streckenlangen das Dop-
pelverhaltnis ein, zeigt, dass dieses beim Projizieren erhalten bleibt (und daher auch
als Kennzeichen der projektiven Verwandtschaft dienen kann), und bestimmt den
Wert des Doppelverhaltnisses eines harmonischen Wurfes zu -1.

3.4.4 Konstruktion von krummen Grundgebilden aus fiinf gegebenen Punkten

Im dritten Kapitel (S.19-30) behandelt Béger die projektive Erzeugung der Kegel-
schnitte. Jedoch vermeidet er dabei die Bezeichnung Kegelschnitt und spricht
stattdessen von ,krummen Grundgebilden®, die er in Analogie zu den geraden
Grundgebilden folgendermafen definiert: ,Der Inbegriff der Punkte, in denen sich die
homologen Strahlen zweier projektiven geraden Strahlenblischel schneiden, heif3t
eine krumme Punkireihe oder eine Kurve zweiter Ordnung.“ und ,Der Inbegriff der
Geraden, die die homologen Punkte zweier projektiven geraden Punktreihen verbin-
den, heit ein krummer Strahlenblschel oder ein Strahlenblschel zweiter

«196

Ordnung.

'% Die Argumentation Bogers mithilfe des benachbarten Punktes fihrt sich im Grunde genommen
selbst ad absurdum. Geht man namlich davon aus, dass Q der Nachbarpunkt von P ist und sich (wie
Bbger meint bewiesen zu haben) selbst entspricht, kann man den von M durch P und Q harmonisch
getrennten Punkt konstruieren, der zwischen P und Q liegt. Somit kann Q nicht der Nachbar von P
sein.

1% Bgger 1910, S. 19
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Im Folgenden konzentriert er sich dann auf die Kurven zweiter Ordnung und zeigt
zunachst, dass zu flnf gegebenen Punkten immer eine solche Kurve existiert, die die
Punkte enthalt. Dazu nutzt er die in Kapitel 2 erarbeiteten Mdglichkeiten, zwei Strah-
lenblschel projektiv aufeinander zu beziehen, so dass sich die Entstehung der Kurve
fast von selbst ergibt. Gegeben seien die Punkte S, S¢, A, B und I', die auf der zu
ermittelnden Kurve zweiter Ordnung liegen sollen.

Da diese nach Definition durch die Schnittpunkte zweier projektiver Strahlenblschel

entsteht, macht Boger die Punkte S und S¢ zu Mittelpunkten zweier Strahlenblischel.

In A, B und T sollen sich jeweils
zwei homologe Strahlen schneiden,
wodurch die projektive Verwandt-
schaft von S und S; festgelegt ist.

Um nun einen weiteren Punkt A der

Kurve zu finden, wird gemaR der

bereits bekannten Konstruktion zu

Fig. 20. einem beliebigen Strahl d von S der

Abbildung 94: Konstruktion weiterer Kurvenpunkte aus homologe d; ermittelt. Der Schnitt-

funf Punk : Béger 1910, S. 20 .
Unf gegebenen Punkten (aus: Boger ) punkt A von d und dj ist dann laut

Definition ein weiterer Kurvenpunkt. Boger merkt hier bereits an, dass die Hilfsgera-
den s und s¢ durch jeden beliebigen Kurvenpunkt gelegt werden kénnen, da dies

keinen Einfluss auf die projektive Verwandt-
schaft von S uns S; (und damit auf die Kurve)
hat. Offen bleibt jedoch zunachst die Frage, ob
diese Freiheit auch fur die Wahl von S und S4
gilt.

Die in Kapitel 2 vorgestellten speziellen L6sun-

gen zur projektiven Verwandtschaft zweier
Strahlenblischel nutzt Béger ebenfalls zur Er-
zeugung der Kurven zweiter Ordnung. Werden

s und s; als Verbindungsgeraden AB und A’

Stg. 21. gewahlt, so fallen wie oben gezeigt ¢ und ¥y

Abbildung 95: Beweis des Satzes von sowie by und B zusammen. Nach Konstruktion
Pascal (aus: Boger 1910, S. 21 )
( 9 ) gilt aber auch B = B und C; = I'. Betrachtet

man das Kurvensechseck STTABS1A, so gilt: SI" und BS¢ schneiden sich in £, I'A und
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S+1A schneiden sich in Dy, AB und AS schneiden sich in D. Da X, D und D4 auf einer
Gerade liegen, hat man damit den Satz von Pascal bewiesen.'?’

Auch die zweite spezielle Lésung spielt bei der Erzeugung der Kurven zweiter Ord-
nung eine zentrale Rolle, da sie auf den Begriff der Tangente flhrt. Hierbei fallt die
Gerade s1 mit SA und die Gerade s mit S1A

zusammen. Um die Punkte B und B4 zu ermit-
teln, schneidet man SB mit s und S{B mit s;.
Ebenso findet man C und C4 (I" statt B ver-
wenden). So erhédlt man X als Schnittpunkt von
BB; und CC,. Weitere Kurvenpunkte A kon-

struiert man, indem ein beliebiger Strahl d

durch S mit s geschnitten wird (man erhélt D)
und anschlieBend DX mit s¢ (liefert D4). A ist

Fig. 23. dann der Schnittpunkt von d mit S1Dy. Eine

Abbildung 96: Einflihrung der Tangente besondere Rolle nimmt nun die Verbindungs-
(aus Boger 1910, 5. 21) gerade SS; ein, wenn man sie als Strahl m von
S auffasst. Offenkundig muss auch zu m ein homologer Strahl my von S gehéren,
der folgendermaf3en konstruiert werden kann: Man verbindet den Schnittpunkt von m
mit s (also S4) mit £ durch die Gerade p, bildet den Schnittpunkt von p mit s; und
verbindet diesen mit Sy. Folglich ist p = my der m homologe Strahl. Im Unterschied
zu allen anderen Strahlen von S; enthalt my nur den Kurvenpunkt S¢, wahrend der
beliebige Strahl di zwei Kurvenpunkte (S1 und A) enthalt. Véllig analog kénnte man
SS, auch als Strahl ny von S; auffassen, dessen homologer Strahl n dann auch nur
einen Punkt mit der Kurve gemeinsam hat. Daher definiert B6ger am Schluss dieser
Betrachtung ,Die Mittelpunkte zweier projektiven Strahlenbuischel sind Punkte der
erzeugten krummen Punktreihe. — Die Strahlen, welche der Verbindungslinie der Mit-

«198

telpunkte entsprechen, sind Tangenten der Kurve. und merkt an ,Der Punkt X ist,

wie wir sehen, der Schnittpunkt der Tangenten in S und S1. Um uns immer an diese
geometrische Bedeutung zu erinnern, wollen wir an die Stelle des Buchstaben X von

jetzt an T setzen.“'®®

97 Boger weist zunichst nur auf das Phanomen hin. Den Satz nennt er erst, nachdem er gezeigt hat,
dass jeder der Punkte S, S4, A, B und IT" als Mittelpunkt der Strahlenbiischel gewahlt werden kann.
% Bgger 1910, S. 22

' Boger 1910, S. 23

190



3.4.5 Weitere Moglichkeiten der Festlegung einer Kurve zweiter Ordnung, Satze

von Pascal und Brianchon

Im Anschluss daran zeigt Boger zunachst, wie eine Kurve zweiter Ordnung aus drei
Punkten und den Tangenten in zweien dieser Punkte konstruiert werden kann, bevor
er die Gleichwertigkeit der Punkte S, S¢, A, B und I" nachweist. Dazu geht er wieder
von diesen funf Punkten aus und macht S und S¢ zu Mittelpunkten der projektiven
Strahlenblschel.

Zusétzlich konstruiert er den Schnittpunkt

. T der Tangenten in S und S; und den
\\\\\ fy/]%/ beliebigen Kurvenpunkt A. So erhélt er
S, ¥ /i das Kurvenviereck SS;AA, zu dem D und
le“r‘;s“‘i\ D; Diagonalpunkte sind. Der dritte Dia-

/L _\:‘ ‘  \\\\ i gonalpunkt sei R. Nach Definition sind

;: 7] ~«. | DA, DR, DA und DD, vier harmonische

Fig. 25. Strahlen, d.h. K, M, S und T sind vier

Abbildung 97: Eindeutige Festlegung einer Kurve harmonische Punkte. Da diese Betrach-
durch finf Punkte (aus: Boger 1910, S. 23) tung fiir jeden Kurvenpunkt A gilt, verlauft
DR immer durch den von T durch K und S harmonisch getrennten Punkt, also durch
M. Durchlauft A also samtliche Kurvenpunkte, gilt: In A und M entstehen zwei per-
spektive Strahlenblschel (Verbindungsgeraden von A bzw. M mit R, der immer in
SS; liegt). Ebenso werden in M und S zwei perspektive Strahlenblischel gebildet
(Verbindungsgeraden von M bzw. S mit D, der immer in AS; liegt). Also sind die
Strahlenbischel in A und S projektiv. Dieselbe Argumentation kénnte man anstelle
von A fir jeden weiteren Kurvenpunkt B durchfiihren. Somit ist auch der Strahlenbi-
schel, der durch Verbindung von B mit A entsteht, projektiv zum Strahlenbilschel S,
also die Strahlenbischel A und B auch projektiv. Dies fasst Béger in folgendem
Lehrsatz zusammen: ,Eine krumme Punkireihe wird aus zwei beliebigen ihrer Punkte
durch zwei projektive Strahlenbiischel projiziert.*® Da es nur eine projektive Ver-
wandtschaft der Strahlenblschel A und B gibt, bei der die Strahlen durch S, S;und I’
einander homolog sind, erhélt man die selbe Kurve, wenn A und B die Rolle von S

und Sy beim Zeichnen der Kurve Ubernehmen. Somit kann man festhalten: ,Eine

20 Bgger 1910, S. 24
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krumme Punktreihe ist durch flinf Punkte bestimmt.“ und ,Alle Satze, die von S und
S1 gelten, gelten von jedem Kurvenpunkt.“?°"

Im Folgenden formuliert Béger dann die (bereits bewiesenen) Satze von Pascal und
Brianchon und behandelt weitere Mdglichkeiten, eine Kurve zweiter Ordnung eindeu-
tig festzulegen (vier Punkte und eine Tangente, zwei Punkte und drei Tangenten, ein
Punkt und vier Tangenten, finf Tangenten). AuBerdem zeigt er, dass die Tangenten
einer Kurve zweiter Ordnung immer einen Strahlenblischel zweiter Ordnung bilden,
sodass beide Gebilde stets gemeinsam auftreten.

Am Schluss des Kapitels untersucht Béger die méglichen Formen der Kurven zweiter
Ordnung. Dazu definiert er ,Eine Kurve zweiter Ordnung heif3t Ellipse, Hyperbel oder
Parabel, je nachdem sie mit der uneigentlichen Gerade keinen, zwei oder einen

Punkt gemeinsam hat.*?%

und leitet im Anschluss einige (metrische) Eigenschaften
von Hyperbel und Parabel her. Beispielsweise ergeben sich die Asymptoten der Hy-
perbel als Tangenten in den Fernpunkten. lhre Konstruktion kann so durchgefiihrt
werden: Man sucht die drei Diagonalpunkte P, Q und R des Kurvenvierecks ABI'A (B
und I' seien Fernpunkte, A und A beliebige Kurvenpunkte, wobei zusatzlich die Tan-
gente d gegeben ist) und verbindet sie durch die Diagonalen. Wie beim Nachweis der

Gleichwertigkeit der Punkte S, S1, A, Bund I

gezeigt, liegt der Schnittpunkt der Tangenten in
zwei Ecken eines Kurvenvierecks immer in der
der Seite zugeordneten Diagonale.?®® Will man
also die Tangente in B zeichnen, sucht man
deren Schnittpunkt mit PR (die BA zugeordnete
Diagonale). Durch diesen verlauft aber auch die
Tangente 9, so dass Punkt B der gesuchte ist.
Nun verbindet man B mit B und hat die Tan-

gente B gefunden. Véllig analog lassen sich die

Tangenten in A und I" ermitteln. Da der Punkt P

&ig. 129. ein Fernpunkt ist, sind die Diagonalen PQ und

Abbildung 98: Konstruktion der Asympto- PR parallel und fiir die Tangenten in den (belie-

ten der Hyperbel (aus: Béger 1910, S. 30)

20" Bgger 1910, S. 24

22 Bgger 1910, S. 29

293 Man vergleiche dazu Abbildung 97. SS;AA ist das Kurvenviereck. Die Tangenten in S und S,
schneiden sich in T, der immer auf der der Seite SS; zugeordneten Diagonale DD, liegt.
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bigen) Kurvenpunkten A und A gilt: ,Zwei beliebige Hyperbeltangenten schneiden die
Asymptoten in den Ecken eines Trapezes, dessen Grundlinien der Berlihrungssehne
der beiden Tangenten parallel sind.“?** Ebenso folgt aus der Parallelitdt von BB und
CC,, dass das Dreieck CC¢B flachengleich Dreieck CC1B1 und somit Dreieck A{BC
flachengleich Dreieck A4B1C4 ist, d.h. ,Jede Tangente begrenzt mit den beiden

Asymptoten ein Dreieck von unveranderlichem Inhalt.“?®

3.4.6 Pol und Polare, Gleichungen der Kurven zweiter Ordnung

Im vierten Kapitel (S. 31-38) behandelt Bdger zunachst die Eigenschaften der durch
einen festen Kegelschnitt realisierten Pol/Polare-Beziehung in der Ebene und nutzt
diese im Anschluss zur Herleitung weiterer Eigenschaften der Kurven zweiter Ord-
nung. Dabei gelangt er zuletzt bis zu den Gleichungen der Kurven bezliglich eines
schiefwinkligen Koordinatensystems, so dass damit die Ubereinstimmung mit den
bereits bekannten Methoden der Erzeugung gezeigt ist.?*

Die Definition der Polare zu einem beliebigen Punkt fihrt Béger auf bereits bekannte

Inhalte zuriick, so dass sich viele Zu-
sammenhange mit nur wenig Aufwand
ergeben. Gegeben seien also eine
Kurve zweiter Ordnung und ein beliebi-
ger Punkt P, dann kann man
definieren: ,Die Gerade, welche den
Punkt P (Abbildung 99) mit einem be-
liebigen Kurvenpunkt A verbindet,
schneidet die Kurve noch in einem
zweiten Punkt A; zeichnen wir den von

P durch A und A harmonisch getrenn-

Abbildung 99: Pol und Polare am Kegelschnitt ten Punkt U und ferner den Schnitt-

(aus: Boger 1910, S. 31) .
punkt A der Tangenten & und o in A

204 Bgger 1910, S. 29

205 Bgger 1910, S. 29

26 Man vergleiche dazu FuBnote 172. Die Vorgehensweise Bogers findet sich nahezu unverandert in
Reye 1866, S. 77ff.
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und A, so heiBt die Verbindungslinie p von U und A die Polare des Punktes P.?%’

Streng genommen musste man fordern, dass PA nicht Tangente an die Kurve sein
darf, denn dann wirden A, U und A mit A zusammenfallen. Nichtsdestotrotz wurde
oben gezeigt, dass abgesehen von der Tangenten jede Gerade, die einen Punkt mit
der Kurve gemein hat, noch einen weiteren Schnittpunkt mit inr besitzt. Dartber hin-
aus ist anzumerken, dass die von Bdger gewahlte Konstruktion fir alle Punkte
funktioniert.2°® Offen bleibt dafiir jedoch zunéchst die Frage, ob die Polare durch die-
se Konstruktion eindeutig bestimmt ist.

Dazu betrachtet Béger eine weitere Gerade durch P, die die Kurve in B und I
schneidet, und konstruiert wie zuvor die Polare als Verbindungsgerade von A; und
U:. Um zu zeigen, dass AU und AU, identisch sind, wird das Kurvenviereck ABI'A
gebildet, dessen Diagonalpunkte P, Q und R sind. Da U und U4 die von P durch A
und A bzw. B und I" harmonisch getrennten Punkte sind, liegen sie in RQ.?*® AuBer-
dem liegen A und A, als Schnittpunkte der Tangenten in der der Seite zugeordneten
Diagonale. Folglich gilt: AU = QR = AU und die Eindeutigkeit der Polare ist bewie-
sen. Die im Beweis festgestellten Zusammenhénge formuliert Bdger schlieBlich in
Form eines Satzes: ,In der Polare des Punktes P liegen 1. die von P durch die Kurve
harmonisch getrennten Punkte; 2. die Schnittpunkte derjenigen Tangentenpaare,

deren BerUhrungssehnen durch P gehen; 3. zwei Diagonalpunkte jedes Kurvenvier-

ecks, dessen dritter Diagonalpunkt P
“210

Pl

ist
Daran anschlieBend leitet er die fir /-' \
das Dualisieren zentrale Aussage ab, /)

dass die Polaren aller Punkte einer . I \

festen Gerade durch einen Punkt X z/;'4-.;"*';'-;%%.__,_%

(den Pol der Gerade) verlaufen. Dazu F i R\ T /j;ﬂ =)
betrachtet er einen beliebigen Punkt f . oy

Q auf der festen Gerade p und einen K] -7

beliebigen Punkt A der Kurve.?'' Die

Fig. 2.

Abbildung 100: Durch einen Kegelschnitt vermittelte
Dualitat (aus: Boger 1910, S. 32)

27 Bgger 1910, S. 31

28 Dies ist im Wesentlichen die Konstruktion Holzmiillers fir beliebige Kegelschnitte.

299 Dies ergibt sich aus der Definition von harmonischen Punkten und der Eigenschaft, dass diese bei
Projektion erhalten bleiben.

219 Bpger 1910, S. 32

2" Hier setzt Boger implizit voraus, dass A nicht der Beriihrpunkt der Tangente aus Q an die Kurve ist.
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Tangente in A schneide p in A. Dann I&sst sich durch A eine zweite Tangente an die
Kurve zeichnen, die diese in A berihrt. Die Geraden QA und QA schneiden die Kur-
ve jeweils ein zweites Mal in B und I". Dann ist ABI'A ein Kurvenviereck mit
Diagonalpunkt Q, die beiden anderen Diagonalpunkte seien P und R. Also ist nach
dem oben zitierten Satz PR = q die Polare zu Q und die Gerade AQ = p ist Diagonal-
linie?'?, d.h. R liegt in p. Im Polardreieck PQR ist somit p die Polare zu P, d.h. P ist
der von p durch A und A harmonisch getrennte Punkt. Bewegt sich nun Q auf p,
wahrend A festgehalten wird, so bleiben A und A unverandert, d.h. von den vier har-
monischen Punkten bleiben drei unverandert und somit auch der vierte. Folglich
verlauft die Polare q zu Q immer durch P, so dass Bdger die Definition ,Der Punkt P
hei3t der Pol der Gerade p, wenn p die Polare von P ist“ und den Satz ,Die Polaren
q der Punkte Q einer Gerade p gehen durch einen Punkt P, den Pol der Gerade p*¢'®
formulieren kann.

Den Ubrigen Teil des Kapitels verwendet Béger, um weitere Eigenschaften der Kur-
ven zweiter Ordnung und zuletzt deren Gleichungen abzuleiten. Dazu definiert er
zunachst den Pol der unendlich fernen Gerade als Mittelpunkt der Kurve und die Po-
lare eines Fernpunktes als Durchmesser.?'* Unter konjugierten Durchmessern
versteht Boger ein Paar von Durchmessern, bei denen einer den Pol des anderen
enthalt. Stehen konjugierte Durchmesser senkrecht aufeinander, werden sie als Ach-
sen bezeichnet. Zur Herleitung der Gleichungen soll die Kurve gegeben sein durch
die Punkte S, S; und A sowie die Tangenten in S und S4, die sich in einem unendlich
fernen Punkt T.. schneiden. Zur Ermittlung eines Kurvenpunktes A wird eine beliebige
Gerade durch T., und deren Schnittpunkte D und Dy mit S;A bzw. SA betrachtet.?'
Die Geraden SD und S1D4 sind dann homolog, d.h. ihr Schnittpunkt ein weiterer Kur-
venpunkt. Bdger unterscheidet nun die Falle, dass S ein eigentlicher oder
uneigentlicher Punkt ist. Ist Sq ein eigentlicher Punkt, so verbindet er den Mittelpunkt
O von SS; mit T.. und ermittelt die Schnittpunkte von OT.. mit SA, S1A, SA und S+A
zu B4, B, E und E4. Der Schnittpunkt von AT.. und SS; sei Q. Aus den Strahlensatzen
folgt dann

OE = cD (Zentrum S) und CD = OB

Zentrum Sy),
OB, ~ CD, cD, ~ o, (“enumsy

22 Die Tangenten in A und A schneiden sich in einem Punkt der Diagonallinie, vgl. FuBnote 203.
213 Bpger 1910, S. 33

a1 vgl. die Vorgehensweise Miillers in 3.3

2% 5,A Uibernimmt wieder die Rolle von s, SA die von s, (zweite spezielle Kurvenkonstruktion).
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also OE-OE, =0B-OB,.
AuBerdem gilt

QA _sa (Zentrum S) und Qa _sQ
OE, S0

— = (Zentrum Sy).
OE SO

Multipliziert man jeweils die linken und rechten Seiten der beiden letzten Gleichun-
gen ergibt sich?'®

QA SQ-S,Q (SO0+0Q)-(-SO0+0Q) -SO?+0Q? _ 0Q?

- - = 1- =
OE OE, SO-S,0 ~0s? ~os? 0s?
2 2
dh 94, 0Q
OE OE, ' 0S

Werden nun OS als x-Achse und OT.. als y-Achse gewahlt, so folgt

2 2

x2+ y =1.
0S° OE:OE,

Damit hat man bereits die bekannte Gleichung flr Kurven zweiter Ordnung erreicht,
da OS2 und OE-OE, = OB - OB, konstant sind.?"’

Im Fall, dass St ein Fernpunkt ist, ist die Kurve eine Parabel. Hier findet man durch

2 2
ahnliche Uberlegungen die Gleichung VT = g&A wobei SS, und ST.. als Koordina-

2
1

tenachsen gewéhlt werden.

3.5 Ubersicht der behandelten Inhalte

Vergleicht man die vorgestellten Lehrgange beziglich der von ihnen behandelten
Inhalte, stellt man fest, dass es hier eine tberraschend groBe Ubereinstimmung gibt.
Einen ungefahren Uberblick vermittelt die folgende Tabelle, wobei ein "x" bedeutet,
dass das Thema im jeweiligen Lehrbuch enthalten ist..

Holzmdaller | Henrici/Treutlein | Muller | Béger

Harmonische Punkte X X X X

Vollstandiges Viereck und/oder

Vierseit

216 Bpger arbeitet hier mit gerichteten Strecken.
#7082 ist immer positiv. OB - OB, ist dann positiv, wenn A zwischen s und s, liegt, sonst negativ. Im

positiven Fall erhdlt man eine Ellipse, im negativen Fall eine Hyperbel.
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Séatze von Pascal und Brianchon X X X X
Pol und Polare X X X X
Perspektive und projektive
Verwandtschaft X X X
Ahnlichkeitspunkte zweier Kreise X X X
Potenz und Potenzlinie X X X
Séatze von Ceva und Menelaos X X
Satz von Desargues X X
Apollonisches BerlUhrproblem X X
Doppelverhaltnis X X
Erzeugung der Kegelschnitt mithilfe
projektiver Gebilde X X
Zentralkollineation X
Kreisinversion X
Involution X

Unterschiede zwischen den Lehrgédngen bestehen einmal bezlglich der eingesetzten
Methodik und in der Beziehung der Euklidischen zur ,Neueren Geometrie®. So blei-
ben in Holzmdillers Lehrbuch die bestehenden Inhalte aus der Euklidischen
Geometrie unverandert bestehen. Die dabei erzielten Resultate (beispielsweise die
Strahlensatze und die Flacheninhaltsformel flr Dreiecke) werden zum Beweis der
Satze aus der ,Neueren Geometrie® benutzt, die als selbststandiges in sich ge-
schlossenes Themengebiet prasentiert wird. Bei Henrici und Treutlein ist der
gesamte Geometrielehrgang durch die Nutzung von Abbildungen gepragt und die
Euklidische Geometrie dementsprechend umgestaltet. Daher erscheint der Ubergang
zu den Inhalten der ,Neueren Geometrie“ hier flieBender. Gleiches gilt auch flr den
Lehrgang Miullers, der einige fur die ,Neuere Geometrie“ charakteristische Aspekte
wie den Aufbau aus mdglichst einfachen Grundgebilden oder die Dualitat bereits in
der Euklidischen Geometrie berlcksichtigte und zum Beweisen von Satzen vielfach
auf Symmetrieargumente zurlckgriff. Von einer wirklichen Integration der ,Neueren
Geometrie* in die Euklidische kann jedoch bei beiden nicht wirklich die Rede sein, da
beide den gréBten Teil der neuen Inhalte erst im Anschluss an die traditionellen
Themen behandelten. Die vollstdndige Trennung von Euklidischer und ,Neuerer Ge-
ometrie” findet sich nur im Lehrgang Bdgers, da er bei der Entwicklung der letzteren
in keiner Weise auf erster zurlickgreift.
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Kapitel 4
Vorschlage zur Weiterentwicklung der Reform und der Anfang vom
Ende der ,Neueren Geometrie* als Unterrichtsgegenstand

Wie bereits in Kapitel 2.1 dargestellt veréffentlichte die ZmnU nach dem Ende der
breiten Diskussion in den Anfangsjahren noch vereinzelte Artikel, die einen Bezug
zum Thema ,Neuere Geometrie“ und deren schulischer Umsetzung aufwiesen. Da-
bei lasst sich feststellen, dass ungefédhr ab 1885 keine kritischen Beitrage mehr
veroffentlicht wurden, wahrend sich die Beflrworter der Reform (meist durch Vorstel-
len eines selbst erprobten Lehrganges) weiterhin zu Wort meldeten. Dies &nderte
sich mit Beginn des 20. Jahrhunderts, als mehrere Autoren eine Bilanz des Erreich-
ten zogen und Vorschlage flr die weitere Entwicklung machten. Einen besonderen
Schub erhielt die Debatte durch eine FuBnote zu einem Artikel Rudolf Bbgers im
1914 erschienenen 45. Band (vgl. 4.2), in der die Schriftleitung der ZmnU an die Dis-
kussion um die ,Neuere Geometrie® in den ersten Jahrgangen erinnerte. Nachdem
die Passage (iber den ,Kdnigsweg zur Geometrie*' zitiert wurde, filhrte sie aus: ,Seit-
dem sind fast 45 Jahre ins Land gegangen. Die neuere Geometrie hat in dieser Zeit,
weit entfernt, als selbstéandiges und gleichwertiges Unterrichtsgebiet neben die eukli-
dische Geometrie zu treten, nur geringe Fortschritte in der hbheren Schule gemacht.
Es hat aber den Anschein, als ob in letzterer Zeit die Versuche, die nie ganz geruht
haben, der neueren Geometrie ihren Platz an der Sonne zu schaffen, energischer
und haufiger sich wiederholen. Da dirfte es angebracht sein, auch in dieser Zeit-
schrift wieder einmal die Frage zur Erérterung zu stellen.> Und die Schriftleitung
ermunterte die Leser, ihre Meinungen und Erfahrungen in Form von Artikeln einzu-
senden und so erneut eine breite Diskussion anzustoBen. Das Erscheinen der
FuBnote war vermutlich eine erste Folge des in Kapitel 2.1 erwdhnten Eintritts Wal-
ther Lietzmanns in die Redaktion der ZmnU und der damit einhergehenden
Verschiebung der Schwerpunkte der Zeitschrift in Richtung didaktischer Fragen.

Bei den in den Artikeln vertretenen Standpunkten fallt auf, dass auch die Beflrworter
der ,Neueren Geometrie® Veranderungen an ihrer bisherigen Umsetzung anmahn-
ten. So pladierte eine relativ groBe Zahl von Autoren fiir eine starkere Verbindung
der ,Neueren Geometrie” mit der darstellenden Geometrie (4.1). Eine andere Gruppe

'vgl. 8. 32
2ZmnU 45, S. 19
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kritisierte die zu starke Anbindung der ,Neueren Geometrie“ an die euklidische und
forderte deren vollstandige Loslésung (4.2). Ein dritter Ansatz bestand darin, die
,Neuere Geometrie“ im Sinne des Erlanger Programms weiterzuentwickeln (4.3). Auf
der anderen Seite wurde auch das Verhaltnis zu den neu aufkommenden Vorschla-
gen zur Umgestaltung des Mathematikunterrichts diskutiert, die sich vor allem in der
Meraner Reform manifestierten (4.4). Die genannten Aspekte dirften neben einer
allgemeinen Kirzung des Umfangs des Mathematikunterrichts in den 1920er Jahren
zum allmahlichen Verschwinden der ,Neueren Geometrie“ aus den Lehrpléanen bei-

getragen haben (4.5).

4.1 ,,Neuere Geometrie”“ und darstellende Geometrie

Nachdem die bereits in Kapitel 1 erwahnte Verbindung von projektiver und darstel-
lender Geometrie an den Technischen Hochschulen erfolgreich etabliert worden war,
entstand aufseiten der dort Lehrenden der Wunsch, die fir die Fachwissenschaft
vorgesehnen Konzepte auch auf den schulischen Bereich zu Ubertragen. So fuhrte
beispielsweise Wilhelm Fiedler in einem Artikel von 1877 aus: ,ich bin niemals dar-
dber in Zweifel gewesen, dass das Namliche auch fir den Elementarunterricht gelte,
weil die darstellend geometrische Methode allein die fundamentale Bedeutung der
Steiner'schen Elementargebilde und die natirliche Richtung der Untersuchung auf
die projectivischen Eigenschaften der Figuren ganz direct hervortreten l&sst durch

ihre Bedeutung im Vorgange des Projicirens.*

Und auch Theodor Reye pladierte in
der bereits erwahnten Rektoratsrede fiir die Ubertragung seines Vorschlags, beide
Gebiete zu verbinden, auf den Schulunterricht: ,Dass die Kenntniss der neueren syn-
thetischen Geometrie von grossem Nutzen ist, dass insbesondere die heutigen
Projectionsmethoden nicht allein fir Techniker und Naturforscher, sondern fir jeden
Gebildeten von hohem Interesse sind, wird kein Kundiger bestreiten."

Daneben wurde allerdings auch seitens der Lehrer verstarkt auf die Vorteile hinge-

wiesen, die aus ihrer Sicht die Verzahnung von projektiver und darstellender

® Fiedler 1877, S. 86f
* Reye 1886, S. 47
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Geometrie biete.® Im Unterschied zum in Kapitel 2 dargestellten Beginn der Diskus-
sion Uber die ,Neuere Geometrie®, wo es noch eher um ein nutzbringendes
Nebeneinander beider Gebiete ging (vgl. die Ausfiihrungen Beyels und Haucks in
Kapitel 2), lag der Fokus jetzt auf der Uberwindung der Trennung durch eine Anna-
herung der ,Neueren Geometrie an die darstellende Geometrie.

4.1.1 Paul Ziihlke®

Infolge des Aufrufs der Schriftleitung erschien bereits im 45. Band’ der ZmnU (1914)
eine Vielzahl von Beitragen, in denen der aktuelle Stand der Reform und Méglichkei-
ten der Weiterentwicklung angesprochen wurden. Einer dieser Artikel stammte von
Paul Zihlke und trug den Titel Zur Frage nach der Bedeutung der projektiven Geo-
metrie flir den mathematischen Schulunterricht (ZmnU 45, S. 393-397). Darin
betonte er zunachst sehr deutlich, dass ,ordnende Prinzipien“ eine groBe Relevanz
fir die Mathematik hatten® und stellte fest: ,Die neuere Geometrie (auch ,projektive
Geometrie” oder ,Geometrie der Lage®) ist ein solches ordnendes Prinzip; sie bringt
Klarheit und Ubersicht in die schier endlose Fillle geometrischer Satze, sie schlieBt
mathematische Wahrheiten, die sonst zerstreut nebeneinander, ja fast chaotisch
durcheinander zu laufen scheinen, wie mit einem Zauberschlage zu einer Einheit zu-
sammen [...]°. Daher kénnten nun auch die Schiiler bei Verwendung der projektiven
Geometrie im Mathematikunterricht mehr Inhalte (geordnet) im Gedachtnis behalten.

Neben dem Aspekt des Ordnens war es Zihlke aber auch wichtig, dass durch die
projektive Geometrie Verbindungen zu anderen mathematischen Gebieten aufge-

® Auch dies mag durch den Unterricht an den Technischen Hochschulen mit verursacht worden sein,
da die Mathematiklehrer (in PreuBen ab 1898) einen Teil ihres Studiums an einer solchen absolvieren
durften.

® Paul Fritz Ziihlke wurde am 1.7.1877 in Berlin geboren. Nachdem er 1895 am dortigen Kénigstadti-
schen Realgymnasium die Reifeprifung abgelegt hatte, studierte er ebenfalls in Berlin Mathematik
und Naturwissenschaften. Das Studium schloss er 1899 mit der Staatspriifung ab. Nach Seminar- und
Probejahr erhielt er 1901 eine Stelle als Oberlehrer an der Oberrealschule in Charlottenburg, 1907
wurde er an das Realgymnasium in Grunewald versetzt. 1911 wurde Zihlke zum Direktor des Real-
gymnasiums in Landeshut (Schlesien) ernannt. Neben seiner Tatigkeit im Schuldienst war Zihlke
auch im wissenschaftlichen Bereich aktiv. So promovierte er 1902 an der Universitét Rostock (Uber
die geodétischen Linien und Dreiecke auf den Fldchen konstanten Krimmungsmasses und ihre Be-
ziehungen zur sogenannten Nicht-Euklidischen Geometrie) und war zwischen 1903 und 1910
nebenamtlicher Assistent an der TH Berlin.

’ Ein Band der ZmnU bestand aus jeweils sechs Heften, die Uber das Jahr verteilt erschienen.

8 Zum Vergleich zog er das Befiillen eines Koffers heran, in dem sich bei ordentlichem Packen viel
mehr Gegenstande unterbringen lassen.

® Zihlke 1914, S. 393f
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zeigt werden kdénnten, die dadurch nicht mehr isoliert nebeneinander stéanden. Er be-
tonte insbesondere das Zusammenspiel mit der darstellenden Geometrie, die zur
damaligen Zeit als eigenstandiges Fach in den realistischen Anstalten (Realgymna-
sien und Oberrealschulen) unterrichtet wurde. Dabei wurde inhaltlich sowohl die
Theorie der Parallel- als auch der Zentralprojektion (Perspektive) behandelt. Die
praktische Ausflihrung der Zeichnungen erfolgte vor allem im (meist fakultativen) ,Li-
nearzeichnen“.'’® Laut Zihlke sei schon in ihrer historischen Entwicklung die
darstellende Geometrie stets eng mit der projektiven Geometrie verknlpft gewe-
sen''. Diese enge Verbindung kénne nun auch im Schulunterricht so genutzt werden,
dass beide Gebiete profitierten. Einmal biete es sich an, beim Beweis projektiver

Satze auf die darstellende Geometrie zurlckzugreifen. Als ein mdgliches Beispiel

daflr nannte Zihlke den Satz von Desargues, der

AS‘

den Schulern sehr viel leichter falle, wenn die von
S ausgehenden Strahlen als Kanten einer Pyrami-
de aufgefasst wirden. Die Dreiecke A{B{C; und
A:B,C; stellten ebene Schnitte mit dieser Pyrami-
de dar. Die Aussage des Satzes ergebe sich dann
sehr einfach, wenn man beachte, dass sich zwei
Ebenen in einer Geraden schneiden'. Zihlke
stellte zusammenfassend fest: ,Wer sich einmal

daran gewdhnt hat, die Figur rdumlich anzusehen,

dem wird die Richtigkeit des Desarguesschen Sat- |

zes sinnfallig und nahezu unvergeBlich geworden Apbildung 101: Satz von Desargues
. . . . . (aus: Schiilke 1911, S. 395)

sein. Aber das Hilfsmittel, die Figur des Desar-
guesschen Satzes als ebenes Abbild einer rdumlichen Konfiguration zu betrachten,
ist nicht etwa nur ein padagogischer Kunstgriff, es ist auch sachlich véllig berechtigt,
denn weil der Desarguessche Satz im Raume gilt, darum gilt er auch fir die Ebe-
ne.'"®* Auf der anderen Seite kénne auch die darstellende von der projektiven

Geometrie profitieren, indem deren Bezeichnungsweise (z.B. uneigentliche Punkte)

% ygl. Ziihlke 1911

" Desargues und Poncelet seien beispielsweise von der Zentralprojektion ausgegangen und héatten
daraus die projektive Geometrie entwickelt.

"2 Im Grunde genommen nutzte Ziihke hier dieselbe Argumentation wie Béger (vgl. 3.4).

13 Ziihlke 1914, S. 396; In seinen Grundlagen der Geometrie zeigte Hilbert in groBBer Ausfihrlichkeit,
dass der Satz des Desargues in der ebenen Geometrie nur mit Hilfe der Axiome der Kongruenz be-
wiesen werden kann. Fr einen (rein projektiven) Beweis ohne Verwendung der Kongruenz bleibt nur
der Ubergang in den Raum. (vgl. Hilbert 1899)
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in die darstellende Geometrie Ubernommen werde. Auf ,Fragen der darstellenden
Geometrie 1aBt sich in der Sprache der projektiven Geometrie sehr einfach, natlrlich
und erschépfend antworten, wahrend die alte Euklidische Sprache zu gekiinstelten
und unbefriedigenden Antworten fiihrt.“'*

Als weiteren flir die Schule wichtigen Aspekt sah Zihlke die Vorteile bei der Behand-
lung der Kurven zweiten Grades in den oberen Klassen. Da diese stets als
Kegelschnitte bezeichnet wirden, sollten die Schiler auch deren Erzeugung als
ebene Schnitte des Kreiskegels kennenlernen und die Kurven selbst zeichnen, was
stets groBe Freude hervorrufe. Dabei sei es gleichgiiltig, ob man mit der neueren
oder der darstellenden Geometrie beginne. Beide Mdglichkeiten fuhrten dazu, ,dal3
die projektive Geometrie und die darstellende Geometrie sich gegenseitig unterstiit-

zen und ihren Wert fiir den Schulunterricht gegenseitig steigern.*®

4.1.2 Maximilian Enders'®

Ebenfalls fir die Verbindung der ,Neueren Geometrie* mit der darstellenden Geo-
metrie pladierte Maximilian Enders in seinem Artikel Die Perspektivitdt im
geometrischen Unterricht der OI'" (ZmnU 48 (1917), S. 341-350), wobei er die bis-
herige Behandlung der ,Neueren Geometrie® in der Schule sehr hart kritisierte. Er tat
dies vor dem Hintergrund, dass alle Unterrichtsfacher inren Beitrag zum ,Verstandnis
der wichtigsten Kulturerscheinungen“'® leisten missten. Fiir den Mathematikunter-
richt ergebe sich daraus die ,nachdriickliche Betonung der Anwendungen, da
hauptsachlich auf diesen der Wert der Mathematik fiir unsere Kultur beruht.“'® Die in

der Schule behandelten Inhalte aus der ,Neueren Geometrie” seien nun mit dem Ziel

'* Zuhlke 1914, S. 396

1> Zuhlke 1914, S. 397

'® Enders wurde am 2.1.1883 in Dammerkirch (Elsass) geboren und verlie 1901 das Gymnasium in
Colmar mit dem Reifezeugnis. AnschlieBend studierte er Mathematik und Naturwissenschaften an der
Universitat in StraBburg, wo er 1905 promovierte und 1906 die Examensprifung bestand. Das Probe-
jahr absolvierte er am Gymnasium in Hagenau und an der Oberrealschule in Metz, wo er
anschlieBend noch ein Jahr als Hilfslehrer arbeitete. 1908 erhielt er dann eine Stelle als Oberlehrer
am Realprogymnasium in Nowawes (Brandenburg).

7 Oll war die Abkirzung firr die Obersekunda, die der heutigen Klasse 11 (im neunjahrigen Gymnasi-
um) entsprach.

'® Enders 1917, S. 341

"9 Enders 1917, S. 341
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ausgewahlt worden?’, das Apollonische Beriihrproblem 16sen zu kénnen. Dieses ha-
be aber ,weder einen praktischen noch einen theoretischen Wert und darf daher
nicht maBgebend sein fiir die Auswahl und Behandlung des Lehrstoffs.“?' Weiterhin
hatten die von ihm genannten Inhalte eigentlich gar nichts miteinander zu tun, es feh-
le an einem leitenden Prinzip und sie seien ,bestenfalls eine Auswahl aus einem
gréBeren Ganzen. Dieses nennt man ,neuere” Geometrie, weil es an einem sachli-
chen Namen fehlt, d. h. eben, weil man keinen gemeinsamen Grundgedanken
erkennen kann.“?® Hier negierte Enders also eines der zentralen Argumente der Be-
furworter der ,Neueren Geometrie“, durch die ja gerade ein systematischer Aufbau
nach wenigen Leitideen erfolgen sollte. Als letzten Kritikpunkt nannte Enders die feh-
lende Verknipfung der ,Neueren Geometrie“ mit den in der Prima vorgesehnen
Inhalten (Grundlehren der darstellenden Geometrie und die wichtigsten Sétze (ber
Kegelschnitte in elementar synthetischer Behandlung), so dass er letztlich zum Er-
gebnis kam: ,Nach alledem ist der Nutzen des Unterrichts in der neueren Geometrie
so gering, daB3 er in keinem Verhaltnis mehr steht zu der aufgewendeten Zeit und
Arbeit."*

Als Alternative schlug Enders nun vor, aus der ,neueren Geometrie“ eine ,projektive

Geometrie“?*

zu machen, indem die Perspektivitat (d.h. Zentralprojektion und Zentral-
kollineation) als leitendes Prinzip herangezogen werde. Um zu zeigen, dass die
Auswahl und Verteilung des Stoffes davon kaum beeinflusst wiirde, beschrieb En-
ders dann den seines Erachtens sinnvollen Aufbau des Lehrgangs. Er schlug vor, die
Satze von Menelaos und Ceva in die Dreiecksgeometrie in Untersekunda vorzuzie-
hen und dafiir in Obertertia auf die Ahnlichkeit ganz zu verzichten. Die projektive
Geometrie sollte dann in Obersekunda beginnen und zum einen allgemeine Grund-
lagen der Perspektivitat ebener Figuren (u.a. harmonische Punkte, Ahnlichkeitslage
und Involutionen), zum anderen die Erzeugung der Kegelschnitte durch Zentralpro-
jektion des Kreises umfassen. Dabei kénnten die Potenzlinie und die Polare im
Zusammenhang mit speziellen Zentralkollineationen behandelt werden. Die Herlei-

tung der projektiven Eigenschaften der Kegelschnitte sollte dann in Prima erfolgen®.

2 Enders bezog sich auf die im PreuBischen Lehrplan von 1901 fiir die Oberrealschule vorgesehenen
Inhalte. Zusatzlich wiirden die meisten Schulblicher die Satze von Menelaos, Ceva, Pascal und Brian-
chon sowie die Polarentheorie enthalten.

! Enders 1917, S. 342

?2 Enders 1917, S. 341

%% Enders 1917, S. 342

24 Die Wahl der Bezeichnung erfolgte hier wohl zur Betonung des Vorgangs der Projektion.

% Zur Betrachtung der Brennpunkteigenschaften empfahl Enders die analytische Geometrie.
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Den restlichen Teil des Artikels nutzte Enders dann, um seine Vorschlage fir den
Beginn des Unterrichts in Obersekunda (bis zur Involution) anhand von Beispielen zu
verdeutlichen. Am Schluss bemerkte er dann noch, dass die projektive Geometrie
weitaus starker das Anschauungsvermdgen der Schiler fordere als die ebene Eukli-
dische Geometrie und daher Veranschaulichungsmittel wie Modelle oder die
Projektion mit einer Lampe eingesetzt werden sollten. Dadurch werde aber auch die
Raumvorstellung geférdert: ,So wird gerade durch die projektive Geometrie das Vor-
stellungsvermdgen gut ausgebildet, was den Schiilern dann in der darstellenden
Geometrie, wo die Anforderungen noch erheblich gréBer sind, sehr zu statten

kommt.“?®

4.1.3 Christian Beyel

Waren sich Zihlke und Enders in ihrer positiven Bewertung der Verbindung mit der
darstellenden Geometrie weitgehend einig, gab es auf der anderen Seite auch Wi-
derspruch zu diesem Vorschlag. So vertrat Christian Beyel im 46. Band der ZmnU
(1915) die genau gegenteilige Position, namlich beide Gebiete strikt zu trennen. In
seinem Aufsatz Uber das geometrische Denken mit besonderer Beriicksichtigung der
darstellenden Geometrie sprach er sich sogar dagegen aus, die Zentralprojektion im
Rahmen der darstellenden Geometrie in der Schule zu behandeln. Diese habe zwar
von wissenschaftlicher Seite ihre Berechtigung, da sie zu systematischem Arbeiten
anrege und als Hilfsmittel beim Beweisen vieler Satze der Raumgeometrie diene. In
Bezug auf die Schule, wo es insbesondere um die Ausbildung der Raumanschauung
gehe, kam Beyel allerdings zum gegenteiligen Urteil: ,Aber so, wie sie [die Zentral-
projektion] als Darstellungsmethode ausgebildet wurde, ist sie geradezu verwirrend,
und sie schlagt die Raumanschauung tot.“*” Als Griinde fiir sein vernichtendes Urteil
fuhrte Beyel an, dass in praktischen Aufgaben vielfach eine zu geringe Distanz von

nur wenigen Zentimetern gewahlt werde®, so dass verzerrte Bilder entstiinden. Wer-

*® Enders 1917, S. 349

" Beyel 1915, S. 87

%8 Unter der Distanz versteht man den Abstand des Projektionszentrums zur Bildebene. Die Flucht-
punkte aller Geraden, die die Bildebene im 45°-Winkel schneiden, liegen auf einem Kreis, dessen
Radius so grof3 ist wie die Distanz (dem Distanzkreis). Vermutlich um diesen zeichnen zu kénnen,
durfte die Distanz nicht zu gro3 gewéhlt werden.
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de zusatzlich das Projektionszentrum in den zu projizierenden Kérper gelegt®, gehe
die Raumanschauung véllig verloren. Ubrig bleibe ein ,Schematismus, dem jede
Bildlichkeit verloren gehen muf3. Der Schiler zieht seine Linien so, wie er oft mecha-
nisch seine algebraischen Formeln gebraucht. Er kann dabei zu ganz richtigen
Resultaten kommen, aber der Zweck der darstellenden Geometrie geht verloren.“*

Den Grund fur die Aufnahme der Zentralprojektion in die darstellende Geometrie sah
Beyel in dem Bestreben, die ,projektivische Geometrie in ,organischen Zusammen-
hang“ mit der darstellenden Geometrie zu bringen.“®' Dies berge die Gefahr, dass
nur noch die Situation in der Bildebene betrachtet werde und die Schuiler den Vor-
gang der Abbildung im Raum aus dem Blick verl6ren. Damit trete die Grundidee der
darstellenden Geometrie und vor allem die eigentlich anzustrebende Férderung der
Raumanschauung in den Hintergrund. Jedoch war Beyel, wie man an dieser Stelle
meinen kdénnte, kein Gegner der projektiven Geometrie. Er pladierte vielmehr dafir,
der Behandlung der darstellenden Geometrie einen ausfihrlicheren Kurs der projek-
tiven Geometrie voranzustellen®. Dies bringe einerseits den Vorteil, dass die dort
unterrichteten Inhalte in der darstellenden Geometrie vorausgesetzt werden kdnnten.
Zudem ergebe sich oft ,Gelegenheit zu konstruktiven Aufgaben, zu Ubungen im
Zeichnen und zu Entwicklungen des praktischen Blickes beim Disponieren von
Zeichnungen. Der Sinn fir Ordnung, fir Genauigkeit, ja flr ein gewisses astheti-

sches Empfinden“®

werde geférdert und zwar sowohl an den realistischen Anstalten
als auch an den Gymnasien. Daher sollten die Dreiecksberechnung und die sphéri-
sche Trigonometrie®* aus der Mittelstufe gestrichen werden und die Kegelschnitte an
ihre Stelle treten, jedoch nicht in analytischer Behandlung, ,sondern so, daf man
nach Pascal, Brianchon u.a. die Objekte wirklich konstruiert. lhre Darstellung ist das
Wesentliche beim Unterricht in der darstellenden Geometrie, und fir ihn bietet die

Einfiihrung in die projektivische Geometrie die natiirliche und gegebene Vorstufe.“*®

® Laut Beyel geschah dies ,der Kuriositat willen oder weil die Disposition ,schlecht geraten® ist* (Beyel
1915, S. 87).

% Beyel 1915, S. 87

%" Beyel 1915, S. 87

% Dieselbe Position hatte er auch in seinem Artikel von 1894 vertreten (vgl. 2.1.4).

* Beyel 1915, S. 88 )

% Hierin sah Beyel einen ,Uberrest aus der Zeit, in welcher Feldmesserei und Astronomie das Wesen
der praktischen Mathematik ausmachten” (Beyel 1915, S. 88).

% Beyel 1915, S. 88
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4.2 Ein Pladoyer fir die wahre ,,Neuere Geometrie*

Eine andere Idee zur Weiterfiihrung der Reform zielte gewissermaBen auf das Ge-
genteil der im vorigen Unterkapitel dargestellten Vorschlage ab, namlich die ,Neuere
Geometrie* als weitgehend eigenstéandiges Gebiet zu verstehen. Die damit verbun-
dene Absicht war, zwei Fehlentwicklungen der Reform zu beheben, die als Ursache
fir ein vollig falsches Bild der ,Neueren Geometrie“ in der 6ffentlichen Wahrnehmung
gesehen wurden: die Verwendung der Methoden der Euklidischen Geometrie und die
Beachtung von Nitzlichkeitsaspekten zulasten von innermathematischen Uberle-
gungen. Diese Gefahr wurde schon bei der frilheren Diskussion um die Einflihrung
der ,Neueren Geometrie“ in den Schulunterricht gesehen (vgl. etwa die Ausflhrun-
gen Haucks in Kapitel 2.2.1) und hatte sich wohl in Teilen bewahrheitet. Daher sollte
die ,Neuere Geometrie” im Sinne Steiners bzw. noch besser im Sinne von Staudts

betrieben werden, d.h. als Inzidenzgeometrie in der projektiven Ebene.

4.2.1 Rudolf Boéger

Wie schon erwahnt bildete der im 45. Band der ZmnU (1914) erschienene Artikel
Rudolf Bégers Inhalt, Art und Name der neueren Geometrie (ZmnU 45, S. 19-27) und
der sich daran anschlieBende Aufruf der Schriftleitung den eigentlichen Ausgangs-
punkt flr das erneute Aufkeimen der Diskussion um die ,Neuere Geometrie“. Darin
lieferte Bdger gewissermaBen den theoretischen Uberbau, auf dem die Konzeption
seines Unterrichtsvorschlags®® beruhte. Gleichzeitig kritisierte er (teilweise implizit)
die bisherige Auswahl der unter dem Begriff ,Neuere Geometrie* unterrichteten Inhal-
te und die im Unterricht benutzten Methoden, die seiner Meinung nach zu einer zu
starken Anbindung an die Euklidische Geometrie geflihrt hatten.

Bezlglich der unterrichteten Inhalte begriiBte es Boger sehr, dass die ,Neuere Geo-
metrie” in den aktuellen Lehrbichern in den oberen Klassen eine gréBere Rolle
spiele und man gleichzeitig aufgehért habe, harmonische Punkte und Strahlen, die
Potenzlinie sowie Ahnlichkeitspunkte und —achsen unter dieser Uberschrift zu unter-
richten.®” Die genannten Inhalte hatten namlich ,in der gebrauchlichen Fassung nicht

% vgl. dazu das in 3.4 vorgestellte Lehrbuch Bogers Elemente der Geometrie der Lage
% Letzteres scheint eher ein Wunsch Bégers als eine gesicherte Tatsache zu sein.
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einmal den Wert von Ubungsbeispielen“®. Stattdessen habe die Mehrheit der Auto-
ren nun verstanden, ,daB man die Ziele der neueren Geometrie weiter stecken muf3,
wenn man aus den in ihr liegenden unbegrenzten Mdglichkeiten fir die Schule Nut-
zen ziehen will, und macht sich daran, die Lehre von den Kegelschnitten im Sinne
der neueren Geometrie vorzutragen.“*® Eine groBe Schwierigkeit liege allerdings dar-
in festzulegen, bis zu welchem Punkt man im Schulunterricht gehen kénne. So habe
es einerseits dahingehend Auswlichse gegeben, dass die flir den Schulunterricht
ausgewdbhlten Inhalte zu umfangreich gewesen seien.*® Auf der anderen Seite sei es
aber auch gerade eine Eigenschaft der ,Neueren Geometrie®, dass man sie aufgrund
der Verwendung allgemeiner Methoden wesentlich einfacher und schneller erlerne
als die ,alte” Geometrie und zusétzlich auch die bereits bekannten Inhalte besser
einordnen kbénne: ,Die alte Geometrie schreitet also vom Besonderen zum Allgemei-
nen fort, und jeder ihrer Schritte ist ein ,Kunstwerk®, ist schwer. Die neuere
Geometrie schreitet vom Allgemeinen zum Besonderen fort, und solche Schritte sind
leicht. Die alte Geometrie ist daher das Schwere von gestern und die neuere Geo-
metrie das Leichte von morgen.“*’

Nachdem Bdger nun die Kegelschnitte als Inhalt festgelegt hatte, fihrte er aus, dass
unter dem Begriff ,Neuere Geometrie“ mehrere ,Arten” der Geometrie zusammenge-
fasst seien und eine allgemeine Definition gar nicht méglich sei. Aus dem
Schulunterricht ganzlich ausschlieBen wollte er allerdings diejenige Art, ,welche
durch planimetrische Hilfsmittel gewonnene Kreissatze [vermutlich meinte er den
Satz des Pascal oder die Satze Uber Pol und Polare am Kreis] durch Projektion auf
Kegelschnitte Ubertragt. Sie hat fir die Schule keinen Wert, weil Kreissatze, die von
projektiven Eigenschaften handeln, sich gegen planimetrische Beweisformen sprdéde
verhalten und obendrein leichter unmitteloar fur die Kegelschnitte bewiesen wer-
den.“? Damit war selbstverstandlich noch nicht gesagt, was Bdger denn nun unter
.Neuerer Geometrie* verstehen wollte. Dies machte er erst deutlich, als er anschlie-
Bend den Unterschied zur ,alten* Geometrie erklarte, wobei auch bei ihm die
benutzten Methoden das Unterscheidungsmerkmal waren: ,Die neuere Geometrie

% Boger 1914, S. 19

% Boger 1914, S. 19f

0 Als Negativbeispiele nannte Béger die Blicher von Seeger (Fundamentaltheorieen der Neueren
Geometrie. Braunschweig: Vieweg 1880) und Gallenkamp (Die Kegelschnitte in elementar-
synthetischer Behandlung. Iserlohn: Baedeker 1880), die in der Tat eher an mathematische Fachlite-
ratur als an Schulbiicher erinnern.

* Boger 1914, S. 21

42 Bdger 1914, S. 21; Vermutlich schloss er gerade diese Art der ,Neueren Geometrie* aus, weil sie im
Schulunterricht eine gro3e Rolle spielte, jedoch nicht Bégers Vorstellungen entsprach.
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gewinnt daher ihre Satze durch Projizieren, d.h. durch Aufstellen von Ketten perspek-
tiv liegender Gebilde; die alte Geometrie durch Messen.“®* Somit kénnten also die
Begriffe messende und projizierende Geometrie oder auch Geometrie des Mafes
und Geometrie der Lage als Bezeichnungen verwendet werden. Anstatt von projizie-
render kénne man auch von projektiver oder reiner Geometrie sprechen, in
besonderen Féllen auch von neuerer Geometrie. Hingegen sollte die Bezeichnung
synthetische Geometrie nicht mehr verwendet werden. Diese habe zwar Steiner ein-
geflhrt, allerdings eher als Abgrenzung zum bereits Ublichen Begriff analytische
Geometrie. Die in der projektiven Geometrie Ubliche Richtung vom Allgemeinen zum
Besonderen sei nun einmal kein synthetisches Vorgehen und daher misse auch die-
ser Name verschwinden.

Als Entdecker der ,Neueren Geometrie* sah Bdger Steiner und von Staudt an**, de-
ren Werke Systematische Entwickelung und Geometrie der Lage die Basis fir den
schulischen Lehrgang bilden sollten®®: ,Beide Werke bringen fiir die Schule dasselbe:
den neuen Gedanken, durch Aneinanderreihung von Strahlenbiischeln und Punktrei-
hen in perspektiver Lage Kegelschnittaufgaben zu 16sen und Kegelschnittsatze zu
beweisen.“*® Da die Darstellung in beiden Biichern allerdings an vielen Stellen sehr
schwierig sei, empfahl er den Ruckgriff auf die Bearbeitungen von Schréter (Die
Theorie der Kegelschnitte, gestltzt aus projektivische Eigenschaften) und Reye (Die
Geometrie der Lage), merkte jedoch an, dass auch diese nicht direkt fir den Einsatz
in der Schule geeignet seien: ,Es bleibt also noch die Arbeit, aus der Geometrie der
Lage eine Schulgeometrie zu machen. Diese Arbeit, die bisher kaum begonnen ist,
fallt den Lehrern zu. Dal3 diese sich ihr bis jetzt entzogen haben, wird nur durch den
Umstand begreiflich, daB an den Universitaten selten Uber projektive Geometrie ge-
lesen wird.“*” Hieraus wird ersichtlich, dass Bdger zwar gewisse Anpassungen des
wissenschaftlichen Lehrgangs der projektiven Geometrie fir den Schulunterricht (d.h.
eine didaktische Transposition) als notwendig ansah, die grundlegende Konzeption
jedoch erhalten bleiben sollte. Dies wird auch bei Betrachtung seines Lehrbuches
deutlich (vgl. 3.4), wo an vielen Stellen Parallelen zu Reyes Geometrie der Lage er-

* Boger 1914, S. 21

* Die Beitrédge der franzésischen Mathematiker erwahnt Béger nicht, sondern betont (der Zeit ent-
ssprechend), dass die ,Neuere Geometrie“ von zwei Deutschen erschaffen worden sei.

* Boger favorisierte dabei den Ansatz von Staudts, die ,Neuere Geometrie“ unabhangig von der Euk-
lidischen aufzubauen und regte an, ,im Gegensatz zur euklidischen Geometrie von einer Staudtschen
Geometrie zu sprechen.” (Boger 1914, S. 23)

* Boger 1914, S. 22

" Boger 1914, S. 23
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kennbar sind. Die fehlenden Vorlesungen an den Universitaten wurden bereits 40
Jahre vorher von Sturm als Ursache fir die Probleme bei der Aufnahme der ,Neue-
ren Geometrie® in den Schulunterricht angesehen.*®

Bei der Entwicklung eines Lehrgangs flr die Schule misse laut Béger vor allem dar-
auf geachtet werden, dass sie zu jeder Zeit in voller Allgemeinheit erfolge, da nur so
die Einfachheit der Geometrie der Lage erhalten bleibe. Beispielsweise sollten ,ima-
ginare” Elemente, die letztlich nur einen Sonderfall darstellten, im Schulunterricht
(iberhaupt nicht verwendet werden.*® Die neben dem Lehrgang auch bendtigten
Ubungsaufgaben wiirden sich aufgrund der Allgemeinheit der Geometrie der Lage
quasi von selbst ergeben: ,Die Ubungen bestehen eben darin, daB3 die allgemeinen
Satze auf besondere Félle angewendet werden. Vom Schiler wird also nur gefordert,
daB3 er im Besonderen das ihm bereits bekannte Allgemeine wiedererkennt, und die-
ser Forderung kann auch der Durchschnittsschiller ohne groBe Anspannung
geniigen.**°

Fir den Aufbau des Lehrgangs schlug Béger eine Gliederung in sechs Stufen vor,
die sich weitgehend auch in seinem Lehrbuch (vgl. 3.4) wiederfinden. Auf der ersten
Stufe sollten die Schiler durch das praktische Ausfiihren von Zeichnungen mit der
projektiven Geometrie in Kontakt kommen und dabei selbststandig Zusammenhéange
erkennen. Beispielsweise kdnne die Konstruktion eines Kegelschnitts durch flnf ge-
gebene Punkte mit Hilfe projektiver Strahlenbiischel durchgefiihrt®! und die
Veranderungen des Kegelschnitts bei Variation der Punkte untersucht werden. In-
nerhalb der zweiten Stufe sollte dann bewiesen werden, dass die Konstruktion
unabhangig ist von der Wahl der zwei Hilfsgeraden, die dazu dienen, die Strahlenbi-
schel projektiv aufeinander zu beziehen. AuBerdem kénne man die Festlegung eines
Kegelschnitts durch vier Punkte und eine Tangente, drei Punkte und zwei Tangenten
usw. behandeln. Die Herleitung der analytischen Zusammenhange aus der projekti-
ven Geometrie bildete den Inhalt der dritten Stufe®?. Allerdings warnte Bdger davor,

bereits bei der Einflhrung der projektiven Inhalte auf Hilfsmittel aus der Euklidischen

*® In den PreuBischen Ordnungen fiir die Staatsprifung ab 1866 ist die ,Neuere Geometrie” nicht als
Prifungsgegenstand benannt (vgl. Lorey 1911), Vorlesungen fanden jedoch statt (vgl. Lorey 1916).
* Im Vorwort seines fachwissenschaftlichen Buches Ebene Geometrie der Lage erwéhnte Boger,
dass er die imaginaren Elemente nicht bendétige, da er anstatt mit Ordnungselementen, die in man-
chen Fallen imaginér werden, immer mit Involutionen arbeite: ,Das Wort imaginar ist aber nicht bloss
unndtig, es ist geradezu schéadlich; denn es kann, weil ihm keine Vorstellung entspricht, nur verwirrend
wirken. Das Wort imaginar sollte daher aus der Geometrie der Lage verbannt werden.” (Béger 1900,
S. 1)

0 Bgger 1914, S. 24

* vgl. die auf S. 188f dargestellte Konstruktion

%2 vgl. dazu S. 195f
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Geometrie zuriickzugreifen: ,Uberhaupt sollte man aus der reinen Geometrie die Tri-
gonometrie ganz verbannen und z.B. nicht versuchen, das Doppelverhéltnis von vier
Strahlen durch trigonometrische Funktionen zu definieren. Das ist ein Versuch mit
untauglichen Mitteln. — Ferner soll man bei der Ubertragung projektiver Ergebnisse
auf die messende Geometrie, z.B. bei den erwahnten projektiv-analytischen Aufga-
ben, Kongruenz- und Ahnlichkeitssatze nicht verwenden, sondern immer nur den
Satz vom Doppelverhéltnis®®; denn dieser allein wahrt die Aligemeinheit.“** Die vierte
Stufe umfasste schlieBlich die Polarentheorie, die fiinfte Stufe die Erzeugung der
Kegelschnitte Uber ihre Tangenten, d.h. durch Verbinden der zugeordneten Punkte
zweier projektiver Punktreihen. Wer dies alles mit seinen Schilern behandelt habe,
kénne auf der sechsten Stufe auch die geometrische Optik aus dem Blickwinkel der
projektiven Abbildungen behandeln. Dabei war Bdger allerdings auch klar, dass nicht
in allen Schulen alle Stufen durchlaufen werden konnten, was er auch nicht als Ziel
ansah: ,Die hier vorgeschlagene Einteilung der projektiven Geometrie in sechs Stu-
fen hat nur den Zweck zu zeigen, wie wenig gefahrlich ein Versuch fir den Lehrer ist.
Wo er auch abbricht, er hat dem Schiler fruchtbringende Kenntnisse vermittelt. Auf
jeder Stufe findet der Lehrer, wenn er nur fir die wenigen Hauptsatze, die ,groBen
Marksteine®, den Grund sicher gelegt hat, die Schiler empféanglicher fir die projekiti-
ve Geometrie als fiir die euklidische.*>®

Somit kann man also festhalten, dass Bdger flr die vollstiandige Unabhangigkeit der
.,Neueren Geometrie“ von der Euklidischen Geometrie pladierte, wie er sie auch in
seinem Lehrbuch umgesetzt hatte. Die damals bereits im Schulunterricht erreichten
Veranderungen scheinen fir ihn nur wenig mit ,Neuerer Geometrie“ zu tun gehabt zu

haben, mégliche Kompromisslinien sind nicht erkennbar.

*% Das Doppelverhiltnis von vier Punkten bleibt beim Projizieren erhalten.
> Boger 1914, S. 26
% Bgger 1914, S. 27
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4.2.2 Hans Keferstein®®

In eine &hnliche Richtung wie Béger argumentierte auch Hans Keferstein in seinem
Artikel Aus dem Unterricht in der Geometrie der Lage (ZmnU 45, S. 385-389). Dabei
ist eine gedankliche Nahe zu Bdger schon alleine deswegen nicht tberraschend, da
beide als Kollegen am Realgymnasium des Johanneums in Hamburg arbeiteten. Wie
Keferstein ausfuhrte, war dort bereits seit dem Jahr 1900 im Unterricht der Oberse-
kunda und Prima eine Einfihrung in die Geometrie der Lage Ublich, wodurch sich
das Johanneum von allen anderen Schulen in Hamburg abgrenzte und den Ruf hat-
te, die Schiler mit dem Unterricht in diesem nicht obligatorischen Gebiet®” unnétig zu
belasten. Auch Keferstein selbst hatte bei seinem Dienstantritt im Jahr 1910 Vorbe-
halte gegenliber der ,Neueren Geometrie, mit der er sich vorher nie beschaftigt
hatte. Dennoch Gbernahm er direkt den Unterricht in der Obersekunda und konnte,
da er selbst noch lernte, die sich den Schilern stellenden Schwierigkeiten gut nach-
vollziehen. Sehr schnell stellte er jedoch fest, ,daB auf diesem Gebiete der
Mathematik eine selbstédndige Mitarbeit der Schiler sich entfaltet, wie auf keinem
andern.“® Die Griinde fiir diese Beobachtung, die sich aus der ,Neueren Geometrie*
selbst ergében, stellte er dann im weiteren Verlauf seines Artikels dar.

Zunachst sei die ,projektive Schulgeometrie* dadurch gekennzeichnet, dass der zu
vermittelnde Stoff keinen allzu groBen Umfang habe und die Beweise lediglich die
geometrische Anschauung benédtigten: ,Sie besteht aus einer ziemlich kurzen und
eng zusammenhangenden, darum leicht zu behaltenden Folge von Séatzen, deren
Beweise zumeist nur die Anschauungsfahigkeit in Anspruch nehmen.“*® Aus den be-
handelten Satzen ergaben sich einige Konstruktionsverfahren fir die Kurven zweiter
Ordnung und auch deren Eigenschaften kdbnnten mit in den Blick genommen werden.
Wie Bdger sah auch Keferstein es als groBBen Vorteil an, dass sich aus den allgemei-

% Johannes (Hans) Keferstein wurde am 28.2.1857 in Dresden geboren. Nach dem Besuch der Ké-
niglich PreuBischen Landesschule Pforta (ein Gymnasium mit Internat) in Naumburg studierte er ab
1877 Philosophie, Mathematik und Naturwissenschaften in Jena und Berlin. Die Examensprifung
legte er 1882 in Berlin ab. 1883 promovierte er in Jena und begann das Probejahr am Wilhelm-
Gymnasium in Hamburg, an dem er anschlieBend zun&chst als Hilfslehrer und ab 1885 als ordentli-
cher Lehrer tatig war. 1889 wechselte er an die Realschule vor dem Libeckertore, von dort 1896 an
die Oberrealschule auf der Uhlenhorst. 1907 wurde er Direktor der Realschule St. Pauli und ging 1910
in gleicher Funktion an das Realgymnasium des Johanneums.

%" Nicht obligatorisch meint hier die Form der ,Neueren Geometrie*, die Boger und Keferstein als die
einzig wahre erachteten. Im Sinne der in 2.5 betrachteten Lehrpléne war die ,Neuere Geometrie®
durchaus auch in Hamburg verankert.

% Keferstein 1914, S. 385

* Keferstein 1914, S. 386
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nen Satzen durch Betrachtung von Spezialfédllen eine groBe Zahl verschiedener
Ubungsaufgaben ableiten lasse, die alle nach einem einheitlichen Verfahren bearbei-
tet werden koénnten. Dadurch wirden auch die schwacheren Schiler, deren
mathematische Kenntnisse unter Umstanden groBe Licken aufwiesen, motiviert,
sich wieder mit Mathematik zu beschéftigen: ,Die projektive Geometrie gibt ihm [dem
Schuler] Gelegenheit, noch einmal von vorn anzufangen, und in der Tat hat sich an
unsrer Anstalt wiederholt gezeigt, daf3 Schiiler, die bis dahin in der Mathematik véllig
versagt hatten, hier endlich wieder festen Boden unter die FiBe bekamen und nun
wenigstens auf einem mathematischen Gebiete Genligendes, ja Gutes leisteten.“°
Auf der anderen Seite kdnnten die starkeren Schiler dazu angeregt werden, selbst-
standig neue Zusammenhange aufzudecken und auch zu beweisen. Eine groBe
Bedeutung maf3 Keferstein auch der Variation der Lage der in einer Aufgabe gege-
benen geometrischen Objekte bei, wodurch die Fantasie der Schuler aktiviert werde.
Dabei kénnten oft durch logisches SchlieBen die Aufgaben ,erweitert“ und ,verallge-
meinert* werden.®’ Da die projektive Lésung von Ortsaufgaben, die einen
Kegelschnitt als Lésung hétten, oft einfacher sei als die analytische Lésung, kdnnte
erstere als Vorbereitung der letzteren dienen.

Anhand des folgenden Beispiels illustrierte Keferstein dann, was die Schiler zu leis-
ten im Stande seien: ,Die Spitze eines Dreiecks bewegt sich in Richtung der

Grundlinie fort. Welches ist der Ort des Hohenschnitts 2462

Dazu prasentierte er eine
Lésung der Aufgabe, bei der mit Hilfe von projektiven Strahlenbischeln gezeigt wird,
dass der Héhenschnittpunkt immer auf einer Parabel liegt, und bemerkte, dass seine
Schiler diese selbststandig erarbeitet hatten.

Am Schluss seines Artikels machte Keferstein noch zwei wichtige Bemerkungen, von
denen sich die erste darauf bezog, dass die zu starke Betonung der Arithmetik in den
oberen Klassen der Grund fir die Einfihrung neuer geometrischer Inhalte gewesen
sei. Diese Inhalte, die andere Autoren ohne Zweifel als ,Neuere Geometrie” bezeich-
neten, beschrieb Keferstein in seiner zweiten Bemerkung so: ,Man hat die Abhilfe in
einer Erweiterung stereometrischer Betrachtungen, in der isolierten Behandlung der

Satze von Polaren, Ahnlichkeitspunkten usw. und in der sogenannten synthetischen

* Keferstein 1914, S. 386

¢ Damit war wohl gemeint, sich systematisch zu tiberlegen, wie sich die Bestandteile einer Figur bei
Variation eines Teils verdndern und so auch spezielle Konstellationen mit zu erfassen. Das Wort ,ver-
allgemeinern® ist daher hier etwas missverstandlich.

62 Keferstein 1914, S. 386; Dieses Problem wird heutzutage noch dazu genutzt, die Uberlegenheit von
dynamischer Geometriesoftware zu beweisen. (vgl. Weigand 2002, S. 161)
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Untersuchung der Kegelschnitte gesucht. Diese Ubungen mégen nicht ohne Nutzen
sein. Aber sie erinnern etwas an die heilgymnastischen Exerzitien, bei denen im
Zimmer Ruder- oder Reitbewegungen ausgefthrt werden, ohne dal3 man dabei vom
Fleck kommt. Wer’s haben kann, durfte doch wohl das Boot im freien Wasser und
das lebendige RoB vorziehen.“®®

Damit ist klar, dass Keferstein in Ubereinstimmung mit Béger die neu eingefiihrten
Inhalte nicht als ,Neuere Geometrie* verstand, da ihnen dazu die charakteristischen
Methoden fehlten. Beide erinnern in ihrer Radikalitat stark an die Positionen, die von
den Flrsprechern der ,Neueren Geometrie“ 40 Jahre vorher vorgebracht wurden und

sich offensichtlich in Reinform nicht durchsetzen lie3en.

4.2.3 Max Zacharias®

Ein grundsatzlicher Beflrworter der Bégerschen Position war auch Max Zacharias,
der ebenfalls im 45. Band der ZmnU den Artikel Zur Frage des Unterrichts in der
neueren Geometrie (ZmnU 45, S. 390-393) verdffentlichte. Darin zeigte er allerdings
auch Moglichkeiten auf, den Vorschlag Bégers so zu erganzen bzw. abzuandern,
dass eine AnknUpfung an die bereits praktizierten Lehrgange ermdglicht wurde. Za-
charias’ Leitgedanke war dabei, den Mathematikunterricht in den Oberklassen so zu
gestalten, dass er die ,Geschichte der Wissenschaft* widerspiegele, wozu sich das
Gebiet der ,Neueren Geometrie® besonders gut eigne.

Die wichtigsten Beitrage zur Entwicklung der ,Neueren Geometrie* lieferten laut Za-
charias Desargues, Pascal, Poncelet, Mébius, Steiner, von Staudt und Klein, deren
zentrale Entdeckungen er jeweils kurz darstellte. Im Unterschied zu Béger und zum
Zeitgeist erkannte Zacharias also auch die Leistungen der franzésischen Mathemati-

% Keferstein 1914, S. 389

® Heinrich Wilhelm Max Zacharias wurde am 5.5.1873 in Berlin geboren. Er studierte dort von 1894
bis 1897 (Technische Hochschule und Universitat) und legte 1898 die Lehramtsprifung ab. Anschlie-
Bend leistete er das Seminarjahr am Kdnigstadtischen Realgymnasium und ab 1899 das Probejahr
am Kéniglichen Joachimsthalschen Gymnasium. Danach arbeitete Zacharias ein halbes Jahr als Hilfs-
lehrer am Stadtischen Gymnasium Charlottenburg, bevor er 1901 zum Oberlehrer an der XII.
Realschule ernannt wurde. 1903 promovierte er an der Universitat Rostock (Uber die Beziehung zwi-
schen den 27 Geraden auf einer Fldche 3. Ordnung und den 28 Doppeltangenten einer ebenen Kurve
4. Ordnung). 1904 wechselte er an das Humboldt Gymnasium (Berlin), wo er bis zu seiner Pensionie-
rung im Jahr 1935 blieb. Wahrend seiner Tatigkeit im Schuldienst blieb Zacharias wissenschaftlich
aktiv. So war er Mitglied der Berliner Mathematischen Gesellschaft (von 1922 bis 1924 Vorsitzender)
und arbeitete u.a. an der Enzyklopéddie der mathematischen Wissenschaften mit. Er starb am
2.5.1962.
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ker an und stellte zusammenfassend fest: ,Diese gedrangte geschichtliche Ubersicht
lant uns erkennen, wie die neuere Geometrie urspringlich aus der alten, auf die met-
rischen Begriffe der Strecke und des Winkels gegriindeten Euklidischen Geometrie
hervorwachst, sich allmahlich zu einem selbstandigen, der metrischen Geometrie
nebengeordneten Zweige geometrischer Forschung entwickelt, schlieBlich die Herr-
schaft an sich reiBt und die alte Euklidische Geometrie in eine untergeordnete
Stellung zuriickdrangt.“®® Jedoch machte er auch sofort deutlich, dass er die bei von
Staudt und Klein zu findenden Inhalte fir die Schule ungeeignet hielt, d.h. nur die
Stufen von Desargues bis Steiner mit den Schuilern nachvollziehen wollte. AuBerdem
hielt es Zacharias noch aus einem anderen Grund fir wichtig, den von Bdger sehr
eng gefassten Begriff der projektiven Geometrie zu erweitern, namlich um eine Ver-
bindung zu den vorher gelernten Inhalten zu ermdglichen.

Daher empfahl er, den von Béger vorgeschlagenen Stufen eine ,Vorstufe* voranzu-
stellen, auf der man sich im Sinne von Desargues und Pascal mit ,Neuerer
Geometrie” beschaftigen solle: ,Man definiert auf dieser Vorstufe die Kegelschnitte
als perspektive Abbilder des Kreises, entwickelt die wichtigsten Gesetze der Zentral-
perspektive und Ubertragt bekannte Eigenschaften des Kreises durch Projektion auf
die Kegelschnitte.“®® Dabei kénne man an die Behandlung der Kegelschnitte nach
Apollonius anknipfen und anhand der Zentralprojektion die Fernelemente einfihren.
Die Polarentheorie, konjugierte Durchmesser und der Satz von Pascal sollten vom
Kreis auf alle Kegelschnitte Ubertragen werden. Fir die néchste Stufe, die als Ersatz
fur die erste Stufe Bbgers dienen sollte, schlug Zacharias vor, zunachst im Sinne
Poncelets die projektiven Eigenschaften geometrischer Figuren zu thematisieren,
dann den Satz von Pappus Uber die Konstanz des Doppelverhéltnisses bei projekti-
ven Abbildungen zu beweisen und schlieBlich die Erzeugung der Kurven zweiter
Ordnung durch projektive Grundgebilde (Punktreihen bzw. Strahlenblschel) herzulei-
ten. Letzteres sollte wieder durch Betrachtung des Spezialfalls Kreis und
anschlieBende Zentralprojektion geschehen. Von dieser Stelle an kdnne der Kon-
zeption Bdgers (ab Stufe 2) gefolgt werden.

Abweichend von Béger sah Zacharias es allerdings auch als wichtig an, die Uberle-
gungen nicht nur auf die Ebene zu beschranken, sondern gelegentlich auch die
projektive Entstehung raumlicher Gebilde, d.h. der Flachen zweiter Ordnung, zu the-
matisieren. Er begrindete dies so: ,Abgesehen von der Belebung des Interesses

65 Zacharias 1914, S. 391
¢ Zacharias 1914, S. 391
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sowie von der Ausbildung der Raumanschauung wirde damit auch einem wesentli-
chen Charakterzug der Geometrie der Lage Rechnung getragen: Von jeher ist in
diesem Teile der Geometrie die ,Fusion®, die Verschmelzung ebener und raumlicher
Betrachtung, zu Hause gewesen, die in neuerer Zeit ja von manchen Seiten auch fir
die Euklidische Elementargeometrie angestrebt wird.“®”

Als noch offenen Punkt fir eine weitergehende Diskussion sah Zacharias neben ei-
ner genaueren Festlegung der Inhalte die Frage an, wie viel Unterrichtszeit man der
projektiven Geometrie einrdumen miisse. Hier war er der Uberzeugung, dass ihr die
realistischen Anstalten mehr Zeit zur Verfigung stellen kénnten als die Gymnasien.
Jmmerhin wird sich aber auch auf diesen durch Ausscheidung manches Uberfliissi-
gen und Veralteten und durch Beschrankung auf das Wesentliche in den oberen
Klassen so viel Zeit finden lassen, daB man den Schilern wenigstens einen kleinen
Einblick in das reizvolle Gebiet der projektiven Geometrie geben und ihnen den Un-
terschied gegeniiber der alten Euklidischen Geometrie fiihlbar machen kann.“®® Auf
den Realanstalten kénne eventuell sogar am Ende des Lehrgangs ein Ausblick auf
das Konzept von Staudts gegeben werden.

Zacharias’ Wunsch nach einer starkeren Anbindung der projektiven Geometrie an die
Euklidische Geometrie (genauer die “Elementargeometrie®) ist auch vor dem Hinter-
grund zu sehen, dass er eine starke Beeinflussung der letzteren durch die erstere
konstatierte. So erklarte er in seinem Beitrag Elementargeometrie und elementare
nichteuklidische Geometrie in synthetischer Behandlung in der Enzyklopadie der ma-
thematischen Wissenschaften, dass sich zum einen die ,Form® der
Elementargeometrie dahingehend geandert habe, dass ,viele anscheinend zusam-
menhanglose Séatze der Elementargeometrie in eine organische Beziehung

zueinander<®®

gebracht worden seien. Als Beispiel nannte Zacharias, die geometri-
schen Beziehungen der Affinitat, Ahnlichkeit und Kongruenz als Spezialfalle der
Kollineation zu sehen, was Henrici und Treutlein in ihrem Lehrbuch sehr gut geglickt
sei.”” AuBerdem sah er auch die Bemilhungen um eine starkere Verbindung von
Planimetrie und Stereometrie, die so genannte ,Fusion®, im Kern durch die projektive
Geometrie angestoBen. Diese musste namlich die Trennung ,aufgeben, als sie ver-

suchte, sich von der elementaren Metrik unabhangig zu machen: Die Begrindung

67 Zacharias 1914, S. 392; vgl. die Ausflihrungen zur Zielsetzung des Lehrbuchs von Henrici/Treutlein
auf S. 138f

® Zacharias 1914, S. 392f

% Zacharias 1914-1931, S. 905

" vgl. dazu 3.2
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der projektiven Geometrie der Ebene ist ohne Benutzung des Raumes, wenn der
Gebrauch metrischer Satze ausgeschlossen wird, unméglich.”" Dariiber hinaus sei-
en jedoch auch einige Inhalte der ,Neueren Geometrie” in die Elementargeometrie
integriert worden’?, wie die Transversalentheorie, das Doppelverhéltnis, Ahnlich-
keitspunkte und —achsen, Potenzlinien und die Satze von Pascal und Brianchon.”

Zusammenfassend lasst sich also sagen, dass Bdger, Keferstein und Zacharias dar-
in Gbereinstimmten, dass man im Unterricht der ,Neueren Geometrie“ in jedem Falle
bis zur projektiven Erzeugung der Kegelschnitte vordringen sollte. Zacharias beweg-
te sich mit seinem Vorschlag jedoch viel ndher an der realen Situation, indem er
einerseits die bereits erreichte Aufnahme einiger Inhalte aus der ,Neueren Geomet-
rie“ anerkannte und begriBte sowie Madglichkeiten flr eine Verbindung mit der
darstellenden Geometrie (vgl. 4.1) erdffnete.”* Seine Position war daher eher integ-
rierend als spaltend. Die sehr radikale Position Kefersteins und Bdgers, den
Lietzmann als den ,energischsten Vertreter der projektiven Geometrie im Schulunter-
richt“”> bezeichnete, dirfte mit ihrer schroffen Ablehnung der schon eingetretenen
Veranderungen und dem Aufstellen von Maximalforderungen auf viele Lehrer ab-
schreckend gewirkt haben. Vermutlich trug sie so eher zum Verschwinden als zum
eigentlich erhofften Ausbau der schulischen Umsetzung der ,Neueren Geometrie®
bei.

4.3 Erlanger Programm und ,,Neuere Geometrie*

Bei seinem Eintritt in die Universitat Erlangen im Jahr 1872 legte Felix Klein eine wis-

senschaftliche Abhandlung mit dem Titel Vergleichende Betrachtungen lber neuere
geometrische Forschungen vor, die in gedruckter Form herausgegeben und spéter

! Zacharias 1914-1931, S. 906

"2 Als Beispiele fiir die Aufnahme neuer Inhalte nannte Zacharias die folgenden Lehrblcher:

Jan H. van Swinden; Carl F. A. Jacobi (Ubers.): Elemente der Geometrie. Jena: Frommann 1834
Ernst F. August: Lehrbuch der Mathematik, Band 3. Berlin: Reimer 1854

Gallenkamp, Wilhelm: Die Elemente der Mathematik, 1. Teil. Iserlohn: Badeker 21860

Baltzer, Richard: Die Elemente der Mathematik, Band 2. Leipzig: Hirzel 1862

"® Die von Zacharias genannten Inhalte entsprechen ungefahr den im Lehrbuch von Holzmdiller be-
handelten (vgl. 3.1).

" Dies erwahnte Zacharias nicht explizit. Allerdings ist die Zentralprojektion als verbindendes Element
klar vorhanden.

" Lietzmann 1916, S. 244
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unter dem Schlagwort Erlanger Programm bekannt wurde. Darin formulierte Klein die
grundlegende Idee, dass zu jeder Geometrie eine Gruppe von Abbildungen (,Trans-
formationen®) gehért, die einen bestimmten Raum auf sich selbst abbilden.
Gegenstand der Geometrie sind dann die Satze Uber diejenigen Eigenschaften der
geometrischen Objekte, die durch die Transformationen erhalten bleiben (,Invarian-
ten“). Ein Vergleich der Transformationsgruppen ermdglicht es somit, auch eine
Aussage Uber das Verhaltnis der zugehdrigen Geometrien zu treffen. Ist namlich eine
Transformationsgruppe T. Untergruppe einer anderen Transformationsgruppe T4, SO
gelten alle in der zu T1 gehdérenden Geometrie Gy vorhandenen Sé&tze auch in der
Geometrie Gy bzw. alle Invarianten von Gy sind auch Invarianten von G,. Gy kann
darliber hinaus weitere Invarianten besitzen und ist dann ein Spezialfall von G1.”®
Beispielsweise bildet die Menge aller projektiven Abbildungen der projektiven Ebene
auf sich”’ die Transformationsgruppe, die zur projektiven Geometrie gehért. Betrach-
tet man als Untergruppe alle diejenigen projektiven Abbildungen, die die unendlich
ferne Gerade auf sich abbilden (Affinitaten), erhalt man die Transformationsgruppe
der affinen Geometrie.”® Einen Uberblick liber die Beziehungen zwischen den grund-
legenden Geometrien gibt die folgende Abbildung:

Projective geometry

Affine geometry Single Double Hyperbolic
elliptic elliptic geometry
| geometry geometry
Parabolic
metric Other subdivisions of
geometry affine geometry

Euclidean geometry

Abbildung 102: System der Geometrien (aus: Kline 1972, S. 919)

Mit wachsender Verbreitung des Erlanger Programms wurde auch die Frage disku-

tiert, inwieweit sich der Schulunterricht daran orientieren misse. Dabei zeigten sich

"® vgl. dazu Kline 1972, S. 917ff und Efimow 1970, S. 393ff

"7 Bei diesen Abbildungen wird entweder jedem Punkt ein Punkt und jeder Geraden eine Gerade (Kol-
lineation) oder jedem Punkt eine Gerade und jeder Geraden ein Punkt (Korrelation) so zugeordnet,
dass die Inzidenz erhalten bleibt. Zusatzlich muss die Zuordnung (modern gesprochen) bijektiv sein.
In beiden Fallen werden je vier harmonische Elemente (Punkte oder Geraden) auf vier harmonische
Elemente abgebildet.

’® Im Unterschied zur projektiven Ebene sind die Fernpunkte in der affinen Ebene nicht mit den ge-
woéhnlichen Punkten gleichgestellt, sondern nehmen eine Sonderrolle ein. Alternativ kann man beim
Ubergang von der projektiven zur affinen Ebene auch die Fernpunkte entfernen und stattdessen von
Parallelitét sprechen.

218



auch Anknlpfungspunkte zur Debatte um die ,Neuere Geometrie®, die im Folgenden
naher betrachtet werden sollen.

4.3.1 Wilhelm Dieck”®

Eine gréBtmégliche Ubereinstimmung zwischen Erlanger Programm und ,Neuerer
Geometrie“ sah Wilhelm Dieck in seinem Artikel Der Geist der neueren Geometrie
(ZmnU 45, S. 432-440). Darin diskutierte er zunachst die Frage, was eigentlich unter
.Neuerer Geometrie“ zu verstehen sei, wobei er grundsétzlich folgende Festlegung
vornahm: ,Auf den Namen ,neuere Geometrie” kénnen sinngeman alle diejenigen
Zweige der Geometrie Anspruch erheben, die ihre Entstehung der Geistesarbeit der
letzten Jahrhunderte verdanken.“® Grundlegend war fiir ihn also die Abgrenzung von
der traditionellen Geometrie. Von inhaltlicher Seite sei es laut Dieck Ublich, die Satze
von Ceva und Menelaus, die Eigenschaften des vollstandigen Vierseits, harmonische
Punkte und Strahlen, die Polarentheorie am Kreis sowie die Potenzlinie, Ahnlich-
keitspunkte und Ahnlichkeitsachsen als ,Neuere Geometrie® zu bezeichnen.
Allerdings lasse es sich vor dem Hintergrund der obigen Festlegung auch gut be-
grinden, die synthetische Geometrie, die vor allen Dingen mit anschaulichen
Zeichnungen arbeite und daher auch zeichnende oder reine Geometrie genannt
werden kénne, als ,Neuere Geometrie® zu bezeichnen. Gleiches gelte auch fir die
analytische oder rechnende Geometrie. Eine Gleichsetzung mit den Begriffen ,Geo-
metrie der Lage“ bzw. ,Geometrie des MaBes" sei folglich nicht mdglich: ,Beide
Gebiete, sowohl die Geometrie der Lage als auch die Geometrie des MaBes, kdnnen
in analytischer wie in synthetischer Weise behandelt werden. Bei der Einteilung der
Geometrie in analytische und synthetische ist also der Einteilungsgrund die Methode,
bei der Einteilung in Geometrie des MaBes und Geometrie der Lage handelt es sich
um verschiedene Stoffgebiete.”®’ Nicht zuletzt wére es auch denkbar, den Begriff
.Neuere Geometrie“ fir die nichteuklidischen Geometrien bzw. die geometrische Axi-
omatik zu verwenden. All dies lehnte Dieck jedoch ab und plédierte dafiir, den Begriff

" Dieck wurde am 27.4.1880 in Windberg bei Ménchengladbach geboren. Nach Besuch des Gymna-
siums in Ménchengladbach studierte er zunachst Theologie und Philologie, dann Mathematik und
Naturwissenschaften. 1903 bestand er das Staatsexamen und absolvierte anschlieBend das Seminar-
jahr in Essen und ab 1905 das Probejahr an den Kéniglichen Gymnasien in Disseldorf und Bonn.
Danach erhielt er eine Stelle am Realgymnasium in Sterkrade (Oberhausen).

% Dieck 1914, S. 432

®' Dieck 1914, S. 433
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als Sammelbezeichnung fir die oben genannten Inhalte beizubehalten: ,Trotzdem
mochte ich dafir eintreten, die eingangs erwahnten Kapitel der Schulplanimetrie wie
bisher unter dieser Flagge zu fihren. Damit sie diesen Namen aber voll und ganz
verdienen, mufB3 ihre Behandlungsweise von dem geometrischen Geiste der Gegen-
wart getragen und erfillt sein.“®?

Als wichtige Aspekte dieses ,geometrischen Geistes sah Dieck die ,Beweglichkeit
der Figuren“ und den ,Fortschritt vom Allgemeinen zum Besonderen® an. Allerdings
werde die ,Neuere Geometrie” dadurch nur unzureichend charakterisiert, weshalb er
empfahl, ,als den bedeutsamsten und fruchtbarsten Leitgedanken der neueren Ge-
ometrie die zielbewuBte Gruppenbildung in den geometrischen Beziehungen®®
anzunehmen. Die Grundlage flir diesen Ansatz sei durch die Trennung der Geomet-
rie der Lage von der Geometrie des MaBes geschaffen worden, die zunachst
synthetisch und anschlieBend analytisch durchgefiihrt wurde. 1859 habe dann Cay-
ley® festgestellt, dass alle metrischen Eigenschaften einer geometrischen Figur aus
deren projektiver Beziehung zu einem ,absoluten Gebilde” abgeleitet werden kénn-
ten, so dass die Geometrie des MaBes in die Geometrie der Lage einbezogen
werden kénne. Diese ldee wurde laut Dieck dann von Felix Klein im Erlanger Pro-
gramm aufgegriffen und 1896 von Eduard Study® vollstandig bearbeitet.

Im weiteren Verlauf des Artikels erlauterte Dieck dann, wie man von der projektiven
Geometrie ausgehend Uber die affine Geometrie zur dquiformen Geometrie®® gelan-
gen kann. Dazu charakterisierte er zunachst die ebene projektive Geometrie Uber die
Elemente Punkt und Gerade sowie deren mdgliche Beziehungen, die die Geometrie
aufdecken muisse. Dabei sei der Zusammenhang ,Die gerade Linie ist der Trager
von unendlich vielen Punkten.”®” besonders naheliegend. Genauso kénne aber auch
der Punkt durch die durch ihn verlaufenden Geraden erzeugt gedacht werden: ,Der
Punkt ist der Trager von unendlich vielen Geraden.”®® Um die vollkommene Gleich-

berechtigung zwischen Punkten und Geraden zu verwirklichen®, misse allerdings

% Dieck 1914, S. 433
% Dieck 1914, S. 433
8 Cayley 1859, S. 90
8 vgl. Study 1896; Study betrachtete alle zwischen der projektiven Gruppe und der Gruppe der Bewe-
ungen liegenden reellen Transformationsgruppen.
33 Bei dieser kommt als zuséatzliche Invariante die Orthogonalitat hinzu.
Dieck 1914, S. 434
% Dieck 1914, S. 434
% Dieck wandte sich wegen der Problematik bei der Definition des Punktes dagegen, lediglich die
Gerade als Menge ihrer Punkte aufzufassen: ,Gehen wir allerdings der Sache etwas genauer auf den
Grund, so macht doch dieses Ding, ,dessen Teil nichts ist“, uns allerlei begriffliche Schwierigkeiten.
Wir vermeiden sie, wenn wir den Punkt genau so behandeln wie die Gerade.” (Dieck 1914, S. 434)
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auch dem Grundsatz, dass zwei Punkte immer eine Gerade festlegen, eine entspre-
chende Aussage bezlglich der Geraden gegenubergestellt werden. Daraus ergebe
sich die Notwendigkeit, die uneigentlichen oder unendlich fernen Punkte als Schnitt-
punkte paralleler Geraden einzuflihren, die jedoch gegenlber den gewdhnlichen
Punkten keine Sonderrolle einnahmen.*°

Auf diesen Festlegungen beruhe nun als notwendige Konsequenz das Phanomen
der Dualitat zwischen Punkten und Geraden. Da die in der Geometrie verwendeten
Begriffe fast alle anhand der Euklidischen Geometrie entwickelt wurden, wies Dieck
darauf hin, ,daB die Sprache die Dualitat zwischen Punkt und Gerade in der Ebene
nicht nur nicht hervorkehrt, sondern sie geradezu verschleiert.*! Aus diesem Grund
musse man sich das Phdnomen immer wieder an konkreten Beispielen (wie Schnitt-
punkt und Verbindungsgerade, Dreiseit und Dreieck) klarmachen. AuBerdem kdnne
jedem Satz sein duales Pendant gegenlbergestellt werden, was zu einer Bereiche-
rung der einzigen in der projektiven Geometrie zu untersuchenden geometrischen
Beziehung (der Inzidenz) fuhre: ,Es kdnnte nun scheinen, als ob diese einzige aus-
gezeichnete Lagerungsmaéglichkeit so nichtssagend und inhaltsarm ware, daB eine
Geometrie der Inzidenzen ein mathematisches Aschenbrdédel sein miuBte. Das ist
aber keineswegs der Fall. Die Geometrie der Inzidenzen ist die eigentliche Geomet-
rie der Lage oder projektive Geometrie. |hr oberstes Gesetz ist das Prinzip der
Dualitat. lhre Satze sind also ausnahmslos Zwillingsgebilde.“** Als Beispiel fiir ein

Paar dualer Satze nannte Dieck die bei-
den Richtungen des Satzes von
Desargues, d.h. nimmt man eine Rich-
tung und dualisiert sie, so erhalt man die
andere.

Um nun die Geometrie der Lage zu ver-

lassen und zur Geometrie des Males

/ Pig. . -
g Uberzugehen, massten in der projektiven

Abbildung 103: Satz des Desargues Ebene die uneigentlichen Elemente aus-
(aus: Dieck 1914, S. 436)

% | etzteres ist im Folgenden noch wichtig fir die Unterscheidung der projektiven und der Euklidischen
Ebene.

°! Dieck 1914, S. 435

% Dieck 1914, S. 435f
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gezeichnet werden.® Durch Auswahl eines unendlich fernen Punkte auf jeder Gera-
den (oder einer uneigentlichen Geraden) in der projektiven Ebene, erhalte man die
Euklidische Geometrie bzw. genauer die affine Geometrie der Euklidischen Ebene.**
In dieser sei die Dualitat aufgehoben, da zwar unendlich viele uneigentliche Punkte
aber nur eine uneigentliche Gerade (mit Sonderstatus) existiere. Daflir erhalte man
jedoch neben der Inzidenz die Parallelitat als weitere geometrische Beziehung. Den
eigentlichen Nutzen dieses systematischen Vorgehens sah Dieck darin, durch Spe-
zialisierung aus allgemeinen Satzen neue Aussagen abzuleiten. Fir das Beispiel des
Satzes von Desargues ergaben sich so vier Spezialfélle:

(i) eine Dreiecksseite liegt in der Ferngerade
(i) ein Eckpunkt eines Dreiecks ist ein Fernpunkt
(i) die Inzidenzgerade (g) ist die Ferngerade
(iv)  der Inzidenzpunkt (P) ist ein Fernpunkt.
Die beiden Falle (iii) und (iv) betrachtete Dieck dann naher und stellte fest, dass sich
im Fall (iii) die entsprechenden Dreiecksseiten auf der Ferngeraden schneiden und
somit parallel sind. Die Umkehrung des Satzes von Desargues misse in diesem affi-
nen Spezialfall also lauten: ,Sind die entsprechenden Seiten zweier Dreiecke
parallel, so schneiden sich die Verbindungslinien entsprechender Ecken in einem
Punkte, dem Ahnlichkeitspunkte der beiden Dreiecke*®. Im Fall (iv) sei der Punkt P

I“ig. 2. g/ ¥ig. 3.
Abbildung 104: Spezialfall (iii) Abbildung 105: Spezialfall (iv)
(aus: Dieck 1914, S: 437) (aus: Dieck 1914, S. 438)

% Damit ist gemeint, dass sie gewissermafBen einen Sonderstatus erhalten und anders behandelt
werden als die gewdhnlichen Punkte und Geraden. In der projektiven Ebene werden alle Punkte und
Geraden gleich behandelt.

% Dieck bemerkte auch, dass man durch Annahme zweier Fernpunkte pro Gerade die hyperbolische
Geometrie erhalte. Enthielten die Geraden keine unendlich fernen Punkte, sei die Geometrie elliptisch,
wobei er nicht klar herausstellte, wie die elliptische Geometrie mit der projektiven Geometrie zusam-
menhangt. Gegenstand der elliptischen Geometrie ist die projektive Ebene, auf der aber zusétzlich
eine Metrik definiert wird. (vgl. dazu Efimow 1970, S. 409ff)

% Dieck 1914, S. 437; Der Ahnlichkeitspunkt kann auch ein Fernpunkt sein.
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ein Fernpunkt, so dass die Verbindungsgeraden der zugeordneten Eckpunkte paral-
lel werden. Daher erhalt man hier folgenden affinen Spezialfall des Satzes von
Desargues: ,Sind die Verbindungslinien der entsprechenden Ecken zweier Dreiecke
parallel, so schneiden sich die entsprechenden Seiten auf einer Geraden, der Affini-
tatsachse der beiden Dreiecke.“® Beide Spezialfélle lassen sich nur unter Nutzung
der Begriffe Ahnlichkeitspunkt und Affinititsachse umkehren®’, weshalb Dieck zu
folgendem Urteil kam: ,Immerhin sind diese Umkehrungen mehr oder weniger ge-
kiinstelt, eine Folge der verloren gegangenen Dualitat. Der Gegensatz: Affinitat und
ahnliche Lage ist ihr letzter Widerschein.“® Im Anschluss leitete Dieck aus der affi-
nen die dquiforme Geometrie®® ab, bei der die Punkte der uneigentlichen Geraden
eine spezielle Involution bilden, die unter allen Abbildungen der zugehérigen Trans-

t'%° als dritte

formationsgruppe erhalten bleibt. Dadurch komme die Orthogonalita
geometrische Beziehung hinzu. Auch hier entwickelte Dieck weitere Spezialfélle des
Satzes von Desargues.

Am Schluss des Artikels fasste Dieck nochmals die Vorteile der von ihm vorgestellten
Methode zusammen, wozu er einmal ,Asthetische und orientierende Vorziige*'”’,
zum anderen aber auch das Erreichen gréBtmdglicher Vollstandigkeit zahlte. Nicht
zuletzt kdnne auch durch entsprechende Behandlung der Euklidischen Geometrie'®
der Ubergang zur Geometrie der Lage angebahnt werden. Daher appellierte er noch-
mals, die als ,Neuere Geometrie® bezeichneten Inhalte endlich nach dem
geschilderten Prinzip (,das Leitmotiv der neueren Geometrie®) zu unterrichten:
Wenn dieses Prinzip die als neuere Geometrie bezeichneten Kapitel der Schulpla-
nimetrie erfullt und durchdringt, dann sind sie ebenso gut wie etwa die synthetische
Geometrie der Kegelschnitte geeignet, unseren Schilern die wertvollsten geometri-

schen Anschauungen der Gegenwart zu vermitteln.“'%

% Dieck 1914, S. 438

% Aligemein ist die Aussage ,Schneiden sich die Verbindungslinien entsprechender Ecken zweier
Dreiecke in einem Punkt, so sind die entsprechenden Seiten parallel* (Umkehrung von (iii)) falsch. Es
muss vorausgesetzt werden, dass es sich bei dem Schnittpunkt um den Ahnlichkeitspunkt handelt,
was wiederum eine spezielle Lage der Dreiecke voraussetzt.

% Dieck 1914, S. 438

% Heute wiirde man von Ahnlichkeitsgeometrie sprechen.

190 7wei Geraden sind genau dann orthogonal, wenn ihre Schnittpunkte mit der Ferngerade einander
durch die ausgezeichnete Involution zugeordnet sind.

"9 Dieck 1914, S. 439

192 \Vermutlich ist gemeint, den umgekehrten Weg zu gehen und zunéchst die Euklidischen Spezialfal-
le zu betrachten, woraus sich dann letztlich der projektive Satz ergibt.

1% Dieck 1914, S. 440
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Zusammenfassend lasst sich also sagen, dass Diecks Vorschlag darauf abzielte, den
Teil des Erlanger Programmes, der sich mit dem Auffinden der Beziehungen zwischen
den einzelnen Geometrien beschéftigte, anhand der Inhalte der ,Neueren Geometrie®
im Schulunterricht zu verwirklichen. Dabei ist der Aspekt des Aufdeckens allgemeiner
Gesichtspunkte und der Zuordnung speziellerer Aussagen von den friiheren Verfech-
tern der ,Neueren Geometrie” ibernommen und im Sinne des Erlanger Programms
weiterentwickelt. Etwas ungllicklich erscheint sein Vorgehen, die projektive Ebene
mit ausgezeichneten Fernpunkten als Ersatz flr die Euklidische Ebene zu betrach-
ten. Konsequenter wéare es, die Fernpunkte wegzulassen und stattdessen von
Parallelitat zu sprechen, wodurch auch an die den Schilern bekannte Vorstellung der
Euklidischen Ebene angeknlpft wirde. Eher zwischen den Zeilen klingt die Kritik an
den bisherigen (,veralteten) Methoden an, womit vermutlich die Anbindung neuer
Inhalte an die Methoden der Euklidischen Geometrie gemeint war. Véllig unbertck-
sichtigt bleibt bei Dieck der Aspekt der Transformationen.

4.3.2 Albert Schiilke

Die gewissermaBen komplementare Position nahm Albert Schilke in einem Beitrag
im 58. Band der ZmnU (1927) ein. Unter dem Titel Das Erlanger Programm und die
Schulgeometrie (ZmnU 58, S. 401-407) wurde die schriftliche Version eines von ihm
auf der 29. Versammlung des Vereins zur Férderung des mathematischen und na-
turwissenschaftlichen Unterrichts in Frankfurt am Main gehaltenen Vortrags
verdffentlicht, in dem er die schulische Umsetzung der ,Neueren Geometrie” sehr
hart kritisierte und fiir die Umgestaltung der Schulgeometrie durch Nutzung von
Transformationen pladierte. Schilke stellte zun&chst fest, dass die Schulgeometrie
anfangs auf den Inhalt von Euklids Elementen beschrénkt gewesen sei, dem im Lau-
fe der Zeit weitere Inhalte (die ,Neuere Geometrie*) hinzugefligt wurden. Diese
Erganzung hielt er aus folgendem Grund, mit dem er eine Grundannahme der Be-
firworter in Frage stellte, nicht fir besonders sinnvoll: ,Man hat 6fters die Neuere
Geometrie als ein Sammelsurium bezeichnet, denn wir haben flr harmonische Punk-
te, Kreisverwandtschaften, die Satze von Menelaus und Pascal keine Reihenfolge,
welche eine fortschreitende Entwicklung aufzeigt. Wir sehen also, dafl3 die Geometrie
bis zur Gegenwart nicht imstande gewesen ist, aus sich selbst ein systematisches
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Lehrgebdude zu schaffen.“'®* Demgegentiber verlangten die Lehrplane gerade, die
Mathematik als geordnete Wissenschaft darzustellen, was flir den Bereich der Arith-
metik bereits verwirklicht sei.

Als Lésung schlug Schilke nun vor, die Schulgeometrie anhand des Erlanger Pro-
gramms umzugestalten: ,Wir missen die neueren Entwicklungen hinzunehmen, die
sich zwar gelegentlich schon bei Euler finden, die aber erst von F. Klein im Erlanger
Programm 1872 systematisch benutzt sind, namlich die Abbildungen und Bewegun-
gen in analytischer Form, d. h. die Transformationen. Dadurch wird die Rechnung
gleichberechtigt mit der Zeichnung“'®. Die starkere Beriicksichtigung analytischer
Methoden hatte Schilke bereits 1910 gefordert (vgl. 2.2.3), im Erlanger Programm,
das aufgrund seiner Funktion (Programm zum Eintritt in die Philosophische Fakultat)
nicht allzu technisch sein durfte, ist dieser Ansatz jedoch nicht zu finden (vgl. Kline
1972, S. 917). Anhand einer Vielzahl von Beispielen zeigte Schiilke dann, wie er sich
die konkrete Umsetzung seines Vorschlags vorstellte. So empfahl er, die Kon-

6

gruenzabbildungen'® mithilfe der Abbildungsgleichungen zu behandeln, was er

anhand der folgenden Beispiele veranschaulichte'®”:

X' =X, y'=-y (Geradenspiegelung an der x-Achse)
X' =X, y'=-y (Punktspiegelung am Ursprung)
xX'=x+a, y=y+b (Verschiebung)
X' =X-cosa@—y-sin@, Y'=X-sina+Yy-cosa (Drehung um den Ursprung)

Zur Untermauerung seines Vorschlags berief er sich wieder auf Klein: ,Daher beweist
Euklid alles durch Kongruenz. Klein dagegen stellt die Bewegung voran, und dies ist
padagogisch weit wertvoller. Die Kongruenz braucht jedesmal drei Stlicke, die man
mihsam zusammensuchen mufB3, und auBerdem entstehen dadurch die von Scho-
penhauer sogenannten Mausefallenbeweise. Man sieht, daf3 es richtig ist, aber man
sieht nicht, warum es richtig ist. Dagegen folgt bei Spiegelung und Bewegung die
Gleichheit aller Stiicke unmittelbar aus der Anschauung.“'®® Fraglich bleibt bei dieser

1% Schiilke 1927, S. 401; Den Kritikpunkt der fehlenden Systematik hatte Schiilke schon bei seinem
Vortrag auf der Posener Versammlung des Férdervereins im Jahr 1910 gedulBert, damals aber die
verstarkte Nutzung der Zentralprojektion als L6sung vorgeschlagen (vgl. 2.2.3).

1% Schiilke 1927, S. 401

1% Diesen Begriff verwendet Schiilke nicht, sondern spricht bei den Spiegelungen von Symmetrie und
bei Drehung und Verschiebung von Bewegungen.

197 Vermutlich wollte Schiilke nicht mit den Schiilern die allgemeinen Abbildungsgleichungen aufstel-
len, sondern zeigen, dass es sich bei den betrachteten Beispielen um Spezialfalle der affinen
Abbildung (s.u.) handelt.

1% Schiilke 1927, S. 402
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Begrindung allerdings, warum zur Betonung der Anschauung gerade die analytische
Darstellung empfohlen wird.

Um nicht nur bei den Kongruenzabbildungen stehen zu bleiben, sollten auch die
zentrische Streckung am Ursprung (Xx"=n-X, y'=n-y) und die in der darstellenden

Geometrie behandelten Projektionen analytisch gefasst werden. Die beim Zeichnen
von Schragbildern benutzte Parallelprojektion (Abbildung 106) flihre beispielswei-

se'® zur Abbildungsgleichung x’ = x +%, y':%.
o ox Auch die ,geometrische Addition* kdnne aus dem
\\\p\ Blickwinkel der Transformationen zu solchen
A a\\f;' s Gleichungen flihren. Im betrachteten Beispiel
ol B \R
il - S (x 1)
. < |7 1| (Abbildung 107) wird die Kurve y——2 kon-
. F T —
_ d /,-" ‘ struiert, indem fir jeden x-Wert aus den Graphen
ek 1
y-% | zu y=x und yzﬁ die y-Werte abgelesen
o . .
e und addiert werden. Dies fuhrt dann wegen
Abbildung 106: Parallelprojektion 1 x-(x _2)+1 x?-2x+1 (x _1)2
(aus: Schiilke 1927, S. 404) X+ = = =
X—-2 X—-2 X—-2 X—-2
zum gewulnschten Resultat. Schiilke schlug nun y .
gag'—}'i z
vor, die Situation so aufzufassen, dass auf die : » ="
y=m+‘r -2 L& ,

Kurve V=ﬁ die Transformation (Scherung) | -¥=2-

x'=Xx, y'=x+y angewendet wird.

Den Vorteil dieser Methode beschrieb er (leicht

Ubertrieben) so: ,Aber wie ist der innere Zu- ; x

o
wird transfor-
| miert durch

sammenhang? Die Geometrie wei3 keine

E
r
|
I
1'_
| .
|
|
I
. . . |
Antwort, die Transformationen zeigen sofort, |
I

dafB wir von der Kongruenz zur Affinitat Gberge- : :j_]_J
Fig. 6.
gangen sind. Die Transformation Abbildung 107: Geometrische Addition

(aus: Schiilke 1927, S. 404)

199 |m Beispiel bilden die Bilder der zur x-Achse senkrechten Geraden einen 45°-Winkel mit der

x-Achse, der Verklrzungsfaktor isti.
2
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);:::::::Ik enthélt alle diese Gebiete, und F. Klein sagt mit Recht, daB3 die ver-
wirrende Fille der geometrischen Satze erst Ubersichtlich wird durch die Erkenntnis,
daB es sich nur um verschiedene Werte der Konstanten handelt.“'"° Als letztes Bei-
spiel nannte  Schilke die  Perspektive  (Zentralprojektion), wo  die
Abbildungsgleichungen auch Briche enthalten missten, um die Fernpunkte abbilden
zu kdnnen. Homogene Koordinaten benutzte er jedoch nicht.

Neben der beabsichtigten Systematisierung verfolgte Schiilke noch ein weiteres Ziel,
das er ebenfalls anhand von Beispielen verdeutlichte: ,Nachdem wir durch das Er-
langer Programm die naturliche Entwicklung kennen gelernt haben, kdnnen wir die
Beweise vereinfachen und dadurch den Schillern (iberfliissige Arbeit ersparen''".
Dabei fallt allerdings auf, dass zwar weiterhin die zuvor hergeleiteten Abbildungen
als Hilfsmittel dienen, die analytische Darstellung jedoch in den Hintergrund tritt.''?

Zusatzlich stammen die meisten Beispiele aus dem Gebiet der ,Neueren Geometrie®,

was als ein weiteres Indiz daflir gesehen werden

kann, dass Schilke vornehmlich mit der praktizier-

ten schulischen Umsetzung unzufrieden war.'"® So

empfahl er beispielsweise, den ,Satz vom voll-

«114

standigen Vierseit anstatt wie Ublich mit dem

Satz von Menelaus durch Verwendung einer per-
spektiven Abbildung (d.h. einer Zentralprojektion)
zu beweisen.'” Betrachtet wird dabei das durch
e die Geraden A’B’, B’C’, C’'D und DA’ gebildete
Abbildung 108: Harmonische Punkte  vollstandige Vierseit, das als perspektives Bild des

am vollstandigen Vierseit . 116
(aus: Schillke 1927, S. 405) Parallelogramms ABCD aufgefasst wird. Ein

"% Schiilke 1927, S. 403f

""" Schiilke 1927, S. 405

12 Es ist allerdings nicht klar, ob dadurch nur der Umfang der Darstellung reduziert werden soll oder
das explizite Angeben der Abbildungsgleichungen flr verichtbar gehalten wird.

'3 Somit ergibt sich zumindest in dieser Hinsicht kein Widerspruch zu seinen Aussagen von 1910 (vgl.
2.2.3).

"% Auf jeder Diagonallinie eines vollstandigen Vierseits bilden die auf ihr liegenden Gegenecken und
die Schnittpunkte mit den beiden anderen Diagonalen vier harmonische Punkte.

"% Die Idee der Darstellung von Urbild und Bild einer (eigentlich raumlichen) Zentralprojektion in einer
Ebene wurde in den 1960er Jahren erneut diskutiert (vgl. Ausblick).

118 |n Abbildung 108 ist unterhalb der Geraden a ein Ausschnitt der Grundebene (Urbild), zwischen a
und f (Horizont) ein Ausschnitt der Bildebene, oberhalb von f ein Ausschnitt der zur Grundebene pa-
rallelen Ebene durch das Projektionszentrum O zu sehen. Die Bildebene verlauft senkrecht zur
Grundebene und schneidet diese in a. Als Abbildung in der Ebene aufgefasst, handelt es sich um eine
Zentralkollineation mit Zentrum O und Achse a.
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zum Vierseit perspektives Parallelogramm I&sst sich konstruieren, indem man O be-
liebig wahlt und Parallelen zu OR durch D (Gerade AD) sowie den Schnittpunkt von
B’C’ mit a (Gerade BC) zeichnet. Genauso erhalt man AB und CD als Parallelen zu
OP.""" Als Argument dafiir, dass die Punkte A’, C’, @ und S harmonisch liegen, fiihr-
te Schilke nun folgendes an: Die Punkte A’, C’, Q’ und S haben als Urbilder A, C, Q
und den Fernpunkt der Geraden AC. Da Q der Mittelpunkt der Strecke AC ist, bilden
die Urbilder vier harmonische Punkte, die bei perspektivischer Abbildung erhalten
bleiben. Auch den Beweis des Satzes von Pascal fir den Kreis durch Nutzung des
Satzes von Menelaus empfand Schilke als wenig gegliickt. Stattdessen kénne die-
ser fur beliebige Kegelschnitte aus der Tatsache abgeleitet werden, dass sich die
zugeordneten Strahlen zweier projektiver Strahlenblischel in den Punkten eines Ke-
gelschnitts schneiden und die Zuordnung der Strahlen durch Angabe von flnf
Strahlenpaaren eindeutig festgelegt ist. Die Konstruktion eines beliebigen sechsten
Kegelschnitt-Punktes liefere dann sofort den Satz von Pascal.'’® Vor dem Hinter-
grund der betrachteten Beispiele kam Schiilke zu dem Schluss: ,Hieraus folgt, dai3
die Satze von Menelaus und Ceva fiir das System nicht notwendig sind.“'"®

Auch die Behandlung von Pol und Polare kénne durch Ubertragung der Zusammen-
hédnge am Kreis auf alle Kegelschnitte mithilfe einer Zentralprojektion vereinfacht
werden, wobei einmal der Mittelpunkt als Pol und die Ferngerade als seine Polare
aufgefasst werde. Die Abbildung mache dann aus dem Kreis einen Kegelschnitt, der

[ a2 Horizont (als Bild der Ferngerade) werde

Polare, das Bild des Mittelpunktes der

zugehorige Pol. Um auch die Situation zu
erhalten, dass der Pol auBBerhalb des Ke-

gelschnitts liegt, sollte im Urbild der
(unendlich  ferne) Schnittpunkt einer
Schar von paralleler Sehnen als Pol und

g der zu den Sehnen senkrechte Durch-

Abbildung 109: Pol und Polare am Kegelschnitt messer als Polare dienen.
(aus: Schulke 1927, S. 406) Wenn Schiilke auch den Ideen des Er-

"7 Schiilke erwihnt diese Konstruktion nicht und erlautert folglich auch nicht, warum sie das Ge-
winschte liefert. Sie beruht letztlich darauf, dass die Punkte S, R, T und P auf dem Horizont f liegen

und daher ihre Urbilder Fernpunkte sein missen. Dies begriindet die Konstruktion mit AD || BC und

AB || DC.
"8 Dies ist dieselbe Beweisidee, die auch Béger verwendet (vgl. 3.4).
"9 Schiilke 1927, S. 405
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langer Programms (oder dem, was er daflir hielt) einen groBen Einfluss auf den
Schulunterricht einrdumte, wollte er es dennoch nicht vollstandig Gbernehmen: ,Das
weitere Ziel des Erlanger Programms, Geometrie als Invariantentheorie, mdchte ich
zurlckstellen. [...] Aber die Durchfihrung ist fir den Unterricht zu schwierig, und
man wird sich zun&chst mit dem Hinweis auf einzelne Invarianten begniigen.“'?°

Am Schluss des Artikels fasste Schilke die sich seiner Meinung nach durch die Imp-
lementierung der grundlegenden Ideen des Erlanger Programms flar den
Mathematikunterricht ergebenden Vorteile nochmals dahingehend zusammen, dass
eine starkere Verbindung von Geometrie und Arithmetik sowie ein systematischer
Uberblick tiber die Geometrien erreicht werde. Dies flihre einerseits zur Erfiillung der
Vorgaben des Lehrplans und andererseits durch eine ,naturgemaBere” Gestaltung
der Beweise zur Entlastung der Schiler.

Im Grunde genommen verfolgte Schilke ein ahnliches Ziel wie auch Dieck, namlich
einen systematischen Aufbau der Geometrie umzusetzen. Der Unterschied bestand
jedoch darin, dass er den bei Dieck véllig fehlenden Abbildungsaspekt und die analy-
tische Darstellung ins Zentrum rlckte. Zusatzlich zielte sein Vorschlag darauf ab, die
Ideen des Erlanger Programms anhand der bestehenden Inhalte umzusetzen, wah-
rend es bei Dieck eher darum ging, am Ende des Geometrielehrgangs das Gelernte

zu systematisieren.

4.3.3 Oskar Hofling'®'

Flr eine Mischform aus beiden Vorschlagen trat Oskar Héfling in seinem Beitrag 60
Jahre Erlanger Programm (ZmnU 63 (1932), S. 153-159) ein, in dem er zun&chst aus
seiner Sicht die Entstehungsgeschichte des Erlanger Programms und dessen grund-
legende Aussagen (Geometrie als Invariantentheorie) darstellte. Demnach kénne es
einmal unter dem Aspekt der Systematisierung gesehen werden, zum anderen biete
sich aber auch die Mdglichkeit, neue Zusammenhéange zu erforschen (beispielsweise
bei der Ubertragung von Eigenschaften bekannter Figuren auf neue Gebilde durch
Abbildungen). Héfling ging dann im weiteren Verlauf der Frage nach, ob sich die bei-

129 Schiilke 1927, S. 406

2" Hafling wurde am 17.11.1906 in Essen geboren, wo er 1926 die Abiturpriifung bestand. Anschlie-
Bend studierte er Mathematik, Physik und Chemie in Bonn. Er promovierte 1929 (Uber dreigliedrige
Gruppen konformer Transformationen des Raumes) und legte 1931 die Examensprifung ab. Hofling
arbeitete als Studienrat an Gymnasien in Bonn und Hamburg.
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den im Erlanger Programm angelegten Aspekte (Ordnungsprinzip und Forschungs-
mittel) nicht auch positiv auf den Geometrieunterricht auswirken kénnten. Seiner
Meinung nach sei die anfanglich in dieser Angelegenheit weit verbreitete Skepsis
und Ablehnung inzwischen gewichen und es gebe bereits einige ausgearbeitete Vor-
schlage.

Was nun die Verwendung der Transformationsgruppen als Ordnungsprinzip betreffe,
so sollten die Schiler zunachst jeweils einen geniigend groBen Vorrat an Inhalten
aus einer Geometrie kennenlernen, bevor die zu ihrer Transformationsgruppe gehé-
renden Abbildungen betrachtet werden. Es dirfe niemals so sein, ,da3 man dieses
Ordnungsprinzip schon von vornherein an den Schiler heranbringt, ehe es Uber-
haupt etwas zu ordnen gibt, sondern so, daB3 es allmahlich aus dem Unterricht
herauswachst.“'?? Allerdings miisse beim Aufbau des Lehrgangs darauf geachtet
werden, dass alle zu einer bestimmten Geometrie gehérenden Aussagen auch im
Zusammenhang unterrichtet werden, was Hoéfling bei den seinerzeit bestehenden
Lehrblchern noch nicht verwirklicht sah. Insbesondere kritisierte er die Lehrblcher
fur die Oberstufe wegen ihrer Behandlung der ,Neueren Geometrie“: ,Unter dem we-
nig sagenden Namen ,neuere Geometrie“ pflegte man ein Konvolut von Satzen Uber
harmonische Punkte und Strahlen, Giber Chordalen und Ahnlichkeitspunkte sowie die
Sétze von Menelaus und Ceva, von Pascal und Brianchon zusammenzufassen. Da-
zu kam dann die synthetische Geometrie nach Steiner, die aber in letzter Zeit immer
mehr in den Hintergrund tritt.“'23

In Ubereinstimmung mit Dieck sah auch Héfling die projektive, die affine und die met-
rische (dquiforme) Geometrie als fir den Geometrieunterricht relevant an, deren
Inhalte jeweils durch die geometrischen Beziehungen der Inzidenz, des Parallelismus
und des Senkrechtstehens gegeben seien. Die im obigen Zitat bereits angeklungene
Abgrenzung der projektiven Geometrie von der synthetischen Geometrie nach Stei-
ner erlauterte Hofling dann noch etwas néher, wobei er zunachst sehr klar definierte,
was er mit dem Begriff projektive Geometrie meinte: ,Unter projektiver Geometrie
wollen wir vielmehr die durch die Gruppe aller Kollineationen und Korrelationen be-
stimmte Geometrie verstehen. Es ist gewi3 nicht unwichtig, sich den Unterschied
dieser beiden Auffassungen einmal klarzumachen, da sich hierbei ein Grund fir die

122 Hofling 1932, S. 155
123 Hofling 1932, S. 155; Auf welche Biicher er sich mit seiner Kritik konkret bezog, sagte Héfling nicht.
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ablehnende Stellung ergeben wird, die man heute vielfach der synthetischen Geo-

metrie gegeniiber einnimmt.“'?

Was unter ,synthetischer Geometrie* nach Steiner zu verstehen sei (also die zweite

h125

Auffassung), erklarte er leider nicht so deutlich'>, sondern betrachtete die perspekti-

ve Zuordnung des Strahlenblischels S zur Punktreihe s, wo-

5
bei er zur folgenden seltsamen Feststellung kam: ,Diese

paarweise Zuordnung zwischen den Punkten A, B, C und den
Geraden a, b, ¢ muB als Korrelation bezeichnet werden.“'?
Nun stellte Héfling jedoch richtigerweise fest'?’, dass es un-

endlich viele Korrelationen gebe, die die Geraden a, b, c, ...

Al 8 4 den Punkten A, B, C, ... in gewlinschter Weise zuordnen,
Fig. 1.

wobei die nicht durch S verlaufenden Geraden der Ebene

Abbildung 110: Perspekti-  jeweils verschieden abgebildet werden. Und er stellte weiter
ve Zuordnung (aus:

Hofling 1932, S. 156) fest, ,daB sowohl die perspektive wie die projektive Bezie-
hung keine Transformation ist, sondern daf3 es sich stets um eine Schar von unend-
lich vielen Kollineationen oder Korrelationen handelt, die aber keine Gruppe bilden.
Aus diesem Grunde ist eine Einordnung der Steinerschen Gedankengange in das
Erlanger Programm nicht méglich.“'?® Weiterhin sah Héfling ein Problem darin, die
Kegelschnitte mit Hilfe der projektiven Beziehung zweier Punkireihen zu erzeugen,
denn diese beziehe sich nur auf die Punkte der beteiligten Geraden, sei also ein ein-
dimensionales Phanomen. Wolle man die Zuordnung konstruktiv ausfihren, misse
man die Ubrigen Punkie der Ebene aber benutzen, was eine Inkonsequenz darstelle.
,Daraus folgt weiter, dal3 auch die Erzeugung der Kurven zweiter Ordnung durch pro-
jektive Punktreihen als nicht sachgemal bezeichnet werden muf3 und deshalb auf
der Schule unterbleiben kdnnte, insbesondere da wir andere, sehr viel fruchtbarere

Methoden zur Erzeugung der Kurven zweiter Ordnung haben.“'? Eine analytische

24 Hofling 1932, S. 155f

125 \Vermutlich meinte er damit die projektive Verwandtschaft und die darauf basierende Erzeugung der
Kegelschnitte.

126 Hofling 1932, S. 156; Offenbar sah er die Zuordnung der Geraden a, b, ¢, ... zu den Punkten

A, B, C, ... als Abbildung an und glaubte, jede in der projektiven Geometrie auftretende Abbildung
musse in der zugehdrigen Transformationsgruppe enthalten sein. Da die Kollineationen und Korrelati-
onen die einzigen Elemente der Transformationsgruppe (d.h. die einzigen Transformationen) sind und
hier den Geraden Punkte zugeordnet werden, muss es sich geman dieser Logik um eine Korrelation
handeln.

'27 Eine Korrelation ist erst dann eindeutig festgelegt, wenn die Zuordnung von vier Punkten, von de-
nen jeweils drei nicht auf einer Geraden liegen, zu vier Geraden, von denen jeweils drei nicht durch
einen Punkt gehen, gegeben ist.

128 Hofling 1932, S. 156

129 Hofling 1932, S. 156
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Behandlung der projektiven Geometrie in der Schule hielt Hofling flr nicht sinnvoll,
da die homogenen Koordinaten fiir die Schiler zu schwer seien. Jedoch kénnten
auch bei synthetischer Behandlung ,reizvolle[n] Fragestellungen und interessante[n]

«“130 arreicht werden.

Einsichten
Im Unterschied zur projektiven Geometrie sah Hofling fir die affine Geometrie, der
generell eine groBere Bedeutung beigemessen werden musse, auch die Moglichkeit
der analytischen Behandlung. Dartber hinaus biete ,sie flr die unterrichtliche Be-
handlung sehr viel bessere Ansatzméglichkeiten als die projektive Geometrie.“'®' Die

durch die Untergruppen der ,Dehnungen*'®?

und ,Bewegungen® gegebenen Inhalte
wilrden ohnehin in weiten Teilen den Stoff abdecken, der bislang zur Elementargeo-
metrie gezahlt werde. Fir das konkrete Vorgehen im Unterricht empfahl Ho6fling in
Ubereinstimmung mit Schiilke, von der Elementargeometrie auszugehen und die dort
behandelten Aussagen zu verallgemeinern: ,Man wird naturlich im Unterricht so ver-
fahren missen, daf3 man von den Eigenschaften dieser Elementargeometrie ausgeht
und allmahlich alles das abstreift, was sich auf Entfernungen und Winkel bezieht und
nur affine Invarianten (Teilverhaltnis und Inhaltsverhaltnis) beibehalt. An geeigneten
Beispielen kann man schlieBlich auch diese Begriffe beseitigen und zu rein projekti-
ven Beziehungen vordringen.“'*®

Am Schluss seines Artikels kam Hoéfling auch auf die Idee des Erlanger Programms

als Forschungsmittel zu sprechen, wobei er sich auf ein Beispiel beschrankte. Ge-

sucht ist eine affine Verallge-
meinerung des Satzes von
Pythagoras, der in seiner ge-
wohnlichen Form zur

metrischen Geometrie gehort.

\ 'l Dazu wird auf die urspriingliche
' \'\‘a Pythagoras-Figur eine affine

e

£ | Abbildung angewendet, wo-

Fig.2,
Fig. 3.

Abbildung 111: Affine Version des Satzes von Pythagoras durch in der entstehenden Bild-
(aus Hofling 1932, S. 158) figur das rechtwinklige Dreieck

130 Hfling 1932, S. 156

31 Hofling 1932, S. 157; Dies bezieht sich vermutlich darauf, dass der Ubergang von der metrischen
zur affinen Geometrie leichter féllt, da lediglich die geometrische Beziehung der Orthogonalitat verlo-
ren geht, wahrend der betrachtete Raum erhalten bleibt.

132 Gemeint ist wohl die zentrische Streckung.

138 Hofling 1932, S. 157
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ein beliebiges Dreieck (Orthogonalitat bleibt bei allgemeiner affiner Abbildung nicht
erhalten) und die Quadrate Parallelogramme werden. Beachtet man, dass in der Py-
thagoras-Figur der Punkt M sowohl die Strecke AC als auch die Strecke HK
halbiert'®* und affine Abbildungen das Teilverhaltnis erhalten, so ergibt sich die affine
Version des Satzes: ,Zeichnet man Uber zwei Seiten eines beliebigen Dreiecks ir-
gendwelche Parallelogramme, so ist die Summe ihrer Inhalte gleich dem Inhalt eines
Parallelogrammes Uber der letzten Seite, dessen dritte Ecke man erhalt, indem man
den Schnittpunkt der duBeren Parallelogrammseiten an der Mitte einer der beiden
ersten Dreiecksseiten spiegelt.'*® In diesem Sinne sollten die Schiiler selbst aus be-
kannten Satzen neue Aussagen ableiten, so dass aus dem ,Arbeitsunterricht* ein
.Forschungsunterricht werde. Diese Forderung war im Grunde genommen auch
schon 50 Jahre friiher in der Diskussion um die ,Neuere Geometrie* aufgestellt wor-
den (vgl. 2.1).

Zuletzt betonte H6fling noch die Bedeutung der Auffassung von Geometrie als Inva-
riantentheorie fir die geometrischen Beweise. Oftmals werde von den Schilern
gefragt, warum ein geometrischer Beweis anhand einer konkreten Figur Allgemein-
gultigkeit habe. Darauf misse man antworten, ,daf3 in einem sachgemaBen Beweis
nur solche Schritte vorkommen dirfen, die gegenltber der dem betreffenden Zweig
der Geometrie zugrunde liegenden Transformationsgruppe invarianten Charakter
haben. Dann ist es selbstverstandlich, daB der Beweis auch fur alle zur Beweisfigur
aquivalenten Figuren gilt. — Hieraus ergibt sich also, dal3 das invariante Arbeiten
nicht nur groBe Vorteile mit sich bringt, sondern dal3 es flr einen sachgemaien Be-
weis auch die notwendige Voraussetzung ist.“'%

Insgesamt lasst sich also festhalten, dass auch Héfling den ordnenden Charakter
des Erlanger Programms betonte und die sich daraus ergebende Systematik anhand
der mit den Schiilern bearbeiteten Inhalte aufzeigen wollte. Damit befand er sich also
nahe an Schilkes Position, verzichtete aber im Gegensatz zu ihm auf die GbermaBig
starke Betonung der analytischen Darstellung. Das am Beispiel des Satzes von Py-
thagoras erlauterte Ableiten neuer Satze zeigt hingegen eine gréBere Nahe zum
Vorschlag Diecks. Der einzige Unterschied besteht darin, ob die Abfolge projektiv —
affin — metrisch (Dieck) oder metrisch — affin — projektiv (H6fling) durchlaufen wird.

3% Die Dreiecke AKM und CHM sind kongruent.
135 Hofling 1932, S. 158f
138 Hofling 1932, S. 159
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4.3.4 Umfrage in der ZmnU

Die von Dieck, Schiilke und Hoéfling diskutierten Fragen waren auch Gegenstand ei-
ner Umfrage, die die Schriftleitung im 64. Band der ZmnU (1933) unter der
Uberschrift Gruppenbegriff und Abbildung im mathematischen Schulunterricht an-
schob. Der vorgegebene Fragenkatalog umfasste insgesamt acht Punkte, von denen
fur unser Thema die folgenden relevant sind:

»4. Soll man den Gruppenbegriff und die Abbildungslehre mit der projektiven
Geometrie koppeln? An sich ist die Betonung des Gruppenbegriffes auch mdglich,
ohne dal3 man bis zur projektiven Geometrie vorschreitet. Andererseits kann man mit
einer Berlcksichtigung topologischer Fragen (Eulerscher Polyedersatz, Zusammen-
hangsverhaltnisse) auch darliber hinausgehen.

5. Soll man die absteigende Linie projektiv — affin — dquiform-metrisch oder
umgekehrt die aufsteigende bevorzugen? [...]

8. Sollen zumindest auf der Oberstufe andere geometrische Methoden (syn-
thetische, im Sinne von Euklid oder von Steiner, stereometrische im Sinne von
Dandelin, analytische im Sinne von Descartes usf.) verdrangt werden oder soll, etwa
am Beispiel der Kegelschnitte, eine Darstellung der Verschiedenheit geometrischer
Methoden versucht werden, in der sich Gruppen- und Abbildungsbegriff als ordnen-
des Prinzip erweisen?“'%’

In den Banden 64 und 65 wurden die Antworten der folgenden Leser abgedruckt:
e L. Balser (Darmstadt)

H. Beck (Bonn)

F. Bosch (Aachen)

W. Dreetz (Berlin)

K. Fladt (Stuttgart)

E. Geck (Stuttgart)

Hch. Hofman (Frankfurt a.M.)

B. Kerst (Zwickau)

A. Schilke (Berlin)

Dabei zeigte sich eine groBe Ubereinstimmung beziiglich Frage 5, bei der alle fir die

aufsteigende Linie pladierten. Insgesamt sechs Leser sprachen sich in ihrer Antwort
zu Frage 4 fur die Verschmelzung mit der projektiven Geometrie aus. Allerdings wird

87 6.V. 1933, S. 201f
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aus den Antworten auch deutlich, dass es ihnen hauptsachlich darum ging, bis zu
den Kollineationen (speziell bis zur Zentralkollineation) zu kommen. Dies sollte ins-
besondere der Erzeugung der Kegelschnitte als zentralperspektive Bilder des
Kreises dienen. Die Beibehaltung bzw. Hinzunahme weiterer geometrischer Metho-
den in der Oberstufe (Frage 8) wurde mit Ausnahme der analytischen von nahezu
allen Lesern abgelehnt.

4.4 Der Einfluss der Meraner Reform auf die ,,Neuere Geometrie*

Auf der im Jahr 1904 in Breslau stattfindenden 76. Versammlung deutscher Naturfor-
scher und Arzte wurde im Anschluss an eine breite Diskussion dber die aktuelle Lage
des mathematisch-naturwissenschaftlichen Unterrichts und mégliche Reformschritte
die folgende Resolution einstimmig angenommen: ,In voller Wirdigung der gro3en
Wichtigkeit der behandelten Fragen spricht die Versammlung dem Vorstande den
Wunsch aus, in einer mdglichst vielseitig zusammengesetzten Kommission diese
Fragen weiter behandelt zu sehen, damit einer spateren Versammlung bestimmte,
abgeglichene Vorschlage zu mdglichst allseitiger Annahme vorgelegt werden kon-
nen.“'*® Diese Kommission, der Vertreter aus Schule und Hochschule sowie der
gréBeren Fachverbande angehdrten'®, legte dann der néchstjihrigen Naturforscher-
versammlung in Meran ihren Reformvorschlag vor, weshalb sich auch der Begriff
Meraner Reform eingebirgert hat.

Der Vorschlag gliederte sich in einen allgemeinen Teil und jeweils einen speziellen
Teil flr die einzelnen Unterrichtsfacher (Mathematik, Physik, Chemie und Biologie),
der neben methodischen Bemerkungen auch einen Lehrplanentwurf enthielt. Die
zentralen Aspekte fir die Mathematik waren folgende: ,Es handelt sich bei der Ma-
thematik wesentlich darum, daf3 der Unterricht von manchem Ballast befreit werde,
und daB3 er sich noch mehr den modernen Aufgaben der Schule [...] anpasse. Unter
voller Anerkennung des formalen Bildungswertes der Mathematik muf3 auf einseitige
und praktisch wertlose Spezialkenntnisse verzichtet, dagegen die Fahigkeit zur ma-
thematischen Betrachtung und Auffassung der Vorgange in der Natur und in den
menschlichen Lebensverhaltnissen geweckt und gekraftigt werden. Demgeman stellt

1% Gutzmer 1905, S. 535
139 7u den Einzelheiten der Einsetzung der Kommission und deren Zusammensetzung vergleiche man
Krager 2000.
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die Kommission die Starkung des rdumlichen Anschauungsvermdgens und die Er-
ziehung zur Gewohnheit des funktionalen Denkens als wichtigste Aufgaben des
Mathematikunterrichts hin.“'*° Diese Festschreibung des ,funktionalen Denkens*
durfte (beabsichtigt oder unbeabsichtigt) einen nicht zu unterschatzenden Beitrag fur
das Verschwinden der ,Neueren Geometrie® aus dem Schulunterricht geleistet ha-
ben.

4.4.1 ,Neuere Geometrie“ im Lehrplanentwurf

Zunéachst liest sich der Lehrplanentwurf, der primar fir die Gymnasien gestaltet
war'', vom Standpunkt der Befiirworter der ,Neueren Geometrie* jedoch sehr posi-
tiv. So war fur die Obersekunda das ,Eingehen auf die harmonischen Beziehungen

«142

und die Grundlagen der neueren Geometrie als Abschlu3 der Planimetrie“ ™ und fir

die Oberprima ,Kegelschnittslehre sowohl in analytischer als in synthetischer Be-

«143

handlung vorgesehen. Neu aufgenommen in Unterprima wurde die
,=zusammenhangende Betrachtung der bisher aufgetretenen Funktionen in ihrem Ge-
samtverlauf nach Steigen und Fallen (unter eventueller Heranziehung der Begriffe

des Differentialquotienten und des Integrals)“'**

, wodurch die Tur far die EinfGhrung
der Differential- und Integralrechnung in allen héheren Schulen geéffnet wurde. Auch
die methodischen Hinweise fir den Geometrieunterricht griffen viele in der Diskussi-
on um die ,Neuere Geometrie® aufgestellten Forderungen auf. So heif3t es etwa in
den Erlauterungen fur die unteren Klassen (Sexta, Quinta, Quarta): ,Der geometri-
sche Unterricht soll sich an die natdrliche Anschauung anschlieBen und von
praktischen Messungen ausgehen; er wird auf das sorgféaltigste vermeiden muissen,
Dinge, die dem natirlichen Gefahl als selbstverstandlich erscheinen, durch eine pe-
dantische Beweissystematik dem Versténdnis zu entfremden, vielmehr alle logischen

Beweise zu einem BewuBtwerden der ganz von selbst im Geiste auftretenden Erwa-

%9 Gutzmer 1905, S. 537

'*! Die Kommission forderte, in allen Jahrgangsstufen des Gymnasiums der Mathematik vier Unter-
richtsstunden pro Woche zuzuweisen, was einen Zuwachs von einer Stunde pro Woche in Unter- und
Obertertia bedeutete. In den Realgymnasien sollte ab Untertertia der Mathematik eine Wochenstunde
gestrichen werden, so dass in beiden Schulformen derselbe Stundenumfang vorhanden wére. Daher
sollte auch der Gymnasiallehrplan fir die Realgymnasien gelten. Fir die Oberrealschulen, in denen
die Mathematik ihren gréBeren Stundenumfang behalten sollte, sah der Plan vor, denselben Stoff
vertieft zu behandeln und zusétzlich analytische Geometrie und Infinitesimalrechnung weiterzufiihren.
'*2 Gutzmer 1905, S. 549

'*3 Gutzmer 1905, S. 549

'** Gutzmer 1905, S. 549
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gungsmomente zu gestalten suchen, mit dieser Behandlung aber auch erst allmah-
lich einsetzen.“'* Und auch fiir die mittleren Klassen (Unter- und Obertertia,
Untersekunda) wurden einige bekannte Aspekte gefordert: ,Diese Gewohnheit des
funktionalen Denkens soll auch in der Geometrie durch fortwdhrende Betrachtung
der Anderungen gepflegt werden, die die ganze Sachlage durch GréBen- und La-
genanderung im einzelnen erleidet, z. B. bei Gestaltdnderung der Vierecke,
Anderung in der gegenseitigen Lage zweier Kreise usw. Zugleich aber bietet die Be-
trachtung der hierbei auftretenden Beziehungen, die man nach mannigfachen
Gesichtspunkten in Reihen ordnen kann, ein vorzlgliches Mittel zur Schulung des
logischen Denkens, [...] ebenso die Betrachtung der Ubergangsfélle und die Heraus-
arbeitung des Grenzbegriffs. [...] besonderer Wert ist auf die der Gewohnheit des
funktionalen Denkens sehr férderliche Determination'*® zu legen (wobei wieder die
Grenzfalle in erster Linie zu diskutieren sind).'*” Im Kern finden sich in diesen Aus-
fihrungen die Forderungen, die Rudolf Sturm bereits in seinem ersten Artikel zur
.Neueren Geometrie“ auf der Schule von 1870 aufgestellt hatte. Allerdings fehlt der
Hinweis, dass die vorgeschlagenen Methoden der ,Neueren Geometrie” entstam-
men. Alles wird vom ,funktionalen Denken“ aus gesehen und von diesem Schlagwort
Uberlagert. Ein sehr zaghafter Verweis auf die Inhalte der ,Neueren Geometrie* findet
sich nur noch in den Erlauterungen zu den oberen Klassen. Dort heif3t es: ,In der
Stereometrie ist die rechnerische Verwendung der Volumenformeln zu gunsten eines
mehr auf die Anschauung zuriickgehenden, die wesentlichen Grundbegriffe der dar-
stellenden Geometrie hervorkehrenden Verfahrens méglichst zu beschréanken. Auch
sind einfache stereometrische Konstruktionsaufgaben, bei denen besonders auf eine
gute zeichnerische Behandlung Wert zu legen ist, zu pflegen. Dabei wird sich unter
Umstédnden auch Gelegenheit finden, friiher behandelte Abschnitte der Planimetrie
(Ahnlichkeitslehre, harmonische Beziehungen) unter stereometrischer Herleitung ih-
rer Grundlagen in einem neuen Lichte zu zeigen.“'*® Daraus ergibt sich also, dass
die genannten Inhalte (wie im Lehrplanentwurf vorgesehen) unterrichtet werden soll-
ten, zur Einflhrung aber ein anderer Zugang als die Integration in die darstellende
Geometrie (vgl. 4.1) favorisiert wurde.

'*> Gutzmer 1905, S. 550

%6 Damit ist eigentlich gemeint, bei einer Konstruktionsaufgabe anzugeben, wie viele Lésungen exis-
tieren. Im Sinne des funktionalen Denkens ging es hier wohl auch darum, die Anzahl der Lésungen
bei Variation der vorgegebenen GrdBen zu ermitteln.

'*" Gutzmer 1905, S. 551f

'*8 Gutzmer 1905, S. 552
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Somit enthalt der Reformvorschlag an sich zunachst keinen direkten Anhaltspunkt fur
das Verschwinden der ,Neueren Geometrie“ aus dem Schulunterricht. Anders ver-
hielt es sich aber wohl bei der praktischen Umsetzung des Vorschlags, wo die
Herkunft der fir den Geometrieunterricht vorgeschlagenen und weitgehend akzep-
tierten methodischen Anderungen (also insbesondere die Beweglichkeit der Figuren)
kaum noch eine Rolle spielte. Damit hatte die ,Neuere Geometrie“ einen zentralen
Legitimierungsaspekt verloren. Zudem wurde unter dem Einfluss Felix Kleins'*® die
Einfihrung der Differential- und Integralrechnung in den Schulunterricht, die eigent-
lich von vornherein sein eigentliches Ziel gewesen war, forciert. Um den daflr
nétigen Raum im Lehrplan zu schaffen, mussten notwendigerweise andere Inhalte

entfallen.

4.4.2 Eduard Gétting'°

Bereits drei Jahre vor der Vorlage der Meraner Reformvorschlage wies Eduard Got-
ting in seinem Artikel Uber das Lehrziel im mathematischen Unterricht der héheren
Realanstalten auf beide Aspekte hin. Hauptsachlich beschaftigte er sich mit den Vor-
schlagen Kleins zur Einfihrung der Differential- und Integralrechnung, denen er
weitgehend positiv gegeniiberstand. ,Herr F. Klein hat in seinem Aufsatz: ,Uber den
mathematischen Unterricht an héheren Schulen® [...] Gedanken Uber eine Erweite-
rung des mathematischen Lehrziels an den héheren Realanstalten ausgesprochen,
die im wesentlichen darauf hinauslaufen, dass die Anfangsgriinde der Differential-
und Integralrechnung in den Lehrplan aufzunehmen seien. Der Begrindung dieses
Gedankens [...] pflichte ich durchaus bei. Ich mdchte nur, bevor ich auf eine Prifung
der Moglichkeit und der Art dieser Erweiterung eingehe, der Begriindung noch eini-
ges vom Standpunkt der Schule zufiigen.“"' Im Rahmen dieser Begriindung kam

Gétting auch auf die ,Neuere Geometrie“ zu sprechen. Diese sah er als eine groBBe

% Auch nach der Auflésung der Reformkommission im Jahre 1907 spielte Klein als Mitglied des Deut-
schen Ausschusses fiir den mathematischen und naturwissenschaftlichen Unterricht (DAMNU) und
der Internationalen mathematischen Unterrichtskommission (IMUK) eine zentrale Rolle.

150 Gotting wurde am 7.2.1860 in Eschwege (Hessen) geboren. Nach dem Besuch des dortigen Pro-
gymnasiums und des Gymnasiums Hersfeld studierte er ab 1880 Mathematik und
Naturwissenschaften in Berlin und Géttingen, wo er 1884 das Examen ablegte. Das Probejahr absol-
vierte er dann am Kéniglichen Gymnasium Goéttingen, wo er anschlieBend zwei Jahre als Hilfslehrer
arbeitete und 1887 zum ordentlichen Lehrer ernannt wurde. Im selben Jahr erfolgte die Promotion an
der Universitat Géttingen. Gemeinsam mit Otto Behrendsen verfasste Goétting das Lehrbuch der Ma-
thematik nach modernen Grundsétzen (Leipzig: Teubner 1909).

%1 Gétting 1902, S. 294
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Ausnahme von der sonst vorherrschenden allgemeinen Haltung an, der Aufnahme
neuer Inhalte in die Schulmathematik groBe Widerstande entgegen zu setzen. Der
Grund dafiir lag nach Géttings Meinung meist darin, dass eine Uberforderung der
Schiler beflirchtet werde. Fir die Geometrie gelte jedoch: ,Durch die Methoden der
neueren Geometrie soll der geometrische Schulunterricht befruchtet werden. Es soll
durch sie erstens der Aufbau des Systems und die Anwendungen an Anschaulichkeit
gewinnen, zweitens sollen einzelne Gebiete der neueren Geometrie dem Unterrichte
angegliedert werden. Der erste Gedanke hat viel Gutes geschaffen, bei der Ausfiih-
rung des zweiten aber ist man wenig glicklich gewesen. Die eingefligten
Bruchstiicke der neueren Geometrie wurden in die alte euklidische Form gepresst
und haben so kein rechtes Leben gewinnen kénnen. Jedenfalls lassen sie den Ge-
dankeninhalt und den Wert der neuen Methoden gar nicht ahnen.“'®? Gétting
unterscheidet also klar zwischen Methode und Inhalt der ,Neueren Geometrie®, wo-
bei er die methodischen Veranderungen im Unterricht der bestehenden Inhalte
positiv sieht. Demgegenlber sei die Aufnahme der neuen Inhalte misslungen, da
diese paradoxerweise in der alten Form unterrichtet wirden.

Flr uns besonders interessant ist Géttings Hinweis, dass viele Aspekte, die durch die
Differential- und Integralrechnung Eingang in den Schulunterricht finden sollten,
langst umgesetzt seien. ,Aber auch dass durch sie [die Differential- und Integralrech-
nung] ganz neue ldeen und Methoden in den Elementarunterricht eingefihrt wirden,
ist nicht richtig. [...] Man flihrt geometrische Beweise durch Bewegung und wenn
man aus der stetigen Veranderung der Figuren neue geometrische Satze und tiefe-
ren Einblick in ihren Zusammenhang gewinnt, so erkennt man darin den Einfluss der
neueren Geometrie. Verdnderliche GréBen und ,Funktionen“ werden oder sollten
wenigstens schon frith in der Arithmetik wie in der Geometrie benutzt werden [...].“'*
Hier unterstreicht er also sehr klar, dass seiner Ansicht nach die unter dem Schlag-
wort ,funktionales Denken® zusammengefassten methodischen Vorschlage der
,Neueren Geometrie“ entstammten und zumindest in Ansatzen verwirklicht waren.
Um nun die Einfihrung der Differential- und Integralrechnung in den Realgymnasien
zu erméglichen, schlug Gétting eine Reihe von Anderungen bzw. Kiirzungen fiir den
Lehrplan vor. So pladierte er u.a. daflr, die darstellende Geometrie mit dem Unter-
richt im Linearzeichnen, das ein eigenstandiges (meist fakultatives) Fach darstellte,
zu verschmelzen und dieses Gebiet dem Mathematiklehrer zu tGbertragen. Dort wir-

192 Goétting 1902, S. 295
153 Goétting 1902, S. 295
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den dann ,auch einige wichtige Abschnitte der neueren Geometrie ihren richtigen
Platz*'>* finden. Die im Lehrplan vorgesehne elementar-synthetische Behandlung der
Kegelschnitte sollte vollstandig entfallen, da diese damit vergleichbar ware, ,als woll-
te man mit dem Spiess statt mit der Flinte zur Jagd gehen.“'*® An dieser Stelle muss
allerdings deutlich betont werden, dass Géttings Vorschlage bezlglich darstellender
und ,Neuerer Geometrie“ nicht von inhaltlichen Griinden getragen waren, sondern

vor allem der Aspekt der Zeitersparnis ausschlaggebend war.

4.4.3 Elisabeth Staiger'®

Einen deutlichen Hinweis auf die Vereinnahmung der ,Neueren Geometrie“ durch die
Anhanger des ,funktionalen Denkens® gab Elisabeth Staiger, eine Tochter Felix
Kleins, im 49. Band der ZmnU (1918). |hr Beitrag Uber die Anwendung beweglicher
Figuren im geometrischen Unterricht erschien allem Anschein nach infolge des Auf-
rufs der Schriftleitung im 45. Band, enthielt aber im Gegensatz zu den anderen in
diesem Rahmen veréffentlichten Artikeln kaum Hinweise auf die Inhalte der ,Neueren
Geometrie” und deren Umsetzung. Stattdessen konzentrierte sich Frau Staiger dar-
auf, als Hauptnutzen der aus der projektiven Geometrie entnommenen Methoden die
Forderung des ,funktionalen Denkens“ herauszustellen: ,Unter den neuen Gedan-
ken, die durch den EinfluB der projektiven Geometrie in der Schulmathematik
lebendig geworden sind, ist vielleicht der padagogisch wichtigste der, welcher die
geometrischen Figuren als in ihren Teilen bewegliche Gebilde anzusehen lehrt.
Zweck dieser Beweglichkeit ist ndmlich, zundchst die funktionale Abhangigkeit der
Teile der Figur zu studieren*'>”. Weiterhin werde durch die Beweglichkeit der Figuren
auch die Mdglichkeit er6ffnet, mehrere geometrische Aussagen als Spezialfalle eines
allgemeinen Satzes zu erkennen, wozu sie auch so genannte ,Grenzfalle® zahlte.
Wurde dieses Vorgehen von den Anhangern der ,Neueren Geometrie” vor allem un-
ter dem Aspekt der Systematisierung und Steigerung der Ubersichtlichkeit gepriesen,

> Gotting 1902, S. 299

%% Gotting 1902, S. 299

1% Elisabeth Staiger wurde am 21.5.1888 in Géttingen geboren. Sie besuchte zunachst die Héhere
Madchenschule in Géttingen und legte 1908 die Reifeprifung an der Leibnizschule in Hannover ab.
AnschlieBend studierte sie Mathematik und Physik in Géttingen, wo sie 1913 das Examen ablegte.
Das Probejahr legte sie 1917 in Trier ab und erhielt danach auf Firsprache ihres Vaters eine Stelle in
Essen. Nach ihrer Pensionierung kehrte sie nach Géttingen zurlck, wo sie am 18.7.1968 starb. (vgl.
Tobies 1995)

%7 Staiger 1918, S. 341
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sah sie es primar als Vorbereitung fir die Einfihrung des Grenzwertes: ,Was hier
[beim Ubergang vom allgemeinen Satz zum Grenzfall] geleistet wird am einfachsten
faBlichsten Beispiel, ist nicht weniger als die Vollziehung eines regelrechten Grenz-
prozesses. FiUr eins der Hauptziele der Erziehung zum funktionalen Denken, fir die
Erfassung des limes-Begriffes, ist hier ein in seiner Verstandlichkeit und Einfachheit
nicht zu Ubertreffendes reiches Material gegeben.“'*® Dariiber hinaus kénne die Er-
kenntnis, dass spezielle Aussagen aus allgemeineren hergeleitet werden kdnnen,
auch ein Bedurfnis daftr wecken, den umgekehrten Weg zu gehen und nach allge-
meineren Konzepten zu suchen. Jedoch war auch dies nicht wie bei den Anhangern
der ,Neueren Geometrie* auf einzelne Aussagen und Satze innerhalb der Geometrie
bezogen, sondern auf das Verhaltnis verschiedener Geometrien zueinander. Es ging
um ,eins der groBen Prinzipien aller Wissenschaft: das Ordnen der einzelnen Er-
kenntnisse unter einen héheren gemeinsamen Gesichtspunkt, ein Verfahren, das
wiederum in der projektiven Geometrie die imposantesten Beispiele findet; denn als
eine ihrer gréBten Leistungen darf wohl betrachtet werden, daf3 sie die gesamte, bis
zu ihrer Zeit bekannte euklidische Geometrie als Sonderfall umschlieB3t und sie als
Ubergangs- oder Grenzfall zweier nichteuklidischer Geometrien erkennen 143t.“°
Vermutlich dachte Frau Staiger hier an das Erlanger Programm ihres Vaters (vgl.
dazu auch 4.3).

Zur lllustration der genannten Aspekte wurden zwei konkrete Beispiele vorgestellt,
von denen sich eines auf die gemeinsamen Tangenten zweier Kreise bezog. Hierzu

sollten die Schiler folgendes Modell anfertigen: Auf einer Pappe wird ein Kreis aus

Papier mit einem Radius von 8 cm
(Mittelpunkt A) aufgeklebt. Der Mittelpunkt
B eines zweiten, aus Pappe bestehenden
Kreises mit Radius 2 cm kann in einem

von A ausgehenden Schlitz bewegt

werden. Die Tangenten werden durch
Abbildung 112: Gemeinsame Tangenten zweier zwei rechte Winkel aus Pappe dargestellt,
Kreise (aus: Staiger 1918, S. 343) wobei jeweils ein Schenkel 8 cm lang und
mit dem freien Ende in A drehbar befestigt ist. In den zweiten Schenkel wird jeweils
Uber die gesamte Lange ein Schlitz geschnitten. Von zwei Papierstreifen der Lange
2 cm ist jeweils ein Ende in B drehbar befestigt, das zweite Ende kann sich auf den

1% Staiger 1918, S. 341
1% Staiger 1918, S. 341
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Tangenten (Schlitze) bewegen. Mit diesem Modell sollten die Schiiler nun untersu-
chen, wie sich die Lage der Berlhrpunkte und des Tangentenschnittpunkts, die
Lange der Tangentenabschnitte und die auftretenden Winkel bei Bewegung des
Punktes B verandern.'® Das zweite angefiihrte Beispiel bezog sich auf den Satz des
Pythagoras und hatte somit auch keine direkte Verbindung zu den Inhalten der
.Neueren Geometrie“. Diese wurden von Frau Staiger offenbar nicht mehr als Selbst-
zweck, sondern als Lieferant flr weitere Beispiele zur Férderung des ,funktionalen
Denkens*” gesehen, wie sie am Schluss ihres Artikels deutlich machte: ,Die Fiille des
Materials an methodischen Anregungen und Ubungsbeispielen, die diese Betrach-
tungsweise erschlieBt, wachst mit dem Pensum der aufsteigenden Klasse. Die
Trigonometrie, vor allem aber das Pensum der Obersekunda, umfassend die Lehre
von Chordalen, Polaren, harmonischer Teilung, Apollonischen Aufgaben usw., ist
geradezu eine Fundgrube fiir den ,funktional denkenden“ Geometer.“'®’

Im Laufe der Zeit wurden mit dem vorgestellten Beispiel vergleichbare Hilfsmittel
entwickelt, um geometrische Zusammenhéange so zu visualisieren, dass die Wech-
selwirkung zwischen den beteiligten GréBen deutlich wurde. Unter anderem wurden
Unterrichtsfilme, Kinohefte (Daumenkinos) und Modelle mit Gelenkmechanismen
eingesetzt'®®. Sie alle zeigen das Ziel der Anhdnger des ,funktionalen Denkens®,
namlich dass ,der ,Geist* der neueren Geometrie [...], d.h. die fiir die projektive Ge-
ometrie charakteristischen Methoden der Begriffsbildung und Beweisflihrung, jedoch
nicht deren spezifische Inhalte in den Schulunterricht aufgenommen werden soll-

ten «163

1% Die genannten Zusammenhange kann man heutzutage mithilfe von Dynamischer Geometrie-
Software untersuchen.

'8! Staiger 1918, S. 348

'%2 Fiir eine genauere Darstellung der verschiedenen Maglichkeiten vergleiche man Kriiger 2000, S.
193ff.

183 Kriiger 2000, S. 204
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4.4.4 Philipp Weinmeister'®

Der Aspekt der Verdrangung der Inhalte der ,Neueren Geometrie” durch die Einflh-
rung der Differential- und Integralrechnung wurde bereits von Philipp Weinmeister
kurz nach Erscheinen der Meraner Vorschldge thematisiert. In seinem Artikel Unend-
lichkeitsrechnung in der Schule betonte er gleich zu Beginn die groBe Relevanz der
von ihm behandelten Thematik: ,Wohl kaum hat eine Frage die mathematische Leh-
rerwelt Deutschlands so in Erregung versetzt als die zur Zeit schwebende Uber die
Einfiihrung der Infinitesimalrechnung in die hdheren Lehranstalten.“'®® Er selbst gab
sich im Folgenden als klarer Beflrworter der Einfihrung zu erkennen und betonte,
dass es auf Seiten der Gegner oftmals falsche Vorstellungen davon gebe, wie sich
die BefUrworter die praktische Umsetzung vorstellten. Weit verbreitet sei zum Bei-
spiel die falsche Auffassung, ,der bisherige mathematische Unterrichtsstoff solle
zusammengedrangt, und ihm dann als Kopf die Unendlichkeitsrechnung aufgesetzt
werden.“'® Da dadurch die Schiiler mehr belastet und die anderen Unterrichtsinhalte
vernachlassigt wirden, lehnte Weinmeister ein solches Konzept strikt ab: ,Das darf
auf keinen Fall geschehen. Weder die Unterrichtsstunden, noch die Hausarbeiten der
Schuler durfen vermehrt werden. Diese sollen nicht noch mehr lernen, nein, sie sol-
len bei gleicher Arbeit auf ein héheres Niveau gehoben werden.“'®” Als notwendige
Konsequenz mussten also einige der bestehenden Inhalte aus dem Lehrplan aus-
scheiden.

Im weiteren Verlauf des Artikels zeigte Weinmeister dann, an welchen Stellen des
bestehenden Lehrplans er welche Anderungen vornehmen und welche Inhalte der
Differential- und Integralrechnung er stattdessen behandeln wollte. Dabei kam er
auch auf die ,Neuere Geometrie“ zu sprechen: ,In die Planimetrie hat man noch eini-
ges aus der sogenannten neueren synthetischen Geometrie aufgenommen, namlich

die harmonischen Gebilde, Pol und Polare, Satze von Pascal und Brianchon, Potenz-

1%4 Johann Philipp Weinmeister wurde am 27.8.1848 in Kassel geboren und besuchte zunachst eine

Privatschule, ab Quinta das Kurflrstliche Gymnasium in Marburg. Nach bestandener Reifeprifung
1868 studierte er an der Universitdt Marburg Mathematik und Philosophie. Bedingt durch die Teilnah-
me am Deutsch-Franzdsischen Krieg legte er das Examen erst 1872 ab. Im selben Jahr wurde er
Hilfslehrer an der Realschule 1. Ordnung in Leipzig, wo er 1873 zum Oberlehrer beférdert wurde.
Auch wéhrend seiner Lehrtatigkeit blieb Weinmeister wissenschaftlich interessiert, hérte Vorlesungen
an der Universitat Leipzig (u.a. bei Klein) und promovierte 1876. 1883 wurde Weinmeister auf eine
Professur fir Mathematik und Physik an der Forstakademie in Tharandt (Sachsen) berufen. Er starb
am 27.8.1910. (vgl. Weinmeister 1911)

185 Weinmeister 1907, S. 1

166 \Weinmeister 1907, S. 1

7 Weinmeister 1907, S. 1f
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linie beim Kreis und die Ahnlichkeitspunkte.“'®® Den erstgenannten Inhalten (harmo-
nische Gebilde, Pol und Polare) maf3 er eine groBe Bedeutung fur die Behandlung
der Kegelschnitte bei, die Gbrigen Satze sah er hingegen als Uberflissig an: ,Der
Schiler lernt einige hiibsche Satze kennen, aber eine Perspektive 6ffnet sich ihm
nicht. Berlcksichtigen wir, daB3 die Geometrie des MaBes den Anwendungen weit
naher liegt, als die der Lage, und dal3 wir den mathematischen Unterricht gerade in
dieser Richtung weiter ausbilden wollen, so kénnen wir ruhig auf jene Satze verzich-
ten.'®® Wieder findet sich das Argument der fehlenden Perspektive, also eines
zusammenfassenden Grundgedankens. Neu ist der Hinweis auf eine starkere An-
wendungsorientierung, zu der die ,Neuere Geometrie“ keinen Beitrag leisten kénne.
Dabei wird allerdings Gbersehen, dass sich im Zusammenhang mit der darstellenden
Geometrie und dem perspektivischen Zeichnen durchaus Mdglichkeiten fir die An-
wendung der projektiven Geometrie ergeben (vgl. 4.1).

Die Ausfihrungen Weinmeisters zeigen die StoBrichtung der weiteren Entwicklung.
Waren in der Folgezeit solche deutlichen Aussagen flir die Streichung der ,Neueren
Geometrie” zugunsten der Differential- und Integralrechnung auch eher rar, erscheint
es bei Betrachtung der in den 1920er Jahren durchgefihrten Lehrplanreformen (vgl.
4.5) nicht unplausibel, diesen Zusammenhang herzustellen und die Meraner Reform

als einen Sargnagel der ,Neueren Geometrie“ anzusehen.

4.5 Das beginnende Verschwinden der ,,Neueren Geometrie“ aus den
Lehrplanen

Um die Wirkung der dargestellten Vorschldge auf das weitere Schicksal der ,Neue-
ren Geometrie* im Schulunterricht bewerten zu kénnen, muss zunachst das zu dieser
Zeit durch die Reform Erreichte genauer in den Blick genommen werden. Einen gu-
ten Eindruck davon vermittelte Walther Lietzmann in seiner Methodik des
mathematischen Unterrichts (1916), in der er der ,Neueren Geometrie” ein aus vier
Abschnitten bestehendes Kapitel widmete. Zu Beginn des ersten Abschnitts (Neuere
Geometrie des Dreiecks, Vierecks und Kreises) stellte er fest: ,Das Planimetriepen-

sum der Unter- und Mittelstufe pflegt eine Erweiterung in der Weise zu finden, dafi

188 \Weinmeister 1907, S. 12
189 Weinmeister 1907, S. 12
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man mit den der euklidischen Geometrie eigenen Methoden eine Reihe von Séatzen
entwickelt, die sich auch auf die typischen Figuren Euklids, auf das Dreieck, das
Viereck, den Kreis beziehen, die aber in ihrem Inhalt Gber das hinaus gehen, was
sich bei Euklid findet.“'”° Die neu aufgenommenen Inhalte gliederte Lietzmann in drei
im Unterricht meist in dieser Reihenfolge durchgenommene Gruppen, wobei er zur
ersten die Satze von Ceva und Menelaus einschlieBlich ihrer Umkehrungen, den
Satz von Pascal fiir den Kreis, den Satz von Desargues sowie weitere Satze aus der
neuen Dreieckslehre (z.B. Uber den Feuerbachschen Kreis) zahlte. Die zweite Grup-
pe umfasste harmonische Punktreihen und Strahlenbischel und deren Anwendung
auf vollstandiges Viereck und Vierseit, wahrend sich die dritte Gruppe mit Pol und
Polare am Kreis, Potenz und Potenzlinie und den Ahnlichkeitspunkten zweier Kreise
beschéftigte. Als Ziel des gesamten Lehrgangs (d.h. aller drei Gruppen zusammen)
sah Lietzmann die Lésung des Apollonischen Beriihrproblems.'”" Positiv bewertete
er an diesem Konzept, dass mit dessen Einflihrung viele methodische Neuerun-
gen'” Eingang in den Geometrieunterricht gefunden héatten. Diese wiirden aber
inzwischen auch in der Euklidischen Geometrie berlicksichtigt, sodass kein allzu
groBer Unterschied mehr zwischen den beiden Bereichen bestehe, weshalb Lietz-
mann zu folgender Schlussfolgerung kam: ,Meine Beurteilung dieses Gebietes der
Geometrie will ich zunachst einmal etwas krass aussprechen. Es kdnnte nichts scha-
den, wenn das Kapitel als solches ganz verschwande und, soweit es wertvollen Stoff
enthalt, in andere Gebiete der Geometrie aufgehen wiirde.“'”® Im Einzelnen bedeute-
te das fur die genannten Inhalte, die Lehre von den harmonischen Gebilden, die
Satze von Ceva und Menelaus sowie die Ahnlichkeitspunkte und Potenzlinie am
Kreis in die Ahnlichkeitslehre zu integrieren. Die bislang nur fiir den Kreis betrachte-
ten Satze von Pascal und Brianchon sowie die Polarentheorie und den Satz von
Desargues wollte Lietzmann in die Kegelschnittslehre verschieben, da diese Inhalte
in ihrer bisherigen Form ,zu einer gewil3 ganz interessanten, aber doch fiir den Fort-

«174

schritt der Raumbeherrschung unwesentlichen Tatsache verkdmen. Ganzlich

' Lietzmann 1916, S. 234

' Ein Beispiel fir einen solchen Lehrgang ist also der in Kapitel 3.1 vorgestellte von Gustav Holzmiil-
ler.

'"2 Diese stellte Lietzmann im dritten Abschnitt genauer vor.

'"® Lietzmann 1916, S. 236

'" Lietzmann 1916, S. 237
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gestrichen werden sollte das Apollonische Beriihrproblem.’” Allerdings bemerkte
Lietzmann auch, dass die Auflésung des Gebietes mit den aktuellen Vorgaben des
Lehrplans nicht vereinbar sei. AuBerdem misste dazu der Ahnlichkeitslehre ein gro-
Berer zeitlicher Rahmen eingerdaumt werden und zusétzlich eine Umgestaltung der
(synthetischen) Kegelschnittslehre erfolgen.

Deren zumeist praktizierte Form'”®

stellte Lietzmann im zweiten Abschnitt (Die syn-
thetische Geometrie der Kegelschnitte) naher vor. Ausgangspunkt dabei sei die
Definition der Kegelschnitte als Ortslinien, wobei verschiedene Mdglichkeiten in Fra-
ge kédmen (zwei Brennpunkte, Brennpunkt und Leitlinie, ...). Anschlieend solle
beispielsweise auf die Gliederung der Ebene durch einen Kegelschnitt (Welche
Punkte liegen im Inneren, welche im AuBeren?) oder die Konstruktion der Tangenten
eingegangen werden. Diesen Teil fasste Lietzmann so zusammen: ,Die Art und Wei-
se, wie diese Satze abgeleitet werden, unterscheidet sich in den Lehrgéngen, die wir
bisher im Auge hatten, in nichts von dem Verfahren des Euklid. In der Tat handelt es
sich um eine methodisch und zum gréBten Teil auch inhaltlich der Apollonischen
nachgebildete Kegelschnittiehre.“'”” Der Zusammenhang zur Definition der Kegel-
schnitte als ebene Schnitte des Kreiskegels sollte mithilfe der Dandelinschen Kugeln
hergestellt werden. Am Schluss des Abschnitts machte Lietzmann deutlich, dass die-
se Form der synthetischen Behandlung der Kegelschnitte nur dann zum Tragen

«178 n|Cht

kommen solle, wenn die ,Geometrie der Lage oder die projektive Geometrie
zur Verflgung stehe: ,Mit der Verneinung oder Bejahung dieser Frage steht und fallt
die eben skizzierte Apollonische Methode. Denn wer die Mittel jener geometrischen
Theorien zur Hand hat, wird eine ganz anders geartete Geometrie der Kegelschnitte
an die Stelle setzen.“'”® Die Nutzung dieser anderen Form der Kegelschnittlehre, die
er offenbar als der Apollonischen Uberlegen erachtete und spater im vierten Ab-
schnitt genauer erlauterte, war die zweite Voraussetzung fir die Auflésung des
Lehrgangs Uber die Neuere Geometrie des Dreiecks, Vierecks und Kreises.

AnschlieBend ging Lietzmann im dritten Abschnitt (Einfligung einiger Grundgedanken

der neueren Geometrie in die alte) darauf ein, welche Wirkung der Methoden der

' |n der zweiten Auflage des Buches (1923) merkte Lietzmann jedoch an: ,Das Apollonische Beriihr-
problem konnte bis vor kurzem als eine praktisch belanglose Aufgabe gelten. Sie hat im Kriege durch
das SchallmeBproblem ungeahnte Bedeutung gewonnen.“ (Lietzmann 1923, S. 188)
176 Lietzmann verwendete hier nicht die Bezeichnung ,Neuere Geometrie*, zu der er diesen Zugang
$|7r; Ubereinstimmung mit der breiten Mehrheit) offenbar nicht hinzurechnete.

Lietzmann 1916, S. 241
78 | ietzmann 191 6, S. 244; Zur deutlichen Unterscheidung der verschiedenen Anséatze verwendete er
hier und im weiteren Text diese Bezeichnung, jedoch zusatzlich auch den Begriff ,Neuere Geometrie®.
'"® Lietzmann 1916, S. 244
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projektiven Geometrie auf den bestehenden Geometrieunterricht zu beobachten sei.
Dabei erwahnte er zun&chst die seit Uber vierzig Jahren andauernden Bemuhungen
zur Aufnahme ihrer Inhalte, die im Artikel Sturms im ersten Band der ZmnU ihren
Ausgangspunkt gehabt hatten. Ein klares Resultat konnte er jedoch nicht feststellen:
,Uund doch, wenn man das Ergebnis dieser letzten vierzig Jahre Ubersieht, so muf3
man sagen, eine irgendwie klare Stellungnahme zu dem damit fir den mathemati-
schen Unterricht gegebenen Problem ist nicht erkennbar.“’®® In einem Punkt konnte
er jedoch eine weitgehende Ubereinstimmung in den verschiedenen Positionen be-
merken: ,Daran, daB3 die euklidische oder metrische Geometrie durch die projektive
Geometrie oder Geometrie der Lage schon auf der Unter- und Mittelstufe ersetzt
werde, ist nicht zu denken. Wir werden auch fir die Zukunft in Quarta mit Dreiecken,
Vierecken und Kreisen anfangen und nicht mit Punktreihen und Strahlenbiischeln.“'®’
Nach diesem Exkurs, der bereits auf die Ausfiihrungen des vierten Abschnitts vorbe-
reitete, kam Lietzmann auf das eigentliche Thema, namlich die methodische
Umgestaltung des Geometrieunterrichts im Sinne der projektiven Geometrie, zurtick,
wobei er eine deutliche Position bezog: ,Gewisse Grundgedanken, die die neuere
Geometrie geschaffen hat, missen in die alte Geometrie eindringen und sie allmé&h-
lich umwandeln. In diesem UmsetzungsprozeB sind wir gegenwartig begriffen.“'?
Fir die Schwierigkeiten des lange Zeit praktizierten Geometrieunterrichts hatte er
namlich drei Griinde ausgemacht, die er als ,einen didaktischen, einen psychologi-

schen und einen stofflichen*!83

charakterisierte. Zur Behebung des ersten sollten
geometrische Aufgaben sich nicht mehr ausschlieBlich auf das Durchflihren von
Konstruktionen beziehen und durch Verzicht auf eine strenge Axiomatik kénne das
zweite Problem beseitigt werden. Die Lésung zum Ausrdumen des dritten Problems
sah er schlieBlich darin, ,die alte Geometrie im Sinne der neueren umzuwandeln“'®*,
Was damit genauer gemeint war, fihrte Lietzmann im Folgenden naher aus, indem
er jeweils die Vorteile der einzelnen Aspekte erklarte und eine Empfehlung abgab, ab
welcher Stelle diese im Unterricht benutzt werden sollten. Im Einzelnen diskutierte er

die Beweglichkeit der geometrischen Gebilde, die Verwendung des Richtungsbegriffs

180 | ietzmann 1916, S. 244; Gleichzeitig wies er auf den 45. Band der ZmnU hin, anhand dessen man
sich einen Uberblick tber die verschiedenen Positionen verschaffen kénne.

81 | ietzmann 1916, S. 245

'82 | ietzmann 1916, S. 245

'8 | ietzmann 1916, S. 245

'8 Lietzmann 1916, S. 245
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bei Geraden bzw. Strecken und Winkeln'®, die Nutzung der unendlich fernen Punk-

6 und die

te, die Thematisierung der Dualitdt anhand von konkreten Beispielen'®
Gliederung der Planimetrie gemaB den geometrischen Verwandtschaften (Kon-
gruenz und Ahnlichkeit).

Im letzten Abschnitt (Projektive Geometrie und Kegelschnittlehre) ging Lietzmann
dann schlieBlich auf die Frage der Einfihrung der Inhalte der projektiven Geometrie
in den Schulunterricht ein, wobei er zu Beginn klarmachte, dass es aktuell dazu noch
keine einhellige Meinung gebe: ,Hier ist alles im FluB; und das will schon einen Fort-
schritt gegen friher bedeuten, wo eigentlich alles im Schlaf lag. Nur Uber eines ist
man sich wohl im klaren, daB als Gegenstand die Kegelschnittlehre gewahlt wird.“'®’
Aus historischer Perspektive sah er insgesamt vier Perioden'®®, in denen die Ent-
wicklung dieses Gebiets verlaufen sei. Die erste Phase hatten Desargues und Pascal
gepragt, die die Kegelschnitte als Zentralprojektion des Kreises erzeugten und dabei
auch auf die Fernelemente und die Pol/Polare-Beziehung eingingen. Die ,Methode

“18 ordnete Lietzmann ebenfalls dieser Periode zu. Die zweite

der Kollineationen
Phase sei durch das Doppelverhaltnis gepragt, welches Poncelet einfihrte und Stei-
ner zum grundlegenden Prinzip seiner Geometrie machte. In der dritten Phase habe
von Staudt durch Verzicht auf das Doppelverhaltnis die ,reine Geometrie der La-
ge'®® geschaffen und das letzte Stadium habe dazu gefiihrt, dass ,die projektive
Geometrie als die allgemeine Geometrie erkannt wird, aus der man die euklidische
ebenso wie die nichteuklidischen gewinnen kann; auch da zwei Namen: Cailey und
Klein.“'®" Als fiir die schulische Umsetzung geeignet sah Lietzmann jedoch nur die
Inhalte der beiden ersten Perioden an, was er im Folgenden anhand von Ausziigen
aus gelungenen Lehrgéngen illustrierte.'® Dabei wies er darauf hin, dass eine groBe
Zahl von Lehrern in ihrem Unterricht nur die erste Phase behandelten und ,nicht bis

zur eigentlichen projektiven Geometrie*'®?

vorstof3en wirde. Deren Vorgehen hielt er
durchaus fir sinnvoll, merkte aber auch an, dass dies nicht von allen Seiten so ge-

sehen werde: ,Eine solche Behandlung der Kegelschnittlehre unter dem

'8 Dazu gehérte auch, die Strecken und Winkel mit einem Vorzeichen zu versehen.

'8 Er nannte die Satze von Pascal und Brianchon und die Zusammenhange am vollstandigen Viereck
und Vierseit.

'®7 | ietzmann 1916, S. 249

'8 Diese Einteilung tibernahm Lietzmann aus dem Buch von Max Zacharias: Einfihrung in die projek-
tive Geometrie. Leipzig: Teubner 1912

'%9 Lietzmann 1916, S. 250

1% Lietzmann 1916, S. 250

"9 Lietzmann 1916, S. 250

'%2 Man vergleiche dazu die Lehrgénge von Miiller und Henrici/Treutlein in Kapitel 3.

'% Lietzmann 1916, S. 250

248



Gesichtswinkel der Perspektive ist nach meinen Erfahrungen durchaus zu empfeh-
len, auch wenn man schon nach der Polarenlehre halt macht und den Nachdruck auf
die an die Satze von Pascal und Brianchon anknlpfenden Konstruktionen legt. Ge-
rade die regsten Freunde einer projektiven Geometrie auf der Schule sehen nun aber
diese ,Vorstufe“ nicht fir voll an. Sie wollen einen Lehrgang, der mit der Einflihrung
der Punktreihen und Strahlenbuischel beginnt und die projektive Verwandtschaft zwi-
schen zwei Grundgebilden einfiihrt.'** Die Position dieser ,regsten Freunde* spiegelt
sich in den in 4.2 zitierten Aussagen wieder.

Am Ende des Kapitels stellte Lietzmann riickblickend fir die gesamte ,Neuere Geo-
metrie® fest, ,dal kein Gebiet der Schulmathematik einen so unabgeklarten Zustand
aufweist wie dieses. Wenn schon die Reformbewegung dem Bunde der drei groBen
A, der Arithmetik, der Algebra, der Analysis, mehr Interesse entgegengebracht hat
als der Geometrie, so sind doch immer noch die anderen Zweige der Geometrie bes-
ser gefahren als gerade dieses Stiefkind der Reform.“'*® Die Ursache fiir diese
schlechte Position sah er vor allem darin, dass im Bereich der Wissenschaft die Ge-
ometrie eine immer kleiner werdende Rolle spiele und die Arithmetiker und Analytiker
eine Art Vormachtstellung eingenommen hatten. Bezuglich der weiteren Entwicklung
des Gebiets wollte er keine Vorhersage treffen, merkte allerdings an, dass ,radikale
Leute“'® bereits an der vollstandigen Streichung der ,Neueren Geometrie* arbeite-
ten. Diesen Tendenzen stellte er sich jedoch (zu diesem Zeitpunkt) mit gréBter
Deutlichkeit entgegen, indem er alle Formen der ,Neueren Geometrie“ als ,wertvoll
und [...] unentbehrlich als ein Gegengewicht zu einer allzu starken Betonung der
rechnerischen Seite der Mathematik“'*’ lobte.

Die zuletzt von Lietzmann angesprochene Einschatzung bezlglich der Wichtigkeit
der ,Neueren Geometrie* setzte sich letztlich nicht durch.’®® Es kam vielmehr zu ei-
ner gegenteiligen Entwicklung, bei der die in die Lehrpldne aufgenommenen Inhalte
wieder aus diesen verschwanden und damit einhergehend in den Schulen eine im-

mer kleiner werdende Rolle spielten. Worin liegen die Ursachen fir diesen Verlauf?

1% Lietzmann 1916, S. 251

1% | jetzmann 1916, S. 254

1% | ietzmann 1916, S. 254

"9 Lietzmann 1916, S. 254

"% |n der zweiten Auflage des Buches (1923) wurde der entsprechende Absatz gestrichen und Lietz-
mann entschuldigte sich fast fiir seine frilheren Aussagen: ,Ich habe den Eindruck, daB wir in den
letzten Jahren in der Klarung des Problems der neueren Geometrie auf der Schule vorwérts gekom-
men sind. Die Linien zeichnen sich weit deutlicher ab, als sie es taten, als ich die erste Auflage
niederschrieb.” (Lietzmann 1923, S. 204)
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Zunachst ist zu sagen, dass sich die in den Schulunterricht aufgenommenen neuen
Inhalte zum groBen Teil auf den von Lietzmann zuerst beschriebenen Lehrgang
(Neuere Geometrie des Dreiecks, Vierecks und Kreises.) bezogen. Dafiir sprechen
einerseits die in Kapitel 2 wiedergegebenen Ausfihrungen in den Lehrplanen, die
sich weitestgehend auf die in diesem Konzept vorgesehnen Inhalte konzentrieren,
und andererseits die dazu passende groBe Masse an Schulblichern. Umso bemer-
kenswerter ist es nun, dass die Reformer keinerlei Anstalten machten, diesen
"Erfolg" gegen aufkommende Kritik zu verteidigen und den beispielsweise von Lietz-
mann geauBerten Vorschlag zur Aufspaltung zuriickzuweisen. Ganz im Gegenteil
bliesen sie selbst mit ziemlicher Harte in dasselbe Horn.'®® Somit herrschte wohl auf
allen Seiten eine groBe Unzufriedenheit mit dem Ist-Zustand vor: einmal auf Seiten
der Gegner der ,Neueren Geometrie, die von vornherein gegen jede Form ihrer
schulischen Umsetzung eingestellt waren, aber auch bei den Beflrworten, die offen-
bar mit ihren Bemihungen eigentlich etwas anderes erreichen wollten. Zusatzlich
machte sich ein zweites Problem negativ bemerkbar, namlich die Spaltung des La-
gers der Reformer in verschiedene Gruppen. Auf der einen Seite standen nun die
"Praktiker", die die ,Neuere Geometrie” vor allem unter Anwendungsgesichtspunkten
und ihren Nutzen fir die darstellende Geometrie sahen und sie daher im Sinne von
Pascal und Desargues betreiben wollten (vgl. 4.1). Demgegeniber ging es den "The-
oretikern" eher darum, die ,Neuere Geometrie“ im Anschluss an Steiner und von
Staudt als eigenstandiges, mdglichst von der Euklidischen Geometrie unabhangiges
Gebiet zu behandeln und die Anwendungen mdglichst auBBen vor zu lassen (vgl. 4.2).
Die neu hinzugekommenen Vorschlage, die bestehenden Konzepte der ,Neueren
Geometrie* aufzugreifen und im Sinne des Erlanger Programms weiterzuentwickeln
(vgl. 4.3), hatten keinen durchschlagenden Erfolg, was vermutlich daran lag, dass
schon unter den Vertretern dieses Ansatzes keine Ubereinkunft dariiber bestand,
was sie genau erreichen wollten. Zusatzlich gab es auch aus dieser Richtung keine
positive Resonanz auf den Ist-Zustand der ,Neueren Geometrie” in der Schule, so
dass letztlich nur die ohnehin schon bestehende Vielstimmigkeit an Vorschlagen
noch weiter vergrdoBert wurde. Dies dirfte im Ergebnis eher zur Schwachung denn
zur Starkung der Position der ,Neueren Geometrie“ beigetragen haben. AuBerdem
wurde es offenbar von vielen Anh&ngern der Berlcksichtigung des Erlanger Pro-
gramms im Schulunterricht als ausreichend erachtet, dessen grundlegende |deen

'%% Man vergleiche dazu die Ausflihrungen in 4.1 und 4.2.
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anhand der den Schiilern bekannten Geometrien aufzuzeigen.?®® Ein Voranschreiten
bis zur projektiven Geometrie war dazu nicht unbedingt erforderlich. Nicht vergessen
werden darf auch die nicht kleine Gruppe der "Methodiker"?®', die sich aufgrund der
erreichten Erfolge®® von der Reformbewegung abgekoppelt haben diirften. Somit
fihrte der Verlust des gemeinsamen Feindbilds (der eng an Euklids Elementen orien-
tierte Geometrieunterricht) und des gemeinsamen priméaren Ziels, dieses Feindbild
zu beseitigen, letztlich dazu, dass die bereits vorher bestehenden, aber noch ver-
deckten Differenzen bezlglich der weitergehenden Ziele sichtbar wurden und sich
die Bewegung in mehrere, weniger schlagkraftige Teile spaltete.

Hinzu kam, dass sich etwa zur gleichen Zeit neue Reformvorschlage fur den Geo-
metrieunterricht ausbreiteten, die sich hauptsachlich aus den in 4.4 vorgestellten
Empfehlungen der Meraner Kommission ergaben.?®® Deren negative Wirkung auf die
,Neuere Geometrie” bestand einmal darin, dass sich die Aufmerksamkeit der am Ma-
thematikunterricht Interessierten nun in hohem MaBe auf diese neuen Ansatze
richtete.?* Zum anderen wurden aber auch die von vielen tendenziell positiv geseh-
nen Aspekte der ,Neueren Geometrie” in diesen neuen Reformvorschlag integriert
oder genauer gesagt von ihm vereinnahmt, da vom Kontext ihrer urspringlichen Ent-
stehung keinerlei Rede mehr war. Anstatt von ,Neuerer Geometrie* sprach man eben
jetzt von der Meraner Reform und nutzte die bereits bestehenden und im Unterricht
verwirklichten Vorschlage unter diesem Gesichtspunkt.?® In diesem Zusammenhang
hatten die Ubernommenen Konzepte daher ihren Selbstzweck weitgehend verloren
und dienten als Teil einer Sammlung verschiedener mathematischer Inhalte der ex-
emplarischen Umsetzung einer tUbergeordneten Idee. Die inhaltliche Dimension der
,Neueren Geometrie“ fand dabei so gut wie keine Beriicksichtigung.?%°

20 Dies wird beispielsweise aus der in 4.3 erwihnten Umfrage der ZmnU deutlich.

20! Damit sind die Reformer gemeint, denen es vor allem um einen Umbau der Euklidischen Geomet-
rie unter Verwendung der Methoden der ,Neueren Geometrie” ging.

292 Diese werden u.a. durch die oben zitierten Ausfihrungen Lietzmanns zur Umgestaltung der eukli-
dischen Geometrie durch die "projektiven Methoden" belegt.

203 Weitere, allerdings eher am Rande stattfindende Diskussionen betrafen beispielsweise die Auf-
nahme der nichteuklidischen Geometrien in den Schulunterricht. Daneben wurden auch andere neue
Reformansétze verfolgt, die sich nicht nur auf den Geometrieunterricht bezogen, wie beispielsweise
die starkere Anwendungsorientierung oder die Berucksichtigung der Analysis.

24 Dies lag wohl unter anderem am beharrlichen Werben Felix Kleins fiir diese Vorschlage (vgl. bei-
S(Pielsweise Klein 1907).

205 Beispiele dafir sind die Einbeziehung der Beweglichkeit der geometrischen Gebilde unter das
Prinzip des funktionalen Denkens oder die Berlcksichtigung der geometrischen Verwandtschaften zur
Gliederung des Unterrichtsstoffs.

206 ygl. Kriger 2000, S. 193ff
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Es ist daher keine groBe Uberraschung, dass die in den 1920er Jahren beginnende
Umgestaltung der Lehrplane im Sinne des Meraner Reformvorschlags das weitge-
hende Verschwinden der ,Neueren Geometrie“ als eigenstandiges Themengebiet mit
sich brachte. Die mit ihr verbundenen Inhalte blieben zu einem kleinen Teil als Be-
standteil der darstellenden Geometrie erhalten, wo sie im Sinne der "Praktiker"
unterrichtet wurden. Den weit Gberwiegenden Teil jedoch verdrangten die mit der
Meraner Reform neu eingefihrten bzw. in ihrem Umfang erweiterten Inhalte, wie bei-
spielsweise die Grundlagen der Differenzial- und Integralrechnung. Allerdings muss
man auch bemerken, dass diese Entwicklung (d.h. das Verschwinden der ,Neueren
Geometrie®) durch eine Reduzierung der fir den Mathematikunterricht zur Verfligung
stehenden Unterrichtszeit beférdert wurde. Deren Griinde lagen einmal in der gene-

297 zum anderen in der (in den einzelnen Landern

rellen Kirzung der Unterrichtszei
unterschiedlich gehandhabten) Ausweitung der Stunden flr die Facher Deutsch, Ge-
schichte, Erdkunde oder Turnen.?® Im Einzelnen ergeben sich fiir die bereits in

Kapitel 2 betrachteten Lander®® folgende Anderungen:

Freistaat Preuf3en

Der 1925 verdffentlichte Lehrplan?'® sah die folgende Anzahl an Wochenstunden fiir

das Fach Mathematik vor:

vilv]iviumlonmjun|lol| " | Summe | Anderung
Gymnasium 4 1414, 3 3 4 3 | 4 33 -1
Realgymnasium | 4 (4 | 4 | 4 4 4 4 4 36 -6
Oberrealschule | 4 |4 | 4| 4 4 6 6 | 5 42 -5

In den fir das Gymnasium vorgesehnen Inhalten findet die ,Neuere Geometrie* kei-
ne Erwahnung mehr, auch die Kegelschnitte sollten nur noch analytisch behandelt

werden. An den realistischen Anstalten verblieben nur noch ,harmonische Punkte

«212

und Strahlen in Untersekunda, an den Oberrealschulen zusatzlich noch die ,Ke-

27 Dadurch sollte der "Uberbiirdung" der Schiiler entgegengewirkt werden.

208 Diese Veranderungen in den Lehrplanen veranlassten die Gesellschaft deutscher Naturforscher
und Arzte zur Verabschiedung einer scharfen Resolution, in der bestritten wurde, dass ,die gesamte
seelische Entwicklung unserer Jugend [...] durch eine weitgehende Einfigung ,kulturkundlicher” F&-
cher gelehrt werden kénne* (Kerst 1925, S. 51).

299 Das Reichsland ElsaB-Lothringen gehérte ab 1918 nicht mehr zum Deutschen Reich, fir die aus
dem GroBherzogtum hervorgegangene Republik Baden konnte ich leider keine Informationen bezlg-
lich der dort geltenden Lehrplane ermitteln.

210 ygl. Lietzmann 1925

" Die Prima bestand weiterhin aus zwei Jahrgéngen, die beide jeweils die angegebene Stundenzahl
umfassten.

#12 | jetzmann 1925, S. 204ff
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gelschnitte als perspektive Bilder des Kreises (Sétze von Pascal und Brianchon)“?'3,

Die Ursachen fiir diese Veranderungen finden sich in folgendem Kommentar Lietz-
manns zum  Gymnasium: ,Weggefallen sind die Kombinatorik, die
Wahrscheinlichkeitslehre, die algebraische und die sog. neuere Geometrie. Es ist
gut, daB man Klipp und klar festgelegt hat, was wegfallen muf3, um Raum fir die
mancherlei neuen Aufgaben zu schaffen.”?'* Beziiglich der realistischen Anstalten
merkte er an, dass in der Kegelschnittlehre der Prima ,— bei dem Zeitmangel wohl

mit Recht — auf die projektive Behandlung verzichtet worden“?' sei.

Freistaat Bayern

Der bayerische Lehrplan fiir die Oberrealschule von 19262'® enthielt folgende Vorga-
ben zur Anzahl der Wochenstunden fir die Mathematik:

Ll fiv]iv]vi|VIL] V| IX | Summe | Anderung
Oberrealschule |4 4|5 |4 |55 |5 | 5 | 4 41 -2

Diese Kirzung flhrte zum einen dazu, dass die darstellende Geometrie in der neun-

ten Klasse nicht mehr unterrichtet wurde und sich nur noch auf die siebte und achte
Klasse beschrankte. Nahezu vollstandig gestrichen wurde ,auch die synthetische
Geometrie (8. und 9. Klasse). Nur das harmonische, nicht mehr das allgemeine Dop-
pelverhaltnis und seine Unveranderlichkeit bei Zentralprojektion ist geblieben, die

projektive Erzeugung der Kegelschnitte und der Pascalsche Satz aber gefallen.“?"

Volksstaat Hessen

An den hessischen Oberrealschulen war ab 1925 die folgende Stundenverteilung fir
,Rechnen und Mathematik“ vorgesehen?'®:
VI[V[IvIulljom|ull|oll|ul]|OI|Summe | Anderung

Oberrealschule | 5 |5 | 6 5 5 5 5 717 50 -5

Im Unterschied zum Lehrplan von 1901 war das ,Geometrische Zeichnen® nun in die
Mathematik integriert, weshalb sich die angegebene Anderung auf das Stundenvo-
lumen der beiden vormals eigenstandigen Facher bezieht. Von den im Lehrplan von

8 Lietzmann 1925, S. 205; Im Rahmen der Stereometrie fanden bereits seit 1882 an den realisti-
schen Anstalten die Grundlagen der beschreibenden bzw. darstellenden Geometrie Beriicksichtigung,
in die an den Oberrealschulen nun Teile der ,Neueren Geometrie” (im Sinne der "Praktiker") integriert
wurden.

2% | jetzmann 1925, S. 202

215 jetzmann 1925, S. 206

216 ygl. Cramer 1927

27 Cramer 1927, S. 288f

#8ygl. 0.V. 1925, S. 8
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1901 fur die Oberrealschule vorgesehnen Inhalten der ,Neueren Geometrie® war
nichts mehr zu sehen, allerdings sollte in Prima die ,Erzeugung der Kegelschnitte

);‘219

durch perspektive Abbildung des Kreises (ebener Schnitt des Kegels unterrichtet

werden.

Freistaat Sachsen

Der sachsische Lehrplan von 1932220

sah fUr die Realgymnasien und Oberrealschu-
len folgende Zahl an Wochenstunden fir die Facher Mathematik und Darstellende

Geometrie (jeweils die zweite Zeile in Sekunda bzw. Prima) vor:

VI[V[IV[umlomjun|ol|ul|oOl|Summe | Anderung
. 3| 4 36 -6
Realgymnasium | 4 (4| 4 | 5 4 4 4
1 1 2 -4
4 5 | 5| 4 42 -3
Oberrealschule | 4 |5| 5| 5 5
1 1 1|2 5 -2

Von den in den Lehrpldnen von 1902 bzw. 1908 enthaltenen Inhalten der ,Neueren
Geometrie” blieben nur die Kegelschnitte Gbrig, die nun primér analytisch behandelt

werden sollten.

Volksstaat Wirttemberg

Der Lehrplan fir die Oberrealschulen in Wurttemberg von 1928 schrieb folgende
Wochenstundenzahlen fiir die Mathematik vor®?':

LI fIv Vv VvI|VIL]VI|IX|Summe | Anderung
Oberrealschule (45| 5|5 |5|6 | 6 | 6 |6 48 -8

Von den im Lehrplan von 1912 fir die siebte Klasse genannten Inhalten war nichts

Ubrig geblieben, in der achten Klasse blieben jedoch die ,Kegelschnitte, analytisch
und synthetisch“?®? erhalten. Da keine Verbindung zur (in ihrem Umfang gekiirzten)
darstellenden Geometrie zu erkennen ist und die sonstigen Vorgaben des Lehrplans
auch eher auf eine Starkung der analytischen Geometrie gerichtet waren, dirfte bei

den Kegelschnitten diese Methode Uberwogen haben.

2190V, 1925, S. 96

220 ygl. Kerst 1932; Angegeben sind hier die Stunden fiir den Normalzug. Den Schulen war es erlaubt,
daneben in Prima eine sprachlich-geschichtliche bzw. mathematisch-naturwissenschaftliche Abteilung
einzurichten.

221 ygl. Fladt 1926

?22 Fladt 1929, S. 31

254



Zusammenfassend kann man also festhalten, dass die von Lietzmann so genannte
Neuere Geometrie des Dreiecks, Vierecks und Kreises (mit Ausnahme der harmoni-
schen Punkte) wahrend der Weimarer Republik nahezu vollstdndig aus den
Lehrplanen verschwunden war. Bei der noch verbliebenen synthetischen Geometrie
der Kegelschnitte dirfte in den meisten Fallen auf die Apollonische Behandlungswei-
se zurlckgegriffen worden sein. In den offiziellen Vorgaben verblieben wenn
tberhaupt die in die darstellende Geometrie (Kegelschnitte als Zentralprojektion des
Kreises) verschobenen Inhalte der ,Neueren Geometrie“. Von andauerndem Bestand
waren nur die durch sie angeregten methodischen Veranderungen des Geometrieun-

terrichts.
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Ausblick
Vorschlage zur projektiven Geometrie in der Folgezeit

Im Rahmen der Diskussion um die Berlcksichtigung der Abbildungsgeometrie im
Schulunterricht in den 1950er und 1960er Jahren wurde die projektive Geometrie'
von einigen Didaktikern wieder aufgegriffen. Interessant dabei ist, dass viele in der
Diskussion um die ,Neuere Geometrie* aufgetretenen Argumente nun auch im Zu-
sammenhang mit der Abbildungsgeometrie genannt wurden, wie z.B. der genetische
Aufbau der Geometrie, Anschaulichkeit, Beweglichkeit der Figuren oder die Selbstta-
tigkeit der Schlerinnen und Schdler. Allerdings war es wohl so, dass sich die Mehr-
zahl der Konzepte zur Abbildungsgeometrie auf die Abbildungen der Euklidischen
Ebene konzentrierte. Beispielsweise enthielt der Kasseler Lehrplan, ein Entwurf des
Fordervereins von 1953, die Vorgabe, mindestens bis zu den Affinitaten zu kom-
men.? Einige weitergehende Vorschldge gaben sich damit jedoch nicht zufrieden und
bertcksichtigten auch die projektive Geometrie. Sie schlossen sich inhaltlich an die
bereits in Unterkapitel 4.3 angesprochenen Versuche zur schulischen Umsetzung
des Erlanger Programms an, thematisierten aber auch die Beziehung zur Zentralpro-
jektion (vgl. 4.1). Ein in diesem Sinne gestalteter Lehrgang findet sich im 1955 er-
schienenen vierten Band der Lehrbuchreihe Die Elemente der Mathematik, der den
Stoff fur die Oberstufe enthielt. Dort hei3t es bereits im Vorwort: ,Der Ruf nach der
Gruppentheorie als Ordnungsprinzip der projektiven Geometrie hat im Bd. 2 einen
konsequenten Aufbau geman der Hauptgruppe erstehen lassen. Dieser Aufbau blie-

T’T be ein Torso, wirden die geometri-
schen Verwandtschaften nicht nach

oben (Affinitat, Kollineation, Re-

ziprozitat) so fortgefihrt, daB die

héchste Gruppe, namlich die der
“3

Projektivitat erreicht wird.

: : Als Ausgangspunkt dient die Abbil-

2 b) dung einer Ebene E auf eine Bild-
Abbildung 113: Zentralprojektion und —kollineation ebene E’ durch Zentralprojektion,

(aus: Wolff 1955, S. 146)

' Der Begriff ,Neuere Geometrie“ wurde nun nicht mehr verwendet.
Zvgl. Bender 1982, S. 14
3 Wolft 1955, S. 3; Ein &hnliches Konzept findet sich beispielsweise auch in Wolz 1964/1965.
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die im Rahmen der darstellenden Geometrie behandelt wird. Durch Drehung von E

um die Schnittgerade a von E und E’ werden die beiden Ebenen vereinigt, um die

eigentlich raumliche Konstruktion des Bildpunktes P’ zu einem gegebenen Punkt P in

einer Ebene durchfihren zu kénnen. Auf diese Weise erhalt man die zentrische Kol-

lineation als Abbildung der Ebene auf sich selbst mit den Eigenschaften: ,Die Ver-

bindungsgeraden zugeordneter Punkte gehen durch einen festen Punkt, das Kolli-

neationszentrum Z. Die Schnittpunkte zugeordneter Geraden liegen auf einer festen

Geraden, der Kollineation-

a)

b)

£k

(9]

Abb. 57. a) Zentralkollineation, b) Ach

ffinitit, c¢) dhnl
Zusammenhang.

d)
und d) kongruente Abbildung in ihrem

sachse a.“*

Je nach Lage des
Achse

erhalt man die den Schilerin-

Zentrums bzw. der

nen und Schilern bereits aus
der Mittelstufe bekannten Ab-
bildungen.®

Achse

eigentlich

uneigentlich

Zentrum

eigentlich

uneigentlich

eigentlich

uneigentlich

Durch Konzentration auf die

Name der
Abbildung

zentrische

Kollineation

Achsenaffinitit

dhnliche

Abbildung

kongruente
Abbildung

Abbildung der Punkte einer

Abbildung 114: Spezialfélle der Zentralkollineation
(aus: Wolff 1955, S. 169)

Geraden auf eine zweite Ge-
rade durch eine Zentralkolli-

neation erfolgt die Uberleitung zur perspektiven Verwandtschaft und dem Doppelver-

haltnis als deren Invariante. Durch Verallgemeinerung gelangt man von dort zur pro-

jektiven Verwandtschaft von Punktreihen bzw. Strahlenbischeln und letztlich zur pro-

jektiven Abbildung der Ebene auf sich. Daran anschlieBend werden weitere (bereits

a)

b)
Abb. 69. a) Jedes Viereck kann zentralkollineares Bild eines Quadrates sein. b) Das Quadrat als
vollstindiges Viereck-Vierseit mit seinen uneigentlichen Elementen.

Abbildung 115: Harmonische Punkte am vollstandigen
Viereck (aus: Wolff 1955, S. 182)

in Kapitel 3 vorgestellte) Inhalte
behandelt
Viereck und Vierseit, Pol und

wie  vollstandiges
Polare am Kreis und die Erzeu-
gung der Kegelschnitte durch
projektive  Punktreihnen  bzw.
Strahlenbiischel®, wobei der Ab-
bildungsaspekt immer eine zent-

rale Rolle spielt. Beispielsweise

* Wolff 1955, S. 168; Die zentrische Kollineation ist nichts anderes als die Zentralkollineation.
® Diese werden im zweiten Band der Elemente der Mathematik thematisiert. Die Unterscheidung erin-

nert stark an die Darstellung von Henrici/Treutlein, vgl. S. 151.

® Letztere wird durch Zentralprojektion vom Kreis auf alle Kegelschnitte tibertragen.
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erfolgt der Beweis, dass beim vollstandigen Viereck mit den Ecken A, B, C, D und

Diagonalpunkten L, M, N durch jeden Diagonalpunkt vier harmonische Strahlen ver-

laufen’, indem das Viereck durch Zentralkollineation auf ein Quadrat abgebildet wird.

Die Betrachtung von Pol und Polare fuhrt auf die Reziprozitat als weitere projektive

Abbildung.

Um die durch das Erlanger Programm gegebene ,Systematisierung der Geometrie*®

durchzufuhren, werden im Kapitel Transformation und Gruppe die den Schilerinnen

und Schilern bekann-

5 ol el

a . B

% 0 Q]T vz

5 X R X T

PI
a) b) [} d)
Abb. 91. Affine Transformationen.

a) Scherung, b) Normalaffinitit, c) schrige Achsenaffinitit, d) Eulersche Affinitit.

Abbildungen °
nochmals aufgegriffen,

ten

wobei  jeweils  zu-

nachst flr einige Bei-

Abbildung 116: Sonderfalle der affinen Abbildung

(aus: Wolff 1955, S. 216)
der Transformationsgleichung er-

folgt. Die Gleichung fir den allge-
meinen Fall wird anschlieBend an-
gegeben, genauso die Invarianten
der Abbildung und die Idee fir den
Beweis der Gruppeneigenschaft.
Der Abschnitt zu den affinen Abbil-
dungen beginnt beispielsweise mit
den in Abbildung 116 gezeigten
Die

Transformationsgleichung

Sonderfallen. allgemeine

ist ge-
x'=a,x+b,y+c,

eben durch
g y'=a,x+b,y+c,

mit
a1 b1

#0 und die zugehodrigen
a, b, g g

Invarianten sind die Parallelitat,

das Teilverhaltnis einer Strecke

und das Verhaltnis der Inhalte

spiele die Herleitung

Projektive Gruppe P

Invariant: Doppelverhiltnis
(Inzidenz)

4

Allgemeine Kollineation K
Invariant: Gerade, Punkt
(elemententreue Abbildung)

_axtbhyta A

e x+byy+ ¢ BT
T A=ay by cy| +0

y=—__2 2 ay by ¢

Festlegung durch 4 Punktepaare

b @=by=0)

Affine Gruppe A
Invariant: Teilverhiltnis, Parallelitit,
Fliachenverhiltnis

=g x+by+te

Y=6x+by+ec
Festlegung durch 3 Punktepaare

a b

ay by

+0

(u‘:a, b= Fb
v \aa=2b, bZ:j:a,J

Ahnliche Gruppe A ( Hauptgruppe)

Invariant: Winkel

i ih i
CEerFbyta L @Em o
Y =brtoyte

V@ tir=11)

Kongruente Gruppe C
Invariant: Streckenlinge, Flicheninhalt
%' = xcoso F ysina+ ¢, 1 i

y = xsino+ ycosa+ c,

} @=0,4=+1)

Verschiebungen V
Invariant: Richtung
F=zx+c

, PoA=+1
Y=yte

Festlegung durch 1 Punktepaar

N

Reziprozitit R (keine Gruppe)
Invariant: Gerade — Punkt, Punkt — Gerade

N Die besonderen Kollineationen K,
Invariant: Die positive Determinante
_axtbhyte
a,x+ by + ¢,
o oY 0 A>0
Srtbyta
a,x+ by + ¢,

y (ag=15,=0)

N Gleichsinnige Affinitiiten 4,
Invariant: Umlaufsinn
P =axtbyto
Y=ax+by+ec

=by=
)

v\

>0

Gleichsinnig ihnliche Abbild ‘{!l

-

=ax—by+ec
5 YoA>0
Y=bxtay+tec

Festlegung durch 2 Punktepaare

b (b=
N Bewegungen B
&’ = xcosot— ysino + ¢,
T A=+1
v y' = xsina+ ycosa+c,

(aus: Wolff 1955, S. 222)

Abbildung 117: Hierarchie der Abbildungsgruppen

” Es handelt sich dabei um die jeweiligen Diagonalen und Seiten des Vierecks.

8 Wolff 1955, S. 207

® Es handelt sich in dieser Reihenfolge um kongruente, ahnliche, affine und projektive Abbildungen.
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zweier Flachen. Die zuvor behandelten ahnlichen Abbildungen stellen einen Spezial-
fall der affinen Abbildungen dar' und bilden eine Untergruppe.

Diese systematische Un-

|
tersuchung mindet in der {\ / i
hierarchischen ~ Ordnung =T
| FE
der Abblldu ngSg ru ppen 5 Objekt-Bildebene schneidend parallel
d Ie al |e Ietztl IC h U nte r_ P;)tj::}::gss. Strahlenbiindel Parallelenschar Strahlenbiindel | Parallelenschar
Strecken-Doppel- " E
. . P it Streckenverhilt-
g ru ppe n d er Projektl ven h? i-\tr}x.a-l‘lms:e IS‘ e:[ nisse (Verhiltnisse | Streckenverhilt-
(,‘)Ju:t;:lep:;)nn) li\?u r. von Punkt-Tripeln) | nisse (Verhiltnisse
H Geraden | Spurparallelen ihn- b}purpatallelen: A Pun‘kt-Tnpeln) Streckenlingen
Gruppe darste | |e n. E nen lich it ersahisde. kongruent; alle alle Richtungen
; lg ) I i anderen: #hnlich, denselben Strek-
- . . . . Ir}x'a- ne;;[;:fgbcu:gs- verschiedene Strek- kungsmaBstab
Uberblick Gber die Eigen- | == Spur: Rongraent | <omgemaBstibe
Schaften und |nvar|anten Winkel o l;r:gleich b ;’x;glf;icix p gleich e geich
Parallelen nicht parallel parallel parallel parallel
H HH - = Ferngcraée 7in einev l"'erinzg;:agii;i?ﬂ 7Fe:n’ge:;d’ciw | Wiﬂfcrﬁg‘erragr 3
d er Jewe | I Ig en Tran Sfo rma Ferngeradd eigentliche Gerade Ferngerade (Spur) in sich (Spur) in sich

. . . Figuren- Projektivitat s i
tlonen glbt Abblldung 1 1 8 Verwzlxn“(‘ir:s:haft (Krcfil?ne;;;tgt) Affinitit Ahnlichkeit Kongruenz

Die im Rahmen der Neuen — .
Mathematik in den 1960er | L1 ﬁﬂ [14

und 1970er Jahren auf-
. Abbildung 118: Eigenschaften der Transformationen
kommende Strukturorien- (aus: Wolff 1955, S. 223)

tierung hatte auch Einfluss auf die Abbildungsgeometrie in der Oberstufe. So wurde
in der vierten Auflage der Methodik des mathematischen Unterrichts'' (1968) weiter-
hin die groBe Bedeutung der Abbildungen flir den Geometrieunterricht betont, die
aber jetzt unter Verwendung des Vektorbegriffs behandelt werden sollten. Allerdings
wurde in diesem Zusammenhang auch vorgeschlagen, die projektive Geometrie zu
berlicksichtigen, mit der zum einen weiterhin ,ein Uberblick liber die ganze Schulge-
ometrie im Sinne von Kleins Erlanger Programm erreicht [wird], andererseits aber
wird das Vorstellungsvermégen getibt und dem Schiiler eine groBe Anzahl interes-
santer und doch einfacher geometrischer Tatsachen vermittelt, die im Zuge der heute
modernen strukturellen Betrachtungsweise (so sehr diese berechtigt ist!) leider in
Vergessenheit zu geraten drohen.“'? Gerade vor dem Hintergrund der zweiten Ziel-
setzung ist es doch ein wenig Uberraschend, dass die projektive Geometrie nun auch
vollstandig dem allgemeinen Wunsch nach einer weitgehenden Algebraisierung un-

terworfen werden sollte: ,Es wurde und wird in manchen Gymnasien Projektive Ge-

10 Far aq = bg, b1 = -do bzw. ag = 'b2, b1 = dp.

" Auch nach Lietzmanns Tod (1959) erschienen mehrere Uberarbeitete Neuauflagen, die vierte Aufla-
ge wurde von Horst Jahner herausgegeben.

* Jahner 1968, S. 255
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ometrie mit rein ,synthetischen Methoden® etwa im Sinne Staudts oder Steiners ge-
trieben. Wir wirden dagegen doch, gerade im Hinblick auf die allgemeine Tendenz
zur Algebraisierung, eine mehr ,analytische“ Methode, insbesondere unter Benut-
zung homogener Koordinaten vorziehen. Dabei kann man mit Hilfe der Vektorrech-
nung einen einfachen, dem Schiler auch anschaulich leicht verstandlichen Weg ge-
hen.“'® Die projektive Ebene P, soll bei diesem Weg als Menge aller linearen Unter-
raume eines dreidimensionalen Vektorraums V3 aufgefasst werden, die einen festen
Bezugspunkt (oder Koordinatenursprung) O enthalten. Die dahinterliegende Idee ist,
dass jede Ebene «, die O nicht enthalt, mit jedem dieser Unterrdume genau einen
gemeinsamen Punkt hat.” Die Ursprungsebenen in Vs bilden die Geraden in P,. Wie
bereits erwahnt diente diese anschauliche Beschreibung jedoch nur dazu, zur vekto-
riellen Darstellung der Punkte und Geraden in P, Gberzuleiten und mit dieser zu ar-
beiten (d.h. hauptsachlich zu rechnen). Sehr naheliegend ist daher die Frage, ob es
sich bei diesem Unterricht Gberhaupt noch um Geometrie handelt, was aber eindeu-
tig bejaht wurde: ,Die neueingefihrten Begriffe und Definitionen dirfen nicht Selbst-
zweck bleiben, sie bilden nur die Hilfsmittel, um nun Geometrie zu treiben! Dabei
kann man mit Vorteil oft von der Deutung in P, zu der Deutung im V3 Ubergehen.
Satze wie: ,Durch zwei verschiedene Punkte ist immer genau eine Gerade be-
stimmt“ oder ,Zwei verschiedene Geraden schneiden sich immer in genau einem
Punkt® sind dann auch fir den Schiler beinahe trivial, ihre Erarbeitung aber natirlich
wichtig.“'® Worin nun allerdings fiir den Geometrieunterricht die Vorteile gegeniiber
der synthetischen Methode liegen, wird leider nicht ausgefthrt und ist auch nicht oh-
ne weiteres erkennbar. Jedenfalls war mit dieser Herangehensweise offenbar die
gréBtmdgliche Distanz zu den urspringlichen Ideen der ,Neueren Geometrie® ge-
schaffen worden.'’

Die gerade gegenteilige Tendenz besteht bei den Vorschlagen, die Johannes Kratz
in seinem Buch Zentrale Themen des Geometrieunterrichts aus didaktischer Sicht
(1993) im Rahmen der Ahnlichkeitslehre prasentiert. Diese zeigen namlich eine gro-

Be Ubereinstimmung mit dem von Lietzmann so genannten Lehrgang der Neueren

'3 Jahner 1968, S. 253

'* Die Unterraume sind also Ursprungsgeraden.

' Die zu a parallelen Geraden schneiden diese in einem Fernpunkt.

'® Jahner 1968, S. 254; Die dahinterliegende Frage, ob die Algebra hier eher ein Hilfsmittel oder einen
Selbstzweck darstellt, kann man auch heutzutage bezliglich der so genannten Analytischen Geomet-
rie in Kombination mit Linearer Algebra stellen.

7 vgl. Unterkapitel 1.7
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Geometrie des Dreiecks, Vierecks und Kreises'® und sind dementsprechend in den
Abschnitten Uber Teilverhéltnisse und Harmonische Verhéltnisse in geometrischen
Figuren verortet. Kratz beginnt die Betrachtung der Teilverhéltnisse mit der in Abbil-
dung 119 dargestellten Figur, bei der die Strecken AB und DE parallel sind. Durch
Verwendung der Strahlensatze erhalt man dann jeweils fir das Verhéltnis der Stre-

ckenldngen: DE:AB=CD:CA (A ABC), CD:CA=DT:AT=CT":CT (A CAT),
CT:CT=TE:TB (A CTB). Insgesamt gilt also: DE: AB=DT :AT=TE:TB.
In den Trapezen ATT’'D, ABED und TBET’

bilden jeweils die Diagonalen und die paral-

lelen Seiten ebenfalls eine Strahlensatzfigur
(mit dem jeweiligen Diagonalenschnittpunkt

als Zentrum), o] dass gilt:
A DS:ST=DT:AT , DS’:SB=DE:AB ,
Abbildung 119: Grundfigur T'S”:S’B=TE:TB. Da die rechten Seiten

(aus: Kratz 1993, S. 151)
der Gleichungen denselben Wert haben,

folgt also: DS: ST =DS’:S’'B=T'S”:S’B. Fallt man von S aus das Lot auf AB und
DE und bestimmt darauf die Abstdnde von P zu AB und DE, haben diese das Ver-

haltnis DS : ST (ahnliche Dreiecke). Durch analoge Betrachtungen fir S’ und S” fin-
det man, dass das Verhaltnis der Abstdénde zu AB und DE flr alle Diagonalpunkte
gleich ist, weshalb diese auf einer Parallele zu AB und DE liegen. Diese Erkenntnis

kann man nun dazu benutzen, allein mit dem
Lineal eine Parallele zu zwei parallelen Ge-
raden g und h durch einen Punkt P zu kon-
struieren.'® Ein besonderer Fall tritt dann ein,
wenn der Punkt P genau in der Mitte zwi-

schen g und h liegt. Dann werden die Stre-

Abbildung 120: Linealkonstruktion der cken GH und G'H’ durch P halbiert und
Parallele (aus: Kratz 1993, S. 151) GG’HH’ ist ein Parallelogramm, d.h. es gibt
eigentlich keinen Schnittpunkt Z. ,Im Rahmen unserer Betrachtungen Uber Teilver-
héaltnisse bietet sich nun die Gelegenheit, die Euklidische Ebene zur projektiven Ebe-
ne zu erweitern, in der parallelen Geraden ein Punkt der ,unendlich fernen Gera-

'8 ygl. Abschnitt 4.5
19 ygl. Abbildung 120; Die hier vorliegende Situation stellt einen Spezialfall des Satzes von Pap-
pos/Pascal dar, der im Weiteren noch genauer betrachtet wird.
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den” als uneigentlicher Schnittpunkt zugeordnet wird. Dies vermeidet Fallunterschei-
dungen. Man kann dann von zwei Geraden einer Ebene immer sagen, dal3 sie einen
gemeinsamen Punkt haben.“?°

Ebenfalls unter Verwendung der Strahlensatze beweist Kratz den Satz des Menela-
os?' und mit dessen Hilfe den Satz des Desargues. Allerdings merkt er an, dass man
letzteren auch auf anderen Niveaustufen (z.B. durch mehrmalige zeichnerische

Uberpriifung) den Schillerinnen und Schiilern plausibel machen kénne, und erwahnt

im weiteren Verlauf des Buches
auch die Méoglichkeit, die Desar-
gues-Figur raumlich zu interpretie-
ren und den Beweis vor diesem

Hintergrund zu fiihren.?? Als Spe-

¢ | zialfall des Satzes von Desargues

Abbildung 121: Satz von Pappos/Pascal ergibt sich der Satz von Pap-
(aus: Kratz 1993, S. 157) pos/Pascal: ,Drei Geraden durch
einen Punkt Z schneiden zwei gegebene Geraden g und g’ in den Punkten A, B, C
bzw. A’, B’, C'. Dann sind die Schnittpunkte von AB’ und A'B, von AC’ und A’C sowie
von BC’ und B’C zusammen mit dem Schnittpunkt S von g und g’ kollinear.“*®

Seine Ausflihrungen Uber Teilverhédltnisse zusammenfassend bemerkte Kratz: ,Die
didaktische Bedeutung dieser Beispiele aus dem Bereich der projektiven Geometrie
liegt zum einen in der Vielfalt der Aufgabenmaéglichkeiten, zum anderen in der nahen

,verwandtschaft* zum Themenkreis der zentrischen Streckung und der Strahlensatze.

Dabei erweitert sich das Feld der
reinen Linealkonstruktionen, die in

der Ahnlichkeitslehre nur auf Spe-

zialfalle beschrankt bleiben, im Sin-

ne kreativer Elementargeometrie.“**

Zu Beginn des Abschnitts Uber

Fig. 108

Abbildung 122: Ahnlichkeitspunkte Harmonische Verhéltnisse in geo-
(aus: Kratz 1993, S. 159)

?% Kratz 1993, S. 152

%' Der Beweis des Satzes von Ceva erfolgt bereits im vorherigen Kapitel durch Nutzung der Flachen-
inhaltsformel fir Dreiecke.

22 ygl. Kratz 1993, S. 203f

% Kratz 1993, 157f; Hier handelt es sich streng genommen um einen Spezialfall des Satzes, da die
Punkte A, B, C und A’, B', C’ perspektiv liegen. Dies ist im allgemeinen Fall nicht notwendig so.

? Kratz 1993, S. 159
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metrischen Figuren definiert Kratz harmonische Punkte Uber die betragsgleiche Tei-
lung® einer Strecke im AuBeren und im Inneren. Als ein Beispiel fir das Vorkommen
von harmonischen Punkten betrachtet er dann zwei Kreise k und k’ sowie die Zent-
ren Z; und Z, zweier zentrischer Streckungen, die k auf k’ abbilden.?® Wegen der
Winkel- und Inzidenztreue der zentrischen Streckung folgt, dass jede Tangente von k
auf eine Tangente von k’ abgebildet wird, so dass sich Z; und Z, als Schnittpunkte

der gemeinsamen Tangenten ergeben.

Weiterhin fOhrt Kratz einen Beweis
des Satzes von Monge Uber die kolli-
neare Lage der Ahnlichkeitspunkte

dreier Kreise?’, der die Tatsache aus-

nutzt, dass bei der Verkettung zweier

zentrischer Streckungen mit Zentren

Z, und Z, im Allgemeinen wieder eine

Abbildung 123: Satz von Monge zentrische Streckung entsteht, deren
(aus: Kratz 1993, S. 162) ]
Zentrum auf der Geraden Z:Z, liegt.
FOhrt man also in Abbildung 123 beispielsweise zunachst die zentrische Streckung
an Zy aus (M wird auf My abgebildet) und anschlieBend die zentrische Streckung an
Z3 (M, wird auf M3 abgebildet), ergibt sich als Resultat die zentrische Streckung an
Z>y (M. wird auf M3 abgebildet). Da-

her muss Z,’ auf der Geraden Z4Z5’

liegen.

Im Anschluss zeigt Kratz das Vorlie-

gen von harmonischen Punkten am
t28

und bei der

R gy r vollstandigen Viersei

Teilung einer Dreiecksseite im Ver-
f;?f;ifd&‘[;?;f gg;gﬁ ps","ﬁ’gg"her freis haltnis b:a der Langen der beiden
anderen Seiten durch die Winkelhalbierenden des gegentberliegenden Winkels und
dessen Nebenwinkel. Der Thaleskreis Uber TiT, ist dann ein apollonischer Kreis der

Strecke AB, d.h. auf ihm liegen alle Punkte P, fir die das Verhaltnis der Abstande zu

% Kratz verwendet gerichtete Strecken. )

% vgl. Abb. 122; Bei Z; und Z, handelt es sich um die Ahnlichkeitspunkte der Kreise, was Kratz jedoch
nicht erwéhnt.

%" Dieser wurde bereits bei der Vorstellung des Lehrbuchs von Holzmidiller erwahnt, vgl. 3.1.

% Er nutzt dazu die Satze von Ceva und Menelaos.
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A und B ebenfalls b:a betragt.”® Zuletzt kommt Kratz auf die Pol/Polare-Beziehung
am Kreis zu sprechen. Gegeben ist der Kreis k mit Mittelpunkt M und der auBBerhalb
liegende Punkt S. Zeichnet man die Zentrale durch S und eine weitere Sekante, die k
in A und A’ bzw. B und B’ schneiden, erhadlt man das vollstandige Vierseit mit den
Ecken P, B, A, B’, A’, R. Daher sind A, A’, S’, Sund B, B’, S, S jeweils vier harmo-

nische Punkte. Da k Thaleskreis Uber der Strecke AA’ ist, gilt: <ABA’ = <AB’A’ =

90°, d.h. AB’ und A’B sind Héhen im Dreieck AA’P und daher ist ihr Schnittpunkt R
der Hohenschnittpunkt. Somit muss PR die Hbhe auf die Seite AA’ sein, d.h.
PR_LAA’. k ist ein apollonischer Kreis der Strecke SS’, denn A und A’ teilen diese

harmonisch. Daher wird der Winkel STS’

P von AT halbiert, d.h. <ATS’ = <ATS.

\ AuBerdem gilt mit dem Winkelsummen-

satz: <S’A’T + 90° + <TAS’ = <ATS’ +

7 “ | 90° + 4TAS’, d.h. +S'A'T = ATS’. Da
A A M / das Dreieck TMA’ gleichschenklig ist,
¢ ok & k
3 A1 / folgt insgesamt <ATS = <ATS’ = <MTA’
S 1 _ und wegen <ATA’ = 90° ergibt sich
Abbildung 125: Pol und Polare
(aus: Kratz 1993, S. 169) <STM = 90°, sodass ST Tangente an k

ist. Da die Sekante SS”’ beliebig gewahlt wurde, gilt also fir alle Sekanten, dass der
von S durch die Kreisschnittpunkte harmonisch getrennte Punkt auf der Geraden TT’
(der Polaren zu S) liegt. Am Schluss des Abschnitts weist Kratz deutlich darauf hin,
dass die von ihm gemachten Vorschlage nur eine Mdglichkeit flr die Auswahl von
Inhalten fir den Geometrieunterricht darstellen: ,Keineswegs sollten sie als mehr
oder weniger verpflichtender Lehrstoff angesehen werden. Der Lehrer mdge sich
immer vor Augen halten, dal3 Geometrie in erster Linie ein Entfaltungs- und weniger
ein Aufbaustoffgebiet ist [...].“° Allerdings bdten die angesprochenen Inhalte gegen-
dber anderen die Mdglichkeit, ,wichtiges geometrisches Grundwissen in Erinnerung
[zu] bringen, wie etwa die Kopunktalitat der Dreieckshdhen, der Satz des Thales, die
»1eilungseigenschaft® der Winkelhalbierenden oder Fragen zur Konstruierbarkeit mit
Zirkel und Lineal. Dazu kommt, daf3 bei mathematisch reizvollen Problemen die Wie-

 |n diesem Zusammenhang bietet sich die Méglichkeit, auf den Begriff des geometrischen Ortes
néher einzugehen.
% Kratz 1993, S. 170
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derholung und Einlbung schon bzw. neu erworbener Kenntnisse und Einsichten we-
sentlich leichter fallt als bei der Bearbeitung zusammenhangloser Routineaufga-
ben.«!

AuBerhalb des staatlichen Schulwesens spielt die projektive Geometrie eine groBBe
Rolle im Mathematikunterricht an Waldorfschulen. Ein Grund dafir liegt sicherlich in
Rudolf Steiners Anthroposophie, in der er die Existenz weiterer geistiger Welten ne-
ben der fur alle Menschen sichtbaren physischen Welt postulierte. Um Zugang zu
diesen Welten zu erhalten, bedirfe es laut Steiner eines mehrstufigen Lernprozesses,
an dessen Anfang die Beschéftigung mit Mathematik stehe: ,Daher kann derjenige,
der im anthroposophischen Sinne ein Geistesforscher werden will, vor allen Dingen
ein groBes Vorbild haben innerhalb der heutigen Wissenschaftlichkeit: das ist die Ma-
thematik. [...] Was ist es denn eigentlich, was die Seele von der Mathematik beson-
ders hat? Das hat sie, daf3 alles, was im mathematischen Erkennen vor die Seele tritt,
innerlich durchsichtig, Gbersichtlich ist, da3 gewissermal3en nichts in dieser Erkennt-
nis drinnen steckt, dem man sich nur unbewuft und ohne Anwendung seines Willens
hingibt.“*? Eine besondere Bedeutung kommt dabei der projektiven Geometrie zu, da
es hier mit den Fernelementen Objekte gibt, die man sich in keiner Weise vorstellen
sondern nur durch seinen Willen schaffen kann: ,An der synthetischen Geometrie
habe ich hauptsachlich mir zum BewuBtsein gebracht den Hellseher-Proze3. Es ist
natdrlich nicht so, daB3 derjenige, der synthetische Geometrie studiert hat, ein Hellse-
her ist, aber veranschaulichen kann man den ProzeB auf diese Weise.“*

Es ist daher nicht verwunderlich, dass sich Steiner daflr aussprach, die projektive
Geometrie in den Unterricht der ersten Waldorfschule®* aufzunehmen: ,Das sind Kin-
der von flinfzehn bis sechzehn Jahren. Wenn sie also bei Ihnen in der Geometrie der
Lage durchkriegen die ersten Grundbegriffe bis zum Gesetz der Dualitat mit der Per-
spektive, daB die Kinder perplex sind und staunen, und wenn sie dann von der neu-
en Dissertation fir einige der Figuren Interesse kriegen, dann haben Sie alles er-
reicht, was Sie erreicht haben sollen.“*® Seinen Vorgaben entsprechend findet sich
im erstmals 1931 herausgegebenen Lehrplan der freien Waldorfschule® als Thema

*! Kratz 1993, S. 170f

%2 Kilthau u.a. 1994, S. 654f

% Kilthau u.a. 1994, S. 675f

% Diese wurde 1919 in Stuttgart gegriindet.

% Kilthau u.a. 1994, S. 96; Gemeint ist die Dissertation von Hermann von Baravalle (Zur Padagogik
der Physik und Mathematik. Stuttgart: Freies Geistesleben 31964)

% 2009 erschien der Lehrplan nahezu unverandert in der elften Auflage.
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fir den Mathematikunterricht der zehnten Klasse: ,Einfihrung in die Elemente der
Geometrie der Lage™’.

Auch heute noch ist die projektive Geometrie an vielen Waldorfschulen ein zentrales
Thema®, allerdings abweichend von den Empfehlungen Steiners in der Klasse 11%.
In den Begrindungen fir die Behandlung scheint allerdings noch die Bewertung Stei-
ners bezliglich der Bedeutung der projektiven Geometrie klar hervor: ,Durch diese
Erweiterung der euklidischen Gedankenwelt lassen sich Beziehungen entdecken, die
durch bloBe Sinneswahrnehmung nicht gegeben sind und sich nur durch denkendes
Betrachten ergeben. Durch synthetisches Vorgehen werden mit den geometrischen
Elementen — ganz unabhangig von jeder Metrik — die Lagebeziehungen erfasst und
geiibt, diese in der Vorstellung in Bewegung zu bringen.“*° Aufgrund der Eigenstén-
digkeit der einzelnen Waldorfschulen existiert nicht ein flr alle verbindliches Curricu-
lum an vorgeschriebenen Inhalten. In der Fiille an Vorschlagen*' lassen sich jedoch
zwei Zugangswege erkennen, die sehr oft eingesetzt werden: einmal der schon be-
kannte Ubergang von der Zentralprojektion zur Zentralkollineation und daneben die
(eher abstrakte) Einfiihrung von Grundgebilden* und Fernelementen sowie die Un-

tersuchung der Gliederung der Ebene durch Punkte bzw. Geraden. Beiden Zugéan-
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Abbildung126: Variation bei Zentralprojektion Lﬂ—' :
(aus: Lehrplaninitiative 2006, S. 61) g

Eberren-
bénclel

Abbildung 127: Grundgebilde
(aus: Lehrplaninitiative 2006, S. 111)

gen gemeinsam ist, dass unter dem Stichwort der "Metamorphosen" ein starkes Ge-
wicht auf Fragen der Variation der Figuren und des Verschiebens von Elementen ins
Unendliche gelegt wird: ,Der Weg flhrt Gber das erlebende Tun und das gespannte

% Heydebrand 1990, S. 44
% Vor Einfiihrung des Zentralabiturs wurden teilweise auch Abituraufgaben zur projektiven Geometrie
%estellt, vgl. dazu Stolzenburg 2009.
Der Unterricht findet in Form einer meist vierwdchigen Unterrichtsepoche statt, d.h. die beiden ers-
ten Unterrichtsstunden sind an allen Wochentagen der projektiven Geometrie gewidmet.
*0 |ehrplaninitiative 2006, S. 75
*' Man vergleiche dazu Lehrplaninitiative 2006.
*2 Hierzu gehoren auch raumliche Grundgebilde.
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Selbst-Entdecken, bis sich schlieBlich in der sich dabei aufdrangenden inneren Fol-
gerichtigkeit notwendige Begriffsbildungen vollziehen, die zu harmonischen Ganzhei-
ten ohne Ausnahmen fiihren. [...] Eine dieser Ganzheiten ist die geometrische Me-
tamorphose, die Uber das Vehikel des Zeichnerischen gedanklich erlebt werden kann
und eine exzellente Mdglichkeit bedeutet, bewegliches Vorstellen und Denken her-
anzubilden und eigentlich erst dadurch die Méglichkeit zu entwickeln, Verwandlungs-
prozesse vollstandig zu erfassen.“*® AuBerdem wird der Aspekt der Dualitat stark
betont. Die weiteren auftretenden Inhalte stimmen weitgehend mit den bereits vorge-
stellten Uberein (harmonische Punkte und Strahlen, Satz von Desargues, perspektive
und projektive Verwandtschaft, ...), werden aber auch unter speziellen Gesichts-

punkten untersucht. Eine Ubersicht gibt die folgende Abbildung:

*8 Lehrplaninitiative 2006, S. 185f
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Die in diesem Abschnitt gegeb

metrie im schulischen Kontext nach dem zweiten Weltkrieg und im Bereich der Wal-
dorfschulen erhebt selbstverstandlich nicht den Anspruch auf Vollstadndigkeit, son-
dern soll nur einen ersten Uberblick verschaffen. Hier bietet sich eine Méglichkeit fiir
zukinftige Untersuchungen, die insbesondere der Frage nachgehen kénnten, welche

Verbreitung die angesprochenen Vorschlage erfuhren. Darlber hinaus kdénnte es
ob vergleichbare historische Ansatze zur Beriicksich-

interessant sein zu erforschen,

ene Darstellung der Vorschlage zur projektiven Geo-
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tigung der projektiven Geometrie auch in anderen Landern existierten.** Und nicht
zuletzt ware ein Lehrgang der projektiven Geometrie flr die gymnasiale Oberstufe zu
entwickeln, der die durch den aktuellen Geometrieunterricht gegebenen Grenzen und
Méglichkeiten berlcksichtigt. Denn auch heute kénnte man es nur begrifen, wenn
die projektive Geometrie die Rolle Uberndhme, die ihr Walther Lietzmann bereits vor
100 Jahren zudachte, namlich ,ein Gegengewicht zu einer allzu starken Betonung

der rechnerischen Seite der Mathematik“*® zu bilden.

* Insbesondere waren Osterreich (besondere Rolle der darstellenden Geometrie), Frankreich und
ltalien (Beitrage zur Entwicklung der Geometrie auf wissenschaftlicher Ebene) von Interesse.
** Lietzmann 1916, S. 254
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Anhang

1) Vorgaben flr Bauingenieure an den Technischen Hochschulen

(aus: Lexis 1904b)

a) Umfang der Hoheren Mathematik

| w e e s R L
| e H Semester ('t \Stl ZV. 12 U.|| Semester | P : RL V. x jup
schule zu \‘ N TR | ‘ U 1
| | Il
N ‘7 — e = ‘ ‘!
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b) Umfang der Darstellenden Geometrie

| 1
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Il) Auszug aus dem preuBischen Lehrplan fur die hoheren
Lehranstalten von 1901
(aus: Guldner 1921)
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b4

wnebft flbungen in der degimalen Schreibweife und den cinfadyiters
dejimalen Rednungen. Borbereitung der Brudredmung.
V. 4 Gtunben widentlid. e

Teilbarfeit der Jahlen. Gemeine Britdye. 3ortgeie6tev ‘
fibungen mit benannten Degimalzahlen wie in VI. Cinfade
Aufgaben aus der Regelbetri (dbuvd) ShHlup auf bie Ginheit oder
ein gemeinfdaftlidhes IMap su Idfen). : ' vt

IV. 4 Stunden widentlid. e

Rednen: Degimalbrudrednung. Cinfade und gufammen=
gefebte Regeldetri mit gangen Sahlen und Briden; Aufgabern
aus dem biirgerlidhen Qeben, namentlid) die einfachiten Falle des
Progent-, Jind= uud Rabattrednung.

Planimetrie: Propadeutijder geometrijder Anfjdhauungs=
unterridht. Ubungen im Gebrauche voun Jivkel und Sineal. Lehre
von den Geraden, Winfeln und Dreieden.

U 38 Stunden wddentlid.*) : 5

Arithmetil: Die Grundredhynungen mit abfoluten Baflew
und Ginfilhrung ber pofitiven und negativen Bahlgrofen unter
Befdranfung auf dad Notwendigite. Bei den {1bungen find
aud) Oleidhungen erflen Grades mit einev Unbefanuten zu be=
nugen.

Blanimetrie: Grweiterung der Dreiectslehre. Lehre vou
ven Rarallelogrammen, den Sehnen und Winfeln am Rreife.
Ronftruttionsitbungen. ! i

OIIL. 3 Stunden wodentlid).*)

Arithmetil: Wieberholung der Brudrednung in An=
wendbung auf Budftabenausdride. Crgangung ded in UILH
Gclernten.  Cinfadjte Sage der Proportionsdlehre. Gleihungen
erften ®rabed mit einer und mehreven Unbefannten: Potenzen
mit pofitiven ganzzahligen Crponenten. e

Planimetrie: Wieberholung und Fortepung der Kreislehre.
Sapge uber die Fladengleidhheit der Figuren (Pythagoreiider
Qehriag). Berednung bder Flace gevadliniger Figuren. Kon=
Rruftionsaufgaben. ‘ : : v

- UIL 4 Stunben wddentlich. *) g

Arithmetit: Qehre von ben Potengen, Wurgeln und Log;

rithmen. Ubungen im Redmen mit (finf- ober vierftellige

*) 9n benjentgen Anitalten, welde dbie Cinridtung von Criagunterri
an Stelle be3 Griechijhen Haben, joll je eine Stunde in UII und O
auf fanfmdnnijdes Rednen, clementare Korperberedhnung und das No
wenbigfte fiber Wurgelgrdfen, in UIL auf die Anjdnge dev Trigonomet
verwendet werben. : ; . . el

4
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C. Realjdule.
a. Aligemeined Lefrsiel. o

Siderheit und Gewanbdtheit im Rednen mit Deftimmten
Salhlen, befonders aud) im Kopfredynen, und in der Anwendung
diefer Fertigleiten auf die gewdhuliden Berhdltniffe des biirger=
fidhen Qebens. Arithmetit bis zur Kenntnid der Logarvithmen.
Algebra bis zu leidhien Gleidungen jweiten Grades. Grund-
Iehren Der ebenen und Forperlihen Geometrie. Audmefjung vow
Jiguren und Kovpern. Die Anfangsgriinde Der ebenen Trigono=
metrie. :

b. Qefhraujgaben.

®ie in VI bi3 UIL der Dberrealidhule ober (fiir Plan D)
bes8 Realgymnafiums.

Methodifdie Bemerfungen fiir Redjnen und Mathematit.

1) Giir die Hoheren Qehranfialten befteht die widtigfte Auf-
gabe bes mathematijhen Unterridyts in einer Schulung des Geiftes,
weldhe den Schitler befdhigt, die erworbenen Anjdhauungen und
‘Renntniffe in felbftandiger Arbeit ridtig anguwenden. Auf allew
Ocbicten dicfed Qefrfaches ift daber ein flaved BVerftandnis der
su entwidelnden Sage und ihrer Herleitung ebenfo wie Ubung
und Gewandheit in ihrer Anwendung zu erzielen. %emnc’td)&
mup, wie jeder anbdere Unterricht, fo aud) der mathematijde fid)
bie Pflege der Mutteripracdje angelegen jein laffen, ein Sefid)ts-
puntt, der bejonders bei Der RKorreftur der {driftliden Arbeiten
jur Geltung fommt, namentlidy fiir die felbjtandigeren hausliden
Ausarbeitungen, die in ben oberen Klajjen neben den vegelmagigen
Rlaffenitbungen in der Regel alle vier TWodjen zu fordern jind

2) Der Redenunterridyt Hat Sicdherheit und Geldufigheit in
pen Dperationen mit beftimmten Saflen zu erftreben. Damit
ex mit dem davauf folgenden arithmetijen Unterricht im Cinflang
ftehe und bdiefen vorzubereiten und su unterfhifen geeignet fei,
mup fowohl die Wiederholung der Grunbdredynungsarten in VI
al8 aud) die Behandlung des Brudyredynens unter Anlehuung
an die mathematifhe Form gejdhehen, fo dap Dabei audy bdie
Bermendbung von Klammern und Borzeidjen dauernd geitbt wird.
Yndererfeits find bdie Berhdltniffe ded praftijhen Lebens, fhom
von der unterften Stufe ab, namentlid beim Kopfredynen niht
3t vernadldffigen. Die Kenntnis der deutjhen Miingen, Mage
und Gewidte ift durd die Anjdauung su vermitteln. Chenjo
ift die Ginfiihrung in das Wefen der Bride anjdaulid) au ge=
ftalten und bei den Crflarungen davon ausjugehen, dap bie
©diler mit Brudyteilen wie mit benannten Jahlen rednen lernen.

iiicvdeadiic
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Hanbel und, um moglidft bald gur Aufldjung von Dreiecen
su gelangen, find aunddit nur diejenigen Fovmeln eingmiber,
welde bdaju unbedingt erforberlidy find. Gbenfo it m Der
Stereometric von der Betradtung einfader Rbrper, wie Witrfel
anbd Prisma, ausdzugehen und erft péter eine {trengere fpjtematijde
Qebhrmeife anguwenden. Bei den fir die Realanitalten vorge=
fehenen Borfurfen in der Trigonometrie und Stereometrie ift fene
propadeutije Behandblungdweife durdymweg und ausjdlielid
inme 3t Dalten. 9ier, wie aud) jdhon auf den fritheren Stufen,
werden Mobelle, mathematijhe Wandtafeln u. §. w. fir die An-
fhaulichfeit und Bertiefung bdes Unterridyts fidy hilfreid evmeifen.
7) Db bie verfdyiebenen Gebiete Des Penfums neben= oder
nadyeinander 3u behandeln feien, ift nad) den jeweiligen BVerhalt-
niffen der Unjtalt ju entjcheiden. An den Nealanftalten with
aud) dev Ausbau dev eingelnen Lehrgebiete nad ben Jahrgdngen
ber Sdpitler etwas verjdieden jein, und zwar an der Oberreal=
jepule weiter gehend al8 am Realgymuafiunt. Die in den Lehr=
plan a8 wablfrei aufgenommenen Gebiete ndher gu umgrengen,
fheint gundadit nidt angangig. €3 joll and nicht al8 burdyaus
notwendig begeidynet werden, fie eingehender zu betreiber. Aber
anbdererfeits foll die MoglichFeit, diefe Disdziplinen untervidytlicy
genauer burdyzuarbeiten, nidt voventhalten werden. Die o
gejammelten Grfahrungen werden fpaterhin cine mehr ind eingelne
gehende Feftfepung ber Lehraiele ermdglidhen. - oy
8. Hir pie oberfte Klaffe de3 Gymnafiums ift die Cin
filfrung der Schiiler in den widtigen Koordinatenbegriff jowie
eine moglidft einfach gehaltene Darjtellung einiger Grumbdeigen:
fchaften der Regelidhnitte, die audy in fynthetifder Form gegeben
werden fann, vorgefefen. Uber e3 ift weber in analytijder nod)
in fogenannter neuerer Geometvie ein fyftematijcher Unterridjt be=
abfidtigt.  Gbenforwenig erfordern die gum BVerjtandnis ber
mathematifhen Grd- und Himmelstunde ndtigen Formeln eine
eingehende Behandlung der jpharijden Trigonontetrie. Sie lafj
fid in einfacher Weife bei der Behandlung der Dreifeitig G
ableiten.  Qedenfalld ift Hier wie itberall bavauf zu adten
neben Der Siderheit der RKenntuiffe Gewandheit in bere
wendung zu erftreben ift, und dap biefer Gejidispur b
Augwah! und Ausdehnung des Lehrftofies mapgebend fe i
9. Dem ilbelftande, daf der Unterridit auf der Oberftufe
einen 3u ausjdlieglid redmerijden Chavakter annimmt, wird jid)
durd) Fortfegung der Mbungen in geometrifder Anjdauun
Ronftruftion ftewern laffen. Befonders, ift im f{terec
Nnterridhte, gang abgefehen von dem Betriebe der daritellen
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lll) Liste von Lehrbiichern, in denen Inhalte aus der projektiven
Geometrie enthalten waren

a) Allgemeine Geometriebucher

Becker, Johann Karl

Lehrbuch der Elementar-Geometrie fr

den Schulgebrauch (2. Buch)

Berlin: Weidmann

1878
Bretschneider, _ _ Jena: Frommann
Lehrgeb&ude der niederen Geometrie
Carl Anton 1844
Brockmann, Franz Lehrbuch der elementaren Geometrie fir Leipzig: Teubner
Joseph Gymnasien und Realschulen (Teil 1) 1871

Bunkhofer, Wilhelm

Die Geometrie des Progymnasiums
(. Theil)

Freiburg: Herder 1879

Diekmann, Josef;

Koppe, Karl

K. Koppes Geometrie zum Gebrauche an
héheren Unterrichtsanstalten, Ausgabe fiir

Reallehranstalten (II. Teil)

Essen: Badecker
71895

Fahle, Heinrich

Mathematische Extemporalien: ein
Uebungsbuch fir die drei ersten Klassen

der Gymnasien und Realschulen

Paderborn:
Schoningh 1868

Focke, Moritz; Krass,

Martin

Lehrbuch der Geometrie (Teil 1)

Muinster: Coppenrath
1870

Frischauf, Johannes

Elemente der Geometrie

Graz: Leuschner und
Lubensky 1870

Gallenkamp, Wilhelm

Synthetische Geometrie (2. Abtheilung)

Iserlohn: Badeker
1880

Heilermann, Hermann

Lehr- und Uebungsbuch fir den Unterricht
in der Mathematik an Gymnasien, Real-

und Gewerbeschulen (Teil 1)

Koblenz: Hergt 21872

Helmes, Joseph

Die Elementar-Mathematik nach den
BedUrfnissen des Unterrichts streng
wissenschaftlich dargestellt
(2. Theil, Il. Abtheilung)

Hannover: Hahn
21876

Kostler, Hermann

Julius

Leitfaden der ebenen Geometrie fir

héhere Lehranstalten (3. Heft)

Halle: Nebert 21890

Kruse Friedrich

Elemente der Geometrie (1. Abtheilung)

Berlin: Weidmann
1875
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Lesser, Oskar;
Schwab, Karl

Mathematisches Unterrichtswerk zum
Gebrauche an héheren Lehranstalten,
Ausgabe A (Band 2, Teil 2)

Leipzig: Freytag 1911

Mehler, Ferdinand
Gustav

Hauptsatze der Elementar-Mathematik
zum Gebrauche an Gymnasien und

Realschulen

Berlin: Reimer °1871

Milinowski, Alfons

Die Geometrie fir Gymnasien und
Realschulen (Teil 1)

Leipzig: Teubner
1881

Muller Heinrich

Die Mathematik auf den Gymnasien und
Realschulen (Teil 2)

Berlin: Moeser 1899

Muller, Johannes

Lehrbuch der elementaren Planimetrie

Bremen: C. Ed. Miller
1870

Mdller, Johann
Heinrich Traugott;
Bauer, Karl Ludwig

J. H. T. Miller's Lehrbuch der ebenen
Geometrie fir hdhere Lehranstalten,
Teil 3

Halle: Buchhandlung
des Waisenhauses
21877

Nagel, Christian

Ebene Geometrie, zweite Abtheilung

Ulm: Wohler 1873

Oppel, Johann Joseph

Leitfaden fir den geometrischen

Unterricht an Gymnasien und &hnlichen

Frankfurt a. M.:

Winter 21878
Lehranstalten
. o Lehrgang der Elementar-Mathematik Leipzig: Teubner
Pietzker, Friedrich .
(Teil 3) 1908
o Mulnchen: Ackermann
Recknagel, Georg Ebene Geometrie flr Schulen 1871
Reidt, Friedrich Die Elemente der Mathematik (Teil 2) Berlin: Grote 1873
_ Lehrbuch der elementaren Mathematik Wolfenbuttel:
Schlegel, Victor

(Teil 2)

Zwissler 1879

Schrdéder, Theodor
August Emil

Lehrbuch der Planimetrie

NUrnberg: Korn 1882

Spieker, Theodor

Lehrbuch der ebenen Geometrie

Potsdam: Stein 1870

Wolff, Heinrich

Sétze und Aufgaben der Geometrie flr
Realanstalten (Teil I)

Leipzig: Teubner
1908

Worpitzky, Julius

Elemente der Mathematik fir gelehrte

Schulen und zum Selbststudium

Berlin: Weidmann
1874

(3. und 4. Heft)
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b) Spezielle Blicher zur projektiven Geometrie

Bobek, Karl
Joseph; Kipper,
Karl Josef

Einleitung in die projektivische Geometrie
der Ebene

Leipzig: Teubner 1889

Doehlemann, Karl

Projektive Geometrie in synthetischer
Behandlung

Leipzig: Géschen 1898

Fuhrmann, Wilhelm

Einleitung in die neuere Geometrie fir die
oberen Klassen der Realschulen und

Gymnasien

Leipzig: Teubner 1881

Kober, Georg

Die Grundgebilde der neueren Geometrie

Hannover & Leipzig:

Hahn 1898
Neuere Geometrie. Flir hdhere Karlsruhe: Malsch und
Maier, Andreas
Lehranstalten Vogel 1873
Rottok, Heinrich Neuere Geometrie flr die oberen Klassen Schleswig: Bergas
Ludwig der Realschulen und Gymnasien 1877
_ S _ Halle a. S.: Nerbert
Rulf, Wilhelm Elemente der projectivischen Geometrie 1889
Leitfaden zum Unterricht in der Bremerhaven:

Sachs, Joseph

projektivischen Geometrie

Vangerow 1907

Seeger, Heinrich

Die Fundamentaltheorien der neueren
Geometrie

Braunschweig: Vieweg
1880

Staudigl, Rudolf

Lehrbuch der neueren Geometrie fiir hbhere
Unterrichts-Anstalten und zum
Selbststudium

Wien: Seidel 1870

Bensheim: Verlag der

Stoll, Franz X. Anfangsgriinde der neueren Geometrie _
Lehrmittelanstalt 1872
Die Elemente der neueren Geometrie unter
Volk, Karl G. besonderer Berlicksichtigung des Leipzig: Teubner 1907

geometrischen Bewegungsprinzips
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IV) Inhaltsverzeichnisse der in 3.1 bis 3.3. vorgestellten Lehrbicher

a) Holzmiuiller: Methodisches Lehrbuch der Elementar-Mathematik

Jubalts-LVergeichnis.

Crite Abteilung.

Geometric der Geraden und des Kreijes.

Seite
I. llbungen am Rreidviered und am vegelmdfigen Bielet . . . . . 1
l IL {lbungen an den Dretectdfvetien . . . . . . . . . . . .. .. 8
a) Die Radien der vier Vevithrungstreije ded Dreiedz . . . . . 8

b) Der Radiug ded Um:RKreifed und feine Veziehungen zu den
Geiten und VBerithrung2freifen ded Dyveieds. . . . . . . . . 11

I Beziehungen zivijchen den Seiten, Hihen, Mittellinien und Wintel-
hulbietenen: 062 Dreleds: o n v v e EiE s w e B & G iy
IV, Alfgemeine Vemerfungen itber Konfrvuftiondaujgaben . . . . . . 21
Lojungen mit Hitlfe von Lehrjdhen . . . . . oL .o L o1
Methode der Shymmetrie oder der Spiegelbilber . . . . . . . . 24
Methode der Parallelverjchiebungen . . . . . . . . . . . . . 25
Methode der fongentrifchen Verfdhiebung . . . . . . . . . . . 26
Methode der Mpmlichteit . . . . . . . . . . ... .. ... 26
Methode der Umfehrung der Aufgabe . . . . . . . . . . .. 28
SHitethbeiberi Drehutigie el v o e e b 29
Methode ded geometrifchen Oxted . . . . . . . . . . .. .. 30
Methode der algebraifdhen Analyfia . . . . . . . . . . . .. 32
V. ilbergang zur nemeren Geometrie . . . . . . . . . . . . . . 33
G T A T s L 33
@ah DR Menelans < LB RS L o e s g b e 35

Unwendungen auf vollftindiges Vierfeit, Pascaljchen Say und
dignlichteittachien dreier Rreife . . . . . . . . . ... .. 36
VI Harmonifdhe Punfte und Strahlen . . . . . . . . . L L. 40
VIL 9fnlichfeitdpuntte und Padcaljcher Sap. . . . . . . . . . . . 46
VIIL $armonijde Puntte und Strahlen am RKreife, Pol und Polare. . 52
IX. Die Jnverfion oder Spiegelung mitteld reciprofer Radien. . . . 60
B inlenz b Potewsline et ve 0 L L . L e 67
1L Ginige Berfibrungdafgalen ™ vov . 0 . oL . 73
2l =Sariopranhiide Yniwenbangen. o L oL L. L L L L 75

Mercatorfarte, Kavte der ndrdlichen und fitdlichen, dex ﬁfttid)eﬁ und
weftliden Halbfugel, Halbfugel der groften und feinjten Waffer-
moflesngd Sibhard=PlolemMiz - .. , . .., . oL, 75

298



VI

XITIT.

XIV.

IL

T,
147

VI

VIL

VIIL

1L
III.
Iv.

VI,

Jnhaltd - BVerzeichnis.

Seite
Der Kovrdinatenbegriff Lotiis s Sl . 82
a). @rapbijche Daxjtelliigen = . et e 82
b) Die Roordinaten von Punften. . . . . . . ... ... . 86
c) Die Gleihung erften Graded und die gerade Linie. . . . . 89
d) Die;Gleihung des Reetfesarec - e e e 94
Bujammenitellung der wicgtigiten Ergebniffe . . . . . . . . . 100

Bweite Abteilung.
Nvithmetif,

SGlenmeteijtherReihen sl g i e S e e 102
a) Die geometrijhe Reife mit endlicher Gliederzahl. . . . . . 102
b) Unendung auj die Rentenvedhnung . . . . . . . . . . . 105
c) Die geometrijchen Reihen mit unendlidh grofer Gliederzahl . 108
Arithutetijhe Retheft o 17 s sl easin 0 s 2 il L 114
a) Arithmetijhe Reihen exfter Orbnung . . . . . . . . . .. 114
b) Einige arithmetijde Reihen Hhoherer Ordnung . . . . . . . 115
Der binomijdge Lehrjab fitr gange pofitive Erponenten. . . . . 119
Ableitung gewiffer arithmetijher Reihen Hoherer Orduung mit
Ditlfe bes: binotitiden LehriRbed fo st sivin o LLala =g 124

. Die Erponentialreife und die natiitlidhen Logavithmen. . . . . 128

Der Moivrejche Lehrjap und cinige aud ihm abgeleitete Reihen. 134
Die geometrijde Darjtellung bder fompleren Zahlen und der

nten Wurzeln aud der Einfeit und ausd anderen Jahlen . . . . 141

Reciprofe Gleihungen und Anwendung derfelben aunf reducierbare

Gleidyungern Hiheren Grabed .. .on i iy iia g & 148
. Giniged iiber Gleihungen mit mehreren Unbefannten . . . . . 158
. Bujammenitellung der widtigiten Ergebniffe . . . . . . . . . 162

Dritte Abteilung.

Trigonometrie,

. LBerallgemeinerung der Grundbegriffe . . . . . . . . . .. . 164
Die Funftionen von Winfeljunmen und die Summen vbon Funftionen 172
Goniometrijehe Ubungen. . . . . . . . . . .. ... 177
Gipe itber die Seiten und Winfel ded Dreieds. . . . . . . . 184

. Dreiedsberedhnungen . . . . . . ... . o000 e e 188
Bufammenftellung der widtigiten Fovmeln . . .« « o o o . 193

299



Juhalts - Berzeidhnis. Vil

Lierte WAbteilung.

Stereometric. s

L. Begriff der Drehung und Entftehung von Drehungdgebifven . . 195
II. Gbenen und Gerabe im Reawme . . . . . . . . . ... .. 197
IIL Die torperlichen Ecden. . . . . . . . . . . . . ... ... 204
IV. Die Fundamentalfonftruftionen wund einige nwendungen der-

BB & % wi b o it e 1§ B f 1 15 @ G Bl 209

V. nleiturng sum forveften jteveometvijdhen Jeicmen . . . . . . . 219

a) Die jdrdige Pavallelprojeftion . . . . . . . . . . . . . . 212
b) Die fenfrechte Projeftion . . . . . . . . . L ... .. 215
VI Beredmungsitbungen . . . . . . ... L. L. 219
a) ®brperftumpfe. . . . . oL 219
b) Rugelberedynungen . . . . . .. ... L L. 225
c) Ubungsaufgaben. . . . . . . . . . ... ... .. .. 231

VIL Der Schwerpuntt, dic Guldinjhen Regeln und bie Sipe iiber
abgefdrdgte Korper. . . . . . L L. L L. L L. 233
VIIL Die Newton-Simpjonjche Regel und die Summenformel . . . . 239
IX. Qugelbetvacdjtungen mit fartographijchen Anwendungen. . . . . 247

X. Bujammenitellung der widtigiten Beredhnungsformeln ver Stereo-
L L [ I 251

Fiinfte Abteilung.
Die Grundlehren von den Kegeljdhnitten.

I Die Cllipfe al3 Cylinberfohmitt . . . . . . . . . . . . . . . 262
II. Die Cllipfe al3 Kegelfehmitt . . . . . . . . . . . . . . . . 260
III. Die Parabel als Spesialfall der Cllipfe . . . . . . . . . . . 262
IV. Die Hyperbel ald Kegelfehmitt . . . . . . . . . . . . . .. 267
V. Ullgemeinesd itber bie RKegelfehmitte . . . . . . . . . . . . . 275
VI Bujammenjtellung der wichtigiten Grgebnifie . . . . . . . . . 281

Anhang.

L Gine Hauptaufgabe der mathematijchen Geographie . . . . . . 283
IL @inige Bemertungen itber Mayima und Minima . . . . . . . 284
III. Die Quabrateinteilung der Ebene mitteld der Polarfoordinaten . 290

300



b) Henrici/Treutlein: Lehrbuch der Elementar-Geometrie

g i
§ 2
& 3
§ 4
§ 6.
8§ 7
g8
§ 9
. § 10.
ST
§ 12.
§ 13.

Inhaltsverzeichnis.

Erste Abteilung.

Streckenverhiltnisse und Abbildung in der Ebene.

Einleitung: Verhiiltnisse von Strecken und Verhiltnis-Gleichungen.

Messung und Verhiiltnis von Strecken .
Verhiiltnis-Gleichungen .

I. Abschnitt.
Einfache Verhi#ltnisse bei dhnlicher Abbildung.

Erstes Kapitel: Verhiiltnisse von Strecken im Strahlenbiischel
mit Parallelen.

Der Zweistrahl mit zwei Parallelen B @ B E e s & 5

Ahnliche Dreiecke im Zweistrahl. Bedingungen der Ahnlichkeit
der Dieiecke 4 s w # ¢ 6 @ ¢ ® & % & 5 % & & 9 @9 wow s

Das Teilverhiltnis einer Strecke. Der Strahlenbiischel mit Parallelen

Zeichnung der vierten Verhiiltnisstrecke o & e W e

Teilung einer Strecke in gegebenem Verhiltnis. Harmonische
Teilung .

Zweites Kapitel: Produkte von Strecken;
im Zweistrahl mit gewendet parallelen Geraden und dem Kreis.

Das rechtwinkelige Dreieck mit der Hypotenusenhthe .

Der Strahlenbiischel mit dem Kreis. Potenz und Potenzgerade

Zeichnung des geometrischen Mittels, des goldenen Schnittes und
der beriihrenden Kreise zu Geraden und Punkten

Drittes Kapitel: Ahnliche Abbildung.

Ahnliche Abbildung geradliniger Figuren LB e T 4 g
Der Kreis als @hnliches Bild des Kreises. Das Sechseck im Kreis
Anwendung der Ahnlichkeit zur Losung von Aufgaben

Seite

24

0o
-1

29
33
36

301



VI Inhaltsverzeichnis.

II. Abschnitt.

Zusammengesetzte Verh#ltnisse bei der Abbildung
mit einer Bildachse.

Viertes Kapitel: Abbildung der Strecke und ihrer harmonischen Punkte.

Anwendung auf Dreieck, Viereck, Vierseit und Sechseck im Kreis.

§ 14. Der Zweistrahl mit nicht parallelen Geraden. Das Dreiseit mit den
Schnittpunkten einer Geraden und mit den Eckstrahlen eines
Punktes. Das Sechseck im Kreis .

§ 15.  Vier harmonische Punkte und ihre Bilder

§ 16. Harmonische Punkte und Strahlen im Vollstandlgen Vlereck und
Vierseit .

§ 17. Harmonische Punkte und Stmhlen im Klels Pol und Poldre V1e1—
eck, Vierseit und Sechsseit des Kreises . q

18.  Abbildung von Punktreihen. Das Doppelverhiiltnis

19. Abbildung von Strahlenbiischeln .

20. Bilder von Punktreihen und Str‘lhlenbuscheln aul’»el de1 bestra,hlten
La,oe :

on U AR

Sechstes Kapitel: Abbildung beliehiger Figuren mit einer Bildachse,

21. Abbildung geradliniger Figuren mit einer Bildachse .
22. Fluchtpunkte und Fluchtgelade 2@ 3 N T
23. Der Kreis als Bild des Kreises mit Bﬂdachse Das Sechseck und
Sechsseit des Kreises . . . :

A. Potenzgerade und Ahnhchkmtspolalen .

B. Die Fluchtgerade. Siitze von Pascal und Buanchon

C. Drei Kleiﬂe mit Potenzzentrum und Beriithrungskreisen
24. Anwendung zur Zeichnung beriihrender Kreise Apollom\chc Aufgabe
25. Die Kegdschmtte als Bllder des Kreises .

A. Mit dem Kreis gemeinsame Fmenachaften der Kewelschmtte

B. Gleichungen der Kecrelschnltte

C. Ewenschaften der Brennpunkte

R up A

R/

Zweite Abteilung.
Berechnung der GriBen der ebenen Geometrie.

III. Abschnitt.

Berechnung von Strecken, Flichen und Bogen.

blebentvw Kapitel: Strecken und Fliche des Dreiecks und Vierecks.

§ 26. Verhiiltnisse von Flichen und Inhaltsberechnung
§ 27. Berechnung von Strecken und Fliche eines D1e1ukb und eines
Sehnenvierecks .
§ 28. Zeichnung von Rodlendusdrucken fm \treclxen und I*lcuhen .
A. Ausdriicke fiir Strecken
B. Ausdriicke fiir Flichen .

302

Fiinftes Kapitel: Abbildung beliehiger Punktreihen und Strahlenbiischel.

Seite

39

43

46

48

52
55

91

94
99
100
104



&

i

[nhaltsverzeichnis. Vi

Seite
§ 29. Losung von Aufgaben durch Zeichnung nach der Rechnung. Pytha-
goreische Zahlendreiecke . . . . . . . . ... e 105

Achtes Kapitel: Berechnung von Umfang und Inhalt des regelmiBigen
Vielecks und des Kreises.

§ 80. Das dem Kreis ein- und umbeschriebene regelmifige Vieleck . . 111
A. Berechnung der Winkel . . . . . . . . . . . . . .. 111
B Die Seiten der einbeschriebenen Vielecke . . . . . . . 112
O. Die Seiten der umbeschriebenen Vielecke . ... . . . . 115
§ 31. Umfang des regelmifiigen Vielecks und des Kreises . . . . . . . 116
§ 32. Inhalt des regelmiibigen Vielecks und des Kreises . . . . . . . 118
§ 33. Teile des Kreisumfanges und des Kreisinhaltes . . . . . . . . . 120

IV. Abschnitt.

Beziehungen der Strecken und Inhalte geradliniger Figuren
zu ihren Winkeln (Trigonometrie).

Neuntes Kapitel: Die Funktionen spitzer Winkel im rechtwinkeligen Dreieck
und im Kreis.

§ 34. Sinus und Cosinus eines spitzen Winkelg: « o « » 5 & s & w o 3¢ 128
§ 35. Formeln fiir Sinus und Cosinus des halben und doppelten Winkels 127
§ 36. Formeln fiir Sinus und Cosinus von Summe und Unterschied zweier
Winkel. Tafeln fir Sinus und Cosinus . . . . . . . . . . . 129
§ 87. Tangens und Cotangens eines spitzen Winkels . . . . . . . . . 132
§ 38. Formeln fiir Summen und Unterschiede von Winkelfunktionen . . 136
§ 39. Gebrauch der logarithmisch-goniometrischen Tafeln . . . . . . . 187
.§ 40. Berechnung von Seiten und Winkeln des rechtwinkeligen Dreiecks 139
§ 41. Anwendung der Winkelfunktionen auf Berechnungen im Kreis . . 140

Zehntes Kapitel: Die Winkelfunktionen im schiefwinkeligen Dreieck.

§ 42. Die Funktionen stumpfer Winkel . . . . .. . ... . .. . . - 142
§ 43. Beziehungen zwischen Seiten und Winkeln des schiefwinkeligen

T A T e e R R R

§ 44. Berechnung von Seiten und Winkeln im Dreieck . . . . . . . . 148
§ 45. Berechnung des Inhaltes des Dreiecks, der Halbmesser seiner Kreise

i OTTEreE OEHOLE b 5 ke 2 b s a3 E0E EE S 8 (o 102

§ 46. Anwendung der Dreiecksrechnung auf Vermessungen . . . . . . 155

A. Berechnung von Entfernungen . . . . . . . . .. .. 1565

B. Berechnung von Héhen . . . . . . . . . . . . . . . 159

C. Flichenmessung . . . . - « « « « « + o s o« o o-oc oo 160

Elftes Kapitel: Die Winkelfunktionen in der Koordinatengeometrie
und Arithmetik.

§ 47. Rechtwinkelige und Polar-Koordinaten::. . - oo e oo & .5 55 8,5 -« 462
§ 48. Die Funktionen von Winkeln jeder GroBe . . . . . . . . . .. 163
§ 49. Allgemeine Giiltigkeit der Funktionsformeln . . . . . . . . . . 166
§ 50. Bestimmungsgleichungen fiir Winkelfunktionen . . . . . . . . . 168
§ 51. Berechnung des Geradenzuges und des Vielecks (Polygonometrie 169
§ 52. Anwendung der Winkelfunktionen in depArithmetik . . . oo =173
A. Berechnung von Zahlenausdriicken . . . . . . . . . . 173
B. Darstellung der imaginéiren Zahlen . . . . . . . . .. 174
®

303



vir Inhaltsverzeichnis.
Ubungsaufgaben.
Aufgaben zur ersten Abteilung.
I Aufgaben iiber Streckenverhiiltnisse. . . . . . . . . . . . .
Aufgaben zum ersten Kapitel . . . . . . . g R RN T
II.  Lehrsiitze.

T
A11.

Berechnungen und Zeichnungen.

Aufgaben zum zweiten Kapitel
IV. Lehrsitze.
V. Zeichnungen.
Aufgaben zum dritten Kapitel . .
VL. Lehrsiitze.
VII. Zeichnungen und Berechnungen.
Aufgaben zum vierten Kapitel .
VIIL.  Lehrsiitze.
IX. Zeichnungen und Berechnungen.
Aufgaben zum fiinften Kapitel . :
X. Zeichnungen, Berechnungen und Leh_rsaftze
Aufgaben zum sechsten Kapitel . . . . . . . . . . . . .. . ...

XI.

Lehrsiitze und Zeichnungen.

Aufgaben zur zweiten Abteilung.

Aufgaben zum siebenten Kapitel .

XIIL

XTII.
XIV.

Lehrsiitze.
Zeichnungen und Berechnungen.
Zeichnung nach Rechnungsausdrucken

Aufgaben zum achten Kapitel .

XV.

Berechnungen und Lehrsatze

Aufgaben zum neunten Kapitel

XVI.
XVIL
XVIIL
XIX.

XX.

Gebrauch der Funktionstafeln. (Obne Logarithmen.)

Formeln der Funktionen eines Winkels.

Formeln der Funktionen zweier Winkel,

Anwendung der log.-gon. Tafeln im rechtwinkeligen Dreieck und
im Kreis.

Die Winkelfunktionen im gleichschenkeligen Dreieck und regel-
mifigen Vieleck.

Aufgaben zum zehnten Kapitel

XXI.

XXIIL
XXIIL

XXIV.

Die Winkelfunktionen im schlefwmkehgen Dreieck
Seiten und Winkel des schiefwinkeligen Dreiecks.
Berechnung des Inhalts und Weiterer Stiicke im Dreieck.
Anwendung der Dreiecksrechnung auf Vermessungen.

Aufgaben zum elften Kapitel

XXV.
XXVI.

XXVII.

Funktionen eines beheblgen kaels
Bestimmung von Winkeln aus Gleichungen.
Koordinaten- und Vierccks-Berechnung.

304

Seite
179
179

182

184

188

194

196

199

206

212

224

237



c) Miller: Leitfaden der ebenen Geometrie

305



¥ B g : 5115
F ~ Vierter Cursu

Bigenschaften der Kegelschnitte. Ilentitit derselben

=

15, B R mit den Curven des ersten Carsus.

1 Abschnith _riggun-, wolehe einem Ke

" einbeschrisben oder umbeschrieben
5. ain ron Putnl ad

t und die fu;_mﬁ&li&h_: ﬂ

306



