N

i

|
N

N

»
\
N\

BERGISCHE UNIVERSITAT WUPPERTAL
FACHBEREICH C — MATHEMATIK UND

AN

\

)

NATURWISSENSCHAFTEN —

|
&

\

N\

FACHGRUPPE PHYSIK

Bestimmung und Faktorisierung von
Korrelationsfunktionen der integrablen Spin-1
Heisenberg-Kette bei endlicher Temperatur

Dissertation

zur Erlangung des Doktorgrades
der Naturwissenschaften des Fachbereiches C
der Bergischen Universitdt Wuppertal

vorgelegt von
Dominic Nawrath

1m Februar 2014



Die Dissertation kann wie folgt zitiert werden:

urn:nbn:de:hbz:468-20140528-144955-3
[http://nbn-resolving.de/urn/resolver.pl?urn=urn%3Anbn%3Ade%3Ahbz%3A468-20140528-144955-3]



Inhaltsverzeichnis

1. Einleitung

2. Die X X Z-Kette

2.1.
2.2.
2.3.
2.4.
2.5.
2.6.

Die Yang-Baxter-Algebra
Die Yang-Baxter-Gleichung
Die fundamentale Darstellung der Yang-Baxter-Algebra
Die Quantentransfer-Matrix
Der algebraische Bethe-Ansatz
Korrelationen bei endlicher Temperatur

2.6.1.
2.6.2.
2.6.3.

3. Fusion

3.1
3.2.

3.3.

34.

Integrable Struktur
Bethe-Ansatz-Losungen

3.2.1

3.3.1.
3.3.2.

34.1.
3.4.2.

Quantentransfer-Matrix-Formalismus . . . . . ... ... ..
Dichte-Matrix . . . . . . . . . . .. . e
Dynamische Korrelationsfunktionen . . . . . . .. ... ...

»Crossing“-Symmetrie . . . . . .. ... ...
Dichte-Matrizen
,~Emptiness formation probability* . . . . . .. ... ... ..
Dichte-Matrix mit Alpha-Parameter . . . . . ... ... ...
Fusion hoher-dimensionaler Spin-Darstellungen
Bethe-Ansatz-Losungen . . . . . ... ... ... ......
Dichte-Matrizen . . . ... ... ... .. ... .....

4. Nichtlineare Integralgleichungen

4.1.

4.2.

4.3.

Nichtlineare Integralgleichungen fiir die Spin-1 X X Z-Kette
Hilfsfunktionen . . . . . . .. .. ... ... ... .....
Herleitung der nichtlinearen Integralgleichungen . . . . . . .
Integrationskonstanten . . . . . .. ... ...

4.1.1.
4.1.2.
4.1.3.
4.14.
4.1.5.
4.1.6.
4.1.7.
4.1.8.

Eigenwerte . . . . . . . . ... ...
Freie Energie . . . . . . . . .. ... ... ... ... ...,
Die Hilfsfunktionen fund § . . . . . ... .. ... ... ...
Der Nulltemperatur-Limes . . . . . ... ... ........
Der XX X-Limes . ......................
Einschub zweier Spin-1/2-Linien

4.2.1. Modifizierte Spin-1-Eigenwerte . . . . . . . . . . . . ... ... ... ..
4.2.2. Modifizierte Spin-s-Eigenwerte . . . . . . . .. ... ... oL
4.2.3. Nichtlineare Integralgleichungen modifizierter Transfer-Matrizen . . . . . .. ..

4.2.4. Nichtlineare Integralgleichungen modifizierter Transfer-Matrizen hoheren Spins

Einschub zweier Spin-1-Linien

4.3.1.

Nichtlineare Integralgleichungen . . . . . . . ... ... ...

5. Vielfach-Integraldarstellung von Dichte-Matrixelementen fiir v < = /4

5.1.
5.2.
5.3.

5.4.
5.5.

Fusionierte Wellenfunktionen
Weiten der Kontur
Lineare Integralgleichungen
,~Emptiness formation probability . . . . . . ... ... ...

5.3.1.

Homogener Limes
Einpunkt-Korrelationsfunktionen

5.5.1.

Der Nulltemperatur-Limes bei verschwindendem Magnetfeld

© o

10
12
16
17
17
17
19

20
20
23
28
32
35
35
37
39
42

43
43
43
44
47
48
49
50
50
51
54
55
56
57

71
71

74
81
82
84
86
86
88
88



Inhaltsverzeichnis

mo o w p

Der X X X -Dichte-Operator bei endlicher Temperatur 91
6.1. Diskrete Funktionalgleichungen . . . . . ... ... ... ... ... .. . ........ 91
6.1.1. Diskrete Funktionalgleichungen der Dichte-Operatoren D (¢) bzw. DI/ (¢) . . . . 91
6.1.2. Diskrete Funktionalgleichungen des Dichte-Operators D! & ... . 93
6.2. Der X X X Ein- und Zweiplatz-Dichte-Operator . . . . . . . . ... ... ... .. .... 95
6.2.1. Bestimmung des Einplatz-Dichte-Operators . . . . . . .. . ... ... ...... 95
6.2.2. Bestimmung des Zweiplatz-Dichte-Operators . . . . . . . ... ... ... .... 95
6.2.3. Losung der Funktionalgleichung des Zweiplatz-Dichte-Operators . . . . . . . .. 97
6.2.4. Integraldarstellungen der Zweipunkt-Korrelationsfunktionen . . . . . . . . .. .. 107
6.2.5. Dielnnere Energie . . . . . . . . . . . ... 113
6.3. Aquivalenz der Zuginge 6.1.1und 6.1.2 . . . . . ... ... ... ... 114
6.3.1. ,Emptiness formation probability* . . . . . . .. ... ... oo, 114
6.4. Der X X X Dreiplatz-Dichte-Operator . . . . . . .. ... ... ... ... ...... 115
6.5. Der X X X m-Platz-Dichte-Operator . . . . . . . . . . . . ... ... .. ... 116
6.6. Der X X X m-Platz-Dichte-Operator beliebigen Spins . . . . . . . ... ... ... ... 116
Der X X Z-Dichte-Operator bei endlicher Temperatur 118
7.1. Diskrete Funktionalgleichung fiir verschwindenden Alpha-Parameter . . . . . . . . . . .. 118
7.2. Diskrete Funktionalgleichung fiir endlichen Alpha-Parameter . . . . . . . .. .. ... .. 119
Zusammenfassung und Ausblick 122
Eichtransformation 125
Hochtemperatur-Entwicklung 126
Zusammenhang zwischen der w-Funktion und dem Eigenwert (4.3.6b) 127
Bemerkungen zur logarithmischen Ableitung des Eigenwertes (4.2.33a) 128
Die affine Quantengruppe Uq(glz) 132
E.1. Die Quantengruppe U,(sla) . . . . . . . oo i 132
E.1.1. Endlich dimensionale Darstellung der Quantengruppe Uy(sl2) . . . . . . ... .. 133
E.1.2. Tensorprodukte von Darstellungen . . . . . . .. ... ... ... ... ..... 134
E.1.3. Spin-1-Projektionsoperatoren . . . . . . . . . . ... ..o 135
E.2. Die affine Quantengruppe Uy(sla) . . . . . . . . .. . L 136

Literatur 138



Kapitel 1.

Einleitung

Die theoretische Festkorperphysik beschiftigt sich im Allgemeinen mit der Beschreibung von dreidimen-
sionalen Vielteilchensystemen, wie zum Beispiel auf einem Kristallgitter. Ihr Ziel ist das Verstdndnis der
makroskopischen Eigenschaften solcher Systeme zuriickgefiihrt auf die mikroskopischen Zusammenhén-
ge. Auch wenn relativ kleine Systeme betrachtet werden, miissen dennoch eine gro3e Anzahl miteinander
wechselwirkender Konstituenten (z.B. Elektronen, Atome bzw. Atomriimpfe und Molekiile) beriicksich-
tigt werden. Denn selbst fiir den Fall eines endlich-dimensionalen Einteilchen-Hilbertraumes wichst die
Dimension des Hilbertraumes eines N-Teilchen-Problems exponentiell mit der Anzahl der Teilchen N,
weshalb kleine Systeme schon eine enorme Komplexitdt aufweisen, sodass es meist nicht moglich ist, die-
se numerisch oder gar analytisch zu I6sen. Um aber zum Beispiel thermodynamische Eigenschaften des
Festkorpers zu bestimmen, ist die Kenntnis der Spur des statistischen Operators notwendig. Dazu muss
aber das Spektrum des zugrunde liegenden Hamilton-Operators bestimmt werden.

Damit Aussagen iiber physikalische Eigenschaften von Vielteilchensystemen gegeben werden konnen, wer-
den geeignet vereinfachte, quantenmechanische Modelle verwendet, welche bestimmte physikalisch in-
teressante Eigenschaften approximieren. Zum Beispiel lisst sich eine Approximation eines Kristallgitters
im Fall einer kurzreichweitigen Wechselwirkung der Konstituenten untereinander durch ein System mit
Néchster-Nachbar-Wechselwirkung rechtfertigen. Des Weiteren beschriankt man sich oft auf zwei- oder
eindimensionale Gittersysteme, die zum Beispiel in der Natur an Festkorperoberflichen oder in stark ani-
sotropen Materialien realisiert sind. Da aber auf diese Weise motivierte, vereinfachte Modelle dennoch
zu kompliziert sein konnen, werden diese so weit vereinfacht, dass diese meist auf effektive Einteilchen-
Probleme, wie zum Beispiel auf das Biander-Modell der Festkorperphysik [4], reduziert werden. Kompli-
ziertere Modelle, welche von effektiven Einteilchen-Modellen ausgehen, konnen storungstheoretisch un-
tersucht werden. Andere Moglichkeiten bestehen darin, Ndherungsverfahren fiir die motivierten Modelle
zu verwenden. Hierzu gibt es verschiedene etablierte Methoden. Eine ist zum Beispiel die Molekularfeld-
theorie, in der tiber Nachbar-Wechselwirkungen gemittelt wird. Diese Methoden haben alle gemeinsam,
dass langreichweitige Korrelationen zwischen den Teilchen vernachlidssigt werden, weshalb diese Vorge-
hensweisen bei Auftreten von kollektiven Phdnomene versagen. Solche Phinomene sind zum Beispiel die
unkonventionelle Hochtemperatur-Supraleitung oder das Verhalten bei Phaseniibergidngen [3].

Es gibt aber Modelle, die eine exakte Losung erlauben und somit z.B. das Studium von Phaseniibergingen
ermoglichen. Solche Modelle werden in der Theorie der kondensierten Materie als integrabel bezeichnet.
Ein Beispiel fiir ein solches Modell ist das Hubbard-Modell, welches von der Annahme ausgeht, dass die
inneratomare effektive Coulomb-Wechselwirkung dominant ist und die Elektronen in engen Béinder in der
Nihe der Ionenriimpfe lokalisiert sind. Eine Spezialisierung dieses Elektronenmodelles besteht im Falle
einer starken repulsiven Wechselwirkung der Elektronen untereinander, sodass Doppelbesetzung an einem
Gitterplatz ausgeschlossen wird. Sitzt nun auf jedem Gitterplatz genau ein Elektron, d.h. dass jedes Atom
zum betrachteten Energieband genau ein Elektron beitrégt, ist ein Hiipfen der Elektronen zum benach-
barten Gitterplatz nicht moglich. Das System stellt also bei Halbfiillung des Bandes einen Isolator dar. In
zweiter Ordnung entarteter Storungstheorie ergibt sich das sogenannte Spin-1/2 Heisenberg-Modell mit
Hamilton-Operator

H = Z Jijgz‘ : 5?] ,
(i,9)

wobei iiber alle nichsten Gitterplatz-Nachbarn (¢, j) summiert wird. Die Konstanten J;; bezeichnen die
Spin-Austauschintegrale. Mit S?Z werden die Spin-1/2 Operatoren, welche am Gitterplatz ¢ nichttrivial wir-
ken, benannt [42]. Fiir den eindimensionalen, homogenen Fall, d.h. J;; = J V (1, 7), war H. Bethe 1931 in
der Lage, das komplette Spektrum der Spin-1/2-Quantenkette zu bestimmen. Mittels seiner Methode, die
heutzutage als Koordinaten-Bethe-Ansatz bezeichnet wird, ist es ihm gelungen zu zeigen, dass sich jeder
Eigenwert des Hamilton-Operators der Kettenlinge L durch M < L/2 komplexe Zahlen parametrisieren
lasst. Diese Zahlen erfiillen ein nichtlineares Gleichungssystem, welches Bethe-Ansatz-Gleichungssystem
genannt wird [13]. Daraufhin konnte 1938 L. Hulthén die Grundzustandsenergie des Spin-1/2-Heisenberg-
Modelles im thermodynamischen Limes durch Losung eines Systems von gekoppelten nichtlinearen In-
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tegralgleichungen bestimmen [54]. Als Néchstes wurde der Bethe-Ansatz 1963 durch E. H. Lieb und W.
Liniger beim Bose-Gas angewendet [82]. Weiterhin verallgemeinerte E. H. Lieb diesen und wendete ihn
auf Spezialfille des Sechs-Vertexmodelles an [79, 80, 81]. Dieses klassische Vertexmodell der statistischen
Mechanik (ice-type-model) fithrte Pauling 1935 zur Bestimmung der Nullpunktsentropie von Eiswasser ein
[92], welches Slater 1941 zur Beschreibung von Kaliumdihydrogenphosphat (K Hy PO,) verwendete [95].
Kurz darauf, im Jahr 1967, fand B. Sutherland die allgemeine Losung des Sechs-Vertexmodelles [98]. Eini-
ge Jahre spiter 16ste R. J. Baxter die vollstindig anisotrope Spin-1/2 Heisenberg-Kette, auch XY 7Z-Kette
genannt, indem er die Verwandtschaft des Modelles zum Acht-Vertexmodell erkannte [10]. M. Gaudin und
C. N. Yang verallgemeinerten den Bethe-Ansatz zum sogenannten verschachtelten Bethe-Ansatz, und wen-
deten diesen auf Systeme mit inneren Freiheitsgraden an [44, 110]. B. Sutherland verallgemeinerte 1975
die Techniken des Bethe-Ansatz fiir Fille, in denen die zugrunde liegende Symmetriegruppe hoher als sus
ist [99].

Die Fragestellung, wann genau ein Modell integrabel ist bzw. was genau Integrabilitéit bedeutet und unter
welchen Kriterien exakte Losbarkeit des betrachteten Modelles gegeben ist, fithrt zur Theorie exakt 16sbarer
Modelle.

Integrabilitat

Wihrend in der klassischen Mechanik die Integrabilitit eines Vielteilchensystems iiber das Liouville-Theo-
rem formuliert werden kann, gilt dies nicht analog fiir quantenmechanische Systeme. Jedoch ldsst sich auch
hier der Begriff Integrabilitiit im folgenden Sinn einfithren: Aus heutiger Sicht bezeichnet man speziell ein-
dimensionale, quantenmechanische Systeme als integrabel, sofern das Eigenwertspektrum des zugehorigen
Hamilton-Operators durch den Bethe-Ansatz bestimmt und der Grundzustand des Systems angegeben wer-
den kann [42]. Eine wichtige Erkenntnis, dass Integrabilitidt von quantenmechanischen Modellen (hinrei-
chend) gegeben ist, sofern die Streumatrix des Vielteilchenproblems in Zweiteilchen-Streuprobleme unter
einer Konsistenzbedingung faktorisiert, war erstmals fiir eindimensionale Modelle von C. N. Yang heraus-
gefunden worden [110]. Baxter erkannte schlieBlich, dass die Stern-Dreiecks-Relation, mit der Onsager
1944 das zweidimensionale Ising-Modell 16ste [91], dquivalent zur Konsistenzbedingung ist, welche heut-
zutage Yang-Baxter-Gleichung (YBG) genannt wird [11].

Nachdem diese Zusammenhinge erkannt worden waren, konnte der Bethe-Ansatz algebraisiert werden:
Betrachtet man nun ein integrables quantenmechanisches Modell, so lésst sich dieses im Allgemeinen mit
der Trotter-Suzuki-Abbildung als zweidimensionales klassisches Vertexmodell auffassen, dessen Vertizes
lokale Boltzmann-Gewichte zugeordnet werden konnen. Diese hidngen von einem Spektralparameter ab
und konnen in der sogenannten R-Matrix zusammengefasst werden, welche die YBG erfiillt. Uber die-
se R-Matrix ldsst sich die Verbindung der YBG zur Yang-Baxter-Algebra (YBA) zeigen. Weiterhin ldsst
sich mit der 'R-Matrix eine Darstellung der YBA, die sogenannte Monodromie-Matrix, welche sich als
Verkettung von R-Matrizen ergibt, einfithren. Die Spur der Monodromie-Matrix wird als Transfer-Matrix
definiert. Als Konsequenz folgt, dass der Hamilton-Operator sich durch die logarithmische Ableitung der
Transfer-Matrix nach dem Spektralparameter darstellen 14sst. Die so konstruierte Transfer-Matrix ldsst sich
mittels eines geeigneten Pseudovakuums und Kommutatorrelationen, welche aus der YBA folgen, diago-
nalisieren. Die Eigenwerte sowie die Eigenvektoren der Transfer-Matrix lassen sich, parametrisiert durch
die Bethe-Ansatz-Zahlen, angeben (siehe [75]). Beispiele von integrablen Modellen und Anwendungen der
oben genannten Techniken finden sich unter anderem in den Lehrbiichern [35, 42, 75].

Thermodynamik

Da der absolute Nullpunkt der Temperatur aus theoretischen Griinden nicht experimentell zu erreichen ist,
ist gerade das Verhalten bei endlicher, also bei nicht-verschwindender, Temperatur interessant. Zudem ge-
hen eindimensionale Untersysteme bei zu niedrigen Temperaturen verloren.

Die erste Beschreibung der Thermodynamik eines integrablen Modelles gelang C. N. Yang und C. P. Yang
fiir das Bose-Gas in einer Dimension mit Delta-Funktions-Wechselwirkung [111]. Die dort verwendete
Methode, welche heute als thermodynamischer Bethe-Ansatz (TBA) bezeichnet wird, wurde 1971 von M.
Gaudin und M. Takahashi auf die anisotrope Heisenberg-Kette angewendet [45, 105]. Hierbei ging die



Beobachtung ein, dass Bethe-Ansatz-Zahlen Strings in der komplexen Ebene bilden konnen. Somit lassen
sich alle Anregungen, und damit alle Eigenwerte, durch diese String-Hypothese klassifizieren. Die Freie
Energie, welche die globalen thermodynamischen Eigenschaften des physikalischen Systems beschreibt,
lasst sich im thermodynamischen Limes durch im Allgemeinen unendlich viele, gekoppelte, nichtlineare
Integralgleichungen beschreiben.

Eine alternative Beschreibung der Freien Energie wurde von A. Kliimper eingefiihrt [69, 70]. Hierbei wird
der statistische Operator eines eindimensionalen, quantenmechanischen Modelles auf ein klassisches, zwei-
dimensionales Gitter mit Inhomogenititen mittels der Trotter-Suzuki-Formel abgebildet [102, 103]. Dieses
inhomogene Gitter lédsst sich durch eine geeignete Transfer-Matrix, die sogenannte Quantentransfer-Matrix
(QTM), beschreiben. Im thermodynamischen Limes, d.h. im Limes unendlicher Teilchenzahl aber konstant-
bleibender Teilchenzahldichte des Systems, trdgt unter bestimmten Annahmen, die beispielsweise fiir die
X X Z-Kette erfiillt sind, nur der betragsmiBig grofite Eigenwert der QTM bei. Mit geeigneten Hilfsfunktio-
nen und unter der Annahme von Analytizitdtseigenschaften des betragsmifig grofiten Eigenwertes, konnte
ein endlicher Satz von nichtlinearen Integralgleichungen der Hilfsfunktionen bestimmt werden, mit denen
sich der Eigenwert und somit auch die Freie Energie angeben lisst [71, 72]. Die Aquivalenz beider Vorge-
hensweisen zur Bestimmung der Thermodynamik wurde von M. Takahashi, M. Shiroishi und A. Kliimper
2001 gezeigt [107]. Obige Methoden konnten auf verschiedene Elektronenmodelle, aber auch auf Modelle
hoherer Spin-Darstellungen, wie zum Beispiel das Spin-1 X X X- und X X Z-Modell, welche sich auf das
Neunzehn-Vertexmodell abbilden lassen [57, 112], angewendet werden.

Da die im Experiment gemessenen dynamischen Strukturfaktoren gerade Fourier-transformierten dynami-
schen Korrelationsfunktionen entsprechen [4], sind Korrelationsfunktionen von besonderem Interesse. Ein
Anwendungsbeispiel ist die Untersuchung des magnetischen Verhaltens mittels Neutronenstreuung. Aller-
dings kann die Freie Energie hochstens iiber spezielle Ndchste-Nachbar-Korrelatoren, wie zum Beispiel die
Innere Energie, aber nicht iiber langreichweitigere (drei oder mehr Gitterplitze) lokale Eigenschaften des
Modelles Aufschluss liefern.

Im Allgemeinen konnen jedoch selbst fiir integrable Modelle die Korrelationsfunktionen nicht explizit be-
rechnet werden.

Fiir die Berechnung einer beliebigen statischen m-Platz-Korrelationsfunktion wird der m-Platz-Dich-
te-Operator benotigt. Erste Ergebnisse fiir Korrelationsfunktionen, welche nicht aus der Freien Energie
folgen, berechnete 1977 M. Takahashi fiir das Hubbard-Modell. Dabei ging in seinen Formeln die
Riemannsche Zeta-Funktion ein [106]. Es stellte sich die Frage, ob sein Ergebnis fiir groe Abstinde
verallgemeinert werden konne.

Die neuere Entwicklung in der Mathematik sowie in der theoretischen Physik, die in Beziehung zu
der konformen Feldtheorie [12] und zu Quantengruppen [41] steht, ist das Ergebnis beider Wissenschafts-
zweige im engen Zusammenspiel verschiedener Ideen. Der mathematische Hintergrund dieser Theorien
liegt in der Darstellungstheorie von unendlich dimensionalen Lie-Algebren und Gruppen. Die physikali-
sche Intuition ging von der zweidimensionalen Quantenfeldtheorie integrabler Modelle und Stringtheorie
aus. So fiithrten V. G. Drinfeld und M. Jimbo um 1985 die sogenannte Quantengruppe ein [40, 58]. Diese ist
eine quantisierte, universelle Einhiillende einer halbeinfachen Lie- bzw. Kac-Moody-Algebra, mit der sich
weitere (trigonometrische) Losungen der YBG finden lieBen. Die R-Matrizen werden in der Darstellungs-
theorie der affinen Quantengruppen als ,,Intertwiner* von Evaluationsabbildungen interpretiert [41, 43, 64].
Aus mathematischer Sicht ist die konforme Feldtheorie eine reguldre Darstellung geometrischer Klassen
von Riemann-Flichen, komplex eindimensionale Mannigfaltigkeiten, oder eine reguldre Darstellung
einer parameterabhédngigen Lie-Algebra [43]. Dagegen ist die konforme Feldtheorie aus physikalischer
Sicht in erster Linie die Theorie, welche das kritische Verhalten (zweidimensionaler) physikalischer
Systeme charakterisiert [12]. Fines der fundamentalsten Beispiele der zweidimensionalen konformen
Feldtheorie ist das sogenannte Wess-Zumino-Novikov-Witten-Modell (WZNW-Modell), welches auf der
Darstellungstheorie von affinen Lie-Algebren oder Loop-Algebren basiert. Das WZNW-Modell ist ein
Beispiel fiir ein nichtlineares Sigma-Modell mit klassischen Feldern, die Werte auf einer Mannigfaltigkeit
annehmen. Im Fall des WZNW-Modelles ist diese Mannigfaltigkeit die Gruppen-Mannigfaltigkeit einer
kompakten Lie-Gruppe [46].
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Mit der fortschreitenden Entwicklung der konformen Feldtheorie konnten 1984 V. G. Knizhnik und A. B.
Zamolodchikov eine lineare Differentialgleichung aufstellen, welche die m-Punkt-Korrelationsfunktionen
der priméren Felder der WZNW-Modelle beschreibt, wobei in der zweidimensionalen konformen Feld-
theorie die Korrelationsfunktionen einen Satz von komplexen, partiellen Differentialgleichungen erster
Ordnung erfiillen. Thre Gleichung wurde als Knizhnik-Zamolodchikov-Gleichung bekannt, welche aus
einer zusitzlichen Symmetrie resultiert. Diese Symmetrie ergibt sich von WZNW-Modellen zu einer
affinen Lie- oder Kac-Moody-Algebra. Mit der ,,Crossing“-Symmetrie der Vierpunkt-Funktionen und der
Knizhnik-Zamolodchikov-Gleichung sind die Korrelationsfunktionen eindeutig bestimmt [12, 74]. 1987
fiihrten A. Tsuchiya und Y. Kanie Vertex-Operatoren, die als ,Intertwiner* zwischen Hochstgewichts-
Darstellungen definiert werden, in die konforme Feldtheorie ein [109]. 1992 leitete F. A. Smirnov
Funktionalgleichungen vom Differenzentyp fiir zweidimensionale Quantenfeldtheorien her [97]. Kurz
darauf formulierten I. B. Frenkel und N. Y. Reshetikhin das Analogon der Knizhnik-Zamolodchikov-
Gleichung fiir affine Quantengruppen, welche fiir Darstellungen vom Level 0 den Gleichungen von F. A.
Smirnov entsprechen ! [43]. Diese Gleichung wird als g-deformierte Knizhnik-Zamolodchikov-Gleichung
(g-Knizhnik-Zamolodchikov-Gleichung) bezeichnet.

Daraufhin leiteten M. Jimbo, K. Miki, T. Miwa und A. Nakayashiki eine Vielfach-Integraldarstellung
der Matrixelemente des m-Platz-Dichte-Operators der Spin-1/2 X X Z-Kette im Grundzustand her.
Die Methode basiert auf die Realisierung der Quanten affinen Symmetrie unter Verwendung von
Vertex-Operatoren. Mittels einer bosonischen Darstellung dieser Vertex-Operatoren lidsst sich eine
Vielfach-Integraldarstellung fiir Korrelationsfunktionen beliebiger lokaler Operatoren finden. Die-
se Vertex-Operatoren enthalten Spektralparameter, die zu zusitzlichen Gleichungen, dabei auch zur
sogenannten reduzierten ¢-Knizhnik-Zamolodchikov-Gleichung (fiir |¢| = 1), fithren [60, 61, 62].
Diese Vielfach-Integrale wurden 2001 fiir m = 4 von H. E. Boos und V. E. Korepin fiir die isotrope
Heisenberg-Kette berechnet, wobei die Korrelationsfunktionen sich durch Produkte von Riemannschen
Zeta-Funktionen mit ungeraden Argumenten darstellen lieBen. Weiterhin gelang es, die Vielfach-Integrale
zu faktorisieren, das heiflt, diese als Produkte einfacher Integrale auszudriicken [24]. Dieses Ergeb-
nis wurde 3 Jahre spéter fiir beliebiges m verallgemeinert [27]. In [20] wurde eine Konstruktion fiir
den m-Platz-Dichte-Operator der X X X-Kette im Grundzustand auf Basis der reduzierten Knizhnik-
Zamolodchikov-Gleichung gefunden. Kurz darauf wurde dies fiir den X X Z-Fall verallgemeinert [21].
Eine unabhingige Herleitung einer Vielfach-Integraldarstellung der m-Platz-Korrelationsfunktionen der
Spin-1/2 X X Z-Kette, basierend auf dem algebraischen Bethe-Ansatz, gelang 2000 N. Kitanine, J. M.
Maillet und V. Terras [66]. Dabei wird die Identitit benutzt, dass Skalarprodukte von Bethezustinde durch
Verhiltnisse von Determinanten ausgedriickt werden konnen [96]. Des Weiteren lassen sich im thermody-
namischen Limes fiir den Grundzustand die auftretenden Summen mittels Techniken der Funktionentheorie
durch Produkte von Integralen ersetzen. Zudem wurde die Wirkung eines statischen, homogenen Ma-
gnetfeldes beziiglich der Symmetrieachse untersucht. Die Ubereinstimmung mit den Ergebnissen, welche
sich fiir verschwindendes Magnetfeldes iiber den Zugang der reduzierten g¢-Knizhnik-Zamolodchikov-
Gleichung ergeben, konnte explizit gezeigt werden [66]. F. Gohmann, A. Kliimper und A. Seel erzielten
die erste Integraldarstellung der Korrelationsfunktionen des X X Z-Modelles fiir endliche Temperatur [48]
tiber den Quantentransfer-Matrix-Zugang. Darauf aufbauend wurden Vielfach-Integraldarstellungen fiir
die Dichte-Matrixeintrdge sowie fiir die Zweipunkt-Funktionen im Falle endlicher Temperatur bestimmt
[47, 49]. Im darauf folgenden Jahr wurde erkannt, dass die Vielfach-Integrale in [49] faktorisieren, d.h.
dass die Vielfach-Integrale sich in Produkte {iber wenige, einfache Integrale umschreiben lassen [17].
2011 erreichten B. Aufgebauer und A. Kliimper eine weitere Verallgemeinerung fiir die Konstruktion
des m-Platz-Dichte-Operators der Spin-1/2 X X X- sowie der X X Z-Kette, wobei bewiesen wurde,
dass die Konstruktion des ,,algebraischen Anteils* aus [20] bzw. [21] tibernommen werden kann und
lediglich der ,,physikalische Teil*, welcher die analytischen Eigenschaften der Losung der reduzierten
q-Knizhnik-Zamolodchikov-Gleichung bestimmt, angepasst werden muss. Im Falle endlicher Temperatur
liegen diskrete reduzierte g¢-Knizhnik-Zamolodchikov-Funktionalgleichungen vor. Der ,,physikalische
Anteil” ist, wie auch in den Arbeiten [20, 21] beobachtet, durch eine Zweipunkt-Funktion fiir das

Isiche Gleichung (6.40) in [43]



X X X-Modell und durch zwei Zweipunkt-Funktionen im Fall des X X Z-Modelles gegeben [5, 6]. Fiir
das X X X-Modell wurde in [17] bereits eine Integraldarstellung fiir die Zweipunkt-Funktion hergeleitet.
Eine alternative Herleitung fiir die Integralgleichung wurde in [5] dargelegt. Hierzu wurde mittels des
Hellmann-Feynman-Theorems die Verbindung einer logarithmischen Ableitung eines Eigenwertes einer
Quantentransfer-Matrix mit modifiziertem Quantenraum, in dem zwei zusitzliche parameterabhingige
Spektrallinien eingefiigt sind, zur Zweipunkt-Funktion ausgenutzt [5, 6]. Dieser Zusammenhang wurde
bereits in [18] erkannt.

Die algebraische Struktur der statischen Korrelationsfunktionen wurde 2006 bis 2009 in einem sehr
allgemeinen Zusammenhang von H. Boos, M. Jimbo, T. Miwa, F. Smirnov und Y. Takeyama geklért
[19, 22, 23, 63]. B. Aufgebauer und A. Kliimper gelang 2011 ein alternativer Beweis der Produktstruktur
der inhomogenen Korrelationsfunktionen mittels einer diskreten Funktionalgleichung [5, 6].

Gleichermaflen wurden auch einige Ergebnisse zur Bestimmung der (statischen) Korrelationsfunkti-
onen fiir integrable Modelle hoherer Spin-Darstellungen, im speziellen fiir die X X Z- und X X X -Kette,
gefunden.

So gelang M. Idzumi 1993 die Bestimmung einer Integraldarstellung fiir die Einpunkt-Korrelationsfunk-
tionen der Spin-1 X X Z-Kette mittels der Vertexoperator-Methode fiir 7" = 0 [56]. A. H. Bougourzi
und R. A. Weston konnten mit derselben Methode ein Jahr spiter eine Integralformel fiir m-Punkt-
Korrelationsfunktionen beliebiger, lokaler Operatoren des antiferromagnetischen Spin-1 X X Z-Modells
herleiten [30]. 2001 wurde fiir die Korrelationsfunktionen beliebigen Spins fiir das X X X-Modell
eine Darstellung von N. Kitanine, ebenfalls fiir den 7" = 0-Fall, hergeleitet. Weiterhin berechnete er
explizit die Einpunkt-Korrelationsfunktionen und gab eine Vielfach-Integraldarstellung fiir die m-Punkt-
Korrelationsfunktionen der Spin-1 X X X-Kette im thermodynamischen Limes an [65]. Hierbei wurde
der algebraische Bethe-Ansatz verwendet, wobei die Transfer-Matrix iiber die Fusionsmethode von P. P.
Kulish, N. Yu. Reshetikhin und E. K. Sklyanin konstruiert wurde [77]. Mittels dieser Fusionsprozedur
fanden T. Deguchi und C. Matsui 2010 eine Vielfach-Integraldarstellung fiir die Korrelationsfunktionen
des XX X- und XXZ-Modelles hoherer Spins, ebenfalls fiir den Grundzustand, und bestimmten
die ,.emptiness formation probability* fiir Temperatur 7' = 0. Hierbei wurde auch die Methodik des
algebraischen Bethe-Ansatzes benutzt. Weiterhin berechneten Sie die FEinplatz-Korrelatoren, welche
im isotropen Limes die in [65] bereits angegebenen Werte der Einpunkt-Funktionen reproduzieren
[37, 38]. F. Gohmann, A. Seel und J. Suzuki formulierten die erste Vielfach-Integraldarstellung fiir die
Spin-1 X X X-Kette im homogenen Magnetfeld fiir endliche Temperatur im thermodynamischen Limes
und berechneten die Einpunkt-Korrelationsfunktionen fiir verschwindende Magnetfelder im Fall nicht-
verschwindender Temperatur. Die Ergebnisse wurden ebenfalls mittels des algebraischen Bethe-Ansatzes
und der Fusionsprozedur erzielt [50]. Hierbei lag bei der Berechnung der Vielfach-Integraldarstellung
die grofite Schwierigkeit im analytischen Teil. Die Integralform wurde durch Ersetzen der Summen iiber
die Bethe-Ansatz-Zahlen durch Integrale iiber geschlossene Konturen, welche die Bethe-Ansatz-Zahlen
umschlieBen, erzielt. Fiir den Spin-1-Fall verteilen sich die Bethe-Ansatz-Zahlen fiir den dominierenden
Eigenwert der Quantentransfer-Matrix in weit ausgedehnten Zweier-Strings in der komplexen Zahlene-
bene. Im thermodynamischen Limes gruppieren sich diese in der Nihe zu (R =+ ), weshalb Konturen,
bestehend aus zwei separierten Schleifen, eingefiihrt wurden, um zusétzliche Terme zu vermeiden. Jedoch
filhren diese aufgespaltenen Konturen zu einer erheblich technisch komplexeren Struktur im Vergleich
zum Spin-1/2-Fall (vgl. [47] mit Anhang C in [50]). Des Weiteren wurde erkannt, dass die gefundenen
Vielfach-Intergaldarstellungen im Fall der Einpunkt-Korrelationsfunktionen faktorisieren. Daher stellt sich
die Frage, ob auch beliebige m-Platz-Korrelationsfunktionen fiir hhere Spins faktorisieren.

Experimentelle Umsetzungen

Es lassen sich zahlreiche experimentelle Realisierungen dreidimensionaler Festkorper finden, welche Struk-
turen von quasi-eindimensionalen Untersystemen aufzeigen. Da die Wechselwirkungen zwischen den Ket-
ten in solchen Materialien oft vernachléssigbar klein sind, bestimmen die Substrukturen das Verhalten des
dreidimensionalen Korpers. Erstmals wurden spin-ketten-dhnliche Systeme in der experimentellen Fest-
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korperphysik Anfang der 70er Jahren untersucht. Eins der klassischen Beispiele sind die frithen Neutro-
nenstreuexperimente an Tetramethyl-Trichloro-Manganat (TMMC, (C H3)4 N MnCl3) [55]. Eine der ers-
ten qualitativen Heisenberg-Ketten ist zum Beispiel 1978 von 1. U. Heilmann et. al. CuCly - 2N (C5Ds)
betrachtet worden [52]. Ein weiteres, neueres Beispiel fiir ein sehr gut realisiertes Spin-Kettensystem ist
Kupfer-Pyrazin-Dinitrat (CuPzN).

In diesem System sind Kupferatome durch die benachbarten Nitratgruppen zweifach positiv ionisiert. Die
zwischen den Kupferatomen liegenden Pyrazinringe vermitteln die Wechselwirkung der Spin-Momente.
Dieses Material zéhlt zu einer der besten Realisierungen einer antiferromagnetischen Spin-1/2-Heisenberg-
Kette und weist als Funktion eines duleren Magnetfeldes einen Phaseniibergang auf [31].

Auch Gittermodelle, welche durch hohere Spin-Modelle (z.B. s = 1,3/2, 2, 5/2), unter anderem durch das
antiferromagnetische Spin-1 Heisenberg-Modell, gut beschrieben werden kénnen, wurden im Experiment
schon umgesetzt [88, 94]. Neben sogenannten Haldane-Substanzen sind auch Spin-Ketten-Modelle, wel-
che nicht nur durch bilineare Néchste-Nachbar-Kopplungsterme, sondern auch durch nicht zu vernachlissi-
gende biquadratische Nichste-Nachbar-Kopplungsterme beschrieben werden, realisiert, wie zum Beispiel
Lithium-Vanadium-Metagermanat, LiV GesOg [89].

Gliederung und Ziel der vorliegenden Arbeit

Der Schwerpunkt der vorliegenden Arbeit besteht darin, fiir die Spin-1 X X X-Kette die Eintrdge der
Dichte-Matrix, in dem Sinne wie oben beschrieben, in faktorisierter Form, also in Abhéngigkeit von
einer Zweipunkt-Korrelationsfunktion, auszudriicken. Dies gelingt auf Basis der reduzierten Knizhnik-
Zamolodchikov-Gleichungen, mit denen sich fiir die Dichte-Matrix Funktionalgleichungen formulieren
lassen.

Zunichst wird in Kapitel 2 eine Einfiihrung in den Transfer- und Quantentransfer-Matrix-Formalismus
gegeben. Hierbei wird neben der Erlduterung des algebraischen Bethe-Ansatzes anhand des Sechs-
Vertexmodelles der inhomogene Dichte-Operator fiir endliche Temperatur untersucht. Im dritten
Kapitel wird die Konstruktion des zugehorigen Hamilton-Operators der Spin-1 X X Z-Kette mittels der
Techniken der Fusionsprozedur gezeigt. Neben der Diskussion der Eigenschaften der entsprechenden
‘R-Matrizen werden Ausdriicke fiir die betragsmifig groften Eigenwerte der Quantentransfer-Matrizen
hergeleitet. Diese konnen durch einen Satz von Hilfsfunktionen, die ein nichtlineares Gleichungs-
system erfiillen, dargestellt werden. Weiterhin werden fusionierte, inhomogene Dichte-Operatoren
eingefiihrt. Die Dichte-Operatoren werden fiir die Bestimmung von Erwartungswerten von statischen
Korrelationsfunktionen, die auf einem endlichen Kettensegment nichttrivial wirken, benétigt. Im darauf
folgenden Kapitel 4 werden nichtlineare Integralausdriicke fiir die Hilfsfunktionen hergeleitet. Weiterhin
werden durch im Quantenraum zusitzlich eingefiihrte Spektrallinien modifizierte Transfer-Matrizen
definiert sowie die entsprechenden Integralgleichungen der modifizierten Hilfsfunktionen hergeleitet.
Die modifizierten Eigenwerte hingen mit der zu konstruierenden Zweipunkt-Korrelationsfunktion zu-
sammen. Diese Verbindung wird in Kapitel 6 aufgegriffen. In Kapitel 5 wird die in [50] gefundene
Vielfach-Integraldarstellung fiir Matrixelemente des m-Platz-Dichte-Operators der X X X-Kette fiir das
X X Z-Modell fiir Anisotropien y € (0,7 /4) verallgemeinert. Es werden Einpunkt-Korrelationsfunktionen
im Nulltemperatur-Limes berechnet. Da die Auswertung dieser Vielfach-Integraldarstellung selbst fiir
Néchste-Nachbar-Korrelationsfunktionen einen erheblichen Aufwand zeigt, werden in Kapitel 6 auf Basis
der reduzierten Knizhnik-Zamolodchikov-Gleichungen zwei alternative Zuginge vorgestellt. Einerseits
konnen Funktionalgleichungen fiir das Spin-1-System analog zum isotropen Spin-1/2-Modell, siche
[5], (direkt) konstruiert werden. Andererseits lassen sich durch eine Regularisierung eines Hilfssystems,
mit welchem sich durch Fusion der Spin-1-Dichte-Operator berechnen ldsst, Funktionalgleichungen
formulieren, die dem Spin-1/2-Modell in [5] entsprechen. Das heifit, dass die bereits bekannte Fak-
torisierung der Spin-1/2-Kette fiir das Hilfssystems fiir verschwindenden Regularisierungsparameter
erhalten bleibt. Es ist nun lediglich die richtige Zweipunkt-Korrelationsfunktion, welche das System
charakterisiert (,,physikalischer Anteil*), zu bestimmen. Dies wird mit dem ersten Zugang bewerkstelligt,
wobei grundlegende Ergebnisse von [5] verwendet werden. Da im Allgemeinem die Bestimmung von
Korrelationsfunktionen, also von Erwartungswerten von (kurzreichweitigen) Operatoren, sehr schwierig



ist, mochte man lieber das Problem auf Eigenwertgleichungen von Transfer-Matrizen zuriick fiihren,
da diese sich durch Integralgleichungen relativ bequem darstellen lassen. Wie auch in [5, 6] und [18]
ist hierfiir das Hellmann-Feynman-Theorem ein niitzliches Werkzeug. Mit diesem Theorem wird fiir
die Zweipunkt-Korrelationsfunktion ein Integralausdruck hergeleitet, welcher durch die in Kapitel 4
eingefiihrten modifizierten Hilfsfunktionen und Eigenwerte beschrieben wird. Mit diesem Integralaus-
druck werden die Literaturwerte der Inneren Energie pro Gitterplatz im Nulltemperatur-Limes sowie
im Hochtemperatur-Limes reproduziert. In Kapitel 7 werden die diskreten Funktionalgleichungen fiir
die Dichte-Matrix des Spin-1/2 und Spin-1 X X Z-Modelles erldutert, wobei der Zugang im Vergleich
zu Kapitel 6 anschaulich durch Einfiigen eines ,linksseitigen Magnetfeldes®, welches durch den soge-
nannten Alpha-Parameter beschrieben wird, nach [15, 18] abgeédndert wird. M. Jimbo, T. Miwa und F.
Smirnow wiesen auf einen rein algebraischen Ansatz fiir das Problem zur Berechnung von statischen
Korrelationsfunktionen des X X Z-Modelles fiir nicht-verschwindendes Magnetfeld und endliche Tem-
peratur hin: Mittels der in [19, 23] konstruierten fermionischen Basis konnte ein lineares Funktional
bestimmt werden, welches mit der Zustandssumme zusammenhingt. Sie bewiesen die Faktorisierung
der Korrelationsfunktionen dieser mit dem Unordnungsparameter verallgemeinerten X X Z-Kette. Es
wurde gezeigt, dass die Korrelationsfunktionen durch eine Einpunkt- und eine Zweipunkt-Funktion
beschrieben werden konnen [63]. In [15] wurden fiir diese ,,physikalischen Funktionen* Integral-
ausdriicke hergeleitet, die die Ausfithrung des Trotter-Limes erlauben. Die Ergebnisse von [15] zur
Beschreibung der ,,physikalischen Funktionen® der Spin-1/2-Kette werden zusammenfassend dargestellt.
In Kapitel 8 werden die wichtigsten Ergebnisse sowie weitere Fragestellungen und Ausblicke kommentiert.

Die wesentlichen Ergebnisse dieser Arbeit wurden in [68] publiziert.



Kapitel 2.

Die X X Z-Kette

In der hier vorgelegten Arbeit werden eindimensionale, quantenmechanische Modelle mit Néchste-Nach-
bar-Wechselwirkung, insbesondere das Heisenberg-Modell (X X X -Kette) sowie dessen anisotrope Verall-
gemeinerung, das sogenannte X X Z-Modell, mit periodischen Randbedingungen betrachtet. Die Spin-1/2
X X Z-Kette mit einer Kettenldnge L ist durch den Hamilton-Operator

1 L 1
i, =g% {SszH L SUSY. L+ A ( AT 1n+1>} 2.0.1)

im antiferromagnetischen Regime, J > 0, gegeben, wobei die Operatoren S¢, o = z,y, z, die gewohnli-
chen Spin-1/2-Operatoren der sus sind und nur nichttrivial auf den n-ten Gitterplatz wirken. Der Operator
1,, entspricht dem Identitdtsoperator bzgl. des n-ten Raumes. Der zugrunde liegende Quantenraum ergibt
sich aus dem Tensorprodukt der lokalen Vektorrdume der Plitze 1,2, ..., L. Fiir eine Kette, die nur aus
Spin-1/2-Teilchen besteht, ist der Quantenraum zu (C?)®% isomorph. Der Anisotropieparameter ist durch
A := cosh(n) mit n = iv definiert. Es wird dabei zwischen dem kritischen (—1 < A < 1) und massiven
Bereich (A>1) unterschieden. Im weiteren Verlauf wird nur der kritische Bereich, d.h. v € R, betrachtet.
Unter periodischen Randbedingungen ist S7', | = ST fiir a = @, y, 2z zu verstehen. Dieses quantenmecha-
nische Modell lisst sich auf ein zweidimensionales, klassisches Vertexmodell, das Sechs-Vertexmodell,
abbilden. Den Vertizes werden lokale spektralparameterabhiingige Boltzmann-Gewichte zugeordnet, mit
denen sich die sogenannte R-Matrix formulieren ldsst [11]. Dies gilt nicht nur fiir die Spin-1/2-Kette
(2.0.1), sondern auch fiir hoher-dimensionale Spin-Darstellungen, welche sich mittels der Fusionsprozedur
konstruieren lassen [77]. Zum Beispiel korrespondiert die Spin-1 X X Z-Kette mit dem Hamilton-Operator

N N 2
Hxxz*t] Z{S Sn-i—l (SnSn+1)
+ 25t () (3851 + (S5)° + (Si0)" = (838241)7)
— 4sinh? (g) (5287, )+ SUSY. ) S287 .1 + 5257, (S5S%., + 548, )]
+2(1 —cosh(2n))1, ]ln+1} , (2.0.2)

welcher auf dem Raum (Cg)®L operiert, mit dem Neunzehn-Vertexmodell. Dieses Modell ist das soge-
nannte Fateev-Zamolodchikov-Modell [86, 112]. Die Operatoren S*¥>* sind die gewohnlichen Spin-1-
Generatoren der suo,

1 010 ; 0 -1 0 1 0 O
S¥=—1[10 1| ,8%=—|1 0 -1 ,S5*=]0 0 0
V2 010 V2 0 1 O 0 0 -1

Der allgemeine Zusammenhang einer integrablen Quantenspin-Kette fiir beliebige Spin-Darstellungen zum
Spin s und der zugehorigen Vertexmodelle wird in diesem Kapitel dargelegt.

Die Konstruktion des Spin-1-Modells (2.0.2) wird in Kapitel 3, ,,Fusion®, erldutert. Die zugehorigen iso-
tropen Modelle ergeben sich im Limes A — 1 bzw.  — 0. Deren Hamilton-Operatoren sind durch

5 1
H_Lc_lfx =J Z {S Syt — 7L ® ﬂn+1} (2.0.32)
n=1
o o 2
H_[XXX =J Z {S Sn+1 (Sn : Sn+1) } (2.0.3b)
n=1

gegeben, wobei der Hamilton-Operator H E]X  das sogenannte Takhtajan-Babujian-Modell beschreibt [7,
108].
Statt H Q]X 5 und HE}X x wird von nun an H x x 7 bzw. H x x x geschrieben.



2.1. Die Yang-Baxter-Algebra

2.1. Die Yang-Baxter-Algebra

Die Yang-Baxter-Algebra (YBA) 7x ist eine assoziative quadratische Algebra und wird beziiglich ihrer
Generatoren 7730‘ (N, «a,8=1,...,d, A € C, durch die Relation

ROV T (VT (1) = Ts (0) T AR (A, ) @.1.1)
definiert. Hierbei werden die Notationen
Ti=T@le. T, (N =TI (N, h=1a0T. T\ =T5 (\)d]
und
TE) e T
TN=| :
TiN) e TED
verwendet, wobei 14 die d-dimensionale Einheitsmatrix ist. Die Parameter A und p heiflen Spektralparame-
ter, welche auch komplexe Werte annehmen konnen. Die sogenannte R-Matrix R (X, p1) € €nd (C? @ C?)

ist eine numerische (d? x d?)-Matrix, welche fiir fast alle A,z € C invertierbar sein soll. 7 ()\) wird als
Monodromie-Matrix bezeichnet, deren Spur die Transfer-Matrix definiert,

t(A) :==Spur {T;(\)} =77 (A) . (2.1.2)
Multiplizieren der Gleichung (2.1.1) mit R (A, ,u)f1 von rechts und anschlieBende Spurbildung fiihrt zu
[tA),t(w)]=0. (2.1.3)

Die Riume C¢ werden als Hilfsriume bezeichnet, wihrend der Darstellungsraum der Yang-Baxter-Algebra
gewohnlich der Quantenraum ist. Die Dimension der Hilfsrdume d ist von der gewihlten Spin-Darstellung
s € {1/2,1,3/2,...} des Modells abhingig. Allgemein gilt d = 2s + 1. Mit der Kommutatorrelation
(2.1.3) ist t(\) eine Familie kommutierender Matrizen, was bedeutet, dass die Transfer-Matrix ¢(\) eine
erzeugende Funktion von kommutierenden Unteralgebren von Tz ist. Wenn zum Beispiel die Transfer-
Matrix in der Form

tN) =Io+ N1+ NI + - -
ausgedriickt werden kann, dann gilt [I;, I;] = 0 Vj, k. Das bedeutet, dass jede Transfer-Matrix (bzgl.

ihres Spektralparameters) unendlich viele ErhaltungsgroBBen generiert. Solche Modelle werden integrabel
genannt [42]. Mit

R (A1) =RET (A, ) (2.1.4)
Idsst sich (2.1.1) umschreiben zu
RO (TN ST (W) = (T (1) ©T (A) R (A p) - (2.15)
B
A
R (A p) = o= 57
n

0

Abbildung 2.1.: Grafische Darstellung der /R-Matrix.

2.2. Die Yang-Baxter-Gleichung

Die Yang-Baxter-Algebra T lisst sich wie folgt in den Tensorproduktraum C? ® C¢ ® C¢ einbetten:
TN =TNel;ol;,, TN)=10TNoly,, T\N)=121,T ) . (221)
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Die drei moglichen kanonischen Einbettungen der R-Matrizen lassen sich durch

Rio\p)=RN\p)@1s, Rez(\p) =1a@R (A ), (2.2.2a)
beziehungsweise
Rusgey = Rod (A1) 67 (2.2.2b)

ausdriicken. Der Index der Einheitsmatrix, welcher die Dimension signalisiert, wird von nun an wegge-
lassen. Mittels der Yang-Baxter-Algebra und obiger Einbettungen der R-Matrizen ergibt sich schlielich
folgende Bedingung, die sogenannte Yang-Baxter-Gleichung (YBG), fiir die R-Matrix:

Ri2 (AN p)Ris (A v)Res (1,v) = Raz (1, V) Ris (A, V) Ria (A p) - (2.2.3)
In Komponentenschreibweise lautet die Yang-Baxter-Gleichung (2.2.3)
RETs (N 1) RE 0w (A V) R (1) = REL, (11,0) Rl (A1) Rl (A1) (2.2.4)
Y v
/8 A a// /B AOL”
o [ 1 o <«—| 1
T i’
V " I/,}//

Abbildung 2.2.: Grafische Darstellung der Yang-Baxter-Gleichung.

Erfiillt die R-Matrix diese Relation, so ist die Yang-Baxter-Algebra (2.1.1) nicht nur assoziativ, sondern
besitzt auch nichttriviale Darstellungen. Demnach liefert die Yang-Baxter-Gleichung (2.2.3) eine hinrei-
chende Integrabilititsbedingung [42, 51]. Oft werden Vertexmodelle, die die Yang-Baxter-Gleichung erfiil-
len, als integrable Modelle definiert [34, 51]. Es gibt aber auch exakt 16sbare Modelle, deren Integrabilitit
unabhéngig von der Yang-Baxter-Gleichung bewiesen wurde. Beispielsweise wurde in [1] die Integrabilitt
des Sechzehn-Vertexmodelles iiber die sogenannte ,,pair propagation®“-Gleichung gezeigt.

Viele Losungen der YBG (2.2.3), die Anwendung in der Physik finden, hingen nur von der Differenz
der Spektralparameter ab. In diesem Fall existiert eine Matrix R (\) mit nur einem Argument, sodass
R (A1) =R (XN — p) die YBG (2.2.3) 16st. Die YBG (2.2.3) erhilt dann folgende Form;

Ri2(A=p) Risg(N)Res(n) =Res (1) Ris(A)Ri2(A—p), (2.25)
wobei die Substitution A — A + v und p — p + v verwendet wurde [42].

2.3. Die fundamentale Darstellung der Yang-Baxter-Algebra

Fiir den Raum der Endomorphismen auf C?, ¢nd (Cd), wird als Standardbasis die Menge
{eg a,ﬁzl,...,d} 2.3.1)

gewihlt. Dabei ist eg eine (d x d)-Matrix mit einem einzigen nicht-verschwindenden Eintrag 1 in der
Zeile o und Spalte 8. Mit e,, soll ein Spaltenvektor mit einem nicht-verschwindenden Eintrag 1 in Zeile «

definiert sein. Dann gelten die Multiplikationsregeln

e, = 65% , egei = 5562 .
Im Folgenden wird eine Spin-Kette der Linge L betrachtet, wobei die Hilfsriume alle isomorph zu C? sind.
Dann ist der gesamte Quantenraum durch das L-fache Tensorprodukt der Hilfsriume (C%)®L gegeben.

Um Operatoren auf diesem Spin-Kettenraum zu definieren, wird zunéchst die kanonische Einbettung der
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Standardbasis (2.3.1) in den Raum (C%)®% vorgenommen,

e =190 Vel @189 =1, L. (2.3.2)
Mit obiger Definition gilt die lokale Multiplikationsregel
ejhe;d = obe;? (2.3.3)
und Kommutatorrelation
[ejg, ekﬂ — O fiir j #F. (2.3.4)

Mit den oben definierten Operatoren ejg konnen die eingebetteten R-Matrizen in der YBG (2.2.5) ausge-
driickt werden durch

Rjk () =REJeler . (2.3.5)
Die £-Matrix wird durch
L;5 (A ) =R53 (A ) eji (2.3.6)
eingefiihrt. Multiplizieren der YBG (2.2.4) mit ¢;2" ergibt
R 1) [£5 (M) @ L5 (1 0)] = [£5 (1,0) ® L5 A )] R (A p) - 2.3.7)

Die Matrizen £; (A, v) sind demnach eine Darstellung der Yang-Baxter-Algebra (2.1.5). Diese Darstel-
lung wird auch als fundamentale Darstellung bezeichnet. Wegen der Kommutatorrelation (2.3.4) kommu-
tieren die £-Matrizen ebenfalls an verschiedenen Plitzen. Dies impliziert, dass auch das Produkt zwei-
er L-Matrizen eine Darstellung der Yang-Baxter-Algebra ist. Diese Darstellung kann als Tensorprodukt-
darstellung zweier fundamentaler Darstellungen interpretiert werden. Diese Eigenschaft der Yang-Baxter-
Algebra, dass das Tensorprodukt zweier Darstellungen eine Darstellung ist, heilt Komultiplikation. Iterie-
ren der Komultiplikation zeigt, dass auch das L-fache geordnete Produkt der £-Matrizen,

7
T(/\|{Vj}f:1> :1_[1‘6] ()\,I/j):CL ()‘7VL)""C1 (A?Vl) > (238)
j=

welches kurz mit 7 () bezeichnet wird, eine Darstellung der Yang-Baxter-Algebra ist. Die Parameter v;
werden Inhomogenititen genannt. Spurbilden ergibt die Transfer-Matrix

tO) =T (\) =L, (A vp) L2557 (\vpo) - Lo (A ve) £157 (A1) (2.3.9)
Durch die 'R-Matrizen ausgedriickt, wird die Monodromie-Matrix durch
7:1 (/\) = Ra L ()\, V()) e Ra 1 (/\, 1/0) (2310)
definiert, wobei der Raum a der Hilfsraum ist. Dann ist die Transfer-Matrix ¢ (A) nach (2.3.9) durch
t(A) = Spur, {7T. (M)} (2.3.11)
gegeben.
— T — < A
tA)=T)(\) = T=—F—TF—-- gl
13 V-1 1) "

Abbildung 2.3.: Grafische Darstellung der Transfer-Matrix ¢(\).

Fiir periodisch geschlossene Enden soll die grafische Notation in Abbildung 2.4 gelten.

11



Kapitel 2. Die X X Z-Kette

Abbildung 2.4.: Grafische Darstellung fiir periodisch geschlossene Linien.

Eine Losung R (A, p) der YBG (2.2.5) heifit regulir, falls es Werte g, vy fiir die Spektralparameter exis-
tieren, so dass

) «
RS (Mo, o) = 6565
gilt. Fiir den £-Operator folgt
L£;5 (Mo, o) = €55 ,
und fiir die Transfer-Matrix fiir den homogenen Fall v; = vy firj = 1,..., L (y = B1)

tho) = erfl ey e = eafleal eragiTeny

Mit der Einfiihrung des Permutationsoperators !,
Py, = ej5en (2.3.12)
ist
t(A) =PioPy3---Pp 1 =U

der Rechtsschiebeoperator. Die Entwicklung der Transfer-Matrix ¢(\) um den Punkt A = )¢ lautet somit

t(\) = Uexp [(A —Xo)Hp + O () — AO)Q] : (2.3.13)
Der Hamilton-Operator H, der Spin-Kette mit Linge L wird durch
Hyp = U (\) (2.3.14)

definiert, wobei ' (\o) die Ableitung der Transfer-Matrix nach dem Argument an der Stelle A, bezeichnet.
Wird

L
Hy=> Hiin (2.3.15)
i=1
gesetzt, wobei periodische Randbedingungen, also
Hppv1=Hpa, (2.3.16)
gelten sollen, folgt durch Auswerten der linken Seite
R 2. - o Y. .0
Hl,7,+1 = 8,\ Rl i+1 ()\, 1/0) A=A = 8>\ R'Y5 ()\, 1/0) )\:Aoelzéehqﬁ . (2.3.17)

Die Operatoren H; ;1 werden als lokale Hamilton-Operatoren, die die Nichste-Nachbar-Wechselwirkung
ausdriicken, interpretiert. Wegen (2.3.14) ldsst sich das Spektrum des Hamilton-Operators durch alle Ei-
genwerte der Transfer-Matrix bestimmen [42]. Fiir die Spin-1/2- bzw. Spin-1-Modelle, (2.0.1)-(2.0.3), gilt
der Zusammenhang

1
ZH)[E)](Z = JSinh(n) Hy , HE}XZ =Hxxz = Jsinh(217) Hy ,
H)[(i)](X:ZJHL s HE]XXI:HXXXZZM!]HL.

2.4. Die Quantentransfer-Matrix

In diesem Abschnitt soll die Thermodynamik eines Systems, dessen zugehorige R-Matrizen die Yang-
Baxter-Gleichung (2.2.5) erfiillen, betrachtet werden. Dies erfolgt iiber die sogenannte Quantentransfer-
Matrix (QTM), mit der sich die Zustandssumme und somit auch die Freie Energie berechnen lisst. Da-
zu werden zunédchst um 90° im Uhrzeigersinn, beziehungsweise gegen den Uhrzeigersinn gedrehte R-

T Anders geschrieben, ist der Permutationsoperator (2.3.12) im Sinn P(z1 @ x2) = 22 @ 1 V x1, %2 € Cd, P = PG ¢
end(C* ® C%), mit d = 2s + 1 zu verstehen. Mit P; ;, wird die Einbettung im Raum (C%)®% bezeichnet, wobei dieser
Operator lediglich die Plétze j und k vertauscht und auf allen anderen trivial wirkt. Fir s = 1/2,1 wird dieser nun mit
P2 bzw. PO bezeichnet.

12



2.4. Die Quantentransfer-Matrix

Matrizen, R und R, eingefiihrt.

Ry ) =R (1, N) o RET () =R (1, A) - (24.1)

Eine alternative Definition der £-Matrix ist durch
L i) =Rgs (A p)esd =R (1, M) e’ (2.4.2)
gegeben, welche aus (2.3.6) durch Vertauschen des Hilfsraumes mit dem Quantenraum hervorgeht. Dabei

wird in der Darstellung von R(), p) € €nd(C? ® C?) der mit dem Kettenplatz identifizierte Raum als
Quantenraum und der andere Raum als Hilfsraum bezeichnet. Die 'R-Matrizen sollen hier regulér sein.

3 B
Ry = REE =
'yé_a )\’Y s = o — )\’Y
M \ Xz
0 )

Abbildung 2.5.: Grafische Darstellung der Matrizen R(\, 1) und R(\, 1)

Durch Komultiplikation lésst sich analog aus der Monodromie-Matrix

TON=T ()\\ {uj}le) =L1 (M) Lr (A vr) (2.4.3)

eine weitere Transfer-Matrix
T =T2(\) = L1k (A1) Lapr \we) - Lol vpm) L0 (A (2.4.4)
angeben. Fiir den homogenen Fall, d.h. v; = Ao, j = 1, ..., L, besitzt die Transfer-Matrix die Entwicklung
F(\) = exp [— A —vo) Hy + O (A — uo)ﬂ Ut (2.4.5)

um A = v, falls die R-Matrix folgende Bedingung erfiillt:

AR\ p) =—0,R A\ p).
Diese Bedingung ist offenbar fiir alle physikalischen Modelle, deren R-Matrizen nur von der Differenz der
Spektralparameter A und p abhéngen, gegeben. Es gibt aber auch Modelle, bei denen die R-Matrizen nicht
von der Differenz abhéngen, die trotzdem dieses Kriterium erfiillen, wie zum Beispiel das eindimensionale

Hubbard-Modell. Per Definition ist

t(No) = €Lg£71€[,—1gij e elgf62§; =PLp 1Py =U"

der Linksschiebeoperator. Fiir eine gegen X konvergierende Folge (Xs),,cn komplexer Zahlen, oder
sogar quadratischer Matrizen, gilt

X
. _ X
N}lm (1 + ) =e" . (2.4.6)

Dieser Grenzwert ist als Trotter-Suzuki-Formel bekannt [103]. Setzt man nun Ut (Ao — 3/N) in obige
Formel ein, wobei NV die Trotterzahl ist, folgt wegen (2.3.13) die Beziehung

N
lim (Ut ()\o — f,)) = PHL = JmpN.L = pr (2.4.7)

N—o0
Da wegen (2.3.13) und (2.4.5)
T(=A+10)t(A+Xo) =1+ AH, + O (M) =1+20X ()

mit limy_,o X (\) = Hy, gilt, folgt fiir endliche Trotterzahl N fiir den Dichte-Operator py 1, die approxi-

mierende Darstellung
N
2

O TS AR R TR0
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Kapitel 2. Die X X Z-Kette

wobei A = —(3/N und N/2 € N. Die Zustandssumme
Zr := Spur <€7ﬁHL> = lim Zy = hm Spur1 LPN,L (2.4.9)

N—o0
kann iiber die Eigenwerte der Quantentransfer-Matrix berechnet Werden. Die Quantentransfer-Matrix wird
wie folgt eingefiihrt: Zunichst werden unter Zuhilfenahme von N Hilfsrdumen 1, ..., N iiber die Mono-
dromie-Matrizen

TN =R, A\wo)- Ry (Awo) . T3(A) =Ry5 (Ao, A) - Ry 5 (Mo, A) (2.4.10)

J
die beiden Transfer-Matrizen

t(A):=Spur; T3 (A) , t(A) = Spur;T5(}) (2.4.11)
eingefiihrt. Aus (2.4.8) folgt

PN,L = Spury [TN <§7 + 1/0) T <_]€7 + )\0> T3 (]6 + VO) 5 (_Jff + )\0) }

Mit
¢ aw
R™ Rocé s
was einer Transposition des Hilfsraumes entsprlcht, lassen sich die in den Monodromie-Matrizen 7 () und
T (\) enthaltenden R-Matrizen unter der Spur des Dichte-Operators py ;, umsortieren. Es folgt

p B B
pN,L = Spury [RIN <)\07 N T R%=1, N Xosvo | - Ry N Ao, Vo

R (/\0, ﬂ +l/0) Rtl 1L ( f] +)\0,V0> "'RtliL (—]/i; + AO,VO)]

= Spury [TQTM ST (A o)] , (2.4.13)
wobei
TRTM(\) =R, N R (2 E ) R (=2 (2.4.14)
j = iN s N IZ0) N—1j N 0, 14 N 0, A
die Quantenmonodromie-Matrix ist. Aus ihr folgt durch Bilden der Spur die Quantentransfer-Matrix
t9TM () = Spur,; T2 (V) (2.4.15)
Die Zustandssumme Z;, zum Spektralparameter Ag ldsst sich folglich durch
L oo
— T _ |4 QTM — L
2, = Jim Spurp 197 ()] = ;::0 (A (o)) (2.4.16)

darstellen, wobei A,,()\) die Eigenwerte der Quantentransfer-Matrix im Trotter-Limes, d.h. N — oo, sind
[69]. Es wird davon ausgegangen, dass sich die Limites L — oo, N — oo vertauschen lassen. Falls
der fithrende Eigenwert A () reell, positiv und nicht entartet und im Trotter-Limes vom néchst-fithrenden
Eigenwert durch eine endliche Liicke getrennt ist [48, 103, 104], dann wird die Freie Energie pro Gitterplatz
durch den betragsmiBig groften Eigenwert der Quantentransfer-Matrix Ag(\) durch

IDZN’L lIlAO (/\0)

TN T TN 4D

beschrieben. Mit
LOTME (L Ris (N 1) e;i, falls j gerade, 04.18)
iop RUSE (1, N) e;j = ﬁgg (\, 1) e;i, falls j ungerade,

lasst sich die Quantenmonodromie-Matrix durch

TOTM(\) = LT (Aff ) L ()\ f% + )\0) LM ()\, 7% + )\0> (2.4.19)

und somit die Quantentransfer-Matrix durch

QTM ervbr (B QTMPN _B permPe (B
(T (3) = £ <>\ Y )c 15N1<>\, Nt R ) e L@ (X =5 o
(2.4.20)

ausdriicken. Fiir gerade j ist E?TM (A, i) nach (2.3.7) eine fundamentale Darstellung der Yang-Baxter-
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2.4. Die Quantentransfer-Matrix

Ia' I I I - - = I A
A A A A ! A A
| |
5, C I : )
— =\ €
N . 1
| |
| I
3 1 :
Z 4y C > N
N | 1
| |
| |
| |
B8
—y T (< . T )
| I
o S S Jr o Je ! o v

A
v

Abbildung 2.6.: Das zur Zustandssumme Z; gehorige Modell lédsst sich als Quadratgitter auffassen.
Das Quadratgitter hat die Breite L, gleich der Kettenlidnge, und zur Trotterzahl N identi-
sche Hohe. Die alternierenden Zeilen des Gitters korrespondieren zu den ,, row-to-row “-
Transfer-Matrizen t(\) beziehungsweise (). Die ,,column-to-column “-Transfer-Matrix
ist die Quantentransfer-Matrix (gestrichelter Kasten).

Gleichung. Betrachtet man die Transposition der Yang-Baxter-Gleichung (2.2.3) beziiglich des Raumes 1
zeigt sich, dass 5]9 TM (X, 1) auch fiir ungerade j eine fundamentale Darstellung zur R-Matrix R (), 1) ist.
Aufgrund der Komultiplikation ist somit die eingefiihrte Quantenmonodromie-Matrix eine Darstellung der
Yang-Baxter-Algebra (2.1.1),

Rt A\ 1) TEM ) TE™M () = TE™ () T2 () Ry (M o) (2.4.21)

Das Spektrum der Quantentransfer-Matrix ldsst sich daher iiber den algebraischen Bethe-Ansatzes bestim-
men. Existiert ein homogenes dufleres Magnetfeld h, dndert sich die Quantenmonodromie-Matrix zu

TOTM ()\) = exp (2?) E%TM ()\, % + 1/0> ﬁ%l ()\, —% + /\0) e

B p
LY (A, vt LM A, —y Tho) . @422
wobei S* der Spin-Operator in z-Richtung mit Dimension d = 2s + 1 sei, welcher auf den Hilfsraum
der Quantenmonodromie-Matrix 79T ()\) wirkt. Fiir den Operator exp (2h S*/T) wird die grafische
Darstellung in Abbildung 2.7 verwendet. Der entsprechende Hamilton-Operator weist daraufthin den zu-
siitzlichen Zeeman-Term (—2h) Y5 _ | 2 auf.

-

Abbildung 2.7.: Grafische Darstellung des Operators exp (2 h’ﬁ - >

iy ool !
(A) = C 3 l i )

F+VU

Abbildung 2.8.: Grafische Darstellung der Quantentransfer-Matrix mit Magnetfeld h.
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Kapitel 2. Die X X Z-Kette

2.5. Der algebraische Bethe-Ansatz

Der algebraische Bethe-Ansatz wird benutzt, um die Transfer-Matrix zu diagonalisieren. Dazu wird die
zugehorige Monodromie-Matrix 79T ()\) (mit Spin-1/2-Hilfsraum) als Blockmatrix mit den Eintréigen
A(N), B(A), C(A) und D()) ausgedriickt:

QT M+ QT M+
o= (R0 T - (60 08)- e

Wird diese in die Yang-Baxter-Algebra (2.1.5) eingesetzt,

o [(AN) B (400 B
R Kc ™ D(A)) ¢ (o (1) D(u))]

A(p) B(p) A(A) BN | 3
— ® R, (25.2)
Kc w D) e poy)| R
so lassen sich mit der expliziten Darstellung der R-Matrix die Vertauschungsrelationen fiir die Mono-

dromie-Matrixelemente A(\), B(\), C'(A) und D(\) ablesen. Hier wird als Ausgangsmodell das Sechs-
Vertexmodell mit der trigonometrischen R-Matrix,

1 0 0 0 1 0 0 0
5 0 c(Ap) bAp) O 0 b(Ap) cAp) 0
A ) = A ) = 253
A =10 bovm enm o] T =10 coum b of 0 @
0 0 0 1 0 0 0 1
gewihlt, wobei
sinh(A — ) sinh(n)
b\ pu) = ——mm— M) = ———"—.
(A m) sinh(A — p+1n) ° e n) sinh(A — p +n)
Diese R-Matrix ist mit Ag = 0 = v regulédr und unitér,
R(0,0)=1 , RO\ RN =1.
Es ergeben sich durch Vergleich beider Seiten von (2.5.2) u.a. die Vertauschungsrelationen
1 c(p, A)
AN B(p) = B(u)A\) — B\ A((u) , (2.5.4a)
1 (A p)
D (M) B(p) = B(u)D (N — B\)D () , (2.5.4b)
B = 535 B0 D) =GB D ()
B(A)B(u)=B(u) B()\) . (2.5.4¢)
Des Weiteren wird die Existenz eines Pseudovakuums |0) mit
om0y — (6100 BO[0) Jss
T () 0) ( 0 a0 255)

verlangt. Die Eigenwertfunktionen a (A) und d (\) der Diagonaleintrige A (M) und D (), die sogenannten
Pseudovakuum-Erwartungswerte, hingen explizit von der Darstellung ab und bestimmen letztendlich damit
die Losung des Bethe-Ansatzes. Durch Anwenden des Operators B(\) auf das Pseudovakuum werden die
zugehorigen Eigenvektoren

B (M) B () B (1) B () 0) = [ HL) = 1) 2.5.6)

erzeugt. Damit der Vektor [{\}) ein Eigenvektor der Transfer-Matrix ¢ (A) = A (\) + D ()\) ist, muss das
nichtlineare gekoppelte Gleichungssystem

dN) 1 (A, A M sinh (A — Ak — 1)
_ __ 257
o~ Loty =115 @27

kA]
erfiillt werden. Dies sind die Bethe-Ansatz-Gleichungen (BAG), deren Losungen die sogenannten Bethe-
Ansatz-Zahlen oder auch Bethe-Rapidititen sind [42]. Der Eigenwert A(\) der Transfer-Matrix ¢ (\) be-
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2.6. Korrelationen bei endlicher Temperatur

ziiglich des Eigenvektors [{\}) berechnet sich somit zu

M sinh (A — A —
AN =a(N) [H : s?n(h)\()\ Ajmm

M sinh A=X;+n)
[H sinh (A — \)) ) @258

2.6. Korrelationen bei endlicher Temperatur

2.6.1. Quantentransfer-Matrix-Formalismus

Fiir endliche Temperatur konnen Korrelationsfunktionen der Form

a1 (kg1
(X XYY~ lim Spury,.. L P X X, 2.6.1)
J k T Lo Spurl,..,,L e—BHL .0.

beliebiger lokaler Operatoren Xj(l), .. ,X,gk_jﬂ) mit j,k € {1,...,L}, j < k, iiber den Zugang zur
Thermodynamik durch die Quantentransfer-Matrix mittels des algebraischen Bethe-Ansatzes angegeben
werden. Mit den Gleichungen (2.4.7) und (2.4.13) und unter der Annahme, dass die Quantentransfer-Matrix
im thermodynamischen Limes unter Einfithrung von Inhomogenitéten &, [ =1,...,m =k — 5 + 1, dia-
gonalisierbar ist I, folgt nach [47, 48]

(7).

Lo @olSpur {TETM XM Spun, {TRTV (€)X} [0)
= lim im = ,
N300 £1,..-6m 0 (@0 [Po) [T721 Ao(&)

wobei Ag(A) der betragsmiBig grofte Eigenwert der Quantentransfer-Matrix sei. Da die Quantentransfer-

Matrizen aufgrund der Yang-Baxter-Algebra eine kommutierende Familie bilden, hingen die zugehorigen
Eigenvektoren nicht vom Spektralparameter ab. Der Vektor |®g) ist (bis auf Normierung) der zugehorige

(2.6.2)

Eigenvektor zum Eigenwert Ag()\) der Quantentransfer-Matrix t97* ()\) und wird als dominanter Eigen-
vektor bezeichnet,
(o] 9TM(N) | o)

(@o |Po)

Ao(N) =

2.6.2. Dichte-Matrix

Mit der in Kapitel 2.3, ,,Die fundamentale Darstellung der Yang-Baxter-Algebra®, gewihlten Standardba-
sis kann jeder Operator A, ,,, welcher auf den Gitterpldtzen 1 bis m der Spin-Kette wirkt, durch die

Basisvektoren ejgj ,J =1,...,m dargestellt werden. Mit
Ay = AD T 0m e G e (2.6.3)
gilt folglich
B - B'rn [ Qo
(A1, m)gy, = AD 2o <elﬂ11 R >T’h , (2.6.4)
Der statistische Operator wird nach (2.4.7) und (2.4.22) durch
(Hy, — 2h S%)
PL=EXp | =

beschrieben. Die Dichte-Matrix eines Untersystems der Linge m < L wird durch

SPUly, 1,1 PL

DY) (T,h) := 2.6.5
[1’m]( ) SPUTL...,LPL ( 2)

mit
Dpym)(T,h) := lim D{") (T, h) (2.6.5b)

UEiir die X X Z-Kette ist dies bekannt. Im Allgemeinen muss dies aber nicht gelten.
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Kapitel 2. Die X X Z-Kette

eingefiihrt. Damit gilt

SPUI"L.A.,L {A1,.. mpL} . Spuﬁ,...,m {Al,...,m Spurm+1,...,L PL}

A =
< 1"“7m>T’h SPUTL...,L PL SPUTL..‘,L PL
L
= Spury {41 D (T R) . (266)
Mit der oben genannten Standardbasis ist
L [0 BRARN e 7°%%
D 2% TR = Spury,eafE e D) (k) = <elgl emg;;;> b @67)
Fiir L — oo folgt unter Einfithren eines Satzes regularisierender Inhomogenititen & := (£1,...,&,,) im

thermodynamischen Limes mit (2.6.2) fiir Xl(n) =epl€{j,j+1,...,k—1k}undn € {1,2,... . k—
J + 1} schlieBlich

o Qm — i : o o Qo
<€1ai rlmg,, >T7h = gm lim Dpl s (8) (2.6.8)

DG g ()

wobei
(o] TSN (&1) - TETM L™ (6m) | o)

DO‘1 gm = = 2.6.9
o @) (@0l TT}L, 197 (5,) ) (269
ein Dichte-Matrixelement des inhomogenen Dichte-Operators
b= 1 PO (T @) 0 BTN (E) (97(0)1]
= lim
e Spur { (147 (0))" T}, tRTM(g;) (197 (0))" |
QTM - QTM
(Pol T2y t97M(E5) [@0)
mit L = 2k + m bei endlicher Trotterzahl N beschreibt.
e M /‘1 /‘1 /‘1 e M
SN S I
51 ‘gm—l fm N
A A I&l I nLlIg’mA A
( [ (] [
"‘%“FUU ;—OO oo——))
—%Jr)\“ C(——OO OO——) v
U/ % % % %
< = > < = >

Abbildung 2.9.: Grafische Notation des inhomogenen Dichte-Operators D (£) multipliziert mit der zuge-
horigen Zustandssumme lim;,_, o, Zn 1,(€). Hierbei wurde die Periodizitit der vertikalen
Linien ausgenutzt, weshalb sich die ,, row-to-row “- Transfer-Matrizen umsortieren lassen.

SchlieBlich lasst sich der Erwartungswert des Operators A, ., durch

(A1, )T h = 1\}1moQ o h,gln—m Spury ., {A:. mD(&)} (2.6.11)

ausdriicken [47].
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2.6. Korrelationen bei endlicher Temperatur

Eigenschaften der Dichte-Matrix
Per Konstruktion besitzt der m-Platz-Dichte-Operator (2.6.10) folgende Eigenschaften:

o ,Intertwining“-Relation: Wegen der Yang-Baxter-Algebra (2.4.21) gilt

~

Rjj1(85:&+1)D €1y, &5 &y -5 €m)
=D (517 .. 'a§j+17§j7 .. aé-m)?é]]Jrl(gJ,ngrl) . (2612)

o Reduktionsbedingung: Es gilt

(B TUTM () @ - @ TUTM (€ 1) @ Spur TTM(&,,,) [ @)
Pt (D61 n)} = (ol T, (T (E;) o)

Oy TRTM @@ TRTM(g ) |d
- <‘I’o(|€llT)TzthTM<£j)|§> DI pigy, ) - @613)

Eine analoge Aussage gilt auch fiir die Bildung der Teilspur iiber den ersten Raum.

Fiir die Dichte-Matrix D (&) wird in dieser Arbeit auch folgende grafische Notation verwendet.

( )
T& Tf; ' 'TgmlTﬁm

Abbildung 2.10.: Grafische Notation des inhomogenen Dichte-Operator D ().

Im Folgenden wird die Monodromie-Matrix 797 ()\) des Spin 1/2 X X Z-Modells, welche den Hilfs-
raum C? und den Quantenraum (C2)®Y hat, mit 7 (\) bezeichnet. Der zur Quantentransfer-Matrix
t(\) = t9TM()\) gehorige betragsmiBig grofte Eigenwert wird mit Ag()\) bezeichnet. Im nichsten Ka-
pitel werden weitere Monodromie-Matrizen mit anderen Hilfsraumen bzw. Quantenrdumen zu hoheren
Spin-Darstellungen sowie eichtransformierte Monodromie-Matrizen eingefiihrt.

2.6.3. Dynamische Korrelationsfunktionen

Um zum Beispiel die Streuquerschnitte im Neutronenstreuexperiment bestimmen zu kénnen, wird der dy-
namische Strukturfaktor benotigt. Dieser lésst sich als Fourier-Transformierte von dynamischen Spin-Spin-
Korrelationsfunktionen darstellen. Fiir nicht-verschwindende Temperatur werden die Spin-Spin-Korrelati-
onsfunktionen durch
Spurl’m,L {Sf e’:HtSﬁ@efth pL}
Spury 1 {pr}

beschrieben, wobei H = Hy, — 2h S* der Hamilton-Operator des Systems ist [32, 53]. Fiir L — oo folgt
mit obigen Uberlegungen (2.6.11) die Darstellung

S%B(m,t) = lim lim  Spur; ., {Si’ et gh =ttt D(é)} . (2.6.15)

N—00 £1,....m—0 m

SYB(m,t) =

(2.6.14)

In dieser Arbeit wird sich nur auf statische Korrelationsfunktionen (¢ = 0) beschrinkt. Die (numerische)
Berechnung von dynamischen Korrelationsfunktionen ist selbst fiir kleine Kettenlédngen aufwendig, wes-
halb diese fiir sich ein eigenes Projekt formuliert.
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Kapitel 3.

Fusion

In diesem Kapitel soll die Fusionsprozedur zur Konstruktion des Neunzehn-Vertexmodells, ausge-
hend vom Sechs-Vertexmodell, vorgestellt werden. Zunichst werden fusionierte R-Matrizen, welche
die Yang-Baxter-Gleichung erfiillen, konstruiert. Diese werden in analoger Weise zu den Arbeiten von
P. Kulish, N. Yu. Reshetikhin und E. K. Sklyanin bzw. L. Mezincescu und R. Nepomechie eingefiihrt (sie-
he dazu [77] und [84, 85]). Mit diesen lassen sich die lokalen Hamilton-Operatoren der zugehorigen
Spin-1 X X Z-Quantenspin-Kette bestimmen. Ferner werden aus den fusionierten R-Matrizen geeigne-
te Quantenmonodromie-Matrizen, welche die Yang-Baxter-Algebra erfiillen, konstruiert. Diese haben
den Quantenraum einer Spin-1 Kette und den Hilfsraum eines Spin-1/2- bzw. Spin-1-Teilchens. Es
werden die den Bethe-Rapidititen entsprechenden Bethe-Ansatz-Gleichungen sowie die Eigenwerte der
Quantentransfer-Matrix der Spin-1 X X Z-Kette hergeleitet. Der betragsmifig gro3te Eigenwert, iiber wel-
chem sich die Freie Energie pro Gitterplatz angeben lisst, kann iiber nichtlineare Integralgleichungen von
geeigneten Hilfsfunktionen im Trotter-Limes berechnet werden, was im néchsten Kapitel diskutiert werden
wird. Des Weiteren wird die Fusion von Dichte-Matrixelementen iiber die bereits oben angesprochenen
Hilfsmittel betrachtet.

3.1. Integrable Struktur

Ausgangspunkt wird die zum Sechs-Vertexmodell gehorige trigonometrische R-Matrix der Form (2.5.3)
sein. Diese R-Matrix hingt lediglich von der Differenz der Spektralparameter A und p ab, weshalb fiir
die weiteren Uberlegungen A — \ + p gesetzt wird. Die R-Matrix (2.5.3) lisst sich, wie in Anhang A
beschrieben, zu (A.0.5) eichtransformieren:

I~
—
>
|~
Q
—~
>
N
@
>
= o O O

SN [2)g
eingefiihrt, wobei ¢ = exp(n) mit n = iv, v € (0,7/2), keine Einheitswurzel ist. Die sogenannte ¢-Zahl
wird in (E.1.4) definiert. Offenbar gilt

R(=n) = (V(=m) @ V)P~ , R(n) = (V(n) ® V(-n))P*, 3.11)
wobei V' (A) durch (A.0.4) gegeben ist. Die Projektionsoperatoren P* sind in (E.1.10) angegeben. Multi-
plizieren der eichtransformierten Yang-Baxter-Gleichung (A.0.2) mit m liefert fiir A\ — p = —n die

Bedingung
Vi(=m)Va(n) Pry Ris3(A) Ras(A+n) Pir=0.
Da aber Vi (—n)Va(n) regulir ist, folgt schlieBlich, dass

Pia Ris(A) Ras(A+1n) Py =0 (3.1.2a)
gelten muss. Analog gilt fir A — =1

P15 Ri3(A) Ras(A—n) Py =0. (3.1.2b)
Auf dhnlicher Weise erhélt man fiir 4 = £ die Relationen

P Ria(\) Ria(AFn) Pl =0. (3.1.2¢)

Die Gleichungen (3.1.2) haben die iiberaus wichtige Bedeutung, dass die Produkte der ‘R-Matrizen
R13(\) Ra3(A + 1) den Raum VI ® C2 und R 5(\) Ry 2(\ + 1) den Raum C? ® V'[! invariant lassen,
wobei V1 2 €3 den Triplett-Unterraum bezeichnet. Nun lassen sich ,,fusionierte* /R-Matrizen mittels der
in (E.1.9) und (E.1.11b) eingefiihrten Abbildungen S und S* definieren,

R[l’%] ()\) = R<1 2> 3(}\) - Sl 2 Rl 3()\ - 77) RQ 3(>\) Si 2 (3133)
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3.1. Integrable Struktur

R[%l]()\) =R (23)(A) = S23 R13(A) Ria(A+1) S35, (3.1.3b)
RN = Ry sa(N) =S12Ri3ay(A = 1) Ry 3ay(N) St (3.1.3¢)

welche auf C? ® C? oder C? ® C? beziehungsweise auf C3 ® C? operieren. Aus obigen Definitionen folgt
mit den Invarianzen (3.1.2) unmittelbar

Ri12) 3ay(A) = S34 512 R1a(A — 1) Raa(X) Ris(N) Ras(A+1) STy 5%, (3.1.3d)

< A A < A
[ u I
| | |
A—n )\ )\ A—n )\
A I w1 A
ll/ _
I
I
D e —— N e’ N ~ J/
=, rIET R (A—p)

Abbildung 3.1.: Grafische Notation der fusionierten R-Matrizen (3.1.3). Die schmalen Linien entsprechen
Spin-1/2-Rdumen, dagegen die dickeren Spin-1-Riumen.

Die fusionierten R-Matrizen (3.1.3) erfiillen mit den Eigenschaften (3.1.2) die Yang-Baxter-Gleichungen

REF IO = ) RES )RES* () = REZ (RS ORESH (0 — ) (3.1.4)
wobei s; = 1/2,1 fiir j = 1, 2, 3. Mit der konkreten Darstellung des Projektionsoperators (E.1.10) und der
‘R-Matrix (2.5.3) konnen die fusionierten R-Matrizen explizit angegeben werden:

1 0 0 0
L 0 ,,-Sinh()\) Asinh(n) e 0
rEAoy= | o, = G5
Sinh(A+7) € sinh(A+7)
0 0 0 1
1 0 0 0 0 0
0 a(\)  b(A\er 2 0 0 0
N 0 bNeFr e 0 0 0
RIL3I () = . ) i 3.1.5b
=1, 0 0 éA)  b(N)ermz 0 G120
0 0 0 b(ANei=* a(\) 0
0 0 0 0 0 1
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Kapitel 3. Fusion

1 0 0 0 0 0
0 &\ 0 b(\)er 2 0 0
1 o 0 a(\) 0 b(A)er3 0
Rl —p) = 0 BA)ed—> 0 500 0 ol (3.1.5¢)
0 0 b(\)ez > 0 e\ 0
0 0 0 0 0 1
mit
a(\) = S%HE()\ —n) ) = \/sir.lh(n) sinh(2n) ) = ‘sinh()\) ’
sinh(\ + 7) sinh(\ + n) sinh(\ + n)
und
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 a(\) 0 éN)et 0 0 0 0 0
0 0 b(\) 0 d(\)e 0 fve*r 00
0 éNe 0 a(\) 0 0 0 0 0
REUN) = |0 0 d(\)e> 0 al\)+f 0 d(\)er 0o o]},
0 0 0 0 0 a(\) 0 éNer 0
0 0 f)e=?* 0o d(N)e> 0 b(\) 0 0
0 0 0 0 0 éN)e 0 a\) 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1
(3.1.5d)
wobei
_ sinh()\) ~ sinh(\ — n) sinh(\) _ sinh(2n)
A = sinh(A 4 2n) ’ b(A) = sinh(X + 1) sinh(A + 27) ’ €)= sinh(A 4 2n) ’
= sinh(27) sinh(\) = sinh(2n) sinh(n)
d(\) == — - , A == - )
sinh(\ + ) sinh(\ 4 27) sinh(\ + n) sinh(\ + 2n)
Letztere R-Matrix (3.1.5d) ldsst sich mit
et 0 0
WA =|[0 1 0 (3.1.6)
0 0 e
zu
1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 a(\) 0 &\ 0 0 0 0 0
0 0 bXN 0 d(\) 0 fA 0 0
0 &N 0 a\) 0 0 0 0 0
REIN =10 0 d) 0 aN)+fN) 0 dA) 0 0 (3.1.7)
0 0 0 0 0 a\) 0 &\ o
0 0 f(A) 0 d(\) 0 b 0 0
0 0 0 0 0 éA) 0 alh) o
0 0 0 0 0 0 0 0 1

eichtransformieren. Die /R-Matrix (3.1.7) entspricht (bis auf Normierung) der 'R-Matrix der Literatur [57,
86, 112]. Im isotropen Limes (n = iy =: 2ie, € — 0) nimmt die Spin-1/2 R-Matrix (2.5.3) bzw. (A.0.5)
die Form

REXX(2) = R¥XX (21, 20) := hI%R(/\ — ) = 2
e—

1 —=_pi/2 3.1.8
PG Vi Y (3.1.82)
an, wobei x := x1 — x2 und die Spektralparameter A und p zu A — ex; und p — exs umskaliert wurden.

Der Operator P(1/2) ist der Spin-1/2-Permutationsoperator (d = 2).
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3.2. Bethe-Ansatz-Losungen

Die zugehorigen, fusionierten Spin-1 R-Matrizen sind gegeben durch

1 0 0 0 0 0
0 5 2B 0 0 0
1 0 2v2 z_ 0 0 O
Rt =0 T o a - R
r+21 x+27
0 0 0 2?751‘ xi_Zi 0
421 421
0 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 0
0 o 0 25 0 0
1 0 O z—2i 0 220
RXXX{zvl] (z — 2i) = 23 z+2i o T+2i , (3.1.8¢)
0 r+21 \Of z+21 0 0
2v/2i z
0 0 0 0 0 1
und
43 12ix
gpxxxil oy T 4 py_ ==  p- 3.1.8d
@ = m o (z + 20)(z + 4) (3.1.8d)

wobei P() := E¢ © Ef mit Standardbasis { E§| o, 8 = 1,2, 3} von €nd(C?) ' der Spin-1-Permutations-
operator und

(1,1]

_ 1 ‘ ‘
P™ = ~52 (z + 20)(z + 40)RXXXT 7 (1)

der Projektionsoperator auf den Spin-0-Unterraum V[ 2 € ist. Offensichtlich ist R[\11(0) = RILU(0) =
P Das bedeutet, dass mit der R-Matrix RI»! (\) ein fundamentales Modell beschrieben wird, dessen
lokaler Hamilton-Operator die Form

r=—21

d ) d -
Hyppr = PO RV 00 = SPORVL ) = SR (A
,n+1 X\ nn—i—l( ))\:0 I\ nn+1( ))\:0 I\ nn+1( ),\:0
hat. Mit
Hypi1 = J sinh(20)Hy, i1 (3.1.9)

ergibt sich der Hamilton-Operator der anisotropen Spin-1 X X Z-Kette [57, 86, 112], siehe (2.0.2). Die
Hauptterme H n,n+1 entsprechen dem Fateev-Zamolodchikov-Modell [112]. Der Hamilton-Operator weist
erst nach Addition mit einem geeigneten Randterm U, (sl2)-Invarianz auf [9, 86, 87].

Hier werden periodische Randbedingungen nach (2.3.16) gewihlt, sodass S¢,, = ST, a = z,y, z, gilt.
Der Hamilton-Operator der X X X -Kette ergibt sich aus dem Limes des Anisotropieparameters v — 0 und
fiihrt zum Takhtajan-Babujian-Modell (2.0.3b).

3.2. Bethe-Ansatz-Lésungen

Mit (2.4.14) und (2.4.22) sowie (3.1.3a) als auch (3.1.3b) wird die Spin-1 Quantenmonodromie-Matrix mit
Hilfsraum Spin-1/2 und gerader Trotterzahl N durch

2]y . hoi\ o3 1 B3] " B n
T ) = (A7) RO - SR e )
1 11t
R - ] - %)nﬁz] (—% ~A+3) 3.2.1)
2 0
= (expO(T) exp (_h)> Ra an-128) (A — g - %)R(QN—S 2N —2) atl(—% - A+ g) -
T
“Razay(A— g - %)Ru 2) atl(—g - A+ g)

Die Matrizen Eg € &nd (C?’) haben in der Zeile S und Spalte « einen einzigen nicht-verschwindenden Eintrag 1.
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Kapitel 3. Fusion

definiert. Hierbei wurden die Parameter Ao und v auf Null gesetzt. Wegen (3.1.3) folgt fiir die Spin-1
Quantenmonodromie-Matrix mit Hilfsraum Spin-1

h S? t
1y {ab) \ plL.1] Bypy B By
Tiavy (A) = exp (2 T ) R(a b)N<’\ - N) N—1(ab) (_N N
[1,1] By B, B
R T Ry Gy Y G:22)

hsz,
= exp (2 T< b>> Riab) (2N-12N) (A — %)R(QNfii 2N—2) (a b)tl(_% —A)-

B B
o Riaby 34y (A — N)R“ 2 (aby (== — A)

N
ho? hof
= Oa b €XP ( Ta) exXp ( Tb Sflb SavRa (2N—-1 2N)(>\ -n- %)Rb (2N—1 2N>(>\ - %)Séb
SavRN-32N-2) atl(_% — A+ N ReN-328-2) btl(—% —N)Sap
- SavRa (3ay(A —1n — %)Rb 3ay(A— %)S(tzb
B B
SavR12ya" (_N — A+ )Raz (_N — NSy
ho?
= Sqpexp (Ta) R, (2N-1 2N)()\ -n- %)R<2N73 2N —2) atl(—% —A4mn)--
B B
Ray(A—n— N)R<12>atl(—ﬁ —A+n)
ho?
exp ( Tb) Ri an—12n8) (A — %)R@N—iﬁ 2N —2) btl(—£ —A)
p B
Ry 3ay(A = N)Ru 2 <_N —N)Sas
_ (3] (13 my gt
— S, T (A 2)7; ()\+2)Sab . (3.2.3)

Hierbei wurde die Identitét

h S%, ho? ho?
exp (21&@) :Sabexp( ;a)exp< ;b>5f1b

benutzt. Diese kann grafisch wie folgt dargestellt werden.

Abbildung 3.2.: Grafische Darstellung der Fusionsregel des Operators exp (2%)

(]

Aus (3.2.1) und (3.1.4) ldsst sich zeigen, dass die Spin-1 Quantenmonodromie-Matrix 75 ** (\) die Yang-
Baxter-Algebra

RO =) (TEI ) @ 71 ) = (T e TE ) R (0 - ) (3.2.4)
erfiillt. Mit den Definitionen
AR) B\ _ 2]y — 4] L A(N) B(A) exp (A) A
(cu) D(M) CTELO) = vOTEL ) V(=X CON) exp () D) (3.2.52)
bzw.
L + pt L + p+
T (x£]) = (é‘i ﬁ;) rbl(x£]) = (éi f;) : (3.2.5b)
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3.2. Bethe-Ansatz-Losungen

7';()\)_ o ~ o T | ! - 8
, V, , V,
TN = o < o =

2w
2w
=

2w

j
R

N

Ne T e ~—
N T e ~—

P e | |}
R

N

2w
2=

Abbildung 3.3.: Grafische Darstellung der (fusionierten) Monodromie-Matrizen. Die Abbildung der
Monodromie-Matrix mit Spin-1-Hilfsraum l&sst sich unter Benutzung der aus (3.1.2) re-
sultierenden Invarianzen vereinfachen; die Produkte der Operatoren S* und S zwischen
den beiden horizontalen Hilfsrdumen entsprechen Spin-1-Projektionsoperatoren (Beispiel:
gestrichelter Kasten) und konnen weggelassen werden. Zwischen zwei Linien der Inho-
mogenititen lassen sich dagegen wegen (3.1.2) Produkte von S* S = P einfiigen, sodass
eine Verkettung von Spin-1 R-Matrizen entsteht. Zu beachten sind hierbei die grafischen
Notationen der fusionierten R-Matrizen der Abbildungen 3.1 und 3.2.

folgt aus (3.2.4) mit den Eigenschaften (E.1.11c)

S (T[%] ()\ + g) ® T2 (A - g)) Ut = (0 0 o)t , (3.2.6a)
v (T (A~ g) o T (A + g)) s'=(0 0 0), (3.2.6b)
s (T (A + g) o TH (3 - g)) st=s (T (A~ g) o T (A + g)) St (3.2.6¢)
U (T[%] (A + g) ® T12] (A - g)) Ut=u (T[%] ()\ - g) ® 73] ()\ + g)) Ut,  (3.2.6d)
und schlieBlich
At A~ \/EA+B*e)‘ BtB—e2*
THN = [ V2I,ACte™ ATD™ +Ct*B~ /2],B Dter | . (3.2.7)
ctC—e®  J2],Ct*D e D+D~
Bilden der Spur gibt
) =3 (A + g) t (X - g) —det, (THI(V)) (3.2.8)
mit
dety (THI(0) =0 (TB] (A - g) o T (A + g)) Ut

=D"A™—C™B =D At"—B C"=A"D  —-B"C~=A"D"—C"B". (329)
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Kapitel 3. Fusion

Dabei bezeichnen
¢l == Spur {7'[5]()\)} (3.2.10)

die entsprechenden Transfer-Matrizen. Die Spin-1 Monodromie-Matrix lésst sich mit (3.1.6) zu

T () =W (=NTH )W)

T[”i(k) TUF (2 T (N) ArAT V2], AT B~ BB~
= |70\ THgN) ThO (N | = | VR, ATCY AYDT +CTB- \/[2],B~D*
THZ () TG () THZ () ctc- VI2],CTD~ D+tD—
(3.2.11)

umeichen. Die zur Quantenmonodromie-Matrix T (A) gehorigen L£-Matrizen werden nach (2.4.18) und
den Ergebnissen (3.1.5b) sowie (3.1.5¢) durch

£QTM (A ) = Ejg (A, p) = R[éﬁj}ggv(a)\ -3 - 1) E;j, falls i gerade, o)
B L35 (A ) = RIL3] t155 (n—A+ g) E]f-i, falls j ungerade,
konstruiert. Es folgt
1 0 0 0 0 0
0 N 0 bR o o
c (A, 5) oo i) 0 By % 0 | -
N 0 b(A\ex—* 0 i\ 0 .
0 0 lv)()\)e%—A 0 &N 0
0 0 0 0 0 )
! 0 0 0 lv)(—/\)e)‘*% 0
0 &(=A) 0 0 0 BN
N 0 0 0 (=) 0 .
HneR*r 0 00 N 0
0 lv)(—)\)e%JF)‘ 0 0 0 )
(3.2.13b)
mit
B _m
d(/\):&()\_ﬁ_’_ﬂ) smh()\ 5 2) |
N 2 sinh ()\ — % + %n>
B(A) = b(A — % + )= v/sinh (17) sBinh @)
sinh ()\ -£4 %77)
. . B sinh (A — £ + 2
C(/\>:C(/\—N+§)— ( )

Die Quantenmonodromie-Matrix T3] () soll nun wieder als (2 x 2)-Matrix nach Ansatz (3.2.5) interpre-

tiert werden. Mit
1 ho? ~ ~
TEI ) = exp <;> Ly <)\, f[) L <)\, ]f,) L ()\, g) iy <)\, Jf;) (3.2.14)

|

und
1 . ;s 1
3 1 b(A)eANS>
L(A,) 0 :( ¢ 0| , (3.2.152)
N\, 0 \) .
0 ) ; . 0
E(A,ﬁ) 0 :(‘L(_A) b(=A)e* ”5+> 0 (3.2.15b)
N\ 0 1 X
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3.2. Bethe-Ansatz-Losungen

ist

w|Z

1 ®
®|0
0
(

sinh (A+ £ + 1
AN |0) = eT [a(=A)]Z |0) = eT ( il 2) 10) =: a(\) [0) (3.2.16a)
sinh ()\ + % - %77)
. N . [ sinh (A — % - g) N
DM\ 0) =e T [a(N)]2 |0) =e™ T |0) =: d()) |0) (3.2.16b)
sinh (A — £ + 2n)
Unter Einfiihrung der Funktionen
b1 (N) = [sinh (A £ u)] | (3.2.17)
wobei /N =: —iu, lassen sich explizite Ausdriicke der Pseudovakuum-Erwartungswerte des algebrai-
schen Bethe-Ansatzes a (A) und d (\) durch
—(A+Z A—2
a () :e%w , d(N) :e*%LB?) (3.2.18)
¢ (A= 3m) ¢+ (A +3m)

angeben. Aufgrund von (3.1.9) wird die physikalische Temperatur 7" zu
T_ J sinh(2n) N B iJsin(2y)

= = 3.2.19
3 N NT w (3-2.19)
umskaliert. Des Weiteren wird die Funktion
M
q(A) := [ sinh (A = A;) (3.2.20)

j=1

definiert. Demnach ist der Eigenwert der Quantentransfer-Matix Alz] (A) zum Eigenzustand
{A}) =B (A1) B(A2) -+ B (Am—1) B (Aur) |0)

durch (2.5.8) gegeben,

ARy = a() LAZD gy 4T

q(N) q(X)
L o A+ 2 — \ A—1
_or 9| +32) QA=) | g 9+ 32) QAN 555
o (A=13n) a(N) ¢+ (A+35m)  a(N)
falls die Bethe-Ansatz-Gleichungen (2.5.7) erfiillt werden. Diese lauten
=NV (N — 3 -
Or N =3) 0N =5 ap 0 =) gy sy gy (3.2.22)

o~ N+ or(N+am) ayt)

Da die Quantendeterminante det, (7’ (2] (M\)) und die Operatoren B()\) vertauschen, ist der zugehérige Ei-
genwert der Spin-1 Quantentransfer-Matrix AlYl(\) zum Eigenvektor [{\}) wegen (3.2.8) und (3.2.9) durch

A = Al3] (A+g)A[%} (A—g)—d(A—g)a(A+g) (3.2.23)
gegeben. Explizit ist
Uy _ 7 m\ ¢ (A= 3n) 7 n\ ¢ (A +3n)g(A = 3n)
A =a(+3)e(-3) Loy 02 0 BT ey
n ny ¢ (A+3n)
+d(A+3)(0-3) 5
_ st Qdm) o (N a(A=Fm)  6e () () a(A+5ma(A—3n)
p-A=mo-(A=2n) ¢(A+3) oA+ - (A=2n) ¢(A\+3)g(A—3)
_on 04 (N) o1 A—n)a(A+3n)
e e, 0 - g - O
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Kapitel 3. Fusion

Weiterhin gilt M = N fiir den betragsmiBig groRten Eigenwert AES] (N), s =1,1/2, also
{A}) =B (A1) B(An)0) o< Do)

bis auf Normierung. Im Folgenden wird nur der Fall gerader N betrachtet. Wie in [2, 90] beschrieben
wird, liegt fiir den Fall M = N eine symmetrische Verteilung von sogenannten Zweier-String-Losungen
der Bethe-Ansatz-Zahlen, also Im(Ag;—1) = —Im(Ag;), Re(Agj—1) = Re(Ag;) und A\ = —An_p41,
k=1,...,N=M,bzw. Aoj 1 = —Ay(n/2—j4+1) und Aoj = —Ay(n/2—j+1)—1,J = 1,..., N/2, vor, so-
fern der Anisotropieparameter +y hinreichend klein ist. Dabei gilt 0 < |[Im(A)| — v/2 < 1. Fiir den Grund-
zustand wurde diese Verteilung der Bethe-Ansatz-Zahlen in [71, 72] verifiziert.

AZR
___________________________ 77
>\2j71

X X x
_______ TN X xxxxlxxxx x0T W
2
> R
___________________________ Ul
x X X X XXX xoxo o S
X x X x x)\2j 2

X X
___________________________ —

Abbildung 3.4.: Bethe-Ansatz-Verteilung. Fiir M = N wird eine symmetrische Zweier-String- Verteilung
der Bethe-Zahlen angenommen.

Die Funktion ¢ () ldsst sich dann beispielsweise durch

N/2 N/2
q(A) = J] sinh(A — Agj_1) sinh(A + Ap(nj2—ji1)—1) = [ ] sinh(A — Agj—1) sinh(A + Agj_1)
j=1 j=1

(3.2.25)
ausdriicken.
Wie bereits erwihnt, lassen sich die Eigenwerte (3.2.21) und (3.2.24) durch geeignete Hilfsfunktionen, wel-
che ein nichtlineares Integralgleichungs-System erfiillen, ausdriicken. Dies wird unter anderem Gegenstand
von Kapitel 4, ,,Nichtlineare Integralgleichungen®, sein.

3.2.1. ,,Crossing“-Symmetrie

Die R-Matrix (A.0.5) bzw. (3.1.5a),
REON ) =R,
erfiillt die Eigenschaften

e Anfangsbedingung (Regularitiit):!

RE?](O) =Py, (3.2.26a)
e Unitaritit:
11 11
REQQ’Q](A)RL?Q](—A) =1, (3.2.26b)

UEiir die Definition des Permutationsoperators P siehe (2.3.12).
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3.2. Bethe-Ansatz-Losungen

o PT-Symmetrie:

[1.4] [3.4] [ ;]tl t2
PoRi%5 2 (NP2 =R (A =Ri% 7 A, (3.2.26¢)
e ,.Crossing‘‘-Symmetrie:
RlB oy sinhA=m) Juya (3.4 oy
1 ( 77) - Slnh( ) Q R ( )\)Ql
Sinh(A — 77) to %7% t1 to
= oy (@) R () (@) 32260

mit Q% .= Q2 @ 1, Q1% .= 1 ® QI/? und

0 —qg /2 2

In diesem Zusammenhang wird 7 daher als ,,Crossing*“-Parameter bezeichnet (sieche dazu [61] oder
Kapitel 5 in [35]).

\ m
af AN = o u[f RY [3 —
R'Y(s ( ) ) 4—\ b " ﬁ’a'(}\ N) (:u7 /\) , o S s

Abbildung 3.5.: Grafische Darstellung der Anfangsbedingung und der Unitaritét.

Die Spin-1-Losung der Yang-Baxter-Gleichung (3.1.5d), RV (N, 1) = RIEY(X — 1), mit Anfangsbedin-
gung

RY31(0) = Pra (3.2.27a)
ist ebenfalls unitir,
(1,1] (1,1] _
Riz MRy (=) =1, (3.2.27b)
und erfiillt die PT-Symmetrie,
tt
PLRET P, = RET ) = RETT P () (3.2.27¢)

Weiterhin wird die ,,Crossing“-Symmetrie (E.2.7) mit
sinh(A — n) sinh(A

Ly oy 2n) o102\ Al
Riz (A—n)= sinh(\) sinh(\ + 1) 1 Riz ()@}
sinh(A —n) sinh(A — 2n) ¢\ Lpah )"
= R 2.27d
sinh(\) sinh(\ + ) (Q2 ) Riz’ (=Y (Q2 ) (3 )
erfiillt. Dabei ist die Matrix Q! durch
0 0 —e”
QM=o 1 o
—e 0 0
gegeben, wobei (QI1)2 = Q[l = QM ®1 und Q =1 ® QM [76, 78, 84, 85]. Die Spin-1 R-Matrix

(3.1.5d) lasst sich grafisch durch Abbildung (2.1) darstellen, wobei hier die R-Matrix als ,,Intertwiner* auf
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Kapitel 3. Fusion

A A
sinh(A— .. .
_m , fir Spin-1/2 ,
?——)—4— = <« 3
=N sinh(A—p) sinh(A— p+1) ) .
sinh()ﬁufn)sinh(}\fﬂij 5 flir Spln—l .
H %
I A
sinh(A—p) .. .
_m , fir Spin-1/2 ,
= X A . ,
sinh(A—p) sinh(A—pu+n) . .
Sinh()\—’u,—‘ur]) Sinh(,\—M#_Qn) P fur Spln—l
ptn

Abbildung 3.6.: ,,Crossing““-Symmetrie der R-Matrizen (3.1.5a) und (3.1.5d). Hierbei ist zu beachten,

dass fiir den Spin-1/2-Fall (Q!'/?)2 = —1 ist, weshalb der skalare Faktor in (E.2.7) durch
sinh(A—p—n)

Sinh(—p0) gegeben ist.

C? ® C? operiert (o, 8,7,6 € {1,2,3} = {+,0,—}). Die ,,Crossing*“-Symmetrie liegt in einer speziel-
len Eigenschaft von Darstellungen der U,(sl2) begriindet (siche Anhang (E.2.9)). Diese Eigenschaft gilt
nicht unbedingt fiir R-Matrizen anderer integrabler Modelle. Mit der ,,Crossing“-Symmetrie lassen sich
die Quantentransfer-Matrizen der Spin-1/2- bzw. Spin-1-Kette zu

[1 1] ty

ZAPNERY
t(A)—Spurj{exp<>R.N (A —vg) R (W_W_A)...

J
ho? 11
— Spur, {exp ( - ) Rﬁ_%ﬂ (A — )RLN . (/\ - um) .

[11t1

RED -y -0

: (3.2.28)
k:l;[l Slnh()\ Vm)
und
h SZ 1,1 t1 1,1 t1
t[l](/\):Spurj {exp( )REN] (A= )R%] (Vm_n_/\)"'ﬁ)ﬁ[u] (VT_U_A)}
h S%
= Spur; {exp < ) )Rgll\lf] - ()\ VT) R[l Hin— VT)}
y ]1\212 sinh(X — vg— + 1) sinh(A — vg— + 21) (3.229)
sinh(\ — vsz—) sinh(A — v57—=— 1) -

2k—1 2k—1

k=1
Lovg— =L tnfirk=1,...,N/2,
eingefiihrt wurden. Dabei sind die Inhomogenititen wie folgt eingegrenzt.

Im(”ﬁ) € (037/2) s Im(”m) € (7/277) 7k = lyaN/2 .
Die Funktionen ¢4 () sind durch

N/2 N/2

H sinh(A — vgp—+1) , d+(N) = H sinh(\ — v55) (3.2.30)

umschreiben, wobei Inhomogenititen, ausgedriickt durch Vo =

zu ersetzen. Also gllt

(N — ho? 11 1 11
t()\)iqs gb(_()\)n) = Spur; {exp (?) Rg%z] (A —rvy) R[‘Q’Q]l ()\ Vﬁ) RE?T’Q} A — 1)}
(3.2.31)
sowie
[1]()\)¢>—(>\ —2n)¢-(A—mn)
¢—(N)p—(A+n)
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3.2. Bethe-Ansatz-Losungen

h S% 1,1 1,1 1,1
— Spur, {exp <2TJ) RUT (A = vg) R (A= vg) - RIS (0 - VT)} . (3232)

N/2
o sinh(\ — V—+n)
T N=0 «<@f——m—F——cint 20
e ‘ J( J( 1;[ Sh(h — vy
VN VN—T Vg vT

Abbildung 3.7.: Grafische Notation der Quantenmonodromie-Matrix unter Ausnutzung der ,,Crossing®-
Symmetrie fiir die ungeraden Hilfsrdume 1,3,..., N — 1.

Eine wichtige Folgerung aus den Eigenschaften Anfangsbedingung, Unitaritit und insbesondere
,»Crossing“-Symmetrie (siche Abbildungen 3.5 und 3.6) ist die Inversionsrelation. Zunédchst werden an-
ders normierte R-Matrizen eingefiihrt, sodass die Matrixeintrige polstellenfrei sind:

R3]0 == sinh () + R[22 () | (3.2.33a)
RIL31(00) = sinh (A + YR30 (3.2.33b)
RN == sinh(X + 2n)RE () (3.2.33c)

R (N) := sinh(A + n) sinh(A + 27) R (N) | (3.2.33d)
Analog zu den Monodromie-Matrizen (3.2.1) und (3.2.2) ergeben sich mit den R-Matrizen (3.2.33) alter-
native Quantenmonodromie-Matrizen der Form

- hog\ p(3:3] s[3:3] " 5[3.3]"
Ta(A)=exp (=5 )R A—vp)Rg—, (vgg—A—n) Ry (rp—A—n),
(3.2.34a)
ot ZAPIE il ¢ 0l i
7 0 = (572) RN - - DRV g a = D R - a- D),
(3.2.34b)
- 2hS? - . t _ t
1 (a b) 1,1 1,1 1 1,1 ©
72[(1}1)) ()\) = exp ( T ) REab])N<>\_VN)R%<ab) (Vﬁ )‘_77) ,Rﬁ[lm]w ( 1 _A—W) ’
(3.2.34¢)
wobei NV als gerade angenommen wird. Folglich gilt der Zusammenhang
tA) =p- (A — n)¢+(/\ +mt(A) (3.2.35a)
#1210 =¢_ (;c _2 ) by (x n §n> 20, (3.2.35b)
) =p- (A =20)¢- (A = o (A +mdy (A + 2t (N) . (3.2.35¢)
Die Inversionsrelation lautet somit
N
(g (v )ivg = n| i) = [T sinh(vg — w5 + m)sinh(vp — v =) 19, (32.360)
i=1
N
g | {8 (v = (b)) = 1T [Sinh(% — v+ 21) sinh (v — 5 + )
=1
sinh(vz — = — ) sinh (v — 15 — 29 19N (3.2.36b)
k k %

fir k € {1,2,..., N}. Abbildung 3.8 zeigt einen grafischen Beweis. Folglich gilt fiir die betragsmiBig
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- A A g
i —m = <L | i
VN TVW vz TVT
A J7 A A J7 A J7 A J7
Vi
< A ___________ A Vi L A . [N A
= Sl R ‘)”E =C _j _____ ;)yﬁ sinh?(n)
C ) C ( )
VN T VN=T g vy TVT VN T VN=T I v T”T
A
____________ N
= sinh? (n) H [— sinh(v; — v; — n) sinh(v; — v; + n)}
------------ 7
VN VNTT Vg v T Iy, [7 sinh(vp—v;—n) sinh(vzfuy+n)]

Abbildung 3.8.: Beweis der Inversionsrelation. Als Ausgangspunkt wird die mittels der ,,Crossing*-
Symmetrie transformierte und umnormierte Transfer-Matrix #(\), siehe (3.2.35), verwen-
det. Anwenden der ,,Crossing‘-Symmetrie auf der unteren Horizontalen sorgt dafiir, dass
zwei horizontale Linien gegenldufig mit demselben Spektralparameter v entstehen. Mit-
tels der Anfangsbedingung und Unitaritit folgt die Aussage (3.2.36), wobei IV als gerade
angenommen wurde. Ohne Beschrankung der Allgemeinheit wurde k gerade gesetzt. Fiir
das Produkt der Spin-1 Transfer-Matrizen ldsst sich der Beweis analog durchfiihren. Ein
Magnetfeld ldsst sich hierbei ohne Weiteres einfiihren.

grofiten, normierten Eigenwerte der Transfer-Matrizen (3.2.35)

N
/N\Q(VE)[\()(VE —-n) = H sinh(vg — v +n)sinh(vy —v; —n) (3.2.37a)
i=1
) ) N
AP () A (v — ) = T |sinb(vg — v5 + 2n) sinh (v — v + 1)
=1
sinh(vg — v —n) sinh(vg — v; — 277)] , (3.2.37b)
und fiir die isotropen Spin-1/2 bzw. Spin-1 Heisenberg-Modelle (x — zv/2, v — 0)
N
No(vp) Ao (v — 20) = [ (v — v + 20) (vp — 15 — 2i0) (3.2.382)
=1
. . N
AV ) A (v — 20) = [T | (v — v + 40) (v — w5 + 20) (v — v — 20) (v — v — 4@)1 (3.2.38b)
i=1

fir alle k € {1,2,..., N}. Die Eigenwerte A%k] (M), k € {1/2,1}, der Transfer-Matrizen f([)k]

im weiteren Verlauf kurz durch die Symbole Aoy (\) ausgedriickt.

(M) werden

3.3. Dichte-Matrizen

Nach (2.6.5) und (2.6.9) ist die Dichte-Matrix fiir ein Kettensegment der Lange m der Spin-1 X X Z-Kette
mit Spin-s-Hilfsraum (s € {1/2, 1}) durch

Dy (T,h) = lim  lim  D(€)

N—o00&1,....6m—0

[2s]
» Dt m)

(T,h) = lim  lim DI*l(g)

N—=00&1,...,6m—0

(3.3.1)
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3.3. Dichte-Matrizen

bzw.
Dpy)(T,h) = Jimlim D(€), Dy, (Th) = lim lim | DE(g) (33.2)
mit
(Bo|T(&1) @+ @T(Em) |Po) (@o| T(£1) ® -+ @ T (&m) [Po)
D(¢) = , D(¢) = et ,
&) = B T () [ o) &) = T Mol6,) [20)
(3.3.3a)
Disl(g) = (®o| TH(&1) @ -+ - @ TEI(&,) |P0) | Dl2el(g) = (Do TE(&1) ® TE(Em) [D0)
(@o] TT1-; AST(E)) [@0) (| nm Al 7 <§j> Do)
(3.3.3b)

gegeben, wobei T} (¢;) und Tj[%] (&;) die mit V'(&;), siche (A.0.4), und Tj[l] (&;) die mit W (§;), siehe (3.1.6)
und (3.2.11), eichtransformierten Monodromie-Matrizen sind. Alternativ lassen sich die Dichte-Operatoren
(3.3.3) auch iiber die Monodromie-Matrizen (3.2.34) formulieren. Da die Eintridge der R-Matrizen (3.2.33)
mit Spin-1/2-Linien Polynome vom Grad 1 bzw. die Eintrige der reinen Spin-1 R-Matrix (3.2.33) Po-
lynome vom Grad 2 sind, folgt schlieBllich, dass die Eintrdge der Dichte-Matrizen multipliziert mit den
Eigenwerten,

m l m
D(¢) H Ao(&;), DM(e H 4] ,bzw. DPI(¢ H
— ]:1
Polynome vom Grad N bzw vom Grad 2N in den Variablen {;, j = 1,...,m, sind. Im isotropen Limes
sind die Dichte-Operatoren D(£) und D(&) identisch.
M M) M) M) N N M)

o

o

A \

51 §m71 fm
A

>
N,
>
A -

? ! igl... fmlfm‘ .. : ?

vy C—— oo —— )
v C— 1 o )
% % % % v Y % v
< = > < = >

Abbildung 3.9.: Darstellung der Dichte-Operatoren D (£¢) und DI?*! (¢) multipliziert mit der zuge-
horigen Zustandssumme limy,_, o Zn, 1 (&) und entsprechenden Faktoren der ,,Crossing*-
Symmetrie. Weiterhin wurde die Periodizitét der vertikalen Linien und die Invarianz der
Spur unter zyklischen Vertauschungen benutzt. Die vertikalen Linien entsprechen Spin-s-
Vektorrdumen, s € {1/2,1}, wihrend die horizontalen Linien stets Spin-1-Rdume darstel-
len.
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Kapitel 3. Fusion

Fiir s = 1 gilt wegen (3.2.3) und (3.2.6¢)
@@ erla+e- o rllE, P rltlE, £ 9100 4om

DBI(g) = 5°™
m 1
(@0l T[}%1 AY (€5) |20)
(3.3.4)
Die Inhomogenitéten &y, ...,&,, sollen nun als rein reelle Parameter gewdhlt werden. Mit € > 0 und
d; € {1 +¢,—1 — €} werden Parameter
C2j—1 = fj + géj , ng = gj — géj ,j = 1, cee,m (335)
eingefiihrt, wobei 77 = ¢ rein imaginir ist. Die geordnete Menge aller ¢; wird mit ¢ := ((1,...,C2m)

definiert. Die inhomogene Dichte-Matrix (3.3.4) kann durch
@l (G & - © 713 (o) [B0) guom
0+ (@] T}, Ag” (€)1 @0)

~ A - Dage +

_ 0 om 1 1 t®m
= S lim DY(¢{) S (3.3.6)
jl:Il A([)l](fj) e—0+ (©)

ausgedriickt werden. Nach [50] verschwinden alle Matrixelemente (@] 73] (G)®--- 7l3] (Cam) |Po), fiir

die nicht
2m

> (a;—p;)=0 (33.7)
j=1
gilt. Als Konsequenz bedeutet dies, dass fiir nicht-verschwindende Matrixelemente die Anzahl der Pluszei-
chen bzw. Minuszeichen in den Sequenzen (c;) und () der oberen und unteren Indizes, welche mit |o |
bzw. |5~ | bezeichnet wird, identisch sind. Mit
T = (T1,. ., Tpy Tpil, - Tom) T € Loy :={1,....2m}, j=1,2,...,2m,
wobei die Zahlen in den Mengen {x1,...,2,} und {x,11,...,22,} paarweise verschieden sind, wird
durch
Bop, = {bp(x)|2m >x1 > 20> - > 2, > 1 <xpp1 < -+ < Topy <2m;p=0,...,2m}

mitby(x) =0, - 0, of ---0f o, -- -0, eineBasis zu diesem Unterraum gegeben. Es gilt

Tom Tpi1” Ty Toam "~ Tp
o — +, fallsje{x,...,xp},
77 1=, sonst,
by(x) = elgll e egmgj;’z , wobei

5 = + ., fallsjé{xpr1,...,22m} .
! — ,  sonst,

mit p = |a™|. Sei

(@0l Spur {71 (¢1) @ - @ T (G )b ()} |0)

5 1

(o] @0) T2 AL ()
Dichte-Matrixelemente dieser Form wurden fiir die Spin-1/2 X X Z-Kette bei endlicher Temperatur in [47]
berechnet. Fiir die Dichte-Matrix (3.3.4) folgt

DU (x| ¢) = (3.3.8)

m A3l gyl
DPl(g) = HAO & %?AO Sk S 59, (x) st lim Dl (z[¢)
j=1 Ay (&) by ()€ Bam o
= 3 5%, (x)St" D (z|€), (33.9)
by (@) € Bam
wobei
moal5le pyalEle
j=1 0 \SJj
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3.3. Dichte-Matrizen

Fiir ein gegebenes Dichte-Matrixelement der Form
[1]%m

ar - a ® T[l]a1 Ty m) | P
pl“ m (5):< ol 1 51(51) 57"(5 ) [%o) (3.3.11)

L (@0 [@0) T}, A6 (&)
ist der lokale Raum Spin-1, weshalb die Indizes drei verschiedene Werte, o, 5, € {+,0,—}, anneh-
men konnen. Die rechte Seite der Gleichung (3.3.11) kann durch Linearkombinationen der Koeffizienten
DPl( x| ¢) dargestellt werden, da Bo,, eine Basis des Unterraumes aller nicht-verschwindender Matrixele-
mente

(@) T () @ - T1E) (Gom) | @0)

ist. Mittels (3.2.11) konnen diese identifiziert werden. Ferner wird die Notation («) := (ozj);ﬁ:l, (8) =
(87)}=,, sowie ng(z) mito € {+,0,—} und () = (), () eingefiihrt. Dann gilt
ni(a) +no(a) +n_(a) =m, (3.3.12a)
n4(B8) +no(B) +n_(8) =m, (3.3.12b)
ni(B) —n-(8) —ny(a) +n(a) =0, (3.3.120)
sowie
2ny () + no(a) = 2n4(B) +no(B) (3.3.13)

wobei die letzte Beziehung aus (3.3.12) folgt, da fiir die oberen Indizes a;; und unteren Indizes 3; der
Matrix 7] (¢;) die Bedingung (3.3.7) fiir Matrixeintrige ungleich Null gelten muss.

3.3.1. ,Emptiness formation probability“

Die Wahrscheinlichkeit, einen String der Lénge m anzutreffen, dessen Spins auf den jeweiligen Gitterplit-
zen alle beziiglich derselben Vorzugsrichtung, hier die z-Achse, in positive Richtung zeigen, nennt man
»~emptiness formation probability* (EFP). Diese (inhomogene) m-Punkt-Korrelationsfunktion der Spin-s-
Kette wird im Folgenden durch

PP (&) = (e} - ent)
definiert und entspricht dem Element D[QS]:[ i(E) der Dichte-Matrix D?3I(¢). Mit (3.3.9) gilt per Kon-

struktion

Dl

ot [ 2006 - Dl + )

. 4+t
ey lim DML (¢) . (3.3.14)

1
et AE) ] &) e—0+
Liegt der feldfreie Fall vor, d.h. es existieren keine duB3eren magnetischen Felder, so gilt die Spinumkehr-
Symmetrie. In diesem Fall ist die Orientierung des betrachteten Strings beziiglich der z-Achse bedeutungs-
los,

DRIT gy = DRI T gy

3.3.2. Dichte-Matrix mit Alpha-Parameter

Nun soll die Dichte-Matrix fiir endliche Temperatur, duBeres Magnetfeld und zusitzlichen Parameter, der
im Folgenden Alpha-Parameter genannt wird, betrachtet werden. Wegen der Symmetrie der /R-Matrizen
(3.1.5a) und (3.1.5d),

{R[s’s](/\), oSz ® enSz} =0,

ldsst sich nicht nur ein duBeres Magnetfeld, z.B. durch k = 2 /T (vgl. (2.4.22)), sondern auch eine ,,ein-
seitige** Modifikation einfiihren. Dazu kann zum Beispiel eine linksseitige Modifikation durch Einschieben
des Operators

z ®Fk
(62an S ) ® ]1®(m+k) mit L =2k +m (3.3.15)

in Abhingigkeit des Alpha-Parameters, «, erzeugt werden. Dieser entspricht fiir die Spin-1/2-Kette dem
in [22] eingefiihrten Regularisierungsparameter.
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S
&

Abbildung 3.10.: Grafische Notation des zusitzlichen Operators €27 5"

Die dementsprechend modifizierten Monodromie-Matrizen werden durch
T(&j;a) = 25°T(g)) | T a) =5 T(g), (3.3.162)
TE (g5 ) i= 2o S Tl (g | TEI (&5 a) = e STl (g)) (3.3.16b)
gegeben. Die Transfer-Matrizen ergeben sich wie gewohnt durch Spurbilden iiber den Hilfsraum,
t(&; a) == Spur; {T;(& )} .
Somit ist die Verallgemeinerung von (3.3.3) durch

(@5 T(£) ©--- @ T(Em) [Po) (PG T(€1) @ -- @ T (&m) [Po)

D(&; o) = , D(&a) = - .
&) = e T, Ao () [ o) &) = g T, BolEy) o)
(3.3.17a)
D[QS] (5 a) — <q>8‘| Tl (51) Q& Tl (gm) |(I>0> , D[Qs] (5 a) _ <(I)8| T[S} (51) Q- & T[S} (fm) |CI)0>

(@I Ty AST(€5) |o)
(3.3.17b)

gegeben, wobei | @) der Eigenvektor beziiglich des betragsmifig grofiten Eigenwertes der a-deformierten

(@I Ty AST (&) o)

Transfer-Matrizen, Ao(&;; ) und Ags] (&;; a), ist. Hier wird vorausgesetzt, dass

(@G| ®o) #0
gilt.
M) M) M) M) M N M)
A
A A A
vy o ———>
61 émfl gm
A A A A N
fl m—1 fm
® ® I I I ® ®
vy 1 RN S
N\ N\ N\ N\ o Y N v
< = > < = »

Abbildung 3.11.: Grafische Notation der Dichte-Operatoren mit Alpha-Parameter multipliziert mit der
entsprechenden Zustandssumme und Normierungsfaktor der ,,Crossing*-Symmetrie.

Da fiir den Beweis (3.2.36) ein (lokales) Magnetfeld keinen Einfluss hat, gilt die Inversionsrelation ebenfalls
fiir die normierten Eigenwerte

Ao a) i= ¢ (A = )b (A +n)Ao(X; ), (3.3.18a)
AT @) == o= (A =206 (A — )b (A + n)ers (A + 2 AN (X @) - (3.3.18b)
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3.4. Fusion hoher-dimensionaler Spin-Darstellungen

Eigenschaften

Fiir die Dichte-Operatoren (3.3.17) gilt unverdndert weiterhin die
e Intertwining‘-Relation (2.6.12),

o Reduktionsbedingung:

Spurm {D (€1, .+ émia)} = D (E1s . Emria)) (3.3.19)
, 2ma s* o g@m-1\| _ (P1(E150) ®@T(§) ®--- @ T (&m) [Po)
Spun {6 (3 0 1)} = G T, Aot o
_ Ao(€1;0) (DF|T(&2) @ -+~ @T(Em) [Po)  Ao(&1; )

o = D (&,...,¢m;q) . (3.3.19b)
Ao(&1) (G122 Ao(&)) [Po) Ao(&1)
Fiir den Quotienten der Eigenwerte wird die Funktion
Ao(A; @)
A) = ———- 3.3.20
eingefiihrt. Obige Eigenschaften werden auch von den Dichte-Operatoren D!2#! (&1, &m; @) er-

fiillt. Es sind lediglich die Eigenwerte durch die Entsprechenden zu ersetzen.

e Asymptotik: Der Dichte-Operator DY) (&, ..., &,,; @) besitzt die Asymptotik
D[l] (61& cee 7£m—1; 05) ® exp (hTUZ)

lim DM(&, ... &) =

1
1 h o*
_ 71)[1] ooy Emo1; ® ( ) s 3.3.21
2 cosh (%) & Sm-1;) ® exp T ( @
Sz
5 D[Q](é.la"'vgm—l;a)@exp <2hT])
lim D[](§1,~-~>£m§a): 1]
Em—r00 lime,, oo Ay ' (€m)
1 2h S*

- - pA o) ® ( > . 3.3.21b
Feosh (28] 41 (&1 Em—1; Q) ® exp T ( )

Analoge Gleichungen gelten auch fiir £; — oo.

3.4. Fusion hoher-dimensionaler Spin-Darstellungen

Analog zu (3.1.3) lassen sich durch Verkettung fusionierter /R-Matrizen héher-dimensionale Spin-Darstel-
lungen konstruieren. Im Folgenden wird sich auf den isotropen Fall beschrinkt. Fiir die R-Matrix (3.1.8b)
gilt

T+ 22’RXXX[1,%](

— — 1 — (5[%]7(1@9%))75 slal0es) —q, - pBl = pl3l . @340

x)

T=—21
wobei die Operatoren P, s € {1/2,3/2}, die Projektionsoperatoren auf den Spin-s-Unterraum des Ten-
sorproduktraumes C* @ C? = VI @ V12 sind . Aus den Yang-Baxter-Gleichungen (3.1.4) folgen analog
zu (3.1.2) die Relationen

i S 1 S 3

plilpxxxlisal apxxxli=al 4 opplal (3.4.22)
3 s1,% S1, . 2

PZ[?’;]RXXXE 3 Hgyrxxxtntl gy 2z)P2[§] —0, (3.4.2b)

wobei s1, s3 € {1/2,1}. Das bedeutet, dass die R-Matrizen
s 1,
RXXX[llé 3](x)RXXX£23’ s (z + 2i)
den Raum V(3] @ Vlss] = @4 @ @2ss+1 beziehungsweise

RXXXF;@] (x)RXXX [15;,1] (z + 2i)

7ur Konstruktion der Matrix S[2/:(1®3) siehe Anhang E.1.3, ,,Spin-1-Projektionsoperatoren®.
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Kapitel 3. Fusion

den Raum Vsl @ viEl = gzt ®C* invariant lassen, wobei VI3 der zu Spin-3/2 gehorige Quadruplett-
Raum und V[  der zu Spin-1/2 gehorige Dublett-Raum ist. Mit diesen Eigenschaften und der YBG (3.1.4)
lasst sich zeigen, dass auch die zur Spin-3/2-Darstellung fusionierten R-Matrizen

RO R @) Sy REFV@ORIE @ 08y, G4
rExxl#d ) p >§ff;§3 A(@) =S(12) sRY S 4@ = 20RT ¥ (2) S 5y 5 » (343b)
RXXX[ %](x) = 34> 5) (z) =53 4) 5R<1 2) 5(517)73??2())(3 (3 4) (z+ 22’)57("3 4) 5> (3:4.3¢)
RO )~ R @) =S RIS - 2 REEN @)Shas. G430
RXXX[% %]( )= <12>3> (a5 6 (®) =Su2 3R(12><<45>6>($—22)R3<<45 o (@ )St” 5 (34.3¢)

die YBG (3.1.4) auch fir s; € {1/2,1,3/2}, j = 1,2, 3, erfiillen. Mit obigem Konstruktionsverfahren
gilt dies fiir beliebige Spin-Darstellungen. Die Schwierigkeit besteht jedoch darin, zu iiberpriifen, ob die
R-Matrizen Eigenschaften der Art (3.1.2) bzw. (3.4.2) besitzen. Nach [100] ist diese Eigenschaft aber ge-
wihrleistet, da die nach obigem Konstruktionsschema eingefiihrten fusionierten R-Matrizen sich als Sum-
me iiber Projektoren auf die Spin-Unterrdume zerlegen lassen.

o =2 | p—4i

14

14

Abbildung 3.12.: Grafische Darstellung der fusionierten R-Matrizen (3.4.3). Hierbei wurden die Relatio-
nen (3.4.2) verwendet, um die grafische Notation zu vereinfachen.
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3.4. Fusion hoher-dimensionaler Spin-Darstellungen

Mit den Verschachtelungen der links- und rechtsseitigen Symmetrisierer-Operatoren, (E.1.12) und (E.1.14),
welche fiir die Spin-s-Darstellung die Form

slsl.— glsl((s—3)®3) (S[S*%]v((5*1)®%) ® ]12) (S[Sfl]v((sf%)@é) ® 15@2)

...(S[” (393) g 1826~ 1)) (linksseitig), (3.4.42)
gl .= (gl (3e) ® 18267V (gl3].(183) g 1 $26- D1 t
L

.. (SS 2] \Ls 2 ®]12) (S[g] ((s=2 )®2)> (rechtsseitig) (3.4.4b)

bzw.
Sﬂ.“ 95 = S(((12)3)..25-1) 2s5(...((12) 3)..2s—2) 2s—1 * * * (1 2 351 2 (linksseitig), (3.4.4¢)
t
(SE ]2 2s> =S 25251 2)3° " Sé..(u 2) 3)...25—2) 257152..,«1 2) 3)...25—1) 2s (rechtsseitig) (3.4.4d)

annehmen, fiihrt obiges Konstruktionsverfahren fiir beliebige Darstellungen zum Spin s auf folgende R-
Matrizen:

RXXX[E’}() Rl ((23)4) 2s+1)(x)

f\

t
2001 HRﬁ;’i)f 2 +2i(2s = k)| (S5} 0 (3450

RXXX[S@}( )= RXXgm 3)... 25) 2511 (%)

t
= St} H RS (@ = 2025 = ) | (81h,) (3.4.5b)
fssl
RXXX (z) = Rf“iﬁ 2) 3)... 25) (...((2s+1 25+2) 25+3)... 45) (z)
s t
= 5P o IT R T ost1 2652 2648)... a5y (@ = 2i(k = 1)) (5£ b 25)
k=1

2s t
= SHQS 2425 4s H Rfoiﬁ 2) 3)... 2s) kpas (@ + 2i(2s — k)) (Suzs 2425 4s>
k=1
[5] [5] 2e s XXX ( [s] b ( qls) i
= Sl 2.t 25514—23 242s--- 4s H H R] k+29 T+ 27’(] - k)) (Sl+2s 2+42s--- 4s> (Sl 2. 23) .
k=15=1

(3.4.5¢)

3.4.1. Bethe-Ansatz-Lésungen

Allgemein lisst sich die Monodromie-Matrix mit Quantenraum (CQS“)@N (Tensorproduktraum N-vieler
Spin-s-Linien) und Hilfsraum C2**! (korrespondierend zum Spin-k-Raum) wie folgt einfiihren:

T (A) = exp <2hST(k)> REI 4210k — 1) - D)REH T2\ ai— 1))

N N—-1la N
CRE O Lok — 1) - Dyr B\ g o1 3.4.6
az( + Z( ) N) 1a ( N Z( ))7 ( )

wobei S?(k) der zugehorige Spin-Operator der Spin-k-Darstellung in z-Richtung ist. Mit den Uberlegun-
gen in Kapitel 3.2, ,,.Bethe-Ansatz-Losungen*, kann die Monodromie-Matrix T 153k analog zu (3.2.3) in
folgender Form dargestellt werden;

. i3 ‘ t
T ey W = SE T ik - 1) ik 1) (58.5) . G4
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Kapitel 3. Fusion

RNy )

%y%

!

Abbildung 3.13.: Grafische Darstellung der fusionierten R-Matrix (3.4.5c), wobei entsprechende Inva-
rianzbedingungen beziiglich hoher-dimensionaler Spin-Darstellungen vorausgesetzt wur-
den.

Die zugehorigen Transfer-Matrizen sind wieder durch die Spur der Monodromie-Matrix beziiglich des
Hilfsraumes,

£ () = spur, {714 ()} (348)

definiert. Der betragsmiBig grofite Eigenwert wird mit A%S;k] (M) bezeichnet. Kompatibel zu (3.2.34) werden
anders normierte Transfer-Matrizen, definiert durch

Tl = gy A+ (25 + 1)i) 6 (A — (25 + 1)i) I3 ()) (3.4.9)
und allgemein fiir k£ > 1
2k—1
TERQ) = ] 6+ A +2i(s+k—p))o— (A= 2i(s — k+1+p)) T, (3.4.10)
p=0

eingefiihrt IV. Nach den Ergebnissen der Fusionshierarchie von [100] sind die Eigenwerte der Transfer-
Matrizen durch

Ay =30 @)+ 5P @), A @) =S 3 @) k> 1, (3.4.11)
o B P
o) = I X @+is-5) -0 M (@ —i2s—4)-1),

VDiese Monodromie-Matrizen entsprechen der Definition in [100].
Fiir die Eigenwerte der Transfer-Matrix gilt Spur{'f'[S;k] (M)} = Tar(N), welche hier mit Ao (A) bezeichnet werden.
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3.4. Fusion hoher-dimensionaler Spin-Darstellungen

)y ey @2 (= i(2s — 1)) gl +20)
R (@)= AT @)=y GrlaTi@TY) @)
X(%)(x) B a(s)(x)Q(m — 21) _ ok (z+i(2s — 1)) g(x — 29)

¢

q(x) ¢-(z—i(2s+1)) q(x)

gegeben, wobei die Funktionen a*) () und d*)(z) die Pseudovakuum-Erwartungswerte sind.

Die Bethe-Ansatz-Gleichungen sind durch
M)

)

gegeben, wobei {xi|k = 1,..., M} die Menge aller Bethe-Ansatz-Zahlen ist. Analog zu (4.1.7) werden

die Funktionen

= —1Va; € {z}L, (3.4.12)

1

g IR 1
A ()
eingefiihrt. Die Eigenwerte der zugehorigen Transfer-Matrizen beziiglich der umnormierten Monodromie-
Matrizen (3.4.10) sind dann durch

A (2) =14 a¥) (2) ,ﬁ(s)(az) =1+a%(z) (3.4.13)

2k—1
Aoi(z) = AFM(@) = AT @) | [T oz +2i(s + k — §)o—(z — 2i(s —k+j +1)))| (34.14)
j=0
gegeben. Explizit folgt
) . 2k
M) = 2D @ 2B @), Ag(e) = SN @) k=1, (3.4.15)
1=0
2%k—1—1 (3 -1 ()
AV @)= T A @i —5) = ) [[ M (@ —i(20s = ) = 1) .
5=0 j=0
3 h . . +2i
26 w10 = e Fo (o - it2s = o (o - itas 1) 1L,
AB) (@) i b (a4 i(25 — 1))y (o + (25 + 1))W
Die Funktionen )\l(k) (x) entsprechen denen in [100]V. Die Eigenwerte erfiillen die Funktionalgleichung
Ao (x + ) Aog(z — i) = for(x; ) + Aop—1(2) Aoy (), (3.4.16)

wobei die Funktionen fax () durch

2k
for(@) =[] [ ¢o(@+ic(2(k = s = j) + 1)po (2 + io(2(s — k + j) + 1))

j=lo=%
und Ao = 1 definiert sind. Analog zu [73] werden (2s — 1)-viele Hilfsfunktionen yo (z) durch
L AQk_l(l')AQIH_l(.CE) 1 1

= k==,1,...,s — = 4.17
ka(l‘) fgk(l‘) ) 97 S 9 (3 )
definiert. Wegen (3.4.16) gilt
Ao (x4 9)Agp(x — i
L+ yor(z) = 21 ( fzk);(;)k( ) (3.4.18)
Daraus folgt
A ) A -1
1+ y5t(z) = 26(@ + Dhsile —4) (3.4.19)

Aog—1(2)Agkt1(z)
Die Eigenwerte Ao (x) werden in [100] iiber nichtlineare Integralgleichungen bestimmt. Nach Gleichung
(18) in [100] erfiillen die Hilfsfunktionen (3.4.17) folgende Funktionalgleichungen:
, . 1
Yok (x — Dy (x + 1) = Yop_1(2)Yor11(x) .k = 3 1,...,8—1, (3.4.20)

VDie hier gewihlte Notation weicht von der in [100] ab. Diese Funktionen sind durch )\gikl) (z) in Gleichung (16) in [100]
definiert.
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Kapitel 3. Fusion

wobei yg := 0. Auflerdem gilt
14y (z) = A (@ + A (@ — 0) . (3.4.21)

3.4.2. Dichte-Matrizen

Analog zu (3.3.4) lisst sich die Dichte-Matrix
(Do| TE#I(&1) @ -+ @ TI9(&,y,) | Do)

D[23;2s] (E) — . (3.4.22)
(@o] [Ty AT (&) |®0)
durch
pia gy - I T Al g —iees - - 1) (s1)°"
17, Al(e))
t\ ®m
DRsU(g, —i(2s —1),..., 64025 —1),..., & —i(25 — 1),..., Em 4+ (25 — 1)) ((5[51) )
(3.4.23)
darstellen, wobei
D[QS;%](E) _ (Do T[s;k](gl) ® - ®7’[s;k](§m) |®o) (3.4.24)

(Dol TT7; AG7(E)) |@o)

ist. Da die Dichte-Matrix von der Normierung der Monodromie-Matrix unabhéngig ist, gilt dementspre-
chend

I T2 AL (6 —ia(s — 1) 1) T TE A (6 — i(2(s — R) — 1)
H;nzl ABS;S] (&5) L= Aas(&5)
Mittels (3.4.19) lésst sich der Normierungsfaktor durch Kombinationen der in (3.4.17) definierten Hilfs-
funktionen umschreiben. Es gilt

T A (& —i(2(s — k) — m 2s5—12s—1
e H’."(ngs(S)( — :.H H H Ly (& —i(2(s —k) = (- 1)) -

AnschlieBendes Anwenden der Funktionalgleichung (3.4.20) fiihrt zu dem einfacheren Ausdruck

H [T (1 + (& —2i(s — k)))

yzs—l(fj) |
weshalb
m 2s5—1
plzs2s gy — TT Himr (A4 91(85 = 2i(s —K))) ()&
(5) ]1:[1 y25—1(£]) ( )
\ ®m
D (g —i(25 — 1), ..., 6 +i(25 — 1),..., & —i(25 — 1),..., & + (25 — 1)) ((S[s]) >

(3.4.25)
folgt. Die Matrixeintrige des Operators

D[Qs;Qs] (5)
j=1

[H Ags (5])

sind Polynome vom Grad (2s V) in den Spektralparametern &;.
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Nichtlineare Integralgleichungen

Gesucht sind nichtlineare Integralgleichungen von Hilfsfunktionen, iiber die im thermodynamischen Limes
der fithrende Eigenwert der Quantentransfer-Matrix Ag] (z), siehe (3.2.24), angegeben werden kann. Mit-
tels des Eigenwertes kann nach (4.1.30) die Freie Energie pro Gitterplatz und somit die Thermodynamik
des Modells bestimmt werden. Die Konstruktion der nichtlinearen Integralgleichungen wird im néchsten
Unterkapitel diskutiert.

In den darauffolgenden Abschnitten werden mit der im ersten Abschnitt vorgestellten Methode Integral-
gleichungen fiir Eigenwerte von Quantentransfer-Matrizen mit modifiziertem Quantenraum hergeleitet.
Diese Modifizierung besteht darin, zusitzliche Raume mit speziellem Spektralparameter in den Quanten-
raum hinzuzufiigen. In Kapitel 6, ,,Der X X X-Dichte-Operator bei endlicher Temperatur®, und in Anhang
C, ,,Zusammenhang zwischen der w-Funktion und dem Eigenwert (4.3.6b)*, wird der Zusammenhang die-
ser modifizierten Eigenwerte mit bedeutsamen Zweipunkt-Korrelationsfunktionen hergestellt, welche ge-
wisse Eigenschaften des zugrunde liegenden Modells beschreiben.

4.1. Nichtlineare Integralgleichungen fur die Spin-1 X X Z-Kette
Die Vorgehensweise der Konstruktion der Integralgleichungen folgt analog zu den Arbeiten von J. Suzuki

[100] und [101] bzw. zu den beiden Arbeiten [2] und [90].

4.1.1. Hilfsfunktionen

Als Normierung der betragsmifig grofiten Eigenwerte der Quantentransfer-Matrizen wird anstatt (3.2.21)
und (3.2.24) die Form (3.2.35) in Anlehnung an die Arbeiten [2] und [90] gewaihlt. Mit

4+ 3
M(@) = e 2Fp_ (- 2n) py (x — 1) p— (x — 1) b (2) ‘M , (4.1.1a)
Nal@) = 6 (& — ) by () 6 (&) 6 (a4 ) LT 2N 2 (2= 57) (4.1.1b)

q
g(z+3)q(x—3)
q(z

3
Male) = o (@) by (a4 m) b (2 + 1) by (2 + 2m) LE— 2 @110

a(z+3)
gilt
Ag(z) = A (@) = M(@) + Xa(@) + As() . (4.1.2)
Als geeignete Hilfsfunktionen zeigen sich die Funktionen
_ M@+ (@) ~

b(x):= e , B(zr):=1+0b(z), (4.1.3a)

= A(z)+ A3 () = —

b(x):= Tan@ B(r):=1+b(x), (4.1.3b)

A1 () As () ’
wobei wegen (4.1.2) die Hilfsfunktion y(x) per Konstruktion den zu berechnenden Eigenwert A([)H (z) ent-
hilt,

y(x) = (4.1.4)

wobei

fx):=¢1(x—n)o_(z—2n) ¢y (x+2n) b (x+n) .

Unter anderem folgen die niitzlichen Relationen

) = e 3% ¢ (x) ¢ (x —1n) q(z+ 3n) 0
b(z) = by (x+2n) ¢ (x4+n) oy (x+n)d_ () q(z—3 Al( ) ) (4.1.52)
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Kapitel 4. Nichtlineare Integralgleichungen

. 5 O+ (2 +1) $— (x) q(z—3n) 77
b(x) =e3T 27 A =) . 4.1.5b
@ = e e e @ =M™ 1 2) (150
Weiterhin werden die folgenden Identitéten erfiillt:
oy (@ +0) 0 (1) 04 (+2) 0 o+ 1) L2 )
A (z) = X qq(x )~ : (4.1.6a)
€T g (x =) 9 (2 = 20) ¢4 (¢) - (v =) L=y B ()
y(:t—ﬁ—g)y(x—g):%(x—i—g)g x—%) (4.1.6b)
Mit
_d@) fysinh(@—ak+n) _ su i (z—3) ¢ (z—5n) g(z+n)
a(z) = a(x) kl;[lsinh(xkafn) —° o— (x+ 1) o4 (m-i—%n) q(z —n)° (4.1.72)
a(z) = a(lx) LA(x) =14 a(z), Az) =1+ a(x) = i[((xx)) (4.1.7b)
und den Normierungen (3.2.35) gelten die weiteren Identitéiten
[3] (5]
o Mle—-DHAE+3) A (- 3)A (+5)
1+y (l') = AQ(LU) - A([)l] (ZE)
A+ DA -3 A+ HA - D)
= B (1) = B ) , (4.1.8a)
und
i} _n
Y (z) = M (z+3)M(@—3) A + DAz — 1) = b(2)b(z) . (4.1.8b)

f(x) 2
Ziel ist nun fiir die Hilfsfunktionen y(z), b(x) und b(z) Integralgleichungen herzuleiten.
4.1.2. Herleitung der nichtlinearen Integralgleichungen
Da Ao(z) in der Néhe der reellen Achse analytisch ist, gilt nach dem Cauchy-Theorem
0= 7{ da In [Ag(x)]” e*7 — / da In [Ag(x)]” €+ + / de In [As(z)]" e | 4.1.9)
Ce C1 Ca

wobei die Kontur C. = C; +C» mit Cy entlang der reellen Achse um —ie und C; entgegengesetzt der reellen
Achse und um +:z¢ verschoben, so wie in Abbildung 4.1, gewéhlt ist.

1R
A
Cl 1€
i =<
—R
oo oo »
—i€ Cy

Abbildung 4.1.: Die Kontur C, = C; + Cs.

Die Fourier-Transformierte der zweifachen logarithmischen Ableitung entlang der Konturen C; und Co
einer Funktion f wird im Folgenden durch

Lf'(k):= [ dx In[f(x)]"e*  bzw.durch  Lf"(k):= | dz In[f(z)]"e**  (4.1.10)
C1 C2
definiert. Weiterhin soll mit
i(z) :—q<$+g> 4.1.11)
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4.1. Nichtlineare Integralgleichungen fiir die Spin-1 X X Z-Kette

die Funktion () eingefiihrt werden, deren Nullstellen somit auch fiir kleine Werte von - nicht in der Nihe

der reellen Achse liegen sollen.

Im Im
T T
************** 2 e
777777777777777777777777777 T n
2 2
77777777777777777777777777 7
n
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, 5
Re Re
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, _n
2
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, _
n_r
”””””””””””””” 2 2
O A T
2 2

Abbildung 4.2.: Nullstellen der Funktionen ¢ (links) und G(x) (rechts).

Die im-Periodizitit der Funktion ¢(z) wird ausgenutzt, um die Imaginirteile der Argumente negativ zu

wihlen. Somit ist namlich

C1
dx ln g (a: + 7777 _l:) thr — [e@'y_%)k — e<%_%)k} ﬁ(k)
Ca q (x -2 7)
Demnach gilt nach (4.1.6a)
LAY (k) = L/t\,”(k) + LB (k) + [e(%—%)’“ — e(%—%v)k} L§"(k), (4.1.12a)
LAY(k) = Lty (k) + LB (k) + [e(F= 8k — B3] L (k) (4.1.12b)
wobei
Lt (k) = [ de oy (v 4+0) 6 (2) 64 (2 +2m) & (v +n)]" €™,
C1
L) = [ do Infor @ =)o (@ = 20) 64 (@) 0 (a =)™
Addieren beider Seiten und Benutzen der Relation (4.1.9) fiihrt zu
O R F e 1 ‘ imy 1" ‘
dr In M ethr dx In 7] o ) etk
(i jz+3-%) T+ 3 )
B S S S S ] ~ D(k) + LT (k) + ZB7(h).
Dabei ist
D(k) = Lt," (k) + Lt_" (k)
Mit der Identitét
—k(z—(n+1)m)
dz In[sinh(z — iz)]" e = Wke‘ — ,TeR, 0<Z—nr <, (4.1.13)
s sinh (k)
folgt
h(2k k k
D) = aNa PR GR) <(2u 4 ) > sinh ((w —29) ) k. (4.1.14)
sinh (%k) 2 2
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Kapitel 4. Nichtlineare Integralgleichungen

Es ergibt sich somit
ﬁ(k) B Lgﬂ(kz) + E/S\W’(k;) N cosh ((2u + ) %)
1 ~ 4cosh (k) sinh ((7 — 27)%) sinh (k)
Als Nichstes soll Gleichung (4.1.8b) benutzt werden, um die zweite logarithmische Ableitung der Fourier-

Transformierten des Eigenwertes Aj(x) durch die Hilfsfunktion Y (x) auszudriicken. Da A;(x) innerhalb
S ein konstantes asymptotisches Verhalten besitzt, polstellen- sowie nullstellenfrei ist, gilt fiir Magnetfelder

h+#0
/dx ln{Al(x-kg) ethe = e3 /dx In[A; (z)]" e,
/dx In A1 (.’Jc - g)}// etk — =3 /dm In [A4 (:U)}" etk

N7 k. (4.1.15)

/’ ikz _ Q o ﬂ ” ikx
:>2cosh /d;v In[A —/d:r: In [Al (x+2)A1 (ac 2)} e
fiir eine Kontur innerhalb S, woraus
2 cosh (%k) LA (k) = LY"(k) + Lf" (k) (4.1.16)
folgt. Dabei ist Lf" (k) durch
— 2N k k
Lf" = h{(2 — h — — 4.1.1
1" (k) S (2F) cos (( u+) 2) cos ((7‘(‘ 37) 2> k (4.1.17)

gegeben. Fiir die Fourier-Transformierten von b(z) und b(z) ergeben sich die Integralgleichungen

cosh ((2u+1) &) N7k (4.1.18a)

Lo/ (k) = —G(k) [L/‘)?/ (k) + E/‘)\N’(k)} + Go(R) LY (k) +

cosh (3 k)
L6 (k) = G(k [LSB k) + LB k} +G Y (k) — <2 2) Npk,  (4.1.18b)
(k) (k) (k) (k) 2(—k)LY" (k) cosh (ZF) m
mit
Ay sinh ((m — 37) g) . e 3k
Gh) = 2cosh (k) sinh ((m — 2v) &)  Ga(k) = 2cosh (k) (4.1.18)

Die nichtlineare Integralgleichung fiir die Fourier-Transformierte der zweifachen logarithmischen Ablei-
tung der Hilfsfunktion y(x) ldsst sich mit den Ergebnissen (4.1.12) bestimmen. Multipliziert man passende
Faktoren daran, z. B. exp(—v/2 k) zur Gleichung (4.1.18a) und — exp(~y/2 k) zur Gleichung (4.1.18b),
und addiert beide Gleichungen, lisst sich das Funktional W (k) eliminieren. Man erhilt

e3P LB (k) — 3" LB (k ), eIt (k) — 3R Lt (k)

LAY (k) = 4.1.19
2(k) 2cosh (k) 2cosh (k) ( )
Folglich ergibt sich wegen (4.1.4) die Integralgleichung
— 71]{“[/7 _ 3k " ~ —— ~ —
Ty = BB (k) — e L%7(k) _ Go(—k)LB" (k) — Go (k)LD (k) . (4.1.20)

2cosh (3k)
Im Vergleich zu den Arbeiten [2] und [90] besteht ein Unterschied in dem Fourier-transformierten Inte-
gralgleichungs-System lediglich in den Inhomogenititen, die im Folgenden als die sogenannten ,,Driving*-
Terme bezeichnet werden. In diese flieBen offensichtlich die Randbedingungen des Modells ein. Die Fourier-
Riicktransformierte des in (4.1.18) vorkommenden ,,Driving“‘-Terms kann wie folgt berechnet werden:

U /oo dk cosh ( 2u+y)§)k e N 8/°° " sinh ((2u +7) £) o—ika

cosh (3k) c 271 Ou cosh (Zk)
o bz )] emlaieos( )]
21y Ou J_ oo cosh (q)

wobei hier die Substitution ¢ = /2 k gewihlt worden ist. Da

/oo p ety B T
Y cosh(y)  cosh (Zz)
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gilt, folgt nach Ausfiihren der Ableitung bzgl. u
N | cosh ( (x — w)) cosh ( (x + zu)) _ Jsin(29) 92 tanh (21 (x + zu))
T2y sinh? ( (x — Zu)) sinh? ( (x+ zu)) 2ruT  Ox? [tanh ( (x— zu))
wobei nach (3.2.19) N durch v ausgedriickt wurde. Verwendet man anstelle der Definition (3.2.17) die

inhomogene Verallgemeinerung (3.2.30), so dndert sich der Ausdruck in

N2 g tanh( ,Y(a:fumfi))
I_Zaﬁ [ tanh(ﬂ(m—uﬁﬁ-i)) ] .

Obige Rechnungen lassen sich im Wesentlichen fiir den inhomogenen Fall analog durchfiihren, da die
Inhomogenisierung sich nur auf die ,,Driving“-Terme auswirkt. Anwenden der Fourier-Riicktransformation
zum Ortsraum, zweifaches Integrieren beziiglich der Ortsvariablen und anschlieBendes Durchfiihren des
Trotter-Limes, N — oo oder v — 0, der Gleichungen (4.1.18) und (4.1.20) fiihrt zu folgenden nichtlinearen
Integralgleichungen:

Inb(z / dr' G(xz — 2’ —ie) In B (2" + ie) / dr’ G(x — 2’ +ie) In B (2" — ie)

J 2
+/ dz’ Go(z — 2’ +ie)InY (2’ — i) —iw
oo T~y sinh (gm)

Inb(z) = 7/ dr’ G(x — 2’ —i€e) In B (2’ + ie) +/ do' G(x — o' +ie) InB (2’ — ie)

+cp (4.1.21a)

oo 3 2
+/ dx’ Go(z' — x + i) lnY(x’—i—ie)—i—iJﬂ'Sl—n(’Y) + ¢, (4.1.21b)
—00 T~ sinh (%x)
Iny(x / dx’ Go(z' — x + ie) In B(z' + i)
+ / dz’ Go(x — 2’ +i€e) InB(z' —ie) + ¢, , (4.1.21¢)
mit
oo inh ((7 — 37) & ;
Glz) = / dh ___sib((m=31)5) ke (4.1.222)
—c0 27 2cosh (Fk) sinh ((m — 27) 5)
* dk ek - i
Gao(z) = / e ke Y (4.1.22b)
—oo 2m 2cosh (3k) 2vsinh (337)

Dabei sind ¢y, ¢ und ¢, Integrationskonstanten, welche tiber die Asymptoten der Hilfsfunktionen bestimmt
werden konnen

4.1.3. Integrationskonstanten

Der Vergleich beider Seiten von (4.1.21) im asymptotischen Grenzfall (z — Fo0) liefert die zugehorigen
Integrationskonstanten. Dabei ldsst sich mit

SINh(@ + 1) _ isgn@)wi-v) g € R

z—+oo sinh(z + iys)

die Asymptoten der in (4.1.3) eingefiihrten Hilfsfunktionen leicht bestimmen. Es folgt fiir die Hilfsfunktio-

nen b(x), b(x) und y(z) folgende Asymptoten:

. 2k 2ok . w _ 2h

s = () =t (),
_Qﬂ _oh

xEI:?ooy() THlte .

Die Asymptoten der Funktionen B(z), B(x) und Y (z) konnen durch die Asymptoten der Funktionen
b(x), b(z) und y(x) ausgedriickt werden.

lim B (z) =e 2f lim y(z), lim B (z) =2t lim y(z),

T—F o0 r—+0o0 T—F o0 r—Foo
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z—rtoo e 57T lim b (z).
r—+oo

ST lim b3(2),
lim Y (x)= podeo

Mit den Nullmoden der Integrationskerne

ergeben sich die Integrationskonstanten zu

h _h oo
Tr—2y ’Cﬁifﬂ—?y ’
wobei die ,,Driving““-Terme im asymptotischen Limes verschwinden. Aus konventionellen Griinden werden
die verschobenen Funktionen

cy=0,cp =— (4.1.23)

be(x):=1b (x + % - ie) , Be(z):=1+0b(x) , (4.1.242)
b.(z) =1 (1: - % + ie) , B (z):=1+b.(z) (4.1.24b)

eingefiihrt. Mit der Matrixkonvolution
(kxg). - Z/ de' Koy — )gy(a')

lasst sich obiges Integralgleichungs-System in folgender Matrixschreibweise

Iny(x) 0 InY(x)
Inbe(z) | = | Ap(z) | + K+ | InB(2) (4.1.25)
Inb(z) Ag(x) In B ()
darstellen, wobei
. h h =
Ap(A) :=d(u, N —ie) + T2 7 Ag(N) == d(u, A+ i€) — T2 n (4.1.262)
d(u, ) = — 2750 (4.1.26b)
T~ cosh %)\)
Die Kernmatrix ist durch
Kyy(r) Kyola) Kg() 0 K(x + ie) K(x — ie)
K(z) = lgby(x) lgbb(:c) l?bg(:c) = | K(z — ie) G(z) Gz +i(y — 2¢))
Ks, (@) Kgo(2) Kip(2) Kz +ie) —G(x—i(y— 2¢)) G(x)
(4.1.27)
mit
_ 1 > dk sinh ((m — 3v) &) ik
Kle) = 2+ cosh ( ) ’ Gla) = /ﬂo 27 2 cosh (k) sinh ((r — 27) &) ‘
gegeben.
4.1.4. Eigenwerte
Aus Gleichung (4.1.16) beziehungsweise (4.1.4) folgen die Darstellungen
[3] / B { [¢-($’+U)¢+(I’—n)]}
InAy® dr’' K(z —2'){InY (2') +In o (@ =) by (@ 1) + konst.,  (4.1.28a)
1 — ¢r(z =)o (z +n)]
InAy'(z) =lny(z) +1n [(b(x B gy (4.1.28b)

fiir die betragsmiBig groBten Eigenwerte der Quantentransfer-Matrizen. Mit der letzten Gleichung sind die
globalen thermodynamischen Eigenschaften zuginglich.
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4.1.5. Freie Energie

Nach (2.4.17) folgt fiir die Freie Energie pro Gitterplatz der Ausdruck

f==T lim_lim (Al @) = -7 lim <lny(m) + lim In ng - Ziig i Z;D (4.1.29)
unter Beachtung des richtigen Normierungsfaktors nach (4.1.4) und (3.2.35). Mit
J sin(27)
T
wegen (3.2.19) und dem nacheinander Ausfiihren der Limites © — O und x — 0 ist

N:

— _ 2 _ ;
f=—4Jcos*(v) Till)%lny(x)

00 / 0o " /
— 4Jcos?(y) — T / dz’ InB(z') + / dz’ InB(z') . (4.1.30)
—o0 27 cosh ((w’ — i€) %) —o0 27 cosh ((x’ + ie) %)

Mit (4.1.30) lassen sich physikalisch interessante thermodynamische GréBen, wie zum Beispiel die Innere
Energie pro Gitterplatz oder die Magnetisierung pro Gitterplatz, berechnen.

Innere Energie pro Gitterplatz

Die Innere Energie pro Gitterplatz

Spur {HXXZeXp (—H)}XZ)}

e:= ,
L Spur {exp (— HXTXZ ) }
lédsst sich mit
9 ([
— 72~ (L 4.1.31
¢ aT (T) 4.1.31)
iiber die Freie Energie bestimmen. Fiir die Spin-1 X X Z-Kette ist die Innere Energie durch

o] 1 T2 1 . /
e = —4.J cos*(y) +/ dx’ Or n_? (;f )
—o0 27 cosh ((a;’ — i€) %) 1+b (2')

o 1 T207 Inb, (2’

+ / dx’ Tfn_l (')

—oo 27y cosh ((x’ + ie) g) 1+06. (2)

gegeben. Dabei konnen die Funktionen 7297b.(x) und T207b.(x) iiber die Integralgleichungen (4.1.25)
angegeben werden. Es gilt

(4.1.32)

T2 In
T?0rIny 0 21[_@711}
T20rInb. | (z) = | —TAp(z) | + K+ | HTH2E | (2) (4.1.33)
T207r1nb, fTAE(x) Tzazihjlbe

1+b.

wobei hier 207 Ay (2) = —T'Ay(x) und 7?07 Ag(x) = —TAg(x) ausgenutzt wurden.

Magnetisierung pro Gitterplatz

Die Magnetisierung pro Gitterplatz

SZ

lasst sich aus der Freien Energie pro Gitterplatz f mittels
_of
oh
bestimmen. Aus (4.1.30) ergibt sich fiir die Magnetisierung folgende Integralgleichung:

m(h,T) = (4.1.34)
m(h,T) =T }13% Op Iny(x)
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1 TOpInb.(z) 1 TopInb,(z")
/ dx’ _1 / dx’ — .
27 cosh ((x —i€) = ) 1+ b, 27 cosh ((az +i€) X ) 1+b. (2)
(4.1.35)

Uber (4.1.25) konnen die partiellen logarithmischen Ableitungen der Hilfsfunktionen y(x), b, () und b (z)
durch lineare Integralgleichungen bestimmt werden. Diese lauten

TOp In
TOpIny 0 :ﬁ
TopInb | (v) = zf,ﬂ + K x 1+hbfn—f (z) . (4.1.36)
T, Inb, — 5 T Inb.
L 145,

4.1.6. Die Hilfsfunktionen § und f

Nun werden alternative Hilfsfunktionen f.(z), §.(z) und f.(z), §.(x) eingefiihrt, die folgendermalen iiber
die Hilfsfunktionen b, () und b (x) definiert sind:

1 1
fe(z) == bz —nt2i) b(e—Itid) s Fe(@) =1+ (2), (4.1.37a)
fe(x) = = ! == 1 . Fel@) =1+F(2). (4.1.37b)

be (x+n—2ie)  b(x+ I —ic)
Einsetzen der Argumente x — 17— 2ie bzw. x+n+ 2ie in (4.1.25) liefert unter Benutzung der obengenannten
Definitionen fiir die Funktionen f(x) und f, () die Integralgleichungen

Inf. (2 / do' Ky (z — 2') InBe(z / iz’ Kez(z — o) InBo(2)
+ / da' K py(z — o) InY_(2') + Ag(z) (4.1.38a)

I}, (x / d' Reo(x — 2/) In B, (2 / iz’ K z(z — o) InBo(z)
/ a2’ Kz, (x — &) Yy (2') + Ag(x) . (4.1.38b)

Dabei ist der Integrations-Kern ICij( 2) durch die Matrix in (4.1.25) bis auf K #y(x) und Ié?y(x), welche
explizit durch Ky, () == K (z — 2 + ie) bzw. K?y(m) = K (z 4 % — ie) definiert sind, gegeben. Die
Funktionen Y, (x) bezeichnen die verschobenen Funktionen Y4 (x) := Y (x + ), welche jedoch nicht
iiber (4.1.25), aufgrund der Singularitit der Kern-Funktion, bestimmt werden kénnen. Daher werden die
Gleichungen

Inyy(xz) = InBe(x + ie) + / dz’ Kyp (x — ' + g) In B (z)
—i—/oo dz’lﬁf(z—x’—l—ﬂ)lng (z) (4.1.39a)
- 5 5 . , 1.
Iny_(z) = InB(x —ie) + / dx’ léyb (x —a - g) In B (z)

> I _ /_ﬂ %Y /
+[mdm Ke (m x 2)ln%€(1:) (4.1.39b)

benotigt. Diese lassen sich aus (4.1.25) und mittels Verwenden des Residuensatzes der Funktionentheorie
herleiten. Ferner gelten offenbar folgende niitzliche Relationen zwischen den Hilfsfunktionen:

1 _ ?o(ﬂf) 1 B So()
Aw+n) B+3) Az—n B-13) (4.1.40)

4.1.7. Der Nulltemperatur-Limes

Dank der Integraldarstellungen (4.1.25) und (4.1.38) lésst sich der Limes 7" — 0 (bei verschwindendem
Magnetfeld) bestimmen: Da im Limes 7' — 0 der ,,Driving*-Term in den Ausdriicken fiir b.(\) und b.(\)
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bzw. fiir f.(\) und . ()\) gegen minus unendlich geht, folgt, dass
%11130 be(N) = %1£n>0 be(N) =0= 7lﬂli)noy()\) =1, %13101/()\) =2, 11“1£n>0 fe(A) = %% f(A) =0 (4.1.41)

nahe oberhalb bzw. nahe unterhalb der reellen Achse gilt. Folglich konvergiert y(\ 4 1/2) gegen 1. Somit
folgt mit (4.1.8b) und (4.1.40)

1 1
lim lim ———— =1, lim lim ——— =1, (4.1.42a)
T—0h—0 A(x + 1) T—0 h—0 A(z — 1)
1 1 1
lim lim —— = =, lim lim = =—. (4.1.42b)
T—0h—0 A(x) 2 T—0h—0A(x) 2
Im Nulltemperatur-Limes ergibt sich aus der Inneren Energie e die Grundzustandsenergie. Diese lautet
lim e = —4.J cos?(7) . (4.1.43)
T—0

4.1.8. Der X X X-Limes

Werden die Argumente z, z’ zu Z/2 und %'+ /2 umskaliert, folgen aus (4.1.25) im X X X-Limes, v — 0,
die Integralgleichungen (11) und (12) in [100]. Fiir £ und 2’ wird wieder nur z bzw. z’ geschrieben. Diese
lauten

Iny(x) 0 InY(x)
Inbe(x) | = [ Ap(x) | + K% [ InDBe(z) | (4.1.44)
In be(z) Ag(x) In B (z)
wobei die ,,Driving““~-Terme folgende Form annehmen:
h h 2Jm
A =d —ié&) — =, A-(\) :=d i€)+—, d =———". 414
o(A) (u, \ — i€) T =(\) (u, A+ i€) + T (u, \) Teosh (2) ( 5a)
Die Kernmatrix ist durch
0 K(x + i€) K(x — i€)
K(z) = | K(x — i€) F(x) —F(x+2i(1-¢)| . (4.1.46)
K(z+i€) —F(x—2i(1—¢)) F(x)
1 < dk e M,
S F — o 2 —ikx
Kz) 4cosh (5z) (@) /_Oo 27 QCosh(k:)e ’
gegeben'. Die Funktion F'(x) ldsst sich mittels der Digamma-Funktion,
U(x) := gln(f‘(ac)), I'(z) := /t”’fleftdt,
x
0

F(z) = ;r{‘y (—ix) + U (jlx) — v (; - jlx) v <; + ix)} : (4.1.47)

Eigenwerte

Im X X X-Limes sind die betragsmiflig grofiten Eigenwerte der Quantentransfer-Matrizen durch

[%] _ o / _ n o n ¢— ($/+2i) ¢+ (.I'/*2i)
il = [ e =) {my @) on |G

] }+ konst., (4.1.48a)

— %)é_(z + 2)
A (@) = ny(z) + In V*(‘r 4.1.48b
gegeben.
Freie Energie
Fiir die Freie Energie pro Gitterplatz folgt der Ausdruck
"Im Vergleich zur Notation von [100] gilt h = —H. Des Weiteren wurde hier im Hamilton-Operator (2.0.3b) eine andere

Normierung der Kopplungsstirke J gewihlt, welche in der Notation von [100] gerade 4. entspricht.
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f=-4J — T lim Iny(x)
z—0

_ < In B (z') In B ()
=47 </_oo dr 4cosh (5 (2 — i€)) / da’ 4cosh (§ (¢ 41 ))) - (149

Innere Energie pro Gitterplatz

Fiir die Spin-1 X X X -Kette ist die Innere Energie durch

1 T?0r In bz (2!
e = —4] —l—/ dx’ — Or nje(x )
—oc  Acosh (5 (a' —i€)) 1+ b (2))
oo 1 2 (!
+ / da’ _ __TOrInbel@) 4 ) 50
oo 4cosh (5 (' +1i€)) 145, (2')
gegeben. Dabei werden die Funktionen T2?07b; () und T207bs(x) durch die Integralgleichungen
T2%97 In
T?0rIny 0 #y
T29rInb: | (z) = [ —TAp(z) | + K = % (z) (4.1.51)
7?07 Inbe ~TAg(x) T20p Inbe
1+40¢
beschrieben. Die Grundzustandsenergie ist
lim e = —4.J (4.1.52)

T—0
und stimmt mit dem Literaturwert [108] iiberein'.

Magnetisierung pro Gitterplatz

Fiir die Magnetisierung pro Gitterplatz m(h, T') folgt die Integralgleichung
° dx’ TOp Inbz(2') o0 dxz’ Ty, Inbg(z")
m(h, T) == P ; e —1, T / .~ — —1 .
—oo 4cosh (5 (' —i€)) 14 b *(a!) 4dcosh (F (¢/ +1€)) 1 45, ' (2)
(4.1.53)

Die partiellen logarithmischen Ableitungen der Hilfsfunktionen y(x), bz(x) und bz () werden durch linea-
re Integralgleichungen bestimmt:

Ty In
70, Iny 0 ST
Toplnbe | (z)=| 1 | +K= T | (@) (4.1.54)
Ty Inb; —1 Tlih%

Der Hochtemperatur-Limes

Als Hochtemperatur-Entwicklung fiir die Hilfsfunktionen y(z), bz(2) und bz () des nichtlinearen Integral-
gleichungs-Systems (4.1.44) wird analog zum Spin-1/2 Fall (vgl. [39]) folgender Ansatz verwendet:

T) = y0+,§:1 (;)kyk(x) be(z) = bo+}§:l (;)k by (), = bo+z ( ) , (4.1.55)

wobei 4o, by und by drei komplexe Zahlen seien und nicht vom Spektralparameter z abhidngen sollen.
Zunichst werden die nullten Ordnungen der Hochtemperatur-Entwicklung, also die Zahlen yg, by und
bo bestimmt. In nullter Ordnung verschwinden die ,Driving*-Terme Ay (x) und Ag(z). Da die Zahlen
In(1 + yo), In(1 + bg) und In(1 + by) ebenfalls unabhingig vom Spektralparameter x sind, konnen die
Konvolutionsintegrale einfach ausgefiihrt werden. Somit erhilt man das Gleichungssystem

1 _
Inyy = 5 [ln(l +bp) +In(1 + bo)} ,

1 _
by = 5 [In(1 + yo) — In(1 + bg) + In(1 + by)] ,

m Vergleich zu [108] ist J = 1/4 zu wihlen (siehe Gleichung (1) und (7)).
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11150 = [ln(l + y()) + 11'1(1 + bo) — 11’1(1 -I—Eo)]

N | —

mit der eindeutigen Losung

Yo=3, bp=2=Do. (4.1.56)
Einsetzen des Ansatzes (4.1.55) in (4.1.44) und Vergleichen der Ordnungen in 1/7T" auf beiden Seiten, liefert
Bestimmungsgleichungen fiir die Entwicklungskoeffizienten yk( ), bi(z) und b (z). Mit den Niherungen

ln(n—l—x)%ln()—kﬁ—zﬁ—k(')( %)
fiir |z| < 1 und n € NN, folgen beispielsweise fiir die erste Ordnung in 1/7 die Integralgleichungen
%y (z) 0 iyl (z)
Loy(z) | = _m M4 K| Loy(a) | (4.1.57)
i)  \“wa(zerm) T e
und fiir die zweite Ordnung in 1/7 die Integralgleichungen
§2(2) vt (@) 1 [12(2) = 53 (2)]
Toa(z) | = | §63(@) | + K | 5 [b2(2) — 5bI()] | . (4.1.58)
(o)) \ 185) 1 [Ba(a) — 163 (0)]

Durch Anwenden der Fourier-Transformation auf (4.1.57) wird das Integralgleichungs-System in ein linea-
res Gleichungssystem iiberfiihrt, welches eindeutig (algebraisch) gelost werden kann.

F (@) () = 227 (oM — 2072 | @.1.5%)
F (by(2)) (k) = —ge*“(e% +1) [6*3’“@(1@:) + e (2er - 3) @(—k)] — 12hn6(k), (4.1.59b)
F (b1(2)) (k) = —%e“(e—% +1) [ (3= 2¢7%) O (k) + O (~k) | + 12h76(k) . (4.1.59)

Hierbei ist die Fourier-Transformierte einer Funktion f(z) durch
F(f / dz f(x)e™™ (4.1.60)

definiert. AnschlieBende Fourier-Riicktransformation liefert schlieBlich die Ergebnisse der Koeffizienten
der ersten Ordnung. Es ergeben sich die Koeffizienten

5120
yi(z) = “Aro)6r D) (4.1.61a)
B 128i(4 + i(x — ié) + (x — i€)?)
bi(@) = —6h = S e (e —eE @ — e 50 (4.1.61b)
. _ . .~ .~ 2
By (2) = 6h + J 128i(4 — i(x + i€) + (x + i€)?) 4.1610)

(x+i6)2+1)((z +i€)2 + 9)(z + i€ — b5i)
Setzt man die Ergebnisse (4.1.61) in das Gleichungssystem (4.1.58) ein, so ist es moglich, dieses mittels
Fourier-Transformation wieder in ein lineares Gleichungssystem zu iiberfithren, welches algebraisch ein-
deutig gelost werden kann. Wird die inverse Fourier-Transformation darauthin auf die Losung angewendet,
erhélt man analog zur Bestimmung von (4.1.61) die zweite Ordnung der Hochtemperatur-Entwicklungen
(4.1.55). Fiir die Hilfsfunktion y(x) ergibt sich somit die Reihenentwicklung
512.J 1 512J (z* + 1222 + 128) 5\ 1
Y@ =3 - 1) T ( A+ 2261222 " ) 72 O @162
Prinzipiell ermdglicht iteratives Anwenden dieser Methode beliebige Ordnungen zu berechnen. Jedoch lésst
sich schon anhand der Form des Gleichungssystems (4.1.58) erkennen, dass der Rechenaufwand erheblich

mit der Ordnung wichst, da niedrige Ordnungen polynomial eingehen.
Wird die Hochtemperatur-Entwicklung fiir die Hilfsfunktion y(x) nun in den Ausdruck der Freien Energie
(4.1.29) fiir den isotropen Grenzfall unter Beriicksichtigung der entsprechenden Skalierung der physikali-
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schen Temperatur™ eingesetzt, so folgt mit der Taylor-Entwicklung des Logarithmus das Ergebnis

2 2
f=—m@ET- 2 <169‘] +4§ )T+O( 2. (4.1.63)

3
Mit (4.1.31) folgt fiir die Innere Energie pro Gitterplatz e der erste Term der Hochtemperatur-Entwicklung,
4J 32J%  8h%\ 1
=—— - — | =+0(T?). 4.1.64
=% - (B4 ) proa) (@.1.64)
Dieses Ergebnis stimmt mit (B.0.4) iiberein.
Weiterhin folgt fiir die Magnetisierung m(h, T') nach (4.1.34) der Ausdruck

_8 h

4.2. Einschub zweier Spin-1/2-Linien

Die mit zwei zusitzlichen Spin-1/2-Riumen im Quantenraum modifizierte Quantenmonodromie-Matrix,
mit Spin-1/2-Hilfsraum, wird durch

1 n o’ 11 11t
73[2](37 + §;M) = exp [ T ]Ra N+2[2’2]($ — vy Rt a[z’Q] (vygz—2—1)
1 tl tl
R, w2 — v Ry M8 g — 2 =) R B @ — )Ry 8 0 — 2 )
4.2.1)
definiert, wobei die zwei weiteren Inhomogenititen UNTT und VNT3 durch
Vs = - 727 vnrT =S+ 4.2.2)

2
gegeben sind. Die restlichen Inhomogenititen werden wie gehabt gewihlt und folgendermallen einge-

grenzt:
Im(vgg) € (0,7/2), Im(vgp=x) € (v/2,7) ,k=1,...,N/2,
Im(vy3) € (=7,0), Im(vy) € (0,7) -
(

)€ 4.2.3)
€ (—v/2, 7/2) und 0 < Im(0) < v, so dass Im(u + 0) € (—v/2,7v/2) gilt.

Insbesondere ist also Im (p

415 ! |
Tzﬁ(x,u) = a<@ | J ,,,,, 8
VN+2 YNy T =7 T ¢ T ¢
= _ﬂ :M'f‘(s—ﬂ VN N—1 "7 V3 vr—n
2 2

Abbildung 4.3.: Grafische Notation der modifizierten Quantenmonodromie-Matrix T[ I (1) mit
Hilfsraum Spin-1/2 und modifizierten Quantenraum bestehend aus 1nsgesamt N Spin-1-
Linien und zwei Spin-1/2-Linien.

Mit den zugehorigen £-Matrizen, definiert durch
o 1 ay — — J—
[:76 (A1, A2) = R[g»l]ﬂé (M —2—=X2) E]{i ,falls j € {1,..., N} gerade,

~ Yo — — J—

EQTM (. Ay) = L35 (M, A2) = RI[v3] g ()\2 — A+ ﬂ) fi ,falls 5 € {1,..., N} ungerade,
1, N2 ay
Ll (M he) == R ()\1 —Xo) B :
1 75
‘CN-HB (A1, A2) = RM ()‘2 - )‘1 +1) EM ’
“4.2.4)

MSjehe (2.0.3b). Die Skalierung des Hamilton-Operators H x x x entspricht der skalierten (inversen) Temperatur i3 = —%
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4.2. Einschub zweier Spin-1/2-Linien

lasst sich die Quantentransfer-Matrix zu (4.2.1) wie folgt ausdriicken:

3] (z; 1) = exp (h;Z) Lyrs (x?VN+2> ‘C~N+1 (x> VNF T 77)

L (z,v5) Ly (33, UNTT — 17) Ly (z,v9) L7 (2,vr — ) . (4.2.5)

Dann gilt
— LG )
1 . blnh(I l/m+ ) 1
sinh a:—ym—i-%
smh(y— r— g) sinh(n)
5 0 Htl <1 - Lot} (0
ﬁm (l‘,l/ﬁ—’n) <1> = (smh( N+b—x+§) Slnh(”m]l_z_f) <1> . (426b)

Wird die Quantenmonodromie-Matrix T[%] (z; p) wieder nach (3.2.5) als 2 x 2-Matrix geschrieben, dann

ist durch
®F

0 1
0 1
o= [0 (0= )= )

ein Pseudovakuum gegeben.

4.2.1. Modifizierte Spin-1-Eigenwerte

Nach dem algebraischen Bethe-Ansatz (2.5.8) werden die modifizierten betragsmiBig groften Eigenwerte
durch

» ¢ (z+ 1) sinh ($_”N+1+g) q(r —mn;p)

A[l](x p) =er
O- (2 =33) sinh (v —vgr - 3) 1)
4 #alo—) S (#-vwm—3) ge+min)
+e 7 : (4.2.72)
¢+ § sinh (;v Vm+g> q(z; 1)

A (@) = A([J%} (w + gu) AH ( gu)
b (e o (x+n) b (= v+ ) sinh (2 — vy —n)

¢+ (x+n) ¢—(z—n) ginh (x — Um) sinh (x — Vm)

(4.2.7b)

bestimmt, wobei die Funktion ¢(x; ;1) durch
N+1

)= H sinh(z — z;)

gegeben ist. Durch die Modifizierung mit den zusitzlichen Spin-1/2-Linien kommt eine weitere Bethe-
Ansatz-Zahl x 41 hinzu. Dabei hingen auch die anderen N-vielen Bethe-Ansatz-Zahlenx;, 5 = 1,..., N,
(bzgl. der N Spin-1-Rdume) nun vom Parameter § und Spektralparameter y ab. Diese Abhingigkeit wird
durch die Bethe-Ansatz-Gleichungen beschrieben. Fiir die weitere Diskussion werden die Funktionen

o(z) = ¢_ (x - g) b (:v + g) : (4.2.82)

N . o m . n
¢(x; ) = sinh(z — vg77) sinh(z — vg5) = sinh (x —(u+9)— 5) sinh (m —p+ 5) (4.2.8b)
eingefiihrt. Die Bethe-Ansatz-Gleichungen lauten fiir den Fall des betragsmifig groften Eigenwerts der
Quantentransfer-Matrix Ag [3] (x; 1)

o2 0 (zj—m) el —3im) _ ]ﬁ sinh (z; — 25 — 1) (4.2.9)
O(es+me (e +Fipu) o sinh (o~ +n)
k#]
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Kapitel 4. Nichtlineare Integralgleichungen

Daraus folgt
o—24 9(; —n) sinh (z; — (u + ) — n)sinh (z; — p)
¢ (x; +n) sinh (z; — (p + 6)) sinh (z; — p +n)
_ sinh (z; — (u+ €(8)) — ) ﬁ sinh (@5 —@k =) & o0

"~ sinh (xj — (p+€(d) +n) Pele sinh (z; —xp + 1)’
k#j

_ 24 @ (nte(d) —m) sinh (¢(d) — § — n)sinh (¢(d)) _ ﬁ sinh (p + €(9) — 2 — 1)
¢ (u+ €(6) +n) sinh (e(6) — 0) sinh (e(6) +n) -2 sinh (u+€(d) —zp + 1)
Hierbei wurde zny41 = p + €(0) gesetzt, wobei die Funktion ¢(d) im Limes 6 — 0 erwartungsgemil
verschwindet. Fiir 6 — 0 folgt

2h¢)

¢<33J+77 iy _$k+77)
k#]

Das Gleichungssystem (4.2.10) ist gerade das Bethe-Ansatz-Gleichungssystem des nicht-modifizierten
Falls (3.2.22) mit den in (3.2.17) oder (3.2.30) definierten Funktionen ¢ ().
Mit den Bethe-Ansatz-Gleichungen (4.2.9) lassen sich zu (4.1.7) entsprechende Funktionen definieren,

—xk—n) 1

Vi = N. (4.2.10)

P

,’:]2

o) e o2 @ =) @ (x5 = Fin) alw + i )
@@ k) = ¢ (xj+n) @ (z;+ 3;p) (e —n5p) @21
a(z;p) = a(:j' 0 L A2) =14+ a(z;p) , A(x) =1 +a(z;p) = a((x"u)) . (4.2.11b)

4.2.2. Modifizierte Spin-s-Eigenwerte

Mit den Ergebnissen in (3.4.11) lassen sich fiir den isotropen Fall analog zu (4.2.7) die Eigenwerte der
Transfer-Matrizen der wie in (4.2.1) modifizierten Monodromie-Matrizen
z

s;% . h a 11 .
7;[ ](:c—l—z;,u) :—exp{ ; :|RGM[2’2}(x—M+Z)RN+Ia[

A

N

(uto—z—) T @44
(4.2.12a)

s; k 5% . 5% , k t
T, ey @) = S8 T @ =ik = 20 T (o ik - 1s0) (S100)
(4.2.12b)
bestimmen. Es werden lediglich die Pseudovakuum-Erwartungswerte a(*) (z; 1) und d®) (z; 1) um die Bei-
trige der beiden Spin-1/2-Linien erginzt. Dies wirkt sich wie folgt aus:
2k

A @i = A @) + A @y AFY @i = 3 AP @) k2 1, (42.13)
1=0
- 2k—l—1~(l) (1)
A (s ) = Ao (@ +i(2(s — Hv (@ —i(2(s = J) — 1))
=0 =0
A0 (g = d(s)(x;,u)q(x +20p) _ nde(@—i@5—1) wop glwt2ip)
q(w; ) dp(x+i(2s+ 1))z —p+2i  q(z;p)
XE%)(I,/L> — a(é)(ac,u) (:U - 22;:“) _ 6% (l),(iL' +7’(28 _ 1)) Tr—p— J Q(x - 22;:“) )
q(z; p) ¢—(x—i2s+ 1))z —p—0-2 q(z;p)
Entsprechend zu (3.4.12) sind die Bethe-Ansatz-Gleichungen durch
1
NOm
w:—1ij,j:1,...,N+2 (4.2.14)
A ()
gegeben, wobei x; die Bethe-Ansatz-Zahlen sind. Analog zu (3.4.13) werden die Funktionen
;\(%)<l‘ ’u) 1
(8) (o 70 ) —=(8) (. L
a” (z;p) = — ,av () = , (4.2.15a)
T iy
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4.2. Einschub zweier Spin-1/2-Linien

A (25 1) =14 a'® (x5 ), ﬁ(s)(x; @) =1 4a% (x5 ) (4.2.15b)

definiert.

4.2.3. Nichtlineare Integralgleichungen modifizierter Transfer-Matrizen

[%](

Um die Eigenwerte Ag*" (z; 1) und Ag] (x; i) durch Integralgleichungen auszudriicken, werden zuvor an-
ders normierte Eigenwerte analog zu Kapitel 4.1, ,,Nichtlineare Integralgleichungen fiir die Spin-1 X X Z-
Kette*,

A (x5 p) == oy (m —|—3g> ¢ (a; - 3%) sinh (:r — Uyt — g) sinh (x — vt 727) A[%}(x 1)

2/ q(x;p) 2/ q(x;p)
Ao(z; 1) 7= & (x = 2n) ¢ (2 + 1) - (x —n) ¢ (x + 21)
sinh(z — vy77) sinh(z — vg7 — n) sinh(z — vg) sinh(2 — v + n)A[l]( )

= Ai(@; ) + Aa(zs ) + As(as ) (4.2.16b)
eingefiihrt. Dabei ist

D) e o 28 n n _ g (4335 )
Ai(@;p) = e ¢(w—35)¢(x—§) w(w,u)@(w—mu)m :

q(r+3%;1)q(x—33;p)
q(z+3:0)q(z—3;n)

Yol ) 1= et o (24 5) 0 (4 33) el mete + mm |

Xo(; p) = (w - g) ¢ (Jf + g) ” (x5 )

5

Hilfsfunktionen

In analoger Weise zu Kapitel 4.1 werden folgende Hilfsfunktionen definiert:
A1 (@) + A (5 1)

b(x;p):= N (1) , B(x;p):=1+b(z;pn), (4.2.17a)
b(x;p) = A2 (x’)i)(';)/‘;(xvﬂ) ’ B (zy;pu):=1+b(z;p), (42.17b)
y (s 1) = (A (25 0) + A2 (@5 ) + A (73 1)) Ao (73 1) Y (o) =14y (o) . (42170)

Ar (w5 1) Az (5 1) ’
Es gelten zu (4.1.4)-(4.1.8a) dhnliche Relationen. Die Wichtigsten werden im Folgenden aufgelistet:

N k). 1 q(z+3mp) .
blaip)=e d(x+3D)o(x+ D) e@+nu)q (I—*n,u)Al (x 2’M> ’ 218
Blas — b 0@+d) L ale—gmm), ooy 4.2.18b
(wip) = ¢(x—30)¢(x— 1) oz —nu)q(x+3npu) 1(x+2 ) ( :

0 (04 3) 6 (o +33) (o + 1 p(as 10 L2 B (a5 10
)

Ao (z5p) = . N o (4.2.19a)
e 2T (x—33) ¢ (x— 3) plx —n; p)e(; u)%% (23 )
Des Weiteren gelten die Relationen
Ag (5 )
) = , 4.2.19b
y (z; 1) F ) ( )
wobei
flzp) = ¢ (:v - Sg) ¢ (x + 3%) oz —mp)e(e+np) = f(@)e( —n; pe( +n; p)
sowie
N Rl TR et O 0 i — N — bl B (e
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Kapitel 4. Nichtlineare Integralgleichungen

als auch
RO SRR (77 EOR Gt (YD B Sl GRS B Gl )
v A (i AT (a3 1)
RICE S VDR Gt (DRI SO Gt 1T BP R TOS
B(z; 1) B(z; 1)

Herleitung der nichtlinearen Integralgleichungen

Die Herleitung der nichtlinearen Integralgleichungen fiir die Funktionen b(z), b(z) und y(z) folgt dersel-
ben Strategie wie im nicht-modifizierten Fall, Kapitel 4.1.2, ,,Herleitung der nichtlinearen Integralgleich-
ungen®. Es wird dieselbe Definition (4.1.60) der Fourier-Transformierten der zweifachen logarithmischen
Ableitung entlang der Konturen C; und Cs einer Funktion f gewéhlt. Um die Abhéngigkeit von der Modi-
fikation mit den zusitzlichen Inhomogenitéten v+—— und v+ zu kennzeichnen, wird im Folgenden die

N+1 N+2
Notation
LfI(k) = | dz Wn[f(z;p)]" e* Lfi(k) = [ da In[f(z;p)]" e (4.2.20)
Cl C2

verwendet. Mit

B0 = [ oo (o4 9) or (e +3550) @ la+m)] e
= Ct"(k) + | de Wnfp (e 0) @ (@ +mp) ¢

E:Z(k) = )., dz In {sb (ﬂﬁ - 33) ) (fc - g) @ (T3 p) o (z — n;u)}“ et

=Lt (k) + | dolnp(@p)e(e— ;)] e
ergibt sich schlieBlich das Integralgleichungs-System
cosh ((2u +7) &)

N7 k
cosh (%k‘)

Lo/ (k) = —G(k) [@(k) + E%\;;(k)] + Go(R)EY T (k) +

1%

é(k){ o mlp@wpta-mm) e+ [ domle (w;u)¢(w+n;u)]"em}

Ci
+Ga(k) | drInfp(z—m;p) (@ +np)] €™ — [ do Infp(x+mu) e, (4221a)
Ca Cs
= -~ —— — ~ — h((2 k
Lb,, (k) = G(k) [L% (k) + E%“(k)] + Go(—k)LY7 (k) — == (Cut2)3)
8 ! . " cosh (2k)

+é<k>{ dz Infp (e ) 0 (@ — m )" e + [ de ln[w(x;u)SO(x+77;u)]”6“””}
CQ Cl

+Ga(=k) [ de Infp(@—np) e @+ e™ — [ delnfo(@—mn;p) ™, 4.2.21b)
Cz C2

Ly(k) = Go(—k) LB, (k) — G (k) LB (k)

+Ga(k) | de Infp(z;p) ¢ (@ —nip)" e — Ga(—k) | dr Infp (23 p) ¢ (x +n; )] e

CQ cl
— | dz Inf[p(x—np) @+ ) ™™, (4.2.21¢)
Ca
sowie
2cosh (k) LA (k) = LY/ (k) + Lf" (k) + | da Infp (@ —n; ) (@ +m )] € (42.22)
Ca

wobei die in (4.1.18¢) definierten Funktionen G(k) und G (k) benutzt wurden. Wegen

~ ~ - N e(™=27)5 tanh (2
(k) + Galh) ~ 1 = ~(Ga(h) — G =~ A
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4.2. Einschub zweier Spin-1/2-Linien

e~ ("=27)% tanh (

2sinh ((7 — 27)

Ga(k) = G(k) = —(G(k) + Ga(—k) — 1) =

m\k N2

k)
)
und

" _ikx

)" kT = P =™ [ dg In[p (@ —n; p)]” e,

dr Infp (z +n; p
CQ CQ
verschwinden die zusitzlichen ,,Driving*-Terme in den Funktionalen L/@(k:) und LEZ(k) und es folgt aus

(4.2.21) schlieBlich

p— — ~ _ k
Lo (k) = —G(k) [L’Bg(k) + ﬁ%;;(k)] + Go(R) LY (k) + cosh ((2u - Vi) ek @223
cosh (1k)
e PN — ~ —, cosh ((2u+7) £)
I5.(k) = G(k) [L%M(k:) +£%u(k)] ORIV — 5 N k@223

Lyli(k) = Go(—k) LB, (k) — Go(k) LB (k) — Go(k)e M (n=5+9) (e“m<5> - 1) kr o, (4.2.23c)
wobei nach (4.1.13) die Identitét
e—(T=2M)% cosh ((m — 27)%)
cosh (3 k) Cs

)]// eikac

L)) (k) — dr In[p (z —n; p

= —Gy(k)e FIm(n=3+9) (ek Im(8) _ 1) kr (4.2.24)

in (4.2.23c) eingesetzt wurde. Anwenden der Fourier-Riicktransformation und anschlieende zweifache
Integration nach z liefert das folgende Integralgleichungs-System, wobei die Asymptoten, die die Integra-
tionskonstanten festlegen, dieselben wie im nicht-modifizierten Fall (siehe Kapitel 4.1.3, ,,Integrationskon-
stanten®, insbesondere (4.1.23)) sind und die verschobenen Hilfsfunktionen

be (x;0) =0 (x + % — ie;u) ,Be () =1+ b (x5 p) (4.2.25a)
be(z;p) =0 (x - % + i€; ,u) , B (z;p) =1+ b (z; 1) (4.2.25b)
eingefiihrt werden. Im Trotter-Limes folgt
Iny(z; p) Ay(w; 1) [ InY(z;p)
Inb(z;p) | = | Ap(z) |+ | InB(z;p) ] (4.2.26)
In b (z; 1) Ag(x) In B (x; 1)

wobei Ap(x) und Ag(z) in (4.1.26) definiert und die Kernmatrix K(z) in (4.1.27) gegeben sind. Der
,.Driving*-Term A, (z; /1) berechnet sich zu

tanh (2l(x —u) + %)
tanh ( (z — (n+0)) + )
Im Limes § — 0 geht das nichtlineare Gleichungssystem (4.2.26) in (4.1.25) tiber.

(4.2.27)

Ay(z;p) =In [

Eigenwerte

Aus (4.2.22) folgt nach Fourier-Riicktransformation

> dk kN cosh ((m —
"e... _ (. N
I Ay (z; ) = K In¥ (x,u)+[m 27 sinh(

£)cosh (204 )5) -
cosh (3 k)

(1 + e—(Im(«sm)k)
k

)

37)
k)

jus
2
2
2

3 km cosh ((m — 2v)E ek (Im() ,
/ dk ( 2) e~ihT (4.2.28)

)
o sinh (3 k) cosh (%
Mit folgender Fourier-Riicktransformation

e—zka:

oo g 2kmcosh ((m —2v)%) e~ k(ImG)—3) (1 + e—(Im(5)+7)k)
/_oo prs sinh (Zk)
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aaz1n[slnh(m—u+§n)smh(x‘”‘Q)Smh(x‘(””) 2)51“}1(“(“5)_3)]

lisst sich der von den Parametern ¢ und p abhingige Beitrag als Konvolutionsintegral umschreiben. Nach
zweifacher Integration beziiglich x folgt

InAq(z / dz' K(z — ' ){lnY(:t 1)

. / 3 . / n . / 77 . / 3
+1In {smh(x —,u+277>smh<:1: —u—§>smh(x —(u+5)+2>smh(x —(,U,—I—(S)—Q’r])]}

/Oo Ik N cosh ((m — 37)%) cosh ((2u + fy)%)
2ksinh (5 k) cosh (2 k)

e T 4 konst.. (4.2.29)

1
Der Eigenwert A([)Q] (x; ) ist somit durch

lnA([)%](:v;u) = /jc da' K(xz — x'){lnY(a:';,u)—l—ln

sinh (¢’ — 1 — 3) sinh (/= (1 +9) + 3)
sinh (&7 = o+ ) sinh (&7 — (s +9) — 3)

|

% Ncosh ((r —3v)%)cosh ((2u+7)%) _, n n
- dk 2 22tk ] 32 ) o- (z—35 konst.
/ 2k sinh (Zk) cosh (3k) ‘ o o+ 2) 6 (v 2)} i+ oms
(4.2.30a)
bestimmt. Mittels (4.2.19b) ergibt sich der Eigenwert A[ (z; p) zu
- +1)
tn A (23 ) = (s o) + In | 222D O }
° o1 (z+n) o (x—mn)
n s%nh (x —p— ) sinh (LE.— (n+96)+ %) (4.2.30b)
sinh (z — (u+6) — ) sinh (z — p + )

Weiterhin werden sechs weitere Funktionen Gflo) (z), Gﬁr) (z) und fo)(a;) sowie g&o) (z), gff)(m) als
auch g,(f) (z), definiert durch

5 Iny (z; 1) 0
(0) — 9 J (0) = 1 4.2.31
GM (.’L’) 1+y71(x7/$) 5o ’ gN (‘T’.) 66 ny(x p‘) 0 ’ ( a)
9 1nb, (z; ) 0
G ()= 20— (H(z) := = Inb, : 4.2.31b)
L () 160 (9"'/‘)5:0 9" (z) 96 (@; )6:0 (
21 Ee ;
GE:)(x) . 06 nbe (z; ) ’ g‘(f)(a:) — glnb (z; 1) , (4.231¢)
16, (25 41) |5 % 5=0
eingefiihrt. Diese erfiillen offenbar das Integralgleichungs-System
_ 0 T
Wty @G @)\ (o) . (0@
(1467 (@) (@) | = 0 kx| 6P@) | (42.322)
(1+8, (@)G (@) 0 G (@)
bzw.
. 9 (z)
g/(JO)(x) _cosh(%éz—u)) R 1+(y+;(1£)z)
g (@) | = 0 R | 2= (4.2.32b)
g () 0 g (@)
+b. " (2)

wobei die Funktionen y(z), b (x) und b.(x) die Losungen des Gleichungssystems (4.1.25) sind. Zwi-
schen den Funktionen G,(P) (x), G,(f) (x) und G,(f) (x) und den logarithmischen Ableitungen der Eigenwer-

te A[E] (z; ) und Am (x; p) beziiglich § besteht folgender Zusammenhang:

o = /O:O dx’ K(z — l"/){G;(P)(x/) +1 (as’ —p— g) }

[ dksinh (7 — 7)%) emik@=n)
=2 — 2 da’ K(z — 2')GY
7rz /_oo 2w 2sinh (k) cosh (k& / 2" Kz —af) (z")

0 1, ALE]
%IHA (z;
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fur [Im(x)| < /2, (4.2.33a)
9 [1] 1
—InAj =g —p—= 4.2.
g5 AL @) =g+t (e - g) (4:233b)
wobei die Funktion ¢(x) durch
o sinh(n) B
t(z) := Snh(z)sih(z 1 77) coth(x) — coth(z + 1) (4.2.33¢)

definiert ist. Andererseits folgt aus (4.2.19c) und (4.2.19d) die Relation

21 A[ ]( n;,u) + gl A[ }(:U—Q;u) :GELO)(JL‘)—Ft(.Z‘—/J—g) . (4.2.33d)

06 2 04 2
Die Inhomogenitit in (4.2.33a) lasst sich in

> dk sinh ((7 — ) %) e~ th@=n < dk v -
omi | — 2 =i 1 —coth (k) tanh (2 k)| e~ *@=m

m /,oo 21 2sinh (§k) cosh (3k) m/ o 2T [ €0 ( ) at (2 )} c
umschreiben. Offensichtlich hat der Integrand (unendlich viele) Polstellen bei & = +2¢ mod 24, auBer bei
k =0, und bei k = £ mod %T.

6=0

Der Nulltemperatur-Limes

Im Nulltemperatur-Limes folgt aus (4.2.32b)

lim ¢ (z) = — 7 : (4.2.342)
=0 ~ cosh ( (x — u))

s 0 , -
lim g() (x )—/ A Irsogs W) _ _ _dm_ piie- s . (4.2.34b)
T—0

oo 4 cosh ( (z +ie — x/)) 2% sinh (%(x +ie — ,u))

Die Berechnung des Limes lim7_, g,g (z) wird wie folgt durchgefiihrt: Anwenden der Fourier- und in-
versen Fourier-Transformation liefert die Identitat

lim g(i) (gj) = _ii > % *’Lkz / d.l‘ €ka / dx zkz '
70 H 4,)/2 o 27_[_ -
cosh ( 2 (2" F 16 cosh (:1: 1)

Unter Ausnutzung von (4.1.22b) folgt nach Verschieben der Argumente der Ausdruck

Ik e—ik(m;ie—u)
lim @) (z) = _ % [7 dk TR
75091 (=) = 4 J_ o 21 cosh? (3k)
Mit der inversen Fourier-Darstellung des Tangens Hyperbolicus,
> dk ; i
— tanh(ak)e " = - —
/,Oo o (ak)e 2asinh (£k)
ergibt sich schlielich das Ergebnis
lim ) () = — 0 T HFC . (4.2.35)
=0 277 sinh (E(x —uF ze))
2t
Weiterhin folgt
. o < Jk sinh _ k\ o—ik(z—p)
hm glnA[ }( 1) :_% r—p +27ri/ ar Sl ((77 W7)2)e "y ’
T—0 96 5=0 292 ginh (g(w _ M)) —oo 2w 2sinh (5k) cosh (3k)
(4.2.36a)
0 i 7
%{nm%ln/\ )| =- +t<x—,u—§) . (4.2.36b)

5=0 7 cosh ( (x — ,LL))
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Der X X X-Limes

Analog zu Kapitel 4.1.8, ,,Der X X X-Limes*, werden die Argumente x,  und 6 umskaliert. Dann folgt
fiir v — 0 aus (4.2.26) schlieBlich

Iny(; 1) Ay(zsp))  (InY(z;p)
Inbz(z;n) | = Ap(z) | +K% | InDBe(z;p) | - (4.2.37)
In bz (z; 1) Ag() In B (z; p)

Dabei sind die ,,Driving*-Terme A (x) und Ag(z) sowie die Kernmatrix K () in (4.1.45) bzw. in (4.1.46)

gegeben. Fiir den ,,Driving“-Term A, (x; 1) folgt
tanh (Z(z — p + 1))

Ay(z;pn) =1n 4.2.38
) = G G e - (a0 +9) 4239
Wegen (4.1.44) ist der X X X-Limes von (4.2.32) durch
_ 1T /2
A+ @G @\ (~aatesy | . (G0 @
(1+b7 (@)G (@) | = 0 +K x| G (a) (4.2.39a)
(145, (@)G (@) 0 G (@)
beziehungsweise
(0) (:U)
(0) . in/2 o 2L
géﬁr)(m) cosh(§ (2 —p)) . 1+<y+>(a£))
gi (x) | = 0 + K | e (4.2.39b)
g (@) 0 g >(m>
1+b ()

bestimmt. Fiir die Eigenwerte A([f] (z; ) und Aél] (z; ), welche nach (4.2.7) im X X X-Limes durch

1

B a6 A—(u+8)  g(r—2i)
Ao X p) = p- (A=3)A—(np+d)—2i q(N)
L 6iO—i) A—p g(A+2i)
RO ST b S TR VR (42402
APy = A i) AR 0= i)
drA=20) - AN+20) A= (u+d)+iXN—p—i
o A +20) - AN =20 N —(u+06) —iA—p+i (4.2.400)
gegeben sind, ergeben sich die folgenden Integralgleichungen,
[2] _ (x’—u—i)(:v’—(u+5)+i)]}
InAy* (z;p) = / dr' K(x m){lnY(x u)—i_ln[(x’—,u—ki) TR
3kl .
/ dh =, ;fjil(l(?k;r DE) —ite 1016, (2 +3i) 6 ( — 30)] + konst. (4.2.41a)

bzw.

In Ag] (x;u) = Iny(x;u) + In [

A LS PR [ET=UIECELED

¢+ (x +2i) ¢ (v — 2i) (= (p+6)—1i)(z — p+1)
(4.2.41b)

Fiir die partiellen Ableitungen beziiglich des Parameters ¢ folgen die Integralausdriicke

o [ /°° 1 { 2 }

—In Ay’ = dz’ Oy o =

a5 " (: )5:0 —oo™¥ 4cosh (5(z —a')) @@ + (@ —p)?2+1

G(O)(;L')
= 2miF(z — dx’ fir |1 1 4.2.42
il (x / x Tooh (2 —2)) " ir [Im(z)| <1, ( a)
0 1 Al — 4O _
9 In Ay~ (z; 1) e =g, (v)+ p—— I_M+Z , (4.2.42b)
sowie

O Al O Al . _ GO L1
%lnA (ZL‘+Z,,LL) —|—%ln/\ (x z,,u)ézo—GM (x>+x—u—i T ati . (4.2.42¢)
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Die Funktion F'(x — p) in (4.2.42a) entspricht dabei die in (4.1.47) definierte Funktion.

Der Nulltemperatur-Limes

Im Nulltemperatur-Limes folgt
T T — U 1 1 i 1 4 >
- -7 4w (x= U4 (x—
sy Sismh(Z(z—p) 4i{ (2 @ “)) + <2 e

- <—jl(x - u)) - (jl(:c — u)) } , (4.2.43a)

s 1 1
=- + - — - 4.2.43b
5=0 2cosh (5(z—p)) x—p—i x—p+i ( )

RN
Jim = In A (3 0

.0
%1510 2% In A([)l] (z; 1)

Der Hochtemperatur-Limes

Mit der nullten Ordnung (4.1.56) der Hochtemperatur-Entwicklung (4.1.55) der Hilfsfunktionen y(x),
bz(z) und bz(x) folgt fiir (4.2.39b) das lineare Integralgleichungs-System

2 o0
gfj)) (x) = 3 / da’ {K(.ZC —a' + i€)gl(f) (') + K(z — 2" — ié)gl(;)(m’)}

~ 2cosh (Z (z — p))

g\ (x) = ; / T [z —a")gi" (@) = Flz — ' = 2i(1 - )97 (a")]

+0(T™Y), (4.2.442)

+ 2 / de' K(z — 2’ —i€)g O (') + O(T7Y), (4.2.44b)
2 o0
g7@ = [ dr' [Fla—a)gD @) - Fla— o' + 201 - )gf(")]
+ 2 / da' K(z — 2’ +i&)gV(a') + O(T 1), (4.2.44c¢)
welches sich mittels Fourier-Transformation 16sen lisst. Die Fourier-transformierten Gleichungen,
1 . . mietkr
(0) — ke (o) —ker (/) _ -1
F(o7@)) 1) = o 187 (07 @) 0) + 77 (o0 @)) 0} = s + 0T,
1 N _ e _
F (o @) 0 = i {77 (0k@)) () — e 20700 (gl00) i)
3e ke
- (0) -1
+ 8cosh(l<:)]: (g“ (x)) (k) +0O(T7).,
_ 1 _ _ kl—2(1—¢
F o @) 00 = i 17 (067@)) () — e 2098 (gf0(@) ()
36+k€
v (0) -1
+ SCosh(k:)]: (g“ (x)) (k) +0O(T7).
haben die Losungen
F (gfﬁ) (x)) (k) = —%eik“ [3e—‘k| - e‘“’ﬂ Lo, (4.2.452)
F (ggﬂ (ac)) (k) = f%eikw“‘a [e—%@(k) e (3 26%)@(4@)} Lo, (4.2.45b)

F (957 @)) (k) = ~ Tt e=i® [=2(3 200 (k) + FO(-k)| + OTY).  (@42450)

2
Es folgt

_. (0 1y 16¢ 1
9 (x) = gy (w, ) + O(T 1) = (CE SR Rad I (4.2.46a)

g (@) = g5 (@, p) + O(TY)
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0 1
- (x—pu+i2—8)(z—pu—i2+8&)(z —p+i(4d—¢) +0(T7), (4.2.46b)
g7 (@) =2 g5 (@, ) + O(T )
6

T @ptiCte)@—p—i2- )z —p _1(4_))+0( Y. (4.2.46c)

Somit folgt fiir die Fourier-Transformation der logarithmischen Ableitung des modifizierten Eigenwertes
(4.2.42) der Ausdruck
)
6=0
1

=2miF (F(zx —p)) (k) +F (/ dx’ Toosh (B(z =) G,ﬂo) (x/)> (k) +O0(T™1)

e_lk‘ + 6_3|k|
4 cosh(k)
Mit der Fourier-Riicktransformation ergibt sich das Ergebnis

L]
f(aélnA (23 1)

+O(T Y = %ei’we—?'k' FOTY) . (4.2.47)

= mie'kH

9 1 alE] é 1

In Ay* (x; = —+ 0T ). 4.2.48
gs i @) = O (42.48)
Um die néchsten Ordnungen in 1/7 fiir (4.2.48) auszudriicken, wird zunichst die Hochtemperatur-Ent-

wicklung der Funktionen g,,(*)(z) benétigt. Mit dem Ansatz

9\ (@) = g™ (@, ) + Z ( ) 1) (4.2.49)

folgen fiir die nidchsten Ordnungen durch Koefﬁmentenverglewh beider Seiten des Integralgleichungs-
System (4.2.39b) die Bestimmungsgleichungen

gt (. ) 35 [0 @ @) + 120 0]
§9 (@, )by (2) + 6957 (2, u)] (4.2.50a)
-) E(

g (@) | =K %{9
cn L a6 (@ mbr (@) + 6987 ()|
und
o (2, 1) &[98 (@ 1) (432(2) = 3(@) + 4917 (@, )y () + 4865 (w, )|
0§ (@) | =Kx | & [o67 @) (362(2) = 63 () + 3917 (, )b (2) + 1804 ()] |
g5 (1) % (957 (@, 1) (3b2(2) — 7(2)) + 391 (2, )1 () + 18957 (w, )|
(4.2.50b)

wobei hier die Hochtemperatur-Entwicklungen der Funktionen y(z), bz(z) und bz(z), siehe (4.1.55), ein-
gesetzt wurden. Folglich ist
o
s=0  (z—p)?+4
~ dz’ L1, / (0) (0) (7
— — 4 4 48
e /_ 4cosh (5 (z — z’)) 64 [go (@', 1) (4y2(2') = (@) + 498" (&', s (&) + 4868” (', )

9 1Al
%IHA (z; 1)

5 | Tt 1 9 )+ 1200 )] + O 2sh

Damit die nichst-hohere Ordnung in (4.2.51) explizit angeben werden kann, wird die Koeffizientenfunk-
tion g§ )(a:, u) benétigt. Um diese zu berechnen, werden die Ergebnisse (4.2.46) und (4.1.61) in das
Fourier-transformierte Integralgleichungs-System (4.2.50a) eingesetzt. Es folgt das lineare, eindeutig 16s-

bare Gleichungssystem
ke

F (67 @10) () = s |7 (067 @ @) 09+ 57 (o 010 1)

(&

+ QCO;S(k) BF (géf)(fﬁ,u)ﬁl(z)) (k) + %f <g§*>(x,ﬂ)) (k)} ,
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F (57 0) (0 = 5o [ (6 i) )+ 27 (50 o,00) 0]
+ Qh('k) 37 (o @) 0+ 2f( o) ()]
- ;Hh((k)) 37 (o7 @i @) 0+ 27 (57 @) )]
F (o7 w) 0 = 5ot [ (o s () )+ 57 (67 ) 1)
- ;'}f(k)) 57 (o @) 1 + 37 (o (o)) ()]
+ 2}1('@ [;f (667 B1(2)) () + 2 F (687 () <k>} .
Somit folgt
%mA[ Vs i) = W

Ny 7 (@) 0+ 37 (@) @)

T) o 2n 2 cosh(k)
wobei der Term
0
5 (987 @ (@) (k) + 37 (01 (2, )) (R)
2 cosh(k)
explizit berechnet werden kann. Es folgt schlieBlich

__ v 1 128.] -
im0 (x—p)? +4{1 T O+ 229 + 22) } +0(I7). (4.2.53)

9 Al
%ln/\ (x5 )

4.2.4. Nichtlineare Integralgleichungen modifizierter Transfer-Matrizen héheren Spins fur
die X X X -Kette

In diesem Abschnitt sollen nach der Methode in [100] die nichtlinearen Integralgleichungen der Eigenwerte
(4.2.13) analog zu Kapitel 4.2.3, , Nichtlineare Integralgleichungen modifizierter Transfer-Matrizen®, kon-
struiert werden. In Anlehnung an die in [100] gewihlte Normierung der Eigenwerte der Quantentransferma-
trix werden zunéchst anders normierte Eigenwerte Aoy (; 1) eingefiihrt. Diese Eigenwerte korrespondieren
zu den entsprechend anders normierten Monodromie-Matrizen T lsik] (M), siehe (3.4.10), welche mit zwei
zusitzlichen Spin-1/2-Linien analog zu (4.2.12) modifiziert werden. Sei

2k—1
Aor(w: 1) = A @) | TT o4 (w+2i(s + k= §)o— (2 — 2i(s — b+ j +1))
7=0

(r—p—6+i(2k—2j —3))(w—p+i(2k —2j+1))| . (4.2.54)

Dann lassen sich die Eigenwerte explizit wie folgt angeben:

M) = M @) + 23D @) Asi(asp) ZA(’“) (i) k> 1, (4.2.55)
=0
2k—1—1 _ 1
A (a H AP+ i2(s - ) - 1):) H @ —i(a(s — )~ 1)
AS%; )= (o — i(2s = )6 (o iC2s + D)ol — i) 10 L2
A 030 = oo+ iC2s = D)oo+ iC2s 4 D)plo i) 1020
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wobel
lzsp) = (v —p—0—i)(x —p+i).

Mit (16) in [100] ist
2k—1—1

M @) = AP @) | ] ele+2itk—j—1);p
7=0

[wa—m —j—=1;p)| . (4.2.56)

Die Eigenwerte der Quantentransfer-Matrizen erfiillen die Funktionalgleichung

Aoi(x + 15 ) Ao (@ — 45 ) = fon (s 1) + Aop—1 (25 1) Aapera (25 1) (4.2.57)
wobei die Funktionen fa,(x; 1) durch

2k
for (3 1) H H {gzﬁg r+ic(2(k—s—7)+1)ps(x+ic(2(s—k+j)+ 1))

olx+io(2(j — k) + 1))}
definiert sind. Hierbei ist Ag = 1.

Hilfsfunktionen

Analog zu [100] werden (2s — 1)-viele Hilfsfunktionen yo (; 1) durch

Aopmr(@iAar(@sp) o Ly oL (4.2.58)
f2k(37,,u) ) s Ly )

2
definiert. Mit Yoy (z; ) = 1 4 yar(x; 1) gilt wegen (4.2.57)
Aoy (z + 4 p) Aoy (z — 45 1)

Yor (25 1) :=

Yor(a; ) = 4.2.59)
(win) Fan(ai )
Das System der y-Hilfsfunktionen erfiillt die Relationen
. . 1
yak(@ — 4 p)yor(@ + & p) = You-1 (25 ) Yorea (230) b = 501,05 = 1, (4.2.60)
wobei yo := 0. Speziell erfiillt die Funktion Y7 (z; 1) die Relation
Yi(x;p) = A (@ + i; ,u)ﬁ(s)(a: — i) . (4.2.61)

Neben den y-Hilfsfunktionen werden zwei weitere Hilfsfunktionen b(x; 1) und b(z; i) wie folgt einge-
fiihrt:

s . » N R = s : :
/\és) (m + 5 ) )\((] )(x — ;)
Hierbei ist zu beachten, dass im Gegensatz zum anisotropen Fall die Hilfsfunktionen b(x; 1) und b(z; 1)
um i verschoben sind (vgl. (4.2.17)). Mit B(z; p) := 1 + b(z; p) bzw. B(z; p) := 1 + b(z; u) folgt

Aoe(@ + 5 18) = A5 (@ + i3 1) B (; 1)

2s
- [ngx%?ylluln@rl”r (2 + 0)i)

b(x; p) ==

(4.2.62)

j=1 q(z + 2is; )
(4.2.63a)
o (w — i 1) = A (2 — i 1) B (s 1)
2s Y : -
=e Ll_[lgox—k 25 — 25 — 1)i; p) [H(bam‘— 2]—0))] Ei_i;ﬁ;%@;;ﬁ
(4.2.63b)

Wegen (4.2.60) gilt insbesondere
AQS ($ + i; M)AQS (x - i; :u)
fas (25 1)

Yos—1(T — 15 ) yas—1(x + 05 ) = Yos _o(x; 1)
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A (@ + 65 A (= iy o)
fas(zs 1)

Weiterhin gelten die Identitéiten

= Yas—a(x; 1) B (a5 1) B (5 1) = Yas—o(w; 1) B (x5 1) B(w; ) . (4.2.64)

)\((]%) (@ + 2is; )

b(x; ) =
A (@ + i )

Azs—l(ﬂc)

e @D T oz + (25 — 1)i; ) [H Go(x +i0)

B q(x + 2i(s +1); p) .
[ s q(x — 2is; ) Aosa(@ip)
[ (= — (25 — 25 — yis p) [H Go(w + (25 + 0)i)
j=1 o=%
(4.2.65a)
(%) :
— A (e — 2is; )
b(z;p) = =2 Ags
) P
e@s DT o(z — (25 — 1)i; ) l bo(x +i0)
2s q(z + 2is; ) 2sm 1N
[ ole+ (25 =25 = 1)isp) [ I ¢o (e — (25 - o)z’)]
7j=1 o=+
(4.2.65Db)
Aufgrund von (4.2.58) und (4.2.57) gilt insbesondere
Aos—1(x — i) Ags—1 (2 4+ 35 1) = fos—1(2; p)Yas—1(z3 1) - (4.2.66)

Herleitung der nichtlinearen Integralgleichungen

Es werden die Funktionen V1 (z) := q(x — 2is; u) und o (z) := q(x + 2is; ) eingefiihrt. Dann folgt auf-
grund des Cauchy-Theorems und der Analytizitit, Nullstellenfreiheit und des konstanten asymptotischen
Verhaltens des Eigenwertes Ao (x; 1) innerhalb der Kontur C; = C; + C, die Gleichung

0= [ doIn[Ass(z;p)] €% 4+ | da In[Ags(z;p)] e*®
C1 C2

= e FLB (k) + e LB (k) + e F LV (k) — e* LU (k) — e LU, (k) + e* LU, (k)
2Nmi sinh(2sk) cosh((1 +wk) oy
€

sinh (k)
+ Z < dz In[p(x + 2i(s — 7); p)] €™ + | dz In[p(z — 2i(s — j);u)]/ei’“> , (4.2.67)
Cy
wobei
Lf (k)= [ dzn [f(z; )] e, Lf (k) = [ dzn [f(z; ) e . (4.2.68)
Es folgt die Relation
— — e‘kﬁ/g’u(k) ekL/ilﬂ(k) sgn(k)Nmi sinh(2sk) cosh((1 + u)k) e 25!l
Lo (k) — LO5(k) = 2 cosh(k) 2cosh(k:) * cosh(k) sinh(k)
e +2i(s —5); )] ke
2cosh Z [ (:U—Qi(s—j);,u)] e kA0 (4269

fiir die unbekannten Funktionen L\IJ’1 (k) und L\I”Q(k)
Mit (4.2.66) ldsst sich das zum Eigenwert Aos_1(x; 1) entsprechende Funktional ausdriicken, wobei ab-
héngig vom Spin s der Eigenwert Aog_1 (; 1) innerhalb des Streifens

S :={zeC||Im(z)] <1}
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einfache Nullstellen aufweist, was fiir s = 1 nicht der Fall war. Daher muss fiir die Herleitung der nichtli-
nearen Integralgleichung eine Fallunterscheidung vorgenommen werden:

e Spin s = 3/2: Um dennoch den Verschiebungssatz der Fourier-Transformation anwenden zu kon-
nen, muss der Eigenwert Aos—1(x; 1) = Aa(w; ) beziiglich der Nullstellen im Streifen S regulari-
siert werden. Dazu wird der Eigenwert

As(z; 1)

Raa ) 1= p(z; 1)

eingefiihrt, welcher innerhalb S null- und polstellenfrei ist. Anwenden des Fourier-Verschiebungs-
satzes fiihrt zu

(4.2.70)

LY;,(k)  Nri sinh(2k)cosh((1 + u)k)
2 cosh(k) cosh(k) sinh(k)

IJ/]X\’Q#(k) = sgn(k)e ¥

2cosh Z d““ (@ +2i(1/2 = j); )l = 2i(1/2 = j); )] €™

! ! ikx
" Soosh(l) o, W Imlel@—imele tip] et @427

Somit gilt definitionsgemaf

L/\Yglu(k) Ni sinh(2k) cosh((1 + u)k)
2 cosh(k) cosh(k) sinh(k)

+ 2cos1h(k); e dz In [p(x + 2i(1/2 — j); p)p(x — 2i(1/2 — j); p)] ™

L/\A’Qu(k) = sgn(k)e Il

I ikx 1 _ ! ikx
+ ., dz Infp(z;u)] e ~ S cosh(R) 2al:z: In[p(x —i; p)p(x+i;p)] ™. (4.2.72)

e Spin s > 2 ganzzahlig: Entsprechend zu (4.2.70) wird der Eigenwert
Ags—1 (w5 )

oz — i p)p(x + 15 1)

eingefiihrt, welcher innerhalb S null- und polstellenfrei ist. Daraus ergibt sich fiir Aos_1(x; p) fol-

gende Fourier-transformierte logarithmische Ableitung.

Ags 1 (s ) = (4.2.73)

—— LY, "1,(K) N sinh((2s — 1 h((1
LA, (k) = 2 1u( ) 71 sinh((2s )k.)COS ((1+u)k) san(k)e~ s+ DIK
T 2 cosh(k) cosh(k) sinh(k)
1 2s5—1 - ' .
+m jz_:l Czd-’f Infp(z+2i(s —j = 1);p)p(z —2i(s —j = 1);p)] e
dz Infp(z — i p)p(z + i )] €
Ca
1

- ] — 2 1) (x: 2: )] e**  (4.2.74
S cosh(h) Je, dz In [@(x — 2i; ) p* (25 1) (2 + 26, p)] €™ ( )

fiir ganzzahliges s > 2.

e Spin s > 5/2 halbzahlig: Fiir halbzahliges s > 5/2 wird der Eigenwert Ao (x; 1) durch
Ags—1(; p)

p(x — 25 p)p(x; pp(x + 2i; 1)

regularisiert, damit dieser ebenfalls innerhalb .S null- und polstellenfrei ist. Es folgt

Ao (x5 p) == (4.2.75)

. Y], (k » _
LA, (k) = 2 1u( ) . Ni sinh((2s 1)k) cosh((1 4 u)k) san(k)e~ s+ DK
1 2 cosh(k) cosh(k) sinh(k)
1 2s—1 ,
— dx 1 2i(s — j — 1); —2i(s—j—1 ke
G D 4 el 265 =3 = Uipa =2ils = Vsl o
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2 )
+ o dz In[p(z; p)) €™ — 2 cosh(k) dz In[p(z — i p)p(a +i; ) €™

k —k

€ I ikx
dz 1 — 2 —
v In fple =20 )] e + 2cosh(k) Je,

S — 1 2i; 1) eF* . (4.2,
+2cosh(k) Cs dz In [p(e +2i; )] (4276

Somit folgen mit (4.2.65) die Bestimmungsgleichungen der Funktionen f[?u(k:) und Lb’ u(k):

_ =kl —|k|+2k — LY), (k) Ni sinh(ku)
e e / 25—1 i sinh(ku
Ly, (k)= —L% (k) — —L k " — 4.2.77
(k) 2 cosh(k) £ (k) 2 cosh(k) B (k) + 2 cosh(k) cosh(k) ( 2
S —|k|-2k __ -kl = LY], (k) Nmi sinh(ku)
7 y 25—1 i sinh(ku
L k)= ———L%',(k) + ————=L “ — 4.2.77b
b u(k) 2 cosh(k) L% () + 2 cosh(k) B k) + 2 cosh(k) cosh(k) ( )
Da die Funktion o1 (; 1) innerhalb S null- und polstellenfrei ist, folgt aus (4.2.64)
Ly25—1u(k’) ~ 2cosn(k) {LSB u(k) + LB, (k) + LYQS—Q,L<I{:)} , (4.2.78)
fiir s # 1. Wegen (4.2.60) gilt fiir die iibrigen y-Hilfsfunktionen
— 1 — —
Lt o) = ooty (Y4, () + DV3 ()} (4.2.79)

firk =1,...,s — 1. Da die Funktion y; (x; ) innerhalb S bei x & ¢ und p 4+ § F ¢ Null- oder Polstellen
(abhingig vom Vorzeichen des imaginédren Anteils des Spektralparameters j) besitzt, muss diese zunédchst
regularisiert werden, sodass dennoch die Funktionalgleichung (4.2.60) erfiillt wird: Fiir Im(u) > 0 liegt
innerhalb S die Nullteslle i — i sowie die Polstelle p + ¢ — i vor. Ist aber Im (i) < 0 so besitzt die Funktion
y1(x; p) innerhalb S bei p + 6 + ¢ eine Nullstelle und bei 1 + 7 eine Polstelle. Die Regularisierung wird
zum Beispiel fiir Im(x) > 0 durch

tanh (%(l‘ p—0+ z))

y1(x; p) == x; 4.2.80
bzw. fiir Im(p) < 0 durch
tanh (5 (x — p — 1))
4.2.81

il ) = tanh (Z(z —p— 86 — i) ylwip) ( )

erzielt. Aufgrund der Symmetrie des Tangens Hyperbolicus,
1
tanh + =—-,
an (2 (2 Z)) tanh (5z)

ist obige Fallunterscheidung nicht notwendig. Es folgt

— LY. (k tanh (Z(z —
g ) g [ o)
H 2cosh(k)  Je, tanh (Z(z —p — 6 +1i))

=A} (z5p)
Anwenden der Fourier-Riicktransformation und Integration nach x der Gleichungen (4.2.77) und (4.2.78)
sowie (4.2.79) als auch (4.2.82) liefert schlieBlich ein geschlossenes System nichtlinearer Integralgleich-
ungen. Uber das asymptotische Verhalten der Hilfsfunktionen,

b 1-— 6745% h

g:grfoobxu Ze T—? coth T -1,
4shk
lh N 2% 1 —e*T h
:EEI:EOO[) x; ) Ze = —e — {coth <T> - 1] ,
2% 2 . B\ 2

L sinh (2s7)

lrn Yor (x; Ik I W O I e il A ,

!
etk (4.2.82)
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lassen sich die Integrationskonstanten bestimmen. Als Losung erhélt man

Inyy (z; p) Ay(z; 1) In Y1 (z; p)
Inya(z; p) 0 InYs (z;p)
: _ : LK x : , (4.2.83)
In y2s—1(l‘; N) 0 In YVQS—I(x;,u)
In bz(x; 1) Ag(x) In Bz (x; 1)
In be(z; 1) Ag(z) In B (z; 1)
wobei
0 K@) 0 0 0 0 0
Kz) 0 K(x) 0 0
0 Kz 0
Moy =1 0 K(z) 0 0 :
0 K(z) 0 K(z + i€) K(z — i€)
0 0 K(z+i@) F(z) —F(z + 2i(1 — &)
0 0 K(zx—ie) —F(z—2i(l—¢) F(x)
und
tanh (Z(z — p+1)) , h , h
Ay(zp) =1 = Ap(A) =d(u, A —ie) — =, A-(N\) =d(u, A —
(@) =In tanh (§(z —p—6+14)) |’ oA =d(w,A—ie) = 7o A5 = d(w, A+ie) + 7.
2Jm 1  dk e Ik,
— _ — F — o~ —ikx
d(u, 3) Tcosh (5A) ° Ki) 4cosh (5z) ° (z) /_oo 21 2cosh(lc)6

Im Limes 0 — 0 geht das Gleichungssystem (4.2.83) in das entsprechende, ohne Modifizierung, iiber, wel-
ches in [100] hergeleitet wurde.'V

Eigenwerte

Aus (4.2.59) folgt fiir k¥ = 1/2 die Integralgleichung fiir den Eigenwert A; (z; p). Mit (4.2.54) folgt
Oy (x' —2is)p_ (2" + 22’3)}
d—(a' — 2is)py(z! + 2is)

! _ ! _ 5 -
(@~ p Z>(I a * Z>] }+ konst. (4.2.84)
(@' —p+i) (@ —p—0—1)
Die anderen (2s — 1)-Eigenwerte Aﬁf%’“ (z;p), k = 1,...,s, konnen ebenfalls aus der Losung des Inte-
gralgleichungs-Systems bestimmt werden.

[53]

Hier wird die Behandlung auf den Eigenwert Aj "*’(x; 1) beschrénkt. Die logarithmische Ableitung nach
dem Spektralparameter ¢ lautet analog zu (4.2.42)

lnA([)S;%](x;u) = /_0:0 dr' K(z — m’){lnYl(x’; p) +In [

+ln{

0 [sid] , %0 G (@)
—InA§ " * (z; = 2miF(x — dx’ £ , fur |1 1, (4285
G )| = 2nir e+ [ o Teoh (3o~ T @I <1 @289
wobei die Funktion G 11@ (z) iiber das lineare Integralgleichungs-System
—1 (0) - in/2 (0)
(]‘ + ylil(x))Gll(Lo) (:Z:) cosh(%(x—u)) Gléﬁo) (‘,'U)
(1+yy (2))Gz,,” (x) 0 Ga,’ (z)
o = : +Kx : (4.2.86)
(14 3.1 (2))Gas1 P (2) 0 Gas1(2)
(1+ b (@)L (@) 0 Gyt ()
(1+5: @)¢f (@) 0 G (@)

Vygl. (25) in [100]. Bemerkung: 8 = 1/T, H = —h, Jjoo = 4.J.
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bestimmt ist.V

4.3. Einschub zweier Spin-1-Linien

Im Gegensatz zu Kapitel 4.2, ,,Einschub zweier Spin-1 / 2-Linien®, werden nun zwei zusitzliche Spin-1-
Linien fiir den X X X -Fall eingefiigt. Diese sollen die Spektralparameter vg4—21 = p+0 und vy T3 =
wobei Im(u), Im(u+9) € (—1, 1) gewihlt wird, tragen. Demnach ist die modifizierte Monodromie-Matrix
durch

~[1 z 11t
Tt @it = exp [tha]Ram e = Ry P w5 - )

Wl

t

tl 1
Row (@ — v Ry M8 o — 2 - 20) - R, 50 (@ — o) Ry 18 (0 — 2 — 24)
(4.3.1)
gegeben. Die Einfiihrung zusétzlicher Spin-1-Linien fiihrt zu einer Modifikation der Funktionen ¢ ():
N/2+1
p_(x)— ¢_(x) = [ (@— vy +2i)=(z—p—08)o_(x), (4.3.2)
k=1
N/2+1
dy(x) — o () = [[ (@—vgp) = (& = w)os(2). (4.3.3)
k=1
~T17C A—1i
=t 8
\T UN+2 il/Nle — 22‘\1 UN i UN_1— 21 \TVQ i”l — 21
=p =p+d

Abbildung 4.4.: modifizierte Monodromie-Matrix (4.3.1).

4.3.1. Nichtlineare Integralgleichungen

Die nichtlinearen Integralgleichungen konnen in analoger Weise (mit £ = 2) zu [100] hergeleitet werden.
Im Gegensatz zu (4.2.37) liefern die zusétzlichen Spin-1-Linien weitere ,,Driving**-Terme in den Hilfsfunk-
tionen bz(z; 1) und bz (x; 1), aber keine in der Hilfsfunktion y(x; 11). Die weiteren ,,Driving*“-Terme lauten
A(x — i€ p) fiir die Hilfsfunktion bz(x; p) bzw. A(x + i& p) fiir die Hilfsfunktion bz(z; 1), wobei die
Funktion A(x; 1) durch

tanh (5 (z — (u—l—ﬁ)—z))] _ [Coth(
tanh (Z(z — p — i)

A(z;p) =1In

=Ay(x;pn) (434)

gegeben ist. Es ergibt sich das Integralgleichungs—System

Iny(x; p) 0 InY (2; 1)
Inbe(z;p) | = | Ap(z) + Ay(x —i&p) | +K* [ InBe(a;p) | - (4.3.5)
In be(x; p) Ag(@) + Ay(z + i€ p) In Be(z; 1)

VDie Hilfsfunktionen y1(x), . . ., y2s—1(z), be(z), be(x) sind dabei die Losungen des nicht-modifizierten Integralgleichungs-

Systems, also (4.2.83) im Limes § — 0 (vgl. [100] Gleichung (25) und (26), wobei 2s = k).
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Die ,.Driving“-Terme Ay () und Ag(x) sowie die Kernmatrix K(z) sind in (4.1.45) bzw. in (4.1.46) gege-
ben.

Eigenwerte

4] (z; 1) und In K[l] (z; p) folgen die Integralausdriicke
(' —p—24) (2" — (u+9) +2i)}
(" — p+2i) (2" — (p+0) — 29)

¢ (' 4 2i) ¢y (2 — 24)
¢7 (JJ’ _ 22) ¢+ (.%" T 22):| }+ konst. (4363)

Fiir die Eigenwerte In zA\

In A[%](x 0 / dr' K(x — 2’ ){lnY(x 0] +ln{

+ In [
und

In A§) (w5 p) = Iny (s ) + In {

¢+(x—2i)¢_(m+2i)} +ln[(m—,u—%)(x—(;L—‘-(S)—I—Qi)]
O4 (x4 21) p_ (v — 29) (x—(u+0d)—20)(x —p+20)]

(4.3.6b)
Es werden weitere Hilfsfunktionen analog zu (4.2.31) eingefiihrt;
)
~ a5 Iny (z; 1) 9
GO(g) .= 20 217 , §9(z) = Iny (z; , (4.3.7a)
)= | V)= gsmy )|
8
N 5 In be (w5 1) 0
G (g) ;= 90— "< 0T , i () = — Inb; , 4.3.7b
e = | 9 w) = gyinbe ()| (43.7b)
~ Inb 0
G () = 31149444£31ff2 : 3 (@) == = Inbe (z3p0)| 4.3.7¢)
1+ 6 (2541) 5 & 5=0
welche wegen (4.3.5) durch das lineare Integralgleichungs-System
9. (x)
0oy (L, i
g (@) | = | TG lime) | K Hb—lm (4.38)
§,([)(x) _# )(90)
Cosh(f(z7u+ze)) m

beschrieben werden. Damit lassen sich die logarithmischen Ableitungen der Eigenwerte (4.3.6) beziiglich
0 durch

~[4] o0 ~ 1 1
9 il :/ de’ Kl — 2y L 8O0 (7 B
nAg B N ' K(x 1:){ “<I)+x’—u—2i Y

5 i/oo dk e 2Ikl e~ th(z—p) 4 /00 dxz’ /C(.r JTI)G(O)(xl)
= 27 PR YENZ Y B
—oo 21 2cosh(k) '

1 1 2 A
_ _ - in/ / dz' K(z — )G (a"), (43.92)

r—p—i x—p+i cosh(Z(z—p))
1

9 . ~n 1
— InAj =50 — 4.3.9b
g M Ao (@ )50 Sy A Y T (4.3.9)
darstellen. Im Nulltemperatur-Limes gilt
4iJ Jim 9 wal | = 2mJ A (4.3.10a)
T—0 6 s—0 cosh(Z(xz—p) 1+ (z—p)
0 ~[1] 16J
4iJ lim —In Ay (z; = 43.1
iJ Jim > 1n (z; 1) o py Y (4.3.10b)
Im Hochtemperatur-Limes folgt
lim 50 (2) = — 128i
A9 S TR G R (161 ()
13 75 2 2 _ )2 1
N 29 Ji((6 + 2°)(6 4+ ) (6 + (2 — p)*) + 40) o)

94+ 22)(4+ p2) (4 + (x — u)2)(16 + 22)(16 + p2)(16 + (x — p)2) T
lim 07 (2) = 16i(4 4 i(x — pu — &) + (x — p — i€)?)
T—o0 M (z—p—i€)?+1)((x — p—1€)2 +9)(z — p — i€ + 5i)

+0(T7),
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16i(4 — i(z — p+ i€) + (x — p + i€)?)

1. /\(7) — T71
7o I () ((m—u+i€)2+1)((x—,u+i€)2+9)(ac—,u+i€—5i)+O( )
und somit
0 ~[1] 2i 1024iJ (6 + p?) 1 2
— InA> (z; = —+0(T ,
55 " = e T 300 @ - w0

4i(16 + 3(z — p)?)
=0 34+ (2 —p)?) (16 + (z — p)?)
N 21370 ((6 + 22)(6 + u?)(6 + (z — p)?) + 40) 1
94+ 22)(4+ p2)(4+ (x — pu)2)(16 + 22) (16 + pu2)(16 + (x — pu)2) T

0 ~
5% In Ag] (x; 1)

+0(17?),

sowie

4]  32J%1
= ~ 40T ?) = oT?%. @311
o 3 9 T +O(T77) = el +O(T) ( )
Die Ergebnisse (4.3.10) (fiir (z — ) — 0) und (4.3.11) stimmen mit den Ergebnissen in der Literatur [108]
bzw. mit der Hochtemperatur-Entwicklung (B.0.4) iiberein¥!. Da das Gleichungssystem (4.3.8) (multipli-

ziert mit 44.J) fiir 4 — 0 und h = 0 dquivalent zu (4.1.51) ist, gilt auch fiir nicht-verschwindende Tempe-

o 0y,
CRTWIS A

ratur der Zusammenhang

elp_o = 4iJ lim 9 In IA\([)I] (x; 1)

z,1—0 96 5=0
B . oo dz’ jq\(()-i')(x/) oo da’ :q\(()_)(l")
— AT+ 4i] ‘ _ ST+ - —— 7 :
—oo dcosh (5 (27 —i€)) 1+ bz ' (2!)  J oo 4cosh (5 (27 +1€)) 1 + b, (')
4.3.12)

VIIm Vergleich zu [108] ist JJ = 1/4 zu wihlen (siche Gleichung (1) und (7)).
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Kapitel 5.

Vielfach-Integraldarstellung von
Dichte-Matrixelementen fur v < = /4

Mit Hilfe der Fusionsprozedur soll in diesem Kapitel eine Vielfach-Integraldarstellung fiir fusionierte
Dichte-Matrixelemente der Spin-1 X X Z-Kette moglichst aus den Ergebnissen von Darstellungen der
Dichte-Matrixelemente der Spin-1/2 X X Z-Kette gewonnen werden. Es wird die Notation aus [47] und
[50] verwendet und in analoger Weise zu [50] vorgegangen.

Zunichst wird ein Satz von Funktionen w;(x), j = 1,..., N, definiert, welche dem linearen Gleichungs-
system
N
ad (\j)w;(z) = t(x — \j)a(z) —t(\; —z) + Z K(\j — Ap)wi(x) (5.0.1)
k=1

geniigen, wobei a(\) die in (4.1.7a) definierte Hilfsfunktion ist. a’();) bezeichnet die Ableitung der Funk-
tion a(\) beziiglich A an der Stelle \;. Die Funktionen ¢(z), siehe (4.2.33c), und K (z) sind durch

— sinh(n) -
t(r) i = —————t— = coth(x)— coth(z+1n),
(z) 51nh($211511(112};7$w+77) (z) ( n) (5.02)
K(z) = gmeopanery = coth(z —n) — coth(z + 1)
definiert. Weiterhin werden die in G]elchung (47) nach [47] emgefuhrten Funktionen
33371 2m
Fj[l](;v) = H sinh(z — ¢, — 1) H sinh(z — )| ,7=1,...,p, (5.0.3a)
L k=1 ] _k::z'j —+1 |
[, —1 1T 2m T
—N .
Fg](:c) = H sinh(z — (x + 1) H sinh(z — (x)| ,j=p+1,...,2m, (5.0.3b)
k: 1 k z;+1

verwendet. Entsprechend Gleichung (C. 9) aus [50] folgt aus Glelchung (63) von [47]

N 2m
1
DMz ¢) = > ) > H LT sgn(PQ)
(et bAem Dep2(Zam) Lt volet =1 ({67 1,{07 D) Ep2(Zam) /
2mon card{§~ }=n
sgn(R) det [—wleJr (C(;;r)}
x> : .
rean 11 sinh (e — ¢)sinh (w; — wi —n)
1<j<k<2m =N =Cs
G5 %9 °Rj
2m—n 0] 2m—n [1] ] [1]
_ 1] _
i )T 72 ][ oo 0]
J= . Jj=
j’g e;'>p ej <p Ej >p
(5.04)
wobei Za,, = {1,...,2m} und p2(Zs,, ) die Menge aller Zerlegungen von Zs,, in zwei disjunkte Teilmen-

gen ist. Weiterhin ist card{ A} die Kardinalitit (gleich Anzahl der Elemente) einer Menge A. Per Deﬁnition
ist card{e~} = n. Die Elemente der Mengen {e*} und {6} werden so angeordnet, dass e < € und
6i < §F fiir j < k gilt. Dann werden fiir jede Zerlegung ({e*}, {¢~}) und ({6}, {0~ }) dle Permutatio-
nen P, Q € ™ durch

) € Jirj=1,...,n, o5 Jfirj=1,...,n
Pj=q 7 T Qj = + 7 (5.0.5)
€ Jfurj=n+1,...,2m, 5 Jfurj=n+1,...,2m,

j—n
festgelegt. Mit der Relation (4.1.8a) erhilt man fiir die Koefﬁ21enten unter der Summe der Spin-1-Dichte-
Matrix (3.3.10) den Ausdruck

m 1
5y

j=1

2 (z|¢) = Hm )| DM(z|¢) . (5.0.6)

e—>0+
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Einsetzen des Ergebnisses (5.0.4) in (5.0.6) fiihrt zu

j=1 1<j<k<m

(x| €) [H—sinh(n)sgn(dj)] [T sinh? (g — &) (sinh® (& — &) — sinb>(n))

N m
S WD VR > (PO
({ett e DeEp2(Zam) !l 455l + —1({5+} {67 €p2(Zam) I=
! am e card{6~ }=n
sgn(R) det [_wlﬁ (C5’:r)]
X
Reon H sinh (w; —wg — 1)
1<j<k<2m wej:Als;— wg]_— _Cal—%j
2m—n . 2m—n 1] n L n ]
A ()| [T 72 () [ 1T 22 6 | [T 06072 ()
j=1 7 j=1 ’ 7 j=1 j=1 ’
ef<p ef>p € <p € >p
(5.0.7)

Hierbei wurde der Limes € — 0+ des folgenden Terms ausgefiihrt. Es gilt

lim ‘H sinh (G — () = lim [ sinh (G = Gj1)
1<j<k<2m j=1

X H sinh (Cax—1 — (2j—1) sinh (Car—1 — Ca;5) sinh (Cax. — C2j—1) sinh (Car — C2;)
1<j<k<m

— [H — sinh (1) sgn((sj)] [1 sinb?(& - &) (sinh2 (& —&) — sinhQ(n)) .

j=1 1<j<k<m
Es wird folgende Funktion x : C x C — C definiert:

N
X\, z) :=t(x — Na(z) —t(A—z) + Z KA — \p)wi(x) . (5.0.8)
k=1
Dann erfiillt die Funktion x (A, =) per Definition (siehe Gleichung (5.0.1)) die Relation
xX(Aj, @) = a'(A)w;(z) (5.0.9)

welche sich spiter noch als niitzlich erweisen wird. Weiterhin folgt
XA +n,¢) = coth(A — ¢ + 2n) + a(¢) coth(A — ¢) — A(¢) coth(A — ¢ + 1)

N
+ > Jeoth(A — M) — coth(X — Ay, + 2n)] wi(€) . (5.0.10a)
k=1
X(A =1, ¢) = coth(A = ¢) + a(C) coth(A — ¢ = 2n) —A(¢) coth(A — ¢ —n)
N
+ ) [eoth(A — Ay — 217) — coth(A — M) wi(C) - (5.0.10b)
k=1

Die beiden ¢7-periodischen Funktionen x (A £, (;) bzgl. des Argumentes A sind meromorph und besitzen
lediglich einfache, wenn auch unendlich viele, Polstellen: Die Polstellen der Funktion x (A + 7, ¢;) liegen
bei

e )\ = ¢; mod i7 mit Residuum a(¢;),
e \ = (; — nmod im mit Residuum —A((;),

e )\ = (; — 2nmod 7 mit Residuum 1,

A = Nymodim, k=1,..., N mit Residuum wy((;),

A=A — 2nmodin, k= 1,..., N mit Residuum —wy(¢;).
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Die Funktion x (A — 7, (;) besitzt Polstellen bei

e )\ = (;mod im mit Residuum 1,

e )\ = (; +nmodim mit Residuum —A(¢;),

e )\ = (; + 2nmod im mit Residuum a((;),

e \=X\ymodim, k=1,..., N mit Residuum —w(¢;),

e A=), +2npmodim, k= 1,..., N mit Residuum wy((;).

Abbildung 5.1.: Nach [2, 90] verteilen sich die Bethe-Rapidititen, wie in Kapitel 3.2, ,Bethe-
Ansatz-Losungen®, beschrieben, fiir den dominanten Eigenwert der Quantentransfer-
Matrix (N = M, N gerade) in N/2-viele Zweier-String-Losungen in den Ge-
bieten 8T := {z € C|0 < £Im(z) <~} mit 5 =iy, 0 <~ < 7/2 verteilen, wobei
{)\2]',1} € S+ und {)\2]'} eSS firy=1,... 7]\7/2

Es werden die Gebiete R := {z € C|y/2 < £Im(z) < 7} und R := RT UR™ sowie ST :=
{x € C|0 < £Im(x) < v} als auch S := (8T U &™) eingefiihrt. Dann ist die Lage der Polstellen von 7
bzw. -y abhéngig. Je nach GroRe des Parameters +y liegen diese entweder innerhalb R, S\ R oder aufierhalb
S. Dies wird im Folgenden niher untersucht. Weiterhin wird die Menge 7 := {x € C|~v/2 < |Im(z)| <
7/2} eingefiihrt. Der Anisotropieparameter wird im Folgenden durch v =: 27s, s € (0,1/4) definiert
sowie €1)/2 =: iém = € = se€, € < 1. Angenommen, es existiert einl € {1,..., N/2}, sodass ; = +1+e.
Ferner ist (o;—1 bzw. (; definiert wie in (3.3.5). Dann gilt

Im(¢o—1) =m(s+€) € R, Im((2) = —7(s +€) € R,

Im(Gor—1—n)=m(—s5+&>—-sm=(uy1-NES\R,

Im(Cgl77):7r(3s€)<237r:>g“2177€T\8<:>s€<0,é(12€)),
RT  ese(3(1-9,;(1-9),

Im(Cy —n+im) =m(l-3s—& =Cu—-n+in€ {S\R &sec(;(1-9,7),
T\S ©se(3(1-29),1(1-9),
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Im(Cy—1 —2n) =7m(-3s+€) < —2smr= (1 —2neT\S & s e (0’ é (1+ 26)) ’
o R ese(((1+9),7),
I (Gar1 = 20+ i) = (1 — 35 + &) = Gy "“”e{r\s sse(1+29,L(1+8),
Im(<2l—277):77'(—55—€)<—257T:><2l—217€7-\5<:>5€(07110(1_2€) ’
T\S ©se(H(1-2),1-9),
B P . RY ©se(l(1-96,501-9),
B ST T LTI S\ R se (Fu-9.3(-9).
R-  ese(i(1-9.3),
Im(o—1+n)=7(85+8&) >2sm=>(y1+n€T\S&se (0,2(1_25)) ,
T\S ©se(z(1-29),1(1-9),
Im(Coy—1 +n—im) =7(B3s+é—1)=(y_1+n—in € {R™ @56(%(1*@7%(1*@)’
S\R &se(i(1-9.1),
Im(Gar+n) =n(s —€) <sTt=Cu+neS\R,
Im(Cor—1 +2n) =7(5s+€) >2sm = (-1 +2n €T \S & s ¢ <0’ TIO (1- 26)) ’
T\S ©se(H(1-20),L1-9),
, 5 , R™  ©se((1-98.:(1-9),
Im(Coi—1+2n—im) =n(bs+€—1) = (o—1 +2n —imw € S\R @se(é(l—é)é(l—%)),
Rt ese(1(1-9,3),

Im(Co; +2n) =7(83s —€) >2sm=(y+2neT\S & s e (O,é(1+2€)> ,

T\S ©sc(c(1+20,:(1+9),
T ese(:(1+9,9).
Falls §; = —1 — e ist, dann lassen sich obige Ergebnisse durch Vertauschen der Indizes 2/ — 1 = 2! einfach

korrigieren. Mit der in Abbildung 5.1 angenommenen Verteilung der Bethe-Ansatz-Zahlen gilt fiir j =
1,...,N/2

Im(§21+277_i7r):”(33_5—1):>C2l+277—i7re{

/\2j71 eERT s )\Qj ER™.
Weiterhin gilt

1
Im(Agj—1 —27n) € (=3sm,—2sm) CT \S & s < x

falls jedoch s > %, dann liegen die Bethe-Ansatz-Zahlen nur teilweise in T, einige schieben sich dann

nach unten hinaus fiir s > %. Dagegen liegen die um +47 verschobenen Bethe-Ansatz-Zahlen
Im(Agj—1 —2n+im) € (1 —3s)m, (1 — 2s)m)

fir s < % komplett oberhalb von T, fiir s € (%, %) komplett auBerhalb von R, aber teilweise oberhalb

von 7 und fiir s > % teilweise in R, T\ R oder oberhalb von T". Des Weiteren ist

1
Im(Ag; —21n) € (=6sm,—bsm) CT \S & s < °
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falls jedoch s € (1—12, 1—10), dann liegen die Bethe-Ansatz-Zahlen nur teilweise in T, einige schieben sich
dann nach unten hinaus fiir s > % Falls s > %0, dann liegen alle \»; unterhalb von 7 . Dagegen verteilen

sich die um 447 verschobenen Bethe-Ansatz-Zahlen wie folgt:

T\8 ese(dhd),
RYU(T\S) ese(di),
R <:>3:%,

Im(Ag; — 2n+im) € (1 — 6s)m, (1 —5s)w) = Agj —2n+im € { S\ R~ Sse(L,5).
S\R ese (g,
S\R* ©s€(57)
R~ <:>s—i

Fiir s < {5 liegen die Bethe-Ansatz-Zahlen \;; oberhalb 7~ und fiir s € (15, 1) liegen diese teilweise in
T \ S aber auch oberhalb von 7. Ferner gilt
1
Im(Agj—1 +27n) € (5sm,6sm) CT\S & s < -
Falls jedoch s € (%, 1—10) dann liegen die Bethe-Ansatz-Zahlen nur teilweise in 7, einige schieben sich
dann nach oben hinaus fiir s > 1—12 Falls s > %, dann liegen alle A\2;_; oberhalb von T . Dagegen verteilen

sich die um —¢7 verschobenen Bethe-Ansatz-Zahlen wie folgt.

T\S @SE(%,%),
R U(T\S) ese(i ),
R™ <:>5=%,

Im(Agj_14+2n—im) € ((5s—1)m, (6s—1)7) = Agj 1 +2n—im € L S\ RF sse(ll),
S\R sse (L),
S\R™ “s€(31)
R @s:%.

Fiir s < 75 liegen die Bethe-Ansatz-Zahlen \; oberhalb 7 und fiir s € (15, 1) liegen diese teilweise in

T \ S, aber auch oberhalb von 7. Offenbar gilt
Im(Ag; +27) € (2sm,3sm) CT \S s <

=

falls jedoch s > %, dann liegen die Bethe-Ansatz-Zahlen nur teilweise in T, einige schieben sich dann

nach unten hinaus fiir s > %. Dagegen liegen die um —i7 verschobenen Bethe-Ansatz-Zahlen
Im(Ag; +2n —im) € ((2s — )7, (3s — 1)m)

fiir s < % komplett unterhalb von T, fiir s € (%, %) komplett auBerhalb von R, aber teilweise unterhalb

von 7 und fiir s > % teilweise in R™, T \ R oder unterhalb von T

Fiir v < 7 ergibt sich (im wesentlichen) der in [50] beschriebene Fall (siche (C.18)): Die einzigen Pol-

stellen fiir s < % der Funktionen x (A £ 7, ;) innerhalb R sind (; und A, kK = 1,..., N, mit Residuen

res [X()‘+777Cj)”>\:gj = a(C]‘) > res [X(A+777 Cj)”)\:)\k :wk(Cj) > (5.0.11a)
res [X(A_WCJ')”)\:Q =1, res [X(A—ﬁv Cj)”)\:)\k = _wk(Cj) . (5.0.11b)
Als Nichstes werden zwei Konturen I'* eingefiihrt, sodass 't ¢ R™ die Menge aller Bethe-Ansatz-
Zahlen {)\Qj_l}jle/Q sowie alle Inhomogenititen (2,1, j = 1,...,m, und analog I'" C R~ die
Menge aller Bethe-Ansatz-Zahlen {\s; }j:lN /2 sowie alle Inhomogenititen (a;,j = 1,. .., m umschlieBt.
Die Wege I'* werden jeweils in zwei Wege zerlegt:
=T"+T", I+ :=B*+J%, T =T +7J". B:=B"+B".

Die Wege J7 sollen nur die inhomogenen Parameter, dagegen die Wege BT ausschlieBlich die Bethe-
Ansatz-Zahlen enthalten.
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Abbildung 5.2.: Der Integrationsweg I setzt sich aus den Integrationswegen B = B + B~ und J =
J* + J~ zusammen, wobei die Wege B+ die Bethe-Ansatz-Zahlen {\2;_1} bzw. {)\2;}

und J* die Inhomogenititen {Ca;_1} bzw. {Cz;} innerhalb R* umschlieBen (vgl. mit

Abbildung 2 in [48]).

) K i ] <_ ’

al1e) = {X(w+77,0 fur g >p,

einerseits fiir j > p

Lﬁl Fe[;] (Cs;j)l

€, <p

H sinh (w; — wy —n)

wWet :)\le‘f' W~ :C(S_

1<j<k<2m
6; <p J j J Rj
][ o)
n dw, - e.f_ 6.7_
- l 1/ 5 ] - - . (5.0.13)

- J 27 .
j=1 H sinh (w; — wy —n)
€ =P 1<j<k<2m w =N

Ji<p 7 i

und andererseits fiir j < p

JIRICHEACS]

j=1
e;>p
H sinh (w; — wy —n)
1<j<k<2m w6_+:)\l +,w€_:(6_
e;>p J € J Rj
Tl <
7] f e )]
2 dw-1 > >
[H/j] 7 2 . (5.0.13b)
j=1 "7 " H sinh (w; — wr —n)
€ >P 1<j<k<2m w =N
Jj>p i €
Analog folgt
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2m—n 2m—n
TR () [T (v ]
jzl J - J J

- € >p eg-:_<1p
l ,lzgn . H1§j<k§2m sinh (wj — Wy — n)‘w L det {_wl‘;— (Cé,j)}
i
rjlian (wef) ] r:ﬁn Fe[;lr] (w€+) ] det [g + (w + C‘T)}

2m—n dwg‘f’ eF>p eF<p
- 11 / ;| 2 = . (5.0.14)
j B H sinh (w; —wr —n)

1<j<k<2m
Mit den Gleichungen (5.0.13) und (5.0.14) erhilt man aus (5.0.7) die Vielfach-Integraldarstellung

DRl (z]¢) [Hsinhm)sgn(éj)] [T sinh® (6 — &) (sinb? (& — &) — sinb?(n))

j=1 1<j<k<m
2m— dwEJ_r
H/ 2m 1;[ /B 278

({5+} {e” })sz(Z2m) |~J 1

x > sgn(PQ) Y sgn(R) lH 9e- (ws,—

ﬁ hm

Jj=1

2

Gz

({67346~ 1 eP2(Zam) ReGn
card{6” }=n
2m—n 2m—n n n
=l [1] —[1] 1)
E E F- (w- FU (w -
[U 5 (we;)ij_Il b (we;)] 17 (we].)] 11 ! (wej)]
y ef>p ef<p € >p e <p 5015
H sinh (w; — wy —n) : e
1<j<k<2m
Da aber
> e 3 | [l (o) o (o)
({67}.{67 1) €p2(Zam) ReG™ =1
card{6~ }=n

= 2. sen(PQ)det g, (w,;

{5367 Dep2(Zam)
card{0” }=n

o)) det g (wer

G5z )] = det [g; (] )]

(5.0.16)

_ 2m—n dw + 2m dws
o ] [ 11 /B QM] lH/ QW;], (5.0.17)

7j=1

und

SV

({etr e Dep2(Z2m) Li

ergibt sich

(2] = 1 — 1
D=(z|§) = lim LUl sinh (n) B(;)

Ticj<hemsinh® (& — &) (sinh® (& — &) — sinh?(n))

] ) det [g; (wj] )] [H sgn(d; ]

] (s FIU (w, . (5.0.18
I[P | [ e| oy e

1<j<k<2m

Mit der Notation
Dag—1 := &k + g(l +e), Do =& — g(l +e€)
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5.1. Fusionierte Wellenfunktionen

und

) _ {X(Aj —m o) j=1,....p
k= ~ .

’ XN +n.0%) j=p+1,...,2m,

folgt die Relation

det [g; (wj| (k)]

Hsgn ] —det[ (P’ﬂ . (5.0.19)

5.1. Fusionierte Wellenfunktionen

Mit (3.2.11) konnen die Beitriige der Koeffizienten D[? (x| £) fiir die Dichte-Matrixelemente (3.3.11) nach
derselben Vorgehensweise wie in [50] ermittelt werden. In der Tabelle 5.1 werden die Beitrdge der ,,fusio-
nierten Spin-1-Wellenfunktionen der Integraldarstellung (5.0.18) fiir die Matrixelemente 7" g,l (&) auf-
gefiihrt:

Matrixelement Faktor unter dem Integral (5.0.18)

T[l]i(&) FI(WJ)FZ(WJ+1) + O(e)

THE (&) V21 Fi(w)) Fi(wj+1) Fi(wi) + O(e)
T (&) Fy(wj) Fy(wjp1) Fi(wi) Fi(wig1) + O(e)
T[l]g-(fl) [2]¢Fi( WL )+ O(e)

THE(&) [2]gFi(w)) Fi(wi) + O(e)

T (&) [2}qFl(wj)Fl(w,»)Fl(wi+1) +O(e)
T (&)

TG (&) FFZ (ws) + O(e)

T (&) Fi(w;)Fi(wit1) + O(e)

Tabelle 5.1.: Beitrdge innerhalb des Integrals (5.0.18).

Dabei sind die ,,fusionierten Spin-1-Wellenfunktionen® durch

—ﬁsmh(:v—ﬁk—g>ﬁsinh(x—fk—) H smh(:v—ﬁk—l— ) , (5.1.1a)

k=141

Hsmh (x—§k+ )Hsmh (x—&c—l— 77) H sinh (x—é‘k—f) (5.1.1b)

k=1+1
definiert. Bei der Berechnung der Resultate in Tabelle 5.1 wurde immer angenommen, dass j,j + 1 €
{1,...,p}undi,i+ 1€ {p+1,...,2m} ist. Bis auf Korrekturen in Ordnung von ¢ setzt sich die ,,Wel-
lenfunktion® unter dem Integral (5.0.18) nach obigen Resultaten wie folgt zusammen:

Fiir jede in den Sequenzen («;) und () vorkommende Null erhilt man einen Faktor +/[2], bzw. insgesamt
(121) ™ = )y O

Weiterhin erhélt man von der Folge («;) fiir jedes Pluszeichen den Faktor Fj(w;)Fj(w;j4+1) und fir jede

Null den Faktor Fj(w;). Von der Folge (8)) kommen fiir jede Null ein Faktor F';(w;) und fiir jedes Minus-

zeichen ein Faktor F;(w;)F;(w;11) hinzu. Insgesamt sind dies 2n (o) + no(a) + no(B8) + n_(8) = 2m

Faktoren mit p = 2n4 (a) + no(a). Somit erhilt man eine Folge (z) = (zj)iill, zj € {1,..., m} mittels

Umsortierung in einer aufsteigenden Reihenfolge beziiglich der w:

F, (w1)... F., (cup)FZpJrl (Wpt1) - - Fay, (wW2m) -
Um die Folge (z) zu konstruieren, werden zunéchst die Indizes der Dichte-Matrixelemente in der Reihen-
folge oy, ..., 1,51, .., Bm angeordnet. Beginnend von der linken Seite, also av,,, wird z; = m, falls
ay = 0,und 27 = 29 = m definiert, falls o, = +. Fiir den Fall, dass a,,, = —, wird keine Zuordnung
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vorgenommen. Es wird analog fiir a,,,_1 bis a; fortgefahren. Dort angekommen, hat man bereits die ersten
p = 2ny(a) + no(«) vielen Folgenglieder (2)"_, definiert. Fiir 81 = — wird 2,1 = 2,12 = 1 gesetzt.
Falls 81 = 0 wird 2,41 = 1 definiert. Tritt der Fall 5; = + auf, wird wieder nichts zugeordnet. Dies wird
in analoger Weise mit 5, fortgesetzt, bis man schlieBlich bei 3,,, ankommt.

j|1r 2 3 4 5 6 7 8
ozj—i—OO—
Bi |0 — +
Zzy |3 2 1 1 1 2 2 4

Tabelle 5.2.: Beispiel fiir eine Folge (z),p = 4.

Damit folgt aus dem Ausdruck (5.0.18) schlieBlich die Darstellung
(12]4) —nq(a)—n—_(B)

[li<jck<m sinh? (& — &) (Sinh2 (& — &) — SinhZ(n))

2 \" | L duj det 1]
8 <_ sinh (77>> H ﬁ €—>0+ [H / 2W11 sinh (w; —wr —n)

Jj=1

]041 Qi

DB 5 () =

1<j <k<2m
X [Foy(wi) - Feop(wp) oy (wpg) -+ Flay (wom) + O(€)] . (5.1.2)
Hier ist der Limes € — 0 noch nicht offensichtlich, da die inhomogenen Parameter unvermeidlich die Kon-
tur I' kreuzen. Daher wird zunidchst die Kontur geweitet, wobei dies mit Vorsicht aufgrund der zusitzlich

vorkommenden Terme bedingt durch die Polstellen der Funktionen x (A %17, ) (siehe Gleichung (5.0.10))
geschehen muss.

5.2. Weiten der Kontur

Ziel ist es zu zeigen, dass mit den Konturen C und C, welche durch
C=Ct+C ,C=C +C ,C*,C cst,c =C ,

. R e i (5.2.1)
C~ innerhalb C*™ — 7 , C' — ninnerhalb C , T innerhalb C, C
festgelegt werden,
(pe)
dwj det |:X]k :| — _
F,(w) - F, (wp)F, (W B, (wam) + Ol(e
[H/m] smh@rwkw)[ (1) Py )Py (1) Py, () + ()]
1<j<k<2m
(p,
H/dw] /dw]‘ det|: jk):|
¢ 2mi C 2m H sinh (w; — wy —n)

1<j<k<2m
X [le (wl) T inl’ (WP)FZ;D+1 (WP+1) T FZZHL (wzm) + 0(6)] (5'2’2)

gilt. Dabei umschlieBen die Konturen C* und C™ nicht nur die Bethe-Ansatz-Zahlen A2;—1 und Inhomoge-
nitidten o)1, sondern auch die um 7 verschobenen Bethe-Rapidititen Ay; +7 und inhomogenen Parameter
o1, +1. Entsprechendes gilt fiir die Konturen C~ und C : Diese beinhalten neben den Bethe-Ansatz-Zahlen
A2; und Inhomogenititen 7y, die um (—7) verschobenen Parameter Aoj_1 — 1 und Dop—1 — 1.
Aquivalent zur Aussage von Gleichung (5.2.2) ist folgender Ausdruck, wobei hier die Definition der De-
terminante benutzt wird:

> sen@) [ Goxen - nvg)- [ 5w~ 0.7,

271
Qes2m r
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dw . dwp 4
/F PEL N (Warm + 11, Pogam)) - - /F 5 X W1+ 10, Dy ) F (W1 - -+, W)

271
dw1 dw 5
= 3 (@ [ S —mren) - [ 5w, ~n.70,)
/) 27
QeGQm
dwam, - dwpi1
/6 o X<W2m+77aVQ(2m))"'/c i X(Wpt1 + 1, 0Qp+1)) f (Wi -+ wom) » (5.2.3)
wobei
F, .- F, F, - F, m O
F@n . o) = (1) o (@Wp)Fzp s (Wpt1) om (W2m) + (6). (52.4)

H1§j<k§2m sinh (w; — wi, — 1)

Abbildung 5.3.: Kontur C. Abbildung 5.4.: Kontur C.

Da v < 7/4 vorausgesetzt wird, ist der Beweis fiir den Ausdruck (5.2.3) in analoger Weise wie in [50] fiir
Gleichung (C.30) durchfiihrbar. Der einzige Unterschied liegt darin, dass anstatt polynomiale Ausdriicke
der Form
wj —wg X ai,a € N
Terme mit Sinus Hyperbolicus-Funktionen der Form
sinh(w; —wi £an/2) ,a € N

vorkommen. Aufgrund derselben Algebra der fiir v < 7 /4 vorkommenden einfachen Polstellen innerhalb
der Konturen C und C, aber auBerhalb der Kontur T, liegt fiir die Beweisfithrung exakt die im Beweis von
(C.30) geschilderte Situation a) bis g) vor. Mit der Definition

A = lim (5.25)
folgt

—n(@)=n—(8)
DIIST o (g — gmens(@)=n-(®) cos(y) 7

e [l<jcram sinh® (& — &) (Sinh2 (& — &) +sin?(y ))
(p)
dw] 2m do; = | det {X ; k}
[H /C 2mi Fl ] L H ¢ 2mi (w])] H sinh (w; — wy, — 77y)

=p+1
1<j<k<2m

ﬁ.

(5.2.6)

fiir die inhomogene Dichte-Matrix der Spin-1 X X Z-Kette fiir Anisotropieparameter v < 7 /4. Im isotro-
pen Limes, d.h. v = 2§, 6 — 0+ und Umskalieren der Integrationsvariablen w; — @;0d, sowie die Inhomo-
genititen §; — &ofirj=1,...,2mundi =1,...,m, ergibt sich

. [2 ]al e Quypy 2_"+(0‘)—"7(5)
lim D 81w Bon &) = - — - —
[li<jchem <§k - €j) ((fk - §j) + 4)

v/2—0
dwj o dwj—r
l /27rz ZJ ]L C 2mi (@5)

j=p+1

det [ ;1P|

I @ -a-2)

1<j<k<2m

(5.2.7)
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m

Fl’(j):—H(ﬁ—fk—i)ﬁ(i—fk—?)) ﬁ (8- &+i) .

k=1 k=1 k=I+1
Fiw) = [T (r-6+) 1 (6 -G+3) 11 (-6 .
k=1 k=1 k=141

Die Matrix X ; 5 P) st gleich der Matrix (C.46) bzw. (C.23) in [50]. In (5.2.7) wurde aus der Determinante
aus jede Spalte ein Faktor § herausgezogen. Die Hilfsfunktion B (z) geht im isotropen Limes iiber zu der
von J. Suzuki in [100] eingefiihrten Hilfsfunktion bis auf eine Verschiebung +i, was in der unterschied-
lichen Definition der Hilfsfunktionen (4.1.3) und Definition (19) in [100] begriindet liegt. Das Ergebnis
(5.2.7) ist identisch mit dem Resultat (C.48) aus [50].

5.3. Lineare Integralgleichungen

Die Vorgehensweise der Konstruktion von Funktionen, die durch lineare Integralgleichungen gelost wer-
den, und mit denen die Determinante der Matrix »P) bestimmt werden soll, ist fir v < 7 /4 dieselbe,
wie in [50] (siehe Abschnitt (C.3)). Wegen (4.1.7) und (3.2.21) ist offenbar

AT = a) TA=Dgyny — g LA Dy

q(A) q(N)
Unter der Annahme, dass der Eigenwert Al3] (A\) innerhalb & nullstellenfrei ist, folgt, dass die Hilfsfunk-
tionen A(\) und () bis auf die Bethe-Rapidititen innerhalb S keine weiteren Nullstellen besitzen. Die
Polstellen der beiden Funktionen werden durch die Polstellen bzw. durch die Nullstellen der Hilfsfunktion
a () wegen (4.1.7) bestimmt:

A=A mod (im) einfache Polstelle,

(X + n) besitzt in
A=A, —n mod (im) einfache Nullstelle,

A(A — n) besitzt in

— A=\ mod (i) einfache Polstelle,
A=A, +n mod (ir) -einfache Nullstelle,

wobei k = 1,..., N. Die Funktionen 2((\ + 1) und 2((\ — n) besitzen noch weitere Polstellen, die aber
hier nicht von Interesse sind. Innerhalb S besitzt die Funktion (A + 1) die Polstellen \y;_; — 7, wihrend
die Polstellen der Funktion 2(\ — 1) durch Ag; + 7 gegeben sind. Somit haben die Funktionen

XA +n,E£3) XA =n,§£3)
Ao 0= 1) (5.3.1)

innerhalb S~ bzw. 8™ die in Tabelle 5.3 aufgefiihrten Polstellen.

Funktion Polstellen zug. Residuum im Gebiet

XOtné+d)  Agjo1 =1 wa—1(+3) S
A+1) £-1 -1
2
XA-=n&+4) Az +7 —w2g (ff)r 3) St
AA— a(é—7
o £+3 G
XOfne=2)  Azjm1—n  wzi—1(€ — %) S~
2A(A+n) g1 a€-3)
2 AE+T)
XO-ng=2) A+ w6~ 7) St
A1) E+ 3 —a(§— %)

Tabelle 5.3.: Polstellen und Pol-Lage der Funktionen (5.3.1).
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5.3. Lineare Integralgleichungen

Mittels des Residuensatzes der Funktionentheorie ldsst sich (5.0.10) umschreiben. Es folgt

X(/\—n,§+g) —Ql(§+;’)coth<>\—§_;n> _%E(ﬁ)g)mth()\—g—‘;n)

_;[(é_%))coth()\ &+ )
2
dp K (A —p—2n) dp K (A — p)
LIS Nt L RN
(5.3.2a)
X(A—l—naf-i-g)=9((§+Z)coth(/\—§—g)—mi(_§)n)coth(/\—f+727)
2
_a(€-3)

A (= 1) coth (A—ﬁ—l—;n)

dpu K (A — p+2n)
X(M+777§+ 2) ¢t 2mi A(p—n)

dp K (A —p)
+[ o=

n —
- a 9>\ C )
- 2mi A(p+n) X('u 777f+2) <

(5.3.2b)
X()\—ﬁvf—;])29((5—2>00th()\—§+g>—m(m;(f)g)coth()\_f_g)
§

—;l((er%)) coth ()\—5— 577)

dp K (A —p—2n) dp K (A —p) n
+E*% A(u+n) X<M+n’£_) /C+27r19l( ) (,u—n,g—i) Aect,

(5.3.2¢)

X()\+n,§—g> —Ql({—;])coth<)\—f+gn> _ﬁif)g) coth(A—ﬁ—Fin)

a(6—1
Q[((§+2;]))coth()\ 5_,)
dp K (A= p) n dp K (A — p+2n) n -
/c27ri2l(u+n)x(u+n’£_2)_ e A x(u—n,f—g) AeC.

(5.3.2d)
Mit den folgenden Definitionen

<gi(%f)> e (s,fé)) (X (AF &+ 3)> (5.3.3)
Si(/\ag) _91(51—%) (5_5) X()‘$777£7 g)

ergibt sich fiir die Funktionen G* und S* ein Satz von linearen Integralgleichungen:

g+(/\,§):K</\—§—‘;)n)_K(/\_g_;?)

dp K(A—p—2n) e KA =p) oo +
+/C_ 2mi Ql(u+”7) g (ll/7£) L+ Imi Q[( )g (/qu) ,>\€C s (534&)

g(A,g):K(A—g+g)—K<A—§+2n>

A KO =)o o [ A KOs 20) ]
+/c—27ri91(u—|-77)g(“’€) /E+27Ti A1) Gt &) AeC, (53.4b)

R N N =)

dp KA —p=20) o o [ dp KA —p) oy .

3—(A,g):—t(/\—§—’27)—t(/\—g+2n> —Yé) {K(A—§+g)+l{(>\—§+§n)]
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Ap KA =) ooy [ KA —pt2) oy -

Weiterhin wird eine Matrix ®§p ,2 eingefiihrt, deren Matrixelemente iiber
- $+(w'75 ) .
o®  _ G (wjs&k) J=1....p, o _ )~ QSianl(Wk) J=L.p, 535
§2%—1 "\ H_ . J2k S (wién) (5.3:3)
G (wj, &) Jj=p+1,....2m, — () j=p+1,...,2m,
bestimmt werden sollen. Da aber

det B(O) BE | = e
CA(erd)  A(e-g) ©

gilt, ergibt sich
det [xﬁ”,ﬁ}
(—sinh(n))™ [Ty, B(E)

det [0)] = (5.3.6)
Aus (5.2.6) folgt somit

an (2 cos (,y))m—"+(a)—n—(ﬁ)

DI ST (6) =
i [T sinh® (6 — &) (sinb® (& — &) +sin’(7))

1<j<k<m

d 2m duos — det [0
[H/C;ZF HH CQ(:ZF@(%)] Il .[”} — . (537)

iepi sinh (wj — wy — i)

1<j<k<2m

5.3.1. ,,Emptiness formation probability“
Die m-Platz-EFP ist demnach durch

DT (6) = 1
T [T sinh® (& — &) (sinb® (& — &) +sin’(7))

1<j<k<m
H/ dwj
c 27rz

det [0 ]
H sinh (w; — wy — 77y)

1<j<k<2m

(5.3.8)

gegeben.

5.4. Homogener Limes

Ziel ist es, den homogenen Limes der Dichte-Matrix (5.3.7) zu bestimmen. Dieser Limes ist fiir die ,,fusio-
nierten Wellenfunktionen® (5.1.1) einfach durchzufiihren. Lediglich im Term

det [@gp,z}
[T sinh? (& — &) (sinh® (& — &) +sin(7))
1<j<k<m

ist der Limes &1, . . . &, — 0 nicht-trivial. Der Nenner, ein Produkt iiber eine Summe, kann als eine Summe
iiber Produkte umgeschrieben werden.

[T sinb®(& —¢) (Sinh2 (& — &) + Sin2(7)> — (sin(y))"™ ™ I[ sinb? (& —¢)

1<j<k<m 1<j<k<m
m ll 1
2 .
+ (sin(y m me Z Z sinh? (&, — &n,) H sinh? (& — &)
lh=2n1=1 1<j<k<m
2— —_ . .
+ (sin(y)™ T Y Yo Ision® (@ - [ sinh® (@ —¢)
m>ly>1o>2 11 >n1,le>ns i=1 1<j<k<m
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+..+ ] sinh* (& —¢).
1<j<k<m
Faktorisieren nach dem ersten Summanden ergibt
(sin(*y))mkm I[ sinb®(& —¢&)[1+ Terme mit hoherer Ordnung in &1, ... &n]
1<j<k<m
weshalb es reicht, statt des gesamten Nenners nur den Ausdruck
2_ .
(sin(y))" ™[] sinb®(& - &)
1<j<k<m
fiir den Limes zu betrachten. Zunéchst wird fiir die Matrix ®§p ,2 eine geeignetere Notation eingefiihrt, indem
deren Eintréige durch Spaltenvektoren G| (&) und S| (&) dargestellt werden:

Gt (w1, &) St (w1, &)
5, g+(w.pa€k) S . 1 S+(w.p7£k)
G(k) = G (wpt1, &) | 7 (&) = 2sinh(n) | S™(wpt1,&k) | (5.4.1a)
g7<w2ma§k) 87(w2ma§k>
=0 = (de) Se) - ) Sem) - (5.4.1b)

Mit Verwendung der Taylor-Reihenentwicklungen fiir G(&;,) und S(&) lisst sich der homogene Limes in
Analogie zu [49, 66] durchfiihren.

det {@J(.p ,2]

lim ... lim lim
Em—0 2060 H sinh? (&, — &;)
1<j<k<m
det [G(61) S(&) -+ Glen) S(én)]

= lim ... lim lim —

Em—0 £2—0£1—0 [H sinh? (fk _51)1 [ H sinh? (§k _fj)l

k=2 2<j<k<m
= N G(&) S(&2) G(&m) S(&m)
. X . det [g(0> (O) sinh(Zﬁz) sinhég) e sinh(&,,) sinh(&m)i|

= lim ... lim lim

Em—0 €080 H sinh? (& — &)

2<j<k<m
5 =) S G(&m) S(ém
. ) ) det [g 0) g'( )smh(gz) §'(0) sinﬁf&) T Sinh(€n) Sillil(éyl):|

= éhmo. . .ghm0 ghmo

m—H 3082~ m

lH sinh? (& — & ‘| H sinh? (& — fj)]
k=3 3<j<k<m
N = S G(&s) S(&s) G(&m) S(ém)

. i i det g S O gl O S/(O) sinh2?£3) sinh2?§3) T sinh?(&,,) sinh2(§7,b):|
T a0 e 12 ,

€m €40 &5 [T sib®(&-¢)

3<j<k<m
_ _ awL—Z = 8771,—2 N Q(gm) §(§m>
det [Q(O) (0) e 4(’”5_2>! g(f)L:O (775_2)! (£)L:0 Sillh77172(£7,b) Sinhm—Z(gm)
Em—0 sinh? (&m)
ant = ant oz

= det | gy, g(g)‘gzo - 5(5)‘510 k=1,...,m.

Dabei wurde in der dritten Zeile die Taylor-Entwicklung

G(&) =G(0) + G (06 + O(&)
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und entsprechendes fiir S (&2) eingesetzt, sowie die Multilinearitit der Determinante benutzt. Weiterhin ist
&;/sinh(&;) = 1+ O(£7). Also ist

det [0}

lim ... lim = (sin(y))™™ ™ et [2?)] |
S e | SinhZ(&c—éj)(Sinh2(§k—§j)+sm2(7)) [ }
1<j<k<m
(5.4.2)
wobei
k— .
= _ % DG @ lemy F=1ieenip,
PR k=D G (@, )y G=p L. 2m,
k— .
= _ 1 O [8HwiOleey F=1,--0ip,
72 2sinh(n) (k= DU 8™ (wy, ey =p+1,....2m.

Aus (5.3.7) resultiert
DY " (T, h) = (2008 (7)) OO

[Lmlgy - By,
H/ dwj
27i Fzy(

5.5. Einpunkt-Korrelationsfunktionen

o1

2m

o sin(vy det p)

I1 /d“’?FZj(wj)] )™ = . (543)

j=pi17C 2mi H sinh (w; — wy — @)
1<j<k<2m

Fiir m = 1 lassen sich aus (5.3.7) die Einpunkt-Korrelationsfunktionen analog zu (73) in [S0] bestimmen.
Diese sind gegeben durch

D[2]+(§) _ i / dwq / dws sinh (wy — & — 2) sinh (wp — & — )
+ 2sin(y) Je 2mi Je 2mi sinh(w; —wa — 1)

G (wa, &) ST (wo, &)
Gt (wr,€) S+<wl,§>‘

G+ (w1, €) S*(wl,@‘

sinh — & — M sinh - n
DD}S(@ Zi(zoty/cdw1 dwg sinh (w1 — & — 7) sinh (w2 — £+ 1)

2 Jg 2mi sinh(wy —wo —n) G (w2,8) S (wo,§)

D[2}—(€) o #/ dW1 / dQ.}Q Slnh Wl é—Fg) sinh <w2—§+g) g_(wl’g) S_(whg)

- ~ 2sin ¢ 2mi Je 2mi sinh(w; —ws — 1) G (w2,&) S (wo,§)
5.5.1)

5.5.1. Der Nulltemperatur-Limes bei verschwindendem Magnetfeld

Die Temperatur-Abhiéngigkeit der Vielfach-Integraldarstellung (5.3.7) verbirgt sich in den Funktionen
G*(wj, &) und S*(wy, €). Bei verschwindendem Magnetfeld h konnen die Ergebnisse fiir den Grund-
zustand mittels (5.3.4) angegeben werden. Dazu miissen die entsprechenden Grenzwerte der Funktionen
bestimmt werden. Dabei flieBt die Temperaturabhingigkeit in den Funktionen 2(()\) und 2(()) ein, welche
sich in die in (4.1.3) bzw. (4.1.24) und (4.1.37) definierten Hilfsfunktionen b. (), b.()), f(\) und f(\) zer-
legen lassen. Einsetzen der Nulltemperatur-Grenzwerte (4.1.42) in (5.3.4) gibt einen Satz von linearen Inte-
gralgleichungen vom Konvolutionstyp. Dieses Gleichungssystem ldsst sich durch Fourier-Transformation
in ein lineares Gleichungssystem umschreiben, welches einfach zu 16sen ist. Hier wird die Notation aus
[50] verwendet, um die relative Lage der jeweiligen Kontur zu unterscheiden.

++ _ i B
Z7H (X €) = lim lim lim Z7(A 49 — i€, ) (5.5.2a)

:= lim lim lim ZT (X + ¢, ), (5.5.2b)
e—=0T—0h—0

(A — i€, &), (5.5.2¢)

;= lim lim lim Z—
e—0T—0h—0

(N8 (
(A €) (A
(N6 = lim lim lim 7~ (A —n+ie), (5.5.2d)
(A, &) == lim lim lim ZT (XA —ie, &), (5.5.2¢)

Z
T+ e—=0T—0h—0
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+
(N = hn}J %1310 Alm ZT(N—n+ied), (5.5.2f)
Z_+(N§) = ll_r}é %1510 ’llli%Z (A +n—i€), (5.5.2g)
Z__(\€) = lim lim lim Z~ (A +ie, €) , (5.5.2h)

e—0T—0h—0
wobei Z entweder G oder S ist. Die Fourier-Riicktransformation der Losung fithrt zu dem Resultat

Gt =G\ =0, (5.5.3a)

TN =G (N = m , (5.5.3b)
~ cosh (% (A — f))
ST =8"T"(\¢ = el : (5.5.3¢)
~ cosh (g (A — §))
SHe = TATETT) g o TAZEH) (5.5.3d)

+2 cosh (% (A — 5)) ~2 cosh (g (A= 5))
Die Limites der Funktionen G (), £) und St (), £) im unteren Streifen S~ bzw. G~ (), £) und S~ (A, €)

im oberen Streifen S entlang Wegen parallel zur reellen Achse in der Nihe von 0 und i konnen durch
Einsetzen der Ergebnisse (5.5.3) in (5.3.4) ermittelt werden. Es ist

g*+ ()‘7&-) = ng* (/\7€) =0, (5536)

G- (N =-G(\§ = :Z , (5.5.3)
~y cosh (; (A= f))
Sor (NE) =Sis (M) =0, (5.5.32)
S (e = AL g g = TAZER2) (5.5.3h)
~2 cosh (g (A= f)) v2 cosh (% (A= 5))
Einsetzen obiger Ergebnisse (5.5.3) in (5.5.1) bei £ = 0 im Limes 7', h — 0 gibt
i dw dw 1 1
D[2]+ _ 1 li / 1 / 2 [ ]
+(0) 2sin(7) E,elfgo 271 27t | sinh(wy — wo — €) sinh(w1 — wy + 1€)
sinh (w1 + 77) sinh (w — 7) ST (w1,0)G1 (we,0)
aw + 1 g AW +-
2s1n / 5 smh 2) sinh (w 2) ST (w,0)G7 (w,0)
/ " sinh (w+ ) sinh (w—13) 7 / i cosh(2yz) — cosh(n)
27 sin(7y cosh? (gw)  dysin(y) Jr cosh? (mx)
_ - s1n(7) cos(fy) (5.5.42)
2y sin?(7)
[2]0 . / dW1 / dUJQ |: 1 1 :|
Do (0) = i cot(v) g elg 27 27 sinh(wy — wy — €) sinh(wl — wo +i€)
sinh ( + ) sinh (wg + ) ST (w1,0)G™ T (we,0)
_ 7rcot( )/ sinh? (w + 2)
- 2 (=
R cosh (;w)
_ cost)siny) —yeos(y) _ ;3 = sin(o) eos(y) 5540)

vsin®(v) vsin®(v)

- . dwq dws 1 1
DPEZ(0) = —- 1 / /
- 2sin(7) ¢ #50 Jg 21 Jg 2mi sinh(w; — wy +i¢’)  sinh(w; — wy — 7€)
sinh (w1 + ) sinh (wQ — g) G T (w1,0)ST T (we,0)

= — i _ Mo+ ++ _ plat
2sm / Slnh 2>smh(w 2)g (w,0)87 " (w,0) = D, (0)

211
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_ y—sin(y)cos(y) (5.5.4¢)

2y sin?(7)
Die Ergebnisse stimmen mit den Erwartungswerten des Grundzustandes in [37] {iberein. Dmi((}) ent-
spricht der EFP fiir m =1, h =0, T'= 0. Im XX X-Limes ergeben sich die Ergebnisse nach [50] bzw.

[65]

+ 0 -
D (0) = DB (0) = DP_(0) =

nach mehrmaligen Anwenden der Regel von L’Hospital.

Fiir obige Dichte-Matrixelemente lieferte (5.3.7) fiir m = 1 insgesamt 32 Zweifach-Integrale, welche sich
auf zwei reduzierten. Allgemein muss fiir jedes von Null verschiedene m-Platz-Dichte-Matrixelement nach
der Vielfach-Integraldarstellung (5.3.7) insgesamt 42 - (2m)! Integrale berechnet werden, da die Determi-
nante einer (2m X 2m)-Matrix (2m)! Terme liefert und die Konturen des 2m-fachen Vielfach-Integrals in
4 unterschiedliche Wege parallel zur reellen Achse zerlegt werden.

Ein alternativer Zugang zu den Matrixelementen der m-Platz-Dichte-Operatoren ist iiber diskrete Funktio-

1
3 (5.5.5)

nalgleichungen vom ¢-Knizhnik-Zamolodchikov-Typ moglich, sofern die zum Vertexmodell gehorige R-
Matrix die Anfangsbedingung erfiillt sowohl unitér ist als auch die ,,Crossing“-Symmetrie besitzt (3.2.27)
[5, 6]. Der Vorteil dieses Zuganges ist es, dass die reduzierte Dichte-Matrix Dl (&), (3.3.3), in faktori-
sierter Form dargestellt werden kann. Diese Herangehensweise wird im ndchsten Kapitel fiir die isotrope
Quantenspin-Kette diskutiert.
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Kapitel 6.

Der X X X -Dichte-Operator bei endlicher Temperatur

In diesem Kapitel soll ein alternativer Zugang zur Bestimmung der Spin-1 m-Platz-Dichte-Matrix der iso-
tropen Heisenberg-Kette (2.0.3b) bei endlicher Temperatur und bei verschwindendem Magnetfeld gegeben
werden. Dazu werden auf Basis der reduzierten Knizhnik-Zamolodchikov-Gleichung diskrete Funktional-
gleichungen, insbesondere fiir die Zweiplatz-Dichte-Matrix, hergeleitet. Ziel ist es, die Korrelationsfunk-
tionen fiir den isotropen Fall durch eine transzendente Funktion darzustellen, also in ,,faktorisierter* Form
anzugeben:

DP(g) = D&, &m)
m k
=NEL &)Y D D fmngene G &m) | [ w(&, + 01,85, +ioa) | . (6.0.1)
k=0o01,00=%1I,J p=1
Dabei sind die Mengen I, J, I N J = 0, k-Tupel miti; < -+ < ig, j1 < -+ < jrund 1 < iy < Jp <M.
Der Faktor N (&1, .. .,&,,) ist ein von den Inhomogenititen abhingiger Normierungsfaktor. Die Matrixein-
triige der Operatoren fy, 1 7.01.05(&1, - &m) € €nd(C3)®™ sind rationale Funktionen in den Inhomoge-
nitdten &1, . .., &, und beschreiben den sogenannten ,,algebraischen Anteil“. Die w-Funktion charakteri-
siert die Physik des zugrunde liegenden Modells, da zur Beschreibung der Dichte-Matrixelemente nur in
ihr die physikalischen Parameter, wie z.B. die Temperatur, eingehen. Daher spricht man bei den Produkten
der w-Funktion auch vom ,,physikalischen Anteil* (vgl. [20]).
Im Folgendem werden zwei verschiedene Herangehensweisen zur Bestimmung der Dichte-Matrixelemente
iiber Funktionalgleichungen erldutert. AnschlieBend wird die ,,physikalische Funktion®* konstruiert und
weiterhin werden die beiden Zuginge anhand der Zweiplatz-Dichte-Matrixelemente auf Konsistenz iiber-
priift.

6.1. Diskrete Funktionalgleichungen

Zur Bestimmung der Matrixeintrige des Dichte-Operators des Spin-1-Modells (2.0.3b) erschlieen sich
zwei verschiedene Wege. Zum einen lassen sich analog zum Spin-1/2-Fall auf Basis der reduzierten
Knizhnik-Zamolodchikov-Gleichung fiir den Dichte-Operator D[?! (¢€) = DRI (¢,,. .., £,,) direkt diskrete
Funktionalgleichungen formulieren. Diese lassen sich fiir den Zweiplatz-Dichte-Operator explizit 16sen.
Andererseits lisst sich der Dichte-Operator D!?! (&) wegen der Fusionsregel (3.3.6) aus der Dichte-Matrix
DI (¢) = DU((¢,. .., Com) konstruieren. Um nun fiir dieses System ebenfalls Funktionalgleichungen
formulieren zu konnen, werden die Spin-1-Quantenrdume der Quantentransfer-Matrizen mittels der Fusion
durch Spin-1/2-Rdume reprisentiert. Es lédsst sich beobachten, dass die Symmetrisierer, auf den Quanten-
raum wirkend, weggelassen werden konnen. Fiihrt man nun eine Regularisierung im Quantenraum durch,
so ist es moglich, auch hier wieder Funktionalgleichungen vom Knizhnik-Zamolodchikov-Typ anzugeben.
Diese entsprechen dem Programm des reinen Spin-1/2-Modells [6]. Das bedeutet, dass die bekannte Fak-
torisierung des Spin-1/2-Modells zur Berechnung der Dichte-Matrix D (¢) verwendet werden kann und
anschlieBende Fusion der Hilfsriume schlieBlich die Matrixeintriige des Spin-1 Dichte-Operators D[?! &)
liefert.

6.1.1. Diskrete Funktionalgleichungen der Dichte-Operatoren D (¢) bzw. D!?] (¢)

Der inhomogene m-Platz-Dichte-Operatoren D (§) = D (&1, ..., &) mit horizontalen Spektralparame-
tern v;, j = 1,..., N, aufgefasst als Funktionen nach den vertikalen Spektralparametern §;, 7 = 1,...,m,
wird eindeutig durch diskrete Funktionalgleichungen fiir generische Werte der horizontalen Spektralpara-
meter charakterisiert [5]. Der Dichteoperator D! (€) = DIl (&;, ... &,,) dagegen wird nicht allein durch
die diskreten Funktionalgleichungen vollstindig beschrieben. Erst in Verbindung mit der ,,Intertwining*-
Relation (2.6.12) und dem asymptotischen Verhalten lésst sich der Dichteoperator eindeutig charakteri-
sieren. Die horizontalen Spektralparameter werden als duflere Parameter interpretiert. Zur Formulierung
der Funktionalgleichungen fiir beliebiges m wird die Notation aus [20] und [21] verwendet. Die inho-
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mogenen m-Platz-Dichte-Operatoren sind Endomorphismen des m-fachen Tensorproduktes des zur Spin-
Darstellung gehorigen Hilfsraumes (vertikale Linien mit Spektralparameter &;),

D () € €nd (V[%])@)m und DP)(¢) € €nd (V[1]>®m )

wobei VI := €25+1 mit kanonischer Basis {e1, ..., €41}

Durch die Dualitétstransformationen
hlg) :=nll(g, &, &) = (D(&) @ 18™) (Slﬂ) , (6.1.1a)
b2 () =06, 6, . €)= (D) @ 197 (S1]) 6.1.1b)

®XK2m

sind diese als Vektoren im Raum (V*]) gegeben, wobei die Unterrdume wie folgt organisiert sind:

®X2m
(V)" = vt evihe. eV, e Vize VoS g. g VL,
V[s]k, VBl e ¢ fiurk € {1,...,m} .
Dabei sind die Vektoren S 7[;], definiert durch

Skl = H st (6.1.2)

[s ]

die Verschachtelungen von (nichtnormierten) U (812) -Singulett-Operatoren s, . Dies entspricht eine Ein-

schriinkung auf den Spin-0-Unterraum V%, Fiir s € {1/2,1} ist

stl—ei@er—ex@er, sl =e;®es—ea@es+e3@ey .

N
) (#

Abbildung 6.1.: Grafische Notation der Singulettoperatoren in der Bra- und Ket-Schreibweise
<s[ I e () CQs+1> bzw. ’ > (C2:+1 @ €25+1),

Obige Notation ist hierbei im folgenden Sinn zu verstehen: Die Funktionen f, g € V ® V werden durch
f= Z [ Peq ®ee,, g= Z g e, ® e,

€1,e2€{1,...,2s+1} €1,e2€{1,...,25+1}

mit Koeffizienten f€*“2 bzw. g°1> definiert. Dann ist mit f; 1 € V; ® V7 und g,5 € Vo ® V5 der Vektor

f11 - 93 durch

flI.QQE: Z f61751962,g2 661®662®e€2®6€1 EV1®‘/2®V§®VT

€1,E1,€2,€2€{1,...,25+1}

gegeben. Des Weiteren gelten die diskreten Funktionalgleichungen

AP OBV E) =2 (6, 61 &~ 20, ) (6.13)
anden Stellen §; € {vg,...,v5} j =1,...,m[5, 6,20, 21]. Die Operatoren Al*! haben dabei die Gestalt
()]

m

Jji—1

(&) = (—1)77'1 RXXX['&'S} (@__22-75]__1).”RXXXESiS](g _9; fl)RXXX[ +]1(£'_2i’§j+1)”'
J

[s,5]

)
..RXXx[,S s](f 21 €]+1) RXXX[S S](gjagm)"'RXXXJJ+1(€]’€J+1)

RN g RN (6 60) L (6.14)

wobei die Normierungskonstanten C [s] (&;) von der Normierungswahl der R-Matrizen (3.1.8a) bzw. (3.1.8d)
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< D(¢)

Em fm—l 52 fl Tgl 52. o ‘fm—l Em

N

Abbildung 6.2.: Grafische Notation des Operators hl(¢).

abhéngen und daher hier von den Arbeiten [6, 20, 21] abweichen. Hier sind diese durch

cllg) = T et

k]
gegeben, wobei die Faktoren C’,ES] (&;) durch
1 Cfo 42 1 L 9
CZ[izll (&) = G-t 02[5] (&) = & & =21 (6.1.52)
& — &ai1 & —

(§5 — &ai1 + 4i) (& — Eai1 + 21)
(& — &2i-1)(& — E2im1 — 21)

(§ — &ai — 41)(&5 — E2i — 21)

(&5 — &2i)(&5 — &2 + 20)
(6.1.5b)

C£1i1—1 (&) = CE] (&) =

firi =1,2,...,m/2 gegeben sind. Alternativ wird der Faktor C' [s] (&;) eindeutig von der Spur-Eigenschaft
der Dichte-Matrix festgelegt. Des Weiteren wird beim isotropen Fall zwischen den ‘'R-Matrizen

RXXX[SNS]()\’ ,LL) und R)()(X[Svs]()\7 /1/)

nicht unterschieden, da im isotropen Fall die Eichung (A.0.4) bzw. (3.1.6) der (2s + 1)-dimensionalen
Einheitsmatrix entspricht. Mittels der ,,Crossing*‘-Symmetrie folgt die alternative Darstellung

ADE) (B) = ey Soun (RO, (66 RO 6 60 (L0 B)

(P— ® ]1®(m—1)) ﬁ;,XXX[lséS] (§27 51) . szXX[SvS} (§m,€1)} (6.1.6)

m—1m
fir B € ¢nd (CQSH)@m, wobei
t
P~ = (s1) sl e eno (€2 6.1.7)

der entsprechende (nichtnormierte) U (sl2)-Singulett-Operator ist (¢ = 1).
In [5] findet sich ein grafischer Beweis der Funktionalgleichung (6.1.3) (siehe Kapitel 3). In [5] wurde zwar
das Spin-1/2 X X Z-Modell betrachtet, jedoch erfiillt die R-Matrix (3.1.5d) und somit auch (3.1.8d) eben-
falls die in [5, 6] geforderten Eigenschaften Anfangsbedingung, Unitaritédt sowie ,,Crossing‘‘-Symmetrie als
auch die Inversionsrelation der betragsmifig groBiten Eigenwerte (3.2.38).

6.1.2. Diskrete Funktionalgleichungen des Dichte-Operators D! (&)

Aus fundamentaler Sicht wire die Herangehensweise iiber die Dichte-Matrix D[!(£) wiinschenswert, um
eine Verbindung zum Spin-1/2-System (2.0.3a) herzustellen, jedoch gibt es hier keine klaren Funktional-
gleichungen, da einerseits die R-Matrizen (3.1.8b) keine Standard-Anfangsbedingungen erfiillen. Jedoch
lsst sich die Dichte-Matrix D' (£) in einem bestimmten Grenzwert aus einem System mit m-vertikalen
und 2N-horizontalen Spin-1/2-Réumen und unendlich vielen vertikalen Spin-1-Linien konstruieren (siehe
Abbildung 6.3 mit € = 0). Als Niichstes wiirde man die Symmetrisierer S und S* auf die horizontalen Réu-
me wirken lassen. Danach konnte man die Funktionalgleichungen auswerten, da die R-Matrizen nun die

93



Kapitel 6. Der X X X -Dichte-Operator bei endlicher Temperatur

Standard-Anfangsbedingung und die ,,Crossing*“-Symmetrie erfiillen. Jedoch sind andererseits die Spek-
tralparameter der horizontalen Rdume voneinander abhéngig. Daher ergeben sich lediglich N statt 2/NV-
viele Funktionalgleichungen. Die anderen N-Gleichungen fithren zu unkontrollierbaren 0/0-Ausdriicken.

e N M M) N N N
A
vrtie 5 S 3
V;ii N A A A N S
G )
vs+1+¢€ = =
SR R E S
I N G

A A §~1 52m—1 éQ?n A

fl 52777,71 é?m

>
=

wwhite 4 ® i ﬁ ® 'y
vw =i - . 6§
vy—g +i+e
VN—1T — !
%—xu - 3T T U 30—\_;—)) v
< s > < s >

Abbildung 6.3.: Darstellung des Hilfsgitters. Die vertikalen dicken Linien entsprechen Spin-1-
Vektorrdaumen wihrend die horizontalen Linien und alle anderen vertikalen Linien Spin-
1/2-Réume darstellen. Fiir e = 0 und Anwenden der Symmetrisierer S und S* auf die
Paare der horizontalen Linien mit Spektralparameter v; — i und v; + i, j € {1,..., N},
liefert den Dichte-Operator D!!(£). Da aber unendlich viele ,,column-to-column®-
Quantentransfer-Matrizen mit Hilfsraum Spin-1 eingefiigt werden, folgt dasselbe Resultat
auch im Limes € — 0 ohne Anwenden der Symmetrisierer.

Das Hilfsgitter mit endlichen e (siehe Abbildung 6.3) ist wohldefiniert und besitzt einen reguldren Limes
€ — 0: Die Quantentransfer-Matrizen mit Hilfsraum Spin-1 nehmen ihren dominanten Zustand nahe dem
Raum der Zustédnde, die in benachbarten Paaren symmetrisch sind, an. Im Limes ¢ — 0 konvergiert der
dominante Zustand zu einem Zustand im reinem Spin-1-Unterraum
(Cg)®N - (Cg)®2N '

Dies folgt aus den Bethe-Ansatz-Losungen des Gittersystems in Abbildung 6.3. Diese Eigenschaft wird im
Folgenden als ,,Selbst-Fusion® bezeichnet. Der Vorteil des e-regularisierten halb-unendlichen Gitters be-
steht darin, dass sich nun 2/N-viele Funktionalgleichungen formulieren lassen [68]. Diese sind fiir kleine,
aber endliche, e-Werte fiir das halb-unendliche System in Abbildung 6.3 giiltig. Dies ist der Untersuchungs-
gegenstand reiner Spin-1/2-Systeme gewesen, was zu algebraischen Ausdriicken der Dichte-Matrix in Ab-
hingigkeit von Néchste-Nachbar-Korrelatoren fiihrte [6, 63]. Die algebraische Struktur ist unabhéngig vom
Parameter ¢, lediglich hingen die Nichste-Nachbar-Korrelatoren von e ab. Diese besitzen aber einen regu-
ldren Limes € — 0. Daher bleibt die faktorisierte Form des Spin-1/2-Modells auch fiir die Dichte-Matrix
DU(&) = DUM(&y, ..., &,,) erhalten. Die Strategie zur Berechnung der Spin-1-Korrelationsfunktionen
besteht nun darin, die Eintrige der Dichte-Matrix DI (é) in Abhingigkeit einer Zweipunkt-Funktion
w(&1,&2), welche im iibernichsten Abschnitt bestimmt wird, anzugeben. AnschlieBend ist die Projekti-
on bzw. Symmetrisierung der vertikalen Spin-1/2-Linien mit den Spektralparametern Eor_1 = & —iund
Eor = &k + 4, k = 1,..., m, auf den Spin-1-Unterraum (C®)®" durchzufiihren [68).
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6.2. Der X X X Ein- und Zweiplatz-Dichte-Operator flr die Spin-1-Kette fur
verschwindendes Magnetfeld

Um die charakterisierende Zweipunkt-Funktion des Modells zu konstruieren, wird die Strategie von Kapitel
6.1.1 benutzt.

6.2.1. Bestimmung des Einplatz-Dichte-Operators

Da kein @ufleres Feld wirkt, gilt Spinumkehr-Symmetrie. Somit ldsst sich fiir die Einplatz-Dichte-Matrix
der Ansatz

DRt 0 0
pl (€)= 0 D[2]8(5) 0 (6.2.1)
0 0 DU (¢)

wihlen. Aus der Rotationsinvarianz des lokalen Hamilton-Operators (2.0.3b) folgt ebenso die Rotations-
invarianz des Dichte-Operators. Dies liefert die zusitzliche Bedingung D211 (¢) = DEIS(¢) = DI~ (¢).
Mit der Spur-Eigenschaft der Dichte-Matrix, Spur{ DI?(¢)} = 1, folgt schlieBlich

DEI (&) = DIG(€) = DAZ () = 1/3. (622)

Dieses wurde bereits in [65] hergeleitet (siehe (5.9), (5.12) und (5.13).

6.2.2. Bestimmung des Zweiplatz-Dichte-Operators

Aufgrund der Rotationsinvarianz des lokalen Hamilton-Operators (ohne dufleres Magnetfeld, d.h. h = 0)
in Gleichung (2.0.3b) ldsst sich die Zweiplatz-Dichte-Matrix DL (&1,&2) durch

DBI(&1, &) = p1(&1,2) To + pa(&1, &2) PO + ps(€1,62) P~ (6.2.3)
in Abhingigkeit von drei Funktionen pg (&1, &2), k = 1, 2, 3, darstellen. Alternativ l4sst sich die Darstellung
von (6.2.3) auch mittels der ,,Intertwining- und Reduktionseigenschaft, (2.6.12) und (2.6.13), und der
Symmetrie des Dichteoperators, DI?(£1, &) = DPI(&,, €1), die am Ende dieses Abschnittes gezeigt wird
(siehe (6.2.17)), verifizieren.

Aus (6.1.3) und (6.1.4) folgt fiir j = 1 und m = 2 das Gleichungssystem

p1(§1 — 2i,&2) p1(§1,62)
pa(&1 —2i,&) | = L(& — &) - | p2(&1,62) | - (6.2.4)
p3(&1 — 2i,&2) p3(&1,€2)
Mit £ := &; — & ist die Matrix L(&) durch
£2(20+¢%) 4i€(4—4iE+E2) 4ig
(€-20)(6+20)(€~4i)(E+4d)  (§-20)(E+20)(E—4i)(E+4i)  (6+20)(E+40)
L = |- _ 1662 _ —4iE(8—6ig+E%) §(6—2i)
(6—21)(£+20)(E—4d)(§+4i)  (£—20)(6+21)(§—49)(E+4d)  (€+21)(£+44)
16(12+£2) 64—16i€ —4£> —8ig> ¢4 —4i(£—24)

(6—20)(§420)(E—4)(E+4d)  (§—20)(E+20)(E—40)(§+47)  (£424)(6+40)
gegeben. Mit der Transformation

9 3 3
F(&1,62) 2 2 p1(&1,&2)
G(&1,8) | = —16 4 (5) -2) 4 <2£) -1 p2(£1,&2) (6.2.5)
H(&1,6) 8 9 (5)2_3 9 (%)2% pa(é1,€2)

und der Spur-Bedingung der Dichte-Matrix,
Spur{ D&, &)} = (9p1(&1. &) + 3p2(&1, &) + 3p3(€1, &) (61, &) =1 =1 F(&1,&) . (62.6)

ergibt sich das einfachere Funktionalgleichungs-System

1 1 0 0 1
. —£(£—61i)
G(& —2i,&) | = 0 (€—2i)(E+41) 0 G(&,€)
H(& — 2i,6) —256i(¢—i) _e(e—6i)(E2-2i6—4)  €2(6—6i)(¢—4i) H(E, &)

3(+20)(6—21)% (E+4i)  (£—20)%(E+20)(§+44)  (§—24)2(6+21)(E+44)
(6.2.7)
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in den Funktionen G(&1,&2) und H (&1, &2). Wegen (6.2.5) sind die gesuchten Funktionen p(£1,&2), k =

1,2, 3, durch
562436 £? £246
p1(61,€2) BE+d) 30D 1B+ 1
_ 64 36220 362428
P2(§1>52) — | T a5y 60£(§2+4) _30§(€2+4) G(£17£2) (6.2.8)
16 3¢2420 36248
pa(61, 62) e aeed  ~mems) \LE0E)

bestimmt. Anstelle der Funktionen G(&1,&2) und H (71, £&2) sollen im weiteren Verlauf die Funktionen
9(&1,&2) und h(&,&2), definiert durch

G(&, &) = 2%(52 +16)(2 +4)g(&1,&2) (6.2.92)
1 16
H(£17€2) = (22)2 (62 + 16)(52 + 4)2h(£17€2) - @ » (629b)
bestimmt werden. Aus (6.2.7) folgen die Bestimmungsgleichungen fiir g(£1,&2) und h(&7, &2):
9(&1 —2i,&) | _ o 0) (9(&1, &) 6
(h(& -2 52)) - <_ (5—32%%5:52)65_(221‘) 1) (h(§17 f2)> ' (0210

Im nidchsten Abschnitt wird gezeigt, dass die Funktionalgleichungen (6.2.10) gelost werden konnen und
somit iiber (6.2.9) und (6.2.8) sich die in Abhingigkeit einer Zweipunkt-Korrelationsfunktion w(&7, &2)
(eindeutige) Losung der Funktionen pg (£1,&2), k = 1,2, 3, finden lésst:

plenen) = - 15 N LA O [ ez 44 e

(56 (44-€0) — 96) (w(Er — 0,61 +1) +(6 — 6 +)

— (5€% (4+ &%) — 96) (w(&1 — i, &1 + Dw(& — i, & + 1))
—3(44&) (€ +20)(§ — 60w (& — i, &2 + 1) + (€ — 20)(§ + 60w (&1 +14, & — 1))
+362 (164 &%) (w(& — i, & — i) + w(&r +14,& +1))

+(6+€%) (82 (16 + &) w(&r — i, & — (€1 +1,6 +1)

A+ ule - ik el + i —1) | 6211

_ 14y &) (+y7' (&)
Pl = T e a ) {

12 (5¢% — 28) (w(&1 — i, &1 + 1) + w(éa — 1,8 + 1))

+8(5¢% — 28) (w(&1 — 4, & + D)w(o — 4, & + 1))

=3 (44 €%) (& +20) (€ + 1i)w (&1 — i, &2 +14) + (€ — 20) (€ — 1i)w(ér + 14, & — 1)
—126% (16 4 &%) (w(& — i, & — i) + w(&1 + 4, & + 1))

5 (28436) (€ (164 ) (6 — 1.6 — wl&r +i 6+ )

— 4+ W& — i b+ iw(& +i, & — z))} , (6.2.11b)

1 (T4+y (&) A +y (&)

p3(&1,62) = — 12 1562 (4 + &2) {

—12 (8 +5&%) (w(& —4,& +1) +w(& —i,& +1))

— 8 (84 562) (W(€1 — i, &1 + D)w(&s — i, & + 1))

+12(4+ &%) (€ =) (€ + 20)w(€ — i, & +14) + (€ — 20) (i + Hw(&r + i, & — 1))
+3¢2 (16 + &) (w(& — i, & — 1) +w(& + 1,6 +1))

(8+36%) (€2 (16 + ) w(&r — i€ — Nw(&r +1,& +1)

1
2
— (4+ ) W& — iy b+ Dw(Er 1,60 — z))} . (6.2.11c)
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Diese Zweipunkt-Funktion ist diejenige, die den ,,physikalischen Anteil* des Modells beschreibt. Die Funk-
tion w(&7, &2) erfiillt hierbei eine Dreipunkt-Funktionalgleichung beziiglich ihres ersten Argumentes. Diese
lautet fiir diskrete Werte fiirz € {v|k=1,...,N}

(1 +y7 (@) {Qe + 4, 1) + Qx — i, 1) — p(z — p)}
+ (1 +y M —20) {QUz — i, pu) + Q= 3i, 1) —p(x —2i —p)} =0, (6.2.12)

wobei

2i (w(z,p) + % 2i(2% — 3)
Q(x,u)z(—z)Z), p(z) = . : . =

(x —p)2+4 (z—=3i)(z —i)(z +i)(z + 3i)

Ferner ldsst sich fiir die w-Funktion eine Integraldarstellung mittels der in Kapitel 4.2, ,,Einschub zweier
Spin-1/2-Linien®, hergeleiteten logarithmischen Ableitung des Eigenwertes der modifizierten Transfer-
Matrix (4.2.42) bestimmen. Dies wird im nichstem Abschnitt 6.2.3, ,,Losung der Funktionalgleichung des
Zweiplatz-Dichte-Operators*, gezeigt.

Asymptotisches Verhalten und Symmetrie der Dichte-Operatoren

Bevor die Losung der Funktionalgleichungen (6.2.10) konstruiert wird, wird zuerst die Asymptotik und
Symmetrie der Dichte-Operatoren DI?81(&1, &,) diskutiert. Die R-Matrizen (3.1.8) haben die Asympto-
tik 1 fir z — oo, weshalb der m-Platz-Dichte-Operator DI! (&) bzw. D[?(¢) folgendes asymptotisches
Verhalten besitzt:

_ D&, . &) ®1 1
lim DU(e, ... &) = (&1 5[1]” 2 _ 5D“](gl,...,gm,l) ®1, , (6.2.13a)
free lime,, 00 g™ (&m)
DRI(&, . . e 1 1
lim D¢, . &) = (€1 m1) ® 1 =D&y, ) @15 . (6.2.13b)

o0 lime,, oo Ag (6m) 3
Fiir die Zweiplatz-Dichte-Matrizen gilt folglich

1

lim D[ = 1os41 ® DI lim D[ = ——Db 1o,

i (&1, €2) 95 4 1 h2st1 ® (&2) i (&1,&2) %+ 1 (&) @ Laspa
(6.2.14)

fir s € {1/2,1}. Wegen (3.3.12) hat die Einplatz-Dichte-Matrix D!?/(¢;) lediglich auf der Hauptdiago-
nalen von Null verschiedene Eintriige. Daraus folgt sofort, dass die Funktionen po(&1,&2) und p3(&1,&2)
aufgrund von Gleichung (6.2.13) im Limes £; — oo verschwinden. Dann ist wegen der Spur-Eigenschaft
der Dichte-Matrix D2/ (£, &) einerseits

. 1
lim pq(&1,&) ==, (6.2.15)
§a—00 9

aber andererseits
1
lim DP(g, &) = gli_l)n pr(£1,6) 1 = gDm )1, (6.2.16)

62—)00

Also gilt offenbar D[Q]I(&) = D[Q]g(fl) = DPI” (&) = 1/3, was bereits in (6.2.2) gezeigt wurde. Aus
der , Intertwining“- und Reduktionseigenschaft, (2.6.12) und (2.6.13), folgt D!l (&1) = 1/21. Aufgrund der
,Intertwining‘‘-Relation (2.6.12) folgt weiterhin wegen des Kommutierens des Zweiplatz-Dichte-Operators
mit der R-Matrix,

RXXX[S’S] (f)D[%] (1,&) — D3l (&1, fQ)RXXX[S’S] (&) =0,

dass die Zweiplatz-Dichte-Matrix D[?*l(¢;,£,) und somit insbesondere auch die Funktionen py (&1, &),
k =1,2,3, symmetrisch in den beiden Argumenten &; und &5, d.h.

D] (€1,62) = Dbl (62,61) > (6.2.17)

sein miissen.

6.2.3. Lésung der Funktionalgleichung des Zweiplatz-Dichte-Operators

Zunichst soll folgende Zweiplatz-Hilfsdichte-Matrix Dl (&1,&2), welche in (3.3.3) definiert wurde, be-
trachtet werden (grafische Darstellung siche Abbildung 3.9). Die logarithmische Ableitung des modifizier-
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ten Eigenwertes (4.2.40) steht mit dieser Dichte-Matrix D! (f 1, &2) wie folgt in Verbindung:

Mit |¥) wird der zum betragsmiBig groBten Eigenwert A([) i) (z; p) auf Eins normierte Eigenvektor bezeich-
net. Dann gilt nach dem Hellmann-Feynman-Theorem

9 Al () 2l ) |9
3 ] = <\v|t[%]<x~u>|\v>

<\Ij|t[%](,u§,“) {t[%](o;,u) g [ % (23 p ] ; % ]

- % 1n{<\11|A([)é](x;u)|‘1’>}

6=0

6=0

6=0

: : (6.2.18)
sl | [%“‘W]kt[%](x;m [How]'} |

Anwenden der Yang-Baxter-Algebra (Kommutieren der Transfer-Matrizen) und der Eigenschaft (3.2.26)
(Anfangsbedingung) fiithrt zu dem Ausdruck

o (. Spur { D (@, iy RAXX (@ — ) FRIZ (0 +6 = )],y |
5 A}

= — . (6.2.19)
5=0 Spur { DI} (2, RSN (2 = p)REFX (- ) |
Obige Relation ist von der Normierung der R-Matrix abhédngig. Wird die Unitaritit sowie die Paritit der
‘R-Matrix verwendet, so lédsst sich (6.2.19) in den in der Arbeit [5] angegebenen Ausdruck (siehe Gleichung
(4.37)) umschreiben. Unter Ausnutzen der Unitaritit der /R-Matrix
RXXX( )RXXX(/L—F(S—{L')(S 0:]14

und mit
0 21
RXXX (4 _ RXXX 5— _ 1, — P(1/2)
(w=p) geRET w0 -0)| = e (14— PY?]
folgt unter Einfithrung der Funktion Q(z, ), definiert durch
21
0 = Spur § DU pa/aL 6.2.20
@) = G = P P e P (€220
schlieBlich
0 [3] 1 1 1
— Inq Ay* (z; -0 - = — . 6.2.21
35 n{ 0 (x’“)}(gzo (. 1) Q[x—,u—i-% I—M—Qi] (6.2.21)
Die Funktion Q(x, 1) kann mit (4.2.42) durch die Beziehung
Jim {Q( — i p) + Qaz + i p)} = ~GP (@) + @z — p) (6.2.22)
ausgedriickt werden, wobei
17 1 1 1 1 2i(2? - 3)
=—= — — = 6.2.23
#(2) 2{2—1’ s+ a3 z—3i] (z = 3i)(z —i)(z +i)(z + 31) (6:2.23)
ist. Des Weiteren wird die Funktion w(z, 1) eingefiihrt, welche durch
1 T—p+2t)(x—p—20 1
w(z, p) == Spur {Dm (@, p) P(l/z)} 5= Oz, ,u)( a ;E a ) _ 3 (6.2.24)
definiert ist I. Aufgrund von Gleichung (6.2.21) folgt
1 (z—p?+4 0 (3]
=—-———Z2 — — In< A (z; . 6.2.25
W(CI’),M) 2 % 86 n 0 (.7,',/.1) 5—0 ( )
Einsetzen der Integralgleichung (4.2.42) fiihrt zu der Darstellung
1 . (x— ) +4 I G («)
=—— — HrF(x —p) — ——— d . 6.2.26
w(z,p) =5 = ((@—p)* +4)7F(z - p) 5; L e (B =) (6.2.26)

'Diese Definition der w-Funktion entspricht der Definition in [6], wobei der Unterschied im Operator D!l (1, x) liegt. In [6]
handelt es sich um den reinen Spin-1/2 Zweiplatz-Dichte-Operator, d.h. alle Rdume, auch die horizontalen, sind Spin-1/2
Réiume.
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A A A A
u—iC >
vN—1C€ —

.‘ :
; o
|, U U VU U o

<k—» r—i p—i ‘k—’
(a) Zunichst wird das Kommutieren der Quantentransfer-Matrix
benutzt. Das Symbol e bezeichnet die Stelle der Ableitung bzgl.

¢ an der Stelle Null.

2 [ S NS NS A
w—i C J > .- D)
M—i (<—— \L_ 1D
A
vz C >
vp ¢ >
A A\ A A\ A\ A\
‘k—’ T—i p—i ‘T’

(b) Hier wird die Anfangsbedingung der R-Matrix ausgenutzt.

r\‘ I r\‘ ] r\‘ I
(4-0—\

>

vy € —
vy C 1o
5‘ ‘ :
vz ¢ —
vy C B |

% A A A A A\
—> pr " — 1 —>
k rmvopme k
(c) Benutzen der Unitaritidt der R-Matrix fiihrt schlieBlich zu
dem Ausdruck in (6.2.19).

Abbildung 6.4.: Beweis von (6.2.19).
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Mit dieser Funktion lisst sich der Hilfsdichte-Operator D'(z, 1) durch
1 1 1
DM(z, p) = (4 - 6w(:v,u)> 1+ gw(:c,u)P(l/z) (6.2.27)
darstellen. Wegen der Symmetrie des Dichte-Operators (6.2.17) ist die Zweipunkt-Funktion w(z, 1) eben-
falls symmetrisch in beiden Argumenten,

w(z,p) =w(p,z) , wla,p) =wl—x,—u) . (6.2.28)
Alternativ folgt die zweite Symmetrierelation bereits aus den Symmetrieeigenschaften der Funktion F'(x),

(4.1.47), und des Integralgleichungs-Systems (4.2.39b). Diese Symmetrien gelten dann auch fiir die (-
Funktion, sowie fiir die logarithmische Ableitung des Eigenwertes,

% In {Agé](a:; u)} = % In {A‘[’é](”; x)}

6=0 6=0

Weiterhin folgt
14+ P1/2)

2

Spur {D[l] (z, ) 13

} 3 @, (6.2.29)

wobei (14 + p/ 2)) /2 gerade der Symmetrisierer, also der Projektor auf den Spin-1-Unterraum, fiir den
X X X-Fall ist. Ebenso gilt wegen der Fusionseigenschaft der Quantenmonodromie-Matrizen, Gleichung
(3.2.3) ', der Zusammenhang

Spur {D[l] (z—i,x+1) (14 + P(I/Q))/Q}

Spur {D[l](:ﬂ—z’,x—l—i) 73+} (0|t (z) |T) 1
 Spw{DU@ —ie+i)} (el -l @iy 1HyH2)
wobei im letzten Schritt der Gleichungskette die Identitit (4.2.19d) verwendet wurde™. Folglich gilt

, (6.2.30)

4 1 4
14y '(z) = irti)=—= (30— ). 231
+y(@) 3+2w(x—i,z+i)®w(x ha+i) 2(3 1+y1(a;)) (6.2.31)

Um zu zeigen, dass diese Identitédt auch aus der Integralgleichung (6.2.26) folgt, wird an Stelle der Funktion
G,(P) (z) folgende Transformierte eingefiihrt.

3(0) () - (0) v 1 1

G (x): Gu(@) + 5 — (5(x—p) L+y=H(u+0i)° (6.2.32a)
. -1

7@ = (1+y ' (@)G0@) =  ¢O@) + = ! L+y” (@) (6.2.32b)

2 cosh (5 (z—p)) 1+y~Y(p+06i)’
wobei 6 = *1 ist. Einsetzen dieser Transformation in das Integralgleichungs-System (4.2.39) liefert

~ I, S N R & Vi € B .
(1+y ()G (2) 2 cosh (% (x—m)) [ - = | GO ()
— T T—p—1€ 1 -
(1 + bé 1(1‘))6{%—’_;(]}) = _zsinh(%(g_u_ia) 1+y—1(u+067) + K G%—i_;(l‘) ) (62338_)
5o - _im T —ptiE 1 -
(L+be (2))Gy (@) 4 sinh(Z (z—p+ie)) 1+y~ " (u+09) G (@)
_in 1 4y M) 3 (@)
gé(P))(x) 2 cosh((a—m)). ! 1+y‘11(u+0i)} ST
+ . _am T—p—1€ > p \T
gl(l« )(l‘) - 4 smh(%(ac—u—z?)) 1+y~1(p+01) + L (14062 (2))
- _am T—p+i€ 1 gl(:)(x)
gu () 4 sinh( 5 (z—ptie)) 1y~ (p+09) 1+6. (@)

(6.2.33b)
Fiir Gleichung (6.2.26) folgt dann

r—p) (-4 1
8 sinh(Z(z—p) 1+y t(u+0i)

W, ) = 5 (@~ p)? +4) TF(z — p) +

Die Gleichung (3.2.3) lisst sich fiir die X X X-Kette mit den Projektionsoperatoren Pt = (14 + pi/2) )/2 in analoger
Weise herleiten. Die Darstellung der Projektionsoperatoren fiir die X X X -Kette ldsst sich durch den Limes ¢ — 1 aus der
der X X Z-Kette, siehe (E.1.10), bestimmen.

MGleichung (4.2.19d) wurde zwar nur fiir das X X Z-Modell angegeben, jedoch gilt entsprechendes auch fiir die X X X -Kette.
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02 0o ~(0) (1
N Gt ) / dz’ G (2) . (6.2.34)
2i —o  4cosh (3 (z— 1))

Der Ausdruck (6.2.34) soll nun an den Stellen z = +¢ und p = F¢ ausgewertet werden. Dazu werden die
Argumente x und p zundchst um =4 bzw. 4 verschoben. Der Parameter © wird dabei, abhéngig von der
Verschiebung des Spektralparameters ;1 — p F ¢ auf © = +£1 gesetzt. Dies fithrt formal zu

w(xj:i,uq:i):1—(x—u)(x—u:i:éli)ﬂF(x—uj:Qi)

2
- (= p)(x— p£2i)(z — pt4i) 1
8 sinh (5 (z — p)) 1+y=Hp)
) é(o) (:E/)
— —ut4 o Fi -
2 oo 4sinh (3 (z —2'))
Fiir 4 — « folgt Gleichung (6.2.31), vorausgesetzt, dass
o G
nFi _
lim (2 — da’ =% _ 6.2.36
MI_I)I%C(.%' # [oo ¥ Asinh (5(z—a')) 0 ( )

gilt. Weiterhin folgt aus (6.2.14) das asymptotische Verhalten
lim w(x,p) =0.

T,p—00

Ziel ist es nun, eine Losung der Funktionalgleichungen der Funktionen g(z,u) und h(z,u) durch die
Funktion Q(x, 11) iiber den Zusammenhang (6.2.21) zu bestimmen. Der Ausdruck

9 | Ag](:c;u) (z=p—i)(w—p—0+1) 9 Agl}(x;u)
96 1 Gopmie—p=b+1) 96 | Gop—)(e—p=0+1)

_ (z—p+i)(x—p—0—1)

Gt === ) |s_g A i) ] @=pF)@=n=0-1 } |50
B A =
N A§ (@ ) A[[ﬁ] (x + i3 1) A([)%] (@ =i 1) |50
L0 {A([F] (ot ism M (@ — i) _¢+<x—2¢>¢_<x+2z'>}

Sl G === = I e Lot ol | W

_ { A([)%] (@ + i) A([)%} (z —i;p) } 9 { A([)%] (z +i;p) A([)%} (x —iyp) }

I (R ===
= (1+y'(2)) (8 In {A([é] (o + it 1) Ay (:v—i;u)} - — > > (6237)
00 =0 T—MH—% T—p+1

wobei im zweiten Rechenschritt der Zusammenhang (4.2.40) benutzt wurde, erfiillt die (diskrete) Funktio-
nalgleichung

gz —2i)+g(z)=0 Vae{vg] k=1,...,N}. (6.2.38)
Dies folgt aus der Inversionrelation (3.2.38). Es gilt
0 A (2 ) _ ~
6 ln{ (wfu—oi)(mfu—aﬂ) =(1+y 1(33))G£L0) (#) = - (1+y 1(2))GELO)(Z)
(—pti)(w—p—05-1) ) |s=0

was eine Konsequenz aus dem Gleichungssystem (4.2.39) ist, da einerseits der ,,Driving*“-Term und ande-
rerseits die Kern-Funktion /C(z) fiir  — = — 2i ein relatives Vorzeichen liefern. Mit (6.2.21) folgt

1
9 ) A
96 (e—p—i)(x=(u+3) +1)
(x—pti)(z—(p+0)—1)

, (6.2.39)

z=x—21

=—(1+y (@) {Q@+i,p) + Qx —i, p) —p(z — p)}

(6.2.40)

§=0
Aus (6.2.38) folgt

(1 4y~ 1 (@) {2z + 4, 1) + QU — i, 1) — o2 — p)}
+ (1 +y M —20) {Qx — i, 1) + Qx — 3i, 1) —p(z —2i —p)} =0. (6.2.41)
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Dies ist die definierende Dreipunkt-Funktionalgleichung fiir die Zweipunkt-Funktion Q(x,p) (vgl.
(6.2.12)). Da die Funktionalgleichung (6.2.38) unabhingig von der Wahl des Spektralparameters . ist,
erfiillt auch

(1+y @) (e + i F i) + Qo — i, p F 1) — gl — p£ )}
die Funktionalgleichung (6.2.38). Die Funktion g(z, 1) wird nun durch

g@w%I—nN@wHQ®+%u+®+Q@—%u+D+Q®+LM—U+Q@—LM—U

—ple—p—i) - plz—p+i)} (6242
definiert, wobei n ein von x unabhéngiger Faktor ist und

N(z,p) = —(1+y () (1+y ' (2)) .
Mit

h(z,p) := —nN(w,u){Q(m+i,u+i)Q(w—i,,u—i)—Q(x—i,,u—i—i)Q(x-l—i,u—i)
+Q(mi,u+i)¢(xﬂ+i)+ﬂ(:v+i,ui)w(xui)w(rﬂuﬂ)w(xui)}

(6.2.43)

wird die Funktionalgleichung

h(z,p) — h(z — 20, p) = p(z — p —i)g(x, p) (6.2.44)
gelost.
Beweis: Mit (6.2.41) folgt

iwu—u—nmnuw=wu—u—n(r+y%m)0+y1un{n@+uﬂ+a+9@_aﬂ+n
+Q(a:+i,,u—i)+Q(:U—i,,u—i)—ap(x—p—i)—gp(:ﬂ—u—i—i)}

= ot == 1) (1 570) { (U457 00) 00 = )+ 0200 o= ) = ol — )
— 14y (z—2i) [Q(mi,u+i)+Q(z3i7u+i)@(x,u3i)]}

=14y '(w) {Q(x —ip—i) [(1+y (@) ex —p—i)+ (1+y (z - 20)) p(x — p — 3i)]

— Q@ —i,p+9) [(1+y 2z —20) e@—p—0)+ (1+y ' (2) ez — p+1i)]
+ (14+y ' (@) Qe —i,p+i)pl@— p+1i) +Qa +i,p—i)plx— p—1i)

— oz —p+i)pr—p—1)]
—(14+y Nz =20) [z —i,p—i)p(@ — p— 30) + Qx — 3i, u + i)p(x — p — 1)

ol == 3ibolo - 0]}
=(1+y () {Q(ac —ip—0) [(1+y (@) Qe +ip+i)+ (1+y o —20) Qa — 3i, u+1)]

—Qz—i,p+0) [(1+y (2 —20) Qe —3i,p—i) + (1+y () Uz + i, p— 7))

+(1+y @) [z —i,p+i)pl@—p+i)+ Qa+i,u—i)pl—p—1i)
—p(z—p+i)o(r —p—1i)]

— (T+y M@ —20) [z — i, — i)p(z — p— 3i) + Q- — 3i, p+ i)p(x — p — i)

wxumwuum}

=14y ' (w) {(1 +y @) [z + i, p+D)Ur — i — i) — Uz — i, p+ D) + i, — i)

Uz — i, p+i)p(r — p+i) + Qa +i,p— D)oz — p—1i) — (@ — p+i)o(r — p—1i)
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— (T+y (@ —20) [z — i, p+)Qx — 3i, 0 — i) — Q& — i, p+ 1) Ux — i,y — 0)

+Q(fv3i7u+i)s0(wui)+9(wi,ui)s0(wu3i)so(wui)w(xuf%)}} :

Somit sind die Funktionen
1
G(&1, &) == —n N(&1,6)5: (€ +16)(¢* +4)

X{m&+@&+”+mﬁ—%®+ﬂ+m&+a&—w+ma—@@—w—@gim}’

(6.2.45a)

und

H(E1,6) == —n N(€1,62)

(2i)?
X {Q(Sl +1i,62 +1)Q& — 4,82 — 1) — Q& — 4,62 +1)Q& + 14,82 — 1)

2i(&% + 2i€ — 4)
(€ — 20)&(& + 23) (€ + 49)

(&2 +16)(* 4 4)?

2i(€% — 2i§ — 4)
(€ — 40) (& — 20)&(€ + 2i)
_ (20)2(&* — 4€% + 16) }_16
(€ — 40)(€ — 20)2€2(€ + 20)2(€ + 40) | 3¢2 (6.2.45b)
Losungen des Gleichungssystems (6.2.7), wobei {1 = z, £&2 = pund £ = & — & ist. Mit (6.2.24) folgen
die Ausdriicke

G(£17£2) =N N(£17£2){£2 [W(fl + i?f? + 7’) + W(fl - i7£2 + Z) +w(£1 + i7£2 - Z)

+w(é —i,& —0)] +4if [w(ér — 4,8 + 1) — w(éy + 14,8 — 0)]
+ 44 (W& +i,6 +1) +w(& — 0,8 — 1) +w(ér — 4,6 +1i) +w(és +14,§2 — )]

Q(il - i7€2 +7’) +

Q& +14,82 —1)

+ 166 [w(& — i, & + 1) —w(& +14,8 — )] + 12} , (6.2.462)

H(£17£2) =N N(£17£2){£2 [W(£1 + 2.762 + ’L)W(fl - iaf? - 7’) - W(fl - i7£2 + Z)w(£1 + 2.752 - Z)]

+8[2(w(ér +1i, & +i)w(6 — 1,82 — 1)) —w(&1 — 4,8 + i)w(& + 14,82 — )]

— 166 w(& — i, & +i)w(&r +14,& — )
2
+2i€ w(& — 4, & + 1) — w(& + 1, & — 9)]
42w+ i &+ Fwé —i & — 1) —w(€ — i & i) —w(é i & — )]

1 8iE (W€ — i+ 1) — w(&s + i, Er — )]
—mgﬂM&—u@+w+M&+a@—m+6—%fﬂ—

Fiir die Funktionen g(&1,&2), h(&1,&2), G(&1,&2), H(&1, &) ergibt sich per Konstruktion dieselbe Symme-
trie wie fiir die w-Funktion (6.2.28). Mittels (6.2.46) und (6.2.8) ergeben sich mit der Relation (6.2.31) die
Gleichungen

%65*2 . (6.2.46b)

“n N 3 562 (4+£%) — 96
01(51,52):15722 (4(15—1“73;{16 ‘ ( +n£) - 210
2 2\ _
S (425) W (e — 60 +8) + (& — 0,60 +1))
2 2\ _
5¢% (4 41_251) %6 (W& — 4,6 +1)w(§2 — 4,82 + 1))

=3 (44 ((€+20) (€ — 6i)w(ér — i, & + 1) + (€ — 20)(§ + 6i)w (& + 1,82 — 1))
+ 362 (16 + %) (w(é1 —4,& — i) + w(& +i,& +1))
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+(6+€7) (2 (16 + ) w(&r — 1,6 — (€ +,6 +1)

— 4+ W& — i b+ iw(& +i, & — z))} : (6.2.47a)
N 3(5€2 — 28
pal6r, &) = M{w (25— 5¢2) - 20—
2 _
2 _
- 2(553n28> (W(€1 - i)é-l + Z)M(SQ - i7§2 + Z))
— 3 (44 %) ((&+20)(€ + 140w (& — i, & + 1) + (€ — 20)(€ — 14i)w(&y +1,& — 7))
—126% (16 + &%) (w(&y — i, & — i) + w(& + 1,8 +1))
2 (2843€%) (€ (164 ) (6 — 1.6 — wl&r +i 6+ )
—(4+ 52)2w(£1 —i,& +i)w(& +1,& — z))} , (6.2.47b)
N 3 (8 + 5¢2
ps(€1,62) = M{ls (8 +5¢2) + (;ng)

2
+ (84_71%) (W —14,61 +1) +w(ée — 1,8 +1))

2B (s — i1+ iholea — 162+ 1)
1200 ) (€ — (e + Hpolls — 1 1)+ (€ — 20)(i Eholle+ 1,8 — D)
+3§ (16 4+ &2) (w(& — i, & — 1) +w(& +1i,& +1))

(
)
5 (8436 (€ (164 &) w(s — i, & — lEr + 1,6 +9)
- (4+£2) w(€r =4, & +i)w (& +14, &2 —z‘))} : (6.2.47¢)

Die Zahl n ist durch die Analytizitét des statistischen Operators (6.2.3) bzw. durch die Analytizitdt der
Funktionen p; (1, &2) festgelegt. Wird zum Beispiel {1 = &, gesetzt, so diirfen die Ausdriicke (6.2.47) kein
singulédres Verhalten zeigen. Fiir diesen Fall ist dies nur fiir n = —1/12 gegeben. Somit folgen die Ergeb-
nisse (6.2.11). Die geforderte Symmetrie des Dichte-Operators (6.2.17) wird erfiillt. Durch das Gleichungs-
system (6.2.8) wird alternativ eine faktorisierte Darstellung in den Funktionen G (&, &2) und H (&1, &) ge-
geben. Mit der Bemerkung (C.0.3) ldsst sich die Funktion G(&1, &2) aus der logarithmischen Ableitung des
Eigenwertes (4.3.6b) bestimmen. Dies liefert eine addquate Integraldarstellung. Fiir die Funktion H (&1, &2)
fehlt jedoch eine derartige Beschreibung, da in dieser die w-Funktion in quadratischer Form erscheint: Die
w-Funktion ldsst sich selbst wieder als logarithmische Ableitung eines Eigenwertes schreiben, nicht aber
Produkte von w-Funktionen. Es ist unklar, wie sich Produkte von logarithmischen Ableitungen des Eigen-
wertes (4.2.42), ausgewertet bei verschiedenen Argumenten, durch eine logarithmische Ableitung eines
anderen Eigenwertes darstellen lassen. Mit den in Kapitel 4, ,,Nichtlineare Integralgleichungen®, einge-
fithrten Eigenwerten ist keine einfachere Beschreibung der Funktion H (&1, &2) ersichtlich.

Eindeutigkeit der L6sung

Wegen der Symmetrie des Zweiplatz-Dichte-Operators DI?!(£,, &) (6.2.17) folgt, dass jedes von Null ver-
schiedene Dichte-Matrixelement ein symmetrisches Polynom zweier Argumente vom Grad 2N dividiert
durch das Produkt der Eigenwerte /NX([)H (fl)/i[[)” (&) ist. Jedes dieser Polynome hat (2N + 1)? Koeffizien-
ten, welche sich aufgrund der Symmetrie lediglich zu (2N + 1)(N + 1) unabhingigen Koeffizienten re-
duzieren. Fiir beliebige Spektralparameter {; liefert die Funktionalgleichung (6.1.3) fiir &, € {vg, ..., vy}
insgesamt (2N + 1) N-viele Bestimmungsgleichungen fiir die Koeffizienten. Weitere (2N + 1)-viele Glei-
chungen kommen hinsichtlich der Asymptotik (6.2.13) hinzu. Insgesamt sind dies (2N + 1)(N + 1)-viele
Bestimmungsgleichungen. Die lineare Unabhiéngigkeit der Gleichungen wurde fiir charakteristische Fille
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und kleine Trotterzahlen N getestet [68]. Mit der linearen Unabhingigkeit der Bestimmungsgleichungen
folgt, dass die Losung der Funktionalgleichungen, welche der Symmetrie und der asymptotischen Bedin-
gungen geniigen, eindeutig beziiglich der Analytizitit der Elemente der m-Platz-Dichte-Matrix D[?! &)
ist.

Homogener Limes

Mit wk0) (¢, &) wird die kte Ableitung nach dem ersten Argument an der Stelle £; bezeichnet. Wegen
der Symmetrie der w-Funktion gilt

WOz +izTi)=wd(@Fiz+i). (6.2.48a)
Weiterhin folgt daraus

w(0,2) (CC +ixF Z) — w(270) (x Fi,x+ 7,) s (6.2.48b)
sowie

WDz tizTi)=wbD(@TFizti). (6.2.48¢)

Ausnutzen dieser Symmetrien fiihrt im Limes £, — &; explizit zu folgenden Ausdriicken:

(1+y (&)
240

+28w(& — 4, & FH)w(& — 4,6 +1) — 32w(& — 4,86 —Dw(é + 1,6 + 1)
+16i (w06 + 14,6 — i) — w PO — i, & + 1)) — 48w BV (& — i, & + 1)
+32(wd0 (6 44,6 — )W (& — 0,6 + 1) —w(& —i, & + DD (6 — 4,6 + z‘))} ,
(6.2.49a)

(61, 60) = {15 52061 — i€ 4 8) — 16(w(Er — i, €1 — 1) + w(Es + i, &1 + 1))

(1 +Z/_1(§1))2
90

—22w(&1 — 4,81 +i)w(§r — 4,61 +1) + 28w(&1 — 1,61 — Dw(& + 0,8 + 1)
+ 24i(w 06 =i, & +14) — WO (& 4,6 — 1) + 420D (& — 0,6 + 1)

p2(é1,61) = {—33W(€1 — 0,6 41) + 24(w(&1 — i, & — 1) Fw(& + 0,8 + 1))

—28(wO (g 44,6 — )P (6 — 0,6 +i) —w(& — i, & + )V (&6 — 4,6 + z‘))} ,
(6.2.49Db)

(1 +y*1(§1))2
90

—2w(& — 0, & Fi)w(éy — 4,6+ 1) +8w(& — i, & — Dw(ér + 0,6+ i)

+6i (w0 (& +14,6 — i) — w0 (& =4, & + 1)) + 120D (& — i€ +9)

— 8wV (€ 44,6 — D)W (& — i, & +14) — w(& — i, & + DBV (6 — 4,6 + z‘))} :
(6.2.49¢)

p3(£17€1) = {_Sw(gl - iugl + 7’) - 6(0‘}(51 - Z.751 - Z) + Ld(€1 + 7’-751 + 2))

Der Nulltemperatur-Limes

Fiir T — 0 folgt aus der Integraldarstellung (6.2.26) bzw. (6.2.34)!V

) 1 9 T —
fim w(@,p) = 5 = w(le—p)"+4) {F(x —H - 16smh(g(/i:—#))}

VWegen (4.1.39) folgt, dass auch im X X X -Limes die Hilfsfunktion y(z) entlang (R = ¢) fiir T — 0 gegen 1 konvergiert (vgl.
Gleichung (B.16) in [50]).
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1 i 1 w(x — p)
und andererseits wegen (6.2.31) und (4.1.41)

. . . 1
%;mow(m —i,x+1) = —3° (6.2.50b)
was zu (6.2.50a) konsistent ist. Weiterhin folgt
lim w(& +£4,&§ +i)=1-2In2, (6.2.51a)
T—0
1 /5
; (0,1) i N — 1 (1,0) ; N— 4+ (2 _
%lglow (&1 F1i,& +9) %gnow (&1 £14,& F1) :t% <2 41n 2) , (6.2.51b)
lim w®Y (& +4,¢ :Fz'):1 —1—2lnz+7r—2 (6.2.51c)
T—0 L= hst 2\ 2 6 ) -

Somit lautet der Nulltemperatur-Limes von (6.2.42) und (6.2.43) folgendermal3en:
Jim g(&1,€2) =0,

Climro(1+y7 ' (€)A +y ' (&) 7 1
12 16 sinh? (5(& — &)

%igloh(fhfz) =

_7r2 1

~ 48sinh? (Z(& - &))
wobei ausgenutzt wurde, dass die w-Funktion im Nulltemperatur-Limes nur von der Differenz der Argu-
mente abhingt. Weiterhin wurden die Funktionalgleichungen der Digamma-Funktion

U(1l—2z)— U(x) = mwcot (mx)

und
1
U(x+1)=V(x)+ p

verwendet. Im homogenen Limes £, — &; ist zwar die Funktion i (7, {2) im Nulltemperatur-Limes singu-
ldr, jedoch die Funktion H (&1, &2) (siehe (6.2.9)) nicht. Die Nulltemperatur-Limites der Funktionen p; (0, 0)
sind durch

. r 2,
%1111}0 p1(0,0) = ST (6.2.52a)
19 14
li =4 7 2.52
Jim p5(0,0) TR (6.2.52b)
, 14,
%1111}0 p3(0,0) = ~9 + 35" (6.2.52¢)

gegeben. Diese Ergebnisse des Nulltemperatur-Limes konnen durch die Riemannschen ¢-Funktion mit
geraden Argumenten ausgedriickt werden, ((0) = —1/2 und ¢(2) = 72/6. Es folgt

p1(0,0) = —C(0) — 12¢(2), pa(0,0) = C(0) + T2¢(2), ps(0,0) — SC(0) + £C(2) . (625%)

Der Hochtemperatur-Limes

Aus Gleichung (4.2.52) folgt fiir die Hochtemperatur-Entwicklung der w-Funktion:

1(x—p)?+4 <, 1 L1y, / )/, s
=0 — 1
L[ dx’ ©), N ©) /s ) ©) /s
+64T/ Teoth (32 =) [go (', 1) (dy2(2") = y1(")) + g1 (', )y (2') + 4895 <I7U’)}
oo 5
1 64.J
+0O(T3) == +0(T7%). (6254

Es folgt

_lfii -2 _71£ —2 _%{ -2
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6.2.4. Integraldarstellungen der Zweipunkt-Korrelationsfunktionen

In diesem Kapitel sollen fiir die Funktionen p; (&1, &2) fiir § — &; Integralgleichungen bestimmt werden

Mittels der Integralgleichung (6.2.34) folgt
(0) ’
1 G, i (2')
~(1-4mm2 +2 [ do SLtl . (6255
2 ( nety L&) ) / 4sinh (5 (& — 7)) ( 2)

w(gl ii,§1 :l:l) =

wobei hier die Kurzschreibweise
A0) oy . A(0) (o
Gf:l:z(x ) . Gu (.CL' ) p=€+i,0=T1
verwendet wird. Weiterhin folgt
1 3
(L.O) (g, 44 ; :i<141 2+ >
w i, i - n
(0) N oo (0)
/ GEIZFZ( /) . ( )(51 /J':t47') / ax,G,u:Fz( )
+ 21 d + lim dx -
4sinh (5(& —a')) — w—é& 2 —o  4sinh (5(& —a))
(6.2.55b)
sowie
OV (g +i,6 Fi) = (1—41 2 1 G oY
w 12,81 F1) =F5; n2+ Fh
)=y Ty i) T T @)+ ulE)
Gl (! - —pt4i) [ Oy GO
— 22/ dz’ &xi(*) + lim (& = )& — p £ 49) / dx’ il @)
4sinh (5(& — ') n—é 2 —oo  4sinh (5(& — 1))
(6.2.55¢)
als auch
‘ : 1 3+7° 1 , ¢, Iny(&1)
@D (gy +4,¢ :—(1 2In2 — +3 &1
w 1x2,& F + 21In A
( ) 3 Try i) Oty @)+ ulE)
o GO () 9,GY) (2 — 0w G (')
$/ da’ el —1—21/ d’ p=&Fi
—oo  4sinh (5(& —a)) 4sinh (5 (& — ')
- — o di 0,0, G0
+ lim G2 Zp2d) / da’ p=il™) 6 550)
u—é 2 4 sinh (2 (& — "))
Die Funktionen gg?ﬁ(x) = (1+y ) GEOQ( ) erfiillen dabei die Integralgleichungen
(0
i 1 1+y ! (z) e zi(®)
%0% z) TGz [ - ] Ty
+ - x—& —i(EF1) 1 C 951 i\
% jg :C = :F4 Cosh( (m—£1— Ze)) TTy-1(c1) + K x (1+;: ) (6.2.56)
9e,7:(%) FI—" £ i(ex) 4 gﬁﬂm(r)
4 cosh( (z— §1+7,e)) 1+y=1(&1) (1+5- ( )
Dementsprechend konnen die Integralgleichungen fiir die Funktionen
(0 _
Daiei(x) - a9y 4(x) + Dagl, Li()
sowie
0 +
Oer Gy wi ()« O 96174 (x) « Dey g2 (@)
als auch
~(0
afaflgéliz( ) Oy 8519&;1( ) > 890851951;1( )
aus (6.2.33) formal durch Ableiten nach den jeweiligen Spektralparametern bestimmt werden. Analog lésst
sich die Funktion 0, In y(z) durch das lineare Gleichungssystem
0 O, Iny(z)
L 1+y—1(z
8 lny(x) T 9 bmh( (acfze)) R 8:121{1 bg((x))
a In b, (17) = TcoshQ( (:v—ié)) + IC % H'beil(f) (6257)
Oz In b (ZL‘) T2 smh( z (m+i€)) Oy lil,bf(z)
Tcoshz(%(z’—&-ié)) 1+b; (x)
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bestimmen. Aus Kombinationen obiger Integralausdriicke lassen sich durch Ausnutzen der Symmetrieei-
genschaften (6.2.48a) einfachere Relationen finden. Es folgt

G = GO, (')
w(§+z,§+z)+w(§—z,§—z):1—4ln2—|— +2/ dz dsinh (26— "))
(6.2.58a)
0o G(O) ( /) +G(0)_<I/)
. N e — 1 €t —t
Gl 64i) e g —i) =2 [ xS (62.58b)
wobei per Definition
Gl@) =3 (y (i) G (@), ., = (1 +71©O) X CP@)|, .., - 625%)
o=%+1 o=—0c o=%+1 b=-0c
G = Y (i) GO, = (1457©) X 6P, 6259
o=+1 ==c o=+1 0=

gilt und
0=wV(e+i, ¢ Fi) —wOV(EFi,¢£10)

€ , G e, 0GR
:t}lgng2[(§ ,u:t4z/ dx 4smh(:(2 ))+(§_M:F4l)/ de 4s1nh(2(§ z'))

B e Iny(§) ; o ,ng() ééoi)z(x/)
2<1+y1(£))(1+y(£))+2/ M L sinh (56— 1))

Also gilt
L E-pE—pta) (<, 0GR
:l:;l}—>m§ 2 /_oodx 4sinh (5 (£ — a'))

—9 a& lny(f)
(1 +y 1) +y(&))
(E—WE—nFa) [~ , GG
/_Oodx 4sinh (3(€—a'))’

—i[w(€+1i,& +1i) —w(E —i, & —i)]

F lim

Jim, 5 (6.2.60)

und folglich, konsistent mit der Symmetrie (6.2.48a),

WO (g 1,6 Fi) = i% (1 A2+ O, Iny(&1) )

3 .
Ty 16 Ty @) + )
, GO G- T [~ 960
_22/ W s (2 (6 — ) T 2 /Ood”" Asinh (Z(& — o))
(6.2.61)

Wegen der Symmetrie (6.2.48a) lisst sich fiir die Funktion wbD (&1 —i,&1 + @) alternativ der Ausdruck

, , 1 3+ 72 1
whD (& —i,& +i)=—3 (1+2ln2— 37T 1+y—1(€1)>
I )+ G| 0w [0 @) + G )]
+ 2/ v 4sinh (3 (& — ')
0 (0) (0) - A0 oy GO
+ / g Goe®) ZCela) | (6 -2 / gt 21 (G2 = Gl
oo 4sinh (Z(& — 2')) LT 2 oo 4sinh (§(& —27))

0
@@ + Gl
4sinh (5 (& — ')
angeben. Aus den Integralgleichungen (6.2.58) und (C.0.6) folgt die Relation

(6.2.62)

0,0
+2i hm (& — u)/ dx’

wlx—t,x—1i)f+wl@x+i,z+i)—i [w(l’o)(x+i,x—7j) —w(l’o)(x—i,:c—l-i)}
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1 - p 0 |G ) + G ()]
S — | / dx
4sinh (5 (z — a))

—2(z — p) . da’ 4sinh (5 (z — "))

Die Funktion
0 (0
60 (2) 1= 0, |G (2) + G, ()]
erfiillt dabei das Integralgleichungs-System

(1+y ()8 (x)
(1+ b7 (@) o) (1)
(1+5; ()8} (@)
0 (0)
2 mnh(% T—p— 7,6)) 1 i 1 Ou Iny(p) R 6(,:_)
= coshz( (z—p— ze)) I+y=1(w) 2 cosh(%(w—u—ié)) Ay A+yT(w) | + = QS# (-7:) s
74ﬂ_2 blnh( (x—p— ze) 1 i 1 9, Iny(pe) @L_)

cosh2( (z—p+ie )) +y=1(w) 7cosh(%(x—,u—i—ié)) (I+y(w) (1+y = (1))
(6.2.63)
wobei
+
& (a) = 0 [#&<>+G21<ﬂ.
Offensichtlich sind die Funktionen 6,&0 ) (z) und QS ( ) im Limes p — x regulér, weshalb der Term

li )2 ~ dx’ O [Giolz(x/) + C:Lo_)l(x’)}
#13;(9:—# /,Oo v 4sinh (5 (z — a))

verschwindet. Folglich gilt

0 ~(0 ~
/ o |G = G2 i, . 6O (@)
lim (x — dx =
n— 4 sinh (g( -'L'I)) 1 + y_l(x)

Daraus lisst sich die Identitét

lim (x — p)(x — p+ 40) /°° o 8MC~¥LOE¢($I>
T 2 —o0 4 sinh (2( ml))
. o (0) . A
b EZRE R [ gy BCle) B G ()
=T 2 e 4sinh (5 (z — a)) L+y ()

herleiten. Mit den Integralgleichungen (6.2.55) folgt der Ausdruck

1 2ilim,_,, G\ (x) — 1 20, In y(z)
(170) :l: . . — - H—rT 1 T . :l: . :l: .
ST =y T T w) T A @) ) T R ED)
o0, [GEL ) + G ()]
; lim (z — 2.64
+Zp13%c(x ,u)/_oodx 4smh(2(x—x)) » (6264
wobei
G ()] A(0)
_ ’ u+z( ) p—i T _ ZGM :L‘) B
;Plgc v / du 4smh(g(a:—x’)) —gl_%(uﬁ M)ler_l(ﬂC) =0

benutzt wurde. Daraus folgt
wO(z 4 i,z — )W (2 — i, 2 + i) —w(z +i,2 + d)w(x — i, — 1)
= (@) O (2) — i [w(x i+ i) fO (@) —w(z — i,z — i) fO(z )} (6.2.65)

mit
) - 1 2¢lim, ., G( (x)—1 20, Iny(z) i (1 < da! (’5,@(3:’)
R e RN (er= (1) ey ROl Wiy e 8
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Aus (6.2.49) folgt
(Y €)) f16(4 =By (&) B2ilimue, GV | o ey o)
pl(flvél) - 240 { (1+y_1(£1))2 - 1:y,1(€‘:) +32f + (gl)f (51)

( s ) . .
—32 (z [w(& +i,& ) f () —w(lr — i, & — i)f<+>(51)] P (SRSt z))} ’

L+y= (&)
(6.2.66a)

— 28 (&) f ) (&)

wbD (& — i, & +14) }
L+y=1(&) ’

PQ(fl fl) = <1 - yil(&))Q {_2(23 - 213/_1(51)) + 480 lim“—>51 @LO) (51)

90 (1+y~1(&))° L+y=H(&)

+28 ( [wigr+i,& + ) (E) —w(&r —i,& — )P (&)] +2
(6.2.66b)

(1+y7(&))” {4(1 +3y71&)  12ilim,e G (6)

—8f) (=)
90 (1+y_1(§1))2 1+y (&) 8 (&) [ (&)

wD(& — i, & + i)) }

p3(&1,61) =

+38 <Z [W(fl +i,&6 +9) (&) —w(& —i,& - i)f(ﬂ(fl)} +2 1+y (&)

(6.2.66¢)
wobei die Symmetrie (6.2.48a) verwendet wurde und

(D (e) £ (€)= 20¢, ny(&1) i lim &, &)
&) (&) <(1+y—1(§1))(1+y(§1))+ | “)/ 4.51nh 5(& 1))

.1 2
! <2zhm,ﬁm G(&) - 1) (6.2.67a)

4 L+y=1(&)
sowie
(1 y7HE)) w6 +i,& +DFOE) —wlE —i& =)D (&)] + 200D (& — i & +1)
B 42651 Iny (&) - . - o0 dx’ @l(LO) (') 00 dx’ éé?)(‘r/)
((1 e+ @) im0 T GE - o) ) | Tenh (3 (6 — o)
(0) 0) /
() i , Geli(@') = G L)
G [2 (1- 2+ oy ) + / st ( (sl )
, )y ©0) (. ©) (.
/ de’ Gé?)-m Gg)—z + 42/ da’ (’5 — O {Gé +z( ') + Gélﬂ'(m )}
451nh 4 sinh ( (&1 — ac’))
Ol |G (") = G ()]
* hm (&1 - / da’ 4smh( (& — "))
o 000 (GO +EOEN] 2 5
+4Z;};ml(§1 )Lm dx dsinh (2 (6, — ) + 1ty @) 2 (6.2.67b)

gilt. Um nun die Funktionen p; (&1, &) fiir endliche Temperatur angeben zu konnen, miissen zunéchst die
Integralgleichungen der Funktionen

e y(x), siehe nichtlineare Integralgleichungen (4.1.44),
e 0, Iny(z), siche lineare Integralgleichungen (6.2.57),

° CAJECO) (x), siehe lineare Integralgleichungen (4.3.8),
0 (0
o GO (x) - GO, ().

e 6() = 0 [GF)

¢ eri(T) + Géo_)z(x)} , siehe lineares Integralgleichungs-System (6.2.63),
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6.2. Der X X X Ein- und Zweiplatz-Dichte-Operator

o 0. [GOi0) + G0(@)| = g 9GO (),
o 00, [T (2) + G\ ()] = 0,6 ()

gelost werden. Mittels (6.2.56) folgt fiir die Funktion Gg}rz( ) — ééo_)i(l‘) das lineare Integralgleichungs-
System

(1 y7 (@) (G2() - Gi(a)

(1467 () (GEh(2) — GEO(a)

(1+5b; (2) (GE (@) - G< (z)
S S I & il )} N
sinh(5 o ?) [1 1+y*1<s>} % o
us xT 16 1 A

= | Sy e | K [ G - i

%H ? x) . (6.2.68)
T r—E+i€ 1 -) _ -)
§COsh( (x— E+ze)) 1+y=1(9) G£+i(x) ¢ 71(1.)
Ableiten bzgl. ¢ liefert
(1+y " (2)) (G (x) — G2\ (x) 9 (GO (2) — G, (x)
(1467 1<x>>ag Gh@) -G <”<x> =K | 0 (GE (@) — G (@)
(1+0; ()0 (G5 (x) — G () 9 (G (2) — G (x)
x2 cosh(F(z=¢)) ( B 1+y71(m>) B - (14y " (2))0 In y(€)
2 sinh2(g(x—g)) 1+y—1(¢) smh(g(x—g)) (I4+y=1(€)(1+y(£))

[—27+7° (2—£—i) tanh( § (z—£—i€) ) | (1+y(€))+2m (z—£—i€) e Iny(£)
4(1+y(€))(1+y=1(8)) cosh(Z (z—¢—ie))

[ 2747 (z—£+i8) tanh ( § (z— £+7e))]<1+y €))+27 (z—E€+i€) ¢ In y(£)
4(1+y(€))(1+y=1(8)) cosh( Z (z—¢+ie))

Dieses Integralgleichungs-System ist im Limes £ — x (€ — 0) reguldr. Dies ist fiir den ersten Eintrag

des ,.Driving“-Termes zunéchst nicht ersichtlich, jedoch zeigt eine Analyse mittels L’Hospital, dass der

Grenzwert £ — x existiert;

i |72 cosh (5(z =€) (1 R y*(éﬂ)) - m (1 +y~'(2)d Iny(€)
¢ | 2 sinh? (5 (z — ¢)) L+y=1(§) /) sinh(F(z—¢)) (L+y 1)1 +y())

it g V) _ (0= @) Py + (1 + ()32 (o)
= (@) 2 (20 ) - S |

_I_

(6.2.69)

Wegen der Zusammenhénge

(1457 @) %G (@) = 0, [(1+ 7' (@) GO @)] + (1 + 57 (@) G (@W , (6.2.70a)
(1+b7'(2)) 0.G (2) = 0, :(1 + b7 (x)) égﬂ(x)} + (14067 (2)) @gﬂ@)m ,
) (6.2.70b)
1 A=) r —1 ~(-) —1 ~(=), Oz Inbe(2)
(148 () 0.6 (@) = . [(1+5, ' (2)) G(@)] + (145, (2)) G O e
) (6.2.70c)

ldsst sich die Funktion 8m@go) (z) formal iiber die Integralgleichungs-Systeme (4.1.44), (6.2.57) sowie
(4.3.8) als auch

200 OGO )| (060

Oz |(1+ bg_l(ac))@gr)(x) = | 4 cosh?(Z(x—¢—ie) | + K 81,@%”@) (6.2.71)
—1 ~(— in? sinh(Z(z—£+i€) A=)
(956 (1 + bg (SC))Gé )(ZL') TW 8$G5 (SC)
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16sen. Die Funktion 81;(’520) () wird in analoger Weise gelost:

9 Iny(z)

1+ y(x)

0y In bz ()

1+ bg((l?) ’
(6.2.72b)

0, Inbg(x)

1+b(z)

(6.2.72c)

(1+y7'(2) 26 (@) = 0, [(1+ 57 (@) 6 (@)] + (1 + 57" () 8 (x) . (62.720)

(1+6:'(2)) 81.62”(1:) =0, [(1 +b:(2)) @éﬂ (x)} + (14671 (2) ®é+) ()

(148 (@) 2.6 (@) = 0. [(1+5; @) 67 (@)] + (145, (2)) 6 (a)

Aus (6.2.63) folgt

0 |(1+y ' (2))6 ()
9 [(1+ b7 ()8 (2)
0, [(1+0; ' (2))8)(x)

0

in® cosh(r(z—€~i@) =3 1 ___  in® sinh( g (z—£—i¢)) 9 Iny(€) .

= | 16 coshd(5(ec—i0)) 140 1@ T 4 cosm2(3(atie) Ty L@ Hy@) | +K* [ 0,657 (2
i3 cosh(m(x—&+i€))—3 1 + im? sinh(%(17§+i€)) ¢ Iny(§) 6$Q5§
16 CoshS(%(x—E-l-ig)) 1+y=1(§) 4 cosh2(%(m—§+i€)) (T+y =€) (1+y(8)) £

Mit derselben Vorgehensweise folgt

(1437 (@) 2.0¢ (GEi(@) = Gi(@)) = 0a [(1+ 97 () 0 (GEL(@) - G2,(a) )|

1 ~(0) _A(0) 0z Iny(x)
+(1+y () O (GE ) (x) - G, x)) R (6.2.74a)
GEiw) - G @)

m)) m . (6.2.74b)
1+8; (1)) 0 (GEU(2) - Gh )]

0, Inbg()
1+ Eg(l‘)

)
(
(1467 (2)) 0.0 (GLh(2) = GED (@) = 0. [(1+ 67 () O
(
)

(1 +bz 1(ac)) 8,0 (@g;1<x> ~ G ()

+ (1 + Egl(x)) Oc (Gé?i(:v) - égj(x)) . (6.2.740)

wobel
.06 [(1+y~(2)) (G2 (2) — G (@) 0,0 (GO, (2) — G2 ()
020 |(1+ b7 (2)) 2) — G @) | =K+ | 0.0¢ (G (@) — G ()
)

E+i
0,0¢ |(1+5; ' (2)) ) — G () 0,0 (G (2) — G ()

x? cosh(5(2-0)) { _ 1+y*1<z>] _ x4y~ (@) Iny(&)
2 sinh?(% (z—¢€)) I+y=1(&) sinh(Z (z—¢)) (I+y~ () (1+y(9))
[—27+72 (z—E—ié) tanh( Z (z—€—i8) )| (1+y(€))+2m (2 —E—i€) D In y(£)
4(14y(€))(1+y~1(£)) cosh(Z (z—¢—ie))

[—27+72 (z—£+i€) tanh( F (w—€+i€) )| (14y(€)) +2m (z—£+i8) e In y(€)
4(1+y(€))(1+y=1(8)) cosh(Z (z—&+ie))

Da das obige Integralgleichungs-System (6.2.75) ebenfalls wie (6.2.69) im Limes £ — x regulir ist, folgt,

dass der Integralausdruck

+ 0y

(6.2.75)

o B0 |G ) - GEL)]
lim (&1 — 1) / da’ ~
Jim T dih (56 — )

verschwindet. Daher muss zur Berechnung der Zweipunkt-Korrelationsfunktionen p; (&1, &) die Funktion

00y [@gl)z(x) - Géo—)z(x)}
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im Ausdruck (6.2.67b) nicht bestimmt werden. Zusammenfassend ergibt sich schlieBlich

P1(€1,€1) :% _ 37T2 4 (1+y(€1)){_6 <f2(€1) _ f1(§1)>

45 45 L+y~1(&)
2ilim,, ¢, G\ (&) 3 (2ilim, e, GO)\ 2ilim, e, G (6))
_ n—& M 1 (6—121n2)+7 p—& Fp Sl 9 n—& M 1 }’
1+y (&) 2 L+y=1(&) (1+y~1(&))?

(6.2.76a)

_ 19 14 (1+y’1(§1))2 f2(&1)
p2(81,€1) = — 13 + EWQ + BT {+14 (1 @) f1(§1)>

2i i GO 2i li GO ’ 2ili G
timy ¢ Gp (€1) timy, ¢ Gp (€1) 21 thmy, ¢ Gp (51)}

(19— 281n2) —g (

T+y (&) L+y=(&) (1+y (&)
(6.2.76b)
1 4 1+y~4&))”
03(51751) = - § + EWQ + (+y45(£1)){+4 <1_’_fz(_£112§1) - f1(£1)>
~ 2ilim, g, G (6) (2ilim, e, G (&) * 2l G0(6)
T Ty R A N Y Ty @) }. w2700

wobei

20¢, In y(&1) ~ o e

fi(&) = ((1 Fa ey @ [ e e

und

) ) (6.2.76d)

~ %) G(O) /_G(O)' ’
e = (1o 62e) [0 S
1 oo z

+ W06 y(E€1) g gy g —p) [ —2 & (@) © A GP)
Ay ENA+yE) wma M Tsinh (56 — ) ) J oo Tsinh (561 — 0)
), 1 ~00),
(o) & xr ) — 77181/61 €T 0o ’ ) ),
+4i/ dx’ & ( )_ 1+y~T(&) g ( )+4Z. lim (¢ — ) d.a: 0B, (2') .
—c0 4 sinh (%(51 — 1)) u—sé — oo 4sinh (%(51 — ')

(6.2.76e)

Da im Nulltemperatur-Limes die Ausdriicke f1(£1) und f2(&;) sowie die Funktion CA?,(P) (&1) verschwinden,
ist das Ergebnis (6.2.76) konsistent zu den in (6.2.52) bestimmten Nulltemperatur-Limites.

6.2.5. Die Innere Energie

Der lokale Hamilton-Operator _E[n7n+1 der Spin-1 X X X-Kette, (2.0.3b), kann durch die Operatoren 1,
P™) und P~ dargestellt werden. Es gilt
1

jﬁn,nﬂ =—1+PY 6P . 6.2.77)

Somit lautet der Erwartungswert gemaf (2.6.6) und (2.6.8) sowie (3.3.1)

el = <ﬁ"’"+1>h:0 = lim lim Spur, , .4 {ﬁn’nHD[?] (51752)}

N—00 £1,620
= lim lim JSpur,, {(—]l + PO~ 6P7) (01(51,52) 1+ pa(é1,2) PY + 3p3(&1, &) Pi)}

N—o0 &1,£0—0
= lim lim —6J(2p1(&1,62) + 3p3(£1,62))

N—o0 51,52*}0

= -2 Jim Jim (1+y7 (&)’ {3 = 8w —i,& — 1) tw(é +4,& +14) —w(é — 4,8 + 1)

4 Nooo £1—0

+dw(& — i, & +1)° +8i {W(l’o) (b1 44,6 — 1) — w0 (& — i, 6 + 1)” . (6.2.78)
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Explizit ergibt sich der Ausdruck fiir den Nulltemperatur-Limes mit (6.2.50a) und (6.2.50b)
elr—opmo = (Hnn+1)p_gpeo = =47 - (6.2.79)

Dies steht in Ubereinstimmung mit (4.1.52). Wird in Gleichung (6.2.78) mit (6.2.54) der Hochtemperatur-
Limes durchgefiihrt, so ergibt sich

= . 4J  32J%1 _ 4J
€lr_o0n=0 = <Hnm+1>T—>oo,h:0 = Tlglgo{—g T~ 7" o(T 2)} -3 (6.2.80)

Dieses Ergebnis stimmt ebenfalls mit (4.1.64) tiberein und ldsst sich ebenfalls mittels (2.6.1) im Limes
T — oo bzw. 8 — 0 verifizieren bzw. iber den Zugang in Anhang B, ,,Hochtemperatur-Entwicklung*,
finden (vgl. (B.0.4)).

6.3. Aquivalenz der Zuginge 6.1.1 und 6.1.2

Im Folgenden wird fiir die Zweiplatz-Korrelationsfunktionen explizit bewiesen, dass die beiden verschie-
denen Strategien zur Bestimmung der Dichte-Matrixelemente der Spin-1-Kette (2.0.3b) dquivalent sind und
die in Kapitel 6.2.3 konstruierte w-Funktion (6.2.24), die Funktion ist, welche den ,,physikalischen® Anteil
richtig beschreibt.

6.3.1. ,,Emptiness formation probability“

Wie bereits in (6.2.2) diskutiert, sind die nicht-verschwindenden Matrixelemente der Einplatz-Dichte-
Matrix, und somit auch die EFP fiir m = 1 durch

+ 1
PR (6) = (6.3.1)
gegeben. Andererseits gilt aufgrund der Gleichungen (3.3.14) und (4.1.8a)

PRIT(&) = (1+y71(©) lim P (G, G) = (14+y71(€)) lim [i + éw@l,cz)} . (632)

wobei hier die Darstellung (6.2.27) des Dichte-Operators D!!] (C1, ¢2) verwendet wurde.

Mit der Kenntnis der Funktionen der Zweiplatz-Dichte-Matrix p;(&1,£2), j = 1,2, in faktorisierter Form
(6.2.11), kann die EFP fiir m = 2, Dmi I(fl, &), angegeben werden. Mit (6.2.47) folgt aus (6.2.3) der
Ausdruck

PR (g, 6) =

Uty DU+ 6D [ ger 4 g

180€2 (4 + £2) 7t
F 2128~ 208 1 56%) (wl&r — i 1) +(6 — 6+ )
+ 962 (16 + &%) (w(& — 4, & — 1) + w(& + 1,8 +1))
+6 (4 + ) ((20 + &) (i + Ow(&r — i, & + 1) + (20 — ) (4i — w(&y +1, & — 1))
+ (128 — 20€% + 5¢*) (w(& — i, &1 + D)w(&o — i, & +1))

16 + &2
+ (2+§>(£2 (16 + &) w(& — i, — (& +1i,62+1)
+ (4 + 62)2w(£1 — 4,6 +)w(& + 0,8 — z‘))} . (6.3.3)
Nach (3.3.14) ist die Zweiplatz-EFP des Spin-1-Systems andererseits durch
PP (61,6) = (L4+y 7 (€))L +y (&) lim P (G-, ) (6.34)

gegeben. Betrachtet man nun die Ausdriicke der Vierplatz-EFP nach [25, 26, 28] mit den Argumenten (;,
t =1,2,3,4, und fithrt den Limes ¢ — 0 durch, stimmen alle Polynom-Koeffizienten vor den entsprechen-
den w- bzw. G-Funktionen mit denen der EFP lim._.( PmI(Cl, ...,(4) tiberein. Dies bedeutet, dass fiir
m = 1,2 die EFP Pr[i] sich so wie die EFP des reinen Spin-1/2 isotropen Heisenberg-Modell verhilt: die
faktorisierten Ausdriicke bleiben erhalten; nur die bisherige Zweipunkt-Korrelationsfunktion w(&7, &2) ist
gegen die neue Funktion, definiert in (6.2.24), zu ersetzen. Diese erfiillt eine andere (diskrete) Funktional-
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gleichung, namlich (6.2.41) [25, 28, 93]. Dabei ist die zu verwendende Zweipunkt-Korrelationsfunktion
w(&1,&2) wie folgt gegen die in [25, 26, 28] gewihlte Funktion G(z1, 22), die den ,,physikalischen Anteil

beschreibt, auszutauschen:
a & & — (e 52)_}.
272 ’

Analog zu (3.3.14) folgt aus (3.3.6) fiir die Zweipunkt-Korrelationsfunktion D[ (51, &) der Zusam-

menhang

+ - _ _
DPIL (61,6) = (1+y7(€)) (L+y (&) Jim DU LT (G C) (6.3.5)
Andererseits ist diese Korrelationsfunktion durch pl(fl, 52) + pg(fl, 52) gegeben. Also ist

2+ 1 (1+y &) (L+y~ (52)) 2

+3 (554 +606% — 32) (w(& — i, & +14) +w(ée —i,& +1))

+ (5&* 4 602 — 32) (w(&1 — i, & +1)w(& —i,& +1))
—3(4+€%) ((€+20) (3¢ + 20)w (& — 4, &2 + 1) + (€ — 20)(3€ — 2i)w(&y +1,& — 1))
+ 667 (16 + €2) (w(& — i, & — i) + w(& +14,& +19))

2 _
I (e (164 )iy — i — Dla + 1.6+

—(4+ 52)2‘0(51 — i, & +i)w(é + i, & — Z))} . (6.3.6)

Auch dieses Ergebnis stimmt mit den algebraischen Ausdriicken von [28] iiberein. Mit den beiden Korre-
lationsfunktionen (6.3.3) und (6.3.6) konnen alle Eintrige der Zweiplatz-Dichte-Matrix des vollen Spin-1
X X X-Modells angegeben werden. Mit den in Kapitel 6.1.2 angemerkten Argumenten ist fiir beliebige
(statische) Korrelationsfunktionen, auf einem Kettensegment m wirkend, die Faktorisierung der (totalen)
Spin-1/2-Kette auf das Modell bzgl. der Dichte-Matrix D[!(¢) iibertragbar. Die eingefiihrte Zweipunkt-
Korrelationsfunktion w(z, i), (6.2.24), ist diejenige, die den ,,physikalischen Anteil“ der Dichte-Matrix der
Spin-1 X X X -Kette (2.0.3b) korrekt beschreibt.

6.4. Der X X X Dreiplatz-Dichte-Operator fiir die Spin-1 Kette fur
verschwindendes Magnetfeld

Analog zum Ansatz (6.2.2) fiir die Zweiplatz-Dichte-Matrix lédsst sich ebenfalls aus der ,Intertwiner*-
Bedingung (2.6.12) sowie mittels der Reduktionseigenschaft (2.6.13) als auch aufgrund der suq-Invarianz
des Dichte-Operators folgender Ausdruck fiir die Dreiplatz-Dichte-Matrix rechtfertigen,

15
DP(&,6,8) =Y palér,&,&)Pa . 6.4.1)

a=1
Eine grafische Beschreibung der Projektoren P, wird in Kapitel 6 in [68] gegeben. Hierbei sind nicht al-
le Dreipunkt-Funktionen p, (&1, &2, &3) von einander unabhingig. Wegen der Spinumkehr-Symmetrie und
Reflexion an der anti-diagonalen Linie sind lediglich sieben Dreipunkt-Funktionen unabhingig. Mit der
in Abschnitt 6.1.2, , Diskrete Funktionalgleichungen des Dichte-Operators D! (€)%, beobachteten Erhal-
tung der Faktorisierung der Korrelationsfunktionen lassen sich die Koeffizienten p,, (§1, &2, {3) mittels der
Sechsplatz-Korrelationsfunktionen der Spin-1/2-Kette berechnen. Die expliziten Ergebnisse der Dreiplatz-
Korrelationsfunktionen werden in Anhang C in [68] bestimmt. Die Ergebnisse in [68] fiir die Dreiplatz-
Korrelatoren sind gegen direkte Berechnungen fiir einige relevante Dichte-Matrixelemente fiir feste Trot-
terzahlen NV gepriift worden [68].
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6.5. Der X X X m-Platz-Dichte-Operator fir die Spin-1 Kette fir
verschwindendes Magnetfeld

Wegen der in 6.1.2 beschriebenen ,,Selbst-Fusion* des Hilfsgittersystems lassen sich die m-Platz-Dichte-
Matrixeintriige der Spin-1-Kette D[?! (¢) aus der faktorisierten Darstellung des Spin-1/2-Modelles bestim-
men, wobei die Spin-1/2 Zweipunkt-Korrelationsfunktion gegen die w-Funktion (6.2.24) bzw. (6.2.26)
auszutauschen ist. Mit den Zusammenhingen (3.3.6) und (4.1.8a) sowie (6.2.31) ergeben sich mittels der
Eintriige der Hilfsdichte-Matrix D! (¢), wobei ¢ := (& —i,& +1, ..., &n — 14, Em +1), die Matrixeintrige
der Dichte-Matrix D! (). Es gilt

m -1
DR (&), ... &) = {H — 4y (&) SEMDU (& — i & 4, & — 1, Em 4+ 1) ST

-, 5] + Z))

i 4
jl;[l3+2w(gj — 4, & +1)

SO DU (&) — i €14y b — i, Em 1) ST (6.5.1)

Somit lassen sich also iiber den Zugang in Kapitel 6.1.2 alle m-Platz-Korrelatoren der Spin-1 Quantenspin-
Kette (2.0.3b) auf Grundlage der faktorisierten Form der Spin-1/2-Kette bestimmen.

6.6. Der X X X m-Platz-Dichte-Operator beliebigen Spins fir
verschwindendes Magnetfeld

Die Beobachtung in den vorangegangenen Abschnitten, Kapitel 6.3 bis Kapitel 6.5, lidsst die Vermutung
rechtfertigen, dass allgemein die Faktorisierung fiir den m-Platz-Dichte-Operator der per Fusion konstru-
ierten integrablen Spin-s X X X -Kette erhalten bleibt:

Das heift, es wird angenommen, dass die Dichte-Matrix D[251(¢), siehe (3.4.24) fiir k = 1/2, wobei
¢ =(C1, ..., Cas m), dieselbe algebraische Struktur wie die Dichte-Matrix D (¢) = D(¢) besitzt. Dann
ergibt sich die m-Platz-Dichte-Matrix D[2%2¢] (&) durch (3.4.25), indem die Inhomogenititen (; wie folgt
gesetzt werden,

Conimtyh =& —i(2s+1—2k) ,ie{l,...,m}, ke {l,...,2s}, (6.6.1)
und die Zweipunkt-Funktion w(z, p1) durch
. 1
w2 (z, 1) := Spur {D[25’1] (x, ) P(l/z)} ~3 (6.6.2)

ersetzt wird. Analog zu (6.2.19) folgt

96 1 (r—p)?+4 0 [s:3]
TR JCr SRR P

5=0
1 2 (x—u)2+4/°o ’ Gl/(»tO)(ml)
=-—((z - ) rF(x —p) — ——— d . (6.63
2 (=) +4)mF e —p) 2i B 4 cosh (5 (x — a')) (663)
Per Definition gilt analog zu (6.2.29) und (6.2.30)
3 Spur {D[Qs?l}(az—i,x—l—i) ’P+}
+ w[Qs](x—i,x—i-i): : . .
42 Spur { DPsl(z — i,z + i)}
(]t (z) |¥) 1 1 4
= I = — N = 1 + Yy (-’E) = B N
W[t @ — il (@ 1y oy T+ (@) ! 3+ 2wl (2 — i,z + )
(6.6.4)
Umstellen der Gleichung liefert
4
1+ yi(z) = (6.6.5)

1—wksl(z—d,x414)
Somit folgt fiir (3.4.25) der Ausdruck
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Qﬁl 4
mo L] — Wl — 2i(s — k) — i, & — 2i(s — k) +14) om
D2s:2s] _ k=1 S[S]

(E) ]1;[1 y2571(€j) ( )

®Xdm

DS (ey (25 — 1), 61+ 8(25 — 1), o — i(25 — 1)y e + (25 — 1)) ((s[s]>t) |
(6.6.6)

welcher unter oben genannter Annahme lediglich von einer Zweipunkt-Funktion w!2*! (&1,&2) abhingt.
Die Funktion 2,1 () ist durch ein nichtlineares Integralgleichungs-System, Gleichung (25) in [100], be-
stimmt.

Da es sich um ein sug-invariantes Modell handelt, gilt wie im Spin-1-Fall fiir den Zweiplatz-Dichte-
Operator D[25251(¢; &,) die Symmetrie

D[25’28] (617 52) — D[2s,25] (52’ 61) ,

weshalb die Eintrige der Dichte-Matrix multipliziert mit dem Produkt der normierten Eigenwerte
Aog(€1)Aas(&2), siehe (3.4.14), symmetrische Polynome in &; und & vom Grad (2s N) sind. Wegen der
Symmetrie hat jedes Polynom (2s N + 1)(s N + 1) unabhingige Koeffizienten. Wird der Spektralpara-
meter £; beliebig gewihlt, dann liefert die Funktionalgleichung (6.1.3) fiir £, € {vy,..., v} insgesamt
(2s N + 1)N-viele und die Asymptotik weitere (2s N + 1)-viele Bestimmungsgleichungen fiir die Ko-
effizienten. Es sind also weitere Symmetrie-Eigenschaften notig, welche weitere linear unabhingige Glei-
chungen zur Bestimmung der Koeffizienten liefern, damit die Matrixeintridge eindeutig bestimmt werden
konnen.
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Kapitel 7.

Der X X Z-Dichte-Operator bei endlicher Temperatur
mit Magnetfeld und Alpha-Parameter

In diesem Kapitel soll die Formulierung der Funktionalgleichungen in Kapitel 6.1.1 fiir das anisotrope
Modell (2.0.1) bzw. (2.0.2) verallgemeinert werden.

7.1. Diskrete Funktionalgleichung fir verschwindenden Alpha-Parameter

Analog zum isotropen Fall in Kapitel 6.1.1 werden die Vektoren

bU(E) = b (€1, o, ) 1= (D(E) @ 1) (SHE)), (7.1.1a)
W2l (€) :=hl (&1, 6, . 6m) -=( [2](£)®11®m) ) (7.1.1b)
fiir den X X Z-Fall wie zuvor definiert. Der Operator A’ i (&) ist durch
A%)[](é)zc[s](gj)( DR (& = m &) BTG = )R (G =, ) -
"R%](fj—77753'+1)P”Rf£(£g,5m)- Rﬁsﬂl(ﬁj,iﬁl) e, 6) - j]s]l(sj,gj D (7.12)

gegeben und erfiillt die Funktionalgleichung

y [S] S s
ADTORET @) = bl 61 & = m s ) - (7.13)
Verwendet man jedoch die R-Matrizen (3.1.5), welche sich nach der Eichtransformation (A.0.5) aus den
‘R-Matrizen definiert in (2.5.3) bzw. (3.1.7) ergaben, so gilt zwischen den Dichte-Operatoren die Beziehung

D) = V(&) @@V (m)) DE) (V(=61) @ - @V (=Em)) (7.1.4a)

D&Y = (W(E) ® - @ W(En)) DE(E) (W(—E1) @+ @ W(—E)) (7.1.4b)

Der Dichte-Operator D2 (¢) bzw. D(€) besitzt dieselbe Asymptotik wie zuvor. Die zugehérigen diskreten
Funktionalgleichungen lauten nach [21]

A%)[é} (£)h§;] (f) = h*[rgz,é] (517 o 7€j—17£j -, §j+17 ceey §m> (715)
an den Stellen §; = vy, ..., v, 7 = 1,..., m. Der Operator A(§) ist analog durch
) 1S 1 S, S
A€ = ey COMREIE g  RETE 0 8RR —ng) -
REA (G =1, &) Py RE G 6m) - REL (6, & 0)RES <§j,5l> RESL(g56500) (1.16)
gegeben. Dabei sind die Vektoren hiZe) (&) durch
WE) = Wi(Er . 6n) = (DE) ©1°7) (SH (@) (7.1.7a)
RENE) = B (&1, Co, - 6m) = (D) @197 (SH (@) (7.1.7b)

definiert, wobei auch hier $'*)(¢) die Verschachtelung von (nichtnormierten) U, 4(sl2)-Singulett-Operatoren
siﬁ?(q) ist,

SE) (g ﬁ (7.1.8)

Jj=1
Zum Beispiel ist
8[%] (q) = q1/2€1 ®eg — q_1/2€2 ®eq .
Analog zum isotropen Fall lésst sich das Bild der Operatoren A . bzw. AY) i durch

s 1 > 1S,s
AV (B) = Gy Spun {Ri (660 RPN, 6) (10 B)
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(P~ o1 ) RES (&, &) R (6me€0) ] (7.19)
S ]. S S
AV©) (B) = gy oo {52 (6, &) - 6 8) (10 B)
(P @18 ) B3, €) - RS (6m €0)} (7.1.9b)

darstellen, wobei

- <s<s>( ))ts<s>( ), P o= (s<s>)ts<s>

die (nichtnormierten) Uy (sl2)- bzw. U (slz)-Singulett-Operatoren sind.

7.2. Diskrete Funktionalgleichung fir endlichen Alpha-Parameter

Die diskreten Funktionalgleichungen an den Stellen {; = vy, ..., 5 der Spin-1/2- und Spin-1-Dichte-
Matrizen lauten

AV (g, 0) (D(E.0) = D1 — n.6a- . Em). (7.2.12)
AV (€, 0) (D(€.0) = D& — 0. o) (7.2.1b)
AW e o (Dm (€, a>) =D& —n,&a,... Em, ), (7.2.1¢)
AV (€,0) (D), a)) = D <51 G Emia) | (7.2.1d)

)23

wobei die Bilder der Operatoren A (&, ) und A(l) (5 a) fiir s € {1/2,1} durch

A%) . (Ea 04) (B) = ( Spurl{ [ S]l m 517 fm) e 73[18)25] (517 52) (]l ® B)
(]1 ®62ansz ®]1®(m 1)> (7; % 18(m= 1)) CIESITAA Rﬁslm(fm»&)}’ (7.2.2a)
A [s] (¢,a)(B) = ( Spurl{ Rl 78]1 m(&1,&m) R[f’zs] (€1,€2) (1 ®@ B)

(ﬂ@emszm@(m‘”) (Pm @1 V) B 66 R (&)} (72.20)

gegeben sind.
Fiir den Spin-1/2-Fall (2.0.1) mit homogenen Magnetfeld h = T'x/2 ist die Losung der Funktionalglei-
chung der Dichte-Matrix (3.3.17) bekannt: In [63] konnte gezeigt werden, dass die Korrelationsfunkti-
onen der inhomogenen und mit dem Alpha-Parameter verdrillten (,,twisted*) Dichte-Operator, definiert
in (3.3.17), faktorisieren und durch zwei transzendente Funktionen, eine Einpunkt- und eine Zweipunkt-
Funktion, dargestellt werden konnen. Fiir diese Funktionen wurden in [15] explizite Integraldarstellungen
hergeleitet. Im Folgenden werden die Ergebnisse von [15] zusammengefasst:
Es wird die Funktion G(\, v|k, «) eingefiihrt, welche die lineare Integralgleichung
G\ v|k, ) :== e *coth(A — v — 1) — p(v) coth(A — v)
du  G(p,v|k, @)
/c 2mip(p) 1+ a(A)

erfuillt, wobei die Kontur C gegen den Uhrzeigersinn innerhalb des Streifens S \ R = {z € C| —v/2 <
Im(z) < y/2} die reelle Achse umschliefit. Die Funktion a(\) ist das Spin-1/2-Analogon der in (4.1.7a)
definierten Funktion und kann durch eine nichtlineare Integralgleichung beschrieben werden (siehe Glei-
chung (28) in [15]). Die Funktion p(A) ist in (3.3.20) eingefiihrt worden. Mit der Integralgleichung der
Funktion G(\, v|k, o) erfiillt die Funktion

[e= " coth(A — p —n) — e coth(A — p+7)]  (7.2.3)

A1 A2 _ dp G(:uv/\Q‘K/?a) o _ _ _ _
\I’(e ,€ H,a)_/CQm'P(M) 10 [e* coth(p — A1 — 1) — p(A1) coth(p — A1)] (7.2.4)

folgende Funktionalgleichung:

G()\la )\2|’€7 Oé) _p()\l)e—an G()‘l -1, )\2|/€7 Oé)

i} )\17 Ao , + by A\ )‘1_777 Az , = — =
(e e[k a) p(Ar)e (e €|k a) 1+a(\) 1+a(h —n)
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Kapitel 7. Der X X Z-Dichte-Operator bei endlicher Temperatur

— e “coth(A — A2 — 1) + p(A2) coth(A; — A2)
_ —am o dp  G(p, A2)
Die in [15] verwendete Quantenmonodromie-Matrix entspricht der Monodromie-Matrix (2.4.19) mit R-
Matrix (2.5.3) und Magnetfeld h = 27'x7. Die Inhomogenititen v (in [15] als 34, bezeichnet) sind genauso
wie in Kapitel 3.2.1 gewihlt worden. Im Limes A\; — v vereinfacht sich mit a(v — 1) = a(vg) = 0 und
der Inversionsrelation,

coth(pp — A\ +1) . (7.2.5)

plrp)plvg —n) =1,
obiger Ausdruck. Es folgt die Funktionalgleichung
v (e>‘, 2|k, oz) + p(N)e "W (e’\fn, e*? |k, a)
= —e “coth(A — A2 — 1) + p(A2) coth(A — A3) , A € {Vg}szl . (7.2.6)

Die in [63] verwendete Einpunkt-Funktion ist mit der Funktion p(\) verkniipft und die eingefiihrte Zwei-
punkt-Funktion kann durch die Funktionen p();), i = 1,2, und W (exp(\1), exp(A2)|x, ) ausgedriickt
werden. Die Zusammenhinge lauten wie folgt:

cosh(an) — p(A)

A = 7.2.7
p(Alr, @) sinh(an) ’ ( 2
ea>\12
WA, Aok, @) = 2e2012 W <e>‘1,e’\2|/<;, a) — [ coth(A12 + 1) — e~ coth(A12 — )]
+ 212 [p(X\;) — p(X2)] coth(A12) , (7.2.7b)
wobei A2 := A1 — Ag ist. Der Einplatz-Dichte-Operator wird durch
1
D(,a) = 3 1 - Ak, a)o? (7.2.8)

beschrieben. Die Funktionalgleichung fiir w (A1, A2|k, ) lautet

WA Aglr, @) + p(Nw(A =1, Ao, @)

ea()\f)\g)
=y [T coth(A — g — 1) — e~ " coth(A — A2 + 1)]
ea()‘_)\2_77)

—p(N\) 5 [T coth(XA — Ag) — e coth(A — Ag + 2n)]

+ A7) [p(A) 4 p(Ag)] coth(A — )
—2e*A7 71 4 p(A)p(Ag)] coth(A — Xo — 1) A€ {phl,. (7.2.9)

Die Darstellung des Zweiplatz-Dichte-Operators ist in [15] in Gleichung (57) angegeben. Die Funktional-
gleichung (7.2.6) konnte iiber den Zugang (7.2.1) bzw. (7.2.2) mit s = 1/2 in [5] reproduziert werden. Im
Limes a — 0 folgt die in [18] bereits gefundene Darstellung (siehe Gleichung (115)-(117)). Fiir die dort
definierten ,,physikalischen Funktionen®, im Folgenden durch wyj4;(A1, A2) und w[’1 4]()\1, A2) bezeichnet,
wurden in [14] Integralausdriicke hergeleitet, die numerisch gelost werden konnen. Diese stehen mit der
Funktion w(A1, A\2|x, @) wie folgt in Verbindung:

wiia(A1, A2) = —w(A1, A2/0) , (7.2.10a)
/ — 1 a aAiz 8 —ai2
Wiig (A1, A2) = 5178 (e w(Az,/\llm,a)) T ba (e w(A1, Aok, a)) - (7.2.10b)

Es gelten nach [15] die Symmetrien
w(Ag, M| — K, —a) = w(A, Aok, @)
und
w(A2, A1k, 0) = w(A1, A2|k,0) .
Das asymptotische Verhalten der Funktionen G(\1, A2|k, ) und W (e, 2|k, o) als Funktion eines
Spektralparameters wurde in [16] bestimmt, sodass der Beweis der Faktorisierung der Korrelationsfunk-
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tionen unabhingig von der Vielfach-Integraldarstellung in [15] ist,

li G(A1, A = 1 G(A, A =0 7.2.11
Re()\llr)n%oo ( b 2|/€7 Oé) Re()\lglﬁoo ( b 2|/€’ Oé) ( )
und
—M = p(A2)
li U (e, e —_& _~PAM) 7.2.12
Re(Allr)n—mo <€ eI, a) 1+e2mn 7 ( Y
e — p(A1)

lim ¥ (e)‘l ek, a)
Re(Az2)—o0
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Kapitel 8.

Zusammenfassung und Ausblick

Das in der vorliegenden Arbeit behandelte Modell, die integrable anisotrope Spin-1 X X Z-Kette im antifer-
romagnetischen Regime, lésst sich iiber die Fusionsprozedur aus der trigonometrischen Losung des Sechs-
Vertexmodells konstruieren (siehe (3.1.3), (3.1.9) und (2.0.2)). Fiir die Spin-1-Kette lésst sich, basierend
auf der Trotter-Suzuki-Abbildung, ein zweidimensionales klassisches Neunzehn-Vertexmodell finden, mit
dem die thermodynamischen Eigenschaften des Systems iiber die Quantentransfer-Matrix beschrieben wer-
den konnen. Im thermodynamischen Limes lisst sich die Freie Energie lediglich durch den betragsmifig
grofiten Eigenwert dieser Transfer-Matrix und somit alle weiteren globalen thermodynamischen Eigen-
schaften angegeben. Die Bestimmung des Eigenwertes fiir endliche Temperatur erfordert das (numerische)
Losen eines nichtlinearen Integralgleichungs-Systems dreier Hilfsfunktionen (siehe (3.2.24) sowie (4.1.25)
bis (4.1.29)).

Um Aussagen iiber lokale Eigenschaften treffen zu konnen, wird die (reduzierte) Dichte-Matrix benotigt,
damit die Erwartungswerte eines lokal wirkenden Operators bestimmt werden konnen (siehe (2.6.6)). Ziel
dieser Arbeit war es eine addquate Beschreibung fiir die Dichte-Matrixeintridge zu finden.

Es konnte eine Verallgemeinerung der Vielfach-Integraldarstellung der nicht-verschwindenden Elemente
der reduzierten Dichte-Matrix [50] fiir die X X Z-Kette fiir hinreichend kleine Anisotropien (0 < v < 7/4),
siehe Kapitel 5 Gleichung (5.3.7) sowie (5.4.3), konstruiert werden. Fiir verschwindendes homogenes Ma-
gnetfeld h wurden die Grundzustands-Einpunkt-Korrelationsfunktionen ermittelt, welche in Ubereinstim-
mung zu [38] sind. Da aber aufgrund der Struktur der gefundenen Vielfach-Integraldarstellung (Vielfach-
Integrale iiber Konturen bestehend aus zwei Schlaufen) der Rechenaufwand fiir Korrelatoren iiber mehrere
benachbarten Gitterplidtzen (im > 2) enorm ist, sucht man nach einer Beschreibung der Korrelationsfunkti-
onen in faktorisierter Form. Dies ist fiir die integrable, isotrope, sus-invariante Spin-1-Kette gelungen. Es
konnte eine faktorisierte Form fiir die Zweiplatz-Korrelatoren fiir endliche Temperatur, aber verschwinden-
des Magnetfeld h, explizit hergeleitet werden (siehe (6.2.11)).

Fiir die Herleitung der algebraischen Ausdriicke fiir die (statischen) Korrelationsfunktionen wurde der
Zusammenhang zur Fusionsprozedur (siehe (3.3.4) und (3.3.6)) sowie zu diskreten Funktionalgleichun-
gen der reduzierten Dichte-Matrix (siehe (6.1.3) und insbesondere (6.2.4)), welche vom Typ der redu-
zierten Knizhnik-Zamolodchikov-Gleichung sind, benutzt. Die Konstruktion der Funktionalgleichungen
erfolgte nach der Herangehensweise von [5], wobei ausgenutzt wurde, dass die per Fusion gebildeten
Spin-1 R-Matrizen (3.1.3) ebenfalls die in [5] geforderten Eigenschaften (Anfangsbedingung, Unitaritit
und ,,Crossing*“-Symmetrie) erfiillen (siehe (3.2.27)). Es wurde eine faktorisierte Form der Zweipunkt-
Korrelationsfunktionen bestimmt, mit denen sich alle Matrixeintrige der inhomogenen Zweiplatz-Dichte-
Matrix angeben lassen (siehe (6.2.11)). Hierbei wurde gezeigt, dass die faktorisierte Form der Spin-1/2-
Kette [25, 26, 28], bis auf Normierung, fiir die Spin-1-Kette erhalten bleibt. Lediglich ist die entsprechende
Zweipunkt-Korrelationsfunktion, die den ,,physikalischen Anteil” beschreibt, auszutauschen (siehe (6.3.3)
und (6.3.6)). Diese Zweipunkt-Korrelationsfunktion, die sogenannte w-Funktion, l4sst sich durch eine In-
tegralgleichung in Abhéngigkeit geeigneter Hilfsfunktionen, welche wiederum einerseits nichtlineare und
andererseits lineare Integralgleichungen erfiillen, angeben (siehe (6.2.26) oder (6.2.34)). Dabei hilft die Er-
kenntnis, dass analog zur integrablen Spin-1/2 X X Z-Kette, auch hier ein Zusammenhang der w-Funktion
zur logarithmischen Ableitung des Eigenwertes einer Quantentransfer-Matrix mit modifizierten Quanten-
raum besteht. Mit dem Integralausdruck der w-Funktion lassen sich insbesondere fiir den homogenen Limes
die Zweipunkt-Korrelatoren der isotropen Spin-1-Kette fiir endliche Temperatur durch Integralgleichungen
(siehe (6.2.76)) darstellen. In [68] wurde die beobachtete Erhaltung der Form der Faktorisierung ebenfalls
fiir die Dreiplatz-Dichte-Matrix benutzt. Wegen der ,,Selbst-Fusion* des im Zugang 6.1.2 beschriebenen
e-regularisierten Systems lassen sich allgemein beliebige m-Platz-Dichte-Matrixelemente iiber die vom
Spin-1/2-Modell bekannte faktorisierte Darstellung der (2m)-Platz-Dichte-Matrixelemente durch Erset-
zen der w-Zweipunkt-Korrelationsfunktion bestimmen.

Die Vermutung liegt nun nahe, dass beliebige m-Platz-Korrelationsfunktionen fiir die integrable,
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sug-invariante Spin-Kette beliebiger Spin-s-Darstellungen mittels der faktorisierten Form der (2s - m)-
Platz-Korrelatoren der Spin-1/2-Kette bestimmt werden konnen. Einen moglichen Zugang bietet Formel
(6.6.6) mit der in Kapitel (6.1.2) beschriebenen Methode, welche eine verbesserte Herangehensweise zur
Bestimmung von Korrelationsfunktionen hoherer Spin-sus-invariante Ketten im Vergleich zu [50] bietet.
Weiterhin wurde gezeigt, dass im Nulltemperatur-Limes die Korrelationsfunktionen der Spin-1 X X X-
Kette fiir zwei und drei Plitze nur Riemann-Zeta-Funktionen gerader Argumente enthalten (siche
(6.2.53) und [68]). Dies erginzt die Vermutung von [24], dass Korrelationsfunktionen der Spin-1/2
Heisenberg-Kette im Nulltemperatur-Limes lediglich von Riemann-Zeta-Funktionen ungerader Argumen-
te abhéngen. Diese Struktur ldsst sich bei der Spin-1/2-Kette iiber die explizite Konstruktion der Losung
der g-Knizhnik-Zamolodchikov-Gleichung unter Verwendung von g-Oszillatoren erkldren [15, 23, 63].
Hier stellt sich die Frage, ob eine analoge Begriindung auch fiir hhere Spin-Darstellungen moglich ist.
Die Literaturwerte fiir die Innere Energie konnten im Nulltemperatur-Limes wie auch im Hochtemperatur-
Limes fiir die isotrope Spin-1-Kette reproduziert werden [108].

Fiir die Zukunft ist es interessant zu untersuchen, wie sich die Vielfach-Integraldarstellung (5.3.7) fiir An-
isotropieparameter y € (7/4, 7/2) verallgemeinern lisst. Die Problematik, die sich in diesem Zugang iiber
die Funktionen (5.0.10) zeigt, ist, dass sich aufgrund der Periodizitdt der in (5.0.10) definierten Funktionen
in Abhingigkeit von groer werdender Anisotropie «y zusétzliche Polstellen innerhalb der Gebiete der zur
Konstruktion der Vielfach-Integrale verwendeten Konturen gruppieren. Eine detaillierte numerische Un-
tersuchung der Bethe-Ansatz-Zahlen, insbesondere fiir v € (7/4, 7/2), um mehr Informationen tiber die
Ausdehnung der Bethe-Strings im Gebiet zu erhalten, ist sicherlich hilfreich.

Weiterhin wire es erstrebenswert auch fiir die anisotrope Verallgemeinerung der Spin-1-Kette eine fak-
torisierte Form fiir die inhomogene reduzierte Dichte-Matrix zu konstruieren. Die Schwierigkeit besteht
jedoch darin, dass wie im Spin-1/2-Fall eine einzige w-Funktion zur Beschreibung nicht ausreicht. Da
diese zusitzlichen Funktionen, wie bereits das Spin-1/2-Modell zeigte (vgl. [5]), nicht iiber Ableitungen
modifizierter Eigenwerte bestimmt werden konnen, ist eine Abidnderung des Zugangs iiber die reduzierte g-
deformierte Knizhnik-Zamolodchikov-Funktionalgleichung notwendig. Im Spin-1/2-Fall wird hierzu ein
»linksseitiges Magnetfeld* (Alpha-Parameter) eingefiihrt. In [15, 18] ist es gelungen, eine geeignete, allge-
meinere Funktion zu konstruieren, deren Ableitung nach dem zusitzlichen Alpha-Parameter die fehlende
weitere w-Funktion liefert. Diese allgemeine Funktion lédsst sich durch eine Integralgleichung darstellen,
wobei diese iiber geschlossene Konturen formuliert ist. Jedoch ist fiir das Spin-1-Modell keine Beschrei-
bung der Thermodynamik durch Integralgleichungen iiber eine geschlossene Kontur bekannt, weshalb die
Ergebnisse aus [15] in einer Formulierung wie in [14] zunichst verstanden werden miissten. Hat man nun
eine, nach Moglichkeit einfache, Formulierung dieser Art fiir endlichen Alpha-Parameter gefunden, ist die
Hoffnung, dies fiir den Spin-1-Fall zu verallgemeinern.

Ein weiterer offener Punkt ist die numerische Auswertung der Integralgleichung der w-Funktion und deren
Ableitungen im homogenen Limes bzw. der Zweiplatz-Dichte-Matrix-Korrelatoren. Die in dieser Arbeit
gefundenen Integralausdriicke scheinen recht kompliziert und verwickelt zu sein, weshalb diese fiir nume-
rische Berechnungen eher ungeeignet erscheinen. Sicherlich lassen sich durch geeignete Transformationen
und Ausnutzen von Symmetrien praktikablere Integralgleichungen herleiten. Zudem ist die numerische
Auswertung der Integralgleichung der Funktion w(x1, z2) an den Stellen 21 = 4 und x2 = +i schwierig,
da man sich hier oberhalb oder unterhalb des Analytizititsgebietes der Integralgleichung (6.2.26) befindet.
Abhilfe schafft die Transformation in (6.2.32) welche zu der alternativen Integralgleichung (6.2.34) fiihrt.
Jedoch bestehen in den Integralgleichungen fiir die Ableitungen der Funktion w(x1, x2) weiterhin dhnliche
Probleme dieser Art (siche 6.2.4).

Des Weiteren ist die Untersuchung von dynamischen Korrelationsfunktionen und die Berechnung von fiir
Streuversuche relevanten dynamischen Strukturfaktoren bei endlicher Temperatur fiir die (anisotrope) Spin-
1-Kette ein weiterer offener und interessanter Punkt.

Ist die Beschreibung der Korrelationsfunktionen fiir sug-invariante Quantenspin-Ketten vollstindig ver-
standen, so ist die Erweiterung der hier verwendeten Methode zur Berechnung von Korrelationsfunktionen
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Kapitel 8. Zusammenfassung und Ausblick

fiir su,,-invariante Modelle erwiinscht. Denn neuartige Materialien, wie z.B. Spin-Leiter- oder Spin-Nano-
rohren, lassen sich durch Modelle beschreiben, die Lie-Symmetrien hoheren Rangs aufweisen [8]. Jedoch
erfiillen die hier zugrunde liegenden R-Matrizen nicht unbedingt die fiir die Konstruktion der Funktional-
gleichungen nach [6] geforderte ,,Crossing*‘-Symmetrie, weshalb die Verallgemeinerung eine schwierige
Aufgabe sein wird.
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Anhang A.

Eichtransformation
Es werden die Matrizen V; (), V2 (A) und V3 (\) € €nd{(C%)®3} durch
Vi) =V elgely, Va(\) =1VN)els, V3(A) =1a01,0V ())

definiert, wobei 14 die d-dimensionale Einheitsmatrix und V' () eine beliebige aber regulire, also inver-
tierbare, Matrix im Raum C¢ ist. Wird nun die Yang-Baxter-Gleichung

Rio (A p) Ris(Nv)Ras(p,v) = Ry (p,v) Ris (A v) Rio (A, ) (A.0.1)

mit V; (\) Va (1) V3 (v) von links und mit V5 * (/) V5! (1) Vi~ (\) von rechts multipliziert, folgt

Vi) Va (1) Rz (A ) Vo ' (@) Vit () Vi (W) Vs () Rus () Vs () Vit ()
Va (1) V3 (v) Ras (p,v) Vs () V3t ()
= Vo () Vs (v) Ras (p,v) Vs () Vy (1) Vi (W) Va () Ris (A v) Vst () Vit ()
Vi) Va () Rz A i) V() V() (A02)
Also ist die R-Matrix

R )=V @V ()R w) (V) @V (u)™! (A.0.3)

ebenfalls eine Losung der Yang-Baxter-Gleichung. Die Losung R (A, i) heiBt Eichtransformierte der Lo-
sung R (A, i) [42]. Sei nun fiir d = 2 die R-Matrix R (A, 1) gegeben durch (2.5.3). Wird fiir V' (\) die

spezielle Matrix
exp (3) 0
V(A) = 2 (A.0.4)

gewihlt, so gilt

V) =V(=N)
exp (#) 0 0 0
0 exp (’\_T“) 0 0
V)@ V(p) = 0 0 exp (_Azu) 0 :
0 0 0 exp (—A;“)

weshalb sich die Eichtransformierte zu

1

0 b(A, 1) c(\, p)er =+
0 c(\ p)e”A=r b(A, 1)

0 0 0
ergibt. Diese erfiillt die in Kapitel 3.2.1 aufgefiihrten Relationen [83].

R\, 1) = (A.0.5)

— o O O
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Anhang B.

Hochtemperatur-Entwicklung

Die Hochtemperatur-Entwicklung fiir den Erwartungswert eines Operators (A) ., kann formal durch

> (A® 1
(A= < Iz' <T> (B.0.1a)
k=0 :
dargestellt werden, wobei
ok (A
(4™ <( 1>)7;h (B.0.1b)
9 T T=0c0
gilt. Mit (2.6.6) folgt
. Spur {A exp (7:(Hy — 2hS?))}  Spur{A}
(0) _ _
W=, (A = z, T Spur(ry - GO

Per Induktion lésst sich zeigen, dass die Ableitungen (A) () rekursiv berechnet werden konnen. Wird H :=
Hp — 2h.S7 definiert, so gilt

s n ok (A
@ = i {0 [0 = s ] S (7) (), )
k=1 ’ T

n—1
= (—1)" (H"A)® + Z(—l)”_l_k<n> <H"‘k>(0) (A" fir n>1. (B.0.2b)
k=0

k
So folgt zum Beispiel fiir die Spin-1 X X X -Kette mit homogenen dulleren Magnetfeld h,
H:=Hxxx —2hS*, (B.0.3)
schlieBlich
(H)®) = JQLSpur{gl .Sy — (§1 '5'2)2} - %Spur{sl} = —% ,

H (0) L N2 4
<> —JSpur{Sl % - (5-%) }—Spur{Sf}——?;],

L
% JAL-3 o o 2]
> } 7(9 )Spu {Sl 2-(51'52) }
2

H2 (0) J2 5 . R N
<L> *SPUI” <51 Sy — ( 102
J2
+278pur{<51 SQ—(
J? S I
+Spur{<52'53—(52' 3
4hJ —\2 4h?
- =5~ Spur { (51 Sy — (51 52) ) sz} + Spur{(Sf) }

=0
B 16J2L n 32J2 n 8h?
9 9 3
Somit ist die Hochtemperatur-Entwicklung der Inneren Energie pro Gitterplatz e fiir das isotrope Spin-1

Heisenberg-Modell durch
H g\NO® 4 g\ O g\ o
=(2),, () 2 [() ()
L/ry L T L L
o 4J [32J2 ShQ} 1

3l T
gegeben. Fir H := Hxxz — 2hS? folgt die Approximation

3
2 2
e= —% [1+ 5cosh(2n)] — [&]7 (7 + 4 cosh(2n) + cosh(4n)) + 8]; } 7t o(T~ 2. (B.0.S)

+0O(T7?)

+0O(T™?) (B.0.4)
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Anhang C.

Zusammenhang zwischen der w-Funktion und dem
Eigenwert (4.3.6b)

In diesem Abschnitt wird der Zusammenhang einer bestimmten Linearkombinationen von w-Funktionen
(6.2.24) und deren Ableitungen bzw. von der Funktion g(&;,&2), definiert in (6.2.42), zum Eigenwert
(4.3.6b) untersucht.

Anwenden des Hellmann-Feynman-Theorems auf den Eigenwert (4.3.6b) liefert die Identitit

O () [)

9 Al s )|

9 s=0 (@M (z) ) |,_,
1,1 0 1,1
— Spur {D[2] (:L,7M)RXXX[ }(x — ) %RXXX[ }(M Y6 a) }
6=0
4i
= 6 (p1 (1, ) (8 + 3(x — p)?) + 2p3 (1, 2) (6 + (z — p)?)) — (x — p)?
(4+(x7'u)2)(16+ (xiu)z) [ (Pl(ﬂ x)( (x ﬂ) ) PS(M x)( (m N) )) (x N) ]
4i
N Ol — it — i)+ Q )t O — N0 . N
(x,u){ (x—d,p—9) +QUr+i,p—1)+Qx —i,u+19) + Qx +14, u+ 1) 16+(m—u)2}
43 4i
+ — =12¢(z,u) + —— =, (C.0.1
wobei
N(z,p) == (1+y () (1+y () .
Hierbei wurden die Relationen (6.2.3) sowie die Unitaritéit der R-Matrix ausgenutzt. Insbesondere gilt also
1
9(w, 1) = 7590 (@) (C.0.2)
bzw.
1 .
Gla,p) = 5 (€ +16)(€* + )5, () . (C.03)
Weiterhin folgt aus obiger Gleichung die Identitit
9(61,€2) = Spur { DP(&1, )0, (61— &)} (C.04)
wobei der Operator O, (¢) durch
1
O0,(&) = 0y(—€) = 121 + (4 + )P — (8 + 2P~ C.0.5

definiert ist. Wegen der Symmetrie der w-Funktion (6.2.28) bzw. der Symmetrie des Operators O, (§),
erfiillt die logarithmische Ableitung des Eigenwertes offensichtlich dieselbe Symmetrie:

0, =~ 0, =~
% In A([)l] (x;‘u)‘a:o =5 lnA([)l](u;x)‘

5=0
Wird i = x gesetzt, so folgt

w(x—i,x—i)+w(@+iz+i)—1i [w(l’o)(x—i—i,:v—i) — w0 (g —i,:v—f—i)}
0 1y A (e - ~
 2if A (x,x)]H U=y @) itm, . 60 (@) - 1
(1+y~'(x))’ 1+y~'(x)

Dies ist in Ubereinstimmung zu den Ergebnissen (4.3.12) und (6.2.78). Hierbei wird der Zusammenhang
(6.2.31) benutzt. In der letzten Termumformung wurde die Identitét (4.3.9b) ausgenutzt.

(C.0.6)
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Anhang D.

Bemerkungen zur logarithmischen Ableitung des
Eigenwertes (4.2.33a)

Fiir die Integralgleichung der logarithmischen Ableitung des Eigenwertes (4.2.33a) ldsst sich mittels des
Zusammenhangs (4.2.19¢) eine Integraldarstellung mit einer gewissen algebraisch dhnlichen Form zur In-
tegralgleichung der logarithmischen Ableitung des betragsmiBig grofiten Eigenwertes der Quantentransfer-
Matrix des Spin-1/2-Modells (2.0.1) in [14] erkennen. Per Definition (4.2.31) gilt

0
GLO) () == == InY (z;pn)

96 om0
Einsetzen von Gleichung (4.2.19¢) in (4.2.33a) liefert

- /°° dksinh ((m —7)%) cos((z — p)k)
0 Jow 2isinh (3k) cosh (k)

9 / n. 9 = (! n.
o0 s Ina(z' + 2; s Ina(z' — 3; _

+/ o' K(x — 2') | -2 71( : Qn M)‘a:o 4 03 7_1( / 277 N)}a_o

—oo Lta (@' + )y 1+a (2 = 550)]5,
Vergleicht man dieses Ergebnis mit [14], so scheint zunéchst im ,,Driving*-Term (D.0.1) das Vorzeichen
nicht zu stimmen. Jedoch wurde im Vergleich zu [14] eine andere Reihenfolge der Rdume (N + 1) und

9 1 AlE]
%lnA (z; )

(D.0.1)

(N + 2) bzw. der Inhomogenititen, vgl. (4.2.2), gewihlt. Dies wirkt sich in der Herleitung der zugehérigen
nichtlinearen Integralgleichung fiir den Spin-1/2-Eigenwert in einem relativen Vorzeichen beziiglich des
Eigenwertes aus. Deswegen ist es in Bezug auf [14] dquivalent, die logarithmische Ableitung bzgl. (—4),

0 / ik sinh ((m — ) %) cos((z — p)k)

__ 0 3],
d(—0) =g 22 sinh ( k) cosh (3 k)

§=0 94

—i—/ de' K(z —2')

zu betrachten. Die Integralgleichungen fiir das System (2.0.1) wurden in [29] hergeleitet!. In [14], Glei-

In A([é] (23 1)

_l’_
1+a—1(x’+g;u)|5:0 1+671(:c’—7,u)|5 0

, (D.0.2)

chung (54), werden folgende Hilfsfunktionen,
0
) () = + I (z+ 2
w0 =% g male=gim|

definiert, wobei die Funktion a (z) die entsprechende Spin-1/2-Funktion ist, welche analog iiber die Bethe-
Ansatz-Gleichungen eingefiihrt wird. Es ldsst sich erkennen, dass die logarithmischen Ableitungen der
Eigenwerte (4.2.33a) und des Spin-1/2-Modells dieselbe Form haben. Diese unterscheiden sich lediglich
in den zugehorigen Funktionen a (z) bzw. a (z) und deren Ableitungen. In [14] bzw. in [18] wurde die
w-Funktion durch

1 9
wpay (z, p) == —3 [coth(u — x —n) —coth(u —x 4+ n)] — 2 ——= In Ag(z, 1)

9(=9) 5=0
eingefiihrt, wobei hier die Symmetrie wy14)(z, ) = wpia) (1, ) ausgenutzt wurde. Im isotropen Limes folgt
1 1 1 0
== — —2——InA D.0.3
(@) = =3 L:—M—zi x—M—O—QZl a(—gy mhol@. ) ©.03)
Im Vergleich zu (6.2.25) zeigt die umnormierte Funktion w™ X% (x, 11), definiert durch
XX () = 1 1 _ 1 _ 4i (w(z, 1) + 3) _diw(z, )
’ 2 o —p—2i x—p+2i (x —p)2+4 (x —p)2+4
1 1 1 3]
- _- — — In Ay° , (D.04
2L~—u—2z’ z—u+2i} a(—o) "0 (I”“L)azo D04

eine dhnliche Struktur zur Zweipunktfunktion (D.0.3). Obige Gleichung (D.0.1) kann fiir allgemeine Spins
(s > 1) mit (4.2.61) und (4.2.85) verallgemeinert werden. Es folgt fiir den isotropen Fall

"Der abweichende Faktor 4 in den ,.Driving“-Termen der nichtlinearen Integralgleichung [14] und [29] kommt durch eine
andere Normierung der Kopplungskonstante des Hamilton-Operators zustande.
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9 A([)S;%](:v; )

B =2miF(x — p)

6=0

Dnal® (2 + Zl)‘afo 2 Ina® (z/ — z)‘

+ b de' K(z — ') 0 —0=0_(  (D.0.5)
L. L w0 ] e [ -]

6=0
Die Vermutung liegt nun nahe, dass die entsprechende anisotrope Verallgemeinerung durch

0 5] o sinh ((r — 7)) cos((z — p)k)
—InA§ . =— dk
g Ao @)l /,OO 2isinh (Zk) cosh (2k)
o / L na® (z/ + g;,u)‘ézo Dna® (af — g;‘u)‘s:o
—l—/ de’ K(x — z') — + ) (1 |
o0 1+ [a®®) (x’—i—ﬂ;u)] \ L@ (2 — 3 1) |7 sz

5=
B /°° " sinh ((m — 7)) cos(
) 2isinh (k) cosh

)k / da' K(z — 2')G1 V(') (D.0.6)

gegeben sein konnte, wobei die Funktion G 120) (x) tiber ein lineares Integralgleichungs-System, dhnlich zu
(4.2.32b) und (4.2.86), der Form

(1491 (@)G1 (@) ST armmy G, (@)
(1493 (2)) GV () ) G0 ()
(14 4y (0)Gas 1 O) | ; 0
(1+ b7 (2))G" () 0 G (@)
(1+06; ()G (x) 0 G (@)

und die Hilfsfunktionen y(z), k = 1,...,2s — 1, b.(z) und b.(z) durch das nichtlineare Integralgleich-
ungs-System

Iny; (x) 0 InYi(x)
Inys () 0 InYs5(z)
: = : + K * 3 (D.0.7)
In yos—1(x) 0 InYss_1(x)
Inb.(x) Ap () InB.(z)
Inb. () Ag(x) In B, ()

gegeben sein konnten. Die Form der Kernmatrix I@(x) konnte hierbei der Form der Kernmatrix des Glei-
chungssystems (4.2.83) entsprechen, wobei die Funktionen K(x) und F'(z) gegen die Funktionen

> inh ((7 — 37) & .
K(z) = ; s G(ﬂl’) = / % SlIi (<7T 37) 2) - e—zkx
27 cosh (§x> —o0 2m 2cosh (1 k) sinh (7 — 2v) %)

auszutauschen sind. Der ,,Driving*-Term konnte demnach wie folgt lauten:

Ap(N) = d(u, N — i€) — %f(’y,s) » Ag(A) = d(u, A+ i€) + %f('y,s)

2Jm
T cosh (5 ))
und einer einfachen Funktion f(v, s), welche vom Anisotropieparameter v und vom Spin s abhingt. Fiir
s = 1 ist diese durch

d(u, \) = —

m
/ (77 1) = 2y —

gegeben (vgl. (4.1.26)). Diese Funktion wird durch das asymptotische Verhalten der Hilfsfunktionen fest-

gelegt.

So konnte die Spin-1 X X Z-Verallgemeinerung der w-Funktion zu (D.0.4) oder (6.2.25) folgendermaf3en
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Anhang D. Bemerkungen zur logarithmischen Ableitung des Eigenwertes (4.2.33a)

heiflen:
WXX2 (g ) = Lot —z —n) — coth(u -z +m)] -2 =L mal e |
2 d(=9) 5=0
beziehungsweise
1 sinh(x — p —n)sinh(x —p+mn) 0 [s:2]
w(x,p) = 5~ 2 Snh(27) 9 InAg ' (z, p) e (D.0.3)

Es wird vermutet, dass die Faktorisierung der (2s - m)-Dichte-Matrix D(&1, ..., &2s.m) auf die Dichte-
Matrix D[2s1] (4, -- -, C2s.m) sowohl fiir das X X X-Modell als auch fiir die anisotrope Verallgemeinerung
iibertragen werden kann. Die Schwierigkeit besteht nun darin, das Analogon der Funktion w’(x, 11) (siche
[14]) fiir den Spin-(s > 1)-Fall zu formulieren und zu iiberpriifen, ob der Ansatz fiir die in (D.0.8) einge-
fiihrte ,,physikalische Funktion* korrekt ist.

Alternativ, anstatt nach der Funktion w’(x, 1) zu suchen, ldsst sich eventuell analog zur Spin-1/2 X X Z-
Kette (2.0.1) eine verallgemeinerte Funktion ¥ (e”, eM|k, ) mit weiteren Parameter « einfiihren, wobei
diese im Limes @ — 0 einerseits die w-Funktion, aber andererseits ihre Ableitung beziiglich des neuen Pa-
rameters « die Funktion w’(x, i) generiert (vgl. Gleichung (7.2.10)). Die Idee ist nun, die Ergebnisse in [15]
des Spin-1/2-Modelles auf den Spin-1-Fall zu iibertragen. Jedoch ergibt sich hier die weitere Schwierig-
keit, dass die Funktion ¥/?) (exp (), exp(p); ) = ¥ (exp(z), exp(); @) durch eine Integralgleichung
iiber eine Kontur dargestellt ist. Diesen Formalismus kennt man aber fiir das Spin-1-Modell (2.0.2) nicht.
Daher muss zunichst eine, nach Moglichkeit einfache, Beschreibung durch Integrale entlang der reellen
Achse konstruiert werden.

Als Ansatz bietet sich folgende Form an:

W(et, 52|k, a) = Ty(e, 52|k, )

9P (alk, @) 9¢ (alk, @)

L+a (@ +$:8)|mg  14a " (w—g;ﬁl)’

+/OO dx K(&2, x|k, o) { , (D.0.9)

6=0
wobel

exp (&1 — &)
dycosh (2(61 — &
(£) (£)

und die Funktionen g,; ' (x|x, ) im Limes o« — 0 gegen die Funktionen g, ’ (), definiert in [14] in Glei-
chung (54), konvergieren sollen. Im Limes oo — 0 folgt

(}(L}H%) K(€1’€2|K'7 a) -

K1, |k, o) == ) (1+p(&2))

1
27 cosh (%(51 - 52))
Weiterhin soll fiir die Inhomogenitit Wo(ef!, e52 |k, a) der Grenzwert

((r = 7)3) cos((§1 — &)F)

2isinh (k) cosh (k)

gelten, sodass (7.2.10a) erfiillt wird. Wird der Ansatz (D.0.9) in die Funktionalgleichung eingesetzt, folgt
fiir die Inhomogenitit W (ef!, e$2|x, o) die weitere Bedingung

°  sinh
lim Wy (e, 52|k, o) :/ k>
a—0 —

v, (e’\, e’\2|/<;,a) + p(N)e ¥, (e’\_", e)‘2|/<;,a)
= —e T coth(A — s — ) + p(X2) coth(A — A2) , A € {vz}i,. (D.0.10)
Im Limes o« — 0 vereinfacht diese sich zu
W, (e’\, et |O) + ¥ (e’\_”, e’\2|0> = coth(A — A2) — coth(A — X2 — ) , A € {vz iy,
welche durch oben genannten Limes

& L6 > sinh (7 — 7)) cos((& — &)k)
Tole®,e |H’O)_/_oodk 2¢sinh(§k)cosh(gk)

gelost wird. Des Weiteren werden an die Funktionen g,(f) (z|k, @) und W (€51, €2k, 0) tiber dem Zusam-

menhang (7.2.10b) weitere Bedingungen gestellt: Einsetzen der Definition (7.2.7b) fiihrt zu
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Wy (A1, Ae) = g [coth(Ai2 + 1) + coth(Ara + 7)]

_9 [aaaq, (e)‘l,e)‘2|/€7a) » I %‘IJ (e’\z,eA1|f<&,0) a_(j . (D.0.11)

Verwenden des Ansatzes (D.0.9) in Gleichung (7.2.10b) und Vergleichen mit der Integralgleichung der
Funktion wy14(A1, A2) (siehe Gleichung (62) in [14]) liefert Bestimmungsgleichungen fiir

0
. W (et et
e und %0 o(e € |/€,a) L

Der nichste Schritt besteht darin, Losungen fiir die Gleichungen (D.0.10) und (D.0.11) zu finden, sodass der
Ansatz (D.0.9) fiir die Funktion \Il(efl ,e52 |k, a), definiert in (7.2.4), das asymptotische Verhalten (7.2.12)
erfiillt.

AnschlieBend steht noch dieVerallgemeinerung des Ergebnis auf den Spin-1-Fall aus.

95 (z|k, @)

a=0
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Anhang E.

Die affine Quantengruppe U, (sl2)

Zunichst wird die Quantengruppe U, (sl2), die sich als Unteralgebra der affinen Quantengruppe Uq(;lg)
ergibt, und deren Darstellungen in Kiirze diskutiert. Daraufhin wird der Zusammenhang der R-Matrix zu
den sogenannten Evaluationsdarstellungen der affinen Quantenalgebra Uq(sAlg), welche mit den endlich
dimensionalen Darstellungen der Quantengruppe U, (sl2) verbunden sind, erldutert. Hier wird sich auf
generische Werte fiir ¢ := € beschrinkt, d.h. ¢ ist keine Einheitswurzel bzw. in # 27{—’“ fiir zwei Zahlen
l,keZ.

E.1. Die Quantengruppe U,(sl2)

Im Folgenden ist ¢ eine feste komplexe Zahl, sodass ¢ # 0 und ¢? # 1 gilt. Dann wird die assoziative
Algebra mit Eins iiber dem Korper C, deren Generatoren E, F, K, K ~! die Relationen
KK '=K'K=1, KEK'=¢E , KFK ! =¢%F , (E.1.1a)
K-K!
q—q!
erfiillen, als Universelle Einhiillende U, (sl2) bezeichnet. Die Generatoren E, F, K, K ~! sind die soge-
nannten Chevalley-Erzeuger. Mit

[E,F]:= EF — FE = (E.1.1b)

Kq '+ K lq _FE+ Kq+ K 1¢g!

(¢—q71)? (¢—q71)?
wird der Quanten-Casimir-Operator eingefiihrt. Dieser liegt im Zentrum der Algebra Uy (sl2). Falls ¢ keine
Einheitswurzel ist, wird das Zentrum durch den Quanten-Casimir-Operator erzeugt. Mit dem Koprodukt
A Uy(sle) — Uy(sly) @ Uy(slz), der Koeins € : Uy(slz) — € und der Antipode S : U, (sly) — Uy(sla),
welche durch die Eigenschaften

Cy:=EF +

AE)=E@K+1QE,A(F)=F1+K'9F, A(K)=K® K, (E.1.22)
S(K)=K ' ,S(E)=-EK™',S(F)=-KF, (E.1.2b)
e(K)=1,¢(E)=¢(E)=0 (E.1.2¢)

definiert sind, wird eine eindeutige Hopf-Algebrastruktur auf U, (sl2) gegeben:

Sei p1: Uy(sla) ® Uy(sly) — Uy(slz) eine bilineare Abbildung und 7 die in Uy(sl2) eingebettete Eins.
Dann sind die Abbildungen A und e Algebra-Homomorphismen, .S ein Antialgebra-Homomorphismus
und die Multiplikation y und die Eins 1 Koalgebra-Homomorphismen. Weiterhin kommutiert das folgende
Diagramm E.1 (hier: H = U,(sl2), und Korper K = C).

S®id
HH—>H®H
H < > K il >H

HeH ggghet

Abbildung E.1.: Hopf-Algebrastruktur der Quantenalgebra H = Uy (sls).

Diese Hopf-Algebra wird als Quantenalgebra oder auch Quantengruppe U, (sl2) bezeichnet. Der klassische
Grenzwert g — 1 fiihrt zur Hopf-Algebra U (slz), welche durch die Erzeuger x, y iiber die definierenden
Relationen [y, 4] = +224 und [z, z_] = 2y generiert wird [64, 67].
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E.1. Die Quantengruppe U,(sl2)

E.1.1. Endlich dimensionale Darstellung der Quantengruppe U, (sl2)

Eine Darstellung (7, V') der Quantengruppe U, (sl2) ist ein linearer Vektorraum V' mit einer linearen Ab-
bildung 7 : U, (slz) — End(V'), sodass gilt w(AB) = w(A)m(B) fiiralle A, B € U,(slz). Seinun (7, V)
eine Darstellung von U, (slz). Dann ist durch V), := {v € V | w(K)v = pv} fir nichttriviale Rdume V),
der Gewichtsraum zum Gewicht . definiert. Vektoren ungleich Null aus V), werden als Gewichtsvekto-
ren zum Gewicht p bezeichnet. Falls w(E)v = 0 und w(K)v = p'v gilt, wird der Vektor v als Vektor
des hochsten Gewichtes 1/ genannt. In diesem Fall heiBt 4/ das hochste Gewicht der Darstellung (7, V).
Falls der Vektorraum V sich in eine direkte Summe von Gewichtsvektorrdumen zerlegen lisst, wird die
Darstellung (7, V) als Gewichtsdarstellung bezeichnet. Der Parameter ¢ teilt die Darstellungstheorie fiir
die Quantenalgebra U, (sl2) in zwei Klassen: Es wird unterschieden ob entweder ¢ generisch, oder eine
Einheitswurzel ist.

e g ist keine Einheitswurzel: Die Vorgehensweise eine Darstellung zu konstruieren geschieht in dhn-
licher Weise zu der undeformierten Liealgebra sls. Die endliche irreduzible Darstellung, die Spin-
Darstellung der U, (sl2), wird durch einen positiv-halbzahligen Spin ! gekennzeichnet. Es kann ge-
zeigt werden, dass jede endlich dimensionale Darstellung eine Gewichtsdarstellung, und jede end-
lich dimensionale Darstellung 7 von Uy (sl2) reduzibel ist, d.h. 7 zerfillt in eine direkte Sum-
me irreduzibler Darstellungen: Sei 7 eine Darstellung der Quantenalgebra U,(sl2), [ eine halb-
zahlige, nicht negative Zahl, und V; ein (2] + 1)-dimensionaler komplexer Vektorraum mit Ba-

sis ey, m = —Il,—l + 1,...,1. Sei ferner w € {1,—1}. Dann definieren wir die Operatoren
7o 1(E), 7y ((F), ™, ((K) iber die Wirkung auf dem Vektorraum V; durch
7w, (K)ey, = wg™e,, , (E.1.3a)
o 1(E)en = /Il —mlgll+m— Uyenys . (E.1.3b)
o 1(Fem = w\/[l +mlg[l —m+1]gem—_1, (E.1.3¢)
wobei
o qn _ qfn
[n]q := Py (E.1.4)

die sogenannte g-Zahl ist. Definitionsgemal ist

[n]q! := [n]q[n —1]q - -~ [1]4[0]4
fiirn > 0, wobei [0],! = 1 ist. Die Bedingungen an die Darstellung 7r, welche von den definierenden
Relationen herriihren (siehe (E.1.1), werden erfiillt: Der Operator 7 (K ) ist invertierbar und es gilt
m(K)m(B)n(K™) = ¢*n(E) , n(K)n(F)m(K™") = ¢ *n(F),

m(K) —m(K)"!

q—q '
Es lasst sich zeigen, dass jede irreduzible endlich dimensionale Darstellung 7 von U, (sl2) dquivalent
zu einer der Darstellungen 7, ;, w € {1,—1} und [ = 0,1/2,1,... ist. Falls w = 1 gilt, dann wird
statt 7, ; kurz 7; geschrieben. Diese Darstellung wird als Darstellung Typ 1 bezeichnet [64, 67].

m(E)w(F) — w(F)w(E) =

e g ist Einheitswurzel: Sei ¢ eine p-fache Einheitswurzel, wobei IN 5 p > 3, und p’ := p fiir un-
gerades p und p’ = p/2, falls p gerade. In diesem Fall ist das Zentrum von Uy(sl2) viel groBer,
da es auler dem Casimir-Operator C; auch von den Elementen X VX e {E,F, K, K1} erzeugt
wird. Ein Beweis dazu findet sich in [36]. Es lésst sich zeigen, dass alle irreduzblen Darstellungen
endlich dimensional sind. Sei 7 nun eine irreduzible Darstellung. Dann gilt, dass die Bilder von
w(EP") und 7(F*") ein skalares Vielfaches des Identititsoperators sind. Nun werden die drei Fil-
le unterschieden, ob 7(EP') = 0 = w(F?), w(EP') # 0 # 7(FP"), oder w(EP') # 0, 7(F*') = 0
bzw. w(EP") = 0,7(F?") # 0 gilt [51, 67). Es ergeben sich vier verschiedene Klassen von irre-
duziblen Darstellungen: Die zyklische, semizyklische und die nilpotente irreduzible Darstellung der
Dimension p’, und eine irreduzible Darstellung mit Dimension d < p’, welche als klassische Darstel-
lung bezeichnet wird. In [51] wird eine Ubersicht mit den Unterschieden der Darstellungen gegeben.
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Anhang E. Die affine Quantengruppe Uq(sAlg)

E.1.2. Tensorprodukte von Darstellungen. Die g-deformierten
Clebsch-Gordan-Koeffizienten

In diesem Abschnitt sollen Darstellungen, die sich aus Tensorprodukten von Darstellungen ergeben, fiir
generisches ¢ untersucht werden. Fiir zwei auf den Vektorrdumen V und V' gegebene Darstellungen 7 und
7/ der Quantengruppe U, (sl2) ist ihr Tensorprodukt 7 ® 7’ eine Darstellung des Vektorraumes V' @ V7,
welche tiber

@ n'(a) = Z 71'(&(1)) & 7T'(CL(2)) (E.1.5)
definiert ist. Im Folgenden sind 7r;, und 7, irreduzible Darstellungen mit l;, l> € %]N. Die Tensorprodukt-
Darstellung 7;, ® m;, zerfillt in eine direkte Summe irreduzibler Darstellungen der Dimensionen m &€
{l = L), |l = o] + 1, ..., |l + 12]},

li+12
mem, s @ . (E.1.6)

m=|l17l2\

Im weiteren Verlauf wird der Tensorprodukt-Vektorraum V1] @ V2] durch VIl1+2] bezeichnet. Mit e;, ey,
und €', sollen Basen der Vektorriume Vil Vil bzw. VI angegeben werden, sodass die beiden Mengen

{6j®ek’j:—ll,—ll—f—l,...,ll;k‘:—lg,—lg—f—l,...,lg} ,
{elm|l:|11—l2|,|l1—l2|+1,...,l1+12;m:—l,—l+1,...,l}

eine Basis von V%] gind. Dann gibt es eine Matrix C, deren Matrixeintrige C, (11, l2, [;m1, M2, m) die
Gleichungen

e, = Cylly,lo, 15 j, k,m)e; @ ey, (E.1.7)

3.k
erfiillen. Die Zahlen C, (11, l2,1;m1, m2, m) sind die sogenannten g-deformierten Clebsch-Gordan-Koef-
fizienten (CGK). Mit m(,ll)n, m,n = —I,—l+ 1,...,l, werden die Matrixeintridge der Darstellung 7r; der

Uq(sl2) bzgl. der Basis {e,, } des Vektoraumes V; beschriftet. Dann gilt
(e, = Zﬂfylz)n(')em .

Anwenden der Darstellung 7;, ®7r;, auf beiden Seiten von (E.1.7) und Benutzen der Darstellungsvorschrif-
ten (E.1.3) liefert durch Koeffizientenvergleich die CGK und eine eindeutige Darstellung der Basisvekto-
ren elm durch die Vektoren e; ® ey, [51, 67]. In der Ket-Schreibweise sind die Basisvektoren e; = |I1 j),
er = |l k) und €/, = |l m) durch
I Iy
im) =" 3 Cylla,la, 15, kym) [l 5) @ [l k)
j=—l1 k=—Iy

gegeben. Fiir [; = [ = 1/2 lauten die Clebsch-Gordan-Koeffizienten der Quantenalgebra U, (sus) folgen-
dermalf3en:

11 1 1 11 11 g 1/2
c, (=, =1.=.-=0) = — —.20:—=,=.0 = ,
q<2727 727 27 > q(2727 ) 2727 ) [Q]q
11 11 11 1 1 q'/?
c,([=.=1;,-=,2.0)] = -— . —-.0:=,——.0 = , (E.1.8)
q(2727 I 2727 ) q(2727 727 27 ) [2]q
11 11 11 1 1
c, (=, =,1:=, 21 = — Z - -2 1) = 1
q(2727 72727 > q(2727 9 27 27 )

Zu bemerken ist, dass die Vektoren |l m) keine orthogonale Basis aufspannen, falls ¢ eine Phase und nicht
reell ist. Denn dann gilt ¢ = ¢! und somit ist im Fall I; = [y = 1/2 beispielsweise (0,0 | 1,0) # 0. Fiir
reelles ¢ gilt wie bei den gewdhnlichen CGK der sus!

Cq(ly, 2,155, kym) = ((la, §| @ (2, k) [T, m)

"Die CGK der sus erhilt man aus den q-deformierten CGK im Limes ¢ — 1.
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E.1. Die Quantengruppe U,(sl2)

E.1.3. Spin-1-Projektionsoperatoren

MitS:C2C2—>C3undU : C?xC?— C,

1 0 0 0
_ O q71/2 q1/2 0 _ O q1/2 _ﬂ 0
5 Ve, VRl . U VR Vi ’ (E.19)
0 0 0 1
werden zwei Abbildungen eingefiihrt, welche den Tensorproduktraum zweier Spin-1/2-Darstellungen
V[%] auf die beiden Untervektorrdume VI = V® und VI° = V(%) des Tensorprodukt-Vektorraumes

V[%] ® V[%] =~ V10 ¢ V1 abbilden. Die Matrixeintriige der Abbildungen S und U entsprechen den CGK
(E.1.8). Dabei werden als Basen die Standardbasen

By :={[11),]10),]1 —1)} (Triplettraum), bzw. B, := {|00)} (Singulettraum)
gewihlt. Mit

1 0 0 0 0o 0 0 0
¢t 1 g _ 1
pt=sts=|0 B R O p-—vtw— | By B (E.1.10)
0 o= @ 0] 0 5= & 0
R, Rl L [
0 0 0 1 0o 0 0 0

ergeben sich zwei Projektionsoperatoren P+ auf den Singulettraum (P~ mit P~ [0 0) = [00), P~ [ m) =
0, m = %1, 0) bzw. auf den Triplettraum (P* mit P* [00) = 0, P |1 m) = |[L m), m = £1,0), welche
die Eigenschaften

PEPT =0 (E.1.11a)
erfiillen. Dabei sind die Matrizen S* und U? durch
1 0 0 0
0 q 172 0 q'/?
St = v LU= | VB, (E.1.11b)
0 4 0 _q
v [2lq [2]q
0 0 1 0
definiert. Weiterhin gilt
0
SSt=1; , UU'=1 , SU'=|o0]| . Ust:(o 0 0) , (E.1.11c)
0

wobei der hochgestellte Index ¢ die Transposition der Matrizen bezeichnet ',

A—n A—n
A A
A A
| | S
S12 st,

Abbildung E.2.: Grafische Darstellung der Operatoren S1o und S%,. Die schmalen Linien stellen die
Spin-1/2-Vektorrdume dar, wihrend der Spin-1-Vektorraum durch die dickere Linie re-
prasentiert wird.

Die Operatoren S und S* werden auch als linksseitige bzw. rechtsseitige Symmetrisierer bezeichnet. Ana-
log lassen sich Symmetrisierer zu Darstellungen héherer Spins mittels der Clebsch-Gordan-Koeffizienten,
siehe hierfiir z. B. [67], als auch durch entsprechende Eigenschaften zu (E.1.11c) konstruieren. Fiir die

Dies gilt jedoch im Allgemeinen fiir hohere Spindarstellungen nicht fiir komplexwertige ¢, sondern nur im Falle reeller ¢-
Werte, insbesondere im isotropen Fall.
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Anhang E. Die affine Quantengruppe Uq(sAlg)

Abbildung S soll folgende Notation eingefiihrt werden:
S .= gll(1/201/2)

und allgemein fiir hohere Spin-Darstellungen
Slsls(s1®s2)

mit s € {|s1 — sa|,[s1 — sa2|+1,...,81+ 82— 1,51+ s2}. Falls s = s1 + 9 gilt, wird fiir s = 1/2 auch
die Notation der Fusionsprozedur, siehe (3.1.3),

Sleh(ts=1/2)®1/2) S(.((12)3)..25-1) 25 (E.1.12)

verwendet, wobei die Riume 1,2,...,2s,2s + 1 isomorph zu C? sind. Die (s + 1 — m)te Zeile mit 4s
Eintrdgen ist dann durch

( 5[s1,<<sf1/z>®1/2>)

s+1—m
=(...,Cu(s—1/2,1/2,8;,5,1/2,m),Cq (s —1/2,1/2,s;5,—1/2,m),...) ,

2’ 2 2
definiert, wobei m € {—s,...,s}. Der Operator S5-((s=1/2)®1/2) ist nach der Definition (E.1.12) eine
Abbildung

1 1
je{s— 3—3,...,—s+} , (E.1.13)

Glsl((s=1/2)21/2) . @2(s=(1/2)+1 o @2 _y 25+1
Analog ldsst sich der rechtsseitige Symmetrisierer durch

(S[s]’((s_l/mlm)t = S{_((12) 3..2s-1) 25 O = C2E-U2DH g €2 (E.1.14)

einfiihren.

E.2. Die affine Quantengruppe U, (sl>)

Die affine Quantengruppe Uq(;\lg) ist eine durch die Generatoren F;, F; und K Zi fir « = 0,1 definierte,
assoziative Algebra mit Eins iiber dem Korper C, wobei die Generatoren die Relationen

KK '=K'K,=1, KoK, = K1 Ky , (E.2.1a)
K,E,K; ' =¢°E; , K,F;K; ' = ¢ *F, (E.2.1b)
K,E;K; ' =q%E; , K;F;K; ' = ¢°F; ,fiiri # j, (E-2.1c)
K;— K1
q—4q
(E)E; — [3]4(E:)?ESE; + [3],E:E;(E;)? — Ej(E;)* =0, (E-2.1e)
(F3)*F; — [3],(F:)*FyF; + [3],FiF;(F;)? — F;(F)* =0 (E.2.1f)

erfiillen. Mit der Komultiplikation A : U (sly) — U (sls) ® Uy(sls), der Koeins € : Uy (sly) — C und der
Antipode S : U (sla) — Uy(slz), welche auf den Erzeugern durch

AE)=E®K +10E, ,A(F,)=Fel+K '®@F , AK,)=K ®K,, (E.2.2a)
S(Ki)=K;',S(E) = -EK; ", S(F)=—KF;, (E.2.2b)
€(K;)=1,e(E;) =€(F;) =0 (B.2.2¢)

definiert sind, ist fiir die affine Quantengruppe U, (;\lg) ebenfalls eine Hopf-Algebrastruktur gegeben. Dem-
nach ist die Quantengruppe U, (sl2) eine Hopf-Unteralgebra der Uq(sAlg), welche von den Generatoren
FE;, F; und K; mit entweder ¢ = 0 oder ¢ = 1 erzeugt wird. Also generiert die affine Quantengruppe
Uq(;\lg) die Quantengruppe U, (sl2). Fiir die Darstellung der affinen Quantengruppe gibt es zwei wichtige
Klassen von Darstellungstypen: Hochstgewichtsmodule oder Evaluationsmodule.

Die Evaluationsmodule werden iiber die endlich-dimensionalen Modulen der U, (sl2) unter Einfithrung
von Spektralparametern konstruiert. Man spricht hierbei von der ,,Affinizion* [61]. Nach [59] wird durch
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E.2. Die affine Quantengruppe Uq(sAlg)

folgenden Algebra-Homomorphismus @y : Uy (sly) — Uy(sls), der durch
Eg—AF , Fp—» A 'E Ky K ' | Ey—E ,Fi—F K —K

tiber die Erzeuger definiert ist, eine Evaluationsabbildung zu einer nicht-verschwindenden, komplexen Zahl
x gegeben. Ist V = Cvy @ Cv_ ein Uy(sl2)-Modul, dann wirken die Erzeuger auf die Eigenbasis von K
folgendermalBen:

Evy —0, Fv, —v_, Krv, ¢t ,

Ev. —wvy, Fuvo —0, K*v_ w—qTlo_ .
Der entsprechende Modul wird als Evaluationsmodul V' zum Parameter )\ bezeichnet. Dieser soll durch
V. gekennzeichnet werden. Sei 7; bzgl. des Vektorraumes V; eine endlich dimensionale Darstellung der
Quantenalgebra Uy (sl2). Dann lasst sich mit (m; o ) )a fir a € Uq(sAlg) eine Darstellung, die sogenannte
Evaluationsdarstellung, der affinen Quantenalgebra Uq(sAl o) konstruieren. Genauso wie bei der Quantenal-
gebra U, (sly) ldsst sich tiber die Komultiplikation das Tensorprodukt zweier Darstellungen der Uq(sAlg)
wieder als eine Darstellung von Uq(sAlg) verstehen. Da Tensorprodukte von Darstellungen mit vertauschter
Reihenfolge der Darstellungsrdume zueinander dquivalent sind, muss daher ein ,,Intertwiner* R auf dem
Tensorprodukt zweier Evaluationsdarstellungen existieren, so dass gilt

R, ) : Vi, ©Va, = Va, @ Vi, (E:2.3)
Es folgt, dass
R(A1/X2)(m 0 ox, ® Ty 0 ;) (Aa)) = (1 0 o, @m0 o, ) (A(a)R(A1/A2) (E.2.4)
firalle a € Uq(;\lz) gilt. Fiir den Fall [ = [’ = 1/2 ergeben sich aus (E.2.4) lineare Funktionalgleichungen,
welche durch

1 0 0 0 1 0 0 0

5 0 (1,%2)2/\ (1722);1 0 0 (qqul)ill N )

fﬁ()\ = )\1//\2) = (11111)\2/\)(1 (111(1(12/\))\ — Al‘)]\:i\i‘i )(‘;q_;é%;]/\l (E25)
0 1—-g2)\2 1—-g2)\2 0 0 A1g—A2g=1  Aig—A2q~! 0
0 0 0 1 0 0 0 1

gelost werden. Mit \; := e* und Ay := e/ ergibt sich die in (2.5.3) eingefiihrte R- Matrix [59, 61]. Mit
der alternativen Evaluationsabbildung ¢, definiert iiber
Eor e?F | Fopse ®E , Kg—» K By E,FI—F,K ~K,
liefert (E.2.4) die Bestimmungsgleichungen (2.5) in [38], welche durch die R-Matrix
R(A — p) = PRON — 1) (E.2.6)
gelost werden. In [38] wird diese mit RE (siehe (3.2)) bezeichnet. Diese steht iiber die (inverse) Eichtrans-
formation (A.0.4) mit (2.5.3) im Zusammenhang. Durch Vertauschen der beiden Réume ergibt sich die

Form in (A.0.5). Eine weitere niitzliche Eigenschaft von U, (sl2)-Darstellungen ist die ,,Crossing*“-Symme-
trie,

R\ - — 1) = (Skalar) (@' ®1) (R —w)™)" Q1) . (E2.7)
wobei () eine Abbildung vom Uy (sl2)-Modul V' in den Dualraum V* ist. Der skalare Faktor ist hierbei von
der Normierung der R-Matrix abhédngig [61]. Die ,,Crossing“-Symmetrie ist eine Konsequenz der Hopf-
Algebrastruktur: Mittels der Antipode erhilt man aus jeder endlich-dimensionalen Darstellung 7w : A —
¢nd(V) einer Hopf-Algebra A eine Darstellung 7w/ : A — End (V™) via

v*(S(a)-v)=(a-v")(v)Vae Ao e V,v* € V*. (E.2.8)

Mit (E.1.2b) und (E.2.2b), sowie mit der Definition der Evaluationsabbildung ¢, ldsst sich zeigen, dass die
Relation

SU,(s12) © Pr—n = PA O Sy 5 (E.2.9)
fiir alle Chevalley-Erzeuger der U, (sly) erfiillt wird [33].
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