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Einführung: Historie des Higgsteilchens

Die Suche nach dem Higgsteilchen beschäftigt Physiker in der Teilchenphysik seit nun-
mehr über 20 Jahren. Dessen Entdeckung oder Ausschluss war eines der wichtigsten
Ziele beim Bau der größten Maschine der Welt, dem Large Hadron Collider (LHC),
einem Teilchenbeschleuniger an der Großforschungseinrichtung der Europäischen
Organisation für Kernforschung (CERN) in Genf. Am 4. Juli 2012 verkündeten die
Kollaborationen der beiden Experimente ATLAS [1] und CMS [2] in einem Vortrag
am CERN die signifikante Messung (5σ) eines neuen skalaren Teilchens mit einer
Masse von ≈ 125GeV. Dass das Higgsteilchen damit gefunden ist, entspricht der
weitläufigen Meinung unter Teilchenphysikern. Die Signifikanz der Resonanz des
gemessenen skalaren Teilchens hat sich seit dessen Fund kontinuierlich vergrößert.1
Außerdem deuten die Ergebnisse in den verschiedenen Zerfallskanälen verglichen mit
den theoretischen Vorhersagen (vgl. Abb. 1) eindeutig darauf hin, dass dieses skalare
Teilchen das vom Standardmodell der Teilchenphysik (SM) postulierte Higgsboson
ist, welches die elektro-schwache Symmetrie bricht. Vor dessen Entdeckung war
das Higgsboson das vielleicht am besten studierte Teilchen ohne experimentellen
Nachweis in der Geschichte der theoretischen Teilchenphysik.
Anstatt jedoch die Geschichte des Higgsteilchens von hinten aufzurollen, gehen wir
doch chronologisch vor: 1964 entwickelten die Physiker François Englert und Robert
Brout, Gerald Guralnik, Carl Hagen und Tom Kibble sowie Peter Higgs mehr oder
weniger unabhängig voneinander einen Mechanismus, der es erlaubt auf dynamische
Weise den Eichbosonen einer Theorie durch spontane Symmetriebrechung Masse zu
verleihen [5–8]. Das skalare Teilchen, welches dabei zur Brechung der Eichsymme-
trie eingeführt wird, nennen wir heute Higgs und den Mechanismus entsprechend
Higgsmechanismus. Ursprünglich wurde dieser Mechanismus für abelsche Eichtheo-
rien formuliert. 1967 gelang es jedoch Tom Kibble ihn auf Yang-Mills-Theorien
(nicht-abelsch) zu erweitern [9]. In der sogenannten GWS-Theorie [10–12], welche
zur Beschreibung der elektro-schwachen Wechselwirkung entwickelt wurde und nach
Sheldon Glashow, Steven Weinberg und Abdus Salam benannt ist, wurde der Higgs-
mechanismus verwendet, um den W - und Z-Bosonen Masse zu verleihen. Alle drei
erhielten dafür 1979 den Nobelpreis. Die große Masse der W - und Z-Bosonen wur-

1siehe Ref. [3, 4] für neuste Resultate
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Abbildung 1: Vergleich der experimentellen Ergebnisse der Higgswirkungs-
querschnitte in verschiedenen Zerfallskanälen mit der SM-Vorhersage; links:
CMS [4]; rechts: ATLAS [3]; die Punkte geben die Messpunkte an und die
Balken deren Unsicherheit.

de 1983 und 1984 in direkten Messungen am CERN experimentell bestätigt. Dafür
erhielten Carlo Rubbia und Simon van der Meer 1984 ebenfalls den Nobelpreis.
Die GWS-Theorie bildet zusammen mit der Quantenchromodynamik das Standard-
modell der Teilchenphysik. Neben den W - und Z-Bosonen wird auch die Masse aller
Fermionen durch die Wechselwirkung mit dem Higgsfeld erklärt. Nachdem 1995
die Existenz des Top-Quarks am Teilchenbeschleuniger Tevatron des Fermilabs in
den USA experimentell bestätigt wurde [13, 14] und 2000 ebenfalls am Fermilab das
Tau-Neutrino im DONUT-Experiment nachgewiesen wurde [15], verblieb das Higgs
als einziges Teilchen des Standardmodells ohne experimentellen Nachweis. In den
Folgejahren entwickelte sich die Higgssuche somit zu einer der zentralen Aufgaben
der Teilchenphysik. Dazu wurden theoretische Berechnungen für die Produktions-
und Zerfallswirkungsquerschnitte des Higgsteilchens durchgeführt, welche durch hoch
anspruchsvolle Methoden im Laufe der Jahre zu äußerst präzisen Vorhersagen ge-
führt haben. Der aktuelle Stand der Präzisionsrechnungen der letzten Jahre ist in
Ref. [16–18] zusammengetragen.
Aus der Higgssuche am Teilchenbeschleuniger Large Electron-Positron Collider (LEP)
des CERNs folgte 2003 eine Ausschlussgrenze2 für die Masse des Higgsbosons. Dem-
nach musste das Higgs mindestens eine Masse von 114.4GeV aufweisen [19]. Noch
bevor die Experimente am LHC zu relevanten Ergebnissen gelangen konnten, wurde

2Die in dieser Arbeit zitierten Ausschlussgrenzen, gelten stets für 95% C.L. (engl.: „confidence
level“).
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2010 von den Experimenten CDF und D0 am Tevatron ein weiterer Massenbereich von
156−175GeV ausgeschlossen [20]. In den beiden darauf folgenden Jahren präsentierten
ATLAS und CMS am LHC dann eine rasant wachsende Eingrenzung des verbliebenen
Massenbereichs des Higgsbosons. Der letzte offizielle Ausschluss ließ für kleine Higgs-
massen nur noch ein Massenfenster von 116.6 − 119.4GeV und 122.1 − 129.2GeV
(ATLAS [21]) bzw. 114.4− 127GeV (CMS [22]) zu. Darauf folgte die erste Messung
eines skalaren Elementarteilchens3 in der Geschichte der Teilchenphysik mit einer
Masse von ≈ 125GeV [1,2], welche wir oben bereits angesprochen haben.
Seit dessen Messung verdeutlichen sich die Anzeichen, dass dieses Teilchen für die
elektro-schwache Symmetriebrechung verantwortlich ist. In Abb. 1 zeigt sich zudem,
dass es aller Voraussicht nach das SM-Higgs ist. Die Datenpunkte in Abb. 1 geben den
gemessenen Wirkungsquerschnitt geteilt durch die Vorhersage im Standardmodell an.
Demnach entspricht die gestrichelte Linie beim Wert eins dem SM. Für beide Experi-
mente weicht unter Berücksichtigung der Unsicherheiten keiner der Datenpunkte weit
von eins ab. Insbesondere haben die vorhandenen Abweichungen keine hinreichende
statistische Signifikanz, womit das gemessene Teilchen vollkommen kompatibel mit
dem SM-Higgs ist.
Dennoch lässt Abb. 1 zumindest etwas Spielraum für Theorien jenseits des Standard-
modells. Weil solche Theorien in der Regel das SM für kleine Energien beinhalten,
kommt es außerdem vor, dass eine Erweiterung des SMs bei LHC-Energien ähnliche
Ergebnisse liefert. Somit kann das gemessene skalare Teilchen zwar verantwortlich
für die Brechung der elektro-schwachen Symmetrie, aber eingebettet in eine andere
Theorie sein. Daher ist die weitere Eingrenzung der Eigenschaften dieses Teilchens
besonders wichtig. Entscheidend ist dabei neben genaueren Messungen vor allem
auch die Präzision der theoretischen Vorhersagen. Während für die Entdeckung des
Higgsteilchens der totale Wirkungsquerschnitt Verwendung fand, geben differentielle
Verteilungen, sobald genügend Statistik vorhanden ist, Aufschluss über die verschie-
denen Teilcheneigenschaften. Das Ziel ist es, das Teilchen dadurch einer Theorie
zuzuweisen.
Beispielsweise ist die Supersymmetrie [23] eine beliebte Erweiterung des Standard-
modells. Auch wenn es keinerlei experimentelle Hinweise gibt, existieren verschiedene
Gründe, warum Supersymmetrie eine Symmetrie der Natur sein könnte. Aufgrund
der hohen Anzahl von Parametern des minimal supersymmetrischen Standardmodells
(MSSM) sind alle bisherigen Higgsmessungen ebenfalls mit dem MSSM kompatibel.
Differentielle Observablen könnten es somit ermöglichen die Vorhersagen beider
Theorien voneinander zu trennen.
In dieser Arbeit präsentieren wir Präzisionsrechnungen der wichtigsten Higgspro-
duktionsprozesse im SM und MSSM. Dabei konzentrieren wir uns vor allem auf die
Berechnung differentieller Observablen. Insbesondere betrachten wir Verteilungen be-
züglich des Transversalimpulses des Higgsbosons, welche wir bis zu allen Ordnungen
in der Störungstheorie resummieren. Dabei analysieren wir im SM die Massenef-

3Es wird angenommen, dass das gefundene skalare Teilchen elementar ist.
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fekte schwerer Quarks auf den Produktionsprozess der Gluonfusion und im MSSM
präsentieren wir die erste Resummierung bis zur nächst-nächst-führenden logarithmi-
schen Genauigkeit (NNLL) im Prozess der Bottom-Annihilation.4 Weitere Aspekte
dieser Arbeit sind die Berechnung bisher unbekannter Korrekturen zum Prozess der
Higgsstrahlung im SM und die Bestimmung von Jet-Wirkungsquerschnitten bei der
Higgsproduktion im MSSM.
Diese Arbeit ist wie folgt gegliedert: Teil I bildet die theoretische Basis der Teile II
und III. Dazu werden das SM und das MSSM eingeführt (Kap. 1), die Grundlagen der
Störungstheorie erläutert (Kap. 2) und der Formalismus zur Transversalimpulsresum-
mierung definiert (Kap. 3). In Teil II behandeln wir dann zwei Prozesse der Higgspro-
duktion im SM, die Gluonfusion (Kap. 4) und die Higgsstrahlung (Kap. 5). Teil III
bildet mit der Higgsproduktion im MSSM den Abschluss dieser Arbeit. Dort präsen-
tieren wir Resultate für die Produktion eines Higgsbosons in Bottom-Annihilation
gemeinsam mit einer vorgegeben Anzahl von Jets (Kap. 6). Außerdem führen wir die
Transversalimpulsresummierung für beide dominanten Prozesse des MSSMs durch
(Kap. 7).

4Wir beschränken uns in dieser Arbeit darauf, erste Ergebnisse für den partonischen Kanal mit
einem Bottom- und einem Antibottom-Quark zu zeigen.
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- Kapitel 1 -

Grundlagen

1.1 Das Standardmodell der Teilchenphysik

Das Standardmodell der Teilchenphysik (SM) beschreibt alle uns bekannten funda-
mentalen Teilchen und deren Wechselwirkungen untereinander. Fundamental bedeutet
in dem Zusammenhang, dass diese Teilchen nach dem heutigen Kenntnisstand nicht
aus kleineren Teilchen zusammengesetzt sind, sondern die kleinsten Teilchen der
Materie darstellen. Es sind 61 fundamentale Teilchen bekannt. Die gesamte sichtbare
Materie setzt sich aus diesen zusammen.1 Teilchen wie das Proton, das Neutron
oder die Pionen sind beispielsweise keine fundamentalen Teilchen, da sie aus den
sogenannten Quarks, welche fundamental sind, zusammengesetzt sind.
Betrachtet man einen Stoßprozess zweier zusammengesetzter Teilchen mit hinrei-
chend hoher Energie, so lässt sich dieser im Prinzip durch die Wechselwirkung von
fundamentalen Teilchen beschreiben. Diese Wechselwirkung ist durch folgende drei
Grundkräfte gegeben: die elektro-magnetische, die schwache und die starke Kraft. Die
vierte Grundkraft, die Gravitationskraft, findet im Standardmodell der Teilchenphysik
keine Berücksichtigung. Die Gravitation ist bei Stoßprozessen unter fundamentalen
Teilchen ohnehin so schwach, dass sie nicht beobachtbar ist.
Alle uns bekannten fundamentalen Teilchen sind in Abb. 1.1 gegeben.2 Die Eigen-
schaften, welche diese Teilchen voneinander unterscheiden, ergeben sich aus den
verschiedenen Quantenzahlen: Ladung bzgl. der verschiedenen Kräfte, Spin und Mas-
se. Dabei werden die Teilchen aufgrund des Spins zunächst zwei Gruppen zugeordnet:
Die Fermionen (grün und lila) sind Teilchen mit halbzahliger Spin-Quantenzahl und
die Bosonen (rot und gelb) haben einen ganzzahligen Spin. Zu den Fermionen gehören

1Dunkle Materie und Energie werden in dieser Arbeit nicht behandelt.
2Die Frage wieso in dieser Graphik lediglich 17 Teilchen gezeigt werden, während es 61 funda-

mentale Teilchen gibt, wird bis zum Ende dieses Abschnitts geklärt.
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8 Kapitel 1. Grundlagen

einerseits die Leptonen (grün), welche ausschließlich elektro-schwach3 wechselwirken,
wie das Elektron. Andererseits gibt es Fermionen, die außerdem der starken Kraft
unterliegen, die Quarks (lila).
Die Fermionen werden entsprechend Abb. 1.1 in drei sogenannte Familien unterteilt.
Diese Unterteilung ist anhand der Masse von leicht nach schwer geordnet. Jede
Familie enthält vier Teilchen bestimmter Eigenschaft: Ein negativ geladenes Lepton,
im Falle der ersten Familie ist dies das Elektron; zudem ein ausschließlich schwach
wechselwirkendes Lepton, ein sogenanntes Neutrino. Neutrinos haben eine extrem
kleine Masse.4 Das Neutrino der ersten Familie beispielsweise ist das Elektron-
Neutrino. Außerdem enthält jede Familie zwei Quarks. Eines mit Ladung +2/3
und eines mit −1/3. Im Falle der ersten Familie sind dies das Up- und das Down-
Quark. Um die uns umgebene Materie zu beschreiben reichen im Wesentlichen die
fundamentalen Teilchen der ersten Familie. Die beiden anderen Teilchenfamilien sind,
weil ihre Teilchen schwerer sind, nur bei höheren Energien beobachtbar. Sie entstehen
beispielsweise bei Streuprozessen in Teilchenbeschleunigern, der Atmosphäre oder
in der Sonne. Die beiden schwersten Fermionen sind die beiden Quarks der dritten
Familie: das Bottom- und das Top-Quark. Diese werden aufgrund ihrer hohen Masse
im weiteren Verlauf dieser Arbeit eine zentrale Rolle spielen. Da es in dieser Arbeit
um die Produktion eines Higgsteilchens bei Beschleunigerexperimenten geht, liegt der
Grund dafür bei den Eigenschaften der Wechselwirkung des Higgsteilchens, welches
nach Abb. 1.1 ebenfalls Bestandteil des Standardmodells der Teilchenphysik ist.
Das Higgsteilchen (gelb) ist ein Boson. Es hat den Spin null und ist damit das
einzige skalare Teilchen des Standardmodells. Das Higgs hat eine besondere Aufgabe
im Standardmodell: Es verleiht allen massiven fundamentalen Teilchen ihre Masse.
Die Kopplung5 des Higgsteilchens an andere Teilchen ist proportional zu der Teil-
chenmasse. Daher haben Top- und Bottom-Quarks die größte Higgskopplung aller
Fermionen.
In Abb. 1.1 ist die Hälfte aller Fermionen nicht enthalten. Denn jedes Fermion
hat ein sogenanntes Antiteilchen. Diese Antiteilchen haben die identische Masse
und Spin, jedoch die entgegengesetzte Ladung. So ist z. B. das positiv geladene
Positron das Antiteilchen des Elektrons. Treffen ein Teilchen und sein Antiteilchen
aufeinander, kann eine Annihilation stattfinden. Dabei vernichten sich beide Teilchen
und ein neues Teilchen entsteht, welches die gesamte Energie des Streuprozesses trägt.
Dabei ist zu beachten, dass Energie und Masse äquivalent sind. Umgekehrt kann
gemäß der Heisenbergschen Unschärferelation eine bestimmte Menge Energie für eine
genügend kurze Zeit dem Vakuum entliehen werden, um ein Teilchen-Antiteilchen-
Paar zu erzeugen. Dementsprechend entstehen in einem Vakuum fortwährend Teilchen-

3Mit elektro-schwach ist die Vereinheitlichung der elektro-magnetischen und schwachen Kraft
gemeint. Soweit nicht explizit angegeben, vernachlässigen wir hier und im Folgenden die Gravitation,
weil sie kein Bestandteil des Standardmodells ist.

4Historisch bedingt werden im Standardmodell der Teilchenphysik Neutrinos als masselos be-
schrieben.

5Die Kopplung ist ein Maß für die Stärke der Wechselwirkung.
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125 GeV

Abbildung 1.1: Teilchentafel des Standardmodells, inklusive der Quanten-
zahlen Masse, Ladung und Spin. Aus Ref. [24].

Antiteilchen-Paare, welche nach kurzer Zeit wieder annihilieren. Dieses Phänomen
wird als Vakuumfluktuation bezeichnet.
Um die Funktion der anderen Bosonen (rot) zu verstehen, müssen wir den Begriff
der Quantenfeldtheorie näher erläutern. In einer Quantenfeldtheorie wie dem Stan-
dardmodell wird die Wechselwirkung oder die Vermittlung einer Kraft zwischen
zwei Teilchen durch ein weiteres, ein sogenanntes Austauschteilchen, beschrieben.
Diese Austauschteilchen, die Eichbosonen, sind Teilchen mit ganzzahligem Spin. Die
Gravitation ist kein Bestandteil des Standardmodells, weil es bisher nicht möglich ist
sie konsistent im Rahmen einer Quantentheorie zu beschreiben.6 Die Austauschteil-
chen der elektro-schwachen Kraft sind das Photon, das Z- und die W -Bosonen. Die
starke Kraft wird durch die sogenannten Gluonen vermittelt. Die Quantenfeldtheorie
der starken Kraft wird als Quantenchromodynamik (QCD) bezeichnet. Sie folgt aus
einer SU(3)-Eichsymmetrie, deren Ladung als Farbladung bezeichnet wird.7 Es gibt
drei unterschiedliche Farbladungen, welche entsprechend des Namens als rot, grün
und blau bezeichnet werden. Jedes Quark kann jede dieser Farbladungen besitzen.
Folglich gibt es drei Mal so viele Quarks wie in Abb. 1.1 zu sehen sind und ebenso

6Selbstverständlich werden in der sogenannten Stringtheorie alle vier Grundkräfte auf konsistente
Weise vereinigt. Jedoch ist die Stringtheorie als fundamentale Theorie bisher weder innerhalb der
Physikgemeinschaft akzeptiert noch führt sie zu experimentell falsifizierbaren Vorhersagen.

7Für nähere Informationen zu Symmetrien in der Quantenfeldtheorie verweisen wir auf Ref. [25,
Kap. 3].
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viele Antiquarks. Antiquarks haben die entsprechenden Antifarbladungen: antigrün,
-rot und -blau. Des Weiteren besitzen Gluonen selber eine Farbladung. Genauer ge-
sagt sind Gluonen aus einer Farb- und einer Antifarbladung zusammengesetzt. Weil
die gleiche Anzahl an Gluonen und Generatoren der SU(3)-Farbsymmetriegruppe
existieren, ergeben sich insgesamt acht linear unabhängige Gluonen. Nun kennen wir
alle Bausteine um zu erklären, warum das Standardmodell 61 fundamentale Teilchen
enthält: 6 Leptonen, 6 Antileptonen, 18 Quarks, 18 Antiquarks, 4 elektro-schwache
Eichbosonen, 8 Gluonen und das Higgs.
In einer Quantenfeldtheorie werden Teilchen als Fluktuationen von Quantenfelder an
bestimmten Raum-Zeit-Punkten betrachtet. Genauer gesagt beschreibt man diese
Quantenfelder aus theoretischer Sicht als Operatoren. Diese Operatoren beinhal-
ten Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren, welche das zugehörige Teilchen und
sein Antiteilchen erzeugen bzw. vernichten. Ein Fermionfeld8 beispielsweise hat die
folgende Form (vgl. Ref. [25, Gl. (2.155)]):

ψ(x) =
∫

d3~p

(2π)3 2Ep

2∑
s=1

[
u(~p, s) a(~p, s) e−ip·x + v(~p, s) b†(~p, s) eip·x

]
. (1.1)

Dabei ist x ≡ xµ = (t, ~x) der Orts- und p ≡ pµ = (E, ~p) und der Impuls-Vierervektor.9
u und v nennt man Dirac-Spinoren.10 a ist der Vernichtungsoperator des Teilchens und
b† der Erzeugungsoperator des zugehörigen Antiteilchens. Das adjungierte Fermionfeld
ψ̄ enthält entsprechend a† und b. Wenn diese Operatoren auf einen Zustand des
Fock-Raums11 angewendet werden, erzeugen bzw. vernichten sie dort das jeweilige
Teilchen.
Ein Fermionfeld ψ (ebenso ψ̄) unterliegt außerdem einer Feldgleichung, einer Bewe-
gungsgleichung für Quantenfelder.12 Diese wird nach dem britischen Nobelpreisträger
Dirac-Gleichung genannt.

(iγµ ∂µ −m) ψ(x) = 0, (1.2)

wobei γµ ein Vierervektor der Gammamatrizen ist. Dies sind 4× 4-Matrizen, welche
sich durch die Paulimatrizen σa (a ∈ {1, 2, 3}) darstellen lassen.13 ∂µ ist der Vierer-
gradient, welcher die partiellen Ableitungen der Zeit und der drei Raumrichtungen
enthält. Des Weiteren muss bei der hier verwendeten verkürzten Schreibweise der
Dirac-Gleichung die Massem des Teilchens mit einer 4×4 Einheitsmatrix multipliziert
werden.

8Das Fermionfeld ψ und dessen adjungiertes Feld ψ̄ können z. B. die Erzeugung und Vernichtung
von Elektronen und Positronen beschreiben.

9Wir verwenden in dieser Arbeit ausschließlich natürliche Einheiten c = ~ = 1.
10Dies sind Lösungen der Dirac-Gleichung im Impulsraum. Die Dirac-Gleichung im Ortsraum wird

weiter unten eingeführt.
11Der Fock-Raum dient der Beschreibung von Systemen mit variabler Teilchenzahl. Nähere

Informationen finden sich z. B. in Ref. [26, S. 13-35].
12Die im Folgenden angegebenen Feldgleichungen beschreiben das Verhalten freier Quantenfelder.

Das bedeutet, dass die Teilchen keine äußeren Kräfte erfahren.
13Nähere Informationen zu Gammamatrizen finden sich z. B. in Ref. [27, Kap. 3].
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Aus der Dirac-Gleichung folgt, dass jede Komponente des Fermionfeldes ψ die Klein-
Gordon-Gleichung (

∂2 +m2
)
ψi(x) = 0, i ∈ {1, 2, 3, 4} (1.3)

erfüllt. Dabei ist das Quadrat der Viererableitung durch ∂2 = ∂µ ∂
µ gegeben. Die

Klein-Gordon-Gleichung ist die Bewegungsgleichung skalarer Felder. Daher ist sie
insbesondere für das Higgsfeld H(x) erfüllt.
Die Bewegungsgleichungen der Eichbosonen sind eine verallgemeinerte Form der
Maxwell-Gleichungen, welche ursprünglich zur Beschreibung des Wellencharakters
von elektro-magnetischer Strahlung entwickelt wurden. Die quellenfreien Maxwell-
Gleichungen der masselosen Photonen lassen sich in kovarianter Form durch

∂µ F
µν = 0 (1.4)

ausdrücken. Dabei ist Fµν der sogenannte Feldstärketensor, welcher sich aus dem
Photonfeld Aµ ergibt:

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. (1.5)

Betrachtet man Aµ = (φ, ~A) als Viererpotential mit dem elektro-magnetischen
skalaren Potential φ und dem Vektorpotential ~A, lässt sich aus Gl. (1.4) direkt die
übliche Form der Maxwell-Gleichungen ableiten.
Abschließend geben wir noch eine Feldgleichung für die Eichbosonen der starken
Wechselwirkung an.14 Die Gluonen sind genau wie das Photon masselos. Nichta-
belsche Eichtheorien wie die Quantenchromodynamik werden durch die sogenannte
Yang-Mills-Theorie beschrieben. Dementsprechend werden die Bewegungsgleichungen
der Gluonen als Yang-Mills-Gleichungen bezeichnet. Diese sind im Wesentlichen
verallgemeinerte Maxwell-Gleichungen:

∂µGaµν + gs fabcA
µ,bGcµν = 0. (1.6)

Die acht Gluonfelder Aaµ werden in diesem Fall durch einen zusätzlichen lateinischen
Index a ∈ {1, . . . , 8} unterschieden. Des Weiteren wird in Gl. (1.6) nicht nur die
Feldgleichung, sondern auch der Feldstärketensor Gaµν der Gluonfelder um einen
Selbstwechselwirkungsterm erweitert:

Gaµν = ∂µA
a
ν − ∂νAaµ + gs fabcA

b
µA

c
ν . (1.7)

Die Selbstwecheselwirkungsterme in Gln. (1.6) und (1.7) enthalten die Kopplungskon-
stante der QCD gs ≡

√
4π αs. Setzt man in beiden Gleichungen gs = 0, so wird die

Selbstwechselwirkung entfernt, und man erhält die Maxwell-Gleichung (1.4) zurück.
fabc sind die Strukturkonstanten der SU(3)-Lie-Algebra.

14Die Feldgleichungen der anderen elektro-schwachen Eichbosonen, die massiven W - und Z-
Bosonen, werden aufgrund der komplizierten Struktur nicht explizit angegeben.
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Wir wollen an dieser Stelle ein wenig näher auf die Konsequenzen der Selbstwechsel-
wirkung der Gluonen eingehen. Sie bewirkt, dass farbgeladene Teilchen (Quarks und
Gluonen) bei niedrigen Energien stets nur in gebundenen farbneutralen Zuständen
auftreten. Diese Bindungszustände sind nicht-fundamentale Teilchen, welche Hadro-
nen genannt werden. Anders gesagt je weiter man zwei Quarks voneinander trennen
möchte, desto größer wird die Kraft, welche die beiden Quarks zusammenhält. Dieses
Phänomen wird als Confinement bezeichnet. Dem gegenüber steht die sogenannte
asymptotische Freiheit, welche ebenfalls Konsequenz der Selbstwechselwirkung ist.
Sie beschreibt den Umstand, dass mit steigender Energie die Kopplungsstärke der
Quantenchromodynamik abnimmt. Bei extrem hohen Energien sind Quarks und
Gluonen dann asymptotisch frei, d. h., sie verhalten sich wie freie Teilchen.
Bisher wurde, abgesehen von der Selbstwechselwirkung, nur das Verhalten kräftefreier
Elementarteilchen behandelt. Daher wird nun das Konzept des Lagrangeformalismus
eingeführt, um ebenfalls die Wechselwirkung zwischen zwei Teilchen zu berücksich-
tigen. Dieses Konzept findet bereits in der klassischen Mechanik seine Anwendung.
Dabei wird ein abgeschlossenes System mit Hilfe einer einzigen Funktion beschrieben.
Unter Verwendung der sogenannten Euler-Lagrange-Gleichung ergeben sich dann die
Bewegungsgleichungen von Punktmassen. In einer Quantenfeldtheorie ist es sinnvoller,
statt der Lagrangefunktion L die Lagrangedichte L durch

L =
∫
d3xL (1.8)

einzuführen. Dementsprechend ist die Wirkung durch

S =
∫
d4xL (1.9)

gegeben. Analog zur Mechanik ergibt sich die Euler-Lagrange-Gleichung für Quan-
tenfelder aus dem Prinzip der kleinsten Wirkung. Dieses besagt, ein System bewege
sich zwischen zwei Punkten in der Raum-Zeit stets so, dass die Wirkung minimal ist.
Die Euler-Lagrange-Gleichung für ein Quantenfeld φ ist

∂L
∂φ
− ∂µ

(
∂L

∂(∂µφ)

)
= 0. (1.10)

Die Lagrangedichte ist das Herzstück einer Quantenfeldtheorie. Alle wichtigen Infor-
mationen der jeweiligen Theorie sind in ihr enthalten. Aus ihr ergeben sich sowohl
die Feldgleichungen der einzelnen Quantenfelder als auch alle Wechselwirkungen der
Quantenfelder untereinander.
Die grundlegende Eigenschaft einer physikalischen Quantenfeldtheorie ist die Eich-
symmetrie der Quantenfelder. Der Quantenchromodynamik beispielsweise liegt, wie
bereits erwähnt, eine SU(3)-Eichsymmetrie zugrunde. Für die Lagrangedichte einer
Quantenfeldtheorie bedeutet dies, dass sie invariant unter entsprechenden Eichtrans-
formationen der Quantenfelder ist. Ein wesentliches Argument dafür Quantenfeld-
theorien strikt auf Grundlage einer Eichsymmetrie zu entwickeln, ist die sogenannte



1.1. Das Standardmodell der Teilchenphysik 13

Renormierbarkeit der Theorie. Eine 4-dimensionale eichsymmetrische Theorie, wie
das Standardmodell [28,29], ist i.d.R. renormierbar. Das bedeutet, dass keine Unend-
lichkeiten in der Theorie auftreten bzw. dass sich durch Renormierung alle Unendlich-
keiten in physikalischen Observablen der Theorie mit endlich vielen Countertermen
wegheben lassen. Eine ausführliche Beschreibung des Konzepts der Renormierung
einer Quantenfeldtheorie ist in Ref. [27, Teil II] gegeben.
Wir betrachten im Folgenden zur Einführung die Lagrangedichte einer Theorie mit
einer einfachen U(1)-Symmetrie, um im weiteren Verlauf die Lagrangedichte des
Standardmodells schrittweise aufbauen zu können. Mit einer solchen Theorie lässt
sich z. B. die Quantenelektrodynamik beschreiben. Dabei beschränken wir uns auf
drei Quantenfelder: das Elektronfeld ψ, dessen adjungiertes Feld ψ̄ und das Photon
Aµ als Eichboson. Die entsprechende Lagrangedichte lautet dann

L = −1
4 Fµν F

µν + ψ̄ (i γµ∂µ −mψ)ψ + eQ ψ̄ γµAµ ψ. (1.11)

Der elektro-magnetische Feldstärketensor Fµν ist in Gl. (1.5) definiert, e bezeichnet
die elektro-magnetische Einheitsladung und Q die Ladung des Elektronfeldes. Wendet
man die Euler-Lagrange-Gleichung (1.10) bezüglich des Photonfeldes Aµ auf den
ersten Term an, so ergibt sich dessen freie Feldgleichung (1.4). Ebenso erhält man
die Dirac-Gleichung (1.2) für ψ unter Anwendung der Euler-Lagrange-Gleichung
bezüglich ψ̄ auf den zweiten und dritten Term in Gl. (1.11) und vice versa. Die ersten
beiden Terme, welche ∂µ enthalten, werden kinetische Terme und der dritte wird
Massenterm genannt.

γ (Aµ)

e+ (ψ̄)

e− (ψ)

Abbildung 1.2: Beschreibung der Wechselwirkung von drei Teilchen mit
Hilfe eines Feynmandiagramms; γ Photon, e− Elektron und e+ Positron
(alle auslaufend).

Der vierte Term in Gl. (1.11) ist ein Wechselwirkungsterm, welcher die Wechselwir-
kung der in der Theorie vorhandenen Teilchen sowie deren Kopplungsstärke bestimmt.
Kinetische und Massenterme enthalten zwei Quantenfelder und Wechselwirkungster-
me mindestens drei. Abb. 1.2 zeigt ein Diagramm, welches die Kopplung entsprechend
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des vierten Terms in Gl. (1.11) zwischen ψ, ψ̄ und Aµ veranschaulicht.15 Die Stärke
dieser Wechselwirkung ist hier proportional zur elektro-magnetischen Ladung e.
Die Wechselwirkungsterme der Lagrangedichte einer Quantenfeldtheorie enthalten
die wesentlichen Informationen, die zur Berechnung von Stoßprozessen zwischen
Elementarteilchen notwendig sind. Sie können stets durch Diagramme wie in Abb. 1.2
beschrieben werden. Diese Diagramme lassen sich beliebig miteinander verknüpfen.
Dadurch können mehrfache Wechselwirkungen innerhalb eines Streuprozesses nicht
nur veranschaulicht, sondern auch berechnet werden. Sie sind auf den amerikanischen
Nobelpreisträger Richard Feynman zurückzuführen und sind daher unter dem Namen
Feynmandiagramme bekannt. Weil Feynmandiagramme eine wichtige Rolle in dieser
Arbeit spielen, wird ihre Berechnung zusammen mit den in dieser Arbeit benötigten
Kopplungen in Kap. 2.2 beschrieben.
Wir wollen nun die Theorie der elektro-schwachen Wechselwirkung nach Sheldon
Glashow, Steven Weinberg und Abdus Salam (GWS-Theorie) [10–12] erläutern.
Diese enthält entsprechend vier Eichbosonen: das Photon, das Z- und die beiden
W -Bosonen. Sie vereinigt somit die elektro-magnetische und schwache Wechsel-
wirkung in einer gemeinsamen Theorie und ist damit ein wesentlicher Bestandteil
des Standardmodells der Teilchenphysik. Die Grundlage der GWS-Theorie ist eine
U(1) × SU(2)-Eichsymmetrie. Jedes Lepton und Quark wird dabei in einen links-
chiralen und einen rechts-chiralen Anteil aufgespalten.16 Die links-chiralen Teilchen
werden anhand ihrer Familien in Dubletts und die rechts-chiralen in Singletts unter
der SU(2)-Symmetrie bzw. bezüglich des schwachen Isospins T zusammengefasst:

Leptonen:
(
νe
e

)
L

,

(
νµ
µ

)
L

,

(
ντ
τ

)
L

, eR, µR, τR,

Quarks:
(
u

d′

)
L

,

(
c

s′

)
L

,

(
t

b′

)
L

, uR, dR, cR, sR, tR, bR.

(1.12)

Dabei haben die down-artigen Quarks einen Strich erhalten, weil es sich um die
Eigenzustände bezüglich der U(1)× SU(2)-Symmetrie handelt. Die physikalischen
Masseneigenzustände dieser Quarks ergeben sich aus deren Mischung mittels der
CKM-Matrix.17

Wir führen ein Vektorfeld B0
µ zusammen mit der schwachen Hyperladung Y als

Eichboson und Generator der U(1)-Symmetrie ein. Die zugehörige Kopplungsstärke
sei g′. Für die SU(2)-Symmetrie werden jeweils drei Eichbosonen und Generatoren
benötigt, diese sind durch W a

µ und T a = σa/2 (a ∈ {1, 2, 3}) gegeben, wobei die

15Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dass ψ und ψ̄ nicht eindeutig Elektron und Positron
zugeordnet werden können. Dies ist abhängig davon, ob das jeweilige Teilchen sich im Anfangs- oder
Endzustand eines Streuprozesses befindet.

16Nähere Informationen zur Chiralität und deren Wichtigkeit für die GWS-Theorie können z. B.
Ref. [30, S. 516ff] entnommen werden.

17Weitere Informationen zur Quarkmischung und der Cabibbo-Kobayashi-Maskawa-Matrix (CKM-
Matrix) finden sich in Ref. [31, S. 288f].
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Kopplungskonstante mit g bezeichnet wird. Aus der Mischung von B0
µ und W a

µ

ergeben sich die physikalischen Bosonen der elektro-schwachen Wechselwirkung. Die
Lagrangedichte der GWS-Theorie ist durch18

LGWS
0 = −1

4 Bµν B
µν − 1

4 W
a
µνW

µν,a + ψ̄L i γ
µDL

µ ψL + ψ̄R i γ
µDR

µ ψR (1.13)

gegeben. ψL und ψR stehen hier repräsentativ für alle Dubletts und Singletts in
Gl. (1.12). Außerdem haben wir die kovarianten Ableitungen

DL
µ = ∂µ − ig′

Y

2 B0
µ − ig T aW a

µ , (1.14)

DR
µ = ∂µ − ig′

Y

2 B0
µ (1.15)

definiert, welche den kinetischen Term der Fermionen und die Wechselwirkungsterme
mit den Eichbosonen zusammenfassen.
Bei den physikalischen Eichbosonen der schwachen Wechselwirkung handelt es sich
um massive Bosonen. In der Lagrangedichte (1.13) sind jedoch bisher keine Massen-
terme der Eichbosonen vorhanden. Bevor wir also die physikalischen Eichbosonen
als Mischung von B0

µ und der W a
µ definieren können, müssen wir zunächst diese

Massenterme erzeugen, ohne dabei die Eichinvarianz der Lagrangedichte zu zerstören.
Der Mechanismus zur Erzeugung massiver Eichbosonen wird Higgsmechanismus [5–8]
genannt. Dazu wird ein skalares Feld, das Higgsfeld, mit einem Vakuumerwartungs-
wert v eingeführt. Die Folge ist eine sogenannte spontane Symmetriebrechung der
U(1)× SU(2)-Symmetrie. Der Begriff Symmetriebrechung ist in diesem Zusammen-
hang jedoch ein wenig irreführend. Die Symmetrie wird nämlich im eigentlichen Sinne
nicht zerstört, sondern eher versteckt. D. h., sie ist noch vorhanden, aber aus der sich
ergebenden Lagrangedichte nicht mehr direkt ersichtlich.19 In der GWS-Theorie wird
folgendes Higgsdublett mit einer Hyperladung Y = 1 eingeführt:

φ(x) = 1√
2

(
0

v +H(x)

)
. (1.16)

Solch ein komplexes Dublett hat allgemein vier Freiheitsgrade. Während ein Frei-
heitsgrad das Higgsfeld selber trägt, stehen die drei weiteren Freiheitsgrade den
massiven Eichbosonen zur Verfügung. Diese benötigen nämlich einen zusätzlichen
longitudinalen Freiheitsgrad gegenüber masselosen Eichbosonen, welche nur zwei
transversale Freiheitsgraden haben.
Bei der spontanen Symmetriebrechung durch das Higgsfeld ergeben sich die entspre-
chenden Freiheitsgrade wie folgt: Das Higgsdublett in Gl. (1.16) ist so gewählt, dass
es die Symmetrie bezüglich der Linearkombination T 3 + Y/2 ≡ Q der Generatoren
erhält. Die Symmetrie von drei weiteren linear unabhängigen Kombinationen der

18Wir vernachlässigen hier und im Folgenden die Eichfixierung.
19Eine detailliertere Beschreibung der spontanen Symmetriebrechung und des Higgsmechanismus

finden sich in Ref. [27, Kap. 20].
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Generatoren wird jedoch gebrochen. Das Goldstone-Theorem [32–34] besagt nun,
dass für jeden Generator einer kontinuierlichen Eichsymmetriegruppe, der den Grund-
zustand des Systems nicht invariant lässt, ein masseloses skalares Feld in der Theorie
existiert. Diese unphysikalischen Teilchen heißen Goldstonebosonen. Das explizite
Auftreten der Goldstonebosonen in der Lagrangedichte wird durch die Wahl der
unitären Eichung verhindert. Infolgedessen verkörpert jedes der drei „weggeeichten“
Goldstonebosonen einen longitudinalen Freiheitsgrad der drei massiven Eichbosonen
(Z und W±) der schwachen Wechselwirkung.
Das Eichboson zum nicht gebrochenen Generator bleibt masselos. Daher identifizieren
wir dieses mit dem Photon20

Aµ = 1√
g′2 + g2

(
g′W 3

µ + g B0
µ

)
(1.17)

und den ungebrochenen Generator Q ≡ T 3 + Y/2 mit der elektrischen Ladung. Die
dazu orthogonale Linearkombination

Zµ = 1√
g′2 + g2

(
gW 3

µ − g′B0
µ

)
(1.18)

ist das Z-Boson und

W±µ = 1√
2

(
W 1
µ ∓W 2

µ

)
(1.19)

bilden die beiden W -Bosonen. Dabei ergeben sich die Massen der Eichbosonen zu

mA = 0, mW = g
v

2 , mZ =
√
g′2 + g2 v

2 . (1.20)

Durch Einführung des schwachen Mischungswinkels θw(
Aµ
Zµ

)
=
(

cos θw sin θw
− sin θw cos θw

) (
B0
µ

W 3
µ

)
(1.21)

gelten außerdem folgende Beziehungen:

cos θw = g√
g′2 + g2 , sin θw = g′√

g′2 + g2 , (1.22)

mW = g√
g′2 + g2

√
g′2 + g2 v

2 = cos θwmZ . (1.23)

Zudem sind die Elementarladung e und die Kopplungskonstanten α der elektro-
magnetischen Wechselwirkung gegeben durch

e = g′g√
g′2 + g2 = g sin θw = g′ cos θw, (1.24)

α = e2

4π . (1.25)

20Die folgenden Formeln und Ausführungen zur GWS-Theorie sind im Wesentlichen Ref. [27,
S. 700ff] entnommen.
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Bevor wir die Lagrangedichte der elektro-schwachen Theorie durch die physikalischen
Felder ausdrücken, befassen wir uns noch einmal genauer mit der Bedeutung des
Vakuumerwartungswertes im Zusammenhang mit dem Higgspotential

V (φ) = −µ2 φ†φ+ λ (φ†φ)2. (1.26)

Das Minimum des Potentials liegt bei v = µ/
√
λ. Das Higgspotential (1.26) wird in

Abb. 1.3 veranschaulicht. Der Vakuumzustand oder Grundzustand eines Quantenfel-
des befindet sich stets im energetisch günstigsten Zustand, welcher dem Minimum
des zugehörigen Potentials entspricht. Die Besonderheit des Higgspotentials ist, dass
das Minimum nicht wie bei allen anderen Quantenfeldern der Nullpunkt, sondern um
den Vakuumerwartungswert v verschoben ist. Betrachtet man das Higgspotential in
Abb. 1.3 wird deutlich, dass das Potential eine Symmetrie bezüglich des Ursprungs
aufweist. Ausgehend vom Minimum des Potentials ist diese Symmetrie und damit
die U(1)× SU(2)-Eichsymmetrie jedoch gebrochen bzw. versteckt.

Abbildung 1.3: Dreidimensionale Darstellung des Higgspotentials.

Auf Grundlage obiger Ausführungen drücken wir nun die Lagrangedichte der GWS-
Theorie durch die physikalischen Masseneigenzustände der Felder aus und fügen das
Higgsfeld hinzu. Die kinetischen Terme der Eichbosonen lassen wir dabei unverändert.
Die Wechselwirkungsterme der physikalischen Eichbosonen mit den Fermionfeldern
erhalten wir durch Umschreiben der kovarianten Ableitung (1.14) in der Lagrange-
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dichte (1.13):

DL
µ = ∂µ − i

g√
2

(
W+
µ T

+ +W−µ T
−
)
− ieQAµ − i

g2 T 3 − g′2 Y
2√

g′2 + g2 Zµ, (1.27)

wobei T± = T 1 ± i T 2 ist. Die Massenterme der Eichbosonen und deren Wechselwir-
kung mit dem Higgsfeld ergeben sich aus der kovarianten Ableitung des Higgsfeldes.
Außerdem folgen der Massenterm des Higgsbosons und dessen Selbstwechselwirkung
aus dem Higgspotential.

LGWS
H = |DL

µ φ|2 − V (φ)

= 1
2(∂µH)2 +

(
m2
W W−µ W

+µ + 1
2 m

2
Z ZµZ

µ
) (

1 + H

v

)

− 1
2 m

2
H H

2 −

√
λ

2 mH H
3 − 1

4 λH
4

(1.28)

Dabei ist die Higgsmasse durch mH =
√

2µ =
√

2λ v gegeben. Die Massenterme der
Fermionen f , welche bisher unberücksichtigt blieben, und deren Wechselwirkung mit
dem Higgs lassen sich ebenfalls mit Hilfe des Higgsfeldes erzeugen:

LGWS
F = −

√
2 yf ψ̄L φψR = −mf f̄ f

(
1 + H

v

)
(1.29)

Dabei ist zu beachten, dass für die up-artigen Quarks

LGWS
F = −

√
2 yf εab ψ̄u,dLa φ

†
b ψR (1.30)

verwendet werden muss. Die Kopplungen yf ≡ yff̄H sind die Higgskopplungen der
Fermionen und werden als Yukawa-Kopplungen bezeichnet. Aus ihnen bestimmt sich
ihre Masse mf = yf v.
Setzen wir die einzelnen Teile zusammen ergibt sich die Lagrangedichte der elektro-
schwachen Theorie zu

LGWS = LGWS
0 + LGWS

H + LGWS
F . (1.31)

Zur Vervollständigung der Lagrangedichte des Standardmodells der Teilchenphysik
fehlt noch die Quantenchromodynamik. Diese lässt sich separat von der elektro-
schwachen Theorie durch eine SU(3)-Eichsymmetrie beschreiben. Die Lagrangedichte
der QCD können wir wie folgt mit der GWS-Theorie verbinden:21 Zunächst definieren
wir

LQCD
G = −1

4 G
a
µν G

µν,a + θQCD
64π2 g

2
s ε

µνρσ Gaµν G
a
ρσ, (1.32)

21Wir verwenden die axiale Eichung, um Ghosts aus der Theorie zu entfernen. Einen entsprechenden
Eichfixierungsterm könnte man durch L = −1/(2λ)

(
nµAaµ

)2 zur Lagrangedichte hinzufügen.
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wobei Gaµν der Feldstärketensor der Gluonen in Gl. (1.7) ist und der Term mit θQCD
die starke CP-Verletzung beschreibt. Außerdem definieren wir aus Gln. (1.14) bzw.
(1.27) kovariante Ableitungen, welche die Gluonfelder beinhalten:

DL+QCD
µ = DL

µ − igs λaAaµ, (1.33)
DR+QCD
µ = DR

µ − igs λaAaµ, (1.34)

wobei die sogenannten Gell-Mann-Matrizen λa 3-dimensionale Darstellungen der
Generatoren der SU(3)-Symmetrie sind. Wenn wir nun die kovarianten Ableitun-
gen aller Terme mit Quark-Dupletts oder -Singletts in LGWS

0 (1.13) durch obige
Definitionen ersetzen, ergibt sich die Lagrangedichte des Standardmodells zu

LSM = LGWS + LQCDG . (1.35)

Dabei ist zu beachten, dass alle Quarkfelder Tripletts unter der SU(3)-Farbsymmetrie
sind, d. h. q = (qr, qg, qb)T für q ∈ {u, d, s, c, t, b} in Gl. (1.12). Weil sich die SU(3)-
Farbsymmetrie und die elektro-schwache U(1)× SU(2)-Symmetrie im Produktraum
zueinander befinden, müssen wir die Multiplikation der Gell-Mann-Matrizen mit
einem links-chiralen Quark-Duplett wie folgt verstehen:

λa
(
u

d′

)
L

≡
(
λa u

λa d′

)
L

≡
(
λa (ur, ug, ub)T

λa (d′r, d′g, d′b)T

)
L

. (1.36)

Damit liegt dem Standardmodell der Teilchenphysik eine U(1) × SU(2) × SU(3)-
Eichsymmetrie zugrunde. Es treten insgesamt 18 freie Parameter auf.22 Dazu zählen
die Massen der Fermionen bzw. die Kopplungen an das Higgsfeld, die Kopplungskon-
stanten der Wechselwirkungen, die Mischungswinkel, ein Winkel zur Beschreibung
der CP-Verletzung der starken Wechselwirkung und die Masse des Higgsbosons.
Im kommenden Abschnitt werden wir eine ausführlich studierte Erweiterung des
Standardmodells vorstellen und motivieren.

1.2 Das minimal supersymmetrische Standardmodell

Supersymmetrie [23] ist eine Symmetrie zwischen Fermionen und Bosonen. Ausgehend
vom Standardmodell der Teilchenphysik erhalten alle Fermionen bosonische Super-
partner und alle Bosonen fermionische Superpartner. Außerdem werden zusätzliche
skalare Higgsteilchen und ihre Superpartner benötigt. Die minimale Erweiterung des
Standardmodells unter Berücksichtigung der Renormierbarkeit wird das Minimal su-
persymmetrische Standardmodell genannt (MSSM). Damit die Supersymmetrie nicht
durch die Fermionmassenterme der up-artigen Quarks gebrochen wird, werden im Ge-
gensatz zum SM zwei Higgsdubletts benötigt.23 Daraus resultieren fünf physikalische

22Wenn man die Neutrinomassen und -mischungswinkel hinzuzählt hat das Standardmodell 25
freie Parameter.

23Ein weiterer Grund ist, dass andernfalls Anomalien in der Theorie auftreten.
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Higgsteilchen. Weil eine detaillierte Behandlung der theoretischen Grundlagen der
Supersymmetrie im Rahmen dieser Arbeit nicht zielführend ist, beschränken wir uns
zum Großteil auf die Beschreibung des Higgssektors des MSSMs. Zunächst werden wir
jedoch die Einführung einer supersymmetrischen Erweiterung des Standardmodells
motivieren.
Es gibt verschiedene Gründe dafür, warum eine supersymmetrische Erweiterung des
SMs wirklich in der Natur existieren könnte und sich so viele Experten mit einer
Theorie befassen, für die es bisher experimentell keinerlei Hinweise gibt. Die zentrale
Motivation der Supersymmetrie (SUSY) ist das Lösen theoretischer Probleme des SMs
und dessen unzureichende Fähigkeit, bestimmte Zusammenhänge zu beschreiben. Ein
offensichtliches Problem des SMs ist z. B. die fehlende Möglichkeit, dunkle Materie
zu beschreiben. SUSY-Modelle liefern dafür mit dem leichtesten SUSY-Teilchen einen
geeigneten Kandidaten.24

Ein theoretischer Aspekt ist das sogenannte Natürlichkeitsproblem. Demnach wird
es als „natürlich“ angesehen, wenn der Quotient zweier Skalen stets nahe bei eins
ist, es sei denn, dass aus dem Limes der kleineren Skala gegen null eine zusätzliche
Symmetrie in der Theorie folgt [35]. Zwei damit verwandte Probleme sind das
Hierarchieproblem und die Feinabstimmung (engl.:„fine-tuning“). Ersteres bezeichnet
den Umstand, dass die Anordnung der Skalen in der Natur im SM unbegründet bleiben.
Insbesondere gibt es riesige Unterschiede zwischen beispielsweise der Planckskala
≈ 1016 TeV und der Skala der Quantenchromodynamik ΛQCD < 1GeV. Dabei ist
es schwer vorstellbar, dass zwischen der Higgsmasse ≈ 125GeV und der riesigen
Planckskala keine weiteren Teilchen existieren und somit keine neue Physik auftritt.
Das Problem der Feinabstimmung bezieht sich auf die Higgsmasse. Das Higgs verleiht
nicht nur anderen Teilchen ihre Masse. Die Higgsmasse erfährt ebenfalls durch
Wechselwirkungen mit den anderen Teilchen perturbative Korrekturen. Diese können
abhängig von der Energieskala von neuer Physik immens groß werden. Die sogenannte
nackte Masse, welche in der unrenormierten Lagrangedichte zu finden ist, muss
daher auf extrem viele signifikante Stellen diese Korrekturen auslöschen, um eine
natürliche Higgsmasse von ≈ 125GeV zu erhalten. Es findet folglich eine besonders
feine Abstimmung der nackten Higgsmasse statt, welche durch keine grundlegenden
Prinzipien erklärt wird. Die Supersymmetrie bietet für diese theoretischen Probleme
einen mehr oder weniger zufriedenstellenden Lösungsansatz, was ihre Beliebtheit vor
allem unter theoretischen Physikern begründet.
Zuletzt wollen wir Supersymmetrie noch von einem erweiterten Blickwinkel motivieren.
Die Forderung nach Vereinigung aller vier Grundkräfte ist ein zentrales Streben der
theoretischen Teilchenphysik.25 In der Supersymmetrie zeigt sich, dass zumindest
die Vereinigung der elektro-magnetischen, schwachen und starken Kraft bei der
Planckskala möglich ist. Genauer gesagt wird das Verhalten der Kopplungskonstanten
der drei Kräfte durch die SUSY-Effekte in den Renormierungsgruppengleichungen so

24In der Regel wird das leichteste Neutralino als bester Kandidat für dunkle Materie angesehen.
25Die Problematik die Gravitation als Quantenfeldtheorie zu beschreiben, haben wir bereits

angesprochen.
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angepasst, dass sich alle Kopplungen bei ≈ 1016 TeV in einem Punkt schneiden.26 Aus
diesem Grund enthalten verschiedene Vereinheitlichungstheorien (engl.:„grand unified
theories“) Supersymmetrie als Verbindungsstück zwischen ≈ 1 TeV und 1016 TeV.
Dazu zählt insbesondere ein Großteil der Ausprägungen der Stringtheorie, welche,
grob gesagt Supersymmetrie bei kleinen Energien (� 1016 TeV) fordern.
Es werden nun knapp die wesentlichen Aspekte des Higgssektors im MSSM mit
Bezug auf die physikalischen Higgsteilchen dargestellt. Gegenüber dem SM wird
im MSSM ein zweites Higgsdublett mit einem eigenen Erwartungswert benötigt
(vgl z. B. Ref. [36, 37]):

H1 =
(
v1 + (φ1 − i χ1)/

√
2

−φ−1

)
, H2 =

(
φ+

2
v2 + (φ2 + i χ2)/

√
2

)
. (1.37)

Die Vakuumerwartungswerte der beiden Higgsdubletts stellen hier v1 und v2 dar.
Deren Quotient hat eine besondere Bedeutung für die Higgskopplungen im MSSM
und wird mit

tan β = v2
v1

(1.38)

bezeichnet. H1 bzw. v1 erzeugen die Massen der up-artigen Quarks, während H2 bzw.
v2 die Massen der down-artigen Quarks und Leptonen erzeugen.
Aus den zwei Dubletts ergeben sich fünf Masseneigenzustände, welche wir als fünf
physikalische Higgsteilchen identifizieren: das leichte (h0) und schwere (H0) skalare
Higgs, das pseudo-skalare Higgs A und die beiden geladenen Higgs (H±).(

H0

h0

)
= Uα

(
φ1
φ2

)
,

(
G

A

)
= Uβ

(
χ1
χ2

)
,

(
G±

H±

)
= Uβ

(
φ±1
φ±2

)
, (1.39)

wobei Uα und Uβ Mischungsmatrizen sind, welche die unphysikalischen Felder in die
physikalischen umwandeln.
In dieser Arbeit betrachten wir ausschließlich die Produktionsprozesse des Higgs-
bosons. Daher möchten wir abschließend die wesentlichen Unterschiede der Higgs-
kopplungen und den damit verbundenen Produktionsprozessen im MSSM und SM
herausstellen. Die Werte des freien Parameters tan β können auf einen groben Bereich
von 2 . tan β . 50 eingeschränkt werden. Dieser Parameter hat direkten Einfluss
auf die Kopplung der up- und down-artigen Quarks. Während die Yukawa-Kopplung
der down-artigen angehoben wird, wird die der up-artigen verringert. Folglich wird
insbesondere die skalare (pseudo-skalare) Higgskopplung des Bottom-Quarks relativ
zum Top-Quark verstärkt, wobei diese Verstärkung proportional zu tan β (tan2 β)
ist:

ybb̄h
ytt̄h
∼ tan β, ybb̄H

ytt̄H
∼ tan β, ybb̄A

ytt̄A
∼ tan2 β. (1.40)

26Es sei angemerkt, dass auch im SM eine Tendenz zur Vereinigung der Kopplungen vorliegt,
welche sich jedoch nicht so akkurat in einem Punkt treffen, wie es in der Supersymmetrie möglich
ist.
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y bezeichnet hier die jeweilige Yukawa-Kopplung. Im SM hingegen ist

ybb̄H = mb

v
� mt

v
= ytt̄H . (1.41)

Die Folge davon ist, dass im MSSM die Higgsproduktion durch Bottom-Annihilation
eine wichtige Rolle spielt, welche im SM stark unterdrückt ist. Für kleine Werte von
tan β (z. B. tan β = 5) ist in beiden Theorien die Higgsproduktion in Gluonfusion
der dominante Prozess. Im MSSM dominiert jedoch bereits für tan β = 30 die
Higgsproduktion in Bottom-Annihilation. Die wichtigsten Produktionsprozesse des
SMs und MSSMs werden wir in Teil I und Teil II dieser Arbeit genauer beschreiben
und unter verschiedenen Aspekten analysieren.
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Störungstheorie

2.1 Der Wirkungsquerschnitt

Eine wesentliche Aufgabe der theoretischen Teilchenphysik ist die Beschreibung von
Stoßprozessen zwischen Elementarteilchen. Treffen zwei Elementarteilchen mit hinrei-
chender Energie aufeinander, können gemäß der Äquivalenz von Energie und Masse
neue Elementarteilchen erzeugt werden. Im Rahmen einer perturbativen Quanten-
feldtheorie lassen sich präzise Vorhersagen machen, mit welcher Wahrscheinlichkeit
solche Prozesse stattfinden. An Teilchenbeschleunigern wie dem Large Hadron Col-
lider (LHC) werden diese theoretischen Vorhersagen experimentell überprüft. Das
Standardmodell der Teilchenphysik ist als Theorie zur Beschreibung von Elementar-
teilchen anerkannt und akzeptiert, weil dessen Vorhersagen mit hoher Genauigkeit
in verschiedenen Experimenten bestätigt wurden. Zur Erforschung neuer Physik
jenseits des Standardmodells wird häufig vergeblich versucht Abweichungen vom
Standardmodell zu finden. Dennoch gibt es einige wenige Messungen, welche von
den Vorhersagen des Standardmodells abweichen oder gar keine Berücksichtigung im
Standardmodell finden. Zu Ersterem zählt zum Beispiel die CP-Verletzung, welche
im Standardmodell nicht hinreichend stark ausgeprägt ist, um das Ungleichgewicht
zwischen Materie und Antimaterie im Universum zu erklären. Die dunkle Materie
oder dunkle Energie wäre ein Beispiel für die Unvollkommenheit des Standardmodells.
Um diese Unzulänglichkeiten des Standardmodells zu beschreiben, bedarf es neuer
Theorien, die das Standardmodell erweitern. Aus diesem Grund sind präzise Vorher-
sagen und Messungen an Teilchenbeschleunigern so wichtig. Sie geben Aufschluss
darüber, an welchen Stellen das Standardmodell unzureichend ist und ob eine neue
Theorie eine bessere Beschreibung liefert, wobei die bereits bestätigten Vorhersagen
des Standardmodells nicht verfälscht werden dürfen.
Am LHC werden Protonen beschleunigt und miteinander kollidiert. Das Proton zählt
zu der Gruppe der Hadronen. Im sogenannten Partonmodell werden die Bestandteile

23
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Hadron

Partonen

Abbildung 2.1: Partonen sind die Konstituenten hochenergetischer Proto-
nen. Aus Ref. [38].

von Hadronen, die Quarks und Gluonen, als Partonen bezeichnet. Dies ist in Abb. 2.1
veranschaulicht. Eine Kollision von zwei hochenergetischen Protonen lässt sich in sehr
guter Näherung als Stoßprozess von zwei Partonen auffassen. Der Zustand vor der
Wechselwirkung wird als Anfangszustand bezeichnet und der nachher als Endzustand.
Bei Kollisionen wie am LHC befinden sich folglich im Anfangszustand zwei Protonen
oder genauer gesagt zwei Partonen. Der Endzustand hängt von den statistisch ver-
teilten Wechselwirkungen ab, welche nach der Kollision stattfinden. Ein Streuprozess
oder einfach nur Prozess legt Anfangs- und Endzustand einer Kollision fest. Der
Wirkungsquerschnitt eines Prozesses ist ein Maß für die Wahrscheinlichkeit, dass
dieser Prozess im Experiment auftritt. Daher werden an einem Teilchenbeschleuniger
der Wirkungsquerschnitt bestimmter Signaturen des Endzustands gemessen und mit
der theoretischen Vorhersage des jeweiligen Prozesses verglichen. Der Wirkungsquer-
schnitt ist dabei universell definiert, so dass er nicht von den technischen Einzelheiten
eines Teilchenbeschleunigers abhängt:

σ = 1
L

dN

dt
. (2.1)

Dabei enthält die Luminosität L die spezifischen Eigenschaften des jeweiligen Teil-
chenbeschleunigers. Sie verbindet den Wirkungsquerschnitt σ eines Prozesses mit
der Zählrate dN/dt ≡ Ṅ , welche angibt, zu welcher Anzahl N ein Prozess innerhalb
eines Zeitintervalls dt auftritt.
Wirkungsquerschnitte in der Quantenfeldtheorie sind mit heutigen Mitteln in der
Regel nicht exakt berechenbar. Abhilfe schafft die Störungstheorie. Dabei ist ein
hinreichend kleiner Störungsparameter αs � 1 wichtig, der es zulässt den Wir-
kungsquerschnitt in Form einer Potenzreihe in αs zu ordnen.1 So lässt sich der
Wirkungsquerschnitt eines Prozesses perturbativ bis zu einer bestimmten Ordnung
bestimmen. Der erste Term einer solchen Störungsreihe wird die führende Ordnung
(LO) genannt, der nächste Term die nächst-führende Ordnung (NLO), der nächste

1In dieser Arbeit werden vorwiegend höhere Ordnungen der QCD berechnet, daher wählen wir
die starke Kopplungskonstante αs als Störungsparameter in diesem Abschnitt.
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nächst-nächst-führende Ordnung (NNLO) usw.:

σ = σ(0) + σ(1) + σ(2) +O(α3
s · σ(0)). (2.2)

Dabei ist zu beachten, dass die führende Ordnung σ(0) nicht zwangsläufig bei einer
Potenz α0

s startet. Dies hängt vom betrachteten Prozess ab. Zur Berechnung des
Wirkungsquerschnitts einer bestimmten Ordnung müssen stets alle Terme bis zur
jeweiligen Ordnung in αs berücksichtigt werden:

σLO = σ(0),

σNLO = σ(0) + σ(1), (2.3)
σNNLO = σ(0) + σ(2) + σ(2),

... .

Im folgenden Abschnitt wird das Vorgehen zur Bestimmung von Wirkungsquer-
schnitten in der Quantenfeldtheorie behandelt. Dazu erläutern wir, wie sich aus der
Berechnung von Feynmandiagrammen Wirkungsquerschnitte verschiedener Ordnun-
gen ergeben. Wir führen außerdem die Begriffe des partonischen und hadronischen
Wirkungsquerschnitts ein und grenzen sie voneinander ab.

2.2 Berechnung von Wirkungsquerschnitten

Ein wesentlicher Bestandteil der Phänomenologie in der theoretischen Teilchenphysik
ist die Bestimmung von Wirkungsquerschnitten. In hadronischen Prozessen bilden
höhere Ordnungen bezüglich der starken Kopplungskonstanten αs den größten Beitrag
zum perturbativen Wirkungsquerschnitt. Daher beschränken wir uns in diesem
Abschnitt auf QCD-Korrekturen. Im Folgenden beschäftigen wir uns zunächst mit der
führenden Ordnung und gehen danach zu Korrekturen höherer Ordnung über. Dazu
wird die Berechnung von Matrixelementen mittels Feynmandiagrammen skizziert,
aus welchen sich der partonische Wirkungsquerschnitt ergibt. Dieser wiederum
bildet die Grundlage zur Berechnung des hadronischen Wirkungsquerschnitts unter
Berücksichtigung sogenannter Partonverteilungsfunktionen (PDFs).
Feynmandiagramme beschreiben die Wechselwirkung innerhalb eines Streuprozesses.
Sie lassen sich aus drei Komponenten zusammensetzen: die externen Teilchen, die
Kopplungen zwischen drei oder mehr Teilchen und die Verbindungslinien zwischen den
Kopplungen, welche Propagatoren genannt werden. Welche Kopplungen zulässig sind,
bestimmen die Wechselwirkungsterme der Lagrangedichte der jeweiligen Theorie. Die
in dieser Arbeit benötigten Kopplungsdiagramme zeigt Abb. 2.2. Sie sind Bestandteil
der Lagrangedichte des Standardmodells in Gl. (1.35). Diese Kopplungsdiagramme
können beliebig gedreht werden, jedoch ist zu beachten, dass immer, wenn man ein
Teilchen aus dem Endzustand (rechte Seite) in den Anfangszustand (linke Seite)
verschiebt, es zu seinem Antiteilchen wird und vice versa.
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H
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Abbildung 2.2: Feynmandiagramme aller in dieser Arbeit benötigten Kopp-
lungen. Es gilt folgende Notation: g =̂ Gluon; q ∈ {u, d, s, c, b, t} =̂ Quark; q̄
=̂ Antiquark; Z =̂ Z-Boson; W± =̂ W -Bosonen; H =̂ Higgsboson. Beachte
q′ 6= q ist der Isospinpartner von q.

b b b

(a) (b) (c)

Abbildung 2.3: Beispielhafte Feynmandiagramme des Prozesses bb̄→ gH,
(a) LO, (b) reelle Abstrahlung (pp→ ggH) und (c) virtuelle Korrektur. Es
wird die folgende graphische Notation verwendet: Linie =̂ Bottom-Quark;
Spirale =̂ Gluon; gestrichelte Linie =̂ Higgsboson.
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In Abb. 2.3 (a) ist beispielhaft ein Diagramm gegeben, welches Teil eines zentralen
Prozesses dieser Arbeit ist. Zur Berechnung eines solchen Diagramms bedarf es
Feynmanregeln, welche sich direkt aus der Lagrangedichte erschließen. Diese ordnen
allen Komponenten (externe Teilchen, Kopplungen, Propagatoren) eines Diagramms
mathematische Ausdrücke zu. Feynmandiagramme sind damit nur eine visuelle
Darstellung einzelner Terme, aus welchen sich die Übergangsamplitude A bzw. das
sogenannte Matrixelement M berechnet.2 Aus dem quadrierten Matrixelement3
ergibt sich dann direkt der differentielle partonische Wirkungsquerschnitt:

dσ̂ = 1
2ŝ |M(p1, p2; p3, p4, . . .)|2 dφ(p3, p4, . . .). (2.4)

Wir bezeichnen einen Wirkungsquerschnitt bzw. Prozess als partonisch, wenn sich
im Anfangszustand, wie z. B. in Abb. 2.3, Partonen befinden. Dabei werden die
einlaufenden Partonen als masselos angenommen. Ihnen werden die Impulse p1 und
p2 zugeordnet und den Ausgangsteilchen je nach Anzahl p3, p4, usw. Bezüglich der
Teilchen im Endzustand bezeichnet φ den Phasenraum bzw. dφ ein Phasenraumele-
ment. Der Faktor 1/(2ŝ) bildet den Flussfaktor, wobei das Quadrat der partonischen
Schwerpunktsenergie

√
ŝ durch

ŝ = 2 p1 · p2 (2.5)

definiert ist.
Der differentielle Wirkungsquerschnitt in Gl. (2.4) gibt den Wirkungsquerschnitt
einer bestimmten Impulskonfiguration an. Um den totalen Wirkungsquerschnitt zu
erhalten, muss eine Integration über alle Impulskonfigurationen der Ausgangsteilchen,
also den gesamten Phasenraum, durchgeführt werden:

σ̂ =
∫
dσ̂. (2.6)

Der d-dimensionale Phasenraum ist dabei durch

dφ(p3, p4, . . .) =
[

ddp3
(2π)d−1 δ(p

2
3 −m2

3) · ddp4
(2π)d−1 δ(p

2
4 −m2

4) · · ·
]

· (2π)d δ(d)(p3 + p4 + . . .−Q)
(2.7)

gegeben, wobei im Schwerpunktsystem Q = (
√
s, 0, 0, 0)T der Schwerpunktsimpuls

ist und mi die Massen der zugehörigen Teilchen bezeichnen.
Kommen wir an dieser Stelle noch einmal auf die Berechnung des quadrierten Matrix-
elements zurück. Das Matrixelement hat nach Anwendung der Feynmanregeln offene

2Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass im Allgemeinen mehrere Diagramme zu einem partoni-
schen Prozess beitragen. In dem Fall ergibt sich das Matrixelement des Prozesses als Summe der
Matrixelemente der einzelnen Diagramme.

3Wir nehmen hier und im Folgenden an, dass mögliche Symmetriefaktoren der Endzustandsteilchen
sowie Farb- und Spinmittelung Teil des quadrierten Matrixelements sind.
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Spinindizes der externen Fermionen und offene Polarisationsindizes der Vektorfel-
der. Beim Quadrieren des Matrixelements wird über alle Spins und Polarisationen
summiert. Die Spinsummen der Fermioenen bzw. Spinoren führen zu Spuren über
Gammamatrizen (vgl. z. B. Ref. [27, S. 131ff]). Außerdem werden mittels der Po-
larisationssumme über die Polarisationsvektoren die Lorentzindizes der externen
Vektorfelder in M und M∗ miteinander verbunden (vgl. Ref. [27, S. 159]). Wenn
ein Gluon-Dreier- oder -Vierervertex auftritt, ist es zudem notwendig Ghosts zu
berücksichtigen, welche unphysikalische Freiheitsgrade der QCD darstellen und wie
zusätzliche Teilchen behandelt werden. Auf Ghosts wird hier jedoch nicht näher
eingegangen.4 Sie können außerdem mittels axialer Eichung aus der Theorie entfernt
werden, was eine Anpassung der Polarisationssumme und des Gluonpropagators bei
der Berechnung des quadrierten Matrixelements mit sich führt (vgl. Ref. [31, S. 11f].
Zur Bestimmung der führenden Ordnung eines Wirkungsquerschnitts finden alle
Diagramme Berücksichtigung, welche die kleinstmögliche Anzahl von Kopplungen
aufweisen. Lässt sich ein Prozess nicht aus den erlaubten Kopplungen zusammensetzen,
so ist dieser in der jeweiligen Theorie nicht zulässig. Der LO-Wirkungsquerschnitt
für n auslaufende Teilchen ist nach Gl. (2.4) durch

dσ̂
(0)
ij = 1

2ŝ |M
LO|2 dφn(p3, . . . , pn+2) (2.8)

gegeben, wobei die Indizes i und j für die einlaufenden Teilchen stehen. Im Falle
partonischer Anfangszustände ist also i, j ∈ {q, q̄, g}, wobei q für die leichten Quark-
typen (engl: „quark flavor“) steht, welche als masselos angenommen werden. Weil
das Top-Quark eine zu hohe Masse hat, wird entweder das sogenannte Vier-Flavor-
Schema (4FS) q ∈ {u, d, s, c} oder das Fünf-Flavor-Schema (5FS) q ∈ {u, d, s, c, b}
verwendet.
Die Bestimmung der QCD-Korrekturen der nächst-führenden Ordnung ist kompli-
zierter. Zum einen kann man den LO-Diagrammen eine weitere QCD-Kopplung
hinzufügen, indem man im Endzustand ein weiteres Parton zulässt. Dies ist der
Fall, wenn z. B. von einer Quarklinie ein zusätzliches Gluon abgestrahlt wird, siehe
Abb. 2.3 (b). Dieser Teil der NLO-Korrektur heißt deswegen auch reelle Abstrahlung:

dσ̂Rij = 1
2ŝ |M

R|2 dφn+1(p3, . . . , pn+3). (2.9)

Weil jede QCD-Kopplung proportional zu √αs ist und die Diagramme eine zusätzliche
Kopplung enthalten, besitzt das quadrierte Matrixelement in Gl. (2.9) folglich einen
Faktor αs mehr als auf LO.
Zum anderen muss auf NLO die sogenannte virtuelle Korrektur dσV berücksichtigt
werden. Diese enthält eine Teilchenschleife. Eine solche Schleife ergibt sich beispiels-
weise, wenn man zwei Fermionenlinien mittels eines virtuellen Gluons verbindet, siehe
Abb. 2.3 (c). Ein solches Diagramm enthält folglich bereits einen Faktor αs mehr

4siehe z. B. Ref. [27, S. 512ff]
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als das entsprechende LO-Diagramm. Daher wird das Matrixelement der virtuellen
Korrektur auch nicht quadriert, sondern mit dem LO-Matrixelement multipliziert:

dσ̂Vij = 1
2ŝ 2 Re

(
MV ·

(
MLO

)∗)
dφn(p3, . . . , pn+2). (2.10)

Dies ist möglich, weil beide die identische Konfiguration auslaufender Teilchen haben.
Die nackten Kopplungen, Massen und die Wellenfunktionen der Lagrangedich-
te müssen renormiert werden, um die sogenannten Ultraviolett-Divergenzen (UV-
Divergenzen) der virtuellen Korrektur wegzuheben. Die Renormierungsterme dσ̂ren.,
welche sich daraus ergeben, sind abhängig von der Renormierungsskala µR und
werden in der Regel zur virtuellen Korrektur hinzuaddiert. Wir definieren somit die
UV-renormierte virtuelle Korrektur wie folgt:

dσ̂V,ren.ij (µ2
R) = dσ̂Vij + dσren.ij (µ2

R). (2.11)

Setzen wir alles zusammen ergibt sich der NLO-Term des Wirkungsquerschnitt aus5

dσ̄
(1)
ij (µ2

R) = dσ̂Rij + dσ̂V,ren.ij (µ2
R)

⇒ σ̄
(1)
ij (µ2

R) =
∫
n+1

dσ̂Rij +
∫
n
dσ̂V,ren.ij (µ2

R),
(2.12)

wobei der Index am Integral für die Anzahl der Endzustandsteilchen der Phasen-
raumintegration steht. Gl. (2.12) sieht jedoch simpler aus, als sie ist. Denn sowohl
die reelle Abstrahlung als auch die virtuelle Korrektur sind separat divergent. Nur
deren Summe ist endlich, weil sie zum physikalischen Wirkungsquerschnitt beiträgt.6
Jedoch haben nach Gln. (2.10) und (2.9) beide Terme unterschiedliche Phasenräume.
Das führt dazu, dass sich die Divergenzen nicht einfach gegenseitig wegheben lassen.
Masselose Teilchen im Endzustand führen zu soften7 und kollinearen Singularitäten8
(IR-Divergenzen) während der Phasenraumintegration. Bei der virtuellen Korrektur
andererseits treten IR-Divergenzen bei der Schleifenintegration auf.
Die Unendlichkeiten der reellen Abstrahlung und virtuellen Korrektur lassen sich
z. B. mittels dimensionaler Regularisierung parametrisieren. Dabei werden Schleifen-
und Phasenraumintegration in d = 4− 2 ε durchgeführt und so die Divergenzen in
Termen 1/εk ausgedrückt. Nach der Schleifen- und Phasenraumintegration lassen
sich die ε-Pole gegenseitig wegheben, um dann den Limes ε→ 0 zu bilden. Dieses
Vorgehen ist in der Regel nur möglich, wenn man über den gesamten Phasenraum
analytisch integriert und so den totalen Wirkungsquerschnitt erhält. Es ist jedoch
häufig von Vorteil Zugriff auf den differentiellen Wirkungsquerschnitt zu haben,

5Wir verwenden hier σ̄ij , um ihn vom partonischen Wirkungsquerschnitt σ̂ij abzugrenzen, welcher
Massenfaktorisierung (vgl. AnhangA.1) berücksichtigt, dazu später mehr.

6Dies folgt aus dem Kinoshita-Lee-Nauenberg-Theorem [39,40].
7„Softe“ Divergenz/Singularität wird hier und im Folgenden für den englischen Begriff „soft

divergence/singularity“ verwendet.
8Softe und kollineare Divergenzen werden in Kap. 2.3 näher erläutert.
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Abbildung 2.4: NLO Partonverteilungsfunktionen des Protons von
MSTW2008 [42] bei Energieskalen Q2 = 10 GeV2 und Q2 = 104 GeV2

in Abhängigkeit des Impulsbruchteils x.

weil in Beschleunigerexperimenten nicht der gesamte Phasenraum der Teilchen mit
den Detektoren zugänglich ist. Aus diesem Grund wurden verschiedene numerische
Methodiken entwickelt, um die Divergenzen des NLO-Wirkungsquerschnitts zu verar-
beiten, ohne dessen differentielle Information zu verlieren. Zu diesem Zweck wird im
kommenden Kapitel die Subtraktionsmethode vorgestellt. Im Speziellen behandeln
wir die sogenannte Dipolsubtraktion nach Ref. [41].
Unsere bisherigen Betrachtungen galten dem partonischen Wirkungsquerschnitt. Lei-
der sind in der Natur partonische Wirkungsquerschnitte nicht separat messbar, weil
aufgrund des Confinements der Quarks und Gluonen es nicht möglich ist, eine isolierte
Partonsorte miteinander zu kollidieren. Daher werden Hadronen, wie das Proton, zur
Kollision gebracht, welche die verschiedenen Partonen enthalten. Die Partonvertei-
lungsfunktionen (PDFs) geben die Wahrscheinlichkeit an, dass ein Parton innerhalb
eines Hadrons mit einem gewissen Impulsbruchteil x des Gesamtimpulses auftritt.
Abb. 2.4 zeigt die Partonverteilungsfunktionen des Protons für zwei unterschiedliche
Energieskalen. Das Top-Quark ist zu schwer, um bei diesen Skalen in den PDFs
Berücksichtigung zu finden. Im linken Plot sind bei einer Skala von Q2 = 10GeV2

die PDFs im 4FS aufgetragen und somit ebenfalls das Bottom-Quark vernachlässigt.
Es ist gut zu erkennen, wie sich die PDFs der Valenzquarks des Protons, Up- und
Down-Quark, von ihren Antiteilchen und den anderen Quarks abheben. Bei allen
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anderen Quarks ist ihre Partonverteilung fast identisch mit der ihrer Antiteilchen.
Abgesehen von großen Impulsbruchteilen ist die Partonverteilung des Gluons im Pro-
ton dominant. Die Energieskala der PDFs, welche bei der Berechnung perturbativer
Wirkungsquerschnitte verwendet wird, wird als Faktorisierungsskala µF bezeichnet.
Der hadronische Wirkungsquerschnitt ergibt sich aus der Summe der partonischen
Wirkungsquerschnitte bzw. deren Faltung mit den Partonverteilungen:9

dσ(l)(µ2
R, µ

2
F ) =

∑
i,j∈{q, q̄, g}

1
1 + δij

∫ 1

0
dx1

∫ 1

0
dx2 f

A
i (x1, µ

2
F ) fBj (x2, µ

2
F )

· dσ̂(l)
ij (x1 pA, x2 pB, µ

2
R, µ

2
F ) θ

(
√
ŝ−

∑
i

mi

)
.

(2.13)

Die beiden kollidierenden Protonen seien mit A und B bezeichnet und deren Impulse
durch pA und pB. Somit ist fAi bzw. fBj die Partonverteilungsfunktion des Partons
i bzw. j im Proton A bzw. B. Die Impulse der einlaufenden Partonen, welche
zum partonischen Wirkungsquerschnitt beitragen, sind durch p1 = x1 pA und p2 =
x2 pB gegeben. Die partonische Schwerpunktsenergie ist folglich

√
ŝ = √x1 x2 s,

wobei
√
s die hadronische Schwerpunktsenergie ist. Bei der Berechnung höherer

Ordnungen des hadronischen Wirkungsquerschnitts ist zu beachten, dass neben
den Anfangszuständen des partonischen LO-Wirkungsquerschnitts zusätzlich andere
Kombinationen der einlaufenden Partonen i, j auftreten können.
Kommen wir noch einmal auf den partonischen Wirkungsquerschnitt zurück. Als wir
den NLO-Wirkungsquerschnitt in Gl. (2.12) definiert haben, wurde die sogenannte
Massenfaktorisierung außen vor gelassen. Korrekterweise müsste ein weiterer Term
zum Wirkungsquerschnitt σ̄ij in Gl. (2.12) addiert werden:

dσ̂
(1)
ij (µ2

R, µ
2
F ) = dσ̂Rij + dσ̂V,ren.ij (µ2

R) + dσ̂Cij(µ2
F )

⇒ σ̂
(1)
ij (µ2

R, µ
2
F ) =

∫
n+1

dσ̂Rij +
∫
n
dσ̂V,ren.ij (µ2

R) +
∫
n
dσ̂Cij(µ2

F ).
(2.14)

Der sogenannte kollineare Counterterm dσC ergibt sich aus der Massenfaktorisie-
rung, welche berücksichtigt, dass die PDFs ebenfalls kollineare Divergenzen enthalten.
Diese werden in Form des kollinearen Counterterms in den partonischen Wirkungs-
querschnitt verschoben, so dass die PDFs und der partonische Wirkungsquerschnitt
separat endlich sind. Infolgedessen hängen sowohl die PDFs als auch der kollineare
Counterterm von der Faktorisierungsskala µF ab, wodurch der hadronische und
partonische Wirkungsquerschnitt in Gl. (2.13) und Gl. (2.14) seine µF -Abhängigkeit
erhalten. Eine detaillierte Beschreibung der Massenfaktorisierung findet sich im
AnhangA.1.

9In dieser Formel werden die nicht-perturbativen Effekte der PDFs vom partonischen Wirkungs-
querschnitt faktorisiert, welcher perturbativ berechnet werden kann (vgl. z. B. Ref. [31, Kap. 7]).
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2.3 Subtraktionsmethode

In diesem Abschnitt wird die Subtraktionsmethode zur Berechnung von NLO-Kor-
rekturen in der QCD vorgestellt.10 Im speziellen betrachten wir die Dipolsubtraktion
nach Stefano Catani und Mike Seymour [41]. Neben diesem Formalismus gibt es
weitere Formulierungen von Subtraktionsmethoden. Dazu zählen die sogenannte FKS-
Subtraktion [46,47] und die sogenannte Antennasubtraktion [48,49], welche hier nicht
weiter behandelt werden. Letztere lässt sogar für nicht-partonische Anfangszustände
Berechnungen bis NNLO zu [50].11 Eine andere Methodik zur Bestimmung höherer
Ordnungen in der QCD ist die sogenannte Phasenraumzerschneidung (engl.: „phase-
space slicing“) [52–58], diese findet hier ebenfalls keine weitere Betrachtung. Im
Folgenden führen wir zunächst die Subtraktionsmethode allgemein ein. Danach
werden die besonderen Eigenschaften der Dipolsubtraktion [41] herausgestellt.
Der partonische NLO-Wirkungsquerschnitt eines QCD-Prozesses, welcher auf LO n
Teilchen im Endzustand besitzt, ist nach Gl. (2.14)

σ̂(1) =
∫
n+1

dσ̂R +
∫
n
dσ̂V,ren. +

∫
n
dσ̂C . (2.15)

Die Terme auf der rechten Seite enthalten Divergenzen, welche sich nicht einfach
gegenseitig wegheben lassen, obwohl ihre Summe endlich ist. Versucht man die
einzelnen Integrale nun numerisch zu bestimmen, wird jedes Integral unendlich
und die Summe bleibt unbestimmt. Diese Problematik lässt sich mit Hilfe der
Subtraktionsmethode lösen. Dazu muss man zunächst einen Term finden, der die
Divergenzen der reellen Abstrahlung approximiert. Zudem sollte dieser sogenannte
Subtraktionsterm leicht über das zusätzliche Teilchen im Phasenraum der reellen
Abstrahlung zu integrieren sein. Der Subtraktionsterm dσA wird zunächst von der
reellen Abstrahlung abgezogen und dann wieder hinzuaddiert (vgl. Ref. [41], Gln.
(2.5) und (2.6)):

σ̂(1) =
∫
n+1

dσ̂R −
∫
n+1

dσA +
∫
n
dσ̂V,ren. +

∫
n
dσ̂C +

∫
n+1

dσA (2.16)

=
∫
n+1

[(
dσ̂R

)
ε=0
−
(
dσA

)
ε=0

]
+
∫
n

[
dσ̂V,ren. + dσ̂C +

∫
1
dσA

]
ε=0

.

Die beiden Terme in den eckigen Klammern sowie deren Phasenraumintegrationen
sind nun separat endlich. Dabei können in der ersten Klammer sowohl die reelle
Abstrahlung als auch deren Subtraktionsterm in d = 4 Dimensionen berechnet wer-
den. In der zweiten Klammer muss der Subtraktionsterm über den d-dimensionalen
1-Teilchen-Phasenraum integriert werden. Dass dies analytisch möglich ist, ist eine

10Die Subtraktionsmethode wurde bereits vor langer Zeit zur Berechnung von e+e−-Prozessen
entwickelt [43–45]

11Die Antenna-Subtraktion ist ebenfalls für partonische bzw. hadronische Anfangszustände auf
NNLO im Wesentlichen bereits verstanden, vgl. Ref. [51] und deren Referenzen.
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der grundlegenden Eigenschaften des Subtraktionsterms der jeweiligen Subtraktions-
methode. Bevor in der zweiten Klammer der Limes ε→ 0 vollzogen werden kann,
müssen zunächst alle ε-Pole zwischen den drei Termen in der Klammer eliminiert wer-
den. Damit lassen sich die beiden endlichen Integrale numerisch über den jeweiligen
Phasenraum integrieren, um den NLO-Wirkungsquerschnitt zu erhalten.
Der wesentliche Unterschied der verschiedenen Subtraktionsmethoden ist die Defini-
tion eines geeigneten Subtraktionsterms. Geeignet heißt in diesem Zusammenhang,
dass er die folgenden Eigenschaften besitzt: Er eliminiert alle Divergenzen der reellen
Abstrahlung, er ist universell (d. h. größtenteils prozessunabhängig) und er kann
einfach über den 1-Teilchen-Phasenraum integriert werden. Die reelle Abstrahlung
divergiert im soften und kollinearen Limes. Soft bedeutet dabei, dass ein Impuls der
Ausgangsteilchen während der Phasenraumintegration verschwindet pi → 0, während
kollineare Divergenzen auftreten, wenn zwei Impulse kollinear werden pi || pj . Das
Verhalten der reellen Abstrahlung in den beiden Grenzfällen ist bekannt. Vereinfacht
gesagt ist dieses durch die Multiplikation des LO-Wirkungsquerschnitts mit dem
eikonalen Strom Jµ bzw. den Altarelli-Parisi-Spaltungsfunktionen12 Pij gegeben (vgl.
Ref. [41], Gln. (4.7) und (4.23)):

dσ̂softR,n+1 ∼ |MLO
n |2 ⊗ J†µJµ, (2.17)

dσ̂kollinearR,n+1 ∼ |MLO
n |2 ⊗ Pij . (2.18)

So wird also die reelle Abstrahlung mit n+1 Ausgangsteilchen in diesen Grenzfällen auf
den LO-Wirkungsquerschnitt mit nur n Teilchen im Endzustand zurückgeführt. Das
Symbol ⊗ deutet darauf hin, dass es sich um keine einfache Multiplikation handelt,
sondern noch Farb- und Spinkorrelationen zu berücksichtigen sind. Obwohl für
beide Grenzfälle eine Formel existiert, welche das Verhalten der reellen Abstrahlung
beschreibt, ist es nicht möglich obige Gleichungen einfach zu addieren, um die
Divergenzen der reellen Abstrahlung zu approximieren. Die Problematik dabei liegt
in dem Grenzfall, in dem sowohl softe als auch kollineare Divergenzen gleichzeitig
auftreten. In diesem Fall würde die simple Addition von Gl. (2.17) und Gl. (2.18)
dazu führen, dass einige Singularitäten doppelt gezählt werden. Daher wurde bei
der Dipolsubtraktion in Ref. [41] eine Faktorisierungsformel entwickelt, welche beide
divergenten Grenzfälle kontinuierlich und ohne Doppelzählung von Singularitäten
verbindet. Aus dieser ergeben sich sogenannte Dipolterme D (siehe Ref. [41, Kap. 5]),
welche die Divergenzen der reellen Abstrahlung in verschiedenen Phasenraumregionen
approximieren:

D = |MLO
n |2 ⊗ dVDipol. (2.19)

Die Dipol-Faktoren dVDipol werden prozessunabhängig definiert und sind damit wie
gefordert universell. Der Subtraktionsterm der Dipolsubtraktion in Ref. [41] setzt

12Die Altarelli-Parisi-Spaltungsfunktionen sind im AnhangA.2 definiert.
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sich dann aus den Dipoltermen wie folgt zusammen (vgl. Ref. [41, Gl. (2.10)]):

dσ̂A = 1
2ŝ dφn

∑
Dipole

D · F (n)
J = 1

2ŝ dφn
∑

Dipole
|MLO

n |2 ⊗ dVDipol · F
(n)
J

=
∑

Dipole
dσ̂(0) ⊗ dVDipol. (2.20)

Wie gefordert folgt dann im soften/kollinearen Limes

pi → 0 / pi || pj ⇒ dσ̂R → dσ̂A. (2.21)

F
(n)
J in Gl. (2.20) bezeichnen wir als Jet-Funktion. Diese fügen wir nicht nur dem

Subtraktionsterm, sondern allen Termen in Gl. (2.16) hinzu. dσ̂R bzw. dσ̂(0) und
dσ̂V werden entsprechend ihrer Ausgangsteilchen mit einer Jetfunktion F (n+1)

J bzw.
F

(n)
J multipliziert. In der Jet-Funktion lassen sich beliebige Schnitte am Phasenraum

vollziehen. So lässt sich mit Gl. (2.16) nicht nur der totale NLO-Wirkungsquerschnitt
bestimmen, sondern beliebige differentielle Observablen, welche experimentell messbar
sind. Beispielsweise können damit Verteilungen des Wirkungsquerschnitts bezüg-
lich kinematischer Variablen, wie dem Transversalimpuls oder der Rapidität eines
Teilchens, bestimmen werden. Außerdem kann sie dazu verwendet werden soge-
nannte Jet-Algorithmen zu implementieren. Diese Algorithmen definieren einen
Wirkungsquerschnitt mit einer gewissen Anzahl von Jets im Endzustand, wobei
Jets Teilchenbündel sind, die von einem oder mehreren Partonen im Detektor her-
vorgerufen werden. Daher resultiert auch der Name Jet-Funktion. Eine wesentliche
Anforderung an die Jet-Funktion ist, dass sie infrarot-sicher ist. Was darunter genau
zu verstehen ist, wird zusammen mit der Definition verschiedener Jet-Algorithmen
im kommenden Kapitel näher behandelt.
Aufgrund der faktorisierten Form des Subtraktionsterms (2.20) ist es möglich ihn ana-
lytisch über den 1-Teilchen-Phasenraum zu integrieren. Aus Gl. (2.20) ist ersichtlich,
dass ebenfalls der Phasenraum des Subtraktionsterms diese Faktorisierung vorweist:

dφn+1 = dφn ⊗ dφ1. (2.22)

Dabei ist dφn in dσ̂(0) und dφ1 in dVDipol enthalten. Somit können wir den integrierten
Subtraktionsterm wie folgt bestimmen:∫

n+1
dσ̂A =

∫
n
dσ̂(0) ⊗

∑
Dipole

∫
1
dVDipol. (2.23)

Details, wie die Funktionen dVDipol der Dipole analytisch integriert werden, sind in
Ref. [41, Kap. 5] gegeben. Zusammen mit dem kollinearen Counterterm wird der
Subtraktionsterm wie folgt ausgedrückt (vgl. Ref. [41, Gl. (10.23)]):∫

n+1
dσ̂A +

∫
n
dσ̂C =

∫
n

[
dσ̂(0) × I +

∫
dx dσ̂(0) × (K + P)

]
. (2.24)
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Das Symbol × im Gegensatz zu ⊗ steht dafür, dass nur noch Farbkorrelationen
zwischen den beiden Faktoren zu berücksichtigen sind. Der Insertionsoperator I,
der K- und der P-Operator sind analytische Funktionen, welche in Gln. (10.15),
(10.24) und (10.25) von Ref. [41] definiert sind. Der Insertionsoperator enthält die
Divergenzen in Form von ε-Polen. Diese eliminieren die Pole der virtuellen Korrektur.
Der K- und der P-Operator fassen ausschließlich endliche Terme zusammen.
Der NLO-Term des Wirkungsquerschnitts wird unter Verwendung obiger Formeln
wie folgt berechnet (vgl. Ref. [41, Gl. (2.24)]):

σ̂(1) =
∫
n+1

(dσ̂R)
ε=0
−

 ∑
Dipole

dσ̂(0) ⊗ dVDipol


ε=0


+
∫
n

[(
dσ̂V,ren. + dσ̂(0) × I

)
ε=0

+
∫
dx dσ̂(0) × (K + P)

]
.

(2.25)

Mit der Dipolsubtraktion lassen sich beliebige QCD-Wirkungsquerschnitte bis NLO
berechnen.13 Ref. [41] enthält alle Formeln, welche zur Berechnung der Dipolterme und
des integrierten Subtraktionsterms notwendig sind. Zum Abschluss dieses Abschnitts
wollen wir noch auf einige wichtige Details, welche bei der praktischen Umsetzung
zu beachten sind, hinweisen:

• Das zentrale Kapitel von Ref. [41] ist Kap. 5. Dort wird die Berechnung der
verschiedenen Dipolterme beschrieben.

• Zusammen mit den Dipoltermen werden auch die sogenannten Tildeimpulse de-
finiert. Diese werden für die Berechnung der Dipolterme bzw. für das quadrierte
LO-Matrixelement benötigt. Es ist essentiell, dass ebenfalls die Jet-Funktionen
F

(n)
J innerhalb des Subtraktionsterms in Gl. (2.20) mit den Tildeimpulsen des

jeweiligen Dipols berechnet werden.

• Alle Funktionen, die für die Berechnung von I, K und P benötigt werden, sind
quer durch Ref. [41] verstreut. Sie werden in Ref. [60] in den Gln. (90) und (94)
bis (99) zusammengefasst.

• Außerdem werden die K- und P-Terme in Gl. (2.25) über den Impulsbruchteil x
integriert. Insbesondere ist der LO-Wirkungsquerschnitt in diesen Termen von x
abhängig dσ̂(0)(x p1, p2).14 Um die Impulserhaltung nicht zu verletzen, muss ei-
ne entsprechende Lorentztransformation der Impulse durchgeführt werden. Eine
einfachere Alternative besteht jedoch darin zum hadronischen Wirkungsquer-
schnitt überzugehen. Mit einer geschickten Substitution (gemäß Ref. [60, S. 24])
verfällt diese Problematik und das LO-Matrixelement kann wie üblich durch
dσ̂(0)(x1 pA, x2 pA) berechnet werden, wobei x1 pA und x2 pB die partonischen
Impulse gemäß der hadronischen Formel (2.13) sind.

13Genauer gesagt behandelt Ref. [41] nur masselose und/oder farbneutrale Endzustände. Der
Formalismus wurde aber in Ref. [59] auf massive Partonen im Endzustand ausgeweitet.

14Analog gibt es K- und P-Terme mit dσ̂(0)(p1, x p2).



36 Kapitel 2. Störungstheorie

• Eine sinnvolle Erweiterung der Dipolsubtraktion ist der sogenannte α-Para-
meter [61, 62]. Dieser unphysikalische Parameter wird der Definition der Di-
polterme hinzugefügt15, wodurch sowohl der Subtraktionsterm als auch der
integrierte Subtraktionsterm in Gl. (2.16) eine α-Abhängigkeit erhalten:

σ̂(1) =
∫
n+1

[(
dσ̂R

)
ε=0
−
(
dσA(α)

)
ε=0

]
+
∫
n

[
dσ̂V,ren. + dσ̂C +

∫
1
dσA(α)

]
ε=0

.

Die Einführung des α-Parameters hat zwei Vorteile: Zum einen lässt sich
durch die Unabhängigkeit des NLO-Wirkungsquerschnitts vom α-Parameter
die Konsistenz der Implementierung der Dipolsubtraktionsmethode überprüfen.
Zum anderen beschränkt α < 1 den Phasenraum der Dipole, was die numerische
Konvergenz der Phasenraumintegration verbessert.

Unter Berücksichtigung obiger Hinweise ist Ref. [41] ein hervorragendes Handwerks-
zeug, um die Subtraktionsmethode für differentielle NLO-Wirkungsquerschnitte in
der QCD anzuwenden. Im kommenden Kapitel gehen wir etwas näher auf die Jet-
Funktionen und deren Eigenschaften ein. Zudem nutzen wir sie, um bestimmte
Jet-Algorithmen zu definieren.

2.4 Jet-Algorithmen

Wir beginnen dieses Kapitel damit die notwendigen Eigenschaften einer Jet-Funktion
zu behandeln. Danach werden wir sie auf NLO so definieren, dass sie die Anzahl
von Jets im Endzustand filtert. Dazu stellen wir verschiedene Jet-Algorithmen16 vor,
welche die geforderten Eigenschaften erfüllen.
Die Jet-Funktion hängt von den Impulsen pi der Teilchen im Endzustand des zugehö-
rigen Matrixelements ab. Weil sie in diesem Abschnitt vorwiegend zur Definition von
Jet-Algorithmen dient, nehmen wir o. B. d. A. an, dass sich ausschließlich m Partonen
im Endzustand des betrachteten Prozesses auf LO bzw. m + 1 auf NLO befinden.
Schnitte auf die Impulse weiterer nicht-partonischer Teilchen können, wenn vorhan-
den, anschließend durch einfache Theta-Funktionen der Jet-Funktion hinzugefügt
werden. Die entsprechende Jet-Funktion wird somit durch17

F
(m)
J (p1, p2, . . . , pm) (2.26)

bezeichnet. Eine Jet-Funktion nimmt Werte null oder eins an. Dadurch lassen sich
Events in divergenten Phasenraumregionen filtern. Die Jet-Funktion auf LO muss
durch entsprechende Schnitte auf die m Patronen im Endzustand zunächst so gewählt

15α = 1 entspricht der ursprünglichen Definition der Dipolterme nach Ref. [41].
16Unter Jet-Algorithmen verstehen wir hier stets exklusive Jet-Algorithmen.
17Zur Vereinfachung bezeichnen p1, p2, . . . in diesem Abschnitt die Impulse der auslaufenden

Teilchen. Bisher wurden p1 und p2 immer für die einlaufenden Impulse verwendet.
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werden, dass der Wirkungsquerschnitt endlich ist. Die wesentliche Eigenschaft der
Jet-Funktion für NLO-Rechnungen ist ihre Sicherheit bezüglich infraroter Divergenzen.
D. h., immer, wenn zwei derm+1 Partonen kollinear werden oder eins soft wird, muss
die m+ 1-Parton-Jet-Funktion F (m+1) mit der für m Partonen F (m) übereinstimmen.
Das lässt sich formal wie folgt ausdrücken (vgl. Ref. [41], Gln. (7.2) bis (7.4)):

F
(m)
J (p1, p2, . . . , pm) pi·pj→0

→ 0 (LO endlich), (2.27)

F
(m+1)
J (p1, p2, . . . , pm+1) pi||pj→ F

(m)
J (p1, p2, . . . ,��pi, . . . ,��pj , . . . , pm+1, pij), (2.28)

F
(m+1)
J (p1, p2, . . . , pm+1) pi→0→ F

(m)
J (p1, p2, . . . ,��pi, . . . , pm+1). (2.29)

Dabei steht pij symbolisch für die Kombination der beiden kollinearen Impulse
zu einem. Wir werden im Folgenden nun Jet-Algorithmen definieren, welche diese
Eigenschaften erfüllen.
Wir geben eine Anzahl von n Jets vor, welche wir im Endzustand eines Prozesses
fordern. Diese Filterung von n-Jet-Events definieren wir durch

F
(m)
J (n) ≡ F (m→n)

J =
{ 1 für n- Jet-Events;

0 sonst.
(2.30)

Um mehrere Jet-Bins zu kombinieren, kann man die entsprechenden Funktionen
einfach addieren. Die Definition eines Jets wird in FJ mittels eines Jet-Algorithmus
durchgeführt. Dieser kann in zwei wesentliche Teile aufgeteilt werden: die Gruppierung
von Jets und die Schnitte auf die Jets (Akzeptanz). Diese beiden Schritte können
hintereinander durchgeführt werden.
Die Gruppierung der Jets läuft mittels einer einfachen Bedingung zwischen den
Impulsen zweier Partonen ab. Erfüllen zwei Impulse die Gruppierungsbedingung
(d. h., ihr Abstand ist zu klein), werden die Impulse entsprechend des Rekombinie-
rungsschemas zu einem Impuls verbunden. Dies geschieht solange bis keine zwei
Impulse mehr die Gruppierungsbedingung erfüllen. Danach nennen wir die übrig
gebliebenen Impulse bzw. deren Teilchen Pseudo-Jets. Die Gruppierungsbedingung
und -reihenfolge definieren die jeweiligen Jet-Algorithmen, welche wir weiter unten
behandeln. Die präparierten Pseudo-Jets sind hinreichend weit voneinander separiert.
Im zweiten Schritt, der Akzeptanz, werden diese dann Schnitten unterzogen. Alle
Jets, die diese Schnitte nicht erfüllen, werden eliminiert.18

18Bei der Jet-Definition ist vor allem ein Schnitt auf den Transversalimpuls pT � 0 wichtig
(üblicherweise pT & 20GeV). Dieser schließt einerseits nicht messbare Jets in Richtung der Strahlen-
achse der Kollision aus und andererseits werden so kollineare Divergenzen mit dem Anfangszustand
verhindert.
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Diese Prozedur lässt sich wie folgt darstellen:19

F
(m→n)
J (n, p1, . . . , pm → k1, . . . , kn) =

∑
j

F
(m→j)
cluster (p1, . . . , pm → h1, . . . , hj)

·F (j→n)
accept (h1, . . . , hj → k1, . . . , kn).

(2.31)

Dabei bezeichnen hi und ki die Impulse der Pseudo-Jets und Jets. p1, . . . , pm →
h1, . . . , hj ist als Forderung aufzufassen: Bei der Gruppierung der m Partonen kön-
nen 1, . . . ,m Pseudo-Jets entstehen. Nur wenn es genau j Pseudo-Jets sind, ist
F

(m→j)
cluster = 1, sonst null. Genauso können nach den Schnitten auf die j Pseudojets

zwischen 1, . . . , j Jets die Schnitte überstehen. Nur wenn sich n Jets ergeben, ist
F

(j→n)
accept = 1, sonst null. Um alle n-Jet-Events zu erhalten, müssen wir zudem über

alle Möglichkeiten j ∈ {n, n+ 1, . . . ,m} summieren.
Im Folgenden betrachten wir die entsprechenden Jet-Funktionen für NLO Rechnungen,
deren LO-Prozesse m Partonen im Endzustand haben. Damit lassen sich Wirkungs-
querschnitte für entweder n = m oder n = m+1 Partonen im Endzustand bestimmen,
weil die Endlichkeit des Wirkungsquerschnitts (vgl. Gl. (2.27)) sicherzustellen ist.
Daher reicht es auf NLO aus F (m→m)

J und F
(m+1→m)
J zu definieren. F (m+1→m+1)

J

ergibt sich aus F (m→m)
J , wenn wir m durch m+ 1 ersetzen. Wir definieren außerdem

Jets nur durch Schnitte auf den Transversalimpuls pT und die Rapidität y.20

Um die Endlichkeit des Wirkungsquerschnitts zu gewährleisten, dürfen nach Gl. (2.27)
auf LO keine Impulse gruppiert werden und alle Impulse müssen die Schnitte über-
stehen. Ansonsten wird die Jet-Funktion auf null gesetzt:

F
(m→m)
J (p1, . . . , pm → k1, . . . , km) =F (m→m)

cluster (p1, . . . , pm → h1, . . . , hm)

·F (m→m)
accept (h1, . . . , hm → k1, . . . , km),

(2.32)

mit

F
(m→m)
cluster (p1, . . . , pm → h1, . . . , hm) =

m∏
i,j=1;i<j

(1− θcluster(pi, pj)) , (2.33)

wobei die Theta-Funktion sowie die Reihenfolge der Gruppierung durch den Jet-
Algorithmus definiert ist:

θcluster(pi, pj) =
{ 1 ,wenn pi, pj gruppiert werden;

0 , sonst.
(2.34)

19Die folgenden Formeln zur Definition von Jet-Funktionen (allgemein und auf NLO) sind unter
Verwendung einer abgewandelten Notation Ref. [63, Kap. 2.2] entnommen.

20Dabei ist zu beachten, dass wir in dieser Arbeit nur masselose Partonen im Endzustand behandeln.
Daher gilt y ≡ η, wobei η die Pseudorapidität ist.
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Bei der Jet-Akzeptanz müssen auf LO alle m Impulse hi der Pseudo-Jets die Schnitte
überstehen:

F
(m→m)
accept (h1, . . . , hm → k1, . . . , km) =

m∏
j=1

θ (pT (hj) > pT,min) θ (|η(hj)| < ηmax) ,

(2.35)

mit θ(x > y) ≡ θ(y < x) = θ(x− y). In einer NLO Rechnung gilt die Jet-Funktion in
Gl. (2.32) für alle Beiträge mit LO-Kinematik. Dementsprechend wird sie beim LO-
Wirkungsquerschnitt und der virtuellen Korrektur verwendet. Die reelle Abstrahlung
weist Events mit m + 1 Partonen im Endzustand auf. Die Funktion F (m+1→m+1)

J

folgt direkt aus F (m→m)
J .

Die Funktion F
(m+1→m)
J , welche bei der reellen Abstrahlung zur Filterung von

n = m-Jet-Events auftritt, ist aufwändiger zu definieren.

F
(m+1→m)
J (p1, . . . , pm+1 → k1, . . . , km) = (2.36)

F
(m+1→m)
cluster (p1, . . . , pm+1 → h1, . . . , hm) · F (m→m)

accept (h1, . . . , hm → k1, . . . , km) +

F
(m+1→m+1)
cluster (p1, . . . , pm+1 → h1, . . . , hm+1) · F (m+1→m)

accept (h1, . . . , hm+1 → k1, . . . , km)

F
(m→m)
accept und F

(m+1→m+1)
cluster ergeben sich aus Gln. (2.35) und (2.33). Die anderen

Funktionen sind gegeben durch

F
(m+1→m)
cluster (p1, . . . , pm+1 → h1, . . . , hm) = (2.37)
m+1∑

k,l=1;k<l
θcluster(pk, pl)

m+1∏
i,j=1;i<j;j 6=k,l

(1− θcluster(pi, pj))
m+1∏
i 6=k,l

(1− θcluster(pi, pk ⊕ pl))

und

F
(m+1→m)
accept (h1, . . . , hm+1 → k1, . . . , km) = (2.38)

m+1∑
r=1

θ (pT (hr) < pT,min)
m+1∏

j=1,j 6=r
θ (pT (hj) > pT,min) θ (|η(hj)| < ηmax)

+
m+1∑
r=1

θ (|η(hr)| > ηmax)
m+1∏

j=1,j 6=r
θ (pT (hj) > pT,min) θ (|η(hj)| < ηmax) .

Dabei werden zwei gruppierte Impulse pi und pj gemäß des Rekombinierungsschemas
miteinander verbunden. Wir verwenden nur das sogenannte E-Schema, wonach sie
einfach addiert werden:

pi ⊕ pj = pi + pj . (2.39)
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Mit den vorangegangen Definitionen lassen sich nun infrarot-sichere und damit
theoretisch sinnvolle Jet-Algorithmen wie folgt definieren:21

θcluster(pi, pj) =
{ 1 ,wenn ∆Rij =

√
(ηi − ηj)2 + (φi − φj)2 < R ;

0 sonst.
(2.40)

Dabei ist φ der Azimutwinkel der Jets und R ein vorgegebener Parameter, welcher
Jet-Radius genannt wird. Die Reihenfolge, welche Impulse pi und pj zuerst gruppiert
werden, unterscheidet die üblichen infrarot-sicheren Jet-Algorithmen. Dazu wird die
Größe

dij = min(p2p
i,T , p

2p
j,T ) ∆Rij/R (2.41)

aller Jet-Paare i, j berechnet. Das Jet-Paar mit dem kleinsten Wert wird zuerst
gruppiert und die Impulse gemäß des Rekombinierungsschemas verbunden. Das
geschieht solange, bis die obige Bedingung ∆Rij < R für alle Impulse erfüllt ist. Der
freie Parameter p definiert den Jet-Algorithmus:

• p = 1: kT -Algorithmus [65,66],
• p = 0: Cambridge/Aachen-Algorithmus [67,68],
• p = −1: Anti-kT -Algorithmus [69].

Dabei ist anzumerken, dass bei NLO Rechnungen (ohne Partonenschauer und Hadro-
nisierung), in denen maximal zwei Partonen im Endzustand auftreten, die Reihenfolge
der Gruppierung selbstverständlich irrelevant ist.
Die Betrachtung von Jet-Wirkungsquerschnitten bei der Higgsproduktion ist ein
zentraler Bestandteil der Studie, welche in Kap. 6 vorgestellt wird.

2.5 Effektive Theorie der Gluonfusion

Bei der Higgsproduktion in der Gluonfusion, enthält bereits das LO-Feynmandia-
gramm eine Quark-Schleife, siehe Abb. 2.5. Zwar ergeben sich daraus keine Diver-
genzen, weil der LO-Wirkungsquerschnitt endlich sein muss, jedoch erschwert dieser
Umstand die Berechnung von Korrekturen höherer Ordnung dieses Prozesses enorm.
Der totale Wirkungsquerschnitt beispielsweise ist daher entgegen anderer 2 → 1-
Prozesse nicht auf NNLO bekannt. Unter der Annahme, dass alle anderen Skalen des
Prozesses deutlich kleiner als die Quark-Masse in der Schleife sind, lässt sich eine
effektive Theorie für eine unendlich große Quark-Masse formulieren. Dies stellt zumin-
dest für die Beiträge der Top-Schleife eine sehr gute Approximation dar. Aufgrund
der Tatsache, dass im SM der dominante Beitrag der Higgsproduktion in Gluonfusion
aus den Top-Beiträgen resultiert, ist die effektiven Theorie gleichzeitig eine gute
Näherung des gesamten Wirkungsquerschnitts.

21siehe Ref. [64]
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Im Grenzfall einer unendlich schweren Top-Masse vereinfacht sich das LO-Diagramm,
siehe Abb. 2.6. Die komplizierte Schleifenstruktur reduziert sich zu einem Dreiervertex.
Es entsteht somit eine effektive Kopplung zwischen den Gluonen, welche als masselose
Teilchen eigentlich nicht an das Higgs koppeln, und dem Higgsboson. Die effektive
Lagrangedichte der Theorie können wir wie folgt formulieren:

LggH = −C1
4v H Gaµν G

µν,a. (2.42)

Die Berechnung des Wirkungsquerschnitts auf höheren Ordnungen ist dadurch
deutlich einfacher, sie entspricht im Wesentlichen der jedes einfachen 2→ 1-Prozesses.
Es muss zusätzlich nur der Wilson-Koeffizient C1 der effektiven Theorie auf der
benötigten perturbativen Ordnung berücksichtigt werden (vgl. z. B. Ref. [70–74]).
Formal ist die effektive Theorie für Higgs-Massen mH . 2mt gültig. Es hat sich aber
gezeigt, dass ihre Gültigkeit auch für höhere Higgsmassen nicht völlig verloren geht
[75]. In Kap. 4 werden wir auf die wichtigsten Resultate bezüglich der Higgsproduktion
in Gluonfusion verweisen und außerdem die Masseneffekte verschiedener Observablen
im Vergleich zur effektiven Theorie analysieren.
Der Grenzfall einer unendlichen Top-Masse kann als führender Term einer Ent-
wicklung des Wirkungsquerschnitt in 1/m2

t angesehen werden. Diese sogenannte
asymptotische Entwicklung wird im kommenden Kapitel kurz eingeführt. Wir werden
sie unter anderem in Kap. 5.2 bei der Berechnung neuer Korrekturen zum Prozess
der sogenannten Higgsstrahlung verwenden.

2.6 Asymptotische Entwicklung

Wir möchten in diesem Abschnitt nur einen kleinen Einblick in die Methodik der
Berechnung von Feynmandiagrammen mittels asymptotischer Entwicklung geben.
Für detailliertere Informationen verweisen wir auf Ref. [76,77]. In Ref. [76] sind im
wesentlichen drei Sichtweisen gegeben, wie man die Streuamplituden eines Prozesses
durch die Entwicklung bezüglich eines Parameters bestimmen kann. Wir beschränken
uns hier auf die diagrammatische Sichtweise. Zudem liegt unser Interesse vorwiegend

Abbildung 2.5: LO-Feynmandiagramm der Gluonfusion
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→

Abbildung 2.6: LO-Feynmandiagramm in der effektiven Theorie

in der Entwicklung von Wirkungsquerschnitten der Higgsproduktion bezüglich einer
goßen Top-Masse für hinreichend kleine Higgsmassen.
Der komplizierteste Beitrag zum Wirkungsquerschnitt sind die Schleifenkorrekturen
bzw. deren Schleifenintegrale. Insbesondere bei mehrfachen Schleifen versagen häufig
Methoden zur exakten Berechnung. Dabei spielt außerdem die Anzahl der Skalen
(Massen, externe Impulse) innerhalb des Schleifenintegrals eine entscheidende Rol-
le. Durch asymptotische Entwicklung wird diese Skalenstruktur vereinfacht. Dabei
ist vorausgesetzt, dass der dominante Beitrag einer Amplitude in einem gewissen
Grenzfall berechnet werden kann, z. B. wenn eine der Massen oder Impulse schwe-
rer als alle anderen sind. Bezüglich dieser Grenzfälle haben die zu berechnenden
Feynmandiagramme eine simplere Form.
Die diagrammatische Methodik lässt sich formal wie folgt ausdrücken (vgl. Ref. [76,
Gl. (29)]):

F(Γ)→
∑
γ

T F(γ) ⊗ F/γ. (2.43)

Ein Diagramm Γ zerfällt demnach in der asymptotischen Entwicklung in eine Rei-
he von einfacheren Unterdiagrammen γ und Ko-Unterdiagrammen Γ/γ, welche im
gegebenen Grenzfall mit dem ursprünglichen Diagramm übereinstimmen. Genauer
gesagt ist die asymptotische Entwicklung des Schleifenintegrals F(Γ) des Feynmandia-
gramms Γ durch die Summe aller Produkte von Schleifenintegralen der Paare γ und
Γ/γ gegeben. Im hier betrachteten Grenzfall einer sehr großen Masse eines Teilchens
enthalten die Unterdiagramme γ die internen Linien des entsprechenden Teilchens.22
Somit ergibt sich Γ/γ aus Γ, indem man γ zu einem Punkt zusammenzieht. T F(γ)
ist die Taylor-Entwicklung von γ in allen kleinen Skalen bezüglich der als schwer
angenommenen Masse. Dabei werden die externen Impulse auf null gesetzt. Die
Verknüpfung ⊗ deutet auch hier darauf hin, dass Γ/γ und γ weiterhin im Helizitäts-
und Farbraum miteinander verbunden sind. Durch diese Vorgehensweise werden alle
Propagatoren des schweren Teilchens in die kleinen Massen und externen Impulsen
entwickelt.

22Eine analoge Aussage ergibt sich im Grenzfall sehr großer Impulse, den wir hier nicht weiter
verfolgen wollen.



2.6. Asymptotische Entwicklung 43

= ⊗ + ⊗

Abbildung 2.7: Asymptotische Entwicklung eines Feynmandiagramms des
Prozesses qq̄ ′ → V H mit V ∈ {Z,W±}, welcher in Kap. 5.2 betrachtet wird.
Die graphische Notation ist die folgende: fette Linie =̂ Top-Quark; dünne
Linie =̂ leichtem Quark q ∈ {u, d, c, s, b}; Spirale =̂ Gluon; gestrichelte Linie
=̂ Higgsboson; gepunktete Linie =̂ masselosem externen Teilchen.

Beispielhaft wird in Abb. 2.7 die asymptotische Entwicklung eines Feynmandia-
gramms, welches wir in Kap. 5.2 berechnen, diagrammatisch dargestellt. Das Zwei-
schleifen-Feynmandiagramm des Prozesses qq̄ ′ → V H mit V ∈ {Z,W±} lässt sich im
Grenzfall einer schweren Top-Masse durch deutlich einfachere Produkte von Unterdia-
grammen berechnen: Einerseits bestimmt ein Zweischleifendiagramm mit verschwin-
denden externen Impulse, auch Zweischleifen-Vakuum-Diagramm (engl.:„tadpole“) ge-
nannt, den effektive Vertex qq̄ ′V H, welcher in das schleifenlose Diagramm qq̄ ′ → V H
eingesetzt wird; andererseits wird ein Einschleifen-Vakuum-Diagramm mit einem
masselosen Einschleifendiagramm mit effektiver ggH-Kopplung multipliziert.
Das Ergebnis ist eine Entwicklung der Amplitude in 1/m2

t .23 Auf diese Weise lässt
sich bei der Higgsproduktion in Gluonfusion der Wirkungsquerschnitt bzw. jeder
individuelle Beitrag als Reihe in 1/m2

t bestimmen:

σ =
∞∑
k=0

σk =
∞∑
k=0

Gk
1
m2k
t

= G0 +G1
1
m2
t

+G2
1
m4
t

+G3
1
m6
t

+ ... . (2.44)

Im Grenzfall einer unendlichen Top-Masse bleibt nur der erste Term erhalten. G0
stellt folglich den Wirkungsquerschnitt in der effektiven Theorie der Gluonfusion dar,
siehe Kap. 2.5.
Asymptotische Entwicklung ist die Grundlage von zwei Studien, welche wir im
Rahmen dieser Arbeit behandeln: In Kap. 4.2.1 berechnen wir Beiträge Gk für k > 0,
um die Masseneffekte des Wirkungsquerschnitts in der Gluonfusion zu analysieren.
In Kap. 5.2 wird die Entwicklung genutzt, um den Wirkungsquerschnitt von zuvor
unbekannten Beiträgen zum Prozess der Higgsstrahlung zu berechnen.

23D. h., dass die Entwicklung vor der Integration durchgeführt wird.
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- Kapitel 3 -

Resummierung des Transversalimpulses

3.1 Der Sudakov-Faktor1

Eine wichtige Observable für experimentelle Analysen ist die Verteilung des Wir-
kungsquerschnitts bezüglich des Transversalimpulses eines Teilchens, z. B. ist bei der
Messung der Eigenschaften des Higgsteilchens dessen Transversalimpulsverteilung von
Bedeutung. Eines der zentralen Themen dieser Arbeit ist daher die Berechnung des
Wirkungsquerschnitts im SM und im MSSM in Abhängigkeit vom Transversalimpuls
des Higgsbosons.
Die Transversalimpulsverteilung bei einer festen Ordnung bezüglich der Störungs-
reihe in αs besitzt eine logarithmische Divergenz im Grenzfall pT → 0. Sie hat
folglich keinerlei Vorhersagekraft in diesem Limes. Im Falle des totalen Wirkungs-
querschnitts, bei dem man über alle pT integriert, tritt dieses Problem nicht auf,
weil die virtuelle Korrektur und der kollineare Counterterm berücksichtigt werden.
Diese sind proportional zu δ(pT ) und haben somit nur einen Beitrag bei pT = 0. Ihre
Singularitäten heben die angesprochenen Divergenzen genau weg, so dass der totale
Wirkungsquerschnitt endlich ist. Der differentielle Wirkungsquerschnitt für pT > 0
bleibt jedoch divergent im Grenzfall verschwindender pT . Aus diesem Grund wurde
ein Formalismus [79–86] entwickelt, welcher diese Divergenzen zu allen Ordnungen
der Störungsreihe resummiert, um eine endliche Verteilung des Transversalimpulses
zu erhalten.
Ref. [87] behandelt allgemein die Resummierung der logarithmischen Beiträge des
Transversalimpulses eines nicht-partonischen Teilchens im Endzustand.2 Der dort
beschriebene Formalismus ist die Grundlage der folgenden Ausführungen dieses

1Dieser Abschnitt ist eine Erweiterung der Ausführungen und der Formeln, welche in Ref. [78] zu
finden sind.

2Der Formalismus in Ref. [87] basiert auf der Resummierungsmethode des Transversalimpulses,
welche in Ref. [79–86] entwickelt wurde.

45
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Abschnitts. Auch wenn die angegebenen Formeln allgemein gehalten sind, beziehen
sich unsere Ausführungen auf ein Higgsteilchen, welches durch die Gluonfusion oder
die Annihilation von zwei Bottom-Quarks entsteht.3 pT setzen wir daher mit dem
Transversalimpuls des Higgsteilchens gleich.
Um zu verdeutlichen, welche Terme des Wirkungsquerschnitts resummiert werden,
kommen wir zunächst auf die Transversalimpulsverteilung bei einer festen Ordnung
in αs zurück. Aufgrund der soften und kollinearen Singularitäten (siehe Kap. 2.2) hat
der perturbative Wirkungsquerschnitt eine logarithmische Struktur in pT , welche die
Divergenz für pT → 0 hervorruft:

dσf.o.

dp2
T

∼
[
αs
π

(
X(1:2)

p2
T

ln
(
m2
H

p2
T

)
+ X(1;1)

p2
T

+X(1;0) +O(p2
T /m

2
H)
)

+O(α2
s)
]
. (3.1)

Dabei steht f.o. für feste Ordnung.4 Zudem wurden die Koeffizienten X(1;a) (a = 1, 2)
der Logarithmen und der Koeffizient X(1;0) des konstanten Terms eingeführt. Die
logarithmische Struktur in Gl. (3.1) entspricht dem LO-Wirkungsquerschnitt. Sie
setzt sich analog auf höheren Ordnungen fort. Die Logarithmen in Gl. (3.1) müssen
über alle Ordnungen der Störungstheorie resummiert werden, um eine endliche
Verteilung des Transversalimpulses und damit eine sinnvolle Vorhersage für kleine pT
zu erhalten. Die Koeffizienten X(i;j) des f.o.-Wirkungsquerschnitts enthalten dabei
alle Informationen, welche für die Resummierung notwendig sind. Wie sich aus ihnen
die benötigten Koeffizienten der Resummierung ableiten lassen, wird in Kap. 3.2.1
erläutert.
Die zentrale Formel zur Resummierung des hadronischen Wirkungsquerschnitts be-
züglich des Transversalimpulses wurde in Ref. [86, Gl. (1.1)] eingeführt. Diese wurde
in Ref. [88] um einen Koeffizienten H erweitert, welcher die gesamte Prozessabhän-
gigkeit der ursprünglichen Formel vereinnahmt, so dass der Rest der Formel sowie die
weiteren Resummierungskoeffizienten prozessunabhängig definiert sind (vgl. Ref. [88],
Gln. (13) und (14)). Genauer gesagt verbleibt lediglich eine Abhängigkeit vom An-
fangszustand cc̄ des LO-Wirkungsquerschnitts. Dieser kann entweder zwei Gluonen
cc̄ = gg oder ein Quark-Antiquark-Paar cc̄ = qq̄ enthalten. Die hadronische Formel
für die resummierten Logarithmen integriert über die Rapidität y des Higgsteilchens
nimmt folgende Form an (vgl. z. B. Ref. [89, Gl. (7)]):5

dσres

dp2
T

= m2
H

s
σ̂

(0)
cc̄

∫ ymax

ymin
dy

∫ ∞
0

db
b

2 J0(b pT )Sc(m2
H , b)

∑
i,j={q,q̄,g}

∫ 1

x1

dz1
z1

∫ 1

x2

dz2
z2

·HcCci(z1, αs(b20/b2))Cc̄j(z2, αs(b20/b2)) fAi (x1/z1, b
2
0/b

2) fBj (x2/z2, b
2
0/b

2), (3.2)
3Gluonfusion und Bottom-Annihilation sind zwei der drei Produktionsmechanismen des Higgsbo-

sons, welche in dieser Arbeit behandelt werden.
4Im Folgenden bezeichnen wir den Wirkungsquerschnitt, welcher bei einer festen Ordnung in der

Streutheorie ausgerechnet wird, als f.o.-Wirkungsquerschnitt.
5Wir vernachlässigen an dieser Stelle die G-Koeffizienten, welche zur Beschreibung von Spinkor-

relationen in Ref. [90] eingeführt wurden. Sie werden im Rahmen dieser Arbeit nicht benötigt, weil
sie nur bei der Gluonfusion außerhalb der hier behandelten logarithmischen Ordnung auftreten.



3.1. Der Sudakov-Faktor 47

wobei der Sudakov-Faktor durch

Sc(m2
H , b) = exp

{
−
∫ m2

H

b20/b
2

dq2

q2

[
Ac(αs(q2)) ln

(
m2
H

q2

)
+Bc(αs(q2))

]}
(3.3)

definiert ist. Die Resummierung wird im b-Raum durchgeführt, wobei b der Stoßpa-
rameter ist, welcher die Fouriertransformierte des Transversalimpulses pT darstellt.
Es gilt somit das entgegengesetzte Verhalten: Kleine Werte von pT entsprechen
großen Werten von b und vice versa. Die Integration über b entspricht daher einer
Fouriertransformation zwischen b- und pT -Raum, wobei J0(b pT ) die Besselfunktion
der nullten Ordnung angibt. b0 = 2 e−γE = 0.577... ergibt sich aus der Eulerschen
Konstante γE . Überall, wo die Abhängigkeit der starken Kopplungskonstante nicht
angegeben ist, wird αs ≡ αs(µR) impliziert. Außerdem nehmen wir zur Vereinfachung
der Formeln µF = µR = mH an, es sei denn, die Skalenabhängigkeit wird explizit
angegeben.
Der Sudakov-Faktor ist das Herzstück des Formalismus, denn durch die Exponential-
funktion resummiert er alle Logarithmen6 L = ln(Q2

res b
2/b20) der Form αls L

m mit
1 ≤ m ≤ 2l bis zu einer vorgegebenen logarithmischen Ordnung (vgl. Ref. [87, S. 7]).7
Diese Ordnung wird ähnlich wie zuvor durch eine Störungsreihe in αs definiert, nur
diesmal befindet sich diese Reihe innerhalb einer Exponentialfunktion. Um dies zu
verdeutlichen, drücken wir die Resummation der Logarithmen (3.2) im Mellin-Raum8

wie folgt aus:(
dσres

dp2
T

)
N

∼ exp
{
Lh1(αsL) + h2(αsL) + αs h3(αsL) +

∞∑
k=4

αk−2
s hk(αsL)

}
. (3.4)

Dabei ist zu beachten, dass die Funktionen hk nicht in αsL entwickelt werden dürfen,
weil αsL von der Ordnung eins ist: αsL ∼ O(1). Der erste Term Lh1 berücksichtigt
im Exponenten alle Beiträge αls Ll+1 der führenden logarithmischen Ordnung (LL).
h2 resummiert alle nächst-führenden logarithmischen Beiträge (NLL-Beiträge) αls Ll
des Exponenten, αsh3 alle nächst-nächst-führenden (NNLL) αls Ll−1 und so weiter
(vgl. Ref. [87, S. 8]). Die größten logarithmischen Terme des Wirkungsquerschnitts
αls L

2l beispielsweise ergeben sich dabei aus dem LL-Term des Exponenten. Die
Eigenschaft, dass keine Terme αls Lm mit m > l + 2 im Exponenten von Gl. (3.4)
vorkommen, folgt aus der perturbativen Dynamik von Eichtheorien und der kinema-
tischen Faktorisierung bezüglich des Stoßparameters b. Sie wird als Exponentierung
(engl.: „exponentiation“) bezeichnet (vgl. Ref. [87, S. 8]).
Die Resummierungskoeffizienten Ac, Bc, Cci und Hc aus Gln. (3.2) und (3.3) werden

6Q ≡ Qres ist die Resummierungsskala, welche in Ref. [87] eingeführt wird. Zur Vereinfachung
der Formeln in diesem Abschnitt wird Qres = mH angenommen.

7l bezeichnet die Ordnung in αs. Außerdem versteht sich, dass weitere Logarithmen aus den
C-Koeffizienten und den PDFs folgen. Darauf werden wir später zurückkommen.

8Der Mellin- oderN -Raum bezüglich z = m2
H/ŝ wird im AnhangA.3 zusammen mit den Faltungen

eingeführt. Im N -Raum vereinfacht sich die Faltung zweier Funktionen zu einem einfachen Produkt.
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als Potenzreihe in αs definiert

X =
∞∑
l=1

(
αs
π

)l
X(l), X ∈ {Ac, Bc}, (3.5)

Cci(z) = δci δ(1− z) +
∞∑
l=1

(
αs
π

)l
C

(l)
ci (z), (3.6)

Hc = 1 +
∞∑
l=1

(
αs
π

)l
H(l)
c . (3.7)

In dem hier vorgestellten Resummierungsformalismus sind die Koeffizienten Ac, Bc
und Cci prozessunabhängig. Ihre einzige Abhängigkeit bezieht sich auf den Anfangs-
zustand des LO-Wirkungsquerschnitts (cc̄ = gg oder cc̄ = qq̄). Bestimmt man sie also
für einen Prozess, so sind sie für alle Prozesse mit gleichem Anfangszustand bekannt.
Wie bereits erwähnt ist die gesamte Abhängigkeit vom betrachteten Prozess in Hc

enthalten. Weil Hc, Bc und Cci mittels Transformationen bezüglich des Resummie-
rungsschemas miteinander verbunden sind, ist zu beachten, dass sie nur eindeutig
definiert sind, wenn ein Resummierungsschema festgelegt wird. Dabei entspricht die
Wahl von Hc (bzw. Cci) für einen Prozess einer Fixierung des Resummierungsschemas.
In Ref. [87] wurde die sogenannte hart-kollineare Funktion (engl.: „hard-collinear
function“) Hcc̄←ij [89] zum ersten Mal eingeführt. Diese ist sowohl vom LO-Anfangs-
zustand cc̄ als auch vom betrachteten partonischen Kanal ij abhängig. Ihr Zweck
ist es alle Terme zusammenzufassen, welche unabhängig vom Stoßparameter b bzw.
proportional zu δ(pT ) sind. Sie ist daher durch Hc, Cci und Cc̄j definiert

Hcc̄←ij(z) = Hc

∫ 1

0
dz1

∫ 1

0
dz2 δ(z − z1z2)Cci(z1)Cc̄j(z2) (3.8)

und kann wie folgt durch eine Potenzreihe in αs dargestellt werden:

Hcc̄←ij(z) = δci δc̄j δ(1− z) +
∞∑
l=1

(
αs
π

)l
H(l)
cc̄←ij(z). (3.9)

Im Mellin-Raum faktorisiert Hcc̄←ij bezüglich der Exponentialfunktion in Gl. (3.4),
welche die gesamte b-Abhängigkeit enthält (vgl. Ref. [87]). Zur Ermittlung der
Prozessabhängigkeit ist es üblich die hart-kollineare Funktion alternativ zu Hc zu
berechnen (vgl. Ref. [89, 91]). In Kap. 3.2.1 beschreiben wir die Bestimmung der
NLL-Resummierungskoeffizienten für die Higgsproduktion in Bottom-Annihilation.
Des Weiteren geben wir die NLL-Koeffizienten für die Gluonfusion an. Die NNLL-
Koeffizienten der Bottom-Annihilation werden in Kap. 3.3 behandelt.
An dieser Stelle sollen verschiedene Aspekte der Resummierungsformel (3.2) noch
ein wenig genauer erläutert werden:

• Es ist wichtig anzumerken, dass im zweiten Argument der PDFs fA/Bi/j die
Energieskala b20/b2 steht, welche von µF abweicht.
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• Die Grenzen der Integration über z1 und z2 sind x1 = eymH/
√
s und x2 =

e−ymH/
√
s.

• σ̂(0) ist der partonische LO-Wirkungsquerschnitt des Prozesses gg → H bzw.
bb̄→ H. Bei der Betrachtung von Transversalimpulsverteilungen bezeichnen
wir ihn im Folgenden als Bornfaktor, weil gg → H bzw. bb̄ → H nicht dem
LO-Prozess der jeweiligen pT -Verteilung entsprechen.
• Der Grund dafür die Resummierung im b-Raum durchzuführen, hängt mit

der Faktorisierung des Wirkungsquerschnitts zusammen. Während die Matrix-
elemente im soften und kollinearen Grenzfall faktorisieren (vgl.Gl. (2.17) und
Gl. (2.18)), ist dies nicht für den Phasenraum der Fall. Präziser formuliert
verbindet die δ-Funktion des Phasenraums alle Transversalimpulse softer und
kollinearer Teilchen, welche emittiert werden, wodurch die Faktorisierung ver-
hindert wird. Weil bei der Fouriertransformation aus der δ-Funktion Expo-
nentialfunktionen werden, ist die Faktorisierung im b-Raum vollkommen, was
Grundlage für die Resummierung ist.
• Zur Vereinfachung der Struktur bezüglich Faltungen, wird die Resummierung
des Transversalimpulses in der Regel im Mellin-Raum formuliert (vgl. z. B.
Ref. [87]).9

• Gl. (3.2) enthält weitere Logarithmen, deren Resummierung in der Energieskala
b20/b

2 verborgen ist. Diese ist sowohl im Argument von αs der C-Koeffizienten
als auch in den PDFs enthalten. Um αs bei µR auswerten zu können, nehmen
wir folgende triviale Umrechnung im Mellin-Raum vor:

Cci,N (αs(b20/b2)) = Cci,N (αs(µ2
R)) · exp

{
ln
(
Cci,N (αs(b20/b2))
Cci,N (αs(µ2

R))

)}
. (3.10)

Das Argument der Exponentialfunktion kann in Abhängigkeit der logarith-
mischen Ordnung auf eine Form gebracht werden, welche der in Gl. (3.4) ent-
spricht.10 Die Exponentialfunktion in Gl. (3.10) liefert somit einen Beitrag
zu Gl. (3.4). Das Vorgehen, um die Skala der PDFs zu µF zu entwickeln, ist
ähnlich und soll hier nicht weiter vertieft werden. Es wird z. B. in Ref. [88, S. 11]
oder [87, S. 14] beschrieben. Festzuhalten bleibt, dass sich daraus Terme erge-
ben, die sowohl zur hart-kollinearen Funktion als auch zur Exponentialfunktion
in Gl. (3.4) beitragen.
• Im Resummierungsformalismus in Ref. [87] werden genau genommen nicht
Logarithmen L = ln(Q2

res b
2/b20), sondern L′ = ln(Q2

res b
2/b20 + 1) resummiert

(vgl. Ref. [87], Gln. (16) und (17)), um den Einfluss auf große pT zu redu-
zieren. Dadurch lässt sich außerdem die Unitaritätsvorgabe (engl.: „unitarity
constraint“) in Gl. (8) von Ref. [87] für dσres/dp2

T in Gl. (3.2) implementieren.
Infolgedessen kann man den H-Koeffizient so wählen, dass die Integration des

9Weitere Informationen zum Mellin-Raum und Faltungen finden sich im AnhangA.3.
10Die Berechnung wird im AnhangB.6 durchgeführt.
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abgeglichenen Wirkungsquerschnitts, welcher im Folgenden definiert wird, über
alle pT dem totalen Wirkungsquerschnitt entspricht. Dies stellt eine wichtige
Überprüfung der Konsistenz des abgeglichenen Wirkungsquerschnitts dar.

Wir haben bisher die Resummierung der logarithmischen Terme kennengelernt, welche
den Wirkungsquerschnitt für kleine pT beschreiben. Der f.o.-Wirkungsquerschnitt in
Gl. (3.1) andererseits ist im Bereich großer Transversalimpulse zulässig. Um eine kon-
tinuierliche pT -Verteilung zu erhalten, müssen wir daher beide Wirkungsquerschnitte
miteinander verbinden. Dazu definieren wir die logarithmischen Terme, welche bei
einer festen Ordnung in αs abgeschnitten wurden, wie folgt:11

dσlogs

dp2
T

=
[
dσres

dp2
T

]
f.o.
. (3.11)

Diese werden vom f.o.-Wirkungsquerschnitt der gleichen Ordnung subtrahiert. An-
schließend addieren wir die subtrahierten Logarithmen sowie alle weiteren Logarith-
men der zugehörigen logarithmischen Ordnung (l.a.) mittels der Resummierungsformel
(3.2) wieder hinzu:(

dσ

dp2
T

)f.o.+l.a.

= dσf.o.

dp2
T

− dσlogs

dp2
T

+
[
dσres

dp2
T

]
l.a.
. (3.12)

Gleichung (3.12) erfüllt zwei Eigenschaften: Die Divergenz des f.o.-Wirkungsquer-
schnitts wurde durch die Subtraktion der f.o.-Logarithmen beseitigt, so dass die
Verteilung für alle pT endlich ist. Zudem wurde die doppelte Berücksichtigung von
Logarithmen verhindert, welche sowohl in dσf.o./dp2

T als auch in dσres/dp2
T enthalten

sind.

3.2 NLL-Koeffizienten

3.2.1 Extrahierung der NLL-Koeffizienten

In dieser Arbeit wird die resummierte Transversalimpulsverteilung des Higgsteilchens
in zwei Produktionsprozessen bestimmt. Die Higgsproduktion in Bottom-Annihilation
wird bis NLO+NNLL behandelt und die Gluonfusion inklusive voller Massenabhän-
gigkeit bis LO+NLL. Im Folgenden soll daher am Beispiel der Bottom-Annihilation
die Bestimmung der Resummierungskoeffizienten aus dem f.o.-Wirkungsquerschnitt
illustriert werden. Diese werden benötigt, um die Resummierung der Logarithmen
gemäß Gl. (3.2) durchführen zu können. Wir beschränken uns dabei auf die Bestim-
mung der zugehörigen NLL-Koeffizienten aus der LO pT -Verteilung. Die vorgestellte
Methodik gilt jedoch auf jeder Ordnung.

11Wir bezeichnen diese Terme im Folgenden als f.o.-Logarithmen. Sie können mittels Gl. (B.39)
im AnhangB.4 berechnet werden.
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Durch Berechnung der Funktionen hk in Gl. (3.4) in Abhängigkeit von den Resum-
mierungskoeffizienten wird deutlich, welche Koeffizienten für welche logarithmische
Ordnung benötigt werden: Für die führende logarithmische Genauigkeit ist A(1)

c aus-
reichend. Um alle NLL-Logarithmen zu resummieren, müssen wir A(1)

c , A(2)
c , B(1)

c und
H(1)
cc̄←ij kennen, während man für NNLL zusätzlich A(3)

c , B(2)
c und H(2)

cc̄←ij benötigt.12

Weil wir im Folgenden die Bottom-Annihilation betrachten, setzen wir c = b bzw.
c̄ = b̄. Auf NLL sind die beiden Koeffizienten A

(1)
b und B

(1)
b universell für quark-

induzierte Prozesse. Ihre Berechnung wurde im Rahmen des Drell-Yan-Prozesses13 vor
langer Zeit durchgeführt (vgl. z. B. Ref. [84–86]). Zur Vollständigkeit werden wir sie
dennoch im Laufe dieses Kapitels bestimmen.14 Interessanter sind die hart-kollinearen
Funktionen H(1)

bb̄←bb̄ und H(1)
bb̄←bg für die Higgsproduktion in Bottom-Annihilation.

Auch wenn diese ebenfalls prinzipiell bekannt sind, wurden sie in der Literatur weder
explizit angegeben noch ausgerechnet.
Die Resummierungskoeffizienten bestimmen wir aus dem LO-Wirkungsquerschnitt
der pT -Verteilung im bb̄-Kanal. Der entsprechende partonische Prozess ist bb̄→ gH,
siehe Abb. 2.3 (a). Die hart-kollinearen Funktionen H(1)

bb̄←bg ≡ H
(1)
bb̄←gb̄ ≡ H

(1)
b̄b←b̄g ≡

H(1)
b̄b←gb des bg-Kanals15 werden auf analoge Weise im AnhangB.5 berechnet. Die

pT -Verteilung auf LO zu bb̄→ gH wird im AnhangB.1 analytisch bestimmt. Diese
ist nach Gl. (B.16) durch

dσ̂LO
bb̄

dp2
T

=
(
4πµ2)ε

Γ(1− ε) σ̂
(0)
bb̄

αs
π
z P̂qq(z, ε)

1
(p2
T )1+ε

1√
1− 4z

(1−z)2
p2
T

m2
H

(3.13)

gegeben. Diese wollen wir im Grenzfall kleiner Transversalimpulse pT → 0 auf eine
ähnliche logarithmische Form wie in Gl. (3.1) bringen. Dazu betrachten wir den in
Ref. [89, Gl. (2)] eingeführten kumulativen Wirkungsquerschnitt. Dieser ist als das
Integral des Wirkungsquerschnitts zwischen 0 ≤ p2

T ≤ Q2
0 definiert, wobei Q2

0 � m2
H

ist:
Q2

0∫
0

dp2
T

dσ̂bb̄
dp2

T

≡ z σ̂(0)
bb̄
R̂bb̄ ⇔ R̂bb̄ =

Q2
0∫

0

dp2
T

dσ̂bb̄
z dp2

T

1
σ̂

(0)
bb̄

. (3.14)

Dabei muss sowohl die Transversalimpulsverteilung in Gl. (3.13) als auch alle Terme
bei pT = 0 bzw. proportional zu δ(pT ) berücksichtigt werden. Letztere sind die virtu-
elle Korrektur und der kollineare Counterterm. Das Integral liefert daher für Q2

0 > 0
12Vgl. Ref. [87, S. 11]
13Unter Drell-Yan-Prozess wird hier die hadronische Erzeugung eines schwachen Eichbosons

verstanden.
14Für den universellen Koeffizienten A(2)

b muss die Rechnung eine Ordnung höher durchgeführt
werden. Da dies über das Ziel dieses Abschnitts hinausgeht, wird A(2)

b der Literatur entnommen.
15Als bg-Kanal fassen wir hier und im Folgenden die partonischen Kanäle bg, b̄g, gb und gb̄

zusammen.
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ein endliches Ergebnis, offenbart jedoch im Grenzfall Q2
0 → 0 das logarithmische

Verhalten des Wirkungsquerschnitts:

R̂
(1)
bb̄

= ln2(m2
H/Q

2
0)R(1;2)

bb̄
+ ln(m2

H/Q
2
0)R(1;1)

bb̄
+R

(1; 0)
bb̄

+O(Q2
0/m

2
H), (3.15)

wobei die partonische Funktion R̂ durch

R̂bb̄ = δ(1− z) +
∞∑
l=1

(
αs
π

)l
R̂

(l)
bb̄

(3.16)

definiert ist. Das Verhalten des Wirkungsquerschnitts für kleine Transversalimpulse
ist außerdem durch die Resummierungsformel in Gl. (3.3) gegeben. Entwickeln wir
diese bis zu einer festen Ordnung in αs, können wir die Funktion R̂ mittels der
Resummierungskoeffizienten ausdrücken. Daraus ergibt sich

R̂
(1)
bb̄

= ln2(m2
H/Q

2
0) Σ(1;2)

bb̄←bb̄ + ln(m2
H/Q

2
0) Σ(1;1)

bb̄←bb̄ +H(1)
bb̄←bb̄ +O(Q2

0/m
2
H). (3.17)

Die Funktionen Σ(l;m)
cc̄←ij sind im AnhangB.4 definiert und hängen direkt von den

Koeffizienten Ac und Bc ab. Diese und die hart-kollineare Funktion H(1)
bb̄←bb̄ ergeben

sich somit aus dem Koeffizientenvergleich der R(l;m)
bb̄

in Gl. (3.15) mit Gl. (3.17), sobald
wir die Koeffizienten R(l;m)

bb̄
berechnet haben.

Um die Funktion R(1)
bb̄

(3.15) durch das Integral der pT -Verteilung in Gl. (3.14) zu
bestimmen, müssen wir alle Beiträge bei pT = 0 berücksichtigen. Außerdem ist es
notwendig in d Dimensionen unter Berücksichtigung der vollen ε-Abhängigkeit aller
Terme zu arbeiten. Eine einfachere Methode ist jedoch das Integral in Gl. (3.14)
mittels des totalen Wirkungsquerschnitts σ̂tot umzuschreiben (vgl. Ref. [89, Gl. (33)]):

Q2
0∫

0

dp2
T

dσ̂bb̄
dp2

T

= σ̂tot
bb̄
−

p2
T,max∫
Q2

0

dp2
T

dσ̂bb̄
dp2

T

⇒ R̂bb̄ =
Q2

0∫
0

dp2
T

dσ̂bb̄
z dp2

T

1
σ̂

(0)
bb̄

=
σ̂tot
bb̄

z σ̂
(0)
bb̄

−

p2
T,max∫
Q2

0

dp2
T

dσ̂bb̄
z dp2

T

1
σ̂

(0)
bb̄

.

(3.18)

Das Integral und der totale Wirkungsquerschnitt auf der rechten Seite sind endlich.
Folglich kann die Rechnung in vier Dimensionen durchgeführt werden. Jedoch darf
die Entwicklung in p2

T � m2
H erst nach der Integration vollzogen werden. Die obere

Integralgrenze ist durch

p2
T,max ≡

1
A

= (1− z)2m2
H

4z (3.19)

gegeben.
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Ausgehend von der pT -Verteilung auf LO aus Gl. (3.13) setzen wir ε = 0, damit folgt
p2
T,max∫
Q2

0

dp2
T

dσ̂LO
bb̄

(ε = 0)
z dp2

T

1
σ̂

(0)
bb̄

= αs
π
P̂qq(z)

1/A∫
Q2

0

dp2
T

1
p2
T

1√
1−Ap2

T

= αs
π
P̂qq(z)

ln

1−
√

1−Ap2
T

1 +
√

1−Ap2
T

1/A

Q2
0

= αs
π
P̂qq(z)

ln(1)− ln

1−
√

1−AQ2
0

1 +
√

1−AQ2
0



= −αs
π
P̂qq(z) ln

 12 − (1−AQ2
0)(

1 +
√

1−AQ2
0

)2


= −αs

π
P̂qq(z)

[
ln(A) + ln(Q2

0)− 2 ln
(

1 +
√

1−AQ2
0

)]

= −αs
π
CF

1 + z2

1− z

[
ln(4) + ln(z)− 2 ln(1− z)− ln(m2

H/Q
2
0)

− 2 ln
(

1 +
√

1−AQ2
0

)]
.

(3.20)

Scheinbar erhalten wir nicht die logarithmische Struktur, welche in Gl. (3.15) angenom-
men wird. Beispielsweise ergibt sich kein doppelt logarithmischer Term∼ ln2(m2

H/Q
2
0).

Der Ausdruck in Gl. (3.20) hat jedoch zusätzliche Divergenzen für z → 1. Diese wer-
den, weil z in Beziehung zu p2

T steht, durch Q2
0 6= 0 reguliert. Um die gewünschte

logarithmische Q2
0-Abhängigkeit zu erhalten, müssen daher diese Terme mittels Plus-

distributionen reguliert werden. In Gln. (B.26), (B.27) und (B.28) im AnhangB.3
sind alle Ausdrücke gegeben, welche infolgedessen in Gl. (3.20) ersetzt werden müssen.
Nach weiteren Umformungen erhalten wir so gemäß Gl. (B.32) folgendes Ergebnis:

p2
T,max∫
Q2

0

dp2
T

dσ̂LO
bb̄

z dp2
T

1
σ̂

(0)
bb̄

(3.21)

= αs
π
CF

{
ln2(m2

H/Q
2
0) 1

2 δ(1− z)− ln(m2
H/Q

2
0)
{

3
2 δ(1− z)−

[
1 + z2

1− z

]
+

}

− ζ2 δ(1− z) + 4
z

[ ln(1− z)
1− z

]
+
− 2
z

(z2 + z + 2) ln(1− z)− 2
z

ln(z)
1− z

+ (z2 + z + 2) ln(z)
z

+O(Q2
0/m

2
H)
}
.
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Der NLO-Term des totalen Wirkungsquerschnitts wird Ref. [92, Gl. (A6)] entnommen
und gemäß Gl. (3.18) geschrieben als:

σ̂
tot(1)
bb̄

z σ̂
(0)
bb̄

= αs
π
CF

{
(2 ζ2 − 1) δ(1− z) + 4

z

[ ln(1− z)
1− z

]
+
− 2
z

(z2 + z + 2) ln(1− z)

+ (1− z)− 2
z

ln(z)
1− z + (z2 + z + 2) ln(z)

z

}
. (3.22)

Durch Subtraktion der Gl. (3.21) von Gl. (3.22) erhalten wir R̂(1). Dabei löscht sich
ein großer Teil der Terme gegenseitig aus:

αs
π
R̂

(1)
bb̄

=
σ̂
tot(1)
bb̄

z σ̂
(0)
bb̄

−

p2
T,max∫
Q2

0

dp2
T

dσ̂bb̄
z dp2

T

1
σ̂

(0)
bb̄

(3.23)

= αs
π

{
− ln2(m2

H/Q
2
0) CF2 δ(1− z) + ln(m2

H/Q
2
0)
{

3
2CF δ(1− z)− CF

[
1 + z2

1− z

]
+

}

+
(
CF ζ2 + 1

2 2CF (2 ζ2 − 1)︸ ︷︷ ︸
=AH

b

)
δ(1− z) + CF (1− z)

}
+O(Q2

0/m
2
H)

⇔ R̂
(1)
bb̄

= − ln2(m2
H/Q

2
0) CF2 δ(1− z) + ln(m2

H/Q
2
0)
{3

2CF δ(1− z)− Pqq(z)
}

+
(
CF ζ2 +

AHq
2

)
δ(1− z)− P εqq(z) +O(Q2

0/m
2
H). (3.24)

Dabei wurden im zweiten Schritt der endliche Teil der virtuellen Korrektur AHb
gemäß Gl. (B.19), die Altarelli-Parisi-Spaltungsfunktion Pqq gemäß Gl. (A.13) und
deren ε-Anteil P εqq gemäß Gl. (A.18) eingesetzt. Das Ergebnis von R(1) hat genau
die in Gl. (3.15) geforderte logarithmische Struktur. Vergleichen wir nun die Koeffizi-
enten der Logarithmen und des endlichen Beitrags mit Gl. (3.17), ergeben sich die
Resummierungskoeffizienten wie folgt:

Σ(1;2)
bb̄←bb̄ = −1

2 A
(1)
b δ(1− z) = −CF2 δ(1− z)

⇒ A
(1)
b = CF , (3.25)

Σ(1;1)
bb̄←bb̄ = −B(1)

b δ(1− z)− Pqq(z) = 3
2CF δ(1− z)− Pqq(z)

⇒ B
(1)
b = −3

2CF , (3.26)

H(1)
bb̄←bb̄ = H

(1)
b + C

(1)
bb (z) + C

(1)
b̄b̄

(z) = −P εqq(z) + δ(1− z)
(
CF ζ2 + A

H
b

2

)
, (3.27)
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wobei die Definitionen der Σ-Koeffizienten und von H(1) denen im AnhangB.4
entsprechen.16 Die ermittelten Resummierungskoeffizienten A

(1)
b und B

(1)
b für die

Higgsproduktion in Bottom-Annihilation (vgl. auch Ref. [93]) entsprechen den uni-
versellen Koeffizienten A(1)

q und B(1)
q , welche für quark-initiierte Prozesse bekannt

sind (vgl. z. B. Ref. [84, Gl. (21)]). In obigen Gleichungen wird außerdem deutlich,
dass die gesamte Prozessabhängigkeit in H bzw. genauer gesagt im endlichen Teil
der virtuellen Korrektur A steckt.
Fixieren wir in Gl. (3.27) das Resummierungsschema durch H(1)

b = 0 (bzw. Hb = 1)
und berücksichtigen, dass C(1)

bb = C
(1)
b̄b̄

ist, so ergibt sich

C
(1)
bb = C

(1)
b̄b̄

= 1
2

(
−P εqq(z) + δ(1− z)

(
CF

π2

6 +
AHq
2

))
. (3.28)

Abgesehen vom Faktor 1/2 entspricht dies exakt der Definition, welche in Ref. [94,
Gl. (46)] allgemein hergeleitet wird. Der unterschiedliche Vorfaktor 1/2 liegt in
der verwendeten Konvention zur Entwicklung des Koeffizienten C begründet. In
dieser Arbeit wird alles in αs/π entwickelt17, während in Ref. [94] αs/(2π) als
Entwicklungsparameter dient.

Für die Bestimmung der hart-kollinearen Funktion H(1)
bb̄←bg des bg-Kanals verwei-

sen wir auf AnhangB.5. In den kommenden beiden Abschnitten werden alle NLL-
Resummierungskoeffizienten für die Higgsproduktion in Bottom-Annihilation und
Gluonfusion zusammengetragen.

3.2.2 Koeffizienten für bb̄ → H

In diesem Abschnitt fassen wir noch einmal kurz alle Koeffizienten für die Higgs-
produktion in Bottom-Annihilation zusammen, welche für eine NLL-Resummierung
gemäß Gl. (3.2) benötigt werden:

A
(1)
b = CF , (3.29)

A
(2)
b = 1

2 CF

[(
67
18 −

π2

6

)
CA −

5
9 nf

]
, (3.30)

B
(1)
b = −3

2 CF , (3.31)

H(1)
bb̄←bb̄ = H(1)

b̄b←b̄b = −P εqq(z) + δ(1− z)
(
CF ζ2 + A

H
b

2

)
, (3.32)

H(1)
bb̄←bg = H(1)

bb̄←gb̄ = H(1)
b̄b←b̄g = H(1)

b̄b←gb = −
P εqg
2 . (3.33)

16Zur Erinnerung: Wir verwenden µR = µF = Qres = mH in diesem Kapitel.
17Die einzigen Funktionen, welche wir historisch begründet in αs/(2π) entwickeln, sind die Altarelli-

Parisi-Spaltungsfunktionen Pij , siehe AnhangA.2.
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Bis auf A(2)
b findet sich ihre Berechnung in Abschn. 3.2.1 und AnhangB.5. A(2)

b kann
z. B. Ref. [88, Gl. (9)] entnommen werden. nf = 5 ist die Anzahl der leichten Quarks.

3.2.3 Koeffizienten für gg → H

In dieser Arbeit wird außerdem die Resummierung des Transversalimpulses in der
Gluonfusion auf LO+NLL berechnet. Dabei berücksichtigen wir sowohl die exakte
Abhängigkeit von der Top- als auch von der Bottom-Masse. Die NLL-Resummierungs-
koeffizienten ergeben sich analog zu Abschn. 3.2.1. Bis auf den endlichen Teil der
virtuellen Korrektur AHg sind es dieselben wie in der effektiven Theorie. Sie sind
gegeben durch (vgl. Ref. [87]):

A(1)
g = CA, (3.34)

A(2)
g = 1

2 CA

[(
67
18 −

π2

6

)
− 5

9 nf

]
, (3.35)

B(1)
g = −β0

2 = −
(11

6 CA −
1
3 nf

)
, (3.36)

H(1)
gg←gg = δ(1− z)

(
CA

π2

6 + 1
2 A

H
g

)
, (3.37)

H(1)
gg←gq = H(1)

gg←qg = H(1)
gg←gq̄ = H(1)

gg←gq̄ = −1
2 P

ε
gq = 1

2 CF z, (3.38)

H(1)
gg←qq̄ = H(1)

gg←q̄q = 0. (3.39)

Die Anzahl der leichten Quarks ist ebenfalls nf = 5 und es gilt CA = 3. Die Funktion
AHg mit exakter Massenabhängigkeit hat eine relativ komplexe Struktur, weshalb
wir sie nicht explizit angeben. In der effektiven Theorie ist AHg,htl = 11 + 2π2. Der
ε-Anteil der Spaltungsfunktion P εgq entspricht Gl. (A.16).

3.3 NNLL-Koeffizienten

3.3.1 Bestimmung von H(2)

Die Resummierung des Transversalimpulses auf NNLL erfordert die Kenntnis wei-
terer Resummierungskoeffizienten: A(3)

c , B(2)
c und H(2)

cc̄←ij . Während A
(3)
c kürzlich

im Rahmen der soft-kollinearen effektiven Theorie (SCET) sowohl für quark- als
auch für gluon-initiierte Prozesse bestimmt wurde [95], sind B(2)

q und B(2)
g bereits

länger bekannt (vgl. z. B. Ref. [88], Gln. (10) und (12)). Die hart-kollinearen Funk-
tionen zweiter Ordnung H(2)

cc̄←ij sind prozessabhängig und nicht in allgemeiner Form
in der Literatur zu finden. Sie sind bisher nur für zwei Prozesse bekannt: für die
Higgsproduktion in Gluonfusion in der effektiven Theorie [89] und für den Drell-Yan-
Prozess [91]. Wir werden H(2)

bb̄←ij für die Higgsproduktion in Bottom-Annihilation
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nicht analytisch im Rahmen dieser Arbeit bestimmen, dennoch wollen wir die in
Ref. [89] und [91] verwendete Methode zur Berechnung dieser Koeffizienten skizzieren.
Zudem stellen wir eine alternative numerische Methode zur Bestimmung von H(2)

bb̄←ij
vor, welche die Kenntnis der hart-kollinearen Funktion des Drell-Yan-Prozesses [89]
voraussetzt.
Im Falle der Higgsproduktion in Gluonfusion wurde unter Verwendung der effektiven
Theorie in Ref. [87] bei der pT -Resummierung auf NLO+NNLL der Koeffizient H(2)

gg←gg
zunächst durch eine Approximation bestimmt. Dazu wurde die Unitaritätsvorgabe
verwendet:

p2
T,max∫
0

dp2
T

dσ̂f.o.+l.a.
ij

dp2
T

= σ̂totij

⇔

p2
T,max∫
0

dp2
T

dσ̂f.o.ij

dp2
T

−

dσ̂logsij

dp2
T


f.o.

+

p2
T,max∫
0

dp2
T

[
dσ̂resij
dp2

T

]
l.a.

= σ̂totij

⇔

p2
T,max∫
0

dp2
T

[
dσ̂fin.ij

dp2
T

]
f.o.

+ z σ
(0)
cc̄ Hcc̄←ij = σ̂totij .

(3.40)

Dabei definieren wir den endlichen Wirkungsquerschnitt dσfin. als Subtraktion der f.o.-
Logarithmen vom f.o.-Wirkungsquerschnitt. Zudem haben wir das Integral über die
resummierten Logarithmen (zweites Integral in Gl. (3.40)) gemäß Ref. [87, Gl. (18)]
durch die hart-kollineare Funktion ersetzt.18 Diese Gleichung gilt Ordnung für Ord-
nung in αs. Somit folgt (vgl. Ref. [87, Gl. (80)])

(
αs
π

)2
z σ

(0)
cc̄ H

(2)
cc̄←ij = σ̂

(2) tot
ij −

p2
T,max∫
0

dp2
T

([
dσ̂fin.ij

dp2
T

]
NLO
−
[
dσ̂fin.ij

dp2
T

]
LO

)
. (3.41)

Durch Verwendung der Approximation, dass C(2)
gg eine Konstante in z bzw. propor-

tional zu δ(1 − z) ist, wurde in Ref. [87] die hart-kollineare Funktion H(2)
gg←gg =

C
(1)
gg ⊗ C(1)

gg (z) + 2C(2)
gg δ(1− z) (vgl. Ref. [87, Gl. (70)]) numerisch bestimmt, wobei

C
(1)
gg (z) bekannt ist.

Erst später konnten die exakten Koeffizienten H(2)
gg←ij in Ref. [89] ermittelt werden.19

Eine analoge Rechnung wurde in Ref. [91] für H(2)
qq̄←ij des Drell-Yan-Prozesses durch-

geführt. Die Vorgehensweise in beiden Fällen ist identisch mit der in Kap. 3.2.1.
Demnach wird entsprechend Gl. (3.18) der Koeffizient zweiter Ordnung der Funktion

18Im Gegensatz zu Ref. [87] definieren wir H ohne den Bornfaktor σ(0).
19Es stellt sich heraus, dass die pT -Verteilung mit approximierter hart-kollinearer Funktion nur

bis auf wenige Prozent vom exakten Resultat abweicht.
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R̂ explizit mittels des totalen NNLO-Wirkungsquerschnitts und der pT -Verteilung
auf NLO bestimmt.20 Man erhält so folgende Funktion (vgl. Ref. [89, Gl. (6)]):

R̂
(2)
ij = ln4(m2

H/Q
2
0)R(2;4)

ij + ln3(m2
H/Q

2
0)R(2;3)

ij + ln2(m2
H/Q

2
0)R(2;2)

ij

+ ln(m2
H/Q

2
0)R(2;1)

ij +R
(2; 0)
ij +O(Q2

0/m
2
H).

(3.42)

Durch Koeffizientenvergleich mit (vgl. Ref. [89, Gl. (21)])

R̂
(2)
ij = ln4(m2

H/Q
2
0) Σ(2;4)

cc̄←ij + ln3(m2
H/Q

2
0) Σ(2;3)

cc̄←ij + ln2(m2
H/Q

2
0) Σ(2;2)

cc̄←ij (3.43)

+ ln(m2
H/Q

2
0)
(
Σ(2;1)
cc̄←ij − 16 ζ3 Σ(2;4)

gg←ij

)
+
(
H(2)
cc̄←ij − 4 ζ3 Σ(2;3)

gg←ij

)
+O(Q2

0/m
2
H)

ergibt sichH(2)
cc̄←ij aus dem endlichen TeilR(2; 0)

ij des Ausdrucks in Gl. (3.42). Außerdem
können A(2) und B(2) aus den Σ-Koeffizienten bestimmt werden. Weil die analytische
Berechnung von R̂(2) bzw. der zu lösenden Integrale sich äußerst schwierig gestaltet,
stellen wir im Folgenden ein numerisches Verfahren vor, welches mittels der bereits
bekannten hart-kollinearen Funktionen selbige für einen neuen Prozess bestimmbar
macht. Neben der numerischen Approximation wird dabei keine Näherung gemacht.
Für die Transversalimpulsresummierung bis NLO + NNLL des Prozesses bb̄ → H

werden die hart-kollinearen Koeffizienten Hbb̄H(2)
bb̄←ij benötigt.21 Diese haben abgesehen

von einer prozessabhängigen Komponente, welche sich aus dem endlichen Teil der
virtuellen Zwei-Schleifen-Korrektur ergibt, die gleiche Struktur wie HDY (2)

qq̄←ij des Drell-
Yan-Prozesses. Weil jedoch in Ref. [91] die explizite Abhängigkeit vom endlichen Teil
der virtuellen Korrektur nicht angegeben wird, ist es nicht möglich diesen einfach
durch den entsprechenden Ausdruck für bb̄ → H zu ersetzen. Wir können aber
Hbb̄H(2)
bb̄←ij numerisch ohne eine zusätzliche Approximation bestimmen. Dazu machen

wir von der allgemeinen Form von H(2)
cc̄←ij in Gl. (70) von Ref. [87] Gebrauch:

HDY (2)
qq̄←ij = HDY (2)

q δqi δq̄j δ(1− z) +HDY (1)
q

(
δqiC

(1)
q̄j (z) + δq̄j C

(1)
qi (z)

)
+ C

(1)
qi ⊗ C

(1)
q̄j (z) + δqiC

(2)
q̄j + δq̄j C

(2)
qi .

(3.44)

Wenn wir nun das Resummierungsschema22 HDY
q = 1 (HDY (1)

q = H
DY (2)
q = 0) für

den Drell-Yan-Prozess wählen, ergibt sich folgender Zusammenhang:

HDY (2)
qq̄←ij = C

(1)
qi ⊗ C

(1)
q̄j (z) + δqiC

(2)
q̄j (z) + δq̄j C

(2)
qi (z). (3.45)

20Diese Rechnung muss analytisch durchgeführt werden.
21Zur besseren Unterscheidung verwenden wir die Notation Hbb̄H(2)

bb̄←ij ≡ H
(2)
bb̄←ij und HDY (2)

qq̄←ij ≡
H(2)
qq̄←ij für die Higgsproduktion in Bottom-Annihilation und den Drell-Yan-Prozess.
22Wir wählen dieses Resummierungsschema nur zur Bestimmung von H

bb̄H(2)
b bzw. der hart-

kollinearen Funktionen Hbb̄H(2)
bb̄←ij . Im restlichen Teil der Arbeit wird das Resummierungsschema mit

Hbb̄H
b = 1 für die Higgs Produktion in Bottom-Annihilation verwendet.
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An dieser Stelle wird die Eigenschaft der hart-kollinearen Funktion wichtig, invariant
unter Transformationen des Resummierungsschemas zu sein. Wir können nämlich
nun die hart-kollinearen Funktionen der Higgsproduktion in Bottom-Annihilation in
diesem Resummierungsschema berechnen:23

Hbb̄H(2)
bb̄←ij = H

bb̄H(2)
b δbi δb̄j δ(1− z) +H

bb̄H(1)
b

(
δbiC

(1)
b̄j

(z) + δb̄j C
(1)
bi (z)

)
+ C

(1)
bi ⊗ C

(1)
b̄j

(z) + δbiC
(2)
b̄j

(z) + δb̄j C
(2)
bi (z) (3.46)

= H
bb̄H(2)
b δbi δb̄j δ(1− z) +H

bb̄H(1)
b

(
δbiC

(1)
q̄j (z) + δb̄j C

(1)
qi (z)

)
+HDY (2)

qq̄←ij .

Ebenso müssen die C-Koeffizienten in diesem Resummierungsschema gewählt werden

C(1)
qq = 1

2

(
−P εqq(z) + δ(1− z)

(
CF ζ2 +

ADYq
2

))
,

C(1)
qg =

−P εqg(z)
2 ,

(3.47)

wobei der endliche Teil der Einschleifenkorrektur des Drell-Yan-Prozesses ADYq in
Gl. (B.20) gegeben ist. Der ε-Teil der Spaltungsfunktionen P εij ist in AnhangA.2 zu
finden.
Der Koeffizient Hbb̄H(1)

b in Gl. (3.46) ist im verwendeten Resummierungsschema
bekannt. Er lässt sich aus einer zu Gl. (3.46) analogen Beziehung für Hbb̄H(1)

bb̄←bb̄ und
HDY (1)
qq̄←qq̄ bestimmen, welche sich aus Gl. (B.35) ergibt. Daraus folgt:

H
bb̄H(1)
b δ(1− z) =Hbb̄H(1)

bb̄←bb̄ −H
DY (1)
qq̄←qq̄ =

AHb −ADYq
2 δ(1− z) = 3CF δ(1− z). (3.48)

Damit können wir bereits alle hart-kollinearen Funktionen Hbb̄H(2)
bb̄←ij aus Gl. (3.46)

ableiten bis auf Hbb̄H(2)
bb̄←bb̄ des bb̄-Kanals. Dieser lässt sich jedoch mittels der Unitari-

tätsvorgabe (3.41) numerisch ermitteln. Dass diese Berechnung keiner Approximation
bedarf, liegt daran, dass Hbb̄H(2)

b in Gl. (3.46) (vgl. Ref. [87]) eine Konstante ist und
somit keine z-Abhängigkeit aufweist.

3.3.2 Koeffizienten für bb̄ → H

Es werden im Folgenden alle Resummierungskoeffizienten angegeben, welche zusätz-
lich zu denen in Kap. 3.2.2 für die Berechnung des NLO+NNLL-Wirkungsquerschnitts

23Wir verwenden im zweiten Schritt die generelle Eigenschaft, dass sowohl C(l)
qi ≡ C

(l)
q′i als auch

HDY (2)
qq̄←ij ≡ H

DY (2)
q′q̄′←ij unabhängig vom jeweiligen Quarktypen q 6= q′ ist.
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benötigt werden:24

A
(3)
b = −413.7, (3.49)

B(2)
c = C2

F

(
−3

8 + π2

2 − 6 ζ3

)
+ CF CA

(
−61

24 + 11
18 π

2 + 3 ζ3

)
(3.50)

+ CF TR nf

(5
6 −

2
9 π

2
)
,

Hbb̄H(2)
bb̄←bb̄ = Hbb̄H(2)

b̄b←b̄b = H
bb̄H(2)
b δ(1− z) + 6CF C(1)

qq +HDY (2)
qq̄←qq̄ , (3.51)

Hbb̄H(2)
bb̄←bg = Hbb̄H(2)

bb̄←gb̄ = Hbb̄H(2)
b̄b←gb = Hbb̄H(2)

b̄b←b̄g = 3CF C(1)
qg +HDY (2)

qq̄←qg, (3.52)

Hbb̄H(2)
bb̄←gg = HDY (2)

qq̄←gg. (3.53)

A
(3)
c ist Ref. [95, Gl. (74)] entnommen. B(2)

b wird in Ref. [93, Gl. (38)] für bb̄→ H
angegeben. Die Koeffizienten der hart-kollinearen Funktion werden gemäß Gl. (3.46)
anhand der Drell-Yan Koeffizienten HDY (2)

qq̄←ij in Ref. [91], Gln. (23), (27) und (28)
berechnet. Dabei sind die C-Koeffizienten im Resummierungsschema HDY

q = 1
(für Drell-Yan) aus Gl. (3.47) zu verwenden. Den bisher unbekannten Koeffizienten
H
bb̄H(2)
b werden wir mit der in Kap. 3.3.1 beschriebenen Methode numerisch in

Kap. 7.2 bestimmen.

24Wir beschränken uns an dieser Stelle auf die Koeffizienten der drei dominanten Kanäle bb̄, bg
und gg, weil die anderen einen vernachlässigbar kleinen Beitrag zum Wirkungsquerschnitt liefern.
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- Kapitel 4 -

Gluonfusion

4.1 Definition und historischer Hintergrund

Im Standardmodell der Teilchenphysik wird die hadronische Produktion eines Higgs-
teilchens durch die Gluonfusion dominiert. Sie ist daher der wichtigste Produktions-
prozess im SM. Der partonische LO-Prozess ist durch

gg → H (4.1)

gegeben. Dabei wird die Kopplung zwischen den einlaufenden Gluonen und dem
Higgs durch eine Quark-Schleife vermittelt, siehe Abb. 4.1. Prinzipiell kann jedes
Quark innerhalb der Schleife auftreten. Weil die Yukawa-Kopplung der Quarks an
das Higgs jedoch proportional zur Masse ist, liefert das Top-Quark den dominanten
Beitrag bei der Gluonfusion.

Abbildung 4.1: LO-Feynmandiagramm der Gluonfusion

Korrekturen höherer Ordnung werden in der Regel in der effektiven Theorie der
Gluonfusion1 berechnet, in welcher der Grenzfall einer unendlich schweren Top-Masse
(engl.: „heavy-top limit“) angenommen wird. Der Grund dafür ist, dass Korrekturen

1Die effektive Theorie der Gluonfusion wird in Kap. 2.5 beschrieben.
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zum Wirkungsquerschnitt, welche die volle Abhängigkeit von den Quark-Massen
berücksichtigen, meist nur auf einer niedrigeren Ordnung der Störungsreihe in αs
bestimmt werden können. Weil der Limes einer unendlichen Top-Masse eine Approxi-
mation ist, stellt diese eine sehr spezifische Unsicherheit des Wirkungsquerschnitts
der hadronischen Higgsproduktion im SM dar.
Im Falle des totalen Wirkungsquerschnitts hat sich gezeigt, dass die NLO-Korrekturen
in der effektiven Theorie nur im Promillebereich vom exakten Resultat abweichen
[96,97]. Aufgrund dessen wird angenommen, dass die effektive Theorie auch jenseits
von NLO zweckmäßig ist. Die NNLO-Korrekturen [98–100] in dieser Approximation
führen daher zu einer äußerst präzisen Vorhersage des Wirkungsquerschnitts der
hadronischen Higgsproduktion im SM.2 Ref. [110–114] validieren die Verwendung der
effektiven Theorie für den totalen NNLO-Wirkungsquerschnitt durch die Bestimmung
zusätzlicher Terme in der asymptotischen Entwicklung3 des Wirkungsquerschnitts
bezüglich der Top-Masse. Der Effekt dieser Terme beträgt dabei weniger als 1% für
eine Higgsmasse mH . 2mt.
Die Validierung des totalen Wirkungsquerschnitts lässt sich nicht direkt auf Ob-
servablen verallgemeinern, bei welchen die Phasenraumintegration beschränkt wird.
Bei solchen differentiellen Observablen wie der Transversalimpuls- oder der Rapi-
ditätsverteilung können komplizierte Strukturen bezüglich der Top-Masse und ein
unterschiedliches Konvergenzverhalten der 1/m2

t -Entwicklung auftreten. Dadurch
fallen die Effekte exakter Quark-Massen in einigen kinematischen Regionen deutlich
stärker ins Gewicht. Dennoch werden bisher die Vorhersagen differentieller Wir-
kungsquerschnitte in der Gluonfusion größtenteils im Rahmen der effektiven Theorie
berechnet: NLO pT- und y-Verteilung in der H+jet-Produktion [115–118]; der NNLO-
Wirkungsquerschnitt mit Jet-Veto [119]; die Resummierung des Transversalimpulses
auf LO+NLL [120–122] und NLO+NNLL [87,90,123–125]; sowie die voll-differentiellen
partonischen Monte-Carlo-Programme des NNLO-Wirkungsquerschnitts [126–128].
In der Literatur gibt es relativ wenige Studien, welche den Grenzfall einer unendlichen
Top-Masse für differentielle Observablen überprüfen [78, 129–132]. Grob gesagt zeigt
sich dabei, dass die effektive Theorie eine gute Approximation darstellt, solange
pT . mt ist. Im Rahmen dieser Arbeit werden die beiden Studien in Ref. [132]
und [78] vorgestellt, welche die Masseneffekte schwerer Quarks bezüglich verschiedener
kinematischer Verteilungen des Higgsteilchens untersuchen. Erstere berechnet 1/m2

t -
Effekte der H+Jet-Produktion bis NLO in der QCD. Diese werden in Kap. 4.2.1
behandelt. In letzterer wird die pT -Resummierung des Higgsteilchens inklusive voller
Massenabhängigkeit auf LO+NLL durchgeführt, deren Ergebnisse wir Kap. 4.2.2
analysieren werden.
In Kap. 4.2.1 beschränken wir uns auf die numerisch wichtigen Anfangszustände gg
und qg, wenn wir den H+Jet-Wirkungsquerschnitts auf NLO einschließlich aller 1/m2

t -

2Effekte jenseits von NNLO und elektro-schwache Korrekturen werden z. B. in Ref. [101–109]
behandelt.

3Das Konzept der asymptotischen Entwicklung wird in Kap. 2.6 eingeführt.
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Terme bestimmen. Diese überragen beim totalen Wirkungsquerschnitt alle anderen
Kanäle im MS-Schema um etwa zwei Größenordnungen. Für unsere qualitativen
Untersuchungen sind die anderen Kanäle daher nicht von Bedeutung und können
vernachlässigt werden. Für den gg-Kanal zeigen wir, dass die NLO-Korrekturen
differentieller Observablen bemerkenswert gut mit dem Limes einer unendlichen
Top-Masse übereinstimmen. Dem gq-Kanal, welcher einen geringeren numerischen
Effekt auf den Wirkungsquerschnitt hat, kann dieses Verhalten nicht nachgewiesen
werden. In der Summe der partonischen Kanäle lässt sich jedoch zusammenfassen,
dass die effektive Theorie für kinematische Verteilungen des Higgsteilchens innerhalb
von 2-3% gültig ist, solange pT . 150 GeV ist.
Die effektive Theorie im Grenzfall einer unendlichen Quark-Masse ist im SM aus-
schließlich für das Top-Quark gültig. Die Masse der anderen Quarks ist viel kleiner
als die Higgsmasse, so dass der Limes einer unendlich schweren Masse keine sinnvolle
Näherung darstellt. Die Higgs-Gluon-Kopplung in der Gluonfusion wird jedoch eben-
falls durch die fünf leichten Quarks vermittelt. Während das Bottom-Quark einen
Effekt im Prozentbereich erzeugt, können die anderen Quarks bei der Higgsproduk-
tion in Gluonfusion in der Regel vernachlässigt werden. Folglich ist die Größe des
Bottom-Beitrags4 eine weitere spezifische Unsicherheit der hadronischen Produktion
eines Higgsteilchens. Weil mit der heutigen Technologie keine effektive Theorie für
das Bottom-Quark zugänglich ist, muss der Bottom-Beitrag mit voller Massenabhän-
gigkeit berechnet werden.
Es existieren ebenfalls relativ wenige Studien, welche die Effekte der Bottom-Schleife
im SM quantifizieren [75,130,131] und die Vorgehensweise zu deren Berücksichtigung
analysieren [133–136]. Der Beitrag des Bottom-Quarks zum totalen NLO-Wirkungs-
querschnitt beispielsweise beträgt 7% am LHC mit 8 TeV Schwerpunktsenergie und
mH = 125GeV [75, 97]. Dabei stellt sich eine Gewichtung des LO-Wirkungsquer-
schnitts mittels der NLO-Korrekturen in der effektiven Theorie als kontraproduktiv
heraus, um den exakten Wirkungsquerschnitt zu approximieren.
Bei der Resummierung des Transversalimpulses auf LO+NLL in Kap. 4.2.2 werden
daher sowohl die exakte Top- als auch die exakte Bottom-Masse berücksichtigt. Daraus
berechnen wir die Masseneffekte der resummierten pT -Verteilung verglichen mit dem
Limes einer unendlichen Top-Masse. Die Resultate validieren die Zuverlässigkeit
der effektiven Theorie für das Top-Quark, welche den exakten Wirkungsquerschnitt
für kleine Transversalimpulse pT . 50 GeV mit einer Abweichung von unter 0.5%
approximieren. Die Unsicherheit, welche durch den Bottom-Beitrag hervorgerufen
wird, ist von der Größenordnung 10%. Die Studie in Ref. [131] ist sehr ähnlich zu der
in Kap. 4.2.2. Dort wird die pT -Verteilung mit Top- und Bottom-Massenabhängigkeit
durch einen Partonenschauer (engl.: „parton shower“) mit der POWHEG-Methode [137,
138] resummiert. Am Ende von Kap. 4.2.2 vergleichen wir daher unsere Resultate mit
Ref. [131]. Während es eine hervorragende Übereinstimmung für den Top-Beitrag

4Im Rahmen der Gluonfusion fassen wir hier und im Folgenden den Interferenzterm zwischen
Top- und Bottom-Amplitude als Teil des Bottom-Beitrags auf.



66 Kapitel 4. Gluonfusion

gibt, finden wir erhebliche Unterschiede der Masseneffekte bei kleinen pT , wenn Top-
und Bottom-Quark berücksichtigt werden.

4.2 Validierung der effektiven Theorie

4.2.1 Top-Masseneffekte kinematischer Verteilungen5 bis O(α4
s)

4.2.1.1 Einführende Bemerkungen

In diesem Kapitel wird der Effekt einer endlichen Top-Masse untersucht. Dazu
betrachten wir die Higgsproduktion in Gluonfusion mit einem zusätzlichen Jet bzw.
Parton im Endzustand. Dieser H+Jet-Wirkungsquerschnitt wird differentiell bis
NLO in der QCD berechnet, wobei die ersten beiden Terme der asymptotischen
Entwicklung6 in 1/m2

t bestimmt werden. Der führende Term dieser Entwicklung
entspricht dabei dem Grenzfall einer unendlichen Top-Masse. Den zweiten Term der
Entwicklung bezeichnen wir im Folgenden als 1/m2

t -Beitrag. Wir analysieren dessen
Einfluss auf die Transversalimpuls- und Rapiditätsverteilung und überprüfen so die
Güte der effektiven Theorie für das Top-Quark.
Dieses Kapitel ist wie folgt aufgebaut: In Abschn. 4.2.1.2 wird die Rechnung mittels
der relevanten Feynmandiagramme kurz eingeführt. Bevor wir in Abschn. 4.2.1.4
unsere Rechnung auf LO motivieren, werden die verwendeten Inputparameter in
Abschn. 4.2.1.3 spezifiziert. Der Hauptteil unserer Studie ist in Abschn. 4.2.1.5 gegeben.
Dort analysieren wir sowohl semi-inklusive als auch differentielle NLO-Wirkungsquer-
schnitte auf ihre Top-Masseneffekte. Abschließend fassen wir unsere Ergebnisse in
Abschn. 4.2.1.6 zusammen.

4.2.1.2 Beschreibung der Problematik

Im Folgenden werden die Verteilungen dσ/dpT und dσ/dy der H+Jet-Produktion in
der Gluonfusion behandelt. Es werden nur die Top-Beiträge berücksichtigt, während
die anderen Quarks vernachlässigt werden. Der LO-Beitrag der H+Jet-Produktion
ist von der Ordnung α3

s. Abb. 4.2 zeigt die LO-Feynmandiagramme der partonischen
Kanäle gg → gH, qg → qH, q̄g → q̄H und qq̄ → gH (q ∈ {u, d, s, c, b}). Die partoni-
schen Wirkungsquerschnitte dieser Kanäle müssen zur Bestimmung des hadronischen
Wirkungsquerschnitts gemäß Gl. (2.13) mit den Partonverteilungen gefaltet werden.
Auf der Ordnung α3

s ist die volle Abhängigkeit des Wirkungsquerschnitts von der
Top-Masse bekannt. Diese dient in Abschn. 4.2.1.4 zum Vergleich.
Um die NLO-Korrekturen des H+Jet-Wirkungsquerschnitts in der QCD zu berech-
nen, müssen die reelle Abstrahlung und die virtuelle Korrektur der partonischen

5Dieses Kapitel folgt eng unserer Darstellung in Ref. [132].
6siehe Kap. 2.6
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(a) (b) (c)

Abbildung 4.2: LO-Feynmandiagramme des Prozesses pp → H+Jet. Es
wird die folgende graphische Notation verwendet: fette Linie =̂ Top-Quark;
dünne Linie =̂ leichtem Quark q ∈ {u, d, c, s, b}; Spirale =̂ Gluon; gestrichelte
Linie =̂ Higgsboson.

LO-Prozesse berücksichtigt werden. Erstere stellt sich durch eine Reihe neuer par-
tonischer Prozesse dar: gg → ggH, gg → qq̄H, qg → qgH und qiqj → qkqlH, wobei
die Indizes der Quarks im letzten Prozess darauf hinweisen, dass unterschiedliche
Kombinationen von Quarktypen berücksichtigt werden müssen. Wir werden sie im
Folgenden nicht unterscheiden und fassen daher alle quark-induzierten Prozesse
im qq-Kanal zusammen. Beispiele für Feynmandiagramme der reellen Abstrahlung
sind in Abb. 4.3 (a)-(d) gezeigt. Die virtuellen Korrekturen ergeben sich aus den
partonischen LO-Prozessen mit zusätzlicher Schleife, siehe z. B. Abb. 4.3 (e) und (f).
Bei den NLO-Korrekturen gestaltet sich die Berechnung virtueller Diagramme, wie sie
in Abb. 4.3 (e)-(f) gegeben sind, am schwierigsten. Diese Zweischleifen-Boxdiagramme
enthalten massive (Masse: mt) und masselose interne Linien und eine massive (Masse:
mH) externe Linie. Weil die Komplexität der zu lösenden Integrale zu hoch ist,
gibt es in der Literatur keine analytischen Lösungen von Diagrammen dieser Form.
Ebenfalls ist die Effizienz numerischer Methoden bisher zu gering. Daher ist der
NLO-Wirkungsquerschnitt des H+Jet-Prozesses lediglich in der effektiven Theorie
bekannt [115–118]. In diesem Fall vereinfachen sich die virtuellen Korrekturen zu
Einschleifendiagrammen mit einer effektiven Higgs-Gluon-Kopplung. Diese wird mit
einem Wilson-Koeffizient multipliziert, der perturbativ bestimmbar ist [70–74].7

Nach Kap. 2.6 kann der Wirkungsquerschnitt im Limes einer unendlich schweren
Top-Masse als führender Term der asymptotischen Entwicklung in 1/mt angesehen
werden. Um die Top-Massenabhängigkeit zu quantifizieren, gehen wir über diesen
Grenzfall hinaus und berechnen zusätzlich die darauf folgenden 1/m2

t -Terme. Die
dafür notwendigen Amplituden werden in Ref. [111] bestimmt. Dabei wird eine
automatisierte Form der asymptotischen Entwicklung verwendet [77,139,140]. Die
Auslöschung der soften und kollinearen Divergenzen dieser Amplituden wird mittels
der in Kap. 2.3 vorgestellten Dipolsubtraktion [41] realisiert. Dabei müssen die
Subtraktionsterme Ordnung für Ordnung in 1/mt angewendet werden. Auf diese Weise

7vgl. Kap. 2.5
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(a) (b) (c) (d)

(e) (f)

Abbildung 4.3: Beispiele für Feynmandiagramme der QCD-Korrekturen
auf NLO des Prozesses pp→ H+Jet: (a)-(d) reelle Abstrahlung; (e) und (f)
virtuelle Korrekturen; graphische Notation wie in Abb. 4.2.

haben wir ein voll-differentielles partonisches Monte-Carlo-Programm implementiert,
welches den Wirkungsquerschnitt der H+Jet-Produktion bis NLO berechnet. Dieses
enthält neben dem bereits bekannten Grenzfall einer unendlichen Top-Masse [115–118]
ebenfalls den 1/m2

t -Beitrag der asymptotischen Entwicklung.
Wir haben die Konsistenz unseres Programms auf unterschiedliche Weise überprüft.
Die wichtigste Kontrolle ist der numerische Vergleich der pT -Verteilung auf NLO
in der effektiven Theorie mit dem Programm HqT [87, 123, 125]. Dabei finden wir
Übereinstimmung im Promillebereich. Die verwendeten Amplituden der 1/m2

t -Terme
wurden bereits bei der Berechnung der totalen NNLO-Rate zwischen Ref. [111] und
Ref. [141] verifiziert. Außerdem sind die Wirkungsquerschnitte der 1/m0

t - und 1/m2
t -

Terme separat unabhängig vom α-Parameter8 [61,62], welcher als Konsistenzkontrolle
der Dipolsubtraktion dient. Ein gewünschter Nebeneffekt der Implementierung des
α-Parameters ist die Beschränkung des Phasenraums der Dipole, wodurch die Kon-
vergenz des Monte-Carlo-Programms beschleunigt wird.
Im nächsten Abschnitt werden zunächst die Inputparameter spezifiziert, welche für
die Ergebnisse in den darauf folgenden Abschnitten verwendet werden.

4.2.1.3 Inputparameter

Die Berechnung der Wirkungsquerschnitte in den kommenden Abschnitten erfordert
verschiedene Inputparameter. Soweit nicht explizit abweichend angegeben, werden
sie im Rahmen dieses Kapitels wie folgt angenommen:

8siehe Kap. 2.3
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• Die Ergebnisse sollen für den LHC gültig sein. Folglich werden Protonkollisonen
mit einer Schwerpunktsenergie von

√
s = 14TeV betrachtet. Außerdem werden

exemplarische Plots für
√
s = 7TeV angegeben.

• Als Partonverteilungen verwenden wir den zentralen PDF-Satz von MSTW2008
[42]. Die damit verbundenen Unsicherheiten werden im Folgenden nicht be-
trachtet.9

• Dem PDF-Satz entsprechend wird als Startwert der starken Kopplungskonstante
auf LO αs(mZ) = 0.13939 und auf NLO αs(mZ) = 0.12018 verwendet.

• Weil die hier vorgestellten Ergebnisse bereits vor der Entdeckung des Higgsteil-
chens produziert wurden, wird eine Higgsmasse von mH = 120GeV angenom-
men.

• Die Renormierungs- und Faktorisierungsskala werden auf µR = µF = mH

festgelegt, nur bei der Transversalimpulsverteilung wählen wir pT -abhängige
Skalen µR = µF =

√
m2
H + p2

T .

• Für das Top-Quark setzen wir eine on-shell-Masse10 von mt = 172GeV ein.

Es sei angemerkt, dass eine Variation obiger Parameter im Allgemeinen zwar sinnvoll
ist, deren Bedeutung jedoch für die qualitativen Aussagen, welche im Rahmen dieser
Studie gemacht werden, zweitrangig ist.

4.2.1.4 Betrachtungen auf führender Ordnung

Bevor wir im kommenden Abschnitt kinematische Verteilungen des Higgsbosons auf
NLO bezüglich ihrer Abhängigkeit von der Top-Masse analysieren, möchten wir diese
anhand der LO-Masseneffekte des H+Jet-Prozesses motivieren. Dazu wird zunächst
der semi-inklusive Wirkungsquerschnitt

σ(pT ≥ pcutT ) =
∫
pT≥pcut

T

dpT
dσ

dpT
(4.2)

definiert. pcutT bezeichnet dabei einen unteren Schnitt auf den Transversalimpuls des
Higgsbosons pT , wodurch die soften und kollinearen Divergenzen des Wirkungsquer-
schnitts reguliert werden. In Abb. 4.4 wird der semi-inklusive LO-Wirkungsquerschnitt
in Abhängigkeit von der Higgsmasse gezeigt. Dabei werden die drei partonischen
Kanäle gg (rot), gq (grün) und qq̄ (blau) separat dargestellt. Wie bereits erwähnt ist
auf dieser Ordnung die exakte Top-Massenabhängigkeit bekannt. Abb. 4.4 zeigt daher
für jeden Kanal drei Wirkungsquerschnitte: den Grenzfall einer unendlichen Top-
Masse (gepunktet), die Entwicklung bis 1/m2

t (gestrichelt) und die Berücksichtigung
9Für Informationen bezüglich der Unsicherheiten von PDFs verweisen wir auf die Studien in

Ref. [142,143].
10Wir verwenden in dieser Arbeit das Wort „on-shell“ für die Renormierung auf der Massenschale.
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Abbildung 4.4: H+Jet-Wirkungsquerschnitt, wie er in Gl. (4.2) definiert
wird; pcutT = 30GeV.

der exakten Abhängigkeit von der Top-Masse (durchgezogen). Hier und im Folgenden
wird, soweit nicht anders angegeben, ein Schnitt von pcutT = 30GeV verwendet.
Die exakten Kurven haben einen Buckel bei mH ≈ 2mt. Dieser ist durch die Top-
Quark-Schwelle der Amplitude begründet. Dieses Verhalten kann selbstverständlich
nicht durch eine Entwicklung in 1/mt reproduziert werden. Die Gestalt der Kurven
erinnert sehr an den totalen inklusiven Wirkungsquerschnitt pp → H + X in der
Gluonfusion. Dieser startet bei einer Ordnung tiefer in αs als der hier gezeigte semi-
inklusive Wirkungsquerschnitt, weil er auf LO durch einen 2→ 1-Prozess beschrieben
wird.
Wie zu erwarten wird in allen Kanälen in Abb. 4.4 die asymptotische Entwicklung für
Higgsmassen deutlich oberhalb von der Top-Masse unzulässig. Außerdem funktioniert
die 1/mt-Entwicklung für den qq̄-Kanal bereits für kleine mH äußerst schlecht. Dies
wurde bereits in Ref. [112, 114] bei dem totalen inklusiven Wirkungsquerschnitt
beobachtet. Der Beitrag des qq̄-Kanals zum Wirkungsquerschnitt ist jedoch etwa zwei
Größenordnungen kleiner als der des qg-Kanals. Dieser ist wiederum zwei- bis dreimal
so klein wie der gg-Kanal. Auch auf höheren Ordnungen, wo weitere quark-induzierte
Kanäle auftreten, bleiben die Auswirkungen des qq-Kanals11 gering. Folglich ist der
qq-Kanal eine eindeutige, aber auch relativ unwichtige Limitierung der effektiven

11Es sei noch einmal darauf hingewiesen, dass wir hier alle quark-induzierten Prozesse zum
qq-Kanal zählen.
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Theorie. Weil unsere Analyse keine Aussagekraft für den qq-Kanal und umgekehrt der
qq-Kanal keinen Einfluss auf unsere Analyse hat, werden wir ihn von den weiteren
Betrachtungen ausschließen. Dabei ist jedoch zu beachten, dass die effektive Theorie
nicht mehr gültig ist, falls sehr spezielle kinematische Schnitte den relativen Beitrag
des qq-Kanals deutlich erhöhen.
Um die Unterschiede der drei Kurven des gg- und qg-Kanals in Abb. 4.4 für kleinemH

zu analysieren, zeigt Abb. 4.5 die relative Abweichung der 1/mt-Entwicklung des semi-
inklusiven Wirkungsquerschnitts vom exakten Resultat. D. h., für jeden Kanal werden
die beiden Kurven der 1/mt-Entwicklung (gepunktet und gestrichelt) in Abb. 4.4 auf
den Wirkungsquerschnitt mit exakter Massenabhängigkeit (durchgezogen) normiert.
Neben dem gg-Kanal (links) und dem qg-Kanal (mittig) ist außerdem die Summe
beider Kanäle (rechts) in Abb. 4.5 gegeben, wobei anzumerken ist, dass die Summe
vor der Normierung gebildet wird. Um einen Eindruck davon zu bekommen, wie
unsere Resultate von der Schwerpunktsenergie abhängen, sind in Abb. 4.5 (a) die
jeweiligen Kurven mit

√
s = 14TeV und in Abb. 4.5 (b) mit

√
s = 7TeV aufgetragen.

Bei den folgenden Beschreibungen werden wir die Ergebnisse für
√
s = 7TeV in

Klammern hinter denen für
√
s = 14TeV angeben.

Im gg-Kanal stimmen die Terme bis O(1/m2
t ) zu 2% (2.5% bei

√
s = 7TeV) für

mH ∈ [100, 200]GeV mit dem exakten Wirkungsquerschnitt überein. Die führenden
Terme O(1/m0

t ) weichen hingegen bis zu 15% (16%) ab. Die Übereinstimmung im qg-
Kanal ist nicht so gut: Während die 1/m0

t -Terme einen Unterschied von 7% (5%) vom
exakten Resultat aufweisen, sind es bei der Entwicklung bis 1/m2

t bis zu 18% (9.5%).
Weil der gg-Kanal numerisch dominant ist, hat die Approximation bis O(1/m2

t ) in
der Summe eine Güte von 6% (5%), wobei sich für die führenden Terme der Entwick-
lung eine Abweichung von maximal 12% (12.5%) ergibt. Da bereits auf LO solche
großen Effekte auftreten, ist es wichtig das exakte Resultat zu verwenden und höhere
Ordnungen mittels einer Umgewichtung einzubinden. Beim totalen Wirkungsquer-
schnitt hat sich gezeigt, dass es sinnvoll ist, den LO-Wirkungsquerschnitt mit exakter
Top-Massenabhängigkeit von den perturbativen Korrekturen auszuklammern. Diese
Korrekturen lassen sich dann in der effektiven Theorie berechnen. Unsere Analyse
wird nachweisen, dass ein entsprechendes Vorgehen für differentielle Observablen
ebenfalls von Vorteil ist.
Wenn wir die Unterschiede zwischen Abb. 4.5 (a) und (b) analysieren, beobachten
wir im gg-Kanal eine geringe Abhängigkeit der Masseneffekte von der Schwerpunkts-
energie. Im qg-Kanal sind die Abweichungen für

√
s = 14TeV größer. Das liegt

daran, dass bei der asymptotischen Entwicklung mt als größte Skala im Prozess
angenommen wird12. Für die qualitativen Aussagen unserer Studie ist die Wahl von√
s = 14TeV daher hinreichend.

Abb. 4.6 zeigt eine weniger inklusive Observable: die Verteilung bezüglich des Trans-
versalimpulses des Higgsbosons. Wir vergleichen wieder den Wirkungsquerschnitt mit
exakter Massenabhängigkeit mit der 1/mt-Entwicklung. In Abb. 4.6 ist die asymp-

12Weitere Informationen diesbezüglich finden sich in Ref. [111,113,141,144].
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Abbildung 4.5: Semi-inklusiver LO-Wirkungsquerschnitt bis 1/mn
t nor-

miert auf die exakte Massenabhängigkeit (rot, durchgezogen) , für n = 0
(grün, gepunktet) und n = 2 (blau, gestrichelt). Links: gg-Kanal; mittig: qg-
Kanal; rechts: Summe beider Kanäle; (a)

√
s = 14TeV und (b)

√
s = 7TeV.
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Abbildung 4.6: Transversalimpulsverteilung dσ/dpT auf LO für die volle
Massenabhängigkeit (rot, durchgezogen) und die Entwicklung bis 1/mn

t für
n = 0/2/4/6 (gepunktet/gestrichpunktet/kurz-gestrichelt/lang-gestrichelt).
Links: gg-Kanal; mittig: qg-Kanal; rechts: Summe.

totische Entwicklung bis O(1/m6
t ) aufgetragen. Dabei separieren wir wiederum die

beiden partonischen Kanäle und deren Summe. Ausgenommen O(1/m6
t ) approxi-

miert die 1/mt-Entwicklung das exakte Ergebnis bis zu einem Transversalimpuls
von etwa der Top-Masse sehr gut. Für Terme der Ordnung O(1/m6

t ) und höher
geht die Konvergenz der asymptotischen Entwicklung bereits für kleine pT verloren.
Dieser Konvergenzbruch bei hohen Termen in der asymptotischen Entwicklung wur-
de bereits beim totalen inklusiven Wirkungsquerschnitt beobachtet [111–114]. Der
Grund dafür liegt im Potenzverhalten ŝ/mt, welches durch die 1/mt-Entwicklung
erzeugt wird. So wird bei großen Werten von

√
ŝ die Konvergenz des partonischen

Wirkungsquerschnitts beeinträchtigt. Während dies bei den führenden Termen der
1/mt-Entwicklung durch die Partonverteilungen unterdrückt wird, wirkt es sich ab
O(1/m6

t ) ebenfalls auf den hadronischen Wirkungsquerschnitt aus. Ein analoger
Zusammenhang gilt für den Transversalimpuls pT .
Zusammenfassend können wir sagen, dass die Beobachtungen auf LO eine Analyse
der 1/m2

t -Effekte auf den NLO-Wirkungsquerschnitts anregt. Dadurch lässt sich die
Gültigkeit der effektiven Theorie für differentielle Observablen abschätzen.
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4.2.1.5 Ergebnisse auf nächst-führender Ordnung

Um die Entwicklung des hadronischen Wirkungsquerschnitts bezüglich 1/mt unse-
rer bisherigen Notation (vgl. Gln. (2.2) und (2.8)) hinzuzufügen, führen wir einen
zusätzlichen Index k ein

dσ
(l;k)
ij , i, j ∈ {q, q̄, g} . (4.3)

Wie zuvor bezeichnet ij den partonischen Anfangszustand des Wirkungsquerschnitts
und l dessen Ordnung in der Störungsreihe. Analog gibt der neue Index k die Ordnung
in der (1/mt)k-Entwicklung an. Entsprechend Gl. (2.3) definieren wir außerdem den
LO- und NLO-Wirkungsquerschnitt als Summe über die perturbativen Ordnungen
und über die (1/mt)k-Terme bis zur Ordnung k = n:

dσ
(LO,n)
ij =

n∑
k=0

dσ
(0;k)
ij ,

dσ
(NLO,n)
ij =

n∑
k=0

(
dσ

(0;k)
ij + dσ

(1;k)
ij

)
.

(4.4)

In dem Falle, dass die Indizes ij weggelassen werden, stellt der Wirkungsquerschnitt
die Summe aller beitragenden Kanäle dar (vgl. Gl. (2.13)).
Ziel dieses Abschnitts ist es, mittels der 1/m2

t -Effekte qualitative Aussagen über die
Güte der Näherung durch die effektive Theorie zu machen. Daher sehen wir davon
ab absolute Werte für den Wirkungsquerschnitt anzugeben. Vielmehr analysieren
wir den Einfluss der 1/m2

t -Terme auf den K-Faktor, welcher wie folgt als Quotient
des NLO- durch den LO-Wirkungsquerschnitt definieren wird:

[Kn(b)]ij =
dσ

(NLO;n)
ij (b)

dσ
(LO;n)
ij (b)

. (4.5)

Dabei wird impliziert, dass die differentiellen Wirkungsquerschnitte dσ(b) auf der
rechten Seite über alle kinematischen Variablen außer b integriert werden. So werden
Masseneffekte auf den K-Faktor für b = ∅, b = pT und b = y (den semi-inklusiven
Wirkungsquerschnitt, die Transversalimpuls- und die Rapiditätsverteilung) analysiert.
K(b) ist dabei ein Maß für die Größe der perturbativen Korrekturen. Im Falle des
K-Faktors der effektiven Theorie K0 hat sich beispielsweise für den totalen Wir-
kungsquerschnitt gezeigt, dass er äußerst präzise mit dem K-Faktor übereinstimmt,
welcher die exakte Top-Masse berücksichtigt [97,111,113]. Folglich ist die Gewichtung
des exakten LO-Wirkungsquerschnitts mit K0 eine exzellente Approximation des Wir-
kungsquerschnitts höherer Ordnungen. Mit Hilfe der 1/mt-Entwicklung werden wir
überprüfen, ob sich ähnliche Aussagen auch über differentielle Observablen machen
lassen.
Dafür betrachten wir zunächst den semi-inklusiven Wirkungsquerschnitt aus Gl. (4.2)
mit pcutT = 30GeV. Abb. 4.7 vergleicht den K-Faktor K2(≡ K2(∅)) der Entwicklung
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Abbildung 4.7: K-Faktoren gemäß Gl. (4.5) des semi-inklusiven Wir-
kungsquerschnitts in Gl. (4.2); Kn ≡ Kn(∅); linker/mittiger/rechter Plot:
[Kn]gg/[Kn]qg/[Kn]gg+qg; gepunktet/gestrichelt: n = 0/2. Die Punkte ent-
sprechen den Resultaten der Berechnung. Die Linien wurden zur besseren
Veranschaulichung eingeführt. Die Abweichungen der Punkte von den Linien
lassen auf den numerischen Fehler schließen.

bis 1/m2
t mit dem der effektiven Theorie K0. Dabei werden wiederum die Kanäle gg

(links), qg (mittig) und ihre Summe (rechts) gezeigt. Es sei jedoch darauf hingewiesen,
dass in der Summe der Kanäle Kn 6= [Kn]gg + [Kn]qg ist, weil gemäß Gln. (4.5) und
(4.4) die Addition der Kanäle jeweils im Zähler und Nenner separat durchgeführt
wird.
Im gg-Kanal ist die Ähnlichkeit der beiden Kurven für K0 und K2, welche kaum zu
unterscheiden sind, äußerst bemerkenswert. Dieses konsistente Verhalten wird ein
wenig vom gq-Kanal getrübt, bei dem Abweichungen zwischen 5 − 10% auftreten.
Weil der gluon-induzierte Kanal jedoch einen zwei- bis dreimal größeren Beitrag zum
Wirkungsquerschnitt liefert, finden wir in der Summe der beiden Kanäle Überein-
stimmungen innerhalb von etwa 3%. Der kleine Einfluss der 1/m2

t -Terme auf den
K-Faktor weist auf dessen geringe Abhängigkeit von einer exakten Top-Masse hin.
Somit lässt sich die effektive Theorie für den semi-inklusiven Wirkungsquerschnitt
mit einer Genauigkeit von 3% validieren.
Für die K-Faktoren der Transversalimpulsverteilung Kn(pT ) in Abb. 4.8 finden wir
ähnliche Ergebnisse: Im gg-Kanal ist der pT -abhängigeK-Faktor der führenden Terme
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Abbildung 4.8: Entspricht Abb. 4.7, aber für die Transversalimpulsvertei-
lung; Kn ≡ Kn(pT ).

der 1/mt-Entwicklung K0(pT ) nahezu identisch mit K2(pT ), welcher zusätzlich die
nächst-führenden Terme der Entwicklung berücksichtigt. Die K-Faktoren haben
zudem eine schwache (< 10%) Abhängigkeit von pT ∈ [30, 300]GeV. Während die
Übereinstimmung der beiden K-Faktoren für kleine Transversalimpulse im qg Kanal
ebenfalls gut ist, steigen die Abweichungen zwischen ihnen für pT & 150GeV drastisch
an. Zudem werden die Werte der K-Faktoren stark vom Transversalimpuls beeinflusst.
K0(pT ) ändert sich im qg-Kanal für pT ∈ [30, 300]GeV um etwa 40%, bei K2(pT )
sind es sogar über 90%. In der Summe beider Kanäle ergeben sich Unterschiede
zwischen K0(pT ) und K2(pT ) unterhalb von 2− 3% für pT < 150GeV und 10% bei
pT = 300GeV. Ebenfalls ist die Abhängigkeit der K-Faktoren von pT ∈ [30, 300]GeV
deutlich geringer als im qg-Kanal. Sie ist für pT ∈ [30, 150]GeV in beiden Fällen
unterhalb von 20% und für pT ∈ [30, 300]GeV unter 30%.
Zusammenfassend können wir sagen: Die geringen Unterschiede zwischen K0 und
K2 in der Summe suggerieren, dass die Berechnung von QCD-Korrekturen der pT -
Verteilung in der effektiven Theorie durchgeführt werden kann. Diese sollten dann
jedoch genutzt werden, um die LO pT -Verteilung mit exakter Top-Masse umzuge-
wichten. Die Unsicherheit bezüglich der Masseneffekte beträgt in dieser Prozedur
2-3% (10%) für pT < 150GeV (pT = 300GeV).
Zuletzt wollen wir uns noch mit der Rapiditätsverteilung des Higgsbosons beschäftigen.
Abb. 4.9 zeigt die y-abhängigen K-Faktoren. Im gg-Kanal variieren K0(y) und K2(y)
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Abbildung 4.9: Entspricht Abb. 4.7, aber für die Rapiditätsverteilung;
Kn ≡ Kn(y).

um etwa 15% im Intervall y ∈ [0, 4]. Die y-Abhängigkeit von K0(y) (K2(y)) im
qg-Kanal beträgt etwa 25% (35%) und in der Summe beide Male etwa 20%. Die
Unterschiede zwischen den beiden K-Faktoren erinnern sehr an den semi-inklusiven
Wirkungsquerschnitt: Die Korrekturen im gg-Kanal sind kaum zu unterscheiden,
im qg-Kanal weichen die Kurven stärker voneinander ab, aber in der Summe stellt
sich eine Übereinstimmung im Bereich von 2% ein. Offensichtlich ergeben sich die
beobachteten Abweichungen zwischen K0 und K2 für Observablen, welche über pT
integriert werden, aus der schlechten Konvergenz des qg-Kanals für pT > 150GeV
(vgl. Abb. 4.8 und Abb. 4.6). Aufgrund der Dominanz des gg-Kanals wird dadurch
jedoch die Güte der effektiven Theorie nur im Bereich weniger Prozent beeinträchtigt.

4.2.1.6 Schlussfolgerungen

In diesem Kapitel haben wir die Qualität der effektiven Theorie der Gluonfusion
für differentielle Observablen überprüft. Dazu wurden die ersten beiden Terme der
1/m2

t -Entwicklung des H+Jet-Wirkungsquerschnitts bis NLO berechnet und ihre
Auswirkungen auf kinematische Verteilungen des Higgsbosons analysiert.
Im Hauptteil dieses Kapitels haben wir uns mit den K-Faktoren von drei Observa-
blen beschäftigt: der semi-inklusive Wirkungsquerschnitt, die Transversalimpuls- und
die Rapiditätsverteilung. In allen drei Fällen sind im gluon-induzierten Kanal die
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perturbativen Effekte der Massenkorrekturen erstaunlich ähnlich zu denen des füh-
renden Massenterms, welcher dem Grenzfall einer unendlichen Top-Masse entspricht.
Anders gesagt die NLO K-Faktoren sind nahezu identisch. Dieses Verhalten wird
durch den qg-Kanal beeinträchtigt. Dennoch folgern wir, dass die Gewichtung der
LO-Rate mit den jeweiligen K-Faktoren eine exzellente Approximation des exakten
NLO-Wirkungsquerschnitts darstellt. Die Unsicherheiten sind dabei im Bereich von
2-3% für Observablen, welche über pT integriert werden, und die Transversalimpuls-
verteilung für pT < 150GeV.
Es wurde überprüft, dass diese Resultate für mH . 2mt gültig sind. Die Genauigkeit
obiger Prozedur ist damit besser als die Unsicherheit des Wirkungsquerschnitts,
welche durch die PDFs, αs und fehlende höhere Ordnungen in der Störungstheorie
verursacht wird.
Im nächsten Kapitel werden die Masseneffekte der pT -Verteilung noch genauer
untersucht.

4.2.2 Masseneffekte bei kleinem Transversalimpuls auf LO+NLL13

4.2.2.1 Einführende Bemerkungen

Eine der wichtigsten differentiellen Observablen bei der Higgsmessung ist dessen
Transversalimpulsverteilung. Sie wurde in der effektiven Theorie der Gluonfusion
bis NLO zunächst numerisch [115,116] und später analytisch [117] berechnet.14 Der
voll-differentielle Wirkungsquerschnitt der Higgsproduktion in Gluonfusion ist bis
NNLO bekannt [126,127]. Aufgrund logarithmischer Divergenzen bezüglich des Trans-
versalimpulses, siehe Gl. (3.1), sind diese Berechnungen jedoch nur für hinreichend
hohe Transversalimpulse gültig bzw. nur, wenn über pT von null bis zu hinreichend
großen Werten integriert wird. Um eine glaubhafte Vorhersage der pT -Verteilung
ebenfalls für kleine pT zu erhalten, müssen die logarithmischen Terme bis zu allen
Ordnungen in der Störungstheorie resummiert werden.15 In der effektiven Theorie
wurde die pT -Resummierung auf NLL [120–122] und NNLL [87,123,125] durchgeführt.
Die resummierte pT -Verteilung in Gl. (3.12) ist bis NLO+NNLL bekannt und ist mit
dem Programm HqT [87, 123,125] zu berechnen.
In diesem Kapitel geht es um die pT -Resummierung bis LO+NLL im Higgspro-
duktionsprozess der Gluonfusion, wobei die volle Abhängigkeit von der Top- und
Bottom-Masse berücksichtigt wird. Die resummierte pT -Verteilung inklusive vol-
ler Massenabhängigkeit war zuvor nicht bekannt. Im Folgenden geht es vor allem
darum, die effektive Theorie für die Beschreibung der Resummierungseffekte des
Top-Beitrags zu validieren und die Unsicherheit aufgrund des fehlenden Bottom-

13Dieses Kapitel folgt eng unserer Darstellung in Ref. [78].
14vgl. dazu auch Kap. 4.2.1
15siehe dazu Kap. 3.1
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Beitrags abzuschätzen.16 Während es sich als sinnvoll erweist den Bornfaktor17 mit
voller Top-Massenabhängigkeit von den Resummierungskorrekturen in der effektiven
Theorie zu faktorisieren, werden wir zeigen, dass dieses Vorgehen zur Approximation
der Bottom-Beiträge nicht geeignet ist. Diese Terme sollten daher auf der Ordnung
eingebunden werden, bis zu welcher ihre Berechnung realisierbar ist. Zuletzt ver-
gleichen wir unsere Ergebnisse mit denen in Ref. [131], welche in einer ähnlichen
Studie wie dieser die Masseneffekte der pT -Verteilung unter Verwendung der POWHEG-
Methode mittels eines Partonenschauers berechnen. Während die Übereinstimmung
der Top-Masseneffekte beachtlich ist, ergeben sich signifikante Unterschiede, sobald
der Bottom-Beitrag berücksichtigt wird.
Dieses Kapitel ist wie folgt aufgebaut: In Abschn. 4.2.2.2 wird die Berechnung des
resummierten Wirkungsquerschnitts skizziert. Nachdem in Abschn. 4.2.2.3 die In-
putparameter der Berechnung angegeben werden, erinnern wir in Abschn. 4.2.2.4
noch einmal an die bekannten Resultate auf LO. In Abschn. 4.2.2.5 werden dann die
Masseneffekte der resummierten pT -Verteilung analysiert und mit den Resultaten in
Ref. [131] verglichen. Zuletzt fassen wir die Ergebnisse in Abschn. 4.2.2.6 zusammen.

4.2.2.2 Beschreibung der Problematik

Wir skizzieren zunächst kurz die Berechnung des totalen NLO-Wirkungsquerschnitts,
weil für die resummierte pT -Verteilung auf LO+NLL die gleichen Amplituden benötigt
werden. Abb. 4.10 (a) zeigt noch einmal das LO-Feynmandiagramm der Higgspro-
duktion in Gluonfusion. Dabei berücksichtigen wir hier sowohl das Top- als auch
das Bottom-Quark innerhalb der Schleife, welche die beiden größten Beiträge zum
Wirkungsquerschnitt liefern. Diagramme mit anderen Quark-Schleifen werden von
unseren Betrachtungen ausgeschlossen.
Auf NLO müssen zwei Arten von Korrekturen berücksichtigt werden, die virtuellen
(siehe z. B. Abb. 4.10 (b)) und die reellen (siehe z. B. Abb. 4.11). Die Diagramme
der reellen Abstrahlung sind dabei identisch zu den LO-Feynmandiagrammen des
H+Jet Prozesses in Abb. 4.2. Für alle NLO-Amplituden des Prozesses gg → H kann
die Berechnung mit exakter Massenabhängigkeit durchgeführt [97, 145, 146] und
so die Approximation durch die effektive Theorie vermieden werden. Der totale
Wirkungsquerschnitt mit voller Top- und Bottom-Massenabhängigkeit ist daher bis
NLO bekannt [97] (vgl. auch Ref. [147–151]).
Der resummierte Wirkungsquerschnitt auf LO+NLL wird gemäß Gl. (3.12) durch(

dσ

dp2
T

)LO+NLL

= dσLO

dp2
T

−
[
dσres

dp2
T

]
LO

+
[
dσres

dp2
T

]
NLL

(4.6)

16Zur Erinnerung: Die Interferenzterme zwischen den Amplituden mit Top- und Bottom-Schleife
betrachten wir als Teil des Bottom-Beitrags.

17Als Bornfaktor σ(0) ≡ σ
(0)
gg bezeichnen wir in diesem Kapitel den partonischen LO-Wirkungs-

querschnitt von gg → H.
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(a) (b)

Abbildung 4.10: (a) LO-Feynmandiagramm der Gluonfusion und (b)
beispielhaft ein Feynmandiagramm der virtuellen Korrektur. Die graphische
Notation ist die folgende: fette Linie =̂ Top oder Bottom-Quark; Spirale =̂
Gluon; gestrichelte Line =̂ Higgsboson.

(a) (b) (c)

Abbildung 4.11: Feynmandiagramme der reellen Abstrahlung des Pro-
zesses pp → H beispielhaft für die Kanäle (a) gg, (b) qg und (c) qq̄. Die
graphische Notation entspricht der in Abb. 4.10 und dünne Linie =̂ leichtem
Quark q ∈ {u, d, c, s, b}.

bestimmt. Bei der Berechnung der LO-pT -Verteilung (erster Term) ist Folgendes zu
beachten: Damit der Transversalimpuls des Higgsteilchens einen von null verschiede-
nen Wert annehmen kann, muss aus Gründen der Impulserhaltung neben dem Higgs
mindestens ein weiteres Teilchen im Endzustand auftreten. Folglich werden bei der
pT -Verteilung auf fester Ordnung 2→ 1-Prozesse mit pT = 0 wie in Abb. 4.10 nicht
berücksichtigt. Es tragen daher nur die Feynmandiagramme der reellen Abstrah-
lung in Abb. 4.11 zur LO-Transversalimpulsverteilung bei, welche NLO-Korrekturen
bezüglich gg → H darstellen. Die LO-Logarithmen (zweiter Term) und die resummier-
ten Logarithmen (dritter Term) in Gl. (4.6) werden gemäß Gl. (B.39) und Gl. (3.2)
bestimmt. Alle dafür benötigten Koeffizienten sind in Kap. 3.2.3 angegeben.18 Der
zweite und der dritte Term in Gl. (4.6) enthalten beide den Bornfaktor σ(0), welcher
dem partonischen LO-Wirkungsquerschnitt von gg → H (Abb. 4.10 (a)) entspricht.
Ebenfalls wird die virtuelle Korrektur (Abb. 4.10 (b)) bei der Resummierung benötigt.
Ihr endlicher Teil trägt zum Koeffizienten H(1)

gg←gg in Gl. (3.37) bei.
18Die Σ-Koeffizienten zur Berechnung der LO-Logarithmen ergeben sich nach Gln. (B.33) und

(B.34) direkt aus den Resummierungskoeffizienten in Kap. 3.2.3.
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Die Amplitude des Bornfaktors, der reellen und der virtuellen Korrektur mit voller
Massenabhängigkeit haben wir von den Autoren aus Ref. [152] erhalten.19 Diese
haben wir in Anlehnung an HqT [87,123,125] in ein numerisches Programm imple-
mentiert, welches die resummierte pT -Verteilung berechnet. Der Unterschied zu HqT
ist einerseits, dass wir die volle Abhängigkeit von Top- und Bottom-Masse berück-
sichtigen, während in HqT nur die effektive Theorie verwendet wird. Andererseits
resummiert HqT bis NLO+NNLL und unser Programm nur bis LO+NLL. Um den
dritten Term auf der rechten Seite von Gl. (4.6) zu bestimmen, wird eine von uns
modifizierte Version von HqT verwendet.
Die Resummierung ist separat für die Kanäle gg (Abb. 4.11 (a)) und gq (Abb. 4.11 (b))
implementiert. Während der qg-Kanal auf LO nur einfach logarithmisch divergiert
(vgl. Gl. (B.46)) und der gg-Kanal auf LO zusätzlich eine doppelt logarithmische
Divergenz aufweist (vgl. Gl. (3.24)), bleibt der qq̄-Kanal auf LO (Abb. 4.11 (c)) im
Grenzfall verschwindender pT endlich. Daher muss letzterer nicht resummiert werden.
Die LO-pT -Verteilung der individuellen Kanäle haben wir numerisch gegen Ref. [152]
überprüft. Des Weiteren wird die Tatsache, dass der verwendete Formalismus aus
Ref. [87] die Unitaritätsvorgabe20 enthält, als wichtige Konsistenzkontrolle verwen-
det: Das Integral über die pT -Verteilung der einzelnen Kanäle stimmt bis in den
Promillebereich mit dem jeweiligen totalen Wirkungsquerschnitt [97] überein und
ist unabhängig von der verwendeten Resummierungsskala Qres. Zudem sind unsere
Resultate im Limes einer unendlichen Top-Masse mit HqT kompatibel.
Bevor wir zu den Resultaten kommen, werden abschließend noch einige Bemerkungen
bezüglich der Resummierungsformel gemacht und der umgewichtete Wirkungsquer-
schnitt definiert. Im Grenzfall pT → 0 faktorisiert die LO-Verteilung in den Bornfaktor
σ(0) und eine prozessunabhängige Funktion.21 Weil außerdem dσres/dp2

T in Gl. (3.2)
und dσlogs/dp2

T in Gl. (B.39) proportional zu σ(0) sind, kann man den exakten
Wirkungsquerschnitt durch die effektive Theorie approximieren, indem man σ

(0)
htl

durch σ(0)
t+b ersetzt.22 Während dieses Kapitels wird häufig eine Umgewichtung des

Wirkungsquerschnitts mittels des Bornfaktors verwendet. Daher definieren wir den
umgewichteten Wirkungsquerschnitt wie folgt:

dσX→Y = dσX ·
σ

(0)
Y

σ
(0)
X
. (4.7)

Beispielsweise ist σhtl→t+b = σhtl ·
(
σ

(0)
t+b/σ

(0)
htl

)
der totale Wirkungsquerschnitt, wel-

cher durch den Bornfaktor mit exakter Top- und Bottom-Masse umgewichtet wird.
19Wie oben bereits erwähnt sind diese Beiträge bereits seit langer Zeit bekannt [97,145,146].
20vgl. Kap. 3.1
21Dies entspricht dem Verhalten im soften und kollinearen Limes, welches in Kap. 2.3 beschrieben

wird.
22Hier und im weiteren Verlauf dieses Kapitels wird die folgende Notation verwendet: dσhtl

bezeichnet den Wirkungsquerschnitt in der effektiven Theorie, dσt den mit exakter Top-Masse und
dσt+b enthält zusätzlich die Bottom-Beiträge.



82 Kapitel 4. Gluonfusion

Für den totalen Wirkungsquerschnitt ist dies identisch mit der bereits angespro-
chenen Prozedur (vgl. Kap. 4.2.1), wonach der LO-Wirkungsquerschnitt von den
QCD-Korrekturen ausgeklammert wird:

σX→Y ≡ σ
(0)
Y ·

σX

σ
(0)
X

= σ
(0)
Y ·K. (4.8)

Dies hat sich als sehr gute Approximation der Top-Beiträge herausgestellt, wenn der
K-Faktor in der effektiven Theorie berechnet wird.
Die umgewichtete Transversalimpulsverteilung dσhtl→t+b/dpT kann ebenfalls eine
sinnvolle Approximation darstellen, wenn die exakte Massenabhängigkeit auf der
entsprechenden Ordnung nicht bekannt ist. Während dies für die Top-Beiträge in
der Regel der Fall ist, trifft dies im Allgemeinen nicht auf die Berücksichtigung der
Bottom-Effekte zu. Diese Aussagen werden wir im Folgenden quantitativ untersuchen.

4.2.2.3 Inputparameter

In diesem Kapitel werden teilweise abweichende Parameter von Kap. 4.2.1 verwendet.
Diese sind wie folgt zusammenzufassen:

• Es werden Resultate für den LHC mit 8 TeV Schwerpunktsenergie präsentiert.

• Die Higgsmasse ist mH = 125GeV.

• Für alle Betrachtungen werden die zentralen MSTW2008-NLO-PDF-Sätze [42]
und dementsprechend αs(mZ) = 0.12018 verwendet.

• Unsere Wahl der Skalen für den zentralen Wirkungsquerschnitt ist µR = µF =
Qres ≡ µ0 = mH/2. Die Skalenunsicherheit schätzen wir durch die separate
Variation der Skalen im Intervall [0.5µ0, 2µ0] ab.

• Die on-shell Top- und Bottom-Masse ist mt = 172GeV und mb = 4.9GeV.

Bevor wir zu den Resultaten kommen, wollen wir an dieser Stelle die Gültigkeit der
Resummierung für den Bottom-Beitrag besprechen. Die Resummierung ist zweifellos
für den Top-Beitrag in der effektiven Theorie [87] und ebenso mit exakter Top-Masse
gültig, weil es eine klare Hierarchie der Skalen pT � mH ,mt gibt. Wenn jedoch die
Bottom-Schleife berücksichtigt wird, treten zwei Skalen auf, welche deutlich kleiner
als mH sein können, der Transversalimpuls pT und die Bottom-Masse mb. Folglich
gibt es sowohl Logarithmen der Form ln(m2

H/p
2
T ) als auch ln(m2

b/p
2
T ). Aufgrund der

Tatsache, dass der hier verwendete Resummierungsformalismus jedoch mit einer
einzigen Resummierungsskala Qres nicht in der Lage ist beide Logarithmen separat
zu resummieren23, werden Logarithmen ln(m2

b/m
2
H) nicht korrekt resummiert. Wir

23Ein Resummierungsformalismus, welcher Logarithmen zweier Skalen separat resummiert, ist
bisher nicht bekannt und könnte mit der derzeitigen Technologie nicht realisierbar sein. Das Problem
ist, dass die Faktorisierung des Wirkungsquerschnitts, welche für die Resummierung grundlegend ist,
für zwei Skalen zunächst bewiesen werden müsste.
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behaupten aber, dass die Wahl Qres ∼ mH eine gute Approximation darstellt, da
der dominante Teil des Bottom-Beitrags durch den Interferenzterm zwischen Top-
und Bottom-Amplitude gegeben ist. Wir werden außerdem am Ende von Abschn.
4.2.2.5 zeigen, dass die Masseneffekte von Top- und Bottom-Quark verglichen mit der
effektiven Theorie nur schwach von der verwendeten Resummierungsskala abhängen.
Im folgenden Abschnitt wollen wir zunächst die Masseneffekte auf LO analysieren,
bevor wir zum resummierten Wirkungsquerschnitt kommen.

4.2.2.4 Transversalimpulsverteilung auf LO
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Abbildung 4.12: LO-Transversalimpulsverteilung des Higgsteilchens für:
Effektive Theorie (schwarz, gepunktet); exakte Abhängigkeit von der Top-
Masse (blau, gestrichelt); mit exakter Top- und Bottom-Masse (rot, durch-
gezogen). Die Fehlerbänder entsprechen der separaten Skalenvariation im
Intervall [0.5µ0, 2µ0]. dσt/dpT ist in diesem logarithmischen Plot kaum von
dσt+b/dpT zu unterscheiden.

Abb. 4.12 zeigt die LO-pT -Verteilung dσLO
htl /dpT der effektiven Theorie (schwarz,

gepunktet), dσLO
t /dpT mit exakter Top-Masse (blau, gestrichelt) und dσLO

t+b/dpT mit
exakter Top- und Bottom-Masse (rot, durchgezogen).24 Die Fehlerbänder spiegeln die
theoretische Unsicherheit bezüglich der Skalenvariation wider. Dazu haben wir µR
und µF im Intervall [0.5µ0, 2µ0] separat variiert. Wie erwartet divergieren alle drei

24Wir werden im Folgenden htl-, t- bzw. t+b-Größe für eine Größe verwenden, die in der effektiven
Theorie, mit exakter Top-Masse bzw. mit exakter Top- und Bottom-Masse berechnet wurde.
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LO-Kurven für verschwindende pT . Außerdem setzt sich für große Transversalimpulse
die htl-Kurve von den anderen beiden ab.

 0.94

 0.96

 0.98

 1

 1.02

 1.04

 1.06

 0  50  100  150  200

p
H
T [GeV]

 
(dσLO

/dp
H
T ) / (dσLO

htl/dp
H
T )

→t

→t+b

htl

t

t+b

LHC@8 TeV

m
H

 = 125 GeV

µ
F
 = µ

R
 = m

H
/2

Abbildung 4.13: Kurven von Abb. 4.12 normiert auf die Kurve der effek-
tiven Theorie. Außerdem mit der gleichen Normierung: umgewichtete pT -
Verteilung dσLO

htl→t/dpT (obere schwarz, gepunktete Linie) und dσLO
htl→t+b/dpT

(untere schwarz, gepunktete Linie).

Um die Masseneffekte aus Abb. 4.12 zu verdeutlichen, werden in Abb. 4.13 alle
Wirkungsquerschnitte auf den der effektiven Theorie normiert, d. h., die drei Kurven
in Abb. 4.12 werden durch die htl-Kurve geteilt. Es werden insgesamt drei Kurven
in Abb. 4.13 für den Grenzfall einer unendlichen Top-Masse (schwarz, gepunktet)
gezeigt: Als Normierung des Plots ist die effektive Theorie bei eins angesiedelt; die
obere Linie entspricht dem umgewichteten Wirkungsquerschnitt dσLO

htl→t/dpT und die
untere Linie dσLO

htl→t+b/dpT .
Wir beginnen damit die Top-Masseneffekte in Abb. 4.13 zu analysieren. Dazu verglei-
chen wir den relativen t-Wirkungsquerschnitt (gestrichelt, blau) mit dem zugehörigen
umgewichteten Wirkungsquerschnitt (obere schwarz gepunktete Linie). Die wich-
tigste Beobachtung ist, dass im Grenzfall pT → 0 beide Kurven identisch sind. Dies
entspricht den Bemerkungen25 in Abschn. 4.2.2.2, wonach in diesem Limes der Born-
faktor von den prozessunabhängigen Effekten faktorisiert. Außerdem bleiben die
Top-Masseneffekte für pT < 150GeV unterhalb von 4% verglichen mit dσhtl→t/dpT .
Dies ist konsistent mit den Ergebnissen aus Ref. [132], welche in Kap. 4.2.1 vorgestellt
werden. Für große pT verliert die effektive Theorie ihre Gültigkeit auch für die Top-

25vgl. auch Kap. 2.3
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Beiträge. Der Knick, welcher bei pT ≈ 150GeV auftritt, wird durch den qq̄-Kanal ver-
ursacht und entspringt dem kinematischem Schnitt bei

√
ŝ =

√
p2
T +m2

H +pT = 2mt.

Die Faktorisierung des Wirkungsquerschnitts für pT → 0 in σ(0) und einen prozess-
unabhängigen Faktor ist auch für den Wirkungsquerschnitt mit exakter Top- und
Bottom-Masse deutlich zu erkennen: Die t+b-Kurve (rot, durchgezogenen) konvergiert
im Limes pT → 0 gegen dσLO

htl→t+b/dpT (untere schwarz gepunktete Linie). Außerhalb
dieses Limes beobachten wir für pT < 200GeV große Abweichungen von bis zu 13%
zwischen diesen beiden Kurven. Die t+b-Masseneffekte betragen verglichen mit dem
Grenzfall einer unendlichen Top-Masse ohne Umgewichtung nur −5% und +7%. Den
Bottom-Beitrag nicht zu berücksichtigen führt somit zu kleineren Abweichungen als
die Verwendung des umgewichteten Wirkungsquerschnitts. Daraus folgern wir, dass
der umgewichtete Wirkungsquerschnitt in der effektiven Theorie nicht für die Be-
schreibung des t+b-Wirkungsquerschnitts geeignet ist. Diese Beobachtung ist ähnlich
zum totalen Wirkungsquerschnitt und wird im kommenden Abschnitt bezüglich der
resummierten pT -Verteilung untersucht.
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Abbildung 4.14: pT -Verteilung wie in Abb. 4.12, aber resummiert bis
LO+NLL, nicht-logarithmische Achsen und aufgeteilt in (a) 0-100GeV und
(b) 100-500GeV.

4.2.2.5 Resummierte Transversalimpulsverteilung auf LO+NLL

Die pT -Verteilung auf fester Ordnung liefert keine glaubhafte Vorhersage für kleine
Transversalimpulse, weil sie in diesem Bereich divergiert. Daher betrachten wir die
resummierte pT -Verteilung bis LO+NLL entsprechend der Definition in Gl. (4.6).
Diese ist in Abb. 4.14 aufgetragen: für die effektive Theorie (schwarz, gepunktet),
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für die volle Abhängigkeit von der Top-Masse (blau, gestrichelt) und für die exakte
Abhängigkeit von Top- und Bottom-Masse (rot, durchgezogen). Wie deutlich zu
erkennen ist, bleiben alle drei Kurven für pT → 0 endlich. Wie zuvor wird die
Unsicherheit des Wirkungsquerschnitts, welche durch Abschneiden der Störungsreihe
bei fester Ordnung in αs entsteht, durch separate Variation der Renormierungs- und
Faktorisierungsskala im Intervall [0.5µ0, 2µ0] ermittelt. Um die Unsicherheit des
resummierten Wirkungsquerschnitts durch Abschneiden bei einer logarithmischen
Ordnung einzubeziehen, wird ebenfalls die Resummierungsskala Qres separat in
diesem Intervall variiert. Die Fehlerbänder in Abb. 4.14 entsprechen dem Minimum
und Maximum des Wirkungsquerschnitts bezüglich der Variation aller drei Skalen. Die
PDF+αs-Unsicherheiten werden vernachlässigt. Solange pT . 100GeV ist, schwankt
der relative Fehler des Wirkungsquerschnitts bezüglich der Skalen zwischen 10%
und 50% mit einem Mittelwert von etwa 25%. Für größere Transversalimpulse
wird die Unsicherheit hingegen riesig, weil sich die Fehlerbänder bei pT ≈ 150GeV
ins Negative erstrecken. Dieses Verhalten hängt mit der Resummierungsskala im
Bereich Qres & mH zusammen und ist in der effektiven Theorie bereits bekannt
(vgl. Ref. [87, Fig. 8]).
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Abbildung 4.15: Identisch mit Abb. 4.13, aber für den resummierten
LO+NLL-Wirkungsquerschnitt.

Um die Masseneffekte der resummierten pT -Verteilung zu veranschaulichen, betrach-
ten wir den relativen Plot in Abb. 4.15, welcher analog zu Abb. 4.13 erstellt wurde.
Dazu haben wir alle Kurven in Abb. 4.14 auf die htl-Kurve normiert.26 Wir betrachten

26Zur Erinnerung: Die schwarz gepunkteten Linien oben bzw. unten symbolisieren die umgewich-
teten Wirkungsquerschnitte dσLO+NLL

htl→t /dpT bzw. dσLO+NLL
htl→t+b /dpT .
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zunächst die Top-Effekte. Dazu vergleichen wir die normierte Kurve mit voller Ab-
hängigkeit von der Top-Masse (blau, gestrichelt) mit der oberen schwarz gepunkteten
Linie. In der Region pT < 50GeV, wo Resummierung wichtig ist, ist der umgewichtete
Wirkungsquerschnitt eine ausgezeichnete Approximation der Top-Masseneffekte. Die
Abweichungen liegen unterhalb von 0.5%. Auch für größere Transversalimpulse finden
wir eine gute Übereinstimmung. Bis pT < 150GeV ist der Unterschied der beiden
Kurve kleiner als 4.5%. Für große pT steigen die Abweichungen jedoch drastisch an,
so dass die effektive Theorie ihre Gültigkeit verliert. Im Gegensatz zur LO-Verteilung
(vgl. Abschn. 4.2.2.4) ist der Limes pT → 0 der beiden Kurven nicht identisch. Der
Grund dafür ist, dass wegen der hart-kollinearen Funktion Hgg←gg beim resummier-
ten Wirkungsquerschnitt die Masseneffekte nicht vollkommen faktorisieren, siehe
Abschn. 4.2.2.2.
Analoges Verhalten ist für den Wirkungsquerschnitt mit exakter Top- und Bottom-
Masse in diesem Grenzfall zu beobachten. Wir vergleichen die t+b-Kurve (rot,
durchgezogen) mit der unteren umgewichteten Kurve (schwarz, gepunktet). In diesem
Fall ist der Abstand bei kleinen Transversalimpulsen der beiden Kurven sogar deutlich
größer. Für pT < 200GeV ergeben sich zudem Abweichungen bis zu 14%. Dies
zeigt ebenfalls für die resummierte pT -Verteilung das Versagen des umgewichteten
Wirkungsquerschnitts in der effektiven Theorie zur Beschreibung der Bottom-Effekte.
Sogar der reine Grenzfall einer unendlichen Top-Masse funktioniert hier besser:
Die Abweichung der schwarz gepunkteten Linie bei eins von der t+b-Kurve (rot,
durchgezogenen) schwankt nur zwischen −2.5% und 7% für pT < 200GeV.
In Ref. [131] werden ebenfalls die Masseneffekte der resummierten pT -Verteilung
behandelt. Diese werden mit der POWHEG-Methode [137,138] durch den PYTHIA-Par-
tonenschauer [153,154] berechnet. Um unsere Ergebnisse direkt vergleichen zu können,
haben wir einen analogen Plot zu Abb. 3 von Ref. [131] erstellt, siehe Abb. 4.16. Dabei
ist zu beachten, dass die beiden Kurven eine unterschiedliche Normierung aufweisen.
Jede der Kurven ist normiert auf den jeweiligen umgewichteten Wirkungsquerschnitt:
dσt/dpT ist normiert auf dσhtl→t/dpT (blau, gestrichelt) und dσt+b/dpT ist normiert
auf dσhtl→t+b/dpT (rot, durchgezogen).27 Obwohl in Ref. [131] leicht abweichende
Inputparameter verwendet werden, ergibt sich eine hohe Ähnlichkeit der Massenef-
fekte des Top-Quarks für pT . 200GeV zwischen analytischer Resummierung und
POWHEG+PYTHIA (blau, gestrichelt in Abb. 4.16; schwarz, gestrichelt in Abb. 3 von
Ref. [131]). Demgegenüber weisen die Kurven, welche ebenfalls Bottom-Effekte be-
rücksichtigen, eine hohe Diskrepanz im Bereich pT . 50 GeV auf (rote, durchgezogene
Kurve in unserem Plot; blaue, durchgezogene Kurve in Ref. [131]). Nichtsdestotrotz
sind beide Formalismen klar definiert und ihre numerischen Resultate konsistent im
jeweiligen Formalismus. Ein möglicher Grund könnte eine unterschiedliche Resum-
mierung von den bereits angesprochenen Logarithmen mb/mH im Bottom-Beitrag
sein. Bis auf Weiteres müssen die Unterschiede zwischen den Kurven als Größe
der Unsicherheit auf den Bottom-Beitrag betrachtet werden. Über die gefundenen

27Abb. 4.16 entspricht Abb. 4.15 mit einer unterschiedlichen Normierung der Kurven.
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Abbildung 4.16: Analog zum unteren rechten Plot in Abb. 3 von Ref. [131].
Blau, gestrichelte Kurve: dσt/dpT normiert auf dσhtl→t/dpT ; rot, durchgezo-
gene Kurve: dσt+b/dpT normiert auf dσhtl→t+b/dpT .

Diskrepanzen gibt es derzeit eine rege Diskussion.28 Sie bedürfen einer baldigen
Aufklärung.
An dieser Stelle möchten wir noch einmal auf die Wahl einer geeigneten Resummie-
rungsskala bezüglich des Bottom-Beitrags zurückkommen. Im Bottom-Beitrag können
zwei Skalen mb und mH zusammen mit pT innerhalb der Logarithmen auftreten.
Im verwendeten Resummierungsformalismus ist es jedoch nicht möglich diese zu
unterscheiden, weil nur eine Skala Qres wählbar ist. Wir werden nun zeigen, dass
zumindest die t+b-Masseneffekte eine geringe Qres-Abhängigkeit aufweisen. Dafür
werden in Abb. 4.17 die Masseneffekte des resummierten t+b-Wirkungsquerschnitts
für Qres = mH/2 (rot, durchgezogen) mit Qres = 5 GeV29 (blau, gestrichelt) vergli-
chen. Die Normierung der beiden Kurven ist wiederum durch den umgewichteten
Wirkungsquerschnitt in der effektiven Theorie gegeben, welcher jedoch mit der ent-
sprechenden Resummierungsskala berechnet wird. Insgesamt ist ein äußerst ähnliches
Verhalten der relativen Wirkungsquerschnitte in Abb. 4.17 zu beobachten, obwohl die
jeweiligen Werte von Qres sehr unterschiedlich gewählt sind. Es gibt dennoch kleinere
Diskrepanzen in der Region pT . 150GeV. Während die Kurve für Qres = mH/2

28Nach Ref. [155,156] ist der Verlauf der t+b-Kurve im MC@NLO-Formalismus [157] unserer (rot,
durchgezogen in Abb. 4.16) sehr ähnlich.

29Es ist zu beachten, dass eine solche Skalenwahl im Allgemeinen ungeeignet für den Top-Beitrag
ist. Daher dient dieser Vergleich insbesondere der Wahl der Resummierungsskala bezüglich des
Bottom-Beitrags.
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Abbildung 4.17: Gleicher Plot wie in Abb. 4.16, aber für den t+b-Wir-
kungsquerschnitt mit Qres = mH/2 (rot, durchgezogen) und Qres = 5
GeV (blau, gestrichelt). Die rote, durchgezogene Kurve ist dieselbe wie
in Abb. 4.16.

linear fällt, hat die für Qres = 5GeV das gleiche Plateau zwischen 50 und 150GeV wie
die LO-Kurve in Abb. 4.13. Der Grund dafür ist, dass durch die kleine Resummierungs-
skala die Resummierungseffekte nur bei entsprechend geringen Transversalimpulsen
einen Einfluss haben.
Die Kurven in Abb. 4.17 eignen sich hervorragend für eine Umgewichtung des Wir-
kungsquerschnitts. Dadurch dass sie eine geringe Abhängigkeit von der Resum-
mierungsskala aufweisen, würde dies auch auf den entsprechend umgewichteten
Wirkungsquerschnitt zutreffen. Nachdem sich der zuvor definierte umgewichtete
Wirkungsquerschnitt für die Bottom-Beiträge als nicht adäquat erwies, schlagen wir
daher die folgende Umgewichtung des Wirkungsquerschnitts in der effektiven Theorie
mit einer Skala Qres = Q vor:

dσ

dpT
= dσNLO+NNLL

htl (Q)
dpT

·
(
dσLO+NLL

t+b (Q′)/dpT
dσLO+NLL

htl (Q′)/dpT

)
. (4.9)

Der Term in Klammern wird dabei mit beliebigem Qres = Q′ berechnet. Der resul-
tierende Wirkungsquerschnitt besitzt eine geringe Q′-Abhängigkeit. Im MSSM kann
der Bottom-Beitrag den Wirkungsquerschnitt in der Gluonfusion dominieren. Eine
solche Gewichtung kann in diesem Fall äußerst interessant sein. Wir werden die
Unabhängigkeit der relativen Kurven bezüglich Qres daher ebenfalls in Kap. 7.1 im
MSSM analysieren.
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Die in diesem Kapitel vorgestellte Rechnung erlaubt es uns zusammen mit den bisher
bekannten Rechnungen in der effektiven Theorie [87, 123, 125] eine bestmögliche
Vorhersage für den resummierten Wirkungsquerschnitt im SM zu formulieren. Diese
folgern wir aus unseren bisherigen Beobachtungen. Für den Top-Beitrag funktioniert
der umgewichtete Wirkungsquerschnitt in der effektiven Theorie insbesondere für
kleine pT sehr gut. Nach Kap. 4.2.1 hat zudem der pT -abhängige K-Faktor auf NLO
eine geringe Massenabhängigkeit. Die logische Erweiterung auf die resummierte
pT -Verteilung des Top-Beitrags ist die folgende:

dσbestt

dpT
= dσLO+NLL

t

dpT
·
(
dσNLO+NNLL

htl /dpT

dσLO+NLL
htl /dpT

)
. (4.10)

Der Ausdruck in Klammern ist dabei der K-Faktor der resummierten Verteilung,
welcher Korrekturen bezüglich höherer Ordnung in αs (NLO) und der logarithmischen
Ordnung (NNLL) berücksichtigt. Diesen in der effektiven Theorie zu berechnen, sollte
eine exzellente Approximation darstellen.
Durch die Ersetzung dσLO+NLL

t → dσLO+NLL
t+b könnte der Bottom-Beitrag30 in

Gl. (4.10) einbezogen werden. Jedoch hat sich gezeigt, dass die effektive Theorie in
der Regel keine gute Approximation der Korrekturen höherer Ordnung im Falle des
Bottom-Beitrags darstellt. Folglich sollte dieser nur auf der Ordnung berücksichtigt
werden, auf der er exakt bestimmbar ist. Daher schlagen wir vor das Bottom-Quark
wie folgt in Gl. (4.10) einzubeziehen:

dσbestt+b
dpT

= dσbestt

dpT
− dσLO+NLL

t

dpT
+
dσLO+NLL

t+b
dpT

. (4.11)

4.2.2.6 Schlussfolgerungen

Wir haben die resummierte pT -Verteilung des Higgsteilchens in Gluonfusion mit voller
Abhängigkeit von Top- und Bottom-Masse bis LO+NLL berechnet. Die Masseneffekte
des Top-Quarks bezüglich der effektiven Theorie erweisen sich als sehr gering: < 0.5%
für pT < 50GeV und < 4.5% für pT < 150GeV. Somit stellt der Grenzfall einer
unendlichen Top-Masse eine exzellente Approximation dar, insbesondere in Bereichen,
in denen Resummierung wichtig ist. Der Bottom-Beitrag zum Wirkungsquerschnitt
ist in der Größenordnung von 10%.
Der Vergleich mit einer früheren Studie [131], welche die Transversalimpulsverteilung
mittels POWHEG+PYTHIA-Partonenschauer berechnet, zeigt kompatible Ergebnisse für
die Massenabhängigkeit des Top-Quarks. Jedoch ergeben sich starke Diskrepanzen der
Masseneffekte für kleine pT , wenn man außerdem das Bottom-Quark berücksichtigt.
Die MC@NLO-Methode hingegen führt in beiden Fällen zu Ergebnissen, welche unseren
sehr ähnlich sind [155,156].

30Weil der dominante Term des Bottom-Beitrags durch den Interferenzterm zwischen Top- und
Bottom-Amplitude gegeben ist, nehmen wir hier Qres = mH/2 wie zuvor als sinnvolle Wahl an.
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Zuletzt haben wir den Einfluss der Resummierungsskala auf die Masseneffekte von
Top- und Bottom-Quark überprüft. Die relativen Kurven bezüglich der effektiven
Theorie weisen dabei erstaunlicherweise eine geringe Abhängigkeit von der Wahl der
Resummierungsskala auf.
Im kommenden Kapitel berechnen wir fehlende NNLO-Korrekturen zum Higgsstrah-
lungsprozess.
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- Kapitel 5 -

Higgsstrahlung

5.1 Definition und historischer Hintergrund

Bevor das Higgsteilchen am LHC gefunden wurde [1, 2], gab es, wie bereits erwähnt,
Ausschlussgrenzen durch die direkte Suche am LEP, Tevatron und LHC. Diese ließen
ein SM-Higgsteilchen nur noch in einem äußerst kleinen Massenfenster zu. Nachdem
das LEP bereits die Higgsmasse auf Werte & 114GeV beschränkt hatte [19], wurde
am Tevatron zudem ein Massenfenster 156− 175GeV ausgeschlossen [20]. Erst am
LHC konnte die Higgsmasse dann zunächst auf einen sehr kleinen Massenbrereich
eingeschränkt [21,22] und später bei mH ≈ 125GeV gemessen werden [1, 2].
Insbesondere bei Ausschlussgrenzen ist die Genauigkeit der theoretischen Vorhersagen
wichtig. Auch wenn Gluonfusion im SM den bei weitem größten Wirkungsquerschnitt
hat, so war am Tevatron der Prozess der Higgsstrahlung der wichtigste Produk-
tionsprozess bei der Higgssuche.1 Der Grund dafür ist, dass γγ- und bb̄-Zerfälle
eines Higgsteilchens, welches durch die Gluonfusion produziert wird, am Tevatron
nur schwer vom Untergrund zu unterscheiden sind. Higgsstrahlung bezeichnet die
assoziierte Produktion eines Higgsbosons mit einem elektro-schwachen Eichboson

pp/pp̄→ HV, V ∈ {W±, Z}, (5.1)

siehe Abb. 5.1 (a). Der Higgsstrahlungsprozess ist ebenfalls für den LHC von Relevanz.
Auch wenn dieser Prozess aufgrund des sehr geringen Wirkungsquerschnitts zunächst
wenig Beachtung fand, wurde gezeigt, dass die Substruktur der Jets bei Events mit
extrem stark geboostetem Higgs die Grundlage für eine sinnvolle Analyse auch bei
der Higgssuche am LHC liefert [158].
Theoretische Vorhersagen für den totalen inklusiven Wirkungsquerschnitt des Higgs-
strahlungsprozesses sind in der QCD auf NLO [159] und NNLO [160, 161] bekannt.

1Am Tevatron wurden Protonen mit Antiprotonen zur Kollision gebracht, nicht wie am LHC
zwei Protonen.
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(a) (b) (c)

Abbildung 5.1: Feynmandiagramme des Higgsstrahlungsprozesses (a)
auf LO qq̄ → V H, (b) der reellen Abstrahlung qq̄ → gV H und (c) des
gluon-induzierter Beitrags zur Higgsstrahlung, welcher nicht in den Drell-
Yan-Korrekturen enthalten ist. Die graphische Notation ist die folgende:
fette Linie =̂ Top-Quark; dünne Linie =̂ leichtem Quark q ∈ {u, d, c, s, b};
Spirale =̂ Gluon; gestrichelte Linie =̂ Higgsboson; Schlangenlinie =̂ Z- oder
W -Boson.

Der Großteil der QCD-Korrekturen in diesen Rechnungen lässt sich auf die Drell-
Yan-Korrekturen [98, 162] eines virtuellen Eichbosons reduzieren. Die PDF+αs-
Unsicherheiten und die Skalenabhängigkeit bewegen sich im niedrigen Prozent-
bereich [16,18,163]. Zusätzliche nicht Drell-Yan-artige Beiträge sind in Ref. [160,164]
berechnet. Bei diesen gluon-induzierten Korrekturen wird das Higgs von einer ge-
schlossenen Top-Quark-Schleife abgestrahlt, siehe Abb. 5.1 (c). Sie tragen am LHC in
der Größenordnung von 5% zum totalen Wirkungsquerschnitt bei. Kürzlich wurden
NLO-Korrekturen zu diesen Beiträgen im Limes einer unendlich schweren Top-Masse
berechnet [163] und gezeigt, dass diese den gluon-induzierten Beitrag noch ein-
mal verdoppeln. Für die Analyse am LHC wird insbesondere der voll-differentielle
Wirkungsquerschnitt benötigt. Dieser wurde ebenfalls bis NNLO [165] berechnet.
Ref. [166] bestimmt zudem bis dahin fehlende NNLO-Beiträge zum Prozess der
Higgsstrahlung. Diese tragen jedoch nur im niedrigen Prozentbereich zum totalen
Wirkungsquerschnitt bei. Auch wenn sich diese Ergebnisse nur auf den totalen Wir-
kungsquerschnitt beziehen, ist es ebenfalls für den differentiellen Wirkungsquerschnitt
wichtig, solche nicht berücksichtigten Effekte als klein abschätzen zu können. Wir
werden im kommenden Kapitel die Berechnung und die Ergebnisse von Ref. [166]
vorstellen.

5.2 Top-Beiträge der Ordnung O(α2
s g

3 yt)2

In diesem Kapitel werden bis dahin unbekannte Beiträge zum totalen Wirkungsquer-
schnitt des Higgsstrahlungsprozesses berechnet. Sie sind formal von der Ordnung
α2
s und tragen somit zum NNLO-Wirkungsquerschnitt bei. Genauer gesagt sind sie

2Dieses Kapitel folgt eng unserer Darstellung in Ref. [166].
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(a) (b) (c)

Abbildung 5.2: (a),(b) Diagramme der Gruppe VI und (c) der Gruppe
RI des Prozesses qq̄ → VH(g) mit V ∈ {W,Z}. Graphische Notation wie in
Abb. 5.1.

von der Ordnung α2
s g

3 yt, weil das Higgs ähnlich wie bei der Gluonfusion von ei-
ner geschlossenen Top-Quark-Schleife emittiert wird.3 Wir werden im Folgenden
zeigen, dass diese Terme klein sind. Ihr Beitrag zur Vorhersage des totalen inklusiven
Wirkungsquerschnitts der WH-Produktion am Tevatron bzw. LHC liegt unterhalb
von 1% bzw. 2%. Bei der ZH-Produktion sind es weniger als 2% bzw. 3%. Solange
der theoretische Fehler der NNLO-Korrekturen im Prozentbereich liegt [16,18,163],
können diese Terme bis auf Weiteres vernachlässigt werden.
Ähnliche Beiträge mit geschlossener Top-Schleife (Abb. 5.1 (c)), welche durch Gluonen
induziert werden, sind bereits bekannt [160]. Dennoch werden wir zur Vereinfachung
die im Folgenden berechneten Terme als Top-Beiträge bezeichnen. Die relevanten
Feynmandiagramme können dabei in vier Gruppen unterteilt werden. Diese werden
wir zunächst beschreiben.
Abb. 5.2 zeigt zwei Gruppen von Diagrammen. Die erste ist VI. Dabei wird das Higgs
von einer Top-Schleife emittiert, welche in ein virtuelles Gluon eingesetzt ist, siehe
Abb. 5.2 (a) und (b). Die zweite Gruppe RI kann als entsprechende reelle Abstrahlung
zu VI angesehen werden. In diesem Fall wird die Top-Schleife in ein reelles Gluon
eingesetzt, siehe Abb. 5.2 (c). Bei RI muss selbstverständlich auch das Diagramm
berücksichtigt werden, bei dem das Gluon im Endzustand mit einem Quark im
Anfangszustand gekreuzt wird. Der Beitrag zum totalen Wirkungsquerschnitt von
VI bzw. RI ergibt sich aus der Interferenz mit der LO-Amplitude (Abb. 5.1 (a)) bzw.
der Amplitude der reellen Abstrahlung (Abb. 5.1 (b)).
Zwei weitere Gruppen von Diagrammen sind in Abb. 5.3 zu sehen: VII in (a),(b) und
RII in (c). Diese Diagramme ähneln den gluon-induzierten Beiträgen in Abb. 5.1 (c)
und müssen nur für die ZH-Produktion berücksichtigt werden. VII bzw. RII werden
wiederum mit der LO-Amplitude (Abb. 5.1 (a)) bzw. der Amplitude der reellen
Abstrahlung (Abb. 5.1 (b)) kontrahiert, während das gluon-induzierte Diagramm in
Abb. 5.1 (c) quadratisch zum totalen Wirkungsquerschnitt beiträgt.
Die Beiträge aller vier Gruppen (VI, RI, VII und RII) sind separat endlich, besitzen

3yt ≡ ytt̄H bezeichnet hier die Yukawa-Kopplung des Top-Quarks.
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(a) (b) (c)

Abbildung 5.3: (a),(b) Diagramme der Gruppe VII und (c) der Gruppe
RII des Prozesses qq̄ → ZH(g). Graphische Notation wie in Abb. 5.1, aber
Schlangenlinie =̂ nur Z-Boson

also weder ultraviolette (UV) noch infrarote (IR) Divergenzen. Ihre Amplituden
können somit direkt über den Phasenraum numerisch integriert werden.4

Die Diagramme in Abb. 5.4 sind formal von der gleichen Ordnung und müssten
konsistenter Weise ebenfalls bei der in diesem Kapitel durchgeführten Analyse
berücksichtigt werden. Sie sind jedoch zusätzlich durch einen Faktor ∼ m2

V /(ŝ−m2
V )

unterdrückt, weil das Higgs vom jeweiligen Eichboson statt von der Top-Schleife
emittiert wird.5 Dabei ist mV die Masse des Eichbosons und

√
ŝ ≥ mV + mH die

partonische Schwerpunktsenergie.
Bereits in Ref. [160] wurde argumentiert, dass diese Drell-Yan-artigen Beiträge
vernachlässigbar klein sind. Dies haben wir für einige dieser Beiträge überprüft.
Dabei hat sich gezeigt, dass ihr Beitrag zwei bis drei Größenordnungen kleiner ist als
die ohnehin kleinen Beiträge, welche wir in diesem Kapitel berechnen. Aus diesem
Grund werden wir sie hier ebenfalls vernachlässigen.

(a) (b) (c)

Abbildung 5.4: Drell-Yan-ähnliche Diagramme mit geschlossener Top-
und Bottom-Schleife . Graphische Notation in (a) wie in Abb. 5.1; in (b) und
(c) wie in Abb. 5.3, aber fette Linie =̂ Top- und Bottom-Quark.

Die Diagramme des Typs RI und RII lassen sich exakt mit voller Massenabhängigkeit
4Im Rahmen dieser Arbeit haben wir uns hauptsächlich mit der Phasenraumintegration von RI

und RII beschäftigt.
5Es ist zu beachten, dass in den Dreiecksdiagrammen sowohl Top- als auch Bottom-Quarks in

der Schleife berücksichtigt werden müssen, um Weghebung aller Anomalien zu gewährleisten.
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bestimmen. Die Berechnung der Amplituden zu VI und VII hingegen gestaltet sich
äußerst schwierig. Zur Vereinfachung der Struktur der Schleifenintegrale verwenden
wir daher die asymptotische Entwicklung bzgl. einer schweren Top-Masse. Diese
Entwicklung hat sich im Rahmen der Gluonfusion als äußerst effektiv gezeigt. Wir
verweisen auf die Ausführungen in Kap. 2.6. Dort werden die wesentlichen Grundlagen
von asymptotischer Entwicklung erläutert und außerdem beispielhaft das Diagramm
in Abb. 5.2 (a) aus der diagrammatischen Sichtweise asymptotisch entwickelt.
Die Gültigkeit einer Entwicklung der hier behandelten Zweischleifenkorrekturen
bezüglich einer großen Top-Masse müssen wir aber zunächst rechtfertigen, denn die
partonische Schwerpunktsenergie kann deutlich größere Werte als 2mt annehmen
und ist stets größer als mV + mH . Dass diese Näherung dennoch hinreichend gut
funktioniert, solange die Higgsmasse bei moderaten Werten bleibt, können wir durch
verschiedene Argumente begründen:

• Beiträge bei großen
√
ŝ werden durch die PDFs unterdrückt, so dass der domi-

nante Beitrag zum Wirkungsquerschnitts unterhalb der Top-Quark-Schwelle
liegt. Dieses Verhalten wird in Ref. [110–112] im Prozess der Gluonfusion nach-
gewiesen. Bei der Higgsstrahlung ist jedoch mV +mH ≤

√
ŝ ≤ 2mt, wodurch

dieser Bereich deutlich eingeschränkt wird.6

• Bei Diagrammen der Gruppe VI (Abb. 5.2 (a),(b)) ist die typische Skala der
Top-Schleife deutlich unterhalb von

√
ŝ, weil das Eichboson einen Großteil des

Impulses erhält.

• Weil wir die hier berechneten Top-Beiträge ohnehin als klein erwarten [165],
sollte der führende Term in der 1/m2

t -Entwicklung eine hinreichend gute Ab-
schätzung liefern.

Für die Rechnung haben wir das folgende, automatisierte Setup verwendet: Die
Diagramme werden mittels qgraf [167] erzeugt und durch q2e/exp [139, 168] ent-
wickelt. Die Vakuum-Diagramme berechnet MATAD [140]. Die masselosen Box- und
Dreiecksdiagramme werden mit einer zusätzlichen FORM7-Routine bestimmt, welche
Passarino-Veltman-Reduktion [170] verwendet. Resultate für die skalaren Einschlei-
fendiagramme wurden Ref. [171] entnommen. Für VI konnten wir unsere Resultate in
einer zweiten, unabhängigen Rechnung überprüfen, nachdem wir festgestellt hatten,
dass Terme mit effektivem qq̄HV - und qq̄H-Vertex nicht zum führenden Term in
1/m2

t beitragen. Dazu haben wir unter Verwendung eines effektiven ggH-Vertexes
die entsprechenden Einschleifendiagramme mit FDiag [172], welches eine erweiterte
Version von FORM darstellt, und dem Fortranpacket FF [173,174] berechnet.
Die Diagrammtypen RI und RII wurden mit voller Top-Massenabhängigkeit unter
Verwendung der Passarino-Veltman-Reduktion bestimmt. Die numerische Berechnung
lieferten dabei die Programme FDiag und FF. Eine unabhängige Rechnung wurde

6Für mH & 250GeV kann
√
ŝ bereits keine Werte mehr unterhalb von 2mt annehmen.

7vgl. [169]
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mit Hilfe von FeynArts, FormCalc und LoopTools [175–178] durchgeführt. In beiden
Fällen gibt es kinematische Bereiche des Phasenraums, welche einen Beitrag zu RII
liefern, jedoch mit obigen Programmen nicht zugänglich sind. Dafür wurde uns das
numerische Programm aus Ref. [179, 180] zur Verfügung gestellt. Als zusätzliche
Gegenprobe haben wir RI und RII mittels asymptotischer Entwicklung berechnet
und im Grenzfall einer schweren Top-Masse vollkommene Übereinstimmung gefunden.
Insbesondere verschwinden die Beiträge RII im Limes mt → ∞. Dieser Vergleich
kann außerdem als Validitätsprüfung der asymptotischen Entwicklung dieser Terme
verwendet werden. Dabei finden wir im hier relevanten Higgsmassenbereich Ab-
weichungen von ungefähr 25% (35%) am LHC (Tevatron). Wir erwarten, dass die
asymptotische Entwicklung von VI und VII eine ähnliche Güte aufweist. Um konser-
vativ vorzugehen, nehmen wir daher eine zusätzliche Unsicherheit dieser Beiträge
zum totalen Wirkungsquerschnitt vom 30% (50%) am LHC (Tevatron) an.
Wir werden nun die Effekte der Top-Beiträge analysieren. Soweit nicht abweichend
angegeben, verwenden wir die folgenden Inputparameter:

• Wir zeigen sowohl Ergebnisse für das Tevatron (pp̄ @
√
s = 1.96TeV) als auch

für den LHC (pp @ 7 TeV und 14TeV).

• Weil die Top-Beiträge zum Wirkungsquerschnitt auf NNLO beitragen, verwen-
den wir den NNLO-PDF-Satz von MSTW2008 [42] mit αs(MZ) = 0.11707.

• Die Skalenabhängigkeit der Top-Beiträge ist implizit durch das Argument von
αs und den PDFs gegeben. Wir verwenden µR = µF =

√
q2 ≡

√
(pH + pV )2

als zentrale Skala.

• Die Skalenunsicherheit der Beiträge werden durch separate µR- und µF -
Variation im Intervall [1/3

√
q2, 3

√
q2] abgeschätzt.

• Für die Massen der Eichbosonen verwenden wir mZ = 91.1876GeV und mW =
80.398GeV.

Abb. 5.5 zeigt den Effekt der Top-Beiträge auf die totalen Wirkungsquerschnitte
σ(pp → WH) ≡ σ(pp → W+H) + σ(pp → W−H) und σ(pp → ZH) am LHC bei
7 und 14TeV Schwerpunktsenergie. Dabei werden die neu berechneten Terme auf
den LO-Wirkungsquerschnitt normiert und die Abhängigkeit von der Higgsmasse
mH ∈ [100, 300]GeV geplottet. Es werden separat Kurven der einzelnen Gruppen VI,
RI, VII, RII und ihre Summe gezeigt.8 Die Fehlerbänder ergeben sich aus der oben
beschriebenen Skalenvariation. Entsprechende Plots für das Tevatron sind in Abb. 5.6
gegeben.
Der Beitrag der Terme VI ist in allen Diagrammen und bei jeder Higgsmasse etwa
0.5% des LO-Wirkungsquerschnitts.9 RI ist am LHC generell etwas größer und steigt

8Zur Erinnerung: Für die WH-Produktion gibt es keine Beiträge VII und RII.
9Wir vergleichen in dieser Diskussion nur die zentralen Werte.
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Abbildung 5.5: Größe der in diesem Kapitel berechneten Top-Korrekturen
zum inklusiven Wirkungsquerschnitt σ(pp→WH +X) (links) und σ(pp→
ZH+X) (rechts) am LHC mit 7TeV (oben) und 14TeV Schwerpunktsenergie
(unten). Die Beiträge werden auf den LO-Wirkungsquerschnitt normiert. Die
Fehlerbänder ergeben sich aus der Skalenvariation.
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Abbildung 5.6: Entspricht Abb. 5.5, aber am Tevatron.

sowohl mit der Higgsmasse als auch mit der Schwerpunktsenergie. Am Tevatron
hingegen bleibt dieser Beitrag stets unterhalb von 0.5%. Weil es keine weiteren Top-
Beiträge zur WH-Produktion gibt, bleiben die Effekte am Tevatron in der Summe
unterhalb von 1% und am LHC zwischen 1.1% (mH = 100GeV @ 7TeV) und 2.4%
(mH = 300GeV @ 14TeV).
Bei der ZH-Produktion gibt es zwei weitere Gruppen von Korrekturen VII und
RII. Weil RII mit 1/m2

t unterdrückt ist, liegt dessen Beitrag im Promillebereich.
VII steigt mit der Higgsmasse auf bis zu 0.8% am LHC im gegebenen Massenbreich
an. Am Tevatron übersteigt VII bei mH ≈ 130GeV sogar VI und steigt bis 1% bei
mH = 200GeV. In der Summe haben die Top-Beiträge einen Effekt zwischen 1%
und 2% auf die ZH-Produktion am Tevatron und 1.1% (mH = 100GeV @ 7TeV)
bis 2.9% (mH = 300GeV @ 14TeV) am LHC.
Zusammenfassend lässt sich sagen, dass die Top-Beiträge, welche in diesem Ka-
pitel berechnet werden, stets im niedrigen Prozentbereich liegen. Sie sind damit
kleiner als die derzeitige Unsicherheit auf den Wirkungsquerschnitt des Higgsstrah-
lungsprozesses [16,18,163]. Neuste Berechnungen zeigen jedoch [18,163], dass sich
insbesondere der PDF+αs-Fehler reduziert hat. Wenn sich dieser Trend fortsetzt,
können die Top-Beiträge wichtig werden.
Zum Abschluss betrachten wir in Abb. 5.7 und Abb. 5.8 noch die K-Faktoren des
NNLO-Wirkungsquerschnitts inklusive der neu berechneten Top-Beiträge am LHC
und am Tevatron. Zum Vergleich zeigen wir ebenfalls die K-Faktoren ohne die
Top-Beiträge. Der NNLO-Wirkungsquerschnitt wurde mit vh@nnlo [161] berechnet,
welches auf Ref. [98,160,162] und zwprod [162] basiert. Die Skalenunsicherheiten sind
linear addiert. Insbesondere erhalten die Top-Beiträge der Gruppe VI und VII einen
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Abbildung 5.7: NNLO-K-Faktoren des Higgstrahlungsprozesses am LHC
mit (a) 7TeV und (b) 14TeV Schwerpunktsenergie; jeweils eine Kurve mit
und ohne die Top-Beiträge.
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Abbildung 5.8: NNLO-K-Faktoren des Higgstrahlungsprozesses am Teva-
tron; jeweils eine Kurve mit und ohne die Top-Beiträge.
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zusätzlichen Fehler von 30% (LHC) bzw. 50% (Tevatron) aufgrund der Verwendung
der effektiven Theorie. Wir sehen hier davon ab PDF+αs-Unsicherheiten auf die
ohnehin kleinen Top-Beiträge zu berücksichtigen. Sie werden daher nur für den
NNLO-Wirkungsquerschnitt berechnet.
In Abb. 5.7 wird deutlich, dass zumindest für die WH-Produktion (untere Kurven)
die Top-Beiträge einen Einfluss auf den NNLO-K-Faktor haben, der ähnlich groß wie
die perturbative Unsicherheit ist. Für mH & 160GeV bei

√
s = 14TeV überlappen

sogar die Fehlerbänder nicht mehr. Die Unsicherheiten bei der ZH-Produktion (obere
Kurven) am LHC sind hingegen deutlich größer. Der Grund dafür sind die gluon-
induzierten Beiträge (Abb. 5.1 (c)). Somit ist die relative Wichtigkeit der Top-Beiträge
für die ZH-Produktion am LHC vernachlässigbar klein.
Am Tevatron (Abb. 5.8) ist der K-Faktor generell etwas größer als am LHC. Der
Einfluss der Top-Beiträge ist in allen Fällen verschwindend gering. Daher vernehmen
wir auch kaum einen Unterschied zwischen WH- und ZH-Produktion. Dafür sind
wiederum die gluon-induzierte Terme verantwortlich, welche einen deutlich geringeren
Effekt auf den Wirkungsquerschnitt am Tevatron haben.
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- Kapitel 6 -

Bottom-Annihilation

6.1 Definition und historischer Hintergrund

In Teil III dieser Arbeit werden verschiedene zentrale Aspekte der Higgsproduktion im
MSSM behandelt. Nachdem wir in diesem Kapitel differentielle Wirkungsquerschnitte
bei fester Ordnung betrachten, wird in Kap. 7 die pT -Resummation des Higgsbosons
beschrieben. Um geeignete Vorhersagen für dasMSSM zu machen, müssen wir zunächst
die wichtigen Produktionsprozesse eines Higgsbosons in dieser Theorie kennen.
Die Gluonfusion ist der wichtigste Produktionsmechanismus eines SM-Higgsbosons.
Im MSSM ist die Situation ein wenig anders. Neben der Gluonfusion gibt es einen
weiteren, ebenso wichtigen Prozess, die assoziierte Produktion eines Higgsbosons mit
Bottom-Quarks1

pp→ (bb̄)H +X. (6.1)

Diese liefert für einen großen Teil des Parameterraums des MSSMs sogar den domi-
nanten Beitrag zum Wirkungsquerschnitt (vgl. z. B. Ref. [181]). Denn nach Kap. 1.2
verstärkt der Parameter tan β die Yukawa-Kopplung der Bottom-Quarks relativ zur
Top-Yukawa. Eine Studie zur relativen Wichtigkeit von Gluonfusion und Bottom-
Annihilation im MSSM ist in Ref. [181–183] zu finden.2 Weil Supersymmetrie einen
größeren Higgssektor als das SM fordert (vgl. Kap. 1.2), steht H in Gl. (6.1) und
im weiteren Verlauf dieses Kapitels stellvertretend für eines der drei ungeladenen
Higgsteilchen des MSSMs. Damit sind das leichte und das schwere skalare Higgs sowie

1Genauer gesagt ist die bottom-induzierte Higgsproduktion in allen Modellen mit zwei Higgs-
Dubletts ein zentraler Prozess, in denen die Yukawa-Kopplung der Bottom-Quarks durch tan β
verstärkt wird. Das trifft z. B. auf eine einfache Erweiterung des SMs auf zwei Higgs-Dubletts zu,
welchem jedoch aufgrund der geringen theoretischen Motivation häufig wenig Bedeutung gegeben
wird.

2vgl. auch die allgemeinen Überblicke in Ref. [184,185]
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b

(a)

q b

(b)

b

(c)

Abbildung 6.1: LO-Feynmandiagramme der bottom-induzierten Higgspro-
duktion im Vier-Flavor-Schema (a), (b) und Fünf-Flavor-Schema (c).

das pseudo-skalare Higgs gemeint (h0, H0 und A). Die Produktion eines geladenen
Higgsbosons wird in dieser Arbeit nicht behandelt. Aufgrund des erweiterten Pa-
rameterraums besitzt das MSSM eine kleinere Sensitivität auf Higgssignale als das
SM [186,187].
In der Literatur werden zwei Ansätze zur Berechnung der bottom-induzierten Higgs-
produktion in Gl. (6.1) verfolgt. Wir haben beide bereits kurz in Kap. 2.2 zusammen
mit den Partonverteilungen eingeführt und stellen hier den Bezug zur bb̄H-Produktion
her: Im Vier-Flavor-Schema (4FS) wird angenommen, dass innerhalb des Protons nur
vier Quark-Typen und das Gluon vorkommen. Die LO-Prozesse in diesem Schema
sind daher durch

gg/qq̄ → bb̄H (6.2)

gegeben, wobei q ∈ {u, d, s, c}. Entsprechende LO-Feynmandiagramme zeigen
Abb. 6.1(a) und Abb. 6.1(b). Die kollinearen Divergenzen dieser Prozesse, welche
bei masselosen Bottom-Quarks im Endzustand auftreten würden, werden durch
die endliche Bottom-Masse reguliert. Dadurch manifestieren sich jedoch potentiell
große Logarithmen ln(m2

b/m
2
H) bei der Berechnung des Wirkungsquerschnitts, wel-

che die Konvergenz der Störungsreihe verschlechtern. Es ist daher sinnvoll diese
großen Logarithmen zu allen Ordnungen zu resummieren. Dies lässt sich durch
Einführung der Bottom-Partonverteilungen im Fünf-Flavor-Schema (5FS) [188,189]
realisieren.3 Dabei resummiert die DGLAP-Entwicklung der Bottom-PDFs formal alle
kollinearen Logarithmen des 4FS. Das Bottom-Quark muss dafür jedoch als masselos
angenommen werden. Aufgrund der Tatsache, dass im 5FS das Bottom-Quark im
Anfangszustand auftreten kann, ergibt sich auf LO ein einfacher 2→ 1-Prozess

bb̄→ H, (6.3)

siehe Abb. 6.1(c). Ein Nachteil des 5FS ist, dass auf LO keine Bottom-Quarks mit
großem Transversalimpuls beschrieben werden können. Erst auf NNLO werden kinema-
tische Konstellationen berücksichtigt, in denen beide Bottom-Quarks im Endzustand
einen großen Transversalimpuls aufweisen.4

3Das 5FS ist der Standard in allen modernen PDF-Sätzen, vgl. z. B.Ref. [190].
4Die LO-Feynmandiagramme des 4FS sind Teil der NNLO-Feynmandiagramme im 5FS.
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Beide, 4FS und 5FS, sind gültige Formalismen, um den bb̄H-Wirkungsquerschnitt
zu berechnen. Sie sind äquivalent, wenn alle Ordnungen der Störungstheorie be-
rücksichtigt werden. Der Unterschied zwischen den beiden entspricht daher einer
Neuordnung der perturbativen Reihe. Folglich ergeben sich Abweichungen zwischen
den Wirkungsquerschnitten der beiden Schemata, sobald die Störungsreihe bei einer
festen Ordnung abgeschnitten wird. Der Unterschied ist dabei von höherer Ordnung
in αs.
In der Historie dieses Higgsproduktionsprozesses haben sich zunächst enorme Diskre-
panzen (etwa ein Faktor von 5) zwischen 4FS und 5FS für die typische Skalenwahl
µF = µR = mH ergeben.5 Dieser Missstand konnte auch durch die NLO-Rechnungen
in der QCD im 5FS [193,194] und im 4FS [195,196] nicht vollkommen beseitigt werden.6
Daraus entwickelte sich ein theoretisch begründeter Vorschlag [191,192,194,199], dass
mH/4 eine angemessenere Skala für diesen Prozess ist. Seit der NNLO-Rechnung [92]
gibt es im 5FS eine theoretisch sehr robuste Vorhersage des Wirkungsquerschnitts
mit niedriger Skalenabhängigkeit. Diese Rechnung bestätigt, dass die Skalenwahl
µF = mH/4 ein natürlicheres Verhalten bezüglich der Konvergenz der perturbativen
Reihe aufweist.
Die Wahl der Skalen deutlich unterhalb der Higgsmasse führt zu kompatiblen Er-
gebnissen zwischen 4FS und 5FS. Seit kurzer Zeit wird innerhalb der „LHC Higgs
Cross Section Working Group“ [16, 17] der inklusive totale Wirkungsquerschnitt
aus beiden Schemata mittels der sogenannten „Santander-Matching“-Prozedur [200]
kombiniert, welche durch ein mH-abhängiges Gewicht die Stärken jedes Schemas
optimal berücksichtigt.
In den kommenden Abschnitten beschäftigen wir uns mit der Produktion eines
Higgsteilchens einschließlich einer bestimmten Anzahl von Jets im Endzustand.
Die exklusive H+Jet-Produktion kann bei der Higgsmessung in manchen Fällen
vorteilhaft gegenüber dem inklusiven Wirkungsquerschnitt sein. Darauf wurde bereits
vor vielen Jahren hingewiesen [146]. Die H+Jet-Produktion der Gluonfusion im
SM wurde bereits in Kap. 4.2.1 behandelt. Im MSSM ist es, insbesondere für große
tan β, essentiell die bottom-induzierteH+Jet-Produktion ebenfalls zu berücksichtigen.
Daher stellen wir in Kap. 6.2.1, 6.2.2 und 6.2.3 die Berechnung des differentiellen NLO-
Wirkungsquerschnitts der H+Jet-Produktion in Bottom-Annihilation aus den beiden
Studien in Ref. [201,202] vor. Entsprechend Ref. [201] präsentieren wir in Kap. 6.2.1
die QCD-Korrekturen kinematischer Verteilungen des Higgsteilchens. Die Studie in
Ref. [202] bezieht sich auf Observablen bezüglich der Jets und identifizierter Bottom-
Jets, welche zusammen mit dem Higgsteilchen produziert werden. Wir teilen diese
Studie wie folgt auf: In Kap. 6.2.3 betrachten wir die H+n-Jet-Produktion, während
wir in Kap. 6.2.3 die Identifizierung von Bottom-Jets im Endzustand berücksichtigen
und die H+nb-Jet-Produktion berechnen.

5Die Unterschiede zwischen 4FS und 5FS wurden z. B. in Ref. [191–193] analysiert.
6Im 5FS wurden zudem SUSY-Effekte in Ref. [197] und elektro-schwache Korrekturen in Ref. [198]

berechnet.
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Die Grundlage von Kap. 6.2 ist die voll-differentielle Berechnung des H+Jet-
Wirkungsquerschnitts auf NLO in der QCD. Dessen Implementierung in ein numeri-
sches Monte-Carlo-Programm wird am Anfang von Kap. 6.2.1 beschrieben. Mit dessen
Hilfe werden die NLO Transversalimpuls- und Rapiditätsverteilung des Higgsbosons
bestimmt und analysiert. Außerdem wird daraus der NNLO-Wirkungsquerschnitt mit
einem oberen Schnitt auf pT ermittelt, indem wir die Kenntnis der totalen Rate auf
NNLO [92] verwenden.7

Die H+n-Jet-Rate bildet im SM eine zentrale Observable bei der Higgssuche bzw.
-messung. Insbesondere der Wirkungsquerschnitt mit Jet-Veto, d. h. ohne Jets im
Endzustand, findet dabei Anwendung. Bei der Higgssuche im MSSM können sich
solche Signaturen im Experiment ebenfalls als vorteilhaft erweisen. In Kap. 6.2.2
berechnen wir daher die exklusive H+n-Jet-Produktion in der Bottom-Annihilation
im 5FS für n = 0 bzw. n ≥ 1 auf NNLO bzw. NLO. Des Weiteren werden Vorhersagen
für die kinematischen Verteilungen der Jets gemacht.
Im Experiment können Bottom-Quarks im Endzustand mit einer gewissen Effizienz
identifiziert werden. Dies hat Vorteile bei der Messung der Bottom-Yukawa-Kopplung.
Die H+b-Produktion in Bottom-Annihilation ist daher eine wichtige Größe im MSSM.
Deren Wirkungsquerschnitt sowie kinematische Verteilungen der Bottom-Quarks
werden in Ref. [204] auf NLO berechnet. In Kap. 6.2.3 erweitern wir diese Studie
um den Wirkungsquerschnitt ohne Bottom-Jets im Endzustand (Bottom-Veto) auf
NNLO. Dazu verwenden wir die Kenntnis des totalen Wirkungsquerschnitts [92].
Es sei darauf hingewiesen, dass wir größtenteils Ergebnisse zeigen, welche für das
SM gelten. Diese sind aber direkt auf das MSSM übertragbar, weil sich herausgestellt
hat, dass ein einfaches Umskalieren des Wirkungsquerschnitts durch eine effektive
bb̄H-Kopplung [198, 205] eine sehr gute Approximation des Wirkungsquerschnitts
im MSSM darstellt. Diese Näherung funktioniert für alle neutralen Higgsbosonen
des MSSMs. In Kap. 6.2.2 und 6.2.3 werden wir beispielhaft Ergebnisse in ausge-
wählten MSSM-Szenarien zeigen, welche durch eine entsprechende Gewichtung des
SM-Wirkungsquerschnitts berechnet wurden.

7Mittlerweile ist auch die voll-differentielle Berechnung des NNLO-Wirkungsquerschnitts der
Higgsproduktion in Bottom-Annihilation im 5FS bekannt [203].
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6.2 Higgs+Jet-Produktion

6.2.1 Kinematische Verteilungen des Higgsteilchens8

6.2.1.1 Einführende Bemerkungen

In diesem Kapitel wird die H+Jet-Produktion in Bottom-Annihilation auf NLO in
der QCD bestimmt. Dazu werden die wesentlichen Bestandteile dieser Rechnung und
deren Implementierung in ein Monte-Carlo-Programm skizziert. Dabei beschränken
wir uns auf Vorhersagen für kinematische Verteilungen des Higgsbosons und deren
Analyse. In Kap. 6.2.2 untersuchen wir dann Observablen bezüglich der Jets im End-
zustand. Ähnliche Betrachtungen für identifizierte Bottom-Jets9 werden in Kap. 6.2.3
durchgeführt.
Dieses Kapitel ist wie folgt aufgebaut: In Abschn. 6.2.1.2 wird unsere Rechnung
anhand repräsentativer Feynmandiagramme und deren Implementierung kurz be-
schrieben. Nachdem wir in Abschn. 6.2.1.3 die Inputparameter festlegen, analysieren
wir in Abschn. 6.2.1.4 kinematische Verteilungen des Higgsbosons. Zum Abschluss
berechnen wir in 6.2.1.5 den NNLO-Wirkungsquerschnitt mit oberem pHT -Schnitt auf
das Higgs.

6.2.1.2 Beschreibung der Problematik

b

(a)

b

(b)

Abbildung 6.2: LO-Feynmandiagramme der bottom-induzierten H+Jet-
Produktion.

Abb. 6.2 zeigt jeweils ein LO-Diagramm der partonischen Kanäle bb̄ und bg, welche zur
H+Jet-Produktion beitragen. Auf NLO muss die virtuelle Korrektur der LO-Prozesse
bb̄ → gH und bg → bH berücksichtigt werden und es kommen zusätzliche Kanäle
bei der reellen Abstrahlung hinzu. Zur Veranschaulichung zeigt Abb. 6.3 beispielhaft

8Dieses Kapitel folgt eng unserer Darstellung in Ref. [201]. Die Plots wurden zum Zwecke dieser
Arbeit mit aktualisierten Parametern erneuert.

9Weil wir partonische Endzustände betrachten, werden hier und im Folgenden Jets mit Parton-
Jets gleichgesetzt, vgl. Kap. 2.4. Bottom-Jets sind dementsprechend Parton-Jets, welche sich aus
mindestens einem Bottom-Quark zusammensetzen.
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b

(a)

b

(b)

Abbildung 6.3: Beispielhafte NLO-Feynmandiagramme der bottom-
induzierten H+Jet-Produktion: (a) virtuelle Korrektur und (b) reelle Ab-
strahlung.

jeweils ein Diagramm der virtuellen und der reellen Korrektur. Die NLO-Prozesse
lassen sich wie folgt zusammenfassen: bb → gH und bg → bH mit einer Schleife;
bb→ ggH, bb→ bbH,bb→ qqH, gb→ gbH und neue Kanäle gg → bbH, bb→ bbH,
bq → bqH,qq → bbH, wobei q ∈ {u, d, s, c} ein leichtes Quark bezeichnet. Es wird
impliziert, dass die ladungskonjugierten Prozesse ebenfalls berücksichtigt werden.
Es gibt weitere NLO-Korrekturen. Deren Diagramme enthalten eine geschlossene
Quark-Schleife, welche das Higgsteilchen abstrahlt. Diese Beiträge können als Interfe-
renzterme zwischen der Higgsproduktion in Gluonfusion und Bottom-Annihilation
angesehen werden. Im 5FS sind sie jedoch identisch mit null, weil aufgrund der Verwen-
dung von Bottom-PDFs, abgesehen von der Yukawa-Kopplung, mb = 0 gilt. Nur im
4FS treten sie auf, liefern aber einen sehr geringen Beitrag, da sie ∼ α2

s y
2
b ·m2

b/m
2
H bzw.

∼ α2
s yt yb ·m2

b/m
2
H sind. Alle anderen Diagramme mit geschlossener Quark-Schleife,

welche ein Higgs abstrahlt, zählen wir zur Gluonfusion. Deren Beiträge können
inkohärent zum Wirkungsquerschnitt der Bottom-Annihilation addiert werden.
Die NLO-Amplituden werden auch in dieser Rechnung mittels der Methode der Dipol-
subtraktion [41] kombiniert.10 Des Weiteren wird der α-Parameter [61,62] verwendet,
um die Konsistenz der Dipolsubtraktion zu überprüfen. Unsere Ergebnisse wurden
einer Reihe weiterer Kontrollen unterzogen: Die virtuellen Korrekturen stimmen ana-
lytisch mit Ref. [204] überein. Der Wirkungsquerschnitt weist numerisch das korrekte
logarithmische Verhalten für kleine Transversalimpulse des Higgsbosons11 auf [206].
Die kinematischen Verteilungen des Higgsbosons wurden mit einer analytischen
Berechnung der pHT -Verteilung [93] und mit aMC@NLO [47, 157, 207, 208] verglichen.
Weitere Überprüfungen bezüglich Jets und identifizierten Bottom-Jets werden in den
folgenden Kapiteln angesprochen.
Bevor wir Resultate der kinematischen Verteilungen des Higgsteilchens zeigen, müssen
wir zunächst die verwendeten Inputparameter spezifizieren.

10siehe Kap. 2.3
11Den Transversalimpuls des Higgsteilchens bezeichnen wir im Folgenden durch pHT .
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6.2.1.3 Inputparameter

In diesem Kapitel werden aktualisierte Ergebnisse der Studie in Ref. [201] gezeigt.
Dabei werden, soweit nicht anders angegeben, die folgenden Parameter verwendet:

• LHC @ 8 TeV Schwerpunktsenergie,

• mH = 125GeV,

• MSTW2008-PDF-Sätze [42] mit zugehörigen Startwerten αs(MZ) = 0.13939 auf
LO, αs(MZ) = 0.12018 auf NLO und αs(MZ) = 0.11707 auf NNLO.

• Weil innerhalb der PDF-Sätze µR ≡ µF vorausgesetzt wird, wählen wir nicht
nur die Faktorisierungs-, sondern auch die Renormierungsskala zu µR = µF =
µ0 = mH/4. Die Skalenunsicherheit der Wirkungsquerschnitte wird durch die
separate Variation von µR und µF im Intervall [0.5µ0, 2µ0] abgeschätzt.

• Die Bottom-Masse in der Yukawa-Kopplung wird im MS-Schema definiert.
Aus Konsistenzgründen mit den MSTW2008-PDF-Sätzen [42] wählen wir den
Startwert mb(mb) der Entwicklung zu mb(µR) stets so, dass mb = 4.75GeV für
die Polmasse gilt.

• Außerdem wird in diesem Abschnitt ein Schnitt pHT > 30GeV vorausgesetzt,
um die verbliebenen infraroten Divergenzen zu regulieren.

Wir werden in diesem Abschnitt ausschließlich Ergebnisse für das SM diskutieren. Das
bedeutet, die Bottom-Yukawa ist durch yb = mb/v (mit v = 246.22GeV) gegeben.
Gemäß Ref. [198,205] sind diese Resultate direkt übertragbar auf die Higgsproduktion
im MSSM.

6.2.1.4 NLO-Verteilungen des Higgsbosons

Wir betrachten in Abb. 6.4 und Abb. 6.5 die Transversalimpuls- und die Rapiditäts-
verteilung des Higgsbosons und die zugehörigen K-Faktoren

KpHT
≡ dσNLO/dpHT

dσLO/dpHT
, KyH ≡

dσNLO/dyH

dσLO/dyH
. (6.4)

Die pHT -Verteilung in Abb. 6.4 (a) weist auf LO (schwarz, gestrichelt) und NLO (rot,
durchgezogen) das erwartete Verhalten auf, wonach der Wirkungsquerschnitt bei klei-
nen pHT logarithmisch divergiert. Um Effekte großer Transversalimpulse zu berücksich-
tigen, verwenden wir eine pHT -abhängige Energieskala µ0 = mH

T /4 ≡
√

(pHT )2 +m2
H/4,

wobei mH
T die transversale Masse des Higgsteilchens ist. Die Fehlerbänder entsprechen

der Unsicherheit bezüglich der Skalenwahl. Diese schätzen wir durch unabhängige
Variation von µF und µR im Intervall [0.5µ0, 2µ0] ab. Es zeigt sich in Abb. 6.4 (a),
dass aus unserer Wahl der Energieskalen eine sehr gute Konvergenz der perturbativen
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Abbildung 6.4: (a) Transversalimpulsverteilung des Higgsbosons auf LO
(schwarz, gestrichelt) und NLO (rot, durchgezogen); (b) der entsprechende
K-Faktor.

Reihe folgt: Das Fehlerband des NLO-Wirkungsquerschnitts (gelb) ist vollkommen
von dem auf LO (grau) umschlossen. Des Weiteren reduziert sich auf NLO die Skalen-
abhängigkeit des Wirkungsquerschnitts deutlich. Eine detaillierte Betrachtung der
Skalenunsicherheit des H+Jet-Wirkungsquerschnitts wird in Kap. 6.2.2 durchgeführt.
Der K-Faktor in Abb. 6.4 (b) ist sehr flach. Daher kann zur Berücksichtigung höherer
Ordnungen die LO-pHT -Verteilung in guter Näherung konstant gewichtet werden.
Weil sich KpHT

außerdem nahe bei eins befindet, können NLO-Effekte durch den
LO-Wirkungsquerschnitt mit obiger Skalenwahl approximiert werden.
Die yH -Verteilung in Abb. 6.5 (a) besitzt ebenfalls die erwartete Form: Sie ist sym-
metrisch bezüglich des Vorzeichens der Rapidität; der größte Wirkungsquerschnitt
stellt sich für kleine Rapiditäten ein und nimmt mit erhöhtem Boost dann immer
weiter ab. Der K-Faktor in Abb. 6.5 (b) ist um yH = 0 relativ flach, sinkt dann aber
bei zunehmender Rapidität des Higgsteilchens stark ab.
Der Verlauf der K-Faktoren von pHT - und yH -Verteilung des Higgsbosons ist vergleich-
bar mit den Beobachtungen, welche in der Gluonfusion gemacht wurden [115–117].
Nur die absolute Größe der NLO-Korrekturen stellt sich als deutlich geringer als in
der Gluonfusion dar. Dabei ist zu beachten, dass die K-Faktoren sich deutlich von
denen der inklusiven totalen Rate [92] unterscheiden, welche folglich nicht für die
Gewichtung von Verteilungen geeignet sind.
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Abbildung 6.5: (a) Rapiditätsverteilung des Higgsbosons auf LO (schwarz,
gestrichelt) und NLO (rot, durchgezogen); (b) der entsprechende K-Faktor.

6.2.1.5 NNLO-Wirkungsquerschnitt mit pHT -Schnitt

Unser Monte-Carlo-Programm ermöglicht die Berechnung des Wirkungsquerschnitts
mit einem Schnitt, welcher den Transversalimpuls des Higgsteilchens nach oben
begrenzt. Dazu machen wir von der Kenntnis des totalen Wirkungsquerschnitts σtot
auf NNLO [92] Gebrauch:

σ(pHT < pHT,cut) =
∫
pHT <p

H
T,cut

dpHT
dσ

dpHT
= σtot −

∫
pHT >p

H
T,cut

dpHT
dσ

dpHT
. (6.5)

Alle Terme auf der rechten Seite werden mit NNLO-PDFs und -Kopplungen berechnet.
In Abb. 6.6 wird der LO- (schwarz, gepunktet), NLO- (blau, gestrichelt) und NNLO-
Wirkungsquerschnitt (rot, durchgezogen) σ(pHT < pHT,cut) in Abhängigkeit von pHT,cut
aufgetragen. Auf LO ist der Wirkungsquerschnitt konstant und damit unabhängig
von pHT,cut. Das liegt daran, dass dieser nur einen Beitrag bei pHT = 0 besitzt. Die
Korrekturen höherer Ordnung sind für unsere Skalenwahl µ0 = mH/4 negativ. Es
ist ersichtlich, wie die Vorhersage des Wirkungsquerschnitts für pHT,cut . 20GeV
zusammenbricht. In dieser Region wird die perturbative Konvergenz aufgrund der
großen Logarithmen ln(pHT /MH) gestört.12 Deren Resummierung behandeln wir in
Kap. 7.
Die Fehlerbänder in Abb. 6.6 ergeben sich wie zuvor aus der Skalenvariation. Diese
überlappen zwischen den verschiedenen Ordnungen für weite Teile von pHT,cut und sind
damit konsistent bezüglich der Konvergenz der Störungsreihe. Jedoch kann dieses

12siehe z. B. Gl. (3.1)



114 Kapitel 6. Bottom-Annihilation

 0

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

 0.25

 0.3

 0.35

 0.4

 0  50  100  150  200

p
H
T,cut [GeV]

 σ(pT
H

 < p
H
T,cut) [pb]

LO
NLO
NNLO

LHC@8 TeV

m
H

 = 125 GeV

µ
F
 = µ

R
 = m

H
 / 4

 0

 0.05

 0.1

 0.15

 0.2

 0.25

 0.3

 0.35

 0.4

 0  50  100  150  200

p
H
T,cut [GeV]

 σ(pT
H

 < p
H
T,cut) [pb]

LO
NLO
NNLO

LHC@8 TeV

m
H

 = 125 GeV

µ
F
 = µ

R
 = m

H
 / 4

Abbildung 6.6: Wirkungsquerschnitt mit pHT -Schnitt aus Gl. (6.5) als
Funktion von pHT,cut. Es werden die LO- (schwarz, gepunktet), NLO- (blau,
gestrichelt) und NNLO-Kurve (rot, durchgezogen) gezeigt. Die Fehlerbänder
entsprechen der Skalenunsicherheit.

Verhalten durch eine unterschiedliche Wahl der Skalen (µR = mH und µF = mH/4)
noch verbessert werden. In diesem Fall sind die Fehlerbänder höherer Ordnung
komplett in denen niedrigerer Ordnung enthalten (vgl. Ref. [203, Fig. 7]), ähnlich
wie es bei der pHT -Verteilung in Abb. 6.4 der Fall ist.
Wir möchten auf die Wahl dieser unphysikalischen Skalen noch einmal genauer
eingehen. Bezüglich des totalen NNLO-Wirkungsquerschnitts [92] zeigt sich eine
Skalenwahl von µR = mH und µF = mH/4 als vorteilhaft. Bei der Berechnung des
H+Jet-Wirkungsquerschnitts sowie bei der pHT -Verteilung erzielt man jedoch nur
konsistente Ergebnisse zwischen LO und NLO für µR = µF = mH/4. Weil letztere
Wahl auch für σ(pHT < pHT,cut) und den totalen Wirkungsquerschnitt nicht ungeeignet
ist, wird diese hier verwendet. Ohnehin haben die bisher angesprochenen Observablen
auf höheren Ordnungen eine sehr geringe Skalenabhängigkeit. Dadurch ist die Wahl
der Skala nur bei anderen Observablen relevant oder bei Rechnungen auf einer
niedrigeren Ordnung. Wir werden auf diesen Zusammenhang noch einmal kurz im
folgenden Kapitel zurückkommen.
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6.2.2 Higgs+n-Jet-Wirkungsquerschnitt13

6.2.2.1 Einführende Bemerkungen

In diesem Kapitel präsentieren wir Resultate für die Higgs+n-Jet-Produktion in der
Bottom-Annihilation am LHC. Wir berechnen den Wirkungsquerschnitt mit Jet-Veto
(n = 0) auf NNLO und den 1-Jet-inklusiven Wirkungsquerschnitt (n ≥ 1) auf NLO.
Wir beschränken uns hier auf die Fälle, in denen die partonischen Ausgangsteilchen
nicht identifiziert werden, während markierte (engl.: „tagged“) Bottom-Quarks in
Kap. 6.2.3 behandelt werden.
Der vorige Abschnitt beschäftigt sich mit den kinematischen Eigenschaften des
Higgsbosons. Im Folgenden werden hingegen Verteilungen der assoziierten Jets und
deren Aufteilung in Jet-Bins untersucht. Der Zweck dieser Resultate ist einfach: Die
bottom-induzierte Higgsproduktion kann abhängig von tan β den dominanten Pro-
duktionsmechanismus darstellen. Daher sollten die experimentellen Studien, welche
für die H+n-Jet-Produktion in der Gluonfusion gemacht werden, um den Wirkungs-
querschnitt der Bottom-Annihilation erweitert werden. Dabei können im 5FS die
Ergebnisse inkohärent addiert werden, weil die Interferenzterme zwischen Gluonfusion
und Bottom-Annihilation verschwinden.
Dieses Kapitel ist wie folgt aufgebaut: In Abschn. 6.2.2.2 beschreiben wir die Be-
rechnung des H+n-Jet-Wirkungsquerschnitts für n = 0 und n ≥ 1 mit Hilfe unseres
Monte-Carlo-Programms. Abschn. 6.2.2.4 und 6.2.2.5 enthalten die Ergebnisse für
Inputparameter, welche wir in Abschn. 6.2.2.3 definieren.

6.2.2.2 Beschreibung der Problematik

Es wird das Monte-Carlo-Programm aus Abschn. 6.2.1.2 verwendet. Wir haben
zusätzlich den Anti-kT -Jet-Algorithmus14 [69] implementiert, um die partonischen
Endzustände als Parton-Jets zu gruppieren. Damit lässt sich der exklusive H+n-Jet-
Wirkungsquerschnitt σn−jet für n = 1 und n = 2 auf NLO und LO bestimmen. Der
inklusive H+n-Jet-Wirkungsquerschnitt ist durch

σ≥n−jet =
∑
n′≥n

σn′−jet (6.6)

definiert. D. h., in unserem Fall sind exklusiver und inklusiver H+2-Jet-Wirkungs-
querschnitt identisch, weil σ≥2-jet = σ2-jet +O(α3

s) und wir höhere Ordnungen als α2
s

nicht berücksichtigen.
Unser Set-Up ermöglicht es außerdem durch Verwendung der totalen Rate auf
NNLO [75] den exklusiven H+0-Jet-Wirkungsquerschnitt (Jet-Veto) auf NNLO zu

13Dieses Kapitel folgt eng unserer Darstellung in Ref. [202].
14Weil in unserem Fall maximal zwei Jets im Endzustand auftreten können, liefern der Anti-kT -,

der kT - und der Cambridge-Aachen-Jet-Algorithmus identische Ergebnisse, vgl. dazu Kap. 2.4
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berechnen. Dazu wird die inklusive H+1-Jet-Rate (auch H+≥1-Jet-Rate genannt)
vom totalen Wirkungsquerschnitt subtrahiert:

σNNLO
jet-veto ≡ σNNLO

0-jet = σNNLO
tot − σNLO′

≥1-jet . (6.7)

Alle Beiträge der rechten Seite müssen mit NNLO-PDFs und -Kopplungen berechnet
werden. Daher unterscheidet der Strich in σNLO′

≥1-jet die H+≥1-Jet-Rate mit NNLO-
PDFs und -Kopplungen vom üblichen (ungestrichenen) Wirkungsquerschnitt σNLO

≥1-jet,
welcher mit NLO-PDFs und -Kopplungen berechnet wird. Folglich gilt aufgrund der
verschiedenen Ordnungen der PDFs und Kopplungen

σNNLO
0-jet + σNLO

≥1-jet 6≡ σNNLO
tot 6≡ σNNLO

0-jet + σNLO
1-jet + σLO

2-jet . (6.8)

Dies ist ähnlich zur Tatsache, dass σNLO
1-jet + σLO

2-jet 6≡ σNLO
≥1-jet(≡ σNLO

1-jet + σLO′
2-jet) ist.

Das Monte-Carlo-Programm und dessen Ergebnisse haben wir ausgiebigen Tests
unterzogen, siehe Abschn. 6.2.1.2. Dazu zählt auch ein vollständiger Vergleich
der Jet-Observablen mit dem vollautomatisierten Monte-Carlo-Event-Generator
aMC@NLO [47, 157, 207, 208], welcher die vermutlich wichtigste Überprüfung unse-
res Programms darstellt. Dabei haben wir sowohl für den inklusiven H+1-Jet-
Wirkungsquerschnitt als auch für kinematische Verteilungen der Jets Übereinstim-
mung bis in den Promillebereich gefunden.

6.2.2.3 Inputparameter

Soweit nicht anders angegeben, verwenden wir die folgenden Parameter für unsere
Ergebnisse in Abschn 6.2.2.4 und 6.2.2.5:

• LHC @ 7 TeV Schwerpunktsenergie15,

• MSTW2008-PDFs [42] mit αs (MZ) = 0.13939 auf LO, αs (MZ) = 0.12018 auf
NLO und αs (MZ) = 0.11707 auf NNLO,

• µF = µR ≡ µ0 = mH/4,

• Startwert mb(mb) = 4.2GeV [209] zur Bestimmung der Bottom-MS-Masse
mb(µR).

• Es werden keine kinematischen Schnitte auf das Higgs durchgeführt. Stattdessen
werden infrarote Divergenzen aufgrund der Jet-Definition umgangen: Anti-kT -
Algorithmus [69] mit Jetradius R = 0.4; pjetT > 20 GeV und |yjet| < 4.8.16

Alle Ergebnisse werden zunächst für ein SM-Higgs diskutiert. Zusätzlich zeigen
wir beispielhaft Vorhersagen des H+n-Jet-Wirkungsquerschnitts für ein neutrales

15Die zugehörigen Tabellen sowie Ergebnisse für LHC @ 14TeV finden sich in Ref. [202].
16Die Wahl dieser Jet-Definition orientiert sich an Analysen der ATLAS-Kollaboration [210,211].
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Abbildung 6.7: Skalenabhängigkeit der inklusiven H+Jet-Rate: (a) µF -
und (b) µR-Variation.

Higgsboson im MSSM (h0, H0 und A), welche sich durch Neuskalierung der Bottom-
Yukawa ergeben.
Bevor wir mit der Analyse unserer Resultate beginnen, möchten wir noch kurz auf
die verschiedenen Quellen von Unsicherheiten des Wirkungsquerschnitts eingehen.
Einerseits gibt es Unsicherheiten bezüglich der PDFs und dem zughörigen Startwert
αs(MZ) der starken Kopplungskonstanten. Diese schätzen wir gemeinsam unter
Verwendung der Methode in Ref. [42] mit den 68%CL-PDF-Sätzen ab. Die zweite
Quelle ist die Skalenunsicherheit, welche sich wie zuvor aus der separaten Variation
der unphysikalischen Skalen µF und µR ergibt. Die numerischen Fehler, die bei der
Monte-Carlo-Integration unseres Programms auftreten, sind vernachlässigbar klein.
Wir beginnen den kommenden Abschnitt mit einer detaillierteren Analyse der Abhän-
gigkeit des Wirkungsquerschnitts von µR und µF . Insbesondere bei der H+0-Jet-Rate
ist die Bestimmung der perturbativen Unsicherheit diskutabel. Auf diese Aspekte
werden wir im Folgenden näher eingehen.

6.2.2.4 Ergebnisse der H+n-Jet-Raten

Zunächst betrachten wir die Skalenvariation des inklusiven H+1-Jet-Wirkungsquer-
schnitts für ein repräsentatives Szenario mit mH = 150GeV. Abb. 6.7 (a) zeigt dessen
Abhängigkeit von der Faktorisierungsskala und (b) von der Renormierungsskala. In
beiden Diagrammen reduziert sich auf NLO (rot, durchgezogen) die Skalenabhängig-
keit gegenüber der LO-Kurve (blau, gestrichelt) signifikant. Außerdem ergibt sich
in Bezug auf die Unsicherheiten eine hervorragende Konsistenz zwischen LO- und
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NLO-Vorhersage. Dies verifiziert, dass in diesem Fall µ0 = mH/4 eine sinnvolle Wahl
für die zentrale Skala darstellt.
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Abbildung 6.8: (a) µF - und (c) µR-Variation der H+0-Jet-Rate und die
entsprechenden Plots für den totalen Wirkungsquerschnitts in (b) und (d).

Beim H+0-Jet-Wirkungsquerschnitt in der Gluonfusion zeigt sich, dass dessen Ska-
lenvariation ähnlich oder sogar kleiner als die des totalen Wirkungsquerschnitts
ist [212, 213]. Weil die H+0-Rate jedoch einen weniger inklusiven Charakter als
der totale Wirkungsquerschnitt hat, erwartet man genau das umgekehrte Verhalten.
Präziser formuliert erwartet man größere Effekte durch die Beschneidung der per-
turbativen Reihe beim Jet-Veto. Daher scheint die Abschätzung der perturbativen
Unsicherheit durch die Variation der unphysikalischen Skalen in diesem Falle fraglich.
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Abbildung 6.9: H+0- und ≥1-Jet-Beiträge zum totalen Wirkungsquer-
schnitt auf NNLO und NLO als Funktion der Higgsmasse; (a) |yjet| < 4.8 und
(b) |yjet| < 2.5.

Für die Bottom-Annihilation können wir diesen Zusammenhang jedoch nicht fest-
stellen: Abb. 6.8 vergleicht die H+0-Jet-Rate als Funktion von µR und µF für
mH = 150GeV mit dem totalen Wirkungsquerschnitt. Betrachten wir nur die NNLO-
Kurven (rot, durchgezogen) der µF -Abhängigkeit in Abb. 6.8 (a) und (b), wird
deutlich, dass beide nahezu den gleichen Verlauf haben. Die Kurve des Jet-Vetos
ist aufgrund der fehlenden Jet-Beiträge lediglich vertikal nach unten verschoben.
Die zentralen Werte unterscheiden sich um etwa einen Faktor von zwei. Folglich
ist die relative Skalenvariation der H+0-Jet-Rate mehr als doppelt so hoch als die
des totalen Wirkungsquerschnitts. Dieselben Aussagen treffen auf die NNLO-Kurven
der µR-Abhängigkeit zu, wenn wir Abb. 6.8 (c) mit (d) vergleichen. Das angespro-
chene Verhalten der Skalenvariation in der Gluonfusion [212,213] ist somit bei der
Bottom-Annihilation nicht gegeben. Daher ist in unserem Fall die Variation der
unphysikalischen Skalen als Abschätzung der perturbativen Unsicherheit zulässig.
Die LO-Kurven der beiden Wirkungsquerschnitte sind identisch, weil auf LO keine
Parton-Jets im Endzustand auftreten (vgl. Abb. 6.8 (a) mit (b) und (c) mit (d)).
Zudem sinkt die Skalenabhängigkeit des Wirkungsquerschnitts auf höheren Ord-
nungen deutlich. Die Kurven des H+0-Jet-Wirkungsquerschnitts rücken wegen den
fehlenden Jet-Beiträgen relativ weit auseinander. Berücksichtigen wir die gesamte
Skalenvariation, ergeben sich dennoch Ordnung für Ordnung konsistente Ergebnisse
für unsere Skalenwahl von µ0 = mH/4.17

17Eine andere Wahl als µR = µF = mH/4 kommt aufgrund der inklusiven H+1-Jet-Rate nicht in
Frage.
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Abbildung 6.10: Totaler (rot, durchgezogen) und H+n-Jet-Wirkungsquer-
schnitt für n = 0 (blau, gestrichelt) und n ≥ 1 (schwarz, gepunktet) im
mmax
h -Szenario [214,215]; (a),(b) tan β = 5 und (c),(d) tan β = 30; links sind

die skalaren Higgsteilchen (h0, H0) und rechts das pseudo-skalare Higgs (A).
Entnommen aus Ref. [17].
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In Abb. 6.9 wird dargestellt, wie sich die totale inklusive Rate (rot, durchgezogen)
in den exklusiven 0-Jet-Bin (schwarz, gepunktet) und den inklusiven ≥1-Jet-Bin
(blau, gestrichelt) aufteilt. Dabei zeigen wir Resultate für zwei Rapiditätsschnitte,
|yjet| < 4.8 und |yjet| < 2.5. Abb. 6.9 macht deutlich, dass der relative Anteil der Jet-
Beiträge mit der Higgsmasse ansteigt. Dies entspricht dem Verhalten, das bereits bei
der Gluonfusion beobachtet wurde [119]. Die Fehlerbänder beinhalten die quadratische
Addition der perturbativen und PDF+αs-Unsicherheiten.
Um zu verdeutlichen, dass eine MSSM-Vorhersage direkt aus dem SM-Ergebnis be-
rechnet werden kann, wird in Abb. 6.10 der H+n-Jet-Wirkungsquerschnitt (H ∈
{h0, H0, A}) im MSSM für n = 0 und n ≥ 1 geplottet. Dazu wurden die zentralen
Kurven in Abb. 6.10 mit einem Umskalierungsfaktor für die Bottom-Yukawa gewich-
tet, welchen wir mit Hilfe von FeynHiggs [216–221] ermittelt haben. Es wird das
mmax
h -Szenario [214, 215] verwendet. Zum Vergleich wählen wir zwei verschiedene

Werte für tan β (tan β = 5 und tan β = 30). Abb. 6.10 bestätigt, dass große tan β
den Wirkungsquerschnitt der Higgsproduktion in der Bottom-Annihilation deutlich
verstärken. Tabellen mit numerischen Werten der Wirkungsquerschnitte in Abb. 6.10
können Ref. [17] entnommen werden.

6.2.2.5 Kinematische Verteilungen des härtesten Jets
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Abbildung 6.11: (a) Transversalimpulsverteilung des härtesten Jets und
(b) der entsprechende K-Faktor.

Auch die kinematischen Verteilungen der Jets enthalten nützliche Informationen für
die Higgsmessung am LHC. Insbesondere der Transversalimpuls des härtesten Jets
pjetT,1 und dessen Rapidität yjet1 sind wichtige Observablen, weil sie große Beiträge zum
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Abbildung 6.12: (a) Rapiditätsverteilung des härtesten Jets und (b) der
entsprechende K-Faktor.

Wirkungsquerschnitt liefern. Daher wird in Abb. 6.11 die pjetT,1-Verteilung auf NLO
(rot, durchgezogen) und LO (schwarz, gepunktet) sowie der zugehörige K-Faktor
gezeigt. Dabei ist zu beachten, dass Jets weiterhin eine Rapidität von |yjet| < 4.8
aufweisen müssen. Um mögliche Effekte von sehr harten Jets zu berücksichtigen,
wählen wir pjetT,1-abhängige Skalen:

µF = µR = 1
4

√
m2
H + (pjetT,1)2 . (6.9)

Die Ergebnisse ähneln sehr denen der pHT -Verteilung in Abschn. 6.2.1.4. Insbesondere
ist der K-Faktor nahezu konstant für pjetT,1 & 50GeV und ist sehr nahe bei eins. Die
perturbativen Korrekturen sind somit unterhalb von 10%.
Abb. 6.12 zeigt die Rapiditätsverteilung des härtesten Jets. Der Verlauf des K-
Faktors für große Rapiditäten steigt drastisch an und zeigt ein sehr unterschiedliches
Verhalten verglichen mit der yH -Verteilung in Abschn. 6.2.1.4. Diese Effekte können
somit nicht durch konstante Gewichtung der LO-Verteilung oder eine geeignete
Skalenwahl reproduziert werden. Sie können nur durch die volle NLO-Rechnung
berücksichtigt werden.
Im kommenden Kapitel werden wir ähnliche Ergebnisse für identifizierte Bottom-
Quarks präsentieren.
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6.2.3 Higgs+nb-Jet-Wirkungsquerschnitt18

6.2.3.1 Einführende Bemerkungen

Wenn die Kopplung des Higgsbosons zu Bottom-Quarks in der Natur verstärkt sein
sollte, ist die Bottom-Annihilation ein vielversprechender Prozess, um die Bottom-
Yukawa zu messen. Zu diesem Zweck ist im Experiment die Identifizierung von Jets
hilfreich, welche durch ein Bottom-Quark erzeugt werden.19 Aus theoretischer Sicht
kann durch eine geeignete Wahl der Jetfunktion die Anzahl an Bottom-Jets im
Endzustand definiert werden. Im 5FS ist der entsprechende Wirkungsquerschnitt mit
einem und zwei Bottom-Quarks im Endzustand auf NLO und LO bekannt [204]. Dieser
ist außerdem Teil unserer H+Jet-Rechnung. Wir werden im Folgenden Resultate für
die H+nb-Jet-Produktion (n = 1, 2) mit aktualisierten Parametern zeigen. Zusätzlich
präsentieren wir neue Ergebnisse für den Wirkungsquerschnitt mit Bottom-Veto
(n = 0). Die analoge Studie im 4FS ist in Ref. [225] zu finden.
Dabei gehen wir wie folgt vor: Im kommenden Abschnitt wird der H+0b-Jet-
Wirkungsquerschnitt kurz eingeführt. Danach passen wir in Abschn. 6.2.3.3 die
Inputparameter bezüglich der Definition von Bottom-Jets an. Nach der Präsenta-
tion der Resultate für die H+nb-Jet-Raten in Abschn. 6.2.3.4 besprechen wir in
Abschn. 6.2.3.5 eine Studie aus Ref. [17], welche die Vorhersagen unseres Monte-
Carlo-Programms für Bottom-Jet-Observablen mit PYTHIA [153,154] vergleicht.

6.2.3.2 Beschreibung der Problematik

Die Berechnung des H+nb-Jet-Wirkungsquerschnitts für n = 1, 2 in Ref. [204] ist
in MCFM [226] implementiert. Nachdem wir unser Programm um die Möglichkeit
Bottom-Jets zu identifizieren erweitert haben, ergab der Vergleich mit MCFM Überein-
stimmungen bis . 1%.
Durch die erneute Verwendung des totalen NNLO-Wirkungsquerschnitts berechnen
wir die H+0b-Jet-Rate durch Subtraktion der Beiträge mit einem oder mehreren
Bottom-Jets im Endzustand:20

σNNLOb-jet veto ≡ σNNLO0b = σNNLOtot − σNLO
′

≥1b . (6.10)

Dabei werden alle Größen auf der rechten Seite mit NNLO-PDFs und -Kopplungen
berechnet.21

18Dieses Kapitel folgt eng unserer Darstellung in Ref. [202]. Der Inhalt dieses Kapitels wurde
außerdem um Elemente aus Ref. [17] ergänzt.

19Im Speziellen werden in experimentellen SUSY-Analysen für H → ττ von der CMS-Kollaboration
(vgl. z. B. [222–224]) die Signaturen mit mindestens einem markierten Bottom-Jet und mit keinem
markierten Bottom-Jet untersucht. Gleiches gilt für die ATLAS-Analysen [210,211].

20vgl. Gl. (6.7) zur Berechnung von σ0-jet
21Darauf weist der Strich in σNLO′

≥1b hin, vgl. Abschn. 6.2.2.2.
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Anders als bei den Jet-Wirkungsquerschnitten können Bottom-Jets im Endzustand
nur mit einer gewissen Effizienz εb experimentell identifiziert werden. Deswegen
müssen wir den Wirkungsquerschnitt σnb (n = 0, 1, 2, . . .), welcher die Anzahl aller
vorhandenen Bottom-Jets im Endzustand berücksichtigt, von σnb-tag unterscheiden.
Letzterer beinhaltet die Effizienz mit der markierte Bottom-Jets tatsächlich im
Experiment gemessen werden können. Wenn Bottom-Jets experimentell mit einer
Effizienz von 100% markiert werden könnten, sollten beide Wirkungsquerschnitte
identisch sein:

σnb-tag(εb → 1) = σnb . (6.11)

Demnach ergibt sich der inklusive H+1b-tag-Wirkungsquerschnitt aus Ref. [204] zu

σNLO
≥1b-tag = εbσ

NLO
1b + εb(2− εb)σLO′

2b . (6.12)

Außerdem können die exklusiven Wirkungsquerschnitte mit einem und zwei markier-
ten Bottom-Jets durch

σNLO
1b-tag = εbσ

NLO
1b + 2εb(1− εb)σLO

2b ,

σLO
2b-tag = ε2bσ

LO
2b

(6.13)

berechnet werden. Im Gegensatz zu Ref. [204] bestimmen wir σLO
2b konsistent mit

LO-PDFs und -αs. Zuletzt können wir auf dieselbe Art die H+0b-tag-Rate ermitteln:

σNNLO
0b-tag = σNNLO

0b + (1− εb)σNLO
1b + (1− εb)2σLO

2b . (6.14)

Im Folgenden präsentieren wir Resultate für σnb, weil sich daraus zusammen mit der
Effizienz εb die entsprechenden Wirkungsquerschnitte mit markierten Bottom-Quarks
berechnen lassen.

6.2.3.3 Inputparameter

Die Inputparameter weichen nur bezüglich der Definition der Bottom-Jets von denen
im vorigen Kapitel ab:

• LHC @ 7 TeV Schwerpunktsenergie22,

• MSTW2008-PDFs [42] mit αs (MZ) = 0.13939 auf LO, αs (MZ) = 0.12018 auf
NLO und αs (MZ) = 0.11707 auf NNLO,

• µF = µR ≡ µ0 = MH/4,

• Startwert mb(mb) = 4.2GeV [209] zur Bestimmung der Bottom-MS-Masse
mb(µR),

22Die zugehörigen Tabellen für LHC @ 7TeV und LHC @ 14TeV finden sich in Ref. [202].
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• Anti-kT -Algorithmus [69] mit Jetradius R = 0.4; pbT > 20 GeV und |yb| < 2.5
zur Definition von Bottom-Jets.23

Unsere Ergebnisse gelten für das SM. Wir zeigen aber die H+nb-Jet-Wirkungsquer-
schnitte exemplarisch ebenfalls im MSSM.

6.2.3.4 Ergebnisse der H+nb-Jet-Raten
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Abbildung 6.13: H+nb-Jet-Beiträge (n = 0, 1, 2) zum totalen Wirkungs-
querschnitt als Funktion der Higgsmasse; (a) absolute Zahlen und (b) nor-
miert auf den totalen Wirkungsquerschnitt.

In diesem Abschnitt werden die Ergebnisse für die exklusive Produktion eines Higgs-
bosons mit keinem, einem oder zwei Bottom-Jets im Endzustand diskutiert. Weil im
5FS die Bottom-Masse außerhalb der Yukawa-Kopplung auf null gesetzt wird, tritt
eine Divergenz in der H+1b-Jet-Rate auf, welche in der Summe aller Beiträge nicht
verschwindet. Diese entsteht im Prozess bb̄→ bb̄H, wenn ein Gluon sich in ein kolli-
neares bb̄-Paar spaltet. In Ref. [204] reguliert diese Singularität ein Schnitt von 2mb

auf die invariante Masse der beiden Bottom-Quarks, welcher die Regulierung durch
eine endliche Bottom-Masse simulieren soll. Ein solcher Schnitt ist jedoch beliebig
und der entsprechende Beitrag hängt stark von dessen Wahl ab. Aus diesem Grund
vernachlässigen wir den Prozess bb̄→ bb̄H bei der Berechnung der H+1b-Jet-Rate.
Dies ist zulässig, weil sein Beitrag unterhalb von 1% liegt. Die H+2b-Jet-Rate ist
davon nicht betroffen, weil sie ohnehin endlich ist.

23Die Wahl dieser Bottom-Jet-Definition orientiert sich an Analysen der ATLAS-Kollaboration [210,
211].
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Abbildung 6.14: Totaler (rot, durchgezogen) und H+nb-Jet-Wirkungs-
querschnitt für n = 0 (blau, gestrichelt), n = 1 (schwarz, gepunktet) und
n = 2 (braun, gestrichpunktet) immmax

h -Szenario [214,215]; (a),(b) tan β = 5
und (c),(d) tan β = 30; links sind die skalaren Higgsteilchen (h0, H0) und
rechts das pseudo-skalare Higgs (A). Entnommen aus Ref. [17].
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Die Ergebnisse für die Skalenvariation des H+nb-Jet-Wirkungsquerschnitts (n =
0, 1, 2) sind qualitativ dieselben wie in Kap. 6.2.2 für den H+Jet-Wirkungsquerschnitt.
Wir sehen daher davon ab sie hier näher zu analysieren. Zusammengefasst zeigen
H+0b-Jet- und H+1b-Jet-Rate eine stark reduzierte Skalenabhängigkeit, während
die H+2b-Jet-Rate als LO-Wirkungsquerschnitt eine große relative Unsicherheit
bezüglich der Variation der Skalen aufweist.
In Abb. 6.13 wird der H+0b-, 1b-, und 2b-Wirkungsquerschnitt σNNLO

0b , σNLO
1b und σLO

2b
graphisch dargestellt. Daraus lassen sich die Wirkungsquerschnitte mit markierten
Bottom-Quarks in Gln. (6.13) und (6.14) berechnen. Die Fehlerbänder entsprechen
der quadratischen Kombination der Skalen- und PDF+αs-Unsicherheit. Es zeigt sich
hier, dass ebenfalls die relativen Beiträge der Bottom-Jets mit der Higgsmasse leicht
ansteigen.
Die entsprechenden MSSM-Resultate sind in Abb. 6.14 zu finden. Dabei werden
dasselbe Szenario und die gleichen Parameter wie in Abb. 6.10 verwendet. Die
MSSM-Kurven in Abb. 6.14 ergeben sich aus den SM-Resultaten in Abb. 6.13 durch
Gewichtung mit der passenden Yukawa-Kopplung.

6.2.3.5 b-Jet-Observablen auf fester Ordnung und mit PYTHIA24

Abschließend wollen wir noch einen Vergleich unserer Resultate mit dem PYTHIA-
Partonenschauer präsentieren, welcher in Ref. [17] durchgeführt wurde. Dabei wird
der bb̄H-Prozess im 4FS des Monte-Carlo-Event-Generators PYTHIA (Prozess 186)
verwendet. In Ref. [227] wird der Prozess im 4FS auf fester Ordnung mit PYTHIA
verglichen, wobei sich für die pT-Verteilung Übereinstimmungen auf dem Level von
10% ergeben.
Im PYTHIA-Event-Generator werden hadronische Endzustände erzeugt. Daher bezeich-
nen wir in diesem Fall einen Jet als Bottom-Jet, wenn mindestens ein Bottom-Quark
Bestandteil ist. Außerdem wählen wir in diesem Abschnitt eine vom vorigen leicht
abweichende Definition der Bottom-Jets:25 Anti-kT -Jet-Algorithmus [69] mit R = 0.5;
ein Bottom-Jet muss mindestens pb-jetT > 20GeV und darf maximal |ηb-jet| < 2.4
aufweisen.26

Tabellen 6.1 und 6.2 enthalten die Verteilung der Higgs-Events in Bottom-Jet-
Bins für mH = 140GeV und 400GeV. Die Ergebnisse werden auf den totalen
Wirkungsquerschnitt normiert. Wir vergleichen unsere Ergebnisse auf fester Ordnung
(zweite Spalte) mit denen von PYTHIA (fünfte Spalte): Es ergibt sich eine erstaunlich
gute Übereinstimmung im 0- und 1b-Jet-Bin mit Abweichungen unter 3% (10%) für
mH = 140GeV (400GeV). Beim relativen H+2b-Jet-Wirkungsquerschnitt zeigen

24Dieses Kapitel ist Ref. [17, Kap. 12.3.6] entnommen. Zu dieser Studie haben wir nur die Ergebnisse
auf fester Ordnung mit Hilfe unseres Monte-Carlo-Programms beigetragen.

25Diese Definition entspricht der in verschiedenen CMS-Analysen, siehe z. B. Ref. [222–224].
26Bei den 5FS-Ergebnissen unseres Monte-Carlo-Programms gilt ηb-jet ≡ yb-jet, weil Bottom-Quarks

als masselos betrachtet werden.
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sich größere Abweichungen. Weil es sich um eine LO-Vorhersage handelt, ist die
theoretische Unsicherheit jedoch extrem groß. Daher liegen die Abweichungen stets
innerhalb der theoretischen Unsicherheit.

Endzustand σnb/σtot Skalenfehler(%) PDF-Fehler(%) PYTHIA (pp→ bb̄H)
kein b-Jet 0.638 -14.4 +8.8 -4.6 +3.6 0.621
ein b-Jet 0.329 -6.9 +4.4 -3.2 +5.0 0.322
zwei b-Jets 0.042 -33.1 +59.0 -3.0 +2.3 0.057

Tabelle 6.1: Die Aufteilung des totalen Wirkungsquerschnitts in b-Jet-Bins.
Unsere Ergebnisse auf fester Ordnung (zweite Spalte) werden mit den PYTHIA-
Ergebnissen im 4FS (fünfte Spalte) für mH = 140GeV verglichen. Wir geben
zudem die theoretischen Unsicherheiten von σnb bezüglich der Skalen (dritte
Spalte) und bezüglich der PDFs (vierte Spalte) an. Entnommen aus Ref. [17].

Endzustand σnb/σtot Skalenfehler(%) PDF-Fehler(%) PYTHIA (pp→ bb̄H)
kein b-Jet 0.519 -7.2 +8.9 -6.7 +7.6 0.511
ein b-Jet 0.426 -8.9 +5.8 -6.4 +6.4 0.387
zwei b-Jets 0.063 -28.4 +45.5 -4.5 +4.4 0.102

Tabelle 6.2: Entspricht Tabelle 6.1, aber für mH = 400GeV. Entnommen
aus Ref. [17].

Für den Vergleich der pT - und y-Verteilungen des härtesten Bottom-Jets verweisen
wir auf Ref. [17, Kap. 12.3.6].

6.2.4 Schlussfolgerungen

In den letzten drei Kapiteln wurde die erste Studie höherer Ordnungen des H+Jet-
Wirkungsquerschnitts in der Bottom-Annihilation aus Ref. [201, 202] präsentiert. Zu
Beginn wurden die pHT - und yH -Verteilung des Higgsteilchens auf NLO analysiert und
anschließend der NNLO-Wirkungsquerschnitt mit pHT -Veto berechnet.
Die Higgs+Jet-Wirkungsquerschnitte haben wir unter zwei Gesichtspunkten betrach-
tet. Einerseits wurde der Wirkungsquerschnitt in Jet-Bins aufgeteilt, wobei die Sorte
der Partonen irrelevant ist, welche den jeweiligen Jet erzeugt. Andererseits haben
wir Bins bezüglich der Bottom-Jets im Endzustand differenziert. Dabei werden alle
Jets als Bottom-Jets definiert, die aus mindestens einem Bottom-Quark bestehen. Es
wurde außerdem die Verteilungen des härtesten Jets diskutiert.
Wir haben herausgestellt, dass die optimale Wahl der Renormierungs- und Faktori-
sierungsskala sehr von der betrachteten Observablen abhängt. Während µR = mH

und µF = mH/4 in der Region pHT = 0 die bevorzugte Wahl zu sein scheint, führt bei
zusätzlichen Partonen im Endzustand µR = µF = mH/4 zu beständigen Ergebnissen.



6.2. Higgs+Jet-Produktion 129

Letztere ist die bessere Wahl, sobald verschiedene differentielle Observablen betrach-
tet werden, weil sie für alle zu hinreichend konsistenten Ergebnissen zwischen den
verschiedenen Ordnungen führt. Höhere Ordnungen des H+Jet-Wirkungsquerschnitts
in der Bottom-Annihilation zeigen eine deutlich reduzierte Skalenabhängigkeit.
Die präsentierten Vorhersagen gelten für den LHC und wurden mit realistischen Pa-
rametern berechnet. Daher sind sie bei experimentellen Analysen direkt anwendbar.
Alle Wirkungsquerschnitte für andere Parameter lassen sich mit dem unveröffentlich-
ten Programm bb-H+jet erzeugen, welches auf Anfrage gerne zur Verfügung gestellt
wird.
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- Kapitel 7 -

Kleiner Transversalimpuls und Resummierung

7.1 Gluonfusion bis LO+NLL

Der Verlauf der Transversalimpulsverteilung des Higgsteilchens, dazu zählt insbe-
sondere die Position des Maximums der Kurve, ist abhängig von der betrachteten
Theorie und den verwendeten Parametern. Sie ist daher eine zentrale differentielle
Observable, um den Parameterraum einer Theorie einzugrenzen und wenn möglich
mit Hilfe weiterer Observablen eine Theorie auszuschließen. Daher berechnen wir
in diesem und im folgenden Abschnitt die resummierte pT -Verteilung im MSSM,
nachdem wir diese in Kap. 4.2.2 bereits für das SM mit voller Massenabhängigkeit be-
stimmt haben. Im MSSM liefert der Prozess der Gluonfusion vor allem für kleine tan β
einen wesentlichen Beitrag zur Transversalimpulsverteilung. Ref. [131] verwendet die
POWHEG-Methode [137,138] in Verbindung mit dem PYTHIA-Partonenschauer [153,154],
um die resummierte pT -Verteilung für die Higgsproduktion in Gluonfusion im MSSM
zu berechnen.
In diesem Abschnitt berechnen wir die Transversalimpulsverteilung im MSSM im
Rahmen analytischer pT -Resummierung bis LO+NLL. Die Rechnung ist analog zu
der im SM in Kap. 4.2.2. Wir verwenden im Wesentlichen das gleiche Programm,
welches wir in Abschn. 4.2.2.2 beschrieben haben. Zusätzlich müssen jedoch die
SM-Amplituden und -Kopplungen durch selbige im MSSM ersetzt werden. Dazu
wird das Programm SusHi [152, 228] verwendet. Genauer gesagt verlinken wir die
entsprechenden Amplituden in SusHi mit unserem Programm. Die Kopplungen und
Massen berechnet SusHi dabei durch einen weiteren Link zu FeynHiggs [216–221].
Das so erhaltene Programm zur Resummierung des Transversalimpulses im MSSM
wurde auf ähnliche Weise wie in Kap. 4.2.2 überprüft. Einerseits stimmt die Resum-
mierung weiterhin in der effektiven Theorie einer unendlich schweren Quark-Masse
mit HqT [87, 123,125] überein und andererseits für das SM mit den Ergebnissen des
ursprünglichen Programms. Die LO-Transversalimpulsverteilung haben wir zudem

131



132 Kapitel 7. Kleiner Transversalimpuls und Resummierung

gegen die Ergebnisse von SusHi überprüft. Zuletzt haben wir uns die Unitaritätsvor-
gabe des verwendeten Formalismus zunutze gemacht: Das Integral des resummierten
Wirkungsquerschnitts über alle pT reproduziert den totalen Wirkungsquerschnitt mit
Abweichungen im Promillebereich, wobei der Vergleichswert mit SusHi berechnet
wurde. Auf diese Weise haben wir ebenfalls die µR- und µF -Abhängigkeit überprüft
sowie die Unabhängigkeit des Integrals bzw. des totalen Wirkungsquerschnitts von
der Resummierungsskala Qres.
Für die Ergebnisse, welche wir im Folgenden präsentieren, werden die Inputparameter
aus Abschn. 4.2.2.3 verwendet. Zudem sind die MSSM-Parameter durch das mmax

h -
Szenario [214, 215] bestimmt und wir wählen tan β = 5 und tan β = 30. Unsere
Resultate gelten für das leichte MSSM-Higgsboson (h0) mit einer Masse von mh =
125 GeV.
Bevor wir zu den Ergebnissen kommen, wollen wir noch einmal an die Problematik
bezüglich der Resummierungsskala des Bottom-Beitrags in Kap. 4.2.2 erinnern. Weil
im Bottom-Beitrag sowohl die Skala mh als auch mb auftritt, ist die Wahl von Qres,
welche große Auswirkungen auf die Resummierung hat, nicht eindeutig. Genauer
gesagt ist nicht klar, inwieweit der verwendete Resummierungsformalismus für den
Bottom-Beitrag gültig ist. Im SM sind die Bottom-Effekte relativ gering (≈ 10%)
und ebenso die damit verbundene Unsicherheit. Im MSSM hingegen kann die Bottom-
Schleife den wesentlichen Teil zum Wirkungsquerschnitt liefern. Ref. [229] schlägt vor
im SM bei allen Beiträgen, in denen die Bottom-Schleife involviert ist, Qres ∼ mb zu
wählen und sonst Qres ∼ mH . Eine andere Möglichkeit wäre es Qres ∼ mb nur in der
quadrierten Bottom-Amplitude zu verwenden nicht jedoch in deren Interferenztermen.
Aus diesem Grund wollen wir im Folgenden die resummierte Transversalimpulsver-
teilung im MSSM bezüglich der Verwendung verschiedener Resummierungsskalen in
verschiedenen Beiträgen analysieren.
Wir unterscheiden zwischen vier Beiträgen zum MSSM-Wirkungsquerschnitt: der Top-
Beitrag (t -Beitrag), der Bottom-Beitrag (b -Beitrag), der Stop-Beitrag (st -Beitrag)
und der Sbottom-Beitrag (sb -Beitrag). Mit t+st -Beitrag beispielsweise meinen wir
sowohl den Top- als auch den Stop-Beitrag inklusive aller zugehöriger Interferenzterme.
Außerdem wählen wir im Folgenden die zwei Resummierungsskalen Qres = mb und
Qres = mh/2 für verschiedene Beiträge. Wir betrachten stets Wirkungsquerschnitte
für die Summe aller Beiträge. Wenn wir z. B. sagen, der b -Beitrag wird mit Qres = mb

bestimmt, implizieren wir gleichzeitig, dass alle übrigen Beiträge inklusive aller
entsprechenden Interferenzterme mit Qres = mh/2 bestimmt werden.
Abb. 7.1 zeigt die resummierte pT -Verteilung im MSSM für (a) tan β = 5 und (b)
tan β = 30. Es werden jeweils vier Kurven gezeigt: alle Beiträge mit Qres = mh/2
(rot, durchgezogen), der b -Beitrag mit Qres = mb (grün, lang-gestrichelt), nur der
t -Beitrag mit Qres = mh/2 (blau, kurz-gestrichelt) und der t+st+sb -Beitrag mit
Qres = mh/2. Für tan β = 5 wird deutlich, dass im mmax

h -Szenario die Kurven keine
drastischen Unterschiede aufweisen. Der Grund dafür ist, dass ähnlich wie im SM die
Top-Schleife den dominanten Beitrag zum Wirkungsquerschnitt liefert. Zudem sind
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Abbildung 7.1: Resummierte pT -Verteilung bis LO+NLL in der Gluonfu-
sion im MSSM für das mmax

h -Szenario [214, 215] mit (a) tan β = 5 und (b)
tan β = 30.

der st - und sb -Beiträge sehr gering. Der erkennbare Unterschied zwischen den ersten
beiden Kurven (rot, durchgezogen und grün, lang-gestrichelt) zu den letzteren beiden
(blau, kurz-gestrichelt und schwarz, gepunktet) ist vorwiegend durch die Skala des
Interferenzterms zwischen Top- und Bottom-Schleife begründet. Dadurch wird das
Maximum der Kurve um etwa 2-3GeV verschoben.
Für tan β = 30 in Abb. 7.1 (b) sind die Unterschiede jedoch drastischer. Während
die Squark-Beiträge wiederum klein sind1, hängt der Wirkungsquerschnitt stark
von Wahl der Resummierungsskala im b -Beitrag und dessen Interferenztermen ab.
Welche dieser Kurven der physikalischen Kurve am ähnlichsten ist, müssen wir an
dieser Stelle offen lassen.
Im SM in Kap. 4.2.2 wurde in Abb. 4.17 gezeigt, dass der relative Wirkungsquerschnitt
normiert auf die effektive Theorie eine geringe Abhängigkeit von der Resummierungs-
skala hat. Daraus wurde gefolgert, dass eine Gewichtung des Wirkungsquerschnitts
gemäß Gl. (4.9) eine geringe Abhängigkeit von der Skala Q′ haben würde. Diese
Aussage wollen wir nun ebenfalls für das MSSM überprüfen. Die analoge Formulierung
von Gl. (4.9) im MSSM ist durch

dσ

dpT
= dσNLO+NNLL

htl (Q)
dpT

·
(
dσLO+NLL

t+b+st+sb(Q′)/dpT
dσLO+NLL

htl (Q′)/dpT

)
(7.1)

gegeben.
1Die blau, lang-gestrichelte Kurve ist fast identisch zur schwarz, gepunkteten.
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Abbildung 7.2: LO+NLL-Transversalimpulsverteilung für Qres = mh/2
und Qres = mb im mmax

h -Szenario [214, 215] des MSSMs mit tan β = 5
normiert auf die effektive Theorie mit entsprechender Resummierungsskala.
Gleicher Plot wie Abb. 4.17, aber für das MSSM.

Abb. 7.2 zeigt den Plot in Abb. 4.17 für das MSSM im mmax
h -Szenario mit tan β = 5.

Es ist eine Kurve für Qres = mh/2 gegegeben (rot, durchgezogen) und eine für
Qres = mb (blau, gestrichelt), wobei jede Kurve auf die resummierte pT -Verteilung in
der effektiven Theorie unter Verwendung der jeweiligen Resummierungsskala normiert
ist. Es wird deutlich, dass es eine hohe Ähnlichkeit des Verlaufs der Kurven im SM
und im MSSM gibt. Das liegt daran, dass die Top-Schleife im MSSM für tan β = 5
dominant ist, und somit die relativen Beiträge eine ähnliche Struktur wie im SM
aufweisen.
Für tan β = 30 finden wir einen anderen Verlauf der Kurven, siehe Abb. 7.3. Die Werte
der relativen Kurven liegen für alle pT unterhalb von eins und nehmen mit steigendem
pT deutlich ab. Es ist erstaunlich, dass die Kurven fürQres = mh/2 (rot, durchgezogen)
und Qres = mb (blau, gestrichelt) im Falle kleiner Transversalimpulse relativ gut
miteinander übereinstimmen, obwohl der Bottom-Beitrag den Wirkungsquerschnitt
für tan β = 30 dominiert. Für pT < 100 sind die Abweichungen . 20%. Verglichen
mit den riesigen Unterschieden in Abb. 7.1 (b) ist die Abhängigkeit der relativen
Kurven in Abb. 7.3 von der Resummierungsskala gering. Daraus folgern wir, dass
die Gewichtung in Gl. (7.1) ebenfalls im MSSM eine relativ geringe Abhängigkeit von
der Skala Q′ für pT < 100GeV aufweist. Die Problematik an dieser Stelle ist jedoch,
dass anders als im Standardmodell die Wahl der Skala Q ∼ mh in Gl. (7.1) in diesem
Falle nicht zwangsläufig die richtige ist. Zudem gilt aufgrund der Tatsache, dass der
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Abbildung 7.3: Gleicher Plot wie in Abb. 7.2, aber für tan β = 30.

Bottom-Beitrag für tan β = 30 dominant ist, die effektive Theorie nicht mehr.
Abschließend wollen wir aber noch auf einen Umstand hinweisen, der die gefundenen
Diskrepanzen zumindest in gewisser Weise relativiert. Die Problematik bezüglich
des Bottom-Beitrags hat erst für große tan β drastische Ausmaße. In diesem Para-
meterbereich wird jedoch auch die assoziierte Produktion des Higgsteilchens mit
Bottom-Quarks wichtig. Beim totalen inklusiven Wirkungsquerschnitt dominiert diese
für tan β ∼ 30 den Wirkungsquerschnitt in Gluonfusion sogar deutlich. Das bedeutet,
dass sich die Unsicherheit auf die pT -Resummierung durch den Bottom-Beitrag in der
Gluonfusion durch Berücksichtigung der Higgsproduktion in Bottom-Annihilation
relativieren könnte. Dies bleibt in weitergehenden Studien zu analysieren.
Im kommenden Abschnitt zeigen wir erste Ergebnisse der Transversalimpulsresum-
mierung auf NLO+NNLL im Higgsproduktionsprozess der Bottom-Annihilation.

7.2 Bottom-Annihilation bis NLO+NNLL

Im MSSM ist die Higgsproduktion in Bottom-Annihilation für einen Großteil des
Parameterraums ebenso wichtig wie die Gluonfusion und teilweise dominant. Dies
gilt insbesondere für hohe Werte des Parameters tan β. Daher wollen wir die pT -
Resummierung des Higgsteilchens im MSSM, welche wir im vorigen Abschnitt für den
Prozess der Gluonfusion vorgestellt haben, durch die Resummierung im Prozess der
Bottom-Annihilation vervollständigen. Letztere ist im 5FS bis LO+NLL bekannt [206].
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Im Folgenden werden wir die ersten Resultate für die Transversalimpulsresummierung
der Higgsproduktion in Bottom-Annihilation auf NLO+NNLL im 5FS vorstellen. Dabei
beschränken wir uns jedoch auf Ergebnisse für den partonischen Hauptkanal, den bb̄-
Kanal, welcher die komplizierteste Struktur aller Kanäle aufweist. Ohne die anderen
Kanäle bleiben die Ergebnisse in diesem Abschnitt jedoch vorerst unphysikalisch.
Zunächst müssen wir dafür jedoch die bisher unbekannte hart-kollineare Funktion
zweiter Ordnung Hbb̄H(2)

bb̄←bb̄ für die Higgsproduktion in Bottom-Annihilation bestimmen.
Diese ist nur für zwei Prozesse bekannt: für die Higgsproduktion in Gluonfusion
in der effektiven Theorie [89] und für den Drell-Yan-Prozess [91]. Zur numerischen
Berechnung von Hbb̄H(2)

bb̄←bb̄ folgen wir dem Vorgehen in Kap. 3.3.1. Dazu verwenden wir
Gl. (3.41), welche die Unitaritätsvorgabe auf NNLO darstellt

(
αs
π

)2
z σ

(0)
bb̄
Hbb̄H(2)
bb̄←bb̄ = σ̂

(2) tot
bb̄

−

p2
T,max∫
0

dp2
T

([
dσ̂fin.

bb̄

dp2
T

]
NLO
−
[
dσ̂fin.

bb̄

dp2
T

]
LO

)
(7.2)

und die Form der hart-kollinearen Funktion zweiter Ordnung, deren z-Abhängigkeit
im Wesentlichen mit der des Drell-Yan-Prozesses übereinstimmt (vgl. Gl. (3.46))

Hbb̄H(2)
bb̄←bb̄ = H

bb̄H(2)
b δ(1− z) + 6CF C(1)

qq (z) +HDY (2)
qq̄←qq̄(z). (7.3)

C
(1)
qq entnehmen wir Gl. (3.47) und HDY (2)

qq̄←qq̄ Ref. [91, Gl. (23)]. Weil der Koeffizient
H
bb̄H(2)
b eine Konstante bzw. proportional zu δ(1− z) ist, können wir ihn mit Hilfe

von Gl. (7.2) numerisch bestimmen. Dabei wird keine Approximation gemacht. Weil
sich die Delta-Funktion jedoch numerisch nicht implementieren lässt, müssen wir
Gl. (7.2) zunächst über z integrieren. Dabei bietet es sich an den hadronischen
Wirkungsquerschnitt aus der Faltung über die PDFs zu bilden:
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Wir verwenden dabei die verkürzte Schreibweise für die Faltung über die PDFs
(vgl. Kap.A.1). Den NNLO-Term des totalen Wirkungsquerschnitts entnehmen wir
Ref. [92]. Der endliche Wirkungsquerschnitt [dσfin./dp2

T ]f.o. setzt sich aus der f.o.-
Transversalimpulsverteilung dσf.o./dp2

T und den f.o.-Logarithmen [dσlogs/dp2
T ]f.o. zu-

sammen (vgl. Kap. 3.3.1). Für die pT -Verteilung bis NLO verwenden wir die analyti-
schen Ergebnisse aus Ref. [93]. Die f.o.-Logarithmen berechnen wir gemäß Gl. (B.39).
Numerisch folgt aus Gl. (7.4)

H
bb̄(2)
b = 10.47± 0.08, (7.5)

wobei der Fehler der numerischen Unsicherheit der Prozedur entspricht. Damit ergibt
sich die hart-kollineare Funktion für den bb̄-Kanal zu:
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4 ln(z) ln2(1− z) + 1
4 ln2(z) ln(1− z)

)
+ (1− z)

(
− Li2(z)− 3

2 ln(1− z) ln(z) + 2π2

3 − 29
4

)
+ 1

1− z

(1
8
(
−2z2 + 2z + 3

)
ln2(z) + 1

4
(
17z2 − 13z + 4

)
ln(z)

)

− 3(1− z) + 1
24(z + 1) ln3(z)− 1

4z ln(1− z)
}

+ CFnf

{
14
27

[ 1
1− z

]
+

+ 1
864

(
192ζ(3) + 1143− 152π2

)
δ(1− z)
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+
(
z2 + 1

)
ln(z)(3 ln(z) + 10)
72(1− z) + 1

108(−19z − 37)
}

+ CF

{
(1− z)
z

(
2z2 − z + 2

)(Li2(z)
6 + 1

6 ln(1− z) ln(z)− π2

36

)

+ (1− z)
(
136z2 − 143z + 172

)
216z − 1

48
(
8z2 + 3z + 3

)
ln2(z)

+ 1
36
(
32z2 − 30z + 21

)
ln(z) + 1

24(z + 1) ln3(z)
}
. (7.6)

Als Überprüfung der verwendeten Prozedur haben wir für die hart-kollineare Funktion
des gg-Kanals Hbb̄H(2)

bb̄←gg in Gl. (3.53) eine analoge Beziehung zu Gl. (7.4) aufgestellt:

0 = σ(2) tot
gg −

p2
T,max∫
0

dp2
T

([
dσfin.gg

dp2
T

]
NLO
−
[
dσfin.gg

dp2
T

]
LO

)

−
(
αs
π

)2
σ(0)
gg

[
zfAg

]
⊗
[
zfBg

]
⊗
[
Hbb̄H(2)
bb̄←gg (z)

]
.

(7.7)

Diese Beziehung konnten wir numerisch bis zu einer Genauigkeit von 10−5 nachweisen.
Daraus folgern wir, dass die verwendete Vorgehensweise zulässig ist.
Damit sind alle Informationen zur Resummierung des Transversalimpulses auf
NLO+NNLL im Prozess der Bottom-Annihilation bekannt. Abb. 7.4 zeigt erste Resul-
tate für die Implementierung bb̄-Kanals. Dabei haben wir numerisch überprüft, dass
das Integral dieser Kurve über alle pT bis in den Promillebereich mit dem totalen
Wirkungsquerschnitt übereinstimmt. Dies validiert die verwendete hart-kollineare
Funktion H(2)

bb̄←bb̄ aus Gl. (7.6), welche wir zuvor bestimmt haben. Auf dieselbe Weise
haben wir einerseits die µR- und µF -Abhängigkeit unserer Implementierung überprüft
und andererseits nachgewiesen, dass das Integral über alle pT unabhängig von Qres
ist. In Abb. 7.4 werden die folgenden Inputparameter verwendet:

• LHC @ 8 TeV Schwerpunktsenergie,

• mH = 125GeV,

• NNLO-PDFs von MSTW2008 [42] mit αs (MZ) = 0.11707,

• µR = mH , µF = mH/4 und Qres = mH/10,

• Startwert mb(mb) = 4.2GeV [209] zur Bestimmung der Bottom-MS-Masse
mb(µR).

• Das Ergebnis gilt für das SM, jedoch können wir analog zu Kap. 6.2 den
Wirkungsquerschnitt im MSSM durch Umgewichtung der Bottom-Yukawa ap-
proximieren [198,205].
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Abbildung 7.4: Transversalimpulsverteilung des Higgsteilchens im Pro-
duktionsprozess der Bottom-Annihilation für den bb̄-Kanal auf NLO (schwarz,
gepunktet) und auf NLO+NNLL mit Qres = mH/10 (rot, durchgezogen) und
Qres = mH/4 (blau, gestrichelt).

Die Skalenwahl µF = mH/4 und µR = mH hat folgende Motivation: In Ref. [230,
Abb. 18 (b)] wird gezeigt, dass beim totalen Wirkungsquerschnitt für Skalen in diesem
Bereich der bb̄-Kanal dominant ist und alle anderen partonischen Kanäle nahezu
verschwinden. Zwar gilt dieser Zusammenhang in der Regel nicht für differentielle
Wirkungsquerschnitte, jedoch muss dies aufgrund der Unitaritätsvorgabe zumindest
für das Integral des resummierten Wirkungsquerschnitts gelten. Die verwendete
Skalenwahl ist damit die beste Möglichkeit ein Ergebnis zu erhalten, das möglichst gut
mit dem physikalischen Resultat übereinstimmt, bei dem die weiteren partonischen
Kanäle berücksichtigt werden.
Die resummierte Kurve mit Qres = mH/10 (rot, durchgezogen) in Abb. 7.4 zeigt
das erwartete Verhalten. Sie wird endlich im Limes pT → 0 und hat ein Maximum
bei kleinen pT . Zum Vergleich wird die NLO-Kurve (schwarz, gepunktet) gezeigt,
welche für pT → 0 divergiert. Für große pT geht die resummierte Kurve in die
NLO-Kurve über. Dafür mussten wir jedoch Qres deutlich unterhalb von mH wählen.
Für Qres ∼ mH ergeben sich riesige Effekte auch für große Transversalimpulse. Daher
haben wir ebenfalls die NLO+NNLL-Verteilung mit Qres = mH/4 (blau, gestrichelt)
in Abb. 7.4 aufgetragen, welche dieses Verhalten bereits aufweist. Die Frage, ob große
Resummierungseffekte bei großen pT eine generelle Eigenschaft der Higgsproduktion
in Bottom-Annihilation ist oder nur Qres deutlich kleiner als die Higgsmasse eine
vernünftige Wahl für diesen Prozess darstellt, können wir an dieser Stelle nicht
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beantworten. Es wird interessant sein dieses Verhalten unter Berücksichtigung aller
partonischen Kanäle zu untersuchen.



Schlussfolgerungen

Diese Arbeit behandelt Präzisionsvorhersagen für Wirkungsquerschnitte der wich-
tigsten Mechanismen der hadronischen Higgsproduktion im SM (Teil II) und MSSM
(Teil III). Dabei stehen differentielle Observablen im Mittelpunkt.
Zunächst beschäftigt sich Kap. 4 mit der Higgsproduktion im SM durch die Fusion
zweier Gluonen. Dieser Prozess wird durch eine Quark-Schleife induziert. In die-
sem Zusammenhang wurden die Masseneffekte schwerer Quarks auf differentielle
Wirkungsquerschnitte analysiert.
In Abschn. 4.2 wurde die Qualität der effektiven Theorie der Gluonfusion für die
H+Jet-Produktion auf NLO überprüft. Dazu haben wir die ersten beiden Ter-
me der 1/m2

t -Entwicklung des H+Jet-Wirkungsquerschnitts bis NLO berechnet
und ihre Auswirkungen auf kinematische Verteilungen des Higgsbosons diskutiert.
Die Ergebnisse für die K-Faktoren des semi-inklusiven Wirkungsquerschnitts, der
Transversalimpuls- und der Rapiditätsverteilung zeigen, dass die Gewichtung der
LO-Rate mit den jeweiligen K-Faktoren eine exzellente Approximation des exak-
ten NLO-Wirkungsquerschnitts darstellt. Die Unsicherheit dieser Prozedur liegt im
Bereich von 2-3% für Observablen, welche über pT integriert werden, und die Trans-
versalimpulsverteilung für pT < 150GeV.
Außerdem haben wir die Masseneffekte auf die resummierte Transversalimpulsver-
teilung berechnet. Dazu wurde die pT -Verteilung des Higgsteilchens bis LO+NLL
im Prozess der Gluonfusion mit voller Abhängigkeit von Top- und Bottom-Masse
bestimmt. Ähnlich wie für den H+Jet-Wirkungsquerschnitt sind die Effekte einer
endlichen Top-Masse auf den Wirkungsquerschnitt im Vergleich zur effektiven Theo-
rie sehr gering. Sie sind kleiner als 0.5% für pT < 50GeV und kleiner als 4.5% für
pT < 150GeV. Die Berücksichtigung der Bottom-Schleife ergibt Beiträge zum Wir-
kungsquerschnitt in der Größenordnung von 10%. Aufgrund der Hierarchie der Skalen
im Bottom-Beitrag (Bottom-Masse, Higgsmasse, pT ) ist sowohl die angemessene
Wahl der Resummierungsskala als auch die Gültigkeit des verwendeten Resummie-
rungsformalismus fraglich. Dies könnte die Ursache der beobachteten Diskrepanzen
des Vergleichs mit einer ähnlichen Studie sein, welche die Masseneffekte der Transver-
salimpulsverteilung mittels des POWHEG+PYTHIA-Partonenschauers berechnet [131].
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Die Gültigkeit dieser Methode für den Bottom-Beitrag ist ebenfalls nicht geklärt.
Wenn man hingegen nur die Top-Schleife berücksichtigt, tritt dieses Problem nicht
auf und beide Methoden führen zu kompatiblen Ergebnissen.
In Kap. 5 haben wir bisher nicht berücksichtigte Beiträge zum totalen Wirkungsquer-
schnitt des Higgsstrahlungsprozesses berechnet, welche von der Ordnung α2

s g
3 yt sind.

Bei diesen Beiträgen wird das Higgsteilchen von einer geschlossenen Top-Schleife
abgestrahlt. Deren Einfluss auf den totalen Wirkungsquerschnitt liegt im Bereich
von 1% bis 3% Prozent und ist damit kleiner als die theoretischen Unsicherheiten
dieser Größe. Sie können daher bis auf Weiteres vernachlässigt werden. Sollte sich
die Tendenz jedoch fortsetzen, dass sich die Genauigkeit der Vorhersage des totalen
Wirkungsquerschnitts weiter verbessert, so werden diese Terme relevant.
Der dritte Teil dieser Arbeit beschäftigt sich mit den zwei wichtigsten Produktionsme-
chanismen des Higgsbosons im MSSM. Zunächst wurde in Kap. 6.2 eine ausführliche
Studie des H+Jet-Wirkungsquerschnitts auf NLO der assoziierten Produktion des
Higgs mit Bottom-Quarks im 5FS durchgeführt. Dazu haben wir eine Vielzahl dif-
ferentieller und exklusiver Observablen betrachtet: die pT - und y-Verteilung des
Higgsteilchens und der zugehörigen Jets, den Wirkungsquerschnitt mit pHT -Veto,
die Aufteilung des Wirkungsquerschnitts in n-Jet-Bins und in n-Bottom-Jet-Bins,
jeweils für n = 0/1/2 auf NNLO/NLO/LO. Außerdem wurde die Variation des Wir-
kungsquerschnitts bezüglich der Renormierungs- und Faktorisierungsskala analysiert
und gezeigt, dass für differentielle Observablen µR = µF = mH/4 zu konsistenten
Ergebnissen führt, während beim totalen Wirkungsquerschnitt in der Regel µR = mH

und µF = mH/4 gewählt wird. Abschließend haben wir unsere Vorhersagen für den
Higgswirkungsquerschnitt mit n = 0/1/2 Bottom-Jets im Endzustand mit denen des
PYTHIA-Partonenschauers verglichen und sehr gute Übereinstimmung gefunden.
Kap. 7 behandelt die Transversalimpulsresummierung im MSSM. Im ersten Abschnitt
dieses Kapitels haben wir die resummierte pT -Verteilung der Higgsproduktion in
Gluonfusion bis LO+NLL im MSSM berechnet. Kleine tan β führen zu ähnlichen
Ergebnissen wie im SM. Für große tan β wird der Bottom-Beitrag dominant. Die
Probleme bei der Resummierung dieses Beitrags, welche für kleine tan β und im SM
noch unterdrückt sind, führen zu riesigen Unsicherheiten auf den resummierten Wir-
kungsquerschnitt. Weil in diesem Parameterbereich jedoch die assoziierte Produktion
des Higgs mit Bottom-Quarks dominant wird, bleibt es zu überprüfen, wie stark sich
diese Unsicherheiten auf die Vorhersage der pT -Verteilung im MSSM auswirken.
Die abschließend in Abschn. 7.2 behandelte Transversalimpulsresummierung des
Higgsteilchens, welches in Bottom-Annihilation produziert wird, bildet einen zentralen
Aspekt dieser Arbeit. Bereits in Abschn. 3.2.1 haben wir die Berechnung der NLL-
Resummierungskoeffizienten dieses Prozesses durchgeführt. In Abschn. 7.2 wurde
dann die hart-kollineare Funktion des bb̄-Kanals als letzter fehlender Koeffizient zur
vollständigen NNLL-Resummierung bestimmt, welcher bisher nur für zwei Prozesse
bekannt war. Damit konnten wir die erste resummierte pT -Verteilung auf NLO+NNLL
des bb̄-Kanals im Prozess der Bottom-Annihilation bestimmen.



- Anhang A -

Grundlagen perturbativer QCD

A.1 Massenfaktorisierung1

Die kollinearen Divergenzen durch die Spaltung eines Eingangspartons sind sowohl
in der reellen Abstrahlung als auch in den PDFs enthalten. Das kommt daher, dass
die Abstrahlung eines Gluons, welche auf der partonischer Ebene berücksichtigt
wird, ebenso innerhalb des Protons stattfinden kann. Die kollinearen Divergenzen
im Anfangszustand der reellen Abstrahlung müssen sich mit den Divergenzen der
PDFs genau wegheben, da der hadronische NLO-Wirkungsquerschnitt endlich ist. Die
Divergenzen der PDFs werden in Form des kollinearen Counterterms zum partonischen
Wirkungsquerschnitt addiert, so dass σ̂ij und fA/Bi/j in Gl. (2.13) endlich sind.
Es seien der divergente partonische Wirkungsquerschnitt durch σ̄ab und die divergen-
ten PDFs durch f̄Aa bzw. f̄Bb gekennzeichnet. Der hadronische Wirkungsquerschnitt
ergibt sich in Gl. (2.13) aus den endlichen Größen. Er lässt sich ebenfalls durch die
Faltung von f̄A/Ba/b und σ̄ab schreiben:2

σ =
∑
ab

[
zf̄Aa

]
⊗
[
zf̄Bb

]
⊗ σ̄ab ≡

∑
ij

[
zfAi

]
⊗
[
zfBj

]
⊗ σ̂ij , (A.1)

wobei ⊗ für das Faltungsintegral steht und a, b, i, j ∈ {q, q̄, g} ist. Der Unterschied
zwischen σ̄ab und σ̂ij ist der kollineare Counterterm, welcher zu letzterem addiert
werden muss. Dieser ergibt sich aus der sogenannten Massenfaktorisierung, die wir
im Folgenden diskutieren.

1Dieses Kapitel ist abgesehen von wenigen Anpassungen vollständig und Wort für Wort Ref. [38]
entnommen.

2Die Definition einer Faltung ist im AnhangA.3 gegeben.
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Die endlichen PDFs lassen sich durch f̄A/Ba/b und die Funktionen Γxy definieren:[
zfAi

]
=
∑
a

[
zf̄Aa

]
⊗ [zΓai] , (A.2)[

zfBj

]
=
∑
b

[
zf̄Bb

]
⊗ [zΓbj ] . (A.3)

Damit ergibt sich∑
ij

[
zfAi

]
⊗
[
zfBj

]
⊗ σ̂ij =

∑
ij

∑
a

[
zf̄Aa

]
⊗ [zΓai]⊗

∑
b

[
zf̄Bb

]
⊗ [zΓbj ]⊗ σ̂ij

=
∑
ab

[
zf̄Aa

]
⊗
[
zf̄Bb

]
⊗
∑
ij

[zΓai]⊗ [zΓbj ]⊗ σ̂ij .
(A.4)

Zusammen mit Gl. (A.1) folgt∑
ab

[
zf̄Aa

]
⊗
[
zf̄Bb

]
⊗ σ̄ab =

∑
ij

[
zfAi

]
⊗
[
zfBj

]
⊗ σ̂ij

=
∑
ab

[
zf̄Aa

]
⊗
[
zf̄Bb

]
⊗
∑
ij

[zΓai]⊗ [zΓbj ]⊗ σ̂ij .
(A.5)

Daher lässt sich der divergente partonische Wirkungsquerschnitt schreiben als

σ̄ab =
∑
ij

[zΓai]⊗ [zΓbj ]⊗ σ̂ij . (A.6)

Die Funktionen Γxy(z) sind gegeben durch

Γxy(z) = Γ(0)
xy (z) + Γ(1)

xy (z) +O(α2
s)

= δxy δ(1− z)−
αs
2π

1
Γ(1− ε)

1
ε

(
4πµ2

µ2
F

)ε
Pyx(z) +O(α2

s),
(A.7)

wobei Pyx die Altarelli-Parisi-Spaltungsfunktionen sind, welche die Spaltung eines
Partons x in ein Parton y und ein weiteres Parton beschreiben und im AnhangA.2
definiert werden. Durch Umstellung der Gl. (A.6) wird der kollineare Counterterm
bestimmt. Dies wird Ordnung für Ordnung in αs durchgeführt. Es ist (vgl. Gl. (2.2))

σ̂ij = σ̂
(0)
ij + σ̂

(1)
ij +O(σ̂(0)

ij · α
2
s). (A.8)

So ergibt sich aus Gl. (A.6) auf LO:

σ̄
(0)
ab =

∑
ij

[
zΓ(0)

ai

]
⊗
[
zΓ(0)

bj

]
⊗ σ̂(0)

ij

=
∑
ij

(δai δ(1− z)⊗ (δbj δ(1− z))⊗ σ̂
(0)
ij

= σ̂
(0)
ab .

(A.9)



A.1. Massenfaktorisierung 145

Daher gibt es auf LO keinen kollinearen Counterterm. Analog ergibt sich für den
NLO-Wirkungsquerschnitt:

σ̄NLO
ab ≡ σ̄(0)

ab + σ̄
(1)
ab =

∑
ij

[
z
(
Γ(0)
ai + Γ(1)

ai

)]
⊗
[
z
(
Γ(0)
bj + Γ(1)

bj

)]
⊗
[
z
(
σ̂

(0)
ij + σ̂

(1)
ij

)]
=
∑
ij

(
δai δ(1− z) +

[
zΓ(1)

ai

])
⊗
(
δbj δ(1− z) +

[
zΓ(1)

bj

])
⊗
(
σ̂

(0)
ij + σ̂

(1)
ij

)
(A.10)

= σ̂NLO
ab +

∑
ij

(
δai

[
zΓ(1)

bj

]
+
[
zΓ(1)

ai

]
δbj
)
⊗ σ̂(0)

ij +O(σ̂(0)
ij · α

2
s).

Lösen wir nach dem endlichen NLO-Wirkungsquerschnitt auf, setzen die Spaltungs-
funktionen gemäß Gl. (A.7) ein und bilden das Faltungsintegral, so folgt:

σ̂NLO
ab = σ̄NLO

ab −
∑
ij

σ̂
(0)
ij ⊗

(
δai

[
zΓ(1)

bj

]
+
[
zΓ(1)

ai

]
δbj
)

= σ̄NLO
ab + αs

2π
1

Γ(1− ε)
∑
ij

∫ 1

0
dx1

∫ 1

0
dx2 σ̂

(0)
ij (x1 p1, x2 p2)

{
δbj δ(1− x2)

[
1
ε

(
4πµ2

µ2
F

)ε
Pai(x1)

]

+ δai δ(1− x1)
[

1
ε

(
4πµ2

µ2
F

)ε
Pbj(x2)

]}
= σ̄NLO

ab + σ̂Cab.

(A.11)

Damit ist der kollineare Counterterm auf NLO bestimmt. Er eliminiert alle Diver-
genzen in σ̄NLO

ab , so dass σ̂NLO
ab endlich wird. Die differentielle Form ergibt sich, wenn

man das Phasenraumintegral ausschreibt:∫
n
dσ̂Cab =

∫
n

αs
2π

1
Γ(1− ε)

∑
ij

∫ 1

0
dx1

∫ 1

0
dx2 dσ̂

(0)
ij (x1 p1, x2 p2)

{
δbj δ(1− x2)

[
1
ε

(
4πµ2

µ2
F

)ε
Pia(x1)

]

+ δai δ(1− x1)
[

1
ε

(
4πµ2

µ2
F

)ε
Pjb(x2)

]}
.

(A.12)

Dies entspricht exakt dem Term, welcher bei der Subtraktionsmethode von Catani und
Seymour [41, Gl. (6.13)] verwendet wird.3 Er wird in dieser Arbeit nicht explizit benö-
tigt. Dennoch ist es sinnvoll den kollinearen Counterterm hinreichend zu motivieren,
um dessen Verwendung bei der Berechnung des partonischen Wirkungsquerschnitts
zu fundieren.

3Dabei ist zu beachten, dass wir in dieser Arbeit eine andere Konvention für die Spaltungsfunk-
tionen verwenden als in Ref. [41]. Pyx hier ist gleich Pxy in Ref. [41] und vice versa.
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A.2 Altarelli-Parisi-Spaltungsfunktionen

Die Altarelli-Parisi-Spaltungsfunktionen wurden in Ref. [231–233] eingeführt und
berechnet. Sie beschreiben den kollinearen Grenzfall der Spaltung eines Teilchens in
zwei Teilchen. Sie sind daher in der DGLAP-Gleichung4 [231–235] enthalten, welche
die Entwicklung der Partonverteilungen ermöglicht. Die Spaltungsfunktionen wurden
mittlerweile auch auf höheren Ordnungen in αs bestimmt (vgl. z. B. [236–245]). In
dieser Arbeit werden nur die ursprünglichen Altarelli-Parisi-Spaltungsfunktion auf
LO explizit benötigt. Diese sind in d = 4− 2ε Dimensionen wie folgt gegeben:5

Pqq(z, ε) = CF

(
2
[ 1

1− z

]
+
− 1− z + 3

2 δ(1− z)− ε (1− z)
)
, (A.13)

Pgg(z, ε) = 2CA

([ 1
1− z

]
+

+ 1
z
− 2 + z + z2

)
+ β0

2 δ(1− z), (A.14)

Pqg(z, ε) = TR

(
1− 2z (1− z)

1− ε

)
, (A.15)

Pgq(z, ε) = CF

(
1 + (1− z)2

z
− ε z

)
. (A.16)

[...]+ bezeichnet dabei die Plusdistribution der jeweiligen Funktion. Plusdistributionen
werden im AnhangB.3 definiert. Es ist CF = 4/3, CA = 3 und TR = 1/2. Die
Funktionen Pij beschreiben die kollineare Aufspaltung des Teilchens j in das Teilchen
i und ein weiteres Teilchen x gemäß j → i+ x. Somit spaltet sich bei Pqq ein Quark
in ein Quark und ein Gluon. Beim Spaltungsprozess von Pgg sind drei Gluonen
involviert. Pqg entspricht dem Zerfall eines Gluons in ein Quark-Antiquark-Paar und
Pgq der Emission eines Gluons von einer Quarklinie.
Wir definieren außerdem separat die Spaltungsfunktionen in vier Dimensionen

Pij(z) ≡ Pij(z, 0) (A.17)

und den O(ε)-Term durch

P εqq(z) ≡ CF (1− z), (A.18)
P εgg(z) ≡ 0, (A.19)
P εqg(z) ≡ −2TR z (1− z) , (A.20)
P εgq(z) ≡ −CF z. (A.21)

4Die DGLAP-Gleichung ist nach Dokshitzer, Gribov, Lipatov, Altarelli und Parisi benannt.
5Diese Funktionen können als erster Term P

(1)
ij einer Reihe

∑∞
l=1(αs/(2π))l P (l)

ij aufgefasst werden.
Aus historischen Gründen entwickeln wir hier bezüglich αs/(2π) und nicht αs/π im Gegensatz zum
übrigen Teil dieser Arbeit.
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A.3 Faltungen und der Mellin-Raum

Die Faltung zwischen zwei Funktionen f(z) und g(z) wird definiert durch

(f ⊗ g)(z) =
∫ 1

0
dx

∫ 1

0
dy f(x) g(y) δ(x y − z). (A.22)

Dies lässt sich zu

(f ⊗ g)(z) =
∫ 1

z
dx f(x) g(z/x) (A.23)

vereinfachen. Beispielsweise lässt sich damit der hadronische Wirkungsquerschnitt
durch Faltung des partonischen Wirkungsquerschnitts mit den PDFs ausdrücken
(vgl. AnhangA.1).
Diese Integrale verkomplizieren die Struktur des hadronischen Wirkungsquerschnitts.
In Formalismen zur Resummierung kinematischer Variablen, wie der Transversalim-
pulsresummierung in Kap. 3.1, wird daher häufig der Mellin- oder N -Raum verwendet.
Im Mellin-Raum vereinfacht sich die Faltung zwischen zwei Funktionen zu einem
Produkt. Um vom z-Raum6 zum Mellin-Raum überzugehen, müssen alle Funktionen
durch ihre sogenannten N -Momente ersetzt werden, welche durch

fN ≡
∫ 1

0
dz zN−1 f(z) (A.24)

definiert sind.7 Die Faltung im Raum der N -Momente ist dann gegeben durch

(f ⊗ g)N = fN · gN . (A.25)

Die Eigenschaft, dass die logarithmischen Terme bei der Resummierung zu allen
Ordnungen exponentieren, gilt bezüglich des Mellin-Raums.
Für die explizite Berechnung von N -Momenten verweisen wir auf Ref. [246,247].

6In dieser Arbeit wird stets der Mellin-Raum bezüglich z = m2
H/ŝ betrachtet.

7Es ist eine weitere analoge Definition in der Literatur zu finden: fN ≡
∫ 1

0 dz zN f(z).
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- Anhang B -

Ergänzende Informationen und Berechnungen

B.1 LO-pT -Verteilung von bb̄→ gH

Es wird die LO-pT -Verteilung zum partonischen Prozess bb̄ → gH bestimmt. Das
Matrixelement zu b(p1)b̄(p2)→ g(p3)H(p4) kann durch die Mandelstamvariablen

ŝ ≡ (p1 + p2)2 = 2 p1 p2, (B.1)
t̂ ≡ (p1 − p3)2 = −2 p1 p3, (B.2)
û ≡ (p2 − p3)2 = −2 p2 p3 (B.3)

wie folgt ausgedrückt werden:1

|Mbb̄→gH |
2(ŝ, t̂, û) = y2

b

1
36 16παsCACF

ŝ2 +m4
H + ε(ŝ−m2

H)2

ût̂
(B.4)

Der partonische LO-Wirkungsquerschnitt ist nach Gl. (2.8) definiert durch

dσ̂LO
bb̄

= 1
2ŝ |Mbb̄→gH |

2(ŝ, t̂, û) dφ2(dt̂, dû), (B.5)

wobei wir den 2-Teilchen-Phasenraum wie folgt durch die Mandelstamvariablen
ausgedrückt haben:

dφ2(dt̂, dû) = 1
8π

1
ŝ
δ(Q2) dt̂ dû. (B.6)

Dabei ist Q2 = ŝ + t̂ + û − m2
H . Um die differentielle pT -Verteilung dσ̂bb̄/dp2

T zu
erhalten, drücken wir den Wirkungsquerschnitt durch p2

T und die die Rapidität y
1yb ≡ ybb̄H ist die Yukawa-Kopplung des Bottom-Quarks an das Higgs, CA = 3 und CF = 4/3.

149
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aus und führen die Integration über y mittels δ(Q2) aus. Es gilt

ŝ = x1x2s,

t̂ = m2
H +
√
sx2

√
m2
H + p2

T e
−y,

û = m2
H +
√
sx1

√
m2
H + p2

T e
y.

(B.7)

Im partonischen Fall können wir zunächst x1 = x2 = 1 und somit s = ŝ setzen,
solange wir am Ende darauf achten die Ersetzung ŝ→ x1x2s zu machen, wenn wir
zum hadronischen Wirkungsquerschnitt übergehen.
Unter Verwendung obiger Gleichungen ergibt sich der partonische Wirkungsquer-
schnitt zu

dσ̂LO
bb̄

= 1
2ŝ |Mbb̄→gH |

2(ŝ, p2
T , y) dφ2(dp2

T , dy), (B.8)

wobei sich der d = 4− 2ε-dimensionale Phasenraum durch dt̂ dû = ŝ dp2
T dy zu

dφ2(dp2
T , dy) =

(
4πµ2

p2
T

)ε 1
Γ (1− ε)

1
8π δ(Q

2) dp2
T dy (B.9)

ergibt. Zunächst schreiben wir die δ-Funktion des Phasenraums um (Q2 ≡ f(y)) und
führen die y-Integration aus:

δ(f(y)) =
∑
i

δ(y − yi)
|f ′(yi)|

, mit f(yi) = 0. (B.10)

Die Nullstellen von f(y) sind

y1,2 = ln

(m2
H + ŝ)±

√
(m2

H − ŝ)2 − 4p2
T ŝ

2
√
m2
H + p2

T

√
ŝ

 . (B.11)

Daraus ergibt sich

|f ′(y1)| = |f ′(y2)| =
∣∣∣∣√(ŝ−m2

H)2 − 4 p2
T ŝ

∣∣∣∣ ≡ ŝ(1− z)
√

1− 4p2
T

ŝ(1− z)2 . (B.12)

Dabei haben wir die Variable z ≡ m2
H/ŝ eingeführt. Unter Verwendung einer der

δ-Funktionen bzw. durch die Ersetzung y → y1 oder y → y2 ergibt sich stets folgendes
Matrixelement, wenn wir die Definitionen in Gl. (B.7) verwenden:

|Mbb̄→gH |
2(ŝ, p2

T , y → y1/2) = y2
b

1
36 16παsCACF

ŝ(1 + z2 + ε(1− z)2)
p2
T

. (B.13)
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Selbiges ergibt sich auch anhand der hier gültigen Identität ût̂ = p2
T ŝ. Zuletzt können

wir alle Teile des partonischen Wirkungsquerschnitts zusammensetzen:

dσ̂LO
bb̄

dp2
T

= y2
b

(
4πµ2)ε

Γ(1− ε)
1

8π
1
2ŝ

1
36 16παsCACF 2 ŝ(1 + z2 + ε(1− z)2)

(p2
T )1+ε ŝ(1− z)

√
1− 4p2

T
ŝ(1−z)2

=
(
4πµ2)ε

Γ(1− ε) z σ̂
(0)
bb̄

αs
π
CF

1 + z2 + ε(1− z)2

1− z
1

(p2
T )1+ε

1√
1− 4p2

T
ŝ(1−z)2

,

(B.14)

wobei der Bornfaktor für bb̄→ H durch σ̂(0)
bb̄

= y2
b
π
6

1
m2
H

definiert ist. Die Integrati-
onsgrenzen der pT -Integration sind gegeben durch

p2
T,min = 0, p2

T,max = ŝ

4 (1− z)2. (B.15)

Außerdem kann die pT -Verteilung durch den d-dimensionalen Altarelli-Parisi-Spal-
tungskern2 P̂qq(z, ε) ausgedrückt werden:

dσ̂LO
bb̄

dp2
T

=
(
4πµ2)ε

Γ(1− ε) σ̂
(0)
bb̄

αs
π
z P̂qq(z, ε)

1
(p2
T )1+ε

1√
1− 4z

(1−z)2
p2
T

m2
H

. (B.16)

Diese Gleichung zeigt exakt das Verhalten, welches nach Ref. [94], Gln. (34) und (35)
im kollinearen (und soften) Limes zu erwarten ist.

B.2 Virtuelle Korrekturen zu bb̄→ H

Die d-dimensionalen UV-renormierten virtuellen Korrekturen des Prozesses bb̄→ H
sind gegeben durch [248]

σ̂V
bb̄

=
(
4π e−γE

)ε
σ̂

(0)
bb̄
δ(1− z)

×
{
αs
π

[
− 4

3ε2 + 1
ε

(
−2− 4

3 lµq
)
− 4

3 + 14
3 ζ2 −

2
3 l

2
µq (B.17)

+ ε

(
−8

3 + 28
9 ζ3 + lµq

(
−4

3 + 14
3 ζ2

)
− 2

9 l
3
µq

)]}
,

wobei die Abkürzung lµq ≡ ln
(
µ2
R/q

2) = ln
(
µ2
R/m

2
H

)
verwendet wird und ζ2 = π2/6

und ζ3 = 1.202... ist.
2Die Spaltungskerne P̂ij sind nicht zu verwechseln mit den Spaltungsfunktionen Pij im AnhangA.2.

Die Spaltungskerne sind im Wesentlichen die unregulierten Spaltungsfunktionen.
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Bei der Bestimmung des Resummierungskoeffizienten H(1)
cc̄←ij in Kap. 3.2.1 wird der

endliche Teil der virtuellen Korrektur AHc verwendet. Dieser ist nicht eindeutig defi-
niert. Um vergleichbare Ergebnisse zu erhalten, verwenden wir daher die Konvention
aus Ref. [94, S. 10]. In Gl. (38) von Ref. [94] sind dabei die Vorfaktoren der virtuellen
Korrektur gegeben durch

σ̂Vcc̄ ∼
αs
2π

(
4πµ2

R

m2
H

)ε Γ(1− ε)
Γ(1− 2ε) . (B.18)

Vergleichen wir dies mit Gl. (B.17), ergibt sich der endliche Teil der virtuellen
Korrektur von bb̄→ H zu3

AHb = 2
(
−4

3 + 14
3 ζ2 − 2ζ2

)
= −8

3 + 16
3 ζ2 = 2CF (2 ζ2 − 1). (B.19)

Dies entspricht dem Wert in Ref. [93, Gl. (41)].
In Kap. 3.3.1 benötigen wir ebenfalls den endlichen Teil der virtuellen Korrektur für
den Drell-Yan-Prozess. Dieser ist durch (vgl. Ref. [94, Gl. (39)])

ADYq = 2CF (2 ζ2 − 4) (B.20)

gegeben.

B.3 Plusdistributionen und logarithmische Struktur

Die Plusdistribution [g(z)]+ einer Funktion g(z), welche eine Divergenz in z → 1
aufweist4, ist gemäß des Namens eine Distribution. Ihr Verhalten wird daher unterhalb
eines Integrals zusammen mit einer Testfunktion f(z) definiert:∫ 1

0
dz [g(z)]+ f(z) =

∫ 1

0
dzg(z) [f(z)− f(1)] . (B.21)

So wird die logarithmische Divergenz des Integrals reguliert. Die Plusdistribution
einer beliebigen Funktion, dessen Integral logarithmisch divergiert, kann in der Regel
durch folgende Basis von Plusdistributionen ausgedrückt werden:

Dn
+(z) =

[ lnn(1− z)
1− z

]
+
. (B.22)

Eine alternative Definition von Plusdistributionen, die aus Gl. (B.21) direkt folgt, ist:

[g(z)]+ = g(z)− δ(1− z)
∫ 1

0
dz′g(z′). (B.23)

3In dieser Konvention ist ebenfalls µR = µF = mH enthalten. Die korrekte µR- und µF -
Abhängigkeit wird direkt in der Definition von H(1)

cc̄←ij in Gl. (B.35) berücksichtigt.
4Allgemein kann man analog auch eine bei 0 divergente Funktion betrachten. Dies wird jedoch

im Rahmen dieser Arbeit nicht benötigt.
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Dies lässt sich ebenfalls schreiben als

[g(z)]+ = g(z) θ(zmax − z)− δ(1− z)
∫ zmax

0
dz′g(z′), (B.24)

wenn man den Limes zmax → 1 betrachtet. Löst man letztere Gleichung nach g(z)
auf, so kann man eine in z = 1 divergente Funktion mittels einer Plusdistribution
regulieren. Dieses Vorgehen verwenden wir, um bei der Berechnung der Resummie-
rungskoeffizienten in Gl. (3.20) alle in z = 1 divergenten Terme durch entsprechende
Ausdrücke zu ersetzen. Ziel ist es die logarithmische Struktur in Q2

0, welche teilweise
in den Divergenzen z → 1 verborgen ist, zu berechnen.
Unter Verwendung von

zmax = 1− 2pT /mH

(√
1 + p2

T /m
2
H − pT /mH

)
(B.25)

als obere Grenze der z′-Integration müssen in Gl. (3.20) folgende Terme gemäß
Gl. (B.24) reguliert werden:5

1 + z2

1− z =
[

1 + z2

1− z

]
+

+ δ(1− z)
zmax∫
0

dz′
1 + z′2

1− z′ (B.26)

=
[

1 + z2

1− z

]
+

+ δ(1− z)
(
−3

2 − ln
(
4Q2

0/m
2
H

)
+O(Q2

0/m
2
H)
)
,

außerdem

1 + z2

1− z ln(1− z) = (1 + z2)
[ ln(1− z)

1− z

]
+

+ 2 δ(1− z)
zmax∫
0

dz′
ln(1− z′)

1− z′ (B.27)

= (1 + z2)
[ ln(1− z)

1− z

]
+

+ δ(1− z)
(
−1

4 ln2(4Q2
0/m

2
H) +O(Q2

0/m
2
H)
)

und6

1 + z2

1− z ln
(

1 +
√

1−AQ2
0

)
(B.28)

=
[

1 + z2

1− z ln
(

1 +
√

1−AQ2
0

)]
+

+ δ(1− z)
zmax∫
0

dz′
1 + z′2

1− z′ ln
(

1 +
√

1−A′Q2
0

)

= ln (2)
[

1 + z2

1− z

]
+

+O(Q2
0/m

2
H)

+ δ(1− z)
(
−3

2 ln(2) + ln
(
m2
H/Q

2
0

)
ln(2)− ln2(2)− ζ2

2 +O(Q2
0/m

2
H)
)
,

5Solange pT 6= 0 ist, gilt zmax 6= 1 in Gl. (B.25). Die Theta-Funktion θ(zmax − z) wird daher stets
für pT 6= 0 impliziert.

6Es ist A ≡ A(z) = (4z)/((1− z)2 m2
H) in Gl. (3.19) sowie A′ ≡ A(z′).
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wobei wir in der letzten Gleichung ebenfalls die Plusdistribution in kleine Q2
0 ent-

wickelt haben bzw. den Limes Q2
0 → 0 gebildet haben. Das ist möglich, weil die

Plusdistribution keine Divergenz in diesem Limes mehr enthält.
Setzt man obige Ausdrücke in Gl. (3.20) ein, ergibt sich

p2
T,max∫
Q2

0

dp2
T

dσ̂LO
bb̄

(ε = 0)
z dp2

T

1
σ̂

(0)
bb̄

= −αs
π
CF

1 + z2

1− z (B.29)

·
[

ln(4) + ln(z)− 2 ln(1− z)− ln(m2
H/Q

2
0)− 2 ln

(
1 +

√
1−AQ2

0

)]
.

= αs
π
CF

{
���

���
���− ln(4)

[
1 + z2

1− z

]
+

+ δ(1− z)
(
((((

((((
((((

((3
2 ln(4)− ln

(
m2
H/Q

2
0

)
ln(4) + ln2(4)

)

− 1 + z2

1− z ln(z) + 2 (1 + z2)
[ ln(1− z)

1− z

]
+
− δ(1− z) 1

2 ln2(4Q2
0/m

2
H)

+ ln(m2
H/Q

2
0)
[[

1 + z2

1− z

]
+

+ δ(1− z)
(
−3

2 − ln(4)− ln
(
m2
H/Q

2
0

))]

��
���

���
�

+ ln (4)
[

1 + z2

1− z

]
+

+ δ(1− z)
(
((((

((((
((((

(((

−3
2 ln(4) + ln

(
m2
H/Q

2
0

)
ln(4)− 1

2 ln2(4)− ζ2

)}
+O(Q2

0/m
2
H)

= αs
π
CF

{
δ(1− z)

(
�
��
�1

2 ln2(4)− ζ2

)
− 1 + z2

1− z ln(z) + 2 (1 + z2)
[ ln(1− z)

1− z

]
+

− δ(1− z)
(
��

�
��1

2 ln2(4)−(((((
((((ln(m2

H/Q
2
0) ln(4) + 1

2 ln2(m2
H/Q

2
0)
)

+

ln(m2
H/Q

2
0)
[

1 + z2

1− z

]
+

+ δ(1− z)
(
− 3

2 ln
(
m2
H/Q

2
0

)
−
���

���
���ln

(
m2
H/Q

2
0

)
ln(4)

+ ln2
(
m2
H/Q

2
0

))}
+O(Q2

0/m
2
H).

Unter Verwendung der Identitäten

(1 + z2)
[ ln(1− z)

1− z

]
+

= −1
z

(z2 + z + 2) ln(1− z) + 2
z

[ ln(1− z)
1− z

]
+
, (B.30)

1 + z2

1− z ln(z) = 2
z

ln(z)
1− z − (z2 + z + 2)ln(z)

z
(B.31)
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erhalten wir

p2
T,max∫
Q2

0

dp2
T

dσ̂LO
bb̄

z dp2
T

1
σ̂

(0)
bb̄

(B.32)

= αs
π
CF

{
ln2(m2

H/Q
2
0) 1

2 δ(1− z)− ln(m2
H/Q

2
0)
{

3
2 δ(1− z)−

[
1 + z2

1− z

]
+

}

− ζ2 δ(1− z) + 4
z

[ ln(1− z)
1− z

]
+
− 2
z

(z2 + z + 2) ln(1− z)− 2
z

ln(z)
1− z

+ (z2 + z + 2) ln(z)
z

+O(Q2
0/m

2
H)
}
.

Dieses Ergebnis wird in Gl. (3.21) benötigt, um die Berechnung des kumulativen
Wirkungsquerschnitts fortzusetzen.

B.4 Resummierungskoeffizienten

Die sogenannten Σ-Koeffizienten ergeben sich aus der Entwicklung der resummierten
Logarithmen in Gl. (3.2), wenn man diese an einer festen Ordnung in αs abschneidet.
Sie werden im Folgenden auf erster Ordnung aus Ref. [87], Gln. (63) und (64) und
der H(1)-Koeffizient aus Gl. (65) angegeben. Während die Ausdrücke in Ref. [87]
jedoch im Mellin-Raum bestimmt werden, schreiben wir sie im z-Raum:

Σ(1;2)
cc̄←ij(z) = −1

2 A
(1)
c δ(1− z) δci δc̄j , (B.33)

Σ(1;1)
cc̄←ij(z) = −

[
δci δc̄j δ(1− z)

(
B(1)
c +A(1)

c lQ
)

+ δci
Pc̄j
2 (z) + δc̄j

Pci(z)
2

]
, (B.34)

H(1)
cc̄←ij = δci δc̄j δ(1− z)

[
H(1)
c −

(
B(1)
c + 1

2 A
(1)
c lQ

)
lQ − (p β0 + k γ0) lR

]
+ δciC

(1)
c̄j + δc̄j C

(1)
ci +

(
δci

Pc̄j
2 + δc̄j

Pci
2

)
(lF − lQ) . (B.35)

Dabei ist zu beachten, dass anders als Ref. [87] wir die Altarelli-Parisi-
Spaltungsfunktionen in αs/(2π) entwickeln. Dadurch entfällt bei Termen mit den
sogenannten anormalen Dimensionen γij , welche die Mellin-Transformierten der
Spaltungsfunktionen Pij darstellen, ein Faktor von zwei. Zudem werden folgende
Abkürzungen für logarithmische Terme verwendet:

lR = ln(m2
H/µ

2
R), lF = ln(m2

H/µ
2
F ), lQ = ln(m2

H/Q
2
res). (B.36)

Die Terme mit den Zahlen p und k in Gl. (B.35) ergeben sich aus der Renormierung
von αs und der Massem in der Yukawa-Kopplung, wenn sie im MS-Schema renormiert
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wird. p und k geben dabei den Exponenten von αs und m bezüglich des Bornfaktors
an:

σ(0) ∼ (αs(µR))p (m(µR))k . (B.37)

In den Prozessen, welche in dieser Arbeit betrachtet werden, müssen beide Fälle
berücksichtigt werden. Bei der Higgsproduktion in Bottom-Annihilation ist k = 2
und p = 0, während in der Gluonfusion7 k = 0 und p = 2 ist. In Gl. (B.35) ist

β0 = 11
12 CA −

1
6 nf und γ0 = 3

2 . (B.38)

Die Σ-Koeffizienten der nächst-höheren Ordnung werden in dieser Arbeit nicht explizit
benötigt. Wir verweisen daher unter Berücksichtigung obiger Kommentare auf die
entsprechenden Formeln in Ref. [87], Gln. (66) bis (70). Die Koeffizienten werden
verwendet, um die f.o.-Logarithmen in Gl. (3.11) zu berechnen (vgl. Ref. [87], Gln.
(72) und (73)):8

dσlogs

dp2
T

≡
[
dσres

dp2
T

]
f.o.

=
∑

i,j∈{q, q̄, g}

[
zfAi (x1, µ

2
F )
]
⊗
[
zfBj (x2, µ

2
F )
]
⊗
dσ̂logsij (z)
dp2

T

,

dσ̂logsij (z)
dp2

T

= z

Q2
res
σ

(0)
cc̄

∞∑
l=1

(
αs(µ2

R)
π

)l 2l∑
m=1

Σ(l;m)
cc̄←ij(z) Ĩm(pT /Qres). (B.39)

Die logarithmischen Singularitäten ∼ 1/p2
T lnm−1(p2

T /Q
2
res) sind in den Integraldar-

stellungen Ĩm(x) enthalten, welche hier verwendet werden müssen, weil ausgedrückt
im b-Raum modifizierte Logarithmen L′ = ln

(
Q2

resb
2/b20 + 1

)
statt L = ln

(
Q2

resb
2/b20

)
resummiert werden. Ĩm(x) wird in Ref. [87, Gl. (74)] durch eine Fouriertransformation
vom b- in den pT -Raum der Logarithmen (L′)m definiert. Die Berechnung von Ĩm(x)
für m ∈ {1, 2, 3, 4} findet sich im Anhang B von Ref. [87]. Dies ist hinreichend für eine
NNLL-Rechnung bzw. zur Subtraktion aller Logarithmen einer NLO-pT -Verteilung.

B.5 Hart-kollineare Funktion des bg-Kanals

In Kap. 3.2.1 werden die Resummierungskoeffizienten des bb̄-Kanals berechnet. In
diesem Abschnitt soll daher auf analoge Weise die hart-kollineare Funktion des
bg-Kanals ermittelt werden.
Zunächst berechnen wir dafür die LO-pT -Verteilung für den bg-Kanal. Das Matrixele-
ment des partonischen Prozesses b(p1)g(p2)→ b(p3)H(p4) ergibt sich durch Kreuzung

7Ein Renormierungsterm in Gl. (B.35) tritt bezüglich der Yukawa-Kopplung des Top- und Bottom-
Quarks in der Gluonfusion nicht auf, weil sie in diesem Fall on-shell renormiert werden.

8Wir verwenden die verkürzte Schreibweise für die Faltung des partonischen Wirkungsquerschnitts
über die PDFs. Außerdem gilt z = m2

H/(x1 x2 ŝ).
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der Impulse p2 ↔ p3 aus dem Matrixelement von bb̄→ gH in Gl. (B.4) zu:

|Mbg→gH |2(ŝ, t̂, û) = −y2
b

1
96 16παsCACF

t̂2 +m4
H − ε(t̂+m2

H)2

ûŝ
. (B.40)

Ersetzt man die Mandelstamvariablen durch pT und y und führt die Integration
über die Rapidität analog zum Vorgehen im AnhangB.1 durch, ergibt sich folgender
LO-Wirkungsquerschnitt der pT -Verteilung:

dσ̂LO
bg

dp2
T

= z σ̂
(0)
bb̄

αs
π

1
2
Pqg(z)− 3TR z p2

T /m
2
H

p2
T

√
1− 4z

(1−z)2
p2
T

m2
H

, (B.41)

wobei Terme der O(ε) bereits vernachlässigt wurden und Pqg in Gl. (A.15) definiert
ist.
Zur Bestimmung von R̂(1)

bg müssen wir analog zu Gl. (3.18) die Transversalimpulsver-
teilung von Q2

0 bis p2
T,max = 1/A über p2

T integrieren, wobei

A = 4z
(1− z)2m2

H

(B.42)

ist. Es ergibt sich

1/A∫
Q2

0

dp2
T

σ̂LO
bg

z dpT

1
σ̂

(0)
bb̄

= αs
π

1
2

1/A∫
Q2

0

dp2
T

Pqg(z)− 3TR z p2
T /m

2
H

p2
T

√
1−Ap2

T

= αs
π

1
2

−6TR
z
√

1−AQ2
0

Am2
H

− Pqg(z) ln

 AQ2
0(

1 +
√

1−AQ2
0

)2


 (B.43)

= αs
π

[
ln(m2

H/Q
2
0) Pqg(z)2 − 3(1− z)2

8 + Pqg(z)
(

ln(1− z)− ln(z)
2

)]
+O(Q2

0/m
2
H).

Der totale Wirkungsquerschnitt für den bg-Kanal wird Ref. [92, Gl. (A9)] entnommen
und wie folgt ausgedrückt:

σ̂
tot(1)
bg

z σ̂
(0)
bb̄

= αs
π

[ 1− 2z(1− z)
2︸ ︷︷ ︸

=Pqg(z)

(
ln(1− z)− ln(z)

2

)
− 3− 10z + 7z2

8

]
. (B.44)

Bei der Subtraktion der obigen beiden Gleichungen voneinander löscht sich der
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Großteil der Terme aus:

αs
π
R̂

(1)
bg =

σ̂
tot(1)
bg

z σ̂
(0)
bb̄

−
1/A∫
Q2

0

dp2
T

σ̂LO
bg

z dpT

1
σ̂

(0)
bb̄

(B.45)

= αs
π

[
− ln(m2

H/Q
2
0) Pqg2 + z(1− z)

2

]
+O(Q2

0/m
2
H)

⇔ R̂
(1)
bg = − ln(m2

H/Q
2
0) Pqg2 −

P εqg
2 +O(Q2

0/m
2
H). (B.46)

Dabei wurde P εqg aus Gl. (A.20) eingesetzt. Dieses Ergebnis wird mit folgendem
Ausdruck verglichen:

R̂
(1)
bg = ln2(m2

H/Q
2
0) Σ(1;2)

bb̄←bg + ln(m2
H/Q

2
0) Σ(1;1)

bb̄←bg +H(1)
bb̄←bg +O(Q2

0/m
2
H), (B.47)

welcher sich ergibt, wenn wir die resummierten Logarithmen in Gl. (3.2) bei fester
Ordnung abschneiden. Daraus folgen die Resummierungskoeffizienten:

Σ(1;2)
bb̄←bg = 0,

Σ(1;1)
bb̄←bg = −Pqg2 ,

H(1)
bb̄←bg = C

(1)
b̄g

= −
P εqg
2 .

(B.48)

Diese Koeffizienten enthalten keine Prozessabhängigkeit. Sie entsprechen für µF =
µR = Qres = mH genau den Koeffizienten in Gln. (B.33), (B.34) und (B.35). Zudem
ist der Koeffizient C(1)

b̄g
identisch mit C(1)

qg ≡ C
(1)
q̄g in Ref. [87, Gl. (55)] und der

allgemeinen Formel in Ref. [94, Gl. (46)]:9

C
(1)
ij = 1

2

(
−P εij(z) + δij δ(1− z)

(
CF

π2

6 + A
F
c

2

))
. (B.49)

Bei der hart-kollinearen Funktion wird nicht zwischen Quark und Antiquark unter-
schieden. Zudem ist sie invariant unter Vertauschung der Indizes. Es gilt daher für alle
anderen Kanäle, welche ein Gluon und ein Bottom/Antibottom im Anfangszustand
haben:

H(1)
bb̄←gb̄ = H(1)

b̄b←gb = H(1)
b̄b←b̄g ≡ H

(1)
bb̄←bg. (B.50)

B.6 Skalenänderung bei der Resummierung

Bei dem in Kap. 3.1 vorgestellten Resummierungsformalismus spielt das Argument
bzw. die Skala von αs sowie von den PDFs eine wichtige Rolle. Die Wahl αs(b20/b2)

9Es sei angemerkt, dass in Gl. (B.49) ein zusätzlicher Faktor von 1/2 verglichen mit Ref. [94,
Gl. (46)] hinzugefügt wurde, weil wir auf αs/π normieren.
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bzw. fi(b20/b2) impliziert die Resummierung weiterer Logarithmen. Um den Wirkungs-
querschnitt bezüglich αs(µ2

R) zu ordnen und die PDFs bei der Skala µF zu berechnen,
müssen durch die Änderung b20/b2 → µ2

R bzw. µ2
F entsprechende Logarithmen zum

Sudakov-Faktor hinzugefügt werden. Wir werden uns im Folgenden damit befassen,
die Funktionen Cab(αs(b20/b2)) , welche in der Resummierungsformel (3.2) auftreten,
durch Cab(αs(µ2

R)) zu ersetzen. Ähnliche Betrachtungen lassen sich für den Fall, dass
nur ein einziger Partontyp im Anfangszustand auftaucht, ebenfalls für die PDFs
machen, worauf wir hier aber nicht näher eingehen wollen, zumal im Falle mehrerer
Partontypen sich die Ersetzung fi(b20/b2) → fi(µ2

F ) deutlich schwieriger gestaltet.
Daher ist zu empfehlen fi(µ2

F ) zu berechnen und mit Hilfe des Vorgehens in Ref. [249]
zu fi(b20/b2) zu entwickeln.
Einzig die Funktionen Cab hängen in Gl. (3.2) von αs(b20/b2) ab. Deren Umrechnung
lässt sich wie folgt im Mellin-Raum durchführen:

Cab,N (αs(b20/b2)) = Cab,N (αs(Q2
res)) exp

{
ln
[
Cab,N (αs(b20/b2))
Cab,N (αs(Q2

res))

]}
. (B.51)

Dabei verwenden wir zunächst die Resummierungsskala und nicht die Renormierungs-
skala, um Logarithmen der Form L = ln(b2Q2

res/b
2
0) zu erhalten. Die Umrechnung

von Q2
res → µ2

R in Cab,N (αs(Q2
res)) ist anschließend trivial. Außerdem ist zu beachten,

dass bei der Resummierung Faktoren αsL ∼ 1 behandelt werden. Somit ist es nicht
möglich eine naive Entwicklung in αs durchzuführen.
Wir unterscheiden im Folgenden zwei Fälle:

1. a = b,
2. a 6= b,

um Gl. (B.51) zu berechnen.
Fall 1 (a = b)

ln
[
Caa,N (αs(b20/b2))
Caa,N (αs(Q2

res))

]
= ln

1 + αs(b20/b2)
π C

(1)
aa,N +

(
αs(b20/b2)

π

)2
C

(2)
aa,N + ...

1 + αs(Q2
res)

π C
(1)
aa,N +

(
αs(Q2

res)
π

)2
C

(2)
aa,N + ...

 (B.52)

Mit Hilfe der LL-Entwicklung der starken Kopplungskonstante

αs(µ2
1) = αs(µ2

2)
1− αs(µ2

2)
π β0 ln(µ2

2/µ
2
1)

(B.53)

schreiben wir

αs(b20/b2) = αs(Q2
res)

1− λ′ , (B.54)
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mit

λ′ = β0
π
αs(Q2

res), (B.55)

wobei β0 in Gl. (B.38) gegeben ist. So fassen wir große Terme αsL in λ ∼ 1 zusammen
und können Gl. (B.52) bezüglich der weiteren αs entwickeln:

ln
[
Caa,N (αs(b20/b2))
Caa,N (αs(Q2

res))

]
= ln

[
1 + αs(Q2

res)
π

λ′

1− λ′ C
(1)
aa,N +O(α2

s)
]

(B.56)

= αs(Q2
res)

π

λ′

1− λ′ C
(1)
aa,N +O(α2

s). (B.57)

Daraus folgt für Gl. (B.51)

Caa,N (αs(b20/b2)) = Caa,N (αs(Q2
res)) exp

{
αs(Q2

res)
π

λ′

1− λ′ C
(1)
aa,N

}
. (B.58)

Gemäß Gl. (3.4) trägt diese Exponentialfunktion zur Resummation auf NNLL bei.
Daher haben wir höhere Ordnungen in αs innerhalb der Exponentialfunktion ver-
nachlässigt. Die Umformung αs(Q2

res) → αs(µ2
R) ist nun mit Hilfe von Gl. (B.53)

trivial. Im Exponenten können wir αs(Q2
res) direkt durch αs(µ2

R) ersetzen, weil alle
zusätzlichen Terme jenseits von NNLL sind. Wenn wir außerdem die Caa als Reihe in
αs schreiben ergibt sich bis NNLL:

Caa,N (αs(b20/b2)) = exp
{
αs(µ2

R)
π

λ′

1− λ′ C
(1)
aa,N

}
(B.59)

·
[
1 + αs(µ2

R)
π

C
(1)
aa,N +

(
αs(µ2

R)
π

)2 (
C

(2)
aa,N − β0C

(1)
aa,N ln(Q2

res/µ
2
R)
)

+ ...

]
.

Der Koeffizient Caa wird ohne explizite Skalenabhängigkeit definiert. Die gesamte
explizite Skalenabhängigkeit wird in der Definition von der hart-kollinearen Funktion
H absorbiert. Dementsprechend findet sich der Term proportional zu ln(Q2

res/µ
2
R)

genau im Koeffizienten H(2) in Ref. [87, Gl. (70)] wieder.

Fall 2 (a 6= b)10

ln
[
Cab,N (αs(b20/b2))
Cab,N (αs(Q2

res))

]
= ln

 αs(b20/b2)
π C

(1)
ab,N +

(
αs(b20/b2)

π

)2
C

(2)
ab,N + ...

αs(Q2
res)

π C
(1)
ab,N +

(
αs(Q2

res)
π

)2
C

(2)
ab,N + ...


= ln

αs(b20/b2)
αs(Q2

res)

1 + αs(Q2
res)

π

λ′

1− λ′
C

(2)
ab,N

C
(1)
ab,N


= ln

(
αs(b20/b2)
αs(Q2

res)

)
+ αs(Q2

res)
π

λ′

1− λ′
C

(2)
ab,N

C
(1)
ab,N

(B.60)

10Wir vernachlässigen hier und im Folgenden Terme jenseits von NNLL.
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Unter Anwendung der NLL-Entwicklung der starken Kopplungskonstante

αs(µ2
1) = αs(µ2

2)
1− αs(µ2

2)
π β0 ln(µ2

2/µ
2
1)

·

1− αs(µ2
2)

π

β1
β0

ln
[
1− αs(µ2

2)
π β0 ln(µ2

2/µ
2
1)
]

1− αs(µ2
2)

π β0 ln(µ2
2/µ

2
1)


(B.61)

mit

β1 = 1
24
(
17C2

A − 5CA nf − 3CF nf
)

(B.62)

berechnen wir
αs(b20/b2)
αs(Q2

res)
= 1

1− λ′

[
1− αs(Q2

res)
π

β1
β0

ln(1− λ′)
1− λ′

]
. (B.63)

Damit folgt aus Gl. (B.60)

ln
[
Cab,N (αs(b20/b2))
Cab,N (αs(Q2

res))

]
= ln

(
αs(b20/b2)
αs(Q2

res)

)
+ αs(Q2

res)
π

λ′

1− λ′
C

(2)
ab,N

C
(1)
ab,N

= ln
( 1

1− λ′
)
− αs(Q2

res)
π

β1
β0

ln(1− λ′)
1− λ′

+ αs(Q2
res)

π

λ′

1− λ′
C

(2)
ab,N

C
(1)
ab,N

.

(B.64)

So ergibt sich für a 6= b die folgende Ersetzung

Cab,N (αs(b20/b2)) = Cab,N (αs(Q2
res)) (B.65)

· exp

ln
( 1

1− λ′
)
− αs(Q2

res)
π

β1
β0

ln(1− λ′)
1− λ′ + λ′

1− λ′
C

(2)
ab,N

C
(1)
ab,N

 .
In diesem Fall werden sowohl NLL- als auch NNLL-Beiträge resummiert, siehe Gl. (3.4).
Auch hier wollen wir den Übergang von der Resummierungsskala zur Renormierungs-
skala im Argument der starken Kopplungskonstante durchführen. Im Koeffizienten
Cab,N erfolgt die Ersetzung analog zu oben durch dessen Reihendarstellung. Es ergibt
sich außerdem ein zusätzlicher NNLL Beitrag aus dem NLL-Term des Exponenten:

Cab,N (αs(b20/b2)) = Cab,N (αs(µ2
R)) exp

{
ln
( 1

1− λ′
)
− αs(µ2

R)
π

(B.66)

·

β1
β0

ln(1− λ′)
1− λ′ + λ′

1− λ′
C

(2)
ab,N

C
(1)
ab,N

− β0
λ′

1− λ′ ln(Q2
res/µ

2
R)

}.
Durch Gln. (B.59) und (B.66) können nun alle Größen bei der Transversalimpulsre-
summierung in Abhängigkeit von αs(µR) berechnet werden.
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