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Abstract

The one-dimensional spin—% Heisenberg model was solved, in principle, by H. Bethe in 1931 using
an ad hoc trial wavefunction, now famously known as the Bethe ansatz. Decades went by before the
power and scope of this method of exact analysis became widely known for applications to spectrum
and thermodynamics of a select class of completely integrable model systems.

Until recently, the most vexing exception to immense progress in the further development of the Bethe
ansatz has been the absence of a practical method to use the exactly known and readily available
Bethe wave functions for the explicit calculation of transition matrix elements. The knowledge of such
transition rates is of paramount importance for an understanding of dynamic correlation functions in
relation to the underlying quasiparticles and for the interpretation of experimental probes of quantum
fluctuations in quasi-one-dimensional magnetic compounds.

It was most remarkable, therefore, when Kitanine, Maillet, and Terras succeeded in reducing matrix
elements between Bethe wave functions for local spin operators to determinantal expressions.

Here these expressions are used to calculate dynamic spin structure factors of the Heisenberg antifer-
romagnet (XXX model) and the one-dimensional spin-3 XXZ model in the planar regime (JA| < 1),
both with periodic boundary conditions and an external magnetic field:

— Determinantal representations are derived for the zero-temperature spin fluctuations parallel
and perpendicular to the external field.

— The singular nature of the Bethe ansatz equations for the case A = 0 (XX model) is discussed and
the XX limit is performed in the determinantal expressions for the transition matrix elements.

— As an application, lineshapes for dynamic structure factors relevant for experiments are calcu-
lated. The predominant excitations are identified within the framework of quasiparticles excited
from a corresponding vacuum.
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1 Einleitung

Der Herausforderung, Magnetismus und die Eigenschaften von magnetischen Materialien beschreiben
und erkldren zu wollen, begegnen die in der Festkorperphysik agierenden Wissenschaftler mit der
Konstruktion geeigneter Modelle, anhand derer sich grundlegende Zusammenhénge erkennen und
untersuchen sowie offene Fragen diskutieren und beantworten lassen.

In diesem Zusammenhang dienen Spinmodelle als Modelle fiir magnetische Materialien. Sie reduzieren
die Komplexitét der Beschreibung der magnetischen Eigenschaften eines Festkorpers, indem sie sich auf
die zugrunde liegenden elementaren Wechselwirkungen konzentrieren. Dies ermdglicht einen Einblick
in die auftretenden — und in aller Regel auch experimentell beobachtbaren — Phénomene, wie z.B.
kollektiven Magnetismus oder die Existenz von kritischen Temperaturen und Phaseniibergéingen in
einer, zwei oder drei Dimensionen.

Unter den Spinmodellen sind die eindimensionalen Modelle von herausragender Bedeutung, da fiir sie
die Losung des Eigenwertproblems des zugehorigen Hamilton-Operators, d.h. die Bestimmung seiner
Eigenwerte und -funktionen, mit erheblich weniger Aufwand verbunden ist als in hoherdimensionalen
Systemen. Neben numerischen Naherungsverfahren existieren fiir eine ganze Reihe eindimensionaler
Modelle analytische und numerische Verfahren zur exakten Diagonalisierung.

Hans Bethe stellte 1931 einen Ansatz fiir die Wellenfunktionen bzw. Eigenvektoren des eindimen-
sionalen Spin-1/2 Heisenberg-Modells vor (BETHE, 1931). Die Formulierung des Heisenberg-Modells
geht auf Uberlegungen von Heisenberg (HEISENBERG, 1928), Bloch (BLocH, 1930) und anderen zur
Beschreibung von Ferromagnetismus im Rahmen des Approximationsverfahrens fiir Molekiile nach
London und Heitler (HEITLER & LONDON, 1927) zuriick. Durch die geschickte Parametrisierung der
Eigenvektoren des Heisenberg-Modells gelang es Bethe, das Problem der exakten Bestimmung der Ei-
genwerte und -funktionen auf die Lésung eines Systems von nichtlinearen Gleichungen zuriickzufiithren.
In der Folgezeit wurde der Bethe-Ansatz von zahlreichen Autoren aufgegriffen und weiterentwickelt,
so daf} es heutzutage eine grofle Zahl von quantenmechanischen Mehrkorperproblemen gibt, die sich
mit Hilfe des Bethe-Ansatzes exakt 16sen lassen.

Die Entdeckung bzw. Herstellung von Materialien, deren magnetische Eigenschaften von quasi-ein-
dimensionalen Strukturen bestimmt werden, riickte das Heisenberg-Modell und mit ihm verwandte
Modelle, wie z.B. das XXZ- oder XX-Modell, auch verstéirkt in den Fokus von Experimentatoren.
Es zeigte sich ndmlich, dafl bei einer Vielzahl solcher Materialien, wie z.B. Kalium-Trifluorocuprat,
KCuFs3, oder Kupferbenzoat, Cu(CgD5COQO)s - 3D2O, zur Interpretation der gewonnenen Mefldaten
das Heisenberg-Modell herangezogen werden kann (BROHOLM et al., 2002).

Fiir die experimentelle Untersuchung quasi-eindimensionaler magnetischer Materialien stehen ver-
schiedene Methoden, wie z.B. Rontgenbeugung oder Elektronenstreuung, zur Verfiigung. Aufgrund
der vorteilhaften Eigenschaften des Neutrons wird allerdings in vielen Féllen auf Neutronenstreuung
zuriickgegriffen (BROHOLM et al., 2002).

Bei Streuexperimenten mit Neutronen wird in aller Regel der Wirkungsquerschnitt gemessen, in den
zentral der dynamische Strukturfaktor eingeht. Beim dynamischen Strukturfaktor handelt es sich um
eine Grofle, die von der experimentellen Anordnung unabhéingig ist. In ihn gehen ausschliellich die
Struktur und die dynamischen Eigenschaften der untersuchten Probe ein. Aus seiner Messung lassen
sich so unmittelbar Riickschliisse auf die Zusammensetzung und die Eigenschaften der Probe ziehen
(SQUIRES, 1978; LOVESEY, 1987). Gleichzeitig lassen sich mit Hilfe geeigneter theoretischer Modelle
Vorhersagen iiber Groflie und Aufbau des dynamischen Strukturfaktors machen. Er bildet somit eine
natiirliche Schnittstelle zwischen Theorie und Experiment (BROHOLM et al., 2002).

Im Rahmen des Bethe-Ansatzes stehen fiir diejenigen Modelle, auf die der Ansatz angewendet werden
kann, mit den Bethe-Ansatz-Wellenfunktionen die exakten Eigenzustidnde zur Verfiigung. Damit ist
es grundsitzlich moglich, Ubergangsmatrixelemente fiir verschiedene dynamische Observablen expli-
zit auszurechnen. Aus diesen Ubergangsmatrixelementen 1ift sich dann der zugehérige dynamische
Strukturfaktor aufbauen. Aufgrund des hohen numerischen Aufwandes ist man hier allerdings auf klei-
ne Systemgrofien beschrinkt (KARBACH et al., 2000; KARBACH & MULLER, 2000; KARBACH et al.,
2002).

Im Mittelpunkt der vorliegenden Arbeit steht die Herleitung einer Determinantendarstellung fiir die
Ubergangsmatrixelemente des Spin-Fluktuationsoperators im eindimensionalen Spin-1 /2 XXZ-Modell.



2 1 EINLEITUNG

In diese Determinantendarstellung miissen dann nicht mehr explizit die Bethe-Ansatz-Wellenfunk-
tionen eingesetzt werden, sondern nur noch elementare Funktionen der jeweiligen Losungen der Bethe-
Ansatz-Gleichungen. Den Ausgangspunkt hierfiir bildet die Arbeit von Kitanine, Maillet und Terras
(KITANINE et al., 1999), in der sich die Autoren der Problematik im Kontext des algebraischen Bethe-
Ansatzes niahern.

Der Aufbau der Arbeit ist wie folgt:

In Kapitel 2 werden zunéchst die im weiteren Verlauf der Arbeit benotigten Grundlagen des Bethe-
Ansatzes diskutiert. Besonderes Augenmerk liegt hier auf der Interpretation der Anregungszustéinde
der betrachteten Modelle als kollektive Anregungen von Quasiteilchen.

In Kapitel 3 wird die Anwendung des Bethe-Ansatzes auf das XXZ-Modell erldutert und der Ubergang
zum XX-Modell als Grenzwert A — 0 des Anisotropieparameters des XXZ-Modells durchgefiihrt. Die
Bethe-Ansatz-Gleichungen fiir das XX-Modell werden hergeleitet.

Die Herleitung der Determinantendarstellung fiir die Ubergangsmatrixelemente des Spin-Fluktuations-
operators im XXX- und XXZ-Modell erfolgt dann in Kapitel 4. Auch hier wird der Grenziibergang
A — 0, der das XXZ- in das XX-Modell iiberfiihrt, betrachtet. Kapitel 4 wird durch die beiden
Anhénge A und B ergéinzt. Anhang A beschéftigt sich mit der Rolle des dynamischen Strukturfaktors
in Theorie und Experiment. Hier werden insbesondere die in Kapitel 4 zugrunde gelegten Formeln fiir
den dynamischen Strukturfaktor der eindimensionalen Kette hergeleitet. In Anhang B findet sich die
Herleitung eines in Kapitel 4 diskutierten zentralen Resultates fiir das XX-Modell.

In Kapitel 5 wird schliellich als Anwendung der Determinantendarstellung die Berechnung von Isoim-
pulslinien bzw. Lineshapes fiir lange Ketten gezeigt.

Die Arbeit schlieft mit einem Ausblick in Kapitel 6.



2 Der Bethe-Ansatz: Grundlagen

Hans Bethe stellte 1931 mit dem Bethe-Ansatz ein Verfahren zur exakten Diagonalisierung des ein-
dimensionalen ferromagnetischen Spin-1/2 Heisenberg-Modells vor (BETHE, 1931). Im Rahmen des
Bethe-Ansatzes wird das Problem der exakten Bestimmung der Eigenwerte und Eigenvektoren des
Modells auf die Losung eines Systems von nichtlinearen Gleichungen zuriickgefiihrt. Gleichzeitig tre-
ten Sdtze von — je nach Parametrisierung — natiirlichen bzw. ganz- oder halbzahligen Zahlen, die
sogenannten Bethe-Quantenzahlen, auf, die zur Charakterisierung der Eigenzustdnde herangezogen
werden konnen.

Mittlerweile wird der Bethe-Ansatz in seiner urspriinglichen Form als Koordinaten-Bethe-Ansatz be-
zeichnet. Daneben haben sich mit der Zeit weitere Zweige etabliert, unter denen insbesondere der
sogenannte algebraische Bethe-Ansatz zu nennen ist (KOREPIN et al., 1993).

Mit dem Bethe-Ansatz steht ein méchtiges Werkzeug zur Verfiigung, um die Eigen- bzw. Anregungs-
zustdnde und Spektren von Quantenspinsystemen zu bestimmen. Um dieses Werkzeug effizient und
wirkungsvoll nutzen zu koénnen, ist es jedoch notwendig, die Anregungszustéinde in geeigneter Weise
zu klassifizieren. Generell kann man versuchen, eine solche Klassifikation ausschliellich iiber die Sitze
von Bethe-Quantenzahlen, die die jeweiligen Anregungszustinde charakterisieren, vorzunehmen. Im
Hinblick auf bestimmte Fragestellungen — insbesondere bei der Diskussion von Anregungsspektren —
hat es sich allerdings als niitzlich erwiesen, die Charakterisierung via Bethe-Quantenzahlen mit einer
Beschreibung der Anregungszustéinde im Teilchenbild zu verbinden (KARBACH, 2002). Im Teilchenbild
werden die Anregungszustidnde als kollektive Anregungen von Quasiteilchen, die aus einem physikali-
schen Vakuum erzeugt werden, interpretiert.

Im folgenden werden die Grundlagen des Koordinaten-Bethe-Ansatzes und des algebraischen Bethe-
Ansatzes erldutert. Hierbei wird insbesondere auch auf die jeweils relevanten Quasiteilchen eingegan-
gen. Im Mittelpunkt der Ausfithrungen steht das eindimensionale Spin-1/2 Heisenberg-Modell.

2.1 Der Koordinaten-Bethe-Ansatz

Das eindimensionale ferromagnetische Spin-1/2 Heisenberg-Modell besitzt den Hamiltonian

N
Hp = =7 8 Sin (2.1)
=1
N
= > {5 (Si" S + 8788 1) + 877 | J > 0. (2.2)
=1

Hp operiert auf einem Hilbertraum der Dimension 2V und beschreibt ein System von Spins mit
Quantenzahl s = %, die entlang einer Kette der Linge N angeordnet sind, wobei zwischen direkt
benachbarten Spins eine ortsunabhéingige Nachste-Nachbar-Wechselwirkung besteht. Die Kopplungs-
konstante J ist ein Maf fiir die Stérke der Wechselwirkung zwischen zwei benachbarten Spins. Das
negative Vorzeichen, also —J < 0, legt den ferromagnetischen Charakter der Austauschwechselwirkung
fest (MATTIS, 1981; YOSIDA, 1996). Dariiber hinaus werden periodische Randbedingungen angenom-
men, d.h. die Kette wird quasi zu einem Ring geschlossen, und die Gitterkonstante wird gleich Eins
gesetzt. Ferner sind die Auf- und Absteigeoperatoren S;t durch S’ijE =S¥ £15! gegeben.

Das Heisenberg-Modell ist invariant gegeniiber Rotationen im Spinraum und diskreten Translationen
um ein beliebiges Vielfaches der Gitterkonstanten (BETHE, 1931; KARBACH, 1994). Bezeichnet T den
Translationsoperator, der die Spinkonfiguration entlang der Kette um einen Gitterplatz verschiebt,
dann gilt:

[Hp,T] = 0. (2.3)

Aus der Invarianz von Hp gegeniiber Rotationen im Spinraum folgt die Erhaltung des Gesamtspins
St = sz\; S; und aller seiner Komponenten:

[HFag%] :Oa [HFaS’%] :Oa a=2,Y,z. (24)



4 2 DER BETHE-ANSATZ: GRUNDLAGEN

Dies fithrt einerseits dazu, dafl alle Eigenzustinde von Hp, die zu einem durch die Quantenzahl St
charakterisierten Spin-Multiplett gehtren, entartet sind, d.h. alle Eigenzusténde von Hp sind minde-
stens (2S5 + 1)-fach entartet. Andererseits erlaubt die Erhaltung der z-Komponente des Gesamtspins,
die Hp darstellende Matrix in Block-Diagonalform zu iiberfithren, indem man die den Hilbertraum
aufspannenden Basisvektoren beziiglich der Quantenzahl

N
5’%:3—7“, r=20,...,N, (2.5)
sortiert (BETHE, 1931; KARBACH & MULLER, 1997). Hierbei bezeichnet r die Anzahl der Down-Spins.

Der Block bzw. Unterraum zu r = 0 (ausschlieBlich Up-Spins) besteht nur aus einem einzigen Zustand,

|FYy=11...1). Dieser ist ein Eigenzustand von Hp mit der Energie
JN
Eo= -~ (2.6)

Ey ist die Grundzustandsenergie des Heisenberg-Ferromagneten. Da der Unterraum zu r = 0 geméf
(2.5) die Quantenzahlen Sy = S% = N/2 trigt, gehort |F) zu einem entarteten Spinmultiplett mit
insgesamt (N + 1) Zusténden. Folglich ist der Grundzustand des Ferromagneten (N + 1)-fach entartet.
Fiir die Diagonalisierung des zu r = 1 gehorenden Blocks der Gréfle N x N nutzt man die Transla-
tionsinvarianz des Hamiltonians aus (BLOCH, 1930; ORBACH, 1958). Hierzu kennzeichnet man die N
zu 7 = 1 gehorenden Basiszustdnde durch die Position des einen Down-Spins,

In) = S| F), n=1,..N, (2.7)

und konstruiert mit Hilfe dieser Vektoren translationsinvariante Basiszusténde |ty):

N
2mm

1
|“/”“>:\/—N e |n), b= m=01..,N-1 (2.8)
n=1

Die Zustinde |¢y) sind Eigenzustinde des Translationsoperators T mit Eigenwerten e**. Gemif (2.3)
sind sie ebenfalls Eigenzustinde von Hp mit Eigenwerten F, fiir die gilt:

E—Ey
J

Die Zusténde [|¢) reprisentieren die sogenannten 1-Magnon-Anregungen (KARBACH & MULLER,
1997), bei denen die totale Ordnung der Spins im Zustand |F) durch eine Spinwelle mit Wellenlinge
A= 2% gestort wird (BLocH, 1930; BETHE, 1931). Dementsprechend wird die zugehorige Wellenzahl
k auch als Magnonimpuls bezeichnet.

Fiir r > 2 gelingt es nicht, den Hamiltonian mit Hilfe der translationsinvarianten Basis vollsténdig
zu diagonalisieren (BETHE, 1931; ORBACH, 1958; KARBACH & MULLER, 1997). Stattdessen wird im
Rahmen des (Koordinaten-) Bethe-Ansatzes folgender Ansatz fiir die Eigenzustinde in dem zu einem
festen r gehorenden invarianten Unterraum der Dimension (J;[ ) gemacht (BETHE, 1931):

=1-—cosk. (2.9)

) = > a(ny,na, ..., n.)|n1,na, ..., 0. (2.10)
1I<ni<ne<--<n,<N
Hierbei kennzeichnen die natiirlichen Zahlen n;, i = 1,...,r, analog zu (2.7) die Positionen der Down-
Spins:
[ni,ng,...,n.) =S, S, ---S, |F). (2.11)

Per Konstruktion stehen Zustéinde aus Unterrdumen zu verschiedenem r senkrecht aufeinander, d.h.
ihr Skalarprodukt verschwindet.

Der Ansatz fiir die Koeffizienten a(nq,no,...,n,) beriicksichtigt das Auftreten von r Wellenzahlen
k1, ..., kr und eines Phasenwinkels §; ; pro Wellenzahl-Paar (k;, k;):
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. T 7; T
a(ni,na,...,np) = Z exp zzlkpjnj + 529731.7731. . (2.12)
]:

PeS, i<j

Die Summe P € S, lduft iiber alle r! Permutationen der Indizes {1,2,...,r}. Setzt man in (2.10)-
(2.12) r = 1, so reproduziert man bis auf die Normierung die in (2.8) angegebenen Zusténde |ty).
Das Einsetzen des Ansatzes (2.10) in die Eigenwert-Gleichung Hp|v) = E|¢) und die Diskussion des
hieraus resultierenden Gleichungssystems fiir die Koeffizienten (2.12) fithren zu dem Ergebnis (BETHE,
1931; KARBACH & MULLER, 1997), daf} die Bethe-Ansatz-Wellenfunktion (2.10) mit Koeffizienten
(2.12) ein Eigenzustand von Hp zum Eigenwert

T

E—E
- 0 = ;(1 — cosk;) (2.13)

ist, sofern die in (2.12) auftretenden Wellenzahlen {k;} die Bethe-Ansatz-Gleichungen

ld z(ki-‘rkj) 1-2 ik
1Nk; __ I I _6 + (& .
‘ B i erlkith;) 11 — 9etk;’ =17 (2.14)
J#i

erfiillen. Hierin ist bereits die Translationsinvarianz des Systems beriicksichtigt. Um die analytische
und numerische Behandlung der Bethe-Ansatz-Gleichungen zu erleichtern, empfiehlt es sich, die Wel-
lenzahlen {k;} in (2.14) durch einen Satz neuer Variablen {Z;} zu substituieren (FADDEEV & TAKH-

TAJAN, 1984; KARBACH et al., 1998). Die neuen Variablen Z; werden iiber die Beziehung
ki =7 —¢(2;) mit ¢(2;) =2 arctan 2, i=1,...,m (2.15)

eingefiihrt.! Setzt man diese Definition der 2; in (2.14) ein, so erhélt man:
-1\ -3 -2
. == i =1,...,7 2.16
(,7:’1+Z) l;léifé’j+2l, ! ’ a ( )
Ve

Diese Darstellung der Bethe-Ansatz-Gleichungen soll im folgenden als algebraische Form der Bethe-
Ansatz-Gleichungen bezeichnet werden, da sie im Rahmen des algebraischen Bethe-Ansatzes in natiirli-
cher Weise auftritt (vgl. Kapitel 2.2.2). Logarithmierung von (2.16) fithrt auf die trigonometrische
Form der Bethe-Ansatz-Gleichungen:

A i — Zj .
No(2:) 27rIi+Z¢<T), i=1,...,r (2.17)
J#i
In der trigonometrischen Form der Bethe-Ansatz-Gleichungen treten r ganz- oder halbzahlige Zahlen
I; auf, die Bethe-Quantenzahlen genannt werden (KARBACH & MULLER, 1997). Der Vorteil der
trigonometrischen Form der Bethe-Ansatz-Gleichungen gegeniiber der algebraischen Form besteht
gerade in der Einfiihrung der Bethe-Quantenzahlen, da diese zur Charakterisierung der Eigenzustidnde
verwendet werden konnen (YANG & YANG, 1966; FADDEEV, 1995; KARBACH & MULLER, 1997). Man
findet, daf} die Bethe-Quantenzahlen I; fiir gerades N halbzahlig sind, falls r gerade ist, und ganzzahlig,
falls r ungerade ist (KARBACH et al., 1998).
Um das Problem der Diagonalisierung von Hp zu 16sen, miissen nun alle diejenigen Tupel (I3, ..., I)
von Bethe-Quantenzahlen bestimmt werden, die zu einer reellen oder komplexen Losung von (2.17)
fithren, so dafl sich ein nichtverschwindender Eigenzustand von Hp ergibt. Jede solche Losung re-
présentiert einen Eigenzustand der Gestalt (2.10) mit Energie und Gesamtwellenzahl

IHier und im folgenden werden Lésungen der Bethe-Ansatz-Gleichungen, die sich auf das Heisenberg-Modell (XXX-
Modell) beziehen, stets mit einem zusétzlichen Dach ,~ gekennzeichnet.
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Abbildung 2.1: Anregungsspektrum der 2-Magnon-Streuzustinde mit 0 < k < = (Datenpunkte C7 und
C>) fiir eine Kette der Linge N = 32 im Vergleich zum Spektrum, das sich bei einer (hypothetischen)
wechselwirkungsfreien Uberlagerung zweier Magnonen ergibt. (KARBACH & MULLER, 1997)

T

E - Ey 2
_ = 2.18
J ;H@?’ (2.18)

T

k= Zki:mﬂf%ih. (2.19)
=1

i=1

Betrachtet man die gewonnenen Resultate fiir allgemeines r, so stellt man fest, dafl der Bethe-Ansatz
aufgrund des ihm zugrunde liegenden Konstruktionsprinzips eine natiirliche Klassifikation der Anre-
gungszustinde von Hp als kollektive Anregungen von r miteinander wechselwirkenden Quasiteilchen
erlaubt, die mit Hilfe der Bethe-Quantenzahlen systematisch identifiziert werden kénnen.

Hierzu wéhlt man aus dem (N + 1)-fach entarteten Grundzustandsmultiplett den Zustand |F) als
physikalisches Vakuum aus und interpretiert die iibrigen Zustéinde als kollektive Anregungszustéinde,
die sich aus r, r = 1,..., N/2, miteinander wechselwirkenden Quasiteilchen, den sogenannten Magno-
nen, konstituieren. Diese Magnonen werden aus dem physikalischen Vakuum |F) generiert. Sie haben
Spin 1 und tragen die Energie 1 — cos k;, vgl. (2.13), sowie den Impuls k; (BETHE, 1931; FADDEEV &
TAKHTAJAN, 1981).

Der zu r = 1 gehorende Unterraum wird von den 1-Magnon-Anregungen (2.8) aufgespannt. Ihre
Dispersionsrelation ist durch (2.9) gegeben.

Die 2-Magnon-Anregungen, die den zu r = 2 gehérenden Unterraum aufspannen, werden durch die
Gleichungen (2.10) ff. beschrieben, wenn man dort iiberall r = 2 setzt. Hierbei werden grundsétz-
lich zwei Typen von Anregungen unterschieden: Die 2-Magnon-Streuzustidnde (2-magnon-scattering
states) werden durch zwei reelle Losungen k1 und kg der Bethe-Ansatz-Gleichungen (2.14) beschrieben,
wihrend die 2-Magnon-Bindungszustinde (2-magnon-bound-states) in aller Regel durch das Auftreten
eines komplex konjugierten Lésungspaares k1 = k3 gekennzeichnet sind (KARBACH & MULLER, 1997;
KARBACH, 2002). Der Charakter einer Bindung bei den 2-Magnon-Bindungs-Zustéinden schligt sich
insbesondere in der erhtohten Wahrscheinlichkeit nieder, daf} sich die beiden umgeklappten Spins an
benachbarten Gitterplidtzen befinden (KARBACH & MULLER, 1997).

Zwischen den beiden Magnonen in einem 2-Magnon-Streuzustand kann eine dynamische Wechselwir-
kung beobachtet werden, die ihren Niederschlag im Auftreten einer Wechselwirkungsenergie, d.h. in
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der Verschiebung der Zustandsenergie gegeniiber einer #quivalenten (hypothetischen) Uberlagerung
zweier freier Magnonen, findet. Abb. 2.1 zeigt dies fiir eine Kette der Linge N = 32. Fiir N — oo
verschwindet die Energieverschiebung. Die 2-Magnon-Streuzustédnde bilden dann ein zweiparametriges
Kontinuum zwischen den Begrenzungslinien (KARBACH & MULLER, 1997)

E—F k
TO =2 (1 icosi) : (2.20)

Die 2-Magnon-Bindungszustinde liegen in der (k, E)-Ebene auf einem einzigen Zweig unterhalb des
Kontinuums der 2-Magnon-Streuzustinde (KARBACH & MULLER, 1997). Bei ihnen sind die Wechsel-
wirkungseffekte besonders stark ausgeprigt. Die Wechselwirkungsenergie verschwindet auch nicht im
Grenzfall N — co. Fiir N — oo lautet die zugehorige Dispersionsrelation (BETHE, 1931):

E—FE,
J

Mit grofier werdendem 7 wird eine systematische Diskussion und Interpretation des Anregungsspek-
trums aufgrund der wachsenden Zahl wechselwirkender Teilchen zunehmend schwieriger. Dennoch
lassen auch im allgemeinen Fall der r-Magnon-Anregungen die Bethe-Quantenzahlen eine systemati-
sche Charakterisierung der Anregungszustinde und -spektren prinzipiell zu.

Eng verwandt mit dem eindimensionalen Heisenberg-Ferromagneten ist der Heisenberg- Antiferroma-
gnet, auch XXX-Modell genannt. Der Hamiltonian des Antiferromagneten geht durch Vorzeichenum-
kehr aus dem Hamiltonian (2.1) des Ferromagneten hervor:

= %(1 — cosk). (2.21)

N
HA:_HFzzgi'§i+1; J > 0. (2.22)
i=1
Das positive Vorzeichen (J > 0) legt den antiferromagnetischen Charakter der Austauschwechselwir-
kung fest (MATTIS, 1981; YOSIDA, 1996).
Da sich H4 und Hp nur durch ein Vorzeichen unterscheiden, haben beide Hamiltonians die gleichen
Eigenvektoren. Allerdings haben die zugehorigen Eigenwerte,

E—-Ep .2 JN
:_E: - Er=—FE,=>"— 2.23
J L1422 F 0T Ty (2.23)

ein entgegengesetztes Vorzeichen, so da das Anregungsspektrum beim Ubergang von Hp zu Hy
invertiert wird. Dies fithrt dazu, dafl die physikalischen Eigenschaften des Antiferromagneten deutlich
von denen des Ferromagneten abweichen.

Der Grundzustand |A) des Antiferromagneten liegt im durch » = N/2 festgelegten Unterraum. Das
Lieb-Schultz-Mattis-Theorem (LIEB et al., 1961) stellt sicher, dafl | A) nicht entartet ist, d.h fiir | A) ist
St = 0. Im Rahmen des Teilchenbildes 148t sich der antiferromagnetische Grundzustand |A) aus dem
ferromagnetischen Grundzustand |F) durch die Anregung von N/2 Magnonen mit Wellenzahlen k;
und jetzt negativen Energien —J(1 — cosk;) generieren. Er wird durch N/2 reelle Wellenzahlen k; und
folgenden Satz von Bethe-Quantenzahlen charakterisiert (HULTHEN, 1938; YANG & YANG, 1966):

{F@{(%%)(%g)%%} (2.24)

Mochte man Anregungen relativ zu |A) im Teilchenbild beschreiben, so stellt sich das Problem, dafl
in |A) bereits N/2 wechselwirkende Magnonen vorliegen und Anregungen durch die Vernichtung eines
oder mehrerer Magnonen generiert werden. Dadurch liegt sowohl im Grundzustand als auch in den
niedrigliegenden Anregungen stets eine grofle Zahl wechselwirkender Teilchen vor. Aus diesem Grund
wird der antiferromagnetische Grundzustand |A) als (neues) physikalisches Vakuum des Antiferro-
magneten definiert. Aus diesem kénnen dann wiederum elementare Quasiteilchen — die sogenannten
Spinonen — zur Beschreibung der angeregten Zusténde generiert werden (KARBACH et al., 1998).

Das Spinon-Vakuum li8t sich am besten durch die zugehorigen Bethe-Quantenzahlen {1}, (2.24),
charakterisieren, die symmetrisch um Null und dicht gepackt iiber einen Ausschnitt der I-Achse verteilt
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sind. Das Spektrum von H 4 148t sich dann systematisch durch die Erzeugung elementarer Anregungen
aufbauen, die durch elementare Modifikationen der regelméfigen Anordnung der Bethe-Quantenzahlen
fiir den Grundzustand |A) charakterisiert werden (KARBACH et al., 1998).

Spinonen tragen, genauso wie Magnonen, neben Energie und Impuls einen Spin. Allerdings sind sie
im Gegensatz zu den Magnonen Spin—%—Teﬂchen (FADDEEV & TAKHTAJAN, 1981). In einer Kette
mit geradem IV, bei der 5% = % — r fiir alle Eigenzustéinde ganzzahlig ist, konnen Spinonen also
nur paarweise auftreten. Betrachtet man nun eine 2-Spinon-Anregung von H 4, so kénnen die Spins
der beiden auftretenden Spinonen auf insgesamt vier verschiedene Arten koppeln, und so entweder
einen Triplett-Zustand (S7 = 1, S% = 0,%1) oder einen Singulett-Zustand (Sp = 0 = S%) bilden.
Diese Zusténde werden durch bestimmte Konfigurationen der Bethe-Quantenzahlen beschrieben. Die
Erhaltung des Gesamtspins erfordert, dafl die drei Zustdnde, die zu einem Spin-Triplett gehoren,
entartet sind.

Im Unterraum zu S% = 1 ergibt sich durch die Vernichtung eines Magnons aus dem Zustand |A)
ein zweiparametriger Satz von Zustédnden, indem die verbleibenden N/2 — 1 Bethe-Quantenzahlen
systematisch iiber den erweiterten Bereich —%N <IL; < iN verteilt werden (FADDEEV & TAKHTAJAN,
1981; KARBACH et al., 1998).

Die Anzahl der verschiedenen Konfigurationen der Bethe-Quantenzahlen {I;} fiir S% = 1 mit I, 11 —
I; > 1 betragt éN (N + 2). Eine typische Konfiguration besteht aus drei Clustern, zwischen denen
sich zwei Liicken befinden. Die beiden Liicken in der ansonsten regelméfiigen Verteilung kénnen als
aus dem Vakuum generierte Spinonen interpretiert werden. Die Positionen der Liicken zwischen den
Clustern bestimmen die Impulse bzw. Wellenzahlen p;, ps der beiden Spinonen. Die Summe der
beiden Impulse liefert die Wellenzahl der 2-Spinon-Anregung bezogen auf die Wellenzahl des Vakuums:
q=k—ka =p1+pe Fiir N — oo bilden die 2-Spinon-Anregungen ein Kontinuum innerhalb der
Grenzen

eu(q) =nJ sin%‘ , er(q) = gJ|sinq| (2.25)
(DES CLOIZEAUX & PEARSON, 1962; YAMADA, 1969). Bei allen 2-Spinon-Triplett-Anregungen mit
S% =1 lassen sich die beiden auftretenden Spinonen als lokalisierte Stérungen des Spinon-Vakuums
|A) interpretieren, die sich entlang der Kette mit den Impulsen p; und p, sowie den Energien e,,(p1)
und 4, (p2) bewegen (KARBACH et al., 2000). Die Dispersionsrelation

esp(p) = nginp, O<p<m (2.26)

(DES CLOIZEAUX & PEARSON, 1962; YAMADA, 1969), ist in dem in Abb. 2.2 eingebetteten Kasten
dargestellt. Die beiden Spinonen streuen in periodischen Zeitabsténden aneinander, so daf} die 2-
Spinon-Triplett-Anregungen auch als 2-Spinon-Streuzusténde bezeichnet werden (KARBACH et al.,
2000).

Abb. 2.2 zeigt das Anregungsspektrum der 2-Spinon-Triplett-Anregungen mit S% = 1 fiir eine Kette
der Linge N = 64. Zum Vergleich sind die Energien e, s, = £5p(p1) + €5p(p2) angegeben, die sich bei
einer (hypothetischen) freien Uberlagerung zweier Spinonen mit Impulsen p; und py ergeben. Man
sieht, analog zum Fall der 2-Magnon-Anregungen (vgl. Abb. 2.1), dafl die jeweiligen Datenpunkte
gegeneinander verschoben sind. Damit spiegelt sich hier in gleicher Weise die zwischen den beiden
Spinonen auftretende Wechselwirkungsenergie wider.

Mit wachsendem N werden die Streuereignisse zwischen den beiden Spinonen in einem 2-Spinon-
Streuzustand seltener. Die Haufigkeit der Streuereignisse nimmt hierbei proportional zum Abstand
ab, den die beiden Spinonen zwischen zwei Streuereignissen zuriicklegen (KARBACH et al., 2000). Aus
diesem Grunde erwartet man ein Verschwinden der Wechselwirkungsenergie proportional zu N ~!. Die
Autoren von (KARBACH et al., 2000) gehen davon aus, daf sich die Wechselwirkungsenergie zwischen
den beiden Spinonen, beschrieben durch

AES) (@) = B, = €ap s, (2.27)

sp,sp sp,sp

asymptotisch durch
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Abbildung 2.2: Anregungsspektrum der 2-Spinon-Streuzustdnde mit 0 < k < 7 und St = S% =1 fur
eine Kette der Linge N = 64 (®) im Vergleich zum Spektrum, das sich bei einer (hypothetischen)
wechselwirkungsfreien Uberlagerung zweier Spinonen ergibt (+). Die grofen Kreise () zeigen die
2-Spinon-Streuzustédnde mit S = S% = 1 fir N = 16. Die durchgezogenen Linien sind die Konti-
nuumsgrenzen geméfl (2.25). Oben links ist die Dispersionsrelation der Spinonen, (2.26), eingebettet.
(KARBACH, 2002)

AEG), (q) = “22LP) (2.28)
ausdriicken 148t (KARBACH et al., 2000; KARBACH, 2002). Hierbei kann die Grofe esp(p1,p2) einem
einzelnen 2-Korper-Stofl zwischen zwei Spinonen, die sich mit den Impulsen p; und ps bewegen,
zugeordnet werden.

Bislang wurde das Spektrum der 2-Spinon-Triplett-Zustdnde mit S = 1 und S% = +1 analysiert.
Die 2-Spinon-Zusténde mit S7 = 1 und S% = —1 koénnen aus den Zustédnden mit S7 = 1 durch
eine Spinflip-Transformation gewonnen werden. Diese Zustéinde weisen die gleichen Zusammenhénge
zwischen Energie und Impuls auf wie die Zustédnde zu S5 = +1. Die verbleibenden beiden Sitze von
2-Spinon-Zusténden haben S% = 0. Einer dieser beiden Satze umfafit Tripletts mit St = 1, der andere
Singuletts mit S = 0.

Wihrend alle 2-Spinon-Triplett-Zustéinde durch reelle Lésungen der Bethe- Ansatz-Gleichungen (2.17)
beschrieben werden, werden die 2-Spinon-Singulett-Zustdnde durch das Auftreten eines Paares von
komplex konjugierten Losungen Z; = Z3 neben den reellen Losungen Zs,...,Zy/2 charakterisiert
(KARBACH et al., 1998). Es zeigt sich, da§ das Auffinden der I;-Konfigurationen fiir einen bestimmten
Satz von Eigenzustdnden mit komplexen Losungen und die anschlieBende Bestimmung der Losungen
der zugehorigen Bethe-Ansatz-Gleichungen wesentlich diffiziler ist als die gleiche Aufgabe im Falle der
rein reellen Losungen (WOYNAROVICH, 1982; KARBACH et al., 1998; BIEGEL, 2000).

Wie im Fall der 2-Magnon-Anregungen bedeutet das Auftreten eines komplexen Losungspaares auch
im hier betrachteten Kontext, dafl ein gebundener Zustand aus zwei Magnonen vorliegt. Dement-
sprechend lassen sich die 2-Spinon-Singulett- Anregungen auch als gebundene Zusténde (bound states)
bezeichnen. Die Zahl der 2-Spinon-Singuletts, %N (N — 2) innerhalb der gesamten Brillouin-Zone, ist
kleiner als die Zahl der Triplett-Losungen, § N(N + 2) (KARBACH et al., 1998). Mit grofer werden-
dem N wird der Einflufl des komplexen Losungspaares auf die Zustandsenergie im Vergleich zu dem
der reellen Losungen Zs, ..., Zn/o immer geringer, und verschwindet schlieflich véllig im Grenzwert
N — oo. Die 2-Spinon-Singuletts bilden dann ein Kontinuum innerhalb der gleichen Grenzen (2.25)
wie die Triplett-Zustinde (KARBACH et al., 1998).
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Bislang wurde das Heisenberg-Modell ohne Anwesenheit eines dufleren Magnetfeldes betrachtet. Liegt
nun ein dufleres homogenes Magnetfeld der Stirke h’ vor, so mufl der Hamiltonian um einen Zeeman-
Term ergéinzt werden (KARBACH et al., 1998). Im Falle des Heisenberg-Antiferromagneten geht der
Hamiltonian (2.22) so iiber in
h/

Hpp=Ha—hJSE, h = 7 (2.29)
Die beiden Summanden, aus denen H 4 ; aufgebaut ist, befinden sich im Widerstreit: Wéhrend der
Zeeman-Term eine Ausrichtung der Spins parallel zur Vorzugsrichtung, der positiven z-Richtung,
energetisch bevorzugt, kostet jede parallele Ausrichtung eines Spinpaares aufgrund des ersten Terms
Austauschenergie.
Der Einbau des dufleren Magnetfeldes mittels eines Zeeman-Terms in (2.29) zerstort die Integrabilitét
des Modells nicht. Es gilt weiterhin [H 4 p, S%] = 0, so daf} die Eigenvektoren von h unabhéngig sind
und sich durch das Einschalten des Magnetfeldes nicht verdndern. Allerdings wird die Entartung der
(257 + 1) zu einem Sp-Multiplett gehdrenden Eigenzustéinde aufgehoben. Die Energieniveaus spalten
proportional zu h auf und ordnen sich symmetrisch um ihre urspriingliche Lage an (KARBACH et al.,
1998). Dementsprechend geht die Formel fiir die Zustandsenergie, (2.23), durch das Einschalten des
duleren Magnetfeldes iiber in

E - Er g 2 ;

= Zl (1 — 22) hSZ.. (2.30)
In jedem Multiplett erféhrt der Zustand mit S% = St die grofite Energieabnahme, d.h. im Spektrum
wird dieser Zustand am stédrksten nach unten verschoben. Das Ausmafl der Verschiebung ist per
Konstruktion proportional zu Sp. Der vorher nicht-entartete Zustand |A) mit St = 0 wird hierbei
iiberhaupt nicht verschoben, wihrend der Zustand |F) mit St = N/2 stéirker als alle Zusténde absteigt.
Dies fithrt dazu, daf der Zustand |F'), obwohl er sich fiir h = 0 am oberen Ende des Spektrums befindet,
zum Grundzustand von H 4 j wird, sofern nur ein ausreichend starkes Magnetfeld angelegt wird. Das
Magnetfeld hg, ,where |F) overtakes its closest competitor in the race of levels down the energy axis®
(KARBACH et al., 1998), wird als Séttigungsfeld bezeichnet.
Die Reihenfolge, in der Eigenzusténde mit der Quantenzahl S% bei einem Anwachsen von h zum
Grundzustand |tg) von H 4 j, werden, hiingt von ihrer relativen Ausgangsposition fiir h = 0 ab. Wird
der Grundzustand von einem Zustand mit Quantenzahl S% gebildet, so spricht man davon, daf§ die
Magnetisierung M, = S% vorliegt (KARBACH et al., 1998). In (YANG & YANG, 1966) wird gezeigt,
daB die Bethe-Quantenzahlen {I?} des Grundzustandes |1g) zu einem festen M, durch

2\ 2

gegeben sind. Setzt man hierin M, = 0, so folgt (2.24) fiir den magnetfeldfreien Fall.

Die Magnetisierung M, wichst zwischen A = 0 und dem Séttigungsfeld hg = 2J (KARBACH et al.,
1998) in N/2 Schritten der GréBe 1/N von M, = 0 bis M, = N/2 an. Erhoht man h, so werden
wegen (2.5) bei jedem dieser Schritte fiir den Grundzustand |¢)g) zwei Spinonen neu erzeugt bzw. ein
Magnon vernichtet. Damit bewegt sich fiir A # 0 im Grundzustand eine makroskopische Zahl (O(N))
von Spinonen durch das System. Die Zahl der Streuereignisse ist grof§ und die auftretende Wechsel-
wirkungsenergie zwischen den Spinonen verschwindet im Grenzfall N — oo nicht, da die Dichte der
Spinonen endlich bleibt. Damit ist es nicht mo6glich, das Spektrum der niedrigliegenden Anregungen
aus der Dispersionsrelation (2.26) der freien Spinonen zu rekonstruieren (KARBACH et al., 1998).
Betrachtet man statt der Spinonen die in |¢)g) vorhandenen Magnonen, so ist man mit demselben
Problem konfrontiert: Die Zahl der Magnonen im Grundzustand |¢¢) und den niedrigliegenden Anre-
gungen ist ebenfalls makroskopisch von O(N). Die Wechselwirkungsenergie zwischen den Magnonen
bleibt auch im Grenzfall N — oo endlich, so daf} es nicht méglich ist, Informationen iiber das Spektrum
der niedrigliegenden Anregungen aus der Dispersionsrelation (2.9) der freien Magnonen zu gewinnen
(KARBACH et al., 1998).

Aus diesen Griinden bietet es sich an, analog zur Einfithrung der Spinonen den Zustand |t¢y), der als
Zustand mit N/2 — M, Magnonen oder als Zustand mit 2M, Spinonen interpretiert werden kann, als

1 /N N
1?‘<_MZ+1)+1', i=1,...,r=— — M, (2.31)



2.1 Der Koordinaten-Bethe-Ansatz 11

z

M

0

1 O ) ° ° O

2 O O e e O O

3 O O O e O O O

40O O O O O O O O

Abbildung 2.3: Konfigurationen der Bethe-Quantenzahlen I? (e) fiir das jeweilige Psinon-Vakuum |t)
zu den Magnetisierungen M, = 0,1,...,4 fiir eine Kette der Lidnge N = 8. Jede Bethe-Quantenzahl
(o) reprisentiert ein Magnon, jede Liicke () ein Spinon. (KARBACH et al., 2000)

neues physikalisches Vakuum fiir eine neue Klasse von Quasiteilchen, die sogenannten Psinonen, zu
definieren (KARBACH et al., 1998; KARBACH & MULLER, 2000; KARBACH, 2002; KARBACH et al.,
2002). Die elementaren Anregungen kénnen dann beziiglich dieses Vakuums konstruiert werden, indem
man die regelméifiige Anordnung der Bethe-Quantenzahlen {I?} systematisch modifiziert.

Zu diesem Zweck fithrt man eine Klasse K, von Eigenzustédnden ein, fiir die die zugehorigen Bethe-
Quantenzahlen I; fir 0 <r < N/2und 0 <m < N/2 —r = M, alle Konfigurationen

—g—l—%—mgh<Ig<---<IT§g—%+m (2.32)
umfassen (KARBACH et al., 1998). Jeder Eigenzustand aus K, wird durch reelle Lésungen der Bethe-
Ansatz-Gleichungen (2.17) beschrieben. m € N 14t sich in diesem Kontext als eine Art magnetische
Quantenzahl interpretieren. Fiir festes m kann ein Zustand aus K, als Streuzustand mit m Paaren von
Psinonen interpretiert werden (KARBACH et al., 1998), es liegt dann also ein 2m-Psinon-Streuzustand
vor.

Fir M, = 0 fillt das Psinon-Vakuum mit dem Spinon-Vakuum und fiir M, = N/2 (Saturierung)
mit dem Magnon-Vakuum zusammen. Die Transformation des Psinon-Vakuums vom Spinon-Vakuum
zum Magnon-Vakuum beim Anwachsen der Magnetisierung ist in Abb. 2.3 fiir eine Kette der Lange
N = 8 dargestellt. In der dritten Reihe von Abb. 2.3 findet sich die Konfiguration des Psinon-Vakuums
bei halber Sittigung, d.h. M, = N/4 (man spricht hier auch von Viertelmagnetisierung). Hier liegen
doppelt so viele Spinonen wie Magnonen vor. Dieser Fall ist von besonderem Interesse, da er sich
genau in der Mitte zwischen M, = 0 und Sattigung, zwischen Spinon- und Magnon-Vakuum befindet.
Das Psinon-Vakuum |t)o) ist der einzige Zustand mit m = 0. Die Bethe-Quantenzahlen liegen symme-
trisch um Null und sind dicht gepackt iiber den durch (2.32) bzw. (2.31) gegebenen Ausschnitt der I-
Achse verteilt. Geht man in (2.32) von m = 0 zu m = 1 iiber, so erhélt man die 2-Psinon-Anregungen.
Die Konfigurationen der Bethe-Quantenzahlen bestehen hier typischerweise aus drei Clustern, zwi-
schen denen sich zwei Liicken, d.h. Spinonen, befinden. Diese beiden inneren Spinonen iibernehmen
nun die Rolle der Psinonen. Die iibrigen 2M, — 2 Spinonen verbleiben auflerhalb der beiden dufleren
Cluster. Beim Ubergang zu m = 2 werden zwei weitere Spinonen in Psinonen transformiert. So lassen
sich systematisch alle 2m-Psinon-Anregungen generieren (KARBACH et al., 1998).

Abb. 2.4 zeigt das Spektrum der 2-Psinon-Anregungen fiir M, = N/4 fiir zwei Ketten der Linge
N =16 und N = 64. Im Grenzwert N — oo bilden die Anregungen ein Kontinuum innerhalb der in
der Abbildung eingezeichneten Grenzen. Das 2-Psinon-Spektrum ist auf den Impulsbereich |q| < ¢
mit

gs =T (1 - 2%) (2.33)

beschrinkt (KKARBACH et al., 1998). Die ebenfalls in Abb. 2.4 gezeigte Dispersionsrelation der Psi-
nonen, £4(p), 18t sich aus den Kontinuumsgrenzen ableiten, sofern man verlangt, daf sich Wel-
lenzahl und Energie eines jeden 2-Psinon-Zustands im Grenzwert N — oo als ¢ = p1 + p2 bzw.
€y, = €y (P1) + €y (p2) schreiben lassen — ganz analog zu den 2-Spinon-Anregungen. Die zwei Bogen,
die die untere Grenze des Kontinuums in Abb. 2.4 bilden, ergeben sich dann durch die Transformation
ey(q £ 7/4) (KARBACH et al., 1998).
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Abbildung 2.4: Spektrum der 2-Psinon-Anregungen fiir M, = N/4 fiir eine Kette der Linge N = 64
(kleine Kreise, ®) im Vergleich zum Spektrum, das sich bei (hypothetischer) wechselwirkungsfreier
Uberlagerung zweier Psinonen ergibt (+). Die groBen Kreise ((©) zeigen die 2-Psinon-Anregungen fiir
N = 16. Die eingezeichneten Kontinuumsgrenzen wurden aus den Daten zu N = 2048 abgeleitet.
Oben rechts ist die Dispersionsrelation der Psinonen eingebettet. (KKARBACH, 2002)

Fiir Ketten endlicher Lénge tritt aufgrund der Streuprozesse zwischen den beiden Psinonen eine Wech-
selwirkungsenergie auf, die sich — analog zu den Magnon- und Spinon-Anregungen — wieder durch
einen Vergleich der Zustandsenergien mit den Energien fiir die (hypothetische) wechselwirkungsfreie
Uberlagerung zweier freier Psinonen beobachten 1é8t. In Abb. 2.4 ist dies deutlich zu erkennen. Ana-
log zu den 2-Spinon-Anregungen verschwindet diese Wechselwirkungsenergie proportional zu N ~!
(KARBACH et al., 1998). Dies ist ein weiterer Hinweis darauf, dafl die Einfiihrung der Psinonen (und
des Psinon-Vakuums) fiir den Fall h # 0 zweckméiBig ist.

2.2 Quanteninverse Streutheorie und der algebraische Bethe-Ansatz

Die Urspriinge des algebraischen Bethe-Ansatzes liegen in dem Versuch, die klassische inverse Streu-
theorie (classical inverse scattering method, CISM) zu quantisieren und so quantenmechanischen Mehr-
korperproblemen zugénglich zu machen. Die klassische inverse Streutheorie ist ein etabliertes Verfah-
ren zur Losung von partiellen Differentialgleichungen, wie sie in den unterschiedlichsten Bereichen
der Physik auftreten. Sie wurde erstmals 1967 von Gardner, Greene, Kruskal und Miura bei ihrer
Untersuchung der Korteweg-deVries-Gleichung angewandt (GARDNER et al., 1967). Eine Ubersicht
iiber das Verfahren findet sich beispielsweise in (FADDEEV & TAKHTAJAN, 1987).

Das quantenmechanische Pendant zu CISM, die quanteninverse Streutheorie (quantum inverse scatte-
ring method, QISM), wurde um 1980 von Faddeev, Sklyanin und Takhtajan eingefiihrt (SKLYANIN &
FADDEEV, 1978; SKLYANIN et al., 1979; SKLYANIN, 1982). Die quanteninverse Streutheorie verbindet
die Ideen des Bethe-Ansatzes mit denen der klassischen inversen Streutheorie. Sie erméglicht eine
einheitliche Sichtweise im Hinblick auf die exakte Losung von klassischen und quantenmechanischen
Modellen und schliefit an die Arbeiten von Baxter zur Losung von klassischen Vertexmodellen mit
Hilfe der Transfermatrixmethode an (BAXTER, 1982). Eine Ubersicht iiber QISM und die Modelle,
auf die die Methode angewandt werden kann, findet sich beispielsweise in (KOREPIN et al., 1993).
Im folgenden soll die Anwendung der quanteninversen Streutheorie auf das XXX-Modell mit peri-
odischen Randbedingungen skizziert werden. Fiir eine ausfiihrliche Herleitung und Diskussion sei auf
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die bereits genannte Ubersichtsliteratur sowie auf (TAKHTADZHAN & FADDEEV, 1979; FADDEEV &
TAKHTAJAN, 1984) verwiesen.

2.2.1 Die Transfermatrix

Die zentrale Idee von QISM besteht darin, eine Schar von sogenannten Transfermatrizen T'(2), Z € C,
zu konstruieren (BAXTER, 1982), die fiir jeden Wert des Scharparameters Z miteinander und mit dem
Hamiltonoperator H (und gegebenenfalls weiteren Observablen) des interessierenden quantenmecha-
nischen Systems kommutieren:

[T(2),T(2)] = 0, (2.34)
[T(2),H] = o. (2.35)

Gelingt dies und ist man ferner in der Lage, die Eigenwerte und Eigenfunktionen der Transfermatrix
zu konstruieren, so hat man wegen (2.35) gleichzeitig das Eigenwertproblem fiir den Hamiltonian des
eigentlich interessierenden Systems gelost.

Der Hamiltonian (2.22) des Spin-1/2 XXX-Modells ist aus lokalen Spinvariablen g(i) = 0(;/2 auf-
gebaut, deren Komponenten die Paulimatrizen o7, j = 1,2, 3, bilden. Diese Variablen operieren auf
einem lokalen Hilbertraum der Dimension 2, h; = C2, i = 1,..., N. Der Hamiltonian insgesamt ope-
riert auf einem Hilbertraum der Dimension 2%, der sich als Tensorprodukt aller lokalen Hilbertraume
schreiben 148t:

N
H=h®@h @ @hy=)h. (2.36)
=1

Die lokalen Spinvariablen S; operieren auf dem Hilbertraum H gemé&fl der Vorschrift

S;=1,® 9L 18501 ® - ®1Iy. (2.37)

Hierbei bezeichnet I; den Einheitsoperator auf dem entsprechenden lokalen Hilbertraum. Fiir die
weiteren Betrachtungen ist es noch wichtig festzuhalten, daf sich der Hamiltonian (2.22) als Summe
iiber Permutationsoperatoren schreiben 148t. Der Permutationsoperator P; ;41 vertauscht die Spins an
den Plétzen ¢ und ¢ 4+ 1 und ist durch

1 = = 1
]P)MJA = 5 (Iz X Ii+1 + 51 ® 5"1'+1) = 2S¢S¢+1 + 5 (238)
gegeben (FADDEEV, 1995; BIEGEL, 2000). Damit geht (2.22) iiber in

J = 1
Hy = 3 Z <]P)i,i+1 - 5) . (2.39)

=1

Im allgemeinen Fall beschreibt P eine Permutation in V; ® V; mit V;, V; = C? und operiert dort gem#$

Pij(A®B) =B®A, A€V, BeV;. (2.40)

IP; ; ist offensichtlich invariant unter der Vertauschung der Indizes ¢ und j und erfiillt zusétzlich die
Relationen (FADDEEV, 1996)

Pr,iPr,j = Pi jPri = P ;Pjs. (2.41)

Der erste Schritt bei der Konstruktion der Transfermatrix fiir das XXX-Modell besteht in der Ein-
fithrung sogenannter Lax-Operatoren L; ,(2) (KOREPIN et al., 1993), die auf dem lokalen Hilbertram
h; ® V operieren. In dieser Nomenklatur wird h; als lokaler Quantenraum und V = C? als Hilfsraum
bezeichnet, vgl. auch (TAKHTADZHAN & FADDEEV, 1979; BAXTER, 1982). Im Falle der Spin-1/2
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Abbildung 2.5: Grafische Darstellung der zentralen Vertauschungsrelation (Yang-Baxter-Relation)

Modelle haben die lokalen Quantenrdume und der Hilfsraum stets die gleiche Dimension, im allgemei-
nen Fall eines Spin-s Modells hat man hingegen h; = C?**!. Im hier interessierenden Fall sind die
Lax-Operatoren wie folgt gegeben (FADDEEV, 1995)2:

Lia(2) = 2(L®l)+1(0 ®da) (2.42)
= (Z—=)lhev + 2P, (2.43)

21 + 103 10 B .
B ( 10 21 — 0} ) = Li(2) (2.44)

mit aii = 01-1 + 201-2. Hierbei bezieht sich der Index ¢ weiterhin auf die lokalen Quantenridume, wihrend
sich der Index a auf den Hilfsraum V bezieht. Die Darstellung (2.44) beschreibt den Lax-Operator
als 2 x 2-Matrix im Hilfsraum V', deren Eintrédge Operatoren im lokalen Quantenraum h; sind, die
entsprechend jeweils als 2 x 2-Matrizen in h; dargestellt werden konnen. W&hlt man die Darstellung
(2.44), so kann der Index a, der den Hilfsraum kennzeichnet, unterdriickt werden.

Im n#chsten Schritt miissen die Vertauschungsrelationen zwischen den Lax-Operatoren bestimmt wer-
den. Da sich jeder Lax-Operator als 4 x 4-Matrix iiber h; @ V darstellen 148t, bedeutet dies, Ver-
tauschungsrelationen fiir insgesamt 16 Matrixelemente zu finden. Alle diese Vertauschungsrelationen
lassen sich in folgender kompakter Form schreiben (TAKHTADZHAN & FADDEEV, 1979; FADDEEV &
TAKHTAJAN, 1984):

R(: - 2) - [Li(2) ® Lu(2)] = [L(2)) ® Lu(2)] - R(5 — 2). (2.45)

Die zentrale Vertauschungsrelation (2.45) (FADDEEV, 1996) ist eine Gleichung in V ® V' ® h;. Sie
gehort zur Familie der Yang-Baxter-Gleichungen (BAXTER, 1982; KOREPIN et al., 1993). R ist eine
4 x 4-Matrix iiber V ® V, die die Vertauschungsrelationen zwischen den Matrixelementen der Lax-
Operatoren festlegt. Die zentrale Vertauschungsrelation 148t sich sehr einfach grafisch veranschaulichen
(FADDEEV, 1995). Hierzu stellt man den Lax-Operator in Form zweier gekreuzter Linien dar, von
denen eine den lokalen Quantenraum mit Index 7 représentiert, die andere den Hilfsraum, z.B. mit
Index a;. Dann 148t sich die linke Seite von (2.45) wie in Abb. 2.5 gezeigt darstellen und man erhélt
die rechte Seite von (2.45), indem man die Hilbertraumlinie iiber den Kreuzungspunkt der beiden
Hilfsraumlinien verschiebt.

Im Falle des XXX-Modells ist die R-Matrix gegeben durch

1 0 0 O
o ) o b)) ) o
0 0 0 1

(FADDEEV & TAKHTAJAN, 1984; FADDEEV, 1995) mit

2Der Zusammenhang zwischen dem hier verwendeten Parameter 2 und dem in (FADDEEV & TAKHTAJAN, 1984;
FADDEEV, 1995; FADDEEV, 1996) verwendeten Parameter A ist durch A\ = 2/2 gegeben.
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21 2z
b(2) = Z) = .
(2) 24+ o(2) 24+
Im letzten Schritt kann nun die Transfermatrix konstruiert werden. Dazu bemerkt man zunéchst, dafl
sich die Wirkung der Lax-Operatoren auf einfache Weise geometrisch interpretieren 148t. Der Lax-
Operator L;(2) kann als Link entlang der Spinkette interpretiert werden, der den Transport zwischen
den Gitterpldtzen ¢ und i + 1 via der Lax-Gleichung

(2.47)

1
S e ( vy ) B2 e H, (2.48)

beschreibt (KOREPIN et al., 1993; FADDEEV, 1996). Das geordnete Operatorprodukt entlang der
gesamten Kette beschreibt demnach eine einmalige Umrundung der zum Ring geschlossenen Ket-
te (,monodromy around [... the] circle* (FADDEEV, 1996)). Der zugehérige Operator T'(Z) heifit
Monodromie-Matrix (monodromy matriz):

T(2) = Ln(2) - Ln-1(2) -+ L1(2). (2.49)

In dieser Darstellung ist die Monodromie-Matrix eine 2 x 2-Matrix iiber dem Hilfsraum. Konstrukti-
onsbedingt erfiillt sie die gleichen Vertauschungsregeln (2.45) wie die Lax-Operatoren:

RG—3)-[TG)@T(E) =[TE)®T(E)] R(E—4). (2.50)

Die Transfermatrix T'(2) folgt aus der Monodromie-Matrix 7 (2) durch Spurbildung iiber dem Hilfs-
raum (TAKHTADZHAN & FADDEEV, 1979):

T(2) = tr T(2). (2.51)

Beschreibt man die Monodromie-Matrix durch

T() = ( A(Z) B(2) ) (2.52)

so ist die Transfermatrix folglich durch

T(5) = A(3) + D(3) (2.53)

gegeben. A(2), B(%), C(2) und D(Z2) sind Operatoren in H. Die Vertauschungsrelation (2.50) stellt
sicher, dafi T'(2) und T'(2') fiir jeden Wert des Parameters £ bzw. 2’ miteinander kommutieren. Damit
ist (2.34) erfiillt. Nun muf noch der Zusammenhang mit dem Hamiltonian (2.22) des XXX-Modells
gefunden werden.

Dazu betrachtet man den Lax-Operator (2.43) an der Stelle 2 = 1. Fiir diesen Wert des Parameters
hat der Operator die einfache Gestalt

Li,a(ZA’ = ’L) = 22[@1',,1. (254)

Dies tibertrigt sich entsprechend auf die Transfermatrix (2.51):

T(:=1) =20 tr(Pya-Py_1a--Pra). (2.55)

Beriicksichtigt man nun die in (2.41) zusammengestellten Eigenschaften des Permutationsoperators
sowie zusétzlich tr P; , = I; (FADDEEV, 1996), so folgt aus (2.55):

T(2=1)= (20 Py N_1Pn_1,n—2  Paq = (20)VT. (2.56)

Fiir Z = ¢ entspricht die Transfermatrix also bis auf einen Vorfaktor gerade dem in Kapitel 2.1 ein-
gefithrten Translationsoperator T. Leitet man die Transfermatrix (2.51) zunéchst nach dem Parameter
Z ab und setzt dann Z = 1, so erhélt man



16 2 DER BETHE-ANSATZ: GRUNDLAGEN

dT
dz

N
= (22)N71 Ztri(PN@ s ]Pi—l,a . PH‘LG s ]P)l,a)- (257)

2= i=1

Fiithrt man nun (2.39), (2.56) und (2.57) zusammen, so findet man schliefllich (TAKHTADZHAN &
FADDEEV, 1979; FADDEEV, 1995):

d .
Hy=J [z glnT(z)

- % . (2.58)

Man erhélt den Hamiltonian des XXX-Modells also im wesentlichen als logarithmische Ableitung der
Transfermatrix an der Stelle 2 = 2. Damit kommutiert H 4 aber mit der Schar der Transfermatrizen

(KOREPIN et al., 1993) und (2.35) ist erfiillt. Damit sind alle Voraussetzungen fiir die Losung des
Eigenwertproblems erfiillt.

2.2.2 Der algebraische Bethe-Ansatz

Die Idee zur Losung des Eigenwertproblems besteht darin, einen Referenzzustand — auch Pseudova-
kuum (KOREPIN et al., 1993) oder heighest weight state (KOREPIN et al., 1993; FADDEEV, 1996)
genannt — sowie einen Erzeugungsoperator zu finden, so dafl die Eigenzustinde der Transfermatrix
durch (mehrfache) Anwendung des Erzeugungsoperators auf den Referenzzustand erzeugt werden
koénnen. Man geht hierzu von dem bereits in Kapitel 2.1 eingefithrten Zustand |F'),

|F>:|T---T>:®|T>i, (2.59)

aus und zeigt, daf dieser ein Eigenzustand der Transfermatrix (2.53) ist. Da stets S;7| 1); = 0 gilt,
findet man zuniichst, dafl aufgrund des Aufbaus der Monodromiematrix (2.52) aus Lax-Operatoren,
vgl. (2.49), auch stets C(2)|F) = 0 fiir alle Werte von £ gilt. Ausgehend von der Darstellung (2.44)
fiir den Lax-Operator und (2.52) fiir die Monodromie-Matrix kann man nun schlieflen, dal L;(2)| 1);
und 7 (2)|F) jeweils obere Dreiecksmatrizen sind (FADDEEV, 1996):

naln= (55 )i e = (G L )ime e

1

Hierbei bezeichnen * und % Operatorausdriicke, die fiir die weitere Herleitung irrelevant sind. Mit
(2.51) folgt aus (2.60), dafl |F') ein Eigenzustand der Transfermatrix ist mit

TE)F) = [z+)N + (2 —0)N] |F). (2.61)

Als néichstes 148t sich nun zeigen, dafl der Operator B(2) die Rolle des Erzeugungsoperators iiberneh-
men kann (analog hierzu iibernimmt C(2) die Rolle eines Vernichtungsoperators). Dazu betrachtet
man einen Zustand der Form

T

[(z3) = B(21)B(22) -~ B(2,)|F) = [ B(2)|F), r<N. (2.62)

=1

Um die Eigenwertgleichung

T(2)|izy) = p(2,{2:}) [vgzy) (2.63)

auswerten zu konnen, miissen die Vertauschungsrelationen zwischen A(2), B(%2) und D(Z2) bekannt sein.
Die bendotigten Vertauschungsrelationen folgen aber unmittelbar aus (2.50) (FADDEEV & TAKHTAJAN,
1984; FADDEEV, 1996):
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[B(2)B(Z')] = 0, (2.64)
ADBE) = s BEAR) - oS BEAR), (2.65)
DEBE) =t BEIDE) - 2= BEDE), (2.66)

mit den in (2.47) definierten Funktionen b(2) und c(2). Aus (2.64) folgt, dafl der Zustand [t¢s,3)
symmetrisch in den Parametern Z; ist. Ferner folgt aus (2.65) und (2.66), da8 [¢(,3) ein Eigenvektor
von A(2) und D(%) wire, sofern jeweils der zweite Summand auf der rechten Seite von (2.65) und
(2.66) nicht vorhanden wére. Fordert man nun, dafl diese Terme wegfallen, so fithrt dies auf ein System

von transzendenten Gleichungen, die die Parameter 2;, ¢ = 1,...,r, erfilllen miissen (FADDEEV &
TAKHTAJAN, 1984; KOREPIN et al., 1993; FADDEEV, 1996):
-1\ {qiE-%-2
. == =1,...,7. 2.67
(,7:’1+Z) l;léifé’j+2l, ! ’ a ( )
JFe

Sind die Parameter Z; Lésungen von (2.67), dann ist [¢;,}) Eigenzustand der Transfermatrix mit
Eigenwert (FADDEEV, 1996)

e(2,{2:}) = (t+1 NH< HZ) 2 NH( 222). (2.68)

Das im Rahmen der quanteninversen Streutheorie abgeleitete Gleichungssystem (2.67) ist identisch mit
den in Kapitel 2.1 gefundenen Bethe-Ansatz-Gleichungen (2.16) fiir das XXX-Modell. Die jeweiligen
Herleitungen unterscheiden sich allerdings grundsétzlich. Im Rahmen von QISM erfolgt die Herleitung
von (2.67) mit algebraischen Methoden. Im Mittelpunkt stehen die Transfermatrix und die Vertau-
schungsrelationen ihrer Elemente. Der urspriinglich 1931 von Bethe vorgestellten Herleitung von (2.16)
liegt hingegen ein konkreter Ansatz fiir die Eigenvektoren zugrunde, in den die Koordinatendarstel-
lungen der lokalen Spin-Operatoren explizit eingehen. Aus diesem Grunde wird mittlerweile zwischen
dem Koordinaten-Bethe-Ansatz und dem algebraischen Bethe-Ansatz unterschieden (KOREPIN et al.,
1993; FADDEEV, 1996).

Die Eigenwerte des Hamiltonians (2.22) des XXX-Modells folgen aus den Eigenwerten der Transfer-
matrix, indem man den Zusammenhang (2.58) zwischen der Transfermatrix und dem Hamiltonian
ausnutzt (FADDEEV & TAKHTAJAN, 1984). So erhélt man (2.23) aus (2.68) via

_l_] l 21+A2

Den algebraischen Bethe-Ansatz fiir das in den folgenden Kapiteln diskutierte XXZ-Modell erhélt man
aus den hier fiir das XXX-Modell vorgestellten Formeln, indem man die Elemente der Lax-Operatoren
und der R-Matrix entsprechend modifiziert (TAKHTADZHAN & FADDEEV, 1979). Insbesondere miissen
die in die Matrixelemente eingehenden Funktionen b(2) und ¢(2) angepafit werden.

E=J zdilngp( {2:}) (2.69)
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3 Die Anwendung des Bethe-Ansatzes auf das XXZ-Modell

Der wichtigste Unterschied zwischen dem XXZ-Modell und dem in Kapitel 2 diskutierten Heisenberg-
Modell besteht in der Einfithrung eines Anisotropieparameters A fiir die Austauschwechselwirkung, der
kontinuierlich variiert werden kann, dessen Présenz aber die Integrabilitéit des Modells nicht zerstort.
Ordnet man die Anisotropie der z-Achse im Spinraum zu, so hat der Hamiltonian des eindimensionalen
Spin-1/2 XXZ-Modells in einem duBeren homogenen Magnetfeld der Stéirke A’ die Gestalt

N /
HXXZ:JZ[Siz f+1+Sf’Sf+1+ASf Z-Z_i_l]*hjsjzﬂ, J>0,h:h7. (31)
i=1

Fiir die folgenden Betrachtungen werden gerades N, periodische Randbedingungen sowie ein unbe-
schrankter Bereich fiir die Wahl von A, d.h. —oo < A < 00, vorausgesetzt.
Beim XXZ-Modell unterscheidet man zwei sogenannte axiale Parameterbereiche und einen sogenann-
ten planaren Parameterbereich. Die beiden axialen Bereiche, die durch A < —1 und A > 1 gegeben
sind, sind vom planaren Bereich mit |A| < 1 durch die beiden Symmetriepunkte A = +1 getrennt,
an denen jeweils eine isotrope Austauschwechselwirkung vorliegt. Die Austauschwechselwirkung ist
antiferromagnetisch fiir A > 0 und ferromagnetisch fiir A < 0 (YANG & YANG, 1966).
Im magnetfeldfreien Fall (h = 0) wird der Grundzustand des XXZ-Modells fiir A > —1 durch S% =0
und fiir A < —1 durch |S%| = & charakterisiert. Fiir h # 0 héingt die Magnetisierung M, = S des
Grundzustandes von der Stirke des angelegten Magnetfeldes ab, vgl. Kapitel 2.1.
Mit dem XXZ-Modell in einem dufleren homogenen Magnetfeld liegt ein integrables Modell vor, dessen
Anregungsspektrum durch die Variation zweier kontinuierlicher Parameter, A und h, verandert werden
kann.
Im folgenden wird die Anwendung des Bethe-Ansatzes auf das XXZ-Modell mit Hamiltonian (3.1)
im planaren Bereich beschrieben. Besonderes Augenmerk liegt dabei auf dem Grenziibergang A — 0,
der das XXZ-Modell in das XX-Modell iiberfithrt. Den Ausgangspunkt hierzu bilden die bereits in
(BIEGEL, 2000) gewonnenen Resultate, die verallgemeinert und in einen groferen Kontext gestellt
werden.

3.1 Die Bethe-Ansatz-Gleichungen fiir das XXZ-Modell

Durch die Einfiihrung des Anisotropieparameters A wird die im Falle des Heisenberg-Modells vor-
liegende Translationsinvarianz des Hamiltonians und die Rotationsinvarianz beziiglich der z-Achse
im Spinraum nicht verletzt, so dafl die Gesamtwellenzahl k£ und die z-Komponente des Gesamtspins,
S% = N/2 — r, auch im XXZ-Modell als gute Quantenzahlen fiir die Beschreibung des Systems vor-
handen sind.

Das Vorliegen der Translations- und der Rotationsinvarianz erlaubt es, die Anwendung des Bethe-
Ansatzes auf das XXZ-Modell analog zum Heisenberg-Modell durchzufiihren. Der allgemeine Ansatz
(2.10)-(2.12) fiir die Bethe-Ansatz-Wellenfunktion bleibt gleich. Allerdings fiihrt das Einsetzen des
Ansatzes in die Eigenwert-Gleichung auf folgenden Satz von Bethe-Ansatz-Gleichungen (ORBACH,
1958):

Nk _ r B erlkitki) 4 1 — 9Aeki
AL ki) 41 — 2AetRs ]
J#i
Setzt man hierin A = 1, so erhélt man (2.14) fiir das Heisenberg-Modell. Jede Losung {k;} der
Bethe-Ansatz-Gleichungen (3.2) liefert einen Eigenzustand von Hx x 7 mit Energie und Wellenzahl

e i=1,...,r (3.2)

E-F a . JN
- LI ; [cos k; — A] — hSZ, Ep = Ep(A) = “=A, (3.3)

ko= Z k. (3.4)
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Mit Hilfe der Bethe-Ansatz-Gleichungen (3.2) 148t sich unmittelbar eine weitere Symmetrieeigenschaft
des XXZ-Modells zeigen, die als Reflexionssymmetrie bezeichnet werden kann. Ist ndmlich durch {k;},
1=1,...,7, eine Losung der Bethe-Ansatz-Gleichungen mit Gesamtenergie £ und Gesamtwellenzahl
k gegeben, so erhélt man durch die Transformation

ki — ki =21 — k;, i=1,...,m (3.5)

ebenfalls eine Losung der Bethe-Ansatz-Gleichungen, und damit einen Eigenzustand von H x x 7, und
zwar mit der gleichen Gesamtenergie E, aber mit dem Gesamtimpuls k' = 27 — k. Daher sind die
Anregungsspektren stets achsensymmetrisch beziiglich der Geraden k& = 7. Fiir eine Diskussion des
Spektrums der Energie-Eigenwerte reicht es also aus, nur eine Hilfte der von & = 0 bis k = 27
reichenden Brillouin-Zone zu betrachten.

Die Bethe-Ansatz-Gleichungen (3.2) gelten insbesondere auch fiir den planaren Bereich des XXZ-
Modells. Allerdings bietet es sich zum Zwecke der besseren analytischen und numerischen Zugéanglich-
keit an, fiir den planaren Bereich des XXZ-Modells analog zu (2.15) fiir den Heisenberg-Antiferroma-
gneten eine geeignete Variablentransformation vorzunehmen.

Im planaren Bereich verwenden wir (BIEGEL et al., 2003a) als Anisotropieparameter

~ = arccos A 0<vy<m), (3.6)
und fithren die neuen Variablen
ki .
Yi :tan%cot o i=1,..,7 (3.7)
ein. Auflgsung von (3.7) nach k; liefert

k; = m — 2arctan (gh cot g) . (3.8)

Durch die Einfithrung der neuen Variablen geht (3.2) iiber in

N T
<L%Z> :Hq(yi*yﬂ')ﬂ(l*%%) i=1,...,m (3.9)
Cayi +1 P c1(yi — y5) + (1 — yay;)’ T

Hierin ist
_ _ v
c1 = cot, co = cot, 5 (3.10)

Logarithmierung von (3.9) liefert analog zu (2.17) die trigonometrische Form der Bethe-Ansatz-
Gleichungen:

N¢(62yi) :271'[1'4—2(?(01%) s 1= 1,...77“7 (3.11)
o YiY;

in der die ganz- oder halbzahligen Bethe-Quantenzahlen {I;} auftreten (¢(x) = 2arctanz). Die Be-
stimmungsgleichungen (3.3) und (3.4) fiir Energie und Gesamtwellenzahl eines Eigenzustandes gehen
durch die Einfithrung der neuen Variablen {iiber in:

E—-FEr 2 : ;' — v
el S i — S, 3.12
J eyt e ; (coyi) ™! + cayi r (3.12)
2T —
ko= ar—22500 3.13
r ~ Zzzl ( )

Die Parametrisierung des Bethe-Ansatzes fiir das XXZ-Modells mit Hilfe der y;, (3.7), soll im folgenden
als trigonometrische Parametrisierung bezeichnet werden.
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Des Cloizeaux und Gaudin fiihren in ihrer Arbeit (DES CLOIZEAUX & GAUDIN, 1966) eine weitere
Variablensubstitution durch und setzen

vi :tanh%, i=1,...,r (3.14)

Die Einfiithrung der {z;} bewirkt, daf sich die Struktur der Bethe-Ansatz-Gleichungen und die Formel
fiir die Zustandsenergie weiter vereinfachen. Einsetzen von (3.14) in (3.9) und (3.11) ergibt

cotanh(z;/2) —1 Nﬁ “reptanh [(z; — 25)/2] — o
<m> 1;[61 tanh [(z; — 2;)/2] + ¢’ i=1..m (3.15)

J#i

bzw.

N ¢ (¢ tanh(z;/2)) :27TL-+Z¢(01 tanh [(z; — 2;)/2]), i=1,...,m (3.16)
I

Fiir die Zustandsenergie ergibt sich

E—FEpr « sin? 7
= ———— — hS%. 3.17
J Z cos~y — cosh z; T ( )

Die Parametrisierung des Bethe-Ansatzes nach des Cloizeaux und Gaudin mit Hilfe der z;, (3.14), soll
im folgenden als hyperbolische Parametrisierung bezeichnet werden.

Aufgrund des Definitionsbereiches des tanh unterliegen reelle Losungen der Bethe-Ansatz-Gleichungen
(3.15) bzw. (3.16) der Restriktion | tanh(z;/2)| < 1. Dies fithrt dazu, dafl Losungen der Bethe-Ansatz-
Gleichungen existieren, fiir die die Magnon-Wellenzahlen k; sowie die zugehorigen Losungen y; reell
sind, wihrend einige der zugehérigen z; rein imaginir sind (BIEGEL, 2000; BIEGEL et al., 2003a).
Daher erleichtert die Verwendung der y; im allgemeinen die (numerische) Losung der Bethe-Ansatz-
Gleichungen, da zu reellen Wellenzahlen stets reelle Losungen y; gehoren.

Im planaren Bereich des XXZ-Modells wird der Grundzustand |ig) durch die in (2.31) angegebenen
Bethe-Quantenzahlen I?, i = 1,...,r, charakterisiert. Entsprechend lassen sich die niedrigliegenden
Anregungen als 2m-Spinon-Anregungen (fiir A = 0) bzw. 2m-Psinon-Anregungen (fiir & # 0) inter-
pretieren.

3.2 Der Ubergang zum XXX-Modell

Der planare Bereich des XXZ-Modells wird am rechten Rand durch den isotropen Punkt A = 1
begrenzt, an dem das XXZ-Modell in das XXX-Modell bzw. den Heisenberg- Antiferromagneten iiber-
geht. Der Grenziibergang vom planaren Bereich des XXZ-Modells zum XXX-Modell wird in den
Bethe-Ansatz-Gleichungen (3.9) und (3.11) bzw. (3.15) und (3.16) durch den kombinierten Limes

v — 0", zi — 0, 2i:ﬁfest, i=1,...,m (3.18)
Y
(KARBACH, 1994; BIEGEL et al., 2003b) bzw.

2.
7%0*, y; — 0, éi:ifest, =1

N 3.19
5 (3.19)

beschrieben, der die Bethe-Ansatz-Gleichungen in die Bethe-Ansatz-Gleichungen (2.16) und (2.17)
fiir das XXX-Modell iiberfiithrt. Ebenso werden durch diesen Limes die entsprechenden Formeln fiir
Zustandsenergie und Gesamtwellenzahl ineinander iiberfiihrt.
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3.3 Der Ubergang zum XX-Modell

Der Grenziibergang A — 0 iiberfiihrt das XXZ-Modell mit Hamiltonian (3.1) in das XX-Modell mit
Hamiltonian

N
Hxx =JY (SISE, +SYSY,) — hJSi, J > 0. (3.20)

i=1

Dieses Modell 148t sich mit Hilfe der sogenannten Jordan-Wigner-Transformation auf ein System von
freien, spinlosen Gitterfermionen abbilden (JORDAN & WIGNER, 1928; L1EB et al., 1961; NIEMEIJER,
1967), und kann dann im Fermion-Bild diskutiert werden. Darauf wird in Kapitel 3.5 noch néher
eingegangen.

Um die Eigenwerte und Eigenvektoren des XX-Modells mit Hilfe des Bethe-Ansatzes bestimmen zu
konnen, ist es notwendig, den Grenzwert A — 0 in den Bethe-Ansatz-Gleichungen fiir das XXZ-
Modell durchzufiithren. Wihlt man (3.2) als Ausgangspunkt, dann sieht es zunéchst so aus, als ob sich
die Bethe-Ansatz-Gleichungen im Grenzwert A — 0 drastisch vereinfachen und sdmtliche Magnon-
Impulse im XX-Modell auf Lésungen der Gleichungen

T (3.21)

eingeschrinkt werden. Allerdings zeigt eine genauere Untersuchung der Verhiiltnisse (BIEGEL, 2000;
BIEGEL et al., 2003a), daB beim Ubergang zum XX-Modell in der Regel Magnon-Paare auftreten, de-
ren Impulse sich zu 7 addieren: k; + k;- — 7 fir A — 0. Magnon-Paare mit dieser Eigenschaft sollen
im folgenden als , kritische Paare“ bezeichnet werden. Das Auftreten solcher Paare fiihrt zu nichttri-
vialen reellen und komplexen Losungen von (3.2) im Grenzfall A — 0. Die Existenz dieser nichttri-
vialen Losungen héngt eng mit dem Auftreten von Entartungen in den Energieniveaus zusammen,
was bei bestimmten Werten von A, nicht nur fiir A = 0, zu einem Uberkreuzen der Energieniveaus
(level crossing) fithrt. Das Auftreten solcher level crossings wird in (DEGUCHI et al., 2001; FABRICIUS
& McCoy, 2001a; FaBricius & McCoy, 2001b) auf eine Realisierung der sla-Loop-Algebra fiir
A= (qg+q1)/2# +1 mit ¢*N =1 fiir N > 2 zuriickgefiihrt.

Begibt man sich unmittelbar in den planaren Bereich des XXZ-Modells und wihlt die Parametrisierung
(3.6), so wird der Grenziibergang zum XX-Modell durch

:F
A0t = 4o (g) = o o0 o1t (3.22)

beschrieben. Die Definition (3.7) der Variablen y; geht fiir A — 0 iiber in

7; = cot —, i=1,..,r3 (3.23)

Hieraus folgt, dafl das Auftreten eines kritischen Magnon-Paares mit k;+k;« — 7 fiir A — 0 verkniipft
ist mit dem Auftreten eines kritischen Losungspaares y; - y;+ — 1 fiir A — 0 der Bethe-Ansatz-
Gleichungen. Beriicksichtigt man dies bei der Durchfiihrung des Grenzwertes A — 0 in den Bethe-
Ansatz-Gleichungen (3.9) bzw. (3.11), so erkennt man unmittelbar, daf§ die Diskussion und die Losung
der Bethe-Ansatz-Gleichungen in diesem Falle problematisch werden, was eine sorgfiltige Behandlung
des Grenziibergangs erfordert.

Im folgenden wird die Durchfithrung des Grenziibergangs A — 0 in den Bethe-Ansatz-Gleichungen
(3.11) beschrieben und die Struktur der Losungen im XX-Modell hergeleitet. Hierzu werden zunéchst
die moglichen Fille einzeln unterschieden und am Ende die allgemeine Losung angegeben (BIEGEL,
2000; BIEGEL et al., 2003a).

3Hier und im folgenden werden Losungen der Bethe-Ansatz-Gleichungen, die sich auf das XX-Modell beziehen, mit
einer zusétzlichen Tilde ,,”“ gekennzeichnet.
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3.3.1 Nichtkritischer Fall

Der nichtkritische Fall ist dadurch gekennzeichnet, dafl kein Losungspaar mit lima_.oy;y;+ = 1 vor-
liegt. In diesem Fall entkoppeln die Bethe-Ansatz-Gleichungen (3.11) vollstéindig und liefern unmit-
telbar folgende Losungen fiir das XX-Modell:

I, 2 .
gitan<7;v>’ ki=m— 211, i=1,....r (3.24)

Samtliche Losungen der Bethe-Ansatz-Gleichungen sind im nichtkritischen Fall also reell. Ferner
erfiillen sie offensichtlich auch (3.21). Die nichtkritischen Losungen héingen mit den zugehorigen
Magnon-Impulsen via (3.23) zusammen.

Ausgehend von (3.12) bzw. (3.3) erhélt man mit (3.22) und (3.24) im nichtkritischen Fall fiir die

Energie eines Eigenzustandes

E—i—hS% Zyz er Zcosk— Zcos( ) (3.25)

J zlyz i=1

3.3.2 Der Ubergang beim Auftreten kritischer reeller Paare

Den Ausgangspunkt fiir die Diskussion des Ubergangs vom XXZ- zum XX-Modell beim Auftreten
kritischer reeller Paare bildet der Fall, dafl unter den Losungen yy, ..., y, genau ein einziges kritisches
reelles Paar

vorliegt, wobei gemé$ (3.23) folgender Zusammenhang zwischen g;, g;+ und k;, k;« besteht:

ks k.
L = tan ?j (3.27)

Die Analyse der numerischen Ergebnisse fiir Ketten endlicher Lidngen legt folgenden Ansatz fiir die
Struktur der Losungen beim Ubergang A = ¢ — 0 vom XXZ- zum XX-Modell nahe (BIEGEL, 2000;
BIEGEL et al., 2003a):

i ki« ﬂ'
g§j = cot ?j, g+ = cot % = cot

Yi = Ji + €03, i=1,...,7 (3.28)

Der Ansatz (3.28) wird in die Bethe-Ansatz-Gleichungen (3.11) eingesetzt und der Grenziibergang
A — 0 durchgefiihrt. Dies fiihrt auf eine Entwicklung im Kontrollparameter A = ¢. Ein Koeffizienten-
vergleich fiir die verschiedenen Ordnungen erméglicht dann die Ableitung der Bestimmungsgleichungen
fiir die nichtkritischen und kritischen Losungen der Bethe-Ansatz-Gleichungen im XX-Modell.

Im ersten Schritt reproduziert man hierbei die Bestimmungsgleichungen (3.24) fiir die nichtkritischen
Losungen y;, © # j,j*, der Bethe-Ansatz-Gleichungen. Damit liegen diese Lésungen eindeutig fest.
Fiir das kritische Losungspaar erhélt man die Bestimmungsleichung

o2 (e ]”
= 2o([25) ). -
Hierin geht die Grofle

gr (1 +92) — 23 —sink;
~+ J K3
j g = g —_— 3.30
& N#“ 1+ g? f2yzy N#” ] -1 —sink; ( )

mit

sgn (y] ) *f% (I; + I;+) (3.31)

ein. Ferner werden die Abkiirzungen
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1 1 1
~F ~ ~ o ~— ~ ~ _
Y; = 5(2/;‘ +gj+) = Sk Ky Y; = 5(2/;‘ = §j=) = cotk; (3.32)
und
oj = (—1)fi L (3.33)

verwendet. In &; gehen die geméf (3.24) festgelegten nichtkritischen Losungen 3; bzw. Magnon-Impulse
k; ein. Die Kritikalitéitsbedingung (3.26) fiir das kritische Paar fiihrt dazu, daf gj und g; durch die
Gleichung

() = (5;)* =1 (3.34)
miteinander verkniipft sind. Zudem liefert das kritische Losungspaar wegen k; +k&;« = 7 im XX-Modell
keinen Beitrag zur Zustandsenergie.

Betrachtet man (3.31), so 1d8t sich ablesen, dafl die Bethe-Quantenzahlen fiir das kritische Paar von
Losungen stets die Bedingung

N
=5 (3.35)

erfiillen miissen. Umgekehrt kann man sagen, dafl ein kritisches Losungspaar stets durch diese Bedin-
gung an die zugehorigen Bethe-Quantenzahlen gekennzeichnet wird.

Neben (3.29) lassen sich auch explizite Bestimmungsgleichungen fiir §; und §;- angeben (BIEGEL,
2000). Fiir g; hat man

1-37

R
NG, o Gi—G ., =07
Tro? — 2itig (1117@- Rl P )
Ersetzt man in dieser Gleichung j durch j*, so folgt die entsprechende Bestimmungsgleichung fiir g;-.
Die Diskussion des Falles, daf3 s kritische reelle Paare

No(g;) =2nl; — ¢ (3.36)

. N
yjlyjl* :1, |Ijl +Ijl*|:§’ l:L...,S, (337)

vorliegen, fithrt auf eine natiirliche Verallgemeinerung der bisher vorgestellten Ergebnisse. Die unkri-
tischen Losungen werden weiterhin durch (3.24) festgelegt. Fiir die kritischen Paare findet man jetzt
ein System von gekoppelten Bestimmungsgleichungen

¢(ﬂ;)%¢<[%] ) I=1,...,s, (3.38)

wobei &, , y]jlE und o, durch (3.30) - (3.33) gegeben sind, bzw.

1-g3
" 1442
93,

No(;i) = 2L, = 6 | S I=1,...,s. (3.39)

T U5, — Ui 1-95, 9 ’ LR
52, it (1—ﬂjlm R )
Man beachte, daf} in £;, neben den nichtkritischen Losungen nun auch die kritischen Losungen, die zu
den {ibrigen kritischen Paaren gehoren, eingehen.
Da die kritischen Losungspaare zur Zustandsenergie keinen Beitrag liefern und zur Gesamtwellenzahl
jeweils m beitragen, erhélt man fiir Gesamtenergie und -wellenzahl des Eigenzustandes:

E 2
- - Y o (NWI) — hSZ, (3.40)

i¢{d1,37 5 Js,d3 }

2
ko= a(r—s)— WW L (3.41)
i€{J1,37 s 2ds5505 }
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Einen Spezialfall stellt in diesem Zusammenhang der Fall » = 2 dar, falls nur das kritische Paar
vorhanden ist, d.h.

_ N

Ny =1, |1 + I = 5 (3.42)

Unter diesen Voraussetzungen werden die Losungen ¢; und g der Bethe-Ansatz-Gleichungen im XX-
Modell durch die beiden Gleichungen

o L(N-1)—1,
y1 = tan (WW> ) (3.43)
g2 = tan (w%) (3.44)

festgelegt. Fiir die Zustandsenergie hat man in diesem Fall E/J = —hS%, fiir die Gesamtwellenzahl
erhélt man k = 7.

3.3.3 Der Ubergang beim Auftreten kritischer komplexer Paare

Die Losungen der Bethe-Ansatz-Gleichungen (3.11) kénnen sowohl reell als auch komplex sein, wobei
komplexe Losungen stets in Paaren zueinander komplex konjugierter Losungen auftreten (BIEGEL,
2000). Im Hinblick auf den Ubergang zum XX-Modell zeigen die in den vorangegangenen Kapiteln
diskutierten Resultate zu den nichtkritischen Losungen der Bethe-Ansatz-Gleichungen bereits, dafl
eine komplexe Losung fiir A = 0 nur dann auftreten kann, wenn das komplex konjugierte Losungspaar
zugleich ein kritisches Paar ist.

Es soll daher im folgenden zunéchst der Fall diskutiert werden, daf§ fiir A # 0 neben r — 2 reellen
(nichtkritischen) Losungen ys, y4, - - . , y» genau ein komplex konjugiertes Losungspaar

Y1 =Ys =u+w (3.45)
mit der Eigenschaft

N
e =@+ =1, |1y + L2 = > (3.46)

vorliegt. Der Ansatz fiir den Real- und Imaginérteil des komplexen Losungspaares hat die gleiche
Struktur wie im reellen Fall, vgl. (3.28):
U= U+ €0y, v =10+ &dy. (3.47)

Den Ausgangspunkt fiir die Diskussion des Grenziibergangs A — 0 bilden wiederum die Bethe-Ansatz-
Gleichungen (3.11), die in eine reelle Form fiir die r reellen Unbekannten w, v, ys, . .., y, umgeschrieben
werden kénnen (BIEGEL, 2000; BIEGEL et al., 2003a). Man erhélt

No(eays) = 21 + Z¢ (61 — Y ) +o <( 2¢1 [(yi — w)(1 — yiu) + yiv?] ) (3.48)

1=y 1—yu)? +y7v? — cf [(yi — u)? + 07
J¢’b
firi=3,...,r und
2cou _ L+ 1 .
N¢ (m) = 2”{ JORI } + ]ZS (271 — No(cay;)], (3.49)
2cov depv(l —u? —v?)
NelTrewere ) ~ 3.50
¢<1+c§(u2+v2)) ¢<(1—u2—v)2+4c%1)2 (3.50)

2¢10(1 fy?)
+Z(P (1 —yju)® +yv? + et [(y; — u)? + 7]
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fiir das kritische Paar. Hierin ist ¢(x) = 2arctanz und ¢(z) = 2artanhz. In (3.49) bietet es sich an,
die auftretende Summe I; + I der Bethe-Quantenzahlen durch eine gemeinsame Quantenzahl I ()
mit I + I, = I® + N /2 zu ersetzen, wie dies beim Auftreten komplex konjugierter Losungspaare
iiblich ist (TAKAHASHI, 1999). Dadurch kann den im hier betrachteten Fall auftretenden kritischen
komplexen Losungspaaren einheitlich die Quantenzahl 1) = 0 zugewiesen werden.

Setzt man den Ansatz (3.47) in die Bethe-Ansatz-Gleichungen (3.48) - (3.50) ein und entwickelt
die auftretenden Terme in Ordnungen des Kontrollparameters e, so erhélt man im ersten Schritt
fiir die reellen nichtkritischen Losungen wiederum die Bestimmungsgleichungen (3.24). Das komplexe
Losungspaar wird durch die beiden Bestimmungsgleichungen

N 2
<1+v> <1§1+v> , P2 =1 (3.51)

1—% -6 -0
mit
2 = 0(1+355) =27, 2 a—sink
fl=©0 ) et = — Y ———— 3.52
! szg 1+ 3% — 290 N;u—l—smkj (3.52)
und
m 2
L Y .
sgn (fl) N( 1+ 1) (3.53)

festgelegt.* Beriicksichtigt man, daf im Falle des kritischen komplexen Paares per Konstruktion §;” = @
gilt, so folgen (3.52) und (3.53) unmittelbar aus (3.30) und (3.31).

Die Verallgemeinerung der Ergebnisse auf das Vorliegen von mehreren komplex konjugierten Lésungs-
paaren erfolgt in ebenso natiirlicher Weise wie im Falle mehrerer kritischer reeller Losungspaare. Daher
wird an dieser Stelle auf die Angabe der zugehorigen Resultate verzichtet und direkt zum allgemeinen
Fall iibergegangen.

3.3.4 Die Bethe-Ansatz-Gleichungen fiir das XX-Modell: Allgemeiner Fall
Der allgemeine Fall ist dadurch gekennzeichnet, dafl ¢ komplex konjugierte Paare von Lésungen
Y1 = UL+ W1, ..., Yor—1 = Up + 20, WHi=1,i=1,...,1, (3.54)

und s kritische reelle Paare

gjlgjl*:l, ‘Z:{]l,]f}C{2t+1,7T‘}, lil,...,S, (355)

vorliegen. Dann sind die nichtkritischen reellen Losungen nach dem Grenziibergang A — 0 durch die
Bestimmungsgleichungen

gjitan<7;\l;>, ig{1,....2tyuJa, (3.56)
=1

festgelegt. Fiir die kritischen reellen Paare gehen die Bethe-Ansatz-Gleichungen (3.11) iiber in

¢(ﬂ;)=%¢([%] ) I=1,...,s, (3.57)

mit

2 r g —sink; oogh—apt
§ii =~ Z ur]lf—.—f—QZh . (3.58)
N i=2t+1 (y]l) ! —sin ki i=1 (y]l) t— U;

i£51,9]

4Mittlerweile hat sich herausgestellt, daB die in (BIEGEL, 2000) angegebene Darstellung von (3.51) mit Hilfe des
artanh numerisch kaum zugénglich ist, was zu Fehlinterpretationen der Ergebnisse fiihren kann.
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Fiir die komplexen Losungen hat man dementsprechend

~ N ~ 2

1+’Ui 17&4”[}1' ~9 ~92 .
— (=T 2 52 =1 =1,....,t 3.59
<1—@¢) (1—&-—@) ’ wrn= Thh S

mit

2 | @y —sink; LLoa -t
== — > 2§ — 7 |, 3.60
S Z fflfsinkij gt — gt (3.60)

j=2t+1 " = J

Man beachte, dafl der hier angegebene Satz von Gleichungen offensichtlich alle in den vorhergehenden
Kapiteln diskutierten Fille als Spezialfille enthélt. Energie und Gesamtwellenzahl eines Zustandes
werden ausschliellich durch die nichtkritischen Losungen festgelegt:

E 2T .
5 = - ; cos (W ) — hSZ, (3.61)
PF L 37
k= ﬂ(r—s—t)—Q—ﬂ zr: I; (mod 27) (3.62)
= N f . .

Der Vorteil dieser Behandlung der Bethe-Ansatz-Gleichungen und ihrer Losungen im Grenzfall A — 0
besteht vor allem darin, daf§ man die Entwicklung sédmtlicher Eigenzustinde des XXZ-Modells bei
Variation von A iiber den Punkt A = 0 hinweg verfolgen kann. Dies wird im folgenden am Beispiel
der 2-Spinon-Anregungen einer Kette der Liange N = 8 demonstriert.

3.4 Evolution der 2-Spinon-Anregungen der Achterkette bei Variation des
Anisotropieparameters A

Im Rahmen dieses Kapitels werden die 2-Spinon-Anregungen im XXX-Modell und dem planaren
Bereich des XXZ-Modells fiir eine Kette der Lange N = 8 diskutiert. Insbesondere wird der Frage
nachgegangen, wie sich die Anregungszustédnde veréindern, wenn der Anisotropieparameter A zwischen
+1 und —1 variiert wird. Die gezeigten Resultate schlieflen an die Resultate aus (BIEGEL, 2000) an.
Im XXX-Modell ohne dufleres Magnetfeld mit Hamiltonian (2.22) lassen sich die 2-Spinon-Anregungen
aufgrund der Isotropie im Spinraum in Triplett-Anregungen und Singulett-Anregungen unterteilen,
vgl. Kapitel 2.1. Fiir die folgenden Betrachtungen ist es sinnvoll, die Triplett-Anregungen in insgesamt
drei Klassen zu unterteilen. Die Klasse A umfafit die 2-Spinon-Triplett-Anregungen mit S7 = 1, die
Klasse B die 2-Spinon-Triplett-Anregungen mit S% = 0 und die Klasse C' schliefilich die 2-Spinon-
Singulett-Anregungen. Die 2-Spinon-Triplett-Anregungen mit S% = —1 werden im folgenden nicht
separat betrachtet, da sie sich unmittelbar aus den Zustdnden der Klasse A durch eine Spinflip-
Transformation gewinnen lassen. Fiir eine Kette der Linge N = 8 umfassen die Klassen A und B
jeweils zehn Zustinde und die Klasse C' sechs Zustinde. Tabelle 3.1 gibt einen Uberblick iiber die
Impulse, Energien und Bethe-Quantenzahlen der Zustédnde der Klasse A, Tabelle 3.2 und Tabelle 3.3
zeigen entsprechende Daten fiir die Zustidnde der Klassen B und C. Die Eintrége in den Tabellen
spiegeln die in Kapitel 3.1 beschriebene Reflexionssymmetrie fiir das XXZ-Modell wider.

Die die jeweiligen Anregungszustinde beschreibenden Losungen der Bethe-Ansatz-Gleichungen (2.17)
fiir das XXX-Modell lassen sich mit den in (KARBACH & MULLER, 1997; KARBACH et al., 1998;
BIEGEL, 2000) diskutierten numerischen und analytischen Verfahren bestimmen.

Fithrt man in (2.17) fiir ein festes ¢ den Grenzwert 2; — £oo durch, so erkennt man, daff die Bethe-
Quantenzahlen, die auf eine endliche reelle Losung der Bethe-Ansatz-Gleichungen fithren, auf den
Bereich

N-—-r+1

1] < 5

- (3.63)
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Nr. | 8k E=Ba v 1 I
A1 [ 1 [119235 [0 1 2
A2 [ 2 [1.79646 [-1 1 2
A3 ] 3 [150595|-1 0 2
A4 [ 3 2792172 1 2
A5 [ 4 [052267 [-1 0 1
A6 [ 4 [244945 |2 0 2
A7 15 [150595 -2 0 1
A8 [ 5 [279217 [ -2 -1 2
A9 [ 6 [1.79646 [ -2 -1 1
Al0[ 7 [119235[-2 -1 0

Tabelle 3.1: 2-Spinon-Triplett-Zustinde mit S7 = 1 im XXX-Modell fir N = 8 (BIEGEL, 2000)

Nr. | 8k E=Ba v, Iy I
G |oO 0 -15 05 05 15

Bl | 1 [1.19235[-25 -05 05 15
B2 | 2 [ 1.79646 [ 25 -15 05 1.5
B3 | 3 [1.50595 [-25 -15 -05 15
B4 | 3 [279217[-25 25 05 15
ps | 4 [ 05226725 15 05 05
4 052267 |-05 05 15 25

Be | 4 [ 244945 [-25 25 05 15
4 1244945 | -15 05 25 25

B7 [ 5 [1.50595 [-15 05 15 25
B8 | 5 [279217[-15 05 25 25
B9 [ 6 [1.79646 [ -15 -05 15 25
BIO | 7 [119235]-15 -05 05 25

27

Tabelle 3.2: Grundzustand und 2-Spinon-Triplett-Zusténde mit S7 = 0 im XXX-Modell fir N = 8

(BIEGEL, 2000)

Nr. | Ok E=Fa g0 I3 I

Cl| 2 [203306] -1 05 25
C2 ] 3 [194399] 0 -05 15
C3 | 4 1095147 0 -05 05
C4| 4 [289022] 0 -15 1.5
C5 | 5 [194399 ] 0 -15 05
C6 | 6 [203306] 1 -25 -0.5

Tabelle 3.3: 2-Spinon-Singulett-Zustéinde im XXX-Modell fiir N = 8 (BIEGEL, 2000)
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beschrénkt sind, vgl. auch (FADDEEV, 1995). Die Bethe-Quantenzahl I; = £(N —r + 1) /2 fithrt stets
auf die Losung 2; = oo (BIEGEL, 2000).

Fiir den planaren Bereich des XXZ-Modells wurden in Kapitel 3.1 zwei mogliche Parametrisierungen
vorgestellt: die hyperbolische Parametrisierung, gegeben durch (3.6) und (3.14), sowie die trigonome-
trische Parametrisierung, gegeben durch (3.6) und (3.7).

In der hyperbolischen Parametrisierung verkleinert sich der Bereich fiir reelle endliche Losungen der
Bethe-Ansatz-Gleichungen in Abhéngigkeit von v = arccos A auf

N-r+1
L] < (17%) % i=1,...,r (3.64)

In der trigonometrischen Parametrisierung lassen sich solche allgemeingiiltigen Abschéitzungen nicht
mehr angeben, da der Grenziibergang y; — +o00 in (3.11) im Term

Yi —Yj

10) <c1 7) (3.65)
L — iy,

in Abhéngigkeit vom Vorzeichen von y; zu unterschiedlichen Vorzeichen fiihrt. Fiir die 2-Spinon-

Triplett-Anregungen mit S7 = 0 der Achterkette 148t sich allerdings beobachten, dafl aufgrund ihrer

Losungsstruktur endliche reelle Losungen im Bereich

N-r+3
2 )
moglich sind (BIEGEL, 2000). Dieser Bereich ist grofier als der korrespondierende durch (3.64) gege-
bene Bereich fiir die hyperbolische Parametrisierung. Da endliche reelle Losungen der Bethe-Ansatz-
Gleichungen numerisch einfacher zu bestimmen sind als komplexe, bietet es sich also an, im planaren
Bereich des XXZ-Modells die trigonometrische Parametrisierung zu wéhlen.
Auf den folgenden Seiten sind einige Ergebnisse analytischer und numerischer Rechnungen fiir die
2-Spinon-Anregungen, unterteilt in die drei Klassen A, B und C, zusammengestellt. Die Abbildungen
3.1, 3.2 und 3.5 zeigen das Verhalten der Magnonimpulse k; bei Variation des Parameters A. Die
Abbildungen 3.3, 3.4 und 3.6 zeigen die Verénderung der jeweiligen Zustandsenergien.
Den Ergebnissen liegen die Losungen der Bethe-Ansatz-Gleichungen (2.17) fiir das XXX-Modell und
(3.11) fiir den planaren Bereich des XXZ-Modells zugrunde. Ferner gehen fiir A = 0 (XX-Modell)
die in Kapitel 3.3 hergeleiteten Formeln ein. Die verwendeten numerischen Verfahren zur Lésung der
Bethe-Ansatz-Gleichungen sind in (BIEGEL, 2000) beschrieben.
In den Abbildungen 3.1, 3.2 und 3.5 sind zusitzlich die jeweiligen Sétze von Bethe-Quantenzahlen
eingetragen, die in den angegebenen Parameterbereichen zur Losung der Bethe-Ansatz-Gleichungen
verwendet wurden. Insgesamt 1483t sich folgern, dafl es im Rahmen des Bethe-Ansatzes moglich ist,
die Entwicklung eines Zustandes ausgehend von A = 1 iiber A = 0 bis hin zu A = —1 zu verfol-
gen. Allerdings kann es hierbei notwendig werden, aus Stetigkeitsgriinden die Bethe-Quantenzahlen
zu modifizieren, um in (3.11) den richtigen Zweig des arctan zu wihlen (BIEGEL, 2000). Oder man
beobachtet fiir einen bestimmten Wert des Parameters A einen Ubergang, bei dem zwei vorher unge-
bundene Magnonen einen gebundenen Zustand bilden, was sich durch das Auftreten eines komplexen
Losungspaares in den Bethe-Ansatz-Gleichungen niederschlidgt. In einem solchen Punkt werden die
beiden zugehorigen Bethe-Quantenzahlen von einer gemeinsamen Bethe-Quantenzahl fiir den gebun-
denen Zustand abgeldst, vel. Kapitel 3.3.3. Wegen (3.13) bleibt bei allen Modifikationen der Bethe-
Quantenzahlen ihre Summe jeweils konstant.
Wie man Abb. 3.1 entnehmen kann, zerféllt die Klasse A in zwei Unterklassen: Die Zustdnde A3, A5
und A6 werden im gesamten planaren Bereich des XXZ-Modells ausschlielich durch reelle Lésungen
der Bethe-Ansatz-Gleichungen beschrieben, wihrend bei den Zustinden Al, A2 und A4 fiir A <
—0.5 ein gebundener Zustand aus zwei Magnonen auftritt. Fiir A3 und A5 ist allerdings ein solcher
Ubergang von einem reinen Magnonen-Streuzustand zu einem gebundenen Zustand bei A = —1
ebenfalls zu erwarten. Bei den Zustandsenergien (vgl. Abb. 3.3) beobachtet man zwei level crossings:
fiir die Zusténde A1l und A3 bei A = 0 und fiir die Zusténde Al und A2 bei A ~ —0.7275.
Im Falle der Klasse B gehen alle Zustédnde bei Anndherung an A = —1 von reinen Magnon-Streuzu-
stdnden in Zustdnde mit zwei gebundenen Magnonen iiber, die Zustdnde B1, B2, B4 und B6 allerdings
erst bei A = —1 (vgl. Abb. 3.2).

II| < T (3.66)
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Abbildung 3.1: Verhalten der Magnon-Impulse {k;} fiir 1 > A > —1 fiir die 2-Spinon-Anregungen mit
S% =1 (Klasse A) und k£ <7 (N =38)
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Abbildung 3.2: Verhalten der Magnon-Impulse {k;} fiir 1 > A > —1 fiir die 2-Spinon-Anregungen mit
S% =0 (Klasse B) und k < 7 (N = 38)
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Abbildung 3.3: Verhalten der Zustandsenergie
der Klasse A mit S% =1 und k <7 (N =8)
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Abbildung 3.4: Verhalten der Zustandsenergie E_—JEG fir 1 > A > —1 fiir die 2-Spinon-Anregungen

mit S% =0 (Klasse B) und k < 7 (N =8)
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Abbildung 3.5: Verhalten der Magnon-Impulse {k(*), k;} fiir 1 > A > —1 fiir die 2-Spinon-Anregungen
mit S% =0 (Klasse C) und k < 7 (N = 8)

Abbildung 3.6: Verhalten der Zustandsenergie
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Der Zustand B5 mit & = 7 zeichnet sich — genauso wie B6 — durch eine besondere Losungsstruktur
aus (BIEGEL, 2000). Fiir A > —0.134 haben die vier reellen Losungen der Bethe-Ansatz-Gleichungen
(3.11) die folgende Gestalt:

y1 = oo, yo = 0, Y3 = —y4 =: y < 00. (3.67)

Man stellt nun fest, daB y bei Anniherung an den Ubergangspunkt von einem Streuzustand in einen
gebundenen Zustand gegen Null geht. Die Ergebnisse zu den iibrigen Zusténden der Klassen A und
B zeigen, dafl der Ubergang von einem Streuzustand in einen gebundenen Zustand in allen Grofen,
d.h. in den Energien, Impulsen und Lésungen der Bethe-Ansatz-Gleichungen, stetig erfolgt. Damit ist
zu erwarten, dafl die besondere Losungsstruktur von B5 auch fir A < —0.134 erhalten bleibt. Man
findet in der Tat, da8 die Bethe-Ansatz-Gleichungen (3.48) - (3.50), die in Kapitel 3.3.3 fiir den Fall
des Auftretens eines komplex konjugierten Losungspaares angegeben wurden, eine Losung der Form

11 = oo, yo = 0, Y3 = +1iv, Yg = —iv (3.68)
zulassen, wobei die Bethe-Quantenzahlen weiterhin durch
gegeben sind. Offenbar liegt hier also fir A < —0.134 ein exakter 3-String mit Zentrum 0 vor

(TAKAHASHI, 1971; WOYNAROVICH, 1982). Fiir den Imaginirteil v 148t sich ausgehend von (3.48)
- (3.50) folgende Bestimmungsgleichung ableiten:

2cov dev(1 —v?) 2c1v 2c1v
F(v)=N 27 ) - —_— — ] =0 3.70
Q 7 <1+c§v2> 4 <(1 —v2)2 + 4c30? 4 1+ civ? Tl +c2 (8.70)

mit p(x) = 2artanhz, ¢; = cot~y, cz = cot . v ist also fiir A < —0.134 als Nullstelle der Funktion F
gegeben. Fiir die Zustandsenergie findet man:

E 20?4 1)(1—-A?%)
J 21+ (DA (8.71)

Bei den Zustandsenergien (vgl. Abb. 3.4) beobachtet man drei level crossings bei A = 0 und zwei
weitere fiir A < 0.

Die Zusténde der Klasse C zeichnen sich dadurch aus, daf (mindestens) ein komplex konjugiertes
Losungspaar der Bethe-Ansatz-Gleichungen auftritt, vgl. Kapitel 2.1. Damit diese Losungsstruktur
beim Ubergang zum XX-Modell (A = 0) erhalten bleibt, muB es sich gemiB den in Kapitel 3.3.3
gewonnenen Resultaten in allen Féllen um ein kritisches Losungspaar handeln, das im Punkt A =0
den Impuls k) = 7 beitriigt. Wie man Tabelle 3.3 und Abb. 3.5 entnehmen kann, ist dies in allen
Féllen auch erfiillt. Dariiber hinaus zeichnen sich die Zustdnde C3 und C4 dadurch aus, daf sich das fiir
A > 0 auftretende komplexe Losungspaar in Form eines exakten 2-Strings mit Zentrum 0 anordnet
(KARBACH et al., 1998; BIEGEL, 2000). Diese Struktur bleibt fiir A < 0 auch zunéchst erhalten.
Allerdings ordnen sich die Losungen der Bethe-Ansatz-Gleichungen im Falle von C3 fiir A < —0.5
sogar in Form eines exakten 4-Strings mit Zentrum 0 an. Die Losungsstruktur sieht dann wie folgt
aus:

yp = 0+t y2 = 0 — it ys = 0+ tv, ys =0—1v (372)

mit ¢ = tan(y/2). Ausgehend von (3.48) - (3.50) findet man folgende Bestimmungsgleichung fiir v:

o0 =¥ (i)~ (Frefin) ~+ (Tragm) =% ™

wobei 7 = v/t und
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_ (=t
ai(n) = T’ (3.74)

as(n) = A=t : (3.75)

Lt = (50) (1)

Fir A < —0.5 ist  bzw. v also als Nullstelle der Funktion G(n) gegeben. Fiir die Zustandsenergie
findet man:

E A+ 2(v2 +1)(1 — A?) -

J v2 =14 w2+ 1A
Fiir den Zustand C4 kann das Auftreten eines 4-Strings erst fiir A = —1 beobachtet werden. Bei den
Zustandsenergien der Anregungen der Klasse C (vgl. Abb. 3.6) beobachtet man zwei level crossings:
eines bei A = 0 und ein weiteres fiir A < 0.
Damit ist beispielhaft gezeigt, dafl sich die Evolution von Anregungszustéinden bei Variation von A im
Rahmen des Bethe-Ansatzes beobachten 1a8t. Die Grundlage hierfiir bildet die Charakterisierung der
Anregungszustéinde durch einen Satz von Bethe-Quantenzahlen. Fiir alle betrachteten Falle erfolgt
die Evolution stetig in den Magnonimpulsen und Zustandsenergien sowie den Losungen der Bethe-
Ansatz-Gleichungen, vgl. auch (BIEGEL, 2000), wie es aufgrund der Struktur der zugrunde liegenden
Formeln und ihrer Herleitung — insbesondere fiir den Ubergang vom XXZ- zum XX-Modell — auch zu
erwarten ist.
Anhand der gewonnenen Daten l&t sich feststellen, dafl die Zahl der Zusténde mit gebundenen Ma-
gnonen bei Anndherung an A = —1 deutlich zunimmt. So beobachtet man beispielsweise bei allen
Zustinden der Klasse B Ubergiinge von reinen Magnonen-Streuzustinden zu gebundenen Zusténden.
Auch nehmen Zahl bzw. Lange der beobachteten Strings fir A < 0 zu. Anders ausgedriickt: Die Zahl
der komplexen Losungen der Bethe-Ansatz-Gleichungen nimmt bei Annédherung an A = —1 zu.
Dariiber hinaus 148t sich beobachten, daf} sich im Hinblick auf die Zustandsenergien die level crossings
im Punkt A = 0 hiufen. Das Auftreten dieser level crossings wird in (DEGUCHI et al., 2001; FABRI-
cius & McCoy, 2001a; FABRICIUS & McCoy, 2001b) auf eine Realisierung der sla-Loop-Algebra
zuriickgefiihrt, vgl. auch Kapitel 3.3.

(3.76)

3.5 Spinonen vs. Fermionen im XX-Modell

Das gesamte Spektrum des XXZ-Modells 148t sich, wie bereits diskutiert, in Form kollektiver Anre-
gungen miteinander wechselwirkender Spinonen beschreiben. Spinonen sind Spin—%—Teilchen, die dem
Pauli-Prinzip fiir Teilchen mit halbzahligem Spin unterliegen (HALDANE, 1991). An der Stelle A =0
geht das XXZ-Modell in das XX-Modell mit Hamiltonian (3.20) iiber. Das XX-Modell 148t sich mit
Hilfe einer Jordan-Wigner-Transformation (JORDAN & WIGNER, 1928) auf ein System von freien,
spinlosen Gitterfermionen abbilden (LIEB et al, 1961; NIEMEIJER, 1967). Es stellt sich somit die
Frage, wie diese beiden Beschreibungen zusammenhéngen.

Durch die Anwendung der Jordan-Wigner-Transformation wird der Hamiltonian (3.20) diagonalisiert

und nimmt fiir & = 0 die folgende Gestalt an (LIEB et al., 1961):

Ny
HY o = cos(pi)ng,mp. J > 0. (3.77)
i=1
Hierin bezeichnen p; den Impuls des ¢-ten Fermions und nz‘fi 7p, den zugehorigen Besetzungszahlope-
rator. Die Werte, die die Fermion-Impulse p; annehmen kénnen, héingen davon ab, ob die Gesamtzahl
Ny der im System befindlichen Fermionen gerade oder ungerade ist:

{p*} mit p* = £2m . Ny ungerade,
(pi} = m=0,1,...,N—1.  (3.78)
{p®} mit p* = L(2m +1) : Ny gerade,
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N kann Werte zwischen 0 und N annehmen, d.h. es gibt stets N Einzelzustéinde, die von jeweils
einem Fermion besetzt werden konnen. Dies fiithrt auf insgesamt 2V mogliche Eigenzustinde des
Hamiltonians mit Energie und Gesamtwellenzahl

N N
E=.J) cospi, k=> pi. (3.79)
=1 =1

Die gleiche Zahl von Zusténden liefert die Betrachtung in der Spin-Darstellung (vgl. Kapitel 2.1).
Die Gesamt-Besetzungszahl Ny hiingt mit der in der Spin-Darstellung zur Beschreibung der Zusténde
verwendeten Quantenzahl S% wie folgt zusammen (LIEB et al., 1961):

S5 = Ny — g (3.80)

Vergleicht man (3.80) mit (2.5), so besteht bei gegebenem S% folgender Zusammenhang zwischen der
Gesamtzahl Ny der Fermionen und der Gesamtzahl r der Magnonen:

Ny=N-r. (3.81)

Beriicksichtigt man nun, daf in der Spin-Darstellung Zustdnde mit —S% aus den korrespondierenden
Zusténden mit +S5% durch eine Spinflip-Transformation hervorgehen (vgl. Kapitel 2.1), so 1d8t sich
folgern, dafl bei gegebenem S% > 0 Bethe-Ansatz-Zustédnde mit » Magnonen im gleichen Unterraum
liegen wie Zusténde im Fermion-Bild mit der gleichen Gesamtzahl von Fermionen. Allerdings ist die
Identifizierung eines Bethe-Ansatz-Zustandes mit einem Fermion-Zustand nur bis auf Ausnahmen
moglich.

Diese Ausnahmen liegen bei entarteten Energieniveaus vor und héingen (in der Spin-Darstellung) mit
dem Auftreten der in Kapitel 3.3 beschriebenen kritischen Paare zusammen (BIEGEL, 2000). Kritische
Paare treten nur in Eigenzustéinden auf, die zu entarteten Energieniveaus gehoren und liefern keinen
Beitrag zur Zustandsenergie (vgl. Kapitel 3.3.2). Liegt ein kritisches Paar vor, so weichen in den
betreffenden Unterrdumen die Eigenbasen in der Spin-Darstellung und im Fermion-Bild voneinander
ab (BIEGEL, 2000; BIEGEL et al., 2003a).

Sofern keine kritischen Paare auftreten, 148t sich unmittelbar der Zusammenhang

27

N
zwischen den die Bethe-Ansatz-Zusténde charakterisierenden Bethe-Quantenzahlen I; und den Fer-
mion-Impulsen p; angeben (BIEGEL et al., 2003a). Dies vereinfacht das Auffinden der Sitze von
Bethe-Quantenzahlen, die einen Eigenzustand in der Spin-Darstellung charakterisieren, sofern die ent-
sprechenden Fermion-Impulse bekannt sind, und umgekehrt. Im Falle reeller kritischer Paare ist (3.82)
nicht erfiillt. Vielmehr sind die Bethe-Quantenzahlen I; gegeniiber den Vorhersagen aus dem Fermion-
Bild verschoben. Komplexe kritische Paare werden zudem durch die gemeinsame Bethe-Quantenzahl
I*) = 0 beschrieben (vgl. Kapitel 3.3.3 und 3.4).
Fiir eine ausfiihrliche Diskussion der Zusammenhiinge sei auf (BIEGEL, 2000; BIEGEL et al., 2003a)
verwiesen.

I, =7 —p;, i=1,...,r =Ny, (3.82)
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4 Determinantendarstellung von Matrixelementen

Neben der Bestimmung des Anregungsspektrums ist vor allem auch die Untersuchung der dynamischen
Eigenschaften von Quantenspinsystemen, wie sie beispielsweise in Experimenten an entsprechenden
Materialien zutage treten, von hohem Interesse. Informationen iiber die dynamischen Eigenschaften
sind insbesondere in den dynamischen Strukturfaktoren, die den Kern der Formeln zur Bestimmung
von Wirkungsquerschnitten bei Streuexperimenten bilden, enthalten. Diese Strukturfaktoren bilden
damit eine natiirliche Schnittstelle zwischen Theorie und Experiment: Sie konnen experimentell ge-
messen werden und — sofern entsprechende Modelle und Verfahren zur Verfiigung stehen — theoretisch
berechnet werden. Dies wird in Anhang A genauer erldutert.

Mit den Fortschritten auf dem Gebiet der Kristallziichtung stehen Experimentatoren mittlerwei-
le immer mehr Materialien zur Verfligung, bei denen die magnetischen Eigenschaften von quasi-
eindimensionalen Strukturen bestimmt werden. Beispiele hierfiir sind Kalium-Trifluorocuprat, KCuF'3
(NAGLER et al., 1991; TENNANT et al., 1993; TENNANT et al., 1995a), Kupferbenzoat (copper ben-
zoate), Cu(CgD5CO0)s - 3D2O (DENDER et al., 1996), oder Kupferpyrazindinitrat (copper pyrazine
dinitrate), CuPzN (STONE et al., 2003) bzw. Cu(C4H4N2)(NO3)2 (HAMMAR et al., 1999). Bei al-
len diesen Beispielen kann zur Interpretation der gewonnenen Daten der Heisenberg-Antiferromagnet
(XXX-Modell) bzw. das XXZ-Modell herangezogen werden.

Im Rahmen des Bethe-Ansatzes stehen fiir die diesem Losungsverfahren zugénglichen Modelle mit den
Bethe- Ansatz- Wellenfunktionen die exakten Eigenzusténde zur Verfiigung. Damit ist es grundsétzlich
moglich, die in die Strukturfaktoren eingehenden Ubergangsmatrixelemente (vgl. Anhang A) explizit
auszurechnen. Aufgrund des hohen numerischen Aufwandes bleibt man hier allerdings auf kleine Sy-
stemgrofien, d.h. im Falle der Spinketten auf kleine Kettenlingen N, beschrankt (KARBACH et al.,
2000; KARBACH & MULLER, 2000; KARBACH et al., 2002).

Kitanine, Maillet und Terras zeigen in ihrer Arbeit (KITANINE et al., 1999) einen Weg, die Berechnung
von Ubergangsmatrixelementen fiir die lokalen Spinoperatoren g(i) des Spin-1/2 XXZ-Modells auf die
Berechnung von Determinanten zuriickzufithren. In diese Determinanten gehen nicht mehr die Bethe-
Ansatz-Wellenfunktionen als Ganzes, sondern nur noch die Losungen der Bethe-Ansatz-Gleichungen
— quasi als Parameter — ein.

In (KITANINE et al., 1999) analysieren Kitanine et al. den Zugang zu Ubergangsmatrixelementen und
Korrelationsfunktionen via Bethe-Ansatz von einem einheitlichen algebraischen Standpunkt aus. Es
gelingt ihnen, im Rahmen der quanteninversen Streutheorie bzw. des algebraischen Bethe-Ansatzes
(vgl. Kapitel 2.2) durch einen geschickten Basiswechsel — zur Basis der sogenannten faktorisieren-
den F-Matrizen (MAILLET & DE SANTOS, 1996) — eine vergleichsweise einfache Darstellung fiir die
in der Monodromie-Matrix (2.52) auftretenden Erzeugungs- bzw. Vernichtungsoperatoren B und C
anzugeben, in der die lokalen Spin-Operatoren unmittelbar auftreten.

Der Basiswechsel fiir einen Operator O(z) von der urspriinglichen Basis zur Basis der F-Matrizen ist
in diesem Zusammenhang durch

O(z;61,...,6N) = F(2;61, ..., 6N) - O(2; &1, .. EN) - F7 (2360, EN) (4.1)

mit

1 0
F(Z;£17”'7§N)(C(z;gl,---,fN) D(Z;&,---,EN) > (42)

gegeben (MAILLET & DE SANTOS, 1996; KITANINE et al., 1999). Hierbei sind alle Notationen wie
in Kapitel 2.2 gewahlt, F' bezeichnet die hier zusétzlich auftretenden F-Matrizen. Die Parameter &;,
i=1,..., N, werden von Kitanine et al. eingefiihrt, um einen ausreichend groflen Parameterraum zur
Verfiigung zu haben. Jedem der N lokalen Quantenriume h; wird ein Parameter ¢; zugeordnet.®
Nach dem Basiswechsel (4.1) 1d8t sich der Operator D in der folgenden Form schreiben:

5Um die in (KITANINE et al., 1999) angegebenen Resultate auf das XXX- und das XXZ-Modell anwenden zu kénnen,
ist stets & = 0,4 =1,..., N, zu setzen.
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N
D(z;&1,....¢éN) ®< b(z(’)gj) (1) )[‘]' (4.3)

Die Operatoren B und C lassen sich nach dem Basiswechsel (4.1) wie folgt angeben:

B(z;&1,...,6n) = i S[c(2,5¢)®< b(zbgj) b1 0‘ . > , (4.4)
i=1 | i (6]’61) [4]
N[ \p=1(¢. £

Clagintn) = 3 |steee)@( 9@ 1) . (45)
i=1 | J#i (4]

Diese Darstellung ermoglicht es, die lokalen Spinoperatoren an jedem Ort ¢ der Spinkette durch die
Elemente der Monodromiematrix auszudriicken (KITANINE et al., 1999):

~
I
-

N

si = T[1IAE) +DE)-B&) - [T 14€) + D), (4.6)
j=1 j=it1

st o= T[I1A) + D) o) T] 1AE) + D). (4.7)
j=1 j=i+1

st = [LIAG) + D) (AE) - De) - [ 1A() + D). (4.8)
j=1 j=i+1

So 148t sich schliefflich die Berechnung von Skalarprodukten zwischen zwei Bethe- Ansatz- Wellenfunkti-
onen auf die Berechnung von Determinanten zuriickfithren, in die ausschliellich elementare Funktionen
der jeweiligen Losungen der Bethe-Ansatz-Gleichungen eingehen.

Diese Uberlegungen bilden den Ausgangspunkt fiir die im folgenden gezeigten Resultate zur De-
terminantendarstellung von Matrixelementen im XXX-, XXZ- und XX-Modell. Diskutiert wird die
Determinantendarstellung fiir die Ubergangsmatrixelemente

(ol SEs) [

Mﬂq — T 01 110 M:Za+a_7 49
NS PRI (49)
des Spin-Fluktuationsoperators
1 XN
Sét = \/—Nzezqnsﬁv /’L:27+777 (410)
n=1

der die zu einer ausgezeichneten Richtung parallelen (u = z) bzw. senkrechten (1 = +,—) Spin-
Fluktuationen bei der Temperatur 7' = 0 beschreibt (vgl. Anhang A). Der Zustand |¢)o) bezeichnet den
jeweiligen Grundzustand des Modells zu einer fest vorgegebenen Magnetisierung M, (vgl. Kapitel 2.1).
Der Zustand |1 ) bezeichnet entsprechend einen angeregten Zustand. Der Grundzustand soll durch den
Satz {I?}, von r Bethe-Quantenzahlen charakterisiert werden, der angeregte Zustand entsprechend
durch {I;},+. r und 7’ kennzeichnen hierbei den jeweiligen invarianten Unterraum, in dem die Zusténde
liegen (vgl. Kapitel 2.1).

Da Zustinde aus Unterrdumen zu verschiedenem r senkrecht aufeinanderstehen, miissen [¢)o) und
SH[¥x) notwendig im gleichen Unterraum liegen, damit M} (¢) nicht verschwindet. Da S¥ fiir u = +
wie ein Auf- bzw. Absteigeoperator wirkt, nicht aber fiir y = z, bedeutet dies, dafi nichtverschwindende
Beitrige zu M} fiir v/ = r, zu M} fir v = r + 1 und zu M, fiir v/ = r — 1 auftreten (vgl. auch
Kapitel 2.1). Dies ist bei den im folgenden angegebenen Formeln stets schon beriicksichtigt.
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4.1 Matrixelemente im XXX-Modell

Im XXX-Modell mit Hamiltonian (2.22) bzw. (2.29) erhélt man ausgehend von [(KITANINE et al.,
1999),(5.12)]% zunichst folgenden Ausdruck fiir die Matrixelemente des Spin-Fluktuationsoperators
S% (BIEGEL et al., 2002):

N |Qz|2
Mi(q)=————. 4.11
9 = T o PToATR (4.1)
wobel
N . T304, or . N
O = ({20 {51 = | [ 2 det(H — 2P) (4.12)
’ j=1 Zj ﬁ(AO AO)]_T_‘[(A s )
- Z; —Z]- Zi — 25
i<j i>j
mit
R 1 T . A . T . A
Hip = 57— [T =2+ 20) —d(ze) [T(2) = 2 —20) |, (4.13)
a j#a j#a
. 1 U .
Pa,b = WH(Z]‘—ZIJ-FQ’L), a7b:1,...7r, (414)
a j=1
und
5 zi—\V
d(%) = (Z H) . (4.15)

Hierbei bezeichnet {29}, bzw. {2;}, den jeweiligen Satz von Lésungen der Bethe-Ansatz-Gleichungen
(2.16) oder (2.17), der zum Grundzustand |¢o) bzw. zum angeregten Zustand |¢)) gehort.
Weiterhin gehen in (4.11) die Normen der Bethe-Ansatz-Wellenfunktionen ein (KOREPIN, 1982). In
der hier verwendeten Notation mit den Parametern Z; nimmt die Normformel fiir die Bethe-Ansatz-
Wellenfunktionen — die ,, Formel von Gaudin“ (KITANINE et al., 1999) — folgende Gestalt an (KOREPIN,
1982; SLAVNOV, 1989; IZERGIN et al., 1999):

T

,73’172721 .
l[oall* = H% det N ({%;}) (4.16)
it LT
mit
Nop =202 1n 2“+’Nﬁw ab=1,...,r (4.17)
b = 1) et 0=l :

Fiihrt man die in (4.17) auftretende partielle Ableitung aus, so 148t sich schliefilich folgende kompakte
Form fiir das Normquadrat angeben:

Al =2 ([ = L) aeen({z)). (4.18)

i< KGi— %) - (2 - %)

vgl. auch (GAUDIN et al., 1981), mit

6Der Zusammenhang zwischen den hier verwendeten Variablen %; und den in (KITANINE et al., 1999) verwendeten
Variablen \; ist durch A\; = (2; —1)/2 gegeben.
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l;,,b = Z - Z] a b+ K(éa - éb) (419)

Allerdings vereinfacht eine Reskalierung von N’ beziiglich der Kettenlinge N die numerische Zugéng-
lichkeit. Man hat in diesem Fall:

T

oAl =2"N" ( T] OB ! v (HH )detN {2} (4.20)

iy ) (B — 7

mit

. 1 K(24 — %)
Nyp= |1— = Sap + ——a ) 4.21
b E_: bt ER) (4.21)

84,5 meint das Kroneckersymbol. Die beiden Hilfsfunktionen (%) und K'(2) sind wie folgt definiert:

A 2 P
MO=172 K@=

Sofern alle Losungen Z; der Bethe-Ansatz-Gleichungen fiir den angeregten Zustand reell sind, 148t sich
folgender Ausdruck fiir das Betragsquadrat von (4.12) ableiten:

(4.22)

T

i (%)
- EE o
072 = 22— ’det(HfZP) . (4.23)
H Z — Z 2 H — Z]
i<j 1<j

Eine Reskalierung von H und P beziiglich auftretender Potenzen von 2 und der Kettenldnge N er-
laubt es nun weiter, (4.13), (4.14), (4.20) und (4.23) in eine einheitliche Form zu bringen. Gleichzeitig
vereinfacht sich dadurch wie im Falle der Normformel (4.20) die numerische Zugénglichkeit. Letztend-
lich wird die Berechnung des Matrixelementes (4.11) auf die Berechnung dreier r x r-Determinanten
reduziert:

. N K, |det(H — 21)|2
M}\(q):_ A ({ }) NA = (4.24)
4 K, ({z}) det N({z}) det N({2]})
mit
R ) o r 1 r . K . r o K
Hoo = Fn(22, %) H — H G(ZJO- — %) — d(%p) H G (zjo — %), (4.25)
S1GGE =R ) j#a
a,b=1,...,r
Die hierin auftretenden Hilfsfunktionen sind wie folgt definiert
A 2 A s Z
K.({z}) HK — %), G(2) =5+, G'(2) =5 — (4.26)
1<J
sowie
Fn(2.2) = 1 ol iz (4.27)
NSZ) =N G_2) /(5 2NZ—3 '

Die beiden Funktionen K (%) und G(2) hingen via
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K(2) = [6(:)] (4.28)

zusammen. Ferner ist

1= : -~ . (4.29)
1 - 1

Beriicksichtigt man, daf} sich die algebraischen Bethe-Ansatz-Gleichungen (2.16) im hier diskutierten
Rahmen in der Form

. TG (5 — ) T G(E - 5)
dz) =1l 77— ="l ="+ (4.30)
]1_[751' G(Zl — Zj) ]1;[1 G*(Z] — Zi)

schreiben lassen, so kann man die Matrixelemente H, j in eine symmetrische Gestalt iiberfithren. Man
erhélt so nach Umbenennung der Matrix H in I’ zur besseren Unterscheidung:

N |deyf - 21)p
MO = R () QN () det N0 3y
mit
L K 1 TOG(EY — ) 1 TGH(E) — &)
o = G g lle = ea—a leg =) 0%
a,b=1 T,

Durch analoge Betrachtungen findet man ausgehend von [(KITANINE et al., 1999),(5.3)] zunéichst
folgenden Ausdruck fiir My (g):

M(q) =N [ (4.33)
q) = Ny =5 2 .
g (ol (19112
wobei
r+1
H 2+
.t A4 020 R =1 27‘+1 -
= Q{5 {3Gk) = | = - Y det H (4.34)
50 0 4 I
[T+ | TTE =) [T - 2)
J=1 i<j i>j
mit
R 1 r+1 ) r+1
H;:b = 2 _20 H(,’/‘:’j7,7:’l?+2l)7d(7:’8)1_[(7:’j—28—21) )
¢ \i#a j#a
(4.35)
N 1
Hf ., = Fray a=1,...,r+1, b=1,...,r
Ausgehend von [(KITANINE et al., 1999),(5.7)] erhélt man fiir M, (¢) zunéchst:
- QP
M (¢) =Ni—m—s, (4.36)
A [%bol[?[leoal 12
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wobei
50
;T .
o R e .
O =0 ({0 {5} 1) = | °5 - - det H (4.37)
Z+o | TG -2 [T - 2)
j=1 i<j i>j
mit
. 1 U A o R
H., = Wz, H(Zj—Zb+2z)—d(zb)H(zj—zb—22) ,
j#a j#a
(4.38)
J — _ _
ar T GOy a=1,....,r, b=1,...,r—1

Sofern alle Losungen 2; der Bethe-Ansatz-Gleichungen fiir den jeweils angeregten Zustand reell sind,
ldBt sich auch hier eine kompakte Form fiir die Berechnung der Matrixelemente analog zu (4.24)
ableiten:

. +1 .
Kre1({2: det HE|?
S e 0 I L (4.39)
Kr({z'}) det N({2:}) det N({£7'})
wobei
R r 1 r+1 ) ) r+1 R
HY, = Fnv(a2) (1 B30 0 [[GG -2)—de) [[6 -2,
j=1 (Zj B Zb) j#a j#a
(4.40)
Hi, oo = 1, a=1,...,r+1, b=1,...,r
bzw.
. . r—1 1 r R R T
Hop = Fn(£),2) — TTGGE) —2) —dze) [T G (25 — 20) |
j=1 GE = %) j#a j#a
(4.41)
Ho, = 1, a=1,....r, b=1,...,r—1
Die hierzu korrespondierenden Matrizen I'* sind wie folgt gegeben:
£, = Byl [CCn BT EG 8 Gl A TG A |
’ G(2a — &) ;2 G(E) = &) G*(2a — &) 52 G*(£] — &)
(4.42)
Iro =1 a=1,...,r+1, b=1,...,r,

bzw.
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Abbildung 4.1: Spektrum der 11)-Anregungen mit ¢ < 7 (a) und zugehérige Matrixelemente M ()
(b) im XXX-Modell fiir eine Kette der Linge N = 512 bei Magnetisierung M, = N/4

~ . N0 _ 2 r—1G,AQiA A 20 3 T_lé* 50 _ 5
o, = Bn(ly) |GG GG TR G 8 T G A
’ G0 — %) 15 Gz — &) G(20— %) 1) G* (5 — &)
(4.43)
.. = 1 a=1,...r b=1,...,r—1.

In dieser Darstellung ist die (numerische) Berechnung von Ubergangsmatrixelementen fiir grofe Ket-
tenlingen N moglich. Abb. 4.1(a) zeigt das Spektrum der i-Anregungen mit ¢ < 7w bei Magne-
tisierung M, = N/4 fiir eine Kette der Linge N = 512 (vgl. Kapitel 5). In Abb. 4.1(b) sind die
zugehorigen Matrixelemente M, (q) fiir ¢ = 7 dargestellt. Diese haben wir numerisch mit Hilfe einer
Implementation von (4.39) und (4.43) gewonnen. Bei den Energiedifferenzen w = wy = (Ex — Ey)/h
(vgl. Anhang A.3), ist die Grofe des gemifl (2.30) eingehenden Magnetfeldes h entsprechend beriick-
sichtigt, vgl. hierzu auch Kapitel 5.2.

Man beobachtet, daf8 die GroBe der Ubergangsmatrixelemente am unteren Ende des Spektrums zu-
nimmt. Deutlich von Null verschiedene Matrixelemente lassen sich erst fiir w/J < 0.4 erkennen.
Das mit Abstand groBte Matrixelement trigt der Ubergang zwischen der niedrigsten v1/-Anregung
(die gleichzeitig die Rolle des Psinon-Vakuums im durch » = N/4 — 1 gekennzeichneten Unter-
raum iibernimmt, vgl. Kapitel 5.1) und dem Grundzustand (r = N/4) bei. Fiir diesen Ubergang
mit w = 0.003651... ist M, () = 6.459711...; der zugehérige Datenpunkt fehlt aus Griinden der
Ubersichtlichkeit in Abb. 4.1(b).

Die sich in Abb. 4.1(b) durch die Verbindung der Datenpunkte fir N — oo abzeichnende stetige
Kurve ist ein Beispiel fiir eine sogenannte Isoimpulslinie (Lineshape). Hierauf wird in Kapitel 5 noch
néher eingegangen.

4.2 Matrixelemente im planaren Bereich des XXZ-Modells

Fiir den planaren Bereich des XXZ-Modells mit Hamiltonian (3.1) wurden in Kapitel 3.1 zwei mogliche
Parametrisierungen des Bethe-Ansatzes vorgestellt: die trigonometrische Parametrisierung, gegeben
durch (3.6) und (3.7), sowie die hyperbolische Parametrisierung, gegeben durch (3.6) und (3.14). Im
folgenden werden beide Parametrisierungen betrachtet.

4.2.1 Hyperbolische Parametrisierung

In der hyperbolischen Parametrisierung hat das Analogon zu (4.11) fiir die Matrixelemente des Spin-
Fluktuationsoperators S7 folgende Gestalt:”

"Der Zusammenhang zwischen den hier verwendeten Variablen z; und den in (KITANINE et al., 1999) verwendeten
Variablen A; ist durch A\; = (z; — vv)/2 gegeben.
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N |Qz|2
Mi(g) = —— 1 4.44
S SR E (4.44)
wobei
2,
T sinh (TJ + zg) 1
o =] — - R —— det(H - 2P) (4.45)
1 sin (2 +22) . Z; Z; . 2 — Zj
I= Hsmh 5 Hsmh 5
i<j i>j
mit
siny T 20—z L 2=z
Hopy = ——X— Hsmh + 0y —d(zb)Hsmh -y, (4.46)
sinh =5 {50 2 i#a 2
Pop = — = 51n"y > Hsinh (% + z’y) , a,b=1,...,r, (4.47)
sinh (7“ + z%) sinh (7“ — z%) j=1
und

[ catanh(z;/2) —1 N
d(z;) = <m) ; (4.48)

vgl. (3.15). Hierbei bezeichnet {z?} bzw. {z;} den jeweiligen Satz von Losungen der Bethe-Ansatz-
Gleichungen (3.15) oder (3.16), der zum Grundzustand |¢)g) bzw. zum angeregten Zustand |i)) gehort.
Fiir die Normformel findet man in diesem Fall:

T

ali? = vy | T1

i<j

sin? y

2 (H H(Zi)> det N({z:}) (4.49)

(2i — z;) - sin =1

mit

o8y x~ K (24 — 25) cosy K(zq — 2p)
Negp=|1— 0q —_—. 4.50
b N Z K(zq) bt N K(za) (4.50)
j=1
Hier gehen die beiden Hilfsfunktionen
1 ) 202
k(z) = S — K(z)= | (4.51)

— 5. 2z L2y 12z )
2 sinh” £ 4 sin® 2 sinh® £ + sin”y

ein. Fithrt man in (4.44) - (4.51) den durch (3.18) beschriebenen Grenziibergang zum XXX-Modell
durch, so reproduziert man die in Kapitel 4.1 vorgestellten Resultate (4.11) - (4.22). Man hat insbe-
sondere:

K(z) (ﬂ) R(2), K(z) (5) K(2). (4.52)

Auch hier 148t sich fiir den Fall, daf alle Losungen z; reell sind, eine kompakte Berechnungsformel fiir
M3 (q) angeben. Diese ist strukturgleich mit (4.24) (BIEGEL et al., 2003b):

co = NG [det(H - 3D
M5 (q) = 1 K, ({z:}) det N({z;}) det N({z9})

(4.53)

mit



44 4 DETERMINANTENDARSTELLUNG VON MATRIXELEMENTEN

. 1
Hop = Fn (22, ) Hi HGZ — zp) — d(zp HG z — )|, (4.54)
j=1 Gz — =) Jj#a j#a

a,b=1,... 1

Hierin treten die Hilfsfunktionen

L2 z . .z z
Kr({z}) H K(z — z5), G(z) = ¢y sinh 5 + tcosh 2 G*(z) = ¢y sinh 5~ 1 cosh 5 (4.55)

i<j
mit ¢; = cot~y, vgl. (3.10), sowie

1 B sin® 2 + sinh? :
2N -sinh (552) - K(2) ~ Nsiny-sinh (%)

auf. Fithrt man in (4.53) - (4.56) den Grenziibergang zum XXX-Modell durch, so erhélt man die
korrespondierenden Resultate (4.24) - (4.27) fiir den XXX-Fall termweise wieder. Insbesondere sind
auch die Definitionen der Hilfsfunktionen G*) und Fy so gewihlt, da8 gilt:

Fn(z,2') = (4.56)

) (2 7092 F, ' Fn(3, 3 4.

vgl. (4.52). Daher folgt die H entsprechende Matrix I unmittelbar aus (4.32), indem man die in (4.32)
auftretenden Grofien {21-(0)}, Fy und G™) jeweils durch {zi(o)}, Fy und G™) ersetzt.
Analoge Rechnungen fiir M (¢) und M (q) fithren zunichst wieder auf

2|2

M3 (q) = N, (4.58)
[[%0l2[lxl1
wobei
r+1 2
H sinh (3] + z—)
= 1
of = | - det H* (4.59)
T Z;) jO r+1
H sinh 5 + z— H smh H smh
Jj=1 1<J 1>7
mit
sin y s s z;i — 20
H;:b = ﬁ H Slnh ( + @’y) —_ d(zg) H (_j 2 b - Z’Y) )
sinh b\ a ita
(4.60)
sin vy
Hi ., = —— L . oa=1,....r+1, b=1,...,r
+1 sinh (7a + z%) sinh (7a - z%)
und
r ZO
H sinh ?j + 1=
_ = 1 _
0 = — — 0 det H (4.61)
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mit

H , = sm'y Hsmh(

a
sinh Z ita

20— 2
+w>d(zb)1—‘[<]2 bw) ,

i#a

(4.62)
sin y

smh( + 22 )smh (4 71;)7

Auch hier ist die kompakte Berechnungsformel fiir den Fall, dafl sdmtliche Losungen z; reell sind,
strukturgleich mit der aus dem XXX-Modell bekannten:

Lo (Ken(faD\ T | det H*|?
Myta) = ( K. ((=0)) ) dotN({z1)) det N({20))" (4.63)

a=1 b=1 r—1.

a,r geeey Ty N

wobei
r 1 r+1 r+1
+ _ 0 *
i = rect) (T gt ) [Tt -0 -an o 1),
j=1 J JjF#a j#a
(4.64)
HITJrl = 1, a=1,...,r+1, b=1,...,71,
bzw.
r—1 1
- _ 0
Ha,b = FN(Za,Zb) Hm HGZ —Zb Zb HG Z —Zb s
Jj=1 Jj#a Jj#a
(4.65)
Ho, = 1, a=1,...,r, b=1,...,r—1.

Alle im Zusammenhang mit M3 (¢q) gemachten Aussagen zum Grenziibergang zum XXX-Modell gelten
fiir M f(q) in gleicher Weise. Insbesondere erhilt man die zu H* korrespondierenden Matrizen I'*
indem man in (4.42) und (4.43) die dort auftretenden GréBen {21-(0)}, Fy und G® jeweils durch
{zi(o)}, Fxn und G™) ersetzt.

4.2.2 Trigonometrische Parametrisierung

In der trigonometrischen Parametrisierung wird der Grundzustand |¢g) durch den Satz {y?} von
Losungen der Bethe-Ansatz-Gleichungen (3.9) bzw. (3.11) beschrieben, der angeregte Zustand ent-
sprechend durch {y;}. Zwischen den Losungen der Bethe-Ansatz-Gleichungen in trigonometrischer
Parametrisierung und in hyperbolischer Parametrisierung besteht der Zusammenhang
Zq .

yi:tanhg, i=1,...,7, (4.66)
vgl. (3.14). Dementsprechend lassen sich die Berechnungsformeln fiir die Matrixelemente M$(¢q) und
M )j\[ (¢) aus den in Kapitel 4.2.1 angegebenen Resultaten fiir die hyperbolische Parametrisierung un-
mittelbar ableiten, indem man dort die durch (4.66) beschriebene Substitution der z; durch die y;
vornimmt.
Sofern alle Losungen y; der Bethe-Ansatz-Gleichungen fiir den angeregten Zustand reell sind, folgt so
insbesondere (BIEGEL et al., 2003a):
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N K, ({y0}) _ [det(H— F1)P

MU= TR () TN det N( ()" (4.67)
oy (Ken{uh\ T | det H*|?
M“”( <wn> detN({y}) det N({w:}) (4.68)

Offensichtlich sind (4.67) und (4.68) wiederum strukturgleich mit den in den vorangegangenen Kapiteln
vorgestellten entsprechenden Resultaten zum XXX-Modell bzw. zum XXZ-Modell in hyperbolischer
Parametrisierung. Dariiber hinaus kann man die Definitionen aller in (4.67) und (4.68) auftretenden
GroBen sowie fiir die zu H, H* korrespondierenden Matrizen I', T'# unmittelbar aus den bereits
bekannten Resultaten {ibernehmen, sofern man die Hilfsfunktionen entsprechend anpafit:

(1—y?)(1—y'?)sin’y

; K(yi, K(y,v) = : 4.69
o) El ) wv) (y—y)2 + (1 —y?) (1 —y'?)sin®y “9)
(1= y)sin 5
_ 4.70
) = Tt (.70
! ! ! !
y—1y)coty+(l —yy N y—1vy')coty—1e(l —yy
Gluy) = \/1)1,27\/1( = 3 & (y.y) = | ﬂ)ygj\/l( = ) (4.71)
sowie
Fy(y,) = = ”1_/21+y+y_1)0057 (4.72)
2N — 2 (y —y')siny '
Auch in dieser Parametrisierung besteht der Zusammenhang
K(y,y') =Gy, 9%, (4.73)
vgl. (4.28). Ferner ist d(z;) zu ersetzen durch
coyi — 1\
d(y:) = (r;ﬂ) ; (4.74)
vgl. (3.9). So erhélt man:
T 1 r r .
Hoo = Fn(iw) | ]] G 116w w) —dw) [T G W5 w) | (4.75)
j=1 7 j#a j#a
a,b=1,...,r,
bzw.
Tap = Fn(2 m) H yj?yb ﬁ G yj?yb (4.76)
“ TG w) 1 Glyiwe) - G w) % Gy ) |
a,b=1,...,r1,
sowie
r 1 r+1 r+1
HYy = Fxau) | ] S ORT) 1 Gwsw) —dwd) [T G (wirvd) | »
j=1 T ) || e i#a
(4.77)

, a=1,....,r+1, b=1,...,m,
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bzw.
Glyr+1,99) 77 G2 98) yr+1 ) (95,
Top = Fn(a,uy) 5 pth) | O Weitaby =]
b "1 Gyarv) j:HlG(y?,yS) *(Yar Yp) ]HlG* (v vp)
(4.78)
F;T+1 = 1, a=1,...,r+1, b=1,... 7
und
r—1 1 T T
Hip = FN (Ya, vb) G(i) HG(y?,yb)*d(yb)HG*(y?,yb) ;
=1 IR | i
(4.79)
Hor = 1, a=1,...,r, b=1,...,r—1,
bzw.
0 — 0 *(, 0 r—1 v« 0
F;b _ FN(ZJg,yb) G(?meb) H G(ijyb) + G*(ygayb) H G*(ijyb)
’ Glyar ) 55 Glyjnmw)  G*(ya ) 55 G* (s 9)
(4.80)
r-. = 1, a=1,...,7, b=1,...,r—1,
und schliellich
COSW ya, y] cosY K (Ya, y»)
Nop = |1 - —_— 4.81
b Z N () 451

4.3 Der Ubergang zum XX-Modell

Bei der Diskussion des Ubergangs vom XXZ- zum XX-Modell sind wie bei der Herleitung der Bethe-
Ansatz-Gleichungen fiir das XX-Modell in Kapitel 3.3 wieder grundsétzlich zwei Falle zu unterschei-
den:

Der nichtkritische Fall zeichnet sich dadurch aus, daf§ fiir den angeregten Zustand |¢y) kein Losungs-
paar y;, y;- der Bethe-Ansatz-Gleichungen (3.11) mit lima_oy;y;+ = 1 (vgl. Kapitel 3.3.1) auftritt.
In diesem Fall sind sdmtliche Losungen §; der Bethe-Ansatz-Gleichungen fiir das XX-Modell reell
und durch (3.24) gegeben. Fiir den Grundzustand [ig) sind stets alle Losungen der Bethe-Ansatz-
Gleichungen nichtkritisch.

Der kritische Fall ist dadurch gekennzeichnet, daBl mindestens ein kritisches reelles oder komplexes
Losungspaar auftritt. Hier treten die in Kapitel 3.3.2 ff. beschriebenen Besonderheiten auf.

Im folgenden wird zunéchst der nichtkritische Fall behandelt (Kapitel 4.3.1). Anschlieflend wird der
Ubergang beim Auftreten kritischer Paare diskutiert. Hierbei konzentrieren sich die Ausfithrungen in
Kapitel 4.3.2 und Anhang B auf die Untersuchung des Matrixelementes M3 (¢) im Falle des Vorliegens
eines einzigen kritischen reellen Paares. Weitere Ergebnisse sind in (WIELE, 2004) zusammengestellt.

4.3.1 Nichtkritischer Fall

Den Ausgangspunkt fiir die Diskussion des nichtkritischen Falles bilden die in (4.69) - (4.72) zusam-
mengestellten Hilfsfunktionen. Bei Abwesenheit eines kritischen Paares 148t sich der Grenziibergang
A — 0, d.h. ¥ — /2, in diesen Funktionen problemlos durchfiihren und man erhilt:
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K- ({gih) = [T15 @i 95)l, K(9,9) =

— : (4.82)
_ /)2
i<j (177
1-9°
R(y) = 4.83
RO = T (4.83)
. 1— g7 g 1-gy
G(1,7) =1 , G*(5,7) = — 4.84
(79 N @9 NN (4.84)
sowie
S 1 /1—-921+¢°
Fn(i,7) = —Y——L_ . 4.
N(©. ) = 5y = -7 (4.85)
Ferner folgt mit (3.24) und den Ausfithrungen im Anschluf§ an (2.17) fiir (4.74):
: N 1 : r ungerade
< tan T onl _ + g )
d(gi) = (%) = (DN el = (-1 = (4.86)
an g+ +1 -1 : 7 gerade

(man beachte, da8 hier zusitzlich die zu Beginn von Kapitel 3 gemachte Voraussetzung, daf die
Kettenlinge N gerade ist, eingeht).

Fiihrt man den Grenziibergang A — 0 in (4.81) durch, so erhilt man Na,b = 04, 50 daB fiir den Wert
der Determinante von N folgt:

det N{7V}) = 1. (4.87)

Weiterhin bietet es sich aufgrund der einfachen Struktur von d(j) im nichtkritischen Fall an, mit
H®) anstatt mit T+ zu arbeiten. Setzt man (4.82) - (4.86) in (4.68) ein, so ergibt sich nach kurzer
Rechnung fiir die Matrixelemente M )\i (9):

r+1 r 9
[TIIG-a)
M (q) = = (det S*+)? (4.88)
ITa-55) ] (-3
1<J 1<J
mit
St — i 1+ g?z
b N (ga 7?]8)(1 7@1?31?),
(4.89)
S;_ﬂ'"l‘l = 1, a=1,....,7r+1, b=1,...,7,
sowie
r r—1 )
IITI (- aa)
My ()= —— I (detS™)? (4.90)
IT -390 T (- ;)
i<j i<j

mit
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1 14+ @)?
N (59— 90)(1 = 990)

Sap =
(4.91)
Sar =

—_

7

Der Zusammenhang (3.23) zwischen den nichtkritischen Losungen der Bethe-Ansatz-Gleichungen und
den zugehorigen Magnon-Impulsen erlaubt es, (4.88) - (4.91) durch die Magnon-Impulse k; bzw. kY
auszudriicken:

r+1 r
k; +k
HH0052 5 J
~ i=1j=1 2
3 (0) = = g (dets*) (4.92)
o ki +k:] 5 ki +k
[ cos I cos
i<j 1<j
mit
2 1
3+b = o
@ N sink, — sinkj
(4.93)
S:,T_H = 1, a= r+1, b=1 ,T,
sowie
r r—1
k k
HHCOSQ i TR
~ i=1j=1 N2
M)\ (q) = T k0+l€0 r—1 ki +k (dets ) (494)
Hcos l_Icos2 : J
i<j 1<j
mit
_ 2 1
San = N sin kO — sin ky’
(4.95)
S, = 1, a=1,....,r, b=1,...,r—1.

Die beiden Matrizen S* und S~ sind Matrizen vom verallgemeinerten Cauchy-Typ (MUIR, 1960; Da-
VIS, 1975), deren Determinanten explizit ausgerechnet werden konnen (BIEGEL et al., 2003a; WIELE,
2004):

r+1 r
,\ H (sin k; — sin k;)* H (sink{ — sin kJO-)2
2 i<j i<j

(detS*)” = (N) s - , (4.96)

H H (sin k; — sin k:?)2

i=1j=1

T r—1
o H (sin k) — sin kjo-)2 H (sin k; — sin k;)*

(detS™)? = (N) = — : (4.97)

H H (sinkio — sin k:j)2

i=1j=1
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Damit lassen sich im nichtkritischen Fall die Ausdriicke fiir die transversalen Spin-Fluktuationen (vgl.
Anhang A.3) jeweils in eine reine Produktform iiberfiihren:

r+1 ko

H sin H Sln

~ i< i<
) = , (4.98)

[T 55

=1 j=1

T r—1
kOH51n 2 bl

~ 1 1<J i<j

T E— . (4.99)

Im Falle der parallelen Spin-Fluktuationen liegen der angeregte Zustand |¢)) und der Grundzustand
[tbo) im gleichen durch r gekennzeichneten Unterraum (vgl. Kapitel 2.1). Da im nichtkritischen Fall die
Losungen der Bethe-Ansatz-Gleichungen fiir das XX-Modell sowohl fiir den angeregten Zustand als
auch fiir den Grundzustand durch (3.24) beschrieben werden, stimmen eine Lésung ¢; und eine Losung
gjo. immer dann iiberein, wenn die zugehorigen Bethe-Quantenzahlen I; und I]Q iibereinstimmen. In
diesen Fillen treten in den Matrixelementen H, ; unbestimmte Ausdriicke auf, deren Behebung aller-
dings mit elementaren aus der Analysis bekannten Methoden méglich ist (vgl. Anhang B.3.2). Dies
fithrt dazu, da beim Ubergang zum XX-Modell in (4.75) nur in denjenigen Fillen von Null verschie-
dene Matrixelemente vorliegen, in denen eine Grundzustandslosung und eine Losung des angeregten
Zustandes iibereinstimmen:

/1 — 52
-2 1+ 39)? [ + L=95 1— 3%,
b |1+1{’§| 1_(}/03 H 01— f~ 10,1, (4.100)
Yy Yoo \ 57 /1 — (y?)Q YiYo

Unterscheiden sich nun {;}, und {I°}, in mehr als einem Element, so sind in der Matrix H — 21

T

mindestens zwei Spalten gleich, da alle Matrixelemente in den entsprechenden Spalten von H den
Wert 0 haben. Folglich verschwindet det(~ — %1) in diesem Fall. Also tragen zum dynamischen
Strukturfaktor S,,(q), der die parallelen Spin-Fluktuationen beschreibt (vgl. Anhang A.3), nur solche
Anregungszustidnde ohne kritische Paare bei, die sich in genau einer Bethe-Quantenzahl vom Grund-
zustand unterscheiden.

Betrachtet man einen solchen Anregungszustand, d.h. Iy # I{ (71 # %)) und I; = I} (9; = 9y),

j=2,...,7 so findet man:
{det (H - %1)]2 - ,IE ((3?) (4.101)

Setzt man dies in (4.67) ein, so ergibt sich schlieflich

+ + {L},, {1}, unterscheiden sich in genau einer Bethe-Quantenzahl,

W3 (q) = (4.102)
0 : sonst

in Ubereinstimmung mit einem bereits bekannten Resultat, das in (KATSURA et al., 1970) im Fermi-
onbild hergeleitet wird.

Die hier und in Kapitel 4.2 hergeleiteten Formeln ermoglichen die Beobachtung der Evolution von
Matrixelementen beim Ubergang vom XXZ- zum XX-Modell. So 1Bt sich iiberpriifen, ob Matrix-
elemente M3(q), die die in (4.102) genannte Bedingung erfiillen, fiir A — 0 gegen den in (4.102)
angegebenen Wert 1/N gehen.
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Abbildung 4.2: Evolution der skalierten Matrixelemente N - M$(q) bei Variation von N und A im
XXZ-Modell bei M, =0 (a) und M, = 2 (b). Bei dem angeregten Zustand handelt es sich jeweils
um eine 2-Spinon-Anregung mit S% = 0 (a) bzw. eine 2-Psinon-Anregung mit S% = 2 (b), fiir die die
Losungen der Bethe-Ansatz-Gleichungen kein kritisches reelles Paar aufweisen.

Abb. 4.2(a) zeigt das Verhalten der skalierten Matrixelemente N - M$(q) bei Variation von A fiir
verschiedene Kettenlingen (4 < N < 84) bei Magnetisierung M, = 0. Die Datenpunkte gehéren
jeweils zu einem Ubergang zwischen dem Grundzustand und einer 2-Spinon-Anregung mit S% = 0

(r = N/2) und

Nk

2
(vgl. Kapitel 2.1). In Bezug auf die Losungen der Bethe-Ansatz-Gleichungen (3.11) liegt stets der
nichtkritische Fall vor, d.h. es gibt keine zwei Losungen, die ein kritisches Paar bilden. Wird der
Grundzustand [¢9) durch den Satz {I?} von Bethe-Quantenzahlen und der angeregte Zustand [t )
durch {I;} charakterisiert, so erhiilt man {I;} aus {I?}, indem man in {I?} die Bethe-Quantenzahl
—(r —1)/2 durch —(r + 1)/2 ersetzt. Fiir N = 8 ist |1)) der in Kapitel 3.4 betrachtete Zustand B1
(vgl. Tabelle 3.2). Die Bethe-Quantenzahlen {I?} folgen aus (2.31) fiir M, = 0.
Abb. 4.2(b) zeigt die analoge Situation bei Magnetisierung M, = 2 fiir 8 < N < 84. Bei dem
angeregten Zustand handelt es sich jetzt jeweils um eine 6-Spinon- bzw. 2-Psinon-Anregung (vgl.
Kapitel 2.1) mit S% = 2 (r = N/2 — 2). Auch hier erhélt man {I;} aus {I?}, indem man in {I?} die
Bethe-Quantenzahl —(r — 1)/2 durch —(r + 1)/2 ersetzt. Die Bethe-Quantenzahlen {I?} folgen aus
(2.31) fiir M, = 2.
Wie man Abb. 4.2 entnehmen kann, gehen die skalierten Matrixelemente N - M$(q) fir A — 0 in
Ubereinstimmung mit (4.102) unabhiingig von N und M, gegen den Wert 1.

1 (4.103)

4.3.2 Der Ubergang fiir M3 (q) beim Auftreten eines kritischen reellen Paares

Tritt beim Ubergang vom XXZ- zum XX-Modell ein kritisches reelles Paar auf, so lifit sich der
Grenziibergang A — 0 in (4.69) - (4.74) sowie den daraus aufgebauten Determinanten det(H — %1)
und det N({y;}) nicht mehr problemlos durchfiihren. Vielmehr treten Divergenzen und unbestimmte
Ausdriicke auf, was entsprechend beriicksichtigt werden muf.

Hierzu geht man analog zur Herleitung der Bethe-Ansatz-Gleichungen fiir das XX-Modell beim Auftre-
ten kritischer reeller Paare in Kapitel 3.3.2 vor. Fiir simtliche Losungen der Bethe- Ansatz-Gleichungen
macht man den Ansatz (3.28),

Yi = Yi + €0i, i=1,...,7 (4.104)

Diesen Ansatz setzt man in die Berechnungsformel fiir M5 (q), (4.67), ein und fithrt den Grenziibergang
A = ¢ — 0 durch. Dadurch erhilt man eine Entwicklung im Kontrollparameter e, deren fiithrende
Terme die Berechnungsformel fiir M35 (q) im XX-Modell festlegen. Diese e-Entwicklung wird ausfiihrlich
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in Anhang B vorgefiihrt. Um die Notationen zu vereinfachen, wird dort und hier im folgenden 0.B.d.A.
davon ausgegangen, dafl die beiden Losungen y; und yo das kritische Paar bilden, d.h.

li =1 = {1 4.1
Jim g1y U172 (4.105)

Der angeregte Zustand wird also durch das kritische Paar y;, y2 und r — 2 nichtkritische Losungen
Y3, ..., yr der Bethe-Ansatz-Gleichungen (3.11) beschrieben, der Grundzustand entsprechend durch
den Satz {y?}, nichtkritischer Lésungen.

Die in Anhang B durchgefiihrte e-Entwicklung liefert folgende Resultate: Das Matrixelement M (q)
verschwindet nur dann nicht, wenn sich 7 —2 Grundzustandslésungen ¢! finden lassen, die mit den 7 —2
nichtkritischen Lésungen g;, i = 3,...,r, fir den angeregten Zustand, jeweils gegeben durch (3.24),
iibereinstimmen. L&Bt sich zu mindestens einer nichtkritischen Losung fiir den angeregten Zustand
keine korrespondierende Grundzustandslésung finden, so verschwindet M $(¢). Anders ausgedriickt:

_ 750 : H{IZ-O}T_Q C {I?}T, so dafl {IZ-O}T_Q = {13514;---717“}7“—27
M3 (q) (4.106)
=0 : sonst.

Die Bedingung, dafl das Matrixelement nicht verschwindet, 148t sich — eventuell nach Umnumerierung —
in der Form

U3 =03, Ja = Ug»-- > Gr = T, (4.107)
angeben. Unter dieser Voraussetzung 148t sich M $(q) wie folgt berechnen, vgl. (B.60):

— 16 G [0+ G9) - B0+ @GDA]
N2 =039 \ [T+ GD? — 2857 ] - [+ (38)° — 20357

[91 +yz -y (1+y1y2 }

NG P -+ 067 -2 ()P r &) (4109
Die Grofle & ist durch (3.30) gegeben, (; wird wie folgt definiert, vgl. (B.17):
9 <4 72) — 24 ~212
h=R ;yf yi (+ ;y)Zy == “ =% Z 1+ 72 y2;y1 2 (4.109)
Die Hilfsgrofen §;” und ; sind durch (3.32) gegeben:
=gt = i = 5~ i) = cothy. (1110)
2 sin k1 2

Die beiden Lésungen ¢ und g9, die das kritische Paar bilden, lassen sich mit Hilfe von (3.29) bzw.
(3.36) bestimmen, die unkritischen Losungen (sowie die Grundzustandsldsungen) sind durch (3.24)
festgelegt.

Mittels (3.23) und (4.110) 1dBt sich M3 (q) ausgehend von (4.108) durch die Magnon-Impulse k; bzw.
kY ausdriicken:

. 4 (sin k9 — sin k9)2 kY + k3 k) — k977
M5 = in k1 si —
x) N2 cos? k?;kg (sin k1 — sin k)2 (sin k; — sin £9)? SHLRL I T o8

1
N[1-G+(1—&)? tan? k] —2[1+ (1 — &) - tan? k1 |

(4.111)

mit

2 <~ (sinky)~! —sink; 4 < cos? k;
o Zy bk 4 etk

sink; —sink; — (sinky — sink;)
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Abbildung 4.3: Evolution der skalierten Matrixelemente N - M$(q) bei Variation von N und A im
XXZ-Modell bei M, = 0. Bei dem angeregten Zustand handelt es sich jeweils um eine 2-Spinon-
Anregung mit S% = 0 und Nk/(27) = 2 (a) bzw. Nk/(27) = 3 (b), fiir die zwei Losungen der
Bethe-Ansatz-Gleichungen ein kritisches reelles Paar bilden.

vgl. auch (3.30).

Fir den Fall » = 2, bei dem der angeregte Zustand nur aus dem einen kritischen Paar besteht,
vereinfachen sich (4.108) und (4.111) erheblich. Zum einen gilt hier & = 0 = {;. Zum anderen ist die
Grundzustandskonfiguration in diesem Fall stets durch I? = —0.5 = —I9 gegeben, d.h.

T ~
Yy =y = —tan (ﬁ) = -7 (4.113)

bzw.

T T
k?:ﬂ—i—ﬁ, kg:ﬂ'—ﬁz%'—kz?, (4.114)
vgl. (3.24). Unter diesen Voraussetzungen gehen (4.108) und (4.111) iiber in:

i) 64 < i (1= (@°)°) )2> (4.115)

r=2 N2(N —2) \ (1+ (5°)2)2 — (2%

bzw.

M5 (q)

16 <sink? cos kY <:oslf1>2 (4.116)

r=2  N2(N —2) \ sin®k; — sin®k?
Hierbei sind die Losungen der Bethe-Ansatz-Gleichungen fiir das kritische Paar (g1, §2) durch (3.43)
und (3.44) gegeben. Wegen (3.43), (3.44), (4.113) und (4.114) wird M3(g)|r=2 durch die Angabe von
N, I und I, vollstéandig festgelegt.

Mit den hier und in Kapitel 4.2 hergeleiteten Formeln ist es nun auch méglich, die Evolution von
Ubergangsmatrixelementen beim Ubergang vom XXZ- zum XX-Modell zu beobachten, wenn zwei
Losungen der Bethe-Ansatz-Gleichungen (3.11) ein kritisches reelles Paar bilden.

Abb. 4.3(a) zeigt dies analog zu Abb. 4.2(a) fiir die skalierten Matrixelemente N - M (q) fiir verschie-
dene Kettenlingen (4 < N < 84) bei Magnetisierung M, = 0. Die Datenpunkte gehoren jeweils zu
einem Ubergang zwischen dem Grundzustand und einer 2-Spinon-Anregung mit S% = 0 (r = N/2)
und

Nk

o =
(vgl. Kapitel 2.1). Wird der Grundzustand [¢) durch den Satz {I?} von Bethe-Quantenzahlen und
der angeregte Zustand |1,) durch {I;} charakterisiert, so erhélt man {I;} aus {I?}, indem man in {I?}
die Bethe-Quantenzahl —(r — 3)/2 durch —(r + 1)/2 ersetzt. So erfiillen fiir den angeregten Zustand

2 (4.117)
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die beiden Bethe-Quantenzahlen —(r + 1)/2 und —(r — 1)/2 die Kritikalitétsbedingung (3.35). Die
beiden zugehorigen Losungen, die das kritische Paar bilden, werden fiir A = 0 durch (3.29) bzw. (3.36)
festgelegt. Fiir N = 8 ist i) der in Kapitel 3.4 betrachtete Zustand B2 (vgl. Tabelle 3.2).

Abb. 4.3(b) zeigt die gleiche Situation fiir Ubergéinge zwischen dem Grundzustand und einer 2-Spinon-
Anregung mit

Nk
— =3 411
5 =3 (4.118)

Hier folgt {I;} aus {I?}, indem man in {I?} die Bethe-Quantenzahl —(r — 5)/2 durch —(r + 1)/2
ersetzt. Fiir N = 8 erhéilt man so den in Kapitel 3.4 betrachteten Zustand B3 (vgl. Tabelle 3.2).

Wie man Abb. 4.3 entnehmen kann, gehen die skalierten Matrixelemente N - M$(g) unabhéingig von
N gegen den Wert 2. Dieser Wert ist damit genau doppelt so grofl wie derjenige Wert, der sich
fiir Anregungszustéinde ohne kritisches Paar von Losungen der Bethe-Ansatz-Gleichungen ergibt, vgl.
(4.102).

Fiir andere Magnetisierungen ist ein solches Verhalten bei vergleichbaren Ubergingen nicht zu beob-
achten. Dies legt die Vermutung nahe, daB es sich bei der Anniiherung an den Wert M$(q) = 2/N um
eine charakteristische Eigenschaft der 2-Spinon-Anregungen bei M, = 0 handelt.

Weitere Anwendungen der Determinantendarstellung von Ubergangsmatrixelementen werden im niich-
sten Kapitel diskutiert.
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5 Berechnung von Isoimpulslinien (Lineshapes)

Die in Kapitel 4 hergeleitete Determinantendarstellung von Ubergangsmatrixelementen erlaubt als
eine wichtige Anwendung die Berechnung von Isoimpulslinien (Lineshapes) im Rahmen des Bethe-
Ansatzes fiir das XXZ-Modell. Der Vorteil gegeniiber bisherigen Bethe- Ansatz-Rechnungen (KARBACH
et al., 2000; KARBACH & MULLER, 2000; KARBACH et al., 2002) besteht vor allem darin, daf§ durch
die Determinantendarstellung wesentlich gréfiere Kettenlingen zugénglich sind (BIEGEL et al., 2002;
BIEGEL et al., 2003a; BIEGEL et al., 2003b).

Isoimpulslinien (Lineshapes) ergeben sich, wenn man (fiir hinreichend grofies N) den dynamischen
Strukturfaktor S, (¢q,w) bzw. die Ubergangsmatrixelemente M} (q) zu einem festen Impuls ¢ = g
gegen die Energie fiw (= hw)) auftrigt:

WHSH#(qvw)v wHMf(q)a ,LL:Z7+,*. (51)
Bei der Temperatur 7' = 0 héingen S, (¢, w) und M{ (q) via

Sz (q,w) = QWZM)\ O(w —wy) (5.2)
fiir die parallelen Spinfluktuationen und via
Str(q,w) = QWZMi 0(w —wy), (5.3)

fiir die transversalen Spinfluktuationen zusammen, vgl. (A.30)-(A.32).

In (inelastischen) Neutronen-Streuexperimenten an quasi-eindimensionalen Materialien werden solche
Lineshapes mit Hilfe von sogenannten fized-q-scans gemessen, bei denen die experimentelle Anordnung
so eingerichtet wird, daf§ der Impulsiibertrag ¢ fixiert ist, vgl. z.B. (BROHOLM et al., 2002; STONE
et al., 2003).

Legt man (5.1) als Definition fiir Lineshapes zugrunde, so werden die zu beriicksichtigenden Anregungs-
zustiinde |¢y) zunéchst nicht eingeschrinkt, d.h. bei der Berechnung von Isoimpulslinien miissen in
Strenge alle dem System unter der Nebenbedingung ¢ = g zugéinglichen Anregungszusténde beriick-
sichtigt werden. Allerdings kann man — wie theoretische Uberlegungen, vgl. z.B. (MULLER et al.,
1981; KARBACH et al., 1997; KARBACH et al., 2002), und experimentelle Untersuchungen, vgl. Z.B.
(NAGLER et al., 1991; TENNANT et al., 1993; DENDER et al., 1996; HAMMAR et al., 1999; STO-
NE et al., 2003) zeigen — oftmals Klassen von Anregungszustinden bestimmen, deren Beitrige den
dynamischen Strukturfaktor dominieren.

Ist es moglich, solche dominanten Anregungsklassen zu finden und geeignet zu parametrisieren, so
vereinfacht dies die Diskussion des dynamischen Strukturfaktors und die Berechnung von Lineshapes
erheblich, da man sich auf die Beitrige der dominanten Klassen beschrinken kann, ohne wesentliche
Informationen iiber die dynamischen Eigenschaften des untersuchten Modells zu verlieren. Dies wird
im folgenden am Beispiel des XXX-Modells sowie des XXZ-Modells im planaren Bereich demonstriert.
Im Zentrum stehen hierbei die Beschreibung der dominanten Anregungsklassen (Kapitel 5.1) sowie
die Berechnung von Lineshapes und die Beobachtung ihrer Evolution bei Variation des Anisotropiepa-
rameters A im XXZ-Modell (Kapitel 5.2). Die Beschreibung der Anregungszustéinde im Teilchenbild
kniipft an die in Kapitel 2.1 zusammengestellten Grundlagen an.

5.1 Dominante Anregungsklassen

Die Bestimmung der dominanten Anregungsklassen l&8t sich in drei Schritten durchfithren (KARBACH
et al., 2002): Im ersten Schritt engt man den Kreis der Kandidaten durch die Anwendung von Auswahl-
regeln ein, die sich aus den Symmetrieeigenschaften des Hamiltonians und der Fluktuationsoperatoren
S5, S;E ergeben. Solche Auswahlregeln sind fiir beliebige Systemgrofien, d.h. beliebiges N, giiltig. Als
nichstes nimmt man Auswahlregeln hinzu, die nur im thermodynamischen Limes, d.h. fir N — oo,
giiltig sind. Im letzten Schritt w#hlt man schlielich diejenigen Anregungen aus, die aufgrund ihrer
hohen Ubergangsraten, d.h. groBen Ubergangsmatrixelemente, die iibrigen noch verbliebenen Anre-
gungen dominieren.
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Abbildung 5.1: Uberblick iiber die gemifi Auswahlregeln im XXX-Modell erlaubten Ubergiinge zwi-
schen dem Grundzustand |¢p) mit Sy = S% = M, und sechs Klassen von Anregungszustinden.
Jede der Klassen trigt zu genau einem der dynamischen Strukturfaktoren S, (q,w), S+—(q,w) bzw.
S_+(q,w) bei. Man beachte, daf fir M, = 0 (h = 0) und M, = N/2 (h = hg) weniger Klassen
erlaubter Ubergiinge vorhanden sind. (MULLER et al., 1981; KARBACH et al., 2002)

Fiir das XXX-Modell in einem homogenen #ufieren Magnetfeld mit Hamiltonian (2.29) sind der Ge-
samtspin 5% und dessen z-Komponente S% erhalten (vgl. Kapitel 2.1).

Aus der Invarianz des Hamiltonians gegeniiber Rotationen im Spinraum folgt zunéchst, dafl sémtliche
Nichtdiagonalelemente von Sy, (¢, w), 1t = x,y, z, verschwinden. Nichtverschwindende Beitrige treten
somit nur fiir S,,(q,w) sowie Sz.(g,w) und Sy, (q,w) bzw. S;_(¢,w) und S_4(¢,w) auf (MULLER
et al., 1981).

Ferner fithrt die Erhaltung von 5% und S% dazu, daf88 Ubergiinge zwischen dem Grundzustand 1)
mit Sp = S% = N/2 — R = M, und einem angeregten Zustand | ), die durch den Spin-Fluktua-
tionsoperator (4.10) induziert werden, strikten Auswahlregeln unterworfen sind (MULLER et al., 1981;
LEFMANN & RISCHEL, 1996). Dies wurde bereits bei der Herleitung der Berechnungsformeln fiir die
Ubergangsmatrixelemente in Kapitel 4 beriicksichtigt. Tabelle 5.1 zeigt einen Uberblick iiber die sechs
Klassen von Anregungen, die gemiifi den Auswahlregeln nichtverschwindende Ubergangsraten haben.
Die Position dieser Anregungsklassen relativ zum Grundzustand in der (St, S%)-Ebene zeigt Abb. 5.1.
Man beachte, da§ die Klassen (ii), (iii) und (vi) mit den in Kapitel 2.1 beschriebenen Klassen K,
von Anregungszustinden fiir 1 = R, r = R — 1 bzw. r = R + 1 iibereinstimmen. In einer Klasse
K, sind Psinon-Anregungen zusammengefafit, die durch die via (2.32) gegebenen Sétze von Bethe-
Quantenzahlen charakterisiert werden.

Die verbleibenden drei Klassen (i), (iv) und (v) umfassen Zustéinde, die zu den gleichen Sp-Multipletts
wie die Zustidnde der Klassen Kr bzw. K1 gehoren. Dies fithrt dazu, dafl die Bethe-Quantenzahlen
und Losungen der Bethe-Ansatz-Gleichungen (2.17) fiir korrespondierende Zusténde auseinander her-
vorgehen (vgl. die Spalten 5 und 6 in Tabelle 5.1).

Liegt kein duBeres Magnetfeld an (b = 0), so sind die erlaubten Uberginge auf Triplett-Anregungen
mit Sy =1 (vgl. Kapitel 2.1) beschrénkt (MULLER et al., 1981).

Im Gegensatz zum XXX-Modell ist der Gesamtspin 5‘% im XXZ-Modell nicht erhalten, wohl aber die
z-Komponente, S7%. Daher bleiben die Auswahlregeln in der oben geschilderten Form giiltig. Allerdings
sind jetzt im magnetfeldfreien Fall auch Beitrédge von Zusténden mit S = 0 moglich (MULLER et al.,
1981).

Die bislang vorgestellten Auswahlregeln sind fiir beliebiges N giiltig. Weitere Auswahlregeln, die nur im



Klasse | St Sunlq,w) | r Bethe-Quantenzahlen Losungen der Bethe-Ansatz- | dominante
S% Gleichungen (2.17) Anregungsklassen

(i) M.+1]8..(qw) | R 9= 4 1i—1, R-1 V=2 =1 R-1
M, Ig):%(N—R—H) z,@—oo

(ii) M. S..(w) | R 1 i=1,....R W i=1,...,R b (P2)
M, emaﬁ (2.32) fur r=R (Kg)

(i) M.+1|S_ i (quw) | R—1 1} W i=1,...,R—1 2 =1, ,R-1 Y (P3)
M, +1 gema (2.32) fiir r — R—1 (Kn_1)

(iv) M.+1] 8, (quw)| R+1 f V=141, i=1,...,R—1 A =0 =1, R-1
e 1 v R

(v) M, Si(gw) |R+1 |17 =141 i=1.. R =20 i=1,... R
M, -1 1Y), = LN -R) 25 =0

(vi) M,—1|8 (qw) |R+1 1™, i=1,... . R+1 2 i=1,... R+1 Yip* (P6)
M, -1 gemés (2.32) flir r=R+1 (Kpt1)

uosse[ysIunIoruyy oqueuIio] [°G

Tabelle 5.1: Uberblick iiber die Anregungszustinde der Klassen K,, r = R, R+ 1, R— 1, bzw. dazu dquivalenter Klassen, die gemiiff den Auswahlregeln
Beitriage zum dynamischen Strukturfaktor S, (¢, w) liefern. Alle Angaben beziehen sich auf einen gegebenen Grundzustand mit Sy = S% = N/2—R =
M, (M.: Magnetisierung). In der letzten Spalte sind die drei Anregungsklassen angegeben, die die Spinfluktuationen fiir N — oo dominieren.

A
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thermodynamischen Limes giiltig sind, lassen sich ebenfalls mit Symmetrietiberlegungen finden. Dazu
nutzt man aus, daf sich die Ubergangsmatrixelemente fiir Zustiinde, die zu verschiedenen Klassen, aber
zum gleichen Spin-Multiplett gehéren, aufgrund der Rotationssymmetrie des Hamiltonians (2.29) und
des Vektorcharakters des Spin-Fluktuationsoperators, §q = (57,5Y,57), miteinander in Beziehung
setzen lassen (MULLER et al., 1981):

(4ol S5 [ ) |2

(ol Sz13)I? A (5.4)
(i) (4ol S [ ) |2

(4ol S 2 AV (5.5)
z (ii) 2

wolsrpye = ZelSdi Dl (5.6)

M

Da die Magnetisierung eine extensive GroBe ist, d.h. M, o N fiir h # 0, werden somit alle Uber-
gangsmatrixelemente fiir Ubergéinge der Klassen (i), (iv) und (v) im thermodynamischen Limes durch
Faktoren N bzw. N2 im Vergleich zu den Matrixelementen fiir Ubergiéinge der Klassen (ii) und (iii)
unterdriickt (KARBACH et al., 2002). Folglich sind in einem makroskopischen System die Beitréige
der Klassen (i), (iv) und (v) zum dynamischen Strukturfaktor S,,,(¢,w) bei der Temperatur T' = 0
vernachlissigbar klein.®

Damit sind die ersten beiden Schritte auf dem Weg zur Bestimmung der dominanten Anregungs-
klassen fiir den dynamischen Strukturfaktor S, (¢, w) im XXX-Modell abgeschlossen. Was nun noch
verbleibt, ist in den Klassen (ii), (iii) und (vi) diejenigen Anregungszustinde zu identifizieren, die den
dynamischen Strukturfaktor jeweils dominieren. Dies soll im folgenden fiir die beiden Félle M, = 0
(h=0) und M, = N/4 (halbe Sittigung) geschehen.

Fir h = 0 ist im XXX-Modell keine Richtung im Spinraum mehr ausgezeichnet. Daher gilt hier
zusétzlich, dal Sy (¢, w) = Syy(q, w) = S..(¢,w) (MULLER et al., 1981). Aus den Untersuchungen
in (KARBACH et al., 1997) weifl man, dafl der dynamische Strukturfaktor in diesem Fall von den in
Kapitel 2.1 vorgestellten 2-Spinon-Triplett-Anregungen dominiert wird, die einen Anteil von etwa 73 %
beitragen. Dieser Anteil steigt beim Ubergang zum Ising-Modell (A — o) fiir Sy, (g, w) auf 100 % an
(BOUGOURZI et al., 1998).

Fiir M, = N/4 kommen hingegen die in Kapitel 2.1 vorgestellten Psinonen ins Spiel. Mit ihrer Hilfe
konnen die in Tabelle 5.1 in der letzten Spalte angegebenen dominanten Anregungsklassen (P2) fiir die
parallelen Spinfluktuationen sowie (P3) bzw. (P6) fiir die transversalen Spinfluktuationen identifiziert
und beschrieben werden.

In (KARBACH et al., 2002) werden die 2-Psinon-Anregungen fiir r = R—1 (¢)-Anregungen) als domi-
nante Anregungszustinde fiir S_ (¢, w) im XXX-Modell identifiziert. Abb. 5.2 zeigt die zugehorigen
Konfigurationen der Bethe-Quantenzahlen fiir eine Kette der Liinge N = 16. Die oberste Reihe zeigt
die Konfiguration des Grundzustandes bei Viertelmagnetisierung (r = R = 4, M, = 4). Der Grundzu-
stand fiir R = 4 ist gleichzeitig das Psinon-Vakuum in dem durch R = 4 gekennzeichneten invarianten
Unterrraum. Die zweite Reihe in Abb. 5.2 zeigt die 2-Psinon-Anregung mit der niedrigsten Energie im
durch r = R — 1 = 3 gekennzeichneten Unterrraum. Sie ist gleichzeitig das Psinon-Vakuum in diesem
Raum.

Bei den 2-Psinon-Anregungen iibernehmen die beiden innersten Spinonen die Rolle von Psinonen
(blaue bzw. graue Kreise). Durch eine systematische Modifikation der in der zweiten Reihe von Abb. 5.2
gezeigten Konfiguration der Bethe-Quantenzahlen innerhalb der durch (2.32) fir r = R — 1 = 3 und
m = 1 gegebenen Grenzen erhélt man die insgesamt fiinf 2-Psinon-Anregungen fiir r = 3. Zu den
Pip-Anregungen, die die dominanten Beitrige zu S_ (¢, w) liefern, zihlen dann alle Konfigurationen
der Reihen 2 bis 7 in Abb. 5.2, also der Grundzustand und die 2-Psinon-Anregungen zu r = 3.

8Hierbei gibt es allerdings eine Ausnahme (MULLER et al., 1981; KARBACH et al., 2002): Die einzige Anregung, die
einen Beitrag zu S4_(0,w) liefert, ist eine Anregung aus der Klasse (v) mit w = h.

9In den Abbildungen 5.2, 5.5 und 5.7 beziehen sich Farbangaben wie ,,blau bzw. ,griin® auf einen Farbausdruck der
Arbeit und die Angabe ,grau® entsprechend auf einen Ausdruck in schwarzweif3.
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Abbildung 5.2: Konfigurationen der Bethe-

Quantenzahlen fiir den Grundzustand |[ig) fiir
N = 16 und M, = 4 sowie die 11)-Anregungen
der Klasse (P3) mit ¢ > 0. Die Werte der
Bethe-Quantenzahlen I; sind durch kleine schwar-
ze Kreise (o) markiert. Sie représentieren Magno-
nen. Die groBen (leeren) Kreise () reprisentie-
ren Spinonen. Zwei der Spinonen iibernehmen die
Rolle von Psinonen (grofe blaue bzw. graue Krei-
se). Die Impulse ¢ = k — kg sind in Einheiten von
27 /N angegeben.
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Abbildung 5.3: (a) Spektrum der ¥1-Anregungen
mit ¢ > 0 bei Viertelmagnetisierung fiir eine Ket-
te der Lidnge N = 64 (Punkte) und spektrale
Grenzen fiir N — oo. (b) Integrierte Intensitét
S_1+(q) (eingebettetes Bild) und relativer Bei-
trag der 1)-Anregungen fiir Ketten der Lingen
N = 12,16, 20, 24, 28.

Die systematische Modifikation der Bethe-Quantenzahlen 148t sich auch als Wanderung der beiden
Psinonen durch den von Magnonen besetzten Bereich interpretieren.

Abb. 5.3(a) zeigt das Spektrum der ¢)-Anregungen fiir eine Kette der Lange N = 64 und die spek-
tralen Grenzen fiir N — oco. Die 11-Anregungen sind auf Impulse ¢ mit g5 < |¢| < 7 beschriinkt,
wobei g5 durch

qs =27M,/N (5.7)

gegeben ist. Man beachte, dafi das Kontinuum der -Anregungen gegeniiber Abb. 2.4 um Agq = 7
verschoben ist, da fiir die ¥y-Anregungen hier (r = R — 1) der Grundzustand in einem anderen
Unterraum (r = R) liegt.

Das Spektrum hat jeweils einen soft mode bei ¢ = g5 und ¢ = 7. Hilt man N fest und verkleinert M,
dann bleibt der soft mode bei ¢ = 7 stationér, wiahrend der soft mode bei ¢ = ¢s nach links wandert.
Fiir M, = 0 gehen die ¥)-Anregungen in 2-Spinon-Triplett-Anregungen tiber. Erhoht man hingegen
M, so wandert gs nach rechts, so dafl der fiir das Spektrum zur Verfiigung stehende Ausschnitt
der ¢-w-Ebene immer kleiner wird. Erreicht man schlielich Sattigung (M, = N/2), so verschwindet
Sgwf)(q,w) in Ubereinstimmung mit Abb. 5.1 (KARBACH et al., 2002).

Abb. 5.3(b) zeigt das relative Gewicht der ¥1-Anregungen in dem iiber die Energie integrierten Struk-
turfaktor, S_4(q), dargestellt durch das Verhéltnis S’Tﬁ (¢)/S-+(q). Man kann hieran die Dominanz
der ¥1-Anregungen deutlich erkennen.

In (KARBACH et al., 2000; KARBACH & MULLER, 2000) wird eine Reihe von 2m-Psinon-Anregungen
aus der Klasse K als dominante Anregungen fiir die parallelen Spinfluktuationen im XXX-Modell
identifiziert. Fiir festes m ist jeweils der niedrigste Zweig von Anregungen dominant. Diese Anregun-
gen lassen sich einheitlich beschreiben und als Psinon-Antipsinon-Anregungen — ) *-Anregungen,
Klasse (P2) — interpretieren. Bei den 11 *-Anregungen iibernimmt ein Magnon, das sich beziiglich der
Konfiguration der Bethe-Quantenzahlen am Rande des von Magnonen besetzten Bereiches befindet,
die Rolle eines Antipsinons, das durch den von Spinonen besetzten Bereich wandern kann, wihrend
ein Spinon wieder die Rolle eines Psinons iibernimmt, das sich durch den von Magnonen besetzten
Bereich bewegen kann. Hierdurch werden die 11*-Anregungen generiert. Abb. 5.5 zeigt die Konfigu-
rationen der Bethe-Quantenzahlen fiir die ¢1*-Anregungen bei Viertelmagnetisierung fiir eine Kette
der Lange N = 16. Hierin wird das Antipsinon durch einen kleinen griinen bzw. grauen Kreis und das
Psinon entsprechend durch einen groflen griinen bzw. grauen Kreis reprisentiert.

Die Reinterpretation der Anregungen der Klasse (P2) als 2-Teilchen-Anregungen hat wie bei der
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Abbildung 5.4: Spektrum der 11 *-Anregungen mit ¢ > 0 bei Viertelmagnetisierung (M, = N/4) fir
eine Kette der Lange N = 64 (kleine Kreise, ®) im Vergleich zum Spektrum, das sich bei wechselwir-
kungsfreier Uberlagerung von Psinon und Antipsinon ergibt (4). Die grofien Kreise () zeigen die
Yp*-Anregungen fiir N = 16. Die eingezeichneten Kontinuumsgrenzen sowie die oben links eingebet-
teten Dispersionsrelationen fiir Psinon (0 < |p| < m/4) und Antipsinon (7/4 < |p| < 37/4) wurden
aus den Daten zu N = 2048 abgeleitet. (KARBACH et al., 2000)

Einfiihrung der Spinonen oder der Psinonen in Kapitel 2.1 wiederum den Vorteil, dafl die kollektiven
Anregungen von der Wechselwirkung nur zweier identifizierbarer Teilchen bestimmt werden. Gleich-
zeitig verschwindet die auftretende Wechselwirkungsenergie fiir N — oo, da Streuprozesse zwischen
Psinon und Antipsinon bei grofiler werdendem N immer seltener werden (KARBACH et al., 2000). Dies
ermoglicht die Ableitung des Spektrums sowie der spektralen Grenzen aus den Dispersionsrelationen
von Psinon und Antipsinon.

Abb. 5.4 zeigt das Spektrum der i*-Anregungen bei Viertelmagnetisierung fiir zwei Ketten der
Léngen N = 16 und N = 64. Fiir N = 64 ist zum Vergleich das Spektrum eingezeichnet, das sich bei
einer (hypothetischen) wechselwirkungsfreien Uberlagerung von Psinon und Antipsinon beobachten
1a8t. Die auftretende Wechselwirkungsenergie ist deutlich zu erkennen. Ferner sind die spektralen
Grenzen des Anregungsspektrums fiir N — oo eingezeichnet, wie sie sich aus den in der Abbildung
gezeigten Dispersionsrelationen ey (p) fir das Psinon (0 < |p| < m/4) und ey« (p) fiir das Antipsinon
(r/4 < |p| < 3w/4) ergeben.

Das Spektrum ist an der oberen Grenze um den Wert ¢ = /2 herum teilweise gefaltet, da in diesem
Bereich die Gleichung w = ey (py ) +€y+ (py+ ) unter der Nebenbedingung g = p,;+py+ keine eindeutigen
Losungen fiir py, und py- liefert. Ferner hat das Spektrum jeweils einen soft mode bei ¢ = 0 und
q = qs = /2, vgl. (2.33). Hélt man N fest und verkleinert M, so wandert der soft mode bei ¢ = ¢5
nach rechts, bis die ¥y *-Anregungen bei M, = 0 schliefilich verschwinden. Erhoht man hingegen
M., so wandert der soft mode nach links. Bei Erreichen der Séttigung (M, = N/2) verschwinden die
Y*-Anregungen ebenfalls (KARBACH et al., 2000; KARBACH & MULLER, 2000).

Abb. 5.6(a) zeigt nochmals das Spektrum der ¥ *-Anregungen bei Viertelmagnetisierung, diesmal
fiir eine Kette der Liange N = 256. Zusétzlich sind fiir N = 16 explizit die Zweige der 2m-Psinon-
Anregungen, m = 1,2,3,4, unterschieden, die die ¥ *-Anregungen bilden. Abb. 5.6(b) zeigt das
relative Gewicht der ¥1*-Anregungen in dem iiber die Energie integrierten parallelen Strukturfaktor,
S..(q), dargestellt durch das Verhiltnis S¥¥" (q)/S..(q). Man kann hieran die Dominanz der 1*-
Anregungen deutlich erkennen.

In (KARBACH et al., 2002) werden die ¢t *-Anregungen auch als dominante Anregungszustinde
fiir S;_(gq,w) bei Viertelmagnetisierung im XXX-Modell identifiziert. Allerdings gehoren die ti*-
Anregungen der Klasse (P6), die die transversalen Spinfluktuationen dominieren, zur Klasse K1,
wihrend die ¥¢*-Anregungen der Klasse (P2), die die parallelen Spinfluktuationen dominieren, zur
Klasse K gehoren, d.h. es sind jeweils unterschiedliche invariante Unterrdume involviert.

Abb. 5.7 zeigt die Konfigurationen der Bethe-Quantenzahlen fiir die ¥4 *-Anregungen, die die trans-
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Abbildung 5.5: Konfigurationen der Bethe-Quantenzahlen fiir den Grundzustand [1g) sowie die ¥ip*-
Anregungen der Klasse (P2) mit 0 < ¢ < 7 fir N = 16 und M, = 4. Die Werte der Bethe-
Quantenzahlen I; sind durch kleine schwarze Kreise (o) markiert. Sie représentieren Magnonen. Die
grofien (leeren) Kreise () représentieren Spinonen. Ein Magnon iibernimmt die Rolle des Antipsi-
nons (kleiner griiner bzw. grauer Kreis), ein Spinon die Rolle des Psinons (grofier griiner bzw. grauer
Kreis). Die Impulse ¢ sind in Einheiten von 27/N angegeben.
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Abbildung 5.6: (a) Spektrum der ¢i*-Anregungen bei Viertelmagnetisierung fiir zwei Ketten der
Linge N = 16 (Kreise, Quadrate, Rauten bzw. Dreiecke fiir m = 1,2,3,4) und N = 256 (Punkte).
(b) Integrierte Intensitéit S,.(¢) (eingebettetes Bild) und relativer Beitrag der ¢ *-Anregungen fiir
Ketten der Lingen N = 12,16, 20,24, 28, 32. (KARBACH & MULLER, 2000)
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Abbildung 5.7: Konfigurationen der Bethe-Quantenzahlen fiir den Grundzustand |1g) fiir N = 16 und
M, = 4 sowie die ¢¥¢p*-Anregungen der Klasse (P6) mit 0 < ¢ < 7. Die Werte der Bethe-Quantenzahlen
I; sind durch kleine schwarze Kreise (o) markiert. Sie reprisentieren Magnonen. Die groBen (leeren)
Kreise (O) repriisentieren Spinonen. Ein Magnon iibernimmt die Rolle des Antipsinons (kleiner blauer
bzw. grauer Kreis), ein Spinon die Rolle des Psinons (grofier blauer bzw. grauer Kreis). Die letzte
Reihe zeigt die Konfiguration fiir einen Zustand der Klasse (v), der zum gleichen Sp-Multiplett wie
das Psinon-Vakuum (erste Reihe) gehort. Die Impulse ¢ sind in Einheiten von 27/N angegeben.
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Abbildung 5.8: (a) Spektrum der 11*-Anregungen fiir N = 64 und M, = N/4 und spektrale Grenzen
fir N — oo. (b) Integrierte Intensitét Sy _(q) (eingebettetes Bild) und relativer Beitrag der tyn)p*-
Anregungen fiir Ketten der Langen N = 12,16, 20, 24, 28.
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versalen Spinfluktuationen dominieren, fiir eine Kette der Linge N = 16. Man erkennt, daf§ der
Grundzustand (R = 4) und die ¢ *-Anregungen (R = 5) in unterschiedlichen Rdumen liegen. Daher
wird in diesem Fall auch das Psinon-Vakuum zu R = 5 (zweite Reihe in Abb. 5.7) mit zu den p*-
Anregungen gezihlt (analog wurde bei den )1)-Anregungen vorgegangen, vgl. Abb. 5.2). Die letzte
Reihe in Abb. 5.7 z&hlt in Strenge nicht zu den 11*-Anregungen. Es handelt sich hierbei vielmehr um
den bereits erwiihnten Zustand, der eine Ausnahme in der Klasse (v) bildet, da er als einziger Zustand
einen Beitrag zu S4_(0,w) liefert. Obwohl dieser Zustand nicht in die Klasse Kp1q féllt, bildet er
doch einen natiirlichen Endpunkt fiir das Kontinuum der Zustéinde der Klasse (P6) (KARBACH et al.,
2002).

Abb. 5.8(a) zeigt das Spektrum der ¥ *-Anregungen bei Viertelmagnetisierung fiir eine Kette der
Lange N = 64. Eingezeichnet sind auch die spektralen Grenzen fiir N — oco. Da sich der Impulsiiber-
trag hier auf einen anderen Grundzustand bezieht als im Falle der parallelen Spinfluktuationen, ist
das Spektrum gegeniiber Abb. 5.4 beziiglich der Linie ¢ = 7 gespiegelt.

Abb. 5.8(b) zeigt das relative Gewicht der 11)*-Anregungen in dem iiber die Energie integrierten par-
allelen Strukturfaktor, S..(q), dargestellt durch das Verhltnis S¥¥"(¢)/S.~(g). Man erkennt hieran,
daB das relative Gewicht der ¥ *-Anregungen fiir ¢ = 0 und ¢ = 7 am groften ist. Es fillt kontinuier-
lich von 100 % bei ¢ = 0 auf etwa 20 % bei der Position des soft mode ab, und steigt dann wieder auf
etwa 72.5 % bei ¢ = 7 an. Damit durchliuft das relative Gewicht der ¥ *-Anregungen ein Minimum
in dem Bereich, in dem das Spektrum teilweise gefaltet ist.

FaBt man die Erkenntnisse iiber die dominanten Anregungen fiir die hier interessierenden Félle zu-
sammen, so zeichnen sich alle dominanten Klassen von Anregungen — 2-Spinon-Triplett-Anregungen
fiir M, = 0 sowie die Klassen (P2), (P3) und (P6) fiir M, = N/4 — dadurch aus, daf sie als 2-Teilchen-
Anregungen interpretiert werden kénnen. Dadurch lassen sie sich jeweils als zweiparametriger Satz
von Zusténden beschreiben.

Im thermodynamischen Limes N — oo bilden die hier identifizierten dominanten Anregungen zwei-
parametrige Kontinua in der (¢, w)-Ebene. Thre Zustandsdichte, skaliert mit einem Faktor N !, geht
in diesem Fall in eine stetige Funktion D**(g,w) iiber (KARBACH & MULLER, 2000). Der Beitrag der
dominanten Anregungsklassen zum jeweiligen dynamischen Strukturfaktor 148t sich dann ausgehend
von (5.2) und (5.3) in Produktform schreiben (MULLER et al., 1981; KARBACH et al., 2000):

AN _ AN AN —
Spp(qvw) *Mpp((bw) -D (Qaw)a H727+77' (58)

Hierin gehen die zugehorigen Ubergangsmatrixelemente M {'(q), skaliert mit einem Faktor N, ein:

In vielen Fillen liegen diese mit N' skalierten Ubergangsmatrixelemente in der (¢, w)-Ebene auf einer
stetigen Kurve, so z.B. im Falle der 2-Spinon-Anregungen im XXX-Modell (KARBACH et al., 1997).
Es gibt allerdings auch Fille, in denen es notwendig ist, fiir den Skalierungsfaktor einen von Eins
verschiedenen Exponenten zu wihlen, d.h. N' durch N® zu ersetzen, damit sich im thermodynami-
schen Limes eine stetige Kurve ergibt. Ein Beispiel fiir das Auftreten eines von Eins verschiedenen
Exponenten wird in Kapitel 5.2.3 diskutiert.

Fiir Ketten endlicher Léinge 148t sich (5.8) als Ansatz fiir den Beitrag der dominanten Anregungsklas-
sen verwenden (KARBACH et al., 2002). Die Genauigkeit dieses Ansatzes hingt davon ab, wie schnell
sich die Daten fiir endliches N stetigen Kurven annédhern. Probleme treten auf, wenn die Wechsel-
wirkungsenergie zwischen den beteiligten Quasiteilchen bei wachsendem N lange signifikant bleibt
(KARBACH et al., 2002). Fiir die in Kapitel 2.1 diskutierten 2-Spinon- und 2-Psinon-Anregungen so-
wie die in diesem Kapitel diskutierten - und ¢ *-Anregungen handelt es sich jedoch um Effekte der
Ordnung O(N~1). Der Produktansatz wird umso besser, je mehr man sich dem thermodynamischen
Limes néahert.

Die Berechnung der Zustandsdichte D** (g, w) ist nach Identifikation und Parametrisierung der interes-
sierenden dominanten Anregungsklassen mit Hilfe des Bethe-Ansatzes fiir sehr grofies N ohne grofiere
Probleme méglich, da hier nur die Zustandsenergien eingehen (MULLER et al., 1981; KARBACH et al.,
1997; KARBACH et al., 2002). Die Determinantendarstellung von Matrixelementen ermdoglicht nun
auch die Berechnung der reskalierten Ubergangsmatrixelemente M, ﬁ‘j(q,w) fiir grofes N (BIEGEL
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A h

1 1.5849
0.9 1.4931
0.7 1.3117
0.5 1.1334
0.3 0.9591
0.1 0.7897
0.001 | 0.7079
0 0.7071

Tabelle 5.2: Zur Magnetisierung M, = N/4 gehorendes duleres Magnetfeld h, ermittelt mittels Diffe-
renzenmethode fiir eine Kette der Linge 2'5 = 32768

et al., 2002; BIEGEL et al., 2003a; BIEGEL et al., 2003b). Dies soll im Rahmen des folgenden Kapitels
fiir die parallelen und transversalen Spinfluktuationen demonstriert werden.

5.2 Lineshapes im XXX- und XXZ-Modell

Im folgenden werden einige Ergebnisse numerischer Rechnungen zu den Ubergangsmatrixelementen
fir das XXX- und XXZ-Modell im planaren Bereich vorgestellt. Die Rechnungen wurden auf der
Grundlage der in Kapitel 4 hergeleiteten Determinantendarstellung von Ubergangsmatrixelementen
unter Beriicksichtigung der in Kapitel 5.1 diskutierten dominanten kollektiven Anregungen von Qua-
siteilchen durchgefiihrt. Die Berechnung der in den Formeln auftretenden Determinanten erfolgte mit
der Routine FO3ADF aus der NAG-Bibliothek!? wissenschaftlicher Routinen. Zur Bestimmung der
Losungen der Bethe-Ansatz-Gleichungen wurden die in (KARBACH et al., 1998; BIEGEL, 2000) be-
schriebenen Verfahren angewendet.

Die Berechnung der Differenz w = w) zwischen der Energie des angeregten Zustandes und der Energie
des Grundzustandes erfordert im Falle der transversalen Spinfluktuationen gemé$ (3.3) die Kenntnis
des zu einer Magnetisierung M, # 0 gehorenden Magnetfeldes h, da bei den transversalen Spinfluk-
tuationen Grundzustand und angeregte Zusténde in unterschiedlichen durch r = N/2 — S% gekenn-
zeichneten Unterrdumen liegen, vgl. Kapitel 4 und 5.1. Das Magnetfeld h 148t sich berechnen, indem
man die Differenz zwischen den Energien der beiden Psinon-Vakua in den betreffenden Raumen fiir
grofles N berechnet. In Tabelle 5.2 sind die so ermittelten Werte von h fiir die im folgenden relevante
Magnetisierung M, = N/4 fiir verschiedene Werte des Parameters A zusammengestellt. Diese Werte
wurden bei der Berechnung von w entsprechend beriicksichtigt.

Alle im folgenden betrachteten Anregungszustédnde zeichnen sich dadurch aus, dafl sie durch reelle
Losungen der jeweiligen Bethe-Ansatz-Gleichungen beschrieben werden, und dafl hierbei keine kriti-
schen reellen Paare auftreten.

In den folgenden Abbildungen sind die errechneten Datenpunkte jeweils miteinander verbunden, um
das Aussehen der Lineshapes zu verdeutlichen.

5.2.1 Lineshapes im XXX-Modell

Den Ausgangspunkt fiir die Betrachtungen im XXX-Modell bilden die parallelen Spinfluktuationen bei
der Magnetisierung M, = N/4. Abb. 5.9 zeigt die skalierten Ubergangsmatrixelemente M¥¥" (7/2,w)
fir Ubergiinge zwischen den 1)*-Anregungen der Klasse (P2) und dem Psinon-Vakuum. Die aus-
gefiillten Kreise (o) sind hierbei Datenpunkte fiir N = 512, wie sie sich mit Hilfe der Determinan-
tendarstellung ergeben. Zum Vergleich sind entsprechende Datenpunkte fiir N = 12,16, ...,32 ange-
geben (®), wie sie aus entsprechenden Rechnungen unter expliziter Verwendung der Bethe-Ansatz-
Wellenfunktionen folgen (KARBACH et al., 2002).

10Numerical Algorithms Group, www.nag.com
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Abbildung 5.9: Ubergangsmatrixelemente ~ Abbildung 5.10: Zustandsdichte der u*-
MY¥ (1/2,w) zwischen den tv*-Anregungen  Anregungen bei ¢ = 7/2 (a) und Beitrag der
der Klasse (P2) und dem Psinon-Vakuum fiir  ¢1)*-Anregungen zu S,.(m/2,w) (b) bei Magne-
Ketten der Langen N = 12,16,...,32 (®) und tisierung M, = N/4, ermittelt aus den Daten fiir
N = 512 (o) im XXX-Modell. Die gestrichelte N = 512.

Linie ist ein Fit der Funktion a + bw”~2 an die

Daten fiir N = 512 mit w/J < 0.5. Alle Daten

beziehen sich auf die Magnetisierung M, = N/4.

Man kann in der Abbildung gut erkennen, dafl sich die Datenpunkte fiir grofles N zu einer stetigen
Kurve — zu einem Lineshape — zusammenfiigen. Ebenso ist die Faltung am oberen Ende des Spektrums
der ip*-Anregungen (vgl. Abb. 5.4) deutlich sichtbar.

Die Ausbildung einer Infrarot-Singularitét,

MY (n)2,w) ~ w2, n—2=-0468..., (5.10)

bestéitigt die Vorhersagen aus der konformen Invarianz (HALDANE, 1980; FLEDDERJOHANN et al.,
1996). Die gestrichelte Linie in Abb. 5.9 ist das Ergebnis eines entsprechenden zweiparametrigen Fits
der Funktion a + bw”~2 mit n aus (5.10) an die Daten fiir N = 512 mit w/J < 0.5. Am oberen Ende
des Spektrums geht MYY™ (7/2,w) gegen einen Wert nahe bei Null.

Die Zustandsdichte der ¢t *-Anregungen bei ¢ = 7/2,

2T

DY (7/2,w) = 7N(w-+1 o

(5.11)
ist in Abb. 5.10(a) gezeigt. Die Zustandsdichte steigt mit wachsendem w zunéchst nur langsam an,
divergiert dann aber aufgrund der Faltung des 1y *-Spektrums am oberen Ende des Spektrums. Die
Divergenz ist vom Typ einer inversen Quadratwurzel (KARBACH & MULLER, 2000).

Das Verhalten der Zustandsdichte fithrt dazu, da§ der Beitrag der i *-Anregungen zu S, (7/2,w),
berechnet geméf (5.8), am oberen und unteren Ende des Spektrums divergiert, vgl. Abb. 5.10(b):
Die Divergenz am unteren Ende des Spektrums wird von den Ubergangsmatrixelementen generiert,
die Divergenz am oberen Ende des Spektrums von der Zustandsdichte. Hierbei miissen in denjenigen
Punkten, in denen das Spektrum gefaltet ist, die Beitréige von zwei Ubergingen addiert werden, um
den korrekten Verlauf der Kurve zu erhalten.

Die transversalen Spinfluktuationen, beschrieben durch S_4(¢,w), werden fiir M, = N/4 von den
Y1p-Anregungen der Klasse (P3) dominiert, vgl. Abb. 5.3. In Abb. 5.11(a) sind die skalierten Uber-
gangsmatrixelemente M ffﬁ (7, w) fiir Ubergiinge zwischen den 1)-Anregungen und dem Grundzustand
bei Magnetisierung M, = N/4 im XXX-Modell gezeigt. Die ausgefiillten Kreise (o) sind hierbei Daten-
punkte fiir N = 1536, wie sie sich mit Hilfe der Determinantendarstellung berechnen lassen. Zum Ver-
gleich sind analog zu Abb. 5.9 entsprechende Datenpunkte fiir N = 12,16, ..., 28 angegeben (o), wie sie
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Abbildung 5.11: (a) Ubergangsmatrixelemente M ff(w,w) zwischen den 1)-Anregungen der Klasse
(P3) und dem Grundzustand fiir Ketten der Lingen N = 12,16,...,28 (o) und N = 1536 (e) im
XXX-Modell. Die gestrichelte Linie ist ein Fit der Funktion a 4 bw'/7~2 an die Daten fiir N = 1536
mit w/J < 0.25. (b) Zustandsdichte der ¥1-Anregungen bei ¢ = 7 fiir N = 1536. (c) Beitrag der
Yi-Anregungen zu S_ 4 (7, w), ermittelt aus den Daten fiir N = 1536. Alle Daten beziehen sich auf
die Magnetisierung M, = N/4.

sich aus entsprechenden Rechnungen unter expliziter Verwendung der Bethe- Ansatz-Wellenfunktionen
ergeben (KARBACH et al., 2002).

Wie bei den parallelen Spinfluktuationen 148t sich auch hier gut erkennen, daf} sich die Datenpunkte
fiir grofles NV zu einem stetigen Lineshape zusammenfiigen. Die Infrarot-Singularitét,

MY (m,w) ~ w172, 1/n—2=—-1.346..., (5.12)

ist deutlich stirker als diejenige, die im Falle der parallelen Spinfluktuationen auftritt, vgl. (5.10).
Thre Beobachtung bestitigt wiederum die Vorhersagen aus der konformen Invarianz (HALDANE, 1980;
FLEDDERJOHANN et al., 1996). Die gestrichelte Linie in Abb. 5.11(a) ist das Ergebnis eines entspre-
chenden zweiparametrigen Fits der Funktion a 4 bw'/7~2 mit 5 aus (5.12) an die Daten fiir N = 1536
mit w/J < 0.25. Am oberen Ende des Spektrums geht MY¥" (7/2,w) gegen Null.

Die Zustandsdichte der ¢y)-Anregungen bei ¢ = 7, gezeigt in Abb. 5.11(b), weist die gleiche Struktur
auf wie die der ¢¢p*-Anregungen bei ¢ = 7/2, vgl. Abb. 5.10(a). Allerdings trifft die Divergenz der
Zustandsdichte am oberen Ende des Spektrums hier auf eine Nullstelle in den Ubergangsmatrixele-
menten. Dadurch wird in dem in Abb. 5.11(c) gezeigten Lineshape die Divergenz am oberen Ende des
Spektrums unterdriickt.

Im Grenzfall verschwindenden Magnetfelds (h — 0) geht das Kontinuum der ¢-Anregungen in das
der 2-Spinon-Anregungen iiber, vgl. Kapitel 2.1. Fiir diesen Fall l&8t sich das Aussehen des Lineshape
SP(m,w) fiir N — oo exakt bestimmen (KARBACH et al., 1997). Man stellt fest, daf die beiden
Lineshapes S*°F(m,w) (M, = 0) und S’Tﬁ (m,w) (M, = N/4) ein dhnliches Verhalten zeigen. Aller-
dings miissen fiir h = 0 bei den auftretenden Singularitdten logarithmische Korrekturen beriicksichtigt
werden.

Im Gegensatz zu S_ (¢, w) wird der dynamische Strukturfaktor S;_(q,w) von den ¥ *-Anregungen
der Klasse (P6) dominiert, vgl. Abb. 5.8. Eine bemerkenswerte Eigenschaft von Sff* (g, w) ist das
ungewohnliche Skalenverhalten der Ubergangsmatrixelemente zwischen dem Grundzustand und den-
jenigen ¥*-Anregungen, die den Zweig bilden, der einen Teil der unteren Grenze des in Abb. 5.8(a)
gezeigten Spektrums der 11 *-Anregungen bildet.

Abb. 5.12(a) zeigt die Dispersionsrelation dieses Zweiges fiir verschiedene Magnetisierungen. Der Zweig
der 1*-Anregungen existiert nur fiir M, # 0. Erhoht man M, von Null aus, so entsteht dieser Zweig
ausgehend vom Punkt ¢ = 0, w = 0. Hierbei wéchst die Energie des Zustandes mit ¢ = 0 proportional
zum angelegten Magnetfeld h, vgl. Kapitel 5.1, wihrend die Wellenzahl des Zustandes mit w = 0
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Abbildung 5.12: Dispersionsrelation fiir den Zweig der 1*-Anregungen, der das untere Ende des ¥ *-
Spektrums begrenzt (a) und zugehérige Ubergangsmatrixelemente M} (¢) (b) fiir Magnetisierungen
M./N = 192/1536 = 0.125, 364/1536 = 0.25, 576/1536 = 0.375, 1364,/3072 ~ 0.444, 9980/20000 =
0.499. In (b) sind zusitzlich die Ubergangsmatrixelemente fiir M,/N = 9990/20000 = 0.4995 und
9995/20000 = 0.49975 gezeigt.

proportional zur Magnetisierung M, anwichst. Bei Erreichen der Sittigung (M, = N/2) geht der
Zweig der ¢*-Anregungen in einen Zweig von 1-Magnon-Anregungen mit Dispersionsrelation w/J =
1 + cosq tiber.

In Abb. 5.12(b) werden die (unskalierten) Matrixelemente My (q) fiir die Uberginge zwischen den
*-Anregungen und dem jeweiligen Psinon-Vakuum gezeigt. Zusétzlich zu den in Abb. 5.12(a) be-
trachteten Magnetisierungen werden hier zwei weitere Magnetisierungen beriicksichtigt, die sehr nahe
bei dem Wert fiir die Sittigung liegen.

Der dynamische Strukturfaktor bei ¢ = 0 ist fiir beliebige Magnetisierungen exakt bekannt (MULLER
et al., 1981):

Si_(0,w) = Q%Z 216(w — h). (5.13)

Hierbei handelt es sich um einen resonant mode der durch das duflere Feld induzierten Magnetisierung.
Im Grenzfall h — hg = 2J werden alle Ubergangsmatrixelemente unabhéngig von ¢ und legen den
dynamischen Strukturfaktor vollstéindig fest (MULLER et al., 1981):

St (¢, W)|pp, = 2m6(w — 2J). (5.14)

Diese Entwicklung 148t sich in Abb. 5.12(b) bereits erkennen, wenn auch der Grenzprozef} sehr lang-
sam verlduft. Man sieht in Abb. 5.12(b) allerdings ferner, dafi die ¢*-Anregungen auch schon fiir
h < hg zum dynamischen Strukturfaktor beitragen. Aus diesem Grunde lassen sie sich als scharfe
Resonanzlinien, unabhéngig vom angrenzenden Spektrum, ausmachen, deren Intensitéten mit wach-
sendem dufleren Magnetfeld zunehmen.

5.2.2 Evolution von Lineshapes bei Variation von A

Die Determinantendarstellung von Matrixelementen fiir das XXZ-Modell ertffnet die Moglichkeit, die
Evolution von Lineshapes im planaren Bereich des XXZ-Modells zu beobachten.

Abb. 5.13 zeigt die skalierten Ubergangsmatrixelemente M*%;*(7,w) fiir Uberginge zwischen den
2-Spinon-Anregungen mit S7 = 1 und dem Grundzustand fiir verschiedene Werte des Anisotropiepa-
rameters A fiir eine Kette der Linge N = 512 und Magnetisierung M, = 0.

Aus der Abbildung ist zu erkennen, daf} sich die Datenpunkte fiir groles NV jeweils zu einer stetigen
Kurve zusammenfiigen. Ebenso ist die Ausbildung einer Infrarot-Singularitit zu beobachten. Die Line-

shapes fallen mit wachsendem w monoton ab und gehen am oberen Ende des Spektrums linear gegen
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Abbildung  5.13:  Ubergangsmatrixelemente ~ Abbildung  5.14:  Beitrag der  2-Spinon-
M?":°P(m,w) zwischen den 2-Spinon-Anregungen  Anregungen mit S% = 1 zu S_i(mw) fiir
mit S% =1 und dem Grundzustand fiir verschie- verschiedene Werte des Anisotropieparameters A
dene Werte des Anisotropieparameters A fiir eine  (von links nach rechts: A = 0.1,0.3,...,0.9) fiir
Kette der Lange N = 512 und Magnetisierung eine Kette der Linge N = 512. Die eingezeichne-
M, = 0. Eingebettet ist ein Ausschnitt fiir groBe  ten Linien sind Fits der Funktion a 4 bw~1=7/7
Werte von w. an die Daten im jeweiligen Bereich. Eingebettet
ist ein Ausschnitt fiir grole Werte von w.

den Wert M*";*P(¢q,w) = 0. Dies zeigt insbesondere die in Abb. 5.13 eingebettete VergroBerung fiir
groBes w. Fiir A = 1 148t sich ein lineares Einmiinden in den Wert Null analytisch herleiten (KARBACH
et al., 1997).
Die Zustandsdichte der 2-Spinon-Anregungen,

27

DSpﬁSP((Lw) = m, (515)

geht im thermodynamischen Limes N — oo in die Funktion

IS S
[2(q) —w?]"?

iiber (MULLER et al., 1981), wobei £1,(¢) und ey (¢) die beiden Grenzen des 2-Spinon-Kontinuums be-
zeichnen, vgl. (2.25). Folglich divergiert die Zustandsdichte am oberen Ende des 2-Spinon-Kontinuums.
Allerdings divergieren die zugehérigen Lineshapes S°7;°F (m,w; A), berechnet geméf (5.8), nur am unte-
ren Ende des Spektrums, da die Divergenz in der Zustandsdichte auf eine Nullstelle in den Ubergangs-
matrixelementen trifft. Die Divergenz in der Zustandsdichte fiihrt lediglich dazu, dafl die Lineshapes
am oberen Ende des Spektrums nicht linear in den Wert Null einmiinden, sondern wie eine Quadrat-
wurzel. Abb. 5.14 zeigt die entsprechenden Lineshapes, wiederum fiir verschiedene Werte von A.

Die Infrarotdivergenz, die sich bei den skalierten Ubergangsmatrixelementen beobachten 1:i8it, bleibt
nach der Produktbildung mit der Zustandsdichte erhalten. Die Divergenz wird durch ein Potenzgesetz
beschrieben. Der zugehorige Exponent ist exakt bekannt (LUTHER & PESCHEL, 1975; FLEDDERJO-
HANN et al., 1996) und hingt von A ab:

D (q,w) = en(q) <w <eplq), (5.16)

S_ i (m,w) ~w /T v = arccos A. (5.17)

Dieses kritische Verhalten wird von den Daten fiir NV = 512 korrekt widergespiegelt, was insbesondere
auch ein Fit an die jeweiligen Daten fiir kleine w bestétigt.

Verlédft man die Magnetisierung M, = 0 und geht zu M, = N/4 iiber, so dominieren die -
Anregungen der Klasse (P3) die durch S_ (¢, w) beschriebenen transversalen Spinfluktuationen. Die
Situation bei A = 1 wurde bereits in Kapitel 5.2.1 beschrieben und ist in den Abbildungen 5.9 und
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Abbildung 5.15: Ubergangsmatrixelemente M ibf (m,w) zwischen den ¥-Anregungen der Klasse (P3)
und dem Grundzustand fiir verschiedene Werte des Anisotropieparameters A fiir eine Kette der Linge
N = 256 und Magnetisierung M, = N/4.

5.10 zusammenfassend dargestellt. Die in Abb. 5.9 fiir die Ubergangsmatrixelemente M ﬂf (m,w) zu er-
kennende Infrarotsingularitét bleibt erhalten, wenn man A verkleinert und schliellich zum XX-Modell
iibergeht. Abb. 5.15 zeigt dies fiir eine Kette der Ladnge N = 256 und verschiedene Werte von A.
Man kann hier erkennen, daf} die Steigung, mit der die Lineshapes am oberen Ende des Spektrums in
den Wert Null linear einmiinden, abnimmt. Gleichzeitig nimmt die Stirke der Singularitéit am unteren
Ende des Spektrums mit abnehmendem A zu. Damit liegt hier das gleiche qualitative Verhalten wie
fir M, = 0 vor.

Hingegen erwartet man fiir die in Abb. 5.9 gezeigten skalierten Matrixelemente M¥¥" (1/2,w) ein
ginzlich anderes Verhalten bei Anndherung an A = 0. Zum einen sollte die Faltung des Spektrums
am oberen Rand verschwinden und zum anderen sollten alle Matrixelemente wegen (4.102) fiir A — 0
gegen den Wert Eins gehen, da innerhalb der Losungen der Bethe-Ansatz-Gleichungen fiir die ange-
regten Zustédnde kein kritisches Paar auftreten kann.

Dieses Verhalten liBt sich auch in der Tat beobachten, wie Abb. 5.16(a) zeigt. Dort sind die Ubergangs-
matrixelemente M¥¥" (7/2, w) fiir verschiedene Werte des Anisotropieparameters A fiir eine Kette der
Linge N = 256 und Magnetisierung M, = N/4 gegen w aufgetragen (die Ubergangsmatrixelemente
fir A = 1 sind in Abb. 5.9 dargestellt). Man kann hier gut erkennen, daf§ fir A — 0 wie erwartet
sowohl die Faltung des Spektrums verschwindet als auch sich alle Matrixelemente dem Wert Eins
anndhern. Abb. 5.16(b) zeigt die gleiche Situation bei ¢ = 7/4 und ¢ = 37 /4.

5.2.3 Skalenverhalten der 2-Spinon-Ubergangsraten M*%*F(r,w) im XX-Modell

In Kapitel 5.1 wurden fiir M, = 0 die 2-Spinon-Anregungen mit S7 = 1 als dominante Anregungen
fiir den dynamischen Strukturfaktor S_, (¢,w) im XXZ-Modell identifiziert. Dieses spiegelt sich ins-
besondere in ihrem reziproken Skalenverhalten in den reskalierten Ubergangsmatrixelementen und der
reskalierten Zustandsdichte wider, was dazu fiithrt, daf§ das Produkt

S (q,w) = M2 (q,w) - D7 (g, w), (5.18)

vgl. (5.8), im thermodynamischen Limes N — oo gegen eine stiickweise glatte Funktion — den Line-
shape der unendlich langen Kette — geht.

Fithrt man allerdings den Grenziibergang zum XX-Modell durch, so 148t sich ein qualitativ ande-
res Skalenverhalten beobachten. Damit die Ubergangsmatrixelemente gegen eine nichtverschwindende
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Abbildung 5.16: Ubergangsmatrixelemente M ;p;/;* (g, w) zwischen den ¥1p*-Anregungen der Klasse (P2)
und dem Psinon-Vakuum fiir verschiedene Werte des Anisotropieparameters A fiir eine Kette der
Linge N = 256 und Magnetisierung M, = N/4 bei den Impulsen ¢ = 7/2 (a) sowie ¢ = 7/4 und

g =3/4 (b)
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Abbildung 5.17: Reskalierte Ubergangsmatrixelemente Mipfp(ﬂ,w) = N3/2M; () zwischen den 2-
Spinon-Anregungen mit S7 = 1 und dem Grundzustand bei A = 0 fiir Ketten der Léngen IV = 512,
1024, 2048 und 4096. Eingebettet ist eine Darstellung derselben Gréfien multipliziert mit w?.

stiickweise glatte Funktion konvergieren, miissen sie anders skaliert werden:

M7 (g,w) = N*2 M5 (g). (5.19)

Dies wird in Abb. 5.17 gezeigt. Dort sind die reskalierten Matrixelemente Mipfp(w,w) fiir Ketten
der Langen N = 512, 1024, 2048 und 4096 aufgetragen. Hierfiir ergibt sich ein nahezu perfektes

Skalierungsverhalten. Die Infrarotdivergenz, die sich fiir N — oo in Mipfp (7, w) entwickelt ist stirker,

~ w™2, als die bekannte Singularitit, S_ (q,w) ~ w32, wie sie aus (5.17) fiir v = 7 /2 folgt. Dies ist
in dem in Abb. 5.17 eingebetteten Diagramm dokumentiert.

Das nichtreziproke Skalenverhalten zwischen den Ubergangsmatrixelementen und der Zustandsdichte
im XX-Modell hat zur Folge, dal der Beitrag der 2-Spinon-Anregungen zum dynamischen Strukturfak-
tor im Grenzfall N — oo verschwindet. Damit hat das Auftreten von Singularitéiten in Mipfp (7, w) kei-
nen unmittelbaren Einflufl auf S_ (¢, w). Vielmehr kann das Auftreten von Singularitédten in S_ (¢, w)
in diesem Fall nur ein Effekt sein, der sich aus der Kombination der Eigenschaften aller 2m-Spinon-
Anregungen ergibt.

Eine genaue Untersuchung der Struktur von S_, (¢,w) setzt somit voraus, daf sich alle 2m-Spinon-
Anregungen geeignet parametrisieren lassen, damit ein systematisches Losen der entsprechenden
Bethe-Ansatz-Gleichungen moglich wird. Ferner muB die Determinantendarstellung fiir M 5 (¢) auf
den Fall des Vorliegens kritischer Paare verallgemeinert werden.
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6 Ausblick

Die Verfiigbarkeit der Determinantendarstellung erdffnet zahlreiche neue Mdoglichkeiten zur Berech-
nung von Ubergangsmatrixelementen fiir grofie Systeme, d.h. grofies N. Damit lassen sich einerseits
Resultate, die mit anderen Methoden fiir grofies N bzw. N — oo gefunden wurden, iiberpriifen und
andererseits neue Einsichten gewinnen, insbesondere abseits des isotropen XXX-Modells. Dies wurde
in der vorliegenden Arbeit, insbesondere im Rahmen von Kapitel 5.2, bereits fiir unterschiedliche Fille
demonstriert.

Wie in Kapitel 3 gezeigt wurde, ist der Grenziibergang vom XXZ-Modell zum XX-Modell in den
Bethe-Ansatz-Gleichungen moglich. Zudem sind in Kapitel 3.3 die Bethe-Ansatz-Gleichungen fiir das
XX-Modell angegeben, die entweder im unkritischen Fall oder aber im allgemeinen Fall des Vorlie-
gens von mehreren kritischen reellen und/oder komplexen Losungspaaren zu losen sind. Es liegt nun
nahe, ebenso die Determinantendarstellung fiir die Ubergangsmatrixelemente im XX-Modell fiir den
allgemeinen Fall des Vorliegens von reellen und komplexen kritischen Losungspaaren der Bethe-Ansatz-
Gleichungen herzuleiten, um so Berechnungen fiir alle moglichen Fille durchfiihren zu kénnen. Dies
verallgemeinert die in Kapitel 4.3 gezeigten Ergebnisse und ist insbesondere fiir eine weitere Diskussion
der in Kapitel 5.2.3 vorgestellten Resultate erforderlich.

Die in Kapitel 5.2.3 gemachte Beobachtung, da8 die 2-Spinon-Anregungen beim Ubergang zum XX-
Modell offensichtlich ihre Rolle als dominante Anregungen fiir S_ 4 (g, w) verlieren, wirft natiirlich die
Frage auf, ob es sich hierbei um einen speziellen Einzelfall handelt, oder ob eventuell auch andere
Klassen von Anregungen ein solches Schicksal erleiden konnen. Dieses sollte mit Hilfe der Determi-
nantendarstellung herauszufinden sein.

Schliellich stellt sich die Frage, ob die der Herleitung der Determinantendarstellung zugrunde liegen-
den algebraischen Konzepte und Uberlegungen (KITANINE et al., 1999) einerseits eine Anwendung auf
andere Quantenspinsysteme und andererseits eine Verallgemeinerung auf den Fall endlicher Tempera-
turen (T > 0) im Rahmen des thermodynamischen Bethe-Ansatzes bzw. der Quanten-Transfermatrix-
Methode (KLUMPER, 1993; TAKAHASHI et al., 2001) erlauben.
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A Rolle und Bedeutung des dynamischen Strukturfaktors in
Theorie und Experiment

Ziel dieses Anhangs ist es, das Auftreten und die Bedeutung des dynamischen Strukturfaktors im
Rahmen von Neutronen-Streuexperimenten zu diskutieren.

Neutronen-Streuexperimente spielen eine erhebliche Rolle bei der Untersuchung von Materie. Ihre Re-
sultate erlauben wichtige Riickschliisse auf den Aufbau und die Struktur der untersuchten Materie, ins-
besondere auch im Hinblick auf die Suche nach bzw. die Untersuchung von quasi-eindimensionalen Ma-
terialien, die mit Hilfe des Heisenberg-Modells oder verwandter Modelle beschrieben werden kénnen,
vgl. hierzu beispielsweise (NAGLER et al., 1991; TENNANT et al., 1995a; TENNANT et al., 1995b;
DENDER et al., 1996; HAMMAR et al., 1998; TENNANT et al., 2003).

Die Bedeutung der Neutronen-Streuexperimente bei der Untersuchung von Materie beruht vor allem
auf den Eigenschaften der Neutronen (SQUIRES, 1978; LOVESEY, 1987). Die de Broglie-Wellenléinge
thermischer Neutronen liegt im Bereich interatomarer Absténde in Festkorpern und Fliissigkeiten, so
dafl bei einem Streuexperiment mit Neutronen Interferenzen auftreten, die Informationen iiber die
atomare Struktur der Probe (des Targets) liefern.

Ferner sind Neutronen ungeladen, so dafl sie tief in das Target eindringen kénnen und Streueffekte
an der Oberfléche in der Regel vernachléssigbar klein sind. Aufgrund der fehlenden Coulomb-Barriere
kommen sie den Atomkernen im Target sehr nahe und werden an ihnen gestreut. Dies 14t Riickschliisse
auf die Anordnung der Atomkerne zu und ist vor allem bei der Untersuchung von Materialien, die aus
leichten Elementen aufgebaut sind, von Bedeutung.

SchlieBlich besitzt das Neutron ein magnetisches Moment, so da es mit den ungepaarten Elektro-
nen in einem magnetischen Material wechselwirken kann. Elastische Streuprozesse, die auf dieser
Wechselwirkung beruhen, liefern Informationen iiber die Anordnung der Elektronenspins und ihre
Dichteverteilung im untersuchten Material. Inelastische Streuprozesse hingegen liefern Informationen
itber magnetische Anregungen und erlauben in aller Regel Riickschliisse auf zeitabhéngige Spin-Spin-
Korrelationen im untersuchten Material.

Im folgenden wird der in Experimenten interessierende und meflbare Wirkungsquerschnitt fiir die
Streuung von Neutronen hergeleitet. Dies erfolgt zunéchst in allgemeinem Rahmen, und dann speziell
fiir die (magnetische) Streuung an einer Spinkette.

A.1 Der Wirkungsquerschnitt fiir Neutronenstreuung

Bei einem typischen Streuexperiment treffen Teilchen mit Wellenvektor EZ und Energie E; auf ein
Target und werden an diesem in einen Raumwinkel dQ2 = sin ¥dvddy gestreut. Die gestreuten Teilchen
(Wellenvektor k ) werden von einem Detektor aufgefangen, der in der Lage sein soll, auch die Energie
E¢ der gestreuten Teilchen zu bestimmen. In Abb. A.1 ist dies schematisch dargestellt.

Unter diesen Voraussetzungen mifit man den partiellen differentiellen Wirkungsquerschnitt

d?c
dQdE;"

(A.1)

Dieser gibt die Zahl der Teilchen an, die pro Zeiteinheit in einen Raumwinkel dQ2 gestreut werden
und nach dem Streuprozefl eine Energie zwischen E; und Ef 4+ dE haben, normiert auf den Flufl der
einfallenden Teilchen.

Integration iiber Ej liefert den differentiellen Wirkungsquerschnitt g—g. Der totale Wirkungsquer-
schnitt o folgt dann schliefflich durch Integration iiber den Raumwinkel:
d®c do
= [dQ | dEjf——— = [ dQ—. A2
g / / 1 a0dE, / a0 (A-2)

Aufgrund der Impuls- und Energieerhaltung wird beim Streuproze der Impuls A< mit & = ki —k ¥
und die Energie

ﬁ2

hw=E; — By = o~
m

(k7 — k%) (A.3)
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Abbildung A.1: Geometrie eines Neutronen-Streuexperiments (LOVESEY, 1987)

auf das Target iibertragen (ko = |kqa|). # wird auch als Streuvektor bezeichnet.

Man unterscheidet bei Streuprozessen zwischen elastischer Streuung (E; = Ey < k; = ky) und
inelastischer Streuung (E; # Ey). Ist E; > Ey, so wird Energie auf das Target iibertragen (Stokes-
Prozef) und eine Anregung im Target erzeugt. Gilt hingegen E; < Ey, so wird Energie vom Target
auf das einfallende Teilchen iibertragen (Anti-Stokes-Prozefl) und eine Anregung im Target vernichtet
(BONI & FURRER, 2000).

Unter geeigneten Annahmen (SQUIRES, 1978; LOVESEY, 1987) lift sich in erster Bornscher Niherung
(d.h. es wird von einer sehr schwachen Streu-Wechselwirkung ausgegangen) mit Hilfe von Fermis
goldener Regel folgender Ausdruck fiir den partiellen differentiellen Wirkungsquerschnitt herleiten:

d%o m \2 ky - - 9
o5, = () Z PAl(Fr A |OIR AP 8(E, = B, + 1), (A4)
Hierbei bezeichnen |\;) und |As) die (auf 1 normierten) Anfangs- bzw. Endzusténde des Targets. py,
gibt die Wahrscheinlichkeit an, mit der der Zustand |)\;) besetzt ist.!! O bezeichnet den Wechselwir-
kungsoperator zwischen den Neutronen und dem Target. Gleichung (A.4) ist in Strenge nur giiltig,
wenn das System wihrend des Streuprozesses im thermodynamischen Gleichgewicht verharrt.'? Ferner
wird davon ausgegangen, dafl der einfallende Strahl von Neutronen unpolarisiert ist.

Das Wechselwirkungspotential zwischen Neutronen und Target ist im Falle der Streuung an Atomker-
nen im allgemeinen von der Form

. 2mh? N L =
V) = S V(- Ry) (A.5)

j=1

Hierin bezeichnen N die Anzahl der Streuzentren und V;(7) das Wechselwirkungspotential zwischen

einfallendem Neutron und einem Streuzentrum im Target (LOVESEY, 1987). Setzt man (A.5) als

Wechselwirkungsoperator in (A.4) ein, so erhilt man nach kurzer Rechnung folgenden Ausdruck fiir
den partiellen differentiellen Wirkungsquerschnitt (LOVESEY, 1987):

d?c N ky

= — TV (A2 S(R
A0AE; ~ 2mh kPSR ). o)

Hierbei ist V;(K) die Fouriertransformierte von V;(7) und

1Die Endzusténde |Ay) miissen nicht mit einer Wahrscheinlichkeitsverteilung gewichtet werden, da die Wahrschein-

lichkeiten fiir einen Ubergang |\;) — |Af) in den Matrixelementen von O enthalten sind.
12 Also: py = exp(—E\/kgT)/Z (Z: Zustandssumme).
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S(R,w) = / dt exp(—wt)I (R, 1) (A.7)
mit
1N
1.0 = 5 Y lexp(—i - ) expli - iy (), (A8)
J,3'=1
wobei die Abkiirzung (- --) fiir den thermischen Erwartungswert ), pa(A|- - - |\) verwendet wird.

Die Funktion S(K,w) wird als Streufunktion bzw. dynamischer Strukturfaktor bezeichnet. Der dyna-
mische Strukturfaktor ist vom Typ einer Antwortfunktion (LOVESEY, 1987; MULLER & KARBACH,
2000) und wird durch die spontanen Fluktuationen im Target bestimmt, deren Korrelationen durch die
dynamische Zwei-Punkt-Korrelationsfunktion I(%,¢) (KARBACH et al., 2000; BROHOLM et al., 2002)
beschrieben werden. Die enge Beziehung zwischen der Antwort des Targets auf Neutronenstreuung
und den spontanen Fluktuationen im Target ergibt sich aus der Tatsache, dafl Neutronenstreuung
ein schwacher Wechselwirkungsprozef3 ist und daher im Rahmen dieser Ausfithrungen in Bornscher
Néherung, d.h. in der ersten Ordnung der Stoérungstheorie, behandelt wird. Somit zeigt sich, dafl der
differentielle Wirkungsquerschnitt fiir Neutronenstreuung, der ein Maf fiir die Reaktion des Targets
auf den Streuprozef ist, durch das Spektrum der spontanen Fluktuationen im Target bestimmt wird.
Folglich beschreibt der differentielle Wirkungsquerschnitt die tatsédchlichen Eigenschaften des Targets
ohne Beeinflussung durch die spezifischen experimentellen Umstinde.'?

Gemif (A.6) kann der differentielle Wirkungsquerschnitt als Produkt zweier Faktoren geschrieben
werden: Der erste Faktor, |V;(&)|2, hingt ausschliefllich von den Eigenschaften der einzelnen Streu-
zentren (z.B. Atomkerne) im Target ab, wihrend in den zweiten Faktor, S(R,w), ausschlieflich die
Struktur und die dynamischen Eigenschaften des Targets eingehen. Da im Rahmen eines Experimen-
tes der dynamische Strukturfaktor bestimmt wird, vgl. hierzu z.B. (SQUIRES, 1978; LOVESEY, 1987;
BONI & FURRER, 2000), lassen sich aus den experimentellen Daten unmittelbar Riickschliisse hin-
sichtlich des Aufbaus und der dynamischen Eigenschaften des Targets ziehen. Gleichzeitig bildet der
dynamische Strukturfaktor eine natiirliche Schnittstelle zwischen Theorie und Experiment (BROHOLM
et al., 2002): Mit Hilfe geeigneter theoretischer Modelle lassen sich Vorhersagen iiber den dynamischen
Strukturfaktor (seine Gréfle, Struktur etc.) machen, deren Validitit dann im Rahmen von Experimen-
ten unmittelbar iiberpriift werden kann. Umgekehrt lassen sich experimentell gewonnene Daten mit
Hilfe theoretischer Modelle angemessen auswerten und interpretieren.

A.2 Magnetische Streuung

Unter magnetischer Streuung versteht man in der Regel die Streuung von Neutronen an ungepaarten
Elektronen (SQUIRES, 1978; LOVESEY, 1987). Bei der magnetischen Streuung findet eine Wechselwir-
kung zwischen den magnetischen Momenten der Neutronen und denen der ungepaarten Elektronen
statt. Da die magnetischen Momente in beiden Féllen ihre Ursache in den Spins der beteiligten Teil-
chen haben, kann man unter magnetischer Streuung allgemeiner die Streuung von Neutronen an
lokalisierten Spins verstehen.

Ausgangspunkt fiir die Berechnung des partiellen differentiellen Wirkungsquerschnitts fiir die magne-
tische Streuung an ungepaarten Elektronen ist der Ausdruck (A.4) fiir den partiellen differentiellen
Wirkungsquerschnitt in Bornscher Naherung. Die Wechselwirkung zwischen einem Neutron und einem
magnetischen Feld H wird durch den Operator

O=—fin-H=—yuyé -H (A.9)

beschrieben. Hierbei bezeichnet fi,, = yund das magnetische Moment des Neutrons. Hier gehen das
gyromagnetische Verhéltnis v fiir das Neutron, v = —1.913 (SQUIRES, 1978), der Vektor der Pauli-
Matrizen ¢ und das Kernmagneton py ein. uy ist gegeben durch

13Im Rahmen der Quantenmechanik bzw. Statistischen Physik wird der Zusammenhang zwischen linearer Antwort-
theorie und spontanen Fluktuationen allgemein durch das Fluktuations-Dissipations-Theorem hergestellt (LOVESEY,
1987)
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_eh
© 2mpc’

UN (A.10)

wobei mp die Protonmasse und e die Elementarladung bezeichnen. In analoger Weise hat man fiir
das magnetische Moment des Elektrons

eh

- G-
2mec

fie = —2u5S, ©B (A.11)

(N IST]

wp heiit Bohrsches Magneton, m. ist die Masse des Elektrons. Das magnetische Feld, das von einem
Elektron mit dem Impuls p¢ = —1AV erzeugt wird, wird durch

fy—vot [P X B)  —e (PP E_RxD (A.12)
|’ 2mec \  |RJ? |’

beschrieben (SQUIRES, 1978; JACKSON, 1983). Der erste Summand beschreibt den Beitrag, der sich
aufgrund des magnetischen (Dipol-) Momentes des Elektrons ergibt. Der zweite Summand beschreibt
den Beitrag, der durch die Bewegung des Elektrons hervorgerufen wird (Biot-Savartsches Gesetz).
Bei der Darstellung (A.12) wird bereits der Operatorcharakter des Elektronenimpulses beriicksichtigt.
Einsetzen von (A.12) in (A.9) liefert fiir die Wechselwirkung zwischen Neutron und i-tem Elektron:

§i x R e xR &xR
2upd - rot — - i —=—+—=—D |- A13
7 ( EE ) 2mec ( BB |RP )1 (419

O; =vun

Setzt man (A.13) in (A.4) ein, so erhélt man fiir den partiellen differentiellen Wirkungsquerschnitt
fiir die magnetische Streuung von unpolarisierten Neutronen an N Elektronen:
d%o yroN2 ky
AQdE; (E) & PIEIY

[# (gl 7 R)
o - 1ot =
Ay Af i=1 |R|

1 (.. 5’xﬁ+5x§ e
o7 | Pi T3 =N
2h |R3 |R|3

Hierbei bezeichnet rg = me—zcz = 2.82 - 10~ cm den klassischen Elektronenradius (JACKSON, 1983).
Durch die Verwendung von aus der Quantenmechanik bekannten Identitéiten fiir die in (A.14) auf-
tretenden Operatoren 148t sich (A.14) weiter umformen und vereinfachen und man erhélt schlielich
(SQUIRES, 1978; LOVESEY, 1987):

S(Ex, — Ex, + hw).  (A.14)

d?c kr ~
=N 2f
aqag, ~ NOmo oS

(R, w) (A.15)

mit der allgemeinen Antwortfunktion fiir die magnetische Streuung

S(Rw) =Y (m - "”““’*B) 3" o QLI A fIQpIN) 6(Ex, — Ex, + fiw). (A.16)

|R[?
a,B AisAg

Der magnetische Wechselwirkungsoperator C_j wird festgelegt durch

N
= 1 = = 1 1 — 1

- R 7 - == 77 (Rx (S xR)— LRxpf). (AL7
QL |F€|2"€X(QXH)7 QL NdEE Zlﬂexp(m T‘)(KX( X R) ﬁmxpz) ( )

Hierbei bezeichnet 7; den Ort des i-ten Elektrons. Per Konstruktion ist Cj eindeutig festgelegt bis auf
eine beliebige zu R proportionale Funktion. Ausgehend von (A.12) wird man auf die Darstellung
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N
= 1 N U e
Q= it ;:1 exp(1k - 7) (SZ- - W(K X P )) (A.18)

gefithrt (BALCAR & LOVESEY, 1989), die (A.17) offensichtlich erfiillt.

Ein Vergleich zwischen (A.7) und (A.16) zeigt, da die Antwortfunktion S(&,w) aufgrund der komple-
xen Struktur des Operators Cj im Vergleich zu dem durch (A.7) gegebenen dynamischen Strukturfaktor
fiir die Neutronenstreuung an Atomkernen nicht ausschlie§lich durch spontane Fluktuationen im Tar-
get bestimmt wird. Aus diesem Grunde wird hier die Bezeichnung dynamischer Strukturfaktor fiir
S(R,w) vermieden.

Der Zusammenhang zwischen dem partiellen differentiellen Wirkungsquerschnitt fiir die magnetische
Streuung und spontanen Fluktuationen im Target soll vielmehr im folgenden genauer fiir den Spezial-

fall der Streuung von Neutronen an einer linearen Kette von Spins untersucht werden.

A.3 Streuung von Neutronen an einer Spinkette

Unter einer Spinkette versteht man modellhaft eine Anordnung von lokalisierten Spins entlang einer
eindimensionalen Kette. Beispiele hierfiir sind das Heisenberg-Modell oder das XXZ-Modell (vgl. Ka-
pitel 2 ff.). In der Natur werden solche Strukturen in quasi-eindimensionalen Substanzen realisiert,
in denen die spintragenden Teilchen, in der Regel ungepaarte Elektronen, entlang einer Dimension
in einer Struktur nebeneinanderliegender Ketten an den Gitterplidtzen eines Kristalls lokalisiert sind,
vgl. hierzu z.B. (HAMMAR et al., 1999; BROHOLM et al., 2002).

Betrachtet man zunéchst die Streuung von unpolarisierten Neutronen an einer idealen Spinkette der
Lénge N, bei der die Spins an den Plidtzen n = 1,..., N lokalisiert sind, so kann zu der magnetischen
Wechselwirkung zwischen den einfallenden Neutronen und den Spins entlang der Kette nur der Di-
polanteil beitragen, d.h. in diesem Falle ist der magnetische Wechselwirkungsoperator Cj ausgehend
von (A.18) gegeben durch

N
Q= ﬁ ; exp(1q - n)Sn (A.19)

mit ¢ = k; — k¢. An dieser Stelle geht bereits die eindimensionale Struktur des Problems ein: Die im
allgemeinen auftretenden Orts- und Streuvektoren kénnen durch skalare Groflen ersetzt werden. Setzt
man dieses in (A.15) und (A.16) ein, so erhélt man den partiellen differentiellen Wirkungsquerschnitt
fiir die Streuung unpolarisierter Neutronen an einer linearen Spinkette:

d?c N 2 by

T, ~ 5" 2o~ DSeola) (4.20)
mit dem dynamischen Strukturfaktor
27h N
Sap(a,w) = — A;f Px; nnz:1 exp(g(n’ = n))(Ai|S5 FIA) f S, IN) 8(Bx, — Bx, + hw) (A.21)
2h
= N exp(1g(n’ —n))(S2SP,) 8(Ey, — Bx, + hw), (A.22)
n,n'=1

wobei beim Ubergang von (A.21) zu (A.22) die Vollstéindigkeitsrelation fiir die Zustéinde |\ ;) sowie
die Hermitizitéit des Spinoperators eingeht. Setzt man weiterhin in (A.22) die Integraldarstellung der
6-Funktion,

oo

1 it
O(Ex, — Ex, + hw) = py dt exp (—E (Ex, — Ex, + hw)) , (A.23)
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ein, so 1Bt sich der dynamische Strukturfaktor nach dem Ubergang vom Schrédinger- zum Heisenberg-
Bild der Quantenmechanik in der Form

Saplq,w) = /_00 dt exp(—wt)Is(g,t) (A.24)
mit
| X
Is(g,t) = D explig(n’ —n))(S2()S5) (A.25)

angeben. Hieran 148t sich ablesen, dafl der dynamische Strukturfaktor fiir die Streuung von Neutronen
an einer Spinkette durch die spontanen Fluktuationen der Spins bestimmt wird, deren Korrelationen
durch die dynamische Spin-Spin-Korrelationsfunktion Is(g,t) beschrieben werden. Damit ergibt sich
hier die gleiche Struktur wie bei der Betrachtung der Neutronenstreuung an Atomkernen, vgl. (A.7)
und (A.8). Der magnetische Wechselwirkungsoperator (A.19) wird in diesem Zusammenhang dann
auch als Spin-Fluktuationsoperator bezeichnet. Bei der Durchfiihrung von (realen) Streuexperimenten
an quasi-eindimensionalen Substanzen miissen Spin und Bahndrehimpuls der ungepaarten Elektronen
bzw. magnetischen Ionen im Target beriicksichtigt werden. Ferner gehen die Orte der Streuzentren
und die Impulse wieder vektoriell ein. Daher miissen (A.20), (A.24) sowie (A.25) in diesen Fillen
entsprechend verallgemeinert werden (SQUIRES, 1978; LOVESEY, 1987; BROHOLM et al., 2002).
Wird das Streuexperiment bei hinreichend niedrigen Temperaturen durchgefiihrt, so kann davon aus-
gegangen werden, dafl die beobachteten Streuprozesse fast ausschliellich zwischen dem Grundzustand
[tbo) der Spinkette bzw. der quasi-eindimensionalen Substanz und angeregten Zusténden |\) stattfinden
(KARBACH et al., 2000; KARBACH et al., 2002). In diesem Fall entf#llt die thermische Mittelung iiber
die Anfangszustinde und man erhélt fiir den dynamischen Strukturfaktor ausgehend von (A.21) ff.:

N
Sup(:0) = 22 5™ explagn' — m)) (ol S S o) B(A(w — wn) (A.26)

mit iwy = Ex — Ep. Dies 148t sich fir « = [ unter Ausnutzung der Vollstdndigkeitsrelation der
angeregten Zusténde in eine Summe iiber die angeregten Zusténde |\) umschreiben (MULLER et al.,
1981; BIEGEL et al., 2002; KARBACH et al., 2002):

Suu(g,w) = QFZM/’\‘((]) 8w — wy). (A.27)
)

Hierin treten die Ubergangsmatrixelemente!

MY (q) = | (ol SN (A.28)
des Spin-Fluktuationsoperators
1 X
S = Wi nz:l exp(1q - n)S~, W=z, 2, (A.29)

auf. Ein Ubergang von [¢) zu |\) triigt also eine Spektrallinie der Intensitit 2w M4 (g) zum dy-
namischen Strukturfaktor bei. In einem makroskopischen System sind diese Spektrallinien in verschie-
denen Mustern im (¢, w)-Raum angeordnet, darunter Anregungszweige, Kontinua oder kompliziertere
Strukturen. Die Funktionen S, (¢,w) liefern somit eine breite Palette von Informationen iiber die dy-
namischen Eigenschaften der Spinkette bei der Temperatur T' = 0, insbesondere dariiber, aus welchen
Quasiteilchen die relevanten dynamischen Anregungszustéinde aufgebaut sind und welchen Dispersi-
onsrelationen diese folgen (KARBACH et al., 2000; KARBACH & MULLER, 2000), vgl. auch Kapitel 5.

Sofern der Grundzustand und/oder die angeregten Zustinde nicht auf 1 normiert sind, miissen in den entsprechenden
Formeln die Zustidnde jeweils noch durch ihre Normen dividiert werden.
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Statt Sy und S¥ ist es auch mdoglich, die beiden zueinander adjungierten Operatoren S;t =S £u5¢
zu betrachten, vgl. (A.21). Es ergeben sich dann die folgenden dynamischen Strukturfaktoren:

Se(gw) = 21y Mi(g)d(w —wy), (A.30)
A

Si—(gw) = 21 M (q)d(w—wy), (A.31)
A

S_+(qw) = QWZMA_(q)(S(w—w,\). (A.32)
A

Wird die z-Richtung als Vorzugsrichtung ausgezeichnet (beispielsweise durch ein dufleres Magnetfeld),
so enthilt S, (q) die Informationen iiber die Beitriige der Spinfluktationen parallel zur Vorzugsrichtung
und S;_(¢) und S_4 (q) die Informationen iiber die Beitréige senkrecht zur Vorzugsrichtung (KARBACH
& MULLER, 2000). Dies kann prinzipiell auch in Experimenten getrennt voneinander gemessen bzw.
ausgewertet werden (STONE et al., 2003; TENNANT et al., 2003).

Neben der in diesem Kapitel beschriebenen Untersuchung von Materialien mittels Neutronen-Streu-
experimenten gibt es eine Reihe weiterer Untersuchungsmethoden, z.B. Rontgenbeugung, Elektro-
nenstreuung, Photoemission oder Kernspinresonanz (HAMMAR et al., 1999; KARBACH et al., 2000).
,, Different measuring techniques view the same excitation spectrum through lenses of different color,
i.e. by transition rates specific to particular fluctuation operators. Hence each experimental probe fil-
ters out a specific aspect of the zero point motion by viewing a particular dynamical variable of one
and the same system“ (KARBACH et al., 2000).
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B Die ¢-Entwicklung fiir M}(q)

Ziel der folgenden Ausfiihrungen ist es, in der Berechnungsformel (4.67) fiir das Matrixelement M (q)
im XXZ-Modell (trigonometrische Parametrisierung),

L UNK() ldet(H— 21
M) = TR (i) AN (0] det N

den Grenziibergang A — 0 zum XX-Modell fiir den Fall durchzufiihren, daf8 fiir den angeregten
Zustand [¢y) ein kritisches reelles Losungspaar der Bethe-Ansatz-Gleichungen (3.11) vorliegt (vgl.
Kapitel 3.3.2). Um die Notationen zu vereinfachen, wird im folgenden 0.B.d.A. davon ausgegangen,
dafl die beiden Losungen y;, y2 das kritische Paar bilden, d.h.

(B.1)

iu_{loylyQ =1=1192, (B.2)

wihrend die restlichen Losungen ys,...,y, alle nichtkritisch sind und im XX-Modell durch (3.24)
gegeben sind, d.h.

I; .

Um den Grenziibergang A = ¢ — 0 in (B.1) durchfiihren zu konnen, wird fiir die Losungen der
Bethe-Ansatz-Gleichungen der Ansatz

y’L:gZ+€5’L7 iil,...,r, (B4)

gemacht und in (B.1) eingesetzt (vgl. Kapitel 3.3.2). Der Grenziibergang A — 0 fithrt dann auf eine
Entwicklung im Kontrollparameter ¢, deren fithrende Terme die Berechnungsformel fiir M$(q) im
XX-Modell liefern.

Bei dieser Entwicklung werden sukzessive alle Terme in (B.1) betrachtet, in denen y; und yo so
aufeinandertreffen, dafi Singularitdten oder unbestimmte Ausdriicke auftreten, mit dem Ziel, diese
geeignet darzustellen, um zu einer geschlossenen Endformel zu gelangen.

In

o lwh) = 111w i)l Kov) =4 y(’;wty(l)(—l y2?£1)512'2;51n2 v B9

vgl. (4.69), zeigt lediglich K(y1,y2) kritisches Verhalten und divergiert fir A — 0. Einsetzen des
Ansatzes (B.4) in K(y1,y2) und Entwicklung in e liefert:

- 1 2
K(1,92) = 5—2P12 - EQH +0(1) (B.6)
mit
1—33)(1 — ¢2 1—33)(1 = §2)Cy9 + A1o F
po= L= —8) _p o 0 = L= 90 y22) 12+ Aatis _ (B.7)
Fio F12
und
A12 = 2]];(51 - 52) = Agl, (B8)
012 = A12 + 25152(51 — 1) = 021, (Bg)
Fio = 4[(5)%+ (& —-1)°] = Fur. (B.10)

€1 ist hierbei durch (3.30) gegeben. Ferner ist 455 = (§1 & 2)/2, vel. (3.32).
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B.2 detN({y;})

Die Matrix N in det N({y;}) ist aus den Matrixelementen

08y s~ K (Ya, y;) cosY K (Ya, yv)
Noy = |1 - Sy + 2 Ya: Jb) B.11
N ; K(Ya) N K(Ya) (B.1)

aufgebaut, vgl. (4.81). Im nichtkritischen Fall, d.h. es liegt kein kritisches Paar vor, verschwinden alle
Nichtdiagonalelemente beim Ubergang zum XX-Modell, wiihrend alle Diagonalelemente den Wert 1
annehmen, so dafl det N({y;}) in diesem Fall gegen 1 geht, vgl. (4.87).

Bilden nun y; und ¥, ein kritisches reelles Paar, so beobachtet man stattdessen beim Ubergang zum
XX-Modell das Ausbilden einer Blockdiagonalform:

IS'l,l ISII,Q O(E)
N2,1 N2,2 - ~
det N({7i}) = 1+0(e) - ‘ m; m;z +0@E).  (B12)
O(e) ' 7 7
14+ 0(e)

det N({#;}) wird also durch eine 2 x 2-Unterdeterminante festgelegt. In den hierin auftretenden Ma-
trixelementen beobachtet man fiir A — 0 Divergenzen in den beiden Termen K (y1,y2)/x(y1) und
K (y2,91)/k(y2). Einsetzen des Ansatzes (B.4) in K (y1,y2)/k(y1) und Entwicklung in e fiihrt auf:

K(@,g) _ 1919 1[Gz 2(5; —§3)C
AT L T st Bt PPALE OS] B.13
R(71) €2 Fip e | Fio F1a S ( )
mit
Giz = 4[§y 01 — §i 02+ (§7)?] # G (B.14)
und
G12 + G21 = 8 [(371_)2 — (61 — 1)} . (B15)

Das analoge Ergebnis fiir K (y2,y1)/(y2) folgt unmittelbar aus (B.13) durch Vertauschen der Indizes.
Durch das Anmultiplizieren von cosy = A = ¢ in N4, werden die Potenzen von € um 1 erhsht. Das
divergente Verhalten der Matrixlemente wird dann jeweils durch den ersten Summanden in (B.13)
bestimmt.

Setzt man (B.13) in (B.11) und (B.12) ein, so stellt man bei der Berechnung der 2 x 2-Unterde-
terminante fest, dal sich die divergenten Anteile gerade herausheben. Nach kurzer Rechnung folgt
schlieBlich:

~—\2 8

det N({7;}) =1 — 4(32—12) G- NFi [(77) = (& —1)] (B.16)
mit
_ 4 i (1-g7)°
G = N2 ;(yf) a +171-2 — QZMHF)Q' (B.17)

B.3 det(H-21)

Bei der Untersuchung des Grenziibergangs A — 0 in det(H — 1) bzw. det(I' — £1) (je nachdem,
welche Darstellung fiir die Matrixelemente verwendet wird, vgl. Kapitel 4) im Falle des Vorliegens
eines kritischen reellen Paares hat es sich als niitzlich erwiesen, zunéchst die beiden speziellen Fille
r = 2 (nur das kritische Paar ist vorhanden) und r = 3 (neben dem kritischen Paar gibt es noch eine
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weitere nichtkritische Losung) zu betrachten. Im Rahmen der Diskussion dieser beiden Fille werden
Vorarbeiten geleistet, die es erlauben, den allgemeinen Fall kompakt und {ibersichtlich zu behandeln.
Fafit man die bisher gewonnenen Resultate zum Grenziibergang A — 0, (B.6) und (B.16), zusammen,

so stellt man fest, daf3
~ 2
det [ HT] — =1
et (RIFT - 21)

Zu einem endlichen, nichtverschwindenden Ubergangsmatrixelement kann also ausschlieSlich die Ord-
nung ¢! in det(H[I'] — £1) beitragen.

2

N (q) ~ 2 (B.18)

B.3.1 r=2

Der Fall r = 2 wird ausschliefllich durch das kritische Paar bestimmt. In diesem Falle bietet es sich
an, die Matrixelemente I'y , anstatt H, , zu betrachten, da der einfache Zusammenhang (4.86) fiir die
Losungen des kritischen Paares nicht gegeben ist.

Die Matrixelemente I' ; sind fiir allgemeines r geméf (4.76) gegeben durch:

y ayb y ayb
Tab = Fn(y2, up) . - (B.19)
Gy, ) HGyg,yb “(y2, yp) HG (Y5, yv)
mit
y—y')coty +o(l —yy') . y—y')coty —o(l —yy
Gly.y) = ¢ = ( =, & (g = = ( = ) (B.20)
VIi—y?2-/1—y VIi—y?2-/1—y
und

1 \/ —y21+9y2+ (y fl)cosw (B.21)

Fy
w1 =55 y2 (y —y')siny

Fithrt man fiir r = 2in I'g 3, a,b = 1,2, den Grenziibergang A — 0 durch, so verschwinden die Terme
G (y1,y2) und G (ya,y1). Setzt man den Ansatz (B.4) in diese Terme ein und entwickelt um ¢ = 0
so erhélt man:

G(ij,i2) = eia+e%liz+ O(e?)
G*(i1,52) = eJiy—ciliz+ O(°) (B.22)
G(Jo,th) = —eJip+elin+ O(?)
G*(§2,71) = —eJia—e%1l1z + O(e?)
mit
=92 — 26— 1) o _ =gt 2b 1)
Ji2 = ~ — > Jip = = —- = —Jn (B.23)
V1-9iV1-93 V1-91V/1-93
sowie
01 — &2
Lp—o&=l1=0) 5 po (B.24)
Y1 — Y2

Setzt man dies zusammen mit (4.84) und (4.85) fir A — 0 in (B.19) ein und beriicksichtigt ferner,
daB stets gilt:

1
[T

so erhélt man nach kurzer Rechnung fiir die Matrixelemente:

(B.25)
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P = B S0 G (@ )+ GE) (8.26)
— PGS, 1) Ura + ) | 2P — 21a] + 00, (B.27
und analog:
Ton = oFn (35, 50)G@, §1) (N2 + Jis) EPH - 2Q12] +0(e), (B.28)
Fia = LG8 + Th) | 2Pa - 201 + 0C) (B.29)
[2p = %FN(?]Q;??2)G(?J?,Q2)(J12 + J13) EPU - 2@12} + O(e). (B.30)

Hier wurde jeweils direkt (B.6) entsprechend eingesetzt. Fiir r = 2 lift sich det(T
ausrechnen:

— £1) unmittelbar

~ 2 ~ ~ ~ ~ 2 - ~ ~ ~
det (F — Nl) = 1"1,11"2,2 — F271F172 — N(Fl’l — Fg,l — FLQ + F272). (Bgl)

Setzt man hierin (B.27) - (B.30) ein, so stellt man zunichst fest, daf in f‘l 1f‘2 9 — f‘g ) 2 die Terme
proportional zu ¢ 72 und € ~! verschwinden. Ersteres macht ein konvergentes Ubergangsmatrixelement
iiberhaupt erst moghch wihrend letzteres dazu fiithrt, dafl F1 1F2 9 — FQ 1F1 -2 keinen Beitrag zu einem
nichtverschwindenden Ubergangsmatrixelement hefern kann. Vielmehr kann ein solcher Beitrag nur
von dem Klammerausdruck in (B.31) herriihren. So findet man schlieflich:

P2 _ 4 Pia(Ji2 + J15) 0, -0 -0

w(rei) - N TG G Rl
gy [+ 392 — 351+ (i19)2)]

1+ @)% — 20997 ] - [1+ (99)? — 20997 |

+0O(1). (B.32)

B.3.2 r=3

Geht man von r = 2 zu r = 3 iiber, so tritt neben das kritische Paar von Losungen (y1,y2) eine unkriti-
sche Losung y3. Das Verhalten der Elemente in der nun auftretenden dritte Spalte von det(H[I] — 1)
beim Ubergang zum XX-Modell wird im wesentlichen durch die Eigenschaften von y5 bestimmt. Da ys3
unkritisch ist, bietet es sich an, die Matrixelemente der dritten Spalte in der Form, wie sie in H gem&f3
(4.75) gegeben ist, zu verwenden. Beim Grenziibergang A — 0 treten fiir die Elemente der dritten
Spalte keine Schwierigkeiten im Zusammenhang mit dem kritischen Losungspaar auf, und man erhélt
so zunédchst mit (4.84) und (4.85):

3 = ~0) ~
11—g3| 1+ (59)? 1—g2 1—393| . (1—d(ys)(—1)>"!
a3 = H = . .ilglo , (B.33)

2Nv 1=90ys |25 /1= (§9)2 1 — Uils Yo — Y3

T

a=1,2,3.

Der Term

yscot 3 —1 N( 1yt
yscot T +1

| dly) (1) =1 - [ (B.34)
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verschwindet stets fiir A — 0, und zwar fiir beliebiges > 3. Setzt man nédmlich den Ansatz (B.4)
hier ein, so erhélt man:

1) (1) = (1= (1) ] - e+ i) O, (B39
Mit (4.86) folgt aber nun, dafl stets (—1)"~%(—1)?2 = 1 gilt, so daB
1= dlys) (-1 = (0 + )7 + O, (5.36)

Yz +1

Vor diesem Hintergrund sind nun fiir die Berechnung des verbleibenden Limes in (B.33) zwei Félle zu
unterscheiden:

1. Im Grenzwert A — 0 gibt es keine Grundzustandslésung 47, i = 1,2, 3, die mit g3 iibereinstimmt,
dh. g3 # ¢ Vi = 1,2,3. In diesem Fall 148t sich der Grenziibergang in (B.33) problemlos
durchfiithren und mit (B.36) folgt:

~ ~ 3 = ~0) ~
- N 1+ (59)? 1—32 1— 307
Hos = —e(d3+7s e S el ! Ak B.37
T G | Ut | 07
+O(), a=1,23.

2. g3 stimmt mit einer Grundzustandslosung iiberein. Dies soll, eventuell nach Umnumerierung, die

Losung 49 sein, d.h. g3 = §3. In diesem Fall fithrt das Ausfiihren des Limes in (B.33) auf einen
unbestimmten Ausdruck ,,%“, der allerdings mit Hilfe elementarer Methoden behoben werden
kann, wenn man hierzu I3 als kontinuierlich variierbaren Parameter annimmt:

: 1 —d(ys)(=1)? _ 2Na
ilino ( yg — Y3 1 + "‘2 51}311}3 + O( ) (B38)

Damit folgt in diesem Fall (man beachte: 73 = §9):

VTF 1 it
Hs s = =sgn(1l — y L f =
3,3 3 Ll:[1 /7@?)2 — §iiis

Die Matrixelemente Hi 3 und Hs 3 ergeben sich aus (B.37).

+ O(e). (B.39)

Die iibrigen Matrixelemente lassen sich analog zum Fall » = 2 herleiten. Sie unterscheiden sich zwar
in einzelnen Faktoren, zeigen in der e-Entwicklung aber alle die gleiche Abhéngigkeit von e:

1
I j (Jlg + ‘]1*2) |:EP12 — 2Q12:| + 0(5), 1= 172,3, ] = 1,2 (B40)
Damit sind alle Matrixelemente fiir den Fall » = 3 bekannt und det(H[[] — 21) kann berechnet

werden.'® Hierzu wird folgende Entwicklungsformel verwendet (MUIR, 1960):

3
) ) o L
_ £ _ _ £ _1)i+ (4,5)
det (F N1) =detl" — ’Zl( 1)+ det T, (B.41)
i,j=
In dieser Formel bezeichnet I'>9) den Minor von T, der sich durch Streichen der i-ten Zeile und J-ten
Spalte ergibt.

15Um die Notationen zu vereinfachen, wird im folgenden stets det(I" — %1) statt det(H[T] — %1) geschrieben.
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Zunéichst zum 1. Fall: Setzt man die Matrixelemente gemif (B.37) und (B.40) in det T' und entwickelt
um ¢ = 0, so findet man folgendes Verhalten:

_ . .
-1 _ 2. 1 )
detT' ~ (67 P12 — 2Q12) € -det [(ya w1 +O(e ))a o 31 . (B.42)
aus 1./2. Spalte aus 3. Spalte

Da die Losungen des kritischen Paares die Gleichung 142 = 1 erfiillen, 148t sich dieses weiter umfor-
men:

1 y1 1 2
90— 1-9091 ylyl +O( ) 99— y11 7971 +O(E)
det[ ] = —y21y11 yZyl + O(g?) y;‘lyl T y12y1 FO(E2) - | =0+ 0®2), (B.43)
. +0(?) sl e + O(e?)

99—71 1—9391 y Y1 99—01 1-3351

da die erste und zweite Spalte in der Ordnung €° linear abhingig sind. (B.42) und (B.43) ergeben
zusammen:

detT ~ O(e) (B.44)
Damit liefert det I keinen Beitrag zu M $(q), vgl. (B.18). In analoger Weise findet man fiir die Minoren:
det T ~ (671 Py — 2Q13) - € ~ O(1), i=1,2,3, j=1,2, (B.45)
und
det T3 ~ (67 Py — 2Q12)% - (0 + O(£2)) ~ O(1), i=1,2,3. (B.46)
Demnach liefert auch keiner der Minoren einen Beitrag zu M %(q), so daB schliefllich folgt:
Mi(q) =0, falls g3 # 79 Vi =1,2,3. (B.47)

Im 2. Fall, g5 = §9, 148t sich aus der dritten Spalte kein gemeinsamer Faktor ¢ mehr ausklammern,
vgl. (B.39). Damit wird die fithrende Ordnung in der e-Entwicklung von det I' im Vergleich zum 1. Fall
um Eins erniedrigt:

detT ~ O(1) (B.48)

Wegen (B.18) liefert det T' aber auch hier keinen Beitrag zu M %(g). Von den Minoren tragen in diesem
Fall alle diejenigen zu M3 (q) bei, in denen das Matrixelement Hj 3 nicht gestrichen wird. Also:

-2
det (T — -1
+(-)

Da hier 3 = 99 gilt, kiirzen sich in 1:‘1-, i» %, J = 1,2, alle Terme heraus, in denen sich die Matrixelemente
fiir r = 3 von denen fiir r = 2 unterscheiden. Somit 148t sich das Resultat (B.32) fiir den Fall r = 2
hier unmittelbar einsetzen, und man erhélt schliellich:

) . . . .
- [det TOD _ det T2 — det TV 4 det T2 ] + 0(1)  (B.49)

2 . N N N N
_NH3’3 (F2,2 —To1 -T2+ 1—‘1,1) +0O(1). (B.50)

-2 4 P12(J12+J12) -0, ~0 =~ ~0~0
det (F—l) = H33 [ 1+y27yf(1+y1y2)]
N V1= (39)2/1 - (99)2
~0)
Yo

g [y1<1+ §)%) — 8L+ (#)*)]
[1 +(79)? - 2?/191} : [1 +(99)% - 2?/2%]

+0(1), (B.51)

wobei Hz 3 durch (B.39) gegeben ist.
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B.3.3 Der allgemeine Fall

Die Ubertragung der zu r = 3 angestellten Uberlegungen zur Berechnung von det(f‘ — %1) auf den
allgemeinen Fall, d.h. beliebiges r > 3, ist nun problemlos mdoglich.

Im allgemeinen Fall liegen neben dem kritischen Paar (y1,y2) noch r — 2 nichtkritische Losungen
Y3, ...,y vor. Hierfiir werden die Matrixelemente f‘m—, i=1,...,7,j=1,2, und |:|m-, i=1,...,7,
7 =3,...,r, simtlich analog zum Fall r = 3 berechnet.

Fiir die Auswertung von det(I' — 21) wird die Verallgemeinerung von (B.41) verwendet (MUIR, 1960):

- 2 . -
_ =z _ = 1)+ (i.9)
det (F N1> =detT Z I det TG, (B.52)

1]1

Betrachtet man zuniichst den Fall, daf es zu ¢ nichtkritischen Lésungen (¢ = 1,...,7 —2) im Grenzwert
A — 0 keine mit ihnen iibereinstimmenden Grundzustandslosungen gibt, so verallgemeinern sich
(B.42) und (B.44) zu

~ 1
detT' ~ = ' (04 0(2)) ~ O(eh). (B.53)
Und fiir die Minoren findet man in Verallgemeinerung von (B.45) und (B.46):

det T3 ~ O(et1), ij=1,...,r (B.54)

Damit tragen sowohl det T als auch séimtliche Minoren wegen (B.18) nicht zu M3 (q) bei. In diesem
Fall ist also M $(¢) = 0. Ein nichtverschwindendes Matrixelement gibt es nur dann, wenn es r — 2
Grundzustandslosungen gibt, die fiir A — 0 mit den r — 2 nichtkritischen Losungen der Bethe-Ansatz-
Gleichungen fiir den angeregten Zustand iibereinstimmen, d.h. (eventuell nach Umnumerierung):

Us = Ug, Ua=0is- - Tr = B (B.55)
Unter diesen Voraussetzungen fiihrt eine analoge Rechnung zum Fall r = 3 zu folgender Verallgemei-
nerung von (B.51):

det (f - %1) = ]1;[3 M — Plz(le\}Llsz)l7 30 + 52 — 51 (1 + 3052)] %
(TR0 D) - BA+ @] g (B.56)
(14 (59)% — 2999, ] - [1+ (59) — 29957 ]
mit
2 ~0 ~
|:|“ =sgn(l — yj E L (;;)2 1 Z{)jj + O(e), (B.57)
vgl. (B.39).

B.4 Zusammenfiihrung der Einzelergebnisse

Fiihrt man die in den Anhéingen B.1 - B.3 hergeleiteten Einzelergebnisse fiir A — 0 in (B.1) zusammen,
so hat man zuné&chst:

_ 750 : H{IZ-O}T_Q C {I?}T, so daf {IZ-O}T_Q = {13514;---717“}7“—27
M3 (q) (B.58)
=0 : sonst.

Im nichtverschwindenden Fall folgt dann fiir
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g3:gga g4:gga---7g7":gg (B59)
ausgehend von (B.6), (B.16) und (B.56) sowie mit (4.82) - (4.85):

50 = 16 5o [0+ @92 -0+ @A)\
MOT N \ U+ 0% — 20907 ] - [+ 59)° — 20237 ]

y (79 + 99 — g7 (1+3933)]
N2 =-C)+ A —-&)?] —2[@ )2 +1-&]

Hierbei ist & durch (3.30) und ¢; durch (B.17) gegeben.

(B.60)
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