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Abstract

One of the main goals of the SESAM/TxL collaboration is to explore the structure
of the full QCD vacuum within the framework of lattice calculations.

In this work we concentrate on two aspects of this question: The contribution of
disconnected diagrams to the 1’ mass and the search for signals of string breaking
due the effects of virtual quark anti-quark pairs.

Our analyses were done on the SESAM/TxL QCD configurations with dynamical
Wilson fermions at 5 = 5.6 which cover a m,/m, range of 0.57 to 0.83 with an
extrapolated inverse lattice spacing of 1/a ~ 2.3 GeV.

The flavor singlet meson 7’ should obtain its relatively large mass by large contri-
butions from disconnected diagrams which vanish for octet mesons. The evaluation
of these noisy two loop correlators is a numerically demanding task.

We discuss various methods and improvements of quark loop estimation on our
configuration sample. We find that the use of O(400) smeared stochastic Z, source
vectors per configuration makes the 1’ propagator accessible to standard spectrum
methods. We extract 1’ observables which, after chiral extrapolation, are 15 — 25
per cent below the pseudoexperimental Ny = 2 values. This could of course be an
O(a) effect or due to a nontrivial extrapolation from the Ny = 2 world to reality. A
quenched reference analysis leads to similar results. We find large contributions to n’
observables from topologically nontrivial configurations. This justifies qualitatively
the theoretical picture which relates the 1" mass with the U(1) anomaly. These de-
pendencies seem to be absent for light spectrum observables.

The observation of string breaking, the energetically favored decay of a static quark
anti-quark pair into a static-light meson pair, above a certain separation should be
a qualitative feature of full QCD simulations.

In the framework of a two channel mixing anlysis we estimate and improve noise
to signal ratios of the static quark pair and the transition amplitudes. We determi-
ne the expected string breaking distance from the mass of two static-light mesons
and the static quark anti-quark potential. It turns out that string breaking should
in principle be observable on our TyL lattices. Again, smeared sources lead to a
significant noise reduction at the relevant separations.
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Kapitel 1

Einleitung

In der Natur wechselwirken die Grundbausteine der Materie, die Leptonen und die
Quarks iiber 4 bekannte Elementarkréfte: Die Elektromagnetische, Schwache, Starke
und Gravitations-Wechselwirkung. Wahrend letztere sich bis jetzt einer konsisten-
ten Quantisierung widersetzt !, lassen sich die ersteren durch lokale Quantenfeld-
theorien beschreiben. Grundprinzip dieser Formulierungen ist die Betrachtung von
Eichsymmetrien der Lagrangedichten, d. h. die Invarianz der Theorie unter lokalen
Eichtransformationen. Die Wechselwirkungen werden durch Austausch von Eichbo-
sonen vermittelt.

Die Elektromagnetische und Schwache Wechselwirkung koppeln an Leptonen und
Quarks und konnen zusammenfassend im elektroschwachen Salam-Weinberg-Modell
[1] mit der Eichgruppe SU(2)w x U(1)y dargestellt werden, wobei die SU(2)y-
Eichbosonen ausschliellich an ’linkshéndige’ Teilchen koppeln, die Paritdt somit
explizit verletzt wird.

In der gegenwértig vielversprechendsten Beschreibung der Starken Wechselwirkung,
der Quantenchromodynamik [2], koppeln masselose Eichbosonen, die Gluonen, an
die 'Farbfreiheitsgrade’ der Quarks. Die Eichgruppe dieser Theorie ist die 'Farb’-
SU(3)e.

Die Uberpriifbarkeit und der Erfolg dieser Theorien griinden sich auf deren Renor-
mierbarkeit [3], welche sinnvolle physikalische Vorhersagen erst ermoglicht, indem
die in Stérungsrechnungen héherer Ordnung auftretenden Divergenzen konsistent
durch Redefinition der Massen und Kopplungen absorbiert werden kénnen.

Das Standardmodell der Elementarteilchenphysik beschreibt diese Wechselwirkun-
gen durch eine unter der Produktgruppe SU(3). x SU(2)w x U(l)y invariante
Lagrangedichte. Die Elementarteilchen sind in diesem Rahmen in 3 Familien mit
Quarks und Leptonen in den Fundamentaldarstellungen der Eichgruppen eingeteilt.
Auf dem Niedrig-Energie-Niveau ist die elektroschwache Eichsymmetrie durch den
Higgs-Mechanismus, welcher iiber den Vakuumerwartungswert von Higgs-Bosonen,

! Ansiitze in dieser Richtung sind im allgemeinen nicht renormierbar. Renormierbare Theorien,
wie z. B. die R?>-Quantengravitation, sind hingegen nicht unitér, deren Vorhersagekraft ist demnach
zweifelhaft.



zusétzlichen Skalaren im Standardmodell, zu massiven SU (2)-Eichbosonen fiihrt, zur
elektromagnetischen U(1)-Symmetrie gebrochen. Es verbleibt demnach die SU(3).. x
U(1)em-Eichsymmetrie.

Die aus dem Renormierungsverfahren gewonnenen Renormierungsgruppengleichun-
gen beschreiben iiber die Callan-Symanzik-3-Funktionen [4] das Laufen der Kopp-
lungskonstanten, d. h. die Abhéngigkeit der Wechselwirkungsstérke vom Impulsiiber-
trag. Im Gegensatz zur U(1)-Kopplung, welche mit steigender Wechselwirkungs-
energie anwachst, sind Wechselwirkungen, welche durch nicht-abelsche Symmetrien
beschrieben werden, bis zu einem bestimmten Teilcheninhalt asymptotisch frei [5],
d. h mit wachsender Energie verschwindet die Kopplungsstirke. Sie besitzen einen
Ultra-Violett-Fixpunkt mit Kopplungsstérke 0.

Viele Rechnungen und Vorhersagen zur Uberpriifung der Wechselwirkungsmodelle,
wie Streuquerschnitte, Zerfallsbreiten u. 4. konnen ohne weitere Annahmen oder
Modelle nur im Rahmen der Stérungstheorie, d. h. in der Entwicklung nach ei-
ner notwendigerweise kleinen Kopplungsstéarke durchgefithrt werden. Wahrend fiir
die elektroschwache Theorie im zugénglichen Energiebereich die Kopplungen aus-
reichend klein sind und bisher alle perturbativen Prézisionstests im Rahmen der
Fehler erfolgreich waren, 143t die laufende QCD-Kopplung a nur im Hoch-Energie-
Bereich (Multi-GeV) derartige Rechnungen zu. Im Niedrig-Energie-Bereich scheint
eine sehr grofle, nichtperturbative Kopplungsstiarke vorzuliegen. Es zeigen sich ge-
bundene Grundzusténde, die Hadronen, und Confinement, Quarks konnen nicht
isoliert beobachtet werden.

Quantenfeldtheoretische Rechnungen lassen sich aus der Pfadintegralquantisierung
herleiten. Wechselwirkungen sind in diesem Bild als Summe aller mit der exponen-
zierten jeweiligen Wirkung gewichteten Reaktionspfade zu sehen, die korrespondie-
renden Funktionale sind jedoch im allgemeinen nicht integrabel. Die Stérungstheorie
ist in diesem Bild eine Entwicklung des Pfadintegrals in der Kopplungskonstanten.
Nach einer auch in perturbativen Rechnungen iiblichen Wick-Rotation in den Eu-
klidischen Raum kann die Summation iiber alle Pfade im Sinne der statistischen
Mechanik als Zustandssumme iiber alle Wahrscheinlichkeiten gesehen werden. In
diesem Rahmen ist ein nichtperturbativer Ansatz durch eine stochastische Néhe-
rung des Funktionalintegrals moglich. Dies kann geschehen, indem ein Satz von
Feldkonfigurationen im statistischen Gleichgewicht generiert wird, auf denen dann
Operatorerwartungswerte gemessen werden kénnen.

Die Gitter-QCD [6] verfolgt genau dieses Ziel. Auf einem endlichen Raum-Zeit-
Gitter werden mit einer diskretisierten Version der Kontinuumswirkung bei festen
Quarkmassen und Kopplung, d.h. festem Gitterabstand a, Feldensembles im stati-
stischen Gleichgewicht erzeugt und QCD-Observable gemessen. Auf diese Weise ist
ein Testfeld der QCD im Prinzip ohne zusétzliche Annahmen oder Modelle gegeben:
Observable auf dem Gitter konnen nach in der Praxis notwendigen Extrapolationen
in Gitterlinge, -abstand und Quarkmassen mit experimentellen Werten verglichen
werden.

Natiirlich kann auch dieser Ansatz allein wegen der endlichen physikalischen Git-
terlange aL immer nur Ndherung bleiben. Der inverse Gitterabstand, der ultravio-




letten p < 27/a~! und infraroten Impulscutoff p > 27/(La™') festlegt, beschrinkt

die Giiltigkeit der gewihlten Diskretisierung der Kontinuumswirkung. Zudem sind
weitere Naherungen, wie die Extrapolation von groflen Quarkmassen in der Simula-
tion auf die kleinen physikalischen, zu beriicksichtigen. Der gegenwirtige Stand der
Rechnerkapazititen scheint bei akzeptabler Statistik und Simulationszeit der vollen
QCD nur Gitter bis ca. 64* zuzulassen. Um grofere physikalische Gitterlingen durch
groflere Gitterabstédnde zu erreichen, werden neben der naiven Diskretisierung, der
Wilson-Wirkung [6], O(a)- oder Symanzik-verbesserte Wirkungen [7], welche Cutoff-
Effekte der 1. Ordnung entfernen sollen, verwendet. Simulationen mit perfekten Wir-
kungen [8],[9] sollen schlieBlich allgemein irrelevante Kopplungen vermeiden.
Simulationen in der quenched oder Valenzquark-Néherung ndhern den fermionischen
Teil des Pfadintegrals als Konstante, was dem Grenzwert von Seequarks mit unend-
licher Masse entspricht. Analysen in diesem Rahmen fiihrten fiir das leichte Hadron-
spektrum und die entsprechenden Matrixelemente auf signifikante Abweichungen zu
den experimentellen Werten von 5 — 10 Prozent 2. Von dieser GréBenordnung sind
demnach, falls die QCD diese Zustédnde korrekt beschreibt, die Seequarkeffekte die-
ser Observablen anzunehmen.

Der heutige Stand der Simulationen ist bei der vollen QCD mit 2 dynamischen
Fermionen angelangt. Hierunter ist die Beriicksichtigung von 2 leichten Seequarks
gleicher Masse in der Wirkung des Pfadintegrals zu verstehen. Anschaulich bedeu-
tet dies, dafl Effekte von Seequarkloops iiber die Vakuumkonfigurationen in den
Observablen enthalten sind. Hier unternahm bzw. unternimmt die SESAM/TxL-
Kollaboration [11], [12] den Versuch, erstmals die volle Ny = 2-QCD mit signifikan-
ter Statistik zu simulieren. Der Hauptteil dieser Arbeit besteht aus Analysen dieser
Simulationen.

Gegenwirtig wird zudem von den UKQCD- [13] und CP-PACS- [14]-Kollaborationen
die Simulation der vollen QCD mit verbesserten Wirkungen in Angriff genommen.

Ziel der SESAM /TyL-Kollaboration als explorative Analyse dynamischer Fermionen
ist in erster Linie die Herausarbeitung von qualitativen Unterschieden zur quenched
bzw. Valenzquark-Ndherung. Neben der Betrachtung des Hadronspektrums [15] ist
dann natiirlich die Analyse von auf Seequarkloops moglicherweise sensitivere Grofien
von herausragender Bedeutung.

Von besonderem Interesse sind hier Flavor-Singulett-Observable, die neben Bei-
tragen von Diagrammen mit zusammenhédngenden Quarklinien zusétzlich Beitrége
von nichtzusammenhédngenden Quarkdiagrammen erhalten und so moglicherweise
bessere Testwerkzeuge fiir den Einflul von Seequarkloops auf die Struktur des Va-
kuums sein konnen. Im Rahmen der Kollaboration wurden bereits der Pion-Nukleon-
o-Term [16] und die axiale Flavor-Singulett-Vektor-Kopplung des Nukleons G [17]
betrachtet.

Die vorliegende Arbeit setzt ihren ersten Schwerpunkt in der Bestimmung der Masse
des Flavor-Singulett-Mesons 7' in der vollen QCD. Die im Vergleich zum Mesonok-
tett sehr hohe experimentelle Masse sollte sich auf dem Gitter in einem grofien

ZFinale’ Analysen in [10]




Beitrag des bei Oktettmesonen verschwindenden, nichtzusammenhéngenden Korre-
lators widerspiegeln. Theoretisch wird dies durch symmetriebrechende Beitrédge to-
pologisch nichttrivialer Eich-Vakuumkonfigurationen begriindet. Zentrales numeri-
sches Problem ist die Bestimmung des nichzusammenhéngenden Korrelators. Dessen
rauschiges Signal erschwert eine Analyse der Masse mit Standardmethoden der Ana-
lyse des leichten Spektrums. Erste Analysen in der Valenzquark-Naherung [18] und
mit 2 dynamischen Kogut-Susskind-Quarks [19], sowie neuere vorlaufige Auswertun-
gen auf Ny = 2-Konfigurationen der CP-PACS- [20] und UKQCD-Kollaborationen
[21] bestimmten bzw. bestimmen die Masse indirekt aus dem Verhéltnis von nicht-
zusammenhéngenden und zusammenhéngenden Korrelatoren. In dieser Arbeit wird
gezeigt, in welchem Mafle der n’-Propagator verbesserten stochastischen Schéatzun-
gen zugénglich ist. Die Masse wird dann ohne theoretische Vorurteile mit Stan-
dardspektrumsmethoden direkt aus dem n’-Propagator extrahiert. Von Interesse ist
natiirlich, ob iiberhaupt Zusammenhénge zwischen der Eichfeldtopologie und den
1’-Observablen bestehen.

Ein wichtiger qualitativer Unterschied zwischen Valenzquark-Ndherung und voller
QCD wird bei der Betrachtung des Potentials eines statischen Quark-Antiquark-
Paares erwartet. Der Bindungszustand des statischen Quark-Antiquark-Paares mit
endlicher Ausdehnung wird auch als String bezeichnet. Wihrend das Potential in
der quenched QCD fiir grofle Abstdnde linear mit der Stringspannung o wachsen
sollte, ist in der vollen QCD durch Effekte von virtuellen Seequarkpaaren oberhalb
der Massenschwelle ein Zerfall in 2 Static-Light-Mesonen moglich. Dieses ’Aufbre-
chen des Strings’ wird als String-Breaking bezeichnet. Fiir grofle Quark-Antiquark-
Absténde sollte demnach ein Abflachen des Potentials auf die Ruheenergie zweier
Static-Light-Mesonen beobachtbar sein.

Eine Standardmethode zur Messung des Quark-Antiquark-Potentials ist die Analyse
von Wilsonloops, in einer Raumzeitebene geschlossene Verbindungen von Eichfeld-
links. Dieser Operator liefert in der Valenzquark-N&herung beeindruckende Uberein-
stimmungen mit den erwarteten Potentialverldufen [22], [23]. In Simulationen der
vollen QCD wurde jedoch bis heute der fiir groe Abstdnde erwartete qualitati-
ve Unterschied zum Quenched-Potential nicht schliissig gezeigt. Ein Abflachen des
Wilsonloop-Potentials jenseits des aus der Massenschwelle extrahierten Brechungs-
abstands konnten sowohl die SESAM- [24] und TxL- [25] als auch die UKQCD- [26]
und CP-PACS-Kollaboration [27] nicht beobachten. Es wird angenommen [28], daf
dies durch einen schlechten Uberlapp des Wilsonloop-Operators mit dem 2-Static-
Light-Zustand des gebrochenen Strings bedingt ist. Dies legt nahe, den Grundzu-
stand des Potentials aus einer Mischungsanalyse von Quark-Antiquark- und 2-Static-
Light-Zustand zu bestimmen [29]. Neben dem Wilsonloop-Operator sind dann 2-
Static-Light-Korrelatoren sowie Ubergangsmatrixelemente zu beachten. Wihrend
in explorativen Analysen dieses Mischungsbild im SU(2)-Higgsmodell qualitativ
bestétigt werden konnte [30], [31], steht eine vollsténdige Analyse in der vollen QCD
noch aus [32].

Der zweite Schwerpunkt diese Arbeit konzentriert sich in diesem Zusammenhang auf
die Betrachtung von, mit Standardtechniken erzielbarer, Signal-Rausch-Verhiltnisse
der relevanten Operatoren. Zur Signalverbesserung werden Rauschreduktionsmetho-




den untersucht.

Die Arbeit gliedert sich wie folgt:

Diskretisierte QCD

In Kapitel 2 werden die Grundlagen von Pfadintegralformalismus und der Gitterfor-
mulierung der QCD dargestellt. Es folgt eine Erlduterung der in den SESAM /Ty L-
Simulationen verwendeten Wilson-Wirkung und der N&herungen des Gitterzugangs.
Abschlieflend werden die Simulationen der SESAM/TyL-Kollaborationen, welche
dieser Arbeit zugrunde liegen, detailliert.

n’-Masse in der vollen QCD

Das 3. Kapitel ist der Massenbestimmung des Flavor-Singulett-Mesons 1’ in der vol-
len QCD auf SESAM/TyL-Konfigurationen gewidmet. Der Singulett-Propagator
erfordert die numerisch aufwendige Bestimmung von 2-Loop-Korrelatoren. Dieser
Problematik wird hier besondere Aufmerksamkeit geschenkt. Melansatz zur Berech-
nung von Quarkloops ist die Verwendung von Quellen, die durch Volume-Source und
lokales Zs-Rauschen gegeben sind. Ein Vergleich der entsprechenden Signal-Rausch-
Verhéltnisse auf einem SESAM-Teilsample verdeutlicht die numerischen Probleme.
Aufbauend hierauf werden Verbesserungsanséitze diskutiert. Es stellt sich heraus,
dafl mit stochastischen Z,-Quellen geschétzte, 'geschmierte’ Quarkoperatoren auf
deutlich stabilere Signale als herkommliche Ansétze fithren. Dies ermoglicht die
Bestimmung der n’-Masse mit Standardmethoden der Spektrumsbestimmung. Mit
diesem Ansatz wurden zusétzlich Referenzanalysen auf quenched Konfigurationen
vergleichbaren physikalischen Gitterabstands durchgefiihrt. Chirale Extrapolationen
dieser Resultate werden mit aus dem Experiment abgeleiteten Daten verglichen.
Uber das Index-Theorem werden anschlieBend aus den Quarkloopdaten Naherungs-
werte der topologischen Ladung von Vakuumkonfigurationen ermittelt. Diese fer-
mionischen Methoden der Ladungsbestimmung werden mit der Messung nach der
gluonischen Methode auf ’gekiihlten’” Konfigurationen verglichen und zeigen eine
recht gute Korrelation.

Von Interesse ist weiter, ob die Verbindung zwischen topologischen Eigenschaften
des QCD-Vakuums und 7’-Observablen qualitativ hergestellt werden kann. Dies wird
auf Subsamples mit definierter topologischer Ladung sowohl fiir " als auch fiir Ob-
servable des leichten Hadronspektrums untersucht.

String-Breaking-Matrixelemente

In Kapitel 4 folgt eine Machbarkeitsstudie fiir eine Analyse des String-Breakings auf
den SESAM/TyL-Gittern. Die Beobachtung dieses Phéanomens wird im Rahmen




einer Mischungsanalyse von 2 Gitter-Operatoren, Quark-Antiquark- und 2-Static-
Light- bzw. 4-Quark-Operator, aufgefafit.

Der erwartete Brechungsabstand r, wird aus dem Wilsonloop-Potential und der
Massenschwelle zweier Static-Light-Mesonen bestimmt. Es werden Signal-Rausch-
Verhiltnisse von Wilsonloop-Operator und Ubergangsmatrixelementen betrachtet.
Als Verbesserungsansatz fiir die Signalqualitit der Ubergangsmatrixelemente wird
hauptséchlich auf die Verwendung verschmierter Quark-Operatoren eingegangen.
Die daraus resultierende Rauschreduktion und mogliche systematische Fehler durch
die Verwendung von ausgedehnten Quellen werden betrachtet. Es zeigt sich, dafl das
Schmieren von Quark-Operatoren ebenfalls stabilere Signale der Ubergangsmatrix-
elemente liefert.
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Kapitel 2

Diskretisierte QCD

Gegenstand dieses Abschnitts ist die Darstellung der theoretischen Grundlagen der
nachfolgenden Analysen. Nach einem Uberblick iiber den Formalismus der Pfadinte-
gralquantisierung von Quantenfeldtheorien wird die Pfadintegral-Formulierung der
starken Wechselwirkung auf dem Gitter, die 'Gitter-QCD’ !, vorgestellt. Insbeson-
dere fiir den der Storungstheorie unzugéinglichen Niederenergiebereich der QCD
konnen in diesem Ansatz im Prinzip ohne zusétzliche Annahmen Aussagen nach
‘ersten Prinzipien’ getroffen werden. Im weiteren wird die in dieser Arbeit verwen-
dete Standardvariante dieses Zugangs, die Simulation mit der Wilson-Wirkung mit
den verschiedenen, in der Praxis notwendigen Nidherungen vorgestellt. Zuletzt wird
die konkrete Realisierung eines solchen, die 'volle QCD’ annéhernden ’"Computerex-
periments’ im Rahmen der SESAM /T xL-Kollaboration erldautert. Auf die Analyse
dieser Daten stiitzt sich der Hauptteil dieser Arbeit.

2.1 Pfadintegralquantisierung

Unter den Alternativen zur Quantisierung von Feldtheorien, wie Kanonischer Quan-
tisierung, BRST-Quantisierung usw., bildet der Pfadintegralformalismus 2 einen An-
satz, der auf fundamentalen Prinzipien der Quantenmechanik basiert und im Prinzip
auch nichtstorungstheoretische Rechnungen zulafit.

Grundlegendes Postulat ist hier, daf§ der Propagation oder Wechselwirkung eines
durch das Feld ¢(z) beschriebenen Teilchens eine Ubergangsfunktion zuzuordnen
ist, die als Pfadintegral, d. h. als Integral iiber alle mit der jeweiligen exponenzier-
ten Wirkung gewichteten 'Pfade’ berechnet werden kann. Zentrale Grofle dieser For-
mulierung ist die Lagrangedichte L(¢(z),0,¢(x)) der Feldtheorie und die Wirkung
S = [dxL. Analog zur Statistischen Mechanik ergibt sich eine ’Zustandssumme’

'Einfiihrungen in [33], [34], [35]
2Siche z. B. [36], [37]
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durch ein Funktionalintegral der Felder ¢
7z = /D¢ ¢Sl | (2.1.1)

Insbesondere fiir die Formulierung der Theorie auf einem Gitter wird die Wick-
Rotation der Zeitkoordinate, die Transformation in den Euklidischen Raum,

20 — —iz* | iS — —SF (2.1.2)
durchgefiihrt. Eine mogliche Wahl der y-Matrizen im Euklidischen ist dann

W=, =iy (2.1.3)

Allgemein lassen sich Erwartungswerte von Operatoren O(¢) als Funktionalintegrale
darstellen:

©O) = 5 [ DO — (0@)r = - [DoO@) ™. (2.1.4)

"Statische Groflen’, wie Zerfallskonstanten oder Energien von Teilchenzusténden
kénnen so im Euklidischen Raum aus der Zeitentwicklung von "Mehrpunktfunk-
tionen’ gewonnen werden. Es entspricht z. B. die 2-Punkt-Funktion

(01(6,2)0i(9,0)) = ZLE [ D60;(6,2)01(,0)e 5"

= (0|T[O0;(¢,z)0i(¢,0)]]0)
(2.1.5)

dem zeitgerodneten Produkt von Erzeugungsoperator O; und Vernichtungsoperator
Oy. Die Operatoren erzeugen bzw. vernichten Linearkombinationen von Zustédnden
mit den jeweiligen Quantenzahlen der Operatoren. Mit einer Integration iiber die
rdumlichen Koordinaten, d.h. der Projektion auf Zustdnde mit verschwindendem
Impuls, 148t sich die Zeitentwicklung der 2-Punkt-Funktion dann in der Basis der
Eigenenergiezustdnde durch

(0] [ da*Os(6,2)0i(6,0)/0) = Y

n

(0]Oy[n) {n|O:]0)

—Enz 2.1.6
o e (2.1.6)

beschreiben. Fiir grofie Zeiten x4 148t sich so der Grundzustand F; ’herausprojizie-

ren:

(010¢]1)(1]G;|0)
2F,

limigy—oo({0) / 3O (¢, 1)0,(6,0)|0)) = e~Bima  (2.17)

2.2 Quantenchromodynamik

Die Quantenchromodynamik beschreibt, ausgehend von der Invarianz der Lagran-
gedichte unter lokalen SU (3)-Eichtransformationen

U = eap(igh*T*) , d(a) — Up(x) , dla) — d(a)UT , (22.1)
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die Wechselwirkung von Quarkfeldern ¢(x) in der fundamentalen Darstellung. Die
Generatoren der Algebra lassen sich z. B. durch die Gell-Mann-Matrizen 7% = \%/2
mit Vertauschungsrelationen [A\%, \’] = 2i f,,.A° und Strukturkonstanten f,;. darstel-
len, der Parameter ¢ ist die Eichkopplung. Durch die Einfithrung von Eichfeldern
A, (z) in der adjungierten Darstellung, d.h. durch die Einfithrung einer Wechsel-
wirkung mit dem Eichfeld, 148t sich die Lagrangedichte der Dirac-Gleichung freier
Spinoren

£ = §(2)ir" 0,0 () (22.2)

mittels einer in diesem Sinne kovarianten Ableitung 0, — D, mit
D, =0, +igA,(z) , Au(r) = Aj(x)T" (2.2.3)
verallgemeinern. Die Eichfelddynamik 148t sich dann durch den Feldstéarketensor
igF,, =Dy, D,] =ig(0,A, — 0,A, +ig[A,, A]) (2.2.4)

beschreiben. Der Kommutator [A,, A,] fithrt fiir nicht-abelsche Eichgruppen, wie
die SU(3), auf Selbstwechselwirkungen der Eichfelder. Fiir Ny Quarkfelder )y (z)
mit Massen my erhélt man so die eichinvariante QCD-Lagrangedichte

L— z_fj D) (" D,y — ) tb(a) — %Sp(FWF’“’) . (2.2.5)

Im folgenden wird eine spezielle Realisierung dieser Lagrangedichte auf dem Gitter,
die Wilson-Diskretisierung [6], vorgestellt.

2.3 QCD auf dem Gitter

2.3.1 Grundlagen

Ausgangspunkt der Betrachtungen ist ein hyperkubisches 4-dimensionales ’L3T-
Gitter’ mit einheitlichem Gitterabstand a und physikalischer rdumlicher Ausdeh-
nung [, = al sowie zeitlicher Ausdehnung [, = a7T. Im allgemeinen wird 7' > L
gewdhlt, um eine bessere Grundzustandsprojektion in der Zeitentwicklung ohne
deutlich groferen Simulationsaufwand zu gewéhrleisten. Die Umschreibung einer
im Kontinuum formulierten Eichtheorie auf ein Gitter bedeutet nun, dafi die "Ma-
teriefelder’ ¥y (z) auf den L3T Gitterpunkten definiert werden

U(x) = P(x:) =y , @ € LT (2.3.1)

Die Eichfelder A,(z) werden durch den Link U,(z), die Eichfeldverbindung eines
Punktes x mit seinem Nachbarn in p-Richtung ersetzt

T

Ay(x) = Uyz)="P [exp (—ig/x dyAu(y)ﬂ : (2.3.2)

+afi
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D.h. man ersetzt das Eichfeld durch sein entsprechendes, pfadgeordnetes (P) We-
gintegral. Es gilt fiir kleine Gitterabstdnde a demnach

1
Uy(z) ~ 1+ iagA,(z + 5@;1) + O(a?) . (2.3.3)

Anschaulich betrachtet, bedeutet dann diese Defintion der Eichfelder, dafl benach-
barte 1, eichinvariant verbunden werden kénnen. Je nach Wahl der Gitteroperatoren
lassen sich nun im Prinzip unendlich viele diskretisierte Wirkungen konstruieren, die
im Kontinuumslimes a — 0 die euklidische Kontinuumswirkung

SSCD = /d4x (kz:f:l zﬁk(af)(’nyM + my)r(x) + %Sp[FW(:z:)FW(a:)]) (2.3.4)

reproduzieren. Insbesondere lassen sich ohne Einflufl auf den Kontinuumslimes Ter-
me von hoherer Ordnung im Gitterabstand zur Wirkung addieren, sodaf} eine dis-
kretisierte Wirkung und deren Observable im allgemeinen Diskretisierungsfehler der
Ordnung a aufweisen.

2.3.2 Die Wilson-Wirkung

In diesem Abschnitt wird die Kombination der Plaquette-Wirkung der reinen Eich-
theorie mit der Wilson-Fermion-Wirkung als Standarddiskretisierung vorgestellt.
Zur Konstruktion der eichinvarianten Eichfeld-Wirkung aus den Link-Variablen U,
werden pfadgeordnete, geschlossene, d.h. eichinvariante Wege, Wilson-Loops kon-
struiert. Elementar ist hier der 1 x 1-Loop, die Plaquette 0, (z).

Ou(z) = Uy(x)U, (x + a,&)Ul(x + a?)Ul () . (2.3.5)

Aus dieser Plaquette lafit sich nun eine Gitterwirkung des SU(N)-Eichfeldes mit
korrektem Kontinuumslimes und Diskretisierungsfehlern der O(a?) definieren:

Swltu(e)] = B % (1= Re(Sibu(a)))

x ,LL>1/
= [ @ SplFu L) + O(?) (2:3.6)
Der 'Boltzmann-Faktor’ g ergibt sich mit der nackten Kopplungskonstante gy zu
B=2N/g; . (2.3.7)

Anzumerken ist, dal die Festlegung der nackten Kopplung implizit die renormierte
Kopplung und damit auch die Gréfenordnung des Gitterabstands festlegt.

Zu dieser Wirkung der reinen Eichtheorie lassen sich durch Addition von irrelevan-
ten Termen, insbesondere durch Linearkombinationen verschiedener Wilson-Loops,
verbesserte Versionen mit gleichem Kontinuumslimes bilden. Die den weiteren Be-
trachtungen zugrunde liegenden SESAM /T xL-Simulationen beschriankte sich jedoch
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auf die obige 'Plaquette-Wirkung’.
Zur Konstruktion einer diskretisierten Version der fermionischen Wirkung betrach-
ten wir zunéchst die freie fermionische Wirkung im Euklidischen

Sf = [ d'a(@@nfom(@) + blaymi()) (23.5)

Eine Umschreibung erhélt man sofort durch Bildung einer symmetrischen ’Gitter-

ableitung’
1
au - %[5a:,y+a/2 - 53:4/—&;2] ) (2-3-9>

welche auf die naive, freie Diskretisierung
_ ’}/E _
S]]c:7 = Z wx2—2<wx+aﬂ - w:;:faﬂ) +m Z wxwg; (2310)
T, T

fithrt. Der daraus resultierende fermionische Propagator

—ivy sin(ap,) + ma

G(p) = >, sin?(ap, + (am)?

(2.3.11)

besitzt jedoch fiir m = 0 iiber den physikalischen fermionischen Freiheitsgrad fiir den
Impuls p = (0,0, 0,0) hinaus, weitere Pole an den iibrigen Réndern der Brillouinzone,
auf denen fiir mindestens eine Impulskomponente p, = 7 gilt, beschreibt also insge-
samt 2% = 16 fermionische Freiheitsgrade. Dies ist das sogenannte Dopplerproblem.
Eine eichinvariante Version dieser naiven Diskretisierung 148t sich konstruieren, in-
dem man ’benachbarte’ Fermionvariable durch eichinvariant "herantransportierte’
Fermionvariable ersetzt:

¢m+aﬂ - Uu(x)1/}x+aﬁ ’ 77Z)m—aﬁ, - UZ(‘I - aﬂ)¢z—aﬂ . (2'3'12>

Dies ergibt die naive, eichinvariante fermionische Wirkung
Snawe _ Z ¢$’YM ( ¢m+au UZ(ZL‘ — aﬂ)l/)x—aﬂ)
+m2¢xwx . (2.3.13)

Problematisch ist die Umformulierung dieser Theorie zur Beschreibung der wirkli-
chen physikalischen Freiheitsgrade.

Der "Staggered-Fermion’-Ansatz von Kogut und Susskind [38] teilt die Freiheitsgra-
de auf die jeweils 4 Spinkomponenten von 4 Quarkflavors auf, beschreibt also eine
Welt mit 4 Quarks gleicher Masse.

Diese Arbeit und die ihr zugrunde liegenden Simulationen folgen dem Ansatz von
Wilson [39], der Fermionterme der Form einer 2. Ableitung zur Wirkung addiert,
um so den 15 unphysikalischen Freiheitsgraden Massen der O(a~1) zu geben. Dieser
eichinvariante Wilsonterm ist gegeben durch

Z ¢x [ 77Z)ac—|—au 2¢x + Ul(l’ - aﬂ)¢m—aﬂ) 3 (2314)
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wobei zu bemerken ist, dafl im Kontinuumlimes a=! — oo die Massen der Doppler

mp ~ ra~! unendlich werden und von der Theorie entkoppeln. Der Wilsonparameter
wird gewohnlich zu r = 1 gesetzt. Dieser Term bricht explizit die chirale Symme-
trie der masselosen Kontinuumswirkung, eine Konsequenz des "No-go’-Theorems von
Nielsen und Ninomiya [40], welches besagt, dafl es keine lokale Wirkung mit trans-
lationsinvariantem und hermitischem zugehorigen Hamiltonian gibt, welche chirale
Symmetrie aufweist und frei von Dopplern ist.

Insgesamt ergibt sich so nach Reskalierung der Fermionfelder

V2k1b, — by (2.3.15)

mit dem 'Hopping-Parameter’ x = (2am + 8r)~! die volle Wilson-Wirkung

gluon + Z ¢ T yw ) (2316)

mit der Wilson-Fermionenmatrix

4

M,y =0py— K Z [(T - 'YM)UM(IB)(SI-%aﬂ,y + (r+ %)Uﬁ(ﬂﬂ - a/l)(sx—aﬂ,y} - (2.3.17)

pn=1
Fiir die freie Theorie ergébe sich demnach eine Quarkmasse
1
a0 =5~ Ar . (2.3.18)
In der wechselwirkenden Theorie erfihrt die Quarkmasse eine additive Renormie-
rung. Es ergibt sich eine Verschiebung des kritischen Hopping-Parameters 1/8r —

ke. Dies ist erlaubt, da die Wilson-Wirkung die chirale Symmetrie verletzt. Die
Quarkmassen der wechselwirkenden Theorie ergeben sich demnach zu

mya — %(m 1) (2.3.19)

mit einem von den Kopplungen (3, r und x abhéingenden, in der Simulation zu
bestimmenden k..

2.4 Simulation der vollen QCD

2.4.1 Monte Carlo Simulationen der QCD

Wie oben beschrieben, erlaubt die Formulierung von Eichtheorien auf dem Gitter
eine naherungsweise stochastische Integration des euklidischen Pfadintegrals

(O, v, U)) = % / DUDPDYO (1, 1), U)e 5" 104:U] (2.4.1)
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mit der Zustandssumme

ZF = / DUDYDype S 0001 (2.4.2)

Die Auswertung dieses Pfadintegrals ist jedoch problematisch: 1) und ¢ konnen als
Grassmann-Variablen auf dem Gitter nicht dargestellt werden. Die Bestimmung des
bilinearen, fermionischen Teils des Pfadintegrals mit N; Fermionen gleicher Mas-

se Sf = Zivf Py 1/7k7xMx7ywk,y wird durch Berechnung des entsprechenden Gauss-
Integrals fiir Grassmann-Variablen, welches die eichfeldabhéngige Fermiondetermi-
nante ergibt, ausgefiihrt

/ DUDIDpe Wb vl _, / DU det(M[U])Nr e SthuonV) (2.4.3)

Die Berechnung der Fermiondeterminante als im Gegensatz zur gluonischen Wirkung
nichtlokale Grofe stellt das eigenliche Rechenzeitproblem in Simulationen der vollen
QCD dar, da sie den Rechenaufwand von Simulationen der reinen Eichwirkung um
Groflenordnungen iibersteigt. Frithere Simulationen wurden deshalb fast ausschlie3-
lich in der sogenannten Valenzquark- oder quenched Néaherung durchgefiihrt, in der
die Determinante konstant det(M[U]) = const gesetzt wird. Dieses schliefit die Ef-
fekte von Vakuumpolarisationen, d.h. von virtuellen Quark-Antiquark-Paaren bzw.
"Seequarkloops’, auf Observable aus.

Die Stochastische Integration geschieht durch Auswertung der Observablen O auf
Neons Vakuum-Konfigurationen und Mittelwertbildung

Nconf

(OU,,4)) = 1/Neons > Oi . (2.4.4)

Hierzu miissen die Hintergrundeichfelder im ’statistischen Gleichgewicht’, also mit
dem Wahrscheinlichkeitsmafl

dP(U) ~ DUdet(M[U])Nr e 57 ) (2.4.5)

erzeugt werden. Konfigurationen werden dann mit einem 2.4.5 gewéhrleistenden Al-
gorithmus in einer Markovkette erzeugt, Messungen von Operatorerwartungswerten
auf O(100) ’statistisch unabhéngigen’ Konfigurationen durchgefiihrt.

2.4.2 Systematische Fehler und Extrapolationen

Durch Monte-Carlo-Simulationen ermittelte Operatorerwartungswerte sind im all-
gemeinen nur in einer Reihe von Nédherungen gewonnen. Zum Vergleich mit experi-
mentellen QCD-Daten miissen noch Extrapolationen zur Kontinuumstheorie durch-
gefithrt werden.
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Statistische Fehler

Problematisch ist die Formulierung der ’Statistischen Unabhéngigkeit’ von Konfi-
gurationen. Im Prinzip ist zur Beurteilung fiir jede Observable eine Autokorrelati-
onsanalyse durchzufiihren. Eine naive Fehlerabschétzung von Messungen auf N, s
Konfigurationen wird im allgemeinen wegen Autokorrelationen der Konfigurationen
nicht den Wert des wahren Fehlers liefern. Zur korrekten Meffehlerbeurteilung auf
einem Konfigurationssample eignen sich vielmehr Verfahren wie Bootstrap- oder
Jackknife-Analyse, die Varianzen von Observablen auf einem Satz von Subsamples
bestimmen. In dieser Arbeit wird das Jackknife-Verfahren verwendet, das in Anhang
B ausfiihrlich beschrieben wird.

Endliches Volumen

Ein Vergleich von Gitterresultaten mit Kontinuumsmefwerten erfordert im Prinzip
eine Finite-Size-Analyse, d.h. einen Test auf systematische Effekte in den Obser-
vablen bei Simulationen verschiedener Gittervolumina L3T. Ein Ansatz in diese
Richtung wurde in der SESAM /T yL-Kollaboration durch Simulation des ’leichte-
sten” SESAM-Hoppingparameters auf Gittern der GroSen 162 x 32 und 243 x 40
gemacht. Ein Kriterium fiir Vernachléssigbarkeit von Effekten endlicher Gittergrofie
148t sich mit der Korrelationslange ¢ als Inverser der kleinsten auftretenden Energie,
d.h. im wesentlichen der m-Masse angeben. Hier sollte mit der Gitterausdehnung L
in Gittereinheiten

l<é=1/m, <L (2.4.6)

erfiillt sein. Allgemein wird in Simulationen m,L > 5 als ausreichend angenommen.

Leichte Quarkmassen

Aufgrund einerseits der bendtigten Gitterlange zum AusschluB von Effekten end-
lichen Volumens und andererseits des Aufwands zur Inversion von Fermionpropa-
gatoren sind gegenwértig keine Simulation mit Quarkmassen im Bereich der physi-
kalischen up- und down-Quarkmassen méoglich. Simulationen der vollen QCD wer-
den gemeinhin mit leichten Quarks im Bereich von der Masse des Strange-Quarks
bis herunter zu O(50MeV), d.h. mygne > 1/3Mgirange, durchgefiihrt. Dies erfordert
Simulationen verschiedener ’leichter’ Quarkmassen und Extrapolation geméfl Be-
ziechungen der chiralen Stérungstheorie zum Bereich physikalischer leichter Quarks.
Problematisch kann in diesem Zusammenhang sein, den Giiltigkeitsbereich der chira-
len Storungstheorie abzuschétzen. Insbesondere beim Vorliegen rauschiger Mefiwerte
konnen Extrapolationsansétze nicht eindeutig sein.
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Kontinuumslimes?

Gittersimulationen mit festem 3 und « legen implizit den Gitterabstand a fest. Der
Gitterabstand einer Simulation wird durch Vergleich von hadronischen Observablen,
wie p-Masse, Nukleonmasse, String-Tension oder 7-Zerfallskonstante, in Gitterein-
heiten mit ihren experimentellen MefSwerten ermittelt.

Zum Vergleich mit experimentellen Werten mufl nun eine Kontinuumsextrapolati-
on a — 0 der O(a)-abhéngigen Observablen durchgefithrt werden, d.h. es miissen
Simulationen mit verschiedenen Gitterabstdnden kombiniert werden. Ohne Bildung
des Kontinuumslimes bleibt die Erwartung, durch Betrachtung von Massenverhélt-
nissen, d.h. im Prinzip durch die oben beschriebene Festlegung des Gitterabstands,
bei ausreichend kleinem Gitterabstand a ~ 0.05—0.1fm die O(a)-Effekte der jewei-
ligen Massen anndhernd zu kompensieren. Man befindet sich dann im sogenannten
Scaling-Fenster, in dem sich fiir einen Bereich des Gitterabstands nahezu konstante
Massenverhéltnisse einstellen.

2.4.3 Ny =2-QCD durch SESAM/TxL

Die dieser Arbeit zugrunde liegenden Simulationen der vollen QCD mit 2 ’leich-
ten’, dynamischen Wilson-Quarks gleicher Masse wurden im Rahmen der SESAM-
3 und TxL- * Kollaborationen durchgefiihrt. Mit dem Hybrid Monte Carlo (HMC)
Algorithmus [41], dem Quasi-Standard-Algorithmus fiir QCD-Simulationen, wur-
den Konfigurationen mit 2 ’Seequarks’ gleicher Masse und Kopplung 5 = 5.6 ge-
neriert. Die Gitterabstdnde ergaben sich dann zu a ~ 0.1fm, ein Wert, in dem
quenched Simulationen beginnendes Skalieren zeigten. Der HMC verlangt zur po-
sitiven Definitheit der Fermiondeterminante und damit des Wahrscheinlichkeits-
mafles eine gerade Anzahl gleicher Fermionen. Die physikalische Situation von 3
leichten Quarks unterschiedlicher Masse konnte so nicht dargestellt werden. Auf
16® x 32-Gittern (SESAM) wurden so Markovketten bei Werten des Hoppingpa-
rameters £ = 0.156,0.1565,0.157,0.1575 und auf 243 x 40-Gittern (TxL) wur-
den Konfigurationen mit x = 0.1575,0.158 erzeugt. Fiir k = 0.1575 sind also
einfache Tests auf Finite-Size-Effekte moglich. Die gemessenen w-Massen erfiillen
im wesentlichen obige Bedingung m,L > 5. Die Trajektorienldinge betrug jeweils
O(5000 — 6000), wobei die ersten O(1000) Trajektorien als zur Thermalisierungs-
phase gehorig verworfen wurden. Unter Beachtung der Autokorrelationszeiten von
Spektrumsobservablen, die mit kleinerer Quarkmasse ansteigen, aber dennoch fiir
alle betrachteten Observable im Bereich 7;,; < 50 Trajektorien blieben, wurden
dann O(200) Konfigurationen mit einem Abstand von ca. 25 Trajektorien als Me§-
konfigurationen ausgewéhlt. Die integrierte Autokorrelationszeit der topologischen
Ladung, welche in [42] z.B. fiir SESAM-x = 0.1575 zu 73,y = 54(4) ermittelt wurde,
1Bt darauf schlieen, daf§ der Instantoninhalt der Konfigurationen durch den HMC

3Sea Quark Effects in Spectrum And Matrix Elements
4TyL: Towards the Chiral Limit
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ausreichend gedndert wurde, das gegebene Konfigurationssample also verschiede-
ne topologische Sektoren repréasentiert. Dies ist von besonderer Relevanz fiir die
n’-Massenbestimmung. Insgesamt wurden somit Simulationen im Bereich der Mas-
senverhéltnisse m,/m, = 0.57,...,0.83 (aus [15]) durchgefiihrt. Weitere Parameter
der Simulationen werden ausfiihrlich in Anhang B dargelegt. Zu bemerken ist hier,
dafBl die Schwelle m,/m, = 0.5, welche den Zerfall p — 27 zuléfit, nicht unterschrit-
ten wurde.

Die Simulationen wurden auf Quadrics APE100 Parallelrechnern der Universitét
Bielefeld (QH2), des INFN Rom (QH2), des ENEA Casaccia (QH4) und am IfH
bzw. DESY Zeuthen (QH4) durchgefiihrt.
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Kapitel 3

n'-Masse in der N = 2-QCD

Flavor-Singulett-Observable zeigen eine enge Verbindung mit der Struktur des QCD-
Vakuums. Zusétzlich zu Diagrammen mit zusammenhingenden Quarklinien tragen
namlich nichtzusammenhéngende Quarkdiagramme bei, welche Quantenfluktuatio-
nen des Vakuums widerspiegeln.

Im Rahmen der SESAM/T L Kollaboration wurden bereits in der vollen Ny = 2-
QCD signifikante Beitrage solcher disconnected Diagramme zu Pion-Nukleon-o-
Term [16] und der axialen Flavor-Singulett-Vektor-Kopplung des Nukleons G [17]
nachgewiesen.

Diese Kapitel befafit sich mit der Massenbestimmung des Flavor-Singulett-Mesons
n' auf SESAM /T yL-Konfigurationen mit 2 dynamischen Wilson-Fermionen.

Die im Vergleich zum Mesonoktett sehr hohe experimentelle Masse sollte sich auf
dem Gitter in einem groflen Beitrag des nichtzusammenhéngenden Korrelators wi-
derspiegeln. Theoretisch ist dies im Zusammenhang mit der U4 (1)-Anomalie durch
symmetriebrechende Beitrige topologisch nichtttivialer Eich-Vakuumkonfigurationen
begriindet. Unabhéingig von diesem bis jetzt lediglich in der 1/N.-Entwicklung ge-
gebenem quantitativen Zusammenhang wird hier versucht, die n’-Masse mit Stan-
dardmethoden der Spektrumsanalyse zu bestimmen. Nach einer theoretischen Ein-
leitung wird der numerisch aufwendigen Bestimmung der 2-Loop-Korrelatoren be-
sondere Aufmerksamkeit geschenkt. Auf einem SESAM-Teilsample werden Signal-
Rausch-Verhéltnisse von Schiatzmethoden wie Volume-Source und Stochastic Esti-
mator Technik verglichen, sowie Verbesserungsansétze, insbesondere die Verwen-
dung von eichinvariant geschmierten Quellen und Senken diskutiert. Die vollstandi-
gen Analysen werden dann mit O(400) stochastischen, lokalen und geschmierten
Z5-Quellen pro Konfiguration durchgefiihrt. Eine quenched Referenzanalyse wird
anschlieBend betrachtet. Die mit Zs-Rauschen geschétzten Quarkloops werden iiber
das Indextheorem mit aus gluonischen Observablen extrahierten topologischen La-
dungen verglichen. Letztendlich wird der qualitative Zusammenhang zwischen 7'-
Observablen und Eichfeldtopologie durch Betrachtung auf Subsamples unterschied-
licher topologischer Ladung iiberpriift.
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3.1 Einleitung und Theoretische Grundlagen

Die im Vergleich zum Mesonoktett sehr groffe Masse des n'-Mesons wird gemeinhin
als U(1)-Problem bezeichnet. Die theoretische Losung dieser Frage verbindet die
zugehorige Brechung dieser U(1)-Symmetrie mit topologischen Eigenschaften des
Vakuums. Der zum Verstédndnis von Simulation und Analysen notwendige Hinter-
grund wird im folgenden kurz dargestellt.

3.1.1 Das U(1)-Problem

Der ungebrochene QCD-Lagrangian mit N; masselosen Quarks
1 il
L= —ZFLF“‘W + > (i@, Y Dpgir, + ;7" Dyutir) (3.1.1)
i=1
ist im Flavorraum invariant unter globalen Transformationen der Gruppe

SU(N})z x SUN)g x U(L)y x U(1) 4. (3.1.2)

In der physikalischen Welt existieren 3 leichte Quarks, sodafl Ny = 3 néherungsweise
realisiert ist. Dariiberhinaus verbleiben auf der hadronischen Ebene nur die SU(3)y-
Flavor-Symmetrie und eine U(1)y-Symmetrie, die sich in der Baryonzahlerhaltung
auBert. Weitere Symmetrien wiirden zu einer nicht beobachteten Paritédtsverdopp-
lung des leichten QCD-Spektrums fiihren. Deshalb nimmt man an, dafl die chiral
symmetrische Theorie spontan gebrochen ist

und zwar durch den nichtverschwindenden Vakuumerwartungswert des Quarkkon-
densats, welcher zu massenartigen Termen in der Lagrangedichte fiihrt

(@q) # 0. (3.1.4)

Das leichte Pseudoskalaroktett wird so mit den gebrochenen Generatoren SU(3)y, x
SU(3)g — SU(3)y in Zusammenhang gebracht und als (Pseudo-) Goldstone-Boson-
Oktett identifiziert. Diese a priori masselosen Bosonen erhalten ihre leichten Massen
iiber die relativ kleine, explizite Symmetriebrechung durch Quarkmassenterme:

QiLQiqui 7i € {U, d7 S}' (315)

Genauso kann das 7’ als leichtester Flavor-Singulett-Pseudoskalar mit dem Goldstone-
Boson der gebrochenen U(1)4-Symmetrie identifiziert werden und durch denselben
Mechanismus eine leichte Masse erhalten. In der Tat zeigte Weinberg [43], dafl dessen
Masse in diesem Szenario folgender Bedingung gehorchen muss:

My < V3My. (3.1.6)

Die im Verhéltnis zum Pseudoskalaroktett grofie Masse des n’ wird deshalb auch als
U(1)-Problem bezeichnet.
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3.1.2 U(1)4-Anomalie und Topologie des Vakuums

Eine Moglichkeit, Weinbergs obige Bedingung zu umgehen, besteht also darin, dafl
die U(1) s-Symmetrie nicht spontan, sondern z.B. durch eine Anomalie gebrochen ist.
Eine nicht spontan gebrochene Symmetrie erfordert kein leichtes Goldstone-Boson,
das " muf} keine Masse von der Groflenordnung der Oktettmesonmassen besitzen. Es
wurde gezeigt, daf Effekte, die auf Instantonen [44], also topologischen Eigenschaften
des Vakuums beruhen, auf eine explizite Symmetriebrechung und Wechselwirkungs-
terme mit den Quantenzahlen eines 7’-Massentermes fithren kénnen [45], [46], [47] .
Ein Zusammenhang mit der Adler-Bell-Jackiw-Anomalie [48] wurde gegeben.

Im folgenden werden fiir das Verstédndnis dieser Zusammenhénge grundlegende Be-
griffe der Topologie eingefiihrt.

Instantonen sind klassische Losungen der Eichfeld-Lagrange-Gleichungen. Sie be-
schreiben Zusténde mit lokalen, nichttrivialen Minima der Wirkung. Eine isoliertes
Instanton mit endlicher Raum-Zeit-Ausdehnung p an xy kann durch

2 Moy (T — 0)”
Al — o T 3.1.7
w(@) g (x — x0)? + p? ( )

beschrieben werden. Der Tensor 7,,, bildet hier SO(4)-Darstellungen des euklidi-
schen Raumes auf die Darstellungen des Flavorraumes ab, sodafl sich selbstduale
Losungen

a [a 1 apo
Flo(2) = FL, () = S 7 (2) (3.1.8)

mit topologischer Windungszahl 1 der Abbildung ergeben. Wichtige Grofie in diesem
Zusammenhang ist die topologische Ladungsdichte Q(x). Sie stellt die Instantondich-

te des Vakuums dar )

Qz) = 3;2 F (1) Fyp (). (3.1.9)

Das Raum-Zeit-Integral ergibt die ganzzahlige topologische Ladung ) der Vaku-
umkonfiguration, die 'Netto-Instanton-Zahl’, d. h. die Differenz der Anzahlen von
Instantonen und Anti-Instantonen (mit Windungszahl —1)

Qz/de(.r) =n;—nj=ne€Z. (3.1.10)

Im Rahmen des Witten-Veneziano-Ansatzes wird (siehe unten) ein expliziter Zu-
sammenhang zwischen 7’-Masse und der sogenannten topologischen Suszeptibilitét
x (k%) der quenched Theorie gegeben. Sie ist definiert als Integral iiber die rdumlichen
Korrelationen der topologischen Ladungsdichten

x(k2) = /dxeikm<O]TQ(x)Q(0)|0> . (3.1.11)

Auf dem Gitter mit dem Volumen V' transformiert sich dies (fiir V' — o0) in

Y= X(0) = [ dr(Q@)Q) = (@3)/V . (3.112)
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Ausgehend von der Anomaliegleichung [48] des U4(1)-Flavor-Singulett-Stroms

D, J" =0, Zw/y yHap; = QmZQny ;i +2NQ(x) . (3.1.13)

stellten Witten [49] und Veneziano [50] im Rahmen von 1/N.-Entwicklungen expli-
zite Relationen zwischen Vakuumtopologie und r’-Masse her. Dieser Ansatz wird im
nédchsten Abschnitt diskutiert.

Die Anomaliegleichung verbindet explizit gluonische und fermionische Observable.
Anschaulich ist ein Instanton als 'flavordemokratische’ Senke von Ny linkshéndigen
und Quelle von Ny rechtshéndigen Quarks fiir eine Chiralitédtsdnderung um 2/N; ver-
antwortlich. Auf dem Gitter mit periodischen Randbedingungen ergibt sich aus der
Raumzeit-Integration dieser Gleichung ein Zusammenhang zwischen topologischer
Ladung des Vakuums und der Spur iiber den Quarkloop mit Quarkmasse m,, *

Ny

my
QZFGP

N <¢17 wz> = fﬁquSp('YSM ) (3114)
=1

Mit dieser fermionischen Methode ist eine Moglichkeit zur Bestimmung der topolo-
gischen Ladung der Vakuumkonfiguration gegeben, auf die am Ende dieses Kapitels
niher eingegangen werden wird. Denn: Uber das Atiyah-Singer-Index-Theorem [51]
ist die topologische Ladung einer Eichfeldkonfiguration mit der Anzahl Ng der
links- und rechtshéndigen Nullmoden des Dirac-Operators verbunden. Betrachtet
man namlich in der orthonormalen Eigenfunktionensbasis ¢, des Dirac-Operators
mit Eigenwerten A,

/YMDMQSS - i>\s¢s ) As = /\: ) (3115>

die Spur des Fermionloops
1 /75¢s
=m,S S E - = 3.1.16
@=mq p(%%D” —i—mq M iNe +my ( )

so tragen tragen nur die Nullmoden mit Chiralitdt vs¢p 1 = £¢r 1 zur Summe bei.
Die anderen Summanden verschwinden, da mit {vs,v,D"} = 0 fiir A\, # 0 folgt:

(57 D" )50 = =L (VD" v505) — Plrsds =0 . (3.1.17)

Hieraus ergibt sich eine Formulierung des Atiyah-Singer-Index-Theorems:
Q =Nr—Ngp . (3.1.18)

Smit und Vink [52], sowie Itoh et al. [53] zeigten die zumindest approximative Giiltig-
keit von 3.1.18 auf dem Gitter.

Die Verbindung von Nullmoden, Topologie und r’-Masse legt die Vermutung nahe,
daBl der disconnected Korrelator im wesentlichen durch die niedrigen Eigenmoden
des Dirac-Operators bestimmt wird. Erste vielversprechende Ansétze in dieser Rich-
tung wurden bereits auf SESAM-Gittern mit x = 0.1575 ausgefiihrt [54].

I'Mit Gitterrenormierungskonstante p
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Abbildung 3.1: n’-Propagator: Connected und disconnected Diagramme

3.1.3 Der Witten-Veneziano-Ansatz

Herrschende theoretische Auffassung ist, dafl die grofle n’-Masse durch einen Bei-
trag der U(1)4-Anomalie entsteht. Im Singulett-Propagator (siche Abb. 3.1) treten
zusétzliche nichtzusammenhéngende Quarkloopkorrelatoren auf, welche fiir die Ok-
tettpropagatoren wegen der Spurfreiheit der Generatoren verschwinden. Durch einen
nichtstorungstheoretischen Beitrag der U(1)4-Anomalie kénnen diese ’disconnec-
ted’ Diagramme dann unter Verletzung der Zweig-Regel einen wesentlichen Beitrag
zur n'-Masse liefern. Eine explizite Herleitung in diesem Sinne geben Witten und
Veneziano[49], [50] an. Sie fiihren eine 1/N.-Entwicklung durch, wobei der Anomali-
ebeitrag von O(1/N.) fiir endliches N, zum Singulett-Oktett-Massensplitting fiihrt.
Im Limes N, — oo verschwinden Anomalie und Splitting, das n’ wird zum leich-
ten Goldstone-Boson der spontan gebrochenen Uy (1)-Symmetrie. In [50] folgt dieses
umittelbar aus chiralen Ward-Identitéiten im Zusammenhang mit der Anomalieglei-
chung des Uy4(1)-Flavor-Singulett-Stroms 3.1.13. Um diese zu erfiillen, ist in der
1/N.-Entwicklung die Existenz eines Mesonzustandes mit Massenquadrat der Ord-
nung O(1/N,) erforderlich, welches mit dem 7’ identifiziert wird. Die grofie Mas-
se entstiinde in diesem Modell durch das Koppeln von Geistfeldern, einerseits an
den mit der topologischen Ladungsdichte zusammenhéngenden Eichfeldstrom und
andererseits an den Singulettstrom. Dieses impliziert eine effektive Kopplung der
virtuellen Quarkloops mit Kopplungsstirke m2. Fiir den Propagator des 7 bedeutet
dies: Die Fouriertransformierte des Oktett-Meson-Korrelators (OM (t)OM (0)),

1

Gom(p*) ~ ——5—
P+ M

(3.1.19)
wird im Flavor-Singulettfall durch virtuelle Quarkloops mit Kopplungstirke mg ~
O(1/N.) modifiziert. Der resultierende n’-Propagator, die Summe aller Ordnungen
von m2, kann als geometrische Reihe geschrieben werden

Cr(p) ~ 3 (T
! pP+mdy = PP mdy
1
~ . (3.1.20)

p? +m,, + mé

Die Verschiebung des Massepols ist durch die Kopplungsstirke gegeben und wird
definiert als

mg =m —mpy ~ mi, +mi — 2mi ~ (.860GeV)? . (3.1.21)
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Die physikalische Welt ist natiirlich nicht SU(3)-symmetrisch, weshalb m2,, als
Mittel iiber die leichten Oktettmassenquarate genommen wird:

mpy = (4mi +3m2 +m?)/8 . (3.1.22)

Anzumerken ist, daf in diesen Betrachtungen die n’-n-Mischung vernachlassigt wur-
de.
Die Kopplungstéarke hangt in diesem Szenario mit der topologischen Suszeptibilitét
des Vakuums der reinen (quenched) Eichtheorie iiber die "Witten-Veneziano Massen-
Formel” zusammen

X(0)gu

JE
Dieser Zusammenhang wurde aus der Betrachtung der Vakuum-Energiedichte der
reinen Eichtheorie gewonnen. Diese kann im Prinzip von einem, die Uberlagerung
verschiedener topologisch indquivalenter Vakua beschreibenden, '6-Winkel” abhéngen.
In der vollen QCD muf} diese Abhéngigkeit verschwinden, Seequarkeffekte miissen
dazu im Rahmen der 1/N_.-Entwicklung auf einen intermedidren Massenzustand nach
Gl. 3.1.23 fiihren.

Zu beachten ist, dal im Witten-Veneziano-Modell die Kopplungsstirke mZ linear
von der Anzahl Ny der ’aktiven’, d. h. 'leichten’ Quark-Flavors abhiangt. Im Rah-
men dieses Ansatzes konnen also Extrapolationen von der physikalischen Welt mit
Ny = 3 auf unsere unphysikalische SESAM/TxL-QCD mit N; = 2 durchgefiihrt
werden. Dies geschieht analog zur "Partially Quenched Chiral Perturbation Theory’
von Bernard und Golterman [55] und wird weiter unten vorgestellt. Ein Versagen
dieser Extrapolation kann also neben methodischen und Gitterfehlern durch eine
Nichtlinearitdt der Abhéngigkeit von der Anzahl dynamischer Quarks bedingt sein.
Ein alternativer Ansatz ist die Betrachung des 7’ in einer lediglich SU(2)-Isospin-
symmetrischen '2 + 1-Basis’ [56]. Diese Betrachtungsweise wird hier jedoch nicht
néher verfolgt.

mg = 2N; (3.1.23)

3.2 Observable auf dem Gitter

In diesem Abschnitt werden die relevanten n’-Observablen auf dem Gitter darge-
stellt. Die Unterschiede in den Analysen von voller und quenched QCD werden
herausgestellt.

3.2.1 Der n/-Propagator

Das 7' erhélt, wie oben beschrieben, als Flavor-Singulett-Meson Beitridge zum Pro-
pagator durch nichtzusammenhéngende, 'disconnected’ Quarkdiagramme, welche im
Oktettfall wegen der Spurfreiheit der Generatoren verschwinden.

Mit dem n’-Operator

1) = S aan(s) (21
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ist der n’-Propagator
Gy (0]) = (0|7 (1" (0)n/ (2))|0) (3.2.2)
nach Ausfithrung der Wick-Kontraktionen explizit gegeben durch (vgl. Abb. 3.1)

Gy (Olz) = [e/0IT (3 @75611'(0)*)(2 7;754;(2))10)

i=1
Ny

= e[ 3_ [Sp(y50;;M " (0]2)ys M~ (x]0))

ij=1

—Sp(750:M ~1(0]0)) Sp(y50;; M~ (z))] - (3.2.3)

Hierbei wird die Spur iiber Farb- und Dirac-Indizes genommen und der Quark-
Propagator mit Flavor- (i,j), Farbe- (a,b) und Dirac- (o, 3) Indizes ist gegeben
durch

(0lgs, (2)755(0)[0) = 6;;(MS%)~"(0]). (3.2.4)
Unter Ausnutzung der Identitét

(M~1(0]2))" = 45 M~ (x]0)7s (3.2.5)
erhalt man weiter

Gy(0lz) ~ NpSp((M~'(0]z)) M ~*(0]x))
—N7Sp(ysM~1(0]0)) Sp(vs M~ (z|2)) - (3.2.6)

Den Propagator fiir verschwindenden Impuls erhélt man durch Integration iiber die
Raumkomponenten

G,y (0]t) = /dx?’Gn/(0,0\x,t) . (3.2.7)

3.2.2 1/ in der vollen QCD

Aus dem Propagator konnen natiirlich ohne "theoretische Vorurteile’ direkt 7’-Massen
extrahiert werden.

Interessant ist jedoch auch die Betrachtung im Witten-Veneziano-Bild. In diesem
Rahmen beinhaltet die 'Summe’ der connected und disconnected Operatoren in der
vollen” Ny = 2-QCD wegen der im Pfadintegral beriicksichtigten Seequarkloops
samtliche Terme der Reihe 3.1.20, man erhélt den vollen 7’-Propagator. Geeignete
Observable ist demnach in jedem Fall der n’-Propagator:

G(t) = (0" ()" (0))conn — (0" ()0 (0))aisc — exp(—myt) . (3.2.8)

Ein anderer Ansatz ist die Extraktion der Massendifferenz von 1’ und Oktettmeso-
nen aus dem Verhéltnis R(t) der beiden Amplituden. Diese Observablen sind hier
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ebenfalls zum Vergleich 2 angegeben, gehen aber nicht in unsere Massenfits, son-
dern lediglich in Konsistenzchecks unserer Ergebnisse ein. Fitansatz wére hier fiir
0<t<T/2

W7 e
<n,<t)n,<0)>conn : B&Tp(-’ITLOMt)

exp(—myyt)

R(t) = =1— Bexp(—Amt) . (3.2.9)

Auf unseren Gittern mit periodischen Randbedingungen gelten diese Fitanséitze nur
fiir kleine Zeitschichten, sodaf in den Fits folgende Ansétze verwendet wurden:

G(t) — exp(—myt) + exp(—m,y (T —1)) (3.2.10)

exp(—myt) + exp(—my (T — 1))
exp(—mowmt) + exp(—mon (T —t))

R(t) — 1-B

3.2.3 1 in der quenched Niherung

In der quenched Néherung sind virtuelle Quarkloops nicht in den Observablen ent-
halten.

Im Rahmen des Witten-Veneziano-Bildes bedeutet dies, dafl lediglich die ersten bei-
den Terme der Summe 3.1.20 auftreten, die Differenz der 1-Loop and 2-Loop Ampli-
tuden also nicht den vollen Propagator, sondern einen Doppelpol ergibt. Geeignete
Observable in dieser Ndherung ist hier das Verhéltnis der beiden Amplituden

(' ()n'(0)) dise — Ry + m(2)

(' ()1 (0)) conn 2mom
Die angegebene Zeitabhéngigkeit folgt aus komplexer Integration und gilt fiir grofle
Zeiten. Analysen dieses Typs wurden von Kuramashi [18] und Kilcup [19] durch-
gefiihrt.

R(t) t, 0tk T)2 (3.2.11)

3.3 Berechnung des connected Korrelators

Der n’-Propagator setzt sich nach 3.2.3 aus dem zusammenhéngenden, 'connected’,
und dem nichtzusammenhéngenden, 'disconnected” Anteil zusammen. Wéhrend die
Bestimmung des disconnected Korrelators die eigentliche numerische und methodi-
sche Herausforderung dieser Arbeit darstellt, ist der connected Korrelator im we-
sentlichen durch den w-Propagator der Spektrumsanalyse gegeben. Die Standard-
methodik der Berechnung des Letzteren wird im folgenden erlautert.

2In [18], [19], [20] und [21] werden allein aus dieser Observable 7’-Massen bestimmt.
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3.3.1 Der connected Korrelator

Im Allgemeinen werden Elemente von Wilson-Fermion-Propagatoren aus der (nu-
merischen) Losung der Gleichung

> My, 2)8(x) = oy) — &(x) =DM (y,2)d(y) (3.3.1)

mit dem Quellvektor ¢ und der Wilson-Matrix M bestimmt.
Die Berechnung des zusammenhéngenden Anteils des n'-Propagators

' (7' (0))eonn ~ > Sp((M~1(0,0[z,))'M~(0,0]z, 1)) (3.3.2)

xeL3

mit der Spur iiber Color- und Dirac-Indizes wird durch Wahl einer Punktquelle in
Gittermitte und Inversionen auf dessen 12 Color-Dirac-Komponenten realisiert. Auf
diese Weise lassen sich O M-Propagatoren relativ genau berechnen (vergl. Abb. 3.2
oben). Die Translationsinvarianz des O M-Operators legitimiert die spezielle Wahl
des Quellpunktes.

3.3.2 Geschmierte Operatoren

Als Standardtechnik zur Verbesserung von Grundzustandssignalen in hadronischen
Korrelationsfunktionen hat sich das eichinvariante "Wuppertal-Smearing’ [66] eta-
bliert. Hierbei wird die Quelle/Senke ¢ im Raum ’verschmiert’, indem iterativ auf
jedem Punkt ein gewichteter Mittelwert mit den eichinvariant "herantransportierten’
rdumlichen Nachbarn gebildet wird:

~

o) — )+ a Z Us(z)p(x +1) + Ul (x — 2)p(x —1)] . (3.3.3)

1+6a

Diese Prozedur wird N,-fach iteriert. Dieses Verfahren liefert eine raumliche Aus-
weitung der Quelle mit ’gauflartig’ abfallender Amplitude. Anschaulich ist dies durch
Anwendung einer Smearing-Matrix F(z,y) auf die urspriingliche Quelle ¢(y)

=Y F(x,9)(y) , (3.3.4)

zu verstehen, welche die Quelle eichinvariant auf Nachbarpunkte transportiert. Die
Inversion auf einer geschmierten Quelle liefert dann fiir die Senken x

S M(y,x)¢(x) = d(y) — &) = > M (y,2)Fy, 2)é(2) , (3.3.5)

also eine gewichtete Summe der Propagatoren von den Punkten y, welche eichinva-
riant mit den urspriinglichen Quellpunkten z verbunden sind. Das Verschmieren der
Senken liefert dann

S F(o.2)6(x) = . F(o.2)M ™y, 2)F(y, 2)0(2) (3:3.6)

x7y7z

29



Fiir Punktquellen ist ¢(z) = 6,., und der connected Korrelator ergibt sich analog
zu 3.3.2 mit z5 = 0 zu

(' (0 (0))eonn ~ > Sp(IF(v, tla, )M~ (y, 0z, t)F(y,0[0,0)]*) . (3.3.7)
v,z,y€L3

Aus den SESAM-Spektrumsfits [15] wurde hier der Parameterwert o = 4.0 iibernom-
men. Die Anzahl der Iterationen wurde zu Ny, = 25 gewéhlt. Diese Parameterwahl
fithrt auf mittlere Quellradien von ~ 3 Gittereinheiten.
In dieser Untersuchung verwenden wir neben den lokalen Operatoren (local-local,
'II') auch Operatoren mit "Wuppertal-geschmierten’” Quellen und Senken (smeared-
smeared, 'sm’) und obigen Parameterwerten. Diese fiihren, wie unten gezeigt werden
wird, auf deutlich verldfllichere Signale fiir die zu extrahierenden Grundzustéande.

3.4 Der disconnected Korrelator

Die Berechnung des disconnected Anteils des n’-Propagators

(' (01 (0))aise ~ Y- Sp(35M7(0,0]0,0))"Sp(vs M~ (2, t, ¢)) (3.4.1)
zel3
mit der Spur iiber Color- und Dirac-Indizes erfordert auf L3 x T-Gittern die Berech-
nung der rdumlichen Summe iiber die Quarkloops

> Sp(vsM Nz, t|z,t)) (3.4.2)

zel3

und damit im Prinzip Inversionen auf allen 34 L3*T Color-Dirac-Raumzeitpunkten.
Dies ist natiirlich bei unseren Gittergréfien (SESAM 163 x 32, TXL 243 x 40) bei
weitem nicht durchfiihrbar. Verfahren zur nidherungsweisen Bestimmung dieses Aus-
drucks sind einerseits die "Volume-Source-Methode’ und andererseits die Verwen-
dung stochastischer Inversionsverfahren.

In diesem Abschnitt werden diese Verfahren vorgestellt, um geschmierte Operatoren
erweitert und auf dem x = 0.157-SESAM-Gitter und quenched Konfigurationen ver-
glichen. Anschlieend werden Methodik und Statistik unserer Analyse vorgestellt,
sowie die Abhéngigkeit des statistischen Fehlers der Schétzwerte von der Anzahl der
verwendeten stochastischen Quellen evaluiert.

3.4.1 Die Stochastic-Estimator-Technik (SET)

Die Standardvariante der Stochastic-Estimator-Technik (SET) beruht auf voll be-
setzten Quellvektoren mit stochastischen, komplexen Eintrdgen. Im Mittel iiber N,
stochastische Quellvektoren ¢® erfiillen deren Eintrége ¢(x) fiir N5 — oo folgende
Bedingungen:

(0() = 5 2 0) =0, {ol)fofw) = by (3.43)
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Abbildung 3.2: Korrelationsfunktionen (x = 0.1575), lokal (oben) und geschmiert

Elemente der inversen Matrix M ~!(y, z) lassen sich so iiber
(p(y)'e(x)) =D M7 (z,2)(6(y) ¢(2)) = M~ (y, ) (3.4.4)

bestimmen.

Gegeniiber den ersten Ansitzen mit Gauss-verteilten Eintragen [58] zeigt die Vari-
ante mit komplexem ’Zy-Rauschen’ [59] per Konstruktion fehlende Rauschterme auf
den Diagonalelementen und wird im folgenden néher betrachtet.
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Diagonal-verbessertes Z;-Rauschen

Quellen mit (komplexem) Zy-Rauschen erfiillen zusétzlich fiir beliebiges N.q exakt

(0@ ola)) = 1. (3:4.5)
sodafl sich 3.4.4 in ’exakte’ und Rauschterme aufteilen 148t
() 1E(x)) = M~ (y, 2) + - M~ (z,2)(o(y) ¢(2)) - (3.4.6)
2y

Wilson-Quarkpropagatoren zeigen im wesentlichen exponentiellen Abfall aulerhalb
der Diagonalen, weshalb man die wesentlichen ’Fehlerterme’ in 3.4.6 als durch die
'Diagonalelemente’ M ~(z, 2){(¢(y)T¢(z)) gegeben ansehen kann. Eine Méglichkeit
zur Signalverbesserung der Nichtdiagonalelemente besteht so darin, diese Terme
explizit herauszurechnen [60]

(6(y)'€(@)) — Mz, 2){b(y) o(2)) = M~ (y,2) + > M~ (z,2)(6(y)'6(2)) -

2FT,Y

(3.4.7)
Im Rahmen unserer Analyse sind nichtdiagonale Elemente im Spinraum fiir die
Rechnung von Sp(vsM 1) zu bestimmen, wihrend im Color- und Ortsraum ledig-
lich Diagonalelemente von Interesse sind. Die Diagonalverbesserung beschriankt sich
hier also auf den Spinraum. Die a priori natiirlich nicht bekannten Diagonalelemente
M _1(1:, x) werden hier durch die bereits fiir kleines N,y recht stabilen Schétzwer-
te gendhert. Im Rahmen der SESAM-Kollaboration wurden mit dieser und dhnli-
chen Methoden Machbarkeitsstudien und Analysen von anderen Flavor-Singulett-
Observablen, wie dem chiralen Kondensat [61], dem Pion-Nukleon-o-Term [16] und
der Axialen Kopplung des Protons [17], [62] ® durchgefiihrt.

Mittelung iiber das Gitter

Der 2-Loop-Korrelator wurde unter Ausnutzung der Translationsinvarianz als 'glei-
tendes Mittel” iiber das jeweilige Gitter berechnet

L31>x< T SO Sp(ys My, Tly, 7)) *

=1 y€L3

(Z Sp(ysM ™ Ha, 7+ tlx, 7+ 1)) . (3.4.8)

zel3

(' (t)n'(0))dise

Dies beinhaltet zwar gegeniiber dem 1-Loop-Korrelator eine zusétzliche Mittelung
iiber L? x T Gitterpunkte, fithrt aber trotzdem nicht auf dhnliche statistische Qua-
litdt, wie Abb. 3.2 zeigt. Hier werden 1-Loop- und SET-2-Loop-Korrelatoren fiir
lokale und geschmierte Operatoren auf einem 163 x 32 Gitter bei der Quarkmasse
r = 0.1575 verglichen.

3 Ausfiihrlichere Zusammenfassungen in [63], [64], [65].
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3.4.2 Die Volume-Source-Methode

Die Volume-Source- oder Wall-Source-Methode wurde bzw. wird in [18] und [20] zur
n’-Analyse verwendet Es wird mit 12 ’color-spin-expliziten’ Inversionen der Quark-
propagator mit Einheits-Quellen’ auf allen Raumzeitpunkten r, ohne Eichfixierung
berechnet 4.

O(rs, s, ds) = 1,Vrs; d(rs,e,d) =0,¢ # cs,d # ds . (3.4.9)

Der analog zu 3.3.1 berechnete Propagator 1a8t sich in lokale Signal- und nichtlokale
Rauschterme aufteilen:

5(717 ¢, d) = Z Mﬁl(ra Cad‘rsacsvds)
rs€L3%T
= M Yrs, e dlrg, c, dy) + Z M~Yr,c,d|rg, cs,dy) . (3.4.10)
rsF#ET

Man erhélt so M~!(r,, ¢, d|rs, cs, ds) unter der Annahme, daf} sich der Rauschterm
aus nichtlokalen, nichteichinvarianten Beitrdgen im Mittel iiber die Eichkonfigura-
tionen durch deren ’zuféllige’ Phasen wegmittelt.

Nachteil dieses Ansatzes ist, dafl die Projektion auf die gewiinschten Elemente nicht
wie bei der Stochastic-Estimator-Technik durch Erhéhung der Quellvektoranzahl
auf jeder einzelnen Konfigurationen mit praktisch beliebiger Genauigkeit erreicht
werden kann, sondern nur iiber eine Erhohung der betrachteten Konfigurationsan-
zahl zu bewerkstelligen ist.

In [20] wurden diese Inversionen auf jeder Trajektorie des Ensembles ausgefiihrt,
um so den Rauschterm durch eine hohere Eichfeldstatistik zu unterdriicken. Frag-
lich ist jedoch, ob diese korrelierten Konfigurationen diesen Zweck effektiv erfiillen,
zumal die benétigte Anzahl an Inversionen in der Gréflenordnung unserer Stochastic-
Estimator-Analysen auf dekorrelierten Konfigurationen liegt. Wilcox [57] gibt je-
doch an, daf} gerade im pseudoskalaren Kanal eine Volume-Source-Analyse der ent-
sprechenden Stochastischen Estimation mit gleicher Anzahl an Inversionen iiberle-
gen sei. Zur Klarung dieser Frage wurden Volume-Source-Inversionen auf SESAM-
Konfigurationen mit £ = 0.157 fiir lokale und geschmierte Operatoren, sowie auf dem
quenched Ensemble fiir geschmierte Operatoren und verschiedene Valenz-Quarkmas-
sen durchgefiihrt.

Ein Vergleich dieser Signale mit den stochastischen Inversionsverfahren wird im
iibernéchsten Abschnitt dargestellt.

3.4.3 Geschmierte Operatoren

Die Verwendung geschmierter stochastischer Quellen oder Volume Sources zur Mes-
sung von Sp(vsM ') bedarf der Erliuterung. Bei der Verwendung lokaler Quellen

4Zur besseren Ubersichtlichkeit werden hier die Koordinaten z in Orts- r,, Color- ¢, und Spin-
raumkoordinaten dg aufgeteilt
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wird auf im Color- und Ortsraum diagonale Elemente projiziert
(G(a)te(@)) = 3 M (z,2) (6() 6(2)) — M~ (w,2) . (3.4.11)

Diese Fermion-Loops sind offensichtlich eichinvariant. Bei der Verwendung geschmier-
ter Quellen ergibt sich

(o(z)¢(x)) = ZM_l(Z’x)w(ﬂ?)%(z))
= ZM F(z,tly, t){¢(x) o(y))

— ZM (z,t|x,t) . (3.4.12)

Der geschmierte Fermionloop setzt sich also als gewichtete Summe der Propaga-
toren von z nach z zusammen. Die Gewichtung F'(z,t|z,t) stellt jedoch wiederum
die Eichinvarianz des Ausdrucks her, da sie z und x durch Eichlinks eichinvariant
verbindet. Die Verwendung geschmierter Volume-Sources fithrt im Prinzip natiirlich
auf die gleichen Beitrdge. Hier verschwinden jedoch nur im Mittel {iber die Konfi-
gurationen die nicht eichinvarianten Summanden.

Anzumerken ist, dafl die iterativ erzeugte Smearing-Matrix ein Produkt der elemen-
taren Smearing-Matrizen F = Fj'*™ ist. Bei der Bildung der Spur im Orts- und
Farbraum, ergibt sich dann fiir unsere Wahl des Smearing-Parameters N, = 50

ZM 2,2)F0(z, tl, t) = > FP(x, tly, t) M (2, y) Fg (2, tlz, t) . (3.4.13)

I?y7z

also die Aquivalenz mit smeared-smeared Operatoren.

3.4.4 Volume-Source und SET auf dynamischen Konfigura-
tionen

In diesem Abschnitt werden die Signalqualititen der mit Volume-Source und SET
gemessenen disconnected Korrelatoren verglichen. Neben den eigentlichen Korrela-
toren werden effektive Massen betrachtet. Anschlielend wird der SET-Meffehler bei
verschiedenen N, betrachtet und so eine Unterscheidung zwischen Schéatzfehler und
durch endliche Konfigurationsanzahl bedingtes Rauschen erméglicht.

Vergleich der Methoden

Abb. 3.3 zeigt einen Vergleich von auf verschiedene Weise auf einem SESAM-Gitter
(k = 0.157, 195 Konfigurationen) gemessenen disconnected Korrelatoren.

In der oberen Abbildung werden lokale Volume-Source ("V-1I") und SET (N.s = 400,
'S-1I’) Signale priisentiert. Zur besseren Ubersichtlichkeit wurden die Werte leicht
auf der Zeitschichtachse gegeneinander verschoben. Als Referenz ist ebenfalls der
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Abbildung 3.3: Disconnected Signale (k = 0.157), lokal (oben) und geschmiert

Standard-Connected-Korrelator (’1-Loop’) angegeben. Gleiches ist in der unteren
Abbildung fiir die entsprechend geschmierten Opertoren ("V-sm’ und ’S-sm’) zu se-
hen.

Die lokalen Signale der Volume-Source Technik liegen fiir kleine Zeitschichten deut-
lich iiber den SET-Werten. Dies kénnte als Hinweis auf einen systematischen Effekt
gelten. Bei geschmierten Operatoren zeigt sich eine deutliche Reduktion dieses Ef-
fektes: Volume-Source- und SET-Signale stimmen innerhalb der Fehler {iberein. Of-
fensichtlich ist in beiden Féllen der deutlich geringere Mefifehler der SET-Methode.
Diese Methode liefert auch fiir grole Zeitschichten signifikante Signale. Besser ist
die Signalqualitét an effektiven Massen m,, .s¢ zu beurteilen. Diese werden aus dem
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Abbildung 3.4: Eff. Massen (k = 0.157), lokal (oben) und geschmiert

Propagator durch iterative Losung von

G(t+1)  exp(—muyers(t +1)) + exp(—muy eps(T —t — 1))
G(t) exp(—myy eppt) + exp(—=myy 5 (T — 1))

(3.4.14)

bestimmt und geben Aufschluf§ iiber die Projektion auf den Grundzustand. In Abb.
3.4 werden auf &hnliche Weise effektive Massen von 7, Volume-Source-n’ ("V-11/sm’)
und SET-n" (’S-11/sm’) gezeigt. Deutlich sind in der unteren Abbildung fir ge-
schmierte Operatoren Anséitze von Massenplateaus des SET-n" ab t ~ 5 erkenn-
bar. Dies ist ein starkes Anzeichen dafiir, dafi eine gute Projektion auf den 7/-
Grundzustand vorliegt. Das 7' ist somit im Gegensatz zu fritheren Analysen der
Standardspektrumsmethodik der Massenextraktion durch Fits an Propagatoren im
Bereich von Plateaus effektiver Massen zugénglich! Fiir lokale Quellen lassen sich
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Plateaus des SET-n" hingegen nicht klar erkennen. Die Volume-Source-Methode lie-
fert hier fiir beide Quelltypen deutlich groflere Fehler und mithin keine verléflichen
Signale.

Als Ergebnis dieser Betrachtungen wurde in der Analyse des vollen SESAM/TyL-
Samples deshalb ausschlieBlich die Stochastic-Estimator-Technik mit O(400) Quell-
vektoren zur Schéatzung der in die Massenbestimmung eingehenden disconnected
Korrelatoren verwandt.

Statistischer Fehler und Anzahl stochastischer Quellen

Der MeBfehler des disconnected Signals ist durch 2 Ursachen bedingt. Die endliche
Grofle des Konfigurationsensembles und die Anzahl der stochastischen Quellvekto-
ren. In diesem Abschnitt wird versucht die Qualitdt von SET und Volume Sources
anhand der Abhéngigkeit von der Anzahl der Quellvektoren darzustellen. Bei fester
Grofle des Konfiguratonsensembles ist so eine Separation der Fehlerquellen méglich.
Der Schitzfehler einer Messung von Sp(I'M~!') auf einer festen Anzahl N,,,; von
Konfigurationen sollte dann in Abhéngigkeit von der Anzahl N, der stochastischen
Quellvektoren fiir geniigend grofles N, durch

2 Szt 2
g = @ + Sconf (3415)

gegeben sein. In diesem Sinne ist bei fester Grofle des Vakuumensembles natiirlich ei-
ne ausreichende Genauigkeit der Stochastischen Estimation erreicht, wenn der hier-
durch bedingte Term S2,/N.y kleiner als der durch die Abweichungen unter den
Konfigurationen bedingte Term SZ,,; wird. Eine Erhohung von N fiihrt dann zu
keiner merklichen MeBfehlerminderung mehr. Zur Betrachtung der N,y -Abhéngig-
keit wurden auf dem x = 0.157-Gitter mit geschmierten Operatoren im Mittel {iber
195 Konfigurationen Messungen fiir N, = 2" ausgefiihrt. Diese Werte wurden dann
mit der iiblichen Statistik N, = 400 und dem Volume-Source-Wert 'N, g ~ 127 ver-
glichen.

Die Spur von vsM ! wird in Abb. 3.5 betrachtet. Oben sind die Mefiwerte mit
den jeweiligen Fehlern in Abhéngigkeit von N, aufgetragen. Unten werden die
statistischen Fehler mit einem Fit an die asymptotische Form 3.4.15 dargestellt.
Wegen der Korrelation mit der topologischen Ladung der einzelnen Konfigurationen
dominiert hier offensichtlich der 'Eichrauschterm’ im statistischen Fehler S2, ; =
limn,.,—o00(0?). Der statistische Fehler des Signals wird bereits fiir N.y; > 16 recht
gut durch 3.4.15 beschrieben. Der recht kleine Fehler der Volume-Source-Methode
spiegelt deren hohere "Pseudoeffizienz’ nach [57] wieder, allein zur Bestimmung die-
ser Grofle scheint die Stochastische Estimation nicht erforderlich.

Das fiir den n’-Propagator relevante 2-Loop-Signal wird in Abb. 3.6 beispielhaft fiir
t = 8 betrachtet. Wiederum sind oben Signale und Fehler, in der unteren Abbildung
lediglich das Verhalten der Fehler dargestellt. Der statistische Fehler wird hier erst
fiir Ny > 64 gut durch die asymptotische Form 3.4.15 beschrieben. Beachtenswert
ist der relativ zu Sp(vys M ') wesentlich geringere Anteil des 'Eichrauschterms’. Die
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Abbildung 3.5: Sp(ysM ™) (k = 0.157), Signal und Fehler
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Abbildung 3.7: 2-Loop-Signal auf einer Konfiguration, lokal (oben) und geschmiert

Erhchung der Anzahl der stochastischen Quellen bis N, = 400 fiihrt demnach fiir
das 2-Loop-Signal auf signifikante Reduzierung des statistischen Fehlers. Insbeson-
dere im Vergleich zur Volume-Source-Methode 148t sich mit N, = 400 der statisti-
schen Fehler halbieren. Der Fit der asymptotischen Form 3.4.15 an den statistischen
Fehler zeigt jedoch, daf} eine weitere Erhohung von N, zu keiner entscheidenden
weiteren Rauschreduktion fiihrte.

Abb. 3.7 zeigt zur Illustration das 2-Loop-Signal fiir alle Zeitschichten auf einer
einzelnen Konfiguration bis zu einem Wert von N, = 2048. Nach Abb. 3.7 oben
scheint bei der Verwendung lokaler Quellen eine 'Konvergenz’ des Signals erst bei ei-
ner sehr hohen Anzahl von O(2000) stochastischer Quellvektoren erreichbar zu sein.
Nichtgeschlossene Loops werden auf einzelnen Konfigurationen mit kleiner Anzahl
von Quellvektoren anscheinend unzureichend unterdriickt. Eine in diesem Sinne aus-
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reichende Statitstik konnte im Rahmen unserer Rechnerkapazitiat bei weitem nicht
auf dem vollen Konfigurationsensemble durchgefiihrt werden. Gemé&fs Abb. 3.7 unten
148t sich bei Verwendung geschmierter, stochastischer Quellen eine ’Saturation’ des
2-Loop-Signals hingegen auch auf einer einzelnen Konfiguration bereits mit der in
der vollen Analyse verwendeten Statistik N, = 400 erreichen.

Eine Erhohung der Anzahl der betrachteten Konfigurationen koénnte im Prinzip
eine Stabilisierung des Signals bewirken. Analog zum Vorgehen in [20], wo Volume-
Source-Messungen auf jeder Trajektorie ausgefiihrt werden °, wiirden dann zusitzli-
che SESAM- bzw. TxL-Trajektorien ausgewertet. Problematisch sind hier jedoch die
langen Autokorrelationszeiten der topologischen Ladungen. Messungen auf in diesem
Sinne korrelierten Konfigurationen kénnten moglicherweise, vorausgesetzt topologi-
sche Effekte bedingten die n’-Masse, die Grofle der Jackknife-Fehler nicht deutlich
reduzieren. In unserer Analyse beschriankten wir uns deshalb auf die Verwendung
geschmierter Operatoren zur effektiven Rauschunterdriickung auf Konfigurationen
im Abstand von ca. 25 Trajektorien.

3.4.5 Volume-Source und SET auf quenched Konfiguratio-
nen

Die disconnected Signale fiir geschmierte Operatoren mit Volume-Source ("QV’) im
Vergleich zu SET (N.s = 400, ’QS’) auf quenched Konfigurationen bei x, = 0.155 in
Abb. 3.8 oben zeigen das deutlich stirkere Rauschen der Volume-Source-Methode.
Auf kleinen Zeitschichten liegt das Volume-Source-Signal iiber dem SET-Signal. Im
relevanten Bereich stimmen sie jedoch im Rahmen der Fehler iiberein.

In der quenched Analyse ist R(t) primédre Observable. Abb. 3.8 unten zeigt diese
Verhéltnisse fiir geschmierte Operatoren mit Volume-Source und SET auf quenched
Konfigurationen mit x, = 0.1545, N, = 400 und k, = 0.156, N, = 200. Anzumer-
ken ist hier, daf§ das erwartete lineare Verhalten mit deutlich gréfleren Fehlern fiir
moderate ¢ < 10 auch bei Anwendung der Volume-Source-Methode erkennbar ist.

3.4.6 Rahmendaten der Analysen

Zur numerischen Inversion der Wilsonmatrix wurden sowohl even-odd-prékondi-
tionierte Minimal-Residual-Inverter als auch SSOR-priakonditionierte BiCG-Stab-
Inverter verwendet. Die benotigte hohe Anzahl an stochastischen Quellvektoren
machte die Durchfithrung der Inversionen zur Quarkloop-Berechnung auf den mas-
siv parallelen APE100-Rechnern in Bielefeld und Zeuthen erforderlich.

In Tab. 3.1 sind die jeweiligen Rahmendaten der stochastischen Messungen angege-
ben. Auf den 243 x 40-TXL-Gittern beschrinkten wir uns aus Rechenzeitgriinden
auf 100 stochastische Inversionen, lediglich auf dem x = 0.1575-Gitter wurde mit

5Dieses Programm entspricht auf unseren Konfigurationen der Messung mit 25 * 12 = 300
Volume-Source-Quellen im Vergleich zu N.g; = 400 stochastischer Quellvektoren pro 25 Trajekto-
rien

41



1le-08 — w x

QS-sm-2-Loop-0.1550 ———
9e-09 1 QV-sm-2-Loop-0.1550 +-
8e-09 . 1
7e-09 1 | :
6e-09 | & ]
5e-09 | I ]
4e-09 1 % v ]
3e-09 | I % : ]
2e-09 | T ]
1e-09 t ! 1 % P 1

Or SRR
-le-09 — * * : : : :

2 4 6 8 10 12 14
t
l T T T T T T T

QS-sm-0.1545 ————

QV-sm-0.1545 - T
0.8 ' QS-sm-0.1560 - SRR

QV-sm-0.1560 - Coe * *
°8 ST AN O

T |3 S
) E)Jk i i
0.4 gt R
% B ! |
02 & R i % : % ]
@ 4
i %
% %
0 1 1 1 1 1 L
2 4 6 8 10 12 14

t

Abbildung 3.8: Quenched disconnected Korrelatoren x, = 0.155 (oben) und Verhélt-
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Tabelle 3.1: Parameter der Analyse

K Mma/m,  L**T  Neg—IUl Nesp—sm  Neons
nf=2 [B=56
0.1560  0.834(3) 163 % 32 400 400 195
0.1565  0.813(9) 162 * 32 400 400 195
0.1570  0.763(6) 163 * 32 400 400 195
0.1575  0.692(10) 16° % 32 400 400 195
0.1575  0.704(5) 243 % 40 400 100 156
0.1580 0.574(13) 243 % 40 100 100 156
;=0 5=60
0.1535  0.807(8) 162 % 32 - 400 200
0.1545 0.744(10) 16°%32 - 400 200
0.1550 0.700(11) 16°%32 - 100 200
01555  0.65(1) 16°#32 - 200 200
0.1560 0.59 163 * 32 - 200 200

lokalen Quellen eine Referenzanalyse mit N.i; = 400 gerechnet. Wegen des ’Self-
Averagings’ auf der berechneten Zeitschicht kann angenommen werden, daf fiir den
2-Loop-Korrelator die statistische Giite des Signals hauptséchlich durch das Pro-
dukt L3 * N., bestimmt ist. Abb. 3.9 fiir den ’doppelten MeSwert’” x = 0.1575
bestétigt dies zumindest qualitativ. Wihrend das TyL-Signal mit lokalen Quellen
mit N.y, = 400 deutlich kleinere Fehler als die SESAM-Messung zeigt, sind fiir
geschmierte Operatoren die Fehler der N, = 100-TxL- und N.; = 400-SESAM-
Daten wie erwartet von vergleichbarer Grofle. Dieses Self-Averaging ist ein Vorteil
gegeniiber Ergebnissen mit einem anderen Verfahren zur Rauschunterdriickung, der
perturbativen Subtraktion, in [21], welche bei gegebenem N,.q auf kleineren Gittern
kleinere relative Fehler der Messungen erhielten.

Abb. 3.9 zeigt dariiberhinaus keine Hinweise auf Finite-Size-Effekte. Disconnected
Signale auf SESAM- und TyL-Gittern mit x = 0.1575 weichen inerhalb der Fehler
nicht voneinander ab.

3.5 Analyse der vollen QCD

In diesem Abschnitt wird die Extraktion der n’-Masse auf Konfigurationen der vol-
len Ny = 2-QCD dargestellt.

Nach einer einfithrenden Erlduterung der experimentell relevanten Vergleichswerte
und derer im Rahmen des Witten-Veneziano méglichen Extrapolation in die Ny = 2-
Welt, wird auf die Bestimmung der Masse aus mit obigen Methoden erhaltenen Pro-
pagatoren eingegangen. Anschliefend werden verschiedene Extrapolationsmoglich-
keiten der so erhaltenen Massen zur physikalischen Seequarkmasse ausgefiihrt.
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3.5.1 Experimentelle *Vergleichsgroflien’

Primér in unserer Analyse zu reproduzierender Wert ist natiirlich die n’-Masse
M,y = 958MeV . (3.5.1)

Zur Umrechnung der Massen in Gittereinheiten, fixieren wir den Gitterabstand iiber
die p-Masse, was fiir SESAM-Gitter [15] auf a™1(k;) = 2.302(64)GeV fiihrt. In Git-
tereinheiten ist die primiire VergleichsgroBe also ¢

my (Ny = 3) = 0.416(11) | (3.5.2)

Zum Vergleich mit unserer Ny = 2-Welt sind nun zusétzliche Annahmen zu treffen.
Naheliegende Ansétze sind hier:

e 'Naiver Vergleich’. Hier werden die Gitter n’-Massen direkt bei einer gemit-
telten Seequarkmasse m, = %(Zml + mg) mit dem Experiment verglichen.
Unsicherheitsfaktor ist vor allem die Diskrepanz zwischen der Strange-Quark-
Masse aus Pseudoskalar- oder Vektorkanal. In Anlehnung an [15] kann der
Mittelwert ks = 0.15608 verwendet werden. Dies fiihrt auf x, = 0.15766 bzw.
m; = 0.017 . Das Konzept einer 'gemittelten Seequarkmasse’ scheint jedoch
kaum mit dem physikalischen Bild eines relativ schweren Strange-Quarks in
einem See leichter Quarks vertréiglich zu sein. Auf eine Auswertung in diesem
Sinne wird deshalb im folgenden nicht eingegangen.

o 'Witten-Veneziano-Extrapolation’. Hier wird geméfl GI. 3.1.23 Mg auf Ny =2
reskaliert. Die Ubertragung in die Ny = 2-Welt liefert so:
Np=2) = /2/3M(N; = 3) ~ 702MeV
F=2) = 0.3050(83)
my(Ny=2) = ay/MZ(N; = 2) + M2 = 0.3108(86)
My(Nf=2) ~ T16MeV (3.5.3)

Diese Extrapolation setzt die Giiltigkeit des Witten-Veneziano-Ansatzes vor-
aus. Wird dieses am,y(Ny = 2) auf dem Gitter nicht reproduziert, so ist der
Umkehrschluf§ problematisch, da zusétzliche systematische Effekte durch O(a)-
Korrekturen, die Wahl der geschmierten Operatoren, Finite-Size-Effekte u. &.
kaum quantifizierbar sind. Neben den experimentellen Werten von mg und m,y
werden im folgenden auch diese Ny = 2-Werte als Referenzwerte angegeben.

3.5.2 Korrelationsfunktionen

Interessant bei der Signalqualitdtsbeurteilung ist natiirlich die relative Signalgrofe,
d. h. das Verhéltnis R(¢). In Abb. 3.10 wird diese Gréfe beispielhaft auf den SESAM-
Gittern fiir k = 0.1575 dargestellt. Insgesamt kann festgestellt werden, dafl fiir Zeiten

6Im folgenden beschreiben wir Massen in physikalischen Einheiten durch M, und in Gitterein-
heiten durch m..
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Abbildung 3.10: R(t), 1l (links) und sm

bis ¢ < 12 auch bei recht grofen Quarkmassen bis m, ~ m;, signifikante disconnec-
ted Signale mit akzeptablen Fehlergrenzen vorhanden sind. Die Tatsache, dafl im
betrachteten Zeitschichtbereich die R(t)-Signale ndherungsweise lineares Verhalten
zeigen, deutet auf eine kleine Massendifferenz von 7 und 7’ auf unseren Gittern hin.
Dies ergibt sich aus einer Entwicklung von 3.2.9.

3.5.3 Massen und Extrapolationen

Im folgenden werden r’-Massen mit Standardspektrumsmethoden extrahiert. Aus
dem Propagator werden effektive Massen nach Gl. 3.4.14 bestimmt. Betrachtet man
verschiedene Zeitschichten, so wird davon ausgegangen, dafl ausreichende Projektion
auf den Grundzustand vorliegt, wenn Plateaus in den effektiven Massen erkennbar
sind. Im Bereich dieser Plateaus werden dann n’-Massen aus dem Fit des Propagators
G(t) (Gl 3.2.8) extrahiert. Die jeweils 'optimalen’ Fitbereiche werden anhand des
Fit-x?/d.o.f. gewihlt. Diese Massen werden zum Vergleich mit dem Experiment zur
physikalischen leichten Seequarkmasse extrapoliert. Uber den aus dem p gewonnenen
Gitterabstand wird schliellich mit den physikalischen Werten verglichen.

Effektive Massen

Der connected Beitrag zum 7/-Propagator ist fiir Wilsonfermionen proportional zum
m-Propagator. Im Rahmen der chiralen Extrapolation sowie der Extraktion und Ex-
trapolation der Kopplungsstirke m2 werden aus diesem Anteil die Oktettmeson-
Massen bestimmt.

Abb. 3.11 zeigt Plateaus in den effektiven Massen des 7 fiir Fitbereiche 9 < ¢ < 16.
Diese so extrahierten Massen stimmen im Rahmen der Fehler mit den ’beidseitig
geschmierten” SESAM-Spektrumsmessungen iiberein.

Die effektiven Massen aus den ’'vollen’ r/-Propagatoren (Abb. 3.12 (lokal), 3.13
(geschmiert)) zeigen zumindest Ansétze von Plateaus fiir relativ zu den Oktettfits
kleine Zeiten, sodafl hier im Gegensatz zu den fritheren Analysen die n’-Massen di-
rekt aus Fits der Propagatoren entnommen werden kénnen. Geschmierte Operatoren
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Abbildung 3.13: Effektive n- und 7-Massen (sm)

liefern hier relativ gute Plateaus und damit deutlich bessere Anzeichen von Grundzu-
standsprojektion. Der Vergleich mit m-Massenplateaus zeigt jedoch eine recht kleine
Massendifferenz, was bereits aus den kleinen relativen Signalen von Abb. 3.10 er-
sichtlich war. Abb. 3.14 zeigt die effektive Massen bei xk = 0.1575 auf SESAM und
TxL-Gittern. Im Rahmen unserer Genauigkeit kénnen keine Anzeichen fiir Finite-
Size-Effekte entnommen werden.

Fitbereiche der Massenbestimmung
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Abbildung 3.14: Effektive n- und m-Massen (Il li., sm) x = 0.1575
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Tabelle 3.2: Fitbereiche

K L*+«T ml-Fit 7o-l-Fit 7-sm-Fit 7'-sm-Fit
nf=2 =56
0.1560 16°>%32 12—16
0.1565 16°>%32 13 —16
0.1570 16°>%32 12—15
0.1575 16°>%32 12—15
0.1575 243 %40 12 —15
0.1580 24%%40 12—15

9-16 5—10
9-16 5—10
9-16 5—10
9-16 6—11
9-16 5-9
9-16 5—9

oo o>
|
©|olv|v|lv|o

Massen wurden im Bereich der Plateaus der effektiven Massen der geschmierten
Operatoren bestimmt. Anhand des jeweiligen x?/d.o.f. des Fits wurden ’optimale’
Fitbereiche (siehe Tab. 3.2) ausgewéhlt. Fits der n’-Propagatoren von den angege-
benen unteren Zeitschichten bis zur Gittermitte lieferten im allgemeinen konsistente
Massen, wurden aber wegen der deutlich grofleren Mefifehler in der Analyse nicht
beriicksichtigt. Die entsprechenden Fits an 1/-Propagatoren G(t) sind in Abb. 3.15
fiir die leichteste Quarkmasse x = 0.158 jeweils mit lokalen und geschmierten Ope-
ratoren beispielhaft dargestellt. Es zeigt sich die deutlich verbesserte Grundzustand-
sprojektion der geschmierten Propagatoren fiir kleine Zeiten.

Chirale Extrapolationen

Ziel dieser Analyse ist, die hier gemessenen Groéflen mit experimentellen Werten
im Bereich physikalischer leichter Seequarkmassen m; zu vergleichen. Die erforderli-
chen Extrapolationen in der Quarkmasse werden durch die Ubernahme von &, und
ki — my = 1/2(1/k; — 1/k.) aus der SESAM-Analyse [15] des leichten Spektrums
bestimmt. In diesem Rahmen wurden k. und k; aus den Extrapolationsbedingun-
gen m2(k.) = 0, sowie my/m,(k;) = 0.1785 bestimmt. Die Massen wurden aus der
Betrachtung von Operatoren mit geschmierten Quellen und Senken gewonnen. Hier
wurde mit lokalen, bzw. mit lokal-geschmierten Operatoren und zusétzlich noch
auf den groBeren TXL-Gittern gemessen. Rechtfertigung fiir die Ubernahme der
SESAM-Parameter ist, dafl die SESAM-Analyse auf Standardextrapolationen von
Daten aus den 7- und p-Kanéilen, d.h. Daten mit sehr guter Statistik beruht und
somit Grundlage fiir weitergehende Extrapolationen, also auch unsere 7’-Analyse,
sein muf}. In Abb. 3.16 zeigt sich, anhand der Extrapolation lokaler und geschmierter
m-Massenquadrate, die sehr gute Vertraglichkeit der x.-Wahl mit unseren Daten.

Die Frage des Extrapolationsansatzes fiir die n’-Masse ist im Prinzip offen. Einer-
seits ist bei unseren relativ kleinen disconnected Signalen natiirlich der 7-Anteil
der n’-Massen dominant, sodafl ein Fit der Massenquadrate analog zum Ansatz aus
der chiralen Storungstheorie fiir die Oktettmesonen naheliegt. Dieser Fit wird in
Abb. 3.17 gezeigt. Die Qualititen der gezeigten Extrapolationen ergeben sich zu
x?/d.o.f. = 1.1 (lokal) und x?/d.o.f. = 4.2 (geschmiert). Andererseits liegt ohne
diese ’chiral-perturbativen Vorurteile’ ein linearer Fitansatz in den n/-Massen (sie-
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Abbildung 3.20: Chirale Extrapolation m3, lokal (links) und geschmiert

he Abb. 3.18) nahe. Hier ergeben sich x?/d.o.f. = 1.1 (lokal) und x?/d.o.f. = 5.6
(geschmiert). Die relativ groflen Fehler aus den Messungen mit lokalen Operatoren
lassen offensichtlich beide Extrapolationsanséitze zu. Die Messungen mit geschmier-
ten Operatoren fithren auf recht hohe x?/d.o.f-Werte fiir beide Fitansitze. Eine
eindeutige Auszeichnung eines Ansatzes ist kaum erkennbar. Fits mit quadratischer
Quarkmassenabhiingigkeit brachten keine wesentlichen Anderungen der Extrapola-
tionen und Fitqualitaten.

Im Witten-Veneziano-Bild kann auch lediglich der reine Anomaliebeitrag mq zur 7'-
Masse betrachtet werden. In der Ny = 2-Welt ist dies m§ = m;, —m2. Die Frage der
Quarkmassenabhéngigkeit ist hierbei ebenfalls prinzipiell offen. In der 'quenched’
Literatur werden sowohl Fits fiir mg [18], als auch m2 [19] verwendet. In Anlehnung
hieran zeigt Abb. 3.19 lineare Fits an mgy und Abb. 3.20 lineare Fits an m? fiir
lokale und geschmierte Messungen. Es zeigen sich mit verschwindender Quarkmas-
senabhéingigkeit vertrédgliche Extrapolationen. Dies steht im klaren Gegensatz zu
Analysen in der Valenzquark-Naherung [18], [19], welche einen deutlichen Anstieg
von mg bzw. mZ bei kleinen Quarkmassen beobachten. Die durch obige Extrapola-
tionen erhaltenen "physikalischen’ mgy- und m,-Werte in Gitter- und physikalischen
Einheiten sind zusammenfassend in Tab. 3.4 aufgefiihrt.

Zusammenfassend la8t sich hier feststellen, dafl geschmierte Operatoren auf bessere
Signale mit Massenplateauanséitzen fithren. Die hieraus extrapolierten 7'~ bzw. mg-
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GroBlen fithren erwartungsgeméf auf kleinere Werte als die der lokalen Operatoren
sind jedoch innerhalb der Fehler mit diesen vertriglich. Die Extrapolationen liegen
um ca. 15 — 25 Prozent unter den 'pseudoexperimentellen’ Ny = 2-Werten. Beson-
ders deutlich zeigt sich dieses in den linearen Extrapolationen der Massenquadrate.
Lokale Operatoren zeigen rauschigere Signale, fehlende n'-Massenplateaus aber im
Rahmen unserer 'naiven’ y2-orientierten Fits gréfiere n'- bzw. mg-Massen. Wegen
der groflen Fehler auf den einzelnen Meflwerten ist jedoch keiner der Extrapolati-
onsansétze ausgezeichnet.
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Abbildung 3.21: Geschmierte 2-Loop-Korrelatoren in der quenched Néherung
3.6 Ergebnisse der reinen Eichtheorie

Zum Test auf Unquenching-Effekte wurde eine Referenzstudie auf quenched Konfi-
gurationen mit der Kopplung 4 = 6.0 durchgefiihrt. Zur Quarkloopmessung wurden
ausschlieBlich geschmierte, stochastische Quellvektoren verwendet (vgl. Tab. 3.1).
Das quenched Ensemble liefert einen mit den Konfigurationen der vollen QCD ver-
gleichbaren physikalischen Gitterabstand von a~! = 2.26(6).

3.6.1 Korrelationsfunktionen und Massen

In Abb. 3.21 sind 2-Loop-Korrelatoren auf quenched Konfigurationen fiir die Quark-
massen x = 0.1535,0.1545,0.155,0.1555,0.156 dargestellt.

In der Valenzquark-Néherung verschwindet nach dem Witten-Veneziano-Modell we-
gen N; = 0 der Unterschied der direkt aus dem Propagator bestimmten 7'-Masse
zur m-Masse. Wegen nicht beriicksichtigter Seequarkloops ist ja gerade nicht der
volle n'-Propagator gegeben. Dies wird in Abb. 3.22 deutlich. Hier sind effektive
Massen von 7 und 7’ fiir K = 0.155 und geschmierte Operatoren dargestellt. Der

'n’-Propagator’ fiir Ny = 1 wurde hier nach Gl. 3.2.6 bestimmt. Im Gegensatz zur
Betrachtung von effektiven Massen auf dynamischen Konfigurationen ist hier keine
Projektion auf einen Grundzustand mit einer grofleren Masse als der des 7w aus den
effektiven Massen zu entnehmen.

Geeignete Observable sind hier, nach Gl. 3.2.11, die Verhéltnisse der disconnected
und connected Amplituden, welche der Abb. 3.23 zu entnehmen sind. Die Verhélt-
nisse zeigen innerhalb der Fehler fiir Zeitschichten ¢ < 11 das erwartete lineare
Verhalten. Abb. 3.24 zeigt beispielhaft einen Fit an R(t) fiir die leichteste der hier
betrachteten Quarkmasse « = 0.1560. Interessant ist das bereits fiir sehr kleine ¢
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Abbildung 3.23:

R(t) in der quenched Néherung
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einsetzende asymptotische Verhalten.

Zur m2-Berechnung aus der Steigung m2/2m, der obigen Verhéltnisse 3.2.11 wird
die jeweilige m-Masse benétigt. In Abb. 3.25 sind auf unseren Gittern fiir die-
se Grofle Plateaus der effektiven Massen fiir alle Valenzquarkmassen erkennbar.
Anhand des jeweiligen x?/d.o.f. werden ’optimale’ Fitbereiche fiir die m,- und
md/2m-Extraktionen bestimmt. Fiir alle Valenzquarkmassen kann so die 7-Masse
aus einem Fit iiber die Zeitschichten 8 —16 und mg /2m. aus einem Fit iiber 3 <¢ < 8
bestimmt werden.

3.6.2 Chirale Extrapolationen in der quenched Niherung

Zur chiralen Extrapolation von mgy und m? ist anzumerken, daff die Quarkmassen, d.
h. die k.- und k;-Bestimmung, aus einer SESAM-analogen Analyse des leichten quen-
ched Spektrums bei § = 6.0 iibernommen wurden. In Abb. 3.26 zeigt sich, anhand
der Extrapolation lokal-geschmierter m-Massenquadrate, die sehr gute Vertraglich-
keit der x.-Wahl aus der Spektrumsanalyse mit beidseitig geschmierten Operatoren
mit den verwendeten lokal-geschmierten Daten.

Im folgenden angegebene mg- bzw. mZ-Daten sind bereits gemif m3 — Ny xm3 auf
den Vergleich mit experimentellen "N; = 3-Groflen’ skaliert. Die Frage des Ansat-
zes einer chiralen Extrapolation von my ist wiederum offen. Abb. 3.27 zeigt lineare
Extrapolationen von mg- und m2-Daten fiir Messungen mit geschmierten Opera-
toren. Diese Extrapolationen zeigen einen Anstieg mit abnehmender Quarkmasse.
Dies Verhalten zeigten ebenfalls die Analysen [18] und [19]. Der dort beobachtete
starke Anstieg im chiralen Limes kann hier bei Beschriankung auf die 3 leichtesten
Quarkmassen reproduziert werden. Da die "vollen’ Extrapolationen auf x?/d.o.f. ~ 1
fiihren und Finite-Size-Effekte bei k = 0.156 nicht ausgeschlossen werden koénnen,
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Abbildung 3.25: Effektive (quenched) w-Massen
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wird diese Beschrinkung nicht weiter ausgefiihrt. Extrapolierte Werte von mg (sie-
he Tab. 3.4) liegen um ca. 30 Prozent unter den ’pseudoexperimentellen” Werten.
Dieses Ergebnis ist den Resultaten der Analyse der vollen QCD mit geschmierten
Operatoren qualitativ dahnlich.

3.7 Quark-Loops und topologische Ladung

Nach GI. 3.1.10 gibt die topologische Ladung einer Feldkonfiguration die Differenz
aus Instanton- und Antiinstantonzahl an. StandardmeBmethode der topologischen
Ladung ist die Bestimmung als Integral iiber die gluonische Ladungsdichte 3.1.9

2
Q) = 555 F"* () Fypu (1) (3.7.1)
auf "gekiihlten’ Konfigurationen 7. Kiihlen [70] ist eine Glittung des Eichfeldes durch
lokale Minimierung der gluonischen Wirkung. Praktisch geschieht dies durch iterati-
ves Updaten der Eichlinks gemé&fl den klassischen Bewegungsgleichungen. Die lang-
reichweitigen topologischen Anregungen kénnen dann nach dieser Elimination der
kurzreichweitigen Fluktuationen gemessen werden.
Eine derartige Referenzbestimmung der SESAM /T xL-Ensembles wurde in [42] aus-
gefiihrt. Die hier benutzte Minimierung mit der Plaquette-Wirkung fiihrt jedoch
mit steigender Iterationszahl zu wachsender Kiihlungsskala, auch kleinere Instan-
tonen werden geglittet. Um dies zu vermeiden, wurde Kiihlung mit verbesserten
und Fixpunkt-Wirkungen oder ’skalenkontrolliertes Kiihlen” ([71] und dortige Re-
ferenzen) vorgeschlagen. Auf diese Ansétze konnte in diesem Rahmen jedoch nicht
eingegangen werden.
Ein alternativer, fermionischer Zugang zur topologischen Ladung ergibt sich iiber
die Anomaliegleichung 3.1.13 und das Indextheorem 3.1.18, welche die Spur von
Quarkloops mit der topologischen Ladungsdichte verbinden. Nach 3.1.16 werden in
diesem Abschnitt topologische Ladungen aus lokalen und geschmierten Quarkloops,
sowie Korrelationen dieser Gréflen mit den Ladungen aus der gluonischen Methode
bestimmt. Ziel ist also, die Ladung mit stochastischen Quarkloops auf ungekiihl-
ten, d.h. heilen Konfigurationen zu untersuchen. Insbesondere ist von Interesse, ob
geschmierte Loops dhnlich wie gekiihlte Konfigurationen auf eine Glattung kurz-
reichweitiger Fluktuationen und damit auf eine verbesserte Bestimmung fithren. In
Abb. 3.28 sind die topologische Ladungen der Konfigurationen auf einem Ausschnitt
der SESAM-HMC-Trajektorien bei k = 0.1575 zu sehen. Sie wurden mit der gluo-
nischen Methode (gluon) und aus geschmierten (sm-Loop), sowie lokalen (ll-Loop)
Quarkloops ermittelt. Da die Grofle der involvierten Renormierungskonstanten in
der vollen QCD nicht bekannt ist, wurden die Ladungen aus den (un-) geschmierten
Quarkloops auf die gluonischen 'Referenzladungen’ renormiert. Es zeigt sich analog
zur Betrachtung von lediglich lokalen Quarkloops in [65] eine gute, qualitative Uber-
einstimmung der Methoden. Zur Renormierung wird in erster Ndherung ein linearer

"Vergleich verschiedener Definitionen in [69].
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Abbildung 3.28: Topologische Ladung x = 0.1575

Tabelle 3.3: Korrelationen der MefSmethoden

K Gitter Tgi—t1  Tgl—sm Tll—sm
0.1560 SESAM 0.59 0.72 0.70
0.1565 SESAM 0.67 0.78 0.76
0.1575 SESAM 0.67 0.72 0.85
0.1575 TyL 0.78 0.75 0.89
0.1580 TxL 0.64 0.64 0.82

Zusammmenhang unterstellt und in Tab. 3.3 die Korrelationskoeffizienten
<(z—<z>)(y—<y>)>
\ﬂ<(m—<m>)2><(y—<y>)2>)

r(z,y) = (3.7.2)

der zugehorigen linearen Regression angegeben. Zumindest fiir relativ groe Quark-
massen erkliren geschmierte Operatoren einen deutlich hoheren Anteil der Varianz
der topologischen Ladung nach der gluonischen Methode. Mit geschmierten Ope-
ratoren kénnten so topologische Ladungen ohne Kiihlen der Konfigurationen durch
Stochastische Estimation von Sp(y5M ') bestimmt werden. Zu vergleichen wiren
die topologischen Ladungen aus dem fermionischen Ansatz noch mit aus mit verbes-
serten Kiihlverfahren gewonnenen gluonischen Werten, welche geringere systemati-
sche Fehler als die SESAM-Analyse aufweisen sollten.

Eine weitere Perspektive dieses fermionischen Ansatzes ist die Bestimmung der chira-
len Suszeptibilitit x, =< Q? > /(L3*T) (Gl. 3.1.12) auf dem Gitter. Smit und Vink
[52] fithrten dieses Programm z.B. iiber die Berechnung einer interpolierten topologi-
schen Ladung aus. Die benotigten Renormierungskonstanten xp kénnen im Prinzip
aus dem Fit der fermionischen Gréflen an die gluonischen Topologischen Ladungen
bestimmt werden. Denkbar wire in diesem Zusammenhang auch die Rechnung der
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Renormierungskonstanten auf 'geheizten’ Gittern bekannten Instantoninhalts. Auf
diese Weise konnen auf () = 0-Gittern mogliche additive Renormierungen von
evaluiert werden. Interessant in diesem Zusammenhang ist in der vollen QCD insbe-
sondere der Test auf die Seequarkmassenabhéngigkeit und den Zusammenhang mit
dem chiralen Kondensat nach der U4 (1)-Ward-Identitét [50] ®

1 B
X~ O ma sy (3.7.3)
foy

da beide Seiten der Gleichung der stochastischen Schétzung von Quarkloops zugéng-
lich sind.

3.8 Topologische Ladung und Teilchenmassen

Die Verbindung von 7’-Masse, der U(1)-Anomalie und den topologischen Eigenschaf-
ten des Vakuums wirft die Frage auf, wie sich Messungen von 1’ und Observablen
des leichten Spektrums auf Konfigurationssamples mit unterschiedlicher topologi-
scher Ladung relativ zueinander verhalten.

Fiir das ' wurden in [73] auf quenched Konfigurationen bereits grofiere Massen auf
Konfigurationen mit hoherem Betrag der topologischen Ladung gemessen. Fiir das
leichte Mesonoktett und das leichte Baryondekuplett ist dieser Zusammenhang im
Prinzip offen. Im folgenden werden geschmierte 7’-Observable und effektive Massen
des leichten Spektrums auf Teilensembles der SESAM-Konfigurationen mit defi-
nierter topologischer Ladung betrachtet. Um auf allen Konfigurationssamples eine
ausreichende Statistik zu gewéhrleisten, wurden die Konfigurationen lediglich in En-
sembles mit |Q| < 1.5 (top01) und |Q| > 1.5 (top24) unterteilt. Wir beschrénken uns
auf die Darstellungen auf SESAM-Konfigurationen mit x,, = 0.1575. Fiir andere
Quarkmassen ergeben sich qualitativ gleiche Zusammenhénge.

2

0.7 —

"R()-top01 T T qaopor ——
R(t)-top24 = 0.65 1'-top24 <x— J
15t o 06 |
SR A 055 | :
1t cox P , 05 1
I - 0.45 f o
05t w;*;X" | 04 L %‘4*7
. PR B T I 0.35 1 1 :
NPT LR S B S B DU S B 03t !
0.25 |
: 02 b \
0 2 4 6 8 10 12 14 16 0o 2 4 16

Abbildung 3.29: R(t) (links) und eff. n’-Massen

8Vorliufige Analyse der UKQCD-Daten in [72].
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Abbildung 3.30: Effektive 7-, p-, Nukleon- und A-Massen

3.8.1 1n/-Observable

Die erste Analyse richtet sich auf n’-Observable. Im Bild der Symmetriebrechung
durch Instantoneffekte ist eine Korrelation mit der Gesamtanzahl von Instanto-
nen und Antiinstantonen zu erwarten. Die topologische Ladung als Differenz die-
ser Anzahlen gibt auf den einzelnen Konfigurationen indirekt Hinweise iiber die
jeweilige Gesamtanzahl. In Abb. 3.29 sind die Verhéltnisse R(t) von disconnected
und connected Korrelatoren, sowie effektive r’-Massen gezeigt. Auf den |@Q| > 1.5-
Konfigurationen sind deutlich gréfiere Signale beider Observablen zu sehen. Der er-
wartete qualitative Zusammenhang zwischen Observablen und topologischer Ladung
wird im Rahmen unser Statistik bestétigt.

3.8.2 Das leichte Massenspektrum

In diesem Abschnitt betrachten wir in Abb. 3.30 effektive Massen von 7, p, Nukleon
und A auf denselben topologischen Subsamples. Es zeigen sich im Rahmen unser
Statistik keine Massendifferenzen zwischen den Konfigurationsensembles. Eine Ver-
bindung zwischen Topologie des Eichfelds und Hadronmassen wére beispielsweise
durch Instanton-Fliissigkeits-Modelle [74] gegeben. In diesem Ansatz erhalten Ha-
dronen ihre Massen durch Streuung der propagierenden Quarks an Instantonen. Die
topologische Ladung einer Konfiguration als Raum-Zeit-Integral der Instantondichte
liefert iiber das Auftreten solcher Streuprozesse natiirlich nur indirekte Information.
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3.9 Zusammenfassung

Zusammenfassend lafit sich iiber die Analyse auf unseren SESAM/TyL-Gittern,
sowie dem quenched Referenzsample sagen:

e In Tab. 3.4 sind die Werte der extrapolierten Massen bei x; in Gittereinhei-
ten und MeV angegeben. Zum Vergleich der Ergebnisse der Analyse mit dy-
namischen Fermionen werden die experimentellen "Ny = 3-Werte’ und die
auf Ny = 2 extrapolierten Vergleichswerte (Exp.) angegeben. Die auf den
SESAM/TxL-Konfigurationen gemessenen Werte von mg und m,, liegen um
15 — 25 Prozent unter den aus dem Experiment abgeleiteten Werten nicht re-
produziert.

Im unteren Teil der Tabelle werden die auf Ny = 3 extrapolierten mo-Resultate
der quenched Analyse angegeben. Diese Extrapolationen liegen um ca. 30 Pro-
zent unter den experimentellen Werten. Diese niedrigen Gitterwerte konnen

Tabelle 3.4: 1~ und my-Fitresultate

’ Ensemble Fit My mo M,y My ‘
'Ny =3 Exp. - - 958 860
Ny =2 Exp. 311(9)  .305(8) 716 702

Ny=2 ml 26723
Ny=2  mXl .239(37

) (43) 615(53) 576(99
(37) .245(
Ny=2 m-sm .255(19) .205(43
(25) (
(
(

Ny =2 m2-sm  .226(25

quenched m-sm - 267(22
quenched m?-sm - .261(20

)

(92)
(99)
510(62)
(49)
(45)

neben moglichen O(a)-Effekten durch die naive Extrapolation der experimen-
tellen Werte in die Ny = 2-Welt im Rahmen des Witten-Veneziano-Modells
bedingt sein.

e Stochastische Estimation mit geschmierten Operatoren liefert Anzeichen fiir
Plateaus in den effektiven n’-Massen, welche als Grundzustandssignale gedeu-
tet werden konnen. Somit konnen n’-Massen aus direkten Fits der Propagato-
ren ermittelt werden.

e Finite-Size-Effekte wurden bei k = 0.1575 auf SESAM- und Ty L-Gittern nicht
beobachtet.

e Die 7n/-Observablen zeigen auf Samples mit hoheren topologischen Ladungen
groflere Signale und geniigen so qualitativ dem Bild der Generierung der Mas-
sendifferenz durch Anomaliebeitrige.

e Eine alternative Mefimethode der topologischen Ladung einer Konfiguration
konnte auf ungekiihlten Konfigurationen durch Stochastische Estimation von
Sp(ysM~1) gegeben sein.
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e Stochastische Estimation mit lokalen Quellen liefert im Rahmen unserer Sta-
tistik schlechtere Grundzustandssignale des 7.

e Die Volume-Source-Methode zeigt in unserer Analyse deutlich rauschigere dis-
connected Signale als die Stochastische Estimation.

e Einschrankend ist zu bemerken:

— Ny = 2-Simulationen lassen sich nicht direkt mit physikalischen Mef-
grofen vergleichen.

— Die Quarkmassen unserer Simulationen kénnten zu grof fiir verlafiliche
chirale Extrapolationen sein.

— Weitere Vorschlédge zur Signalverbesserung des disconnected Korrelators,
welche auf der Subtraktion von spurfreien Elementen von Storungsent-
wicklungen basieren [67], [68] konnten im Rahmen dieser Arbeit nicht
aufgegriffen werden.

— Da wir auf eine feste Kopplung 3 beschréankt sind, kann keine Kontinuums-
extrapolation durchgefithrt werden. Die fehlende Ubereinstimmung mit
den ’experimentellen Werten’ kann in dem Sinne ein O(a)-Effekt sein.
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Kapitel 4

String-Breaking-Signale in der
vollen QCD

In diesem Abschnitt werden Strings, in diesem Zusammenhang Bindungszustande
eines statischen Quark-Antiquark-Paares mit endlicher Ausdehnung, betrachtet. Das
Brechen des Strings, String-Breaking, bei groflen Bindungsenergien, d.h. grofien
Quark-Antiquark-Abstédnden, ist ein wesentlicher qualitativer Unterschied zwischen
Valenzquark-Nédherung und der QCD mit dynamischen Fermionen. Nur in der vollen
QCD ist namlich durch Effekte leichter Seequarkpaare fiir Abstéinde oberhalb der
Massenschwelle von 2 Static-Light-Mesonen String-Breaking moglich.

In diesem Kapitel werden mit Standardtechniken erreichbare relative Fehler bzw.
Signal-Rausch-Verhéltnisse von Observablen zur String-Breaking-Analyse auf Git-
tern der SESAM /Ty L-Simulationen untersucht. Die Beobachtung dieses Phénomens
wird hier im Rahmen einer Mischungsanalyse von 2 Gitter-Operatoren, dem stati-
schen Quark-Antiquark- und dem 2-Static-Light- bzw. 4-Quark-Operator, aufgefafit.
Es werden die relativen statistischen Fehler von Wilsonloop-Operator und Uber-
gangsmatrixelementen, sowie mogliche Verbesserungsansitze und deren Rauschre-
duktionen diskutiert. '.

4.1 Einleitung und theoretische Ansitze

In diesem Abschnitt wird kurz auf die Messung des statischen Quark-Antiquark-
Potentials mit Wilsonloops und deren Probleme beim Aufzeigen des String-Breakings
eingegangen. Die Grundlagen des in dieser Arbeit verfolgten Ansatzes, der Betrach-
tung des String-Breakings im Rahmen einer Analyse der Mischung von statischem
Stringzustand und 'gebrochenen’ 4-Quark- bzw. Static-Light-Meson-Endzustand wer-
den anschlieSend vorgestellt. Ziel ist die Betrachtung des Mischungsphénomens im
Rahmen eines verallgemeinerten Eigenwertproblems auch fiir kleine Zeitabstédnde.

1Uberblick iiber String-Breaking-Analysen auf dem Gitter in [32].
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4.1.1 String-Breaking mit Wilsonloops?

Das attraktive Zentralpotential zwischen statischen Quark-Antiquark-Paaren 1463t
sich anhand zweier Grenzwerte charakterisieren. Fiir kurze Absténde r, d.h. hohe
Energien, fiithrt eine Entwicklung in der schwachen Kopplungskonstanten auf einen
attraktiven Coulombterm mit effektiver Wechselwirkung e. Fiir grofle, im Rahmen
der laufenden Kopplung nichtstérungstheoretische Absténde, erwartet man iiber die
Bildung des Strings, eines Flussschlauchs mit konstanter Energiedichte, zwischen
den Quarks eine linear mit dem Abstand anwachsende Wechselwirkungsenergie mit
Stringspannung o. Es zeigt sich Confinement, Quarks kénnen demnach nicht isoliert
beobachtet werden.

Dieser Ansatz mit einem zusétzlichen Absolutglied V4, das Cornell-Potential,

V(R) :vo—§+o—r (4.1.1)

wurde sowohl in quenched Analysen [22], [23], als auch in unquenched Simulationen
[24], [25], [26], [27], [83] bestétigt.
Wihrend diese Ubereinstimmung fiir quenched Analysen den Erwartungen ent-
spricht, sollte dies in Simulationen der vollen QCD ab einem bestimmten Brechungs-
abstand r, nicht mehr gelten. Durch die Beriicksichtigung von Vakuumpolarisatio-
nen im Pfadintegral wird erwartet, dafl dann virtuelle, leichte Quark-Antiquark-
Paare mit dem statischen Paar zu einem energetisch giinstigeren Meson-Antimeson-
Paar mit geringer Wechselwirkung kondensieren. Dieses Aufbrechen des Strings, das
String-Breaking, ist somit eine wesentliche qualitative Unquenchingeigenschaft, die
Grundzustandsenergie des Potentials sollte demnach nicht ins Unendliche anwach-
sen, sondern im Bereich des Brechungsabstandes in ein Plateau mit der Energie von
2 Mesonen iibergehen. Ein Abflachen des Potentials in der vollen QCD konnte in
[24], [26], [27], [83] innerhalb der Fehler nicht beobachtet werden. Ein neuere Ana-
lyse der TyL-Gitter mit deutlich hoherer Statistik [25] schlieBt dieses Verhalten im
erwarteten r,-Bereich aus.
Anzumerken ist hier, daf, in der QCD bei endlicher Temperatur durch Betrachtung
von Polyakovloops, iiber die periodischen Randbedingungen geschlossene Eichfeldli-
nien, Anzeichen von String-Breaking geschen wurden [76], [77]. Ahnliche Anzeichen
zeigen Analysen mit statischen Quarks in der adjungierten Darstellung [78], [79].
Es wurde die Vermutung geduBert [28], dal die ausstehende Beobachtung dieses
Phénomens in 7 = 0-QCD durch den schlechten Uberlapp des MeBoperators mit
dem 2-Mesonzustand bedingt ist. Bevor wir uns in den folgenden Abschnitten mit
den Konsequenzen dieser Vermutung befassen, stellen wir hier zuerst die den obi-
gen Analysen zugrunde liegende Potentialbestimmung iiber Erwartungswerte von
Wilson-Loops dar.
Wilson-Loops W (r, t),

W(r,t) = (Re(Sp(ILU,))) | (4.12)

sind geordnete Produkte von Eichlinks entlang eines geschlossenen und damit eichin-
varianten Pfades v mit Eckpunkten (1o, to), (ro+7,to), (ro+7,to+1), (ro,to+t). Das
physikalische Bild ergibt sich aus der Betrachtung der Erzeugung eines statischen
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Quark-Antiquark-Paares zum Zeitpunkt ¢y und deren instantanter Trennung auf die
Punkte (rg,ty) und (ro + r,tp). Mit dem Begriff Statischer Limes ist der Grenzwert
unendlicher Quarkmassen gemeint, in dem u.a. der Quarkspin bedeutungslos wird
und eine rdumliche Propagation der Quarks unterdriickt wird. Der eichinvariante
Erzeugungsoperator eines rdumlich getrennten Quark-Antiquark-Paares ist so mit
dem pfadgeordneten (P) Eichlink in rdumlicher Richtung

U(To,t0|7”0 -+ T, to) = P

exp (z’g /TOH dyA,(y, to))] (4.1.3)

0

gegeben durch

Q(To, to)U(To, tolTo + 7, to)Q(To + 7, to) . (414)
Die Zeitentwicklung dieses Zustands wird im Statischen Limes bestimmt durch den
statischen Quarkpropagator (analog zu 4.1.3)

to+t

U(ro, tolro, to + ) = P {exp (zg/ ° dyAM(m,y)ﬂ — W (7). (415)
to

Insgesamt ergibt sich mit dem entsprechenden Vernichtungsoperator auf der Zeit-

schicht ty + ¢t der Wilsonloop als Beschreibung der Zeitentwicklung eines statischen

Quark-Antiquarkpaares. Aus dem Wilsonloop konnen fiir ¢ — oo der Grundzustand

Vo(r) und die Uberlappfunktionen Cy(r) tiber

W(r,t) = Cu(r)exp(—V,(r)t) ——oo) Co(r)exp(—Vo(r)t) (4.1.6)

bestimmt werden.

4.1.2 String-Breaking als Mischungsphinomen

Die Betrachtung des String-Breaking im Rahmen einer Mischung von Wilson-Loop-
und 4-Quark-Operator wurde in [29] theoretisch ausgefiihrt.

Die Grundziige dieses Ansatzes werden im folgenden dargestellt. Der statische Quark-
Antiquark- bzw. Stringzustand S ist durch den Erzeugungsoperator 4.1.4 bestimmt.
4-Quark- bzw. 2-Meson-Zustinde M (Operatoren ¢/q fiir leichte Quarks) werden
erzeugt durch

Qq(ro, to) GQ(ro + 7,t0) - (4.1.7)
Die Zeitentwicklung dieser gekoppelten Zustande G(t) ergibt sich mit der Transfer-

matrix 1" zu

Gt +1)=TGrt) =1 G55 G )4y (4.1.8)
GMS GMM

Die Matrixelemente von G(r,t) sind in 4.1.2 skizziert. Geschwungene Linien stehen
hier fiir Propagatoren leichter Quarks, ’glatte’ Linien fiir statische Quarkpropaga-
toren.
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NN [j
Abbildung 4.1: Matrixelemente des 2-Zustandssystems

Explizit sind die einzelnen Matrixelemente dann folgendermassen zu bestimmen?:
Der String-String-Korrelator Ggg (links oben) entspricht dem Wilsonloopoperator
4.1.2

Gss(0,0[r,t) = < 0[T{(Q(0,)U(0, tlr,)Q(r,))'(Q(0,0)U (0, 0lr, 0)Q(r, 0)) }0 >
= U(0,0]r,0) =« U(r,0|r,t) « U(r, t[0,t) = U(0, |0, 0). (4.1.9)

Fiir die Ubergangsmatrixelemente Ggy; und G gilt mit dem Propagator M~ des
leichten Quarks

GSM<07 0’T7 t) = < O’T{(Q(()? t)U(()? t|7“, t)Q(Tv t>>T(QQ(07 0) CjQ(T, 0))}|0 >
= U(0,00,t) % U(0,t|r,t) * U(r,t|r,0) * M*(r,0]0,0)
= Gys=Gus . (4.1.10)

Das 4-Quark-Matrixelement (rechts unten) besteht aus 2 Diagrammen, einem Meson-
Antimeson-Korrelator und dem Loop-Diagramm.

G (0,0]r, ) = < 0[T{(Qq(0,1) gQ(r,1))"(Qq(0,0) gQ(r,0))}[0 >  (4.1.11)
U(0,0[0,¢) * M0, t|r,t) x U(r,t|r,0) * M~*(r,00,0)
[U(0,0]0,¢) * M~1(0,¢|0,0)] * [U(r, t|r,0) * M~(r,0[r,t)] .

In diesem Bild ist die Transfermatyix mit der Stringpropagation s, der Propagation
des 4-Quark-Zustands m und der Ubergangswechselwirkung v gegeben durch

T= < \/j_mu \/fn_m“> . (4.1.12)

Anzumerken ist hier, daf§ die Messung der Elemente von G(r,t) durch Operatoren
mit unterschiedlicher Normierung (z. B. durch Smearing oder Link-Smearing, siehe
unten) natiirlich keinen Einfluf} auf die Energiecigenwerte der Transfermatrix hat.
Aus der Eigenwertdarstellung mit den Eigenwerten

A = 1/2{(s + m) £ /(s — m)? + dsmu?} (4.1.13)

2Spuren iiber Spin- und Colorfreiheitsgrade werden hier zur besseren Ubersichtlichkeit implizit
ausgefiihrt.
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und dem Mischungswinkel

m — s+ /(s —m)2 + dsmu?
tanf = \/é )

N (4.1.14)
148t sich dann iiber die Eigenwertbasis
- Ar 0 1 _ cosf  sind
T = O( 0 )\ )O , 0= ( —sind  cosd > (4.1.15)
die Zeitentwicklung der Matrix G(t)
t—t 70 1
Gt)=T""G(ty) =0 ( +0 -t ) O~ 'G(ty) (4.1.16)
mit den Energieeigenzustinden
Ei = —ln)\i (4117)

herleiten.

In [29] wurde durch Betrachtung der Transfermatrixeintriage in der "Strong-Coupling-
Naherung’ gezeigt, daB fiir r < 73,, d.h. m < s, starke Uberlapps des E,-Eigenvektors
mit Ggg, sowie des E_-Figenvektors mit G, vorliegen. Bei grofien Abstédnden r, <
r (s < m)kehrt sich die Situation um, der E,-Eigenvektor ist jetzt hauptséchlich
durch Gy, der E_-Eigenvektor durch Ggg gegeben. Ggs mifit also in diesen Ab-
standsbereichen im wesentlichen die Stringpropagation s und Gy, die 4-Quark-
Propagation m. Die wirkliche Beobachtung des Stringbreakings wire so auf den
Bereich r ~ r, mit starker Mischung von String- und 2-Meson-Zustand beschriankt.
Die Breite des Mischungsbereiches wird durch die Ubergangswechselwirkung Ar ~ u
bestimmt. In der quenched Nédherung sollte diese Grofle wegen fehlender Vakuumpo-
larisation unterdriickt sein, die Zustandsiiberlapps also durch Stufenfunktionen an
r =1, gegeben sein. Qualitativer Unterschied der vollen QCD ist also ein endlicher
Bereich der Zustandsmischungen und eine endliche Aufspaltung der Eigenwerte bei

r=r,es=me A — A =2s5u=2mu . (4.1.18)

Zur Identifikation von Energieeigenzustianden und Zustandsprojektionen hat es sich
bewahrt, ausgehend von einer Zeitschicht ty die Zeitentwicklung der Korrelations-
matrix G(t) als verallgemeinertes Eigenwertproblem [80] aufzufassen. Im Rahmen
von SU(2)-Higgsmodellen wurden Gitteranalysen mit analogem Ansatz [30], [31]
explorativ ausgefiihrt.

4.1.3 Verallgemeinertes Eigenwertproblem

Allgemein 148t sich die Zeitentwicklung von ’zusamenhéngenden’ Matrixelementen
Gi; natiirlich mit den Energieeigenwerten E, und den Eigenzustandsprojektionen
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C;o, beschreiben als
G”(t) = < O:(t)O](O) >,

= Y < 0|0f]a >< al0;|0 > exp(—Eqt)

a=0

= Y cacjaerp(—Eqt) . (4.1.19)

a=0

Zur Extraktion der Energieeigenzustinde fiir kleine Zeiten betrachtet man das ver-
allgemeinerte Eigenwertproblem

G(t)va = )\a<t,t0)G(t0)UQ . (4120)
Die Energien lassen sich dann aus
Eo =In(Aa(t — 1,t0)/Aa(t, t0)) + O(exp(—AELt)) (4.1.21)

bestimmen. Entscheidend fiir die zuverlassige Extraktion von Eigenenergien bei klei-
nen Zeiten t ist nun, den Korrekturterm O(exp(—AFE,t)) mit der Energiedifferenz
AFE, durch Konstruktion von Zustinden mit besserer Eigenzustandsprojektion zu
minimieren. Dies kann wie in [30], [31] durch Implementation jeweils &hnlicher, ver-
schmierter Operatoren zur Messung von 2-Quark- sowie Stringzustand und Diago-
nalisierung der entsprechenden Untermatrizen von G(t) erfolgen.

4.1.4 Welche Signalqualititen sind moglich?

In dieser Machbarkeitsstudie konzentrieren wir uns auf die Evaluation von mit Stan-
dardmethoden erreichbaren Signalqualitdten der Matrixelemente von G(t) und zei-
gen Ansétze fiir mogliche Verbesserungen auf. Als schwer zugénglich zeigt sich in die-
sem Rahmen der 4-Quark- bzw. 2-Meson-Operator wegen der erforderlichen Berech-
nung von leichten Quarkpropagatoren auf vielen Quellen. Im folgenden wird nach
der Massenbestimmung von Static-Light-Mesonen kurz die 'naive’ Potentialbestim-
mung auf SESAM /T xL-Gittern mit der Wilsonloopmethode auf "link-geschmierten’
Konfigurationen als Standardmethode vorgestellt. Aus den so erhaltenen Wilson-
looppotentialen und den Massen zweier Static-Light-Mesonen wird der erwartete
Stringbrechungsabstand 7, bestimmt. Auf geeigneten 24® x 40-Gittern wird dann
das Ubergangsmatrixelement Gy (r,t) gemessen. Neben der Ausnutzung von Git-
tersymmetrien wird die Benutzung geschmierter Quellen als Signalverbesserungs-
methode vorgeschlagen. Eine explorative Messung des 4-Quark-Operators Gy (7, t)
bei festem r» = 3 und lokalen Quellen liefert jedoch kein signifikantes Signal. Die Mes-
sungen von Matrixelementen und Berechnung von statischen Propagatoren wurden
auf der CRAY-T90, die Berechnung der leichten Quarkpropagatoren auf der CRAY-
T3E des NIC Jiilich durchgefiihrt.
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4.2 Bestimmung des Brechungsabstandes 7,

In der vollen QCD kann der Quark-Antiquark-String oberhalb der Massenschwelle
durch Vakuumpolarisationseffekte in 2 Static-Light-Mesonen brechen. Der Brechungs-
bzw. Uberlappabstand 7, in dessen Bereich die oben beschriebenen Mischungsphéno-
mene beobachtbar sein sollten, ergibt sich bei Vernachléssigung der Mesonwechsel-
wirkungsenergie im 4-Quark-Zustand direkt aus der Massenschwelle des Wilsonloop-
potentials

V(rp) >~ mgy + mgsz . (4.2.1)

4.2.1 Static-Light-Mesonmassen

Als erster Schritt zur Bestimmung von 7, werden auf allen SESAM/TyL-Gittern
die Massen der moglichen Endzusténde bestimmt. Wie oben beschrieben, entspricht
der Propagator des schweren Quarks im Statischen Limes dem zeitgeordneten Pro-
dukt der Gitter-Link-Variablen. Dieser statische Propagator wird mit einem leich-
ten Quarkpropagator mit Kye = Ksee zum Static-Light-Meson kombiniert. Zur
Grundzustandssignalverbesserung wurden die Propagatoren mit verschmierter Quel-
le (eichinvariantes Wuppertal-Smearing, sieche Kapitel 3) gerechnet. Die Massen der
Static-Light-Mesonen wurden aus einfachen Exponentialfits an ihre Korrelations-
funktionen entnommen. Mit der Spinstruktur des leichten Propagators lassen sich

Pseudoskalar PS(t) und Skalar S(t) 3

14+

PS(t) = U0l t) » Tr(—=22s M~ a, t|r, 0)5)

= U(z,0lz,t) *« Tr(

1
%M—”(x,ou,o) (4.2.2)

S(0) = Ul te,0)+ Tr(— M 2,002, )

1 —
= Uz, 0z, t)T + Tr( QVOM—l(x,mx,t))
— 0

= T (M Y (00, )10k U, Ol ) (4.2.3)
identifizieren. Anhand von Plateaus der effektiven Massen wurden die Fitbereiche
der jeweiligen Grundzustinde bestimmt. Fiir die Pseudosklare kénnen nach Abb.
4.2 Massen im Fitbereich 8 < ¢t < 12, fiir die Skalare nach Abb. 4.3 Massen bei
5 < t < 9 extrahiert werden. Die entsprechenden Werte sind mit Angaben zum
jeweiligen Ensemble in Tab. 4.1 angegeben. Skalare Teilchen haben ein grofiere
Masse als Pseudoskalare. Da als Zerfallszustéinde moglicherweise 2-Meson-Zustande
mit gemischter Paritdt in Betracht kommen kénnen, kann so ein groflerer Quark-
Antiquark-Abstand zur Brechung notig sein. Problematisch kann zudem auch die
Ubertragung von durch Quantenzahlen erlaubten Gitterzerfillen in physikalische

3Die explizite Spurbildung bezieht sich auf die Dirac-Spur, Colour-Spuren werden implizit aus-
gefiihrt.
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Abbildung 4.2: Lokale Massen der ’Static-Light’-Pseudoskalare
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Abbildung 4.3: Lokale Massen der ’Static-Light’-Skalare




K L 2mps mpsg + mg 2777,5
0.1560 16 1.353(13) 1.581(14) 1.808(16)
0.1565 16 1.324(14) 1.542(16) 1.759(19)
0.1570 16 1.296(16) 1.497(17) 1.697(18)
0.1575 16 1.279(15) 1.479(18) 1.680(22)
0.1575 24 1.256(13) 1.466(15) 1.677(18)
0.1580 24 1.219(26) 1.392(29) 1.564(33)

Tabelle 4.1: Static-Light-Meson-Massen

Ubergiinge von Bottom-Systemen sein, da der Statische Limes ein unphysikalischer
mit Entkopplung der Spinfreiheitsgrade der statischen Quarks ist.

4.2.2 Messung des Statischen Potentials

Das statische Quark-Antiquark-Potential wurde mit Wilson-Loop-Operatoren auf
den SESAM- [24] und TxL-Konfigurationen [83], [25] gemessen.

Zur Signalverbesserung von gluonischen Links hat sich die Verwendung des ’APE-
Smearing’ [81] etabliert. Die rdumlichen Links U;(z) werden in diesem Verfahren
iterativ durch eine wieder auf SU(3)-Matrizen projizierte, gewichtete Summe des
originalen Links und seiner 4 benachbarten rdumlichen "Staples’ P;; ersetzt

Ui(z) — Projsuea) (UZ(LIJ) + aggPij(x))
Pyi(z) = Ui(z)U(z+ )U;(x) (x+1) . (4.2.4)

Observable werden so auf 'link-geschmierten’ Konfigurationen gemessen, deren kurz-
reichweitige Fluktuationen durch diese Summe iiber benachbarte Staples geglittet
sind. Fiir diese Analyse wurde der Smearing-Parameter 1/a = 2.3 bei 26 Iterations-
schritten verwendet. Das Potential zeigt, wie aus Abb. 4.4 ersichtlich, fiir grofle
Absténde das erwartete, lineare Verhalten. Hier sind die minimalen Brechungs-
abstdnde r, in Gittereinheiten von Interesse, die aus den Niveaus von 2 x mpg zu

V(ry) ~2xmpg — 1, = 12— 15 (4.2.5)

abgelesen werden koénnen.

Unsere Simulationen wurden auf Gittern mit periodischen Randbedingungen durch-
gefiithrt, was den maximalen Abstand der Potentialmessungen einschrankt. Durch
Messung von 'Off-axis’-Wilson-Loops kann dieser Bereich iiber den in diesem Sinne
maximalen ’On-axis-Wert” von L/2 ausgedehnt und zudem eine hohere rdumliche
Auflosung erreicht werden. In den Messungen der Ubergangselemente haben wir uns
auf die Raumrichtungen

(1,0,0), (1,1,0), (1,1,1), (2,2,1) (4.2.6)
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Abbildung 4.4: Statische Quark-Antiquark-Potentiale
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Abbildung 4.5: Rausch-Signalverhéltnisse auf Wilson-Loop-Amplituden

mit den maximalen Abstianden
L/2, V2% LJ2, V3% LJ2, 3% L/4 (4.2.7)

beschrinkt 4, wobei die Eichlinks aus 'Basisvektoren’ dieser Richtungen zusammen-
gestetzt wurden. Potentialwerte wurden dann als lokale Massen (n|G(t)/G(t + 1)]
der Wilsonloopamplituden im jeweiligen Plateaubereich ab ¢t ~ 4 — 5 bestimmt. Die
gezeigten Signalqualitdten konnten durch Ausnutzung der Translationsinvarianz des
Wilsonloops und somit dessen Berechnung auf und Mittelung iiber sdmtliche Git-
terpunkte L3 x T der Konfiguration als Aufpunkte erzielt werden.

Aus Abb. 4.4, welches Potentiale und die 2-Pseudoskalar-Massenschwelle zeigt, ent-
nimmt man, daf§ auf SESAM-Gittern (163 x 32) ein Mischungsbereich im von mogli-
chen Periodizitétseffekten freien Abstandsbereich nicht erreicht werden kann. Selbst
auf den TyL-Gittern (242 x 40) mit 7,4, ~ 20.8 scheinen 2-Meson-Zustinde mit ge-
mischter Paritdt aulerhalb des Mef3bereichs zu liegen. Die aus obigen Abbildungen
geschitzten Uberlappbereiche sind in diesem physikalischen Bild also als minima-
le Brechungsabstéinde zu sehen. Die mit diesem Verfahren der Wilsonloopmessung
erreichbaren relativen Fehler bzw. Rausch-Signal-Verhéltnisse werden fiir verschie-
dene Zeiten t in Abb. 4.5 angegeben. In dieser Darstellung beschréankten wir uns auf
die Mittelung iiber die Gitterpunkte einer Zeitschicht, um eine ’faire’ Vergleichbar-
keit mit den Fehlern der Ubergangsmatrixelemente zu gewihrleisten. Auf O(200)
Konfigurationen wurde so jeweils der Wilsonloop W (r,t) in der Richtung 7 iiber
alle 243 Punkte und alle durch Permutation und Spiegelung #iquivalente Richtungen
gemittelt. Die pro Konfiguration, Loop, Richtung und Punkt benétigten SU(3)-
Matrixmultiplikationen stellen im Vergleich zur Rechnung von leichten Quarkpro-

“4In der Potentialanalyse wurden noch zusitzliche Richtungen gemessen, deren Maximalabstinde
jedoch unter den jeweiligen minimalen 7, lagen. Deshalb beschrinkten wir uns auf obige ’Off-axis’-
Richtungen mit den 'On-axis’-Beitréigen als Konsistenzcheck.
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pagatoren einen vertretbaren Rechenaufwand dar. Im relevanten Abstandsbereich
bewegt sich der relative Fehler z.B. fiir ¢ = 2 im Bereich von 1 Prozent. Durch
Mittelung iiber alle Zeitschichten kann dieser Fehler weiter reduziert werden. State-
of-the-Art-Rechnungen von Potentialen in diesem Sinne auf den hier verwendeten
Gittern sind in [83] ausgefiihrt. Eine weitere Verbesserung der Statistik ergibt sich
durch Mittelung iiber sémtliche Punkte auf der Kugelschale mit r oder |r 4 §|. Eine
derartige Analyse auf TxL-Gittern wird in [25] beschrieben.

4.3 TUbergangsmatrixelemente

Wesentlicher Aspekt unser Analyse ist die Bestimmung der Ubergangsmatrixelemen-
te Ggpr. Es werden relative Fehler und deren Reduzierung durch Ausnutzung von
Gittersymmetrien und Verwendung geschmierter Operatoren betrachtet. Auf den
folgenden Ergebnissen aufbauend werden Signale von Ubergangsmatrixelementen in
[25] angegeben.

4.3.1 Physikalisches Bild und Dirac-Struktur

Die direkte Ubertragung von Zerfillen eines statischen Quark-Antiquark-Paares auf
dem Gitter in physikalische Zerfille wie z. B. Y(4S5) — BB, siehe [82], ist nicht un-
problematisch. Begriindet ist dies, wie oben angedeutet, durch die Entkopplung des
Spins der schweren Quarks im Statischen Limes. Der Zerfall eines Vektorteilchens
in 2 mit relativem Drehimpuls behafteten Pseudoskalare implizierte eine zuséatzliche
Energieanhebung des Endzustands.

Wegen der Bedeutungslosigkeit des Spins der statischen QQuarks ist es sinnvoller sich
an den Symmetrien von Anfangs- und Endzustand zu orientieren. Analog zur Be-
handlung von rdumlichen Links zwischen statischen Quarks in der Strong-Coupling-
Entwicklung wird so fiir Eichlinks in Richtung 7@ = (nj,ng,n3) entsprechend der
Symmetrieachse mit 7 = (71,72, 73) ein 'Dirac-Faktor’

.
=7 ”’72 (4.3.1)
eingefiihrt. Dies fithrt mit den statischen Links
U(0,0r,0) = U(0,0]0,t) % U0, t|r, t) « Ut (r,0|r,t) (4.3.2)
und dem leichten Quarkpropagator M~ auf die Ubergangsamplitude
Gsu(r,t) = Sp (%M '(r,000,0)«T(0,0[r,0))
= —Sp (5% M1(0,0[r,0) « U(0,0]r,0))) . (4.3.3)
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Abbildung 4.6: Gy, mit lokalen leichten Quarks

4.3.2 Amplituden und Signalverbesserung

Die statischen Links wurden im folgenden auf link-geschmierten Konfigurationen ge-
messen. Es ergeben sich je nach Wahl der Quellen verschiedene Kombinationsmdoglich-
keiten mit leichten Propagatoren.

Lokale Operatoren

Erster Schritt der Analyse war die Kombination von lokalen statischen Links mit
leichten Quarkpropagatoren zum Ubergangsmatrixelement. Pro Konfiguration, Farb-
und Spinfreiheitsgrad wurde hierzu ein lokaler, leichter Quarkpropagator auf einer
Punktquelle gerechnet. In Abb. 4.6 sind oben die so im Mittel iiber 183 Konfiguratio-
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Abbildung 4.7: Ggy; mit geschmierten leichten Quarks

nen erhaltenen Amplituden fiir t = 2 dargestellt. Es scheint fiir grofle Abstédnde ein
exponentieller Abfall der Amplitude mit dem Abstand vorzuliegen. Dieses Verhalten
zeigt sich auch fiir andere Zeiten. Im unteren Teil von Abb. 4.6 sind die relativen
Fehler des Signals bis ¢t = 3 angegeben, welcher im relevanten Abstandsbereich fiir
t = 2 zwischen 10 und 20 Prozent liegt.

Geschmierte Quellen: Nur eine Umnormierung?

Wie in Kapitel 3 beschrieben, ist die Verwendung von eichinvariant geschmier-
ten Quellen eine Standardmethode in Spektrumsrechnungen zur Verbesserung des
Grundzustandsiiberlapps. In der Berechnung von Ubergangsmatrixelementen eroff-
nen nichtlokale Quellen zudem die Moglichkeit, die Amplitude iiber einen rdumlichen
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Bereich mit der Quellstéirke gewichtet zu mitteln.

Explizit bedeutet dies: Eine Punktquelle ¢(z) = d(z,y0) wird eichinvariant ge-
schmiert. Unter Verwendung der SESAM /T xL-Parameter der Quellenverschmierung
a = 4.0, Ny, = 50 werden Quellen mit gauBférmiger Quellstarkenverteilung und
mittlerer Ausdehnung von rg = 3 — 4 Gitterabsténde erzeugt. Mit der Smearing-
Matrix F(z,y) erhilt man die Quelle ¢(y) = ¥, F(y, 2)o(2) = F(y,y0). Der ge-
schmierte leichte Propagator ergibt sich dann zu

S My, 2)é(x) = o(y) — &(z) =Y. M (y, ) F(y, %o) (4.3.4)

Der statische Propagator U(y, x) — (?T(x)é(y,x — r) mit festem Abstand r ergibt
sich zu

S Uy, 2)x() = dly) = x(x) = > Uy, 2)F(y, y0) = Up(x)F(x — r,30) -

y
(4.3.5)
Die Aufsummation bei festem Abstand r des Produktes ergibt dann
> &(@)x(x) = Y Un(@)F(x —r,y0) x M~ (y, ) F(y, y0) - (4.3.6)
T T,y

Es werden also auf jedem Gitterpunkt die eichinvariant verschobenen Eichlinks (r, ¢
fest) mit einer Summe von eichinvariant mit yo verbundenen leichten Propagatoren
kombiniert und aufsummiert. Pro Konfiguration wurde hier wiederum ein leichter,
geschmierter Propagator berechnet. Fiir die hier betrachteten relativ kleinen Quel-
lausdehnungen sollte sich bei grofien Abstdnden eine Glattung des Signals durch
Mittelung iiber die Quellausdehnung ergeben.

In Abb. 4.7 ist oben das so fiir Ggy = Sp(3 * M % U) erhaltene Signal wiederum
fiir die Zeit t = 2 aufgetragen. Fiir andere Zeiten ergeben sich &hnliche Signale.
Unten sind relative Fehler bis t = 4 angegeben. Fiir ¢t = 2 148t sich fiir die relevanten
Absténde ein relativer Fehler im Bereich von 5 Prozent erreichen.

Durch die nichtlokale Quelle, welche auf eine gewichtete Summe iiber das gesam-
te Gitter fiihrt, konnten im Prinzip natiirlich Kontaminationen des Signals durch
Einfliisse kiirzerer Abstinde entstehen. Diese Beitriage sollten jedoch bei grofien
Absténden durch den im Vergleich zur annéhernd exponentiell abfallenden Ampli-
tude stérkeren Abfall der gauformigen 'Quellstiarkenverteilung’ F'(z, y) unterdriickt
werden.

In Abb. 4.7 ist fiir kleine Absténde von der Groflenordnung der Quellstdrkenhalb-
wertsbreite eine Abflachung des Signals zu sehen, das auf diese Effekte zuriick-
zufithren sein kann. Fiir die relativ groflen Abstédnde des erwarteten Mischungs-
bereichs wird jedoch der exponentielle Abfall von Abb. 4.6 reproduziert. In Abb.
4.8, welche die lokalen und entsprechend normierten, geschmierten Amplituden im
relevanten Abstandsbereich fiir t = 2 und t = 3 vergleicht, wird qualitativ bestétigt,
dafl geschmierte Quellen auch fiir kleine Zeiten hier lediglich auf eine universelle
Normierung des Signals mit deutlicher Rauschunterdriickung fiithren. Eine genauere
numerische Analyse der Normierung ist hier wegen der immer noch recht grofien
relativen Fehler nicht ausgefiihrt.
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Abbildung 4.8: Lokale (1) und normierte, geschmierte Ggp-Amplitude (1s)

Richtungsmittelung

Unter Ausnutzung von Gittersymmetrien konnte die Amplitude pro Abstand durch
Permutationen und Inversionen der Richtungen iiber

(1,0,0) — 6, (1,1,0) — 12, (1,1,1) — 8, (2,2,1) — 24 (4.3.7)

MeBwerte gemittelt werden. In Abb. 4.9 wird die dadurch erreichte deutliche Rausch-

e | GSM-IleinzeI(tzzj e
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Abbildung 4.9: Richtungsmittelung von Ggp; mit geschmierten Quellen

reduktion fiir Ubergangsmatrixelemente mit geschmierten Quellen fiir grofie Absténde
gezeigt. Implizit wurde so die recht gute Rotationssymmetrie der Messungen bestétigt.
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Abbildung 4.10: Eff. Massen von Gy und Ggg

Die Abb. 4.4 bis 4.8 stellen bereits in diesem Sinne erzielte Ergebnisse dar. Wieder-
um ist hier eine Verbesserung des Signals durch Betrachtung aller Punkte auf der
Kugelschale mit r oder |r & 0| moglich. Dieser Ansatz wird auf TxL-Gittern in [25]
beschrieben.

4.3.3 Ein Test: Effektive Massen

Interessant ist in diesem Zusammenhang, ob die Ubergangsoperatoren abstands-
abhéngig auf beide Grundzustiande projizieren. Wir vergleichen in diesem Zusam-
menhang lokale Massen In[G(t)/G(t+1)] von Wilson-Loop Ggg und Ubergangsope-
rator G gy, wobei wir durch die Qualitdt unserer Daten auf ¢ = 2 beschréankt sind.
In der Abb. 4.10 ist dies, um das Massenniveau des asymptotischen 2-Pseudoskalar-
Zustands ergéinzt, aufgetragen. Die effektiven Massen bestétigen die Erwartungen:
Fiir kleine 7 ist der statische Quark-Antiquark-Zustand der Grundzustand, die ef-
fektive Masse entspricht dem statischen Potential; fiir grofe r ist der Grundzustand
durch den 2-Meson-Zustand gegeben. Im Uberlappbereich 148t sich wegen der Zu-
standsmischung naturgeméfl keine klare Aussage machen.

4.4 4-Quark-Operatoren

4-Quark-Operatoren stellen die eigentliche numerische Herausforderung in der hier
betrachteten Mischungsanalyse dar. Wahrend das Loop-Diagramm verh&ltnisméssig
einfach durch Rechnung von leichten Propagatoren mit gleichen rdumlichen Koor-
dinaten auf den verschiedenen Zeitschichten des Gitters mefibar sein sollte, ist das
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eigentliche numerische Problem in der Rechnung des nichtzusammenhéngenden, ’dis-
connected’” Meson-Antimeson-Korrelators zu sehen.

Ausgehend von der Berechnung eines leichten Propagators mit Quelle am Aufpunkt
(ro, to) ist im Prinzip fiir jede (r, t)-Kombination die Berechnung eines zusétzlichen
leichten Propagators notig. Diese beiden Propagatoren werden dann mit statischen
Quarkpropagatoren zum 2-Meson-Operator kombiniert. Die 4-Quark-Amplitude er-
gibt sich aus der Differenz dieser beiden MeSwerte. In quenched SU(2)-Simulationen
[84],[85] wurden diese "hadronischen Molekiile’ fiir kleine Absténde berechnet.

4.4.1 Ein Versuch mit lokalen Quellen

Diese Berechnung eines festen "Weges’ ist im Vergleich zur Mittelung des Wilsonloo-
poperators iiber 24% x 40 Gitterpunkte zu sehen. Insbesondere die fiir die Ubergang-
samplituden wegen der relativ billigen SU (3)-Multiplikationen mogliche Richtungs-
mittelung ist hier nicht anwendbar. Es wird also ein deutlich schlechteres Signal bei
Verfolgung dieses Ansatzes erwartet.

In einer explorativen Analyse mit leichten Propagatoren auf lokalen Quellen wurden
fiir den "On-Axis’-Abstand r = 3 und ¢ < 3 auf 183 Konfigurationen Signale fiir die
4-Quark-Amplitude gemessen. Im Rahmen der Jackknifefehler konnten so jedoch
keine signifikanten Signale erzielt werden.

4.4.2 Mogliche Signalverbesserungen

Eine Moglichkeit zur Signalverbesserung ist wiederum die Verwendung von leichten,
geschmierten Propagatoren. In Verbindung mit der Richtungsmittelung iiber zusétz-
lich zu rechnende leichte Propagatoren mit gleichem Abstand der Quellen kénnten
so unter Umsténden signifikante Signale erzielt werden. Dieses ist offensichtlich mit
einem erheblichen numerischen Mehraufwand verbunden.

Alternativen hierzu kénnte die Verwendung von Techniken analog zu Volume Source
und SET sein, indem z.B. an einem festen Ort auf allen Zeitschichten eine Einheits-
bzw. stochastische Quelle gesetzt wird und so T' leichte Propagatoren gleichzeitig
berechnet werden kénnen. Im hieraus konstruierten Loop-Operator sollten im Mittel
iiber die Konfigurationen die eichvarianten Beitrége leichter Propagatoren zwischen
den Zeitschichten unterdriickt werden und nur die erwiinschten, eichinvarianten Bei-
trige der Propagation inerhalb der Zeitschichten iiberleben. Die Verwendung sto-
chastischer Quellen bietet wiederum die Moglichkeit zur expliziten Unterdriickung
unerwiinschter Beitrdge. Analog dazu liefle sich durch Volumen- oder stochastische
Quellen auf einer Zeitschicht ein Ndherungswert fiir den nichtzusammenhéngenden
Teil des 4-Quark-Korrelators bestimmen. Schliellich verbleibt die Moglichkeit der
expliziten Rechnung des Loop-Operators und Abschétzung des Meson-Antimeson-
Korrelators fiir groe Absténde durch das Quadrat des Pseudoskalarpropagators.
Von C. Michael [86] wurde eine alternative Monte-Carlo-Integration iiber stocha-
stische Quellen auf einer Gitterhélfte vorgeschlagen. In [87], [88] und [89] konnten
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mit dieser Methode 4-Quark-Operatoren, 2-Static-Light-Mesonen und deren Wech-
selwirkung berechnet werden. Schliefllich konnte so [90] die Kopplung u(r) des Uber-
gangsmatrixelements bestimmt werden.

4.5 Zusammenfassung

In Simulationen der vollen QCD steht die Beobachtung von String-Breaking als
wesentlicher Unquenchingeffekt gegenwértig noch(?) aus. Statt ausschlieflich Wil-
sonloopoperatoren auszuwerten, wurde vorgeschlagen [29], das Brechen des Strings
durch eine Mischungsanalyse von statischen Quark-Antiquark- und 4-Quark bzw.
2-Meson-Zustédnden im Rahmen einer verallgemeinerten Eigenwertanalyse nachzu-
weisen. In diesem Zusammenhang wurden in dieser Machbarkeitsstudie folgende
Fragestellungen behandelt.

e Bestimmung des Brechungsabstandes r, bzw. Zustandsmischungsbereichs aus
Static-Light-Mesonmassen und mit Wilsonloops bestimmten Potentialen. Auf
einem 243 x 40-TyL-Gitter mit x = 0.1575 sollte String-Breaking demnach
beobachtbar sein. Die Fehleranalysen fiir Matrixelemente wurden auf 183 Kon-
figurationen durchgefiihrt.

e Mit Standardmethoden auf link-geschmierten Konfigurationen ermittelte Wil-
sonloopamplituden haben ° fiir relevante Abstéinde und moderate Zeiten einen
relativen Fehler im Bereich weniger Prozent.

e Der relative Fehler der Ubergangsamplitude li8t sich durch Verwendung ge-
schmierter Quellen und Ausnutzung von Gittersymmetrien deutlich reduzie-
ren. Bei Berechnung lediglich eines leichten Quarkpropagators pro Konfigu-
ration lassen sich im Mischungsbereich z.B. fiir ¢ = 2 relative Fehler unter 5
Prozent erzielen.

e Problematischer stellt sich die Analyse von 4-Quark- bzw. 2-Meson-Operatoren
dar. Dieser Operator erfordert im Prinzip die Berechnung von 2 leichten Pro-
pagatoren pro Abstand und Zeit. Eine explorative Analyse mit lokalen leichten
Quarkporopagatoren lieferte bereits fiir » = 3 kein signifikantes Signal.

SMittelung iiber lediglich eine Zeitschicht!
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Kapitel 5

Zusammenfassung

In dieser Arbeit wurden qualitative Aspekte des Vakuums der Gitter-QCD mit
dynamischen Wilson-Fermionen untersucht. Die Schwerpunkte lagen hier auf der
Messung der n’-Masse und der Betrachtung von Operatoren zur Beobachtung von
String-Breaking.

Die Analysen dieser Arbeit wurden auf den Konfigurationen der SESAM/TyL-
Kollaborationen mit gluonischer Plaquette- (8 = 5.6) und Wilson-Fermion-Wirkung
(Ny = 2 leichte Seequarks gleicher Masse) ausgefiihrt. Diese decken einen m,/m,-
Bereich von 0.57 bis 0.83 mit extrapoliertem inversen Gitterabstand a=! ~ 2.3GeV
ab.

Erster Schwerpunkt der Arbeit war die Bestimmung der Masse des Flavor-Singulett-
Mesons 7'.

Flavor-Singulett-Observable zeigen eine enge Verbindung mit der Struktur des QCD-
Vakuums. Zusétzlich zu Diagrammen mit zusammenhéngenden Quarklinien tragen
nichtzusammenhédngende Quarkdiagramme bei, welche Quantenfluktuationen des
Vakuums widerspiegeln. Die im Vergleich zum Mesonoktett sehr hohe experimen-
telle Masse des 7 sollte durch einen grofien Beitrag des nichtzusammenhéngenden,
"2-Loop-Korrelators” gegeben sein.

Das Hauptaugenmerk dieser Arbeit lag auf der numerisch sehr aufwendigen Bestim-
mung dieses rauschigen Beitrages. Auf einem SESAM-Teilsample wurden Signal-
Rausch-Verhéltnisse von Schétzmethoden fiir Quarkloops, Volume-Source und die
Verwendung stochastischer Quellen (Stochastic Estimator Technik), verglichen sowie
Verbesserungsansitze, insbesondere die Verwendung von eichinvariant geschmierten
Quellen und Senken diskutiert. Stochastische Estimation der Quarkloops mit ver-
schmierten Operatoren lieferte Anzeichen fiir Plateaus in den effektiven n’-Massen,
welche als Grundzustandssignale gedeutet wurden. Somit konnten 7’-Massen mit
Standardmethoden der Analyse des leichten Spektrums, aus direkten Fits der Pro-
pagatoren im Bereich des Plateaus der effektiven Masse, ermittelt werden. Die
vollstéindigen Analysen wurden dann mit O(400) lokalen und geschmierten, sto-
chastischen Z,-Quellen pro Konfiguration durchgefithrt. Eine Referenzanalyse auf
quenched Konfigurationen wurde anschlieffend betrachtet. Die auf unseren Samples
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ermittelten Massen liegen um 15 — 25 Prozent unter den auf Ny = 2 extrapolierten
"pseudoexperimentellen” Werten von mg und m,y. Dies kann neben moglichen O(a)-
Effekten durch die naive Extrapolation der experimentellen Werte in die Ny = 2-
Welt im Rahmen des Witten-Veneziano-Modells bedingt sein. Anzumerken ist, dafl
die Verwendung geschmierter Operatoren auf niedrigere n'-Massen als lokale Ope-
ratoren fiihrte.

Aus den mit Zs-Rauschen geschéitzten Quarkloops wurden iiber das Indextheorem
topologische Ladungen der einzelnen Konfigurationen ermittelt. Diese wurden mit
aus gluonischen Observablen auf gekiihlten Konfigurationen bestimmten Werten ver-
glichen. Lineare Regressionen zeigten hier gute Korrelationen.

Der qualitative Zusammenhang zwischen n'-Observablen und Eichfeldtopologie zeig-
te sich auf Konfigurationsensembles unterschiedlicher topologischer Ladung. Auf
Konfigurationen mit hoherem Betrag der topologischen Ladung wurden deutlich
grofere Signale der nichtzusammenhingenden Korrelatoren und damit des 7' ge-
messen. Observable des leichten Hadronspektrums, wie effektive Massen von 7, p
Nukleon und A, zeigten diesen Zusammenhang hingegen nicht.

Unter String-Breaking ist das Aufbrechen eines statischen Quark-Antiquark-Paares
endlicher Ausdehnung in einen energetisch giinstigeren 4-Quark-Zustand durch Ef-
fekte leichter Seequarkpaare zu verstehen. Zweiter Schwerpunkt der vorliegenden
Arbeit war die Betrachtung von Operatoren zur Beobachtung diesen qualitativen
Unterschieds zwischen voller QCD und Valenzquark-Ndherung und die Verbesse-
rung der Signalqualitét.

Hier wurde der Ansatz verfolgt, dieses Phénomen durch eine Mischungsanalyse von
statischem Quark-Antiquark-Paar und 4-Quark-Zustand nachzuweisen. Relevante
Operatoren sind der Wilsonloop als Korrelator des Quark-Antiquark-Zustands, die
Ubergangsamplitude zwischen String- und 4-Quark-Zustand sowie der Korrelator
des 4-Quark-Zustands.

Zuerst wurde der Brechungsabstand bzw. Zustandsmischungsbereich r, aus Static-
Light-Mesonmassen und Wilsonloop-Potentialen bestimmt. Auf einem TyL-Gitter
mit dem Hopping-Parameter k = 0.1575 sollte String-Breaking demnach beobacht-
bar sein. Mit Standardmethoden auf link-geschmierten Konfigurationen ermittelte
Amplituden von Wilsonloops haben fiir relevante Abstéinde und moderate Zeiten bei
Mittelung iiber lediglich eine Zeitschicht bereits einen relativen Fehler im Bereich
unter 2 Prozent. Die Bestimmung der Ubergangsamplitude erfordert die numerisch
aufwendige Rechnung von leichten Quarkpropagatoren auf jeder Konfiguration. Der
relative Fehler dieses Signals liefl sich durch die Verwendung geschmierter Quellen
und Ausnutzung von Gittersymmetrien deutlich reduzieren. Bei Berechnung ledig-
lich eines leichten Quarkpropagators pro Konfiguration lieen sich fiir » ~ r, z.B.
fiir den Zeitabstand ¢ = 2 relative Fehler unter 5 Prozent erzielen. Die Bestimmung
des 4-Quark-Korrelators erfordert die Rechnung zusétzlicher leichter Quarkpropa-
gatoren. Eine erste, explorative Analyse mit lokalen leichten Quarkpropagatoren
lieferte kein signifikantes Signal. Die Verwendung geschmierter und/oder stochasti-
scher Quellen konnte hier auf entscheidende Verbesserungen fithren und wird zur
Zeit untersucht.
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Anhang A

v-Konventionen

~v-Matrizen im Minkowsi-Raum mit der Metrik

1 0 0 0
, 0 -1 0 0
0 0 0 -1

miissen die Antivertauschungsrelation

{2} = 29" (A.0.2)
erfiillen. Als Chiralitdtsoperator 148t sich weiterhin

7" =5 = i7"y (A.0.3)

definieren. Wahlt man die Dirac-Darstellung der y-Matrizen so erhdlt man nach
Wick-Rotation folgende Darstellung der euklidischen y-Matrizen

1 0
W =p = < 0 1 ) (A.0.4)

Vs = < (1) (1) ) : (A.0.6)

Diese Matrizen erfiillen offensichtlich die Antivertauschungsrelation im Euklidischen
{7y} =20"", pv € {1,2,3,4,5} . (A.0.7)

Die auftretenden Pauli-Matrizen

und

o= (0'1,0'270'3) (A08)

sind hier wie iiblich definiert als
01 0 —i 1 0
0'1:<1 0) U2:<Z O) 0'3:<0 _1> (AOQ)
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Anhang B

Simulationsparameter

In Tabelle B sind die Parameter der SESAM /T xL-HMC-Simulationen angegeben.
Dies sind der die Seequarkmasse festlegende Hopping-Parameter , das jeweilige

Tabelle B.1: Simulationsparameter

K me/m, L*xT Nomd Niraj  Neons
nf=2 [F=56
0.1560  0.833(5) 16° x 32 1004+20 5800 200
0.1565 0.809(12) 16 x 32 100+£20 6000 200
0.1570 0.757(11) 163 x 32 100+£20 6000 200
0.1575 0.686(11) 16% x 32 100420 6500 200
0.1575  0.704(5) 24% x40 100420 5000 180
0.1580 0.574(12) 24% x40 100420 4500 160

Massenverhéltnis von Pseudoskalar- und Vektor-Meson m,/m,,, die Gittergréfie in
Gittereinheiten L? x T, die Anzahl der Molekulardynamikschritte n,,q, die Anzahl
der Trajektorien Ny.q; auf der jeweiligen Seequarkmasse und die Anzahl der verwen-
deten Konfigurationen N,,,f. Aus den Extrapolationen in [15] wurden die Werte des
kritischen und leichten Hopping-Parameters

Ferit = 0.158507(44) | Kiigne = 0.158462(42) (B.0.1)

iibernommen. Diese entsprechen verschwindender Seequarkmasse sowie der See-
quarkmasse beim experimentellen m,/m,-Verhiltnis. Aus der Extrapolation des p
zur leichten Seequarkmasse ergab sich ein extrapolierter inverser Gitterabstand von
a~t=2.30(6)GeV .

Eine kombinierte Analyse der SESAM- und TyL-Daten ist noch nicht verfiigbar.
Die Ergebnisse der m2-Extrapolationen in Kapitel 3 deuten jedoch zumindest auf
eine gute Vertraglichkeit der Daten mit dem verwendeten k.,.; hin.



Anhang C

Jackknife-Fehlerabschitzung

Im folgenden wird die in dieser Arbeit verwendete Fehlerabschatzung von Observa-
blen auf moglicherweise korrelierten Konfigurationen mittels des sogenannten Jack-
knifeverfahrens dargestellt.

C.1 Naive Fehlerbetrachtung

Bei Messung des Operators O auf N,y Konfigurationen erhdlt man den Operato-
rerwartungswert (O) als naiven Mittelwert:

_ 1 Nconf
(0)=0 = N > 0. (C.1.1)
conf =1

Setzt man Unkorreliertheit der einzelnen Messungen voraus, so ergibt sich mit der
Schétzung der Varianz

2 N 2 2\ 2
o —m«o ) —(0)7) = Z (0; = 0) (C.1.2)

schlieBlich der naive Fehler des Mittelwertes

=1

o 1 1 Nens .
50\/N\/NJN1 > (0,-0). (C.1.3)

C.2 Der Jackknife-Fehler

Die Analyse korrelierter Daten erfordert im Prinzip die Berechnung der Inversen der
Varianz-Kovarianz-Matrix €, = ((x —Z)(y —¢)). Eine Inversion dieser Matrix wird
im Allgemeinen wegen der sehr rauschigen Kovarianzen recht unzuverlissig sein.
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Eine Umgehung dieser Problematik bietet die Analyse von Subsamples der vollen
Statistik mit N Konfigurationen S = {s1, so, ..., Sy’ }

Man bildet N, Observable @k durch Messung auf N, Subsamples S, indem man
aus dem Gesamtsample jeweils Blocke der Grofie j = N/N,, entfernt.

Sk = {51, -1 8js(k—1)s Sjrk+1, -2 SN | (C.2.1)

Der Fehler des Mittelwertes 6; kann dann mit dem Mittelwert auf den Subsamples

0==-Y 0 (C.2.2)
Ny 13
fiir geeignet grofies j ! durch
2 A2 A 2 Ny —1 A A\ 2
G=(N—-1)(<O0*>—-<0>= ~ > (Or —O) (C.2.3)
b k=1

geschitzt werden. Alle in dieser Arbeit angegebenen Fehler der Observablen sind
auf diese Weise ermittelt worden.

Im Allgemeinen zeigt sich erst ab einer Blockgréfie j,,qn ein Plateau des Fehlers
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