Bergische Universitat Wuppertal
Fachbereich C - Mathematik und
Naturwissenschaften
Fachgruppe Physik

N
e
nlC
WX

N3
||

‘\Q\\\\\\

Berechnung der Korrelationsfunktionen des
Heisenberg-Modells bei endlicher Temperatur
mittels Funktionalgleichungen

Dissertation

zur Erlangung des Doktorgrades
der Naturwissenschaften
im Fachbereich C
der Bergischen Universitat Wuppertal

vorgelegt von

Britta Aufgebauer

im April 2011



Diese Dissertation kann wie folgt zitiert werden:
urn:nbn:de:hbz:468-20120622-093736-2

[http://nbn-resolving.de/urn/resolver.pl?urn=urn:nbn:de:hbz:468-20120622-093736-2]

ii



Inhaltsverzeichnis

1. Einleitung 1
2. Das Heisenberg-Modell 7
2.1. XXX-und XXZ-Kette . . . . . . . . 7
2.2. R-Matrix und Integrabilitat . . . . . .. . ... ... L oL 9
2.2.1. Eigenschaften der R-Matrix . . . . . . . . ... ... ... ...... 12

2.2.2. Integrabilitdt des Heisenberg-Modells. . . . . . . .. .. .. .. ... 16

2.3. Konstruktion des Dichteoperators fiir endliche Temperatur . . . . . . . . . . 18
2.3.1. Der inhomogene Dichteoperator . . . . . . . . ... ... ... .... 20

3. Charakterisierende Eigenschaften des inhomogenen Dichteoperators 23
3.1. Eigenschaften des inhomogenen Dichteoperators. . . . . . . . ... ... .. 23
3.1.1. Herleitung der diskreten Funktionalgleichung in acht Bildern . . .. 26

3.2. Eindeutigkeitssatz . . . . . . . . ... 33
3.2.1. Beweis fiir die XXX-Kette . . . . . . . ... ... ... ... ..., 33

3.2.2. Beweis fiir die XXZ-Kette . . . . . . . ... ... ... .. ... ... 38

4. Der Dichteoperator der XXX-Kette bei endlicher Temperatur 41
4.1. Der n-Platz-Dichteoperator firn =1,2und 3 . . .. ... ... ... ... 41
4.2. Der n-Platz-Dichteoperator . . . . . . . . . . .. ... ... ... ... ... 45
4.2.1. Konstruktion der Operatoren . . . . . . . ... ... ... ...... 45

4.2.2. Das Ergebnis fiir endliche Temperatur . . . . . . ... ... ... .. 49

4.3. Die 2-Punkt-Funktion w . . . . . . .. . ... 53

5. Der Dichteoperator der XXZ-Kette bei endlicher Temperatur 59
5.1. Der n-Platz-Dichteoperator firn=1,2 . . .. ... ... ... ....... 60
5.2. Der n-Platz-Dichteoperator . . . . . .. .. .. .. ... .. ... 63
5.2.1. Konstruktion der Operatoren . . . . . . . .. .. ... ... ..... 63

5.2.2. Das Resultat fiir endliche Temperatur . . . . .. ... ... ..... 64

6. Der 2-Platz-Dichteoperator der XXZ-Kette mit Magnetfeld und Alpha-Parameter 67

6.1. Eigenschaften des Dichteoperators . . . . . .. .. ... ... ... ..... 67
6.2. Der n-Platz-Dichteoperator firn=1,2 . . .. ... ... ... ... .... 69
6.2.1. Konstruktion der Operator-Basis firn=2 . ... ... ... .... 69

7. Zusammenfassung und Ausblick 75
A. Die verallgemeinerten Spurfunktionale 79

A.1. Das Spurfunktional fiir die XXX-Kette . . . . . . . .. ... ... ... ... 79

iii



Inhaltsverzeichnis

A.2. Das Spurfunktional fiir die XXZ-Kette
B. Eigenschaften der X-Operatoren
C. Details zu Kapitel 6

Literaturverzeichnis

v



1. Einleitung

Die Statistische Mechanik untersucht die Eigenschaften von Vielteilchensystemen. Das Ziel
ist es, ausgehend von den mikroskopischen Wechselwirkungen der einzelnen Teilchen un-
tereinander die makroskopischen Figenschaften des gesamten Systems zu bestimmen. Dies
fithrt im Allgemeinen jedoch schon auf uniiberwindliche Schwierigkeiten bei der Bestim-
mung des Spektrums des Hamiltonoperators und der thermodynamischen Eigenschaften
des Systems.

Um physikalische Systeme zu beschreiben, werden diese daher oft durch ein geeignetes
Modell approximiert. Dabei werden die mikroskopischen Wechselwirkungen der Teilchen
idealisiert. Fiir ein Kristallgitter wird zum Beispiel angenommen, dass jedes Atom nur mit
den néchsten Nachbaratomen wechselwirkt, was sich physikalisch im Fall einer geringen
Reichweite der Wechselwirkung rechtfertigen lésst.

Auch auf diese Art vereinfachte Modelle sind im Allgemeinen noch zu kompliziert, um
einer direkten Losung zugénglich zu sein. Es gibt jetzt zwei Moglichkeiten, Aussagen iiber
Groflen wie die Anregungsspektren und thermodynamischen Eigenschaften eines Modells zu
erhalten. Eine Methode besteht darin, ein Naherungsverfahren zu verwenden. Dazu gibt es
verschiedene etablierte Verfahren. Diese haben jedoch alle gemeinsam, dass langreichweitige
Korrelationen zwischen den Teilchen vernachldssigt werden. Das fithrt zum Beispiel dazu,
dass das Verhalten des Modells in der Néhe kritischer Punkte nicht korrekt beschrieben
wird.

Die andere Methode besteht darin, das Modell so lange weiter zu vereinfachen, bis es
exakt losbar ist. Fiir quantenmechanische Modelle endet man so zumeist bei effektiven
Ein-Teilchen-Modellen, wie z. B. dem Béandermodell der Festkérperphysik. Nur im eindi-
mensionalen Fall sind echte Vielteilchensysteme bekannt, die sich exakt 16sen lassen. Ein
wichtiges Beispiel fiir ein solches Modell ist das Heisenberg-Modell [31]. Es beschreibt eine
eindimensionale Kette von Spins mit Austausch-Wechselwirkung. Materialien mit effektiv
eindimensionaler Substruktur, welche die Eigenschaften des Materials bestimmt, kommen
in der Natur vor. So sind z. B. die Materialien Kupfer-Pyrimidin-Dinitrat und Kupfer-
Benzoat Realisierungen des eindimensionalen antiferromagnetischen Heisenberg-Modells in
einem gestaggerten Magnetfeld, sieche dazu die Darstellung in [27] und Referenzen darin.

Zur Berechnung des Energiespektrums des isotropen Spin-1/2-Heisenberg-Modells leitete
Bethe 1931 ein System gekoppelter nichtlinearer Gleichungen her [5]. Seine Methode wurde
spéter als Bethe-Ansatz beriihmt. Ungeachtet der Tatsache, dass die Erweiterung auf das
zwei- und dreidimensionale Heisenberg-Modell - entgegen seiner eigenen Erwartung - nicht
gelang, legte seine Arbeit die Grundlage fiir einen neuen Zweig der theoretischen Physik.

Allgemein lassen sich mit Hilfe der sogenannten Trotter-Suzuki-Abbildung eindimensiona-
le Quantenketten auf zweidimensionale klassische Vertexmodelle abbilden [46,48,51]. Dieser
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tiefe Zusammenhang lag noch im Dunkeln, als Onsager 1944 das zweidimensionale Ising-
modell mit Hilfe der sogenannten Stern-Dreiecks-Relation loste [43]. Es war Baxter, der
diese Relation fiir die Boltzmann-Gewichte des 8-Vertex-Modells wiederfand. Er entdeckte,
dass sie zu einer Familie spektralparameterabhingiger, kommutierender Transfermatrizen
fithrt [1-3]. Dieselbe Relation hatte zuvor C. N. Yang als Selbstkonsistenzgleichung fiir die
Faktorisierung des eindimensionalen quantenmechanischen N-Teilchen-Streuproblems mit
Delta-Funktions-Potential in 2-Teilchen-Streuprozesse gefunden [53]. Die Identifikation der
Yang-Baxter-Gleichung fiir die R-Matrizen als der allen integrablen quantenmechanischen
Modellen zugrunde liegenden Struktur fithrte zur Entwicklung des algebraischen Bethe-
Ansatzes [24]. Im Zuge der Suche nach neuen Losungen der Yang-Baxter-Gleichung wurden
die Quantengruppen eingefiihrt [22, 33]. Diese treten u. a. als g-deformierte Universelle
Einhiillende von Lie- bzw. Kac-Moody-Algebren auf. In der Darstellungstheorie der affinen
Quantengruppen spielen R-Matrizen die Rolle von Intertwinern zwischen den sogenannten
Evaluationsdarstellungen. Die Theorie der Quantengruppen hat zur Entdeckung von Ver-
bindungen zwischen so unterschiedlichen Zweigen der Mathematik wie Knoteninvarianten
und der Darstellungstheorie algebraischer Gruppen in von null verschiedener Charakteristik
gefiihrt, siche zu diesem Thema z. B. die Darstellung in [21].

Die kanonische Zustandssumme des Heisenberg-Modells ldsst sich nicht unmittelbar aus
den Bethe-Ansatz-Gleichungen gewinnen, da diese im Allgemeinen nicht direkt gelost wer-
den konnen und somit die Eigenwerte und Eigenzustédnde - anders als z. B. fiir den Fall
idealer Quantengase - nicht explizit bekannt sind. Man ist deshalb auf geschickte Ver-
fahren angewiesen, die die bendtigten Informationen aus den Bethe-Ansatz-Gleichungen
zur Verfiigung stellen. Meist besteht nur Interesse an den Eigenschaften eines Systems im
sogenannten thermodynamischen Limes, in welchem die Systemgréfle bei konstanter Teil-
chendichte ins Unendliche ausgedehnt wird. Dadurch haben die Randbedingungen keinen
Einfluss auf das Systemverhalten.

Die Kenntnis des Verhaltens fiir endliche - ,,endlich“ bedeutet in diesem Kontext ,,von
null verschieden“ - Temperatur ist besonders interessant, da der absolute Nullpunkt aus
theoretischen Griinden nicht experimentell zugénglich ist. Die erste Herleitung der Ther-
modynamik aus den Bethe-Ansatz-Gleichungen gelang Yang und Yang 1969 fiir den Fall
des eindimensionalen Bose-Gases mit Delta-Funktions-Potential [54]. Thre Methode, der
sogenannte Thermodynamische Bethe-Ansatz, wurde unabhéngig voneinander von Gau-
din [26] und Takahashi [49] auf das Heisenberg-Modell erweitert. Dabei fiihrten sie die
sogenannte String-Hypothese ein, welche die Verteilung der Bethe-Ansatz-Zahlen betrifft.
Die freie Energie im thermodynamischen Limes ergibt sich in diesem Zugang mit Hilfe
unendlich vieler nichtlinearer Integralgleichungen. Eine alternative Methode, die ohne die
String-Hypothese auskommt, wurde von Kliimper gefunden [39,40]. Seine Methode benutzt
die Trotter-Suzuki-Abbildung auf ein inhomenes 6-Vertex-Modell, dessen Zustandssumme
sich im thermodynamischen Limes mit Hilfe des grofiten Eigenwertes der Quantentransfer-
matrix berechnen lédsst. Das Ergebnis ist die Beschreibung des fithrenden Eigenwertes durch
endlich viele gekoppelte nichtlineare Integralgleichungen, welche sich dariiber hinaus auch
numerisch gut auswerten lassen.

Aus der Zustandssumme lassen sich die globalen thermodynamischen Eigenschaften eines
Modells berechnen, fiir die lokalen Eigenschaften hingegen bendtigt man im Allgemeinen



Korrelationsfunktionen. Insbesondere werden experimentelle Messergebnisse oft durch Kor-
relationsfunktionen ausgedriickt, z. B. solche, die die magnetischen Eigenschaften betreffen.
Eine beliebige n-Platz-Korrelationsfunktion! lisst sich mit Hilfe des n-Platz-Dichteoperators
berechnen.

Hulthén berechnete 1938 die Grundzustands-Korrelationsfunktionen benachbarter Spins
des Heisenberg-Modells im thermodynamischen Limes [32]. Das n#chste wichtige Resul-
tat auf diesem Gebiet erzielte Takahashi 1977 mit der Berechnung des Ergebnisses fiir
iibernéchste Nachbarn, welches er bei der Untersuchung des Hubbard-Modells fand [50]. In
seine Formel geht der Wert der Riemannschen Zeta-Funktion an der Stelle 3 ein. Es war lan-
ge Zeit eine spannende Frage, ob sich dieses Resultat fiir groere Abstéinde verallgemeinern
l&sst.

Im Rahmen der konformen Feldtheorie fanden Knizhnik und Zamolodchikov eine linea-
re Differentialgleichung fiir die n-Punkt-Korrelationsfunktionen der priméren Felder der
Wess-Zumino-Witten-Modelle [42], welche als Knizhnik-Zamolodchikov-Gleichung bekannt
wurde. Die Korrelationsfunktionen in zweidimensionalen konformen Feldtheorien erfiillen
allgemein ein System von (partiellen) linearen Differentialgleichungen [4]. Die Knizhnik-
Zamolodchikov-Gleichung folgt aus der zusédtzlichen Symmetrie der Wirkung der Wess-
Zumino-Witten-Modelle unter einer affinen Lie- bzw. Kac-Moody-Algebra. Die Korrelati-
onsfunktionen sind durch die Knizhnik-Zamolodchikov-Gleichung und die Crossing-Sym-
metrie fiir 4-Punkt-Funktionen eindeutig bestimmt. Tsuchia und Kanie fithrten die Vertex-
Operatoren als Intertwiner zwischen Hochstgewichtsdarstellungen in die konforme Feld-
theorie ein [52]. Smirnov leitete 1992 Funktionalgleichungen vom Differenztyp fiir die Form-
Faktoren integrabler zweidimensionaler Quantenfeldtheorien her. Durch die Losung dieser
Funktionalgleichungen gewann er eine Integralformel fiir die Solitonen-Form-Faktoren des
Sine-Gordon-Modells [45]. Kurze Zeit spéter fithrten Frenkel und Reshetikhin die sogenannte
g-Knizhnik-Zamolodchikov-Gleichung ein [25]. Diese Funktionalgleichung vom Differenztyp
ist auf der Ebene der Darstellungstheorie das Analogon der Knizhnik-Zamolodchikov-Glei-
chung fiir den Fall affiner Quantengruppen. Diese entspricht fiir Darstellungen vom Level 0
den Gleichungen von Smirnov.

Einen neuen Zugang zu den Korrelationsfunktionen des Heisenbergmodells fanden Jimbo,
Miki, Miwa und Nakayashiki 1992 mit der Herleitung einer Vielfachintegraldarstellung fiir
die Matrixelemente des m-Platz-Dichteoperators der XXZ-Kette im antiferroelektrischen
Regime im Grundzustand [34]. Die Darstellung durch Vielfachintegrale ergibt sich dabei
aus der Berechnung der Korrelationsfunktionen als Spur iiber Produkte von Vertexopera-
toren, welche in natiirlicher Weise spektralparameterabhingig sind. Die Einfiihrung die-
ser zusédtzlichen Spektralparameter erwies sich als fruchtbar, da sie zu zusétzlichen Funk-
tionalgleichungen fiir den n-Platz-Dichteoperator fithrt. So entsprechen die Korrelations-
funktionen des inhomogenen Modells speziellen Losungen der g-Knizhnik-Zamolodchikov-
Gleichung, wobei bei letzteren die Hilfte der Spektralparameter geeignet zu spezialisie-
ren ist [35]. Die entsprechende Funktionalgleichung fiir die spezialisierten Spektralparame-
terwerte wird in spéteren Arbeiten ,reduzierte” g-Knizhnik-Zamolodchikov-Gleichung ge-
nannt [9,12]. Die Verbindung zur g-Knizhnik-Zamolodchikov-Gleichung fithrte zur Verall-
gemeinerung der Vielfachintegraldarstellung auf das kritische Regime [36].

! Im Folgenden ist stets die Rede von statischen Korrelationsfunktionen.
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Eine unabhéngige Herleitung der Vielfachintegraldarstellung mit Hilfe des algebraischen
Bethe-Ansatzes gelang Kitanine, Maillet und Terras [38]. Ihr Zugang bestétigt insbesondere
die Ergebnisse fiir das kritische Regime aus [36] und bezieht dariiberhinaus ein dufleres
Magnetfeld ein.

Die Vielfachintegrale fiir die XXX-Kette im feldfreien Fall wurden von Boos und Kore-
pin bis n = 4 explizit berechnet [15]. Es zeigte sich, dass sich die Korrelationsfunktionen
durch Produkte von Zeta-Funktionen mit ungeraden positiven Argumenten und rationalen
Vorfaktoren schreiben lassen [16,17].

Boos, Jimbo, Miwa, Smirnov und Takeyama gelang 2004 die Konstruktion des inho-
mogenen n-Platz-Dichteoperators der XXX-Kette im Grundzustand [9]. Sie benutzten ei-
ne rekursive Konstruktion auf Basis der reduzierten g-Knizhnik-Zamolodchikov-Gleichung.
Das Ergebis driickt den inhomogenen n-Platz-Dichteoperator durch eine einzige 2-Punkt-
Funktion, sowie Operatoren aus, deren Matrixeintridge rationale Funktionen der Spektral-
parameter sind. Letztere ergeben sich aus einer rein darstellungstheoretischen Konstruktion
und werden daher auch ,algebraischer” Anteil genannt. Die physikalischen Parameter ge-
hen allein iiber die 2-Punkt-Funktion ein. Die Konstruktion des n-Platz-Dichteoperators
wurde anschliefend auf die XXZ-Kette verallgemeinert [12]. In diesem Fall werden zwei
2-Punkt-Funktionen benétigt, um das Ergebnis anzugeben. Der Umstand, dass sich beliebi-
ge Korrelationsfunktionen durch wenige Funktionen ausdriicken lassen, wird Faktorisierung
der Korrelationsfunktionen genannt.

Das erste Resultat fiir endliche Temperatur erzielten Gohmann, Kliimper und Seel mit
der Herleitung einer Vielfachintegraldarstellung einer erzeugenden Funktion der zz-Korre-
lationsfunktionen der XXZ-Kette [29]. Darauf aufbauend wurden Vielfachintegraldarstel-
lungen fiir 2-Punkt-Funktionen [28] sowie allgemein fiir die Matrixelemente des n-Platz-
Dichteoperators bei endlicher Temperatur und endlichem Magnetfeld gefunden [30]. In [7]
wurde gezeigt, dass sich die Vielfachintegrale fiir kleines n als Summen iiber Produkte von
einfachen Integralen ausdriicken lassen. Dieses Phdnomen wird Faktorisierung der Vielfach-
integrale genannt. Mit Hilfe des sogenannten Alpha-Parameters, eines in [13] zur Vereinfa-
chung der Darstellung der Korrelationsfunktionen eingefithrten Regularisierungsparameters,
wurde in [8] auch die Faktorisierung der Vielfachintegrale fiir die XXZ-Kette gefunden. Auf
der Basis dieser Ergebnisse wurde in [7, 8] die Vermutung aufgestellt, dass der ,algebrai-
sche® Anteil der Konstruktion unabhingig von physikalischen Parametern, wie Temperatur
und Magnetfeld, ist.

Mit Hilfe der in [13, 14] konstruierten Basis aus fermionischen Operatoren wurde von
Jimbo, Miwa und Smirnov gezeigt, dass sich beliebige Korrelationsfunktionen der XXZ-
Kette in einem dufleren Magnetfeld bei endlicher Temperatur durch zwei Funktionen, die die
physikalischen Parameter enthalten, ausdriicken lassen: einer 1-Punkt-Funktion und einer
speziellen 2-Punkt-Funktion [37]. Boos und Goéhmann leiteten eine Beschreibung dieser
beiden sogenannten physikalischen Funktionen durch Integralgleichungen her [6].



Aufbau der Arbeit

Das wesentliche Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, einen einfachen Beweis fiir die Fakto-
risierung der Korrelationsfunktionen des Heisenberg-Modells bei endlicher Temperatur zu
liefern. Genauer gesagt, soll gezeigt werden, dass der inhomogene n-Platz-Dichteoperator des
Heisenberg-Modells (im feldfreien Fall) auch bei endlicher Temperatur durch die Formeln
in [9,12] gegeben ist, wobei die in die Konstruktion eingehenden 2-Punkt-Funktionen durch
die entsprechenden Funktionen bei endlicher Temperatur zu ersetzen sind, die zugrunde
liegende algebraische Konstruktion aber von physikalischen Parametern unabhéngig ist.

Kapitel 2 dient der Einordnung des Themas in den Kontext des Heisenberg-Modells
und seiner Spezialfille, der XXX- und der XXZ-Kette. Es werden ausfiihrlich die Ei-
genschaften der zugehorigen R-Matrizen diskutiert. Anschliefend wird die Konstruktion
des Dichteoperators fiir endliche Temperatur mit Hilfe der sogenannten Trotter-Suzuki-
Abbildung [46,48,51] auf ein Sechs-Vertex-Modell erlautert. Es wird eine geeignete inhomo-
genisierte Version des n-Platz-Dichteoperators bei endlicher Temperatur und im thermody-
namischen Limes eingefiihrt.

In Kapitel 3 werden die Eigenschaften dieses inhomogenen n-Platz-Dichteoperators disku-
tiert. Das zentrale Ergebnis ist die Herleitung einer diskreten Funktionalgleichung und der
Beweis, dass diese den inhomogenen n-Platz-Dichteoperator zusammen mit dessen asym-
ptotischen Verhalten eindeutig charakterisiert. Diese Funktionalgleichung ist eine diskrete
Version der reduzierten q-Knizhnik-Zamolodchikov-Gleichung [9,12].

In den Kapiteln 4 und 5 wird die gefundene Charakterisierung verwendet, um den allge-
meinen n-Platz-Dichteoperator der XXX- bzw. der XXZ-Kette ohne dufleres Magnetfeld zu
konstruieren. Aufgrund des Zusammenhangs mit dem n-Platz-Dichteoperator des Heisen-
bergmodells im Grundzustand iiber die reduzierte g-Knizhnik-Zamolodchikov-Gleichung,
kann dabei auf die Konstruktion der Losungen in den Arbeiten [9] und [12] zuriickgegriffen
werden. Es zeigt sich, dass die in die Konstruktion eingehenden 2-Punkt-Funktionen, welche
den sogenannten , physikalischen* Anteil der Konstruktion ausmachen, durch die entspre-
chenden Funktionen bei endlicher Temperatur zu ersetzen sind.

Das letzte Kapitel ist der Konstruktion des inhomogenen 2-Platz-Dichteoperators der
XXZ-Kette mit Magnetfeld und zusétzlichem Alpha-Parameter gewidmet. Dies geschieht
neben dem Ausnutzen der elementaren Eigenschaften des 2-Platz-Operators durch Verall-
gemeinerung der Operatorkonstruktion aus [12] auf den Fall der Abhéngigkeit vom Alpha-
Parameter. Die Reduktion der Anzahl der zur Beschreibung benétigten 2-Punkt-Funktionen
von zwei auf eins durch die Einfiihrung des Regularisierungsparameters wird im Lichte der
reduzierten g-Knizhnik-Zamolodchikov-Gleichung deutlich. Das Ergebnis entspricht dem
in [6] mit Hilfe der Vielfachintegraldarstellung hergeleiteten Ausdruck.






2. Das Heisenberg-Modell

Diese Arbeit beschéftigt sich mit dem eindimensionalen Spin-1/2-Heisenberg-Modell [31]
in seinen Spezialfillen, der XXX- und der XXZ-Kette. In diesem einfithrenden Kapitel
werden zunéchst die entsprechenden Hamiltonoperatoren eingefiihrt und die Eigenschaften
der zugrunde liegenden R-Matrizen diskutiert. Anschliefend wird die Konstruktion des
Dichteoperators bei endlicher Temperatur erldutert und das Ziel dieser Arbeit formuliert.
Fiir Details sei auf die Lehrbiicher [35] und [23] und Referenzen darin verwiesen.

2.1. XXX- und XXZ-Kette

Der Hamiltonoperator des isotropen Spin-1/2-Heisenberg-Modells, der sogenannten XXX-
Kette,

L L
Hxxx = 42 (SZ . Sz'+1) = Z (Jfaf—i-l + O’?J%/Jrl + O’faf+1) (2.1)
i=1 i=1

beschreibt eine lineare Kette von L Atomen, die ausschliefflich iiber ihre Spins und nur
mit ihren néchsten Nachbarn wechselwirken. Fiir Spin-1/2-Teilchen ist der Ein-Teilchen-
Zustandsraum an jedem Kettenplatz zweidimensional. Der globale Hilbertraum Hj des
Systems entspricht dem L-fachen Tensorprodukt der Ein-Teilchen-Zustandsriume.

H; =C’x®---@C?
~—_——
L

Waihlt man in jedem Ein-Teilchen-Zustandsraum die normierten Eigenvektoren der z-Komponente
des Ein-Teilchen-Spinoperators .S als Basis, so sind die Komponenten des Spinoperators am
i-ten Kettenplatz gegeben durch

1 1
S¥=-0=-1® - 1°1®---1 fir a=umxy,2
2 ~Y—,——— S—

2 K3
(i-1) (L—i)

mit den Pauli-Matrizen

01 0 —1 1 0 1 0
ov = (1 0) , 07 = (z 0 > , o0° = <O _1> sowie 1 = <0 1) .

Fiir eine periodisch geschlossene Spinkette definiert man S L+1 = Sl, eine Kette der Lange
L mit offenen Randbedingungen erhélt man durch die Definition S 141 :=0.

Im Vergleich zum XXX-Modell ist beim XXZ-Modell die Wechselwirkung der Spins in
z-Richtung durch einen Anisotropieparameter A modifiziert. Der Hamiltonoperator lautet
L
Hxxz = (070 + ooty + Aofoy,). (2:2)
i=1
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Beide quantenmechanischen Systeme sind durch den Bethe-Ansatz losbar [3]. Dabei wird
die Symmetrie des Modells unter dem Operator J? := 2 ZiL=1 S7? ausgenutzt. Der Bethe-
Ansatz driickt die Eigenwerte und Eigenvektoren des Hamiltonoperators im Eigenraum des
Operators J? zum Eigenwert 0 < k < L/2 durch k Parameter aus, welche durch gekoppelte
algebraische Gleichungen, die sogenannten Bethe-Ansatz-Gleichungen, bestimmt sind. Fiir
eine ausfiihrliche Einfithrung in den Bethe-Ansatz sei z. B. auf das Lehrbuch [23] verwiesen.

Der Hamiltonoperator des XXX-Modells kommutiert mit den Operatoren

L
J&:Zﬂ@@a?@(gﬂ, a:x’y7z’
k=1

welche die Kommutatorrelationen der Lie-Algebra sl (bzw. die Relationen der Algebra
U(sl2))

(J, 5] = £2J%, [JH,J7] = J?
mit der Definition

JE =2 (JF£iJY)

DN |

erfiillen.

Fiir offene Randbedingungen kommutiert der XXZ-Hamiltonoperator zur Kettenlénge L
mit speziellem Randterm [44]

L—1

q—4q
> (ofof + ool + Aojof,,) + (07 —0%) (2.3)
i=1

mit den Operatoren (o= := 1 (o% £ ig¥) )

L
J-‘r:an'z@...@qUz®O.k+®]l®...®]17
k=1
L
JT=> 182100, ®¢° @-0q 7, (2.4)
k=1

L
sowie JZ:Z]I®~-®]I®U,§®]1®--.®]1,
k=1

Diese geniigen den Relationen von Uy(sl2):

N N e ¢ —qa”
o7 ] =g T =T

Ublicherweise wird U,(slz) als assoziative Algebra mit Eins iiber C in den Chevalley-
Erzeugern E, F, K*! mit den Relationen

K—-K!

—, KK '=K'K=1
4—q

KE =¢’FEK, KF=q?FK, [E,F]=
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definiert. Die Formeln (2.4) ergeben sich aus der Ersetzung
JT e ABE), T ADFE) wmd ¢ o AB(K)
mit der Iteration
A® = A, und A = <¢d®<"—2> ®A) A1)
des Koproduktes:

A Uy(sle) = Uy(slz) @ Uy(sla), AE)=FE®1+KQE,
A(F)=F®K '+1®F,
AK)=K®K.

2.2. R-Matrix und Integrabilitat

Die Integrabilitit des XXX- und XXZ-Modells beruht darauf, dass der Hamiltonopera-
tor eingebettet ist in eine Familie unendlich vieler, paarweise kommutierender Operatoren.
Diese ergeben sich mit Hilfe der Transfermatrix eines 6-Vertex-Modells. Die Boltzmann-
Gewichte des 6-Vertex-Modells entsprechen jeweils den Matrixelementen der R-Matrix des
Heisenberg-Modells. Diese hat eine natiirliche Interpretation im Rahmen der Darstellungs-
theorie der affinen Quantengruppe U,(sl2) [20].

Uq(;lg) ist definiert als die assoziative Algebra mit Eins {iber C mit den Erzeugern E;, F;
und K iﬂ fiir 7 = 0,1 und den Relationen

K,E; = ¢°EK;, KF,=q *FK,

KiEj = q *EjK;,  KFj = ¢°FK; firi# j,
K, — K; !
q—qt

KK '=K 'K;=1, KyK; = KKy,
(E:)° Bj — 3], (E:)? B B+ [3], EiBj (Ei)* — B (Ei)° =0,
(F;)* F; — (3], (F})? F;Fi+ (3], FiF; (Fy)* — F; (F;)® = 0.
J q J q J J

[ElaFl] = ; [EMF’j] :07 furz;éj,

Die sogenannten ¢-Zahlen sind definiert durch

n

_ 4" —q

R fir neN. (2.5)

[n], :
Uq(;lg) besitzt die Zerlegung

U, (sly) = Uy(L(sla)) & Ce & Cp.

Diese enthélt die quantisierte Universelle Einhiillende der Loop-Algebra von slo, L(sls) =
sly ® C[t,t71]. (p ist eine Derivation, c ein zentrales Element.) Dies wird anhand der obigen
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Definition iiber die Chevalley-Erzeuger nicht deutlich, ist aber die Grundlage fiir eine Familie
von Algebra-Homomorphismen, die sogenannten Evaluations-Homomorphismen

evy 1 Uy(sly) = Uy(sla), (2.6)
gegeben durch

Ey— ¢*'F, Fy—q ?E, Ki'— K
Ei—E, Fw—F Ko K

Ist p : Uy(slz) — End(V) eine Darstellung von Ugy(sla), so ist py := pevy eine Uq(sAlg)—
Darstellung. Fiir Spin 1/2 ist die zugrunde liegende Darstellung p eine 2-dimensionale ir-
reduzible H6chstgewichtsdarstellung. In Modulschreibweise operieren die Erzeuger auf der
Eigenbasis von K wie

Ev, =0, Fvp=v_, K¥v,=q vy,

2.7
Fv_=wvy, Fv_=0, K¥v_=qv_. 2.7)

Man spricht vom Evaluationsmodul des Moduls V' zum Parameter A und bezeichnet die-
sen mit V). Diese Bezeichnung wird im Folgenden dort, wo es der Ubersichtlichkeit dient,
iibernommen, obwohl der zugrundeliegende Darstellungsraum stets C? ist.

Die Komultiplikation A : Uq(sAlg) — Uq(sAlg) ® Uq(sAlg) ist auf den Erzeugern definiert
durch
AE)=FE®1+KeE, AF)=FEK '+1aF, AK)=K®K, (28)
die Koeins € : Uq(;\ZQ) — C durch
() =0, e(F)=0, e(K)=1 (2.9)
und die Antipode S : Uq(sAlg) — Uq(;\lg) durch
S(E) =-K;'E;, S(F)=-FK;, S(K)=K " (2.10)

Bei den Abbildungen A und e handelt es sich um Algebrahomomorphismen, S ist ein An-
tialgebrahomomorphismus. A, € und S erfiillen zusammen mit der Multiplikation und der
Eins der Algebrastruktur die Axiome einer Hopf-Algebra, siehe z. B. [21].

Uber die Komultiplikation lisst sich das Tensorprodukt zweier Uq(sAlg)—Darstellungen wie-
der als eine solche auffassen. Dabei sind Tensorprodukte von Darstellungen mit vertauschter
Reihenfolge der Darstellungsrdume dquivalent zueinander. In diesem Zusammenhang tritt
die R-Matrix R(\1, A2) auf. Diese spielt die Rolle des Intertwiners auf dem Tensorprodukt
zweier Evaluationsdarstellungen,

R(A1,A2) : Vi, @ Vi, = Vi, @ V), (2.11)
das bedeutet, es gilt

R(A1,02) (px, ® pay) (A(A)) = (pap @ pa,) (A(A)) RO, A2) (2.12)

10



2.2. R-Matrix und Integrabilitdt

fiir alle A € Uy(sly).

In dieser Arbeit werden lineare Abbildungen zwischen Tensorproduktriumen (von C2)
eine tragende Rolle spielen. Es ist niitzlich, fiir die Verkettung dieser linearen Abbildungen
eine graphische Notation zu verwenden. Insbesondere, da viele dieser Abbildungen nur lokal
nichttrivial wirken. Zu diesem Zweck wird ein linearer Operator vom Vektorraum (C?)®"
in den Vektorraum (C2?)®™ allgemein durch ein Symbol mit n vielen von oben einlaufenden
Linien und m vielen auslaufenden Linien dargestellt, welches diesem fest zugeordnet ist.

Die R-Matrix R()\l, A2), als Grundbaustein eines integrablen Modells, bekommt das sug-
gestive Symbol, welches in Abbildung 2.1 zu sehen ist. Die Pfeile sind dabei als Teil des
Symbols zu verstehen, sie zeigen insbesondere nicht die Abbildungsrichtung an; sie sind
notig, um bei Transposition Eindeutigkeit der Notation zu garantieren, bzw. um in diesem
Fall nicht ein neues Symbol einfithren zu miissen.

)\2 )\1

Abbildung 2.1.: Graphische Notation der Abbildung R(\1, \2)

Die Verkettung zweier Abbildungen wird kodiert durch das Aneinanderhéingen der ent-
sprechenden Symbole, die Bildung von Tensorprodukten durch das Nebeneinandersetzen.
Skalare Faktoren werden vor das Abbildungssymbol geschrieben. Regeln wie die Assozia-
tivitdt der Verkettung und die Bilinearitdt des Tensorproduktes sind in diese Notation in
natiirlicher Weise implementiert. Gleiches gilt fiir die Eigenschaften der Identitét. Die Iden-
titéit auf C? wird im Folgenden mit I bezeichnet und graphisch durch eine senkrechte Linie
dargestellt. (Siehe dazu auch den Zusammenhang mit Abbildung 2.2.) Beispiele fiir die
genannten Regeln finden sich auf den folgenden Seiten.

Um Transposition und Spurbildung formulieren zu kénnen, fiihren wir noch den Vektor
=0y QUy +v- QU (2.13)

ein. Ein Vektor lésst sich als lineare Abbildung von C in den entsprechenden Vektorraum
auffassen. Das Symbol von [i) besitzt aus diesem Grund keine einlaufenden Linien und zwei
auslaufende Linien , siche Abbildung 2.2 a). Die graphische Darstellung der Transposition

SR b\
Abbildung 2.2.: Graphische Notation der Vektoren |i) € C ® C und (i| € (C® C)*

von R(A1, \2) beziiglich des Raumes Vj, ist im ersten Bild der Abbildung 2.7 zu sehen. Sie
benutzt die Vektoren |i) € C® C und (i| € (C® C)*.

(Teil-)Spurbildung ldsst sich mit Hilfe der Vektoren |i) und (i| als Verkettung von linearen
Abbildungen schreiben. So lésst sich die Teilspurbildung iiber den Raum V; der Abbildung
v: V1 ®Vy — Vi ® Vo (unter Einfiihren eines Hilfsraums Vj)) schreiben als

Spury, () = (o1 @ 1) (oo wis) (s @ k). (2.14)

11
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Spurv1 (‘P) = 1% j

Abbildung 2.3.: Graphische Notation der Teilspurbildung (Gleichung (2.14))

Das 2-Platz-U (slz)- bzw. Ug(sl2)-Singulett
s(q) = ¢ Vvt @uvT — g2 0ot (2.15)

spielt im Folgenden eine wichtige Rolle und wird durch das in Abbildung 2.4 a) dargestellte
Symbol kodiert. Der zugehorige Bra-Vektor bekommt das Symbol in Abbildung 2.4 b).

SR SN
Abbildung 2.4.: Graphische Notation der Singuletts |s(q)) € C ® C und (s(q)| € (C ® C)*

Die graphischen Darstellungen und Rechnungen auf den folgenden Seiten sind im Sinne
dieser Regeln zu verstehen. Teilweise kommen auch horizontale Linien vor, um nach erfolgter
Teilspurbildung Platz zu sparen. Jeder Ausdruck lésst sich aber durch geeignetes ,,Kippen*
im obigen Sinne als Verkettung linearer Abbildungen verstehen.

2.2.1. Eigenschaften der R-Matrix

Die R-Matrix des Heisenbergmodells ist eindeutig durch die Bedingung (2.12) bestimmt [33].
Sie ldsst sich als Linearkombination der Identitdt und des (nicht normierten) Projektors

Prs:=1s(q)) (s(q)| (2.16)
auf das 2-Platz-Ug(sl2)-Singulett (2.15) ausdriicken:
R(A1,A2) = a(A, A2) I ® T —b(\q, \2) Prs. (2.17)
Fiir die XXX-Kette ist ¢ = 1 zu wéhlen und die Funktionen a und b sind gegeben durch
a(A,A2) =1+ A1 — A2 und  b(A, A2) = A1 — Mg (2.18)
Fiir die XXZ-Kette lauten die Funktionen
a(A1,A2) =sh(n(1+ A1 — X)) und  b(A1, A2) =sh(n(A1 — A2)). (2.19)

Der Zusammenhang zwischen dem Anisotropieparameter A der XXZ-Kette und g bzw.

lautet
1

A dtd

5 ch(n) und g=¢€". (2.20)

12



2.2. R-Matrix und Integrabilitdt

Durch Umeichen, siehe dazu Kapitel 5, erhdlt man die geldufigere R-Matrix des XXZ-
Modells?
a()\l, )\2)
3 sh(n)  b(A1, A2)

R, Ne) = bAs. Ag) b (2.21)

a(/\l, )\2)

Im Folgenden werden die wichtigen Eigenschaften der R-Matrix diskutiert. Sie haben
jeweils eine natiirliche darstellungstheoretische Interpretation, lassen sich aber auch leicht
nachrechnen.

Die im Hinblick auf integrable Modelle wichtigste Eigenschaft der R-Matrix ist die Yang-
Baxter-Gleichung, welche besagt, dass es bei der Vertauschung der Moduln eines 3-fach
Tensorproduktes nicht auf die Reihenfolge der 2-er Vertauschungen ankommt.

Yang-Baxter-Gleichung: In End(C? ® C? @ C?)gilt
Ry2(X2, A3) Ro3(A1, A3) R12(A1, A2) = Ra3(M2, A3) Ri2(A1, As) Ros(A1, A2), (2.22)
mit der Definition
Rias(\p) =R\ ) @I und Raosz(\p):=1& R\, pu).
Die graphische Notation der Yang-Bazter-Gleichung findet sich in Abbildung 2.5.
Zur Herleitung der Yang-Baxter-Gleichung betrachtet man die beiden Intertwiner

R(}\l ,)\2)@[

V)\l ®V)\2®V)\3 — V)\2®V)\1 ®V)\3
IQR(A1 A R(A2,A3)®1
®£> 3) Vo @ Vi, @ Vi, (E’))G@ Vs @V, @ Vi,
und
IQR(A2,\
V>\1®V)\2®V>\3 ®£> 3) VA1®V>\3®V>\2
R(\1,3)®1 TQR(A,A
(1—3>)® V,\3®V,\1®V,\2 ®L> 2) V,\3®V,\2®V,\l.

Da Evaluationsdarstellungen zu irreduziblen U, (sl2)-Darstellungen und Tensorprodukte von
solchen generisch irreduzibel sind [20], folgt (im generischen Fall) aus Schurs Lemma, dass
die beiden Intertwiner proportional zueinander sind. Der Proportionalititsfaktor im Fall
der Yang-Baxter-Gleichung ist unabhéngig von der Normierung der R-Matrix gleich eins.

Da die Identitét als Intertwiner zwischen identischen Darstellungen fungiert, folgt sowohl,
dass R(\, \) ein Vielfaches der Identitit ist, als auch, dass R™' (A1, \2) ein skalares Vielfa-
ches von R(Ag, \;) ist. Diese beiden Eigenschaften werden als Anfangsbedingung bzw. als
Unitaritét bezeichnet. Die Normierung der R-Matrix bestimmt die auftretenden Proportio-
nalitétsfaktoren.

! Besziiglich der Basis (v+ ® v4,v+ @ v—,v_ ® V+,V— @ v_).

13



2. Das Heisenberg-Modell

Do M

Abbildung 2.5.: Yang-Baxter-Gleichung

Anfangsbedingung:

RAMAN) =CoI®I
mit
1 fir XXX,
sinh(n) fir XXZ.
Die graphische Notaion ist in Abbildung 2.6 a) zu sehen.

Co=a(\A) = {

Unitaritét:
R(A2, A1) R(A1, A2) = Cp I @ 1

mit

1— (A1 —Xo)? ir XXX,

Cp = a(A1, A2)a(A2, A1) = ¢ g ' 2.) 5 f..

sinh*(n) — sinh*(n(A1 — A2)) fir XXZ.

Die graphische Notaion ist in Abbildung 2.6 b) zu sehen.
a) = Ca b) )\1 _ Cb

Al A1

Al A2

Abbildung 2.6.: Graphische Notation fiir a) Anfangsbedingung und b) Unitaritét.
Beide Relationen fiithren zum ,,Entkoppeln der Linien“.

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

Eine weitere wichtige Eigenschaft ist die sogenannte Crossing-Symmetrie. Diese ist mit
einer speziellen Eigenschaft von Uy(slz)-Darstellungen verkniipft und gilt somit - anders
als die drei vorhergehenden Eigenschaften - nicht unbedingt fiir die R-Matrizen anderer

integrabler Modelle.
Dazu wird die R-Matrix

R(A1,A2) := P R(\1, X2) € End(Vy, ® V)

14
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2.2. R-Matrix und Integrabilitdt

definiert, wobei P den 2-Platz-Permutationsoperator bezeichnet. Mit Hilfe geeigneter Ope-
ratoren ; € End(V),) und v¢; € End(V),) fir i = 1,...,4 ldsst sich diese in der Form

4
A17>\2 Z <Pz®'¢g

schreiben.

Crossing-Symmetrie: Fir die Transponierte von R(A1, A2) beziiglich des Raumes Vy, gilt
Y (pi®vh) =(0®I) Rha—1\) (c&1), (2.28)
1,

mit
- 0 q1/2
o= (q_1/2 0 . (2.29)

Die graphische Darstellung der Crossing-Symmetrie (dargestellt mit Hilfe von R) findet sich
in Abbildung 2.7.

% >/\1<)\2 )\1 )\2 - 1

Abbildung 2.7.: Crossing-Symmetrie

Die erste Abbildung beschreibt die Transposition beziiglich des Raums V),. Der Dual-
raum von C? wird mit Hilfe des iiblichen Skalarprodukts kanonisch mit C? identifiziert.
Die Crossing-Symmetrie folgt aus der Tatsache, dass fiir Uq(;’\lg)—Darstellungen die duale
Darstellung der Evaluationsdarstellung zum Parameter A dquivalent ist zur entsprechenden
Evaluationsdarstellung zum Parameter A\ — 1.

Mittels der Antipode S erhélt man aus jeder endlichdimensionalen Darstellung p : A —
End(V) einer Hopfalgebra A eine Darstellung von A auf dem zugehoérigen Dualraum V*
durch

(X-a)w)=a(S(X) v), firXeAveV,acV"

Mit Hilfe der Definitionen (2.6) und (2.10) iiberzeugt man sich leicht, dass fiir die Chevalley-
Erzeuger von U,(sl2) die Gleichung

SUq(slz) €VA-1 = €UX SUQ(EZQ)

gilt [20]. Daraus folgt die oben behauptete Aquivalenz der Darstellungen.

15
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Kurz: C ‘ ‘
o \

!
PR W o IV BV b,

o *
Abbildung 2.8.: Graphische Notation der Transfermatrix T, . x, (Ao)

2.2.2. Integrabilitdat des Heisenberg-Modells

Mit Hilfe der R-Matrix ldsst sich eine (inhomogene) Transfermatrix auf L Gitterplétzen
definieren. Zu diesem Zweck wird als Operator auf einem (L + 1)-fachen Tensorprodukt die
Abbildung

Ri,i-l-l(A: W) = 7201 ® R()\, ) ® J8L—i=1)

definiert. Die Monodromiematrix zum Parameter )\g ist als lineare Abbildung
Tavn,(A0) : Vo@VIi@--- @V, Vi@ VL,el
definiert durch
Tanon, (o) i= Ro1(A1, M) Ri2(May Xo) -+ Rr—1..(Az, Mo)-

Die Transfermatrix zum Parameter \g erhilt man aus der Monodromiematrix durch Spur-
bildung iiber den Hilfsraum Vj:

T, n (Ao) == Spury, (Th,,..a, (M) EEnd (Vi ®--- @ V).
Transfermatrizen zu verschiedenen Spektralparametern kommutieren miteinander:

[T)\l,A..,)\L ()\)7 T)\l,...,)\L (ILL)] = 0

Der Beweis dieser wichtigen Aussage folgt aus der Yang-Baxter-Gleichung und der Unita-
ritdt der R-Matrix. Er ist in graphischer Form in Abbildung 2.9 gefiihrt.

Aus dem Kommutieren der Transfermatrizen folgt, dass diese eine gemeinsame Basis aus
Eigenvektoren besitzen. Insbesondere sind die Eigenvektoren der Transfermatrix T, . x, ()
unabhéngig vom Spektralparameter A\. Mit ein wenig Phantasie lisst sich auflerdem aus
Abbildung 2.9 ablesen, dass die R-Matrix als Intertwiner der Monodromiematrizen bzgl.
der Hilfsriume fungiert:?

Fiir die spezielle Wahl A\; = --- = A, = 0 ergibt sich der Hamiltonoperator des Heisenberg-
Modells fiir periodische Randbedingungen durch
Hy = (T, _o(V)
L= oy o0 A=0;

2 Die Verkettung der Monodromiematrizen bzgl. des Tensorproduktes Vi, ® --- ® Vi, wurde hier mit o
bezeichnet.
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Abb.2.6 Hm

Cyy T'(p2) o T'(11) Al A2
H2
A A2 AL
H cee H2
- 2]
Abb.2.5 z N AL
Lo . 1
H1
/\1 )\2 )\L
C L w m
H2 Abb2.6
= A A AL =" T () oT(p2) Cy
C RN H1 Mo
!
A A2 AL

Abbildung 2.9.: Graphischer Beweis des Kommutierens der Transfermatrizen

eingebettet in die Familie unendlich vieler, kommutierender Operatoren I™, definiert durch

d n
I = (d}\) IH(T()’.“’()()\)N)\:O fir neN.

Die Existenz dieser unendlich vielen Erhaltungsgréfien ist der Grund fiir die Integrabilitéit
des Heisenbergmodells.? In der hier gewihlten Normierung lautet der genaue Zusammen-
hang von Hy, mit den Hamiltonoperatoren (2.1) bzw. (2.2):

—3(H L : A=1
- { Ao

Es sei noch angemerkt, dass die Interpretation im Rahmen der Darstellungstheorie einer
affinen Quantengruppe keineswegs relevant fiir die Integrabilitiat ist. Der Einstieg erfolgt
dariiber hinaus meist iiber Gleichung (2.30), wobei die Dimension des Hilfsraums V} in der
Definition der Monodromiematrix von der Dimension der Rdume V7i,...,V} verschieden
sein kann.

Die Zustandssumme eines allgemeinen inhomogenen 6-Vertex-Modells der Grofle L x
N ergibt sich durch N-fache Verkettung von Transfermatrizen T}, . ), zu verschiedenen
Spektralparametern und anschlieende Spurbildung iiber den Raum V; ® --- ® V7.

3 Fiir n = 0 ergibt sich der Impulsoperator p.
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M M M M
]
N
C D
-2 +1
C D
N
s
£
C 5)
—L+1
C D
/ / / /)
k n k

Abbildung 2.10.: Graphische Notation des Operators (Dy,)r v € End((C?)®"), multipliziert
mit der zugehorigen Zustandssumme (Z)g, n. Es gilt L = 2k +n.

2.3. Konstruktion des Dichteoperators fiir endliche Temperatur

Der Dichteoperator D € End(#H1) des Heisenberg-Modells mit Kettenlénge L im kanoni-
schen Ensemble ist durch die allgemeine Formel

1 1
D:=— ¢ BHL it = —
Z; e mit [ T

definiert. Darin bezeichnet Z; die Zustandssumme des Systems, definiert durch

Zy, = SpurHLe_ﬁHL.
Fiir einen beliebigen Operator F' € End(# ) ist die zugeordnete Korrelationsfunktion ge-

geben durch
1

= Z
Im Folgenden werden periodische Randbedingungen fiir den Hamiltonoperator vorausge-

setzt. Zur Konstruktion des Dichteoperators betrachtet man die beiden Transfermatrizen

(F) Spury,, (F e_BHL) .

T(r)= e~ iP=THLFO?)  ypd T(—T7+1) = e~ THLFO(?)

und den daraus konstruierten Operator
N/2 —rH 02\ Y
Zrn Dry = [T (1) T (=7 + D]V = (e )

Die Zustandssumme des zugehdrigen (L x N)-Vertexmodells wurde mit Z;, n bezeichnet.
Im sogenannten Trotter-Limes, N — oo, folgt

e PHL = lim [T(r) T (-7 +DM? fir 7=

B
Jlim o (2.31)
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Um Korrelationsfunktionen zwischen Spins, die hochstens n viele Pldtze voneinander
entfernt sind, berechnen zu konnen, reicht es, den sogenannten n-Platz-Dichteoperator zu
kennen. Dieser ergibt sich aus dem Operator Dy y durch Bildung der Teilspur iiber alle
Ein-Teilchen-Réume mit Ausnahme von n benachbarten:

(Dn)pn i=Spwrez, c2e2,,..c2,, (D (2.32)

Die Rdume wurden von links nach rechts wie folgt umnummeriert:
H,=C?, 1@ @CeCe - -?CIeCl,,® - ®C2,,.

Abbildung 2.10 zeigt den Operator (D,,) 1. multipliziert mit der zugehdrigen Zustandssum-
me Z1, y. Die Abbildung verdeutlicht die Konstruktion des Objektes. Statt durch horizontale
Transfermatrizen, lédsst sich der Operator auch durch vertikale Transfer- und Monodromie-
matrizen aufbauen:

TRy (R0) = B v (Mo, AN) - Ra3(Xo, A2) Ri2(Ao, A1)

Die Transfermatrix zum Parameter Ay erhdlt man aus der Monodromiematrix durch Spur-
bildung iiber den Hilfsraum Vi 1:

Ty, .ap, (o) == Spury, (T, (X)) €End (Vi ®--- @ Vy).

Da im Folgenden nur noch vertikale Monodromie- bzw. Transfermatrizen vorkommen, wird
der obere Index ,v“ direkt wieder fortgelassen. Es gilt

_ Spur (T*(0)T"(0)T*(0))

(Dn)r,N = Spur (T257(0)) (2.33)

wobei die Verkettung der Transfer- und Monodromiematrizen als Verkettung bzgl. der ho-
rizontalen Rdume zu verstehen ist. Zur Berechnung der Spur in Gleichung (2.33) wihlt
man eine Basis aus Eigenvektoren der vertikalen Transfermatrizen. Im thermodynamischen
Limes, d.h. fiir L — oo ( bzw. fiir Kk — 00), vereinfacht sich die Berechnung, da in diesem
Fall nur der betragsgrofite Eigenwert zur Spur beitrégt:
Lo (Po| T7(0) [Po)

(Dn)L,N — (Ao(O))” . (2.34)
Dies folgt aus der Tatsache, dass dieser vom néchstgréfleren durch eine endliche Energieliicke
getrennt ist. Diese bleibt auch im Trotter-Limes bestehen. Die Bezeichnungen Ag und | ®g)
stehen fiir den betragsgrofiten Eigenwert und den zugehorigen Eigenvektor der vertikalen
Transfermatrizen.

Die Bildung des Trotter-Limes und die des thermodynamischen Limes vertauschen mit-
einander [47,48], d.h. es gilt

li li D = li li D .
i, i, (Do) = il (Do)

Anstelle der vertikalen Transfermatrix steht im allgemeinen Zugang die Quantentransferma-
trix. Auf deren Einfithrung konnte hier wegen der Crossing-Symmetrie verzichtet werden.
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2.3.1. Der inhomogene Dichteoperator

Ziel dieser Arbeit ist die Berechnung einer inhomogenen Version des Operators

Lll_f)fgo (Dn)p v -
Diese ergibt sich in natiirlicher Weise aus der soeben erlduterten Konstruktion, indem man
fiir die Argumente der n Monodromiematrizen die Parameter Ay, ..., A\, einfithrt und au-
Berdem fiir die N ,horizontalen“ Spektralparameter die Werte v4, ..., vy zulisst.

B Spur (T*(0)T (M) T (A2) -+ T (M) T(0))
DA s An) 1= lim, Sput (TF(0)T(A)T(Aa) - - - T(Aa)T*(0))
_ (ol T(A)T (A2) - - - T(An) [Po)
Ag(A1)Ao(A2) -+ Ao(An)

Der Operator D,,(A1,...,\,) wird im Folgenden der inhomogene n-Platz-Dichteoperator
oder auch nur der n-Platz-Dichteoperator genannt. Die graphische Darstellung der Kon-
struktion des Operators Dy, (A1, ..., A,) ist in Abbildung 2.11 gezeigt.

: e :

(2.35)

UN
T 00 P L
A1 e An
N
| N Al (A2 An N m
/ N\ -/ / / N\ -/
o0 n o0

Abbildung 2.11.: Graphische Notation des inhomogenen n-Platz-Dichteoperators
Dy (A1,...,A\n), multipliziert mit der zugehérigen Zustandssumme
Z(AM,...yAn). Im Vergleich zu Abbildung 2.10 wurde die graphische
Periodizitdt des Objektes in vertikaler Richtung ausgenutzt. Es gibt
insgesamt N viele, periodisch geschlossene horizontale Linien, n viele
,offene“ Linien in vertikaler Richtung, sowie zu deren linker und rechter
Seite jeweils unendlich viele geschlossene vertikale Linien.

Im Vergleich zu dem eigentlich physikalisch interessanten Objekt ist dieser Dichteoperator
gleich in zweifacher Hinsicht inhomogenisiert. Die Idee dahinter ist, Funktionalgleichungen
in den neu eingefiihrten Parametern zu bekommen, welche die Berechnung dieses auf den
ersten Blick komplizierteren Objektes erlauben. Anschlieflend ist fiir die Losung zu zeigen,
dass der Grenzwert auf die physikalischen Werte existiert.
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2.3. Konstruktion des Dichteoperators fiir endliche Temperatur

Wie in Abschnitt 2.3 dargelegt ergibt sich fiir den Fall gerader Trotter-Zahl N durch
Spezialisierung der horizontalen Spektralparameter auf die Werte

VQk—IZ%; VQk:—%—l-l fiir kzl,,N/2 (236)
und \; = 0 fiir ¢ = 1,...,n im Trotter-Limes N — oo der n-Platz-Dichteoperator des

Heisenberg-Modells fiir Temperatur 7" im thermodynamischen Limes.

Die Einfithrung der Spektralparameter A1, A, ..., A, zur Berechnung der Korrelations-
funktionen der XXZ-Kette bei Temperatur null geht auf die Arbeit [34] von Jimbo, Miki,
Miwa und Nakayashiki zuriick. Sie fiihrte sowohl zur Entwicklung der Vielfachintegraldar-
stellung fiir die Matrixelemente des n-Platz-Dichteoperators, als auch zu der Beobachtung,
dass dieser die reduzierte g-Knizhnik-Zamolodchikov-Gleichung erfiillt.

Die Bedeutung der Inhomogenisierung in horizontaler Richtung fiir die Behandlung des
Falls endlicher Temperatur wird im néchsten Kapitel klar werden.
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3. Charakterisierende Eigenschaften des
inhomogenen Dichteoperators

Dieses Kapitel bildet das inhaltliche Zentrum der vorliegenden Arbeit. Es werden die charak-
terisierenden Eigenschaften des inhomogenen n-Platz-Dichteoperators Dy, (A1, ..., A,) un-
tersucht. Dieser wird als operatorwertige Funktion in den vertikalen Spektralparametern
A, ..., A\ betrachtet, wahrend die horizontalen Spektralparametern vq,...,vy als duflere
Parameter aufgefasst werden.

Es zeigt sich, dass es zur eindeutigen Charakterisierung des Operators D, (A1, ..., Ap)
geniigt, diesen als Funktion nur eines der vertikalen Spektralparameter zu betrachten. Das
zentrale Ergebnis ist die Herleitung einer diskreten Funktionalgleichung in Abschnitt 3.1.1
sowie der Beweis in Abschnitt 3.2, dass diese Funktionalgleichung fiir generische Werte der
horizontalen Spektralparameter den Dichteoperator - im Zusammenspiel mit dessen iibrigen
funktionalen Figenschaften - eindeutig festlegt.

3.1. Eigenschaften des inhomogenen Dichteoperators

Die erste wichtige Eigenschaft von D, (\1,...,A,) betrifft die Form der Abhéngigkeit von
den vertikalen Spektralparametern.

Polynomialititseigenschaft: a) Fir die XXX-Kette ist der Operator
Ao(M)Dr(A1y ooy ) (3.1)

ein Polynom N -ten Grades in A,. Damit ist gemeint, dass sich der Operator als Polynom in
An schreiben lisst, dessen hdchste Potenz nicht grofier als N ist und dessen operatorwertige
Koeffizienten unabhdngig von A, sind.

b) Fiir die XXZ-Kette handelt es sich bei (8.1) um ein Polynom N-ten Grades in ¢**,
welches mit g~ N multipliziert ist.

(Die analoge Aussage gilt jeweils fiir die ibrigen vertikalen Spektralparameter.)

Die R-Matrix der XXX-Kette,

RO, M) = (14X — X)) I @1 — (A — Xo)Pry,
ist ein Polynom ersten Grades in \;. (Die analoge Aussage gilt auch fiir Ao, bzw fiir die
Differenz A\; — A9.) Daraus folgt, dass die Monodromiematrix 7 (Ay,) zur Trotterzahl N ein
Polynom N-ten Grades in A, ist. Da der Spektralparameter A, in den Operator

(@ol T(M1) -~ T(An) |®0)

Ao(An)Dn(A1, -5 An) = anl Ao( )
=1 v
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3. Charakterisierende Eigenschaften des inhomogenen Dichteoperators

nur iiber die Monodromiematrix 7 (\,,) eingeht, besitzt dieser ebenfalls diese Eigenschaft.

Im Falle der XXZ-Kette sind die Funktionen a(A1, A2) und b(A1, A2) Laurentpolynome
ersten Grades in ¢!, deren konstanter Koeffizient verschwindet. Anders ausgedriickt sind
sie das Produkt aus ¢~*! und einem Polynom ersten Grades in ¢?*:

R()\l, )\2) = Sh(?](l + )\1 - )\2))[ & I— Sh(T]()\l - /\2))P7’5
1

1
— q—)q |:2 <q2>\1q—>\2+1 _ q/\2—1> I ® I — 5 <q2)\1q—>\2 _ q)\2> PT‘S:| .

Insgesamt folgt die angegebene Polynomialititseigenschaft.

Asymptotik: Fir die Asymptotik bzgl. \, gilt

1
lim Dn(>\17 . ,)\n) = §Dn,1()\1, . ,)\nfl) ® 1. (32)

An—00

(Die analoge Aussage gilt fiir den Spektralparameter A1.)

Fiir die in der Konstruktion der Monodromiematrix 7, ., (An) vorkommenden
R-Matrizen gilt

lim ail()\n, v;) R()\n, v;))=1®I— Prg= Py, .-

An—>00

Daraus folgt
: _ 1
Hm Ao(An) ™ Top oo (An) = 5 Py gsliy, i, (3.3)

Ap—00 2

woraus die Behauptung folgt. Fiir beliebige Vektorrdume sei der Permutationsoperator
Py v, : Vo @V =V, ®V, definiert durch

Py v, (xq@xp) =2y Q@xq Vag € Vy, xp € V.

Reduktionsbedingung: Durch Teilspurbildung tiber den Raum V, erhdlt man aus dem
n-Platz-Dichteoperator den (n — 1)-Platz-Dichteoperator:

SpurVn (Dn()\b ceey )\n)) = anl()\17 ceey )\nfl).
(Die Aussage gilt ebenso fiir Teilspurbildung iber den Raum Vy,.)

Die Reduktionsbedingung folgt unmittelbar aus Gleichung (2.35):

(Po| T (A1) --- T(An) [Po)
ITiz: Ao(Ni)
(o] T(A1) - TAn-1) T(An) [Po) _ (Po[ T (A1) - T(An-1) [P0) (3.4)
[Ti; Ao(N) T2 Ao(\)
= anl()\la e )\nfl).

Spury, (Dyp (A1, ..., Ay)) = Spury,
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3.1. Eigenschaften des inhomogenen Dichteoperators

Intertwining-Relation: Fs gilt:

Riiv1( N, A1) DA, o5 A Xigty -5 An) R (Ni1, Ai)
= Cb()\iv )\i+1) D’I’L()\].v ey )\i+1, )\i7 ey )\n) fdr 1= 1, ey — 1. (35)

Die Aussage folgt aus Gleichung (2.30), welche besagt, dass die R-Matrix als Intertwiner
auf den Monodromiematrizen operiert.

U(slz)-Invarianz: Der n-Platz-Dichteoperator der XXX-Kette kommutiert mit der U(sls)-
Operation auf dem n-fachen Tensorprodukt:

Dn(At,- ., dn) A ((A)) = A™(7(A)) Du(M,- -, An)
mit A € U(sly) und m der Spin-1/2 Darstellung.

Die Monodromiematrizen kommutieren per Konstruktion mit der U(sl2)-Operation. Bei
der Konstruktion der Transfermatrizen durch Teilspurbildung bleibt diese Eigenschaft er-
halten, da der 2-Platz-Permutationsoperator U (sl)-invariant ist!.

Abbildung 3.1.: Graphische Notation des Bildes von D3(A1, A2, A3) unter
-1 -1
a) (Cﬁf’)) AP (A1, A2, Ag) bzw. b) (Cﬁf)) AP (AL, Az, As).

Diskrete Funktionalgleichung: An den Stellen A, = v1,...,vn gilt die Funktionalglei-
chung

AL A1 M) (Da(Ay - A1, A0) = DALy ooy A1, A — 1), (3.6)

1 Fiir den inhomogenen Dichteoperator der XXZ-Kette, wie er im vorherigen Kapitel definiert wurde, gilt
keine Uy(slz)-Invarianz. Zum U, (slz)-invarianten Fall siehe [10,18]
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3. Charakterisierende Eigenschaften des inhomogenen Dichteoperators

Das Bild eines Endomorphismus’ B € End ((C2)®") unter
Agzn)()\h .oy Ap) : End (((C2)®”) — End ((C2)®”)

ist dabei definiert durch

n—1

AN M) (B) = — (H Cbl(An,Al)> Spury, [R1,2(A1, An) - Rty An)
=1

(I's(@) ) {s"(@) Dansr (B Iv,yy) Racin(Ans An1) -+ R2,3(>\m>\2)R1,2(>\m>\1)] (3.7)

Zur Formulierung der Definition wurde rechts das Tensorprodukt mit einem Hilfsraum
Vg1 gebildet. Die Funktionalgleichung (3.6) ist eine diskrete Version der reduzierten q-
Knizhnik-Zamolodchikov-Gleichung [9,12]. Sie wird im folgenden Abschnitt fiir einen etwas

allgemeineren Fall hergeleitet. Die graphische Konstruktion des Operators A%n) findet sich
in Abbildung 3.1 a). Dargestellt ist dort das Bild von D3(A1, A2, A3).

Die Funktionalgleichung ldsst sich beziiglich eines jeden der n vertikalen Spektralparame-
ter formulieren. Angegeben ist in Abbildung 3.1 b) zusétzlich der Operator Aﬁ,,l) beziiglich
des ersten Spektralparameters, da dieser in der Literatur (und daher auch in den spéteren
Kapiteln dieser Arbeit) verwendet wird.

3.1.1. Herleitung der diskreten Funktionalgleichung in acht Bildern

Die Symmetrie
[R(A1, A2), e @ e”SZ] =0 fiir beliebiges k€ C (3.8)

der R-Matrix erlaubt das Einschieben des Operators
e @ ... @ e e End((C?)%F) (3.9)

in die Konstruktion von (D)}, v Auf der Ebene des Hamiltonoperators entspricht dies fiir
den Wert x = Sh der Betrachtung des Heisenberg-Modells in einem homogenen Magnetfeld
in z-Richtung. Die Modifikation ist auch ,einseitig“ durch das Einschieben des Operators

(ena2sz)®k ® I®(n+k) mit L=2k+n (310)

moglich. Der Parameter « in (3.10), im Folgenden Alpha-Parameter genannt, entspricht
dem in [13] fiir die XXZ-Kette eingefithrten Regularisierungsparameter. Wegen e = ¢
entspricht der zweite Einschub im Fall der XXX-Kette der Identitdt. Abbildung 3.3 zeigt
den Operator Zr, (A1, ..., An) (Dn)r,n(A1, ..., Ap) mit den zusétzlichen Einschiiben (3.9)
und (3.10). Gleichung (3.6) gilt auch bei Abhéngigkeit des Operators D,, vom Magnetfeld

und vom Alpha-Parameter, wobei die Definition von A,, zu &ndern ist zu:
A (... A)(B) == Cy Spury, [ (€7°25) | Ria(hisAn) -+ R 1n(net1, An)
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3.1. Eigenschaften des inhomogenen Dichteoperators

% +

Abbildung 3.2.: Graphische Notation der Zusatzoperatoren €7*?%= (links) und e’

SRR TR A

VN
F )\l )\2 >\n j
& &®
Al 4 A2 An
vy
2]
% % % % % % %

Abbildung 3.3.: Konstruktion des Operators Zp n(A1,..., ) (Dn)r,N(A1,...,Ay) mit
zusétzlichem Magnetfeld A und Alpha-Parameter «. Abbildung 3.2 defi-
niert die graphischen Notationen der Zusatzoperatoren. Es gilt L = 2k +n.

(I $) (" D1 (B@Iv,,,) Rac1n(Ans Ane1) -+ Rag(An, A2) 31,2()\717)\1)] (3.11)

mit der Konstanten

AN, — 1)
Cyp:i=—"2"" 01T 07t \). 3.12

Die Operation von A, vertauscht mit der Bildung des thermodynamischen Limes:

Ap(Dn(M, .. ) = Ay <L131;O(Dn)L,N(A1,...,An)) = lim An (Dp) v, -5 M)

L—oo

Zur Herleitung von Gleichung (3.6) wird daher der Ausdruck

CL ZoN (M- M) An (M, -5 An) ((DH)L,N(M, o )\n))

betrachtet. Dieser wird in den Abbildungen 3.4-3.11 mit Hilfe der in Kapitel 2.2.1 erléuterten
Eigenschaften der R-Matrix umgeformt. O. B. d. A. wird der Fall A\, = v; betrachtet. Bis
auf skalare Vorfaktoren zeigen die Abbildungen 3.4-3.11 jeweils denselben Operator.

Anschlieend wird durch die Zustandssumme dividiert und der thermodynamische Limes
gebildet.
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3. Charakterisierende Eigenschaften des inhomogenen Dichteoperators

t

BB

t

| ‘ k _ N
C A An—1 + V1 R
& ® B N A
; ... 7?]’_1 ) )
T ' L )
—+ e
U u u v U U

N\

Abbildung 3.4.: Bild des Operators Zp n(A1,. ..

Ot An(M, - ).

BB

s An—1,v1)(Dn) N (A1, -

t

| ‘ k _|.UN
- A An—1 +V1 R
&® Q B N A
7?1 N An—1 21
T s koo
T L ke — 112
Y Y Y Y

N\

, An—1,V1) unter

Abbildung 3.5.: Es wurde die Anfangsbedingung, sieche Abbildung 2.6 a), benutzt. Dabei

tritt ein Faktor a(vy,v;) auf.
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3.1. Eigenschaften des inhomogenen Dichteoperators

BRI

I g e
T T X R T
I T/ RS P
A ke tl *E” 2 e

Abbildung 3.6.: Es wurde die Unitaritét benutzt (sieche Abbildung 2.6 b). Dabei tritt ein
Faktor Hlnz_ll Cy(v1, A;) auf. Auf der rechten Seite formiert sich eine vertikale
Transfermatrix 7'(v1).

o

UN

n

A1 An—1
S | e
o k k

-/ / L -/ NN/

Abbildung 3.7.: Auf der linken Seite wurde k-mal die Kommutatorrelation (3.8) angewen-
det, um den aus der Definition von A,, stammenden Operator e*5= nach
links zu bringen. Rechts wurde das Kommutieren der vertikalen Transfer-
matrizen ausgenutzt, um die Transfermatrix 7'(v1) um k Plétze nach rechts
zu bringen.
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3. Charakterisierende Eigenschaften des inhomogenen Dichteoperators

131

C
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Abbildung 3.8.: Die periodischen Randbedingungen in horizontaler Richtung wurden ausge-
nutzt, um 7'(v1) nach links zu bringen. Dadurch formiert sich auf der linken
Seite die a-abhéngige Transfermatrix zum Spektralparameter v1, genannt
T*(v1). In der Mitte wird durch die Deformierung der Linien bereits der

néchste Schritt angedeutet.
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A1
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Abbildung 3.9.: Links wurde die Anfangsbedingung (riickwérts) angewendet, um die Trans-

30

fermatrix 7%(v1) deutlich zu machen. Dabei entsteht ein Faktor a(v,v1) 7.

1

In der Mitte ist (N — 1)-mal die Unitaritétsbedingung (riickwérts) benutzt

worden. Dies fiihrt zu einem Faktor Hlj\i o, Oy (v, ).



3.1. Eigenschaften des inhomogenen Dichteoperators

A

AL An—1y V1

A An—1{ 1 2
b ] e

Y -/ L NN/ /

Abbildung 3.10.: Mit Hilfe der Anfangsbedingung wurden die Linien im Mittelfeld geschlos-
sen. Es kommt ein Faktor a(v1,v1)”2 hinzu. Auf der rechten Seite ist er-
neut eine Transfermatrix 7'(v1) entstanden.

o

VN
C k k D
vy
C K K D
A1 An—1 vi—1
® ® @
141 V1
A1 An—1 v1—1 y
2
C b : K D
/ / / / / / / / /

Abbildung 3.11.: Durch die Anwendung der Crossing-Symmetrie, siche Abbildung 2.7, er-
gibt sich die Monodromiematrix 7 (v; —1). Es kommt ein Faktor (—1)V~!
hinzu. Desweiteren wurde auf der rechten Seite die Transfermatrix 7'(v;)
um k Plidtze nach rechts kommutiert. Die horizontale Transfermatrix zum
Spektralparameter 1y kann abschlieflend an ihren Ausgangsplatz kommu-
tiert werden.
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3. Charakterisierende Eigenschaften des inhomogenen Dichteoperators

Im Vergleich zum Urbildoperator - siche Abbildung 3.3 - weist der Bildoperator in Abbil-
dung 3.11 eine zusitzliche Transfermatrix 7;% , (v1) auf der linken und eine zusétzliche
Transfermatrix T, . ., (v1) auf der rechten Seite auf. AuBerdem ist die im Urbild vorkom-
mende Monodromiematrix 7, ., (v1) im Bild durch die Monodromiematrix zum Spek-
tralparameter vy — 1 ersetzt worden. Insgesamt ist ein skalarer Faktor

No1 10 Gy, )\z)'
1Y, Co(vr, 1)

(=1)

bei den Umformungen aufgetreten.

Der néchste Schritt besteht in der Bildung des thermodynamischen Limes. Dies ist wegen
der beiden zusétzlich entstandenen vertikalen Transfermatrizen notig, da der Bildoperator
3.11 ein skalares Vielfaches des Urbildoperators (mit verschobenem Spektralparameter) sein
soll. Vorher wird durch die Zustandssumme Z7, n (A1, ..., Ap—1,71) geteilt. Die Verallgemei-
nerung von Gleichung (2.35) fiir den n-Platz-Dichteoperator mit Alpha-Parameter lautet?

n —1
Dy M, dn) = <H Ao()\i)> (@] T (M) -+ T(n) | Po) - (3.13)
=1

Es sei Af(\) der betragsgroite Eigenwert der a-abhéngigen Transfermatrix 7); ,(A) und
|®§) der zugehorige (auf eins normierte) Eigenvektor.

Insgesamt ergibt sich

),
Dn()\la . ,)\nfl, I/1) Anl—g 1)
n—1
1= Co(vi, M) L o Ao(v1 — 1
Ca(=1)N 1Hl];1 b1 Z)Ao(ul)Ao(yl)(}gl)Dn()\l, Ao, — 1)
[L2: Co(vr, 1) 0(1) (3.14)
nol Ao(vi — 1) '
=— ) et Dy (M- At v —
Ca 11_11 Ch(v1, l)Ag“(Vl =) Aty Anm1, v — 1)
= Dn()\la ey )\nfl, vy — 1)
Dies entspricht Gleichung (3.6).
Im letzten Schritt in Gleichung (3.14) wurde die Inversionsrelation
N
AG (1 — DAG (1) = (1) T] Colr, m) (3.15)

=1

benutzt. Diese ergibt sich aus der Eigenschaft

N
Tﬁ,...,uN(Vi) T;’L._.,VN(I/,- —-1)= (—1)N (H Cy(v4, I/l)> °NV fir i=1,...,N
=1

der Transfermatrizen, welche aus den Eigenschaften der R-Matrix folgt.

2 Unter der Bedingung, dass (&g |®o) # 0 gilt.
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3.2. Eindeutigkeitssatz

3.2. Eindeutigkeitssatz

Eindeutigkeitssatz: Fiir generische Werte der horizontalen Spektralparameter vy, ..., Un
ist der n-Platz-Dichteoperator Dy (A1, Aa, ..., \n) durch die Funktionalgleichung (3.6) fiir
die N Werte A, € {v1,va,...,un} zusammen mit der Bedingung (3.2) fiir die Asymptotik
eindeutig bestimmit.

Der Beweis beruht auf der zu Anfang diesen Kapitels erlduterten Polynomialitéitseigen-
schaft des n-Platz-Dichteoperators. Zu zeigen ist, dass die insgesamt (N + 1) im Eindeutig-
keitssatz genannten Bedingungen das jeweilige Polynom N-ten Grades eindeutig festlegen.

3.2.1. Beweis fiir die XXX-Kette

Die Funktionalgleichung (3.6) fiir den n-Platz-Dichteoperator bezieht sich nur auf des-
sen Abhéangigkeit vom n-ten Spektralparameter. Im Folgenden steht daher die Abkiirzung
D,,(\,) fiir den Operator Dy, (A1, A, ..., An).

Der mit dem grofiten Eigenwert der Transfermatrix zum Spektralparameter A, multi-
plizierte Dichteoperator (3.1) ist ein Polynom N-ten Grades in \,, dessen operatorwertige
Koeflizienten von Aq,..., \,_1, sowie von vq,...,vy abhédngen.

Die horizontalen Spektralparameter seien paarweise verschieden. In diesem Fall bilden
die Polynome p;, definiert durch

N (x—v
po(x) := H(QU —v;) und pj(x) = M

fir j=1,...,N,
1 [Tess(vi = vi)

eine Basis des Vektorraums der Polynome vom Grad N in einer Variablen iiber C. Ebenso
bilden die Polynome p;, definiert durch

pj(x) =pj(x+1) fir j=0,...,N,

eine Basis desselben Raumes. Die Tupel (p1,...,py) und (p1,...,pn) sind dabei Basen des
Unterraums der Polynome vom Grad (N — 1). Die Transformationsmatrix Wy in diesem
Unterraum, definiert durch

N
pi=>_ (Wn)jipj,
j=1
besitzt die Matrixelemente
N
1
H +”’“ fir kl=1,..., N,
(v — y]

j:
J#l

Die Matrix Wy ist dhnlich zu einem Jordanblock der Lénge N zum Eigenwert 1. Fiir
N =1,2,3 ergeben sich die Transformationsmatrizen:

1+v1—1v9 1
‘1/ — ‘1/ — 12 Bt % 1% 1%
1= (1) ) 2 — ( ' 1 ? 1+21/2 1111)

v1—r2 v2—r
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3. Charakterisierende Eigenschaften des inhomogenen Dichteoperators

und
(I4+v1—v2)(14v1—r3) (14v1—v3) (14+v1—10)
(v1i—v2)(v1—v3) (1/2—1/1321/2—1/3) (v3—v1)(v3—12)
Wa = (14v2—v3) (1+va—rv1)(14ve—v3) 1+ (vo—11)
3 (v1—v2)(v1—v3) (v2—v1)(v2—r3) (1/371/1351/3*1/2)
14v3—1vo (14v3—11) (14v3—11)(14v3—12)
(r1—v2)(v1—vs) (v2—v1)(v2—v3) (v3—v1)(vs—v2)
Die volle Transformationsmatrix Viy zwischen den Basen (po,p1,...,pn) und
(Po, D1, - - -, ) erhiilt man durch Erweiterung der Matrix Wy um eine 0-te Zeile und Spalte

mit den Eintrigen

(VN)O,Z =d,0 fir 1=0,...,N
N
und (VN);%O:H(l-f—Vk—Vj) fir k=1,...,N.
=1

Fiir die Entwicklung des Operators (3.1) nach den beiden Polynombasen,

N N
Ao(An)Dn(An) = " Dipi(An) bzw.  Ag(An = Dipi(A (3.16)
; =0

gilt per Konstruktion fiir die Entwicklungskoeffizienten
D; = Ao(vi)D(v;) baw. D; = Ag(vi —1)D(v; — 1)
fir i =1,..., N. Die diskrete Funktionalgleichung (3.6),
An(vi) (D(v;)) =D(v; — 1) fir i=1,...,N,
ist dquivalent zur Gleichung

Ao(vi) 7

A )= - P

fir i=1,...,N. (3.17)

fiir die Entwicklungskoeffizienten. Aus der Asymptotik-Bedingung von (3.2) folgt fiir die
0-ten Koeffizienten

Dy = [)0 = Dn,1(>\1, e )\nfl) ® id. (318)
Sie sind also durch den (n — 1)-Platz-Dichteoperator bestimmt.

An dieser Stelle wird eine Basis im Vektorraum End((C2)®n) gewdhlt. Firi=0,...,N
sei D; der Koordinatenvektor des Operators D;, ID),- der Koordinatenvektor des Operators

D; und A(v;) die beschreibende Matrix der Abbildung A,(ln)(ui) beziiglich der gewé&hlten
Basis.

Die (N + 1) Gleichungen

AD(Vi)

D, firi=1,...,N
Ao(vi — 1) ir 4 e

Do = @0 und A(VZ) [Dz] =
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3.2. Eindeutigkeitssatz

lassen sich als lineare Abbildung der Grofien Dg, Dy, ..., Dy auf die Grofien Do, D1, ...,Dy
auffassen.

1 0 0 0 0
Do\ |0 M) 00 Dy
]IN)I 0 0 %A(Vg) o .- 0 D,
Dy | = o D2 | (3.19)
: 0 0 0 .
Dy : : : . 0 Dy
0 0 0 o0 Ay

Die Koordinatenvektoren transformieren sich geméf

N
D; =Y ViDj.
§=0

In Matrixschreibweise entspricht die zugehorige Transformationsmatrix der (N 4 1) x (N +
1)-Blockmatrix Vy mit Block-Eintrégen (Vy), ; == (Vn),; ;1 fiir 4,5 = 0,..., N. Durch
Linksmultiplikation von Gleichung (3.19) mit Vy erhilt man das lineare Gleichungssystem

1 0 0 0o - 0
Aog(v1—1
Dy 0 SAe) 0 0 0 D
1 0 0 02" A(g) 0 - 0 1
Do | = vy Aole2) (2) . ) Do
: 0 0 0 : : :
Dy : 3 S Aol 0) Dy
vy—1
0 0 0 e 0 7?\0(151\]) A(vy)
(3.20)
fiir die GroBlen Dy, Dy, ..., Dy. Die letzten N Zeilen von Gleichung (3.20) liefern ein lineares
inhomogenes Gleichungssystem fiir die Gréflen D1, Do, ..., Dy, dessen Inhomogenitatsterm

durch Dy bestimmt ist. Im Prinzip lassen sich Dy, Dy, ..., Dy aus Gleichung (3.20) berech-
nen. Da sich Dy nach Gleichung (3.18) aus der Kenntnis des (n — 1)-Platz-Dichteoperators
ergibt, entspricht dies einer rekursiven Konstruktion des n-Platz-Dichteoperators. Prak-
tisch stellt allerdings das Invertieren der Matrix ein Problem dar, insofern scheidet dieses
Verfahren als Konstruktionsmechanismus aus.

An dieser Stelle geniigt es aber zu zeigen, dass die Losung des linearen Gleichungssystems
(3.20) eindeutig ist. Dazu wird das zugehorige homogene lineare Gleichungssystem

7Ag(0”(ly :)1)A(V1) 0 0
D Ap(ra—1) D
D, 0 R Al) 0 - 0 D)
: =Wxy 0 0 :
Dy : : 0 Dy
0 0 0 Aoln=bp(yy)
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3. Charakterisierende Eigenschaften des inhomogenen Dichteoperators

betrachtet. Die Matrix Wy ist definiert als die (N x N)-Blockmatrix mit den Eintrigen
(Wa); == (Wa),, 1 fiir ij=1,...,N.

Auflerdem definieren wir die Diagonalmatrix Ly durch

AO(Vz 1)

(LN) i - AO(Vz)

0;;1 fiir 4,5=1,...,N

und die Blockdiagonalmatrizen Ly mit den Eintrégen

(LN)Z'J = (Ln)i;1 fiar 4,j=1,...,N
und Ay mit den Eintrigen

(AN);; = 06ijA() fir 4,5=1,....N.

Das lineare Gleichungssystem (3.21) besitzt eine eindeutige Lésung genau dann, wenn die
Determinante der Koeffizientenmatrix

KN = WN]LNAN -1 (322)

von null verschieden ist. Dies ist genau dann der Fall, wenn die Matrix Wy Ly Ax nicht
den Eigenwert 1 besitzt. Die Matrizen Wy und Ly kommutieren im Allgemeinen nicht,
daher lassen sich schon Aussagen iiber die Eigenwerte des Produktes dieser beiden Matri-
zen - ungeachtet der symmetrischen Struktur - nur schwer gewinnen. Hinzu kommt, dass
durch die Matrix Ly der grofite Eigenwert der vertikalen Transfermatrix eingeht. Dieser
ist in Abhéngigkeit von den horizontalen Spektralparametern nicht explizit bekannt, son-
dern nur iiber die diskrete Funktionalgleichung (3.15) oder die Bethe-Ansatz-Gleichungen
zugdnglich. Daher liegt die Betrachtung eines geschickten Grenzwerts fiir die horizontalen
Spektralparameter nahe.

Fiir den grofiten Eigenwert der vertikalen Transfermatrix folgt aus dem Bethe-Ansatz die
Darstellung

N [N/2] N N2
o COR | e e | RN B e
e o (= e o A=)

Diese ist abhéngig von den Bethe-Ansatz-Zahlen {n;; { =1,...,[N/2]} mit

N/2 fiir N gerade,
[N/2] = .
(N —1)/2 fiir N ungerade.

Die Bethe-Ansatz-Zahlen sind bestimmt durch die Bethe-Ansatz-Gleichungen

N [N/2]
H N H) =1 I memt o vy (3.24)
i (ng —vy) oy T g —
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3.2. Eindeutigkeitssatz

Sie sind daher Funktionen der horizontalen Spektralparameter. Fiir die Diagonalelemente
der Matrix Ly ergibt sich die Darstellung

N [N/2
A()(Vz—l NH 5 — Vi + H nl_Vz
Ao(v4) ]:1 p (ng —v; +1)%
Der Ansatz
1 .
V21_12n1+d+§, VZI:nl_d+§ fiir lIl,...,[N/Q] (3.25)

mit freiem Parameter d erfiillt die Bethe-Ansatz-Gleichungen im Limes
ng—oo und |n; — nk|l¢k — o0 VI%k. (3.26)

In diesem Limes gilt

Ao(vor_1 —1) _ (A+2d) . Aol —1)  (1-2d)
Ao(var-1) (1 —2d) Ao(va) (1+2d)

sowie
(W1 =1+ 5 (W) == o
N)2i-121-1 = 54 Y
1 1
(WN)a21-1 = 24 (WN)az =1 — 24

fir  =1,...,[N/2]. Die iibrigen Eintrige der Matrix Wy verschwinden. Fiir gerade Werte
von N vereinfacht sich die Matrix W Ly daher zu einer (2 x 2)-Block-Diagonalmatrix mit

konstanten Blocken
(1+2d)? (1-2d)
<2d(1—2d) o 2d(1+2d)>

142d  _ (1-2d)?
2d(1—2d) 2d(112d)

auf der Diagonalen, deren Eigenwerte

4d? + 3 8d2 + 2
= _ 49
At 4d2 — 1 4d2 — 1

generisch von £1 verschieden sind. Im betrachteten Limes entspricht jeder Block auf der
Diagonalen von Ay der beschreibenden Matrix der Transpositon im n-ten Raum gefolgt
von einem durch die Singuletts erzeugten Basiswechsel (modulo Vorzeichen). Da die Trans-
position nur die Eigenwerte +1 besitzt, sind dies auch die Eigenwerte der Blockmatrix Ap.
Da die Blocke von Ay im betrachteten Limes konstant sind, folgt, dass die beiden Ma-
trizen Wy Ly und Ax kommutieren. Die Betrége der Eigenwerte der Matrix WyLyAn
entsprechen also denen der Matrix Wy Ly und sind damit von eins verschieden.

Fiir ungerades N sei vy ein fester (endlicher) Parameter. Es wird der gleiche Limes
betrachtet, wie fiir gerades N. Von der Matrix Wy_1 Ly_1Axn_1 ist bekannt, dass die
Eigenwerte von eins verschieden sind. Desweiteren gilt im betrachteten Limes

(WN)i,N = 5@7]\/1 firi=1,...,N
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3. Charakterisierende Eigenschaften des inhomogenen Dichteoperators

sowie
Ao(vy — 1)
Ao(VN)
Daher reicht es, vy so zu wéhlen, dass die Eigenwerte der Matrix A(vy) von £1 verschieden
sind. Dies ist problemlos moglich. Zusétzlich hat man die Option, die Spektralparameter
Ay ..oy Ap—1 geeignet zu wihlen, da nur zu zeigen ist, dass Det(Ky) als Funktion dieser
Spektralparameter nicht die Nullfunktion ist. Damit ist der Beweis abgeschlossen.

= 1.

Die 2-Punkt-Funktion w
Im folgenden Kapitel wird die 2-Punkt-Funktion w(A1, A2) eingefiihrt. Es wird gezeigt, dass
diese, als Funktion von A9 betrachtet, die Funktionalgleichung

A21(A21 —2) 3

A, A2 —1) = A, A2) = ———~
w0k = 1) = = da) - 5y

fir Ao = v1,...,UN

erfiillt. Es wurde Ao1 := Ay — A1 gesetzt. Fiir die Asymptotik beziiglich Ay gilt

w()\l, )\2) — 0.
)\24)00

Die Funktion Ag(A2)w(A1, A2) ist ein Polynom vom Grad N in A2 und ldsst sich nach den
oben eingefiihrten Polynombasen entwickeln. Fiir die Koeffizienten der Entwicklung

N
Ao(A2)w(Ai, A2) = Z w;ipi(A2)
=0

ergibt sich das inhomogene lineare Gleichungssystem

Ao(v1—1) (v1—A1)(r1—A1—2)
wo 0 RowD) T=i—n)?) o .- 0 wo
w1 . : “i
.| =W~ |0 0 ' :
wN ‘ ' Aol ( 9A Yow-n-2) | N
0 0 0 o(VN VN 1)(VN 1

Ao(vn) (1-(vn—21)?)
0
%*Ao(vl — 1)

—(v1—X1)?
Yy (I-(n 1).)

mit wg = 0.
3 1 '
2T Mol — 1)

Die eindeutige Losbarkeit ldsst sich analog wie oben zeigen.

3.2.2. Beweis fiir die XXZ-Kette

Der Beweis fiir die XXZ-Kette erfolgt analog, basierend auf der entsprechenden Polynomi-
alitétseigenschaft des Operators (3.1) fiir diesen Fall.
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3.2. Eindeutigkeitssatz

Eine Basis des Raumes der Funktionen der Gestalt

Nz

a " p(q*)

mit einem Polynom p vom Grad N

ist gegeben durch (po,...,pn), definiert durch

N
= H sinh(n(z — v;))
i=1

und N
e v —wl, .
p](x)zq ( ]) H ﬁ fur ] = 7...,,Z\]r.
k=1 k] k
Dabei wurde die Definition der g-Zahlen,
q* —q* _ sinh(nx)

2, = q—q'  sinh(n)’

benutzt. Ebenso bilden die Funktionen p, definiert durch
pj(x) :=pj(x+1) fir j=0,...,N

eine Basis. Die Eintrége der analog zu Abschnitt (3.2.1) definierten Basiswechselmatrizen

lauten in diesem Fall

N 14 v, — Vj]

(W) = g~ =) H —
PP (7R 71
J=1j#l

fir kil=1,...N

sowie
N

(VN)oy=¢€"010 » (VN)go = H sinh(n(1 + v, —vy)) fiir k#0.
j=1
Es seien D; bzw. D; fiir i = 0,..., N die Entwicklungskoeffizienten von Ao(An)Dp(An)
beziiglich der oben definierten Basen. Die Funktionalgleichungen haben (auch fiir den Fall
mit Magnetfeld und Alpha-Parameter) dieselbe Gestalt wie im XXX-Fall (Gleichung (3.17)).
Die Abhiingigkeit von Magnetfeld geht in den Eigenwert Ag ein. Dieser lautet?:

N NP2 1y — A+ 1
Ag(N) = Ph/2 H sinh(n(1 + X —v)) H u

L. L = A
= - ! (3.27)
on2 T o Tr A+ 1,
+ e Ph H sinh(n(A — v})) H —_—_
- o [/\ - nl]
j=1 =1 q
Die zugehorigen Bethe-Ansatz-Gleichungen haben die Form
— v+ 1], 2y — g+ 1]
efh L4 [ ——————¢ firl=1,...,[N/2]. 3.28
H TE i Sy N2 (329)

3 Transfermatrix mit zusiitzlichem Operator ¢®"5=
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3. Charakterisierende Eigenschaften des inhomogenen Dichteoperators

Fiir h =0

Fiir den Fall ohne globales Magnetfeld erfiillt der Ansatz (3.25) im Limes (3.26) die Bethansatz-
Gleichungen. Fiir die Diagonalelemente der Matrix Ly liefert der Limes

Ao(vg1 —1) _ [1+2d], Ao(vy —1) _ [1—2d],
A[)(l/glfl) [1 — Qd]q A()(Vgl) [1 + Qd]q7
fiir die Matrix Wy folgt
1+ 2d] 1 p
(Wn)ar—121-1 = ———2q " (WN)ar—121=— —=q 'q2
[2d], [2d],
1 1 - 2d]
(Wn)ar21-1 = =—q '¢* (Wi)aror = — ———2q "
[2d], 2d],
firl =1,...,[N/2], wiahrend die iibrigen Eintrége verschwinden. Die weitere Argumentation

ist analog zu Abschnitt 3.2.1. Die Diagonalblocke der Matrix Wy Ly haben die Gestalt

[1+2d]; [1—-2d] g7

—1 | Rd =24,  [2d],[1+2d],
[1+2d] ,¢*¢ [1—2d]?

2d],[1-2d], — [2d],[1+2d],

Fiir h #£ 0

Fiir den Fall eines nichtverschwindenden globalen Magnetfeldes ist der Ansatz fiir die hori-
zontalen Spektralparameter zu modifizieren, damit die Bethe-Ansatz-Gleichungen im Limes
(3.26) erfiillt sind. Die Wahl

1 1
Vo1 =mn + 2d + 5 ra=mn + B fir 1<1<[N/2] (3.29)

J 1 ch((Bh+1)/2) 1
= — In 7 _ -
m "\a@r-12)) "2
fiihrt zum Ziel. Die Matrix Wiy hat dieselbe Gestalt wie in der Betrachtung des feldfreien
Falls, da die Differenzen der horizontalen Spektralparameter unveréndert bleiben.
Fiir die Diagonalelemente der Matrix Ly,

Ly 2
vi —vi+1], p

Vz_Vj+1]q ey [nl—l/i—|—1]27

[(V/2] [ — v

Ao(Vi—l) o Nefﬁh N [
a0

ergibt die Limesbildung

AO(V2Z—1 - 1) 6'8h [1 - 2d]qq[N+1},2 und AO(V2Z - 1) _ e,ﬁh [1 + 2d]qq[N+1},2.
Ao(va) 1 2d],

A()(Vgl_l) a [1 + Qd]q
Ist der Operator Aq(ln) vom Alpha-Parameter abhingig, so hat er im betrachteten Limes

die Eigenwerte ¢~%¢™®. Insgesamt folgt, dass die Matrix Ky nur von eins verschiedene
Eigenwerte besitzt. Die Spezialisierung von d ist unproblematisch.
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4. Der Dichteoperator der XXX-Kette bei
endlicher Temperatur

Mit Hilfe der Ergebnisse aus Kapitel 3 wird der inhomogene n-Platz-Dichteoperator der
XXX-Kette bei endlicher Temperatur (ohne Magnetfeld) konstruiert. Dabei wird auf die
Konstruktion dieses Operators fiir Temperatur null in der Arbeit [9] von Boos, Jimbo,
Miwa, Smirnov und Takeyama zuriickgegriffen.

Das Ergebnis

[n/2] m
DI Ags o xn) = DO T w0, = X)) | fars O Az, An) (4.1)

m=0 I,J \p=1

aus [9] driickt den n-Platz-Dichteoperator durch eine 2-Punkt-Funktion w” =0 (,physikali-

scher Anteil“) sowie Operatoren f, 1 (A1, A2,...,\,) € End(V®") aus, deren Matrixein-
triige rationale Funktionen in den Spektralparametern Ai, Ao, ..., A\, sind (,algebraischer
Anteil“). Die innere Summation lduft iiber Paare von m-Tupeln I und J mit 7 NJ = () und
i1 < <, 1 <y < gp <

In Abschnitt 4.2 wird gezeigt, dass sich der n-Platz-Dichteoperator Dy, (A1, A2, ..., An)
ebenfalls in der Form (4.1) schreiben ldsst. Genauer gesagt ist dazu die 2-Punkt-Funktion
wT=0 durch die entsprechende 2-Punkt-Funktion w von D,, zu ersetzen, wihrend die Opera-
toren f, 17 unveréndert bleiben. Die Abhéngigkeit des Dichteoperators von den horizonta-
len Spektralparametern vy, ..., vy geht ausschliellich iiber die Funktion w ein. Der Beweis
dieser Aussage folgt aus dem Eindeutigkeitssatz aus Kapitel 3 zusammen mit den in [9]
bewiesenen algebraischen und analytischen Eigenschaften der Operatoren f, 1 ;.

In Abschnitt 4.3 wird fiir die in die Beschreibung eingehende 2-Punkt-Funktion eine
Integralformel hergeleitet, die durch die Losung einer linearen und einer nichtlinearen In-
tegralgleichung bestimmt ist. Damit ist der inhomogene Dichteoperator Dy, (A1, A2, ..., )
eindeutig bestimmt und das Kapitel abgeschlossen.

Die Integralgleichungen erlauben die Wahl der physikalischen Parameter fiir die hori-
zontalen Spektralparameter und die anschlieBende Durchfithrung des thermodynamischen
Limes. Fiir die so gewonnene physikalische 2-Punkt-Funktion folgt, analog wie fiir den Fall
T =0 in [10,11] gezeigt, dass der homogene Limes existiert.

4.1. Der n-Platz-Dichteoperator fiir n = 1,2 und 3

Fir n = 1,2 und 3 gewinnt man den Operator D, (A1,...,\,) einfach und schnell durch
den Ansatz einer Linearkombination aus U (sls)-invarianten Operatoren (Temperley-Lieb-
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4. Der Dichteoperator der XXX-Kette bei endlicher Temperatur

% S A %)\2 — G-\
)\2 )\1

Abbildung 4.1.: Verkettung von R-Matrizen und Singuletts

S

)\1 /\2 )\1 )\2 )\2 )\1 )\2 A1
(- (2])-a (»])-(2]
)\1 AZ )‘1 A? )\2 /\l )\2 Al

N/ N N/
& ¢

Abbildung 4.2.: Symmetrie des Erwartungswerts des Singulettprojektors unter Vertau-
schung der Argumente

Algebra), deren Linearfaktoren sich durch die Kombination von Intertwining-Relation (3.5)
und Reduktionsbedingung (3.4) als Funktion der vertikalen Spektralparameter ergeben. Das

Ergebnis fiir n = 1 lautet

1
Dl(}\l) = 5_[

Fiir n = 2 geht der Erwartungswert des Singulettprojektors,

% (s(1)] Da(A, Ao) [s(1)) = %Spur (Da(A1, Ao) Pry), (4.2)

in die Beschreibung ein. Der Operator Pr; bezeichnet den nicht normierten Projektor auf
das 2-Platz U (sly)-Singulett s(1), definiert in Gleichung (2.16). Fiir das Singulett

s(I)=vt@v —v” ®v" gt (s(1)]s(1)) =2. (4.3)
Die zugehorige Korrelationsfunktion ist symmetrisch unter Vertauschung der Argumente:
(s(D] D2(A1, A2) [s(1)) = (s(1)] Da(Az, A1) [5(1)) ¥ A1, Aa. (4.4)

Diese Symmetrieeigenschaft folgt zusammen mit der in Abbildung 4.1 dargestellten Ope-
ration der R-Matrizen auf dem Singulett bzw. dessen dualem Vektor aus der Intertwining-
Relation fiir den 2-Platz-Dichteoperator, siehe Abbildung 4.2.

Ausgedriickt mit Hilfe der 2-Punkt-Funktion w, definiert analog zu der in [9] verwendeten
Funktion durch

Wi, d2) 1= 3 = (s(1)] Do, 2o) [s(1)

lautet der 2-Platz-Dichteoperator:
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4.1. Der n-Platz-Dichteoperator fiirn = 1,2 und 3

1 1 1
DQ()\l,)\Q) = ZI@I—{—gw()\l,)\g) <2I®I—P7“S> .

Gleichung (4.4) gibt die Symmetrie
w(A1, A2) = w(A2, A1). (4.5)
Fiir die Asymptotik folgt mit Gleichung (3.3)
w(A1, Ag) —— 0. (4.6)

)\2—)00

Aus der diskreten Funktionalgleichung (3.6) fiir D2(A1, A2) folgt eine solche fiir die Funktion

w. Dazu wird der Operator Ag)()\l, A2) auf die Basis aus U(sly)-invarianten Operatoren

I®I und K::%I@)I—Prs

angewendet. Dies fithrt auf

I1@l—T@]——— K,
RN PV
-2
K o 2202 —2) 5 k.
(1=A31)
Fiir die Funktion w folgt die Funktionalgleichung
A21(A21 — 2) 3 "
WA, Ao —1) = —"—F—"w(\,\2) — ———5~ fir Xo=v,...,vN. (4.7)
1= 2(1-23,)

Durch Gleichung (4.7) zusammen mit der Asymptotik-Bedingung (4.6) ist die Funktion w
eindeutig bestimmt. (Siehe dazu auch Kapitel 3.2.1.)

Das Ergebnis fiir den 3-Platz-Dichteoperator lautet
1 1 1
D3(A1, A2, A3) = §I®3 + Ew(/\h A3) f1,3(A1, A2, Ag) + gw(/\m A3) f2.3(A1, A2, Az) 48
4.8
1
+ gw(h, A2) f12(A1, A2, A3)

mit den Operatoren [9]

1 1 1 1 A3o —
fi3(A, A, Ag) == T%% —e3 — <I®3 - 63) + 12e — dn (ere2 — egeq),
2 2 A3

1 1 1 .. 1 A31 — Aoy
AL, g, Ag) ==T193 — —7®3 _ -3 _
f2,3(A1, A2, Ag) 5 €2+/\31)\21 (2 es 5 Nt (e1e2 — eze1),

1 1 1 1 A31 — A32
:7I®3 _ 7]@3 _ L A31 T A32 _
f1,2(A1, A2, A3) 5 e1 + e <2 es ) + 3 N (e1e2 — egeq),

und der Abkiirzung A;j := A; — ;. Der Operator e; operiert als (nicht normierter) Projektor
auf das U(sle)-Singulett in den ersten beiden lokalen Spin-Zustandsrdumen und als die
Identitdt auf dem dritten.

e1 = (Prs)12, e2:=(Prs)2s, es3:=(Prs)s
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4. Der Dichteoperator der XXX-Kette bei endlicher Temperatur

o s/
N M

Abbildung 4.3.: Graphische Darstellung der Temperley-Lieb Generatoren auf 3 Plitzen

€y =

eo projiziert im zweiten und dritten Raum auf das Singulett und e3 im ersten und dritten.
Der Operator e3 wurde nur der Ubersichtlichkeit halber eingefiihrt, er lisst sich durch e;
und ey ausdriicken:

€3 = e1 +e2 — ejeg — ege7.

Fiir die Operation von Agg) gilt:

A31(A31 — 2)
(1-23)

A32(A32 — 2
f2,3(A1, A2, Az) — 3(21(_32/\2))f2,3()\1,/\27)\3 - 1),
32

J12(A1, A2, A3) = f12(A1, A2, Az — 1)

f1.3(A1, A2, Ag) — fi3(A1, A2, A3 — 1),

und
2 2

———~fi3(A1, A2, A3 — 1) — ———
(1-23) (1= 23)

Zusammen mit Gleichung (4.7) folgt daraus

193 — 193 — f2,3(A1, A2, Ag — 1).

Ag3)<)\1, Ao, i) D3(A1, A2, v;) = Dg(A1, Ao, vy — 1) fiir i=1,...,N.

Fiir das asymptotische Verhalten verifiziert man mit Gleichung (4.6)

1
D3(A1, A2, A3) —— = Da(A, M) ® I.

)\3—)00 2

Der Vollstandigkeit halber seien noch die Intertwining-Relationen angegeben:

Riafaz( A1, Ao, M) R = f1.3(\2, A1, A3)
Riaf13(A1, A2, A3) Ry = fa3(Xa, A1, )
Risfi2(A1, A2, A3) Ry = f12(X2, A1, )

Abschlieflend soll noch verifiziert werden, dass der Operator Ag(A3) D3(A1, A2, A3), gegeben
durch

1 1
Ao(A3) D3(A1, Ao, A3) = Ao(/\3)§-73 + 6/\0()\3)00(/\1, A3) f1,3(A1, A2, A3)

1
+ 61\0()\3)00(/\2, A3) f23(A1, A2, A3) (4.10)

1
+ EAO(As)w(/\l, A2) fr2(A1, A2, A3),

ein Polynom N-ten Grades in A3 ist. Sowohl der Eigenwert Ag(A3) als auch die Funktionen
Ao(A3)w(Ai, Aj) sind Polynome N-ten Grades in 3. Die Operatoren fi 2, fi.3 und f2 3 sind
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4.2. Der n-Platz-Dichteoperator

rationale Funktionen in A3 mit der Eigenschaft, dass sich durch Multiplikation mit AzoAs;
jeweils ein Polynom 2-ten Grades in A3z ergibt. Es reicht also zu zeigen, dass die Residuen
der rechten Seite des Ausdrucks (4.8) an den Stellen A3 = Ay und A3 = A; verschwinden.
Es gilt

1 1 1
res (f1,3) |>\3:A2 = *721 (21®3 — 63) 3 (6162 — 6261)
res (f273) |)\3=/\2 =0
1 1 1
res (f1,2) ha=re = 1 (2I®3 - 63> + 5 (e1ea —ezen).
21

Mit Hilfe der Symmetrieeigenschaft der Funktion w, sieche Gleichung (4.4), folgt
res (Ds) ‘A3=>\2 = 0.

Gleiches gilt fiir A3 = A;. Daher ist der Ausdruck (4.10) ein Polynom N-ten Grades in Az.
Mit Hilfe eines Ansatzes, der die Form (4.1) berticksichtigt, werden in [19] die Operatoren
fn,1,5 flir n = 4 explizit konstruiert.

4.2. Der n-Platz-Dichteoperator

Um das Resultat fiir allgemeines n formulieren zu kénnen, wird zunéchst die in [9,12] geleis-
tete Konstruktion der benttigten Operatoren erldutert. Die Notation und die Normierung
der Operatoren entspricht der Darstellung in [12].

4.2.1. Konstruktion der Operatoren

Anstelle des Operators Dy, (A1, ..., A,) € End(V®") wird der Vektor h, (A1, ..., \,) € V&2,
definiert durch

(s An) 5= (Dn(Ars - -5 An) @ T8 (s,), (4.11)

betrachtet. Die 2n Rdume sind dabei wie folgt durchnummeriert:
MeaWhe -V, Ve - 0V;0V; (4.12)

und der Vektor s,, € V2" ist definiert als Verschachtelung von 2-Platz-Singuletts:
s 1= [ [ s(1);3- (4.13)
Durch die Dualitétstransformation (4.11) werden U (sly)-invariante Operatoren auf U (sls)-

Singuletts abgebildet.

Aufgrund der Nummerierung (4.12) empfiehlt sich die Wahl des Operators Ag). Durch
die Dualitéitstransformation wird dieser zu einem Element aus End(V®2?"). Mit Hilfe der
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4. Der Dichteoperator der XXX-Kette bei endlicher Temperatur

Abbildung 4.4.: Konstruktion des Vektors hy,(A1,...,A,) aus dem Dichteoperator
Dyp(A1, -0 )

Crossing-Symmetrie und der Definition (2.27) erh#lt man die Darstellung?

A = <H Cy (A, Al)) (=1)"Riz(M2 = 1) Ria(Mn — )P iRia(Arn) -+ Riz(A12).
=2

(4.14)
Die Operatoren f, r ; werden in [9] rekursiv mit Hilfe von Transfermatrizen mit von den
Spektralparametern abhéngiger Dimension des Hilfsraumes konstruiert. Dazu wird zunéchst
der L-Operator

A+1/2+ H/2 F

L\ = < - A+1/2 _H/Q) € U(sly) ® End(C2)

eingefiihrt. Fiir die Spin-1/2 Darstellung 7(1) erhélt man
(741) ® I) L(A12) = R(A1 M),
Der L-Operator erfiillt
Ri2(M1,A2)La(A — A2)L1(A — A1) = La(A — A1) Li(A — X2) Ry 2(A1, Ma).
Mit Hilfe des L-Operators wird eine Monodromiematrix
T eU(sly) @End (Va® - @V, @ Vi @ --- @ V3)

durch

T (A) i= Lo(A = Aa — 1)+ La(A = Ay — 1)Ly (A — M) -+ La(X — Xo) (4.15)
definiert. In deren Definition nimmt die Algebra U(sly) sozusagen die Rolle des Hilfsraums
ein. Die Darstellung im Hilfsraum ist somit noch frei wahlbar. Zur Konstruktion der zu-

gehorigen Transfermatrix wird in [9] das Spurfunktional

Tr, : U(slz) ® Clz] — Clz] (4.16)

! Gleichung (4.14) entspricht Gleichung (2.7) in [12].
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4.2. Der n-Platz-Dichteoperator

eingefiihrt. Dieses ist C[x]-linear und entspricht bei Wahl der (k + 1)-dimensionalen irredu-
ziblen U (sly)-Darstellung 7*) der gewshnlichen Spur, d. h. es gilt

Try1(A) = Spurgesn (W(k) (A)) fiir alle A € U(sla).

Die in [9] gefiihrte Diskussion der Eigenschaften des Spurfunktionals wird in Anhang A
bereitgestellt.

Die Abbildung Tr, erlaubt die Definition der Transfermatrix

o [ (2222

auf dem Teilraum Vo ® --- @ V,, ® Vi ® - - - ® V5. Mit deren Hilfe wird der X-Operator
W XD (- An) € Hom (VO20=2) ye2n)
definiert: Das Bild eines beliebigen Vektors u € V®2("=2) ist gegeben durch

DX 0, ) (u)
L 1
' A12 szs )‘lp)‘2p

Die obige Definition wird verallgemeinert zu:

n

TT)\LQ |:T[1] </\1 + Ao

2 ﬂ (51,251,2U3,...,n,ﬁ,,.,,3). (4.17)

DX O ) = ROV A w X D N AL A N N ). (418)

Durch \; und Xj wird das Fehlen der Spektralparameter \; und A; in der Folge A1,..., A,

angezeigt. Der Operator R(7) ist definiert als die folgende Verkettung von R-Matrizen:
ROV, ... An) =Rii1(Nii—1) - Rea(Ni1)

Rig-1 (V1) - Rigziet (Vi) Rir1i(Njio1) -+ Ra2(Aj1)

-1 (Niie1) - RT_,%()‘“)

R =(Ng—1) - B s N B2 (1) -+ By g (M),

er vertauscht daher die Reihenfolge der vertikalen Spektralparameter.

Da die Definition der X-Operatoren in Gleichung (4.17) der Normierung in [12] ent-
spricht, w jedoch der in [9], ist es giinstig, eine entsprechend umskalierte 2-Punkt-Funktion
einzufiihren:

1
XXX
W ()\1,/\2) = 7&)(}\1,)\2).
(A, = 1)
Diese erfiillt die Funktionalgleichung
WwXEE O =1, A9) = —w XXX\, N) —p(Ai, Ae)  fiilr Ay =, .., N (4.19)
Der Koeffizient ist gegeben durch
3 1
A, A2) = = . 4.20
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4. Der Dichteoperator der XXX-Kette bei endlicher Temperatur

Die X-Operatoren besitzen per Konstruktion einige wichtige Eigenschaften. Sie erfiillen
beziiglich der Operation von A,(\1,...,\,) die Funktionalgleichung:

Gleichungen (4.2) und (4.3) in [12]

—~

ADOL A A) n XD 0 Mgy ) = = X0 = 1, 00,0, M) (4.21)

n—2

Fiir i #£ 1 gilt

AD O, A) WX (AL ) =
DX 0 =100 ) AD O R X ). (4.22)

n

Der Beweis aus [12] ist in Anhang B wiedergegeben. Auflerdem gilt die folgende Kommu-
tatorrelation:

Gleichung (4.4) in [12] Fir paarweise verschiedene Indizes i, j, k, 1 gilt

DX O ) e X O KX )

n—

= X O A e X O Xk A ), (4.23)

wobei mit k' und I die Positionen von N\, und X\, in der Folge \1,...,N;,... Ay A
bezeichnet sind.

Fiir das Bild des Vektors s, unter AT(}) gilt:

Gleichung (4.5) in [12]

AW ) (sn)

=5, —4AD A1) [ PO A XY s A (sam2) | - (4.24)
j=2

Die Funktion p entspricht dem Koeffizienten (4.20).

XXX werden die Q-Operatoren definiert:

Aus den X-Operatoren und der Funktion w
w0 = XXX O ) W XD (AL, ).
Fiir ein m-Tupel K = (k1,...,kp) mit 1 <k < --- < ky, < n wird aulerdem die Notation

QK,(ki,k]-) =m 9%1)20%17 SRR >‘k’m)

eingefiihrt.
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4.2. Der n-Platz-Dichteoperator

4.2.2. Das Ergebnis fiir endliche Temperatur

Satz 1 Der Vektor hy, definiert in Gleichung (4.11), ist gegeben durch

[n/2]
=™
Bt An) = D S D Qi) W (i) -+ Lo (i) (Sn2m)- (4:25)
m=0 I,J
Die innere Summe liuft iber Paare von m-Tupeln, I = (i1,...,0m), J = (Ji,---1Jm)
verschiedener Elemente der Menge K1 = {1,2,...,n} unter der Bedingung i1 < -+ < in,

und i1 < i, ..., im < Jm. Es gilt Kp11 = Ky \ {ip, jp} firp>1.

Im Vergleich zum Ergebnis fiir Temperatur null ist in Gleichung (4.25) nur die 2-Punkt-
Funktion w?=0 durch w ersetzt worden. Durch Ausmultiplizieren ergibt sich das Ergebnis
in der Form (4.1).

Wir fassen Gleichung (4.25) als Ansatz fiir h,, auf und zeigen die folgenden drei Punkte:
1) Fir Ay = vy,..., vy gilt die Funktionalgleichung

AD L) (ha(A s A0) = b — 1, ..., ). (4.26)
2) Fiir die Asymptotik gilt

1
hn()\la Ce ,)\n) E— 551,1 hnfl()\g, ey )\n) (427)

)\1*)00 2

3) Der Ausdruck besitzt die Polynomialitiatseigenschaft, d. h. der Vektor
Ao(A1) hn( A1y .oy Ap) (4.28)

ist ein Polynom N-ten Grades in Aj.
Dann folgt der Beweis aus dem Eindeutigkeitssatz aus Kapitel 3.

zu 1) Mit Hilfe der Kommutatorrelation fiir die X-Operatoren, siehe Gleichung (4.23),
lassen sich die Q-Operatoren mit Index ¢ = 1 im Ausdruck (4.25) nach rechts bringen und
in der Definition des Vektors

n

Sn(A e hn) =50 =43 W (L An) (S0-2)

=2
zusammenfassen, so dass der Ausdruck fiir h,, die Gestalt

[n/2] -
-1 m
hn()‘h SRR )‘n) = Z (2 _gm ZQKh(ile) QK2,(Z'2,]'2) T QKm,(im,jm)(¢”_2m) (4'29)

m=0

annimmt. Die Summe i ist dabei auf Tupel mit i; # 1 eingeschriankt. (Daraus folgt
i #1,2)
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4. Der Dichteoperator der XXX-Kette bei endlicher Temperatur

Aus Gleichung (4.22) folgt

AW A (ha(A, -5 )

[n/2] -
(-1 1
on—2m ZQKlv(il,jl) QKz,(iLjQ) s QKmy(ime)Asz—)?m((p"—Qm)'

m=0

Fiir den Vektor ¢, ergibt sich aus den Gleichungen (4.19) und (4.24) die Funktionalgleichung
AV ) (D, M) = dn(Ma — 1,0, A,) filr Ay =, .. .

Durch Einsetzen in Gleichung (4.29) folgt Gleichung (4.26).

(Der Unterschied zum Fall T' = 0 besteht lediglich darin, dass die Funktionalgleichung
fiir w nur fiir endlich viele Spektralparameterwerte gilt, wiahrend es fiir 7" = 0 diese Ein-
schrinkung nicht gibt.)

zu 2) Es gilt
(bn()‘la sty /\n) —_— Sn, (430)

)\1—)00

da die Vektoren

W) (s o) = w(Ag, A)) DXL ) (Sn2)

% - 1)

in diesem Limes verschwinden. Letzteres folgt aus der Asymptotik-Bedingung (4.6) der
Funktion w zusammen mit dem folgenden Lemma aus [9]:

Lemma 4.5 in [9] Fiir jeden U(sly)-Singulett-Vektor v € V®2n=2) gilt

. 1 (i.4)

Aus der Crossing-Symmetrie erhiilt man?

Try (AL1 (%) Ly (g - 1>> 511 = (n ; A ;_ A Tra(A)sy 1 V. AeU(sly).

Daraus folgt fiir i # 1 (j # 1, 2) durch Einsetzen von A = X\;; und p = X\ + Aji:

W XD, A (Sn2) —— 511 n—2 X0 Nay ooy An) (8na). (4.32)

)\1 —00 n-

Die Gleichungen (4.30) und (4.32) ergeben die Asymptotikbedingung (4.27).

zu 3) Die Transfermatrix

AL+ A
Try, [TJ}] (Tﬂ (4.33)
ist zundchst per Konstruktion in jedem der ersten beiden Spektralparameter A; und A
ein Polynom vom Grad 2(n — 1) + 1 und in jedem der Spektralparameter As,...,\, ein

% Gleichung (5.7) in [12]
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4.2. Der n-Platz-Dichteoperator

Polynom vom Grad 2. Dies folgt aus der Gestalt des L-Operators zusammen mit Gleichung
(A.3) fiir den Grad des Bildes unter T'ry als Polynom in A. Der Vektor (4.28) ist also per
Konstruktion ein Polynom in A, zu zeigen ist noch, dass dieses nur vom Grad N ist. Der
erste Schritt ist die Beobachtung, dass der Operator

1

XD ) (4.34)
2 n<*n—2 9 )y \n
()‘ij -1)

fiir A\j; = —1,0, 1 keine Polstellen besitzt. Dies folgt direkt aus Lemma 4.4 in [9].

Lemma 4.4 in [9] Der Operator

1 i
H AipAjp 0z -1) anL,z)()\l, ce )
DPFL,]J v

ist ein Polynom in den Spektralparametern.

Insbesondere ist der Zéhler des Ausdrucks (4.34) in A; und A\; vom Grad 2(n — 2), wéhrend
der Nenner durch Hp Lij AipAjp gegeben ist und somit in diesen beiden Spektralparametern
den Grad (n —2) hat. In den iibrigen Spektralparametern haben Zahler und Nenner jeweils
den Grad 2.

Zur Kontruktion von h,, wird der Operator (4.34) auf einen U (sl2)-Singulettvektor ange-
wendet. Dadurch halbiert sich nach Lemma 4.5 in [9] der Z&hlergrad. Da die X-Operatoren
auch U (slp)-invariant sind, folgt insgesamt, dass Zahler und Nenner der Vektoren f, 1 s
in allen Spektralparametern denselben Grad haben. Dariiberhinaus folgt, dass die einzigen
moglichen Polstellen des Vektors (4.28) als Funktion von A; an den Stellen A\; = Ao, ..., A,
liegen. Das Produkt der in jedem Summanden von (4.25) auftretenden w-Funktionen,

m

Ao(\) [T wOips Mgy

p=1

ist ein Polynom N-ten Grades in A;. Um zu zeigen, dass der gesamte Ausdruck diese Eigen-
schaft hat, reicht es nach dem oben Gesagten zu zeigen, dass die Residuen an den Stellen
A1 = Ao, ..., A\, verschwinden. Wie im Beispiel fiir n = 3 sind die Residuen der Summanden
identisch null oder es heben sich jeweils die Residuen zweier Summanden des Ausdrucks
(4.25) weg. Dies ist anhand der obigen Darstellung jedoch schwer zu erkennen. Mit Hilfe
der in [12] konstruierten exponentiellen Form wird dies allerdings unmittelbar klar. Diese
wird mit Hilfe der Operatoren

QU (A1,..., \n) € End (V)
definiert durch
QD Ay, An) == 40 QU (A, ) oL RGD (A A,

formuliert. Der Operator ,_»Il,, € Hom(V®?", V®2("_2)) ist das Analogon der Teilspurbil-
dung in den ersten beiden Rdumen unter der oben erlduterten Dualitdt. Die wichtigsten
J)

Eigenschaften der Operatoren QS ergeben sich unmittelbar aus denen der (2-Operatoren:
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4. Der Dichteoperator der XXX-Kette bei endlicher Temperatur

Lemma 12.3 in [12] Es gilt

N

QENOWED = QRDOE)  fir alle i < j,k <.

Fiir Verkettungen findet man

Gleichung (12.5) in [12]
levjl)ﬂg%]é) - Q,’(,Zm7JM)Sn

B {(—4)’”9 KiyGing1) * " YKo (imojm) (Sn—2m)  fiir paarweise verschiedene Indizes

0 sonst,

daraus folgt, dass der Operator

Q=Y Qf7) (4.35)
nilpotent ist, genauer gesagt gilt

(0)" =0 fir m>[2].

Damit lésst sich der Vektor h,, in exponentieller Form schreiben:
Theorem 12.4 in [12]
hn()\l, ey An) = Qineﬂn()‘h'“:)\n)sn.

Dass h,, bei A\ = Ao, ..., A\, keine Pole besitzt, wird durch das folgende Lemma geliefert:

Lemma 12.5. in [12] Der Operator Qn()\l, oy An) hat fir A\ = A\; keinen Pol.

Der Beweis beruht darauf zu zeigen, dass sich fiir festes ¢ die Residuen der Operatoren
Q,(lk’z) und QT(f ) fiir A = Aj gegeneinander wegheben. Dazu wird die Symmetrieeigenschaft
wI=0(\) = wT=%(=)\) benstigt, welche durch Gleichung (4.5) ersetzt wird. Von den iibrigen

Summanden in (4.35) ist klar, dass sie fiir Ay = \; keinen Pol haben.

Damit ist der Beweis von Satz 1 abgeschlossen.
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4.3. Die 2-Punkt-Funktion w

4.3. Die 2-Punkt-Funktion w

In [7] wurde von Boos, Gohmann, Kliimper und Suzuki mit Hilfe der Vielfachintegraldar-
stellung eine effiziente Beschreibung der 2-Punkt-Funktion w durch Integralgleichungen her-
geleitet. Im Folgenden wird die Herleitung dieses Resultats mit Hilfe der freien Energie eines
geeignet modifizierten Vertex-Modells gegeben.

Dazu wird die modifizierte vertikale Transfermatrix
T(X; p) := Spury, (Rysa.n13(A g+ 1+ ¢) Ryi1nsa(h 1) Ry nvei(A vn) -+ Rig(Av1))

eingefiihrt. Diese entspricht der Transfermatrix T'(\) zur Trotter-Zahl N + 2 mit den Inho-
mogenitéten vy, ..., vy, p und g+ 1+ e. Die graphische Darstellung von T'(\; i) findet sich
in Abbildung 4.5.

Abb2.7 ‘ ‘ *)\ )
n+te
vy n+1l+e 11 *VN *N ¥

Abbildung 4.5.: Modifizierte Transfermatrix T'(\; u). Die rechte Seite ergibt sich durch An-
wendung der Crossmg—Symmetrle am letzten Platz.

Fiir ¢ = 0 ergibt sich fiir einen beliebigen Eigenvektor |¥) von Ty, ...y, () mit
TN W) = AN [¥)
durch Bildung des Tensorproduktes mit dem 2-Platz-Singulett ein Eigenvektor von T'(A; ) ]e—o:
TA; p)le=o (19) @ [5(1))) = (=1)Cp(A = AN (|¥) @ |s(1))) . (4.36)
Dabei gehen die Crossing-Symmetrie und die Unitaritdt der R-Matrix ein.

( v )

C ﬂx D) Aamze) e A

v

Abbildung 4.6.: Eigenvektoren der modifizierten Transfermatrix

Ao(A; ) sei der betragsgrofite Eigenwert der modifizierten Transfermatrix 7'(A; p) und
|®g) der zugehorige, auf eins normierte Eigenvektor. Dann folgt

(ol (£T(A; ) |Po)

20 = S

de

Der Bruch auf der rechten Seite wird erweitert zu

(o] T*(0; )T (5 1) (ET(A; 1)) TH(0; 1) | Po) |
(®o| TF(0; )T (135 )TN ) TR(0; 1) [ @) 7

(4.37)
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4. Der Dichteoperator der XXX-Kette bei endlicher Temperatur

Nach Gleichung (4.36) ist |®¢) gegeben durch
|Bo) = | Do ) @ |s(1)), (4.38)

wobei | @ ) den Eigenvektor der nicht modifizierten Transfermatrix zum fithrenden Eigen-
wert bezeichne. Im thermodynamischen Limes k& — oo kann im Ausdruck (4.37) die Projek-

Q ) ) M ) ) ) M ) )
1
“w
e
vy 2!
C D C D
X
VN UN
C D C D
u A IR N
> / > N\ > > > N\ ) N\ / >
k k -k — -k —

Abbildung 4.7.: Spur [T(u; 1) T%(0; ) (%T(A;u)) T*(0;p)] fiir k& — oo. Es wurde die
Crossing-Symmetrie benutzt. Da die Anzahl der Transfermatrizen gerade
ist, tritt kein relatives Vorzeichen auf.

tion auf |®g) durch die Spurbildung ersetzt werden. Die graphische Darstellung des Zihlers

findet sich in Abbildung 4.7. Der Punkt steht dabei fiir die Ableitung der entsprechenden

R-Matrix nach e. Unter Verwendung der Unitaritdt und der Yang-Baxter-Gleichung ergibt

sich fiir ¢ = O:

Spur (Da(, A) R(A, 1) £ R(pu + €, A)|-=0)
Spur (D2(p, A) R(A, 1) R(p, N))

1 - d .
:mSpm <D2(M7 A) R(A, ) d—gR(,u +e, /\)]60> )

Gleichung (4.39) gilt fiir jede Normierung der R-Matrix. Fiir a(A, u) = 1+ A — p ergibt sich

L n(8o(% 1)) emo =
(4.39)

R()‘aM) R(M+€’)‘)|€=0:(1+)‘_M)I®2_Prs-

4
de
Mit .

Spur (Da(p, A)) =1 und Spur (Da(p, A) Prs) = 5 — w(p, A)

folgt der Zusammenhang

d 1

— In(Ag (N —=——>

dE n( 0( 7/’6))‘5*0 1_()\_N)2
Der grofite Eigenwert der modifizierten Transfermatrix lédsst sich mit Hilfe von Integralglei-
chungen beschreiben. Anschlieend gewinnt man mit Hilfe von Gleichung (4.40) eine Be-
schreibung der 2-Punkt-Funktion w. Die Herleitung der Integralgleichung fiir den fithrenden
Eigenwert folgt der Darstellung in [41].

<(1 +A—p)— % + w(p, )\)> . (4.40)
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Fiir Ag(\; i) folgt aus dem Bethe-Ansatz die Darstellung (vgl. Gleichung (3.23))

N [N/2] (- At 1)
Aohip) =A—p—e)A=p+ ) JJA = +1) HW
. l/ (4.41)
+A—u—1-g)A—p [~ H ln“
- l
Jj=1 =0

Mit Hilfe der beiden Funktionen
N
PN i=A—p—e—1/2)(A—p+1/2) [T (A= v +1/2)
k=1

und

[N/2]

TOVESS | O

=0

ldsst sich Gleichung (4.41) umschreiben in

Aol p) = oA+ 1/2) 42D gy 19y dA D

q(A) q(A)
Die Anzahl der zu Ag(\; 1) gehorenden Bethe-Ansatz-Zahlen {n;; [ =0,...,[N/2]} ist ge-
geniiber der Anzahl fiir den Eigenwert Ag(A) um eins grofler.

Die Bethe-Ansatz-Gleichungen sind dquivalent zur Forderung der Analytizitdt des Aus-
drucks fiir den Eigenwert Ag(\; p) als Funktion von A in der gesamten komplexen Ebene.
Die Residuen an den Stellen A = n; verschwinden genau dann, wenn fiir die Hilfsfunktion
a, definiert durch
S(AN+1/2)g(N—1)

“N ) = G2 g )

die Bedingung
alni;p)=—-1 fir [=0,...,[N/2] (4.42)

gilt. Die Hilfsfunktion a ist per Definition eine meromorphe Funktion mit einfachen Polstel-
len bei
Vi, ..., N, 4 und p—+e—+1

sowie

nj—1 fir j=0,...,[N/2]

und einfachen Nullstellen bei
vi—1,...,vy—1, p—1 und p—+e

sowie
n; +1 fiir j=0,...,[N/2].
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4. Der Dichteoperator der XXX-Kette bei endlicher Temperatur

Zur Herleitung einer Integralgleichung fiir die Funktion a wird die Hilfsfunktion
AN p) =1+ a(A; p)

definiert. Diese besitzt dieselben Polstellen wie die Funktion a. Nullstellen von A sind auf-
grund von Gleichung (4.42) die Bethe-Ansatz-Zahlen n;, | = 0,...,[N/2], die sich auf
der imaginiren Achse befinden. Dariiber hinaus besitzt A noch die N 4+ 2 Nullstellen des
Eigenwerts Ag(\; u), deren Realteil bei 1 liegt [41]. Im Hinblick auf die spétere Speziali-
sierung der horizontalen Spektralparameter auf die physikalischen Werte (2.36) seien diese
so gewdhlt, dass 0 < v1,...,V N9 < 1/2 und 1/2 < viy/g41,---,vn < 1 gilt. Auerdem
gelte 0 < p < 1/2. Die Null- und Polstellenstruktur der Funktion A fiir diese Wahl der
Inhomogenitétsparameter ist in Abbildung 4.8 skizziert. Analog zum Vorgehen in [41] leitet

X

[} L O

O O

X

Q O

% B
i

5 1 vy V[N/2) VINj2l+1 VN pte+1
O

X

[} O

[} O

X

Abbildung 4.8.: Null- und Polstellenverteilung der Funktion A(A;u). Die Kontur L um-
schlieft die Bethe-Ansatz-Zahlen no, ..., n;y/o auf der imaginéren Achse,
diese sind einfache Nullstellen von A; auflerdem umschlie3t L die einfachen
reellen Polstellen bei p und vy, ..., vn/g.

man fiir A innerhalb der Kontur L die Integralgleichung

(N/2] N
A=y —1 A=y +1
—i—Zln()\_Vk )—i— Z ln<)\—1/k/ )
k=1 k'=[N/2]+1
+1/2ln(1+ (wi ) dos (4.43)
2mi | (A—w)?—1) GG
L

her. Durch Einsetzen von In(1 + a) = In(1 + a™!) + In(a) im Integranden und Berechnung
des zweiten Summanden mittels partieller Integration ergibt sich die Integralgleichung in
der alternativen Form
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4.3. Die 2-Punkt-Funktion w

A—p+1 A—pu—e
[N/2] N
A— 1 A—vp +2
+ Z In <> + Z In <>
1 A — Vi + 1 W=[N/2]+1 A — 14% + 1
1 2
[ (1 “Nw:w)) dw. (4.44
ami | (O wp o) e i) de (44
L

Fiir den groBten Eigenwert ergibt sich der Integralausdruck®

[N/2]
In(Ag(A; 1)) Zln — e+ 1) +In(A—p+1)

+ Z ln()\fyk,/)Jrln()\—,u—s—l)
K =[N/2]+

1
L/ )\ o) AW ). (4.45)

Anwenden von Gleichung (4.36) fir die Eigenwerte Ag(A; 1) und Ag(\) liefert

a(A; p))le=0 = a(X),

wobei die Funktion auf der rechten Seite die zum gréfiten Eigenwert der nicht modifizierten
Transfermatrix T'(\) gehorende Hilfsfunktion sei. Gleichung (4.45) liefert fiir e =0

[N/2] N
Z mA—v+1)+ > In(A—w)
kK'=[N/2]+1
L ! In(1 + a(w))dw.
2ni ] (A= w)A = w 1)

Alternativ erhilt man die Ausdriicke

[N/2]
n(Ag(\; 1)) Zln — v+ 1) +In(A—p+1)

+ Z ln()\—yk/)+ln()\—u—s—1)
k' =[N/2)+
1 1

Yo Do) —w—1)
L

In(1+a ' (w;p))dw (4.46)

Der Driving-Term in Gleichung (4.45) verschwindet, wenn man zur Kontruktion der Transfermatrix die
R-Matrix a_l()\l, /\Q)R(/\l, A2) verwendet und die zu den auBerhalb der Kontur liegenden horizontalen
Spektralparametern gehorenden Linien mittels Crossing-Symmetrie umdreht. Die Hilfsfunktion a bleibt
dabei unveréndert.
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4. Der Dichteoperator der XXX-Kette bei endlicher Temperatur

und
[N/2] N
In(Ag(A) = > ImA-wme+1)+ > In(A—wp)
k=1 K'=[N/2]+1
+ L ! (1 +a' (w))dw.
27riL A—w)(A—w-1)

Fiir die Funktion G, definiert durch

G\ p) = digln(a(k;u))la:o,

folgt aus Gleichung (4.43) die in [29] gefundene lineare Integralgleichung

o 1 1 2 Glwip)
G\ p) = A—pA—p—1) +27‘riL/(()\w)21)1+a1(w)d

bzw. aus Gleichung (4.44)

N -1 _i 2 G(w; i) x
G()\aﬂ)_()\_ﬂ)()\_ﬂ+1) QWiL/(()\—w)Q—l)l—l—a(w)d
Man erhélt
J | o 1 1 G(w; 1)
£ln(A0()\7u)) le=0 = O—p-1) Qm/ A—wA—w+1)1+a(w) w
L
J | o 1 1 G(w; 1)
ze o) =0 = iy - gm/ G0 w11 +aw™
L

Aus der Beschreibung der 2-Punkt-Funktion w durch die freie Energie des modifizierten
Vertex-Modells, Gleichung (4.40), ergibt sich mit Hilfe von Gleichung (4.45) der Integral-
ausdruck

1 (== ! Gl 1)
R e g R o P P o L
L
(1= —p?) 1 G(w; p)

Damit ist die 2-Punkt-Funktion w gegeben durch die Lésung der nichtlinearen Integralglei-
chung fiir die Hilfsfunktion a und der linearen Integralgleichung fiir die Funktion G. Diese
lassen sich numerisch gut berechnen. Sie erlauben die Wahl der physikalisch relevanten
Werte fiir die horizontalen Spektralparameter, sieche Gleichung (2.36), und anschliefend die
Bildung des Trotter-Limes.

Der Ausdruck fiir w mit den physikalischen Parametern im Trotter-Limes wird in die
Formel (4.25) eingesetzt. Durch eine geeignete Umschreibung des gesamten Ausdrucks, sie-
he dazu [10, 11], folgt, analog zum Fall T = 0, ein expliziter Ausdruck fiir den n-Platz-
Dichteoperator im homogenen Limes.
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5. Der Dichteoperator der XXZ-Kette bei
endlicher Temperatur

Der Ausdruck (4.1) fiir den inhomogenen Dichteoperator bei Temperatur null wird in [12]
auf den Fall der XXZ-Kette zu

DI, dn) =) o Wi fry (5.1)
1,J

verallgemeinert. Die Operatoren f; ; sind in diesem Fall rationale Funktionen in den Va-
riablen (i, ..., (p, definiert durch ¢ := ¢*. Im Unterschied zur Formel fiir die XXX-Kette
werden zur Beschreibung des n-Platz-Dichteoperators zwei Funktionen, w?=% und &7=0,
benotigt. In diesem Kapitel wird gezeigt, dass sich das Ergebnis (5.1) auf den Fall endlicher
Temperatur verallgemeinern lasst. Wie in Kapitel 4 wird gezeigt, dass ein entsprechender
Ansatz fiir D,, die eindeutigen Charakteristika aus Kapitel 3 besitzt.

Die Konstruktion in [12] beruht auf der R-Matrix !

a(/\l,)\g)
5 _ sh(n)  b(A1, A2)
Rt A = bude)  shn) ’
a(A1, \2)

(5.2)

mit den in Gleichung (2.19) angegebenen Funktionen a und b. In dieser Arbeit wurde
hingegen bis jetzt die R-Matrix (2.17), gegeben durch

a()q, /\2) ( )
: _ sh(n)e 2 b(A1, A2)
R()‘la )\2) = b()\la )\2) Sh(n)e—n(Al—Az) )
a()\l, )\2)

(5.3)

verwendet. Der Grund dafiir ist die in Kapitel 3 als ,,Polynomialitéitseigenschaft® bezeichne-
te Eigenschaft des inhomogenen Dichteoperators. Diese besagt, dass jedes seiner Matrixele-
mente, multipliziert mit dem Eigenwert Ag();), das Produkt von ¢; N mit einem Polynom
N-ten Grades in ¢? ist 2. Dies war giinstig fiir die Beschreibung der eindeutigen Charakte-
risierung.

In diesem Kapitel wird das Ergebnis fiir den Vektor

hn( Ay An) = (DA, .., An) @ I97) (sp) (5.4)

1" Alle 4 x 4-Matrizen sind beziiglich der Basis (v @ V4, v+ R V_,v— ® vy,v— ® v_) angegeben.
2 Gemeint ist auch hier wieder , héchstens N-ten Grades.
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5. Der Dichteoperator der XXZ-Kette bei endlicher Temperatur

formuliert, wobei D,, den auf Basis von R konstruierten, inhomogenen n-Platz-Dichteoperator
bezeichne. Der Vektor s, in Gleichung (5.4) ist die Verschachtelung von U(slz)-Singuletts,
definiert in Gleichung (4.13). 3

Zwischen den beiden R-Matrizen (5.2) und (5.3) besteht der einfache Zusammenhang
7?,(/\1, A2) = (T, ® Ty, ) R(/\l, A2) (Ton @ T—n,) -
Die Bijektion 7, ist gegeben durch

nA
™ V= Wy Vy — €2 Uy,

LY
V_r—e 2v_

und besitzt die Eigenschaft (7,)~! = 7_,.

Fiir die zugeordneten Dichteoperatoren folgt
Dn()\la cee >\n) = (7—>\1 & ®7’>\n) Dn()\la ce ,)\n) (7'_)\1 (SRR T_An) . (5.5)

Die fiir D,, formulierten charakterisierenden Eigenschaften lassen sich leicht umformulieren.
So besitzt der Operator D,, dieselbe Asymptotik wie D,, und erfiillt die diskrete Funktio-
nalgleichung:

AM(Dy(A - M) = Dp(Ad, .. A — 1) fiir Ay =, .., N

Der Operator .A%n) ist durch Definition (3.7) unter der Ersetzung der R-Matrizen durch R
sowie der U, (slz)-Singuletts durch U(slz)-Singuletts gegeben.

5.1. Der n-Platz-Dichteoperator fiir n = 1,2

Firn =1 gilt
1
Di(\) = 5].

Fiir den 2-Platz-Dichteoperator erhélt man durch einen Ansatz der Form

+— P+
DI~ D

Da(A1, \o) = - .t
DY, DT

D__
durch Kombination von Intertwining-Bedingung und Teilspurbildung die Bedingungen

1
—— _ ptt +- _ p—+ -+ _ pt— ++ +- _
D= =Di}, DIZ=Df, DF=D' uwd DIf+D{"=g.

3 Aufgrund der Umeichung der R-Matrizen wird im Falle der R-Matrix R die Rolle des U, (sl2)-Singuletts
in der Crossing-Symmetrie (2.28) vom U (sl2)-Singulett iibernommen.

60



5.1. Der n-Platz-Dichteoperator fiirn = 1,2

Der 2-Platz-Dichteoperator ist daher durch

D+t
o /2 DIt Dt
1 —
Da(A1,A2) = - -
DT 1/2-D
+ / ++ .
++
bzw. durch .
Pis / ++ A2+
1/2—-D q "M2DT
Da(A1,A2) = Moyt T
g2 DT 1/2-D
+ / ++ .
++

gegeben. Zur Beschreibung durch Funktionalgleichungen sind die Korrelationsfunktionen
Dii und Df; allerdings unpraktisch, da man gekoppelte Funktionalgleichungen erhélt.
Geschickter ist es, den 2-Platz-Dichteoperator in der Form

- ~ 1
Da(A1, A2) = =0 (A1, A2) 2Go(1) — w(A1, A2) 2Go(1) + ZI Q1T

mit den Operatoren

1 0
~ ch(nA12) -1 ch(n) 0 1
2Go(1) = _ -
2sh(nA12) sh(n) 1 2sh(n) sh(nAi2) 10
1 0
und
1 0
ch(n) -1 ch(nAi2) 0 1
Go(1) = _ Az
2Go(1) 2sh?(n) -1 2sh?(n) 10
1 0

auszudriicken [12]. Fiir die Bilder der Operatoren 9Go(1) und 2Go(1) unter A;Q) gilt

2Go(A, A2)(1) = 2Go(A1, A2 — 1)(1) 42 Go (A1, A2 — 1)(1),
2Go(A1, A2)(1) = 2Go(A1, A2 — 1)(1)

und
1 1 . ~
(il Iel- (p()\h)\z) +p(A1, /\2)>2G0()\1,)\2 —1)(1)
—p(A1, A2)2Go(A1, A2 — 1)(1)
Daraus folgt fiir die Funktionen w und & das Funktionalgleichungssystem 4

WA, A2 — 1) = w(Ar, A2) + p(A1, A2)
O(A1, A2 — 1) = @(A1, A2) + w(A1, A2) + P(A1, A2) + p(A1, A2)

4 Gleichung (5.6) ist eine diskrete Version von Gleichung (2.12) in [12].
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5. Der Dichteoperator der XXZ-Kette bei endlicher Temperatur

an den Stellen Ao = uq,...,un. Die Koeffizienten sind gegeben durch
3 1 1 1 [2]
A, Ag) == - = et ,
P, A2) =5 M2 = 1g[Ai2 = 2]g 4 [M2 — 1g[M2 + 1] (5.7)
PO T Dz — 1y 4Dz — 20gPae + 1,

Zur Diskussion der Eigenschaften von w und @ ist es giinstig, diese durch Korrelations-
funktionen des Operators Dy(A1, A2) auszudriicken. Die Funktion w ist das Analogon der
Funktion wXXX sie ist durch den Erwartungswert des Singulettprojektors gegeben:

60 ) 1= e (G ) = (s(@)] Dalh ) ). (55)

Analog zu Kapitel 4 folgt fiir den Erwartungswert des Singulettprojektors
(s(@)] D2(A1, A2) [s(q)) = (s(q)| D2(A2, A1) [s(q)),  d. B w(A1, A2) = w(A2, Ay).

Fiir die Asymptotik ergibt sich

(5(a)] Da(A. M) [5(g)) ——> = ch(n).

)\2—>OO 2

Die Funktion @ ist gegeben durch

1
5 = D &y — ‘' D
@(A1, A2) 3 ch(n) ((S(Q)\ 2(A1, A2) [s(9)") — (s(q)'| D2(A1, A2) \S(Q)>>
Ch(?]/\lg) Sh(n)\lg)
—w(A1, A 5.9
(U( 1, 2) Ch(n) Sh(T]) ( )
mit
s(@)' =g o @vy — ¢ @
Aus
(s(q)| D2(A1, A2) |s(q)') —— =1, und  (s(q)"| Da(A1, A2) |s(q)) —— —1
)\2—)00 )\2—)00
folgt
d)()\l, )\2) — 0.
)\2%00
Auflerdem lassen sich aus Gleichung (5.9) die Beziehungen
O(A1, A2) = —0(A2, A1) (5.10)
und
[)\12 + 1]q (:J()\l, /\2) = :E[)\lz + 1]q w()\l, )\2) fir Ao =7F1 (5.11)
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5.2. Der n-Platz-Dichteoperator

ablesen. Fiir den fiir Dy umgerechneten (2-Operator

1 0

h(n) -1 ch(n12) 0 g2
OP2(0, Na) == Wi, Ag) | =S _ SRR
2 0 ( 1 2) CL)( 1 2) 2Sh2(7}> _1 2Sh2(n) q)\12 0

1 0
1 0
- ch(nAiz) -1 ch(n) 0 g
AL, A —
T ) S hg) shi(n) -1 2sh(mysh(m) | 0
1 0

folgt aus (5.10) und (5.11)
M2l 29072(M, M) =0 fiir Ajg =0

und
[)\12 + 1]q QQOD2()\1, )\2) =0 fir )\12 = :Fl.

Damit ist verifiziert, dass die Residuen des Ausdrucks fiir Da(A1, A2) an den Stellen A\jp =
—1,0,1 gleich null sind. Eine kurze Gradanalyse zeigt, dass dieser die Polynomialitidtseigen-
schaft besitzt.

5.2. Der n-Platz-Dichteoperator

Da die Konstruktion der Operatoren, die den sogenannten ,algebraischen*“Anteil des n-
Platz-Dichteoperators ausmachen, im vorigen Kapitel schon in der Sprache des XXZ-Artikels
[12] angegeben wurde, kénnen die meisten Formeln aus Kapitel 4 iibernommen werden.

5.2.1. Konstruktion der Operatoren

Der L-Operator zur R-Matrix R lautet

L) = (D + B R

e Uy(sl End(V). 5.12
g~ H-D/2F P‘*’%] ) ¢(sl2) @ End(V) ( )

q

In der Definition der Transfermatrix wird die Rolle der Spurfunktion durch die C[¢,(™1]-
lineare Abbildung

Tryc : Ug(sle) ® C¢, ¢ = AC[C T @ C¢ ¢ mit ¢ =¢ (5.13)
iibernommen, deren Eigenschaften in Anhang A zusammengestellt sind.
Die X-Operatoren sind gegeben durch
WX O ) (w)

1 A1+ Ao
= T gal 557 - 5.14
(M2l TTp=s [A1p], [A2pl, Mzgiz [ " ( ﬂ (31251,208...m7...8) (5-14)
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5. Der Dichteoperator der XXZ-Kette bei endlicher Temperatur

und fiir beliebige obere Indizes analog zu Gleichung (4.18). Sie lassen sich schreiben als

DXL ) = =M nG (G ) A GG G, (5.15)
wobei nés_]% und HGS_J% per Konstruktion rationale Funktionen in den Variablen (1,...,(,
sind.

5.2.2. Das Resultat fiir endliche Temperatur

Mit Hilfe der beiden Funktionen w und @, gegeben durch (5.8) bzw. (5.9), werden die
Q-Operatoren definiert durch

w9 = BN A WG (Chy )+ Wi A GG Gn).

Satz 2 Der Vektor hy, definiert in Gleichung (5.4), ist gegeben durch

[n/2]
=™
hn()\l, ey /\n) = Z “om Z QKl,(ile) QKg,(ig,jg) ces QKm,(im,jm)(sn—Qm)' (516)
m=0 1,J
Die innere Summe liuft dber Paare von m-Tupeln, I = (i1,...,im), J = (J1,---,Jm)

verschiedener Elemente der Menge K1 = {1,2,...,n} unter der Bedingung iy < -+ < ip,
und i1 < ji, ... im < Jm. Es gilt Kpy1 = Kp \ {ip, jp} fiir p > 0.

Wir fassen Gleichung (5.16) als Ansatz fiir h,, auf und zeigen die folgenden drei Punkte:
1) Fiir Ay = vy, ..., vy gilt die Funktionalgleichung

AD O A (B, A) = ha(Ar — 1,00, An). (5.17)
2) Fiir die Asymptotik gilt

1
hn()\la---a)\n) —_— 78171 hnfl()\g,...,)\n). (518)

/\1—>oo 2

3) Der mit Hilfe von Gleichung (5.5) aus Gleichung (5.16) erhaltene Ausdruck
AoADAP (A1, ..o M) (5.19)

ist das Produkt von (; N mit einem Polynom N-ten Grades in ¢ (Polynomialitiits-
eigenschaft).

Dann folgt der Beweis aus dem Eindeutigkeitssatz aus Kapitel 3.

zu 1) Die in Kapitel 4.2.1 zitierten Gleichungen (4.2)-(4.4) aus [12] gelten in der dort
angegebenen Form. Im Zitat von Gleichung (4.5) aus [12] ist Gleichung (4.24) durch

AD O ) (80) = 80— 4AD AL A (Zp()\l, MG (A1, An) (Sn2)
j=2
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5.2. Der n-Platz-Dichteoperator

O ARG (g, ,)\n)(sn_g)>. (5.20)

mit den in Gleichung (5.7) angegebenen Koeffizienten zu ersetzen.

Die Behauptung folgt dann mit Hilfe der diskreten Funktionalgleichung (5.6), wie in
Kapitel 4 erlautert.

zu 2) Die Behauptung folgt analog zu Kapitel 4 aus dem asymptotischen Verhalten der
Funktionen w und @:

w()\l, )\2),(1)()\1, )\2) — 0.
)\1—)00

zu 3) Es wird das folgende Resultat benotigt:

Lemma 5.1 in [12] Die Matrizelemente beziiglich der aus v4,v_ gebildeten Tensorpro-
duktbasis haben als Funktion von (1 die Gestalt

i (A A\ B [T (o 6() 1 9(R) =T
s (T ~ o AT

€2, ,€n,€n, e €2

wobei § und g Polynome vom Grad hichstens n — 1+ |1|/2 sind mit 1 := 377 _5(& + €),
=370 o€ +¢,) und e € {1,—1}.

Setzt man fiir den Vektor u € V®2("=2) in Gleichung (5.14) die verschachtelten Singuletts

Sn—2 ein, so gehen nur Matrixelemente mit [ = 1" =377 (€, +€,) = & + ¢ € {-2,0,2} in

A1+ A2
TT}\LQ |:TT[L1] (2>:| (51,5512 (Sn72)3’n_7n7ﬁ 77777 3)

ein. Es kommen also fiir den Grad n—1+|l|/2 nur die Werte n— 1 und n vor. (Das gilt auch
fiir die bei der Konstruktion von h,, auftretenden Verkettungen.) Rechnet man die Vektoren

nXT(f;JQ) (A, -5 n)(Sp—2) in Operatoren um, so tritt der Grad n nur fiir Nichtdiagonalele-
mente auf. Umeichung auf den D,,-Fall gemafl Gleichung (5.5) erhcht bzw. erniedrigt deren
Grad dariiberhinaus um eins. Fiir diesen Fall kommt als Grad also n — 1 fiir Diagonalele-
mente und n + 1 fiir Nichtdiagonalelemente vor. Der néchste Schritt zum Beweis, dass der
Ausdruck (5.19) die Polynomialitétseigenschaft erfiillt, besteht wie im XXX-Fall darin zu
zeigen, dass der Operator

W (L A
fir Ajj = 0,£1 jeweils keinen Pol besitzt. Nach Lemma 5.3 in [12] gilt
DX, M) =0 fiir Ay = 1,
Daraus folgt mit Gleichung (5.11)
Nij £ 1gn QP (A, M) =0 fiir A = FL

n

Nach Lemma 5.4 in [12] hat anli;g(/\l, ... Ap) bei A\; = A; keine Polstelle. Zusammen mit
den Gleichungen (5.10) und (5.15) folgt

Nijlan @ (A, M) =0 fiir Ay = 0.
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5. Der Dichteoperator der XXZ-Kette bei endlicher Temperatur

Der Grad des Normierungsfaktors beziiglich des ersten Spektralparameters in der Definition
(5.14) ist n — 1. Durch die Definition von w und @ erhsht sich dieser effektiv um zwei.

Insgesamt wurde durch Kombination der Eigenschaften der X-Operatoren und der Funk-
tionen w, @ gezeigt, dass die Operatoren nﬂgf_j%, wie im XXX-Fall, an der Stelle \;; = 0, %1
jeweils keinen Pol besitzen und dass der Zahlergrad der Matrixelemente der auf den Fall
hSLD") umgerechneten Operatoren nicht grofler ist als deren Nennergrad. Zu zeigen bleibt
noch, dass die bei A\; = A; fiir ¢ = 2,...,n potentiell noch vorhandenen Polstellen nicht

vorhanden sind. Die Operatoren
QD (A, ) = 4n Q8 (g, ) oI RED (Ag, L A,) ™

haben die bereits in Kapitel 4 genannten Eigenschaften und man erhélt die zu (5.16)
dquivalente Darstellung

ha(A, .o ) = 27O A e Q= SO0, (5.21)
1<j

Aus Theorem 12.4 in [12] folgt, dass bei A; = \; keine Pole vorhanden sind. Zusammen mit
obiger Gradanalyse folgt die Polynomialitétseigenschaft fiir den Ausdruck (5.19).
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6. Der 2-Platz-Dichteoperator der
XXZ-Kette mit Magnetfeld und
Alpha-Parameter

In diesem Kapitel wird der inhomogene 2-Platz-Dichteoperator der XXZ-Kette bei end-
licher Temperatur in einem &ufleren Magnetfeld und mit zusétzlichem Alpha-Parameter
untersucht. Ein Ausdruck fiir den allgemeinen n-Platz-Fall wurde von Jimbo, Miwa und
Smirnov hergeleitet [37]. In die dort gefundene Beschreibung gehen nur zwei Korrelations-
funktionen, eine Ein- und eine Zwei-Punkt-Funktion, ein. Boos und Géhmann lieferten in [6]
eine Beschreibung dieser beiden ,,physikalischen* Funktionen durch Integralgleichungen.

Der Beitrag der vorliegenden Arbeit besteht im Wesentlichen in der in Kapitel 3 gefun-
denen Charakterisierung des inhomogenen n-Platz-Dichteoperators - auch in der verallge-
meinerten Form - durch den Eindeutigkeitssatz. Zusétzlich wird in diesem letzten Kapitel
der 2-Platz-Dichteoperator konstruiert. Durch geeignete Modifikation des X-Operators fiir
n = 2, siehe Gleichung (5.14), wird deutlich, dass sich im Vergleich zum feldfreien Fall -
wie erwartet [13] - die Anzahl der in die Konstruktion eingehenden 2-Punkt-Funktionen
von zwei auf eins reduziert. Zusétzlich tritt in der Beschreibung des 2-Platz-Operators ei-
ne nichttriviale Ein-Punkt-Funktion auf. Insgesamt entspricht das Ergebnis dem in [6] mit
Hilfe der Vielfachintegraldarstellung hergeleiteten Ausdruck.

Die Verallgemeinerung der Konstruktion der X-Operatoren auf den Fall der Abhéngigkeit
des Operators A,, vom Alpha-Parameter ist fiir beliebiges n giiltig.

6.1. Eigenschaften des Dichteoperators

Zur Konstruktion des Dichteoperators wird, wie schon in Kapitel 5, die R-Matrix R (A1, X2),
gegeben in Gleichung (5.2), verwendet. Das Magnetfeld und der Alpha-Parameter sind,
wie in der Herleitung der Funktionalgleichung in Kapitel 3 erldutert, in die Konstruktion
eingefiigt. Dies macht sich in den folgenden Punkten bemerkbar:

Reduktionsbedingung: Teilspurbildung tiber den Raum Vi liefert das Ergebnis

Ag (A1)
Ao(A1)

Spury, (Dn()\l, ) (qQQS—Z ® I®(”’1)>) - Do1(Mas s An).

Durch Teilspurbildung tiber den Raum V,, erhdlt man wie im feldfreien Fall

Spurvn (Dn()\la ey An)) = Dn—l()\ly ey )\n—l)-
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6. Der 2-Platz-Dichteoperator der XXZ-Kette mit Magnetfeld und Alpha-Parameter

Fiir den Quotienten der Eigenwerte wird die Bezeichnung

verwendet. Die Funktion p erfiillt aufgrund von Gleichung (3.15) die Funktionalgleichung
p(ANp(A—1)=1 fir A=v,...,vN.
Diese Beziehung wurde auch schon in [6] hergeleitet.

Invarianz: Der Dichteoperator kommutiert mit Y., (S-),.

Asymptotik: Fir die Asymptotik bzgl. \1 gilt:

. 1
N PN 5]

(eﬁhsz ® Dp_1(Ma, - .-, )\n)> . (6.1)
Die analoge Gleichung gilt fir A, — oo.

Die Herleitung folgt durch Einfiigen des Operators ¢%"% in die Herleitung in Kapitel 3.1.
Die Intertwining-Relation bleibt gleich:

Intertwining-Relation: Fir den Dichteoperator gilt:

Riiv1(Nis Ni1) D1, ooy iy Xi 1y - -5 An) Riin (N1, Ad)
= Cb()‘ia )\i+1) Dn(>\1, ey )\i+1, )\Z’, ce ,)\n) f’[l:’f’ 1= 1, e, — 1.

Diskrete Funktionalgleichung: An den Stellen \y = v1,...,vn gilt die Funktionalglei-
chung

AD N g, ) (Pa(A, Azy - 20) = DA — 1, A2, ..., An). (6.2)
Der Operator A,(ll)()\l, A2, ..., Ap) ist definiert durch

AP (N, A2, M) (B) = CS) Spury, (Tén—l,n(/\ly)\n) - Ria(A, Xe) (I @ B)

(1 ® ¢°%%: @ I®<"*1>) (q s(P) (s(1) ) ® I®<’H>) Ri202, M) - Rty A1)
(

O —

3)

fir B € End(V®"). Die Konstante ist gegeben durch

n

. _AfM 1) 1 Tot
Cy' = o —1) l]__[C (A1, ) = P()\l—l)gcb (A1, Ar).-
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6.2. Der n-Platz-Dichteoperator fiir n = 1,2

Aus der Invarianz des Dichteoperators unter der z-Komponente des Gesamtspins folgt zu-
sammen mit der Reduktionsbedingung®

1
Dl()q) = §I+m()\1)2Sz.

Die Funktion m entspricht der Magnetisierung und ist gegeben durch

_ 1 A§(u)  ch(an)
sh(an) Ao(A1)  sh(an)’

m(A1)

Der Ausdruck fiir Dy(A1, A2) enthéilt nach Ausnutzen der Invarianz und der Kombination aus
Intertwining-Relation und Reduktionsbedingung - wie in Kapitel 5 - noch zwei unabhéingige
Korrelationsfunktionen. Um fiir diese entkoppelte Funktionalgleichungen zu bekommen, ist
eine geeignete Basis aus Operatoren zu wahlen. Zu diesem Zweck wird die Konstruktion

des Operators 2X81’2)()\1, A2) an die a-Abhéngigkeit von A, (A1, A2) angepasst.

6.2.1. Konstruktion der Operator-Basis fiir n = 2

Der L-Operator sei durch Gleichung (5.12) gegeben. Die Konstruktion der Monodromiema-
trix, gegeben in Gleichung (4.15), wird modifiziert zu

A A A — A AL — A
T2[1]<a; 1+ 2)::L§<1 2—1>(anI§®IQ)L2<1 2):

2 2 2
[% n g} Fgst [% n g} Fgs (6.4)
I ¢ I N
A A W
a/ 3 4/ 2

Der néchste Schritt besteht in der Berechnung des Operators

1 AL+ A
Try,, <T§” <a; Lt 2)) € End (V2 @ V3) (6.5)
[A12], 2

mit Hilfe des Spurfunktionals (5.13). Nach den Regeln in Anhang A.2 gilt:

Me—1+H| glMe+1+H
T‘r)\12<|: 92 :| qH|: 2 :|>
q q
M2—1—H| glre+1—-H
- ([ [t ),
q q

Ao—14+H] y[rhe+1-H .
([P ] [t ) ) o ),
q q

1 Alternativ gewinnt man das Ergebnis aus dem Eindeutigkeitssatz.
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Ao—1—H A2+ 1+ H
Try,, ({12 5 ] ¢ [12 5 ] ) = Try, (¢*"FE),
q q

H-1

) _
Try,, (q_( > Eq*UF q%) = Try, (¢*"FE),

und
(H-1)

Try,, (Fq%anqf 2 E) = Try,, (anEF) .

Die restlichen Kombinationen verschwinden. Daraus folgt
Tr (qO‘HN)
w{ Ar+A2\) Tr (¢“HEF) Tr(¢“"FE)
Toxz (T2 <O" 2 >> - Tr (¢*?EF) Tr (¢*HFE)
Tr (¢“F V)

mit der Abkiirzung N := [)‘UEHH} [)‘12_1+H] .

q q
Mit Hilfe von Gleichung (A.5) fiir den Casimir-Operator C' folgt

o ‘et L
Try (q HC') :(Z_qgl)QTr(q H)

Einsetzen des expliziten Ausdrucks fiir C, gegeben in Gleichung (A.6), liefert

—1+H | 1-H
(6% (6% +
Try (¢*7C) = Tr <q #l__ T ff 3
(¢—qh)
1 71q(o¢+1))\ _ q—(oc-i-l))\ q(a—l))\ _ q—(oc—l))\
)2

aH

(g—q!
Es folgt
A A o\ —aA

(q—q V)2 (¢ —q7®)

R ! glet DA — g=latDA N g DA _ g=(a=1A
(q—q)° g+ _g=r) T T e -1 |-

Auf gleiche Weise ergibt sich

Tr)\ (anFE) _ q)\ + q—/\ qoa/\ _ q—a)\
(¢—q)* (@ —q )

1 q(aJrl))\ _ qf(aJrl))\ _lq(afl))\ _ qf(afl))\
1)2 ’

(¢—q K qletl) — g—(atl) ta glo—1) — g—(a-1)

Fiir den noch fehlenden Wert findet man

o q+ q—l qoz)\ . q—oc)\
Try (¢*"N) = - (G—q )2 ¢"—q°
N 1 )\q(a—l-l))\ _ q—(a—l—l)/\ N ) q(a—l))\ _ q—(a—l))\
(=g )2 gD — g—(atD) q g0 — g1 )
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6.2. Der n-Platz-Dichteoperator fiirn = 1,2

Damit ist der Operator (6.5) explizit bekannt. Anwenden auf die gekreuzten U (slz)-Singuletts

513512 liefert den Operator QX(()I’2)()\1, A2; @), der in diesem speziellen Fall ein Element aus
Vi® Vo ® V5 ® Vi ist. Nach Anwenden der Vektor-Operator-Dualitét, siehe Gleichung (5.4),
ergibt sich (bei gleicher Bezeichnung),

—Tr (¢*"FE)
2X(§172)()\1a Ao @) 1= Sshh(()\ﬁg) TTrr(E]:lejVE)’) T‘Trr(g%fé\g)
—Tr (qO‘HEF)
Dieser Operator erfiillt per Konstruktion die Funktionalgleichung
Aél)(kl, Ao ) 2X(()1’2)()\1, Ag;a) = —p(A1 — 1) 2X(()1,2)()\1 — 1,95 ). (6.6)

Dies folgt aus dem in Anhang B zitierten Beweis der Funktionalgleichung fiir den Fall
a = 0. Dieser beruht darauf, fiir natiirliche Dimension des Hilfsraumes der Transfermatrix
in der Konstruktion des X-Operators (5.14), die Spurbildung iiber diesen Hilfsraum nach

Anwendung von A%l) mit der in der Konstruktion von AS) vorkommenden Spurbildung,
zu fusionieren. Auf diese Weise ergibt sich wieder ein Operator vom Typ (5.14), dessen
Konstruktion - verglichen mit dem Urbild - ein Hilfsraum mit um eins erhéhter Dimension
zugrunde liegt. Man verifiziert leicht, dass dies fiir Abhingigkeit des Operators AS) vom
Alpha-Parameter immer noch funktioniert, wenn analog zur a-Abhéngigkeit des Operators

AS}) in die Definition der X-Operatoren a-Abhéngigkeit eingebaut wird, wie in Gleichung
(6.4) geschehen.

Per Konstruktion léasst sich 2X51’2)()\1, A2; @) als Linearkombination
2 X" (A1, i a) = sh(anAia) X (A1, Ae) + ch(aniia)Y (A1, Ag)
mit von « unabhéngigen Operatoren X und Y schreiben. Fiir die beiden Operatoren
Eo (A1, A2) == 4sh(n) (X (A1, A2) = Y(A1, A2))

und

Efa()\l, )\2) =4 Sh(’l7) (X()\l, )\2) + Y()\l, )\2))
folgt aus Gleichung (6.6) die Funktionalgleichung
AV (M, Ag; ) (Ba (M, A2)) = —e®Tp(Ay — 1) Ea(Ag — 1, Ag)

bzw.

A, Ags ) (B_a(M1, A2)) = —e¥p(A1 — 1) E_o(A1 — 1, Aa).

Die sechs auf der folgenden Seite definierten Operatoren A — F' bilden eine Basis der
2?21 (S.),-invarianten Operatoren auf End(C? @ C?).
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e

_p—Qan
A(M, Aa) := 2sh(n) ch(n) C

e

+ 2sh(nA12) ch(n) _ sho(an) Sh(gn) — 2ch(nA12) sh(n) ’ chlom)

B, \o) = 2ch2(n)sh(an) | 5 0 -1 0

—2ch(nA12) ch(n) sh(an)

_ O

e L
08| D Ae) = hi

- sh(nAi2) 1
1

-1
C(Al,)\Q) = ch(n)
_ch(n/\lg)

0 0
E()‘17>\2) = 0 0 ) F(Ala/\Q) =

o O
o O

e
Es gilt

Ch(n)qg)
= R T s =T (A — e

ch(nAiz) sh(n(a + 1)) sh(n(a = 1))
2 sh(nA12) sh(an) CO\IM\Q))

B(A1, A2)

und

1
Bal ) =~ e ey (A

Ch(n)\lg)
Sh(n)\lz)
ch(nA12) sh(n(a 4 1)) sh(n(a — 1))
sh(nA12) sh(an) ¢l )\2)) '

E—a()\h /\2), C()\l, /\2), D()\l, /\2), E(/\l, )\2) und F()\l, )\2) Wer-

den als Basis des Raumes der 2?21 (S.),-invarianten Operatoren gewéhlt. Beziiglich dieser
Basis wird der Ansatz

B(A1,A2)

Die Operatoren E, (A1, A2),

Da(A1,A2) =eq(A1, A2)Eq (A1, A2) + e_a(A1, A2)

E_a()\l, )\2) + C()\l, )\2)0()\1, )\2)
+ d(M\, \2)D

(A1, A2) +e(Ar, A2) E(A1, A2) 4 (A1, A2) F'(A1, A2)
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6.2. Der n-Platz-Dichteoperator fiirn = 1,2

fiir den Dichteoperator gemacht. Die Koeflizienten ¢, d, e und f ergeben sich durch Kombi-
nation von Intertwining-Relation und Reduktionsbedingung zu

c(A1, A2) = (1 + p(A1)p(A2) — ch(an) (p(A1) + p(A2))),

4sh?(am)

d(A1, A2) = 4Shtan) (p(A1) = p(X2)),

(6.7)

e(A1, Ao) = A1) + p(A2))

1
4sh(an) (ol
1

J(A1,A2) = 2sh(an)’

Aus Gleichung (6.2) folgen diskrete Funktionalgleichungen fiir die Koeffizienten e, und e_,,.

Die Bilder der Operatoren C, D, E und F unter Agl) finden sich im Anhang C, Gleichung
(C.1). Aus Gleichung (6.2) folgen durch Koeffizientenvergleich die entkoppelten Funktional-
gleichungen

p()\l)ea()q — 1, )\2) = —€an€a()\1, )\2)

1 sh(an) (sh(n)sh(n(Ai2 — 1)) ch(an) — ch(n) ch(n(rz — 1))sh(om))c(A )
4 ch(nhi2) ch(n(Arz — 1)) sh(n(Ar2 — 1)) D7 (6.8)
1 sh(an) (sh(n)ch(n (Alrl))ch(an) — ch(n )sh(n(hr1))sh(om)>e(A M)
 4sh(phn) ch(n(Ai2 — 1)) sh(n(Aiz — 1)) b

und

p(/\l)e_a(/\l — 1, )\2) = —e_o‘”e_a()\l, 2)

1 sh(an) (sh(n)sh(n(Az2 — 1)) ch(an) + ch(n) ch(n (Mz—l))sh(cm))c(A )
4 ch(nA12) ch(n(Mz — 1)) sh(n(A2 — 1)) L2270 (6.9)
1 sh(an) (sh(n) ch(n(m—l))ch(an)+ch( ) sh(n (Alz—l))sh(cm))e(A 2)
4sh(nhi2) ch(n(M2 — 1)) sh(n(A2 — 1)) LAz

fir Ay € {v1,...,vn}. Fiir die iibrigen vier Funktionen folgt in diesem Fall das durch die

Gleichungen (6. 1 0) gegebene System von gekoppelten Funktionalgleichungen.

(
p(A)e(M — 1, A2) = —ch(an)e(A1, A2)
p(A1)d(A — 1, A2) = —sh(an)c(Ar, A2) + f(A1, A2) — ch(an)e(Ar, A2) (6.10)
p(A1)e(A — 1, A2) = sh(an)e(A1, A2) + ch(an)e(Ar, \2) '

)

p(A1)f(M =1, A2) = d(M1, A2) + e(A1, A2)
Man verifiziert leicht, dass die Funktionen (6.7) diesen Gleichungen geniigen.

Zwischen e1, (A1, A2) und den Funktionen v4,(q™, ¢*?) aus [6] besteht der Zusammen-
hang

1 L e 1 sh(n\i2)
xa(M,he) =+ Gna(eM, %) + e BRI (14 5 )p(0a))
12)

1 ch(n 1 sh(nAi2) ch(an)

A
iﬁm(ml) — (%)) — 15 ) shon] (PO + p()).
(6.11)
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6. Der 2-Platz-Dichteoperator der XXZ-Kette mit Magnetfeld und Alpha-Parameter

Einsetzen von (6.11) in (6.8) und (6.9) fithrt auf die diskrete Funktionalgleichung

eanwa(qkl’qh) + P(Al)wa(qh_17 CJM) - meanp()\2) n (;1111(87(();\1122_—11)))))’

(6.12)

aus [6].

Der niichste Schritt bestiinde darin, das Analogon des Operators €2, in Gleichung (5.21)
anzugeben, so dass sowohl die diskrete Funktionalgleichung (3.6) beziiglich des Operators
(3.11) als auch die Asymptotik-Bedingung (6.1) erfiillt ist. Eine solche Verallgemeinerung
wurde in [8] fiir den Grenzfall & — 0 gefunden. Nach den Ergebnissen der Arbeiten [6,37]
ist dies auch fiir allgemeines « moglich. Es ist aber anhand der jeweiligen Ausdriicke nicht
offensichtlich, dass Gleichung (3.6) erfiillt ist.
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Das Ziel dieser Arbeit war, einen moglichst einfachen Beweis fiir die Faktorisierung der
Korrelationsfunktionen des Heisenberg-Modells im thermodynamischen Limes bei endlicher
Temperatur (im feldfreien Fall) zu finden. Dieser sollte moglichst das Potential zur Verall-
gemeinerung auf andere Modelle haben.

Dies ist gelungen. Der erste Schritt bestand in der Betrachtung der Trotter-Suzuki-
Abbildung der Spin-1/2-Heisenberg-Kette auf ein Sechs-Vertex-Modell. Dieses wurde durch
die Einfiihrung von sowohl vertikalen als auch horizontalen Spektralparametern inhomogeni-
siert. Zur Konstruktion des n-Platz-Dichteoperators im thermodynamischen Limes geniigen
fiir endliche Temperatur - im Gegensatz zum Fall fiir Temperatur null - endlich viele Trans-
fermatrizen in horizontaler Richtung.! Es folgt, dass die Korrelationsfunktionen fiir endliche
Temperatur rationale Funktionen der vertikalen Spektralparameter sind, wobei der Nenner
bekannt und der zugehorige Zéhler polynomial und von beschréanktem Grad in jedem der
Spektralparameter ist.

Darauf aufbauend wurde in Kapitel 3 eine Charakterisierung des inhomogenen n-Platz-
Dichteoperators des Heisenberg-Modells bei endlicher Temperatur im thermodynamischen
Limes gefunden. Es zeigte sich, dass es geniigt, diesen als Funktion eines der n vielen verti-
kalen Spektralparameter zu betrachten. Mit Hilfe der Konstruktion iiber das Sechs-Vertex-
Modell wurde eine Funktionalgleichung vom Differenztyp hergeleitet, die fiir eine endliche
Menge von Spektralparameterwerten erfiillt ist. Die erlaubten Werte entsprechen gerade
den Werten der horizontalen Spektralparameter. Die Herleitung dieser diskreten Funktio-
nalgleichung beruht auf den Eigenschaften der R-Matrix des Heisenberg-Modells sowie der
Betrachtung des thermodynamischen Limes. Die gefundene Funktionalgleichung entspricht
einer diskreten Version der sogenannten reduzierten g-Knizhnik-Zamolodchikov-Gleichung,
welche der inhomogene n-Platz-Dichteoperator des Heisenberg-Modells im Grundzustand
erfiillt. Das Ergebnis von Kapitel 3 war der Beweis, dass die diskrete Funktionalgleichung
- zusammen mit der Asymptotik - den inhomogenen n-Platz-Dichteoperator fiir endliche
Temperatur eindeutig bestimmt (Eindeutigkeitssatz). Die Asymptotik-Bedingung besitzt
dabei rekursiven Charakter, da sie den n-Platz- mit dem (n — 1)-Platz-Dichteoperator in
Beziehung setzt.

Die Herleitung der diskreten g-Knizhnik-Zamolodchikov-Gleichung und der Beweis des
Eindeutigkeitssatzes erlauben auflerdem die Einbeziehung eines homogenen &dufleren Ma-
gnetfeldes sowie eines in [13] eingefithrten weiteren Regularisierungsparameters (Alpha-
Parameter), der einem ,einseitigen“ Magnetfeld entspricht.

Aus dem Eindeutigkeitssatz lasst sich die Struktur der n-Platz-Korrelationsfunktionen

1 Genauer gesagt liefert diese Konstruktion eine Approximation des n-Platz-Dichteoperators und es ist noch
der Trotter-Limes durchzufiihren (siehe Kapitel 2.3).
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nicht unmittelbar ablesen. Seine Bedeutung liegt vielmehr darin, von einem Ansatz, den man
fiir den Dichteoperator konstruiert hat, zu zeigen, dass er diesen wirklich liefert. Auf diese
Weise wird in Kapitel 4 der inhomogene n-Platz-Dichteoperator der XXX-Kette konstru-
iert. Die Konstruktion einer Losung der reduzierten q-Knizhnik-Zamolodchikov-Gleichung,
welche die analytischen Eigenschaften der Grundzustands-Korrelationsfunktionen besitzt,
wurde in [9] erreicht. Die analytischen Eigenschaften der Loésung werden dabei von einer
einzigen 2-Punkt-Funktion bestimmt. Diese wird daher als , physikalischer® Anteil der Kon-
struktion bezeichnet. Die Vermutung aus der Berechnung der Korrelationsfunktionen mittels
der Vielfachintegraldarstellung [7] war, dass im Ausdruck fiir den n-Platz-Dichteoperator
fiir Temperatur null lediglich diese 2-Punkt-Funktion durch die entsprechende Funktion bei
endlicher Temperatur ersetzt werden muss, um den n-Platz-Dichteoperator bei endlicher
Temperatur zu erhalten. Dies wurde in Kapitel 4 durch den Nachweis bewiesen, dass besag-
ter Ausdruck die charakterisierenden Figenschaften des Eindeutigkeitssatzes besitzt. Dazu
wurden die Eigenschaften der in [9] konstruierten Operatoren, des sogenannten ,algebrai-
schen“ Anteils, benétigt. Es wurde deutlich, dass die beiden Fille parallel behandelbar
sind: dieselbe algebraische Konstruktion plus ein physikalischer Anteil, der die analytischen
Figenschaften bestimmt.

Zur Berechnung der (inhomogenen) 2-Punkt-Funktion wurde eine Integralformel her-
geleitet. Diese ist durch die Losung einer linearen und einer nichtlinearen Integralglei-
chung bestimmt. Der inhomogene n-Platz-Dichteoperator fiir endliche Temperatur ist damit
vollstéindig angegeben. Die Integralformel erlaubt die Spezialisierung der Inhomogenitéiten
auf die physikalischen Werte sowie die Bildung des Trotter-Limes. Dies fithrt auf die Inte-
gralgleichungen fiir die wirkliche physikalische 2-Punkt-Funktion bei endlicher Temperatur.
Eingesetzt in den Ausdruck fiir den inhomogenen n-Platz-Dichteoperator folgt wie fiir Tem-
peratur null [11], dass der homogene Limes des Ausdrucks existiert.

In Kapitel 5 wurde fiir den Fall der XXZ-Kette der inhomogene n-Platz-Dichteoperator
bei endlicher Temperatur im thermodynamischen Limes konstruiert. Im Unterschied zum
isotropen Fall wurden zwei 2-Punkt-Funktionen zur Beschreibung des Ergebnisses benotigt
[12]. Die Argumentation war analog zur Behandlung des isotropen Falls mit Hilfe der Kon-
struktion des ,algebraischen“ Anteils aus [12] moglich.

Mittlerweile existiert ein Beweis fiir die Faktorisierung der Korrelationsfunktionen bei
endlicher Temperatur fiir den allgemeinen Fall der XXZ-Kette in einem dufleren Magnetfeld
und mit zusétzlichem Alpha-Parameter [37]. Dieser beruht auf der in [13,14] entwickelten
Konstruktion der sogenannten fermionischen Operatoren. Der in der vorliegenden Arbeit
beschriebene Zugang mit Hilfe der in Kapitel 3 beschriebenen Charakterisierung wurde
davon unabhéingig entwickelt. Er beruht - wie oben erldutert - auf der Beschreibung des
physikalisch interessanten Objektes durch einen vollstéindigen Satz von Funktionalgleichun-
gen. Die Erwartung ist, dass dieser Zugang Potential fiir Verallgemeinerungen auf andere
Modelle besitzt.

Im letzten Kapitel wurde der soeben angesprochene Fall der XXZ-Kette in einem homo-
genen duBleren Magnetfeld und mit zusétzlichem Alpha-Parameter behandelt. Es wurden
der 1- und der 2-Platz-Dichteoperator explizit konstruiert. Dazu war insbesondere die Kon-
struktion des ,algebraischen Anteils aus [12] an die Abhéngigkeit vom Alpha-Parameter
anzupassen. Wie in [13] erldutert, vereinfacht sich die Beschreibung durch die Einfithrung
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dieses Parameters, so dass hier nur eine 2-Punkt-Funktion in die Beschreibung des 2-Platz-
Dichteoperators einging?. Dieser Fall wird auch durch den in Kapitel 3 bewiesenen Eindeu-
tigkeitssatz abgedeckt. Der Nachweis, dass die bereits gefundenen Formeln [6,37] fiir den
n-Platz-Fall die Bedingungen des Eindeutigkeitssatzes, insbesondere die diskrete Funktio-
nalgleichung, erfiillen bzw. die Herleitung eines entsprechenden Ausdrucks bleibt als Projekt
fiir die Zukunft.

Ein weiteres Zukunftsprojekt ist die Untersuchung der oben schon kurz angesproche-
nen Frage, inwieweit der hier vorgestellte Zugang auf andere Modelle verallgemeinert wer-
den kann. Dazu ist zunéchst festzustellen, dass fiir die Herleitung der Funktionalgleichung
die Crossing-Symmetrie der R-Matrix des Heisenberg-Modells benutzt wurde. Diese folgt
aus einer bestimmten Eigenschaft der U, (sl2)-Evaluationsdarstellungen. Daher besteht das
grofite Verallgemeinerungspotential fiir Modelle, die auf Uq<;\lz) basieren. Darunter fal-
len entsprechende Modelle zu hoherem Spin. Unter diesen nehmen die Temperley-Lieb-
Modelle eine besondere Stellung ein, da sie eine hthere Symmetrie besitzen und daher eine
einfachere Gestalt des Dichteoperators zu erwarten ist, dhnlich wie dies fiir den Uy,(sly)-
invarianten XXZ-Hamiltonian im Vergleich zum generischen XXZ-Modell der Fall ist [18].
Der Schritt zu hoherer Dimension der Ein-Teilchen-Zustandsrdume bzw. zu héherem Spin
ist aber nichttrivial. Der wesentliche Punkt der in Kapitel 3 gefundenen Charakterisierung
bestand namlich darin, fiir den inhomogenen n-Platz-Dichteoperator ein geschlossenes Sys-
tem von (Funktional-)Gleichungen herzuleiten, dass diesen eindeutig festlegt. Dabei gin-
gen die analytischen Eigenschaften beziiglich der Spektralparameter wesentlich ein. Fiir
hoheren Spin werden diese komplizierter, so dass zusétzliche charakterisierende Bedingun-
gen beriicksichtigt werden miissen. Fiir den Fall der Modelle zu hoherem Rang besteht
wegen der fehlenden Crossing-Symmetrie der zugrunde liegenden R-Matrizen zusétzlich die
Herausforderung, zunéchst ein geschlossenes System von Funktionalgleichungen herzuleiten.
Es besteht aber die Hoffnung, dass diese Schwierigkeiten iiberwunden werden kénnen.

2 Letztere ist in diesem Fall abhingig von einem diskreten Parameter, der zwei Werte annehmen kann.
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A. Die verallgemeinerten Spurfunktionale

Dieser Anhang stellt die Eigenschaften der beiden verallgemeinerten Spurfunktionale aus
[9,12] zusammen.

A.1. Das Spurfunktional fiir die XXX-Kette

Es wird in [9] eine verallgemeinerte Spurfunktion benotigt. Diese ist definiert als die C[z]-
lineare Abbildung
Tr, : U(sly) ® Clz] — Clz],

die bei Wahl der (k + 1)-dimensionalen Darstellung 7*) fiir U(sly) der gewshnlichen C-
linearen Spur entspricht, d.h.

Tris(4) = Spuryay (7¥(4))  fiir alle A € Usla).
Dies legt die Abbildung eindeutig fest. Sie besitzt die folgenden Eigenschaften:
Try(AB) = Tr,(BA)
Try(1) ==
Fiir die Spur iiber die Elemente der Poincaré-Birkhoff-Witt-Basis von U (sls),
{E“H"FC; a,b,ce N} : (A1)

gilt
Tr,(E°H°F¢) =0 fir a#c.

Die Spuren der iibrigen Elemente von (A.1) ergeben sich mit Hilfe der Gleichung

.y, _ sinh(zz)
Tra(e™) = sinh(z)
und der Bedingung
2 —1
Tr,(CA) = Try(A), Ae€U(sle)® Clx] (A.2)

fiir den Casimiroperator C.

Die Funktion Tr, besitzt ferner die Eigenschaften:

Try(A) = Try(A)) falls @, (A) = @, (4",
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A. Die verallgemeinerten Spurfunktionale

wobei

wy : U(sle) ® Clz] — (U(sly) @ Clz]) /1

ist. I, ist das 2-seitige Ideal in U(sl2) ® Clz], das von C' — m22_1 erzeugt wird.

Ferner gelten
Tr_,(A) = —Try(A)

und

Try(A) — ze(A) € (2 — 1)Cl]
fiir die C[z]-lineare Coeins € : U(sly) ® Clz] — Cl[z]. Fiir den Grad Deg im Polynomring
Clx] gilt
m+1;, m=a+b+c even

(A.3)
m; m=a+b+c odd

Deg (Trw(H“EbFC)) < {

A.2. Das Spurfunktional fiir die XXZ-Kette

Fiir das XXZ-Modell mit Anisotropieparameter A = (¢ + ¢~ !)/2 wird die verallgemeinerte
Spur definiert als die C[¢, {~!]-lineare Abbildung (mit ¢ = ¢*)

Ty : Ug(slz) ® C[¢, ¢ = AC[¢, ¢ @ C[¢, ¢

mit der Eigenschaft
TI')HC(AB) = TI')“C(BA).

Eine Basis von Typ Poincaré-Birkhoff-Witt fiir Uy (sl2) ist gegeben durch

{E“quFC; a,ceN,be Z} : (A.4)
Es gelten
Tr/\vc(anbHFC) =0 fir a#c
und
A; m=0
_ C+¢!
Try¢(CA) = —5 Tt (A) (A.5)
(¢—q")
fiir den Casimiroperator
g HH gt
C= + FEF A6
(g—q')? (5.8)

und beliebige Elemente A, B € U, (slz).
Fiir ganze Zahlen k > 0 gilt
Try oy g (4) = tryo (1(4)) (A7)

fiir die gewohnliche C-lineare Spur try, ) iiber die (k+1)-dimensionale generisch irreduzible
Uq(slz)-Darstellung
78 U, (sly) — End(V®), (A.8)
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B. Eigenschaften der X-Operatoren

Dieser Anhang zitiert den Beweis aus [12] beziiglich des Bildes der X-Operatoren mit obe-
rem Index 1 unter dem Operator AS) fiir den Fall der XXZ-Kette.

Gleichung (4.2) in [12]
DX 0 =10 = —AD O A R X (AL A (B.1)

Es reicht, den Fall j = 2 zu betrachten. Der Operator Ag) lésst sich in folgender Weise als
Spur iiber einen 2-dimensionalen Hilfsraum V, = C? ausdriicken:

n

~ | TT P = 10, D+ 10, ) ADO,A) = T (w69 (T ) Pax) P
p=2

Es reicht, Gleichung (B.1) fiir den Fall Ay — Ay = k+ 1 € Z>5 zu beweisen (Lemma 7.1
in [12]). Mit Hilfe der Gleichungen (A.7) und (A.8) wird dazu die Spur iiber Ug(slz) in der

Konstruktion des Operators nXS;? durch die Spur iiber den (k + 1)-dimensionalen Raum

%(k) ersetzt.

Zu zeigen ist also folgende Identitét:

- k42
H Aop —k — l]q Aa2p — k]q Trvc(k-H) (Wékﬂ) (T7[11](A2 — 2)> ) 513812
p=2
k k+1
= TrVa(l) (Wél) (T#]()\Q —k— 1)) Pa,i)Pl,I Trvb(k) <7Tl§ ) <T7£1]( 2 — 2))>31,231,2'
(B.2)
Es wird die Notation
00 = (70 @ 1) (L)
eingefiithrt. Fiir £ = 1 ergibt sich
R()\l, )\2) . firg=1

)\ = (1)1) )\ =
T‘( 172) r ( 1,2) Sh(n)—lR()\l’ )\2) . fiir g # 1.

Um die beiden auf der rechten Seite von Gleichung (B.2) auftretenden Spuren als Spur
iiber das Tensorprodukt der beiden Hilfsriume schreiben zu konnen, stort der Operator
Py 1 =1®I+7r 1(—1) in der Mitte. Der Operator r 1(—1) ist proportional zum Projektor
auf das 2-Platz-U (sl2)-Singulett und es gilt

D Ty (7 (7000 - £55) Jsrzsia =0, (B.3)

81



B. Eigenschaften der X-Operatoren

denn die Operation von rq 1(—1) auf sy 351 o produziert ein Singulett sy 5 und die Spur {iber
V%) enthalt das Produkt

Mit Hilfe von
o 0 ¢ +q*
L(—)L(——l) (L1 _¢
1 5 2 5 81,2 (q— q_l)Q 81,2

woraus fiir jedes A € Uy(slz)

Try (A Ly ( ) Lo (5 - 1)) s12 = [“ 5 AL [“ ‘; ALTU (A) s1.2. (B.4)

folgt, erhdlt man fiir den Spezialfall A = u = X2 Gleichung (B.3). Der Operator P, 7 auf
der rechten Seite von Gleichung (B.2) kann daher durch (I ®1), 1 ersetzt werden. Die rechte
Seite von Gleichung (B.2) lisst sich dann als Spur iiber das Tensorprodukt der Hilfsrdume
umschreiben:

Tr (AB)s; 2512 (B.5)

vy

mit den Operatoren

A=rys(—k— 2)Tlggl) (_k‘ ;— 3> e (T7’[L172]()\2 ke 1)) (k) <T1£1,2} ()\2 Kk —;— 1))

1
B =r42(—k — 1)Tl()k2’1) <k + ) P,1.

Hierbei wurde die Definition
TN i= LA = A3 — 1) - L(A — Ay — 1) Ln(A — An) -~ La(A — A3)

benutzt. Der Raum V(*) lisst sich mit dem symmetrischen Unterraum des k-fachen Ten-
sorproduktes (V(l))®k identifizieren. Es gilt

k—1
V) ~ ﬂ Kern (rb
i=1

D)) cvPe oy (B.6)

i+1,0i

und der Operator rég’l)()\) ist gegeben durch

U[/\-i-—j]q:rka(A—l{;21>...rb1’2<)\+k21>_ (B.7)

Fir A = A\ 2/2 = —(k + 1)/2 ist der Faktor auf der linken Seite von Gleichung (B.7)
von null verschieden. Als néchster Schritt soll gezeigt werden, dass die Spurbildung iiber
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das Tensorprodukt in Gleichung (B.5) durch Spurbildung iiber den zu V*+1) isomorphen
symmetrischen Unterraum ersetzt werden kann. Dazu ist zu zeigen, dass

B (v @ vM) c v

gilt. Es geniigt, die Relation
Tab, (—1)Bsia =0

zu zeigen. Mit Hilfe der Yang-Baxter-Gleichung folgt
ra,bk(—l)Bsm
=1y, 2(—k)rao(—k — 1)ry,_, o(=k+1)--- T’bg,z(—Q)Ta,bk(—1)7’1;1,2(—1)]3@,18172- (B.8)
Durch Ausnutzen der Crossing-Symmetrie, welche fiir die L-Operatoren die Gestalt
La(N)sap = —Ly(=X — 1)sqy (B.9)
annimmt, erhilt man

Tor2(= 1) Fais12 = 1, 2(=1)ra,1(0)s12 = =76y 2(=1)r2.a(=1)s7,2
= Tab; (0)T2,a(_1>51,2'
Die letzten 4 Terme von Gleichung (B.8) lassen sich daher umformen zu

Tab, (= 1)y 2(=1) Py 1812 = Ta b, (= 1)7a, (0)r2,a(—1)87 2
=Taby (O)Tbl,bk(_1)T2,a(_1)51,2-

Angewendet auf einen Vektor aus Va(l) ® %(k) gibt der Singulettprojektor 7, p, (—1) null.
Es folgt

Tr (AB)sy 3512 = Tryygern) (AB)s; 2519

k—1 (B.10)
= Try e (A Ta2(—k — 1)Pa,1rl(;f€f1) (2>> 5125125

vil ey

wobei im letzten Schritt die Crossing-Relation (B.9) benutzt wurde. Der Operator P, 1 in
(B.10) kann aufgrund der Relation

k—1 k+1
a0 () i (557 =0

durch die Identitiit ersetzt werden. Mit Hilfe der Fusionsrelation!

(1,1) kY (k1) 1 Kk (k+1,1)
rb’a (A B 2> T(blv"'»bk)va ()\ * 2> v (k+1) N |:)\ 2 + 1 qr(bvbl,n-»bk)va <)\)

folgt schlieflich Gleichung (B.2). Damit ist der Beweis von Gleichung (B.1) abgeschlossen.

! Der Index (b1,...,bx) steht fiir den symmetrischen Unterraum, siehe Gleichung (B.6).
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C. Details zu Kapitel 6

Die Bilder der Elementarmatrizen unter dem Operator

-1 1
() AP 0n, 2010) = — = sh(n(hz — 1)) sh(n(ha + 1) AL (A, Ao )
p(M —1)
lauten:
1 0
0 0 on 0 0
o 0 | eI EIN G0 e - 1)
0 0
0 0
0 0 _ sh(n(A2 — 1)) sh(n)
an
0 0 — e “sh(n(A2 + 1)) 0 0
1 0
0 0
10 e 0 0
0 0 —sh(n(A12 — 1))sh(n) —sh?(n) )
0 sh®(nA
) (nhiz) (C.1)
0 sh (77)\12)
0 0 e —sh?(n) —sh(n)sh(n(Az — 1))
0 1 0 0
0 0
0 0
00 0 0
an
1o | s g0, - 1) —shin)
0 sh(n)
0 sh(n)
0 1 o —sh(n) —sh(n(A2 —1))
0 — e~ “sh(nAi2) 0 0
0 0
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C. Details zu Kapitel 6

Die Bilder der in Abschnitt 6.2.1 eingefiihrten Operatoren C', D, E und F unter

1

— =AY M
p(A — 1) 2 ( 1, A2; @)

sind gegeben durch

C()\l, )\2) —
—ch(an)C (A1 — 1, A2) —sh(an)D(A1 — 1, A2) +sh(an)E(A1 — 1, \2)
1 sh(an) (sh(n) sh(n(Aiz — 1)) ch(an) — ch(n) ch(n(Mz — 1)) sh(an))

Tch(nhz) h(n(hz — 1)) sh(nCz — 1) Bald =1, %)

1 sh(an) (sh(o) sh(nOhas = 1) chlan) + chio) ehlnns = )shlam)

4 ch(nA12) ch(n(A12 — 1)) sh(n(A2 — 1)) - e
E()\l, /\2) —

—sh(an)C(A1 — 1, A2) — ch(an)D(A\ — 1, A2)
+ Ch(Oz?])E(/\l —1 )\2) + F()\l -1 )\2)
)

_ 1 sh{am) (sh(n) ch(n(iz — 1)) ch(an) — ch(n) sh(n(riz — 1)) sh(an)) , (1 =1, \)
4 sh(nAi2) ch(n(A2 — 1)) sh(n(Ai2 — 1)) “ ’
1 sh(an) (sh(n) ch(n(hz — 1)) ch(an) + ch(n) sh(n(iz — 1)) sh(an)) (1 =1, 0)
4 sh(nAi2) ch(n(A2 — 1)) sh(n(Ai2 — 1)) - e
D()\l,)\g) — F()\l -1 )\2)
F(/\l, )\2) —> D()\l — 1, )\2).
(C.2)
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