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Einfiihrung

Lokalkonvexe Tensorprodukte gehen im wesentlichen auf A. Grothendieck zuriick, der sie Anfang
und Mitte der 50er Jahre ausfiihrlich studierte ([Gro]). Ihre immense Bedeutung verdanken diese
u.a. der Tatsache, dafl oftmals Rdume von Operatoren, vektorwertigen Funktionen etc. Tensor-
produktdarstellungen besitzen. Die dortigen Surjektivitéitsprobleme, wie die von vektorwertigen
partiellen Differentialoperatoren mit konstanten Koeffizienten, korrespondieren dann mit Exakt-
heitsbetrachtungen der Tensorierung, vgl. [KabVog] und [Vog9].

Anfang der 70er Jahre legte V.P. Palamodov mit seiner Arbeit [Pal] das Fundament fiir den Ge-
brauch kategorieller und homologischer Methoden in der Funktionalanalysis, ohne jedoch Tensor-
produktfunktoren und deren Rechtsableitungen zu erwihnen. Wihrend in der Folgezeit Ext! fiir
Fréchetrdume, deren Verschwinden mit dem Zerfallen von sogenannten Erweiterungen gleichkommt,
vor allem in Arbeiten von D. Vogt ([Vogl], [VogT7]) beriicksichtigt wurde, wurde bei Resultaten bzgl.
der Exaktheit tensorierter Sequenzen bisher ganz auf homologische Methoden verzichtet.

Jenen Rechtsableitungen von Tensorproduktfunktoren, die von der Kategorie der Fréchetraume in
die Kategorie der linearen Rdume agieren und deren Verschwinden im engen Zusammenhang mit
der Exaktheit von tensorierten Sequenzen stehen, ist diese Arbeit gewidmet.

In Kapitel 1 wird das Problem der Exaktheit, wenn man so will, in seine Grundbestandteile zerlegt:
Tensorierung und Vervollstindigung. Hervorzuheben sind hierbei Bedingungen an die vorgegebene
exakte Sequenz bzw. an den an die Sequenz tensorierten Raum, welche zwangslédufig zu den soge-
nannten ®-Sequenzen von W. Kaballo und D. Vogt ([KabVog]) bzw. den - und e-Réumen von R.
Hollstein ([Holl, Hol2, Hol3]) fiihren.

In einem zweiten Kapitel wird das homologische Werkzeug aufbereitet und eines der zentralen
Theoreme dieser Arbeit formuliert und bewiesen. Dieses stellt in Anwendungssituationen eine enge
Verbindung zwischen der ersten Rechtsableitung von sogenannten o-stabilen Funktoren und proj*
her. Die Annullierung von proj! wurde von vielen Autoren studiert. An erster Stelle sind sicherlich
die Urviiter V.P. Palamodov ([Pal]) und V.S. Retakh zu nennen.

Im dritten Kapitel werden wir mit géngigen Methoden der proj'-Theorie und unter der Langen-
bruch’schen Beobachtung ([Lan]), da man bei den hinreichenden Bedingungen fiir proj* = 0 in
[BraVog] bzw. [FreWen| die Reihenfolge der Quantoren umstellen kann, notwendige und hinrei-
chende Bedingungen fiir das Verschwinden von Tor® herleiten, die wir Ss-Bedingungen nennen
wollen. Hierbei beschranken wir uns bei der Tensorierung auf die Struktur von (LB)-R&umen. Ver-
tauschungseigenschaften von (LB)-Rdumen mit Banachrdumen im tensoriellen Sinne erweisen sich
dabei rechentechnisch als sehr giinstig.

Im darauffolgenden Kapitel werden wir die Vogt’schen vier Standardfiille der Ext-Theorie ([Vogl],
[FreWen|]) iibertragen, sprich eine Charakterisierung fiir Tor' = 0 in nuklearen und (Ko-)Kothe-
Situationen angeben. Dabei kristallisiert sich eine gewisse Symmetrie heraus. Wihrend die nuklea-
ren Situationen unabhéingig von der gewéhlten Tensornorm sind, fallen die (Ko-)Kothe-Félle bzgl.
der Betrachtung der projektiven bzw. injektiven Tensornorm auseinander.

Kapitel 5 ist einem Resultat von A. Grothendieck gewidmet, der in [Gro] die Tonneliertheit des
vollstdndigen projektiven Tensorprodukts eines Ko-Kétheraums vom Typ eins mit einem Koéthe-
raum vom Typ eins charakterisierte. Wir werden dieses Resultat unter milden Voraussetzungen
fiir beliebige Fréchetraume verallgemeinern, eine Verbindung zu Vogts S3-Bedingung und Tor! =0
herstellen.

Abschlieflend wollen wir mittels einer Zerlegunsgsmethode von H.J. Petzsche ([Pet]) in A-(£2)-
Situationen hinreichende Bedingungen fiir Tor' = 0 angeben, was mit der Vogt-Wagner’schen
Splitting-Theorie im Ext-Fall korrespondiert (vgl. [Vogl], [Vog6], [Vog7]) und als Abstraktion der
Resultate in [Vog6] und [Vog8] anzusehen ist.

Sowohl theoretische als auch praktische Anwendungen sind an entsprechenden Stellen in die Arbeit
eingebaut. Hierzu gehoren Charakterisierungen der Eigenschaft A, von Quojektionen etc. mittels
Tor' = 0 und die Betrachtung von vektorwertigen partiellen Differentialoperatoren mit konstanten
Koeffizienten.
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1 Praliminarien

Wir setzen voraus, dafl der Leser mit den Begriffen Kategorie, Funktor und natiirliche Transforma-
tion vertraut ist. Wenn wir von einem Funktor sprechen und nichts dazu schreiben, so sei dieser
kovariant. Des weiteren seien die in dieser Arbeit auftretenden lokalkonvexen Riume, wenn nichts
anderes gesagt wird, separiert. Ist F' ein lokalkonvexer Raum, so notieren wir mit Uy (F') das System
aller Nullumgebungen in F' und mit cs(F') das aller stetigen Halbnormen auf F. Eine absolutkon-
vexe Teilmenge B eines linearen Raumes E hei$t Banachkugel, falls Span(B) = [J,~, t- B, versehen
mit dem Minkowski-Funktional pp(z) := inf{t > 0 | € t- B}, ein Banachraum ist. Fir die-
sen Banachraum schreiben wir dann kurz Ep bzw. [B]. Die absolutkonvexe Hiille einer Teilmenge
A eines linearen Raumes E bezeichnen wir mit I'(A). Mit Bx notieren wir den abgeschlossenen
Einheitsball eines normierten Raumes X.

Fiir weitere Standardbezeichnungen lokalkonvexer Rdume und die, hier teilweise nicht explizit zi-
tierten, klassischen S#tze der Funktionalanalysis verweisen wir auf das Lehrbuch [MeiVog].

1.1 Grundbegriffe der Kategorientheorie

Wie in der Einleitung n#&her beschrieben, wollen wir die Exaktheit der Fortsetzung tensorierter
Sequenzen zu ihrer Vervollstdndigung untersuchen. Dazu werden wir uns in diesem Abschnitt
zunichst mit dem kategoriellen Exaktheitsbegriff beschéftigen und die dafiir nétigen Definitionen
aus [Pal] wiederholen. Bevor wir uns dann ganz dem Vervollstéindigungsfunktor zuwenden, wollen
wir uns kurz mit projektiven und induktiven Limesfunktoren befassen.
Eine Kategorie C heifit additiv, falls sie folgende Eigenschaften erfiillt:

i) Die Morphismenmengen von C tragen abelsche Gruppenstruktur, so dafl die Verkniipfung von
Morphismen bilinear ist.

ii) C besitzt ein Nullobjekt 0, d.h. fiir jedes C-Objekt F' sind die Morphismenmengen Mor(0, F')
und Mor(F', 0) einpunktig. Wir notieren dann fiir C-Objekte F, G die Komposition ' — 0 —
G mit 0 := OF,G-

iii) C hat endliche Koprodukte, d.h. zu jeder endlichen Familie (F))xea von C-Objekten exi-
stiert ein C-Objekt @, F zusammen mit einer Familie (i, : F, — @ycp FA)uea von C-
Morphismen, so daf§ folgende universelle Eigenschaft gilt: Zu jeder Familie (f, : F}, — G) ea
von C-Morphismen existiert genau ein C-Morphismus f : @,y FA — G mit foi, = f, fiir
alle € A.

Wir nennen einen Funktor R : C — D zwischen additiven Kategorien additiv, falls R(f + g) =
R(f) + R(g) fiir alle f,g € Morc(F, G) gilt (F,G € Obj(C)).

Sei nun C eine additive Kategorie und f : F' — G ein C-Morphismus. Wir definieren: Ein C-Objekt
ker (f) zusammen mit einem C-Morphismus k : ker (f) — F mit f o k = 0 heilt Kern von f, falls
folgende universelle Eigenschaft erfiillt ist: Fiir jeden C-Morphismus g : H — F mit fog = 0
existiert genau ein C-Morphismus h : H — ker (f) mit ko h = g:

=0

(f) —— F
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7 G
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Dual hierzu wird (coker (f),p), der Kokern von f, eingefiihrt:

im (f) := ker (coker (f)) und coim (f) := coker (ker (f)) heiflen das Bild bzw. Kobild von f. Wei-
ter nennen wir f einen Monomorphismus (Epimorphismus), falls ker (f) = 0 (coker (f) = 0) ist.
Monomorphismen, die zugleich Epimorphismen sind, heiflen Bimorphismen.

Besitzt f Kern und Kokern, so existiert nach den universellen Eigenschaften von im (f) und coim (f)
genau ein C-Morphismus f : coim (f) — im (f), so daf das folgende Diagramm kommutiert:

f

| ]

Ist f ein Isomorphismus (d.h. es gibt einen C-Morphismus g mit fog = id und go f = id), so heif}t
f ein Homomorphismus. Diesen nennen wir Monohomomorphismus ( Epihomomorphismus), falls er
zusétzlich ein Monomorphismus (Epimorphismus) ist.

Damit kénnen wir nun halb-abelsche Kategorien definieren, die eine besondere Rolle in der funk-
tionalanalytischen Kategorientheorie spielen:

Definition 1.1.1 Eine additive Kategorie C, in der jeder C-Morphismus f Kern und Kokern besitzt
und der induzierte C-Morphismus f ein Bimorphismus ist, heifit halb-abelsch. Ist zudem jeder C-
Morphismus ein Homomorphismus, so nennen wir C abelsch.

Beispiel 1.1.2 Betrachten wir einige Beispiele, mit denen wir arbeiten werden:

i) Die Kategorie LKXR der nicht notwendig separierten lokalkonvexen Riume und stetigen li-

nearen Abbildungen ist halb-abelsch. Ist f : FF — G eine stetige lineare Abbildung zwischen
lokalkonvexen Réumen, so werden ker (f) durch f=1({0}) versehen mit der Teilraumtopologie
von F und coker (f) durch G/ f(F) versehen mit der Quotiententopologie gegeben. f ist genau
dann ein Homomorphismus, falls f offen auf im (f) = f(F) ist. Sind F' und G Fréchetriume,
so sieht man mittels des Satzes von der offenen Abbildung, dafl f genau dann ein Homomor-
phismus ist, wenn f(F') abgeschlossen in G ist.
Wir weisen den Leser nochmals darauf hin, dal wir in erster Linie separierte lokalkonvexe
Réume betrachten. Da sich manche der eingefiihrten kategoriellen Begriffe wie Homomor-
phismus etc. der Kategorie der separierten lokalkonvexen Riume LXR*® von denen in LKXR
unterscheiden, werden wir, um im Einklang mit der géingigen Literatur zu bleiben, LIR*P
als Unterkategorie von LICR auffassen und die entsprechenden Begriffe dort verwenden.

ii) Die Kategorie FR der Fréchetriume und stetigen linearen Abbildungen ist halb-abelsch.
iii) Die Kategorie LR der linearen Ridume und linearen Abbildungen ist abelsch.

iv) Sei C eine beliebige Kategorie mit Nullobjekt. Ein C-Kokomplex (A®,d) besteht aus einer
Folge von C-Objekten und C-Morphismen

n—1 n
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mit d” o d”~! = 0 fiir alle n € Z. Wir werden C-Kokomplexe oft als C-Sequenzen bezeichnen.
Ein Morphismus f : (A®,d) — (B®,e) zwischen C-Kokomplexen ist eine Folge f™ : A™ — B™
von C-Morphismen, so daf} das folgende Diagramm kommutiert:

dan— 1 dr

An—l A" An+1 - s ...
fnfl fﬂ- fn+1
N anl Bn B’n.+1 - s ...

en 1 e

Damit erhalten wir die Kategorie C-ICKC der C-Kokomplexe, wobei die Verkniipfung der Mor-
phismen stufenweise erklirt sei. Mit C ist dann auch C-CK halb-abelsch (abelsch).
Fiir jedes n € Z haben wir die (wohldefinierten) additiven Kohomologie- Funktoren

H": LRKK — LR, (A, d) = ker (@) fim (@), [ ([2] = [F"(2)]).

Sei nun C eine halb-abelsche Kategorie. Wir nennen einen Morphismus f : (4°,d) — (B*,e)
in C-KK nullhomotop, falls es eine Folge (s" : A" — B"~ 1), cz von C-Morphismen mit

fn _ enfl o sn + sn+1 o dn

gibt, n € Z. Zwei C-Kokomplexmorphismen f,g : (A®,d) — (B®,e) heiflen homotop, falls
f — g nullhomotop ist. Ist dies in LR-KK der Fall, so folgt aus obiger Zerlegung fiir f — g
sofort H™(f — g) = 0 bzw. H™(f) = H"(g) fur alle n € Z.

Sei im folgenden C eine halb-abelsche Kategorie. Eine C-Sequenz

heiit exakt an der Stelle A™, falls d"~! und d"” Homomorphismen sind und im (d"~!) = ker (d")
gilt. Wir nennen sie ezakt, falls sie an jeder Stelle exakt ist.
Ein additiver Funktor R : C — D zwischen halb-abelschen Kategorien heifit

1) linksexakt, falls fiir jede exakte C-Sequenz 0 — F — G — H die D-Sequenz
0 — R(F) — R(G) — R(H) exakt ist.

ii) exakt, falls fiir jede exakte C-Sequenz 0 — F — G — H — 0 die D-Sequenz
0 — R(F) - R(G) — R(H) — 0 exakt ist.

Dual hierzu nennt man einen additiven, kontravarianten Funktor R : C — D zwischen halb-abelschen
Kategorien linksexakt (exakt), falls R°P : C°P — D linksexakt (exakt) ist.

Beispiel 1.1.3 (Projektive und induktive Limesfunktoren) Projektive und induktive Spek-
tren und deren Limiten spielen zum einen eine wichtige Rolle in der Strukturtheorie von Fréchet-
und (DF)-Réumen und fiir die Anwendung von Banachraumtheorie auf letztere Rdume, zum an-
deren entpuppt sich der projektive Limesfunktor, genauer seine erste Rechtsableitung, als eines
unserer zentralen Studienobjekte. Fiir eine ausfiihrlichere Darstellung {iberwiegender Teile des hier
prisentierten Stoffes sei auf [MeiVog, §24 und §25] und [FloWlo, §26] verwiesen.

Sei C eine beliebige Kategorie. Unter einem (abzéhlbaren) projektiven C-Spektrum F = (Fy,, pp, 1)
verstehen wir eine Folge von C-Objekten F;, und C-Morphismen p;,; : Fn,41 — F,. Die C-
Morphismen pj;,; heiflen auch verbindende Abbildungen, und fiir m > n notieren wir die Ver-
kniipfung pf!_; o -+ 0 p™~! kurz mit p?. Ein Morphismus f : F = (F,,pl1) — G = (Gn, 9", 1)
zwischen projektiven C-Spektren ist nichts anderes als eine Folge von C-Morphismen f, : F;,, — G,



mit fr, 0 ppny1 = ¢nyq 0 fuyr fiir alle n. Die Kategorie der projektiven C-Spektren wollen wir im
folgenden mit CY bezeichnen. Mit C ist auch CY halb-abelsch (abelsch).

Sei nun C = LR. Der projektive Limes eines projektiven LR-Spektrums F = (F,,pp ;) wird
gegeben durch den linearen Raum

proj F :=proj, F, :={x € H Fy o ppi1(xng1) = oy, fiir alle n .

Wir haben dann fiir jedes n € N natiirliche Abbildungen p,, : projF — F,. Jeder Morphismus
f + F — G projektiver LR-Spektren induziert eine lineare Abbildung proj(f) : proj F — projg,
(Zn)n — (fn(2n))n. Wie man sich leicht iiberzeugt, ist dann der Funktor

proj : LRY — LR, F s projF, f — proj(f)

linksexakt. Ist zum Beispiel F ein freies projektives LR-Spektrum, d.h. F ist isomorph zu einem
projektiven LR-Spektrum vom Typ

C"Yl<_CTVI><CTV2<_(;1><(;2><(;3<—~--7

wobei die verbindenden Abbildungen die Projektionen seien, so ist proj F =[], G.

Wir nennen ein projektives Spektrum F = (F,, p;i, ;) lokalkonvexer Réume (und stetiger linearer
Abbildungen) bzw. seinen projektiven Limes F' := proj F reduziert, falls p, (F) dicht in Fj, ist fiir
alle n. Zum Beispiel 148t sich jeder Fréchetraum (F,| - |1 < || - ||l2 < ...) topologisch als reduzierter
projektiver Limes seiner lokalen Banachrdume

Fy o= (F/ker || - ln, || - [ln)

darstellen, wobei proj F,, mit der Teilraumtopologie von Hnoo=1 F,, versehen sei.
Vollig dual zum Konzept projektiver C-Spektren sind induktive C-Spektren, wobei wir hier nur
sogenannte Einbettungsspektren betrachten wollen. Ein induktives Spektrum

£ = (En,iN™)

linearer Rdume besteht aus einer Folge linearer Rdume Fn und Monomorphismen i%“ : Ey —
Eni1. Ein Morphismus f : £ = (En,iN™') — D = (Dy,jN ") induktiver Spektren linearer
Réume ist eine Folge linearer Abbildungen fy : Enxy — Dy, so dafl ]NH ofn = fny10 i%“ fir
alle N gilt. Die abelsche Kategorie der induktiven Spektren linearer Rd&ume notieren wir mit LRy.
Unter dem induktiven Limes zu € wollen wir den linearen Raum

ind€ :=indy En := U En

verstehen. Fiir einen Morphismus f : £ — D induktiver Spektren linearer Rdume setzen wir
ind(f)(z) := fn(z) fiir x € Ex und erhalten damit den exakten Funktor

ind: LRy — LR, £+ indé&, f+— ind(f).

Analog definiert man nun ein induktives Spektrum & lokalkonvexer Raume und versieht den Limes
E := ind £ mit der feinsten (evtl. nicht separierten) lokalkonvexen Topologie 7, die alle Inklusionen
iy : En — E stetig macht. Wir werden jedoch stets voraussetzen, dal 7g separiert ist, was in
einem wichtigen Fall automatisch gewéhrleistet wird: Ist £ ein induktives Spektrum lokalkonvexer
Réaume, das reguldr ist, d.h. jede beschrinkte Teilmenge von (F,7g) ist in einer Stufe Ex enthalten

und dort beschrankt, so ist 7g separiert, da der lineare Raum @E beschréankt in einer separierten
Stufe Ey ist.

Limiten induktiver Spektren von Banachrdumen nennt man auch (LB)-Rdume. Mittels des Grothen-
dieckschen Faktorisierungssatzes ([MeiVog, 24.33]) sieht man leicht, dal das Spektrum & eines
(LB)-Raumes E genau dann regulir ist, wenn E lokal vollstindig ist, d.h. jede absolutkonvexe,



beschriankte, abgeschlossene Teilmenge von E ist eine Banachkugel. Nach dem Lemma von W.
Robertson ([MeiVog, Lemma 23.13 und Korollar 23.14]) sind vollsténdige Limiten von (LB)-Raumen
lokal vollsténdig und damit regulér.®

Wir haben schon gesehen, dafl sich Fréchetrdume als reduzierte projektive Limiten ihrer loka-
len Banachriume darstellen lassen. Ist E ein bornologischer (DF)-Raum mit Fundamentalfolge
By C By C ... von absolutkonvexen, abgeschlossenen, beschréinkten Mengen, so ist £ der Limes
des induktiven Spektrums der normierten Réumen Ep,, die falls E lokal vollstdndig ist, sogar Ba-
nachrdume sind. Umgekehrt ist jeder Limes eines induktiven Spektrums von normierten Radumen
Ex ein bornologischer (DF)-Raum mit Fundamentalfolge von beschrinkten Mengen (EE) N
Das Beispiel abschliefend wollen wir noch mégliche Dualitédten induktiver und projektiver Spektren
betrachten. Fiir ein induktives Spektrum & eines (LB)-Raumes E mit Inklusionsabbildungen iy :
EN — F iiberlegt man sich leicht, da durch 2’ — (i (2’))ny ein algebraischer Isomorphismus
von E; auf proj E)y gegeben wird. Dieser ist nach dem Satz von der offenen Abbildung sogar
topologisch. Ist umgekehrt F' ein Fréchetraum, der Limes eines reduzierten projektiven Spektrums
von Banachriumen ist, so ist F’ algebraisch isomorph zum Limes des zugehérigen dualen Spektrums,
welches aufgrund der dichten Verbindungsabbildungen ein induktives Spektrum in unserem Sinne
ist. Um topologische Isomorphien zu erhalten, bieten sich nach obigem distinguierte Fréchetrdume
an, d.h. solche Fréchetrdume F, fiir die F bornologisch ist.

Wenden wir uns nun Exaktheitsbetrachtungen fiir den Vervollstdndigungsfunktor zu. Fiir ein LKXR-
Objekt F' bezeichne jp : F' — F die natiirliche Abbildung von F' in seine Hausdorff-Vervollsténdi-
gung F, und fiir einen LKR-Morphismus f : F' — G sei f : ' — G die nach der universellen
Eigenschaft von jr : FF — F eindeutig bestimmte, stetige lineare Abbildung, die folgendes Dia-
gramm zum Kommutieren bringt:

- -
F—G
jF’[ [J‘G

Die Frage, wie sich exakte Sequenzen lokalkonvexer Raume bei ihrer Fortsetzung auf die Ver-
vollstdndigung verhalten, wird durch den folgenden Satz (siehe [Pal, Proposition 10.3]) geklirt.

Satz 1.1.4 Ist0 — F 2+ ¢ % H — 0eine LIR-Sequenz, welche an den ersten beiden Stellen
exakt ist, so gilt dies auch fiir die LILR-Sequenz
0-F L&
Mit anderen Worten ist der Funktor
" LKR — LKR, F s F, f = |
linksexakt. Ist g sogar ein Epihomomorphismus, so besitzt g dichtes Bild.

Statt eines direkten Beweises dieses Satzes, welcher mittels Bemerkung 5.1.3 ebenfalls denkbar ist,
wollen wir hier V. P. Palamodov folgen und einen Beweis angeben, der die eingefiihrten Begriffe und
ein sehr interessantes Lemma (Lemma 1.1.7) benutzt. Dafiir bendtigen wir ein paar Vorbereitungen,
die an spéterer Stelle noch verwendet werden.

Definition 1.1.5 Ein Objekt I einer halb-abelschen Kategorie C heifit injektiv, falls fiir jeden
Morphismus h : ' — I und Monohomomorphismus f : ' — G eine Fortsetzung [ : G — I existiert,

IDie Frage, ob die Umkehrung dieser Aussage gilt, sprich ob regulidre (LB)-Ridume vollstindig sind, geht auf A.
Grothendieck zuriick und ist ein noch ungeltstes Problem der Funktionalanalysis.



d.h. es kommutiert das Diagramm:

0 —— F — G.

f
Erfiillt ein C-Objekt P die duale Eigenschaft hierzu, so heifit P projektiv.

Beispiel 1.1.6 Produkte injektiver Objekte sind wieder injektiv. Fiir eine nicht-leere Menge M
ist der Banachraum

loo(M):={b: M —K: ||b]| :== sup |b(m)|< o0}
meM
ein injektives Objekt in LKXR: Ersetzen wir I in obigem Diagramm durch [, (M), so existiert wegen
der Stetigkeit von h ein p € ¢s(F) mit || - || o h < p. Bezeichnet nun h,, die Verkniipfung von h mit

der m-ten Projektion von I, (M), so finden wir nach dem Hahn-Banach-Theorem ein l,, € G* mit
I o f = hy, und |1, |< p. Mit I(y)(m) := I,,(y) folgt die Behauptung.

Damit kénnen wir nun die folgenden linksexakten, kontravarianten Funktoren definieren:
Hy o LR — LR, F— Morgxr(Floo(M)), f— f*= -0 f.

Das untenstehende Lemma ([Pal, Proposition 4.2], siche auch [Wen, Theorem 2.2.2]) zum Beweis
von Satz 1.1.4 beschreibt algebraisch u.a. den — wie es V. P. Palamodov ausdriickt — , nicht-
homomorphen Charakter* von Morphismen lokalkonvexer Rdume und ist daher auch von allgemei-
nem Interesse.

Lemma 1.1.7 Fiir eine LKR-Sequenz F L, 6% H sind die folgenden Bedingungen &dquivalent:
a) im (f) ist dicht in ker (g), und g ist ein Homomorphismus.
b) Fiir jede Menge M ist die Sequenz H s (F') A Hy (G) & Hy(H) exakt.

c) Es gibt eine Menge M mit | M | >|coim (g)’|, so dal die Sequenz unter b) exakt ist.

Beweis: a)= b): Sei h € Hp(G) mit ho f = 0. Dann gilt h(ker (g)) = h(im (f)) € h(im(f)) =
{0} = {0} (da I (M) separiert ist), womit die lineare Abbildung
h:coim(g) — Ilx(M)
x +ker(g) — h(x)

wohldefiniert und stetig ist. Da lo (M) injektiv und g ein Homomorphismus ist, 148t sich h auf H
fortsetzen. Bezeichnet [ eine Fortsetzung, so folgt g*(I) = h.

b)= ¢): v/

¢)= a): Man macht sich leicht klar, dafl die Giiltigkeit von b) fiir eine Menge M die fiir jede
Teilmenge N C M nach sich zieht. Wihlt man N einpunktig, so folgt die (algebraische) Exaktheit
der dualen Sequenz

) (i el (i Hl7

d.h. fiir alle y' € G' mit y'[im (5) = 0 existiert ein 2’ € H' mit y' = 2’ o g und damit y'|ier (g) = 0. Es
folgt ker (g) C im (f) nach einer Hahn-Banach Variante ([Jar, Corollary 7.2.2 (a)]).

Seinun U = I'(U) € Uy(G). Nach obigem gilt fiir die Menge M := (3-U+im (f))° = (5-U-ker (9))°,
so dafl wir auf natiirliche Weise M als Teilmenge von (coim (g))" betrachten kénnen. Setzen wir

h(y)(y') =y (y)




fir y € G und y' € M, so ist per Definition h € Hy(G) und h € ker (f*). Nach Voraussetzung
finden wir ein I € Hy(H) mit g*(I) = log = h. Weiter existiert ein V' € Uy (H) mit [(V)) C B;__ ().
Damit haben wir fiir 4’ € M und y € g~}(V) die Abschiitzung

[y (W) =) @) =] e g) () < 1,
dh. (3 - U+im(f))°=M C g~'(V)°, womit nach dem Bipolarensatz

70 € (3 Utin) =5 U+ € Uim()

gilt. Anwendung von g impliziert, dafl g ein Homomorphismus ist, was den Beweis abschliefft. O

Beweis von Satz 1.1.4: Wir beweisen zunéchst die zusétzliche Behauptung im Satz. Ist g surjektiv,

so folgt §(G) = §(jc(G)) = ju(9(G)) = 1.
Da die angegebene Sequenz an den ersten beiden Stellen exakt ist, erhalten wir durch zweimalige
Anwendung von Lemma 1.1.7 fiir jede Menge M die Exaktheit der Sequenz linearer Radume

0 — Hy(F) <= Hy(G) <= Hy(H).
Nach der universellen Eigenschaft der Hausdorff-Vervollstéindigung haben wir einen funktoriellen
Isomorphismus Hy (F') = Hy(F), womit die Sequenz

0 — Hy(F) L Hy(G) A Hy(H)

ebenfalls exakt ist. Wiederum nach Lemma 1.1.7 folgt wegen der Exaktheit an der Stelle H M(ﬁ ),
daB f ein Homomorphismus ist und {0} = {0} = ker (f) gilt. Aus der Exaktheit an der Stelle H,;(G)
erhalten wir, dafl g ein Homomorphismus und im (f) dicht in ker () ist. Nach obigem ist aber fvein
Monohomomorphismus und daher mit F auch im (f) vollstéindig. Es folgt die Abgeschlossenheit
von im (f). O

Mit Lemma 1.1.7, Satz 1.1.4 und seinem Beweis folgert man nun sofort:

Korollar 1.1.8 Fiir LLR-Morphismen f: F — G und g : G — H gilt:

a) Ist g ein Homomorphismus, so ist ker (g) = ker (g).

—_~—

b) Ist f ein Monohomomorphismus, so ist im (f) = im (f).
¢) g ist genau dann ein (Mono-)Homomorphismus, wenn g ein (Mono-)Homomorphismus ist.

Ist F = indyEp ein nicht vollstéindiger (LB)-Raum, so ist die Vervollstindigung des kanonischen
Epihomomorphismus ¢ : ®yExy — E, (xn)n — Y_ an nicht mehr surjektiv und daher auch kein
Epihomomorphismus. Im metrisierbaren Fall verhalten sich Epihomomorphismen jedoch gut:

Lemma 1.1.9 Ist ¢ : G — H eine Epihomomorphismus zwischen metrisierbaren lokalkonvexen
Réumen, so auch g. Insbesondere ist also nach Satz 1.1.4 fiir jede exakte Sequenz metrisierbarer
lokalkonvexer Rdume die vervollstéindigte Sequenz ebenfalls (topologisch) exakt.

Beweis: Nach dem Schauder-Lemma reicht es zu zeigen, dafl g fast offen ist, d.h. fiir jede Nullum-
gebung U von G ist g(ﬁ) eine Nullumgebung in H. Sei dazu U € Z/lo(é), 0.E. U = Jja(U) fiir ein

U € Uy(G). Da g(U) € Up(H) ist, folgt mit g(U) = §(ja(U)) = ju(g(U)) das Lemma. O

Abschlieflend wollen wir noch die Vervollstiandigung von Monomorphismen, sprich injektiven, ste-
tigen linearen Abbildungen, untersuchen.



Beispiel 1.1.10 Fiir einen Monomorphismus f : F' — G zwischen lokalkonvexen Réumen ist fi.A.
kein Monomorphismus mehr, was man z.B. wie folgt sieht: Sei (X, ]| - ||) ein beliebiger unendlich-
dimensionaler Banachraum, (y,).ecn eine Folge linear unabhingiger Elemente in X, die o.E. auf 1
normiert seien, Y := Span({y1,y2,...}) und Z ein algebraisches Komplement zu Y in X. Dann
148t sich jedes © € X in eindeutiger Weise schreiben als x = y + 2z = 22[:1 AnlYn + 2z mit y =
ZN Myn €Y, NeN, A\, € Kund z € Z. Setzen wir

n=1

N
2l =D ne [Aal +2ll,
n=1

so erhalten wir eine weitere Norm auf X, fiir die zwar || - || < ||| - ||| gilt, aber welche nicht dquivalent
zu || - || ist. Bezeichnet nun f : (X, ||| - |||) — (X,]| - ||) die identische Abbildung, so sieht man

mit Hilfe des Satzes von der offenen Abbildung, dal f zwar ein Epihomomorphismus, aber nicht
injektiv ist.

1.2 Tensorprodukte

Viele vektorwertige Funktionenrdume besitzen unter schwachen Zusatzvoraussetzungen Tensorpro-
duktdarstellungen, so dafl die Surjektivitit tensorierter Abbildungen im engen Zusammenhang mit
Liftingproblemen von vektorwertigen Funktionen steht (siehe [KabVog]). Wir wollen nun alge-
braische und lokalkonvexe Tensorprodukte einfiihren (siehe auch [Jar] und [DefFlol]) und folgende
Problematik néher untersuchen:

Fragestellung: Fiir jeden linearen Raum E und jede exakte Sequenz 0 — F — G — H — 0
linearer Rédume ist die tensorierte Sequenz 0 - EQ F — F® G — E® H — 0 ebenfalls exakt,
wie wir gleich sehen werden. Was dndert sich, wenn wir obige Situation mit lokalkonvexen Struk-
turen versehen und zur Vervollstindigung iibergehen?

Seien F, F' lineare Rdume. Ein linearer Raum E ® F zusammen mit einer bilinearen Abbildung

@:EXxF—-EQF, (z,y) —z®y

heiBt Tensorprodukt von E und F', falls fiir jede bilineare Abbildung ¢ : E x F' — G von E X F'in
einen linearen Raum G genau eine lineare Abbildung L, : F® F — G mit L, o ® = ¢ existiert.
Das Tensorprodukt zweier linearer Riume ist eindeutig bis auf Isomorphie und existiert auch stets:
Bezeichnet B(E, F'; K) den linearen Raum der Bilinearformen auf E x F, so wird durch £ ® F :=
Spanim® und ® : Ex F — E® F, (x,y) — &(z,y) ein Tensorprodukt von E und F gegeben,
wobei ® : E X F — B(E, F;K)*, (z,y) — (v — v(z,y)) sei.

Zum Beispiel ist, wie man sich leicht klar macht,

Er@F>2F(E,F):={f:FE — F linear : dimim (f) < oo }.

Fiir zwei lineare Abbildungen hy : £y — FEs und hs : F; — F5 sei by ® hs die nach der universellen
Eigenschaft des Tensorprodukts Fy ® F; eindeutig bestimmte lineare Abbildung, welche folgendes
Diagramm zum Kommutieren bringt:

hixh
E1XF1 ¥>£§'2><F‘2

Bezeichnet LR wieder die abelsche Kategorie der linearen Rdume, und ist E ein linearer Raum, so
ist der Funktor

E®-: LR —- LR, F—EQF, f—idg® f
exakt, d.h. es gilt folgendes



Lemma 1.2.1 Fiir jede exakte Sequenz 0 — F L. G 4. H — 0 linearer Réume ist die Se-
quenz 0 — EQF pad E®G 999 p ® H — 0 ebenfalls exakt.

Beweis: Sel x @ z € E® H. Da g surjektiv ist, existiert ein y € G mit g(y) = 2. Es folgt
(id ® g)(z ® y) =  ® z und hieraus die Surjektivitit von id ® g. Die iibrigen Exaktheitsaussagen
erhalten wir aus der niitzlichen Formel (siche [DefFlol, 2.7 (4)])

kerh1 (2] hQ = kerh1 ®F1 + E1 ®kerh2(g E1 ®F1),
wobei hy : By — Es, ho : F} — F5 zwei lineare Abbildungen seien. O

Seien nun E und F lokalkonvexe Rdume. Der lineare Raum E ® F versehen mit der feinsten
lokalkonvexen Topologie m auf F ® F', welche die natiirliche Abbildung ® : E X FF — EQ F
stetig macht, heiflt projektives Tensorprodukt von E und F und wird mit F ®, F notiert. Eine
Nullumgebungsbasis wird gegeben durch die Familie T'(U ® V'), wobei U € Up(E) und V' € Uy(F)
seien. Fiir die Vervollstindigung von E ®, F schreiben wir kurz F&,F.

Analog zu obigem erfiillt das projektive Tensorprodukt eine entsprechende universelle Eigenschaft
fiir lokalkonvexe Raume, m.a.W. ist das projektive Tensorprodukt das Tensorprodukt in der Ka-
tegorie der lokalkonvexen R&ume. Fiir stetige lineare Abbildungen h; : E1 — Es, he : [} — Fy
zwischen lokalkonvexen Rdumen ist die lineare Abbildung h; ® he : E1 @, F1 — FEs ®, F5 stetig.
Diese bezeichnen wir auch mit h; ®, he und ihre Fortsetzung zur Vervollstindigung mit h;®hs.
Das projektive Tensorprodukt respektiert Epihomomorphismen im folgenden Sinne:

Satz 1.2.2 Seien hy : B4y — Es, hy : I} — F5 Epihomomorphismen zwischen lokalkonvexen Rium-
en. Dann ist hy ®,; he : E] @, F1 — Es ®,; Fy ebenfalls ein Epihomomorphismus. Sind alle
auftretenden Rdume metrisierbar, so ist auch hi1®,hs ein Epihomomorphismus.

Beweis: Die Surjektivitit von hy ® ho folgt wie im Beweis von Lemma 1.2.1. Seien U; € Uy(E}),
Vi € Up(F1). Nach Voraussetzung existieren Us € Uy(E2), Vo € Uy(Fa) mit hi(U;) 2 Uy und
hz(vl) 2 ‘/2 Damit gllt (hl (9 hQ)(Ul (9 Vl) 2 U2 & VQ, und daher ist (hl (9 h2)(F(U1 (9 Vl)) 2
I'(Us ® V2). Wir schliefen, dal hy ®;, he : Eq @ F1 — E2 ®, F ein Homomorphismus ist. Nach
Lemma 1.1.9 ist im metrisierbaren Fall h1®,ho ebenfalls ein Epihomomorphismus. O

Der obige Satz gilt nicht mehr fiir Monohomomorphismen:

Beispiel 1.2.3 Sei im folgenden K = R, F5 ein unendlichdimensionaler, reflexiver Banachraum, der
nicht isomorph zu einem Hilbertraum ist (z.B. F» = I3). Das Theorem von Lindenstrauss-Tzafriri
(siehe [MeiVog, Bemerkung nach 11.7]) garantiert uns die Existenz eines nicht komplementierten,
abgeschlossenen Teilraumes F; von Fy. Betrachte h : F} — F. Angenommen, idpll ®Qx h ist
ein Monohomomorphismus. Bezeichnet g : F| ®, F; — R die stetige Linearform, welche durch die
Linearisierung der Bilinearform (y', y) — v'(y) gegeben wird, so kénnen wir nach dem Hahn-Banach
Theorem g zu einer stetigen Linearform G : F| ®, F» — R fortsetzen. Mit P : Fy — F; = F/', y —
(y' — G(y' ®y)) erhalten wir dann eine stetige Projektion von Fy auf Fy. Widerspruch.

Die Situation ist wesentlich besser bei dichten bzw. komplementierten Unterrdumen, da diese vom
projektiven Tensorprodukt respektiert werden ([Jar, 15.2.3]). Insbesondere gilt also fiir zwei lokal-
konvexe Réume E und F' die niitzliche Beziehung E®.F = EQ,.F.

Bemerkung 1.2.4 Zusammenfassend liegt mit Korollar 1.1.8 a), Lemma 1.2.1 und Satz 1.2.2 fol-
gende Situation vor: Sei F ein lokalkonvexer Raum und 0 — F S, G % H - 0 eine exakte

Sequenz lokalkonvexer Rdume. Dann hat die Sequenz

0 — E&.F Y pe,¢ "% &, H — 0
die Eigenschaften, da im (idp®; f) dicht in ker (idp®,g) und idp®,g ein Homomorphismus ist.
Man vergleiche hierzu Lemma 1.1.7. Wie das Beispiel 1.2.3 zeigt, ist idp®, f i.A. kein Monohomo-
morphismus mehr. An spéterer Stelle werden wir sehen, dafl idg®,f generell noch nicht einmal



injektiv ist (Bemerkung 2.1.9). Die Abbildung id z®g hat zwar nach Satz 1.2.2 und Satz 1.1.4 dich-
tes Bild, aber ist i.A. nicht surjektiv: Man betrachte dazu eine nukleare, nicht zerfallende exakte
Sequenz vollstandiger lokalkonvexer Rdume, z.B. die Borel-Sequenz

0 — Jyoy — E([-1,1]) L w =0

mit g(f) := (f7(0))nen, (vgl. [MeiVog, Aufgabe 1, §30]). Dann ist die Abbildung
idpy @rg: H®:G = L(H,G) — L(H,H) = H®,H

nicht surjektiv, da ein Lifting von idy eine Rechtsinverse von g wére.

Kommen wir nun zum injektiven Tensorprodukt zweier lokalkonvexer Rdume E und F', das wir
mittels des e-Produktes einfithren wollen: Das Schwartzsche e-Produkt EeF ist definiert als der
Raum L. (FE., F) der stetigen linearen Abbildungen von E’, versehen mit der Topologie ¢ = ¢(F’, F)
der gleichméfigen Konvergenz auf absolutkonvexen, kompakten Teilmengen von E, nach F', wobei
L(E., F) selbst die Topologie e der gleichméfiigen Konvergenz auf gleichstetigen Teilmengen von E’
trage.? Ein Halbnormensystem fiir diese lokalkonvexe Topologie wird gegeben durch:

eve p(f) = §2Upop(f(x')) (U elUp(E), p € cs(F)).

Mittels der Linearisierung der Bilinearform
xX: ExF — L(E,LF)
(z.y) — (@'~ @) y)

konnen wir E® F als linearen Unterraum von L(E’, F') auffassen. E® F versehen mit der Teilraum-
topologie ¢ von EeF wird als injektives Tensoprodukt bezeichnet und mit E ®. F' notiert. Fiir die
Vervollstéindigung schreiben wir wieder E®.F. Aus der Normformel ([MeiVog, Satz 22.14]) folgt
unmittelbar, daf} die e-Topologie auf F ® F' gegeben wird durch die Halbnormen

evv (Y wj@y;) = sup |y a'(z)) -9 (y;)| (U EU(E), V elU(F)).
j=1 meve i=1

Da die natiirliche Abbildung ® : £ x F — E ®. F offenbar stetig ist, folgt ¢ < 7.

Sind hy : By — Es, hy : Fi — F; stetige lineare Abbildungen zwischen lokalkonvexen R&umen,

so auch hiehg : E1eFy — EseFy, f — hgo fohl. Wie man leicht nachrechnet, ist das folgende

Diagramm kommutativ:

hiehso
E1€F1 E— E2€F2

E1 ®5 F1 W E2 ®8 FQ.

Fiir die stetige lineare Abbildung hy ® ho : By ®. F1; — Es ®. Fy schreiben wir auch h; ®. hy und
fiir die Fortsetzung zur Vervollstindigung h®.hs.

Wir haben mit Satz 1.2.2 gesehen, dafl das projektive Tensorprodukt Epihomomorphismen respek-
tiert. Dual hierzu ist der

Satz 1.2.5 In der Notation von oben gilt folgendes: Sind hy und hy Monomorphismen, so auch
hiehs und hy ®. ho. Falls zudem E; und F} vollsténdig sind, so ist h1®.hy ebenfalls ein Monomor-
phismus. Mit hy; und ho sind auch hiehs, b1 ®. ho und hi®.ho Monohomomorphismen.

2H. Jarchow verwendet in [Jar] statt der Topologie ¢ die feinste lokalkonvexe Topologie, die auf gleichstetigen
Mengen mit der o(E’, E)-Topologie iibereinstimmt. Fiir vollstéindiges E sind diese Topologien aber gleich ([MeiVog,
24.21]).
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Beweis: Seien hy und hy Monomorphismen. Dann hat b} schwach dichtes Bild und es folgt, dafl
auch hjehs und damit hy ®. he ein Monomorphismus ist. Da mit F; und F; auch E;eF; vollstdndig
ist ([Jar, 16.1.5]), erhalten wir in diesem Fall durch Ubergang zur Vervollstindigung in obigem
kommutativen Diagramm, daf h1®.hy ein Monomorphismus ist.

Seien nun h; und ho Monohomomorphismen. Die Offenheit von hiehs aufs Bild sieht man wie
folgt: Sei U € Uy(FE1) und p € ¢s(Fy). Da hy ein Monohomomorphismus ist, kénnen wir o.E.
U= h'(V), V € Uy(E5), annechmen, und da hy ein Homomorphismus ist, existieren q € cs(Fy),
C > 0 mit gohy < C-p, womit man nun sofort eyo 40 (h1ehs) < C-epo , nachrechnet. Des weiteren
folgern wir, da8 k1 ®. he und daher nach Satz 1.1.4 auch h®.hs Monohomomorphismen sind. O

Wir wollen nun kurz skizzieren, dafl das injektive Tensorprodukt i.A. keine Epihomomorphismen
respektiert:

Beispiel 1.2.6 Da jeder separable Banachraum isomorph zu einem Quotienten von [; ist, existiert
ein Epihomomorphismus A : [y — [5. Angenommen,

- ~ Ll -
idy Boh: @l = Flo ) " = Koy l) = BEes = K(ia, 1)
f o hof

wiére ein Epihomomorphismus. Dann wiirde jeder kompakte Operator I — s iiber [; faktorisieren
und wire damit ein Hilbert-Schmidt-Operator ([Jar, 20.5.2]). Widerspruch.

Betrachten wir nun die zu Anfang dieses Abschnitts angedeutete Fragestellung. Stellt man lediglich
Bedingungen an die vorgegebene Sequenz, so fithrt dies zu den sogenannten ®-Sequenzen von W.
Kaballo und D. Vogt. Fiir einen Beweis des folgenden Satzes siehe [KabVog, Satz 1.1].

Definition/Satz 1.2.7 Eine exakte Sequenz 0 — F L, G % H — 0 lokalkonvexer Riume
heifit ®-Sequenz, falls sie eine der folgenden #dquivalenten Bedingungen erfiillt:

a) idg ® f ist ein Monohomomorphismus fiir jeden lokalkonvexen Raum (Banachraum) E.
b) idg ®. g ist ein Epihomomorphismus fiir jeden lokalkonvexen Raum (Banachraum) E.

c) Firalle U € Uy (F) existiert ein V € Up(G), so daB fiir alle endlich-dimensionalen Unterrdume
M von G eine lineare Abbildung Ly, : M — F existiert mit

i) Ly(VnM) CU,
i) Ly(x) =z firallex € MNF.

In [KabVog] findet man weitere dquivalente Bedingungen, die wie ¢) von lokaler Natur sind. Alle
diese Bedingungen reflektieren ein Resulat von A. Grothendieck, dafl eine exakte Sequenz von
Banachriumen genau dann eine ®-Sequenz ist, wenn die duale Sequenz zerfillt (vgl. [KabVog]).
Ein fiir uns wichtiges Beispiel einer ®-Sequenz werden wir gleich kennenlernen. Wir wollen vorher
noch kurz aufzeigen, welche Bedeutung ®-Sequenzen fiir unsere Fragestellung haben (siehe [KabVog,
Satz 1.5]):

Korollar 1.2.8 Es gelten folgenden Aussagen:

a) Ist 0 = FF - G — H — 0 eine ®-Sequenz lokalkonvexer Riume, so sind fiir jeden lokal-
konvexen Raum F die Sequenzen

0 - E®,F - E®,G - E®,H und 0 — EQ.F — E®.G — E®.H

topologisch exakt.

b) Ist 0 = F — G — H — 0 eine exakte Sequenz von Fréchetrdumen, so sind die folgenden
Bedingungen dquivalent:
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i) 0 - F - G — H — 0 ist eine ®-Sequenz.
ii) Die E®, --tensorierte Sequenz ist exakt fiir jeden Fréchetraum (Banachraum) E.

iii) Die E®. --tensorierte Sequenz ist exakt fiir jeden Fréchetraum (Banachraum) E.

Beweis: Zu a) Dies folgt aus Lemma 1.2.1, den Séitzen 1.2.2 bzw. 1.2.5 und Satz 1.1.4.
Zu b) Die Implikationen i) = ii) und i) = iii) erhélt man aus a) und Korollar 1.1.9, die Riickrich-
tungen aus Korollar 1.1.8 ¢) und Lemma 1.2.1. o

Um das angekiindigte Beispiel einer ®-Sequenz zu bringen, benétigen wir £,-Réume, die grob
gesprochen Banachréume sind, welche ,lokal* [7'-Strukturen aufweisen:

Definition 1.2.9 (J. Lindenstrauss, A. Pelczynski) Sei 1 < p < oo und 1 < A < oo. Ein
Banachraum X heifit £, x-Raum, falls es zu jedem endlich-dimensionalen Unterraum N C X
einen endlich dimensionalen Unterraum N C M C X mit d(M, lgimM ) < A gibt, wobei fiir zwei
normierte Rdume X und Y

d(X,Y) :=inf{||T|| - ||| : T: X — Y Isomorphismus }

den Banach-Mazur-Abstand von X und Y bezeichnet und [;* := (K™, || - ||,) ist. Wir nennen X
einen L£,-Raum, falls ein A existiert, so daB8 X ein £, x-Raum ist.

Fir alle ¢ > 0 sind die Lebesgue-Réume L, (u) beispielsweise £, 14.-Réume, und C(K) ist ein
Loo,1+e-Raum fiir jedes Kompaktum K. Nach [LinTza, Theorem II.5.25] sind L..-Rdume gerade
diejenigen Banachriume, welche die kompakte Fortsetzungseigenschaft besitzen. Insbesondere sind
also injektive Banachrdume £, .-Réume.

Satz 1.2.10 ([KabVog]) Ist 0 = F — G — H — 0 eine exakte Sequenz von Banachriumen
und F ein L. ,-Raum, so liegt eine ®-Sequenz vor.

Beweis: Sei F' ein Lo x-Raum. Wir rechnen die Bedingung c) aus Definition/Satz 1.2.7 nach. Sei
dazu 0.E. U = BN F. Wir setzen V := /\%-1 - Bg. Weiter sei My C G ein endlich-dimensionaler
Unterraum und M; := My N F. Dann existiert nach Voraussetzugg ein endlich-dimensionaler
Unterraum M; C M; C F und ein Isomorphismus T} : M; — (i My it || Ty - | T < N+ L.
Nach komponentenweiser Hahn-Banach-Fortsetzung finden wir eine normgleiche Fortsetzung T3
von Ty auf G. Mit P := Tfl oTy : G — M erhalten wir dann eine Projektion von G auf M; mit
IP|| < A+ 1. Sei Las, := P, so folgt die Behauptung. O

Betrachten wir nochmals die Fragestellung zu Anfang dieses Abschnitts, indem wir diesmal Bedin-
gungen an den Raum F stellen. Dies fithrt dann zu den sogenannten e- bzw. m-Rdumen von R.
Hollstein.

Definition 1.2.11 Ein lokalkonvexer Raum E heifit e-Raum (7w-Raum), falls fiir jeden Epihomo-
morphismus ¢ (Monohomomorphismus f) lokalkonvexer Riume idg ®. g (idg ®, f) wieder ein
Homomorphismus ist.

R. Hollstein zeigte, dafl es geniigt, obige Bedingungen fiir Epihomomorphismen bzw. Monoho-
momorphismen zwischen Banachrdumen zu testen ([Hol2, Proposition 1.3 und 1.4]), und dafl die
e-Banachrdume (7-Banachrdume) gerade die L.-Réume (£1-Ridume) sind ([Hol2, Remarks and
examples 1.5 (1)]). Da fiir einen nuklearen lokalkonvexen Raum projektives und injektives Tensor-
produkt mit einem weiteren lokalkonvexen Raum zusammenfallen, sind nukleare Rdume sowohl 7-
als auch e-Rédume. Weitere Beispiele werden wir an spéterer Stelle noch betrachten.

Vollig analog zum Beweis von Korollar 1.2.8 erhalten wir nun:

Korollar 1.2.12 Es gelten folgende Aussagen:

a) Ist E ein e-Raum (m-Raum), so ist der Funktor

E®.- : LKR — LKR (E®,- : LKR — LKR)
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linksexakt.

b) Ein Fréchetraum F ist genau dann ein e-Fréchetraum (w-Fréchetraum), falls der Funktor
E®.- :FR— LR (EQy-:FR — LR)

exakt ist.

Auch wenn wir unsere ganze Aufmerksamkeit den projektiven und injektiven Tensorprodukttopo-
logien widmen wollen, werden wir in manchen Situationen in der Lage sein, ohne grofien Zusatzauf-
wand Resulate auf sogenannte Tensornormtopologien zu transferieren. Diese wurden von J. Harksen
in seiner Dissertation (siehe [Har]) aufbauend auf den von A. Grothendieck ausfiihrlich studierten
Tensornormen eingefiihrt:

Definition 1.2.13 Eine Tensornorm « ordnet jedem Paar (E, F) normierter Rdume eine Norm
a=a(-;E,F)auf E® F zu, so daf} folgendes gilt:

i) « ist verniinftig , dh. e < a <.
ii) a hat die (metrische) Abbildungseigenschaft , d.h. je zwei stetige lineare Abbildungen T; :
Ey — Ey und Ty : Fy — F; erfiillen die Abschitzung
1Tt ®a Ta : B ®a F1 — By ®q Fof| < ||T1]| - |71
Hierbei notieren wir wieder mit £ ®, F' den Raum E ® F' versehen mit der Norm «. Es sei
E®yF seine Vervollstandigung.

Sind F und F' lokalkonvexe Riume, so iiberzeugt man sich mittels der Abbildungseigenschaft leicht,
daf} jede Tensornorm « eine lokalkonvexe Topologie auf £ ® F' durch die Halbnormen

P ®q(2) = alpp ® pq(2); Ep, Fy)

induziert, wobei p € ¢s(E), q € ¢s(F) und p, : E — E,, ¢4 : F — F, die kanonischen Abbildungen
in die lokalen Banachrdume sind.

Fiir stetige lineare Abbildungen h, : By — E5 und hy : F} — F5 zwischen lokalkonvexen Rdumen
ist dann die Abbildung h; ® hs @ E1 ®4 F1 — Fo ®, Fo stetig. Wir bezeichnen diese wieder mit
h1 ®q ho und ihre Fortsetzung zur Vervollstindigung mit h1®yho.
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2 Kohomologie

V.P. Palamodov fiihrte, soweit dem Autor bekannt, als erster (ko)homologische Methoden in die
Funktionalanalysis ein. Seine in der Hinsicht fundamentale Arbeit [Pal] wird auch Grundlage unserer
Betrachtungen sein. Fiir ein Lehrbuch der homologischen Algebra verweisen wir auf [Rot] und [Weil.

2.1 Rechtsableitungen

Wir wollen an dieser Stelle zunéchst kurz andeuten, welche Rolle Rechtsableitungen im Zusam-
menhang mit der Fragestellung aus Abschnitt 1.2 spielen. Details hierzu werden wir an spéterer
Stelle ausfithren: Sei C eine ,,geniigend schone“ Kategorie und R : C — LR ein additiver Funktor.
Dann kann man R die Folge seiner Rechtsableitungen R! : C — LR zuordnen. Diese haben dann
die Eigenschaft, daf jede exakte C-Sequenz 0 — ' — G — H — 0 eine exakte LR-Sequenz, die
sogenannte lange exakte Kohomologie-Sequenz,

0 — R°(F) - R%G) — R°(H) - RY(F) — RY(G) — R'(H) — R*(F) — ...

induziert. Falls fiir jedes C-Objekt F ein Monohomomorphismus F — G mit R'(G) = 0 existiert,
gilt folgende einfache, aber zentrale

Beobachtung 2.1.1 Ist R ~ R, so ist R genau dann exakt, falls RY(F) = 0 fiir alle F ist.

Diese abstrakte Reformulierung der Exaktheit eines Funktors ist fiir uns Anlaf§ genug, die Annulie-
rung der ersten Kohomologiegruppen R!(F) nither zu untersuchen bzw. Méglichkeiten aufzuzeigen,
um sie berechnen zu kénnen.

Definition 2.1.2 Sei C eine halb-abelsche Kategorie. Unter einer injektiven Auflésung eines C-
Objektes F' verstehen wir eine exakte C-Sequenz

0—F = p0 2 pr

mit injektiven C-Objekten F'!, [ € Ny. Wir sagen, da C geniigend viele Injektive besitzt, falls zu
jedem C-Objekt F' ein Monohomomorphismus ¢ : F' — F° in ein injektives C-Objekt F© existiert.
Bemerkung 2.1.3 Besitzt C geniigend viele Injektive, so hat jedes Objekt eine injektive Auflésung.

Beweis: Sei ¢ : F — F° ein Monohomomorphismus mit injektivem F°. Nach Voraussetzung finden
wir dann auch einen Monohomomorphismus coker (¢) — F! in ein injektives C-Objekt F'. Daher
ist 0 - F — F° — F! eine exakte C-Sequenz mit injektiven C-Objekten F!. Die Bemerkung
folgt nun induktiv. O

Beispiele 2.1.4 Die folgenden Kategorien besitzen geniigend viele Injektive:
a) Die Kategorie FR der Fréchetrdume.
b) Die Kategorie LR der linearen Ridume.
c¢) Die Kategorie LRY der projektiven £R-Spektren.

Beweis: Zu a) Sei F' ein Fréchetraum mit Nullumgebungsbasis Uy 2 U; 2 .... Nach dem Satz
von Alaoglu-Bourbaki ist U? o(F’, F)-kompakt und damit o(F”, F')-beschréankt. Durch

e F = [lo(U), y = W = yn)n

wird dann ein Monohomomorphismus gegeben. Da [], I (U;;) nach Beispiel 1.1.6 ein injektives
Objekt von FR ist, folgt a).
Zu b) Mittels Basiserweiterung sieht man sofort, dafl alle Objekte von LR injektiv sind.
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Zuc) Sei F = (Fy, pyi1) ein projektives Spektrum linearer Réume. Betrachten wir das zugehorende
freie Spektrum Z = (Ip,,p},,), d.h. I,, = H;L:1 F; und py ., ist die entsprechende Projektion, so
folgt sofort, daf3

e F > Lien: Fy — In,y— (p}z(y)v"'apzil(y)ay)
ein Monohomomorphismus ist. Da freie Spektren stets injektiv sind, folgt c). a

Sei nun C eine halb-abelsche Kategorie mit geniigend vielen Injektiven und f : F — G ein C-
Morphismus. Weiter seien

OHFLFOLPJL--- und Oﬁgi)goigli)...
injektive Auflosungen von F' bzw. G. Setzen wir F" := G™ := 0 fiir n < 0, so folgt per Induktion
unter Ausnutzung der Injektivitit der G™ (siehe dualisierte Aussage zu [Rot, Theorem 6.9]), daf
ein bis auf Homotopie eindeutig bestimmter C-KIC-Morphismus f : (F*,i) — (G®, ) existiert, der
f liftet, d.h. es gilt fQoe=no f:

.0 .1

O F € FO 7 Fl 7
; ;
oo
| |

0 G—— G° o G! A

Mit obiger Liftungseigenschaft und Beispiel 1.1.2 iv) folgen leicht die Wohldefiniertheiten in der
folgenden

Definition 2.1.5 Sei C eine halb-abelsche Kategorie mit geniigend vielen Injektiven und R : C —
LR ein additiver Funktor. Dieser induziert dann kanonisch einen additiven Funktor C-KXC — LR-
KIC, welchen wir ebenfalls mit R bezeichnen.

Weiter seien F' ein C-Objekt und f : F — G ein C-Morphismus. Fiir eine injektive Auflésung

o .
00— F = FO 5 F! 2, ... von F und [ € Ny setzen wir

RNF) := HY(R(F*,i)) (F":=0 fiir n <0).

.0 .1
Ist 0 —» G -5 GO 25 G 5 ... ¢ine injektive Aufldsung von G, so sei fiir [ € Ny:

R'(f) == H'(R({)),

wobei wie oben f : (F*®,i) — (G*, j) ein C-KK-Morphismus sei, der f liftet. Wir erhalten fiir [ € N
auf diese Weise bis auf natiirliche Isomorphie eindeutige, additive Funktoren

R':C — LR
und nennen diese Rechtsableitungen von R.
Bemerkung 2.1.6 Unmittelbar aus der Definition leitet man ab:
a) Ist F ein injektives C-Objekt, so ist RO(F) = R(F) und R'(F) = 0 fiir alle [ > 1.
b) Ist R linksexakt, so ist R’ ~ R.

Sei nun FE ein lokalkonvexer Raum. Wir wollen vor allem die Rechtsableitungen der folgenden
Funktoren genauer unter die Lupe nehmen:

i) Den Hom-Funktor L(E, -): FR — LR, F— L(E,F), fr fi=fo-.

ii) Die Tensorprodukt-Funktoren ERq- : FR — LR, F — EQ.F, f — idg®4f. Hierbei ist
a =7, € oder allgemein eine Tensornorm.
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Die Rechtsableitungen obiger Funktoren bezeichnen wir wie folgt:

Definition 2.1.7 Fiir einen lokalkonvexen Raum F, eine Tensornorm o und [ € Ny seien
Ext/(E,-):=L(E,-)': FR — LR und Tor'(E, ) := (E®q-)': FR — LR.

Bemerkung 2.1.8 a) Das Verschwinden von Ext'(FE, F) wurde von D. Vogt u.a. erfolgreich
fiir die sogenannten vier Standardfélle (sieche Theorem 2.2.13) untersucht. Wir werden diese
Resultate spéter zitieren.

b) Fiir einen lokalkonvexen Raum F koénnten wir natiirlich auch den e-Produkt-Funktor
FEe- : FR — LR, F+— EeF, f—idgef = fi

und seine Rechtsableitungen betrachten. Nun sind aber fiir einen vollstdndigen lokalkonvexen
Raum E mit der Approzimationseigenschaft (A.E.), d.h. fiir jeden lokalkonvexen Raum F' ist
FE ® F dicht in EeF, die obigen Funktoren Ee- und E®, - (und damit ihre Rechtsableitun-
gen) natiirlich isomorph, da fiir vollstéindige lokalkonvexe Riume das e-Produkt vollstéindig
ist. Weil sehr viele in der Praxis vorkommenden lokalkonvexen Riume die Approximationsei-
genschaft haben (siehe [Jar, Kapitel 18]), sprich obige Voraussetzungen mild sind, werden wir
die Rechtsableitungen des e-Produkt-Funktors im folgenden nicht betrachten. Wir halten fiir
diese Situation fest: Ist F ein lokalkonvexer Raum mit der A.E., so gilt fiir alle [ € Ny:

Torl (E, -) ~ Ext'(E’

(B E)’ ) und E®.-:FR — LR ist linksexakt.

Man beachte hierbei, daB mit £ auch E die A.E. hat ([Jar, 18.1.2]) und E®, - ~ E®, - gilt.

Unser néchstes Ziel wird es sein, die, am Anfang dieses Abschnitts erwéhnte, lange exakte Kohomo-
logie-Sequenz bereitzustellen. V.P. Palamodov setzt in [Pal, Proposition 2.1] hierfiir die Semi-
Injektivitit des Funktors R voraus, d.h. R fithrt Monohomomorphismen in solche iiber, ohne jedoch
diese Eigenschaft explizit fiir die Herleitung der langen exakten Kohomologie-Sequenz zu gebrau-
chen. Aus diesem Grund und wegen der zentralen Bedeutung der langen exakten Kohomologie-
Sequenz werden wir dieses Resultat ohne diese zusétzliche Voraussetzung zeigen. Trotzdem wollen
wir einige Bemerkungen zur Semi-Injektivitdt machen, da diese im Zusammenhang mit unseren
Untersuchungen aus Abschnitt 1.2 steht:

Bemerkung 2.1.9 Der Funktor L(E, -) ist linksexakt und daher auch semi-injektiv. Fiir einen
lokalkonvexen Raum F ist F®, - ebenfalls semi-injektiv (Satz 1.2.5). Ist E ein m-Raum, so ist auch
E®; - semi-injektiv, was i.A. nicht der Fall sein wird: Sei E ein Banachraum ohne die A.E.? Nach
A. Grothendieck ist dies dquivalent dazu, dafl ein Banachraum F' existiert, so dafl die kanonische
Abbildung E®,F — E®_.F nicht injektiv ist (vgl. [DefFlol, 5.6]). Man betrachte nun einen
Monohomomorphismus f : F — G in einen injektiven Banachraum G. Letzterer ist ein £.,-Raum
und hat damit die A.E. Die Kommutativitidt des Diagramms

E®,F — E®.F
dp®xf dp®. f

E®.G —— E®.G

3Die Existenz eines solchen Banachraumes wurde erstmals von P. Enflo nachgewiesen. Da jeder Banachraum mit
Basis die A.E. hat, 16ste P. Enflo damit das sogenannte Basisproblem von A. Grothendieck.

16



zeigt, daB idp®y f nicht mehr injektiv ist. In Anlehnung an die obige Charakterisierung der A.E.
fir Banachrdume erhalten wir jedoch eine interessante hinreichende Bedingung fiir die Semi--
Injektivitdt: Ein lokalkonvexer Raum FE besitze die wverallgemeinerte Approximationseigenschaft
(v.A.E.), falls fiir alle lokalkonvexen Réume F die kanonische Abbildung E®,F — E®.F injektiv
ist. Ist nun F ein lokalkonvexer Raum mit der v.A.E., so folgt mit der Injektivitit von idp®. f in
obigem kommutativen Diagramm die Semi-Injektivitit des Funktors E®, -. Die folgenden und wei-
tere sehr interessante Aussagen rund um die v.A.E. findet man in [DefFlo2]: Die v.A.E. impliziert
stets die A.E. Falls zu jedem Banachraum X und z € E®,X ein Kompaktum K C F mit
2eT(K@By) ™"
existiert, so fallen die Begriffe A.E. und v.A.E. zusammen. Insbesondere ist dies also nach einem
Satz von A. Grothendieck ([Jar, 15.6.4]) fiir jeden Fréchetraum FE der Fall. Ist E = indy Ex ein
(LB)-Raum, so daf fiir alle Banachrdume X

E&:X =indy (Ex®.X)

gilt, so erfiillt £ wiederum nach obigem Satz von A. Grothendieck obige Bedingung. Vertauschungs-
eigenschaften von Tensorprodukten mit induktiven Limiten sind fiir uns von zentraler Bedeutung.
Wir werden sie an spiiterer Stelle noch ausfiihrlich studieren.

Kommen wir zuriick zur Herleitung der langen exakten Kohomologie-Sequenz geméf [Pal]. Hierfiir
benéGtigen wir noch einige Vorbereitungen. Fiir das folgende Lemma vergleiche man auch Lemma
1.1.7:

Lemma 2.1.10 Sei C eine halb-abelsche Kategorie und
) F-La-%H
eine C-Sequenz. Dann gilt:

a) Ist (%) rechtsexakt, d.h. im (f) = ker(g) und g ist ein Homomorphismus, so ist fiir jedes
injektive C-Objekt I die folgende LR-Sequenz ebenfalls exakt:

(+%) More(F,I) < More(G,I) <~ More(H,I)

b) Ist (xx) exakt fiir ein injektives C-Objekt I, so dafl ein Monohomomorphismus j : coker (f) — I
existiert, so gilt auch die Umkehrung in a).

Beweis: Zu a) Sei h € ker (f*), d.h. hof = 0. Nach der universellen Eigenschaft von coker (im (f)) =
coker (ker (¢)) = coim (g) = im (g) und der Injektivitdt von I haben wir dann das folgende kommu-
tative Diagramm:

im(f) —— G —— im(g9) —— H
/, -

3 -

h 7

=0 ST aT
s

Wegen g = (G — im (g) < H) folgt Lo g = h. Also ist h € im (g*).

Zu b) Man betrachte das folgende Diagramm:

J

ia) I & coker (7)
r\\ \\\

coker (

p AN
t ! u\\ k\\
I \\ AN
: . AN
F 7 G T coim (g) — im (9) ——— H.



Hierbei sind p, r, g,¢ und s die natiirlichen Morphismen. Wir wollen nun die Existenz der gestrichel-
ten Pfeile zeigen. Mit jopo f =0 folgt j op € ker (f*) = im (¢*). Daher existiert ein Morphismus
kmit kog=jop. Ausiogorof=gof =0 folgern wir r o f = 0, weil < und § Monomorphis-
men sind. Aufgrund der universellen Eigenschaft von p : G — coker (f) finden wir den in obigem
Diagramm eingezeichneten Morphismus ¢ mit top =r. Mit sokotogor =sokog=sojop=20
erhalten wir so koi = 0, da g und r Epimorphismen sind. Weil j der Kern von s ist, existiert
wiederum nach dessen universeller Eigenschaft ein Morphismus u mit ko7 = j o u. Weiter folgt
jouogor =koitogor =kog=jop, also uogor = p. Insgesamt erhalten wir mit einem
Zyklustrick:

1) id—touog)or=r—touogor=r—top=0,alsotouog=id.
2) (id—gotou)ogor=gor—gotouogor=gor—gotop=0,alsogotou=id.
3) id—uogot)op=p—uogotop=p—uogor=20,alsouogot=id.

1) und 2) implizieren, dafl § ein Isomorphismus und damit g ein Homomorphismus ist. Aus 1)
und 3) folgt, daB ¢ : coker (f) — coim (g) ein Isomorphismus und daher im (f) = ker (coker (f)) =
ker (coim (g)) = ker (g) ist. O

Das untenstehende Resultat, auch Hufeisenlemma genannt, diirfte aus funktionalanalytischer Sicht
das Key-Lemma fiir die Existenz der langen exakten Kohomologie-Sequenz sein:

Lemma 2.1.11 Sei C eine halb-abelsche Kategorie mit geniigend vielen Injektiven und
0-F-L a4 H -0

eine exakte C-Sequenz. Dann existiert ein kommutatives Diagramm in C

0 Fl Gl Hl 0

0 FO GO HO 0

0 F——G—— H 0
0 0 0

mit exakten Zeilen und Spalten, wobei die F', G! und H'! injektiv sind (I > 0).
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Beweis: Seien k : H — HY und ¢’ : G — F° Monohomomorphismen in injektive Objekte. Damit
konstruieren wir folgendes kommutative Diagramm:

0 0 0

0 ——— coker () —— coker (n) —— coker (k) ——— 0

0 FO FOx H° H° 0
e:=¢'of n:=¢’ x (kog) K
0 F 7 G p H 0
0 0 0

Die mittlere Zeile besteht aus den kanonischen Morphismen; die Morphismen der oberen Zeile erhélt
man aus den universellen Eigenschaften von coker (¢), coker () und der Kommutativitit der beiden
unteren Diagramme.

Die beiden unteren Zeilen sind exakt. Um die Exaktheit der Spalten zu zeigen, miissen wir noch
nachweisen, daf} € und n Monohomomorphismen sind: Als Komposition von Monohomomorphismen
ist auch ¢ ein solcher. Da ¢/ = (G —& FO x H° — F°) ein Monohomomorphismus ist, ist auch
7 ein Monohomomorphismus. Sei nun I ein beliebiges injektives C-Objekt. Mit der Exaktheit des
Funktors Mor¢(-,I) folgt nach dem Neuner-Lemma fiir die Kategorie LR (siehe [Rot, Exercise
6.16]) die Exaktheit der LR-Sequenz

0 — More(coker (k),I) — Mor¢(coker (1), I) — More(coker (¢),I) — 0.

Nach Voraussetzung besitzt aber C geniigend viele Injektive, so dafl nach Lemma 2.1.10, b) die
Kokern-Sequenz an jeder Stelle rechts-exakt und damit exakt ist. Das Lemma folgt nun sukzessiv,
indem man die untere Zeile durch die obere ersetzt. a

Theorem 2.1.12 Sei C eine halb-abelsche Kategorie mit geniigend vielen Injektiven und R : C —
LR ein additiver Funktor. Dann induziert jede exakte C-Sequenz

0-F L6 H 0
eine (natiirliche) exakte LR-Sequenz der folgenden Art:
0 — R(F) — R(G) — R°(H) - R'(F) - R'(G) — R'(H) —» R*(F) — ...

Beweis: Nach Lemma 2.1.11 existieren injektive Auflésungen 0 — F — F*, 0 - G — G*® und
0 — H — H*® und eine exakte C-KK-Sequenz

0 — F* - G* — H* - 0 (mit F':=G":= H' :=0 fiir | < 0).
Mit anderen Worten ist fiir jedes | € Z die C-Sequenz
0 - F -G - H -0
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exakt. Da alle F! injektiv sind, zerfallen diese Sequenzen, d.h. es existiert eine Rechtsinverse zu
G' — H!, und wir erhalten wegen der Additivitit des Funktors R die Exaktheit der LR-Sequenzen

0 — R(F') - R(G"Y — R(H") — 0,
was dquivalent zur Exaktheit der LR-KKC-Sequenz
0 — R(F*) — R(G*) — R(H®*) — 0

ist. Das Theorem folgt nun aus den dualen Aussagen zu [Rot, Theorem 6.3 und 6.4]. O

Beispiel 2.1.13 Notieren wir fiir den projektiven Limesfunktor proj : LRY — LR aus Beispiel
1.1.3 seine I-te Rechtsableitung mit proj' : LRY — LR, so gelten fiir jedes projektives £LR-Spektrum
F = (Fp, pl,) folgende Aussagen:

proj’ F = proj F = ker (o(F)), proj' F = coker (¢(F)) und proj' F = 0 fiir I > 2,

wobei die lineare Abbildung o(F) = o : [[,, . — [],, Fn durch z — pjt | (25 41) — =, gegeben wird.
Sind F = (Fy, plt) und G = (G, 91 dquivalente projektive LR-Spektren, in Zeichen F ~ G, d.h.
es existieren Folgen natiirlicher Zahlen (k, )., (1), mit n <1, <k, < l,41 und LR-Morphismen
Uy, Up, 50 da} das folgende Diagramm kommutiert:

kq ko
e Pry F, Pra
1 2
NN
G G G
ll d)"l l2 ¢12 l3 ¢13

so gilt proj' F = proj' G fiir alle I.
Beweis: Wir betrachten die folgende Sequenz von LR-Spektren:

Hierbei ist ¢ der Monohomomorphismus von F in das zu F gehorende freie projektive Spektrum 7
aus dem Beweis zu Beispiel 2.1.4, ¢) und ¢ wird gegeben durch

n n—1
inzln:HFj — Jn:=HFj
j=1 j=1
r = (p%(ﬂ?g)—1’17...,[12_1(1'71)—‘@”,1).

Man rechnet leicht nach, dal obige Sequenz exakt und damit eine injektive Auflésung von F ist.
Da 7 und J injektiv sind, folgt aus der langen exakten Kohomologie-Sequenz die Exaktheit der
LR-Sequenz

0 — proj’ F — proj’Z — proj®J — proji! F - 0 — 0 — proj?F — 0 — -

und hieraus sofort proj' F = 0 fiir [ > 2; und mit der Kommutativitit des Diagramms

proj°Z —— proj’ J

IR
IR
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folgt weiter proj' F 2 coker (¢) und proj’F = ker (0) = proj F. Letzteres kann man auch direkt
aus der Linksexaktheit von proj folgern. Fiir projl F = projl G, falls F ~ G ist, sei z.B. auf [Wen,
Proposition 3.1.7] verwiesen. O

Mit den {iblichen Voraussetzungen kénnen wir nun auch die Beobachtung 2.1.1 und ,,mehr“ zeigen:

Korollar 2.1.14 Ein linksexakter Funktor R : C — LR ist genau dann exakt, falls R' = 0 fiir alle
I > 1 (oder nur fiir I = 1) gilt.

Beweis: Aus der langen exakten Kohomologie-Sequenz folgt insbesondere, dal R genau dann links-
exakt ist, falls R® ~ R gilt, womit die Riickrichtung klar ist. Sei nun R exakt und 0 — F —

0 -1

FO o F' Y5 . eine injektive Auflosung eines C-Objekts F. Wir setzen F~! := 0, i~ := 0
und betrachten die exakte C-Sequenz

0 — im (i~ 1) — F! — coim (i') — 0.
Mit (FI=! — FY = (F'=! — im (i'"!) — F!Y) und (F! — F*) = (F! - coim (i') — F!*1)
erhalten wir auch Faktorisierungen
(R(F'™Y) — R(F")) = (R(F'™!) — R(im (i' 1)) — R(F"))
und
(R(F') — R(F'"*1)) = (R(F') - R(coim (i')) — R(F'*1)).
Da die Sequenz 0 — R(im (i*"1)) — R(F') — R(coim (i')) — 0 wieder exakt ist, folgt damit
RA(F) = ker(R(F') — R(F'*1))/im (R(F'™") — R(F"))
— ker (R(F') — R(coim (i'))) /im (R(im (1)) — R(F"))

— R(F)’ l= 0,
o 0, I>1.
O
Die Bemerkung in der Klammer folgt auch daraus, dafl man die hoheren Rechtsableitungen wie folgt

auf die erste zuriickfithren kann: Wir betrachten die obige injektive Auflésung von F' und setzen
Z" .= ker (i), n € Ng. Wegen F = Z9 ist auch RI*}(F) = R'*1(Z°). Da

0zt Pt
eine injektive Auflésung von Z' ist, gilt R"*1(Z°) = RY(Z'). Induktiv folgt R (F) = RY(Z").

Bemerkung 2.1.15 Man ist natiirlich an schwécheren, aber dafiir anwendungsfreundlicheren Ver-
sionen von Korollar 2.1.14 interessiert. Eine mogliche Anwendungssituation kénnte die folgende
sein: Wir betrachten eine exakte C-Sequenz

0—>FL>GL>H—>O,

die mit F' startet. Angenommen, der Funktor R ist darauf linksexakt, und eine Berechnung zeigt
RY(F) = 0. Dann kann die Frage, ob R(g) wieder surjektiv ist, mittels der langen exakten Ko-
homologie-Sequenz beantwortet werden, sobald man R°(G) = R(G) und R°(H) = R(H) weiB.
Letzteres macht aber allgemeingiiltige Aussagen fiir die Tensorproduktfunktoren F®, - : FR —
LR (vor allem fiir o = 7) schwierig (vgl. auch Beispiel 3.1.1).
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2.2 Berechnung von Rechtsableitungen

In diesem Abschnitt wollen wir fiir einen additiven Funktor R : R — LR und einen Fréchetraum F’
Methoden zur Berechnung der Gruppe R!(F) entwickeln. Unser zentrales Hilfsmittel dafiir wird die
lange exakte Kohomologie-Sequenz und die erste Rechtsableitung des Funktors proj : LRY — LR
sein.

Definition 2.2.1 Ein projektives Spektrum F = (F,,, p?,) von Banachriumen heifit Fundamen-
talsystem von Banachrdumen fiir den Fréchetraum proj F, falls F dquivalent zu einem reduzierten
projektiven Spektrum von Banachriumen ist.

Den essentiellen Wert obiger Definition werden wir erst an spéterer Stelle sehen, vorher noch eine

Bemerkung 2.2.2  a) Jeder nukleare Fréchetraum besitzt ein Fundamentalsystem von {,-Réum-
en (1 < p < oo), was man leicht mittels nuklearer Darstellungen der verbindenden Abbildun-
gen sieht.

b) Man kann zeigen, daf ein projektives Spektrum F = (F,, pZ,) von Banachriumen genau dann
ein Fundamentalsystem ist, falls zu jedem n ein m > n existiert, so daf} fir alle £k > m

die Inklusion p}, (Fn) € pR(Fi) = gilt (siehe z.B. [Kar, Lemma 1.11], [Pal]). Letzteres ist

—— P (Fm .
dquivalent dazu, dafl zu jedem n ein m > n existiert mit pl (F,,) C pn(F)pM( ), wobei

o2 (F,,) mit der Teilraumtopologie von F;, versehen sei.

Wir wollen noch ein weiteres wichtiges Beispiel fiir ein Fundamentalsystem von Banachriaumen
bringen. Dazu verweisen wir fiir unsere Notation von Kétherdumen auf [MeiVog, §27] und erinnern
kurz an die Definition von quasinormablen Rdumen: Ein lokalkonvexer Raum F' heif3t quasinorma-
bel, falls zu jedem U € Up(F) ein V' € Uy(F) existiert, so dafl es fiir alle € > 0 eine beschriankte
Teilmenge B C F mit V C B+¢U gibt. (DF)-Rdume und Schwartzrdume sind typische Vertreter
der Klasse der quasinormablen Rdume. Fiir das folgende Beispiel siehe [Vogl].

Beispiel 2.2.3 Der Kotheraum A>°(B) ist genau dann quasinormabel, falls (AS°(B), pl,) ein Fun-
damentalsystem von Banachriumen fiir A>°(B) ist. Hierbei ist

A2 (B) = loo((byn)) i={z €w: |||, = s1l1p || by <00} und py,(2) := .

Beweis: Klar ist, dal \>°(B) = proj,, AS°(B) gilt. Wir werden folgende Bemerkung verwenden:
A% (B) ist genau dann quasinormabel, falls zu jedem n ein m > n existiert, so daf} es fiir alle € > 0
ein A € AP(B) := {2z € A*(B): ; >0 fiir alle [ } gibt mit

(%) bfﬁl < max (N, € - bfi) fiir alle I,

was durch Polarisation unmittelbar daraus folgt, dafi die Mengen {xz :| z; | < X fiir alle [ } ein
Fundamentalsystem von beschrinkten Mengen in A*°(B) bilden ([MeiVog, 27.6]).

» = “ Zu gegebenem n wihlen wir ein m > n nach der Vorbemerkung. Seien z € A°(B) mit
1> ||z||m >0 und € > 0. Zu e existiert nach der Bemerkung ein A € A (B), so daB fiir alle [

(%) gilt. Sei J:={l:|x;|< N} und J := N — J. Dann gilt fiir alle I:

_ £ _
|2 < Nllm - by, < Nl - max (A, —— b)),
’ ]l

woraus wir |z;| < - b, ! fiir alle [ € J folgern. Setzen wir nun

L xy, l e J7
Y= 0, sonst

so ist y € A>*(B) und ||z — y|ln = sup,c5 [ @i | -bin < €. Insgesamt existiert also zu jedem n ein

m > n mit

(4) p(A2(B)) € paCre(B) ",

m
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, <= ¢ Zu gegebenem n wihlen wir ein m > n, so dafy (xx) erfiillt ist. Sei e > 0. Setzen wir

e by i by >0,
0, sonst

so ist z € A2(B), und wir finden ein A € A*°(B) mit || — A||, < e. Aus der Dreiecksungleichung
folgt fiir alle I mit b;,,, > 0 die Abschétzung blfii— ML e- bfi bzw.

bljln < 2-max (| N], - b;ﬁ)
Fiir solche ! mit b; ,,, = 0 ist obige Ungleichung trivial erfiillt. a

Die folgende Definition erweist sich im Zusammenhang mit der Berechnung von Rechtsableitungen
fiir unsere Situationen als sehr giinstig:

Definition 2.2.4 Wir nennen einen additiven Funktor R : FR — LR o-stabil, falls:

a) Der Funktor R vertausche mit abzdhlbaren Produkten im folgenden Sinne: Der durch die
Folge der Projektionen [], F,, — F), induzierte Morphismus pr : R([[,, ) — [1,, R(Fy)
sei ein , funktorieller* Isomorphismus, d.h. fiir jede Folge f,, : F;, — G, von FR-Morphismen
gelte

pg © R((fn)n) = (R(fn))n o pF.

b) Zu jedem projektiven FR-Spektrum F = (F,, pl,) kommutiere das Diagramm

R(T ) ") R F)

[[rF) —_, [IRE.

a(R(F))
Beispiel 2.2.5 Fiir einen lokalkonvexen Raum FE und eine Tensornorm « sind die Funktoren
L(E, ), EQq- : FR — LR o-stabil.

Beweis: Der Funktor L(E, -) vertauscht mit (abzdhlbaren) Produkten aufgrund der universellen
Eigenschaft des Produktes. Fiir die Tensorproduktfunktoren gilt dies nach [Har, Korollar 2.12],
siehe auch [Jar, 15.4 und 16.3] fiir @« = & bzw. e. Wir rechnen die Eigenschaft b) nur fiir die
Tensorproduktfunktoren nach. Die Behauptung folgt durch Berechnung auf Elementartensoren

TR (Yn)p > T® (p2+1(yn+1) — Yn)n

| |

(T ®@Yn)p —— (z® pZ-i-l (Ynt1) =T @ Yn)n

23



und der Kommutativitdt des Diagramms

E&. [ Fn E®, [[Fn

dicht

E®QHF7L 4>E®aHFn

[ E®a Fn —— [] E®a Fn

I1 E®F. 1] E®aFn.

Mit obiger Definition kénnen wir nun unser Theorem zur Berechnung der Rechtsableitungen for-
mulieren:

Theorem 2.2.6 Sei R : FR — LR ein o-stabiler Funktor. Dann haben wir fiir jedes | € N und
jedes Fundamentalsystem von Banachriaumen F = (F,, pl) fiir einen Fréchetraum F' eine exakte
LR-Sequenz:

0 — proj' R""Y(F,) — RYF) — proj RY(F,) — 0.

Beweis: Wir zeigen zunichst, da mit R auch seine Rechtsableitungen R! o-stabil sind. Dazu
wéhlen wir uns jeweils injektive Auflésungen

-0 1
0— F, =% FO gl 1y L.
Diese induzieren dann eine injektive Auflosung
e i )n in)n
0 — 1_[}7‘71(_))]:[1:‘7(1J (o HFﬁ o

Weiter finden wir fiir alle n € N einen (bis auf Homotopie eindeutigen) Morphismus ((pf,)");, der
P liftet:

1
Ent1 0 n+1 1 In+1
0 Fon Foi Fopg —
| |
Prs1 (PZ-H)O } (PZ+1)1 }
! !
0 1 .
0 Ey €n Fn 0 Fn 1 ’

Z‘VL /L’!L

womit wir auch die projektiven FR-Spektren F' := (F}, (pr,,)") betrachten kénnen. Die ent-
scheidende Beobachtung ist die folgende: Der bis auf Homotopie eindeutige Morphismus (o), der

24



o = o(F) liftet

0 HF (en)n HFO (Zn)n HFT% (iiz)n

0—>HFn *)(En)n HFS (Lg)n HFI (H)n

wird schon durch ¢! = o(F!) gegeben, denn mit o(F 1) 1= o(F), i,! :=en, F,; ! := F, gilt fiir alle
leNgund z € [[FL %

o(F) o (iy ulz) = ((

= (in "o (Php) @) = iy H(@n))n
(Zln 1((pn+1)l l(xn+1) _xn))n
= (i Ynoa(FH)(a).

Da R o-stabil ist, kénnen wir damit fiir alle [ € Ny diesmal mit o(F~1) := 0,4, :=0und F,,; ' :=0
das folgende kommutative Diagramm aufbauen:

[1RrE [1RrED [T RES
o(R(FY)

R F™ R(TFY R Fi)

R(o(Fh)

[[rE [1RED [[RES

Pn +1) © i2;11($n+1) - zil_l(xn))n
l
n

R
R
R

IR
IR
1R

R(I[FY R(ITFL R(JTEE).

Durch Ubergang zur Kohomologie erhalten wir nun damit nach Definition der Rechtsableitungen
die o-Stabilitit der R!, I € Ny.

Wie wir an spéterer Stelle sehen werden (Theorem 2.2.11 a) und lange exakte Kohomologie-
Sequenz), ist die kanonische Sequenz

0—F 5 TJ[F, S J[F. — 0

exakt, wobei p(z) := (pn(z))n sei. Anwendung der langen exakten Kohomologie-Sequenz liefert die
Exaktheit der LR-Sequenz

= B[ "= R R 2 B R R Y BT F —
Hieraus erhalten wir mit der o-Stabilitdt der Rechtsableitungen und Beispiel 2.1.13 die Isomorphis-
men

ker R (p) = im A = coim A 2 coker R'~!(0) 2 proj* R*"1(F,)
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und im R!'(p) = ker R!(¢) = proj R'(F},). Die Exaktheit der Sequenzen

0 — ker R!(p) — RY(F) — im R'(p) — 0
impliziert letztlich das Theorem. O
Bemerkung 2.2.7 Ohne n#her auf alle Details einzugehen, bemerken wir, dafl neben der langen
exakten Kohomologie-Sequenz Spektralsequenzen zur Berechnung von Kohomologiegruppen eine
wichtige Rolle spielen. Speziell die Grothendiecksche Spektralsequenz, siehe [Wei, Theorem 5.8.3]
und [Pal, Proposition 2.2] fiir die Umsetzung auf halb-abelsche Kategorien, dient grob gesprochen

dazu, die Rechtsableitungen der Komposition zweier Funktoren zu bestimmen. Wendet man diese
auf das Diagramm

FRY — RN

projoR
proj

LR

an, wobei der von R induzierte Funktor FRY — LR ebenfalls mit R bezeichnet sei, so erhilt man
unter der Voraussetzung der Vertauschbarkeit des Funktors R mit abzéhlbaren Produkten (damit
gehen freie projektive Spektren in solche iiber) und Beachtung von proj? X = 0 fiir alle I € N eine
exakte LR-Sequenz

0 — proj! Rlil(Fn) — (proj oR)l(}") — Pproj Rl(Fn) — 0.

Dieses Resultat lift sich mit unseren Betrachtungen im Beweis von Theorem 2.2.6 auch mit [Wei,
Theorem 3.5.8] erzielen, wo allerdings eine klassische Mittag-Leffler Bedingung als Voraussetzung
herangezogen wird, die als hinreichende Bedingung fiir proj! X = 0 in einem gewissen Sinne mit der
Eigenschaft, ein Fundamentalsystem von Banachridumen zu sein, korrespondiert. In beiden Féllen
bleibt immer noch (proj o R)!(F) zu berechnen.

Anwendungstauglich wird Theorem 2.2.6 erst durch die

Definition 2.2.8 Wir nennen einen Fréchetraum F
a) R-azyklisch , falls RY(F) = 0 fiir alle [ > 1 gilt.
b) lokal R-azyklisch , falls F' ein Fundamentalsystem von R-azyklischen Banachridumen besitzt.

¢) lokal injektiv (lokal projektiv), falls F ein Fundamentalsystem von injektiven (projektiven)
Banachrdumen besitzt.

Nach Bemerkung 2.1.6 a) sind injektive Fréchetridume R-azyklisch. Insbesondere ist also jeder lokal
injektive Fréchetraum lokal R-azyklisch. Nukleare Fréchetriume und quasinormable A\°°(B)-Riume
sind lokal injektiv nach Bemerkung 2.2.2 bzw. Beispiel 2.2.3.

Bemerkung 2.2.9 Ist F ein R-azyklischer Fréchetraum, so gilt R°(F) = R(F).

Beweis: Nach einem Resultat von A. Grothendieck kann man zur Definition von R!(F) statt injek-
tive Auflgsungen auch R-azyklische Auflsungen heranziehen (vgl. [Wei, Exercise 2.4.3]). Wendet
man dieses auf0 — FF — F — 0 — 0 — --- an, so folgt die Behauptung. a

Korollar 2.2.10 Sei R : FR — LR ein o-stabiler Funktor und F ein Fréchetraum mit Fundamen-
talsystem von Banachrdumen F = (F,, pj%,). Dann gilt:

a) R'(F)=0 = proj' R°(F,) = 0.
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b) RY(F) =0 fiir I > 2 und R'(F) = proj' R(F,), falls F lokal R-azyklisch ist. Insbesondere gilt
dies fiir lokal injektive Fréchetrdaume.

Beweis: Dies folgt aus Theorem 2.2.6 und der vorigen Bemerkung, wobei man beachtet, daf proj’
invariant bzgl. dquivalenten Spektren ist (Beispiel 2.1.13). Man kann natiirlich auch direkt die
lange exakte Kohomologie-Sequenz auf die kanonische Auflésung von F' anwenden und mit der o-
Stabilitéit des Funktors R argumentieren, was einem Beweis von Theorem 2.2.6 fiir obige Situationen
gleichkommt. O

Wie das obige Korollar zeigt, ist es von immenser Bedeutung, notwendige und hinreichende Bedin-
gungen fiir proj' X = 0 zu haben.

Theorem 2.2.11 Fiir ein projektives Spektrum X = (X, p) linearer Riume gelten folgende
Aussagen:

a) Fir jedes n € N sei eine Folge (B, n)n von Banachkugeln in X,, gegeben, die X,, iiberdecken,
so daf} das Bild von B, y unter p;! , in einem B, p; enthalten ist. Dann gilt proj1 X =0
genau dann, wenn es zu jedem n eine Banachkugel D,, C X,, gibt mit:

i) ppi1(Dng1) € Dy, fiir alle n,
ii) fur alle n existiert ein m > n, so daB fiir alle k > m gilt: p!’ (X)) € pi(Xg) + Ds.

Ist proj' X = 0, so finden wir eine Folge (N;); mit D,, = N'_, (p},) "' B n,. Insbesondere gibt
es also fiir alle n ein N und ein m > n, so daf fiir alle £k > m die folgende Inklusion gilt:

b) Fiir jedes n sei ein System B, von Banachkugeln in X,, gegeben, die X,, iiberdecken, bzgl.
der Mengeninklusion gerichtet und stabil bzgl. der Multiplikation mit Skalaren sind, so daf
das Bild von jeder Banachkugel von By, ;1 unter p};,; in einer Banachkugel von B,, enthalten
ist. Dann gilt proj' X = 0, falls folgende Bedingung erfiillt ist: Fiir alle n existiert ein m > n,
so dafl es fiir alle £k > m ein B € B,, gibt, so daf} fiir alle M € B,, ein K € B, existiert mit:

pm(M) C pf(K) + B.

Teil a) des Theorems geht auf V.P. Palamodov und V.S. Retakh zuriick (vgl. [Pal, Theorem 5.4]),
wéhrend das Resultat unter b) in dieser Form auf einer Beobachtung von M. Langenbruch ([Lan])
beruht, dal man in den von R. Braun und D. Vogt ([BraVog]) bzw. L. Frerick und J. Wengenroth
([FreWen]) voneinander unabhiingig erzielten Ergebnissen die Reihenfolge der Quantoren wie oben
getrennt nach Stufen und interpolierenden Bedingungen umstellen kann. Fiir ein intensives Studium
obiger Resultate sei auf die Habilitationsschrift von J. Wengenroth ([Wen]) verwiesen.
Abschlielend wollen wir noch einige Resultate der Ext-Theorie zitieren. Wir betrachten im folgen-
den nur den wichtigen Fall, da8 fiir den Funktor L(E, -) : FR — LR der lokalkonvexe Raum F als
Fréchetraum vorausgesetzt sei.

Bemerkung 2.2.12 Fiir Fréchetrdume E und F sind die folgenden Bedingungen dquivalent:
a) Ext'(E,F) =0.
b) Der Funktor L(E, -) ist exakt auf jeder kurzen exakten FR-Sequenz, die mit F startet.
c) Jede Erweiterung von (E, F), d.h. jede exakte FR-Sequenz 0 — F — G — E — 0, zerfillt.

Beweis: Fiir die Aquivalenz von a) und b) siehe Korollar 2.1.14. Fiir b) = c) lifte man idp.

¢) = b): Seidazu 0 — F 4, Gy 25 H — 0 eine exakte FR-Sequenz und ¢ € L(E, H) vorge-
geben. Dann induziert G := { (z,y) € Gax E : g(x) = ¢(y) } auf kanonische Weise eine Erweiterung
von (E, F). Ist R = (R, R2) eine Rechtsinverse der Projektion G — FE, so ist g.(R1) = . O

27



Aufgrund obiger Bemerkung sind notwendige und hinreichende Bedingungen fiir Ext* (E, F) = 0 von
groflem Interesse, zumindestens fiir Rdume, die in der Praxis oft vorkommen. Dies gelang in [Vog1]
und [FreWen]. Eine Analyse dieser Arbeiten und der Langenbruch’schen Beobachtung zeigt, daf
in den vier Standardfillen die untenstehende Bedingung (S£’)¢ charakterisierend ist. Die Notation
ist wie folgt: FE ist ein echter Fréchetraum, d.h. kein Banachraum, mit Fundamentalfolge von
Halbnormen || « [|1 < || - |l2 < ... und (F,, p}*,) ein Fundamentalsystem von Banachrédumen fiir den
Fréchetraum F, U, := Bp,. Weiter verwenden wir die abkiirzende Notation ||z, := |¢% ()| g,
fir x € Ex und K > L, wobei q&f( : Fx — Ep die kanonische Abbildung zwischen den lokalen
Banachrdumen von E sei.

Theorem 2.2.13 (Haupttheorem Ext-Theorie) Unter einer der folgenden Voraussetzungen
i) F = \*(A) ii) E nuklear iii) F nuklear iv) E = \!(A)
gilt Ext'(E, F) = 0 genau dann, wenn das Paar (E, F) der folgenden Bedingung geniigt:

(SE")o  Fiir alle n existiert ein m > n, so daB es fiir alle K > m ein N gibt, so daf fiir alle
M > N und € > 0 ein K > M und ein S > 0 existiert mit

lzllar - o3y, (Um) € S+ [lzlx - pR(Uk) + € ||zl|5 - Un
fir alle v € Fg.

Des weiteren zeigte D. Vogt in [Vogl], daf in den vier Standardfillen Ext' (E, F) = 0 gilt, falls E die
Eigenschaft (DN) und F die Eigenschaft () hat. Hierbei sind die linear topologischen Invarianten
(DN) und (92) wie folgt definiert:

Definition 2.2.14 Seien F und F' Fréchetraume mit wachsenden Fundamentalfolgen von Halbnor-
men (|| - [[x)n bzw. (| - [In)n-

a) Wir sagen F habe die Eigenschaft (DN), falls ein N existiert, so da$ es fiir alle M > N und
0 €]0,1 ein K > M und ein S > 0 gibt mit

lzllar < 8- llzlf - llzll

fiir alle x € E. Die N-te Halbnorm ist offenbar eine Norm und heif3t dominierende Norm.

b) F habe die Eigenschaft (), falls fiir alle n ein m > n existiert, so dafl es fiir alle k > m ein
0 €]0,1] und C > 0 gibt mit

Iy l15 < €= (Ul l2)° - Cly' 1)
fiir alle y’ € F'. Hierbei ist [|y'||] := sup|,j,<1 |¥'(2)|€ [0, 00].

(DN) vererbt sich auf Unterrdume, () auf Quotienten. Potenzreihenrdume unendlichen Typs
haben (DN) und (Q2), wihrend die von endlichem Typ stets (£2) und niemals (DN) haben. Mit
obigen Definitionen gelang D. Vogt der Durchbruch in der Strukturtheorie des Raumes s der schnell
fallenden Folgen. Die Unterrdume von s sind die nuklearen Fréchetrdume mit (DN), die Quotienten
von s die nukleare Fréchetriume mit (2) und die komplementierten Unterrdume von s die nuklearen
Fréchetraume mit (DN) und () (siehe [MeiVog, §31]).

Eine sehr grobe Beweisskizze des Haupttheorems liest sich folgendermafien: Nach Korollar 2.2.10
a) folgt aus Ext'(E,F) = 0 stets proj'L(FE, F,) = 0. Damit geht man nun in das Theorem
2.2.11 a) und bekommt erste notwendige Bedingungen, die letztlich zu (S£’) fiithren. Da unter
milden Zusatzvoraussetzungen, welche man aus der Bedingung (S%’), ableiten kann, in den vier
Standardfillen Ext'(E, F) = proj' L(E, F,,) gilt (vgl. Korollar 2.2.10 b)), rechnet man schlieBlich
mit (SX)y und sogenannter Zerlegungslemmata die Voraussetzungen von Theorem 2.2.11 b) nach.
Unser Ziel wird es sein, obige Resultate unter Beachtung der Beweisskizze so gut wie moglich auf
die Tor-Theorie zu iibertragen. Genauer bedeutet dies, dal wir Tor),(FE, F) = 0 fiir (DF)-Réume
E und Fréchetrdume F' diskutieren wollen.
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3 Die erste Rechtsableitung der Tensorproduktfunktoren

Bevor wir notwendige und hinreichende Bedingungen fiir das Verschwinden von Tor(ll (E, F) herleiten
und diese im néchsten Kapitel auf die vier Standardfille anwenden, wollen wir zunéchst in einem
separaten Abschnitt zum Teil sehr schlichte Beispiele angeben, die zum besseren Verstéindnis der
Materie beitragen konnen.

3.1 Allgemeine Betrachtungen

Wir werden uns nun mit der Bemerkung 2.1.15 beschéftigen. Der Funktor idg®. - : FR — LR ist
fiir jeden lokalkonvexen Raum F mit der A.E. linksexakt (Bemerkung 2.1.8 b)). Insbesondere gilt
dann

Tor’(E, F) = E®.F

fiir jeden Fréchetraum F' (Bemerkung 2.1.6 b)). Die Konstruktion eines Gegenbeispiels fiir obige
Identitéit wird fiir das injektive Tensorprodukt aufgrund der nicht leichten Handhabung von lokal-
konvexen Rdumen ohne die A.E. komplizierter sein. Fiir das projektive Tensorprodukt haben wir
jedoch:

Beispiel 3.1.1 Sei K = R. Es gelten folgende Aussagen:
a) la®@xly G Torl(ly,15).
b) Der Funktor Iy : FR — LR ist nicht linksexakt.

Beweis: Zu a) Wir betrachten das folgende kommutative Diagramm

0 -1

PO ' Pt —
~

coker (¢)

S

0 lg'

wobei die Zeile die gewohnte injektive Auflésung von Iy sei, d.h. FO = [ (Bp,) usw. Durch Anwen-
dung des Funktors 158, - erhalten wir das kommutative Diagramm

~ idi,®re o id;, ®,° -
00— LRl — LRLF b, F

a0
la®rcoker (&)

Hierbei beachte man Satz 1.2.2 und die Semi-Injektivitit des Funktors lo®, - (Bemerkung 2.1.9).
Nun gilt nach Korollar 1.1.8 a) und Lemma 1.2.1

TOI‘?F(ZQ, l2) = ker (idlzéwio) = ker (idl2®7rQ) = (ker (idlz On Q)) = (im (idlz Qr E))
e — I
= m(d, @re) "
und 1,10y = im (id, @ws). Folglich reicht es zu zeigen, dafl id;, @re kein abgeschlossenes Bild hat
bzw. in unserer Situation kein Monohomomorphismus ist. Angenommen, dies wire doch der Fall.
Bezeichnet ¢ die Fortsetzung der Linearisierung der Bilinearform (z,y) — (x,y) auf [a®ls, so
finden wir aufgrund unserer Annahme nach dem Satz von Hahn-Banach eine stetige Fortsetzung ¢
von ¢ auf l®,F°. Setzen wir nun

P:F' — Iy=1
y — (@@ ®y),
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so ist nach dem Riesz’schen Darstellungssatz P eine stetige Projektion von FO = Io(By)) auf I,.
Also ist I3 komplementiert in einem injektiven Banachraum und daher selbst injektiv. Widerspruch.
Zu b) Der Funktor lo®y - ist nicht linksexakt auf der exakten Sequenz 0 — Iy — F9 — F' wie
der Beweis zu a) zeigt. O

Aus Korollar 2.1.14 und Korollar 1.2.12 a) erhalten wir unmittelbar:

Beispiel 3.1.2 Sei E ein a-Raum (o = 7 oder ). Dann sind dquivalent:

a) Fiir jede exakte FR-Sequenz 0 — F — G — H — 0 ist die E®, - tensorierte Sequenz
0 = EQuF — E@,G — E@,H — 0

topologisch exakt.
b) Torl(E,F)=0.

Mit demselben Argument (diesmal mit Korollar 1.2.12 b)) folgert man das folgende Sétzchen zur
Charakterisierung von m- bzw. e-Fréchetriumen:

Satz 3.1.3 Ein Fréchetraum F ist genau dann ein a-Raum (o = 7 oder ¢), falls Torg(E, §)
E®q - und Torl(E, -) = 0 ist.

Mit obigem Satz kénnen wir einfach zeigen, daB die Funktoren Torl(E, -) und Torl(E, -) i.A.
voneinander verschieden sind.

Beispiel 3.1.4 Es gibt einen Fréchetraum F (sogar Banachraum) mit
Torl (1, F) = 0 # Torl (i}, F).

Beweis: [, ist ein 7-Raum und damit Torl (I;, F) = 0 fiir jeden Fréchetraum F. Da I; die A.E. hat,
ist der Funktor [;®. - linksexakt und daher Torg(ll, ) ~ 1 ®. -. Wire nun Tor;(ll, F) =0 fiir alle
Fréchetrdume F', so miifite nach Satz 3.1.3 der Banachraum [; ein e-Raum sein. Diese sind aber
gerade die L-Réume. Widerspruch. O

Das folgende Beispiel trennt die Funktoren Tor? (E, -) und Tor?(FE, -) voneinander:

Beispiel 3.1.5 Da [y ein m-Banachraum ist, . nicht nuklear ist und [y die A.E. hat, gilt
Tor? (I1,loe) = 1 @rloo # 11®:loe = Tor2(l1, o).

Andererseits ist aufgrund der Injektivitit von lo:  Tork (I, ls) = 0 = Torl(l1, lso).

Da# fiir (DF)-Fréchetraum-Situationen eine Dualitét der Tor- und Ext-Theorie im Sinne von
Torl (E, -) = Ext'(E}, -)

gilt, ist i.A. schon fiir Banachrdume E falsch:

Beispiel 3.1.6 Es gibt einen Fréchetraum F' mit
Tork(Iy, F) = 0 # Ext' (I, F).

Waiire dies nicht der Fall, so wiire der Funktor L(l,, - ) exakt und damit [, projektiv. Widerspruch.
Ein konkreteres Gegenbeispiel hierfiir ist das folgende: Da jeder Banachraum Quotient eines [; (I)-
Raumes ist (I geeignet), existiert eine exakte Sequenz

0 — ker(q) =, L) % 1 — 0.

Ext!(loo, ker (¢)) = 0 wiirde implizieren, daB I, komplementiert in {;(I) und daher projektiv ist.
Widerspruch.
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Den folgenden Satz findet man in einem allgemeineren Setting in [KabVog, 1.10].
Satz 3.1.7 Sei E = indy En ein kompakt-regulirer (LB)-Raum , d.h. jede kompakte Teilmenge
von F sitzt in einer Stufe und ist dort kompakt. Weiter habe jedes Ey die A.E. Dann ist fiir jede
®-Sequenz

0—-F-5G-%H-0
von Banachrdumen die Sequenz

0 - E®.F — E®.G — E&.G — 0
topologisch exakt.

Beweis: Wir wollen zunéchst drei Vorbemerkungen machen:

a) E ist kompakt-retraktiv, d.h. fir jedes Kompaktum K C F existiert ein N mit X C Ey und
Te|lk = Tey |k, denn nach Voraussetzung finden wir ein N mit K C Ey, so da8 (K, Tg,|k)
kompakt ist. Da (K,7g,|x) — (K,7g|k) eine stetige Bijektion und FE separiert ist, folgt
Telk = Tey|k-

b) E ist vollstindig, was z.B. aus a) folgt.
¢) Nach [Jar, Proposition 18.2.5] besitzt E ebenfalls die A.E.

Aus b) und c) erhalten wir E®.L = EeL fiir jeden vollstindigen lokalkonvexen Raum L. Da die
vorgegebene Sequenz eine ®-Sequenz ist, ist nach Korollar 1.2.8 a) die Sequenz

0 - EQ.F — E®R.G — EQ.H

topologisch exakt, so da8 wir nur noch die Surjektivitiit von idp®.q = idgeq zeigen miissen.

Sei dazu A € E®.H = FeH vorgegeben. Gesucht ist ein B € EeG mit idgeq(B) = A. Wir
betrachten A* € HeE = L.(H., E) und setzen U := By. Da H vollsténdig ist, gilt nach dem Satz
von Banach-Dieudonné ([MeiVog, Lemma 24.21])

(%) ¢(H', H) ist die feinste lokalkonvexe Topologie, die auf gleichstetigen Mengen mit o(H', H)
iibereinstimmt.

Nach Alaoglu-Bourbaki ist daher UY sogar c¢(H’, H)-kompakt und damit A*(U°) kompakt in FE.
Nach a) existiert ein N mit A*(U°) € En und Tg|at ey = Ty |ate). Folglich ist die Abbildung
At . (U°,0(H',H)|ys) — EN stetig und nach (x) ist A* € L. (H.,Eyx) = HeEy. Da wir eine
®-Sequenz vorliegen haben, ist nach Korollar 1.2.8 b) iii) die Sequenz

0 - FeEny — GeExy — HeEn — 0

topologisch exakt, und wir finden ein C € GeExy C GeE, das A* € HeEy liftet. Aus der Kommu-
tativitdt des Diagramms

Gell —— HeFE

IR
IR

FeG —— FEeH

folgt nun mit B := C* € FeG die Behauptung. a

Da in obigem Satz E die A.E. besitzt, ist der Funktor E®, - : FR — LR linksexakt. Hieraus und
der langen exakten Kohomologie-Sequenz folgt mit Satz 1.2.10 sofort das
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Beispiel 3.1.8 Sei F = indy Ey ein kompakt-reguliirer (LB)-Raum, und jedes Ex habe die A.E.
Dann ist Tor.(E, L) = 0.

Man kénnte genauso Tori (E, F) = 0 folgern, falls eine ®-Sequenz von Banachriumen
0—>F—-G—H—=0

mit injektivem G existiert. Da injektive Banachrdume L..-Réume sind, kann man hieraus aber
schon schliefien, daf$ auch F ein £.-Raum sein muf} ([KabVog, Satz 1.9]).

W. Kaballo zeigte in [Kab, 2.13] eine ,,duale“ Aussage zu Satz 3.1.7: Ist E = indy Fn ein kompakt-
reguldrer (LB)-Raum, wobei jedes En ein Lo -Raum sei, so ist fiir jeden Epihomomorphismus
q : G — H zwischen Banachriaumen die Abbildung idgeq : EeG — EeH ebenfalls surjektiv. Ist nun
X ein beliebiger Banachraum und

0—-—X—-—G—H—>0

eine exakte Sequenz von Banachriumen mit injektivem G, so folgt wegen E®.- = FEe- (siche
Beweis von Satz 3.1.7) aus der langen exakten Kohomologie-Sequenz

Beispiel 3.1.9 Sei E ein kompakt-reguldrer (LB)-Raum mit £.-Stufen. Dann ist
Tor}(E,X) =0

fiir jeden Banachraum X. Die Anmerkung direkt im An~schluﬁ zu Korollar 2.1.14 zeigt sogar
Torl (E, X) = 0 fiir alle | > 1. Jeder Banachraum ist also E®. --azyklisch.

Nach Korollar 2.2.10 a) gilt fiir jedes Fundamentalsystem (F,, p?,) fiir einen Fréchetraum F' stets
die Implikation

Torl (E,F) =0 = proj! Tor?(E, F,) = 0,

wobei E ein lokalkonvexer Raum und « eine Tensornorm ist. Rechentechnisch ist es natiirlich von
groem Nutzen, Torg (E,F,) = EQ4F, zu haben, was zum Beispiel mit lokal injektiven Fréchet-
raumen realisierbar ist. Wir wollen letzteres leicht abschwéchen:

Definition 3.1.10 Wir nennen einen Fréchetraum F' einen (F'SLy )-Raum, falls F' ein Fundamen-
talsystem von L..-Réaumen besitzt.

Beispiele fiir (F'SLq)-Réume sind nukleare Fréchetraume und C(R) = proj,, C([—n, n]), wobei die
Verbindungsabbildungen durch die Restriktionen gegeben seien.

Satz 3.1.11 Ist E ein lokalkonvexer Raum und F ein (F'SLs)-Raum, so gilt
Torl(E,F) =0 = proj' E®&.F, = 0.
Hat zudem FE die v.A.E., so gilt dies auch fiir das projektive Tensorprodukt.

Beweis: Nach Korollar 2.2.10 geniigt es, Torg(E,X) ~ E®.X fiir jeden Lo-Raum X zu zeigen.

Sei0 — X 5 X0 & X! — ... eine injektive Auflésung von X. Fiir die erste Behauptung reicht
es, die Exaktheit der Sequenz

0 — E&.X 2% Eg. X0 257 By, x!
nachzuweisen. Nach Satz 1.2.10ist 0 — X — X° — imp — 0 eine ®-Sequenz und damit

0 — E®.X — E®.X° — E®.im (p)

ebenfalls exakt. Da E®,.- Monohomomorphismen in solche iiberfiihrt, folgt die Injektivitdt der
Abbildung E®.im (p) — FE®.X'. Daher gilt keridg®.p = imidg®.i, und wir erhalten das
Gewlinschte.
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Hat E die v.A.E., so ist auch E®,im (p) — E®,X" injektiv, und der obige Beweis bleibt fiir das
projektive Tensorprodukt giiltig. O

Nach Satz 3.1.3 sind Fréchetriume £ ®. --azyklisch, was man auch aus dem folgenden Beispiel
herausziehen kann.

Beispiel 3.1.12 Fiir einen (FSL)-Raum F gilt Torl (E, -) = 0 fiir [ > 1.

Beweis: Es reicht, dies fiir [ = 1 zu zeigen. Nach [Kab, Satz 2.5] hat E die A.E., und fiir je-
den Epihomomorphismus ¢ zwischen Fréchetraumen ist idp®.q wieder ein Epihomomorphismus.
Wenden wir die lange exakte Kohomologie-Sequenz auf eine exakte FR-Sequenz

0—-—F—-G—H—0

mit injektivem G an, so folgt mit Tor’(E, -) = E®, - die Behauptung. O

3.2 Notwendige Bedingungen fiir das Verschwinden

Wir wollen in diesem Abschnitt notwendige Bedingungen fiir das Verschwinden der ersten Rechts-
ableitung der Tensorproduktfunktoren herleiten. Fiir eine Tensornorm «, einen lokalkonvexen Raum
E und einen Fréchetraum F' mit Fundamentalsystem von Banachrdumen (F,,, p},) haben wir nach
Korollar 2.2.10 a) die folgende Implikation zur Verfiigung:

TorL (E, F) = 0 = proj* Tor’(E, F,) = 0.

Gilt nun Tor (E, F,,) = E®,F, fiir alle n, so kénnen wir mittels des Theorems von Palamodov-
Retakh (Theorem 2.2.11 a)) erste notwendige Bedingungen fiir Torl,(F, F) = 0 angeben, sobald
wir die Voraussetzungen des Theorems zeigen konnen. Mit anderen Worten sind wir an geeigneten
(beschrénkten) Banachkugeln in E®,F,, interessiert. Hierfiir bendtigen wir noch einige Vorberei-
tungen:

Definition 3.2.1  a) Ein lokalkonvexer Raum E heifit large,* falls es zu jeder beschriinkten Teil-
menge C von E eine beschrinkte Teilmenge B von E mit C C jg(B) gibt.

b) Wir sagen, daf} ein lokalkonvexer Raum F' die beschrinkte Approzimationseigenschaft (b.A.E.)
hat, falls ein gleichstetiges Netz (g; : ' — F');c; endlich-dimensionaler Operatoren existiert,
das punktweise gegen idr konvergiert.

Da auf gleichstetigen Mengen von L(F, F') die schwache Topologie mit der Topologie der gleichmifi-
gen Konvergenz auf absolutkonvexen kompakten Mengen iibereinstimmt, impliziert die b.A.E. stets
die A.E. Banachrdume mit Basis und £.-Rdume haben die b.A.E. Teil a) des folgenden Lemmas
geht auf A. Grothendieck zuriick, Teil b) findet man in [PerBon)].

Lemma 3.2.2 Es gelten folgende Aussagen:
a) (DF)-Réume sind large.

b) Sind E, F vollstindige, lokalkonvexe Réume, « eine Tensornorm und hat F' die b.A.E., so ist
E ® F large.

Beweis: Zu a) Sei E ein (DF)-Raum und By C By C ... eine Fundamentalfolge von beschrinkten
Teilmengen in E, die o.E. absolutkonvex und abgeschlossen seien. Wir zeigen: (B,), ist eine
Fundamentalfolge von beschrénkten Teilmengen in E , wobel wie im folgenden der Abschluf} in E
gemeint ist.

4Allgemein heifit ein Teilraum E eines lokalkonvexen Raumes G large, falls es fiir jede beschridnkte Teilmenge
C von G eine beschrinkte Teilmenge B von E mit C C B gibt. Da wir die Eigenschaft large zu sein nur im
Zusammenhang mit der Vervollstdndigung benétigen, lassen wir diesen Zusatz im folgenden einfach weg.
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Angenommen, dies ist nicht der Fall. Dann existiert eine beschrénkte Teilmenge C' von E‘, so dafl
es fiir alle n ein z,, € C mit x,, ¢ n- B, gibt. Daher existieren U,, = I'(U,,) € Up(E) mit

(¥, +2n-U,)Nn-B, =0.

Folglich ist =, ¢ n- B, +U, C n- (B, +2-U,). Da die Folge (,), beschrinkt ist, kann
also N, B, + U, und damit auch N, (B, + U,) keine Nullumgebung in E sein. Andererseits ist
Nn (B, + U,) eine Nullumgebung in F, da E X,-quasi-tonneliert ist. Widerspruch.

Zu b) Nach Voraussetzung existiert ein gleichstetiges Netz (g; : F' — F');ecs endlich-dimensionaler
Operatoren, das punktweise gegen idp konvergiert. Damit konvergiert offenbar auch das Netz

(idg ®a gi)icr punktweise gegen idgg,_ r und ist wegen der metrischen Abbildungseigenschaft

G Qa ©2(x®Y) <q1(x) - q2(y) (g1 € cs(E), g€ cs(F),z € E,yeF)

wieder gleichstetig. Folglich ist das Netz (idg®a9:)icr gleichstetig.
Wir wollen nun zeigen, dal (idg®agi)icr punktweise gegen id = . konvergiert. Seien dazu z €
E®oF und U € Uy(E®,F) beliebig. Wir wihlen ein V € Uy(E@F) mit V+V +V C U. Weiter

existiert eine kreisformige Nullumgebung W C V mit

U ide®ag:i(W) € V

K2

und dazu ein z € F ®, F mit j(z) —zZ € W, wobei j := jgg.F sei. Da d~ie Zwischenbehauptung fiir
Z € j(F ®4 F) Klar ist, existiert ein g, so da8 fiir alle i > ig gilt: idp®.g:(j(2)) — j(z) € W. Es
folgt fiir alle ¢ > ig:
idp®@agi(2) =2 = (idp®agi(?) —idp®agi(j () + ((dp®agi(i(2)) = j(2)) + (i(2) — 2)
e V+V4+V CU.
Sei nun B C E®,F beschrinkt. Da jedes g; endlich-dimensional ist, ist F ®, gi(F)(C E®y F)

vollstindig. Damit faktorisiert jedes idp®ag; iiber E ®, F. Aufgrund der Gleichstetigkeit des
Netzes (Idp®a9i)icr ist dann
C:= UidEé)agi(B)
i
eine beschrinkte Teilmenge von F ®, F. Die punktweise Konvergenz des Netzes gegen idp;@ .
impliziert nun B C creer O

Kommen wir nun zuriick zu notwendigen Bedingungen fiir Tor.,(F, F) = 0. Fiir den Rest dieses
Kapitels verwenden wir, wenn nichts anderes gesagt wird, das folgende:

Setting 3.2.3 Es sei stets a eine Tensornorm, F = indy En ein vollsténdiger (LB)-Raum mit

verbindenden Abbildungen
iNt': Ey > Eyyp und iy Exy — E.

Dieser sei als echter (LB)-Raum vorausgesetzt, d.h. E ist kein Banachraum. Des weiteren nehmen
wir 0.E. an, daf eine Fundamentalfolge von abgeschlossenen, beschrinkten Teilmengen von E durch
By := Bg, C By:= Bpg, C --- gegeben wird. Fiir einen Fréchetraum F mit Fundamentalsystem
von Banachridumen (F),, p ) notieren wir fiir spitere Zwecke U,, := Br, , n € N. Es gelte

a) TorL(E,F) =0 = proj' E®.F, =0
und fiir ein (evtl. verschiedenes) Fundamentalsystem von Banachriumen eine der Bedingungen

bl) indy (En ®q Fr) = E ®4 F,, und jedes F,, habe die b.A.E.
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b2) indy (Ex®aF,) = E®oF,, und jedes Ey oder jedes F,, habe die A.E.

Man beachte hierbei, da proj' X’ invariant bzgl. dquivalenter Spektren ist und wir (LB)-Réume
als Einbettungsspektren vorausgesetzt haben. Fiir das projektive und injektive Tensorprodukt ist
letzteres in obigem Setting erfiillt, wie das folgende Lemma zeigt. Es sei angemerkt, dal das Lemma
fiir endlich erzeugte Tensornormen « giiltig bleibt, siche dazu [DefFlol, 21.7].

Lemma 3.2.4 Sei a = 7 oder @ = ¢, X ein Banachraum. Im Falle « = 7 habe jedes E oder
X die A.E. Dann sind die Abbildungen Exn®q,X — E®.,X und Ex®q,X — Eni1®.X ebenfalls
injektiv. Insbesondere gilt dieses auch fiir Ey ®q X — F ®q X und Eny ®q X — Eni1 Qo X.

Beweis: Wir miissen die Behauptung lediglich fiir das projektive Tensorprodukt zeigen. Nach Vor-
aussetzung sind die Abbildungen Exn®,X — En®.X injektiv. Die Kommutativitit des folgenden
Diagramms

En®sX — Enin®-X

.

En®.X > Eni1®:X

impliziert die Behauptung. O
Wir wollen noch Beispiele fiir das Setting 3.2.3 angeben.

Beispiel 3.2.5 1) Fiir einen nuklearen Fréchetraum F werden wir uns vollstindig auf das pro-
jektive Tensorprodukt zuriickziehen konnen (Satz 4.3.2). Sei in diesem Fall also @ = 7. Da
F lokal injektiv ist, gilt nach Korollar 2.2.10 sogar Tork:(E,F) = proj' EQ.F, fiir jedes
Fundamentalsystem von Banachriumen (F,, p7,) fiir F'. Andererseits besitzt F' auch ein Fun-
damentalsystem bestehend aus /;-Rédumen. Nach einem Resultat von S. Melikhov (siehe [Mel,
Theorem 5])® folgt

indy (ENéﬂll) = Eéwll

fiir regulére (LB)-Rdume E. Folglich sind a) und b2) erfiillt.

2) Sei a = ¢ und F ein (FSLs)-Raum. Nach Satz 3.1.11 gilt Bedingung a) und nach [PerBon,
11.4.45]

indN (EN ®8 £oo) =F ®5 ‘Coo

Also ist bl) erfiillt. Ist E sogar kompakt-reguldr, so gilt nach [Holl, Corollary 4.4] auch
entsprechendes fiir das vollstédndige injektive Tensorprodukt. In diesem Fall ist also b2) erfiillt.

3) Sei « eine Tensornorm und E besitze eine Zerlegung der Eins, so ist bl) erfiillt, da dann
indy (EN Ra X) =F®,X

fiir jeden Banachraum X gilt ([Har, Korollar 2.14]).

Dabei heifit eine Folge stetiger linearer Abbildungen (v : E — Ey)n eine Zerlegung der Eins
fir E, falls fur alle N die Identitét ¢as o iy = O fiir fast alle M und idg = > in o ¢¥n gilt.
Abzéhlbare direkte Summen und der Raum D(?) = indy D(Ky) der C*°-Funktionen mit
kompaktem Tréiger, § # Q C R™ offen mit kompakter Ausschépfung (Ky )y, sind kanonische
Beispiele fiir Rdume mit Zerlegung der Eins, die den Begriff rechtfertigen.

53. Melikhov teilte mir wihrend einer AG-Pause mit, dafl man sein Resultat mit allgemeineren Methoden von A.
Pietsch ebenfalls erzielen kann.
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Weitere Beispiele werden wir in Abschnitt 5.1 kennenlernen. Die Bedingung b2) ist recht stark (dafiir
rechentechnisch sehr giinstig), wihrend die Vertauschungseigenschaft unter bl) fiir das projektive
Tensorprodukt stets erfiillt ist ([Jar, 15.5.4])! Daher wollen wir notwendige Bedingungen zunéchst
mit dem Setting a) und bl) durchrechnen und an spiterer Stelle auf b2) zuriickkommen.
Nach Lemma 3.2.2 b) liegt dann fiir jedes n folgende Situation vor:

large

inN (EN Ra Fn) = E®a Fn D Eé)oan'

Folglich ist (Bgygar, E®QF")H eine Fundamentalfolge von beschriinkten Teilmengen in E®F),.

Sei Cp, 1 := 1. Da die Abbildungen i%“ ®q 1dp, stetig sind, finden wir induktiv eine Folge von
Konstanten C,, y > N mit
iNT! @aidp, (Con - Beyg,r,) € Conit - Bey, 0.5,

Wir setzen

7E§&F’L
Bn,N = Cn,N . BEN@aFn .

Damit gelten dann folgende Aussagen:

i) (Bp,n)n ist eine aufsteigende Folge von beschrinkten Banachkugeln in EQuF,,
i) E®oF, = Uy B,

iii) Fiir alle n, N existiert ein N mit idg@apl.1(Bns1,n) C B, &

i) erhdlt man nach dem Lemma von Robertson ([MeiVog, 23.13 und 23.14]) und der Definition der

B, n. Die Aussage ii) folgt daraus, daf (BEN®QF7LE®QF")

Teilmengen in E®.F, und Cp,n > N ist. Mit

n» eine Fundamentalfolge von beschrénkten

(1) 1de®apri1(Bayin) S ide®appii(Cogin - BEN®QFH+1)E®aFn
= idg, ®a Pﬁ-}-l(cn—&-l,N * BEN®a Foyi )Eéo‘F"
C T Bpar o
< B §

fiir geeignete C' = C(N,n) > 0 und N = N(n, N) folgt auch iii). Nach Theorem 2.2.11 a) gilt also:
Lemma 3.2.6 Mit den obigen Bezeichnungen ist
(S3)  Fiir alle n existiert ein N und ein m > n, so da8 fiir alle k > m gilt:
idp@ap? (E@aFm) C idp®api(E@aFr) + Bun
eine notwendige Bedingung fiir proj! EQqF, = 0.

Wir wollen nun die Bedingung (S~2) weiter modifizieren, um einfachere Bedingungen zu erhalten.
Hierzu dienen die folgenden Lemmata, die uns grob gesprochen Schritt fiir Schritt einer hinreichen-
den Bedingung fiir proj' F®4F, = 0 niher bringen. Man vergleiche hierzu zum Beispiel [Vog4,
Abschnitt 2].

Lemma 3.2.7 In der Notation von oben ist

(S2) Fiir alle n existiert ein N und ein m > n, so daf fiir alle M > N und k > m
es ein K > M und S > 0 gibt mit

idEéap%(Bm,M) cs- (idEéapZ(Bk,K) + Bn,N)

eine notwendige Bedingung fiir (S5).
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Beweis: Seien n,N,m und k wie in (S3). Wir erinnern daran, daB es sich bei den By x um
beschréinkte Banachkugeln handelt. Folglich ist die Summe Gk := [i[dg®ap}(Br.x)] + [Bn.n] ein
Banachraum mit Einheitsball idE@QapZ(Bk_,K) + B, n. Da (B k)i eine aufsteigende Folge ist, ist
auch (Gg)k eine aufsteigende Folge von linearen Unterrdumen von E®uF,. Wir versehen den

linearen Raum G := UxGx mit der Teilraumtopologie von E®yF,. Nun ist wegen E®qF), =
Ug By, k die rechte Seite von (S~2) in G enthalten. Es gilt [idy@apQ(Bk,K)} 2% G und [Bn,N] g G,
folglich auch Gg 2% G. Sei nun M > N beliebig. Insgesamt haben wir nach obigem das folgende

Diagramm mit stetigen linearen Abbildungen

. idp®ap?,
[Bmv] —— E&,F, —— ¢

Nach dem Grothendieckschen Faktorisierungsatz finden wir ein K (und damit auch ein K > M), so
daB idp®apy, liber Gk faktorisiert. Die Stetigkeit der gestrichelten Abbildung idp®qpy;, impliziert
nun die Existenz einer Konstanten S > 0 mit idg®qpl (Bm,v) C S (idp®apl(Br,x)+Bnn). O

Lemma 3.2.8 (S2) impliziert die Bedingung
(S4) Fiir alle n existiert ein N und ein m > n, so da8 fiir alle M > N und k > m
esein K > M und S > 0 gibt, so daf} fiir alle 2’ € E’ gilt:

' [5r - 3 (Um) €S- (2[5 - o5 (Ux) + |25 - Un)

Beweis: Sei 0.E. 2’ € E' — {0}. Wegen |[|2||}; = sup,ep,, |2'(2)| finden wir fiir alle M € N ein
xo = x9(M) € By mit

213 < 2 - 2"(x0).

. . ~ = EQ®.Fnm
Fir y € U, ist also £9 ® ¥ € Be,,@.F, und daher 20®.y € Cyy v - BEy @ Foy = By m-

Mit (S3) folgt damit

(2) ”17/”7\/1 : an(Um) : 17/(550) : P:LrL(UM)

) x/éaian (xOQBaP;L@(Um))

2’ Roidr, [dE@apl, (Bmar))

-8 2'R4idp, (idp@app (Br,k) + Ba,n)

S 2 @app(Bri) +2- S 2'@4idE, (Bn.N).

NN NN
NN N NN

Wir zeigen nun folgende Inklusionen:
i) x/é’aian (Benywar,) C 2|5 - Un,

EQ,F .
) C 2% - PR (U).

Mit #/'®aidp, (Bey.r,) = @By ©@aidr, (Bexe.r,) C 4|2y ®aidr, || -Un C [l2/||5 - 1- U, folgt
i). Betrachten wir die Abbildung p} : Fi, — F), und versehen p}(F})) mit der Quotientennorm, so
ist pi(Uy) der Einheitsball in p}! (Fg) und ||p} : Fx, — pp(F))|| = 1. Wir erhalten

ii) xléapZ(BEK®aFk

E®, F E®, F

) = (idx®ap}) o (¢'@aidF, ) (Bego.F,
PRz |5 - 1- Uy)
2115 - Pk (Ug)

)

xl@QpZ(BEK@)QFk

N
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und damit ii). Insgesamt gilt nun mit i) und ii):

25 - o (Um)  C 2-8-2'Qapi(Brx) +2- S - 2’ @aidp, (B )
25 (2'®app(Ch.ic - Beggor,) + 7' ®aidp, (Co N - Beyw,F,))

C 2-S-(Chi 2% - PR (U) + Cnv - 1215 - Un)
C S (l2'Ik - o (Uk) + 12 I3 - Un),
wobei S = max{2-S-Ckx,2-5-Cyn} sei. Esfolgt die Behauptung,. a

Die folgende Bedingung (S5)o entpuppt sich als Dreh- und Angelpunkt unserer weiteren Betrach-
tungen.

Lemma 3.2.9 Unter den obigen Voraussetzungen ist

(S5)o Fiir alle n existiert ein N und ein m > n, so daf fiir alle M > N, k >mund ¢ >0
es ein K > M und ein S > 0 gibt, so daf fiir alle 2’ € E’ gilt:

21137 - o (Um) S S - |25 - o (Uk) + € - |2l - Un
eine notwendige Bedingung fiir (S5).
Beweis: Wir wollen aus (5%) zunichst die folgende Bedingung folgern:
(Q) Fiir alle n existiert ein 72 > n, so daB es fiir alle k > 7 und & > 0 ein S > 0 gibt mit:
Pp(Us) €S- pp(Up) + & - Up.

Dazu wihlen wir zu n ein N und ein m > n nach (S%) und setzen 7 := m. Da F ein echter reguliirer
(LB)-Raum ist, ist auch E} ein echter Fréchetraum, womit ein M > N mit || - |3, = || - ||% existiert.
Folglich gilt

"5 _

e Nl
lla’ %, #0 M
M

)

und wir finden eine Folge (27)r in E' mit ||z ||}, # 0 fiir alle L und limy,_, |‘\I;’% H;VVI = 0. Seien nun

k > n und e > 0 beliebig. Nach (S}) existieren K > M und S > 0, so daf fiir alle L gilt:
lLllar - p5(Us) €S- (Ll - ok Uk) + 225 - Un)-

Sei nun L so grofl gewahlt, dafl |||‘;f,/L“||EV < g ist. Mit S:=5-. ”;IL”E{ folgt dann die Bedingung (Q).
LM L' M

Kommen wir nun zur Bedingung (S55)o. Sei n gegeben. Wir wéhlen 72 > n nach (Q) und wenden

(S%) auf 1 an, was uns ein N und ein m > n liefert. Seien nun M > N, k > m und £ > 0 beliebig.

Aus (S}) folgt, daB es ein K > M und ein S > 0 gibt, so daf fiir alle ' € E’ gilt:
@3 Nl P Un) € 8- 121k - pE(UR) + [l |[ 5 - Un)-

Wenden wir nun (Q) auf k und 5 an, so finden wir ein S mit

prUs) € S+ pi(Uk) + % - Un.

| ™

n

Aus (3) erhalten wir damit

1213 o (Um) S S (2" - PR (Un) + N2 - 5(Ur))
S Sl - R (U) + 2"l - (S - ok (Uk) + 5 - Un))

Uyl o

C S-(1+9)- [l - pR(U) +e - @[5 - Un.
Mit S := S - (1+ S) folgt nun (S})o. O
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Der folgende Satz ist von zentraler technischer Bedeutung und bewahrt uns, wie wir spéter sehen
werden (sieche Bemerkung 4.3.5), vor stidrkeren Voraussetzungen an den Raum E, um existierende
notwendige Bedingungen als hinreichend zu entlarven.

Satz 3.2.10 Besitzt F ein Fundamentalsystem von Banachridumen (F,,pl), so dafi im Setting
3.2.3 b2) erfiillt ist, so konnen wir statt (S%)o die Bedingung

(521(/)0 Fiir alle n existiert ein NV und ein m > n, so dafl fiir alle M > N, k> mund € > 0
es ein K > M und S > 0 gibt, so da8 fiir alle 2’ € E, gilt:

2" l13r - P (Um) €S- [[2"l[% - pr(Ur) + & - l2"][5 - Un
folgern. Hierbei sei ||2'||} := sup,¢p, |2'(z)| fir L < K.

Beweis: Mittels des Theorems von Retakh-Palamodov hatten wir erste notwendige Bedingungen
fiir das Verschwinden von proj* E®,F,, erhalten. Da proj' X invariant bzgl. #quivalenten Spektren
ist, konnen wir annehmen, daf} jedes F,, b2) erfiillt. Insbesondere ist indy En®q F,, wieder regulér,
so daf} wir

Eéan)

(Bpyz.r,)N = (Boye.r, N

als aufsteigende Fundamentalfolge von beschrinkten, abgeschlossenen Mengen in E®, F,, betrachten
konnen.

Im folgenden wollen wir die entsprechenden Modifikationen in diesem Abschnitt angeben, um in
(S%) und in (S%)o 2’ € E’* durch ,a’ € E}.“ ersetzen zu konnen.

Die Lemmata 3.2.6 und 3.2.7 konnen wortwortlich mit den dort stehenden Beweisen iibernommen
werden. Wir wollen hervorheben, daf} id Egi)apﬁ +1(Bng1,n) in einem skalaren Vielfachen von B, n
enthalten ist, was man sofort an der Inklusionskette (1) sieht. Daher gilt auch

(4)  idp®apf(Brx) C Skalar- B,k fir alle k,n, K.

Im Beweis von Lemma 3.2.8 ersetze man 2’ € E' — {0} durch 2’ € E} — {0}. Wegen (4) macht
die Inklusionskette (2) wieder Sinn. Den Rest des Beweises kann man wiederum wortwortlich
iibernechmen. Um im Beweis von Lemma 3.2.9 die Bedingung (@) zu folgern, mufl man dann
natiirlich (SX’) auf die Folge (i%(27))r, statt (z7,); anwenden. In (3) ersetze man 2’ € E’ durch
x' € EY. O
Auch wenn wir im allgemeinen mit (S5’)o als notwendige Bedingung fiir Tor) (E, F)) = 0 arbeiten
werden, sei angemerkt, dafl die bekanntere Bedingung (S3 )¢ ebenfalls notwendig ist:

Korollar 3.2.11 Besitzt F' ein Fundamentalsystem von Banachrdumen (F,,, pl,), so dafl im Setting
3.2.3 b2) erfiillt ist, so ist die Bedingung

(S3)o Fiir alle n existiert ein N und ein m > n, so da8 fiir alle M > N, k> mund € > 0
es ein K > M und ein S > 0 gibt, so da8 fiir alle 2’ € F}. und ¢ € F} gilt:

1 31y 117 < max {S - [l2"|[%[ly'l[7: & - 2"l lI7} -
notwendig fiir Tory (E, F)) = 0. Hierbei ist [|y/[|} := sup,ep, v/ (0} (y))] fiir ' € F), und I > n.

Beweis: Da die Bedingung (SI')g invariant bzgl. iquivalenten Spektren von F ist, sei 0.E. (F},, p%,)
reduziert, womit das duale Spektrum ein Einbettungsspektrum ist. Wir machen folgende Fallun-
terscheidung;:

a) [|2’[% # 0. Aus (S£), folgt durch Polarisation bzgl. (F,, F) wegen (A+B)° 2 1-(A°NB°)
die Inklusion

1 1 1 1
5" *-(p"(Uk))°ﬂ*~UZ) C (P (Um))°
2 (5- ol e-[la'll% [E Y

Dies impliziert schon (S3), denn fiir y' € F) — {0} gilt:
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b) ||’||% = 0. Dies folgt wie im Fall a), indem man dort die Terme mit ||z} weglédit und die
Fille ||2'||3; # 0 bzw. = 0 unterscheidet. O

Fiir spéitere Zwecke wollen wir noch kurz untersuchen, welche Informationen iiber das Paar (E, F)
sich aus unseren Bedingungen (SX’) bzw. (SX'); gewinnen lassen. Man siche hierzu [Vogl].

Definition 3.2.12 Ein Fréchetraum G heifit abzdihlbar normiert, falls ein Fundamentalsystem von
Halbnormen || - [y < || - [l2 < ... fiir G existiert, so daB die verbindenden Abbildungen @37, ; :
Grr+1 — Gy zwischen den lokalen Banachriumen injektiv sind.

Bemerkung 3.2.13 Ist G abzdhlbar normiert, so besitzt G ein Fundamentalsystem von Normen.
Insbesondere hat dann G eine stetige Norm.

Beweis: Nach Voraussetzung existiert ein Fundamentalsystem von Halbnormen wie in der Defini-
tion. Sei N beliebig und es gelte ||z||y = O fiir ein 2 € G. Es reicht, ||z||py = 0 fir M > N
nachzurechnen. Aus der Kommutativitét des Diagramms

a -2 au

(o373
bhr

Gum.

und ||¢n (z)||n = ||z|| v folgt auch ¢ar(x) = 0. Daher ist ||z||ar = ||¢ar(2)]|ar = O. O

Fréchetrdume mit der Eigenschaft (DN) sind abzdhlbar normiert, was man per Induktion mittels
der definitorischen (DN)-Eigenschaft folgert (vgl. Beweis von Lemma 3.2.15). Ein weiteres

Beispiel 3.2.14 A\>°(A) ist genau dann abzdhlbar normiert, falls ein N existiert mit a; xy > 0 fur
alle j.

Beweis: Nach Bemerkung 3.2.13 existiert ein N, so daf auch ||z|[x = sup; a;n- | z; | eine Norm
ist. Dies zeigt die Notwendigkeit der Bedingung. Es gelte nun a; y > 0 fiir alle j. Dann ist fiir alle
M > N die identische Abbildung

ar1(A) = leo((aj,0041)5) — AR (A) = loo((a,00);)

injektiv, und die Behauptung folgt aus der Kommutativitdt des Diagramms

AZ(A) 1 ——— (AT(A)m

| |

loo((aj,0141)5) > loo((aj,01);)-
O
Lemma 3.2.15 Sei G ein Fréchetraum mit Fundamentalsystem von Banachriumen (G, ¢3). Ist

G nicht abzéhlbar normiert, so finden wir zu jedem N ein M > N, so daB fir alle K > M ein
r € G existiert mit ¢3! (z) # 0, aber ¢%.(z) = 0.

Beweis: Wir zeigen die Kontraposition der Behauptung. Es gilt mit verneinten Quantoren zu
obigen die Implikation ¢¥(z) = 0 = ¢¥(z) = 0 fiir alle # € Gg. Folglich ist die Abbildung
oY M (Gk) — Gy injektiv. Wir setzen Ky := N, Ky := K(N + 1), K3 := K(K>) usw. und
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erhalten so ein dquivalentes Spektrum (Gk,, ¢ Kz+1) fir G. Zur Vereinfachung der Notation sei o.E.
K; =1 fiir alle | € N. Die Kommutativitdt der Diagramme

-1

&
$141(Gr1) —— ¢ (G)

|

G1

impliziert die Injektivitit der Abbildungen ¢/~! : O 1 (Gigr) — ¢i"1(G)). Wir betrachten die
beschréinkten Banachkugeln ¢|,,(Bg,,,) und setzen

Gy = ¢§+1(Gl+1) C Grmit | - |i= Pgt . (Ba,yy) und ¢§+1 = (25;_1 |5l .
Da die Diagramme

G ————— G

\ Ly '\
G +——— G
! 7 I+1

kommutieren, ist (él, gzNSZ 41) ein dquivalentes Spektrum mit injektiven Verbindungsabbildungen. O
Die folgende Definition geht auf S. Bellenot, E. Dubinsky und A. Grothendieck zuriick.

Definition 3.2.16 Ein Fréchetraum F heifit Quojektion, falls er isomorph zu einem projektiven
Limes von Banachrdumen ist, wobei die verbindenden Abbildung surjektiv sind. Aquivalent: Fiir
jede stetige Halbnorm p auf F ist der Quotient F'/ker (¢) ein Banachraum.

Korollar 3.2.17 Es gelte die Bedingung
(SK"Y Fiir alle n existiert ein N und ein m > n, so daB fiir alle M > N und k > m
es ein K > M und ein S > 0 gibt, so daf fiir alle 2’ € E}. gilt:
12137 - o (Um) S S - (12" 5 - ok (Ur) + 2" [y - Un).
Dann ist E; abzéhlbar normiert oder F' eine Quojektion.

Beweis: Ist Ej nicht abzdhlbar normiert, so gilt die Bedingung aus Lemma 3.2.15 mit G = Ej.
Einsetzen dieser Bedingung in (SX') liefert fiir alle n ein m > n, so daB fiir alle K > m eine
Konstante C), > 0 mit

P (Um) € Cr - p (U,)

existiert. In Analogie zu Lemma 3.2.15 konstruiert man sich damit ein dquivalentes Spektrum fiir
F mit surjektiven Verbindungsabbildungen. O

Bemerkung 3.2.18 Wie man leicht iiberpriift, kann man simtliche Resultate dieses Abschnitts
auch mittels entsprechender S3-Bedingungen formulieren und beweisen, d.h. statt der ersten not-
wendigen Bedingung (S2) startet man mit der schwiicheren Bedingung

(gg) Fiir alle n existiert m > n, so dafl es fiir alle £k > m ein N gibt mit:
idEéap?n(EéaFm) - ldEéapZ(EéaFk) + anN

usw. Ein solches Vorgehen wiirde zwar die bestehende Theorie in sich geschlossener darstellen, aber
wir verzichten darauf und arbeiten auf der notwendigen Seite mit den stérkeren Ss-Bedingungen,
wéhrend wir fiir hinreichende und in der Regel auch fiir charakterisierende Situationen die schwiche-
ren S3-Bedingungen benutzen.
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3.3 Hinreichende Bedingungen fiir das Verschwinden

Wir verwenden die Bezeichnungen aus dem letzten Abschnitt, siche Setting 3.2.3. Aufgrund von
Theorem 2.2.11 b) fallen unsere Untersuchungen fiir hinreichende Bedingungen recht kurz aus.

Bemerkung 3.3.1 Aus (S£7), folgt unmittelbar die Bedingung
(SK"y  Fiir alle n existiert ein m > n, so daf es fiir alle k > m ein N gibt, so da8 fiir alle
M > N und € > 0 ein K > M und ein S > 0 existiert mit
' l13r - P (Um) © S [l2"l[% - pr(Ug) + & - l27][5 - Un

fir alle 2" € FY.

Die generelle Strategie, um nun in speziellen Fallen (Sf/)o als hinreichend fiir Tor: (E, F) = 0
nachzuweisen, ist grob gesprochen wie folgt: Aus (SX’)q wollen wir je nachdem, ob wir genauere
Informationen iiber F und/oder F haben, durch Polarisation Bedingungen herleiten, um dann mit
diesen Elementartensoren zu zerlegen. Genauer wollen wir

(S$)o  Fiir alle n existiert ein m > n, so daf es fiir alle k > m ein N gibt, so daf fiir alle
M > N und € > 0 ein K > M und ein S > 0 existiert mit

idp®@ap (Bg,, @ Br,,) C S-idpg®ap} (B +e-B, ~

Br®aFy) EN®q P
als notwendig fiir (S4)o nachweisen. Eine weitere Bedingung in diesem Zusammenhang ist

(S§)0 Fiir alle n existiert ein m > n, so daf} es fiir alle k > m ein N gibt, so daf fiir alle
M > N und € > 0 ein K > M und ein S > 0 existiert mit

idp@apr(By, g, p,) € S 1de®api(By, g p) ¥ Bz p,-
Lemma 3.3.2 Fiir das projektive Tensorprodukt gilt stets die Implikation
(S3)0 = (S9)o.
Besitzt zudem F ein Fundamentalsystem von Banachriumen (F,, p,), so daf Setting 3.2.3 b2) gilt,

so folgt weiter:

(S3)o Fiir alle n existiert ein m > n, so daf es fiir alle K > m ein N gibt, so daf fiir alle
M>Nund e >0ein K > M und S > 0 existiert mit:

idp@xpl (Bmar) € S -idp@qpf (Brx) + € Ban.

Beweis: Dazu bemerken wir zunéchst, daf fiir alle z € B 5. r, Folgen (Aj); € Ly mit [|(N));]l <2,

(z); € Bg,, und (y;); € Bp,, existieren, so daf sich 2 schreiben 1at als 2 = 3, A;j - z; ® y;. Dies

sieht man wie folgt: Nach Definition gilt
12 m(z) =inf > 1015l 2=) g
Jj=1 j=1

Folglich existiert eine Darstellung 2 = Yoo Zy@ gy mit 377 [|E ] 1951 < 2. Mit Ay = (|25 19,

T = H;—J” und y; = ”Z—”H erhalten wir die Zwischenbemerkung, wobei Summanden gleich Null
J J

nicht berticksichtigt werden.

Firz=3 - 2;®y; €B wie oben gilt nach (S$)o:

EM®nFom

idp@ap(2) = 3 A - (- idpBapf(wy) + & - vy)
J
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mit (U}j)j S BEKEéﬂ—Fk, und (Uj)j S BENé,an. Da (/\j)j € [y ist und die Folgen (wj)j, (’Uj)j
beschriankt sind, konvergieren die Reihen

Z)\j-wj EQ-BEKéka und Z)\j"l}j E2'BEN§7,FH'
J J

Insgesamt gilt also

idEQNK)ﬂle(z)

S-idEé)ﬁpZ(ZAj“wj) +E'Z)\j “Vj
J J

€ 2-S-idg®p}(B )+2-¢-B

Ex®qFr EN® . Fy'

Hieraus folgt die erste Behauptung. Wegen Setting 3.2.3 b2) kénnen wir nun annehmen, daf

By =Cp - BEMé,rFm ist, was den Beweis abschlief3t. O

Der entscheidende Punkt in obiger Beweisfithrung ist der, dafl wir fiir Elemente des vollstédndigen
projektiven Tensorprodukts Ej;®@yF,, explizite Darstellungen besitzen. Ein moglicher Ansatz fiir
ein entsprechendes Resultat fiir das injektive Tensorprodukt ist der, dal man sich auf Rdume mit
der A.E. zuriickzieht, um dann mit Operatoren zu argumentieren. Da wir dies an keiner Stelle
dieser Arbeit beno6tigen, verzichten wir darauf.

Satz 3.3.3 (S3)p ist nach Theorem 2.2.11 b) eine hinreichende Bedingung fiir das Verschwinden
von proj' E®qF,. Ist zudem F lokal E®, --azyklisch, so gilt nach Korollar 2.2.10 sogar

0 = proj' EQ4 F, = Torl(E, F).

Fiir @ = 7 kann man nach Lemma 3.3.2 fiir obige Aussagen die Bedingung (S3)o durch (S5)o
ersetzen, sobald Setting 3.2.3 b2) gilt.
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4 Die vier Standardfille

Wir wollen uns nun der Ubertragung der vier Standardfille aus Theorem 2.2.13 auf die Tor-Theorie
zuwenden. Wie wir sehen werden, liegen diese ,,symmetrisch“: Die nuklearen Situationen sind
unabhingig von der gewiihlten Tensornorm, wihrend die Ext-Fille F' = \>°(B) und E = A\'(A) mit
F=)\*®(B), a =¢ bzw. E = k'(A), a = 7 korrespondieren.

4.1 F = A1 (B) und das injektive Tensorprodukt

Zunichst werden wir ein Resultat fiir das injektive Tensorprodukt bringen, welches wir mittels eines
Arguments iiber dquivalente Funktoren sehr schnell auf Theorem 2.2.13 zuriickfithren kénnen, und
das uns damit aufzeigt, daf auch fiir Tor-Situationen Ss-Bedingungen die richtigen sind, die studiert
werden sollten. Dazu bené6tigen wir

Lemma 4.1.1 Essei E ein (DFM)-Raum mit der A.E. und F ein Fréchetraum. Dann gilt F®.F =
EeF = L(E!,F) = L(E;, F) und der durch (z,y) — (2’ — 2'(z) - y) gegebene Isomorphismus
Yr : E®Q.F — L(E;, F) ist funktoriell in F', d.h. fiir jeden FR-Morphismus f : F — G kommutiert
das Diagramm

L(E}, F) X L(B}, )

w% %]bc

E(}%EF —_— EQNQEG
ldE®5f

Beweis: Die Kommutativitidt verifiziert man unmittelbar auf dem dichten Teilraum F ®. F von
E®.F. O

Als Folgerung kénnen wir nun festhalten:

Theorem 4.1.2 Sei F ein (DFM)-Raum mit der A.E. und F ein Fréchetraum. Dann gelten fol-
gende Aussagen:

i) Torl(E, F) = Ext'(E}, F) fiir alle [ > 0.
ii) E®. - : FR — LR ist linksexakt, insbesondere gilt Tor’(E, F) = E&_.F.
iii) Es gilt Tor.(E, F) = 0 genau dann, wenn fiir jede exakte FR-Sequenz
0—-F—-G—-H-—>0
die E®, - -tensorierte Sequenz

0 - E®.F - E®.G — EQ.H — 0

(topologisch) exakt ist.

iv) Torl(E, F) =0 fiir F = A>°(B) quasinormabel und > 2.

v) Ist E ein echter (DFM)-Raum mit der A.E. und F = \*(B), so gilt Tor!(E, F) = 0 genau
dann, wenn die Bedingung

(SE")o  Fiir alle n existiert ein m > n, so daB es fiir alle kK > m ein N gibt, so daf} fiir
alle M > N und € > 0 ein K > M und ein S > 0 existiert mit

2|3 - P (Um) € S 12" ([ - o (Uk) +€ - |2'[[y - Un
fir alle o’ € Ej

erfiillt ist, wobei (Fy,, pl,) ein Fundamentalsystem von Banachrdumen fiir F' sei.
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Beweis: Nach Lemma 4.1.1 sind die Funktoren
E®.- ~L(E},-): FR — LR

natiirlich dquivalent, so daB sie (bis auf natiirliche Aquivalenz) dieselben Rechtsableitungen besitzen.
Hieraus erhalten wir i) und ii). Fiir iii) verwende man die lange exakte Kohomologie-Sequenz und
fiir iv) beachte man Beispiel 2.2.3. Ist E ein echter (DFM)-Raum, so ist sein Dualraum Ej ein
echter Fréchetraum, und nach Theorem 2.2.13 folgt auch die Behauptung unter iv). a

Abschliefend noch

Bemerkung 4.1.3  a) Es wiire gerechtfertigter gewesen, diesen Abschnitt mit ,E (DFM)-Raum
mit der A.E. und das injektive Tensoprodukt“ zu betiteln, da unter v) auch andere Félle
als F' = A\*(B) denkbar sind und unsere Argumentation vor allem auf der Aquivalenz der
Funktoren E®, - ~ L(E}, -) basiert. Fiir andere Fille werden wir allerdings bessere Theoreme
zeigen. Andererseits sei fiir F' = A>°(B) folgendes angemerkt: Ist F = indy Ey ein kompakt-
regulirer (LB)-Raum und F zudem quasinormabel (man beachte Beispiel 2.2.3 und Beispiel
3.2.5 2)), so steht man wegen Ey®.F,, = EM(§>5(11(bj_ﬂln))g7 = IC(ll(bj_’}n),EM) vor dem
Problem, kompakte Operatoren geeignet in solche zu zerlegen! Es scheint unklar zu sein, ob
dieses moglich ist.

b) Fiir einen (DFM)-Raum E vom Ko-Kéthe-Typ k°°(A) werden wir spéter sehen, dafl man in
obigem Theorem 4.1.2 iv) und v) ganz auf weitere Voraussetzungen an den Fréchetraum F'
verzichten kann (Theorem 5.2.5).

4.2 E ein nuklearer (DF)-Raum

Ahnlich wie im letzten Abschnitt liegt auch hier eine Besonderheit vor, da wir wieder mittels eines
Arguments iiber dquivalente Funktoren uns auf Theorem 2.2.13 zuriickziehen kénnen.

Bemerkung 4.2.1 Ein lokalkonvexer Raum F ist nach A. Grothendieck genau dann nuklear, falls
die Funktoren F®, - und E®. - : FR — LR identisch sind. Insbesondere gilt dies dann auch fiir
jede Tensornorm a.

An dieser Stelle kénnen wir schon das Hauptresultat dieses Abschnitts formulieren und beweisen:

Theorem 4.2.2 Fiir einen nuklearen (DF)-Raum E, einen Fréchetraum F' und eine Tensornorm
« gelten folgende Aussagen:

i) Tor! (E, F) = Ext'(E}, F) fiir alle [ > 0.
ii) EQq- : FR — LR ist linksexakt, insbesondere gilt Tor® (E, F) = EQ4F.
iii) Es gilt Tor’ (E, F) = 0 genau dann, wenn fiir jede exakte FR-Sequenz
0—-F—-G—-H-—>0
die E®, - -tensorierte Sequenz
0 = EQuF — E®,G — E@oH — 0

(topologisch) exakt ist.
iv) Torl (E, F) =0 fiir [ > 2.

45



v) Ist E ein echter nuklearer (DF)-Raum, so gilt Torl,(E, F) = 0 genau dann, wenn die folgende
Bedingung erfiillt ist:

(SE")o  Fiir alle n existiert ein m > n, so daB es fiir alle k > m ein N gibt, so daf} fiir
alle M > N und € > 0 ein K > M und ein S > 0 existiert mit

12" 5 - i (Um) S S - 125 - ok (Ug) + & - 2] - Un
fur alle 2" € EY.

Hierbei ist wieder (F,,, pi) ein Fundamentalsystem von Banachrdumen fiir F'.

Beweis: Aufgrund der Nuklearitit konnen wir o.E. @ = ¢ annehmen. Bekanntermafien haben
nukleare Réume die A.E., und die starken Dualrdume von nuklearen (DF)-Riume sind nukleare
Fréchetrdume.

Wir wollen das Theorem zunéchst fiir vollstéindiges E beweisen: In diesem Fall ist E ein (DFM)-
Raum mit der A.E., und nach Lemma 4.1.1 sind die Funktoren E®.- und L(F}, -) natiirlich
dquivalent. Hieraus folgen mit Theorem 2.2.13 wieder séamtliche Behauptungen wie im Beweis von
Theorem 4.1.2. Fiir ii) kann man natiirlich auch Korollar 1.2.12 a) verwenden und fiir iv), dafl jeder
Banachraum E®,, --azyklisch ist (was zum Beispiel daraus folgt, daB FEj lokal projektiv ist).

Ist nun E ein nuklearer (DF)-Raum, so ist nach Bemerkung 4.2.1 und dem Beweis von Lemma 3.2.2
die Vervollstéindigung E wieder ein nuklearer (DF)-Raum. Nach letzterem Lemma sind (DF)-Réume
large. Folglich gilt b(E’, E) = b(E’, E). Insgesamt folgt also E®, - ~ EQ, - ~ L(El’77 )~ L(Ey, -),
was den Beweis abschlief3t. O

4.3 F ein nuklearer Fréchetraum

Wir zeigen zunéchst folgendes: Fiir einen lokalkonvexen Raum E, einen nuklearen Fréchetraum F
und eine Tensornorm o kénnen wir uns fiir Betrachtungen beziiglich Tor,(E, F) = 0 o.E. auf das
projektive Tensorprodukt zuriickziehen. Hierfiir benétigen wir das folgende Lemma ([Jar, Proposi-
tion 17.3.8]):

Lemma 4.3.1 Sei E ein lokalkonvexer Raum und p : F' — G eine nukleare Abbildung zwischen
lokalkonvexen Rdumen. Dann ist die Abbildung idg ® p: F ®. F — F ®, G stetig.

Beweis: Sei p(y) = > 72, Aj - y;(y) - #; eine nukleare Darstellung von p, A € Iy, {y;} € V° mit
V =T(V) € Uy(F) und {z;} C G beschrinkt. Weiter seien U = I'(U) € Uy(E), W =T(W) €
Up(G) und a = ZzL:1 @y € E® F beliebig. Da {z;} C G beschrénkt ist, existiert ein C' > 0 mit
pw(z;) < C fiir alle j € N. Mit der Normformel und kanonischer Schreibweise fiir die definierenden
Halbnormensystem von F ®, G bzw. E ®. F' erhalten wir die Abschitzung

WU,W(XL:JH ® (ikj ;) ZJ))
=1 Jj=1

= ﬂ-U?W(i)\j . (ZL:y;(yl) : .’II[) ®Zj)
j=1 1=1

muw (ide @ p(a))

s} L
< Il s [y o (@) - pw(z)
=1 z'eU° -1
[e%s) L
< O INL sw | S @)
j=1 Yve =1
= C-[[Allh-evv(a),
und hieraus das Lemma. O
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Sei nun « eine Tensornorm, E ein lokalkonvexer Raum und (F,, p,) ein Fundamentalsystem von
Banachrdumen fiir den nuklearen Fréchetraum F', so daf die verbindenden Abbildungen p;,; :
F,+1 — F, nuklear sind. Nach Lemma 4.3.1 ist die Abbildung idg ® pjy | : E®, Fop1 — E®, I,
stetig und damit auch idEépZ_H : E@aFnH — E®.F,. Wie man sofort auf Elementartensoren
nachrechnet, ist daher das folgende Diagramm

- idp®npli -
" E@Tan — — E®‘n—Fn+1
i SeBa G
E@oF, ———— E®F, i1
1(1E®apn+1

kommutativ, womit die projektiven Spektren (E®qF,,idp®qp?,) und (E®,F,,idp®.p?,) dquiva-
lent sind. Nach Beispiel 2.1.13 gilt also

proj' EQo F,, = proj' E&, F,,.
Da F nuklear ist, besitzt F' ein Fundamentalsystem von injektiven Banachrdumen, und wir erhalten
nach Korollar 2.2.10

Torl (E, F) = proj' E@ o F,,.
Insgesamt kénnen wir also festhalten:

Satz 4.3.2 Fiir eine Tensornorm «, einen lokalkonvexen Raum FE und einen nuklearen Fréchetraum
F mit Fundamentalsystem von Banachraumen (F,, plt,) gilt:

Torl,(E, F) = proj' E®, Fy, = proj' E& F,, = Tork(E, F).
Mit einem #hnlichen Argument kénnen wir folgendes zeigen:

Bemerkung 4.3.3 Ist a eine Tensornorm, H ein distinguierter Fréchetraum und F' ein nuklearer
Fréchetraum, so gilt Torl, (Hj, F) = Ext'(H, F).

Beweis: Nach Satz 4.3.2 kénnen wir 0.E. @ = 7w annehmen. Es sei || - |1 < || - |2 < - eine
Fundamentalfolge von Halbnormen fiir H und (F,, p},) ein Fundamentalsystem von /;-Réumen fiir
F mit nuklearen Verbindungsabbildungen. Dann faktorisiert die Abbildung

L(H,F,y1) =indyL(Hy, Fpy1) Pos)- L(H,F,) =indyL(Hy,F,)
offenbar iiber indyN (Hy, F,) = indNvaé)ﬁFn = Hg@an (Beispiel 3.2.5 1)) und es kommutiert

das Diagramm

)~ idH'EéfrPZJA )~
Hb®ﬂ—Fn Hb®7an+1
L(H,F,) L(H,F,41).

(PZ+1)*
Hierbei bezeichnen wir mit A'(X,Y’) den Raum der nuklearen Abbildungen von X nach Y, wobei
X und Y Banachriiume seien. Es folgt wieder Torl (Hj, F) = proj' H{®.F, = proj'L(H,F,) =
Ext'(H, F). m

Kommen wir nun zum allgemeinen Fall. Dazu sei nach obigem o.E. a = 7. Des weiteren sei
E = indy Ey ein echter, vollstéindiger (LB)-Raum, 0.E. B; = B, C By = Bg, C --- eine Funda-
mentalfolge von abgeschlossenen, beschriankten Teilmengen von F, und F' ein nuklearer Fréchetraum
mit Fundamentalsystem von Banachrdumen (F,, pl.), U, := Bp, .

Unter Beachtung von Bemerkung 3.2.10 haben wir in Kapitel 3 die Bedingung (S£"), als notwendig
fiir Torl (E, F) = 0 nachgewiesen, so daf wir nun zum eigentlichen Hauptresultat dieses Abschnitts
iibergehen konnen:
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Satz 4.3.4 In unserer Notation von oben impliziert (S’)y die Bedingung

(S9)o  Fiir alle n existiert ein m > n, so daf es fiir alle & > m ein N gibt, so daB fiir alle
M > N und € > 0 ein K > M und ein S > 0 existiert mit

idg@np}, (Bey @ Br,) © S-1dp®npi (B, 5 p)+e By 5 p,

Beweis: Wir wollen aus (S£’)y zuniichst die Bedingung

(Pol) Fiir alle n existiert ein m > n, so dafi es fiir alle k > m ein N gibt, so daf fiir alle
M > Nund € > 0ein K > M und ein S > 0 existiert mit

1917 - Bar € S-119'llk - Bx +e- Y[l - By
fiir alle ' € F,

folgern. Hierbei ist ||y'[|; := sup, ¢y, [v'(p'(v))| fiir y* € F), und | > n.
Analog zu Korollar 3.2.11 ist auch eine entsprechende Bedingung

(S%)o Fiir alle n existiert ein m > n, so daf} es fiir alle k > m ein N gibt, so daf fiir alle
M > N und € > 0 ein K > M und ein S > 0 existiert mit
" s lly' 115 < max {S - 2|7l I% & - 2"y}
fur alle 2’ € Ef und y' € F),
notwendig fiir (SX’)o. Sei nun 0.E. 3 € F,—{0}. Dann gilt 9|5 # 0 fiir j = n,m, k. Im folgenden
polarisieren wir bzgl. des Dualsystems (Ex, E% ). Aus (S3)o folgt

1 . 1 1
- _ .ByN——— B} C - BY,.
K * N = * M

Syl eyl 19/ [[7

Eine wiederholte Polarisation liefert wegen (A N B)° C A° 4 B° und dem Bipolarensatz:

Ex
* * oo * —F
I Bar S Y- (Bar)*® €S-yl Bi +e- Iylls - By
—F
C 2.8k Bx+e- Yl -By "
C sl B e g s SO WL
S 2:5lWlk-Bx +e-lly'ly - (By+ = =% - Bk)
e vl
S 3:-8-lk-Bx +e- IVl - By

Hieraus erhalten wir die Implikation (SX’)y = (Pol). Bevor wir mit dem Beweis fortfahren,
folgende

Bemerkung 4.3.5 Wiirde man (S%) statt (SX')o zugrunde legen, so miifite man oben bzgl. des
Dualsystems (E, E’) polarsieren und wiirde

E

115 - B © S Nly'lli - Bx +e- lYII7, - By

erhalten. Um diesen Abschlufl zu eliminieren, miite man dann zum Beispiel E als Dualraum oder
als retraktiv annehmen, d.h. fiir jede beschrénkte Teilmenge B C FE existiert ein N mit B C Ey
und 7g |p= Ty |B, denn B := S ||/ || - Bk +¢- |||} - By ist beschrinkt in F, und wir finden ein

K > K mit Tp = TI~{ |5. Damit folgt dann

—E —E~ * *
B"=Bx C2-S-|lylli Bz +e- 1Y Bn.

Da F nuklear ist, besitzt F' ein reduziertes projektives Spektrum (F,, p”) aus Hilbertridumen und
nuklearen Verbindungsabbildungen pj: , ;. Bezeichne (-, -),, das Skalarprodukt in F},.
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Im folgenden nehmen wir stets £ > m > n+ 2 an. Da pZLl : Fyy1 — F,41 nuklear ist, existieren

ein Orthonormalsystem (e;); in Fy41, eine Orthonormalbasis (f;); in F,4+1 und eine Folge (a;);
positiver Zahlen, so daf fiir alle y € Fy1 gilt:

Prii(y) = Zaj (Y, €)k+1 - fj-
J

Um (S5) zu zeigen, bendtigen wir noch ein paar allgemeine Abschiitzungen bzgl. der nuklearen
Verbindungsabbildungen p}, ; (sieche [Vogl]). Diese sind insbesondere Hilbert-Schmidt-Operatoren.
Bezeichne im folgenden 17 die nukleare und v die Hilbert-Schmidt-Norm. Fiir v € N und jedes
Orthonormalsystem (g;); in F,41 gilt nach der Holderschen und Besselschen Ungleichung fiir alle
x € Fu+12

Do 1@ g | l0L 41 ()l < valplin) - Nzl
J

Alsoist 0y41: Fyyr — I, = ((,95)v41 - |ph41(95)|lv); ein stetiger linearer Operator und damit
dyy10 p,’ji% wieder nuklear. Da wir einen isometrischen Isomorphismus N (F},42,11) = lléﬂF,ﬁJrQ =
l1(F),,) haben, folgt weiter, daB v (8,41 o pi/13) gleich der /;-Summe der Folge

lz]ly42<1

( sup | (Pl Ta(2), g5)v41 | ~|p5+1(gj)llu>
J
ist. Daher existiert eine positive Folge ()\§-V))j € l; mit

5) YA < 2 m(Br0plEh) <2 1Bugall -1 (plED)
J

< 2-m(plyy)  ri(plth) = L)

und

9 e, (Prth(@) gi)vrt | lpkea(gn)l < A fir alle j.
ZTllv+2>

Wir setzen v(u) = (AWH-1. pb1(gi)lly. Aus (6) folgt fiir alle z € F,,1o:
J j v+1\J7 +

(D) supy” [ ol (@), gi)vrn IS alose

J
Mit der stetigen Linearform y; € Fy .1, ¥;(y) := (Y, fj)n+1 gilt mittels der nuklearen Darstellung
von pZ_tll fiir alle z € Fyyo:

i (s (2)) = (o (PE 5 (2)), fidnstr = a; - (PF15(2), ) k1.

Mit v = k und g; = e; in (7) folgt weiter
k — k
8) suprt? - art gl =sup sup A (oE (@), ) I 1.
J J o llzllk+2<1

Mit ¥ = n und g; = f; in (7) erhalten wir analog
9 supyy™ - flyjlin e < 1.
J

Kommen wir zuriick zum Beweis von (S5)o. Sei A € Bg,, ® Br,, gegeben. Fiir j € N betrachten

wir den stetigen linearen Operator ¢; : Ey ®r Fpy — En, 2@y — (p(y), fj)n+1 - @ und setzen
Aj = p;(A) € Ey. Fir 2/ € E' mit ||2'|]3; <1 gilt dann

2" (A3)] = |2"(0; (A < i (Dlles < llpsill = sup ()l < 1Yl

ZEBE]»1®me

49



Also ist A; € [ly; Iy, - By Sei nun n in (S$)o vorgegeben. Nach (Pol) angewandt auf n + 2 finden
wir ein m > n + 2, so daf wir fiir vorgegebenes k > m in (S5)¢ bzw. fiir k +2 > m in (Pol) ein N
finden, so daf fiir alle M > N und € > 0 in (S5)o bzw. M > N und € := oy in (Pol) ein K > M
und S > 0 existieren und sich obiges A; schreiben 1iBt als A; = B;+C;, wobei B; € S- Y5 [l%1o Br
und Cj € € ||y[l5,42 - By sind.

Wir definieren nun B € Ex®,F), und C € Ex®,F,, durch

1 _ 1 n
B = L(k) - g ’ Xj:aj ! - Bj ®p£+1(€j) und C := L) -2 . zj:Oj ® pri1(f5)-
Mit
1 _
m(B) < I 3 Y ai " 1B e - 1ok (e5) 1k
J
1 o . ,
< L(k) -3 'Zaj LS yglls - ok (e) I
J
(5)

_ k
< supait Iy liee
J

(®)

< 1
folgt die absolute Konvergenz der Reihe B in Ex®,F} (und damit in EéﬂFk) und B € BEK§ o
Entsprechend erhélt man
1 n
"0 = oy LIGey It
1 =~ * n
(5)
< sup [y ln s
J
)
< L
Letztlich gilt mit S := L(k)- S und A = z ® y folgende Identitiit:
S-idp@rpp(B) +¢-C = idE@?pr(Z aj'-B;® p]Ierl(ej)) +> Ci@pmi(f)
J J
= > ai  Bi@pn i (opiie) + > Ci @i (f))
J J
= Z B ® ppya(fj) + ZCJ’ ® pp11(f5)
J J
= D A @)
J
= > {om™ W), £i)ie1 - x) @ g ()
J
= w2 (X W - )
J
womit (S§)o gezeigt wiire. O

Wir fassen unsere Resultate zusammen:
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Theorem 4.3.6 Fiir einen lokalkonvexen Raum FE, einen nuklearen Fréchetraum F' und eine Ten-
sornorm « gelten folgende Aussagen:

i) Tor',(E, F) = Tor! (E, F) fiir alle [ > 0.
ii) Es gilt Tor(E, F) = EQ4F.
iii) Ist Tor’(E, F) = 0, so ist fiir jede exakte nukleare FR-Sequenz
0—-F—-G—-H-—>0
die E®, - -tensorierte Sequenz
0 = EQuF — EQ,G — E@oH — 0
(topologisch) exakt ist.
iv) Torl (E,F) =0 fiir | > 2.
v) Ist E ein echter vollstindiger (LB)-Raum und (F,,p},) ein Fundamentalsystem von Ba-

nachriumen fiir den nuklearen Fréchetraum F, so gilt Tor. (FE, F) = 0 genau dann, wenn
die folgende Bedingung erfiillt ist:

(SE")o  Fiir alle n existiert ein m > n, so daB es fiir alle k > m ein N gibt, so daf fiir
alle M > N und € > 0 ein K > M und ein S > 0 existiert mit

12" 5 - i (Um) S S - 1[5 - g (Uk) + & - 2] - Un
fur alle 2" € EY.

Beweis: Zu i) Dies folgt aus Satz 4.3.2, iv) und aus ii) unter Beachtung der Nuklearitit von F.
Zu ii) Sei (F,, p) ein Fundamentalsystem von injektiven Banachriumen. Mit Tor!, (E,[], F,.) =
[1, Tor!,(E, F,) = 0 fiir I > 1 folgt, daB die kanonische Auflésung

0—-F —=][,F = I, Fn — 0

von F eine E®, --azyklische Auflosung ist. Da F nuklear ist, ist diese zugleich eine ®-Sequenz.
Damit folgt ii) nach Korollar 1.2.8 a).

Zu iii) Aufgrund der Nuklearitit konnen wir 0.E. & = 7 annehmen. Da zum Beispiel F' nuklear
ist, liegt wieder eine ®-Sequenz vor, so daff nach Korollar 1.2.8 a) nur noch die Surjektivitidt von
F&.G — FE®.H zu zeigen ist. Diese erhalten wir aber unmittelbar aus der langen exakten
Kohomologie-Sequenz unter Beachtung von ii).

Zu iv) Folgt aus Korollar 2.2.10.

Zu v) Dies folgt aus dem vorigen Satz 4.3.4, Beispiel 3.2.5 1) und Satz 3.3.3. O

An dieser Stelle sei angemerkt, dafl der Leser in einem Anhang zu dieser Arbeit eine Beweisskizze
zur Charakterisierung von Torx(E, F) = 0 fiir nukleares F und eine Ubersicht zu den wichtigsten
So- und S3-Bedingungen in Quantorschreibweise findet.

4.4 FE = Kk'(A) und das projektive Tensorprodukt
Wir betrachten in diesem Abschnitt fiir eine Kéthe-Matrix A den vollstdndigen (LB)-Raum
EY(A) :=co(A), = indy ll(a;}v),

der als echter (LB)-Raum vorausgesetzt sei (fiir den Banachraum-Fall siehe Satz 3.1.3). Hierbei
bezeichnet ll(a;}v) den Banachraum {z € KN : ||z||y := Z]oil a;]lv- |z;|< o0}, wobei 071+ |z;|:=

oo fiir |z |# 0 und 0 sonst sei. Analog definiert man l; (X; a:’}v) fiir einen Banachraum X.

Um eine Charakterisierung von Tor:(k'(A), F) = 0 zu gewinnen, bendtigen wir noch den Begriff
der strikten Mackey-Bedingung, der dual zur Quasinormabilitét ist:
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Definition 4.4.1 Ein lokalkonvexer Raum F geniigt der strikten Mackey-Bedingung (s.M.B.), falls
es zu jeder beschrénkten Teilmenge B von E eine absolutkonvexe, beschrinkte Teilmenge C von E
mit B C C gibt, so dafl der normierte Raum FE¢ auf B die Topologie von E induziert.

Ausformuliert liest sich die Bedingung wegen der Stetigkeit von Ec — E wie folgt: Zu jeder
beschriankten Teilmenge B von E existiert eine weitere absolutkonvexe, beschrankte Teilmenge C'
von E mit B C C, so dafl wir fiir allee > 0 ein U € Up(F) mit UNB C e-C finden. Nach [MeiVog,
Lemma 26.6 b)] erfiillen metrisierbare lokalkonvexe Réume die s.M.B. Ist FE quasi-tonnelliert, so
ist jede bornivore Tonne in E eine Nullumgebung. Damit folgt nun durch Polarisation und dem
Bipolarensatz

Bemerkung 4.4.2 Sei F ein lokalkonvexer Raum. Ist E quasi-tonnelliert, so ist F genau dann
quasinormabel, wenn Ej der s.M.B. geniigt. Erfiillt E die s.M.B., so ist E; quasinormabel. Fir
quasi-tonnellierte Rdume E gilt auch die Umkehrung.

Dualrdume von quasinormablen Fréchetrdumen gentigen also der s.M.B., so dafl wir eine grofie Klasse
von Beispielen zur Verfiigung haben. Aus obiger Bemerkung und [MeiVog, Satz 27.20] erhalten wir

Korollar 4.4.3 k'(A) geniigt der s.M.B. genau dann, wenn folgende Bedingung erfiillt ist: Zu
jedem n existiert ein m, so dafl wir fiir alle £ und € > 0 eine Konstante S > 0 finden mit
a;}n SS-ajfi—i—aa;}i

fiir alle j € N.

Die untenstehende Bemerkung werden wir erst im néchsten Kapitel beweisen, siehe Korollar 5.1.9
und Lemma 5.2.2:

Bemerkung 4.4.4 k'(A) erfiille die s.M.B. Dann gelten fiir einen Fréchetraum F mit Fundamen-
talsystem von Banachrdumen (F,,, p?,) und jeden Banachraum X die Aussagen:

a) k'(A)®-X = indy li(ag y) DX,
b) Torl(k'(A), F) = proj' k' (A)&, F,.
Satz 4.4.5 k'(A) geniige der s.M.B., so ist Tor: (k*(A), F) = 0 genau dann, wenn die Bedingung:

(S2K’)0 Fiir alle n existiert ein NV und ein m > n, so dafl es fiir alle M > N, k> mund € > 0
ein K > M und ein S > 0 gibt, so daB fiir alle j gilt:

ajm - P(Un) C S-aj i pi(U) +€-ajn - Up.
erfiillt ist.

Beweis: Nach Bemerkung 4.4.4 b) geniigt es, die Aquivalenz proj' k' (A)@.F, = 0 < (SX')g zu
zeigen.
, = ¢ Aus Satz 3.2.10 folgt unter Beachtung von Bemerkung 4.4.4 a) die Bedingung

0 iir alle n existiert ein und ein m > n, so dall es fiir alle >N, k>mund e >
SQK’ F 11 isti in N und ei daf es f lle M >N, k d 0
ein K > M und ein S > 0 gibt, so daB fiir alle 2’ € F}; gilt:

' 5r - 3 (Um) S S - (1'% - pg (Uk) + & - |2 [| 5y - Un.

Mit 2’ = e; erhalten die Notwendigkeit von (SX')o.
, <= ¢ Nach Bemerkung 4.4.4 a) und [Jar, Korollar 15.7.6] gilt fiir alle n:

Xy = kN (A)®F, = indy Iy (ag )@ F, = indy i (Fps ag y)-

Die verbindenden Abbildungen idy1 A)<§7r pr, korrespondieren dann mit den folgenden Abbildungen,
die wir zur Vereinfachung ebenfalls mit p,, bezeichnen:
Pt Xm — X,
L(Fmiagn) 2y = (pp(ys); € hi(Fuiag )
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Wir wollen jetzt die Bedingung aus Theorem 2.2.11 b) nachrechnen, die sich in unserem Fall wie
folgt liest: Fiir alle n existiert ein m > n, so dafl wir fiir alle & > m ein N finden, so daf} fiir alle
M > N ein K > M existiert mit:

O,JVI) 3

]\/[.pzl(Bll(quf1 ) © K'pZ(Bh(F;«;a’L)) +N- Bll(Fn§ll7§V).
. K ’

Es gelte nun (S3)o. Weiter sei y = (y;); € B, (Fpa-t ) gegeben, d.h. 37 aj_]lw Nyl < 1. Mit
1(Fmiag >

Aj = aj - ysllm, gilt also

Z)\j <1 und Y; € >‘j c Q4 M- Up.
J
Nach (55")o finden wir @; € Uy, und v; € U, mit
Pm(ys) =S PR (N - aj i - uz) + € (X - azn - U5).

Mit w = (Aj - aj ik - 4j); und v = (A; - aj N - U;); gilt daher

S a g llulln <> N <1 und D gy vl
J J J

- PPYEST
J

Folglich ist u € B, (Fria:t und v € B, . Des weiteren haben wir die Zerlegung
1(Frsag %) 1(

Fn;a:j\,)

Pm(y) =S pi(u) +e-v.

N

Startet man nun mit e = 4% in (S3)¢ und whlt K > max (S- M, K), so folgt die Behauptung. O

Bemerkung 4.4.6 Obiger Satz 4.4.5 wird Bestandteil eines allgemeineren Theorems sein (Theorem

5.2.1), wo wir aus historischen Griinden mit Se-Bedingungen statt Ss-Bedingungen arbeiten werden.
Wie der obige Beweis zeigt, hitten wir genausogut (SX')q statt (SX’)y verwenden konnen.
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5 Uber ein Theorem von A. Grothendieck

A. Grothendieck bewies in seiner Dissertation 1955 folgendes (siehe [Gro, Theorem 15] und [KroVog,
Theorem 3.1]):
Theorem: Es sind dquivalent:

a) k'(A)@,A(B) ist bornologisch.
b) k'(A)@.A\'(B) ist tonneliert.

¢) Es gilt die Bedingung

(GB) Fir alle n existiert ein N, so dafl es fiir alle M > N und A € A?(A)
ein S > 0 gibt, so daf fiir alle j,1 gilt:

a5, M < . 1 aj N
bi, N <85 max{>\j~bl,1vf’ bl,n}

Wie J. Krone und D. Vogt zeigten, ist Grothendiecks Bedingung (GB) édquivalent zu (S3) fiir das
Paar (A'(A), \'(B)). Ubergeordnet ist die Frage nach topologischen Eigenschaften des (vollstindi-
gen) m-Tensorprodukts eines (DF)-Raumes mit einem Fréchetraum und des Raumes der stetigen
linearen Operatoren zwischen Fréchetrdumen (versehen mit der Topologie der gleichméfiigen To-
pologie auf beschrinkten Mengen). Mittels (S5) gelang eine Charakterisierung der Tonneliertheit
von Ly(A'(A), F), siehe [KroVog, Theorem 2.1] fiir einen Schwartz-Raum A (A) und F = A\ (B)
und [Man, Corollary 3.1.3] fiir distinguiertes A'(A) und beliebigen Fréchetraum F. Man vergleiche
hierzu D. Vogts Arbeiten [Vog2] und [Vog4], wo die Thematik mit abstrakteren Methoden behandelt
wird.

Wir werden in diesem Kapitel Grothendiecks Resultat unter der Voraussetzung der s.M.B. an k'(A)
fiir beliebige Fréchetriume F statt A\'(B) verallgemeinern, das Theorem um weitere Bedingungen
(sieche Abschnitt 4.4) erweitern und ein entsprechendes Theorem fiir das injektive Tensorprodukt
beweisen.

5.1 Tensorprodukte und induktive Limiten

Vorbereitend fiir den Beweis des Theorems werden wir in diesem Abschnitt zeigen, dafl unter der
Voraussetzung der s.M.B. an k'(A) fiir jeden Banachraum X die Vertauschungseigenschaft

kN (A)@-X = indy Iy (aq )@~ X

gilt. Aufgrund des Settings 3.2.3 ist es fiir uns auch allgemein wichtig, Situationen zu untersuchen,
wann vollstindige (LB)-Rdume E = indy Fxn mit allen Banachrdumen X tensoriell im folgenden
Sinne vertauschen:

E®, X =indy (Exy ®4 X) bzw. FE®,X =indy (Ex®.X) (a =7 oder ¢).
Fiir das projektive Tensorprodukt gilt nach [Jar, 15.5.4] fiir alle Banachriume X stets
E QO X = indN (EN Qr X)

Definition 5.1.1 Wir sagen, daBl ein vollstindiger (LB)-Raum E eine lokale Zerleqgung der Fins
besitzt, falls £ ®. X = indy (Ex ®. X) fiir alle Banachriume X gilt.

Fiir einen Beweis des folgenden Satzes, der die Situation fiir das (vollstindige) injektive Tensorpro-
dukt hinreichend klért, siehe [Hol3, 2.4 und 3.2] und [Per, Theorem 4.5] fiir den Zusatz.

Satz 5.1.2 Sei E = indy En ein vollstindiger (LB)-Raum. Es sind dquivalent:

a) F hat eine lokale Zerlegung der Eins.
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b) Die topologisch exakte Sequenz 0 — ker (¢) — ®nyEn 4, E — 0ist eine ®-Sequenz, wo-
bei g(xz) = > y N sei.
Geniigt E der s.M.B., so ist eine weitere dquivalente Bedingung
c) E®.X =indy (EN®EX) fiir alle Banachriaume X.

Wie R. Hollstein weiter in [Hol3] zeigte, ist b) erfiillt, falls ker (¢) ein e-Raum oder jedes En
hilbertisierbar oder E ein m-Raum ist (vgl. auch [KabVog, Satz 1.6]).

Wir wollen uns nun dem projektiven Tensorprodukt zuwenden. Die folgende einfache, aber sehr
niitzliche Bemerkung zum Vergleich von lokalkonvexen Topologien findet man zum Beispiel in [BMS,
Lemma 1.2].

Bemerkung 5.1.3 Es sei i : (F,S) — (E,T) ein Monomorphismus lokalkonvexer Réume und D
eine in (F,S) dichte Teilmenge. Ist T|p = S|p, so ist ¢ ein Monohomomorphismus.

Beweis: Wegen der Stetigkeit von i gilt 7|p < S, und es bleibt § < T|r zu zeigen. Sei dazu
U =U € Uy(F,S). Da die Topologien 7 und S auf D iibereinstimmen, finden wir eine offene
Nullumgebung V € Uy(E,7) mit VN D C UND. Wegen der Dichtheit folgt schon VN F C
VNF=VND C UND =U, was den Beweis abschlief}t. O

Die im folgenden Satz ([Man, Proposition 1.1.1]) angegebene Bedingung d) zeigt, dafi Vertau-
schungseigenschaften mit induktiven Limiten sehr giinstig fiir das konkrete Rechnen sind, wiahrend
¢) als Kriterium dienen wird, um Vertauschungen explizit nachzupriifen.

Satz 5.1.4 Sei E = indy Ey ein vollstiindiger (LB)-Raum, so dafl jedes En die A.E. hat, und X
ein Banachraum. Es sind dquivalent:

a) E®,X = indy (Ex®,X) algebraisch.
b) E®,X = indy (Ex®,X) topologisch.
¢) indy (En®,X) ist vollstindig.
)

d) Fiir alle z € E®,X existiert ein N, so daB sich z darstellen l:#it als

z = Z >‘j . {ITj ® yj
j=1
mit A € By, {z;} € Ey und {y;} € X beschrénkt.

Beweis: Nach A. Grothendieck besitzt jedes Element z des vollsténdigen projektiven Tensorprodukts
zweier metrisierbarer lokalkonvexer Rdume eine Darstellung wie in d). Daher reicht es zu zeigen, daf
indy (EN@)WX) dicht in E®,X ist. Nach Lemma 3.2.4 haben wir Monomorphismen Ex®,X <
E®,X und daher auch einen Monomorphismus

i:indy (En®rX) — EQ,X.

Da Ey ®@r X dichter Teilraum von Ex®,X ist, ist auch indy (Ex ®, X) dichter Teilraum von
indy (En®-X). Mit indy (Exy @7 X) = E ®, X ([Jar, 15.5.4]) folgt der Satz nun aus Bemerkung
5.1.3. O

A. Grothendieck stellte in seiner Dissertation 1955 u.a. die folgenden beriihmten Fragen ([Gro,
questions non résolues no. 2 et 10]), welche von J. Taskinen knapp 30 Jahre spéter im negativen
Sinne beantwortet wurden:

i) Problémes des Topologies: Seien E und F Fréchetriume. Ist jede beschrinkte Teilmenge
B C E®,F lokalisierbar, d.h. existieren beschrankte Teilmengen C C F und D C F mit

B C T(C®D)?
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ii) Ist £ ®. F fur (DF)-Réume F und F wieder ein (DF)-Raum?

Wir wollen nun kurz Resultate von A. Peris bzgl. der Raumklassen (QNO) und (QNO)' zitieren,
die in engem Zusammenhang mit obigen Problemen stehen und Beispiele fiir unsere Untersuchungen
hinsichtlich Vertauschungseigenschaften liefern. Diese Raumklassen fiithrte A. Peris in seiner Disser-
tation in Anlehung an die Quasinormabilitit bzw. die s.M.B. ein. Fréchetrdume mit (QNO) bzw.
(DF)-Raume mit (QNO)’ liefern positive Antworten auf obige Fragen ([Per, Corollary 4.3]). Des
weiteren erfiillt ein quasinormabler Fréchetraum E genau dann Bedingung i) mit jedem Banachraum
F, falls E} die Eigenschaft (QNO) hat ([Per, Theorem 4.7]).

Definition 5.1.5 Sei E ein lokalkonvexer Raum.

a) F ist quasinormabel durch Operatoren (kurz (QNO)), falls zu jedem U € Up(E) ein V =
I'(V) € Up(E) existiert, so dafl wir fiir alle € > 0 ein P € L(E, E) finden mit
i) P(V) ist beschrénkt.
ii) (idg — P)(V) C e-U.
b) E geniigt der s.M.B. durch Operatoren (kurz (QNO)"), falls zu jeder beschriinkten Teilmenge
B C E eine beschrinkte Teilmenge C = I'(C') C FE existiert, so dafl wir fiir alle € > 0 ein
P e L(E, FE) finden mit
i) P~YC) € Up(E).
ii) (idg — P)(B) C e-C.

Umformung der jeweiligen Bedingung ii) zeigt sofort, dal (QNO) (bzw. (QNO)’) die Quasinorma-
bilitdt (bzw. s.M.B.) impliziert. Durch Polarisation erhilt man wieder:

Bemerkung 5.1.6 Geniigt E der Bedingung (QNO)’, so hat E; die Eigenschaft (QNO). Ist E
ein quasi-tonnelierter lokalkonvexer Raum mit (QNO), so hat E; die Eigenschaft (QNO)'.

Beispielsweise haben normierte Riume (QNO) und (QNO)’. Da die Raumklasse (QNO) gute Per-
manenzeigenschaften hat (komplementierte Unterrdume, Produkte, direkte Summen, Vervollstindi-
gung und Tensorprodukte (!) ([Per, Proposition 3.3. und 3.4])), erhdlt man dadurch viele Beispiele.
Fiir uns interessant ist, dafl quasinormable Rédume co(A4) die Eigenschaft (QNO) haben ([Per, S.
183]). Hieraus folgt nach den Bemerkungen 4.4.2 und 5.1.6:

Beispiel 5.1.7 Geniigt k'(A) der s.M.B., so hat k'(A) die Eigenschaft (QNO)'.

Kommen wir zuriick zu Vertauschungseigenschaften fiir das vollsténdige projektive Tensorprodukt
mit (LB)-Rdumen. Ein Banachraum X hat die Radon-Nikodym-Eigenschaft, falls zu jedem end-
lichen Maf} p jeder stetige linearer Operator T : Lq(u) — X darstellbar ist, d.h. es existiert eine
p-mefBbare Funktion g mit

T(f)=/f-gdu-

Reflexive und separable Dualrdume haben die Radon-Nikodym-Eigenschaft ([Jar, 17.6.3]).

Satz 5.1.8 Sei F = indy Ey ein vollstindiger (LB)-Raum, so daf} jedes Ey die A.E. hat und X
ein Banachraum. Gilt eine der Bedingungen

a) E hat (QNO),

b) die Ex und X sind duale Banachriume, wobei die verbindenden Abbildungen von E trans-
ponierte seien, und jedes En hat die Radon-Nikodym-FEigenschaft,

so ist indy (En®,X) = E®,X.
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Beweis: Wir wollen hier nur einen Beweis von a) wiedergeben. Fiir b) siehe [Man, Proposition
1.2.1]. Da E insbesondere regulér ist, kénnen wir 0.E. By := Bg, C By := Bg, C --- als
Fundamentalfolge von beschrinkten Teilmengen in F annehmen. (QNO)’ liest sich dann wie folgt:
Fiir alle N existiert ein M, so dafl wir fiir alle ¢ > 0 ein P € L(E, E) finden mit

1) P_l(BM) S Z/{()(E)
i) (idp — P)(Bx) C & Bay.

Sei nun Uy :=T'(By ® Bx) € Uy(En ®x X), N € N. Zu N wihlen wir ein M nach (QNO)’. Ist
V € Uy(Err @7 X) beliebig, so existiert ein 6 > 0 mit 6 - Upy C V. Wir setzen € := % -0 und finden
einen Operator P gemiB (QNO)’. Des weiteren existiert ein C' > 0 mit By C C - P~1(By). Mit
Q := P ®, idx gilt dann:

i) QIN(P~Y(By)®Bx)) C Uy C 61V,
i)' (idpe,x — Q)(Un) = (([dg — P)®idx)(Un) € 2-6-Uy € 1-V.
Mit i)’ folgt, da8 W := Q7 (3 - V) € Up(E ®, X) ist und es gilt mit 47)":

1 1
WnNnUny CQWNUN)+ (idgg. x —Q)(WNUy) C §~V+7~V c W

[\

Insgesamt existiert also zu jedem N ein M, so dal £ ®, X = indy (Ey ®; X) und Ey ®, X
dieselbe Topologie auf der Nullumgebung Uy € Uy(En ®» X) induzieren, d.h. indy (Ex ®, X) hat
die Eigenschaft (M) von V.S. Retakh, und daher hat auch indy (Ex®,X) diese Eigenschaft ([Man,
0.3.7]). Dies impliziert die Vollsténdigkeit. Die Behauptung folgt damit aus Satz 5.1.4. O

Als Folgerung aus den bisherigen Resultaten erhalten wir nun

Korollar 5.1.9 Fiir einen Banachraum X gilt
k' (A)@-X = indy Iy (aq )@ X,

falls k*(A) der s.M.B. geniigt oder X ein Dualraum ist.
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5.2 Verallgemeinerung des Theorems
Das angekiindigte Theorem liest sich wie folgt:

Theorem 5.2.1 Fiir k*(A) mit der s.M.B. und einen Fréchetraum F mit Fundamentalsystem von
Banachridumen (F,, p,) sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

a) k'(A)®,F ist (ultra)bornologisch.
b) k'(A)®.F ist tonneliert.

c¢) Es gilt Grothendiecks Bedingung:

(GB) Fir alle n existiert ein N, so daf} es fiir alle M > N und A € AP (A)
ein S > 0 gibt, so daB fiir alle j und ¢y’ € F, gilt:

asar -l < 8- max {55 -yl i - IY/115 |

d) Es gilt die Bedingung

(S3) Fir alle n existiert ein N und ein m > n, so daf fiir alle M > N, k> m
es ein K > M und ein S > 0 gibt, so daB fiir alle j und ¢’ € F/ gilt:

aja - (1Y <8 - max{a; i - [ly'l[5s ajn - 191153 -
e) proj' k' (A)@,F, = 0.
f) Torl(k'(A), F) =0.
g) Fiir jede exakte FR-Sequenz 0 — F — G 4, H — 0ist die Sequenz
0 — k(A F — k'(A)2,G — k' (A)@.H — 0

topologisch exakt.

Beweis: Wir kénnen im folgenden annehmen, daf k'(A) ein echter (LB)-Raum ist, da im Banach-
raumfall obige Bedingungen trivial sind. Weil die Bedingungen unter c), d) und e) invariant bzgl.
dquivalenten Spektren von F sind, werden wir des weiteren o.E. (F,,, pl,) als reduziert voraussetzen.
Wir wollen uns zunéchst mit den Implikationen beschéftigen, die unmittelbar aus der Literatur ge-
folgert werden konnen. Da (F,,, pI,) ein reduziertes Spektrum ist und das projektive Tensorprodukt
dichte Unterrdume respektiert, ist auch fiir (k'(A)®,F,,idg1(4)@rpl,) reduziert. Letztere Riume
k'(A)® F, sind nach Korollar 5.1.9 vollstindige (LB)-Riume. Aus der allgemeinen Theorie fiir
proj* X = 0 fiir reduzierte Spektren von (LB)-Réumen (siche [Vog4, Theorem 3.4]) erhalten wir
mit projk!(A)@,F, = k'(A)®,F die Implikation €) = a) und wegen der Vollstindigkeit von
k'(A)®, F sofort a) = b).

Ist P:=k'(A)@,F = co(A);@,F tonneliert, so ist P} folgenvollstindig. Nach [Vog7, Proposition
4.4] folgt hieraus die dortige Bedingung (S5). Einsetzen der Einheitsvektoren z = e; € cy(A)
impliziert d). Damit ist b) = d) gezeigt.

Aus Korollar 5.1.9 und Korollar 1.1.8 ¢) folgt sofort, daf k'(A) ein m-Raum ist.°

Lemma 5.2.2 Es gelten folgenden Aussagen:
a) Torl(k'(A), F) = k'(A)®,F fiir alle Fréchetriume F.

b) Hat k'(A) die s.M.B., so gilt Tor' (k' (A), X) = 0 fiir alle Banachrdume X und [ > 1, d.h.
jeder Banachraum ist k'(A)®, --azyklisch.

6Nach [Hol3, Proposition 4.1 a)] ist k'(A) aufgrund einer reduzierten projektiven Darstellung von I3 (\)-Réumen
stets ein m-Raum, auch ohne die Voraussetzung der s.M.B.
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Beweis: Zu a) Dies folgt aus der Vorbemerkung und Korollar 1.2.12 a).

Zub)Sei0 — X — X% — X! — ... eine injektive Auflésung von X mit injektiven Banach-
riumen X'. Da ly(a, §)®x - fiir alle N exakt auf dieser Sequenz und der induktive Limesfunktor
algebraisch exakt ist, ’folgt das Lemma aus Korollar 5.1.9. a

Nach Korollar 2.2.10 b) erhalten wir aus dem Lemma 5.2.2 b) also die Aquivalenz e) < f).
Wie wir gesehen haben, ist k!(A) ein 7-Raum. Daher gilt f) < g) nach Beispiel 3.1.2.
Das folgende Lemma zeigt, daf ¢) < d) ist:

Lemma 5.2.3 Die Bedingungen (GB) und (S3) sind unter den Voraussetzungen des Theorems
dquivalent.

Beweis: Wir zeigen zunéchst, dafl (S3) zur folgenden Bedingung #quivalent ist:

(S3)¢B  Fiir alle n’ existiert ein N’ > n/, so daB es fiir alle M’ > N’
ein K’ > M’ und S” > 0 gibt, so daf$ fiir alle j und ¢’ € F), gilt:
ajn - Yl <8 max{aj i - 1Y 15y aione - 1011503
Der Beweis hierfiir ist straight-forward: Es gelte (S3)“P. Sei n € N, n/ := n. Man wihle N’ nach
(83)¢B, N := N, m:= N'. Seien M > N und k > m. Wir setzen M’ := max {M, k} und wihlen
K' > M’', S" > 0, so daf fiir alle j und 3’ € F/, die Bedingung (S3)9F gilt. Weiter sei K := K’,
S :=5’. Damit folgt:

ajar 'l < a1l <87 max{aje - 19 50, ajne - Y1150}
< S-max{ajic- 1Y 1E e - 191153 -
Umgekehrt gelte nun (S5). Es sei n’ € N, n := n/. Man wéhle N, m > n nach (S5). Wir setzen

N’ :=max{N, m}. Essei M' > N', M := M’ k := M’'. Weiter wihle man K > M und S > 0, so
daB fiir alle j und ' € F, die Bedingung (S5) gilt. Mit K’ := K, S’ := S folgt:

ajy - YN < a9l <8 max{aj k- 1yl asn - 11y'115

< 8" -max{aj - |y 13y ajne - Y115}

Kommen wir nun zur Aquivalenz (GB) < (S3).

, <= “ Nach Voraussetzung gilt (S3)%Z. Sei n € N, n’ := n. Wir wihlen N’ nach (S3)“? und
setzen N := N’. Weiter seien M > N und A € AF(4), d.h. sup; aj; - A; < Cp fiir alle I € N. Wir
setzen M’ := M und wihlen K’ > M’, S’ > 0, so da8B fiir alle j und ¢’ € F!, die Bedingung (S3)%8
gilt. Mit K := K’ und S := max {S’, S’ - Ck} folgt:

asar Iyl = agar - Iy e < 8" max {age - [/l azove -yl
Ck
=5 max{x Y3, @ ||y’||:z'}
J
< S i /|| * X . /|| *
< Semaxd = 1yl as -yl -
J

, = “ Wir machen folgende Fallunterscheidung:

1. k'(A)j ist nicht abzdhlbar normiert, d.h. fiir alle N existiert ein j = j(N) mit a;n = 0
(Beispiel 3.2.14). Wir zeigen, dafl dann F' schon eine Quojektion sein mufl. Zu n = 1 wéhlen
wir uns ein Ny > n geméf (GB) und ein j; mit aj, n, = 0. Weiter sei N > Ny mit aj, n; > 0
und A € A°(A) mit A\j, > 0. Aus (GB) folgt mit Cypy := 5 die Abschitzung:

Aj1 @y M

1Y 5, < Cn - 11y 113
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fir alle M > N{ und ¢’ € F}; (— F}). Analog zu obigem w#hlt man sich nun zu Nj ein
Nz > Nj gemiB (GB) und ein j» mit aj, v, = 0. Weiter sei N3 > Np mit aj, n; > 0 und
A€ AT (A) mit Aj, > 0. Aus (GB) folgt nun wieder mit Cps := ﬁ die Abschitzung

J2 72>

111, < Car - 1191l

fir alle M > N} und ¢’ € F},. Induktiv folgt, daf das Einbettungsspektrum (F]’vp, (px”ﬂ)’)

p

strikt und damit F' eine Quojektion ist ([DieZar, Proposition 1]).

Ist nun p : G — H eine stetige lineare Surjektion zwischen Banachriumen, so auch k' (A)&.p
(Korollar 5.1.9). Da F' eine Quojektion ist, gilt folglich

proj' k' (A)@-F, =0

fiir jedes Fundamentalsystem von Banachriumen (F,, pl) fiir F und daher die Bedingung
(SX£7). Durch Polarisation erh#lt man hieraus wie in Korollar 3.2.11 die gewiinschte Bedingung

(53)-

2. k'(A)} ist abzéhlbar normiert, d.h. es existiert ein N mit ajy > 0 fiir alle j. Es sei o.E.
N = 1. Wir zeigen nun (S3)%Z. Dazu sei n’ € N, n := n’. Wir wihlen N gem#fi (GB) und
setzen N/ := N. Weiter sei M’ > N’, M := M’'. Angenommen, es existieren keine K’ > M’,
S’ >0, so daB (S3)“P gilt. Dann finden wir Folgen j(K’) € N und y};, € F!, mit

a’j(K’),M’ . ||y/1</H}KV/ > K/ . max{aj(K/)’K/ . ||y/1</H}k\4/, aj(K/)’N, . Hy/[(/”:/} .
Notwendigerweise ist dann schon vy, € F§, — {0}. Es folgt:

[

!/
el = o

ajxnymr > K ajen v

Also ist (j(K'))k+ eine unbeschriinkte Folge natiirlicher Zahlen. Wir wihlen uns eine Teilfolge
J(K},) 1 oo und setzen

I R
>\j = aj(Kz’,),K;)7 J ]( p);
0, sonst.
Dann ist A € AZ?(A), und mit K}, > S liegt ein Widerspruch zu (GB) vor. O

Sei jetzt (S3) erfiillt. Ist k'(A)j nicht abzéhlbar normiert, so zeigen Lemma 5.2.3 und sein Beweis,
daB F eine Quojektion ist, und daher e) gilt. Sei also 0.E. k' (A); = A*°(A) abziihlbar normiert, d.h.
es existiert ein N mit a; y > O fiir alle j (Beispiel 3.2.14). Essei 0.E. N = 1. Im folgenden betrachten
wir wieder das Dualsystem (F,, F,). Aus (S5) folgt unmittelbar mit denselben Quantoren:

! N n ° - o — n o
E . (aj% . (pk(BFk)) ﬂajv}v . BFn) - ajj/[ . (pm(BFm)) .

Polarisation liefert wegen (AN B)° C A° + B°:

Fyp

aj.m - P (BF,,) S-aj Kk - (pE(Br,))°° + ajn - Br,
%

(Bp,) +3- aj N - Br,).
Also gilt (SX'). Hieraus folgt wie in Lemma 3.2.9 die Bedingung (S’)o und damit nach Satz 4.4.5

und seinem Beweis e), womit auch die Implikation d) = e) gezeigt wire. Dies schlieBt den Beweis
ab. O
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Bemerkung 5.2.4 Wie der Beweis und Korollar 5.1.9 zeigen, gilt Theorem 5.2.1 auch ohne die
Voraussetzung der s.M.B. an k'(A), falls F ein reduziertes Fundamentalsystem von dualen Ba-
nachrdumen besitzt.

Wir wollen nun aus Griinden der Vollstindigkeit ein Analogon zu Theorem 5.2.1 fiir k°°(A4) und das
injektive Tensorprodukt angeben und beweisen (vergleiche auch [Man, Corollary 3.1.3]). Hierbei
notieren wir fiir eine Kéthe-Matrix A den vollstindigen (LB)-Raum

indy ls (a;}v)

mit k> (A), wobei loo(a:’}v) den Banachraum {z € w : ||z[[x := sup;, a;}v- | z; |< oo} bezeichne
(071 | zj |:= oo fiir | x; |# 0 und O sonst). Wir erinnern daran, daB k>°(A) genau dann ein
(DFM)-Raum ist, falls die Bedingungen des Satzes von Dieudonné-Gomez gelten ([MeiVog, Satz
27.9)).

Theorem 5.2.5 Ist £k*°(A) ein (DFM)-Raum und F' ein Fréchetraum mit Fundamentalsystem von
Banachrdumen (F,, p), so sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

a) k> (A)®.F ist (ultra)bornologisch.
b) k*(A)®.F ist tonneliert.
¢) Es gilt die Bedingung

(S3) Fiir alle n existiert ein N und ein m > n, so daf fiir alle M > N, k > m
es ein K > M und ein S > 0 gibt, so daB fiir alle j und ¢’ € F) gilt:

ajn - |ly'115, <8 - max{a; i - [1y'l17s an - 191153 -

d) proj k> (A)R.F, = 0.

e) Torl(k>®(A),F) =0.

f) Fiir jede exakte FR-Sequenz 0 — F — G — H — 0ist
0 — k®(A)@.F — k®(A)@.G — k®(A)®.H — 0

topologisch exakt.

Ist k°(A) sogar ein (DFS)-Raum, so sind sdmtliche Bedingungen aus Theorem 5.2.1 und diesem
Theorem &dquivalent.

Beweis: Es sei wieder 0.E. k°°(A) ein echter (LB)-Raum und (£, pj,,) reduziert. Da k*°(A) ein
(DFM)-Raum mit der A.E. ist, folgt die Aquivalenz der Funktoren

E®(A)®. - ~ Ly(k™(A);, -) = Ly(AY(A), -) und damit Torl (k> (A), -) ~ Ext'(A}(A), -)

fir alle I € Ng. Damit kénnen wir nun das Theorem vollstindig auf die Ext-Theorie reduzieren.
Nach obigem ist der Funktor k> (A)®. - topologisch linksexakt, und nach [Vogl, Lemma 1.4] ist
jeder Banachraum k> (A)®. --azyklisch. Damit gelten dann wieder die Aquivalenzen d) < e)
& f). Wegen k®(A)®. - ~ Ly(A'(A), -) folgt d) = a). Die Implikation a) = b) gilt stets.
Fiir b) = c¢) wende man wieder [Vog7, Proposition 4.4] an, diesmal auf den Raum Ly(\'(A), F).
Die fehlende Implikation ¢) = d) ist einer der vier Standardfille der Ext-Theorie und folgt zum
Beispiel aus dem Beweis von [FreWen, Theorem 3.1].

Fiir den Zusatz beachte man, daf fiir (DFS)-Ridume k*°(A) die Voraussetzungen beider Theoreme
erfiillt sind (siehe [MeiVog, Satz 27.20]). O

An dieser Stelle wollen wir einige Anwendungen obiger Theoreme bringen. Wir beginnen mit der
Charaktersierung von Quojektionen:
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Satz 5.2.6 Sei « eine Tensornorm und F ein Fréchetraum. Es sind dquivalent:
a) F ist eine Quojektion.
b) Torl(E, F) = 0 fiir jeden nuklearen (DF)-Raum FE.
¢) E®,F ist tonneliert fiir jeden nuklearen (DF)-Raum E.
d) p®R4F ist tonneliert.
e) Torl (¢, F)=0.

Beweis: Da die auftretenden Riume nuklear sind, sei 0.E. a = 7.

a) = b): Essei (F,, pl,) ein darstellendes Spektrum fiir F' mit surjektiven Verbindungsabbildungen.
Da E nuklearer (DF)-Raum und F eine Quojektion ist, ist proj' E®,F, = 0. Weiter ist jeder
Banachraum E®, --azyklisch, und mit Korollar 2.2.10 folgt

Torl (E, F) = proj! E&,F,,.

b) = c¢): Nach obigem erhalten wir ¢) wieder mit [Vog4, Theorem 4.2].

¢) = d) ist klar.

d) = e): Dies folgt aus Theorem 5.2.1 mit ¢ = k*(A), wobei A die obere Dreiecksmatrix mit lauter
Einsen sei.

e) = a): Aus Torl (¢, F) = 0 folgt die Bedingung (S5'). Da ¢’ = w nicht abziihlbar normiert ist,
muf} F' eine Quojektion sein (Korollar 3.2.17). O

Dual hierzu ist, da8 fiir einen (DFS)-Raum E und eine Tensornorm « der Dualraum Ej genau dann
abzihlbar normiert ist, falls ein nuklearer Fréchetraum F nicht isomorph zu w mit Tor’ (E, F) =0
existiert. Fiir einen Beweis dieser Aussage siehe [Vog7, Theorem 5.8].

Wir wollen an dieser Stelle zeigen, daf sich in azyklischen Situationen die Eigenschaft TorL(E ,G) =
0 auf Quotienten von G vererbt.

Bemerkung 5.2.7 Sei « eine Tensornorm, F ein lokalkonvexer Raum und G ein Fréchetraum. Des
weiteren gelte Tory (E,G) = 0. In den folgenden Féllen ist dann auch Torl,(F, H) = 0 fiir jeden
Quotienten H von G:

a) FE ein nuklearer (DF)-Raum.

b) F =ker (G — H) ist lokal E®, --azyklisch, z. B. G nuklear.
¢) E=k'(A) mit der s. M.B., a = 7.

d) E =k*(A) ein (DFM)-Raum, o = e.

Beweis: Nach Korollar 2.2.10 b) gilt in all unseren Situationen Tor! (E, F) = 0 fiir alle | > 2. In
den Fillen a), ¢) und d) ist sogar jeder Banachraum E®, --azyklisch. Wenden wir nun die lange
exakte Kohomologie-Sequenz auf die exakte FR-Sequenz 0 — F — G — H — 0 an, so erhalten
wir die Exaktheit der LR-Sequenz

- — TorL(E,G) — Torl(E,H) — Tor’(E,F) — ---
und hieraus Tor’ (E, H) = 0. O

Leider steht uns im Gegensatz zur Ext-Situation keine lange exakte Kohomologie-Sequenz fiir den
Funktor - ®,F zur Verfiigung, womit wir eine entsprechende Permanenzeigenschaft fiir Teilriume
von E beweisen kénnten. Die Tatsache, dal man diese fiir den kontravarianten Funktor L( -, F')
trotz des Fehlens von geniigend vielen Projektiven fiir die Kategorie 7R bekommt, basiert vor allem
auf der Exaktheit des Funktors L( -, I) fiir injektives I.

Die untenstehende Charakterisierung der Eigenschaft () fiir nukleare Fréchetriume kann man
wegen s'®,- = L(s, -) auch sofort ohne jeden Aufwand aus den Vogt’schen Resultaten [Vog?7,
Theorem 2.5 b) und 4.9] folgern.
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Satz 5.2.8 Fiir einen nuklearen Fréchetraum F' sind die folgenden Bedingungen dquivalent:
a) F hat die Eigenschaft (£2).
b) s'®,F ist bornologisch.
¢) Tori(s', F) =0.

Beweis: Wir betrachten den nuklearen (DF)-Raum s’ = k'(A) mit A = (5%), .

a) = b): Da ((¢')',s) = (s,s) € (DN) x () ist, gilt die Bedingung d) in Theorem 5.2.1, vgl. auch
Bemerkung 6.1.5 und [Vogl, Theorem 5.1]. Also ist s’ ®ns bornologisch. Die Behauptung folgt
damit aus der vorigen Bemerkung 5.2.7. Man kann natiirlich auch Theorem 5.2.1 direkt auf das
Paar (s', F) anwenden.

b) = c¢) folgt aus Theorem 5.2.1.

¢) = a): Diese Implikation folgert man am besten aus [Vogl, Theorem 4.1]. O
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6 A — (Q)-Situationen

In [Vog5] benutzt D. Vogt eine Methode von H. J. Petzsche ([Pet]) zur Zerlegung nuklearer Operato-
renin (DN,,), (€y)-artigen Situationen, um grob gesprochen die Zerfallungsgiite von kurzen exakten
Sequenzen gradierter nuklearer Fréchetrdume zu messen. Wir wollen uns nun dieser Methode bedie-
nen, um in solchen Fillen Elementartensoren zu zerlegen und Tor: (F, F) = 0 zu charakterisieren.
In einem zweiten Abschnitt werden wir dann unsere Resultate in typischen Situationen anwenden.

6.1 Zerlegungslemma

Definition 6.1.1  a) Ein (DF)-Raum E habe die Figenschaft A, falls E} die Eigenschaft (DN)
besitzt.
b) Ein vollstindiger (LB)-Raum E = indy Ex heifit schwach-azyklisch, falls proj' Ey, = 0 gilt.

Es sei angemerkt, daf sich die (DN)-Bedingung aus der Eigenschaft A herauskristallisierte, und
dafl die Bedingung unter b) von technischer Natur ist, wie wir gleich sehen werden. Wir nehmen im
folgenden wieder an, da} By = By, € By = Bg, C --- eine Fundamentalfolge von beschrankten,
abgeschlossenen Mengen fiir den regulidren (LB)-Raum F = indy Ey ist.

Lemma 6.1.2 Es sei E ein schwach-azyklischer (LB)-Raum mit der Eigenschaft 4. Dann gibt es
ein N, so daf fiir alle M > N und 6 €]0,1] ein K > M und S > 0 existieren mit

I/ 1 < S 21157 - (2"l 3) " °
fir alle 2’ € EY.

Beweis: Wegen prolejv = 0 folgt nach einer Variante des Theorems von Palamodov-Retakh, daf§
fiir alle K ein K > K existiert mit

(i§) B C é4c(E') + ¢ Dy

fiir alle € > 0, wobei D eine beschrinkte Banachkugel in E. ist ([Vog4, Bemerkung nach Theorem
2.1]). Insbesondere existiert fiir alle K ein K > K mit
K\t ﬁE%
(EYEL € T (B) "
Es gelte nun die Eigenschaft A mit den Quantoren wie in (DN). Zu K wéhlen wir ein K>K
wie oben. Sei nun z’ € El}? beliebig. Dann finden wir nach obigem eine Folge (27 ) in E’ mit

(zg)’(x’) = limy_,o0 ¢ (27). Insgesamt folgt mit der Eigenschaft A:

[GRERT
G 0 R @) 3

line ()l

12”1131

lim
L—oo

lim sup - (% (@)N15)7 - (i (L) IR)

IN

= S-(1GR) @)’ (IGER) @))'°
< (S 1GR)IDY - ' 11%)° -l ll3) =7
Hieraus erhalten wir die Behauptung. O

Wir benotigen noch das
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Lemma 6.1.3 Sei E = indy Ey ein schwach-azyklischer (LB)-Raum mit der Eigenschaft A4 und F

ein Fréchetraum mit der Eigenschaft (). Dann gilt:

a) Es gibt ein N, so daB fiir alle M > N und 6 €]0,1[ ein K > M und Cs > 0 existieren mit

1
o5 < max i ol e

fur alle 2’ € Ef, r > 1.

() Fiir alle n existiert ein m > n, so da8 fiir alle k > m ein § €]0,1[ und Cy > 0 existieren mit

* 1_ 1 «
191, < max {1 s -

fir alle y’ € F), s > 1.
Beweis: Wir zeigen zunéchst (). Nach Voraussetzung haben wir die Abschéitzung

1yl < €= Uy'I10)° - Uy 1702

fiir alle ¢ € F,. Wie man leicht nachrechnet, gilt fiir a,b > 0
min (t-a+ 75 b) =571 (57 = 1) a7
>

Dabher ist obige Abschitzung dquivalent dazu, daf es eine Konstante C’ > 0 gibt mit

* * -1 *
Iy I < €= (- Nyl + 77 -y [17)

fiir allet > 0, ¢’ € F). Mit s := ﬁ folgt dann

A

1—1

1 1 B
/|| * . ATES C/. . ATES
Wl < g W (55) Wi

IN

1 . 11 *
o {2 2 0% -t

Mit Cy := (2 C")% erhalten wir (3).
Kommen wir nun zu («). Nach Lemma 6.1.2 gilt

2137 < S - (2" 17)° - (' 13)*
fiir alle 2’ € E}.. Analog zu obigem finden wir ein S’ > 0 mit
* * —1 *
2|3 < 8" (¢ - Il + 77 - |21

fiir alle t > 0, 2’ € Ef.. Es sei Cy := (2-5")"#. Mit r:= 2. §' -t folgt auch ().

a

Die Bedingung ) in der folgenden Bemerkung entpuppt sich als sehr giinstig, um Elementartensoren

zu zerlegen.

Bemerkung 6.1.4 Setzen wir in o) mit ¢(r) := Cy - r#~! und in 8) mit ¢(s) := C; - s3 ! an

und wihlen in a) zudem 6 so klein, daf }
sj = 201797 1 400

) Y s;il < 400 und 3222, igijg < +o00.
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Beweis: Es gilt

T 9i—(148)-(j-1) _ 9145 . (270
Sj,1
und folglich > 2%, S;il < 4o00. Mit C := % erhalten wir wegen  — 5 +1 < 0:
w(S]) _ C . 2(1—0—5)]’-(%_1)_‘7'.(%_1)
(r5)
B R R
C- (250 5t1yi
< C27
i oo Y(sy)
und damit »>.7, oty < oo o

Wir wollen nun zum besseren Versténdnis eine Verbindung zu unseren Ss-Bedingungen herleiten:

Bemerkung 6.1.5 Unter den Voraussetzungen von Lemma 6.1.3 gilt:

(S;')o Fiir alle n existiert ein NV und ein m > n, so daf} fiir alle M > N und k > m
es ein K > M gibt, so daf} fiir alle € > 0 ein S > 0 existiert,
so daB fiir alle 2’ € E und y' € F), gilt:

" 3l 15 < max {S - 2"k [ly"l[%: € - 12" 1M 11117
Man beachte hierbei die Reihenfolge der Quantoren und vergleiche diese mit denen von (53 )o.

Beweis: Wir zeigen (S5 )o mittels der modifizierten dualen (DN) (Lemma 6.1.2) und der Bedingung
(Q). Sei n vorgegeben. Wir wihlen uns ein N nach (DN) und m > n nach (2). Seien M > N und
k > m beliebig, 6 €]0,1[ und C > 0 nach (2) gewihlt. Wir setzen 0 := § und wéhlen uns K > M
und S > 0 nach (DN). Sei nun & > 0 beliebig. Dann gilt fiir 2’ € El,y' € F) entweder

a) (123 - 19115, < e l2'l[% - ly'[[5, oder
) 12" 5 - 119115 > & - 2"l % - 1/ [15-
Im Fall a) sind wir fertig. Gilt b), so folgt mit (DN) und (2):

123 - 1Y 15 < €S- (I3 (IR =7 Al 1) - (' 115)*
c-S )1—9

< = (el - Iy [17)? - (2" ll37 - 119115
bzw.
1
c- -5\’
* / /
I - 11 < <9> N N
S\
Setzen wir S := (g:%) , so schliefit das den Beweis ab. O

Kommen wir zuriick zum Zerlegungslemma dieses Abschnitts:

Lemma 6.1.6 Sei £ = indy En ein schwach-azyklischer (LB)-Raum mit der Eigenschaft .4 und
F ein Fréchetraum mit der Eigenschaft (2). Dann lassen sich Elementartensoren zerlegen, d.h. es
gilt:
(S’?)o Fiir alle n existiert ein m > n, so daf} es fiir alle kK > m ein N gibt, so daf fiir alle
M > N und € > 0 ein K > M und ein S > 0 existiert mit

idp@npp (Bey ® Br,,) € S-1dp®xpf(By, 5 p)+e By g p -
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Beweis: Die Quantorenreihenfolge in (S5 )¢ erlaubt es uns Bemerkung 6.1.4 anzuwenden, so daf
wir @), ) und «) voraussetzen kénnen. Im folgenden seien ¢ und 1) wie in Bemerkung 6.1.4.

Durch weglassen von Summanden kénnen wir annehmen, dafl 4 - Zj 1 STJ < § gilt, und 5o so

klein gewihlt ist, dafl pi (Uy,) C % -Up, gilt, ohne die Konvergenz der Reihe 377 Zgij ; < 400 zu
gefdhrden. Hierbei bezeichnet U; den abgeschlossenen Einheitsball in Fj.

Essei A=2®y € Bg,, ® Br,,. Aus «) folgt durch zweimaliges Polarisieren bzgl. des dualen Paares
(Ek,Ef):

1
By €2 -—— By +1r-Bx
o(r)

fiir alle # > 1 und aus () erhalten wir durch zweimaliges Polarisieren bzgl. des dualen Paares
(Fy, Fl):

PiUn) € (s LU +2- < U

fir alle s > 1. Fir j € N wihlen wir uns y; € 9(s;) - Ug, so da8

n n 2
pm(y) — Pk (yj) € —- Un
Sj
gilt und setzen z; :=y; —y;—1. Wegen 9(s;—1) < 9(s;) ist dann z; € 2-9(s;) - Up. Mit s;_1 < s;
folgt weiter
4

Sj—1

Pk (2) = (pm(y) = Pk (Wi-1)) — (o (y) — Pk (y;)) € Uy

Des weiteren kénnen wir yg := 0 annehmen (wegen p” (y) € p™ (Uy) C % - Uy, ist das okay). Mit
Yooy = < +oo folgt dann

y) = ZPZ(%‘)
j=1

Fiir j € N seien z; € r; - By , so daf3

1
T—1; €2- - Bg
! o(r5)
gilt. Wir setzen
B = Z(sc —2;)®z; und C = ij ® pr(z5).
j=1 Jj=1
Dann folgt || Bl 5 5 <4350, 953 < +oound [Cll, 5 5 <4-350, 75 <e
Mit C := % .C,S:=4- ijl zgijg und B := S - B erhalten wir letztendlich
S idp®.pp(B)+e-C = idg@pp(B)+C
= > (@—2) @ pp(z) + Y x; @ pi(2)
j=1 Jj=1
= 2@ pp(z)
j=1
= z®pp(y)
was zU zeigen war. O

Wir wollen unsere Ergebnisse zusammenfassen:
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Theorem 6.1.7 Sei E = indy En ein schwach-azyklischer (LB)-Raum mit der Eigenschaft A und
F ein Fréchetraum mit der Eigenschaft (£2). Weiter gelte

indy EN®xF,, = EQ,F,

fiir ein Fundamentalsystem (F),, p?,) von Banachrdumen fiir F. Dann ist proj' E®,F, = 0. Ist F
zudem lokal E®, --azyklisch, so ist Tork(E, F) = 0.

Beweis: Die Behauptung folgt aus Lemma 6.1.6 und Satz 3.3.3. O

6.2 Anwendungen
Als unmittelbare Folgerung aus Theorem 6.1.7, Satz 4.3.2 und Beispiel 3.2.5 1) erhalten wir

Satz 6.2.1 Sei E ein schwach-azyklischer (LB)-Raum mit der Eigenschaft A, F' ein nuklearer
Fréchetraum mit der Eigenschaft (€2) und a eine Tensornorm. Dann ist Torl,(E, F) = 0.

Mit Theorem 4.3.6 iii) folgt weiter das Vogtsche Resultat [Vog8, Satz 4.2], vgl. auch [Vog6, Theorem
7.5]:

Korollar 6.2.2 Die Voraussetzungen seien wie im Satz zuvor. Dann ist fiir jede exakte nukleare
FR-Sequenz

0—-F—-G—-H—=0
die E®,, --tensorierte Sequenz

0 = EQqF — ER,G — EQqH — 0
topologisch exakt.

Als weitere Folgerung halten wir eine der moglichen Charakterisierungen der Eigenschaft A fest:

Satz 6.2.3 Fiir einen schwach-azyklischen (LB)-Raum E sind die folgenden Aussagen #quivalent:
a) F hat die Eigenschaft A.
b) Torl(FE,s) = 0.

Beweis: a) = b) folgt aus Satz 6.2.1.
b) = a) Nach E. Borel existiert eine exakte nukleare FR-Sequenz

058 —8—5w-—0

([MeiVog, Lemma 31.3]). Aus der langen exakten Kohomologie-Sequenz folgt also, daf es einen
Epihomomorphismus ¢ : s — w gibt, so dal idg®,¢ surjektiv ist. Nach [Vog8, Proposition 4.5] hat
dann F die Eigenschaft A. O

Sei nun 2 C R"” offen. Wir wollen lineare partielle Differentialoperatoren mit konstanten Koeffizi-
enten P(D) : £(Q) — £(N) betrachten, welche den folgenden beiden Bedingungen geniigen:

1) P(D) ist surjektiv (PDO1),
2) Der Nullraum N () := ker (P(D)) hat die Eigenschaft (£2) (PDO2).

Es ist ein offenes Problem, ob (PDO2) nicht automatisch erfiillt ist. Fiir einen vollstdndigen lokal-
konvexen Raum E notieren wir mit &£ (Qj E) den Raum der beliebig oft differenzierbaren E-wertigen
Funktionen auf © und beachten £(Q)®@.E = £(; E) ([Tre, Theorem 44.1]). Aus Korollar 6.2.1
folgt:
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Korollar 6.2.4 Es gelte (PDO1) und (PDO2). Weiter sei F ein schwach-azyklischer (LB)-Raum
mit der Eigenschaft A. Dann ist die Abbildung

P(D)®.idg : E(Q)@.E = E(Q E) — E(Q)R.E = (% E)
surjektiv, d.h. die vektorwertige Situation ,, P(D)f = g“ ist fiir alle rechte Seiten g € £(Q2; F) lésbar.
Positive Beispiele fiir (PDO1) und (PDO2) sind die untenstehenden.
Beispiel 6.2.5 In den folgenden Fillen sind (PDO1) und (PDO2) erfiillt:

a) P(D) ist elliptisch.
b) Q ist konvex.

Beweis: Zu a) siehe [Vog9, Proposition 2.5 b)].
Zu b) siehe [Wie, Proposition 2.2.6]. Wir wollen den Beweis fiir (PDO2) fiir irreduzibles P ausfiihren.
Da  konvex ist, gilt nach [MeiTayVog, 4.3] mit V := {2z € C": P(—z) = 0} die Dualitét:

NQ),={feH(V): Im e Nmit || f||}, := sup | f(2)| exp(—H,,(Im(2)) — mlog(l + |z]?)) < o0 }.
zeV
Hierbei ist
Hy,(y) == sup (w,y) = sup ij - Y;
WEQR, WEQm j=1

das m-te Trigerfunktional zu einer konvexen Ausschopfung (2,,)n, von © mit relativ kompakten
Q.. Durch Translation in den Ursprung kénnen wir 0.E. 0 € ; annehmen. Nach obigem miissen
wir also noch folgendes nachweisen: Fiir alle n gibt es ein m, so daf fiir alle &k ein ¢ €]0, 1] und ein
C > 0 existiert mit

1£1 < C - IR - A1)

fiir alle f € H(V). Dazu sei n < m < k fest. Es reicht zu zeigen, dafl es ein 6 €]0,1[ und C' > 0
gibt mit

exp(—Hyn (Im(z)) —m - log(1 +[2[*))

< C- exp(—Hy(Im(2)) — k- log(1 + |2[2))? - exp(—Hy (Im(2)) — n - log(1 + |2[2))1~3
bzw. nach fquivalenter Umformung

(5 Hy(Im(2)) + (1 — 6) ~Hn(Im(z)> v (5 k- log(1 4 [22) + (1 — 8) - n - log(1 + |z\2))

< Hy(Im(2)) +m -log(1 + |2|?) + log(C).

Wiéhlen wir ein 6 mit 6 -k + (1 —9) -n < m, so bleibt nach der Definition der Trigerfunktionale H,,
nur noch zu zeigen, daf ein ¢ (kleiner als das obige) existiert mit

sup (w,y) + sup (w,y) < sup (w,y)
wES-Qy, we(1-68)-Qp WEQ,

fiir alle y € R™ mit ||y||2 = 1. Dazu sei §; so klein, dafl ein r > 1 existiert mit - (1—681)-Q, C Q.
Fiir § €]0, 1] folgt dann

sup  (w,y) <
we(1—68)-Qn
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fiir alle y mit |ly||2 = 1. Als néchstes zeigen wir, dafl es ein d; < §; (unabhingig von y) gibt mit
1

sup <’(U,y> < (1 - 7) © sup <w7y>a
WES2-Qy r WEN,

was den Beweis dann mit obiger Abschitzung abschlieBt. Da Qj, beschrinkt ist, reicht es dafiir zu
zeigen, dafl

inf  sup (w,y) >0
loll2=1 ey,

ist. Wegen 0 € O finden wir ein € > 0 mit e- B C Q,,, wobei B = {y: ||yl = 1} der Einheitsball
im R"™ sei. Also gilt

inf  sup (w,y) > inf sup (w,y) > inf (e-y,y)=e.
lla=1 e, Iyla=1 wee-B lyllz=1
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Anhang

Wir wollen hier kurz die Vorgehensweise, um notwendige und hinreichende Bedingungen fiir das
Verschwinden von Tori(E,F ) zu erhalten, im Falle des projektiven Tensorprodukts o = 7 und
der Nuklearitit von F skizzieren. Gleichzeitig findet der Leser hier eine Ubersicht der wichtig-
sten S3- und S3-Bedingungen in Quantorschreibweise. Im folgenden sei £ = indy En ein ech-
ter, vollstindiger (LB)-Raum mit Fundamentalfolge von beschrénkten, abgeschlossenen Mengen
B = Bg, € By = Bg, C --- und F ein nuklearer Fréchetraum mit Fundamentalsystem von

EQ,F,

Banachrdumen (F,, pl'). Weiter sei B, n := Cp N - BEyg,F, " mit geeigneten Konstanten

Cp,n > N und U, := Bp,.

Flok.inj.

Torl (B, F) projt E&.F, =0

|} Palamodov-Retakh

(52) v 3V 1d®pl (E®xFp) C id®qpf (E®:F)) + Bon
n m
m>n -

I G.Fs.

" omEn Wem S50

|} Vertauschungseigenschaft

K1 I|* . o C 3 I|* . o AEEN
(527) v % Wy ;§M m,GVE}( 12137 - P (Um) S S - (2"l - ok (Uk) + |25 - Un)
m>n  k>m >0

| E echt

(S5% v 3 v 3V |y P Un) € S-ll2'll - ok (Uk) e 1’5 - Un

n N M2N  K>M g/cE)

m>n k>m,e>0 S>0
SE! 3 3 = 2|5 p (Up) C 8- |2 |5 - pR(Ug) +< - ||2' |5 - U,
S ¥ 3% 3,93, 5 1wl s € Sl O+l O

|} Polarisation

(Po) v 3 ¥ 3 v 3 v |yl By Syl Biete - By
n m>n k>m N Ivizgv KSZ>1(VJIY v EF

|} Zerlegungslemma

® . -~ . -~ 7 . .
(53 )O X m,3>n k>vm J%/ MgN, K;I\/I, ld®ﬂpnm(BEM ® BF’") <S5 1d®ﬂpkL(BEK®ka) + EBEN®WFn
== e>0  S>0
¢

é oy AT sy AT
(53 )0 v 3 v 3 v J ld®ﬂpm(BEM§,rFm) g S - 1d®7rpk (BEkgﬂFk) te- BENéﬂFn

n m>n k>m N M>N, K>M,

e>0 S>0
(Ss)o ¥V 3 V 3 V 3 id®p(Bmar) C S -id@xpp(Br.x)+¢€- Bun
n m>n k>m N J‘/QEIOV KSZ>1(V)I,

|l Hinr. Bed. fiir proj' X =0

Torl (E, F) Fekini. proj! E@.F, =0
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