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TEILT VORBEMERKUNGEN 1

Wenn der Kiinstler aus metaphysischen
Sphdren in die Bereiche der konkreten Ur-
sachen und zu den Realititen der Formen
herabsteigt, begegnet er auf halben Wege
den Wissenschaftlern, die auf der Suche
nach Ursachen, die sie in ihren Formen
einzufangen gedenken, sich in die meta-
physischen Sphdren begeben.

ALEXANDER ARCHIPENKO

Teil 1
Vorbemerkungen

1 Einfiihrung

1.1 Problemstellung

Eine der grundlegenden Problemstellungen der komplexen Analysis ist die Frage nach
der Existenz von biholomorphen Abbildungen zwischen zwei gegebenen Gebieten D
und D’ im C". Gibt es eine solche Abbildung f : D — D’, so heilen D und D’ biholo-
morph aquivalent. Zu der Losung des obigen Problems gleichbedeutend ist daher eine
Charakterisierung der Aquivalenzklassen von biholomorph #quivalenten Gebieten im
cn.

Im Falle n = 1 wird das Abbildungsproblem fiir eine grofle Klasse von Gebieten durch
den Riemannschen Abbildungssatz gelost: Jedes einfach zusammenhéngende Gebiet
D C C ist biholomorph dquivalent zur Einheitskreisscheibe. Fiir n > 1 ist die Situa-
tion vollig anders. Nach einem Theorem von Poincaré und Reinhardt sind die beiden
natiirlichsten einfach zusammenhiingenden Gebiete des €2, der Einheitsball B und der
Einheitspolyzylinder Ao, nicht biholomorph &dquivalent. Die Menge der biholomorphen
Aquivalenzklassen derjenigen Gebiete, die in einer passenden Topologie ‘nahe’ am Ein-
heitsball liegen, ist sogar iiberabzihlbar.

Damit ist klar, daf zur Charakterisierung von biholomorphen Aquivalenzklassen nicht
nur topologische Eigenschaften betrachtet werden kénnen, sondern dafl nach geeigneten
geometrischen und analytischen Invarianten gesucht werden muf.

Ist von den betrachteten Gebieten D und D’ bekannt, dafl jede biholomorphe Abbil-
dung f : D — D’ auf Umgebungen U = U(D) und U’ = U’(D’) zu einer biholomorphen
Abbildung f : U — U’ fortsetzbar ist, so 1d83t sich die Untersuchung der (inneren) biho-
lomorphen Aquivalenz von D und D’ auf das Problem der (iuBeren) biholomorphen
Aquivalenz der Rinder D und 0D’ zuriickfithren. Die Untersuchung von Réndern,
also von reellen Hyperflichen im C™, bietet den groflen Vorteil, dafl diese lokale geome-
trische Eigenschaften besitzen, die unter biholomorphen Abbildungen invariant sind.
Daher ist die Frage nach der Fortsetzbarkeit biholomorpher Abbildungen ein zentraler
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Aspekt des Abbildungsproblems. Im Fall n = 1 stehen die folgenden beiden zentralen
Theoreme zur Verfiigung:

Theorem 1.1 (Carathéodory) FEs seien D,D’ CcC C einfach zusammenhdingende
Gebiete, deren Rinder Jordankurven sind. pann ldﬁlsich jede biholomorphe Abbildung
f:D — D' zu einem Homdéomorphismus f : D — D’ fortsetzen.

Theorem 1.2 [] Es seien D, D' cC C reell-analytische Gebiete. Dann laft sich jede
biholomorphe Abbildung f : D — D' zu einer biholomorphen Abbildung f : U — U’ fir
passende Umgebungen U = U (D) und U' = U'(D’) fortsetzen.

Zum Beweis von Theorem 1] wird im ersten Schritt mit dem Theorem von Carathéodory
die stetige Fortsetzbarkeit der Abbildung f festgestellt und danach mit dem Schwarz-
schen Reflexionsprinzip die holomorphe Fortsetzbarkeit von f gezeigt. Bei der Verall-
gemeinerung dieses Theorems auf den Fall n > 1 ergeben sich zwei Probleme:

Zum einen gilt das Theorem von Carathéodory nicht mehr in seiner allgemeinen Form,
wie das folgende Resultatﬂ von B.L.Fridman aus [32] zeigt:

Es gibt zwei biholomorph dquivalente, einfach zusammenhdngende, stiickweise glatte
Gebiete D,D cC C?, fiir die sich keine biholomorphe Abbildung f : D — D' stetig
nach D fortsetzen laft.

Zum anderen gibt es aufgrund der komplizierteren geometrischen Verhéltnisse fiir n > 1
kein einfaches Analogon zum Schwarzschen Reflexionsprinzip. Es war daher bis Anfang
der 80er Jahre vollig unklar, wie eine Losung zu den folgenden Fortsetzungsproblemen
zu erzielen sei:

Globales Fortsetzungsproblem FEs seien D,D’ cC C" Gebiete. Unter welchen
Voraussetzungen an D und D' lifit sich jede eigentliche holomorphe Abbildung f :
D — D' holomorph auf eine Umgebung von D fortsetzen?

Lokales stetiges Fortsetzungsproblem FEs secien D, D’ cC C" Gebiete und sei
f D — D' eine eigentliche holomorphe Abbildung. Es seien 20 € 0D und 2 €
clf(2°) € 8D’ Randpunkte. Ferner seien W = W (2°) und W' = W'(2") geeignete
kleine offene Umgebungen. Unter welchen Voraussetzungen an 0D N'W und 0D’ N W'
gibt es eine Umgebung U = U(ZY), so dafi sich f stetig auf D U (0D NU) fortsetzen
lafst?

Lokales holomorphes Fortsetzungsproblem FEs seien D, D’ CC C" Gebiete und
sei f: D — D' eine eigentliche holomorphe Abbildung. Es seien 2° € 8D und 2° €
cl¢(2°) € D' Randpunkte. Ferner seien W = W (2°) und W' = W'(2") geeignete
kleine offene Umgebungen. Unter welchen Voraussetzungen an 0D NW und D' N W'
gibt es eine Umgebung U = U(2%), so daf sich f holomorph auf DU(ODNU) fortsetzen
lafst?

!siche beispielsweise [29], Satz 2.3
Zsiehe Seite Beispiel 2
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Untersuchungsgegenstand der vorliegenden Arbeit sind die beiden lokalen Fortsetzungs-
probleme.

1.2 Stand der Forschung

Mit den iiberraschenden Resultaten von G.M.Henkin [33] und C.Feffermann [28] begann
1974 eine intensive Forschungsarbeit an der Losung der Fortsetzungsprobleme:

Theorem 1.3 (Henkin) Es seien D, D" CC C" streng pseudokonveze Gebiete. Dann
lf’iﬁt sich jede biholomorphe Abbildung f : D — D’ zu einer Holder-stetigen Abbildung
f:D — D' fortsetzen.

Theorem 1.4 (Feffermann) FEs seien D, D’ CC C" streng pseudokonveze C*-glatte
Gebiete. Dann laft sich jede biholomorphe Abbildung f : D — D’ zu einem C®°-
Diffeomorphismus f : D — D’ fortsetzen.

Ein Jahr spéter veroffentlichte S.Pinchuk [38] die erste Losung des globalen Fortset-
zungsproblems fiir streng pseudokonvexe Gebiete:

Theorem 1.5 (Pinchuk) Es seien D, D’ CC C" streng pseudokonveze reell-analy-
tische Gebiete. Dann lift sich jede biholomorphe Abbildung f : D — D' biholomorph
auf passende Umgebungen von D und D' fortsetzen.

Die Verallgemeinerung dieses Resultats auf den schwach pseudokonvexen Fall kann
fiir zu stark entartete Leviformen, insbesondere fiir Levi-flache Rénder, nicht erwartet
werden. Die passende geometrische Bedingung an die Rénder der betrachteten Ge-
biete fand J. D’Angelo [I7] mit dem Konzept des endlichen Typs. Anschaulich be-
zeichnet der D’Angelo-Typ eines Randpunktes die maximale Beriihrungsordnung, die
komplex-analytische Varietdten mit der betrachteten Hyperfliche haben kénnen. Der
D’Angelo-Typ ist somit eine quantitative Abstufung zwischen streng pseudokonvexen
Randpunkten (Typ = 2) und Levi-flachen Randpunkten (Typ = o).

Fiir glatte Gebiete von endlichem D’Angelo-Typ haben K.Diederich, J.E.Fornass, S.Cat-
lin, S.Cho und andere in einer Reihe von Arbeiten positive Resultate im Sinne des
Theorems von Carathéodory, also (Holder-)stetige Fortsetzbarkeit von eigentlichen ho-
lomorphen Abbildungen, erzielt. Das erste allgemeine Fortsetzungsresultat fiir pseu-
dokonvexe Gebiete endlichen Typs wurde dabei von K.Diederich/J.E.Fornzess in [21]
durch eine Weiterentwicklung der Methoden von G.M.Henkin erzielt.

Um nun die holomorphe Fortsetzbarkeit zu zeigen, schien lange Zeit die erfolgverspre-
chendste Methode die Benutzung von gewissen Regularititseigenschaften der Bergmann-
Projektionen von D und D’ zu sein, die von S.Bell [6], [7] unter dem Namen Bedingung
R und Q eingefithrt wurden. Mit dieser Methode konnten von S.Baouendi/H.Jaco-
bowitz/F.Treves [2], S.Baouendi/S.Bell/L.Rothschild [I] und S.Baouendi/L.Rothschild
[3] einige Teilresultate erzielt werden, bis 1988 von K.Diederich/J.E.Fornzess [23] das
allgemeine Resultat im schwach pseudokonvexen Fall fiir n > 2 mit Hilfe des Reflexi-
onsprinzips bewiesen wurde:
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Theorem 1.6 Es seien D, D’ cC C" pseudokonveze reell-analytische Gebiete. Dann
lifst sich jede eigentliche holomorphe Abbildung f : D — D’ holomorph auf eine Um-
gebung von D fortsetzen.

Fiir einige spezielle Gebietsklassen konnten entsprechende Theoreme auch im nicht-
pseudokonvexen Fall gezeigt werden, insbesondere von K.Diederich/J.E.Fornaess [20],
[23] und S.Bell [§]. Als 1984 von D.Barrett [4] ein reell-analytisches (nicht-pseudokon-
vexes) Gebiet D CC (2 konstruiert wurde, welches nicht die Bedingungen R und Q
erfiillt, wurde klar, daf fiir die allgemeine Losung der Fortsetzungsprobleme im nicht-
pseudokonvexen Fall nach anderen Methoden gesucht werden mufte.

Mit Methoden, die génzlich auf die Betrachtung von Konvexitéitseigenschaften verzich-
ten, konnte L.Lempert 1986 in [35] folgendes Resultat zeigen:

Theorem 1.7 (Lempert 1986) Es sei D CC C" ein strikt sternformiges C*-glattes
Gebiet und sei D' cc C" reell-analytisch. Dann ldfit sich jede biholomorphe Abbildung
f: D — D' Hélder-stetig auf D fortsetzen.

Mit dem Konzept der Segre-Varietéten, welches von S.Webster [41], K.Diederich/S.Web-
ster [27] und K.Diederich/J.E.Fornzess [23], [22] als eine Verallgemeinerung des Schwarz-
schen Reflexionsprinzips entwickelt worden ist, konnten K.Diederich/S.Pinchuk 1995 in
[25] aufbauend auf den Ergebnissen von K.Diederich/J.E.Fornaess/S.Ye [24] das globale
Fortsetzungsproblem im Fall n = 2 mit dem folgenden Ergebnis 16sen:

Theorem 1.8 (Diederich/Pinchuk 1995) Es scien D, D' cC €2 reell-analytische
Gebiete. Dann lift sich jede eigentliche holomorphe Abbildung f : D — D’ holomorph
auf eine Umgebung von D fortsetzen.

Die lokalen Fortsetzungsprobleme sind im nicht-pseudokonvexen Fall in ihrer allgemei-
nen Form bisher noch offen, wobei aber insbesondere in [25] grundlegende Methoden
und Ergebnisse auch fiir den lokalen Fall bereitgestellt werden. Mit der vorliegenden
Arbeit wird nun darauf aufbauend ein weiterer Beitrag zur Losung der lokalen Fortset-
zungsprobleme gegeben.

1.3 Ubersicht und Ergebnisse

Die vorliegende Arbeit ist in vier Teile gegliedert. Nachdem im ersten Teil eine kurze
Einfithrung in die betrachteten Problemstellungen gegeben worden ist, werden im Teil
II die fiir diese Arbeit relevanten Begriffe und Notationen eingefiihrt. Als Hauptteile
folgen dann die Teile IIT und IV. In Teil III wird das Problem der lokalen stetigen
Fortsetzbarkeit untersucht und dort als Hauptresultat dieser Studie folgendes Theorem
gezeigt:

Theorem A FEs seien D, D’ cC C" Gebiete und sei f : D — D' eine eigentliche
holomorphe Abbildung. Fiir 2° € D und 2 € clf(zY) gebe es Umgebungen W = W (2)
und W' = W'(2%), so daff DD NW eine C?-glatte Hyperfliche und D' NW' eine reell-
analytische Hyperfliche endlichen Typs ist. Ferner gebe es Umgebungen U = U(2°) und
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U =U'(2") sowie Konstanten C >0 und 0 < p < 1, so daf gilt
dist(f(z),0D") < Cdist(z,dD)* VzecUN f~H(f(DNU)NT"). (L.1)

Dann gibt es eine Umgebung V =V (29), so daf8 sich f Hélder-stetig auf DU (0D NV)
fortsetzen lifit.

Anschlieflend wird in Teil IV das Problem der lokalen holomorphen Fortsetzbarkeit
untersucht. Es wird durch eine Anwendung der Methoden aus [25] auf die betrachtete
lokale Situation das folgende Ergebnis gezeigt:

Theorem B FEs seien D, D’ CC C? zwei Gebiete und es sei f : D — D' eine eigent-
liche holomorphe Abbildung. Weiter seien My C Ma C 0D relativ offene Teilmengen
von 0D und sei M{ C OD' eine relativ offene Teilmenge von 0D’ so dafs gilt:

a) Es gibt eine Umgebung W = W (My) C €2, so daff M := D N W eine reell-
analytische Hyperfliche endlichen Typs ist.

b) Es gibt eine Umgebung W' = W'(M]) C €2, so daf M’ := dD' N W' eine reell-
analytische Hyperfliiche endlichen Typs ist.

c) Es gilt cly(My) C M.
d) Fiir g = (f_l)\D’ﬂW’ gllt Clg(M{) C M2.

Dann gibt es eine Umgebung U = U(M;) C €2, so daf sich f holomorph auf D UU
fortsetzen lafst.
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Seit man begonnen hat, die einfachsten
Behauptungen zu beweisen, erwiesen sich
viele von ihnen als falsch.

BERTRAND RUSSELL

Teil 1T
Begriffe und Hilfsmittel

In diesem Teil werden fiir diese Arbeit relevante Begriffe und Notationen eingefiihrt.

3 Elementares

3.1 Notationen

Hiufig wird in dieser Arbeit die Situation einer Abbildung f : D — D’ zwischen zwei
Gebieten D, D’ C C" betrachtet. Dabei werden oft analoge Objekte (Randpunkte,
Teilmengen, etc.) sowohl in D als auch in D" untersucht. Meist werden dann die Defini-
tionen der betreffenden Objekte nur fiir das Urbildgebiet D gegeben und die analogen
Definitionen im Bildgebiet D’ als gegeben betrachtet, die jeweiligen Objekte im Bildge-
biet werden dabei stets mit dem gleichen Buchstaben oder Symbol, bezeichnet wie die
Objekte im Urbildgebiet, zuséitzlich aber noch mit einem rechts angestellten Apostroph
" versehen.

In dieser Arbeit wird der Begriff Umgebung stets im Sinne von offener Umgebung ver-
wendet, auch dann, wenn der Zusatz offen nicht explizit angegeben ist.

In einigen Situationen wird der €™ dargestellt als C" ! x C, welches eine Zerlegung der
kanonischen Koordinaten z = (z1,...,2,) in z = ('z,2,) € € ! x € indugziert. Diese
Zerlegung eines Objekts Z € €" in ('Z,2,) € €C" ! x € wird stets ohne besondere
Erwédhnung als gegeben angesehen.

Weiter sei zu einer beliebigen Menge U C C™ die komplex konjugierte Menge U* defi-
niert als
U ={zeC":zcU}. (I1.1)

Um die Einfithrung unnétig vieler Konstanten zu vermeiden, wird, wenn es sich anbie-
tet, die folgende abkiirzende Schreibweise verwendet: Sind A(x) und B(z) zwei reellwer-
tige Funktionen, die von einer Variablen z € X aus einer beliebigen Parametermenge
X abhéngen, so sei definiert:

Alx) S(2)B(x) = 3JC>0: A(x) <(>)C-B(z) YxeX.
A(z) = B(z) <= 3¢,C>0:c-Ax)<B
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Mit A wird stets die offene Einheitskreisscheibe {z € C : |z| < 1} bezeichnet, ferner sei

Alz,r):={weC:|z—w|<r}. (I1.2)
Weiter sei der offene Ball mit Radius r > 0 um einen Punkt z € R" stets mit
By(z) ={weR":|lw—z <r} (IL.3)
bezeichnet und es sei B, := B, (0). Schliellich sei mit
Ap={ze€C": |z <1V1<Ek<n} (I1.4)

der offene Einheitspolyzylinder im C" bezeichnet.

3.2 Gebiete, Hyperflichen und Tangentialrdume

Fiir ein Gebiet D C C" sei die signierte Randdistanz eines Punktes z € C" zu D

definiert als
5 (Z) L — dlSt(Z,aD) s fiir 2 cD
b T dist(z,0D) , fir z ¢ D.

Es sei D C €™ ein Gebiet und 2 € dD. Dann heiit D nahe 20 Ck-glatt fiir k €
IN U {00}, wenn es eine Umgebung U = U(z°) und eine C*-Funktion r : U — R mit
Vr # 0 auf U gibt, so daf} gilt

(IL.5)

DNU={z€U:r(z) <0}. (IL.6)

Eine solche Funktion r heifit lokale definierende Funktion fiir D nahe 2°. D heifit C*-
glatt, wenn D nahe jedes Punktes 20 € 9D C*-glatt ist. Eine Funktion r : U = U(9D) —
R heifit (globale) definierende Funktion fiir D, wenn r nahe jedes Punktes 20 € 9D
lokale definierende Funktion fiir D ist. Es gilt das folgende Lemma:

Lemma II.1 Es set D C C" ein Ck—glattes Gebiet und es seien r1,19 : U — R zwei
definierende Funktionen fiir D. Dann gibt es eine Umgebung U = U(OD) und eine
Funktion h € C*=Y(U) mit h > 0, so daf gilt

ri(z) =h(z)-re(z) VzeU. (I1.7)

Ist D C €™ ein C*-glattes Gebiet, so gibt es insbesondere eine Umgebung U = U(OD),
so daf8 6p eine definierende C*-Funktion fir D auf U ist.

Eine zusammenhingende Menge M C C™ heifit C*-glatte Hyperfliche, wenn es ein C*-
glattes Gebiet D gibt, so dafi M C 0D gilt und M relativ offen in 9D ist.

Fiir ein Gebiet D wird mit C5°(D) der Teilraum der Funktionen aus C*°(D) bezeichnet,
die auf 0D von unendlicher Ordnung verschwinden.
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Ein komplexer Tangentialvektor X in einem Punkt z € C™ ist ein linearer Differential-
operator 1. Ordnung der Form

mit Koeffizienten ay, by € C. Der C-Vektorraum aller Tangentialvektoren X in z heifit
komplexer Tangentialraum in z und wird mit T,C" bezeichnet. Es ist T,C" ~ €2
vermoége des kanonischen Isomorphismus

U:T.C" — €, X — U(X) = (a1,b1,...,an,by).

Damit wird auf T,C" die hermitesche Metrik

|| T.0" - R : X — | X]| = |¥(X)| (11.8)
und die Konjugation
B :TZ(D”—>TZ(D":Xn—>Y::ini+aki (I1.9)
i 0z 0z,

induziert. Die Auswertung eines Tangentialvektors X € T,C"™ an einer Funktion f €
CY(U), U = U(z), ist definiert als

XP = (XDE) =Yt () + b g (),

k=1

Sind bei einem X € T,C" alle Koeffizienten by, gleich Null, so wird X als holomorpher
oder (1,0)-Tangentialvektor bezeichnet. Entsprechend heifit X antiholomorpher oder
(0,1)-Tangentialvektor, wenn ay = 0 fiir alle k& gilt. Der Untervektorraum aller holo-
morphen bzw. antiholomorphen Tangentialvektoren in z wird mit T°C" bzw. TO'C"
bezeichnet und heiffit holomorpher bzw. antiholomorpher Tangentialraum in z.

Es sei M C C" eine C'-glatte Hyperfliiche und sei z € M. Ferner sei r eine definierende
Funktion fiir M nahe z. Ein X € T,C" heifit Tangentialvektor an M in z, wenn Xr = 0
gilt. Der C-Vektorraum aller Tangentialvektoren an M in z wird mit 7, M bezeichnet.
Analog wird T1°M und T9' M definiert.

Fiir eine C'-glatte Hyperfliche M C (€2 heifit ein Punkt z € M total reell, wenn
dim TM = 0 gilt.

Eine fiir die Untersuchungen im Abschnitt III wichtige Klasse von Gebieten ist die
der strikt sternformigen Gebiete. Dabei heifit ein C?-glattes Gebiet D CcC C" strikt
sternformig, wenn fiir eine C?-glatte definierende Funktion r von D gilt

ReXr(z) >0 Vze€ 0D, (I1.10)
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wobei X das folgende Vektorfeld sei

9
X = ;zjazj. (IL.11)

Es sei bemerkt, daf} jedes beliebige glatte Gebiet lokal stets strikt sternformig ist, im
Sinne des folgenden Lemmas, welches direkt aus der obigen Definition folgt:

Lemma I1.2 Es sei D C C" ein Gebiet und es gebe fiir einen Randpunkt 2° € 0D
eine Umgebung W = W (2°), so daff 0D N W eine C?-glatte Hyperfliche ist. Dann gibt
es eine Umgebung U = U(2°) CC W, so daf8 U N D ein strikt sternférmiges C2-glattes
Gebiet ist.

Abschlielend sei noch fiir die spitere Verwendung der Begriff der Pluripolaritét erin-
nert: Fiir eine offene Menge U C C" heifit eine Teilmenge A C U pluripolar, wenn es
eine plurisubharmonische Funktion ¢ : U — R U {—o0} gibt, so daf} gilt

AcC{zeU:9Y(z) = —o0}. (I1.12)

3.3 Endlicher Typ

Es sei U = U(2°) eine offene Umgebung von 20 € €™ und sei f : U — C eine stetige
Funktion. Dann heifit
_#(,0
v(f, 2%) == sup {a cR": Ualizrgzo w existiert E|} (I1.13)
die Ordnung von f in 2°. Ist f(2°) = 0, so heifit v(f, 2°) auch Verschwindungsordnung
von f in 2Y. Fiir eine Abbildung f = (f1,..., fn) : U — €™ wird die Ordnung von f in

20 definiert als

o(f,2%) = min o(fi, 2%). (IL14)

Eine nichtkonstante holomorphe Abbildung ¢ : A(0,7) — C", r > 0 wird als holomor-
phe Kurve im €™ bezeichnet. Damit wird fiir jedes z° € C" definiert:

Cn(2°) := {c: A(0,7) — €" holomorphe Kurve mit ¢(0) = 20} . (IL.15)

Es sei nun D C C" ein C*°-glattes Gebiet und sei r eine definierende C*°-Funktion fiir
D. Fiir 2° € 9D und ¢ € C,,(2°) wird die Zahl

0
A@D,20,¢) = ATOCE) .1
(8 )y % 70) U(C—ZO,ZO) ( 6)
als die Kontaktordnung von ¢ an 0D im Punkte z° bezeichnet. Es sei jetzt
A1(OD,2%) := sup A(ID,2° ¢). (I1.17)

c€Cn (29)

Dann heifit A1(9D, ") der D’Angelo-Typ von z° oder kurz Typ von z%. In [I7] konnte
D’Angelo zeigen, dafl die Endlichkeit des Typs eine offene Eigenschaft ist:

3d.h. der Grenzwert ist eindeutig und endlich
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Theorem II.1 Es sei D C C" ein C®-glattes Gebiet und sei 2° € 0D ein Randpunkt
mit A1 (0D, 2°) < co. Dann gibt es eine Umgebung U = U(2°), so daf gilt

A1(0D,z) <0 VzeoDNU. (I1.18)
Die folgenden beiden Lemmata geben den D’Angelo-Typ in zwei Extremfillen an:

Lemma I1.3 Es sei D C C" ein C*®-glattes pseudokonvexes Gebiet und sei 2° € OD.
Dann ist 2° genau dann ein streng pseudokonvexer Randpunkt, wenn Aq1(0D,20) = 2
18t.

Lemma I1.4 Es sei D C C" ein C®-glattes Gebiet und sei 2° € 0D. Es gebe eine
holomorphe Kurve ¢ : A(0,r) — C™ mit ¢(0) = 2° und ¢(A(0,7)) C dD. Dann gilt
A1(0D, %) = .

In [I9] wurde insbesondere folgendes wichtige Resultat gezeigt:

Theorem I1.2 Es sei D CC C" ein beschrinktes reell-analytisches Gebiet. Dann gibt
es eine Konstante L < +o00, so daf$ gilt

A1(0D,z) <L VzedD. (IL.19)

Es sei D C C" ein C™-glattes Gebiet, sei 2° € 9D und sei r eine definierende Funktion
von D auf einer Umgebung U = U(z"). Ferner sei fiir jedes § < 0 definiert

Ds:={z€U:r(z) <d}. (I1.20)
Damit kann schliefllich definiert werden
Ai(r, z) == A1(0D, (2, 2) Yz eU. (I1.21)
Aus [19] folgt dann insbesondere (siehe auch [35], Theorem 3.3):
Theorem I1.3 Es sei D CC C" ein beschrinktes reell-analytisches Gebiet, sei r eine

definierende Funktion von D auf einer Umgebung von 0D und sei 2° € OD. Dann gibt
es eine Umgebung U = U(2°) und eine Konstante L < 400, so dafi gilt

Ai(r,z) <L Vzel. (I1.22)

3.4 Eigentliche Abbildungen und Clustermengen

Es seien D, D’ C R" Gebiete, es sei f : D — D’ eine stetige Abbildung und es sei
2% € 9D ein Randpunkt. Dann heifit

clp(zY) = {z’ €

D" : 3 (zk)r C D mit klirgo 2, = 2% und klirgo f(zk) = z'} (I1.23)
die Clustermenge von z° unter der Abbildung f. Fiir eine beliebige Menge K C 0D
wird
clf(K) := U clg(2) (I1.24)
zeK
als Clustermenge von K unter f definiert.
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Definition II.1 FEine stetige Abbildung f : D — D' zwischen zwei Gebieten D, D" C
IR™ heifst eigentlich, wenn fiir jedes Kompaktum K' C D' auch das Urbild f~'(K') C D
kompakt ist.

Es sei bemerkt, dafi insbesondere jede homéomorphe Abbildung eigentlich ist.

Die folgende elementare Eigenschaft von eigentlichen Abbildung macht diese zum ge-
eigneten Untersuchungsobjekt im Rahmen der Fortsetzungsprobleme:

Satz I1.1 FEs seien D C R™, D' CC R" Gebiete und es sei f : D — D’ eine eigentliche
Abbildung. Ferner sei (xy)r C D eine Folge in D. Dann gilt

Jlim dist(a4,0D) =0 = lim dist(f(zx),0D") = 0. (11.25)

Ist die betrachtete eigentliche Abbildung sogar holomorph, so besitzt sie insbesondere
folgende Eigenschafterﬂ

Satz I1.2 FEs seien D, D' cC C" Gebiete und es sei f : D — D’ eine eigentliche
holomorphe Abbildung. Dann gilt

a) #f71(2") ist endlich fir alle 2’ € D'.
b) f ist eine abgeschlossene Abbildung.

c) Die Menge der reguldren Werte Ry von f ist eine zusammenhdngende, offene und
in D' dichte Menge.

d) f ist surjektiv.

Der folgende Satz gibt Auskunft iiber die Verpflanzbarkeit von plurisubharmonischen
Funktionen durch eigentliche holomorphe Abbildungen, siche dazu auch [20], [37]:

Satz I1.3 FEs seien D, D’ C C" Gebicte und es sei f : D — D' eine eigentliche holo-
morphe Abbildung. Es sei weiter ¢ : D — R eine negative stetige plurisubharmonische
Funktion auf D. Dann ist die Funktion 7 : D' — R mit

7(2) :==sup {p(z) : z € D, f(2) = 7'} (I1.26)
ebenfalls negativ, stetig und plurisubharmonisch.

Fiir ein beliebiges Gebiet D C C™ sei mit D die Holomorphiehiille von D bezeichnet.
Es sei ferner fiir ein Kompaktum K C D mit K die holomorph-konvexe Hiille von K
beziiglich O(D) als kompakte Teilmenge von D bezeichnet.

Folgendes Lemma aus [25] gibt Aufschlufl {iber das Verhalten von Holomorphiehiillen
unter eigentlichen holomorphen Abbildungen und wird in Teil IV dieser Arbeit eine
wichtige Rolle spielen:

“siehe beispielsweise [37], Satz 4.9
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Lemma I1.5 Es sei f : D — D' eine eigentliche holomorphe Abbildung zwischen zwei
Gebieten D, D' cC €7, sei 2° € D ein Randpunkt und sei 20 € cly(2%). Dann gilt

MeD = Leb. (11.27)

Beweis: Angenommen, es ist 20 ¢ D. Dann gilt dist(IA( ,2%) > 0 fiir jedes Kompaktum
K CC D. Es sei nun eine Folge (z;)r, C D mit 2z, — 2% und 2/ = f(z) — 2%
ausgewéhlt und sei ferner h € O(D) eine holomorphe Funktion mit h(z;) — oco. Da f
eigentlich ist, gibt es eine algebroide Funktion A’ auf D', die durch die folgende Relation
gegeben wird

B (w') :=ho f~Hw). (I1.28)

Es gibt also Funktionen a, € O(D’) fiir p = 1,...,m, so daf} fiir jedes w’ € D' und
w e C gilt
we (W) = w"+a(w)w™ -+ an(w) =0. (I1.29)

Da 2V € D’ ist und sich alle ay, holomorph auf D’ fortsetzen lassen, besitzt h' eine
algebroide Fortsetzung auf eine Umgebung U’ von 2%, Daher ist A’ gleichméfig be-
schriinkt nahe 2%, Dies ist aber ein Widerspruch zur Tatsache, daff nach Konstruktion
h(z,) — oo gilt.

O

4 Bergmann-Projektion

Es sei D C @" ein Gebiet. Dann heifit die beziiglich des L?(D)-Skalarprodukts ortho-
gonale Projektion
Pp : L*(D) — L*(D)N O(D) (11.30)

die Bergmann-Projektion von D oder der Bergmann-Projektor von D.

Fiir die Bergmann-Projektion gilt folgende Transformationsforme]ﬂ

Lemma I1.6 Es seien D,D’ cC C" Gebiete und sei f : D — D' eine eigentliche
holomorphe Abbildung. Dann gilt

Pp(det[f']- (w0 f)) = det[f']- (Pprp) o f) Yo e L*(D). (IL.31)

Es sei darauf hingewiesen, daf} in dieser Arbeit mit det[f’] immer die komplexe Funk-
tionaldeterminate bezeichnet wird. Ist die reelle Funktionaldeterminante gemeint, so
wird dieses durch die Notation detyg [f] kenntlich gemacht.

In [5] wurde folgendes Ergebnis iiber das Verhalten des Bergmann-Projektors auf strikt
sternférmigen Gebieten gezeigt:

Psiehe dazu [6]



14 TEIL II BEGRIFFE UND HILFSMITTEL

Theorem I1.4 ([5], Theorem 2) Es sei D CC C" ein strikt sternformiges C?-glattes
Gebiet. Dann bildet der Bergmann-Projektor Pp den Sobolev-Raum W1/2(D) auf sich
ab.

Dabei wird der Sobolev-Raum W/2(D) wie iiblichﬁ definiert durch

WY2(D) = feLZ(D);/f(g)]2 <1+]£|2>1/2dV(£)<oo . (11.32)

D

5 Bekannte Fortsetzungssitze

Mit Blick auf die folgenden Teilen dieser Arbeit seien hier einige bekannte Fortset-
zungssétze in der jeweils benttigen Form angegeben:

Theorem II.5 ([21], [11], [37]) Es seien D C C", D' cC C" Gebiete und sei f :
D — D' eine eigentliche holomorphe Abbildung. Es seien 2° € 0D und 2% € cly(29)
zwei Randpunkte, fir die es Umgebungen W = W (2°) und W' = W'(2%") gibt, so dap
ODNW und 0D'NW' C*®-glatte pseudokonvexe Hyperflichen endlichen Typs sind. Dann
gibt es eine offene Umgebung U = U(2°), so dap sich f Hélder-stetig auf DU (0D NU)
fortsetzen laft.

Theorem I1.6 ([39]) Es sei M C C" eine C-glatte Hyperfliche und es sei 20 € M.
Nahe 2° unterteilt M den Raum in zwei Halbrdume D_ und D, . Es sei nun angenom-
men, daf in M bei 2° keine Keime von komplex-analytischen Hyperflichen enthalten
sind. Dann besitzt D; fiir entweder j = + oder j = — die folgende Fortsetzungseigen-
schaft: Es gibt eine Umgebungsbasis U, von 2°, so daf$ sich jede auf Un,ND;j holomorphe
Funktion holomorph auf U, fortsetzen lifit.

Theorem II.7 ([10]) Es sei f : M — M’ eine endliche stetige CR-Abbildung zwi-
schen C*°-glatten pseudokonvexen Hyperflichen im C™. Ferner sei M von endlichem
Typ und M’ enthalte keine eindimensionalen komplex-analytischen Varietiten. Es sei
Ve M. Ist f(2°) =: 2V e M, dann ist f C®-glatt in einer Umgebung von 2°.

Theorem I1.8 ([23]) FEs seien D, D" CcC C" Gebiete, es seien M C 0D, M' C 9D’
relativ offene Teilmengen reell-analytischer pseudokonvexrr Hyperflichen und es seien
20 e M, 2% € M. Es sei weiter f: DUM — D' UM’ eine C°-Abbildung, welche auf
D eigentlich holomorph ist, und fiir die f(D) C D/, f(M) C M’ und f(z°) = 2" gilt.
Dann lifst sich f holomorph auf eine Umgebung von 2° fortsetzen.

Ssiche beispielsweise [34], Seite 198
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6 Analytische Mengen

Definition I1.2 Es sei D C R" eine offene Menge. Fine Teilmenge A C D heif§t
reell-analytische Menge in D, wenn es fir alle x € D eine Umgebung U = U(x) sowie
auf U reell-analytische Funktionen fi1,..., fr gibt, so daf gilt

ANU=Z(fi)n...nZ(fr), (I1.33)

wobei Z(fy) :={zx € U: fi(zr) =0} firl <k <r sei. Ist D C C" und kénnen die fj
als holomorphe Funktionen gewdhlt werden, dann heifst A komplex-analytische Menge
m D.

Ein wichtiges Hilfsmittel bei der Konstruktion der holomorphen Fortsetzung in Teil IV
dieser Arbeit ist das folgende Lemma von Bishop [I3]. Wegen seiner wichtigen Rolle sei
hier der Vollstdndigkeit halber sein Beweis angegeben, siehe dazu auch [14].

Lemma I1.7 FEs sei E eine abgeschlossene pluripolare Teilmenge eines beschrdnkten
Gebietes U = Uy x Uy C C", mit Uy C CP, p > 1, und es sei A eine rein p-dimensionale
abgeschlossene komplex-analytische Teilmenge in U \ E ohne Héiufungspunkte in Uy X
OU,. Angenommen, Uy enthalte ein nichtleeres Teilgebiet Vi, so dafi A N (Vi x Us)
eine abschlossene komplex-analytische Menge ist. Dann ist auch ANU eine analytische
Teilmenge in U.

Beweis: Da E pluripolar ist, gibt es eine auf U plurisubharmonische Funktion ¢ mit
E C {z€U:¢(z) =—o0}. Da die Behauptung des Lemmas rein lokaler Natur ist,
kann ohne Einschrinkung angenommen werden, dafl ¢ auch noch auf einer Umgebung
von U plurisubharmonisch, also insbesondere nach oben beschriinkt auf U ist.

Zuerst wird nun gezeigt, dafl A N (V7 x Us) nicht leer ist. Dazu sei W) die maximale
Teilmenge von Uy, die V; enthilt und fiir die A N (W7 x Us) eine analytische Menge
ist. Dann ist die Projektion m : AN (W; x Us) — W eine analytische Uberlagerung.
Daher reicht es zu zeigen, da8 AN (W, x Us) nicht leer ist. Sei dazu jetzt angenommen,
daBB AN (W7 x Us) = () ist. Da A wegen dim A = p > 0 nicht leer ist und W; maximal
gewdhlt ist, gibt es eine Kugel By = B,(a) mit Mittelpunkt a = (ai,...,a,) € Wi,
so daB A N (By x Uz) nichtleer ist. Somit muf fiir eine komplexe Gerade L; > a die
Menge A; := AN (Ly x Uy) auch nichtleer sein. Ohne Einschriankung kann L, = C;
angenommen werden. Der Rand der analytischen Menge A; besteht aus zwei Teilen:
E; := AN E und Ey := (A1 \ A1) \ E1. Die Funktion ¢ ist plurisubharmonisch und
nach oben beschrinkt auf A; und ist identisch —oo auf E;. Daher kann nach dem Ma-

%al‘ nicht in allen Punkten von A; grofler sein als %

ximumsprinzip die Funktion B
Aber wegen A; C By x Us gilt fiir jeden Punkt z € A; |21 — a1| < r. Widerspruch. Also
kann A N (W; x Us) nicht leer gewesen sein.

Sei nun W := Wy x Us. Die Projektion m : ANW — W ist eine k-fache Uberlagerung,
mit 1 < k < oco. Fiir jedes z € W seien die Punkte der Faser 7=1(2) N A mit Viel-

fachheiten bezeichnet als a'(z),...,a*(z). Damit sei auf W die Funktion v definiert
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als

() = 3 plad (2)). (11.34)
j=1

Wird nun mit o C W, die kritische analytische Menge der Uberlagerung 7 : AN W —
W1 bezeichnet, dann koénnen die Funktionen o?(z) auf Wi \ o als lokal holomorph
gewahlt werden. Damit ist ¢ entweder plurisubharmonisch oder identisch gleich —oo
auf Wi \ 0. Da A die Menge E nicht schneidet und da A N W iiberall dicht in A N W
ist, mufl die Menge E N A N W 2p-Mafl Null haben. Folglich hat auch #(E N AN
W) verschwindendes 2p-Mafl und somit kann ¢ nicht identisch —oo auf W \ o sein.
Da 1 gleichméflig von oben beschrinkt und oberhalbstetig auf W ist, folgt, dafl ¢
plurisubharmonisch auf ganz W' ist.

Als néchstes sei nun gezeigt, daf alle Randwerte von ¢ auf (0W1) NU; gleich —oo sind.
Dazu sei @' € (0W1) N U;. Da W’ maximal gewihlt worden ist, mufl es einen Punkt
a € AN E geben, so dal 7(a) = o’ gilt. Nach Voraussetzung ist AN (U; x OUs) leer, so
daB alle Randpunkte der analytischen Menge 7~!(a’)N A in E liegen und damit ist nach
dem Maximumprinzip die Menge 7~1(a’) N A nulldimensional. Wenn a* ein Punkt in
7~ 1(a’)N A ist, dann gibt es eine Umgebung U* 3 a* in U, so dai 7 : ANU* — 7(U") eine
analytische Uberlagerung ist. Da W, ein Gebiet, also insbesondere zusammenhingend,
und @’ ein Haufungspunkt von W ist, folgt, dafl die Anzahl der Punkte in der Faser
77 1(a’) N A hochstens gleich k < oo ist. Folglich gibt es eine Umgebung U° > a, so da8
71 a") N AN U leer ist und dafl 7 : ANUY — 7(U) eine eigentliche Abbildung ist.
Die Mengen U%, ENUY und W1 N7 (U°) erfiillen die Voraussetzung des zu beweisenden
Lemmas und somit kénnen die Argumente des ersten Teils dieses Beweises angewandt
werden, um zu zeigen, dal AN UY N W nichtleer ist. Da

7 Hd)NANU C E (I1.35)

gilt, streben fiir z — a/, = € W alle Punkte der (nichtleeren) Fasern 7—!(z) N AN U°
nach E. Da aber ¢y = —oo gilt, folgt sofort ¢(z) — oo.
Nun kann eine oberhalbstetige Funktion ¥ auf U’ definiert werden durch

. ¢(Z) AS Wl
U(z) = { Coo LzeUh\ . (11.36)
Damit ist ¥ eine plurisubharmonische Funktion auf U; und insbesondere ist E' :=
Uy \ W1 pluripolar in Uj.

Es seien nun ®;, |I| = k, kanonische definierende Funktionen der analytischen Uberla-
gerung m: ANW — Wi mit

Qr(21,22) = Z wr(z1)2. (I1.37)
[JI<k
Dann sind die ¢r; beschrinkte holomorphe Funktionen auf W; und lassen sich somit
holomorph nach U fortsetzen. Die nach Uy fortgesetzten Funktionen @, |[I| = k defi-
nieren eine analytische Teilmenge A in Uy, welche in W, mit A iibereinstimmt. Da Aw
dicht in A und /I|W dicht in A ist, gilt A ="ANU, womit das Lemma bewiesen ist.
O
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7 Segre-Varietiten

In [27] wurde von K.Diederich und S.Webster der Begriff der Segre-Varietéten als ein
zentrales Hilfsmittel fiir die Untersuchung der Fortsetzungsprobleme eingefiihrt. Im
folgenden seien dazu nach [27] die wichtigsten Definitionen und Eigenschaften dieser
Objekte eingefiihrt.

7.1 Definitionen

Es sei D C @" ein Gebiet, es sei 20 = 0 € 9D ein Randpunkt und sei U = U(z°)
eine Umgebung von 2°, so da M := 9D N U eine reell-analytische Hyperfliiche ist.
Ferner sei 7 : U — IR eine reell-analytische definierende Funktion von D auf U. Als
reell-analytische Funktion ist r auf U, nach eventueller Verkleinerung von U, durch eine

Potenzreihe der Form -

r(z) = Z ap2° 7" (I1.38)
ot +[B|=0
gegeben. Es sei nun die Komplexifizierung

e}

r(z,w) := Z A0p 2T, (I1.39)
|o|+6]=0

betrachtet, welche nach dem Abel-Lemma auf einer geeigneten Umgebung V = V(I") C
C?" der Diagonalen I' := {(2,£) € C*" : 2 € U,£ = z} definiert ist. Damit ist r(z, w)
holomorph in z und antiholomorph in w.

Es kénnen fiir M durch einen biholomorphen Koordinatenwechsel lokale Koordinaten
nahe 2° so gewihlt werden, daf8 r die folgende Normalform annimmt

(@) = A Ea+ ) (2 () (= Ea) (IL.40)
j=0

oo
= 2z, + Z ri('zZ)(2yn)’,
j=0

mit reell-analytischen Funktionen r;, die in 0 verschwinden und keine reinen holo-
morphen oder antiholomorphen Terme in ihrer Taylordarstellung um 0 enthalten. Die
Komplexifizierung von r kann in diesen Normalkoordinaten dann geschrieben werden
als

r(z,w) =z + W + »_ 15 ('2) W)(=i) (20 — Wn)’. (I1.41)
7=0

Aus dieser Darstellung folgt die Beziehung

r(zw) =0 < z+Wn+ > M(w)z" =0, (I1.42)
|k|>0
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wobei die Summation {iber Multiindizes k = (k1,...,kp—1) mit k; > 0 erfolgt und
die A; holomorphe Funktionen auf U sind. Damit ergibt sich folgende weitere wichtige
Darstellung fiir r(z, w)

r(z,w) = (1+ a(z,w)) | zn + @, + Z Me(w)' 2% |, (I1.43)
|k|>0

mit einer C¥-Funktion «(z,w), die holomorph in z und antiholomorph in w ist sowie in
0 verschwindet.

Mit diesen Vorbereitungen kann nun der Begriff der Segre-Varietét eingefiihrt werden:

Definition I1.3 FEin Paar Uy CC Us C U won offenen Umgebungen heif§t ein Stan-
dardumgebungspaar fiir einen Punkt 20 € M, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt
sind:

a) Beziiglich eines passenden Normalkoordinatensystems fiir 20 gilt Uy = "Uy x Uay,
wobei 'Uy eine offene Umgebung von 0 € C" 1 und Uy, eine offene Umgebung
von 0 auf der z,-Achse ist.

b) Die Komplezifizierung r(z,w) ist auf Us x Uy wohldefiniert, so daf§ fiir jedes
w € Uy die Menge
Qu :={z€Us:r(z,w) =0} (I1.44)

eine abgeschlossene, glatte komplex-analytische Hyperfliche ist. Q. heift die zu
w assoziierte Segre- Varietdt.

¢) Die Hyperfliche Qu, kann als Graph dargestellt werden, d.h. es gibt eine holomor-
phe Funktion hy('z) auf'Us, so daff gilt

Qu={(z2) €U 2y = hy('2)}. (11.45)

Fir jedes ( € Qu sei der Keim von Q. (als komplezx-analytischer Mengenkeim) in
mit ¢Qw bezeichnet.

7.2 Elementare Eigenschaften

Zu jeden Punkt z € M gibt es eine Familie (Uy;, Us;) von Standardumgebungspaa-
ren fiir z, so dafl die Us; eine Umgebungsbasis fiir z bilden. Ferner sind die zu einem
Punkt z assoziierten Segre-Varietdten (J,, unabhéngig von der Wahl des Umgebungs-
paares Uy, Us und der definierenden Funktion r, in folgendem Sinn: Sind (U7, Us, r) und
(Ul, Us, 7) Standardumgebungspaare zu z mit zugehorigen definierenden Funktionen r
und 7 und sind Q,, C Us und Q,, C U, die entsprechenden Segre-Varietéiten zu einem
Punkt w € U1 N Ul, dann gilt

QuN (UaNTs) = Qu N (U N Ty). (IL.46)

In dem folgenden Lemma werden nun die wichtigsten elementaren Eigenschaften der
Segre-Varietaten zusammengestellt:
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Lemma I1.8 Es sei D C C" ein Gebiet, sei 2° € D ein Randpunkt mit einem Stan-
dardumgebungspaar (U1,Us), so daff M := 0D N Us eine reell-analytische Hyperfliche
ist. Dann folgt:

a) Fir z,w e Uy gilt
2€Qy = weEQ,. (11.47)

b) Es gilt
z€Q, = z€ M. (I1.48)

¢) Fiir jedes w € Uy ist die Menge
Ay ={z€U1:Q,=Qu} (11.49)

eine abgeschlossene komplex-analytische Untervarietdt von Uy. Insbesondere ist
dimq Ay, oberhalbstetig als eine Funktion von w € Us.

d) Es gilt
z€Ay,<— A, =A,. (I1.50)

e) Fiir jedes w € M gilt A, C M.

f) Es gilt
Ap =({Q:: 2 € Qu} NTL. (IL.51)

g) Es seien D, D' CC C" Gebiete und es seien 2° € 0D, 2 e oD Randpunkte, so
daf D nahe 2° und D' nahe 2" reell-analytisch ist. Ferner seien (Uy,Uz) und
(U4, Ub) Standardumgebungspaare von 2° und 2° . Es sei nun f : UyND — UyND’
eine holomorphe Abbildung, die sich lokal biholomorph auf eine Umgebung V =
V(2°) € Uy fortsetzen lifit, so dafs 20 = f(z%) gilt. Dann gilt

f(QuNV)=QyNf(V) YuweV. (I1.52)
Beweis:
zu a) Die Behauptung ist dquivalent zu r(z,w) = r(w, z) und dies folgt sofort aus der

Reellwertigkeit der Funktion r(z, 2).

zu b) z € @, ist gleichbedeutend mit r(z,z) = 0 und dies gilt genau fiir die Punkte
z e M.

zu c) siehe [23] und [24].
zu d) Sei z € Ay,. Dann gilt @, = Q,, nach Definition von A,,. Also gilt

Aw:{ue Ui :Qu:Qw}:{UEUl ZQUZQZ}:AZ. (11.53)
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Sei nun A,, = A,. Es gilt aber immer z € A, und damit folgt z € A,,.

zu e) Sei w € 9D und z € A,,. Nach b) gilt w € @,, und nach Definition von A, gilt
Q. = Qu, womit sofort w € @, folgt. Nach a) gilt daher z € Q,, = @, und mit b) folgt
die Behauptung.

zu f) Sei p € A, und z € Q,, beliebig. Dann gilt @), = Q,, und damit ist z € Q. Nach
a) gilt dann p € Q. Sei andererseits p € Q. Vz € Qy, dann gilt z € Q, Vz € Qu,
womit sofort Q,, C @, folgt. Da @, und @, komplex-analytische abgeschlossene Hy-
perflichen sind, folgt Q.,, = @), woraus sofort die Behauptung p € A,, folgt.

zu g) Es sei r eine definierende Funktion von D auf V. Dann ist 7' := r o f~! eine
definierende Funktion von 9D’ auf V'. Da die Segre-Varietiten unabhingig von der
Wahl der definierenden Funktionen sind, folgt nun fiir jedes w € V

2 e f(QunV) — r(f1{)w)=0A2 eV’ (11.54)
= r(f ), o f(w)=0A eV (IL55)
— & flw)=0AZ eV’ (I1.56)
= 2 EQ,yNnV (IL57)
Damit ist auch g) gezeigt.
O

Die in Lemma m Teil ¢) definierte Menge A, ist von entscheidender Bedeutung fiir
die weiteren Betrachtungen. In [27] und [2] wurde folgende Begrifflichkeit eingefiihrt:

Definition I1.4 Ist in der Situation von Lemma [IL.8 zu einem Punkt w € M die
Menge A,, null-dimensional, gilt also Ay, = {w} nach entsprechender Verkleinerung
von Uy, so heifst M im Punkte w essentiell endlich. Ist M in jedem Punkt w € M
essentiell endlich, so heifit M essentiell endlich.

Damit ist M insbesondere in jedem Punkt endlichen Typs auch essentiell endlich. Es
sei nun angenommen, dafl M essentiell endlich ist. Mit den Notationen von Definition
konnen die Funktionen A('z, w) := hy('2) in der Form

h('z,w) = i Aj(w) 'z (IL.58)
5=0

mit antiholomorphen Funktionen \j(w) auf U; geschrieben werden. Es wurde in [27]
gezeigt, dafl es eine natiirliche Zahl N gibt, so dal die Hyperfliche @, fiir jedes
z € M und fiir jedes Standardumgebungspaar U;,Us von z eindeutig durch die Ko-
effizienten {\; : |j| < N} bestimmt wird (siehe hierzu insbesondere [23]). Diese Tat-
sache ermoglicht es, auf der Familie aller Segre-Varietédten die Struktur einer endlich-
dimensionalen komplex-analytischen Varietéit zu definieren, so dafl die Abbildungen
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AUl € w— Qy (I1.59)

endlich-verzweigte antiholomorphe Uberlagerungen sind. Fiir einen festen Punkt 20 €
M und ein Standardumgebungspaar Uy, Us von 2° wird die Familie der Segre-Varietiten,
versehen mit dieser Struktur, mit S = S(Uj, Uz) bezeichnet.

Es sei ferner noch folgendes Lemma aus [24] angefiihrt:

Lemma I1.9 ([24], Lemma 2.4) Es sei fiir einen beliebigen Punkt 2° € M ein Stan-
dardumgebungspaar Uy = "Uy x Uy, Uy ='Us x Usy, gewdhlt. Fiir jedes w = ("w,w,) €
Uy \ D sei die Menge ., definiert als

Qu:={2€'Us: ('2,hy(2)) € D}. (I1.60)
Dann gilt:

a) Fiir je zwei Punkte w!', w? € U\ D mit den gleichen (Im wy,)-Koordinaten und den
gleichen ('w)-Koordinaten, aber mit Rew} < Rew?, gilt die Relation Q1 C Q2.

b) Es gibt ein § > 0, so daf fiir jedes 'w € 'Uy gilt
Ul := Ui N {w = (w,w,) € D: Rew, > 6} # 0 (I1.61)
und ferner die Menge €, zusammenhdngend ist fir jedes w € Uf.

Eine der technischen Schwierigkeiten bei der Anwendung der Segre-Varietéiiten fiir die
Untersuchung der Fortsetzungsprobleme ist die Tatsache, dafl im allgemeinen die Menge
Qw N D aus mehreren Zusammenhangskomponenten bestehen kann. Um diese Schwie-
rigkeiten zu bewdéltigen, kann in einigen Fillen die Behauptung b) von Lemma m
benutzt werden, wihrend in anderen Féllen eine spezielle Zusammenhangskomponente
von @y, N D auswéhlt werden mufl. Dieses kann wie folgt geschehen:

Definition II.5 Nach eventueller Verkleinerung von U gilt fir jedes w € U das fol-
gende: Die komplexe Gerade l,, durch w, welche die reelle Gerade enthdlt, die durch w
geht und orthogonal zu M 1ist, schneidet die Segre-Varietdt QQ,, in genau einem Punkt
Sw € D, welcher als symmetrischer Punkt zu w bezeichnet wird. Die Zusammenhangs-
komponente von Qu N D, welche *w enthdlt, wird mit *Q,, bezeichnet und heifit die
symmetrische Komponente von Q.

Die folgende Abschitzung folgt direkt:

Lemma I1.10 FEs gibt eine Umgebung U = U(M), so daf$ fiir jede Folge (wy)r C U
mit dist(wg, M) — 0 gilt

dist(wg, M) ~ dist (wy, M). (IL62)
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Auf #hnliche Weise wie die symmetrischen Punkte seien jetzt noch die reflektierten
Punkte wie folgt definiert:

Definition II.6 Es sei ein Standardkoordinatensystem wie oben gewdhlt. Fir jedes
w € Uy sei der beziiglich M und der gewdhlten Koordinaten reflektierte Punkt ®w durch
die folgenden Bedingungen definiert:

(1) "w = ("w, wn).
(i) r("w,w)=0.
Diese beiden definierenden Bedingungen fiir "w sind dquivalent zu der Bedingung
r(("w, "wy), (w,wy,)) = 0. (I1.63)

Damit ist die Abbildung  : w — "w ein reell-analytischer Diffeomorphismus, welcher
hochgradig von der Wahl des lokalen Koordinatensystems abhingt. Insbesondere gilt
(ko k)(w) =w, da r reellwertig ist.

8 Holomorphe Korrespondenzen

In diesem Abschnitt wird der Begriff der holomorphen Korrespondenz als eine geeignete
Verallgemeinerung des Begriffs der holomorphen Abbildung eingefiihrt.

8.1 Definitionen

Definition I1.7 Es seien U, U’ C C" offene Mengen. Eine abgeschlossene, rein n-
dimensionale komplez-analytische Menge F C U x U’, fiir welche die Projektion 7 :
F — U eigentlich ist, heifit eigentliche holomorphe Korrespondenz. Insbesondere heifst
F irreduzibel, wenn F C U x U’ als analytische Menge irreduzibel ist.

Eine holomorphe Korrespondenz F' ordnet jedem Punkt z € U eine endliche Anzahl
von Bildpunkten zu, némlich die Punkte der Menge F'(z) := 7/(71(2)) C U’, wobei 7/
die Projektion von F' auf U’ bezeichne. Mit Vielfachheiten gezihlt ist die Anzahl dieser
Bildpunkte genau gleich der Blitterzahl m der verzweigten Uberlagerung 7 : F — U.
Diese Blatterzahl wird auch als Grad von F bezeichnet. Nach einer beliebig kleinen
Perturbation des gewéhlten Standardkoordinatensystems im Bildbereich kann immer
von der folgenden Situation ausgegangen werden:

GENERISCHE SITUATION: Es gibt eine abgeschlossene, niederdimensionale komplex-
analytische Teilmenge B C U, so da8 fiir jedes z € U \ B gilt: Sind = F(z) zwei
Punkte mit 2! =+ 22 so gilt

Mo£ 2% Yee{l,....n}. (11.64)
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Die Punkte z € U \ B heiflen generische Punkte von F'. Fiir generische Punkte z ist die
Zahl #F'(z) konstant und gleich dem Grad der Korrespondenz F'.

In dieser Arbeit wird stets davon ausgegangen, daf3 das jeweilige Standardkoordinaten-
system so gewahlt ist, dafl diese generische Situation hergestellt ist.

Die Komponenten der Bildpunkte von F(z), geschrieben als 2, = fr(z) firk=1,...,n,
sind algebroide Funktionen auf U, d.h. sie erfiillen Gleichungen der Form

-1

ST ap ()75 4 agn(2) = 0 (IL65)

mit holomorphen Koeffizienten ay; € O(U). Aufgrund der vorausgesetzten generischen

Situation und da F’ als irreduzibel angenommen wurde, sind diese Polynome irreduzibel
iiber O(U).

8.2 Fortsetzende Korrespondenzen

Fiir die Anwendung des Begriffs der Korrespondenzen auf das Fortsetzungsproblem sei
nun folgendes definiert:

Definition I1.8 Fine eigentliche holomorphe Abbildung f : D — D' von zwei Gebie-
ten D, D" C C" heifst fortsetzbar als eigentliche holomorphe Korrespondenz auf eine
Umgebung U eines Randpunktes z° € 0D, wenn es eine offene Menge U' C C" und
eine irreduzible holomorphe Korrespondenz F C U x U’ gibt, so daf gilt

FoTyn((DNU)x D), (11.66)

wobei mit I'y der Graph von f bezeichnet sei. Die gleiche Sprechweise wird im folgenden
auch fir mehrwertige Abbildungen F verwendet.

Angenommen, nahe eines Punktes 2 € 9D ist 9D reell-analytisch und von endli-
chem Typ. Dann gibt es nach Theorem nur zwei mogliche Situationen: Alle auf
D nahe 2% holomorphen Funktionen lassen sich holomorph auf eine Umgebung von z°
fortsetzen oder alle auferhalb von D nahe z° holomorphen Funktionen haben diese
Fortsetzbarkeitseigenschaft. Im ersten Fall muf} jede Fortsetzung von f als eine irre-
duzible holomorphe Korrespondenz auf eine Umgebung von z° notwendig schon eine
holomorphe Abbildung nahe 2" sein, wenn U geniigend klein gewihlt wird. Nur im
zweiten Fall kann die Blatterzahl m der Fortsetzung grofler als 1 sein.

Es sei hier die folgende elementare Beobachtung |Z| gemacht:

Lemma I1.11 Wenn f sich als eigentliche holomorphe Korrespondenz auf eine Um-
gebung U eines Punktes 20 € 0D fortsetzen lifst, dann setzt sich f Holder-stetig auf
DNU fort.

"siehe auch [22]
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Beweis: Da sich die Abbildung f als eigentliche holomorphe Korrespondenz F' fortset-
zen 143, gilt insbesondere fiir jeden Punkt z € 9D

cly(z) € F(z). (11.67)

Nach Lemma ist die Clustermenge cl¢(z) jedes Punktes z € 0D unter der Abbil-
dung f zusammenhingend. Da F(z) aber eine endliche Menge ist, kann cl #(2) nur aus
einem einzelnen Punkt bestehen, woraus sofort die stetige Fortsetzbarkeit von f auf
D NU folgt. Weiter folgt die Holder-Stetigkeit der Fortsetzung direkt aus der Darstel-
lung von F'.

d

Wenn f : D — D’ sich nahe z € 9D als eigentliche holomorphe Korrespondenz
F C U x U’ fortsetzen lafit, dann ist 2’ := f(z) nach Lemma wohldefiniert
und es gilt (z,2) € F. Daher kann der Keim der Korrespondenz F bei (z,2’) be-
trachtet werden. Es kann im weiteren immer angenommen werden, dafl dieser Keim
irreduzibel ist.

Abschlielend sei jetzt noch das folgende Lemma aufgefiihrt:

Lemma I1.12 Es sei D CC C" ein Gebiet, sei U eine Umgebung eines Punktes 2° €
0D, so daff ODNU eine C?-glatte Hyperfliche endlichen Typs ist und es sei F C U x U’
eine irreduzible eigentliche holomorphe Korrespondenz. Ferner sei

F..=Fn((U\D)xU. (I1.68)
Ist 20 ¢ D und ist U gentgend klein gewdhlt, so ist F, irreduzibel.

Beweis: Es sei die Blétterzahl von w : F — U mit m bezeichnet. Ferner kann, wie
oben schon erwihnt, angenommen werden, daf§ die Koordinaten in U’ so gewéhlt sind,
daf} eine generische Situation vorliegt. Dann werden, wie in , die Komponenten
von F' gegeben durch irreduzible Pseudopolynome iiber O(U) der Form

rm—1

2"+ a1 (2)2), + -+ apm(z) =0. (I1.69)

Es sei nun angenommen, dafl F, reduzibel ist. Dann hat F eine irreduzible Komponente
F c (U\ D) x U, so daB die Blitterzahl von m : F — U \ D kleiner als m ist. Daher
sind die Polynome aus reduzibel iiber O(U \ D). Da 20 ¢ D ist, lassen sich
nach Theorem die holomorphen Koeffizienten dieser Zerlegung von U \ D nach
ganz U holomorph fortsetzen. Damit ergibt sich, nach eventueller Verkleinerung von
U, insbesondere eine Zerlegung von iiber O(U), was aber ein Widerspruch zur
Voraussetzung der Irreduzibilitit von F' ist. Also mufl F, irreduzibel gewesen sein.

O
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8.3 Inverse von eigentlichen holomorphen Korrespondenzen

Im vorherigen Teilabschnitt wurden nur (lokale) eigentliche holomorphe Fortsetzungen
F der eigentlichen holomorphen Abbildung f : D — D’ und deren Inverse betrachtet.
Fiir den spédteren Gebrauch muf} dieses nun noch verallgemeinert werden auf eigentliche
holomorphe Korrespondenzen als Fortsetzung von Inversen eigentlicher holomorpher
Abbildungen. Es sei dazu zuerst prézise definiert, was mit diesem Begriff genau gemeint
sein soll, wozu jetzt zwischen der rein lokalen Fortsetzung der Inversen von f und einer
etwas globaleren Situation unterschieden werden muf}. Hier zunéchst die Definition der
globaleren Fortsetzung:

Definition I1.9 Die globale Inverse g := f~! der Abbildung f setzt sich als eigentliche
holomorphe Korrespondenz auf die zusammenhdngende Umgebung U’ von 20 fort, wenn
es eine offene Menge U c Q" und eine abgeschlossene, rein n-dimensionale komplex-
analytische Teilmenge G C UxU gibt (G kann dabei moglicherweise reduzibel sein),
so dafs gilt:

i) Tyn(Dx (U'ND)) CG.
ii) ' : G — U’ ist eigentlich.

Ausgehend von dieser globaleren Fortsetzung der Inversen ¢ sei nun mit der folgenden
Definition die rein lokale Fortsetzung von g hervorgehoben:

Definition I1.10 Die globale Inverse g := f~' setzt sich als eigentliche holomorphe
Korrespondenz auf eine Umgebung des Paares (2°, ZO,) fort (oder die lokale Inverse von
f bei (2°, zol) setzt sich als eigentliche holomorphe Korrespondenz fort), wenn es offene
Umgebungen U = U(2°) und U’ = U'(z"") sowie eine irreduzible abgeschlossene, rein
n-dimensionale komplez-analytische Menge F C U x U’ gibt, so daf gilt:

i) TN ((UND)x (U ND") CF.

i) ' F — U’ ist eigentlich.
Veranschaulichend kann gesagt werden, dafl die Definition die Fortsetzung von
allen Zweigen von g = f~! als eigentliche holomorphe Korrespondenz auf eine Umge-

gebung von 20 behandelt, wihrend sich Definition |II.10| auf die Fortsetzung einer lokal
irreduziblen Komponente von g nahe dem Paar (2%, 2°") beschrinkt.
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1llusion, daf$ etwas erkannt sei, wo wir ei-
ne mathematische Formel fiir das Gesche-
hene haben: Es ist nur bezeichnet: Nichts
mehr!

FRIEDRICH NIETZSCHE

Teil 111
Stetige Fortsetzbarkeit

Untersuchungsgegenstand dieses Teils ist die folgende Fragestellung;:

Es seien D, D' cC C™ Gebiete und sei f : D — D' eine eigentliche holomorphe Abbil-
dung. Fiir Randpunkte 2° € D und 2°° € cl(2°) seien W = W (2°) und W' = W'(2"")
geeignete kleine offene Umgebungen. Unter welchen Voraussetzungen an 0D N'W und
oD’ N W' gibt es dann eine Umgebung U = U(2°), so daff sich f Holder-stetig auf
DU (0DNU) fortsetzen lifst?

Die im folgenden verwendeten Methoden beruhen in weiten Teilen auf [35]. Dort wurde
insbesondere das folgende globale Theorem bewiesen:

Theorem II1.1 ([35], Theorem 6.1) Es sei D CC C" ein strikt sternférmiges C*-
glattes Gebiet und sei D' CC C" reell-analytisch. Dann it sich jede biholomorphe
Abbildung f : D — D' Holder-stetig auf D fortsetzen.

In der vorliegenden Arbeit kann nun ausgehend von [35] insbesondere das folgende
lokale Theorem gezeigt werden:

Theorem A FEs seien D, D' CcC C" Gebiete und sei f : D — D’ eine eigentliche
holomorphe Abbildung. Fiir 2° € D und 2° € clf(2%) gebe es Umgebungen W = W (20)
und W' = W'(2%), so dap D NW eine C2-glatte Hyperfliche und OD' N W' eine reell-
analytische Hyperfliche endlichen Typs ist. Ferner gebe es Umgebungen U = U(2°) und
U =U'(2") sowie Konstanten C > 0 und > 0, so daf gilt

dist(f(z),0D") < Cdist(z,0D)* YzeUNf  (f(DNU)NT"). (IT1.1)

Dann gibt es eine Umgebung V = V(2°), so dafs J\pnv sich Hélder-stetig auf DNV
fortsetzen lifit.

Mit den vorliegenden Resultaten ergibt sich unter anderem auch direkt die folgende
Verallgemeinerung von Theorem [[11.1f

Satz III.1 Es sei D CC C" ein strikt sternformiges C?-glattes Gebiet und sei D' CC
C™ ein C*®-glattes Gebiet. Es sei f : D — D’ eine biholomorphe Abbildung und seien
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20 € OD und 2 € D' Randpunkte, so daf es eine Umgebung W' = W'(2%) gibt, fir
die 0D’ N W' eine reell-analytische Hyperfliche endlichen Typs ist. Dann gibt es eine
Umgebung U = U(2%), so dap sich f Hélder-stetig auf DU (0D NU) fortsetzen lift.

Es seien jetzt als einfithrende Betrachtungen zum Problem der lokalen stetigen Fort-
setzbarkeit einige zentrale Eigenschaften der Clustermengen von Randpunkten unter
eigentlichen Abbildungen aufgezeigt:

Lemma II1.1 Es seien D, D’ C R" zwei Gebiete, sei 20 € 0D ein Randpunkt und es
sei f: D — D' eine eigentliche stetige Abbildung. Dann gibt es fiir jede offene Menge
U’ mit cl(2Y) cC U’ eine Umgebung U = U(2), so daf gilt

fF(DNU)c D' NU". (I11.2)

Beweis: Es sei U’ eine beliebige offene Menge mit cl;(2°) CC U’. Angenommen, die
Aussage des Lemmas wiire falsch. Dann gibt es eine Umgebungsbasis (Uy ) von 2%, so
daf3 gilt

f(DNU)N(D'\U)#0 VkeN. (ITL.3)

Damit gibt es insbesondere eine Folge (z;), C D mit 2z, — 2, fiir die gilt
f(zx) e D'\U" VkeN. (I11.4)

Da f eigentlich ist, kann (z); insbesondere so gew#hlt werden, daf die Folge (f(zx))x
gegen einen Punkt w’ € 0D konvergiert. Wegen muf} dann auch w’ € D'\ U’ gel-
ten. Nach Definition gilt aber auch w’ € cl¢(2°), was ein Widerspruch zu cl¢(z%) cc U’
ist.

O

Damit ergibt sich als Spezialfall direkt das folgende Lemma:

Lemma IIL.2 FEs seien D, D’ C R" zwei Gebiete und sei f : D — D' eine eigentliche
stetige Abbildung. Weiter seien 2° € 0D wund 22 € D' zwei Randpunkte, fir die

clp(2%) = {zol} gilt. Dann gibt es fiir jede Umgebung U' = U/(ZO/) eine Umgebung
U=U(Y), so daf$ gilt

cf(z) coD'NU" VzedDnU. (IIL.5)

Beweis: Es sei U’ = U'(z") eine Umgebung von 2%. Nach Lemma [[IL1| gibt es fiir
V' =V'(2") cc U’ eine Umgebung V = V(2°), so daB f(DNV) c D' NV’ gilt. Es sei
nun U = U(z%) CC V eine weitere Umgebung. Dann gilt nach (I1.23))

clg(z) C fF(DNU) VzeoDNU, (IT1.6)

womit, da f eigentlich ist, sofort die Behauptung folgt.
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Lemma II1.3 Es seien D,D’ C R" zwei Gebiete, es sei 2° € 0D ein Randpunkt
und es sei f : D — D' eine eigentliche stetige Abbildung. Dann ist clg(z°) C 0D’
abgeschlossen.

Beweis: Es sei (w}); C clf(2°) eine Folge mit w), — w' € 8D'. Zu zeigen ist w' €
clf(2Y). Da w), € cly(2?) ist, gibt es fiir jedes k € IN eine Folge (zf)] C D mit

]li)ngo 2 — 2% und ]1520 F28) = . (II1.7)

Fiir jedes n € IN gibt es dann ein &k, € IN, so daf} gilt

1
|wh, —w' <. (IIL.8)

Weiter gibt es zu diesem k,, ein j, € IN, so daB gilt

1 1

k 0 k /

o — < — d ‘ ) — < —. II1.9
‘z z ‘ - un f(z]n) wy, n ( )

In n
Damit kann nun eine Folge (Z,), C D definiert werden durch

Zoi=2" VYneN. (I11.10)

Dann folgt nach Konstruktion sofort

lim z, =2° und lim f(2,) =w' (IIL.11)
n—oo n—oo
Damit ist w’ € clz(2°) gezeigt.
g

Lemma II1.4 FEs seien D, D’ C R" zwei Gebiete und es sei f : D — D’ eine ei-
gentliche stetige Abbildung. Es sei 2° € 0D ein Randpunkt, fiir den es eine Umgebung
W =W (2% gibt, so da ODNW C'-glatt ist. Dann ist cl¢(z°) eine zusammenhingende
Teilmenge von OD'.

Beweis: Angenommen cly(z%) ist nicht zusammenhéingend. Da cl;(z°) nach Lemma
[[I1.3] abgeschlossen ist, gibt es dann eine Darstellung

clp(z¥) = AL U A), (IT1.12)

mit disjunkten abgeschlossenen nichtleeren Mengen A} und Af. Da IR™ insbesondere
Hausdorffsch ist, gibt es offene Umgebungen U] = U{(A}) und U} = U}(A}) mit

Ul nUs=0. (I11.13)

Insbesondere ist U’ := U{ U U} eine offene Umgebung von clf(2?). Nach Lemma |II1.1
gibt es dann eine offene Umgebung U = U(z°) mit

f(DNU)cD'nU". (I11.14)
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Da dD N W nach Voraussetzung C!-glatt ist, gibt es eine Umgebung V = V(z") C U,
so da D NV zusammenhéngend ist. Damit ist aber auch f(D N V) als stetiges Bild
einer zusammenhéngenden Menge wieder zusammenhéngend. Es gilt aber nach
f(DNV) C U und nach Definition von clf(2°) muB, da A} und A) beide nicht leer
sind, ferner gelten

f(DNV)NU; #0 und f(DNV)NU, # 0. (IIL.15)
Dies ist aber nach (III.13)) nicht méglich, wenn f(D NV) zusammenhéngend ist. Wi-

derspruch! Also muB cls(2°) zusammenhéingend sein.
g

Im Fall von nicht-glatten Randpunkten ist die Aussage des obigen Lemmas im allge-
meinen falsch, wie das folgende einfache Beispiel sofort zeigt:

Beispiel: Es seien in € die folgenden beiden Gebiete betrachtet

D = A\{z€C:Rez>0,Imz=0}, (II1.16)
D' = An{zeC:Im(z)>0}. (II1.17)

Dann ist
f:D— D' z=re" — f(z):=re?/? (I11.18)

eine biholomorphe Abbildung. Fiir jedes z € 9D mit Im(z) = 0 und 0 < Re(z) < 1 gilt

cly(z) = {z, -2}, (IIL.19)

was offenbar eine nicht zusammenhéngende Menge ist. Insbesondere 148t sich damit f
nicht stetig auf D fortsetzen.

Aus Lemma ergibt sich insbesondere folgendes Korollar:

Korollar II1.1 Es seien D, D’ C R"™ Gebiete, es sei f : D — D’ eine stetige eigent-
liche Abbildung und es sei 2° € 0D ein Randpunkt, fir den es eine Umgebung W =
W (z°) gibt, so daff dD N W C'-glatt ist. Es gebe ferner fiir einen Punkt 2V e cly(29)
eine Umgebung U' = U'(2""), so dap gilt

dp(z")NU = {zol} . (I11.20)

Dann gilt sogar

clp(zY) = {zol} . (II1.21)

Es seien jetzt noch einige Beispiele aufgefiihrt, die verdeutlichen, welche Pathologien
bei der Frage nach stetiger Fortsetzbarkeit im Fall n > 1 auftreten kénnen. Damit wird
insbesondere klar, welche Regularititsbedingungen an 9D und 0D’ notwendig gestellt



TEIL III  STETIGE FORTSETZBARKEIT 31

werden miissen, um in der betrachteten Situation die stetige Fortsetzbarkeit der Ab-
bildung f zeigen zu konnen.

Beispiel 1 Essei D := AxC C 2. Damit ist D ein unbeschrinktes, reell-analytisches
glattes pseudokonvexes Gebiet. Es sei g : A — € eine beliebige holomorphe Funktion
mit einer Polstelle in 1 € DA, beispielsweise g(z) := (z — 1)~ Es sei nun f : D — D
definiert durch

f(z1,22) = (21,22 — g(21)). (I11.22)

Dann ist f ein Automorphismus von D, die Inverse von f ist gegeben durch

S w, wa) = (wr,we + g(wn)). (IT1.23)

Da g sich aber nicht stetig nach 1 fortsetzen 148t, kann sich auch f nicht stetig nach
(1,0) € 0D fortsetzen lassen.

Beispiel 2 Das folgende Beispiel aus [32] zeigt, dal im Falle von beschrinkten Gebie-
ten D, D’ cC €2 mit irreguliiren Randpunkten die Situation auftreten kann, daf sich
keine biholomorphe Abbildung f : D — D’ stetig auf D fortsetzen l48t.

Die beiden Gebiete D, D’ werden wie folgt konstruiert: Es seien zwei Mengen von
Punkten ((x)x, (¢f,)r C C fir k =1,...,4 mit den folgenden Eigenschaften gewéhlt:

o Es gilt [(x| = |¢| =1 fiir alle k € {1,...,4}.

e Es existiert kein biholomorpher Automorphismus ¢ : A — A, fiir den gilt
4 4
g <U gk> = ¢- (I11.24)
k=1 k=1
Es seien nun zwei Abbildungen F, F’ : Ay — C? definiert durch

4
F(z1,22) = (271, 2o H (Ck — 21)) (IT1.25)
k=1

4
F’(zl,2:2> = (211,22 H (C],c — 21)> , (IH.26)
k=1

und es sei schliefilich D := F(Ag) und D' := F'(A3). Dann haben die beiden Gebiete
D, D’ die folgenden Eigenschaften:

e D und D’ haben stiickweise glatte Rénder, die homéomorph zur Einheitssphéire
sind.

e D und D’ sind beide biholomorph dquivalent zum Dizylinder As.
e Es gibt eine bijektive C>°-Abbildung h : D — D'.
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e Fiir jede biholomorphe Abbildung f : D — D’ 148t sich weder f noch f~! stetig
auf D bzw. D’ fortsetzen.

Beispiel 3 Wie dieses abschlieflende Beispiel jetzt zeigen wird, konnen die obigen
Pathologien selbst noch bei Automorphismen eines beschrankten Gebiets auftreten,
welches mit Ausnahme eines Punktes global reell-analytisch und streng pseudokonvex
ist:

Es sei Q cC €2 definiert durch
0= {(21,22) O o2+ |2 + |z 2= 3= 1(2) < o} . (I11.27)

Dann ist €2 ein beschrinktes reell-analytisches Gebiet. Die Leviform von r auf 92 ergibt
sich zu

1 0
Ly(z)= ( 0 14 -1, > Yz e oS (T11.28)

|22

Damit ist © insbesondere streng pseudokonvex. Die Abbildung F : Q — €2 mit
F(Zl, ZQ) = (Zl, (1 — Zl)ZQ) (111.29)

ist eine biholomorphe Abbildung von Q2 nach D := F(2). Insbesondere l&t sich F
auch noch biholomorph auf eine Umgebung von 992 \ {z; = 1} fortsetzen. Damit ist
auch F(0Q\ {z1 = 1}) = 9D\ (1,0) reell-analytisch und streng pseudokonvex. Explizit
hat D die Darstellung

D= {(wl,wg) e |w|* + ’1 ﬁ&wl 2 ’1 7_”2101 2 < 3}. (I11.30)
Fiir jedes 6 € R ist die Abbildung
Dy(21,22) := (¥ 21, 20) (I11.31)
ein Automorphismus von (2. Daher ist die Abbildung fy mit
fo(wi,ws) = Fo®yoF L(wy,wy) (I11.32)
= <ei9w1, walm) (I11.33)
1—w

ein Automorphismus von D. Wenn 0 # 2rk ist, d.h. wenn e # 1 ist, 1i8t sich fy nicht
stetig nach p := (1,0) fortsetzen, da in diesem Fall fp eine nicht hebbare Singularitét
in p hat. Die Clustermenge cly,(p) ist enthalten in den Kreisringen

Dn {zl = ew} = {(ew,zQ) eC?: |z + |22 <2- ‘1 — e

} . (I11.34)

Andererseits lassen sich aber die Automorphismen F o Wy o F~! von D, mit
\119(21, 22) = (21, 6i92’2> (11135)

alle stetig nach D fortsetzen und es gilt y(p) = p.
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9 Lokalisierung

Es sei zuerst das folgende elementare Lemma angegeben, welches sich direkt aus den
Cauchy-Abschatzungen ergibt:

Lemma II1.5 Es seien D C C", D' CcC C™ Gebiete und es sei f : D — D' eine
holomorphe Abbildung. Dann gibt es fir jeden Multiinder o € INy eine Konstante
Cy >0, so daf$ gilt

H(i)af(z)] -X‘ < Cadist(z,Xa‘D)W Vze DVX e €™\ {0}. (111.36)

Beweis: Da D’ beschrinkt ist, gilt
M :=sup{|f(z)] : z € D} < 0. (II1.37)

Weiter ist fiir z € D der abgeschlossene Polyzylinder um z mit Polyradius r fiir jedes r <
47" dist(z, 0D) vollstindig in D enthalten. Daher gilt nach den Cauchy-Abschétzungen

AN 4" M - o
2 < o————= VzeD. I11.38
‘(3»2) f(z)’ = dist(z, 0Dyl ° (ITL.38)
Damit folgt sofort die Behauptung des Lemmas.

d

Das folgende Lemma gibt nun eine Lokalisierungsaussage iiber das Verhalten von Ku-
geln unter der Abbildung f, deren Radien mit einer Potenz des Randabstandes ihrer
Zentren kleiner werden. Dieses Lemma wird sich in den weiteren Betrachtungen als ein
zentrales Hilfsmittel erweisen.

Lemma II1.6 Es seien D C C", D’ cC C" Gebiete und sei f : D — D' eine eigent-
liche holomorphe Abbildung. Es seien z° € 0D und 2V e clf(zo) Randpunkte, fir die
es Umgebungen W = W(2°) und W' = W' (2" gibt, so dap D "W und dD' N W'
C2-glatte Hyperflichen sind. Es seien V' = V'(2Y) und U' = U'(2%") offene Umgebun-
gen von 2° mit V! cc U cC W'. Ferner sei a > 0. Dann gibt es eine Umgebung
U=U((") cC W so daf gilt

f(Baisszopy+a(2)) U VzeUN 1D nV'). (I11.39)

Beweis: Falls clf(z°) C U’ ist, dann gibt es nach Lemma [[IL.1| eine Umgebung U =
U(2°), so daB f(U N D) C U' N D’ ist. Damit folgt sofort (II1.39). Es bleibt also nur

der Fall zu betrachten, in welchem
cp(z)\U" #0 (I11.40)
gilt. Da clf(2") nach Lemma [[II.4] zusammenhéngend ist, gilt dann insbesondere auch

clp(z%) Nav’ # 0. (I11.41)
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Es sei nun angenommen, die Behauptung des Lemmas wire in dieser Situation falsch.
Zur Abkiirzung der Notation sei B*(z) := Byjs(z,ap)1+«(2). Dann gibt es fiir jede

Umgebung U = U(2°) CC W ein z € UN f~1(D’' N V'), so daB gilt
F(B%(z))naou’ # 0.
Daher muf es auch eine Folge (z)r € D N'W mit
limz, =2° und f(z) eV’

geben, so daf gilt
f(B*(z)NoU #0 VkeN.

Somit gibt es insbesondere eine Folge (wy)r C D N W mit
lwp — 2| < dist(zg, D)  und  f(wy) € OU'.
Es sei nun der Weg v, C B%(z) definiert durch
Y (t) =z + t(wg, — 2z) YVt €[0,1].

Dann gilt insbesondere, fiir geniigend grofie k,

dist(y4(t), dD) > dist(zy, dD) — dist(z, 8D)F* > 0 V¢t € [0,1].

Weiter gibt es fiir jedes k ein t €]0, 1], so daf gilt

fOw([0,t])) cU" und  f(y(ty)) € OU'.

Es sei nun wy, := v (tx). Dann gilt auch fiir wy
|y — 2| < dist(zg, D)™ und (i) € OU'.

Es gilt ferner

F(dn) — flz) = / Flow®) () di.

(111.42)

(111.43)

(I11.44)

(I11.45)

(I11.46)

(I11.47)

(I11.48)

(I11.49)

(I11.50)
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Damit ergibt sich aber mit ([11.47]), (I11.45)) und Lemma [II1.5

tr
£@) -~ fG) < [ 17 Oute) k)] dt sy
0
tr
< /’f,(%(t))’ lwe — 2| dt (T11.52)
0
tr C| |
Wg — 2k
S Ay 4t I11.
/ dist(yx(t),0D) (IL.53)
0
1 C ks — 2
WE — 2k
< 11154
- /dist(zk,aD)—dist(zk,ap)m dt (IIL.54)
0
dist(zy, 0D)' e
I11.
dist(zx, dD) — dist(z;, dD)1+o’ (I11.55)
(I11.56)

mit einer von k unabhingigen Konstanten C' > 0. Ist k geniigend grof}, dann gilt
% dist(zy, dD) > dist(zy, 0D)' ™, so daB schlieBlich folgt

dist(zg, 0D)' e

|f(wr) — fz)] < T dist(z2, 0D) (I11.57)
< 2Cdist(zx,0D)”. (II1.58)
Damit folgt aber sofort
klingo |f(r) — fzr)] < klingo 2C dist(zx, 0D)* = 0. (I11.59)
Andererseits gilt aber nach und
kli_)ngo |f (@) — f(zx)| > dist(OU’,0V") > 0. (I11.60)
Widerspruch. Damit ist das Lemma bewiesen.
g

10 Verhalten des Randabstandes unter f

In diesem Abschnitt wird nun untersucht, unter welchen Voraussetzungen eine Ab-
schéitzung der Form
dist(f(z),0D") < dist(z,0D)" (I11.61)

erhalten werden kann. Dazu sei zuerst aufbauend auf den Ideen aus [35] das folgende
Lemma gezeigt:
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Lemma IIL.7 Es seien D, D’ C C" Gebiete und sei f : D — D' eine biholomorphe
Abbildung. Es seien 2° € 9D und 2° € clf(zo) Randpunkte, fir die es Umgebungen
W =W () und W = W'(z") gibt, so daff ODOW und dD'NW' C2-glatte Hyperflichen
sind. Es gebe weiter Umgebungen U = U(2°) und U’ = U'(2Y), so daf gilt:

i) Es gibt eine >0, so daf§ gilt

Ppro(WY2(DNU)) c L¥¥(DNU). (11L.62)

ii) FEs gibt eine Funktio p € C°(f(DNU)) und eine Konstante 6 > 0, so daf$ gilt

[[Prprinel(z)| >0 V2 e f(DNU)NU’. (I11.63)

Dann gibt es Umgebungen V =V (2°) und V' = V'(2*") sowie Konstanten N > 0 und
C >0, so daf fiir g := f~1 gilt

|det[g](z")| > Cdist(z",0D")N V2 e f(DNV)NV'. (I11.64)

Beweis: Es sei D’ := f(DNU). Weiter gelte ohne Einschriinkung e <1 und ¢ < 1. Da
¢ insbesondere in L?(D’) liegt, gilt nach der Transformationsformel fiir die Bergmann-
Projektion aus Lemma [[I.6] nun

Ppry(det[f] - (¢ o f)) = det[f'] - (Ppp) © ). (IT1.65)
Wegen ¢ € Cg° (ﬁ) gilt insbesondere
det[f"] - (¢ o f) e WYA(DNU), (I11.66)
so daf} aus sofort folgt
Ppru(det[f']- (po f)) € L*5(DNU). (I11.67)
Es sei nun h := Py, € O(D’). Damit folgt mit weiter
det[f'] - (ho f) € L***(DNU). (I1L.68)

Somit gilt

/ |det[f’](z)‘2+5 [[ho fl(2)|*"¢ dz = M < . (II1.69)
DNU

8siehe Seite
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Nach der Transformationsformel gilt aber

/ |det[f)(2)[** [[h o f1(2)]** d= (I11.70)
DNU

= / |det[f'](g(=') > |[h o £ o g)(<)]** |detg [¢](2)] d=  (LLT71)
D

1 24¢ 2

— g - 2+E‘h(z’)‘ ‘det[g’](z’)! dz (I11.72)
D/,|d t[g')(f(g(2")))

_ / |detlg/)(=)|° |a() [+ d . (IT1.73)
D

Zusammen mit ([11.69)) folgt daher

/ ldetlg) (=) |n(z)) [ d2' < M. (I11.74)
D/

Nach ([11.63)) gilt weiter

M > / ’det[g'](z')}_a‘h(z')}Ha> / |det[g']()] " 6°. (ITL.75)

DU’ DU’

Nun ist det[g’] € O(D’), und damit ist insbesondere |det[¢']|”° plurisubharmonisch auf
D’. Daher gilt nach der Mittelwertungleichung fiir plurisubharmonische Funktionen

1

|det[g'](z")| " < Voo (B.(2)) / |det[g](&)| " d¢&, (IT1.76)

B, (2')

fiir jedes 2/ € D’ und jeden Radius 0 < r < dist(z’,dD’). Es sei nun o > 0. Ferner sei
V= V:(zo) CC U. Nach Lemma [[I1.6] angewendet auf g, gibt es dann eine Umgebung
V' =V'(z") c U, so daB gilt

9(Baist(opy+a(2) CDNU V2 eV ng {(DNV). (I11.77)
Damit folgt sofort
Baist(zopy+a(?) C D' V2 eV nf(DNV). (I11.78)
Es sei nun V' = V/(2%) cC V' eine Umgebung von 2, so daB gilt
dist(9V’,0U") > sup {dist(¢/,0D")!** : 2 e D'nV'}. (II1.79)
Dann folgt aus sogar
Baist(opy+a(2) CD'NU V2 e f(DNV)NV', (I11.80)
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Mit (TIT.75) gilt daher

/ |det[g'](z)| " d2' <M Ve fDNV)NV. (I11.81)

Byist(2 0D 1+ (')

Damit folgt aus ([IL1.76]) sofort

dist(z’, 0D")~2n(1+e)

det[g'](2)| " < M&3 Ve f(DNV)NV'. I11.82
detly')(2)| Vola, (B1(0)) FoNV) (11152)
Somit gilt schlieBlich
/ / . / / M / !/
‘det[g](z)‘ 2 dist(z',0D") " = Vzie f(DNV)NnV". (I11.83)
Damit ist Abschatzung (I11.64]) gezeigt.
O

Satz II1.2 Es seien D,D’ cC C" Gebiete und sei f : D — D' eine biholomorphe
Abbildung. Es seien 2° € D und 2° € cly(2%) Randpunkte, fir die es Umgebungen
W =W (%) und W = W'(2) gibt, so daPp dDOW und dD'NW' C2-glatte Hyperflichen
sind. Es gebe weiter Umgebungen U = U (2°) und U’ = U'(2"") sowie Konstanten N > 0
und C' > 0, so daf fir g := f~! gilt

|det[g'](2")| > C" dist(’, oD"YN Vi e f(DNU)NU'. (111.84)
Dann gibt es Konstanten p > 0 und C > 0, so daf§ gilt
dist(f(z),0D") < Cdist(z,0D)* VzeUNf Y f(DNU)NU") (IT1.85)

Beweis: Es sei ein Punkt 2/ € f(DNU)NU’ beliebig, aber fest gewihlt. Es sei bemerkt,
daf} alle im weiteren auftretenden Konstanten stets unabhéingig von der Wahl von 2’
sind. Nach Lemma gibt es eine Konstante C; > 0, so daf} gilt

Cr|X]

I el B / / n
dist(z/, D) Ve eD VX e\ {0} (I11.86)

|9'(<)X]| <
Es sei nun ein beliebiger Einheitsvektor X; € C" gewéhlt und sei dieser dann weiter zu
einer Orthonormalbasis (X7, Xo,...,X,) des C" erginzt. Dann gilt nach (II1.84) und
(I11.86)

C' dist(',0D")N < |det[g](2)| (II1.87)
< o] l9'(=)X;] (IT1.88)

j=1
< nl|g(Z)X4| SO dist(2/,0D") T, (111.89)
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so daB nun fiir M := N +n—1 >0 und Cy := C’(n!)"*C] " schlieBlich gilt
|9 () X1 | > Cadist(2/, 0D")M. (I11.90)

Es sei nun 2z := g(2’) und sei w € 9D der, bei geniigend kleiner Wahl von W, eindeutig
bestimmte Punkt mit dist(z,0D) = |z — w|. Es sei weiter X € C" ein Einheitsvektor,
fiir welchen ¢'(2') X dieselbe reelle Richtung hat wie der Vektor v := w — z. Weiter sei
die Halbgerade [ definiert durch

l:={z+tv:teR{} (IIL.91)

und schliellich sei noch
1
h(t) :=g(z +tX) Vte {0, 3 dist(z’,aD’)} : (I11.92)
Damit gilt jetzt fiir alle ¢ € [0, 3 dist(z/, 0D’)]
t t
/h"(T)(t—T) dr = /h/ ydT+ [ (7)(t - T)]g (I11.93)
0

0
= h(t) — h(0) — K (0)t. (I11.94)

Nach Lemma gibt es eine Konstante C5 > 0, so daB gilt

Cs 1
h (¢ t —dist(z',0D")| . I1L.
WOl < G+ wopy 7E [0’ g dist(=. 9 )] (IL.95)
Es gilt nach Konstruktion ferner
1 1
5 dist(2,0D") < dist(2’ + tv,0D") Vte [O, 3 dist (2, 8D’)} , (I11.96)
so daB jetzt insgesamt folgt
405t 1
h(t) — h(0) + K’ (0 ———— Vit —dist(z',0D")] . I11.
|7(t) = h(0) + h'(0)t] < Ttz 00 " 6[0,2 ist(2',0 )] (IT1.97)
Es sei nun
p(t) :==h(0) + W (0)t =2+¢'(z) Xt VteR{. (I11.98)

Dann gilt p(t) € fiir jedes t € R und nach ([11.90) gilt insbesondere
|z — p(t)| > Catdist(z', 0D )M VvVt e R]. (IT1.99)
Es sei nun tg > 0 so gewéhlt, dal gilt

|z — p(to)| = 2 |w — z| = 2dist(z,0D). (I11.100)
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Dann gilt nach
to < 62'2 lw — 2| dist(z',0D") ™M (TI1.101)
und es ist p(tp) € C" \ D. Ferner gilt
dist(p(to), 0D) = |w — z| = dist(z, dD). (II1.102)

Nun gibt es zwei Moglichkeiten: Entweder gilt ¢y < 3 dist(z/,0D’) oder es gilt to >
%dist(z’ ,0D"). Im ersten Fall gilt nach (I11.97)) die Abschiitzung

|h(to) — p(to)] < ﬂ (II1.103)
0) = PROVS ise(/, 0D 2 ‘
Da h(ty) € D und p(tg) € €\ D ist, gilt insbesondere
|h(to) — p(to)| > dist(p(to), ID). (T11.104)
Zusammen mit ([I1.101]), (II1I.102)) und (III.103) folgt dann direkt
dist(z, D) < 16C3C; 2 dist(z, dD)? dist(z', 9D") 2M =2, (IT1.105)
Es ist aber 2’ = f(z), so dafl damit sofort die gewiinschte Abschiitzung
1
1 2MT2
dist(f(2),0D") < <g€3> dist(z,(‘)D)leH (I11.106)
2
folgt. Im zweiten Fall folgt andererseits nach ([I11.101]) die Abschétzung
1
3 dist(2/,0D") < 205 ! dist(z, D) dist (', 0D") ™™, (IT1.107)
woraus wieder sofort folgt
4 ﬁ 1
dist(f(z),0D") < (C) dist(z, 0D)M+1. (II1.108)
2
Damit ist der Satz bewiesen.
g

Es werden nun einige Situationen angegeben, in denen die Voraussetzungen von Lemma

erfiillt sind.

In [9] wurde folgender Satz gezeigt, welcher eine hinreichende Bedingung fiir die Erfiillt-
heit von Voraussetzung ii) aus Lemma [[11.7| angibt:

Satz II1.3 Es sei D CC C" ein C*-glattes Gebiet. Dann gibt es eine Funktion ¢ €
Cs°(D), so dafs gilt
Ppp =1. (I11.109)
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Damit ergeben sich die folgenden Korollare:

Korollar II1.2 FEs seien D, D’ CC C" Gebiete und sei f : D — D' eine biholomorphe
Abbildung. Es seien 20 € 0D und 2° € clf(2") Randpunkte, fir die es Umgebungen
W =W (%) und W' = W'(2) gibt, so da ODOW und dD'NW' C2-glatte Hyperflichen
sind. Es gebe weiter eine Umgebung U = U(2Y), so daf8 DN U ein strikt sternformiges
C2-glattes Gebiet und f(D NU) ein C*®-glattes Gebiet ist. Dann gibt es Umgebungen
V =V (%) und V! = V'(2) sowie Konstanten N > 0 und C > 0, so dap fir g = f~!
gilt

|det[g](z")| > Cdist(z",0D" )Y Ve f(DNV)NV". (IT1.110)

Korollar I11.3 Es sei D CC C" ein strikt sternformiges C2-glattes Gebiet, sei D' CC
C™ ein C*-glattes Gebiet und sei f: D — D’ eine biholomorphe Abbildung. Dann gibt
es Konstanten N > 0 und C > 0, so daf fir g :== f~' gilt

|det[g'](z")] > Cdist(2,0D"YN v eD. (II1.111)

Ein anderer Zugang zum Beweis der gewiinschten Aussage {iber das Verhalten des
Randabstandes unter der Abbildung f bietet sich nach [20] in der Situation an, wenn
die Existenz geeigneter plurisubharmonischer Funktionen im Urbildgebiet bekannt ist.
Ein wichtiges Hilfsmittel hierbei ist der folgende bekannte Satz:

Satz I11.4 (Hopf-Lemma) Es sei D CC C" ein Gebiet mit C*-glattem Rand. Fer-
ner set  : D — IR™ eine negative plurisubharmonische Funktion. Dann gibt es eine
Konstante C > 0, so dafl gilt

p(z) < —Cdist(z,0D) VzeD. (IIL.112)
Damit 148t sich nun folgendes Lemma zeigen:

Lemma IIL.8 FEs seien D, D’ CC C" Gebiete und sei f : D — D’ eine eigentliche
holomorphe Abbildung. Es seien 2° € 0D und A= clf(zo) Randpunkte, fir die es
Umgebungen W = W (2°) und W' = W'(2") gibt, so dap 9D N'W und dD' N W' C-
glatte Hyperflichen sind. Es gebe eine negative plurisubharmonische C?-Funktion ¢ auf
D sowie Konstanten C' > 0 und p > 0, so daf fir eine Teilmenge K C 0D N'W und
fiir eine Umgebung U = U(2°) gilt

o(z) > =Cdist(z, K)* Vze DnNU. (I11.113)
Dann gibt es eine Umgebung U' = U'(2%) sowie eine Konstante C' > 0, so daf gilt
dist(f(z),0D") < C'dist(z, K)* VzeUnf YD nU"). (I11.114)
Beweis: Mit der gegebenen Funktion ¢ sei definiert

7:D' >R, 7(2) :=sup{p(z): z€ D, f(z) =2}. (I11.115)
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Dann ist 7 nach Satz eine negative stetige plurisubharmonische Funktion auf D’.
Da dD'NW' C2-glatt ist, gibt es eine Umgebung U’ = U’(2") cc W', so daB U'ND’ ein
C2-glatt berandetes beschriinktes Gebiet ist. Nach Satz gibt es nun eine Konstante
C1 > 0, so daf§ gilt

7(2') < =Cydist(2,0D") V2 e D'nU’. (I11.116)
Damit folgt weiter
7(f(2)) < —Cydist(f(2),0D") Yze Dn f~1(D' nU). (IT1.117)

Aus der Definition von 7 in ([I1.115]) folgt sofort

T(f(2)) > p(2) Vz € D. (I11.118)
Daraus folgt zusammen mit (I11.117))
©(z) < —Cydist(f(2),0D") Vze DN YD nU") (IT1.119)

Damit folgt schliellich aus ([1I1.113)) und (I11.117)

dist(f(z),0D") < Cg dist(z, K)* VzeUnN f1(D'nU") (I11.120)
1

womit das Lemma bewiesen ist.
O

Mit diesem Lemma ergibt sich nun direkt auch die gewiinschte Aussage iiber das Ver-
halten des Randabstandes fiir eine bestimmte Menge von Punkten. Dazu sei zuerst
definiert:

Definition II1.1 Es sei D C €™ ein Gebiet und es sei K C OD. Fiir v € RT sei die
Menge I',(K) C D definiert als

I'y(K):={z € D :dist(z, K) < dist(z,0D)"} . (III.121)
Es seien hier kurz folgende Eigenschaften von I'y, (K) bemerkt:

Lemma ITI1.9 Es sei U = U(K) C C" eine geniigend kleine offene Umgebung von K.
Dann gilt

° FV(K)QUZQ Vv >1.
e I'(K)NU)NOD =K VY0<v<Ll.
oy >y = ') (K)CT,(K).

o DNU C U,e Tv(K).
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Mit der Definition der Mengen I',, (K') ergibt sich nun aus Lemma [III.8 unmittelbar das
folgende Korollar:

Korollar I11.4 Es seien D, D’ cC C" Gebiete und sei f : D — D’ eine eigentliche
holomorphe Abbildung. Es seien 2° € 0D und A= clf(zo) Randpunkte, fir die es
Umgebungen W = W (2°) und W' = W'(2") gibt, so daf 9D N'W und D' N W' C-
glatte Hyperflichen sind. Es gebe eine negative plurisubharmonische C?-Funktion ¢ auf
D sowie Konstanten C > 0 und p > 0, so daf$ fiir eine Teilmenge K C 0D N'W und
fiir eine Umgebung U = U(2°) gilt

p(z) > =Cdist(z, K)* Vze DnNU. (I11.122)

Dann gibt es eine Umgebung U’ = U'(2Y) sowie eine Konstante C' > 0, so dap fiir
jedes v > 0 gilt

dist(f(z),0D") < C'dist(z,0D)* VzeT, (K)nUNf (D' nU’").  (I11.123)

Es seien jetzt noch Bedingungen angegeben, unter denen die Existenz der in Korollar
MT.4 benstigten Funktion ¢ gesichert ist. Zuerst sei dazu das folgende Lemma bemerkt,
welches sich direkt aus der Definition der Segre-Varietdten und den Globalisierungstech-
niken aus [20], [36] ergibt:

Lemma II1.10 Es sei D CC C" ein Gebiet und sei 2° € 0D ein Randpunkt, fiir den
es eine Umgebung W = W (2%) gibt, so daff 9D N'W eine reell-analytische Hyperfliche
endlichen Typs ist und so daf$ ferner gilt

Q.onN(DnW)={z"}. (IT1.124)

Dann gibt es eine negative plurisubharmonische C?-Funktion ¢ auf D sowie ein ju > 0,
so daf3 fiir eine Umgebung U = U(2°) gilt

©(z) > —dist(z,2°)* Yze DNU. (I11.125)

In dem Fall, wo 0D N'W ein C*°-glatte pseudokonvexe Hyperfliche endlichen Typs ist,
ist die Existenz des bendtigten ¢ durch das folgende Theorem gesichert:

Theorem IIL.2 Es sei D C C" ein Gebiet, sei 2° € 0D ein Randpunkt, fiir den es
eine Umgebung W = W (2°) gibt, so daff 0D NW eine C*-glatte pseudokonvexre Hyper-
fliche endlichen Typs ist. Dann gibt es eine negative beschrinkte plurisubharmonische
Funktion ¢ auf D, so daf fiir eine Konstante u > 0 und eine Umgebung U = U(z)
gilt

p(z) 2 —dist(z,0D)* Vze DNU. (111.126)

Damit ergibt sich insbesondere das folgende Korollar:
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Korollar IIL.5 Es sei D C C" ein Gebiet und sei 20 € 0D ein Randpunkt, fir den
es eine Umgebung W = W (2%) gibt, so daf 0D N W eine C®-glatte Hyperfliche ist.
Es sei D D D ein Gebiet mit 2° € D, so daf dD NW eine C®-glatte pseudokonveze
Hyperfliche endlichen Typs ist. Es sei ferner K := 9D N&D NW. Dann gibt es eine
negative beschrinkte plurisubharmonische Funktion ¢ auf D, so daf fir eine Konstante
p >0 und eine Umgebung U = U(2°) gilt

w(z) 2 —dist(z, K)* Vze DNU. (II1.127)

11 Holder-Stetigkeit von 7o f

Lemma II1.11 Es seien D, D’ CcC C" Gebiete und sei f : D — D' eine eigentliche
holomorphe Abbildung. Es seien 2° € D und 2¥° € clf(2%) Randpunkte, und es sei
W' = W'(2°) eine Umgebung, so dafl D' N W' eine C%-glatte Hyperfliche ist. Ferner
sei v : W' — R eine definierende Funktion von D' auf W’. Es gebe Umgebungen
U=U((% und U =U"(z") ¢ W', sowie Konstanten > 0 und C > 0 so daf gilt

dist(f(2),0D") < Cdist(z,0D)* VzeUNfH(f(UND)NU')=: Dy. (I11.128)

Dann gibt es eine Konstante C' > 0, so daf fiir alle Punkte z*, z?> € Do mit ’zl — 22‘ <
1, fiir welche gilt

{2 +t(z* —2") 1t €[0,1]} = v C Dy, (IT1.129)
die folgende Abschdtzung mit € := min {%, %} gilt
Ir(f(") = r(f(z*)] < C"|z" = 22|8. (II1.130)

Beweis: Es seien zwei beliebige Punkte 21,20 € Dy gewéhlt, die die Voraussetzungen
des Lemmas erfiillen. Es konnen nun folgende zwei Fille auftreten:

1
FALL 1: Es ist |2! — 2?|? < max(dist(z',dD), dist(2?,0D)).

In diesem Fall gilt insbesondere

|21 — 22|% < 2dist(z,0D) Vzen. (II1.131)

Da r € C2(W') ist, gibt es eine von z!, 22 unabhingige Konstante C; > 0, so daf} gilt
F(F) = ()] < G £ - £(2)]. (111.132)

Damit folgt weiter
‘r(f(zl)) — r(f(zQ))‘ < Gt - 22‘ sup {|f'(2)| : z € v} (I11.133)
< 01|z1—z2\sup{(méfamzzey} (I11.134)
< 2010y |7t = 27 % (IIL.135)
ERET

1
= 201Gy |2t =272 (111.136)
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Damit ist ([I1.130) im Fall 1 gezeigt.

1
FALL 2: Es ist |2! — 22|? > max(dist(z!, D), dist(22,0D)).

In diesem Fall gilt mit (III.128])

r(f(z") = r(f(Z*)] < [r(FED]+ [r(F(2%)] (IIL.137)
< Oy (dist(f(z"),0D’) + dist(f(2*),0D")) (I11.138)
< C3C (dist(z', OD)* + dist (22, 0D)") (I11.139)
< 2050 |2t - 222 (IT1.140)

Damit ist ([I[.130)) auch im Fall 2 gezeigt.

12 Stetige Fortsetzung von f

Fiir den Beweis von Theorem A werden noch einige technische Lemmata aus [35]
bendtigt, die hier jetzt explizit angegeben seien:

Lemma I11.12 ([35], Lemma 4.1) Es sei G C RN offen, sei K C G eine kompakte
Teilmenge von G und sei P : G x RM — RY eine positive reell-analytische Funktion,
so dafs fiir jedes x € G die Funktion P, : R® — R,y — P(z,y) ein Polynom vom
Grade d oder niedriger ist. Dann gibt es Konstanten a > 0 und b > 0, so daf$ gilt

a

—  VY(z,y) e K x RM. I11.141
(1+ Jy[)? (9) ( )

P(z,y) >

Es sei hier darauf hingewiesen, dafl die Aussage dieses Lemmas falsch ist, wenn die
Funktion P nur als C*°-glatt und nicht als reell-analytisch vorausgesetzt wird, selbst
im Falle N = M = 1. Es sei dazu e(z) := e fiir £ # 0 und e(0) := 0 betrachtet.
Dann erfiillt

P(x,y) == (1 — zy)* + e(z) (I11.142)
nicht die Abschétzung des Lemmas, wenn K eine Umgebung von 0 enthélt, da gilt
min P(z,y) < P(y~',y) = eV’ (I11.143)
reK

Die Verwendung von Lemma im Beweis von Theorem A ist der einzige Grund,
warum in Theorem A die Analytizitit von D' N W' gefordert wird.

Lemma III.13 ([35], Lemma 4.2) Essei D C C" ein Gebiet, sei 2° € dD ein Rand-
punkt, fiir den es eine Umgebung W = W (2°) gibt, so daf8 ODNW eine reell-analytische
Hyperfliche endlichen Typs ist. Weiter sei v : W — R eine reell-analytische definie-
rende Funktion fir D auf W. Es sei ferner k € IN so grofs, daf$ fiir alle z € W gilt
A1(r,z) < k . Dann gibt es eine Umgebung U = U(2°) € W sowie Konstanten a > 0
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und b > 0, so daf$ folgendes gilt: Ist h : A(0,e) — U N D eine auf einer kleinen
Kreisscheibe A(0,e) C C definierte holomorphe Abbildung mit |h'(0)| = 1, dann gilt

—b
2

Zaz

0<i<k

i+7 %
9™(roh) 0 h (0)’ . (I11.144)

021077

D

0<itj<k

(0)

Lemma II1.14 ([35], Lemma 5.1) Fiir jedes gegebene k € IN gibt es eine Konstante
C = C(k) > 0 mit der folgenden FEigenschaft: Ist q : C — C mit

(0= > Mg (I1.145)

5!
o<iti<k? Y

ein Polynom vom Grade k* oder niedriger, fir welches gilt

S gtz 1, (I11.146)
0<i+j<k?
dann gilt
max — min > C. I11.147
macx[o(0)] = min q(C) (IL147)

Damit stehen nun alle Hilfsmittel bereit, um Theorem A mit einer Kombination der
Ideen aus [21], [11] und [35] beweisen zu koénnen:

Beweis (von Theorem A): Es sei 7 : W/ — R eine reell-analytische definierende
Funktion von D’ auf W’. Weiter sei

ki=sup {Ai(r,7) : 2 e W'} < oc. (II1.148)

Nach Lemma [[IT.13] gibt es Konstanten a > 0 und b > 0, so daf8 die Abschiitzung
(T11.144)) mit diesem k& auf W', nach eventueller Verkleinerung von W', erfiillt ist. Ohne
Einschrankung kann dabei a < 1 angenommen werden. Weiter sei € := min {%, %} und
es sei schliellich

9
= I11.14
g 4(k+ k(b +1)’ ( 2
a = 26k(b+1). (I11.150)

. . / . .
Es ist nun zunéchst clp(20) = {ZO } zu zeigen. Angenommen, es wire

clp(z9)\ {zol} # 0. (II1.151)

Dann muf es eine Kugel
By =B, (") ccU’ (IT1.152)

geben, fiir die gilt o
clp(2°)\ B # 0. (I11.153)
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Nach Lemma [I11.6] gibt es eine Umgebung V' C U, so daf gilt
F(Baist(zopyr+e2(2) CU'ND VzeVN YD’ nBY). (I11.154)

Wegen ([[I1.153) muf} es insbesondere eine Umgebungsbasis (U;); von C*-glatten Ge-
bieten U; = U;(2") CC V geben, so daf gilt

fU;ND)\B,#0 VjeN. (I11.155)

Da M := 9D NW insbesondere C2-glatt ist, ist U; N D, nach eventueller Verkleinerung
von U, fur jedes j zusammenhéngend. Damit ist f(U;ND) ebenfalls zusammenhéngend

fiir jedes j. Da clf(z°) nach Lemma [II1.4] zusammenhéngend ist, kann nach (I1I.155)
nun eine Folge (w;); C DNV gewihlt werden, fir die mit M’ := 0D’ N W’ gilt

wj eU; , f(w;)€dBy sowie lim f(w;) = w® € dByN M. (I11.156)

J—00

Wieder aufgrund der Tatsache, dafl clf(zo) zusammenhéngend ist, kann nun weiter
zu einem Radius 0 < r; < 7o eine Folge (z;); € D NV gewahlt werden, so dafl mit
B} := B,, (%) gilt

z€U; , f(z)e€dB) sowie lim f(z)=: 2" edB,nM. (TI1.157)

J—00

Fiir jedes j € IN sei nun mit
lj = |Zj - wj| (111158)

ein stiickweise stetig differenzierbarer Weg
v+ [0,3,] = DNW (I11.159)

von z; nach w; gewéhlt, fiir den gilt

e dist(vy;(t),0D) >t Yt e€|[0,l],

o dist(y;(t),0D) > 1; Vt€ [l;,2l;],

o dist(;(t),0D) > 3l; —t V[21;,31;],

e 0<|¥(t) <Ci Ytel0,3l;], mit einer von j unabhéngigen Konstanten C; > 0.
Wegen f(7;(0)) € By und f(v;(3l;)) € 0B gibt es fiir jedes j € IN mindestens ein

t; E]O,?)lj] mit
f(1;([0,t5])) € By und f(;(t;)) € OBs. (IT1.160)

Es ist jetzt die folgende Behauptung zu zeigen:

BEHAUPTUNG: Es gibt ein N € IN und ein n > 0, so daf} gilt

| (3;(1)) - ()] < dist(3; (1), 0D) 17 Vte[0,t;] Vj>N. (I11.161)
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Angenommen, die Behauptung ist nicht wahr. Dann muf} es eine Folge (j,,), C IN mit
Ju — geben so dafl es insbesondere fiir das in (II[.149)) gewéhlte § > 0 fiir Jedes
v € Nein £, € [0,t;,] sowie einen Einheitsvektor X, € €" gibt, so daf fiir z, := ~;, (£,)

gilt
1

. N
14 Xl/ .
€2 > dist(z,,0D)t—9

Es wird nun gezeigt, daB dies nicht mdoglich ist. Dazu sei ein v € IN beliebig aber fest
gewihlt und es sei t :=t,, X := X, sowie z := z,. Weiter sei zur Vereinfachung der
Notation folgendes definiert

VveN. (111.162)

A= |f/(1) x| A = dist(z,0D). (I11.163)

Es sei hier darauf hingewiesen, dafl alle im weiteren Beweis auftretenden Konstanten
stets von v unabhéngig sind. Aus folgt nun mit Lemma daf} fiir ein
0<Cr <1gilt

Ci1A < A < A9 (I11.164)

Fiir £ € € mit |¢] < AX"!ist 2 + A¢X € D. Damit sei definiert

h(€):= f(z+ AX) V€] < ANTL (IT1.165)
Dann gilt nach
IW(O)] = | )X A= )X]|f()X]| =1, (I11.166)

und nach Lemma [I[11.5{ und (I11.164) gilt ferner

oh C;N

il A6
827( )‘ dist(z,0D)J S GAT (ILL.167)

mit Konstanten C; > 0 fiir j € IN\ {1}. Es sei nun weiter mit H das k-te Taylorpolynom
von h um 0 und mit R das k-te Taylorpolynom von r um 2’ := h(0) = f(z) bezeichnet.
SchlieBlich sei

QO = REHE) = 3 2T vigd<a L (L)

0<i+j<k?

Dann stimmen r o h und @ in 0 von Ordnung k iiberein. Daher gilt nach Lemma

und (IL.167)
> Qi = an® (I11.169)

0<i+j<k

Es sei nun

o)=Y W AM (AA (1+a)>kQ(CA1+aA_1) vV [¢] < 1. (IIL170)

il
0<i+j<k? v
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Dann folgt mit ([11.169)) sofort

1 — a 2k ay—1)\2(+7
Z |Qij|2 > W (}\A 1+ )> Z |Qij|2 (A1+ A 1) (i+7) (111171)
0<itj<k? 0<i+j<k
1 _ 2k 2k
caams (M) (AT ST o ()
0<i+j<k
1
z —>1L (I11.173)

Damit kann Lemma [[IT.T4] angewendet werden, wonach es eine Konstante Cy > 0 gibt,
so daB gilt
max — min > (5. II1.174
naxa(0) -~ min a(0) (.174)

Mit (II1.170]), (111.164) und (III.150) ergibt sich daraus nun

- i k(1+a+bd) y —k
<, Q) min, Q) > A A (IIL175)
> CyARethr) (I11.176)
> Cpacth), (IL.177)

Es muf als néchster Schritt gezeigt werden, daf eine entsprechende Abschitzung auch
fiir r o h anstelle von Q = R o H gilt. Dazu sei bemerkt, daf} gilt

(Al_l_aA_l)k—i-l
(&) — H(§)] < ICISgll%)‘iA’l (k+ 1)1

8k+1h
510

‘ Ve < AT (ITL.178)

Da h auf der Kreisscheibe |¢] < AX~! beschrinkt ist, gibt es eine Konstante C3 > 0,
so daf gilt

ok +1p, A\ ~(F+D) . .
W(C)' < Cs <>\> V¢ < Attt (I11.179)
Daher folgt mit (LI1.178)) jetzt
[h(€) = H(€)] £ A**HD v ¢ < Al¥ex (TI1.180)
und damit folgt sofort
[r(h(€)) = r(H ()] S A v jg| < ATt (I1.181)
Da aber ferner nach ([11.166|) und (IIL.167)) gilt
k A A(AHO‘)\*l)j
|H(¢) — H(0)| <> CjA—WT SAY Vg < Aol (1I1.182)

j=2
folgt weiter

[r(H(€)) = R(H(E)| S [H(E) = H(O0)["" S A v ¢ < AMYeAT1 (IT1.183)

~
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Damit folgt nun zusammen mit (I11.181))
[r(h(€)) = RAH ()] £ AT v J¢g] < AlFer, (II1.184)
so dafl mit ([11.177) insgesamt folgt

— ; <> Aa(k+2-1)
e r(O) = min | r(R(€) 2 A ' (II1.185)

Es sei jetzt &' ein Punkt, an dem das obige Maximum, und &2 ein Punkt, an dem das
obige Minimum angenommen wird. Weiter sei

=24 NX L 2% =2 40X (I11.186)
Da nach gilt
f(Bpita(2)) cU ND, (II1.187)
gilt insbesondere auch f(z!), f(2?) € U' N D’. Aus folgt nun
r(f(z1) = r(f(z%) 2 A*FFL2), (IT1.188)
Andererseits gilt aber nach
|21 — 22| < 241t (I11.189)

Wegen ([I1.187)) erfiillen 2!, 22 die Voraussetzungen von Lemma [[I1.11] so da8 folgt
r(f(z") = r(f(z%) < A%H, (I11.190)

Zusammen mit ([11.188)) folgt daraus

Ac(e) > Aa(kt1/2), (II1.191)

Da alle aufgetretenen Konstanten stets unabhéingig von v waren, ist damit also gezeigt,
dal mit einer Konstanten C > 0 gilt

dist(z,, D)0+ > C dist(z,, 0D)**+1/2) vy e N. (111.192)

Dieses ist wegen dist(z,,dD) — 0 aber nur moglich, wenn « > e(k + 1)~! gilt. Damit

folgt
€

(k+1)k(b+1)
Dies ist aber ein Widerspruch zur Wahl von ¢ in (II1.149)). Damit ist die Behauptung

bewiesen.

0> 3 (111.193)
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Mit der nun bewiesenen Abschétzung ([11.161]) folgt jetzt fiir alle j > N

t
[F(3(0)) = flu(E))] = /f’(’Yj(t)) () dt (II1.194)
< / |/ (;(t dt| (I11.195)
Cy / (t)‘ dt 111.196
< / dist(v;(¢), 0D)' =9 (TIL.196)
31
1
< dt II1.1
= GG / dist(;(t),0D)1-0 (HL.197)
1
< 010 /dt+/ e dt +
j
31
/ SRS (II1.198)
(3lj — t)l_‘s ’
9,
g
= Z+1+2 I1I.1
0102<5+J+5> ( 99)
2\ s
= GG (1450 (I11.200)
Damit folgt wegen ¢ > 0 und lim/; = 0 sofort mit C5 := C1C3 (1 + 25_1)
Jim [£(7;(0)) = £(9(8))] < Jimy Csl) = 0. (II1.201)
Andererseits gilt aber
Jim [£(35(0)) = (5 ()] 2 72 =1 > 0. (111.202)
Widerspruch. Also muf} cl;(20) = {zol} gelten.
Nach Lemma gibt es nun eine Umgebung V = V(2%) cC U, so daB gilt
de(z)NU #0 YzedDNV. (II1.203)

Damit gibt es zu jedem Punkt z € D NV einen Punkt 2’ € cly(2°), so daB U’ eine
offene Umgebung von z’ ist. Dann folgt mit den obigen Argumenten sofort cl¢(z) = {2'}.
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Damit ist gezeigt, dal f sich stetig auf DU(@DOV) fortsetzen laft. Dann folgt aber aus
den obigen Beweisschritten direkt, dafl mit einer geeigneten Konstanten C' > 0 auch

If(Y = )| <C|t =22 v2l,22eDnV (I11.204)

gelten mufl. Damit ist Theorem A bewiesen.
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Das entscheidende  Kriterium st
Schonheit;  fir hdfliche  Mathematik
ist auf dieser Welt kein bestindiger Platz.

GODFREY HAROLD HARDY

Teil IV
Holomorphe Fortsetzbarkeit

Nachdem in Teil III das Problem der lokalen stetigen Fortsetzbarkeit untersucht wor-
den ist, wird nun in diesem Teil IV mit den Methoden aus [25] und [26] die lokale
holomorphe Fortsetzbarkeit der Abbildung f unter bestimmten Voraussetzungen an
die Lokalisierbarkeit von cly und cl;-1 gezeigt.

Das Hauptresultat dieses Teils ist das folgende Theorem B, wobei hier darauf hinge-
wiesen sei, daf} dieses Ergebnis in einer allgemeineren Form fiir holomorphe Korrespon-
denzen unabhiingig von der vorliegenden Arbeit bereits in [40] vertffentlicht worden
ist.

Theorem B Es seien D, D' CC €2 zwei Gebiete und es sei f : D — D' eine eigent-
liche holomorphe Abbildung. Weiter seien My C Ms C 0D relativ offene Teilmengen
von 0D und sei M{ C 0D’ eine relativ offene Teilmenge von OD’, so dafs gilt:

a) Es gibt eine Umgebung W = W (Ms) C €2, so dafi M := D N W eine reell-
analytische Hyperfliche endlichen Typs ist.

b) Es gibt eine Umgebung W' = W'(M!) C €2, so daf M’ := dD' N W' eine reell-
analytische Hyperfliche endlichen Typs ist.

c) Es gilt cly(My) C M.
d) Fiir g = (f_l)\D’ﬂW’ gllt Clg(M{) C M2.

Dann gibt es eine Umgebung U = U(My) C €2, so daf sich f holomorph auf D U U
fortsetzen lafst.

Der Beweis von Theorem B erfolgt in mehreren Schritten: Als Vorbereitung wird das
Verhalten von Segre-Varietdten unter holomorphen Korrespondenzen untersucht, da-
bei werden weitgehende Invarianzeigenschaften der Segre-Varietidten nachgewiesen. An-
schliefend wird gezeigt, dafl sich die Abbildung f, falls sie sich schon als eigentliche
holomorphe Korrespondenz im Sinne von Definition fortsetzen 1&a8t, sogar auch
als eigentliche holomorphe Abbildung fortsetzt. Schliefilich wird im letzten Schritt die
Segre-Korrespondenz von f konstruiert, welche sich spéter als der Graph der fortge-
setzten Abbildung f herausstellen wird, und es wird in mehreren Teilschritten gezeigt,
dafl die Segre-Korrespondenz die Abbildung f als Korrespondenz fortsetzt.
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13 Invarianzeigenschaften von Segre-Varietéiten

Um die Segre-Varietéiten als Hilfsmittel fiir die Konstruktion einer holomorphen Fort-
setzung benutzen zu kénnen, muf} zuerst die Invarianz der Segre-Varietdten unter ho-
lomorphen Abbildungen und Korrespondenzen gezeigt werden. Die Ergebnisse dieses
Abschnitts sind giiltig fiir den allgemeinen Fall n > 2. In den meisten Fillen wird die
folgende Situation betrachtet, die zur Vereinfachung der Notation hier mit einem Na-
men versehen sei:

SITUATION 1 Es seien D,D’ C C" zwei Gebiete und sei f : D — D’ eine eigentli-
che holomorphe Abbildung. Es sei 2° € 0D ein Randpunkt, fir den es eine Umgebung
W = W (2%) gibt, so daff M := W N 0D reell-analytisch und von endlichem Typ ist.
Nach einem geeigneten biholomorphen Koordinatenwechsel sei (Uy,Us) mit Uy C W ein
Standardkoordinatensystem fir M um 2°. Ferner gebe es eine eigentliche holomorphe
Korrespondenz F auf Us, welche die Abbildung f als Korrespondenz fortsetzt. Fir den
Bildpunktﬂﬁ(zo) =: 2% gebe es eine Umgebung W' = W'(2°"), so daff M’ := W'ND’
reell-analytisch und von endlichem Typ ist. Nach einem geeigneten biholomorphen Ko-
ordinatenwechsel und eventueller Verkleinerung von (Uy, UQ) sei (U7, US) ein Standard-

umgebungspaar fir M’ um 2, so dafs F(Ul) C U{ und F(Uz) c U} gilt.

13.1 Invarianz von Segre-Varietiten unter Korrespondenzen

Zuerst sei hier nach [25] folgende grundlegende Invarianzeigenschaft der Segre-Varietéiten
gezeigt, welche garantiert, dafl die spéter konstruierte Segre-Korrespondenz iiberhaupt
ein Graph einer mehrwertigen holomorphen Abbildung sein kann.

Theorem IV.1 (siehe [25], Theorem 4.1) Es liege Situation 1 vor. Dann gilt
F(Quw) Cc Q) Y(wuw)eFn (U, xU) (IV.1)

Vor dem Beweis sei zuerst kurz motiviert, warum dieses Theorem richtig sein sollte:
Dazu sei

L:={(z2 ,w,w') €Uy x Uy x Uf xU;" : (2,7') € F,(w,w') € F*, p(z,w) = 0}
(IV.2)
fiir p(z,w) := r(z,w) mit r wie in ([L.39). Es reicht nun zu zeigen, da die holomor-
phe Funktion p'(2/,w’) auf L verschwindet. In einer geniigend kleinen Umgebung V'
eines Punktes a, in dem sich die Abbildung f biholomorph fortsetzen 1if3t, gibt es eine
Darstellung

r'(f(2)) = h(z)r(2) (IV.3)
mit einer nichtverschwindenden reell-analytischen Funktion h. Nach Komplexifizierung
dieser Darstellung folgt

P (f(2), [T (w)) = h(z,w)p(z,w) (IV.4)

9welcher eindeutig bestimmt ist, siche Lemma [I1.11




TEIL IV ~ HOLOMORPHE FORTSETZBARKEIT 95

mit f*(w) = f(w). Es sei nun bemerkt, dafl gilt
(z, f(2),w, f[f(w) e L Vze V,we V™. (IV.5)

Daher verschwindet p/(z’,w’) auf einer offenen nichtleeren Teilmenge der komplex-
analytischen Varietédt L. Ist L nun irreduzibel, folgt damit sofort die gewiinschte Aus-
sage p" . =0.

Nach diesen Voriiberlegungen sei nun der vollstdndige Beweis des Theorems angegeben:

Beweis (von Theorem [IV.1): Wie in Lemma[[1.12|sei F,, := F'N (U1 \ D) x Uj).

SCHRITT 1: Es sei zunichst der Fall (w,w’) € F, betrachten. Es muf} gezeigt werden,
daB f(QwND) C Q.,ND gilt. Nahe eines Punktes a € 0D N Uy, in dessen Umgebung
sich f biholomorph fortsetzen 148t, gilt offenbar

fwQu) C QN D" (IV.6)

Nach Lemma Teil b) gibt es einen Punkt ws € Uy \D, so daf die Verbindungsstrecke
von w nach ws in Uy \ D enthalten ist und dal Q,, N D zusammenhéngend ist. Dann

gilt wegen (IV.6) sogar
f(Qus N D) C Qyy N D' (IV.7)

fiir jedeﬁ wjs mit (ws, wy) € Fe. Diese Relation bleibt aber fiir alle Punkte auf der
Verbindungsstrecke von ws nach w erhalten, da F. nach Lemma |[I.12] irreduzibel ist.
Somit gilt auch

f(Qu,nND)cCQ, ND. (IV.8)

SCHRITT 2: Als niichstes wird gezeigt werden, daf fiir je zwei Punkte in F' der Form
(w,w'") und (w, w?") notwendig gilt

Qi =Q o (IV.9)

Fiir (w,w!), (w,w?) € F,. folgt aus |i sofort Q;}l, = Q;y. Fiir die restlichen
Punkte (w,wl/)7 (w,w2/) folgt die Behauptung wieder durch analytische Fortsetzung
aufgrund der Irreduzibilitéit von F'.

SCHRITT 3: Es sei die mengenwertige Abbildung F in der Form F = {fl, e ,fm}
geschrieben und es sei w?' = f7 (w). Es mufl nun gezeigt werden, dafl gilt

fQu) c @ Y1<kj<m. (IV.10)
Zuerst sei der Fall w € Uy \ D betrachtet. Aus Schritt 1 folgt dann

f(2) €Q ;0 Y2€DNQy. (IV.11)

OFiir jedes ws € Uy \ D gibt es immer mindestens ein wj € Uy mit (ws,wj) € F., da nach Annahme
7 : F. — (U \ D) eigentlich und damit insbesondere surjektiv ist.
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Damit gilt insbesondere
A y
fllw)=w’ € Qlf(z) Vze DNQy (IV.12)
und zusammen mit Schritt 2 folgt weiter
wl' e Q}k(z) VzeDNQy. (IV.13)
Damit gilt f*(z) € Q' ¥z € DNQy und damit ist insgesamt

H(Qu) c Q. Ywe Ui\ D, (IV.14)

gezeigt. Durch analytische Fortsetzung folgt, dal (IV.10)) fiir alle w € U; und alle
1 < k,j < m gilt. Damit ist Theorem bewiesen.
O

13.2 Invarianz unter Inversen von Korrespondenzen

Es muf jetzt auch die Invarianz der Segre-Varititen unter der inversen mehrwertigen
Abbildung G=F1:U->U gezeigt werden. Dies ist im Prinzip schon in Theo-
rem geschehen, nur kann im jetzt betrachteten Fall die fortzusetzende Abbildung
(fIU)~! selber schon mehrwertig sein.

Das Ziel dieses Abschnitts ist der Beweis des folgenden Theorems, welches die gewiinsch-
ten allgemeinen Invarianzeigenschaften der Segre-Varietédten zusichert:

Theorem IV.2 (siehe [25], Theorem 5.3) Es liege Situation 1 vor. Weiter sei (Un,
Ug) ein weiteres Standardumgebungspaar von 20 =0 € M, so daf fiir G:=F1. Uy —
Us gilt

GWU) c U, und G(US) C Us. (IV.15)
Dann gilt fiir alle (w,w') € F N (U, x UL)
G(Q,) C Qun (IV.16)

Das zentrale Hilfsmittel zum Beweis von Theorem ist das folgende Lemma:
Lemma IV.1 Fir alle (w,w') € F.,:= Fn (U x (U, \ D')) gilt
9w Q) € Qu- (IV.17)

Fiir den Beweis dieses Lemmas werden zunéchst noch folgendes Hilfslemma und einige
weitere Definitionen benotigt, die im Anschluf3 aufgefiihrt werden:

Lemma IV.2 Essei E C Us eine rein (n-1)-dimensionale komplex-analytische Menge.
Dann existiert ein Standardkoordinatensystem nahe O und eine offene dichte Teilmenge
E C E, so dap gilt

K(E)YNE = 0. (IV.18)

Dabei bezeichne H(E) die Menge der reflektierten Punkte von E gemdf Definition .
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Beweis: Es sei

E=|]JE, (IV.19)

eine Zerlegung von E in irreduzible Komponenten. Aus jeder Komponente F, sei nun
ein Punkt w” € E, ausgewahlt. Durch eine beliebig kleine Deformation der gew&hlten
Koordinaten kann erreicht werden, da x(w') ¢ E gilt, da dim E = n — 1 ist. Nach
endlich oft wiederholter Anwendung dieses Arguments gilt

k(w") ¢ E Yv=1,...,q. (IV.20)
Damit folgt
dim(k(Ey)NE)<n—1Vv=1,...,q (Iv.21)

und somit gilt dim(k(E) N E) <n — 1.
a

Damit kénnen nun, ausgehend von der Situation des Theorems folgende Defini-
tionen gemacht werden: Es sei m bzw. m’ die Blétterzahl von 7 : F N (Uy x Uj) — Uy
bzw. von 7’ : FN(Uy x Uy) — Uy und es sei m die Blitterzahl von f : DNU; — D'NUJ,
also

i = 4 (f’l(w/) N 0’1> (IV.22)
fiir generisches w’ € D' N Uj. Ferner seien
E = {welU #r'(w)<m} (Iv.23)
E' = {w/ e U : #x' M (w') < m/} (IV.24)
F = F\« Y(E) (IV.25)
F = F'nF (IV.26)

Mit diesen Vorbereitungen kann jetzt Lemma bewiesen werden:

Beweis (von Lemma [IV.1)): Zum Beweis des Lemmas seien folgende zwei Fille be-
trachtet:

FALL 1: Es ist 2’ ¢ D.

Es sei bemerkt, dafl die Verzweigungsmenge E;, also die Menge der Punkte w' € D',
in denen #(g(w’)) kleiner ist als im generischen Fall, enthalten ist in E’. Es seien nun
Koordinaten wie in Lemma gewihlt.

SCHRITT 1: Es ist zu zeigen, daB fiir alle (w',w!’) € F! ein Zweig g' von g in einer
Umgebung von 2z := x(w!’) existiert, so daB fiir 2/ := x(w') gilt

9" (+Qly) C Qu, (IV.27)
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fir alle (w,w’) € F nahe (w',w'). Diese Behauptung ist wahr in der Né&he jedes
Punktes (a,a’) € F mit ' € M’', wo ein Zweig g' von g sich biholomorph fortsetzt
und a = g(d’) gilt. Es seien nun (a,a’) und (w', w'") mit einer Kurve in F’ U {(a,a’)}
verbunden. Dieses ist moglich, da F! nach Lemma irreduzibel und damit, als ana-
lytische Menge, wegzusammenhéngend ist. Durch analytische Fortsetzung folgt dann

[TV.27).

SCHRITT 2: Es seien nun g',. .., g* alle Zweige von g nahe 2V fiir die gilt

gl/ (z’Qw’) C Qwv (IV'ZS)

fiir alle (w,w") C F in der Niihe Von (wt,

w! ) Es mufl nun gezeigt werden, daf3 dle Zahl
k nicht von der Wahl von (w', w!’) abhéngt. Dazu se1 ein weiterer Punkt (w?,w?) € F!
betrachtet. Dieser wird nun verbunden mit (w',w'’) durch eine Kurve (w(t),w'(t)),
t €10,1] in F/, so daB gilt

Z(t) = r(w'(t)) ¢ E'. (IV.29)

Dieses kann erreicht werden, da die reelle Codimension von k(E’) in U} grofier als 1 ist
und daher F/\ 7'~ (k(E')) zusammenhiingend ist.
Es sei nun g eine analytische Fortsetzung von ¢g” entlang 2'(¢). Da g wieder analytisch
ist, folgt

7 (s Q) CQuw Yr=1,...,k, (IV.30)

fiir alle (w, w') € F in einer kleinen Umgebung von (w?, w?'). Wenn k; die Anzahl aller
Zweige von g nahe w? 2/ bezelchnet die 1) erfiillen, so gilt k1 > k. Durch Vertau-
schung von (w!,w!'’) und (w2, w?") ergibt sich aber genauso k; < k. Damit folgt sofort

k1 = k und die Behauptung von Schritt 2 ist gezeigt.

SCHRITT 3: Abschliefend mufl noch k = m gezeigt werden. Dazu sei k < m angenom-
men. Ferner sei

q
E, =|JE; (IV.31)
v=1
die Zerlegung von E; in irreduzible Komponenten. Dann gibt es ein v € {1,...,q},
einen Punkt V' € E;” , einen Punkt
V= k() e (U N D)\ E, (IV.32)

beliebig nahe bei b und einen Punkt w! € g(wll), so daf gilt:

(i) Esseien mit g',...,¢* die Zwelge von g nahe z!" bezeichnet, welche die zu (IV.27)
analoge Relation nahe (w!, w! ) erfiillen. Dann geht einer dieser Zweige, ohne
Einschrinkung sei dies g', durch analytische Fortsetzung entlang einer kleinen

Kurve 2/(t), t € [0,1] in E;” nahe b’ iiber in einen Zweig g” von g mit v > k.

(i) x(b') € E' (nach Lemma [[V.2)).
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Dabei kann die Bedingung (i) erfiillt werden, da der Graph von g als analytische Menge
betrachtet mit dem Graph von f iibereinstimmt und daher irreduzibel ist.

Es sei w'(t) := k(2/(t)) und sei ferner mit (w(t),w’(t)) die Liftung von w’(t) nach F”
mit w(0) = w! bezeichnet. Wegen (ii) folgt dann w(1) = w!, d.h. diese Liftung endet
an ihrem Anfangspunkt, nidmlich bei (wl,wll) € Fé. Das ist aber ein Widerspruch zu
der Tatsache, dafl der Zweig g” durch analytische Fortsetzung entlang 2’(t) verschieden
von allen Zweigen g',. .., g* gewonnen wurde. Damit ist sowohl Lemma, als auch
Theorem fiir den betrachteten Fall 2’ ¢ D’ bewiesen.

Darauf aufbauend sei jetzt der zweite noch zu zeigene Fall betrachtet:
FaLL 2: Esist 2% € D.

Es reicht_aus, die folgende Reduktion auf den schon gezeigten Fall 1 zu zeigen: Nach
Lemma ist fiir 20 € D’ auch 20 € D. Daher li8t sich f als eigentliche holomorphe
Abbildung auf eine Umgebung Uy C U; von 0 fortsetzen. Es sei erinnert, dafi die
Koordinaten so gew#hlt sind, daf 20 = 0 = 2% gilt. Die Menge Uy == f(Uy) ist
offen und f : Uy — U] ist eigentlich fiir eine passende Wahl von Uy und U;. Es sei
g:=( f|UO)*1 als mengenwertige Abbildung definiert. Dann folgt

g(Uyn D"y c (Uyn D) (IV.33)

und ebenso folgt leicht o
g(Us\ D) € (Uo\ D). (1v.34)

Denn angenommen, es giibe einen Punkt 2’ € (U} \ D’) so daBl es ein z € g(2')N(UyN D)
gibt. Dann wére

[fogl(z)) =2 eUyn D, (IV.35)

was aber ein Widerspruch zur Wahl von 2’ ist. Mit dieser Beobachtung ist der betrach-
tete Fall 2 auf den bereits gezeigten Fall 1 zuriickgefiihrt. Denn nach Theorem liegt
2% nun in der Holomorphiehiille von U \ D/, so daf sowohl das Lemma als auch
das Theorem sofort folgt, wenn die Rollen des Inneren und des AuBeren von D
bzw. D’ vertauscht werden. Damit ist Lemma [V.1] bewiesen.

O

Damit ergibt sich nun auch der gewiinschte Beweis von Theorem [[V.2

Beweis (von Theorem [IV.2)): Mit Lemma verliduft der Beweis von Theorem

vollig analog zu dem Beweis von Theorem
g

Es sei an dieser Stelle bemerkt, dafl die zugrundeliegende Situation in Theorem
und in Lemma zwar die durch Situation 1 gegebene ist, dafi aber in den obigen
Beweisen nicht davon Gebrauch gemacht wird, daB, wie in Definition [[1.7] gefordert, die
Projektion 7 : F' — U eigentlich ist, d.h. die Aussagen des Theorems und des Lemmas
bleiben auch dann wahr, wenn a priori nicht bekannt ist, dafl F' diese Bedingung erfiillt.
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13.3 Fortsetzung der inversen Korrespondenz

Mit den Ergebnissen der vorherigen Abschnitte 148t sich nun zeigen, daf} sich in Situa-
tion 1 die inverse Korrespondenz ¢ := f~! als eigentliche holomorphe Korrespondenz
auf eine Umgebung von (29, 29") fortsetzen liiBt im Sinne von Definition @ Es gilt
das folgende Theorem:

Theorem IV.3 Es seien D, D’ C C" Gebiete und sei f : D — D’ eine eigentliche
holomorphe Abbildung. Es seien 2° € 0D und Ve clf(zo) Randpunkte, in deren Ndihe
0D wund OD' reell-analytisch und von endlichem Typ sind. Wenn sich die Abbildung
f : D — D' als eigentliche holomorphe Korrespondenz auf eine Umgebung von 2°
fortsetzen lift, dann lifit sich g == f~' als eigentliche holomorphe Korrespondenz auf
eine Umgebung von (2°,2°") fortsetzen.

Nach Definition ist die Aussage des Theorems offenbar genau gleichbedeutend damit,
daf fiir geeignete Wahl von Uy und U} auch die Projektion 7’ : F' — U} eigentlich ist.

Beweis (von Theorem : Es geniigt zu zeigen, dafl die Menge E := F —10)
diskret ist, denn dann kénnen Us und U) so gewéhlt werden, dafl «" eigentlich wird.
Zuerst sei bemerkt, daf3 ' komplex-analytisch ist. Fiir jeden Punkt z € EN D gilt nach
Theorem [V.1]

Q) = Q- (IV.36)

Also mufl EN D diskret sein, da f~! fiir jeden Punkt 2’ € U} nur endlich viele Punkte
enthilt. Es gilt aber auch
dim(E N (U\ D)) =0, (IV.37)

da, wieder nach Theorem gilt
F(QuND)CcQynD Ywe E\D. (IV.38)

SchlieBlich muf fiir M := 9D NU, auch dim(E N M) = 0 sein, denn andernfalls miifite
wegen dim(E \ M) = 0 eine ganze offene Teilmenge von E von positiver komplexer
Dimension in M enthalten sein, was aber nicht sein kann, da M von endlichem Typ
ist.

O

Zusammengefasst liefern die Beweise aus diesem Abschnitt die folgende, etwas allge-
meinere Invarianzaussage:

Theorem IV.4 Es seien D, D’ C C" Gebiete und sei f : D — D’ eine eigentliche
holomorphe Abbildung. Es seien 2° € 8D und Ve clf(zo) Randpunkte, in deren Ndhe
0D und 0D’ reell-analytisch und von endlichem Typ sind. Es lasse sich g := f~1 als
eigentliche holomorphe Korrespondenz G C U x U’ auf eine Umgebung von (zo,zol)
fortsetzen. Dann gilt fiir alle (w,w’) € G

G(Q., NU") C QunU. (IV.39)
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Dieselben Argumente wie im Beweis von Theorem liefern nun weiter das folgende
Resultat:

Theorem IV.5 In der Situation von Theorem [IV.J] lift sich die Abbildung f als eine
eigentliche holomorphe Korrespondenz F auf eine Umgebung des Punktes 20 € 0D
fortsetzen. Es kann dazu F := G (als komplez-analytische Mengen) gewdhlt werden.

Abschlieflend fiihren die Ergebnisse dieses Abschnitts zu der folgenden Aussage iiber
die Beziehung der Mannigfaltigkeiten S und 8’ der Segre-Varietiten in Bild und Urbild
unter holomorphen Korrespondenzen:

Korollar IV.1 Es existiert eine eindeutig bestimmte holomorphe Abbildung ¢ : S —
S’, so daf das folgende Diagramm kommutiert

S 2. &

g B (IV.40)

U, — U

Insbesondere ist die Abbildung ¢ nach Theorem [I[V.2 bijektiv.

Damit ergibt sich unmittelbar das folgende Lemma:

Lemma IV.3 In der Situation von Korollar besteht fir jeden Multiinder k =
(k1,... kn—1), |k| > 0, die Menge X,.(F(z)) aus genau einer komplezen Zahl fiir jedes
z € Uy und definiert dadurch eine holomorphe Funktion auf Uy .

14 Fortsetzende Korrespondenzen sind Abbildungen

Bevor im nachfolgenden abschlieBenden Schritt die Fortsetzbarkeit der Abbildung f als
eigentliche holomorphe Korrespondenz gezeigt werden kann, muf} zuerst nachgewiesen
werden, dafl diese Fortsetzung als Korrespondenz direkt die Fortsetzbarkeit auch als
Abbildung impliziert. Diese Tatsache wird in den Uberlegungen des nachfolgenden Ab-
schnitts direkt verwendet.

Fiir den Fall n = 2 wurde das entsprechende Ergebnis von K.Diederich/S.Pinchuk in
[25] gezeigt, in [26] wurde von denselben Autoren auch der allgemeine Fall n > 2 durch
das folgende Theorem gelost:

Theorem IV.6 ([26], Theorem 3.1) Es seien D,D CC C" Gebiete und sei f : D —
D' eine eigentliche holomorphe Abbildung. Es seien 2° € 0D und 2V e oD Randpunk-
te, fiir die es Umgebungen W = W (2°) und W' = W'(z"") gibt, so daff M :=dD NW
und M' := 0D’ " W' reell-analytische Hyperflichen endlichen Typs sind. Ferner lasse
sich die Abbildung f als eine eigentliche holomorphe Korrespondenz F auf eine Um-
gebung Uy = Us(2°) € W fortsetzen, so dafs ﬁ(zo) = 29 gilt. Dann laft sich f als
holomorphe Abbildung auf eine Umgebung Uy = Uy(2°) C Us fortsetzen.
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Zur Vollsténdigkeit der Darstellung sei jetzt der Beweis dieses Theorems aus [26] hier
in einer an die Notationen dieser Arbeit angepafiten Form aufgefiihrt:

Beweis (von Theorem [IV.6)): Zunichst seien, nach eventueller Verkleinerung von
W und W', Normalkoordinaten fiir M und M’ geméif3 gewéhlt. Ferner sei W so
klein gewahlt, dal W = U gilt. Es seien nun die Koordinaten so umskaliert, dafl es
Polyzylinder U C W und U’ C W’ um 0 mit Radius 2 gibt, so da8

FU)cU (IV.41)

gilt und weiter die folgende Bedingung erfiillt ist: Alle Funktionen r(z,w), r;('z,’ w),
Ak (w), S Ap(w)'2* und die entsprechenden Funktionen im Bildgebiet sind holomorph
auf Polyzylindern geeigneter Dimension um 0 mit Radius 2. Insbesondere konvergieren

die Reihen
ST w) >

|k|>0 |k|>0

O

n

(w)’ (IV.42)

und die entsprechenden Reihen im Bildgebiet kompakt gleichméBig auf U bzw. U’.

Durch die Wahl der Normalkoordinaten gilt fiir alle Multiindizes &

O,
ow!,

A (0)=0 (0) =0, (IV.43)

so daf3 folgt
o\,
b (0)‘ = 0. (IV.44)

Yo nO=0 . >

k|=0 k|=0

Mit diesen Bezeichnungen und Koordinaten seien nun zunéchst die folgenden Proposi-
tionen bewiesen:

Proposition IV.1 In der vorliegenden Situation gelten die folgenden Relationen:
a) FIMNU)c M'NnU’.
b) FU\D)c U \D.
¢) FUND)cUND.

Beweis:
zu a) Es seien w € M NU und w' € F (w) beliebig gewihlt. Dann gilt nach Theorem
V.1l

Qu = Q- (IV.45)
Da f(w) € M’ gilt, folgt mit (IV.41) sofort w’' € M'NU’.
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zu b) Es sei w € U \ D ein beliebiger Punkt und es sei a € M N U / ein Punkt biholo-
morpher Fortsetzbarkeit von f. Ferner sei v(t) eine Kurve in (U \ D) U {a}, welche a
und w verbindet. Ist nun

F(w)>w' & (U'\ D), (IV.46)
dann gibt es einen Punkt w® = v(¢o) € U \ D, so daB gilt
Fw®suw eM | v = fw), (Iv.47)

mit w! € M. Nach Theorem m gilt dann aber @0 = Q1. Dies ist ein Widerspruch
zuw’ € U\ D.

zu c) Der Beweis von Teil ¢) folgt aus den Teilen a) und b), zusammen mit der Irre-
duzibilitit von F!. Es sei zuniichst der Fall

(w®,w”) € FN ((UND)x (U'\ D)) (IV.48)

betrachtet. Nach b) existiert ein Punkt

(whw'y e FO (U\D) x (U'\D)). (IV.49)
Dieser Punkt wird nun durch eine Kurve in F mit dem Punkt (w°,w®") verbunden.
Auf dieser Kurve gibt es einen Punkt

(w?w?) e FO (UNM)x (U'\D)). (IV.50)
Dieses widerspricht aber a). Der zweite Fall, in welchem es einen Punkt

(w®, ) € Fn (UND)x (U'nM")) (IV.51)
geben konnte, fithrt auf einem analogen Weg zum Widerspruch.

O

Proposition IV.2 Es seien mit f,, gn, ﬁn, én die n-ten Komponenten der mengen-
wertigen Abbildungen f, g, F, G bezeichnet. Dann gilt, nach eventueller Verkleinerung
von U und U':

a) Die Komponenten ﬁn und @n sind eindeutige Abbildungen auf U bzw. auf U’ und
es ist fr, € O(U) und g, € O(U’).

b) Es gibt Funktionen h € O(U) und h' € O(U") mit h(0) # 0 und h'(0) # 0, so daf
qgult

fnlz,20) = 2ah(2) Y2 €U und g,('2,2)) =2 0 (¢) V2 eU'. (IV.52)
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Beweis:
zu a) Nach dem Theorem iiber implizite Funktionen sind die Segre-Varietidten Q und
Q’ﬁ, in den Normalkoordinaten gegeben durch Gleichungen der Form

= —wn + Y by(w)'2” (IV.53)
|v|>0
:—w%—i—Zb’V(w’ 1 \V
|v|>0
Daher gilt
Qut = Q2 = wh =w? sowie @, =Q,. = wl =w?. (IV.54)

Nach Theorem [[V.1] heifit dies aber, da8 fiir Jedes w € U, wobei U eine gentigend kleine
Nullumgebung ist, sowie fiir je zwei Punkte w!’, w? € F (w), gilt

F(Qu)C Q. und F(Qu)C Q.. (IV.55)

Daraus folgt aber sofort Q:w = Q:w ,» und daher gilt wegen (IV.54) auch wl" = w2/

Damit ist gezeigt, dafl ﬁ auf U eindeutig bestimmt, also eine wohldefinierte Funkti-
on ist. Insbesondere wird durch F), die gewlinschte holomorphe Fortsetzung von f, auf
U gegeben. Mit T heoremfolgen sofort die entsprechenden Aussagen fiir G und gp,.

zu b) Wegen (IV.53) gilt
Qo={z =0} und Q= {2, =0}. (IV.56)

Zusammen mit den Theoremen [[V.1] und [[V.2] folgt damit

falz,20) =0 = 2, =0 (IV.57)
g (Z,2l) =0 <= 2, =0. (IV.58)
Daher muf} gelten
falz, ) = 2fulz,2) (IV.59)
gn('Z.2) = 2897, 2), (IV..60)

wobei p, ¢ € N, £,(0) # 0 und §,(0) # 0 gilt. Aus f o G = id ergibt sich nun

z = 2hfa('z ) (IV.61)
= (295,02, 2)]" Ful9(2'), 9n (=) (IV.62)
= 2P, 2P Falg(). (IV.63)

Da §,(0) # 0 und fn(O) = 0, folgt p¢g = 1 und damit p = 1 und ¢ = 1. Damit ist auch
b) gezeigt.
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a

GeméB Proposition [V.2] kann nun ein neuerlicher biholomorpher Koordinatenwechsel
durchgefiihrt werden, welcher z,, durch z,h(z) ersetzt. Es mufl dabei allerdings beachtet
werden, dafl die neuen Koordinaten nun im allgemeinen keine Normalkoordinaten fiir
M mehr sind.

Es konvergiert nun die Reihe

> M)A (IV.64)

|%|>0

auf U’ x U’ und stellt dort eine holomorphe Funktion dar. Mit ¢/ = @’ und w’ € F(2)
folgt nach Lemma [[V.3]

3 @)’ e e (IV.65)
I
und ~ )
3 ]A;(F(z))‘ e (D). (IV.66)
[K1>0

Da M’ als Hyperfliche endlichen Typs vorausgesetzt ist, folgt, daf fiir alle ' € U’ die
Menge

Ay = {(v' ) €U 1wy, = ay, N, (w') = N, (d') V |k| >0} (IV.67)

endlich ist. Fiir eine geniigend grofle feste Zahl N > 1 und fiir alle € € (—%, 0] seien
nun die folgenden Mengenfamilien eingefiihrt:

D'(Ne) = {ZeU 2Rz, + N[z |"+ N Y M)  <e (IV.68)
k>0
~ 2
D(N,e) = {z€U:2Rez+ N>+ N 3 [N, (F(z))‘ <e b (1v.69)

|k|=0

Das folgende Lemma gibt Auskunft iiber einige wichtige Eigenschaften dieser Hilfsmen-
gen:

Lemma IV.4 D(N,¢) und D'(N,¢) sind pseudokonvezxe reell-analytische offene Men-
gen. Ferner ist jeder glatte Punkt in OD(N,e) N U bzw. D'(N,e) N U’ von endlichem

Typ.

Beweis: Beide Mengen sind nach Konstruktion offensichtlich offen und in den Poly-
zylindern U bzw. U’ enthalten. Da die A} (w’) holomorph sind und nach Lemma [[V.3]
die )\%(ﬁ(z)) ebenfalls holomorph sind, folgt unmittelbar, da D(N,e) und D'(N,¢)
als Subniveaumengen von plurisubharmonischen Funktionen pseudokonvex sind. Nach
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(IV.65) und (IV.66) sind D'(N,e) und D(N,e) ferner reell-analytisch.
Als néchstes sei bemerkt, dafl eine definierende Funktion von D’(NV, €) geschrieben wer-
den kann als

2
NS )P me— = avao)

1
rg\/,a(w,aw/) =N ‘w; + N N
|k|=0

Wenn 0D'(N, ¢) in der Nihe eines Punktes w? € 9D'(N,e) N U’ glatt ist, dann ist w®
genau dann von endlichem Typ, wenn jede holomorphe Abbildung h : A — C" mit
h(0) = w® und h(A) C OD'(N,¢) konstant ist. Daher sei jetzt eine beliebige solche
Abbildung h gewihlt. Nach gilt dann

2
+N Y ]A;(h(g))F—s—%:o V(e A. (IV.71)

1

N |h —
0+
|k|>0

Daher miissen hy, und X o h konstant sein fiir alle k. Da fiir alle { € A die Menge A;z(g)

endlich ist, mufl A selber schon konstant gewesen sein. Damit ist gezeigt, daf3 w” von
endlichem Typ ist. Auf analoge Weise kann jetzt die entsprechende Aussage fiir D(N, ¢)

gezeigt werden.
O

Im allgemeinen gilt
D'(N,e)\ D' #0 und D(N,e)\ D # 0. (IV.72)
Es gilt aber stets die folgende wichtige Aussage:

Lemma IV.5 Wenn N > 1 geniigend grofi gewdhlt ist, dann gilt fiir jedes € € (—%, 0]
a) Der nicht-glatte Teil von OD'(N,¢) liegt vollstindig in D'.

b) Der nicht-glatte Teil von OD(N,¢) liegt vollstindig in D.

Beweis:
zu a) Da e <0 ist, folgt fiir w’ € 9D'(N, €) aus (IV.70)) die Abschiitzung

2
NS )P < % (IV.73)

|k|>0

N

, 1

Da alle Terme in der obigen Ungleichung nichtnegativ sind, folgen sofort die néchsten
drei Abschétzungen

2
N

4 1
ek ST N < = (IV.74)
|k|>0

<Rew, <0, |w)]*<

/
n
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Da ¢ = 0 die einzige Losung des Gleichungssystems
& =0 MN(¢)=0, V|k|>0 (IV.75)

ist, ziehen sich D(N, ) und D'(N,¢) fiir N — oo auf den Nullpunkt zusammen. Insbe-
sondere gilt
w' — 0 fir N — oco. (IV.76)

Es sei nun 0D'(N, ¢) nicht-glatt in w’. Dann gilt Vry _(w’, @) = 0. Damit ist

!
87“sz€
ow!

n

(W', w') =0, (IV.77)

woraus folgt, daf} gilt

N (/Y an (] = 0. (IV.78)

1 /
N+Rewn+ReZ

/
w,
k>0 ="

Nach der dritten Abschétzung aus (IV.74) gilt insbesondere [A} (w')| < %, so daf folgt

ON, 1 o, .,
> gt WM < 5 3 Bt @) (IV.79)
|k[>0 |k|>0
Wegen ([V.44]) gibt es ein § > 0, so daB fiir alle 2’ mit |2/| < § gilt
oN, 1
D 5@ <5 (IV.80)

|k|=0

insbesondere ist dieses § unabhingig von e. Es sei insbesondere darauf hingewiesen,

dafl diese GleichméBigkeit in & € (—%, 0] auch in allen folgenden Abschitzungen gilt.

Wegen ([V.76|) gilt bei geniigend grofler Wahl von N die Abschéitzung (IV.80]) auch fiir
w’. Aus (IV.80) folgt nun

o\, — 1
> awlf (W)X ()| < 5 (IV.81)
k>0 ="
Zusammen mit ([V.78]) ergibt sich daraus
1 1 1

Unter nochmaliger Benutzung von |, (w')| < & folgt ferner

E— 1
SN W) w" < ¥ St (IV.83)

|k|=0 |k|=0
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und da wegen ([V.76) fiir geniigend grofles N gilt

1
S| < : (IV.84)
|k|>0
folgt schliefilich
! AL < L
>N ) w™ < N (IV.85)
|k[>0

Nach Einsetzen von (IV.82)) und (IV.85) in (II.43|) ergibt sich schliefllich

v, @) = (1-d W, @) |2Rew), + Y N (w)w” (IV.86)
[K[>0
1 1
< Tav Tan (IV.87)
0 (IV.88)

fiir geniigend grofies N und gleichmiifig in € € (—%,0]. Folglich gilt w’ € D’, womit
Behauptung a) gezeigt ist.

zu b) Es sei zuerst die folgende definierende Funktion von D(IV,e) betrachtet

~ 2
rve(z7) = 2Rez + Nz P+ N Y |, (F(z)) ‘ e (IV.89)

|k|=0

Weiter sei erinnert, da§ die Koordinaten so gewihlt worden sind, dafi f,(z) = z, gilt.
Es sei nun z € 9D(N,¢€) ein nicht-glatter Randpunkt. Analog zu den Abschéitzungen

(IV.74) in a) folgt dann hier

—% <Rez, <0, |z < % , Z ’/\fC (ﬁ(z))‘Q < % (IV.90)
k>0
Da analog zu hier
F(z) — {0} fir z—0 (IV.91)
gilt, folgt wie in jetzt flir geniigend grofles N
RAGE) <’ﬁ(z))k < M(N)% (IV.92)

|k|=0
. . .. . N (F(2) . . .
mit einer Funktion p(N) — 0 fir N — oco. Weil aber —*5..— nicht unbedingt in 0
verschwindet, muf} die zu (IV.82) analoge Abschitzung hier nicht gelten. Aber es gibt
wenigstens ein ¢ > 0, so daB fiir groBe N > 1 gilt

Re 2z, < —%. (IV.93)
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Denn, falls im Gegensatz dazu Rez, > —vi(N)+ mit v1(N) — 0 fiir N — oo gelten

wiirde, dann folgte aus ([V.90))

~ N
A;(F(z))’ < VQJ(V ), (IV.94)
mit einem v9(N) — 0 fiir N — oo und daher wiirde gelten
aA;c o 1 (T v3(N)
3 o (F(z)) N, <F(z)> <Z= (IV.95)

&[>0

wieder mit einem v3(N) — 0 fiir N — oo. Dies wére aber offenbar ein Widerspruch zu

* b Rez, +Re Y 2% (F()) ¥, (F(2)) =0, (1V.96)

V4
k>0 "

welches in Analogie zu ([V.78]) gilt. Damit mufl (IV.93|) wahr sein. Um nun zu zeigen,
dafl z € D ist, sei zuerst bemerkt, dal nach Proposition fiir ein festes z € U alle

~

Werte der mehrwertigen Funktion r'(F(z), F(z2)) das selbe Vorzeichen haben, daf also
unter F' das Innere von D auf das Innere von D’ abgebildet wird und das Auflere auf
das AuBere.

Nach ([1.42)) folgt nun

~ = = T N/~ \k
7! (F(z),F(z)) = (1 +a (F(z),F(z))) 2Rez, + Z N, <F(z)> <’F(z)) ,
|k[>0
(1V.97)
mit o/(0,0) = 0. Es sei nun N so grof} gewihlt, da8 fiir p aus (IV.92) gilt u(N) < 2c.
Dann folgt mit ([V.92) und (IV.93) nun zusammen

! (ﬁ(z),%) < —% + ”gVN) <0. (IV.98)

Damit gilt z € D und das Lemma ist bewiesen.
O

Zum abschliefenden Beweis von Theorem wird jetzt noch das folgende Lemma
benstigt:

Lemma IV.6 Wenn N > 1 wie in Lemma[[V.5 geniigend groff gewdhlt ist, dann ldft
sich f durch eine eigentliche holomorphe Abbildung f : D(N,0) — D'(N,0) auf D(N,0)
fortsetzen.

Beweis: Fiir ein solches N wie in Lemma und ein € nahe —% ist D(N,e) eine
kleine Umgebung der Menge

A= {zGU:zn:—;I, X, (ﬁ(z)) =0V |k >0}. (IV.99)
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Wegen ([1.42)) gilt fiir jedes z € A

~

r (ﬁ(z),%) = (1 +a (F(z),%)) -2Rez, < 0. (Iv.100)

Somit ist D(N,e) C D und D'(N,e) C D', wenn € € (—4;,0] nahe bei —4; ist. Es gilt
insbesondere f(D(N,e)) = D'(N,e) und f : D(N,e) — D'(N,e) ist eine eigentliche
holomorphe Abbildung.
Es sei nun das grofite € € (—%, 0] gewahlt, fiir das sich f als eigentliche holomorphe
Abbildung f : D(N,e) — D'(N,e) fortsetzen 1iBt. Diese Abbildung f liBt sich nach
Voraussetzung dann als eigentliche holomorphe Korrespondenz auf D(N, )NU durch F
fortsetzen. Damit wird f aber insbesondere auch stetig auf (9D(N,e)) N U fortgesetzt.
Da (OD(N,e)) N U aber glatt, pseudokonvex und von endlichem Typ ist, &8t sich f
nach den Theoremen [[I.7] und fiir ein € > ¢ als eigentliche holomorphe Abbildung
auf D(N, ) fortsetzen, solange ¢ < 0 ist. Folglich mufl ¢ = 0 sein und das Lemma ist
bewiesen.

O

Damit kann nun Theorem sofort bewiesen werden: Nach Lemma 158t sich
f als eine eigentliche holomorphe Abbildung f : D(N,0) — D'(N,0) fortsetzen. Nach
Konstruktion von D(N, ) gilt aber 0 € dD(N,0). Wie im Beweis von Lemma [[V.6]
wird nun f durch F stetig auf 9D(N, 0) fortgesetzt und da dD(N, 0) nahe 0 eine glatte
reell-analytische pseudokonvexe Hyperfliche endlichen Typs ist, 1aBt sich f nach den
Theoremen und als eigentliche holomorphe Abbildung auf eine Umgebung von
0 fortsetzen. Damit ist der Beweis von Theorem abgeschlossen.

O

15 Die Fortsetzung von f als Korrespondenz

In diesem abschlieBenden Schritt des Beweises von Theorem B wird nun die lokale Fort-
setzung der Abbildung f als holomorphe Korrespondenz konstruiert. Dazu werden die
Ergebnisse aus [25], Abschnitt 8 - 12, fiir die betrachtete lokale Situation formuliert.
Dieser Teil des Beweises ist der einzige, wo nur der Fall n = 2 betrachtet werden kann.
Der Grund dafiir ist, da$} hier spezielle Eigenschaften der Randgeometrie von M und M’
ausgenutzt werden, welche im Fall n > 2 in der benétigten Form nicht zur Verfiigung
stehen.

Es seien in diesem Abschnitt stets die Situation von Theorem B und die dort eingefiihr-
ten Notationen betrachtet.

15.1 Die lokale Segre-Korrespondenz von f

Aus den Voraussetzungen c¢) und d) von Theorem B ergibt sich mit Lemma [I1I.1| direkt
das folgende Korollar:
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Korollar IV.2 Unter den Voraussetzungen von Theorem B gilt:
a) Zu jedem Punkt 20 € My und jeder Umgebung U' = U'(M!) gibt es eine Umgebung
U=U(z") cc W von 2° mit UNOD CC My, so daf gilt

f{UND)ccU. (IV.101)

b) Analog gibt es zu jedem Punkt 2% € ]\/[1 und jeder Umgebung U = U(Ms3) eine
Umgebung U' = U'(2) cc W’ won 2 mit U' N D' cc M}, so daf gilt

f7HU'n D) ccu. (IV.102)

Die Aussagen von Korollar lokalisieren die Abbildung f weitgehend genug, um
damit im folgenden die lokale Segre-Korrespondenz von f sinnvoll definieren zu kénnen.

Definition IV.1 Es seien U = U(My) cC W und U = U'(M]) cC W' offene

Umgebungen.

a) Fir jeden Punkt 20 € My kann nach Korollar ein Standardumgebungspaar
(Uy, Us) von 2° so klein gewdhlt werden, daf f(UyND) cC W' gilt. Dann sei die
lokale Segre-Korrespondenz V,o von f in 20 definiert als

Vo :={(w,w') € (U1 \ D) x (U'\D"): f(QuND)DsQiy}. (IV.103)
Deswertteren sei

Eo:={z€UnND:3(w,w) €V : z€QuNf(w)}. (IV.104)

b) Fiir jeden Punkt = M] kann nach Korollar ein Standardumgebungspaar
(U], Ub) so klein gewdihlt werden, dafi f~1(Us N D) CcC U gilt. Dann ist die
Inverse g := f~! eine wohldefinierte mengenwertige Abbildung von Uy N D' nach
U ND und es kann die lokale Segre-Korrespondenz von g in 20 definiert werden
als

Vip = {(w,w") € U\ D) x (U;\ D) : g(Qy N D') DsuyQu}.  (IV.105)
SchliefSlich sei noch
B, = {z' €ULND : I (w,w) €Vly & 2 = f(sw)}. (IV.106)
Zu den obigen Definitionen seien zuerst folgende Bemerkungen angefiihrt:

e Diese Definition von V,o bzw. V’ o ist eine Verallgemeinerung des klassischen Re-
flexionsprinzips in einer Veréinderlichen. Tm Fall n = 1 konnen die Gebiete D, D’
durch einen globalen biholomorphen Koordinatenwechsel in die untere Halbebene
H~ = {Imz < 0} abgebildet werden, so dal M = M’ = {Im z = 0} gilt und sich
die Segre-Varietéiten zu

Qu ={w} YweC (IV.107)

ergeben. Damit folgt sofort
V.c{(w,w')e H" xHY : f(w) =w'} Vze M. (IV.108)
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e Die definierende Bedingung (IV.105|) fiir VZ’O, ist dquivalent zu der folgenden Be-
dingung
[ (wQu) C Q- (IV.109)

e Die Definition von VZ’O, in 1' ist symmetrisch zu der Definition von Vo
in . Im folgenden wird es oftmals notwendig sein, solche symmetrischen
Situationen zu betrachten und symmetrische Behauptungen zu beweisen. Wird
nur der spezielle Fall einer biholomorphen Abbildung f : D — D’ betrachtet,
so kann der jeweilige zweite Fall immer ignoriert werden, da in dieser Situation
die Inverse f~! wieder eine Abbildung ist und nicht wie im hier betrachteten
allgemeinen Fall nur eine Korrespondenz.

Definition IV.2 Es sei mit X C M die Menge der Punkte von M bezeichnet, in deren
Umgebung sich f als eigentliche holomorphe Korrespondenz fortsetzen lifit. Analog sei
mit X' C M’ die Menge der Punkte von M' bezeichnet, in deren Umgebung sich die
lokale Inverse g := f~! als eigentliche holomorphe Korrespondenz fortsetzen lifit.

Nach Theorem 148t sich f fiir jeden Punkt z € X sogar als eigentliche holomorphe
Abbildung auf eine Umgebung U = U(z) fortsetzen. Damit ist die Aussage des zu
beweisenden Theorems B dquivalent zu der Aussage M1 C X. Das folgende Lemma ist
nun das zentrale Hilfsmittel zum Beweis dieser Aussage.

Lemma IV.7 Es sei 2° € My und es sei V,o C (U; \ D) x (U'\ D’) die lokale Segre-
Korrespondenz von f in 2°. Es sei

Voo N (U1 \ D) x U') =: V.o (IV.110)

eine abgeschlossene komplez-analytische rein 2-dimensionale Teilmenge von (Uy \ D) x
U’ ohne Hiufungspunkte in (U \ D) x OU’. Dann ist 2° € 3.

Beweis: Da 1720 keine Hiufungspunkte in (U; \ D) hat, ist die Projektion = : \7Zo —
U1\ D eine eigentliche holomorphe Abbildung und damit eine endlich verzweigte Uber-

lagerung, deren Blatterzahl mit m bezeichnet sei. Es gibt daher zwei Pseudopolynome
Py, P, der Form

Pu(z,2) = 2" + api(2)2" 4 agm(2) Y (2,2,) € (U1 \ D) x € Yk e {1,2}

(IV.111)
mit holomorphen Koeffizienten ay; € O(Uy \ D), so da$ gilt
Vo C Fi={(2,2) € 1\ D) x U : Pi(2,2}) = Ps(2,2,) =0} (IV.112)

Nach Theorem gibt es nun eine Umgebung U = U(2°) C Uy, so daf sich entweder
alle Funktionen aus O(U N D) holomorph nach U fortsetzen lassen, oder alle Funktionen
aus O(U \ D) besitzen diese Eigenschaft. Im ersten Fall folgt direkt 2° € ¥, so daB
ohne Einschrinkung angenommen werden kann, dal der zweite Fall vorliegt. Damit
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lassen sich insbesondere alle Koeffizienten ay; zu holomorphen Funktionen a; € O(U)
fortsetzen, so dafl P, P> mit

N

Py(z,23,) := z,;m—i-&kl(z)z;gm_l—l—- ot agm(z) Y(z,2,) €eUxC VEke{1,2} (IV.113)
Pseudopolynome auf U x € sind. Es sei nun

P {(z,z/) €U XU : Pi(z,2)) = Py(z, 2) = o} . (IV.114)

Dann gilt ‘/}Zo C F und F ist eine komplex-analytische Teilmenge von U x U’, wel-
che I' fipAU enthilt. Die irreduzible Komponente F' von F , die T’ fiprU enthilt, liefert
schlieSlich eine eigentliche holomorphe Korrespondenz, welche f nach U fortsetzt. Da-
mit ist z° € ¥ gezeigt.

O

Vollkommen analog ergibt sich auch die entsprechende symmetrische Aussage:

Lemma IV.8 Es sei 20 € M{ und es sei V!, C (U \ D) x (U] \ D) die lokale Segre-
Korrespondenz von f~' in 20 . Es sei

~

Vi, N (U x U\ D)) =: Vi (IV.115)

eine abgeschlossene komplex-analytische rein 2-dimensionale Teilmenge von U X U7\
D') ohne Hiufungspunkte auf dU x (U, \ D). Dann ist z* € ¥

Eine zentrale Tatsache fiir den Gebrauch der Segre-Korrespondenzen zur Fortsetzung
von I'y wird jetzt in den folgenden beiden Lemmata formuliert.

Lemma IV.9 Es sei V,o C (U \ D) x (U'\ D’) die lokale Segre-Korrespondenz von f
in 2Y € My. Ist die Menge E.o relativ kompakt in Uy, dann gilt:

a) V,o ist eine abgeschlossene, komplez-analytische Teilmenge von (U1\D)x (U'\D').
b) Vo hat keine Hiufungspunkte in (U1 \ D) x oU’.
¢) V.o hat keine Haufungspunkte in (Uy \ D) x X',

Beweis:

zu a) Es sei (w’ ,wol) € V,0. Nach Lemma ist fiir eine geniigend kleine Umgebung
Wy € €* von (w?, wo’) ein passendes Standardumgebungspaar U{ CC U mit w? € Uy
und jedes (w,w’) € Wy, die Bedingung

f(QuN D) D s Qy (IV.116)

dquivalent zu der Bedingung

f(QuN D) D wQly, (IV.117)
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wobei @' der eindeutig bestimmte Punkt auf /, mit @} = *w’ sei. Offenbar entspricht

die Bedingung einem System holomorpher Gleichungen, so daf§ V,o als Null-
stellengebilde dieses Systems lokal komplex-analytisch ist.

Zum Beweis von a) mufl nun noch gezeigt werden, dal V,o abgeschlossen ist in (U \
D) x (U"\ D). Dazu sei (w”,w”’) € V,o eine Folge, die gegen einen Punkt (w?,w®’) e
(U \ D) x (U’ \ D) konvergiert. Es ist jetzt zu zeigen, da$ (w® w®) € V.o gilt. Da
w' — w e U \ D’ strebt, konvergiert wegen der Stetigkeit der Familie der Segre-
Varietéten @’ ., auch *w”’ gegen einen Punkt Swol, fiir welchen nach Lemma

swd e D/ gelten mufl. Nach Definition von Vo existieren nun Punkte (¥ mit

¢V e [ (Cw”) N Qur, (IV.118)

so dafl gilt
¢ = efew) cD. (IV.119)

Aus der Stetigkeit der Familie der Segre-Varietéten Qv und der Kompaktheitsannahme
iiber F.o folgt nun ¢° € Q0 N Uy und daher gilt

f(QuoND)Do@ o (IV.120)
Daraus folgt sofort (w?, wol) € V.0, womit a) gezeigt ist.
zu b) Fiir jedes 6 > 0 sei die Umgebung Uy von M7 definiert durch
Us = {z € €% : dist(z, M{) < 6}. (Iv.121)
Es sei weiter § := dist(9U’, M{) > 0. Nach Lemma [[I.10] gibt es ein §; > 0, so daf gilt
‘wels = v e U’g : (IV.122)
Nach Lemma kann das Umgebungspaar U; CC Us so klein gewahlt werden, dafl

gilt
f(U;ND)cU; ND". (IV.123)

Dann ergibt sich aus der Definition von Vo
(w,w') € Vo = *w' € f(UsN D) (IV.124)

und nach (I[V.122)) und (IV.123) folgt daraus sofort

(IV.125)

N s

(w,w') € Vo = dist(w',0U’) >
Damit ist auch b) gezeigt.

zu c) Es sei angenommen, dafi es eine Folge (w”,w"’) € V,o gibt, die gegen einen Punkt

(w’,w”) € (U, \ D) x &'
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konvergiert und es sei ¢¥ € Qv eine Folge, so daB f(¢¥) = Sw”’ ist. Daw”’ — w® € 8D’
konvergiert, gilt nach Lemma auch

sw’’ — Sw? = " (IV.126)

und dist(¢¥, dD) — 0. Nach Ubergang zu einer Teilfolge kann angenommen werden, daf
die Folge (¥ gegen einen Punkt (¥ konvergiert, fiir den notwendigerweise ¢ € 9D gilt.
Die Kompaktheit von E.o impliziert insbesondere ¢° € Us,. Daher folgt nach Theorem
V.5, da w® € ¥ ist, auch ¢° € ¥ und f(¢°) = w". Das bedeutet, daB es nach Theorem
V.6l Umgebungen U von ¢° und U’ von w?’ gibt, so daB f sich holomorph nach DU U
fortsetzt und f; : U — U’ eigentlich ist. Es sei nun

9= (f\(}) o (Iv.127)

Dann kénnen Punkte z¥ € g(w”’) so gewihlt werden, da z¥ — (¥ gilt. Damit gilt
notwendigerweise

f(QrnNU)C Q. NUS. (IV.128)
Daher folgt nun
Rz = Quv, (IV.129)
so dafl aus Stetigkeitsgriinden gilt
Qo = Q- (IV.130)

Da jedoch (Y € 0D gilt, folgt, nach Lemma [IL.8 e), daB Ao C 0D gilt. Dies ist aber
ein Widerspruch zur Annahme w? ¢ 9D.
O

Auf analogem Wege folgt sofort die entsprechende symmetrische Aussage:

Lemma IV.10 Es sei V), C (U\ D) x (U] \ D) die lokale Segre-Korrespondenz von
fin 2% € M. Ist die Menge E;O, relativ kompakt in US, dann gilt:

a) Vzlof ist eine abgeschlossene, komplex-analytische Teilmenge von (U\b) x(Uj \ﬁ)
b) VZ’O, hat keine Héaufungspunkte in OU x (U] \ D’).
c) VZ,o/ hat keine Héaufungspunkte in ¥ x (U] \ D’).

Die entscheidende Voraussetzung in den beiden vorangegangenen Lemmata ist die re-
lative Kompaktheit der Mengen E,o und E o - Ein einfaches geometrisches Kriterium
fiir die Erfiilltheit dieser Voraussetzung wird durch das folgende Lemma gegeben:

Lemma IV.11 Es sei 20 € My und es sei V,o C (U \ D) x (U'\ D’) die lokale Segre-
Korrespondenz von f in 2°. Es gelte ferner Q,0 N DN Uy = {zo}. Dann ist die Menge
E.o0, nach eventueller Verkleinerung von Uy, relativ kompakt in Us. Insbesondere ist
dies der Fall, wenn 2° ein streng pseudokonvexer Randpunkt ist.
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Beweis: Zuerst sei bemerkt, dafl nach ([V.104)) immer gilt

Exsc |J QunD. (IV.131)
’LUGUl\B

Es sei nun eine Umgebung U=U (2°) cC Uy von 2° gewihlt. Da nach Voraussetzung
Q.oNDNU; = {20} gilt, folgt fiir eine passende Konstante ¢ > 0

dist (on N (U \ ﬁ),ﬁ) > 2c. (1V.132)
Daher gilt, wenn die Umgebung U; cC U geniigend klein gewéhlt worden ist, auch
dist (Qw N (U \ U),b) > ¢ Ywe U, (IV.133)

aufgrund der Stetigkeit der Familie der Segre-Varietdten. Damit folgt

lJ QunDccUcct, (IV.134)
wEUl\ﬁ

und somit ist wegen ([V.131)) das Lemma bewiesen.

15.2 Die Struktur des Randes

Es wird nun zunéchst die geometrische Struktur der betrachteten Rénder genauer un-
tersucht werden, um danach fiir die verschiedenen Klassen von Randpunkten die holo-
morphe Fortsetzbarkeit zu zeigen. Die hier vorgenommene Einteilung ist in wesentlichen
Teilen nur im Falle n = 2 moglich. Alle Betrachtungen und Definitionen werden hier
nur fiir M durchgefiihrt, die jeweils analogen Aussagen gelten stets auch fiir M.

In dem betrachteten Fall n = 2 kann, nach eventueller Verkleinerung von W, ein reell-
analytisches Vektorfeld ¥ auf M mit Werten in T'9M gewihlt werden, welches in
keinem Punkt von M verschwindet. Damit sei fiir eine beliebige reell-analytische defi-
nierende Funktion r von D auf W definiert

Ly(2) =L (2%(z)) Vze M. (IV.135)
Somit gilt folgende Beziehung
sign Lpr(2) =sign £,(2;X) Vze M VX € T'OM. (IV.136)
Damit zerfillt M in genau drei Teilmengen

MF ={ze M: Ly(z) >0}
M=MSUM; UT mit My ={ze M :Ly(z) <0} (IV.137)
T ={zeM:Ly(z)=0},
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die streng pseudokonvexen Punkte M, die streng pseudokonkaven Punkte M und
die Nullstellenmenge T' der Levi-Form L.

Weiter wird die Menge
M* = M (IV.138)

als der pseudokonvexe Bereich von M und die Menge

[¢]

M~ =M, (IV.139)

als der pseudokonkave Bereich von M bezeichnet. Es sei ferner noch

TH:=TnM" (IV.140)
als die Menge der schwach pseudokonvexen Punkte in M und

T :=TNM" (IV.141)
als die Menge der schwach pseudokonkaven Punkte in M bezeichnet.

Es ist bekannt, dal M~ C D gelten mufl. Es sei aber beachtet, dafl im allgemeinen
D\ M~ # () ist, es kénnen sogar relativ offene Teilmengen von M in der globalen
Holomorphiehiille von D liegen.

Da M eine reell-analytische Hyperflache endlichen Typs ist, kann insbesondere L;
auf keiner relativ offenen Teilmenge von M identisch verschwinden. Daher ist 71" eine
kompakte reell-analytische Teilmenge von M der reellen Dimension < 2. Es sei nun

T = {z € T:VLy(z) #0}. (IV.142)

Dann gibt es fiir jeden Punkt z € 77 eine Umgebung U = U(z), so dal T"9 N U eine
glatte Mannigfaltigkeit ist. Es sei weiter

T = {2 €T :VLy(2) =0}y =T\ T. (IV.143)
Da VL reell-analytisch ist und nicht identisch auf T" verschwindet, gilt insbesondere
dimp 75" < 1. (IV.144)

Es sei nun weiter

T = {2z €T : dAimT;°T" = 0} (IV.145)

die Menge der Punkte z € T, in denen T"% total reell ist. Da T?" eine durch reell-
analytische Gleichungen definierte Teilmenge der reell-analytischen Menge T7%Y ist, ist
T' selber reell-analytisch. Fiir die Menge

Th:={zeTr : dimT°T™ =1} = T"9\ T (IV.146)
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gilt weiter
dimp T" < 1. (IV.147)

Denn giibe es einen Punkt z € T" mit dim (T "), = 2, dann gibe es auch einen 1-
dimensionalen komplexen Mengenkeim Y, mit Y, C (T"), Cc M.. Da M aber nach
Voraussetzung von endlichem Typ ist, kann dieser Fall nicht auftreten.

Damit ist 7% eine endliche Familie von 2-dimensionalen irreduziblen total-reellen reell-
analytischen Mannigfaltigkeiten.

Es sei nun weiter mit oz (z) die Verschwindungsordnung der Levi-Form £j; im Punkte
z € M bezeichnet. Dann ist die Menge

T¢ .= {z eT: lTimCinf or(Q) < Ol;(z)} (IV.148)
3(—z

reell-analytisch und hat reelle Dimension < 1.

Damit sei nun definiert

Ty, = T"\T¢, (IV.149)
T¢ = TMIyThUTY, (IV.150)
N o= {reTtidimpg T =1}, (IV.151)
T, = {z €T¢: dimp  T° = o} , (IV.152)
sowie ferner
Ty =TnM" | T/ =ThxnM" | TS =TonM". (IV.153)

Die bisherigen Ergebnisse dieses Abschnitts werden jetzt in dem folgenden Lemma
zusammengefafit:

Lemma IV.12 Die Nullstellenmenge T der Leviform Ly kann in der Form
T=T,UT, UTy (IV.154)
dargestellt werden, wobei gilt:

i) Ty ist eine endliche Familie reell 2-dimensionaler irreduzibler total reeller reell-
analytischer Mannigfaltigkeiten.

i1) Ty ist eine endliche Familie irreduzibler glatter reell-analytischer Kurven.
i11) Ty besteht aus einer endlichen Anzahl von Punkten.

Insbesondere ist T1 UTy als endliche Vereinigung von analytischen Kurven und Punkten
pluripolar.
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Fiir die weitere Untersuchung von zentraler Bedeutung ist die Menge
R:=M\(MTuM), (IV.155)

welche als Border in M bezeichnet wird.

Die Border R trennt auf M den pseudokonvexen Bereich vom pseudokonkaven Bereich,
genauer gilt

M\R=MU...UM,,, (IV.156)
wobei M}, irreduzibel ist fiir jedes £k = 1,...,n,, und es gilt insbesondere
(M CM*™ VvV MyCM~) Yk=1,...,npn. (IV.157)

Weiter gilt offenbar R C T. Falls R # () ist, ist R immer eine abgeschlossene semi-
analytische Teilmenge der reinen Dimension 2 in 7'. Es gilt insbesondere

M=MSUM; UTTUT  UR. (IV.158)

Es mufl nun die Menge R genauer untersucht werden. Dazu sei R™9 die Menge aller
Punkte z € R, fiir die es eine Umgebung U = U(z) gibt, so dal R N U eine glatte
reell-analytische Mannigfaltigkeit der reellen Dimension 2 ist. Es sei bemerkt, dal zwar

TR C R™ (IV.159)

gilt, es muf} hier aber im allgemeinen nicht Gleichheit gelten.

Analog zu den Uberlegungen im vorherigen Abschnitt sei nun definiert

R*™ .= R\ R"Y, (IV.160)
R" = {z€ R :dimT;°R"™ =0}, (IV.161)
R" = {z€ R :dimT°R™ =1} = R"9\ R (IV.162)
In [20] wurde gezeigt, dafl es eine Teilmenge R? C (T9 N R) gibt, so daf fiir
R¢ := R*"™ U RhM U R? (IV.163)
gilt R
R\ R°CD. (IV.164)

Damit ergibt sich insgesamt das folgende Theorem:

Theorem IV.7 (siehe [25]) Es sei D C C? ein Gebiet und sei 2° € D ein Rand-
punkt, fiir den es eine Umgebung W = W (2°) gibt, so daff M := 0D N'W eine glatte
reell-analytische Hyperfliche endlichen Typs ist. Dann gibt es eine biholomorph inva-
riante abgeschlossene reell-analytische Teilmenge R® C R, welche aus einer endlichen
Anzahl irreduzibler reell-analytischer Kurven und einer endlichen Menge von Punkten
besteht, so dafS gilt

R\ R°C D. (IV.165)
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15.3 Fortsetzung durch eine dichte Teilmenge

Als Ausgangspunkt fiir die angestrebte Fortsetzung der gegebenen Abbildung f : D —
D’ als eine eigentliche holomorphe Korrespondenz wird nun nach [25] zunéchst gezeigt,
daf} sich f lokal biholomorph durch eine offene dichte Teilmenge von M; fortsetzen l&8t.

Theorem IV.8 Es existiert eine offene dichte Teilmenge S c My mit der FEigenschaft,
dafy es fir jeden Punkt z € X eine Umgebung U = U(z) gibt, so dafS sich f lokal
biholomorph auf U fortsetzen lafst.

Beweis: Die Menge M U M; C M ist eine dichte Teilmenge von M. Daher geniigt
es, 3 als dichte Teilmenge von (M U M;) N M; nachzuweisen. Da M, C D gilt, 148t
sich f als eine eigentliche holomorphe Abbildung durch M hindurch fortsetzen. Diese
Fortsetzung ist insbesondere fast {iberall in M lokal biholomorph. Daher ist nur noch
zu zeigen, daf3 3 eine dichte Teilmenge von M ;TN M ist. Es sei dazu jetzt angenommen,
dafB es einen Punkt a € M} N M;j mit einer relativ offenen Umgebung S C M N M
von a gibt, so dal f sich fiir keinen Punkt z € S biholomorph auf eine Umgebung von
z fortsetzen laf3t. In dieser Situation sei zuerst die folgende Aussage gezeigt:

ZWISCHENBEHAUPTUNG: Fiir jedes z € S gilt cly(z) C R¢.

Nach Korollar gilt cly(z) CC M{. Wenn cl¢(z) nun einen Punkt 2’ € D’ ent-
halten wiirde, dann wére nach Lemma auch z € D. Daher gilt clg(z) N D = .
Wenn nun andererseits cl(2) einen Punkt 2’ € M+ enthilt, dann setzt sich f nach
Theorem fiir eine Umgebung V' = V(z) stetig nach M NV fort. Das Bild von
SNV unter dieser Fortsetzung liegt nun aber notwendigerweise in M +" und daher 18t
sich f nach Theorem [[I.7] und nach eventueller Verkleinerung holomorph nach V'
fortsetzen. Somit gibt es aber insbesondere Punkte w € SNV, in denen f sich lokal
biholomorph fortsetzen 1&8t. Dieses kann aber nach Voraussetzung nicht sein. Somit
gilt auch cly(z) N Mt = 0. Wegen M; = (D' U M+ U R®) N M, folgt damit sofort
clg(z) C R®.

Nun sei bemerkt, dafl nach Theorem die Menge R pluripolar ist. Demnach kann
eine auf €2 plurisubharmonische Funktion ¢ # —oo mit Plpe = —00 gewdhlt werden.
Die Funktion ¢ := ¢ o f ist plurisubharmonisch auf D und wenn D 3 z — 2% € S
strebt, dann strebt ¢ (z) — —oo. Da aber S C M relativ offen ist, folgt ¢ = —o0, so
daf} ¢ auch identisch —oo auf ganz D sein mufl. Widerspruch. Also kann S nicht relativ

offen gewesen sein.
O

Es sei bemerkt, dal damit natiirlich auch gezeigt ist, dafy > C M; eine dichte Teilmenge
von M ist. Es muf jetzt noch die entsprechende symmetrische Aussage gezeigt werden:
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Theorem IV.9 Es gibt eine offene dichte Teilmenge >’ C M| mit der Eigenschaft,
dafs es fiir jeden Punkt z' € ¥ eine Umgebung U’ = U'(2') gibt, so daf8 sich die lokale
Inverse g := f~1 als eigentliche holomorphe Korrespondenz auf U’ fortsetzen lifst.

Beweis: Wie im vorherigen Beweis geniigt es zu zeigen, daf g sich als eigentliche ho-
lomorphe Korrespondenz auf eine Umgebung jedes Punktes einer offenen dichten Teil-
menge von M N M| fortsetzen liBt. Es sei dazu wieder angenommen, daf dieses nicht
wahr ist. Dann gibt es einen Punkt o/ € M} N M| und eine relativ offene Umgebung
S" ¢ M N M! von d, so da sich g fiir jedes 2’ € S nicht als eigentliche holomorphe
Korrespondenz auf eine Umgebung von 2’ fortsetzen 148t. Es wird nun zuerst folgendes
gezeigt:

ZWISCHENBEHAUPTUNG: Angenommen, fiir einen Punkt 21" € § existiert ein Punkt
2l e Clg(zll) N D N My oder ein Punkt 2! € Clg(zll) N M™ N M. Dann setzt sich g als
eigentliche holomorphe Korrespondenz auf eine Umgebung von (2!, 21/) im Sinne von
Definition [[L.I0] fort.

Dazu sei bemerkt, da§ 2!’ € cl #(z1) gilt. Wenn 2! € D ist, dann liBt sich f holomorph
auf eine Umgebung von z! fortsetzen und nach Theorem folgt sofort die Behaup-
tung. Wenn dagegen z' € clg(zll) N M ist, dann 148t sich f, wieder nach Theorem
[1.5] stetig auf eine Umgebung von z! fortsetzen. Das Theorem liefert dann die
C>®-Fortsetzbarkeit von f auf eine Umgebung von z! und nach Theorem folgt dann
schliefSlich, daf sich f als eigentliche holomorphe Abbildung auf eine Umgebung von
2! fortsetzen liBit. Daher 1i8t sich g, wieder nach Theorem als eine eigentliche
holomorphe Korrespondenz auf eine Umgebung von (2!, 21,) fortsetzen. Damit ist die
Zwischenbehauptung bewiesen.

Als n#chstes sei nun bemerkt, dafl sich, wann immer sich g als eine eigentliche holomor-
phe Korrespondenz auf eine Umgebung von (2!, zll) fortsetzen 148t, die Einschrinkung

To(U") =gy pqrnmny (IV.166)

fiir eine passende Umgebung U’ von 21" darstellen 148t in der Form
L,(U) =T (U)uT(U), (IV.167)

wobei I'1 (U’) und T'y(U’) abgeschlossene analytische Teilmengen von D x (U’ N D’) mit
eigentlichen Projektionen auf U N D’ sind und wobei ferner die Menge I'1 (U) mit den
Punkten aus clg(zll) N(M*UD) korrespondiert. 'y (U’) 1Bt sich, nach eventueller Ver-
kleinerung von U’, zu einer eigentlichen holomorphen Korrespondenz auf U’ fortsetzen.
Die Menge I'o(U’) ist der Rest des Graphen I'y(U’) und korrespondiert mit den Punk-
ten aus cl,(z) N Re. Priziser formuliert, ist To(U’) der Graph einer als mengenwertige
Abbildung interpretierten eigentlichen holomorphen Korrespondenz go : U' N D' — D
mit der Eigenschaft clg, (z1') € Re. Wenn nun I'y(U’) # 0 gilt, dann erfiillt der Grad
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mg von go die Ungleichung mo < m, wobei mit m die Blétterzahl von f bezeichnet sei.
Es sei nun angenommen, dafl es einen Punkt 2esnu gibt, so daf

clg, (22') € RE N My (IV.168)

gilt. Dann kann die obige Prozedur erneut durchgefiihrt werden, wodurch von T' g2 (U"),
mit U” = U"(2?"), ein weiterer Rest noch niedrigeren Grades abgespalten wird. Nach
einer endlichen Anzahl solcher Schritte endet dieses Verfahren mit einem Punkt o’ €

S’, einer Umgebung U’ = U'(d’) und einer eigentlichen holomorphen Korrespondenz
g:D'NU" — D, sodafl fog=id ist und

clg(S'NU") € RN My (IV.169)

gilt. Nun sei wieder ¢ eine auf €2 plurisubharmonische Funktion, so daf§ P|Re = —0
ist. Die Funktion

Y(2') == max {p(z) : z € §g(z') } (Iv.170)

ist plurisubharmonisch auf U’ N D’ und es gilt 1(z') — —oco, wenn 2/ — 2 € &' N U’
strebt. Daher folgt ¢ = —oco. Widerspruch.

Dieser Widerspruch zeigt, dal es eine relativ offene Teilmenge Ucs geben muf, so
daf gilt R R
cy(2)y c(MTUD)NM, V2 el (IV.171)

Daher folgt aus der Zwischenbehauptung, dafl sich die Inverse g als eigentliche holo-
morphe Korrespondenz auf eine Umgebung jedes Punktes 2’ € U’ fortsetzen 1aBt. Dies
ist aber ein Widerspruch zu der Annahme iiber die Menge S’, womit das Theorem
bewiesen ist.

O

Da nun gezeigt ist, dafl sich die betrachtete Abbildung f biholomorph durch eine of-
fene dichte Teilmenge von M fortsetzen l#8t, kann die Definition der lokalen
Segre-Korrespondenzen Vo verfeinert werden. Denn nach dieser ersten Definition kann
V,0 nutzlose Komponenten enthalten. Es sei daher V,o wie folgt durch eine spezielle
Zusammenhangskomponente von V,o ersetzt:

Definition IV.3 Es sei V,o C (U;\ D) x (U'\ D’) die lokale Segre-Korrespondenz von
f in 20 € M. Es sei ein beliebiger Punkt a € My N Uy ausgewdhlt, in welchem sich f
biholomorph fortsetzen lifst, und es sei ferner E,o CC Us angenommen. Dann wird ab
jetzt mit Vyo die irreduzible Komponente von Vi, in (Uy \ D) x (U’ \ D’), welche den
Graphen der fortgesetzten Abbildung f nahe a enthdlt, bezeichnet.

Es sei insbesondere bemerkt, dal nach Lemma die so neu definierte Segre-Korres-
pondenz V,o tatsichlich wieder eine abgeschlossene komplex-analytische Varietét ist.
Wie sich spédter noch herausstellen wird, ist ferner V,o nicht von der Wahl von a
abhingig.
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15.4 Fortsetzung durch alle streng pseudokonvexen Punkte

Als néchster Schritt im Beweis von Theorem B kann nun das folgende Lemma gezeigt
werden:

Lemma IV.13 Esist M N M; C X.

Beweis: Es sei 2z € M N M ein beliebiger Punkt. Nach Theoremmuﬁ nur gezeigt
werden, daf} sich f als eigentliche holomorphe Korrespondenz auf eine Umgebung von
20 fortsetzen liBt. Es sei V,o C (U \ D) x (U"\ D’) die lokale Segre-Korrespondenz von
f in 2°. Nach den Lemmata [[V.11]und [IV.9|ist V.o dann eine abgeschlossene komplex-
analytische Untervarietit der Menge (Uy \ D) x (U’ \ D’). Es sei darauf hingewiesen,
daB mit Vo der in Definition [[V.3] ausgezeichnete Teil der lokalen Segre-Korrespondenz
bezeichnet wird.

Es ist nun zu zeigen, dal V,o die Voraussetzungen von Lemma [[V.7] erfiillt. Dazu sei
zuerst das folgende gezeigt:

ZWISCHENBEHAUPTUNG: Vo hat keine Hiufungspunkte in (U1 \ D) x (9U"U(M'\ R¢)).

Nach Teil b) von Lemma hat die Menge Vo keine Haufungspunkte in (U1 \ D) x U’
und nach Teil ¢) dieses Lemmas hat V,o auch keine Hiufungspunkte in der Menge

(U1 \ D) x (M' D). (IV.172)
Daher sei jetzt angenommen, dafl V,o einen Haufungspunkt
(w°,w”) € (U \ D) x M+ (IV.173)
k

besﬂ;zt Dann gibt es eine Folge (w*, w*) € Vo mit (w Jwk') = (w0, w”). Es sei
2P € Q1 so gewihlt, daB f(zF) = wk gilt. Da wk — w® € MY strebt, kann wegen
, eventuell nach Ubergang zu einer passenden Teilfolge, angenommen werden,
daf die Folge der z* gegen einen Punkt Z konvergiert, welcher notwendigerweise in
M N Uy liegt. Nach Lemma m kann Z jedoch nicht auf OUs hegen Daher folgt
Z € M} NU,. Somit ist gezeigt, daﬁ die Menge cl¢(Z) einen Punkt w® € M* enthilt.
Wieder impliziert nun Theorem [IL.5, dafl f sich Holder-stetig auf DN U fiir eine geeig-
nete Umgebung U von Z fortsetzen laﬁt Daher folgt aus Theorem [[I.7, da8 f sich sogar
C>®-glatt auf D N U fortsetzen 1iBt, woraus schlieflich nach Theorem - 8| folgt, daf3
sich f, nach eventueller Verkleinerung von U, lokal biholomorph auf U fortsetzen l48t.
Wegen der Stetigkeit der Familie der Segre-Varietéiten folgt weiter :Q,0 = 7Q;. Dies
ist jedoch ein Widerspruch zu Lemma Teil e). Damit ist die Zwischenbehauptung
gezeigt.

Die jetzt noch unberiicksichtigte Situation ist die, dafl V,o Hiufungspunkte in (U \ D) x
R¢ besitzt. In diesem Fall ist V.0 aber zumindest abgeschlossen und komplex-analytisch
n ((U;\ D) x U')\ E', wobei

.= (U;\ D) x R® c (U;\ D) x U’ (IV.174)
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sei. Nach Lemma [IV.12| und Theorem ist ' aber pluripolar. Somit existiert eine
plurisubharmonische Funktion ¢ # —oo auf (U; \ D) x U’, so da8 gilt

E' c{(2,7) € (Ui\D)x U :¢(z,2) = —c0} =: E'. (IV.175)

Es sei nun

Voo i= Voo 1 [(U \ D) x U") \ E/]. (IV.176)

Dann ist V,o eine abgeschlossene komplex-analytische Teilmenge von (UL \ D) x U")\
E'. Es gilt insbesondere dim ffzo = 2. Nach Theoremgibt es nun Punkte z € UjNM,
so daB sich die Abbildung f biholomorph auf eine Umgebung U von z fortsetzen liBt.
Daher ist auf (U \ D) x U’ die lokale Segre-Korrespondenz Vo gerade der Graph einer
holomorphen Abbildung. Um dies zu sehen, sei (w,w’) € Vo mit w € U\ D. Ist U klein
genug gewihlt, so sind auch Q, N D und f(Q, N D) klein und liegen in der Né&he von
z bzw. f(z). Daher ist auch *w’ € f(Q, N D) nahe bei f(z2). Da f(z) € M} gilt, ist die
Abbildung )\ lokal injektiv nahe f(z). Daher folgt, dafl w’ eindeutig bestimmt ist und
damit gilt w' = f(w).

Diese Betrachtungen zeigen, daf die Voraussetzungen des Lemmas [[L.7] erfiillt sind, so
daf} aus diesem Lemma in der vorliegenden Situation nun folgt, dafl

Vo := Vo (IV.177)

eine abgeschlossene komplex-analytische, rein zweidimensionale Teilmenge von (Uy \
D) x U’ ohne Hiufungspunkte auf (U; \ D) x U’ ist. Nach Lemma folgt damit
e

g

Mit vollkommen analogen Argumenten folgt sofort auch die entsprechende symmetri-
sche Aussage:

Lemma IV.14 Esist M} N M| c ¥/

15.5 Fortsetzung durch die iibrigen Randpunkte

Es bleibt noch zu zeigen, dai (T U R®) N My C 3 gilt. Dazu sei zuerst ein weiteres
Resultat iiber das Verhalten der Segre-Varietéiten gezeigt:

Lemma IV.15 Fiir jeden Punkt 2° € T2+ N My g¢ilt, nach eventueller Verkleinerung
von Us,

(Q.on M)\ {2} c M. (IV.178)

Beweis: Es sei 20 € T2+ N M; ein beliebiger Punkt. Es ist zu zeigen, daf fiir eine

geniigend kleine Umgebung U = U(2%) gilt

Q.oNTy NU = {2"}. (IV.179)
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Nach einem passenden lokalen biholomorphen Koordinatenwechsel kann angenommen
werden, da8 20 = 0 gilt und daB die total-reelle zweidimensionale Untermannigfaltigkeit
T2+ nahe 20 gerade die reelle Ebene iIR? C (2 ist. Daher kann eine reell-analytische
lokale definierende Funktion r von M nahe 0 in der Form

r(2) = 2x9 + (221)*™a(z1,y2) (IV.180)

gewihlt werden, mit m > 1 und einer reell-analytischen Funktion a(z1,y2) > 0 in einer
Umgebung von 0. Die Komplexifizierung von r hat dann die Form

r(z,w) = zg + Wa + (21 + w1)*"™ a(z, w), (IV.181)
mit @(0,0) > 0. Daher wird Qo lokal gegeben durch die Gleichung
29 + 28™a(z,0) = 0. (IV.182)
Die Einschriinkung dieser Gleichung auf T} ist
iys + (=1)™yma(iy, 0) = 0. (IV.183)

Da Reaf(iy,0) > 0 ist, schneidet die Segre-Varietit Qo die Ebene T, nur im Ursprung.
O

Lemma IV.16 Es sei V,o C (U \ D) x (U'\ D’) die lokale Segre-Korrespondenz von
f in 2° € My. Gilt nun, nach eventueller Verkleinerung von Us,

((Qon M)\ {2"}) C %, (IV.184)

so ist Vo eine abgeschlossene komplex-analytische Teilmenge von (Uy \ D) x (U'\ D’)
ohne Hiufungspunkte in (Uy \ D) x (0U' UY).

Beweis: Nach eventueller Verkleinerung von Us kann angenommen werden, dafl
Q,oNMN Uy C X (IV.185)

gilt und dafl es einen Radius 71 > 0 gibt, so dafl sich die Abbildung f fiir alle w €

Q.0 NOU; N D holomorph auf die Kugel um w mit Radius 7, fortsetzen 1it. Es sei nun

R(2%) ={w e U\D: f(Q.oND) D@} (IV.186)

Dann ist R/(2°) diskret in U’ \ D’, da die Abbildung X" endlich ist. Daher ist auch die
Menge

R(2%) ={weQ.onDNU,: f(w) =% fiir ein v’ € R'(z°)} (IV.187)

diskret in D. Nach nochmaliger Verkleinerung von Us und U; kann weiter angenommen
werden, daf
R(Z2°)YnoU, =0 (IV.188)
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gilt und daf} dariiber hinaus ein Radius m» > 0 existiert, so daf fiir alle w € U; \ﬁ die
Menge R(w) sich nicht mit der Umgebung der Breite 75/2 der Menge Q,, N D N U,
schneidedﬂ Damit ist die Voraussetzung F,o CC Us von Lemmahergestellt, so daf}
folgt, da8 Vo eine abgeschlossene komplex-analytische Teilmenge von (Uy\ D) x (U'\ D’)
ohne Hiufungspunkt in (U \ D) x (U’ UY) ist. Damit ist das Lemma bewiesen.

O

Mit analogen Argumenten folgt sofort das entsprechende symmetrische Resultat:

Lemma IV.17 Es sei V), C (U\ D) x (U] \ D) die lokale Segre-Korrespondenz von

0

finz2" e M. Gilt nun, nach eventueller Verkleinerung von U},

((leo' N M)\ {ZO/}) cx, (IV.189)

so ist V!, eine abgeschlossene komplez-analytische Teilmenge von (U\ D) x (U] \ D)
ohne Héiufungspunkt in (0U UX) x (U] \ D’).

Mit diesen Hilfsmitteln kann jetzt das folgende Lemma gezeigt werden:
Lemma IV.18 Es gilt T, N M; C X.

Beweis: Es sei ein beliebiger Punkt 2° € T2+ N My betrachtet. Nach Lemma [[V.15| gilt,
nach eventueller Verkleinerung von Us,

(Q.0 N M)\ {2°} c M} n M. (IV.190)
Nach Lemma [[V.13] folgt daraus
(Q.oN M)\ {2} c = (IV.191)

Fiir den Fall clf(z°) NY' # @ folgt nun nach Theorem m zusammen mit Theorem
sofort 29 € 3. Nach Theorem [I1.5 [I1.7] und [I1.8| bedeutet dies insbesondere, dal im
Fall cl;(2°) N M+ # ) das Lemma direkt bewiesen ist. Da ferner auch M~ N M| c 5
gilt, ist jetzt zum Beweis des Lemmas nur noch der Fall

(%) c (TyuTH N M)\ M~ (IV.192)

zu betrachten. Nach LemmallV.12]ist die Menge T7UTj, jedoch pluripolar, was erméglicht,
wie im Beweis von Lemma [[V.13] das Lemma [[I.7] anzuwenden, wenn folgendes gezeigt
ist:

ZWISCHENBEHAUPTUNG: Es sei V.o C (U;\D)x (U'\D’) die lokale Segre-Korrespondenz
von f in 20, Fiir eine passende Wahl von Uy gibt es eine nichtleere offene Menge
U C U \D,sodal Von (U x (U'\ D')) eine abgeschlossene komplex-analytische

"wobei eine solche Umgebung der leeren Menge als leere Menge gesetzt wird
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Teilmenge von U x U’ ist.

Um dieses nun nachzuweisen, miissen zuerst die Umgebungen U; CC Us passend
gewihlt werden. Dazu sei bemerkt, dafl ),0 eine eindimensionale komplexe Mannig-
faltigkeit und dafl A\ eine offene Abbildung ist. Daher ist fiir jedes kleine § > 0 und
Up = {z €. |z — zo‘ < 5} die Menge

W= | Qu (IV.193)

eine beliebig kleine Umgebung von @ ,0. Es sei jetzt mit T;g die §/2-Umgebung von T
bezeichnet. Dann sei nun U so gewéhlt, dal Uy NT. 2‘; C Uy gilt, aber dafl es auch eine
nichtleere offene Menge

UccU \ (WiUD) (IV.194)

gibt. Es folgt dann notwendigerweise
Q.NUy=0 VzeU. (IV.195)

Daher gilt weiter .
Q.NMyCMNM;C¥ Vze U. (IV.196)

Dieses impliziert, daf§ f auf @), N M; wohldefiniert ist und es gilt

FQ.NM)c M nM Cy. (IV.197)

Die Menge V,0 N (U x (U \ﬁ)) hat keinen Hiufungspunkt in U x dD’. Denn sonst
wiirden fiir einen Punkt

(2,7) € Von (U x M) (IV.198)
wie in Teil ¢) des Beweises von Lemma folgen, daf gilt

7 e f(QonM)cCy. (IV.199)

Dies wére aber ein Widerspruch zu Lemma womit die Zwischenbehauptung be-
wiesen ist.

Damit kann nun Lemma angewandt werden und es folgt, daB8 V,o eine analytische
Teilmenge von (U; \ D) x U’ ist. Da V,o keine Hiufungspunkte in (U; \ D) x OU’ hat,
folgt aus Lemma nun sofort 20 € ¥.

O

Es folgt hier wieder die folgende symmetrische Aussage zu Lemma durch analoge
Argumente, da bereits alle symmetrischen Resultate zu den im Beweis von Lemma
benstigten Hilfsmitteln gezeigt worden sind:

Lemma IV.19 Es gilt T, N M| C ¥,
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Um den Beweis von Theorem B abzuschlieflen, miissen jetzt noch die Punkte aus ((77 U
To) N M) \ M~ betrachtet werden. Dafiir sei zuerst der folgende Fall betrachtet:

Lemma IV.20 Es sei 2° € ((Ty UTy) N My) \ M~ und es gelte, nach eventueller
Verkleinerung von Us,
(Q.0 N M)\ {z°} c = (IV.200)

Dann gilt 2 € ¥.

Beweis: Es sei V.o C (U; \ D) x (U’"\ D’) die lokale Segre-Korrespondenz von f in z°.
Da bereits bekannt ist, daf3
M\ (TUT) Y (IV.201)

gilt, folgt aus Lemma daB V,o Hiufungspunkte weder in (Uy\ D) x (Mj\ (T{UT}))
noch in (U \ D) x U’ besitzt. Genau wie im vorherigen Beweis erlaubt es diese Tat-
sache, wieder Lemma anzuwenden, um zu zeigen, dafl V.o eine analytische Menge
in (U \ D) x U’ ist. Mit Lemma folgt dann wieder sofort 20 € X.

g

Jetzt verbleibt nur noch die Situation, in der fiir einen Punkt 2% € (T3 UTp)N M)\ M~
gilt
(Q.0 N (T1 UTH) N M)\ {2} # 0. (IV.202)

Wenn in diesem Fall Q0N (T UTy)NM; diskret ist, brauchen nur Uy und Us verkleinert
zu werden, um in die Situation von Lemma [[V.20] zu gelangen. Daher geniigt es jetzt,
das folgende zu zeigen:

Lemma IV.21 FEs sei 2 € (T3 UTo) N My1)\ M~ und es enthalte Q.o N (Ty UTy) N M
eine eindimensionale reell-analytische Menge nahe 2°. Dann gilt 20 € X.

Beweis: Wenn U; = U;(2°) geniigend klein gewihlt ist, dann hat jede der endlich
vielen in der Menge (Th UTp) NU; enthaltenen glatten Kurven eine Komplexifizierung
T. In diesem Fall ist die folgende Feststellung wahr:

FESTSTELLUNG: Wenn fiir einen Punkt z € (71 UTy) NU; die Menge ,Q,N (71 UTy) der
Keim einer glatten reellen Kurve ist, dann gibt es eine wie oben definierte Komponente
T,sodal , T = ,Q, gilt.

Da jedoch die Mengen A, da M insbesondere essentiell endlich ist, diskret sind, kann
die Voraussetzung der obigen Feststellung nur fiir eine endliche Anzahl von Punkten z €
Ui N (11 UTy) erfiillt sein. Damit ist insgesamt gezeigt, dal f sich holomorph fortsetzen
18t durch alle Punkte von Uy N M7, mit der méglichen Ausnahme von endlich vielen
Punkten. Nach einer weiteren Verkleinerung von U; und U; kann daher angenommen
werden, daf} gilt

(Q.oN M)\ {2} C = (IV.203)
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Aus Lemma [IV.20 folgt damit auch hier 2% € X.
O

Mit den Lemmata [[V.13], V.18, [V.20] und TV.21] ist nun insgesamt M; C X gezeigt.
Damit ist Theorem B bewiesen.
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So kann die Mathematik definiert werden
als diejenige Wissenschaft, in der wir nie-
mals das kennen, tber das wir sprechen,
und niemals wissen, ob das, was wir sa-
gen, wahr ist.

BERTRAND RUSSELL
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