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Einleitung

Motivation

Standard- bzw. Semistandard-Young-Tableaux sind kombinatorische Objekte, die zur Para-
metrisierung von Basen unzerlegbarer Darstellungen der Lie-Algebren gl,, und si,, und ihrer
quantisierten Einhiillenden verwendet werden. Des Weiteren kann man mit ihrer Hilfe die
Zerlegung eines Tensorproduktes irreduzibler Darstellungen dieser Algebren kombinatorisch
beschreiben.

Die Robinson-Schensted-Knuth Korrespondenz (kurz: RSK-Korrespondenz) ist eine Bijek-
tion zwischen Paaren von Semistandard-Young-Tableaux und Matrizen mit nichtnegativen
ganzzahligen Eintrdgen. Eine einfache Konsequenz der Korrespondenz ist eine erzeugende
Funktion, mit deren Hilfe man die Anzahl der Paare von Semistandard-Young-Tableaux gleicher

Form mit vorgegebenen Eintrigen bestimmen kann:

[[a-ww) = > @)= >  NdeoJ[«"]]s

i,jeN (ai,j)i,  €ZNXN > di=>¢;

dabei ist N(d,e) die Anzahl der Paare (@, P) von Semistandard-Young-Tableaux gleicher
Form, wobei genau d; bzw. e; Eintrdge von @ bzw. P gleich i sind. Da man zu jedem
Paar von Semistandard-Young-Tableaux gleicher Form eine sogenannte Ebenenpartition — eine
zweidimensionale Partition einer natiirlichen Zahl — assoziieren kann, beschreibt N(d,e) die
Anzahl der Ebenenpartitionen mit vorgegeben Diagonalsummen.

Die RSK-Korrespondenz und ihre algorithmischen Beschreibungen scheinen relativ will-
kiirlich gewdhlt zu sein. Ziel dieser Arbeit ist es, eine darstellungstheoretische Interpretation
der RSK-Korrespondenz zu entwickeln. Wir interpretieren die RSK-Korrespondenz dabei als

Umparametrisierung eines Kristalls eines Bimoduls von Quantengruppen.

RSK-Korrespondenz und Quantengruppe

G. de B. Robinson und C. Schensted haben unabhéingig von einander verschiedene Algorithmen
entwickelt, die eine Bijektion zwischen Paaren von Standard-Young-Tableaux der gleichen
Form und Permutationen beschreiben [24, 25]. C. Schensted und D. E. Knuth haben Schen-
steds Algorithmus verallgemeinert: Schensteds Algorithmus beschreibt eine Bijektion zwischen
Wortern und Paaren (Q, P), wobei P ein Semistandard-Young-Tableau und @ ein Standard-
Young-Tableau ist [25]. Der Algorithmus nach Knuth beschreibt eine Bijektion zwischen Paaren
(Q, P) von Semistandard-Young-Tableaux der gleichen Form und Matrizen mit ganzzahligen
nichtnegativen Eintrégen [16]; er ist als Robinson-Schensted-Knuth Algorithmus bekannt.
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Es gibt zwei gut bekannte Beschreibungen der RSK-Korrespondenz: den Bumping-Algorith-
mus und den Matrix-Ball-Algorithmus. Beide Algorithmen werden in Kapitel 1 beschrieben.
In dieser Arbeit wird hauptséchlich der Matrix-Ball-Algorithmus, wie er von W. Fulton in [§]
beschrieben wird, verwendet, da er fiir unsere Zwecke besser geeignet ist. Der Matrix-Ball-
Algorithmus ordnet einer Matrix A ein Paar von Semistandard-Young-Tableaux (Q, P) zu,
indem er in jedem Schritt eine neue Matrix A’ und eine neue Zeile der SSYT @ und P bestimmt.

In [16] beschreibt D. E. Knuth die nach ihm benannten Knuth-Relationen auf Wortern.
Diese ermoglichen es das SSYT P zu bestimmen, welches zu einem Wort w durch Schensteds
Algorithmus assoziiert ist.

Der Begriff der quantisierten universellen Einhiillenden einer halbeinfachen Lie-Algebra —
auch Quantengruppe genannt — wurde von V. G. Drinfeld und M. Jimbo um 1985 herum
eingefiihrt um Probleme der statistischen Mechanik zu 16sen |7, 13]. Der in der Quantengruppe
Uy(g) vorkommende Parameter ¢ parametrisiert die Temperatur in einem zweidimensionalen
Modell der statistischen Mechanik, wobei die Spezialisierung ¢ = 0 der Temperatur am
absoluten Nullpunkt entspricht. Motiviert von dem Gedanken, dass die Quantengruppe am
absoluten Nullpunkt eine einfache Struktur besitzen sollte, entwickelte M. Kashiwara das
Konzept der Kristallbasen! und der sogenannten Kashiwara-Operatoren, welche auf den Kri-
stallbasen operieren. Die Kristallbasen sind eine kombinatorische Invariante der Darstellungen
der Quantengruppe; viele Probleme der Darstellungstheorie der Quantengruppen lassen sich
durch sie in kombinatorische Probleme iibersetzen. Die Kristallbasen der endlichdimensionalen
Uqy(sly,)-Darstellungen lassen sich z.B. durch Semistandard-Young-Tableaux parametrisieren.
In [15] gaben die Autoren die Konstruktion dieser Basen und die Wirkung der Kashiwara-
Operatoren auf ihnen an. Die gleiche Operation der Kashiwara-Operatoren auf Semistandard-
Young-Tableaux wird in [3] beschrieben; anders als bei Kashiwara leiten hier die Autoren die
Operation mit Hilfe sogenannter ,strings“ her.

In einem Artikel von E. Date, M. Jimbo und T. Miwa von 1990 [6] wurde zuerst deutlich, dass
es einen Zusammenhang zwischen Schensteds Algorithmus und Quantengruppen U, (gl,,(C))
gibt. Die Autoren betrachten in diesem Artikel die irreduziblen Darstellungen als Unterdarstel-
lungen von Tensorprodukten von Fundamentaldarstellungen und zeigen, dass die Basis dieser
Darstellungen durch Worter w mit konstantem Q(w) indiziert wird.

Ein weiterer Zusammenhang zwischen Schensteds Algorithmus und der Darstellungstheorie
von Uy (gl, (C)) wird von B. Leclerc und J. Y. Thibon in ihrem Artikel von 1996 [17] beschrieben.
Die beiden Autoren betrachten die durch Semistandard-Young-Tableaux und die durch Worter
indizierten Basen des quantisierten Koordinatenringes und zeigen, dass diese beiden Basen
im Limes ¢ = 0 gleich sind und die dazugehorige Abbildung durch Schensteds Algorithmus

beschrieben wird.

Zusammenfassung der Arbeit

Ziel dieser Arbeit ist es die RSK-Korrespondenz darstellungstheoretisch zu interpretieren.
Dafiir betrachten wir den quantisierten Koordinatenring Q(q),[My,xn] rechteckiger Matrizen
als Darstellung der Quantengruppe Uy(sl,) ® Uy(sly,). Der Kristall dieser Darstellung lasst
sich auf zwei verschiedene Arten parametrisieren. Durch die Realisierung des positiven Anteils

U (8l yn) der Quantengruppe als Hall-Algebra kénnen wir den quantisierten Koordinatenring

IDer Begriff der (globalen) Kristallbasen stimmt mit Lusztigs Begriff der kanonischen Basis iiberein.
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in den positiven Anteil U;‘(slm+n) einbetten. Dies ermdglicht es uns die Beschreibung von
Kristallen mittels Kécherdarstellungen, wie sie in [20] von M. Reineke entwickelt werden, zu
benutzen, um den Kristall von Q(q)q[Mmxn] durch Monome in den natiirlichen Koordinaten,
also durch Matrizen mit nichtnegativen Eintrdgen zu parametrisieren. Andererseits ist der
quantisierte Koordinatenring als Uy (sly,) — Uy(sly)-Bimodul isomorph zu der Darstellung
D, Vin(A) ® Vi, (A), wobei die Summe iiber alle Partitionen liuft, deren Linge nicht grofer
als m und n ist, und Vi (\) fir K = m,n die (endlichdimensionale) irreduzible Darstellung der
Quantengruppen Uy (sly) zum Gewicht A bezeichnet. Die Kristallstruktur von €9, Vi, (M) @V, (A)
wird durch die schon erwihnte Arbeit [15] beschrieben; sie wird durch Paare von Semistandard-
Young-Tableaux gleicher Form parametrisiert.

Wir zeigen, dass die RSK-Korrespondenz die Reparametrisierung des Kristalls des quan-
tisierten Koordinatenringes Q(q)q[Mmxn] beschreibt. Dafiir verwenden wir eine neue Formu-
lierung des Matrix-Ball-Algorithmus’, der im Gegensatz zu dem urspriinglichen Matrix-Ball-
Algorithmus nur noch eine Matrix als Datenstruktur verwendet. Kombinatorische Uberlegun-
gen, bei denen die in dieser Arbeit definierte Klassenmatrix eine wesentliche Rolle spielt, zeigen
dann, dass die RSK-Korrespondenz mit den Kashiwara-Operatoren kommutiert und folglich
eine Umparametrisierung des Kristalls von Q(q)4[Mpmxn] beschreibt.

Die neue Formulierung des Matrix-Ball-Algorithmus’ legt des Weiteren die Definition einer
neuen Operation auf Matrizen nahe. Diese Verkniipfung wird im letzten Kapitel untersucht.

Bei der Betrachtung der Kashiwara-Operatoren auf Semistandard-Young-Tableaux bzw.
Matrizen mit nicht-negativen ganzzahligen Eintrigen, konnten wir auferdem zeigen, dass
die in [15] definierten Kashiwara-Operatoren genauso auf den Semistandard-Young-Tableaux
wirken wie die in [20] berechneten Kashiwara-Operatoren auf den Matrizen wirken, die die

Semistandard-Young-Tableaux kodieren.

Vergleich zu anderen Arbeiten

In der kombinatorischen Arbeit [4] betrachten V. I. Danilov und G. A. Koshevoy eine Bijektion
zwischen Matrizen — sogenannten Arrays — und Paaren von SSYT gleicher Form, die der RSK-
Korrespondenz sehr &hnlich ist: Der Array a wird auf das Paar (I,d) von Arrays abgebildet,
die jeweils die SSYT (Q(a), P(a)) kodieren; dabei ist Q(a) eine — mit der sogenannten
Schiitzenberger Involution vergleichbare — Involution des SSYT @(a). Diese Bijektion wird
mit Hilfe von Operatoren D und L auf den Arrays beschrieben; diese Operatoren dhneln den in
dieser Arbeit auf Matrizen definierten Kashiwara-Operatoren. Es lisst sich schlussfolgern, dass
die Bijektion a — (Q(a), P(a)) die Operatoren D und L respektiert. Darstellungstheoretisch
betrachtet, wird also nur gezeigt, dass die RSK-Korrespondenz, die ein (m x n)-Array a auf ein
Paar von (m x n)-Arrays (I, d) abbildet, ein Isomorphismus von U, (sl,,)-Moduln und nicht von
Uq(slm) — Uy (sly)-Bimoduln ist.

In [18] betrachtet M. A. A. van Leeuwen eine Abbildung zwischen Matrizen, die der in [4]
betrachteten Bijektion zwischen Arrays sehr dhnlich ist, und beweist, dass sie eine Bijektion
ist.

K. Erdmann, J. A. Green, M. Schocker und A. Lascoux, B. Lecler, J.-Y. Thibon haben unab-
héngig von einander untersucht, wie sich die Knuth-Relationen und die Kashiwara-Operatoren
der quantisierten Einhiillenden von U, (sl,) auf Wortern zu einander verhalten [10, App.],
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[19, §5]%. Sie zeigen, dass der Algorithmus nach Schensted, der ein Wort auf ein Paar (Q, P)
von einem Semistandard-Young-Tableau P und einem Standard-Young-Tableau @ abbildet,
die Kashiwara-Operatoren respektiert. Darstellungstheoretische betrachtet werden in [10, App.]
Kristalle von Uy (sly,)- bzw. Uy (s, )-Darstellungen untersucht; wohingegen in dieser Arbeit der

Kristall einer Uy(sl,,) ® Uy(sl,)-Darstellung umparametrisiert wird.

Auftbau der Arbeit

Im ersten Kapitel werden die notwendigen kombinatorischen Begriffe, wie z. B. Partition und
Semistandard-Young-Tableaux, definiert. Bei der Vorstellung der gebrduchlichen algorithmi-
schen Beschreibungen der RSK-Korrespondenz — der Bumping-Algorithmus und der Matrix-
Ball-Algorithmus — orientieren wir uns an dem Buch [8].

In dem darauf folgenden Kapitel geben wir eine kurze Einfiihrung in die Darstellungstheorie
der quantisierten Einhiillenden der Lie-Algebra sl,, und in die von Kashiwara entwickelten
Kristallbasen, wobei wir uns auf [12] und [15] berufen.

Nachdem wir zu Beginn des dritten Kapitels die notwendigen Begriffe {iber Kécheralgebren
wie in [1] einfiihren werden, definieren wir die (verdrehten) Hall-Algebren von C. M. Ringel.
Nach einigen grundlegenden Rechnungen in der Hall-Algebra iiber einem Kocher vom Typ
A folgt ein Beweis fiir die bekannte Aussage, dass diese Hall-Algebra isomorph zum posi-
tiven Anteil Uf(sl,) der Quantengruppe ist. Die dargestellten Argumente wurden aus [23]
tibernommen. In dem Abschnitt 3.7 verwenden wir die von M. Reineke in [20] berechneten
Kashiwara-Operatoren auf Hall-Algebren (auf Dynkin-K6chern) und erhalten so eine Operation
auf Matrizen. Da wir in dieser Arbeit das Ergebnis von M. Reineke nur fiir einen Spezialfall, den
Dynkin-K6cher vom Typ A, benétigen, geben wir eine entsprechend vereinfachte Formulierung
des Satzes an.

Zu Beginn des vierten Kapitels wird der quantisierte Koordinatenring definiert, der fiir
g = 1 der bekannte Koordinatenring des Raumes der Matrizen ist. Darauthin wird gezeigt,
dass eine Unteralgebra der Hall-Algebra, die eine durch Matrizen indizierte Basis besitzt,
isomorph zu dem quantisierten Koordinatenring ist. In den Abschnitten 4.3 und 4.4 wird
die Operation des positiven Anteils Z/l;‘ (sl,) der Quantengruppe mit Hilfe der kanonischen
Operation der Universellen Einhiillenden der Lie-Algebra si,, kanonisch zu einer Operation der
ganzen Quantengruppe U, (sl,,) fortgesetzt. Die Ergebnisse der Abschnitte 4.1, 4.2 und 4.3 sind
ohne Zweifel schon bekannt, wir geben hier aber der Vollstindigkeit halber die Beweise an.

Das fiinfte Kapitel ist das Kernstiick dieser Arbeit; hier zeigen wir, dass die RSK-
Korrespondenz die Kashiwara-Operatoren respektiert und somit einen Isomorphismus von
Uq(sl)-Uy(sly)-Bimoduln beschreibt.

Die im vierten Kapitel bestimmte Operation der Quantengruppe auf dem quantisierten
Koordinatenring definiert Kashiwara-Operatoren auf den Matrizen. An dieser Stelle ist noch —
unter Benutzung geeigneter Symmetrien der Quantengruppe — eine Umindizierung notwendig.

Um den Zusammenhang zwischen der RSK-Korrespondenz und den Kashiwara-Operatoren
zu untersuchen, betrachten wir die einzelnen Schritte des Matrix-Ball-Algorithmus’ und ihr Ver-
héltnis zu den Kashiwara-Operatoren. Ein wichtiges kombinatorisches Hilfsmittel ist hierbei der

in dieser Arbeit eingefiithrte Begriff der Klassenmatrix. Einige Eigenschaften der Klassenmatrix

2Das Kapitel [19, §5] {iber den plaktischen Monoiden wurde von A. Lascoux, B. Lecler und J.-Y. Thibon
geschrieben, es wurde in dem Buch [19] von M. Lothaire vertffentlicht.
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werden in Abschnitt 5.2 untersucht, um im darauf folgenden Abschnitt die Klassenmatrizen der
Matrix EA abhingig von der urspriinglichen Matrix A darzustellen. Unter Verwendung dieser
Ergebnisse wird in Abschnitt 5.4 gezeigt, dass der erste Schritt des Matrix-Ball-Algorithmus’
die Kashiwara-Operatoren unter bestimmten Bedingungen respektiert.

Um zu beweisen, dass die Kashiwara-Operatoren mit der RSK-Korrespondenz vertauschen,
wird der Matrix-Ball-Algorithmus in 5.5 neu formuliert. Dabei wird die Matrix in eine gréfere
Matrix so eingeschrieben, dass die assoziierten Semistandard-Young-Tableaux in der neuen
Matrix nach entsprechend vielen Schritten des Matrix-Ball-Algorithmus’ kodiert sind. Des
Weiteren ist die Einschreibung in die grofiere Matrix so gewidhlt, dass die Kashiwara-Operatoren
mit den entscheidenden Schritten des Matrix-Ball-Algorithmus’ vertauschen. Folglich beweist
dies, dass die RSK-Korrespondenz die Kashiwara-Operatoren respektiert.

Die neue Formulierung des Matrix-Ball-Algorithmus’ hat des Weiteren den Vorteil, dass
man nur noch eine Datenstruktur — die Matrix — benétigt. In der urspriinglichen Formulierung
des Matrix-Ball-Algorithmus’ muss man eine Matrix und zwei Semistandard-Young-Tableaux
speichern, wihrend man bei dem Bumping-Algorithmus ebenfalls drei Datenstrukturen hat —
das Biwort und zwei Semistandard-Young-Tableaux.

Die in der neuen Formulierung des Matrix-Ball-Algorithmus’ verwendete Einbettung ver-
allgemeinern wir im letzten Kapitel und definieren so eine neue Verkniipfung auf Matrizen,
welche assoziativ ist und kein neutrales Element besitzt. Fiir den Beweis der Aussage, dass die
RSK-Korrespondenz die Kashiwara-Operatoren respektiert, ist es sinnvoll diese Operation zu
definieren. Es ist zu erwarten, dass sie noch andere Anwendungen besitzt; diese bleiben aber

noch zu untersuchen.
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Kapitel 1

Robinson-Schensted-Knuth

Korrespondenz

G. de B. Robinson beschrieb 1938 in [24] einen kombinatorischen Algorithmus, der eine Bijektion
zwischen Paaren von Standard-Young-Tableaux (7,0) der gleichen Form und Permutationen
w beschreibt. Unabhingig davon hat C. Schensted 1961 einen Algorithmus entwickelt, der die
gleiche Bijektion beschreibt. Er hat ihn des Weiteren zu einer Bijektion zwischen Wortern w und
Paaren (7,0) verallgemeinert, wobei o ein Semistandard-Young-Tableau und 7 ein Standard-
Young-Tableau der gleichen Form ist [25]. Der Algorithmus von C. Schensted beruht auf einer
umkehrbaren Einfligung einer Zahl in ein Semistandard-Young-Tableau und heifst Bumping-
Algorithmus. D. E. Knuth verallgemeinerte Schensteds Algorithmus so, dass er eine Bijektion
zwischen BiwOrtern w — zweizeiligen Arrays lexikographisch geordneter natiirlicher Zahlen
— bzw. Matrizen mit ganzzahligen nichtnegativen Eintrdgen und Paaren von Semistandard-
Young-Tableaux gleicher Form beschreibt [16]. Im gleichen Artikel beschrieb er einen alterna-
tiven Algorithmus, der die ersten Zeilen der beiden assoziierten Semistandard-Young-Tableaux
bestimmt. W. Fulton beschreibt diesen in seinem Buch [8] ebenfalls und nennt ihn den Matrix-
Ball-Algorithmus. Bei diesem Algorithmus werden die Semistandard-Young-Tableaux iterativ
bestimmt: Nach jedem Schritt erhilt man eine neue Zeile der Semistandard-Young-Tableaux
und eine neue Matrix, mit der die néchste Zeile berechnet wird. In dieser Arbeit verwenden wir
den Matrix-Ball-Algorithmus, da er fiir unsere Zwecke besser geeignet ist.

Wenn wir in dieser Arbeit von der Robinson-Schensted-Knuth Korrespondenz sprechen, so
meinen wir die Bijektion, die durch den Algorithmus nach Knuth beschrieben wird.

1.1 Ebenenpartitionen und Semistandard-Young-Tableaux

In dieser Arbeit bezeichnen wir die natiirlichen Zahlen mit N = Z+ ¢; die Menge der natiirlichen
Zahlen mit Null bezeichnen wir mit Ny = Z>o.

Eine Partition von N ist ein Tupel A = (A1, g, ..., \;) nichtnegativer ganzer Zahlen, mit
A > > >N >0und |A = 22:1 A; = N. Wir schreiben kurz A - N. Die Linge einer
Partition A = (A1, Ag,..., \;) sei [(A) := [. Dabei ist zu beachten, dass die Lange nicht die echte

Lange sein muss: Die letzten Eintrége in A diirfen durchaus Null sein. Das zu der Partition A
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assozilerte Young-Diagramm ist die Teilmenge A = {(i,5) : 1 < i <I(A),1 <j < A} von NxN;
es wird iiblicherweise als Késtchendiagramm dargestellt.

Wir betrachten zwei Partitionen als gleich, falls sie das gleiche Young-Diagramm besitzen.
Dies gilt genau dann, wenn die eine Partition durch Hinzufiigen oder Streichen von Nullen zu
der anderen wird.

Fiir jede Partition A ist das Tupel A" = (A}, A5, ..., A}) mit A} := #{j : \; > ¢} eine Partition.
Wir nennen sie die Transponierte von \. Das zu X assoziierte Young-Diagramm A’ ist das an
der Hauptdiagonale gespiegelte Young-Diagramm A.

Ein Semistandard-Young-Tableau (SSYT) einer Partition A ist eine Abbildung 7 : A — N,
die die Ungleichungen

7(i,7) > 76,5 + 1) fiir (¢,7),(4,5+ 1) € A und

7(i,4) > 7(i+ 1,5) fir (i,5), (i +1,5) € A

erfiillt. Wir sagen, dass das SSYT 7 die Form A hat und schreiben sh(7) = A.

Bemerkung 1.1.1. Im Gegensatz zu der hier verwendeten Definition von SSYT werden SSYT
in der Literatur oft von links nach rechts aufsteigend und von oben nach unten echt aufsteigend
definiert. Um Verwechslungen zu vermeiden, bezeichnen wir die so definierten SSYT als inverse
SSYT. Genauer ist ein inverses SSYT eine Abbildung P : A — N mit P;; < P, ;11 und
P, j < Py fur (4,7), (4,5 + 1) und (i + 1,4) € A. (Die inversen SSYT werden wir bevorzugt
mit P bzw. @ bezeichnen.) Fiir die Interpretation eines Paares von SSYT gleicher Form als

Ebenenpartition ist unsere Definition aber geeigneter.

In dieser Arbeit betrachten wir SSYT, deren Eintrige nach oben begrenzt sind. Es bietet sich
daher an, diese SSYT in Form einer Matrix zu kodieren. (Diese Kodierung hat nichts mit der
spater eingefiihrten RSK-Korrespondenz zu tun, die eine Bijektion zwischen beliebigen Matrizen
mit nichtnegativen ganzzahligen Eintrigen und Paaren von SSYT gleicher Form beschreibt.)
Es sei 7 ein SSYT der Form A, dessen Eintrige nicht grofer als n sind; die zu 7 gehorende

Matrix 7 € Nf)()‘)xn kodiert, wie oft der Eintrag 1 < j < n in jeder Zeile ¢ von 7 vorkommt:

Tig=t{k:me=4}1<i<I(N).

Natiirlich beschreibt nicht jede Matrix ein SSYT.

Beispiel 1.1.2. Das SSYT

3[3]2]1]
T=|2]1
1]
der Form (4,2,1) wird durch die Matrix
1 1 2
T = 1 1 0
100

kodiert.
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Eine Ebenenpartition m = (m; ;) einer natiirlichen Zahl N ist eine Matrix 7 aus Ng'*", fiir

die die Ungleichungen

T 5 > T, 5+1 fir alle 1 <1< m,1 < Jj<nmn,

T 5 Zﬂ-i+1’j fiir alle 1 §i<m,1 §]§n

und |7| := 37" 7w ; = N gelten.

Es seien 7 und o zwei SSYT der gleichen Form A = (Ay,..., ;) mit Eintrdgen in {1,...,m}
bzw. {1,...,n}, wobei [ = min{m,n} gelte. Dem Paar (7,0) lisst sich eine Ebenenpartition
T = (77”)2"]21 zuordnen, indem man die Transponierten der einzelnen Zeilen berechnet und

ausgehend von der Hauptdiagonalen spalten- bzw. zeilenweise in die Matrix 7 eintréigt:

mij=t{k:Tjr>1—j+1}firalej<i<m und

mi;=t{k:oi,>j—i+1} firalei<j<n.

Da fiir die Hauptdiagonale (; ;)}_, = X gilt, ist 7 wohldefiniert. Wir sagen, dass 7 die zu dem

Paar (7, 0) assoziierte Ebenenpartition ist.

Beispiel 1.1.3.

4 3
(r,o0)={]2]2 201 ,T=
1] 1]

w

[N}

—
=N W
S NDNDW
O = = N

Das Paar von SSYT (7,0) der Form A = (4,2,1) wird zu der Ebenenpartition 7 assoziiert,

deren Hauptdiagonale die Partition A ist.

Wie oben schon erwdhnt, beschreibt die RSK-Korrespondenz eine Bijektion zwischen
Matrizen mit ganzzahligen nichtnegativen Eintrigen und Paaren von SSYT der gleichen Form.

Genauer gilt:

Matrizen mit nicht-
. . 1—1 [Paare von SSYT (7,0) der
negativen ganzzahligen » «— )
L gleichen Form
Eintragen

U U

Paare von SSYT (r,0) der

1—1 | gleichen Form A mit Lén-
>

Nanxn (11)

ge min(m,n) und 7; ; < m,
0 < n fiir alle (i,j) € A

Die RSK-Korrespondenz wird von mehreren Algorithmen beschrieben. Zwei bekannte
Beschreibungen sind der Bumping-Algorithmus und der Matrix-Ball-Algorithmus; diese werden

wir in den folgenden Abschnitten erkléren. Vorher wollen wir aber noch eine kurze Bemerkung
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zu den Algorithmen von G. de B. Robinson und C. Schensted, welche Vorgédnger der RSK-

Korrespondenz waren, und zu Knuths Relationen auf Wortern machen.

Bemerkung 1.1.4. Ein Standard- Young-Tableau (SYT) der Form X ist ein SSYT 7, das
jeden Wert in {1,2,...,|\|} genau einmal annimmt. Analog zu dem Begriff des inversen SSYT
verwenden wir den Begriff des inversen SYT.

G. de B. Robinson und C. Schensted verwendeten die Notation der inversen SYT bzw.
der inversen SSYT. Um nicht von unserer Notation abzuweichen und unnétig zu verwirren,
beschreiben wir im Folgenden die entsprechend umformulierten Algorithmen von Robinson
bzw. Schensted.

Robinsons Algorithmus beschreibt eine Bijektion zwischen Permutationen w € Sy und
Paaren von SYT (1, 0) der gleichen Form mit N Késtchen. Wir werden Robinsons Algorithmus
hier nicht angeben, er kann in [24] nachgelesen werden. Es ist nicht offensichtlich, dass Robinsons
Algorithmus ein spezieller Fall der RSK-Korrespondenz ist.

Der Algorithmus nach C. Schensted ordnet einem Wort w = wjws - --wy im Alphabet N
ein Paar (7,0) zu, wobei 7 ein SYT und o ein SSYT der gleichen Form A\ mit |[A| = N sind.
Schensteds Algorithmus dhnelt sehr stark den im nichsten Abschnitt dargestellten Bumping-
Algorithmus [25]. Die durch Schensteds Algorithmus beschriebene Abbildung ist ebenfalls ein
spezieller Fall der RSK-Korrespondenz und lasst sich folglich durch diese beschreiben. Wir

betrachten die Matrix A = (ai,j)%il, wobei k = max{w; : 1 <i < N} und

1 falls ] = WN+1—1
P
w 0 sonst

seien. Das zu dem Wort w mit Schensteds Algorithmus assoziierte Paar (7,0)(w) ist genau das
zu der Matrix A unter der RSK-Korrespondenz assoziierte Paar von SSYT (7,0)(A) [8, §4.1].

D. E. Knuth definierte Relationen auf Wortern, sogenannte Knuth-Relationen, welche einen
Teil der RSK-Korrespondenz beschreiben. Genauer kann man mit ihnen das durch Schensteds
Algorithmus zu einem Wort w assoziierte SSYT o bestimmen. Zwei Worter w,w’ sind Knuth-
dquivalent, wenn es eine endliche Folge von Wortern w = w!,w?, ..., w® = o’ gibt, so dass jedes
aufeinander folgende Paar von Wértern w?, w!t! fiir 1 < t < s durch eine elementare Bewegung
vom Typ K’ oder K" verbunden ist. Die elementaren Bewegungen werden wie folgt definiert.

e Eine elementare Bewegung vom Typ K’ macht aus dem Wort w = ubacv das Wort

w' = ubcav, wobei u,v Worter und a, b, ¢ natiirliche Zahlen mit a < b < ¢ sind.

e Eine elementare Bewegung vom Typ K’ macht aus dem Wort w = ucabv das Wort

w' = wacbv, wobei u,v Worter und a, b, ¢ natiirliche Zahlen mit a < b < ¢ sind.

Zwei Worter w,w’ sind genau dann Knuth-dquivalent, wenn die zu ihnen durch die RSK-

Korrespondenz assoziierten SSYT o(w) und o(w’) gleich sind [16].

1.2 Bumping-Algorithmus

Wir orientieren uns in diesem und den folgenden Abschnitt an dem Buch von W. Fulton [8].
In [8] betrachtet der Autor inverse SSYT und formuliert die RSK-Korrespondenz und ihre
Algorithmen entsprechend anders als wir es hier tun. Die in dem Buch [8] dargestellten
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Argumentationen und Ergebnisse lassen sich aber sehr leicht fiir SSYT umformulieren. So wird
durch eine Umkehrung der Ordnung < auf den natiirlichen Zahlen ein inverses SSYT zu einem
SSYT; entsprechend iibertragen sich die Argumentationen in [8] auf unsere Formulierung der
RSK-Korrespondenz.

Zu jeder Matrix A = (a; ;) mit nichtnegativen ganzzahligen Eintréigen konnen wir ein Wort

oot ()
JuoJz2 o Jk

im Alphabet N x N assoziieren, dessen Paare (i, j;) fiir { = 1,. ..,k lexikographisch absteigend
geordnet sind. Man nennt w auch ein Biwort. Wir erinnern kurz an die Definition der

lexikographischen Ordnung:
(i,7) > (7', j") = (i >1i') oder (i =i und j > j').

In dem zu der Matrix A assoziierten Biwort w(A) tritt das Paar (i, j) genau a; j-mal auf. Das
Biwort w(A) ist also einfach eine lexikographisch absteigend geordnete Liste der Eintrage der
Matrix A. Dies ist offensichtlich eine Bijektion zwischen der Menge der Matrizen mit nicht-
negativen ganzzahligen Eintrdgen und der Menge der lexikographisch absteigend geordneten
Worter im Alphabet N x N. Falls eindeutig ist, zu welcher Matrix A das Biwort w(A) assoziiert

ist, verwenden wir die kiirzere Schreibweise w.

Beispiel 1.2.1. Die Matrix

1 0 1
0 2 1
A:
1 0 0
1 0 O
ist zu dem Biwort
- 4 3 2 2 2 1 1
11 3 2 31

assoziiert.

Der Bumping-Algorithmus beschreibt eine Abbildung zwischen einem Biwort

iy iy e g
w = o i ,
']1 ]2 ... ,]k‘

dessen Paare (i, j;) lexikographisch absteigend geordnet sind, und einem Paar von SSYT (7, 0)
der gleichen Form.

Wir beginnen mit zwei leeren SSYT (79,00) = (, ). Im ersten Schritt schreiben wir i,
und j; in die SSYT (70,00) ein und erhalten (7i,01) = (i1,71). Im I-ten Schritt fiigen wir
dann die Zahlen 4; und j; so in die SSYT (7;_1,0,_1) ein, dass wir zwei neue SSYT (7;,0;) der
gleichen Form erhalten. Dabei gehen wir wie folgt vor: Falls j; nicht grofer als alle Eintrége
in der ersten Zeile von ¢;_1 ist, schreiben wir j; in ein neues Kéastchen an das Ende der Zeile.
Sollte es in der ersten Zeile Eintrige geben, die echt kleiner als j; sind, so wihlen wir den am
weitesten links stehenden Eintrag x, der echt kleiner als j; ist, und ersetzen ihn durch j;. (Die
Zahl j, ,stoft“ x aus seinem Késtchen, daher kommt der Name Bumping-Algorithmus.) Wir
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wiederholen diesen Prozess nun mit dem hinausgeschobenen Eintrag x in der zweiten Zeile: Der
Eintrag = wird entweder an das Ende der zweiten Zeile geschrieben oder schiebt einen Eintrag in
die dritte Zeile. Dies wiederholen wir solange, bis wir den hinausgeschobenen Eintrag entweder
an das Ende einer Zeile schreiben kdnnen oder am Ende des SSYT angekommen sind. In diesem
Fall bildet der Eintrag eine neue Zeile. Wir erhalten so ein neues SSYT oy, welches genau ein
Késtchen mehr als 0,1 hat. Das SSYT 7; erhalten wir, indem wir das SSYT 7;_; um genau
dieses Késtchen ergéinzen und dort 4; eintragen. Das Paar (7, 0y) ist dann das zu dem Biwort
w assoziierte Paar von SSYT (1,0) = (7(w), o (w)).

Beispiel 1.2.2. In der Abbildung 1.1 illustrieren wir den Bumping-Algorithmus an der Matrix

_ = O =
S O N O
S O = =

aus dem Beispiel 1.2.1.

2
—~
.
—
.
=
~—

w
—

NWN|W|[N|Ww
[\

HIW( =N =N
[\

w

2]1] 3[2]1]

N}

N

3

(=[] [=]e e[ =] e[ =[] = ][ =] [#]

E
=[=]
=
—
w
—_
SN~—"

[\

Abbildung 1.1: In dieser Abbildung illustrieren wir, wie der Bumping-Algorithmus das Zahlen-
paar (ij,7;) in das Paar von SSYT (7;_1,0,-1) einfiigt. Dabei markieren die grau unterlegten
Kistchen in dem SSYT o; den Weg der herausgeschobenen Eintrige; wahrend in dem SSYT 7;
nur die neu hinzugefiigen Késtchen grau gefirbt sind.

4 3 2 2 2 11
w =
113 2 2 31
Den sechsten Schritt rechnen wir ausfiihrlich vor, da dieser das Prinzip des Bumping-
Algorithmus’ am besten illustriert. In diesem Schritt wollen wir die 3 in das SSYT o5
einfiigen. Zuerst schieben wir die 3 in die erste Zeile, wo sie die am weitesten links stehende 2

herausschiebt. Diese 2 schiebt nun die am weitesten links stehende 1 aus der zweiten Zeile. Da

die dritte Zeile noch leer ist, wird diese 1 einfach in die dritte Zeile geschrieben. Das folgende
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Bild soll diesen Prozess verdeutlichen, dabei haben wir die Zahlen, die aus ihren Késtchen

geschoben werden, grau unterlegt.

312(2] « 3 3132 3132 3132
11 ~ |11 « 2 ~ 211 ~ 211
<1 0

Man sieht leicht, dass (7;,0;) immer ein Paar von SSYT mit gleicher Form ist.

Satz 1.2.3. Der Bumping-Algorithmus beschreibt eine Bijektion zwischen Paaren von SSYT
gleicher Form und lexikographisch absteigend geordneten Wortern in dem Alphabet N x N.

Beweis Vgl. [8, §4.1]. O

Folglich beschreibt der Bumping-Algorithmus eine Bijektion zwischen Matrizen mit nicht-
negativen ganzzahligen Eintrdgen und Paaren von SSYT gleicher Form. Da die Spalten bzw.
die Zeilen die Eintrdge des SSYT 7 bzw. o sind, folgt die Bijektion aus der Gleichung (1.1)

sofort aus der allgemeinen Bijektion.

Bemerkung 1.2.4. Ein Element, das aus seiner Zeile gestoften wird, wird nur direkt unter
oder links von seiner alten Position in die néchste Zeile eingetragen, da der Eintrag direkt unter
ihm echt kleiner ist. Der Pfad, den ein Element wihrend des Bumping-Algorithmus’ zuriicklegt,

geht also nur nach unten und nach links [8, §1.1].

1.3 Matrix-Ball-Algorithmus

Fiir den Matrix-Ball-Algorithmus stellen wir uns die Eintrége der Matrix A = (a; ;) als Bélle
vor: In jedem Késtchen der Matrix liegen genau a; ; Bélle. Falls in einem Késtchen mehr als
ein Ball liegt, sollen die Bélle diagonal von rechts unten nach links oben angeordnet werden.

Um die relative Lage der Béille zueinander besser beschreiben zu kénnen, benutzen wir die
Himmelsrichtungen. Ein Késtchen (i, ) liege z. B. 6stlich von einem Késtchen (¢/, j7), falls j* < j
gilt. Entsprechend verwenden wir die anderen Himmelsrichtungen und kombinieren diese. So
sagen wir, dass ein Késtchen (i,5) stidostlich von dem Kistchen (i, ') liegt, falls i’ < ¢ und
j' < j gelten. Des Weiteren bezeichnen wir die Koordinaten des Késtchens, in dem der Ball
B liegt, mit (i(B),j(B)). Wir sagen, dass ein Ball B stlich von einem Ball B’ liegt, falls er
entweder in dem gleichen Kéastchen wie B’ und in der Anordnung der Bille (siid-)6stlich von
B’ liegt, oder sich in einem anderen Ostlich von (i(B’),j(B’)) liegenden Kistchen befindet.
Entsprechend verwenden wir die anderen Himmelsrichtungen.

Zur Formulierung des Algorithmus’ benétigen wir den Begriff der Klasse eines Balles. Diesen

definieren wir induktiv von Siidost nach Nordwest:

Definition 1.3.1. Falls siidostlich von dem Ball B keine Biille liegen, so hat der Ball B die
Klasse 1 und wir schreiben ¢(B) = 1. Sollten siidostlich von dem Ball B andere Bélle liegen,
so bestimmen wir die grofte siidostlich von B auftretende Klasse k. Die Klasse von B ist dann

¢(B) = k + 1. Kurz gesagt, definieren wir:

¢(B) := max({0} U {c(B’) : B liegt siidostlich von B}) + 1.
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Zuerst illustrieren wir die Definition der Klasse an einem Beispiel, bevor wir den Matrix-

Ball-Algorithmus beschreiben.

Beispiel 1.3.2.

O ©,

e S R
o O N O
O O ==

©,
@

Der Matriz-Ball-Algorithmus beschreibt, wie aus der Matrix A die assoziierten SSYT
(1,0) bestimmt werden. Er besteht aus mehreren Schritten; im k-ten Schritt bestimmen wir
ausgehend von der Matrix A*~1) | wobei A©) := A sei, jeweils die k-te Zeile der SSYT (7, 0)
und eine neue Matrix A®*) := (A(k_l))/.

Die erste Zeile von 7 kénnen wir aus der Ball-Matrix A auslesen, indem wir die Zeilenindizes

der siidlichsten Bélle jeder Klasse auflisten, d. h.
71,k := max{i(B) : ¢(B) = k} fiir jede auftretende Klasse k.

Die erste Zeile des SSYT o ist die Auflistung der Spaltenindizes der ostlichsten Balle jeder
Klasse:
01,5 = max{j(B) : ¢(B) = k} fiir jede auftretende Klasse k.

Aus der Definition der Klasse folgt leicht, dass zwei Bélle einer Klasse nie in der gleichen
Zeile oder Spalte liegen. Der siidlichste Ball bzw. Ostlichste Ball einer Klasse ist damit immer
eindeutig bestimmt.

Die neue Matrix A’ wird ebenfalls klassenweise bestimmt. Falls [ Bélle der Klasse k in der
Matrix A liegen, platzieren wir [ —1 neue Balle in der Matrix A" wie folgt: Wir verschieben jeden
der [ — 1 nordlichsten Bélle in seiner Zeile nach Westen, bis er genau in der Spalte {iber dem
nichsten Ball seiner Klasse zu liegen kommt: Es seien (i1, j1), (i2,j2), - .., (i1, i) die Positionen
der Bille der Klasse k, wobei i1 > io > --- > 4; und j; < jo < --- < j; gilt. Die neuen Bille
werden dann in die Késtchen (io, j1), (is,72), - .., (i1, 51—1) in die Matrix A’ eingetragen.

Wir fiihren nun den ersten Schritt des Algorithmus’ fiir unser Beispiel 1.3.2 durch.
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Beispiel 1.3.3.

S)

- - - e

H - - - —]pe =

®

—@ 71,3 &¢|- - - -

0

©
-0
.

j

o

2
©

T'l.lo(—@

A =AD = S 01) =((4,3,2,1),(3,3,2,1)).

S O NN O
oS O O
o O o O

Wir wiederholen diesen Schritt nun fiir die Matrix A’ und erhalten so die zweiten Zeilen
der SSYT 7 und ¢ und die neue Ball-Matrix A®?) = A” = (A’)’. Der Algorithmus endet, wenn
A+ = (A(®)) die Nullmatrix ist. Das Paar (7,0) ist dann das zu der Matrix A assoziierte
Paar von SSYT.

Beispiel 1.3.4. Das zu A assoziierte Paar von SSYT ist dann:

413]2]1][3]3]2]1]
(r,0) = {[2]2 J2]1 .
1

Satz 1.3.5. Der Bumping-Algorithmus und der Matrix-Ball-Algorithmus beschreiben die

‘)—lww

gleiche Bijektion.

Beweis Vgl. [8, §4.2]. O

Lemma 1.3.6. Es sei (74,04) das zu der Matrix A assoziierte Paar von SSYT. Das zu der
transponierten Matrix A7 assoziierte Paar von SSYT (747, 0 47) erhalten wir, indem wir die
SSYT 74 und o4 vertauschen:

(TAT7 UAT) = (UAa TA)~

Beweis Diese Symmetrie folgt sofort aus dem Matrix-Ball-Algorithmus. O



Kapitel 2

Quantengruppen und kristalline

Basen

Nach einer kurzen Einfiihrung der Notation fiir dieses Kapitel, definieren wir in Abschnitt 2.2 die
Quantengruppe Uy (sl,,) und geben in Abschnitt 2.3 einen kurzen Abriss iiber ihre Darstellungs-
theorie. Ein Werkzeug, das sehr bei dem Verstdndnis der Darstellungen der Quantengruppe
hilft, sind die Kristallbasen und die Kashiwara-Operatoren. Diese fiihren wir in Abschnitt 2.4 ein
und skizzieren in Abschnitt 2.5 die Berechnung der Kristallbasen fiir die endlichdimensionalen
unzerlegbaren U,(sl,)-Darstellungen. Fiir eine ausfiihrlichere Darstellung dieser Thematik

verweisen wir auf [12] und [15].

2.1 Notation

Um im Abschnitt 2.4 und im Kapitel 3 die Ausdriicke iibersichtlicher gestalten zu koénnen,

fiihren wir an dieser Stelle einige Notationen ein. Es sei ¢ ein Element eines beliebigen Korpers,

welches ungleich Null und keine Einheitswurzel ist. Fiir a € Z sei [a], := q;__qq:la. Fiira € N

gilt offenbar

—a

laly = —[~alg= L= qul e Zg,q7).

ﬁq _ [algle a]t][;j;:.[é[;]qur Us fir b > 0 und [gL -

fiir alle a,b € N. Falls eindeutig ist, welches ¢ wir betrachten, schreiben wir kurz [a], [a]! bzw.
HE
Lemma 2.1.1. Fiir a € Z gilt:

lim[a], = a.
g—1

10
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Beweis Fiir a = 0 ist die Behauptung wahr, da [0], = 0 gilt. Fiir a # 0 ldsst sich dieses

Lemma mit dem Satz von ’'Hospital beweisen:

¢t —q " o oag® '+agT* ! a+4a
lim ——— = lim = =a
qg—1 q — q_1 qg—1 1+ q_2 141

2.2 Die Quantengruppe U,(sl,)

Nachdem wir einige notwendige Bezeichnungen eingefiihrt haben, betrachten wir in diesem
Kapitel die quantisierte Einhiillende der Q-Lie-Algebra sl,, mit n > 2 (vom Typ A,,_1). Dabei
orientieren wir uns eng an [12].

Es sei {e1, eq,...,e,} die Standardorthonormalbasis von Q™ und F der Unterraum von Q",

Tw von Q"

der orthogonal zu dem Vektor > ., e; ist. Das Standardskalarprodukt (v, w) = v
induziert ein Skalarprodukt auf dem Unterraum E. Das Wurzelsystem ® = {e; —e; : i # j}
der Lie-Algebra sl,, kann als Teilmenge des Gitters .-, Ze; N E realisiert werden, wobei jede
Wurzel o € @ die Linge (o, o) = 2 besitzt.

Die Menge IT = {«a; := e¢; — e;4+1 : 1 < i < n} besteht dann aus den einfachen Wurzeln,

¢t = {e; —e;j : i < j} aus den positiven und &~ = {e; —e; : ¢ > j} aus den negativen Wurzeln.
Des Weiteren ist
2 -1 0
2(a;, ) nt 1 -1
Chq = (’J :((a»7a»))n.:1:
" (Oéjyaj) ij=1 R IR |
0 -1 2

die Cartan-Matrix von sl,. Das Gewichtegitter A ist die Menge aller A € E fiir die (A, o) fiir
alle a € ® ganzzahlig ist. Die sogenannten fundamentalen Gewichte {wq,ws,...,wp—1} C A
bilden die zu II duale Basis, d.h. (w;, oj) = 0; ;. Sie erzeugen das Gewichtegitter A.

Ein Gewicht \ = Z?;ll liw; heifst dominant, falls (A, o) = ; > 0 fir alle 1 < i < n
gilt; die fundamentalen Gewichte sind dominant. Wir kénnen jedem dominanten Gewicht
A = " iw; auf natiirliche Weise die Partition (377 1;, 5272 li, ..., l,_1) zuordnen, deren
Young-Diagramm genau [/; Spalten der Linge i besitzt. Der Einfachheit halber bezeichnen
wir die zu dem Gewicht A assoziierte Partition ebenfalls mit A. Des Weiteren kénnen wir das

dominante Gewicht A mit Hilfe der transponierten Partition ' = (A}, A}, ..., AL) ausdriicken:

A= Z?:_ll Liwi =3, WA,
Die universelle Einhiillende U(sl,) der Lie-Algebra sl, ist isomorph zu der von den

Elementen E;, F;, H;, 1 < i < n erzeugte Q-Algebra, wobei die sogenannten Serre-Relationen

gelten:
[Hia Hj] =0,
(i ] = b0,
[Hian]: _Ej7 |’L—J|:1 3

0, sonst
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[Hi, Fjl =19 Fj,  li—jl=1,
0, sonst
[E;, [Ei, Ej)] = 0, falls i — j| =1,
[Ei, E;] =0, falls |[i — j| > 1,
[Fl7 [Fin]]] = O, falls |7, —]| = 17
[y, Fj] =0, falls |i —j] > 1.

Es sei im Folgenden ¢ eine transzendente Zahl iiber Q. Wir kénnten auch ¢ allgemeiner als

algebraische Zahl iiber Q wihlen, solange sie ungleich Null und keine Einheitswurzel ist.

Definition 2.2.1. Die quantisierte Einhiillende U := Uy(sl,) der Lie-Algebra si, ist die
Q(g)-Algebra mit den Erzeugenden E;, F;, K; und K;l, 1 <4 < n und den Relationen:

(Ul) K,K;' =1=K;'K;, K,K; = K;K;

3

B, i=j
(U2) KiK' =q¢ ) E; = ¢ lE;, |i—j|=1
E; sonst
q_QFWi7 7 :]
W3) KB K =g o B = g, i jl=1
F; sonst
-1
(U4) EiFj = FiEi = bi5 7=

(UG) FigFj —(q¢+ q_l)FiFjFi +FjFi2 =0 fir |Z —]‘ =1 und FF; = I} F; fiir |Z —]| > 1.

Die Algebra U wird auch Quantengruppe genannt. Sie ist Z®-graduiert mit deg E; = ay,
deg F; = —a; und deg K; = 0. Entsprechend wahlen wir die Bezeichnung der folgenden
Unteralgebren von U.

Es seien Ut = U (sl,) bzw. U~ = U, (sl,) die Unteralgebren von U = Uy(sl,), welche
von den Elementen E;, 1 < i < n bzw. F;, 1 < i < n erzeugt werden. Wir nennen U™ den
positiven und U~ den negativen Anteil von Y. Die von den Elementen K;, K, l1<i<n

erzeugte Unteralgebra von U, (sl,) ist der Cartan-Anteil; wir bezeichnen ihn mit 2 = U (sl,,).
Nach [12, §4.22] ist das Tensorprodukt U+ @ U° ® U~ als Vektorraum isomorph zu U.

2.3 Darstellungen der Quantengruppe U,(sl,)

Wir betrachten nun die endlichdimensionalen Darstellungen von U = Uy(sl,,).

Definition 2.3.1. Fiir einen endlichdimensionalen I/-Modul M, ein Gewicht A € A und eine
Abbildung o : IT — {£1} ist der Untermodul

My, = {m € M|K;m = o(a;)¢g™*)m fiir alle 1 <i < n}

ein Gewichtsraum von M.
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Fiir A = 320" Liw; ist
g = ghilwiei) — gl fiir alle i < 1 < n.

Das Gewicht ) ist folglich eindeutig durch die Abbildung IT — Q(q), a; — ¢ bestimmt,
da ¢ keine Einheitswurzel ist. Die Summe der M) , ist also direkt.

Lemma 2.3.2. Jeder endlichdimensionale &/-Modul M ist die direkte Summe seiner Gewichts-

réume M) ,. Des Weiteren gilt fiir alle A, o wie oben:
Eﬂ\f}w7 - M>\+CH70' und FiM)\J - M,\_ahg fir alle 1 <i < n.

Beweis Siehe [12, §5.1.]. O

Definition 2.3.3. Fiir einen endlichdimensionalen U-Modul M = @A’J M), definieren wir
M .= @, M, . Wir sagen, dass M vom Typ o ist, falls M = M gilt. Falls o die konstante
Abbildung 1 ist, d.h. o(«;) = 1 fiir alle 1 <4 < n, sagen wir, dass M = M? vom Typ 1 ist.

Nach dem obigen Lemma ist M7 fiir jede Abbildung o : II — {£1} ein Untermodul
von M. Des Weiteren gibt es zwischen Moduln von verschiedenen Typen keine nichttrivialen
Homomorphismen, da jeder Homomorphismus die Gewichtsrdume ineinander abbildet.

Da die Quantengruppe U eine Hopf-Algebren-Struktur besitzt [12, §4], besitzen Tensorpro-
dukte, Dualrdume und Hom-R&ume von U-Darstellungen eine Modulstruktur. Die Kategorie
der endlichdimensionalen Moduln vom Typ 1 ist auferdem abgeschlossen unter der Bildung
des Tensorprodukts, der dualen Riume und der Hom-Riume. Es geniigt folglich nur die
endlichdimensionalen Moduln vom Typ 1 zu untersuchen, da fiir jede Abbildung o : IT — {+1}
die Kategorie der endlichdimensionalen Moduln vom Typ o &dquivalent zu der Kategorie der
endlichdimensionalen Moduln vom Typ 1 ist (Vgl. [12, §5.1 - 5.3]).

Konvention 2.3.4. Von jetzt an sind alle endlichdimensionalen Z/-Moduln vom Typ 1 . Des

Weiteren nutzen wir fiir Gewichtsrdume die verkiirzte Notation M)y := My 1 .

Wie wir im folgenden Satz sehen, ist fiir transzendente g € C die Darstellungstheorie der
endlichdimensionalen U, (sl,,)-Moduln vom Typ 1 sehr &hnlich zu der Darstellungstheorie von
U(sly) bzw. sl,.

Satz 2.3.5. Fiir jedes dominante Gewicht A\ gibt es genau einen einfachen U, (sl,)-Modul
Vo (M) endlicher Dimension. Jeder einfache endlichdimensionale U, (sl,)-Modul ist zu genau

einem V,,(A) mit A dominant isomorph.

Beweis Vgl. [12, §5.10]. O

Bemerkung 2.3.6. Falls eindeutig ist, welche Quantengruppe U = U,(sl,,) wir betrachten,
kiirzen wir die Bezeichnung V,,(\) mit V/(X) ab.
Der einfache U-Modul V() ist der eindeutige einfache Faktormodul des Moduls

M(A) =U/ (i UE; + iu(Ki _ <A,ai))> .
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Wir kénnen M (A) fiir jedes Gewicht A € A definieren und nennen ihn den universellen Hdochst-
gewichtsmodul (oder Verma-Modul) zum Gewicht A. Falls M ein ¢-Modul und 0 # v € M,
mit F;v = 0 fiir alle 1 < i < n ist, so existiert ein eindeutiger Homomorphismus von #/-Moduln
¢ : M(\) — M, welcher die Nebenklasse der 1 auf v abbildet. Man kann zeigen, dass der
Ho6chstgewichtsmodul M () genau einen maximalen Untermodul und folglich auch genau einen
einfachen Faktormodul V(X) besitzt. Der einfache Modul V(A) ist endlichdimensional genau
dann, wenn A dominant ist. Er hat Hochstgewicht A, d. h. es gibt ein 0 # v € V(A),, das V())
erzeugt und fiir das F;v = 0 fiir alle 1 <i < n gilt [12, §5.5, §5.9].

Satz 2.3.7. Jeder endlichdimensionale /-Modul ist halbeinfach.
Beweis Vgl. [12, §5.17]. O

2.4 Kristallbasen

Es sei M ein U-Modul, der als Vektorraum die Basis B besitzt. Im Allgemeinen ist die Wirkung
der Operatoren F; und F; fiir 1 < i < n beziiglich dieser Basis B sehr kompliziert und nicht
leicht zu verstehen. Um die Struktur, die von den Operatoren F; bzw. F; fiir 1 < i < n erzeugt
wird, besser zu sehen, fithrte M. Kashiwara den Begriff der Kristallbasen ein [14]. Diese Basen
haben die Eigenschaft, dass Approximationen der Operatoren E; und F; — die sogenannten
Kashiwara-Operatoren — bei der Spezialisierung ¢ = 0 jedes Basiselement entweder auf ein
anderes Basiselement oder Null abbilden. Das Durcheinander in dem #/-Modul M kristallisiert
sozusagen zu einer schonen, klaren Struktur. Natiirlich ist unsere Konstruktion der quantisierten
Algebra U,(sl,,) fiir ¢ = 0 nicht sinnvoll. Um das Verhalten von U,(sl,) im Limes ¢ = 0 zu
untersuchen, miissen wir passende Algebren benutzen. Wir richten uns in diesem Abschnitt
nach [12] und [15].

Lemma 2.4.1. Es sei M ein endlichdimensionaler Z/-Modul und \ = Z?:_ll l;w; ein Gewicht

von M. Fiir jedes z € M) existieren eindeutig bestimmte z; € M), N Ker E; und

z= > FP (2.1)

j>max(0,—1;)
Beweis Vgl. [12, §9.1]. O
Fiir 1 <i <nund 0 < j seien FY := ([j])~'F/ und EY := ([j]))~'E! die Chevalley-
Operatoren der Quantengruppe Uy, (sly,).

Definition 2.4.2. Fiir jeden Gewichtsvektor z = 3 0,-1:) Fi(j)xj wie in Gleichung (2.1),

j>max(
sei
Al 2 : j+1
FifL' = Fl(j ).Tj,
j>max(0,—1;)
~ 9
Eix = E Fl(j ){Ej.

3>0, 52—l

Wir setzen E und EZ linear auf M = P \ M) fort und nennen die so entstandenen Operatoren

Kashiwara-Operatoren.
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Bemerkung 2.4.3. Wegen Fjz = (32, [j—i—l}_lFi(j)xj) und Fyx = E(Zj [j—i—l]Fi(j)a:j) sehen
wir, dass F; My = F; M, gilt.

Es sei ¢ : M — N ein U-Homomorphismus und z = ijmax(o,—li .
ein Gewichtsvektor. Offensichtlich ist ¢(x) = EjZmax(O,fli)Fi(j)gO(‘rj) eine Darstellung wie
in Gleichung (2.1). Wegen der Eindeutigkeit dieser Summendarstellung respektiert der U-
Homomorphismus ¢ die Zerlegung von x. Folglich vertauschen die Kashiwara-Operatoren mit
. Insbesondere bilden die Kashiwara-Operatoren Untermoduln M’ von M in sich selbst ab,

da die Inklusion M’ C M ein -Homomorphismus ist.

Der Korper Q(g) ist der Quotientenkorper des Polynomringes Q[g]. Da wir das Element ¢ in
Q(g) nicht gleich Null setzen kénnen, betrachten wir im Folgenden die Lokalisierung von Q[g]
an dem Primideal (g):

A= Qg = {; : £,9 € Qld), g(0) # 0}.

Dies ist ein diskreter Bewertungsring, d.h. er ist ein lokaler Hauptidealring. Sein maximales
Ideal wird von g erzeugt. Wir kénnen nun ¢ an Null spezialisieren, indem wir den Restklassenring
A/qA mit Q identifizieren. Im Folgenden bezeichnen wir fiir jedes a € A die Restklasse a + ¢A
mit a. Diese Notation werden wir allgemeiner auch fiir Elemente v von A-Moduln M anwenden:
U = v + gM. Natiirlich kénnen wir jeden &/-Modul M auch als Modul {iber A auffassen.

Definition 2.4.4. Es sei M ein endlichdimensionaler ¢/-Modul. Ein zuldssiges Gitter £ von
M ist ein A-Untermodul £ von M, so dass folgende Axiome gelten:

(A1) L ist iiber A endlich erzeugt und erzeugt M als Vektorraum iiber Q(g),
(A2) L= @)\GA‘C/\ mit £y = LN My,
(A3) F,£ C £ und E;L C L fiir alle 1 <i < n.

Es sei M ein endlichdimensionaler /-Modul mit zuldssigen Gitter £. Die Kashiwara-
Operatoren F; und E; induzieren Abbildungen auf dem Quotienten L£/gL, diese werden wir
zu Gunsten der Ubersichtlichkeit ebenfalls mit E bzw. Ei bezeichnen.

Definition 2.4.5. Eine Kristallbasis eines endlichdimensionalen U/-Moduls M ist ein Paar
(L, B), bei dem L ein zuléssiges Gitter und B eine Basis des Vektorraumes £/¢L tiber Q ist, so
dass folgende Axiome gelten:

(C1) B =Uyep By mit By = BN (Ly/qLy),
(C2) F,BC BU{0} und E;B c BU{0} fiir alle 1 < i < n,
(C3) Fiiralle b,y € Bund 1 <i < ngilt: b= FE;b/ < Fib=1.

Zusammen mit dem Axiom (C2) bedeutet (C3) insbesondere: Falls b € B ein Basiselement
mit Fib # 0 (bzw. E;b # 0) ist, so gilt E;F;b = b (bzw. F,Eb = b).

Definition 2.4.6. Der zu einer Kristallbasis assoziierte gefdrbte Graph ist ein gerichteter Graph
G = (Go,G1) mit einer durch die Basiselemente indizierten Knotenmenge Gy = {b € B}. Der
Pfeil b -5 b’ mit der nFarbe i sei genau dann in der Pfeilmenge G; enthalten, wenn Eb=1V
bzw. F;b' = b gilt. Wir sagen, dass b L ¥ ein i-Pfeil ist.
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Bemerkung 2.4.7. Die Kristallbasis (£, B) eines endlichdimensionalen &/-Moduls M ist nicht
eindeutig bestimmt. So ist z.B. fiir einen Isomorphismus ¢ : M — M das Paar (¢(£), ¢(B))
ebenfalls eine Kristallbasis, wobei ¢ der induzierte Isomorphismus £/qL — ¢(L)/qp(L) ist [12,
§9.3,§9.4].

Definition 2.4.8. Wir sagen, dass zwei Kristallbasen (£, B) und (£, B’) isomorph sind, wenn
die zugehorigen gefirbten Graphen G und G’ isomorph sind, d.h. wenn es eine Bijektion ¢ :
Go — G|, gibt, mit

b5 €G @) > a)eg).
Satz 2.4.9. Zwei einfache U/-Moduln vom gleichen Typ sind genau dann isomorph, wenn sie

zueinander isomorphe Kristallbasen besitzen.

Beweis Das Bild einer Kristallbasis unter einem Isomorphismus ist wieder eine Kristallba-
sis [12, §9.3, §9.4]. Zwei isomorphe U-Moduln besitzen also isomorphe Kristallbasen.

Die Kristallbasis eines endlichdimensionalen einfachen U-Moduls V(A) ist bis auf einen
Skalarfaktor eindeutig bestimmt [12, §9.11]; insbesondere ist der gefdrbte Graph eines endlich-
dimensionalen einfachen U-Moduls eindeutig bestimmt. Des Weiteren ist das Hochstgewicht
A = Y liw; eines endlichdimensionalen einfachen ¢-Moduls V(X) eindeutig durch seinen
gefarbten Graphen bestimmt, da fiir den Héchstgewichtsvektor b € B mit Eb=0undl<i<n
die Gleichung

max{r | F/b# 0} =1; = (\,a))

gilt [12, §9.17]. Zwei endlichdimensionale einfache U/-Moduln, deren Kristallbasen isomorph
sind, sind somit nach Satz 2.3.5 isomorph. O

Eine Moglichkeit neue Kristallbasen zu erhalten, ist die Bildung des Tensorproduktes.

Satz 2.4.10. Es sei (£;,B;) eine Kristallbasis eines endlichdimensionalen ¢/-Moduls M; fiir
J=12Fir L=L1®aLs CMi®sMyund B={b1®bs:b; € Bj,j =1,2} C L/qL ist (L, B)
eine Kristallbasis von M; ® Ms. Dabei wirken die Kashiwara-Operatoren E; (fiir 1 < i < n)
wie folgt:

Fiby @by falls p;(by
b1 ® ﬁlbg falls (Pi(bl
b ® Elbg falls ¢;
Eby @by falls o

Fi(by ® by) = {
Ei(by @ by) = {
wobei &;(b) = max{k > 0: EF(b) # 0} und ;(b) = max{k > 0: F¥(b) # 0}.

Beweis Vgl. [14]. O

Mit Hilfe der vollstdndigen Induktion ist es nun mdglich die Wirkung der Kashiwara-

Operatoren auf dem Tensorprodukt mehrerer Kristallbasen zu beschreiben.

Lemma 2.4.11. Es sei (£;, B;) eine Kristallbasis des endlichdimensionalen /-Moduls M; fiir

j=1,2,...,N. Fir1 <4 <nund b; € B; definieren wir die alternierenden Summen
0 falls k =0
ap =9 Y1 eilby) — Xy eilby) falls 1<k <N

SN wiby) = S (b)) falls k=N +1.
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a) Es gilt:

gi(by ®---®@by) = —min{al : 1 <k < N} und
0i(b1 ® - ®@by) = aly,; —min{aj, : 1 <k < N}.

b) Falls 0 < kg < N das kleinste Element mit azo = min{aé— :0 < j < N} ist, so operiert E;
wie folgt

0 falls ko = 0,

Eibi ® - ®@by) = N
(b w) {b1®"'®bk1®Eibk®bk+1®"'®bN falls ko > 0.

Beweis Dieses Lemma ist eine fiir uns passende Umformulierung von [15, Prop. 2.1.1.]. Ledig-
lich fiir die Aussage b) miissen wir zeigen, dass es sich tatsichlich nur um eine Umformulierung
handelt; fiir die Aussage a) ist das offensichtlich. Die Autoren haben die Operation der E; wie
folgt beschrieben: Es sei 1 < jo < N der kleinste Wert mit aéo = min{a§- :1<j < N}, dann
gilt
Ebi® - @by)=b1 @ - @bjy_1 @ Eibj, @bjo1® - @by

Fir kg > 0 ist offensichtlich kg = jo und El operiert wie behauptet. Es geniigt folglich zu
zeigen, dass Ei(bl ® -+ ®by) =0 ist, falls kg = 0 gilt. Sei also kg = 0. Dann ist wegen

Ozaé <CLZi Z—e’:‘i(bl) SO

die Summe a} = 0 ebenfalls minimal und wegen &;(b;) = 0 nach [15, Prop. 2.1.1.]

Ei(b1®...®bN):Eib1®b2®"'®bN:O-
=0

Bemerkung 2.4.12.

a) Falls ky aus dem obigen Lemma echt grofer als Null ist, so ist Ei(bl ® - ®by) # 0:
Wegen der Minimalitét von kg gilt

hy = o1+ Pi(bro—1) — €ilbr,y) < ajy 1,
wobei ;(bg) = 0 sei. Folglich ist £;(by,) > 0 und

Eib;® - Qby)=b @ - @ Eibg, @ - by #0.

b) Wegen af = 0 > —¢;(b1) = a}, wird das Minimum min{a} : 0 < k < N} auf alle Fille

auch von einem a! mit k > 0 angenommen. Insbesondere gilt

gi(b1 ®---®by) = —min{aj : 0 <k < N},
pi(b1 ® - ®@by) = dly,; —min{a}, : 0 <k < N}.
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2.5 Die Kristallbasen der V()

Fir die dominanten Gewichte A = Z;:ll l;w; besitzen die endlichdimensionalen unzerlegbaren

Uy (sly)-Moduln V() Kristallbasen, welche sich durch die SSYT der Form (A1, A2, ..., An—1)
mit \; = Z?;Jl l; indizieren lassen. Das heifst, dass das Young-Tableaux der Form A\ genau
l; Spalten der Lange 4 hat. In [15] beschreiben die Autoren die Kristallbasen, indem sie die
Darstellung V(A) in ein passendes Tensorprodukt einbetten. Wir richten uns im Folgenden
nach [15].

Der n-dimensionale Q(g)-Vektorraum Vi mit der Basis [1],[2],...,[n]ist ein Uy(sl,)-Modul

via

i

n—j ‘:514

F;

n+1l—j ‘251‘,3‘ n—j ‘7

wobei [ j|= 0 falls j < 0 bzw. j > n ist. Offensichtlich ist [ | der Héchstgewichtsvektor von Vg
mit Hochstgewicht w;. Die unzerlegbare Darstellung Vg ist also V(wy) = V((1)) = Vg. Eine
Kristallbasis (£(Va), B(Va)) von Vg ist durch £(Va) = @), und

Bw) =B(Va) = {{i]+q¢L(Va) : 1 <i <n}
gegeben. Des Weiteren ist

(1] 2] ] S [niv

der Kristallgraph von Vg.

L S =12 n

Der Kristallgraph jeder unzerlegbaren Darstellung V(A) mit dominanten Gewicht A ladsst
sich durch eine Einbettung in das Tensorprodukt Ve A konstruieren. Fiir 1 <! < n kommt die
unzerlegbare Darstellung V (w;) genau einmal als direkter Summand in V#! vor. Dementspre-
chend ist auch B(w;) = B(V(w;)) in B(V5)®! enthalten: Sie besteht aus allen Tensorprodukten

®®~--®mitnzyl>V2>--->Vlzl.Wirschreiben

1551

fﬁr®---®.

7

Fiir jedes dominante Gewicht A = w;, + w;, + -+ + w;, (mit i3 < ip < -+ < 4) ist die
unzerlegbare Darstellung V(X) ein direkter Summand von V(w;,) @ V(wi,) ® -+ @ V(w;,).
Thre Basis B(\) ist die Zusammenhangskomponente von B(w;,) ® B(w:,) ® -+ ® B(w;,), die
Uiy @ Uiy ® -+ ® u,, enthdlt, wobei die u; die Hochstgewichtsvektoren der V(w;) sind. Wir
schreiben
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T1,1 71,2 R 71,1
, , , 1o
;
T2,1 T2,2 | Tos - 72,1
Tl,s 2,2
T2,s .
Tir 1 Tin2 |- | Ty |fir[— |®--® - Q| T
: 11,2
Tiy,s :
Tis—hl 7—7;5—172 Ti571,1
Tie_1,2
Tis,l = J Tis,l

Das zu einem Tableau 7 gehdrende Tensorprodukt wird also spaltenweise von rechts nach links
und oben nach unten ausgelesen.

Die Basis B(\) besteht genau aus den Elementen uy @ ug ® - - - @ ug mit uy, € B(w;, ), fur die

]

U2

Us

ein SSYT ist. Da V(\) in das Tensorprodukt Vi eingebettet ist, beschreibt Lemma 2.4.11
die Wirkung der Kashiwara-Operatoren E; und F; auf der Kristallbasis B(\). Fiir uns ist es
praktikabler die Wirkung der Kashiwara-Operatoren auf den entsprechenden Matrixkodierun-
gen 7 des zu dem Basiselement b, € B(\) assoziierten SSYT 7 zu beschreiben. Dies tun wir im

folgenden Lemma.

Lemma 2.5.1. Es sei A eine Partition von N der Lange n. Des Weiteren sei 7 das zu dem
Basiselement b, = ®- - ® € B(\) C B(Vo)®VN gehérende SSYT und 7 € NJ**" die
kodierende Matrix. Fiir 1 < i < n definieren wir die alternierenden Summen ¢} = ¢ (7):

0 falls £ =0,
th=t(r) = A e — Yh T falls 1<k <n,
2;21 7~—j,nfiJrl - Z;-lzl %j’n,i falls k =n + 1.

Des Weiteren sei 0 < ko = ko(7) < n der kleinste Wert, fiir welchen t};o minimal ist. Das zu
E;b gehdrende SSYT E;7 wird durch E;7 kodiert:

~ 0 falls ko = 0,
T — Ekg,n—i + Eko,n—i-‘,-l falls ko > 0,

wobei E,; die Matrix ist, deren Eintrag an der Stelle (s,t) Eins und sonst {iberall Null ist.
AuRerdem gilt ming<j<p tj, = ming<x<y aj, und ¢}, = a%y,, wobei a’ = a’(7) := a}(b;) fiir
by € B(\) C B(Va)®N wie in Lemma 2.4.11 definiert sind.
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Beweis Da &;([b]) = 0pn—i und ¢;((b]) = 0p,n—i1 fiir alle [b] € B(Va) gelten, berechnen sich

die alternierenden Summen a} (7) = a} (b;) wie folgt:

0 falls k=0
aj, () = aj,(by) = 25;11 Ob; n—it1 — Z?Zl Opym—i falls1<k<N
S Oy in—id1 — Doy Oy i falls k=N +1.

Wir beweisen nun die Behauptung per Induktion nach der Anzahl der Spalten des Young-
Tableaus A.

Es sei zuerst

1

Vo

VN

ein SSYT mit einer Spalte und N < n. Da

<£:z() = 5uk,n—i = f/k,n—i und
i () = Oup n—itl = Vkn—it1
gilt, sind die alternierenden Summen ¢i(v) und af(v) fiir alle 0 < k < N + 1 gleich. Des

Weiteren ist ¢} (v) =ty (v) fiir alle N < k < n+ 1. Nach Lemma 2.4.11 gilt die Behauptung.
Angenommen die Behauptung gilt fiir jedes SSYT mit 1 < L Spalten. Es sei nun

1551

1%} T
o=\ . =TV,

Vm

wobei M < n und 7 ein SSYT mit L Spalten und N Késtchen ist.
Wir wenden Satz 2.4.10 und Lemma 2.4.11 an und erhalten:

B T® Ew falls ¢i(1) < 4(v)
i0 = g )
Eir@v falls ¢;(1) > &;(v)

wobei ¢; () = aly, (1) — ming<p<n aj,(7) und &;(v) = — ming<p<ns aj,(v) gelten.

Wir wahlen 1 <[ < M +1so,dass vj—1 >n—i+1und v; <n—1gelten, falls v,_; bzw. 1
existieren. Da o ein SSYT ist, gibt es in 7 folglich keine (n—i+1)-Eintrége unter der (I —1)-ten
Zeile und keine (n — i)-Eintrége unter der I-ten Zeile, d.h. 7 p—i+1 = 0 fiir alle I < k < n und
Tem—i = 0 fiir alle I < k < n. Folglich ist ¢} (1) = ¢i(7) fiir alle [ < k < n + 1. Insbesondere ist
ko(T) <.

Die alternierenden Summen a}(c) und ¢} (o) lassen sich leicht aus den alternierenden

Summen der SSYT 7 und v bestimmen:

ti.(0) ti(r)+ti(v)  firalle0<k<n+1,
a;, () aj, () falls 0 < k < N,
aviw(o) = ai (1) +t(v) falls1<k<M+1.
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Da
0 falls 0 < k < I

a,(v)=1t.(v) = )
k( ) k< ) { t;(V) :5V1—1,n7i+1 _6l’l,n*i falls [ <k <n+1

gilt, erhalten wir insbesondere

| ¢ falls 0 < k < [
foy=q W fallsO<k< und (2.2)
t(r)+ti(v) fallsi<k<n+1

ai (r) falls 0 < k<N
ai (o) = aly1(7) falls N <k < N +1 (2.3)
af i (7)+ti(v) falls N+1<k<N+M+1.

AuRerdem kann die Zahl ;(v) = —ming<p<nm al(v) nur die Werte 1 und 0 annehmen. Wir
unterscheiden also die Félle ¢;(v) = 0 und ¢;(v) = 1.

1. Fall: Es sei ¢;(v) = 0. In diesem Falle gilt immer ¢;(7) > 0 = ¢;(v). Folglich gilt

E(r®v)= Er®v
und somit nach Induktionsvoraussetzung

E& _ o — Ekg,n—i —+ Eko,n—i-‘rlv falls ]{10(7') >0
¢ 0, falls ko(7) =0

Da 0 = g;(v) = —minti (v) ist, so ist ¢i(v) € {0,1} fiir [ wie oben definiert. Falls ¢{(v) = 0
ist, so ist ti (o) = ti(7) fiir alle 0 < k < n+ 1 und ko(o) = ko(7). Der Kashiwara-Operator E;
wirkt also wie wir behauptet haben. Die anderen Aussagen des Lemmas gelten offensichtlich
ebenfalls.

Sei also ti(v) = 1, folglich ist ¥,_1 = n —i + 1 und v; < n — 4. Insbesondere liegen in 7 in

der [-ten Zeile keine Eintrige n — i, daher gilt

() =t (T) + Fitm—iv1 — Frn—i > ti_1(7)
——

=0

und ko(7) <1 — 1. Da nach Gleichung (2.2)

ti(r), falls0<k<l,
ti(r)+1, fallsl<k<n+1

gilt, nehmen t¢ (o) und ti(7) das gleiche Minimum fiir ein k¥ < [ an. Insbesondere gilt
ko(0) = ko(7). Der Kashiwara-Operator E; wirkt also auch in diesem Fall wie wir behauptet
haben. Des Weiteren folgt aus den Gleichungen (2.2) und (2.3):

tho(o)=th () +1=ant1(7) + 1 = anyrm41(0)

und
al (o).

oD, thlo) = min #(r) = min ai(r) = min

Fiir den Fall ¢;(v) = 0 ist die Behauptung damit bewiesen.
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2. Fall: Es sei ¢;(v) = 1. In diesem Falle ist t{(v) = =l und vy =n —4, yj_1 > n—i+ L.

Sei zuerst

(pi('r) = a§V+1(T) — Oér,llflgnN a?@(T) = t:’L-‘rl(T) — OISI}glgnti:(T) =0< 62‘(V). (24)
Dann wird das Minimum ming<,<p ¢4 (7) von ¢, (7) und wegen ¢}, | (1) = t;(7) auch von ¢} ()
angenommen. Aus der Gleichung (2.2) folgt, dass [ der kleinste Wert ist, fiir den t{(0) = ti(7)—1
minimal ist, d. h. ko(o) = [. Auferdem wirkt nach Gleichung (2.4) der Kashiwara-Operator E;
auf dem zweiten Faktor des Tensorproduktes: E;(T ® v) = 7 ® E;(v). Insbesondere gilt

Ei(6) =0—E i+ Epn_it1.

Der Kashiwara-Operator E’i wirkt also, wie wir behauptet haben.
Aus den Gleichung (2.2), (2.3) und
Giyar (1) = fha (7) = min #h(r) = min_a}(r)
folgt, dass aly, yr41(0) = alyyy(0) = aly 1 (1) = Lund tj(o) = j(7) =1 =t} 1 (7) — 1 = t;,,,(0)
minimal sind. Insbesondere erhalten wir
ap(0) =daly, (1) — 1=t (1) — 1= min #,(c) und

n

min
0<k<N+M 0<k<n

a§V+M+1(U) = a§v+1(7') —-1= t;+1(7) —-1= t;+1(0)~

Wir betrachten nun den Fall ;(7) > 1 = &;(v). Dann ist die Summe ¢} (7) = ¢/, ,;(7) wegen
@i(7) =t& 11 (7) —mint, (7) > 1 nicht minimal. Wir wenden wieder die Gleichung (2.2) an, und
schlussfolgern, dass t¢(7) und ti (o) ihr Minimum fiir die gleichen 0 < k < [ annehmen, d.h.
ko(T) = ko(o) < ! und ming<g<y tZ(T) = ming<g<n t};(o). Wegen ¢;(7) > &;(v) operiert EZ auf

dem ersten Faktor des Tensorproduktes:

E(rov)=ET1QU.
Folglich operiert E; wie behauptet:

E~ (N) 5’ — Eko,n—i + Eko,n_i_s_l falls k’o(O’) = ]{50(7')
(o) =
0 falls ko(0) = ko(7) =

\
o o

Wie oben erhalten wir aly_ ;,,,(c) =t} (o). Aus der Gleichung (2.3) und

i 14 1> min Al = mi i) — i i
a1 (7) =1 =t (7) — 12 min #(r) = min aj(r) = min aj(o)

folgt
. 7 — . Z — . tl _ . tl .
ocilin, @ (o) Og;;SnNak(T) Jin 1 (7T) oin k(o)

Dies beweist die Behauptung. O
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Korollar 2.5.2. Es seien A, by € B()A), 7 und 7 wie im Lemma 2.5.1. Fir 1 < ¢ < n und

0 < k < n definieren wir die alternierenden Summen 539 = s}c (1):
n n
i i ~ ~
s = si(7) = ZTj,n—iJrl - Z Tjmn—i
j=k j=k+1

wobel Tp41,n—i = 0 und 7 p—i+1 = 0 = T,,—; sind. Des Weiteren sei 0 < kg = ko(7) < n der
kleinste Wert, fiir welchen szo maximal ist. Das Basiselement Eib wird dann durch Eir mit

~ 0, falls kg = 0,
El'T = ~
T — Eko,n—i + Eko,n—i—&-h falls ko > 0,

parametrisiert.

Beweis Dies folgt sofort aus dem Lemma 2.5.1, da ¢}, =t} — s firalle 0 < k < ngilt. O

Bemerkung 2.5.3. Die Kristallbasis von V,,(A)®V;,(\) wird durch Paare von SSYT der Form
A parametrisiert. Die Kashiwara-Operatoren Ez ®@1firl <i<m (bzw. 1® Ej fiir 1 <j <n)

operieren dabei auf dem Paar (7,0) von SSYT, indem sie auf 7 (bzw. auf o) wirken.



Kapitel 3

Hall-Algebren

Man kann den positiven Anteil der Quantengruppe Z/l(;r (sly,) auch als sogenannte Hall-Algebra
H(Q) eines Kochers @ vom Typ A, realisieren. Wir wahlen den Ko6cher so, dass es einen
Quotienten der Hall-Algebra gibt, welcher eine durch Matrizen indizierte Basis besitzt. Auf
diese Weise erhalten wir eine Operation der Kashiwara-Operatoren El auf Matrizen.

Im Abschnitt 3.1 bereiten wir die Definition der Hall-Algebra in Abschnitt 3.2 vor, indem
wir die benétigten Begriffe einfithren und wichtige Ergebnisse nennen. So definieren wir in 3.1
die Kocheralgebren und stellen den in dieser Arbeit verwendeten Kécher @, , vor. In den
Abschnitten 3.3 und 3.4 fithren wir die notwendigen Berechnungen durch, um im Abschnitt 3.5
zu beweisen, dass der positive Anteil der Quantengruppe L{;(slm+n) zur Hall-Algebra H(Qm, »n)
isomorph ist. In dem folgenden Abschnitt betrachten wir einen Quotienten der Hall-Algebra,
dessen Basis durch (m X n)-Matrizen mit nichtnegativen ganzzahligen Eintrégen indiziert wird
und der wiederum eine Algebra ist. Schlieflich erhalten wir im Abschnitt 3.7 eine Operation

der Kashiwara-Operatoren auf (m x n)-Matrizen.

3.1 Darstellungsendliche Ko6cheralgebren

Definition 3.1.1. Ein Kdcher Q = (Qo, Q1,h,t : Q1 — Qq) ist ein gerichteter Graph mit Qg
Knoten und @, Pfeilen. Ein Pfeil a € @) beginnt in dem Knoten ¢(a) und endet in dem Knoten
h(a); wir schreiben t(a) % h(a). Ein Kocher heift endlich, falls seine Knoten- und Pfeilmenge
endlich sind. Den zugrundeliegenden Graph |Q| eines Kochers @ erhalten wir, indem wir die
Orientierung der Pfeile in @) vergessen. Ein Kécher @) heifst zusammenhdngend, falls der Graph
|Q| zusammenhéingend ist. Ein Kocher ist azyklisch, falls es keine Pfade in @ mit dem gleichen
Start- und Endpunkt gibt.

Bemerkung 3.1.2. Die Bezeichnung der beiden Abbildungen h,t: Q1 — Qo kommt von den

englischen Begriffen ,head“ und ,tail“.

Definition 3.1.3. Ein nicht-trivialer Pfad oder Weg in @ ist eine Folge a = ajas---a; (I > 1)
von Pfeilen mit t(a;) = h(a;41) fir 1 <i < I

24
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Der Pfad ajas---a; beginnt in ¢(a) = t(a;) und endet in h(a) = h(a;), seine Ldinge ist [. Fir
jeden Knoten i € @)y definieren wir den trivialen Pfad e;, der in i beginnt und endet und dessen
Lange 0 ist.

Es sei K ein Korper. Die Wegealgebra KQ ist die K-Algebra, deren zugrundeliegender
K-Vektorraum als Basis die Wege in @ besitzt. Zwei Wege a = ajas---a; und b = biby - - - by

werden miteinander multipliziert, indem wir sie, falls dies mdglich ist, miteinander verkniipfen

b ayag - - ajbibg - - - by falls t(a) = h(b),
ab =
0 sonst.

Lemma 3.1.4. Es sei @ ein endlicher, azyklischer Kécher. Seine Wegealgebra K@ ist dann
assoziativ und endlichdimensional. Des Weiteren sind die trivialen Pfade {e¢; : i € Qo}

zueinander orthogonale primitive Idempotente und Zier e; ist das Einselement von KQ.

Beweis Da die Verkniipfung von Pfaden assoziativ ist, ist die Wegealgebra K@ assoziativ.
Offensichtlich sind die trivialen Pfade e; fiir alle ¢ € Q)¢ primitive Idempotente und orthogonal
zueinander. Da die Menge der Knoten g endlich ist, existiert das Einselement Zier e;- Da
@ endlich und azyklisch ist, gibt es nur endlich viele Pfade, folglich ist K@ endlichdimensional.

O

Mit Mod K@ bezeichnen wir die Kategorie der KQ-Moduln. Die Kategorie der endlichdi-
mensionalen KQ-Moduln mod K@ ist eine volle Unterkategorie von Mod KQ. Die Kategorie
Repg (Q) der Darstellungen eines Kochers @ definieren wir wie folgt.

Definition 3.1.5. Eine (K-lineare) Darstellung X = ((Xi)icqo, (Xa : Xi(a) = Xh(a))acq@,)
iiber K von einem Kocher @ ist gegeben durch K-Vektorrdume X; fiir jeden Knoten i € Qg
und lineare Abbildungen X, : X;(,) — Xj(q) fiir jeden Pfeil a € Q.

Ein Morphismus © : X — X' ist durch lineare Abbildungen ©; : X; — X/ fir i € Qo
gegeben, so dass X[ 0y(q) = Op(q) X, fiir alle Pfeile a € Q; gilt:

O¢(a)

Xty — Xé(a)
| X, .
On(a)

Xha) — X;L(a)-

Zwei Morphismen © : X — X' und ©' : X’ — X" werden miteinander verkniipft, indem wir
die einzelnen linearen Abbildungen miteinander verkniipfen. Die so definierte Kategorie der

(K-linearen) Darstellungen des Kochers @ bezeichnen wir mit Repg (Q).

Definition 3.1.6. Der Dimensionsvektor eines endlichdimensionalen KQ-Moduls X ist der
Vektor dlimX = (dlm eiX)iEQo-

Offensichtlich ist dim X =}, 5 (dimX); die Dimension eines KQ-Moduls X. Mit repg (Q)
bezeichnen wir die volle Unterkategorie von Repg(Q), die aus den endlichdimensionalen

Darstellungen besteht.

Lemma 3.1.7. Es sei @) ein endlicher, azyklischer und zusammenhéngender Kécher. Dann
existiert eine Aquivalenz der Kategorien Repy (Q) =2 Mod KQ, welche sich auf die Aquivalenz
repg (Q) = mod K@ einschrénkt.
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Beweis Wir beschreiben hier nur die Konstruktion der Aquivalenz. Fiir den Beweis verweisen
wir auf [1, §II1.1].
Falls M ein K@Q-Modul ist, so definieren wir eine Kocherdarstellung ((M;)icq,: (Pa)aco;)
wie folgt:
M, = eM fiir 7 € Qo,
O, (m) = am =epyam € My firm e Mg, a € Q1.

Falls ((M;)icqys (Pa)acq,) eine Darstellung des Kochers @ ist, definieren wir einen KQ-Modul
wie folgt:

M = @ier M; mit M; = M 5% M,
am = Ep(a)PaTyay(m) fiir m e M,a € Qy,
em = gimi(m) flir i € Qo,m € M.

Definition 3.1.8. Die Euler-Form R : Z!@ol x 7@l — 7 ist die durch

1 =7
R(ei,ej) = -1 ,i—3
0 , sonst

definierte Bilinearform.

Fiir T,y € ZlQOl gllt R(Ivy) = ZieQU TiYyi — Zate Lt(a)Yh(a)-

Lemma 3.1.9. Es sei @) ein endlicher, azyklischer und zusammenhingender Ko6cher. Fiir

endlichdimensionale Darstellungen X und Y von K@ gilt
R(dimX,dimY’) = dim Hom(X,Y) — dim Extl(X, Y).
Beweis Vgl. [21]. O

Ein Dynkindiagramm vom Typ A, D oder F ist ein ungerichteter zusammenhingender
Graph, der in der folgenden Liste enthalten ist:

Ak > 1) o—o—o a0
Di(k > 4) > e
FEg : !
E7: !
FEg: !

Dabei gibt der Index der Dynkindiagramme immer die Anzahl der Knoten im Graph an.

Satz 3.1.10 (Gabriel). Es sei @ ein Kocher, dessen zugrundeliegender Graph |Q| Dynkin,
d. h. eine Vereinigung von Dynkindiagrammen vom Typ A, D oder E ist. Die Abbildung dim
induziert dann eine Bijektion zwischen den Isomorphieklassen unzerlegbarer K@Q-Moduln und

den positiven Wurzeln ®* der zu dem Graphen |Q| assoziierten Lie-Algebra. Insbesondere ist
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die Ko6cheralgebra K@ darstellungsendlich, d.h. es gibt nur endlich viele Isomorphieklassen

endlichdimensionaler unzerlegbarer KQ-Moduln.

Beweis Vgl. [1, §VIL5]. O

Nach dem Satz von Krull-Schmidt besitzt jeder endlichdimensionale KQ-Modul eine ein-
deutige Zerlegung in Unzerlegbare. Zusammen mit dem Satz von Gabriel erhalten wir also eine
Parametrisierung der endlichdimensionalen KQ-Moduln durch Funktionen m : ®+ — Ny, die

unabhingig von dem Koérper K ist. Wir setzen

M(m,K) = @ X7,
acdt

wobei X, der unzerlegbare Modul zur positiven Wurzel « ist.
Wir fassen nun einige Begriffe zusammen, die wir in den folgenden Kapiteln bendtigen

werden.

Definition 3.1.11. Der Auslander-Reiten-Kocher T'(mod KQ) einer Wegealgebra K@ ist ein
gerichteter Graph dessen Knoten die Isomorphieklassen [X] endlichdimensionaler unzerlegbarer
K@-Moduln X sind. Die Pfeile zwischen zwei Knoten [X] und [Y] stehen in Bijektion zu einer
Basis des K-Vektorraums der irreduziblen Homomorphismen von X nach Y. Die Auslander-
Reiten-Verschiebung DTr und DT'r bezeichnen wir mit 7 bzw. 7—1. (Fiir eine Definition der

irreduziblen Homomorphismen und der Auslander-Reiten-Verschiebung siehe [1, §VI.1].)

Beispiel 3.1.12. In dieser Arbeit betrachten wir fiir m,n € N den Kécher

Qn%n;:: @ — i @ S e —@— - — @

1—m -1 0 1 n—1’

dessen zugrundeliegender ungerichteter Graph |Q., | ein Dynkin-Diagramm vom Typ A,4n—1
ist. Die endlichdimensionalen unzerlegbaren K@, ,,-Darstellungen sind durch ihre Dimensions-
vektoren eindeutig bestimmt; fiir —m < i < j < n bezeichnen wir mit [¢, j] die unzerlegbare
Darstellung mit Dimensionsvektor (0,...,0,1,...,1,0,...,0). Fir -m <i <0 < j < n und
den Korper K sei z. B. ' ’
[z’,j]:0&...&oﬂ>ﬂ§iﬂ§...@§u§éﬂ<...iﬂwjgi()&...&o.

Die einfachen Wurzeln II = {a; : —m < ¢ < n} entsprechen hierbei den einfachen
KQmn n-Darstellungen [i,4] und die positiven Wurzeln &% den unzerlegbaren Darstellungen
[i,7] mit —m < i < j < n. Offensichtlich ist Z® — Z™t""1 «; — ¢; fiir —m < i < n eine
Isomorphie abelscher Gruppen.

Den Auslander-Reiten-Kocher der Wegealgebra K@, ,, konnen wir leicht durch das soge-
nannte ,Stricken” (vgl. [1, §I1I1.2, IV.3-4]) berechnen. Seine Form erinnert an die eines Fisches,
wobei der ,Korper des Fisches* aus den in einer Matrix angeordneten Unzerlegbaren [i, j] mit
—m < i < 0 < j < n besteht. Die Unzerlegbaren, deren Vektorraum am Knoten Null der
Nullvektorraum ist, bilden die ,Flossen des Fisches*. Um der Ubersichtlichkeit willen, zeichnen
wir in Abbildung 3.1 den Auslander-Reiten-Kocher nicht fiir allgemeine m und n sondern fiir
das Beispiel m = 4,n = 3.
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Abbildung 3.1: Auslander-Reiten-Kocher der Wegealgebra KQ4 3.

Definition 3.1.13. Eine Folge von Unzerlegbaren X7, Xo, ..., Xy heifit gerichtet, falls
Hom(X;, X;) =0 fiir ¢ > j und Extl(Xj,Xi) =0firi>j

gilt. Eine gerichtete Folge, die auch ein Reprisentantensystem der Isomorphieklassen endlich-

dimensionaler unzerlegharer Moduln ist, heifst vollstindig.

Die Abkiirzungen (X,Y) := dimHom(X,Y) und (X,Y)!:=dimExt'(X,Y) werden im

Folgenden verwendet.

Lemma 3.1.14. Es sei @ ein endlicher, zusammenhéngender und azyklischer Kocher. Fiir
zwei endlichdimensionale unzerlegbare K@-Moduln X und Y, fiir die es keinen Pfad in
dem Auslander-Reiten-Kécher von [X] nach [Y] gibt, gelten (X,Y) = 0 und (Y, X)! = 0.
Auferdem hat jeder endlichdimensionale Unzerlegbare X nur triviale Selbsterweiterungen, d. h.
(X, X))t =0.

Beweis Da der Auslander-Reiten-Koécher von K@ zusammenhingend und endlich ist, lasst
sich jeder Homomorphismus zwischen zwei endlichdimensionalen Unzerlegbaren als Linearkom-
bination von Produkten von irreduziblen Homomorphismen darstellen. Es seien X und Y zwei
endlichdimensionale Unzerlegbare, so dass es keinen Pfad in dem Auslander-Reiten-Kocher
von dem Knoten [X] zu [Y] gibt. Dies bedeutet, dass es keine irreduziblen Homomorphismen
zwischen X und Y und insbesondere keine nicht-trivialen Homomorphismen gibt. Das gleiche
Argument zeigt, dass es nur triviale Selbsterweiterungen von X und nur triviale Erweiterungen

von Y mit X gibt, d.h. es gibt keine nicht-zerfallenden kurzen exakten Sequenzen
0-X—->2Z2—-Y —0.

Insbesondere ist somit (X, X)! =0 und (X,Y)! = 0. O

Bemerkung 3.1.15. Jede Folge X7, X5, ..., Xy endlichdimensionaler unzerlegbarer KQ-
Moduln ist gerichtet, falls es fiir alle ¢ > j im Auslander-Reiten-Kocher von K@ keinen Pfad
von X; nach X; gibt. Da die Algebra K@), , darstellungsgerichtet ist, d.h. in dem Auslander-

Reiten-Kocher T'(mod K@, ) gibt es nur endlich viele Pfeile und keine Schleifen, existiert eine
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vollsténdig gerichtete Folge unzerlegbarer KQ,, ,-Moduln. Des Weiteren ist auf der Menge der

endlichdimensionalen unzerlegbaren K@, ,-Moduln durch
X XY & Es existiert ein Pfad von [X] nach [Y]

eine Halbordung definiert.

3.2 Definition der Hall-Algebra

Im Folgenden sei @) ein Kocher, dessen zugrundeliegender Graph |@Q| Dynkin ist. Wir kénnen auf
dem Vektorraum, dessen Basis durch die Menge der Isomorphieklassen der endlichdimensiona-
len K@-Darstellungen indiziert ist, eine Algebra, die sogenannte Hall-Algebra H(Q) definieren.

Die Hall-Algebra H (@, ») steht im engen Zusammenhang zu der quantisierten Einhiillenden
Uy (8lym4n), deren Dynkin-Diagramm bekanntlich |@Q,, »| ist.

Definition 3.2.1. Es sei p* eine Primzahlpotenz und F, e der Korper mit p* Elementen.
Fiir die Funktionen n,m,z : ®* — Ny und die entsprechenden Moduln N = M(n,F),
M = M(m,Fyx) und X = M(z,F,) sei

F¥ (") =4{U C X|X/U ~N, U~ M}

die Anzahl der F,xQ-Untermodulfiltrierungen.

Lemma 3.2.2. Fiir beliebige KQ-Moduln N, M, X ist die Funktion FJ{,(M(y) polynomial in
y mit ganzzahligen Koeffizienten. Wir sagen, dass Flf,( v (y) € Z[y] das Hall-Polynom zu den
Moduln N, M und X ist.

Beweis Vgl. [22]. O

Definition 3.2.3. Es sei H(Q) der freie Q(¢g)-Modul mit Basis {u[as}ar, wobei [M] die
Isomorphieklassen der endlichdimensionalen K@Q-Moduln durchliuft. Auf H(Q) definieren wir
eine Multiplikation:

upvjupyy =g AN NP X L (6P uix),
x]

wobei die Summe iiber alle Isomorphieklassen [X] endlichdimensionaler KQ-Moduln lduft.

Bemerkung 3.2.4. Fiir zwei Moduln N, M gibt es nur endlich viele Isomorphieklassen von
Moduln [X] mit dimX = dimN + dimM, da die Algebra K@ darstellungsendlich ist. Folglich
ist die Summe in der obigen Definition wohldefiniert.

Bemerkung 3.2.5. Die hier verwendete Definition unterscheidet sich von Ringels Definition
der Hall-Algebra [23]:

U] * U = qR(@N,@M) Z F]{M(qz)u[x].
[X]

Wir bezeichnen im Folgenden die Hall-Algebra nach Ringel mit H(Q).. Wir zeigen nun, dass
die beiden hier dargestellten Definitionen der Hall-Algebra fquivalent sind, da die beiden Hall-
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Algebren isomorph sind. Sei X eine Erweiterung von der Darstellung N mit M. Da die Euler-
Form bilinear ist und dimX = dimN + dimM gilt, folgt:

—R(dimM, dimN)— R(dimN, dimN) — R(dimM, dimM) = R(dim/N, dimM ) — R(dim X, dim X).

Die Abbildung
H@Q) — H(Q)

upN) — q—R(dimN,dimN) U]
ist somit ein Homomorphismus von Algebren und insbesondere ein Isomorphismus, da ein

inverser Homomorphismus existiert.

Lemma 3.2.6. H(Q) ist eine assoziative Q(q)-Algebra mit 1 = ujq), sie heikt Hall-Algebra zum
Kocher Q.

Beweis Vgl. [23]. O

3.3 Einige Rechnungen in H(Q)

Wir berechnen nun einige Produkte in H(Q), wobei der zugrundeliegende Graph |@| Dynkin

ist. Hierbei orientieren wir uns an [23].
Lemma 3.3.1. Fiir einen endlichdimensionalen unzerlegbaren K@Q-Modul X und [ € N gilt
ufx] = [l]!U[Xz].

Beweis Wir beweisen dieses Lemma mit Induktion iiber {. Fiir [ = 1 ist die Aussage trivial.
Wir berechnen fiir [ > 1 das Produkt upxijujx). Wegen End(X) ~ K und Ext!'(X, X) = 0 ist
R(dimX, dimX) = 1, folglich gilt

R(dimX, dimX") = R(dimX, | dimX) = .
Des Weiteren ist wegen (X!, X)! =1 (X, X)! = 0 der Modul X'*! die einzige Erweiterung von
X! mit X,

Da End(X) ~ K gilt, haben alle Homomorphismen ¢ € Hom(X, X!*1) die Form

X - Xl+1

r = (a1®,a7,...,01417),

mit a; € K. Somit ist fiir K = F,x die Anzahl der zu X isomorphen Untermoduln von X 1
kyl
genau die Anzahl der Punkte des projektiven Raumes P!(F,.); also (pp)k%. Der Faktor

X1/ X ist immer isomorph zu X', also gilt F;((ll;(q) _ q’q*i;l_ Fs folgt
UxUX] = q ﬁu[Xl+1] = [l + 1}U[Xz+1]
und per Induktion
Ul[;_(]l = UZ[X]U[X] = [”'U[XL]U[X] = [l + 1]!U[Xl+1]-
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Lemma 3.3.2. Essei X7, X, ..., X eine gerichtete Folge unzerlegbarer KQ-Moduln und a;,
as, ..., as € N. Dann gilt fir M = @;_, X" die Gleichung

(M)

U txge) U] = 4 UMy

Beweis Wir beweisen dies per Induktion iiber s. Die Aussage ist fiir s = 1 wahr, da
(X, X =6 (X, Xp)t = 0.

Nach Induktion gilt die Aussage fiir N = @;_, X, folglich ist

N,N)!
’LL[X;I1]U[X;12] s u[ng]u[X:iJ{l] = q< ) U[N]U[X:iJlrl]

Wir berechnen dieses letzte Produkt, dabei seien X := X' und M := N @ X. Da
(Xo11,X;) = 0 fiir alle 1 <4 < s gilt, ist (X, N) = 0 und somit R(dimX,dimN) = —(X, N)1.
Wegen Ext!(X;, X,41) = 0 fiir alle 1 < i < s, ist Ext' (N, X) = 0 und insbesondere M = N® X
die einzige Erweiterung von N mit X. Da der einzige Homomorphismus zwischen X und N
der Nullhomomorphismus ist, ist der direkte Summand X von M der einzige zu X isomorphe
Untermodul von M und somit F]J\\,{X(qQ) = 1. Folglich ist upnjuix) = q<X7N>1u[N@X]. Wir
wenden noch einmal an, dass Ext'(N, X) = 0 und Ext' (X, X) = 0 gelten, und erhalten

(Ne X,No X)! = (N,N)! +(X,N)".

Dies beweist das Lemma. O

3.4 Einige Rechnungen in H(Q,,,)

Wir wollen nun zeigen, dass die Relationen von U,f (sl +y) auch in der Hall-Algebra H(Qyn)

gelten.

Lemma 3.4.1. In der Hall-Algebra H(Qm, ») gelten fiir alle —m < k <1 < n die Gleichungen

U1, 041 Ukl = Ueit1] + @ Uk U141 fir 0 < <n—1,

Ullo—1 1] Ullet) = Ufh—1,1] + 4 U Upp—1,5—1) Tir —m +1 <k <0.

Beweis Wir zeigen die erste Gleichung fiir 0 <! < n — 1. Jede Erweiterung X von [k, ] mit
[[+ 1,1+ 1] hat den Dimensionsvektor ej + - - - + e; + ;41 und ist folglich isomorph zu [k, + 1]
oder [k,I] @[l + 1,1+ 1]. In beiden Féllen gibt es genau einen zu [k, ] isomorphen Untermodul
U von X. Da der Quotient X/U jeweils isomorph zu [l + 1,1 + 1] ist, erhalten wir zusammen
mit R(ex +--- + e, e141) = 0 die Gleichung

W[141,14+1) Uk, ]] = W[k,i+1] T Uk, D®[i+1,1+1]-

Da es in dem Auslander-Reiten-Kocher von K@, ,, keinen Pfad von dem Knoten [l + 1,1 + 1]
zu [k, 1] gibt, ist die Folge [k, 1], [l 4+ 1,1 + 1] gerichtet. Wir konnen also Lemma 3.3.2 anwenden.
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Wegen

(k0@ +1Li+1) ke[ +1L1+1])! =+ 1,0+ 1], [k 1)
= <[l+1’l+1]’[kvl]> _R(€l+1aek+"'+el) =1

ist U U41,041 = QUK @[+1,1+1)- Dies beweist die Behauptung fiir 0 < [. Die zweite
Behauptung folgt analog. O

Lemma 3.4.2. Fiir die einfachen KQ,, ,-Moduln [4,¢] mit —m < i < n gelten die folgenden

Relationen:

Upg gy, 5) — Upj g U, = 0 fir i — | > 1,

ufs gupg) — (4 + 47 g aug gpug. + up gy =0 fie [i - j) = 1. (3.1)

Beweis Fiir alle einfachen Moduln [¢,7] und [j,j] mit ¢ # j gilt nach Schurs Lemma
([i,4],[4,4]) = 0. Fiir | — j| > 1ist R(e;,e;) = 0 = R(ej, ;) und somit gilt ([4,1],[4,j])' = 0
und ([4, 4, [i,4])* = 0. Nach Lemma 3.3.2 gilt

U[Zﬂ’]ubd] = u[iri]@[jrj] = u[ﬂa.ﬂu[lvz]

Es sei nun |[i — j| = 1. Wegen der Symmetrie des Kochers @, koénnen wir ohne
Einschrénkung 0 < 4,7 annehmen. Es folgen nun einige Voriiberlegungen.

Wegen R(ej,eir1) = 0 und R(ejy1,e;) = —1 gilt ([i,d],[i + 1,4 + 1))} = 0 baw.
([i + 1,4+ 1], [i,4])* = 1. Insbesondere ist [i, ], [i+ 1,7+ 1] gerichtet. Nach Bemerkung 3.1.15 ist
auch [i, 1], [¢,7 + 1] gerichtet. Wir wenden beide Lemmata aus Abschnitt 3.3 an und erhalten:

Ul4,4) U[i+1,i4+1] = QU[s,5)@[i+1,i4+1]> (3.2)
ufs uitir1) = 21Ut = 21606 241,41 (3.3)
Ui, i) Wi i+1] = Wi, i) D[i,i+1]- (3.4)

Fiir die Berechnung der Vorfaktoren haben wir Lemma 3.1.9 und die Bilinearitdt von (-,-)
genutzt. So gilt z. B.

([i,4) ® [iy i + 1], [i,4] @ [i,0 + 1) = ([, i + 1], [5,4])"
<[i,’i + 1], [Z,’L]> — R(el + €it1, 6,‘) =0.

Nach dem Lemma 3.4.1 gilt aufferdem

W[it1,i4+1]U[i,5] = Wi i+1] T Uii)@[i+1,i+1]- (3-5)

Wir wollen nun die Relation (3.1) fiir j =i+ 1 zeigen. Mit Hilfe der Voriiberlegungen erhalten
wir

(3.5),(3.2) _
U, ] (u[i+1,i+1]u[i,i]) = U4 ,4] (U[m‘ﬂ] +q 1u[i,i]u[i+1,i+1])
(3.4),(3.3)
= T Uhgelkir1 T (¢° + Dugii2efit1,i+1)- (3.6)
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Wir berechnen nun das Produkt “[i+1,i+1]“[2i,i] = [2]u[i+l,i+1]u[i,i]2- Jede Erweiterung X von
[i+1,i+ 1] mit [i,4]? hat die Dimension 2¢; + e; ;1 und kann folglich nur zu [i, 4] & [i,i + 1] oder
[i,i]? @ [i + 1,7 + 1] isomorph sein. In beiden Fillen gibt es genau einen zu [i,i]? isomorphen
Untermodul U C X, dessen Quotient X/U zusétzlich auch isomorph zu [i 4+ 1,7+ 1] ist. Wegen
R(2e;,e;41) = 0 gilt

U[i+1,i+1]u[2i,¢} = 2J(up, a2 @i41,i+1) + U a@ii+1])- (3.7)

Aus den Gleichungen (3.3), (3.6) und (3.7) folgt sofort die Relation (3.1) fiir j = ¢ + 1.

Als letztes beweisen wir nun, dass die Relation (3.1) fiir j = ¢ — 1 > 0 gilt. Dafiir berechnen
wir zuerst das Produkt u%iyi]u[i,lyi,l] = [2]up2ufi—1,i—1)- Mit dem gleichen Dimensionsargu-
ment wie oben sehen wir, dass [i —1,i] @ [i, 4] und [i —1,i— 1] @i, ] die einzigen Erweiterungen
von [i—1,i—1] mit [i,4]? sind. Beide Kandidaten besitzen genau einen zu [i— 1, — 1] isomorphen
Untermodul, dessen Quotient isomorph zu [i,]? ist. Wegen R(e;_1,2e;) = 0 ist somit

U[%‘,i]“[ifl,ifl] = [2](upi—1,980,10 + vli-1,i-110i.12)- (3-8)
Da [i — 1,4 — 1], [¢,4] und [i — 1,4, [¢, {] gerichtet sind, gelten folgende Gleichungen:

u[i—l,i—l]uﬁ-,i] = [2ufi—1,i—1uii2 = [2](12“[1—1,1—1]@[1,1']27 (3.9)

ULi—1,4)U[i,5] = U[i—1,4)@[iri]- (3.10)

Schliefslich rechnen wir noch

(3.5),(3.2) -
(u[i,i]u[i—l,i—l])u[i,i] = (u[i—l,i] +4q lu[i—l,i—l]u[i,i])u[i,i]
(3.10),(3.9)
=7 w1 e + (6 + Dui-1i-1ep)e-

Zusammen mit (3.8) und (3.9), folgt sofort die Relation (3.1) fiir j =7 — 1. O

3.5 Zusammenhang zur Quantengruppe

Ringel zeigte in [23], dass der positive Anteil der Quantengruppe einer Lie-Algebra, deren
Dynkin-Diagramm eine Vereinigung von Dynkin-Diagrammen vom Typ A, D oder F ist, zu
der Hall-Algebra eines entsprechenden Kochers isomorph ist. In diesem Kapitel beweisen wir
Ringels Satz fiir unseren speziellen Fall des K&chers @, ,, dabei orientieren wir uns an der
Vorgehensweise in [23].

Im Folgenden sei Uy (slp4n) von den Elementen E;, F;, K; und K;l, —m < 1 < n erzeugt.
Es gibt dann natiirliche Einbettungen der Algebren U, (sl,,) = (E;, Fi, K;, K; ' : —m < i < 0)
und Uy, (sly,) = <Ei,Fi,Ki,Ki_1 10 <i < nyin Uy(slptn)-

Lemma 3.5.1. Die Abbildung

n: u;(5lm+n) :> H(Qm,n)

E;— U[,q]
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ist ein Isomorphismus von Q(g)-Algebren, wobei [¢, 7], —m < i < n, die einfachen Darstellungen
des Kéchers @y, sind. Insbesondere sind die beiden Quotienten H(Qum,n)/ > ;20 H(Qm,n)uji
und U (slmin)/ D iz0 Uy (Slm+n) Ei zueinander isomorph.

Beweis Wir zeigen, dass 7 : U;‘(slm+n) — H(Qm,»n) ein Isomorphismus ist, die Isomorphie
der Quotienten folgt dann sofort.

Nach Lemma 3.4.2 ist n ein Homomorphismus von K-Algebren, da die definierenden
Relationen von U (slyin) in H(Qm,n) erfiillt sind.

Im Folgenden zeigen wir, dass die Menge {u; ; : —m < i < n} die Hall-Algebra H(Qm,,) als
Algebra erzeugt. Nach den Lemmata in Abschnitt 3.3 geniigt es zu zeigen, dass jedes Element
upg,y fir —m < k <1 < n von den up; ), —m < i < n erzeugt wird. Die Aussage ist fiir k = [
trivial. Sei [ 0. B. d. A. nichtnegativ; nach Lemma 3.4.1 wird mit u, ;) auch das Element uj, ;4
von den up ;) mit —m < i < n erzeugt. Da somit {uj ;) : —m < i < n} die Hall-Algebra
H(Qm,n) erzeugt, ist n surjektiv.

Wir beweisen die Injektivitét lokal, d. h. wir definieren eine Graduierung auf beiden Algebren
und vergleichen die Dimensionen der homogenen Teilriume dieser Graduierung. Fiir jedes
d € NJ"t"~! definieren wir die Q(q)-Vektorriume H(Qm.n)g = (upg : dimM = d) und
Ul = (E; ---E; : Ej tritt dj-mal auf). Offensichtlich definieren wir dadurch eine Gradu-
ie;ung der Hall-Algebra H(Qm,») und des positiven Anteils der quantisierten Einhiillenden
U, (8lmyn), da die definierenden Relationen (U5) aus der Definition 2.2.1 homogen beziiglich
der Graduierung sind. Da der Epimorphismus 1 die Graduierungen respektiert, geniigt es zu
zeigen, dass die Dimension von U als Q(g)-Vektorraum nicht grofer als die Dimension von
H(Qm,n)d ist. Die Dimension des @(q)—Vektorraumes H(Qum,n)d st

dimgg) H(Qm.n)a = #{[M] : dimM = d} = §{m : @ = No: > m(a)a = d}.

acdt

Wir bestimmen nun die Dimension von ¢/ indem wir die Spezialisierung von Z/{;(slern) an
q = 1 beschreiben. Es sei dafiir B = Q[q](,—1) die Lokalisierung des Ringes Q[g] an dem Primide-
al (¢—1). Dieser ist ein diskreter Bewertungsring mit Restklassenkorper Q und Quotientenkor-
per Q(q). Es sei Up die B-Algebra mit den Erzeugenden E_,41,...,E_1,Ey, E1,...,E,_1 und
den Relationen (U5) aus Definition 2.2.1. Offensichtlich gilt dann Q(q) ®p U ~ Uy (8lmyn)-
Die Q-Algebra Uf;" := Q[q](4—1)/(q—1)®pUf; ~ Q@pUY; ist die Spezialisierung von U (8lmyn)
an g = 1. Sie hat die Erzeugenden F_,,,41,..., E,_1 und die Relationen

E?E; — 2E,E;E; + E;E? =0 fir |i—j|=1und
l%l% = Ebl% fiir |i—-j|>‘L

Folglich ist C ®g U;" isomorph zu dem positiven Anteil U+ (sl,,1,,) der universellen Einhiil-
lenden der komplexen Lie-Algebra sl ,. Es existiert eine Zerlegung sl = n~ @ h®nt
der halbeinfachen komplexen Lie-Algebra sl i,. Die positiven Wurzeln ®* = {f,...,03s}
indizieren eine Basis {z1,...,7s} des positiven Anteils n*t = ®ﬁe@+ Lg, wobei Lg die
eindimensionalen Wurzelrdume sind [11, §8]. Nach dem Satz von Poincaré-Birkhoff-Witt erzeugt
{o{* - 2% : (ay,...,as) € N§} den C-Vektorraum U™ (slyyy) [11, §17]. Wir definieren auf U

und Z/lg Graduierungen analog zu der Graduierung auf L{q+ (8lyn+m ). Da der Isomorphismus
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C ®o Uy ~UT (slym+n) die Graduierung respektiert, gilt
dimg U, < t{(a1,...,as) €Ny > a;f; = d} = dimgg) H(Qm.n)a-
i=1

Da leg ein endlich erzeugter B-Modul und B ein lokaler Ring sind, ist Z/lg als B-Modul isomorph
7zu B¥ @ T fiir k € Ny und einen Torsionsmodul 7. Insbesondere erhalten wir

U =Qlg) ®p U 4~ (Qlg) ®p B*) & (Qg) ®5 T) ~ Q(g)* und
Uty =QepUs,~ (Qep B @ (QepT) ~Q,

wobei k < sei. Somit gilt
dim@(q) Z/{g =k S = dim(@ Z/{ffd S dlmQ(q) H(Qm,n)¢~

Folglich ist der Epimorphismus 7 injektiv und somit ein Isomorphismus. O

3.6 Der Quotient H(Q..)/Z(Qum.n)

Lemma 3.6.1. Die Unteralgebra (uf; j: —m < i <0 < j < n) wird als Q(g)-Vektorraum von

den Elementen upy; mit M = @ _m<i<oli, j]*7 erzeugt. Des Weiteren ist
0<j<n

i£0

ein Isomorphismus von Vektorrdumen.

Beweis Im Folgenden unterteilen wir die Menge der Isomorphieklassen von endlichdimensio-
nalen K@, »,-Moduln in

M= {[M]: M = @ [i,]*,a;; > 0}

1<0<g

X:={[M]:M~M&[ijlmiti<j<0oder 0<i<jund M € modKQ,,}

Nach Bemerkung 3.1.15 kénnen wir die Isomorphieklassen endlichdimensionaler unzerlegbarer

K@, n-Moduln so sortieren, dass die Folge

[7;17.7.1]7- sy [ikvjk]7 [ik+1ajk+1]7' R ) [ZNajN]
eM ex

gerichtet ist.

Zuerst beweisen wir, dass die Unteralgebra M(Qun) := (up;j : —m <i <0 < j < n) als
Vektorraum iiber Q(q) von {u[ps : [M] € M} erzeugt wird. Nach den Lemmata 3.3.1 und 3.3.2
ist upy fiir jedes [M] € M in dem Vektorraum M(Qp ,) enthalten.
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Es seien [M], [N] € M. Wir wollen zeigen, dass alle Erweiterungen von M und N wieder in
M liegen. Angenommen es gibt ein [X] € X, das eine Erweiterung von M mit N ist, d.h.

0o-NLx%m—_o.

O.B.d. A. sei [i, j] mit 0 < i < j < n ein direkter Summand von X. Da der einzige Homomor-
phismus zwischen [4, j] und M der Nullhomomorphismus ist, muss [7, j] ein direkter Summand
von N sein; dies ist ein Widerspruch zu [N] € M. Insbesondere ist UUN] = Z[X]eM a[x|U[x]
und die Algebra M(Qm,n) wird als Q(g)-Vektorraum also tatséichlich von den Elementen
{upag : [M] € M} erzeugt.

Um den zweiten Teil des Lemmas zu beweisen, zeigen wir, dass

I(Qmn) = Y_H(Qmm)ugy =14 > axjup : ax) € Qlq)

1#0 (X]ex

gilt.

Wir werden jetzt induktiv beweisen, dass alle Elemente uj; ;) fiir i <j <0und 0 <i < jin
dem Ideal Z(Q),, ) enthalten sind. O.B.d. A. sei 0 < 7 < j. Offensichtlich ist diese Aussage fiir
i = j wahr. Nach Lemma 3.4.1 ist mit uf; ;) auch up; j11) = upip1 j41U0,5 + q_lu[iyj]u[jﬂ’jﬂ}
in dem Ideal Z(Qy,) enthalten. Nach dem Lemma 3.3.2 ist somit u(; fiir alle [X] € X' in dem
Ideal Z(Q, ) enthalten.

Wir zeigen nun, dass alle Elemente in dem Ideal Z(Q,,, ) die Form Z[Y]e x ary]ury] haben.
Dafiir betrachten wir wu;xjup = Z[y] apyyupy) fiir I # 0. Da es fiir alle [M] € M keine
Homomorphismen zwischen [I,{] und M aufer dem Nullhomomorphismus gibt, existiert keine
kurze exakte Folge

0—-[,]—-M-—>X—0,

insbesondere ist ajyz) = 0. Das Ideal Z(Q,y,») wird also als Q(g)-Vektorraum von den Elementen
upx] mit [X] € & erzeugt. Da {ufy) : [Y] € MUAX} eine Basis von H(Q,») ist, gilt insbesondere
H(Qmn) = M(Qmn) ® Z(Qm,n). Die Algebra M(Q,.,) ist somit als Q(g)-Vektorraum
isomorph zu dem Quotienten H(Qm.n)/Z(Qm.n)- O

Bemerkung 3.6.2. Im Weiteren nutzen wir die Abkiirzungen aus dem Beweis. Wir bezeichnen
folglich die Unteralgebra (uj ;) : —m < i < 0 < j < n) mit M(Qp,n) und das Ideal
Zz;éo H(Qm,n)u[z,z] mit I(Qm,n)

Lemma 3.6.3. In der Algebra M(Q., ») gelten die folgenden Gleichungen:

3.11
3.12
3.13
3.14

Ui ) U1 = 4 U U]
Ui ) Ulk,g) = 4 ULk 5] U]

UL, UTk,5] = Wik, 5] Ui, 1]

~~ o~ o~
— D = ~—

Ui U1 W)U = (07— @)Uk ),
wobei —m <k <i<0<j<l<n gilt.

Beweis Wir beweisen zuerst, dass die Relation (3.11) gilt; die Gleichung (3.12) folgt analog.
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Da die Folge [i, j], [, ] gerichtet ist, erhalten wir
(i, 5] @ [i,0, li, ] @ [i, 1) = {[3,1], [, 5])" = —R(dimls, 1], dimli, j]) = 0

und
U[i’j]U[Z"l] = U’[i,j]@[i,l]'

Um das Produkt wuj; jup; jj auszurechnen, miissen wir alle Erweiterungen X von [i,{] mit [, j]
bestimmen. Da jede solche Erweiterung X, wie wir im Beweis von Lemma 3.6.1 festgestellt
haben, die Form X ~ @@, o<[st]"* mit a;; € Ny hat und aukerdem die Dimension
dim[i, j] + dim[é, {] besitzt, muss X isomorph zu der direkten Summe [i, j] & [i,1] sein. Es sei p
eine Primzahl und s eine natiirliche Zahl echt grofier Null. Wir bestimmen nun die Anzahl der
zu [4, j] isomorphen Untermoduln U der Fps @y, n-Darstellung [¢, j] @ [¢, ], fiir die der Quotient
[i, 7] @ [¢,1]/U isomorph zu [¢,1] ist:

FEE p*) =t [ing] = gl @ [, 0] | [, ) @ [, 1 /u(in 31) = [, 1}
=t#{e: [i.5] = [ ) @ [i. 1] | (i, 5]) N [i, 4] # 0}
= #{Fpe = [i, j]e = [i, 4] © [i, 1]y = Fou i <t < j} =1
(P -1

= o1 LT

Die Gleichung (3.11) folgt sofort aus

q U= HDHE=D) (g2

Ufi, U] = ilelil) = Ui jlelil)-

Die Folgen [i,1], [k, j] und [k, j], [¢,] sind jeweils gerichtet, da es keinen Pfad zwischen den
entsprechenden Knoten im Auslander-Reiten-K6cher gibt. Insbesondere ist

<[la” ® [kvj]’ ['L?l} ® [k7.]]>1 =0.
Nach Lemma 3.3.2 gilt also die Gleichung

Ul ) Ulk,5] = Ui k,5] = Ulk,j]U[i.1]- (3.15)

Um die Gleichung (3.14) zu beweisen, berechnen wir nun die Produkte wuf; jjup,; und

upk, U, Da die Folge [4, ], [k, I] gerichtet ist und
<[Z,]] D [k’l]a [17.7] D [klel = <[k’l]a [17.7]>1 = _R(@[k’l]v@[zvj]) =1

gilt, ist
Ui, g Uik, = U5 @[k, 1

Wir berechnen nun u, juy; 5. Die Betrachtung der Dimensionsvektoren zeigt wieder, dass

jede Erweiterung X von [k, [] mit [i, j] entweder isomorph zu [¢, j] ® [k, ] oder zu [i, ] ® [k, j] ist.

Der Faktor F[[,i’{}]eﬁ[];]’l] (p*) ist die Anzahl der mdglichen Einbettungen von [i, 5] in [¢, j] @ [k, ],
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so dass der Kokern isomorph zu [k, [] ist:

FRdletlwo) =t [i,4] = [i,4) @ [ 1) mit [i, 5] & [k, 1/u([i, 5]) =~ [k, 0}
= {02 [i,4] = [i-3] & [k, ] mit o((i, 1)) N [i, 1] # 0}
(ps)2 -1 s

:7—1: .
P’ =1 P

Den Vorfaktor F, [%ﬁ[};f )(¢?) berechnen wir &hnlich:
Fll o) = 80+ [i, 4] = [, 1) @ [k, 5] mit [i,0] & [k, 5)/o([i, 1) ~ [k, 1]}
= #{u: [, 4] = [i,1] @ [k, ] mit o([i, 4]) O [i.1] # 0, o([i. 4]) O [k, 4] # O}
(p°)* -1

:7}75—1 —2=p°—-1.

Wir erhalten also

()G

Uk, U5 = 4 Cupjjemy + (@ — Dupgek.)

= quii ek + (0 — ¢ DU ek.j-

Zusammen mit (3.15) beweist dies die Gleichung (3.14). O

3.7 Kashiwara-Operatoren auf H(Q.»)/Z(Qmn)

Um Kashiwara-Operatoren auf der Hall-Algebra H(Qynn) ~ U (lym4n) definieren zu kénnen,
miissen wir die Operation des positiven Anteils U (sl;1n) auf der Hall-Algebra zu einer
Operation der Quantengruppe Uy (slym+r) auf H(Qm,n) Z/l;(slnﬂrn) fortsetzen. Da Uy (slmtn)
als Vektorraum isomorph zu dem Tensorprodukt U (slmn) @ Uy (Slyin) @ Uy (Slmn) ist, ist

U, (8lmyn) als Vektorraum isomorph zu dem Quotienten

uq(SZm-i-n)/( Z Uy(slnn) Fi + Z Mq(5lm+n)(Ki_1)>-

—m<i<n —m<i<n

Der positive Anteil Z/{(;r(slm+n) der Quantengruppe und damit auch die Hall-Algebra H(Qm »)
werden somit Uy (slp,+y)-Moduln. Wir kénnen also wie in Abschnitt 2.4 Kashiwara-Operatoren
auf H(Qm,n) definieren. Wir werden nun die Wirkung der Kashiwara-Operatoren auf der Hall-
Algebra mit Hilfe eines Ergebnisses von M. Reineke bestimmen.

In [20] bestimmt M. Reineke fiir alle Kocher, deren zugrundeliegender Graph ein Dyn-
kindiagramm vom Typ A, D oder F ist, eine Operation der Kashiwara-Operatoren auf der
Hall-Algebra H(Q). Der Autor definiert dafiir ein zulassiges Gitter £ der Hall-Algebra H(Q)
und berechnet die Produkte uj; ;jupas) in £/¢L, wobei [i, i] eine einfache Darstellung und M eine
endlichdimensionale Darstellung des Kochers () sind. Nachdem wir dieses Ergebnis kurz fiir die
uns interessierende Algebra H (@) zitiert haben, werden wir die Wirkung der Kashiwara-
Operatoren auf dem Quotienten H(Qum.n)/Z(Qm.n) bestimmen. Um Verwechslungen mit spéter
in dieser Arbeit auf Matrizen definierten Kashiwara-Operatoren zu vermeiden, bezeichnen wir

die in [20] bestimmten Kashiwara-Operatoren mit & bzw. f;.
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Satz 3.7.1. Sei M ein KQ,, ,-Modul und —m < i < n mit ¢ # 0. Fiir alle unzerlegbaren
KQm n-Moduln X mit (X, [i,]) # 0 bestimmen wir die Summe

S(M’X): Z (,UB(M)_,UTB(M))v
BeP; (Qm,n)

(B,X)#0
wobei pp(M) = max{k : B* ist direkter Summand von M} ist. Es sei P;(Qm.) die Menge
{[k,1] = ([k,1], [¢,4]) # O} mit der Relation <. Es sei Xg € Pi(Qm,n) der =-maximale Modul
in Pi(Qm,n), fiir den die Summe S(M,X) maximal ist. Des Weiteren sei Y, = @&7B, wobei
die direkte Summe iiber alle <-minimalen K@, ,-Moduln B in P;(Qu,,») mit (B, Xy) = 0
lduft. Dann ist Yj ein direkter Summand von M, d.h. es existiert ein KQ, ,-Modul M’ mit
M = M' @ Yy. Des Weiteren ist €;unyay,) = Upmrex,)-

Beweis Vgl. [20, Thm. 7.1.]. O

Bemerkung 3.7.2. In [20] verwendet der Autor M. Reineke Ringels Definition der Hall-
Algebra. Da wie wir in Bemerkung 3.2.5 festgestellt haben, die von Ringel definierte Hall-
Algebra zu der hier verwendeten isomorph ist, ist der Satz 3.7.1 auch fiir unsere Definition der
Hall-Algebra giiltig.

Wir erinnern daran, wie der Auslander-Reiten-Kocher fiir K@, , aussieht: Seine Form
erinnert an die eines Fisches, wobei der ,Fischkorper” die Form einer Matrix hat. Um das
folgende Korollar einfacher formulieren zu kénnen setzen wir die Zeilen- und Spaltennumme-
rierung dieser Matrix auf den ,Flossen” fort und erhalten so eine erweiterte Matriz. Dabei
existieren natiirlich fiir einige Indexpaare keine Eintriige; genauer existieren die unzerlegharen
Darstellungen X; j mit 1 <i <m+j—1und 1 < j <n+i— 1. Die unzerlegbare Darstellung

in der i-ten Zeile und j-ten Spalten bezeichen wir mit X ;, falls sie existiert. Dies ermdglicht

i
es uns die endlichdimensionalen Darstellungen mit erweiterten Matrizen zu indizieren, indem
wir P, ; Xf;f durch A = (a; ;) indizieren, wobei die direkte Summe nur iiber die im Koécher
existierenden Zahlenpaare 1duft.

Der Auslander-Reiten-Kocher von KQ4 3 aus dem Beispiel 3.1.12 besitzt jeweils sechs Spal-
ten und Zeilen. Die Darstellung [1, 2] liegt in der vierten Zeile und dritten Spalte, wir bezeichnen
sie folglich mit X, 3. Entsprechend wird die Darstellung [—2,2]* @ [1,2] = X3 3 ® X4 3 durch
die erweiterte Matrix 2F3 3 + Fy 3 indiziert. Natiirlich entspricht nicht jede erweiterte Matrix
einer endlichdimensionalen Darstellung. So entspricht z.B. E4; keiner endlichdimensionalen
KQ4 3-Darstellung. Das folgende Korollar zeigt, wie die Kashiwara-Operatoren €; auf den zu

den Darstellungen assoziierten erweiterten Matrizen wirken.

Korollar 3.7.3. Es sei M = @ij Xla/ eine endlichdimensionale K@, ,-Darstellung, welche
durch die erweiterte Matrix (a; ;) indiziert wird.

Fiir festes —m < jo < n, jo # 0 berechnen wir die alternierenden Summen

1 -1 . . .
go— ) 2k Wgort = g ange  fir 0 <jo, 1< T<m+jo,
| l -1 . . .

D k=1 Q—jot1k = Dopmg G—jo,k  fir 0> jo, 1 <1 <n—jo
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Es sei ip maximal, so dass die Summe s;’ maximal ist. Die zu €;,uyy assoziierte erweiterte

Matrix €;,(a; ;) berechnet sich wie folgt

CVN— By . 4B o fallsl<ig<m+j
éjo(fli,j):{ ) o B W8 Sl ; (3.16)

(am-) + Eio,j0+1 falls ig = m + 7o

falls 0 < jp und mit

c. (a_ ) _ (ai’j) — E7j07i0 + E*joJrl,io falls 1 <ig<n— Jo
JoRT (am) + E—jo-‘rl,io falls io =nNn — jg

falls jo < O ist.

Beweis Wir beweisen die Behauptung fiir 0 < jo; fiir jo < 0 folgt die Behauptung analog.

Es sei 1 < jo < n fest und —m < k < i < n. Offensichtlich ist Hom([k, 7], [jo, jo]) = O, falls
Jjo nicht im Intervall [k, i] liegt, da nur der Vektorraum am Knoten jo nicht der Nullvektorraum
ist. Fiir k < jo < i ist nach Bemerkung 3.1.15 die Folge [jo, jo], [k, ] gerichtet, insbesondere
ist Hom([k, 4], [jo,jo]) = 0. Fiir k < jo = ¢ ist dagegen © mit ©; = §; ;, idk ein nichttrivialer
K@ n-Homomorphismus von [k, jo] nach [jg, jo]. Somit ist

Pjo(Qmon) = {lk, jo] : =m <k < jo} = {Xijo41: 1 <1 <m+jo}

und wir berechnen die Summen S(M, X; j,41) fir 1 <1 < m + jo. Da (X jo+1, X1,jo+1) # 0
fiir alle 1 <k <1 <m+jo gilt, a5y = px, , (M) und 7X;41 jo41 = Xy j, fiir 1 <T<m+jp—1

gilt, erhalten wir
1 -1
_ _J
S(M, Xijor1) = D Qo1 = D Ao = 57"
k=1 k=1

Da X;j,+1 =2 Xkjo+1 gilt genau dann, wenn 1 < | < k < m + jo ist, suchen wir g
maximal mit sfg = Maxi<i<m+jo s{"; dann ist X, j,+1 der Modul X, aus Satz 3.7.1. Da
(X1 jo+1s Xig jo+1) = 0 fiir alle i <1 < m+ jo ist, ist 7.X;,+1 j,+1 der Modul Y, aus Satz 3.7.1.
Falls 1 <1y < m+ jo ist, ist folglich M = M’ & 7X;,41 jo+1 = M’ & X, j, und somit

UM = Cio UM ® Xy, o] — UM &Xig jot1]*

Falls das Maximum von iy = m + jo angenommen wird, so ist M = M’ ¢ 70 = M’ und folglich

éjou[M] T UMS Xt gj,59+1]"
Dies beweist die Gleichung (3.16). O

Die Operation der Kashiwara-Operatoren auf der Hall-Algebra H(Q, ) induziert eine
Operation auf dem Quotienten H(Qm n)/Z(Qm,») und somit auch auf der Algebra M(Q, ), da
Z(Qm,n) nach Bemerkung 2.4.3 als Untermodul von H (@, ) durch die Kashiwara-Operatoren
auf sich selber abgebildet wird. Die Wirkung der Kashiwara-Operatoren kann folglich mit Hilfe

von (m x n)-Matrizen beschrieben werden.
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Korollar 3.7.4. Fiir ein festes —m < jg < n, jo # 0 berechnen wir die alternierenden Summen

1 -1 .. . .

§Io — D i1 Qigot1 — Doimy Qi fir 0 <jo,1 <i<m+1,
1= 1 -1 . ,

Dic1 O—jo+li = Doim1 O—jo,i LI jo < 0,1 <i<n+1,

wobei Gyq1,j041 := 0 bzw. a_j,41,n+1 := 0 sind. Die zu

Ejouey, (—h+1,1—11%t + L (Qm.n)

assoziierte Matrix &;,(ay,1); j", berechnet sich wie folgt.
Fiir 0 < jg sei 1 <49 < m+1 der grofste Wert, fiir den die Summe s{o maximal ist, dann ist

i mn_ ) (@ra)iiZy = Eig o + Eigjor1 falls 1 <idg <m
€jo(Ah ) i1 = 0 falls ig = m + 1

Fiir jo < 0sei 1 <ig <n+1 der grofte Wert, fiir den die Summe s{" maximal ist, dann ist

(ar,0) ity = E-josio + E—jot1,, falls 1 <ig <m

e (ap ), =
do (@)1 { 0 fallsigp =n+1

Beweis Wir beweisen die Aussage wieder fiir positive jo; fiir negative jo folgt die Behauptung
analog.

Wie wir in dem Beweis des Lemmas 3.6.1 gezeigt haben, wird das Ideal Z(Q,) als
Vektorraum von Elementen der Form wys g, mit M’ ein endlichdimensionales KQ,, ,-Modul
und —m < k <1 < 0bzw. 0 < k <1 < nerzeugt. Wir berechnen mit Korollar 3.7.3 das Element
€jouinr), wobei das Modul M = @i [~k + 1,1 — 1]* durch die (erweiterte) Matrix (ay,)

indiziert wird. Es sei

ig—1

io
ko =max{l <k <m+jo:s) = Zak,joﬂ — Z ag,j, ist maximal.}.
k=1 k=1

Offenbar ist ig = m + 1 genau dann, wenn kg = m + jj ist, da sZ,”LH = SZSH fir alle 1 <1 < jp
gilt. Aufserdem ist ig = ko, falls ig < m bzw. kg < m gelten. Dann ist nach Korollar 3.7.3
€jou[p) genau dann ein Element von Z(Qmn), wenn m < kg bzw. ig = m + 1 ist. Dies beweist

die Behauptung. O



Kapitel 4
Quantenmatrizen

In diesem Kapitel werden wir sehen, dass die Unteralgebra M(Q, ») der Hall-Algebra isomorph
zu dem quantisierten Koordinatenring Q(q)q[Mmxn] ist. Fiir m,n > 2 definiert die Operation
der SL,, x SL, auf den (m x n)-Matrizen eine Operation der Universellen Einhiillenden
U (sl % slp) auf den (m x n)-Matrizen. Mit Hilfe dieser Operation werden wir in diesem
Kapitel die Operation des positiven Anteils der Quantengruppe zu einer Operation der gesamten
Quantengruppe auf dem quantisierten Koordinatenring kanonisch fortsetzen.

Der quantisierte Koordinatenring Q(q),[Mmxn] wird somit zu einer U,(sl,,) @ Uy(sly,)-
Darstellung; wir konnen ihn also mit der Uy (slm) @ Uy(sly)-Darstellung €, ,)—; Vin(A) ® Vi ()
mit [ = min(m, n) vergleichen.

Im Abschnitt 4.1 definieren wir den quantisierten Koordinatenring und zeigen in Ab-
schnitt 4.2, dass er isomorph zu der Unteralgebra M(Q,, ) der Hall-Algebra ist. Nachdem
wir im Abschnitt 4.3 die Operation der universellen Einhiillenden U(sl,, x sl,) betrachtet
haben, werden wir in Abschnitt 4.4 die Operation der U (sl,,) ® U, (sl,,) kanonisch zu einer
Operation der U, (sl,,) ® Uy(sly,) fortsetzen.

4.1 Der quantisierte Koordinatenring

Der sogenannte quantisierte Koordinatenring Q(q)q[Mpm x»] ist die Quantisierung des bekannten
Polynomringes Q[M,x»n] = QY;; : 1 < ¢ < m,1 < j < n], welcher der Koordinaten-
ring des Raums der Matrizen Q™*™ ist; dabei ist Y;; die Funktion Y;; : Q™*" — Q,
A = (aki)y iy + a;;- Beide Ringe haben eine Basis, welche durch die (m x n)-Matrizen

mit ganzzahligen nichtnegativen Eintrigen indiziert wird.

Definition 4.1.1. Q(q)4[Myxr] ist die Q(g)-Algebra mit den Erzeugern Y;;, 1 < ¢ < m,
1 < j <n und den Relationen

YiiYio = 'YiaYi, (4

YiiYis =0 YiiYi; (4.

YiaYej = ViV (4

YiiYer = YeaVij = (¢ — @)YiuYej, (4

mit 1 <i<k<mund1<j<l<n.

42
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Hierbei kénnen wir Y; ; als die Funktion Y; ; : Q(¢)™*™ — Q(q), (ak)}' 2, — ai,; auffassen.
Der Einfachheithalber fiihren wir keine unterschiedlichen Bezeichnungen fiir die Funktionen
Y; ; ein, die den Polynomring Q[M,, ] bzw. den quantisierten Koordinatenring Q(q)q[Mm xn]

erzeugen.

Lemma 4.1.2. Die Algebra Q(q)q[Mmx»] wird als Q(g)-Vektorraum von den Elementen

a a a a az,ny a .
Vi Yyt Yt it Yo Y bt Y mit ai € No (4.5)

1,n 2,n
erzeugt.

Beweis Wir zeigen per Induktion, dass sich jedes Produkt Y;, ;, ---Y;, ;. als Linearkombination
von Elementen der Form wie in Gleichung (4.5) darstellen ldsst. Fiir s = 1 ist die Aussage
Y - Y
Nach der Induktionsvoraussetzung sind die Paare (i1, 71), ..., (is, js) lexikographisch geordnet.

trivial. Angenommen die Aussage gilt fiir s > 1, wir betrachten nun Y; N

1,71 s:Js

Falls (is,7s) < (is41,7s+1) gilt, sind wir fertig. Es sei also (is, js) > (is+1,Js+1), in diesem Fall

koénnen wir die passende Relation anwenden, um Y;_ ; V; umzusortieren.

Ls41,s+1
Falls is > is41 und js > jsy1 gelten, so wenden wir die Relation (4.4) an und ersetzen
Yviastéerhjs+1 durch ns+17js+1ns7js + (q - q_l)Y; Y

wendung der Induktionsvoraussetzung auf die ersten s Faktoren und eine Umbenennung aller

Nach einer nochmaligen An-

s+1:Js L ls,Js41"

Indizes, gilt is < isy1, wobei nicht notwendigerweise (is,7s) < (is+1,js+1) gelten muss. Wir
haben diesen Fall also auf die verbleibenden Fille zuriickgefiihrt.

Es gelte also i5 = t541,Js > Js+1 oder is > 541,75 < js+1- In beiden Féllen kénnen wir die
Faktoren Y;_; und Y;

Da (is, js) aukerdem grofser als jedes andere als Index auftretende Paar ist, ist die Behauptung

+1.jo41 Vvertauschen und bezahlen dies eventuell mit einem Vorfaktor g.

nach einer nochmaligen Anwendung der Induktionsvoraussetzung auf die nun ersten s-Faktoren
Yiogi Yio 1 Yi

e 11je1 bewiesen. O

1,01 " s+1:Js+1

Fiir weitere Informationen zu dem quantisierten Koordinatenringen siehe [9].

4.2 Zusammenhang zu dem Quotient H(Q,,.)/Z(Qm.n)

Der quantisierte Koordinatenring Q(q)y[Mmxn] und die Unteralgebra M(Qy,, ) der Hall-
Algebra H(Qm,») haben beide als Q(g)-Vektorrdume durch (m x n)-Matrizen indizierte Basen.

Wie wir gleich sehen werden, sind sie auch als Algebren zueinander isomorph.

Lemma 4.2.1. Die Abbildung

T Q(q)g[Mmxn]—M(Qmn)

Yit1,j+1 — u—ig)

ist ein Isomorphismus von Q(q)-Algebren.

Beweis M(Qmn) = (upi ) - —m <i <0< j < n) ist eine Unteralgebra von H(Qm,»). Nach
Lemma 3.6.3 ist ¥ ein Homomorphismus, da die Relationen von Q(q)q[Mmxn] in M(Qm.n)
gelten.
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Wir zeigen die Bijektivitdt von W lokal, d.h. auf den homogenen Teilrdumen einer Gradu-

ierung der beiden Algebren. Der quantisierte Koordinatenring Q(q)q[Mmxn] ist durch

deg}/i-‘rl,j"rl = (77_9+1a e '70a _11,7 ey }507 . .’ngl)
und die Algebra M(Q,n) durch degup ;) = dim[i,j] bzw. degup = dimM eben-

falls N?*”*l—graduiert. Wir sehen leicht, dass ¥ diese Graduierungen respektiert, d.h.
U(Q(q)g[Mmxn])a C Vg fiir d € Nyt~
Nach Lemma 4.1.2 wird der Vektorraum Q(q)q[Myxn]a von den Elementen Y. .. Y

11,71 ihyJk
mit d = Zle a; degY;, ;, erzeugt, wobei die Folge (i1, 1), .. ., (ik, ji) lexikographisch geordnet
ist. Da [—i1 + 1,51 — 1],...,[—ix + 1,jx — 1] eine gerichtete Folge ist, gibt es nach den
Lemmata 3.3.1 und 3.3.2 einen Vorfaktor 0 # m, € Q(g) mit

ai A — —
Y Vi) = Mali—iy g1 —1a @@ —in+1,5c—1]on = Ml

fiir M = @le[—il + 1,5 — 1]*. Der Homomorphismus ¥ beschreibt eine Bijektion zwischen
dem erzeugenden System von Q(q)q[Mmxnls und der Basis von M(Q, )¢ und ist somit

. - : ay . yak . — k L 1 1
ein Isomorphismus. Insbesondere ist {Y;7!; ot d =3 apdegY;, j,} eine Basis von

Q(Q)q[men]g- O

Korollar 4.2.2. Die Abbildung

H(Qm,n) /Z(Qmn) = Q(a)q[Minxn]

Ui j) + Z(Qm.n) = Yiy1+1
ist ein Isomorphismus von Q(q)-Vektorrdumen, wobei 0 < i < m, 0 < j < n.

Beweis Dies folgt sofort aus den Lemmata 4.2.1 und 3.6.1. O

4.3 Operation der U(sl,,) @U(sl,) auf dem Koordinatenring

Die Gruppe SL,, x SL,, operiert auf kanonische Weise von rechts auf den (m x n)-Matrizen:
A-(g,h):=g ' Ah, fiir alle g € SL,,,h € SL,, A € Qm™*",

Durch Differentiation wird eine Operation des Tangentialraumes sl,, x sl, von SL,, x SL,
an der 1 auf dem Tangentialraum Q™*™ von Q™*"™ an der 0 induziert. Wir berechnen die
Ableitung in den Q[e]/(e?)-wertigen Punkten der algebraischen Gruppen SL,,, SL, bzw. des

Raums der Matrizen Q"*™:

(1+ex) PA(l +ey) = (1 —ex)A(1 + ey)
=A+e(Ay —zA)+0.



4.3. Operation der U(sl,,) ® U(sl,) auf dem Koordinatenring 45

In dem Tangentialraum Q™*" gilt somit
A (z,y) = Ay — zA, fiir alle x € sl,,,y € sl,, A € Q"*"™.

Folglich operiert die Lie-Algebra sl,, x sl, und damit auch ihre universelle Einhiillende
U(8lm X sly) ~U(slm) @U(sly,) auf dem Koordinatenring Q[M,, «»] des Raums der Matrizen:

((z,y) - ©)(A) = (A (2,y)) = 0(Ay — 2A),

wobel & € sly, y € sy, p € Q[Mymxn] und A € QM*™.

Die Lie-Algebra s, = {g € gl,, : trg = 0} wird als Algebra von den Elementen E; = E; ;41,
Fi = Eij14, Hi = By — Eip1,41 mit 1 < i@ < n erzeugt, wobei F;; die Matrix ist, deren
Eintrag an der (4, j)-ten Stelle gleich 1 und sonst {iberall Null ist. Die Erzeuger der universellen
Einhiillenden U (sl,,) bezeichnen wir entsprechend ebenfalls mit E;, F; und H; fir 1 < i <n
(Vgl. Kapitel 2.2).

Lemma 4.3.1. Die Universelle Einhiillende U (sl,, x sl,,) ~ U(sl;,) @ U(sl,,) operiert wie folgt
auf dem Koordinatenring Q[M, x»]:

Y: , fallsj =k
(0, Fy) - Yij = { ot J
0, sonst,
Yig, falls j=k+1
(0, Bx)-Yij = { * J
0, sonst
Yie, fallsj=k
(0,Hy) - Y;; = —Yikt1, fallsj=k+1
0, sonst
Y, ., fallsi=k+1
(Fk70)}/’b,]: { kd
0, sonst
—Yyi14, fallsi=k
(Ek,0)Yi; = { A
0, sonst,
—Yy 4, fallsi=k
(Hi,0)-Yij =4 Yip1;, fallsi=Fk+1
0, sonst.

Beweis Die Universelle Einhiillende U/(sl,,,) ® U(sl,,) operiert auf Q[M,, .| wie folgt:

(z,y) - p(A) = p(Ay — zA)

fir (z,y) € U(slym) @U(sly), ¢ € QMpxn]) und A = (a;,;) € Q™. Wir berechnen diese
Operation fiir (0, F}) und Y; ;, die anderen Gleichungen folgen analog.

(0, F) - Yi j(A) = Y, j(ABki1 k) = @ik 10k = Yiky1(A)d) k-
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4.4 Operation der U, (sl,,) ® U,(sl,) auf dem quantisierten

Koordinatenring

Im Folgenden verwenden wir die Abkiirzungen U := Uy(slmyn) und U = U (slnin). Um
in Zukunft die Ubersicht zu wahren, seien F;, F;, K; und Ki_1 fiir —m < i < 0 die Erzeuger
der Algebra U,(sl,,), wihrend U, (sl,) wie gewohnt von E;, F;, K; und K; ' fir 0 < i < n
erzeugt wird. Die Algebra U, (sl,,) @ U,(sl,) lasst sich kanonisch in die Algebra U = Uy (slym+n)

einbetten:

Uy (slm) @ Uy(sly) — U = Ug(slptn)
Gi®l—G;, —m<i<0,Ge{E FKK'}
198G — Gy, 0<i<n,Ge{E F KK '}

Analog kénnen wir das Tensorprodukt der positiven Anteile Uf (sl,,) U, (sl,,) in U™ einbetten.

Nach Lemma 3.5.1 und Korollar 4.2.2 operiert ™ auf dem quantisierten Koordinatenring
u+/ZU+Ei = H(Qm,n)/I(Qm,n) = Q(Q)q[Man]'
i#£0

Wir wollen nun die Operation des positiven Anteils U, (sl,) ® U (sl,) C UT auf dem
quantisierten Koordinatenring Q(q)q[Mmxn] ~UT /37, ,oUT E; zu einer Operation der ganzen
Algebra U (sl,)@Uq(sl,) fortsetzen, so dass die auf Q(q)g[Mmxn] ~UT /37, U E; induzierte
Operation die quantisierte Variante einer Operation der U(sl,,) @ U(sly,) auf Q[M,,xy] ist.

Bemerkung 4.4.1. Wir werden gleich sehen, dass die Operation der U (sl,,,) @U,f (sl,,) nicht
mit der kanonischen Operation der U(sl,,) ® U(sl,) tibereinstimmt. Deshalb miissen wir die

Operation der U(sl,,) ® U(sl,) entsprechend modifizieren.

Zuerst berechnen wir aber die Operation der U/ (sly,) @ U (sln) auf H(Qum.n)/Z(Qum.n);
hierbei verwenden wir den kanonischen Isomorphismus der Q(gq)-Algebren

utr= H(Qm,n)s Ei = up ), —m < i < n.
Dies induziert eine Operation der U;‘(slm) ® U;‘(sln) auf der Q(q)-Algebra
H(Qum.n) /[ Z(Qumon) = M(Qm.n)-
Lemma 4.4.2. Fiir —m < k <n, k # 0 operieren die Einfachen uy, 5 wie folgt auf M(Q, »):
u—jjt+1), fallsk=j+1

Ul k] " U—ij] = § U[—(i+1),j], falls k= —(i+1)

0, sonst.
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Beweis Wir berechnen die Operation der Einfachen wuy, ;) fiir & # 0 auf dem Quotienten
H(Qm.n)/Z(Qm,n). Nach Lemma 3.4.1 gilt

Uit 1) (U—ig) T Z(Qmn)) = vijr1) + ¢ u—i jug+1,j41) + Z(Qmn)
= Ui 1] + Z(Qmn),
Uimt,—i—1 (Ui g) + Z(Qmon)) = U—ic1j) + ¢ Ui j)U—i-1,—i—1] + Z(Qum.n)
=u_j—1,j] + Z(Qm,n)-

Fir —i < k < j gibt es in dem Auslander-Reiten-Kocher zwischen den Knoten [—i,j] und
[k, k] in keine Richtung einen Pfad. Die Folgen [k, k], [—4, j] und [—4, j], [k, k] sind also gerichtet.

Insbesondere gilt nach Lemma 3.3.2

g k) (U—ij] + Z(Qmn)) = Ui )0k + Z(Qmin) = T(Qmn)-

Fir £ < —i — 1 bzw. j + 1 < k ist die Folge [—i, j], [k, k] natiirlich ebenfalls gerichtet. Des
Weiteren ist offensichtlich Hom([—1, j], [k, k]) = 0 und

<[kv k], [_i7j]>1 = <[k7 k]? [_Z»JD - R(ekv e+ + ej) =0-0.

Folglich ist auch [—i,j], [k, k] gerichtet und wir konnen wie gerade argumentieren, dass

Uk, k] (U[_i)j] +I(Qm7n)) = I(Qm,n) gilt.
Es sei nun k = —i bzw. k = j. Die Folge [, j], [k, k] ist gerichtet. Des Weiteren gilt

(k. K], [_i’le = ([k, k], [, 5]) — R(ex, e—i + -+ ej) =0-(1-1)=0.
Folglich ist [—i, j] & [k, k] die einzige Erweiterung von [k, k] mit [—i, j] und somit

Utk (=i g + Z(Qm.n)) = ¢ Ui jiokn +Z(Qm.n)
= q_l’u/[,i’j}U[k,k] +I(Qm,n) = I(Qm,n)

Korollar 4.4.3. Die positiven Anteile der Quantengruppen L{(j (slm) ®Z/l;(sln) operieren wie
folgt auf Qq)g[Minxn]:

Y—i,j+1» falls k :]
Ek . Y;,j = Yi+1,j7 falls k =7 = Y;,j—&-l(sk,j (46)
0, sonst,

dabei seien —m <k <n, k#0,1<i<mund 1 <j<n.

Beweis Dies folgt sofort aus Lemma 4.4.2, da Q(q)4[Mmxn] =~ M(Qm,») ein Isomorphismus
von Q(g)-Algebren ist. O

Ein Vergleich mit der Operation der U(sl,,) ® U(sl,) auf dem Koordinatenring Q[M, ]
zeigt, dass die Operatoren E; € U(sly) bis auf das Vorzeichen genauso wirken wie die
Operatoren E; € U (sly). Bei U(sl,) und U (sl,) ist dies nicht der Fall; hier erhohen die
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Operatoren F; € U~ (sl,) die Indizes und wirken damit genauso wie die E; € U (sl,). Wir
miissen also die Operation der U(sl,,) mit einem passenden Automorphismus verdrehen.

Wir werden nun zuerst die Operation der positiven Anteile Z/{;r (slyn) und Z/{q"' (sly) zu einer
Operation der U,(sl,,) bzw. Uy(sl,) fortsetzen. Dafiir nehmen wir an, dass Fj, -1 = 0 und
Ky -1=q%, a, € Z fiir —m < k <mn, k # 0 gilt, und leiten ausgehend von diesen Annahmen
eine mogliche Operation der U,(sl,,) ® Uy(sly,) her. Danach verdrehen wir die Operation der
U(slym) @ U(sl,) entsprechend.

Wir berechnen nun die Wirkung von K, auf den Basiselementen Y; ;, 1 <7 <m, 1 <j <n.
Dafiir erinnern wir noch einmal kurz an die Relationen zwischen Kj und E;, 1 < k < n,
—m < i< n:

PEK,, k=i
KyEi={ ¢ 'EK, |[k—i=1
E; Ky, sonst.

Offensichtlich gilt £y -1 = Y71, da Ey unter dem Isomorphismus
Uy (8lmn)/ DUy (8lmnn) Bi = Q(a)g[Minxcn]
i#£0

auf Y; ; abgebildet wird. Des Weiteren benutzen wir, dass nach Korollar 4.4.3 die Gleichung

gilt. Wir berechnen also
KkYz',j = KkE—(i—l) ce E—lEj—l ---E1Ey - 1.

Da K} nur mit den Operatoren Ejy_1, E; und Ej; nicht trivial vertauscht, machen wir eine
Fallunterscheidung. Falls j > k + 2 gilt, rechnen wir

Ky Yij=FE_(_1yE1Ej 1 Epo(Kp By 1 By By 1)Er—2--- E1Ep - 1
=E_(i_1) E_1Ej_1 - Epyo(q "V By EyEy 1 Ki)Ej—o - By Eg - 1
=E (1) E1Ej 1 EEKy -1
=FE_ (1B Ej 1---E1Ey-q" = q¢"Y; ;.

Durch dhnliche Rechnungen zeigen wir

qak_ln,jﬁ ]: k
K- Yij=1q ¢, j=k+1

q Y j, sonst.

Ki—K; '

Fiir Hk = a—q-1

erhalten wir also

[ak_]-]Y;,ja ]:k
Hy Yij=< lax +11Y;;, j=k+1

[ak]Yi 5, sonst.



4.4. Operation der Uy(sl,,) @ Uy(sl,) auf dem quantisierten Koordinatenring 49

Im Limes ¢ = 1 operiert Hy, also wie folgt:

(ar —=1)Yi4, j=k
HkY;’j = (ak + 1)}/;7]‘7 _] =k+1

arY; j, sonst,

da limg_,1[al; = a gilt. Wir sehen sofort, dass diese Operation fiir jede Wahl der a, € Z
fiir 0 < k < n (und selbst fiir a;, € C) nicht zu der kanonischen Operation der universellen
Einhiillenden U(sl,,) auf Q[M,,x»] passt. Wie wir schon festgestellt haben, miissen wir die
Operation der U(sl,,) und der U(sl,) also noch mit passenden Automorphismen verdrehen.
Die beste Wahl ist folglich ap = 0 fiir 0 < & < n. Wie wir spéter sehen, korrigiert sich der
so entstehende Vorzeichenfehler automatisch bei der notwendigen Verdrehung. Eine analoge
Rechnung zeigt, dass wir fiir —m < k < 0 ebenfalls a; = 0 die beste Wahl ist.

Wir berechnen nun die aus der Annahme resultierende Operation der Fj, 0 < k < n auf

Y; ;. Wir betrachten dafiir die einzige Relation zwischen F}, und Ej:

K,— K !
EiFy — FyB; = 0y ———k

q—q
Falls j > k + 1 gilt, rechnen wir

Fp Yij=E_ (1) EaEj 1 Epp1(FrBy)Eg1--- E1Ep - 1

Ky — K. *
=E 1 EaEj1 By | BxFy— ————— | Eg—1---E1Ep - 1
q—q!
K, - K, *
:Ef(ifl)"'E—lEj—l"'ElEOFk'1_Ef(ifl)"'E—lEj—l"'Ek-Hu'

g t—q

=0 q— qflEf(ifl) B g Ejq - Egg - Y1 =0.

In der letzten Zeile haben wir die Gleichung Ej, - Y; ; = 0k ;Y; j+1 verwendet. Durch &hnliche

Rechnungen erhalten wir eine mogliche Operation der Fj, auf dem quantisierten Koordinaten-

Yij-1, j=k+1
F . Y R 3] )
A { 0, sonst.

ring:

Wie wir im n#chsten Lemma sehen, setzt diese Operation der U, (sly,) ® Uy(sl,) die
kanonische U (sl,,) ® U (sl,)-Operation fort und ist wohldefiniert.

Lemma 4.4.4. Die Operation der U,(sl,,) bzw. Uy(sl,,) ldsst sich wie folgt auf Q(g)q[Mmxn]
fortsetzen:

a) Fiir alle 1 < k < n gilt:

}/i'—a j:k+1
Fy - Yij = Yij0jkt1 { 7o

0, sonst,
q71Yi7j7 .7 =k
Ky Yi; =Yi0jkt1 = qYij, Jj=k+1

Yi,, sonst.
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b) Fiir alle 1 < k < m gilt:

Y. i=k+1
F - Yij=Yi1;0ik1= { b

0, sonst
¢ iy, i=k
K - Y;= qéi’k+175i’k}/i,j = qYij, t=k+1 ,
Y, sonst.

wobei 1 <i<mund 1 <j <n.

Beweis Wir zeigen nun, dass die im Lemma definierten Operationen der Ey, F}, K und Kgl
fir 1 < k < n die Relationen der U,(sl,,), wie in 2.2.1 definiert, erfiillen. Diese Operationen
lassen sich dann zu einer Operation der U,(sl,) auf Q(q)q[Mmxn] fortsetzen. Der Beweis,
dass die im Lemma definierten Operationen von Ej, Fj, Kj und K U fir —m < k < 0 auf
Q(q)q[Mmxn] sich zu einer Operation der Q(g)-Algebra U, (sl,,) auf Q(q)q[Myxn] fortsetzen,
ist dann analog.

Offensichtlich ist die Relation (U1) erfiillt. Wir zeigen nun, dass die zweite Relation (U2)
gilt, d.h. dass die Gleichung

KkElK;fK-,j — q(ak,az)ElYi’j, 1<kl<n 1<i<n,1<j5<m,
erfiillt ist:

KyEK 'Y,y = g Gk ) B
= OO KLY 65y

01,k =01,k 5 -5
= Ok TOLE+1 gOI+1 k1 Hl’kYi,lJrlfsj,l

_ q25l,k*5|l—k|,1El}/;7j — q(ak’al)ElYiJ-

Analog beweist man, dass auch die Relation (U3) von der Operation erfiillt wird. Die folgende

Rechnung zeigt, dass auch (U4) erfiillt ist.

(EnFy — FLER)Y; ; = ERY; 1051401 — FiY5 j 4105 1
=Y ;0105141 — Yij0j41,04105,k

=Y (05141 — 6;,1)01 %
—1 —1
q—q ¢ '—q
=|——=Y 0141+ Yi;5',1) 01k
<qq1 PP g g
K — K

_ l 8§ LY s
= ——0LkYi ;-
q—q " ”

Wir zeigen nun die Relation (U5)

(EZE, — (¢ +q D)EREEy + B, ER)Y:; =0 fiir [k — 1| =1,
(EkEl — ElEk)}/i,j =0 fiir |k‘ — l‘ >1
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indem wir zeigen, dass fiir alle 1 < k,l <n,1 <7 <nund 1 <j <m die Gleichungen

EyE)Y; ; =0falls |k -1 > 1,
Ek(EkElY;’j) =0 und El(E}cEl)YiJ = (0 falls |k‘ — l| =1

gelten.
Fir |k — 1] > 1ist ExE)Y;; = Y; j120;.0,41 % offensichtlich gleich Null. Es seien nun k,{
mit |k — 1| = 1. Falls [ = k+ 1 ist, ist E,EY; j = Y; j120j k+1041,k = 0 und die Behauptung

bewiesen. Fiir [ = k — 1 rechnen wir

Ex(ErEr—1Yi;) = ExYijr20i41.1056—1 = (Yij+3042,k)0 41,5 = 0 und
Ey_1(ExEx_1Yi ;) = Ex_1Y; j1205 + 1,k0; k—1 = (Vi j+3043.%)0 41,6 = O.

Analog beweisen wir die Giiltigkeit der Relation (U6). O
-1
Bemerkung 4.4.5. Fir Hy = K;:qu’i ,—m < k <mn, k#0, operiert Hy wie folgt (1 <k <mn
bzw. —m < —k < —1):
_Yi,j7 .7 =k
Hy Yij=<¢ Yi;, j=k+1
,  sonst.
—Yij i=k
H_-Yi; = i, 1=k+1
0, sonst.

Wir sehen also, dass die so definierte Operation der U, (sl,,) auf Q(q)q[Mmxn] bis auf die
Vorzeichen die kanonische Operation der U(sl,,) auf dem Koordinatenring Q[M,, ] quanti-
siert. Wir miissen die Operation der U(sl,,) also mit Hilfe eines Automorphismus entsprechend

modifizieren.

Lemma 4.4.6. Die Abbildung

0:U(sly) — U(sly)
E—k — _E—k
F—k = *F_k

H —H_§, 1<k<m,

ist ein Automorphismus. Er erfiillt o> = 1.
Die mit u *x 2 = p(u)x fir u € U(sly), * € Q[My,xn] definierte Operation lasst sich zur
quantisierten Operation U, (sl,,) auf Q(q)4[Mpmxn] heben.

Beweis Man sieht leicht, dass die Abbildung ¢ ein Homomorphismus ist, da sich die Vorzeichen
in den Serre-Relationen (vgl. Kapitel 2.2) wegheben. Des Weiteren ist ¢ ein Automorphismus,
da ¢? = 1. Mit der Bemerkung 4.4.5 sehen wir sofort, dass die von E;, F;, H; fir 1 <i <m
erzeugte Unteralgebra von U, (sl,,) im Limes ¢ = 1 genauso wie U(sl,,) operiert. Die im Lemma
definierte Operation der U(sl,,) lasst sich also zu der quantisierten Operation Uy (sl,,) heben.

O
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Die Operation der U, (sl,,) auf dem quantisierten Koordinatenring Q(q)q[Mmx»] passt nicht
zur kanonischen Operation der U(sl,) auf dem Koordinatenring Q[M,,x»]. So ist bei Uy(sl,,)
der Operator Ej der Erhohungsoperator, wihrend Fj fiir U(sl,) der Erhohungsoperator ist.
Hier bendtigen wir also einen anderen Automorphismus um die Operation der U(sl,,) passend

zu modifizieren.

Lemma 4.4.7. Die durch

w: Usl,) — U(sly)
E, - F
F; — E;
H; —  —H,

1 <i < n definierte Abbildung ist ein Automorphismus. Er erfiillt w? = 1.
Die mit u * x = w(u)z fiir u € U(sly,), x € Q[Mp,xn] definierte Operation lasst sich zur

quantisierten Operation der U,(sl,) auf Q(q)q[Mpmxn] heben.

Beweis Zuerst werden wir zeigen, dass w ein Homomorphismus ist. Dafiir miissen wir zeigen,
dass die Serre-Relationen fiir w(E;), w(F;) und w(H;), 1 <i < n, gelten:

[W(Hi)aw(H] = HH —H; ] [Hlv H] =0,
[W(EZ'),W(FJ = FZ,E ] [E]7Fl] (5 H = (5 ’JW( ),
w(H;),w(E))| = [-H;, F;] = —[H;, F}] = a; j Fj = a; jw(E}),

= [-H;, Ej] = —[H;, Bj] = —a; jEj = —a; jw(F}),

F;, [F, Fy]l =0, falls [i — j| = 1,
F,, F;) =0, falls [i — j| > 1,
E;, [E;,E;]] =0, falls i — j| =1,
E;,E;] =0, falls |i — j| > 1.

Dabei ist Cp—1 = (a;,5):

w ein Automorphismus.

b= ! die Cartan-Matrix von sl,,. Offensichtlich gilt w? = 1, folglich ist

Mit der Bemerkung 4.4.5 sehen wir nun, dass die im Lemma definierte Operation der U(sl,)

auf Q[ M, xn) sich zu der quantisierten Operation der Uy (sl,,) auf Q(q)q[Mpmxn] heben lésst. O

Bemerkung 4.4.8. Der Automorphismus w : U(sl,,) — U(sl,) ldsst sich zu dem bekannten

Automorphismus

Uy(sly) — Uy(sly)
Ei — Fi
Fi — Ei
Ki— Kt
heben, wobei 1 < i < n.

Korollar 4.4.9. Die Operation der U(sl,,) @ U(sl,) auf Q[M,, ] via

(u,v) xx = (o(u),w()) -z
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lasst sich zu der quantisierten Operation der Uy (sly,) @ Uq(sly) auf Q(q)q[Mmxn] heben.
Beweis Die Behauptung folgt sofort aus den Lemmata 4.4.6 und 4.4.7. O



Kapitel 5

RSK-Korrespondenz und

Kashiwara-Operatoren

In diesem Kapitel wollen wir zeigen, dass die RSK-Korrespondenz mit den Kashiwara-
Operatoren vertauscht. Oder anders ausgedriickt, dass die Kashiwara-Operatoren — via RSK-
Korrespondenz — auf den Paaren von SSYT genauso wirken, wie auf den Matrizen mit nichtne-
gativen ganzzahligen Eintragen. Dafiir miissen wir die im Abschnitt 3.7 berechneten Kashiwara-
Operatoren noch etwas modifizieren. Des Weiteren benotigen wir noch etwas Werkzeug, um die
Operation der Kashiwara-Operatoren auf den Matrizen und auf Paaren von SSYT gleicher Form
vergleichen zu kénnen. Wir werden sehen, dass die in Abschnitt 5.2 definierte Klassenmatrix C
einer Matrix A fiir das Verstandnis des Matrix-Ball-Algorithmus’ sehr niitzlich ist, da sie nicht
nur A sondern auch die Matrix A’ kodiert. Nachdem wir im Abschnitt 5.3 die Klassenmatrix von
EjOA mit der Klassenmatrix von A verglichen haben, berechnen wir in 5.4 die Matrix (EjoA)’ .
Im letzten Abschnitt des Kapitels werden wir beweisen, dass die Kashiwara-Operatoren die
RSK-Korrespondenz respektieren, indem wir den Matrix-Ball-Algorithmus neu formulieren.
Bei dieser neuen Formulierung des Matrix-Ball-Algorithmus’ betten wir die Matrix A in eine

grofere Matrix ein.

5.1 Operation der EZ und E auf Matrizen

Wir haben im letzten Kapitel die Operation der U (sly,) @ U (sly) auf Q(q)g[Mmxn] 7u
einer Operation der Uy (sl,,) ® Uy (sly,) fortgesetzt. Die Wirkung der dazugehorigen Kashiwara-
Operatoren é; auf der Kristallbasis haben wir im Kapitel 3.7 mit Hilfe der Hall-Algebra
berechnet. Diese Operation passt leider nicht zu der RSK-Korrespondenz: Es sind keinerlei
Regelméfigkeiten zwischen den SSYT einer beliebigen Matrix A und der Matrix €; A zu erken-
nen. Wenn wir die Operation der Kashiwara-Operatoren auf Matrizen aber etwas modifizieren,
indem wir die endlichdimensionalen K@, ,-Darstellungen anders parametrisieren, so kénnen

wir einen Zusammenhang zwischen den SSYT erkennen.

54
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Vorher werden wir aber die Erzeuger der Quantengruppen Uy (sl,,) und U, (sl,) umnumme-

rieren, indem wir die Automorphismen

Ug(slm) — Ug(sly)
Gi G fiit —m <i<0,Ge{E F,K K '} und
Uy (sly,) =U,(sly)
Gjr— G, fir0<j<nGe{E FKK'}

anwenden. Auf diese Weise werden spéiter die Gewichtsrdume Q(q)q[M,xn]a von der durch die
RSK-Korrespondenz definierten Abbildung auf die Darstellungen V,,(A) ® V,,(\) abgebildet.
Ohne diese Umnummerierung wiirde der Gewichtsraum Q(q)[M,,xn]x fiir A = Zle ljw; auf
Vi (1) @ Vi (@) mit g = Zle l,—;w; abgebildet werden, wobei & = min(m, n) ist. Entsprechend
werden auch die Kashiwara-Operatoren €, umnummeriert, so dass z.B. ¢, fir 1 < jo < n auf
der (n — jo) und (n — jo + 1)-Spalte operiert.

Wir werden nun die Operation der Kashiwara-Operatoren auf Matrizen modifizieren, indem
wir die endlichdimensionalen K@), ,-Darstellungen M umparametrisieren. In Zukunft wird die
Darstellung M = @;i% [k + 1,1 — 1%t € M(Qum.n) durch die Matrix A = (ak1)jizy mit

Ak, ‘= bymt1—k, parametrisiert.

Korollar 5.1.1. Fiir ein festes 1 < jo < n definieren wir die alternierenden Summen

m m
Jo _ Jo _ E ) ) § ) .
Sl - Sl (A) - ala"*]O‘l’l - a%”*JO?
i=l

i=l+1

wobel ag,n—j,+1 = 0. Die zu
Ejougy, (—h+1,—1)m+1-rt + L (Qm.n)

assoziierte Matrix Ej, (a;)7 ", berechnet sich dann wie folgt:

o) 0 falls ig = 0
i A= R (5.1)
A— Ei01n7j0 + Eio,nfjoJrl sonst
wobei g = ify (4) = min {0 < i < m: 5 = sl } und sfg,, = max {7 10 < <m}. Dabei

bezeichnen wir mit Ej; die (m x n)-Matrix, deren Eintrag an der (k,[)-ten Stelle Eins und

sonst tiberall Null ist.

Beweis Die Behauptung folgt sofort aus Korollar 3.7.4. O

Falls eindeutig ist, welche Matrix A oder welchen Index jy wir betrachten, kiirzen wir die

Bezeichnungen entsprechend ab: z. B. verwenden wir io(A4), s7° und 4.

Bemerkung 5.1.2. Um die Notation zu vereinfachen werden wir in Zukunft das Basiselement
ung)+Z(Qun) fiie M = @2, [~k +1,1—1]%m+1-t mit der Matrix A = (a; ;) 72, bezeichnen.
Entsprechend werden wir fiir 1 < jo < n statt €;,up) + Z(Qm,n) die kiirzere Schreibweise
EjOA bevorzugen und von der ,Operation des Kashiwara-Operators Ejo auf der Matrix A
sprechen. Natiirlich ist dann mit 0 nicht die Nullmatrix, sondern das Nullelement des Quotienten

H(Qm.n)/Z(Qm,n) gemeint.
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Die Operatoren Ejo, 1 < jo < n wirken auf der Matrix A, indem sie einen Eintrag in der
(n — jo)-ten Spalte um eins verringern und den benachbarten Eintrag in der (n — jo + 1)-ten
Spalte um eins erhohen. Analog kann man fiir —m < jo < 0 Operatoren Ejo definieren, die
in der (m + jo)-ten und (m + jo + 1)-ten Zeile wirken, indem man die Spalten der Matrix,
die die endlichdimensionale K@), ,-Darstellung M parametrisiert, umnummeriert. Genauer

bezeichnen wir fiir jo < 0 und A = (ak,;)} e, € Ng'*" die zu

6]0“69“ L [—kA1,1—1] %k 11 +Z(Qm.n)

assoziierte Matrix mit EjOA.
Man sieht leicht, dass die Definition der Kashiwara-Operatoren Ejo fiir jo # 0 symmetrisch
ist, in dem Sinne, dass fiir jo < 0 und A eine (m x n)-Matrix die Gleichung E;, A = (E_;, AT)T

erfiillt ist. Dabei bezeichnet A” wie {iblich die zu A transponierte Matrix.

Bemerkung 5.1.3. Die in Korollar 5.1.1 beschriebene Operation der Kashiwara-Operatoren
auf beliebigen Matrizen mit ganzzahligen nicht-negativen Eintrigen stimmt mit der in Korol-
lar 2.5.2 definierten Operation auf Matrizen, die SSYT kodieren, iiberein.

Lemma 5.1.4. Es sei 1 < jg < n fest. Mit den obigen Bezeichnungen ist
io=min{0 <i<m:s° =g 1

genau dann, wenn die Ungleichungen

l -1

Z Aln—jy < Z @k,n—jo+1 fiir alle 49 < 1 < m und (5.2)
k?:iOJrl k=10
’Lo 1

Z Akn—jo > Z Ak, n—jo+1 fr alle 0 <1 < i (5.3)
k=1+1 k=l

gelten, wobei ag n—j,+1 := 0 sei.

Beweis Es gilt i = min{i : s}° = s/, } genau dann, wenn

Sgo > sjo fiir alle ig <1 <m und

sj°>s fiir alle 0 <1 < 4

0

gilt. Mit den Gleichungen

l

0< Zé’ Z Qin—jot1 — Z @i n—j, fr alle ig <1 <m und
=1 1=1p9+1
_ g1 io
0> s — szg = Z i —jot1 — Z @i n—j, fiir alle 0 <1 < i
i= i=l+1
folgt die Behauptung. O

Aus der Definition 2.4.5 der Kristallbasis folgt, dass die Operation von ﬁjo auf den
Basiselementen durch die Wirkung von dem Kashiwara-Operator Ejo eindeutig bestimmt
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ist. Dies werden wir im folgenden Lemma ausnutzen, um eine Beschreibung des Kashiwara-

Operators ﬁjo zu erhalten.

Lemma 5.1.5. Der auf (m x n)-Matrizen durch

~ B+ Eko,n—jo — Eko,n—jo+1 falls 1 < kg <m
F;,B =
0 falls kg =m + 1,

definierte Operator F o ist der zu Ejo passende Kashiwara-Operator, wobei

l -1
ko=max{l <l <m+1: Zai,n—jo - Z @i n—jo+1 Maximal}.
=1 i=1

Insbesondere gilt Fj, E;, A = A, falls E;, (A) # 0, und E;, Fj, A = A, falls F;, A # 0 erfiillt ist.

Beweis Wir zeigen zuerst, dass fiir jede (m x n)-Matrix A mit EjOA # 0 die Gleichung
ﬁJOE‘jOA = A gilt. Da E‘joA # 0 gilt, ist der oben definierte Index ig := ig(A) ungleich Null
und es gilt £j)A = A— E; n—j, + Eiy,n—j,+1- Bei der Berechnung der alternierenden Summen
o (B) = Zi 1 bin—jo — Zi 1bim_jo+1 der Matrix B := EjOA verwenden wir die Tatsache,
dass ]°(A) = s]°(A) — s°(A) fiir alle 1 <1 < m und 2, (A) = —s}°(A) gilt.

t{ (A) = s7°(A) — so O(A) falls 1 <1< ig
Ho(B) = tiO(A) -1 = §°A)—1-s’(A) fallsl=1ig
! t(4) -2 = 51°(A) =2 — sl (A) fallsig <1 <m
t°(A) -2 = —2—s)°(A) falls | =m+1.

Nach Lemma 5.1.4 gelten die Ungleichungen

s1°(A) > s]°(A) fiir alle 0 < I < 4o und

10

s1°(A) > s]°(A) fiir alle 39 <1 < m.

0

Zusammen mit szg (A) > s39(A) = amn—jo+1 > 0 > —2 folgt aus den obigen Ungleichungen

t/°(B) > t{°(B) fiir alle 1 < < i und
t/°(B) > t{°(B) fiir alle 4o <1 < m + L.

Inshesondere ist iy = ko(B) = max{1 <1 < m + 1 : t}°(B) maximal} # m + 1 und folglich

Fj,E;A = A.
Da die Definitionen der Operatoren Ejo und ﬁn_jo symmetrisch sind, kann man analog
beweisen, dass Ejo E-OA = A fiir FjOA # 0 gilt. O

Bemerkung 5.1.6. Es sei jo < 0 und A eine (m x n)-Matrix. Wegen E;, A = (E_;, AT)T gilt
offensichtlich auch Fj, A = (F_;, AT)T. Insbesondere operiert Fj, auf der Matrix A wie folgt:

ﬁ» A= A + Em+j0,k0 - Em+j0+1,k0 falls 1 S k’o S n
Jo 0 falls ko =n + 1,

wobel kg = max{l <[l <n+1: Zézl Untjoi — Zi;i Qm+tjo+1,; Maximal} ist.
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Die Darstellung M = @,",", [~k + 1,1 — 1]*+1-*1 sei durch die Matrix A parametrisiert.
Man sieht leicht, dass fiir jo < 0 die Matrix f'jOA das Element €;,u{ar) +Z(Qm,n) parametrisiert.
Aus den Eigenschaften der Kashiwara-Operatoren folgt somit sofort, dass die Matrix EjoA zu
fjou[M] + Z(Qm,n) assoziiert ist. Die neuen Strukturen des quantisierten Koordinatenringes
Q(q)q[Mmxn] als Uq(sly,)- bzw. Uy (sl,)-Modul, die wir durch die Kashiwara-Operatoren Ej fiir
j # 0 auf Matrizen erhalten, respektieren einander folglich; so gilt u. a. Ejli = EZE'J fiir alle
i < 0 < j.Insbesondere sind die Kashiwara-Operatoren Ej mit j # 0 zu einer Uy (sl,,) QU (sly,)-
Modulstruktur des quantisierten Koordinatenrings Q(q),[Myxn] assoziiert.

In den folgenden Abschnitten zeigen wir, dass die auf Matrizen und SSYT definierten
Kashiwara-Operatoren die RSK-Korrespondenz respektieren. Wegen der in Lemma 1.3.6 be-
schriebenen Symmetrie der RSK-Korrespondenz und der in Bemerkung 5.1.2 beschriebenen
Symmetrie der Kashiwara-Operatoren Ejo auf Matrizen, geniligt es den Zusammenhang zwi-

schen den Kashiwara-Operatoren Ejo mit jo > 0 und der RSK-Korrespondenz zu untersuchen.

5.2 Eigenschaften der Klassenmatrix

Definition 5.2.1. Fiir eine Matrix A € Nj"*" sei C(A) = (¢; ;(A))752" ! mit

Cmt1,j(A):=0fiiralle 1 <j<n+1,
Cint1(A):=0firalle 1 <i<m+1und

61‘7]‘(14) = maX{C¢7j+1,Ci+17j} + ;5 fiir 1 S ) S n,l S _] S m (54)

die Klassenmatrix.

Falls eindeutig ist, zu welcher Matrix die Klassenmatrix (c¢; ; (A))??;;ll’"+1
m+1,n+1 b
ij=1  ab

gehort, kiirzen wir

die Bezeichnung mit (c; ;)

Lemma 5.2.2. Sei C(A) = (ci’j)?;;ll’"ﬂ die Klassenmatrix von A. Die grofste siidostlich von

(i,7) auftretende Klasse ist ¢; j'. Genauer gilt
{c(B) : B € (i,))} = {c: max(cit1,5,¢ij+1) <c<cijt (5.5)
Die zur Klassenmatrix C'(A) gehorende Matrix A lédsst sich wie folgt rekonstruieren:
a; ; = ¢i,j —max(c; jy1,Cit1,;) fiiralle 1 <i<m,1 <j<n. (5.6)

Beweis Die Gleichung (5.6) folgt direkt aus der Definition der Klassenmatrix.

Wir beweisen die restlichen Aussagen des Lemmas induktiv von Siidost nach Nordwest.
Offensichtlich ist die Gleichung (5.5) fiir das Feld (m,n) wahr: Die Klassen der in dem Feld
(m,n) liegenden Bille durchlaufen die Menge {1,2, ..., am n = Cm,n}. Insbesondere ist ¢, ,, die
grofite in dem Feld (m,n) auftretende Klasse.

Sei nun (i,5) < (m,n) und die Behauptung gelte fiir alle Paare (i,7) < (s,t) < (m,n). Sei
das Feld (4, j) nicht leer, d.h. a; ; # 0. Die Klasse des untersten bzw. siidostlichsten Balles By

Wie wir in Abschnitt 1.3 vereinbart haben, liegt das Feld (4, j) siiddstlich von sich selbst.
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im Feld (¢, 7) ist folglich

¢(B1) = max{c(B) : B # Bj liegt siidostlich von B} +1
= max{c(B) : B liegt stidostlich von (7,5 + 1) oder von (i +1,5)} +1

= max(¢it+1,5,Cj+1) + L.
Die Klasse des direkt nordlich von B liegenden Balles B ist somit
¢(B2) = ¢(B1) + 1 = max(ciy1,5,Cij+1) + 2.
Wir berechnen die Klassen der anderen in (7, j) enthaltenden Bille genauso:
c(By) = max(cit15,¢i41) + k, 1 <k <a,; ;.

Offensichtlich gilt die Gleichung (5.5) und ¢; ; ist die grofte siidostlich von dem Feld (i, 7)
auftretende Klasse.

Sei nun das Feld (i,7) leer, d.h. a;; = 0, dann ist ¢; ; = max(¢; ji1,¢i+1,;) und beide
Mengen in (5.5) sind leer. Des Weiteren ist ¢; ; offensichtlich die gréfite siidostlich von dem
Feld (i, 7) auftretende Klasse. O

Die Klassenmatrix C(A) einer Matrix A ldsst sich also einfach berechnen und kodiert
aufterdem A. Wir werden sehen, dass sie auch sehr hilfreich fiir das Verstdndnis des Matrix-
Ball-Algorithmus’ ist.

Korollar 5.2.3. Sei A € NJ"*" mit der Klassenmatrix C(A) = (ci’j)zljill’”ﬂ. Fir1 <i:<m,
1 < j < n tritt dann jede Klasse ¢ < ¢; ; mindestens einmal siiddstlich von dem Feld (¢, j) auf.
D.h. fiir jedes ¢ < ¢; ; gibt es einen Ball B, der in einem Feld (¢, j') mit ¢ <4’ <m, j <j <n

liegt und die Klasse ¢(B) = ¢ besitzt.

Beweis Diese Aussage folgt induktiv aus Lemma 5.2.2. Offensichtlich tritt jede Klasse ¢ < ¢
in dem Feld (m,n) auf. Sei (i,j) ein Feld in A. Wir nehmen an, dass die Aussage fiir alle
Felder (i,5") # (i,7) siidostlich von (7,7) gilt. Nach Lemma 5.2.2 tritt jede Klasse ¢ mit
max(cit1,5,6 j+1) < ¢ < ¢ ; in dem Feld (4, ) auf. Da jede Klasse ¢ < ¢;41; und ¢ < ¢; j41
stidostlich von (i 4 1,7) bzw. (4,7 + 1) auftritt, gilt die Aussage auch fir (i, 7). O

Lemma 5.2.4. Fiir eine (m x n)-Matrix A mit Klassenmatrix C'(A) = (cm)zljgl’"ﬂ kénnen

wir A" = (a; ;){%2, wie folgt berechnen
/ .
@i j = Min(Cij41,Cit1,5) = Cit1,5+1, (5.7)

ﬁ{B in j—ter Spalte DG+l +41 < C(B) < Ci,j+1}- (58)

Beweis Wir zeigen zuerst, dass genau dann fiir die Klasse d ein neuer Ball in das Feld (i, j)
der Matrix A’ gelegt wird, wenn die Ungleichungen

Cit+1,j+41 < d < Cij+1 und Cit+1,5+1 < d< Cit1,j (59)

gelten. Bildlich gesprochen bedeutet dies, dass die ,alten” Bille in den spitzen 90 °-Ecken und
die ,neuen” Bille in den stumpfen 270 °-Ecken des Bereiches {(3, j) : ¢; ; > d} liegen:
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Wir erinnern dafiir kurz an die Bildungsvorschrift fiir die neue Matrix A’: Fiir jede Klasse
d sortieren wir die Felder (i1,741), - .., (ix, jr), die jeweils einen Ball der Klasse d enthalten so,
dass die Ungleichungen

il>i2>--~>ikundj1<j2<---<jk

gelten. Die neuen Bille legen wir dann in die Felder (i2,j1), (i3,42), - - -, (ig, jrk—1) von A’

Falls wir fiir die Klasse d einen Ball in das Feld (i,5) von A’ legen, existiert also ein
2 <1<k mit (i,j) = (i,5i—1). Da in dem Bereich siidostlich des Feldes (i + 1,5 + 1) keine
Bille der Klasse d liegen, haben alle Bille in diesem Bereich eine Klasse, die echt kleiner als
d ist. Nach Lemma 5.2.2 ist folglich ¢;11 41 < d. Des Weiteren ist ¢;, j, > d. Da das Feld
(4,5 4+ 1) = (i1, j1—1 + 1) nordwestlich von (i, j;) liegt, gilt wegen der induktiven Definition der
Klassenmatrix die Ungleichung ¢; j11 > ¢;, j, > d. Analog kénnen wir ¢; 11 ; > d zeigen. Falls fiir
die Klasse d ein neuer Ball in dem Feld (7, j) der Matrix A’ liegt, gelten die Ungleichungen (5.9).

Sei jetzt also (i,j) ein Feld, fiir das die Ungleichungen (5.9) gelten. Wir wollen zeigen,
dass fiir die Klasse d ein Ball in das Feld (i,j) von A’ eingetragen wird, d.h. dass (mit den
Bezeichnungen von oben) ein 2 < I < k mit (4,5) = (4, j;—1) existiert. Wegen d > ¢j41,41
sind nach Lemma 5.2.2 alle stidostlich von (i 4+ 1,7 + 1) auftretenden Klassen echt kleiner als
d. Gleichzeitig muss in dem Bereich siiddstlich von (i,7 + 1) ein Ball mit der Klasse d in A
liegen. Also liegt in der i-ten Zeile rechts neben der j-ten Spalte ein Ball mit der Klasse d. Mit
dem gleichen Argument sehen wir, dass ein Ball der Klasse d unter der i-ten Zeile in der j-ten
Spalte liegt. Es gibt also ein 2 <[ < k, so dass (i,7) = (i, 7i—1) und jeweils ein Ball der Klasse
d in (ig,5;) und (i—1,7-1) liegt.

Fir 1 <i<mund 1 < j < n folgt sofort die Gleichung

/
a; 5 = ﬂ{d PCi41,5+41 < d < Ci,j+1 und Ci+1,5+1 < d < Ci+1,j}

= min(Cij1, Cig1,5) = Civ1 g1

Die obige Argumentation zeigt, dass genau dann ein Ball fiir die Klasse d in das Feld (3, j)
der neuen Matrix A’ gelegt wird, falls ein Ball B mit der Klasse d in der j-ten Spalte der Matrix
A liegt und c¢; 41 541 < d < ¢; j4+1 gilt. Dies beweist die Gleichung (5.8). O

Bemerkung 5.2.5. Fiir jede Matrix A € N{"*" sind die letzte Zeile und die letzte Spalte von
A’ leer, bzw. ain,j =0 und a;-m =0fiir 1 <j<nund1<i<m. Dies sehen wir schon an der

Definition des Matrix-Ball-Algorithmus’; es folgt aber zusétzlich sofort aus Lemma 5.2.4.

Wir beweisen jetzt ein Lemma, das beschreibt, wie sich die Klasse wihrend eines Schrittes
des Matrix-Ball-Algorithmus’ auf die neuen Bélle vererbt. Dafiir bendtigen wir noch einige
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Bezeichungen. Die zwei Bille, die im Matrix-Ball-Algorithmus den Ball B erzeugen, bezeichnen
wir mit B, und B,., wobei B in der Spalte von B, und in der Zeile von B, liegt; Die folgende
Skizze veranschaulicht diese Begriffe. Die Indizes ¢ und r kommen dabei von den englischen

Bezeichnungen ,column® bzw. ,row".

oFH©

@

Lemma 5.2.6. Sei A eine (m x n)-Matrix, die in jeder Spalte hochstens einen Ball besitzt.
Fiir jeden Ball B in A’ gilt dann: ¢(B) < ¢(B,) = ¢(B.).

Bemerkung 5.2.7. Die zusitzliche Bedingung an die Matrix A ist notwendig, um das
Lemma sinnvoll formulieren zu kénnen. Das Problem ist, dass in der von uns verwendeten
Beschreibung des Matrix-Ball-Algorithmus’ die Reihenfolge der Bélle nicht beibehalten wird:
Fiir eine beliebige Matrix A € N{**" konnen bei der Bildung der neuen Matrix A’ mehrere
Balle in ein Feld gelegt werden. Dabei werden sie durchmischt und wir wissen nicht mehr,
von welchen Billen sie erzeugt wurden. Im Allgemeinen konnen die neuen Bélle durch diese
Durchmischung eine beliebige Klasse erhalten, die nichts mehr mit der Klasse ihrer erzeugenden
Bille zu tun hat.

Fiir eine Matrix A, die in jeder Spalte héchstens einen Ball besitzt, tritt diese Durchmischung
nicht auf, da nie zwei Bélle in der gleichen Spalte von A und somit die ,neuen* Bélle auch nie
in dem gleichen Feld von A’ liegen. (Uns geniigt sogar die Bedingung, dass in keinem Feld von
A und A’ mehr als ein Ball liegt.)

Wir konnen jede Matrix A € N’g ! 7u einer Matrix A mit hochstens einem Ball pro Spalte
verfeinern, indem wir entsprechende Hilfsspalten einfiihren: Falls mehr als ein Ball in einer
Spalte liegt, unterteilen wir diese Spalte in entsprechend viele Hilfsspalten. Die Bélle tragen
wir so in die Spalten ein, dass sie auf einer Diagonalen von Siidost nach Nordwest liegen,
d.h. den siidlichsten Ball legen wir in die rechteste Spalte, den zweiten Ball von unten in die
zweite Hilfsspalte von rechts und so weiter. Auf diese Weise werden die Klassen der Bille nicht
verdndert, tatsdchlich miissen wir nur die Hilfsspalten vergessen um aus der verfeinerten neuen
Ball-Matrix A’ wieder A’ zu erhalten. Auf diese Weise lisst sich das obige Lemma auch auf

allgemeine Matrizen anwenden.

O
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Alternativ hétten wir auch den Matrix-Ball-Algorithmus so formulieren kénnen, dass die
Reihenfolge der Bille bei der Bildung der neuen Ball-Matrix erhalten bleibt. Diese Formulierung

wire aber sehr umstindlich gewesen.

Beweis Wir beweisen die Aussage von Lemma 5.2.6 induktiv von Siidost nach Nordwest. Sei
B ein ,neuer Ball in A’, der von B. und B, erzeugt wird. B liege in dem Feld (i(B), j(B)).
Falls siidostlich von B keine Bille liegen, so ist ¢(B) = 1. Wegen ¢(B.) = ¢(B,) > 1 = ¢(B)
folgt fiir diesen Fall die Behauptung.

Wir nehmen nun an, dass siidéstlich von B Bille liegen, fiir diese haben wir die Indukti-
onsbehauptung bereits bewiesen. Sei B’ solch ein Ball, der von B/, und B]. erzeugt wurde, d.h.
i(B") = i(B).) und j(B') = j(B.). Da B’ siidostlich von B und nicht in der gleichen Spalte wie
B liegt, gelten

Insbesondere liegt Bl in A siiddstlich des Feldes (¢(B) + 1,j(B) + 1). Da B als neuer
Ball von B, und B. gebildet wird, gilt nach dem Beweis von Lemma 5.2.4 die Unglei-
chung c(B:) > c¢iB)+1,i(B)+1(A). Folglich hat B; eine echt kleinere Klasse als B., da
c(B}) < ciB)+1,j(B)+1(A) < c(B.) gilt. Da somit fiir alle siidostlich von B liegenden Bélle
B’ die Ungleichung ¢(B.) < ¢(B.) gilt, folgt nach Induktionsvoraussetzung:

¢(B) = max{c(B’) : B liegt siidéstlich von B in A’} + 1
< max{c(B.) : B’ liegt siidstlich von B in A’} + 1
< ¢(B).

5.3 Klassenmatrizen von A und EjoA

In diesem Abschnitt werden wir nun untersuchen, in welchem Zusammenhang die Klassenma-
trizen C’(E'joA) und C(A) stehen. Dabei hilft es, uns den Eintrag c¢; ;(A) der Klassenmatrix
als die maximale Anzahl von Billen in A vorzustellen, die auf einem Weg von dem Feld (m,n)
zu dem letzten Ball des Feldes (i,7) liegen. Zuerst werden wir aber einige dazu notwendige

Ungleichungen in der Klassenmatrix C'(A) beweisen. Dabei konzentrieren wir uns auf den Fall
Ej,A#0.

Definition 5.3.1. Fiir eine Matrix A € N{J*" mit io(4) # 0 sei die Klassenmatrix

C(A) = (cl-ﬁj)ZLjJ;ll’"+1 wie in 5.2.1 definiert. Fiir 1 < jo < n sei

11 = Zlo (A) = max{() <i1<ip: Cit1ln—jo+1 < Cim_jo_t,_g}, wobei Co,n—jo+2 = OO7.

2Eg geniigt, wenn co,n—j,42 echt grofer als c1,n—j,+1 ist. Wir kdnnen also alternativ co,n—jo42 = c1,1 +1
oder co,n—jo+2 = C1,n—jo+1 + 1 wihlen, da c1,1 der grofite Eintrag von C(A) ist.
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Falls eindeutig ist welche Matrix A oder welchen Index jg wir betrachten, verwenden wir

entsprechend kiirzere Bezeichnungen, z. B. ¢; oder i1 (A4).

Lemma 5.3.2. Fiir eine Matrix A € N{"*" mit ip # 0 definieren wir die Klassenmatrix
C(A) = (ci)j):-'?jtll’"ﬂ wie in 5.2.1. Es gelten dann die Ungleichungen
Cio+1n—jo < Cigyn—jo+1 Und

Citl,n—jo > Cin—jo+1 fir alle 7; <1 < 4.
Beweis Zuerst beweisen wir die erste Ungleichung. Sei
i =min({m}U{ig <i<m:cirinjo < Cinjot1})-
Da die Ungleichungen ¢;11,n—j, > Cin—jo+1 fiir alle ip < i < i gelten, ist
Cin—jo = Citln—jo + Gin—j, fir alle ip < ¢ < i

und Cinio = Cin—jot1 T Gn_jo- Folglich gilt ciy+1,n—j, = Cin—jor1 T Zi:io—i-l @i n—j,. Wir

wenden Lemma 5.1.4 an und erhalten die Ungleichung

i i—1
Cig+1,n—jo = Cin—jo+1 T Z Ain—jo < G p_jot1 T Z Qin—jo+1 < Cign—jo+1-
i=ig+1 i=io
Die zweite Ungleichung folgt sofort aus der Definition der Klassenmatrix, da c;,n—j,+1 die
maximale Anzahl der Bélle ist, die auf einem Weg von (m,n) nach (ig,n — jo + 1) liegen.
Den zweiten Teil des Lemmas beweisen wir dhnlich. Durch die Definition von i; wissen wir,
dass gilt:
Ci+1,n—jo+1 > Ci,n—jo+2 fir alle i1 < i < ig.

Folglich ist fiir i1 <1 < ip:

Clyn—jo+1 = Cl4ln—jo+1 T Qln—jo+1
ig—1

= Cig,n—jo+1 T E @in—jo+1

1=l
ig
< Cigyn—jo+1 + E Ai,n—jo
i=Il+1

< Cl41,n—jo

Bemerkung 5.3.3. Fiir eine Matrix A € N{**" mit iop = 0 gilt c2n—j, < C1n—jo+1-

Da s}’ = s)° — a1,_j, < s7° maximal ist, ist a;,_j, = 0 und folglich sJ° = sJ° maximal.
Somit gelten die Ungleichungen (5.2), die fiir den Fall iy = 1 gelten, hier ebenfalls. Da wir im
Beweis des ersten Teil des Lemmas 5.3.2 nur diese Ungleichungen verwendet haben, gilt somit

die entsprechende Ungleichung ¢z n—j, < ¢1,n—jo+1-

Wir werden nun untersuchen, in welchem Zusammenhang C(EjOA) und C(A) stehen.
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Lemma 5.3.4. Fiir eine Matrix A € Ng"*" mit ip # 0 und 1 < jo < n definieren wir i;(A)
wie in 5.3.1. Dann gilt:

i
C(EjoA) =c(A) + Z Ein—jo+1-
i=11+1

Beweis Wir erinnern daran, dass E'jOA =A—FE;, n—j, + Eiy n—jo+1 gilt. Da die Klassenmatrix
induktiv von Siidost nach Nordwest definiert wird, gilt offensichtlich c(EjDA)i,j = ¢(A) fiir alle
(,7) mit ig < ¢ oder n — jo + 1 < j. Folglich gilt

c(EjoA)ign—jot+1 = max(c(Ej, A)ig n—jo+2, (Ejo A)ig+1,n—jo+1) + Qig.n—jo+1 + 1
= max(c(A)ign—jo+2, (Aig+1,n—jo+1) + Cig.n—jo+1 + 1

= C(A)ioﬁl—jo-i-l + 1L

Aus der Definition von 4 folgt, dass ¢(A)i+1,n—jo+1 = ¢(A)in—jo+2 fiir alle i1 <14 < i gilt. So
gilt z. B.

C(EjoA)io*l,n*joJrl = maX(C(EjoA)io*Ln*j(H»?v C(EjoA)ioﬁn*joJrl) + Qig—1,n—jo+1
= max(c(A)i —1,n—jo+2, ¢(A)ign—jo+1 + 1) + Gig—1,n—jo+1

= c(A)ign—jor1 + 1+ tig—1.n—jo+1 = c(A)ig—1.n—jo+1 + 1.

Mit der gleichen Argumentation folgt induktiv, dass ¢(EjyA)in_jor1 = ¢(A)in_jor1 + 1 fiir
alle 47 < i < ig gilt. Auferdem ist

(B A)iym—jor1 = max(e(Ejo A)iy njor2y ¢(Ejo A)is t1m—jot1) + Girom—jot1
= max(c(A)i, n—jo+2, (A)is+1,n—jo+1 + 1) + @iy n—jo+1
= c(A)iy n—jor2 + @iy n—jotr1 = c(A)iy n—jo+1,
da die Ungleichung c(A)i, n—jo+1 > ¢(A)iy+1,n—jo+2 gilt. Fir alle i < 4y gilt folglich
ABjyAin—jot1 = (A)in—jo+1-
Wir wenden nun Lemma 5.3.2 an, um die Eintrige der (n — jg)-ten Spalte auszurechnen.

Aus dem ersten Teil des Lemmas folgt
c(Ejy A)igin—jo+1 = c(Aign—jor1 + 1> c(Aigt1,n—jo = (Ejo A)ig+1,n—jos
und damit
c(EjoAigm—jo = c(Aigm—jor1 + 1+ (@igm—jo — 1) = c(A)ignjo-
Wegen c(A)ign—j, > ¢(A)ig—1,n—jo+1 gilt offenbar

C(EjoA)io—lm—jo - maX(C(Ejo A)i07n_j07 C(EjoA)io—l,n—jo-H) + Gig—1,n—jo
= max(c(Aﬁo,n*jmC(A)iO*l,n*joJrl + 1) + QAig—1,n—jo

= c(A)ign—jo T Cig—1,n—jo = c(A)ig—1,n—jo-
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Mit der gleichen Argumentation und den Ungleichungen
C(A)iJan,jo > C(A)i,nfjoJrl +1= C(EjoA)i,nfjoJrl fir alle 47 <1 < 10

folgt also induktiv, dass c(EjOA)i,n_jo = ¢(A); n—j, fiir alle i1 < i < ig ist. Des Weiteren ist
offensichtlich C(EjoA)i,n—jo-i-l = C(A)i,n—jo-‘rl fiir alle 4 S il, und somit C(Ejo A)i,j = C(A)i,j fir
alle Paare (i,7) mit j <n — jo + 1. O

Korollar 5.3.5. Sei A eine (m x n)-Matrix mit nichtnegativen ganzzahligen Eintrigen und
io # 0. In der Klassenmatrix ¢(E;, A) = (¢(Ej, A)i ;)™ 5" gelten folgende Ungleichungen:

ij=1
a) c(EjoA)igt1,n—jo < (EjoA)ign—ijo+1,

b) C(EjoA)iH,nfjo > C(EjoA)i,n,jOH fiir alle ¢; <7 < g,

c) C(EjOA)HLn_jOH > C(EjoA)im_jo_._Q fiir alle 77 < < ip und

d) C(EjoA)il-f-Ln—jo-H < C(EjoA)ihn—jo-i-Q'

Beweis Die Ungleichungen folgen sofort aus der Definition 5.3.1 fiir 4y und Lemmata 5.3.2
und 5.3.4. O

5.4 Bestimmung der Matrix (E,,A)

In diesem Abschnitt wollen wir die im ersten Schritt des Matrix-Ball-Algorithmus’ entstehende
Matrix (EjoA)’ berechnen. Dafiir benétigen wir wieder einige Ungleichungen, die wir zuerst

beweisen werden. Natiirlich konzentrieren wir uns auch in diesem Abschnitt wieder auf den
Fall E;, A # 0.

Definition 5.4.1. Fir einen Ball B aus der Matrix A und natiirliche Zahlen ¢; und ¢y definieren

wir:

(1, e2) = pr(cr, c2)(A4) = ${Ball B mit ¢; < ¢(B) < ¢o liegt in der k-ten Spalte }.

Falls eindeutig ist, welche Matrix A wir betrachten, verwenden wir wieder die kiirzere

Bezeichnung ¢y (c1, ¢2).

Lemma 5.4.2. Fiir A € NJ'*", 1 < jo, < n seien ig, ¢; wie in dem Korollar 5.1.1 und der

Definition 5.3.1 definiert. Fiir ¢y > 0 gelten die folgenden Ungleichungen:

Pn—jo (d7 Cio,n*jo+1) < @n*jo+1(da Cio,n*joJrl) fir alle 1 <d < Cip,n—jo+15 (5'10)

Pr—jo (ds Ciy+1,n—jo+1) = Prn—jot+1(ds Ciy+1,n—jo+1) flir alle ;g n—jo11 < d < €iy41,n—jo+1,
(5.11)

Pn—jo (ci1+17n*j0+1 +1, d) > @n*j0+1(ci1+1,n*jo+1 +1, d) fiir alle Ciy+1,n—jo+1 < d. (512)

Des Weiteren gibt es fiir jedes ¢y n—jo+1 < d < €i;4+1,n—jo+1 genau einen Ball in den Spalten

n — jo und n — jg + 1, der die Klasse d besitzt.
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Beweis Nach Lemma 5.2.2 gilt ;(ci41,;+1, ¢ j—a; ;) = 0. Die Funktionen ¢; hingen folglich

eng mit den alternierenden Summen der a; ; zusammen:

t
Zam— = QOj(Ct’j — Q5 + ]., Cs,j) (513)
= @jCrrj T Lcso1j = as—15)-

In der folgenden illustrierenden Skizze sind die Bélle mit den betreffenden Klassen hervorgeho-

ben.
o | Cs—1,j —Gs—1;+1
[J
[ ]
Cs,j| %
[ J
..
o, | Ctj—at; +1
[ ]
[ J
Ct+1,5] ©
Des Weiteren gilt offenbar
pile,d) < p;(d,d), falls ¢ <e¢, d<d. (5.14)

Diese Eigenschaften der Funktionen ¢; werden wir in diesem Beweis oft anwenden.

1. Teil Wir nehmen an, dass die erste Behauptung nicht stimmt und wihlen das kleinste
1 <d < ¢jyn—jo+1, fir welches die Ungleichung (5.10) nicht gilt. Wir rechnen leicht nach, dass
fiir c = 1 die Ungleichung gilt:

(pn*jo(lv Cio’ﬂ*joJrl) = ¥n—jo (Cn,n*jo — Ann—j, T 1, Cio+1’n*jo)

n
= E :ai,n—jo

i0+1
n—1
< E Qi n—jo+1
0

= On—jo+1(Cn—1,n—jo+1 — An—1n—jo+1 + 1, Cign—jo+1)
< @n—j0+1(1vcio,n—j0+1)'
Folglich ist d > 2. Wegen der Minimalitdt von d gilt dann:

Pn—jo (d’ cio,n*joJrl) > Pn—jo+1 (d7 cio’n*joJrl) (5-15)

Pn—jo (d -1, ci07n—jo+1) < <p7l—jo+1(d -1 Cio,n—jo-‘rl)’ (516)
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wobei die Gleichungen

Pn—jo (d -1, Cio,n*joJrl) = Pn—jo (d’ Ciown*joJrl) + ©n—jo (d -1,d- 1)7
Pn—jo+1(d = 1, Cig,n—jot+1) = Pn—jo+1(d; Cign—jo+1) + Pn—jo+1(d — 1,d — 1)

gelten. Damit beide Ungleichungen (5.15) und (5.16) gelten, muss in der Ungleichung (5.16)
die Gleichheit gelten. Des Weiteren gibt es keinen Ball der Klasse d — 1 in der (n — jp)-ten
Spalte, es liegt aber ein Ball mit dieser Klasse in der (n — jg 4+ 1)-ten Spalte. Es gibt also einen
,Sprung® in der (n — jo)-ten Spalte, d.h. es gibt eine Zeile i, so dass gilt:

+1>d—1> ¢y (5.17)

>d—1> Cit1n—jo-

C;ﬂ—jo B aiﬂ’b—jo
= C%m—jo
In der folgenden illustrierenden Skizze sind die Bélle mit den, in den Ungleichungen (5.17) und

(5.18) vorkommenden, Klassen hervorgehoben.

od—[1 ;
%7n_j0 - %» —Jjo Y .

C» . . "
i+1,n—jo Cit1n—fo+1

1+ 1

n—7Jjo n—Jo+1]

Zusammen mit den (Un-)Gleichungen (5.13) und (5.14) folgt

Pn—jo (d -1 Cio,n*joJrl) = $Pn—jo (c§+17n—j0 +1, Ci0+1,nfj0)

7
= E :a’i,n*jo

i0+1
i—1

< E Qi n—jo+1
i

= On—jo+1(C; n_jor1 T L Cig.n—jo+1)

< @n*joJrl(d -1, Cioyn*jo+1)v

und wir erhalten einen Widerspruch zur Gleichheit in (5.16).

2. Teil Die Gleichung (5.11) beweisen wir, indem wir zeigen, dass es fiir jede Klasse
Cign—jo+1 < @ < Cij41,n—jo+1 einen Ball mit dieser Klasse in beiden Spalten n — jo und
n — jo + 1 gibt. Die Gleichung (5.11) ist dann eine direkte Konsequenz.

Nach dem zweiten Teil von Lemma 5.3.2 gibt es in der (n—jo)-ten Spalte zwischen den Zeilen
i1+ 1 und ¢y keine Spriinge. Folglich treten alle Klassen c;; n—j, — @Gig,n—jo +1 < d < Ciy41.n—50
in der (n — jo)-ten Spalte auf. Die Behauptung folgt sofort, da ¢;,41,n—j, > Ciy4+1,n—jo+1 und

nach Lemma 5.3.2 ¢j, n—j, — Gig,n—jo + 1 = Cign—jo+1 + 1 gelten.
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Nach der Definition von 4y gibt es in der (n — jo + 1)-ten Spalte zwischen der (i1 + 1)-ten
und der ip-ten Zeile keine Spriinge. Folglich treten alle Klassen ci, n—jo+1 < d < Ciy41,n—jo+1
in der Spalte n — jo + 1 auf.

3. Teil Wir werden fiir alle d > ¢;, 41,n—j,+1 die Ungleichung

Pn—jo (Cioﬁn*j0+1 +1, d) > (pn*jo+1(cio,n*jo+1 +1, d) (519)

beweisen; zusammen mit dem zweiten Teil des Beweises folgt dann die Behauptung. Angenom-
men (5.19) ist falsch. Wir wéhlen d > ¢;, 41.5—j,+1 minimal, so dass d die Ungleichung nicht
erfiillt.
Wir zeigen zuerst, dass d echt grofer als ¢;, 41,n—j,+1 + 1 ist:

Falls i1 > 1 ist, so gibt es wegen ¢;; n—jo+2 > Ci;+1,n—jo+1 €inen Sprung in der (n — jo + 1)-ten
Spalte und keinen Ball mit der Klasse ¢;, +1,n—j,+1 + 1 in dieser Spalte. Falls ¢; = 0 gilt, gibt
es offensichtlich keinen Ball der Klasse ¢;; +1,n—jo+1 + 1 = €1,n—jo+1 + 1 in der (n — jo + 1)-ten
Spalte. Nach Lemma 5.3.2 gilt

Cis+1,m—jo = Cir+2,n—jo > Cir+1,n—jo+1 = Cig,n—jo+1;

folglich ist, wie wir im zweiten Teil des Beweises gezeigt haben, in der (n — jo)-ten Spalte ein

Ball der Klasse ¢;, +1,n—j,+1 + 1 enthalten. Wegen der Gleichung (5.11) ist somit

On—jo(Cign—jot1 + 1, Cis41m—jor1 + 1) > Onjor1(Cign—sjor1 + 1, Ciyp1m—jor1 + 1).

Wegen der Minimalitét von d > ¢y n—j,+1 + 1 folgt:

Pn—jo (Cio,n—jo-‘rl +1, d) < @n—jo-i-l(cio,"—jo-i-l +1, d)
Prn—jo (Cio,n—j0+1 +1,d— 1) > Pn—jo+1 (Cio»n—jo-‘rl +1,d— 1)

Wie im ersten Teil des Beweises kdnnen wir schlussfolgern, dass es keinen Ball mit der Klasse
d in der (n — jo)-ten Spalte gibt. Sei i die Zeile, so dass zwischen den Zeilen i und 7 + 1 ein
Sprung ,jiber” die Klasse d stattfindet, d.h.

+1>d>c und

i+1,n—jo

> d.

Cin—jo+1 = Cin—jo ~ Yin—jo =

cg,n*jo o a:i,n*jo

Wir wenden wieder Lemma 5.1.4 an und erhalten:

10

¥n—jo (Ciom—jo-‘rl +1, d) = E Qin—jo
i+1
io—1

> E @in—jo+1
i

= Spnfj0+1(ci0,n*jo+1 +1, c%m—jo-‘-l)

> Pn—jo+1(Cig.n—jo+1 + 1,d).

Dies ist ein Widerspruch zu der Wahl von d. O
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m+1,n+1

Korollar 5.4.3. Fiir eine Matrix A und ihre Klassenmatrix C(A4) = (c;;); ;4

insbesondere die folgenden Ungleichungen:

gelten

On—jo(d, Ciy41m—jo+1) < Pn—jo+1(d, Ciy41,n—jo+1) fiir alle 1 < d < ¢, 41,n—jo+1-

Beweis Das Korollar folgt sofort aus den Ungleichungen (5.10) und (5.11) aus Lemma 5.4.2.
O

Bemerkung 5.4.4. Fiir eine Matrix A € N{J"*" mit iop = 0 gilt ebenfalls die Ungleichung

Pn—jo (d, CLn,jOJrl) < (pn,joJrl(d, Cl,n7j0+1) fir alle 1 < d < Cl,n—jo+1 (520)

Da s}’ = s]° — A1n—j, < 5)° maximal ist, ist a1,n—j, = 0 und folglich 5)° = s2° maximal.
Somit gelten die Ungleichungen (5.2), die fiir den Fall 4y = 1 gelten, hier ebenfalls. Da wir im
Beweis des ersten Teils von Lemma 5.4.2 nur diese Ungleichungen und die in Bemerkung 5.3.3
bewiesene Ungleichung ¢z ,—j, < ¢1,n—jo+1 verwendet haben, gelten die Ungleichungen (5.20).

Satz 5.4.5. Fir A € NJ**" und 1 < jo < n mit ig # 0 sei i; = i1(A) wie in 5.3.1 definiert,
dann gilt
(EjoA)/ _ (EjoA/) falls ’L:l 75 0
A falls i; = 0.
Auferdem ist ig(A") = i1(A), falls i1(A4) # 0 ist.

Beweis Wir werden zuerst zeigen, dass

A — Ei1,n—jo + Ei177b—j0+1 falls 11 7é 0

, , (5.21)
A falls i, =0

(EjpA) = {
gilt. Danach beweisen wir, dass iy = ig(A’) = min{l : 5°(A’) maximal} ist. Wir wenden
Lemma 5.2.4 auf EjoA an:

(EjoA)g,j = min(c(EjoA)HLj, C(EjoA)i,jJrl) — C(EjoA)i+1,j+1 (522)

und sehen, dass (EjoA)’ sich von A’ = (a;j):”]; nur in den Spalten n — jo und n — jo + 1
unterscheiden kann, und selbst dort nur zwischen der ii-ten und der ig-ten Zeile, da nach
Lemma 5.3.4 die Gleichung C(Ej,A) = C(A) + 3712, 1 Ein_jot1 gilt.
Als erstes wollen wir (Ej,A); , , ausrechnen. Nach Lemma 5.3.2, Lemma 5.3.4 und
Korollar 5.3.5 ist
min(e(Ej, A)ig +1,n—jos A(Ejo Aign—jot1) = (Ejy A)ig41,njo
= c(A)ig+1,n—jo
= min(c(A)ig+1,n—jor ¢(A)ig,n—jo+1) und
C(EjoA)ioﬂ,n—joH = c(A)ig+1,n—jo+13
insbesondere ist (EjoA);o,n—ju = -
Mit dhnlichen Argumentationen zeigen wir nun, dass (5.21) wahr ist. Um die Berechnungen

iibersichtlicher zu gestalten, werden wir die Klassenmatrizen C(A) und C’(E'jOA) und die in
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ihnen nach Lemma 5.3.2 und Korollar 5.3.5 geltenden Ungleichungen in Abbildung 5.1 bildlich

darstellen.
- o - ~ - ~
+ + + + + +
o f=} o o o o o o o
S S S S S S S S S
I | | I | I I I I
N g S N N N g N N
i1 i1 i1
U //
i1+ 1 i1+ 1 1 i1+ 1
b =] vl
) / ) : L
i1+ 2 i1+ 2 1 i1 42
b =] vl
/ 4
C(E;A) = + =
7 =1 1 v
) / ) . L/
ig — 1 ig — 1 1 o -1
g =] el
i0 i0 1 i0
// 4
ig+1 ig +1 ig +1
C(A R
(4) C(E;, A)

Abbildung 5.1: Ungleichungen in den Klassenmatrizen von EjOA und A.

Wie wir sehen, werden fiir die Matrizen B € {4, EjOA} die Minima min(¢(B);41,5, ¢(B)i,j+1)
in den gleichen Feldern (i + 1,75) bzw. (i,7 + 1) angenommen. Man rechnet nun leicht nach,

dass folgende Gleichungen gelten:

(EjoA); o = c(A)im—jor1 + 1 — (c(A)is1,n—jo+1 + 1)

= a;,n—jo flir 47 < i < i,
(Ejo Ay n—jo = min(c(A)iy 11n—jo» C(A)iy n—jor1) = ((A)iy11n—jor1 + 1)

=a — 1 falls iy # 0,

11,m—jo

(Ejo Ay m—jot1 = Min(c(A)ig41,n—jo+1, (A)ign—jo+2) = (c(A)ig+1,n—jo+2)
207"—j0+17

(EjoA); p_jos1 = c(A)in—jorz — c(A)ir1n—jor2

=a

=a

/ .. . .
in—jo41 HUT 11 <@ < o,
- /
(EjoA)iy m—jot1 = c(A)is+1,n—jo+1 + 1 — c(A)iy+1,n—jo+2

=@}, p_jor1 + 1 falls iy #0,

wobei wir verwenden, dass O(EjOA) =C(A4) + Z;E”:ilﬂ E; n—jo+1 gilt. Dies beweist Gleichung
(5.21). Nun miissen wir also nur noch beweisen, dass fiir i; # 0 der Operator E;, die Matrix A’
in der richtigen Zeile verdndert, d.h. dass ig(A’) = i1(A4) gilt, falls 41 # 0 ist. Die Behauptung
des Satzes folgt dann sofort.
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Fiir den restlichen Beweis sei nun 4; > 0. Nach dem Lemma 5.1.4 geniigt es zu zeigen, dass

l -1
Z a;m—jo < Z a;c,n—jo+1 fiir alle 43 +1 <! <m und (5.23)
k=i1+1 k=11
1 11—1
Z oo > Z oo+ fiir alle 0 <1 <y (5.24)
k=141 k=l

la

gelten. Dies werden wir erreichen indem wir fiir [; < I3 die Summe Ei:ll aéy ; durch die Funktion

¢, ausdriicken und dann Lemma 5.4.2 anwenden. Nach Lemma 5.2.4 gilt

a; ; = #{B in j-ter Spalte : ¢ij11,j11 < ¢(B) < ¢ij1}

= @j(cit1j+1 + Lcij1);

also (mit I3 <ly)

lo

l2
!
Y di ;=Y pilciyrgin + 1 ¢i41)

=l i=l

= @j(Clat1,j41 + 1,y 1) (5.25)

Wir wenden nun (5.25) an um die Ungleichungen (5.23) und (5.24) zu zeigen. Zuerst
beweisen wir die Ungleichungen (5.23) durch eine Fallunterscheidung. Fiir 44 +1 < 1 < m

sel zuerst ¢, ,—jo+2 < Ci41,n—jo+1, dann gilt

-1
/ f— . . . .
§ Ain—jo+1 = SpnfjoJrl(cl,ﬂ*joJrQ +1, cll,n*jo+2)

1=11
> Pn—jo+1(Clt1,n—jo+1 T 1, Ciy +1,n—jo+1)s
> Pn—jo (Cl+1,nfjo+1 + 17 Ci1+1,n*jo+1)7

l
_ li
= Z A n—jo-

i=11+1

Dabei folt das erste Ungleichheitszeichen aus den Ungleichungen ¢; ,—jo+2 < Ci41,n—jo+1 und
Cir+1,n—jo+1 < Ciy,n—jo+2 und Gleichung (5.14). Das zweite >-Zeichen folgt aus Korollar 5.4.3.
Sel nun ¢ n—jo4+2 > Ci41,n—jo+1. Dann ist offensichtlich ¢y, —j;+1(ci41,n—jo+1 + 1, Cin—jo+2) =0
und wir rechnen wie oben:
-1
/
> o1 = Enjor1(Cnjor2 + 1, iy mjor2)

=141
= <,0n7j0+1(Cl+1,n7j0+1 +1, Cl,n—jo+2) + Sﬁnfjo+1(cl,n7jo+2 +1, Cilgn*j0+2)
= @n—jo+1(Clt1,n—jo+1 + 1, Ciy n—jo+2)
> Pn—jo+1(Clr1,n—jo+1 + 1, Ciy41,n—jot+1), d@ Ciyt1,n—jo+1 < Ciyn—jot2

l
li
> D g,

1=11+1
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Die Ungleichungen (5.24) fiir 0 < ! < 47 zeigen wir nun genauso, indem wir ausnutzen, dass
wegen Ciy .n—jo+2 > Cii4+1,n—jo+1 die Gleichung Son—j0+1(ci1+1,n—j0+l + 1aci1,n—j0+2) =0 gllt
Wir unterscheiden dafiir mehrere Fille.

Sei zuerst ¢;41,n—jo+1 = Cln—jo+2. Wir rechnen
11—

1
A
Wi n—jo+1 = Prn—jo+1(Cir+1,n—jo+1 T 1s Ciy n—jo+2) + Prn—jo+1(Cis,n—jo+2 + 1, Clin—jo+2)
1=l

= Pn—jo+1(Cir+1,n—jo+1 + 1, Clin—jo+2)
< wn_j0+1(8i1+1,n—j0+1 +1, Cl+1,n—j0+1)
< Wn—jo (Cir+1,n—jo+1 T 1, Ci41,n—jo+1), nach Lemma 5.4.2, (5.12)

i1
_ /
= E: Ain—jo-

i=l+1
Sei nun ¢41,5—jo+1 < Cln—jo+2, dann ist ¢n_jo41(C41,n—jo+1 + 1, Cin—jo+2) = 0 und daher gilt

11—1
/ — . . . . . . . . .
A n—jo+1 = @n—]0+1(611+1,7l—30+1 +1, 621,n—]o+2) + 410"—]04‘1(611,71—]0-"-2 +1, Cl,n—]0+2)
i=l

= Pn—jotr1(Ciy+1,n—jo+1 + 1, Cln—jot2)
= Pn—jo+1(Cir+1,n—jo+1 + L, i1 n—jo+1) + Pn—jor1(Cia1n—jor1 + 1, cln—jo+2)
= Pn—jo+1(Cir+1,n—jo+1 + 1, Clt1,n—jo+1)

i1

< Pn_jolci i1 +1 i1) = '

Pn—3jo\Cii+1,n—jo+1 y Cldbl,n—jo+1) = a’i,n—jo'
i=l+1

Das beweist die Behauptung. O

5.5 Beweis der Hauptaussage

Um zu beweisen, dass die Operationen der Ej fir 1 < j < n auf den Matrizen mit den
Operationen der Ej auf den zugehdrigen Paaren von SSYT iibereinstimmen, betten wir jede
Matrix A in eine gréfiere Matrix A ein. Wir gestalten die Einbettung so, dass das zur Matrix A
gehorende Paar von SSYT (7,0) in (ﬁ)(l) fiir ein bestimmtes [ > 1 kodiert ist. Wie eine solche

Einbettung aussehen kann, sehen wir im folgenden Beweis.

Lemma 5.5.1. Sei A eine (m X n)-Matrix mit nichtnegativen ganzzahligen Eintragen. Wir
betten A in eine grofsere Matrix A ein:

min(m,n) 5 min(m,n)

c
c

min(m, n) 0 0

b
|

m| 0 A 0

min(m, n) 0 0




5.5. Beweis der Hauptaussage 73

m+1,n+1 D1e

dabei ist ¢ := c11 der erste und grofte Eintrag der Klassenmatrix C'(A) = (ci5); 2y

Matrix A™in(mm) hat dann die Form:

min(m,n) 5  min(m,n)

min(m, n) * o 0

Almin(m,n) _

min(m, n) 0 0 0

wobei 6 und 7 die kodierenden Matrizen der SSYT o bzw. 7 sind. Die Untermatrix * ist im
Allgemeinen nicht Null.

Beweis Da es in A keine positiven Eintrige siidostlich der Untermatrix A gibt, besitzt jeder
Ball in der Untermatrix A die gleiche Klasse wie in A. Die Klassen der ,neuen“ Bille in der
stidwestlichen bzw. nordéstlichen Untermatrix durchlaufen die Menge {1,2,...,c}. Es ist nun

leicht zu zeigen, dass gilt:

min(m, n) n min(m, n)

co0
*0
min(m, n) 0 0
N 0
A) = .
(4) m 0 |; A’ 0
C
co0
min(m, n) | 0 0
co
0

Wir erinnern daran, dass der Ball der Klasse d, der am weitesten Ostlich (bzw. siidlich) in der
Matrix A liegt, beim ersten Schritt des Matrix-Ball-Algorithmus’ aus der Matrix A geschoben

wird. Die Spalte (bzw. Zeile), in der er lag, tragt also zu &1,. (bzw. 71.) bei:

&1,; = #{B : Ball B ist der 6stlichste Ball seiner Klasse ¢(B) und liegt in der Spalte j},
71, = ${B : Ball B ist der siidlichste Ball seiner Klasse ¢(B) und liegt in der Zeile i} .

Bei der Anwendung des ersten Schrittes des Matrix-Ball-Algorithmus’ auf A werden genau

diese Bille auch aus der Untermatrix A herausgeschoben, bleiben aber in (A)’ direkt {iber (bzw.
neben) der eingebetteten Matrix liegen. Deshalb sind 61, (bzw. 7{) in der Zeile min(m, n) (bzw.
in der Spalte min(m,n)) von (A)’ enthalten.

Im zweiten Schritt des Matrix-Ball-Algorithmus’ wird &1 . eine Zeile nach oben und 7. eine

Spalte nach links verschoben. Offensichtlich wird die Untermatrix A" zu A”.
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Wir wollen jetzt zeigen, dass 9. in der Zeile direkt tiber A” und %g . direkt links neben
A" steht. Dafiir wollen wir zuerst beweisen, dass die Bille, die in der Zeile min(m,n) (bzw. in
der Spalte min(m, n)) von (A)’ liegen, die Klassen {1,2, ... ,¢11(A)} durchlaufen. Oder anders
ausgedriickt: die Bélle, die sich im ersten Schritt des Matrix-Ball-Algorithmus’ aus der Matrix
A herausbewegt haben, behalten ihre Klasse.

Seien By und Bs die am weitesten Ostlich liegenden Bille der Matrix A fiir die Klassen
¢y = ¢(Bg), k = 1,2 mit ¢; < ¢o. Da im Siidosten von Bs ein Ball mit der Klasse ¢; liegen
muss und B; der 6stlichste Ball dieser Klasse ist, muss By 6stlich von Bs liegen. Da fiir jede
Klasse der dstlichste Ball beim ersten Schritt in die Zeile direkt iiber die Matrix A geschoben
wird, sind die herausgeschobenen Bille nach ihrer Klasse von Ost nach West geordnet. Die
neue Klasse (in (A)’) der herausgeschobenen Bille ist also nicht kleiner als ihre alte Klasse (in
/T) Da nach Lemma 5.2.6 die Klasse eines Balles nicht grofer als die ihrer Erzeuger ist, gilt
die Behauptung fiir die Bélle in der Zeile min(m,n). Fiir die Bélle in der Spalte min(m,n) von
(E)’ folgt die Behauptung analog.

Wir wollen nun zeigen, dass in der Zeile direkt tiber A” die zweite Zeile von & steht. Wie
wir bereits gezeigt haben, haben die Bélle in der Zeile iiber A’ in (,Z)’ ihre Klasse behalten.
Jede der in A’ auftretenden Klassen ist also in der Zeile direkt {iber A’ vertreten, da wegen
c11(A) =M > Ay = ¢1,1(4’) in der Matrix A’ nicht mehr Klassen als in A auftreten, wobei A
die Form von 7(A) und o(A) sei. Folglich werden die Bille, die im zweiten Schritt des Matrix-
Ball-Algorithmus’ nach oben aus der Matrix A’ geschoben werden und zu o2 beitragen, in der
Zeile direkt iiber A” gestoppt. Die analoge Aussage konnen wir fiir die Spalten neben A” zeigen.

Wir erhalten also:

min(m, n) n min(m, n)

c 00
9
min(m, n) 0 ¢
&, 0.
* G, 0
A)' = o F
(4) A E G 0
g€
c 00
min(m, n) C::'.«‘.‘,#‘ 0 0
00
0

Wie oben konnen wir nun zeigen, dass die Klassen der Bille in den zwei Zeilen iiber A”
und zwei Spalten neben A” in (A)” die gleichen Klassen besitzen wie ihre erzeugenden Bille
in (A)'. Folglich enthilt (A)® die ersten drei Zeilen von & und 7.

Im i-ten Schritt werden die in den vorherigen Schritten erhaltenen ¢ — 1 Zeilen von 6 und
7 ohne Verdnderung weitergeschoben und die neue i-te Zeile wird in die Zeile (bzw. Spalte)
direkt iiber (bzw. neben) die Untermatrix, in der vorher A¢~1) stand, eingeschrieben. Bei einem
dieser Schritte kann es passieren, dass neue Bélle in die nordwestliche min(m,n) x min(m, n)-

Untermatrix von A® geschoben werden. Diese Bille beeinflussen die Wirkung des Matrix-
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Ball-Algorithmus’ auf der Untermatrix A®) und den Untermatrizen, die die Zeilen von & bzw.
7 enthalten, nicht.

Nach min(m,n) Schritten ist die Untermatrix, in der am Anfang A stand, leer, da mit
jeder Anwendung von ()’ mindestens die Gstlichste Spalte und die siidlichste Zeile von dieser
Untermatrix geleert wird. In den Bereichen iiber und neben dieser Untermatrix stehen dann &

bzw. 77, Die Behauptung ist damit bewiesen. O

Durch die im Satz beschriebene Einbettung einer Matrix in eine grofere Matrix kénnen wir
den Matrix-Ball-Algorithmus so beschreiben, dass er nur noch eine ,Datenstruktur beno6tigt.
Bei dem urspriinglichen Matrix-Ball-Algorithmus benétigten wir zwei getrennte Datenstruktu-
ren: Die Matrix A, welche wir in jedem Schritt verdnderten, und das Zeile-fiir-Zeile wachsende
Paar von SSYT. Bei der im Lemma 5.5.1 beschriebenen Einbettung bendtigen wir nur die
Matrix, um die Zwischenschritte des Matrix-Ball-Algorithmus’ zu speichern. Des Weiteren
besteht der Matrix-Ball-Algorithmus jetzt nur noch aus der Bildung der neuen Ball-Matrix
(A)Y. Der Schritt, die Zeilen der SSYT 7 und o zu bestimmen, entfillt. Diese Erkenntnisse
verwenden wir um zu beweisen, dass die RSK-Korrespondenz mit den Kashiwara-Operatoren
vertauscht (Vgl. 5.5.2).

Die Kashiwara-Operatoren Ejo, Jo # 0 wirken auf Paaren (7,0) von SSYT gleicher Form
A mit [(A) = min(m,n), indem sie fiir 0 < jo < n auf dem SSYT o und fir —m < jo < 0
auf dem SSYT 7 via £€_;,7 wirken. Wir bezeichnen sie in Zukunft mit gjo, um sie von den

Kashiwara-Operatoren E;; auf Matrizen zu unterscheiden.

Satz 5.5.2. Es sei (1,0)(A) das zu der Matrix A € N{**" assoziierte Paar von SSYT und
1 < jo < n. Es gilt E;,A # 0 genau dann, wenn &, (7,0)(A) # 0 bzw. &;,0(A) # 0 gilt. Falls
Ej, A # 0 ist, gilt die Gleichung

(1,0) (Ejo A) = gjo (r,0)(A),

wobei der Kashiwara-Operator gjo auf dem SSYT o(A) operiert. Die Kashiwara-Operatoren

vertauschen also mit der RSK-Korrespondenz.

Beweis Wir wenden den Matrix-Ball-Algorithmus nach der Beschreibung aus Lemma 5.5.1
und den Satz 5.4.5 an. Es sei [ := min(m,n).

Zuerst beweisen wir, dass aus EjoA = 0 die Gleichung gjOU(A) = 0 folgt. Es sei also
i7°(A) = 0 und A die Matrix aus dem Lemma 5.5.1, in der die Matrix A eingebettet ist. Wir
zeigen induktiv, dass iéOH(/T(k)) = 0 fiir alle 0 < k < I gilt. Wegen i)°(A) = 0 ist offensichtlich
iéOH(/T) =0.Sei 0 <k <[ mit iéOH(/T(k)) = 0. Wir bezeichnen (A)® mit B = (biyj)zljfll’"ﬁl,
um die Ubersicht zu behalten. Wir wollen zeigen, dass ig‘)H(B’) = 0 ist. Nach Lemma 5.1.4

geniigt es zu zeigen, dass die Ungleichungen

s s—1
> U ort SO Vi josipn fiir alle 1< s < m+ 21 (5.26)
i=1 i=0

gelten, wobei b67n_j0+l+1 = 0.

Zuerst machen wir einige notwendige Voriiberlegungen. Wie wir im Beweis von Lemma 5.5.1
gesehen haben, hat die Matrix B eine bestimmte Form, welche wir ausnutzen werden. So
sind die ersten n + [ Eintréige in der ersten Zeile Null. Des Weiteren liegt der Ball mit der
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grofsten in der ersten Zeile auftretenden Klasse ¢ = ¢;11(A) in der ersten Zeile und rechts
von der (n + I)-ten Spalte von B. Da ¢ = ¢; 1(A) die grofte in der Matrix A vorkommende
Klasse ist, ist sie nach Bemerkung 5.2.7 auch die grofite Klasse der Matrix B und folglich gilt
Clnjosira(B) = ¢ > con_jorie1(B). Mit 2 (B) ist auch

o+l o+ ot
s5 (B) = 55" (B) + b1,n—jo+1 + b2.n—jor1 — bin—jori+1 = 55 (B) + ba,n—jo+i

maximal, da i%OH(B) = 0 ist. Da b2 r,—j,4+1 = O gilt, sehen wir mit der gleichen Argumentation

wie in Bemerkung 5.3.3, dass die Ungleichung cs ,,—jy+1(B) < ¢2,n—jo+i+1(B) gilt.
Wegen ¢z n—jo+1(B) < c2.n—jo+1+1(B) ist

Lnjotl = Prn—jori(C2n—jorir1(B) + 1,¢c1n—jo4111(B)) = 0,
die Ungleichung (5.26) gilt also fiir s = 1. Es sei nun 2 < s < m + 2. Wegen b1 5,—jo+141 = 0
und ¢1 pn—jo142(B) > c2.n—joi1+1(B) ist €1,n—jo+i+1(B) = ¢1,n—jo+i+2(B). Insbesondere ist
s—1
> B gorir1 = Pnjori+1 (Com—joria2(B) + 1,¢1m—jor142(B))
i=0
= On—joti+1(Csn—jori+2(B) + 1, ¢1n—jo+141(B)).
Wir unterscheiden nun zwei Félle. Sei zuerst ¢ n—jo+142(B) < Cs41,n—jo+i+1(B). Nach der
Bemerkung 5.4.4 gilt somit
s—1
D b jotirr = Pnjotir1(Con—jorira(B) + 1 ctnjori1(B))
i=0

> Pn—jorit1(Csr1,n—jori+1(B) + 1,¢1,n—jori41(B))

> Pn—joti(Cst1,n—jori+1(B) + 1, ¢1n—jori41(B))
El
= Z b;;,n—j0+l~
=1

Sei nun ¢y p—jo+142(B) > Cst1,n—jo+i+1(B), dann gilt

Orn—jotit1(Cst1,n—jori+1(B) + 1, Csn—jori12(B)) =0

und folglich

s—1

> Vo1 = Pn—joti+1 (Com—jori42(B) + 1,€1mjor141(B))
=0

= Pn—joti+1(Cst1,n—jo+i+1(B) + 1, ¢1 n—jo+1+1(B))

> On—joti(Cst1,n—jori+1(B) + 1, ¢1.n—jo+1+1(B))
= Z ngn7j0+l'
i=1
Dies beweist fiir 0 < k < [ die Behauptung i6°+l(B’) = i%°+l((ﬁ)(k+1)) =0.Da

0= (DY) =i (5(4) = ko(o(A))
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gilt, ist £;,0(A) = 0.

Sei nun #° (A) # 0. Zuerst zeigen wir induktiv, dass der Index i{)o“((ﬁ)(k)) firalle0 <k <!
ungleich Null ist. Offenbar gilt diese Behauptung fiir k = 0, da ié” (A) # 0 ist.

Fiir 0 < k < [ gelte nun i ((A)®) # 0 und sei B := (4)*). Der Index i°™(B) ist per
Definition echt kleiner als i%OH(B). Er kann also nur grofer als Null sein, falls i%OH(B) echt
grofer als Eins ist. Diese Voraussetzung ist erfiillt: Da nach Lemma 5.5.1 die ersten [ — k Zeilen

der (n — jo + I)-ten und (n — jo + [ + 1)-ten Spalten von B leer sind, gilt
jo+1 jo+1 jo+1 jo+1 jo+1
s H(B) = s1°T(B) = -+ = 5] (B) < 8123 (B) + bi—k1,0—jo+1 = 5 g1 (B)-

Zusammen mit i T (B) # 0 folgt i (B) > I — k41 > 1. Sollte i°™(B) < 1 sein, so folgt die
Ungleichung c¢g ,,—jo+1(B) > ¢2.n—jo+i+1(B) aus Lemma 5.3.2. Wir haben bereits gesehen, dass
€1 n—jo+i+2(B) = c die grofte in B auftretende Klasse ist, folglich gilt

1 n—joti+2(B) 2 ean—jo+1(B) > c2.n—jo+141(B)
und somit i°!(B) > 1. Nach Satz 5.4.5 ist also
0T AR = ot ARy — ol (BY > 1 £ 0 fiir 0 < k < L.

Insbesondere ist 0 # ié"“(g(l)) = ko(o(A)) und gjOO'(A) # 0.

Sei weiterhin ig(A) # 0. Wir wenden nun Satz 5.4.5 an, um zu zeigen, dass der Kashiwara-
Operator mit dem Matrix-Ball-Algorithmus vertauscht. Man sieht leicht, dass Ejo+l;{ als
Untermatrix EjoA enthélt, da Ejo+l auf der (n — jo + I)-ten und der (n — jo + 1 + 1)-ten
Spalte von A operiert. In der Matrix (Ej0+ljzi)(l) ist das zu EjOA gehorende Paar von SSYT
(7*,0*) kodiert.

Da o ((A)R)) = 0ot ((A)*+D)Y) > 0 fiir alle 0 < k < [ ist, kénnen wir nach Satz 5.4.5 die

ersten [-Schritte des Matrix-Ball-Algorithmus’ mit dem Operator Ej0+l vertauschen:

(Ejo i AP = B, (AWY = B A% fiir alle 0 < k < 1.

Insbesondere gilt:

x| 5|0 oo« | Ej| 0

Ay @ A A
(EjoJrlA)( ) = m| 0 0 = Ej0+l(A( )) = 7T 0 0
l 0 0 0 l 0 0 0

Nach Korollar 2.5.2 operiert der Operator EJ—O auf der | x n-Matrix o genauso wie gjo auf dem
SSYT o und es gilt ko(o) = ig(5). Insbesondere gilt Ejo& = 6~'joo # 0. Dies beweist, dass die
Kashiwara-Operatoren Ejo genauso auf den Matrizen operieren, wie die Operatoren gjo auf
Paaren von SSYT. O
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Korollar 5.5.3. Es sei A eine (m x n)-Matrix mit nichtnegativen ganzzahligen Eintrigen und
—m < jo < n mit jo # 0. Es gilt EjOA # 0 (bzw. ﬁjoA # 0) genau dann, wenn @o (r,0)(A) #0
(bzw. Fj, (1, 0)(A) # 0) gilt.

Falls EjOA # 0 (bzw. ijA # 0) erfullt ist, vertauschen die Kashiwara-Operatoren mit dem
Matrix-Ball-Algorithmus. Genauer gilt:

(r,0)(E;, A) = &, (1,0)(A) bzw.
(T’ 0)(ﬁj0 A) = ﬁjo (T7 J) (A),

wobei der Kashiwara-Operator gjo und ﬁjo fiir positive jo auf dem SSYT o(A) und fiir negative
Jjo auf dem SSYT 7(A) via €~_j07'(A) bzw. j':_jOT(A) operieren.

Beweis Falls A eine Matrix mit Ej, A # 0 (bzw. Fj, A # 0) ist, so gilt Fj,E;; A = A (bzw.
Ejo ﬁjoA = A). Die analoge Aussage gilt auch fiir die Kashiwara-Operatoren gjo und }N"jo. Diese
Eigenschaft der Kashiwara-Operatoren verwenden wir nun um das Korollar zu beweisen.

Sei 0 < jo < n. Fiir eine Matrix A € N{"*" sei (7,0)(A) das zu der Matrix A assoziierte
Paar von SSYT.

Falls ﬁjoA # 0 ist, ist Ejo ﬁjoA = A und wir rechnen:

Ejo(1,0)(Fj,A) = (1,0)(E;y (Fj, A)) = (1,0)(A).

Wir wenden den Kashiwara-Operator F, an und erhalten:

Fia(r,0)(4) = Fy (Eia(7.0)(F3, 4)) = (7,0)(F5, 4) # 0,

Es geniigt nun zu zeigen, dass ~7~:j0 (1,0)(A) =0, falls ﬁjoA = 0 ist. Angenommen ﬁjoA =0 und
.7-"j0 (1,0)(A) #0. Es sei B € Nj**" die Matrix, so dass (1,0)(B) = j.:jo (1,0)(A) gilt. Dann ist

(T’ U)(Ej B) = gjo (T’ 0)(3) = 5j0‘7:jo (T7 U)(A) = (T’ U)(A)a

und folglich E;, B = A. Insbesondere ist Fj, A = B # 0, dies ist ein Widerspruch. Dies beweist
das Korollar fiir positive Indizes jo.

Wegen der Symmetrie des Matrix-Ball-Algorithmus’ (vgl. Lemma 1.3.6), gilt die Behaup-
tung auch fiir negative Indizes —m < jo < 0: So ist fiir jo < 0 nach Bemerkung 5.1.2
(E;,A)T = E_;,AT. Aus

(r.0)(Eju D)) = (1,0)(E_j,AT) = (1,€_;,0)(AT)

folgt nach Lemma 1.3.6

(7,0)(Ej, A) = (E_j,m(A),0(A)) = &, (r,0)(A)
und analog (7,0)(Fj,A) = Fj, (1,0)(A). O
Korollar 5.5.4. Der quantisierte Koordinatenring Q(q)q[Myxr] ist als Uy(sly) @ Uy (s, )-

Darstellung isomorph zu @y (x)<min(m,n) Vin(A) @ Va(A), wobei Vi, (A) und V,,(A) die unzer-
legbaren U, (sl,,)- bzw. Uy(sl,)-Darstellungen sind.
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Beweis Folgt sofort aus Satz 5.5.2. O

Die Definition der RSK-Korrespondenz ist folglich aus Sicht der Darstellungstheorie nicht
zufillig gewahlt.

5.6 Gewichtsraum der Matrix A

Es wire wiinschenswert die Form A der zu einer Matrix A assoziierten SSYT (7, o) direkt an
der Matrix A ablesen zu kdnnen. Wir beschreiben hier zumindest eine Moglichkeit die Liange

A} der Partition A zu bestimmen. Dafiir fiihren wir den Begriff der S-Klasse eines Balles ein.

Definition 5.6.1. Es sei A € N'*". Die S-Klasse eines Balles B der Matrix A wird durch
s(B) := max({0} U {s(B’) : B’ liegt streng nordéstlich von B}) + 1

definiert, wobei B’ streng norddstlich von B liegt, falls i(B’) < i(B) und j(B') > j(B) gilt.

Bemerkung 5.6.2. Die S-Klasse s = s(B) eines Balles B ist so definiert, dass sie die maximale
Anzahl s — 1 von Béllen By,..., B,_1 angibt, mit

i(B1) <i(Bg) < --- <i(Bs—1) <i(B) und
J(B1) >j(B2) > -+ > j(Bs—1) > j(B).

Die Bélle By, Bs, ..., Bs_1, Bs := B bilden dann eine ,Kette* von Nordost nach Siidwest. (Den
Begriff der S-Klasse haben wir in Anlehnung an den englischen Begriff ,string* gewéhlt.)

Satz 5.6.3. Sei A € Nj'*" eine Matrix, deren assoziierte SSYT (7, 0) die Form A haben. Dann
ist A} die grofite in A auftretende S-Klasse.

Beweis Wir zeigen zuerst, dass die Behauptung fiir Matrizen A = (al-yj)zlj’zl mit nichtnegativen

ganzzahligen Eintragen und

Zai’j <lfiirallel <j<n,
i=1

D ai; <1firallel <i<m
j=1

gilt. Sei A eine Matrix, die die Bedingungen erfiillt, und B = (b; ;);5Z, durch b; j = ami1-i
definiert. Dann ist die S-Klasse eines Balles, der in dem Feld (4, j) der Matrix A liegt, genau die
Klasse des entsprechenden Balles, der in dem Feld (m + 1 — 4, j) der Matrix B liegt. Dies folgt
leicht, da ein Ball b streng norddstlich von dem Ball o’ liegt genau dann, wenn b nordostlich
von b’ liegt. Insbesondere ist die grofite in A auftretende S-Klasse die grofite in B auftretende
Klasse ¢1,1(B).

Des Weiteren haben nach [8, §A.4] die zu der Matrix B assoziierten SSYT die Form X, falls
A die Form der zu der Matrix A assoziierten SSYT ist. Insbesondere ist ¢; 1 (B) = ] die grofte
in A auftretende S-Klasse.

Sei nun A eine beliebige (m x n)-Matrix und A die Form der zu A assoziierten SSYT. Wir

konnen die Matrix A #hnlich wie in der Bemerkung 5.2.7 zu einer Matrix A verfeinern, die
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hochstens einen Eintrag in jeder Zeile und Spalte besitzt, indem wir entsprechend Hilfsspalten
und Hilfszeilen einfiigen. Zuerst fiigen wir die Hilfsspalten wie in der Bemerkung 5.2.7 beschrie-
ben ein und erhalten die Matrix A. Zwei Bille, die streng nordostlich voneinander lagen, liegen
offensichtlich auch weiterhin streng norddstlich voneinander. Des Weiteren liegen die Bélle, die
in A in der gleichen Spalte lagen nun auf einer Diagonalen von Nordwest nach Siidost. Zwei
Bille in A liegen also genau dann streng norddstlich voneinander, wenn die entsprechenden
Bille in A streng nordostlich voneinander liegen. Des Weiteren liegen zwei Bélle in A stidostlich
voneinander genau dann, wenn sie in A siidéstlich voneinander liegen.

Um in der Matrix A die Hilfszeilen einzufiigen, wiederholen wir die in der Bemerkung 5.2.7
beschriebene Konstruktion fiir die Matrix B := /AlT, genauer sei AT = B. Es sei A die Form
der zu A assoziierten SSYT. Zwei Bille in A liegen genau dann siidostlich voneinander, wenn
sie in A siidostlich voneinander liegen. Die Klassen der Bille bleiben folglich wihrend der
Verfeinerung erhalten. Insbesondere ist Ay = ¢1 1(A) = 0171(/1) = A1. Man sieht leicht, dass wir
durch das Vergessen der Hilfsspalten und Hilfsszeilen der verfeinerten Matrix (A)’ die Matrix
A’ erhalten. Folglich haben die zu A bzw. A assoziierten SSYT die gleiche Form A = .

Des Weiteren liegen zwei Bille in der Matrix A genau dann streng norddstlich voneinander,
wenn die entsprechenden Bille in A (streng) norddstlich voneinander liegen. Folglich bleibt die
S-Klasse eines Balles wahrend der Verfeinerung erhalten. Die grofite in A auftretenden S-Klasse
ist somit genau die grofite in A auftretende S-Klasse (1)} = M. O

Es sei A die Form der zu der Matrix A assoziierten SSYT. Nach dem obigen Satz, kdnnen

wir also nicht nur den ersten Eintrag A\; = ¢1,1(A), sondern auch die Lénge
Al = max({0} U {s(B) : B ist ein Ball in A})

der Partition A, leicht aus der Matrix A bestimmen.

5.7 Vergleich mit anderen Arbeiten

Sei A eine Partition und A ihr wie in Abschnitt 1.1 definiertes Young-Diagramm. Wie schon in
Abschnitt 1.1.1 bemerkt, werden im Gegensatz zu der hier verwendeten Definition von SSYT
diese in der Literatur oft von links nach rechts aufsteigend und von oben nach unten echt
aufsteigend definiert; um Verwechslungen zu vermeiden, bezeichnen wir diese als inverse SSYT,
wobei wir die inversen SSYT bevorzugt mit P bzw. @ bezeichnen werden. Die entsprechende
RSK-Korrespondenz A — (Q, P), die einer Matrix ein Paar inverser SSYT gleicher Form

zuordnet, wird u.a. von dem in [8] dargestellten Matrix-Ball-Algorithmus beschrieben.

Arbeit von V. I. Danilov und G. A. Koshevoy

In [4] betrachten die Autoren eine Bijektion zwischen Matrizen — sogenannten Arrays —
und Paaren von inversen SSYT gleicher Form, die der RSK-Korrespondenz sehr dhnlich ist:
Der Array a wird auf das Paar (I,d) von Arrays abgebildet, die jeweils die inversen SSYT
(Q(a), P(a)) kodieren; dabei ist Q(a) die Schiitzenberger Involution des inversen SSYT Q(a)?.

3DigSchﬁtzenberger Inversion wird in [8, §A.1] beschrieben, sie ordnet einem inversen SSYT @ ein inverses
SSYT Q der gleichen Form zu. Genauer sei fiir eine (m xn)-Matrix A die Matrix A durch A; ; = Apy1—int1—5
definiert. Dann ist Q(A) = Q(A).
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Diese Bijektion wird mit Hilfe von Operatoren D;, 1 < ¢ < m, und Lj;, 1 < j < n, auf den
Arrays beschrieben. Die Beschreibung dieser Operatoren dhnelt der Beschreibung der in dieser
Arbeit auf Matrizen definierten Kashiwara-Operatoren. Es lasst sich schlussfolgern, dass die
Bijektion a — (Q(a), P(a)) die Operatoren D; und L; respektiert.

Da die Nummerierung der Eintrige der Arrays sich von denen der Matrizen unterscheidet,
werden wir in diesem Abschnitt Arrays mit kleinen Buchstaben (z.B. a) und Matrizen mit
groRen Buchstaben (z.B. A) bezeichnen. Wir assoziieren zu einem Array a = (a;,)};2, die
Matrix A = (A;;);;Z,, indem wir A;; := a;;41-; definieren. Diese Assoziation macht die
ungewoOhnliche Nummerierung der Eintrige der Arrays riickgingig: ausgeschrieben sehen die
Matrix A und das zu ihr assoziierte Array a gleich aus. In diesem Abschnitt bezeichnen wir mit
A die zu dem Array a assoziierte Matrix. Des Weiteren sind die inversen SSYT Q(a) und P(a)
genau die inversen SSYT (Q(A), P(A)), die Fultons Matrix-Ball-Algorithmus zu der Matrix A
assoziiert.

Die Vorgehensweise in der Arbeit [4] ist sehr kombinatorisch: die vertikalen Operatoren D;
und U; mit 1 < 4 < m und die horizontalen Operatoren L; und R; mit 1 < j < n auf den
Arrays werden kombinatorisch definiert, ohne dass eine (darstellungstheoretische) Motivation
angegeben wird. Interessanter Weise entsprechen die Operatoren D;,U;, L; und R; fast den
hier hergeleiteten Kashiwara-Operatoren auf Matrizen. So &hneln sich z. B. die Beschreibungen
von Ej fir 0 < j und R; sehr: Bei R; wird genauso wie bei dem Kashiwara-Operator ein
Zeilenindex iy bestimmt?. Falls 39 # 0 ist, sind die Werte von EjA und R;A gleich. Fiir 9o =0
hingegen, erhalten wir unterschiedliche Werte: EjA = 0 und R;A = A. Die so auf den Arrays
definierten Operatoren lassen sich — entgegen der Aussage der Autoren — somit nicht als ein
Kristall einer Darstellung einer Quantengruppe interpretieren.

Zu Beginn der Arbeit werden einige wichtige Eigenschaften der Operatoren D;, U;, L; und
R; — so z.B. die Kommutativitét von D; und L; — bewiesen.

Die Autoren fithren den Begriff des L-engen Arrays ein; dieses Konzept entspricht dem
Konzept der Hochstgewichtsvektoren. Ein Array [ ist L-eng genau dann, wenn L;l = [ fiir alle
1 < j < n gilt. Man kann jedem Array a ein L-enges Array LLa zuordnen, indem man die
Operatoren L; mit 1 < j < n oft genug auf das Array a anwendet. Der Begriff des D-engen
Arrays und die Abbildung D werden analog definiert. Die Autoren zeigen, dass die Abbildung,
die einem Array a das Paar (La,Da) = (I,d) mit DI = Ld zuordnet, eine Bijektion ist. Fiir ein
Paar (I,d) mit [ ein L-enges Array und d ein D-enges Array wird die Wirkung der Operation
D;,U;, L und R; kanonisch definiert, z. B.

L;(1,d) = (LL;l,DL;d) = (I, L;d) und

Offensichtlich respektiert die Bijektion (LL,DD) die Operatoren D;,U;, L; und R;.

Durch den Vergleich der Knuth-Relationen (Bemerkung 1.1.4) mit den Operatoren D; wird
bewiesen, dass das inverse SSYT P(A) in dem Array Da kodiert wird. Der L-enge Array La
hingegen kodiert nicht das inverse SSYT Q(A), sondern die Schiitzenberger Inversion Q(A)
desselben. Folglich respektiert auch die Abbildung a — (Q(A), P(A)) die Operatoren L, R, D
und U, wenn diese entsprechend auf den inversen SSYT definiert werden, d.h. L; P(A) das in
L;Da kodierte inverse SSYT ist. Eine kurze Rechnung zeigt, dass das inverse SSYT Q(D;A)

4Man sieht leicht, dass beide Definitionen des Zeilenindex ig gleich sind.
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in dem Array L(x(D;a)) = Up,—;L(xa) kodiert ist, wobei *a als eine Spiegelung des Arrays
a definiert ist. Die klassische RSK-Korrespondenz A — (Q, P)(A) respektiert folglich nur die
Operatoren L; und R;, die Operatoren D; und U; hingegen nicht.

Im Gegensatz zu der vorliegenden Arbeit gibt es in der Arbeit keinen Zusammenhang
zur Darstellungstheorie: Die Operatoren auf den Arrays werden rein kombinatorisch definiert,
ohne dass eine darstellungstheoretische Motivation oder Herleitung angegeben wird. Durch die
ungewoOhnliche Definition der Operatoren, die sicher stellt, dass kein Array auf Null abgebildet
wird, ist der Graph, der die Wirkung der Operatoren auf den Arrays beschreibt, nicht der
Kristallgraph einer Darstellung einer Quantengruppe.

In [4] wird nicht die klassische RSK-Korrespondenz, sondern eine Variante desselben
betrachtet. Es gibt keine offensichtlichen Variationen des Matrix-Ball-Algorithmus’ und des
im Abschnitt 1.2 definierten Bumping-Algorithmus’, welche die Bijektion A — (Q(A), P(A))
beschreiben, zumindest kommt unter den zahlreichen in [8, §A.4] beschriebenen Variationen der
RSK-Korrespondenz keine entsprechende Variation vor. Die klassische RSK-Korrespondenz ist
somit der Variante von Danilov und Koshevoy vorzuziehen, da die beschreibenden Algorithmen
die zu einer Matrix assoziierten inversen SSYT gleichzeitig bestimmt. In der Arbeit [4] wird
nur gezeigt, dass die klassische RSK-Korrespondenz A — (Q, P)(A) nur die Operatoren L; und
R; respektiert. Wenn wir L;, R; und U;, D; ungenauer Weise als Kashiwara-Operatoren der
Quantengruppe U, (sl,) bzw. U,(sl,,) interpretieren, so zeigen die Autoren, dass die klassische
RSK-Korrespondenz ein Isomorphismus von Uy(sl,)-Moduln ist. In der vorliegenden Arbeit
konnen wir hingegen zeigen, dass die klassische RSK-Korrespondenz ein Isomorphismus von
Uy (slm)-Uy(sl,)-Bimoduln ist.

Des Weiteren werden die Operatoren auf Arrays und inversen SSYT nicht unabhéngig
voneinander definiert. Die Operatoren auf inversen SSYT werden als spezieller Fall der
Operatoren auf Arrays definiert, indem ein inverses SSYT als D-enges Array betrachtet wird.
In der vorliegenden Arbeit werden die Kashiwara-Operatoren auf SSYT und Matrizen hingegen
unabhéngig voneinander mit Hilfe der Darstellungstheorie hergeleitet: So werden die Kashiwara-
Operatoren auf SSYT mit Hilfe der Darstellungstheorie der Quantengruppen hergeleitet,
wihrend die Definition der Kashiwara-Operatoren auf Matrizen durch die Ubersetzung von
Quantengruppen via Hall-Algerben zu Kécherdarstellungen motiviert wird.

Des Weiteren unterscheidet sich die Vorgehensweise in [4] grundsétzlich von der Vorge-
hensweise in der vorliegenden Arbeit. In [4] wird die Abbildung a — (La,Da), die einem
beliebigen Array ein Paar von L-engen bzw. D-engen Arrays zuordnet, untersucht. Die Autoren
untersuchen u. a. die Relationen zwischen Operatoren D;, U;, L; und R; um zu beweisen, dass
diese Abbildung eine Bijektion ist. Durch einen Vergleich des Operators D; und der Knuth-
Relationen kénnen die Autoren zeigen, dass der D-enge Array Da das inverse SSYT P kodiert.
In dieser Arbeit hingegen definieren wir keine neue Realisierung der RSK-Korrespondenz,
sondern betrachten die bekannte Beschreibung des Matrix-Ball-Algorithmus’ und verwenden
eine neue Formulierung desselben. Aufierdem untersuchen wir nicht die Relationen zwischen
den Kashiwara-Operatoren, sondern die Beziehung zwischen dem Matrix-Ball-Algorithmus und
den Kashiwara-Operatoren. Dafiir betrachten wir die Wirkung der Kashiwara-Operatoren auf

dem neu eingefiihrten Begriff der Klassenmatrix.
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Arbeit von M. A. A. van Leeuwen

In der Arbeit [18] von M. A. A. van Leeuwen wird die RSK-Korrespondenz ebenfalls wie

,e?,ez und eil realisiert.

J
Es wird eine &hnliche Bijektion wie in [4] beschrieben: einer beliebigen Matrix A wird ein

in [4] mit kombinatorisch auf Matrizen definierten Operatoren e

Paar (Q4, P4) von Matrizen zugeordnet, wobei es eine Matrix A, gibt, so dass P4 das inverse
SSYT P(A,) und Q% die Schiitzenberger Inversion Q(A.) von Q(A.) kodieren. Genauer erhilt
man die Matrix A, indem man die Zeilen von A in umgekehrter Reihenfolge aufschreibt. Eine
mogliche Schlussfolgerung, welche von dem Autor aber nicht gezogen wird, ist, dass die Bijektion
A~ (Qa, Pa) von den Operatoren e;~, fj_’,ez und fz-l respektiert wird.

Ahnlich wie in [4] werden auch in [18] inverse SSYT mit Hilfe von Matrizen mit nicht-
negativen ganzzahligen Eintrégen (bzw. bindren Matrizen) kodiert. Dadurch erhdlt man durch
die Definition der kombinatorischen Operatoren e}, ff,eiT und f! auf Matrizen ebenfalls
Operatoren auf inversen SSYT®. Fiir eine (m x n)-Matrix A = (a;;);;Z, dhnelt die Definition
der Matrizen @4 und P4 der Definition der Arrays La und Da in [4]: Man erhilt die
Matrix P4 (bzw. Q) indem man eine endliche Folge von Operatoren e (bzw. e;”) so auf
A wirken lasst, dass jede weitere Operation der eiT (bzw. e57) nicht definiert ist. Indem man
das ,jeu de taquin“® — eine mit dem Bumping-Algorithmus vergleichbare Prozedur — mit den
Operatoren ez vergleicht, wird gezeigt, dass die Matrix P4 das inverse SSYT P(A.) kodiert,
das zu A, = (amt1-i;);jo; assoziiert ist. Wegen der Symmetrie der RSK-Korrespondenz
kodiert somit die transponierte Matrix Q% das inverse SSYT Q(As) = Q(A.), welches zu
der Matrix Ay = (ain41-5); o, assoziiert wird [18, §3.3]. Die in [18] beschriebene Bijektion
A, — A (Q(A,), P(A,)) (bzw. Ay — A — (Q(As), P(As))) respektiert die Operatoren

T f cel und f! nicht. Darstellungstheoretisch betrachtet kann man aus der Arbeit [18]

nicht schlussfolgern, dass die RSK-Korrespondenz ein Isomorphismus von U, (sl,,)-Moduln (bzw.
Uy (slm)-Moduln) ist.

Insbesondere kann das in der vorliegenden Arbeit bewiesene Ergebnis, dass die RSK-

€

Korrespondenz ein Isomorphismus von U, (sl,y, )-U, (sl )-Bimoduln ist, nicht aus den Ergebnissen
in [18] geschlossen werden. Die Vorgehensweise in [18] ist des Weiteren rein kombinatorisch;
der Autor betrachtet den darstellungstheoretischen Aspekt der RSK-Korrespondenz nicht, er
interessiert sich stattdessen fiir eine alternative Beschreibung derselben.

Wie schon in [4] werden die Operatoren auf inversen SSYT als spezieller Fall der Operatoren
auf Matrizen behandelt; es wird keine darstellungstheoretische Motivation der Definition der
Operatoren angegeben. Im Gegensatz dazu werden in der vorliegenden Arbeit die Kashiwara-
Operatoren auf Matrizen und SSYT getrennt voneinander aus der Darstellungstheorie herge-
leitet.

Die Vorgehensweise in [18], die der Vorgehensweise in der Arbeit [4] dhnelt, unterscheidet
sich des Weiteren fundamental von unserer Vorgehensweise: wir versuchen nicht die RSK-
Korrespondenz mit Hilfe von Operatoren darzustellen und vergleichen diese Realisierung mit
dem ,jeu de taquin“-Algorithmus, sondern zeigen stattdessen, dass der Matrix-Ball-Algorithmus

die Kashiwara-Operatoren respektiert.

5Die in [18] definierten Operatoren, entsprechen den im Abschnitt 3.7 hergeleiteten Kashiwara-Operatoren
auf Matrizen; so ist z. B. ff der Kashiwara-Operator €;.
6Eine Definition des ,,jeu de taquin“-Algorithmus’ findet sich in [8, §1.2].
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Arbeit von K. Erdmann, J.A. Green und M. Schocker

In dem Appendix von [10] untersuchen K. Erdmann, J.A. Green und M. Schocker den Zu-
sammenhang zwischen sogenannten Littelmann-Operatoren, die auf Wértern in dem Alphabet
{1,2,...,n} wirken, und Schensteds Algorithmus. Schensteds Algorithmus beschreibt eine
Bijektion zwischen Wortern und Paaren (Q, P), wobei P ein inverses SSYT und Q ein inverses
Standard-Young-Tableau (SYT) der gleichen Form ist (Bemerkung 1.1.4). Die Interpretation
eines inversen SSYT als Wort ermdglicht es, die Littelmann-Operatoren ebenfalls auf inversen
SSYT zu definieren. Die Littelmann-Operatoren fc, é. entsprechen den Kashiwara-Operatoren
wie sie in [15] definiert sind. Die Autoren zeigen mit Hilfe der Knuth-Relationen, dass Schensteds
Algorithmus die Littelmann-Operatoren respektiert, wenn die Littelmann-Operatoren auf dem
Paar (Q, P) operieren, indem sie auf dem inversen SSYT P operieren. Darstellungstheoretisch
bedeutet dies, dass Schensteds Algorithmus ein U, (sl,,)-Morphismus ist.

Im Folgenden wird die Struktur des Beweises von K. Erdmann, J. A. Green und M. Schocker
beschrieben.

Die Autoren erhalten eine Definition der Littelmann-Operatoren auf inversen SSYT, indem
sie zu jedem inversen SSYT P ein Wort assozieren, welches man die Knuth-Abwicklung K P
nennt. Die Knuth-Abwicklung ist so definiert, dass Schensteds Algorithmus zu dem Wort K P
das inverse SSYT P und ein inverses SYT Qg (p) assoziiert, welches eindeutig durch die Form
von P bestimmt ist. Es wird bewiesen, dass die Knuth-Relationen die Littelmann-Operatoren
respektieren; d.h. die Bilder zweier Knuth-dquivalenter Worter unter einem Littelmann-
Operator sind wieder Knuth-dquivalent. Insbesondere werden die Littelmann-Operatoren von
der Abbildung w — P(w) respektiert; bei diesem Beweis spielt die Knuth-Abwicklung eine
wesentliche Rolle. Durch einen Vergleich der Berechnung der inversen SYT Q(w) und Q(f.w)
durch Schensted-Algorithmus’ wird gezeigt, dass die inversen SYT Q(w) und Q(f.)w) gleich
sind.

In [10, App.] wird folglich bewiesen, dass die durch Schensted Algorithmus beschriebene
Abbildung w — (Q, P)(w) die Littelmann-Operatoren respektiert, wobei diese auf dem Paar
(Q, P) operieren, indem sie auf dem inversen SSYT P wirken. Wegen des engen Zusammenhangs
zwischen Schensteds Algorithmus und der RSK-Korrespondenz, zeigt dies, dass die RSK-
Korrespondenz einen U, (sl,,)-Morphismus beschreibt. In der vorliegenden Arbeit wird tiber [10,
App.] hinausgehend gezeigt, dass die RSK-Korrespondenz ein Morphismus von Uy, (s, )-Uy (s, )-
Bimoduln ist, da sie die entsprechenden Kashiwara-Operatoren respektiert (Korollar 5.5.3).

Die in dieser Arbeit verwendeten Methoden entscheiden sich des Weiteren fundamental von
den in [10, App.] verwendeten Methoden. So betrachten wir nicht die Knuth-Relationen, sondern
untersuchen den Zusammenhang der Kashiwara-Operatoren mit dem hier eingefithrten Begriff
der Klassenmatrix, welche den ersten Schritt des Matrix-Ball-Algorithmus’ beschreibt. Des
Weiteren werden die Kashiwara-Operatorenauf SSYT und Biwortern bzw. Matrizen getrennt
voneinander mit Hilfe der Darstellungstheorie definiert. Dagegen werden in [10, App.] die
Littelmann-Operatoren auf inversen SSYT definiert, indem man diese als Wort interpretiert

und die Littelmann-Operatoren entsprechend fortsetzt.

Arbeit von A. Lascoux, B. Lecler und J.-Y. Thibon

Die Arbeit [19, §5] von A. Lascoux, B. Lecler und J.-Y. Thibon ist vergleichbar mit der

Arbeit [10, App.]. Die auf Wortern definierten linearen Operatoren e; und f; entsprechen
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den in [15] definierten Kashiwara-Operatoren und den in [10, App.] definierten Littelmann-
Operatoren. In der Arbeit [19, §5] wird u. a. der Zusammenhang zwischen Schensteds Algorith-
mus und den Operatoren e;, f; untersucht. Die Autoren zeigen, dass die (elementaren) Knuth-
Bewegungen diese Operatoren respektieren. Sie zeigen auch, dass die zu den Wortern w und f;w
(bzw. e;w) durch Schensteds Algorithmus assoziierten inversen SYT @ gleich sind. Da sie ein
Young-Tableaux als Wort auffassen, kann man wie in [10, App.] schlussfolgern, dass Schensteds
Algorithmus die Operatoren e;, f; respektiert, falls diese auf dem Paar (Q, P) operieren, indem
sie auf dem inversen SSYT P operieren. Diese Schlussfolgerung ziehen sie aber nicht, sondern
untersuchen stattdessen den durch die Operatoren e;, f; beschriebenen Graphen auf Wortern.

Da sich die Vorgehensweisen in den fiir uns interessanten Teil der Arbeiten [10, App.]|
und [19] sehr stark dhneln, d. h. die Beweisideen gleich sind, verweisen wir fiir den Vergleich der

Arbeit [19] mit der vorliegenden Arbeit auf die Betrachtung von [10, App.] im obigen Abschnitt.



Kapitel 6

Eine neue Verknupfung zwischen

ganzzahligen Matrizen

Wir haben gezeigt, dass Ejo genauso auf (m x n) Matrizen operieren, wie die gjo auf den
Paaren von SSYT. Dabei haben wir A in eine gréfere Matrix A eingebettet. Auf diese Weise
konnten wir das zu A gehorende Paar von SSYT (7,¢) nur auf der Matrix A berechnen. Diese
Einbettung kann man verallgemeinern und so eine Verkniipfung * zwischen Matrizen definieren.
Wir werden hier diese Verkniipfung analysieren und feststellen, dass sie assoziativ ist. Auferdem
ldsst sich das zu der Matrix A x B assoziierte Paar von SSYT sehr leicht mit Hilfe der zu A
und B assoziierten Paaren von SSYT bestimmen.

6.1 Definition der Verkniipfung *

Definition 6.1.1. Seien A, B zwei s X t bzw. r X u Matrizen, deren Eintrige nichtnegative

- (47)

hat dann die Dimension (s + ) x (¢t + u). Des Weiteren sei | = I(A, B) die kleinste Zahl, so
dass die zu A und B gehdrenden Untermatrizen in N = (nglj)” Null sind, d. h. ngl; =0 falls
i > r oder j > t. Wir definieren

ganze Zahlen sind. Die Matrix

NAB) _ AxB 0 '
0 0

Lemma 6.1.2. Mit den Bezeichnungen von oben gilt

k
40 S\ A® o )7

86
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Beweis Da siidostlich von den Untermatrizen A und B keine Bélle liegen, besitzen die Bélle

in diesen Untermatrizen die gleichen Klassen wie in A bzw. B:

O(N) = C  C(B)
c) 0o ’

wobei C = (ci,j);’;zl die Matrix, mit ¢; ; = max(cy ;(A),¢;1(B)) ist. Nach Lemma 5.2.4 ist

/
0 B * B
N = = .
(he)-(5 %)
k
40 L A® o0 )7

Bemerkung 6.1.3. Wir kénnen die in 6.1.1 definierte Zahl | = [(A, B) also auch durch die
Gleichung

Analog folgt somit

I =1(A, B) = min{k : A®) =0 = B®)}

definieren. Seien A = (A1,..., Ax) und g = (p1, .. ., th,) die Formen der zu A bzw. B assoziierten
Paare von SSYT, wobei A\; > 0 und g, > 0 gelte. Offenbar ist die Linge k die kleinste Zahl
mit A®) = 0. Folglich ist (A, B) = min(k,m).

6.2 Die zu A x B assoziierten SSYT

Wir wollen nun sehen, wie das zu A * B assoziierte Paar von SSYT (7,0)(A * B) aussieht.

Satz 6.2.1. A und B seien tx s bzw. r xu-Matrizen mit nicht-negativen ganzzahligen Eintrigen.

Die zu A und B assoziierten Paare von SSYT sind (74, 04) bzw. (75,07). Das zu der Matrix

(3)

assoziierte Paar von SSYT (7, o) lisst sich einfach aus (74,04) und (77, 07) ablesen:
T A A A B _B By g ,
= T Tiog T T Tag - .,T/\m) firalle1 <j <L,
T B B B A A AN g ,
o.j=(07;+s,05;+s,.. S ON 801,05, "qu,j) firalle 1 <j <L,

B gind und

wobei g und A die transponierten Partitionen der Formen von 74 bzw. 7
L = max(u}, \;) die maximale Anzahl der Spalten in 74 und 72 sind. (Abbildung 6.1 zeigt

eine bildliche Darstellung von 7 und o.)

Beweis Wir beweisen die Aussage fiir das SSYT o. Nach Lemma 1.3.6 ist damit die Aussage
fiir 7 bewiesen.
Wir berechnen nun das Paar (7,0) mit Hilfe des Bumping-Algorithmus’ und verwenden

dabei die in dem entsprechenden Abschnitt 1.2 benutzten Bezeichnungen. Wir definieren dafiir
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| ]
7(A) + 7 o(B) + s
o ((0))- QT@ _IT

Abbildung 6.1: Die zu N assoziierten SSYT sind eindeutig durch die zu A und B assoziierten
SSYT bestimmt.

|4] := Zf;zl a;jund |B| := Y27 b; . Seien w® und w” die zu A bzw. B assoziierten lexiko-
graphisch absteigend geordneten Biworter, welche die in A bzw. B auftretenden Koordinaten

auflisten. Das zu N assoziierte Biwort ist somit

A A A B B B
w_<w171+r, wig+r, ..., leAl—H", Wiy, Wig, RN Wi B >

A A A B B B
w1, w3 9, R Wa 1Al wyqt+s, wyasts, ..., wWa B + s

Nach den ersten |A| Schritten des Bumping-Algorithmus erhalten wir also das zu A assoziierte
Paar von SSYT: o4 = o4 und (T14))ij = Tfj + r fiir alle Késtchen (4,7) von 7)4). Aus der

Definition von N folgt sofort, dass
wa,j :wﬁj < wfk + 5 = wy pqa fiiralle 1 <j < |A], 1 <k <|B|

gilt. Die néchsten Eintrége von w, die wir in o), einfiigen, sind alle echt grofer als die
schon vorhandenen Eintrige. Deshalb werden wihrend des restlichen Algorithmus’ die Eintrige

B nur dass die Eintriige jeweils um s groker

genauso verschoben wie bei der Berechnung von o
sind. Das SSYT ¢Z ist also in o wie in der Behauptung eingebettet.

Es bleibt zu zeigen, dass die Eintrége von 0|4 wihrend des Algorithmus’ nicht aus ihren
Spalten heraus geschoben werden. Diese Eintriige nennen wir im folgenden die ,alten” Eintréige.
Die Eintrige aus der Untermatrix B nennen wir ,neue Eintrage. Wir beweisen die Behauptung
induktiv iiber die einzelnen Schritte des Algorithmus’. Betrachten wir zuerst den (|A| 4+ 1)-ten
Schritt. Da der Eintrag wy | 4|41 echt groRer als alle Eintréige von ol4l ist, schiebt er den ersten
Eintrag in der ersten Zeile heraus. Nach der Bemerkung 1.2.4 bleiben in diesem Schritt alle
herausgeschobenen alten Eintrage in ihrer Spalte.

Nehmen wir nun an, dass bis zum k-ten Schritt mit k& > | A| keiner der alten Eintrége aus der
Spalte, in der er in o) war, herausgeschoben wurde. Falls der Bumping-Algorithmus keinen
alten Eintrag bewegt, ist nichts zu zeigen. Nehmen wir also an, dass er einen alten Eintrag
herausschiebt. Sei z der alte Eintrag, der von einem neuen Eintrag y herausgeschoben wird.
Vor dem Herausschieben liege x in der i-ten Zeile und j-ten Spalte. Da y echt gréfer als jeder
alte Eintrag ist, miissen alle Eintriige, die links von z in der ¢-ten Zeile liegen, neue Eintrige
sein. Nach der Induktionsvoraussetzung kommen die alten Eintrége der (j — 1)-ten Spalte aus
der (j —1)-ten Spalte von o)4|. Oder anders gesagt: Die (j — 1)-te Spalte des SSYT o4 wurde

von Eintrdgen aus der Untermatrix B im ganzen Stiick nach unten geschoben und liegt nun
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tiefer als z. (Wir haben diesen Prozess in der Abbildung 6.2 dargestellt.) Es folgt sofort:

(Uk,1)1+17j,1 > (O’kfl)l,j fiir alle [ > 7.

o(B)k—|4|

Yy
X <—/]
o)

(0A). 2

(ca). 1

Abbildung 6.2: Das SSYT o1 wihrend des k-ten Schritts des Bumping-Algorithmus’. Der
grauhinterlegte Bereich entspricht dem SSYT o(B)j_4|, das nach k — |A| Schritten durch den
Bumping-Algorithmus gebildet wurde.

Insbesondere ist der Eintrag (ox—1)it+1,j—1 schréig unter z nicht kleiner als 2. Nach der
Bemerkung 1.2.4 bleibt der Eintrag z in seiner Spalte. Die gleiche Argumentation zeigt, dass
der Eintrag direkt unter x auch einfach nur eine Zeile tiefer geschoben, usw. Der neue Eintrag
y schiebt also die ganze Spalte ab x einfach um ein Ké&stchen nach unten. Dies beweist die

Behauptung. O

Beispiel 6.2.2. Wir wollen den obigen Satz mit einem Beispiel illustrieren. Dafiir betrachten

wir die Matrizen

1 0 1
0 9 1 100 1 1
A= und B = 2 0 0 0 O
1 0 0
02000
1 00
mit den Paaren von SSYT
413]2]1][3]3]2]1]
515 o bZW_(33221’54111).
. . 111 212

Das zu

- (40)
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assoziierte Paar von SSYT ist dann

=l ot O
[\
[\

=W
[\
=

‘»—lOO»JAU‘\l
‘)—‘[\3;3@@

Korollar 6.2.3. Mit den Bezeichnungen von Satz 6.2.1 bilden die unteren min(\y, 1) Zeilen
der SSYT (7(N),o(N)) das zu A x B assoziierte Paar von SSYT. Genauer gilt:

T(A * B)ivj = T(B)m'&x(kl,ul)—uj-i-i,j
U(A * B)i,j = U(A)max()\l,,ul)—kj-i—i,ja

wobei 1 < j < max(A], ¢}) und 1 < < max(0, \; + p; — max(Aq, i1)) seien. Insbesondere sind
die zu A x B assoziierten SSYT eindeutig durch die SSYT 7(B) und o(A4) bestimmt.

Beweis Aus dem vorherigen Satz und den Uberlegungen aus dem Abschnitt 6.1 folgt sofort,

dass
(Ta 0) (A * B) = (T(N)Lj? U(N)i7j)i>max(p«17/\1),j21'

gilt. Da fiir alle 1 < j < max(\},p}) die unteren \; (bzw. ;) Eintréige in der j-ten Spalte
des SSYT 7(N) (bzw. o(N)) genau den Eintrigen der j-ten Spalte von 7(B) (bzw. o(A))
entsprechen, d. h.

T(N)ij =T(B)i—p,j fir 1 <j < N,pj+1<i<p;+ A
U(N)i,j :O—(A)i—)\J,j fiir 1 S_] S [Lll,)\j +1 § ) S Hj +/\j

gilt, folgt die Behauptung. O

Des Weiteren ist die Form der zu der Matrix A x B assoziierten SSYT eindeutig durch die
Form der zu A bzw. B assoziierten SSYT bestimmt, daher kénnen wir eine Verkniipfung x auf

den Partitionen definieren.

Definition 6.2.4. Fiir k = 1,2 sei die Partition A\* die Form der zu der Matrix A, assoziierten
SSYT. Die Partition A! x A? ist dann die Form der zu der Matrix A; * A, assoziierten SSYT,
d. h. )\1 * )\2 = Sh(T(Al *Az)).

Bemerkung 6.2.5. Fiir k = 1,2 sei A\* eine Partition und p* := (\*)’ ihre Transponierte.
Dann berechnet sich die Transponierte v = (A! x A?)" wie folgt:

v; = max(0, pu} + pf — max(pug, p3)) fiir 1 <4 < max(Ag, Ag). (6.1)

Somit ist die Verkniipfung * auf Partitionen kommutativ, da die Rollen von p' und p? in der
obigen Gleichung (6.1) vertauschbar sind.

Offensichtlich ist (A!%\?); nicht groRer als A} und A2, da v; = 0 ist, falls u} = 0 oder pu? =0
gilt. Des Weiteren ist die Linge [(A\ x A2) = vy = min(ui, 4?) nicht groRer als die Lingen von
Al und A2
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Korollar 6.2.6. Sei A eine (m x n)-Matrix mit ¢ = ¢1,1(A) und [ = min(m, n) und sei C eine
I x I-Matrix:

Dann gilt 0(A4) = c(Ax C) und 7(A) = 7(C % A).

M:(gg)

Das zu C assoziierte SSYT hat die Form eines [ x ¢ Rechtecks. Da die grofite in A auftretende

Beweis Sei

Klasse c ist, hat die erste Zeile von o(A) genau ¢ Késtchen. Wir erhalten o(A) also indem wir
die ersten [-Zeilen — also den Anteil der Untermatrix C' — aus o(M) streichen. Da A®) = 0
gilt, hat das SSYT 7(A) hochstens I = min(m, n) Zeilen. Das Streichen der ersten [ Zeilen von
o(M) liefert somit genau o(A x C). Dies zeigt 0(A4) = o(Ax C).

Der Beweis der Gleichung 7(A4) = 7(C' x A) geht analog. O

Bemerkung 6.2.7. Man sieht leicht, dass die Verkniipfung * auf Matrizen nicht kommutativ

0 1
A:(O 0) und B = (1)

die Matrizen A+« B = (01) und Bx A = ((1)) verschieden.

ist. Zum Beispiel sind fiir

6.3 Assoziativitat von x

Wir wollen in diesem Abschnitt die Assoziativitéit der Verkniipfung x beweisen.

Lemma 6.3.1. Seien A, B zwei s X t bzw. r X u Matrizen, deren Eintrdge nichtnegative ganze
Zahlen sind. Dann gilt

(A« B)T = BT x AT,
Beweis Die Zahl | = (A, B) = min{k : A®) =0 und B* = 0} wird nach Bemerkung 6.1.3
durch die Form der zu A und B assoziierten SSYT bestimmt. Offensichtlich gilt | = I(AT, BT),

da nach Lemma 1.3.6 die zu A” assoziierten SSYT die gleiche Form wie die zu A assoziierten
SSYT haben. Insbesondere erhalten wir

T O\ " r\® T
(AxB)" 0\ 0 B B 0 A [ B"xAT 0
0 o) \\4 o0 S\ BT o0 a 0 0 )
Da Ax B eine 7 x t-Matrix und B x AT eine t x r-Matrix ist, folgt sofort (Ax B)T = BT x AT.
O

Satz 6.3.2. Fiir s; x t;-Matrizen A; mit nichtnegativen ganzzahligen Eintrégen fir i = 1,2,3
gilt:
(A1 *AQ) *Ag = A1 * (A2 *Ag).
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Beweis Zuerst fiihren wir die im Beweis verwendete Notation ein. Die zu den Matrizen A;

assoziierten Paare von SSYT (77, 0%) haben die Formen A\’ mit den transponierten Partitionen

ut = (X\)’. Des Weiteren sei (7x,0x) das zu der Matrix
0 0 Aj

N = 0 A2 0

A 0 0

assoziierte Paar von SSYT mit der Form A. Um die Assoziativitiat zu beweisen, zeigen wir,
dass wir das zu (A; * Ag) * A3 assoziierte Paar von SSYT (7, 0) erhalten, indem wir die letzten

k = min(ul, pu2, u3) Zeilen der SSYT 7y und oy heraus schreiben:
K,)\i K>)\i
T= (TN)i,j:K—k-',-l,l und o = (JN)i,j:K—k+1,1’ (6.2)

wobei K := pui + u? + uf ist.
Wir wenden zweimal den Satz 6.2.1 an um die SSYT 7n und oy zu berechnen: Die zu

0 A
M = 4 2 assoziierten SSYT 7y, ops sind
1
(72) 7(A1)rw + 52 falls 1 <u <max(A},A2),1 <r <pl
T™ )rau = )
Mo T(A2)r— 1 falls 1 < u < max(A,A2), ul <r < pl +p2
(oa1) 0(Ag)ru +t1 falls 1 <u <max(A,A3),1<r<p2
g =
M o(A1)y—p2 o falls 1 <u <max(A,A2),p2 <r <pl+p?

0 Az

Folglich berechnen sich die zu N = ( o

) assoziierten SSYT wie folgt

T(Al)r,u + S2 + S3

(TN )ru = T(A2)r—p1 u + 53
T(As)r— (B +u3)u

0(A3)ru + 11+ 2

(ON)ru = o(Az),— pdutt1

o(A1)r—

(H2+p3d),u

fallslgugL,lgrgui
fallslgugL,ui<r§ui+,ui

falls 1 <u < Lypl +p2 <r<pl+p2+pd
fallslgugL,lgrg,ui

falls 1 <u < L,pud <r <p2+pd

falls 1 <u < L,p2 +pd <r <pl +p2 + 43

wobei L := max(\}, A%, A\$). Bildlich dargestellt entspricht dies

TN =

T(Al) + S92 + s3

o(Az) +t1 + to

und oy =
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Offensichtlich stehen in den letzten k-Zeilen von 7n und oy nur Eintrige aus 7(Ag) bzw. o(A;).

Wir bestimmen nun die zu (A; x A3) x A3 assoziierten SSYT. Nach Korollar 6.2.3 ist das
SSYT 7((A; x Az) x A3) durch die Form (A! x A?) x A3 und den Eintréigen aus 7(A3) eindeutig
bestimmt. Da o(A; x A) nur Eintrége aus o(A;) enthilt, ist auch o((A; x Az) * A3) eindeutig
durch o(A;) und die Partition (A! x A?) x A3 bestimmt. Insbesondere geniigt es zu zeigen, dass
(Ak—k+1, .-, Ak ) die Form der zu (A x Ag)* Az assoziierten SSYT 7 und o ist. Wir vergleichen

die transponierten Partitionen
AK—kt1y--> ) = (max(0, pui 4+ p? +ud — K +k),... ,maX(O,uil + /‘?\1 + ,uil — K +k))
und v/, wobei v = (A % A?) % A3 sei. Zuerst berechnen wir die Form x = A! x \2:

K5 = max(0, uj + p — max(py, p3)) fiir 1 < j < L.

Da ry = pi + pf — max(pi, pu) = min(py, p3) ist, gilt somi

v = max(0, K + [L?- — max[min(pi, u?), 43)) fiir 1 < j < L.

Bevor wir v/ weiter ausrechnen, wollen wir den Term max(ui, u?) + maxmin(ui, 4?), 3]
vereinfachen. Sei 0.B.d.A. ul > p2, andernfalls benennen wir pf und p? einfach um. Wir

rechnen:

max (g, 1) + maxmin(ug, p7), pf] = py + max(ui, p]
= max(pg + pi, p1 + i)
= max(pg + pi, p1 + i, 15 + )
= pq + g + g — min(pg, 13, 417)
—K -k (6.3)

Dieses Ergebnis verwenden wir nun fiir die Berechnung von ¢/

VJ: 5

, max (0, +p3 +pf — K +k)  fir 1 <j<r
max(0, i — max{p, min(uy, p3)]) fir r <j <L

wobei r = max{j : pj + p5 > max(uj,pi)} sei. Damit stimmen die Partitionen v und
(Ak—k+1,.-.,AKk) auf den ersten r Spalten iberein. Fir alle r < j7 < L ist V]l- = 0, da
p? < pd < maxmin(pi, 43), 43] gilt. Fiir r < j < L folgt auRerdem aus der Gleichung (6.3)

AR —kt1s -5 A )G = max(0, pj + pif + 1 — K + k)
= max(0, pij + g — max(ug, pi) + pj — max[min(uy, p7), 7)) = 0,

da pj+p5 < max(pg, p3) und p? < max(uf, min(pq, 43)] gelten. Die Partitionen v = (A'xA?)x\?
und (Ax—g+1,---,Ak) sind folglich gleich. Dies beweist die Gleichung (6.2).
Wir beweisen nun, dass die gleiche Aussage fiir A; x (As x A3) gilt. Wegen

[A; % (Ag * A3)]T = (Ag x A3)T x AT = (AL « AT) « AT



6.3. Assoziativitdt von * 94

gilt nach Lemma 1.3.6

T(Al * (A2 *Ag)) = J([Al * (AQ * Ag)]T) = 0'((14%1 * Ag) *A,{) und
O’(Al * (A2 *Ag)) = T([Al * (AQ *Ag)]T) = T((Ag; *Ag) * A,{)

Fiir i = 1,2, 3 haben die zu den Al assoziierten SSYT jeweils die Form A" mit p® = (\!)’. Wie
wir schon bewiesen haben, erhalten wir 7((A2 x AT) x AT) und o((AT x AT) x AT) indem wir
die letzten min(ul, u2, u3) Zeilen aus den zu N7 assoziierten SSYT 7yr = on und oyr = 7n
heraus schreiben. Insbesondere erhalten wir:

T(A1 * (A2 *Ag)) = J((Ag * Ag) *A{) = T((Al * Ag) *A3) und
0(A; % (Ay * A3)) = 7((AY % AT) % AT) = 0 ((A; * Ay) % A3).

Wegen der Bijektivitdt der RSK-Korrespondenz beweist dies die Assoziativitét. O

Bemerkung 6.3.3. Fiir ¢ = 1,2,3 seien A; Matrizen mit nichtnegativen ganzzahligen
Eintragen wie im Satz 6.3.2; wir verwenden im Folgenden die Bezeichnungen aus dem Beweis.
Wie wir im Beweis des Satzes 6.3.2 gesehen haben, erhalten wir die SSYT 7 = 7(A; x Ag * A3)
und o = o(A; * Az x A3) indem wir die letzten k Zeilen aus den SSYT 7y bzw. oy heraus
schreiben. Insbesondere sind 7 und o die modifizierten SSYT 7(A3) und o(A;). Wir benétigen
folglich fiir die Berechnung von A; * As x As nur die SSYT 7(As), 0(A;) und die Form
X2 = sh(7(42)) = sh(o(42)).

Fiir 3 <m und 1 < i < m seien A¢ die Formen der zu den Matrizen A; assoziierten SSYT.
Da wir die Form der zu der Matrix Ag x --- %« A,,_1 assoziierten SSYT mit den Partitionen
A2,..., 2™~ berechnen konnen, ist die Matrix A; % (A % ---x A, _1) * A, nur von den SSYT

7(Am), 0(A;) und den Partitionen A?,..., A™~! abhingig.
Korollar 6.3.4. Die auf den Partitionen definierte Operation x ist assoziativ.

Beweis Dies folgt sofort aus der Assoziativitit der Operation x auf Matrizen. O

Lemma 6.3.5. Es gibt keine Matrizen E und F, so dass Ax E = A und F x A = A fiir alle
(m x n)-Matrizen A gilt.

Beweis Es geniigt zu beweisen, dass fiir die Matrix

(01 . _(12]2]]2]1]
A—<2 0>m1t(r,a)(A)—<l ,1)

keine Matrix F mit Ax FE = A existiert. Angenommen es gibt eine Matrix F mit AxE = A; es
seien (7(F),o(E)) mit der Form v die zu E assoziierten SSYT. Nach Korollar 6.2.3 gilt dann
vy = vy, des Weiteren sind (7(E),; 1,7(E),;2) = (1,2) die ersten Eintrige der letzten Zeile

von 7(FE). Dies ist ein Widerspruch.
Auferdem existiert keine Matrix F mit F'x AT = AT dasonst Ax FT = (Fx AT)T = A
gilt. O
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Bemerkung 6.3.6. Wie wir in Bemerkung 6.2.5 gesehen haben, ist fiir zwei beliebige
Partitionen A und g die Lange von A x u nicht grofer als [(A) und I(u). Dem zufolge gibt
es kein neutrales Element beziiglich x. Die Menge der Partitionen ist folglich beziiglich der

Operation * keine Gruppe, sondern nur eine Halbgruppe.

Es sei K ein Korper. Es sei Sy, ,, der K-Vektorraum mit der Basis {X4 : A € Ny "}
Zusammen mit der Verkniipfung X4 * Xp = X4, p ist S;, ,, nach Lemma 6.3.5 eine assoziative
K-Algebra ohne Eins. Das Nullelement ist X, wobei 0 € Ng'*" die Nullmatrix ist.

Fiir eine Partition \ sei weiterhin Sy, ,(A\) der von

{X4:AeN*" mit sh(r(A)) = A}

erzeugte Untervektorraum von S, ,. Falls die Lange I()\) echt grofer als min(m,n) ist, ist
Sm.n(A) der Nullvektorraum. Da die Form der zu der Matrix A x B assoziierten SSYT durch
die Formen der zu A und B assoziierten SSYT bestimmt ist, gilt Sy, n (M) *Sm n (1) C Spn(A*p).
Insbesondere besitzt die Algebra S, , mit Sy, = EBz(

iiber der Halbgruppe der Partitionen. Eine interessante Frage ist, wie diese Algebra S, .

N=min(m,n) Sm.n(A) eine Graduierung

aussieht.

Man kann auch der Frage nachgehen, wie sich die Kashiwara-Operatoren Ei und F; zu der
Verkniipfung * : Sy n(A) X Spun (1) = S (A % ) verhalten. Da das zu A x B assoziierte Paar
von SSYT nach Korollar 6.2.3 eindeutig durch die SSYT 7(B) und o(A) bestimmt ist, gelten
nach Satz 5.5.2 die Gleichungen

A*EjB:A*BﬁirO<j<nund
(B;A)x B=AxB fiir —m <i<0.

Des Weiteren kénnte man erwarten, dass EJ—(A *B) = (EjA) * B fiir j > 0 bzw. E;(Ax B) =
AxE;B fiir i <0 gilt. Im Allgemeinen gelten diese Gleichungen aber nicht. Fiir

(1 2 : _ ([2]1]1][2][2]1]
A(l 0) mit (T,J)(A)—(l T )a

- (03 : _ ([2]1]1] [2]2]2]
EA= ( . ) mit  (7,0)(A) = ( T , ) )
0 0 . =Ta
B= ( ) 0) mit (7,0)(B) = (2]2|[1]1]) und
[2]1]

ElB:<? O) mit (7,0)(B) = (2 2/2][2]

kénnen wir z. B. nach Korollar 6.2.3 leicht sehen, dass ([2], 1]) das zu den Matrizen A+ B und
(E1A) x B assoziierte Paar von SSYT ist. Insbesondere gilt A« B = (E; A) B. Nach Satz 5.5.2
ist auRerdem (2][2]) das zu E1(A % B) assoziierte Paar von SSYT. Folglich ist E;(A x B)
ungleich (ElA)TB.

Da die Definition von A*B eng mit dem Matrix-Ball-Algorithmus verbunden ist (vgl. Defini-

=]

\_/

tion 6.1.1), kann man trotzdem erwarten, dass es einen Zusammenhang zwischen Ej (Ax B) und
(EjA)*B bzw. A*EJ—B gibt. Diese Vermutung wird durch den Satz 5.4.5 und das Korollar 6.2.3
gestiitzt.
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