Al gorithm sche G aphentheorie imUnterricht unter Verwendung
obj ektorientierter Datenstrukturen

Bei mFachbereich Mathematik der Bergischen

Universitat/Gesamthochschule Wuppertal ei ngerei chte
Dissertation zur Erlangung des Grades
Dr. paed.
von

Rainer Eidmann




Al gorithm sche G aphentheorie imUnterricht unter Verwendung

obj ektorientierter Datenstrukturen

A Einleitung

B Didaktik und Methodik

I Didaktische und methodische Analyse der Behandlung
von Graphen und Graphentheorie im Unterricht

IT Didaktische und methodische Analyse der Verwendung
von objektorientierten Datenstrukturen

IIT Konkrete methodisch-didaktische Bemerkungen zur Durchfihrung
von Unterrichtsreihen zum Thema algorithmische Graphentheorie

C Skizzen von Unterrichtsreihen

I Knoten, Kanten, Baume, Wege und Komponenten
IT Suchverfahren in Graphen,Baum-und Pfadalgorithmen, Kreise,Gerlste

IIT Alle Pfade sowie minimaler Pfad zwischen zwei Knoten

IV Eulerbeziehung, ebene Graphen und Farbbarkeit
V Euler- und Hamiltonlinien

VI Graph als Netzplan

VII Graph als endlicher Automat

VIII Graphen als Relationen

IX Maximaler Netzfluss

X Maximales Matching

XI Gleichungssystem

XII Markovketten/Reduktion von Graphen

XIII Kosten und Transportprobleme,optimales Matching
XIV Das Chinesische Brieftragerproblem

D Zusammenfassung

E Literaturverzeichnis

F Anhang

I Beschreibung der Datenstruktur

IT Die Bedienung des Programms Knotengraph

ITITI Eigenschaften der verwendeten Programmiersprache Delphi
IV Unterrichtsplane zu ausgewahlten Unterrichtsstunden

V Ergebnisse und Antworten von Fragen an Schiilern zu den Unter-
richtsreihen,Beispiel einer Facharbeit,UML-Diagramme, Update

VI Quelltextlisting der verschiedenen Programme, L&ésungen der
Klausuraufgaben, Beschreibung der Objektmethoden im PDF-Format

1

11

11

44

62

149

152

163

193

205

222

244

258

271

283

297

316

328

380

413

421

425

429

430

454

485

511

542

auf CD



A Ei nleitung:

Die Graphentheorie wurde begrindet durch den Mathematiker Euler (1707 bis
1782) ,der 1736 das berthmte Kénigsberger Brilickenproblem 1d6ste.Dabei wurde
ein Rundweg gesucht,der Uber die sieben Brlicken des Flusses Pregel unter
Einbeziehung wvon zwei Inseln so fihren sollte, dass jede Bricke nur einmal
benutzt wird.

Euler ordnete jedem der durch den Flusslauf vorgegebenen voneinander ge-
trennten (Land-)Gebieten einen Buchstaben (A,B,C...) zu und fafte die Brlik-
ken als Ubergdnge zwischen den Gebieten mittels der Bezeichnungen ARB,BC
usw. auf.Obwohl sich Euler dabei noch nicht der heute Ublichen Graphen-
Terminologie bediente,benutzte er damit doch indirekt die Grundstruktur ei-
nes Graphen,der aus einer Menge von Knoten besteht,die durch gegenseitige
Relationen d.h. Beziehungen -namlich den Kanten (hier Brlcken genannt) -
miteinander in Wechselwirkung stehen.

Er verallgemeinerte die Aufgabenstellung und zeigte,dass bei einem allge-

meinen ,Gebiets-Brlicken-Problem" ein Rundweg (Eulerlinie),der jede Brlcke
genau einmal enthdlt,nur dann mdglich ist,wenn in jedes Gebiet eine gerade

Zahl von Zugangsbricken fihrt,als auch,dass ein Nicht-Rundweg,der Uber jede

Briicke genau einmal fthrt,genau dann zwischen zwei Gebieten konstruiert

werden kann,wenn diese beiden Gebiete die einzigen sind,die eine ungerade

Anzahl von Zugangsbricken besitzen.Damit war auch bewiesen,dass es beim K&-

nigsberger Briickenproblem keine Lésung geben kann,weil jedes der (mehr als

zwel) Gebiete eine ungerade Zahl von Zugangsbrlicken hatte.

Ungefahr einhundert Jahre spater 1847 entdeckte der Physiker Kirchhoff bei
der Untersuchung der Strdme in elektrischen Netwerken,dass eine allgemeine
Losung dadurch mdglich ist,dass das Netzwerk als Graph dargestellt wird,
und ein den Graphen aufspannender Baum gesucht wird.

Einen anderen Zugang zur Graphentheorie wahlte Caley 1857, indem er die che-
mische Struktur von Isomeren gesattigter Kohlenwasserstoffe mit Hilfe wvon
Baumen ermittelte.

Der Mathematiker Hamilton warf 1859 die Frage auf,ob ein Rundweg auf einem
reguldaren Dodekaeder mit 20 Knoten (Ecken) und 30 Kanten mdéglich ist,so
dass jede Ecke genau einmal besucht wird.Er formulierte die Aufgabe als
Spiel,das sich am besten als Graph darstellen 1a8t,in dem die Knoten (Ek-
ken) Sté&dte und die Kanten Wege zwischen diesen Stadten bedeuten.Die Ld&sung
des Problems sind die Hamilton-Kreise.Sucht man den Hamilton-Kreis mit der
kleinsten Wegstreckenlénge, fihrt dies zum Problem des Traveling-Salesman.

Ebenfalls seit der Mitte des 19. Jahrhundert ist das Vierfarbenproblem auf
Graphen bekannt,bei dem es darum geht,die Knoten eines ebenen Graphen mit
maximal vier Farben so zu farben,dass jeweils durch Kanten verbundene Kno-
ten verschiedene Farben erhalten.Die Fragestellung ist &quivalent zum Pro-
blem,ob es immer mdéglich ist,bei der Farbung der Lander einer Karte nur mit
vier Farben auszukommen.

Ein Bewels dieses Vierfarbenproblems schien lange Zeit unmdglich,bis nach
vielen vergeblichen Ansdtzen erst vor ca. 20 Jahren ein Beweis unter Ein-
satz eines Computerprogramms zum ersten Mal gelang.

So wurde die Graphentheorie an Hand von verschiedenen Problemen und Aufga-
benstellung von mehreren Personen begrindet.Erst durch das Buch von Kénig
+Theorie der endlichen und unendlichen Graphen“ 1936 wurden die bis dahin
vorliegenden Ergebnisse einheitlich zusammengefafit.

Seitdem hat sich die Graphentheorie im grofen Umfang weiterentwickelt und
hat immer neue Anwendungsgebiete erschlossen.

Graphen werden eingesetzt zur Ld&sung von Problemen des Operations Research
und der linearen Optimierung,z.B. von Minmalkosten-, Maximalfluss- oder



Transportproblemen in Netzwerken,zur Ermittlung eines kostenglinsti-
gen, kiirzesten Verlaufs fir eine Versorgungsleitung vom Versorger zum Ver-
braucher, zur gezielten,optimalen Auswahl von Zuordnungen (Funktionen auch
Matching genannt),die unter bestimmten,vorgegebenen Gesichtspunkten z.B.
der Zuordnung von Maschinen zu verschiedenen auf ihnen auszuflhrenden Ta-
tigkeiten die bestmdgliche Effizienz ermdglichen, zur Darstellung wvon Rela-
tionen =zwischen den Elementen einer Menge und Ermittlung ihrer Rangfol-
ge,z.B. der Darstellung von psychologischen, zwischenmenschlichen Beziehung
in einer Gruppe von Personen,zur Bestimmung aller und der klUrzesten Stra-
Renverbindung zwischen zwei Orten in einer Karte,umgangssprachlich auch
Routing-Problem genannt,zur Lésung von kombinatorischen Problemen,zur Mo-
dellierung von Vorgangen,die mit den Mitteln der Wahrscheinlichkeitstheorie
zu berechnen sind,z.B. mittels Pfadbdumen und Markovketten,in der Physik
zur Veranschaulichung von Elementarteilchenprozessen mit Hilfe wvon Feyman-
Diagrammen,in der Informatik zur Veranschaulichung von grundlegenden Daten-
strukturen wie z.B. Listen und Baume bzw. zur Veranschaulichung von Model-
len der theoretischen Informatik wie z.B. Automaten.

Mit dieser Auflistung sind die Anwendungsgebiete der Graphentheorie noch
lange nicht alle erfaRt.Also scheint die Graphentheorie insbesondere flur
mathematische aber auch aufermathematische Fachwissenschaften grundle-
gende Verfahrensweisen bereitzustellen,um die dort auftretenden Problem-
stellungen angemessen lO0sen zu kénnen.

Demgegentber verwundert es,dass die Graphentheorie im Lehrplan bzw. in den
Richtlinien und in der Unterrichtspraxis des Mathematikunterrichts der
Schulen der Sekundarstufe I und II praktisch - bis auf ganz wenige Ausnah-
men z.B. der Darstellung von Wahrscheinlichkeitspfaden in der Stochastik -
nicht vorkommt.

Die Stoffauswahl wird Uber grof’e Teile statt dessen von den Gebieten Al-
gebra,Analysis und Geometrie bestimmt,die weitgehend ohne die Benutzung von
Graphen auskommen.

Die neuen Richtlinien fur die Sekundarstufe II Mathematik NRW,die im Jahre
1999 in Kraft treten, enthalten beispielsweise das Wort Graphentheorie
Uberhaupt nicht,und das Wort Graph kommt in ihnen nur in der Bedeutung als
Funktionsgraph vor. (Graphen werden nur,wenn auch nicht in den Richtlinien
explizit erwahnt,im Gebiet Wahrscheinlichkeitsrechnung zur Modellierung
von Wahrscheinlichkeitsprozessen benutzt.)

Im Informatikunterricht dagegen,werden Graphen schon seit langerem und Of-
ter zur Veranschaulichung und zur Lésung von komplexeren Problemen,vor al-
len Dingen aber auch als Mittel der Darstellung von Datenstrukturen einge-
setzt.

Liegt das Fehlen von graphentheoretischen Unterrichtsinhalten im Mathema-
tikunterricht wvielleicht darin Dbegrlndet,dass die Verfahren der Gra-
phentheorie sehr oft Algorithmen sind,die Operationen mit den Kanten und
Knoten eines Graphen erfordern,die meistens nicht nur rechneri -
scher,numerischer Art sind,sondern das Auswahlen, Umordnen, Nummerieren,
Neubezeichnen,Hinzufligen oder Lé&éschen von Knoten und Kanten unter bestimm-
ten Gesichtspunkten bedeuten,so dass sie im normalen Unterricht ohne Ein-
satz von komplexeren Hilfsmitteln wie Computern nur mit den Werkzeugen
Bleistift und Papier alleine mlhsam durchzufthren sind?

Zwar lassen sich die meisten Algorithmen anschaulich beschreiben, ihre
Durchfihrung erfordert jedoch insbesondere bei grdferen Graphen das mihe-
volle Zeichnen von vielen neuen,jeweils immer wieder veradnderten Graphen-
bildern,bis das Verfahren terminiert.

Demgegentber sind die Algorithmen der Algebra oder Analysis reine Zahlenal-
gorithmen oder Termumformungsalgorithmen,die leichter mit den Hilfsmitteln
Papier und Bleistift zu dokumentieren sind.Auch in der Geometrie lafRt sich
ein Algorithmus mit den Werkzeugen Zirkel und Lineal leichter als in der
Graphentheorie,ndmlich als Konstruktionsalgorithmus d.h. durch Zeichnen von



(meistens) einer einzigen Figur unter Dokumentation der erforderlichen
Hilfslinien durchfihren.

Die Situation hat sich mit der Bereitstellung von Computern als Werkzeug
gewandelt .Das mthevolle Zeichnen immer neuer Graphen wird jetzt abgeldst
durch das Schreiben eines Programms,das diesen Graphenalgorithmus ausfihren
kann und den Algorithmus durch zeichnerische Darstellung auf einem Compu-
termonitor visualisiert.

Dieses k&énnte eine Erklarung sein,warum die Graphen langst Einzug in die
Schulinformatik genommen haben,in der Rechner von der Natur des Faches her
eingesetzt werden.Im Mathematikunterricht dagegen steht das Hilfsmittel
Computer dagegen nicht zur Verfigung,zum einen,weil dort oft die ndtigen
Programmierkenntnisse als Grundbedingung fehlen,zum anderen weil die tech-
nischen Voraussetzungen in den Klassenraumen nicht vorhanden sind,und der
Unterricht nur mit den Hilfsmitteln Kreide, Tafel und Taschenrechner aus-
kommen mufs.

Durch das immer weitere Vordringen der Computer in alle Bereiche unser Le-
benswelt und damit auch in die Schule kénnte sich die oben geschilderte Si-
tuation grundlegend andern,und der Computer steht vielleicht demnachst als
Unterrichtswerkzeug auch flr den Mathematikunterricht bereit.Dann ware der
Weg frei fuir eine algorithmische Behandlung der Graphentheorie mit Hilfe
von Programmen im Unterricht.

Sollte dann die Graphentheorie auch verstarkt in den Lehrplan aufgenommen
werden?Ist es sinnvoll,dass sie dann notwendigerweise traditionelle Stoff-
gebiete verdrangen wlrde?Welche Probleme der Graphentheorie sollten im Un-
terricht behandelt werden?Eignet sich die Behandlung von Graphentheorie da-
zu,dieselben Lernziele wie mit konventionellen Unterrichtsinhalten zu er-
reichen?Lassen sich geeignete Klausuraufgaben stellen?

Eine Antwort auf diese Fragen kann nur durch die Diskussion allgemein di-
daktischen Prinzipien des Mathematikunterrichts beantwortet werden.Sinnvoll
ist es dabei auch die didaktischen Prinzipien des Fachs Informatik mit ein-
zubeziehen,da bei der algorithmischen Behandlung der Graphentheorie mit
Hilfe von Computerprogrammen beide Facher aufs engste miteinander verknUpft
werden.Dies soll in den folgenden Kapiteln vorgenommen werden.

Ein anderer Aspekt ergibt sich wenn man bedenkt,dass es wilnschenswert ist,
dass die Algorithmen in mdéglichst anschaulicher Weise graphisch wie bei dem

manuellen Anfertigen von aufeinanderfolgenden Zeichnungen der immer wieder

verdnderten Graphen einschlieRflich der Ubergdnge zwischen diesen einzelnen

Phasen dargestellt werden sollten.Dieses erfordert komplexe Algorithmen,

die auf graphischen Benutzeroberfldchen und Betriebssystemen ablaufen mis-

sen.Die Gefahr besteht,dass die Programmierung dieser Algorithmen sich zu

sehr im Detail des Entwickelns grundlegender Strukturen zur Bereitstellung

der ndétigen Graphiken wverliert und die Algorithmen zu komplex werden, so

dass der Blick fir das Wesentliche verloren geht.

Hier setzt nun das Konzept der objektorientierten Programmierung an.Durch
die Bereitstellung von Methoden werden Softwaretools geschaffen,die wvom
spateren Benutzer geerbt und in eigenen Algorithmen als Grundbausteine ver-
wendet werden kénnen.Daher ist es notwendig, das Konzept der objektorien-
tierten Programmierung einzubeziehen und ebenfalls unter didaktischen Ge-
sichtspunkten zu erdrtern.

Das dieser Arbeit zu Grunde liegende Programmsystem Knotengraph zur Ent-
wicklung und Demonstration von Algorithmen der Graphentheorie im Unter-
richt,laRt sich unter drei verschiedenen methodisch-didaktischen Konzepten
im Unterricht verwenden.

Erstens stellt es in Form eines Softwaretools und Unterrichtswerkzeuges
Softwarebausteine einer Klassenbibliothek in Form wvon Objekten (der Pro-
grammiersprache Delphi) zur Programmierung von Graphenalgorithmen zur Ver-
fligung.Durch Vererbung der vorgegebenen Objektmethoden ist es mdglich,sich
bei der Programmierung eines Graphenalgorithmus auf die wesentlichen mathe-
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matisch-algorithmisch interessanten Aspekte zu konzentrieren und sich nicht
in Einzelheiten der Eigenschaften sowie der =zeichnerischen Darstellung von
Graphen zu verlieren.Trotzdem kann der Ablauf des Algorithmus anschliefend
als zeichnerische Darstellung in einem Anwendungsfenster mit dem Komfort
einer graphischen Windowsanwendung vom Benutzer verfolgt werden.

Diese Konzeption reicht so weit,dass sogar eine ganze Benutzeroberfla-
che,die schon alle Menls zur graphischen Erzeugung und Editieren der Kanten
und Knoten eines Graphen samt Dateihandling (Speichern und Lesen von Gra-
phen) sowie Ausgabeverwaltung von Ergebnissen enthdlt,mittels wvisueller
Vererbung (ab der Version Delphi 2.0) bereitgestellt werden kann.Der diese
Oberflache durch Vererbung benutzende Programmierer kann sofort damit be-
ginnen,die eigentlich mathematisch interessanten Graphenalgorithmen zu im-
plementieren und als weiteres Menl der Oberflache hinzuzufigen.Diese Ober-
fladche inklusive der vorgegebenen Objekte soll in dieser Arbeit als Ent-
wicklungsumgebung Knotengraph (EWK) bezeichnet werden.

Als zweite methodisch-didaktische Konzeption wird eine bezliglich der Dar-
stellung von Graphen reduzierte Version des Programms Knotengraph in Form
von entsprechenden Units bereitgestellt,die als zeilenorientierte Textan-
wendung ablauft und in dieser Arbeit als Consolenanwendung bezeichnet wer-
den soll.Sie enthdlt alle grundlegenden Objektdatenstrukturen des Graphen
in etwas vereinfachter Form und demonstriert die grundsatzlichen Struktur
eines objektorientierten Graphentyps auf der Grundlage von Objektlisten.

Sie soll als Vorlage flr ein mit Schlilern durchzufihrendes Programmierungs-
projekt dienen,in dem gezeigt wird,wie das Programm Knotengraph bzw. dessen
Entwicklungsumgebung grundsatzlich arbeitet und wie eine wiederverendba-
re,erweiterbare,objektorientierte Graphenstruktur prinzipiell aufzubauen
ist.

Hierbei wurde auf die graphische Darstellung der Graphen verzichtet und
statt dessen die Form der Textanwendung bezlglich der Ein-und Ausgabe ge-
wahlt,um den Blick auf das Wesentliche nicht zu verlieren.

Knoten werden dabei in der Reihenfolge der Knotenliste des Graphen und Kan-
ten in der Reihenfolge der Kantenliste jeweils mittels ihrer Bezeichner
dargestellt,wobei diese Informationen bei jeder Anderung des Graphen aktua-
lisiert werden.Die Darstellung erfolgt bei Delphi Version 1.x mittels der
komfortabeln Unit WINCRT und bei hdheren Versionen durch die Consolenoption
des Compilers.

Diese zweite Konzeption,die im folgenden Consolenanwendung Knotengraph ge-
nannt wird (CAK),eignet sich vor allen Dingen zum Einsatz im Informatikun-
tericht,wdhrend die erste Konzeption die mathematischen und informatischen
Aspekte jeweils in gleicher Weise berltcksichtigt.

Die dritte methodisch-didaktische Konzeption ist der Einsatz des fertig co-
dierten (und compilierten) Programms Knotengraph als Demonstrationsprogramm
flir Graphenalgorithmen beispielsweise zum Einsatz im Mathematikunter-
richt,nachdem diese z.B. in Form von Verbalalgorithmen besprochen wurden,
oder zum selbstandigen Entdecken (der Prinzipien) dieser Algorithmen durch
Schliler an Hand des Demomodus dieses Programms,wodurch eine Beschreibung
des Ablaufs durch die Schiler selber erstellt werden kann.Dazu wird ein De-
monstrationsmodus (Demomodus oder Einzelschrittmodus) fir jeden der vorge-
gebenen Graphenalgoritmen bereitgestellt,in dem der Ablauf zeitverzdgert
und unter Darstellung der wesentlichen Schritte beobachtet werden
kann.Diese Art der Benutzung soll in dieser Arbeit als didaktisches-
methodisches Werkzeug Knotengraph (DWK) bezeichnet werden.Auflerdem soll der
Quellcode der Algorithmen der Unterments der Menls Pfade und Anwendungen
dieses (fertig codierten) Programms als Musterbeispiele flr mit Schilern zu
entwickelnde Graphenalgorithmen bzw. als Anregung fUr eigene,selbstandige
Entwicklungen fir die Entwicklungsumgebung Knotengraph (EWK) dienen.

Bei der Erstellung der Module des Programms Knotengraph standen diese drit-
te Konzeption und die erste Konzeption in einem gewissen Widerspruch zuein-
ander.



Denn auf der einen Seite sollen die Algorithmen in Form der bereitgestell-
ten Methoden mdéglichst Uberschaubar und einfach sein und nur die wesentli-
chen mathematischen Schritte enthalten,um der ersten Konzeption gerecht zu
werden,auf der anderen Seite sollen sie in Bezug auf die dritte Konzeption
mdéglichst viele Anzeigemdglichkeiten zur Demonstration des Graphenalgorith-
mus und komfortable Bedienungselemente enthalten.Es wurde versucht jeweils
beiden Aspekten gerecht zu werden,teilweise schlieffen sie sich jedoch
aus.In den Quelltextlistings dieser Arbeit (aber nicht im Anhang) wird da-
her auf die Darstellung des Quelltextes flr den Demomodus (und auch auf An-
weisungen zum Setzen eines vom Anwender ausgeldsten Algorithmusabbruchs)
verzichtet.

Im Anschluff an diese Einleitung wird zundchst im Abschnitt BI und BII di-
daktisch und methodisch analysiert,ob und in welchem Umfang Probleme der
Graphentheorie Unterrichtsinhalte des Mathematik- und Informatikunterrichts
sein sollten,und inwieweit es sinnvoll ist,bei der Implementierung von Gra-
phenalgorithmen objektorientierte Datenstrukturen einzusetzen.Danach (Kapi-
tel B III) schlieRt sich die konkrete methodische Beschreibung sowie di-
daktische Kommentierung der Durchfihrung von Unterrichtsreihen zum Thema
Algorithmische Graphentheorie an,die der Verfasser dieser Arbeit mehrfach
mittels Einsatz des Programmsystems Knotengraphs unter Benutzung der drei
weiter oben genannten Konzeptionen (EWK,DWK und CAK) durchgefihrt hat.Dabei
wird in Einzelheiten erlautert,wie das Programmsystem Knotengraph im Unter-
richt eingesetzt werden sollte,wie eine komplette Gesamtkonzeption Gra-
phentheorie auf der Sekundarstufe II aussehen und wie konventionelle Ler-
ninhalte mit eingebunden werden koénnen,als auch wie eine Einfihrung und
ein kompletter Kursus der objektorientierten Programmierung unter Einbezie-
hung von Graphenstrukturen und deren Algorithmen gestaltet werden kann.

Unter anderem wird hier ein didaktisch-methodischer Einstieg in die objekt-
orientierte Programmierung mittels eines Projekts,das die graphische Dar-
stellung eines Graphen zum Thema hat,vorgestellt,woran sich die Beschrei-
bung eines zweites didaktisch-methodischen Einstiegsprojektes zum Thema
Aufbau einer objektorientierten Listenstruktur gemafd der Konzeption des ab-
strakten Datentyps (ADT) anschlief3t,die eine Listenstruktur als Objekt be-
reitstellt,die fuir verschiedenste Anwendungen flexibel angepaft und einge-
setzt werden kann,da sie nicht auf die Verwaltung von bestimmten Daten spe-
zialisiert ist.

Diese Listenstruktur ist dann die Grundlage flUr den Aufbau der objektorien-
tierten Graphenstruktur fir die Konzeption CAK im Unterricht.Um dabei nur
den Blick auf das Wesentliche zu lenken,wird dabei aus methodischen Grinden
auf eine graphische Darstellung des Graphen verzichtet und daflir eine tex-
torientierte, zeilenorientierte Ein-und Ausgabe als Consolenanwendung reali-
siert (Konzeption CAK) .

Diese Version sollte zum Einsatz kommen,wenn es darum geht,in einem Pro-
grammierungsprojekt zu zeigen,wie ein noch auf unterschiedliche nachtragli-
che Winsche hin zu veradndernder Graph mit Hilfe von objektorientierten Li-
stendatentypen durch Vererbung aufgebaut werden kann.

Im Abschnitt BIII wird erlautert,wie durch einen an bestimmten Stellen
durch Vorgaben methodisch gelenkten Unterrichtsgang,die grundlegende Struk-
tur des Graphen als Programmierungsprojekt von Schiilern zum groRen Teil
selber entwickelt und der entsprechende Quelltext erstellt werden kann.

Wird die Objekt-Listenstruktur spezialisiert auf die Strukturen Keller
und Schlange und der Objekt-Graph auf die Struktur des Bindrbaums, kdnnen
diese im Fach Informatik bisher traditionell enthaltenden Lerninhalte ohne
weiteres mit in den Unterrichtsgang einbezogen werden.

Als Anwendungen dieser Objekt-Graphenstruktur wird dann aufgezeigt,wie der
Quelltext zu fuinf der wichtigsten Algorithmen der Graphentheorie erstellt
werden kann:Tiefer Baumdurchlauf (als Beispiel fir Durchlaufstrategien),
Labyrinthproblem d.h. minimaler Pfad bzw. alle Pfade zwischen zwei Knoten,
Hamiltonkreise, geschlossene/offene Eulerlinien sowie Untersuchung der Farbbar-
keit.



(Wobei unter den finf Algorithmen ausgewahlt werden sollte,nicht unbedingt
alle realisiert werden missen und natlrlich auch jederzeit andere Gra-
phenalgorithmen als Anwendungen als die hier genannten gewdhlt werden kén-
nen.Weitere Beispiele hierzu finden sich in Abschnitt C.)

Die Realisation als Text-bzw. Consolenanwendung ist auf die Dauer unbefrie-
digend,da sie nicht die fir das Betriebssystem Windows typischen Eigen-
schaften von Programmen in Form einer graphischen Benutzeroberflache aus-
nutzt.An dieser Stelle bietet sich deshalb der Ubergang zur EWK an,wobei
der Umstieg hier besonders leicht fallt,da die den Schilern bekannten mit-
tels CAK erstellten Algorithmen mit kleineren Anderungen tiibernommen werden
kénnen und die Datenstruktur des Graphen der EWK den Schlilern aus der Kon-
zeption der CAK (da,darauf aufbauend) prinzipiell bekannt ist.

Aber natlrlich kann auch direkt mit der Konzeption der EWK begonnen werden,
wobei dann bei den Schliler schon grundlegende Kenntnisse objektorientierten
Programmieren vorhanden sein mlssen.Wenn z.B. das oben beschriebenen Ein-
stiegsprojekt zur Einfihrung in die objektorientierte Programmierung durch-
gefihrt wurde,ist die prinzipielle Art der zeichnerischen Darstellung eines
Graphen den Schiilern aus diesem Projekt her schon bekannt.Dann sollte als
nachstes ein Einblick in die Datenstruktur und die wichtigsten Methoden der
EWK gegeben werden.Entsprechende Hinweise hierzu finden sich Kapitel B III.
Auferdem wird hier schliefflich ausfihrlich die Methodik der Konzeption DWK
erlautert.

Der Abschnitt C dieser Arbeit bildet dann die detaillierte Fortsetzung der
didaktisch-methodischen Erdérterung dieser beiden letztgenannten Konzeptio-
nen in Form von konkreten Unterrichtsskizzen und Vorschlagen,um ausgewahlte
Probleme der Graphentheorie und des Operations Research zu behandeln.Er
enthdalt eine ausfthrliche didaktisch-methodische Darstellung der Ldésung
von verschiedenen Problemen der algorithmischen Graphentheorie und des Ope-
rations Research in der Form von Unterrichtsprojekten durch das Programm
oder die Entwicklungsumgebung Knotengraph mittels der Konzeptionen DWK und
EWK.Die verwendeten Algorithmen werden ausfihrlich erlautert,und der Pro-
gramm-Quelltext kommentiert.Das mathematische Umfeld,die Voraussetzun-
gen,Beweise und Hintergrlnde werden eingehend erlautert.Zu jedem Algorith-
mus werden Jjeweils ein problemorientiertes Einstiegsprojekt sowie mehrere
Anwendungsbeispiele und Ubungsaufgaben angegeben,deren Aufgabenstellung
dann als Graphen modelliert werden kdénnen,so dass das Problem bei der Kon-
zeption DWK durch Anwahl des dem Algorithmus entsprechenden Menls des (fer-
tig codierten) Programms Knotengraphs automatisch oder aber durch Erstel-
len eines entsprechenden Quelltextes und der dazugehdrigen Graphenstruktu-
ren durch die Schiler mit Hilfe der Entwicklungsumgebung bei der Konzeption
EWK geldst werden kann.

Folgende Probleme der Graphentheorie,flir die das Programm Knotengraph L&-
sungsalgorithmen bereitstellt,die aber auch als Musterbeispiele fUr Ent-
wicklungen mittels der Entwicklungsumgebung Knotengraph dienen sol-
len,wurden ausgewahlt:

Pfadprobleme (Wege,Baume, Kreise) :

Bestimmung aller Pfade =zu den Knoten des Graphen von einem Knoten
aus, Inorderdurchlauf eines Bindrbaums,Bestimmung aller Kreise des Graphen
von einem Knoten aus,Bestimmung aller minimaler Pfade zu den Knoten des
Graphen von einem Knoten aus, Bestimmung der Anzahl der auf Pfaden erreich-
baren Zielknoten von einem Knoten aus,Tiefer Baumdurchlauf des Graphen von
einem Knoten aus,Breiter Baumdurchlauf des Graphen von einem Knoten
aus,Abstand von zwei Knoten des Graphen (Labyrinthproblem),Bindres Suchen
in einem geordneten Bindrbaum,Bestimmung aller Pfade zwischen zwei Knoten
des Graphen,Bestimmung eines minimalen Gerlstes des Graphen

Allgemeine Graphenprobleme (Anwendungen) :

Bestimmmung eines Zeitplans fUr einen Graphen,der als Netzplan aufgefafdt
wird,nach der CPM-Methode,Bestimmung von Hamiltonkreisen eines Graphen mit
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Losung des Travelling- Salesman-Problems,Bestimmung der geschl. Eulerlinien
eines Graphen,Untersuchung,ob ein vorgegebener Graph (die Knoten) mit einer
vorgegebenen Anzahl von Farben gefarbt werden kann,Bestimmung einer offenen
Eulerlinie in einem geeigneten Graph,Simulation eines endlichen Automa-
ten,Bestimmung der Ordnungsrelation sowie der transitiven und reflexiven
HlUlle eines als Relation aufgefafRten Graphen,Bestimmung des maximalen Netz-
flusses nach dem Algorithmus von Ford-Fulkerson in einem Graphen mit Quel-
len- und Senkenknoten,Bestimmung eines maximalen Matchings nach der Methode
Suchen eines erweiternden Wegs in einem Graphen,Anschauliches Lbsen eines
Gleichungssystems nach dem Algorithmus von Mason auf einem Gra-
phen,Bestimmung der Ubergangswahrscheinlichkeiten und mittleren Schrittzah-
len auf einem Graphen,der als absorbierende Markovkette aufgefafit
wird,Bestimmung der Ubergangswahrscheinlichkeiten und mittleren Schrittzah-
len auf einem Graphen, der als stationare Markovkette aufgefafit
wird,Reduzieren eines Signalflussgraphen bzw. Bestimmung der Ld&sungen einer
absorbierenden Markovkette durch Reduzierung des Graphen,Ldsungen des Mini-
malen bzw. Maximalen Kostenproblems und Ermittlung eines geeigneten
Graphflusses,Ldsungen des allgemeinen Transportproblems bzw. des Hitchcock-
problems sowie als Verallgemeinerung Ldésen von linearen Optimierungsproble-
men auf Graphen,Bestimmung eines Optimalen Matchings auf einem bipartiten
Graph, Losen des Chinesischen Brieftragerproblems auf einem gerichteten
Graphen.

Die Darstellung und Erdérterung der genannten Probleme in den einzelnen Ka-
piteln erfolgt jeweils so,dass sie als Skizze bzw. Grobgerlst einer Unter-
richtssequenz,die die Erlauterungen des mathematischen Hintergrunds,der
notwendigen Definitionen,des Einstiegsproblems sowie von geeigneten Anwen-
dungsaufgaben einschliefft,aufzufassen ist.Manche Erdrterungen der mathema-
tischen Voraussetzungen sind dabei allerdings nur als Hintergrundinformati-
on flir den Lehrer gedacht,und auch die angegebenen Beweise missen nicht al-
le im Unterricht dargestellt werden.Die Ubungsaufgaben sollten jeweils noch
durch weitere selbst zu erstellende Aufgaben erganzt werden.Jeder Algorith-
mus wird als Verbalalgorithmus und danach erst im Quellcode angegeben.Auf
Grund der Erlauterungen der Algorithmen sollte es mdglich sein,die Algo-
rithmen nachzuvollziehen und gegebenenfalls auch ahnliche neue Algorithmen
selbst zu entwerfen.

Abschlieffend werden in einer Zusammenfassung noch einmal die didaktisch-
methodischen Aspekte und Vorteile des Einsatzes des Programm Knotengraph im
Unterricht gemaf? den verschiedenen Konzeptionen als Unterrichtstool zur Er-
stellung von Graphenalgorithmen mit einer graphischen Benutzeroberflédche
(EWK) ,als Programmierungsprojekt unter dem Aspekt der Entwicklung der Da-
tenstruktur eines Graphen (CAK) Dbzw. als fertiges Werkzeug zur Ldésung und
Darstellung von Problemen der Graphentheorie (DWK) dargestellt.

Im Anhang wird eine Ubersicht fiiber den Aufbau und den Zusammenhang der im
Programmsystem Knotengraph (EWK und DWK) verwendeten objektorientierten Da-
tenstrukturen gegeben.Dabei wird auch erlautert,wie man flr eigene Zwecke
neue Graphentypen durch Vererbung von dem durch die Entwicklungsumgebung
Knotengraph vorgegebenen Graphdatentyp ableitet,wodurch sich jederzeit ei-
gene auf dem System aufbauende Anwendungen programmieren lassen.Es folgt
eine Bedienungsanleitung der Benutzeroberfldche des Programms Knoten-
graph,an die sich eine Darstellung der Eigenschaften der Programmiersprache
Delphi sowie eine Erdrterung von deren Besonderheiten,soweit sie im Pro-
gramm Knotengraph zum Einsatz kommen,anschliefen.Detailierte Unterrichts-
plane mit didaktisch-methodischen Erlauterungen zu ausgewdhlten Unter-
richtsstunden sowie die Auswertung von Fragen an Schiiler zu den Unter-
richtsreihen,die von einem Schller erstellte Facharbeit =zu Objekt-
Datenstrukturen von Graphen und Algorithmen zu Baumen in Graphen als auch
UML-Diagramme der Objektbeziehungen der Konzeptionen CAK,EWK und DWK been-
den den Anhang.

Auf der zu dieser Arbeit gehdérenden CD findet sich eine Beschreibung aller
Methoden der Objekte des Programmsystems Knotengraphs sowie Quelltextli-
stings aller in dieser Arbeit erwdhnten Programme und die Ldésung von Klau-
suraufgaben.



Das Programm Knotengraph liegt auf der CD in mehreren Versionen vor:
1.

Knotengraph als Programm-File KProjekt.exe als Demonstrationsprogramm zur
Losung der oben dargestellten Problemen der Graphentheorie zur Verwendung
z.B. im Mathematikunterricht als sofort unter Windows 95, Windows 98 oder
Windows NT 4.0 ablauffahige Anwendung gemaff der Konzeption DWK.

2.

Knotengraph als zu KProjekt.exe zugehdrige in die Entwicklungsumgebung von
Delphi ladbare Programmquelltextversion KProjekt.dpr einschliefflich der
Quelltexte aller Units (Unit UList,Unit UGraph, Unit UInhgrph, Unit UKante,
Unit UAusgabe, Unit UPfad, Unit UMathl, Unit UMath2, Unit UKnoten, Unit
UForm) als Dokumentation der Datenstruktur,der Methoden der Objekte und
Komponenten und der Quelltexte der bestehenden Anwendungen. (DWKQuell)

(Fir Windows 95, Windows 98 sowie Windows NT 4.0 und jeweils Delphi 2.0
oder hbhere Version,getestet auch mit 6.0.Mit Hife von Borland Kylix kann
Knotengraph méglicherweise auch auf Linux oder Unix portiert werden.)

Bedeut ung der Units:

ULi st: enthadlt die grundlegende objektorientierte Listenstruktur

UG aph: enthalt einen Objekt-Graphen (ADT) ohne graphische Darstellungsmdg-
lichkeiten

U nhgr ph: figt dem Graphen der vorgenannten Unit die graphischen Darstel-
lungsmdglichkeiten hinzu.

UKant e: Unit,die zur Kantenform gehdért,wodurch Kantendaten in einem Eingabe-
fenster eingegeben werden koénnen.

UAusgabe: Unit,die zur Ausgabeform gehdért,wodurch Ergebnisse in einem Fen-
ster dargestellt werden koénnen.

UPf ad: enthalt die Objektdatenstrukturen und die Methoden,um die
Pfadalgorithmen (aufgerufen durch die Menis von Pfade) zu realisieren.

UMVat hl: enthalt die Objektdatenstrukturen und Methoden,um die Anwendungsal-
gorithmen 1. Teil (aufgerufen durch die Menls von Anwendungen) zu realisie-
ren.

UMVat h2: enthalt die Objektdatenstrukturen und Methoden,um die Anwendungsal-
gorithmen 2. Teil (aufgerufen durch die Menls von Anwendungen) zu realisie-
ren.

UKnot en: enthalt als Form Knotenform eine Oberfldche zur Verwaltung der Kno-
ten und Kanten des Graphen (Erzeugen, L&schen, Editieren, Speichern, La-
den, Eigenschaften usw.),die an Knotenformular in der Unit UForm visuell
vererbt wird.

UFor m enthalt Knotenformular als Hauptform,d.h. Hauptanwendungsfenster des
Programms Knotengraph,das visuell alle Eigenschaften der Knotenform aus der
vorigen Unit erbt,und aufferdem =zusatzlich die Menls (Ment-Objekt-
Ereignismethoden) zum Aufrufen der Algorithmen Pfade und Anwendungen (und
der damit im Zusammenhang stehenden Methoden) enthalt.

3.

Knotengraph gemdfd der Konzeption EWK als reduzierte Version (mit Quelltex-
ten) ohne die Algorithmen der oben genannten Menls Pfade und Anwendungen
und ohne die Units UPfade,UMathl,UMath2 mit einer visuell vererbten Quell-
text-leeren Benutzeroberfldche Knotenformular (Unit UForm),so dass diese
Version als Ausgangspunkt fUr wvon den Schiilern als Programmierungsprojekte
zu erstellende Graphenalgorithmen mit graphischer Oberfldche benutzt werden
kann.Durch die Quelltext-leere Unit UForm kann wie bei einem neuen Projekt
begonnen werden, jedoch enthalt die Form Knotenformular dieser Unit schon
alle Eigenschaften der Form Knotenform der Unit UKnoten zur Verwaltung ei-
nes Graphen.Je nach Auswahl des Graphenproblems sollte eine der Units UPfa-
de,UMathl oder UMath2 (natlGrlich auch mit anderem Bezeichner) mit dem Teil-
quelltext des zugehdrigen Objektgraphen neu erstellt werden.

(Version 2 kann dabei flr den Lehrer mit den Quelltexten der Units UPfad,
UMathl und UMath2 sowie UForm als Vorgabebeispiel benutzt werden.)
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(Version flr Windows 95, Windows 98 sowie Windows NT 4.0 und jeweils Del-
phi 2.0 oder hbhere Version,getestet auch mit 6.0)

4.

Knotengraph als im Umfang von der Benutzeroberfldche her eingeschréankte
(zeilenorientierte) Text- bzw. Consolenanwendung mit Quelltexten als Bei-
spiel flr ein Programmierungsprojekt gemdf3 der Konzeption CAK,das die
grundlegenden Datenstrukturen zum Aufbau eines flexibel verwendbaren Ob-
jektgraphen auf der Grundlage von objektorientierten Listen demon-
striert,als auch funf der wichtigsten Algorithmen der Graphentheorie (Tie-
fer Baumdurchlauf, Hamiltonkreise,geschlossene/offene Eulerlinien,minimaler
Pfad und alle Pfade zwischen zwei Knoten,d.h.Labyrinthproblem sowie Unter-
suchung der Farbbarkeit) als Anwendungen fir den Unterricht bereitstellt.

(Units UListC,Unit UGraphC,Unit UInhgrphC,Unit MathC)

(Version flUr Windows 95, Windows 98 sowie Windows NT 4.0 oder Windows 3.1
und jeweils Delphi 1.0 oder 1.1,das mit Delphi 2.0 ausgeliefert wird.Bei
Nichtverwendung der Unit WINCRT auch als Consolenanwendung unter Delphi -
Versionen >=2.x realisierbar.)

Bedeut ung der Units:

ULi st C. enth&lt die grundlegende objektorientierte Listenstruktur als redu-
zierte Version der Unit UList

UG aphC: enth&lt einen Objekt-Graphen (ADT) ohne textorientierte (und natir-
lich auch ohne graphischen) Darstellungsmdglichkeiten als reduzierte Versi-
on der Unit UGraph

U ngr phC: figt dem Graphen der vorgenannten Unit die Mdglichkeiten der tex-
torientierten Eingabe Ausgabe sowie Darstellung hinzu.

UMVat hC. enthalt die Objektdatenstrukturen und Methoden,um die oben genannten
finf Pfad- oder Anwendungsalgorithmen zu realisieren.

Das Hauptprogramm Crtapp.pas ist ein Pascal/Delphi-Hauptprogramm,das die
Unit WINCRT benutzt.

5.

Mittels des C++-Builders von Borland/Inprise lassen sich auf der Grundlage
der mit Delphi erstellten Entwicklungsumgebung EWK durch Vererbung aller
dort definierten Objekte und Formulare sdmtliche in Abschnitt C dieser Ar-
beit genannten Graphenalgorithmen (und natlrlich dartber hinaus noch weite-
re Algorithmen) in der Programmiersprache C++ erstellen.Der C++-Builder be-
sitzt namlich dieselbe wvisuelle Komponentenbibliothek (VCL) sowie alle von
TObject abgeleiteten vordefinierten Objektklassen wie Delphi.Dadurch ist es
mdéglich,das unter Delphi erstellte Formular Knotenform (mit seinen samtli-
chen Eigenschaften) wvisuell zu vererben und weitere darauf aufbauende Gra-
phenalgorithmen als C++-Quelltext zu schreiben.Durch die Gleichheit der Ob-
jektklassen laRt sich der Delphi-Quellcode teilweise fast 1:1 in C++ Uber-
setzen.

Ein Beispiel,das die Anwendung Alle Pfade (von einem Knoten aus) als C++-
Programm auf der Grundlage der Delphi-Units realisiert,ist im Installati-
onsverzeichnis CPPEWK gespeichert und wird im Anhang (PDF-File der CD) be-
schrieben.

Schliefflich befinden sich in weiteren Verzeichnissen der CD noch die Quell-
texte sowie die ausfihrbaren Programmfiles der weiteren in dieser Arbeit
erwahnten oder besprochenen Programme,namlich das Einstiegsprojekt und das
Projekt Liste als Objekt und auRerdem alle Beispielgraphen,die im Kapitel C
erdrtert werden,als Dateien.Alle Dateien der CD kénnen mit Hilfe eines Set-
up-Programms auf die Festplatte kopiert werden.
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B | Didaktische und net hodi sche Anal yse der Behandl ung von G a-
phen und G aphentheorie imUnterricht

Wahrend die Graphentheorie in den Lehrplanen der Mathematik der Sekundar-
stufen I und II kaum vorkommt,und auch in der Unterrichtspraxis Graphen nur
im geringen MaRe, und wenn dann fast nur als Hilfsmittel in der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung zur Darstellung von Wahrscheinlichkeitspfaden be-
nutzt werden,enthalten die Lehrpldne des Faches Informatik der meisten Bun-
deslander verpflichtend zumindestens die Behandlung von Spezialfallen wvon
Graphen wie Listen und Baume zum Thema Datenstrukturen.

In Verbindung mit der EinfGhrung der neuen Mathematik in den Schulen in den
70-er Jahren wurden in den meisten Mathematik-Schulblchern im Rahmen des
Themas Topologie auch Inhalte der Graphentheorie berlcksichtigt.Mit dem
Andern der Richtung der Mathematikdidaktik weg von der Strukturmathematik
verschwanden diese Themen wieder aus den Blchern.

Die von H. Piper und G. Walther (Lit 7, S. 233) durchgefihrte Untersuchung
von Lehrpl&nen in den Jahren 1984/85 zeigt schon damals eine deutliche Re-
duzierung oder sogar Eliminierung von graphentheoretischen Themen aus den
Lehrplanen der Bundeslander und aus den Schulblichern der Sekundarstufe I
und der Primarstufe.

Vorher waren dort oft Problemstellungen der Graphentheorie wie ,Benachbarte
Gebiete"“ und ,Gebietsfarbungen“, ,Lagebeziehungen und Eigenschaften von Li-
nien“, ,Wege in Netzen"“, “Rundwege"“ bis hin zum Eulerproblem enthalten,die
mit der Umstellung der Lehrplane auch aus den Schulblchern entfernt wur-
den. (Lit 7)

Diese Entwicklung - weg von Inhalten der Graphentheorie - wird von Piper
und Walther als ,offensichtliches Defizit“ (der Entwicklung der Mathematik-
didaktik) Dbezeichnet,weil sich gerade mit Hilfe der Graphentheorie auch
Nicht-Mathematikern ohne aufwendige Vorbereitungen zeigen 1laft,dass die Ma-
thematik sich nicht in dem Nachvollziehen der wvom unterrichtenden Lehrer
vorgegebenen Verfahren bzw. Algorithmen erschépft,sondern,dass es durchaus
noch neue (teilweise ungeldste) Mathematikprobleme gibt,die man neu entdek-
ken kann.

Auflerdem bietet gerade die Graphentheorie die Moglichkeiten fir nichtnume-
rische und ™“nicht streng sequenzierte“ Unterrichtseinheiten,die geeignet
sind, Phantasie und Kreativitat der Schliler anzuregen,weil sie stark proble-
morientiert ausgerichtet sind.

Probleme der Graphentheorie sollten daher nach Piper und Walther ,substan-
ziell zur padagogischen Konzeption eines modernen Mathematikunterrichts ge-
héren und dirfen auch bei noch so starker zeitlicher Beanspruchung des Ma-
thematikunterrichts durch den notwendig umfangreichen Anteil des Rechnens
aus dem Curriculum nicht gestrichen werden.In ihnen dirfte in besonderer
Weise das Anliegen der Reformpaddagogik realisiert sein.“ (Lit 7 S. 240/241)

In diesem Kapitel soll die Notwendigkeit einer verstarkten Berltcksichtigung
(bzw. Wiedereinfihrung) des Themas Graphentheorie im (heutigen) Mathema-
tikuntericht und Informatikunterricht sowie deren Bedeutung fUr beide Fa-
cher diskutiert werden.Weil die Graphentheorie ein beide Facher verbinden-
des Thema ist,ist es sinnvoll gleichzeitig beide Facher in die didaktisch-
methodische Diskussion einzubeziehen.

Zunachst ist zu erdrtern,welche Lernziele allgemein in beiden Fachern er-
reicht werden sollten,und welche Lernziele speziell mit dem Thema Graphen

verbunden sind.

Bei den Lernzielen ist zu unterscheiden zwischen den Erziehungszielen und
fachspezifischen allgemeinen Lernzielen.
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Nach H.Bigalke lassen sich folgende allgemeine Erziehungsziele formulieren
(Lit 11,S.39 ff.):

+1)Erziehung zur Fahigkeit,als unabhdngiges Individuum mit sozialer Sensi-
bilitat in einer pluralistischen Gesellschaft zu leben.

2)Erziehung zur Kommunikationsbereitschaft und Kooperationsfahigkeit
3)Erziehung zur Mitbestimmung und Mitverantwortung in der Gesellschaft

4)Erziehung zur Innovationsbereitschaft,Kenntnis der Verdnderungsprozesse
der Gegenwart,Fahigkeit, selbstandig zu lernen (,Lernen lernen“)

5)Erziehung zum Verstandnis des Gleichgewichts zwischen 6kologischen Syste-
men und der Technik

6)Erziehung zu wissenschaftlicher Intelligenz:Kenntnis und Verstehen der
Prinzipien der Wissenschaft,ihrer grundlegenden Verfahren und ihrer Gren-
zen,Fahigkeit sich der Wissenschaft zu bedienen

7)Erziehung zu technologischer Intelligenz:Fahigkeiten,Technologien bereit-
zustellen und unter Kontrolle zu halten und mit der standigen Erweiterung
des Anwendungsbereichs wvon Technologien und ihrem Einflufd auf soziale In-
stitutionen und Wertsysteme fertig zu werden.

8) Fahigkeiten,die vielfadltigen Informationen des Medienangebots zu verar-
beiten.™

Nicht jedes Fach der Schule kann in gleicher Weise Beitrage zu jedem der
Erziehungsziele leisten.

Die Facher Mathematik und Informatik sind besonders daflir geeignet, Bei-
trdge zu den Erziehungszielen 4 bis 8 zu erbringen.

Nach allgemeiner heutiger Auffassung ist es nicht mdéglich,aus den Erzie-
hungszielen allgemeine und spezielle Lernziele eines Faches logisch strin-
gent zu deduzieren (Lit 11, S. 41).Sehr wohl sollten aber allgemeine und
spezielle Lernziele trotzdem unter ,wechselseitiger Beeinflussung“ (Lit 11,
S. 41) an Hand der Erziehungsziele begrlndet werden.

Diese Begrindung soll im folgenden einerseits durch Angabe der jeweiligen
Erziehungsziele,die zum einzelnen allgemeinen mathematischen Lernziel g e-
hdren,als auch durch Angabe von speziellen diesen zugeordneten Lernzielen

aus dem G ebiet der Graphentheorie durchgefihrt werden.

Als allgemeine Lernziele des Mathematikunterichts,lassen sich nach H. Wi n-
ter (Lit 11, ,S. 41 ff) und F. Zech (Lit 64) die im folgenden aufgefiih r-
ten Ziele nennen.

Zu jedem dieser 15 Ziele werden dann jeweils in Klammern Erziehungsziele
genannt,die durch diese Lernziele angesprochen werden.

Zusatzlich wird,wie schon erwéhnt,bei jedem allgemeinen Ziel aullerdem ein
oder mehrere dazu passende spezielle Lernziele,die zum Thema Graphentheorie

im Unterricht gehdren und die durch die dieser Arbeit beschriebenen Unte r-
richtsreihen unter Einsatz des Programms oder der Entwicklungsumgebung Kn o-
tengraph erreicht werden kénnen,angegeben,um zu zeigen,dass Algorithmische
Graphentheorie unter Einsatz objektorienterter Datenstukturen besonders g e-

eignet ist,die Intentionen der genannten Lernziele zu verwirklichen.

(Natlirlich ist diese Zusammenstellung nicht vollstandig, sondern das jeweils
genannte Lernziel kann oft nicht nur durch diese genannten Ziele sondern
noch durch viele weitere anzustrebende Fahigkeiten bzw. durch die Wahl an-
derer Unterrichtsinhalte erfillt werden.)
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I)Lernziel: ,Dialogfahigkeit und Dialogwillen (Sprachférderung und Kritik-
fahigkeit) ™

(Erziehungsziele: 1,2)

Speziell Graphentheorie:Mathematische Aussagen Uber die Eigenschaften wvon
Graphen zu formulieren,Lésungsalgorithmen verbal Dbeschreiben koénnen,die
Schnittstellen von Programmodulen mit anderen Projektgruppen abstimmen zu
koénnen.

IT)Lernziel:,Der Schiler muf3 lernen neue (mathematische) Situationen zu er-
zeugen und mit neuen Situationen fertig zu werden (Problemldseverhalten) .™

(Erziehungsziele: 1,4,5,6,7,8)

Speziell Graphentheorie:Neue GesgetzmafRigkeiten von Graphen zu erkennen,neue
Graphen,die bestimmten Bedingungen genlgen,zu erzeugen,Graphen miteinander
vergleichen, fir verdnderte Graphen neu angepafte Ldsungsalgorithmen entwer-
fen.

IITI)Lernziel:,Der Schller soll lernen,wie man eine inner- oder aufRermathe-
matische Situation mit (mathematischen) Mitteln ordnen kann.“

(Erziehungsziele: 1,3,5,6,7,8)

Speziell Graphentheorie:Zu Problemen des Operations Research,zu Flusspro-
blemen oder zu Problemen der Wahrscheinlichkeitsrechnung einen geeigneten
Graphen erzeugen,eine Ordnungsrelation auf einem Graphen erzeugen,zu einem
Transport-oder Hitchcockproblem bzw. zu einem allgemeinen Optimierungspro-
blem einen geeigneten Graphen entwerfen kdnnen.

IV)Lernziel: ,Geistige Grundtechniken:“
(Erziehungsziele: 1,2,3,4,5,6,7,8)
a)Klassifizieren

Speziell Graphentheorie:Graphen nach ihren Eigenschaften beurteilen zu kén-
nen,Objektklassenhierachien flir Graphenalgorithmen in objektorientierten
Programmiersprachen entwickeln (siehe nachstes Kapitel),h Graphenstrukturen
Bezeichner und Eigenschaften zuordnen:z.B. Liste, Baum, allgemeiner Graph,
gerichtete oder ungerichtete Graphen,Flussgraph usw..

b) Ordnen

Speziell Graphentheorie:Verschiedene Pfade in Graphen nach ihrer Lange ver-
gleichen und der GrdéRe nach anordnen zu kdénnen,Probleme der Graphentheorie
in Teilprobleme unterteilen und in eine logische Reihenfolge brin-
gen,Datenstrukturen von Algorithmen ihrer Bedeutung nach anordnen, spezielle
Graphendatenstrukturen der Reihenfolge ordnen:z.B.: Liste, Baum, allgemei-
ner Graph,Ordnen der Knoten gemdfd einer Relationsbeziehung in Graphen,die
als (antisymmetrische) Relation aufgefaft werden kann.

c)Analogisieren

Speziell Graphentheorie:Verschiedene Graphen mit unterschiedlichem Aussehen
aber mit gleicher Struktur als &aquivalent erkennen,gleiche Datenstrukturen
erkennen und durch Objektklassen beschreiben,einen Graphen als mathemati-
sches Modell erkennen und beschreiben.

d)Vergleichen

Speziell Graphentheorie:Zwei oder mehrere Graphen bezlglich ihrer Knoten-
oder Kantenzahlen miteinander vergleichen,Graphen von unterschiedlicher Ge-
stalt aber mit mit gleichen Eigenschaften erkennen,gleiche Ldsungsalgorith-
men bzw. Losungsverfahren far unterschiedliche Graphen entwik-
keln,Graphenalgorithmen beztiglich ihrer Effizienz vergleichen.
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e)Generalisieren

Speziell Graphentheorie:In einem Graphen,bei dem alle Knoten geraden Grades
sind, erkennen,dass er zur Klasse der Graphen gehdért,die eine Euler-
linie besitzen, erkennen kénnen,dass ein spezieller Graph beispielsweise

mit zwei Farben farbbar ist,allgemein:von den vielen Eigenschaften eines
konkret vorgegebenen Graphen auf wenige viele Graphen verbindende Eigen-
schaften abstrahieren zu kénnen,allgemeine Objektklassen fir objektorien-
tierte Programmiersprachen zur L&sung von Graphenalgorithmen entwerfen,die
Eulerbeziehung in Baumen auf allgemeine ebene Graphen verallgemeinern.

f)Konkretisieren

Speziell Graphentheorie: Bei einem vorgegebenen Graph die konkrete Eigen-
schaften des paaren Graphen erkennen, erkennen,dass ein Graph das Modell ei-
nes endlichen Automaten ist,erkennen,dass die Lésung eines speziellen Gra-
phenproblems mit Hilfe einer bestimmten schon vorgegeben Objektdatenstruk-
tur mdéglich ist,z.B. den Algorithmus ,Bestimme minimalen Kostenfluss“ zu
einem Algorithmus zur Lésung des Transportproblems spezialisieren.

g)Formalisieren

Speziell Graphentheorie:Der Schiiler soll Graphenalgorithmen als Flussdia-
gramm oder in einer Programmiersprache beschreiben ké&nnen,Beweise zu Gra-
phenalgorithmen bzw. Graphenproblemen sollen in mathematischer Schreibwei-
se verstanden werden,z.B. der Beweis zur Korrektheit des Algorithmus von
Djkstra,einen endlichen Automaten durch einen Graph beschreiben,Graphen als
mathematische Modelle verwenden.

V) Lernziel:,Der Schliler besitzt logisches und heuristisches Denkvermdgen.™
(Erziehungsziele: 1,4,5,6,7,8)

Speziell Graphentheorie:Aus der Planaritat eines Graphen auf die GuUltigkeit
der Eulerschen Formel fir Knoten,Kanten und Gebiete schlieflen,einen Algo-
rithmus zur Erzeugen einer globalen Ordnung auf einem Graphen mit partiel-
ler Ordnung entwickeln,eine Lb6sung des chinesischen Brieftragerproblems
durch Probieren finden,ein maximales Matching in einem Graph suchen.

VI)Lernziel: ,Der Schller besitzt Anschauungsvermdgen.™

(Erziehungsziele: 5,6,7,8)

Speziell Graphentheorie:An einem Graphen spezielle mathematische Eigen-
schaften ablesen kénnen, strukturgleiche Graphen erkennen kénnen,ein reales
Problem in der Form eines Graphen als Modell darstellen kénnen:z.B. das
Personalzuteilungsproblem, erkennen kdénnen,ob ein Graph plattbar ist.
VII)Lernziel:,Selbstandigkeit und Selbsttatigkeit™

(Erziehungsziele: 1,2,3,4,5,6,7,8)

Speziell Graphentheorie:Ohne fremde Hilfe Graphenalgorithmen (manuell,d.h.
zeichnerisch oder verbal) ausfthren zu kénnen:z.B. den Algorithmus von Bu-
sacker und Gowen,ohne fremde Hilfe,verbale Algorithmen zu Problemen der
Graphentheorie zu finden,ohne fremde Hilfe Graphenalgorithmen in einer Pro-
grammiersprache codieren kénnen,ohne fremde Hilfe Eigenschaften von Graphen
beweisen kénnen:z.B. den Zusammenhang zwischen der Anzahl der Kanten und
Knoten eines Baums.

VIII)Lernziel: ,Beherrschung von sog. Kulturtechniken®

(Erziehungsziele: 4,6,7,8)

14



Speziell Graphentheorie:Graphen zeichnerisch darstellen k&énnen, Computer be-
dienen kénnen,um ein Programm zur Graphentheorie zu starten.

Spezielle mathematische allgemeine Lernziele:

IX) ,Die Fahigkeit Umweltsituationen zu mathematisieren™

(Erziehungsziele: 4,5,6,7,8)

Speziell Graphentheorie:Zu einem vorgegebenen Problem,z.B. dem Problem des
klirzesten Weges einen geeigneten Graphen konstruieren,Probleme des Opera-
tions Research wie z.B. das minimale Kosten-Problem,das Transportpro-
blem,das Personalzuteilungsproblem,das allgemeine Optimierungsproblem mit
Hilfe von Graphen l106sen kénnen,optimale Zeitplane flr den Ablauf der Tatig-

keiten eines Projekts (z.B. von Bauvorhaben) entwerfen kdnnen.

X)Lernziel:,Die Fahigkeit Umwelterscheinungen mathematischer Art zu verste-
hen (und kritisch zu beurteilen) .™

(Erziehungsziel: 1,4,5,6,7,8)
Speziell Graphentheorie: z.B. mit Hilfe von Markovgraphen die Gewinnchan-
chen von GllUcksspielen beurteilen koénnen,das Verkehrsproblem in Stadten mit

Hilfe von Graphen (z.B. Maximalflussproblem) analysieren.

XI)Lernziel: ,Die Fahigkeit,Mdglichkeiten und Grenzen der Mathematik zu se-
hen™

(Erziehungsziele: 5,6,7,8)

Speziell Graphentheorie:Die L&sungsmdglichkeit von Optimierungsproblemen
mit Graphen erkennen,erkennen,dass das Traveling-Salesman-Problem flUr grofRe
Knotenzahlen immer schwerer lésbar wird, da es NP-vollstandig
ist,erkennen,dass nicht alle Aspekte der realen Wirklichkeit durch die Mo-
dellierung der Realitat mit Hilfe von Graphen erfasst werden kdnnen.

XII)Lernziel: ,Die Freude an der asthetischen und spielerischen Seite der
Mathematik™

(Erziehungsziele: 6)

Speziell Graphentheorie:Denksportaufgaben als Graphen darstellen und mit
Graphenalgorithmen 1&sen,Spiele bzw. Spielstrategien mittels Graphen aus-
fihren (z.B. Umfl@llaufgaben), Symmetrien in der Struktur von Graphen erken-
nen.

Spezielle Lernziele der Informatik:

(nach Gunzenhauser,Lit 2, S. 169)

XIII)Lernziel:Vertrautheit mit Algorithmen und ihrer Programmierung
(Erziehungsziele: 4,5,6,7,8)

Speziell Graphentheorie:Graphenalgorithmen in einer Programmiersprache
entwerfen koénnen,objektorientierte Datenstrukturen bei Graphenalgorithmen
einsetzen kdénnen.

XIV)Lernziel:Einblick in Aufbau und Wirkungsweise eines Computers

(Erziehungsziele: 4,5,6,7,8)

Speziell Graphentheorie:Modell des endlichen Automaten mit Hilfe wvon Gra-
phen darstellen und simulieren kdénnen,einen Computer bedienen koénnen,um ein
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Programm zur Graphentheorie ausflhren zu lassen,Datenstrukturen im Hinblick
auf ihre effiziente Speicherung im Computer auswahlen kdénnen.

XV)Lernziel:Kenntnisse der Anwendungen und Auswirkungen der Informatik
(Erziehungsziele: 3,4,5,6,7,8)

Speziell Graphentheorie:Mittels Graphen Modelle der Wirklichkeit simulieren
und Uber die Ergebnisse dieser Algorithmen reflektieren,z.B. Verkehrspro-
bleme, Probleme des klUrzesten Weges oder der klrzesten Rundreise,Optimierung
von Kosten, Zeitplane flr den Ablauf eines Projektes.

Die letztgenannten Lernziele stimmen im wesentlichen Uberein mit den de-
tailliert ausgeflhrten Lernzielen der Einheitlichen Prtfungsanforderungen
der Bund-Lander-Kommission flr Forschungsfdrderung und Bildungsplanung zur
svertieften informationstechnischen Bildung“ aus dem Jahre 1989:

(vgl. Lit 2,8.170)

1)Kennen von ,Methoden der Informatik (a) bei der Problemanalyse und -
spezifikation, (b) beim Entwurf und zur Darstellung von Lé&ésungsverfahren, (c)
bei der Codierung von Losungsalgorithmen, (d) beim Testen und bei der Kor-
rektur von Programmen, (e) bei der Beurteilung und Optimierung der Problem-
lé6sung, (f) bei der Dokumentation™

2)Kennen von ,Funktionsprinzipen wvon Hard-und Softwaresystemen (a) im Be-
reich der Anwendersoftware, (b) im Bereich der Programmiersprachen, (c¢) bei
Betriebssoftware, (d) bei Rechnerkonfigurationen und Rechnermodellen, (e) bei
den theoretischen Grundlagen™

3)Kennen von ,Anwendungen von Hard- und Softwaresystemen und deren gesell-
schaftlichen Auswirkungen (a) in typischen Anwendungsgebieten, (b) bei der
Beurteilung der Mensch-Maschine-Schnittstelle, (c¢) bei der Kenntnis und Be-
urteilung der Grenzen und Moéglichkeiten,Chancen und Risiken des Einsatzes
der Informations- und Kommunikationstechniken™

Nach H.Boer,R.Krane und H.Wiggermann (Lit 9,Anwendungen der Graphentheorie

im Hinblick auf die Konstruktion von Unterrichtseinheiten fur den Mathem a-
tikunterricht) sollte die Auswahl der Unterrichtsinhalte far den Mathem a-
tikunterricht dagegen weniger nach allgemeinen Lernzielen als nach der
Schiulerrelevanz,d.h. danach,ob sie fir die tagliche Erfahrung der Schuler
von Bedeutung sind,solcher Themen erfo | gen:

,Im Unterricht soll es um die Schiilerrelevanten Probleme gehen.Und:Die
Schiiler sollen lernen,gerechtfertigt zu handeln.Damit ist gefor-
dert,Unterrichtshandeln zu rechtfertigen (Mittel missen dem Ziel angemessen
sein!Man lernt,was man tut, und nur das!)Die Aufforderung an die Schi-
ler,sich mit einem Unterrichtsgegenstand auseinanderzusetzen,mufd Schiler-
relativ einsehbar (kontrollierbar) begrindet werden.Also: Im Mathematikun-
terricht sollen Problemsituationen Dbehandelt werden.Die Forderung nach
Emanzipation erfordert zusatzlich:

1.Die gestellten Probleme sollen relevante Probleme fir Schiiler sein.

2.Die gestellten Probleme sollen als relevant einsehbar gemacht und einge-
sehen werden.

3.Schller sollen befdhigt werden,die als relevant eingesehenen Probleme
(damit selbstgestellten Probleme )solidarisch zu loésen.

Mathematikunterricht hat mit Problemen =zu beginnen und wieder im Gegen-
standsbereich des Problems zu enden.Erster Rechtfertigungsgrund ist der
Aufweis,dafl die Behandlung des Problems sinnvoll fOr die Schiler ist.™

(nach Lit 9, S. 48)
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Als Forderungen fir die Stoffauswahl ergeben sich (Lit 9) dazu die folgen-
den Kriterien:

1.Die Probleme sollen an den Erfahrungshorizont der Schiiler anschliefRen.
2.Die Aufgabenstellungen sollen gesellschaftliche Probleme sein.

3.Das Losen der Probleme soll die Mdglichkeit emanzipatorischen Handeln un-
terstltzen.

4.Die Problemldsung soll direkte Handlungsmdglichkeiten des Schiilers initi-
ieren.

Einen Mathematikunterricht,der diese Ziele verfolgt,heift nach Boer,Krane
und Wiggermann ,Problemorientierter Mathematikunterricht in emanzipatori-
scher Absicht (PROMEA) ™.

Als Beispiele fir Anwendungen der Graphentheorie,die fir Schiiler von Rele-
vanz sein koénnen, und mit denen die oben genannten Ziele erreichbar
sind,werden genannt:

A) Graphen als Darstellungsmittel in der tdglichen Umgebung:

Beispiele:Graphen-Diagramme zur Darstellung des Bildungsweges unter Besuch
von verschiedenen Schultypen Schulen und Universitaten bis zum Schul- bzw.
Universitatsabschlu, Graphen-Diagramme zur Darstellung der Hierachie von
verschiedenen Institutionen des Staates,Graphen-Diagramme zur Veranschauli-
chung von wirtschaftlichen und Kapitalverpflechtungen sowie wvon Massenmedi-
en

B)Graphen als Darstellungsmittel in Wissenschaftsgebieten:

Darstellung von Gleichungssystemen durch Graphen,Darstellung von Markovket-
ten und Spielbdumen durch Graphen,Darstellung von Beispielen aus den Natur-
wissenschaften wie Strukturformeln in der Chemie und Vererbungsbeziehungen
in der Biologie sowie Soziogramme in Form von Graphen in den Sozialwissen-
schaften als auch die Darstellung von Grammatiken in den Sprachwissenschaf-
ten. (Zu erganzen ware hier die Darstellung von Grammatiken von Program-
miersprachen in der Informatik durch Baume.)

C) Graphen als Darstellungsmdglichkeit in Wirtschaft und Verkehr:
Verkehrstechnik wund Planung,Beziehungen in der Nachrichten- und Elektro-
technik sowie Elektronik (z.B. Schaltplatinenlayout),Flussdigramme in der
Informatik

D) Probleme des Operations Research

Optimierungsprobleme, Netzplantechnik, Versorgungsprobleme, Transport-
probleme, Zuordnungprobleme usw.

Offenbar sind die von Boer,Krane und Wiggermann allgemeinen Zielen doch

schon in den oben genannten Lernzielen,insbesondere in dem speziellen Ler n-
ziel
.Der Schiler soll lernen,wie man eine inner- oder aulRermathematische Situ a-

tion mit (mathematischen) Mitteln ordnen kann.”

oder in den allgemeinen Lernzielen

.Erziehung zu technologischer Intelligenz: F&ahigkeiten, Technologien b e-
reitzustellen und unter Kontrolle zu halten,und mit der standigen Erweit e-

rung des  Anwendungsbereichs von Technologien und ihrem Einflul auf soziale
Institutionen und Wertsysteme fertig zu werden.
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Fahigkeiten,die vielféltigen Informationen des Medienangebots zu verarbe i -
ten.”

enthalten.

Besonders herausgestellt wird von Boer,Krane und Wiggermann nur,dass die
Probleme dem unmittelbaren Erfahrungsbereich des Schiilers entnommen werden
sollten.

Eine groRe Zahl der von Boer,Krane und Wiggermann genannten Anwendungen
insbesondere die in den Punkten B bis D genannten sind als konkrete Algo-
rithmen im Programm Knotengraph implementiert bzw. es wird dargestellt,wie
die Implementation objektorientiert durch Schller erfolgen kann (verglei-
che Abschnitt C).Punkt A dagegen beinhaltet mehr den Aspekt der Modellie-
rung eines vorgegebene Problems durch einen Graphen,der in vielen Fallen
mit der Erzeugung einer Ordnung verbunden ist.Dieser Gesichtspunkt spielt
bei der Erzeugung eines geeigneten Graphen bei allen Anwendungen von Kno-
tengraph eine wichtige Rolle,und speziell der Aspekt des Ordnens wird be-
sonders in dem Kapitel des Abschnitts C Graph als Relation behandelt.

Das Programm bzw. die Entwicklungsumgebung Knotengraph kann also in beso n-
derer Weise dazu beitragen,die eben genannten speziellen als auch die bi S-
her diskutierten allgemeinen Lernziele,denen durch die obige Zusammenste I -
lung im bisherigen Teil dieses Kapitels jeweils konkrete Ziele der in di e-
ser Arbeit beschriebenen Unterrichtssequenzen zugeordnet wurden,zu erre i-
chen.

Zur Bewertung von Lernzielen liegt seit 1972 die Taxonomie von Bloom
vor,die drei Lernzielbereiche umfaf3t:

A)der kognitive Bereich
B)der affektive Bereich
C)der psychomotorische Bereich

Der Bereich A) umfafft die Lernziele,die Wissen und Denken betreffen,Bereich
B) die Lernziele,die Einstellungen, Interessen und Wertschatzungen umfassen
und Bereich C) handelt von den manuellen und motorischen Fahigkeiten.

Dadurch dass die Beschaftigung mit Themen der Graphentheorie zum selbst-
standigen Problemldsen anregt,weil wviele Probleme leicht ohne Vorwissen
verstandlich sind,und auch viele Probleme einen Anwendungsbezug haben sowie
durch die Darstellung als Graph sehr Ubersichtlich zu formulieren
sind, lassen sich Lernziele aus dem Bereichs B) wie Wecken von allgemeinem
Interesse fuir die Untersuchung von mathematischen Fragestellungen,Verstehen
der Bedeutung der Mathematik flUr unsere Gesellschaft sowie Nachdenken Uber
die Schénheit der Mathematik (besser Eleganz von mathematischen L&sungsver-
fahren) z.B. durch Ausnutzen von symmetrischen oder besonders pragnan-
ten,weil aus nichtmathematischen Bereichen z.B. aus der Kunst oder von
Spielen bekannten Graphenstrukturen erreichen oder aber ein Ldsungsweg ist
durch die Graphenstruktur unmittelbar trivial einsichtig.

Auch psychomotorische Lernziele C) kénnen angesprochen werden,wie z.B. das
Erlangen von Fingerfertigkeiten beim Zeichnen eines Graphen, oder bei der
Bedienung der Tastatur eines Computers,wahrend der Eingabe oder der Bedie-
nung eines Programms,das einen Algorithmus der Graphentheorie beinhaltet.

Die Hauptlernziele des Mathematik- und Informatikunterrichts liegen jedoch
im Bereich A) .Er wird wiederum unterteilt in sechs Kategorien:

Wissen, Verstehen, Anwendung, Analyse, Synthese, Bewertung

Dabei baut jede Kategorie auf der vorigen auf, und jede nachfolgende Kate-
gorie bendétigt die Vertrautheit mit der vorigen Kategorie.
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Die Vorschriften beim Einreichen wvon Abiturvorschldgen im Fach Mathematik
in NRW sehen u.a. vor,die Aufgabenteile von Abituraufgaben gemafs ihres
Schwierigkeitsgrades in diese Kategorien einzuordnen.Dabei werden die Kate-
gorien zu drei Bereichen zusammengefaflt.

Bereich I umfaf’t die Kategorien Wissen und Verstehen,Bereich II die Katego-
rien Anwendung und Analyse und Bereich IITI die Kategorien Synthese und Be-
wertung.Der letzte Bereich wird auch als kreatives Denken bezeich-
net.Verlangt wird,dass das Verhdltnis der Aufgabenteile aller Aufgaben zu
den drei Bereiche bei einem Abiturvorschlag im Verhdltnis von ca. 30 zu 60
zu 10 Dberlcksichtigt wird,d.h. das Hauptgewicht 1liegt auf dem Bereich
II:Anwendung und Analyse.

Die Klassifizierung der Lernziele,die mit dem Unterricht zum Thema Graphen

verbunden sind,spricht alle sechs Kategorien (bzw. die Kategorien | bis

[Il) der Bloomschen Einteilung an.

Dafur werden im folgenden einige Beispiele g egeben:

Wissen:

allgemein:

Wissen und Kenntnis von Begriffen, Satzen, Algorithmen, Fachbegriffen, De-
finitionen, Formeln, Anweisungen einer Programmiersprache, Datenstrukturen

Graphen:

Die Eulersche Beziehung zwischen Knoten, Kanten und Gebiete nennen kdbnnen,
definieren kénnen,was ein vollstadndiger, ein paarer (oder bipartiter),ein
schlichter oder ein kreisfreier,ein gerichteter oder ein zusammenhdngender
Graph ist usw.

Verstehen:

allgemein:

Verstandnis und eigenstandige Beschreibung von Fachsymbolen, Bezeichnungen,
Algorithmen, Beweisen,Datenstrukturen

Graphen:

Zu einem bipartiten,einem vollstandigem,einem schlichtem oder einem kreis-
freien Graphen jeweils ein Beispiel zeichnen kénnen (oder mit dem Programm
Knotengraph erzeugen),die einzelnen Schritte eines Graphenalgorithmus er-
lautern kénnen,die vorgegebene Datenstruktur des Graphen erldutern kdnnen
Anwendung:

allgemein:

Gebrauch und Verwendung von Fachsymbolen,Bezeichnungen, Algorithmen, Bewei-
sen, Datenstrukturen

Graphen:

Einen Algorithmus der Graphentheorie auf einen vorgegeben Graphen mittels
immer neuer Zeichnungen der jeweiligen Veradnderungen der Graphen zeichne-
risch durchfthren kénnen, ein Programm zu einem vorgegebenen Algorithmus
schreiben koénnen,einen Beweis nach einem schon bekannten Muster auf ein
verwandtes Graphenproblem Ubertragen kdénnen (Transfer)

Analyse:

allgemein:
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Fahigkeit Aufgaben einer bestimmten Art 1lOsen,Algorithmen eines bestimmten
Typs anzuwenden,ein bestimmtes Beweisverfahren durchflhren,Datentypen einer
bestimmten Klasse definieren

Graphen:

Einen Beweis nach einem schon bekannten Muster auf ein verwandtes Graphen-
problem Ubertragen kénnen (Transfer),gleiche Strukturen bei Graphen fest-
stellen zu kénnen, einen Algorithmus an ein neues Problem anpassen koénnen
Synthese:

allgemein:

Fahigkeit neue Beweise aus vorgegebenen Voraussetzungen zu finden,neue Al-
gorithmen entwerfen,neue Datenstrukturen entwickeln,neue mathematische Ei-
genschaften entdecken

Graphentheorie:

Einen eigenen, neuen Beweis flr ein Problem der Graphentheorie finden,einen
neuen Algorithmus flOr ein vorhandenes Problem der Graphentheorie ent-
decken,neue Eigenschaften von Graphen ermitteln

Bewertung:

allgemein:

Losungsverfahren,Beweise,Algorithmen und Datenstrukturen auf Richtigkeit
und Effizienz prifen und miteinander vergleichen konnen

Graphen:

Verschiedene Beweisverfahren der Graphentheorie auf Richtigkeit prlfen und
vergleichen, verschiedene Graphenalgorithmen auf Effizient Uberpri-
fen,verschiedene Datenstrukturen fir Graphen miteinander vergleichen

Wel che der bisher genannten Lernziele und Lernziel kategorien |assen sich
nun durch Lerninhalte der G aphentheorie besonders gut erreichen?

Nach H.Bialke (Lit 23,S. 5 ff.) 1laft sich die Bedeutung der Graphentheorie
fir den Mathematikunterricht durch Angebote aus den folgenden vier Berei-
chen charakterisieren:

1) “Veranschaulichung von (eventuell) komplizierten Zusammenhangen™“

Bereits geldste Problem kénnen mit Hilfe wvon Graphen so veranschaulicht
werden, dass sie fir den Schiler einsichtiger werden. Zusammenhdnge zwi-
schen verschiedenen Mathematikobjekten werden dargestellt und regen zu wei-

teren Fragestellungen an.

Beispiele gind Veranschaulichung von Beziehungen der Gruppentheorie (Grup-

pengraphen) ,Verbandstheorie (Hase-Diagramme), Relationstheorie (Pfeildia-
gramme) , Kombinatorik (Graphen mit kombinatorischen Strukturen), Wahr-
scheinlichkeitsrechnung (Wahrscheinlichkeitsbdume, Markovketten), Mengen-
lehre (Punktmengen und ihre Beziehungen als Graphen), Darstellung von Algo-
rithmen (Flussdiagramme),h Chemie (Strukturformeln), Biologie (Stammbaume),
Technik (Schaltplane), Psychologie (Soziogramme) , Sozialwissenschaften
(Kommunikationsmodelle), Sprachwissenschaften (Strukturdiagramme) .

Das Veranschaulichen eines Problems in Form eines Graphen bedeutet Erken-
nen seiner grundsdtzlichen Struktur und Ubertragung der Beziehungen in
Kanten-Knoten-Relationen.Dies erfordert Analyse der Aufgabenstellung und
Transfer (Anwendung) auf das Graphenmodell.
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2) “Modelle flUr Projekte, die eine eigene algorithmische L&sung erfordern®

Viele mathematische Probleme lasen sich erst dadurch ldsen,dass sie in Form
eines Graphen dargestellt werden und ein entsprechender Graphenalgorithmus
entwickelt wird.

Beispiele hierfir sind Projektplanungen der Netzplantechnik, Transportpro-
blem bei Netzwerkfllssen, Routing- bzw. Rundreiseprobleme, Labyrinth-
probleme (Verkehrsplanung), Probleme, die mit Hilfe von (endlichen) Automa-
ten geldst werden kdénnen (Ampelsteuerung) sowie Probleme der Unterhaltungs-
mathematik (Denksportaufgaben: Uberfahrten usw.) .

Zusatzlich zu den Lernzielkategorien, die bei 1) genannt wurden, ist hier
noch die Synthese in Form der Erstellung eines geeigneten Graphenalgorith-
mus erforderlich.

3) *Lésungen von Problemen mit Hilfe graphentheoretischer Satze“

Bel diesem Bereich von Problemen lassen sich die Ldsungen auf schon bekann-
te Satze oder Algorithmen der Graphentheorie zurltckfihren.

Beispiele daflr sind das Anwenden von Satzen Uber planare Graphen auf das
Layout von elektrischen Schaltungen,das Verwenden der Algorithmen fir Eu-
ler-und Hamiltonproblem auf Rundreisen,das Benutzen von Satzen Uber Anzahl
und Eigenschaften von Baumen fUr das Aufstellen von chemische Strukturfor-
mel,das Anwenden von Satzen (z.B. Heiratssatz) zur Ermittlung des maximalen
Matchings eines Graphen,die Ermittlung von Schnitten sowie Flissen in Netz-
werken,die Verwendung von Satzen zum Farbungsproblem flr das Erstellen von
Landkarten.

Die Haupttdtigkeit liegt hier in dem Ubertragen des Problems in eine Gra-
phenstruktur (Tranfer, d.h. Anwendung) und dem Erkennen, welche Satze oder
Algorithmen der Graphentheorie angewendet werden sollen. (Anwendung)

4)“Leicht verstandliche Probleme mit beliebig hohem Schwierigkeitsgrad®

Unter dieser Art von Problemen sind solche Probleme zu verstehen,die sich
leicht als Graphen darstellen lassen und deren Beweise oder Lésungsalgo-
rithmen an Hand der Graphenstruktur unmittelbar einsichtig werden.

Beispiele hierfiir sind Satze Uber den numerischen Zusammenhang zwischen
Knoten und Kanten in speziellen Graphen, Satze Uber Wege und Kreise,
einfache Satze Uber Knoten- und Kantenfarbungen (z.B. in paaren Graphen) .

Da die Beweise und Algorithmen unmittelbar evident sind,sind diese Lernziel
unter der Kategorie Anwendungen einzuordnen.

Die Lernziele,die mit den vier oben genannten Bereichen verbunden sind,
liegen durchweg im Bereich der Kategorien Anwendung und Analyse (Bereich
IT) und reichen zum geringeren Teil in den dritten Bereich des kreativen
Denkens (Synthese) hinein. Es handelt sich also gerade hauptsachlich um
Lernziele aus dem Bereich II, die bei der Erstellung von Abituraufgaben
und Klausuraufgaben besonders gefordert werden.Da die Lernbereiche der
Bloomschen Kategorie aufeinander aufbauen, sind Lernziele aus dem Bereich I
zum Erreichen der Lernziel des Bereiches II automatisch enthalten. (Z.B. muf
man wissen, was ein Graph ist, bevor man einen L&sungsalgorithmus damit
erstellen kann.)

Es zeigt sich also,dass Aufgaben zu Problemen aus dem Bereich Graphenthe o-
rie den Anforderungen von Klausur- und Abituraufgaben vollauf geniigen und

dass ein Unterricht,der auf die Erreichung der damit verbundenen Lernziele

gerichtet ist,geeignet ist,den auf konventionelle Lernziele zielenden M a-
thematikunterricht zu e r setzen.
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Um die Erreichung von Lernzielen genau Uberprlfen zu kénnen ist,die Opera-
tionalisierung von Lernzielen notwendig.Darunter versteht man eine préazi-
sierte Angaben von Lernzielen, die das Endverhalten des Lernenden nach Er-
reichen des Lernzieles eindeutig beschreibt, sowie Voraussetzungen fur die
Erreichung des Lernzieles angibt.

Die Prazisieren ist so genau vorzunehmen,dass die Beschreibung konkrete Ta-
tigkeiten angibt,die der Lernende nach Erreichen des Ziels ausfihren kann.
Am besten 1laRt sich das Erreichen der Lernziele mittels der Angabe eines
konkreten Testverfahrens Uberprifbar machen.

Hilfen zum Erreichen des Zieles mlssen genauestens angegeben wer-
den.AuRerdem soll unter Umstanden eine Zeitangabe erfolgen,wie lange es
dauert, bis das Lernziel erreicht werden kann.

Im folgenden sollen einige ausgewahlte Lernziele der Graphentheorie,soweit

sie fir Unterrichtsreihen mit dem Programm Knotengraph von Bedeutung sind,

in operationalisierter Form angegeben werden.Eine vollstandige Angabe aller
Lernziele ist naturlich wegen des damit verbundenen Aufwands auf Grund des

groRen Umfangs der Moglichkeiten des Programm Knotengraphs unmé glich.

Die Operationalisierung von Lernzielen hangt eng mit dem Entwurf von Klau-
suraufgaben bzw. von mindlichen Prifungsaufgaben zu den Lernzielen einer
Unterrichtsreihe zum Thema Algorithmische Graphentheorie zusammen.Auch dazu
geben die folgenden Beschreibungen Beispiele.

Operationalisierung von Lernzielen der Behandlung von Graphen im Unterricht
in Auswahl:

Die Schliiler sollen die Definition eines Graphen nennen kdénnen.

Die Schiiler sollen Eigenschaften von Graphen nennen kénnen, und jeweils fur
jede Eigenschaft einen zugehdrigen Beispielgraphen zeichnen oder mit dem
Programm Knotengraph erzeugen kénnen,z.B. paarer Graph, vollstandiger
Graph, zusammenhangender Graph, Graph mit isolierten Knoten,ungerichteter
Graph usw. .

Die Schiller sollen von einem Startknoten eines vorgegebenen Graphen aus al-
le tiefen Baumpfade durch Nennen der Knoten- bzw. Kantenfolgen angeben kén-
nen und alle dabei erreichten Zielknoten aufschreiben kénnen.

Die Schiler sollen fir einen vorgegebenen Graphen bestimmen kénnen,ob er
eine geschlossene Eulerlinie enthalt,indem sie alle Knotengrade nennen und
anschlieffend eine Aussage darUber treffen koénnen,ob sich unter den Knoten-
graden eine ungerade Zahl befunden hat oder nicht.

Die Schiler sollen zu zwei vorgegebenen Knoten eines Graphen alle Pfade
bzw. den Pfad kleinster Lange in Form einer Folge der Kanten des Pfades
hinschreiben ké&nnen.

Die Schller sollen den Algorithmus wvon Ford-Fulkerson zur Bestimmung des
maximalen Flusses auf einem vorgegebenen Graphen ausfihren koénnen,indem Sie
jeweils in mehrerer Zeichnungen alle veranderten Graphen aufzeichnen.

Die Schiiler sollen einen Algorithmus,der bestimmt, ob sich ein vorgegebener
Graph mit wvier Farben farben 1laf3t,als Verbalalgorithmus hinschreiben kén-
nen.

Die Schiiler sollen den Algorithmus Suche erweiternden Weg (und farbe die
Kanten um) zur Bestimmung eines maximalen Matchings nach Vorgabe als Verba-
lalgorithmus in der Programmiersprache Delphi einschlief3lich aller bend-
tigten Methoden aufschreiben koénnen.

Die Schiler sollen eine objektorientierte Datenstruktur fUr einen Graphen
aufschreiben kénnen.
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Die Schiler sollen den Programmcode flr den Algorithmus Bestimmung eines
Minimalgertist in der Delphi-Entwicklungsumgebung eingeben koénnen,das Pro-
gramm debuggen und zum Laufen bringen.

Die Schiller sollen das Programm Knotengraph bedienen koénnen,d.h. einen Gra-
phen auf der Zeichenoberflache erzeugen und z.B. den Algorithmus ,Bestimme
alle Hamiltonkreise"“ starten koénnen.

Die Schiiler sollen von dem Programm Knotengraph angezeigte Graphen oder per
Zeichnung vorgegebene Graphen interpretieren kénnen,d.h. z.B. beim Lbsen
eines Gleichungssystem nach dem Algorithmus von Mason zu einem vorgegebenen
Graphen das zugehdérige Gleichungssystem angeben konnen.

Die Schiler sollen verschiedene Algorithmen miteinander vergleichen kédnnen,
d.h. z.B. zu den beiden im Programm Knotengraph enthaltenden Algorithmen
zur Bestimmung der Ubergangswahrscheinlichkeiten bei Markovketten (Mar-
kovketten (abs) und Graph reduzieren) die wesentlichen Schritte nennen kén-
nen.zZu einem vorgegebenen Graphen soll ermittelt werden,welcher Algorithmus
die groRere Rechengenauigkeit liefern kann.

Die Schiler sollen praktische Anwendungsbeispiele aus dem Bereich Opera-
tions Research nennen kénnen,die mit Graphenalgorithmen 1l6sbar sind, und
zu den Beispielen einen geeigneten Graphen konstruieren koénnen,z.B.zum Mi-
nimalkostenproblem oder zum Transportproblem.

Die Schiler sollen angeben ké&énnen,dass die Suche einer Lésung beim Trave-
ling-Salesman-Problem mit einer Knotenzahl von mehr als 20 Knoten zu unver-
tretbar langen Rechenzeiten fihrt.Als Grund dafir soll die NP-Eigenschaft
genannt werden,und definiert werden kénnen,was NP-vollstandig heif’t.

Im Kapitel B III ,Konkrete methodisch-didaktische Bemerkungen zur Durchfih-
rung von Unterrichtsreihen zum Thema algorithmische Graphentheorie“ werden
konkrete Aufgaben angegeben und erlautert, die im Zusammenhang mit Unter-
richtsreihen Uber Algorithmische Graphentheorie als Klausuraufgaben oder
als Abituraufgaben gestellt werden koénnen.

Nach der Auswahl, Begriindung, Klassifikation und Operationalisierung von
Lernzielen die mit Hilfe der Behandlung von Algorithmischer Graphentheorie

im Unterricht erreicht werden kdnnen,sollen jetzt im zweiten Teil dieses

Kapitels verschiedene Unterrichtsmethoden zum Erreichen dieser Ziele di S-
kutiert werden.

Bezliglich der Methodik des Unterrichts lassen sich fir die Facher Mathema-
tik und Informatik sechs besondere Unterrichtsformen bzw. Unterrichtskon-
zeptionen unterscheiden, flr die jeweils geprlUft werden soll,inwieweit sie
sich zur Behandlung des Themas Graphen im Unterricht eignen.

J. Claus (Lit 11,S. 82 und S. 150 ff.) zahlt dazu folgende Unterrichtskon-
zeptionen auf:

[)Operationalisierter Unterricht

[)Wissenschaftsorientierter Unterricht
[IHAnwendungsorientierter Unterricht

IV)Problemorientierter Unterricht

V)Genetischer Unterricht nach Wagenschein und Wittenberg
VI)Projektorientierter Unterricht

Diskussion der einzelnen Unterrichtsmethoden im Hinblick auf ihre Bedeutung
flir die Graphentheorie im Schulunterricht:
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| ) Operationalisierter Unterricht:

Nach Piaget ist Denken verinnerlichtes Handeln.Die zum Handeln notwendigen
Operationen sind demnach nicht nur reale ausgefihrte Tatigkeiten sondern
auch Umgang mit abstrakten Objekten wie Bezeichnern, Variablen, Formeln,
Algorithmen usw.. Nach dem Prinzip des aktiven Lernens sollten Anweisungen
und Hilfestellungen des Lehrers ein Handeln des Schlilers bewirken,dass den
Schiiler zu intensiven Auseinandersetzung in Form von (verinnerlichten) Ak-
tivitdten mit dem zu lernenden Objekt veranlaft.

Der Schiiler soll dabei die von dem Objekt gebildete Gesamtstruktur bzw. die
Beziehung der das Objekt enthaltenden Einzelobjekte zueinander erkennen
koénnen.

Im Einzelnen soll der Schiiler erkennen,

1.“welche Eigenschaften und Beziehungen den Objekten durch Konstruktion
aufgepragt ist™

2.“welche Operationen an ihnen und mit ihnen ausfihrbar sind,und wie sie
miteinander wechselwirken™“

3.%welche Wirkungen Operationen auf Eigenschaften und Beziehungen der Ob-
jekte haben®

(nach E. Wittmann in Lit 11)

Operationen mit Graphen ausfihren,heifft Algorithmen auf sie anzuwenden. Das
Handeln mit Algorithmen kann entweder manuell ausgeflhrt werden,indem die
entsprechenden Graphen in der durch den Algorithmus verdnderten Formen im-
mer wieder bis zum L&ésungsgraphen neu gezeichnet werden,oder aber indem in
den Graphen Zahlen eingetragen und wieder geldscht (z.B. radiert) wer-
den,die den Fortlauf des Algorithmus kennzeichnen.

Andererseits besteht ein verinnerlichtes Handeln darin,die Schritte des Al-
gorithmus vorzudenken und in Form von Programmzeilen oder als grdfRere Ein-
heiten in Form von Programmbldécken aufzuschreiben,um dann den Algorithmus
durch Mausklick auf einmal flr einen vorgegebenen Graphen ablaufen lassen.

Hier wird besonders deutlich, dass die Erstellung eines Programms im Mathe-
matik-oder Informatikunterricht wvon der Entwurfsphase bis zur Codierung im
Grunde eine operationalisierte Unterrichtsform ist.

Das Stichwort Objekt in den obigen Kriterien 1 bis 3 fthrt sofort zu einer
besonderen Programmierungsmethode,ndmlich der Verwendung von Objekten als
Kombination bzw. Kapselung von Daten und Methoden zur Erstellung von Gra-
phenalgorithmen.

Die Beziehungen der Objekte untereinander wird durch ihre (vom Programmie-
rer konstruierte und modellierte) Vererbungsstruktur vorgegebenen. (vgl. 1)

Die Methoden der Objekte geben an, “welche Operationen an ihnen und mit ih-
nen ausfihrbar sind und wie sie miteinander wechselwirken"“ (vgl. 2).

Durch Verwendung von virtuellen Methoden kénnen Operationen auf die Eigen-
schaften der Objekte verschiedene Wirkungen haben (vgl. 3).

Die Methoden k&énnen aufgefaRt werden als Nachrichten,d.h. Handlungen, die
die verschiedenen Objekte miteinander austauschen,worauf eine je nach Ob-
jekt verschiedene Reaktion gezeigt wird.

Somit fallt das objektorientierte Programmieren von Problemen der Gra-
phentheorie direkt unter das Stichwort operationalisierter Unterricht.Wegen
der Wichtigkeit des Einsatzes von Objekten im Programm Knotengraph wird der
didaktischen Analyse der Programmierung mit Objekten im ndchsten Kapitel A
IT ein eigener Abschnitt gewidmet.

24



I1)Wssenschaftsorientierter Unterricht:

Der wissenschaftsorientierte Unterricht geht davon aus,den zu behandelnden
Unterrichtsstoff in seinem Umfang zu beschranken (Vermeidung von Stofffdl-
le) und sich stattdessen mit einigen allgemeinen Ideen von Uberragender Be-
deutung eines Faches zu beschaftigen (z. B. dem Funktionsbegriff in der Ma-
thematik) und diese nach allen Seiten hin auszuleuchten. Dabei soll der Un-
terrichtende eine Forschungshaltung einnehmen kénnen.

Universelle Leitideen kdénnen nach A. Schreiber (Lit 11, S. 156) sein:

,1)Algorithmus (Rechen- oder Entscheidungsverfahren, Berechenbarkeit, Pro-
grammierung, mathematische Modellbildung)

2)Approximation (Exhaustion, numerische Naherungsverfahren, angendhertes
Herstellen von Formen) .

3) Funktion (Zuordnung, Abbildung, Invarianz)

4)Optimalitat (Eigenschaften von Formen, GréRen, Zahlen, etc. einer vorge-
gebenen Bedingung ,bestmdglich zu genligen“)

5) Charakterisierung (Kennzeichnung von Objekten durch Eigenschaf-
ten,Klassifikation von Objekten und Strukturen) ™

Die letzte Eigenschaft 5) fthrt sofort wieder zum Objektorientierten Pro-
gammierungsansatz.Die Klassifikation der Objekte erfolgt an Hand ihrer
Klasse,ihre Kennzeichnung durch die Reaktion auf verschiedene auf sie ange-
wendete Methoden,die bestimmt wird durch den inneren Zustand (der Datenfel-
der) des Objekts.

An dem Beispiel erkennt man den engen Zusammenhang zwischen mathematischem
Denken und objektorientiertem Entwurfstechniken.

Naheres dazu ist, wie schon oben erwahnt, im nachsten Kapitel nachzule-
sen.

Die Eigenschaft 1) stellt wiederum die Leitidee des Algorithmus heraus.
Wie schon ausgefihrt,eignet sich gerade das Gebiet Graphentheorie besonders
gut zum Einsatz von Algorithmen. Wahrend die Algorithmen der Analysis mei-
stens reine Zahlenalgorithmen,die lediglich nach Formeln Zahlen verandert
darstellen, mu? bei den Graphenalgorithmen zusatzlich die einen Graphen
kennzeichnende Struktur einbezogen werden.

Das macht die Graphenalgorithmen komplizierter sowie interessanter und
fihrt dazu,dass sie mit dem Hilfsmittel eines Taschenrechners alleine oft
nicht auszufthren sind.Vielmehr miissen in den meisten Fallen noch immer ei-
ne Folge von die jeweilige Graphenstruktur kennzeichnenden Zeichnungen
hinzugenommen werden.

Die Lésung der Probleme wird dadurch wesentlich komplexer und erfordert die
Beachtung mannigfaltiger Aspekte.Dadurch eignen sich Probleme der Gra-
phentheorie besonders gut flr eine wissenschaftstheoretische Unterrichtsme-
thode,da hier exemplarisch an einem Beispiel eine Vielzahl von mathemati-
schen Problemen ausgeleuchtet werden kdnnen.

Gleichzeitig sind viele graphentheoretische Aufgabenstellungen Abstraktio-

nen einer real existierenden Aufgabe,wie z.B. das Routing-Problem Finden

des klrzesten Weges zwischen zwei Orten,das Traveling-Salesman-Problem

Finden einer kiirzesten Rundreise,das Farbungsproblems Finden einer klein-

sten Farbung von Landkarten,das Eulerlinienproblem Finden eines Rundweg
usw. .
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Zur LOsung ist es notwendig die wesentliche Merkmale des gestellten Pro-
blems zu entdecken und auf einem Graph zu modellieren,d.h. eine mathemati-
sche Modellbildung durchzufihren. (vgl. Eigenschaft 1)

Auch Fragen nach der Berechenbarkeit ergeben sich zwanglos bei der Be-
schaftigung mit Graphen, wie z.B. das schon weiter oben angesprochene Pro-
blem der praktischen Berechenbarkeit bei NP-vollstandigen Problemen (z.B.
Traveling-Salesman-Problem) als auch Probleme der theoretischen Berechen-
barkeit,wie sie aus der Beschaftigung mit endlichen und unendlichen Automa-
ten erwachsen,die (zumindestens teilweise) auch wieder durch Graphen darge-
stellt werden kénnen.

Als weitere Anwendungen,die wieder einer Modellbildung durch Graphen bedlr-
fen,sind Aufgaben des Operations Research zu nennen.Hierdurch wird nun die
Leitidee 4) namlich die Optimalitdt angesprochen.Bei Aufgaben des Opera-
tions Research sind nadmlich fast immer optimale Ldsungen bezliglich bestimm-
ten Nebenbedingungen zu suchen.

Z.B. werden beim Minimalkostenproblem alle Flisse auf Kanten mit minimalen
Gesamtosten vom Quellen-zum Senkenknoten gesucht,wobei der Fluss zwischen
bestimmten Grenzen liegen muf3.0Oder beim Transportproblem oder Hitchcockpro-
blem werden alle (Transport-)Flisse zwischen mehreren Quellen (Produktions-
statten) nach mehreren Senken (Verbraucher) mit minimalen oder maximalen
Kosten gesucht.Das Problem des chinesischen Brieftrdgers sucht einen mini-
malen Rundweg des Brieftragers,wobei bestimmte Kanten (Strafen) auch mehr-
fach durchlaufen werden konnen.

Der Algorithmus des Transport-oder Hitchcockproblems 1laft sich so verallge-
meinern,dass damit auch Probleme,die sonst dem Simplex-Algorithmus vorbe-
halten sind,geldst werden kdénnen.Beim Problem des optimalen Matching geht
es darum eine Kostenminimale oder Kostenmaximale Zuordnung zwischen den
Elementen zweier Mengen zu finden.

Mit dem letzten Beispiel wird deutlich, dass auch Leitidee 3) namlich der
Begriff der Funktion (im Sinne einer Zuordnung) durch Probleme der Gra-
phentheorie abgedeckt werden kann.LaRt man verallgemeinerte Zuordnun-
gen,d.h. Relationen zu,eignet sich die Graphentheorie sogar vorziglich da-
zu,diese Zuordnungen zu veranschaulichen und ihre Eigenschaften wie z.B.
Transitivitdt,Reflexivitdt, Symmetrie, Aquivalenz sowie Ordnungen heraus-
zustellen.

Auch die Leitidee 2) des Naherungsverfahrens 1laRt sich an Hand von Graphen
behandeln. Wahlt man z.B. statt des im Programm Knotengraph verwendeten
Algorithmus von Engel zur Berechnung von Markovketten einen einfacheren Al-
gorithmus,der Massen von den inneren Knoten zu den Randknoten bzw. inner-
halb der inneren Knoten ,pumpt" ,bis sich an der Verteilung der Massen
nichts mehr andert (vgl. die Beschreibung hierzu im Kapitel C XII),erhalt
man ein Naherungsverfahren,das einem Grenzwert (Grenzverteilung) zustrebt.

Somit lassen sich alle Leitideen des wissenschaftsorientierten Unterricht
mit Hilfe von Unterrichtsinhalten der Graphentheorie erreichen.

I11) Anwendungsorientierter Unterricht:

Anwendungsorientierter Mathematikunterricht bedeutet Lésung von Problemen
aus der Erfahrungswelt und der realen Umgebung des Schiilers mit Hilfe wvon
Methoden der Mathematik.Dazu ist zundchst wvon der realen Situation zu ab-
strahieren und ein mathematisches Modell zu erzeugen,das die wesentlichen
Merkmale des ursprlinglichen Problems enthalt.

Danach ist das Modell mittels der Anwendung mathematischer Methoden zu 16-
sen,und die erhaltene Lésung ist wiederum bezlglich ihrer Bedeutung fur die
vorgegebenen reale Ausgangssituation zurlck zu Ubersetzen.

Nach J.Claus (Lit 11, S. 164) lassen sich folgende Ziele nennen:
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+1.Vertieftes Verstdndnis von Situationen des Alltags,die ohne mathemati-
sche Behandlung nur lickenhaft verstdndlich waren.

2.Einsicht in die Bedeutung der Mathematik flUr die Bedeutung unseres All-
tagsleben. "

Nach G. Kaiser-Messmer (Lit 22) lassen sich zwei Richtungen des anwendungs-
bezogenen Mathematikunterrichts unterscheiden:

sa)Eine eher ,pragmatisch" orientierte Richtung,bei der ,utilitaristische™
bzw. pragmatische Ziele namlich die Beféhigung der Schlilerinnen und Schiler
Mathematik zur Lésung praktischer Probleme anzuwenden - im Vordergrund ste-
hen.

b)Eine mehr an humanistischen Bildungsidealen und der Wissenschaft Mathema-
tik orientierten Richtung,bei der die Befdhigung des Lernenden, zwischen
Mathematik und der Realitat Bezlge herzustellen,in den Mittelpunkt gestellt
wird."

Die zweite Auffassung entspricht der problemorientierten Unterrichtsmetho-
de und wird weiter unten als nachstes Thema behandelt.Also ist hier nur
die pragmatische Richtung des anwendungsorientierten Unterrichts zu erdr-
tern.

Gerade beim anwendungsorientierten Mathematikunterricht wachsen die Facher
Mathematik und Informatik zu einer Einheit zusammen,denn oft sind die zur
Losung erforderlichen Algorithmen so kompliziert,dass sie nur mit Hilfe ei-
nes Computers geldst werden kdnnen.

Also ist es notwendig,die mathematischen Algorithmen in einer Programmier-
sprache zu formulieren.Spatestens ab diesem Schritt ist auch das Fach In-
formatik fUr den weiteren Lésungsgang verantwortlich.

Es stellt sich an dieser Stelle grundsatzlich die Frage nach dem Verhaltnis
zwischen Mathematik und Informatik.

Hat sich einerseits die Informatik aus der Mathematik als jlngstes Kind ab-
gespalten,ist es andererseits so,dass die Unterrichtsinhalte der Informatik
nicht mehr nur mathematischer Natur sind.Z.B. ist 1aft sich die Beschafti-
gung mit Datenstrukturen oder mit Textverarbeitungssystemen kaum als ma-
thematisches Thema einordnen.Auferdem gibt es natlrlich viele Unter-
richtsinhalte der Mathematik wie z.B. nichtkonstruktive Existenzbeweise,
die nicht unter dem Begriff der Informatik einzuordnen sind.

GroRe gemeinsame BerUhrungspunkte gibt es beim Thema Algorithmen.Wahrend
hier die Mathematik den Algorithmus in abstrakter Form entwickelt und be-
trachtet,entwickelt die Informatik konkrete Losungsverfahren in Form wvon
Programmen in konkreten Programmiersprachen,die auf maschinell n&mlich auf
einem Computer ausfihrbar sind.

Auf diesem Gebiet ergadnzen sich beide Wissenschaften in idealer Wei-
se.Wahrend die Mathematik die theoretischen Grundlagen bereitstellt,liefert
die Informatik die dazu ndétigen praktischen Losungsdurchfthrungen.

Nattirlich gibt es weitere vielfaltige Gemeinsamkeiten,wie z.B. bei Fragen
der Berechenbarkeit oder der Automatentheorie.

Sollte nun Informatik ein eigenstandiges Schulfach sein oder als Anhangsel
der Mathematik organisiert werden?

Alleine schon der rasante Fortschritt der Informatik gerade auch auf
nicht-mathematischen Gebieten wie z.B. bei den Kommunikationsprogrammen
(Internet wusw.) und ihre daraus erwachsende gesellschaftliche Bedeutung

lassen es dringend ratsam erscheinen, Informatik als eigenstandiges Fach zu
etablieren.
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Bedauerlich ist allerdings,dass der Mathematikunterricht der Schule kaum
auf ein in der Informatik vermitteltes Verfahren zurlckgreifen kann,weil
Informatik derzeit ein nicht flr alle Schller verbindliches Fach ist und
in der Sekundarstufe I meistens nur im Wahl (pflicht-)unterricht gewdhlt
werden kann. (In der Sekundarstufe II ist das Fach sowieso nur als nicht ob-
ligatorischer Kurs zu wahlen.)

Dabei ware es eine grof’e Bereicherung des anwendungsorientierten Mathema-
tikunterrichts,wenn man zur Lésung der dort allgemein besprochenen Algo-
rithmen gleich das Instrumentarium der Informatik zur Verflgung hatte,um
die Aufgaben,die oft zu komplex sind,um sie per Hand 1l&sen zu kdénnen, mit-
tels der Erstellung eines Programms anzugehen.

Es soll deshalb hier die Forderung erhoben werden,das Erlernen der Grundla-
gen einer aktuellen Programmiersprache fUr alle Schller zur Pflicht in ei-
nem Sekundarstufen-I-Fach Informatik (in dem natlGrlich auch noch andere In-
halte vermittelt werden sollten) zu machen,so dass verschiedene Facher auf
der Sekundarstufe II,insbesondere auch die Mathematik auf diese Kenntnisse
zugreifen kdnnen.

Ein Kurs Uber Graphentheorie kénnte davon stark profitieren.Die Behandlung
der Graphentheorie bietet sich né&mlich als Thema eines Anwendungsorientier-
ten Mathematikunterrichts geradezu an.

Die oben genannten Ziele 1 und 2 lassen sich auf vielfdltige Weise errei-
chen.Wie schon weiter oben erwahnt,gibt es eine Vielzahl Probleme der Gra-
phentheorie,die ihren Ursprung in konkreten Anwendungsproblemen haben.

Genannt werden sollen hier noch einmal die Probleme des Operations Research
wie z.B. das Erstellen eines Netz(zeit)planes,das minimale Kostenproblem,
das Transport-und Hitchcockproblem,das Problem des chinesischen Brieftra-
gers,das Problem der linearen Optimierung,das Problem des Maximalflusses,
das Problem des klrzesten Weges zwischen zwei Knoten, das Problem des Su-
chen von Pfaden z.B. nach der tiefen Baumsuche,das Problem des Minimalge-
rists (Verlegen von Telefonleitungen kleinster Lange zwischen H&auser),bdas
Euler-und das Hamiltonproblem,das Traveling-Salesman-Problem usw..

Alle diese Probleme sind aus Alltagsproblemen entstanden und bilden deren
Abstraktion bzw. Modell.Dadurch kann eine Einsicht in die Bedeutung von Ma-
thematik und Informatik flr die Bewaltigung unseres Alltagslebens gegeben
werden.

Gleichzeitig wird an Hand dieser Probleme auf Grund ihrer realen Komplexi-
tat deutlich,dass nur der Einsatz von auf Maschinen (Computern) ausfihrba-
ren Programmen eine flUr praktische Zwecke geeignete Ldsung bringen kann.

Der Kritik wvon Felix Klein (nach J.Claus (Lit 11,S. 168), dass durch die
Behandlung von Anwendungen im Mathematikunterricht die eigentliche logische
Bildung verklUmmert,kann unter dem Aspekt der Erstellung und Codierung von
Graphenalgorithmen ganz und gar nicht zugestimmt werden.Die Erstellung sol-
cher Algorithmen ist oft nur mit viel Intuitionsvermdgen durchzufthren und
gelang z.B. beim bekannten Vierfarbenproblem erst nach vielen vergeblichen
Anlaufen.

I V)Problemorientierter Unterricht:

Der Unterschied dieser Unterrichtsform zum Anwendungsorientierten Unter-
richt liegt in der Tatsache,dass beim problemorientierten Unterricht auch
Anwendungsaufgaben behandelt werden,die ihren Ursprung nicht in einer rea-
len Anwendungs- und Problemsituation haben.

Im Mittelpunkt des Unterrichts steht die Ldsungsmethode von geeigneten vor-
gegebenen mathematischen Problemen sowie Konzeptionen zur FOrderung der
selbststandigen Problemldsungsfahigkeiten der Schiler.Dadurch sollen die
Schiiler mittels Transfer die Problemldsungsfdhigkeiten auch auf andere Fa-
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cher oder auf Berufssituationen Ubertragen.Auflerdem soll das allgemeine ma-
thematische Denken geschult werden.

Welche Problemstellungen eigenen sich nun besonderes gut fir einen proble-
morientierten Unterricht?

Nach H.Siemon (in Lit 11,S. 174)lassen sich dafir folgende Gesichtspunkte
nennen:

» (1)Das Problem mufl den Schilern unmittelbar einsichtig sein.

(2) Die Aufgabenstellung mufl stark verallgemeinerungsfahig (oder wvariati-
onsfahig),sein.

(3)Die Aufgabe soll zu vielen falschen Ansatzen verfihren,deren Klarung re-
aktivierend auf bereits vorhandene wirkt oder dem Schiiler neue Gesichts-
punkte erschlieflt.

(4)Die Aufgabe sollte interessante Fragestellungen in jedem Schwierigkeits-
grad gestatten."“

Die genannten Gesichtspunkte lassen sich mit der Behandlung von Problemen
der Graphentheorie abdecken.

Die Probleme der Graphentheorie sind sehr anschaulich,namlich in Form eines
Graphen zeichnerisch darzustellen und die Aufgabenstellungen lassen sich
meist auch einem mathematischen Laien sofort erklaren,weil sie real exi-
stierenden Aufgabenstellungen der Erfahrungswelt entsprechen,z.B. das Pro-
blem des Traveling-Salesman,das Routingproblem ,Finden des klUrzesten Weges
zwischen zwei Knoten (Stadten)“,das tiefe Baumdurchlaufproblem als Suchen
eines Ausweg aus einem Labyrinth,das Vier-Farben-Problem als Farben wvon
Landkarten,das chinesische Briefragerproblem usw. .

Die Aufgabenstellungen lassen sich oft stark variieren,z.B. flUhren kleine
Veranderungen des tiefen Baumdurchlauf auf die verschiedenen Problemstel-
lungen Suchen aller erreichbarer Zielknoten von einem (Start-)Knoten aus,
Suchen aller Pfade von einem Startknoten aus,Suchen aller Kreise von
einem Startknoten aus,Suchen aller minimaler Pfade von einem Startknoten
aus, Suchen eines breiten Baumdurchlaufs wvon einem Startknoten aus usw.,die
alle mit &hnlichen Algorithmen zu lésen sind.

Auch das Traveling-Salesman-Problem laft sich stark variieren.Es laRt je-
weils 1l&sen unter dem Aspekt der kleinsten oder grofRten Reisekosten,der
kleinsten oder groften Reisezeit,der kleinsten bzw. gréfiten Entfernungen,
der Existenz grofter Kreise usw..

Die Lo6sung vieler Aufgaben der Graphentheorie scheinen zum Greifen nahe,
eingeschlagene LOsungswege erweisen sich dagegen bald als Trugschlufl.So
fihrt beispielsweise der Versuch die beim Eulerproblem gefundenen Existenz-
kriterien flr eine geschl. Eulerlinie namlich gerade Grade bei allen Knoten
bei der Ubertragung auf das sehr verwandt aussehende Problem der Existenz
von Hamiltonkreise - es wird lediglich die Forderung nach dem einmaligen
Besuch aller Kanten durch den (einmaligen) Besuch aller Knoten ersetzt -

zu einem Losungsfehlschlag.Es gibt Uberhaupt kein einfaches Kriterium, um
die Existenz eines Hamiltonkreises vorauszusagen.

Ausgewahlte Aufgaben der Graphentheorie ermdglichen auch Fragestellungen
von unterschiedlichem Schwierigkeitsgrad.Beispielsweise kann das selbst-
standige Finden der Eulerbeziehung zwischen Knoten, Kanten und Flachen an
Hand der platonischen K&rper schon von einem 10-jahrigem geleistet werden,
man kann die Beziehung aber auch verwenden,um Ungleichungen zwischen Kno-
tenzahl und Kantenzahl fUr das schwierige Problem der Nicht-Plattbarkeit
von Graphen (notwendige Bedingungen) zu gewinnen.

Aus den Ausfihrungen ergibt sich,dass man an Hand von Problemen der Gra-
phentheorie problemorientiert unterrichten kann.
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V) Geneti scher Unterricht nach Wagenschein und Wttenberg:

Dem Problem der Stoffiille im traditionellen Unterricht stellen Wagenschein
und Wittenberg das Prinzip des Elementaren und Exemplarischen entgegen.
Das bedeutet, dass die charakteristische Struktur eines Stoffgebietes schon
an Hand einiger weniger Beispiele erkannt und bearbeitet werden kann.

Einen Unterricht, der nach diesen Prinzipien arbeitet,wird genetischer Un-
terricht genannt.Wittenberg wahlt daflr auch die Bezeichnung Themenkreisme-
thode,und Wagenschein spricht von Plattformen.Sie k&énnen nach Schwierig-
keitsgrad strukturiert werden und vermitteln auf jeder Stufe Einsichten in
die nachsthdhere Stufe.

Wichtig flr den genetischen Unterricht ist das Prinzip der Wiederentdek-
kung.Die Organisation des Stoffes wird bestimmt durch die innermathemati-
schen Notwendigkeiten.Durch die Ausrichtung des Stoffes an der Fachstruktur
laft sich nach Wagenschein und Wittenberg eine grofe Motivation der Schiler
erreichen,da sie ihr persdédnliches Engagement erfordert.

Der Unterricht soll so angelegt werden,dass der Schliler mdglichst viele ma-
thematische Problemldésungen selber entdecken kann.Dazu ist eine Ungesi-
chertheit des Lehrgangs notwendig,damit der Schiiler selbst den stofflichen
Fortgang des Unterrichts bestimmen kann.Gefordert wird also ein offener Un-
terricht,der Uber sich hinaus wachsen kann.

Andererseits wird der Unterricht durch das Prinzip der Abrundung be-
herrscht,worunter verstanden wird,dass sich der Unterricht in natltGrlicher
Weise zu Zusammenhdngen ordnet,die abgeschlossene Einheiten bilden.

Ein systematischer Unterricht,der zunachst Strukturen bereitstellt,um aus
Thnen weitere Erkenntnisse an geeigneter Stelle ableiten zu kénnen,wird ab-
gelehnt.Stattdessen werden die bendtigten Voraussetzungen immer dann erst
erforscht und begrindet,wenn man bei der L&sung eines Problems erkennt,
dass man dieser Voraussetzungen bedarf. (Lernen in Kontexten)

Ein wichtiges Mittel ist in diesem Zusammenhang das Beweisen.Durch das Be-
weisen wird verdeutlicht,wie ein komplexerer Sachverhalt auf einem ande-
ren einfacheren ruht.

Ein Unterichtsgang zum Thema Graphentheorie 1af3t sich gut nach den Vor-
stellungen des genetischen Unterrichts strukturieren.Dazu ist eine geeigne-
tes Einstiegsproblem auszusuchen,das dann anschlieflend vom Schiiler nach al-
len Seiten hin ausgeweitet werden kann.

Als zu behandelnder Themenkreis kénnte z.B. der Komplex Eulerbeziehung,
ebene Graphen und Farbbarkeit,der im gleichnamigen Kapitel ausfihrlich dar-
gestellt ist (Kapitel C 1IV),gewahlt werden. Hier soll der Unterrichtsgang
nur kurz skizziert werden werden (siehe zu dieser Unterrichtsreihe auch den
entsprechenden Unterrichtsplan im Anhang) .

Auf Grund einer Untersuchung von verschiedenen ebenen und auch nicht ebe-
nen Graphen fa4llt sofort die Eulerbeziehung zwischen den Anzahlen von
Knoten,Kanten und Gebieten flUr ebene Graphen auf,besonders,wenn man eine
Tabelle mit den entsprechenden Zahlen fir verschiedene Graphen erstellt.
Die Beziehung ist so einfach,dass sie vom Schiler leicht in einer Formel
dargestellt werden kann.

Eine Sonderstellung nehmen bei dieser Untersuchung Graphen ein,die nur ein
sie umschlieRendes Gebiet besitzen,ndmlich die Baume (die Gerliste eines um-
fassenden Graphen) .

Dies fihrt zur Beweisidee der Eulerformel,namlich einen komplexen Graphen

durch Wegnehmen von Knoten so zu reduzieren, bis nur noch das Gerlst des
Graphen als Baum Ubriggeblieben ist.
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Flir Baume 1laf3t sich die Eulerbeziehung jedoch direkt einsehen.

Durch das sich hier als gegebene Notwendigkeit darstellende Beweisprinzip
der vollstandigen Induktion,zu dem dieses Beispiel den Anlaff gibt,sich mit
diesem Beweisverfahren Uberhaupt zu beschaftigen,laRt sich die Eulerbezie-
hung dann auch auf komplexere ebene Graphen ausweiten.

Hier zeigt der Beweis,wie ein komplexerer Sachverhalt auf einfacherem ruht
(s.o.).

Jetzt kann das Thema ausgeweitet werden,um zu untersuchen,woran es liegt,
dass nichtplanare Graphen die Euler-Beziehung nicht erfiillen.Solche Unter-
suchungen kénnen zu Kriterien in Form von Gleichungen bzw. Ungleichungen
flihren,die eine notwendige (aber keine hinreichende) Bedingung fir das Vor-
liegen der Planaritat eines Graphen darstellen.

Mit TIhnen kann aber entschieden werden (wenn sie erfullt sind),dass ein
vorgegebener Graph nicht planar ist.

Die Begriffe notwendige und hinreichende Bedingung koénnen an dieser Stelle
eingefthrt werden.

Eine weiter Ausweitung des Themenkreises ist jetzt mdéglich durch Einbrin-
gung des Erbteilungproblems,namlich ein Land unter 5 Sohnen so zu tei-
len,dass jeder mit jedem eine gemeinsame Grenze hat.Hier wird man dem Schii-
ler Zeit zum ausfihrlichen Probieren lassen.

Durch Reduzierung der Lander auf ihre Hauptstddte wird die Graphenstruktur
des Problems sichtbar,und das Problem erweist sich als Aaquivalent einen
entsprechenden ebenen Graphen zu erzeugen.An dieser Stelle wird eine
nachsthdhere Stufe der Einsicht ereicht,ndmlich daf® man zu einer Karte ei-
nen aquivalenten Graphen erzeugen kann und umgekehrt.

Sollen Schller an dieser Stelle selbst auf diese Idee kommen,was nach der
Theorie des genetischen Unterrichts wlnschenswert ist,wird man auch an die-
ser Stelle viel Zeit flr den Unterrichtsgang einplanen missen.

Durch Verteilung von Farben fir die einzelnen Lander bzw. Knoten ergibt
sich zwanglos die Einsicht,dass es anscheinend immer ausreicht nur vier
Farben fUr das Farben der Karte zu benutzen (ebener Graph).

Dies fuhrt dann unmittelbar zur Problematik des Vier-Farben-Problems.

An dieser Stelle bietet es sich schlieflich an,einen Algorithmus zu entwer-
fen,um zu untersuchen,wieviele Farben mindestens ndétig sind,um einen vorge-
gebenen Graphen zu farben,d.h. der zum Begriff der chromatischen Zahl.

Dies fuUhrt zur Notwendigkeit sich mit der Darstellung von Graphen und der
Programmierung entsprechender Algorithmen zu beschaftigen.

Schliefflich fihrt der Begriff der chromatischen Zahl noch zur Definition
des paaren Graphen,der die Besonderheit aufweist,immer mit zwei Farben
farbbar zu sein.

Als weilteres behandelndes Problem als Beispiel fir genetischen Unterricht
kénnte auch das Thema Optimierung von Lésungen mit Hilfe von Graphen ausge-
wahlt werden, das hier nur kurz angedeutet werden soll. (Vgl. die Kapitel C
IX und C XIII Uber den Maximalen Fluss und Uber Minimale Kosten)

Als Eingangsbeispiel kann die Aufgabe (Kapitel C IX und C XIII) dienen,in
einem Verkehrsverbund mit den Transportmitteln Eisenbahn, StraRenbahn und
Bus den kostenglnstigsten Weg zu finden.Zundchst einmal wird man sich bei
dieser Aufgabe damit beschaftigen,wieviel Personen Uberhaupt maximal fahren
kénnen.

Dies fuhrt dem Algorithmus von Ford-Fulkerson..
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Der Algorithmus kann dann zum Algorithmus von Busacker Gowen verallgemei-
nert werden,wobei es hier notwendig wird,sich mit dem Problem Finden des
minimalen Pfades zwischen zwei Knoten eines Graphen zu beschaftigen.

Weitere Verallgemeinerungsstufen des Themenkreises stellen dann das Trans-
port-und Hitchcockproblem dar,die schlieflich wiederum =zur Beschaftigung
mit dem allgemeinen Optimierungsproblem auf Graphen oder aber zur Aufgaben-
stellung Finden eines Optimalen Matchings anregen.Als Anwendung kann dann
noch das Chinesische Brieftragerproblem geldst werden(siehe zu dieser Un-
terrichtsreihe auch den entsprechenden Unterrichtsplan im Anhang) .

Wie die Beispiele zeigen 1laflt sich also auch an Hand eines Unterrichtsgangs
der Graphentheorie die genetische Unterrichtsmethode verwirklichen.

VI)Projektorientierter Unterricht:

Projektorientierter Unterricht ist ein Unterricht,der sich unmittelbar an
praktischen Gegebenheiten des taglichen Lebens orientiert oder aber der
Bewaltigung technisch-praktischer Fragestellungen dient.Projektunterricht
ist oftmals verbunden mit facherlbergreifenden Unterricht,weil ein einzel-
nes Fach meistens nicht zur L&ésung der Probleme,die in der Lebensumgebung
der Schiiller auftreten,alleine ausreicht.

Dabei ist oft nicht die Entwicklung mathematischer Fahigkeiten das vorran-
gige Ziel,sondern der Schiler soll ein verbessertes Verstandnis der Proble-
me seiner sozialen Umgebung erhalten.

Beil einem Projekt steht nicht der Lehrer als Organisator und Vermittler des
Lernprozesses im Vordergrund, sondern der Schiler soll weitgehend selbst-
standig das Lernziel auswahlen und den eigenen Lernprozess bestimmen.

Da diese Selbstandigkeit von Schillern erfahrungsgemaf oft nicht geleistet
werden kann,beschrankt sich der in seinen Anforderungen reduzierte Projek-
tunterricht darauf,dass der Schiiler zwischen verschiedenen vom Lehrer vor-
gegebenen Lernzielen und Lerninhalten auswdhlt und der Lehrer beim Lernpro-
zess des Schillers die Rolle des Beraters bzw. Koordinators einnimmt.

Meistens erfordert ein Projekt auch die Zusammenarbeit mit Mitschllern in
einer Gruppe,die alle am selben Projekt arbeiten.Dies bedeutet eigene Ta-
tigkeiten mit anderen abstimmen und gemeinsame Ziele anzustreben, sowie Auf-
teilung von Aufgaben,Koordination der Aktivitdten und Zusammensetzung aller
Teilprojekte.

Speziell im Fach Informatik versteht man unter der Durchfihrung eines Pro-
jekts das Arbeiten von verschiedenen Gruppen an einem Gesamtprogramm,das
jeweils in sinnvolle Module aufgeteilt wurde,die von jeder Gruppe selbst-
standig erstellt werden sollen.

Dabei ist es wichtig,dass sich die Gruppen untereinander koordinieren.Das
bedeutet eine genaue Abstimmung des Schnittstellen der Module untereinander
sowie eine Spezifikation,was die einzelnen Module genau leisten sollen.

Jede Gruppe testet die Funktionsfdhigkeit ihres fertigen Moduls gemaf die-
sen Vorgaben.Zum Schluss des Projekts werden die Module zu einer Einheit
zusammengesetzt.Eine in ihrem Schwierigkeitsgrad nicht zu unterschétzende
Phase ist dann die Fehlersuche und das Debuggen des Gesamtprogramms.

Die Informatiklehrpldne aller Bundeslander sehen die Durchfihrung von Soft-
wareprojekten in der Sekundarstufe II vor.Zur Einlbung dieser Unterrichts-
form sollten zunachst kleinere Projekte durchgefihrt werden.

Informatik ist das Fach, das sich besonders gut fir die Durchfthrung von
Projekten eignet.Weil die Erstellung eines umfangreichen Programm fir eine
Person praktisch unmdéglich ist,bietet sich diese Unterrichtsform geradezu
an.
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Auch die Algorithmen,die zu graphentheoretischen Problemen gehdren,sind oft
so umfangreich,so dass es sich fast von alleine ergibt die projektorien-
tierte Unterrichtsform bei der Erstellung von Programmen zum Thema Graphen
einzusetzen.

Als Zeitpunkt bietet sich hier die Jahrgangsstufe 12 und 13 an (insbesonde-
re im Hinblick auf das Thema Graphen als Behandlung von Datenstrukturen
mit den Spezialfdllen Baumen und Listen,die vom Lehrplan gefordert werden) .

Auch die Forderung, dass sich ein Projekt am sozialen Umfeld und der prak-
tischen Lebenserfahrung der Schliler orientieren sollte,kann mit dem Thema
Graphen erreicht werden.

Wie schon mehrfach erwadhnt,entspringen die Aufgabenstellungen der Gra-
phentheorie oft real vorkommenden Problemen,die durch eine mathematischen
Modellbildung in diese abstrakte Struktur unter Beachtung der wesentlichen
Aspekte der Probleme gebracht wurden.

Die Durchfihrung eines Projekts kann jetzt auch als Lernziel verfolgen,die
soziale Struktur der primdr vorhandenen realen Probleme zu untersuchen und
aufzuzeigen.

Beispielsweise kdénnte es ein Lernziel sein,die Problematik von Verkehrspro-
blemen in Innenstadten zu analysieren und zu untersuchen, inwieweit Optimie-
rungsstrategien der Graphentheorie eine Erleichterung dieses Problems mit
sich bringen kénnten. (Transport-und Flussprobleme)

Weitere Beispiele sind:

Gibt es eine Moglichkeit,durch Kraftstoffeinsparung die Umwelt mdglichst
wenig zu belasten,indem die optimale (klGrzeste) Route mittels der Gra-
phentheorie zwischen Orten bestimmt wird,und wo in der Praxis bieten sich
solche Méglichkeiten an?

Ist es mdéglich einen Verkehrsverbundplan z.B. durch Einsatz der Netzplan-
technik effizienter zu benutzen,so dass man schneller mit &ffentlichen Ver-
kehrsmitteln zum gewlnschten Ziel kommen kann?

Inwieweit kann man mit der Wahrscheinlichkeitstheorie und speziell mit als
Graphen dargestellten Markovketten die Gewinnwahrscheinlichkeiten eines
Glicksspiels (Lotto, Roulette usw.) vorhersagen?

Kann man mit Hilfe der Graphentheorie den klUrzesten Rundweg,der durch meh-
rere Stadte fuhrt, finden?

Die genannten Aufgabenstellungen bieten auch Anlass zu einem féachertber-
greifenden Unterricht.So bietet sich eine Zusammenarbeit mit dem Fach Poli-
tik oder Sozialwissenschaften bzw. Wirtschaftswissenschaften an,um Aufga-
benstellungen aus dem Bereich Operations Research von gesellschaftsrelevan-
ten Zusammenhdngen her zu analysieren.

Es zeigt sich also,dass Projektunterricht eine geeignete Unterrichtsform
zur Vermittlung von Unterrichtsinhalten der Graphentheorie ist.

Nach Lenne’ (Lit 38) lassen sich neben der genetischen Unterrichtsmethode
von Wagenschein und Wittenberg noch zwei andere Hauptrichtungen der Mathe-
matikdidaktik oder besser der Methodik der Mathematik unterscheiden,namlich
die traditionelle Aufgabendidaktik und die Neue Mathematik.

Die genetische Methode wurde oben schon ausfihrlich erdrtert.Bei der Aufga-
bendidaktik vermittelt der Lehrer (in den meisten Fallen)an Hand von Aufga-

ben durch Lehrervortrag mathematische Kenntnisse,Methoden und Ldsungswege.

Zur EinlUbung des Verfahrens werden dann Aufgaben gestellt, die wvon den
Schlilern bearbeitet und deren Ldsungen anschlieffen vom Lehrer kontrolliert
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werden. Das Stellen, Bearbeiten, L&sen und Kontrolle sind dabei die wesent-
lichen methodischen Elemente der Vermittlung von Wissen.Daher miissen zu al-
len im Unterricht behandelten Inhalten geeignete Aufgaben bereitgestellt
werden.

Beil der Neuen Mathematik unterscheiden sich eine rigorose und eine gemaRig-
te Richtung.Wahrend in der rigorosen Richtung der Prozess des Deduzierens
aus vorgegebenen Axiomensystemen im Vordergrund steht und sich am fachli-
chen Aufbau der Universitdtsmathematik orientiert,legt die gemaffigte Rich-
tung groRen Wert auf den Vorgang des Mathematisierung an Hand von Modellen,
dem logischen Ordnen der Einzelbeziehungen der Elemente dieser Modelle und
dem Erzeugen einer globalen Ordnung durch Zusammenfiigen der Elemente und
der Herstellung von begrifflichen Zusammenhangen.

Wahrend sich die Strukturmathematik der rigorosen Richtung,die sich ins-
besondere durch die Grundlegung aller Begriffe an Hand der Mengenlehre und
durch formales Ableiten aller weiterflhrender Erkenntnisse aus diesen
Grundlagen auszeichnete,nicht im Schulunterricht durchgesetzt hat und wie-
der weitgehend aus den Lehrplanen und Schulblichern verschwunden ist,weil
sie sich als Sackgasse erwiesen hat,hat sich die gemafRigte Richtung be-
wahrt, insbesondere weil sie jeweils mit all ihren Teilen in den Zielen
der oben diskutierten Methoden des Operationalisierten Unterricht,des Wis-
senschaftsorientierten Unterricht,des Anwendungsorientierter Unterricht und
des Problemorientierten Unterrichts aufgeht.

Graphentheorie kénnte nach allen drei Richtungen der Lenne’schen Hauptrich-
tungen unterrichtet werden.

Zum genetischen Unterricht wurden schon weiter oben Beispiele genannt,und
die Methoden der gemdRigten Richtung der neuen Mathematik sind ebenfalls
in den obigen Erdrterung der verschiedenen Unterrichtsmethoden enthalten.
Insbesondere sollte bei der letztgenannten Richtung der Algorithmenbegriff
im Vordergrund stehen.

Graphentheorie 1aRt sich auch nach der Aufgabendidaktik unterrichen, indem
man an Hand von Aufgaben im Lehrervortrag Eigenschaften und Algorithmen wvon
Graphen erlautert,und dann geeignete Graphen als Aufgaben vorgibt,an denen
diese Eigenschaften verifiziert bzw. entsprechende Algorithmen ausgefihrt
werden sollen.

So sollte man allerdings Graphentheorie nicht unterrichten,da sich bei ei-
nem Unterricht nach den anderen Methoden eine weit grdéferen Gewinn an ma-
thematischem Kénnen erzielen laRt.AuRerdem ist diese Unterrichtsmethode fiur
die Schiiler auch am langweiligsten.Natlrlich 1aRt sich auf das Eintben des
Stoffes an Hand von Aufgaben schon im Hinblick auf Klausuren nicht verzich-
ten.Deshalb finden sich Aufgaben zur Vertiefung des Gelernten auch in Kapi-
tel C.Falsch ist jedoch die Ldsung der Problemstellung vom Lehrer fertig
vorzugeben.Vielmehr sollte Graphentheorie so unterrichtet werden,dass Schi-
ler selber Eigenschaften von Graphen entdecken,Graphenmodelle selber auf-
stellen und Algorithmen selber entwerfen kdnnen.

Unter diesem Aspekt sind die Unterrichtsskizzen mit geeigneten Ein-
stiegsproblemen des Kapitels C konzipiert worden,an Hand derer Schiler die
Losungen der Probleme,eventuell durch den Lehrer leicht gelenkt, selber ent-
wickeln koénnen. (Die Einstiegsaufgaben sollten deshalb unter diesen Ge-
sichtspunkten vom Lehrer vorgefihrt und prasentiert werden.Vergleiche dazu
auch die Ausfihrungen von Kapitel B III.)

Die Einstiegsprobleme gehen fast ausnahmslos von Problemen der Alltagser-
fahrung der Schiiler aus und sind deshalb zundchst als Graph zu modellie-
ren.Dadurch steht kein Problem isoliert da,sondern das Lernen geschieht im
Anwendungszusammenhang,wobei sich oft verschiedene Problemstellungen aus-
einander entwickeln lassen und aufeinander aufbauen.

Bel einem Unterricht nach der rigorosen Richtung der Neuen Mathematik wlr-

de man mit der Mengenlehre beginnen und die Definition des Graphenbegriffs
sowie weitere Eigenschaften streng aus diesen Grundlagen axiomatisch unter
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formaler Darstellung der Graphen mittels der mengentheoretischen Bezeich-
nungsweise ableiten und darstellen. Dieser Weg ist jedoch flr den Schulun-
terricht zu abstrakt und auch zu wenig motivierend.

Die bisherigen Ausfiihrungen dieses Kapitels zeigen, dass sich Graphenthe o-
rie unter didaktischen und methodischen Gesichtspunkt als sehr flexibles

Thema erweist und (beinahe) zu jeder Richtung und Methode sowie zur Erfu I -
lung der allgemeinen und speziellen Lernziele des Mathematik-und Inform a-
tikunterichts seinen Beitrag leisten kann.(So dass man am besten sich gar

nicht auf nur eine der bisher diskutierten Methoden festlegen,sondern je

nach zu vermittelndem Problem immer die jeweils gunstigste Methode herau S-

suchen sol |te.)

Erstaunlich ist dann,dass es jedoch bisher im Lehrplan Mathematik (fast)
keinen Platz gefunden hat.

Wie schon in der Einleitung erwahnt,ist der Grund dafir wahrscheinlich in
der Tatsache zu suchen,dass sich die Problemstellungen der Graphentheorie
nicht so sehr auf eine Untersuchung der statischen Eigenschaften eines
Graphen beziehen, sondern zu einem groflen Teil auf den dynamischen Aspekt
der Algorithmischen Graphentheorie ausgerichtet sind.

Diese Algorithmen sind aber keine reinen numerischen Algorithmen,die sich
nur auf die Veranderung von Zahlenwerten beziehen, sondern erfordern die Be-
achtung der durch den Graph vorgegebenen Beziehungstruktur von Knoten und
Kanten,wodurch bei der manuellen Ausflhrung eines solchen Algorithmus eine
grof’e Zahl von Zeichnungen des Graphen gemafs der verschiedenen Zustande des
Algorithmus erforderlich ist.Dieses ist aber,besonders bei grdfleren Graphen
ein sehr mihsames und wenig motivierendes Verfahren.

Es wird verbessert durch den Einsatz einer durch ein Programm gesteuerten
Maschine,d.h. eines Computers,der die verschiedenen Zustande als Textausga-
be oder sogar graphisch auf einer Zeichenoberflache darstellen kann.

Dazu ist der Algorithmus nicht mehr manuell auszuflhren,sondern als Pro-
gramm zu schreiben.Die Beschaftigung mit Algorithmen auf Graphen wird in
das Gebiet der Informatik verlagert,und deshalb ist es nicht verwunderlich,
dass das Thema Graphen zumindest im Bereich der Hochschulinformatik eine
wichtige Rolle spielt.

In den Schuluntericht sind allerdings bislang im wesentlichen die Graphen
nur in ihrer Spezialform als Liste oder als Baum eingedrungen.

Diese Arbeit soll dazu beitragen, die Behandlung des Themas Graphentheorie
sowohl im Mathematikunterricht als auch im Informatikunterricht populérer
zu machen.

Zur Begriindung ist hervorzuheben,inwieweit die Behandlung von Unte r-
richtsinhalten dieses Gebietes Beitrage leisten kann,die von anderen Unte r-
richtsinhalten dieser Facher nicht in diesem besonderem Mal3e erreicht we r-

den k6 nnen.

Winter stellt (Lit 64,S.59) eine Checkliste zur Auswahl von konkreten Un-
terrichtsinhalten zusammen,die sich an den allgemeinen und speziellen Lern-
zielen orientiert.

»Ist der Stoff

1) -dem kognitiven Niveau und den Interessen der Schiiler adaquat?

2)-dem Interesse und den didaktischen Mdoglichkeiten des Lehrers adaquat?

3) -von allgemeinerer mathematischer (oder informatischer) Bedeutung?

4)-in das fachliche Curriculum sinnvoll einzuordnen
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Ist der Stoff gerechtfertigt

5)-als ,Kulturtechnik"“?

6) -durch eine umweltbezogene Sachsituation?
7) -als urteilsbildene Information?

8) -als mathematische Grundlage flr technisches oder naturwissenschaftliches
Verstandnis?

9) -durch seine kulturhistorische Bedeutung?

10) -zur Besinnung auf Méglichkeiten und Grenzen der Mathematik?
11) -durch seinen asthetischen Wert?

-Ist der Stoff geeignet als Beitrag

12) -zum Anschauungsvermdgen?

13) -zum logischen Denken?

14) -zu Kommunikations-bzw. Kooperationsfadhigkeit?

15) -zur Sprachfdérderung? (speziell: Fachsprache und Symbolik sowie Program-
miersprache)

16) -zur Kritikfahigkeit?
17) -zum Problemldseverhalten?
18) -zur Selbststandigkeit?

19) -zur Férderung geistiger Grundtechniken (vergleichen, ordnen, abstrahie-
ren, verallgemeinern, klassifizieren, konkretisieren, analogisieren)?

20) -zur Férderung von ,Arbeitstugenden“ (Sorgfalt, Genauigkeit, Gewissen-
haftigkeit, Klarheit, Ordnung)?

21) -zur allgemeinen oder speziellen Berufsvorbereitung?™

Die folgende Zusammenstellung von Vorteilen orientiert sich an dieser Zu-
sammenstellung und gibt jeweils in Klammern die Nummern der Kriterien der
Checkliste an,die erflillt werden.

Vorteile beim Einsatz von Unterrichtsinhalten aus dem Berei ch G aphent heo-
rie:

1) Probleme der Graphentheorie sind durch die Visualisierung mittels der
Struktur des Graphen auRerordentlich anschaulich und elementar zu formulie-
ren.Sie kdénnen oft ohne Rickgriff auf irgendwelche mathematischen Vorkennt-
nisse entwickelt werden und sind damit auch Personen ohne mathematische
Vorbildung sofort verstadndlich zu machen.

(Kriterien: 2/11/12/15/13/17/18/19)

2)Das Suchen von L&ésungen von Problemen der Graphentheorie bedeutet &fters
als bei anderen mathematischen Unterrichtsinhalten das Erstellen von nicht-
numerischen Algorithmen,d.h. von Algorithmen, bei denen nicht die Verande-
rung von Zahlen bzw. das Rechnen mit Zahlen sondern das Durchlaufen oder
das Andern einer Struktur,die durch die Beziehung von Knoten und Kanten ge-
geben ist,im Vordergrund steht oder ausschlieRlich erforderlich ist (z.B.
tiefer Baumdurchlauf usw.) .
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Die Algorithmen der Graphentheorie sind daher anschaulicher zu verstehen.
(Kriterien: 1/2/12/13/15/17/18/19)
3)

a)Durch die wvielfaltigen Beziehungen,mit der Knoten und Kanten eines Gra-
phen miteinander verknlpft sind,bieten sich Unterrichtsinhalte der Gra-
phentheorie mehr als andere zur Erforschung, zum Probieren, zum Experimen-
tieren und zu heuristischen Lé&ésungsversuchen,d.h. zum entdeckenden Lernen
an.Der Prozess des Mathematisieren kann hier besonders gut durchgefihrt
werden.

b) Probleme der Graphentheorie regen zum Beweisen an,weil die Beweisschritte
oft anschaulich am Graph in Form eines Algorithmus nachvollzogen werden
kénnen und daher das Beweisen in einem manuellen Experimentieren an der
Graphenstruktur besteht.

R. Bodendiek nennt (Lit 7,S. 39) folgende Beispiele fir Problemstellungen,
die von den Schlilern leicht erraten bzw. erkannt und zum Teil auch alleine
bewiesen werden kodnnen:

sa)der Graph ist geschlossen (offen) einzigig,

b)der Graph ist Hamiltonsch,

c) zwei Graphen sind zueinander isomorph,

d)die Anzahl der Ecken ungeraden Eckengrades ist in jedem Graph gerade,

e)die Summe aller Eckengrade ist in jedem Graphen gleich der doppelten Kan-
tenanzahl,

f)in jedem Baum B mit n Ecken gibt es genau n-1 Kanten,
g) jeder Weg ist grazids,
h)die platonischen Graphen sind Hamiltonsch und grazids.

(Ein zusammenhdngender, schlichter, ungerichteter Graph heif’t grazids, wenn
es eine surjektiver Abbildung g von den Kanten des Graphen auf die Zahlen
von 1 bis k gibt,wobei k die Anzahl der Knoten des Graphen ist und das Bild
jeder Kante gleich dem Betrag der Differenz der Bilder seines Anfangs-und
Endknotens ist mit einer Abbildung £, die die Menge der Knoten bijektiv in
die Menge der Zahlen von 1 bis k abbildet.)

(vgl. zu den obigen Behauptungen auch die Beweise im Kapitel uber Knoten,
Kanten,Baume Wege und Komponenten)

(Kriterien: 1/2/3/4/5/7/13/15/17/19/19/20)

4) Probleme der Graphentheorie sind oft keine mathematisch abstrakten Pro-
bleme, sondern sind Modelle von real existierenden Problemen.Dadurch wird
eine groflere Motivation sich mit diesen Problemen zu beschaftigen und diese
Probleme zu lbsen gegeben.Im Bereich des Operations Research sind die L&-
sungsmdglichkeiten durch die Methoden der Graphentheorie unverzichtbar.

(Kriterien: 3/4/6/8/17/19/21)

5)Viele Probleme lassen sich auf die Struktur von Graphen zurlckfihren,
namlich alle die Probleme,die eine zweiseitige Relationen zwischen Elemen-
ten einer Grundmenge darstellen.Daher sollte der Begriff der Graphenstruk-
tur und der Umgang mit ihr im Unterricht gelbt werden.Die Struktur eines
Graphen ist so aufgefaft auch als Vorstufe zum Funktionsbegriff (eindeutige
Relation) zu sehen.Als besondere Eigenschaften einer Relation kd&énnen die
Begriffe reflexiv, transitiv, symmetrisch, antisymmetrisch, aquivalent so-

37



wie das Erzeugen einer globalen Ordnung mit Hilfe wvon Graphen veranschau-
licht werden.Eine Funktion (mit endlicher Definitionsmenge) 1laf3t sich dann
als spezieller gerichteter paarer Graph darstellen.

(Kriterien: 3/4/7/13/17/18/19/20)

6)In der Informatik ist die Struktur von Graphen als Datenstruktur flr vie-
le Probleme unverzichtbar (Grund: vgl. Vorteil 5).

Wenn also komplexe Programme mit Hilfe von Programmen geldst werden sollen,
sollte der Graph als Hilfsmittel bereitstehen.

(Kriterien: 3/4/8/13/17)

7)Listen- und vor allen Dingen Baumalgorithmen,mit denen Probleme wie das
Suchen und Sortieren sehr effizient geldst werden kodnnen,sind Spezialfalle
der entsprechenden Graphenalgorithmen.Durch das Behandeln der Graphenstruk-
tur werden die allgemeinen Prinzipien dieser Algorithmen besser sichtbar
und kénnen universeller eingesetzt werden.

(Kriterien: 1/2/3/4/13/15/17/18/19/20)

8) Problemstellungen der Graphentheorie sind mehr als andere Inhalte geeig-
net,unter Vermeidung von Frontalunterricht mit Hilfe alternativer Unter-
richtsformen vermittelt zu werden,z.B. projektbezogen und Schlilergruppen-
zentriert,weil die Erstellung der bendtigten Algorithmen das kooperative
Arbeiten von Gruppen erfordert.

(Kriterien: 1/2/3/4/14/16/17/18/19/20)

Welche Themen aus dem umfangreichen Gebiet der Graphentheorie sollten fur
den Schulunte rricht als Unterrichtsinhalte ausgewahlt werden?

Der Umstand,dass sich bisher im Informatikunterricht der Schule im wesent-
lichen nur die Behandlung von Listen und B&umen als Spezialfédlle von Gra-
phen findet,ist wahrscheinlich darin begrindet,dass das bekannte Buch Al-
gorithmen und Datenstruktur von Nikolaus Wirth (Lit 63),das sich auf die
Unterrichtsinhalte des Faches Informatik der Schule wie kein anderes ausge-
wirkt hat,nur bis zur Komplexitdt dieser Datenstrukturen fihrt.

(Der Einfluss Wirths auf den Informatikunterricht rthrt daher,dass ihm als
Begrinder der Sprache Pascal,die hauptsdchlich im Schulunterricht einge-
setzt wurde,auch besondere Kompetenz bei der Auswahl der Inhalte des Unter-
richt zugemessen wurde.)

Verfasser anderer Werke neueren Datum zum Thema Algorithmen und Datenstruk-
turen Dbeziehen die Graphentheorie in gréfierem Umfang mit ein:z.B.
T.Ottmann, P.Wildmayer, Algorithmen und Datenstrukturen (Lit 46).

R. Baumann (Lit 2,S. 263) fordert daher

,die Behandlung der -bisher im Informatikunterricht favorisierten -
Sortieralgorithmen und der Baumstrukturen einzuschranken und dafir die kom-
binatorischen bzw. Suchalgorithmen in allgemeinen Graphen als Schulbeispie-
le flr das Thema Algorithmen und (hdhere) Datenstrukturen heranzuziehen.
Ferner sollte man nicht den Dbisher Ublichen Weg ,Listen (Sta-
pel, Schlangen) ,Baume gehen, sondern den Sprung mitten in die kombinatori-
sche Optimierung wagen und die bendtigten programmtechnischen Hilfsmittel
(beispielsweise Zeigerkonzept in Pascal) ad hoc erarbeiten .“

Baumann nennt fUnf Beispiele zum Thema Graphentheorie,die unbedingt behan-
delt werden sollten und ,die so beziehungsfdhig sind,dass sich von jedem
von Ihnen das gesamte Gebiet der Graphentheorie erschliefen laRt."

Die Beispiele sind:
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1)Das Eulerproblem

Als praktische Anwendungen werden dabei das Kdénigsberger Brlckenproblem und
das Parkuhrenproblem (Rundweg flr eine Politesse,die an BUrgersteigen mit
Parkuhren genau einmal vorbeigehen mbdchte) genannt.

2)Das Hamiltonproblem

Als praktische Anwendung wird die Springertour auf einem Schachbrett ge-
nannt. (Der Springer soll auf jedem Feld des eventuell in der Zeilen-und
Spaltenzahl verkleinerten Schachbretts genau einmal zu stehen kommen.)

3)Das Labyrinthproblem

Als praktisches Anwendung wird das Suchen eines Weges vom Eingang eines La-
byrinths zu seinem Ausgang genannt. Das Problem 1laRt sich durch einen Tie-
fenBaumdurchlauf oder durch einen BreitenBaumdurchlauf 1ldésen und lésst sich
zur Aufgabe den minimalen Pfad bzw. alle Pfade zwischen zwei Knoten (Ein-
und Ausgang) zu finden erweitern (s.u. vgl. 5).

4)Das Traveling-Salesman-Problem

Als praktische Anwendung wird u.a. die Rundreise eines Vertreters durch
verschiedene Stadte genannt. (Kreis mit besonderen Eigenschaften)

5)Das Problem des klrzesten Weges

Als Anwendungsbeispiel wird die Fahrt eines Frachtschiffes auf dem klrze-
sten Weg zwischen zwei Hafen genannt.

(Dies bedeutet das Suchen eines minimaler Weg zwischen zwei Knoten.Eine Er-
weilterung dieser Aufgabenstellung ware das Suchen aller Pfade zwischen zwei
Knoten.)

Alle fuUnf genannten Algorithmen sind in dem Programm Knotengraph enthal-
ten.

Bielig-Schulz erganzt die Beispiele Baumanns (Lit 5,S. 38 -42) um ein wei-
teres Anwendungsproblem auf Graphen:

6)Ein minimal spannender Baum

Als Anwendungsbeispiel wird das Wiederherstellen eines zusammenhdngenden
Weges in einem Wald genannt.

Als Lésung wird der Algorithmus von Prim vorgeschlagen.

Das Programm Knotengraph enthalt (gleichwertig) eine L&ésung dieses Problems
nach dem Algorithmus von Kruskal.

Falls keine Zeit in einer Unterrichtsreihe zur Verfligung steht,ein Programm
dieses Umfang vollstandig von den Basismethoden aus beginnend zu erstellen,
“sollte man eine solche Umgebung (d.h. einen Modul,der Grundalgorithmen der
Graphentheorie bereitstellt) zur Verfligung stellen. ™ (Baumann,Lit 5, S. 42)

Genau dies geschieht in dieser Arbeit mittels der Entwicklungsumgebung von
Knotengraph.

Welche konkreten Unterichtsinhalte sollten in mit dem Programm Knotengraph
(Konzeption DWK) bzw. mit der Entwicklungsumgebung Knotengraph (Konzeption
EWK) durchzufiihrenden Unterichtsreihen entha | ten sein?

I)Zum einen sind dies sicherlich die von Baumann und Bielig-Schulz genann-
ten grundlegenden sechs Graphenalgorithmen (und eventuelle Erweiterun-
gen) ,von denen aus sich das gesamte Gebiet der Graphentheorie erschlieflt.
Diese Algorithmen lassen sich allgemein unter dem Begriff Suchen von Pfaden
und Wegen in Graphen sowie Euler- und Hamiltonlinien zusammenfassen.
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In diesem Themenkomplex sind auch die bisher im Informatikunterricht behan-
delten gspeziellen Baum-und Listenalgorithmen enthalten bzw. sollten hier
eingebunden werden.Dieser Themenbereich ist deshalb auch vom Standpunkt der
Informatik aus das wichtigste zu behandelnde Gebiet der Graphentheorie.

Die Skizzen zu Unterrichtsreihen zu diesem I. Komplex sind in den Kapiteln
C I Kanten, Baume, Wege und Komponenten,C II Suchverfahren in Graphen,
Baum-und Pfadalgorithmen, Gerlste,C III Alle Pfade sowie minimaler Pfad
zwischen zwei Knoten sowie C V Euler-und Hamiltonlinien dargestellt (aber
auch im Kapitel B IIT).

IT)Legt man grofien Wert auf eine anwendungsorientierte, problemorientierte
und projektorientierte Unterrichtsmethode,die auch den Erfahrungsbereich
der Schuler besonders einbezieht,sollte eine Auswahl von Problemen aus dem
Gebiet Operations Research behandelt werden.Diese Aufgabenstellungen haben
Uberdies den Vorteil,dass sie das wichtige Problem des Optimierens von LO-
sungen,d.h. die Losung von (diskreten) Extremwertaufgaben behandeln.

Als wichtige Anwendungen bieten sich hier das Aufstellen eines Netzzeit-
plans,das minimale Kostenproblem,das maximale Flussproblem,das optimale Zu-
ordnungsproblem,das optimale Transportproblem bzw. das Hitchcockproblem,
allgemeine Optimierungsprobleme,wie sie auch mit dem Simplexalgorithmus ge-
16st werden koénnen und als spezielle Anwendung das chinesische Brieftra-
gerproblem an.

Die Kapitel des Abschnitts C Graph als Netzplan (C VI),Maximaler Netzfluss
(C IX), Kosten und Transportprobleme und optimales Matching (C XIII), Das
Chinesische Brieftragerproblem (C XIV) beschreiben Skizzen von entsprechen-
den Unterrichtsreihen.

ITTI)Will man gemaR einem wissenschaftsorientierten Unterricht die Behand-
lung von Strukturen der Mathematik oder Informatik,wie z.B. den Relations-
und Funktionsbegriff bzw. die strukturierte Losung von Gleichungssystemen
oder aber Strukturen der theoretischen Informatik in den Vordergrund stel-
len,wird man auf die Behandlung von Graphen als Relationen,auf die Erzeu-
gung eines maximalen Matchings in einem bipartiten Graphen (Zuordnungspro-
blem) und auf das Losen von Gleichungssystemen mit Hilfe des Algorithmus
von Mason sowie als Informatikanwendung auf die Simulation eines endlichen
Automaten mit Hilfe eines Graphen Wert legen.

Die Kapitel des Abschnitts C namlich Graphen als Relationen (C VIII), Maxi-
males Matching(C X),Gleichungssystem (C XI),Graph als endlicher Automat (C
VII) enthalten die Skizzen entsprechender Unterrichtsreihen.

IV)Wie schon oben erwahnt 1laRt sich die Themenreihe Eulerbeziehung, ebene
Graphen und Farbbarkeit gut nach der genetischen Unterrichtsmethode behan-
deln.Es ist aber natlrlich auch eine Problemorientierte oder Wissenschafts-
orientierte Vorgehensweise mdglich,wenn nicht soviel Unterrichtszeit zur
Verfligung steht,wie sie bei der Methode nach Wagenschein und Wittenberg er-
forderlich ist.

Das Kapitel C IV Eulerbeziehung, ebene Graphen und Farbbarkeit skizziert
eine entsprechende (genetische oder Problem- und Wissenschaftsorientierte)
Unterrichtsreihe.

V)Eines der wenigen Unterrichtsgebiete,bei dem Graphen momentan standardma-
RBig als mathematisches Hilfsmittel zur Darstellung eingesetzt werden,ist
das Gebiet der Stochastik.Deshalb ist es notwendig,auch dieses Gebiet ange-
messen zu berlcksichtigen.

Die Darstellung und Auswertung von Wahrscheinlichkeits (pfad)baumen fallt
unter das schon oben genannte Thema Pfade und Wege in Gra-
phen.Kompliziertere Probleme fthren auf Markovketten mit endlich vielen
Wahrscheinlichkeitszustanden.Dieser Themenkomplex 1af3t sich natlrlich auch
gut unter dem Thema anwendungsorientierter Unterricht einordnen,das hier
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jedoch nicht zum Gebiet des Operations Research zahlt.Deshalb befindet er
sich in einem eigenen Kapitel.

Die Skizze einer zugehdrigen Unterrichtsreihe ist im Kapitel C XII Mar-
kovketten/Reduktion von Graphen enthalten.

Vom Standpunkt der Informatik aus,bieten alle zuvor genannten Unter-
richtsinhalte gute Moglichkeiten komplexe (z.B. objektorientierte) Daten-
strukturen und den Umgang mit ihnen zu behandeln und ermdglichen somit gute
Ansatzmdglichkeiten fir einen Unterricht nach der operativen Unterrichtsme-
thode.Die Themen eignen sich insbesondere auch dazu die flUr den Informa-
tikunterricht spezifischen Vorgehensweisen wie projektorientierten Unter-
richt und die Zusammenarbeit von Schiilern bei der Erstellung eines gréfieren
Programmierungsprojekts einzuliben.

Das Programm Knotengraph enthdlt,wie schon in der Einleitung dargestellt,
folgende Anwendungen (Unterrichtsinhalte):

Pfadprobleme (Wege,Baume, Kreise) :

Bestimmung aller Pfade =zu den Knoten des Graphen von einem Knoten
aus,Bestimmung aller Kreie des Graphen von einem Knoten aus,Bestimmung
aller minimaler Pfade 2zu den Knoten des Graphen von einem Knoten
aus,Bestimmung der Anzahl der auf Pfaden erreichbaren Zielknoten von einem
Knoten aus,tiefer Baumdurchlauf des Graphen von einem Knoten aus, Inorder-
Durchlauf in einem Bindrbaumgraphen,breiter Baumdurchlauf des Graphen von
einem Knoten aus, (minimaler) Abstand von zwei Knoten des Graphen,binares
Suchen in einem geordneten Baumgraphen,Bestimmung aller Pfade zwischen zwei
Knoten des Graphen,Bestimmung eines minimalen Gerlstes des Graphen

Allgemeine Graphenprobleme (Anwendungen) :

Bestimmmung eines Zeitplans fUr einen Graphen,der als Netzplan aufgefafdt
wird, nach der CPM-Methode,Bestimmung von Hamiltonkreisen eines Graphen mit
Losung des Travelling-Salesman-Problems,Bestimmung der Eulerlinie (geschl.)
eines Graphen,Untersuchung,ob ein vorgegebener Graph (die Knoten) mit einer
vorgegebenen Anzahl von Farben gefarbt werden kann,Bestimmung eines Euler-
linie (offen) in einem geeigneten Graph,Simulation eines endlichen Automa-
ten,Bestimmung der Ordnungsrelation sowie der transitiven und reflexiven
HlUlle eines als Relation aufgefafRten Graphen,Bestimmung des maximalen Netz-
flusses nach dem Algorithmus wvon Ford-Fulkerson in einem Graphen mit Quel-
len- und Senkenknoten,Bestimmung eines maximalen Matchings nach der Methode
Suchen eines erweiternden Wegs in einem Graphen,anschauliches Lbsen eines
Gleichungssystems nach dem Algorithmus von Mason auf einem Gra-
phen,Bestimmung der Ubergangswahrscheinlichkeiten und mittleren Schrittzah-
len auf einem Graphen,der als absorbierende Markovkette aufgefaRt wird, Be-
stimmung der Ubergangswahrscheinlichkeiten und mittleren Schrittzahlen auf
einem Graphen,der als stationdre Markovkette aufgefaRt wird,Reduzieren ei-
nes Signalflussgraphen bzw. Bestimmung der Ldsungen einer absorbierenden
Markovkette durch Reduzierung des Graphen,Ldésungen des minimalen bzw. maxi-
malen Kostenproblems und Ermittlung eines geeigneten Graphflusses, LOosungen
des allgemeinen Transportproblems bzw. des Hitchcockproblems sowie als Ver-
allgemeinerung Losen von linearen Optimierungsproblemen auf Gra-
phen,Bestimmung eines optimalen Matchings auf einem bipartiten Graph,Ldsen
des Chinesischen Brieftragerproblems auf einem gerichteten Graphen.

Die genannten Themen decken auch die Auswahl der in Hochschullehrblcher be-
handelten graphentheoretischen Probleme gut ab und sollen mit dieser Arbeit
dem Schulunterricht zuganglich gemacht werden.

Nattrlich kénnen nicht alle genannten Probleme auch Themen einer Schul-
Unterrichtsreihe sein, sondern man sollte sich auf einen der oben genannten
finf Themenkomplexe beschranken und unter den dort angesprochenen Inhalten
noch eine Auswahl treffen.
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Ei nordnung in den Lehrplan, Wechselwirkung mt konventionellen Unter-
ri chtsinhal ten:

Die Forderung Inhalte der Graphentheorie in den Unterrichtsplan Mathematik
einzubeziehen, soll natlrlich nicht bedeuten,auf die bisherigen konventio-
nellen Stoffe v&llig zu verzichten.Graphentheorie rundet die bisher vermit-
telten Inhalte in hervorragender Weise ab,indem neben dem Betrachten des
Grenzwertbegriffs in der Analysis und dem Beherrschen des Unendlichen,neben
der Algebraisierung geometrischer Sachverhalte in der linearen Algebra und
analytischen Geometrie und neben der Betrachtung von Wahrscheinlichkeitsbe-
ziehungen in der Stochastik ein weiteres Gebiet treten sollte,das die Me-
thoden der diskreten Mathematik auf endlichen Mengen behandelt.

Notwendig ist dazu neben der Prazisierung des Begriffs des Algorithmus die
Einfihrung ndétiger Werkzeuge in Form von geeigneten Programmiersprachen in
den Unterricht.

H.U. Hoppe und W.J. Luther fordern daher (Lit 18,S. 8-14) die Behandlung
folgender Unterrichtsinhalte in der Mathematik:

Aussagenlogik und Elemente der Pradikatenlogik (Hornklauseln und Resoluti-
onskalklil)

Boolesche Algebren, endliche Automaten, endliche Korpern, Halbordnungen und
Verbande

intuitiver Algorithmusbegriff und elementare mathematische Algorithmen

Kombinatorik, diskrete Strukturen und Graphen,diskrete Geometrie,
Optimierungsverfahren und diskrete Mengen™

Insbesondere fir die Behandlung der Themen diskrete Strukturen und Graphen,
Optimierungsverfahren und diskrete Mengen, intuitiver Algorithmusbegriff und
elementare mathematische Algorithmen sowie endliche Automaten im Mathema-
tikunterricht und Informatikunterricht soll mit dieser Arbeit geworben
werden.

Als Konsequenz ergibt sich daraus,dass schon im Mathematikunterricht oder
in einem Pflichtfach Informatik der Sekundarstufe I die Algoritmik und die
Grundzlge einer Programmiersprache gelehrt werden sollten,um die Behandlung
des Themas diskrete Mathematik, insbesondere das Thema Graphen auf der Se-
kundarstufe II vorzubereiten.

Die so erworbenen Kenntnisse kénnten dann natlrlich auch anderen Teilgebie-
ten der Mathematik und selbstverstandlich auch andern Fachern (z.B. Physik)
nutzbringend zur Verfligung stehen.

Eine anderer Aspekt ergibt aus den neuen Beschllssen der Konferenz der Kul-
tusminister zur Anderung der gymnasialen Oberstufe.In NRW besagt der darauf
bezogene im Amtsblatt (Lit 1) verdffentliche entsprechende Erlaf,dass bei-
spielsweise flr zweil Kurse des Faches Mathematik in den Jahrgangsstufen 12
und 13 zwel Kurse eines anderen Faches ersatzweise in die Abiturqualifika-
tion eingebracht werden k&nnen,sofern in den Kursen dieses Faches mit ma-
thematischen Unterichtsinhalten vergleichbare und gleichwertige Themen be-
handelt wurden.

(811, (7) : ,Sofern die in Grundkursen der Facher Deutsch, Mathematik, Fremd-
sprachen zu vermittelnden grundlegenden Kompetenzen in Grundkursen anderer
Facher curricular abgesichert und systematisch ausgewiesen sind, kdénnen fur
Schiilergruppen im Rahmen der Profilbildung einer Schule mit vorheriger Ge-
nehmigung der oberen Schulaufsichtsbehdérde je Fach héchstens zwei, insgesamt
hochstens bis zu vier solcher Kurse auf die Beleg- und Einbringungsver-
pflichtung angerechnet werden (Substitution).Bei Abiturfachern ist keine
Substitution méglich)™
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Hier bietet sgich Informatik als Ersatzfach an.Ein Unterricht in Informatik
misste dann auch mathematische Unterrichtsinhalte abdecken k&énnen.Besonders
geeignet waren hier die Wahl von Unterrichtsreihen zum Thema Algorithmische
Grahentheorie,weil Problemstellungen dieses Gebietes einerseits dem Ur-
sprung nach mathematischer Art und andererseits unter dem Gesichtspunkt
Datenstrukturen (Graphen mit den Spezialfdllen Listen und Baumen, Darstel-
lung von Strukturen z.B. algebraischen Termen in Form von Baumen) schon
lange Bestandteile des Faches Informatik sind und deshalb ein Mathematik
und Informatik verbindendes Gebiet darstellen.Auf diese Weise ist die For-
derung der Vergleichbarkeit und Gleichwertigkeit der Unterrichtsinhalte be-
sonders gut zu erflillen.

Nach den neuen Richtlinien NRW (Lit 67,S. 25) kdénnen auch eine sogenannte
#242% bzw. »5+2"-Kopplung von Informatik entweder mit einem Grundkurs Ma-
thematik (2 Wochenstunden Informatik und 2 Wochenstunden Mathematik) bzw.
mit einem Leistungskurs Mathematik (2 Wochenstunden Informatik mit 5 Wo-
chenstunden Mathematik) von Gymnasien oder Gesamtschulen als Kombikurse im
Rahmen des Konzepts ,Zusammenarbeit mit einer Naturwissenschaft“ als Kurs-
folge in den Jahrgangsstufen 12 und 13 eingerichtet werden.

Flir solche Kombikurse gilt erst recht,das im vorletzten Abschnitt Gesag-
te,dass sich na&mlich das Thema Graphentheorie und speziell die in dieser
Arbeit vorgestellten Unterrichtsreihen als Unterichtsinhalte,die beiden Fa-
chern entnommen sind,besonders wirkungsvoll einsetzen lassen.Inbesondere
in der ,5+2“-Kopplung kann,weil genug Zeit zur Verfligung steht und das
Lernniveau im Leistungskurs Mathematik wissenschaftspropaedeutisch vertieft
werden kann,eine Unterrichtssequenz gestaltet werden,die zunachst - als
den Lerninhalten des Faches Informatik entnommen - die Konzeption CAK ver-
folgt und die Struktur eines Graphen objektorientiert aufbaut,um danach als
gemeinsame Inhalte des Informatik- und Mathematikunterrichts Graphenalgo-
rithmen mit Hilfe der graphischen Entwicklungsumgebung von Knotengraph ob-
jektorientiert zu entwickeln (Konzeption EWK),wobei der mathematische An-
teil in der theoretischen Begrindung der Algorithmen z.B. durch den Beweis
entsprechender Satze und in der Entwicklung von graphentheoretischen Model-
len besteht,um dann als Abschluf das Programm Knotengraph als fertiges
Werkzeug gemaf der Konzeption DWK einzusetzen,um die bis dahin gefundenen
Ergebnisse unter rein mathematischen Aspekten mit Hilfe des Demo-Modus und
durch Auswahl geeigneter Unterrichtsreihen des Kapitels C (besonders durch
Themen des Operations Research und der Wahrscheinlichkeitsrechnung aus den
Kapiteln C XII bis C XIV ) weiter auszuweiten,und sie so von einem hdheren
Blickwinkel aus betrachten zu kénnen.

Aber auch in in Kursen,die nur der Informatik oder nur der Mathematik zuge-
ordnet sind,was der Normalfall sein diurfte,kdénnen die in dieser Arbeit vor-
gestellten Aufgaben, Probleme und Algorithmen gleichermaffen behandelt wer-
den,wenn man jeweils das Schwergewicht auf eine der drei genannten Konzep-
tionen (CAK,EWK,DWK) dem jeweiligen Fachgebiet angemessen legt und eventu-
ell durch einige Aspekte der anderen Konzeptionen geeignet erganzt.

Um Graphenalgorithmen mit Hilfe einer Programmiersprache darstellen zu
kénnen, bendtigt man,wie schon eben erwdhnt, geeignete Datenstrukturen. Bei
umfangreichen Problemstellungen ist es dabei nach dem weiter oben gesagten
(Bielig-Schulz) sinnvoll, Schiilern schon geeignete Softwaresteine, die
Grundoperationen zur Darstellung und Erzeugung von Graphen enthalten, zur
Verfligung zu stellen.

Winschenswert ist dabei, dass der Benutzer dieser Bausteine trotzdem alle
Freiheiten behdlt,die von ihm zu erstellenden Algorithmen seinen Winschen
und der jeweiligen Aufgabenstellung anzupassen.

Um diese Forderungen zu erflillen, ist der Einsatz objektorientierter Daten-

strukturen nétig. Der didaktischen und methodischen Analyse des Einsatzes
dieser Datenstrukturen ist das nachste Kapitel gewidmet.
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B Il Didaktische und net hodi sche Anal yse der Verwendung von ob-
jektorientierten Datenstrukturen

sAlgorithmen und Datenstrukturen“ heift der bekannte Titel eines Standard-
werkes zu diesen beiden Themen von dem Begrinder der Programmiersprache
Pascal Nikolaus Wirth.Der Titel verweist schon darauf,dass diese beiden
Bestandteile eines Programms eng zusammengehdren.Algorithmen manipulieren
Daten und ein Algorithmus, der ohne Daten arbeitet,bewirkt
nichts.Andererseits werden die Daten eines Programms (nur) durch Algorith-
men verandert.

Es liegt also nahe,diese beiden Komponenten eines Programmg zu einer Ein-
heit,dem Objekt zusammenzufassen.

Die Verschmelzung hat den Vorteil,dass die Gestaltung des Objekts so ge-
wahlt werden kann,dass nur noch die zum Objekt gehdrenden Algorithmen die
Daten des Objekts verandern koénnen (bzw. sollen),so dass dadurch eine gréd-
Rere Ubersichtlichkeit,Gliederung und Transparenz innerhalb des Programms
geschaffen werden kann,wodurch die Fehleranfdlligkeit reduziert wird,weil
der interne Ablauf einzelner Programmteile voneinander unabhangig wird.

Die Implementierung der zum Objekt gehdrenden Algorithmen heifien Methoden.
Die zum Objekt gehdrenden Speicherstrukturen flir die Daten heiflen Datenfel-
der oder Attribute.Nur die Methoden eines Objekts sollten auf die eigenen
Datenfelder zugreifen konnen.

Dieses Prinzip nennt man Kapselung des Objekts.Die Aktivitat eines Objekts
besteht in der Ausfihrung seiner zuldssigen Methoden.

Von jedem Objekt kdénnen beliebig viele Instanzen (Exemplare) gebildet wer-
den.Alle Instanzen eines Objekts gehdren zur gleichen Objektklasse.Der Auf-
ruf einer Methode kann als das Senden einer Nachricht an das Objekt aufge-
faRt werden.Das Objekt bzw. die Realisierung des Objekts in Form seiner In-
stanz reagiert darauf mit der Ausfihrung der angesprochenen Metho-
de.Dadurch und nur dadurch sollte sein innerer Zustand,der durch die Werte
seiner Datenfelder bestimmt wird,geadandert werden.Daflr gibt es in vielen
objektorientierten Sprachen auch Schllsselwdrter wie private oder pu-
blic,die den Zugriff auf die Datenfelder und auch die Benutzung von Metho-
den) regeln.

Von einer Objektklasse kdénnen durch Vererbung Nachfolgerklassen (Subtyping)
gebildet werden.Die Nachfolgerklassen erben das Verhalten,d.h. die Daten-
felder und die Methoden des Vorgangers.Zusatzlich kdénnen sie neue Verhal-
tensmuster in Form von zusatzlichen Datenfeldern und Methoden enthalten.Ein
Objektklasse kann durch mehrfache Anwendung der Vererbung immer weitere
Nachfolger erzeugen.

Bei manchen Programmiersprachen ist es auch erlaubt,dass ein Objekt die Ei-
genschaften von mehreren Vorgangerobjekten durch Vererbung er-
halt. (Mehrfach-Vererbung) So gibt es in Java beispielsweise zwei Mdglich-
keiten,Nachfolgerobjekte zu definieren,ndmlich durch eine Klassen-oder
Schnittstellendeklaration (mittels extends bzw. implements) .Wahrend bei der
Klassendeklaration,bei der alle Methoden und Attribute auch auf die Sub-
klassen vererbt werden,nur Einfachvererbung mdglich ist,erlaubt es die
Schnittstellendeklaration (Interface) mehrere Vorgadngerobjekte zu umfas-
sen.Die Schnittstellendeklaration bedeutet einen abstrakten Objekttyp,ohne
dass eine Implementation von Methoden vorhanden ist,zu definieren,wobei
diese Implementation erst in den von dieser Superklasse abgeleiteten Nach-
folgeobjekten vorgenommen wird.Auch Delphi gestattet die Deklaration von
abstrakten Objektklassen,aber ohne die Méglichkeit der Mehrfachvererbung.
(nachtragliche Bemerkung:erst ab Delphi 5.0 gibt es auch Interfaces.)In der
Sprache C++ ist Mehrfachvererbung sogar mittels der Klassendeklaration mog-
lich.Mehrfachvererbung in dieser Form bringt allerdings auch den Nachteil
erhdhter Fehlerquellen infolge von Untibersichtlichkeit der Objektbeziehun-
gen mit sich.
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Wenn ein und dieselbe Nachricht an verschiedene Objekte (bzw. an die In-
stanzen von verschiedenen Objekten) gesendet wird,kdnnen die Objekte unter-
schiedlich reagieren.Dieses Verhalten bezeichnet man als Polymorphie.

Genauer gesagt gibt es verschiedene Arten der Polymorphie.Das Uberladen von
Methoden mit gleichem Namen beim Subtyping,bei dem Nachfolgerobjekte anders
auf den Aufruf der Methode als Vorgangerobjekte reagieren,bezeichnet man
als Ad-hoc-Polymorphie.Als Parametrische Polymorphie wird das Umwandeln ei-
nes Objekts in einen neuen Typ durch Type-Casting bezeichnet,das in den
manchen Sprachen wie Delphi nur bei Objekttypen derselben Vererbungshiera-
chie funktioniert.Subtype-Polymorphie bedeutet das Einfligen wvon Objekten
unterschiedlichen Typs mittels eines gemeinsamen Behadlter in eine Speicher-
struktur,z.B. eine Objektliste.Dieses Verfahren wird beim Programmsystem
Knotengraph beispielsweise zum Aufbau der Graphenstruktur bendtigt,wobei in
den Knoten-und Kantenlisten Objekte verschieden Typs,der von einem Anwen-
der der Entwicklungsumgebung nachtraglich noch festgelegt werden
kann,gespeichert werden.Der Behdlter ist dabei der Objekttyp TObject.Leider
unterstiitzt Delphi diese Form der Polymorphie nicht besonders gut,weil es
namlich keine Schnittstellendeklaration (Interface) wie in Java
gibt. (nachtragliche Bemerkung:erst ab Delphi 5.0 gibt es auch Interfa-
ces.)Auch ist die Méglichkeit der Parametrisierung von Klassen unflexibler
als in der Sprache C++,wodurch mittels der Definition eines Typparameters
(sozusagen als Platzhalter),noch nachtraglich die Instanzierung mit unter-
schiedlichen Objekttypen moéglich ist. (Dadurch gestaltete sich die Program-
mierung der Objekte des Programmsystems Knotengraph schwieriger.Klassen als
Parameter kommen im Programm Knotengraph bei der Erzeugung von Instanzen
der Objektklassen TInhaltsgraph,TInhaltsknoten und TInhaltskante zum Ein-
satz,damit sich die in TInhaltsgraph enthaltenden Methoden auch auf Gra-
phen, Knoten und Kanten von deren Nachfolgerklassen anwenden lassen.)

Verallgemeinert kann das Objektmodell nach Baumann (Lit 2,S. 279) folgen-
dermafen beschrieben werden:

+Objekte sind eigenstandige Einheiten, die einen Zustand besitzen.

Der Zustand wird durch Attributwerte bestimmt und kann unmittelbar nur
durch das Objekt selbst,mittelbar Uber Nachrichten ermittelt oder verandert
werden.

Objekte werden von anderen Objekten durch Nachrichten zur Ausfihrung von
Zustandsanderungen veranlasst.

Objekte sind Exemplare einer Klasse,die gemeinsame Attribute und Aktionen
zusammenfafit.

Die Datenstruktur und die Wirkungsweise der Methoden sind gekapselt.

Klassen stehen in Beziehung zueinander,es gibt Teilklassen und Oberklassen.
Eine Teilklasse unterscheidet sich von ihrer Oberklasse dadurch,dass sie
mehr Attribute aufweist,also eine Spezialisierung beschreibt.

Die Teilklasse erbt Attribute und Methoden der Oberklasse.Sie kann die ge-
erbten Methoden modifizieren und neue definieren.™

Durch das Prinzip der Vererbung sowie der Kapselung von Methoden und Daten
wird die Erzeugung wiederverwendbarer Softwarebausteine wesentlich gegen-
Uber bisher verwendeten Konzepten vereinfacht:

Die Wiederverwendbarkeit wvon Software,ohne Objekte zu benutzen,erfolgt
durch Zusammenfassung von Prozeduren und Funktionen in Softwaremodulen bzw.
Klassenbibliotheken.Der Ausgangswert der Funktionen bzw. die Wirkungsweise
der Prozeduren hangt dabei ausschliefflich von den an sie in Form von Para-
metern Ubergebenden Werten ab und kann deshalb als funktional charakteri-
siert werden.

Die Prozeduren und Funktionen, die in einer Klassenbibliothek zum Zwecke
der Wiederverwendbarkeit zusammengefasst werden,missen daher abstrakt funk-
tional programmiert werden und dirfen nicht auf die speziellen Eigenschaf-
ten einer bestimmten Programmierungsumgebung zugeschnitten sein.

Anders 1ist es bei der Verwendung von Objekten in einer Klassenbiblio-

thek.Das Verhalten der Objekte hangt auRer von den an sie von auRen Uberge-
benden Parametern auch noch von ihrem inneren Zustand,vorgegeben durch ihre
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Zustandsvariablen (der Werte der Datenfelder) ab.Ihre Reaktion kann deshalb
nicht nur funktional beschrieben werden, sondern ist auflerdem abhangig von
der Beeinflussung durch vor der aktuellen Anforderung stattgefundenen Ak-
tionen.

Das Modell das einem solchen Verhalten in der theoretischen oder techni-
schen Informatik entspricht,ist der Mealey-Automat,dessen Ausgangsverhalten
durch den inneren Zustand und durch die aktuellen Werte der Eingangsvaria-
blen bestimmt wird.

Durch diese erweiterten Eigenschaften von Objekten kann sich ein Objekt
flexibler als bei reiner funktionaler Programmierung verhalten.

Objekte kénnen sich der jeweils vorhanden Umgebung anpassen bzw. schaffen
sich durch Speichern entsprechender Informationen eine eigene Umgebungsin-
formation.Durch das Prinzip der Vererbung kdénnen den Objekten zusatzliche
neue funktionale Eigenschaften gegeben werden,durch das Prinzip der Poly-
morphie kann die den funktionalen Zusammenhang darstellende Funktion neu
definiert und auf die jeweils speziell geforderte Programmsituation zuge-
schnitten werden.

Die Vorteile liegen darin,dass Software nicht mehr von Grund auf neu pro-
grammiert werden muf3, sondern dass sich die Entwicklungszeiten von Program-

men durch die Benutzung wiederverwendbarer Bausteine verklrzen.

Die Struktur von Objekten in Programmiersprachen kann in Analogie gesetzt
werden zum allgemeinen Objektbegriff der Ontologie.

Die Grundstruktur der Ontologie ist das Ding.Es ist entweder elementar oder
setzt sich aus anderen Dingen zusammen.Jedes Ding besitzt Eigenschaften.
Nur solche Eigenschaften werden von uns wahrgenomen,denen wir zuvor minde-
stens ein Attribut zugeordnet haben.Die Eigenschaften zusammengesetzter
Dinge werden auf die einzelnen Komponenten vererbt.Dinge sind jeweils ein-
zigartig.Wenn zweil Dinge als identisch erscheinen,dann deshalb weil ihnen
nicht in allen ihren Eigenschaften Attribute zugeordnet worden sind.Dinge
mit ahnlichen Eigenschaften kdénnen zu Klassen zusammengefasst werden.

Nach Bunge und Wand lassen sich folgende Analogien zwischen den Dingen der
Ontologie und den Objekten von Programmiersprachen herstellen (Lit 49,S.
153 und 155):

Dinge:

,Die Welt besteht aus Dingen.

Form und Gestalt sind Eigenschaften der Dinge.

Dinge stehen in Welchselwirkung mit anderen Dingen.

Jedes Ding andert sich.

Nichts entsteht aus dem Nichts und kein Ding wird zu Nichts.

Jedes Ding richtet sich nach den Gesetzen.“

Objekte:

»-Die Welt besteht aus Objekten.

-Objekte beschreiben konkrete Dinge im Gegensatz zu Typen oder Klassen.
-Objekte sind bekannt (oder  beobachtbar) durch ihre Eigenschaf-
ten.Eigenschaften sind entweder Attribute oder Gesetze.Gesetze schranken
die Kombinationen der Attributwerte ein.Die Darstellung einer Eigenschaft

ist entweder eine Funktion (Attributzuweisung) oder ein Pradikat,das an-
zeigt,ob eine Zustandsanderung eingehalten wird.
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Die Menge der Eigenschaften,die ein Objekt beschreiben,ist abhangig von der
Sichtweise und der Modellierungsabsicht.Diese Menge heif3t funktionales
Schema.Die Werte eines Attributs zu einem bestimmten Zeitpunkt werden durch
eine Zustandsvariable erfaft.Die Menge aller Zustandsvariablen definieren
den Zustand eines Objekts.Gesetze bestimmen die erlaubten Zustdnde eines
Objekts

-Objekte sind elementar oder zusammengesetzt.

Die Eigenschaften eines zusammengesetzten Objekts sind entweder vererbbar
auf diesen Komponenten,oder sie haften allein der Zusammensetzung an.“

Der Aufbau aller heutiger objektorientierter Programmiersprachen orientiert
sich stark an dem Aufbau des Prototypen der Objekt-Sprache néamlich
Smalltalk (Entwicklung 1972 bis 1980),deren Aufbau wiederum seine Wurzeln
in der Sprache Simula hat,von der die erste Version im Jahre 1967 entstand.

Die Konzeption von Smalltalk 1laft sich folgendermaRen beschreiben:

Objekte sind Softwareeinheiten,denen ein aufleres Verhalten und eine innere
Struktur zugeordnet werden kdnnen.Durch die innere Datenstruktur kdénnen die
Objekte nacheinander verschiedene Zustdnde einnehmen.Diese Zustandsanderun-
gen werden durch das Empfangen von Nachrichten von anderen Objekte ausge-
16st werden.

Umgekehrt kann deshalb jedes Objekt auch Nachrichten versenden und dadurch
bei anderen Objekten Aktionen ausldsen.Das theoretische Modell dabei be-
sagt,dass jedes Objekt unabhadngig von den anderen agiert,und die Aktionen
der dabei Objekte parallel ablaufen.Bei den meisten Programmsystemen (Ein-
prozessorsystemen) kann jeweils in der Praxis immer nur ein Objekt momentan
aktiv sein,d.h. die Aktivitaten laufen als Sequenz nacheinander auf den
verschiedenen Objekten ab.

Die Struktur eines Objekt ist daher zweigeteilt.Nach aufen hin sind nur die
an andere Objekte ausgesendeten Nachrichten (z.B. als Reaktion auf empfan-
gene Nachrichten) sichtbar.Das Innere des Objekts bleibt fir die Aufenwelt
der anderen Objekte unzuganglich,d.h. ein Objekt ist eine nach aufen hin
gekapselte Struktur (Datenkapselung) .Die innere Struktur wird durch Daten-
felder dargestellt,die verschiedene Werte annehmen kdénnen und die nur Uber
die Nachrichtenschnittstelle (Interface) des Objekts mittels Methoden aber
nicht direkt gedndert werden kénnen (bzw. sollten).

Damit ein Objekt auf eine Nachricht reagieren kann,muf’ es erkennen,dass die
Nachricht flUr genau dieses Objekt bestimmt ist und welche Art von Aktion
ausgeldst werden soll.Dazu enthdlt jede Nachricht eine eindeutige Informa-
tion,welche Methode eines Objekts gemeint ist und Ubergibt eventuell noch
weitere Parameter,die die Ausfihrung dieser Methode steuern sollen.

In Delphi,der zur Erstellung des Programms und der Entwicklungsumgebung
Knotengraph verwendeten Objektsprache,besteht eine Nachricht in der Zu-
sammenfliigung eines eindeutigen Objektnamen (abgetrennt durch einen Punkt)
mit der eines eindeutigen Methodennamens, vergleichbar in der Syntax mit
einer Procedure. (Zusatzlich kénnen auch noch Parameter Ubergeben werden) .

Wenn ein Objekt nicht der Empfanger der Nachricht ist,reagiert es auf das
Senden einer Nachricht nicht oder mit dem Erzeugen einer Fehlermeldung,es
seil denn,es besteht die Mdéglichkeit die Nachricht z.B. an das Vorgangerob-
jekt (Superklasse) durch Vererbung weiterzuleiten(,das eventuell darauf
reagieren kann) .

Ein Softwaresystem kann man bezlglich der Objekte in zwei Bereiche eintei-

len:den Bereich der statischen Objekte und den Bereich der dynamischen Ob-
jekte.
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Der Bereich der statischen Objekte ist die Menge der Objekte,die schon wvom
System vorgegeben werden und durch Vererbung ihrer Eigenschaften fUr die
Erzeugung der dynamischen Objekte bereitsteht.

In den meisten objektorientierten Programmiersprachen gibt es z.B. eine
Reihe von in der Sprache vordefinierten Objektklassen,z.B. in Delphi der
Grundtyp TObject und viele der zur Erzeugung einer Benutzeroberflache un-
ter Windows vorgegebenen (Komponenten-)Typen (Klassenbibliothek).

Der dynamische Bereich wird vom Anwender des Systems gestaltet und umfaflt
Objekte,die vom Anwender erzeugt und nach Gebrauch wieder geldscht und aus
dem Speicher entfernt werden.

Die Eigenschaften eines Objekts,d.h. seine innere Datenstruktur und seine
nach aufen sichtbaren Methoden werden durch die Objektklasse bzw. durch den
Objekttyp eines Objekts beschrieben.In Delphi z.B. wird der Typ bzw. Klasse
durch eine Type-Anweisung festgelegt,wobei das reservierte Wort class zu
benutzen ist:

type TObjekt=class

end;
Die freie Bereich ... enthdlt dann die Datenfelder und die Methoden.

(In Java wird ebenfalls das reservierte Wort class,allerdings mit etwas an-
derer Syntax benutzt.)

Die Objektklassen entsprechen dabei den abstrakten Datentypen (ADT) der
theoretischen Informatik,deren Verhalten durch die axiomatische Definition
der gegenseitigen Beziehungen ihrer Methoden festgelegt wird.

Von einer Objektklasse lassen sich beliebig viele Objekte mit denselben
Eigenschaften,auch als sogenannte Instanzen des Klassentyps bezeichnet,
durch Aufruf eines sogenannten Constructors erzeugen.

(In Delphi benutzt man dazu den Constructor create:z.B. in dem obigen Bei-
spiel Objekt:= TObjekt.Create,in Java ist die Bezeichnung New flr diesen
Operator zu verwenden.Die Objekte misssen,um den von Ihnen belegten Spei-
cherplatz wieder freizugeben,wenn sie nicht mehr bendétigt werden,wieder aus
dem Speicher geldscht werden.Dies erfolgt in Delphi mittels der Methode
Free durch den Programmierer,in Java geschieht dies automatisch.)

Die Anzahl der Objektinstanzen eines Objekts bilden die extensionale Defi-
nition der Klasse.Die Anzahl der Eigenschaften,die zur Definition eines Ob-
jekts notwendig ist,d.h. die Datenstrukturen und Methoden bezeichnet man
als die intensionalen Eigenschaften der Objektklasse.

Die Objektklassen kann man nun wiederum auch wieder als Objekte auffassen.
Zu ihren Methoden gehdren insbesondere die Standardmethoden zum Erzeugen
und Loéschen von Objekten dieser Klasse (in Delphi der Constructor Create
und der Destructors Free).

In Smalltalk kann eine Klasse dabei auch wiederum Datenfelder in Form der
Klassenvariablen enthalten.Auf diese Variablen kann dann von allen Instan-
zen dieser Klasse zugegriffen werden.Aufferdem enthdlt Smalltalk im Gegen-
satz zu z.B. Delphi und C++ das Prinzip der Metaklassen.

Diese Metaklassen dienen zur Erzeugen der Objektklassen,wobei eine Metak-
lasse nur eine einzige Klasse als Instanz haben darf.Durch das Vorhanden-
sein der Metaklassen wird das Konzept der Vererbung vereinheitlicht, indem
die Erzeugung von Klassen und Instanzen nach einem &ahnlichen Schema ab-
lauft.In Delphi gibt es die Mdglichkeit eine abstrakte Objektklasse durch
die Anweisung class of zu definieren,z.B. fir das obige Beispiel:
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TObjectclass = class of TObject

Zwischen den Klassen bzw. den Objekttypen kann,wie schon mehrfach erwdhnt,
eine Vererbungsbeziehung definiert werden.Das erbende Objekt (Objekttyp)
erhdlt auf diese Weise alle (intensionalen) Eigenschaften des Vorgangerob-
jekts.Auf diese Weise lassen sich durch mehrfache Anwendung der Einfach-
vererbung baumartige Objekthierachien aufbauen,die sich alle von einem Aus-
gangsobjekt an der Wurzel ableiten.Bei Mehrfachvererbung treten hierbei
Graphenstrukturen auf.

Die Beziehung von Vorgangerobjekt (Superklasse) zum vererbten Objekt (Sub-
klasse) 1laRt sich analog einer Client-Server-Beziehung beschreiben.

Das Server-Objekt (Auftraggeber) fordert die Ausfihrung einer Aufgabe und
delegiert (schickt) sie zur Ausflhrung an das Client-Objekt (Auftragnehmer
oder Empfanger),das die Aufgabe 1l6st.Das den Auftrag (die Nachricht) ver-
sendende Objekt (d.h. der Server) kennt den Namen des Objekts,an die esg die
Aufgabe deligiert.Umgekehrt ist der Auftraggeber (Server) vom Client aus
gesehen unbekannt.

Wahrend der Zeit, in der der Auftrag an den Client delegiert wurde,wartet
der Server auf die Abarbeitung der Aufgabe bis die Aufgabe geldst wurde.

Wird eine Nachricht an die Instanz eines Objekts in einer Subklasse gesen-
det,wird zunachst dort nach einer entsprechenden Antwortaktion (Methode)
auf die Botschaft gesucht.Wenn eine solche Methode dort nicht gefunden
wird,wird die Nachricht an die nachste Superklasse weitergegeben,bis dort
eine Methode gefunden wird oder der Prozess bei der obersten Superklasse
angelangt ist.Wenn auch dort keine Methode vorhanden ist, bleibt die Nach-
richt unbeantwortet,oder es erfolgt eine Fehlermeldung.

Es ist,wie schon oben erwadahnt,médglich die Methode einer Superklasse in ei-
ner Subklasse neu zu definieren,so dass dort eine andere Implementation
vorliegt.Diese Verhalten ist die (Ad Hoc-) Polymorphie (s.o.).Wenn erst zur
Laufzeit des Programms festgelegt wird,welche Aktion jeweils wvon einem je-
weiligen Objekt beim Beantworten einer Nachricht ausgefthrt wird,bezeichnet
dies als dynamische Bindung,wenn die Festlegung schon zum Zeitpunkt der
Compilierung vorgenommen wird,nennt man die Bindung statisch (statisches
Uberladen von Methoden) .Fiir die Realisierung der dynamischen Bindung wird
extra eine besondere interne Datenstruktur,ndmlich die wvirtuelle Methoden-
tabelle flr Objekte angelegt.Methoden dieses Typs bezeichnet man deshalb
auch als virtuelle Methoden (Deklaration als virtual bei der Ursprungsme-
thode und override bei den Methoden der Nachfolgerobjekte des Subtypings in
Delphi) .

Die gegenseitigen Beziehungen der Objekte in einem objektorientierten Pro-
grammsystem lassen sich durch drei Beziehungen kennzeichnen:

1)Die ,ist“-Beziehung.
2)Die ,hat“-Beziehung
3)Die ,kennt“-Beziehung

Die ,ist“-Beziehung ist die Vererbungsbeziehung zwischen Objektklas-
sen.Jedes Nachfolgerobjekt ,ist“ auch der Objekttyp des Vorgangerobjek-
tes.Z.B. ,sind™ alle Objekte des Programms Knotengraphs auch vom Typ ,TOb-
ject“,welches die oberste Superklasse ist.

Wenn ein Objekt wiederum von einem anderen Objekt aus durch einen Construc-
tor-Aufruf erzeugt wird,spricht man von der ,hat“- oder ,besitzt“-
Beziehung.Beispielsweise ,besitzt“ oder ,hat“ der Typ TGraph im Programm
Knotengraph eine Knoten- und eine Kantenliste vom Typ TKnotenliste bzw.
TKantenliste,in der die Knoten bzw. die Kanten des Graphen gespeichert wer-
den.Beide Typen sind Objektklassen, die sich wiederum von TListe durch eine
,1st“-Beziehung ableiten.
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Der Destruktor eines Objektes,das eine Objektklassen ,besitzt“,mufl diese
Objekte erst aus dem Speicher entfernen,bevor das Objekt selbst aus dem
Speicher entfernt wird.

Auf Objekte,die ein anderes Objekt ,hat"“,kann nur durch bzw. Uber dieses
Objekt zugegriffen werden. Beispielsweise lassen sich Knoten und Kantenli-
ste im Programm Knotengraph nur mittels Graph.Knotenliste bzw.
Graph.Kantenliste ansprechen,wenn Graph ein Objekt vom Typ TGraph ist.

Die ,kennt“-Beziehung ist die unabhdngigste Beziehung zwischen Objekten.
Sie liegt dann vor,wenn in der Methode eines ersten Objekts eine Objektme-
thode eines zweiten (unabhangigen) Objekts aufgerufen wird,oder anders aus-
gedrlickt wenn das erste Objekt an das zweite Objekt eine Nachricht sendet,
die von diesem Objekt in Form einer bestimmten Aktion beantwortet wird.

Eine Mdglichkeit der programmtechnischen Realisierung der ,kennt“-Beziehung
in Delphi ist,dass das eine Objekt Parameter einer Objektmethode des ande-
ren Objektes ist (,wenn man nicht mit globalen Variablen arbeiten will).

Di e Benerkungen der vorigen Abschnitte charakterisieren die Progranm erung
mt objektorientierten Datenstrukturen. Warum aber sollte dieses Prinzip
beim Programmieren im Schulunterricht eingesetzt werden.Wlche Vorteile
bi etet es?

Seit Bestehen des Faches Informatik an der Schule sind die Betriebssysteme,
die zum Ausfihren von Programmen notwendig sind, immer komplexer geworden.
Wahrend es frther z.B. unter dem System DOS genlgte,ein Programm mit zei-
lenorientierter Textausgabe oder Texteingabe zu erstellen,wird unter den
graphischen Betriebsystemen wie z.B. Windows eine graphisch orientierte
Ein-und Ausgabe in Form der Windowsspezifischen graphischen Steuerelementen
wie Labels, Edit-Text-Fenster, Rollbalken usw. erwartet.Eine solche gra-
phisch orientierte Benutzeroberfliche erleichtert einem Anwender die Bedie-
nung eines Programms nicht unerheblich.

Dagegen ist die elementare (d.h. imperative) Programmierung solcher gra-
phischen Elemente sehr aufwendig und erfordert genauste Detailkenntnisse
der entsprechenden Betriebssysteme.

Hier erweist sich die Bereitstellung von Objekten als sehr nltzlich,die dem
Programmierer die mihevolle Detailprogrammierung abnehmen und schon gleich
Methoden zum Erzeugen der entsprechenden graphischen Benutzerelemente zur
Verfligung stellen.Wenn diese noch wie in Delphi wvisuell lediglich durch An-
klicken mit der Maus bereitgestellt werden,wird das Erstellen von Quellcode
nochmals wesentlich vereinfacht.

Ein (scheinbarer) Nachteil dieses Verfahrens ist jedoch,dass die eigentli-
che Funktionsweise eines solchen Objekts flUr den Programmierer (Schiiler)
unsichtbar bleibt und sozusagen eine Black-Box darstellt.

Das Objekt stellt sich also flr den Benutzer dar als eine Struktur,von der
bekannt ist, wie sie auf bestimmte Operationen reagiert.In welcher Weise
diese Reaktionen geschehen ist unbekannt.

Dieses gerade beschriebene Modell ist jedoch das Modell des abstrakten Da-
tentyps.

Unter einem abstrakten Datentyp versteht man einen Datentyp,der durch die
Festlegung aller auf Objekte dieses Typs anwendbaren Operationen spezifi-
ziert wird,wobei der Benutzer nicht zu wissen braucht,wie das Objekt im
Speicher reprasentiert wird und wie die Algorithmen realisiert wer-
den.Moglicherweise sind verschiedene gleichartige Implementation mdéglich.

Als ein Lernziel des Informatikunterricht wird allgemein amgesehen,von rea-
len Datenstrukturen zu abstrahieren und die wesentlichen Eigenschaften ei-
ner Datenstruktur axiomatisch beschreiben zu koénnen.Das zugehdrende allge-
meine Lernziel ist,dass der Schulunterricht dazu befdhigen sollte,die we-
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sentliche Aspekte einesgs Sachverhalts von den unwesentlichen zu trennen und
diese Eigenschaften abstrakt formulieren zu koénnen.

So erweist sich der oben angesprochene scheinbare Mangel als Vorteil.Der
Schliler lernt namlich durch das objektorientierte Programmieren den Umgang
mit abstrakten Datentypen,die lediglich durch die axiomatische wechselsei-
tige Wirkungsweise ihrer Methoden definiert werden.

Durch die Verwendung von Abstrakten Datentypen (ADT) ergeben sich (Lit 42,
S.302) die folgenden neuen methodischen Aspekte:

,1.Die Bereitstellung eines ADT ermdglicht es,den bearbeiteten Problemen
angepaf’te Lernumgebungen zu wahlen.Auch komplexe Probleme sind ,einfach"“ zu
lbsen.

2.Die Erweiterung der Mdoglichkeiten der benutzten Programmiersprache durch
ADTs macht den Wechsel des Systems mit den dabei erforderlichen Umstellun-
gen oft Uberfllssig.

3.Die Aufspaltung eines Problems in erforderliche Datenstrukturen und An-
wendungen derselben verkleinert den Umfang der Detailprobleme und ermdg-
licht arbeitsteiligen Unterricht.

4 .Unterschiedliche Implementierungen der ADTs ermdglichen starke Binnendif-
ferenzierungen.

5.Die Beschrankung auf die bereitgestellten Operationen trennt die Be-
schreibung der Problemldsung weitgehend von den speziellen Mdéglichkeiten
der benutzten Programmiersprache.Syntaktische Einzelheiten miissen natlrlich
beachtet werden,sind aber bei der in diesem Buch zu Grunde liegenden Sicht
auf den Informatikunterricht nebensédchlich und werden bei Bedarf in der Um-
gebung erlernt,in der gearbeitet werden soll.™

Im Programm Knotengraph (DWK) sowie in dessen Entwicklungsumgebung EWK (als
auch in der textorientierten Version CAK) wird aufbauend auf dem abstrakten
(allgemeinen) Datentyp einer Objekt-Liste der Datentyp eines Graphen als
Aggregation der drei Objektklassen TGraph,TKnoten und TKante zunadchst als
reine Knoten-Kanten-Relation mit den dazugehdrigen Verwaltungsoperationen
wie Knoten oder Kante hinzufligen bzw. ldschen usw. ohne spezielle Eigen-
schaften wie z.B. der graphischen Darstellung dieser Objekte also (im we-
sentlichen) als ADT in der Unit UGraph implementiert.Wenn auch keine axio-
matische Definition des Graphen als abstrakter Datentyp vorgenommen
wird,werden doch die gegenseitigen Beziehungen der Methoden der drei Objek-
te TGraph, TKnoten und TKante durch die Auswahl und das Zusammenwirken der
in dieser Unit vorhandenen Methoden und Datenfelder verdeutlicht, zundchst
ohne dabei konkrete Anwendungsalgorithmen zu berlcksichtigen,die spezielle
Graphenimplementationen erfordern wlirden.

Erst in der Unit UInhgrph werden der abstrakten Graphimplementation dann
durch Vererbung Inhalte wie z.B. Bezeichner bzw. Werte von Knoten und Kan-
ten,X-und Y-Koordinaten der Mittelpunkte der Knoten auf der Benutzerober-
flache,die Farbe mit der ein Knoten oder eine Kante gefarbt wird usw. also
Eigenschaften der graphischen Darstellung hinzugefligt.

Von einem Benutzer der objektorientierten Entwicklungsumgebung koénnen dann
jederzeit noch weitere beliebige Eigenschaften der genannten Art hinzuge-
fligt werden,so dass aus der abstrakten Implementation eines Graphen ein
konkreter,an das jeweils gestellte Problem angepafdter Graphtyp durch das
Vererbungsprinzip entsteht.

Die oben beschriebenen Vorteile der objektorientierten Programmierung las-
sen sich umschreiben mit dem Stichwdrtern Erstellung von Softwaretools und

Wiederverwendung von Softwarebausteinen.

Durch den groflen Umfang heute UGblicher Programmsysteme ist es flUr Schiler
nur noch selten mdglich,ein Programm mit angemessenem Leistungsumfang ins-
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besondere unter einem graphisch-orientiertem Betriebssystem von Grund auf
neu zu programmieren.

Hier setzen die Softwarebausteine ein,namlich vorgegebene fertige Algorith-
men,die vom Schiiler zur Erstellung des Gesamtprogramms benutzt werden koén-
nen.

Ein besonderen Vorteil bieten solche Softwarebausteine,wenn sie nicht in
konventioneller (imperativer) Form vorliegen, sondern als Objekte erstellt
wurden.

Dann ist namlich nicht nur mdglich,die Softwarebausteine so wie vorgegeben
einzusetzen, sondern sie kénnen durch Vererbung vom Schiiler an die in seinem
Programmierungsprojekt notwendigen Erfordernisse individuell angepasst wer-
den.

Dieses Prinzip wird im Programm Knotengraph verwendet.Der vorgegebene Graph
kann durch Vererbung individuell,z.B. durch Definieren neuer Methoden sowie
durch Hinzufigen neuer Datenfelder zu Knoten und Kanten jederzeit neu ange-
passt werden.

Trotzdem lassen sich alle vorgegebenen Methoden, insbesondere die Methoden
zum Erzeugen und Editieren von Kanten und Knoten,Methoden zur Dateiverwal-
tung oder aber auf Grund der visuellen Vererbung des gesamten Anwendungs-
fenster der Entwicklungsumgebung die gesamte Benutzeroberflache wie vorge-
geben einsetzen und braucht nicht neu programmiert zu wer -
den.Quellcodeerstellung ist nur flr die vom Schller neu zu erstellenden
Anwendungsalgorithmen der Algorithmischen Graphentheorie ndétig,die die vor-
handenen Objekte benutzen und eventuell durch weitere Vererbung auf neue
Graphtypen erweitern.

Die Entwicklungsumgebung Knotengraph ist also als wiederverwendbares ob-
jektorientiert-programmiertes Softwaretool flUr den Einsatz zur Ldsung von
Problemen der Graphentheorie konzipiert.

Die Entwicklung leistungsfdhiger und damit gréRerer Programme bringt es
mit sich,dass ein solches Programm von einem Programmierer alleine nicht
mehr erstellt werden kann.Daher missen mehrere Programmierer an Teilaufga-
ben arbeiten.Das Programm muf? also in sinnvolle Untereinheiten so genannte
Module zerlegt werden,und jeder Programmierer (oder eine Teilgruppe von
Programmierern) bearbeitet dann einen solchen Modul alleine.Als wichtigste
Aufgabe entsteht dadurch die Notwendigkeit,Absprachen Uber das Zusammenfi-
gen dieser Module zum Gesamtprogramm,den sogenannten Schnittstellen zwi-
schen den Modulen zu treffen.

Das Bearbeiten eines solchen Gesamtprogramms durch mehrere Gruppen heif’t
Programierungsprojekt.Die Durchfihrung von solchen Programmierungsprojekten
ist im Informatikunterricht der Sekundarstufe II vom Lehrplan her zwingend
vorgeschrieben.

Das Fach Informatik war eines der ersten Facher,in dem das Arbeiten wvon
Schiilern an Projekten obligatorisch vorgesehen war.Projektorientierter Un-
terricht wird heute allgemein als wichtige methodische Unterrichtsform an-
gesehen,und es wird allgemein gewlnscht,dass ein solcher Unterricht, wegen
der damit verbundenen einzulbenden Sozialformen des sAufeinander--
Angewiesens“ und des Zusammenarbeitens von verschiedenen Personen (Schi-
lern) an einem Thema in allen Fachern stattfinden sollte.

Im Fach Informatik ergibt er sich zwanglos aus der Aufgabenstellung der an-
zugehenden Probleme.

Ein Modul,der Teil eines Programmierungsprojekts ist,enthdlt eine Export-
spezifikation(-Liste),in der die Namen (von Methoden oder Prozeduren) auf-
gefihrt sind,die auch anderen Modulen zur Verfligung gestellt werden sollten
(Definition der Schnittstelle).
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Die Struktur der den Zustand des Moduls reprasentierenden Daten ist aufder-
halb des Moduls unbekannt.Die Daten werden ausschlieflich Uber die expor-
tierende Schnittstelle verandert.

Wie nicht unschwer zu erkennen ist,bedeutet dieses Modell gerade wieder das
Modell des abstrakten Datentyps,der wie schon weiter oben erwdhnt,durch ob-
jektorientierte Datenstrukturen am besten realisiert wird.

Ein wesentliches Kriterium flUr Qualitdt eines Softwarebausteins ist Flexi-
bilitat,d.h. die vielfaltige Verwendbarkeit flUr verschiedenartige Zwecke.
Daraus ergibt sich,dass sich ein Modul also am besten durch die Implemen-
tierung von einem oder mehreren Objekten realisieren 1laRt,die flexibel auf
Anforderungen ihrer Umgebung reagieren kénnen.

So fihrt das Konzept der Projektorientierten Programmierung fast zwangslau-
fig zum Konzept der Objektorientierten Programmierung.

Eine Softwarebibliothek ist dann eine Menge von Objektklassen,und ein Soft-
warebaustein wird durch eine oder mehrere dieser Objektklassen dargestellt.

Umgekehrt beeinflusst die objektorientierte Programmierung die projektori-
entierte Entwicklung von Programmen:

Probleme bei der Erstellung gréRerer,umfangreicherer Programme sind namlich
die Komplexitat dieser Systeme zu beherrschen,dem System eine Struktur zu
geben,die Schnittstellen verlaRlich zu gestalten und die Software wartbar
zu halten.AuRBerdem sollten gute Softwaremodule wiederverwendbar sein.

Alle diese Prinzipien werden durch die Verwendung objektorientierter Daten-
strukturen unterstltzt.Die Strukturierung des Systems wird vorgeben durch
die Vererbungsbeziehung des Objekte.Die Schnittstellenkontrolle entspricht
der Datenkapselung der Objekte,wobei nur die vom Objekt vorgegebenen Metho-
den Zugriff auf die eigenen Daten(-felder) haben dirfen.Durch ihre Struktu-
rierung und ihre Kapselung wird die Software wartbar gehalten:

Im Fehlerfall ist dann eventuell nur der Austausch der Implementation einer
oder mehrerer Objektmethoden ndétig.Die  vorgegebene Beziehung der Objekte
und ihre gegenseitige Wechselwirkung kann erhalten bleiben.Die Wiederver-
wendbarkeit der Software wird hingegen durch die Prinzipen der Vererbung
und der Polymorphie gewadhrleistet.

Die bisherigen (imperativen) Methoden zur Beherrschung der Komplexitat wie
strukturierte Programmierung, schrittweise Verfeinerung von Problemen (Top
to Down-Methode) und Modularisierung sind mit der objektorientierten Pro-
grammierung um eine weiteres wichtiges Werkzeug verbessert worden.

Das Prinzip der strukturierten (imperativen) Programmierung reduziert die
Moéglichkeiten einer Sprache auf die vier Elemente Programmse-
quenz,Verzweigung, Schleife und Procedure.Die schrittweise Verfeinerung be-
ginnt mit einer Teilung des gestellten Problems in Proceduren,die dann
ebenfalls nach und nach in weitere Proceduren durch deren Aufruf zerglie-
dert werden,bis man auf der Ebene der Systemproceduren (Elemente der Pro-
grammiersprache) angekommen ist.

Das Prinzip der Modularisierung zerlegt ein grodReres Softwareprojekt in
Uberschaubare sinnvolle Teilbereiche,in die Module, die wiederum aus einer
Menge von Proceduren bestehen.

Der objektorientierte Ansatz dagegen strukturiert die Daten eines Programms
nach der Art und Weise,wie diese Daten bei verschiedenen algorithmischen
Zugriffen (Methoden) verwendet werden und erzeugt so eine Klassifikation
nach Datentypen namlich den Objektttypen.

Durch die mit Hilfe der objektorientierten Programmierung mdéglichen Gestal-

tung auch gréBerer Programmsysteme,erhdlt der Schller ein realistischeres
Bild der Informatik.Méglich wird dadurch ein anwendungsorientierter Unter-
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richt,z.B. im Hinblick auf die L&ésung von Problemen der Algorithmischen
Graphentheorie.

Probleme von realistischer Komplexitat koénnen so in der Schule behandelt
werden.

Es kénnen namlich jetzt auch solche Anwendungen behandelt werden und in den
Schulunterricht mit einbezogen werden,die bisher wegen ihres Umfangs nicht
von Schiilern in der Zeit,die dem Unterricht zur Verfigung steht,bewdltigt
werden konnten.Nur so kann der Forderung, anwendungsbezogene Inhalte und
damit die gesellschaftlichen Aspekte des Einsatzes von Computern (siehe das
vorige Kapitel B I Didaktische und methodische Analyse der Behandlung von
Graphen und Graphentheorie im Unterricht) 1in den Unterricht einzubin-
den, Rechnung getragen werden.

Z.B. erlaubt es das Programm Knotengraph bzw. dessen Entwicklungsumgebung,
Probleme des Operations Research auf der Grundlage des vorgegeben Objektsy-
stems graphisch anschaulich zu 1l&sen.So kann z.B. der gesellschaftliche
Aspekt von Optimierungsstrategien,z.B. bei der Schaffung von Energiesparen-
den Transportwegen diskutiert werden.

Ein Programm wird nicht mehr vom Kleinem zum Groflen fortschreitend aufge-
baut, sondern die wechselseitige Beziehung der verschiedenen globalen Pro-
grammteile steht im Mittelpunkt des Interesses.Dadurch koénnen neben den
technischen und algorithmischen Aspekten auch anwendungsbezogene Aspekte in
den Unterricht mit einbezogen werden.

Beim objektorientierten Entwurf eines komplexen Software-oder Anwendersy-
stems wird von den Details =zundchst abstrahiert,vielmehr interessiert die
Grobstruktur,die Architektur des Softwaresystems.

Damit zeigt sich,dass der Einsatz der objektorientierten Programmierung ein
neues Verfahren,d.h. ein Umbruch ist,der es gestattet die Entwicklung eines
groRen Softwareprojektes einheitlich und Ubersichtlich zu gestalten.

Einen solchen Umbruch bzw. den Wechsel zu einer neuen (Programmierungs-)
Methode bezeichnet man als Paradigama.In vielen heutigen Sprachen ist nicht
nur eine dieser Methoden realisiert,sondern sie bestehen aus einer Mischung
dieser Konzepte,wobei auf die Realisierung eines dieser Konzepte das Haupt-
gewicht gelegt wird.

Es gab in der Vergangenheit verschiedene Paradigmenwechsel in der Informa-
tik:

Die in der Informatik zeitlich erste Methode, Programme zu erstellen,auf
die natlUrlich auch heute noch nicht verzichtet werden kann, besteht in der
Aneinanderreihung von Einzelbefehlen oder Anweisungen einer Programmier-
sprache,die sequentiell (unter Einbeziehung von Springen) abgearbeitet wur-
den.Diese Methode bezeichnet man als imperatives Paradigma.Diese Mdglich-
keit ist der Maschinensprache eines Rechners am meistens verwandt.

Als abschreckendes Beispiel dieser Methode soll hier nur die unkontrollier-
te Verwendung der Goto-Anweisung (z.B. in Basic) erwahnt werden,um im Pro-
grammcode willktirlich herumzuspringen.Allerdings war die (kontrollierte)
Verwendung der Goto-Anweisung unbedingt ndétig,um (anfangs) Schleifen pro-
grammieren zu kénnen.

Ein anderes Konzept ist die Programmierung mittels Funktionen.Die Anweisun-
gen eines Programms bestehen darin,dass Funktionen wiederum als Parameter
(Variablen) anderer Funktionen verschachtelt werden kénnen.Eine solche Art
zu Programmieren heif3t funktionales Paradigma und wurde zum ersten Mal in
der Programmiersprache Lisp realisiert.

In Sprachen wie Prolog wird die Spezifikation eines Problems in einer logi-
schen Sprache beschrieben,und das entsprechende Programm liefert daraufhin
die Losung.Im Idealfall kénnte man die Forderung aufstellen, dass die Be-
schreibung sogar in der Umgangssprache mdglich sein sollte,wenn sie nur
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hinreichend prézise gestaltet wird.Eine Wechsel zu Sprachen mit diesen Ei-
genschaften wird deklaratives Pardigma genannt (z.B. in Prolog reali-
siert) .

Der Ubergang zu einer Sprache mit objektorientierten Datenstrukturen heifit
objektorientiertes Paradigma.Die Beschreibung der Eigenschaften und didak-
tischen Vorteile dieser Sprachen sind Inhalt dieses Kapitels.

In dem Buch ,Das Objekt-Paradigama in der Informatik“ wvon Klaus Quibeldey-
Cirkel (Lit 49) zeigt der Verfasser,dass die Verwendung objektorientierter
Strukturen die Kommunikation und Kooperation der an einem Projekt beteilig-
ten Partner fdérdert.Der gestalterische Aspekt des Softwareentwurfes wird
durch den Objektorientierten Ansatz gefdrdert.

Betrachtet man den Einsatz von Objekten im Informatikunterricht unter die-
sen Aspekten,wird deutlich,dass mit ihrer Hilfe v&éllig neue didaktische
Ziele erreicht werden sollen und koénnen,als das Erlernen eines einfachen
Algorithmenentwurfs und die Kenntnisse Uber die Funktionalitdt wvon Daten-
strukturen,die bisher im Mittelpunkt des Unterrichts stand.

Das abstrakte didaktische Ziel ist vielmehr die Beschdftigung mit Informa-
tik als einer interdisziplindren Wissenschaft des Entwerfens und Modellie-
rens von komplexen Programmen.

Somit wird Informatik zur Wissenschaft des Entwurfs und der Gestaltung von
Informationssystemen.

(vgl. Lit 3)

Normalerweise besteht die Erstellung eines komplexen Programmsystems in der
Ausflihrung folgender Schritte:

1) Beschreibung des Problems
2)Analyse des Problems
3)Erstellung eines theoretischen Modells des Lésungsalgorithmus

4)Verfeinerung des Lésungsmodells unter dem Gesichtspunkt der Implementati-
on in der vorgegebenen Programmiersprache

5)Codierung in der Programmiersprache

Beim objektorientierten Programmieren sind die Entwurfsschritte 2) bis 5)
nicht unabhangig voneinander, sondern missen von Beginn an unter dem Aspekt
der aufeinander aufbauenden Objektstruktur und der glnstigsten Auswahl der
Objekttypen,die von der Allgemeinheit zum Speziellen in der Objekthierachie
voranschreiten sollte,gesehen werden,wobei eventuell auch noch die Objekt-
linien verschiedener Objekte nicht nur durch Vererbung sondern auch durch
Verschachtelung miteinander verzahnt sind.Unter dem letzteren ist zu ver-
stehen,dass z.B. ein Objekt wiederum als Datentyp eines anderen Objektes
auftreten kann (,hat-Beziehung).

(z.B. ist sind Programm Knotengraph die Objekte Knoten-und Kantenliste Da-
tenfelder des Graphenobjekts.Die Knoten-und Kantenlisten sind wiederum Li-
sten von Objekten der Typen Knoten und Kante.Von den Knoten und Kanten lei-
ten sich durch Vererbung dann die vom spateren Softwaretool-Benutzer einzu-
setzenden erweiterten Knoten und Kanten sowie vom Graphen ein erweiterter
Graphtyp als jeweilige Objekte ab.)

Nach Klaus Quibeldey-Cirkel (Lit 49, S. 110) 1laRt sich der Entwurfsprozef
einer objektorientierten Anwendung in zwei Phasen gliedern:

"

1.Explorative Phase:

,Finde Klassen,verteile Aufgaben, finde Kooperationen!™
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(a) Identifiziere die Kassen durch die grammatikalische Analyse der Anforde-
rungsbeschreibung.

(b) Identifiziere die Pflichten durch eine Klassenkritik und durch die Ana-
lyse der informationstragenden Verben in der Anforderung.

(c)Identifiziere die Kooperationen durch eine Analyse der Kommunikati-
onspfade zwischen den Klassen,die flr eine Dienstleistung erforderlich
sind. (Kooperationsnetze beschreiben den Informationsfluss auf den hierar-
chischen Klassenbeziehungen.)

2.Verfeinerung des Entwurfs:
Ordne die Klassen, die Aufgaben,die Kooperationen!

(a)Stelle die Klassenhierachien auf. (Venn-Diagramme beschreiben die Uber-
schneidungen der verteilten Aufgaben.)Identifiziere die abstrakten und die
konkreten Klassen.

(b) Identifiziere die Teilsysteme. (Teilsysteme sind Mengen von Klassen,die
eng zusammenarbeiten,um die Vertrage mit externen Auftraggebern zu erfil-
len.)

(c) Schreibe die Protokolle flUr die Kooperationen zwischen den Klassen und
den Teilsystemen.™

Also muf? das Design einer solchen Objektstruktur vor Beginn jeder Implemen-
tierung wohliberlegt sein.Die Erstellung eines solchen Designs wurde unter
dem oben genannten Stichwort Modellieren des Programm- bzw. Informationssy-
stems zusammengefasst.

Baumann schreibt dazu ((Lit 2, S. 281):

,Der Erwerb von Kompetenz in Analyse und Entwurf von Informatiksystemen ist
ein langandauernder Prozess.Es bedarf der Erfahrung,die relevanten Objekte
und ihre Beziehungen zu erkennen: Wenn die Schiiler zu spat mit dem Model-
lieren beginnen,kénnen sie diese Erfahrung nicht mehr aufbauen.™

Objektorientiertes Denken verlagert die Schwerpunkte des Unterrichts von
der Programmierkompetenz hin zu einer Modellierungs- und Evaluationskompe-
tenz™"

Die Grenzen zwischen Analyse und Design eines gestellten Problems ver-
schwinden.

Analyse meint die wesentlichen Merkmale einer verbal gestellten Aufgabe
herauszufiltern,und sie von unwesentlichen zu trennen,d.h. festzulegen,was
sollen die Kern-Eigenschaften des zu entwerfenden Systems sein.

Design bedeutet das Erfinden von Datenstrukturen und Methoden,um die L&sung
der gestellten Aufgabe erfassen und gestalten zu kénnen,sowie die Gliede-
rung in Teilprobleme und Modelle,die Definition von Schnittstellen usw..

Bei dem objektorientierten Systementwurf werden die verbal formulierten An-
forderungen des Problems von vorneherein durch Objekte unseres Denkens,
d.h. durch Begriffe gegliedert und als Lésungseinheiten dargestellt und
durch diesen frihzeitigen Abstraktionsprozefd schon so strukturiert,dass
sich das Design des LOsungsprozesses aus ihnen unmittelbar ergibt.

Die Klassen-und Objekthierachien des Objektorientierten Systementwurfs ent-
stehen also automatisch als Struktur unserer Denkpsychologie.

Zur Festlegung eines Begriffs gehdrt die Angabe aller Merkmale (in Delphi
durch Propertys realisiert),durch die man entscheiden kann,ob ein bestimm-
tes Objekt zu diesem Begriff gehdrt oder nicht.Die Menge aller Objekte,die
zUu einem bestimmten Begriff gehdért,d.h. auf die die Merkmale des Begriffs
zutreffen,ist die Klasse des Objekts.
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Zur Festlegung eines Begriffs d.h. einer Klasse ergeben sich bei dem dafir
notwendigen Abstraktionsprozefs automatisch Ober-und Unterbegriffe,d.h.
Ober-und Unterklassen,und dadurch entsteht von selbst die Vererbungsbezie-
hung von Objektklassen.Die am weitesten oben in dieser Hierachie stehenden
Klassen sind dann die abstrakten Datentypen.Ein Schreiten von den obersten
Objektklassen zu den weiter unten befindlichen bedeutet Spezialisieren,der
umgekehrte Weg heiRt Generalisieren.

Verschiedene Begriffe oder Objekte mit &hnlichen Eigenschaften oder ahn-
licher Zielrichtung werden zu einem Objektverbund zusammengefaft.Dadurch
entsteht schon bei der Analyse des Problems von alleine eine Programmstruk-
turierung.

Objektorientierte Strukturen entsprechen also der Struktur unseres Denkens.
Nach H.Lompscher (in Lit 49, S. 134) lassen sich die geistigen Fahigkeiten
auf wenige Operationen zurlckfihren,die allerdings meistens nicht isoliert
sondern im Verbund auftreten:

"

1l.Zergliedern eines Sachverhalts in seine Teile
2.Erfassen der Eigenschaften eines Sachverhalts

3.Vergleichen von Sachverhalten hinsichtlich der Unterschiede und Gemein-
samkeiten

4 .0rdnen einer Reihe wvon Sachverhalten hinsichtlich eines oder mehrerer
Merkmale

5.Abstrahieren als Erfassen der in einem bestimmten Kontext wesentlichen
Merkmale eines Sachverhalts und Vernachlédssigen der unwesentlichen Merkmale

6.Verallgemeinern als Erfassen der einer Reihe von Sachverhalten gemeinsa-
men und wesentlichen Eigenschaften

7.Klassifizieren als Einordnen eines Sachverhalts in eine Klasse

8 .Konkretisieren als Ubergang vom Allgemeinen zum Besonderen

nw

Die Operationen haben jeweils ihre direkte Entsprechung in den Merkmalen
der objektorientierten Programmierung:

Zu 1,2,3:0bjekte und ihre Eigenschaften

Zu 4:Zusammenfassen von Objekten zu einem Objektverbund

Zu 5,6:Generalisieren bis zum abstrakten Datentyp

Zu 7:Konzept der Klasse, Vererbungsbeziehung

Zu 8:Spezialisierung von Objekten

Objektorientierter Entwurf bedeutet Klassifizieren,d.h. geeignete Objekt-
klassen finden,Kategorisieren d.h. Objekte diesen Klassen zuord-
nen, Strukturieren, d.h. die Zusammenhange zwischen Objektklassen erkennen
sowie Systematisieren, d.h. die Objektklassen in einer Vererbungshierachie
zu ordnen.

Nach der kognitiven Psychologie 1laf3t sich die Struktur unseres Gehirns als
semantisches Netz mit verknUpften Gedachtnisinhalten in Form eines Graphen
darstellen.Semantische Netze sind Abbildungen unserer Wissen-oder Gedacht-
nisstrukturen.Den Knoten entsprechen dabei die Gedachtnisinhalte und den

Kanten die VerknUpfungen der Gedachtnisinhalte als Relationen.

Dabei lassen sich nach Dérner (in Lit 49,S. 132) drei Arten von Verknlp-
fungen unterscheiden:
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a)die Konkret - Abstrakt - Relation
b)die Ganzes-Teil-Relation
c)die Raum-Zeit- (Ablauf)Relation

Der Denkprozess kann dann als interpretierender Prozess aufgefaflt werden,
bei dem gewisse Knoten (Gedachtnisinhalte) verfligbar gehalten werden und
untersucht wird,ob andere Knoten (andere Gedachtnisinhalte) im Umfeld die-
ser Knoten liegen.

Diese Struktur des Denkensgs als semantisches Netz entspricht beim objekt-
orientierten Entwurf den strukturellen Beziehungen bei der Problemanalyse
sowie dem Design und schlieflich den Relationen der Programmobjekte zuein-
ander in der zu erstellenden Anwendung.

So kann der Vorgang des Modellierens als zunehmende Konkretisierung wvon
der Ebene der Gedachtnisinhalte zur Ebene der Programmiersprache aufgefafRt
werden,wobei die Anfangsstrukturen erhalten bleiben.Dass diesem Prozess ei-
ne Graphenstruktur zu Grunde liegt,betont noch einmal die Wichtigkeit der
Beschaftigung mit Graphen,wie sie durch diese Arbeit hervorgehoben werden
soll.

Auch die menschliche Sprache zeigt (wahrscheinlich auf Grund der Art der
oben erdrterten Denkvorgange) Parallelen zur objektorientierten Struktur.

Vererbungsbeziehung: z.B. Vogel als Oberbegriff (Klasse) von Mowe
Vogel koénnen fliegen.Die Mdwe ist eine Vogel.Also kann eine Méwe fliegen.

Uberdefinieren:z.B. eine goldene Briicke bauen.Der urspriingliche Begriff von
bauen wird verandert.

Polymorphie:Jetzt ist Zeit zur MufRe.Verschiedene Leute werden unter dem Be-
griff Muf’e jeweils Verschiedenes verstehen.

Auf diese Weise ist der Vorgang des Modellierens mit Hilfe objektorientier-
ter Datenstrukturen viel starker an die Strukturen unseres Denkens und
Sprechens angelehnt als frthere Programmentwurfstechniken und daher wviel
leichter von Schilern durchzufihren.

Dabei sollten die von der realen Welt vorgegebenen Probleme direkt als Mo-
dell in die Strukturen der Objekte Ubertragen werden,wobei die gegenseiti-
gen Beziehungen der realen Gegenstande sich homomorph in den gegenseitigen
Relationen und Abhadngigkeiten der Objekte wiederspiegeln.

Der objektorientierte Ansatz veradndert die Bedeutung bisher verwendeter Be-
griffe des Softwareengenierings,und es entsteht eine neue Methode des Soft-
wareentwurfs.

Eine neuer Methodenaspekt ist das gerade beschriebene einphasige Modellie-
ren des vorgegebenen Problems mittels Objektstrukturen.

Daraus ergeben sich weitere Veranderungen:

Der Begriff des (fertigen) Programms mufd erweitert werden,und bedeutet
jetzt ein Softwaresystem,das einerseits aus schon bereitgestellten Softwa-
remodulen und anderseits aus noch vom spateren Anwender zu erstellenden
Softwarebausteinen (Objekten,die sich von den fertigen durch Vererbung ab-
leiten oder neu erstellte Objekte) besteht.

Der Anteil der vorgegebenen Softwarebauteile ist meistens sehr viel grodfer
als der Anteil der noch zu erstellenden Einheiten.Die vom Anwender neu er-
stellten Programmteile sind dabei nur im Zusammenhang mit den schon vorge-
gebenen Modulen lauffdhig.
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Bei der Aufgabenbeschreibung des Programms sind nur solche Teile zu be-
schreiben,die durch den spateren Benutzer der vorgegebenen Software neu zu
entwickeln sind.Die Ausfihrung eines Programms bezieht sich nicht nur auf
die vom spateren Benutzer neu entwickelten Softwaremodule sondern auf das
Gesamtsystem.

Bei der Analyse und der objektorientierten Modellierung des Problems mufd
das Gesamtproblem in Teilprobleme zerlegt werden,die dann ihrerseits wieder
zu verfeinern sind.Diese Verfeinerung bezieht sich jedoch =zunachst nur
auf die neu zu erstellenden Programmteile,die sich mittels der schon vor-
handenen Programmteile ldsen bzw. von Ihnen ableiten lassen,es sei denn es
besteht die Notwendigkeit noch v&llig neue Programmmodule zu entwerfen.

Welche Kriterien sollten nun einem guten Softwareentwurf zugrunde gelegt
werden?

Nach Blaauw (in Lit 49,S. 199) lassen sich folgende Kriterien nennen:

-Vollstandigkeit
Wenn ein Konzept aufgenommen wird,dann vollstandig

-Allgemeinheit
Wenn ein Konzept aufgenommen wird,dann in seiner allgemeinsten Form

-Offenheit: Entwurfsfreiraum lassen

-Orthogonalitat
Wenn ein Problem aufgenommen wird,dann losgeldst von anderen

-Klarheit
Wenn ein Problem aufgenommen wird,dann einsichtig und transparent

-Sicherheit:gegen nattirliche und willkiirliche Stérungen
-Wirtschaftlichkeit:gutes Verhdltnis zwischen Preis und Leistung
-Effizienz:gute Ausnitzung der Mittel

-Unweltschonung:Vermeidung von Abfdllen aller Art

Objektorientierte Entwurfstechniken decken die genannten Kriterien ab:
Vollstandigkeit und Allgemeinheit:

Die Definition einer grundlegenden (evtl. abstrakten) Klasse,von der sich
andere Klassen ableiten,wird man so gestalten,dass sie den allgemeinsten
Fall abdeckt und vollstandig alle dazu ndtigen Methoden bereitstellt.

Offenheit:

Die Vererbungsbeziehung und die Polymorphie lassen genligend Spielraum fUr
ein offenes,verschiedenartiges Verhalten von abgeleiteten Klassen.

Orthogonalitat:

Durch das Prinzip der Datenkapselung werden Beeinflussungen der verschiede-
nen Objekte ausgeschlossen..

Klarheit:
Die Struktur der obersten Klassen einer Klassenbibliothek entspricht oft

der Struktur eines abstrakten Datentyps und ist deshalb einfach, einsich-
tig und klar.
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Sicherheit:

Durch die Strukturierung des Objekttypen infolge von Vererbungsbeziehungen
ist eine sicherer Programmierungsansatz mdglich.

Wirtschaftlichkeit, Effizienz und ,Umweltschonung®

Durch die Wiederverwendbarkeit von Softwarebausteinen infolge objektorien-
tierter Vererbung sind Wirtschaftlichkeit und Effizienz gege-
ben.Programmmodule kénnen immer wieder verwendet werden. (Abfallvermeidung)

Die bisherigen Ertrterungen zeigen,dass sich das Prinzip der Objektorie n-
tierten Programmierung in ganz besonderer Weise fiur den Einsatz im Unte r-
richt eignet.

Im folgenden sollen die didaktisch-methodischen Vorteile in Kurzform noch

einmal zusammengestellt werden:

1)Der objektorientierte Ansatz erleichtert und ermédglicht das Wiederverwen-
den von Software.Softwaremodule kénnen dem Schller fir grédflere Programmie-
rungsprojekte bereitgestellt werden.Nur so ist es im Schulunterricht mdg-
lich,gréRere und umfangreichere Programmprojekte wie z.B. die Darstellung
von Graphen und von Graphenalgorithmen anzugehen und Elemente einer graphi-
schen Benutzeroberfldche auf der Grundlage eines graphischen Betriebssy-
stems in den erstellten Programmen zu verwenden.

2)Der objektorientierte Ansatz ist viel starker als frlhere Entwurfsmetho-
den an unserem Denken und unserer Sprache orientiert.Die Entwurfsmethode
besteht deshalb nur aus einer Phase.Die grundlegenden Objekte und ihre Be-
ziehungen entwickeln sich schon bei der Analyse des Problems als Denkstruk-
turen und Begriffe,die dann schrittweise konkretisiert werden und brauchen
nicht in einer zweiten Entwurfsphase als Datenstrukturen und Operationen
(ktinstlich) neu entworfen zu werden.

(Prinzip des Modellierens 1. Teil)

3)Der objektorientierte Ansatz bedeutet die Mdglichkeit einer intuitiven
Softwareentwicklung,in der die reale Welt in Abschnitte,die Realitatsaus-
schnitte aufgeteilt wird, die dann durch die Nachrichten austauschenden
Objekte codiert und simuliert werden.Anstatt das Gesamtsystem durch eine
v6llig neu zu entwerfende Aufrufstruktur verschachtelter Unterprogramme
bzw. Module darstellen zu mUssen,kann man intuitiv die vorgegebenen Struk-
turen der Realitat als Objektbeziehungen darstellen.

(Prinzip des Modellierens 2. Teil)

4)Der objektorientierte Entwurf ist anschaulich,strukturiert,einfach und
Ubersichtlich und entspricht den Kriterien flr einen guten Softwareentwurf.
Der Schller wird zu strukturierten Program-und Datentechniken gezwungen.

Objektorientiertes Programmieren bedeutet Klassifizieren von Objektklassen,
Zusammenfassen durch Kapseln sowie Lokalisieren wvon Realitdtsauschnitten,
die durch gleiche Objekte beschrieben werden ké&énnen,Identifizieren eines
Objektes,das verschiedene Zustande annehmen kann und Abstrahieren von Rea-
litatseigenschaften eines Weltausschnitts hin zur Objektstruktur.

Durch fortlaufende weitere Abstraktion beim Durchlaufen einer Objekthiera-
chie von den Subklassen-Objekten zu den Objekten der obersten Superklasse
ergibt sich wie von selbst der Begriff des abstrakten Datentyps,der von al-
len realen Implementationen mit konkreten Datenfelder absieht und in dem
nur noch die gegenseitige Relation der den Datentyp charakterisierenden Me-
thoden enthalten ist.Durch Vererbung lassen sich aus ihm sofort Objekte er-
zeugen,die dann eine spezielle Datenimplementation enthalten.

5)0Objektorientiertes Programmieren férdert projektbezogenes Arbeiten durch
die durch die Struktur der Objekte vorgegebene Modularisierung und begln-

stigt so interaktive und kooperative Unterichtsformen.Der Schliler lernt im

60



Team Aufgaben zu ldésen und sich bezlglich des gesetzten Ziels mit den ande-
ren Gruppen zu koordinieren sowie die ihm gestellte Aufgabe richtig einzu-
ordnen und im Gesamtzusammenhang zu sehen.Durch die Modglichkeit realitéts-
bezogene Programme auf Grund des objektorientierten Ansatzes zu erstellen,
ist auch die Einbeziehung des Unterrichtsstoff anderer Facher in ein Pro-
jekt,d.h. facheribergreifender Unterricht und Lernen im Kontext modglich.

6)Die Struktur der Objekte bei objektorientierten Programmiersprachen ent-
spricht der Struktur der Dinge in der Ontologie,d.h. der Ordnungsbeziehung
zwischen allgemeinen Objekten der Umwelt.So erweist sich die objektorien-
tierte Struktur als allgemeines Prinzip der realen Welt.
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B 11l Konkrete methodisch-didaktische Bemerkungen zur Durchfi h-
rung von Unterrichtsreihen zum Thema algorithmische Gr a-
phentheorie

Um den Ablauf und die Funktionsweise von Graphenalgorithmen zu verstehen,
ist es am besten,die Algorithmen selber zu programmieren.Dazu mufy der Graph
als geeignete Datenstruktur erzeugt werden.Konventionell wird ein Graph da-
bei als Array in Form von Adjazenzmatrizen, Inzidenzmatrizen oder Adjazenz-
listen gespeichert.Diese Form der Darstellung hat jedoch mehrere Nachtei-
le:

1)Die Darstellungsarten abstrahieren stark von der zeichnerischen Darstel-
lung des Graphen mit Hilfe von Knoten als Kreise und Kanten als Verbin-
dungslinien zwischen den Knoten und sind deshalb unanschaulich.

2)Den Knoten oder Kanten zugeordnete Inhalte (z.B. Bezeichnungen) kénnen in
dieser Darstellung schwer und nur mit Hilfe wvon zusatzlichen Datenstruktu-
ren untergebracht werden, insbesondere dann,wenn Knoten und Kanten mit Be-
wertungen (z.B. Zahlenwerten) versehen werden sollen.

3)Die Datenstrukturen eignen sich nur flr eine statische Arbeitsweise mit
Graphen,bei der die Graphenstruktur von vornherein fest vorgegeben ist.Bei
dynamischen Anwendungen,bei denen L&schen und Einflgen von Knoten und Kan-
ten jederzeit mdglich ist,mufd ein grofRer Teil der Daten in den Arrays neu
organisiert und um- bzw. Uberschrieben werden.Eventuell werden dabei auch
die maximal vorgegebenen Grenzen der Darstellungs-Arrays erreicht,oder es
wird von vornherein zu viel Speicherplatz verschwendet.

4)Mit Hilfe der genannten Datenstrukturen ist es oft nur mdglich,die Algo-
rithmen speziell auf eine bestimmte Aufgabenstellung hin zu entwerfen.Bei
einer &hnlich gelagerten neuen Problemstellung mufd der gesamte Algorithmus
wieder neu erstellt werden, und von der Lbsung der vorigen Aufgabe kann
nicht profitiert werden.

5)Der Aufbau eines Graphen mit Hilfe einer Programmiersprache ist schon al-
leine eine recht komplexe Angelegenheit,so dass man erst sehr viel Zeit in
die Verwaltungsroutinen des Graphen,die in dem Aufbau und der Strukturie-
rung von Adjazenzmatrizen, Inzidenzmatrizen oder Adjazenzlisten 1lie-
gen, investieren muf,bevor es mdglich ist,zu der Erstellung des eigentlich
gewlinschten Problemldsungsverfahrens zu gelangen.

Die genannten Mangel lassen sich durch den Einsatz von dynamischen Daten-
strukturen (Zeigern) und durch die Verwendung von Objekten zur Darstellung
von Graphen,die schon geeignete Verwaltungsmethoden fir Knoten und Kanten
mittels Vererbung bereitstellen,vermeiden,so dass man sich auf die Erstel-
lung des eigentlichen Algorithmus unter Verwendung dieser Methoden konzen-
trieren kann.

Diese Art der Programmierung Ubersetzt die zeichnerische Darstellung des
Graphen in eine Aaquivalente Datenstruktur und ist dadurch viel anschauli-
cher,weil durch sie das gegebene Problem viel besser in ein isomorphes Mo-
dell abgebildet werden kann.Werden noch zusatzliche Methoden zur zeichneri-
schen Darstellung des Modells durch die Objekte bereitgestellt,ist jeder-
zeit wieder eine Eins zu Eins Ubersetzung in die gewohnte zeichnerische
Darstellung mdéglich,und die Ergebnisse der Lésungsverfahren bzw. der Ablauf
von Algorithmen kénnen unmittelbar anschaulich verfolgt werden.

Die [Kapitel des Abschnittes C dieser Arbeit Unterrichtsskizzen setzen je-
weills voraus,dass der Graph schon in der eben beschriebenen Weise vorgege-
ben ist,und es jetzt nur noch darum geht,den Algorithmus fir das jeweilig
gestellte Problem der Graphentheorie unter Einsatz wvon objektorientierten,
vorgegebenen Methoden zu implementieren.

Wenn man nicht auf objektorientierte Programmierkenntnisse der Schiler zu-

rickgreifen will oder kann,bietet es sich an,das (fertige) Programm Knoten-
graph unter Einsatz des dort zur Verfligung gestellten Demo-Modus oder Ein-
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zelschrittmodus zur Veranschaulichung der entsprechenden Graphenalgorithmen
einzusetzen.Dann ist es erforderlich,den in den Kapitel C Unterrichtsskiz-
zen dargestellten Quellcode durch die dort zusatzlich vorhandenen Verbalb-
schreibung des Algorithmus zu ersetzen. (Dieses ist die einfachste Art algo-
rithmische Graphentheorie anschaulich zu unterrichten,namlich das Programm
Knotengraph als Fertigversion zu benutzen.)

Durch diese Verbalbeschreibung und Demonstration der Algorithmen oder me-
thodisch noch besser durch die im vorletzten Abschnitt genannte selbststan-
dige objektorientierte Programmierung der Algorithmen und Erstellung eige-
nen Quellcodes unter Benutzung der durch Vererbung bereitgestellten Verwal-
tungsmethoden des Graphen kann ein vollkommener Einblick in die nmat hennti -
sche Struktur und Funktionsweise der entsprechenden Verfahren der Gra-
phentheorie erreicht werden.Die methodisch-didaktischen Gesichtspunkte die-
ses Aspekts werden im zweiten Teil dieses Kapitels erdrtert.

Will man jedoch dartber hinaus aber auch noch grundlegendes Verstandnis in
die infornationstechni sche Struktur und Funktionsweise der Verfahren errei-
chen,ist es sinnvoll die entsprechenden Datenstrukturen selber objektorien-
tiert zu entwickeln und aufzubauen, statt sie wie im vorigen Absatz be-
schrieben,lediglich fertig zu benutzen.Diese Mdéglichkeit soll im folgenden
zuerst dargestellt werden.

Es bietet sich deshalb hier an,den Aufbau eines Graphen als Programmie-
rungsprojekt im Informatikunterricht als ein Musterbeispiel flir die Verwen-
dung und Handhabung von Objektdatentypen und als didaktisch-methodisches
Konzept eines EinfUhrungskurses in die objektorientierte Programmierung zu
wahlen.

Der Umfang der dem Programm Knotengraph auf Grund der graphischen Benut-
zeroberflache zu Grunde liegenden Objektmethoden legt es dabei allerdings
nahe, nur eine unbedingt notwendige Teilmenge dieser Methoden flir ein sol-
ches Projekt auszuwadhlen,um einerseits den Blick auf das Grundlegende nicht
zu verlieren und um andererseits in einem flr ein Unterrichtsprojekt ange-
messenen zeitlichen Rahmen bleiben zu kénnen.

Der Aufbau der den Graph beschreibenden Objekt-Datenstrukturen wird schon
deutlich,wenn man sich darauf beschrankt,das Programm Knotengraph ohne gra-
phische Benutzeroberfldche als Anwendung mit reiner Textausgabe (in dieser
Arbeit auch Consolenanwendung genannt) zu implementieren.Dieses hat aufRer
der Umfangreduzierung auf’erdem den Vorteil,dass die Verwendung aller ereig-
nisorientierter Methoden und der Einsatz aller visuellen Komponenten ent-
fallt,und ein Programm entsteht,das lediglich die grundlegenden Sprachele-
mente von Pascal,erweitert um die Mdéglichkeiten der Erzeugung und Verwen-
dung von Objekten (Objektpascal) benutzt.

(Dabei wird Delphi (Version 1.x Textanwendung,Version ab 2.x Consolenoption)
statt Objekt-Pascal benutzt,weil Delphi das bessere Objektmodell enthalt.)

Als Zeitpunkt fir eine solche Unterrichtsreihe bietet gich im Informatikun-
terricht entweder die Jahrgangsstufe 12.1 oder die Jahrgangstufe 13 an. In
Jahrgangsstufe 13 kann eine solche Sequenz gemdf? den Richtlinien
(NRW:Komplexere Algorithmen mit allgemeinen Datentypen) als eines der ver-
langten Programmierungsprojekte durchgefihrt werden.

In der Jahrgangsstufe 12.1 1afRt sich der objektorientierte Aufbau einer
Graphenstruktur entweder anschlieffen als konsequente Fortfihrung der Ein-
fihrung und Besprechung der Datenstrukturen Liste, Keller, Schlange und
Baum.Oder aber der objektorientierte Aufbau 1laft sich noch besser als ein-
heitliche Unterrichtsreihe mit dem Hauptziel Graphen konzipieren,die
teils auf dem Weg dorthin die  Strukturen Liste, Keller und Schlange als
Hilfsmittel zur Verwaltung der objektorientierten Graphenstruktur einfihrt,
teils aber,nachdem die Graphenstruktur fertig wvorliegt,als Anwendungspro-
jekt die Baumstruktur als Spezialfall eines Graphen von einem allgemeine-
ren Gesichtspunkt aus,als es bisher im Informatikunterricht UGblich
ist,behandelt (d.h. Betrachtung allgemeiner Nicht-Bindr-Baume in Gra-
phen,Durchlaufverfahren in Baumen, Konstruktion von Gerlisten usw.) .
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Eine in sich abgeschlossene Unterichtsreihe,die die zuletzt genannte M&g-
lichkeit wverwirklicht,soll im folgenden methodisch-didaktisch dargestellt
werden.

Das im folgenden beschriebene Projekt wurde von mir als Unterrichtsreihe
in Informatikkursen der Sekundarstufe II sowohl in Jahrgangsstufe 12.1 mit
Fortsetzung in 12.2 als auch in Jahrgangsstufe 13.1 durchgefihrt (teilwei-
se beginnend auch schon in 11.2).

1) Unterri cht svorausset zungen

Voraussetzung fUr die Durchfihrung eines Unterrichtsprojekts mittels des
Entwicklungsumgebung Knotengraph mit dem Inhalt Graphenalgorithmen sind
Kenntnisse der Struktur und Programmierung von Objekten in Delphi sowie der
Datenstruktur von einer (universell verwendbaren) einfachverketteten Liste
aus Objekten,deren Dateninhalte und Datentypen von einem Anwender noch
nachtraglich festgelegt werden kdnnen.

Wenn der Informatikunterricht der Sekundarstufe II in der Jahrgangsstufe 11
gleich mit der Programmiersprache Delphi beginnt,hat das zwar den Vor-
teil,dass die Schller wahrend der gesamten Oberstufenkursfolge nicht mehr
unbedingt auf eine andere Entwicklungsumgebung einer Programmiersprache um-
steigen brauchen und auch von Anfang an schon gleich Programme mit anspre-
chenden Windowsoberfldchen mit relativ wenig Aufwand erstellen kénnen.

Die Nachteile sind jedoch,dass die Arbeitsweise dieser Programme von einem
Anfanger nicht unbedingt durchschaut werden kénnen,weil in den Programmen
schon gleich das Prinzip der Programmierung mittels Objekten verwendet
wird, indem die Entwicklungsumgebung selber beim visuellen Konstruieren ei-
ner Programm-Windows-Oberfldche durch Ziehen entsprechender Oberflachenele-
mente (Komponenten) wie Buttons, Ausgabelabels, Editierfenster usw. 1in die
Ausgangsform automatisch Objekt-Programmcode erzeugt. (Das gleiche gilt fiur
entsprechende visuelle Entwicklungsumgebungen mit Java oder C++.)

Auflerdem wird das Prinzip der Ereignissteuerung der Elemente benutzt, so
dass die erstellten Oberfldchenelemente mittels ihrer Ereignismethoden auf
die verschiedenen Windowsnachrichten reagieren.

Der Mechanismus,nach dem dies geschieht,bleibt flir den programmierenden
Schiiler vollkommen verborgen,weil kein Hauptprogramm geschrieben
wird, sondern die Ablaufsteuerung vom Windows-Betriebssystem ausgefihrt
wird.

Die neuen Richtlinien Informatik fUr NRW (Lit 67),die im Jahre 1999 flur
dann in Jahrgangsstufe 11 beginnende Kurse in Kraft treten,sehen u.a. als
eine von mehreren unterschiedlichen Wahlmdglichkeiten unter dem Stichwort
,Sequenz objektorientiert- visuell"“ eine solchen Einstieg in die Entwick-
lungsumgebung Delphi in der Jahrgangsstufe 11 vor.Die Reflexion darlber,was
eigentlich Objekte sind und nach welchen Regeln und Zusammenhangen in der
Jahrgangsstufe 11 programmiert wurde,soll dann der Jahrgangsstufe 12 vorbe-
halten bleiben,in der der von Delphi automatisch bereitgestellte Quellcode
analysiert oder manuell selbst erzeugt bzw. abgedndert wird,und so die
Prinzipien der objektorientierten Programmierung systematisch besprochen
werden. (Nach der Intention dieser Arbeit sollte die Erlauterung dieser
Prinzipien dann dort am besten durch Aufbau einer Graphenstruktur und An-
wendungen der Struktur an Hand von mathematischen Algorithmen der Gra-
phentheorie geschehen.)

Der Vorteil dieses Einstiegskonzepts liegt darin,dass schon von Anfang an
unter Windows in der Oberflachengestaltung relativ aufwandige Oberflachen-
gestaltete Programme erzeugt werden kdénnen.Mit deren Hilfe muss dann al-
lerdings zundchst eine Einfihrung in die nicht-objektorientierten, impera-
tiven Fahigkeiten von Delphi gegeben werden,die denen einer Einfihrung in
Turbo-Pascal,wie sie Dbisher in der Jahrgangsstufe 11 {UGblich wa-
ren,entsprechen.Diese elementaren Kenntnisse sind dann die Voraussetzun-

64



gen,um in der Stufe 12 Uberhaupt den objektorientierten Ansatz verstehen zu
kénnen (und lassen sich zundchst einfacher ohne den zusatzlichen Ballast
des Umgangs mit Objekten vermitteln:s.u.).

Der didaktische Nachteil 1liegt,wie gesagt,darin,dass zundchst nur Kochre-
zepte flr den Umgang bezlglich des von Delphi automatisch erzeugten Objekt-
Quellcodes vermittelt werden,der bis zur Jahrgangsstufe 12 flr den Schiler
zumindestens teilweise unverstandlich bleibt.

Will man also nicht nur oberfldchliche Gebrauchsanleitungen zur Erstellung
von Programmen vermitteln,sondern von Anfang an Einsicht in die grundle-
genden Arbeitsweise und die Ablaufsteuerung von Programmen erreichen,kann
es sinnvoll sein, zundchst nicht mit den komplexen visuellen und objektori-
entierten Mdglichkeiten von Delphi zu beginnen.

Um den Umstieg auf ein v6llig andere Syntax spater zu vermeiden,empfiehlt
es sich daher dann zundchst entweder mit dem einfacheren Turbo-Pascal-
Programmsystem (z.B. die letzte Version 7) zu beginnen oder aber noch bes-
ser die Moéglichkeit zu nutzen mittels der Version 1.x von Del-
phi, textorientierte Programmanwendungen zu erstellen,die in einem einzigen
Fenster ablaufen und somit Turbo-Pascal &quivalent sind.Durch Einsatz der
letzten Mo&glichkeit entfdllt auch der Wechsel der Entwicklungsumge-
bung, sondern sie wird lediglich in ihren Mdglichkeiten spater erweitert.

Ein solcher Kursus ist ebenfalls als andere Wahlmdglichkeiten in den neuen
Richtlinien Informatik (Lit 67) unter dem Stichwort ,Sequenz imperativ™“
vorgesehen,der die Grundlagen der imperativen Programmierung vermittelt.

Mit Hilfe kleinerer Ubungsprogramme kénnen hier zunichst imperativ in der
Jahrgangsstufe 11 die grundlegenden Kontrollstrukturen,das Proceduren-
Konzept mit Paramterlbergabe,die Rekursion,die einfachen Datentypen sowie
komplexere Datenstrukturen sowie die Ablaufsteuerung durch ein Hauptpro-
gramm vermittelt werden.Zur EinUGbung dieser Techniken sind im solche
Quellcodeumfang reduzierte Programme ohne Belastung durch zusadtzliche Ob-
jektstrukturen fir Anfédnger am besten geeignet.

Die Sequenz sieht auRBerdem fir die Jahrgangsstufen 12 und 13 auch ,eine
vertiefte Auseinandersetzung mit allgemeineren und damit auch komplexeren
Baumstrukturen bis hin zu allgemeinen Graphen“ vor (Lit 67,S. 60),die al-
lerdings ,auch ans Ende und damit in die letzte Spiralwindung des Lehrplans
platziert werden“ kann.Der Plazierung des Themas Graphen an das Ende der
Kursfolge soll mit dieser Arbeit entschieden widersprochen wer-
den.Stattdessen soll (u.a. in diesem Kapitel) aufgezeigt werden,dass die
algorithmische Graphentheorie besonders geeignet ist,objektorientierte Pro-
grammierungstechniken zu vermitteln,so dass die Beschaftigung mit Graphen
in den Mittelpunkt einer Kursfolge Informatik in der Sekundarstufe II ge-
setzt werden sollte.

Der Nachteil der rein imperativen Sequenz der Richtlinien ist,dass in die-
ser Kursfolge auch in den Jahrgangsstufen 12 und 13 nicht zwingend die Be-
handlung wvon Objekten wohl aber des abstrakten Datentyps ADT vorgesehen
ist.Dabei sind Objekte am besten geeignet abstrakte Datentypen zu modellie-
ren.Die Entwicklung einer so komplexen Oberfldche,wie sie zur graphischen
Darstellung eines Graphen sowie zur Demonstration wvon Graphenalgorithmen
nétig ist,ist auflerdem mit rein imperativer Programmierung fir Schiler we-
gen des zeitlichen Aufwandes nicht zu erreichen.

Eine dritte Wahlmdglichkeit der Sequenzbildung der neuen Richtlinien heift
,Sequenz objektorientiert allgemein“ und sieht vor,eine Einfthrung in die
objektorientierte Programmierung unter Erzeugung eigener Objektklassen ohne
die zwingende Benutzung einer visuellen Entwicklungsumgebung durchzufth-
ren.Dabei soll auch zwingend der Umgang mit Zeigern (,dynamische Verket-
tungstruktur“,Lit 67,S. 48) vermittelt werden,der im der Konzeption objekt-
orientiert visuell fehlt,worauf aber zum tieferen Verstandnis des Umgangs
mit Objekt-Listen keinesfalls verzichtet werden kann.Der Vorteil dieses
Ansatzes liegt darin,dass die Programmierung mit Objekten und auch die Ab-
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laufsteuerung durch ein Hauptprogramm vom Schliler von Anfang an durchschaut
werden kann.Der Nachteil liegt darin,dass die Programme nicht in ein gra-
phisch orientiertes Betriebssystem wie Windows eingebunden sind bzw. nicht
dessen Mdéglichkeiten ausnutzen.Graphische Objekte,wie sie von der Komponen-
tenbibliothek wvon Delphi (Sequenz objektorientiert wvisuell) schon vorgege-
ben werden,sind von Schilern mit eigenen Mittel kaum zu realisieren und
missen bereitgestellt werden. (Eventuell mlften diese Mdglichkeiten vom Leh-
rer dann in Form von entsprechenden Units bzw. DLL s zur Verflgung gestellt
werden,so dass man dann auch gleich die von Delphi bereitgestellten Mittel
benutzen kann.)

Es liegt daher nahe eine Unterrichtssequenz als Kombination der drei ge-
nannten Sequenzen zu konstruieren und zu versuchen,die didaktischen Vortei-
le zu erhalten und die Nachteile zu vermeiden.Da in den Richtlinien aufRer-
dem ein Paradigmenwechsel wahrend des Gesamtkurses vorgeschrieben
ist,entspricht diese Kombination von imperativer und objektorientierter
Programmierung genau den Vorgaben.

AufRerdem soll dabei der Begriff des Graphen sowohl als (zu erzeugende) Da-
tenstruktur als auch als Struktur,mit deren Hilfe Anwendungen (algorithmi-
sche Graphentheorie) erzeugt werden koénnen (Anwendungsstruktur),im Mittel-
punkt stehen.Um beides zusammen zu erreichen,ist der Begriff des Objektes
das geeignete Werkzeug,denn durch ihn wird gerade die Datenstruktur mit den
geeigneten Methoden ihrer Anwendungen verknlUpft und gekapselt.Gemaf? der
Konzeption Objektorientiert-Allgemein wird dazu ohne Verwendung von den
durch Delphi vorgegebenen visuellen Komponenten zunachst eine Objekt-
Listentruktur mit nachtrdglich vom Anwender zu definierenden Dateninhalten
und Datentypen mit Hilfe des Zeigerkonzepts erzeugt und als textorientierte
Anwendung mit Hauptprogramm als Steuerung realisiert.So kann der Umgang mit
Objekten gemaf dem didaktischen Prinzip der Isolierung von Schwierigkeiten
am besten vermittelt werden.Ausgehend von dieser Grundlage als Einheit
wird dann die Graphenstruktur objektorientiert aufgebaut (ebenfalls zu-
nachst als Textanwendung und danach als Erweiterung objektorientiert-
visuell mit ansprechender graphischer Oberflache:siehe die Abschnitte 3 bis
6 dieses Kapitels).

Die Wichtigkeit des Lernens im Kontext der Anwendung wird in den Richtlini-
en NRW (Lit 67,S. 16 u. 17) besonders hervorgehoben:“Die Hereinnahme kon-
kreter informatischer Anwendungen in das Unterrichtsgeschehen ermdglicht es
einerseits,die Schlilerinnen und Schiiler auch langerfristig flr eine Lernse-
gquenz zu motivieren,und andererseits,Zusammenhange,Gesetzmadfliigkeiten und
Theorien an konkreten Objekten,Systemen bzw. Prozessen zu veranschaulichen.

Fachinhalte unter den Aspekten Modellieren und Konstruieren sowie Analysie-
ren und Bewerten heift unverzichtbar,Lernende mit Anwendungssituationen zu
konfrontieren,um entweder schon bekannte Methoden und Kenntnisse zur mo-
dellhaften Bewdltigung des Problems anzuwenden oder durch Abstrakti-
on,Verallgemeinerung und Systematisierung zu diesen Methoden zu gelan-
gen.Schtilerinnen und Schiler kénnen nur in realen bzw. modellhaften nach-
empfundenen Anwendungssituationen eine Informatik-Kompetenz erwerben,d.h.
informatorische Probleme durchschauen, systematisch 1l&sen und ihren Anwen-
dungs- und Verwertungszusammenhangen richtig beurteilen.™

Wie in dieser Arbeit gezeigt wird,liefert gerade die Beschaftigung mit
algorithmischer Graphentheorie eine Fiille von Anwendungsproblemen,die teil-
weise direkt der realen Welt entnommen werden kdénnen und deren Modellierung
in eine Graphenstruktur unmittelbar einsichtig ist,sowie intuitiv 1leicht
gefunden werden kann.Deshalb ist das Thema algorithmische Graphentheorie
besonders geeignet,um sowohl dieser Forderung nach Anwendungsbezug als auch
dem Aspekt des Arbeitens mit objektorierten Strukturen gerecht zu werden.

Der Einstieg in die Programmierung sollte,wie oben vorgeschlagen,in der
Jahrgangsstufe 11 als Kombination der verschiedenen Sequenzen der Richtli-
nien vorgeschlagen, zunachst an Hand kleinerer Programme imperativ erfolgen
(imperativer Ansatz),um Unterrichtsinhalte wie die Ablaufsteuerung durch
Kontrollstrukturen sowie das Konzept des Hauptprogramms vermitteln zu koén-
nen und nicht durch unndétige Probleme objektorientierten Programmierens be-
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lasten zu mUssen.Wenn man will,jedoch nicht unbedingt notwendigerweise, kann
sich an die imperative Einfihrung dann noch zusatzlich eine Unterrichts-
phase anschliefen,in denen die Mdoglichkeiten mit Delphi visuell und objekt-
orientiert zu programmieren kochrezeptartig vermittelt werden.Auf diese
Weise ist der Umgang mit Methoden und Objekten dann schon syntaxmafig ver-
traut ist,und die Schller kennen den Umgang mit der visuellen Komponenten-
bibliothek sowie Ereignismethoden.Man sollte aber die Schiler darauf hin-
weisen,dass eine Analyse dieser Art der Programmierung spater erfolgen
wird.

Eventuell kénnen diese Einstiegssequenzen schon,wie in den Richtlinien vor-
gesehen,unter Klrzung und Weglassen von bisher Ublichen Inhalten wie den
Sortierverfahren und Datenstrukturen wie Record und Set sowie selbstdefi-
nierten Datentypen (eventuell sogar des Arrays) schon vorzeitig wahrend
oder zu Beginn des 2. Halbjahres 11.2 abgeschlossen sein,so dass mit dem im
folgenden beschreibenden Inhalten frlher als zu Beginn der Jahrgangsstufe
12.1 begonnen werden kann.

Ein Einstieg in den systematischen,analytischen Umgang mit Objekten mittels
der Entwicklungsumgebung von Delphi sollte dann spatestens zu Beginn der
Jahrgangsstufe 12.1 (bzw. besser noch frther d.h. in der Jahrgangsstufe
11.2) an Hand eines anschaulichen Beispiels erfolgen.

Dieses Beispiel (siehe Abschnitt 2) sollte gemafs dem objektorientierten
visuellen Ansatz bezlglich den fir die Jahrgangsstufe 12 vorgesehenen Lern-
inhalten einerseits die Aufgabe haben systematisch-fundiert in die Grund-
zllge objektorientierten Programmierens,als auch (falls noch nicht aus
Jahrgangsstufe 11 bekannt) in die unter dem Betriebssystem Windows wichtige
Verwendung ereignisgesteuerter Komponenten unter Benutzung ihrer Ereig-
nismethoden einzufihren.An Hand dieses Beispiels kann bei schon bisheriger
Verwendung der Entwicklungsumgebung die (schon) bisher (gegebenenfalls)
kochrezeptartig Verwendung von Objekten analysiert werden.Die Fortfihrung
dieses Unterrichtsabschnitts erfolgt dann,wie schon oben dargestellt,nach
der Konzeption Objektorientiert-Allgemein durch die Entwicklung einer Ob-
jekt-Listenstruktur auf der Grundlage des Zeigerkonzepts als Textanwendung
(siehe dazu die Abschnitte 3 und 4 dieses Kapitels).

Gunstig ware es,wenn durch dieses EinfUhrungsbeispiel als zusatzliches Ziel
noch ein erster Einblick in den Aufbau einer Graphenstruktur sowie deren
zeichnerische Darstellung gewonnen werden kdnnte.

Im folgenden wird ein Einstiegsprojekt der genannten Art beschrieben,wobei
die wichtigsten Elemente des Programms Jjeweils kurz skizziert werden.Der
komplette Quellcode des Programm kann dem Anhang entnommen werden und ist
auf der Installations-CD vorhanden.

(Die hier im folgenden dargestellte Unterrichtsreihe kann mit kleineren An-
passungen aber auch nach Durchfihrung jeder Sequenz,die sich in Jahrgangs-
stufe 11 streng an die jeweiligen Vorgaben der Richtlinien der reinen Se-
qguenzen Imperativ,Objektoriert-visuell oder Objektorientiert-allgemein halt
und nicht diese Methoden kombiniert,wie in dieser Arbeit favorisiert,in
Jahrgangsstufe 12 begonnen werden.)

2) Einfihrung in die Programmierung mit Objekten mittels einer
Graphenstruktur

Ausgehend von der zeichnerischen Darstellung eines Graphen, wobei die Kno-
ten als Kreise und die Knotenbezeichner als Beschriftung der Kreise in
ihrem Mittelpunkt dargestellt werden,ergibt sich der Objektbegriff und die
Vererbungsbeziehung zwischen Objekten fast von selbst, wenn man die Objek-
te ,Mittelpunkt“ (Punkt) in dem der Knoten gezeichnet wird, "“Knoten ohne
Bezeichner“ und ,Knoten mit Bezeichner“ betrachtet.Jedes Objekt ergibt
sich aus dem vorigen durch Hinzufligen einer weiteren Eigenschaft.

Es ist sofort klar,dass fUr die Darstellung eines (Mittel-) Punktes auf dem
Bildschirm die Mittelpunktskoordinaten X und Y wichtig sind.Ausgehend wvon
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dieser Grundeigenschaft entsteht die zeichnerische Darstellung eines Kno-
tens (als Kreis) durch das Hinzufligen der zusatzlichen Eigenschaft Radi-
us.Die Erweiterung vom unbezeichneten zum bezeichneten Knoten erfolgt dann
durch das Hinzuflgen eines Bezeichners (Inhalt).

Zwischen den weiteren Bestandteilen eines Graphen namlich den unbezeichne-
ten Kanten bzw. den Kanten mit Bezeichnern besteht die letztgenannte Ver-
wandschaftsbeziehung in gleicher Weise.

Jedoch ist die zeichnerische Darstellung der Kante als Verbindungsstrecke
zwischen zwei Knotenmittelpunkten nicht so leicht unter Hinzuflgen einer
oder mehrerer weiterer Eigenschaften aus den im vorletzten Absatz definier-
ten Objekten abzuleiten, weil ihre wichtige Lageeigenschaft von zwei schon
bereits definierten Objekte,ndmlich den beiden Randknoten bestimmt wird,
und deshalb nicht aus einem einzigen dieser Objekte hervorgehen kann.

Anscheinend ist also eine Kante als Zusammenfassung von zweil schon vorhan-
denen Knotenobjekten (Instanzen) festzulegen. Dies gibt Anlass neben der
direkten Vererbungsbeziehung zwischen Objekten,die auch ,Ist“-Beziehung ge-
nannt wird (jeder ,Inhaltsknoten" ist ein Knoten/der Satz jeder Knoten ist
ein Punkt passt hier umgangssprachlich nicht besonders gut) auch die soge-
nannte ,hat“-Beziehung (eine Kante hat 2zweil Randknoten) =zu betrachten,mit
der Objekte ineinander verschachtelt werden kénnen (Objekte als Datenfelder
eines anderen Objekts).

Betrachtet man nun den Begriff des Graphen als weitere Ubergeordnete Struk-
tur,ist klar,dass hier eine analoge Beziehung zu konstruieren ist.Denn ein
Graph besteht gerade aus einer Ansammlung der beiden Objektarten Inhalts-
knoten und Inhaltskanten (bzw. Knoten und Kanten),so dass es auch hier
wieder sinnvoll ist, die ,hat“-Beziehung anzuwenden. (Ein Graph hat Knoten
und Kanten.)Zur Speicherung einer Menge von Knoten und Kanten werden Arrays
benutzt,da die Datenstruktur der Liste zu diesem Zeitpunkt (folgt als nach-
ster Schritt,siehe nachster Abschnitt) noch nicht als bekannt vorausgesetzt
wird.)

Gibt es jedoch keinerlei  Eigenschaften,die allen bisher genannten (Ein-
zel-)Objekten Punkt, Knoten, Inhaltsknoten, Kante, Inhaltskante und Graph
gemeinsam sind?

Die Beantwortung dieser Frage fihrt auf den allgemeinen Begriff der Fi-
gur.Allen Objekten ist namlich gemeinsam, daf3 sie eine Figur in einer be-
stimmten Farbe auf ein und derselben Zeichenoberfldche sind.Also sollte je-
dem der Objekte die Eigenschaften Farbe, mit der es gezeichnet wird, und
die Eigenschaft Oberflache auf der es dargestellt wird, zugeordnet werden.

Sinnvoll ist also,als grundlegendes Objekt,von dem sich alle anderen ablei-
ten lassen,das Objekt Figur zu wahlen.Den Objekten Punkt, Knoten und In-
haltsknoten mUssen dann =zusatzlich,wie oben dargestellt nacheinander die
weiteren Eigenschaften X-/Y-Koordinaten,Radius und Bezeichner hinzugeflgt
werden.Der Ubergang von der Kante - einerseits als Nachfolger von Figur
und andererseits als zusammengesetztes Objekt aus zwei Knoten (bzw. In-
haltsknoten) - zur Inhaltskante erfolgt ebenfalls durch Erweiterung um die
Eigenschaft des Bezeichners.

Bei naherer Betrachtung unter dem Aspekt der Programmierung ergibt
sich,dass es notwendig ist,die Eigenschaften der Objekte in Datenfeldern
entsprechender Datentypen zu speichern.Bedenkt man dabei, dass die (Lage-)
Eigenschaft einer Kante durch die Randknoten bestimmt wird,ist es nltzlich
das Objekt Knoten ebenfalls als Datentyp aufzufassen und als Feld des Ob-
jekts Kante zu implementieren.Daraus folgt, dass es sinnvoll ist, Objekte
allgemein als Datentypen festzulegen, wobei ein Objekt mit bestimmten Ei-
genschaften (z.B. ein bestimmter Inhaltsknoten mit bestimmten Koordina-
ten,mit bestimmtem Radius und bestimmtem Bezeichner) als Variable dieses
Datentyps (mit festgelegten Feldern) anzusehen ist,d.h. der Begriff der In-
stanz eines Objekts ergibt sich zwanglos aus dieser Uberlegung.
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Um einen Graphen zu erzeugen,ist es beispielsweise nodtig,Knoten- und Kan-
ten-Instanzen in den Graphen einfiigen zu kénnen oder auch wieder 1ldéschen zu
kénnen.Eine Kante soll wiederum zwischen zwei speziellen Knoteninstanzen
eingefligt werden.

Also mufR es mdglich sein, dass Instanzen von Objekten untereinander in Be-
ziehung treten kdnnen.

Daraus ergibt sich die dritte Beziehung,die Objekte besitzen kdnnen, nam-
lich die ,kennt“-Beziehung.Als Realisierungsart in Delphi/Pascal bietet
sich die Verwendung von (als Strukturierungsmdéglichkeit den Schilern schon
bekannten) Prozeduren (evtl. mit Parametern) an,die allerdings hier den Ob-
jekten zugeordnet werden missen,wodurch sich der Begriff der Methode als
Botschaftstbermittlungsart zwischen den verschiedenen Objektinstanzen er-
gibt.Als die grundlegendsten Methoden eines Objekts sind dabei zunachst
einmal das Erzeugen einer Instanz des Objektes (Constructor Create) und das
Loschen des Objektes (Destructor Free) aus dem Speicher zu implementieren.

An dieser Stelle ist es dann im Unterricht wesentlich, das Prinzip der Da-
tenkapselung sowie das Prinzip der Zusammenfassung von Daten und Methoden
(Unterschiede zu Proceduren) in einem Objekt eingehend zu besprechen.Die
Objekte bilden jeweils eine selbststadndige Einheit, so dass das Objekt
Graph die Objekte Knoten und Kanten nur durch Botschaftsaustausch d.h.
durch die von Ihnen bereitgestellten Methoden verandern kann.

Unter Berlcksichtigung dieser Grundsatze ergibt sich dann fast zwangslau-
fig die Art der den Objekten zuzuordnenden Methoden:

Methoden zum jeweils schreibenden und lesenden Zugriff auf die Datenfelder
(in spateren Programmen auch als Property-Methoden realisiert), Zeichnen und
Loschen des jeweiligen Objekts auf der Zeichenfléache.

Bei dem Objekt Punkt und seinen Nachfolgern ist auRRerdem eine Methode zur
Positionsanderung des Objekt auf der Zeichenoberflache sinnvoll.

Dies fUhrt auf folgende Objekttypdeklarationen,die natlrlich im Unterricht
nicht auf einmal vorgegeben,sondern schrittweise auseinander entwickelt
werden sollten (siehe dazu den entsprechenden Unterrichtsplan im Anhang) :

type

TFigur=class (TObject)
private
Zeichenflaeche :TCanvas;
Farbe_ :TColor;
public
constructor Create;
function Zeichenflaeche:TCanvas;
function Farbe:TColor;
procedure NeueFarbe (F:TColor) ;
procedure Zeichnen;virtual;abstract;
procedure Loeschen;virtual;abstract;
end;

TPunkt=class (TFigur)

private
X_,Y :Integer;

public
constructor Create (Xk,Yk:Integer);
function X:Integer;
procedure NeuesX (Xk:Integer) ;
function Y:Integer;
procedure NeuesY (Yk:Integer) ;
procedure Zeichnen;override;
procedure Loeschen;override;
procedure NeuePosition (Xneu, Yneu:Integer) ;

end;

TKnoten=class (TPunkt)
private

Radius_:Integer;
public
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constructor Create (Xk,Yk:Integer;Rd:Integer) ;
function Radius:Integer;

procedure NeuerRadius (Rd:Integer) ;

procedure Zeichnen;override;

procedure Loeschen;override;

{procedure NeuePosition (Xneu,Yneu:Integer); ***=*}
end;

TInhaltsknoten=class (TKnoten)
private
Inhalt_ :string;
function Wertlesen:string;
procedure Wertschreiben (S:string) ;
public
constructor Create (Xk,Yk:Integer;Rd:Integer;Ih:string);
property Wert.string read Wertlesen write Wertschreiben;
procedure Zeichnen;override;
procedure Loeschen;override;
{procedure NeuePosition (Xneu, Yneu:Integer) ; ****}
end;

TKante=class (TFigur)
private
Anfangsknoten_, Endknoten_:TKnoten;
public
constructor Create (AKno, EKno:TKnoten) ;
procedure Freeall;
function Anfangsknoten:TKnoten;
function Endknoten:TKnoten;
procedure Zeichnen;
procedure Loeschen;
end;

TInhaltskante=class (TKante)
private
Inhalt_:string;
function Wertlesen:string;
procedure Wertschreiben (S:string) ;
public
constructor Create (AKno,EKno:TKnoten;Ih:string) ;
property Wert:string read Wertlesen write Wertschtreiben;
procedure Zeichnen;
procedure Loeschen;
end;

TGraph=Class (TFigur)

private
Knotenliste :Array[l..Max] of TInhaltsKnoten;
Kantenliste :Array[l..Max] of TInhaltsKante;
Knotenindex :Integer;
Kantenindex :Integer;

public
Constructor Create;
procedure Freeall;
function GraphKnoten (Kno:TKnoten) :TInhaltsKnoten;
procedure KnotenEinfuegen (Kno:TInhaltsknoten) ;
procedure KanteEinfuegen (Ka:TInhaltsKante) ;
procedure Knotenloeschen (Kno:TKnoten); {Zusatz}
procedure Zeichnen;
procedure Loeschen;

end;

var Oberflaeche:TCanvas;

Man wird zundchst im Unterricht nur die Objekte
ren,um die Syntax,das Prinzip der Vererbung und
einzulben (vgl. dazu den entsprechenden Unterrichtplan im Anhang) .

constructor TFigur.Create;
begin

inherited create;

Zeichenflaeche :=Oberflaeche;
Farbe_ :=clblack;

Zeichenflaeche .Pen.Color:=Farbe_ ;
Zeichenflaeche_.Font.Color:=Farbe_;

end;

function TFigur.Zeichenflaeche:TCanvas;
begin

Zeichenflaeche:=Zeichenflaeche ;

end;
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function TFigur.Farbe:TColor;
begin

Farbe:=Farbe_;
end;

procedure TFigur.NeueFarbe (F:TColor) ;
begin
Farbe :=F;
Zeichenflaeche .Pen.Color:=F;
Zeichenflaeche .Font.Color:=F;
end;

constructor TPunkt.Create (Xk,Yk:Integer) ;
begin

inherited Create;

X :=Xk;

Y :=Yk;
end;

function TPunkt.X:Integer;
begin

X:=X_;
end;

procedure TPunkt.NeuesX (Xk:Integer) ;
begin

X :=Xk;
end;

function TPunkt.Y:Integer;
begin

Y:=Y ;
end;

procedure TPunkt.NeuesY (Yk:Integer) ;
begin
Y :=Yk;

end;

procedure TPunkt.Zeichnen;

var HilfFarbe:TColor;

begin
Hilffarbe:=Farbe;
NeueFarbe (clwhite) ;
Zeichenflaeche.Moveto (X-1,Y-1);
NeueFarbe (clblack) ;
Zeichenflaeche.Lineto (X,Y) ;
NeueFarbe (HilfFarbe) ;

end;

procedure TPunkt.Loeschen;

begin
NeueFarbe (clwhite) ;
Zeichenflaeche .Moveto(X-1,Y-1);
Zeichenflaeche.Lineto (X+1,Y+1) ;

end;

procedure TPunkt.NeuePosition (Xneu, Yneu:Integer) ;
begin

Loeschen;

NeuesX (XNeu) ;

NeuesY (Yneu) ;

Zeichnen;
end;

Das nachste Lernziel ist dann das Umgehen mit ereignisgesteuerten Methoden
sowie das Erstellen einer einfachen Benutzeroberfldche mit Hilfe von Del-
phi.

Die Benutzeroberfldche enthalt dabei zunadchst nur die MenlUpunkte ,Ende“ und
,Punkt zeichen“,wobei der Punkt mittels der Ereignismethode FormMouseDown
auf der Zeichenoberflache per Mausklick verschoben werden kann.In den Me-
thoden TKnotenformular.Create bzw. TKnotenformular.Destroy wird die Con-
structor -bzw. die Destructormethode aufgerufen.Um den Quelltext fur die
Einfihrung in die Programmierung mit Objekten nicht zu kompliziert zu ge-
stalten,wird die Zeichenflache( ) durch die globale Variable Oberflaeche

Ubergeben, statt sie als Parameter des Constructors zu benutzen.
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var
Knotenformular: TKnotenformular;
Objekt:TObject;
Punkt : TPunkt;

procedure TKnotenFormular.EndeClick (Sender: TObject) ;
begin

Close
end;

procedure TKnotenformular.PunktezeichnenClick (Sender: TObject) ;
begin

Objekt:=Punkt;

Punkt.zeichnen;
end;

procedure TKnotenformular.FormMouseDown (Sender: TObject; Button: TMouseButton;
Shift: TShiftState; X, Y: Integer);

begin
{Punkte zeichnen:}
if Objekt=Punkt then Punkt.NeuePosition(X,Y);

end;

procedure TKnotenformular.FormCreate (Sender: TObject) ;
begin
{Alle Anwendungen:}
Oberflaeche:=Knotenformular.Canvas;
Objekt:=nil;
{Punkt zeichen:}
Punkt :=TPunkt .Create (320,240) ;
end;

procedure TKnotenformular.FormDestroy (Sender: TObject) ;
begin

{Punkt zeichnen:}

Punkt.Free;

Punkt:=nil;
end;

Die bisher gewonnenen Erkenntnisse Uber Objekte gestatten es auch den Ob-
jekt-Quellcode,den das Delphi-Entwicklungssystem von sich aus automatisch
erzeugt,einer Betrachtung zu unterziehen, und dabei =zu verstehen,was der
Quellcode bedeutet. Bei der Erstellung der Anwendungs-Unit UGraph,die die
Objektmethoden aufruft und benutzt,lernt der Schliler gleichzeitig das
Zeichnen auf Oberflachen,das Verwenden von Ereignisprozeduren,den Umgang
mit Komponenten und Formen sowie das Setzen von Properties,und auf’erdem na-
tirlich den Umgang mit der Delphi-Entwicklungsumgebung kennen:

type
TKnotenformular = class (TForm)

MainMenu: TMainMenu;

Ende: TMenultem;

Punktezeichnen: TMenultem;

procedure EndeClick (Sender: TObject) ;

procedure PunktezeichnenClick (Sender: TObject) ;

procedure FormCreate (Sender: TObject) ;

procedure FormDestroy (Sender: TObject) ;

procedure FormPaint (Sender: TObject) ;

procedure FormMouseDown (Sender: TObject; Button: TMouseButton;
Shift: TShiftState; X, Y: Integer);

private
{ Private-Deklarationen }
public
{ Public-Deklarationen }
end;
var

{Alle Anwendungen:}
Knotenformular: TKnotenformular;

Wie man sieht ist die Oberflache TKnotenformular ebenfalls ein Objekt,das
sich von TForm ableitet und die benutzten Ereignis-bzw. MenlUmethoden sind
die Methoden dieses Objekts.Als Datenfelder treten gerade die festgelegten
Menlieintrdge (sowie allgemein evtl. weitere ausgewdhlte Komponenten)
auf.Also sind Komponenten und Formen in Delphi Objekte,die ebenfalls ihre
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Eigenschaften und Methoden an Nachfolgerobjekte (die durch Ziehen mit der
Maus aus einer Komponentenauswahl auf die jeweilige Oberflachenkomponente
oder Form erzeugt werden) vererben kénnen (Prinzip der visuellen Verer-
bung) .

Das Hauptprogramm sieht bei allen ereignisgesteuerten Delphi-Programmen bis
auf die gewdhlten Bezeichner (fast) immer gleich aus und wird von Delphi
selber erzeugt:

program Projectl;

uses
Forms,
UForm in 'UForm.pas' {Knotenformular},
UGraph in 'UGraph.pas';

{$R *.RES}

begin
Application.CreateForm(TKnotenformular, Knotenformular) ;
Application.Run;

end.

Beim der Positionsanderung von Punkten ist wegen der Kleinheit der Punkte
nicht besonders viel auf der Zeichenflache zusehen.Dies wird anders bei der
Positionsanderung eines Knoten.

Dazu werden gemadR den obigen Uberlegungen jetzt die Objekte TKnoten und
TInhaltsknoten (einschliefflich der entsprechenden Methoden) hinzugeflgt:

TKnoten=class (TPunkt)
private
Radius_:Integer;
public
constructor Create (Xk,Yk:Integer;Rd:Integer) ;
function Radius:Integer;
procedure NeuerRadius (Rd:Integer) ;
procedure Zeichnen;override;
procedure Loeschen;override;
{procedure NeuePosition (Xneu,Yneu:Integer); ***=*}
end;

TInhaltsknoten=class (TKnoten)
private
Inhalt_ :string;
function Wertlesen:string;
procedure Wertschreiben (S:string) ;
public
constructor Create (Xk,Yk:Integer;Rd:Integer;Ih:string);
property Wert read Wertlesen write Wertschreiben;
procedure Zeichnen;override;
procedure Loeschen;override;
{procedure NeuePosition (Xneu, Yneu:Integer) ; ****}
end;

Dabei kann jetzt der Begriff der Property als abgeklirzte Schreibweise fur
eine Wertzuweisung mittels des Aufrufen der entsprechenden read und write-
Methoden Wertlesen und Wertschreiben als Zugriff auf das Feld Inhalt durch
Wert eingeflihrt werden.Bei den Objekttypen TFigur, TPunkt und TKnoten sollte
dies fir die Felder X ,Y und Radius noch nicht erfolgen,um Uberhaupt erst-
mal das Prinzip des ausschlieRlichen Zugriffs auf die Datenfelder des Ob-
jekts Uber Methoden (Datenkapselung) deutlich zu machen.

function TInhaltsknoten.Wertlesen:string;
begin

Wertlesen:=Inhalt_;
end;

procedure TInhaltsknoten.Wertschreiben (S:string) ;
begin

Inhalt_:=S;
end;
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Das Beigpiel eignet sich auch besonders gut dazu,den Begriff der virtuellen
Methode zu veranschaulichen.Deklariert man zundchst alle Methoden als sta-
tisch,sind die mit **** gekennzeichneten zusdtzlichen Methoden notwendig,da
das Zeichnen der Figuren sonst zu falschen Ergebnissen fUhrt.Die Methoden
haben dabei alle denselben Quelltext,so dass es sinnvoll ist,diese Methode
nur einmal schreiben zu missen:

procedure TPunkt/TKnoten/TInhaltsknoten.NeuePosition (Xneu,Yneu:Integer) ;
begin

Loeschen;

NeuesX (XNeu) ;

NeuesY (Yneu) ;

Zeichnen;
end;

Bei virtueller Deklaration der Methoden Zeichnen und Loeschen ist nur die
Methode NeuePosition von TPunkt ndétig,die automatisch jeweils die Zeichne-
und Loeschen-Methode der Nachfolgerobjekte aufruft.Man sollte die Schiler
ausprobieren lassen,dass bei Fehlen der virtuellen Deklaration der Methode
NeuePosition (ohne die Methoden **#**) tatsdchlich nur Punkte verschoben
werden.Es bietet sich an,im Unterricht alle drei Programmvarianten (sta-
tisch ohne ****- Methoden, statisch mit ****-Methoden und virtual ohne ***%*-
Methoden) auszuprobieren,um das Prinzip der wvirtuellen Vererbung zu ver-
deutlichen.

Da Zeichnen und Loeschen schon Operationen einer Figur (des Objekts TFi-
gur) sein konnten,bei diesem Objekt aber,da zu allgemein und ohne Ge-
stalt,noch keine konkrete Zeichnen-oder Loeschen-Methode geschrieben werden
kann,bietet es sich an die Methoden bei diesem Objekt zwar beginnen zu las-
sen ohne sie ausfihren zu kdénnen.Dies bedeutet sie dort als abstract zu de-
klarieren.Das heifft,dass kein Quellcode geschrieben werden braucht.

Fur die Zeichnen-und Loeschen-Methoden von TKnoten und TInhaltsknoten sind
einige Delphi-spezifische Zeichenbefehle ndtig:

procedure TKnoten.Zeichnen;

var HilfFarbe:TColor;

begin
HilfFarbe:=Farbe;
NeueFarbe (clblack) ;
Zeichenflaeche.Ellipse (X-Radius, Y-Radius, X+Radius, Y+Radius) ;
NeueFarbe (HilfFarbe) ;

end;

procedure TKnoten.Loeschen;

var HilfFarbe:TColor;

begin
HilfFarbe:=Farbe;
NeueFarbe (clwhite) ;
Zeichenflaeche.Ellipse (X-Radius, Y-Radius, X+Radius, Y+Radius) ;
NeueFarbe (HilfFarbe) ;

end;

procedure TInhaltsknoten.Zeichnen;
var HilfFarbe:TColor;
begin
HilfFarbe:=Farbe;
inherited Zeichnen;
NeueFarbe (clblack) ;
Zeichenflaeche.Textout (X-8*length(Inhalt ) Div 2-Radius Div 2+5,
Y-Radius Div 2-2,Wert) ;
NeueFarbe (HilfFarbe) ;
end;

procedure TInhaltsknoten.Loeschen;
var HilfFarbe:TColor;
begin
HilfFarbe:=Farbe;
inherited Loeschen;
NeueFarbe (clwhite) ;
Zeichenflaeche.Textout (X-8*length(Inhalt ) Div 2-Radius Div 2+5,Y-Radius Div 2,Wert) ;
NeueFarbe (HilfFarbe) ;
end;
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Man wird auch hier wieder zuerst im Unterricht das Objekt TKnoten alleine
definieren,und das Verschieben von Knoten mittels des MenlUs Knoten zeichnen
(Quelltext: Knoten.Zeichnen;Objekt:=Knoten;) sowie dem zusatzlichen Eintrag

if Objekt=Knoten then Knoten.NeuePosition (X,Y);

in der Methode FormMouseDown von TKnotenformular demonstrieren.Bei dem Ob-
jekt TInhaltsknoten verfahrt man danach in analoger Weise. (Dabei sind na-
tlirlich die entsprechenden Constructor-und Destructoraufrufe in den Metho-
den Create und Destroy von TKnotenformular hinzuzufigen.)

Spatestens beim Zeichnen von Knoten wird den Schiilern auffallen,dass bei
einer GroRendnderung des Anwendungsfensters die gezeichnete Figur geldscht
wird.Dies macht die Erstellung von Quellcode fir die Paint-Methode von
TKnotenformular nodtig,die immer dann aufgerufen wird,wenn das Fenster neu
gezeichnet werden muss (in dem folgenden Quelltext ist auch schon das Ob-
jekt Graph berlticksichtigt) :

procedure TKnotenformular.FormPaint (Sender: TObject) ;
begin
{Punkt zeichnen:}
if Objekt=Punkt then Punkt.Zeichnen;
{Knoten zeichnen:}
if Objekt=Knoten then Knoten.Zeichnen;
{Inhaltsknoten zeichnen:}
if Objekt=InhaltsKnoten then InhaltsKnoten.Zeichnen;
{Graph zeichnen:}
if Objekt=Graph then Graph.Zeichnen;
end;

Durch die bisherige Entwicklung des Beispiels ist im wesentlichen die oben
genannte s1st“-Vererbungsbeziehung mit den Varianten statisch als auch
virtual zwischen Objekten verdeutlicht,das Prinzip der visuellen Vererbung
der Delphi-Entwicklungsumgebung erlautert,als auch im Hinblick auf das Ziel
Aufbau eines Graphen das Zeichnen von Knoten demonstriert worden.

Durch die weiteren Objektdeklaration (einschlieflich der zugehdrigen Metho-
den)

TKante=class (TFigur)

private
Anfangsknoten_, Endknoten_:TKnoten;

public
constructor Create (AKno, EKno:TKnoten) ;
procedure Freeall;
function Anfangsknoten:TKnoten;
function Endknoten:TKnoten;
procedure Zeichnen;
procedure Loeschen;

end;

mit Fortsetzung

TInhaltskante=class (TKante)
private
Inhalt :string;
public
constructor Create (AKno, EKno:TKnoten;Ih:string) ;
function Inhalt:string;
procedure NeuerInhalt (Ni:string) ;
procedure Zeichnen;
procedure Loeschen;
end;

wird jetzt die zweite Komponente eines Graphen,ndmlich die Kante oder In-
haltskante und gleichzeitig die oben erlauterte ,hat“-Beziehung zwischen
Objekten eingefihrt.

Der Objekttyp TInhaltskante wird allerdings erst flr die néachste Erweite-
rung des Programms beim Objekttyp Graph bendtigt.
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Constructor und Destructor mlssen jetzt jewells berlcksichtigen,dass das
Objekt aus zwei importierten Objekten,den beiden Randknoten zusammengesetzt
ist.Entsprechend hat der Constructor die Aufgabe beide Objekte einzuflgen,
und der Destructor sie wieder aus dem Speicher zu ldschen,bevor TKante sich
selber entfernt:

constructor TKante.Create (AKno, EKno:TKnoten) ;
begin

inherited Create;

Anfangsknoten_ :=AKno;

Endknoten_:=EKno;
end;

procedure TKante.Freeall;

begin
Anfangsknoten_ .Free;
Anfangsknoten_:=nil;
Endknoten_.Free;
Endknoten =nil;
inherited Free;

end;

Der einfache (schon durch TObjekt vordefinierte) Destructor Free wird hier
daher durch die Methode Freeall ersetzt,um den gesamten Speicher freizuge-
ben.Flir alle bisher genannten Objekte genligte der einfache von TObject ver-
erbte) Destructor Free. (Dies i1ist der Grund,warum sich TFigur von TObject
ableitet.Dadurch entfallt das Schreiben eines eigenen Destructors.Die Me-
thode Free hat gegenlber der Methode Destroy den Vorteil,dass Free auch auf
Zeiger,die den Wert nil haben wund denen kein Objekt mehr =zugeordnet
ist,ohne Programmabsturz angewendet werden kann.)

Durch die in der Methode Create vorhandenen zwei Parametern ndmlich durch
die Randknoten der Kante wird nun auch die dritte Beziehung zwischen Objek-
ten namlich die ,kennt“-Beziehung (Austausch von Botschaften) demon-
striert.Anschaulich 143t sich das folgendermassen ausdrlcken:

Eine (hier allerdings im Stadium des Entstehens befindliche) Kante muf3 un-
bedingt zwei Knoten kennen,bevor sie die Knoten als Randknoten besitzen
kann.Vor dem Aufruf des Constructors Create mlssen namlich zundchst die
beiden Randknoten duch ihre Constructor-Methoden erzeugt worden sein.Durch
den Aufruf der Methode Create von TKante oder TIhaltskante erfolgt das Aus-
senden einer Botschaft an die beiden vorhandenen Knoten sich zum Objekt Ge-
samtkante zusammenzuschliefRen.

Die Methoden Zeichnen und Loeschen kd&énnen dann,weil die Kante die Randkno-
ten besitzt,ebenfalls auf die vom Objekt TInhaltsknoten durch TKnoten mit-
tels Vererbung bereitgestellten Methoden X und Y zurlUckgreifen (Austausch
von Botschaften/“kennt“-Beziehung) :

procedure TKante.Zeichnen;
var Hilffarbe:TColor;
begin
if (Anfangsknoten <>nil) and (Endknoten <>nil)
then
begin
Anfangsknoten .Zeichnen;
Endknoten_.Zeichnen;
Hilffarbe:=Farbe;
NeueFarbe (clwhite) ;
ZeichenFlaeche.Moveto (Anfangsknoten .X,Anfangsknoten .Y);
NeueFarbe (clblack) ;
Zeichenflaeche.Lineto (Endknoten .X,Endknoten .Y);
NeueFarbe (HilfFarbe) ;
end;
end;

procedure TKante.Loeschen;
var Hilffarbe:TColor;
begin
if (Anfangsknoten <>nil) and (Endknoten <>nil)
then
begin
Anfangsknoten_.Loeschen;
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Endknoten_.Loeschen;
Hilffarbe:=Farbe;
NeueFarbe (clwhite) ;
ZeichenFlaeche.Moveto (Anfangsknoten .X,Anfangsknoten .Y);
Zeichenflaeche.Lineto (Endknoten .X,Endknoten .Y);
NeueFarbe (HilfFarbe) ;
end;
end;

procedure TInhaltskante.Zeichnen;
var HilfFarbe:TColor;
begin
if (Anfangsknoten<>nil) and (Endknoten<>nil)
then
begin
HilfFarbe:=Farbe;
inherited Zeichnen;
NeueFarbe (clblack) ;
Zeichenflaeche.Textout ( (Anfangsknoten.X+Endknoten.X) Div 2,
(Anfangsknoten.Y+Endknoten.Y) Div 2,Wert) ;
NeueFarbe (HilfFarbe) ;
end;
end;

procedure TInhaltskante.Loeschen;
var HilfFarbe:TColor;
begin
if (Anfangsknoten<>nil) and (Endknoten<>nil)
then
begin
HilfFarbe:=Farbe;
inherited Loeschen;
NeueFarbe (clwhite) ;
Zeichenflaeche.Textout ( (Anfangsknoten.X+Endknoten.X) Div 2,
(Anfangsknoten.Y+Endknoten.Y) Div 2,Wert) ;
NeueFarbe (HilfFarbe) ;
end;
end;

Der Benutzeroberfldche in Form des Objekts TKnotenformular wird Jjetzt ein
neuer MenUpunkt ndmlich ,Kante zeichnen™ mit dem Quelltext Objekt:=Kante
hinzugeflgt.

Der neu hinzuzuflgende Quelltext in der Methode TKnotenformu-
lar.FormMouseDown gestaltet sich aufwendiger,weil zwei (Rand-) Knoten nach-
einander erzeugt werden missen, und deshalb die Methode zweimal nacheinan-
der aufgerufen werden muss,wobeil beim ersten Mal der Anfangsknoten der Kan-
te und beim zweiten Mal der Endknoten der Kante sowie die Kante selber er-
zeugt werden miissen.

Die verschiedenen Falle werden durch die Boolesche Variable ZweiterKnoten
gesteuert,die nachdem der Anfangsknoten erzeugt worden ist von false auf
true gesetzt wird:

if Objekt=Kante then
begin
if not ZweiterKnoten then
begin
Init;
Objekt:=Kante;
InhaltsKnotenl:=TInhaltsknoten.Create
(X,Y,15, InputBox ('Eingabe', 'Eingabe:','0'"));
InhaltsKnotenl.Zeichnen;
ZweiterKnoten:=true;
end
else
begin
InhaltsKnoten2:=TInhaltsKnoten.Create
(X,Y,15, InputBox ('Eingabe', 'Eingabe:','0'));
InhaltsKnoten2.Zeichnen;
ZweiterKnoten:=false;
Kante:=TKante.Create (Inhaltsknotenl, Inhaltsknoten2) ;
Kante.Zeichnen;
Kante.Freeall;
Kante:=nil;
end;
end;
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Nachdem Knoten und Kanten definiert wurden,kann jetzt das Objekt TGraph de-
finiert werden.Gemdfd der obigen Bemerkung wird die ,hat“-Beziehung des Gra-
phen bezlglich seiner Knoten und Kanten durch eine Array-Struktur reali-
siert,weil die Struktur der Liste den Schllern noch nicht bekannt ist:

TGraph=Class (TFigur)

private
Knotenliste :Array[l..Max] of TInhaltsKnoten;
Kantenliste :Array[l..Max] of TInhaltsKante;
Knotenindex :Integer;
Kantenindex :Integer;

public
Constructor Create;
procedure Freeall;
function GraphKnoten (Kno:TKnoten) :TInhaltsKnoten;
procedure KnotenEinfuegen (Kno:TInhaltsknoten) ;
procedure KanteEinfuegen (Ka:TInhaltsKante) ;
procedure Knotenloeschen (Kno:TKnoten); {Zusatz}
procedure Zeichnen;
procedure Loeschen;

end;

Zusatzlich zur Verwaltung der Operationen Einfligen von Knoten und Kanten
sowie Knotenloeschen missen noch die Felder Knotenindex und Kantenindex
bereitgestellt werden,die jeweils angeben,wieviele Knoten und Kanten momen-
tan im Graphen enthalten sind.

Zum Einftigen und Knotenloeschen enthalt das Objekt TGraph die oben genann-
ten geeigneten Methoden.Wie man sieht,handelt es sich wieder um ,kennt"“-
Beziehungen,da die Botschaften an Knoten und Kanten (als Parameter der Me-
thoden) gerichtet werden.AuRerdem sind wieder die Methoden Zeichnen und
Loeschen vorhanden.Die Methode Graphknoten ermittelt zu einem beliebigen
vorgegeben Knoten an Hand der X/Y-Koordinaten einen Knoten, der im Graphen
vorhanden ist,falls dieser nicht weiter als der Knotenradius von dem vorge-
gebenen Knoten entfernt liegt, und dient dazu zu einem Mausklick auf die
Zeichenoberflache einen nahegelegenden Knoten des Graphen zu ermit-
teln. (Bei dieser Methode ist zu berlicksichtigen,dass die Abstandsberechnung
nicht mittels Integer-Zahlen durchgefihrt werden sollten,da sonst der gtl-
tige Zahlenbereich schnell Uberschritten wird.)

function TGraph.GraphKnoten (Kno:TKnoten) : TInhaltsKnoten;
label endproc;
var Index:Integer;
DX,DY:Real;
begin
GraphKnoten:=nil;
for Index:=1 to Knotenindex do
begin
DX:=Kno.X-Knotenliste [Index].X;
DY:=Kno.Y-Knotenliste [INdex].Y;
if sqgrt (sqgr (DX) +sqgr (DY) )
<=Kno.Radius
then
begin
GraphKnoten:=Knotenliste [Index];
goto endproc;
end;
end;
endproc:
end;

Die Methoden Zeichnen und Loeschen benutzen die entsprechenden Methoden der
Objekte (TInhalts-)Knoten und (TInhalts-)Kanten:

procedure TGraph.Zeichnen;
var HilfFarbe:TColor;
Index:Integer;
begin
HilfFarbe:=Farbe;
NeueFarbe (clblack) ;
for Index:=1 to Knotenindex do
Knotenliste [Index] .Zeichnen;
for Index:=1 to Kantenindex do
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Kantenliste [Index] .Zeichnen;
NeueFarbe (HilfFarbe)
end;

procedure TGraph.Loeschen;
var HilfFarbe:TColor;
Index:Integer;
begin
HilfFarbe:=Farbe;
NeueFarbe (clwhite) ;
for Index:=1 to Knotenindex do
Knotenliste_ [Index] .Loeschen;
for Index:=1 to Kantenindex do
Kantenliste_ [Index] .Loeschen;
NeueFarbe (HilfFarbe)
end;

Wahrend sich die Einfuege-Methoden relativ einfach gestalten,

procedure TGraph.KnotenEinfuegen (Kno:TInhaltsknoten) ;

begin
if Knotenindex_<Max then
begin
Knotenindex :=Knotenindex +1;
Knotenliste [Knotenindex ] :=Kno;
end
else
Showmessage ('Keine weiteren Knoten moéglich!!') ;
end;

procedure TGraph.KanteEinfuegen (Ka:TInhaltsKante) ;

begin
if Kantenindex <Max then
begin
Kantenindex :=Kantenindex +1;
Kantenliste_ [Kantenindex ] :=Ka;
end
else
Showmessage ('Keine weiteren Kanten mdéglich!') ;
end;

zeigt die Methode Knotenloeschen die Unzuladnglichkeit des Datentyps Array
zur Darstellung der Knotenmenge des Graphen.Wie man sieht, erfordert das
Loschen das wiederholte Umspeichern innerhalb der Array-Struktur:

procedure TGraph.Knotenloeschen (Kno:TKnoten) ;
var Index,Zaehl,Stelle:Integer;
IKno:TInhaltsknoten;

begin
Stelle:=0;
for Index:=1 to Knotenindex do
begin
if Knotenliste_ [Index]=Kno
then
Stelle:=Index;
end;
if (Stelle>0) and (Stelle<=Knotenindex )
then
begin

for Zaehl:=Stelle to Knotenindex -1 do
Knotenliste_ [Zaehl] :=Knotenliste [Zaehl+1];
Knotenindex :=Knotenindex -1;
end;
if Kantenindex >0 then Index:=1;
while Index<=Kantenindex do
begin
if (Kantenliste_[Index].Anfangsknoten_=Kno)
or (Kantenliste [Index].Endknoten =Kno)
then
begin
Stelle:=Index;
if (Stelle>0) and (Stelle<=Kantenindex )
then
begin
for Zaehl:=Stelle to Kantenindex -1 do
Kantenliste [Zaehl] :=Kantenliste [Zaehl+1];
Kantenindex :=Kantenindex -1;
Index:=0;
end;
end;
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Index:=Index+1;
end;

end;

Man sollte diese Methode zuletzt besprechen,

und ihre Komplexheit zum An-

lass nehmen zum ndchsten Thema, namlich dem Aufbau einer wiederverwendba-
ren Objektliste Uberzuleiten.

Das Erzeugen eines Graphen in der Methode TKnotenformular.FormMouseDown ge-
staltet sich jetzt folgendermassen:

if Objekt = Graph then
begin

{Fir Graph Inhaltsknoten erzeugen: }

if Shift=[ssleft] then

begin
IKnoten:=TInhaltsknoten.Create

(X,Y,15, InputBox ('Eingabe', 'Eingabe:','0'"));

Graph.Knoteneinfuegen (IKnoten) ;
Graph.zeichnen;
ZweiterKnoten:=false;
end;
{Fiir Graph Inhaltskanten erzeugen:}
if Shift=[ssright] then
begin
if not ZweiterKnoten then
begin
Knotenl:=TKnoten.Create (X,Y,15) ;
IKnotenl:=Graph.GraphKnoten (Knotenl) ;
Knotenl. free;
Knotenl:=nil;
if IKnotenl<>nil
then
begin

Showmessage ('1.Knoten: '+IKnotenl.Wert) ;

ZweiterKnoten:=true;
end
else
Showmessage ('Kein Knoten!')
end
else
begin
Knoten2:=TKnoten.Create (X,Y,15) ;
IKnoten2:=Graph.Graphknoten (Knoten2) ;
Knoten2.free;
Knoten2:=nil;
if IKnoten2<>nil
then
begin

Showmessage ('2. Knoten: '+IKnoten2.Wert);

ZweiterKnoten:=false;

Inhaltskante:=TInhaltsKante.Create (IKnotenl, IKnoten2,

InputBox ('Eingabe', 'Eingabe:','0'));

Graph.Kanteeinfuegen (InhaltsKante) ;
Graph.Zeichnen;
end
else
begin
Showmessage ('Kein Knoten!') ;
ZweiterKnoten:=false;
end;
end;
end;
{Fir Graph Inhaltsknoten l&schen:}
if Shift=[ssShift,ssleft]
then
begin
Knotenl:=TKnoten.Create (X,Y,15) ;
IKnotenl:=Graph.GraphKnoten (Knotenl) ;
Graph.Loeschen;
Graph.Knotenloeschen (IKnotenl) ;
Knotenl.Free;
Knotenl:=nil;
Graph.Zeichnen;
end;

end;

Die Erzeugung der Kanten erfolgt analog dem weiter oben beschriebenen Ver-

fahren.Wenn ein Mausklick mit der linken Maustaste
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che erfolgt,wird ein Inhaltsknoten erzeugt und in den Graph eingefligt.Bei
einem Mausklick mit der rechten Maustaste nacheinander auf zwei schon auf
der Zeichenoberfldche vorhandenen Graphknoten,wird eine Inhaltskante er-
zeugt und in den Graph eingefigt.Wenn zusatzlich die Shift-Taste beim Maus-
klick mit der Linken Maustaste auf einen Graphknoten gedrickt wird,wird der
Knoten geldscht.

Schliefflich ist es noch sinnvoll,um die Methoden Zeichnen und Loeschen auch
anzuwenden,die Verschiebung der Knoten des Graphen ereignisgesteuert mit
der Maus zu programmieren.Dies geschieht durch Benutzung der von Delphi
vordefinierten Methode TKnotenformular.MouseMove unter Einsatz der Methode
NeuePosition von TKnoten:

procedure TKnotenformular.FormMouseMove (Sender: TObject;
Shift: TShiftState; X,Y: Integer);
begin
{Fiir Graph Inhaltsknoten NeuePosition:}
if Objekt=Graph
then
if Shift=[ssCtrl]
then
begin
Knotenl:=TKnoten.Create (X,Y,15) ;
IKnotenl:=Graph.Graphknoten (Knotenl) ;
if IKnotenl<>nil then
begin
Graph.Loeschen;
IKnotenl.NeuePosition (X,Y) ;
Graph.zeichnen;
end;
end;
end;

Das Ereignis MouseMove tritt dann ein,wenn die Maustaste gedrlckt gehalten
bleibt.Zusatzlich muR noch die Strg- (Ctrl-) Taste gedrlckt werden,damit ein
Knoten verschoben wird. (sonst Uberschneidung mit dem Erzeugen eines Knotens
beim Drltcken der linker Maustaste)

Der komplette Quellcode des Einfihrungsprojekt ist wie gesagt dem Anhang zu
entnehmen oder als Komplettprogramm auf der Installations-CD enthalten.

Nach Durchfthrung dieses Einflhrungsprojektes kennen die Schiler die Grund-
lagen objektorientierten Programmierens,kdénnen mit Hilfe der Delphi-
Entwicklungsumgebung ereignisgesteuerte Programme entwerfen und haben einen
ersten Einblick erhalten,wie die Objektstruktur eines Graphen aus den Un-
terobjekten Knoten und Kante prinzipiell aufzubauen ist,und der Graph
zeichnerisch dargestellt werden kann.

Das folgende Bild zeigt die Benutzeroberfldche des Einfihrungsprojektes:

i Kotenformular = ES
Ende Punkte zeichnen Knoten zeichnen Inhaltsknoten zeichnen  Kante zeichnen  Graph zeichnen
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Als (dreistindige) Abschluffklausur zu dem Thema wurde dann die folgende
Aufgabe gestellt,bei der eine ahnliche Objektfigurbeziehung untersucht wer-
den soll,wie sie 1im Unterricht besprochen wurde.

Kl ausur auf gabe:

a)Definieren und erldutern Sie folgende Begriffe der Objektorientierten
Programmierung:

Objekt (bzw. Klasse) ,Instanz ,Vererbung ,Datenfeld, Methode

b)Unter Benutzung der im Anhang genannten Datentypen bzw. Methoden soll ei-
ne Unit UGraph erstellt werden,die folgende Objekte mit ihren Methoden ex-
portiert:

type

TFigur=class (TObject)
private
Zeichenflaeche :TCanvas;
Farbe_ :TColor;
public
constructor Create;
function Zeichenflaeche:TCanvas;
function Farbe:TColor;
procedure NeueFarbe (F:TColor) ;
procedure Zeichnen;virtual;abstract;
procedure Loeschen;virtual;abstract;
end;

TPunkt=class (TFigur)

private
P _:TPoint;

public
constructor Create (Pt:TPoint) ;
function Punkt:TPoint;
procedure NeuerPunkt (Pt:TPoint) ;
procedure Zeichnen;override;
procedure Loeschen;override;
procedure NeuePosition (Pt:TPoint) ;

end;

Das Objekt TFigur ist Ihnen aus dem Unterricht bekannt.

Die Methode Punkt gibt flr das Objekt TPunkt die X/Y-Koordinaten des Punk-
tes in Form des Datentyps TPoint zurlck. (siehe Auszug aus der Hilfe zu Del-
phi) Die Methode NeuerPunkt setzt das Datenfeld P_ vom Typ TPoint auf einen
neuen Wert, und NeuePosition verschiebt den Punkt an eine neue Position mit
X/Y-Koordinaten, die jeweils durch Pt vorgegeben sind. Zeichnen bzw. Loe-
schen zeichnen Instanzen des Objekts Punkt auf der Zeichenoberfldche bzw.
léschen sie.

Die Unit UGraph enthdlt als Variable den Eintrag:
var Oberflaeche:TCanvas;

und als uses-Anweisung:

uses Graphics,Wintypes;

Schreiben Sie den Quelltext aller angegebenen Methoden von TPunkt.Welche
Aufgabe hat der Constructor?

TPunkt:

P (bzw. Pt)

c)Von dem Objekttyp TPunkt leitet sich durch Vererbung der Typ TStrecke
(waagerechte Strecke) und von diesen Typ der Typ TRechteck (Rechteck,dessen
Seiten parallel zum Bildschirmrand sind) ab:
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TStrecke=class (TPunkt)

private
Laenge_ :Integer;

public
constructor Create (Pt:TPoint;NeuelLaenge:Integer) ;
function Laenge:Integer;
procedure Neuelaenge (L:Integer) ;
procedure Zeichnen;override;
procedure Loeschen;override;

end;

TRechteck=class (TStrecke)
private
Breite :Integer;
public
constructor Create (Pt:TPoint;NeuelLaenge,NeueBreite:Integer) ;
function Breite:Integer;
procedure NeueBreite (B:Integer) ;
procedure Zeichnen;override;
procedure Loeschen;override;

end;
TStrecke:
P_
Laenge_
TRechteck:
Breite
P_ Laenge

Schreiben den Quelltext der Methoden Zeichnen und Loeschen der angegebenen
Objekte.Definieren Sie eine Property Wert fir TStrecke an,durch die auf das
Datenfeld Laenge zugegriffen werden kann.

d) Was bedeutet es,dass eine Methode als virtual deklariert wird?

Erldutern sie,warum es vorteilhaft ist,die Methoden Zeichnen und Loeschen
als virtual zu deklarieren.Was passiert,wenn diese Methoden nicht wvirtual
sind?Was bedeutet die Eigenschaft override?

Welche Bedeutung hat die Deklaration virtual und abstract bei den Methoden
Zeichnen wund Loeschen von TFigur?

e)Leiten Sie von der Objektklasse TRechteck den Typ TQuadrat (als zu den
Begrenzungen der Zeichenoberflache paralleles Quadrat) ab, und schreiben
Sie dafir die Constructor-Methode.Warum sind fir diesen Objekttyp keine
neuen Datenfelder nétig, und warum fehlen hier die Methoden Zeichen und
Loeschen?

TQuadrat=class (TRechteck)
constructor Create (Pt:TPoint;Seite:Integer) ;
end;

TQuadrat:

Laenge_

P_

Laenge

f)Vom Datentyp TQuadrat soll schlieflich noch der Datentyp TDreieck
(gl ei chschenkl i ges Dreieck mit rechtem Winkel zwischen den Schenkeln,dessen
Schenkel zu den Randern der Zeichenoberfldche parallel sind) durch Verer-
bung abgeleitet werden.Schreiben Sie selber eine entsprechende Typdeklara-
tion mit den ndétigen Datenfeldern und Methoden.Geben Sie den Quelltext der
Methoden an.
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Laenge_

Laenge_

g)Durch das visuelle Vererben und Erzeugen einer Form sowie des visuellen
Erzeugens eines Menls in dieser Form mit den Eintragen Dreieck und En-
de,die ein Dreieck auf der Zeichenoberfldche an der Anfangsposition erzeu-
gen und anzeigen bzw. das Programm beenden,werden in einer Unit UBeisp
folgende Deklarationen vorgegeben:

unit UBeisp;
interface

uses
SysUtils, WinTypes, WinProcs, Messages, Classes, Graphics, Controls,
Forms, Dialogs, Menus, StdCtrls,UGraph;

type

TFormneu = class (TForm)
MainMenu: TMainMenu;
Dreieckzeichnen: TMenultem;
Ende: TMenultem;
procedure FormActivate (Sender: TObject) ;
procedure FormDestroy (Sender: TObject) ;
procedure FormPaint (Sender: TObject) ;
procedure FormMouseDown (Sender: TObject; Button: TMouseButton;

Shift: TShiftState; X, Y: Integer);

procedure DreieckzeichnenClick (Sender: TObject) ;
procedure EndeClick (Sender: TObject) ;

private
{ Private-Deklarationen }
public
{ Public-Deklarationen }
end;
var

Formneu: TFormneu;
Dreieck:TDreieck;
Objekt:TObject;

implementation

end.

Erlautern Sie die obige Deklarationen (der Type-Anweisung) .Welche Bedeutung
haben die Methoden DreieckzeichnenClick und EndeClick sowie FormActivate?

h)Die Methode procedure FormMouseDown (Sender: TObject; Button: TMouseBut-
ton;Shift: TShiftState; X, Y: Integer) soll durch Mausklick mit der linken
Maustaste auf eine Position der Zeichenoberfldche das Dreieck an der neuen
Position zeichnen (und an der alten Position 1ldschen.)Schreiben Sie den
Quelltext.

i)Welche Bedeutung kommt der Methode procedure FormPaint (Sender: TObject)
zu? Geben Sie auch hierfir den Quelltext an.

k)Erlautern Sie den Quelltext des Hauptprogramm dieser Anwendung:
program Klausur;
uses

Forms,

UGraph in 'UGraph.pas',
UBeisp in 'UBeisp.pas' {Formneu};
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{$R *.RES}
begin
Application.CreateForm(TFormneu, Formneu) ;
Application.Run;
end.
1)Beschreiben Sie,wie das (Gesamt-)Programm nach seinem Start zu bedienen
ist.
Anhang:

Auszug aus der Hilfe zu Del phi:

Verwendung
TCanvas, Objekt (Unit Graphics)
Deklaration
procedure LineTo (X, Y: Integer);
Beschreibung
Die Methode LineTo zeichnet auf die Zeichenfldche eine Linie von der aktuellen Zeichenposition
(durch die Eigenschaft PenPos angegeben) zu dem durch X und Y angegebenen Punkt und setzt die
Stiftposition auf (X, Y).
Verwendung
TCanvas, Objekt (Unit Graphics)
Deklaration
procedure MoveTo (X, Y: Integer);
Beschreibung
Die Methode MoveTo andert die aktuelle Zeichenposition in die Koordinaten, die in X und Y
Ubergeben wurden. Die aktuelle Position wird durch die Eigenschaft PenPos angegeben. Sie soll-
ten MoveTo zum Setzen der aktuellen Position verwenden, anstatt PenPos direkt zu setzen.
Verwendung
Unit: WinTypes
Deklaration
TPoint = record
X: Integer;
Y: Integer;
end;
Beschreibung:
Der Typ TPoint definiert die Position eines Pixels auf dem Bildschirm. Der Ursprung des Koor-
dinatensystems liegt in der linken oberen Ecke des Bildschirms. X ist die horizontale Koordi-
nate des Punktes, Y die vertikale.
Deklaration
function Point (AX, AY: Integer): TPoint;
Beschreibung
Die Funktion Point nimmt die in AX und AY ubergebenen x- und y-Koordinaten und gibt einen Da-
tensatz TPoint zurlck. Haufig wird Point zur Konstruktion eines Parameters flr eine Funktion,
die einen oder mehrere Datensatze TPoint verlangt, verwendet.
Beschreibung von TCanvas:
Das Objekt TCanvas ist eine Zeichenfldche. Es reprasentiert einen Bereich, in dem Ihr Programm
zeichnen kann. Ein Objekt TCanvas kapselt einen Windows HDC Anzeige-kontext ein.
Der Pinsel, der Stift und die Schriftart, die zum Zeichnen auf der Zeichenflache benutzt wer-

den, sind spezifiziert in den Eigenschaften Brush, Pen (z.B. in der Form Pen.Color
(clblack/clwhite/clbtnface) ) und Font.

Ende des Auszuges aus der Hilfe zu Del phi
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Lésung:

Der Quelltext des Programms Klausur befindet sich im Anhang und auf der | n-
stallations-CD.

Die Klausur vollzieht an einem a&hnlichen Beispiel noch einmal den im Unter-
richt besprochenen Stoff nach und erfordert neben Wissen den Transfer von
im Unterricht angewendeten Verfahren,d.h. sie beschrankt sich im wesentli-
chen auf die Stufen 1 bis 4 der Taxonomie von Bloom.

Das Einfihrungsbeispiel zeigt einen ersten noch relativ unvollstandigen An-
satz,wie die Objektdatenstruktur eines Graphen gestaltet werden
kann.Wahrend es gemafR der dargestellten Struktur schon mdéglich ist von den
Kanten auf die (Rand-)Knoten zuzugreifen,fehlt z.B. der flr die Programmie-
rung von Graphenalgorithmen wichtige umgekehrte Zugriff noch vollstan-
dig.Ein anderes Manko ist,wie die Methode Knotenloeschen zeigt (s.o.) die
Verwendung der Datenstruktur Array zur Speicherung der Knoten und Kanten.
Bedeutend glnstiger ist hier die Verwendung einer dynamischen Datenstruktur
in Form einer Objekt-Liste,deren gespeicherte Datentypen noch nachtraglich
von einem Benutzer festgelegt werden kénnen.Das Thema, mit dem gleichzeitig
auch die Spezialfalle Keller und Schlange Dbesprochen werden koén-
nen, entspricht den von den Richtlinien fUr die Jahrgangsstufen 12 oder 13
geforderten Unterrichtsinhalten.Ein entsprechendes zweites Unterrichtspro-
jekt wird im nachsten Abschnitt beschrieben.

3) Liste als Objekt zur Vorbereitung der allgemeinen Graphenstruktur

Die zweite Voraussetzung fir den Aufbau eines Graphen sind Kenntnisse der
Struktur,der Erzeugung und der Anwendung einer Objektliste,deren Element-
inhalte und Datentypen von einem Benutzer noch nachtrdglich beim Einflgen
festgelegt werden konnen.

Ausgehend von der Ublichen Deklaration einer Liste mit Inhaltsfeld ,die den
Schiilern schon aus dem Unterricht der Jahrgangsstufe 11 als Beispiel zur
Verwendung von Zeigern bekannt war,

type Zeiger = “Element;
Element = RECORD
Weiter : zeiger;
Inhalt : INTEGER;
end;

oder mit allgemeinerem Datentyp TElement

type Zeiger = “Element;
Element = RECORD
Weiter : Zeiger;
Element : TElement;
end;

wird sofort klar,dass bei der Konstruktion einer objektorientierten Liste,
deren Elementtyp zundchst nicht festgelegt wird, das Feld Element zunachst
besser fehlen sollte.Dieses flUhrt zu der Deklaration

type TList = class (TObject)
private
Weiter :TList;
end;
Welches aber sind jetzt die Elemente der Liste?

Da jetzt kein Inhalts-oder Elementfeld vorhanden ist,ist das Objekt selber
als Element aufzufassen,d.h.

TElement=TList;

so dass derselbe Zeiger zwei verschiedene Bedeutungen erhalt:
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1) Zeiger auf eine Teil-Liste oder die Gesamtliste
2)Zeiger auf ein Listenelement,das bisher noch keinen Inhalt enthalt.

Zwischen den beiden Auffassungen kann mittels Typkonversion (Type-Casting
mittels TList bzw. TElement) hin-und hergeschaltet werden.

Dieser Unterschied sollte den Schlilern an dieser Stelle verdeutlicht wer-
den. (Dadurch kann auch das Type-Casting eingefihrt werden.)

Um nun Platz flr einen Inhalt zu schaffen,wird die obige Deklaration ob-
jektorientiert erweitert zu:

TElement=class (TList)
private
OB_:TObject;
public
constructor Create (Ob:TObject) ;
function Objekt:TObject;
end;

Damit koénnen in die Liste beliebige Objekte vom Typ TObject eingefligt wer-
den.

Die eigentliche Objekt-Liste,die die Verwaltungsmethoden der Liste ent-
halt,wird schlieflich durch einen dritten Typ mittels

TListe = class(TList)

definiert.

Es sind dann die Ublichen Methoden zur Verwaltung einer Liste ,Liste ist

leer“,Anzahl (der Elemente), Einflgen und Léschen am Anfang und am Ende
sowie an beliebiger Stelle mit der Nummer Index (Index lauft dabei von 0
bis Anzahl-1) sowie die Ausgabe der Liste zu implementieren. AuRerdem ist

es sinnvoll,Zugriff auf das Erste und letzte Element als auch das dort ent-
haltende erste und letzte Objekt (ErstesElement, LetztesElement,Erstes und
Letztes) zu haben.

TListe = class(TList)
constructor Create;
procedure Freeall;
function Leer: Boolean;
function Weiter: TListe;
function LetztesElement:TElement;
function ErstesElement:TElement;
function Erstes: TObject;
function Letztes: TObject;
function Anzahl:Integer;
function Element (Index:Integer) :TElement;
function Objekt (Index:Integer) :TObject;
function Liste (Index:Integer) :TListe;
function Position (Ob:TObject) :Integer;
procedure AmAnfanganfuegen (Ob:TObject) ;
procedure AmEndeAnfuegen (Ob:TObject) ;
procedure AnPositioneinfuegen (Ob:TObject;Index:Integer) ;
procedure AmAnfangLoeschen (var Ob:TObject) ;
procedure AmEndelLoeschen (var Ob:TObject) ;
procedure Loeschen (Ob:TObject) ;
procedure AnPositionLoeschen (Index:Integer) ;
procedure FueralleElemente (Vorgang:TVorgang) ;
procedure FueralleElementezurueck (Vorgang:TVorgang) ;

end;

mit TVorgang=Procedure (X:TObject) ;

Die Methode Weiter gibt Zugriff auf das nachste Listenelement und Element
bzw. Liste auf das Element oder die Liste an der Stelle Index.Position gibt
den Index eines Elementes, das das vorgegebene Objekt beinhal-
tet, zurlick.Mittels der letzten beiden Methoden FueralleElemente bzw. Fuer-
alleElementzurueck 1aRt sich eine Operation (z.B. die Ausgabe der Li-
ste,sobald konkrete Elementinhalte implementiert sind) auf allen Elementen
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oder Objekten der Liste durchfihren.Somit sind alle Ublichen Methoden zur
Verwaltung einer Liste vorhanden.

Es ist nicht unbedingt notwendig alle Methoden im Unterricht zu implemen-
tieren, sondern sollte sich auf eine Auswahl Dbeispielhafter Methoden be-
schranken.Z.B. sollten die Methoden zum Anfigen und Lé&éschen von Elementen
am Anfang und Ende der Liste sowie die Methoden ErstesElement und Letztes-
Element sowie Leer und Anzahl vorhanden sein,wenn man anschlieffend die Da-
tenstrukturen Keller und Schlange besprechen will,die sich dann folgender-
maflen deklarieren lassen:

TKeller=class (TListe)

private
Stack_ :TListe;

public
constructor Create;
procedure Freeall;
function Leer:Boolean;
function Top:TObject;
procedure Pop;
procedure Push (Ob:TObject) ;

end;

TSchlange=class (TListe)
private
Tail_ :TListe;
public
constructor Create;
procedure Freeall;
function Leer:Boolean;
function Top:TObject;
procedure Ungqueue;
procedure Queue (Ob:TObject) ;
end;

Natlrlich lassen sich die Strukturen Keller und Schlange auch vor der all-
gemeinen Listenstruktur im Unterricht besprechen, indem man zundchst nur die

fir diese Objekte bendtigten Methoden der Liste implementiert.

Nachfolgend Beispiele flUr die Implementation einiger Methoden.Der Ge-
samtquelltext befindet sich im Anhang.

constructor TElement.Create (Ob:TObject) ;

begin
inherited Create;
Ob_:=0b;

end;

function TElement.Objekt:TObject;
begin

Objekt:=0b_;
end;

constructor TListe.Create;

begin
inherited Create;
Weiter := nil;
end;

procedure TListe.Freeall;
begin
if (Weiter <»>nil) and (Weiter .Weiter <»>nil)
then
TListe (Weiter ) .Freeall;
if Weiter <>nil then
begin
Weiter .Free;
Weiter_:=nil;
end;
inherited Free;
end;

function TListe.Leer: Boolean;
begin

Leer := (Weiter =nil);
end;
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function TListe. Witer: TListe;
begi n
if not Leer
t hen
Weiter:= TListe(Witer_);
end;

function TListe. LetztesEl enent: TEl enent;
begi n
if Leer
t hen
Let zt esEl ement : =TEl enent (sel f)
el se
Let zt esEl ement : = TListe(Weiter_). Letzt esEl enent;
end;

function TLi ste. Erst esEl enent: TEl enent ;
begi n
if not Leer
t hen
Er st esEl enent : = TEl enent (Weiter_)
end;

function TListe. Erstes: TOoj ect;
begi n

Erstes := ErstesEl enent. bj ekt ;
end;

function TLi ste. Letztes: TObj ect;
begi n

Let zt es: = Let zt esEl enent . Obj ekt ;
end;

function TLi ste. Anzahl : | nteger;
begi n
if Leer
t hen
Anzahl : =0
el se
Anzahl : = TLi ste(Weiter_). Anzahl +1;
end;

function TLi ste. Ooj ekt (I ndex: I nteger): TOoj ect;
begi n
if (1ndex<0)or(lndex>Anzahl -1)
t hen
Obj ekt : =ni |
el se
if Leer
t hen
Obj ekt : =ni |
el se
if Index=0
t hen
Obj ekt : =Er st esEl ement . Obj ekt
el se
Obj ekt : =TLi ste(Wei ter_). Obj ekt (I ndex-1);
end;

function TListe. Liste(lndex:Integer): TListe;
begi n
if (1ndex<0) or (lndex>Anzahl-1)
t hen
Li ste:=nil
el se
if Leer
t hen
Li ste:=nil
el se
if Index=0
t hen
Li ste: =sel f
el se
Liste:= TListe(Weiter_).Liste(lndex-1);
end;

procedure TLi st e. AmAnf angAnf uegen( Cb: TObj ect ) ;
var X: TEl erment;
begi n

X: =TEl enent . Creat e(0) ;

X. Weiter_:=Witer_;
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Weiter_: =X
end;

procedure TLi st e. AvEndeAnf uegen( Ob: TObj ect ) ;
var X: TEl enent;
begi n
X: =TEl ement . Creat e( ) ;
X.Weiter_:=nil;
Let zt esEl enent . Wi ter _: =X;
end;

procedure TLi ste. AmAnf angLoeschen(var Ob: TObj ect);
var X: TEl erment;
begi n
if not Leer
t hen
begi n
X : =Er st esEl enment;
Witer_:=X Weiter_;
X . Weiter_:=nil;

h: =X. oj ekt ;
X. Free;
X =nil;

end;

end;

procedure TLi ste. AnEndeLoeschen(var Ob: TObj ect);
var X Y: TLi ste;
begi n
Y: =sel f;
Wiile (not Y.Leer) and (not TListe(Y.Witer_).Leer) do
Y: =TListe(Y. Witer_);
X: =TListe(Y.Witer_);
Y. Weiter_:=TListe(Y.Witer_.Witer_);
X

Witer :=nil;
Ob: =TEl enent ( X) . Obj ekt ;
X. Free;
X =nil;
end;

procedure TLi ste. Fueral | eEl enent e( Vor gang: TVor gang) ;
begi n
if not Leer
t hen
begi n
Vor gang( Er st esEl ement . Obj ekt ) ;
TLi ste(Wei ter_). Fueral | eEl ement e( Vor gang) ;
end;
end;

constructor TKeller. Create;
begi n

Stack_: =TListe. Create;
end;

procedure TKel l er. Freeal | ;

begi n
Stack_. Freeal | ;
St ack: =ni | ;
inherited Free;
end;

function TKell er. Leer;
begi n

Leer: =stack_. Leer;
end;

function TKel | er. Top: TOoj ect;
begi n

Top: =St ack_. Er st esEl ement . Obj ekt ;
end;

procedure TKel |l er. Pop;

var Ob: TObj ect;

begi n
St ack_. AmAnf angLoeschen( Ob) ;
. Free;
Gb: =ni | ;

end;

procedure TKel | er. Push(Cb: TObj ect) ;
begi n

90



Stack_.AmAnfangAnfuegen (Ob) ;
end;

constructor TSchlange.Create;
begin

Tail_ :=TListe.Create;
end;

procedure TSchlange.Freeall;
begin

Tail .Freeall;

Tail:=nil;

inherited Free;
end;

function TSchlange.Leer;
begin

Leer:=Tail_.Leer;
end;

function TSchlange.Top:TObject;
begin

Top:=Tail .LetztesElement.Objekt;
end;

procedure TSchlange.Ungqueue;
var Ob:TObject;
begin
Tail .AmEndeLoeschen (Ob) ;
Ob.Free;
Ob:=nil;
end;

procedure TSchlange.Queue (Ob:TObject) ;

begin
Tail .AmAnfangAnfuegen (Ob) ;
end;
Viele Methoden sind von relativ einfacher Struktur und kénnen von Scht-

lern,wenn das Zeiger- und Objektkonzept klar ist,und man zwei oder drei der
komplexeren Methoden (z.B. Liste und AmEndeloeschen) als Muster besprochen
hat, selber erstellt werden.

Durch Erzeugen eines neuen Objekttyps (Container),der beispielsweise Inhal-
te vom Datentyp string speichern kann,sowie durch Deklaration einer von
TListe durch Vererbung abgeleiteten neuen Liste mit geeigneten Ausgabemdg-
lichkeiten,laRt sich nun den Elementen der Liste ein Inhalt sowie dessen
Verwaltungsmethoden nachtraglich hinzufigen:

type TSObject = class (TObject)

private
Inhalt : string;

public
constructor Create(S:String) ;
function Inhalt:string;
procedure NeuerInhalt (S:String) ;
procedure Ausgabe;

end;

TSListe=class (TListe)
procedure Eingabe;
procedure Ausgabevorwaerts;
procedure Ausgaberueckwaerts;
end;

constructor TSObject.Create(S:string) ;

begin
inherited Create;
Inhalt_:= S;

end;

function TSObject.Inhalt:string;
begin

Inhalt:=Inhalt_;
end;

procedure TSObject.NeuerInhalt (S:string) ;
begin

Inhalt_:=S;
end;
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procedure TSObject.Ausgabe;
begin

Write (' ',Inhalt);
end;

procedure TSListe.Eingabe;
var Eingabe:string;

begin
Writeln ('WOrter eingeben (Return zum Beenden) :');
Writeln;
Readln (Eingabe) ;
while Eingabe <> '' do
begin

AmEndeAnfuegen (TSObject.Create (Eingabe) ) ;
Readln (Eingabe) ;
end;
end;

procedure Ausgabe (X:TObject) ;

begin
if X is TSObject
then
Write(' ', TSObject (X) .Inhalt) ;
end;

procedure TSliste.Ausgabevorwaerts;
begin

FueralleElemente (Ausgabe) ;
end;

procedure TSliste.Ausgaberueckwaerts;
begin

FueralleElementezurueck (Ausgabe) ;
end;

Ein Listenelement mit dem Inhalt des strings Eingabe 14Rt sich nun mittels

SListe.AmAnfang/EndeAnfuegen (TSObject.Create (Eingabe) )

an eine Liste vom Typ TSListe am Anfang oder Ende anfiigen.

Bei Keller und Schlange geschieht das Einfligen entsprechend:

Keller.Push (TSObject.Create (Eingabe)) ;
Schlange.Queue (TSObject.Create (Eingabe)) ;

Um die Elemente der SListe komplett einzugeben,kann man die Methode

Sliste.Eingabe;

benutzen.

Die Ausgabe der Liste erfolgt mittels
Sliste.Ausgabevorwaerts/Ausgaberueckwaerts
bzw. von einzelnen Elementen:

TSObject (SListe.Erstes/Letztes) .Ausgabe

Hier muR eine Typkonversion vorgenommen werden:

Alternativ kénnten die Methoden Erstes und Letztes in dem Objekt TSListe
mittels einer Typkonversion unter Zugriff auf die Vorgangermethode neu im-
plementiert werden:

Quelltext:

TSliste.Erstes:=TSObjekt (Erstes)

Ein kleiner Schdénheitsfehler des Compilers von Delphi ist, daR fur die
Ubergabe einer Procedure als Parameter an die Methode FueralleElemente
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bzw. FueralleElementezurueck eine globale Procedure Ausgabe bendtigt wird,
und weder eine lokale Procedure noch z.B. die Methode Ausgabe von TSObjekt
(geeignet umgeschrieben) verwendet werden koénnen, da bei Methoden und
Proceduren als Parameter nur global definierte Proceduren zuladssig sind.

Wie aus der Procedure bzw. Methode Ausgabe hervorgeht,ist das Hauptprogramm
zur Vereinfachung als Text-bzw. Consolenanwendung (unter Verwendung der
komfortablen Unit WinCrt mit Delphi 1,aber auch ohne diese Unit als Conso-
lenanwendung unter Delphi >=2.x mdglich) konzipiert,weil es hier auf eine
Ereignisgesteuerte Oberfldche nicht ankommt.Es kann aber leicht auch unter
Umschreibung der Ein-und Ausgabeart als Projekt mit Ausgabeform realisiert
werden.

Das Hauptprogramm,von dem im folgenden nur ein Ausschnitt wiedergegegen
wird, befindet sich komplett in der Dokumentation im Anhang.Das Gesamtpro-
gramm ist ebenfalls auf der Installations-CD enthalten.

begin

InitWincrt;

SListe := TSListe.Create;

SListe.Eingabe;

Write (SListe.Anzahl,' String(s)');

Writeln;

Writeln;

Write ('Vorwarts: ") ;

SListe.Ausgabevorwaerts;

Writeln;

Write ('RUckwarts: )

SListe.Ausgaberueckwaerts;

Writeln;

Writeln;

SListe.Freeall;

SListe:=nil;

Writeln('Keller und Schlange erzeugen:') ;

Keller:=TKeller.Create;

Schlange:=TSchlange.Create;

Writeln;

Writeln;

Writeln ('Worter eingeben (Return zum Beenden) :');

Writeln;

Readln (Eingabe) ;

while Eingabe <> '' do

begin
Keller.Push (TSObject.Create (Eingabe)) ;
Schlange.Queue (TSObject.Create (Eingabe) ) ;
Readln (Eingabe) ;

end;

Write ('Keller:');

while not Keller.Leer do

begin
TSObject (Keller.Top) .Ausgabe;
Keller.Pop;

end;

Writeln;

Writeln;

Write ('Schlange: ');

while not Schlange.leer do

begin
TSObject (Schlange.Top) .Ausgabe;
Schlange.Ungqueue;

end;

Keller.Freeall;

Keller:=nil;

Schlange.Freeall;

Schlange:=nil;

Writeln;

Readln;

Clrscr;

Writeln('Ende') ;

Readln;

DoneWincrt;

end.

Als Abschluss dieser Unterrichtseinheit wurde dann folgende (dreisttndige)
Klausuraufgabe gestellt:
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Kl ausur auf gabe:

Gegeben sei folgende Objekt-Datenstruktur einer wiederverwendbaren Liste
(Programmiersprache Delphi) :

type
TList = class (TObject)
private
Weiter :TList;
end;

TElement=class (TList)

private
OB_:TObject;

public
constructor Create (Ob:TObject) ;
function Objekt:TObject;

end;

TListe = class(TList)

constructor Create;

procedure Freeall;

function Leer: Boolean;

function Weiter: TListe;

function ErstesElement:TElement;

function Erstes: TObject;

function Anzahl:Integer;

procedure AmAnfanganfuegen (Ob:TObject) ;
end;

a)Erlautern Sie die Datenstruktur und geben Sie die Bedeutung aller aufge-
fihrten Datenfelder und Methoden an.

b) Schreiben Sie den Delphi-Quellcode zu folgenden Methoden:

constructor TListe.Create;

function TListe.Leer: Boolean;

function TListe.Weiter: TListe;

function TListe.ErstesElement:TElement;
function TListe.Erstes:TObject;

function TListe.Anzahl:Integer;

procedure TListe.AmAnfangAnfuegen (Ob:TObject) ;

c)Leiten Sie von dem Datentyp TObject durch Vererbung einen Datentyp TZif-
fernObject der folgenden Typdeklaration ab,indem sie die Constructor-
Methode Create,die Methode NeueZiffer und die Functions-Methode Ziffer im-
plementieren.Erlautern Sie die Typdeklaration.

type
TZiffer=0..1;

TZiffernObject = class(TObject)
private
Ziffer :TZiffer;
public
constructor Create(Z:TZiffer) ;
function Ziffer:TZiffer;
procedure NeueZiffer(zZ:TzZiffer);
end;

Fir die folgenden Aufgaben stehen die oben angegebenen Methoden von TListe
und TZiffernObject (und nur diese) zur Verflgung:

Auflerdem sei das folgende Objekt definiert:

type

TzZiffernListe=class (TListe)

procedure Gib_zahl ein;

procedure Gib_zahl_ aus;

function Paritaet:Boolean;

procedure Addition (Zahl:TzZiffernliste);
end;
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d)Mit Hilfe der obigen Typdeklarationen soll eine Addition von beliebig
grofien Bindrzahlen implementiert werden.

Dazu werden die Ziffern (0 oder 1) der Binadrzahlen fortlaufend als Li-
stenelemente der Liste TZifferliste gespeichert.

Die vorderste Ziffer wird dabei zuerst in die Liste eingefligt.Da das Anfu-
gen Jjeweils am Anfang erfolgt,steht die vorderste Ziffer einer Zahl am
Schluss der Liste.

Implementieren Sie die folgenden Methoden:

procedure TZiffernliste.Gib_zahl_ein;

procedure TZiffernliste.Gib_zahl aus;;

Die Methode Gib_zahl ein liest Ziffern solange von der Tastatur ein,bis ei-
ne Zahl ungleich 0 oder 1 eingegeben wird (Abbruchkriterium der Einfach-
heit halber) und speichert sie im Datentyp TZiffernliste.

Die Methode Gib_zahl aus gibt alle Ziffern die in der Liste TZiffernliste
(in der umgekehrten Reihenfolge) gespeichert in der richtigen Reihenfolge
mit Hilfe der Write bzw. Writeln-Anweisung aus.

e) Implementieren Sie die Methode

function TZiffernliste.Paritaet:Boolean;

die die Quersumme aller Ziffern, die in der Liste TZiffernliste gespei-
chert sind, berechnet, und zurlUckgibt,ob die Quersumme gerade (true) oder
ungerade (false) ist.

(Diese Eigenschaft bezeichnet man als die Paritat der Bindrzahl.Verwenden
Sie die in Delphi wvordefinierte Function odd(Z),um festzustellen,ob die
Zahl Z ungerade ist,dann odd=true.)

f)Schreiben Sie eine Methode
procedure TZiffernListe.Addition(Zahl:TZiffernListe) ;

die eine Binadrzahl Zahl vom Typ TZiffernListe zur (Bindr-) Zahl,die in
TZiffernliste selber gespeichert ist, hinzuaddiert,und das Ergebnis in der
Liste TZiffernListe speichert.

Berticksichtigen Sie dabei die in den Stellen auftretenden Ubertra-
ge.Benutzen Sie dazu eine fertige Unterprocedure

Procedure Stelle(Zifferl,Ziffer2:TZiffer;var Neuziffer,Uebertrag:TZiffer) ;

die zwei (Bindr-)Ziffern mit Ubertrag addiert.

Es soll zundchst vorausgesetzt werden,dass beide Listen namlich die Liste
TZiffernliste und Zahl dieselbe Anzahl von Elementen haben. (dass beide Zah-
len dieselbe Stellenzahl haben.)

g)Erlautern Sie die Wirkungsweise der Unterprocedure Stelle mit dem fol-
genden Quelltext:

procedure Stelle(Zifferl,Ziffer2:TZiffer;var Neuziffer,Uebertrag:TZiffer) ;
begin
Neuziffer:=(Zifferl+Ziffer2+Uebertrag) mod 2;
Uebertrag:=(Zifferl+Ziffer2+Uebertrag) div 2;
end;
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Zeigen Sie,dass alle Falle,die bei der Addition von zwei Bindrzifferstellen
auftreten kdénnen,berlicksichtigt werden.

Wie muf3 die Procedure gedndert werden,damit sie fir die Addition von Dezi-
malzahlenstellen geeignet ware?

h)Damit auch Bindrzahlen ungleicher Stellen-/Elementezahl (Listen mit un-
terschiedlicher Anzahl) addiert werden kdénnen,muf’ die Liste mit der kleine-
ren Stellen-/Elementezahl durch Hinzufligen von Nullen auf die gleiche Stel-
lenzahl wie die langere Liste gebracht werden.

Schreiben Sie dazu eine Methode

procedure TZiffernliste.Gleichelaenge (Zahl:TZiffernliste)

die je nachdem welches Objekt TZiffernliste (self) oder Zahl die kleinere
Elementeanzahl hat,bei diesem Objekt entsprechend viele Nullen hinzu-
fligt.Benutzen Sie dazu, die (nur) fir diese Teilaufgabe zusatzlich vorgege-
bene Methode

procedure TListe.AmEndeAnfuegen (Ob:TObject) ;

i)Schreiben Sie eine Hauptprogramm BinaerZahlen (als Textanwendung),h das
zweli (Bindr-) Zahlen Zahll und Zahl2 als TZiffernliste einliest,die Pari-
tat beider Zahlen berechnet und jeweils ausgibt,sowie die Summe beider
Zahlen berechnet und anzeigt.

Der Gesamtquelltext und die Losungen dieser Klausur sind im Anhang dieser
Arbeit aufgelistet und das Programm ist auch auf der Installations-CD vo r-
handen.

Die Klausur vollzieht im ersten Teil noch mal den im Unterricht besproche-
nen Stoff an einem &hnlichen Beispiel nach,wobei hier allerdings abwei-
chend ein Element mit Zifferninhalt zu erzeugen ist. (Taxonomie:Wissen)

Im zweiten (anspruchsvolleren Teil ab Aufgabe d) ) sind die vorgegebenen
bekannten Objektmethoden auf ein bisher nicht im Unterricht besprochenes
Problem anzuwenden.Dieser Teil erfordert zur Ld&sung Transfer des bisher Ge-
lernten und teilweise auch kreatives Denken (Taxonomie:Synthese und Analy-
se) .

Nachdem jetzt grundlegende Techniken im Umgang mit Objekten, die Program-
mierung einer Benutzeroberfldche mittels ereignisorientierten Methoden und
vorgegebenen Komponenten in Delphi,sowie die Struktur einer wiederverwend-
baren Objektliste bekannt sind,kann nun im Unterricht mit dem Aufbau einer
objektorientierten Graphenstruktur begonnen werden.

4)Der Aufbau eines Graphen als Programmierungsprojekt

(Konzeption CAK:siehe Einleitung)

Der Quellcode des Projekts gliedert sich in die vier Units UListC, UGraphC,
UInhgrphC,UMathC und das Hauptprogramm Crtapp.Der Buchstabe C steht dabei
jeweils flr Consolen- d.h. Text-Anwendung (textorientierte Ein-und Ausga-
be) .

Die Unit UGraphC ist eine reduzierte Version der Unit UGraph der graphik-
orientierten Entwicklungsumgebung des Programms Knotengraphs (EWK), die nur
die zum Ablauf der in der Unit UMathC enthaltenen ausgewdhlten Graphenalgo-
rithmen n&mlich geschl./offene Eulerlinie, Graphenfdrbungen (Farbung der Kno-
ten) sowie tiefer Baumdurchlauf und Minimaler Pfad als auch Alle Pfade
zwischen zwei Knoten unbedingt bendtigten Methoden enthalt.

Sie greift auf eine Unit UListC zurlck,in der sich die grundlegenden Li-
stenalgorithmen in Form der Objektstruktur TListe befinden,die in diese
Unit ausgelagert wurden.Diese Unit enthdlt gerade eine Auswahl der im vori-
gen Abschnitt besprochenen Methoden zum Aufbau einer Objektliste,deren Ele-
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mente durch nachtraglich (zum Einfligezeitpunkt) vom Anwender ausgewdhlte
Objekte festgelegt werden koénnen.Die Methoden werden lediglich noch erganzt
um die Methoden WertsummederElemente und WertproduktderElemente,deren Be-
zeichner die Wirkungsweise der Methode beschreiben.

Da der Aufbau und die Verwaltung einer universell verwendbaren Objektliste
zuvor (siehe voriger Abschnitt) ausfthrlich im Unterricht besprochen wurde,
und damit den Schilern bekannt ist,kann jetzt das Objekt der wiederverwend-
baren Liste vom Typ TListe mittels der Unit UListC den Schilern fertig zur
Verfligung gestellt werden.

Deshalb kann diese Unit jetzt auch vereinfacht auf dem schon in Delphi vor-
definierten Objekttyp TList aufbauen, und lediglich deren Methodenbezeich-
ner wurden an die zuvor benutzte Notation angeglichen.

Die Unit UInhgrphC erweitert die Knoten- und Kantendatenstruktur des Gra-
phen der Unit UGraphC objektorientiert um jeweils ein Inhaltsfeld zur Auf-
nahme wvon Knoten- und Kanteninhalten,und stellt Methoden zu deren Verwal-
tung bereit.

Das Hauptprogramm Crtapp erstellt ein Menl zum Aufruf der entsprechenden
Methoden der Units UInhgrphC und UMathc zur Erstellung eines Graphen und
zum Aufruf der genannten Graphenalgorithmen.

Zunachst soll der Quellcode der Unit UGraphC sowie dessen Erarbeitung im
Unterricht beschrieben werden.

Die Methoden der Unit bilden,wie schon erwdhnt, eine vereinfachte Teilmenge
der Methoden der Unit UGraph der Entwicklungsumgebung des Programms Knoten-
graph,wobei als wesentliche Veranderung alle Aufrufe des Ausgabedialogfe-
sters Showmessage durch eine entsprechende Writeln-Anweisung ersetzt wur-
den.AuRerdem wurde die Ausgabeverwaltung durch die Property Wert verein-
facht,da jeweils nur ein Datenfeld zu berlcksichtigen ist (keine Wertli-
stenverwaltung) .

Die Unit UGraphC (bzw. die Unit UGraph) enthdlt also die grundlegende ob-
jektorientierte Datenstruktur eines Graphen, ohne daf Knoten-und Kantenin-
halte berltcksichtigt werden.

Der Aufbau der Unit UG aphC

Vor Beginn jeglicher Quellcodeerstellung ist zunachst die grundlegende
Struktur eines Graphen =zu erdrtern.Hier kann jetzt auf den Vorkenntnisse
des EinfUhrungsprojektes,auf das an dieser Stelle natlrlich zurlckgegriffen
werden sollte, aufgebaut werden.

Falls dieses Beispiel nicht in dieser Weise durchgefthrt wurde (z.B. weil
schon Kenntnisse objektorientierter Datenstrukturen anderweitig vorhanden
waren) ,ist nach der Reflektion einiger Beispiele zu Graphen wie Strafen-
oder Wegesysteme bzw. Wasserrohr-oder Elektrizitatsleitungssysteme usw. den
Schlilern sofort klar,dass ein Graph aus den verschiedenen Objekten Knoten
und Kanten besteht.

Auflerdem lassen sich Begriffe,soweit noch nicht aus dem Einstiegsprojekt,
bekannt ,wie ungerichteter und gerichteter Graph, Pfade, Pfadrichtung, schon
besuchte Kanten oder Knoten, Anfangs-und Endknoten und Quell-bzw. Zielkno-
ten sowie Schlingenkanten durch die im vorigen Absatz erwdhnten Beispiele
anschaulich kl&ren,ohne dass diese Begriffe wunbedingt im mathematisch
strengen Sinne definiert werden missen.

Es wird im folgenden davon ausgegengen,dass der Unterrichtsgang gemdff den
bisherigen Ausflhrungen dieses Kapitels erfolgt ist.Da die grundlegenden
Objekte Kanten und Knoten sind,die dem Graphen neu hinzugeflgt und evtl.
in ihm wieder geldscht werden,und unter Berlcksichtigung des schon im Un-
terricht zuvor behandelten Themen Listenverwaltung sowie der aus dem Ein-
stiegsprojekt bekannten noch bezlglich der Array-Felder zu verbessernden
Graphenstruktur von TGraph (falls in dieser Weise behandelt: siehe die
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dortige Methode TGraph.Knotenloeschen),liegt der Vorschlag nahe,diese Ob-
jekte jetzt in einer (Objekt-) Liste zu verwalten.Dies ergibt folgende De-
finition (Listen anstelle der Arrays):

(vgl. dazu auch den entsprechenden Unterrichtsplan im Anhang)

type
TGraph = class (TObject)

Knotenliste :TKnotenliste;
Kantenliste :TKantenliste;

end;

Diese Definition 1lasst sich unter Berlcksichtigung des Kapselungsprinzips
der objektorientierten Programmierung mittels Propertys sowie unter Ergan-
zen sinnvoller Methoden (die teilweise schon im Einstiegsprojekt vorhanden
waren) erweitern zu folgender Deklaration:

type

TGraph = class (TObject)

private
Knotenliste :TKnotenliste;
Kantenliste_ :TKantenliste;
function WelcheKnotenliste:TKnotenliste;
procedure SetzeKnotenliste (Kl:TKnotenliste);
function WelcheKantenliste:TKantenliste;
procedure SetzeKantenliste (Kl:TKantenliste) ;

public
property Knotenliste:TKnotenliste read WelcheKnotenliste Write SetzeKnotenliste;
property Kantenliste:TKantenliste read WelcheKantenliste Write SetzeKantenliste;
constructor Create;virtual;
procedure Free;
procedure Freeall;
function Leer:Boolean;
procedure KnotenEinfuegen (Kno:TKnoten) ;
procedure Knotenloeschen (Kno:TKnoten) ;
procedure KanteEinfuegen (Ka:TKante;Anfangsknoten, EndKnoten:TKnoten;
gerichtet:Boolean) ;
procedure Kanteloeschen (Ka:TKante) ; {
procedure LoescheKantenbesucht; {****
procedure LoescheKnotenbesucht; {
function AnzahlKanten: Integer; {

function AnzahlSchlingen:Integer; {xxxx

function AnzahlKantenmitSchlingen:Integer; {****}

function AnzahlKnoten:Integer; {rwnn}
end;

Die mit {****} bezeichneten Methoden sind im ersten Ansatz zum Aufbau und
zur Verwaltung des eigentlichen Graphen nicht unbedingt nétig und koénnen
deshalb zundchst weggelassen werden und bei Bedarf spater eingefligt oder
auch vom Lehrer dann fertig vorgegeben werden.Die Notwendigkeit der anderen
Methoden ist sofort einsichtig.Sie ké&énnen auch als Methoden exemplarisch
fir alle anderen behandelt werden.

Auflerdem werden an Hand dieser Deklaration die in Delphi mdglichen Proper-
tys sowie die dazugehdérenden Property-Methoden read und write erneut be-
nutzt (sie sind den Schlilern schon aus Einstiegsprojekt in Abschnitt 2 be-
kannt) ,um einerseits dem Kapselungsprinzip der Objekte gerecht zu werden
(Zugriff auf die Datenfelder nur mittels Methoden),aber um andererseits
gleichzeitig eine vereinfachte Syntax als Zugriff auf ein Datenfeld verwen-
den zu kdénnen.

(z.B. Graph.Knotenenliste:=... benutzt die Methode SetzeKnotenliste, um das
Feld Knotenliste_ zu veradndern)

In der bisherigen TypDeklaration sind jetzt schon die noch zu deklarieren-
den neuen Objekte namlich die Knoten und Kanten als Listen vorhanden.Nun
ist noch festzulegen,was die Typen TKnotenliste und TKantenliste bedeuten
sollen.
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Wenn Jjetzt in einer Unterrichtsgruppe noch einmal in Erinnerung gerufen
wird,dass die Knoten und Kanten,d.h. die Elemente der Knoten- und Kantenli-
ste vom spateren Benutzer durch Vererbung mit beliebigen Datenfeldern er-
weitert werden sollen,ist fur Schiuler sofort als Transfer von der zuvor im
Unterricht behandelten Objektliste einsichtig, Kanten-und Knotenlisten in
der gleichen Weise zu deklarieren.Knoten und Kanten sind also gemaf? des im
Unterricht (voriger Abschnitt) besprochenen Projekts Liste als Objekt als
Teillisten einer Liste ohne Datenfeld,d.h. als Listenzeiger der Objektliste
aufzufassen,deren Objekten nachtraglich durch Vererbung die Eigenschaft des
Elements (Knoten bzw. Kanten) zugewiesen werden kann.

Dieses ergibt folgende Typdeklarationen:

TKantenliste = class(TListe)
end;

TKante = class (TKantenliste)

end;

TKnotenliste = class(TListe)

end;

TKnoten = class (TKnotenliste)

end;

An dieser Stelle bietet es sich jetzt an,den Zugriff auf die einzelnen Li-
stenelemente,der ja flUr die Verwaltung des Graphen von entscheidender Be-
deutung ist,mit Hilfe der komfortablen Mdéglichkeiten wvon Delphi einfacher
zu gestalten.Es erweist sich jetzt als Vorteil,dass sich TListe von dem in
Delphi vordefinierten Datentyp TList ableitet,wodurch mittels der erweiter-
ten Property-Syntax von Delphi folgende Deklaration mdéglich wird,die es ge-
stattet auf die Elemente der Listen Kanten bzw. Knoten als Array-Element
namlich mittels Kantenliste(Index) bzw. Knotenliste(Index) zuzugreifen, so
dass sich die Vorteile einer dynamischen Objektliste mit der des Arrays
verbinden lassen:

TKantenliste = class(TListe)

function Kante (Index:Integer) :TKante;

property Items [Index:Integer] :TKante read Kante;
end;

TKnotenliste = class(TListe)

function Knoten (Index:Integer) :TKnoten;
property Items [Index:Integer] :TKnoten read Knoten;
end;

Diese Vereinfachung entspricht dem im Projekt Liste als Objekt (siehe vo-
riger Abschnitt) realisierten Zugriff Element (Index) bzw. Objekt (Index)
bzw. Liste(Index),ist daher der Art nach prinzipiell schon bekannt und muf
an dieser Stelle gemdfs der veranderten Deklarationssyntax den Schllern na-
tlrlich als Lehrervorschlag mitgeteilt werden.

(So 1laRt sich auf die Knoten und Kanten indiziert wie im Einstiegsprojekt
zugreifen.)

Die bei TKante und TKnoten zu erganzenden weiteren Typdeklarationen wurden
durch die Deklaration des Typs TGraph schon teilweise vorbestimmt bzw. sind
anschaulich an Hand der Graphenstruktur sofort einsichtig,so dass sie von
Schiilern jetzt leicht erganzt werden koénnen(vgl.auch die Kenntnisse aus dem
Einfihrungsprojekt) :

1) Jede Kante besitzt einen Anfangs-und Endknoten.Zu jeder Kante mufl angege-

ben werden,ob sie gerichtet oder ungerichtet ist, und auRerdem ist bei Ein-
bindung in einen Pfad die Angabe der Pfadrichtung in Form des Zielknotens
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sowie die Angabe,ob die Kante schon besucht oder nicht besucht worden
ist,sinnvoll.

2)Von jedem Knoten gehen (evtl. gerichtete) Kanten aus bzw. laufen in ihn
ein.Es ist daher sinnvoll,dass die Objektklasse des Knotens zwei Objektli-
sten in Form der ein-und auslaufenden Kanten,d.h. also vom Typ TKantenliste
enthdlt.Eine gerichtete Kante gehdért also sowohl zur auslaufenden Kantenli-
ste des Quellknotens als auch zur einlaufenden Kantenliste des Zielkno-
tens.Im ungerichteten Fall ist eine Kante sowohl ein-bzw. auslaufend, so
dass sie in beide Kantenlisten sowohl des Quell- als auch des Zielknoten
eingefligt wird.Im Hinblick auf spatere Pfadalgorithmen ist die Hinzufigung
eines Datenfeldes Besucht( ) sinnvoll.

(Das Einfligen eines Verweises auf den Gesamtgraph in TKnoten in Form des
Feldes Graph( ) ist nttzlich,um von tberall Zugriff auf die Gesamtstruktur
zu haben.)

Dies alles fuhrt zu folgender Typdeklaration,die in ca. zwei Unterrichts-
stunden mit den Schiilern erarbeitet werden konnte:

TKantenliste = class(TListe)
public
constructor Create;
procedure Free;
procedure Freeall;
function Kante (Index:Integer) :TKante;
property Items[Index:Integer]:TKante read Kante;
end;

TKante = class(TKantenliste)
private
Anfangsknoten_ :TKnoten;
EndKnoten_ :TKnoten;
Pfadrichtung :TKnoten;
Gerichtet_ :Boolean;
Besucht_ :Boolean;
function WelcherAnfangsknoten:TKnoten;
procedure SetzeAnfangsknoten (Kno:TKnoten) ;
function WelcherEndknoten:TKnoten;
procedure SetzeEndknoten (Kno:TKnoten) ;
function WelchePfadrichtung:TKnoten;
procedure SetzePfadrichtung (Kno:TKnoten) ;
function Istgerichtet:Boolean;
procedure Setzegerichtet (G:Boolean) ;
function istbesucht:Boolean;
procedure SetzeBesucht (B:Boolean) ;
public
property Anfangsknoten:TKnoten read WelcherAnfangsknoten
Write SetzeAnfangsknoten;
property Endknoten:TKnoten read WelcherEndknoten Write SetzeEndknoten ;
property Pfadrichtung:TKnoten read WelchePfadrichtung Write SetzePfadrichtung ;
property Besucht:Boolean read Istbesucht Write Setzebesucht ;
property Gerichtet:Boolean read Istgerichtet Write Setzegerichtet;
constructor Create;virtual;
procedure Free;
procedure Freeall;
function Wertlesen:string;virtual;abstract;
procedure Wertschreiben(s:string) ;virtual;abstract;
property Wert:string read Wertlesen Write Wertschreiben;
function Zielknoten (Kno:TKnoten) : TKnoten;
function Quellknoten (Kno:Tknoten) : Tknoten;
function KanteistSchlinge:Boolean;
end;

TKnotenliste = class(TListe)
constructor create;
procedure Free;
procedure Freeall;
function Knoten (Index:Integer) :TKnoten;
property Items [Index:Integer] :TKnoten read Knoten;
end;

TKnoten = class (TKnotenliste)
private
Graph_:TGraph;
EingehendeKantenliste :TKantenliste;
AusgehendeKantenliste :TKantenliste;
Besucht_ :Boolean;
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function WelcherGraph:TGraph;

procedure SetzeGraph (G:TGraph) ;

function WelcheEingehendeKantenliste:TKantenliste;

procedure SetzeEingehendeKantenliste (Kl:TKantenliste) ;

function WelcheAusgehendeKantenliste:TKantenliste;

procedure SetzeAusgehendeKantenliste (Kl:TKantenliste) ;

function Istbesucht:Boolean;

procedure Setzebesucht (B:Boolean) ;

public

property Graph:TGraph read WelcherGraph Write setzeGraph;

property EingehendeKantenliste:TKantenliste

read WelcheEingehendeKantenliste Write SetzeEingehendeKantenliste;

property AusgehendeKantenliste:TKantenliste

read WelcheAusgehendeKantenliste Write SetzeAusgehendeKantenliste;

property besucht:Boolean read Istbesucht Write setzebesucht;

constructor Create;virtual;

procedure Free;

procedure Freeall;

function Wertlesen:string;virtual;abstract;

procedure Wertschreiben (S:string) ;virtual;abstract;

property Wert:string read Wertlesen Write Wertschreiben;
end;

Sie ergibt sich automatisch aus den obigen Uberlegungen unter Bertficksichti-
gung des Prinzips der Objektkapselung mit Hilfe von Propertys.

An dieser Stelle kann jetzt im Unterricht das Prinzip der virtuellen Metho-
de wiederholt werden,und unter BerlUcksichtigung der Forderung,dass den Kno-
ten und Kanten spater mittels Vererbung ein (oder in der Entwicklungsumge-
bung Knotengraph sogar beliebig wviele) Dateninhaltsfeld(er) hinzugeflgt
werden sollen,kdénnen jetzt schon entsprechende Vorbereitungen fir den Zu-
griff auf dieses/diese Feld(er) in Form der folgenden Methoden und der
Property Wert getroffen werden.

function Wertlesen:string;virtual;abstract;
procedure Wertschreiben (S:string) ;virtual;abstract;
property Wert:string read Wertlesen write Wertschreiben;

Durch die abstrakte Methodendeklaration braucht hier noch kein Quellcode
fir die Methode erstellt zu werden.Er wird vom spateren Anwender fir seine
Zwecke geschrieben. (Entsprechende Vorkenntnisse zu abstracten und virtuel-
len Methoden sind bei den Schilern wieder aus dem Einstiegsprojekt wvorhan-
den,siehe:die Methoden Zeichnen und Loeschen von TFigur.) Die Property Wert
steht auf Grund ihrer abstracten Definition nun ab sofort zur Einbindung in
Programmcode zur Verfligung.

Nach der ausfihrlichen Besprechung der Datenstruktur des Graphen kann die
Implementation der Methoden weitgehend als Schilerprojekt organisiert wer-
den, wobei verschiedene Gruppen verschiedene Aufgabenteile Uberneh-
men.Lediglich die komplizierteren Methoden von TGraph Knotenloeschen, Kan-
teEinfuegen und Kanteloeschen sollten im Lehrer-Schiler-Dialog zuvor ge-
meinsam an der Tafel entwickelt werden.Hier stellt sich namlich das Pro-
blem, zugleich mit dem zu loschenden oder einzufliigenden Objekt in einer Ob-
jektliste noch andere Objekte in anderen Objektlisten l&schen oder einfliigen
zu missen,was in einem Schilerentwurf mdglicherweise zundchst Ubersehen
wird.

Eine kommentierte Ubersicht iiber die Implementation der oben genannten Me-
thoden der Unit UGraphC wird im Anhang dargestellt.

Darlber hinaus befindet sich der gesamte Quellcode des Programms als Li-
sting im Anhang und ist auch auf der Installations-CD vorhanden.

Die Erstellung dieser Unit einschlieflich Vorbereitung der Datenstruktur
lat sich in ca. 9 Unterrichtsstunden durchfihren.Bevor die Methoden aus-
getestet werden kénnen,ist es ndtig in einer zweiten aufbauenden Unit den
Knoten und Kanten Dateninhalte durch Vererbung zuzuweisen,da sonst keine
Ausgabe-oder Anzeige der Knoten und Kanten erfolgen kann.Dies geschieht
durch Erweiterung der Objektstruktur in der Unit UInhgrphC.
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Will man mdéglichst schnell zur Progranmierung mathematischer Algorithmen
(Abschnitt 5 und 6 dieses Kapitelg) gelangen,kann man die Unit UGraphC zu-
sammen mit der Unit UListC den Schllern auch unter Besprechung der Bedeu-
tung der enthaltenden Methoden und Strukturen fertig zur Verfligung stellen
und erst mit der Programmierung der Unit UInhgrphC einsteigen.Dieser Weg
kann insbesondere dann beschritten werden,wenn das Einstiegsprojekt Pro-
grammierung eines Graphen (Abschnitt 2) und das Projekt Liste als Objekt
(Abschnitt 3) grindlich besprochen bzw. programmiert worden sind,weil dann
den Schiilern die prinzipielle Konzeption der Unit UGraphC schon bekannt
ist.Das gleiche empfiehlt sich auch,wenn der Aufbau der Graphenstruktur den
Schlilern deshalb mdglichst rasch bekannt gemacht,gelbt und angewendet wer-
den soll,um zur Konzeption EWK (Abschnitt 7 sowie Kapitel C) duUberzuge-
hen. (Diese Konzeption kann allerdings auch ganz ohne Behandlung der der
textorientierten Version begonnen werden.)

Die Unit U nhgrphC

Die Erzeugung eines Knoten bzw. einer Kante mit Datenfeld zur Aufnahme ei-
nes Inhalts kann jetzt analog der als Vorbereitung besprochenen Objektde-
klaration im Einfihrungsprojekt (s.o.) erfolgen,und die Datenstruktur kann
deshalb von den Schlilern sofort entwickelt werden:

TInhaltsknoten = class (TKnoten)
Inhalt :string;

end;
TInhaltskante = class(TKante)
Inhalt_: String;

end;

In der Unit UGraphC wurde schon die Ausgabe mit Hilfe der Property Wert
durch die wvirtuellen und abstrakten Methoden Wertschreiben und Wertlesen
vorbereitet,deren Quellcode jetzt flr diese Datentypen festgelegt werden
mufs.

Sinnvollerweise werden jetzt auch noch zwei Methoden hinzugefligt,die es ge-
statten,den Inhalt der Datenfelder flr Knoten und Kante einzugeben:

Knotenwerteinlesen und Kantenwerteinlesen

AufRerdem ist flUr spatere Anwendungen eine Methode zur Ausgabe von Pfadkno-
teninhalten (Werten) in geordneter Pfadknotenreihenfolge (Durchlaufrichtung
des Pfades) notwendig,wobei Pfade als Kantenlisten dargestellt werden kén-
nen.Die Methode Listenausgabe kann als Methode von TInhaltskante implemen-
tiert werden,da der Zeiger auf eine Kante,d.h. ein Kantenlistenelement
identisch ist mit dem Zeiger auf die Restliste der Kantenliste.

Um die neuen Knoten-und Kantentypen nutzen zu koénnen,mufl jetzt noch ein
Nachfolgertyp von TGraph,ndmlich TInhaltsgraph definiert werden.Dieser Typ
muf? Methoden (Knotenerzeugenundeinfuegen, KnotenausGraphloeschen, Kanteer-
zeugenundeinfuegen, KanteausGraphloeschen) bereitstellen,um unter Verwendung
der Methoden von TInhaltsknoten und TInhaltskante die Knoten und Kanten
neuen Datentyps in den Graph —einzufligen oder aus ihm zZu 16-
schen.Sinnvollerweise greift man dabei auf die Vorgangermethoden wvon TGraph
zurlick.Um das deutlich zu machen,und weil das Einflgen und Ldschen von Kan-
ten wegen der Uberpriifung,ob ihre Randknoten schon oder noch nicht im
Graph vorhanden sind,komplexer als das Einfigen und Ldéschen der Knoten
ist,werden die Zusatzmethoden FugeKanteein und LoescheKante als Zwischen-
schritte zusatzlich implementiert.

Es empfiehlt sich die beiden letztgenannten komplexen Methoden im fragend-
entwickelnden Lehrer-Schiiler-Unterrichtsgesprach zu entwickeln,wdhrend die
Erstellung aller anderen Methoden wieder als reines Schllerprojekt nach ei-
ner ausfthrlichen Besprechung der Datenstruktur gestaltet werden
kann.Hinzugefligt werden sollte durch die Schiiler auferdem noch eine Methode
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ZeigeGraph,die die Knoten und Kanten des Graphen mit Hilfe ihrer Inhalte
auf dem Bildschirm (als Textausgaben) darstellt.

Die Methode Graphknoten dient dazu,zu einem vorgegebenen Inhalt (der in dem
Knoten Kno als Inhalt (Wert) gespeichert ist) einen (Zeiger auf einen) Kno-
ten des Graphen zu suchen. (Auch diese Methode ist in analoger Form schon
aus dem Einstiegsprojekt bekannt.)

Dies ergibt folgende Typdeklaration:

type
TInhaltsknoten = class (TKnoten)
private
Inhalt :string;
procedure Wertschreiben (S:string) ;override;
function Wertlesen:string;override;
public
constructor Create;override;
procedure Free;
procedure Freeall;
procedure KnotenWerteinlesen;
end;

TInhaltskante = class(TKante)
private
Inhalt_ : String;
procedure Wertschreiben (S:String) ;override;
function Wertlesen:string;override;
public
constructor Create;override;
procedure Free;
procedure Freeall;
procedure Kantenwerteinlesen;
procedure Listenausgabe;
end;

TInhaltsgraph = class (TGraph)
public
constructor Create;override;
procedure Free;
procedure Freeall;
function Graphknoten (Kno:TInhaltsknoten) :TInhaltsknoten;
procedure Knotenerzeugenundeinfuegen;
procedure KnotenausGraphloeschen;
procedure FuegeKanteein (Knol,Kno2:TInhaltsknoten;gerichtet:Boolean;
Ka:TInhaltskante) ;
procedure Kanteerzeugenundeinfuegen;
procedure LoescheKante (Knol, Kno2:TInhaltsknoten;Ka:TInhaltskante) ;
procedure KanteausGraphloeschen;
procedure ZeigeGraph;
end;

function Bewertung (X:TObject) :Extended;

Als Bewertungsfunktion wird schliefflich sinnvollerweise die Zuordnung der
Knoten oder Kanten zu ihrem numerischen Inhalt,umgewandelt in eine Real-
(Extended-) Zahl definiert.

Eine kommentierte Ubersicht f{iber die Implementation der oben genannten Me-
thoden der Unit UInhgrphC wird im Anhang dargestellt.

Darlberhinaus befindet sich der gesamte Quellcode des Programms als Listing
im Anhang und ist auch auf der Installations-CD vorhanden.

Schliefflich ist noch ein Hauptgramm zur Erzeugung und Verwaltung des Gra-
phen zu schreiben,das jetzt leicht z.B. von einer Schllergruppe alleine als
Teil des Projektes erstellt werden kann:

program Crtapp;

uses WinCrt,
SysUtils,
Ugraphc in 'UGRAPHC.PAS',
UInhgrphC in 'UINHGRPHC.PAS',
UMathc in 'UMATHC.PAS', {rwnn}
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Ulistc in 'ULISTC.PAS';

Var Auswahl, s:string;
Wahl:Integer;
Graph:TInhaltsgraph;
begin
Strcopy (WindowTitle, 'Programm Knotengraph') ;
Windowsize.x:=800;
Windowsize.y:=600;
Screensize.x:=100;
Screensize.y:=35;

Initwincrt;

Graph:=TInhaltsgraph.create;

repeat

repeat
Clrscr;
Graph.ZeigeGraph;
Writeln;
Writeln('Menti:"') ;
Writeln;
Writeln ('Knoten einfligen...... 1');
Writeln('Knoten loschen....... 2');
Writeln('Kante einfligen....... 3');
Writeln('Kante ldéschen........ 4');
Writeln('Neuer Graph.......... 5');
Writeln('Eulerlinie........... 6'); {rwnn}
Writeln ('Hamiltonkeis......... 7)) ; {rwnn}
Writeln('Graph faerben........ 8'); {rwnn}
Writeln('Tiefe Baumpfade...... 91y ; {rwnn}
Writeln('Minimaler Pfad...... 10') ; {xxxx}
Writeln ('Programm beenden..... q');
Writeln;
Write ('Welche Auswahl...... ?2');
Readln (Auswahl) ;
Writeln;
Wahl:=StringtoInteger (Auswahl) ;
until ((Wahl IN [1..10])or (Auswahl='g')or (Auswahl='Q'"));

Case Wahl of
1:Graph.Knotenerzeugenundeinfuegen;
:Graph.KnotenausGraphloeschen;
:Graph.Kanteerzeugenundeinfuegen;
:Graph.KanteausGraphloeschen;
:Graph:=TInhaltsgraph.create;
:TEulerCgraph (Graph) .Menu; {
:THamiltonCgraph (Graph) .Menu; {
: TFarbCgraph (Graph) .Menu; {
: TPfadCgraph (Graph) .Menul ; {rwex
{
t
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10:TPfadCgraph (Graph) .Menu2;
else if (Auswahl<>'Q') and (Auswahl<>'qg')
end
until (Auswahl='Q')or (Auswahl='qg') ;
Writeln;
Writeln('Zum Beenden Taste drlcken!');
Readln;
Graph.Freeall;
Graph:=nil;
Donewincrt;
end.

hen Writeln('Eingabe wiederholen');

Die mit {****} bezeichneten mathematischen Anwendungen werden erst spater
hinzugeflgt.

Als Unterrichtszeit flUr diesen Projektabschnitt kénnen ca. 12 Unterrichts-
stunden veranschlagt werden.

Wenn man zu Beginn der Jahrgangsstufe 12.1 im Informatikuntericht mit dem
Einstiegsprojekt des Abschnittes 2) dieses Kapitels beginnt,kann man die
bisher geschilderten Unterrichtssequenz Aufbau und Testen der Graphenstruk-
tur nach der Konzeption CAK am Ende dieses Halbjahres beendet haben,so dass
man in der Jahrgangsstufe 12.2 mit der Besprechung und Programmierung von
mathematischen Anwendungen nach den Konzeptionen CAK oder EWK (Abschnitt 5
und 6 oder Abschnitt 7) beginnen kann.Dies gilt insbesondere dann,wenn man
sich bei der Programmierung der Unit UGraphC,wie oben beschrieben,auf exem-
plarische Methoden beschrankt oder aber diese Unit den Schliilern bei Zeit-
knappheit bzw. wenn man mehr auf Anwendungen den Schwerpunkt setzen mdchte
unter Erlauterung deren Methoden und Strukturen fertig zur Verfigung
stellt,was auf der Grundlage einer grindlicher Besprechung des Ein-
stiegsprojekts (Abschnitt 2) ohne weiteres mdglich ist.
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5) Mat hemat i sche Anwendungen auf der Gundl age der Graphenstruktur mt der
Konzepti on CAK

Nachdem bisher der informationstechnische Aspekt in Form des objektorien-
tierten Aufbaus einer vererbbaren,d.h. somit offenen und an beliebige An-
wendungen anpaflbaren Graphenstruktur im Vordergrund stand,sollen jetzt die
mathematischen Aspekte von Graphen in Form von algorithmischer Graphentheo-
rie als Unterrichtsgegenstand besprochen werden.

Als Beispiele bieten sich hier die von R. Baumann als unverzichtbar fir die
Unterrichtsbehandlung genannten 5 Probleme der Graphentheorie,namlich Eu-
ler-Problem, Labyrinthproblem, Hamiltonproblem, Traveling-Salesman-Problem
und das Problem des klUrzesten Weges an. (vgl. Kapitel A I)

I) Das Hanm | ton-und das Travel |l i ng- Sal esman- Probl em

Genug Motivation fir die Beschaftigung mit Hamiltonlinien als Unterrichts-
gegenstand ergibt sich sofort aus der Aufgabenstellung des Handlungsreisen-
den,der alle ihn interessierenden Geschafts-Stadte auf einer einzigen Rund-
tour besuchen mdéchte und wieder zum Ausgangspunkt zurlckkehren will, ohne
dass er einen Weg doppelt durchfahren muf.Zudem sollte der Rundweg noch die
Eigenschaft haben,der klirzeste Weg unter allen Mdglichkeiten sein.

Probleme dieser Art werde heute auch Routing-Probleme genannt und spielen
eine wichtige Rolle bei Programmen,die Verkehrsverbindungen in Karten su-
chen,wobei gich hierbei u.a. auch das weitere Problem des klUrzesten Weges
zwischen zwei Orten (Knoten) stellt.Sie sind bekannt und bendtigen deshalb
kaum einer naheren Erlauterung der Aufgabenstellung.

Der Unterrichtsgang gestaltet sich am besten zunachst gemdfs der im Kapitel

C V Euler-und Hamiltonlinien (siehe dort) skizzierten Unterrichtsgang fur
Hamiltonlinien unter Einsatz der dortigen Beispiele 6 und 7 (Aufgabe C V 6
und C V 7) und fuihrt bis zur mathematischen Definition des Hamiltonlinienbe-
griffs (vgl. dazu auch den Unterrichtplan im Anhang) .

Ei nsti egsauf gabe:

Gesucht wird eine Hamiltonlinie,d.h. ein Kreis,der jeden Knoten
genau einmal enthalt,in den folgenden beiden Graphen:

Auf gabe C V 6:

028. gra
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Eine mogliche Lésung:

028. gra

Aufgabe C V 7:

029.gra
Losung:
Es gibt keinen Hamiltonkreis.

Das fertige Programm Knotengraph sollte hier allerdings zunachst nicht zur

Losung der genannten beiden Beispiele eingesetzt,weil es Ziel dieser Unter-

richtsabschnitts sein sollte,den Quellcode selber zu erstellen.Die Hamil-

tonkreise flr die genannten Beispiele 6 und 7 werden vielmehr zundchst an
Hand einer Zeichnung bzw. per Hand gesucht.

Es stellte sich jetzt =zunadchst die Frage nach einem Verbalalgorithmus,mit
dem alle Hamiltonlinien gesucht werden kénnen.Gleichzeitig sollte an Hand
dieses Algorithmus das Backtracking-Verfahren als neues algorithmisches
Verfahren bei den Schiilern bekannt gemacht werden.

Es bietet sich dazu an das Suchen durch Probieren der Hamiltonkreise in Auf-
gabe 6 zu systematisieren:

Verfolgt man zunachst einfach einen Pfad an Hand der ausgehenden Kanten
eines schon erreichten Knotens immer weiter,bis man keine Mdglichkeit mehr
hat,als wieder auf einen schon besuchten Knoten zu treffen,ergibt sich bei-
spielsweise algs einfachster Rundweg die Knotenfolge ABECA.Dieser Pfad hat
jedoch den Nachteil,dass nicht alle Knoten eingebunden werden konnten.Es
empfiehlt sich daher,vom Endnoten A zum Knoten C zurlckzukehren, und statt-
dessen von dort aus den Pfad Uber die zweite ausgehende Kante zum Knoten D
zu suchen.Von D kann man dann wiederum Uber die Kante DA nach A gelangen
und hat damit einen méglichen Hamiltonkreis gefunden.Nun kann man,um weite-
re Hamiltonkreise zu finden,den Pfad wiederum um die Kante DA verklrzen
(d.h. zu D =zurlckgehen) und nach einer anderen Mdglichkeit suchen,den
Startknoten A zu erreichen.Eine solche Moéglichkeit existiert jedoch
nicht,da alle anderen Knoten =zu denen Kanten fUhren,schon besucht wur-
den.Also wird man wiederum den Pfad wum die schon durchlaufenden Kante CD
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verklirzen,und steht dann beim momentanen Knoten C vor der gleichen Situati-
on wie oben.Bei einer nochmaligen Verklrzung um die Kante EC hat man nun
aber die Moglichkeit von E aus Uber D und C den neuen Gesamtpfad ABEDCA
zu finden. (vgl.obige Ldsung)

Reflektiert man die Vorgehensweise,geht man,solange sich noch kein Hamil-
tonkreis erreichen laRt,weil alle vom momentanen Knoten Uber ausgehende Kan
ten erreichbaren Zielknoten schon besucht wurden,oder aber zwar der Start-
knoten vom momentanen Knoten erreicht werden kann,aber noch nicht alle Kno-
ten im bisherigen Pfad eingebunden wurden,lUber die zuletzt passierte Kante
rickwarts und versucht von dem neuen Ausgangsknoten aus einen Pfad Uber ei-
ne Kante zu einem im bisherigen Pfad noch nicht besuchten Knoten zu finden.

Das heift man probiert durch RlUckwartsgehen,wenn man in eine Sackgasse ge-
kommen ist,und erneutes Vorwartsgehen auf einen noch unbesuchten Zielkno-
ten zu,systematisch alle mdéglichen Pfade durch,und gibt,wenn ein zulassiger
Hamiltokreis gefunden ist,die Knotenfolge dieses Pfades aus.Das Verfahren
bricht ab,wenn alle Zielknoten des Startknotens schon vom Startknoten aus
besucht wurden.

Diese Verfahren wird Backtracking-Verfahren genannt und kann auch bei der
Losung von anderen (NichtGraphen-)Problemen erfolgreich angewendet werden.

Es empfiehlt sich daher an dieser Stelle ausgehend von diesem Beispiel ein
allgemeines Schema fir einen Backtracking-Algorithmus im Unterricht in der
folgenden Form zu erarbeiten (und schriftlich als Ubersichtsschema festzu-
halten) :

Al | genei nes Schena ei nes Backtracki ng- Al gorithnus:

Wahle zunachst eine geeignete Grdéfde als Stufenparameter Stufe vom Datentyp
Integer.Der Parameter hat die Eigenschaft,dass eine Lésung des gestellten
Problems nur dann erreicht wird,wenn Stufe seinen maximalen Wert Max ein-
nimmt.

Lege einen geeigneten Datentyp vom Typ TTyp mit endlich vielen Méglichkei-
ten von der aktuellen Stufe aus fest, und definiere eine entsprechende Va-
riable Auswahl dieses Typs.

Prinzipieller Methoden-bzw. Procedurenaufbau:

procedure backtrack(var Stufe:Integer;evtl. weitere Parameter) ;
var Auswahl:TTyp;

begin
Wiederhole

Wahle die nachste Auswahl vom Typ TTyp auf der aktuellen
Stufe.

Ist ein Schritt mit Hilfe dieser Auswahl mdéglich,um die
nachste Stufe (Stufe+l) zu erreichen?

Wenn ja
begin
Wahle diese Auswahl und zeichne den Schritt auf.

Ist dann eine L&ésung des Problems gefunden,
und hat Stufe seinen maximalen Wert Max erreicht?

dann

Gib die Lbsung aus.
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andernfalls
Wenn Stufe<Max dann

Rufe backtrack (Stufe+l;evtl.weitere Parameter) auf.
(Dann backtrack!)

Losche die Aufzeichnung des vorigen Schrittes
auf Grund von Auswahl.

end {wenn ja}
andernfalls {wenn nein}
Bis alle Auswahlen auf dieser Stufe ausgewdhlt.
end;

Das Backtracking-Verfahren legt es nahe, rekursive Programmierung einzuset-
zen,und so den jeweils immer neuen Versuchen des Vorwartsgehen eine neue
Rekursionsebene zuzuorden,die dann beim RlUckwarts gehen wieder verlassen
wird.Eine Stufenvariable (hier die Anzahl der schon besuchten verschiedenen
Knoten) zahlt die Anzahl der Ebenen und bestimmt das Finden eines Hamilton-
kreises,wenn die Zahl gleich der Zahl der Gesamtknoten ist.

Flr das Problem Suchen der Hamiltonkreise ergibt sich so folgender Verbalal-
gorithmus (vgl. dazu auch das spatere Kapitel C V Euler-und Hamiltonlini-
en) ,der als Schema flr die Erstellung des Quellcodes schriftlich (z.B. an
der Tafel) festgehalten werden sollte:

Al gorithrmus Ham |t onkrei se:

Als Stufe des Backtrackingalgorithmus dient die Anzahl der schon gewahlten
Knoten des Graphen.

Da eine Kantenfolge nadmlich der Hamiltonkreis gesucht wird,werden die schon
ausgewahlten Kanten in einer Kantenliste gespeichert.

I)

Setze Stufe (Anzahl der gewdhlten besuchten Knoten) gleich 1. Wahle einen
beliebigen Knoten als Start-und Zielknoten.Wahle eine leere Kantenliste
zur Aufnahme des Hamiltonkreises.

Rufe mit diesen Parameter die Backtrackingmethode auf.

Backtrackingmethode:

I1)

Wahle vom aktuellen Knoten die in der Kantenreihenfolge nachste ausgehenden
Kante aus.Wenn alle ausgehenden Kanten des aktuellen Knotens untersucht
worden sind,verlasse diese Rekursionsebene der Backtrackingmethode.Wenn es
die Anfangsebene ist,beende den Algorithmus.

IIT1)

Prlfe,ob der Wert fir Stufe kleiner oder gleich der Anzahl der Knoten (bzw.
ob Stufe kleiner als Anzahl+l ist) des Graphen ist,und der Zielknoten der

aktuellen Kante noch nicht als besucht markiert ist.Wenn ja,setze den Al-
gorithmus bei IV) fort.Wenn nein, setze den Algorithmus bei VIII) fort.
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V)

Markiere den Zielknoten als besucht.Flge die Kante in die Kantenliste
ein.Erhdéhe die Stufenzahl (Zahl der ausgewdhlten Kanten) um 1.

V)

Prlife, ob der Zielknoten dieser Kante gleich dem Zielknoten ist,und gleich-
zeitig der Wert flr Stufe gleich der Anzahl der Knoten des Graphen vergrd-
RBert um 1 ist sowie Stufe grdfler als 2 ist. (Dann sind alle Knoten besucht
und der Hamiltonkres besteht aus mehr als 2 Knoten.Mit dem Letzteren wird
ausgeschlossen,dass ein Hamiltonkreis nur aus dem Durchlaufen zweier paral-
leler Kanten besteht.)

VI)

Wenn ja,gebe die Losung aus (oder flge die Kantenliste in die Pfadliste des
Zielknotens zur Ausgabe bei Verwendung der graphischen Oberfldche ein vgl.
Kapitel C V) .Dann setze den Algorithmus bei VIII) fort.Wenn nein, setze bei
den Algorithmus bei VII) fort.

VIT)

Rufe die nachste Rekursionsebene der Backtrackingprocedure mit dem aktuel-
len Wert fur Stufe (erhdht um 1),dem Zielknoten der aktuellen Kante als ak-
tuellem Knoten und der aktuellen Kantenliste (sowie dem Zielknoten) als Pa-
rameter auf.

(Dann backtrack!)

VIII)

Vermindere Stufe (Anzahl der ausgewdhlten Knoten) um 1,und losche die letz-
te Kante aus der Kantenliste.Ldsche die Besucht-Markierung des Zielknotens
dieser Kante.Setze den Algorithmus bei II) fort.

Nach Ende des Algorithmus sind alle mdglichen Hamiltonkreise ausge-
geben.

(Bzw. in der Pfadliste des Zielknotens zwecks Ausgabe bei graphischer Ober-
flache gespeichert.Wenn diese leer ist,gibt es keine Lésung.vgl Kapitel C)

Wenn das Backtracking-Verfahren den Schiilern noch unbekannt ist,wie es in
dieser Unterrichtsreihe der Fall war,erfordert die Entwicklung des Algo-
rithmus sowohl in der verbalen Form als auch in der Quellcodeerstellung der
gezielten Lenkung durch den Lehrer.

Quel | codeer st el | ung:

Da es dazu ndétig ist,auf die vorigen Methoden von TInhaltsgraph zuzugrei-
fen,da aber andererseits der gerade besprochene Algorithmus jetzt speziell
fir das Hamilton-Problem (Stufe bedeutet die Anzahl der Knoten) implemen-
tiert werden soll,empfiehlt es sich durch Vererbung einen neuen,besonderen
Graphtypen

THamiltonCGraph=class (TInhaltsgraph)

zu erzeugen,der den oben genannten Algorithmus in Form der Methode Hamilton
enthalt.

Auflerdem gibt es die Methode Hamiltonkreise,die die Methode Hamilton auf-
ruft.Schliefflich stellt die Methode Menu ein Menl zum Aufrufen der Hamil-
tonkreise zur Verflgung.Die letzten beiden Methoden konnten von den Schi-
lern selbst erstellt werden.

Es entsteht dann folgender Quellcode:
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THami | t onCgr aph = cl ass( Tl nhal t sgraph)

public
constructor Create;
procedure Free;
procedure Freeall;
procedure Ham | ton(Stufe:lnteger; Kno, Zi el knot en: Tl nhal t sknot en;

var Kliste, Sal esliste: TKantenli ste;var Gefunden: Bool ean);

procedure Ham |t onkrei se;
procedure Menu;

end;

constructor THam | tonCgraph. Create;
begi n

inherited create;

end;

procedure THami | t onCgr aph. Free;
begi n

inherited Free;
end;

procedure THam | t onCgr aph. Freeal | ;
begi n

inherited Freeall;
end;

procedure THami | t onCgr aph. Hami | t on( St uf e: | nt eger ; Kno, Zi el knot en: Tl nhal t sknot en;
var Kliste, Sal esliste: TKantenliste;var Gefunden: Bool ean);
var | ndex: | nteger;

Zkno: Tl nhal t sknot en;

Ka: Tl nhal t skant e;

Zaehl : | nt eger;

begi n
if not Kno.AusgehendeKantenliste.leer then
for Index: =0 to Kno. AusgehendeKant enli ste. Anzahl -1 do
begi n
Ka: =TI nhal t skant e( Kno. AusgehendeKant enl i st e. Kant e( | ndex));
Zkno: =Tl nhal t sknot en( Kno. AusgehendeKant enl i st e. Kant e( | ndex) . Zi el knot en(Kno));
if ((Not Zkno.besucht) and (Stufe<Self.Anzahl Knoten+1)) or
((Zkno=Zi el knot en) and (St uf e=Sel f. Anzahl Knot en) and( St uf e>2) )
t hen
begi n
Ka. Pf adri cht ung: =Zkno;
Zkno. besucht : =t rue;
Kl i st e. AnEndeanf uegen(Ka) ;
St uf e: =St uf e+1;
i f (Zkno=Zi el knot en) and ( St uf e=sel f. Anzahl Knot en+1)
t hen
begi n
Tl nhal t skant e(Kl i st e). Li st enausgabe;
*k k%
if (Salesliste. Wertsumeder El enent e( Bewer t ung) >=
Kl'i st e. Wert summeder El enent e( Bewer t ung) )
and (not Kliste.leer)
t hen
begi n
Gef unden: =t rue;
Sal esl i ste. Free;
Sal esliste:=nil;
Sal esl i ste: =TKantenl i ste. Create;
for Zaehl:=0 to Kliste.Anzahl-1 do
Sal esl i st e. AnEndeanf uegen(Kl i st e. Kant e( Zaehl ));
Witeln;
end;
{****}
end
el se
Hami | t on( St uf e, Zkno, Zi el knot en, Kl i st e, Sal esl i st e, Gef unden) ;
St uf e: =St uf e- 1,
i f Zkno<>Zi el knoten then Zkno. Besucht: =f al se;
if not Kliste.Leer then
Kl'i st e. AnEndel oeschen( TObj ect (Ka) ) ;
end;
end;
end;

procedure THam | t onCgr aph. Ham | t onkr ei se;

var Kno: Tl nhal t sknot en;
Monment aneKant enl i st e, Sal esl i ste: TKantenli ste;
I ndex: | nt eger;
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Gefunden:Boolean;
begin
if Leer then exit;
MomentaneKantenliste:=TKantenliste.Create;
LoescheKnotenbesucht;
Kno:=TInhaltsknoten (self.Knotenliste.Knoten(0)) ;
Kno.besucht:=true;
Salesliste:=TKantenliste.create;
if not Kantenliste.leer then
for Index:=0 to Kantenliste.Anzahl-1 do
Salesliste.AmEndeAnfuegen (Kantenliste.Kante (Index)) ;
Gefunden:=false;
Hamilton (1, Kno,Kno,MomentaneKantenliste, Salesliste,Gefunden) ;
Writeln('Traveling-Salesman-Ldsung: ') ;
Writeln;
if Gefunden then
TInhaltskante (Salesliste) .Listenausgabe
else
Writeln('keine Loésung!') ;
MomentaneKantenliste.Free;
MomentaneKantenliste:=nil;
Salesliste.Free;
Salesliste:=nil;
end;

Procedure THamiltonCgraph.Menu;
begin
if self.leer
then
begin
Writeln('leerer Graph') ;
Readln;
exit;
end;
Clrscr;
Writeln ('Hamiltonkreise:') ;
Writeln;
Hamiltonkreise;
Writeln;
Readln;
end;

(Eine kommentierte Beschreibung des Quellcodes der Methode Hamilton ist in
Kapitel C V enthalten.Der Quellcode der dort besprochenen Methode ist bis
auf die Ausgabeart mittels der Pfadlisten der Knoten gleich der hier be-
nutzten Methode.)

In der Methode Hamilton wird gleichzeitig das Traveling-Salesman-Problem
mit geldst.Dazu wird eine Kantenliste der Bezeichnung Salesliste als Refe-
renzparameter uUbergeben,wobei jedesmal,wenn ein Hamiltonkreis neu gefunden
wurde, geprUft wird,ob die Kantensumme dieses Kreises kleiner als die Kanten-
summe des zuletzt gespeicherten Kreises ist.Dann wird dieser Kreis als neue
Salesliste gespeichert.

In der einfacheren Version,die nur die Hamiltonkreise sucht,kann der
Quellcode zwischen den Markierungen {*+***} also entfallen (und wird spiter

z.B. als Erganzung hinzugefligt) .Beim Testen der Programme sollten auch

solche mit groéfReren Knotenzahl Uber 20 Knoten gewahlt werden,wodurch evi-

dent wird,dass das Verfahren dann kein gutes Laufzeitverhalten hat.Das Pro-

blem der NP-Vollstandigung kann hier diskutiert werden.

Fir diesen Unterrichtsabschnitt (ohne Diskussion des NP-Vollstandigkeits-
problem) wurden ca. 8 Unterrichtsstunden gebraucht.

Nach Beenden dieser Sequenz wurde eine erneute Klausur Uber die im Unter-
richt behandelten Themen Aufbau der Graphenstruktur (CAK) und Anwendung
dieser Struktur zur Implementation von mathematischen Algorithmen geschrie-
ben,deren Aufgabenstellung im folgenden wiedergegegeben ist.

Da sich das Eulerproblem namlich mittels eines analogen, fast gleichen Back-
trackingalgorithmus wie das Hamiltonproblem ldésen 1laRt,wobei die Stufenzahl
lediglich die Anzahl der schon besuchten Kanten bedeutet,liegt es nahe die-
ses Problem als Anwendung der bisher im Unterricht behandelten Inhalte in
der Form eines didaktisch-methodisch verwandten Themas,bei dem Transfer
mdéglich ist,als Klausurthema zu stellen.
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Eine Ausweitung dieser Aufgabenstellung auf offene Eulerlinien mit ebenfalls
verwandter Problemstellung,so dass das Hauptgewicht der Aufgabe den Katego-

rien Wissen und Transfer und nur ein kleinerer Teil dem Bereich Analyse und

Synthese zugeordnet werden kann,bot sich dann als Abituraufgabe an (siehe

unten) .

(Bei dem Umfang der  Abituraufgabe ist zu berlcksichtigen,dass im Abitur
noch eine zweite Aufgabe aus einem anderem Themenbereich zu stellen ist.)

I1) Das Eul erprobl em

Kl ausur auf gabe: (Graphenprobl em von Eul er)

Von dem Mathematiker Euler wurde 1736 die Frage gestellt,ob es Uber die 7
Brilicken in Koénigsberg,die Uber den alten und neuen Pregel sowie zu einer im
Zusammenfluss der beiden FlUsse gelegenen Insel flhren,ein Spaziergang mdg-
lich ist,bei dem jede Brilicke nur einmal Uberquert wird und der zum Aus-
gangspunkt zurtckfihrt.

Graph 1: Graph 2: Graph 3: Graph 4:

<<PP

Werden die Gebiete,die mit A,B,C und D bezeichnet werden,als Knoten aufge-
faRt und die Brlcken als Kanten zwischen ihnen,ergibt sich Graph 1.

a) In dem obigen Graphen Graph 1 sind also alle geschlossenen Kantenzlge ge-
sucht,die jeweils alle Kanten genau einmal enthalten.

Falls Kantenzlige mit den gewlinschten Eigenschaften existieren,geben Sie einen
dieser Kantenzlige als Folge von Knotenbezeichnungen an (z.B.: ACBADBA,dies ist
ein falsches Beispiel).

Die Bricken werden jeweils anders angeordnet und auch durch weitere Brlucken
ergdnzt .Den Anordnungen entsprechen jeweils die obigen drei Graphen Graph
2,Graph 3 und Graph 4.Untersuchen Sie ebenfalls,ob flr die Graphen 2 bis 4
geschlossene Kantenzlige mit den oben genannten Eigenschaften existieren,und ge-
ben Sie bei Existenz einen entsprechenden Kantenzug an.

Definition:
Gibt es in einem Graphen G einen geschlossenen Kantenzug w,der jede Kante

von Graph G genau einmal enthdlt,heifst w geschlossener Eulerweg oder Euler-
linie von G und G ein Eulerscher Graph.
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I mfol genden sol |l untersucht werden,wann ei ne geschl ossene Eulerlinie exi-
stiert.

Flhren sie dazu mit Graph 3 und 4 folgendes Verfahren durch.Suchen Sie von
einem beliebigen Knoten aus einen Kreis im Graphen,und ldéschen sie die

Kanten dieses Kreises aus dem Graphen.

Zeichnen sie den neu entstehenden (um Kanten reduzierten) Graphen neu.

Wiederholen Sie das Verfahren mit dem reduzierten Graphen wiederum in der
gleichen Art und Weise, bis sich kein Kreis mehr finden 1laf3t. (Jeweils
Zeichnung der reduzierten Graphen)

Welcher Unterschiede zeigen sich zwischen den Graphen 3 und 47?

b)Unter dem Knotengrad eines Knoten versteht man die Anzahl der von ihm
ausgehenden bzw. in ihn einlaufenden Kanten.

Geben Sie die Knotengrade aller Knoten von Graph 3 und 4 an.

Es gilt folgender Satz:

Die folgenden Aussagen sind aquivalent:

1)Die Kanten des (zusammenhangenden,ungerichteten) Graphen G lassen in dis-
junkte (d.h. nicht in den anderen Kreisen enthaltende,nur zu einem Kreis

gehdrende) Kantenmengen aufteilen,die jeweils einen Kreis bilden.

2)G ist ein (zusammenhdngender,ungerichteter) Eulerscher Graph mit ge-
schlossener Eulerlinie.

3)Alle Knoten des Graphen haben geraden Knotengrad.

Begrlinden Sie,dass aus Aussage 1 die Aussage 2,aus Aussage 2 die Aussage 3
und schliefflich aus Aussage 3 die Aussage 1 folgt.

c)Vorgegegeben seien die aus dem Unterricht bekannten Units UListC,UGraphC
und UInhgrphC,deren Methoden und Datenstukturen fir die nachfolgenden Auf-
gaben benutzt werden dirfen.

(Eine Ubersicht Uber den Interfaceteil der Unit UGraphC befindet sich im
Anhang)

Erlautern Sie die prinzipielle Datenstruktur (d.h. die Objektbeziehungen
und die Bedeutung der Datenfelder sowie Popertys) der durch die TUnit
UGraphC vorgegebenen Objekte. (Eine Beschreibung der Methoden wird nicht
verlangt.)

Geben Sie den Quelltext der Methode TGraph.Knoteneinfuegen (Kno:TKnoten) an.
In der Unit UInhgrphC werden die Datentypen TInhaltsknoten und TInhaltskan-
te,die ein zusdtzliches Datenfeld Inhalt  zur Aufnahme eines Knoten- bzw.
Kanteninhalts als string besitzen,durch Vererbung von den Typen TKnoten
und TKante erzeugt.

Geben Sie entsprechende Typdeklarationen an.

Von TGraph leitet sich der Typ TInhaltsgraph ab,der die Methode TInhalts-

graph.Knotenerzeugenundeinfuegen enthdlt.Schreiben Sie den Quellcode fUr diese
Methode.

d)Das Objekt TKnoten soll um die Methode

function TKnoten.Knotengrad:Integer;
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die als Resultat den Grad eines Knotens zurlckgibt,erganzt werden.Geben Sie
den Quelltext dieser Methode an.
Schreiben Sie eine Methode

function TInhaltsgraph.IstEulergraph:Boolean;

die gemafs dem obigen Kriterium von Aufgabe c) Aussage 3 unter Benutzung der
Methode TKnoten.Knotengrad ermittelt,ob der Graph eine Eulerlinie enthalt
oder nicht.

e)Im Unterricht wurde durch Vererbung folgender Graphtyp implementiert:

THamiltonCgraph = class (TInhaltsgraph)
public
constructor Create;
procedure Free;
procedure Freeall;
procedure Hamilton (Stufe:Integer;Kno,Zielknoten:TInhaltsknoten;Kliste:TKantenliste) ;
procedure Hamiltonkreise;
procedure Menu;
end;

Mittels der Methode Hamilton (die von Hamiltonkreise aufgerufen wird) konn-
ten alle Hamilton-Kreise des Graphen ermittelt werden.

Schreiben Sie in analoger Weise die Typdeklaration (nur die Typdeklaration
ist hier verlangt,nicht der Quellcode von Methoden) eines Objekttyps TEu-
lerCGraph (samt der Deklaration aller notwendigen Methoden),der u.a. eine
Methode

procedure Euler (Stufe:Integer;Kno:TInhaltsknoten;Kliste:TKantenliste) ;

enthdlt.Diese Methode ermittelt alle (geschlossenen) Eulerlinien des Graphen
nach einem Backtrackingverfahren mit der Zahl der besuchten Kanten als Stu-
fenparameter.

Erlautern Sie die Wirkungsweise aller Ubrigen Methoden und die Bedeutung
der Parameter aller Methoden (einschlieRlich der Methode Euler).

f)Schreiben Sie zu der Methode TEulerCgraph.Euler den Quellcode.

Setzen Sie dazu eine vorgegebene Methode TInhaltskante.Listenausgabe vor-
aus,die die Kanteninhalte Inhalt vom Typ TInhaltskante einer Kantenliste
vom Typ TKantenliste als Folge von Knoteninhalten auf dem Bildschirm aus-
gibt.

Hinweis:Der Quellcode dieser Methode 1laft sich durch leichte Veranderungen
(allerdings an entscheidenden Stellen) des Quellcodes der Methode THamil-
tonGraph.Hamilton erzeugen.

g)Geben Sie allgemein (durch verbale Beschreibung) den Aufbau und die
Struktur eines Backtracking-Algorithmus an.

Alternativ kann hier auch der Algorithmus Eulerfix (S.242) gestellt werden.
Anhang:Als Anhang wurde der Interfaceteil der Unit UGraphC vorgegeben.
Die Ldsungen dieser Klausur befinden sich im Anhang.

Die Bearbeitungszeit fiir diese Klausur betrug 3 Stunden.Die Ubertragung des
Hamilton-Backtracking-Verfahrens auf den Euler-Fall erfordert Transfer ei-
nes schon bekannten Verfahrens.Die geflhrte Erarbeitung eines Kriteriums
fir die Existenz von Eulerlinien sowie deren Begrundung in Teilaufgabe a)
und b) reicht in den Bereich kreatives Denken hinein (Analyse und Synthe-
se) .Die Aufgabenteile d),e) und f) erfordern Transfer im Unterricht bespro-
chener Methoden,und die Aufgaben c) und g) gehdren zur Kategorie Wissen und
Verstehen.
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Da die Aufgabenstellung sich auf geschlossene Eukerlinien bezog,liegt es na-
he das verwandte Problem der offenen Eulerlinien als Abituraufgabe zu stel-
len,da die darin enthaltenden Aufgabenstellungen dann nicht mehr vollkommen
Neuland sind und hauptsachlich Transfer und Wissen und nur noch zum gerin-
geren Teil kreatives Denken erfordern.

Im folgenden ist die Aufgabenstellung der Abituraufgabe wiedergegeben:
Abi t ur auf gabe:

Aufgabe: (Brlcken- bzw. Graphenproblem von Euler)

c

Gegeben sind folgende Graphen:

(Graph 1:urspriingliches Brlckenproblem,Graph 2 bis 4:Erweiterung der Weg-
méglichkeiten durch Zusatz-Brlcken Uber den Pregel in Kénigsberg)

Das Koénigsberger BruUckenproblem 1laf3t sich,wie Ihnen bekannt,auf die Aufgabe
reduzieren,ob in dem Graph 1 eine geschlossene Linie existiert,die jede Kan-
te genau einmal durchlauft.Dies ist wie Ihnen ebenfalls bekannt ist,nicht
der Fall.Es soll deshalb jetzt die Frage untersucht werden,ob und wann
eine offene Eulerlinie existiert.

Definition :Gibt es in einem Graphen G eine offenen Knoten-Kantenfoge w
zwischen zwei verschiedenen Knoten des Graphen,die jede Kante von G genau
einmal enthdlt,heifst w offene Eulerlinie von G.

a)Untersuchen Sie daher (durch Probieren),ob die Graphen 1 bis 4 offene Eu-
lerlinien zwischen zwei verschiedenen Knoten besitzen.Falls existent,geben
Sie jeweils eine dieser Linien als Folge von Knotenbezeichnungen (z.B.:
ACBADB,dies ist ein falsches Beispiel) an.Graph 4 entsteht aus Graph 3
durch Hinzufligen einer Zusatzkante.

Einer der beiden Graphen hat eine geschlossene Eulerline.Wieso folgt dar-
aus die Existenz einer offenen Eulerlinie fir den anderen Graph?Wie laRkt
sich diese Aussage auf beliebige Graphen verallgemeinern?

Unter dem Knotengrad eines Knoten versteht man die Anzahl der von ihm aus-
gehenden bzw. in ihn einlaufenden Kanten.Bestimmen Sie die Knotengrade der
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Graphen 1,2, 3,und 4,und stellen Sie die Ergebnisse in einer Tabelle zusam-
men:

Knotengrad:

Graph A B C D

1

2
3
4

Wodurch unterscheidet sich die Graphen 2 und 3 bezlglich der Knotengrade
von den Ubrigen Graphen?Wie lassen sich die Knoten eines Graphen ermit-
teln,zwischen denen eine offene Eulerlinie existiert?Welche Eigenschaften
haben Graphen, in denen eine offene Eulerlinie existiert?

Es gilt der Satz:
G sel ein zusammenhangender,ungerichteter Graph.Die folgenden beiden Aussa-
gen sind aquivalent:

1)Graph G ist ein Eulerscher Graph mit offener Eulerlinie zwischen zwei
Knoten Knol und Kno2.

2)Der Grad von genau zwel Knoten Knol und Kno2 ist ungerade.Der Grad jedes
anderen Knotens in dem Graph G ist gerade.

Beweisen Sie den Satz unter Bezugnahme auf den Satz Uber die Existenz ge-
schlossener Eulerlinien in Graphen (mittels des Knotengrads) .

Vorgegeben seien die aus dem Unterricht bekannten Units UListC,UGraphC und
UInhgrphC,deren Methoden und Datenstukturen fir die nachfolgenden Aufgaben
benutzt werden dirfen.

b) Gegeben sei die folgende Functionsmethode von UGraph:

functionTGraph.Wastueich (var Knol,Kno2:TKnoten) :Boolean;
var EKg, ZKg, IE:Boolean;
Zaehler,Kantenzahl, Index: Integer;
begin
Zaehler:=0;
EKg:=false;
ZKg:=false;
if not Knotenliste.Leer then
begin
for Index:=0 to Knotenliste.Anzahl-1 do
begin
Kantenzahl :=Knotenliste.Knoten (Index) .Kantenzahl
if odd(Kantenzahl) then Zaehler:=Zaehler+1;
if (Zaehler=1)and (not EKg) then

begin
Knol:=Knotenliste.Knoten (Index) ;
EKg:=true;
end;
if (Zaehler=2)and (not ZKg) then
begin
Kno2:=Knotenliste.Knoten (Index) ;
Zkg:=true;
end;
end;
end;
if Zaehler=2
then
IE:=true
else
begin
IE:=false;
Knol:=nil;
Kno2:=nil;
end;
Wastueich:=IE;
end;
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Analysieren sie den Quelltext,und erlautern Sie,was die Methode insgesamt
bewirkt,und wozu Sie im Zusammenhang mit dem Eulerlinienproblem eingesetzt
werden kdénnte.Welchen Bezeichner kdénnte man der Methode geben?Erlautern Sie
Funktionsweise und Progammablauf des Quelltextes.

c)Vorgegeben ist die folgende Objecttypdeklaration:

TEulergraph = class (TInhaltsgraph)
constructor Create;
procedure Free;
procedure Euler (Stufe:Integer;Kno,Zielknoten:TInhaltsknoten;
var Kliste:TKantenliste;);
procedure BestimmeEulerlinie;
end;

Die Methode
procedure TEulergraph.Euler (Stufe:Integer;Kno,Zielknoten:TInhaltsknoten;Kliste:TKantenliste) ;

ermittelt die (offenen) Eulerlinien des Graphen zwischen den Knoten Kno und
Zielknoten vom Typ TInhaltsknoten.KListe ist dabei eine Kantenliste,die die
Eulerlinie als Liste von Kanten aufnehmen soll.Beim Aufruf der Methode ist
diese Liste leer.

Schreiben Sie zu dieser Methode den Quellcode nach einem Backtrackingver-
fahren,das die Zahl der (besuchten) Kanten als Stufenparameter be-
nutzt.Setzen Sie dazu eine vorgegebene Methode TInhaltskante.Listenausgabe
voraus,die die Kanten einer Kantenliste vom Typ TKantenliste als Folge von
Anfangs-bzw. Endknotenbezeichnern auf dem Bildschirm ausgibt.

Erlautern Sie den prinzipiellen Ablauf eines Backtracking-Algorithmus.

d) Implementieren Sie die Methode BestimmeEulerlinie,die die Methode TEuler-
Graph.Euler aufruft,um die Eulerlinie,falls existent,zu bestimmen.Benutzen
Sie dabei in geeignete Weise die Methode Wastueich (evtl. mit neuem Be-
zeichner) von Aufgabe c).

Ersetzt man die Units UListC,UGraphC und UlnhgrphC durch die Units
ULIst,UGraph und Ulnhgraph 148t sich die Klausur auch als Klausur zur Ko n-
zeption EWK (s.u. Abschnitt 6) stellen.

Alternativ oder zusatzlich kann hier auch der Algorithmus Eulerfix (S.242)

gestellt werden.Die Losungen dieser Abiturklausur befinden sich im Anhang.

Auf Grund der den Schiilern bekannten Lésung der Klausuraufgabe Uber ge-
schlossene Eulerlinien, die (als Berichtigung) im Unterricht ausfihrlich
besprochen wurde,kann der Quellcode des Backtrackingalgorithmus flUr die
offene Eulerinie in genau der gleichen Weise erstellt werden,so dass die-
se Teilaufgabe eigentlich nur Wissen und die Erkenntnis, dass die Lbsung
Ubertragbar (Transfer) ist,erfordert. Neu ist nur das (durch die Art der
Aufgabenstellung geflhrte) Entdecken von Kriterien fir die Existenz von
offenen Eulerlinien,deren allgemeiner Beweis (Analyse und Synthese) sowie
die Interpretation des Quellcodes der Methode Wastueich,die die Existenz
einer offenen Eulerline in einem Graph an Hand dieser Kriterien untersucht
(Transfer und Analyse) .Zu der gleichen Kategorie gehdrt auch die Ldsung von
Teilaufgabe d).

Beim Umfang der Abituraufgabe ist zu berlcksichtigen,dass noch eine zweite
Aufgabe mit anderem Inhalt gestellt werden muss. (Dies war eine Aufgabe zum
Thema Objekt-Liste,ndmlich einen einer Kellerstruktur verwandten ADT ob-
jektorientiert zu realisieren.)

Nach Ende dieses Unterrichtsabschnitts hat man jetzt verschiedene Mdglich-
keiten den Unterrichtsgang fortzusetzen.

Eine Moglichkeit ist es auf der Grundlage des bisher benutzten Objekt-

Graphenmodells unter Benutzung der textorientierten Ausgabe (d.h. als Con-
solenanwendung) weitere mathematische Anwendungsalgorithmen zu erstellen.
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Dabei bieten sich die in dem Katalog von Baumann verbliebenen noch nicht
behandelten Aufgaben Labyrinthproblem bzw. Problem des klUrzesten Pfades
(als auch aller Pfade) zwischen zwei Knoten an.

Die Aufgaben dieses Katalogs seien dabei noch ergdnzt um das interessante
Farbungsproblem der Graphentheorie,d.h. das Suchen der chromatischen Zahl
eines Graphen,worunter man die kleinste Anzahl von Farben versteht,mit de-
nen sich die Knoten eines Graphen farben lassen,ohne dass benachbarte Kno-
ten dieselbe Farbe erhalten.Das Problem hangt unmittelbar mit dem Vierfar-
benproblem zum Farben von Landkarten zusammen,dessen Behauptung es ist,dass
die chromatische Zahl bei zusammenhangenden, ebenen Graphen vier ist.

Eine andere Moglichkeit ist es,nach Behandlung dieses Unterrichtsabschnitt
zur Entwicklungsumgebung von Knotengraph (Konzeption EWK) tberzuge-
hen,wodurch eine Benutzeroberfldche zur graphischen (und nicht mehr nur
textorientierten) Ausgabe (Anzeige) von Knoten und Kanten zur Verfligung ge-
stellt wird,und die den Schliilern jetzt bekannten Algorithmen Hamilton-und
Eulerlinien mit geringen Anderungen objektorientiert in dieses System einzu-
binden,so dass der Ablauf dieser Algorithmen nun komfortabel und zeichne-
risch anschaulich verfolgt werden kann.

Beide Moglichkeiten sollen in den folgenden Abschnitten besprochen werden.

IINWeitere mathematische Anwendungen (Tiefe Baumpfade,Kiirzester Pfad und
alle Pfade zwischen zwei Knoten,Farbung von Graphen)

(Konzeption CAK)
Pfade:

Beim offenen Eulerlinienproblem wird ein Kantenzug zwischen zwei Knoten
gesucht,der alle Kanten genau einmal enth&lt.L&Rt man die Forderung alle
Kanten weg,und sucht einen (z.B. auch minimalen) Pfad oder alle Pfade zwi-
schen zwei Knoten,erhdlt man das Labyrinthproblem.Der momentane Standort
und der Ausgang sind né&mlich die beiden Knoten des als Graph dargestellten
Labyrinths,aus dem ein Weg zum Ausgang gesucht wird.

Eng verwandt mit diesem Problem ist die Aufgabe alle Pfade zu allen Knoten
des Graphen von einem festen Ausgangsknoten aus zu suchen.Beschrankt man
sich wiederum darauf,zu jedem Knoten des Graphen vom Ausgangsknoten nur ei-
nen Pfad zu suchen,wobei die Strategie,nach der das geschieht,darin be-
stet,den am weitesten entfernten Knoten jeweils zuerst zu besuchen,erhalt
man das TiefeBaumpfad-Problem.

Es ist am glnstigsten mit dem letzten Problem im Unterricht zu beginnen.Auf
diese Weise 1laft sich né&mlich das bisher im Informatikunterricht der Jahr-
gangsstufe 12 (Stichwort Datenstrukturen und Algorithmen) im Anschluss an
die Listen behandelte Thema Struktur von Bindr-Baumen und Suchalgorith-
men in Baumen als Spezialfall des TieferBaum-Durchlauf-Algorithmus erfas-
sen.

Zunachst werden dazu 1im Unterricht die im Kapitel C I »Kno-
ten,Kanten, Baume, Wege und Komponenten“ im Anschluss an die Definition des
Graphen (besonders ab der Aufgabe C I 3) dargestellten Beispie-

le,Beispielsaufgaben, Suchstrategien und Definitionen in Bezug auf Baume be-
handelt.

Die Beispiele geben Definitionen und Kriterien fir Baume und Gerlste an und
zeigen,dass die geringe Anzahl von Vergleichen das Suchen in (geordneten)
Baumen (gegenitber Listen) besonders vorteilhaft machen.

Danach ergibt sich die Frage,wie ein Baum bzw. allgemein ein Graph beson-
ders gUnstig durchsucht bzw. durchlaufen werden kann.Diese Frage wird im
Kapitel C II «Suchverfahren in Graphen,Baum-und Pfadalgorithmen, Kreise,
Gerlste" ausfthrlich dargestellt.
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(Die folgenden Ausfihrungen Uberschneiden sich teilweise mit den Ausfih-
rungen in Kapitel C II und C III und werden hier nochmals aufgefihrt,damit
der Leser nicht zu blattern braucht.Sie eignen sich natlrlich auch zur Ver-
wendung flUr die Konzeption CAK und nicht nur fir die Konzeption EWK bzw.
DWK,von denen in Kapitel C II ausgegangen wird.)

Der von Schlilern leicht zu findende (intuitive) Grobalgorithmus lautet:
a)Markiere den Startknoten.

b)Solange noch Kanten von markierten zu unmarkierten Knoten existie-
ren,wdhle eine solche Kante und markiere den unmarkierten Knoten.

Die Suchverfahren unterscheiden sich in der Weise,wie die Kanten ausgewahlt
werden.Da keine markierte Kante zweimal besucht wird,entsteht auf diese
Weise bei einem zusammenhangenden Graph ein Suchbaum.

Die vom Lehrer dann vorzugebende Durchlaufstrategie fir den TiefenBaum-
Algorithmus lautet:

Bei der Tiefensuche wird versucht,die am weitesten vom Startknoten entfern-
ten Knoten zuerst zu besuchen.Daher wird, sobald ein Knoten besucht und mar-
kiert wurde,direkt nach der (in der Kantenfolge) ersten von diesem Knoten
wieder auslaufenden Kante gesucht,um einen noch weiter entfernt befindli-
chen Knoten als Zielknoten dieser Kante aufsuchen und markieren zu kén-
nen.Erst wenn sich keine Kanten mehr finden lassen,die von einem besuchten
Knoten ausgehen (Randknoten) oder alle mdéglichen Zielknoten dieses Knotens
schon markiert wurden,werden die (in der Kantenfolge) nachsten Kanten (und
Zielknoten) des als letztes markierten Knoten berlcksichtigt.

Bei der Preorder-Reihenfolge werden dem oben genannten Markierungsalgorit-
mus gemaR? jeweils in der zeitlichen Reihenfolge die Inhalte der markierten
Knoten zuerst vor den Knoten(-Inhalten) des danach markierten Teilbaums
(Teilgraphs) ausgegeben.Bei der Postorder Reihenfolge werden jeweils die
Inhalte der Knoten jedes Teilbaums vor dem Knoten(-Inhalt) des Knotens,von
dem der Teilbaum ausgeht, ausgegeben.

Es empfiehlt sich,diese Suchstrategie an Hand von geeigneten Graphen und
auch speziell B&umen von Schilern manuell durchfihren zu lassen.Geeignet
sind hierzu z.B. die Graphen der Aufgabe C II.1 im Kapitel Suchverfahren in
Graphen, Baum-und Pfadalgorithmen, Kreise,Gerlste™.

Der flUr die graphische Anzeige der tiefen Baumpfade eines Graphen geeignete
Algorithmus des Kapitels C II wird beztiglich der Anzeigeart leicht modifi-
ziert,so dass er Jjetzt flir eine textorientierte Ausgabe geeignet
ist.Auflerdem wird auch die Methode procedure TPfadKnoten.Erzeuge-
AllePfadeundMinimalenPfad als Consolenanwendung entsprechend umgeschrieben.

Der Quellcode der Methoden wird im folgenden wiedergegeben.

TPfadCknoten=class (TInhaltsknoten)

public
constructor Create;
procedure Free;
procedure Freeall;
procedure ErzeugeTiefeBaumPfade (Preorder:Boolean) ;
procedure AllePfadeundMinimalerPfad (Kno:TInhaltsknoten;
var Minlist:TKantenliste) ;

end;

procedure TPfadCknoten.ErzeugeTiefeBaumPfade (Preorder:Boolean) ;
var Index:Integer;
MomentaneKantenliste:TKantenliste;

procedure GehezuNachbarknoten (Kno:TKnoten;Kna:TKante) ;
label Endproc;
var Ob:Tobject;
Index:Integer;
begin
if Kna.Zielknoten (Kno) .Besucht=false then
begin
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Kna.Pfadrichtung:=Kna.Zielknoten (Kno) ;
MomentaneKantenliste.AmEndeanfuegen (Kna) ;
if Preorder then TInhaltskante (MomentaneKantenliste) .Listenausgabe;
Kna.Zielknoten (Kno) .Besucht:=true;
if not Kna.Zielknoten (Kno) .AusgehendeKantenliste.Leer then
for Index:=0 to Kna.Zielknoten (Kno) .AusgehendeKantenliste.Anzahl-1 do
GehezuNachbarknoten (Kna.Zielknoten (Kno) ,Kna.Zielknoten (Kno) .
AusgehendeKantenliste.Kante (Index)) ;
if not preorder then TInhaltskante (MomentaneKantenliste) .Listenausgabe;
{ka.zielknoten (kno) .besucht:=false;Zusatzzeile flir Erzeugung aller Pfade ****}
MomentaneKantenliste.AmEndeloeschen (Ob) ;
end;
Endproc:
end;

begin
MomentaneKantenliste:=TKantenliste.Create;
if Preorder then Writeln (Wert,' ');
Graph.LoescheKnotenbesucht;
Besucht:=true;
if not AusgehendeKantenliste.Leer then
for Index:=0 to AusgehendeKantenliste.Anzahl-1 do

GehezuNachbarknoten (self, self.AusgehendeKantenliste.Kante (Index)) ;

MomentaneKantenliste.Free;
MomentaneKantenliste:=nil;
if not Preorder then Writeln (Wert,' ');

end;

Zur Erlauterung des Quellcodes siehe die entsprechenden,fast Quellcode-
gleichen Methoden im Kapitel C II Suchverfahren im Kapitel ,Graphen,Baum-
und Pfadalgorithmen,Kreise,Gerliste“.Die Ausgabe geschieht hier vereinfacht im
Gegensatz zu der Methode in Kapitel C II durch die textorientierte Methode
Listenausgabe.Die Speicherung der Kantenlisten in den Pfadlisten der Knoten
ist in dieser einfacheren Textversion entbehrlich.

Die rekursive Procedure GehezuNachbarknoten realisiert den oben beschriebe-
nen Grobalgorithmus.Je nach Durchlaufverfahren geschieht jetzt die Listen-
ausgabe des Pfades vor (Preorder) bzw. nach (Postorder) dem Aufruf der
nachsten Rekursionsebene (neuer Zielknoten).

Da die Schiiler jetzt schon Ubung im Umgang mit der rekursiven Programmie-
rung durch die Backtracking-Algorithmen des letzten Abschnitts (Hamilton-
und Eulerlinien) gewonnen haben,genligt es,die Grobstruktur des Quelltextes
der Methode zu skizzieren und die Ausgestaltung als Schiileraufgabe zu stel-
len.

Der TiefeBaum-Algorithmus ist sehr flexibel in der Variation der Ldsungs-
méglichkeiten.

Fligt man ndmlich z.B. die Zeile ***+* (ohne Kommentarklammern hinzu} erwei-
tert sich der Algorithmus,so dass jetzt alle Pfade (vom momentanen Knoten
aus) zu allen Knoten des Graphen durchlaufen werden.

Veradndert man nun den Algorithmus alle Pfade so,dass nur solche Pfade unter
allen Pfaden ausgegeben werden,die als Endknoten einen vorgegebenen zweiten
Knoten Kno besitzen,so werden jetzt nur noch alle Pfade zwischen diesen
beiden Knoten angezeigt.

Wenn noch zusatzlich unter diesen Pfaden stets der Pfad in einer Kantenli-
ste Minlist gespeichert wird,der jeweils die kleinste Kantenwertsumme be-
sitzt,ist der minimale Pfad zwischen diesen beiden Knoten nach Beenden der
Methode in dieser Liste gespeichert.

Die folgende Methode 143t sich mit wenigen Zeilen aus der vorigen Methode
ableiten.Der Quelltext zwischen den beiden Kommentarzeilen,die mit {****}
bezeichnet sind,enthdlt die Anderungen.

procedure TPfadCknoten.AllePfadeundMinimalerPfad (Kno:TInhaltsknoten;
var Minlist:TKantenliste) ;
var Index:Integer;

MomentaneKantenliste:TKantenliste;
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procedure GehezuNachbarknoten (K:TKnoten;Ka:TKante) ;
var Ob:Tobject;
Index, Zaehl :Integer;
begin
if Ka.Zielknoten (K) .Besucht=false then
begin
Ka.Pfadrichtung:=Ka.Zielknoten (K) ;
MomentaneKantenliste.AmEndeanfuegen (Ka) ;
if Kno=Ka.Pfadrichtung then {rwxn}
begin
TInhaltskante (MomentaneKantenliste) .Listenausgabe;
if ((Minlist.WertsummederElemente (Bewertung) >=
MomentaneKantenliste.WertsummederElemente (Bewertung)))
and (not MomentaneKantenliste.leer)
then
begin
Minlist.Free;
Minlist:=TKantenliste.create;
for Zaehl:=0 to MomentaneKantenliste.Anzahl-1 do

Minlist.AmEndeanfuegen (MomentaneKantenliste.Kante (Zaehl)) ;
end;
end; {****}
Ka.Zielknoten (K) .Besucht:=true;
if not Ka.Zielknoten (K) .AusgehendeKantenliste.Leer then

for Index:=0 to Ka.Zielknoten (K) .AusgehendeKantenliste.Anzahl-1 do

GehezuNachbarknoten (Ka.Zielknoten (K) ,

Ka.Zielknoten (K) .AusgehendeKantenliste.Kante (Index)) ;
Ka.Zielknoten (K) .Besucht:=false;
MomentaneKantenliste.AmEndeloeschen (Ob) ;

end;
end;

begin
MomentaneKantenliste:=TKantenliste.Create;
Graph.LoescheKnotenbesucht;
Besucht:=true;
if not AusgehendeKantenliste.Leer then
for Index:=0 to AusgehendeKantenliste.Anzahl-1 do
GehezuNachbarknoten (self, AusgehendeKantenliste.Kante (Index)) ;
MomentaneKantenliste.Free;
MomentaneKantenliste:=nil;
end;

Es ist wieder empfehlenswert,die Ergebnisse der obigen Algorithmen bei An-
wendung auf geeignete Beispielsgraphen durch die Schiiler zundchst durch
Ausfihrung der Algorithmen per Hand vorhersagen zu lassen,so dass man die
vom Programm erzeugten Ergebnisse beurteilen und das Programm dadurch auf
Richtigkeit Uberprtfen kann.

Werden als Beispiele Baume und speziell geordnete Bindrbdume ge-
wahlt,erkennt man,dass hier alle im Baum enthaltenden Pfade durchlaufen
werden und man kann die Durchlaufordnungen verfolgen.Verfolgt man das Ziel
einen geordneten Suchbaum bezliglich der Knotenwerte aufzubauen,zeigt sich
dass neu hinzuzufligende Knoten nur an ganz bestimmten Stellen als Blatter
in den Baum eingefligt werden kénnen,um die Durchlaufordnungen zu erhal-
ten.Entsprechend ist auch das Loschen von Knoten unter dem Gesichtspunkt
der Durchlaufordnung problematisch.Auch lassen sich bezlglich einer vorge-
gebenen festen Menge von Knotenwerte verschiedene Suchbdume konstruie-
ren,die alle dieselbe Ausgabeordnung haben,aber jeweils eine unterschiedli-
che Baumtiefe besitzen und daher unterschiedlich effektiv bezlglich des Er-
reichens eines bestimmten Knotenwerts gemaf einem Suchalgorithmus sind,der
bei jedem Knoten einen GroRenvergleich der Werte vornimmt und den jeweils
richtigen Teilbaum wahlt.

Man kann jetzt zusatzlich,falls gewlnscht,die bekannten Algorithmen des Bi-
naren Suchens und eines Inorder-Durchlaufs in Baumen implementieren,und da-
mit die bisher im Informatikuntericht behandelten Ublichen Verfahren zum
Thema Baume in den Unterrichtsgang integrieren.Die entsprechenden Methoden
sind in Kapitel C II im Abschnitt Inorder-Durchlauf und Bindres Suchen be-
schrieben,und kénnen mit wenigen Anderungen in eine textorientierte Version
umgeschrieben werden.

Uberhaupt koénnen alle in Kapitel C beschrieben Methoden auch in eine text-

orientierte Version umgeschrieben werden,wobei lediglich stets die Ein-und
Ausgabemethoden verandert werden missen und die Algorithmen ansonsten er-
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halten bleiben.Ein weiteres Beispiel daflir wird jetzt noch abschliefend am
Beispiel Farbbarkeit eines Graphen dargestellt.

(Eine andere Moglichkeit ist es,einen Bindrbaum als allgemeiner Datentyp
ADT als neues Projekt objektorientiert als Fortsetzung des Projekts Liste
als Objekt aufzubauen,wobei die Inhalte (Werte) der Knoten und ihr Daten-
typ erst nachtraglich vom Benutzer festgelegt werden kdnnen.)

Farbbarkeit:

Das Kapitel C IV beschreibt eine problemorientierte Unterrichtsreihe,die
die Themen Plattbarkeit eines Graphen und Farbbarkeit zum Inhalt hat,und
zunachst von der Eulerbeziehung zwischen der Zahl der Knoten und Kanten in
einem ebenen Graph ausgeht.Wegen der gegenseitigen Beziehungen der ver-
schiedenen Themen Plattbarkeit,Eulerbeziehung und Farbbarkeit eignet sich
diese Unterrichtsreihe besonders flir einen wissenschaftsorientierten oder
genetischen Unterricht (gemafy Wagenschein und Wittenberg) .

Der Hauptalgorithmus dieses Kapitels dient der Ermittlung der Zahl der Far-
ben,mit der die Knoten eines Graphen gefarbt werden kénnen,so dass durch
Kanten benachbarte Knoten verschiedene Farben besitzen.Die kleinste dieser
Farbzahlen ist die chromatische Zahl eines Graphen,die sich mit dem Algo-
rithmus durch Experimentieren finden laRt.Nach dem berthmten Vierfarbensatz
ist die chromatische Zahl flUr ebene (zusammenhdngende) Graphen stets maxi-
mal vier.

Im folgenden wird die textorientierte Version des graphikorientierten Algo-
rithmus aus Kapitel C IV erlautert,die sich von dieser nur wieder,wie schon
bei den weiter oben beschriebenen Algorithmen im wesentlichen durch die
Anzeige-und Ausgabeart unterscheidet.Das Problem ist dazu geeignet,noch
einmal das Prinzip des Backtracking-Algorithmus im Unterricht an einem ge-
eigneten Beispiel einzulben.Auf’erdem tritt das Prinzip der objektorientier-
ten Vererbung dadurch noch deutlicher als bei den vorigen Graphenstrukturen
hervor,da ein erweiterter Knotentyp mit neuen Datenfelder bendtigt wird.

Dazu wird wieder ein von TInhaltsknoten abgeleiterter Knoten TFarbknoten
erzeugt,der die neuen Datenfelder Farbzahl wund Ergebnis_ enthalt,auf die
nach aufen durch die Propertys Farbzahl und Ergebnis mittels der im priva-
te-Teil vereinbarten Methoden zugegriffen werden kann.Als Farbzahl wird
die Farbe des Knoten in Form einer Integerzahl gespeichert,und Ergebnis
dient zur Aufnahme eines auszugebenden Ergebnis,das aus der Knotenbezeich-
nung (Knotenwert) und der Farbzahl besteht.

TFarbCknoten = class(TInhaltsknoten)
private
Farbzahl :Integer;
Ergebnis :string;
function WelcheFarbzahl:Integer;
procedure SetzeFarbzahl (Fa:Integer) ;
function WelchesErgebnis:string;
procedure SetzeErgebnis (S:string) ;
public
constructor Create;
procedure Free;
procedure Freeall;
property KnotenFarbe:Integer read WelcheFarbzahl Write SetzeFarbzahl;
property Ergebnis:string read WelchesErgebnis Write SetzeErgebnis;
end;

Eine kommentierte Beschreibung der Methoden Create,Free,Freeall sowie der
in der Objektdeklaration enthaltenden Property-Methoden befindet sich im
Anhang.

Der von TInhaltsgraph abgeleitet Graph TFarbgraph enthdlt die zum Erzeugen
der zuladssigen Farbverteilung der Knoten des Graphen notwendigen Metho-
den.Die Hauptmethode ist die Methode Farbverteilung,die nach einem Back-
tracking-Algorithmus mit der Anzahl der Knoten als Stufenzahl arbei-
tet.Diese Methode wird von FaerbeGraph aufgerufen und benutzt selber die
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Methode Knotenistzufaerben,die ermittelt,ob ein Knoten mit einer Farbe un-
ter BerlUcksichtigung seiner Nachbarknoten noch gefarbt werden kann.

TFarbCgraph = class (TInhaltsgraph)

public
constructor Create;
procedure Free;
procedure Freeall;
procedure SetzebeiallenKnotenAnfangsfarbe;
function Knotenistzufaerben (Index:Integer;AnzahlFarben:Integer) :Boolean;
procedure Farbverteilung(Index:Integer;Anzahlfarben:Integer;
var Gefunden:Boolean;Eineloesung:Boolean;var Ausgabeliste:TStringlist);
procedure ErzeugeErgebnis;
procedure FaerbeGraph (var Sliste:TStringlist) ;
procedure Menu;

end;

Eine kommentierte Beschreibung der Methoden Create, Free, Freeall, Erzeuge-
Ergebnis sowie der Methode SetzbeiallenKnotenAnfangsfarbe befindet sich
wieder im Anhang.

Die Methode Knotenistzufaerben ermittelt,ob ein Knoten mit der Nummer Index
in der Knotenliste in einer mdglichen Farbe bezlglich seiner Nachbarknoten
zu farben ist.

Dazu wird die Knotenfarbe des Knoten um eins modulo der gewdhlten maximalen
Anzahl der Farben plus 1 erhdht und Uberprift,ob die Zielknoten der ein-und
ausgehenden Kanten Jjeweils dieselbe Farbzahl haben.Die Methode ist
Quellcodegleich der in der Konzeptionen EWK und DWK eingesetzten Methode
und wird im Kapitel C IV genauer beschrieben.

Im folgenden wird eine Ubersicht f{iber die Hauptmethoden Farbverteilung und
Faerbegraph sowie Menu gegeben:

Die Methode Farbverteilung bestimmt nach einem Backtrackingverfahren mit
den Knotennummer in der Knotenliste als Stufenzahl eine oder alle Farbver-
teilungen des Graphen:

procedure TFarbCgraph.Farbverteilung (Index:Integer;AnzahlFarben:Integer;
var Gefunden:Boolean;EineLoesung:Boolean;var Ausgabeliste:TStringlist) ;
label Endproc;
var Knotenzufaerben:Boolean;

Zaehl:Integer;

Kno:TFarbCknoten;

S:string;

begin
if Gefunden and EineLoesung then goto Endproc;
repeat
Knotenzufaerben:=Knotenistzufaerben (Index,AnzahlFarben) ;
if (Knotenzufaerben) and (Index<AnzahlKnoten-1)

then
Farbverteilung (Index+1,AnzahlFarben, Gefunden, EineLoesung, Ausgabeliste)
else
if (Index=Anzahlknoten-1) and Knotenzufaerben then
begin
Gefunden:=true;
ErzeugeErgebnis;
S:=ll;
for Zaehl:=0 to Knotenliste.Anzahl-1 do Ekkk
begin
Kno:=TFarbCknoten (Knotenliste.Knoten (Zaehl)) ;
S:=S+' ' +Kno.Ergebnis;
end;

Ausgabeliste.Add (S) ;
if Gefunden and EineLoesung then goto Endproc;
end
until (not Knotenzufaerben) or (Gefunden and EineLoesung) ;
Endproc:
end;

Auch die Wirkungsweise dieser Methode ist im Kapitel C IV ausfihrlich er-

lautert.Der Quelltext der oben beschrieben Methode ist lediglich um Anwei-
sungen zur Farbung und zeichnerischen Darstellung des Graphen geklrzt und
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enthdlt deshalb auch nicht die Function Farbe,die eine Knotenzeichenfarbe
auswahlt.

Der Abschnitt **** ist deshalb in Kapitel C IV erweitert zu:

for Zaehl:=0 to Knotenliste.Anzahl-1 do

begin
Kno:=TFarbknoten (Knotenliste.Knoten (zaehl)) ;
Kno.Farbe:=Farbe (Kno.Knotenfarbe) ;
S:=S+' ' +Kno.Ergebnis;

end;

Knotenwertposition:=2;

ZeichneGraph (Flaeche) ;

Demopause;

Knotenwertposition:=0;

Die Methode FaerbeGraph ruft die Methode Farbverteilung mit den richtigen
Parametern auf:

procedure TFarbCgraph.FaerbeGraph (var Sliste:TStringlist) ;
var AnzahlFarben:Integer;
StringFarben, Antwort:string;
Gefunden, EineLoesung:Boolean;
Index:Integer;
begin
if Leer then exit;
SetzebeiallenKnotenAnfangsfarbe;
repeat
Write ('Eingabe Farbzahl: ');
Readln (StringFarben) ;
AnzahlFarben:=StringtoInteger (StringFarben) ;
if (AnzahlFarben<0) or (AnzahlFarben>19) then Writeln('Fehler: 0O<Anzahl Farben <20 !');
until (AnzahlFarben>0) and (AnzahlFarben<20) ;
Write ('Nur eine Ldsung? (j/n): ');
Readln (Antwort) ;
if (Antwort='j')or (Antwort='J")
then
EineLoesung:=true
else
EineLoesung:=false;
Gefunden:=false;
Farbverteilung (0,AnzahlFarben, Gefunden, EinelLoesung, Sliste) ;
ErzeugeErgebnis;
end;

Dazu wird die Anzahl der Farben von der Tastatur mittels Readln eingele-
sen.Auflerdem wird abgefragt,ob nur eine Lbsung oder alle Ldsungen ausgege-
ben werden sollen.In der Stringliste SListe werden die Ergebnisse
gespeichert.

Diese Methode Menu erzeugt schlieRlich eine neues (zunadchst) leeres Anzei-
gefenster, ruft FaerbeGraph auf und sorgt flr die Ausgabe (mittels Writeln)
der in Sliste gespeicherten Ergebnisse:

procedure TFarbCGraph.Menu;
var Sliste:TStringlist;
Index:Integer;
Farbgraph:TFarbCgraph;
KnoC:TFarbCknoten;
Kno:TInhaltsknoten;
Ka,K:TInhaltskante;
S:string;
begin
Clrscr;
Writeln('Graph féarben') ;
if Leer
then
begin
Writeln('leerer Graph') ;
Readln;
exit;
end;
Farbgraph:=TFarbcGraph.Create; kkk
for Index:=0 to Knotenliste.Anzahl-1 do
begin
Kno:=TInhaltsknoten (Knotenliste.Knoten (Index)) ;
Knoc:=TFarbCknoten.create;
Knoc.Wert:=Kno.Wert;
Farbgraph.Knotenliste.AmEndeanfuegen (Knoc) ;
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end;
if not Kantenliste.leer then
for Index:=0 to Kantenliste.Anzahl-1 do
begin
Ka:=TInhaltskante (Kantenliste.Kante (Index)) ;
K:=TInhaltskante.Create;
K.Wert:=Ka.Wert;
Farbgraph.FuegeKanteein (Graphknoten (TFarbCknoten (Ka.AnfangsKnoten) ),
Graphknoten (TFarbCknoten (Ka.Endknoten) ) ,Ka.gerichtet,K) ;
end; * % Kk
Sliste:=TStringlist.Create;
Farbgraph.FaerbeGraph (Sliste) ;
Writeln;
if Sliste.count>0 then
begin
Writeln('Die Farbverteilung ist:');
Writeln;
for Index:=0 to Sliste.count-1 do
begin
S:=Sliste.Strings [Index] ;
Writeln(S) ;
end
end
else
Writeln('Keine Losung!') ;
Writeln;
Readln;
Sliste.Free;
SListe:=nil;
Farbgraph.Freeall;
Frabgraph:=nil;
end;

Es wird zundchst ein strukturgleicher Graph Farbgraph durch Einfiigen von
Knoten und Kanten in die entsprechenden Knoten- und Kantenlisten mittels
der Anweisungen **** erzeugt,so dass der urspringliche Graph (fir andere
Anwendungen) erhalten bleibt. (Die Methode InhaltskopiedesGraphen fehlt in
der textorientierten Version.)Auf den Farbgraph wird dann der Algorithmus
FaerbeGraph angewendet.

Ein Unterrichtsgang sollte auf die Beispiele und Anwendungsaufgaben des
Kapitels C 1IV,Eulerbeziehung,ebene Graphen und Farbbarkeit“ zurltckgrei-
fen,die dann natlrlich soweit es Anwendungen des Farbungalgorithmus be-
trifft,nur textorientiert interpretiert werden koénnen.Dort findet sich, wie
oben mehrfach gesagt,eine nahere Erlauterung des Backtrackingalgorithmus
sowie des Quellcodes (bis auf die Methode Menu) der oben vorgegebenen Me-
thoden (allerdings der geringfligig verschiedenen graphisch orientierten
Version) .

Interessanter wird eine Problemldsung natlirlich dadurch,dass die Knoten und
Kanten als graphische Objekte auf einer Zeichenoberfldche dargestellt wer-
den und die Farbverteilung sowie der Ablauf des Algorithmus anschaulich
zeichnerisch dargestellt werden kann.

Dies ist méglich durch den Ubergang von der textorientierten zur graphisch
orientierten Objektumgebung,wie sie das Entwicklungssystem Knotengraph mit-
tels der zu vererbenden Benutzeroberfldche bereitstellt.

Die didaktischen und methodischen Mdglichkeiten dieses Systems sollen des-

halb im nachsten Abschnitt beschrieben werden.Wie schon gesagt,kann auch

gleich von den textorientierten Algorithmen der Euler-und Hamiltonlinien auf
dieses System umgestiegen werden,um beispielsweise diese beiden bisher

textorientiert realisierten Algorithmen dann =zusatzlich graphikorientiert

zu implementieren.

Andererseits kénnte eine Unterrichtsreihe zum Thema Graphen und Algorith-
mik,die das Verstehen des objektorientierten Aufbau der Graphenstruktur in
den Vordergrund stellt und allgemein eine Einfihrung in die objektorien-
tierte Programmierung geben will,nach einem Unterrichtsgang gemaf3s den Ab-
schnitten 2 bis 4 dieses Kapitels auch ihren Abschlufd (unter Verzicht der
graphischen Darstellung des Graphen) mit der Besprechung von ein oder zwei
in diesem und dem vorigen Abschnitt besprochenen Anwendungsalgorithmen er-
halten.
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6)Der Unterrichtseinsatz der vererbbaren objektorientierten Entw cklungs-
ungebung des Progranmsystens Knotengraph als didakti sches und nethodi sches

Ver kzeug
(Konzeption EVK)

Mit Hilfe der Entwicklungsumgebung des Programms Knotengraphs lassen sich
die bisher nur durch textorientierte Ein-und Ausgabe realisierten Algorith-
men komfortabler unter Verwendung der unter dem Betriebssystem Windows Ub-
lichen graphischen Ein- und Ausgabemdglichkeiten (Fenster und Komponenten)
mittels zeichnerischer Darstellung des Graphen gestalten.Dadurch laRt sich
methodisch eine grdéfere Anschaulichkeit des Ablaufs der benutzten Verfahren
und damit eine grdéfere Motivation zur Beschaftigung mit dem Thema Algorith-
mische Graphentheorie und der Erstellung von entsprechendem Quellcode er-
reichen.Die jetzt vorhandene grdéfere Komplexheit kann durch die Bereitstel-
lung der bendtigten graphischen Elemente mittels objektorientierter Verer-
bung ausgeglichen werden.

Die Entwicklungsoberflache von Knotengraph stellt dazu eine Form,namlich
Knotenform bereit,die schon alle funktionsfahigen Menls zur graphischen
Verwaltung einer Objekt-Graphenstruktur (Einfligen, Lbschen, Editieren, Ver-
schieben von Knoten und Kanten usw.) enthdlt.Die Hauptmenis der Knotenform
mit den Bezeichner Datei,Bild,Knoten,Kanten,Eigenschaften und Ausgabe sind
dabei noch weiter unterteilt in entsprechende Untermeniis,um die unter-
schiedlichen Aufgaben ausflihren zu kdénnen (zur Beschreibung siehe das Kapi-
tel Bedienungsanleitung im Anhang) .

Alle Untermenlis beinhalten als Ereignismethoden schon komplett den entspre-
chenden Quellcode flr die ihnen zugewiesene Wirkungsweise,so dass nach dem
Compilieren und Starten der Entwicklungsumgebung (ohne dass es ndétig ist,
eine Zeile Quellcode zu schreiben) sofort schon die komplette graphisch-
orientierte Verwaltung eines Graphen vorhanden ist.

Diese Entwicklungsumgebung kann jetzt um entsprechende Anwendungsalgorith-
men der Graphentheorie objektorientiert erweitert werden.

Durch die von Delphi bereitgestellte visuelle Vererbung von Formen ist es
méglich,die komplette Benutzeroberfldche den Schilern wiederum als Objekt
zur Verfligung zu stellen,so dass das Hinzufligen von Anwendungsmethoden in
einer neuen durch Vererbung erzeugten Form erfolgt,deren =zugehdbrige Unit
noch keinen Quellcode enthdlt (auf’er dem vorgegebenen Objekt Knotenformular
vom Typ TKnotenformular s.u.).

Um durch Vererbung eine neue Form (fast) ohne Quellcode mit Hilfe der Ent-
wicklungsumgebung von Delphi (ab Version 2.0) zu erhalten,die alle Eigen-
schaften der Form Knotenform enthdlt,wahlt man nach Laden der Knotengraph-
oberflache mittels des Menlis Neu den Eintrag KProjekt in dem darauf folgen-
den Fenster aus.Durch Auswahl von Knotenform und Markieren des Eintrags
Vererben entsteht nach der Bestatigung durch OK eine neue Leerform und eine
dazugehdérige Unitl,die auBBer dem Ublichen von Delphi normalerweise vorge-
gebene Quellcode-Leergeriist einer leeren Unit noch die folgenden Zeilen
enthalt:

type
TKnotenforml = class (TKnotenform)
private
{ Private-Deklarationen }
public
{ Public-Deklarationen }
end;

var
Knotenforml: Tknotenforml

Dadurch wird ein neuer Objekttyp TKnotenforml und eine neue zugehdrige In-
stanz Knotenforml deklariert,die alle Eigenschaften der vorigen Form Kno-
tenform enthdlt,und insbesondere die oben erwahnte Verwaltung eines Graphen
durch die genannten Menls und Untermenls bzw. deren Quellcode bereitstellt
Man sollte danach nicht vergessen,die neue Form Knotenforml mittels des
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entsprechenden MenUpunkts im Fenster Projektoptionen zur Hauptform (statt
der vorigen Form Knotenform) zu machen.

Natlirlich lassen sich die Bezeichner Unitl, TKnotenforml und Knotenforml
jetzt durch neue aussagekraftigere Bezeichner ersetzen: z.B Unit UForm,
TKnotenformular und Knotenformular:

type
TKnotenformular = class (TKnotenform)
private
{ Private-Deklarationen }
public
{ Public-Deklarationen }
end;

var
Knotenformular: TKnotenformuler

(Bei der Installation von CD liegt diese Version schon fertig im Verzeich-
nis EWK vor.)

Das Objekt Knotenformular enthdlt nun wiederum durch Vererbung von Knoten-
form eine Property Graph vom Typ TInhaltsgraph,die den Graphen der Entwick-
lungsumgebung darstellt,wodurch unter Einbindung der entsprechenden Units
eine objektorientierte Klassenbibliothek zur Verwaltung des Graphen sowie
zZur Programmierung von Graphenalgorithmen zZur Verfligung gestellt
wird.Dadurch wird die Durchflhrung von Unterrichtsprojekten zum Thema Algo-
rithmische Graphentheorie erst mdglich gemacht,da man nun wiederum ausge-
hend von Graph neue eigene Graphen mit gewlnschten Eigenschaften objektori-
entiert aufbauen kann,die auf die Klassenbibliothek zugreifen koénnen und
sich auf der Form Knotenformular darstellen.

Ubersicht tiber den kompletten bereitgestellten Quellcode der Unit UForm:

unit UForm;
interface

uses
Windows, Messages, SysUtils, Classes, Graphics, Controls, Forms, Dialogs,
Menus, Buttons, StdCtrls, ExtCtrls,UList,UGraph,UInhgrph,UAusgabe,
UKante, UKnoten;

type
TKnotenformular = class (TKnotenform)
private
{ Private-Deklarationen }
public
{ Public-Deklarationen }
end;
var

Knotenformular: TKnotenformular;
implementation

{$rR *.DFM}

end.

In diese Leerform kénnen jetzt z.B. neue Menls (aber auch alle anderen von
Delphi bereitgestellten Komponenten) eingefligt werden,die neuen Quellcode
z.B. flOr den Ablauf von mathematischen  Graphenalgorithmen enthalten kén-
nen.

Dazu werden die in der Entwicklungsumgebung von Knotengraph zur Verfigung
stehenden Units UList,UGraph,UInhgrph,UKante,UAusgabe mittels uses-Anwei-
sung eingebunden.Die ersten beiden genannten Units sind dabei erweiterte
Versionen der schon besprochenen Units UListC und UGraphC. Die Unit
UInhgrph erweitert die Unit UGraph um Methoden zur graphischen Darstellung
eines Graphen auf der Zeichenoberfldche der Form Knotenform oder Knotenfor-
mular und hat dabei eine analoge Wirkungsweise wie sie die Unit UInhgrphC
flir die textorientierte Ausgabe hatte.Die Units UKante und UAusgabe dienen
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der Unterstlitzung der graphisch orientierten Eingabe wvon Kantenwerten bzw.
der Ausgabe von Algorithmenergebnissen.

So kann sich jetzt der Unterricht hauptsédchlich auf das Entwerfen von ma-
thematischen  Graphenalgorithmen und das Erstellen des zugehdrigen
Quellcodes konzentrieren.Die geeigneten Methoden zur Verwaltung des Graphen
stehen entweder schon in Form der fertigen Meniis und Untermeniis oder in
Form von geeigneten Methoden der Objektstrukturen der erwdhnten Units zur
Verflgung.

Eine Beschreibung der Datenstruktur des Objektgraphen,der in den genannten
Units enthalten ist,befindet sich im Kapitel Datenstruktur F I im Anhang.
Sie stellt im wesentlichen,aufbauend auf den Objekten TKnoten, TKante und
TGraph (vgl. Unit UGraphC) eine graphisch-ausgerichtete Anderung und Erwei-
terung der Graphenstruktur der Objektklassen der Unit UInhgrphC bestehend
aus TInhaltsknoten, Tinhaltskante und TInhaltsgraph dar.Deshalb ist der Um-
stieg auf das graphisch orientierte Objektsystem der Entwicklungsumgebung
EWK fur Schller nicht besonders schwer,weil die Datenstruktur im Prinzip
bekannt ist,und nur noch ergdnzt werden mufl.

Andererseits 1ist es mdbglich,ohne Graphenalgorithmen mit textorientierter
Ausgabe nach der Konzeption CAK erstellt zu haben,gleich mit der Entwick-
lungsumgebung von Knotengraph (EWK) zu beginnen,um mathematische Algorith-
men objektorientiert in geeigneten Quellcode unter zeichnerischer Darstel-
lung des Graphen zu transformieren.Dazu ist jedoch zunachst eine eingehende
Besprechung der Datenstruktur des Graphen und eine Erdrterung der Bedeutung
bzw. der Wirkungs-und Einsatzweise der zum Erzeugen der mathematischen Al-
gorithmen bendtigten Objektmethoden der bereitgestellten Klassenbibliothek
wesentlich.Eine Ubersicht {iber die Methoden des Entwicklungsumgebung Kno-
tengraph (EWK) sowie der Methoden des (fertigen) Programms Knotengraphs
(DWK) mit Beschreibung,die soweit sie die Algorithmen der Menls Pfade und
Anwendungen betreffen,als Musterbeispiele flr eigenen zu erstellenden
(Schiiler-)Quellcode dienen koénnen,findet sich im Anhang.Auferdem sollten
bei den Schiilern unbedingt Grundkenntnisse der objektorientierten Program-
mierung mit Delphi (z.B. mittels Durchfthrung des Einstiegsprojektes) und
Kenntnisse einer Objektlistenstruktur (z.B. mittels Durchfihrung des Pro-
jekts Liste als Objekt) vorhanden sein.

Im folgenden wird eine KurzUbersicht Uber die Wirkungsweise der am meisten
bendétigten Methoden der Units UList,UGraph, UInhgrph und UKnoten gege-
ben,wie sie den Schiilern (zusdtzlich zur Ubersicht {iber die Objekt-
Datenstruktur des Graphen) bei einem Sofort-Einstieg in die Entwicklungsum-
gebung von Knotengraph (ohne zuvor die textorientierte Version behandelt zu
haben) zur Verfligung gestellt werden sollte:

TListe
Methoden:

procedur e AnEndeanf uegen( Ch: TObj ect)
Objekt am Ende der Liste anfliigen

procedur e AmAnf anganf uegen( Qo: TObj ect)
Objekt am Anfang der Liste anflgen

procedur e AmAnf angl oeschen(var Ob: TObj ect)
Objekt am Anfang der Liste ldschen

procedure AnEndel oeschen(var Ob: TObj ect)
Objekt am Ende der Liste ldschen

procedure LoescheEl enent (Ob: TObj ect)
Objekt aus der Liste ldschen

function Anzahl : | nt eger
Anzahl der Elemente der Liste

functi on Wert Sunmmeder El ement e(Wert: TWert) : Ext ended
Summe der Elemente bezlglich Wert
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function Wert produkt der El enent e(Wert: TWert): Ext ended
Produkt der Elemente bezlglich Wert

function Leer: Bool ean
Gibt an,ob die Liste leer ist.

Functionen zur Datenkonvertierung (selbsterklarend,die beiden letzten Methoden runden jeweils
auf die angegebene Stellenzahl Stelle):

function StringtoReal (S:string): Extended

function RealtoString(R Extended):string

function Integertostring(l:Integer):string

function Stringtolnteger(S:string):Integer

function RundeStringtoString(S:string;Stelle:Integer):string
function RundeZahltoString(R Real ;Stelle:Integer):string
TKantenliste:

Methoden:

function Kante(lndex:|Integer): TKante
Kante der Liste mit Nummer Index (0O<= Index<=Anzahl-1)

functi on Kopi e: TKantenliste
Kopie der Kantenliste mit Orginalkanten

functi on G aph: TG aph
Erzeugt den der Kantenliste aquivalenten Graph

TKante:
Propertys:

Anf angsknot en: TKnot en
Anfangsknoten der Kante

Endknot en: TKnot en
Endknoten der Kante

Pf adri cht ung: TKnot en
Durchlaufrichtung der Kante durch Angabe des Zielknoten

Ceri cht et : Bool ean
Gerichtet-Eigenschaft

Posi tion: | nteger
Bestimmt bei mehreren Wertfeldern den Zugriff der Function Wert(s.u.).

Besucht : Bool ean
Besucht-Markierung

Wert:string
Wert des Inhaltsfeldes,das durch Position bestimmt wird.

Methoden:

function Ziel knot en(Kno: TKnot en) : TKnot en
Der zu Kno entgegengesetzte Knoten bzw. der Endknoten

functi on Kantei st Schlinge: Bool ean
Anfangs-und Endknoten sind identisch.

TKnotenliste:
Methoden:

function Knoten(Ilndex:|nteger): TKnoten
Knoten der Liste mit Nummer Index (0O<= Index<=Anzahl-1)

TKnoten:
Propertys:

G aph: TG aph
Falls der Knoten in einen Graph eingefigt wurde, Zeiger auf den Graph.
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Ei ngehendeKant enl i st e: TKantenl i ste
Liste der eingehenden Kanten des Knoten

AusgehendeKant enl i st e: TKantenl i ste
Liste der ausgehenden Kanten des Knoten

Pfadliste: TPfadliste
Liste,in der Pfade zum bzw. vom Knoten aus gespeichert werden kodénnen.

Posi tion: | nt eger
Position des Datenfeldes,auf das Wert (s.u:) zurickgreift.

Besucht : Bool ean
Besucht-Markierung des Knotens

Wert:string
Wert des Inhaltsfeldes,das durch Position bestimmt wird.

Methoden:

functi on Kant enzahl ausgehend: | nt eger
Zahl der ausgehenden Kanten

function Kant enzahl ei ngehend: | nt eger
Zahl der eingehenden Kanten

functi on Kantenzahl ungerichtet: | nteger
Zahl der ungerichteten Kanten (ein-bzw. ausgehend)

functi on Kantenzahl : I nt eger
Gesamtkantenzahl aller mit dem Knoten inzidenten Kanten

functi on Anzahl Schlingen: | nt eger
Anzahl der Schlingenkanten

function M nimal er Pfad(Wert: TWert): TPf ad
Bestimmt den minimalen Pfad der Pfadliste des Knoten bezlglich Wert.

function InhaltallerKnoten(Sk: TString):string

Erzeugt eine Rickgabe in Form eines strings,der alle Knotenwerte gemafy Sk vom Typ TString des
Graphen enthalt.

TGraph:
Propertys:

Knot enl i st e: TKnot enl i ste
Liste,die alle Knoten des Graphen enthalt.

Kantenl i ste: TKantenl i ste
Liste,die alle Kanten des Graphen enthalt

Methoden:

function Leer:Bool ean
Gibt zurtck,ob der Graph ohne Knoten ist.

function Anzahl Kant en: |nteger
Anzahl aller Kanten des Graphen ohne Schlingenkanten

functi on Anzahl Schlingen: | nt eger
Anzahl aller Schlingenkanten des Graphen

function Anzahl Kant enmi t Schl i ngen: | nt eger
Anzahl aller Kanten des Graphen mit Schlingenkanten

functi on Anzahl Knot en: | nt eger
Anzahl der Knoten des Graphs

function Anzahl geri cht et eKant en: | nt eger
Anzahl der gerichteten Kanten

functi on Anzahl ungeri cht et eKant en: | nt eger
Anzahl der ungerichteten Kanten

fuction Anzahl Konponent en: | nt eger
Anzahl der Komponenten des Graphen
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function Kantensumre(Wert: TWert): Ext ended
Summe aller Kantenwerte bezlglich Wert

functi on Kantenprodukt (Wert: TWert): Ext ended
Produkt aller Kantenwerte bezlglich Wert

function Kopi e: TG aph
Kopie der Graphenstruktur mit Orginalknoten und Kanten

procedur e Knot enl oeschen(Kno: TKnot en)
Loéscht den Knoten Kno aus dem Graph.

procedur e LoescheKant enbesucht
Loscht die Besucht-Markierung aller Kanten des Graphen.

procedur e LoescheKnot enbesucht
Loscht die Besucht-Markierung aller Knoten des Graphen.

TPfadliste:

Methoden:

function Pfad(lndex:|nteger): TPfad
Pfad der Liste mit der Nummer Index (O<=Index<=Anzahl-1)

function Kopie: TPfadliste
Erzeugt eine Kopie der Pfadliste mit den Orginalpfaden.

TPfad:

function PfadSummre (Wert: TWert): Extended
Gibt die Summe des Pfades bezlglich Wert zurlck.

functi on Pfadprodukt (Wert:TWert): Extended
Gibt das Produkt des Pfades beztglich Wert zurlck.

TInhaltsknoten:
Propertys:

X I nteger
X-Koordinate des Knotenmittelpunkts

Y: | nt eger
Y-Koordinate des Knotenmittelpunkts

Radi us: | nt eger
Radius des Knotenkreises

Far be: TCol or
Farbe des Knotens

Stil: TPenstyl e
Zeichenstil des Knotens

Methoden:

procedur e Zei chneKnot en( Fl aeche: TCanvas)
Zeichnet einen Knoten auf der Flache Flaeche.

procedure Knotenzei chnen(Fl aeche: TCanvas; Deno: Bool ean; Pausenzei t: | nt eger)
Zeichnet einen Knoten auf der Flache Flaeche rot und gestrichelt,legt bei Demo=true eine Pause
der Lange Pausenzeit ein,und zeichnet den Knoten danach wieder schwarz und durchgezogen.

procedure Anzei gePfadl i ste(Fl aeche: TCanvas; Ausgabe: TLabel

var SListe: TStringList; Zei chnen: Bool ean; Let zt er Pf ad: Bool ean)

Zeigt die Pfade der Pfadliste bei Zeichnen=true nacheinander gefédrbt und gestrichelt auf der
Flache Flaeche an (der letzte Pfad bleibt bei LetzterPfad=true gezeichnet),gibt die Knotenfol-
ge der Pfade im Label Ausgabe aus,und fligt sie der Liste SListe hinzu.

TInhaltskante:
Propertys:

Typ: char
Typ des Inhalts (Werts) der Kante (Integer,string,Real)
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Wi te: | nteger
Auslenkung des Kantenmittelpunkts von der Verbindungsstrecke zwischen den Randknoten

Far be: TCol or
Farbe der Kante

Stil: TPenstyl e
Zeichenstil der Kante

Methoden:

procedure Zei chneKant e( Fl aeche: TCanvas)
Zeichnet die Kante auf der Fléache Flaeche.

procedur e Kantezei chnen(Fl aeche: TCanvas; Denp: Bool ean; Pausenzei t: | nt eger)

Zeichnet die Kante auf der Flache Flaeche zunachst rot und gestrichelt,legt dann eine Pause
(bei Demo=true) der Lange Pausenzeit ein,und zeichnet die Kante danach schwarz und durchgezo-
gen.

TInhaltsgraph:
Propertys:

Knot enwer t posi ti on: | nt eger
Position des Datenfeldes zur Ausgabe mittels Wert der Knoten des Graphen

Kant enwer t posi ti on: | nt eger
Position des Datenfeldes zur Ausgabe mittels Wert der Kanten des Graphen

Pausenzei t: | nt eger
Einzulegende Pausenzeit

Deno: Bool ean
Demo-Modus setzen

Zust and: Bool ean
Dient als Flag zum Ausldsen von Aktionen bei ereignisorientierter Programmierung.

Knot engenaui gkei t : | nt eger
Bestimmt die Genauigkeit,mit der Zahlenergebnisse bei Knoten angezeigt werden.

Kant engenaui gkei t : | nt eger
Bestimmt die Genauigkeit,mit der Zahlenergebnisse bei Kanten angezeigt werden.

Radi us: | nt eger
Gemeinsamer Radius aller Knoten des Graphen

Let zt er Mauskl i ckknot en: Tl nhal t sknot en
Speichert den letzten mit der Maus angeklickten Knoten des Graphen

Methoden:

procedure Denppause
Figt eine Pause,deren Wert durch Pausenzeit festgelegt wird,in den Programmablauf ein.

procedure FuegeKnot enei n(Kno: Tl nhal t sknot en)
Flgt den Knoten Kno in den Graph ein.

procedur e FuegeKant eei n(Knol, Kno2: Tl nhal t sknot en; Geri cht et : Bool ean; Ka: Tl nhal t skant e)
Figt die Kante Ka zwischen die Knoten Knol und Kno2 des Graphen ein,wobei die Eigenschaft ge-
richtet durch Gerichtet vorgegeben wird.

procedur e Ei nfuegenKant e(Ka: Tl nhal t skant e)
Figt die Kante Ka in den Graph ein.

procedure Loeschel nhal t skant e(Ka: Tl nhal t skant e)
Loscht die Kante Ka aus dem Graph

procedure Zei chneG aph(Fl aeche: TCanvas)
Zeichnet den Graphen auf der Flache Flaeche.

procedure G aphzei chnen(Fl aeche: TCanvas; Ausgabe: TLabel ; Wert: TWert; Sliste: TStringli st

Denp: Bool ean; Pausenzei t : | nt eger ; Kant engenaui gkei t: | nt eger)

Zeichnet den Graph auf der Flache Flaeche zundchst rot gefadrbt und nach Ablauf der Pausenzeit
schwarz gefarbt.Die Knoten der Kantenliste sowie ihre Wert-Summe und ihr Wert-Produkt (gemafR
Wert) werden im Label Ausgabe angezeigt und der Liste SListe hinzugeflgt.

procedur e Faer beG aph(F: TCol or; T: TPenstyl e)
Der Graph wird gemdf den Parametern gefarbt und markiert.
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function Fi ndezuKoor di nat endenknot en(var A, B: | nteger;var Kno: Tl nhal t sknot en) : Bool ean
Bestimmt einen Graphknoten Kno,der sich in unmittelbarer N&he des Punktes mit den X/Y-
Koordinaten A und B befindet.

function Graphknot en(Kno: Tl nhal t sknot en) : Tl nhal t sknot en
Bestimmt zu einem Knoten Kno mit X/Y-Koordinaten einen in unmittelbarer Nahe liegenden Knoten
des Graphen.

function |nhaltsKopi edesG aphen(Il nhaltsgraphcl ass: Tl nhal t sgr aphcl ass;

I nhal t sknot encl ass: Tl nhal t sknot encl ass; | nhal t skant ecl ass: Tl nhal t skant ecl ass;

Ungeri cht et er G- aph: Bool ean) : Tl nhal t sgr aph

Erzeugt eine Kopie des Graphen mit neuen Knoten und Kanten,von einem Objekttyp,der durch die
Parameter Inhaltsknotenclass und Inhaltskanteclass vorgegeben wird.Der neue Graph ist vom Typ
Inhaltsgraphclass.Der Parameter UngerichteterGraph bestimmt,ob ein ungerichteter Graph erzeugt
wird.

TKnotenform
Propertys

Aktiv
Bestimmt,ob der ursprungliche Graph Graph oder der Ergebnisgraph GraphH gezeichnet wird.

Graph: Tl nhal t sgraph
Ursprungsgraph,der vom Anwender durch die Menls der Entwicklungsumgebung erzeugt wird.

G aphH: Tl nhal t sgraph
Steht zur Anzeige als Ergebnisgraph fir Algorithmen zur Verfligung.

Uber diese Ubersicht hinaus werden bei den einzelnen Algorithmen des Kapi-
tel C nur gelegentlich neue Methoden bendtigt,die dann bei dieser Gelegen-
heit bekannt gemacht werden mlssen.

Bel einem Einstieg in die graphische Entwicklungsumgebung,ohne vorher die
textorientierte Version zu behandeln,ist zundchst vor der eigentlichen Pro-
grammerstellung ein problemorientierter Einstieg in das jeweilige Graphen-
problem notwendig,als dessen Ergebnis sich schlieRlich ein Verbalalgorith-
mus ergibt,der dann objektorientiert und mittels graphischer Anzeige als
Quellcode realisiert werden kann.

Entsprechende Beschreibungen von Unterichtsreihen befinden sich im Kapitel
C Unterrichtsskizzen.Dieses Kapitel enthdlt auch den kommentierten
Quellcode des jeweiligen Algorithmus sowie geeignete Anwendungsaufgaben,um
den Algorithmus zu testen oder einzulben.Darlber hinaus sind, soweit notwen-
dig, auRerdem Beweise bzw. Erlduterungen zur Herleitung bzw. Korrektheit
der Algorithmen angegeben.

Gema3 der in den vorigen Abschnitten dieses Kapitels bisher beschriebenen
Unterrichtsreihen waren bei den Schilern schon Vorkenntnisse des Hamilton-
und Eulerproblems (Klausuraufgabe) auf Grund der Erstellung der entspre-
chenden objektorientierten Textanwendungen (Konzeption CAK) bei den Schi-
lern vorhanden,wovon ab jetzt ausgegangen werden soll.Dann fallt der Um-
stieg auf die neue objektorientierte Entwicklungsumgebung besonders
leicht.Im Folgenden soll jetzt dargestellt werden,durch welche kleinen An-
derungen am jeweiligen textorientierten Algorithmus die entsprechende gra-
phisch orientierten Methoden erstellt werden kdénnen (vgl. dazu auch Kapitel
C V) .Es empfiehlt sich der Ubersichtlichkeit halber fiir die mathematischen
Anwendungen eine neue Unit UMath zu erstellen,in die der Quellcode einge-
figt wird. (Die Unit UForm enthdlt dann notwendigerweise zusadtzlich die ent-
sprechende uses-Anweisung:uses UMath.)

Bel den Methoden zum Hamilton-Problem braucht nur weniges gedndert zu wer-
den:

Zunachst wird véllig analog zu der textorientierten Version ein neuer Ob-
jekttyp THamiltongraph jetzt von TInhaltsgraph abgeleitet:

THamiltongraph = class(TInhaltsgraph)
constructor Create;
procedure Hamilton (Stufe:Integer;
Kno, Zielknoten:TInhaltsknoten;var Kliste:TKantenliste;Flaeche:TCanvas) ;
procedure Hamiltonkreise (Flaeche:TCanvas;Ausgabe:TLabel;var SListe:TStringlist) ;
end;
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Der Constructor gestaltet sich in gleicher Weise:

constructor THamiltongraph.Create;
begin

inherited Create;
end;

Die Methode Hamilton enth&lt jetzt (nur) einige kleinere Anderungen,die mit
{****} markiert sind.

procedure THamiltongraph.Hamilton (Stufe:Integer;Kno,Zielknoten:TInhaltsknoten;Var Kli-
ste:TKantenliste;
Flaeche:TCanvas) ;
var Index:Integer;
Zkno:TInhaltsknoten;
Ka:TInhaltskante;
begin
if not Kno.AusgehendeKantenliste.leer then
for Index:=0 to Kno.AusgehendeKantenliste.Anzahl-1 do
begin
Ka:=TInhaltskante (Kno.AusgehendeKantenliste.Kante (Index)) ;
Zkno:=TInhaltsknoten (Kno.AusgehendeKantenliste.Kante (Index) .Zielknoten (Kno)) ;
if ((Not Zkno.Besucht) and (Stufe<AnzahlKnoten+l)) or
((Zkno=Zielknoten)and (Stufe=AnzahlKnoten)and (Stufe>2) )
then
begin
Ka.Pfadrichtung:=Zkno;
if Demo then {rwxn}
begin
Ka.Farbe:=clred;
Ka.Stil:=psdot;
Ka.ZeichneKante (Flaeche) ;
Demopause;
end; {****}
Zkno.Besucht :=true;
Kliste.AmEndeanfuegen (Ka) ;
Stufe:=Stufe+1;
if (Zkno=Zielknoten)and (Stufe=AnzahlKnoten+1)
then
Zielknoten.Pfadliste.AmEndeanfuegen (Kliste.Kopie.Graph) {****}
else
Hamilton (Stufe, Zkno, Zielknoten,Kliste, Flaeche) ;
Stufe:=Stufe-1;
if Zkno<>Zielknoten then Zkno.Besucht:=false;
if not Kliste.Leer then
begin
if Demo then {rwnn}
begin
Ka.Farbe:=clblack;
Ka.Stil:=pssolid;
Ka.ZeichneKante (Flaeche) ;
Demopause;
end; {****}
Kliste.AmEndeloeschen (TObject (Ka)) ; ;
end;
end;
end;
end;

Um im Demomodus die Anzeige der Pfade zu ermdglichen,wird (zweimal) folgen-
de Quellcodesequenz eingefigt:

if Demo then
begin
Ka.Farbe:=clred/clblack;
Ka.Stil:=psdot/pssolid;
Ka.ZeichneKante (Flaeche) ;
Demopause;
end;

Die Sequenz benutzt die neuen Propertys Farbe und Stil einer Kante vom Typ
TInhaltskante sowie die Methode ZeichneKante,um eine Kante auf der Zeichen-
flaeche darzustellen.AuRBerdem wird ein Pfad jetzt nicht sofort als Knoten-
folge ausgegeben, sondern mittels
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Zielknoten.Pfadliste.amEndeanfuegen (Kliste.Kopie.Graph)

in der Pfadliste des Zielknotens,der gleich dem Startknoten des Pfades
ist,als Kopie abgespeichert und steht so flr eine spatere Anzeige und Aus-
gabe in der folgenden Methode bereit.

Eine andere Moglichkeit ist es hier die Methode Graphzeichnen einzusetzen,
und die Kantenliste mittels Kliste.Graph in einen Graph umzuwandeln, so dass
die Anzeige der Hamiltonkreise direkt (ohne  Zwischenspeichern) er-
folgt.Allerdings mufd dann die Ermittlung der Traveling-Salesman-Ldsung an-
ders erfolgen.

procedure THamiltongraph.Hamiltonkreise (Flaeche:TCanvas;Ausgabe:TLabel;var SLi-
ste:TStringlist) ;
var Kno:TInhaltsknoten;
MomentaneKantenliste:TKantenliste;
zaehl:Integer;
T:TInhaltsgraph;
begin
if Leer then exit;
MomentaneKantenliste:=TKantenliste.Create;
LoescheKnotenbesucht;
Pfadlistenloeschen;
Kno:=LetzterMausklickknoten;
Kno.Besucht:=true;
Ausgabe.Caption:='Berechnung lauft';
Hamilton (1, Kno,Kno,MomentaneKantenliste, Flaeche) ;
Kno.AnzeigePfadliste (Flaeche, Ausgabe, SListe, true, true) ;
FaerbeGraph (clblack, pssolid) ;
ZeichneGraph (Flaeche) ;
T:=TInhaltsgraph (Kno.MinimalerPfad (Bewertung)) ; {xxxx}
if not T.Leer then
begin
Ausgabe.Caption:='Traveling Salesmann Loésung: '+
T.InhaltallerKnoten (ErzeugeKnotenstring)+' Summe: '+
RundeZahltostring (t .Kantensumme (Bewertung) , Kantengenauigkeit)
+' Produkt: '+
RundeZahltostring (T.Kantenprodukt (Bewertung) , Kantengenauigkeit) ;
SListe.Add (Ausgabe.Caption) ;
T.FaerbeGraph (clred, psdot) ;
T.ZeichneGraph (Flaeche) ;
ShowMessage (Ausgabe.Caption) ;
T.FaerbeGraph (clred, psdot) ;
T.ZeichneGraph (Flaeche) ;
MomentaneKantenliste.Free;
MomentaneKantenliste:=nil;
end;
Ausgabe.Caption:="'";
Ausgabe.Refresh;
end;

In der die Methode Hamilton aufrufenden Methode Hamiltonkreise erfolgt die
Anzeige der in der Pfadliste gespeicherten Kantenlisten durch die Methode
ZeichnePfadliste des Startknoten,der per Mausklick durch die Methode Letz-
terMausklickknoten bestimmt wird.Die Methode ZeichnePfadliste erzeugt au-
RBerdem eine Stringliste SListe vom Typ TStringlist,die schon die Knotenin-
halte des Pfades als strings enthdlt.Durch die Methode MinimalerPfad des
Startknotens wird (anders als in der textorientierten Version) die Trave-
ling-Salesman-Lbésung erzeugt,deren Knotenwerte durch die Methode 1In-
haltallerKnoten fir die Ausgabe 1im Label Ausgabe bereitgestellt wer-
den.Durch Kantensumme und Kantenprodukt werden die entsprechenden Summen
und Produkte der Pfade bestimmt.Die Methode FaerbeGraph sorgt daflir,dass
die Hamiltonkreise rot-markiert mittels ZeichneGraph gezeichnet werden.

Zzum Aufruf der Methode Hamiltonkreise muf’ jetzt in der neuen Form Knoten-
formular (Unit UForm) ein neues Menl Hamiltonkreise eingefligt werden.Die
folgende (gegentber dem entsprechenden Quellcode des Programms Knotengraph
im Anhang vereinfachte) Methode ist die zugehdérige Ereignismethode.

procedure TKnotenform.HamiltonkreiseClick (Sender: TObject) ;
var Sliste:TStringList;

Hamiltongraph:THamiltongraph;
begin

if Graph.Leer then exit;

if Graph.AnzahlKomponenten>1l then

begin
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ShowMessage ('Mehrere Komponenten!');
exit;

end;

Hamiltongraph:=THamiltongraph (Graph.InhaltskopiedesGraphen (THamiltongraph, TInhaltsknoten,
TInhaltskante, false)) ;

Hamiltongraph.Pfadlistenloeschen;

Sliste:=TStringList.Create;

Hamiltongraph.Hamiltonkreise (Paintbox.Canvas,Ausgabel, Sliste) ;

StringlistnachListbox (Sliste, Listbox) ;

Hamiltongraph.Freeall;

Hamiltongraph:=nil;

end;

Um den wurspringlichen Graphen nicht zu beeinflussen, wird zundchst ein
neuer Graph vom Typ THamiltongraph Hamiltongraph erzeugt,und mittels der
Methode InhaltskopiedesGraphen wird aus dem vorhandenen Graph TKnotenformu-
lar.Graph der neue Graph mit entsprechender Knoten-und Kantenstruktur er-
zeugt .Nachdem die Methode Hamiltonkreise aufgerufen worden ist,wird mittels
der Methode StringlistnachListbox die Liste SListe in das Ausgabefenster
kopiert.

Mit der Besprechung dieser Methoden hat man schon einen Grofteil der auch
flr die Erstellung des Quellcodes der weiteren mathematischen Algorithmen
bendétigten Methoden bereitgestellt.Da sie an dieser Stelle zum ersten Mal
neu eingesetzt werden,missen die obigen Methoden unter Fihrung des Lehrers
entwickelt werden.

In der gleichen Weise kann jetzt der Algorithmus geschlossene Eulerlinie fiur
Bestimmung der offenen Eulerlinie siehe Kapitel C V) mit Hilfe der neuen Ent-
wicklungsumgebung dargestellt werden.Die Methoden kommen mit den eben er-
lauterten schon bekannten Methoden aus,und kénnen nun als Schiilerprojekt
gestellt werden:

Losung (gegenlber der Darstellung in C V sowie dem Quellcode von Knoten-
graph im Anhang vereinfacht) :

TEulergraph = class (TInhaltsgraph)
constructor Create;
procedure Euler (Stufe:Integer;Kno,Zielknoten:TInhaltsknoten;var Kliste:TKantenliste;
Flaeche:TCanvas) ;
procedure Eulerlinie (Flaeche:TCanvas;Ausgabe:TLabel;var SListe:TStringlist;
Anfangsknoten, Endknoten:TInhaltsknoten) ;
end;

constructor TEulergraph.Create;
begin

inherited Create;
end;

procedure TEulergraph.Euler (Stufe:Integer;
Kno, Zielknoten:TInhaltsknoten;var Kliste:TKantenliste;Flaeche:TCanvas) ;
var Index:Integer;
Zkno:TInhaltsknoten;
Ka:TInhaltskante;
begin
if not Kno.AusgehendeKantenliste.Leer then
for Index:=0 to Kno.AusgehendeKantenliste.Anzahl-1 do
begin
Ka:=TInhaltskante (Kno.AusgehendeKantenliste.Kante (Index)) ;
Zkno:=TInhaltsknoten (Kno.AusgehendeKantenliste.Kante (Index) .Zielknoten (Kno)) ;
if ((not Ka.Besucht) and (Stufe<=AnzahlKantenmitSchlingen)) then
begin
Ka.Pfadrichtung:=Zkno;
Ka.Besucht:=true;
if Demo then
begin
Ka.Farbe:=clred;
Ka.Stil:=psdot;
Ka.ZeichneKante (Flaeche) ;
Demopause;
end;
Kliste.AmEndeanfuegen (Ka) ;
if Demo then Ausgabe.Caption:=Kliste.Kantenlistealsstring;
Stufe:=Stufe+1;
if (Zkno=Zielknoten)and (Stufe=AnzahlKantenmitSchlingen+1l) then
Zielknoten.Pfadliste.AmEndeanfuegen (Kliste.Kopie.Graph) ;
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else
Euler (Stufe, Zkno, Zielknoten, Kliste, Flaeche) ;

Stufe:=Stufe-1;

Ka.Besucht:=false;

if Demo then

begin
Ka.Farbe:=clblack;
Ka.Stil:=pssolid;
Ka.ZeichneKante (Flaeche) ;
Demopause;

end;

if not Kliste.Leer then
Kliste.AmEndeloeschen (TObject (Ka)) ; ;

end;
end;
end;

procedure TEulergraph.Eulerlinie (Flaeche:TCanvas;Ausgabe:TLabel;var SListe:TStringlist;
Anfangsknoten, Endknoten:TInhaltsknoten) ;
var MomentaneKantenliste:TKantenliste;
Zaehl:Integer;
T:TInhaltsgraph;
begin
if Leer then exit;
MomentaneKantenliste:=TKantenliste.Create;
LoescheKantenbesucht;
Pfadlistenloeschen;
Ausgabe.Caption:='Berechnung lauft';
Ausgabe.Refresh;
Euler (1,Anfangsknoten, Endknoten, MomentaneKantenliste, Flaeche) ;
Endknoten.AnzeigePfadliste (Flaeche, Ausgabe, SListe, true, true) ;
if not Endknoten.Pfadliste.leer
then
begin
T:=TInhaltsgraph (Endknoten.Pfadliste.Pfad(0));
if not T.Leer then

begin
Ausgabe.Caption:='Eulerlinie: '+
T.InhaltallerKnoten (ErzeugeKnotenstring) +' Summe: '+

RundeZahltostring (T.Kantensumme (Bewertung) , Kantengenauigkeit)
+' Produkt: '+
RundeZahltostring (t.Kantenprodukt (Bewertung) ,Kantengenauigkeit) ;
Ausgabe.Refresh;
T.FaerbeGraph (clred, psdot) ;
T.ZeichneGraph (Flaeche) ;
ShowMessage (Ausgabe.Caption) ;
end;
end;
Ausgabe.Caption:="'";
Ausgabe.Refresh;
end;

procedure TKnotenform.EulerliniegeschlossenClick (Sender: TObject) ;
var Sliste:TStringList;
Eulergraph:TEulergraph;
begin
if Graph.Leer then exit;
if Graph.AnzahlKomponenten>1 then
begin
ShowMessage ('Mehrere Komponenten!');
exit;
end;
Eulergraph:=TEulergraph (Graph.InhaltskopiedesGraphen (TEulergraph, TInhaltsknoten,
TInhaltskante, false)) ;
Sliste:=TStringList.Create;
Eulergraph.ZeichneGraph (Paintbox.Canvas) ;
Eulergraph.Eulerlinie (Paintbox.Canvas, Ausgabel,Sliste,F.letzterMausklickknoten,
Eulergraph.letzterMausklickknoten) ;
StringlistnachListbox (Sliste, Listbox) ;
Eulergraph.Freeall;
Eulergraph:=nil;
end;

Da der wesentliche Algorithmus der textorientierten Version erhalten
bleibt,laRt sich der Ubergang zur graphisch orientierten Version in nur we-
nigen Unterrichtsstunden vollziehen.

Nach der Art dieser Algorithmen kénnen jetzt alle weiteren mathematische

Anwendungen mit graphischer Oberfldche erstellt werden.Die Beschreibung
dieser Anwendungen mit Erlauterungen des zugehdrigen Quellcodes findet sich
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in den Kapiteln des Abschnittes C ,Unterrichtsskizzen“,die die Fortsetzung
der Ausflihrungen dieses Abschnittes ist.

7) Der Einsatz des Programs Knotengraph als nethodi sch-di dakti sches Werk-
zeug zur Veranschaul i chung von G aphenal gorit hnen

(Konzepti on DVK)

Wahrend bei der bisherigen Darstellung der Aspekt der objektorientierten
Programmierung von Graphenalgorithmen einerseits mit Hilfe der Entwick-
lungsumgebung Knotengraph bzw. andererseits als textorientierte Consolenan-
wendung im Vordergrund stand, soll jetzt als dritte Mdglichkeit der Einsatz
des (fertigen) Programms Knotengraph als methodisch-didaktisches Werkzeug
zur Veranschaulichung von Graphenalgorithmen im Mathematik- oder Informa-
tikunterricht erdrtert werden.

Genaue Beschreibungen von entsprechenden Unterrichtsreihen,die sowohl unter
dem Aspekt der rein mathematischen Behandlung ohne zu Programmieren als
auch als Programmierungsprojekt eingesetzt werden kénnen,finden sich in den
entsprechenden Kapiteln des Abschnittes C Unterrichtsskizzen.

Lasst man die in den Kapiteln des Abschnittes C enthaltenen Quellcodedar-
stellungen sowie die dazu gehdrenden Erlauterungen weg,und beschrankt bzw.
konzentriert sich stattdessen jeweils auf die Verbalbeschreibung der Gra-
phenalgorithmen, eignet sich der jeweilige dort dargestellte Unterichtsgang
auch fir den Einsatz in einem Kurs,in dem Graphentheorie ohne Bezugnahme
auf eine Programmiersprache vermittelt werden soll.

Da unter dieser Voraussetzung die durch die Erstellung und das Testen von
Quellcode gewonnene dynamische Erfahrung des Ablaufs eines Graphenalgorith-
mus fehlt,bietet es sich als Ersatz an,den Ablauf der Algorithmen mittels
des Demo-Modus des (fertigen) Programms Knotengraphs als Abfolge von Gra-
phenzustanden =zu veranschaulichen (vgl. dazu auch die =zugehdrigen Unter-
richtsplane im Anhang) .

Der Demo-Modus oder Einzelschrittmodus gestattet es,die Einzelschritte der
Algorithmen der Menls Pfade und Anwendungen (einstellbar) zeitverzdgert und
farblich hervorgehoben zu verfolgen.

Um die Graphenalgorithmen im Unterricht erarbeiten zu koénnen,empfiehlt es
sich an Hand geeigneter Einstiegsaufgaben die Problemstellung herauszuar-
beiten und die Algorithmen sowie ihre L&ésungen durch Aufruf der Algorithmen
der Menlis des Programm Knotengraphs zu verfolgen.Die Kapitel des Abschnitts
C Unterrichtsskizzen stellen dazu eine Fuille von Material in Form von Pro-
blemstellungen der algorithmischen Graphentheorie als auch des Operations
Research sowie der zur L&sung geeigneten Verbalform der Algorithmen mit de-
ren mathematischen Begrindungen zur Verflgung.

Die in diesem Kapitel durchgangig beschriebene Unterrichtsreihe in der
Jahrgangsstufe 12,die beginnend mit dem Einstiegsprojekt zur objektorien-
tierten Programmierung (Abschnitt 2) und dem Projekt Objekt als Liste (Ab-
schnitt 3) schlieflich zum Aufbau einer Graphenstruktur mit textorientier-
ter Ausgabe fluhrte (Abschnitt 4),woran sich schlieRlich als mathematische
Anwendungen das Euler-und Hamiltonproblem sowie der Tiefe-Baumdurchlauf

und das Problem minimaler und aller Pfade zwischen zwei Knoten zunachst als
Consolenanwendung (Abschnitt 4 und 5) und spater als Graphikanwendung mit-
tels der Entwicklungsumgebung Knotengraph (EWK) anschloss (Abschnitt
6) ,wurde beispielsweise schliefflich unter Einsatz des (fertigen) Programms
Knotengraph (DWK) als Erganzung durch eine Sequenz mit den Themen Breiter
Baumdurchlauf,Bindrbdume, Erstellung des minimalen Gerlstes eines Gra-
phen,Maximaler Netzfluss und Maximales Matching abgeschlossen.In Jahrgangs-
stufe 13 wurde dann noch der endliche Automat im Rahmen einer Unterrichts-
reihe zur Theoretischen Informatik durch dieses Programm demonstriert.

Weil den Schilern auf Grund des vorangegangenen Unterrichts der prinzipiel-
le Aufbau des Programms Knotengraph schon bekannt war,ergab sich hier be-
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sonders einfaches Arbeiten,und die Aufmerksamkeit konnte voll auf die ma-
thematische Problemstellung konzentriert werden.

Stehen Programmierungserfahrungen nicht zur Verfigung,da man den Einstieg
in die algorithmische Graphentheorie direkt mittels des (fertigen) Pro-
gramms Knotengraph sucht,bietet es sich an zunachst mit dem Begiff des
Baums bzw. Suchbaums und einer Erlauterungen der Vorteile beim Suchen wvon
Daten sowie einiger Satze Uber die Eigenschaften von Baumen gemdfs dem Un-
terrichtsgang,der in Kapitel C I der Unterichtskizzen dargestellt ist,zu
beginnen.Daran schliefen sich dann die in Kapitel C II beschriebenen mit-
einander sehr verwandten Durchlaufstrategien in Graphen Tiefer Baum,Alle
Pfade,Minimale Pfade,Kreise und Pfade zwischen zwei Knoten (C III) usw. an.
Die ganze Unterichtsreihe 1laRt sich unter dem Titel ,Baume und ihre Eigen-
schaften" zusammenfassen,wobei sich als Zusatz die Bestimmung von Pfadwahr-
scheinlichkeiten in Baumen anbietet (siehe Ende von C XII).

Wendet man die Algorithmen mittels des Programms Knotengraph jeweils auf
ein und denselben Graph an und benutzt den Demo-Modus,lassen sich sehr
deutlich die Unterschiede im Ablauf der verschiedenen Algorithmen demon-
strieren.

Es bietet sich dann an als Spezialfdlle auch die Algorithmen von Kruskal
und Dijkstra (C III) in den Unterrichtsgang mit einzubeziehen.Fihren doch
beide Algorithmen schon von einer bloflen Durchlaufstrategie hin zu einer
Optimierungsaufgabe,ndmlich das minimale Gerlst eines Graphen bzw. den klUr-
zesten Pfad zwischen zwei Knoten zu suchen.

Weitere Optimierungsaufgaben lassen sich dann dem Gebiet des Operations Re-
search entnehmen,und das Thema Optimierung 1laRt sich beispielsweise fort-
setzen mit den aufeinander aufbauenden Themen maximaler Netzfluss (C IX)
sowie maximales Matching (C X),und man kann dann schlieflich zum allgemei-
nen Transportproblem (C XIII) und dem Simplexproblem (auf Graphen) gelan-
gen,das auf dem minimalen Kostenproblem (C XIII) beruhend, seine Fortsetzung
in den damit zusammenhdngenden Algorithmen Hitchcockproblem, Optimales Mat-
ching (C XIII) und Chinesischer Brieftrager (C XIV) hat.Beim Thema Optimie-
rung bietet sich auch die Erstellung eines Netzzeitplans nach der CPM-
Methode an (C VI) an.Auf diese Weise 1aft sich anschaulich experimentell
eine Unterrichtsreihe zum Thema diskrete,endliche Optimierungsverfahren im
Mathematikunterricht gestalten.

Eine andere Mdglichkeit ist es Themen wie die Eulerbeziehung,Planaritat und
Farben von Graphen,dargestellt als miteinander verknlUpfte Problemstellungen
in Kapitel C IV (vgl. dazu auch den entsprechenden Unterrichtsplan im An-
hang) oder die graphische Darstellung von Relationen (C VIII) zu behan-
deln,sowie das Programm zur Unterstltzung eines Kursus zum Thema Wahr-
scheinlichkeitsrechnung, speziell Markovketten (C XII) oder zur L&ésung von
linearen Gleichungssystemen (C IX) einzusetzen.

Durch die Moglichkeit mit Hilfe des Programms Knotengraph relativ schnell
auch umfangreichere Graphen erzeugen und auch wieder abdndern und den Ab-
lauf eines Algorithmus im Demo-Modus verfolgen zu k&énnen,lassen sich auch
komplexere Verfahren auf Graphen anschaulich erldutern.Dadurch kénnen al-
gorithmische Graphenverfahren fir Schiler motivierend dargestellt wer-
den,weil jeder Schiler selbst unter Verwendung von verschiedenen Graphen
oder unterschiedlicher Parameter mit dem Algorithmus experimentieren kann.
Auf diese Weise laRt sich das fertige Programm Knotengraph als Werkzeug zur
Entdeckung und Veranschaulichung von Graphenalgorithmen und wvon Graphenei-
genschaften benutzen (vgl. dazu den entsprechenden Unterrichtsplan zum The-
ma Fluss- und Kostenprobleme im Anhang) .

In der oben genannten Unterrichtsreihe zum Thema Baum 1laRt sich das (ferti-
ge) Programm Knotengraph als didaktisch-methodisches Werkzeug beispielswei-
se zur Veranschaulichung folgender Sachverhalte einsetzen (vgl. flr detail-
liertere Informationen auch das Kapitel C I der Unterrichtsskizzen) :
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a)Selbstandiges experimentelles Entdecken des Zusammenhangs zwischen der
Knoten-und Kantenzahl eines vollstandigen Graphen,des Zusammenhangs zwi-
schen der Kantenzahl und der Summe der Knotengrade in ungerichteten Graphen
sowie einer Beziehung fir die Anzahl der Knoten ungeraden Grades durch die
Schiiler.

b) Selbststandiges experimentelles Entdecken eines Zusammenhangs zwischen
der Kantenzahl und Knotenzahl eines Baumes sowie des Zusammenhangs zwischen
der Kantenzahl bei einem Graphen und dessen Gerlstbaums durch die Schi-
ler.Auf Grund der gewonnenen Ergebnisse 1afRt sich die Definition eines Bau-
mes erarbeiten.

C) Graphische Veranschaulichung (mit der Méglichkeit der Anzeige von Einzel-
schritten) von Durchlaufstrategien wie tiefer und breiter Baumdurchlauf in
beliebigen Graphen, als auch darauf aufbauend das Suchen aller Pfade,das
Suchen minimaler Pfade sowie das Suchen von Kreisen als auch die graphische
Veranschaulichung der Algorithmen (mit der Mdéglichkeit der Anzeige von Ein-
zelgschritten) nach Dijkstra (alle Pfade und minimaler Pfad zwischen zwei
Knoten) und Kruskal (minimales Gertist/Baum) .

Dadurch koénnen die entsprechenden Algorithmen je nach Unterrichtskonzeption
vom Schiiler entweder neu entdeckt oder aber,falls den Schilern schon be-
kannt, anschaulich nachvollzogen werden.

d)Durch Erzeugen von entsprechenden Graphen rasches Programmunterstltztes
und dadurch motivierendes L&ésen von Anwendungs- und Ubungsaufgaben zum The-
ma Baume und Pfade,wie z.B. von Umschlttungsaufgaben, Routingproblemen so-
wie von topologischen Problemen oder Optimierungsproblemen wie z.B. das
Verlegen von (Telefon-) Leitungen.

Das Verstehen der Algorithmen fallt den Schlilern insbesondere dann nicht
schwer,wenn schon fundamentale Erfahrungen mit Graphenalgorithmen auf Grund
der eigenen objektorientierten Programmierung,wie in den vorigen Abschnit-
ten beschrieben,vorhanden sind.Sollten diese Kenntnisse z.B. bei der Be-
handlung des Themas in einem Mathematikkurs ohne Programmierungskenntnisse
fehlen,mu? insbesondere fir die Entdeckung und Erlauterung der Algorithmen
sicher mehr Zeit zur Verflgung gestellt werden.

Zu dem oben genannten Themenkomplex Titel ,Baume und ihre Eigenschaften"“,
zu dessen Behandlung ca. 10 Unterrichtsstunden ndétig waren,wurde folgende
Klausuraufgabe gestellt,die in den letzten beiden Teilen e) und f) Pro-
grammierkenntnisse voraussetzt.Werden diese Teilaufgaben durch die nachfol-
gend dargestellten alternativen Teilaufgaben e) bis g) ersetzt,ist die so
veranderte Aufgabe zu diesem Thema auch flr einen reinen Mathematikkurs Al-
gorithmische Graphentheorie ohne Programmierungskenntnisse geeignet.

Auf gabe

Drei Krltge A,B und C fassen 3 1,2 1 und 1 1.Nur A ist anfangs mit 3 1 ge-
fi1llt.B und C sind leer.Zustand: (3/0/0) Durch bloRes Umschiitten durch die
durch die Kritge vorgegebenen Flissigkeitsmengen in Litern (ohne sonstiges
Maf? fir die FlUssigkeitsmengen) soll erreicht werden,dass am Schluf? in B 2
1 und in C 1 1 wvorhanden ist.Der Behdlter A soll 1leer sein. Zustand:

(0/2/1)

a)Wie mufl jeweils umgeschlttet werden,damit der Zustand (0/2/1) vom Zu-
stand (3/0/0) erreicht wird? Beschreiben Sie die Umfuillzust&nde durch die
Kennzeichnung (a,b,c),und geben Sie eine Kette von Umfillzustanden bis zum
gewlnschten Endzustand an:d.h. verlangt sind die Zwischenzustande von
(3/0/0) nach (0/2/1).

Geben Sie insgesamt noch zwel weitere mogliche  Umfillmdglichkeiten als
Umftllkette an.

Losen sie diese Aufgaben zunadchst durch gezieltes Probieren ohne Verwendung
eines Graphen.
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Im folgenden soll jetzt mit Hilfe eines Graphen eine Ubersicht Uber alle
mdéglichen Losungen gegeben werden:

b)Erstellen Sie dazu eine Tabelle,die alle zuldssigen FGllungen der Kru-
ge,die durch Umschlttungen entstehen ké&énnen,enthdlt.Zustandsbschreibung
mittels: (a/b/c) (dabei sind a,b,c die Flllzahlen der Krlge)

Nummerieren Sie die einzelnen FUllungsmdglichkeiten als Zustande fortlau-
fend durch.Geben Sie in einer weiteren Tabellenspalte an,welche Zustande
jeweils vom aktuellen Zustand durch Umfltillen erreicht werden koénnen.

Tabelle:

(Der Ubergang vom Zustand 1) ist als Beispiel schon vorgegeben.Die {ibrigen
leeren Zellen sind auszuflillen.Tabelle ins Heft Ulbertragen!Die Zahlen (Zu-
stadnde) der Zeilen der Spalte Ubergang zu sind aufsteigend zu ord-

nen,also in Zeile 1: 2),4) statt 4),2)))

Zustand: Krug A: Krug B: Krug C: Ubergang zu:
1) 3 0 0 2),4)

2) 2 0 1

3) 2 1 0

4) 1 2 0

5) 1 1 1

6) 0 2 1

c)Zeichnen Sie zu dem Umfillproblem einen Graphen,in dem die Fallungszu-
stdnde durch Knoten und das Umf{illen,d.h. der Ubergang von einem Zustand zu
anderen mdéglichen Zustdnden durch gerichtete Kanten dargestellt wird.Die
Bewertung der Kanten ist dabei die FllUssigkeitsmenge in 1,die umgeschlttet
wird.Eine mdgliche Lésung des UmflUllproblems ist dann ein Pfad vom Knoten
(3/0/0) zum Knoten (0/2/1).

d)Bestimmen Sie vom Knoten (3/0/0) aus alle tiefen Baumpfade jeweils in
Postorder- und in Preorder- Reihenfolge. (Kantenfolge der ausgehenden Kanten
von einem Knoten/Zustand sei gemdR der aufsteigenden Nummerierung der Ziel-
knoten/Zustédnde in der Tabelle von Aufgabe b) gewdhlt,d.h. bei Zustand 1
ist die Kantenreihenfolge die Kante nach Zustand 2 (2/0/1) und danach die
Kante nach Zustand 4 (1(2/0).)

Wieso 1afRt sich mit Hilfe des Tiefen-Baum-Algorithmus das oben gestellte
Umfltllproblem lo6sen?Definieren und erlautern Sie den Durchlauf nach Preor-
der, Postorder und Inorder (letzteres flUr einen Bindrbaum) eines Bau-
mes.Definieren Sie den Begriff des Baums.

Fal s Progranm erungskennt ni sse vorhanden sind:

e)Schreiben Sie eine Methode procedure TPfadknoten.ErzeugeTiefeBaumPfade

mit TPfadknoten = class(TInhaltsknoten),die alle tiefen Baumpfade in Preor-
der-Reihenfolge vom (die Methode besitzenden) Pfadknoten aus erzeugt und in
seiner Pfadliste als Graphen- (Pfade) (Umwandlung einer Kantenliste in ei-

nen Graph mittels der Methode TKantenliste.Graph) speichert.Was mufd gean-
dert werden,damit die Baumpfade in Postorder-Folge erzeugt werden?.

(Setzen Sie dazu und fUr die folgende Teil-Aufgabe die in den Units
UList,UGraph und UInhGrph enthaltenden Methoden voraus.)

f)Andern Sie die Methode ErzeugeTiefeBaumpfade so um,dass Sie alle Pfade
und den nininmalen Pfad beztiglich der oben vorgegeben Kantenbewertung zwi-
schen zwei Knoten bestimmt (Kanten-Bewertung Wert vom Typ TWert gleich An-
zahl Liter,die zwischen zwei Zustanden d.h. Knoten umgeschlittet werden) .Die
Durchlauf erfolge jetzt gemdR der Preorder-Reihenfolge. Die Methode erhdlt
dann den Namen procedure TPfadKnoten.ErzeugeAllePfadeundMinimalenPfad
(ZKno:PfadKnoten;var Minlist:TKantenliste) .Der Ausgangsknoten ist der die
Methode besitzende Knoten vom Typ TPfadknoten.Der Endknoten ist der Knoten
ZKno (Zielknoten) vom Typ TPfadknoten.Die zwischen den Knoten gefundenen
Pfade werden von der Methode als Graphen wiederum in der Pfadliste des Aus-
gangsknotens gespeichert.Der minimale Pfad wird als Kantenliste in Form der
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Kantenliste Minlist zurlUckgegeben.Es wird eine Function Bewertung vom Typ
TWert vorausgesetzt,die die Kantenbewertung zurlickgibt.

Hinweise:

1)Benutzen Sie zur Auswahl des minimalen Pfades die Methode function TLi-
ste.WertSummederElemente (Wert : TWert) :Extended aus der Unit UList,die die
Wertsumme der Elemente einer (z.B. Kanten-) Liste bezliglich der Bewertung
Wert bestimmt.

2)Der Methode AllePfadeundminimalerPfad wird als Kantenliste Minlist die
Kantenliste des Graphen als Kopie beim Aufruf Ubergeben.

Geben Sie flUr den obigen Graphen des Umflllproblems den minimalen Pfad (be-
zlglich obiger Kanten-Bewertung) zwischen dem Knoten zum Zustand (3/0/0)
und dem Knoten zum Zustand (0/2/1) als Folge von (Knoten-)Zust&nden der
Form (a/b/c) an.

Alternativ statt den obigen Aufgabe e) und f) (falls keine Programmi e-
rungskenntnisse vorhanden sind):

e)Geben Sie eine verbale Beschreibung des Algorithmus von Dijkstra
an.Suchen Sie nach dem Algorithmus von Dijkstra den minimalen Pfad (bezlg-
lich obiger Kantenbewertung) vom Anfangszustand (3/0/0) =zum Endzustand
(0/2/1) .

Dokumentieren Sie das Vorgehen durch Notierung aller (auch versuchsweise)
durchlaufenden Pfade bzw. des entsprechenden Baums.

f)Bestimmen Sie ein minimales Gerlst des Graphen nach dem Algorithmus von
Kruskal .Welche Bedeutung hat die Losung fuir das Umfullproblem?

g)Ermitteln Sie,ob der Graph einen HamiltonKreis enthdlt,und bestimmen Sie
gegebenenfalls diesen Kreis durch Angabe der Knotenfolge.Welche Bedeutung
hat bzw. hatte dieser Kreis flr das Umfillproblem?

Die Lésungen dieser Umfullaufgabe befinden sich im Anhang.

Der Schwierigkeitsgrad der Teilaufgaben ist in die Kategorien Wissen und
Transfer einzuordnen,da die grundlegenden Verfahren im Unterricht bespro-
chen wurden.

Wie oben erwahnt,kdénnte eine Weiterfihrung der Unterrichtsreihe (aber auch
ein Neubeginn oder Neueinstieg,da die Themen auch voneinander unabhangig
zu behandeln sind) Jjedes der im folgenden genannten Themen behan-
deln:maximaler Fluss, maximales Matching, Probleme des Operations Research
wie minimale Kosten, optimales Matching, Transportprobleme, Brieftrager-
problem, oder aber das Aufstellen eines Netzwerkzeitplanes,Darstellung und
Eigenschaften einer Relation,Darstellung und Simulation eines endlichen Au-
tomaten (im Informatikunterricht),das anschauliche Lésen von Gleichungssy-
stemen, und die Reduzierung von Signalflussgraphen sowie die Ermittlung von
Wahrscheinlichkeiten durch die Darstellung von (absorbierenden oder statio-
naren) Markovketten als Graphen.

Unter dem Gesichtspunkt der rein mathematischen Behandlung soll jetzt fir
die verschiedenen genannten Themen die Vorteile des Einsatzes des (ferti-
gen) Programms Knotengraphs als didaktisch-methodisches Werkzeug im Uber-
blick beschrieben werden. (Vergleiche dazu auch die Bemerkungen in den ein-
zelnen Kapiteln des Abschnittes C)

Netzwerkzeitplan (C IV):

Veranschaulichung der CPM-Methode sowie der den Zeitplan beschreibenden
GroRen wie Pufferzeit, frihstmbdgliche Anfangszeit usw. sowie Darstellung des
kritischen Pfades

Programmgestitztes Ldsen von realistischen Anwendungsaufgaben
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Endlicher Automat (C VII):

Visuelle Darstellung der Steuerung eines endlichen Automats

Simulation der Ldésung von Problemen der technischen oder theoretischen In-
formatik

Graph als Relation (C VIII):

Graphische Darstellung einer Relation sowie anschauliches Erzeugen der re-
flexiven und transitiven HUlle.Dadurch wird die selbststandige Entdeckung
oder gelenkte Erarbeitung von Begriffen wie Transitivitat, Reflexivitat,
Symmetrie, Antisymmetrie, Aquivalenz im Unterricht ermdéglicht.

Visualisierung der Methode des toplogischen Sortieren zur Erzeugung einer
globalen Ordnung (Fortsetzung der Tiefensuche)

Maximaler Netzfluss (C IX):

Anschauliche Demonstration des Algorithmus von Ford-Fulkerson
Losen von einfachen Optimierungsproblemen wie Transportprobleme

Maximales Matching (C X):

Veranschaulichung und Motivation der Aussagen des Heiratssatzes von Hall
sowie Lésung von entsprechenden Anwendungsaufgaben

Demonstration des Algorithmus ,Erweiternden Weg suchen“ zur Bestimmung ei-
nes maximalen Matchings

Gleichungssystem (C XI):

Anschauliche Losung eines Gleichungssystems nach dem Algorithmus von Mason

Durch Zurtckfihrung auf ein Gleichungssystem programmgestlitzt den Fluss in
Signalflussgraphen bestimmen.

Markovkette (absorbierend und stationar) und Graph reduzieren (C XII):

Die Anwendung der Mittelwertregeln bei Markovketten veranschaulichen.

Methoden der Reduzierung von Markovketten oder Signalflussgraphen anschau-
lich demonstrieren.

Den Lernprozess Erstellung einer Markovkette zu einem gegebenen realen Pro-
blem (Modellierung) besser dadurch zu motivieren,dass die Lb6sung anschlie-
Rend mit Programmhilfe ermittelt werden kann.

Veranschaulichung der Aussagen der Hauptsatze zu absorbierenden und statio-
naren Markovketten

Simulation eines Spiels zur Bestimmung der Lo&sung der Ubergangswahrschein-
lichkeiten von Markovketten

Minimale Kosten, Transportprobleme, Optimales Matching, Chinesisches Brie f -
tragerproblem (C Xl und C XIV):

Die L&sungsstrategie von Aufgaben des Operations Research anschaulich ver-
folgen koénnen. (z.B. Simplex-Algorithmus auf Graphen)
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Realistische Aufgabenstellungen des Operations Research programmgestltzt
lésen zu konnen.Dadurch entsteht Motivation zum Aufstellen von Graphenmo-
dellen zu realen Aufgabenstellungen:

Verstandnis fir Optimierungsprobleme gewinnen.
Motivation zur Beschaftigung mit aufRermathematischen Problemen

Allgemein:Anschauliches L&ésen von Aufgaben des Operations Research.Themen
aus diesem Bereich wurden bisher im Unterricht der Schule fast Uberhaupt
nicht behandelt und werden durch das Programm Knotengraph einer motivieren-
den Losung zuganglich.

Die genannten Themenbereiche einschliefflich der schon vorher erdrterten
Probleme (Baum-Pfadprobleme und verwandte Aufgaben, Eulerlinie, Hamilton-
kreis, Farbungen eines Graphen und Planaritat) (C II bis C V) decken weite
Teile des in Hochschullehrblichern der Graphentheorie dargestellten Problem-
kreise ab.Daher ist das (fertige) Programm Knotengraph ein universelles
Werkzeug,um Problem der Graphentheorie im Schulunterricht anschaulich und
motivierend zu behandeln

Nachfolgend wird noch eine in der Jahrgangsstufe 13 gestellte Aufgabe zu
den Themen endlicher Automat,Markovkette wund Graph reduzieren vorge-
stellt,die auch geeignet ist als schriftliche oder (auch in Teilen) als
mindliche Abituraufgabe im Fach Informatik zum Gebiet Spracherkennung
(Theoretische Informatik) eingesetzt zu werden.Zu Ihrer Lésung wird nur die
Konzeption DWK,nicht jedoch Kenntnisse gemdfd der Konzeptionen EWK oder CAK
vorausgesetzt.

(Die Aufgabe wurden vom Verfasser dieser Arbeit als mindliche Abituraufgabe
in den Teilen b und c gestellt.)

Auf gabe:

Ein Wirfelspiel hat folgende Gewinnregeln:Es wird mit einem Wirfel solange
gewlrfelt bis Gewinn oder Verlust eintritt. Verlust tritt dann ein, sobald
eine der Zahlen 1, 2 oder 3 gewlrfelt werden.Wenn eine der Zahlen 4, 5 oder
6 fallen,darf weiter gewlrfelt werden.Das Spiel ist ebenfalls verloren,wenn
unmittelbar nach der Zahl 4 die Zahl 5 geworfen wird.Im Ubrigen ist das
Spiel gewonnen,wenn die Summe von zwei direkt aufeinanderfolgenden Wirfen
grdfer als 9 ist.

a)Definieren Sie den Begriff endlicher,determinierter Automat.Welche Bedeu-
tung haben Eingabealphabet und Ubergangsfunktion?Was versteht man unter ei-
nem reduzierten Automaten?Wie ist die von einem Automaten erkannte Sprache
definiert?

b)Geben Sie jeweils zum oben beschriebenen Wirfelspiel drei verschiedene
Zahlenfolgen an,die einerseits zum Gewinn und anderseits zum Verlust fih-
ren.Das (obige) Wirfelspiel so0ll durch einen Automaten dargestellt wer-
den.Beschreiben Sie die von dem Automaten erkannte Sprache durch Angabe von
Beispielen.

Stellen Sie den Automaten durch einen Graphen dar,und kennzeichnen Sie da-
bei Anfangs-und Endzustande in bekannter Weise.

c)Entwerfen Sie zu dem Automaten einen Graphen,dessen Kantenbewertung die
Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen den verschiedenen Zustdnden des Au-
tomaten bedeutet als absorbierende Markovkette,und bestimmen Sie nach dem
Algorithmus Reduktion eines Signalflussgraphen/einer Mrkovkette durch
fortgesetztes Ldschen der inneren Knoten einen reduzierten Graphen,der nur
noch die Knoten des Anfangs-und der Endzustande enthdlt.Bestimmen Sie an
Hand dieses neuen Graphen die Wahrscheinlichkeit bei diesem Spiel zu gewin-
nen bzw. zu verlieren.

(Zeichnen Sie zur Dokumentation des Algorithmus jeweils den nach Ldschen
eines Knoten neu entstehenden Graphen mit seiner Kantenbewertung auf.)
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d)Bestimmen Sie zu dem Automaten den reduzierten Automaten (bezliglich der
vom Automaten erkannten Sprache) mit 4 Zustanden, und zeichnen Sie auch zu
diesem Automaten einen Graphen.Geben Sie zu diesem reduzierten Automaten
eine linksreguldre Grammatik an,durch die sich die Woérter der Sprache er-
zeugen lassen.

Die Lésungen dieser Wurfelspielaufgabe befinden sich im Anhang.

Die Aufgabenteile c¢) und d) gehdren zum Anforderungsbereich Transfer und
erfordern Anwendung von im Unterricht besprochenen Verfahren.Das Entwerfen
des Graphen selbst erfordert,da schon an ahnlichen Beigpielen ge-
Ubt,ebenfalls Transfer und im kleinem Umfang eigensténdiges Denken,wdhrend
Aufgabe a) lediglich Wissen abfragt. (Die Ldésungen von Teil ¢ und d kénnen
mit dem Programm Knotengraph simuliert werden.)

8.Erfahrungen aus den duchgefiihrten Unterrichtsreihen und die Zusammen-
stellung von Unterrichtssequenzen

Im Anhang F IV befinden sich jeweils detailierte Unterrichtsplane mit di-
daktisch-methodischen Erlauterungen =zu mdglichen Einstiegstunden der in
diesem Kapitel B III vorgestellten verschiedenen Konzeptionen DWK,EWK oder
CAK sowie als deren Voraussetzungen zu den Einstiegsprojekten Einfihrung in
das Programmieren mit Objekten und Aufbau einer Objektliste.

Diese Arbeit stellt eine Vielzahl von verschiedenen Unterrichtssequenzen
zum Thema Graphentheorie vor,die sich einer der genannten Konzeptionen zu-
ordnen lassen.Aus der Vielzahl der mdglichen Unterrichtssequenzen muss zur
Gestaltung einer Unterrichtsreihe eine geeignete Auswahl getroffen werden.

Bel einem Einstieg gemdf3 den Konzeptionen EWK und CAK her,ist es glnstig
zunachst die unter Abschnitt 2) und 3) dieses Kapitels beschrieben Ein-
stiegsprojekte durchfihren.Wie die Unterrichtserfahrung gezeigt hat,ist es
nicht unbedingt ndétig beide Projekte komplett,wie oben beschrieben durchzu-
fihren, falls dazu die Zeit fehlen sollte.

Bei dem Graphik-Projekt kann man bei Zeitknappheit nur die Objektstruktur
bis zZum Kantentyp entwickeln,d.h. lediglich die Typen TFi-
gur, TPunkt, TKnoten, TInhaltsknoten und TKante behandeln,um schon alle wich-
tigen Aspekte objektorientierten Programmierens und die unbedingt erforder-
lichen Grundkenntnisse flUr die spatere Entwicklung oder Anwendung der Gra-
phenstruktur vermitteln zu kdnnen.

Bezliglich der Objekt-Liste wurde in Abschnitt 3) schon erwahnt,dass man
sich auf die Quellcodeerstellung von beispielhaften Methoden wie  Anfligen
und Léschen von Elementen am Anfang und Ende der Liste sowie die Methoden
ErstesElement und LetztesElement sowie Leer und Anzahl beschranken
kann.Wichtig ist es,bei diesem Projekt die Datenstruktur und das Prinzip
des objektorientierten Hinzufligen von Elementen mit konkretem,vom Anwender
frei wahlbarem Datentyp zu der Liste grindlich zu besprechen.

Danach kann die Besprechung der Datenstrukturen Keller und Schlange als An-
wendung der vorliegenden Listenstruktur eventuell entfallen,und man hat
stattdessen die Moglichkeit eine der Konzeption CAK oder EWK sofort weiter
zu verfolgen.

M&échte man das Hauptgewicht auf das Programmieren von mathematischen Gra-
phenalgorithmen (EWK) und nicht so sehr auf das Erstellen der Datenstruktur
des Graphen (CAK) legen,hat es sich im Unterricht trotzdem als nitzlich er-
wiesen zum Kennenlernen der prinzipiellen Datenstruktur des Graphen der
graphikorientierten Entwicklungsumgebung die textorientierte und deshalb
einfachere Version von Knotengraph (CAK),d.h. die entsprechenden Units den
Schiilern aber ohne das textorientierte Hauptprogramm zunachst fertig vor-
zugeben.

Durch das Erstellen und Experimentieren mit eigenen Programmen,die mit-

tels der zur Verfligung stehenden Methoden der vorgegebenen Objekte,Graphen
auf-und abbauen sowie verandern,kdénnen Schilern die ndétige Erfahrung im Um-

145



gang mit den neuen Objektmethoden sammeln,die in gleicher oder erweiterter
Form in der Entwicklungsumgebung EWK vorhanden sind.Auf diese Weise gestal-
tet sich der Ubergang zur graphikorientierten Programmsystem bedeutend ein-
facher.

Vom Schwierigkeitsgrad her und wegen des relativ kurzen Quellcodeumfangs
bietet sich als einfachste Unterrichtsreihe die Behandlung von Pfadproble-
men an,beginnend mit dem Tiefen Baumdurchlauf,dessen Algorithmus sich in
vielfaltiger Form zu den verwandten Algorithmen Kreise,Anzahl Zielkno-
ten,Alle Pfade,Minimale Pfade abandern lasst,bis zum Abstand von zwei Kno-
ten,alle Pfade zwischen zwei Knoten und dem minimalen Gerlist eines Gra-
phen.Zusatzlich in diese Reihe paft die Behandlung der Algorithmen ge-
schlossene und offene Eulerlinie,Hamiltonkreis.

Der Umfang einer solchen Unterrichtsreihe kann durch Auswahl aus dem eben
genannten Katalogs vom Lehrer beliebig zusammengestellt werden.Es kann auch
nur ein einziger Algorithmus exemplarisch behandelt werden und die Ubrigen
werden an Hand der Fertigversion von Knotengraph (DWK) mit Hilfe des Demo-
Modus veranschaulicht.

Die Ubrigen dem Menl Anwendungen =zugeordneten Algorithmen haben sich vom
Umfang und von der Schwierigkeit her als komplexer erwiesen,so dass es sich
als sinnvoll erwiesen hat,in einer Unterrichtsreihe nur eines oder be-
stenfalls zwei miteinander zusammenhdngende Graphenprobleme dieser Art als
Programmierungsprojekt zu behandeln.

Flir den Grundkursbereich geeignet,sind hier besonders die Anwendungen Netz-
werkzeitplan, Farbbarkeit,Endlicher Automat,Graph als Relation,Maximaler
Netzfluss und Maximales Matching sowie Gleichungssystem. (Bis auf den letz-
ten Algorithmus befinden sich alle Objekte und die entsprechenden Methoden
in der Unit UMathl des Quellcodelistings der Fertigversion (DWK) wvon Kno-
tengraph.Der Quellcode zu Gleichungssystem ist in der Unit UMath2.)

Die Ubrigen Anwendungen absorbierende und stationdre Markovketten,Graph re-
duzieren sowie Minimale Kosten, Transportproblem,Optimales Matching und Chi-
nesischer Brieftrdger sind vom Umfang her grdRer,so dass sich die Program-
mierung der entsprechenden Algorithmen meistens nur in einem Leistungskurs
anbietet,oder aber stattdessen die Fertigversion von Knotengraph benutzt
werden sollte (Konzeption DWK) ,um diese Algorithmen mittels des Demo-Modus
zu veranschaulichen und ohne Quellcodeerzeugung im Grundkurs zu besprechen.

Die im letzten Absatz genannten Algorithmen kénnen namlich als Fertigversi-
on eine gute Erganzung zu den im Grundkurs durchfihrbaren im vorletzten Ab-
satz genannten zu programmierenden Graphenanwendungen darstellen,z.B. ist
der Algorithmus Chinesischer Brieftrager die konsequente Erweiterung des
Eulerlinienproblems oder aber das Maximalflussproblem wird durch den Al-
gorithmen Minimale Kosten und Transportproblem und das Maximale Matchings-
problem durch den Algorithmus Optimales Matching sinnvoll ausgeweitet und
erganzt.Der Algorithmus Graph reduzieren baut schliefflich auf dem Algo-
rithmus Gleichungssystem auf,und Signalflussprobleme,kénnen mit ihm beque-
mer als in der Gleichungssystemform geldst werden.

Will man dagegen das Hauptgewicht auf die Entwicklung der objektorientier-
ten Datenstruktur des Graphen legen (Konzeption CAK),wird man den unter
Punkt 4 beschriebenen Aufbau der textorientierten Version von Knotengraph
verfolgen.Auch hier ist es nicht unbedingt notwendig die kompletten Units
von den Schiulern erstellen zu lassen, sondern man kann auch hier wieder ex-
emplarisch vorgehen.

Méglichkeiten dazu fUr die Unit UGraphC wurden weiter oben (Abschnitt 4)
schon genannt.In der Unit UInhgrphC kann man sich auf die Erstellung fol-
gender Methoden durch die Schiiler als beispielhafte Methoden beschranken:

function Graphknoten,procedure Knotenerzeugenundeinfuegen,procedure FuegeKanteein,procedure
Kanteerzeugenundeinfuegen, procedure ZeigeGraph
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1. Aus dem Kapitel 5 sollten danach wahlweise ein,maximal aber zwei mathe-
matische Graphenalgorithmen ausgesucht werden,um die Funktionsweise der
Struktur des Graphen demonstrieren zu koénnen.

Die neu entwickelte Datenstruktur der Objekt-Graphen der Konzeptionen
CAK,EWK und DWK stand von vorneherein nicht in der hier vorgestellten Form
fest,sondern ergab sich erst nach und nach als Resultat aus den Unter-
richtserfahrungen.Ausfthrliche Erlauterungen dazu finden sich im Anhang F
I.

Ebenfalls im Anhang (F V) findet sich die Auswertung von Fragen zur Unter-
richtsreihe an die Schiiler.Als Resultat zeigt sich,dass die Beschaftigung
mit algorithmischer Graphentheorie unter Verwendung von objektorientierten
Datenstrukturen von den Schllern durchweg positiv beurteilt wird:

Herausgestellt wird die andere Art Mathematik zu betreiben,namlich groéfdten-
teils ohne Formeln und stattdessen mit Hilfe von Algorithmen,die interes-
santer und anschaulicher ist,weil sie mehr selbststdndiges eigenes Han-
deln ermdglicht.Durch den Demo-Modus koénnen die Algorithmen visualisiert
werden.Im ,normalen® Mathematikuntericht waren Graphen als Strukturierungs-
mittel oder gar Algorithmen auf Graphen den Schiiler wahrend der Schulzeit
nicht begegnet.Die Beschaftigung mit Graphen halt die Mehrzahl der Schiler
fir interessanter als die Lerninhalte des konventionellen Mathematikunter-
richts.

Mittels Graphen kénnen nach Schiilerantworten die mathematischen Beziehungen
zwischen Objekten besser abgebildet werden.Auch im Mathematikunterricht
sollten Graphen eingesetzt werden.Ein Vorteil ware,dass man die (mathemati-
schen) Eigenschaften besser versteht und beh&lt.Ein Teil der Schiler pla-
diert allerdings auch daflr,Graphen hauptsadchlich im Informatikunterricht
einzusetzen,weil sich dort mehr Zeit und Moglichkeiten fir die Programmie-
rung bietet.

Graphen werden auf Grund ihrer Struktur als Hilfsmittel gesehen,um Probleme
besser sichtbar zu machen und auf Grund dessen schneller zu einer Ldsung zu
kommen.Das objektorientierte Programmieren wird von den meisten Schilern
nicht schwerer empfunden als ein imperativer Programmierstil.Die meisten
Schiiler sind der Meinung,auch nach Abschluss der Unterrichtsreihe selbst-
standig neue unbekannte Graphenprobleme mit dem erworbenen RUstzeug ldsen
zu kénnen.Durch die Kopplung an geeignete Objekte werden die Graphenalgo-
rithmen als leichter empfunden.

Die objektorientierte Vorgabe der graphischen Oberflache wird mehrheitlich
als sehr vorteilhaft eingestuft,allerdings pladiert eine grofle Zahl wvon
Schlilern (ca. 50%) auch dafir zunachst mit einer textorientierten Version
des Programms Knotengraph zu starten,um die Struktur des Graphen von Grund
auf besser verstehen zu kénnen.

Die Entwicklung der Graphenstruktur aus der Listenstruktur wird von den
meisten Schller als leicht oder mittelschwer eingeschatzt,wenn gleich der
Umgang mit Listen,wie aus anderen Antworten auf Fragen hervorgeht,das Thema
ist,bei dem Schliler am ehesten Probleme hatten.Dagegen scheint die Program-
mierung von Algorithmen wie der Tiefensuche und davon abgeleitete Algorith-
men,das Suchen von Euler-und Hamiltonlinien und allgemein das Backtracking-
verfahren von keinem besonderen Schwierigkeitsgrad gewesen zu sein.Die mei-
sten Schiler trauen sich zu,diese Verfahren auch noch nach Abschluss der
Unterrichtsreihe zu beherrschen und sind der Meinung,dass allgemein die in
den Unterrichtsreihen vermittelten Kenntnisse auch noch nach dem Abitur fur
sie von Bedeutung und wichtig sind.

9. Zusamenf assung:

Die Ausflhrungen dieses Kapitels zeigen,dass das Programmsystem Knotengraph
methodisch-didaktisch unter drei Gesichtspunkten eingesetzt werden kann:

1)Als fertiges Programm zur Demonstration von Graphenalgorithmen mit Hilfe
des Demo-Modus oder Einzelschrittmodus.Auf diese Weise kdénnen experimentell
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Eigenschaften von Graphen erkannt und der Ablauf von Algorithmen nachvoll-
zogen bzw. neu entdeckt werden.

(Geeignet zum Einsatz im Mathematikunterricht oder an Stellen im Informa-
tikunterricht,in dem Algorithmen nur verbal ohne Programmierung von
Quellcode entdeckt oder beschrieben werden sollen.)

Konzeption:DWK (siehe Einleitung)

2)Als objektorientierte Entwicklungsumgebung fir die Erstellung wvon Algo-
rithmen der Graphentheorie,die schon alle Eigenschaften zur Verwaltung von
Graphen einschlieflich einer Benutzeroberflache zur Verfligung stellt,und in
der nur noch der eigentlich neue gewlnschte Algorithmus hinzugefliigt werden
muRR.Da alle grundlegenden Methoden schon vorhanden sind,kann man sich aus-
schlieflich auf die Umsetzung des mathematischen Verfahrens direkt in den
entsprechenden Quellcode konzentrieren.

(Geeignet zum Einsatz im Mathematik- und Informatikunterricht bei Vorhan-
densein von entsprechenden Kenntnissen objektorientierten Programmierens)
Konzeption:EWK (siehe Einleitung)

3)Als (nachzuvollziehendes) Muster fiUr den objektorientierten Aufbau eines
Graphen aus einer Listenstruktur zur Durchfihrung eines Programmierungspro-
jektes,das es zum Schluss gestattet,ausgewdhlte wichtige mathematische Al-
gorithmen =zu programmieren und auszufihren.Hierbei empfiehlt es sich,auf
eine graphische Darstellung des Graphen zu verzichten und textorientierte
Ausgaben zu verwenden,um den Umfang des Programms nicht zu grof oder un-
Ubersichtlich werden zu lassen.

(Geeignet zum Einsatz im Informatikunterricht und zum Erlernen objektorien-
tierten Programmierens)
Konzeption:CAK (siehe Einleitung)

Optimal ist es,eine Unterichtsreihe zu konzipieren,die wie im vorigen be-
schrieben alle drei Aspekte in der Reihenfolge 3,2 und 1 behandelt,da da-
durch ein vollkommener Einblick in die Verfahrensweisen der algorithmischen
Graphentheorie erreicht werden kann.
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C Ski zzen von Unterrichtsrei hen

In diesem dritten Teil C der vorliegenden Arbeit sollen Unterrichtsreihen
zu verschiedenen Themen der Graphentheorie skizziert werden,wie sie entwe-
der mit Hilfe des fertigen Programms Knotengraphs oder aber dessen Entwick-
lungsumgebung durchgefihrt werden kénnen (Konzeptionen DWK oder EWK, siehe
Einleitung) .

Die erste Option wird man wahlen,wenn es darum geht eine Unterrichtsreihe
zu ausgewahlten Themen der Graphentheorie ohne Benutzung einer Program-
miersprache unter umgangssprachlicher Beschreibung der Algorithmen z.B. im
Mathematikunterricht zu konzipieren und die zweite Mdglichkeit bei der
Umsetzung eines geeigneten objektorientierten Programmierungsprojekt im
Informatikunterricht (oder im Mathematikunterichts bei Vorhandensein ent-
sprechender Programmierkenntnisse der Schiiler),bei dem auch der Aspekt der
Entwicklung der entsprechenden Datenstrukturen sowie deren Codierung im
Vordergrund steht.

Jede Unterrichtsskizze besteht dabei aus ein oder mehreren EinfUhrungsaufa-
ben,an Hand derer das Losungsverfahren von den Schllern problemorientiert
erarbeitet werden kann,einer Verbalbeschreibung des Ldsungsalgorithmus so-
wie dessen Umsetzung und Codierung in eine objektorientierte Datenstruktur
mittels der Programmiersprache Delphi aufbauend auf den vorgegebenen Mog-
lichkeiten der Entwicklungsumgebung von Knotengraph (EWK),sowie einer Reihe
von Anwendungsaufgaben jeweils mit L&sungen,die der Ubung,Demonstration und
Vertiefung dienen sollen.Zur Begrundung des Lo6sungsverfahrens werden,wenn
nétig,die entsprechenden mathematischen Satze angeflhrt,zu denen (mei-
stens) schulgerechte Beweisskizzen angegeben werden.

Mit Hilfe der Einfihrungsaufgabe (n) werden zundchst Kern und Struktur der
graphentheoretischen Aufgabenstellung sichtbar gemacht,wobei oft wvon Pro-
blemstellungen der realen Erfahrungswelt ausgegangen wird und mittels eines
Modellierungsprozesses die wesentlichen Beziehungen und Zusammenhdnge auf
ein Graphenmodell abgebildet und reduziert werden.

Daran kann sich dann die Definition geeigneter Begriffe anschliefRen.

Entscheidet man sich fiUr den Einsatz des Programm Knotengraphs als fertiges
Werkzeug DWK z.B. im Mathematikunterricht,wird man den Demomodus benut -
zen,um den Ablauf des Ldsungsalgorithmus zu veranschaulichen bzw. um den
Verbalalgorithmus zu erarbeiten.

Beim Einsatz der Entwicklungsumgebung EWK als Ausgangspunkt fir ein Pro-
grammierungsprojekt verfolgt man dagegen eine andere Intention,ndmlich die
Umsetzung der Zusammenhdnge des Graphenmodells in eine objektorientierte
Struktur sowie die Erarbeitung und Anwendung allgemeiner Lo&sungsverfahren
wie z.B. des rekursiven Backtrackingprinzips.Dann wird man den Demomodus
erst nach der Erstellung des fertigen Programmcodes benutzen,um den progno-
stizierten Ablauf des algorithmischen Verfahrens =zu Dbestdtigen.In diesem
Fall wird man zunadchst versuchen die EinfUhrungsaufgabe manuell,d.h. mit-
tels eines auf Papier oder an die Tafel gezeichneten Graphen zu ldsen und
dabei ein allgemeines Verfahren sowie geeignete Datenstrukturen zu entwik-
keln.

Eine Md&glichkeit der objektorientierten Codierung (,wie sie auch jeweils in
dem fertigen Programm Knotengraph (DWK) realisiert ist,) zur Orientierung
bzw. als Vorgabebeispiel flr ein neu zu beginnendes Programmierungsprojekt,
schlie3t sich an die Verbalbeschreibung des grundlegenden Algorithmus in
den einzelnen Kapitel an.Man kann es in dieser Weise Ubernehmen oder aber
natlirlich auch nach eigenen Winschen entsprechend modifizieren.

Dabei wird in den Kapitel C II bis C XII jeweils fast der komplette

Quellcode des Projekt wiedergegeben,wobei die einzelnen Methoden um den
Kern des Algorithmus besser herauszustellen,lediglich um die
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Anweisungen,die den Demomodus und Abbruchmodus betreffen,geklirzt worden
sind.

(Der wirklich vollstadndige Quellcode kann dem Quelltextlisting im Anhang
entnommen werden.)

Das Kapitel C I enthdlt keinen Quellcode und die entsprechenden Aufgaben
kénnen schon mit Hilfe der Entwicklungsumgebung des Programms Knotengraph
(insbesondere dem Menl Eigenschaften) geldst werden.Die dort dargestellten
Aufgaben dienen zur Einflhrung in die Begriffe der Graphentheorie sowie zur
Eintbung der Bedienung der Entwicklungsumgebung.

Der Quellcode der Projektthemen der Kapitel C XII (Markovketten) als auch
C XIII/C IV (Minimale Kosten, Transportproblem, Optimales Matching, Chine-
sischer Brieftrédger) ist jeweils relativ umfangreich,so dass die Erstellung
eines solchen Programmierungsprojekts nur dann mdglich ist,wenn genug
Zeit,z.B. in einem Informatikleistungskurs zur Verfligung steht. Ansonsten
bietet sich bei der Thematik dieser Kapitel die Anwendung des Programms
Knotengraph als fertiges Werkzeug im Mathematikunterricht bei der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung (Kapitel C XII) oder aber als Fortfihrung und Ab-
rundung entsprechender Programmierungsprojekte der Kapitel C IX (Maximaler
NetzfluR) und C X (Maximales Matching) im Informatik- oder Mathematikunter-
richt zum Thema Operations Research an (DWK) .

Der Quellcode ist hier nur UberblicksmaRig angegeben,aber natlrlich wieder
komplett im Quelltextlisting des Anhangs (als Quelltext des fertigen Pro-
gramms Knotengraph) enthalten.

Das im Kapitel C XI dargestellte Verfahren nach Mason zur L&ésung eines 1i-
nearen Gleichungssystem mit Hilfe von Graphen ist die Grundlage fur die
Methode der Reduktion eines Markov-oder Signalfluf3graphen in Kapitel C XII.
Wegen der Anschaulichkeit und der Bedeutung des Themas fir den Mathema-
tikunterricht (lineare Algebra) ist es aber auch sinnvoll,sich nur auf die
Behandlung des Mason-Verfahrens zu beschranken,ohne auf Markov- oder Si-
gnalfluRgraphen einzugehen.

Kapitel C X kann als Fortsetzung von Kapitel C IX aufgefaf3t werden,so dass
eine Unterrichtsreihe zum Thema Maximaler Netzfluf auch das Thema Maximales
Matching behandeln oder aber zumindest einen Ausblick auf die Ermittlung
eines maximalen Matching im Spezialfall bipartiter Graph geben sollte.

Das Thema des Kapitels C VII (Endlicher Automat) kann eine Unterichtsreihe
theoretische Informatik =zum Thema Automatentheorie,Spracherkennung und
Grammatik von Sprachen sowie Berechenbarkeit erganzen und veranschaulichen.

Die Kapitel C IT und C III behandeln Pfade in Graphen und werden durch die
Inhalte des Kapitel C V Euler- und Hamiltonlinien erganzt.Die dargestellten
Unterrichtsreihen sind aber jeweils auch unabhdngig voneinander im Unter-
richt einzusetzen.

Die Kapitel C IV (Eulerbeziehung, ebene Graphen und Farbbarkeit) sowie C VI-
IT (Graphen als Relationen) und C VI (Graph als Netzplan) beinhalten je-
weils die Erdrterung und Ldsung interessanter Einzelthemen der Gra-
phentheorie und kénnen unabhangig von den anderen Kapiteln behandelt wer-
den.Das Erstellen von Netzpldnen gehdrt auch wiederum zum Gebiet Operations
Research.

Zusammenfassend gesagt,eignen sich gerade die in den Kapitel C II bis C XI
dargestellten Graphenprobleme besonders als Aufgabenstellung eines Pro-
grammierungsprojekts (z.B. in Grundkursen Informatik).

Bezliglich der Schwierigkeit und des Programmumfangs relativ einfache Pro-
jekte sind insbesondere die Programmierung von Pfadproblemen der Kapitel C
II,C III sowie C V sowie das Farbbarkeitsproblem in Kapitel C IV,die auch
von grundsatzlicher didaktischer Bedeutung sind,da sie einerseits die Be-
handlung der schon im herkémmmlichen Informatikunterricht enthaltenden
Baumalgorithmen ersetzen und/oder ausweiten sowie unter einem neuen
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Aspekt darstellen kénnen,als auch gestatten,so wichtige Algorithmen wie
den Tiefendurchlauf und das Backtrackingverfahren an Hand immer neuer &hn-
licher Beispiele einzulben.

Die Graphenprobleme der Kapitel C XII bis C XIV sind,wie schon erwahnt,
eher als Erganzung der Programmierungsprojekte der vorigen Kapitel unter
Einsatz des (fertigen) Programms Knotengraphs (und nur in besonderen Fallen
als Programmierungsprojekt s.o.) gedacht.

Auflerdem eignen sich in dieser Weise (insbesondere unter Verwendung des De-
momodus) alle Unterichtsreihen der Kapitel C I bis C XIV als Thema fur ei-
nen Mathematikunterricht,der ausgewahlte Probleme der Graphentheorie behan-
delt.

Detailierte Unterrichtsplane zu Einfihrungsstunden in verschiedene Unter-
richtssequenzen der Konzeptionen DWK und EWK mit didaktisch-methodischen
Bemerkungen finden sich im Anhang F IV.

Die Beispielgraphen zu den einzelnen Aufgaben sind auf der Installations-CD
vorhanden,werden beim Setup unter der Bezeichnung G00l.gra bis G100.gra in
ein Verzeichnis (Beisp) der Festplatte installiert und brauchen nicht sel-
ber erstellt zu werden.Auf diese Weise 1lafit sich die Lésung aller im fol-
genden aufgefihrten Anwendungsaufgaben unmittelbar nachvollziehen.
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C | Knoten,Kanten,Bdume.,Wege und Kompon enten

Dieses Kapitel ist stellt eine Einfihrung in die grundlegenden (als Kapi-
tellberschrift genannten) Begriffe der Graphentheorie dar und erlautert ih-
re Bedeutung an Hand von Beispielen und Aufgaben.Die Aufgaben sollten dabei
teilweise per Hand aber grdéfitenteils auch mit Hilfe des Programms Knoten-
graph geldst werden.Dabei ist stets (im Gegensatz zu den nachfolgenden Ka-
piteln) das (fertige) Programm Knotengraph als Denonstrations-Wrkzeug ein-
zusetzen, und es sind keine Programmierungsaufgaben zu ldsen.Die Aufgaben
koénnen deshalb auffer zur Verdeutlichung der grundlegenden Begriffe der Gra-
phentheorie auch dazu dienen,den Umgang mit der Benutzeroberflache Knoten-
graph zu Uben.Die Aufgaben brauchen nicht in der hier dargestellten Rei-
henfolge behandelt zu werden, sondern man kann auch nur eine einzelnen Auf-
gabe herausgreifen,um sie zwecks Veranschaulichung und Klarung eines oder
mehrerer Begriffe an den Beginn eines Programmierungsprojekts zu stel-
len.AuBerdem kénnen die dargestellten Aufgaben gut zur Einfthrung in die
Graphentheorie in einem rein mathematisch orientierten Kurs, ohne die Algo-
rithmen programmieren zu wollen,eingesetzt werden.

C Definition I.1:

Ein Graph G ist ein Tripel (K,A,R) mit einer nicht leeren Menge von Knoten
K,einer Menge von Kanten A und einer Relation RO AXKXKA,wobei jedes Ele-
ment aus A in der Relation R vorkommt.

Wenn (a,k;, k)0 R gilt,bezeichnet man k; und k, als die Knoten der Kante
a.Die Kante a 1ist dann inzident mit den Knoten k; und k,. Wenn k.=k,
gilt,heif’t a Schlinge.

Einer Kante a kann eine Durchlaufrichtung zugeordnet werde.Sie wird dann
als gerichtete Kante bezeichnet,sonst als ungerichtete Kante.Durch die
Durchlaufrichtung wird einer der beiden Knoten k; zum Ausgangsknoten und
der andere zum Zielknoten.

Ein Graph G heif3t ungerichtet,wenn seine Kanten nur aus ungerichteten Kan-
ten bestehen,und gerichtet,wenn seine Kanten aus gerichteten Kanten beste-
hen.

Zwei Kanten a; und a, mit (a;,ki,kz)0R und (a,,ki,k,;) R heifRen Parallelkanten.

Ein Graph heift schlicht,wenn er keine Parallelkanten oder Schlingen als
Kanten enthdlt.

Ein Knoten heift isoliert,wenn er keine mit ihm inzidenten Kanten besitzt.

Unter dem Grad eines Knoten versteht man bei einem ungerichteten Graph die
Anzahl der mit dem Knoten inzidenten Kanten und bei einem gerichteten Graph
die Anzahl der in der Richtung von dem Knoten auslaufenden gerichteten in-
zidenten Kanten vermindert um die Anzahl der in den Knoten einlaufenden ge-
richteten inzidenten Kanten.

Ein Knoten heif’t gerade bzw. ungerade,wenn der Knotengrad des Knotens gera-
de oder ungerade ist.

Ein schlichter Graph heift vollstandig,wenn mit je zweil verschiedenen Kno-
ten jeweils genau eine Verbindungskante inzident ist.

(Normalerweise wird im Unterricht zunachst keine formale Definition eines
Graphen bendétigt,da die Bedeutung von Knoten,Kanten usw. schon anschaulich
sofort klar ist.Eine Prazisierung der Begriffe sollte erst bei der Durch-
fihrung eines darauf aufbauenden Beweises erfolgen)

C Aufgabe 1.1 (Einstiegsproblem:

Erzeuge beliebige vollstandige Graphen (z.B: mit 2,3,4,5 Knoten).Ermittle
mit Hilfe des Menls Eigenschaften/Anzahl Kanten und Knoten des Programms
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Knot engraph jeweils die Kanten- und Knotenzahl und jeweils die Sunmme der
Grade der Knoten.

@01. gra

Vollstéandiger Graph g mit Knotenzahl 4

Knot enzahl : Kantenzahl: Summe Knot engrad:
k(g) =k a(g)=a s(g)=s
2 1 2
3 3 6
4 6 12
5 10 20
k(k-1)

Vermutete Formel: a =

2
Bewei s:

Von jedem Knoten flhren genau a-1 Kanten zu den Ubrigen Knoten des Gra-
phen,weil der Graph schlicht und vollstandig ist.

Dies ergibt k(k-1) Kanten,wobeil jede Kante doppelt gezahlt wird.
Aus der letzten Bemerkung ergibt sich fUr jeden Graphen:

C Satz |.1:

In jedem ungerichteten Graphen ist die Summe der Knotengrade gleich der
doppelten Kantenzahl.

C Auf gabe 1. 2a:

Bel einem Treffen begrifRen sich diejenigen Personen per Handschlag,die sich
gegenseitig kennen.

Die Personen werden durch Knoten,die Handschldge durch Kanten dargestellt.

Zeichne einige Begriufungsgraphen und ermittle,wieviel Personen jeweils ei-
ner ungeraden Zahl von Personen die Hand reicht.
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G002.gra

B,C,E,G,H und I Dbegriflen eine ungerade Personenzahl.Das sind 6 (gerade
Zahl) Personen.

Losung (Ausgabe bei Anwahl des Menlis Eigenschaften/Knoten zeigen):
A Koordinaten: X=207 Y=138 Knotengrad (gerichtet/ungerichtet): 0/2 Typ:
B Koordinaten: X=175 Y=202 Knotengrad (gerichtet/ungerichtet): 0/3 Typ:
C Koordinaten: X=186 Y=290 Knotengrad (gerichtet/ungerichtet): 0/5 Typ:
D Koordinaten: X=313 Y=183 Knotengrad (gerichtet/ungerichtet): 0/6 Typ:
E Koordinaten: X=312 Y=275 Knotengrad (gerichtet/ungerichtet): 0/3 Typ:
F Koordinaten: X=354 Y=95 Knotengrad (gerichtet/ungerichtet): 0/2 Typ:
G Koordinaten: X=391 Y=238 Knotengrad (gerichtet/ungerichtet): 0/5 Typ:
H Koordinaten: X=364 Y=343 Knotengrad (gerichtet/ungerichtet): 0/3 Typ:
| Koordinaten: X=244 Y=349 Knotengrad (gerichtet/ungerichtet): 0/3 Typ:

C Satz 1.2:
In einem Graphen ist die Anzahl der ungeraden Knoten eine gerade Zahl.
Beweis:

Die Summe der Knotengrade ist nach I.1 eine gerade Zahl.Nimmt man die gera-
den Knoten aus dieser Summe heraus,so ergibt sich,dass die Summe der Kno-
tengrade der ungeraden Knoten eine gerade Zahl ist.Damit eine Summe von un-
geraden Zahlen gerade ist,muf’ die Anzahl der Summanden gerade sein.

Weiteres Anwendungsbeispiel zu Satz I.2:

C Aufgabe 1.2b:

Gegeben ist die Menge M=[R;3;5;7;9;14;15;25;300.Stelle die Relation ,ist
teilbar durch"“ bzw. ,ist Vielfaches von"“ durch eine Kante zwischen den Zah-
len als Knoten dar.Wieviele Zahlen haben eine ungerade Zahl wvon Teilern
bzw. Vielfachen?
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G003.gra

Tei | bar kei ts-/ Vi el fachengr aph

Die Zahlen 3;5;7;9;25;30 (Anzahl 6 d.h. gerade Zahl) haben eine ungerade
Zahl von Teilern.

Losung (Ausgabe bei Anwahl des Meniis Eigenschaften/Knoten zeigen):

2 Koordinaten: X=200 Y=113 Knotengrad (gerichtet/ungerichtet): 0/2 Typ:
3 Koordinaten: X=305 Y=67 Knotengrad (gerichtet/ungerichtet): 0/3 Typ:

5 Koordinaten: X=196 Y=214 Knotengrad (gerichtet/ungerichtet): 0/3 Typ:
7 Koordinaten: X=309 Y=143 Knotengrad (gerichtet/ungerichtet): 0/1 Typ:
14 Koordinaten: X=318 Y=212 Knotengrad (gerichtet/ungerichtet): 0/2 Typ:
15 Koordinaten: X=264 Y=251 Knotengrad (gerichtet/ungerichtet): 0/2 Typ:
9 Koordinaten: X=407 Y=96 Knotengrad (gerichtet/ungerichtet): 0/1 Typ:
25 Koordinaten: X=174 Y=276 Knotengrad (gerichtet/ungerichtet): 0/1 Typ:
30 Koordinaten: X=104 Y=134 Knotengrad (gerichtet/ungerichtet): 0/3 Typ:

C Definition 1.2:

Es seien x und y zweili Knoten des Graphen G.Auflerdem seien n Kanten a; mit
1<i<n und n Knoten k; mit 1<i<n vorgegeben. Die Kante a; sei jeweils inzident
mit k;.; und k; fur 2<i<n-1.Die Kante a; sei inzident mit x und k;.Die Kante
an, sei inzident mit k, und y.

Dann heiRt (a;,as..,an) ein x mit y verbindender Kantenzug oder Walk.Der Walk
heit Weg bzw. Pfad,wenn alle Knoten der Mengen [k;k 1;..;ka] und
[(kKi;..;kn;yl jeweils paarweise verschieden sind. (Bez. auch: (x,kl..,kn,y))

Der Walk oder Weg ist gerichtet bzw. ungerichtet,je nachdem die Kanten gerichtet
bzw. ungerichtet sind.Ein Weg heift Kreis,wenn x=y ist.

Falls gerichtet,kann der Walk oder Weg von x nach y durchlaufen werden.

Ein Graph heif3t zusammenhdngend,wenn zwischen je zwei beliebigen Knoten des
Graphen ein Kantenzug existiert.
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Ein Teilgraph eines Graphen G=(X,A,R) ist ein Graph G’'=(K’,A’,R’) mit
K'0Ox;2a'0a;R'0OR.
Ein maximaler Teilgraph von G bezlUglich der Anzahl der Knotenmenge K’ , mit

der Eigenschaft,dass zwischen jedem Knoten in K’ zu jedem anderen Knoten
ein diese Knoten verbindender Kantenzug existiert,heifft Komponente von G.

Eine Kante heift Brlcke,wenn beim L&éschen der Kante aus dem Graphen,der
Graph in eine gréfere Komponentenzahl zerfallt.

C Aufgabe 1.2c:

Ermittle jeweils alle BrlUcken im Graph der Aufgabe C I.2b G003.gra.Hat der
Graph Kreise?Wenn ja mit welcher kleinsten und gréBten Knotenzahl?

Losung Briicken (Ausgabe bei Anwahl des Menlis Eigenschaften/Anzahl Briicken):
230

214

39

525

714

Gesamt: 5 Briicken

L6sung Kreise (Ausgabe bei Anwahl des Meniis Eigenschaften/Kreise sowie Pf a-
de/Alle Kreise bei Wahl des Startknoten 3):

Ungerichteter Graph:
Kreis mit kleinster Kantenzahl(>2):
Kantenzahl: 4

Kreis mit grof3ter Kantenzahl(>2):

Kantenzahl: 4
3155 30 3 Summe: 4.000 Produkt: 1.000
3305 15 3 Summe: 4.000 Produkt: 1.000

003. gra
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C Aufgabe 1.3 (Einstiegsproblem zu Baumen,Gerlisten,Durchlaufverfahren):

Gegeben ist die Menge M=[A;G;I;M;0;P;R[, deren Elemente (Buchstaben) jeweils
flir Namen stehen sollen.Die Namen sollen auf Karteikarten notiert sein,die
geordnet hintereinander stehen.Die Ordnung kann durch folgenden Graph (ge-
ordnete lineare Liste) dargestellt werden:

Um zu entscheiden,ob ein bestimmtes Listenelement in der Liste enthalten
ist,wird die Liste von links nach rechts durchsucht.

Bei jedem Element wird dabei ein Vergleich durchgefihrt.

a)Wieviele Vergleiche sind durchschnittlich zum Finden eines bestimmten
Elements notwendig,wenn die Suche beim Knoten A begonnen wird.?

Die Anordnung wird veradndert und durch die folgenden Graphen darge-
stellt.Wieviel durchschnittliche Vergleiche sind jetzt notwendig,wenn je-
weils die Suche beim Knoten M begonnen wird,und die Ordnung der Elemente im
linken und rechten Teilgraphen durch eine entsprechende Abfrage berlcksich-
tigt wird?

b)

G0004a.gra Inorder
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Losung:

Knoten: Anzahl: Anzahl Vergleiche: Gesamtvergleiche:
a) A 1 1 1
G 1 2 2
I 1 3 3
M 1 4 4
O 1 5 5
P 1 6 6
R 1 7 7
b) M 1 1 1
1,0 2 2 4
G,P 2 3 6
A,R 2 4 8
c) M 1 1 1
G,P 2 2 4
A,I,O,R 4 3 12

Durchschnittliche Vergleichszahl:

a) (1+243+4+5+6+7) :7 = 4
b) (1+44+6+8) :7= 2,71
c) (1+4+412) :7= 2,43

Ergebnis:

Der bei c¢) verwendete Graph (Suchbaum) hat den Vorteil,dass er die kleinste
durchschnittliche Anzahl von Vergleichen zum Finden eines bestimmten Ele-
ments bendtigt.

Zusatzaufgabe:

Problemorientierter Einstieg zu den Durchlaufordnungen in einem Baum:

d)Lade jeweils die Graphen G004a.gra bis G004c.gra in das Programm Knote n-
graph und tberprife mittels der Menus Pfade/AllePfade/Inorder (GO004a.gra)

und Pfade/TieferBaum/Postorder (G004b.gra) oder /Preorder (G004c.gra) die
Reihenfolge des Suchlaufs unter Einschaltung des Demo-Modus.(Diese Aufgabe
kann zur problemorientierten Erarbeitung der Durchlaufordnungen durch Ve r-

gleich der Verfahren dienen.)
Beobachtung bzw. Anzeige im Ausgabefenster:

M G A Summe: 2.000 Produkt: 1.000
M G Summe: 1.000 Produkt: 1.000
M G | Summe: 2.000 Produkt: 1.000
M Summe: 0.000 Produkt: 0.000

M P O Summe: 2.000 Produkt: 1.000
M P Summe: 1.000 Produkt: 1.000
M P R Summe: 2.000 Produkt: 1.000

R I A Summe: 2.000 Produkt: 1.000
R 1 G Summe: 2.000 Produkt: 1.000
R | Summe: 1.000 Produkt: 1.000

R P M Summe: 2.000 Produkt: 1.000
R P O Summe: 2.000 Produkt: 1.000
R P Summe: 1.000 Produkt: 1.000

R Summe: 0.000 Produkt: 0.000
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A Summe: 0.000 Produkt: 0.000

A G Summe: 1.000 Produkt: 1.000
A G | Summe: 2.000 Produkt: 1.000
A G M Summe: 2.000 Produkt: 1.000
A O Summe: 1.000 Produkt: 1.000
A O P Summe: 2.000 Produkt: 1.000
A O R Summe: 2.000 Produkt: 1.000

d)Lésungen und Ergebnisse der Beobachtungen:

Der Baum ist in Inorder-Suchreihenfolge aufgebaut,d.h. ein Suchvorgang,der
bei der Wurzel M beginnt,besucht jeweils den linken Kinderknoten vor dem
Elternknoten und danach den rechten Kinderknoten.

Dabei enthalt jeweils der linke Teilbaum die kleineren Knotenwerte (Buch-
staben) ,so dass ein entsprechender Suchalgorithmus gerade die alphabetische
Reihenfolge liefert.

Ein Preorder-Suchlauf besucht gerade die Elternknoten vor den Kinderknoten
und ein Postorder-Durchlauf die Kinderknoten vor den Elternknoten.

Die Inorder-Reihenfolge ist nur speziell bei Bindrbdumen und nicht bei all-
gemeinen Graphenbdumen sinnvoll,da hier mehr als zweil Kinderknoten exi-
stieren konnen.

Dagegen behalten die Postorder-und Preorderfolge auch flir Nicht-Bindrbaume
(also fir Gerlste (s.u.) in allgemeinen Graphen) ihre Bedeutung.

Der Baum mit derselben alphabetischen Ausgabe wie oben in Postorder- und
Preorder-Suchlauffolge:

(Das Ergebnis der obigen Berechnung der durchschnittlich notwendigen Ver-
gleichszahl bleibt dabei unverandert.)

G004b.gra Postorder

GO004c.gra Preorder

Die Einstiegsaufgabe gibt Anlass zu folgender Definition:

C Definition 1.3:

Ein zusammenhdngender Graph ohne Kreise heift Baum.

Knoten mit dem Grad 1 heiffen die Randknoten des Baums.
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Ein Baum heifft gerichtet,wenn er ein gerichteter Graph ist.
Ein gerichteter Baum heif3t Wurzelbaum,wenn gilt:

Es gibt genau einen Knoten,die Wurzel,von dem nur Kanten ausgehen.Alle an-
deren Knoten besitzen genau eine einlaufende Kante.Die Knoten,die keine
ausgehenden Kanten besitzen,heifflen Blatter (dies sind die Randknoten),bdie
anderen Knoten heifRen innere Knoten.Die Richtung der Kanten ist stets die
Richtung wvon der Wurzel zum den Blattern.

Haben alle inneren Knoten des Baums und die Wurzel stets genau zwei ausge-
hende Kanten,heift der Baum Bindrbaum.

Sind die Knoteninhalte so geordnet,dass im linken Teilbaum (Teilgraph zu
dem die 1linke ausgehende Kante fuhrt) eines Bindrbaums die Knoteninhalte
kleiner bzw. kleiner-gleich (nach einer vorgegebenen Ordnung) als der Wur-
zelinhalt und der Wurzelinhalt wiederum kleiner ist als die Inhalte im
rechten Teilbaum (Teilgraph zu dem die rechte ausgehende Kante fihrt)
sind, so heift der Bindrbaum (gemdfs Inorder) geordnet.

Sind jeweils bei die Knoteninhalte bei einem Wurzelbaum (nach einer vorge-
gebenen Ordnung) so geordnet,dass jeweils die Inhalte der Knoten eines
Teilbaums kleiner/grdfRer (bzw. kleiner-gleich/grdRer-gleich) als der Inhalt
von dessen Wurzel ist,heift der Baum nach Preorder/Postorder geordnet.

C Auf gabe 1. 4:

Erstelle mit dem Programm Knotengraph verschiedene Baume (ungerichtete
Baume, Wurzelbdume usw.) und lasse jeweils die Knoten- und Kantenzahl anzei-
gen.

Ergebnis z.B. flr die obigen Baume G004a.gra bis G004c.gra:
Knotenzahl:7 Kantenzahl:6

C Satz 1.3:

In einem Baum ist stets k-a=1.

(k:Knotenzahl, a:Kantenzahl)

Bewei s:

durch vollstadndige Induktion:

Induktionsanfang: Ein Baum mit 2 Knoten hat genau eine Verbindungskante.
Induktionsschritt:

Entfernt man aus dem vorgegebenen Graph einen Randknoten, so verringert sich
definitionsgemdf? die Kantenzahl um Eins und die Knotenzahl um Eins. In dem
verbleibenden Baum gilt k’-a’=1 nach Induktionsvoraussetzung.Da k=k’+1 und
a=a’+1 gilt als auch k-a=1.

Jeder Baum muf? stets mindestens einen Randknoten besitzen,da sonst ein Weg
(ohne Rlcksicht auf die Richtung der Kanten) bei einem minimalen Knotengrad
von 2 unbegrenzt fortgesetzt werden kdénnte.

C Auf gabe 1.5:

Erstelle mit dem Programm Knotengraph mindestens 3 verschiedene zusammen-
hangende Graphen und erstelle durch das Ment Pfade/Minimales Gerlst des
Graphen einen Baum innerhalb des Graphen.

Bestimme jeweils die Anzahl der Kanten,die zum Graphen,aber nicht zum Baum
gehodren.

Versuche jeweils auch andere Baume als Teilgraphen zu finden,die alle Kno-
ten des urspringlichen Graphen enthalten und stelle die Knoten- und Kanten-
zahl fest.
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Losung:

G0005.gra

Ergebnis:

Im erstellten Graph sind die zu entfernenden Kanten: 1;6;8;10;13, also 5
Kanten.Knoten:6 Kanten:10

Tabelle:

Anzahl Knoten k: Anzahl Kanten a: Anzahl Lésch-Kanten 1:
6 10 5
8 12 3
4 6 1

Ergebnis der Tabelle: 1l=a-k+1

C Satz |.4:

Jeder zusammenhdngende schlichte Graph,der kein Baum ist,kann durch Entfer-
nen von Kanten auf einen Baum (Gerlst des Graphen genannt) reduziert wer-
den.Es missen dazu stets genau l=a-k+1 Kanten entfernt werden.

Beweis:

Nach Satz I.3 hat ein Baum mit k Knoten k-1 Kanten.Also mUssen a-(k-1) = a-
k+1 = 1 Kanten geldscht werden.

Bemerkung:

Ob ein Graph ein Baum ist,kann mittels des Menlis Eigenschaften/Kreise durch
Uberpriifung der Existenz von Kreisen bestimmt werden.

C Definition 1.4:

Jeder Baum,der aus einem zusammenhdngenden Graphen durch Ldschen von f=a-
k+1 Kanten entsteht und daher alle Knoten des Graphen enthdlt,heifft ein Ge-
rlist des Graphen.
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Es ergeben sich nun die Fragen,wie man einen Baum in einem vorgegebenen
Graphen konstruieren und einen Baum durchsuchen kann.Diese Fragen werden

im né&chsten Abschnitt behandelt.
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C Il Suchverfahren in Graphen,Baum-und Pfadalgorithmen,Kreise ,Gerliste

Dieses Kapitel und das nachfolgende stellt eine grof’e Zahl von Pfad,Baum-
und Suchalgorithmen in Graphen dar.Ausgangspunkt ist dabei der Algorithmus
Erzeugen eines TiefenBaums in einem Graphen.Durch kleinere Anderungen die-
ses Grundalgorithmus lassen sich dann leicht die Verfahren Erzeugen Aller
Pfade zu den Ubrigen Knoten des Graphen von einem Knoten als Startknoten
aus,Erzeugen aller Kreise von einem Startknoten aus und Erzeugen aller mi-
nimaler Pfade zu den Ubrigen Knoten des Graphen von einem Startknoten aus
bestimmen.AuRRerdem liefert der TiefeBaumdurchlauf sofort auch die Anzahl
der von einem Startknoten erreichbaren Zielknoten.

Der TiefeBaumdurchlauf gibt Anlaf? auch die andere Methode einen Baum zu
durchlaufen,ndmlich den BreitenBaumdurchlauf zu besprechen.Sowohl Tiefer-
als auch BreiterBaumdurchlauf erzeugen innerhalb eines beliebigen Graphen
von einem Startknoten als Wurzel aus Baume,d.h. Gerlste des Graphen.Die
Frage nach einem minimalen Gerlst bei einem Kanten-bewerteten Graphen be-
antwortet dann schlieRflich der Algorithmus von Kruskal.

So ergibt sich zwanglos von der inneren Problematik des Stoffes her ein ge-
schlossener Unterrichtsgang,der z.B. an die Stelle der Dbisher dUblichen
(ausschlieRlichen) Behandlung von Bindrbdumen im Informatikunterricht tre-
ten koénnte.Dabei lassen sich die bisher hauptsachlich betrachteten Algo-
rithmen Inorder-Durchlauf und Bindres Suchen als Spezialfalle des Suchens
aller Pfade in einem Baum bzw. des minimalen Pfades zwischen zwei Knoten
problemlos einbeziehen (siehe am Ende dieses Kapitels).

Beil Zeitknappheit koénnte dabei eventuell der BreiteBaumdurchlauf ent-
fallen.Bei einem groferen bemessenen zeitlichen Rahmen kénnte zum Vergleich
mit dem auf der Tiefensuche beruhende Algorithmus Minimale Pfade das we-
sentlich effizientere Verfahren zur Bestimmung von minimalen Pfaden von ei-
nem Startknoten aus von Dijkstra besprochen werden und sich dann der Algo-
rithmus Minimaler Pfad (nach Dijkstra) zwischen zwel Knoten anschlie-
Ren.Diese Algorithmen sind das Thema des nachsten Kapitels.

Der Quellcode der Algorithmen dieses Kapitels ist in der Unit UPfad zu fin-
den,die die im Unterricht (in Auswahl) zu besprechenden Methoden demon-
strieren soll.Einige Methoden befinden sich noch einmal zusatzlich in der
Unit UGraph,weil sie von anderen Methoden der Unit UInhgrph zu deren Aus-
fihrung bendtigt werden.

Ein Unterrichtsgang nach der Mathode DWK wird die im folgenden beschriebe-
nen Quellcodes der Algorithmen auslassen und den Demo-Modus des Programms
Knotengraph benutzen,um die Algorithmen an Hand von geeigneten Graphen z.B.
an Hand der Aufgaben C II.1 bis C II.5 und ahnlichen Aufgaben problem-
orientiert zu erarbeiten und darzustellen.Danach sollte das Verfahren gemafd
dem in den einzelnen Abschnitten jeweils vorgegebenen Muster der verbalen
Beschreibung allgemein erlautert,systematisiert und danach mittels weiterer
Aufgaben von den Schiilern eingelibt werden.Aufler den in diesen Aufgaben ge-
nannten Graphen koénnen fast alle der 100 Graphen G00l.gra bis G100.gra des
Ubungsverzeichnisses als Beispiele benutzt werden.

Grundlage der Suchverfahren in Graphen ist ein (vorzugebender) Markierungs-
algorithmus,der folgende Gestalt hat:

Ver bal e Beschrei bung:

a)Markiere den Startknoten.

b)Solange noch Kanten von markierten zu unmarkierten Knoten existie-
ren,wadhle eine solche Kante und markiere den unmarkierten Knoten.

Die Suchverfahren unterscheiden sich in der Weise,wie die Kanten ausgewahlt
werden.Da kein markierter Knoten zweimal besucht wird,entsteht auf diese
Weise bei einem zusammenh&ngenden Graph ein Suchbaum.Bei mehreren Komponen-
ten entstehen mehrere Baume d.h. ein Wald.
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C Aufgabe Il.1a (Einstiegsproblem):

Erstelle mittels des Programms Knotengraph Menll Pfade/Tiefer Baum zu dem
Baum von Aufgabe I.3 c¢) (G004a.gra) mit dem Knoten M als Startknoten die
tiefen Baumpfade in Postorder- und Preorder-Folge.Bestimme mit Hilfe des
Demomodus sowie der Ergebnisse im Ausgabefenster in welcher Reihenfolge die
Knoten besucht werden.Versuche den Algorithmus allgemein und detailiert =zu
beschreiben. (Falls die Aufgabe C I 3 des vorigen Kapitels behandelt wur-
de,kann bei der Konzeption EWK diese Aufgabe auch zur manuellen Bearbei-
tung,d.h. ohne Einsatz des Programms Knotengraph gestellt werden,wobei die
Knotenfolge schriftlich notiert werden sollte.)

Lésung:

Postorder:

M G A Summe: 2.000 Produkt: 1.000
M G | Summe: 2.000 Produkt: 1.000
M G Summe: 1.000 Produkt: 1.000
M P O Summe: 2.000 Produkt: 1.000
M P R Summe: 2.000 Produkt: 1.000
M P Summe: 1.000 Produkt: 1.000
M Summe: 0.000 Produkt: 0.000
Preorder:

M Summe: 0.000 Produkt: 0.000

M G Summe: 1.000 Produkt: 1.000
M G A Summe: 2.000 Produkt: 1.000
M G | Summe: 2.000 Produkt: 1.000
M P Summe: 1.000 Produkt: 1.000
M P O Summe: 2.000 Produkt: 1.000
M P R Summe: 2.000 Produkt: 1.000

Beobachtung und problemorientierte Erarbeitung: Insbesondere durch den Ver-
gleich der beiden Verfahren k&énnen Schiiler selbstdndig erkennen,dass bei
Postorder die Teilbdume vor deren Wurzelknoten und bei Postorder gerade die
Wurzeln vor den Teilbdumen besucht werden.Als weiteres Beispiel kann noch
Aufgabe II 1 b (s.u.) benutzt werden,um das Verfahren an Hand eines Gra-
phen,der kein Baum ist,zu veranschaulichen.Das Verfahren wird anschliefend
verbal systematisiert:

Die Tiefensuche:

Ver bal e Beschrei bung des Al gorithnus:

Bei der Tiefensuche wird versucht,die am weiltesten vom Startknoten entfern-
ten Knoten zuerst zu besuchen.Daher wird, sobald ein Knoten besucht und mar-
kiert wurde,direkt nach der (in der Kantenfolge) ersten von diesem Knoten
wieder auslaufenden Kante gesucht,um elnen noch welter entfernt
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befindlichen Knoten als Zielknoten dieser Kante aufsuchen und markieren zu
kénnen.Erst wenn sich keine Kanten mehr finden lassen,die von einem besuch-
ten Knoten ausgehen (Randknoten) oder alle mdéglichen Zielknoten dieses Kno-
tens schon markiert wurden,werden die (in der Kantenfolge) nachsten Kanten
(und Zielknoten) des als letztes markierten Knoten berlicksichtigt.

Bel der Preorder-Reihenfolge werden gemdfs dem oben genannten Markierungsal-
gorithmus jeweils die Inhalte der in der zeitlichen Reihenfolge zuerst be-
suchten und markierten Knoten vor den Knoten(-Inhalten) des danach markier-
ten Teilbaums (Teilgraphs) ausgegeben.

Bei der Postorder-Reihenfolge werden jeweils die Inhalte der Knoten jedes
Teilbaums vor dem Knoten(-Inhalt) des Knotens,von dem der Teilbaum aus-
geht, ausgegeben. (Die Inorder-Reihenfolge hat nur bei Graphen,die als Binar-
baume aufgefafdit werden koénnen,einen Sinn.Ein entsprechende Methode wird am
Ende dieses Kapitels beschrieben.)

Algorithmus Alle tiefen Baumpfade von einem Knoten aus erzeugen

(Unit UPfad und UG aph)

Der folgende Algorithmus erzeugt von einem Startknoten ausgehend alle Pfade
(unter Berlcksichtigung der Kantenrichtungen bei einem gerichteten Graphen)
eines tiefen Baumdurchlaufs wahlweise in Preorder oder Postorder-
Reihenfolge,wobei bei einem wungerichteten Graph stets ein Gerlst ent-
steht,bei einem gerichteten Graphen jedoch nicht alle Knoten vom Startkno-
ten aus durch Wege erreichbar sein missen.

procedure TPfadknoten.ErzeugeTiefeBaumPfade (Preorder:Boolean) ;
var Index:Integer;

MomentaneKantenliste:TKantenliste;

P:TGraph;

procedure GehezuNachbarknoten (Kno:TKnoten;Ka:TKante) ;
var Ob:TObject;
Index:Integer;
begin
if not Ka.Zielknoten (Kno) .Besucht then
begin
Ka.Pfadrichtung:=Ka.Zielknoten (Kno) ;
MomentaneKantenliste.AmEndeanfuegen (Ka) ;
if Preorder then Pfadliste.AmEndeanfuegen (MomentaneKantenliste.Kopie.Graph) ;
Ka.Zielknoten (Kno) .Besucht:=true;
if not Ka.Zielknoten (Kno) .AusgehendeKantenliste.Leer then
for Index:=0 to Ka.Zielknoten (Kno) .AusgehendeKantenliste.Anzahl-1 do
GehezuNachbarknoten (Ka.Zielknoten (Kno) ,Ka.Zielknoten (Kno) .AusgehendeKantenliste.
Kante (Index) ) ;

N o0 W

if not Preorder then 8)
Pfadliste.AmEndeanfuegen (MomentaneKantenliste.Kopie.Graph) ;
MomentaneKantenliste.AmEndeloeschen (Ob) ; 9)
end;
end;
begin
MomentaneKantenliste:=TKantenliste.Create; 1)

Graph.Pfadlistenloeschen;
Graph.LoescheKnotenbesucht;
Besucht:=true;
if not AusgehendeKantenliste.Leer then
for Index:=0 to AusgehendeKantenliste.Anzahl-1 do
GehezuNachbarknoten (self, AusgehendeKantenliste.Kante (Index)) ; 2)
MomentaneKantenliste.Free;
MomentaneKantenliste:=nil;
P:=TGraph.Create;
P.Knotenliste.AmEndeanfuegen (self) ;
if Preorder 10)
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then
Pfadliste.AmAnfanganfuegen (P)
else
Pfadliste.AmEndeanfuegen (P) ;
end;

Erlauterung des Algorithmus:

Nachdem bei 1) als Initialisierung alle Pfadlisten geldscht sowie alle Be-
sucht-Markierungen zurlickgesetzt wurden,der Startknoten als besucht mar-
kiert wurde und eine leere Kantenliste als Zwischenspeicher des momentanen
Pfades initialisiert wurde,wird fir alle vom Startknoten ausgehenden Kanten
die rekursive Procedure GehezuallenNachbarknoten mit der momentanen Kante
und dem Startknoten als Parameter bei 2) aufgerufen.

In dieser Procedure wird zunachst bei 3) die Pfadrichtung in der die Kante
durchlaufen wurde auf den Zielknoten hin gesetzt,was insbesondere fir unge-
richtete Graphen von Bedeutung ist.Bei 4) wird die Kante in den momentanen
Pfad durch Anfligen an die MomentanePfadliste aufgenommen.Vor dem erneuten
rekursiven Aufruf der Procedure bei 7) mit dem neuen Knoten als Ausgangs-
knoten und der nachsten Kante,wird bei 6) der neue Knoten (d.h. der Ziel-
knoten der Kante) als besucht markiert,und falls die Preorder-Suchfolge ge-
wahlt wurde,wird der komplette bisherige Suchpfad bei 5) als Graphkopie am
Ende an die Pfadliste des Startknotens angefligt.Bei der Postorder-
Suchfolge geschieht dies bei RlUckkehr aus der Rekursion an der Stelle 8),so
dafR dieser Pfad erst nach den Pfaden zu den Knoten des Teilbaums eingefligt
wird.

Bei 9) wird auf dem Rickweg die letzte Kante aus dem Pfad wieder entfernt.

Bei 10) wird schlieRlich noch ein Graph,der nur aus dem Startknoten be-
steht,in die Pfadliste eingeflgt.

So erstellt der Algorithmus eine Pfadliste aus sa&mtlichen tiefen Baumpfaden
als Graphen geordnet in der Reihenfolge Preorder oder Postorder im Start-
knoten.

Die Ausgabe der Pfade kann dann gemaf der Methode TPfadgraph. AlleTiefen-
BaumPfadevoneinemKnotenzeigen in der Unit UPfad folgendermaflen durchge-
fihrt werden:

procedure TPfadgraph.AlletiefenBaumpfadevoneinemKnotenbestimmen (X,Y:Integer;
Ausgabe:TLabel;var SListe:TStringList;Flaeche:TCanvas) ;
var Kno:TPfadknoten;

begin
if not Leer then
begin
if FindezuKoordinatendenKnoten (X,Y,TInhaltsknoten (Kno))=false 11)
then
Kno:=TPfadknoten (Anfangsknoten) ;
if MessageDlg('Durchlaufordnung Postorder? (ansonsten Preorder!)', 12)
mtConfirmation, [mbYes, mbNo], 0) = mrYes
then 13)
Kno.ErzeugetiefeBaumpfade (false)
else

Kno.ErzeugetiefeBaumpfade (true) ;
if Kno.Pfadliste.Leer
then
ShowMessage ('Keine Pfade!')
else
Kno.AnzeigePfadliste (Flaeche, Ausgabe, SListe, true, true) ; 14)
end;
Pfadlistenloeschen;
end;

Bei 11) wird zundchst ein in der N&he der Koordinaten X und Y eines Maus-
klickpunkts befindlicher Knoten Kno ausgesucht oder falls nicht wvorhanden
der Anfangsknoten der Graph-Knotenliste ausgewahlt.Nach Auswahl von Preor-
der bzw. Postorder bei 12) werden bei 13) die entsprechenden Baumpfade des
Knotens erzeugt.

Durch 14) wird die gesamte Pfadliste des Knoten durchlaufen und die Pfade
der Pfadliste rot markiert auf der Objektflache Flaeche (Paintbox.Canvasg)
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gezeichnet.Die Knotenfolgen der Pfade werden unter BerlUcksichtigung von
Pfadrichtung, Pfadsumme und Pfadprodukt bestimmt und im Label Ausgabe (Aus-
gabel) angezeigt.AuRerdem werden der Stringliste SListe die Eintrage aus
Knotenfolge, Pfadsumme und Pfadprodukt der Pfade als Listeneintrag hinzu-
gefligt.

Falls die Pfade nicht als Pfadlisten gespeichert sondern die Pfade direkt
gezeichnet werden sollen,kdénnen die Zeilen 5) bzw. 9) durch die Methode
Graphzeichen ersetzt werden,die einen Graph(pfad) zundchst markiert zeich-
net,eine Demopause einlegt und dann die Markierung des Graphen(-pfads) wie-
der entfernt:

z.B:

if {not} preorder

then
TPfadgraph (MomentaneKantenliste.Graph) .Graphzeichnen (Flaeche, Ausgabe, Bewertung, Sliste,
TPfadgraph (self.Graph) .Demo, TPfadgraph (self.Graph) . Pausenzeit,
TPfadgraph (self.Graph) .Kantengenauigkeit) ;

Dadurch wird auch die Methode
AlletiefenBaumpfadevoneinemKnotenbestimmen (etwas) vereinfacht.

Die beiden vereinfachten Methoden sind im folgenden dargestellt:

(Unit UPfad)

procedure TPfadknoten.ErzeugeTiefeBaumPfadeeinfach (Preorder:Boolean;Flaeche:TCanvas;
Ausgabe:TLabel;var SListe:TStringlist);
var Index:Integer;

MomentaneKantenliste:TKantenliste;

procedure GehezuNachbarknoten (Kno:TKnoten;Ka:TKante) ;
label Endproc;
var Ob:TObject;
Index:Integer;
begin
if Graph.Abbruch then goto Endproc;
if not Ka.Zielknoten (Kno) .Besucht then
begin
Ka.Pfadrichtung:=Ka.Zielknoten (Kno) ;
MomentaneKantenliste.AmEndeanfuegen (Ka) ;
if preorder
then
TPfadgraph (MomentaneKantenliste.Graph) .Graphzeichnen (Flaeche, Ausgabe, Bewertung, Sliste,
TPfadgraph (Graph) .Demo, TPfadgraph (Graph) . Pausenzeit,
TPfadgraph (Graph) . Kantengenauigkeit) ;
Ka.Zielknoten (Kno) .Besucht:=true;
if not Ka.Zielknoten (Kno) .AusgehendeKantenliste.Leer then
for Index:=0 to Ka.Zielknoten (Kno) .AusgehendeKantenliste.Anzahl-1 do
GehezuNachbarknoten (Ka.Zielknoten (Kno) ,Ka.Zielknoten (Kno) .AusgehendeKantenliste.
Kante (Index) ) ;
if not preorder
then
TPfadgraph (MomentaneKantenliste.Graph) .Graphzeichnen (Flaeche, Ausgabe, Bewertung, Sliste,
TPfadgraph (Graph) .Demo, TPfadgraph (Graph) . Pausenzeit,
TPfadgraph (Graph) . Kantengenauigkeit) ;
MomentaneKantenliste.AmEndeloeschen (Ob) ;
end;
Endproc:
end;

begin

if Preorder then

begin
Knotenzeichnen (Flaeche, TPfadgraph (Graph) .Demo, TPfadgraph (Graph) . Pausenzeit) ;
SListe.Add (' '+Wert) ;

end;

MomentaneKantenliste:=TKantenliste.Create;

Graph.LoescheKnotenbesucht;

Besucht:=true;

if not AusgehendeKantenliste.Leer then

for Index:=0 to AusgehendeKantenliste.Anzahl-1 do
GehezuNachbarknoten (AusgehendeKantenliste.Kante (Index)) ;

MomentaneKantenliste.Free;

MomentaneKnatenliste:=nil;

if not Preorder then
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begin
Knotenzeichnen (Flaeche, TPfadgraph (self.Graph) .Demo, TPfadgraph (self.Graph) . Pausenzeit) ;
SListe.Add (' '+self.Wert);
end;
end;

procedure TPfadgraph.AlletiefenBaumpfadevoneinemKnotenbestimmeneinfach (X,Y:Integer;
Ausgabe:TLabel;var SListe:TStringList;Flaeche:TCanvas) ;
var Kno:TPfadknoten;

begin
if not Leer then
begin
if FindezuKoordinatendenKnoten (X,Y,TInhaltsknoten (Kno))=false
then

Kno:=TPfadknoten (Anfangsknoten) ;
if MessageDlg('Durchlaufordnung Postorder? (ansonsten Preorder!)',

mtConfirmation, [mbYes, mbNo], 0) = mrYes
then
Kno.ErzeugetiefeBaumpfadeeinfach (false, Flaeche, Ausgabe, SListe)
else
Kno.ErzeugetiefeBaumpfadeeinfach (true, Flaeche, Ausgabe, SListe) ;
end;

end;

Diese Vereinfachung der Methode durch sofortiges Zeichnen kann in gleicher
Weise auch noch angewendet werden bei den Algorithmen Alle Pfade erzeu-
gen,Alle Kreise erzeugen,Alle minimalen Pfade erzeugen und Alle weiten
Baumpfade erzeugen.Der Nachteil liegt einerseits darin,dass die Pfade einer
evtl. weiteren Anwendung nicht mehr zur Verfligung stehen,und dass der letz-
te erzeugte Pfad nicht mehr als Bild auf der Zeichenoberflache nach Ende
des Algorithmus erhalten bleibt.

Im Menli Tiefer Baum wird die Methode AlletiefenBaumpfadevoneinemKnoten
bestimmen durch die folgenden Zeilen mittels des Letzten Mausklickknotens
als Startknoten aufgerufen:

GraphH:=Graph.InhaltskopiedesGraphen (TPfadgraph, TPfadknoten, TInhaltskante, false) ;

with GraphH.LetzterMausklickknoten do

TPfad-

Graph (GraphH) .AlletiefenBaumpfadevoneinemKnotenbestimmen (X, Y, Bewertung, Ausgabel, true,Sliste, Pa
intbox.Canvas) ;

Der Aufruf der Ubrigen in diesem und den folgenden Kapitel enthaltenden
Methoden erfolgt in der gleichen Weise.Deshalb wird darauf im weiteren
nicht mehr ndher eingegangen.

Zur Vorbereitung des Algorithmus sollte das Verfahren mehrfach zuvor per
Hand an Hand geeigneter Graphen gelbt werden.Zur Kontrolle kdénnen dann die
Pfade mit Hilfe des MenUs Pfade/Tiefer Baum und dem Ausgabefenster des Pro-
gramms Knotengraph ausgegeben werden (entweder nach Programmierung des Ver-
fahrens mittels der Enwicklungsumgebung oder durch Benutzung des fertigen
Programms) .

Bemerkung:

Auf der Tiefensuche beruht auch das topologische Sortieren in Paragraph VI-
IT.

C Aufgabe I1. 1b:

Erstelle (per Hand) zu den Baumen von Aufgabe I.2 a) und I.5 flir jeweils
alle Knoten des Graphen als Startknoten die tiefen Baumpfade in Preorder-
und Postorder-Folge (Startknoten A bzw. a).

Kontrolliere jeweils die Ergebnisse mit Hilfe von Knotengraph. (durch Pro-
grammierung des Verfahrens mittels der Entwicklungsumgebung bzw. bei Benut-
zung des fertigen Programms mit dem MenG Pfade/Tiefer Baum.Bei Verwendung
der letzteren Option kann diese Aufgabe auch zur problemorientierten Erar-
beitung des Algorithmus mittels des Demomodus dienen.)

168



L6ésung fur 1.2 a),1.5 (G002.gra,G0005.gra nur fur Knoten A bzw. a) :

G0002.gra (Startknoten A):

Preorder:

A Summe: 0.000 Produkt: 0.000

A B Summe: 1.000 Produkt: 1.000

A B D Summe: 2.000 Produkt: 1.000

A B D C Summe: 3.000 Produkt: 1.000

A B D C H Summe: 4.000 Produkt: 1.000

A B D CH G Summe: 5.000 Produkt: 1.000
ABD CHG E Summe: 6.000 Produkt: 1.000
ABDCHGF Summe: 6.000 Produkt: 1.000
ABDCHG I Summe: 6.000 Produkt: 1.000

Postorder (Startknoten A):

ABD CHG E Summe: 6.000 Produkt: 1.000
ABDCHGF Summe: 6.000 Produkt: 1.000
ABDCHG I Summe: 6.000 Produkt: 1.000
A B D CH G Summe: 5.000 Produkt: 1.000
A B D C H Summe: 4.000 Produkt: 1.000

A B D C Summe: 3.000 Produkt: 1.000

A B D Summe: 2.000 Produkt: 1.000

A B Summe: 1.000 Produkt: 1.000

A Summe: 0.000 Produkt: 0.000

GO0005.gra (Startknoten a):

Preorder(Startknoten a):

a Summe: 0.0 Produkt: 0.0

a d Summe: 1.0 Produkt: 1.0

ad c Summe: 2.0 Produkt: 1.0
adcb Summe: 3.0 Produkt: 1.0
adcbe Summe: 4.0 Produkt: 1.0
adf Summe: 2.0 Produkt: 1.0

Postorder:(Startknoten a)
adcbe Summe: 4.0 Produkt: 1.0
adcb Summe: 3.0 Produkt: 1.0
ad c Summe: 2.0 Produkt: 1.0
adf Summe: 2.0 Produkt: 1.0

a d Summe: 1.0 Produkt: 1.0

a Summe: 0.0 Produkt: 0.0
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Algorithmus Anzahl der Zielknoten von einem Knoten aus bestimmen

(Unit UPfad und UGraph)

function TPfadknoten.AnzahlPfadZielknoten: Integer;

begin
Graph.Pfadlistenloeschen;
ErzeugeTiefeBaumpfade (true) ;
AnzahlPfadZielknoten:=Pfadliste.Anzahl-1;

end;

Verbale Beschreibung und Erlauterung des Algorithmus:

Die Tiefensuche kann schliefflich auch noch dazu benutzt werden,um die An-
zahl der wvom Startknoten auf Pfaden bzw. Wegen erreichbaren Zielknoten zu
bestimmen,was insbesondere flUr gerichtete Graphen von Interesse ist.Die An-
zahl der Pfade in der Pfadliste des Startknotens entspricht né&mlich einfach
der Anzahl der Zielknoten.

C Aufgabe Il.1c:

Bestimme zu dem Baum von Aufgabe I.3 c¢) mit dem Knoten M als Startknoten
die Anzahl der Zielknoten mit Hilfe des MenUs Pfade/Anzahl Zielknoten von
Programm Knotengraph (bzw. mit einem selbst erstellten Algorithmus mittels
der Entwicklungsumgebung) .

Lésung: Anzahl: 6

Algorithmus Alle Pfade von einem Knoten aus erzeugen

(Unit UPfad und UGraph)

Erlauterung des Algorithmus:

Wenn man in der Procedure GehezuallenNachbarknoten nach dem rekursiven Auf-
ruf dieser Procedure durch sich selbst bei 7) die Besucht-Markierung des
Zielknotens durch die zusdtzliche Zeile Ka.Zielknoten (Kno) .Besucht:= false
wieder 1ldscht und auRerdem z.B. nur die Preorder-Suche zuldRt, indem man
die Anweisungen zu 8) flUr die Postorder-Suche entfernt,erhdlt man einen
Algorithmus,der alle Pfade eines Graphen durchlduft,und die Pfade in der
Pfadliste des Startknotens als auch die zu den einzelnen Knoten flUhrenden
Pfade in den Pfadlisten der Knoten abspeichert.Es ist hier sinnvoll die An-
weisung 10) =zu entfernen,da nur die Pfade und nicht noch zusdtzlich der
Startknoten ausgegeben werden soll.

Der Algorithmus ist im folgenden wiedergegeben.Die zusadtzlich eingefligte
Anweisung ist mit (*****) markiert.

procedure TPfadknoten.ErzeugeallePfade;
var Index:Integer;
MomentaneKantenliste:TKantenliste;

procedure GehezuallenNachbarknoten (Kno:TKnoten;Ka:TKante) ;
var Ob:TObject;
Index:Integer;
begin
if not Ka.Zielknoten (Kno) .besucht then
begin
Ka.Pfadrichtung:=Ka.Zielknoten (Kno) ;
MomentaneKantenliste.AmEndeanfuegen (Ka) ;
Pfadliste.AmEndeanfuegen (MomentaneKantenliste.Kopie.Graph) ; 5)
Ka.Zielknoten (Kno) .Besucht:=true;
if not Ka.Zielknoten (Kno) .AusgehendeKantenliste.Leer then
for Index:= 0 to Ka.Zielknoten (Kno) .AusgehendeKantenliste.Anzahl-1 do
GehezuallenNachbarknoten (Ka.Zielknoten (Kno) ,Ka.Zielknoten (Kno) .
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AusgehendeKantenliste.Kante (Index)) ;
MomentaneKantenliste.AmEndeloeschen (Ob) ;
Ka.Zielknoten (Kno) .Besucht:=false; (HHK*xx)
end;
end;

begin
MomentaneKantenliste:=TKantenliste.Create;
Graph.Pfadlistenloeschen;
Graph.LoescheKnotenbesucht;
Besucht:=true;
if not AusgehendeKantenliste.Leer then

for Index:=0 to AusgehendeKantenliste.Anzahl-1 do
GehezuallenNachbarknoten (self,AusgehendeKantenliste.Kante (Index)) ;

MomentaneKantenliste.Free;
MomentaneKnatenliste:=nil;

end;

Ver bal e Beschrei bung:

Der TiefeBaum-Durchlauf wird in Preorder-Folge durchgefihrt und die Be-
sucht-Markierung der besuchten Knoten werden auf dem Rickweg wieder ge-
léscht.Bei manuellem Vorgehen wird jeder Pfad beim Erreichen eines neuen
Knoten Uber eine Auswahlkante schriftlich notiert.

Die Ausgabe der Pfade kann dann wie oben bei der Ausgabe der tiefen
Baumpfade erfolgen: (dargestellt in der Methode AllePfadevonKnotenzeigen
in der Unit UPfad.)

procedure TPfadgraph.AllePfadevoneinemKnotenbestimmen (X,Y:Integer;
Ausgabe:TLabel;var SListe:TStringList;Flaeche:TCanvas) ;
var Kno:TPfadknoten;
begin
if not Leer then
begin
if FindezuKoordinatendenKnoten (X,Y,TInhaltsknoten (Kno))=false then
Kno:=TPfadknoten (Anfangsknoten) ;
Kno.ErzeugeallePfade;
if Kno.Pfadliste.Leer
then
ShowMessage ('Keine Pfade!')
else
Kno.AnzeigePfadliste (Flaeche, Ausgabe, SListe, true, true) ;
end;
self.Pfadlistenloeschen;
end;

Es gilt wieder:

Falls die Pfade nicht als Pfadlisten gespeichert sondern die Pfade direkt
gezeichnet werden sollen,kann die Zeile 5) noch zusdtzlich wieder durch An-
weisungen zur Zeichnung der momentanen Kantenliste ersetzt werden:

z.B:

TPfadgraph (MomentaneKantenliste.Graph) .Graphzeichnen (Flaeche, Ausgabe, Bewertung, Sliste,
TPfadgraph (Graph) .Demo, TPfadgraph (Graph) . Pausenzeit,
TPfadgraph (self.Graph) .Kantengenauigkeit) ;

oder als Einzelbefehlsfolge:

TObject (T) : =MomentaneKantenliste.Graph.Kopie;
T.FaerbeGraph (clred, psdot) ;
T.ZeichneGraph (Flaeche) ;

(Die entsprechenden Parameter mlssen natlrlich dazu der Methode ErzeugeAl-
lePfade hinzugeflgt werden:vgl. die Methode ErzeugeTiefeBaumpfadeeinfach)
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Algorithmus Alle Pfade und minimalen Pfad zwischen zwei Kn 0-
ten erzeugen

(Unit UPfad)

Ver bal e Beschrei bung:

Verandert man die Methode TPfadknoten.ErzeugeAllePfade bzw. den entspre-
chenden Algorithmus in der Weise,dass nur die Pfade der Momentanen-
Kantenliste in die Pfadliste des Startknotens eingefiigt (bzw. bei manuellem
Vorgehen notiert) werden,die als Endknoten einen vorgegebenen Zielknoten
ZKno des Graphen haben,erhdlt man ein Verfahren zur Bestimmung aller Pfade
zwischen zwei Knoten.Wird dann noch zusatzlich bei der Einfligung dieser
Pfade der jeweils kleinste Pfad (bezliglich der Summe der Kanten) als Kan-
tenliste Minlist gespeichert (bzw. bei manuellem Vorgehen ausgewahlt), er-
h&lt man ein Verfahren zur Bestimmung des Abstandes zweier Knoten:

C Aufgabe 11.1d:

Bestimme zu dem Graph GO00l.gra von Aufgabe C I 1 (per Hand) alle Pfade vom
Knoten A aus.Kontrolliere das Ergebnis mit Hilfe wvon Knotengraph. (durch
Programmierung des Verfahrens mittels der Entwicklungsumgebung bzw. durch
Benutzung des fertigen Programms mittels des Ments Pfade/Alle Pfade.Bei
Verwendung der letzteren Option kann diese Aufgabe auch zur problemorien-
tierten Erarbeitung des Algorithmus mittels des Demomodus dienen.)

Losung:

A B Summe: 1.000 Produkt: 1.000

A B D Summe: 2.000 Produkt: 1.000
A B D C Summe: 3.000 Produkt: 1.000
A B C Summe: 2.000 Produkt: 1.000
A B C D Summe: 3.000 Produkt: 1.000
A C Summe: 1.000 Produkt: 1.000

A C B Summe: 2.000 Produkt: 1.000
A C B D Summe: 3.000 Produkt: 1.000
A C D Summe: 2.000 Produkt: 1.000
A C D B Summe: 3.000 Produkt: 1.000
A D Summe: 1.000 Produkt: 1.000

A D B Summe: 2.000 Produkt: 1.000
A D B C Summe: 3.000 Produkt: 1.000
A D C Summe: 2.000 Produkt: 1.000
A D C B Summe: 3.000 Produkt: 1.000

Erlauterung des Algorithmus:

Die eben beschrieben Anderungen sind wieder mittels (*) und (**) gekenn-
zeichnet:

procedure TPfadKnoten.ErzeugeAllePfadeundMinimalenPfad (ZKno:TPfadKnoten;
var Minlist:TKantenliste) ;
var Index:Integer;

MomentaneKantenliste:TKantenliste;

procedure GehezuallenNachbarknoten (Kno:TKnoten;Ka:TKante) ;
var Ob:TObject;
Index:Integer;
begin
if not Ka.Zielknoten (Kno) .Besucht then
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begin
Ka.Pfadrichtung:=Ka.Zielknoten (Kno) ;
MomentaneKantenliste.AmEndeanfuegen (Ka) ;

if Ka.Zielknoten (Kno)= ZKno then (*)
begin

Pfadliste.AmEndeanfuegen (MomentaneKantenliste.Kopie.Graph) ;

if (MomentaneKantenliste.WertsummederElemente (Bewertung) < (**)

Minlist.WertsummederElemente (Bewertung)) then
Minlist:=MomentaneKantenliste.Kopie;

end;

Ka.Zielknoten (Kno) .Besucht:=true;

if not Ka.Zielknoten (Kno) .AusgehendeKantenliste.Leer then

for Index:= 0 to Ka.Zielknoten (Kno) .AusgehendeKantenliste.Anzahl-1 do

GehezuallenNachbarknoten (Ka.Zielknoten (Kno) ,Ka.Zielknoten (Kno) .
AusgehendeKantenliste.Kante (Index)) ;

MomentaneKantenliste.AmEndeloeschen (Ob) ;

Ka.Zielknoten (Kno) .Besucht:=false;

end;
end;

begin
MomentaneKantenliste:=TKantenliste.Create;
Graph.Pfadlistenloeschen;
Graph.LoescheKnotenbesucht;
Besucht:=true;
if not AusgehendeKantenliste.Leer then

for Index:=0 to AusgehendeKantenliste.Anzahl-1 do
GehezuallenNachbarknoten (self,AusgehendeKantenliste.Kante (Index)) ;

MomentaneKantenliste.Free;
MomentaneKantenliste:=nil;

end;

Die Methode wird aufgerufen durch die folgende Methode,wobei als Minlist
die gesamte (maximal grof’e) Kantenliste des Graphen Ubergeben wird:

function TPfadgraph.AllePfadeundminimalenPfadzwischenzweikKnotenbestimmen (X,Y:Integer;
Ausgabe:TLabel;var SListe:TStringList;Flaeche:TCanvas) :Boolean;
var Knol,Kno2:TPfadknoten;
Gefunden:Boolean;
Minlist:TKantenliste;
begin
result:=false;
if self.ZweiKnotenauswaehlen (X,Y,TInhaltsknoten (Knol), TInhaltsknoten (Kno2) ,h Gefunden)
and Gefunden
then
begin
Ausgabe.Caption:='Berechnung lauft..
Minlist:=Kantenliste.Kopie;
Knol.ErzeugeAllePfadeundMinimalenPfad (Kno2,Minlist) ;
result:=true;
if Knol.Pfadliste.Leer then
begin
Ausgabe.Caption:='";
Ausgabe.Refresh;
ShowMessage ('Keine Pfade zwischen den Knoten');
end
else
Kno.AnzeigePfadliste (Flaeche, Ausgabe, SListe, true, true) ;
if not Minlist.leer then
begin
TInhaltsgraph (Minlist.UGraph) .FaerbeGraph (clred, psdot) ;
TInhaltsgraph (Minlist.UGraph) . ZeichneGraph (Flaeche) ;
Ausgabe.caption:='Minimaler
Pfad:'+Minlist.UGraph.InhaltallerKnoten (ErzeugeKnotenstring)
+' Summe: '+
RundeZahltostring (Minlist.UGraph.Kantensumme (Bewertung) , Kantengenauigkeit) ;
Messagebeep (0) ;
Pause (2000) ;
Ausgabe.Refresh;
end;
SListe.Add (Ausgabe.Caption) ;
Ausgabe.Caption:="'";
Ausgabe.Refresh;
end
else
result:=false;
end;

Der Algorithmus hat den Vorteil,dass er durch leichte Anderungen aus dem
Verfahren TPfadknoten.ErzeugeAllepfade zu gewinnen ist,jedoch den Nachteil
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durch Untersuchung aller Pfade nicht besonders effizient zu sein.Ein besse-
res Verfahren ist die Benutzung des Algorithmus nach Dijkstra.Eine entspre-
chende Methode wird im Abschnitt III Alle Pfade sowie minimaler Pfad zwi-
schen zwei Knoten beschrieben.Diese Verfahren werden dann auch durch die
entsprechenden Algorithmen des Programms Knotengraph benutzt,wahrend die
eben beschriebene Methoden zwar in der Unit UPfad vorhanden sind,aber nicht
weiter angewendet werden.

Sie sind aber z.B. als Klausuraufgabe als Erweiterung des Algorithmus Alle-
Pfade bestimmen sehr geeignet.

C Aufgabe Il.1e:

Bestimme zu dem Graph G00l.gra von Aufgabe C I 1 per Hand alle Pfade und
den minimalen Pfad zwischen den Knoten A und D.Kontrolliere das Ergebnis
mit Hilfe von Knotengraph. (durch Programmierung des Verfahrens mittels der
Entwicklungsumgebung bzw. durch Benutzung des fertigen Programms mittels
des MenUs Pfade/Alle Pfade zwischen zwei Knoten und Abstand von zweil Kno-
ten,ersteres mit und letzteres ohne Demomodus.Diese Aufgabe kann auch zur
problemorientierten Erarbeitung des Algorithmus Alle Pfade zwischen zwei
Knoten mittels des Demo-Modus dienen.Geeignet sind auch die Graphen
G002.gra und GO005.gra)

Ldsung:

Alle Pfade:

A B D Summe: 2.000 Produkt: 1.000
A B C D Summe: 3.000 Produkt: 1.000
A C B D Summe: 3.000 Produkt: 1.000
A C D Summe: 2.000 Produkt: 1.000
A D Summe: 1.000 Produkt: 1.000

Minimaler Pfad:

A D Summe: 1.000

Durch weitere kleinere Veranderungen des Quellcodes der Methode TPfadkno-
ten.ErzeugeallePfade kénnen nun auch alle durch den Knoten verlaufenden
Kreise ermittelt werden:

Algorithmus Alle Kreise durch Knoten erzeugen

(Unit UPfad und UGraph)

procedure TPfadknoten.ErzeugeKreise;
var Index:Integer;
MomentaneKantenliste:TKantenliste;

procedure GehezudenNachbarknoten (Kno:TKnoten;Ka:TKante) ;
var Ob:TObject;
Index:Integer;

begin
if not Ka.KanteistSchlinge then
if not Ka.Zielknoten (Kno) .besucht (*)
then
begin

Ka.Pfadrichtung:=Ka.Zielknoten (Kno) ;
MomentaneKantenliste.AmEndeanfuegen (Ka) ;
Ka.Zielknoten (Kno) .Besucht:=true;
if not Ka.Zielknoten (Kno) .AusgehendeKantenliste.Leer then

for Index:=0 to Ka.Zielknoten (Kno) .AusgehendeKantenliste.Anzahl-1 do
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GehezudenNachbarknoten (Ka.Zielknoten (Kno) ,Ka.Zielknoten (Kno) .
AusgehendeKantenliste.Kante (Index)) ;
MomentaneKantenliste.AmEndeloeschen (Ob) ;
Ka.Zielknoten (Kno) .Besucht:=false;
end
else (**)
if (Ka.Zielknoten (Kno)=self) and
(Ka<>MomentaneKantenliste.Kante (MomentaneKantenliste.Letztes)) then
begin
Ka.Pfadrichtung:=Ka.Zielknoten (Kno) ;
MomentaneKantenliste.AmEndeanfuegen (Ka) ;

Pfadliste.AmEndeanfuegen (MomentaneKantenliste.Kopie.Graph) ; (***)
MomentaneKantenliste.AmEndeloeschen (Ob) ;
end;
end;
begin

MomentaneKantenliste:=TKantenliste.Create;
Graph.Pfadlistenloeschen;
Graph.LoescheKnotenbesucht;
Besucht:=true;
if not AusgehendeKantenliste.Leer then
for Index:=0 to AusgehendeKantenliste.Anzahl-1 do
GehezudenNachbarknoten (self, AusgehendeKantenliste.Kante (Index)) ;
MomentaneKantenliste.Free;
MomentaneKantenliste:=nil;
end;

Erlauterung des Algorithmus:

Der Unterschied zum Algorithmus ErzeugeallePfade besteht darin,dass jetzt
die Bedingung

if not Ka.Zielknoten (Kno) .Istbesucht Dbei (*)
auBer dem then-Teil einen zusatzlichen else-Teil bei (**)

erhdlt,in dem jeweils zusatzlich abgefragt,ob der Zielknoten gleich dem
Startknoten ist und ob der Pfad,der zum Zielknoten fuhrt nicht nur aus ei-
ner Kante besteht.Wenn diese Bedingung erftillt ist,wird jetzt der Momenta-
nePfad,der dann ein Kreis ist,d.h.

die MomentaneKantenliste in die Pfadliste des Startknoten bei (***)
eingeflgt.

Diese Anweisung kann natlrlich wieder,wenn die Pfade nicht gespeichert wer-
den sollen, wie oben durch folgende Anweisungen ersetzt werden:

z.B.:
TPfadgraph (MomentaneKantenliste.Graph) .Graphzeichnen (Flaeche, Ausgabe, Bewertung, Sliste,

TPfadgraph (self.Graph) .Demo, TPfadgraph (self.Graph) . Pausenzeit,
TPfadgraph (self.Graph) .Kantengenauigkeit) ;

bzw. als Einzelanweisungen:
TObject (T) : =MomentaneKantenliste.Graph.Kopie;

T.FaerbeGraph (clred, psdot) ;
T.ZeichneGraph (Flaeche) ;

(Die entsprechenden Parameter missen natlrlich dazu der Methode Erzeuge-
Kreise hinzugefiigt werden: vgl. Methode ErzeugeTiefeBaumpfadeeinfach)

Ver bal e Beschrei bung:

Der Algorithmus Erzeuge alle Pfade wird duchgefthrt,wobei nach der Bestim-
mung des jeweiligen Zielknotens abgefragt wird,ob der Zielknoten der Start-
knoten ist und schon ein Pfad der Lange grdRer als zwei Kanten durchlaufen
wurde.Bei manueller Durchfihrung werden dann nur diese Pfade notiert.
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Die Ausgabe der Pfade bei Quellcodeerstellung kann dann analog wie oben bei
der Ausgabe des Algorithmus AllePfade mittels der Methode TPfadgraph. -
AlleKreisevoneinemKnotenbestimmen in der Unit UPfad erfolgen.

Diese Methode 1ist bis auf den Aufruf Kno.ErzeugeallePfade,der durch
Kno.ErzeugeKreise ersetzt wird,identisch mit der oben angegebenen Me-
thode und wird hier deshalb nicht noch einmal aufgefithrt.

Eine vereinfachte Version der Methode ErzeugeKreise ist die Function
TKnoten.KnotenistKreisknoten in der Unit UGraph,die lediglich testet,ob
durch einen Knoten ein Kreis verlduft und nach dem ersten Kreis,der

durch den Knoten verlauft, sucht.Wenn dieser gefunden ist,bricht der Algo-
rithmus ab.Wenn kein Kreis gefunden wurde wird false zurlckgegeben
sonst true.

Algorithmus KnotenistKreisknoten

(' unit UPfad und UGraph)

function TKnoten.KnotenistKreisknoten:Boolean;

label Endproc;

var Index:Integer;
MomentaneKantenliste:TKantenliste;
Gefunden:Boolean;

procedure GehezudenNachbarknoten (Kno:TKnoten;Ka:TKante) ;
label Ende;
var Ob:TObject;
Index:Integer;
begin
if Gefunden then goto Ende; (HHKkk)
if not Ka.KanteistSchlinge then
if not Ka.Zielknoten (Kno) .Besucht then
begin
Ka.Pfadrichtung:=Ka.Zielknoten (Kno) ;
MomentaneKantenliste.AmEndeanfuegen (Ka) ;
Ka.Zielknoten (Kno) .Besucht:=true;
if not Ka.Zielknoten (Kno) .AusgehendeKantenliste.Leer then
for Index:=0 to Ka.Zielknoten (Kno) .AusgehendeKantenliste.Anzahl-1 do
GehezudenNachbarknoten (Ka.Zielknoten (Kno) ,Ka.Zielknoten (Kno) .
AusgehendeKantenliste.Kante (Index)) ;
MomentaneKantenliste.AmEndeloeschen (Ob) ;
Ka.Zielknoten (Kno) .Besucht:=false;
end
else
if (Ka.Zielknoten (Kno)=self) and
(Ka<>MomentaneKantenliste.Kante (MomentaneKantenliste.Letztes))
then
Gefunden:=true;
Ende:
end;

begin
Gefunden:=false;
MomentaneKantenliste:=TKantenliste.Create;
Graph.Pfadlistenloeschen;
Graph.LoescheKnotenbesucht;
Besucht:=true;
if not {Startknoten.}AusgehendeKantenliste.Leer then
for Index:=0 to {Startknoten.}AusgehendeKantenliste.Anzahl-1 do
begin
GehezudenNachbarknoten (self, {Startknoten. }JAusgehendeKantenliste.Kante (Index)) ;
if Gefunden then goto Endproc;
end;
Endproc:
MomentaneKantenliste.Free;
MomentaneKantenliste:=nil;
KnotenistKreisknoten:=Gefunden;
end;

Erlauterung des Algorithmus:

Durch die Zeile (****) wird der Ablauf vorzeitig beendet,wenn ein Kreis
gefunden wurde.
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Schliefflich kann durch Untersuchung aller Knoten des Graphen noch getestet
werden,ob insgesamt im Graphen ein Kreis vorhanden ist:

Algorithmus GraphhatKreise

(Unit UPfad und UGraph)

function TGraph.GraphhatKreise:Boolean;
label Endproc;
var Index:Integer;
Gefunden:Boolean;
begin
Gefunden:=false;
if not Knotenliste.Leer then
for Index:=0 to Knotenliste.Anzahl-1 do
begin
Gefunden:=Knotenliste.Knoten (Index) .KnotenistKreisknoten;
if Gefunden then goto Endproc;
end;
Endproc:
GraphhatKreise:=Gefunden;
end;

Ver bal e Beschrei bung (Graphhat Krei se und Krei sknot en):

Wenn irgendein Knoten Startknoten eines Kreises ist,ist der Knoten ein
Kreisknoten,und der Graph enthdlt einen Kreis.

C* Aufgabe Il.2:

Suche in dem folgenden Graphen nach dem oben beschriebenen Algorithmus (per
Hand) alle Kreise,die durch den Knoten A verlaufen,an.Kontrolliere das Er-
gebnis mit Hilfe von Knotengraph. (durch Programmierung des Verfahrens mit
der Entwicklungsumgebung bzw. durch Benutzung des fertigen Programms Kno-
tengraph mittels des Menlis Pfade/Alle Kreise.Bei Verwendung der letzteren
Option kann diese Aufgabe auch zur problemorientierten Erarbeitung der Al-
gorithmen mittels des Demomodus dienen.)

Losung:

A B D A Summe: 3.000 Produkt: 1.000

A B D F A Summe: 4.000 Produkt: 1.000

A B C E D A Summe: 5.000 Produkt: 1.000
A B CED F A Summe: 6.000 Produkt: 1.000
A B C D A Summe: 4.000 Produkt: 1.000

A B CDF A Summe: 5.000 Produkt: 1.000
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Schliefflich kann die Methode TKnoten.ErzeugeallePfade auch noch zusatzlich
so verandert werden,dass alle minimalen Pfade die von einem Knoten aus zu

Summe: 3.000 Produkt: 1.000

A Surmme: 4.000 Produkt: 1.000

B A Summe: 5.000 Produkt: 1.000
Summe: 3.000 Produkt: 1.000
Summe: 3.000 Produkt: 1.000

A Surmme: 4.000 Produkt: 1.000

B A Summe: 5.000 Produkt: 1.000
C B A Sunme: 6.000 Produkt: 1.000
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den anderen Knoten des Graphen verlaufen,bestimmt werden kdénnen:

(Eine andere,schnellere Implementation nach Dijkstra wird im ndchsten Kapi-

tel beschrieben.)

Al gorithnmus Alle m ninmal en Pfade von ei nem Knoten erzeugen

(Unit UPfad und UG aph)

procedure TPfadKnoten.ErzeugeminimalePfade;
var Index,Indexl:Integer;

HilfKantenliste:TKantenliste;
MomentaneKantenliste:TKantenliste;

procedure GehezuallenNachbarn (Kno:TKnoten;Ka:TKante) ;
var Ob:TObject;
Index:Integer;
begin
if not Ka.Zielknoten (Kno) .Besucht then
begin
Ka.Pfadrichtung:=Ka.Zielknoten (Kno) ;
MomentaneKantenliste.AmEndeanfuegen (Ka) ;
Ka.Zielknoten (Kno) .Pfadliste.AmEndeanfuegen (MomentaneKantenliste.Kopie.UGraph) ;
Ka.Zielknoten (Kno) .Besucht:=true;
if not Ka.Zielknoten (Kno) .AusgehendeKantenliste.Leer then
for Index:=0 to Ka.Zielknoten (Kno) .AusgehendeKantenliste.Anzahl-1 do
GehezuallenNachbarn (Ka.Zielknoten (Kno) ,Ka.Zielknoten (Kno) .
AusgehendeKantenliste.Kante (Index)) ;
MomentaneKantenliste.AmEndeloeschen (Ob) ;
Ka.Zielknoten (Kno) .Besucht:=false;
end;
end;

begin

MomentaneKantenliste:=TKantenliste.Create;
Graph.Pfadlistenloeschen;
Graph.LoescheKnotenbesucht ;
Besucht:=true;
if not AusgehendeKantenliste.Leer then
for Indexl:=0 to AusgehendeKantenliste.Anzahl-1 do
GehezuallenNachbarn (self, AusgehendeKantenliste.Kante (Indexl1)) ;
LoeschePfad;
if not Graph.Knotenliste.Leer then
for Index:= 0 to Graph.Knotenliste.Anzahl-1 do
begin
if Graph.Knotenliste.Knoten (Index)<>self then
if not Graph.Knotenliste.Knoten (Index) .Pfadliste.Leer then
begin
Hilfkantenliste:=TGraph (Graph.Knotenliste.Knoten (Index) .
MinimalerPfad (Bewertung) ) .Kantenliste;
Pfadliste.AmEndeanfuegen (HilfKantenliste.Kopie.Graph) ;
Hilfkantenliste.Free;
Hilfkantenliste:=nil;
end;
end;
MomentaneKantenliste.Free;
MomentaneKantenliste:=nil;

end;

function KleinererPfad (X1,X2:TObject;Wert:Twert) :Boolean;
var Kalil,Kali2:TKantenliste;
begin
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Kalil:=TGraph (X1) .Kantenliste.Kopie;

Kali2:=TGraph (X2) .Kantenliste.Kopie;

KleinererPfad:=Kalil.WertsummederElemente (Wert) <

Kali2.WertsummederElemente (Wert) ; 5)
end;

function TKnoten.MinimalerPfad (Wert:TWert) :TPfad;
var Hilfliste:TPfadliste;
begin
Hilfliste:=Pfadliste.Kopie;
if not Hilfliste.Leer
then
begin
Hilfliste.Sortieren (KleinererPfad,Wert) ; 4)
MinimalerPfad:=Hilfliste.Pfad(0) ; 6)
end
else
MinimalerPfad:=TPfad (TGraph.Create) ; 6)
end;

Erlauterung des Algorithmus:

Die Procedure GehezuallenNachbarn ist identisch mit der Procedure Gehezual-
lenNachbarknoten bis auf die Tatsache,daf? in ihr die Pfade bei der Marke
(***x) in den Zielknoten und nicht im Startknoten gespeichert werden.

Anderungen ergeben sich dann auch im 2.Teil der aufrufenden Methode Erzeu-
geminimalePfade ab Markierung 1) .Bei 2) wird hier zundchst nacheinander flur
alle Knoten des Graphen,deren Pfadliste nicht leer sind und die nicht der
Startknoten sind,einer Variablen Hilfskantenliste jeweils der minimale Pfad
(d.h. der Pfad mit kleinsten Pfadbewertung) der Pfadlisten der einzelnen
Knoten zugeordnet,um danach diese Pfade bei 3) alle in die anfénglich leere
Pfadliste des Startknotens einzuflgen.

Auf diese Weise enthdlt die Pfadliste des Startknotens alle minimalen Pfa-
de.

In der Function MinimalerPfad wird bei 4) eine Kopie der Pfadliste der
einzelnen Knoten nach dem Vergleichskriterium KleinererPfad sortiert und
diese Funktion vergleicht bei 5) zwei Kantenlisten eines ihr als Parameter
Ubergebenden Graphen nach dem Kriterium der kleinsten Wertsumme der in ihr
enthaltenen Kantenwerte.

Die Function MinimalerPfad gibt dann bei 6) entweder den kleinsten Pfad,der
gsich in der 0.Position der Pfadliste befindet zurlck oder,falls die Pfadli-
ste leer ist,einen leeren Graphen.

Ver bal e Beschrei bung:

Der Algorithmus Erzeuge Alle Pfade (vom Startknoten aus) wird durchgefihrt
und die Pfade zu den einzelnen Knoten des Graphen werden in den einzelnen
Knoten gespeichert (manuell: schriftlich zu jedem Knoten gehdrig notiert)
und dort der Pfadldnge nach aufsteigend sortiert.Anschlieend werden die
jeweils kleinsten Pfade (zu den einzelnen Knoten) zusammengestellt und aus-
gegeben.

Die Anzeige und Ausgabe der minimalen Pfade kann dann wieder wie schon
mehrmals weiter oben beschrieben und erldutert (z.B. bei der Anzeige der
tiefen Baumpfade) durch Xno.AnzeigePfadliste (Flaeche,Ausgabe,SListe,true,true) durch-
gefihrt werden:

Das Verfahren von Dijkstra zur Erzeugung minimaler Pfade arbeitet wesenlich
effizienter,kann aber nicht mehr (nach didaktischen Gesichtspunkten) aus
dem TiefenBaumDurchlaufalgorithmus abgeleitet werden.Ihm sollte,wenn es um
die Schnelligkeit des Algorithmus geht der Vorzug gegeben werden.Es wird im
nachsten Kapitel III beschrieben und sollte als Vergleichsalgorithmus mit
grdflerer Effizienz zum eben geschilderten Verfahren ,wenn genug Zeit zur
Verfligung steht, im Unterricht unbedingt besprochen werden.Dieser Algorith-
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mus kommt deshalb auch zur Bestimmung der minimalen Pfade von einem Knoten
aus und des minimalen Pfades zwischen zwei Knoten in den entsprechenden Al-
gorithmen des Menlis Pfade im Programm Knotengraph zum Einsatz (bzw. der Ford-Alg.).

C Aufgabe 11.3: (Ubungsaufgabe)

Gegeben ist der folgende Graph.Bestimme (zur Ubung per Hand)

a)vom Knoten a aus alle Pfade.

b)vom Knoten a aus alle minimalen Pfade.

c)vom Knoten a aus die Anzahl der Zielknoten.

d)Lése die Aufgaben a) bis c¢) auch fUr alle tbrigen Knoten als Startknoten.

Kontrolliere das Ergebnis mit Hilfe wvon Knotengraph. (durch Programmierung
des Verfahrens mit der Entwicklungsumgebung bzw. durch Benutzung des ferti-
gen Programms mittels des Menls Pfade/Alle Pfade,Minimale Pfade,Anzahl
Zielknoten.)

G006.gra

Losung (nur Knoten a):

a)

a ¢ Summe: 1 Produkt: 1

a d Summe: 4 Produkt: 4

a d h Summe: 5 Produkt: 4

a d u Summe: 10 Produkt: 24
a d Summe: 6 Produkt: 6

a d h Summe: 7 Produkt: 6

a d u Summe: 12 Produkt: 36

b)

a ¢ Summe: 1 Produkt: 1
a d Summe: 4 Produkt: 4
a d h Summe: 5 Produkt: 4
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a d u Summe: 10 Produkt: 24

c)Anzahl der Zielknoten: 4

Di e Breitensuche

Ver bal e Beschrei bung:

Bel der Breitensuche wird versucht,die am wenigsten vom Startknoten ent-
fernten Knoten =zuerst zu besuchen.Daher werden,sobald ein Knoten besucht
und markiert wurde,direkt alle Zielknoten der von diesem Knoten wieder
auslaufenden Kanten markiert und nacheinander ausgegeben,um danach wiederum
die Zielknoten dieser Zielknoten aufzusuchen,zu markieren und auszugeben
usw. .Um diese letztgenannten Zielknoten erreichen zu kénnen,werden alle be-
suchten Knoten jeweils in einer Schlange zwischengespeichert,bis die wvon
ihnen ausgehenden Zielknoten wiederum alle besucht und markiert und evtl.
in der Schlange ebenfalls gespeichert sind.In der Schlange wird jeweils mit
dem in der Reihenfolge nachsten Knoten die im letzten Satz beschriebenen
Operation durchgefihrt,und der Knoten wird anschlieRend aus der Schlange
entfernt.Bei manueller Durchflhrung und umfangreicheren Graphen sollte die
Schlange schiftlich notiert werden,und das Einfligen bzw. Entfernen der Kno-
ten ist durch wiederholtes Aufschreiben der zu verdndernden Schlange zu si-
mulieren.Anschaulich 1l3uft das Verfahren auf ein Schichtenweises Durchlau-
fen des Graphen hinaus.

Der folgende Algorithmus erzeugt von einem Startknoten ausgehend alle Pfade
(unter Berlcksichtigung der Kantenrichtungen bei einem gerichteten Graphen)
eines breiten Baumdurchlaufs,wobei bei einem ungerichtete Graph stets ein
Gerlist des Graphen entsteht,bei einem gerichteten Graphen jedoch nicht alle
Knoten vom Startknoten aus durch Wege erreichbar sein mlssen.

Al gorithnus Al e weiten Baunpfade von ei nem Knoten aus erzeugen

(Unit UPfad und UG aph)

procedure TPfadknoten.ErzeugeWeiteBaumPfade;
var Obl,0Ob2:TObject;
Index:Integer;
Kantenliste:TKantenliste;
Knotenliste:TKnotenliste;
MomentaneKantenliste:TKantenliste;
P:TGraph;

procedure SpeichereNachbarknoten (Kno:TKnoten;Ka:TKante) ;
var Hilfliste:TKantenliste;
Index:Integer;

begin
if not Ka.Zielknoten (Kno) .besucht then
begin
if (Ka.Quellknoten (Kno) =self) or Ka.Quellknoten (Kno) .Pfadliste.Leer
then
MomentaneKantenliste:=TKantenliste.Create
else
MomentaneKantenliste:=TGraph (Ka.Quellknoten (Kno) .Pfadliste.P£fad(0)) .
Kantenliste.Kopie; 4)

MomentaneKantenliste.AmEndeanfuegen (Ka) ;
Ka.Zielknoten (Kno) .Pfadliste.AmAnfanganfuegen (MomentaneKantenliste.Kopie.UGraph) ;

Pfadliste.AmEndeanfuegen (MomentaneKantenliste.Kopie.UGraph) ; 5)
Ka.Zielknoten (Kno) .Besucht:=true; 6)
Kantenliste.AmAnfanganfuegen (Ka) ; 7)
Knotenliste.AmAnfanganfuegen (Ka.Zielknoten (Kno)) ;
end;
end;
begin

Graph.Pfadlistenloeschen;

Graph.LoescheKnotenbesucht ;

Besucht:=false;

Kantenliste:=TKantenliste.Create; 1)
Knotenliste:=TKnotenliste.Create;

Besucht:=true;
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P:=TGraph.Create;
P.Knotenliste.AmEndeanfuegen (self) ;
Pfadliste.AmAnfanganfuegen (P) ; 2)
if not AusgehendeKantenliste.Leer then
for Index:=0 to AusgehendeKantenliste.Anzahl-1 do

SpeichereNachbarknoten (self, AusgehendeKantenliste.Kante (Index)) ; 3)
while not Knotenliste.Leer do
begin
Kantenliste.AmEndeloeschen (Obl) ; 8)
Knotenliste.AmEndeloeschen (0Ob2) ;
TKante (Obl) .Pfadrichtung:=TKante (Obl) .Zielknoten (TKnoten (0b2) ) ; 9)

if not TKnoten (Ob2) .AusgehendeKantenliste.Leer then
for Index:=0 to TKnoten (Ob2) .AusgehendeKantenliste.Anzahl-1 do

SpeichereNachbarknoten (TKante (Obl) . Zielknoten (TKnoten (0b2) ) , 10)
TKnoten (Ob2) .AusgehendeKantenliste.Kante (Index)) ;
end;
if not AusgehendeKantenliste.Leer then
begin

MomentaneKantenliste.Free;
MomentaneKantenliste:=nil;
end;
Kantenliste.Free;
Kantenliste:=nil;
Knotenliste.Free;
Knotenliste:=nil;
end;

Erlauterung des Algorithmus:

Nachdem als Initialisierung alle Pfadlisten geldscht sowie alle Besucht-
Markierungen geldscht und der Startknoten als besucht markiert wurde,wird
bei 1) eine Knotenliste und eine Kantenliste erzeugt.

Die Knotenliste wird als Schlange zur Zwischenspeicherung der schon besuch-
ten Knoten benutzt,die Kantenliste speichert zu jedem Knoten der Knotenli-
ste die letzte zu ihm fihrende Kante.Dies ist zum Setzen der Pfadrichtung
bei ungerichteten Kanten von Bedeutung.

In die Pfadliste des Startknoten (self) wird bei 2) =zundchst ein nur aus
dem Startknoten bestehender Graph eingefligt.Vom Startknoten (self) aus wer-
den dann bei 3) fir jede ausgehende Kante und flr den zu dieser Kante geho-
renden Zielknoten (als die Parameter der Procedure) die Procedure Spei-
chereNachbarknoten aufgerufen.

In dieser Procedure wird bei 4),falls der jeweilige Zielknoten der Kante
noch nicht besucht worden ist (nicht als besucht markiert wurde) ,entweder
eine neue leere MomentaneKantenliste angelegt - bei leerer Pfadliste des
Ausgangsknoten - oder aber die MomentaneKantenliste auf den Pfad(0),der in
der Pfadliste des Ausgangsknoten gespeichert war,gesetzt.Dieses ist aber
der Pfad,der vom Startknoten zum Ausgangsknoten fihrt.

Zu dieser MomentaneKantenliste wird bei 5) die Kante zum Zielknoten hinzu-
gefligt und die so erweiterte MomentaneKantenliste wird als Pfad(0) in der
Pfadliste des Zielknoten gespeichert,so dass damit der Pfad zum Zielknoten
in dessen Pfadliste gespeichert wird.Auf diese Weise wird in jedem Knoten
des Graphen,der Pfad,der zu ihm fuihrt als (nulltes) Element der Pfadliste
gespeichert.

In der Pfadliste des Startknotens wird schliefflich bei 5) der momentane
Pfad,der zu dem momentan besuchten Knoten fihrt,am Ende angefigt.

Der Zielknoten wird als markiert besucht (6),und der Knoten und die Kan-
te,die zu ihm fuhrte, werden bei 7) in der Knoten-bzw. Kantenliste am An-
fang (Schlange) zwischengespeichert.

Solange wie die Knotenliste noch nicht leer ist,werden bei 8) anschliefRend
aus Knoten-und Kantenliste die Elemente am Ende aus der Liste entfernt
(Schlange) ,die Pfadrichtung bei 9) gemdfzs der Durchlaufrichtung gesetzt und
schliefflich bei 10) die Procedure SpeichereNachbarknoten mit der von diesem
Knoten ausgehenden Kanten sowie deren Zielknoten erneut aufgerufen.

So erstellt der Algorithmus eine geordnete Pfadliste aus sdmtlichen weiten
Baumpfad-Graphen im Startknoten und erzeugt jeweils noch die zu den einzel-
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nen Knoten fuhrenden Pfade als ein Pfad der Pfadliste in den einzelnen Kno-
ten.

Die Ausgabe der Pfade kann dann (siehe Methode TPfad-
graph.AlleweitenBaumpfadevoneinemKnotenbestimmen in der Unit UPfad) in
gleicher Weise wie beispielsweise weiter oben bei der Ausgabe der tiefen
Baumpfade beschrieben erfolgen.

Falls es nur darum gehen sollte alle Knoten eines weiten Baumes zu anzuzei-
gen ohne sie zwischenzuspeichern,kann der Algorithmus weitgehend dadurch
vereinfacht werden,dass alle Zeilen,die Operationen mit der Kantenliste und
der Momentanen Kantenliste betreffen,entfernt werden.Das Speichern der Mo-
mentanenKantenliste als Pfad der Pfadliste des Startknotens miRte dann
durch die Ausgabe der jeweiligen Knoteninhalte ersetzt werden.

Zur Vorbereitung des Algorithmus sollte das Verfahren mehrfach zuvor per
Hand an Hand geeigneter Graphen gelbt werden.Zur Kontrolle koénnen dann die
Pfade mit Hilfe des Menls Pfade/Weiter Baum unter Benutzung des Ausgabefen-
ster des Programms Knotengraphs (entweder nach Programmierung des Verfah-
rens durch die Schiiler mittels der Entwicklungsumgebung oder durch Benut-
zung des fertigen Programms) ausgegeben werden.

C Aufgabe 11.4:

Lose Anwendungsaufgabe II.1 fir weite Baumpfade und kontrolliere das Ergeb-
nis mit Hilfe von Knotengraph. (durch Programmierung des Verfahrens mit der
Entwicklungsumgebung bzw. durch Benutzung des fertigen Programms mittels
des Menlis Pfade/Weiter Baum.Bei Verwendung der letzteren Option kann diese
Aufgabe auch zur problemorientierten Erarbeitung des Algorithmus mittels
des Demo-Modus dienen.)

Beobachtung und problemorientierte Erareitung: Zur problemorientierten Erar-
beitung des Verfahrens sollte die beiden Verfahren tiefer und weiter Baum-
durchlauf an Hand des Graphen der Aufgabe II.1 mittels des Demo-Modus des
Progamm Knotengraphs von den Schllern miteinander verglichen werden.Wie die
unten stehende Losung zeigt,wird der Pfad a d beim breiten Baumdurchlauf
erst nach Ausgabe aller andern Pfade mit zweil Elementen weiter zu a d e er-
ganzt.Dies gibt Anlaf® eine Schlange zur Zwischenspeicherung der Pfade a
d,a f,a b,a ¢ zu benutzen.Durch geeignete weitere Erganzung des Graphen
kann dann von den Schllern beobachtet werden,dass auch die Ubrigen Pfade in
der Reihenfolge dieser Schlange erweitert werden.Von den Schlilern sollte
zumindestens das Schichtenweise Durchlaufen des Graphen bemerkt werden.

Losung:

Ergebnis fir den Graph G005.gra von Aufgabe 1.5 (Startknoten a):

a Summe: 0.0 Produkt: 0.0

a d Summe: 1.0 Produkt: 1.0
a f Summe: 1.0 Produkt: 1.0

a b Summe: 1.0 Produkt: 1.0
a ¢ Summe: 1.0 Produkt: 1.0
ad e Summe: 2.0 Produkt: 1.0
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Mit Hilfe der Algorithmen zur Erzeugung der tiefen und der weiten Baumpfa-
de,lassen sgich jeweils verschiedenste Gerliste eines vorgegebenen Graphen
erzeugen.Falls die Kanten des Graphen bewertet sein sollten,stellt sich die
Frage,welcher dieser Baume ein Baum mit der kleinsten Kantensumme ist.

C Definition 11.1:

Ein Gerlst mit der kleinsten Kantensumme innerhalb eines bewerteten Graphen
heif3t minimal spannender Baum.

C Aufgabe 11.5: (Einstiegsproblem)

In einem Stadtviertel sollen Telefonleitungen gelegt werden.Die Hauser wer-
den durch die Knoten und die Strafen durch die Kanten des folgenden Graphs
symbolisiert.Jedes Haus soll dabei mit jedem verbunden werden.Es genlgt
zwischen zweil Hausern eine Verbindungsleitung.Wie mlissen die Leitungen ge-
legt werden,damit die Gesamtleitungslange minimal ist?

a)Loése die Aufgabe durch Probieren.

b)Lése die Aufgabe mittels des Programms Knotengraph Menl Pfade/Minmales
Gerlist des Graphen im Demo-Modus und versuche das Prinzip des Algorithmus
zu erkennen.

Losung:

G007.gra

a)Kanten: 1234566 Summe: 27
Mar ki erter Graph: mnimal spannender Baum nit Kantensumme: 27

b) Beobachtung und problemorientierte Erarbeitung: Die Kanten werden in der
Reihenfolge aufsteigender Werte ausgewahlt,angefangen mit dem kleinsten
Wert.Die noch nicht rot markierten Kanten werden zwar alle untersucht,wie
sich an der grlnen Markierung zeigt,sie werden jedoch nicht ausgewahlt.Wie
ein Blick auf den Graph zeigt,wlrde sich bei Auswahl einer dieser Kan-
ten,der ausgewahlte Graph Kreise erhalten und seine Eigenschaft als Baum
verlieren.

184



Das Verfahren 1afRt sich zu folgendem Algorithmus prazisieren:

Al gorithnus von Kruskal

Ver bal e Beschrei bung:

Das Prinzip des Algorithmus besteht in folgenden Schritten:

1) Suche unter den Kanten des gegebenen Graphen G; eine Kante a mit minima-
len Wert aus,wobei a keine Schlinge ist.Erzeuge aus a einen neuen Graphen
G,.LO6sche die Kante a im Graphen G;.

2)Wahle im Restgraphen G; eine weitere minimale Kante a’ aus und fluge sie
in den Graphen G, genau dann ein,wenn der um a’ erweiterte Graph G, keine
Kreise enthdlt.Ldsche die Kante a’ im Graph G;.

Wiederhole Schritt 2) solange,bis der Graph G; leer ist.Dann ist G, ein mi-
nimal spannender Baum von Gj.

CSatz I1.1:

Es sei G ein schlichter, zusammenhdngender und ungerichteter Graph,in dem
alle Kanten eine verschiedene nichtnegative Kantenbewertung haben.Dann be-
stimmt der Algorithmus von Kruskal den (eindeutig bestimmten) minimal span-
nenden Baum.

Bewei s:

Der Algorithmus von Kruskal bestimmt nach Konstruktion sicher ein Gerist
des Graphen G,da der durch die Kanten erzeugte Untergraph keine Kreise aber
alle Knoten enthalt.

M;=[h;,a,,...a,0d sei die nach dem Kruskal Algorithmus ermittelte Kantenmen-
ge,wobel die Kanten a; bis a, dem Kantenwert entsprechend aufsteigend ge-
ordnet sind. My=[fi,Jj2,...Jjud sei das minimal spannende Gerlst (mit klein-

ster Kantenbewertung) von G.Die Kanten j; bis Jj, seien ebenfalls dem Wert
nach aufsteigend geordnet.

Annahme:M; ZM,
Dann gibt es einen kleinsten Index ¢ mit j# ac.

In den Graph M, wird die Kante a. eingefligt.Da M, ein Gerlist ist,entsteht
in dem neuen Graph M; mit n+1 Kanten, der die Kante a. zusdtzlich ent-
h&lt,ein Kreis,der die Kante a. einschliefft.In dem Kreis kénnen nicht alle
Kanten aus M; sein,da M; ein GerUst 1ist und daher keinen Kreis enthdlt und
deshalb enth&lt der Kreis mindestens eine Kante aus M,.Eine solche Kante in

dem Kreis sei jg#a.. Diese Kante 1lafRt sich nun wieder aus dem Kreis entfer-
nen, so daf? der nun so entstehende Graph M; wiederum ein Gerlst ist.

Also ist M; ein Gerlst,das statt der Kante js die Kante a. enthdlt.Da jg
nicht aus aus M; ist und a. die erste Kante von M; ist,die nicht zu M, ge-
hort,ist der Wert der Kante a. kleiner als der von je .(denn M; enthdlt ja
gerade nach Konstruktion der Reihenfolge nach die Kanten mit dem kleinsten
Kantenwert, und a. ist dann die nachstgrdRere Kante, und alle Kanten sind
verschieden bewertet.)Also ist die Gesamtkantenlange von M; kleiner als die
von M.

Dies ist ein Widerspruch zu der Tatsache,dass M, das (kleinste) minimal
spannende Gerlst ist.

Also ist M;=M,.
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Daher liefert der Algorithmus wvon Kruskal schon das (kleinste) minimal
spannende GerlUst.Obwohl das Suchen eines Gerlstes kein Pfadalgorithmus
ist,wird der Quelltext trotzdem aus didaktischen Grinden wegen des Zusam-
menhangs mit den Baumalgorithmen in der Unit Pfad platziert und wird auch
unter dem Ment Pfade aufgerufen.Die folgende Methode Kruskal arbeitet nach
dem Algorithmus von Kruskal:

Quellcode:

(Unit UPfad)

procedure TPfadgraph.Kruskal (Ausgabe:TLabel;var SListe:TStringList;Flaeche:TCanvas) ;
var T:TInhaltsgraph;
Knoa, Knoe:TInhaltsknoten;
ListederKanten:TKantenliste;
Ka,Kb:TInhaltskante;
Ob:TObject;
begin
if not Leer then
begin
T:=TInhaltsgraph.Create;
ListederKanten:=Kantenliste.Kopie; 1)
ListederKanten.Sortieren (Groesser, Bewertung) ; 2)
while not ListederKanten.Leer do
begin
Ka:=TInhaltskante (ListederKanten.Kante (0)) ; 3)
Knoa:=TInhaltsknoten.Create; 4)
Knoe:=TInhaltsknoten.Create;
Knoa.X:=TInhaltsknoten (Ka.Anfangsknoten) .X;
Knoa.Y:=TInhaltsknoten (Ka.Anfangsknoten) .Y;
Knoe.X:=TInhaltsknoten (Ka.Endknoten) .X;
oe.Y:=TInhaltsknoten (Ka.Endknoten) .Y;
oa.Wert:=Ka.Anfangsknoten.Wert;
Knoe.Wert:=Ka.Endknoten.Wert;

5B

Kb:=TInhaltskante.Create;
Kb.Wert:=Ka.Wert;
Kb.Anfangsknoten:=Knoa;
Kb .Endknoten:=Knoe;
Kb.Weite:=Ka.Weite;
Kb.Typ:=Ka.Typ;
Kb.Gerichtet:=false;
if not Ka.KanteistSchlinge
then
T.EinfuegenKante (Kb) ; 5)
if T.GraphhatKreise
then
T.LoescheInhaltskante (Kb) 6)
else
begin
Ausgabe.Caption:='GerustKante: '+Ka.Wert; 7)
if not Ka.KanteistSchlinge then
begin

Ka.Farbe:=clred;
Ka.Stil:=psdot;
Ka.ZeichneKante (Flaeche) ;
end;
end;
if not ListederKanten.Leer then ListederKanten.AmAnfangLoeschen (Ob) ;
if not ListederKanten.Leer then ListederKanten.Sortieren (Groesser,Bewertung) ; 9)
end;
Ausgabe.Caption:='Kanten: '+ 10)
T.InhaltallerKantenoderKnoten (ErzeugeKantenstring) +
' Summe: '+
RundeZahltostring (T.Kantensumme (Bewertung) , Kantengenauigkeit) ;
SListe.Add (Ausgabe.Caption) ; 11)
Ausgabe.Refresh;
T.Freeall;
T:=nil;
end;
end;

[oo)

Erlauterung des Algorithmus:

Es wird zunachst Dbei 1) eine Kopie der Kantenliste des Graphen in der Va-
riablen ListederKanten gespeichert.Diese Kantenliste wird bei 2) gema&f der
Grdéfe der Kantenwerte aufsteigend sortiert.
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Es wird dann die Kante mit dem kleinsten Kantenwert bei 3) auf der Varia-
blen Ka abgespeichert.

Danach wird bei 4) eine Kopie Kb der Kante Ka erzeugt,die von Ka alle
wichtigen Daten,wie Kanteninhalt, Kantenweite,Inhalte und Koordinaten von
Anfangs-und Endknoten sowie die Information,ob es sich um eine gerichtete
Kante handelt oder nicht,enthdlt.Diese Kante wird bei 5) in den neu er-
zeugten Graph T,der den minimal spannenden Baum aufnimmt,eingefligt.

Falls T durch das Einfligen von der Kantenkopie einen Kreis enthalt,wird
die Kante bei 6) aus T wieder geldscht.Andernfalls wird die Kante bei 7)
rot markiert gezeichnet und im Label Ausgabe ausgegeben.

Bei 8) wird dann die Kante Ka aus der ListederKanten geldscht.Schliefflich
wird bei 9) die Liste erneut sortiert,so daf nunmehr die nachstgrdffere Kan-
te an erster Stelle dieser Liste steht.

Die Programmabschnitte 3) bis 9) werden solange wiederholt,bis die Liste-
derKanten leer ist.

Bei 10) und 11) wird schliefflich noch eine (String-)Liste der Kanteninhalte
der in T eingefligten Kanten erstellt und im Label Ausgabe ausgegeben als
auch als Element der Stringliste SListe gespeichert. (Diese wird fir das
Ausgabefenster bendtigt.)

Der Abschnitt 10) bis 11) ist eventuell entbehrlich.

Insgesamt erzeugt der Algorithmus einen minimal spannenden Baum zum vorge-
gebenen Graphen im Graph T und zeichnet ihn rot markiert.

C Aufgabe 11.6:

a)Wende den Algorithmus von Kruskal auf den Graphen von Aufgabe II.3 (Graph
GO006.gra ) an. (Je nach Konzeption per Hand als Ubung,durch eigenen Quellcode
oder mittels des fertigen Programms Knotengraph.Auflerdem kdénnen die Aufga-
ben a und b auch noch als Einstiegsaufgaben mittels des Demo-Modus dienen.)

Losung:

G006.gra
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b)Wende den Algorithmus von Kruskal auf folgende Graphen an (als Ubung per
Hand oder mit Hilfe des selber programmierten Algorithmus bzw. mit Hilfe
des Menls Pfad/Minimales Gerlst des Programm Knotengraphs) und erzeuge je-
weils einen minimal spannenden Baum:

Graphen und Lésungen:

G009.gra

Die Lésungen sind jeweils markiert dargestellt.

Inorder-Durchlauf und Binares Suchen

Schliefflich sollen noch Algorithmen flr den im vorigen Kapitel besprochenen
Inorder-Durchlauf und fir das Bindre Suchen vorgestellt werden,die beide
nur flr Graphen,die algs Binarbadume aufgefaRt werden kénnen,sinnvoll
sind.Falls ein Graph diese Eigenschaft besitzt,wird die Ausfihrung beider
Algorithmen als Option bei den Menls Alle Pfade und Abstand zwischen zwei
Knoten des Programm Knotengraphs automatisch angeboten(vgl. Quelltext im
Anhang) .Durch diese Algorithmen wird gezeigt,wie der Anschluss an konven-
tionelle Lerninhalte hergestellt wird.

Ein Graph wird als Bindrbaum gemdfs der Methode GraphistBinarbaum (siehe
Quelltext im Anhang) erkannt,wenn jeder Knoten nicht mehr als zwei ausge-
hende Kanten hat.Jeder Knoten hat maximal eine eingehende Kante. (Die Wurzel
hat keine eingehenden Kanten.)Alle Kanten sind gerichtet.Der Graph enthalt
keine Kreise.

Die erste in die ausgehende Kantenliste eingefligte Kante (Index: 0) =zeigt
auf den linken Teilbaum,und auf den rechten Teilbaum zeigt die zuletzt
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eingefligte Kante (Index 1) .Flir die Erzeugung eines diesen Regeln entspre-
chenden Graphen sowie fir das Vorliegen der Knotenwert-Ordnung im geordne-
ten Bindrbaum ist der Benutzer bzw. Erzeuger des Graphen verantwortlich.

Hat ein Knoten nur eine ausgehende Kante,ist dies automatisch der 1linke
Teilbaum dieses Knotens.Will man ereichen,dass ein Knoten lediglich einen

einzelnen rechten Teilbaum besitzt,ist es notwendig einen Dummy-Knoten mit
leerem Inhalt als ersten Knoten in die Kantenliste einzufiigen.

Linker Teilbaum:Dummy-Knoten

Ver bal e Beschrei bung:

Der Inorder-Durchlauf erfolgt nach dem bekannten Schema:
Al gorithnus | norder:

1)Durchlaufe linken Teilbaum

2)Durchlaufe Wurzelknoten des Teilbaums

3)Durchlaufe rechten Teilbaum

(falls die Teilbaume nicht leer sind)

(Problemorientierte Einstiegsaufgabe siehe Aufgabe C I.3)

Quel | code:

procedure TPfadknoten.BinaererBaumInorder;
label Endproc;
var MomentaneKantenliste:TKantenliste;
P:TGraph;
Ob:TObject;

procedure GehezuNachbarknoten (Kn:TKnoten;Ka:TKante) ;
Label Endproc;
var Ob:TObject;
begin
if Ka.Zielknoten (Kn) .AusgehendeKantenliste.Anzahl>0
then
begin
Ka.Pfadrichtung:=Ka.Zielknoten (Kn) ;
MomentaneKantenliste.AmEndeanfuegen (Ka) ; 4)
GehezuNachbarknoten (Ka.Zielknoten (Kn) ,Ka.Zielknoten (Kn) .AusgehendeKantenliste.Kante (0)) ;
MomentaneKantenliste.AmEndeloeschen (Ob) ;
end;
Ka.Pfadrichtung:=Ka.Zielknoten (Kn) ;
MomentaneKantenliste.AmEndeanfuegen (Ka) ;
if Ka.Zielknoten (Kn) .Wert<>'"' then
Pfadliste.AmEndeanfuegen (MomentaneKantenliste.Kopie.Graph) ; 5)
MomentaneKantenliste.AmEndeloeschen (Ob) ;
if Ka.Zielknoten (Kn) .AusgehendeKantenliste.Anzahl>1 then

begin
Ka.Pfadrichtung:=Ka.Zielknoten (Kn) ;
MomentaneKantenliste.AmEndeanfuegen (Ka) ; 6)

GehezuNachbarknoten (Ka.Zielknoten (Kn) ,Ka.Zielknoten (Kn) .AusgehendeKantenliste.Kante (1)) ;
MomentaneKantenliste.AmEndeloeschen (Ob) ;
end;
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Endproc:
end;
begin

MomentaneKantenliste:=TKantenliste.Create;

Graph.Pfadlistenloeschen;

if AusgehendeKantenliste.Anzahl>0

then
GehezuNachbarknoten (self, AusgehendeKantenliste.

Kante (0)) ; 1)

P:=TGraph.Create;
P.Knotenliste.AmEndeanfuegen (self) ;
{P.Kantengenauigkeit:=TInhaltsgraph ( (self) .Graph) .Kantengenauigkeit;
P.Knoteneinfuegen (self) ;}

Pfadliste.AmEndeanfuegen (P) ; 2)
if AusgehendeKantenliste.Anzahls>1
then

GehezuNachbarknoten (self, AusgehendeKantenliste.Kante (1)) ; 3)

MomentaneKantenliste.Free;
MomentaneKantenliste:=nil;
end;

Erlauterung des Algorithmus:

Bei 1) und 4) wird jeweils der linke Teilbaum mittels der rekursiven Proce-
dure GehezuNachbarknoten besucht und bei 3) und 6) entsprechend der rechte
Teilbaum, falls die Kanten mit dem Index 0 bzw. 1 existieren.

Bei 2) und 5) wird der Wurzelknoten bzw. der aktuelle Pfad einschlief3lich
der aktuellen Kante zum momentan besuchten Knoten in die Pfadliste des
Pfadknotens eingefligt und steht damit als Pfad zur Ausgabe und Anzeige be-
reit.

Bel jedem RUckwadrts-Gehen im Baum werden die Kanten wieder aus der Kanten-
liste geldscht.

Algorithmus Binares Suchen

Ver bal e Beschrei bung:

Der Algorithmus Bindres Suchen folgt dem bekannten Schema:
1) Gegeben sei ein Vergleichswert.
2)Starte bei der Wurzel.

3)Ist der Vergleichswert kleiner als der Knotenwert des momentanen Knotens
besuche den linken Teilbaum.

4)Ist der Vergleichswert grdRer als der Knotenwert des momentanen Knotens
besuche den rechten Teilbaum.

5)Ist der Vergleichswert gleich dem Wert des momentanen Knotens,dann beende
den Algorithmus.Der Zielknoten ist gefunden.Gib den bisher durchlaufenden
Pfad aus.

6) Ist der momentane Knoten ein Blatt und ergibt sich keine Wertlbereinstim-
mung, ist der Algorithmus beendet.Dann gibt es keinen gesuchten Zielknoten
im Baum.

(Problemorientierte Einstiegsaufgabe siehe Aufgabe C I.3)
Die folgende Methode entscheidet jeweils selber,welches der Teilbaum mit

dem kleineren oder grdReren Knotenwert ist.Sie setzt, wie gesagt, aber vor-
aus,dass der Bindrbaum geordnet ist.

Quellcode:

procedure TPfadknoten.BinaeresSuchen (Kno:TKnoten) ;
var Index:Integer;
MomentaneKantenliste:TKantenliste;
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Gefunden:Boolean;
P:TGraph;

procedure GehezuNachbarknoten (Kn:TKnoten;Ka:TKante) ;
label Endproc;

var Ob

:TObject;

Index:Integer;

begin

Ka.Pfadrichtung:=Ka.Zielknoten (Kn) ;

MomentaneKantenliste.AmEndeanfuegen (Ka) ;

Kno.Pfadliste.AmEndeanfuegen (MomentaneKantenliste.Kopie.Graph) ;

if Ka.Zielknoten (Kn) .Wert=Kno.Wert 5)

then

begin
Gefunden:=true;
Showmessage ('Knoten gefunden!') ;

end;

if Ka.Zielknoten (Kn) .AusgehendeKantenliste.Anzahl=2

then

if (Ka.Zielknoten (Kn) .Wert<=Kno.Wert) =xor
(Ka.Zielknoten (Kn) .AusgehendeKantenliste.Kante (0) .Zielknoten (Ka.Zielknoten (Kn)) .Wert<=
Ka.Zielknoten (Kn) .AusgehendeKantenliste.Kante (1) .Zielknoten (Ka.Zielknoten (Kn)) .Wert)

then

6)

GehezuNachbarknoten (Ka.Zielknoten (Kn) ,Ka.Zielknoten (Kn) . AusgehendeKantenliste.Kante (0))

else

GehezuNachbarknoten (Ka.Zielknoten (Kn) ,Ka.Zielknoten (Kn) . AusgehendeKantenliste.Kante (1)) ;
if Ka.Zielknoten (Kn) .AusgehendeKantenliste.Anzahl=1

then

7)

GehezuNachbarknoten (Ka.Zielknoten (Kn) ,Ka.Zielknoten (Kn) .AusgehendeKantenliste.Kante (0)) ;
MomentaneKantenliste.AmEndeloeschen (Ob) ;
Endproc:

end;

begin

MomentaneKantenliste:=TKantenliste.Create;

Gefunden:=false;

Graph.Pfadlistenloeschen;

if Wert=Kno.Wert then 1)

begin

P:=TGraph.Create;

P.Knotenliste.AmEndeanfuegen (self) ;
{P.Kantengenauigkeit:=TInhaltsgraph ( (self) .Graph) .Kantengenauigkeit;
P.Knoteneinfuegen (self) ;}

Pfadliste.AmAnfanganfuegen (P) ;

Showmessage ('Knoten gefunden!') ;

end;

if AusgehendeKantenliste.Anzahl=2

then

if (Wert<=Kno.Wert) xor
(AusgehendeKantenliste.Kante (0) .Wert<=AusgehendeKantenliste.Kante (1) .Wert)

then

GehezuNachbarknoten (self, AusgehendeKantenliste.Kante (0)) 2)

else

GehezuNachbarknoten (self, AusgehendeKantenliste.Kante (1)) ; 3)
if AusgehendeKantenliste.Anzahl=1

then

GehezuNachbarknoten (self, AusgehendeKantenliste.Kante (0)) ; 2)

if not

Gefunden then Graph.Pfadlistemloeschen;

MomentaneKantenliste.Free;
MomentaneKantenliste:=nil;

end;

Erlauterung des Algorithmus:

Bei 1)
gleich
Knoten

Bei 2)
bei 3)
gleich

und 5) wird jeweils Uberprlft,ob der Vergleichswert des Knotens Kno
dem Wert des momentanen Knotens ist.Dann wird der Pfad zu diesem
in die Pfadliste eingeflgt.

und 6) wird jeweils der kleinere (linke?) Wert-Teilbaum besucht und
und 7) der groRere (rechte?) Wert-Teilbaum, je nachdem wie der Ver-
mit dem momentanen Knotenwert ausgefallen ist.

Der Fall,dass eventuell nur ein Kind-Knoten vorhanden ist,wird entsprechend
bertcksichtigt. (AusgehendeKantenliste.Anzahl=1)

Das Bindre Suchen erzeugt in dem Spezialfall Bindrbaum einen minimalen Pfad
zwischen dem Start-bzw. Wurzelknoten und dem Zielknoten (falls existent).

191



Im nachsten Kapitel soll jetzt diese Aufgabe in allgemeinen Graphen mittels
des Algorithmus von Kruskal geldst werden.

C Aufgabe I1.7:

Erzeuge beim Graph G0004c.gra ein weiteren Knoten mit dem Inhalt O und lasse
diesen Knoteninhalt im Baum bindr suchen (mittels des eigens erstellten Al-

gorithmus der Entwicklungsumgebung oder mit Hilfe des MenlUs Pfade/Abstand

von zwei Knoten/Bin&res Suchen des Programm Knotengraphs)

Ldsung:

Bemerkung:Der gesuchte Knoteninhalt kann also durch einen Knoten auf’erhalb
des Baumes vorgegegeben werden
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C Ill Alle Pfade sowie minimaler Pfad zwischen zwei Knoten

Ein sehr effizient arbeitender Algorithmus zur Bestimmung der minimalen
Pfaden von einem Startknoten aus zu den Ubrigen Knoten des Graphen ist der
Algorithmus von Dijkstra.

Er sollte als Verbesserung des im vorigen Kapitel beschriebenen Verfahrens
minimale Pfade,das sich aus dem tiefen Baumdurchlauf herleitetete,unbedingt
besprochen werden. (Es ist aber nicht mit diesem Verfahren didaktisch ver-
wandt.)

Durch geringfiigige Anderungen kann daraus dann ein Algorithmus zur Bestim-
mung des minimale n Pfads zwischen zwei Knoten des Graphen gewonnen werden.

Die Bestimmung aller Pfade zwischen zwei Knoten leitet sich nun aber wie-
derum vom TiefenBaumdurchlauf ab und wird mit Hilfe des im vorigen Kapitels
schon beschriebenen Verfahrens durchgefihrt.

Das vorliegende Kapitel ist also als Weiterfihrung des Unterrichtsganges
des vorigen Kapitels aufzufassen und bildet mit ihm zusammen eine komplette
Unterrichtsreihe mit dem Titel Pfade in Graphen.

Der Quellcode der Algorithmen ist wiederum in der Unit UPfad zu finden.Der
Einstieg in die Problemstellungen kann an Hand des folgenden Einstiegspro-
blems (Ratsel oder Denksportaufgabe) Umftllproblem erfolgen,in der sich
zwanglos beide Problemstellungen,ndmlich das Suchen aller Pfade zwischen
zwel Knoten (Umflillzustdnden) als auch das Suchen des minimalen Pfades
stellen.

C Aufgabe Il1.1: (Einstiegsproblem)

Drei Krltge A,B und C fassen 3 1,3 1 und 1 1.Nur A ist anfangs mit 3 1 ge-
fillt.B und C sind 1leer.Durch Umschitten soll erreicht werden,dass am
Schluff in A 1 1 und in B 2 1 vorhanden sind.C ist leer.

Wie mu? jeweils umgeschlittet werden,und welches ist der Weg mit der klein-
sten Anzahl Umschlttungen?

Wieviel moégliche Lésungen gibt es insgesamt?Ldosung zundchst durch Probie-
ren.Codiere dann die Zustande durch Knoten und erstelle dann einen geeigne-
ten Graphen zu dem Problem.

(Benutze nach der manuellen Lb6sung das Programm Knotengraph Ment Pfa-
de/Abstand von zweil Knoten und Alle Pfade zwischen zwei Knoten zur Ermitt-
lung der Mdéglichkeiten.)

Ldsung:

Aus den nachfolgenden Zustanden kénnen jeweils folgende weitere Zustande
durch einmaliges Umschltten erreicht werden:

Zustand: Krug A: Krug B: Krug C: Ubergang zu:
1) 3 0 0 3),6)

2) 2 1 0 1),3),5).,6)
3) 2 0 1 1),2),7)

4) 1 2 0 5),6),7)

5) 1 1 1 2),3),4),7)
6) 0 3 0 1),7)

7) 0 2 1 3),4),6)
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Darstellung als Graph:

G010.gra

Losung:
1674 Summe: 3

Knotenfolge: 167 4

Der Weg mit der kleinsten Anzahl von Umschittungen ist der kiirzeste (mini-
malste) Pfad zwischen den Knoten 1 und 4.

(eine andere Losung ist die Knotenfolge:1 3 7 4)

Zur Bestimmung aller Losungen sind alle Pfade zwischen den Knoten 1 und 4
zu suchen:

1 37 4 Summe: 3.000 Produkt: 1.000
132574 Summe: 5.000 Produkt: 1.000
13254 Summe: 4.000 Produkt: 1.000
132674 Summe: 5.000 Produkt: 1.000
16 7 4 Summe: 3.000 Produkt: 1.000
1673254 Summe: 6.000 Produkt: 1.000

(Losungen mittels des Programms Knotengraph)

Die Aufgabe erfordert die Bestimmung des kleinsten (minimalsten) Pfades
zwischen zwei Knoten sowie die Bestimmung von allen Pfaden zwischen zwei
Knoten.Diese Aufgaben sind auch fUr viele andere Anwendungen von Bedeu-
tung,z.B. wenn es gilt eine klUrzeste Fahrstrecke oder alle Fahrstrecken
zwischen zwei St&dten zu finden.

Zusatzaufgabe: Benutze den Demo-oder Einzelschrittmodus zum Erkennen des Al-
gorithmus Abstand von zwei Knoten. (Der Algorithmus Alle Pfade zwischen zwei
Knoten wurde schon im letzten Kapitel II besprochen,vgl. Aufgabe C II.1 e)

Beobachtung und problemorientierte Erarbeitung: Nacheinander werden alle

Pfade der Lange 1,2... usw. vom Startknoten aus erzeugt (grlne Markie-
rung) ,bis bei der Lange 3 ein Pfad zum Zielknoten fUhrt (rote Markierung) .
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GOll.gra

Gegeben ist das obige StrafRennetz zwischen den Orten A bis H.Ermittle durch
das MenU Pfade/Abstand von =zwei Knoten mittels des Demo- oder Einzel-
schrittmodus den minimalen Pfad zwischen Ort B und F (in dem obigen Graph
mit Bewertung) .Beobachte die Funktionsweise des Algorithmus.

Beobachtung und problemorientierte Erarbeitung: Es werden nacheinander Pfade
(grin markiert) mit den folgenden Langen untersucht:BH 2,BHA 5,BHE 6,BHC
6,BA 7,BHEG 8,BHCF 8 (LOsung) .Also werden jeweils nacheinander die Pfade in
aufsteigender Lange vom Startknoten aus und nicht in aufsteigender Kante n-
zahl gewdhlt.

Das Verfahren wird zu folgenden Algorithmus prazisiert:

Algorithmus Kiirzeste Wege zwischen Knoten nach Dijkstra

Vorausgesetzt wird ein Pfad mit nichtnegativer Kantenbewertung.Der Algo-
rithmus von Dijkstra beruht darauf,vom Startknoten aus jeweils schrittweise
Kante um Kante auf den Zielknoten vorzurlcken und bei jedem Schritt jeweils
die Kante zu einem Nachbarknoten von einem der schon erreichten Knoten zu
dem Pfad,der zu diesem Knoten flUhrt,hinzuzufliigen,so dass der so entstandene
erweiterte Pfad die minimalste Pfadladnge unter allen Pfaden,die vom Start-
knoten aus 2zu Nachbarknoten der momentan erreichten Knotenmenge aus fuh-
ren,hat.Die schon momentan aufgesuchten Pfade mlssen also zwischengespei-
chert werden,um den neuen minmalen Pfad auszuwdhlen.Dies geschieht am be-
sten in einer Schlange,die nach Pfadlangen sortiert wird.

Im folgenden werden zwei Falle berltcksichtigt.
a)Es ist ein Zielknoten vorgegeben,zu dem der minimale Pfad gesucht wird.
oder:

b)Es sollen die minimalen Pfade zu allen Knoten des Graphen vom Startknoten
aus gefunden und anschlieflend gespeichert oder gezeichnet werden.

Der Algorithmus in einzelnen Schritten:

Ver bal e Beschrei bung:

1)Wahle den vorgegeben Knoten als Startknoten.
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2)Speichere alle vom Startknoten ausgehenden Kanten als Pfade in einer
Pfadliste und sortiere sie absteigend nach Pfadlange.

3)Ermittle den Pfad p mit kleinster Pfadladnge in der Pfadliste (der letzte
Pfad) .Wenn a) der minimale Pfad nur zu einem Zielknoten gefunden werden
soll,dann Uberprltfe,ob der Endknoten dieses Pfades schon der Zielknoten
ist.Wenn er der Zielknoten ist,ist der gesuchte minimale Pfad gefunden.Dann
beende den Algorithmus.Wenn b) die minimalen Pfade zu allen Knoten gefunden
werden sollen,dann speichere diesen Pfad oder zeichne ihn. (Bei Gleichheit
der Pfadlange ist im Fall a) jeweils irgendein Pfad zu wahlen,dessen End-
knoten gleich dem Zielknoten ist und bei Db) ist irgendeiner der Pfade zu
zeichnen bzw. zu speichern.Dieser Pfad ist dann der Pfad p.)

4)Markiere den Endknoten dieses Pfades als besucht,wenn er noch nicht mar-
kiert ist.Wenn a) der Endknoten nicht der Zielknoten ist bzw. wenn b) die
minimalen Pfade zu allen Knoten gefunden werden sollen,und es auRerdem
Nachbarknoten dieses Endknotens gibt,erzeuge neue langere Pfade p;i,indem
dem Pfad zu diesem Endknoten jeweils nacheinander alle von diesem Endknoten
ausgehenden Kanten zu den noch nicht besuchten Nachbarknoten hinzugefigt
werden,und auf diese Weise neue Pfade pi vom Startknoten aus zu diesen
Nachbarknoten entstehen (i ist die Nummerierung der Pfade gemaf der Ordnung
der vom Endknoten ausgehenden Kanten) .Losche den Pfad p aus der Pfadliste.

5)Flge diese neuen Pfade p; (am Anfang) in die Pfadliste ein,und sortiere
die Pfadliste absteigend.

6) Solange noch immer Nachbarknoten des Endknotens des minimalen Pfades der
Pfadliste des Graphen nicht als besucht markiert sind und die Pfadliste
nicht leer ist,setze den Algorithmus bei Schritt 3) fort.

Ansonsten beende den Algorithmus.

Die Pfadliste enthalt nach Konstruktion zu jedem Augenblick alle Pfade zu
den Nachbarknoten als besucht markierter Knoten.Denn zu Beginn enthalt die
Pfadliste alle Pfade,die aus den Kanten des markierten Startknoten zu den
Nachbarknoten fihren.

Sobald ein Pfad aus der Pfadliste entfernt wird,werden alle Pfade die wvom
Startknoten zu den noch nicht als besucht markierten Nachbarknoten dieses
Knotens flhren,in die Pfadliste aufgenommen.

Die Pfadliste wird nach jedem Einfligen von Pfaden absteigend sortiert,so
dass sie stets an letzter Position den minimalen Pfad zu allen noch nicht
besuchten Nachbarknoten enthalt.

Falls der Nachbarknoten dann der Zielknoten ist,ist bei a) der gesuchte mi-
nimale Pfad gefunden.

Ansonsten wird bei leerer Pfadliste bei a) ein leerer Pfad als Rickgabe-
wert der Function zurlckgegeben.

CSatz Il11.1:

Der Algorithmus von Dijkstra liefert nacheinander bei einem zusammenhdngen-
den Graphen mit nichtnegativer Kantenbewertung den Pfad minimalster Pfad-
lange zwischen Startknoten zu jedem anderen Knoten des Graphen (in dem Au-
genblick,in dem dieser Knoten als besucht markiert wird),wenn der andere
Knoten vom Startknoten aus durch einen Pfad erreichbar ist.

Behauptung:
Es seien schon j Knoten als besucht markiert.Bj sei die Menge dieser Kno-

ten.M; sei die Menge der noch nicht als besucht markierten Knoten des Gra-
phen:
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Mit 1 sei die kleinste Pfadlange eines Pfades zwischen zwei Knoten bezeich-
net.Dann gilt fir alle Knoten k; aus Bj und alle Knoten m¢ aus Mj

1 (kOIkX) <1 (kOij)S(kOImt)

(falls jeweils ein Pfad zwischen den Knoten existiert.)

Das bedeutet,dass die Pfadlange der gefundenen Pfade mit jedem erreichten
Knoten zunimmt.

Bewei s:

Durch vollstandige Induktion nach der Anzahl vermindert um 1 (ein markier-
ter Knoten ist schon der Startknoten) der schon als besucht markierten Kno-
ten J:

Induktionsanfang:

Vorgegeben sei ein Startknoten k, im Graph G.Der Startknoten k, wird als
besucht markiert.

Dann werden nach dem Algorithmus von Dijkstra Punkte 2) und 3) alle Kanten
der von k, erreichbaren Nachbarknoten als Pfad in der Pfadliste gespeichert
und die Pfadliste sortiert.

Es wird nun der Pfad,d.h. die Kante mit der kleinsten Lange aus der Pfadli-
ste geldscht und der Endknoten k; bei 4) als besucht markiert.Die Pfade von
ko zu den erreichbaren Nachbarknoten von k; werden in die Pfadliste bei 5)
am Anfang eingefliigt und die Pfadliste wird absteigend sortiert.

Vom Startknoten k, zum Knoten k; fihrt ein minimalster Pfad,da dies die Kan-
te mit der kleinsten Lange ist.

Die Menge der besuchten Knoten B; des Graphen besteht dann aus den Knoten
ko und k;.Also ist j=1.Die Menge der Ubrigen Knoten des Graphen sei M;.Die
Menge der von den Knoten von B; aus erreichbaren Nachbarknoten sei N;.N; ist
dann Teilmenge von M; |

Damit ist der Beweis flUr j=1 geflhrt.
Induktionsschritt:

Annahme:

Es sind schon die minimalsten Pfade von ky; zu den j-1 als besucht markier-
ten Knoten k;,k; bis kj.; gefunden.Die Menge dieser Knoten einschlieflich ko
sei mit Bj.; bezeichnet.Die Menge der von diesen Knoten erreichbaren Nach-
barknoten,die nicht in Bj.; liegen,sei mit Nj.; bezeichnet.Alle Knoten des
Graphen,die nicht in Bj.; enthalten sind,seien mit M;j., bezeichnet.Njy; ist
dann eine Teilmenge von Mj.;.

Mit 1 sei die kleinste Pfadlange eines Pfades zwischen zwei Knoten bezeich-
net.Dann gilt fir alle Knoten ky aus Bj.; und alle Knoten m¢ aus Mj.i:

1 (kOIkX) <1 (kOij—l) <1 (kOImt)

(Falls jeweils ein Pfad zwischen den Knoten existiert.)

Schritt von j-1 auf j:

Zu dem Knoten k aus Nj.; mit dem Pfad p,der die minimalsten Pfadlé&nge von
ko unter allen Pfaden zu allen Knoten aus Nj.; hat,wird nach 3) der Pfad p
ausgewahlt.Der Knoten k wird mit ky bezeichnet und als besucht mar-
kiert.Zusammen mit den bisherigen besuchten Knoten bildet kj; die Menge
By Die Menge M ist die Menge der ibrigen Knoten des Graphen.Die Menge der
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von k; erreichbaren und noch nicht besuchten Knoten wird dann mit der Men-
ge Nj_; aus der kj entfernt wird,vereinigt und diese Knoten bilden die Menge
Nj,die eine Teilmenge von M; ist.Die Pfade von p; von ko, zu den von kj aus
erreichbaren Knoten werden in der Pfadliste gespeichert,so dass jetzt wie-
der alle Pfade von ko, aus zu den Knoten aus Nj in der Pfadliste gespeichert
sind.

Der Pfad p von ko zu k; ist dann der minimalste Pfad unter allen Pfaden des
Graphen.

Gébe es namlich einen anderen klrzeren Pfad p’ von k, zum Knoten k; mit

1(p’)<l(ko,ky)=1(p) ,miBte dieser,da kj ein Knoten aus Nj.; bzw. Mj.; ist,im
Pfad einen (in der Pfadreihenfolge) ersten Knoten P’ aus B;j.; enthal-
ten,dessen Nachfolger im Pfad P’’ in Nj.; liegt.Der Pfad von k, Uber P’ zu
P'’ geil p'’.

Dann gilt:

1(p’)21(p’")=1(ko,P’")21(ko,ky)=1(p)

wegen nichtnegativer Kantenbewertung und da die Pfade von k, zu allen Nach-
barknoten P’’ aus Nj.; nach Auswahl des Knoten kj gréfer als der minimalste
Pfad ist,der von ks zum Knoten k; Uber kj; flhrt. (nach Auswahl ist dieser
Pfad nadmlich der minimalste Pfad der Pfadliste,die alle Pfade zu den Knoten
von Nj.; enthdlt)

Das ist ein Widerspruch dazu,dass p’ ein klrzerer Pfad zu k; ist.

In gleicher Weise ergibt sich,dass jeder Pfad von k, aus zu einem beliebigen
Knoten aus Ny (zu k=kj fihrte schon der Pfad mit der kleinsten Pfadlange
aller Pfade 2zu Knoten aus Nj;) und damit auch M; mindestens die Lange
1(ko,ky) hat,denn diese Pfade flhren immer Uber Knoten aus Nj.; oder uber k;
selber.

Damit ist der Induktionsschritt gezeigt.

Quel | code:

(Unit UPfad)

Die Pfadliste hat im folgenden Quelltext den Namen Wegpfadliste.

function TPfadgraph.BestimmeminimalenPfad (Knol, Kno2:TKnoten) :TPfad;
label Endproc;
var WegPfadliste:TPfadliste;
MomentanerWeg, MomentanerWegneu: TKantenliste;
Indexl, Index2:Integer;
Ka,Kal,Ka2:TKante;
Kno:TKnoten;
Ob:TObject;
begin
BestimmeminimalenPfad:=TPfad.Create; 1)
WegPfadliste:=TPfadliste.Create;
LoescheKnotenbesucht;
Knol.Besucht:=true;

if not Knol.AusgehendeKantenliste.Leer then 2)
for Indexl:=0 to Knol.AusgehendeKantenliste.Anzahl-1 do
begin

Ka:=Knol.AusgehendeKantenliste.Kante (Indexl) ;
MomentanerWeg:=TKantenliste.Create;
Ka.Pfadrichtung:=Ka.Zielknoten (Knol) ;
MomentanerWeg.AmAnfanganfuegen (Ka) ;
WegPfadliste.AmAnfanganfuegen (Momentanerweg.Graph) ;

end;
WegPfadliste.Sortieren (Pfadvergleich, Bewertung) ; 3)
while not Wegpfadliste.Leer do 4)
begin

Wegpfadliste.AmEndeloeschen (Ob) ; 5)

Momentanerweg:=TGraph (Ob) .Kantenliste; 6)

Kal:=MomentanerWeg.Kante (MomentanerWeg.Letztes) ;
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Kno:=Kal.Pfadrichtung; 7)
if Kno=Kno2 then
begin
Bestimmeminimalenpfad:=TPfad (MomentanerWeg.Kopie.Graph) ; 8)
goto Endproc;
end;
if not Kno.Besucht 9)
then
begin
Kno.Besucht:=true; 10)
if not Kno.AusgehendeKantenliste.Leer then 11)
for Index2:=0 to Kno.AusgehendeKantenliste.Anzahl-1 do
begin
Ka2:=Kno.AusgehendeKantenliste.Kante (Index2) ;
if not Ka2.Zielknoten (Kno) .Besucht then
begin
Ka2.Pfadrichtung:=Ka2.Zielknoten (Kno) ;
MomentanerWegneu:=TKantenliste.Create;
MomentanerWegneu: =MomentanerWeg.Kopie;
MomentanerWegneu.AmEndeanfuegen (Ka2) ;
WegPfadliste.AmAnfanganfuegen (Momentanerwegneu.Graph) ;
end;
end;
end
else
begin
MomentanerWeg.Free;
MomentanerWeg:=nil;
end;
WegPfadliste.Sortieren (Pfadvergleich, Bewertung) ; 12)
end;
Endproc:
while not Wegpfadliste.Leer do
begin
Wegpfadliste.AmEndeloeschen (Ob) ;
TPfad (Ob) .Free;
Ob:=nil;
end;
Wegpfadliste.Free;
Wegpfadliste:0nil;
end;

Die obige Methode benutzt die Function Pfadvergleich:

function PfadVergleich (Obl,0b2:TObject;Wert:TWert) :Boolean;
var Pfadl,Pfad2:TPfad;
begin
Pfadl:=TPfad (0Obl) ;
Pfad2:=TPfad (0b2) ;
Pfadvergleich:=Pfadl.Pfadsumme (Wert) >Pfad2.Pfadsumme (Wert) ;
end;

Erlauterung des Algorithmus:

Nach den erforderlichen Initialisierungen (Erzeugen der Pfadliste Momenta-
nerWeg und dem Zurlcksetzen der Besucht-Markierung aller Knoten des Gra-
phen sowie dem Setzen der Besucht-Markierung des Startknotens) bei 1) wer-
den bei 2) alle Kanten des Startknoten in die Pfadliste Wegpfadliste als
Pfade eingefligt.Die Wegpfadliste wird bei 3) absteigend sortiert.Solange
die Wegpfadliste nicht leer 4) ist,wird der minimalste (letzte) Pfad bei 5)
aus der Liste entfernt und als MomentanerWeg bei 6) gespeichert.Der Endkno-
ten von MomentanerWeg wird bei 7) mittels der letzten Kante ermittelt,und
es wird bei 8) Uberprtft,ob dieses schon der Zielknoten Kno2 ist.Wenn dies
der Fall ist,wird der Algorithmus durch einen Sprung zum Label Endproc be-
endet und der Pfad bei 8) als Resultat der Function zurlckgegeben.

Wenn der Endknoten von MomentanerWeg noch nicht als besucht markiert war
9),wird er bei 10) jetzt als besucht markiert,und bei 11) werden die vom
Endknoten ausgehenden Kanten jeweils zum Pfad MomentanerWeg hinzugefigt und
so flr jede Kante neue Pfade als MomentanerWegneu erzeugt,die der Wegpfad-
liste am Anfang hinzugefiigt werden.

Bei 12) wird die Wegpfadliste erneut absteigend sortiert,so dass wieder der
kleinste Pfad am Ende der Liste ist.Der Algorithmus endet,wenn die Wegpfad-
liste leer ist,oder wenn der Zielknoten Kno2 erreicht ist.
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Wie erhalt man jedoch zwei Knoten des Graphen per Mausklick, zwischen denen
man den minimalen Pfad bestimmen lassen mdchte?Ein geeignete Methode dazu
ist die Methode TInhaltsgraph.ZweiKnotenauswaehlen,die in der folgenden Me-
thode MinimalenPfadzwischenzweiKnotenbestimmen bendtigt wird:

function TPfadgraph.MinimalenPfadzwischenzweiknotenbestimmen (X,Y:Integer;
Ausgabe:TLabel;var SListe:TStringList;Flaeche:TCanvas) :Boolean;
label Endproc;
var T:TInhaltsgraph;
Knol,Kno2:TPfadknoten;
Gefunden:Boolean;
begin
result:=false;
if self.ZweiKnotenauswaehlen (X,Y,TInhaltsknoten (Knol), TInhaltsknoten (Kno2) ,h Gefunden)
and Gefunden (***x)
then
begin
result:=true;
if Knol=Kno2
then
begin
Showmessage ('Die beiden Knoten sind identisch!');
Goto Endproc;
end;
SListe:=TStringList.Create;
T:=TInhaltsgraph (self.BestimmeMinimalenPfad (Knol, Kno2)) ;
if not T.Kantenliste.Leer then

begin
T.FaerbeGraph (clred, psdot) ;
T.ZeichneGraph (Flaeche) ; 13)
Ausgabe.Caption:= 14)

T.InhaltallerKnoten (ErzeugeKnotenstring)+' Summe: '+
RundeZahltostring (T.Kantensumme (Bewertung) , Kantengenauigkeit) ;
SListe.Add (Ausgabe.Caption) ;
Ausgabe.Refresh;
Messagebeep (0) ;
Pause (2000) ;
Ausgabe.Caption:='";
Ausgabe.refresh;
T.ZeichneGraph (Flaeche) ;
result:=true;
end
else
ShowMessage ('Kein minimaler Pfad zwischen den Knoten') ;
end
else
result:=false;
Endproc:
end;

Erlauterung des Algorithmus:

Der Variablen T vom Typ TInhaltsgraph wird der minimale Pfad als Graph zu-
geordnet und anschliefend gezeichnet sowie die Knotenfolge des Pfades im
Label Ausgabe mit Pfadsumme und Pfadprodukt ausgegeben (Markierungen 13 und
14) .

Das Problem dieser Methode ist,dass sie in einer Ereignismethode von Delphi
aufgerufen werden soll,die die Koordinaten eines Mausklickpunkts x und y
bestimmt .Dabei werden jedoch zunadchst einmal nur die Koordinaten eines Kno-
tens,der Ziel des Klicks ist,festgelegt.Erst wenn die Methode ein zweites
Mal durch einen Mausklick aktiviert wird,werden die Koordinaten eines wei-
teren Punkts bestimmt.Danach soll die Ereignismethode verlassen werden.

Dieses Verhalten der Methode wird durch den Aufruf der Methode BeiMaus-
klickzweiKnotenauswaehlen bei (*****) erzeugt.Diese Methode gibt den Wert
true zurltck,wenn sie zum zweiten Mal mit jeweils einem neuen Paar von X,y-
Koordinaten aufgerufen wurde,und wenn dabei die Koordinatenpaare x,y zweil
Stellen des Bildschirms auswahlen,an denen sich Knoten befinden.In diesem
Fall ist auch der Referenzparameter gefunden true.So braucht der Me-
thode MinimalenPfadzwischenzweiKnotenbestimmen nur jeweils (nacheinander)
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ein Paar von x,y-Koordinaten von der MausklickEreignismethode Ubergeben zu
werden.

Wenn zwei Knoten erfolgreich ausgewahlt wurden,wird der RuUckgabewert der
function BeiMausklickzweiKnotenauswaehlen auf true gesetzt und damit auch
der RlUckgabewert result der Funktionsmethode MinimalenPfadzwischenzwei-
Knotenbestimmen auf true gesetzt,so dass in der aufrufenden Ereignisprocdu-
re entschieden werden kann,wann diese Methode wieder verlassen werden mufd
(ansonsten ist der RlUckgabewert false).

Der obige Algorithmus BestimmemimialenPfad 1lafRt sich 1leicht so abwan-
deln,dass alle minimalen Pfade,die von einem Startknoten eines Graphen zu
den Nachbarknoten flUhren,bestimmt werden kénnen.Er ist eine bessere,weil
schnellere Variante des im letzteren Kapitel beschriebenen Verfahrens Er-
zeugeminimalePfade:

Al gorithnmus Alle m ninmal en Pfade von ei nem Knoten nach Dijkstra
erzeugen

(Unit UPfad)

procedure TPfadknoten.ErzeugeminimalePfadenachDijkstra;
label Endproc;
var WegPfadliste:TPfadliste;
MomentanerWeg, MomentanerWegneu:TKantenliste;
Index:Integer;
Ka{,Kal,Ka2}:TKante;
Kno:TKnoten;
Ob:TObject;
begin
Graph.Pfadlistenloeschen;
WegPfadliste:=TPfadliste.Create;
Graph.LoescheKnotenbesucht;
Besucht:=true;
if not AusgehendeKantenliste.Leer then
for Index:=0 to AusgehendeKantenliste.Anzahl-1 do
begin
Ka:=AusgehendeKantenliste.Kante (Index) ;
MomentanerWeg:=TKantenliste.Create;
Ka.Pfadrichtung:=Ka.Zielknoten (self) ;
MomentanerWeg.AmAnfanganfuegen (Ka) ;
WegPfadliste.AmAnfanganfuegen (Momentanerweg.Graph) ;
end;
WegPfadliste.Sortieren (Pfadvergleich, Bewertung) ;
while not Wegpfadliste.Leer do
begin
Application.ProcessMessages;
if Graph.Abbruch then goto Endproc;
Wegpfadliste.AmEndeloeschen (Ob) ;
Momentanerweg:=TGraph (Ob) .Kantenliste;
Ka:=MomentanerWeg.Kante (MomentanerWeg.Letztes) ;
Kno:=Ka.Pfadrichtung;
if not Kno.Besucht

then

begin
Kno.Besucht:=true;
Kno.Pfadliste.AmEndeanfuegen (MomentanerWeg.Kopie.Graph) ; 15)
Pfadliste.AmEndeanfuegen (MomentanerWeg.Kopie.Graph) ; 16)

if not Kno.AusgehendeKantenliste.Leer then
for Index:=0 to Kno.AusgehendeKantenliste.Anzahl-1 do
begin
Ka:=Kno.AusgehendeKantenliste.Kante (Index) ;
if not Ka.Zielknoten (Kno) .Besucht then
begin
Ka.Pfadrichtung:=Ka.Zielknoten (Kno) ;
if not Ka.Pfadrichtung.Besucht then
begin
MomentanerWegneu: =MomentanerWeg.Kopie;
MomentanerWegneu.AmEndeanfuegen (Ka) ;
WegPfadliste.AmAnfanganfuegen (Momentanerwegneu.Graph) ;
end;
end;
end;
end
else
MomentanerWeg.Free;
MomentanerWeg:=nil;
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WegPfadliste.Sortieren (Pfadvergleich, Bewertung) ;
end;
Endproc:
Wegpfadliste.Freeall;
Wegpfadliste:=nil;
end;

Erlauterung des Algorithmus:

Im Unterschied zur vorigen Methode handelt es sich hier nicht um eine Func-
tion, sondern um eine Procedure,und es ist eine Methode von TPfadknoten und
nicht von TPfadgraph.

Der Hauptunterschied besteht im Wegfall des Abschnittes 9) (Uberprifen,ob
der Zielknoten schon erreicht ist) und im Hinzufligen der Zeilen 15) und
16) ,in denen bei der Besucht-Markierung des Endknotens eines Pfades der mi-
nimale Pfad zu diesem Knoten in der Pfadliste dieses Knotens gespeichert
und der Pfadliste des Startknotens hinzugeflgt wird,so dass in der Pfadli-
ste des Startknotens beim Ende des Verfahrens alle minimalen Pfade gespei-
chert sind.

Zeile 15) kann noch entfallen,wenn nicht auf die Pfadlisten der Einzelkno-
ten zurlUckgegriffen werden soll.Zeile 16) koénnte durch eine Farbmarkierung
und Zeichnung des Graphen (Pfad MomentanerWeg) ,wie im vorigen Kapitel be-
schrieben, ersetzt werden.

Z.B.:
TPfadgraph (MomentanerWeg.Graph) .Graphzeichnen (Flaeche, Ausgabe, Bewertung, Sliste,

TPfadgraph (self.Graph) .Demo, TPfadgraph (self.Graph) . Pausenzeit,
TPfadgraph (self.Graph) .Kantengenauigkeit) ;

oder als Einzelanweisungen:

T:=TPfadgraph.Create;

TObject (T) : =MomentanerWeg.Graph.Kopie;
T.FaerbeGraph (clred, psdot) ;
T.ZeichneGraph (Flaeche) ;

mit var T:TInhaltsgraph;

Die Methode  BestimmeMinimalenPfad von TGraph der Unit Ugraph arbeitet nach

einem modifizierten Rangalgorithmus nach Ford und bestimmt den minimalen

Pfad auch im Fall negativer Kantenbewertung (auBer bei negativen Kreisen)

bei gerichteten Graphen (Lit 45 S.106).Die Funktionsweise wird im Anhang

beschrieben.Dieses Verfahren kommt zum Einsatz in dem Algorithmus Minim a-
le-Kosten und den darauf aufbauenden Algorithmen (Kapitel CXIII und

CXIV). Dieses Verfahren sollte also dann zusdtzlich im Vergleich zur Di-
jkstra-Methode Dbehandelt werden,wenn der dort verwendete Algorithmus von
Busacker und Gowen spater im Unterricht bendtigt oder programmiert werden
soll.Im MenlU Abstand von zwei Knoten des Menls Pfade (Konzeption DWK) kann
man zwischen beiden Verfahren wahlen.

Algorithmus Alle Pfade zw i schen zwei Knoten

(Unit UPfad)

Ver bal e Beschrei bung:

Siehe dazu die entsprechende Beschreibung in Kapitel II,da das Verfahren im
letzten Kapitel namlich schon als Erweiterung des Tiefenbaudurchlaufs im
Prinzip besprochen wurde.Als problemorientierte Einstiegsaufgabe zum Erken-
nen des Algorithmus durch Schiiler k&énnen deshalb die Aufgaben C II 1.d und
e (mittels Demomodus) benutzt werden. (Auflerdem kénnen dazu auch als Be-
spiele die Graphen G002.gra und G005.gra gewahlt werden.)
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Erlauterung des Algorithmus:

Die Idee dieses Algorithmus ist esg,alle Pfade nach dem Verfahren ErzeugeAl-
lePfade,die nach dem TiefenBaumsuchlauf mit jeweiligem L&schen der Besucht-
Markierung der Knoten auf dem RlUckweg arbeitet,vom Startknoten zu erzeu-
gen,wobei die Pfade des Graphen zum Zielknoten in der Pfadliste des Ziel-
knotens und in der Pfadliste des Startknotens gespeichert werden.

Danach brauchen nur noch die Pfade der Pfadliste des Zielknotens ausgegeben
werden.Die Methode AllePfadeerzeugen (siehe im vorigen Kapitel II) ist also
dabei so abzuwandeln,dass nur noch die Pfade zum Zielknoten in der Pfadli-
ste des Zielknoten gespeichert werden.Dieses 1leistet die Methode TKno-
ten.ErzeugeallePfadeZielknoten.

In dieser Methode fehlt die Zeile zum Speichern der Pfade in der Pfadliste
des Startknotens,und sie enthdlt stattdessen den Eintrag:

if Ka.Zielknoten (Kn)=Kno then (Hkkk k)
Ka.Zielknoten (Kn) .Pfadliste.AmEndeanfuegen (MomentaneKantenliste.Kopie.Graph) ;

(statt der Zeile

Pfadliste.amEndeanfuegen (MomentaneKantenliste.Kopie.Graph); )

Der Quelltext der Methode lautet dann:

procedure TPfadknoten.ErzeugeallePfadeZielknoten (Kno:TKnoten) ;
var Index:Integer;
MomentaneKantenliste:TKantenliste;

procedure GehezuallenNachbarknoten (Kn:TKnoten;Ka:TKante) ;
var Ob:TObject;
Index:Integer;
begin
if not Ka.Zielknoten (Kn) .besucht then
begin
Ka.Pfadrichtung:=Ka.Zielknoten (Kn) ;
MomentaneKantenliste.AmEndeanfuegen (Ka) ;
if Ka.Zielknoten (Kn)=Kno then
Ka.Zielknoten (Kn) .Pfadliste.AmEndeanfuegen (MomentaneKantenliste.Kopie.Graph) ; (**®xk)
Ka.Zielknoten (Kn) .Besucht:=true;
if not Ka.Zielknoten (Kn) .AusgehendeKantenliste.Leer then
for Index:= 0 to Ka.Zielknoten (Kn).AusgehendeKantenliste.Anzahl-1 do
GehezuallenNachbarknoten (Ka.Zielknoten (Kn) ,Ka.Zielknoten (Kn) .
AusgehendeKantenliste.Kante (Index)) ;
MomentaneKantenliste.AmEndeloeschen (Ob) ;
Ka.Zielknoten (Kn) .Besucht:=false;
end;
end;

begin
MomentaneKantenliste:=TKantenliste.Create;
Graph.Pfadlistenloeschen;
Graph.LoescheKnotenbesucht;
Besucht:=true;
if not AusgehendeKantenliste.Leer then

for Index:=0 to AusgehendeKantenliste.Anzahl-1 do
GehezuallenNachbarknoten (self,AusgehendeKantenliste.Kante (Index)) ;

MomentaneKantenliste.Free;
MomentanerKantenliste:=nil;

end;

Der Quelltext von AllePfadezwischenzweiKnotenzeigen lautet:

function TPfadgraph.AllePfadezwischenzweiKnotenbestimmen (X,Y:Integer;
Ausgabe:TLabel;var SListe:TStringList;Flaeche:TCanvas) :Boolean;
label Endproc;
var Zaehl:Integer;
T:TInhaltsgraph;
Knol,Kno2:TPfadknoten;
Gefunden:Boolean;
begin
result:=false;
if self.ZweiKnotenauswaehlen (X,Y,TInhaltsknoten (Knol), TInhaltsknoten (Kno2) ,h Gefunden)
and Gefunden 1)
then
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begin
if Knol=Kno2
then
begin
Showmessage ('Die beiden Knoten sind identisch!');
Goto Endproc;
end;
Ausgabe.Caption:='Berechnung lauft...';
Knol.erzeugeallePfadeZielknoten (Kno2) ;
result:=true;
if Kno2.Pfadliste.Leer then 2)
begin
Ausgabe.Caption:="'";
Ausgabe.Refresh;
ShowMessage ('Keine Pfade zwischen den Knoten') ;
end
else
Kno2.AnzeigePfadliste (Flaeche, Ausgabe, SListe, true, true) ; 3)
end
else
result:=false;
Endproc:
end;

Erlauterung des Algorithmus:

Zunachst werden zwei Knoten nach der schon weiter oben beschriebenen Metho-
de bei 1) erfolgreich ausgewahlt.Bei 2) werden dann alle Pfade vom Start-
knoten Knol im Graphen mittels der oben beschriebenen Methode Erzeugealle-
PfadeZielknoten erzeugt.

Bei 3) werden alle Pfade der Pfadliste des Zielknotens Kno2 als Graphen rot
markiert gezeichnet und die Knotenfolge des Pfades mitsamt Pfadladnge und
dem Produkt der Pfadkantenwerte wird im Label Ausgabe ausgegeben.Auflerdem
werden diese Informationen an die Stringliste SListe,die zur Ausgabe im
Ausgabefenster dient,lbergeben.

C Aufgabe 111.3: (Ubung:minimale Pfade)

Gegeben ist der Graph von Aufgabe C III.2 (GO0ll.gra) und dadurch das Stra-
Rennetz zwischen den Orten A bis H.

a)Ermittle nach dem Algorithmus nach Dijkstra alle minimalen Pfade wvon Ort
A aus zu den Ubrigen Orten.

b)Ermittle den minimalen Pfad zwischen Ort F und B.

(Lésung per Hand,mittels eigenem erstellten Quellcode durch die Entwick-
lungsumgebung oder mittels des Menlis/Abstand von zwei Knoten des fertigen
Programms Knotengraph je nach Konzeption)

Ldsung:

a)

A H Summe: 3 Produkt: 3

A C Summe: 3 Produkt: 3

A D Summe: 4 Produkt: 4

A H B Summe: 5 Produkt: 6

A C F Summe: 5 Produkt: 6

A H E Summe: 7 Produkt: 12
A C F G Summe: 8 Produkt: 18

b)
FCHB Summe: 8
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C IV Eulerbeziehung,ebene Graphen und Farbbarkeit

Dieses Kapitel enthalt als wesentlichen Teil die Beschreibung (und Codie-
rung) eines Algorithmus,der untersucht,ob die Knoten eines Graphen mittels
einer vorgegeben Anzahl von Farben so zu farben sind,dass jeweils zwei
(durch eine Kante) benachbarte Knoten verschiedene Farben erhalten. (Knoten-
farbarkeit eines Graphen)

Die kleinste Anzahl dieser Farben heif3st chromatische Zahl des Graphen.Daher
eignet sich der Algorithmus u.a. auch zur Bestimmung dieser chromatischen
Zahl.

Eine Unterrichtsreihe zu diesem Thema ist deshalb von besonderer Bedeu-
tung,weil sie im Zusammenhang steht mit dem berthmten,lange Zeit ungeldsten
Vierfarbenproblem,dessen Aussage 1in der Form ausgedrlickt werden kann,dass
die chromatische Zahl eines ebenen Graphen maximal vier ist.

Damit ist es sginnvoll,in einer Unterrichtsreihe zu diesem Thema auch Uber
die Planaritat von Graphen zu sprechen.Mit der Planaritat von Graphen ist
wiederum die Eulerbeziehung verknlpft,die gerade flr die Planaritat eine
notwendige Voraussetzung ist.

Durch geschicktes Anwenden dieser Beziehung kann namlich gerade auf die
Nichtplanaritat spezieller Graphen geschlossen werden. (Entsprechende Test
sind im Menll Eigenschaften/Kreise des Programm Knotengraph bzw. der Ent-
wicklungsumgebung enthalten und geben bei positivem Ergebnis die Nicht-
planaritat zusatzlich zu dem Untersuchungsresultat des Graphen auf Kreise
an.)

Schliefflich sind noch die Graphen mit der chromatischen Zahl 2 gerade die
bipartiten (paaren) Graphen,so dass dieser wichtige Begriff,der z.B. bei
der Matchingtheorie eine Rolle spielt,hier didaktisch anschaulich vorberei-
tet werden kann.

Die Stoffauswahl dieses Kapitels eignet sich insbesondere auch flr eine Un-
terrichtsreihe,die das fertige Programm Knotengraph nur als Werkzeug be-
nutzt,um Probleme der Graphentheorie zu veranschaulichen und dadurch Zusam-
menhange zu erkennen,ohne Algorithmen selber zu programmieren,z.B. beim
Einsatz im Mathematikuntericht (Konzeption DWK) .

In einer solchen Unterrichtsreihe wlrde man den Farbbarkeitsalgorithmus
dann nur theoretisch ohne zu programmieren besprechen und seine Ergebnisse
an Hand von Beispielgraphen (im Demomodus des Programms Knotengraph) ver-
folgen.

Stellt man dagegen die objektorientierte Programmierung des Algorithmus
Farbbarkeit der Knoten des Graphen,der auch als Musterbeispiel eines Back-
trackingverfahrens behandelt werden kann,in den Vordergrund (z.B. im Infor-
matikuntericht) ,kénnen die Satze Uber die Eulerbeziehung und Uber die
Planaritat wvon Graphen,die eine bessere Sicht auf den Gesamtzusammenhang
ermdglicht und die Problematik ausweiten,als Motivation zur intensiveren
Beschaftigung mit diesem Themenbereich dienen.

Die folgenden Beispiels-und Einfihrungsaufgaben sorgen flr eine selbststan-
dige Entdeckung der graphentheoretischen Zusammenhdnge und Aussagen der ma-
thematischen Satze seitens der Schiler.

(Siehe dazu auch den entsprechenden Unterrichtsplan im Anhang als Ergéa n-
zung)

C Aufgabe V.1 (Einstiegsproblem):

Gegeben sind folgende Graphen:
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Graph 1:

@12.gra

G aph 2:
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Graph 4:

015. gra

Eine von Kanten jeweils eingeschlossene ebene Flache,die nicht mehr durch
weitere Kanten geteilt wird, heif3t Gebiet.

Auflerdem zahlt auch schon die um den Graph befindliche nach allen Seiten
unbegrenzte anfangs leere Zeichenfldche,die schon vorhanden ist,bevor der
Graph gezeichnet wurde,als ein Gebiet namlich das &uflere Gebiet.

Zadhle die Anzahl der Knoten k,die Anzahl der Kanten a und die Anzahl der
Gebiete f (Flachen),die jeweils in den einzelnen Graphen vorhanden sind,
und stelle die Ergebnisse in einer Tabelle zusammen.

Tabelle:

Graph k a £ k-a+f
1 8 12 6 2

2 4 7 5 2

3 4 7 5 2

4 7 6 1 2

C Aufgabe 1V.2 (2. Einstiegsproblem:

Drei Hauser d,e und f sollen mit dem Gaswerk a,dem Wasserwerk b und dem
Elektrizitatswerk ¢ durch Leitungen verbunden werden.Der folgende Graph
zeigt die Moglichkeit einer Verbindung der Hauser durch Leitungen mit den
drei Werken.Die Leitungen Uberschneiden sich.

Uberpriife durch Knoten-/Kantenverschiebung mittels des Programms Knoten-
graph (isomorphe Graphen) oder durch zeichnerisches Probieren,dass es nicht
méglich ist,die Leitungen durch Verformungen so =zu legen,dass sie sich
nicht Uberschneiden.

C Definition |V.1:

Ein Graph ist eben oder planar,wenn er (durch Verandern der Form der Kanten
d.h. durch Erzeugen isomorpher Graphen,die dieselben Kanten-
Knotenrelationen besitzen) beim Zeichnen in der Ebene so dargestellt wer-
den kann,dass sich seine Kanten nicht gegenseitig Uberschneiden.

Flir den folgenden Graphen gilt:
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Da die Kanten sich stets Uberschneiden,gibt es keine Zahl flr £f.

Der Graph ist also anscheinend nicht eben.Ein Beweis wird bei der Bespre-
chung der Kriterien flr ebene Graphen gegeben.
Die obigen Graphen 1 bis 4 sind eben.

Gas-Wasser-Elektrizitats-Graph:

016. gra

Durch Verschieben erzeugter isomorpher Graph zu G016. gra
Als Ergebnis der Lésungen der Aufgaben IV.1 und IV.2 ergibt sich:

C Satz |V 1.

In einem ebenen Graphen ist k-a+f=2.

(Eulersche Formel)

Beweis:

Gegeben sei ein beliebiger Graph.Wenn der Graph noch kein Gerlst ist,kdnnen
aus i1hm Kanten entfernt werden,ohne dass sich die Anzahl der Komponenten
erhdht,bis zum Schluf? ein Gerlst entstanden ist.Dabei kann man immer nur
solche Kanten entfernen,die zwei verschiedene Gebiete trennen,so dass sich
bei jedem Schritt die Anzahl der Gebiete um eins vermindert.Wenn nur noch
ein Gebiet vorhanden ist,ist ein Gerlist entstanden.

Es kénnen also 1=f-1 Kanten entfernt werden.

Nach Satz C I.4 ist diese Zahl aber auch durch l=a-k+1 gegeben.

Also gilt: f-l1=a-k+1

Daraus folgt: k-a+f=2

Der Algorithmus des Menls Eigenschaften/Anzahl Knoten und Kanten des Pro-

gramms Knotengraph bzw. der Entwicklungsumgebung benutzt die Eulersche For-
mel,um bei einem ebenen Graphen die Anzahl der Gebiete zu ermitteln.
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C Auf gabe 1V. 3:

Erstellen Sie die Graphen der Aufgabe IV.1 mit Hilfe des Programms Knoten-
graph, und ermitteln Sie mit Hilfe des Menlis Eigenschaften/Anzahl Knoten
und Kanten die Anzahl der Gebiete dieser Graphen.Erzeugen Sie dabei auch
isomorphe Graphen durch Verschieben von Knoten und Kanten.

C Satz |V 2:

Enthdlt ein zusammenhdngender,ebener,schlichter Graph mit k Knoten und a
Kanten einen kleinsten Kreis mit n Kanten,dann gilt:

(n-2)asn (k-2)

Beweis:

Die Anzahl der Gebiete mit n Kanten sei mit a, bezeichnet.
Mit An + Aps1i +F ... = f (Anzahl der Gebiete)

Es gilt dann:

n f <na, + (n+l)apng + -.... < 2a

Die zweite Ungleichung folgt,weil jede Kante maximal 2 verschiedenen, be-
nachbarten Gebieten angehdren kann.

Mit der Eulerschen Beziehung f=a-k+2 folgt:
n(a-k+2)< 2a

Daraus folgt:

(n-2)as< n(k-2)

C Definition |V.2:

Ein ebener Graph heifft maximal planar,wenn durch Hinzufligen einer beliebi-
gen Kante zwischen zwei Knoten,die noch nicht durch eine Kante verbunden
sind,ein nicht planarer Graph entsteht.

Ein ebener Graph heifst Dreiecksgraph,wenn alle Gebiete des Graphen von
Kreisen mit 3 Kanten und damit drei Knoten gebildet werden.

C Satz |V 3:

Ist G ein vollstandiger, ebener, zusammenhangender, schlichter Graph,so wird
jedes Gebiet von einem Kreis aus drei Kanten begrenzt.Ein solcher Graph
ist ein Dreiecksgraph.
Dann gilt:
a=3k-6
Ein solcher Graph heifft maximal planar.
Fir beliebige ebene Graphen gilt:
a<3k-6
Beweis:

In diesem Fall gilt:
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3 £f = 3 a3 = 2a, da der Term 3f (Anzahl der Dreiecksgebiete multipliziert
mit jeweils der Anzahl von 3 Kanten) jede Kante doppelt zahlt.

Also folgt aus dem vorigen Satz:

(n-2)a=n(k-2) mit n=3

d.h. a=3(k-2)

also: a=3k-6

Jeder ebene,schlichte zusammenhadngende Graph,dessen kleinste Kreise keine
Dreiecke sind,lafft sich durch Zeichen von zusatzlichen Kanten im Inneren
der Nicht-Dreiecksgebiete so erganzen,daf ein Dreiecksgraph entsteht.

Also gilt flUr beliebige ebene Graphen:

asi3k-6

Bemerkung:

Die Formeln (n-2)asn(k-2) und a<3k-6 sind notwendige aber keine hinreichen-
den Bedingungen flUr die Existenz eines planaren Graphen.Sie koénnen aber zum
Nachweis der Nichtplanaritat benutzt werden.Die Formeln werden im Algorith-
mus des Menls Eigenschaften/ Kreise benutzt,um gegebenenfalls (falls die
Kriterien eine Aussage =zulassen) die Nichtplanaritdt oder die maximale
Planaritat eines Graphen (zusatzlich zur Eigenschaft,ob eine Eulerlinie exi-
stiert) anzugeben.

C Auf gabe 1V. 4:

Erzeuge mit Hilfe von Knotengraph die folgenden Graphen und benutze die
Menlpunkte Eigenschaften/Anzahl Knoten und Kanten sowie Eigenschaften/
Kreisgse,um die Anzahl von Knoten und Kanten sowie die Kantenzahl des klein-
sten Kreises anzeigen zu lassen.

Wende die obigen notwendigen Bedingungen an,um die Nichtplanaritat der fol-
genden Graphen zu zeigen.Uberpriife das Ergebnis jeweils mit Hilfe des Meniis
Eigenschaften/ Kreise,in dem gegebenenfalls die Nichtplanaritdt gemaR den
obigen Bedingungen angezeigt wird.

Erzeuge auch weitere eigenen Graphen und prife auf Planaritat.

Bemerkung:Das Menl Kreise ermittelt u.a. die Kantenzahl eines kleinsten
(mit Kantenzahl k>2) und eines grdéfiten Kreises in dem aktuellen,als unge-
richtet aufgefaften Graphen.Auferdem kdénnen alle Kreise und ihre Anzahl mit
vorzugebener Kantenzahl in dem aktuellen,als ungerichtet aufgefaRlten Graph
bestimmt werden.Die Art der Algorithmen ist bei der Bedienungsanleitung im
Anhang beschrieben.

Graph 1:

016. gra

210



Graph 2:

017.gra

Graph 3:

018.gra
Graph 1:

Es ist n=4,k=6 und a=9.
Nach der 1. Ungleichung ist:

2*9>4*(6-2) d.h. 18>16
Graph 2:

Es ist: n=3, k=5 und a=10
Nach der 2. Ungl eichung ist:
10>3*5-6 d. h. 10>9

Graph 3:
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Es ist:n=5,k=10 und a=15
Nach der ersten Unglei chung ist:
3*15>5(10-2) d.h. 45>40

Damt ist gezeigt,dass die Gaphen nicht planar sind.

Di e Graphen 1 und 2 haben besondere Namen und ei ne besondere Bedeut ung.

Der Gas-Wasser-Elektrizitéats-G aph hei Bt auch Kz 3;- Graph. Der 2. G aph hat den
Namen Ks- Gaph.

Der Ks-Graph sollte nittels Kanten-und Knotenverschi ebung auf Planaritéat
von den Schul ern untersucht werden.

Di e bi sher angegebenen Bedi ngungen waren nur notwendi ge Bedi ngungen fur die
Pl anaritat eines G aphen.

Wenn man unter der Unterteilung eines G aphen einen G aphen versteht, der
entsteht,indem man die einzelnen Kanten des vorhanden G aphen jeweils so
unterteilt,dass man in sie als Teilungsknoten weitere Knoten einfigt, wo-
durch der wurspringliche G aph ein Teilgraph des entstandenen G aphen wird
(und der zusatzlichen Mglichkeit der isonmorphen Verfornmung des so ent-
standenden Graphen z.B. durch Knotenverschiebung),so gilt nach Kuratowski:

C Satz | V. 4.

Ein Gaph ist genau dann eben,wenn er weder eine Unterteilung der G aphen
Kz 3 noch Ks enthélt.

Ein Beweis dieses Satzes ist fiur die Schule zu aufwendig und soll deshalb
hi er nicht vorgestellt werden.

AufBerdem i st dieses hinreichende Kriteriumin den neisten Fallen insbeson-
dere fur die Untersuchung mit Hilfe eines Algorithmus zu aufwendig.Es sind
bi sher keine einfach zu handhabenden hinreichenden Bedi nhgungen be-
kannt, deshalb ist man z.B. auf die oben genannten notwendi gen Bedi hgungen
angew esen.

Al's Ubungsauf gaben sollten von Schiilern an dieser Stelle weitere G aphen
mt Hlfe der notwendigen Kriterien auf Nichtplanaritat untersucht wer-
den. Zur Bestimung der Kreis-,Kanten-und Knotenzahl ist das Progranm Kno-
tengraph zu benutzen,wonmit auch das Ergebnis mittels des Menus Ei genschaf-
ten/ Krei se kontrolliert werden kann,das bei Nichterfullung der notwendigen
Bedi ngungen di e Nichtplanaritat anzeigt.

C Aufgabe IV.5 (Einstiegsprobleny:

Ein Konig hatte 5 S6hne, und weil die S6hne sehr zerstritten waren,sollte
das Land nach seinem Tode so an die S6hne aufgeteilt vererbt werden, dass
jeder Sohn in das Land eines anderen Sohnes gel angen konnte, ohne das Land
ei nes 3. Sohnes uberqueren zu nissen,d.h. von den 5 Cebieten sollte jedes
Cebiet nmit jedem anderen eine G enze haben. G enze soll hier eine Linie und
ni cht nur einen Punkt bedeuten.(Uber einen Punkt kann man nicht gehen.)

Versuche nittels einer Zeichnung von 5 jeweils zusamrenhdngenden L&andern
ei ne Losung zu geben.
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5
Das Cebiet 1 hat hier keine G enze mit Gebiet 5.
Durch Probieren stellt nman fest,dass es anschei nend kei ne Lésung gi bt.

Das Problem | 4Bt sich auf ein Problem der G aphentheorie zuruckfdhren, wenn
man di e Hauptstadte der L&nder jeweils als Knoten auffalt (mit * gekenn-
zeichnet) und jeweils die VerbindungsstraRen zw schen den Hauptstadten als
Kant en. Dann sollte es,wenn das Lander-Problem |dsbar ist,nbglich sein,die
Ver bi ndungskanten (StrafRen) der Knoten (Hauptstadte) so in einer Ebene zu
zei chnen, dass sie sich nicht schneiden.

Wahrend die Kanten 5 2,2 4 noch mttels ,Verformung® durch die ent-
sprechenden Lander noch Uberschnei dungsfrei gelegt werden konnen, mul3 die
Kante 1_5 dann stets eine der anderen Kanten schneiden z.B. 3_4.

Der entstehende Graph ist der Ks-G aph.

Das Problem ist also zurickgefiuhrt auf die Konstruktion eines ebenen Ks-
Graphen, bei dem oben gezei gt wurde, dass er nicht plattbar ist.

Deshal b i st das Probl em unl 6sbar.
Das gestellte Problem | &Rt sich noch anders ausdricken:

Man benétigt zur Farbung der 5 Lander jeweils nur 4 verschiedene Farben
und trotzdem werden jeweils zwei benachbarte Lander dabei so nit verschie-
denen Farben geféarbt, dass di e genei nsane Grenze sichtbar ist.

z.B.:

Land Far be;
1 r ot
2 grun
3 bl au
4 gel b
5 r ot

Fur den Ks- Graph bedeutet das,dass nman zur Farbung seiner Knoten nmit 4 Far-
ben auskommt, ohne dass zwei durch eine Kante benachbarte Knoten nit der
gl ei chen Farbe geféarbt sind.

Das Problem 1aBt sich sofort auf allgeneine Landkarten nit zusanmmren-
hangenden Gebi eten erweitern.Zu jeder dieser Landkarten |&aRt sich ein dua-
ler Graph wie oben konstruieren,indem die Hauptstadte als Knoten und Ver-
bi ndungsstralRen zwi schen den Hauptstadten als Kanten aufgefalit werden.

Es ergi bt sich dann die allgeneine Frage nach der kleinsten Anzahl von Far-
ben,mt der sich diese Karten bzw. G aphen féarben | assen.

C Definition IV.3:

Unter chromatischen Zahl eines Graphen versteht man die kleinste Anzahl von
Farben, mt der sich die Knoten dieses G aphen farben |assen,so das jeweils
durch eine Kante verbundene Knoten des G aphen verschi edene Farben besit-
zen.

Es ist also sinnvoll,einen Al gorithnus zu entw ckeln,der jeweils zu einer
vor gegebenen Zahl von Farben entscheidet,ob der Graph nit dieser Anzahl von
Farben so geféarbt werden kann,dass jeweils zwei durch eine Kante verbundene
Knot en verschi edene Farben besitzen und die Farbverteilung der Knoten er-
mttelt.Durch Variation der Zahl der Farben,|aRt sich dann auch die chrona-
ti sche Zahl bestimen.
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Al gorithnmus Farbbarkeit ei nes G aphen:

(Unit UMat hl)

Der Al gorithnmus beruht auf einem Backtracking-Verfahren nmt der Knotennum
nmerierung als Stufenzahl.Jeder Knoten des G aphen besitzt eine Numer der
Rei henfol ge,in der er in den Gaph eingefigt wurde,nAmich die Position in
der Knotenliste.Diese Position sei im folgenden nmt |ndex bezeichnet.D e
Nummeri erung beginnt mit O endet mit der Zahl Anzahl-1 der Knotenliste.

AuBerdem wird jedem Knoten vom Typ TFarbknoten als Nachkomme von TIn-
hal t sknoten ei ne Knotenfarbe in Form einer |ntegerzahl zugeordnet gendal3 der
f ol genden Typ- Dekl arati on:

TFar bknot en = cl ass( Tl nhal t sknot en)

private
Knot enf ar be_: I nt eger
Er gebni s_:string;
procedure SetzeFarbzahl (Fa: | nteger);
function Wl cheFar bzahl : | nt eger;
procedure SetzeErgebni s(S:string)
function Wl chesErgebni s: string;

public
constructor Create;
property Knotenfarbe: | nteger read Wl cheFarbzahl wite SetzeFarbzahl
property Ergebnis:string read Wl chesErgebnis wite SetzeErgebnis;
function Wertlisteschreiben: TStringlist;override
procedure Wertlistel esen; overri de;

end;

Die Wrte fur die Knotenfarbe werden bestinmm durch einen vorgegebenen Wert
der maxi mal en Anzahl der Farben (Anzahl Farben).Die (Property) Knotenfarbe
(mt dem Feld Knotenfarbe ) der einzelnen Knoten wird bei dem Al gorithrus
jeweils von 0 ausgehend in Schritten um 1 erhoht.Wnn Anzahl Farben erreicht
wird,wird die Knotenfarbe bei der nachsten Erhdhung w eder auf O zurlckge-
set zt.

Das Feld Ergebnis dient dazu,um das Ergebnis,das ein (Gesant-)string aus
dem Knoten-Wert (Feld Inhalt_) (Bezeichnung des Knoten) und der (in einen
string ungewandel ten) I nteger-Zahl Knotenfarbe ist,aufzunehmnen.

Ver bal e Beschrei bung:

I)Zu Begi nn des Al gorithrmus werden all e Knotenfarben auf 0 gesetzt.

Knot eni ndex:

0

1

2

3

7

5

Knot enf ar be:

0

0

0

0

0

0

) Set ze den

Rufe mit Index als Stufenparaneter fol gende Backtracki ngmet hode auf:

| ndex auf O.

Backt r acki ngpr ocedur e:

I1)Erhdhe die Knotenfarbe des
Far ben+1.

Anzahl der

I11)Wenn di e Knotenfarbe nach der
Farben untersucht), dann verlasse die aktuelle Rekursionsebene der
cki ngprocedure (und setze die Rekursion in der

gen Stufenzahl (1 ndex)

I V) Uberpriife ob,die Nachbarknoten des Knotens mit
die Knoten,die durch Kanten mt

Far bzahl haben.

Knoten mt
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dem Knoten verbunden sind)

(dann wurden alle

vori gen Ebene mt
fort.Wenn die Ebene die Ausgangs-Rekursionsebene
i st,dann beende den Al gorithnus.)

I ndex (d.h.
die gleiche




a) Wenn kei n Nachbarknoten di e gl ei che Knotenfarbe hat und wenn | ndex gleich
Anzahl -1 ist,dann ist eine Farbverteilung gefunden.Bilde dann das Ergebnis
und gib die Farbverteilung aus.Setze dann das Verfahren bei Schritt I
fort.

(Wenn nur eine LOsung gesucht wird,verlasse an dieser Stelle alle Rekursi-
onsebenen und beende den Al gorithnus.)

b) Wenn kei n Nachbarknoten die gleiche Farbe hat und Index kleiner als An-
zahl -1 ist,dann rufe die Backtracki ngnethode (d.h. die nachste Rekursion-
sebene mit dem um 1 erhohten Index als Stufenzahl auf und setze dort den
Abl auf bei Schritt Il fort.

(Dann Backtrack!)

c)Wenn mindestens ein Nachbarknoten die gleiche Farbe hat,dann setze den
Al gorithnus bei Schritt Il innerhalb dersel ben Rekursi onsebene fort.

Bei dem geschilderten Verfahren werden gerade alle nbglichen Farbvertei-
| ungen gef unden.

Der Algorithnmus kann als Backtracking-Verfahren mt geeigneter Abbruchbe-
di ngung rekursiv programmiert werden,indem bei Schritt V) b) die Mthode
sich selber mt der um1 erhohten |ndex-Zahl sel bst w eder aufruft.

Di e fol gende Tabelle gibt zur Veranschaulichung einen nbglichen nomentanen
Zustand der Farbverteilung wahrend das Ablauf des Al gorithmus w eder. Das
Backt racki ng- Ver f ahren hat dabei die Knoten 4 bis 6 noch nicht erreicht.

Knot eni ndex: 0 1 2 3 4 5 6
Knot enf ar be: 3 4 2 1 0 0 0

Al's Datenstruktur fir den Gaphen wird TFarbgraph als ein Nachkome von
Tl nhal tsgraph nmit fol genden Met hoden verwendet :

Quel | code:

TFar bgraph = cl ass( Tl nhal t sgraph)
constructor Create;
procedur e Setzebei al | enKnot enAnf angsf ar be;
function Knoteni stzuf aerben(| ndex: | nt eger; Anzahl Far ben: | nt eger) : Bool ean;
procedure Farbverteilung(lndex: | nteger; Anzahl Far ben: | nt eger; var Gef unden: Bool ean;
Ei neLoesung: Bool ean; Fl aeche: TCanvas; Ausgabe: TLabel ; var Ausgabeliste: TStringlist);
procedur e ErzeugeErgebni s;
procedure FaerbeG aph(Fl aeche: TCanvas; Ausgabe: TLabel ; var SListe: TStringlist);
end;

Der Constructor ruft die Vorgangernethode auf und registriert die im Ga-
phen verwendet en Dat entypen fir Knoten und Kanten:

constructor TFarbgraph. Create;
begi n
inherited Create;
I nhal t sknot encl ass: =TFar bknot en;
I nhal t skant ecl ass: =Tl nhal t skant e;
end;

Di e Met hode Setzebei al | enKnot enAnf angsfarbe setzt bei allen Knoten des G a-
phen di e Farbzahl auf O:

procedur e TFar bgr aph. Set zebei al | enKnot enAnf angsf ar be;
var | ndex: | nteger;
begi n
if not Leer then
for Index:=0 to Knotenliste.Anzahl -1 do
TFar bknot en( Knot enl i st e. Knot en( | ndex) ). Knot enf ar be: =0;
end;
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Di e Function Knotenistzufaerben erhéht die Farbzahl des Knotens mt der
Nummrer |ndex um 1 und Uberpruft,ob di e Nachbarknoten di eses Knoten di esel be
Farbzahl w e er sel ber haben.

Der Rickgabewert dieser Function ist false,wenn mndestens ein Nachbar-
knot en di esel be Farbe w e der untersuchte Knoten hat oder die (um 1 erho6h-
te) Farbzahl 0 ist.Ansonsten ist der Rickgabewert true.

function TFar bgraph. Knot eni st zuf aer ben( | ndex: | nt eger ; Anzahl Far ben: | nt eger) : Bool ean;
var Kno: TFar bknot en;

d ei cheFar be: Bool ean;

Zaehl : | nt eger;

function Nachbar knot enhabengl ei cheFar be( Ka: TKant e) : Bool ean;
var Knol, Kno2: TFar bknot en;
begi n

Knol: =TFar bknot en( Ka. Anf angsknot en) ;

Kno2: =TFar bknot en( Ka. Endknot en) ;

i f Ka.KanteistSchlinge 6)
t hen
Nachbar knot enhabengl ei cheFar be: =f al se 7)
el se
Nachbar knot enhabengl ei cheFar be: =(Knol. Knot enf ar be=Kno2. Knot enf ar be) ; 8)
end,
begi n
Kno: =TFar bknot en( Knot enl i st e. Knot en( | ndex) ) ; 1)
r epeat
Kno. Knot enf ar be: =( Kno. Knot enf ar be+1) nod (Anzahl Far ben+1); 2)
i f Kno. Knot enf ar be=0 3)
then
begi n
Knot eni st zuf aer ben: =f al se;
exit;
end;

d ei cheFar be: =f al se;
i f not Kno.AusgehendeKantenliste.Leer then
for Zaehl:=0 to Kno. AusgehendeKant enli ste. Anzahl -1 do
i f Nachbar knot enhabengl ei cheFar be( Kno. AusgehendeKant enl i st e. Kant e(Zaehl )) then
d ei cheFar be: =t rue; 4)
i f not Kno.Ei ngehendeKantenliste.leer then
for Zaehl:=0 to Kno. Ei ngehendeKant enli ste. Anzahl -1 do
i f Nachbar knot enhabengl ei cheFar be( Kno. Ei ngehendeKant enl i st e. Kant e(Zaehl)) then
d ei cheFar be: =t rue; 5)
until (Not d eicheFarbe) ;
Knot eni st zuFaer ben: =t r ue;
end;

Bei 1) wird der Knoten mit Nunmer |ndex ausgewahlt und bei 2) wird die Kno-
tenfarbe um 1 erhdht oder auf Null gesetzt.Wnn die Knotenfarbe gleich O
ist,ist der Rickgabewert der Function false (3).Ansonsten werden die Nach-
barknoten bei 4) und 5) auf gleiche Farbzahl untersucht.Wnn keiner der
Knoten die gleiche Farbe hat,ist der Rickgabewert der Function true, an-
sonsten fal se.

Die Methode greift,um die Farben zwei er Knoten einer Kante zu vergl ei chen,
auf die Function Nachbarknot enhabengl ei cheFarbe zurick. (Di e Kanten, die un-
tersucht werden, sind die Kanten zu den Nachbarknoten des aktuellen Knoten.)
Wenn die dort untersuchte Kante eine Schlinge ist (6),ist der Rickgabewert
di eser Function false (7),ebenso wenn di e Farbzahl von Anfangs- und Endkno-
ten dieser Kante gleich sind (8). Ansonsten ist der Rickgabewert true (8).

procedur e TFar bgraph. Farbvertei |l ung(l ndex: | nt eger; Anzahl Far ben: | nt eger; var Gef unden: Bool ean;
Ei neLoesung: Bool ean; Fl aeche: TCanvas; Ausgabe: TLabel ; var Ausgabeliste: TStringlist);
| abel Endpr oc;
var Knot enzuf aer ben: Bool ean;
K: TFar bgr aph;
Zaehl : | nt eger;
Kno: TFar bknot en;
S:string;

function Farbe(F: I nteger): TCol or;
begi n
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case F of

: Farbe: =cl red,;

: Far be: =cl bl ue;

: Far be: =cl green;
Far be: =cl gray;

Far be: =cl pur pl €;

: Far be: =cl mar oon;

: Far be: =cl aqua;

: Farbe: =cl yel | ow,

: Far be: =cl navy;

10: Far be: =cl t eal ;
11: Far be: =cl | i ne;
12: Far be: =cl f uchsi a;
el se Farbe: =cl bl ackK;

©CONOUAWNE

end;

end;

begi n

if Gefunden and Ei neLoesung then goto Endproc;

r epeat
if Abbruch then exit;
Knot enzuf aer ben: =Knot eni st zuf aer ben( | ndex, Anzahl Far ben) ; 9)
i f (Knotenzufaerben) and (| ndex<Anzahl Knot en- 1) 10)
t hen

Far bverteil ung(l ndex+1, Anzahl Far ben, Gef unden, Ei neLoesung, Fl aeche,

Ausgabe, Ausgabel i st e)
el se

i f (1 ndex=Anzahl knot en-1) and Knot enzuf aerben t hen

begin
Gef unden: =t r ue;
Er zeugeEr gebni s; 12)
S. —_

for Zaehl:=0 to Knotenliste.Anzahl -1 do 13)
begi n
Kno: =TFar bknot en( Knot enl i st e. Knot en(zaehl));
Kno. Far be: =Far be( Kno. Knot enf ar be) ;
S: =S+ ' +Kno. Ergebni s;
end;
Knot enwer t posi ti on: =2;
Zei chneG aph( Fl aeche); 14)
Denopause;
Knot enwer t posi ti on: =0;
Ausgabel i ste. Add(S); 15)
Ausgabe. Capti on: =S;
end
until (not Knotenzufaerben) or (Gefunden and Ei neLoesung) 11)
Endpr oc:
end;

Er| &ut erung des Al gorithnus:

Die Methode Farbverteilung ist die Backtracki ng-Methode.Sie wird anfangs
mt dem Wert fir Index=0 als Stufenzahl aufgerufen.

Sie testet bei 9) mit HIfe der eben besprochenen Function, ob der dieser
Numrer entsprechende Knoten nit der um 1 erhdhten Farbzahl zu féarben
ist.Wenn dies der Fall ist,wird bei 10) die nachste Rekursionsebene dieser
Met hode nmit der um 1 erhdhten Stufenzahl Index (d.h. mt dem nachsten Kno-
ten) aufgerufen. (Backtracking-Schritt)

Die letzten beiden Schritte werden solange w ederholt,bis gerade entweder
der letzte Knoten (Index=Anzahl Knoten-1) untersucht wurde, der Knoten nicht
zu farben war (Knotenfarbe ist w eder 0) oder aber,wenn nur eine Ldsung ge-
sucht wird, ei ne Lésung schon gefunden wurde.

Wenn der Knoten zu féarben war und es der |etzte untersuchte Knoten war, wrd
bei 11) gefunden auf true gesetzt,bei 12) wird das Ergebnis erzeugt und bei
13) wird mt Hlfe der Function Farbe die Knoten gen@R ihrer Zahl Knoten-
farbe gefarhbt.
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Bei 14) wird der gefarbte G aph gezeichnet,bei 15) wird die Ausgabeliste
fir das Ausgabefenster nit den Ergebnissen erzeugt und bei 15) wird die
Ausgabe fir das Label Ausgabe gesetzt.

procedure TFar bgraph. Er zeugeEr gebni s;
var | ndex: | nteger;
Kno: TFar bknot en;
begi n
if not Leer then
for Index:=0 to Knotenliste.Anzahl-1 do

begi n
Kno: =TFar bknot en( Knot enl i st e. Knot en( | ndex) ) ;
Kno. Set zeEr gebni s(Kno. Wrt +' : ' +I nt egert oSt ri ng( Kno. Knot enf ar be) ) ; 16)
end;
end;

Di e Methode erzeugt bei 16) im Feld Ergebnis jedes Knotens einen String aus
der Knot enbezei chnung und der Farbzahl,der bei der Zeichnung des G aphen
(14) angezeigt wird.

procedur e TFar bgr aph. Faer beG aph( Fl aeche: TCanvas; Ausgabe: TLabel ; var SListe: TStringlist);
var Anzahl Far ben: | nt eger;
Stri ngFar ben: string;
Gef unden, Ei neLoesung: Bool ean;
I ndex: | nt eger;
begi n
if Leer then exit;
Set zebei al | enKnot enAnf angsf ar be;
r epeat
St ri ngFar ben: =l nput box(' Ei ngabe Farbzahl',' Anzahl Farben:','4");
Anzahl Far ben: =St ri ngt ol nt eger (St ri ngFar ben) ;
i f (Anzahl Farben<0) or (Anzahl Farben>19) then
Showivessage(' Fehl er: 0<Anzahl Farben <20 !');
until (Anzahl Farben>0) and (Anzahl Farben<20);
if MessageD g(' Nur eine Ldsung?',
nt Confirmation, [nbYes, nbNo], 0) = nrYes
t hen
Ei neLoesung: =true
el se
Ei neLoesung: =f al se;
Gef unden: =f al se;
Far bverteil ung(0, Anzahl Far ben, Gef unden, Ei neLoesung, Fl aeche, Ausgabe, SLi ste);
end;

Di e Backtracki ngmet hode Farbverteilung wird dann z.B. wie in der Methode
Faer beG aph durch

if MessageD g(' Nur eine Ldsung?',
nt Confirmation, [nbYes, nbNo], 0) = nrYes

t hen

Ei neLoesung: =true
el se

Ei neLoesung: =f al se;
Gef unden: =f al se;
Far bverteil ung(0, Anzahl Far ben, Gef unden, Ei neLoesung, Fl aeche, Ausgabe, SLi ste);
Er zeugeEr gebni s;

auf ger uf en, nachdem di e nmaxi mal e Anzahl der Farben Anzahl Farben und der Wert
fdr Ei neLoesung vorgegeben wurden.

C Aufgabe | V. 6:

Erzeuge mt Hlfe von Knotengraph verschiedene ebene G aphen (z.B.
019.gra) und bestime mt Hilfe des Menis Anwendungen/ Far bbarkeit des Pro-
gramm Knot engraphs (bzw. durch den eigenen erstellten Quellcode in der Ent-
wi ckl ungsungebung) durch Variation der einzugebenden Maxi mal zahl der Farben
di e chromati sche Zahl.Benutze auch den Denobnodus.
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Lésung:

G019.gra

Der obige ebene Graph z.B. ist 14t sich mit 4 Farben farben (die Farben
sind durch ihre Farbzahlen in den Knoten angegeben),mit 3 Farben jedoch
nicht.Also ist die chromatische Zahl 4.

Wenn man die Kante zwischen b und e entfernt,geniigen 3 Farben.

Fir alle ebenen Graphen gilt,dass die chromatische Zahl maximal 4 ist.

Diese beriihmte Aussage heifst Vierfarbenproblem und konnte 1976 (mit Hilfe
eines Computerprogramms) allgemein bewiesen werden.

C Satz IV.5:

Die chromatische Zahl jedes planaren Graphen ist kleiner oder gleich 4.

Dies bedeutet,dass jede Landkarte mit maximal 4 Farben gefarbt werden
kann. (Ohne,dass zwel benachbarte Lander die gleiche Farbe haben.)

Der Beweis ist natlrlich fir die Schule zu schwierig und aufwendig und wird
deshalb hier nicht vorgestellt.

Der folgende K;,3- Graph ist nicht eben,wie oben gezeigt wurde.Bei ihm ist
die chromatische Zahl sogar 2:
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G020.gra

Der Grund dafir ist leicht 2zu erkennen.Die Knoten kénnen jeweils in zwei
Mengen disjunkt eingeteilt werden,von denen die Elemente der ersten Menge
die erste Farbe und die Elemente der zweiten Menge die zweite Farbe ha-
ben.Dies gelingt nur dann,wenn zwischen den Knoten der ersten Menge keine
Kanten existieren und auch nicht zwischen den Knoten der zweiten Men-
ge.Kanten sind nur jeweils zwischen einem Knoten der ersten und einem Kno-
ten der zweiten Menge gezogen.

Dies gibt Anlaff fir folgende Definition:

C Definition 1V.4:

Ein Graph heif’t paar oder bipartit,wenn er die chromatische Zahl 2 hat.
Paare Graphen sind u.a. bei der Bestimmung eines Matchings in Graphen in
Kapitel X und XIII von Bedeutung,weil bei ihnen die Bestimmung eines Mat-
chings besonders leicht ist.

C Aufgabe IV.7:

Erzeuge mit Hilfe von Knotengraph mehrere paare Graphen,die jeweils einen
oder mehrere Kreise enthalten.

Ermittle mit Hilfe des Menlis Pfade/Alle Kreise alle Kreise dieser Graphen
von einem bestimmten Startknoten aus und ermittle die Anzahl der Kanten
dieser Kreise.

(Die Anzahl der Kanten kann als Summe der Pfade direkt abgelesen wer-
den,wenn der Kanteninhalt (Feld Inhalt ) vom Typ string gewdhlt wird,weil
dann jede Kante mit 1 bewertet wird.)

Bestatige,dass die Summe der Kanten aller Kreise gerade ist.
Ldsung:
Ergebnis z.B. flOr den obigen K; ;-Graph mit Startknoten a:

aebdaSumme: 4 Produkt: 1
aebdcfaSumme: 6 Produkt: 1
aebfaSumme: 4 Produkt: 1
aebfcdaSumme: 6 Produkt: 1
ae cdaSumme: 4 Produkt: 1
aecdbfaSumme: 6 Produkt: 1
a e cfaSumme: 4 Produkt: 1
aecfbdaSumme: 6 Produkt: 1
adbeaSumme: 4 Produkt: 1
adbecfaSumme: 6 Produkt: 1
adbfaSumme: 4 Produkt: 1
adbfceaSumme: 6 Produkt: 1
adc e aSumme: 4 Produkt: 1

220



f a Sunme: 6 Produkt: 1
Summe: 4 Produkt: 1
e a Sume: 6 Produkt: 1
Summe: 4 Produkt: 1
e a Sume: 6 Produkt: 1
Summe: 4 Produkt: 1
d a Summe: 6 Produkt: 1
Summe: 4 Produkt: 1
e a Sume: 6 Produkt: 1
Summe: 4 Produkt: 1
d a Summe: 6 Produkt: 1

DY DYDY
—hTh —h —h —h = —h—h O O O
O0OO0O0OTTTTOOO
[P e eoRNORNO R oRN o R N0]
TOTOLOYO YT YT

Alle Summen sind gerade.Es gilt namlich der Satz:

C Satz | V. 6:

Ein Graph ist paar genau dann,wenn er keine Kreise mit ungerader Kantenzahl
besitzt.

Beweis:

Es sel G ein paarer Graph mit der Fa&rbung rot/blau und p ein Kreis in
G.Dann folgen in p Jjeweils abwechselnd rote und blaue Knoten auf-
einander,weil nur zwischen diesen gefarbten Knoten Kanten verlaufen.Wenn
z.B. mit einem roten Knoten begonnen wurde,endet der Kreis auch wieder

bei diesem roten Knoten.Dies geht nur bei gerader Knotenzahl.

Es sei umgekehrt k, ein Knoten des Graphen,und die Mengen M; sowie M, seien
dadurch definiert,dass M; alle Knoten des Graphen enthalt,die auf klUrzestem
Pfad mit gerader Kantenzahl von k, aus erreichbar sind und bei M, mit unge-
rader Kantenzahl.Da man ohne Beschrankung der Allgemeinheit G als zuammen-
hangend annehmen kann (sonst wird jede Komponente von G einzeln betrach-
tet),laRt sich jeder Knoten von G eindeutig einer der beiden Mengen bei ei-
nem ungerichteten Graphen zuordnen.

Es wird jetzt gezeigt,dass innerhalb der Mengen M; und M, keine Kanten zwi-
schen Knoten vorhanden sein konnen,so dass damit ein paarer Graph herge-
stellt ist.

Es seien namlich ky und k, zwei Elemente aus M;.Dann gibt es zwei kiirzeste
Pfade mit gerader Anzahl von Kanten zu k, und k, von k, aus.Wenn diese Pfade
gemeinsame Knoten enthalten sollten,sei k; als der letzte gemeinsame Knoten
bezeichnet.

Wenn nun der Pfad von k, nach k; von gerader Kantenzahl ist,mlssen auch die
Pfade von k; nach ki bzw nach k, gerade sein.Wenn der Pfad von ko, nach k;
ungerade ist,so sind die Pfade von k; nach ki bzw. nach k, ungerade.

Die Summe der Zahl der Kanten von k; nach ki und von k; nach k, ist dann je-
doch von gerader Kantenzahl.

Wenn nun eine Kante a zwischen k, und k, existieren sollte,so liegt ein
Kreis von k 1 nach k; Gber die Knoten ky und k, lédngs der Kante a vor.

Da die Kante a zu der letzten Summe hinzugezdhlt werden mufl,entsteht ein
Kreis von ungerader Kantenzahl.

Das ist ein Widerspruch zur Voraussetzung,dass es keine Kreise ungerader
Kantenzahl gibt.
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C V Euler-und Ham | tonlini en

Eine Unterrichtsreihe zum Thema Pfade sollte unbedingt auch die wichtigen ver-
wandten Euler- und Hamiltonlinien behandeln.Insofern stellt der Inhalt dieses
Kapitels die konsequente Fortsetzung der Kapitel C II und C III dar.

Man kann jedoch auch direkt in einer Unterrichtsreihe mit der Behandlung
der Euler-und Hamiltonlinien oder auch nur eines dieser beiden Themen begin-
nen,da Vorkenntnisse aus den Kapiteln C II und C III nicht unbedingt erfor-
derlich sind.

Die Algorithmen zu den Euler- bzw. Hamiltonlinien sind als in der Struktur
zueinander sehr &hnliche Backtrackingalgorithmen gestaltet,da die Auf-
gabenstellungen formal sehr verwandt sind.

Man braucht nur jeweils die Bedeutung von Kanten und Knoten gegeneinander
auszutauschen,um den analogen Algorithmus zu erhalten.Deshalb bietet es
sich an,einen der Algorithmen als vom Lehrer gelenktes Unterrichtsprojekt
zu realisieren,wdhrend der andere Algorithmus ganz alleine von den Schilern
bearbeitet werden kann.Auch ist es mdéglich das jeweils andere Verfahren als
Klausuraufgabe zu stellen.

Der 1im folgenden vorgestellte Unterrichtsgang beginnt mit dem Euler-

Problem,das historisch als der Beginn der Graphentheorie gilt.An Hand die-

ses Problems laRt sich nadmlich mittels des Programms Knotengraph das be-

kannte Kriterium (gerader Knotengrad) flr die Existenz von Eulerlinien sehr

anschaulich darstellen,so dass es von Schllern einschlieRflich Begrindungs-

méglichkeit selbststandig gefunden werden kann. (Fir Hamiltonlinien existiert
bekanntlich ein solches einfaches Kriterium nicht.)

Es empfiehlt sich also in einer Unterrichtsreihe nicht direkt mit der Pro-
grammierung der Algorithmen zu beginnen,sondern zundchst das Problem an
Hand der folgenden Einfithrungsaufgaben zu behandeln.Der Ubergang zum Hamil-
ton-Problem erfolgt dann durch Analogiebetrachtung auf Grund des Austau-
sches von Kanten und Knoten.

(Vgl. zu diesem Thema auch den entsprechenden Unterrichtplan i m Anhang so-
wi e die Benerkungen im Kapitel B Ill,Abschnitt 5,wo di e Reihenfol ge Euler-
pfade-Ham [ tonlinien vertauscht ist.)

C Aufgabe V.1. (Einstiegsproblem

Von dem Mathematiker Euler wurde 1736 die Frage gestellt,ob es Uber die 7
Brlicken in Kénigsberg,die tber den alten und neuen Pregel sowie zu einer im
Zusammenfluss der beiden Flisse gelegenen Insel flUhren,ein Spaziergang mog-
lich ist,bei dem jede Brlcke nur einmal Uberquert wird und der zum Aus-
gangspunkt zurltckfihrt.
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Werden die Gebiete,die mit A,B,C und D bezeichnet werden als Knoten aufge-
faRt und die Brlicken als Kanten zwischen ihnen,ergibt sich folgender
Graph:

Graph 1:

@21.gra

In dem obigen Graphen ist also eine geschlossene Linie gesucht,die alle Kan-
ten genau einmal enthalt.

Gibt auBerdem es eine offene Linie,bei der der Spaziergang zwar nicht wie-
der zum selben Ausgangspunkt (Knoten) zurlckfihrt,die aber wiederum alle
Brlicken (Kanten) genau einmal enthalt?

Es werden nacheinander (von 1links nach rechts) 3 Brlcken zusatzlich ge-
baut,die in dem folgenden Plan gestrichelt eingetragen sind.Den Ausbaustu-
fen entsprechen jeweils die folgenden drei Graphen.

Untersuche (zuerst per Hand) auch,ob fir die folgenden Graphen,die den
Ausbaustufen entsprechen,geschlossene bzw. offene Linien mit den oben ge-
nannten Eigenschaften existieren.

Uberpriife dann alle Ergebnisse mit Hilfe des Programms Knotengraph mit Hil-

fe der Menus Anwendungen/Eulerlinie (geschlossen) oder Anwendungen/Eulerlinie
(offen) bzw. Eigenschaften/Eulerlinie.
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Ldsungen:
Graph 1:
Es zeigt sich,dass es flUr beide Probleme keine Ldsung gibt.
Graph 2:

Es gibt keinen geschlossene Linie aber eine offene Linie zwischen A und B:
ACDABCDB

Graph 3:

Es gibt keine geschlossene Linie aber eine offene Linie zwischen B und C:
BACADACBDC

Graph 4:
Es gibt keine offene aber eine geschlossene Linie z.B.: ACABABCBDCA

C Definition V.1:

Gibt es in einem Graphen G einen geschlossenen Kantenzug p,der jede Kante
von G genau einmal enthalt,heift p geschlossene Eulerlinie von G und G
ein Eulerscher Graph.

Gibt es in einem Graphen G einen offenen Kantenzug p zwischen zwei ver-
schiedenen Knoten von G,der jede Kante von G genau einmal enthdlt,so heift
p eine offene Eulerlinie von G.

Woran kann man nun bei einem Graph erkennen,ob er eine geschlossenen Eu-

lerlinie bzw. eine offene Eulerlinie besitzt?Eine notwendige Bedingung ist
sicher,dass der Graph zusammenhadngend ist.Um weitere Bedingungen fir eine

geschlossene Eulerlinie zu erkennen soll die nachste Anwendungsaufgabe ge-
16st werden.

C Aufgabe V.2: Teil 1 (2. Einstiegsproblem)

Gegeben sind die beiden folgenden Graphen I und II (Graph I ist der obige
Graph 4) .Beide Graphen enthalten eine geschlossene Eulerlinie.

Erzeuge dazu Graph I und II mit Knotengraph,und Uberprlfe die Existenz der
Eulerlinie mittels des MenlUs Anwendungen/Eulerlinie (geschlossen).

Erzeuge dann mit Hilfe des Menls Pfade/Alle Kreise die Kreise in beiden Gra-
phen von Knoten A aus.Der letzterzeugte Kreis wird auf der Zeichenfla-
che rot markiert angezeigt:

Graph I:

G024.gra
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Graph II:

25.gra

Loésche bei beiden Graphen die Kanten dieses Kreises.

Bel Graph 2 bleiben dann die Kanten 6,7,8,9 Ubrig,die wiederum beim Erzeu-
gen aller Kreise einen rot-markierten Kreis bilden und wiederum geldscht
werden kénnen.Dann sind alle Kanten des Graphen geldscht.

Bei Graph 1 kann das Verfahren noch dreimal n&mlich mit den Kreisen aus den
Parallelkanten zwischen den Knoten A und C,B und C sowie B und D durchge-
fihrt werden. (Man vergesse dabei nicht als Anfangsknoten beim Erzeugen der

Kreise einen nichtisolierten Knoten durch Mausklick zu wahlen.)

In beiden Fallen kénnen jeweils die Kanten eines kompletten Kreises ge-
186scht werden bis alle Kreise geldscht sind.

Das heifst,dass der Graph jeweils aus Kreisen mit disjunkten Kantenmengen
besteht,wenn eine geschlossene Eulerlinie existiert.

Dies bedeutet,dass durch jeden Knoten jeweils ein oder mehrere voneinander
unabhdngige Kreise verlaufen missen.Daher muf3 die von diesem Knoten ausge-
hende Kantenzahl 2,4,6...usw. Kanten betragen,d.h. eine gerade Zahl
sein.Anders ausgedrickt:Der (ungerichtete) Knotengrad ist gerade.

Erzeuge weltere Graphen,in denen geschlossene Eulerlinien existieren,und
Uberprife die obige Aussage nach dem eben beschriebenen Verfahren.

Lasse auRerdem durch Knotengraph mittels des Menls Eigenschaften/Knoten
zeigen die (ungerichteten) Knotengrade anzeigen und Uberprife die Aussage.

Es gilt der folgende Satz:
Satz C V.1:
Aquivalent sind:

1)G ist ein Eulerscher zusammenhdngender,ungerichteter Graph.
2)Jeder Knoten von G hat einen (ungerichteten) geraden Grad.
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3)Die Kanten des Kreises lassen in disjunkte Kantenmengen aufteilen,die je-
weils einen Kreis bilden.

Zusatz:

Wenn G ein Graph mit gerichteten Kanten ist,existiert genau dann eine ge-
schlossene Eulerlinie,wenn alle Knoten vom (gerichteten) Knotengrad 0 sind.

Bewei s:

1)ad2):

Wenn G ein Eulerscher Graph ist,muf zu jeder Kante die auf der Eulerlinie zu
einem Knoten fihrt,eine zweite noch nicht besuchte Kante gehdren,die wvon
dem Knoten wieder wegfihrt.

Deshalb kommen diese Kanten bei jedem Knoten paarweise vor.Der Knotengrad
ist also gerade.

2)03):

Es gibt dann in G sicher einen Kreis.Da der Knotengrad gerade ist,kann

man jeder Kante eines Knoten eine Partnerkante zuordnen.Denn wenn man bei
einem Knoten startet und jeweils einen Pfad aufbaut,indem man zu einem
Knoten durch eine Kante gelangt,kann man ihn durch die zu dieser Kante ge-
hérende zweite Partnerkante wieder verlassen.Da es nur endlich viele Kanten
gibt,muR dieses Verfahren nach endlich vielen Schritten in einem schon be-
suchten Knoten enden.

Die Kanten dieses Kreises werden aus dem Graph entfernt.Danach wird das
Verfahren erneut angewendet.Nach endlich vielen Schritten sind so alle zu-
einander disjunkten Kreise gefunden. (Die Knoten bleiben als isolierte Kno-
ten zurlck.)

3)01)

Es gibt dann sicher e