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1 Einfiihrung und Ergebnisse

Ein h#ufig von verschiedenen Autoren behandeltes Problem ist die Frage nach Bedingungen oder
Kriterien fiir die Existenz einer Rechtsinversen r zu einer surjektiven Abbildung ¢. Diese Frage-
stellung tritt oft in Form einer kurzen exakten Sequenz von Fréchetriumen

0-ESaLF_o0

auf. Hier ist also gor = idp. F ist in diesem Fall isomorph zu einem projizierten Unterraum von
G, ndmlich Bild r. Man sagt auch, dal die Sequenz zerfillt.

Bekannte Beispiele fiir eine solche Fragestellung ergeben sich in der Komplexen Analysis in den
Situationen, in denen F' der Raum der holomorphen Funktionen auf einer komplexen Unterman-
nigfaltigkeit V einer Steinschen Mannigfaltigkeit X ist.

Ist X eine Steinsche Mannigfaltigkeit, dann sei stets H (X)) der Raum der holomorphen Funktionen
auf X. Fiir Definitionen und Satze in diesem Zusammenhang sei auf das Buch von Hérmander
[8], Kapitel 5, verwiesen. Sei Ox die Garbe von Keimen holomorpher Funktionen auf X. Es
sei mit I'(X, Jy) der Raum der globalen Schnitte iiber X mit Werten in Jy bezeichnet, wobei
Jy die Idealgarbe in der Garbe Ox der Keime holomorpher Funktionen auf X ist, die auf V'
verschwinden (vgl. Kapitel 7 in [8]). T'(X, Jy) kénnen wir mit dem Teilraum der holomorphen
Funktionen auf X identifizieren, die auf V' verschwinden.

Nach der Oka-Cartan-Theorie ist die Sequenz
0-T(X,Jy) > HX)BHV)-0 (%

stets exakt. R ist hierbei die Restriktionsabbildung auf V. Die Surjektivitdt von R bedeutet
gerade die globale Fortsetzbarkeit von holomorphen Funktionen auf V' zu solchen auf X (Theorem
7.4.8 in [8]).

Mityagin und Khenkin haben eine Rechtsinverse zu R in (x) konstruiert fiir den Fall, da§ X ein
Gebiet in einem @" ist, das sich darstellen 18t durch eine strikt plurisubharmonische Funktion
u auf einer Umgebung X’ von X als X = {z € X’ : u(z) < 0}, wobei zusiitzlich grad u # 0 auf
0X ist. Es wird weiter vorausgesetzt, dafl V' den Rand von X transversal schneidet (Theorem
4.2 in [17)).

Haupthilfsmittel in [17] ist eine Abwandlung von Hérmanders Theorem B mit Schranken (Theo-
rem 7.6.10 in [8]), angewandt auf die Garbe Jy, die in diesem Fall durch endlich viele globale
Schnitte erzeugt wird. Im allgemeinen kénnen wir nicht erwarten, dafl die Idealgarbe einer ana-
lytischen Untervarietét des @V durch endlich viele globale Schnitte erzeugt wird.
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Wir werden in dieser Arbeit die Technik von Mityagin und Khenkin auf Situationen iibertragen,
in denen keine endliche Menge von erzeugenden Schnitten fiir Jy existiert.

Von grofler Bedeutung sind in diesem Kontext Potenzreihenrdume, da fiir viele Riume holomor-
pher Funktionen Darstellungen als Potenzreihenrdume bekannt sind. Ist a = (ag)ken, eine Folge
positiver reeller Zahlen mit a; /" oo fiir k — oo und r € {0,000}, dann sei

o
Ar(@) := {z = (zg,21,...) €TV 2 || 2 || pi= Z | 1 | 2% < oo fiir alle p < r}
k=0

Im Falle 7 = 0 heiit A,(«) Potenzreihenraum endlichen Typs, im Falle r = oo heifit A, ()

Potenzreihenraum unendlichen Typs.

Fiir die Charakterisierung von Fréchetraumen mit aufsteigendem Fundamentalsystem von Halb-
normen (|| ||n)n, die zu einem Potenzreihenraum isomorph sind, sind die folgenden von D. Vogt
eingefithrten linear topologischen Invarianten hilfreich (vgl. Kapitel 29 in [15]), wobei diese Ei-
genschaften auch in vielen anderen Zusammenhéingen bedeutsam sind. Sei hierfiir (E,| ||,) ein
Fréchetraum:

(DN): Es gibt ein ng € IN, so daB fiir jedes kK € IN ein K € IN, ein C > 0 und ein 0 < 7 < 1
existiert mit
2 k< C |l @ llng "Il @ | fiir jedes = € B

(DN): Es gibt ein ng € IN, so daB fiir jedes k € IN ein K € IN und ein C > 0 existiert mit

[ Z< C | @ llng |l @ [|5c fiir jedes = € E .

(Q): Fiir jedes n € IN gibt es ein k € IN, so dafl zu jedem K € Nein C >0 und ein 0 < 7 < 1
existiert mit
Iy i< Clly IRy 13 fir jedes y € E.

(): Fiir jedes n € IN gibt es ein k € IN, so daf8 zu jedem K € IN ein C > 0 existiert mit

Iy 1< Cly Il y Il fiir jedes y € B
Hierbei sei || ||; die duale Norm zu der Halbnorm || ||, d.h. fiir ein Dualelement ® ist || ® ||;=
sup{| ®(z) |: || = [[x< 1} € RU{o0}.

Wir unterscheiden die Fille, in denen H(X) isomorph zu einem Potenzreihenraum endlichen
Typs ist, von den Féllen, in denen H (X ) isomorph zu einem Potenzreihenraum unendlichen Typs



ist. Es muf} nicht zwingend einer der beiden Félle vorliegen. Wir sprechen vom endlichen bzw.
unendlichen Fall.

Mityagin und Khenkin haben gezeigt, dafl die Isomorphie von H (V') und A;(«) in dem von Thnen
betrachteten endlichen Fall hinreichend fiir die Existenz einer Rechtsinversen der Restriktionsab-
bildung ist (Proposition 4.2 in [17]). In allen endlichen Féllen ist die Isomorphie von H (V) und
Aj (@) nach einem Ergebnis von Mityagin aber auch notwendig, denn jeder unendlichdimensiona-
le, komplementierte Unterraum eines Potenzreihenraumes endlichen Typs ist isomorph zu einem
Potenzreihenraum endlichen Typs (siehe z.B. Folgerung 29.20 in [15]). Im unendlichen Fall gibt
es bislang keine analoge Aussage.

Sei jetzt der unendliche Fall betrachtet, dal V' eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit des
@V ist (vgl. [8], Def. 5.1.4.). V ist dann lokal endlich, d.h. jeder Punkt des @V besitzt eine
Umgebung, die nur endlich viele Zusammenhangskomponenten schneidet.

H ((DN ) soll im folgenden stets die Fréchetraumtopologie tragen, die durch die Suprema auf ei-
ner abzéhlbaren kompakten Ausschopfung des €V erzeugt wird. Die Fréchetraumtopologie von
H (V) soll fiir eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit V' stets durch die Spuren der kompakten
Ausschopfung des @V gebildet werden.

Wir wenden uns also solchen Untermannigfaltigkeiten V' des €~ mit Dimension d zu, fiir die (%)
zerfillt, d.h. fiir die es einen linearen stetigen Operator E : H(V) — H(@V) gibt mit (Ef) |y= f
fiir jedes f € H(V).

Fiir die Existenz eines solchen Ausdehnungsoperators haben verschiedene Autoren notwendige
und hinreichende Bedingungen gezeigt. Wir fassen diese in folgendem Satz zusammen und nennen
die Zuordnung zu den einzelnen Autoren im Beweis:

Satz 1.1. :
Aquivalent sind:
1) Es gibt einen linearen stetigen Operator E : H(V) — H(TN) mit (Ef) |y= [ fir jedes
feH(V).
2) H(V) besitzt (DN).

3) Jede beschrinkte plurisubharmonische Funktion auf V' ist konstant (Stark-Liouvillesche Ei-
genschaft).

4) H(V) ist isomorph zu Aoo(k:é).

5) H(V) ist isomorph zu H(T?).
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6) Es gibt eine Basisfolge (fi)rew, in H(V'), so dafs fir eine fest gewdhlte Folge o, /" oo gilt:

a) Zu jedem n € IN gibt es ein m € IN und ein C > 0, so daf

1
| frlIn< C’Qfﬁd) fiir alle k € INg .

b) Zu jedem n € IN gibt es ein m € IN und ein C > 0, so daff

1
o) < C || fi llm fiir alle k € Ny .

BEWEIS:

Fiir 2)<1) ist der Splittingsatz von Vogt fiir kurze exakte Sequenzen von Fréchet-Hilbertrdumen
anwendbar (sieche z.B. [15], Satz 30.1). Die hier vorliegenden Fréchetrdume sind nuklear und
daher Fréchet-Hilbert.

Der Vogtsche Splittingsatz besagt, daB () (mit X = @) spaltet, falls H(V) die Eigenschaft
(DN) und T'(@V, Jy/) die Eigenschaft () besitzt. Letzteres ist fiir jede analytische Teilmenge des
@V der Fall (siehe z.B. [21]).

Wenn umgekehrt (*) spaltet, dann ist H (V') isomorph zu einem projizierten Teilraum von H(TY).
Auf abgeschlossene Teilrdume vererbt sich stets die Eigenschaft (DN). Also folgt, dal H (V') auch
die Eigenschaft (DN) besitzt.

4)<5) ist elementar (siehe z.B. [2]).

3)<2) findet man in [2], Theorem 1.12. Auch Vogt und Zaharyuta sind unabhéingig zu diesem
Ergebnis gekommen (siehe auch [1]; bzw. [23]).

4)=-6) ist elementar. Man nehme als Basisfolge die Urbilder des Isomorphismus H (V) — Aoo(k‘é).
Fiir 6)=4) zeigen wir, da8 7" : Aoo(ké) — H(V), (M)reNo = 2_kenN, MSfx ein Isomorphismus ist.
Einerseits gibt es wegen a) zu jedem n € IN ein m € IN und ein C > 0, so daf§ fiir jedes
A= (Ak)kemg in Aoo (k) gilt:
1
ITA < D0 1Ml 1< C D0 [ Mk |l =C I Al -
k€elNg k€lNo

Andererseits ist H (V') nuklear, und daher ist (f;)r in H (V') absolut nach dem Satz von Dynin-
Mityagin (siehe z.B. [15], Satz 28.12). Mit b) folgt also, dafl zu jedem n € IN ein m € IN und ein
C > 0 existiert mit

1
Sl oD <Ol Y Mefu llm firalle ST Aoy € H(V).
kelNg kelNg kelNg



5)=2) ist klar, da H(@?) die Eigenschaft (DN) besitzt.
Es verbleibt 2)=-5) zu zeigen.

Im unendlichen Fall kénnen wir nicht wie im endlichen Fall ein allgemeines Argument verwenden,
denn es ist offen, ob jeder unendlichdimensionale, komplementierte Unterraum eines Potenzrei-
henraumes unendlichen Typs wieder isomorph zu einem Potenzreihenraum unendlichen Typs ist
(vgl. [15] S. 354).

In ihrer Arbeit [4] konnten aber Aytuna, Krone und Terzioglu unter Verwendung eines Ergebnisses
von Vogt zeigen, daf§ 5) aus 2) folgt ([4], Proposition 2.1). Damit ist der Beweis vollstéindig O

Anmerkungen zum Beweis zu Satz 1.1:

Ist V eine Steinsche Mannigfaltigkeit, so kann man nach dem bekannten Einbettungssatz (siehe
z.B. [8], Theorem 5.3.9) V als abgeschlossene Untermannigfaltigkeit in den @V einbetten. Die
Existenz des Extensionsoperators hangt nach Satz 1.1 nicht von der Art der Einbettung ab.

In Proposition 6.4 in [17] stellten Mityagin und Khenkin die These auf, daB 1) aus 5) folgt,
wenn man die aus der Isomorphie in 5) herrithrende Basisfolge in H (V') gliedweise mit geeigneten
Schranken zu einer Folge ganzer Funktionen fortsetzen kann. Dies ist exakt die Technik in [17]
zur Konstruktion einer Rechtsinversen in der Situation, wo V eine abgeschlossene Untermannig-
faltigkeit in einem strikt pseudokonvexen Gebiet ist, die den Rand transversal schneidet.

Will man der Argumentation in [17] unter Verwendung von Hérmanders Theorem B mit Schran-
ken folgen, so ergibt sich als wesentliches Hindernis, da3 die Idealgarbe Jy, im allgemeinen nicht
durch die Keime endlich vieler globaler Schnitte iiber dem @ erzeugt werden kann, so wie das
iiber beschrénkten pseudokonvexen Gebieten moglich ist (siehe z.B. [8] Theorem 7.2.1 in Verbin-
dung mit Theorem 7.2.9).

Wir werden in dieser Arbeit zeigen, wie man dieses Hindernis iiberwinden kann. Damit wird
die Konstruktion eines Ausdehnungsoperators durch Fortsetzungen von Basisfunktionen in H (V)
auch im unendlichen Fall moglich.

Insbesondere geht es um die Frage, ob dieser konstruktive Ansatz weiterfithrende Informationen
tiber die ,,Qualitat“ der Stetigkeit des Ausdehnungsoperators liefert. Das bedeutet fiir jeweils
gegebene Gradierungen auf H(V) und H(X), zu fragen, wie grol man zu einer vorgegebenen
Stufe in H(X) die Stufe in H(V) wihlen muf, damit sich die Fortsetzungen, die der Ausdeh-
nungsoperator liefert, gegen die Urbildfunktionen jeweils abschétzen.

Tatséchlich ermoglicht uns dieser Ansatz, eine Reihe von Kriterien und Bedingungen analog
zu denjenigen aus Satz 1.1 verschiedener Autoren zu einem Satz iiber die Existenz eines linear
zahmen Ausdehnungsoperators zusammenzufassen.
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Wir werden also die Argumentation von Mityagin und Khenkin wieder aufgreifen und ein Theorem
B mit Schranken fiir lokal endlich erzeugte Untergarben von OP, p € IN, in einer Steinschen
Mannigfaltigkeit €2 zeigen. Hiermit ist eben auch die Idealgarbe Jy4 einer beliebigen analytischen
Teilmenge A von (2 erfafit.

Der Beweis umfafit die Kapitel 2 bis 5. Die Grundstruktur ist ein Induktionsverfahren (vgl.
Beweis zu Theorem 7.6.10 in [8]).

Wir betrachten dazu das folgende kommutative Diagramm von linearen Rdumen und linearen
Abbildungen:

0 0 0
T T T
g Fi9 g Fi Ay Figp — 0
Tdig T dia Tdip
2ep, B R, Ry - o0 (1.1.1)
T da2 T da1 T da,o
g F39 By F3q By F30 — 0

In diesem Diagramm seien sémtliche Zeilen und Spalten exakt bis auf die erste Spalte von rechts.
Diese sei lediglich ein Komplex.

Die folgende Induktion zeigt nun, da auch die erste Spalte exakt ist. Dazu zeigen wir indukiv
iiber aufsteigendes n, daf fiir jedes k = 0,1, ... gilt: Zu jedem z}, € F}, ; mit d,,—1 ; x = 0 und
P -1, = 0 gibt es ein y, € Fpqp mit dypyr = @, und Pyyq -1 yx = 0 (hierbei setzen wir
Pn,—l = O)

Der Induktionsanfang ist klar, wenn wir uns vorstellen, man wiirde das Diagramm nach obenhin
durch Nullriume und Nullabbildungen erweitern.

Um von n nach n + 1 zu gelangen, sei x € Fy, 1 mit d, x v =0 und P11 -1 2 = 0. Wegen der
Exaktheit der Zeilen gibt es ein y1 € Fj41 k41, so dal P41, y1 = x. Sei y2 = dj, j41 ¥1, dann ist
wegen der Kommutativitit des Diagramms P, , y2 = dp p Prt1py1 = dppx = 0.

Da auch d,,—1 p41y2 = 0 ist, gibt es nach der Induktionsvoraussetzung ein y3 € Fj 1 41 mit
dpi+1y3 = yo und P,yqry3 = 0. Es liegt y4 := 31 — y3 im Kern von d,, x41. Da k+1 > 1 ist,
ist die k + 1-te Spalte exakt. Also gibt es y5 € Fj, 19 x+1 mit dp41 k41 Y5 = Ya. Man rechnet leicht
nach, da fiir y := P42 ys € Fqok gilt dpp1py =2 und Pyyo 1y = 0.



Fiir die Definitionen der im folgenden vorkommenden Begriffe wie dem des Kokettenraumes und
des Korandoperators § verweisen wir auf [8], Chapter 7. Durch den Korandoperator werden
Koketten der Lange o auf Koketten der Linge o + 1 abgebildet.

Das klassische Beispiel fiir Koketten ist die Cousin-I-Verteilung beziiglich einer Uberdeckung
(Ui)iew eines Gebietes in @ bzw. allgemeiner einer Steinschen Mannigfaltigkeit. Die Cousin
Data sind nichts anderes als eine Kokette ¢ = (c¢;5)i; der Lange 1, bestehend aus holomorphen
Funktionen ¢;; auf U; N Uj, fiir die ¢ = 0 gilt (vgl. [8], Theorem 5.5.1). Die Losung ¢ = (c});
des Cousin-I-Problems ist eine Kokette der Liange 0, bestehend aus holomorphen Funktionen c¢;
auf U;, fiir die 6’ = ¢ gilt. Aus der Losung des Cousin-I-Problems auf @ kann man z.B. den Satz

von Mittag-Leffler folgern.

Die Aussage des Theorem B von Cartan, namlich dafl die p-te Kohomologiegruppe H? (), F) einer
Steinschen Mannigfaltigkeit 2 mit Werten in einer koh&renten analytischen Garbe F fiir jedes
p > 0 verschwindet (siehe z.B. [8], Theorem 7.4.3), ist wesentlich allgemeiner und abstrakter,
umfaflt aber die Losbarkeit von Cousin-I-Verteilungen auf Steinschen Mannigfaltigkeiten.

Sei jetzt U = (U;)sen eine Uberdeckung einer Steinschen Mannigfaltigkeit © mit pseudokonvexen
relativ kompakten Gebieten mit der Eigenschaft, daf eine feste Uberdeckungsmenge von héchstens
M paarweise verschiedenen Uberdeckungsmengen geschnitten wird. Dann ist der Schnitt von
M + 1 paarweise verschiedenen Uberdeckungsmengen leer.

In das Diagramm (1.1.1) setzen wir fir F,o9, n = 0,...,M + 1 jeweils den Kokettenraum
CM+1=n(1f F) von Schnitten iiber Ui, ..sings1-n = UigN...NUsy,,,_, mit Werten in F ein. dp, g ist
dann der Korandoperator § der Stufe M —n. Fyri2,0sei I'(Q, F) und dpr410 : I'(Q, F) — COU, F)
definieren wir dann durch f — (f |y,)iewv. Fir n > M + 3 setzen wir F, o := {0}, wodurch die
obige Induktion nach endlich vielen Schritten abgeschlossen ist.

Einen Kokettenraum von Koketten der Lange o +1 kénnen wir als Teilraum von [[;epe T'(Uso,....i. »
F) auffassen und, wie wir im Kapitel 2 sehen werden, mit einer Fréchetraumtopologie versehen,
die sich aus der Fréchetraumtopologie der Raume I'(Uj,, .. ;,,F) herleiten lafit. Da wir stets vor-
aussetzen, da8 F eine Untergarbe einer p-fachen Kopie von O ist, kénnen wir auf I'(Uy,,.. 4, , F) je-
weils die Fréchetraumtopologie der kompakt gleichméfiigen Konvergenz auf einer ausschépfenden
Folge von kompakten Teilmengen von Uj,,. ;, fiir p-tupel holomorpher Funktionen auf Uj . ;.
induzieren.

In jedem Schritt des oben beschriebenen Induktionsverfahrens werden wir die Stetigkeits- bzw.
Urbildabschétzungen nachhalten, um zu einer Losungsabschéitzung fiir den J-Operator zu gelan-
gen.

Die Hauptarbeit besteht nun darin, das Diagramm (1.1.1) mit Fréchetriumen und stetigen li-
nearen Abbildungen so aufzufiillen, dafl das Diagramm kommutiert und die erforderlichen Ex-
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aktheitsbedingungen der Zeilen und Spalten erfiillt sind. Ferner sind Stetigkeits- bzw. Ur-
bildabschétzungen zu zeigen. Dies alles geschieht in den Kapiteln 3 bis 6.

Die Exaktheit der ersten Spalte in dem Diagramm unter Beriicksichtigung von Losungsabschiit-
zungen ist nichts anderes als das angestrebte Theorem B mit Schranken.

Wir wollen mit ®. (i) die Menge der stetigen plurisubharmonischen Funktionen bezeichnen, fiir
die ¢ > 0 und supyy, ¢ < vﬁ infyy; ¢ fiir jedes 7 € IN gilt.

Das in Kapitel 6 gezeigte Theorem B mit Schranken ergibt dann auf der nullten Stufe den folgen-
den Satz, den wir hier ohne die Verwendung der Begriffe Kokette und Korandoperator formulieren
wollen:

Satz 1.2. :

Sei (K;)ieN eine Folge von kompakten Teilmengen mit K; C U; fir i € IN und 1 eine nicht
negative plurisubharmonische Funktion auf ). Dann gibt es eine plurisubharmonische Funktion
x auf 2, so daf folgendes gilt:

Zu jeder Doppelfolge (c; ;)ijew mit ¢ j € D(U; NU;, F), ¢ij = —cji und ¢ + cjp + ¢y = 0 fir
alle i, j, k € IN, sowie jedem ¢ € ®~(U) gibt es eine Folge (c;)iew mit ¢; € I'(Us, F), ¢; — ¢ = cij
fiir jedes 1,7 € IN und eine Abschitzung

Zsupe_w_w_x sup | ¢; |< Z sup e ¥ sup e ¥ sup | cij| -
i€IN K; K; i,j€IN UiﬂUj UiﬂUj UiﬂUj

Das entscheidende an der gewonnenen Lisungsabschétzung ist, dafl der Gewichtverlust y nicht
von ¢ € ®,(U) abhingt. Durch direkte Anwendung des Satzes von der offenen Abbildung auf
den Korandoperator kann dieses Ergebnis nicht gezeigt werden.

Wenn wir fiir Q den @V und fiir F die Idealgarbe Jy der Keime der auf V verschwindenden
holomorphen Funktionen einsetzen, konnen wir mit Hilfe von Satz 1.2 lokale Fortsetzungen einer
auf V holomorphen Funktion zu einer ganzen Funktion zusammensetzen. Hierzu muf3 V' nicht
singularitdtenfrei sein. Da wir aber fiir die lokalen Fortsetzungen die Existenz eines holomorphen
Retraktes fiir V' verwenden wollen und damit gewissermafien optimale Daten fiir die Anwendung
von Satz 1.2 erhalten, haben wir gefordert, dafl V' eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit des
@V, und damit Steinsch ist.

Wir erhalten aus Satz 1.2 den in Kapitel 8 gezeigten Fortsetzungssatz fiir holomorphe Funktionen
auf einer abgeschlossenen Untermannigfaltigkeit V' des @V ( siche Satz 8.4):

Satz 1.3. :
Seien @1 > 0 und @y > 0 stetige plurisubharmonische Funktionen auf dem @ . Sei ferner



11

~v > 1 fest. Dann gibt es zu jedem Kompaktum K eine Konstante By, so daf zu jedem f € H(V)
und jedem o > 0 mit

log | f(2) |< v1(2) + aa(z) fiir jedes z € V (1.3.1)

eine ganze Funktion F existiert mit

a) F(z) = f(z) fir jedes z €V,

b) supg | F(z) |< ePrerswx(#1+ae2) fir jedes Kompaktum K.

Hierbei hingt B zwar von o1 und o2 ab, aber nicht von a.

Aus Satz 1.3 folgt nun leicht in Anlehnung an die Argumentation in [17] die Existenz eines
Ausdehnungsoperators, wenn man eine Basisfolge in H (V') zur Verfiigung hat, die von der vor-
ausgesetzten Isomorphie von H(V) zu H(T?) induziert wird.

Wir wollen hier wie angekiindigt als Anwendung von Satz 1.3 die Bedingungen untersuchen, unter
denen der Ausdehnungsoperator dariiberhinaus linear zahmen Abschétzungen geniigt.

Eine stetig lineare Abbildung T : (E,|| ||gn) — (F,| |Fn) zwischen den gradierten Fréchet-
rdumen F und F wird als linear zahm bezeichnet, falls es a,b € INg mit a # 0 gibt, so dafl zu
jedem n ein C), existiert mit

| Tz |, < Cu || @ |lanss fiir alle z € E.
T heifit zahm, falls a = 1 gew#hlt werden kann. Gradierungen in einem Fréchetraum heiflen linear
zahm dquivalent, falls die Identitét in der jeweiligen Richtung linear zahm ist.

Eine linear zahme Isomorphie von H (V') und Aoo(ké) ist leicht durch Eigenschaften einer Basis-
folge (fx)r in H(V') zu charakterisieren. Ist ndmlich H (V') zu Aoo(k:%) linear zahm isomorph, so
existiert eine Basisfolge (fx)r in H (V') mit folgenden Eigenschaften:

B1) Es existieren a,b € INg, a > 1, so dafl es zu jedem n € IN ein C' > 1 gibt mit

1
| fi ln< Cela D E fir alle k.
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B2) Es existieren a,b € INg, a > 1, so dafl es zu jedem n € IN ein C' > 1 gibt mit

1
’ Ak ‘SH f Haner e nkd

fiir alle f = Y, Aefi € H(V) und alle k.

Besitzt andererseits H (V') eine Basisfolge (f%)r mit B1) und B2), dann ist H (V') zu Aoo(kré) linear
zahm isomorph, denn wegen B1) ist

1
IS M n< C 7 | Mg | elantOIke
k k

und wegen B2) ist

1 1 1 1
ST e T =S N [ emTELRE <Ol f llagnrnys Do =C | f llamsny+o -
! ! "

Fiir Potenzreihenrdume ist der Begriff linear zahm von besonderer Bedeutung, da zueinander
isomorphe Potenzreihenrdume A (ag) bzw. A (by) stets linear zahm isomorph sind, vermoge der
Identitdt. Andererseits ist zum Beispiel bei nuklearen Potenzreihenrdumen eine zahme Isomorphie
sehr viel seltener zu erwarten, da dies limZ—: = limf;—’; = 1 impliziert. Wir bemerken hierzu
zunéichst, dal der nukleare Potenzreihenraum Ao (c) stets per Identitéit zahm isomorph zu

o0
{z e @™o ||z |,:= Z | o1 |? €2 < oo fiir alle n € IN}
k=0

ist. Dann erhalten wir dem Beweis zu Proposition 29.1 in [16] folgend zu jedem 6 > 1 eine
Konstante D > 1, so dal ai < 0b, + D fiir jedes k € IN ist und umgekehrt.

Wir wollen durch die Suprema auf folgenden Polyzylindern des @V
Api={zc@ |z |<efiiralle 0 < j < N}
die Standardgradierung (|| ||n)n fiir H (@) festlegen.

Auf V sei die Standardgradierung (|| ||z (v)n)n gerade durch die Spuren A, NV gegeben. Die
Gradierung hiingt also von der Einbettung von V in den @V ab. Ohne Einschrinkung kénnen
wir 0 € V annehmen.

Wenn wir die Polyzylinder A, n € IN, durch B, := {z € @V :| z |< €"} ersetzen, erhalten
wir auf H(CY) bzw. auf H(V) eine zahm dquivalente Gradierung. Solche zahm #quivalente
Cradierungen fassen wir auch als Standardgradierungen fiir H(CV) bzw. H(V) auf.
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Auf H(V) ist wegen der Surjektivitit der Einschrinkungsabbildung H(TY) — H(V) ein Quoti-
entenhalbnormensystem durch

| [f=mf{]| F |o: FeH@Y), Fly=f}

gegeben. Es gilt natiirlich | |,<|| || auf H(V) fir jedes n. Da der Satz von der offenen
Abbildung gilt, ist (|| [|%)n ein zu (|| [|zv)n)n dquivalentes Halbnormensystem.

Die Monome in H(@?) besitzen beziiglich der Standardgradierung die Eigenschaften B1) und B2)
und zwar jeweils mit @ = 1 und b = 0. Die Eigenschaft B2) ist dquivalent zu den Cauchyschen
Ungleichungen fiir ganze Funktionen auf den Polyzylindern A,, (siehe z.B. [8], Theorem 2.2.7).
Wir haben also gezeigt, dal H(C™) sogar zahm isomorph zu einem Potenzreihenraum Ao (ay)
ist, falls a; gerade die Summe der Exponenten des k-ten Monoms ist.

H(@Y) ist daher auch linear zahm isomorph zu Aoo(k:%), aber nicht zahm isomorph, falls N > 2.

Um das einzusehen, sei (z;)), eine Abzéhlung der Monome 2§ - ... 23", wobei o, ..., an € Ny,
mit der Eigenschaft, dafl fir s(z" - ... - 237) := a1 + ...+ an gilt s(z) < s(zk+1)-

Man zeigt leicht, daB8 die Anzahl der Monome z; mit s(z;) < m jeweils (N +m> betrigt. Es gilt

m
daher

m m

s(2)
TR N+(m—1) ¥
(") ((5m) +1)
fiir alle £ mit s(z;) = m. Die linke und die rechte Seite der Ungleichung haben den gleichen

Grenzwert fiir m — oo. Wenn man den linken Ausdruck ausmultipliziert, sieht man sofort, dafl
dieser gegen die N-te Wurzel aus N! konvergiert fiir m — oo.

Fiir den angekiindigten Charakterisierungssatz benotigen wir noch einige Begriffe und Definitio-
nen.

Fiir einen gradierten Fréchetraum (E, || |,) wollen wir die Eigenschaften (DN) und (2) verschér-
fen:

Wir sagen, daB8 (E,|| ||») (DN) in Standardform besitzt, falls fiir alle n > 2 gilt

RS Cull llntll llnsa -

(E,|| |ln) besitze (©2) in Standardform, falls fir alle n > 2 gilt

I 52< Dol 5all g

Aufgrund der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung besitzt Ao (ay) stets (DN) und () in Stan-
dardform. Die Konstanten sind alle gleich 1.
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Von jetzt an wollen wir annehmen, daf V als analytische Untervarietiit des @~ nur aus einer
irreduziblen Komponente besteht. Dies ist genau dann der Fall, wenn V' zusammenhéngend ist.
Da nach Satz 1.2 die Existenz eines Ausdehnungsoperators notwendig die Eigenschaft (DN) fiir
H (V') voraussetzt, besitzt H (V') mindestens eine stetige Norm. Daher impliziert die Existenz eines
Ausdehungsoperators, dal V' ohnehin nur endlich viele Zusammenhangskomponenten besitzen
kann.

V heift algebraisch, falls es eine endliche Menge S von Polynomen im @¥ gibt, so daB V = {z €
TV : p(z) =0 fiir alle p € S}. Die Anzahl der Polynome in S kann man auf N begrenzen (siche
z.B. [14], Chapter V.1).

Das nun folgende Kriterium fiir eine Teilmenge einer analytischen Untervarietit des @, eine
Teilmenge einer algebraischen Varietét zu sein, stammt von A. Sadullaev ([19], Theorem 2.2).

Sei dazu L die Menge aller plurisubharmonischen Funktionen auf dem Q¥ fiir die es ein a(u) € IR
gibt, so daB u(z) < log(1+ || z ||) + (u) auf dem @V. Ist K ¢ @V ein Kompaktum, dann sei

S(z,K) :==sup{u(z) : ue L, u|xg<0}.
Die obere Regularisierte von S(z, K) heifit Siciaksche Extremalfunktion beziiglich K.
Das Kriterium besagt nun folgendes:

Eine Teilmenge A einer analytischen Menge im @7 ist genau dann eine Teilmenge einer algebrai-
schen Varietét, falls es ein Kompaktum in A gibt, so dal S(z, K) lokal wesentlich beschrénkt ist
in A.

A. Aytuna verwendet in [3] dieses Kriterium, um fiir eine irreduzible Komponente V' einer ana-
lytischen Varietiit im @V (die also auch singulédre Punkte haben darf) zu zeigen, dal V' genau
dann algebraisch ist, wenn ein linear zahmer Ausdehnungsoperator H(V) — H (@) beziiglich
der Standardgradierungen existiert ([3], Theorem 2).

Wir werden das Kriterium von Sadullaev in Kapitel 10 dazu verwenden, ein Kriterium fiir die
Existenz eines linear zahmen Ausdehnungsoperators abzuleiten, das das Wachstum plurisubhar-
monischer Funktionen auf V' relativ zu einer Standardgradierung beschreibt.

Ist ¢ plurisubharmonisch auf V, so sei fiir r € Rg
my(r) :=sup{p(z) : zeV,|z|<e"}.

Das Kriterium ist erfiillt, falls es @ € IN und b € INg gibt, so daf fiir jedes auf V' plurisubharmo-
nische ¢, fiir jedes A € [0,1] und alle 71,72 € Ry gilt

my(Ary + (1 = A)ra) < Amg(ary +b) + (1 — N)my(are +b) .
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Diese Eigenschaft ist stirker als die Stark-Liouvillesche Eigenschaft (Satz 1.1, 3)), denn ist ¢
plurisubharmonisch und beschrinkt auf V', dann gilt fiir » > b

0+ — < — b — b
+ nnr) < — my(b) + nm‘p(anr +b) =

M (r) = m( m(b) -

n

Wegen des Maximumprinzips fiir plurisubharmonische Funktionen auf V' (siehe z.B. [19], 1.3) ist
¢ auf jedem Kompaktum, das in {| z |< e} enthalten ist, konstant. Damit ist ¢ auf ganz V
konstant.

Wir fassen nun alle Kriterien zusammen:

Fiir eine zusammenhingende abgeschlossene Untermannigfaltigkeit V des @V der Dimension d
gilt der folgende Satz:

Satz 1.4. :

Aquivalent sind:

1) Es gibt einen linear zahmen Ausdehnungsoperator

E:(HWV) I Nueyn) = HEC) @)

beziiglich der durch die Polyzylinder (Ay), gegebenen Standardgradierungen auf H(V') bzw.
H(TY).

2) (HV), || lav)n) ist linear zahm isomorph zu einem nuklearen gradierten Fréchetraum
(F,|| |ln), der (DN) in Standardform besitzt, und die Quotientenhalbnormen (|| [|2), auf
H(V) sind linear zahm dquivalent 2u (|| || g(v)n)n-

3) Es gibt ein Kompaktum K in'V, so daff S(z, K) in V lokal wesentlich beschrinkt ist.

4) FEs gibt a € IN und b € Ny, so daf fiir jede auf V plurisubharmonische Funktion ¢, jedes
A € [0,1] und alle ri,ro € R gilt mit my(r) :==sup{p(z) : z€ V| z|<e"}:

my(Ary + (1 = A)r2) < dmg(ary +b) + (1 = XN)my(ars +0) .

5) (HV), |l la(v)n) ist linear zahm isomorph zu Aoo(k‘%).
6) (HV), |l lz(v)n) ist linear zahm isomorph zu (H(T), || ||H(@d)7n).
7) In H(V') gibt es eine Basisfolge (fi)r mit B1) und B2).

8) V st algebraisch.
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BEWEIS:

1)=-2) ist schlicht, denn das Bild von E ist linear zahm isomorph zu einem projizierten Teilraum

von Aoo(k:%), der darum (DN) in Standardform besitzt. Zum anderen ist fiir jedes f € H(V') die
Quotientenhalbnorm || f [Z<|| Ef || @~y ,- Also folgt auch die zweite Bedingung von 2) aus 1).

2)=-5) ist ein Ergebnis von D. Vogt ([22], Theorem 2.3), das wir auf die wegen 2) linear zahme

Sequenz Aoo(k%) — F — 0 anwenden. Wir erhalten eine linear zahme Isomorphie von F' zu
einem Potenzreihenraum Ao (ay), woraus 5) folgt.

5)=1) ist der Spezialfall ¢(z) := log | z | von Satz 9.3. Wir zeigen in Kapitel 9, dafi Satz 9.3
leicht aus dem Fortsetzungssatz 1.3 folgt.

Die Aquivalenzen 3)<>8) und 1)<8) sind Spezialfille der oben zitierten Ergebnisse von A. Sadul-
laev bzw. A. Aytuna. Die Aquivalenz 5)<6)<7) sind nach den obigen Ausfithrungen klar.

1)=4) folgt aus Satz 10.4. 4)=-8) folgt aus Satz 10.5 O

Die Eigenschaft 4) aus Satz 1.4 148t sich in einer Weise verallgemeinern, die unabhéingig von der
Einbettung der Steinschen Mannigfaltigkeit in einen @C% ist:

Eine Steinsche Mannigfaltigkeit V' habe die Eigenschaft (LK), falls eine plurisubharmonische
Ausschopfungsfunktion ¢, sowie a € IN, b € INg existieren, so daf fiir jede plurisubharmonische
Funktion ¢ auf V und alle r1,79 € IR$ und jedes A € [0,1] gilt

mﬁ()\m + (1= ANre) < )\m:ﬁ(arl +b)+ (1 - )\)mi(arg +0b),

wobei

m:ﬁ(r) =sup{p(z) : z€V, ¥(z) <r}ist fir jeder r € R.

Eine in den @V eingebettete abgeschlossene zusammenhingende Untermannigfaltigkeit ist also
genau dann algebraisch nach Satz 1.4, falls sie (LK) mit ¢(z) =In | z | fir z € V besitzt.

Ferner impliziert (LK) die Stark-Liouvillesche Eigenschaft (Satz 1.3, 3)) fiir zusammenhéngende
Steinsche Mannigfaltigkeiten.

Hieraus leiten sich zwei Fragen ab:
1) Ist jede Steinsche Mannigfaltigkeit mit (LK) biholomorph &quivalent zu einer algebraischen
Varietét in einem ¢V?

2) Ist die Stark-Liouvillesche Eigenschaft auf einer zusammenhéngenden Mannigfaltigkeit dqui-
valent zur Eigenschaft (LK)?
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Wenn und nur wenn beide Fragen eine positive Antwort haben, wire jede zusammenhingende

Steinsche Mannigfaltigkeit V', fiir die H(V') die Eigenschaft (DN) besitzt, isomorph zu einer
algebraischen Varietiit eines C.

An dieser Stelle mochte ich mich bei den Herren Dr. L. Frerick und Dr. M. Tidten sehr herzlich
bedanken fiir die Bereitschaft zu vielen Anregungen und Gesprichen, die das Entstehen dieser
Arbeit begleitet haben. Mein ganz besonderer Dank gilt meinem Doktorvater Herrn Prof. Dr.

D. Vogt, der durch seine geduldige und stetige Anregung und Unterstiitzung entscheidend zum
Gelingen dieser Arbeit beigetragen hat.
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2 Der verallgemeinerte Losungssatz fiir den Korandoperator o

Wir fithren in diesem Kapitel die in Kapitel 1 dargestellte Induktion in dem Diagramm (1.1.1)
durch, indem wir das Diagramm mit speziellen Fréchetriumen und linearen stetigen Abbildungen
auffiillen. Dabei ist jede Spaltenabbildung ein Korandoperator. Wir behandeln die Kommutati-
vitdt des Diagramms und die Exaktheitsbedingungen an die Zeilen und Spalten als Eigenschaften
der Familie der vorkommenden Fréchetraume. Wir zeigen, dafl sich die Urbildabschidtzungen der
exakten Spalten auf die erste Spalte iibertragt.

In den folgenden Kapiteln mufl dann gezeigt werden, dafl es ein solches Diagramm von Fréchet-
rdumen gibt, wo in der ersten Spalte die Sequenz der Korandabbildungen zwischen den Koket-
tenrdumen mit Werten in einer lokal endlich erzeugten Untergarbe von OP steht.

Sei I eine abzdhlbare Indexmenge. Sei fiir jedes & € INg, 0 € INg eine Familie S, von
Fréchetriumen gegeben, so daf zu jedem Multiindex a = i, ...,i, € I°T!, paarweise verschie-
dener Indizes aus I ein Fréchetraum F¥ mit einem jeweiligen aufsteigenden Halbnormensystem
(]l ||§,n)nelN existiert. Es gelte Fj:(io = FZ’;ZU fiir jede Permutation 7 der Indizes ig, . .., i,.

7'-'77:0)
Fiir die lokalen Banachréume von FJ ; beziiglich || ||¥ sollen die kanonischen Verbin-

dungsabbildungen injektiv sein und dichtes Bild besitzen.

Ferner sei fiir jeden Multiindex 41,...,%, € I° die Anzahl der Fréchetrdume Flkl o € Sk
1 € I, die nicht der Nullraum sind, gleichméBig fiir jedes k € INg und o € INg durch eine Schranke
M € IN beschrankt. Die Menge solcher Indizes i zu einem Multiindex i1, ...,i, sei fiir jedes
k € INg gleich. Wir bezeichnen sie mit I;, . ;, . Wir verlangen ferner, dafl I;;, . ;. C I;, ., fir

jedes 5 € I und jedes i1,...,i, € 17 ist.

Ist a = igp,...,i, € I°T! ein Multiindex, dann sei mit a; derjenige Multiindex in I bezeichnet,
der durch Streichung des Index 7; entsteht.

Wir fiihren jetzt den Begriff einer Kokette auf Sy ,, k € Ng, 0 € INg ein:

Definition 2.1. :

Eine Kokette c = (ciy,.. i, )io....ioc1o+1 der Linge o auf der Stufe k sei ein Element aus [ FF

205slg

1050y . :
10,yig €10 T1

mit der folgenden alternierenden Eigenschaft:

_ sign «
Cio,...,ia - (_1) g ch'(’io,...,iO-) )

wobei 7 eine Permutation der Indizes ig, ..., 1, ist und sign m die minimale Anzahl der Transpo-
sitionen angibt, in die 7 zerlegt werden kann.
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Man beachte, dafl ¢;,.... ;, und Crio

o

i) Elemente desselben Fréchetraumes sind.

-----

Die Menge aller Koketten der Lange o sei mit C(Sy ) bezeichnet.

Wir wollen nun Rdume gewichteter Koketten einfithren und diese mit einer Fréchetraumtopologie
versehen.

Ist J eine abzahlbare Indexmenge und (Fj);cs eine Familie von Fréchetrdumen mit aufsteigenden
Halbnormensystemen (|| ||j.n)nen jeweils in dem Fréchetraum Fjj, dann sei

L((Ey)y) = {x = (zj)jes € [T B : = lln:= D [l 2 [ln< oo fiir jedes n}
jedJ jeJ

der Raum der beziiglich (F}); absolutsummierbaren Folgen. [;((F});) ist also ein linearer Teil-
raum von [] Fj. Man zeigt wie im skalaren Fall, daf8 [y ((£});) versehen mit der durch (|| [||,,)n

J
induzierten Topologie ein Fréchetraum ist.

Sei jetzt C' = (Cy)aero+1 eine Familie von Konstanten aus dem halboffenen Intervall (0, 1] mit
Co = Cr(q) fiir jede Permutation m des Multiindex . Dann sei

C(Sko,C) :={c = (ca)acro+1 €C(Skeo) : C-c:=(Cq-ca)acro+r € 1(Ske)}-

Fiir ¢ € C(Sk,», C) gilt also

k k
lhelline=>_ Callcallan<oo

aclo+l

fiir jedes n € IN. Dasjenige Konstantensystem, das nur aus Einsen besteht, bezeichnen wir mit 1.

C(Sk,, C) ist versehen mit (|| mfzc)n ein Fréchetraum, denn C(Sk », C) = l1 ((F¥)4epo+1), wobei
die Halbnormen in den FY jeweils mit C,, skaliert sind.

Ferner sei

Cn(Sk.os C) = {c € C(Sko) : Il ¢ 5. o< 00}

Um einen Korandoperator fiir Koketten auf der Stufe k einfithren zu kénnen, benttigen wir fiir
jedes a € I°t!, o > 1und j =0,..., 0 lineare stetige Abbildungen

ko . pk k
oy Fo, = By

mit folgenden Eigenschaften:
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| @ |5 <Il 2 |15, fir jedes n € N
L];’ja o L](Zo;;i = Lg,ia o Ll(cé?;j,1 fiir 1 < 1< ] <o+ 1

)

) (2.1.1)
3) ko = ke o MU i< j<i<o

)

L
aj (aj)i Qi1 Y(ait1);

v ist injektiv, falls Fiy # {0} ist.
Falls klar ist, auf welcher Stufe k sich die Abbildungen befinden, lassen wir den Index k fort. Den
Korandoperator auf der Stufe & definieren wir nun wie folgt:

Fir o > 0 sei

67 : C(Sko) 2 (ca)acrerr = ((07¢)p)gero+2 € C(Skot1)
o+1

mit (07¢)g = Z(—l)ngngj
=0

Zwischen zwei Konstantensystemen C' = (Cy)aero+1 und D = (Dg)gero+2 sei die Vergleichsrela-
tion C' > D genau dann gegeben, falls

Co > max D;  fiir alle o € ot

1€l

Fiir den Korandoperator gilt das folgende

Lemma 2.2. :

Falls C = D, dann ist 6° ein stetiger linearer Operator C,(Sk s, C) — Cn(Sko41,D). Ferner
gilt

1) 67°06°7 L =0 firo=1,2,....

2) 0% lln< M - (o +2)- |l ¢ lll§ fir jedes ¢ € Ca(Skq, C).

BEWEIS:

Wir zeigen zunéchst 67 0 §°1c = 0 fiir ein ¢ € C(Sk,_1). Fiir a € 1772 gilt:
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o+1 o
0767 = D (=1)eg, (Z(—l)ib?ij)ic(ajp)

7=0 =0
_ i+j, Qaj i+, o
= Z (—1) JLaj o L(éj)iC(aj)i + Z (—1) Laj o L(aj)iC(aj)i
0<i<j<o+1 0<j<i<o

Wir wenden die Kommutationseigenschaften (2.1.1) an und erhalten mit n := j und m =i+ 1

L+ o o it Qi1
0<;<(_1)l j[’gj © L((ij)ic(aj)i - 0<;<(_1)Z ]ngrl © [/((;i+1)jc(ai+1)j
SIS0 <j<i<o
— + m
— (—12); Z< +(1—1)m "ig, 0 L((Xam)nc(am)n'
<n<m<o

Also ist (07(6°71c))o = 0.

Wir zeigen nun die Stetigkeitsabschéitzung:

o+1
k .
o%clln = D> Dall D (=1)ug;ca; lam

aclot2 Jj=0

o+1
j k
< Y Dol D (=1 oy o+ Y Dall Cag llan -
aglot2 Jj=1 aclo+2

Fiir den zweiten Summanden der rechten Seite gilt:

> Dallcaollhn = > Y. Digleslin

aelot+2 pelo+l z‘el’g
M Y Csllesllhn
Belo+1
k
= Mllclly -

IN
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Durch iteratives Abspalten der weiteren Summanden erhalten wir schliefSlich
k k
167 l[n< (o +2)M || c ]l -
O

Wir bemerken noch, da8 fiir jeden Multiindex o € T™*2 mit paarweise verschiedenen Indizes aus
I der Raum FP* stets der Nullraum ist fiir alle k. Denn es gibt ein j € {1,..., M + 1}, so daf
Ff;lj = {0} ist, sonst wire die Anzahl der Indizes in I;, grofer als M, was der Definition von M
widerspréche. Ohne Einschrénkung sei j = 1. Also ist I;, ;, = (). Daher ist I;, ;. i,, = 0, woraus
FF = {0} folgt.

205 M +1

Im folgenden wollen wir unter einem System (Sj )k Stets ein System von Fréchetraumen wie
oben verstehen, das einen wohldefinierten Korandoperator zuléft.

Ein Beispiel fiir ein solches System S}, mit festem k und ¢ = 0 wird durch die Rdume holo-
morpher Funktionen auf jeweils einem Element einer offenen zusammenhingenden Uberdeckung
(Uj)ier einer komplexen Mannigfaltigkeit gegeben, wobei sich nicht mehr als eine feste Anzahl
von Elementen der Uberdeckung schneiden sollen. Fiir groBere o sind die Réume holomorpher
Funktionen auf den Schnittmengen von jeweils o + 1 Uberdeckungsmengen zu nehmen.

Die Halbnormensysteme der einzelnen Fréchetrdume sind dann durch die Suprema auf kompakten
Ausschopfungen der jeweiligen Uberdeckungsmengen gegeben. Auf den Schnittmengen wihlt man
die Schnitte der jeweiligen kompakten Ausschopfungsmengen.

Die Abbildungen ig, fir ein a € I o+l und j € {0,...,0} kann man als Einschrinkungen der
holomorphen Funktionen jeweils auf durch den Schnitt mit U;, entstehende kleinen Menge U,
wihlen. Hierdurch sind die Eigenschaften (2.1.1) sofort erfiillt.

Die Koketten werden in diesem Beispiel zu den iiblichen Koketten holomorpher Funktionen einer
Cousin-I-Verteilung, 6'c = 0 ist dann exakt die Zykelbedingung.

Wir fassen weitere Voraussetzungen, die wir bendtigen, zu der folgenden Eigenschaft (E) zu-
sammen. Die Untereigenschaft (E.1) beschreibt die Bedingungen fiir die Kommutativitét des
Diagramms (1.1.1), die Exaktheit der Zeilen sowie Urbild- und Stetigkeitsabschitzungen. Die
Untereigenschaft (E.2) beschreibt Urbildabschiitzungen der Spaltenabbildungen.

Definition 2.3. :
Ein System S = (Sk,o)k,o habe die Eigenschaft (E), falls die folgenden Eigenschaften (E.1) und
(E.2) erfillt sind:

(E.1): Ist o > 0 fest, so gibt es fiir jedes o € I°T! eine exvakte Sequenz von linearen stetigen Abbil-
dungen pE, k > 0, die # 0 sind, falls F¥*1 £ {0}, und die invariant unter Permutationen
der Indizes in « sind
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(E.1.1)

Es gelten ferner

(E.1.2)

p(’;obgjzbgjopgj firaeI° j=0,...,0, k>0,

sowie die folgenden Figenschaften:

(E.1.83) Zu o € I°T, k> 0 und n € IN gibt es C > 0, so daf es fiir jedes x € FF mit
P e =0 und | 7 |ans1< 1 einy € E¥ mit phy = 2 und || y ||a.n< C gibt. Hierbei
sei pyt i FO — 0 die Nullabbildung.

(E.1.4) Fiirallen € N, a € It und k > 0 gibt es ein Konstantensystem Cyp . = (Cpk.o)acro+1
so daj

Il % o, <Wl @ I55" fiir jedes x € Fy*
E.2): Firk > 1 gelte: Es gibt eine nicht leere Menge M., zu einem festen v > 1 mit
( g g ge M, ot
1. M’Y C {[C = (CQ)QGIU+17C/ = (C&)aelo‘] : C =< C,},
2. aus [C,C"] € M,, folgt [C?,C") € M, fiir jedes 6 > 1,
3. ist [C,C'] € M, dann gibt es C" < C, so dafs [C",C] € M,,

fir die gilt: Zu jedem Konstantensystem C1 = (C1,a)qcro+1 und n € IN gibt es ein Kon-
stantensystem Cy = (Ca,a)acre, so daf$ fir alle [C,C"] € M, gilt:

Ist ¢ € Cp(Sk,o, C - C1) mit 6°c =0, dann existiert ein ¢’ € Cp—1(Sk,o—1,C" - Ca) mit

81 = cund

k
e Mn-rcmc, < el

k
n,C-Ch

Der nun folgende Satz zeigt, dafi auch auf der Stufe k¥ = 0 Losungen fiir den verallgemeinerten
Korandoperator existieren, falls Eigenschaft (E) gilt.

Der Beweis verwendet das Induktionsverfahren, dafl fiir den Beweis des Theorem B von Cartan

auf relativ kompakten holomorph konvexen Stufen verwendet wird (vgl. Beweis von Theorem
7.4.3 bzw. 7.6.10 in [8]).
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Satz 2.4. :
Sei (Sk.o)ko €in System von Fréchetrdumen, fir das die Eigenschaft (E) gilt. Dann gilt fir
k=0:

Set v > 1 und M, so gewdhit wie in (E.2), dann gibt es zu jedem Konstantensystem Ci; =
(Cr,0)acto+r und n € IN, n > 2(M + 1) ein Konstantensystem Cy = (C2.4)acie, so daf fir alle
[C,C" € M, gilt:

M—o

Ist ¢ € Cy(S0,0,C - C1) mit 6%c = 0, dann existiert ein ¢’ € Cp_o(rr41-0)(S0,0-1,C" -Cy) mit

01 = cund

11 s yomiiocy, < Melllee

BEWEIS:
Wir fithren eine Induktion iiber fallende o durch.
Wir zeigen die folgende von o abhéngige Induktionsbehauptung fiir festes aber beliebiges k > 0:

Zu jedem Konstantensystem C1 = (C1,0)qero+t und n € IN, n > 2(M + 1) gibt es ein Konstan-
tensystem Cy = (C24)acre, so daB fiir alle [C, C'] € M, gilt:

Ist ¢ € C(Ske,C - C1) mit §%¢ = 0 und pi=lc, = 0 fiir alle @ € I°F!, dann existiert ein
c € Ch_o(mt1-0)(Sko—1, 77 Cy) mit

pEtd, = 0 fiir alle o € I9

8 1d = cund

!k
|H c |||TL—2(M+1—O'),C/’YM70'CQ

IN

k
Il elllzcc, -

Der Induktionsanfang o = M + 1 ist klar, da nur Nullelemente auftauchen.
Zum Induktionschritt ¢ + 1 nach o:

Sei C1 = (Cl,a)acro+1 €in Konstantensystem und n > 2(M + 1), n € IN. Sei ferner [C =
(Ca)aelf""lacl = (C&)QEI"] € M’Y‘
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Wir starten mit einem ¢ € C,(Sk,,C - Cy) mit 6°c = 0 und p&~! = 0 fiir alle « € I°*1. Nach
(E.1.3)~gibt es 7u cq € FF ein d, € FM mit ptd, = ¢, und || d,, lon—1< Cq || ¢a |la.n- Hierbei
héngt C,, nur von a und n ab.

Wenn wir also C := (C; 1) e 0+1 setzen, so erhalten wir ein d = (dy)pejo+1 € Crn-1(Sk+1,6,C - C-
Cl) mit

k k
s oo <llellt e,

Wir withlen gemé8 der 3. Eigenschaft von M., ein C” < C, so daf [C",C] € M,. Nach Lemma
2.2 folgt dann mit D' :=C - Cy - (M (o +3))7}, daB d’ := 6°"'d € Cp,—1(Sk 41,041, C" - D') und

k+1 k+1
I 5 cr o <IN e,

Ist a € 1772, dann folgt wegen (E.1.2)

phdy = Pa(07d)a
o+2
ks
= Z(_]‘)]pazgjdaj
7=0
o+2 )
J:
_ (50—1—10)&

Wir kénnen also auf d’ die Induktionsvoraussetzung auf der Stufe k + 1 anwenden. Es gibt daher
ein Konstantensystem D", unabhingig von C, C” und d’, so dafl zu d’ eine Lésung der Gleichung

67d" = d’ existiert mit d” in C,,_1_o(ar41-6—1)(Skt 1,0, oMt D", pkd! = 0 fiir alle o € 17!
und
k+1 k+1
T [P ey

Hierbei ist ohne Einschrinkung D" < C-Cy.
Wir setzen nun h :=d — d” € C(Sk41,,). Dann gilt

§°h=6°d—6°d" =d —d =0 und
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k k+1 k+1
||| H’n"l‘ll 2(M )C,YZ\/Ifale,, S H’ d ’” +1 C-DH + H‘ d/ |||nt1,C”D’
k+1 k
< NAlE L ae, + e e,
< 2|lellnce
Also ist h € Cp_1_o(ar—o)(Skt1,0,C7 7 - D)

Wir wenden jetzt Eigenschaft (E.2) an

Es gibt demnach ein von C und C’ unabhéngiges D" = (DY) ,cy-, so daB fiir das Paar [C“’M -
ot 1] € M, gilt: Zu obigem h € Cn_l_Q(M_U)(SHLJ,CVM i - D") gibt es wegen 6h = 0
ein A’/ S Cn—l—Q(M—cf)—l (Sk—‘rl,o‘—h CWM?O . Dm), so daf

7' = hund

IN

k
([l

k+1
—1-2(M—0)— 1,C/'YM70-~D/” ”| |||

—1-2(M—g),c7M=o=1.pr

Wir zeigen nun, daB ¢ := (p£h/,)aero die gesuchte Losung ist.

Es ist klar, daB8 p*~'c,, = 0 fiir alle o € I gilt. Ferner gilt fiir alle o € 1°F!, daf

o—1 1
(6 )Oé - Z a]pozj a]
(B12) <
= Z pa a]
= p§(5" ')

= pada _padgz

= Ca -
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Wegen (E.1.4) gibt es zur Stufe n — 2(M + 1 — o) ein Konstantensystem C = (C)gejo+1 mit

k k k+1
[P I F s T

fiir jedes = (To)gesott, To € FFHL. Es folgt daher

1

!Nk 1 1k+1
- < |k
||| c ”|n_2(M+1_0.)7C/7M*‘7.D/N,FQ; — 2 H‘ H’?’L—Q(M—‘rl—O’),C”‘/]wiJ'D/”
1 k+1
< SR e
k
< llellnee

Wir setzen also Cy := D" - % und erhalten damit ¢ € C,_o(pr41-0)(Sk,o—1,C"”
ist der Induktionsschritt bewiesen O

M—o

- Cy). Damit
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3 0-Losungen mit Abschitzungen auf Steinschen Mannigfaltig-
keiten

Sei €2 eine komplexe Mannigfaltigkeit der Dimension n, die abzéhlbar gegen unendlich ist. O sei
die Garbe von Keimen analytischer Funktionen auf 2 und F eine kohérente analytische Garbe
auf 2. Wir identifizieren fiir eine offene Menge ' C 2 die holomorphen Funktionen auf Q' mit
den Schnitten I'(Q', O).

Eine (p, q)-Form f auf Q sei dadurch definiert, daf sie sich auf jeder Karte als (p, ¢)-Form in den
lokalen Koordinaten schreiben 148t, d.h. auf einer Karte U existieren Koefizientenfunktionen aus
L?(£2, loc) beziiglich eines festen Volumenelementes dV, so daf8 f auf U in den lokalen Koordinaten

Z1y..., 2 die Form hat
/ /
=" frde ndz’,
H|=p |J|=q

wobei hier die Notation aus [Hor| verwendet wird. Das bedeutet insbesondere, daf die Summie-
rung nur iiber aufsteigende Indizes der Lénge p bzw. q erfolgt.

Der Raum der (p, ¢)-Formen auf  heifle Liq(Q, loc).
Wir wéhlen eine hermitsche Metrik < -,- >, die folgende Eigenschaft hat (siche [Hor], S. 113):

Es gibt eine Folge (1,), in C$°(£2), so dai 0 < 1, < 1 und n, = 1 auf einem beliebigen Kompaktum
in ), fiir v geniigend grof3, und

| On,, ]2:< on,,0n, ><laufQ v=1,2,...
Mit einer Orthonormalisierung erreicht man, dafl zu jedem z € €) eine offene Umgebung U
existiert, sowie (1,0)-Formen wy,...,w, mit C*°-Koeffizienten, so daf}

< Wj, W >= 5jk fir zeU

Eine (p,q)-Form f 148t sich in eindeutiger Weise in wy, ..., w, entwickeln:
f= Z’Z’f;ijl/\w‘] auf U
Hl=p |J|=q
und es gilt

< f,f>= Z/Z/|fI,J |> auf U.

[l=p |J|=q
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Sei ¢ € C?(Q) und f € L%(Q,loc), so daf

1= [ 1P edv < o (3.0.1)

Der Raum dieser (p, g)-Formen sei mit L2 (€, ¢) bezeichnet.
Sei von jetzt ab 2 Steinsch.

Es gilt das folgende Lemma iiber unbeschrénkte Operatoren zwischen Hilbertraumen (siehe [8],
Lemma 4.1.1).

Lemma 3.1. :
Sei T : Hy — Hy ein linearer dicht definierter abgeschlossener Operator. Es gebe C' > 0, so daf

| F i< C | T*f g, fir alle f € F N Dy, (3.1.1)

wobei ' C Hy abgeschlossen ist und fir das Bild von T gilt Ry C F.

Dann existiert zu jedem f € F' ein g € Hi, so daf

Tg=fund || g|lm<C| f|u, (3.1.2)

gilt. Hierbei kann in (3.1.2) die gleiche Konstante C gewdhlt werden wie in (3.1.1).

Tatséichlich beweist Hormander die Aquivalenz von (3.1.1) und (3.1.2). Die Tatsache, da8 in
(3.1.2) die gleiche Konstante gilt, wie in (3.1.1), folgt unmittelbar aus der Anwendung des Satzes
von Hahn-Banach im Beweis.

O definiert folgende lineare abgeschlossene dicht definierte Operatoren zwischen Hilbertriumen:

T:Lg,q(QﬁO) - L127,q+1(9790)

) ’ (3.1.3)
St Ly () — Ly 40(Q,0)

Den Raum der (p, ¢)-Formen auf Q mit C*°-Koeffizienten und kompaktem Triger bezeichnen wir
mit D(p’q)(Q).
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Wir benétigen die folgende Aussage iiber die Losungen von 0 auf einer Steinschen Mannigfaltig-
keit. Da die Beweisfithrung sich weitestgehend auf den Beweis zu Theorem 5.3.4 in [8] stiitzt,
kénnen wir uns hier kurz fassen.

Satz 3.2. :
Sei Q) eine Steinsche Mannigfaltigkeit. Dann existiert eine streng plurisubharmonische Funktion
W € C?(Q), so dap fiir jede plurisubharmonische Funktion o auf Q gilt:

gu jedem f € L%p7q+1)(9,g0) mit Of = 0 emistiert eine Losung u € L%p’q)(Q,loc) der Gleichung
ou = f, so dafs

/ | |? e YqV g/ | F 2 ePav. (3.2.1)
Q Q

BEWEIS:

Wir wihlen eine streng plurisubharmonische Ausschopfungsfunktion x auf Q (siehe z.B. [8], Thm.
5.2.10). Dann gibt es eine wachsende konvexe Funktion x : IR — IR, so da8 fiir jede zweimal
differenzierbare plurisubharmonische Funktion ¢ die sogenannte basic estimate

|| f Hi(n)—&-ang T*f Hi(n)—&-ap + || Sf Hi(n)—i—cp fiir alle f € Dp,q-i-l(Q) (322>

gilt. Die basic estimate gilt auch fiir alle f € Dp-NDg, da D) 441(€2) beziiglich der Graphennorm
1 F 1By + I T e + 11 SF 13yt
dicht in Dy« N Dg liegt.

Sei jetzt F' der Kern von S, dann ist F' abgeschlossen in L%p o+ (L X(K) +¢), da S abgeschlossen
ist. Wir erhalten also

H f Hx(n)—&-g&SH T*f Hx(n)-&-g& fiir alle f € FN Dr«.

Mit Lemma 3.1 folgt hieraus, daf§ zu jedem f € L%p q+1)(Q,X(/<;) + @) mit 9f = 0 ein u €
L2

(p,q)(Q’ X(k) + ) existiert mit

Il )+ <N o<l lle -
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Fiir den Ubergang zu einer beliebigen plurisubharmonischen Funktion ¢ verwenden wir die Stan-
dardargumentation wie z.B. im Beweis zu Theorem 4.4.2 in [8]. 0

Korollar 3.3. : N
Ist Q C Q offen und pseudokonvex, dann existiert zu jedem f € L? (Q, ) mit df =0 eine

- o (p,g+1)
Losung u € L%p q)(Q, loc) der Gleichung Ou = f, so daj$

/~|u 2 e7P¥av < /~ | f1? e*av.
Q Q
Hier ist ¢ eine beliebige plurisubharmonische Funktion auf Q0 und i aus obigem Satz.

BEWEIS:

Wir konnen auf Q das eingefiihrte Volumenelement fiir € eingeschriinkt auf € verwenden. Da

(3.2.2) auch fiir alle f € D) 441(Q2) gilt, kann man wie im Beweis zu Satz 3.2 argumentieren. O

Lemma 3.4. :
Seien Q1, Qo und Q3 offene pseudokonvexre Teilmengen einer komplexen Mannigfaltifkeit .
Sei Q1 C Qg relativ kompakt und Qo C Q3, ferner sei ¢ > 1 und ¢ € PSH( ).

Dann gibt es zu jedem f € L%()’q)(ﬂg, ©) mit 0f =0 ein F € L%O’q)(ﬂg, loc) mit

OF =0 und F = f auf O

BEWEIS: Wir wenden Satz 3.2 auf f € L%O q)(QQ, ¢) an und erhalten ein u € L%o q_l)(Qg, loc) mit
ou=f.

Wir wéhlen eine C*°-Funktion y mit Werten im Intervall [0, 1], so dafi der Triiger von x in »
liegt und Q7 C x~1(1).

Es sei w := yu und F := Ow. Dann ist F € L?O q)(Qg, loc) und OF = 0. Ferner gilt

F‘le [EU'X—FU'EX} |Q1:5u |91:f|91 .

Korollar 3.5. :
Seien 1 C Qo C Q3 pseudokonvexe Teilmengen von ) aus Satz 3.2 und sei 1 in Qo relativ
kompakt. Sei ferner ¢ € PSH(Q2) und q¢ > 1.
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Dann gibt es zu jedem f € L%O’qﬂ)(ﬂg,gp) mit Of = 0 eine Losung u € L%O’q)(Qg,loc) der
Gleichung Ou = f, so daf die Abschitzung

[ olupertavas [ |51 evave
Ql Q2

mit ¢ aus Satz 3.2 erfillt wird.

BEwEIS: Wir wenden Korollar 3.3 auf f € L? (Q3, ) mit df = 0 zweifach an und erhalten

(0,g+1) - -
u € L%O q)(QQ, w+1) und ug € L?O q)(Q3, @+ 1) mit f = Juy auf Qg und f = Jusy auf Q3, sowie
/ lup e ¥ ¥adVy < / | f? e %dVq und
2 Q2
[ lwPesvavy < [ 7Pevava.
Qg QS
Dann erfiillt w := ug|q, — u; die Voraussetzungen von Lemma 3.4. Wir erhalten daher W €

L%O’q)(Qg, loc) mit OW =0 und W = w auf Q.

Wir setzen v :=ug — W € L%o q)(Q3, loc). Da Ou = Oug — OW = Oug = f gilt auf Q3 und

/ [u?e ¥ VdVy = / | ug — ug +uy [* e VdVy
0 Q

1

< / | F 2 e *dve,

2

ist das Korollar gezeigt O
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4 Beweis eines Theorem B mit Schranken fiir Koketten mit Wer-
ten in der Garbe O, von Keimen holomorpher Funktionen auf
einer Steinschen Mannigfaltigkeit

Im n#chsten Schritt werden wir ein Theorem B mit Losungsabschéitzungen beweisen fiir die
Garbe von Keimen holomorpher Funktionen auf einer Steinschen Mannigfaltigkeit. Dies wird die
Eigenschaft E.2 zeigen.

Ein ebensolches Losungstheorem mit prézisen Angaben des Gewichtsverlustes findet sich in [8],
Proposition 7.6.2. Dieses Ergebnis bezieht sich jedoch lediglich auf die Situation im @©". Deshalb
streben wir hier an, die Situation auf Steinschen Mannigfaltigkeiten zu untersuchen. Dabei werden
die Angaben des Gewichtsverlustes naturgemafl unpriziser. Der Beweisgang wird im wesentlichen
gleich verlaufen und zwar als Induktion iiber o, wobei in den Beweis des Induktionsanfangs o = 1
der d-Losungssatz 3.2 eingehen wird.

Sei also € eine Steinsche Mannigfaltigkeit der Dimension n und U := (U;);cs eine abzédhlbare
Uberdeckung mit Steinschen Gebieten und der Eigenschaft, da8 eine feste Uberdeckungsmenge
von hochstens M verschiedenen Uberdeckungsmengen geschnitten wird. W := (W;);cr sei eine
Verfeinerung zu U. Insbesondere gelte W; C U; relativ kompakt und W, Steinsches Gebiet fiir
jedes i € I. (x;); sei eine Teilung der Eins beziiglich (W;);. Wir wihlen ferner eine plurisubhar-
monische Funktion ¢, die

2
(Z | Oxi(2) |> e <1, zeQ,

i€l

erfiillt. Es sei H, die Garbe von Keimen von (0, ¢)-Formen. Auf den Stufenindex des Korand-
operators ¢ wird verzichtet, wenn sich die entsprechende Stufe aus dem Zusammenhang ergibt.
Fiir einen Multiindex 1o, ..., %, bezeichnen wir mit U;, . ; den Schnitt U;; N...NU;, . Dies gelte
fiir Wi,.... i, entsprechend. Die Menge aller auf €} plurisubharmonischen Funktionen bezeichnen

slo

wie im folgenden mit PSH().
Poposition 4.1. :

. Sei (Wi)ig eine Familie von pseudokonveren Gebieten mit W; C Wz relativ kompakt und
W; C U; fir jedesi € 1. Ist c € C°(U, Hy), dc =0, dc = 0 und

Z _ iy [PeTAV <00 (4.1.1)
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fiir eine plurisubharmonische Funktion k auf Q, dann existiert ¢’ € C"‘l(Z/I,Hq) mit Oc’ = 0, so
daf$ 6c¢ = ¢ und

Z | cgl . ’2 efn*(SOer)'odV <0, Z /~ Cionniv |2 e rdV, (4 1 2)
sl ‘ e yeees 1.
10,00 20

,,,,, io

wobei ¢ € PSH(Q) unabhdngig von k und ¢ gewdhlt werden kann.
BEWEIS:

BEMERKUNGEN: Das v hier ist das gleiche wie in Satz 3.2. Die Konstanten C, héngen nicht von
den Gewichtsfunktionen ab.

Sei ¢ € C9(U, Hy), dc =0, dc = 0. Setze
biy,..iy 1= ZXiCz‘,z‘l,...,io
i

und b := (bi,. i )iy..in € CO7HU, H,). Man beachte, dafi die Summe jeweils endlich ist. Es

o

gilt:
ag
1 k
O Bigeic = D (DD xic, 5
k=0 )
g
k
= 2a> (Ve 5 (4.1.3)
i k=0
= ZXiCio,...,ig
7
= Cig,yiegs

denn 6%¢ = 0.

Ist U C Uj,,... i, offen, dann gilt fir § € PSH(2) wegen der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung:
/ | biy,y PPV < / X | Ciiyio | 7PV
U U =
i (4.1.4)
<

Z/U W | gy |2 e7PdV .
i nw;



Setze fi,, . i, = (56)117,,_% := 0bj,,.. ;. Hierdurch wird eine Kokette f = (fi, i, )ir,..
Co YU, Hyy1) definiert. Es gilt:

fi17"'7id

Obiy..ig = > 0(XiCi,..is)
p

= > OXi A Ciin,ins
7

denn dc = 0. Da 0 auf jedes einzelne lokale Element einer Kokette wirkt, vertauscht d mit dem
Korandoperator § auf jeder Stufe. Daher gilt

8L =67719b = 967" 1b = Dc = 0.

Fiir jedes U C U;,,.. 4, und jedes § € PSH(Q) gilt wegen der Wachstumseigenschaft von ¢

o

/U | fir,omsio 2 e v Py < /U <Z | Oxi |> <Z | Oxi || iy ‘2> By
- / ST ] ciinnis 12 e 270V
- (4.1.5)
= 2 i1l Ciy i 2 e_%_ﬁdv
< X[ 1P e
<

Z/UQW | iy, | €7PdV.
i 1

Wir fithren nun eine Induktion iiber o durch:

Fiir den Induktionsanfang o = 1 sei ¢ € C1(U, H,), §'c =0, dc = 0 und
Z/ lcij e dV < 0.
i,j "V

b und f seien wie oben konstruiert, dann gilt 6°f = 0 und df = 99b = 0. f definiert also eine
(0,q + 1)-Form auf 2, die d-geschlossen ist. Wir erhalten wegen (4.1.1) und (4.1.5)
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Zemv TRy < / 2 emPTRAY
Lisl < X[, 101

(4.1.6)
< cii |2 e fdV
< XY e
< o0
Es gibt daher nach Satz 3.2 ein g € L%&q)(Q, loc) mit g = f und
/ g2 eV Ray < / | [P e eV, (4.1.7)
Q Q

wobei 1 unabhéingig von f und k + ¢ gewéhlt werden kann.

Setze ¢ := b; — g fiir jedes i € I. Dann wird durch ¢’ := (c}); eine Kokette in C°(U, H,,) definiert,
fiir die
8¢ = 6% — 6% =% =c

und

9 =0b—0dg=f—f=0gilt.
Wir kénnen wegen (4.1.6) und (4.1.7) abschétzen
|2 e eV Rqy < 2 / b 2 eV RaY 42 / P
Zj: /Wj ] zJ: Wi ’ ZJ: W;
22 Z/ | cij |2 eV AV + 2M / | g |2 e V= ay
i iNW; o

ZZ/W, e 2 e="qV + 2MZ/W‘ eig 2 emFav.
ig " ij "

IN

IN

Mit Cy := 2(M + 1) ist der Induktionsanfang gezeigt.

Fiir den Induktionsschritt 0 — 1 — o sei ¢ € C7(U, H,), 67c = 0, dc = 0 und

Z . | Cigoiy |2 €77V < 0.

10yeenyic B(0yenes ig

Wir bilden b und f wie oben. Dann ist f € CU_I(U,Hq+1) und 6°71f =0, 0f = 0.
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Wir kénnen die Induktionsvorraussetzung auf f und x + ¢ anwenden, denn wegen (4.1.5) gilt

L ZeRgy < R
O S g L T (4.1.8)

11 4eeslo R ERE to 10,81 5-+yl0

< o0

Es existiert also b’ € C772(U, Hy41), b’ = 0 mit §°26' = f und

3 /: W, [Peter—lerve-gy

’ig,...,ig D9 5eees io

(4.1.9)
< Co Z /ﬁ/. | | firrio |2 e77¢dV

wobei (I,/IV/Z)Z eine Verfeinerung zu (Wl)l ist mit W; ¢ W; und W; ¢ W; jeweils relativ kompakt
fiir jedes i € I.

Wir wenden Korollar 3.5 an auf jedes b, ; , Ui, i, und 8 = (k+¢)+(p+¢)(0—1) € PSH(Q),

sowie Wi, i, C Wiy i C Uiy, . is-

Es existiert also jeweils b}, ;€ L%qu)(UiQ,m,id,loc) mit

gb;’%_nﬂ-g = 6227._.7% und
4.1.10
/ W Pettay < /: W, . [PePav (4.1.10)
Wig,...ie r Wig,...ie e
Sei b := (b, i Vig,..is € C772(U, Hy). Mit (4.1.8), (4.1.9) und (4.1.10) erhalten wir
2 —pB- 2 —(k — o—1
Py [ ety < S [, ey

A
-
]
t

N i PRV a110)

7:17“.’@'0_ T sees io

Co-1 Z /~ | ooy |2 €AV

10ye-eylor 105-l0

IN
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Wir setzen b := §°72b". Dann ist " € C°~1(U, H,). SchlieBlich setzen wir ¢ := b — " €
Co~YU,H,). Dann gilt

50—101 — 60’—1b o 50—1b//l _ 5(7—1b . 50’—150—2b/l
= 67'p

= C.

und

9 =" = -7

— f . 50’—256//
— f _ 50—2b/
- s

=0

Es gilt 6+ = k4 (¢ + ¢)o. Daher erhalten wir aus (4.1.11) und (4.1.5):

-----

< 2 Z Z/ ‘Ci,ih...,ig |2 e “dV

1] 4eenylo ~ 0 Ml o j=1
S 2 Z |Ci0,...,ig |2 e_”“dV
205--5l0 RORRE to
o
P2 [y Pe Ty
1150yt J=1 Wiy, io Hyenitfyeeeite

Es gilt fiir den letzten Summanden
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Py z / T 1

- zz/ LA
iy 1 I WiWig, i e
2 B~
17 70‘ """
< Y u / by, |20 0av
12,0de 71200
2 B
+ Z z%/ 217 :Z\J’ o | e dV,
11,.. 7740] """

denn W;, . ; wird von héchstens M Mengen aus W geschnitten. Wenn wir diese Abschitzung
fiir j = 2,...,0 iterativ fortsetzen erhalten wir

slo

ZZ/ G e
Ulseensljyennio

i1yl J=17 7
< oM Y 10, i [Pefvav
12,00 ic 12500 o
< oMCoy Y |- | gy |2 €AV
105 yie B0y i

Wir haben also mit C, := 2(1 + 02MC,_1) den Induktionsschritt gezeigt O

BEMERKUNG: Der Beweis zu Proposition 4.1 ist auch mit W; = U; fiir jedes ¢ € I durchzufiihren.
Anstelle von Korollar 3.5 ist dann Korollar 3.3 anzuwenden. Daher gilt Proposition 4.1 sinngeméf
auch fir W; = W; = U, fiir jedes i € 1.

Wir schopfen jedes U, ¢ € I durch pseudokonvexe Gebiete A;,, n € IN aus, fiir die fiir jedes
n € IN jeweils A;, C A;,41 relativ kompakt gilt. Ohne Einschrénkung sei J;c; A;1 = Q. Fiir
(io, c ,’io-) € 17t gei Aio,-u,ia,n = Aio,n N...NA;

Qo ,m e
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Fiir eine Kokette der Linge o, die aus Schnitten iiber den Uberdeckungsmengen aus der Uber-
deckung U besteht mit Werten in der Garbe von Keimen von L?-Formen sei fiir ¢ € PSH ()

lelZw= 3 [ e Perav

90yeenyic 10 yenes ig,m

bzw.

leldi= 35 [ Ve Pedv

iO,-n,'L‘a B0 seees io

eingefithrt. Mit C7 (U, Hy, p) bzw. C7 (U, Hy, p) bezeichnen wir die Koketten aus C? (U, H,;), fiir
die
|| c Ha’n< oo bzw. | ¢ Hi< oo gilt.

Proposition 4.1 kénnen wir also auch wie folgt formulieren:

Satz 4.2. :

Es gibt eine plurisubharmonische Funktion 1, so daf fiir jedes n € IN, eine beliebige plurisub-
harmonische Funktion x und ¢ € CJ, (U, Hq, k) mit dc =0 und c = 0 ein ¢ € CI (U, Hy) mit
5c' = ¢ und O¢' = 0 exzistiert, so daf

| d IIiw,nSH c ||i,n+1
erfillt ist.

Ein wichtiger Spezialfall von Satz 4.2 ist ¢ = 0, denn die O-geschlossenen Schnitte iiber € mit
Werten in Hy sind die holomorphen Funktionen auf 2.
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5 Konstruktion einer exakten Sequenz

Es sei €2 eine Steinsche Mannigfaltigkeit und U C (2 offen holomorph konvex. Sei F eine kohérente
analytische Garbe auf Q. Ist U C Q relativ kompakt, dann kann auf den Schnitten I'(U, F) in
der folgenden Weise eine Fréchetraumtopologie eingefiihrt werden:

Nach Theorem A von Cartan gibt es Fi,...,F, € I'(Q,F), die F in U erzeugen. In der Umge-
bung eines jeden Kompaktums K, p € IN einer holomorph konvexen kompakten Ausschopfung
(Kp)pew von U wird F von Fi, ..., Fy erzeugt, d.h. fiir jeden Schnitt 2 von einer Umgebung von
K, in F gibt es auf einer Umgebung von K, holomorphe Funktionen ci,...,¢cq, so daf§ in einer
Umgebung von K, die Darstellung

q
=) ¢F
i=1

existiert.

Es ist fiir jedes p € N

q
| z |lp;== inf Zsup | ¢ | (5.0.1)
=) ;¢ 57 Ky

eine Halbnorm und (I'(U, F), (|| ||p)p) ein Fréchetraum (siehe z.B. [8],Cor. 7.2.6 ).

Der Ubergang zu einem anderen Erzeugendensystem liefert ein fiquivalentes Halbnormensystem.
Wir bezeichnen mit Hy (F) den Raum I'(U, F) zusammen mit erzeugenden Schnitten F1,. .., F, €
I'(©, F) und einer holomorph konvexen kompakten Ausschopfung von U. Auf dem Fréchetraum
Hy (F) ist damit eine Fréchetraumgradierung festgelegt.

Hy (0) fallt mit dem Fréchetraum der holomorphen Funktionen in U (mit dem durch Suprema auf
der kompakten Ausschopfung gebildeten Normensystem) zusammen, falls als Erzeugendensystem
die konstante Funktion 1 gewdhlt wird. Im folgenden werden wir Hy(O) stets in dieser Weise
auffassen, falls nichts anderes vermerkt ist.

Sei nun F C O" eine lokal endlich erzeugte Untergarbe, dann ist F kohédrent nach dem Satz
von Oka (siehe z.B. [8],Theorem 7.1.5). Sei ferner Fi, ..., F, ein Erzeugendensystem von F in U
und (K), eine holomorph konvexe kompakte Ausschépfung. Wir wollen nun die entsprechende
Gradierung (|| ||p)p auf Hy(F) mit den Suprema auf den K, vergleichen. Fiir f € I'(U, O") sei
[f]; die j-te Komponente von f. I'(U, F) ist als Teilraum des Raumes der r-tupel holomorpher



42 5 KONSTRUKTION EINER EXAKTEN SEQUENZ

Funktionen in U in der kompakt gleichméfiigen Topologie abgeschlossen (siehe [8], Theorem
7.2.12), also induzieren die Supremumsnormen

| @ [p=_sup|[z]; |, €T (U0
j=1 K»

eine Fréchetraumgradierung auf I'(U, F). Es gilt das folgende
Lemma 5.1. :

Fiir jedes p € IN gilt

1) |z |p<Cp x| und

2) [z llp< Cp 2 lpia

fiir jedes x € T'(U, F) mit unabhingigen Konstanten Cp und C,.
BEWEIS:

Sei g e T(U, F), g => 1, d;F}, dann ist

T
lglp = D sup|[gl; |
j=1 K»

r q
= Y suwp| [} diF; |
j=1 K =1

q
> > sup|d;|sup| [Fl; |

j=1i=1 Kp Kp

T
Cszup | dj |
j=1 Ko

IN

IN

Durch Ubergang zum Infimum iiber alle Darstellungen g = >°¢_, d; F; erhélt man | g [,< Cp, || g ||,-

Sei p € IN fest, dann wéhle eine holomorph konvexe offene Menge U’ und K, 11 D U’ D K. Sei
(Ap)nen eine Ausschépfung von U’ mit holomorph konvexen kompakten Mengen mit A; = K.
Die Abbildung
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p: Hy(07) — T(U',F)

9 5.1.1
Cly...,Cq chFj ( )
j=1

ist stetig linear zwischen Fréchetrdumen, surjektiv und offen (Theorem 7.2.12 [8]).
Da ¢ offen ist, gibt es zu jedem n € IN ein m € IN und C,, 1, so daB zu jedem g € T'(U’, F) ein
Element ¢ = (c1, ..., ¢q) € Hy/(O%) existiert mit g = 3, ¢;Fj und

q T

> _sup | ¢ |< Com D sup | gl | -
j=14 i=1 Am

n

Hieraus folgt

q T
iqnf Zsup | ¢j |< CZ sup | [g]; [,
9= c;F;3=1 Ky i=1 Kpi1
=1

fir g € T(U, F). Also gilt || g [,< C) [ g [p+1 O

Wir wollen fiir Abbildungen wie in (5.1.1) Urbildabschitzungen zeigen, falls der Bildraum die
Gradierung (5.0.1) tragt:

Lemma 5.2. :

Sei U eine Steinsche Mannigfaltigkeit und sei (Kp), eine Ausschopfung von U mit holomorph
konvexen kompakten Mengen. Seien ferner Fi,...,F, € I'(U,O") und F C O" die von Fi, ..., Fy
erzeugte Untergarbe. Dann ist

q
0 : Hy(0O%) — Hy(F), c1y...,cq— ZCij
j=1
eine stetige, lineare und surjektive Abbildung und es gilt fir jedes 0 > 1: Zu jedem f € Hy(F)
gibt es ein g € Hy(O9) mit p(g) = f und | g [,< 0 || f |-
BEWEIS:

Nach Theorem 7.2.12 aus [8] ist ¢, aufgefafit als Abbildung in I'(U, F), linear, stetig und surjektiv,
wobei I'(U, F) die kompakt gleichméBige Topologie von Hy(O?) tragt. Wegen Lemma 5.1 ist
daher ¢, aufgefalt als Abbildung in Hy(F) ebenfalls stetig.
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Sei # > 1. Sei nun f € Hy(F) mit || f ||[,< 1. Dann gibt es nach der Definition von || f ||, in
einer Umgebung von K, holomorphe Funktionen ¢ = ¢y, ..., ¢4, so dal dort f = 23:1 c; F; gilt

und Z?:1SUPKP lej |< VO f 1< V0.
Sei R := R(F1,...,F,) die Relationsgarbe von F1,..., F,, d.h. I'(U,R) ist der Kern von ¢. R ist

nach dem Satz von Oka kohérent in U. Ist d = dy,...,d; € Hy(O?) und 2521 d;F; = f, dann
ist ¢ — d ein Schnitt in die Relationsgarbe iiber einer Umgebung von K.

Wir konnen eine Folge (hy), in I'(U,R) finden, so da8 || h, — (¢ — d) |,— O fiir n — oo (siehe
[8], Theorem 7.2.7). Nach Lemma 5.1 folgt

q
ZSUP | [hn)j — (¢j — dj) |— 0 fir n — oo
J=1 Ky

Zu jedem € > 0 kénnen wir also h = hi,...,hq € T'(U,R) finden, so da8 23:1 supg, | (hj +
dj) —Cj ’< e. Also gilt h +d € F(U, Oq), (p(h + d) = Z?’:l(hj + dj).Fj = Z?’:l dej = f und
Z?:l supg, | hj +d; [< VO +e. Mit e := 0 — /0 folgt daher | h+d |,< 6. Hieraus folgt die
Behauptung O

Sei F wieder allgemein eine kohérente analytische Garbe iiber Q und Fi,...,F, € I'(Q,F) er-
zeugende Schnitte von F iiber U C (2 offen, holomorph konvex und relativ kompakt. Es gilt das
folgende

Lemma 5.3. :
Es gibt eine exakte Sequenz

. Hy(0™) B Hy(0™) B Hy(0™) 2 Hy (F) — 0

Ferner gilt fiiri > 1: Es gibt ein C > 0, so daf B;i)+1 NKernp;—1 C p,-(CB;H), wobei B; ={f¢€
Hy(O7) ¢ f [lp< 1}, i > 1 und BY := {f € Hy(F) | f ,< 1}

Fiir i = 0 gilt sogar Bg C po(HB;) fiir jedes 6 > 1.

BEWEIS: 1) po : Hy(O) — Hy(F), c1,...,cq = 25, ¢; F} ist eine lineare, stetige und surjektive
Abbildung nach Lemma 5.2. Setze also 1 = ¢q. Es folgt sofort Bg C po (HB;) fiir jedes 6 > 1.

2) Sei R die Relationsgarbe von F1,..., Fy. Es gibt Schnitte G1,...,Gr, € T'(,R), die R iiber
U erzeugen. Wie unter 1) ist p1 : Hy(O™) — Hy(R), ¢1,. .., Cry 252:1 ¢;G; linear, stetig und
surjektiv und es gilt {f € Hy(R) :|| f ||,< 1} C p1(0B3) fiir 6 > 1.

Wenn wir mit p; die Abbildung p;, aufgefait als Abbildung in Hy (O™ ), bezeichnen, dann gibt
es nach Lemma 5.1, jetzt angewandt auf R, ein C’' > 0, so daB

{f € Hy(O™) :pof =0und | f |p11< %} C{f € Hy(R):|| f [,<1} C p1(6B2) = p1(6B2)
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Mit C' := C’ - § folgt die Behauptung fiir i = 1, denn B}, = C'- {f € Hy(O™) : | f [p41< & }-

Durch Iteration des zweiten Schrittes mit den jeweiligen Relationsgarben folgt die Behauptung
fiir alle ¢ O

Wir betrachten fir U C Q offen holomorph konvex den Raum [i(Hy(F)) = {z = (x;); €
Hy(F)N, 32, || @j |l< ooVp € IN}. Dies ist wiederum ein Fréchetraum mit dem Halbnormen-
system

o0
(@) =D T wj llp, P €N,
j=1

wobei || - ||, die p-te Halbnorm auf Hy (F) ist beziiglich einer holomorph konvexen kompakten
Ausschépfung (K,), von U.

Wir wollen eine exakte Sequenz

U

L (Hy(0) ™ L (Hy (0)) ™ 1y (Hy(0)) ™ Hy(F) — 0
mit stetig linearen Abbildungen konstruieren. Hierbei soll fiir jedes U’ € U CC Q jeweils
Py a1 (0y) = i fie i 20
gelten. Hierzu bendtigen wir zunéchst die folgende

Proposition 5.4. :
Sei F ein kohirente analytische Garbe auf einer Steinschen Mannigfaltigkeit Q, (Ki)i>o eine
holomorph konvexe kompakte Ausschopfung von 2. Sei (f;) eine Folge in @;cn Ha(F).

Sei py : W(Hy(0)) — W(Hy(F)), (Aj)j — 225 Aifj fiir jedes U CC Q offen, holomorph konvex,
eine wohldefinierte stetige lineare Abbildung.

Es gebe Folgen natiirlicher Zahlen (at)e>o0, (bt)i>0 mit
ar < by < agy1, >0 und by < byyq, t >0,

so daf auf einer Umgebung einer Stufe K es Gleichungen
by
foori = crijli
j=1

fir alle t > s und by +1i < azqy1 gibt mit Funktionen ci;j, die auf einer Umgebung von K,
holomorph sind und



46 5 KONSTRUKTION EINER EXAKTEN SEQUENZ

bt
sup Y _sup | i< 1 (5.4.1)

t>s

1<i<agpq—bg I=1 7°

erfillen.

Ferner gelte fiir eine Folge X\ = (\;); € Kernpy, U CC Ky, r beliebig, daf aus Ay, +; = 0 fiir alle
r>t>s,1=1,...,a,41 — by schon

Aj=0 fir alle j > a; + 1 folgt. (5.4.2)

Sind die vorstehenden Voraussetzungen erfillt, dann gibt es eine Folge (g;); € l1(Hq(O)), so daf$
fiir ein U CC Q offen, holomorph konvex die Abbildung

qu : h(Hy(0)) — L(Hy(0))
A=) = 2N

stetig linear ist und Bildqy = Kernpy ist. Ferner gelten fiir (g;); die Eigenschaften (5.4.1) und
(5.4.2) entsprechend.

BEWEIS:

Fiir jedes offene holomorph konvexe U CC {2 sei eine holomorph konvexe kompakte Ausschépfung
(Ap)p fest gewidhlt. Wir bezeichnen mit || ||,, p € IN die p-te Halbnorm des Fréchetraumes
L(Hy(0)).

Sei U C K offen holomorph konvex. Definiere fiir t > s 4 1 eine Abbildung P}~ : Iy (Hy (0)) —
L(Hy(0)), A= (M) = p:= (); durch

by
A+ T Ny it L < b
=190 s b1+ 1< <a

A ; sonst

Eigenschaften von P/~

1) P7Y(Kernpy) C Kernpy.



2) Pl7lop/ Tt =ph

3) Pi1ist stetig mit || PYTIA|[p<|| A |lp, p € IN.

ad 1): Sei A = (\;); € Kern py, das heifit >3, A\ fi = 0. Es ist

at
> o Mfi
=1

Andererseits ist

at
S o Nfi=—
=1

also ist P{71(\) € Kernpy.
Die 2. Aussage ist klar.
ad 3):

H Pttil()\) ||p =

IN

l

bt—1

Z sup | A+ Z by +iCt—1,il | + Z sup | A |

bt—1

Zsup|)\l\+ Z sup | A | + Z sup | A |

II/\

bs_1 at—by 1

SoNfi+ Y Aniifor it

=1 i=1

bi_1 at—bi_1 bs—1
SoNfit D Mo | D ik
=1 i=1 =1

btfl at_btfl

SN+ DD Nivic—1i | fi

=1 =1
bi—1

>k
=1

>ooNfi=— > mh=— >, wh

=ar+1 l=at+1 l=b;_1+1

at—by—1

l=a++1

I=bs_1+1 Ap l=as+1 Ap

||P7

dasupAp|ct_1,i,l |[<lfirt>s+1,i=1,...,a, — b1, =1,...,b_1 .

47
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Definiere C! € Iy (Hy(0)) fiir i = 1,...,a¢41 — by, t > s+ 1, durch die Komponenten

Cap ; L=1,...,b

[Cﬂl:: -1 ;1l=b+1
0 ; sonst
BEMERKUNG: Es gilt
bty
S ICHfi=0
=1

auf einer Umgebung von K;, denn nach Voraussetzung gilt:

bit1 bt

SICHfi = criafi+ (=1) fo,4: = 0.

=1 =1
Soweit die Bemerkung.
Es gilt

at—by 1
Kern P/~! = Z OziC'Z-t_1 . a; € Hy(O) ¢,
i=1

denn ist « € Hy(O), dann gilt fir i = 1,...,a; — by—1

[Ptt_l(act_l)]l _ { gctfl,z,l"i'a( ci-1,0) 5 1< b

v ; sonst
= 0.

Sei andererseits Pttfl)\ =0, dann folgt \; =0 fir I > a; + 1. Fur [ < by gilt

at—bs_1

A= - Z Aby 1 +iCt—1,i)l
i—1

at—by 1

- Z (_/\bt—lJri)[Cit_l]l )

i=1



49

und da fir l =b;_ 1+, 1=1,...,as — by_1
Moy 4i = (=0 [CF 1 st

folgt

at—bg—1

A=A Aa) = D> (“ )0
=1

Setze Q., = P/l o...0 P st A € Ij(Hy(O)) fest, dann ist (Q%,,\), Cauchyfolge in
L(Hy(0)):

Sei dazu z, := Q},,\, dann ist fiir p € IN

| Znp1 —2nlp = [ B o0 Pttrr?_l o PiiniiA — P{lo..o Pttig_l/\ lp
< | PR = Al
bitn Atynt1—btqn At+n+1
= Z sup | A + Z by pn+iCian,il — A |+ Z sup | Ay |
=1 £ i=1 btyn+1 Kp
At+n+1—bttn bin Gt4n+1
< Z Sup | Apyynti | Z SUp | Coynyiy | + Z sup | A |
i—1 Kp =1 K»p biin+1 Kp
Qt4nt1
< 2 Z sup | A | -
biin+1 Kp

Es folgt

%)
Yol zner—@n p< 2 Mlp -
n=1

Wir setzen also Q¢(A) := lim, Q%,,()) fir A € [;(Hy(0)). Dann ist @ eine lineare Abbildung
Q¢ : l1(Hy(0)) — [1(Hy(O)). Es sei

Ft = {)\ S ll(HU(O)) : )\l =0 fiir { > bt—l + 1}
Figenschaften von Qy:

1) Q ist stetig und || Qu(A) [l,<I| A [, fiir A € L(Hu(0)), p € IN.
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2) Qr(N)=Afir e F, r > t.

3) Q¢(\) — A fiir t — oo in I3 (Hy (0)).
4) Qi(Kernpy) C Kernpy.

5) Qi(N\) € F; fur alle A € Kern py.

ad 1) || QA [lp=limy, || Q71 () =11 A llp.

ad 2) Ptt_l)\ = A falls \y = 0 fiir [ > b1 + 1. Dabher ist Q7 ,A = A, falls A € F;, r > ¢t und
n € INg .

ad 3) Sei p € IN und € > 0, dann gibt es ein ¢, so daf} sich A fiir » > ¢ schreiben 148t als A\ = A\j + Ao
mit A\ € Fr und ” A9 Hp< %
Es folgt fiir jedes r >t

[ Qr(AN) = Al = QA+ X2) = Allp
| A1+ Qr(A2) = A lp
1 Qr(X2) = A2 I

[ A2 {lp + 1| A2 I

E.

BEMERKUNG: Da F:={\ € [;(Hy(O)) : A € F, fiir ein r} eine in {1 (Hy(O)) totale Menge
ist, folgt 3) direkt aus dem Satz von Banach-Steinhaus [K6the Bd 2, S.142].

ad 4) Ist A € Kernpy, dann ist Q% ,,(X) € Kernpy. Da Kernp, in l;(Hy(O)) abgeschlossen ist,
folgt Q¢(\) € Kernpy.

ad 5) Seir >t, t+n>r, u":=QL A\ \e€Kempy . Setze

p o= P:_,’_l(P:i'Ql 0...0 Ptti',;l_l ),
dann ist [1']p, 45 =0 fiir i = 1,...,a,41 — b.. Andererseits ist u” = P{ "' o...0 Pr~1y/ und
damit p' =y fiir I > a, + 1, also folgt |, =0 fiiri =1,...,a,41 — b,

Sei p1:= Q¢(N\) = lim,, Q% ,,(N) = lim,, ™, dann gilt p' — gy fiir n — oo in Hy(O), also ist
fp,+i =0 fiir r > ¢, i =1,...,a,41 — b.. Nach Voraussetzung (5.4.2) gilt dann aber bereits
w =0 fir I > a; + 1, daher ist p € F;.



o1

Wir behalten die Situation U CC K bei und setzen fiir A € Kern py

I Qs(\) i t=s5—1
b Qir1(A) —Qi(\) s t>s

Esgilt S o= Ada Qu()) — A fiir t — oo in L (Hy(O)).
t=s—1

Fiir ¢t > s gilt

Pl = PN Im QUL — lim QL (V)
= hm(Pt IOQﬁ}l( ) — Ptt_loQngn()‘))

= 0.
e 1
Alsoist z; € Kern P/ ' = { ¥ «CI', oy € Hy(O)}.
i=1

Es gibt also oy € Hy(O), i =1,...,at41 — by, so daB

at—bi_1
t—1
It = Z Oéi7t0i .

i=1

oo at—bs—1

Daher ist A — Qs(\) = Z Z ath’t L

o0

Zeige nun, daf§ > Z?;T*bt supg, | ;¢ |[< oo fiir p € IN ist, und damit (ai)is>s € l1(Hu(O))
t=s

gilt:

n
Es gibt D, € R", so daB || 3 @ ||,< D, gleichméBig in n ist. Sei also n > s beliebig, dann gilt
t=s

Dy

\%

n

| th Hp
t=s
n at+1—bt

= ||Z Z ai,th Hp

t=s i=1

n at+1—bt

- Zsup|z Z a¢dy g | mit

ptszl
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cig s l=1,...b
dt,i,l = [Cf]l = -1 ;1=0b+1
0 ; sonst

Setze
B = ajp s l=bi+i, 1<i<ap1—0b, s<t<n
7Y 0 sonst
Dann ist
00 00 a1 biy1 n ai+1—be
Sosup [ B =D D suwp B+ D sup|Bl] =D Y. Sup|azt\
1=1 K»p t=s \I=by+1 Kp l=as 1 +1 Kp t=s i=1 Kbp
Also ist

n at+1—bt

D, > Zsup]z: Z i idyg |

ptszl

00 n ai+1—be
= > sup|f— Z Z aipdyg |
1=1 Kp i=
bt+z¢l

0o n aiy1—bt

> Zsup’ﬁl|_zz Z Sup|azt‘sup’dtzl’
I=1t=s btl+zl;él
n ai+1—be
= Zsuplﬁz\—z > Sumaztlzsup!ct,z,z!
t=s i=1 Kp
n at+1—be n at+1—be
> Z Z sup]a”\—gz Z sup|Oézt’ mit o < 1 geeignet
t=s =1 Kp t=s =1 Kp

n at+1—bt

= (-0 Y swlaul.

t=s =1 Kp

Oben wurde gezeigt, dal Qs(\) € Fs, da A € Kern py. Das bedeutet, daf3 Z;’;l[QS(A)]Z - fi=0.
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Da fj € @i Ho(F) ist fiir j = 1,2, ..., gibt es ein Ny, so daB (f1)-, ..., (fp,)- einen Untermodul

(Fs), von FNs erzeugen fiir z € Q. Es ist | (Fs), =: Fs eine kohirente analytische Garbe
2€Q
([11],Chap IV, Sec. B, Proposition 12). Fs wird also von fi,..., fp, in © global erzeugt ([8],

Theorem 7.2.9).

Ist Rs := R(f1,..., fp,) die Relationsgarbe von fi, ..., f;,, dann gibt es zu jedem offenen w CC Q
endlich viele globale Schnitte, die Rs in w erzeugen ([Grauert Fritzsche] ).

Wir konstruieren eine Folge (g;); in l1(Hy(O)) wie folgt:

G1s -+ > Gm, seien die in I3 (Hy (O)) kanonisch eingebetteten globalen Schnitte, die R in K 0 erzeu-
gen. G, 41>+ ->9m, seien die in i1 (Hy(O)) kanonisch eingebetteten globalen Schnitte, die R

[¢]
in K4 erzeugen fiir s > 1. Ohne Einschrankung kénnen wir annehmen, dafl m; streng monoton
in ¢t wéchst.

Fiir jedes A € Kernpy liegt Qs(\) in dem Kern der Abbildung

VI HU(ObS) _)HU(]:S)a Cly.+.yCpy — chfj :
J

Nach Lemma 5.3 ist
Hy(O™) - Kernm, c1,...,Cp, — chgj
J
eine stetige lineare surjektive Abbildung.
Insgesamt folgt:

Ist U C K offen holomorph konvex, dann ist die Abbildung

qu : Hy(O™) x 1i(Hy(0)) — L(Hy(0))
at—by_1

(B Bma)s (Qig)iss, 1<icar—ber) — D BiG;+ Y. > @i Cf
=1

t>s i=1

stetig linear mit Bild ¢y = Kern py.

BEMERKUNG: Ist A € Kern py N F, fiir ein 7 > s, dann gilt Q41 (A) = Q¢(\) = A fiir ¢t > r. Daher
gilt
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r—lat—bs_1

0o r—1
A= Z Ty = Z Ty = 2639J+Z Z o CL (5.4.3)

t=s—1 t=s—1 t=s =1

Die erzeugenden Schnitte C? aus der Abbildung ¢y haben den Nachteil, daB sie lediglich jeweils
auf einer Umgebung von K definiert sind fiir ¢t > s.

Wir zeigen im néchsten Schritt, daf es globale Schnitte G, i = 1,...,a;41 — by, t > 0 gibt, so
daf

v Hy(O™) x Li(Hy(0)) — L(Hy(0))

at+1—bt
((B1,- - Bma)s (it)i>s, 1<i<arsi—be) Zﬂggj > ) auGh
t>s i=1

stetig linear ist mit BildE];U = Kernpy fiir U CC K offen, holomorph konvex.
Hierzu benétigen wir die folgenden zwei Lemmatas:

Lemma 5.5. :

Sei E ein Fréchetraum mit einem Fundamentalsystem von stetigen Halbnormen (|| ||,)p und
P : E — E stetig linear. Ferner gelte fir die Identitit Id auf E, daf || (Id — ®)(z) [[p,< 0p || z ||,
mit 0, < 1 fiir jedes p € IN.

Dann ist ® invertierbar in L(E) und es gilt

&1z |, <
[ z [|p< 1

BEWEIS:

Es sei
n

U, =Y (Id— @) mit (Id — ®)° := Id
k=0

Dann gilt fiir m > n und fiir alle p € N und z € £

m m

| (@) = Wa(2) =l > (Td—®)*x) lb< D bl

k=n+1 k=n+1
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Hieraus folgt insbesondere || ¥, () ||,< ﬁ |z ||p-

Nach dem Satz von Banach-Steinhaus (siehe z.B. [13], S39, Nr. 5) gibt es ein ¥ € L(E) mit
¥, — ¥ punktweise. Es folgt daher wie beim von Neumannschen Lemma fiir jedes x €

Vo d(r)=1lim¥, od(zx)=2x
Genauso folgert man wegen der Stetigkeit von @, da§ ® o ¥(x) = .

Wir setzen also @1 := U, Fiir p € IN gilt

1
—1 BT
Fe™" flp= lim || ¥n(2) l,< 5~ G, lallp B

Lemma 5.6. :

Sei (E, (|| ||p)p) eine Fréchetalgebra mit Eins und A = (a;j)i; eine unendliche Matriz mit
FEintrigen aus E, so daff A eine Abbildung aus L(I1(FE)) reprisentiert. Ferner gebe es eine
aufsteigende Folge positiver ganzer Zahlen (ny,)m € Ng mit ng =0, so daf

a;; =0 fiiri> N (j) » falls Nn()—1 < 7 < N ()

Ferner gelte fiir die Einheitsmatriz I bestehend aus dem FEinselement der Algebra auf der Diago-
nalen, daf fiir jedes v € 11 (E)

| (L —A) W) [[p< by ||v]|p mit 6, <1 fir jedes p € IN

Dann ist A invertierbar auf l;(E) und fir A=Y = (b; ;)i gilt

bi; =0 fiiri> T ( falls Np(j)—1 < J <N

DK m(J)

BEWEIS:

Sei cﬁ ; das 7, j-te Element von (I — A)*, dann zeigt man wie folgt induktiv iiber k, daB

cﬁj =0 fiir & > ny( falls n,,(;)—1 < J < Ny

)
Der Induktionsanfang k = 1 ist nach der Voraussetzung an A klar. Fiir den Induktionsschritt
k — k + 1 sei zu festem j ein Index m(j) so gewéhlt, dal n,,;)_1 < j < 1y ist. Fiir ein festes
i gibt es ein [ € IN, so dafl n;_1 < i < ny. Dann gilt

m(j
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k+1
Cj = chm

m(j)

_ k1
= Z CipCu,j

v=n;_1+1

Damit ist C;-H_l =0, falls I = 1 > m(j), was der Fall ist, wenn i > 1.
Ist b'; das 4, j-te Element von A,, 1= >73_o(I — A, dann folgt
bi'; =0 fiir i > npyy,  falls ny,y—1 <J < gy

Sei e; der j-te Einheitsvektor in /;(E). Dann ist das i-te Element des Vektors A,e; gerade bi';
Da (Ape;)y, eine Cauchyfolge in {4 (E) 1st die gegen A~ 'e; konvergiert, verschwindet fiir i > nm(
auch das i-te Element des Vektors A~te; = b;; O

J)

Wir kommen zuriick zum Beweis der Proposition 5.4:

BEMERKUNG: Ist d € TI'(w,x) ein Schnitt auf einer Umgebung w von K in eine kohirente
analytische Garbe x, dann gibt es eine Folge (d;); C I'(2,x), so da88 || d — d; ||x,— 0, wenn
j — o0, da K holomorph konvex ist ([8], Theorem 7.2.7).

Ist (DZ)I,?:l fiir t € INg eine Folge von Schnitten in y, so da§ D¢, ... ,th jeweils x um K; erzeugt,
und ist fiir eine offene Umgebung @ von K;

k¢
| z || k,:= Inf Zsup | by | fiir x € T(@, x) ,
= kt1hk K k=1 K

dann gibt es zu vorgegebenem € > 0 ein J, so da || d — d; ||k, < € fiir j > J, 0 <t < s. Soweit
die Bemerkung.

Sei Q < 1 fest. C! ist ein Schnitt in Rt+1 auf einer Umgebung von K;. Wenden wir (5.4.3) auf
U KT, 7 <t an, so wird R4+ in KT durch

MT = {gla cee 7§m77 (C'Ll)l:T,...,t,’i:l,...,alJrl7bl}
erzeugt. Nach Theorem 7.2.9 in [8], einer unmittelbaren Folgerung aus Theorem A von Cartan,

(o]
wird R¢y1 auch in pseudokonvexen Umgebungen von K._1, die in K, liegen, durch M, erzeugt.
Sei fiir einen Schnitt x in Ry um K,

Mst1 aj+1—b Mgl aj1—by

| [|s,r:= mf{zsuplﬁgHZ > sup | a |: x—Zﬁgg]JrZ S Cly.

l=s+1 =1 Ks l=s+1 =1
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Dann gibt es entsprechend der obigen Bemerkung jeweils ein G € T'(Q, Ry41), so daB

| Ct — Gt HS<§ fir 0<s<t—1, i=1,...,am1 — b (5.6.1)
Auf diese Weise konstruieren wir fiir jedes t > 0 jeweils G¢ fiir i = 1,...,az41 — by.

Ist s fest, dann gibt es somit fiir jedes 7 > s jeweils um K, 1 eine Darstellung
T at41—bt
-C7 = Zﬂl ’ng +Z Z ozt’jC’t
t=s =1
mit
T Gt+1—bt

ZSUplﬁ’”IJrZ >, sup | ag <o

t=s =1 Ks-1

Sei eine Abbildung H : i (Hy(0))? — li(Hy(0))? durch H(p', p?) == (Hi(p', p?), Ha(u', i)

definiert, wobei wir

N ars1=br 9 B 1=1,...,m
{Hl (Ml,/f)} pi o+ s 2jm1 My, 4501 ' s
0 ; sonst

setzen und Ha(p!, u?) = Ap? mit einer Matrix A = (a;,,);.,. Hierbei seien die Matrixeintriige wie
folgt definiert:

atf l:bt+la SStSTa izlv"'aat-‘rl_bta l#bT—i_Ja n:bT+J
Qlp = 1+aj l=n=b;+j, t=7, 1 =3
0 ; sonst

H héngt natiirlich von s ab. Wir schreiben aus Vereinfachungsgriinden H statt H.

Wir zeigen

D) 1 (a2 1<l 1y + | 62 1l fir alle p € IN.

2) A ist eine Abbildung in L(l1(Hy(0))). Es gilt | AN [[,< 2 || A ||, fiir alle p € IN, X €
[1(Hy(O)). A ist eingeschriankt als Abbildung auf

NS:Z{MEh(HU(O)): ,u,1=...,ubS=0, ,Uaf—l—j:Oa 7‘20, j=1,...,b7——a7—}

in sich invertierbar.
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3) H ist eine stetige lineare Abbildung und || H(p!, u?) [[,< 3(|| ! |l + || p? ||) fiir p € IN.

ad 1)

ar41— —br

| Hl(/ilutﬂ) I, = ZSUD | 1y +Z Z Nb i 7 ’

T>s g=1

ar4+1—br

Zsupluz B> Z Suplubfﬂlzsup | 677 |

T>5

|| Ml o+ 1l 12 1l -

IN

IN

ad 2) Esist Au € N; fiir p € N,. Fiir A € N gilt

oo atr1—bt ar41—br

| Tdy, — A, = > 3 supwz S —a | (1= (1= Al A |

t=s =1 Ap Jj=1
i#j , falls

t=T1

0o at+1—bt 0o ary1—br

<2 > X Z Sup\% [pysey
t=s =1 7=t
00 Gr41—br T ai41—bt

S (z SRR P
T=s5 j=1 t=s =1 Ap

< o[ Alp

Hieraus folgt einerseits || AN [|,=| Idn, A — (Zdn, — DX < A llp +o [ A p< 2 || A lp-
Andererseits folgt aus Lemma 5.6, da3 A |y, invertierbar ist.

Wir bezeichnen mit A~! die kanonische Fortsetzung von (A |y,)~! auf i1 (Hy (0O)). Fiir A~
gilt || A7\ |,< 1%@ || Alp fiir jedes p € IN und jedes A € I; (Hy (O)).

ad 3) 3) folgt direkt aus 1) und 2).

Wenn wir den Definitionsraum von gy und Gy jeweils kanonisch in (I, (Hy (0)))? einbetten, dann
gilt qu (H (', 1?)) = qu (1, 12).-
Berechne fiir A € I1(Hy(O)) mit Arj = [Alp, 44, 7>5,7=1,...,ar41 — bs:
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ar4+1—br
[A)\]l _ Zt Z al,b7—+j/\T,j s l=bi+i, t>s, i=1,...,a41— b
- T> 7j=1

0 ; sonst
ary1—br .
Et ; az”iJAT’J . .
_ (lt+1 b ' s l=b+i, t>s, i=1,...,a141 — b
+ X Oéii A+ (1+ ai:;))\t,i
=Lt
0 ; sonst

Ar4+1— br .
<Z Z aZ—,i])\T,j>+At,i;l_bt+ia t>s, Z‘:17"'7at-|—1_bt
>t j=1 ’

0 ; sonst

Daher ist mit ,u%j = (12,44

ms at4+1—bt
qu(H(ph i) = Y H (' 5)ige+ YD [ApPlizs, +iCf
=1 t>s1=1
ary1—br aty1—bt  ary1—br
= ZIU‘Z—I_ZZMT]/@lJ gl+zz Zzat’zjﬂ’gj—i_:utz)czt
T>s5 j=1 t>si=1 72>t j=1
ar41—br ary1—br T at41—bt ary1—br
= Zﬂzgz +D D Zﬂz K EDIDYLIDIDY I DI WT-er
T>s j=1 T>s j=1 t=s =1 T>s j=1
ary1—br
= Z:ulgl + Z ZMT]GT
T>s j=1
= qu(u',1?)

Also ist g : Hy(O™) x 1 (Hy(0)) — 11 (Hy(O)) stetig linear. Bleibt zu zeigen, daf Bildg, =
Kern pg;:

Sei z € Kernpy = Bildgy. Finde also n = (n1,...,%m,), £ = (§); € L(Hy(O)), so dal

Gr41— —br

z=qu(n,¢&) = ngﬂrz Z Eby+iCY

t>s j=1
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Ohne Einschrénkung ist also {; = 0 fiir j < bsund j = a; +1,t > 5,4 =1,...,a;.41 — by, d.h.
£ e Ns.

Setze A := A71(¢£) und

o] a7+1_b'r

Br=m—=>, Y, Xoyi B0 1=1,...,mg, B:= (1, Bm,)

T=s j=1
Dann ist Hi(8,A) =n und Ha(B,\) = AN = &. Also ist
(B, A) = Gu(H(B, ) = qu(n,€) = .
Ist umgekehrt x € BildavU, dann ist z € Bildgy = Kern py.
Im néichsten Schritt konstruieren wir aus den Folgen (g;); und (G}); ; eine Folge (g;); aus lg% Hq(0),
die Kernpy in der gewiinschten Weise erzeugt und die Eigenschaften (5.4.1) und (5.4.2) erfiillt.

Wir setzen unter Verwendung der obigen Indexfolge (my)i>0

Gmi+ngp1+i = gmt—&—i? t=1,....mpp1 —my , 2> —1
L -
gmt+1+nt+1+i — Gl , 1= 17 ey g2 — N1, t 2 -1 9

wobei m_1 := 0 und n; := Z’;:l ar — by fiir t > 1, sowie ng := 0.

Fiir jedes I € IN ist damit g; wohldefiniert, denn, da m; strikt monoton wachsend ist, gibt
es zu jedem [ € IN ein t > —1, so daBB my + ng11 < I < myy1 + nggo. Ist also im einen
Fall my + ngp1 < I < myy1 + nyy1, dann setze @ := [ — (my + nygy1). Ist im anderen Fall
Myt1 + N1 < I < myp1 + nyqo, dann setze i := 1 — (myg1 + ngg1).

Wir wollen Eigenschaft (5.4.1) zeigen. Sei dazu | € IN und es gelte m; + nep1 <1 < mypq + negq
fiir ein ¢ > s > —1, dann gilt das folgende

Lemma 5.7. :
Es gibt fir U C Ks_1 Funktionen (ug)r aus Hy(O), so daf

me+ne41

g= Y. [k
k=1

BEWEIS: Es ist g = Gy, 4, fiir ein i € {1,...,my1 — my} Also ist g; € T'(Q, Ryq1). Ist Fy =
{A € Li(Hy(O)) : A\ =0 fiir k > by—1 + 1}, dann gilt natiirlich auch ¢g; € Kernpy N Fpo. Fiir
FElemente aus Kern py N Fiio wurde gezeigt, dal die folgende Darstellung auf U existiert:

ms—1 t+1 ar—br_1

a= Ba+ >, > a;,CT"
k=1 j=1

T=5—1
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Sei av = (oy); eine Folge mit oy, 45 = o fir 7 =s—-1,...,t+1,j=1,...,a; — br—1 und
a; = 0 sonst, dann ist & € Ny_1. Setze nun X := A~'a und

t+1 aT+l*b7‘

Bk::Bk’_ Z Z )‘br+jﬁ;’ja k=1,...,ms, By =0 sonst.
=1

T=s5—1

Hieraus folgt 3 = H1(3,\) und a = Hy(83, \). Daher gilt

ms—1 oo ar—br—1
a=awHEBN =GN = Bg+ S S MGt
k=1 T=s—1 j=1

Daa=Y"__, 2?211—1% Qb +j€b,+; ist, folgt mit Blick auf Lemma 5.6 A = A~'a € F;41. Damit
haben wir

ms—1 t+1 art1—br ms_1+ns_1 me+ng4
g= > Bar+ >, Y. MGi= > gt > kG 5
k=1 T=s—1 j=1 k=1 k=ms_1+ns_1+1

denn {g, : k=1,...,ms_1} C{gx : k:zl,...,ms_l—i—ns_l}und{G;: s—1<7<t+1, j=
Lo.oosary1 =0y C{gr : k=me1+ne 1+ 1,...,myp1 +ngy0}.

Hieraus folgt das Lemma O

Fiir ¢ > 0 setzen wir u; := mey1 + negpq und vy 2= myq1 + nype. Dann ist vy < ve < upqq und
Vpp1 — Vg 2> Mypo — My > 0 alle t > 0. Sei I € IN mit my + ngq1 < I < myq1 + nyqq, dann ist
l=v4_1+imit i€ {1,...,mt+1 —mt} = {1,...,ut—vt_1}.

Nach Lemma 5.7 gibt es Funktionen ;1 ;  aus Hy(O) fir K,_9 CU C Ks—1 und s < 't, so da8

Vt—1

Jue_1+i = Z Ht—1,i,k9k -
k=1

Wir kénnen, ohne die Erzeugungseigenschaft der Folge (g;); zu verédndern, die Folge (g;); beziiglich
festem p < 1 wie folgt induktiv skalieren:

Sei g1, ..., gv, bereits skaliert, dann gibt es Funktionen fi5; 1 € Hy(O), Ks—1 C U C K, so da8

Vs
Guori = D TisikGe auf U .
k=1

Sei
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Vs
Ssi = Z sup | fieik | firi=1,...,us11 — vs und
k=1 T (5.7.1)
1
Ss =  max Sei-—
7/:17"'7US+1_US ’ Q
Fir | = vs +dsei g =&, 1 =1, uss1 —vs. Flir I = ugy1 +14, 0 = 1,..., 0541 — usy1 sei
g1 = g;- Dann gilt fiir die auf diese Weise induktiv skalierte Folge (g;); die Eigenschaft (5.4.1):
Ist l =vi+i,0€{l,...,u41 — v}, t > s, dann gibt es in einer Umgebung von K;_; holomorphe
Funktionen pu; 1, K =1,...,v¢, so dal

Ut
Guiti = D Mt kG
k=1

und

vt Ut
Z sup | peig |< Z sup | pik |[<o<1firalet>s
k=1Ks—1 k=1Ki-1

Wir benennen von hier an (g;); in (g;); um und definieren fiir ein U CC €2 holomorph konvex

qu - h(Hy(0)) — L(Hy(0)), ()i — > ma
1

Wir zeigen jetzt, dafl gy stetig ist:
DaU C K, gilt furallet > sund 1 <i < up — vy

vt Ut
Goori = D Mtikge Mit Y sup | ppip [<1
k=1 k=1 U

Sei (Ap)pen eine kompakte Ausschopfung von U, dann folgt fiir die p-te Halbnorm des zugehorigen
Halbnormensystems in {1 (Hy (O)) induktiv:

| Guiti [lp< Cp,s = max{|| gk [[p: 1 <k < vs}
fir jedest > sund 1 <1¢ < uy — vy.

Firt > sund 1 <@ < wppq — uggr gilt guyyy 16 = Gf“. Um K,_; sind Cf“ definiert fiir jedes
t>5,1<i< 41 — U1 = arrs — bygo, und es gilt || C’f“ l|p,< 2 fiir alle p.
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Wegen (5.6.1) in Verbindung mit Lemma 5.1 gibt es C/ ., so dafl

p78,

I G < Oy
fiir alle p und alle t > s, 1 <17 < wppq — upyq gilt.

Daher gibt es zu jedem p € IN eine Konstante C),, so dafl

| qu(p) [,< Cp |l pll,  fiir jedes p € 11 (Hy(O)) (5.7.2)

BEMERKUNG: Esist g; € T'(Q, Ry41), fir ug +1 <1 < ugqq.
Zum Schluf bleibt nur noch Eigenschaft (5.4.2) zu zeigen:

Sei = (); € Kerngy fiir ein U C K1 holomorph konvex. Sei t > s und p,,.+; = 0 fiir alle
r>tundi=1,..., U451 — vp. Also ist

OZZMzgz = ngﬂrz (Z Higr + Z 1agr)

>1 I<ug r>t ur<l<v, vp<l<upy1
ar42—bri1
_ r+1
= > g+, > puGI,
1<ug r>t =1

denn v, — Uy = Nypy2 —Nypg1 = Gry2 —bryq. Da Zlﬁut wgr € T'(Q, Ry41), folgt nach Indexverschie-
bung

a7‘+1_b7‘
0= > > [ilGil mit fip; = flu, g+ fir k2> by 41
P>+l i=1

Also auch nach Umrechnung

ary1—br
0= > [Afl,wlC]lk  firk>b+1,
r>t+1 =1

wobei 1 eine Folge ist mit ji; = i, fir il = b, +4,1=1,...,ap41 —byund r >t +1und iy =0
in allen anderen Fillen.
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Setze A = (\); und N\ := [Af]ppy; fir I =0, +4,i=1,...,ar41 — b, und 7 > ¢t + 1 und sonst
gleich Null. Da [CT]p, 4 = —1fir 7>t +1,j=1,...,a;41 — by, folgt

ar41—br

Sup | Ao+ [= Sup Y > AeilClle 4 |

Ap r>t+1 =1
i#j,falls r=1

fiir alle p, wobei (A,), die oben fest gewéhlte Ausschopfung von U ist.

Also gilt
ary+1—br ary1—bs ar4+1—by
Z Z Sup | Aoyt | = Z Z Sup | Z Z Ab,+iCi b, 45 |
>t+1  j=1 P T>t+1  j=1 P r>t+1 " lell
i#j,falls r=1
Apr4+1— br- a7‘+1_b‘r
< > > sup Xovri | D > sup | [Cflp,+j |
r>t41 =1 Ap r>t+1 =t Ap
j#ifalls r=7
Ar41— —br r—1 Qar41— —br
= Z Z Sup ’ )\bTJrz Z Z Sup | Cribr+j ‘
r>t+1 =1 Ap T=t4+1 j=1 Ap
QAr41— by
< Z Z Sup | b+ | -0

r>t+1 =1 Ap

fiir ein # < 1 nach Eigenschaft (5.4.1) der Voraussetzung.
Hieraus folgt A\p, 4+ =0flirr >t+1,i=1,...,a,41 — b.

Da i € Ny folgt i = A7'A = 0. Also ist fr; = 0firr >¢t+1,4=1,...,a,41 — by. Dies
bedeutet nach Riickverschiebung der Indizes piy,+; = 0 fir r > ¢, 4 =1,...,v, — u,. Insgesamt
ist also p; = 0 fiir alle I > us + 1.

Hieraus folgt Eigenschaft (5.4.2) und die Proposition 5.4 ist bewiesen O

Ist U CC 2 holomorph konvex. (A,), eine holomorph konvexe kompakte Ausschopfung von U.
Dann sei

B, = {fel(Hy(0):| [ p<1}
BS = {feHy(F):| fll,<1}
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Wir kommen nun zum Hauptergebnis dieses Abschnittes.

Satz 5.8. :
Sei F ein kohdrente analytische Garbe tiber Q. U CC Q holomorph konvex. Dann g¢ibt es eine
exakte Sequenz

U U
Py

- L(Hp(0)) ™ h(Hy (0)) B, Li(Hy(0)) = Hy(F) — 0. (5.8.1)

Hierbei konnen die Abbildungen p?, 1=0,1,..., so gewdhlt werden, daf§ pZU =53 /\lfli mit von U
1
unabhingigen f} € ly(Hq(O)) fir alle i > 1 bzw. f} € Ho(F) firi=0.

Es gilt ferner

ByiiNKernp? | cp?(C-B,)  firi>1 (5.8.2)

und einer von p und i abhdingigen Konstante C, sowie

Bg c py(0-By) fiir jedes 6 > 1. (5.8.3)

BEWEIS:

Sei (K3)¢ eine holomorph konvexe kompakte Ausschopfung von 2. Sei 0 < ¢ < 1 fest. Ferner
gelten die Bezeichnungen wie in der Proposition 5.4.

Wir zeigen die Exaktheit von (5.8.1) iiber die induktive Konstruktion der (f});:
Im Beweis werden wir i’ statt i verwenden.
1) Induktionsanfang i’ = 0:

Ist t € INg, dann gibt es nach Theorem A von Cartan fl,...,fat e I'(Q,F), die F um K,
erzeugen. Ohne Einschrénkung ist (a¢):>0 strikt monoton steigend. (Ist z.B. F endlich erzeugt,
dann werden die Erzeuger dupliziert.)

Setze ferner fY := ]?1, cee (90 = fao. Es seien fiir ¢t > 0 die Schnitte f7,... ,fgt durch Skalierung
mit Konstanten aus fi,..., fqs, hervorgegangen. Betrachten wir fg,+; in einer Umgebung von K}
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nahe genug an K;, dann lassen sich um K; holomorphe Funktionen A;; ;, j = 1,...,a; finden, so
daB

at
_ 0 ‘
fari =D Aeayfi  gilt.
i=1
Wir setzen Cy; = Z;-”:l supg, | At | und fgtﬂ- = fa+i - & firi =1..., a1 — as.

Dann erzeugen f_,..., fgt die Garbe F um K. Fiir jedes U CC K holomorph konvex erhalten
wir eine Abbildung
o L(Hy(0)) = Hu(F), (i— > Nf7,
l

die surjektiv und stetig linear ist. Denn es gilt fiir U CC K und eine kompakte Ausschépfung
(Ap)pew von U, sowie fiir t > s

at
0 o, ©
sup | fo..;| = sup Miili | =
A, ‘ at-&-z‘ A, ‘; ©JJ 7 ‘ Ct,i
< maxsu 91 sup | A 2
< mas Af |15 ] Af! ti | i

< ufdxsup| 0
=1 a4,

Also induktiv
sup | f |< nlr?filxsup | ) |=: Cps fiir alle [ > as .
P - AP

Also gilt

sup [ Y NS | < D sup | N |sup | f |
Ay T A Ap

< Cps ZSXP | A (5.8.4)
l

P

= Cp,s ” (Al)l Hp

Wir bemerken, daf die C), 5 eine gleichméBige obere Schranke in p besitzen.

(f); erfiillt die Eigenschaften (5.4.1) und (5.4.2) aus der Proposition mit b; := a; alle t. Ei-
genschaft (5.4.1) ist wegen der obigen Skalierung erfiillt und Eigenschaft (5.4.2) gilt automatisch
wegen a; = b, fir alle ¢.
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2) Die Folgen (f{'); fiir ' > 1 erhalten wir induktiv durch Anwenden von Proposition 5.4.

Bezogen auf die Folge (flilfl)l ist damit

U ?lf .
i = % fir vi_1 +1 <1 < u und
t—1
fli' = Gﬁ}u fiir us—1 <1 < v, wobei

die S; fiir ¢t > 1 die Skalierungskonstanten aus (5.7.1) sind.

3) Es bleibt (5.8) und (5.8.3) zu zeigen. Sei f € Hy(F) fiir ein U CC Q holomorph konvex und
sei || f]|,< 1. Es sei s so gewihlt, da8 U C K. Da f},..., fc?s globale erzeugende Schnitte von
F iiber U sind, kann Lemma 5.3 angewandt werden.

Es gibt daher fiir § > 1 Funktionen A1,...,\q, € Hy(O) mit Y75, N fY = f und 37, sup,, |
M |< 6. Damit ist f € p§ (6B,).

Sei jetzt ¢/ > 1, f € Kernng_1 und || f [|p+1< 1 mit f = (fx)x. Da U C K, kénnen wir mit in U

holomorphen Funktionen 8 = (81, ..., Bm,) und o = (i ¢)i>s, i=1,...a01—be
at41—bt
[ = Z Bg+>, Y. aily schreiben, wobei
t>s i=1

(at)t, (bt)t, sowie (C});; ete. von der Folge (flilfl)l herriithren geméfl Proposition 5.4.
Dag, e T'(Q,Ry) fiir I =1,...,mg ist, gilt [g;]x = 0 fiir £ > bs + 1. Also gilt

at+1—bt
fe = Z Z Ofi,t[cit]k fiir k > bs + 1
t>s  i=1

Wie im Beweis der Proposition 5.4 gezeigt wurde, gilt

atr1—bt
1> Z sup | fx | = Z SUP\ZZQM
k>bs41 A+l E>bet1Aptl 1> =1
at+1—bt

Y

1-0F 3 s laul.

t>s  i=1 Apt1
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wobei o < 1 geméB (5.4.1) gewihlt ist. Sei f := f — Siss it be a; +C!. Dann ist

ag+1—bt

IFlper < D fllpr +D2 D sup | aie |l CF llpsa

t>s i=1 Ap+1
1

_— .9
I—op

AN
—
+

Dagy,..., g, die Garbe R(ff/_l, e fg;_l) um K erzeugt, kann in Anwendung von Lemma 5.3
und Lemma 5.1 v1,...,vm, € Hy(O) gefunden werden, so daf}

ms ms
f=>vg und > sup |y |< Cip,
=1

=1 “'p
wobei Cj , von f unabhéngig ist. Wir setzen o := (oy); mit abtﬂ =y fiir t > s,i=1,...,ap411—
by und a; = 0 sonst. Sei A := A~ a. Dann gilt || A [[,41< 5 e llps o2 Q)

Wir bilden p = (); durch

Ymgti - St—1 3 furl=wv1+1, t<s—1, i=1,...,u — v
= it sfirl=w+i, t>s—1, i=1,...,0: —u
0 ; sonst
Dann folgt
U i’
by = mef
l
Ut —Vt—1 . Vt—Uut .

= 2 > YmeriSafuswit 2 D0 Mafui

t<s—1 =1 t>s—1 =1

Ut—Vt—1 Ut —Ut
— 41

= D Y YmetiTment 2o D MG

t<s—1 i=1 t>s—1 i=1

agy2—bit1
1
= ngz + D D MG
t>s—1 =1

~ at+1—bt

= F+X ) aud
t>s =1

= f



und [ flp=[l v llp + [ A lp< Cip +

1

(1-0)?

=: CN'i,p. Also ist f € pZU(@,pHp)D

69
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6 Theorem B mit Schranken fiir lokal endlich erzeugte Untergar-
ben von O

Wir wollen nun Satz 2.4 anwenden auf Koketten Werten in lokal endlich erzeugten Untergarben F
von OP fiir ein beliebiges natiirliches p. O sei hier die Garbe von Keimen holomorpher Funktionen
auf einer Steinschen Mannigfaltigkeit Q2. Nach dem Satz von Oka (siehe z.B. [8], Theorem 6.4.1)
ist F eine kohérente analytische Garbe.

Sei (U;)ier eine Uberdeckung von € mit relativ kompakten, Steinschen Gebieten in §2, wobei es
eine Schranke M geben soll, so daf§ U; nicht von mehr als M verschiedenen Mengen aus (U;);ecr
geschnitten wird.

Es sei (Ain)iernen, €in System von holomorph konvexen kompakten Mengen in €, so daf fiir
jedes i die Folge (A; ) eine Ausschépfung von U; bildet. Ohne Einschrénkung sei 2 C (J;¢; 2@0
und A;,0N...NA; o = 0 genau dann, wenn U;; N...NU;, = 0. Fir a = (i1,...,1,) sei

1o,

Aa,n = Ai1,n N...N Aio,’m

Auf den Fréchetrdumen der holomorphen Funktionen auf U;, .. ;, := U;, N...NU;, ist jeweils eine
Gradierung durch

gegeben.

Es sei fir a € 177!, o > 0, jeweils FF := 1,(H(U,)), falls U, # 0 fiir k = 1,2,.... Hiebei triigt
FF die folgende Gradierung:

I (f2)

00
Z|fl|a,n7 nelN.

Fiir k =0 und a € I, 0 > 0 sei jeweils FO = I'(Uy, F) versehen mit der Gradierung, die sich
durch die Suprema auf (Aq ), ergibt.

Im Fall U, = () sei FF := {0} fiir k =0,1,2,....
Sei also S = (Sk.¢ )k, mit Sy 5 := {Fk o € 1711},

Fiir die Indexmengen I,,, o Multiindex, gilt dann I, = {i € [ : U, NU; # 0}. 1, ist also fiir
jeden Multiindex av durch M beschrénkt und es gilt I, ; C I, fiir jeden Index j € I und jeden
Multiindex .

Fiir o € I°t!, 0 > 0 mit U, # 0 und j € {0,...,0} sowie k > 1 sei

L’;’j‘" ch(H(Us,)) — Li(H(Ua))
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diejenige Abbildung, die komponentenweise H(U,,) in H(U,) einbettet. Diese Abbildung ist
stetig, linear und injektiv und es gilt:

I e (fiens Nlan<Il (fien llag.n

Ist U, = (), dann soll L(’;v;l komponentenweise aus der Nullabbildung bestehen.
Ist k = 0, dann sei fiir a € I°T!, 0 > 0 mit U, #0 und j € {1,...,0}
Lgf‘ : Hy,, (F) — Hy,(F)

die Einschréinkungsabbildung von Schnitten auf U,; zu Schnitten auf U,. Die Topologie auf
Hy (F) fir ein offenes U C Q2 wurde in Kapitel 5 eingefiihrt. Diese Abbildung ist stetig linear mit

I B f)ien lam<I (f)ien lla;n
J

fiir alle n € IN. nggjo‘ ist ebenfalls injektiv, da ja F C OP vorausgesetzt ist.
Ist U, = 0, dann soll auch Lg;ja komponentenweise aus der Nullabbildung bestehen.

Die Eigenschaften (2.1.1) sind erfiillt, da die L’O?J_O‘ jeweils Einschrinkungsabbildungen sind.
Wir wollen zeigen, da8 fiir S die Eigenschaft (E1) gilt:

Wir setzen dazu p¥ := pgo‘ fir jedes k > 0 und o € I°t!, ¢ > 0, mit p,~ aus Satz 5.8. Der
Satz besagt gerade, dafl die Folge (p,lcj‘*) kelN, it absteigendem £ die in (E.1.1) geforderte exakte
Sequenz bildet.

Es gilt fiir ()\Z)l S ll(HUa]. (O))

ph ot () = [ngl’a(()\z)l)]l Eva=d_ N va fF lva= &5 o pl (M)
z 1

fir a € I°F1, j =0,...,0, k > 0. Hierdurch wird (E.1.2) erfiillt.

Die Eigenschaft (E.1.3) ist wegen (5.8) bzw. (5.8.3) erfiillt. (E.1.4) folgt aus (5.7.2).
Wir zeigen nun, dafl auch Eigenschaft (E.2) fir S gilt.

Es sei fiir ein v > 1

P,:={pe PSH(Q): ¢>0, Supgpﬁyi{r}f(p fiir jedes i € I'}
U; i
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Wir setzen
M“/ = {[(S;]lp eﬂ’p)aelﬁh (SUP eiw)ael(’] RS PV}

o o

Wir behaupten, dafl zu jedem v > 1 die offensichtlich nicht leere Menge M., die Eigenschaften 1)
bis 3) aus (E.2) besitzt:

DAZU:

1) Sei [C,C"] € M., dann gilt fiir alle « € I°T! beziehungsweise 3 € 17, dal 0 < C, < 1 und
0 < Cj < 1. Ist ferner a € I, dann gilt

/ — —
C,, =supe ¥ > sup e ¥
Ua UaNU;

fiir jedes i € I,. Also gilt C < C".
2) Ist 6 > 1 und ist [C,C"] € M., dann [CY, C"] € M., denn 0y € P,

3) Sei [C, C’"] = [(supy, € ?)aero+1, (Supy, € ¥)acre] € M. Dann gilt fiir C” := (supy, e %) qero+2,
daB8 [C”,C] € M, ist.

Es sei C1 := (C1,a)aero+1 und n € IN. Es sei [C, C'] € M, und ¢ € Cy(Sk,», C - C1) mit 67¢ = 0.

Fiir festes o € I°T und k > 1 ist co = (car)iew € l1(H(Uy)). Wir setzen d = (Cal)acrott-
Jedes ¢! ist eine Kokette der Liénge o beziiglich der Uberdeckung (U;);cr. 6%c = 0 bedeutet
gerade, daBl 67¢! = 0 fiir jedes [ € IN.

Es gilt fiir jedes n € IN

aglo+t leN Aasn

2
o>l cllfce = ( Y CaCia ), Sup | ol I)

2
> D CaCia| Do sup|catl
ae]a‘«‘fl leﬂ\]Aoc,n
> D D CiCiasuwp | o P
aclotl leN Aan

Es sei ¢ € P, die zu C gehorige Funktion. Wir wihlen eine plurisubharmonische Funktion auf
€, so daB fiir jedes a € I°t! auf U,
et > Cr2 - Do
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gilt, wobei Dy := [, d€(2).
Also gilt

| ||%4P+'¢’1’n — Z / | o 2 e 2~Y14Q)(2)

aelotl

< Y D, sup\cmsupe 20t
acfo+t  Aan Aa

< Z C’QClasup|cal|<oo
ae[o‘+l

Wir wenden nun das in Satz 4.2 gewonnene Theorem B mit Schranken fiir die Garbe O = Hy
an auf n € IN und die plurisubharmonische Funktion 2¢ + ;. Danach gibt es eine von n
unabhiingige plurisubharmonische Funktion ), so daB zu jeder holomorphen Kokette ¢! eine
holomorphe Kokette ¢! existiert mit 67~ ¢! = ¢! und

I I
| " Mgt tapan—1<I € ll2ptapnn

Beziiglich des Mafles e ¥1dQ) und einer jeweils festen offenen Umgebung U, von Aqp—2 mit
U, cC Ag -1, @ € 17 gibt es Konstanten K, p, a € 19, so daB

o | (6) PS Ko [, 176) P ea(a)

fiir jedes f € H(Ag ,,—1) N L2(Ag e~ ¥1dQ).

an—1»

Es gilt daher

V

[ 1 —2p—h—
e H%W'le’” >l d H%Sﬁ‘?ﬁl-&-d&,n—l: Z /o ‘cix,l ‘26 Zemv1=v20)
aelo+1 Aa,n—l
> Ko 1Ainf e 2 inf e 2 sup |,

Q€l” a,n—1 a,n—1 Aa,n—Q

Y

Wir setzen Cs o := Kan 1infy, e 2w2n(o¢)_1 mit einer Funktion n : I — IR™, so daB

Z n(a) 2 <1.

acl®
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Es gilt fiir o € I°

2 _ (i _ e . _
O = supe 27 = ¢ 20fua @)y < 725U ¥ — infe 2 < inf 2.

Ua « Aa,nfl

Insgesamt folgt:

2
e rcme, = | D CaC2a D Sup | oy |
acl® lEN Aa.n—2
_ . 192
< Z(Zn(a) ) (ZKan 1mfe ¢QC’7 sup |cal|>
_leﬂ\] aclo a€clc Aan 2
- 2
1
< 2o ppn)?
[ leN
_ 192
2
< Z Z C2Clasup|cal|
lEIN aclotl
< Z he Cmsup !caz!
[ lEIN qeTo+1
= |le H\n,ccl

Damit ist nach Umnummerierung Eigenschaft (E.2) gezeigt.
Wir kommen nun zum Hauptergebnis dieses Abschnittes:

Sei ) eine Steinsche Mannigfaltigkeit und F eine lokal endlich erzeugte Untergarbe von OF auf
Q fiir irgendein natiirliches p. Sei ferner (U;);er eine abzihlbare Steinsche Uberdeckung von (2,
wobei hochstens M paarweise verschiedene Uberdeckungsmengen eine feste Uberdeckungsmenge
schneiden.

Fiir jedes o € I°T!, o > 0 wird durch erzeugende Schnitte Fi, . .. , Fy, € T'(Q, F) eine Fréchetraum-
topologie auf I'(U,, F) induziert. Die einzelnen Stufen werden durch eine kompakte holomorph
konvexe Ausschopfung (A4, ), von U, gegeben:

| f llan:= inf Zsup | d; |

q
JIJ]J1
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fir f € I'(Uy, F). Es gilt der folgende

Satz 6.1. :
Sei fiir jedes a € I°71, o > 0, ein zu (|| |lan)n dquivalentes Halbnormensystem (| |a.n)n
gegeben auf T'(Uy, F) und sei m € IN fest gewdhlt.

Dann gibt es zu jedem o > 0 ein Konstantensystem (Dy)acre, 0 < Do < 1, so daf fiir jede auf
Q plurisubharmonische Funktion o > 0, fiir die es ein v > 1 gibt mit

sup ¢ < ~vinf o fir allei e I,
U, Ui

das folgende gilt:

Zu jeder Kokette ¢ = (cq)aero+1, 0 > 0, mit cq € I'(Uy, F), 0°c =0 und

Z supe” ?sup | cq |n,a< 00 (6.1.1)
acfo+1 Ua "

gibt es eine Kokette ¢ := (' o)acre mit o € T(Uy, F), 677 1c = ¢ und

Z D, sup e | o lam< Z supe” “sup | ¢q |n,a
n

acle @ acJo+1l Vo
BEMERKUNG: Wegen Lemma 5.1 sind die Supremumsnormen in H(U,) auf einer jeweiligen
kompakten Ausschopfung von U, ein dquivalentes Halbnormensystem zu (|| |[a.n)n-

BEWEIS DES SATZES: Fiir das in Kapitel 2 definierte System S von Fréchetrdumen ist oben
die Eigenschaft (E) nachgewiesen worden. Wir wollen Satz 2.4 fiir S anwenden beziiglich der
Uberdeckung (U;);. Wir iibernehmen die Bezeichnungen aus Kapitel 2

Wir kénnen ohne Einschrankung der Allgemeinheit annehmen, dafi es zu einem festen m ein
n € IN und Konstanten (K )qero+1 gibt, so dafl

Kl,a | f |a,m§H ! Hoc,n—2(M+1)
fiir jedes f € T'(Uy, F) und jedes o € I°F1,

Ferner gibt es K> 4, so dafl
Koo |l f llan< s%p | f ok

fiir jedes f € I'(U,, F), fiir das die rechte Seite existiert.
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Da ¢ € Py ist [C := (supy, €™ %)pero+1,C' = (supy, e ¥)acro] € M. Es sei C1 := (Kaa)acro+1-

Sei also ¢ = (¢q)qero+1 mit 67c = 0 und (6.1.1), dann folgt ¢ € C,(So,», C - C1), denn

lellncer= Y. CaCrallcallan< D supe™?sup | cq far< oo
aclotl aclotl Ua k

Wir wenden Satz 2.4 an und erhalten ¢’ € C,,_s(ar41-0)(S0,0-1, ot Co) mit 67 1¢/ = ¢ und

1, nraroycrti-e Sl llncicy -

Hierbei ist das Konstantensystem C unabhéngig von C, €’ und ¢. Wir setzen Dy, := Co o - K1 o
flir & € I? und erhalten

_~M M—o
Z Dy supe e | Ca ’a,m < Z CQ,OLC/’Y ” C/oz ”a,n72(M+17cr)

ael°’ Ua acl°’
S Z Cl,acoc H Co ”a,n
aclot!
< Y supeFsup | fak -
acto+1 Ua k

Ende des Beweises O
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7 Konstruktion einer Uberdeckung des IR

Wir zeigen in diesem Kapitel, daB es spezielle Uberdeckungen des IRY mit achsenparallelen Kuben
gibt:

Proposition 7.1. :
Gegeben sei eine stetige Funktion ¢ : RN — IR, dann gibt es eine abzihlbare Uberdeckung
(K)ier mit achsenparallelen offenen Kuben der Seitenlinge s;, so daf folgendes erfillt ist:
1) o(x) > s; fiir jedes x € K; und i € I.
2) Fiir jedes i € I ist die Anzahl der Elemente der Menge {j € I : K; N K; # 0} durch die
Zahl 4N — 2N beschrdnkt.
Sei T C {f : R — IRy beschriinkt } durch folgendes definiert:

Ist f € T, dann gibt es eine Folge 0 = tg < t1 < to < ... mit t; / oo, so dafl

1) entweder
1 e e
thr1 —tp =t —tp—1 oder tpy1 —tp = i(tk —tr—1) gilt fir alle k € IN, (7.1.1)

2) f(x) =tgyq — tg fiir jedes x € [tg, tgy1[ und £ =0,1,....

Lemma 7.2. :
Sei (fr)r eine Folge wie oben, dann gibt es zu jedem k € IN ein m € IN und n € INg, so dafs
ty = m(ty — te—1) und ty —tx—1 = 27"(t1 — to)

BeEwEIs: Wir fithren eine Induktion iiber £ durch. Der Induktionsanfang k = 1 ist klar. Sei die
Behauptung fiir £ > 1 richtig. Dann gilt mty_1 = (m — 1)tx. Ferner gibt es ein n € IN, so daf§
tpy —th—1 = 2in(t1 — to).

Ist im 1. Fall von (7.1.1) t341 — tx = tx — tg—1, dann folgt zum einen tx11 — &t = 27"(t1 — to),
zum anderen folgt
mitpr1 = 2mit; — mitg_1 = (2m — m + 1)ty
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also gilt
(m + 1)tk+1 = (m + ].)tk + tk+1 .

Im 2. Fall ist tg11 — t = %(tk — tx—1). Dann folgt zum einen tj 1 — t, = 2’(”+1)(t1 —tp), zZum
anderen folgt
2mtk+1 = 3mtk —mip_1 = (3m -—m+ 1)tk

also gilt
(2m + D)tgrr = 2m + V)t + teyr O

Lemma 7.3. :
Falls es ein ng € IN gibt, so daf$ t1 —tg = 27, dann g¢ibt es zu jedem | € IN ein k € IN, so dafl
tr = 1.

BEWEIS: Da t; /" oo, gibt esein k € IN, so dafl ¢, <l < t;. Nach Lemma 7.2 gibt es n, m € IN,
so daB t, = 27" m, sowie t — t_1 = 27". Hieraus folgt tx—1 = (m — 1)27™. Aus

(m—1)27"<[.2"27" <m.27"

folgt
m-—1<1-2"<m

Also gilt m =1 - 2™ und damit t, =27"[2" =[] O

Lemma 7.4. :
Sei p : ]RSr — IR" eine stetige Funktion, dann gibt es ein f € T, mit f < ¢.

BEWEIS: Sei a = inf{p(x) : x € [k,k+ 1]} und ar := min{a; : | < k} U {1} jeweils fiir
k=0,1,2,.... Dann ist (ax); eine monoton fallende Folge positiver Zahlen mit ag < 1.

Wir konstruieren induktiv eine Folge (tx); mit (7.1.1) und ¢y — tx—1 < ay, falls ¢ty €]l,1+ 1].

Sei die Folge (tx)r bereits konstruiert bis zu einem tx = [ und sei tx — tx—1 < a;. Sei fiir j > 1

T ttj—1+ %(tK-i-j—l —tiyj—2), fallstrgij1 —trij—2 > a4 (7.4.1)
e tiyrjo1+ (txyjo1 —tikyj2), fallstrpij 1 —tryjo<aipr

Dann ist (7.1.1) erfiillt. Es ist klar, dafl dann

tr —tr1 <tg —tg_1 < q fir alle £ > K mit ¢ <[+ 1 gilt.
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Es gibt ein J, so daB tx 5 =14+ 1. Wir zeigen, dafl tx+7 — tx17-1 < a1 gilt:

Angenommen, es sei tx+j — tgrj—1 > a1, dann gilt fir tgy 7 — tx+g—i—1 > apq fiir jedes
1 <4< J. Aus der Konstruktion in (7.4.1) folgt daher fir 1 <i < J

thorg—i—trg—io1 =27t —tx 1)

Andererseits folgt wegen

J-1
l=tgys—tx = (tktg—i — tR4J—i-1)
i=0
J-1 A
— (tK _ tK—l) Z 2—J+’l
i=0

< tg—tgk1<aq <1

ein Widerspruch.

Der Induktionsschritt der Konstruktion ist damit gezeigt. Fiir das Intervall [0, 1] setzen wir ¢y = 0
und ¢; := 270, wobei 270 < qq gelten soll. Wir benutzen (7.4.1), um die weiteren t; bis zur
Stelle 1 zu konstruieren.

Sei f(x) :=tgy — ty_1 fiivr x € [ty_1,tx[. fistin T und f(x) < () fiir jedes x € R O

BEWEIS DER PROPOSITION: Wir setzen

Ay = {zeRY | |<tfirallel <j <N}
Ry = 0A;
t) = inf .

¥(t) dnf ()

Da 1 stetig ist, konnen wir Lemma 7.4 anwenden. Wir erhalten eine Folge 0 =ty < t; <t3 < ...
mit den genannten Eigenschaften. Nach Lemma 7.2 gibt es zu jedem k > 1 ein m € IN, so daf3
ty = m-(ty —tg_1). Daher 1a8¢t sich A;, durch exakt (2m)" achsenparallele abgeschlossene Kuben
der Seitenlénge (t; — tx—1) iiberdecken. Die Menge dieser Kuben sei mit Uy bezeichnet.
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Fiir K € Uy, gilt
ty —tp—1 < @(x) fiir alle z € K ,

denn wenn ¢, in ]I, 1 + 1] liegt, dann folgt
Ty — tr— < inf t) = inf < inf
k k-1 <ap < tE[IOI,ll 1]711( ) xeml“ c)O(l') = ;QP‘/J(:E)

Sei Wy :={K € Uy, : IO{ NAg,_, = 0}. Dann sei (L;); eine Abzéhlung von (J, Wy. Es ist leicht zu
sehen, daB |U; L; = RY.

Ist I; die Seitenléinge von L;, dann gilt ferner, daf§ L; N L; # 0 entweder I; = l; oder l; = 2l oder
l; = 2l; impliziert, denn ist L; € Wy, dann ist Lj € Wj_1 U Wj U Wi4q, wenn L; N L; # ( ist.

Hieraus folgt wiederum, daf§ die Anzahl der Elemente in J; := {j € I : L; N L;j # 0} durch
4N — 2N beschrinkt ist.

Die gesuchte Uberdeckung (K;)ier erhalten wir durch jeweilige Vergroferung der L; zu einem
Kubus K; der Seitenlénge s; mit

2) l; < s; < infgzek, p(x) und

3) K;NKj # () nur dann, wenn L; N L; # 0,

fir alle¢,j € I O
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8 Ein Fortsetzungssatz fiir holomorphe Funktionen auf Stein-
schen Mannigfaltigkeiten

Als Anwendung von Satz 6.1 zeigen wir den folgenden Fortsetzungssatz fiir holomorphe Funktio-
nen auf Steinschen Untermannigfaltigkeiten des @.

Sei V eine abgeschlossene und damit Steinsche Untermannigfaltigkeit des @~. Dann gilt der
folgende

Satz 8.1. :
Zu jedem Kompaktum K C @V und jedem v > 1 gibt es eine Konstante Bk, so dafs fiir alle
f e H(V), und jede stetige Funktion Cy : oV — IR das folgende dquivalent ist:

i) Es gibt eine plurisubharmonische Funktion ¢ > 0 auf dem @V, so daf

a) log | f(2) |< ¢(2) fir jedes z € V;
b) supk p(z) < supgpny log | £(2) | +supg Cy(2) fir jedes K C @V kompakt mit KNV #
0 und K O# Ky :={z€V | f(z) |<1}.

ii) Fiir jedes v > 1 gilt: Zu jedem m € IN und jedem Kompaktum Ko C @Y mit Ko NV # 0
und Ko D# Ky gibt es eine ganze Funktion F, ,, so daf
a) Fo i, (2) = fM(2) fir jedes z € V;
b) supg | Fnx,(2) |< eBratmyswxCrgup o | f™(2) |V fiir jede kompakte Menge
KoD K D># Ky mit KNV # 0.
i1t) Fir jedes v > 1 gilt: Zu jedem m € IN gibt es eine ganze Funktion F,,, so dafi

a) Fp(2) = f™(2) fiir jedes z € V;

b) supy | Fp(2) |< eBratmyswr Crqup e | f™(2) |7 fiir jede kompakte Menge K D#
Krmit KNV #0.

Bevor wir mit dem Beweis des Satzes beginnen, bendtigen wir zwei Lemmata:

Lemma 8.2. :
Sei X ein lokalkompakter, o-kompakter topologischer Raum. Sei (Kp)new, eine kompakte

Ausschopfung von X mit [o{n+13 K, fir jedes n € Ny und (0p)new €ine monoton fallende Folge
positiver Zahlen. Dann gibt es eine stetige positive Funktion v auf X, so daf$ fiir jedes x € X ein
n € IN existiert mit ¢ (z) <, und x € K,.

BEWEIS:
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Nach dem Lemma von Urysohn finden wir Funktionen ¢, : X — [0,1], n € IN, so dafl ¢, (z) =1
fir x € K,,—1 und @, (x) = 0 fir x € X\ K, (siehe [15], Lemma 4.18). Sei v, := max(d1¢1,...,
Onn). Dann gilt ¥, (x) < 6; fur jedes v € X\K;_1, j = 1,...,n, und ¢,(x) > I, fiir jedes
x € K,—1. Es gilt fiir jedes m > n und jedes x € K,,_; daher ¢, (z) = ¥, (z). Es wird also durch
Y(x) := lim,, ¥, (z) auf X eine stetige positive Funktion definiert mit ¢ (x) = 1,11(z) < 6, fiir
jedes z € K,\K,,—1 O

Lemma 8.3. :

Sei vy > 1, 1 > 0 eine stetige reellwertige Funktion auf einer offenen Menge @ C @. Dann
gibt es eine stetige reellwertige Funktion € > 0 auf Q, so daf fir jedes relativ kompakte, offene
UcCQmitsup{|z—y|: x,y € U} <infy&(z) folgt

sup ) < yinf )
U U

BEWEIS:

Zu jedem K C Q kompakt wéhlen wir rx > 0, so daB | log¢(z) —log ¥ (y) |< log~ fiir z,y € K
mit | x — y |< rx. Hieraus folgt % <yfir|z—yl|<rg.

Sei (Ky)nen, eine kompakte Ausschopfung von 2. Ohne Einschrankung ist r, := rg,, n € N,
eine monoton fallende Folge. Dann gibt es nach Lemma 8.2 eine stetige positive Funktion £ auf
2, so daf zu jedem z € 2 ein n € IN existiert mit {(z) < r, und z € K,.

Sei U C 2 relativ kompakt mit diam(U) :=sup{| z —y |: x,y € U} < infy&(2). Sei n € IN so
gewéhlt, daB U C K, und es gibt ein x € U mit x ¢ K,,_1, dann folgt {(z) < r,. Also gilt fiir
alle z,y € U, dal | z —y |< £(x) < rg,,. Daher folgt sup;; ¢ < yinf, ¢ O

Beweis von Satz 8.1: Wir zeigen zunichst die Aquivalenz von i) und iii), wobei i) = 1)
klar ist.

ii) = iii): Sei (Kp)nen eine kompakte Ausschopfung des € mit K7 D# Ky und K1 NV # 0,
dann ist (| Fi, k., |)n eine gleichméBig auf Kompakta beschrénkte Folge ganzer Funktionen. Nach
dem Satz von Stieltjes-Vitali in mehreren komplexen Verénderlichen (siehe z.B. [8], Corollary
2.2.5) gibt es eine ganze Funktion F),, deren Betrag ein Haufungspunkt der obigen Folge ist.
Damit erfiillt F,,, die Aussagen iii), a) und iii), b).

i) = 11): Wir nehmen zunéchst an, dafl ¢ stetig ist und wenden Lemma 8.3 auf ¢ an.

Es gibt eine offene Umgebung W von V im @V und eine holomorphe Retraktionsabbildung
m: W — V mit w(z) = z fiir jedes z € V (siehe z.B. [11], Chap. VIII, Sec. C, Theorem 8).
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Allgemeiner als hier benétigt zeigt Siu in [20], Corollary 1, daf§ fiir jede komplexe Untermannig-
faltigkeit V' einer Steinschen Mannigfaltigkeit {2 ein holomorpher Retrakt von einer in 2 offenen
Umgebung von V auf V existiert.

Sei v > 1. Wir wenden Lemma 8.3 auf ¢, v und W an und erhalten eine stetige positive Funktion
& auf W mit den entsprechenden Eigenschaften.

Sei fiir ein U ¢ W offen und relativ kompakt in @ und z € U jeweils B, v die kleinste Kugel
um 7(x), die U enthilt.

Es sei K C V kompakt, zg € K beliebig. Da ¢ stetig und positiv ist auf W, gibt es daher ein e,
so daf fiir jedes y € K U (Bacy (z0) NV) gilt Bagy (y) C W und

inf{é(x) : @ € Baep (y)} = %g(y) > deg.

Andererseits gibt es ein dx, so daf fiir jedes xg € K gilt
| m(x) — x |< ek fiir alle x € Bs, (z0) und

0 < eg und damit dx < &(x0) -

Sei 29 € K und 7 eine stetige positive Funktion auf dem @V mit n(xq) < dx. Dann gilt fiir jede
offene zusammenhéngende Umgebung U von zg in W mit diam(U) < infyyn, dal U C Bg, (z0).
Damit ist | 7(z) — x |< ei fir jedes z € U. Sei y € U, dann ist

diam(By,y) < 2(| m(x) — 2 | +diam(U)) < 2(ex + 0k ) < 4ek .

Da | m(y) — xo |< 2ek, gilt deg < w Also folgt

diam(By,y) < inf{¢(x) : = € Byu}.

Sei nun (K )nen, eine kompakte Ausschépfung von V' und 6, := Jk,,, dann gibt es nach Lemma
8.2 eine stetige positive Funktion n auf V, so dafl zu jedem zg € V ein n € IN existiert mit
n(zo) < 0, und zo € K,. Sei 7] eine positive stetige Funktion auf dem TV mit 7j(z) = n(zx) fiir
jedes z € V nach dem Theorem von Tietze-Urysohn (siehe z.B. [7], Theorem 2.1.8). Dann hat 7
die Eigenschaft, daf fiir eine offene zusammenhiingende Menge U ¢ @V, U NV # () mit

sup{|z —y|: 2,y U} < irUlfﬁ(z) (8.3.1)
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schon folgt U C W und sup{| z —y |: z,y € Byy} < infp, , {(2) fiir jedes v € U.

Wir wenden Satz 7.1 auf ¢ = ﬁﬁ an und erhalten eine Uberdeckung des @V = IR?*" mit
achsenparallen Kuben (Uj;)er.

Ist M := 16" — 4" dann haben héchstens M paarweise verschiedene Uberdeckungsmengen aus
(Ui)ier einen nichtleeren Schnitt mit einer festen Uberdeckungsmenge aus (U;)ie;.

Es gilt sup{| x —y |: x,y € U;} < infy, 7 fiir jedes i € I. Hieraus folgt:

1) Ist U; NV # 0, dann folgt U; C W fiir alle i € 1.

2) Ist x € U; fiir ein U; mit U; NV # 0, dann folgt sup{| z —y |: 2,y € By v, } < inme,Ui £.
Mit Lemma 8.3 folgt hieraus supp_, ¢ < yinf Buu, ¥ fiir jedes z € U;.

Sei U; NV # 0 und = € U;, dann folgt

log | f(m(x)) | p(m(x))

sup ¢

Bz,Ui

inf
W’BISU_SO

VAN VAR VAN

IN

inf
’Ylll}i ¥

Also folgt

sgiplog | f(m(2)) |< 'yilr}fgo (8.3.2)

i

Wir setzen

filz) = { f(n(z)) , fallsz € U; und U; NV £ )

0 , sonst
Sei ferner f;;(x) := fi(x) — fj(z) fur alle z € Us; :=U;NU;, 4,5 € I, Uy N U; # 0.

Sei J:={(i,j) € I? : U;NV # 0 und U; NV = () oder umgekehrt }.
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Es gilt fiir (i,5) € J

sup | fi; [<

ij

supy, | f(m(x)) |, falls  U; NV #0
supy, | f(m(2)) |, falls  U;NV #0
Ist (i,j) € I*\J, dann folgt f;; = 0.
Sei h: I — IRT eine Funktion mit 3,.; h(i) < 1. Wir setzen h;; := min(h(i), h(j)) fiir (i,5) € 1%

Es folgt

Z hijsupe "“sup | fi; | = Z hijsupe " sup | fij |
(5.g)er? i Uij (i.j)eT i Uij
i
< > h(i)supe ¥sup | f(x(2)) |
iel U; U;
U;NV#D
< Zh(z) sup e V¥ infu; @
icl Ui
< 1

Sei Jy die Garbe von Keimen holomorpher Funktionen, die auf V verschwinden. Jy ist eine
analytische kohdrente Garbe (siche z.B. [8], Theorem 6.5.2 i.V.m. Theorem 7.1.5).

Wir wenden nun Satz 6.1 auf die Kokette (fi;)(; jjer2 an. Es gilt fi; € T'(Uy;, Jv) und S ((fi)ij) =
0, denn fiir 4,5,k € I gilt fi; + fjr — fi = 0 auf U; N U; N Ug. (6.1.1) ist mit v erfiillt. Sei
Vi cC U, 1 € 1 jeweils eine offene holomorph konvexe Teilmenge und es gelte (J;c; Vi = V.

Satz 6.1 liefert dann eine Kokette (d;);e; mit d; € T'(U;, Jv), i € I und 6°((d;);) = (fij)i; also
di —d; = fij auf Uij fiir alle (7,j) € I%.

Ferner liefert der Satz Konstanten (D;);er mit 0 < D; < 1, die unabhéngig von ¢ und (fj;):;
sind, so daf} die folgende Abschéitzung gilt:

M
E D;supe™” +1“Dsup | d; |< E hijsupe” " sup | fi; [<1
iel Ui Vi (i,))€12 Uij Uij

i#]

Sei ohne Einschriankung D; < h; fiir alle ¢ € 1.
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Wir erhalten zu f eine Fortsetzung F' auf dem @, indem wir

F(Z) = fz(z) — dz(z)

fiir jedes z € U;, i € I, setzen. F ist wohldefiniert und ganz, denn es gilt fi(z) — d;(z) =
fj(2) — d;(2) auf jeder nichtleeren Uberlappungsmenge U;.

Wir untersuchen nun supy | F(z) | fiir ein Kompaktum K c @¥V:

Sei Ix :={i € I : V;NK # (0}. Ig ist endlich, denn angenommen, es gebe eine Folge (i;);
paarweise verschiedener Indizes in I, dann sei (2;); eine Folge von Punkten aus K mit z; € V;;.
Sei z € K ein Haufungspunkt von (z;);, dann gibt es ein [ € Ix, so daB z € Vj. V; hat dann
allerdings einen nichtleeren Schnitt mit mehr als endlich vielen V;, ¢ € Ix, was ein Widerspruch
zu der endlichen Uberlappungsordnung von (V;); ist.

Es gilt
sup | F(z) | < sup| F(z) | sup e sup eVMH“"(min D;)(min D;)~*
K K K K el i€lk
< (sup eVMH“D) (min D;)~* Z Djsup | F(z) | sup e e
K ZEIK A i g
i€l g g
Wegen

M+1 M+1

> Disup| fi(z) —di(z) |supe™™ ¥ < 14 > hisup| fi(z) [supe 7 ¥
i€l Vi Vi i€lx i Vi
< 1+ Z hie"YMHinfUz‘ ey Hinfy; ¢
i€l
VNV #0
< 9

erhalten wir mit Bg - := log(2(min;er, D;)™!)

sup | F(z) |< ePxsup e e < Bty sk Cr gy | f(2) PMH : (8.3.3)
K K KNV



87

Hierbei hingt die Konstante Bg , nur von K, v und der gewéhlten Uberdeckung (U;); ab. M ist
nur von N abhingig.

Wir betrachten nun die Potenzen f™, m € IN.

Es gilt fiir jedes Kompaktum K D# Ky mit KNV # 0

log | f™(2)| < m-ofiir jedes z €V
supm - p(z) < suplog | f™(z) | +msup C¢(z) .
K KNV K

Nach dem bisher Bewiesenen erhalten wir F,, € H(CY), m € IN, mit

F, = f™(z) fir jedes z € V und

sup | Fpn(2) | < ePratr M imsup Cp gyp | fm) |7
K KNV

M1 (8.3.4)

fiir jedes Kompaktum K D% Ky mit K NV # 0.

Sei jetzt ¢ eine beliebige plurisubharmonische Funktion, die i) erfiillt. Dann wéhlen wir eine
fallende Folge plurisubharmonischer C'*°-Funktionen (¢g)ren, die punktweise gegen ¢ strebt
(siehe z.B. [12], Theorem 2.9.2).

Es gibt also nach Lemma 8.2 stetige positive Funktionen (G})ren auf dem @V, so daB
sup ¢ < sup log | f(2) | +sup(Cy + Gi)
K KNV K

fiir jedes Kompaktum K D# Ky mit KNV # (), wobei sup G, — 0, falls k — co. Wir erhalten
also (8.3.4) auch mit Cy + G, an Stelle von C.

Wenn wir abhéingig von K ein geniigend grofles k£ wéhlen, erhalten wir in Anwendung von (8.3.4)
ein Fy, 1, wobei msupy Gy durch ein weiteres v abgefangen werden kann. Es gibt also fiir jedes
m € N ein F, x € H(CY) mit

Fox = [f™(z) fir jedes z € V und

sup | F () | < eProtnmswnCr gyp | pm(z) [0
L LAV

M+2
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fiir jedes kompakte L mit K D L D# Ky und LNV # (.
Da wir den Beweis fiir jedes v > 1 durchlaufen lassen kénnen, folgt ii).

i1) = 1): Wir wéhlen eine kompakte Ausschopfung (Ky)new mit K1 O Ky und K1 NV # 0. Es
sei mn = log | F K, | fir n,m € IN, wobei das zugehérige + in ii) jeweils 1 + % sein soll.

Fiir ein n € IN ist die Funktion

ipn(2) 1= lim lim == ==

plurisubharmonisch, denn die (¢p m/m)m sind in m lokal gleichméBig nach oben beschrénkte
plurisubharmonische Funktionen (vergleiche Theorem 2.9.17 in [12]).

Sei K, D K und IO( D L fiir kompaktes L und L D# K. Ist z im Inneren von K, dann folgt

- 1 1
on(2) < lim sup | oma(Q)/m |< (1+ =)supCy+ (1+ —) sup | f |
moceK n K n° Knv

Wegen der Stetigkeit von Cy und | f | folgt

. 1 1 1 1

inf{(1+ —=)supCy+(1+—=)sup | f|: KDL} =1+ —)supCy+ (1+—)sup | f|

n K n Knv nor n rnv
und damit ) 1
suppp < (14 =)supCy+ (14 —)sup | f| .
L no L n Lnv

Mit der gleichen Argumentation ist

p(2) = lim lim ¢y, (¢)

(—z N
plurisubharmonisch und es gilt fiir jedes K ¢ @ kompakt mit K NV # () und K ># K f

supp <supCy+ sup log | f | .
K K KV

Ferner gilt fiir z € V

LI oy 5 1

on(z) > ?Trrzlhr%n
¢ev

Hieraus folgt ¢(z) > log | f(2) | fiir jedes z € V O

Fiir Anwendungen ziehen wir aus dem Beweis des Satzes 8.1 folgendes Ergebnis:
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Satz 8.4. :

Seien 1 > 0 und @y > 0 stetige plurisubharmonische Funktionen auf dem @V . Sei ferner
v > 1 fest. Dann gibt es zu jedem Kompaktum K eine Konstante By, so daf zu jedem f € H(V)
und jedem o > 0 mit

log | f(2) |< ¢1(2) + apa(z) fiir jedes z € V (8.4.1)

eine ganze Funktion F existiert mit

a) F(z) = f(z) fir jedes z € V,

b) supy | F(2) |< ePreysupk v1+a92 fiir jedes Kompaktum K.

Hierbei hingt B zwar von o1 und o2 ab, aber nicht von a.

BEWEIS:

Es gibt nach doppelter Anwendung von Lemma 8.3 eine Funktion &, so daf§ fiir jedes U C ) mit
sup{|z -y |: z,yeU} < iI(}ff(Z)

folgt
sup ¢1 < yinf 1 und sup @2 < yinf s .
U U

Fiir solche U gilt dann aber

sup(p1 + aps) < supp; + sup aps
U U U

A

inf inf 8.4.2
< yinfer+ayinf e (8.4.2)

IN

'YiIUlf((Pl + apa)

fiir jedes o € IR

In dem Beweis zu Satz 8.1 kann daher fiir jedes o > 0 die gleiche Uberdeckung (U;); gewihlt
werden.

Ist f € H(V) mit (8.4.1) gegeben, dann existiert nach (8.3.4) fiir jedes v > 1 eine ganze Funktion
F mit

sup | F(z) |< ePEa sup eV T prtapn)
K K

wobei B, unabhéingig von f und « ist O
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9 Ein Kriterium fiir die Existenz eines linear zahmen Fortset-
zungsoperators

Sei V eine in den @V eingebettete zusammenhiingende abgeschlossene Untermannigfaltigkeit. ¢
sei eine stetige plurisubharmonische Ausschépfungsfunktion des @V mit inf,cy o(z) < 1.

Sei

K, ={ze@" : ¢(z) <n} firneN

und

| Flln, = sup |F(z)]| fir F e H((UN) bzw.
z€EK,
[ fln == sup |f(2)]| fir feH(V)
zeK,NV

Wir fixieren die Halbnormensysteme (|| |ln), und (| |,), und behandeln (H(@Y),|| ||.) bzw.
(H(V),| |n) von nun an als gradierte Fréchetraume.

Definition 9.1. :

Seien (X, || ||n) und (Y,| |.) gradierte Fréchetriume, dann bezeichnen wir einen Operator T :
(X, lln) — (Y5 |n) als linear zahm, falls es Konstanten o« € IN und 3 € INg gibt, so daff zu
jedem k € IN ein Cy > 0 existiert mit

| T(x) k< Ck || @ [|ak+p fiir alle z € X .

Kann o = 1 gewdhlt werden, so heifit der Operator zahm.

Zwei gradierte Fréchetrdume X,Y heiflen linear zahm bzw. zahm isomorph zueinander, falls es
einen Isomorhismus ® : X — Y gibt, so daff ® und ®~' linear zahm bzw. zahm sind. Zwei
Gradierungen (| |n)n und (|| ||n)n auf X heiflen linear zahm bzw. zahm dquivalent zueinander,
falls die Identitit (X,| |n) — (X,] |ln) ein linear zahmer bzw. zahmer Isomorphismus ist.

Die Restriktionsabbildung R : (H(TY), | |l») — (H(V),| |.) ist ein zahmer Operator.

Sei 0 < ag < ay < ... eine wachsende Folge von Zahlen mit aj ~ ké fiir ein festes d € IN, d.h. es
gibt eine Konstante C' > 0, so daf

=

ki < ay < Cki fiir alle k € IN .

Q-
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Der Potenzreihenraum unendlichen Typs, definiert durch
o0
Aso(ay) :={z € Mo . |z ||o°:= Z | T | €™ < o0}
k=0
ist dann nuklear und zahm isomorph zu Aoo(k:é) (vergleiche hierzu [15], Satz 29.6).

BEMERKUNG: Ist V eine Steinsche Mannigfaltigkeit der Dimension d und ist H (V') isomorph

zu einem Potenzreihenraum unendlichen Typs A (ay), dann ist ap ~ fed (siehe hierzu z.B. [2],
Proposition I.1).

Satz 9.2. :
Zu jedem linear zahmen Operator T : (Aso(ag), || |I5°) — (H(V),| |n) gibt es ein linear zahmes
Lifting L+ (Aso(ar), | 152) — (H(@Y), || |la) mit T=RoL

BEWEIS:
Sei fi := Te, wobei e, der k-te Einheitsvektor in Ao (ag) sei, k € INg. Dann folgt

K,nV

fiir jedes n € IN und jedes k € INy.

Wir wihlen eine stetige plurisubharmonische Funktion ¢; auf dem @, so daB fiir jedes n > 2
gilt

¢iII(1f ©1(2) > log C,, und @1 (z) > log €y fiir alle z € @V .

z n—1

Ferner sei eine plurisubharmonische Funktion ¢y fiir jedes z € @ durch
p2(z) := max(a(p(z) +1) + 6, a + )
definiert. Fiir diese gilt

sup pg2 < a(n + 1) + G fiir alle n € IN .

n

Da wir Satz 8.4 anwenden wollen bei festem ~ > 1, miissen wir (8.4.1) zeigen:

Sei z € (Kp,\K,—1) NV, n > 2, dann folgt fiir jedes k € IN

log | fi(2) |< sup log| fi [<log Cp + (an + B)ag .

n
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Andererseits ist fiir jedes z ¢ K,,_1 NV

v1(z) > logCp, und @a(2) > a((n—1)+ 1)+

Ist z € K1 NV, dann folgt

log | fiu(z) |< s log | fr(2) < 1log C1 + (a + B)ar < ¢1(2) + arp2(2)

Hieraus folgt insgesamt

log | fx(2) |< ¢1(2) + appa(z) fir alle z € V
Satz 8.4 liefert also fiir jedes k& € INg eine ganze Funktion Fj mit

a) Fi(z) = fr(z) fir jedes z € V, k € Ny,

b) supg, | Fr(z) |< eBrntrsupi, (P1+ax¢2) fiir jedes n € IN und k € INp.

Dies wenden wir fiir ¥ = 2 an und erhalten eine Folge ganzer Funktionen (F}); mit a) und b).

Wir setzen fiir eine Folge (A\g)r € Aoo(a)

L((Ak)k) = i AP -
k=0

Durch die folgende Abschétzung wird die Wohldefiniertheit und linear Zahmheit gleichzeitig ge-
zeigt. Die Linearitét von L ist offensichtlich. Fiir jedes n € IN gilt

LK) lln = sup | D ApFy |
Kn o k=0

Z | Mg | eBEnT25upg,, (P1+akp2)
k=0

IN

00
eBPKn o28UPK, ¥1 Z | A | e2(a(n+1)+pB)ay
k=0
= Dp H ()‘k)k ||2cm+2(a+,8) :

IN
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Der Satz ist bewiesen O
Wir zeigen nun das angekiindigte Ergebnis:

Korollar 9.3. :
Ist (H(V),| |n) linear zahm isomorph zu einem Potenzreihenraum unendlichen Typs Ao (ar),
dann gibt es einen linear zahmen Ausdehnungsoperator (H(V),| |n) — (H(@N), || ||.)-

BEWEIS: Sei T : (Aso(ag), || 15°) — (H(V),| |n) ein linear zahmer Isomorphismus.

Wir verwenden das im Beweis zu Satz 9.2 konstruierte linear zahme Lifting L : (Asc(ag), | [|5°
) — (H(TV),| |ln) mit T = Ro L. Wir setzen nun E := Lo T~!. E ist daher linear zahm und
es gilt
RoE(Y  Mefi) = Ro L(Ak)k) = RO AFr) = > Afi-
k=0 k=0 k=0
Also gilt Ro E = idpy O
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10 Konvexitat plurisubharmonischer Funktionen auf abgeschlos-
senen Untermannigfaltigkeiten des €

In diesem Kapitel wollen wir die Konvexitéit plurisubharmonischer Funktionen auf Steinschen
Untermannigfaltigkeiten V' des @ untersuchen und zwar relativ zu den Kugeln im @V mit
Radius r und Mittelpunkt im Ursprung.

Wir werden die Algebraizitit von V in einen Zusammenhang mit der Qualitit der Konvexitét
plurisubharmonischer Funktionen auf V' bringen.

Ausgehend von der Existenz eines linear zahmen Ausdehnungsoperators verwenden wir die Argu-
mentation von A. Aytuna in [3], um eine Konvexitidtsbedingung fiir plurisubharmonische Funk-
tionen auf V herzuleiten. Wiahrend A. Aytuna direkt die zur Algebraizitdt von V dquivalente
Bedingung von A. Sadullaev (siehe [19], Theorem 2.2, bzw. Kapitel 1) zeigt, werden wir hier
ferner zeigen, daff die Bedingung von A. Sadullaev dquivalent zu der angesprochenen Konve-
xitédtsbedingung fiir plurisubharmonische Funktionen auf V' ist.

Wir bendétigen zunéchst das folgende Lemma (siehe [18], Corollary 17.1.5), das direkt aus dem
Satz iiber konvexe Hiillen von Caratheodory folgt (siehe [18], Theorem 17.1).

Hier konnen wir uns auf die Situation in der reellen Ebene beschrianken:

Lemma 10.1. :

Sei f: Ry — IR eine monoton wachsende Funktion und sei E := {(z, f(x)) : z € R{}. ch(E)
sei die konveze Hiille von E. Sei ferner h(x) := inf{y : (z,y) € ch(E)}. Dann ist h eine konvezxe
Funktion und es gilt

h(z) = inf{Af(x1) + (1 = A) f(z2) : 2 =Az1+ (1 — Nz2, A€[0,1], z1,22 € R{}

Hieraus folgt eine Aussage iiber eine schwache Form von Konvexitét:

Proposition 10.2. :

Sei f: Ry — IR eine monoton wachsende Funktion und seien a,b € RS, a > 1. Dann sind
dquivalent:

1) fz1+ (1= N)az) < Af(axy +b) + (1 — ) f(azg + b) fiir alle X € [0,1], 21,72 € RY.

2) Es gibt ein konvexe Funktion h, so dafs

h(z)
f(@)

f(z) fiir alle z > 0 und
h(ax + b) fir allex > 0.

IN A
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BEWEIS: 2)=1): Sei 21,22 € R und A € [0, 1], dann gilt

FAz1 + (1 = N)zx2) h(a(Az1 + (1 — N)z2) + b)
azry +b) + (1 — X\)h(aze + b)

A (
Mf(axy +b)+ (1 =N f(axg + D).

IAN A IA

1)=-2): Wir wihlen zu f die Funktion h aus Lemma 10.1. h ist konvex und liegt unterhalb von
f. Seix € ]RO+ fest. Ist ¢ > 0, dann k6nnen wir nach Lemma 10.1 x1,29 € IR(J)r wéhlen, so dafl
ax +b=Ax; + (1 — N)zg und A\f(z1) + (1 — A) f(z2) < h(ax 4+ b) + . Wegen 1) ist

z1—b To—b

M) + (1 =N f(z2) > fN

)+ (1 =)

a a

)

Fiir ¢ \, 0 erhalten wir f(z) < h(az +b). Da z € IR beliebig gewihlt war, folgt 2) O

Sei ® € PSH(TV), dann sei Mg(r) := sup{®(z) :| z |= "} fir r € R. Mg(r) ist eine
konvexe wachsende Funktion nach dem Hadamarschen Drei-Kreise-Satz fiir plurisubharmonische
Funktionen (siehe z.B. [9], Theorem 4.1.13).

Sei V eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit des @V und sei durch die Spuren der Kugeln
B, :={2€ " :|z|<e}, r € R{, auf V eine Gradierung || f |n:= supp,~y | f |, n € NN,
fe H(V), fur H(V) gegeben.

Es gilt der folgende Satz:

Satz 10.3. :
Sei E: HV) — H(TY) ein linear zahmer Ausdehnungsoperator, d.h. es gebe a,b € Ny, a > 1,
so daf fiir alle n € IN ein Cp, > 0 existiert mit

sup | E(f)(2) < Cu || f lanto fiir alle £ € H(V). (10.3.1)

n
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Dann gibt es zu jedem @ € PSH(V) ein ® € PSH(TN) mit

sup ¢(z) < Mg(r) und
BNV

Ms(r) < sup  @(z) fir aller > 0.
Bar+u+bmv

BEWEIS:

Jedes ¢ € PSH(QTY) besitzt nach einem Ergebnis von Bremermann ([5], Theorem 2) eine Har-
togsdarstellung auf dem @

Y(z) :Hw mit f, € H(CY) fiir alle n € IN.
n Cn

Ohne Einschrankung gilt ¢, /" co. Der Fortsetzungssatz fiir plurisubharmonische Funktionen auf
einer abgeschlossenen komplexen Untermannigfaltigkeit des @V von Sadullaev (siehe [6], Theorem
1.1) zeigt, dal auch jedes ¢ € PSH (V') eine Hartogsdarstellung

= log | fu(2) |

n C,n

p(z) = mit f, € H(V) fiir alle n € IN (10.3.2)

besitzt. Sei also ¢ € PSH (V') mit einer Darstellung wie in (10.3.2) gegeben.
Wir zeigen, dafl {M : n € IN} eine lokal gleichméBig beschrénkte Familie ist.

Cn

Sei D, := supg v ¢(z), r > 0. Nach dem Hartogslemma (siche z.B. [19], Theorem 1.4) gibt es
zu jedem € > 0 und jedem 1’ < r ein ng, so daf fiir alle n > ng

1
p 22RO

BNV Cn

Wir setzen V' := a + b. Fiir jedes r € Rg liefert (10.3.1) fiir jedes f € H(V) die Abschétzung

SUp | E(N)E) < Crll  llarsy

wobei C,. = C,, fiir m — 1 < r < m ist.

Wir erhalten zu jedem e > 0 und jedem r’ < r ein ng, so daf fiir n > ng gilt
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sup W < lOg CT/ =+ sup w
B, Cn N Cn Bar’+b’mv n
log C'r
< g 7n'f'Dar-i—b’"'_g'
Cn

Also ist {M : n € IN} eine lokal gleichméBig beschrinkte Familie. Daher ist

O(2) = HHM

(—z 7 Cn
eine plurisubharmonische Funktion auf dem @ (siehe z.B. [12], Theorem 2.9.17).

Fiir ' < r” < r und jedes ¢ > 0 gilt dann

Ma(r') < sup{®(z) :|z|< e}
< Supmlog | E(fn)(2) |
B ™ Cn
— logC.n
< lim( e + Dgriy +€)
n Cn
= Dar+b’ +e.

Da Mg (r) stetig ist in r, folgt insgesamt Mo (r) < supg, . .. v (%)

Wegen des Maximumprinzips fiir plurisubharmonische Funktionen auf V' gilt umgekehrt auch
supg, v ©(2) < Mg(r) fiir r > 00

Man beachte, dafl wegen der Regularisierung zwar ¢(z) < ®(z) fiir jedes z € V, aber nicht
notwendig ¢(z) = ®(z) gilt.

Sei fiir ein ¢ € PSH(V) eine Funktion m,, : R§ — IR durch my(r) := supg y ¢(z) definiert,
wobei wie oben B, :={z € @V : | z |< e} sei.

Kombiniert mit Proposition 10.2 ergibt sich

Satz 10.4. :
Unter den Voraussetzungen von Satz 10.3 gilt fir jedes ¢ € PSH(V) und jedes X € [0, 1], sowie
jedes 1,19 € ]R(")Ir
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my(Ary + (1= A)rg) < dmg(ary + ) + (1 = Nymg(ary + V) (10.4.1)

wobei a,b aus Satz 10.8 sind und b’ = a + b.
Wir zeigen nun, dafl aus (10.4.1) bereits folgt, dal V' algebraisch ist.

Satz 10.5. :
Sei 'V eine abgeschlossene Untermannigfaltigkeit des @Y und fir jede plurisubharmonische Funk-
tion auf V' gelte (10.4.1), dann ist V algebraisch.

BEWEIS:

Wir zeigen, dafl die Siciaksche Extremalfunktion S(z, K) fiir mindestens ein Kompaktum K C V/
lokal beschrénkt ist auf V. Dann kénnen wir ein Ergebnis von Sadullaev anwenden, nach dem
dann und nur dann V' algebraisch ist. Sadullaevs Ergebnis ist allgemeiner als hier benétigt, es
erfafft ndmlich auch Varietédten, die singuldre Punkte besitzen ([19], Theorem 2.2).

S(z, K) ist fiir ein Kompaktum K C V wie folgt definiert:

S(z,K) ::gljimsup{u(C) cu<Oauf K, uwelL},

wobel

L:={ue PSH(TY) : esgibt a=au): uz) <log(l+|z]|) + « fir alle z € ¢V} .

Seiw € L, u < 0 auf BoNV. Sei ¢ := u |j7. Aus Proposition 10.2 folgt die Existenz einer
konvexen Funktion h, so da h(r) < my(r) und my(r) < h(ar + b) fir alle r > 0. Also ist

h(r) sup{log(1+ | z |) + a(u) : | z |< €"}
loa(1 + ) + a(u)

r 4+ a(u) + log 2

VARRVANNVAN

fiir » > 0.

Damit ist h eine lineare Funktion mit Steigung kleiner oder gleich 1 auf IR§ und wegen h(0) <
m,(0) <0 liegt h unterhalb der Identitét IR§ — IRy .



Ist z € V, dann wahlen wir r > 0, so dafl z € B, NV. Also gilt
u(¢) = (¢) < my(r) < har +b) <ar+b

fiir alle ¢ € V nahe z. Damit ist S(z, By N V') lokal beschréankt in V' O

99
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