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Vorwort

Das Losen linearer Gleichungssysteme gehort sicherlich zu den h&ufigsten
Berechnungen in der numerischen linearen Algebra. Dabei sind in den
Anwendungen gerade die durch eine Diskretisierung partieller Differential-
gleichungen entstehenden Koeffizientenmatrizen von besonderem Interesse.
Diese Matrizen sind iiblicherweise sehr grof}, stark strukturiert, jedoch diinn
besetzt, d.h. sie beinhalten nur wenige Nichtnulleintrége.

Kann keine spezielle Struktur der Koeffizientenmatrix ausgenutzt werden, so
sind iterative Losungsverfahren den direkten Losungsverfahren vorzuziehen.
Diese bestimmen ausgehend von einer Ndherungslosung schrittweise bis zum
Erreichen einer Genauigkeitsanforderung Approximationen an die gesuchte
exakte Losung des linearen Gleichungssystems.

Die einfachsten Iterationsverfahren zur Losung grofler linearer Gleichungs-
systeme sind die einstufigen, stationéren Iterationsverfahren. Hierzu zéahlen
neben der klassischen Jacobi-, GauB-Seidel- und symmetrischen GauB3-Seidel-
[teration beispielsweise auch die durch eine unvollstéindige Dreieckszerle-
gung induzierte ILU-Iteration sowie jeweils die relaxierten Varianten. Da
die Konvergenzrate dieser Verfahren allerdings abhéngig ist von der zu-
grunde liegenden Diskretisierungsschrittweite, konvergieren diese iterativen
Losungsverfahren mit zunehmender Problemgrofie langsamer.

o

Im Jahre 1961 wurde von Fedorenko [22] das erste Mehrgitterverfahren ein-
gefithrt. Die Grundidee eines Mehrgitterverfahrens ist es, den oszillierenden
Anteil des Fehlers durch eine Glattungsiteration zu eliminieren und den ver-
bleibenden glatten Anteil sukzessive auf ein groberes Gitter abzubilden, bis
auch er sich wie ein oszillierender Fehleranteil verhélt. Mehrgitterverfahren
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beriicksichtigen so in jedem Iterationsschritt nicht nur Kopplungen zu den un-
mittelbar benachbarten Gitterpunkten, sondern es wird Information zwischen
entfernt liegenden Gitterpunkten ausgetauscht. Brandt [9] erkannte 1973 die
Effizienz der Mehrgitterverfahren, da unter gewissen Voraussetzungen an die
Qualitat des Glatters und an die Approximationseigenschaft der verwendeten
Grobgittersysteme der Aufwand proportional zur Anzahl der Unbekannten
und die Konvergenzrate (im Gegensatz zur Konvergenzrate klassischer Ite-
rationsverfahren) unabhéngig von der Diskretisierungsschrittweite ist. 1976
wurden Mehrgitterverfahren von Hackbusch [35] wiederentdeckt und seitdem
von verschiedenen Arbeitsgruppen systematisch untersucht.

Da Gebietszerlegungsmethoden wie die (multiplikative) Schwarz-Iteration
und Schurkomplement-Methoden auch als (verallgemeinerte) Mehrgitterver-
fahren beschrieben und analysiert werden konnen, werden Mehrgitterver-
fahren und Gebietszerlegungsmethoden zur Klasse der Multilevel-Verfahren
zusammengefafit. Potentiell gehdren Multilevel-Verfahren zu den schnellsten
iterativen Losungsverfahren fiir lineare Gleichungssysteme. Weil aber kein
als Black-Box einsetzbares und zugleich effizientes Multilevel-Verfahren exi-
stiert, sondern statt dessen die Verfahrenskomponenten problemspezifisch
konstruiert werden miissen, wurden Multilevel-Verfahren bisher fast aus-
schliefllich zur Losung geordneter Systeme mit meist symmetrisch positiv
definiten Koeffizientenmatrizen untersucht.

o

Ende der 80er und Anfang der 90er Jahre gab es erste Versuche seitens der
Theoretischen Physik, Mehrgitterverfahren zur Lésung von Problemen aus
der Quantenchromodynamik (QCD) einzusetzen. Ziel numerischer Simula-
tionen in der QCD ist es, die starken Wechselwirkungen von Elementarteil-
chen zu untersuchen und Eigenschaften physikalischer Observablen vorher-
zusagen. FEine Diskretisierung der zugrunde liegenden Kontinuumstheorie
fithrt auf die innerhalb eines Hybrid Monte Carlo Prozesses (HMC) wieder-
holt zu bestimmende Losung eines groflen, jedoch diinn besetzten linearen
Gleichungssystems der Gestalt

ATOAY(t) = o, Alt) €T, ¥(t),p € C",

Dabei sind die Matrizen A(t) dieser Gleichungssysteme ungeordnet, d.h.
die Koeffizienten sind statistisch erzeugt, und die Eintrdge der Matrix
fluktuieren zuféllig von einem Gitterpunkt zum néchsten.

Die bislang vercffentlichten Arbeiten konzentrieren sich auf sogenann-
te Multigrid-Monte-Carlo-Verfahren [40, 41, 42, 71] projektive Multigrid-
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Ansitze [12, 14, 11, 13, 21], neuronale Multigrid-Methoden [5, 43] und Par-
allel Transported Multigrid [8, 7] fiir zumeist einfache Diskretisierungen.

O

Ziel der vorliegenden Arbeit ist es, explorativ das Potential von
Schurkomplement-Methoden zur Prakonditionierung ungeordneter Systeme
zu untersuchen, die eng verwandt sind mit den Systemen aus der QCD.

Im ersten Kapitel werden zunéchst héufig auftretende grundlegende Be-
griffe und Notation eingefithrt. Nach einigen prinzipiellen Uberlegungen
zur Herleitung iterativer Losungsverfahren wird auf klassische Iterationsver-
fahren niher eingegangen. Es folgt ein allgemeiner Uberblick iiber existie-
rende Krylov-Unterraum-Verfahren sowie elementare problemunabhéngige
Prakonditionierungstechniken.

Zu Beginn des zweiten Kapitels stellen wir anhand des Dirichletschen Rand-
wertproblems exemplarisch die einzelnen Komponenten eines Zwei- respek-
tive Mehrgitterverfahrens vor. Im zweiten Teil werden Schurkomplement-
Methoden behandelt. Nach einer Einfithrung geometrischer und algebrai-
scher Auswahlkriterien der Grobgitter gehen wir auf den Fall hermitesch
positiv definiter Matrizen ein und formulieren fiir geordnete Matrizen dieser
Klasse geeignete Restriktionen, Prolongationen sowie Grobgittermatrizen.

Die verbleibenden Kapitel beschéftigen sich mit der Konstruktion von
Schurkomplement-Methoden zur Prikonditionierung von drei dhnlich struk-
turierten ungeordneten Systemen. Die Koeffizientenmatrizen beschreiben
jeweils Néchste-Nachbar-Kopplungen auf reguléren zwei- bzw. vierdimensio-
nalen Gittern.

Ausgangspunkt in Kapitel 3 ist die hermitesch positiv definite Laplace Matrix
mit zufallig erzeugten Kopplungen. Nach einer anfinglichen Darstellung der
wesentlichen Matrixeigenschaften und einigen Bemerkungen zu Mehrgitter-
verfahren fiir das geordnete System (konstante Kopplungen) werden sowohl
fiir die origindre als auch fiir die zugehorige odd-even reduzierte Laplace
Matrix Schurkomplement-Verfahren hergeleitet. Diese Schurkomplement-
Verfahren basieren auf

a) einer geometrischen F/C-Einteilung der Gitterpunkte, welche im Fall
der odd-even reduzierten Matrix sogar rein algebraisch durch starke
und schwache Kopplungen motiviert werden kann,

b) einer durch einfache Zerlegungen induzierten approximativen Inverse
der Teilmatrix, welche die Kopplungen zwischen feinen Gitterpunkten
reprasentiert sowie
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¢) einer Schurkomplement-Approximation, welche die Wirkung des exak-
ten Schurkomplements auf Eigenvektoren zu kleinen Eigenwerten hin-
reichend gut approximiert und dennoch eine rekursive Vorgehensweise
erlaubt.

Die numerischen Ergebnisse veranschaulichen fiir das Schurkomplement-
priakonditionierte odd-even reduzierte System eine um einen Faktor 5-6
verbesserte asymptotische Konvergenzgeschwindigkeit des CG-Verfahrens
gegeniiber der fiir das unprikonditionierte odd-even reduzierte System.
Mit proportional zur Gitterdimension N wachsender Kondition verbes-
sert sich sowohl fiir das ungeordnete als auch fiir das geordnete System
die asymptotische Konvergenzgeschwindigkeit des CG-Verfahrens fiir das
Schurkomplement-prikonditionierte odd-even reduzierte System im Vergleich
zur asymptotischen Konvergenzgeschwindigkeit des CG-Verfahrens fiir das
unpréakonditionierte System.

In Kapitel 4 wird fiir die odd-even reduzierte, positiv reelle Schwinger Ma-
trix demonstriert, dafl sich die zuvor fiir die Laplace Matrix entwickelten
Schurkomplement-Prékonditionierer erfolgreich zur Prékonditionierung der
Schwinger Matrix iibertragen lassen. Dabei wird die in Kapitel 3 verwen-
dete Einteilung der Kopplungen in starke und schwache modifiziert und
auf Kopplungen représentierende Nichtnullblocke angewendet. Es stellt sich
insbesondere heraus, dafl der verwendete Prikonditionierer wesentliche Ei-
genschaften der Schwinger Matrix respektiert und eine nicht-triviale ~s-
Symmetrie erhélt. Fiir die hermitesche Schwinger Matrix wird der Nach-
weis der Glattungseigenschaft fiir die modifizierte Jacobi-Gléttung erbracht.
Anschliefend wird eine optimale semiiterative Glattungsiteration bestimmt.
Vorgestellt wird des weiteren eine einfache Methode der (Eich-)fixierung,
welche es offenbar vermag, Eigenvektoren zu betragskleinen Eigenwerten im
geometrischen Sinne zu gléatten.

In Kapitel 5 zeigen wir, daB beim Ubergang von der Schwinger Matrix hin
zur Wilson Fermion Matrix eine auf algebraisch motivierte Auswahlkrite-
rien der Gitter beruhende Schurkomplement-Prikonditionierung des odd-
even reduzierten Systems nicht mehr sinnvoll ist. Statt dessen werden
Schurkomplement-Prékonditionierer der origindren Wilson Fermion Matrix
entworfen, welche zum einen die Symmetrieeigenschaften erhalten und zum
anderen zu Grobgittersystemen fithren, die wiederum als Wilson Fermion
Matrizen interpretiert werden kénnen [48].

Numerische Experimente lassen das Potential der Verfahren fiir Wilson Fer-
mionen erahnen, jedoch ist der funktionale Zusammenhang der bei den Re-



striktionen, Prolongationen und Grobgittersystemen verwendeten Parame-
ter nicht klar. Ein tieferes Verstédndnis dieses Ansatzes versprechen wir uns
durch eine systematische Untersuchung der physikalischen Beziehung des ur-
spriinglichen und der resultierenden Wilson Fermion Matrix seitens der Ver-
treter der Theoretischen Physik.

Vollig analog zum Fall der hermiteschen Schwinger Matrix kann eine optimale
semiiterative Glattung fiir die hermitesche Wilson Fermion Matrix hergeleitet
werden.

Abschliefend wird der Zusammenhang zwischen Schwarz-Iterationen, welche
auf hermitesch positiv definiten Teilrdumen operieren und der Zerlegung der
Wilson Fermion Matrix in ihren hermiteschen und schiefhermiteschen Anteil
aufgezeigt. Obgleich nachgewiesen wird, dafi sich Schwarz-Iterationen zur
Priakonditionierung der Wilson Fermion Matrix nicht eignen, gaben diese
Untersuchungen in der Diskussion mit Vertretern der Theoretischen Physik
den Anstof§ zur Entwicklung sogenannter Single-Flavour-Algorithmen [46].

o

Die vorliegende Dissertation entstand im Zeitraum von Oktober 1996 bis
September 2000 am Fachbereich Mathematik an der Bergischen Universitéat
Gesamthochschule Wuppertal.

Mein besonderer Dank gilt meinem Doktorvater Prof. Dr. Andreas From-
mer fiir die Aufnahme in seine Arbeitsgruppe ’Scientific Computing’, fiir
die interessante Themenstellung und fiir seine Diskussionsbereitschaft. Seine
wertvollen Anmerkungen und Vorschlidge sowie seine kritischen Kommentare
begleiteten und erleichterten die Durchfiihrung der Arbeit, und sie trugen zu
ihrem Gelingen bei.

Fiir die Ubernahme des Korreferats mochte ich Prof. Dr. Gerhard Heindl
herzlich danken.

Dr. Dr. Thomas Lippert und Dr. Peer Ueberholz danke ich fiir die Beantwor-
tung unzéhliger Fragen zur Quantenchromodynamik, Dr. Rob Stevenson fiir
seine Erkldrungen zu algebraischen Wavelet-Prikonditionierern. Dr. Janos
Korzak, Dr. Peter Fiebach und Dipl.-Math. Georg Weuffen gilt mein Dank
fiir viele anregende Gespréche.

Ich danke allen Mitarbeiterinnen und Mitarbeitern der Arbeitsgruppe fiir die
angenehme Arbeitsatmosphére.

Wuppertal, im Januar 2001 Bjorn Medeke



vi




Inhaltsverzeichnis

Vorwort

1

3

Grundlagen

1.1 Notation und Definitionen . . . . . . . . . .. ... ... ...

1.2 Lineare Gleichungssysteme . . . . . . . . ... ... ... ...

1.3 Tterationsverfahren . . . . . . . ... ... ... ... .. ...
1.3.1 Klassische Iterationsverfahren . . . . . . . .. ... ..
1.3.2 Krylov-Unterraum-Verfahren . . . . . . . ... ... ..

1.4 Prakonditionierung . . . . . . . .. ...

Multilevel-Verfahren
2.1 Mehrgitterverfahren . . . . . . ... ... L.
2.1.1 Glattungsiteration . . . . . . ..o
2.1.2  Grobgitterkorrektur . . . . . ... .00
2.2 Schurkomplement-Methoden . . . . . . . ... ... ... ...
2.3 Grobgitter . . . . ...
2.3.1 Geometrisch motivierte Grobgitter . . . . . . . . . ..
2.3.2  Algebraisch motivierte Grobgitter . . . . . . . . .. ..
2.4 Restriktion und Prolongation . . . .. .. .. ... ... ...
2.5 Grobgittersysteme . . . . .. ..o
2.6 Konvergenzanalyse . . . . . . ... ... ... ...
2.7 Zusammenfassung . . . . . ... ...

Das ungeordnete Laplace-System

3.1 Einfithrung . . . . .. ... . o
3.2 Eigenschaften . . . . . ... ... 0L
3.3 Das odd-even reduzierte System . . . . .. ... ...

vii

19
19
20
22
26
30
31
32
34
35
36
37



viii Inhaltsverzeichnis
3.4 Multilevel-Verfahren . . . . . ... .. ..o 47
3.4.1 Mehrgitterverfahren . . . . . .. ... 000 48
3.4.2 Schurkomplement-Verfahren . . . . . .. .. ... ... 54

3.4.3 Schurkomplement-Verfahren zur Losung des
odd-even reduzierten Systems . . . . . ... ... ... 68
3.5 Numerische Ergebnisse . . . . . . ... ... ... ... .... 81
3.6 Zusammenfassung . . . . .. ..o 87
4 Das Schwinger-Modell 89
4.1 Einfihrung . . . .. . ..o 89
4.2 Eigenschaften . . . . .. ... o o000 91
4.3 Schurkomplement-Verfahren . . . . . . . ... ... ... ... 96
4.4  Numerische Ergebnisse . . . . . . .. ... ... ... ... .. 108
4.5 Die hermitesche Schwinger Matrix . . . . . . .. .. ... ... 108
4.5.1 Schurkomplement-Verfahren . . . . . .. .. ... ... 109
4.5.2 Gléattungseigenschaft . . . . ... ... .00 L. 111
4.6 Zusammenfassung . . . . .. ... 117
5 Wilson-Fermionen 119
5.1 FEinftihrung . . . . . . ... oo 119
5.2 Eigenschaften . . . . . .. ... ..o 121
5.3 Schurkomplement-Verfahren . . . . . . .. .. ... ... ... 123
5.4 Schwarz-Iteration . . . . . . . . .. ... 0L 138
5.5 Zusammenfassung . . . .. ..o 142
A Statistik 145

Literaturverzeichnis 149



Abbildungsverzeichnis

1.1

2.1
2.2

3.1
3.2

3.3
3.4
3.5
3.6
3.7
3.8
3.9

3.10
3.11

3.12

3.13

Lexikographische und odd-even Anordnung der Gitterpunkte .

Glatte und oszillierende Figenvektoren . . . . . .. .. . ...
Das Standardgrobgitter L, und das Gitter LoU Ly . . . . . . .

Der 5-Punkte-Stern der Laplace Matrix A=1—krD . . . . ..

Das Besetztheitsmuster der Matrix D bei lexikographischer
und odd-even Anordnung der Gitterpunkte . . . . . . . . . ..

Das Spektum der Matrix D fiir eine kalte und einer heifle
Konfiguration . . . . . . . . ... ... ... L.

Das Spektrum der Laplace Matrix A und der zugehérigen odd-
even reduzierten Matrix A(®) sowie das typische Konvergenz-
verhalten des CG-Verfahrens . . . . . . . . ... .. ... ...
Der 9-Punkte-Stern der odd-even reduzierten Matrix . . . . .
Die Matrix Dy, r,Dp, r, fire=0,2 . . . ... ... ... ...
Die Matrix Dy, 1, Dy, 1, Dr; 0, Dr, 1, fiir i, = 0,2 mit i # j
Der 9-Punkte-Stern der Galerkin-Approximation . . . . . . . .
Die Kondition des prikonditionierten Schurkomplements fiir
eine kalte Konfiguration . . . . .. ... ... ... . .....
Die Funktion p(t) = (1 +wt)(1 —¢) . . . . .. ... ... ...
Der 7-Punkte-Stern der Matrix Dy, r,Dr,, und der 9-
Punkte-Stern der Schurkomplement-Approximation Sa

Die Kondition des prikonditionierten Schurkomplements fiir
eine heifle Konfiguration . . . . . . . ... ... .. ... ...
Die Zerlegung des Graphen Gy« (V,E) in die Graphen
GA(&) (V, E\EE) und GA(E) (V, Ej{;) .................

X



Abbildungsverzeichnis

3.14

3.15

4.1

4.2
4.3

4.4

4.5
4.6
4.7

5.1

5.2

5.3
5.4

9.5

5.6

5.7

5.8

9.9

5.10

Ein Vergleich der Spektren der Jacobi- und der ILU-

prakonditionierten Teilmatrix A;EJZ ................ 7
Die relaxierte ILU-Prakonditionierung der Matrix Agf} ..... 79
Das Spektrum der Matrix D fiir eine kalte und eine heifle

Konfiguration . . . . .. .. .. ... oo 94
Die (Eich-)Fixierung einer heiflen Konfiguration . . . . . . .. 95
Das Besetztheitsmuster der Teilmatrix A;ec) ........... 101
Die Spektren der Matrizen A und Agf} ............. 102
Die Diagonale der Matrix (Dy, 1, Dp,p,)" fir 1 <k <4....106

Die 9-Punkte-Sterne der ersten vier (Grobgitter-)Matrizen . . 107
Das typische Konvergenzverhalten des BiCGStab-Verfahrens . 109

Das Spektrum der Wilson Fermion Matrix A = I — kD und
der odd-even reduzierten Wilson Fermion Matrix A© fiir eine

realistische Konfiguration . . . . .. ... ... .. ... ... 123
Das Besetztheitsmuster der odd-even reduzierten Wilson Fer-
mion Matrix A© . 128
Das Besetztheitsmuster der Wilson Fermion Matrix A . . . . . 130
Die Losung U des Systems Ay Wy = @ bei einer Punktquelle
Qp 132

Das Besetztheitsmuster der Wilson Fermion Systeme auf €. . 135
Die Extrapolation des kritischen Wertes k. fiir eine reali-
stische Konfiguration auf €2 und fiir die korrespondierende
Konfiguration auf Q. . . . . . ... ... 0oL 136
Die Anzahl benotigter Iterationsschritte einer einfachen Zwei-
gitteriteration fiir eine kalte Konfiguration in Abhéingigkeit
vom Grobgittergewicht . . . . . . . ... ... 136
Das Konvergenzverhalten einer einfachen Zweigitteriteration
und des GS-Verfahrens (bei einer odd-even Anordnung) fiir
eine realistische Konfiguration . . . . . . .. .. ... .. ... 137
Die Ausfithrungszeiten des BiCGStab-Verfahrens und des
Schurkomplement-prakonditionierten BiCGStab-Verfahrens . . 137
Das Spektrum des hermiteschen und des schief-hermiteschen
Anteilsvon D . . . . ... 141



Tabellenverzeichnis

3.1
3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

3.8

3.9

Der kritische Wert k. einer heiflen Konfiguration. . . . . . . .

Numerische Ergebnisse fiir die Schurkomplement-prikondi-
tionierte odd-even reduzierte Laplace Matrix auf {2, mit N =
16und m=0.01 . ... ... ... ... ... ...

Numerische Ergebnisse fiir die Schurkomplement-préikondi-
tionierte odd-even reduzierte Laplace Matrix auf €2, mit N =
322und m=0.01 . ... ... ...

Numerische Ergebnisse fiir die Schurkomplement-prikondi-
tionierte odd-even reduzierte Laplace Matrix auf {2, mit N =
64und m=0.01 . . ... ... ...

Mittelwert und Standardabweichung fiir verschiedene Gitter-
groflen . ..o

Numerische FErgebnisse fiir die Schurkomplement-prikondi-
tionierte odd-even reduzierte Laplace Matrix auf €2, mit N =
16und K(A) =255 . . . ...

Numerische Ergebnisse fiir die Schurkomplement-prikondi-
tionierte odd-even reduzierte Laplace Matrix auf €2, mit N =
2und kK(A)=1023 . . . . . ...

Numerische FErgebnisse fiir die Schurkomplement-prikondi-
tionierte odd-even reduzierte Laplace Matrix auf €2, mit N =
64 und K(A) =4095. . . . . ..

Numerische Ergebnisse fiir die Schurkomplement-prikondi-
tionierte odd-even reduzierte Laplace Matrix auf €2, mit N =
16, N = 32, N = 64 fiir eine kalte Konfiguration und
R(A)=N2—1 o

el



xil

Tabellenverzeichnis

4.1

4.2

5.1

Numerische Ergebnisse fiir die Schurkomplement-prikondi-
tionierte odd-even reduzierte Schwinger Matrix und verschie-
dene Gittergroflen . . . . . . ... Lo 110
Ein Vergleich der Gléattungsfaktoren des (modifizierten)
Jacobi- und des semiiterativen Glétters fiir die hermitesche
Schwinger Matrix ) . . . . . . . . .. .. ... .. 115

Der kritischer Wert k. fiir A sowie fiir den hermiteschen Anteil
Acvon A Lo 141



Kapitel 1

Grundlagen

In diesem Kapitel werden zunéchst einige haufig auftretende grundlegende
Begriffe und Notation bereitgestellt. Anschliefend werden die zur Losung
von linearen Gleichungssystemen existierenden, konzeptionell verschiedenen
Ansiitze erlautert. Nach einer Gegeniiberstellung direkter Methoden und ite-
rativer Verfahren klassifizieren wir die im Rahmen dieser Arbeit ausschlief3-
lich betrachteten iterativen Verfahren. Die resultierende Einteilung in klassi-
sche Iterationsverfahren und moderne Krylov-Unterraum-Verfahren erweist
sich in vielen praktischen Anwendungen als unflexibel. Einen Ausweg bietet
die Kombination von Krylov-Unterraum-Verfahren und klassischen Iterati-
onsverfahren als Prakonditionierer.

1.1 Notation und Definitionen

Matrizen werden stets mit Grofl-, Vektoren hingegen mit Kleinbuchstaben
bezeichnet. Eine Ausnahme bildet der Vektor 1 = (1,...,1)7. Alle Gréfien
sind, sofern nicht explizit angegeben, komplex. Skalare Grofien werden durch
griechische Kleinbuchstaben gekennzeichnet.

Definition 1.1. Fiir A € C™*" bezeichnet A" die Transponierte und A”
die Adjungierte der Matrix A. Die Inverse einer regularen Matrix A € C**"
wird durch A~! gekennzeichnet.

Definition 1.2. Fiir die Einheitsmatrix schreiben wir I,, oder I, falls die
Dimension dem Kontext zu entnehmen ist. Ist A = (a;;) € C™*" eine Matrix

1



2 Kapitel 1. Grundlagen

mit a;; = 0, so schreiben wir abkiirzend A = 0.

Definition 1.3. Es sei A = (a;;) € C™*". Dann heifit |A| = (|a;;|) die
Betragsmatrix von A.

Definition 1.4. Das Euklidische Innenprodukt zweier Vektoren z,y € C"
ist definiert durch

(z,y) =y"x = Z?j@'xia
i=1

und die Euklidische Norm || - ||z ist gegeben durch ||z|ls = /{x, x).

Definition 1.5. Eine hermitesche Matrix A € C™" ist positiv (se-
mi)definit, falls (z, Ax) = 2 Az > 0 (2" Az > 0) ist fiir alle z # 0.

Definition 1.6. Eine hermitesche Matrix A € C"*", deren quadratische
Form xf Az positive und negative Werte annimmt, heifit indefinit.

Durch eine hermitesch positiv definite Matrix A wird sowohl ein Innenpro-
dukt als auch eine Norm induziert [19]:

Definition 1.7. Es sei A € C™*™ hermitesch positiv definit. Das Innenpro-
dukt (-, )4 ist definiert durch

(@,y)a = (Az,y) =y" Az, z,yeC",

die Vektornorm || - || 4 ist gegeben durch ||z||4 = /{(z,z) 4.

Definition 1.8. Es sei A € C"*". Das Spektrum der Matrix A ist definiert
durch

o(A) = {A € C : det(A— AI) = 0}.

Jedes A € 0(A) heifit Eigenwert von A, und ein Vektor € C" heifit Eigen-
vektor von A zum Eigenwert A, falls x # 0 und Az = Az gilt.

Eine hermitesche Matrix A € C™*" ist genau dann positiv definit, falls al-
le FEigenwerte von A positiv sind. Eine hermitesche Matrix A € C™*" ist
indefinit, falls sie positive und negative Eigenwerte besitzt.

Definition 1.9. Fiir eine Matrix A € C™*", welche ausschliellich reelle Ei-
genwerte besitzt, bezeichnen Ayin(A) und Apax(A) den kleinsten respektive
den grofiten Eigenwert von A.
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Definition 1.10. Der Spektralradius p(A) einer Matrix A € C™" ist
definiert durch

A) = max |A|.
p(A) = max [
Definition 1.11. Es sei || - || eine Norm auf C". Dann ist die zugehorige

Operatornorm in C"*™ definiert als

A
JAll = max || Az]| = max 122
|lz||=1 20 |||

AecCr

Definition 1.12. Die (Spektral-)Kondition cond (A) einer Matrix A €
Cm ™ ist definiert als

cond (A) = [|A]|[|A7H]2.
Fiir hermitesch positiv definite Matrizen A gilt [19]
1All2 = Amax(4), A7 2 = Auin(A)
und daher auch cond (A) = x(A) mit

>

min(A) '

1.2 Lineare Gleichungssysteme

Das Losen linearer Gleichungssysteme ist in vielen praktischen Anwendungen
der Mathematik eine hiufig wesentliche Teilaufgabe. Die dabei zu betrach-
tenden Systeme

Ax=0b, AeC"" regular, x,beC" (1.1)

sind typischerweise sehr grof}, die Matrix A hingegen ist meist diinn besetzt,
beinhaltet also nur wenige Nichtnullelemente. Matrizen dieser Art entstehen
u.a. durch Diskretisierungen partieller Differentialgleichungen. Als Beispiel
hierfiir moge das Dirichletsche Randwertproblem dienen:

Beispiel 1.13. Essei Q = (0,1) x (0, 1) das offene Einheitsquadrat, €2 des-
sen topologischer Rand und f eine auf Q = QU stetige Funktion. Gesucht
ist eine auf 2 stetige und auf 2 zweimal stetig differenzierbare Funktion u,
welche das Dirichletsche Randwertproblem

_Uxm_uyy:f(x7y)7 0<xay< 17 (12)
u(z,y) =0, (z,y) € 0Q
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erfiillt. Eine Diskretisierung mittels der Methode der finiten Differenzen auf
einem dquidistanten Gitter

o o 1
Qh:{<xi7$j) | (x5,2;) = (ih,jh), 1<4,5 <N, h:N——i—l}

fithrt (bei lexikographischer Anordnung der Gitterpunkte, s. Def. 1.31) zu
einem linearen Gleichungssystem

Au=f, AeR™, ufeR" (1.3)

mit n = N? und f;_1yn+; = R f((@;,z;)), wobei die Koeffizientenmatrix A
Blocktridiagonalstruktur besitzt,

B I 0 0 4 -1 0 0
a= |7t O egmen, po [T O g
0 0 -I B 0 0 -1 4

Die Matrix A ist offensichtlich diinn besetzt, denn es gibt hochstens 5 Nicht-
nulleintrdge pro Zeile. Die Dimension n der Matrix A ist abhéngig von der
Diskretisierungsschrittweite h,

Direkte Methoden

Auf den ersten Blick bereitet die Losung von sehr grofien, diinn besetzten, li-
nearen Gleichungssystemen keinerlei Schwierigkeiten: Nach der Berechnung
einer LU-Zerlegung A = LU der Koeffizientenmatrix A (oder einer Per-
mutation von A) mit Hilfe des Gauischen Eliminationsverfahrens kann der
Losungsvektor auf einfache Art und Weise iiber die resultierenden Dreiecks-
systeme bestimmt werden,

Ly=0b, Uzr=y. (1.4)

In der Praxis ist diese direkte Vorgehensweise i. a. nicht geeignet. Zum einen
ist der hohe Rechenaufwand des Gaufischen Eliminationsverfahrens fiir hin-
reichend grofle Matrixdimension prohibitiv, zum anderen sind die Faktoren
L und U im Gegensatz zu A meist voll besetzt. Die bei der Faktorisie-
rung entstehende Auffiillung kann durch intelligente Pivotstrategien auf ein
Minimum beschréankt werden. Dazu sind jedoch geeignete Datenstrukturen
erforderlich, und eine effiziente Realisierung des so modifizierten Eliminati-
onsverfahrens ist oft schwierig. Daher betrachten wir ab jetzt ausschlielich
iterative Verfahren.
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1.3 Iterationsverfahren

Iterative Verfahren berechnen sukzessive bis zum Erreichen eines vorgege-
benen Abbruchkriteriums wie beispielsweise einer Genauigkeitsanforderung
Approximationen an die gesuchte exakte Losung des linearen Gleichungssy-
stems. Allen iterativen Verfahren ist gemein, dafl in jedem Iterationsschritt
im wesentlichen eine Matrix-Vektor-Multiplikation mit der diinn besetzten
Koeffizientenmatrix auszufiihren ist. Der Rechenaufwand ist daher in jedem
einzelnen Iterationsschritt vergleichbar mit dem Aufwand fiir eine Matrix-
Vektor-Multiplikation mit A. Eine Ausnahme bildet das GMRES-Verfahren
[60], bei dem der Aufwand zur Losung eines Kleinste-Quadrate-Problems
dominiert.

1.3.1 Klassische Iterationsverfahren

Die éltesten und einfachsten Iterationsverfahren zur Losung linearer Glei-
chungssysteme sind die einstufigen, stationéren Iterationsverfahren. Eine
ausfiihrliche Einfithrung dieser und verwandter Iterationsverfahren findet
man in verschiedenen klassischen Lehrbiichern [69, 74].

Iterationsverfahren

Definition 1.14. Ein einstufiges, stationéres Iterationsverfahren ist eine
Iteration der Gestalt

25 = H2® 4 e k=0,1,... (1.5)

mit einer Iterationsmatrix H € C"*™ und einem Vektor ¢ € C" zu einem
gegebenen Startvektor (9 € C".

Iterative Verfahren der Gestalt (1.5) werden als stationdr bezeichnet, da die
[terationsmatrix H nicht vom jeweiligen Iterationsschritt & abhéngt. Der
Begriff , einstufig® gibt an, daf zur Berechnung der neuen Iterierten z(+1)
lediglich die unmittelbar zuvor berechnete Iterierte 2(*) herangezogen wird.

Zerlegungen

Zur Konstruktion geeigneter einstufiger, stationédrer Iterationsverfahren zur
Losung des linearen Gleichungssystems (1.1) benétigen wir zunéchst die fol-
gende Definition.

Definition 1.15. Es sei A € C"*". Die Darstellung A = M — N von A
heiflt Zerlegung von A, falls M regular ist.
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Ist A= M — N eine Zerlegung der Matrix A € C"*", so erfiillt die gesuchte
exakte Losung die Fixpunktgleichungen

Mz* = Na* +b, a* =M *Nz*+ M 'b. (1.6)

Daher induziert jede Zerlegung A = M — N einer reguldren Matrix A € C™*"
ein Iterationsverfahren der Gestalt (1.5) zur Losung des Systems (1.1),

Q:(ngrl) — MﬁlNCE(k) + ]\/[*1[)7 k= 07 1, e

k

Im Falle der Konvergenz strebt die Folge der Iterierten 2*) nach den vorher-

gehenden Uberlegungen gegen die gesuchte Losung,
e®) o g* = A7,k — oo (1.7)

Beim praktischen Rechnen wird natiirlich weder die Inverse M~! der Ma-
trix M noch die Iterationsmatrix H = M !N explizit konstruiert, sondern
die Iterierte %1 wird iiber das durch (1.6) induzierte System gemif der
Vorschrift

Maz* D = No® 4 b k=0,1,...
aus der Iterierten 2*) berechnet.
Bevor wir uns Konvergenzaussagen einfacher, stationérer Iterationsverfahren
zuwenden, werden wir exemplarisch einige hdufig verwendete, Iterationsver-
fahren induzierende Zerlegungen angegeben. Abkiirzend bezeichnet dabei D

den Diagonalanteil, —L den strikten unteren und —U den strikten oberen
Dreiecksanteil der Matrix A.

Jacobi-Zerlegung

Definition 1.16. Ist A= D —L—U € C"", D reguldr und w € R\{0}, so
heifit A = P — @Q mit

P = w'D

Q = w'l-w)D+L+U
relaxierte Jacobi-Zerlegung von A und das induzierte Iterationsverfahren re-
laxiertes Jacobi-Verfahren.

(1.8)

Beispiel 1.17. Die Iterierte 2*+1) des relaxierten Jacobi-Verfahrens zur
Losung des linearen Gleichungssystems (1.3) ist komponentenweise gegeben
durch

x(kJrl) _ (1

%

w
— w)x,gk) + 1 <bi + :cgﬁ)l + a;l(i)l + xE@N + 951(? > ) (1.9)

Dabei sind Komponenten auflerhalb des zuldfligen Indexbereichs identisch
Null zu setzen.
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SOR- und SSOR-Zerlegung

Definition 1.18. Ist A= D —L—U € C"", D regulidr und w € R\{0}, so
heifit A = P — @ mit

P = wi{(D-wlL)
Q = w((1—w)D+wl) (1.10)
SOR-Zerlegung von A und das induzierte Iterationsverfahren SOR~Verfahren
(engl.:  Successive Over-Relaxation) oder auch relaxiertes GauB-Seidel-
Verfahren.

Definition 1.19. Essei A = D—L—U € C*", D reguldr und w € R\{0, 2}.
Dann heifit A = P — () mit

P = (w2-w)™Y(D-wL)DYD —wU) (1.11)
Q = W2-w) ' ((1-wD+wL)D7Y((1 —w)D+wl))
SSOR-Zerlegung von A und das induzierte Iterationsverfahren SSOR-
Verfahren (engl.: Symmetric Successive Over-Relaxation) oder auch rela-
xiertes symmetrisches Gauf3-Seidel-Verfahren.

Fir w = 1 wird das SOR-Verfahren (SSOR-Verfahren) auch (symmetri-
sches) GauB-Seidel-Verfahren genannt und abkiirzend GS-Verfahren (SGS-
Verfahren) geschrieben.

Eine weitere Klasse einfacher, stationérer Iterationsverfahren wird durch die
sogenannte unvollstindige LU-Zerlegung (engl.: Incomplete LU decomposi-
tion; ILU-Zerlegung) induziert:

ILU-Zerlegung

Die Idee der ILU-Zerlegung und ihrer Varianten beruht darauf, innerhalb des
Gauflschen Eliminationsprozesses die Auffiillung (engl.: fill-in) der Faktoren
L und U lediglich an bestimmten Positionen zuzulassen.

Definition 1.20. Es sei A = (a;;) € C*" und Z = {1,...,n} eine ange-
ordnete Indexmenge. Die Menge E C 7 x 7 heifit Muster, falls gilt

{(i,9) | i€ T} CE.

Definition 1.21. Eine unvollstdndige LU-Zerlegung von A = (a;;) € C**"
zum Muster E ist eine Zerlegung der Form A = LU — R. Dabei ist L =
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(l;;) eine normierte untere und U = (u;;) eine obere Dreiecksmatrix mit der
Eigenschaft

lz’j = U5 = 0 fir alle (Z,j) ¢ FE.

Gilt zusatzlich

Zlikukj = Qyj fir alle (Z,j) <
k=1

so heifit die ILU-Zerlegung direkt.

Ublicherweise besteht das Muster £ mindestens aus den Positionen der Nicht-
nullelemente der Matrix A = (a;;) € C"*™ und dem minimalen Muster,

E={j) | ai; #0yU{@,i) | i}

Relaxierte ILU-Zerlegung

Bei einer ILU-Zerlegung A = LU — R werden Nichtnullelemente der Matrix
A auflerhalb des Musters F nicht beriicksichtigt. Bei der folgenden Mo-
difikation werden diese Elemente nicht ersatzlos ignoriert, sondern relaxiert
auf die Diagonale der Matrix LU aufgetragen:

Definition 1.22. Es sei w € R. Eine relaxierte ILU-Zerlegung von A =
(a;;) € CY" zum Muster E ist eine ILU-Zerlegung von A zum Muster E,
fiir die gilt

aij = ZlikUkj fir alle (i,5) € E, i # 7,
k=1
Tii = W Z r;; fur alle 4. (1.12)
J=Lj#

Fiir w = 0 sind die relaxierte ILU-Zerlegung und die ILU-Zerlegung identisch,
fir w = —1gilt LU1 = Al.

Konvergenz

Definition 1.23. Ist 2(*) Iterierte eines Iterationsverfahrens zur Losung des
Systems Az = b, so bezeichnet r®*) = b — A2z® das Residuum und e®) =
" — 2™ mit 2 = A~'b den Fehler. Zwischen Fehler und Residuum gilt die
Beziehung Ae®) = ),
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Die Konvergenzeigenschaften einstufiger, stationdrer Iterationsverfahren
wird vollstdndig bestimmt durch die zugehorige Iterationsmatrix

H=M'N=M"'M-A) =I-M"1A, (1.13)
denn fiir den Fehler gilt offensichtlich
e®) = Helh=D = fFe©®, (1.14)
Wir werden diese Aussage nun prézisieren.

Definition 1.24. Das Iterationsverfahren (1.5) heifit konvergent, falls ein
Vektor x € C™ existiert, so dal unabhéngig von der Wahl des Startvektors
7(® € C” die Folge der Iterierten 2(*) aus (1.5) gegen  konvergiert.

Satz 1.25. Das Iterationsverfahren (1.5) ist genau dann konvergent, wenn
fiir den Spektralradius p(H) der Iterationsmatrix H die Ungleichung p(H) <
1 erfiillt ist.

Beweis. [26], Satz A.2.4. O

Eine hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz des Iterationsverfahrens
(1.5) ist ||H|| < 1, da die Abschitzung p(H) < ||H|| fiir jede Operatornorm
in C"*" gilt.

Konvergenzrate

Wir benétigen nun die Definition der Konvergenzrate einer Nullfolge, um
anschliefflend als Maf3 fiir die Konvergenzgeschwindigkeit von Iterationsver-
fahren die asymptotische Konvergenzrate definieren zu kénnen. Es wird sich
herausstellen, dafl die asymptotische Konvergenzrate mit dem Spektralradius
der Iterationsmatrix identisch ist.

Definition 1.26. Es sei {a;} eine Nullfolge in R}. Dann bezeichnet R(ay)
die Konvergenzrate

R(ay) =inf{r>0 | 3C >0: a;, < Cr* Vk}.

Definition 1.27. Das Iterationsverfahren (1.5) sei konvergent. Dann be-
zeichnet R = R((1.5)) die Konvergenzrate von (1.5),

R = R((1.5)) = sup {R(He(k)H) | {z®™} ist Tteriertenfolge von (1.5)}.
Satz 1.28. Das Iterationsverfahren (1.5) sei konvergent. Dann gilt

R((1.5)) = p(H).
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Beweis. [26], Satz A.2.6. O

Definition 1.29. Die asymptotische Konvergenzgeschwindigkeit des Itera-
tionsverfahrens (1.5) ist definiert als

A= A((L5)) = — logyy R((L.5)).

Die asymptotische Konvergenzgeschwindigkeit 148t sich dahingehend inter-
pretieren, daf fiir hinreichend grofles k£ die Anzahl der korrekten Dezimal-
stellen sich pro Iteration um A erhoht.

Beispiel 1.30. Die Iterationsmatrix H des relaxierten Jacobi-Verfahrens
zur Losung des linearen Gleichungssystems (1.3) besitzt die n Eigenwerte

(k1) — (1 _ v k_ﬂ l_ﬂ < <
A (1 w)+2<cos(N+1)—l—cos<N+1)>, 1<kI<N

mit den zugehorigen Eigenvektoren z(*!

fei I
ZZ(”;J):sin(Nill)sin(N’/zl), 1<4,5 <N.

Der Spektralradius p(H) der Iterationsmatrix H ist daher

i —2
p(H)—l—w(l—cos <N—+1)> =1—-0O(N7). (1.15)
Das Beispiel zeigt, daf fiir das relaxierte Jacobi-Verfahren die Konvergenzrate
von der Diskretisierungsschrittweite h abhingt, d.h. das relaxierte Jacobi-
Verfahren konvergiert um so langsamer, je feiner die Diskretisierung gew&hlt
wird. Dieses Phdnomen wird in der Theoretischen Physik critical slowing
down genannt.

Anordungen der Gitterpunkte

Abgesehen von der Diskussion in Kapitel 5 werden im Rahmen der vor-
liegenden Arbeit ausschliefilich Koeffizientenmatrizen A betrachtet, welche
Kopplungen zwischen Gitterpunkten auf dem sogenannten zweidimensiona-
len Standard-Gitter

1

reprasentieren. Unterschiedliche Anordnungen der Gitterpunkte fithren zu
unterschiedlichen Koeffizientenmatrizen. Eine Matrix erhalten wir aus einer
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anderen durch eine Transformation der Gestalt A — PT AP, wobei P eine
Permutationsmatrix ist. Da sich mit den Koeffizientenmatrizen im allgemei-
nen auch die Iterationsmatrizen &ndern, kénnen sich die Konvergenzraten
eines einfachen, stationdren Iterationsverfahrens bei einem Wechsel von einer
Anordnung der Gitterpunkte zu einer anderen unterscheiden. Daher werden
nun zwei wichtige Anordnungen eingefiihrt.

Eine natiirliche Reihenfolge ist die sogenannte lexikographische Anordnung:

Definition 1.31. Fiir zwei Gitterpunkte x = (ih, jh) und y = (kh, lh) gelte
x < y genau dann, wenn entweder ¢ < k ist oder ¢ = k und j < [. Die Anord-
nung einer Menge von Gitterpunkten beziiglich ,,<* heifit lexikographische
Anordnung.

Im Rahmen dieser Arbeit benotigen wir desweiteren die odd-even Anordnung.
Dazu definieren wir:

Definition 1.32. Der Gitterpunkt x = (ih, jh) heifit gerade (engl.: even),
falls die Summe ¢ + j gerade ist, andernfalls ungerade (engl.: odd).

Definition 1.33. Permutieren wir die Gitterpunkte so, dal zunéchst alle
ungeraden und anschliefend alle geraden Gitterpunkte gezahlt werden, so
nennen wir die resultierende Anordnung auch odd-even Anordnung.

Abbildung 1.1 veranschaulicht eine lexikographische Anordnung und eine
odd-even Anordnung der Gitterpunkte.

@ ® 3 & @ 69 @ G G @ Gy @

@ @ @ @ @ @ B @ W ® © @

v @ @ @ @ @ @ W @@ @ @ @

@ W @® @ W 9 @ @ 6 ® © @

@ (& (» © @ @ @ @ @ & @ 6

@ @ & @ & © ® © @ @ 6 @
(a) lexikographisch (b) odd-even

Abbildung 1.1: Lexikographische und odd-even Anordnung der Gitterpunkte.

Die Definition sowohl der lexikographischen als auch der odd-even Anord-
nung der Gitterpunkte lafit sich ohne Miihe auf d-dimensionale Gitter mit
d > 2 erweitern, vgl. Definition 5.4 und Definition 5.5.
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1.3.2 Krylov-Unterraum-Verfahren

Krylov-Unterraum-Verfahren sind nicht-stationére, iterative Losungsver-
fahren. Die Grundidee aller Krylov-Unterraum-Verfahren ist stets die glei-
che. Es werden sukzessive Vektorrdume hoherer Dimension erzeugt, geméf
eines vorgegebenen Auswahlkriteriums darin ein Vektor als Approximation
an die gesuchte Losung des Gleichungssystems bestimmt und iiberpriift, ob
diese Ndherung bereits den Genauigkeitsanforderungen geniigt. Die dabei
verwendeten Vektorrdume sind die sogenannten Krylov-Unterrdume.

Definition 1.34. Es sei A € C"*", r € C" und m € N. Dann heif}t

K., (A,r) = span {r, Ar, ... ,Amflr}
der Krylov-Unterraum der Stufe m beziiglich A und r.
Offensichtlich ist die Dimension der Krylov-Unterrdume nach oben be-
schrinkt, insbesondere spannt nicht jeder Krylov-Unterraum den C”
vollstandig auf.
Lemma 1.35. Essei A € C"*" und r € C"\{0}. Dann existiert ein mg € N,
mo < n mit dim K,,(A,r) =m firallem =1,... ;mg und dim K,,(A,r) =
myg fur alle m > myg.
Beweis. [15], Abschnitt 3.1. O

Satz 1.36. Es sei A € C™™ regulir, b € C". Dann gilt fiir jedes 2(®©) € C”

vt = A" €2 + K, (A, r "),
A ¢ 2O 4 K, (A, @), m o< mg

mit 7@ = b — Az© und my aus Lemma 1.35.

Beweis. [15], Abschnitt 3.1. O

Mit der Definition der Krylov-Unterrdume ist es nun moglich, die Klasse der
Krylov-Unterraum-Verfahren zu charakterisieren:

Definition 1.37. Ein Krylov- Unterraum Verfahren zur Losung von (1.1) ist
ein Verfahren, fiir dessen Iterierte 2™ gilt, da (™ € 2 + K, (A, () ist.
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Das CG-Verfahren

Krylov-Unterraum-Verfahren unterscheiden sich durch die Auswahl der Ite-
rierten. So kann beispielsweise unter geeigneten Voraussetzungen an die
Matrix erreicht werden, dafl die Iterierte gewissen Optimalitdtsbedingungen
geniigt. Exemplarisch sei hier auf das Anfang der 50er Jahre entwickelte
CG-Verfahren [39] hingewiesen, welches den Erfolg von Krylov-Unterraum-
Verfahren als moderne iterative Loser einleitete.

Fiir hermitesch positiv definite Matrizen A € C™*" wird die CG-Iterierte
in jedem Schritt so bestimmt, dafl der Fehler in der A-Norm unter allen
moglichen Iterierten aus dem Krylov-Unterraum minimal ist,

el =" =2 = _ min et =l (L17)

1
r€x(0) 4+ K, (A,r(©

Diese Minimalitédtseigenschaft kann auch dahingehend interpretiert werden,
daBl das Residuum orthogonal zum bereits erzeugten Krylov-Unterraum ist
(s. [15], Abschnitt 3.3.1),

r® 1 Ky (A,r©). (1.18)

Ausgehend von (1.17) kann der Fehler in jedem Iterationsschritt nach oben
abgeschétzt werden:

Satz 1.38. Es sei A € C™*™ hermitesch positiv definit. Der Fehler der CG-
[terierten geniigt der Ungleichung

le®]l4 <2 (%) le©]l4. (1.19)

Beweis. [66], Theorem 38.5. O

Das CG-Verfahren besitzt daher héchstens die Konvergenzrate

k(A)—1

und die asymptotische Konvergenzgeschwindigkeit Ao o< 1/4/K(A).
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Weitere Krylov-Unterraum-Verfahren

Die Idee des CG-Verfahrens kann erfolgreich auf weitere Klassen von Matri-
zen iibertragen werden. Fiir hermitesch indefinite Systeme generiert MIN-
RES [51] die Iterierten so, da8 das Residuum minimal ist,

|- &y = ||b — Az®)||y = min )Hb—AmHZ. (1.20)

z€x(O) 4+ Ky (A,r(0)

Sowohl das CG-Verfahren als auch MINRES basieren auf dem symmetri-
schen Lanczos-Verfahren [44], welches fiir nicht-hermitesche Matrizen nicht
geeignet ist. In diesem Fall werden statt dessen Krylov-Unterraum-Verfahren
verwendet, die auf dem unsymmetrischen Lanczos-Verfahren beruhen. Pro-
totyp dieser Krylov-Unterraum-Verfahren ist das Bi-CG [45], [24], in dem
die Iterierte so konstruiert wird, daf§ das Residuum orthogonal zum Krylov-
Unterraum der Adjungierten steht,

r® | K (AR R, e (1.21)

Da jedoch die Galerkin-Bedingung (1.21) im allgemeinen keine Minima-
litdtseigenschaft des Residuums 7(*) nach sich zieht, kann und wird ||r®||,
starke Schwankungen aufweisen.

Mit QMR [25] steht ein weiteres auf dem unsymmetrischen Lanczos-
Verfahren aufbauendes Krylov-Unterraum-Verfahren bereit, das zumindest
eine ,,Quasi-Optimalitdt“ des Residuums erzwingt. Aus diesem Grund ist
das Konvergenzverhalten des QMR typischerweise glatter als das des Bi-CG.

Eine Verallgemeinerung von MINRES ist GMRES [60], das auf der Arnoldi-
[teration [3] beruht und auch bei allgemeinen Matrizen Iterierte mit mi-
nimalen Residuen generiert. Mit Ausnahme von GMRES koénnen die Ite-
rierten aller zuvor erwéhnten Krylov-Unterraum-Verfahren mit Hilfe einer
kurzen Rekursionsvorschrift aus einer oder einigen wenigen zuvor bestimm-
ten Iterierten berechnet werden. Aus praktischen Griinden wird daher das
GMRES-Verfahren nach k Iterationen mit der zuletzt bestimmten Iterier-
ten als Startwert erneut gestartet. Auch bei dieser GMRES(k) genannten
Variante des GMRES ist die Konvergenz nicht garantiert.

Durch eine Kombination der bisher angesprochenen Krylov-Unterraum-
Verfahren stehen hybride Krylov-Unterraum-Verfahren zur Verfiigung. So
ist beispielsweise das BiCGStab [67] als Kombination des Bi-CG und des
GMRES(1) ein Krylov-Unterraum-Verfahren, bei dem das haufig irregulére
Konvergenzverhalten des Bi-CG durch eine lokale Minimierung mittels
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GMRES(1) gegléttet wird. Eine Erweiterung zu BiCGStab(l) wurde in [64]
vorgestellt.

Einen Uberblick iiber Krylov-Unterraum-Verfahren findet man u.a. in [6, 15,
59, 62, 61]. Des weiteren existieren eine Vielzahl von Krylov-Unterraum-
Verfahren, welche insbesondere fiir Koeffizientenmatrizen mit speziellen Ei-
genschaften angepafit bzw. entwickelt wurden [30]. So wurden beispielswei-
se moderne Krylov-Unterraum-Verfahren wie QMR und GMRES besonders
effizient fiir Familien geshifteter Systeme [28, 27, 29], polynomiale Syste-
me [23] und Systeme mit nicht-trivialen Symmetrien [53] erweitert und mo-
difiziert.

1.4 Prikonditionierung

Moderne Krylov-Unterraum-Verfahren haben sich als iterative Losungs-
verfahren grofler linearer Gleichungssysteme fiir gut konditionierte Matrizen
bewéhrt. In der Praxis treten jedoch héufig Systeme auf, die mit den moder-
nen Krylov-Unterraum-Verfahren allein nur schwer zu 16sen sind. Thre Popu-
laritat verdanken Krylov-Unterraum-Verfahren aber der Tatsache, daf3 durch
eine Priakonditionierung genannte Transformation des Systems die Konver-
genzgeschwindigkeit der Verfahren selbst bei diesen realen Problemen meist
drastisch verbessert werden kann [4, 59].

Prikonditioniertes System

Die Konvergenzgeschwindigkeit iterativer Verfahren héngt im wesentlichen
von den Spektraleigenschaften der beteiligten Koeffizientenmatrix ab, wel-
che in vielen Anwendungen durch eine Priakonditionierung, d.h. durch geeig-
nete Transformation vom urspriinglichen System hin zu einem dquivalenten
System

AT =b, A=DM'AM;', T= DMz b=M"b, (1.22)
beschleunigt werden kann.

Definition 1.39. Die Matrizen M; und M, aus (1.22) heiflen linker bzw.
rechter Prakonditionierer, die Matrix M = M; M, Prikonditionierer von A.

Die Splittung des Prikonditionierers M in M; und Ms ist fiir gewohnlich
nicht notig, da sich Krylov-Unterraum-Verfahren im allgemeinen so umfor-
mulieren lassen, dafl pro Iterationsschritt die Systeme

Mu=v bzw. M7Pu=v (1.23)
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zu 16sen sind. Jedoch ist dies nicht immer moglich, so daf es in einigen Féllen
sinnvoll sein kann, ausschlielich eine rechte (M; = I) oder linke (My = I)
Priakonditionerung zu wéhlen, um den durch die Prdkonditionierung entste-
henden zusétzlichen Aufwand pro Iteration gering zu halten.

Eigenschaften eines Prikonditionierers

Ziel bei der Priakonditionierung iterativer Verfahren ist die Konstruktion ei-
nes Priikonditionierers M, so dafl der Ubergang von dem urspriinglichen (1.1)
zu dem priikonditionierten System (1.22) einen Geschwindigkeitsgewinn be-
deutet. Aus diesem Grund fordern wir von einem Prikonditionierer insbe-
sondere die folgenden FEigenschaften:

a) Die Matrix M ist eine Approximation von A.
b) Die Konstruktion von M ist nicht prohibitiv.
c¢) Das Losen der Systeme mit M ist einfach.

Die erste Forderung fiihrt zu einer Verbesserung der Konvergenzrate, die
zweite beschrankt den Initialisierungsaufwand des Prakonditionierers und die
dritte Forderung limitiert den durch die Prékonditionierung resultierenden
zusitzlichen Aufwand pro Iteration. Ferner sind weitergehende Forderungen,
beispielsweise die der parallelen Realisierung des Prakonditionierers oder das
Respektieren einer vorhandenen Symmetrieeigenschaft denkbar.

Abgebrochene Reihenentwicklungen

Als eine erste, naheliegende Moglichkeit zur Beschleunigung von Krylov-
Unterraum-Verfahren bietet es sich an, als Priakonditionierer eine direkte
Approximation der Inversen der Koeffizientenmatrix zu konstruieren.

Lemma 1.40. Es sei B € C**" mit p(B) < 1. Dann gilt
(I-B)'=) B" (1.24)
v=0

Beweis. [26], Satz A.2.2. O

Lemma 1.41. Es sei A = P — (@ eine Zerlegung von A mit p(P~'Q) < 1.
Dann gilt

o0

ATt =) (PP (1.25)

v=0
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Beweis. Es ist A= P(I — P7'Q) mit p(P~'Q) < 1. Die Behauptung folgt
mit Lemma 1.40. U

Trunkieren wir die Reihenentwicklung (1.25), so erhalten wir als Prikondi-
tionierer

k—1

M =Y (PTQ) P (1.26)

v=0

Die Prékonditionierung durch eine abgebrochene Reihenentwicklung (1.26),
also das Berechnen des Vektors u = M, v, kann auch interpretiert werden
als Ausfithren von k Schritten eines einfachen Iterationsverfahrens:

Lemma 1.42. Es sei A = P — Q eine Zerlegung von A € C*". Ist z®
Iterierte des Iterationsverfahrens

Pzt = Q™ 4 b, k=0,1,...

mit Startwert z(®) = 0, so gilt

o
—

2Z® =N "(PQ)P ' k=0,1,...

<
Il
=)

Beweis. Per Induktion tiber k. O]

Weitere Priakonditionierungstechniken

Neben der abgebrochenen Reihenentwicklung als eine problemunabhéngige
Standardmoglichkeit zur Beschleunigung von Krylov-Unterraum-Verfahren
und den im néchsten Kapitel ausfiihrlicher dargestellten Multilevel-Verfahren
existieren andere Priékonditionierungstechniken.

Genannt seien hier neben der blockzyklischen Reduktion [16] und der
Prikonditionierung durch diinn besetzte approximative Inverse [17, 33] ins-
besondere solche problemspezifischen Methoden, die beispielsweise auf einer
Zerlegung der Matrix in zwei oder mehrere Operatoren basieren [31] und so
das zugrunde liegende kontinuierliche Problem besser reflektieren.

Da diese Vorgehensweisen jedoch nicht Gegenstand der vorliegenden Arbeit
sind, verweisen wir fiir eine detaillierte Beschreibung dieser und anderer Me-
thoden auf die einschlédgige Literatur.
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Kapitel 2

Multilevel-Verfahren

Multilevel-Verfahren wie Mehrgitterverfahren (engl.: multigrid methods) und
Gebietszerlegungsmethoden (engl.: domain decomposition methods) sind
weitere [terationsverfahren, welche sich insbesondere zur numerischen Losung
partieller Differentialgleichungen eignen. Der Grund hierfiir ist, daf§ unter
gewissen Voraussetzungen der Aufwand bei diesen Methoden proportional
zur Anzahl der Unbekannten und die Konvergenzrate unabhéngig von der
Diskretisierungsschrittweite ist. Damit zédhlen Multilevel-Verfahren poten-
tiell zu den schnellsten iterativen Losungsverfahren fiir lineare Gleichungs-
systeme. Aufgrund dieser Optimalitdt wird meist auf die Kombination von
Multilevel- und Krylov-Unterraum-Verfahren verzichtet, wobei aber gerade
die Verbindung von Krylov-Unterraum-Verfahren mit Multilevel-Iterationen
zur Préakonditionierung fiir viele in der Praxis relevante Aufgabenstellungen
sehr effiziente Iterationsverfahren liefert.

Da kein universal als Black-Box einsetzbares Multilevel-Verfahren exi-
stiert, sondern die Komponenten von Multilevel-Verfahren problemspezifisch
gewahlt werden miissen, werden wir uns in diesem Kapitel eher konzeptionell
mit Multilevel-Verfahren beschéftigen.

2.1 Mehrgitterverfahren

In diesem Abschnitt werden wir die Idee der Zwei- und Mehrgitterverfahren
[36, 37, 10] beschreiben. Dazu stellen wir die zwei wesentlichen Komponen-

19
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ten ,, Glattungsiteration“ und ,,Grobgitterkorrektur“ vor und zeigen auf, wie
diese sich als Bestandteile eines Zweigitterverfahrens ergéanzen. Anschliefend
werden wir echte Mehrgitterverfahren motivieren.

2.1.1 Glattungsiteration

Der Ausgangspunkt zur Herleitung von Mehrgitterverfahren ist eine Analyse
der Fehler einer Folge von Iterierten, welche mittels eines einfachen, sta-
tiondren Iterationsverfahrens generiert wurde. Exemplarisch stellen wir das
relaxierte Jacobi-Verfahren zur Losung des Dirichletschen Randwertproblems
(1.2) vor und zeigen, daB es gute Glattungseigenschaften besitzt.

Lemma 2.1. Die Matrix A aus (1.3) besitzt die n Eigenwerte

km Im
(kD) — g _ - < <
A 4 2(COS(N+1)+COS<N+1)>’ 1<kI<N

mit den zugehorigen Eigenvektoren z()

ki Iy
Zi(,];"l) = sin (Nj_zl) sin (NL—il) s 1 S /L,] S N. (21)

Beweis. [38], Abschnitt 4.1. O

Betrachten wir die Eigenvektoren 2! als Gitterfunktionen, vgl. Abb. 2.1,
so ist es naheliegend, die Eigenvektoren in zwei Klassen, ndmlich in niedrig-
und hochfrequente Eigenvektoren, einzuteilen:

Definition 2.2. Wir bezeichnen den durch die hochfrequenten Eigenvekto-
ren aufgespannten Unterraum

. N
X = span (z(”) | 1<4i,5 <N, max{i,j} > 5) (2.2)

als Raum der oszillierenden Gitterfunktionen und den durch die niedrigfre-
quenten Eigenvektoren aufgespannten Unterraum

Y = span (z(i’j) | 1<i4,j < —) (2.3)

als Raum der glatten Gitterfunktionen.
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(a) glatt (b) oszillierend

Abbildung 2.1: Glatter Eigenvektor z*»? und oszillierender Eigenvektor
20717 quf einem Gitter €, mit N = 20.

Unser vorlaufiges Ziel ist es, das Konvergenzverhalten des relaxierten Jacobi-
Verfahrens auf dem Raum der oszillierenden Gitterfunktionen zu analysieren.
Dazu bemerken wir, daf die Eigenvektoren (2.1) der Matrix A und die der
[terationsmatrix

H=1- %A, w € R\{0} (2.4)

des relaxierten Jacobi-Verfahrens offensichtlich identisch sind, und da diese
Eigenvektoren eine Orthogonalbasis bilden [38], 148t sich der Fehler in der
Eigenvektorbasis schreiben als

N
ek = Z a; ;209 (2.5)
ij=1

Unter der Voraussetzung, dafl der Fehler ausschliellich aus hochfrequen-
ten Eigenvektoren besteht, liefert das folgende Lemma die Konvergenz des
Jacobi-Verfahrens unabhéngig von der zugrunde liegenden Diskretisierungs-
schrittweite h.

Lemma 2.3. Gilt ¢ € X, so folgt e®) € X, und fir w = ‘—; geniigen die
Fehler e®) der Abschitzung

3 k
IOl < (2) 19 (26)

Beweis. Analog zum Beweis von Lemma 10.1.1 in [38]. O
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Spalten wir den Anfangsfehler auf in einen niedrig- und einen hochfrequenten
Anteil, so kénnen wir folgern, dafi durch einige wenige Schritte des relaxier-
ten Jacobi-Verfahrens die hochfrequenten Anteile des Fehlers stark reduziert
werden. Die niedrigfrequenten Anteile des Fehlers variieren als Funktion
auf dem Gitter vergleichsweise langsam. Anstelle einer Reduktion erfolgt
also eine Glattung des Gesamtfehlers. Iterationsverfahren mit dieser Eigen-
schaft bezeichnen wir als Gldttungsiteration, die zugehorige Iterationsmatrix
als Gldtter.

Lemma 2.4. Nach v Schritten einer auf der Zerlegung A = M — N der
Matrix A basierenden Glattungsiteration erhalten wir als Iterierte

v—1
2 =82+ S, S=MT'N,
=0

und fiir den Fehler gilt e = §7e(©)

Beweis. Per Induktion iiber v. O

Algorithmus 2.1 Glattungsiteration

1: procedure S(z,b,v)

2 x(o) =

33 forl=0,...,v—1do
4: Mz = Nz® + b
5:  end for

6 z=z®

7: end

Wir werden spéter den Begriff der Glattungseigenschaft préazisieren, vgl. Satz
2.23.

2.1.2 Grobgitterkorrektur

Im letzten Abschnitt haben wir gezeigt, dafl eine Glattungsiteration den os-
zillierenden Anteil des Fehlers in einigen wenigen Iterationsschritten zu redu-
zieren vermag. Dieser Teil des Fehlers liegt in dem Raum der Eigenvektoren
zu groflen Eigenwerten, also hohen Frequenzen. Die Anteile zu niedrigen
Frequenzen hingegen werden nicht oder kaum reduziert.

Das Ziel ist nun die Konstruktion eines Zweigitterverfahrens als eine Produkt-
iteration, bestehend aus einigen Schritten einer Glattungsiteration gefolgt
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von einem komplementédren Verfahren, der sogenannten Grobgitterkorrektur,
welches die niedrigfrequenten Anteile des Fehlers schnell reduziert. Dazu
werden niedrige Frequenzen von dem originéren Gitter auf ein groberes Gitter
transferiert, wo diese sich wie hohe Frequenzen verhalten und somit durch
einfache Iterationsverfahren wieder schnell gegliattet werden kénnen. FKEine
rekursive Vorgehensweise dieser Idee fithrt zu echten Mehrgitterverfahren.

Im Gegensatz zu den zuvor in Kapitel 1 vorgestellten Iterationsverfahren
(mit Ausnahme von GMRES) berticksichtigt ein Mehrgitterverfahren (bei
Néchste-Nachbar-Kopplungen reprasentierenden Koeffizientenmatrizen) bei
der Aufdatierung der Iterierten nicht nur die auf dem néchsten Gitterpunkt
vorliegende Information, sondern auch Information auf bzgl. des origindren
Gitters weit entfernt liegenden Gitterpunkten. Dies ist der Grund dafiir, dafl
bei Mehrgitterverfahren das Phdnomen des critical slowing down eliminiert
werden kann [19].

Zweigitterverfahren

Zur Berechung der exakten Losung z; = A,jolbho des linearen Gleichungssy-
stems

Ahol’ho = bho, Aho = A, bho =b (27)
auf dem Gitter 25, betrachten wir die dquivalente Residualgleichung
Ahoeho = Tho>s €hy = JZZO — Thy, Thy = bho - Ahoxho- (28)

Ist die Gitterfunktion :L‘;LIZ) € (), das Resultat einiger Schritte einer ein-
fachen Glattungsiteration, so ist der zugehorige Fehler egz) nach obigen
Uberlegungen glatt und kann deshalb auf einem gréberen Gitter €, ap-

proximiert werden.

Zur Konstruktion eines approximativen Fehlers wird das Residuum T}(llz) durch
eine Restriktion RZ; : Qpy — Oy, auf das Gitter €2y, transferiert. Anschlie-

Bend wird eine Approximation egﬁ) des Fehlers egz) auf dem groben Gitter
2y, als Losung eines geeigneten Grobgittersystems mit einer Grobgitterma-
trix Ay, bestimmt,

Ahleg? = r}(LIj), Th, = RZér}(L];). (2.9)

Danach wird die Losung eg? des Grobgittersystems mittels einer Prolonga-
tion P,ZO : Qp, — Qp, auf das origindre Gitter €2, interpoliert, und als neue
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Iterierte die Gitterfunktion

xgzﬂ) = xﬁjf} + P,Z"eg? (2.10)
berechnet.
Zusammenfassend erhalten wir:

Lemma 2.5. Fiir eine Gitterfunktion x,&? € C" liefert die Grobgitterkorrek-
tur als neue Iterierte

oD = (I — PloA LRI Ay )l + PO ATIR by

1

Beweis. Per Konstruktion. O

Algorithmus 2.2 Grobgitterkorrektur

1: procedure GGK(zp,,bp,)

2 Ty = bry — AngTng {Residuum}
3 Thy = RZ(I)T ho {Restriktion}
40 Apen, =1p, {Grobgittersystem}
5 Tpy = Thy + Pﬁfehl {Prolongation}
6: end

Kombinieren wir die Idee der Glattungsiteration und die der Grobgitterkor-
rektur, so erhalten wir als Produktiteration eine Zweigitteriteration, s. Alg.
2.3, und wir konnen geméaf unseren vorherigen Uberlegungen beweisen:

Satz 2.6. Das Zweigitterverfahren ist ein Iterationsverfahren der Gestalt
(1.5), und die zugehorige Iterationsmatrix H lautet

szzu—ﬁmgﬂywsw

post pre*

Dabei bezeichnen v; und vy die Anzahl der Vor- und Nachglédttungsschritte
mit dem Vorglétter S,,. und Nachglétter Sp,s;.

Beweis. Mit Lemma 2.4 und Lemma 2.5 ist der Bewelis trivial. O
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Algorithmus 2.3 Zweigitteriteration
1: procedure ZG(xp,,b,)
20 xpy = SP"(Xny, by, 1) {Vorglattung}
3 Tho = bhy — Apghg {Residuum}
4 Thy = RZérho {Restriktion}
b: Apen =Th {Grobgittersystem}
6:  Tny = Tpy + P;illoehl {Prolongation}
7 Thy = Spest (Ihov bho? VQ) {Nachglattung}
8:

end

Mehrgitterverfahren

Es ist naheliegend, anstelle der exakten Losung des Grobgittersystems (2.9)
rekursiv eine Approximation durch Anwenden von 7(l) Iterationsschritten
eines so modifizierten Zweigitterverfahrens zu berechnen. Dies ist das Mehr-

gitterverfahren.

Natiirlich mufl auch im Falle einer Mehrgitteriteration ein Gleichungssystem
auf dem grobsten Gitter exakt gelost werden. Dies stellt in der Praxis je-
doch kein Hindernis dar, sofern das Gitter und somit auch das entsprechende

System hinreichend klein ist.

Algorithmus 2.4 Mehrgitteriteration

1. procedure MG(zy,,by,,!)

2:  if [ = .« then

3: thl = A}:llbhl

4: else

: T, = S] (T, byl 1 (1))
6: Thi, = Rl+1,l(bhl — Ahlxhl)
7 ehl+1 =0

8: fori=1,...,7() do

9: MG(ehl+17rhl+17l + 1)
10: end for

11: Tp, = Th, + Pl,l+1ehl+1

12: zp, = S (xn,, by, (1))

13: end if
14: end

{Vorglattung}
{Residuum}
{Grobgittersystem}

{Prolongation}
{Nachglattung}
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2.2 Schurkomplement-Methoden

Schurkomplement-Methoden zéhlen zu den Gebietszerlegungsmethoden.
Ausgehend von einer sogenannten F/C-Anordnung der Gitterpunkte werden
wir zunédchst mit Hilfe der exakten Schurkomplement-Zerlegung die Inver-
se der Koeffizientenmatrix angeben. AnschlieBend erhalten wir durch ei-
ne Approximation der exakten Inversen die sogenannten Schurkomplement-
Prikonditionierer.

F/C-Anordnung der Gitterpunkte

Wir partitionieren die Gitterpunkte €2 = QU €, in eine Menge von feinen
(engl.: fine) Gitterpunkten 2y und eine Menge von groben (engl.: coarse)
Gitterpunkten €2,

Q=0;,UQ, Q4 nNQ.=0. (2.11)

Werden zunéchst alle feinen Gitterpunkte und anschlieend alle groben Git-
terpunkte gezihlt, so besitzt die Matrix A € C"*" bei dieser F'/C-Anordnung
der Gitterpunkte die Blockgestalt

A A
A= 15 se ) : 2.12
( Acf Acc ( )

Im folgenden setzen wir stets voraus, dafl A;s nichtsingulér ist.

Bemerkung 2.7. Die Annahme eines Gitters ist ,,rein willkiirlich“, denn die
hier vorgestellten Schurkomplement-Methoden lassen sich fiir jede beliebige
Einteilung der Komponenten bzw. Unbekannten formulieren.

Die Schurkomplement-Zerlegung

Lemma 2.8. Ist A eine Matrix der Gestalt (2.12), so ist das Schurkomple-
ment S4 = Aq. — ACfA]?}A e nichtsingulér.

Beweis. Nach Voraussetzung sind die Matrizen A und Ay nichtsin-
guldr. Somit ist die Behauptung eine unmittelbare Folgerung aus der
Schurkomplement-Zerlegung

- I 0 A 0 I AjfAg
= (g DV )G Y) e

der Matrix A. O]

Die Inverse der Matrix A kann explizit angegeben werden:
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Lemma 2.9. Es sei A eine Matrix der Gestalt (2.12). Dann gilt

_ A7L o —A7TA,, _ _
Al:( fl 0)+( A )sAl(_AcfAf; 1), ()

Beweis. Ausgehend von der Zerlegung (2.13) der Matrix A folgt

(T —A A A 0 I 0
A _(0 I 0 Sy —AgAsp T ) (2.15)

Durch Ausrechnen erhalten wir schliellich die Behauptung. O]

Block-Gauf3-Elimination

Sind die Matrizen AJI} und S, explizit bekannt, so erhalten wir durch eine
Transformation der Matrix A auf Blockdiagonalgestalt,

I 0 App Ape I —AG A\ _ [ Agp O
—AgAs 1 A A 0 I S0 Sa )
und anschlieSendes Losen des zu Ax = b dquivalenten Systems,
Aff 0 I A;}Afc oy o I 0 bf
0 Sa 0 I ze )\ —AgAsp 1 be )’

ein auf der exakten Block-GauB-Elimination beruhendes, prinzipiell direktes
Losungsverfahren, vgl. Alg. 2.5.

Algorithmus 2.5 Direkter Loser des Systems Ax = b
1: Affo = bf
2: Spx. =b. — Acfzf
3: Affl’f = bf — Afcl'c

Zur Losung sind insgesamt zwei Matrix-Vektor-Multiplikationen mit AJT]} und
das Losen eines kleineren Systems mit S, auf den groben Gitterpunkten
erforderlich. Diese direkte Vorgehensweise 1483t sich als optimale matrix-
abhéngige Grobgitterkorrektur auffassen.

Lemma 2.10. Die Matrizen R und P seien definiert als

_q-1
R=(—-AgA;} 1), P:( AfIfAf").

Dann gilt RAP = Sy.



28 Kapitel 2. Multilevel-Verfahren

Beweis. Aus der Identitat

_ Ay Ap\ [ —A7L A
war = (g (40 ) ()

- (g 1) ()

folgt sofort die Behauptung. O]

Schurkomplement-Prikonditionierer

Da die Matrix A; im allgemeinen nicht diagonal ist, ist die zugehorige In-
verse dicht besetzt und die oben beschriebene direkte Vorgehensweise nicht
praktikabel. Daher ersetzen wir sowohl das exakte Schurkomplement S,
durch eine Schurkomplement-Approximation S als auch die Inverse der Ma-
trix Ay durch eine lokal wirkende approximative Inverse. Als resultierenden
Prakonditionierer M bekommen wir die Matrix

I 0 A 0 I A7lA
M= . I Free ) 2.1
<AcfAf} I)( 0 S)(o I ) (2.16)

Ein Blick auf (2.16) zeigt, dafl Schurkomplement-Préikonditionierer auf einer
unvollstandigen Block-Faktorisierung der Koeffizientenmatrix basieren.

Analog zu Lemma 2.9 erhalten wir als Inverse

1-1
= A 0 4 psig, (2.17)
0 0
wobeil die Matrizen R und P definiert sind als
~ —AIA
— — -1 = ff fC
R ( A A7) I) P ( ] ) . (2.18)

Die Matrix R kann als matrizabhdngige Restriktion, P als matrizabhdngige
Prolongation und die Schurkomplement-Approximation S als Grobgitterma-
trix interpretiert werden. Der verbleibende Term entspricht der Glattung
im Mehrgitter-Kontext, sie wird hier aber nur auf den feinen Gitterpunkten
durchgefiihrt. Matrixabhéngige Restriktionen und Prolongationen wurden
fiir spezielle (symmetrisch positiv definite) Probleme und bestimmte Klas-
sen von Matrizen (M-Matrizen) intensiv studiert [2, 20, 18, 55, 73].

Im Vergleich zu klassischen Mehrgitterverfahren zur Prikonditionierung
ist das Zusammenspiel von Gléattungsiteration und Grobgitterkorrek-
tur bei Schurkomplement-Prikonditionierern nicht wesentlich, statt des-
sen liegt der Schliissel in der Konstruktion geeigneter Schurkomplement-
Approximationen.
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Lemma 2.11. Ist gff = Ayy, so gilt o(M1A) = o(S7154) U {1}.

Beweis. Aus der Ahnlichkeit der beteiligten Matrizen,

(T —AG A I 0 I AjfAg
M A(o I 0 S8y )0 I ’

folgt unmittelbar die Behauptung. O]

Eine geeignete Schurkomplement-Approximation vermag es, dal das Spek-
trum des préakonditionierten Schurkomplements hinreichend gut um Eins
geclustert wird. Dies bedeutet insbesondere, dafl die Schurkomplement-
Approximation die Wirkung des exakten Schurkomplements auf Eigenvek-
toren zu betragskleinen Eigenwerten moglichst genau wiederspiegeln sollte.

Natiirlich ist die in Lemma 2.11 getroffene Annahme A 7 = Ay in der Praxis
nicht haltbar. Statt dessen wird die Matrix A, approximiert.

Lemma 2.12. Es sei J = (O ]) die triviale Restriktion. Die Matrizen R,
P, @, F und F seien definiert durch

(I Py (I 0 (A 0
P‘(o 1>’ R‘(Rcf I)’ Q‘(o J(RAP)JT)

sowie
g = (A=A 0
0 2RcfAffPfc—|—RcfAfc+AcfPfc ’
r = 0 Age+ AgpPre
Acf + RcfAff 0

Dann gilt R7Y(Q — E)P™'=A—-F.
Beweis. [63]. O

Das Lemma 2.12 zeigt, dafl der Schurkomplement-Prikonditionierer

(PQT'R)™" = R7'QP™!
—Rey 1)\ 0 JRAP)JT)\O I

J(RAP)JT = Acfpfc + RcfAfc -+ RcfAffPfc

mit
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wegen
R'QP'=A—-F+R'EP!

eine Storung der Matrix A ist (s. (2.13)),

I 0 Ayp 0 I A Ay
A=14 471 1 0 A, — A, AIA o 1 )
cf4iry cc cffAfpiife

bei der die Matrizen Ay, A;}Afc und AcfA]T} durch die Matrizen ﬁff, — Py,
bzw. —R.; ersetzt werden.

2.3 Grobgitter

Allen Multilevel-Verfahren ist gemein, dafl sie eine Hierarchie von Grobgit-
tern benotigen. Prinzipiell kann die Definition eines Grobgitters aufgrund
geometrischer Information oder rein algebraischer Kriterien erfolgen.

Fiir die im Rahmen dieser Arbeit betrachteten Probleme erweisen sich die aus
einer uniformen Diskretisierung des Einheitswiirfels I = [0, 1] mit d = 2,4
resultierenden Gitter €2, als ausreichend. Der Einfachheit halber betrachten
wir hier den zweidimensionalen Fall

. . 1
Qh: {(xi?xj) | ('r%xj):(Zh?jh)? 1 SZ?] SN; h:N—H}

Einfirbung der Gitterpunkte

Zur mathematischen Definition in den Anwendungen héufig verwendeter
Grobgitter und der spateren Definition von geeigneten Restriktionen und
Prolongationen fiir die im Rahmen dieser Arbeit untersuchten Matrizen wird
es sich als iiberaus hilfreich erweisen, eine spezielle Einfarbung der Gitter-
punkte vorzunehmen:

Definition 2.13. Die Menge L;(€2,) von Gitterpunkten sei definiert durch

Lo(Q) = {x = (ih,jh) € Qp | i,j ungerade}
L2<Qh) = {SC = (Zha.]h) € Qh ’ Z7.] gerade}
Li(Q) = {z = (ih,jh) € Q| i+ j ungerade} .
Offensichtlich ist L;(€2,) die Menge der ungeraden Gitterpunkte, und die

verbleibendene Menge Lo(£2;) U La(€2),) besteht aus den geraden Gitterpunk-
ten.
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Lemma 2.14. Durch die Mengen L;(€2,) ist eine Partition der Gitterpunkte
Qy, gegeben,

2
i=0
Bewers. Klar. -
Lemma 2.15. Essei N gerade, n = N? und @, mit [ = n Gitterpunkten.
Dann gilt
1 1 1
[Lo(@)] = gm [La(@n)] = gn, | La()] = .

Beweis. Abzahlen. O

2.3.1 Geometrisch motivierte Grobgitter

Geometrische Auswahlkriterien des Grobgitters Qg respektieren die re-
gelméfBige Struktur des Gitters €2, und erméglichen es, a priori die Grob-
gitterhierarchie zu erzeugen. Im folgenden werden zwei wichtige Grobgitter
fiir das zweidimensionale Standard-Gitter €2 (1.16) vorgestellt.

Standard-Grobgitter

Das wohl beliebteste uniforme Grobgitter, das sogenannte Standard-Grob-
gitter,

Qg = Ly(), (2.19)

basiert auf einer Ausdiinnung der Gitterpunkte €2, entlang jeder Dimension
um einen Faktor 2. Das resultierende Grobgitter {2y mit Diskretisierungs-
schrittweite H = 2h ist in Abb. 2.2 dargestellt.

Odd-Even-Grobgitter

Ein weiteres uniformes Gitter erhalten wir durch eine Ausdiinnung um einen
Faktor v/2, vgl. Abb. 2.2. Dazu erweitern wir das Standard-Grobgitter um
die verbleibenden geraden Gitterpunkte Ly(€2y,), also

Qur = Lo(S2) U Lo (S2). (2.20)

Das resultierende Grobgitter (25 besteht aus allen geraden Gitterpunkten.
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() Lo (b) LoU Ly

Abbildung 2.2: Standard-Grobgitter mit Grobgitterpunkten aus Lo sowie
Grobgitter bestehend aus allen geraden Gitterpunkten Ly U Lo.

Unter der Vorausssetzung, da die Anzahl der Gitterpunkte in jeder Git-
terrichtung gerade ist, konnen die vorgestellten Strategien zur Auswahl der
Grobgitterpunkte auch bei Néchsten-Nachbar-Kopplungen mit periodischen
Randbedingungen herangezogen werden. Sowohl das Standard-Grobgitter
als auch das Odd-Even-Grobgitter lassen sich in kanonischer Weise auf
hohere Dimensionen iibertragen, daher stellt der mehrdimensionale Fall keine
Schwierigkeit dar.

Weitere Grobgitter

Fiir spezielle Probleme ist es denkbar, das Grobgitter so zu konstruieren, dafl
die Grobgitterpunkte Qg nicht zu €2, gehoren, sondern auf dem sogenann-
ten dualen Gitter liegen. Da diese sogenannten gestaffelten Grobgitter im
Rahmen dieser Arbeit nicht verwendet werden, verweisen wir auf die entspre-
chende Literatur [36, 37]. Des weiteren sind Grobgitter mit einem grofieren
Ausdiinnungsfaktor vorstellbar, jedoch erweisen sich diese in der Praxis oft
als nicht vorteilhaft.

2.3.2 Algebraisch motivierte Grobgitter

Die den algebraischen Auswahlkriterien [58, 68, 65] zugrunde liegende Heuri-
stik ist die Glattung entlang sogenannter starker Kopplungen innerhalb von
Mehrgitterverfahren. Um diese Strategie ndher vorzustellen, werden einige
graphentheoretische Begriffe benotigt.

Definition 2.16. Es sei A = (q;;) € C™™ gegeben. Dann bezeichnet
Ga(V,E) den Graphen der Matrix A, bestehend aus einer Knotenmenge
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V ={vy,...,v,} und einer Kantenmenge E mit
eij:(vi,vj)EE <~ CLZ']';AO, Z%j

Die Kantenmenge E entspricht offensichtlich den Nichtnullelementen der Ma-
trix A und die Knotenmenge V' den Unbekannten. Wir definieren nun den
Begriff der Nachbarschaft eines Knoten.

Definition 2.17. Es sei G4(V, E) der Graph der Matrix A = (a;;) € C**".
Die Nachbarn N; eines Knoten v; € V sind definiert durch

Ni:{UjEV | BijEE}.

Der néchste Schritt ist eine Charakterisierung der Kanten, welche es
ermoglicht, die Kantenmenge E zu zerlegen in eine Kantenmenge Fg star-
ker Kopplungen (engl.: strong edges) und eine Kantenmenge Ey, schwacher
Kopplungen (engl.: weak edges),

E=FEsUEy, EsnNEy=0.

Definition 2.18. Es sei A = (a;;) € C"" und G4(V, E) der zugehorige
Graph. Per Definition repréasentiert jede Kante e;; € F eine starke Kopplung.
Des weiteren ist die Kante e;; € E eine starke Kopplung, falls die Bedingung

laij| > 6 max |ay;| (2.21)

fiir einen gegebenen Parameter 0 < ( < 1 erfiillt ist. Eine typische Wahl ist
B = 0.5. Jede nicht starke Kopplung e;; € £ ist eine schwache Kopplung.

Definition 2.19. Es sei G4(V, E) der Graph der Matrix A = (a;;) € C™*™.
Zwei Knoten v;,v; € V sind unabhéngig (bzgl. der Kantenmenge E), falls
eij € E und ej; ¢ E ist. Eine Teilmenge M C V heifit unabhéngig, falls
je zwei Knoten aus M unabhéngig sind. M ist eine maximal unabhéngige
Menge, falls es keine unabhéngige Menge M’ mit M C M’ gibt.

Um robuste Verfahren zu konstruieren, ist es wiinschenswert, in Richtung
der starken Kopplungen zu glatten [54]. Aus diesem Grund wird die Menge
Q¢ der feinen Gitterpunkte als eine maximal unabhéngige Menge des redu-
zierten Graphen G 4(V, Eg) bzgl. der Kantenmenge Eg starker Kopplungen
gewdahlt. Offensichtlich ist eine maximal unabhéngige Menge nicht eindeu-
tig bestimmt, so dafl zur Konstruktion von €2; zwischen unterschiedlichen
Vorgehensweisen gewihlt werden kann.
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2.4 Restriktion und Prolongation

Da im Rahmen klassischer Mehrgitterverfahren geometrisch glatte Gitter-
funktionen auf einem groben Gitter approximiert werden sollen, ist es in
diesem Kontext sinnvoll, die Restriktion und die Prolongation so zu wihlen,
dafl zumindest konstante Gitterfunktionen auf konstante Gitterfunktionen
abgebildet werden,

R, =1y, Phly=1,. (2.22)

Setzen wir das Standard-Grobgitter voraus, so sind aus diesem Grund fiir
Matrizen der Gestalt (1.3) die beiden wichtigsten Restriktionen mit den zu-
gehorigen Prolongationen in der iiblichen Stern-Notation [37] die 5-Punkt-
Restriktion (engl.: half weighting)

1 L 1 1
Rs=-114 1|, P==-|1 21 (2.23)
8 2
1 1
und die 9-Punkt-Restriktion (engl.: full weighting)
1 21 1 21
1 1
1 21 1 21

Fiir matrixabhéngige Prolongationen (2.18) ist die Forderung A} 71 = Azl
dquivalent zu P}}l 7= 1.

Der bisher verwendete Begriff einer glatten Funktion wurde im Zusammen-
hang mit einer geometrisch glatten Gitterfunktion verwendet. Algebraisch
kann dieser Begriff verallgemeinert werden zu:

Definition 2.20. Eine Gitterfunktion x) € €2, heifit glatt, falls ||Azy|ls <
|xn |2 ist, andernfalls heifit z;, oszillierend.

Gemaéf dieser Definition sind offensichtlich Eigenvektoren zu betragskleinen
Eigenwerten algebraisch glatt, und Eigenvektoren zu betragsméflig grofien
Eigenwerten sind algebraisch oszillierende Gitterfunktionen.

Da algebraisch glatte Eigenvektoren nicht notwendig geometrisch glatt sind,
ist es naheliegend, im algebraischen Kontext eine zu (2.22) analoge Forderung
aufzustellen. Fiir hermitesch positiv definiten Matrizen A fiihrt dies zu der
Forderung einer exakten Eigenvektor-Interpolation,

Pv.=v, Av=Apn(Av, v= (U};, )T (2.25)

c
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Sowohl durch (2.22) als auch durch (2.25) wird die Wirkung der Prolonga-
tion auf spezielle Gitterfunktionen vorgeschrieben. Man spricht in diesem
Zusammenhang von sogenannten Filter-Bedingungen. Es sei darauf hinge-
wiesen, dafl ,;sinnvolle “ Filter-Bedingungen nicht notwendigerweise auch von
der ,exakten® algebraischen Restriktion bzw. Prolongation,

721
R=(-AgA;f 1), P:< AffAfC), (2.26)

erfiillt werden.

2.5 Grobgittersysteme

Bei Mehrgitterverfahren fiir hermitesch positiv definite Matrizen werden zu
einer gegebenen Prolongation optimale Grobgittersysteme verwendet [47, 37].
Grundlage hierfiir ist der folgende Satz.

Satz 2.21. Fiir hermitesch positiv definite Matrizen ist die Losung der Glei-
chung Ap,z;, = b, dquivalent zu dem Problem der Minimierung des Funktio-
nals

1
flan) = 5{Anwn, zp) — Re {bn, 1) (2.27)
Beweis. [32], Abschnitt 10.2.1. O

Ersetzen wir die Naherung xj, € €, der Losung von (2.27) durch z;, + P}}xH
mit xy € Qp, so erhalten wir:

Satz 2.22. Es sei A, € C™" hermitesch positiv definit. Dann gilt

fGen + Plyrw) = f(n) + (Ao, o) — Re (1, o)
mit
A = (PP AP, i = (P by — Ap). (2.28)
Beweis. [38], Abschnitt 10.1.5. O

Nach Satz 2.22 ist fiir hermitesch positiv definite Matrizen A;, zu einer ge-
gebenen Prolongation PP die optimale Grobgittermatrix Ay die sogenannte
Galerkin-Approzrimation

RI AP,
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wobei als Restriktion R die Adjungierte (P%)" der Prolongation verwendet
wird.

Fiir Schurkomplement-Methoden hingegen werden als Grobgittermatri-
zen geeignete Approximationen des exakten Schurkomplements bendtigt.
Uber Lemma 2.10 und Lemma 2.12 ist ein Zusammenhang zur Galerkin-
Approximation gegeben. Speziell fiir M-Matrizen gibt es eine Vielzahl
von Filter-Bedingungen und Probing-Techniken, um eine Schurkomplement-
Approximation zu definieren [72].

2.6 Konvergenzanalyse

Die Konvergenz von Mehrgitterverfahren hingt von zahlreichen Parametern,
beispielsweise die Anzahl der Glattungsschritte, die Auswahl des Glétters,
der Restriktion und Prolongation sowie der Grobgittersysteme, ab. Die
Konvergenztheorie klassischer Mehrgitterverfahren basiert auf einer Nor-
mabschéitzung der Iterationsmatrix des Zweigitterverfahrens [37, 38].

Satz 2.23. Die [terationsmatrix des Zweigitterverfahrens sei gegeben durch
H = (I — PLAG' R AL)S".

Ferner gebe es eine Nullfolge 7(v) und eine Konstante C, so da8 die Bedin-
gungen

|4 S”|] < n(v)[| Al (2.29)
145" = P Ay Ryl < C/|| Al (2.30)

erfiillt sind. Dann ist die Norm der Iterationsmatrix beschrankt durch
|H|| < Cn(v) <1, v>uw.
Beweis. [38], Satz 10.6.15. O

Die Gléattungseigenschaft (2.29), welche die Effizienz des Glétters beurteilt,
kann meist mit Mitteln der Linearen Algebra bewiesen werden. Selbst
wenn das zu losende System aus einer Diskretisierung einer partiellen
Differentialgleichung resultiert und Eigenschaften des kontinuierlichen Pro-
blems bekannt sind, ist der Beweis der Approximationseigenschaft (2.30) im
allgemeinen sehr schwierig zu fithren.
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2.7 Zusammenfassung

Die theoretischen Resultate und numerischen Ergebnisse zeigen, dafi klassi-
sche geometrische Mehrgitterverfahren zur Losung von Gleichungssystemen
der Gestalt (1.2) auf Standard-Grobgittern mit 9-Punkt-Restriktionen R =
Ry und zugehorigen Prolongationen P = Py sowie Galerkin-Approximationen
RAP als Grobgittermatrizen schnell und unabhéngig von der Diskretisie-
rungsschrittweite h konvergieren, sofern die durch die symmetrisch positiv
definite Koeffizientenmatrix A représentierten Kopplungen konstant sind.
In diesem Zusammenhang wird das Gleichungssystem auch als geordnetes
System bezeichnet.

Fiir ungeordnete Systeme, insbesondere fiir Matrizen mit zufillig erzeugten
Kopplungen, sind klassische Mehrgitterverfahren ungeeignet, da die Eigen-
vektoren zu betragskleinen Eigenwerten im allgemeinen nicht geometrisch
glatt sind. Finen Ausweg bieten in dieser Situation Schurkomplement-
Ansitze zur Prikonditionierung, welche auf algebraisch motivierten Grobgit-
tern in Verbindung mit matrixabhéngigen Restriktionen und Prolongationen
wirken. Im Rahmen dieser Arbeit werden solche Schurkomplement-Verfahren
und ihre einzelnen Komponenten systematisch fiir drei verschiedene ungeord-
nete Systeme untersucht und effiziente Schurkomplement-Prikonditionierer
hergeleitet.
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Kapitel 3

Das ungeordnete
Laplace-System

In diesem Kapitel werden wir mit dem ungeordneten Laplace-System ein er-
stes, einfaches Modellproblem vorstellen und einige wesentliche Eigenschaf-
ten dieses Modellproblems herleiten. Eine wichtige Rolle kommt dabei der
odd-even Symmetrie zu, denn sie erlaubt es, als Ausgangspunkt zur Kon-
struktion von Multilevel-Verfahren neben dem origindren System auch das
odd-even reduzierte System zu verwenden. Im Anschlufl an die Entwicklung
verschiedener Multilevel-Verfahren fiir die zwei dquivalenten Systeme werden
wir diese hinsichtlich ihrer Effizienz kritisch beurteilen.

3.1 Einfiithrung

Das Gleichungssystem des Modellproblems beschreibt eine Nachste-Nachbar-
Kopplung auf einem regulidren zweidimensionalen Gitter mit periodischer
Fortsetzung an den Réndern. Um das Gleichungssystem prézise formulieren
zu kénnen, bendtigen wir einige Vorbereitungen.

Definition 3.1. Es sei ) einem regulires zweidimensionales Gitter,
Q={r=(x1,22) | x; €{1,...,n;} fiir alle i}. (3.1)

Aufgrund der Periodizitit sind Komponenten des Gitterpunktes x auflerhalb
des jeweiligen Bereiches modulo Indexgrenze zu verstehen. Der Einfachheit

39
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halber setzen wir voraus, dafy die Anzahl der Gitterpunkte in jeder Richtung
eine hinreichend grofie Zweierpotenz ist,

ng =2 N;>2 i=12. (3.2)

Definition 3.2. Eine Konfiguration U = {U,(z)} ist eine Sammlung von
2nyny unitiren Zahlen U, (z),

UH(fL’> = exp(—?m’gb(x, M))a ¢<$, N’) S [07 1)7
wobei x Gitterpunkt und p € {1, 2} ist.
Wir unterscheiden drei verschiedene Arten von Konfigurationen:

Definition 3.3. Eine Konfiguration heifit kalt, falls alle U, (x) = 1 sind. Sie
heifit heiB, falls alle U,(z) gleichverteilt sind. Eine Konfiguration, die weder
kalt noch heif ist, heifft realistisch.

Nun formulieren wir das Gleichungssystem des Modellproblems prézise:

Definition 3.4. Das lineare Gleichungssystem des Modellproblems fiir eine
gegebene Konfiguration {U,(z)} und den reellen Parameter x > 0 ist gegeben
durch

AYp =9, A=1-kD, (3.3)
wobei die Matrix D = (D, ,) gegeben ist durch
D,y = Uu(2)0zy—e, + Uf(x — €u)0zyte, - (3.4)

Abbildung 3.1 veranschaulicht die Kopplung eines Gitterpunktes x mit seinen
direkten Nachbarn y = z £ ¢, in Gitterrichtung ;1 sowie die zugehdrigen
Kopplungskoeffizienten.

Bemerkung 3.5. Fiir eine kalte Konfiguration bezeichnen wir das System
(3.3) auch als geordnet, fiir eine realistische und fiir eine heile Konfiguration
hingegen als ungeordnet. Die Begriffe ,,geordnet“ und , kalt“ werden ebenso
wie die Begriffe ,,ungeordnet “ und ,,heifl“ bzw. ,realistisch“ synonym verwen-
det.

3.2 Eigenschaften

Ohne Miihe kénnen wir nun bereits einige wichtige Eigenschaften wie bei-
spielsweise die odd-even Symmetrie des Modellproblems festhalten und die
Eigenwertverteilung der Matrix A diskutieren.
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Abbildung 3.1: Die Néchste-Nachbar-Kopplung des Modellproblems als 5-
Punkte-Stern mit zugehorigen Gewichten.

Das Besetztheitsmuster

Lemma 3.6. Die Matrix D besitzt genau vier Nichtnulleintrige pro Zeile,
namlich an den Positionen (¢ = 1,2)

(x,x+e,) : Uylx)

(z,x—e,) : Uf(a: —ey).

Beweis. Klar. O

Die odd-even Symmetrie

Da die Anzahl der Gitterpunkte in jeder Richtung nach der eingangs festge-
haltenen Annahme eine hinreichend grofle Zweierpotenz ist, koppeln gerade
Gitterpunkte x, nur mit ungeraden Gitterpunkten x, und umgekehrt. Diese
Eigenschaft bezeichnen wir als odd-even Symmetrie.

Aufgrund der odd-even Symmetrie besitzt die Matrix D bei einer odd-even
Anordnung der Gitterpunkte die Gestalt

0 Doe
D= ( oo ) |
Dabei kennzeichnet der Index o ungerade, der Index e hingegen gerade Git-
terpunkte.

Die Abbildung 3.2 veranschaulicht das Besetztheitsmuster der Matrix D bei
einer lexikographischen und einer odd-even Anordnung der Gitterpunkte.
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Abbildung 3.2: Das Besetztheitsmuster der Matrix D bei lexikographischer
und odd-even Anordnung der Gitterpunkte.

Das Spektrum
Lemma 3.7. Die Matrix D ist hermitesch.

Beweis. Die Matrix D besitzt vier Nichtnulleintrdge pro Spalte (u = 1,2),

(@ —epx) @ Uz —eyu)
(x +eux) - Uf(x)

Daher besitzt die Matrix D vier Nichtnulleintrige pro Zeile (u = 1, 2),
(x,x—e,) : Uf(:c—eu)
(z,2+e,) @ Uulw),

und ein Vergleich mit den Eintrégen der Matrix D liefert die Behauptung. [

Als unmittelbare Folgerung bemerken wir, dafl das Spektrum der Matrix D
reell ist. Da die Matrix D nur reelle Eigenwerte besitzt, sind somit auch alle
Eigenwerte von A reell.

Definition 3.8. Der kritische Wert . ist definiert als k. = 1/ Apax(D).

Wird der Parameter « geeignet gewihlt, ist die Matrix A hermitesch positiv
definit.

Lemma 3.9. Die Matrix A ist hermitesch positiv definit fiir alle 0 < k < k..
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Beweis. Fir k < 1/Apax(D) gilt Apin(A) = 1 — KAmax(D) > 0. O
Lemma 3.10. Es gilt p(D) < 4.
Beweis. p(D) < ||D]|1 = ||D||oo = 4. O

Im Falle einer kalten Konfiguration ist der Spektralradius p(D) explizit be-
kannt.

Lemma 3.11. Fiir eine kalte Konfiguration gilt p(D) = 4.
Beweis. Aus Lemma 3.10 und D1 = 41 folgt p(D) = 4. O

Es ist k. = 1/4 der kritische Wert einer kalten Konfiguration. Die kritischen
Werte k.. einer heiflen Konfiguration lassen sich lediglich approximieren. Fiir
jeweils 100 Messungen sind der Mittelwert M(-), die Standardabweichung
o(+) sowie der minimale und maximale Wert von k. in Abhéngigkeit von der
Gittergrofie n = N? in Tabelle 3.1 zusammengestellt.

N M(ke.) o(ke) min(k.) max(k,)
4 0.31346 0.014174  0.27418 0.35198

8 0.2978  0.005564  0.28722 0.3137
16 0.29211 0.0034659 0.2836  0.29938
32 0.28859 0.00247 0.28248  0.29358
64 0.28594 0.0019428 0.28085 0.28914
128 0.28375 0.001977  0.2786  0.28756

Tabelle 3.1: Der kritische Wert x. im Falle einer heiflen Konfiguration.

Der Tabelle 3.1 ist zu entnehmen, daf fiir hinreichend grofie Gitterdimen-
sionen der kritische Wert k. =~ 0.28 ist. Daher ist die folgende Annahme
gerechtfertigt:

Annahme 3.12. Es gilt stets kK < ks mit K, = 0.3.

Der Wert k¢ ermoglicht es insbesondere, beispielsweise bei Abschiatzungen der
Kondition konkrete obere Schranken anzugeben. Aus diesem Grund werden
wir im folgenden wiederholt auf x, zuriickgreifen.

Ausgehend von einer odd-even Anordnung der Gitterpunkte kénnen weitere
Aussagen iiber das Spektrum der Matrix D getroffen werden.

Lemma 3.13. Das Spektrum o(D) der Matrix D ist symmetrisch um den
Ursprung, insbesondere ist die Matrix D maximal indefinit.
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Beweis. Wegen
0 D, Vo) Uy 0 D, —Vo\ _ [~
(. T )20 = (o, ) () = ()
ist mit A auch —\ ein Eigenwert von D. O]

Ist der Eigenvektor v zum Eigenwert A\ der Matrix D eine konstante Git-
terfunktion, so ist nach Lemma 3.13 der Eigenvektor zum Eigenwert —\
oszillierend.

Lemma 3.14. Es sei k. = 1/Apax(D). Dann gilt

Beweis. Wegen Lemma 3.13 gilt

K K
Amax A)=1 R Amin A)=1-—.
(=145 A =1-=

Nun folgt die Behauptung unmittelbar. O

Abbildung 3.3 zeigt das Spektrum einer kalten und einer heiflen Konfi-
guration.

4 T T T T T T 4

3F 1 3F
xxxx

xxxxxxxxx
XX
x
x
s

x

XXX
x
xxxxxxxx

(a) kalt (b) heif§
Abbildung 3.3: Das Spektrum o (D) der Matrix D im Falle einer kalten und

einer heiflen Konfiguration (N = 8). Die Eigenwerte sind der Gréfie nach
sortiert aufgetragen.
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3.3 Das odd-even reduzierte System

Aufgrund der odd-even Symmetrie des Problems ist es naheliegend, zur
Prékonditionierung zunéchst eine sogenannte odd-even Reduktion des Glei-
chungssystems vorzunehmen.

Bei einer odd-even Anordnung der Gitterpunkte ist die Schurkomplement-
Zerlegung der Matrix
I —kD e
A= <—/§D60 1 )

nach (2.13) gegeben durch

A 1 o\(1 0 I —kD,.
“\—kD,, I)\0 I—K2D,Dye)\O I )

Diese Beobachtung fithrt zu der folgenden Definition.

Definition 3.15. Das zum Modellproblem (3.3) gehorige sogenannte odd-
even-reduzierte Gleichungssystem ist gegeben durch

Athe = Doy, A =1 — K*DyDoe, (3.5)

mit (:56 = Pe + K/DEOSOO und ¢0 = Yo + /{Doewo

Der Ubergang vom urspriinglichen System hin zum odd-even reduzierten Sy-
stem entspricht im Multilevel-Kontext genau einem Zyklus bestehend aus
einer exakten, matrixabhéngigen Restriktion auf das aus allen geraden Git-
terpunkten bestehende Grobgitter, dem einmaligen Losen eines Grobgitter-
systems, und der anschlieBenden Prolongation der Grobgitterlosung auf das
originére Gitter.

Der Aufwand zur Berechnung einer Matrix-Vektor-Multiplikation mit
dem Schurkomplement A, entspricht dem Aufwand einer Matrix-Vektor-
Multiplikation mit A, da in beiden Féllen im wesentlichen je eine Matrix-
Vektor-Multiplikation mit der Matrix D,, und der Matrix D, durchzufiihren
ist.

Satz 3.16. ) ist ein Eigenwert von A genau dann, wenn A(2 — \) Eigenwert
von A, ist.

Beweis. Da det(A — A) = det((A—1)*I — £%2D,D,) = det((A\? —2X\)I + A.)
ist, gilt auch det(A] — A) =0 <= det(A(2—-\)I — A.) =0. O
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Das odd-even reduzierte System bietet gegeniiber dem urspriinglichen System

drei wesentliche Vorteile:

a) Die Kondition verbessert sich nach Satz 3.16, denn kleine Eigen-
werte von A werden nahezu verdoppelt, grofle Eigenwerte hingegen
anndhernd halbiert, vgl. Abb. 3.4. In der Praxis fiihrt dies zu einer
Halbierung der Iterationszahlen fiir alle Krylov-Unterraum-Verfahren.

b) Es kann Speicherplatz eingespart werden, da lediglich halbierte Vek-
torlangen gespeichert werden miissen.

¢) Es kann eine Einteilung in starke und schwache Kopplungen (s. Def.
2.18) vorgenommen werden.

Der zuletzt genannte Punkt ist im weiteren Verlauf wesentlich und bildet
die Grundlage fiir die in Abschnitt 3.4.3 untersuchten Schurkomplement-
Verfahren zur Losung des odd-even reduzierten Systems.

(a) Spektrum

(b) CG-Verfahren

Abbildung 3.4: Die Eigenwerte der originédren Matrix (-) und der zugehorigen
odd-even reduzierten Matrix (x) sowie das typische Konvergenzverhalten
des CG-Verfahrens fiir das originidre System und das dquivalente odd-even
reduzierte System bei einer heiflen Konfiguration.

Betrachten wir die Matrix A, genauer, so stellen wir fest, dal die Matrix A,
einen 9-Punkte-Stern beschreibt, vgl. Abb. 3.5. Die beobachtete Auffiillung
ist der Grund dafiir, dafl wir zur Losung des Modellproblems nicht sukzessive
eine odd-even Reduktion anwenden kénnen.
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0 @0 @ O
® O 0 U 0
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Abbildung 3.5: Die Kopplungen der odd-even reduzierten Matrix.

® O 0 O 0

3.4 Multilevel-Verfahren

Bei der folgenden Konstruktion von Multilevel-Verfahren unterscheiden wir
zwischen dem Fall eines geordneten und dem eines ungeordneten Systems.
Wir werden zunéchst den einfacheren Fall geordneter Systeme betrachten und
uns anschlieBend dem schwierigeren Fall ungeordneter Systeme zuwenden.
Es wird sich zeigen, dal die im einfachen Fall gewonnenen theoretischen
Resultate zum Beweis entsprechender Aussagen fiir ungeordnete Systeme
herangezogen werden kénnen.

F/C-Anordnung der Gitterpunkte

Wir setzen im folgenden das Standard-Grobgitter voraus. Mit der in Def. 2.13
eingefiihrten Notation sind die groben Gitterpunkte €2. und die verbleibenden
feinen Gitterpunkte 2, somit

Qe = Lo(), Q= \Q = Ly () U Lo(Q). (3.6)

Repriésentiert die Matrix Dy, 1, die Kopplungen der Gitterpunkte z € L;(€25)
mit Gitterpunkten y € L;(€2), so besitzt die Matrix D bei einer F/C-
Anordnung der Gitterpunkte die Gestalt

D¢y D D¢y D
p— (P fc) _ ( 1f fc> 37
(Dcf D,. Dy 0 (3.7)

Dy = ( ! D%’LO) (3.8)

mit
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und
D
D= ("5) . D= (D 0). (39)

Dabei setzen wir voraus, daf alle Gitterpunkte aus L;(£2y,) vor Gitterpunkten
aus Lo(§2,) gezahlt werden. Sofern das Gitter Q2 dem Kontext zu entnehmen
ist, schreiben wir oft auch L; statt L;(2).

3.4.1 Mehrgitterverfahren

Im Falle einer kalten Konfiguration, U,(x) = 1, sind die Koeffizienten der
Matrix D offensichtlich konstant. Das System (3.3) ist geordnet, und die
Matrix A ist nach Lemma 3.9 hermitesch positiv definit fiir alle 0 < k < k..
Daher sind klassische Mehrgitterverfahren (s. Kapitel 2) erfolgreich anwend-
bar.

Restriktion und Prolongation

Nach Lemma 3.11 ist die konstante Gitterfunktion 1 ein Eigenvektor zum
kleinsten Eigenwert der Matrix A. Daher bietet sich die 9-Punkt-Restriktion
(2.24) und die zugehorige Prolongation an. Da diese Restriktion und Prolon-
gation konstante Gitterfunktionen auf konstante Gitterfunktionen abbilden,
entspricht der Ansatz der in Kapitel 2 dargestellten exakten Eigenvektor-
Interpolation, vgl. (2.25).

Ohne Miihe verifizieren wir, daf§ die Restriktion und Prolongation auch ge-
schrieben werden kénnen als

1
Ry = 7= (2Dry, 3Dryn,Dryze 41), Py=A4RY. (3.10)
Analog erhalten wir fiir die 5-Punkt-Formeln (2.23) die Darstellung

1 DL1,L2
= (3.11)
21

Ry==(Dpyu, 0 4I), Ps=

ool —

Die 5-Punkt-Formeln sind aber offensichtlich lediglich eingeschrinkt geeig-
net, da hier der Austausch von Information zwischen Gitterpunkten aus L
und Ly nur durch den Glattungsschritt erfolgen kann, nicht jedoch durch die
Restriktion oder Prolongation.
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Grobgittermatrix

Geméf Satz 2.22 ist fiir hermitesch positiv definite Matrizen A die Galerkin-
Approximation A, = RAP mit R = P! als Grobgittermatrix optimal. Eine
analoge Aussage gilt fiir R = ¢P mit ¢ > 0.
Fiir R = Rg und P = Py erhalten wir als Galerkin-Approximation:
Lemma 3.17. Es sei R = Ry, P = Py und A. = RAP. Dann gilt
1 1—4k 1 -8k
Ac=-|I+—D I+—D D D . (3.12
1 ( T La,Ly ( + 16(1 — dr) 1k Lo,Ll) Ll,Lg) (3.12)
Beweis. Ausrechnen. O

Im folgenden werden wir genauer auf die Matrix A, = RAP eingehen. Dazu
untersuchen wir aber zunéchst die beteiligten Teilmatrizen:

Lemma 3.18. Es gllt DL07L11 = 41, DL1,L01 = 21, ‘DLl,LQI = 21 und
Dy, p,1 =41

Beweis. Trivial. O]
Lemma 3.19. Fiir ¢ = 0,2 gilt in der Stern-Notation
1
Dp,1.Drn, = |1 411 1

Beweis. Um die Diagonaleintrige der Matrix Dy, , Dy, 1, zu bestimmen,
wéhlen wir einen Gitterpunkt x € L; aus und berechnen

(DripDryn) e = (Driny)pe (Driri), .
2
= Z (DL'LyLl)J;7x—‘,—eH (DL17L’L‘>$+EH7QJ‘ + (DLi:L1>$7,7;—eM (DL17Li)$—eH7Z = 4
pn=1

Als Kopplung des Gitterpunktes = zum Nachfolger y = = 4 2¢, € L; in
Gitterrichtung p erhalten wir

(DLi,L1 DLl,Li)xy = (DszLl)x,. (‘DLlyLi)o,x+26u

- (DLile)x,:c—&-eu (DLhLi)x—i—emx-l—Qeu = 1’

und entsprechend zum Vorgénger y = x — 2¢,, € L; in Gitterrichtung p
(DLi7L1 DLLLi)x,y = (DLiyLl)x’. (DLlyLi)o,a:—QeM

- (DLile)ac,ac—eM (DleLi)x—eu,z—Qeu =1

Weitere Kopplungen zu Gitterpunkten y € L; existieren nicht, da diese vom
Gitterpunkt x zu weit entfernt liegen. O
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Der Beweis des Lemmas 3.19 offenbart, dafl die entsprechenden Matrixein-
trage bereits bei einfachen Kopplungen ziemlich aufwendig zu bestimmen
sind. Im folgenden werden wir daher der Einfachheit halber wiederholt an-
schaulich argumentieren: Dazu zeichnen wir zunéchst die durch die Matrix
Dy, 1, reprisentierte Kopplung von einem Gitterpunkt z € L; zu einem be-
nachbarten Gitterpunkt y € L; als Pfeil von y zu x auf der Verbindungslinie
der Gitterpunkte ein und zéhlen anschlieSend die vorhandenen Wege erlaub-
ter Lénge.

Fir ¢ = 0,2 sind in Abb. 3.6(a) die durch die Matrix Dy, 1, Dy, 1, re-
prasentierten Kopplungen eines Gitterpunktes x € L; mit sich selbst und in
Abb. 3.6(b) die Kopplungen mit seinen benachbarten Gitterpunkten y € L;
mit y # x zu sehen. Dabei sind alle Gitterpunkte aus L; schwarz und alle
Gitterpunkte aus L; grau markiert. Die verbleibenden Gitterpunkte sind aus

L.

@ O
O @
@ O

® O 0 U0
QOCBOQ
.«0«3»0*.
QOCi)OQ

® & 0 O °
( (b)
Abbildung 3.6: Die Matrix Dy, 1, Dy, 1, fiir i = 0, 2.

a4 <
=
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o
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O @

O
®
a)

Das Resultat des Lemmas 3.19 ist nun auch folgendermaflen leicht nachzu-
vollziehen:

a) Es existieren genau vier verschiedene Wege der Lénge 2 von einem
Gitterpunkt x € L; zu sich selbst, (Dy, ,Dr,.1,). . = 4.

z,T

b) Es existiert lediglich ein Weg der Léange 2 von einem Gitterpunkt = € L;
zu einem benachbarten Gitterpunkt y € L;, (Dy, 1, Dr, 1,) 1.

xiy -

Auch der Beweis des folgenden Lemmas ist mit dieser Argumentationsweise
einfach:
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Lemma 3.20. Es gilt in der Stern-Notation

[NORETEN V]
— N =

1
Dr,1,.Dry 1, Dr; 0, Dryn, =4 |2
1

fiir 4,5 = 0,2 mit ¢ # j.

Beweis. Wir betrachten die Abbildung 3.7. Wie zuvor sind alle Gitterpunkte
aus L; schwarz und alle Gitterpunkte aus L; grau markiert. Die verbleiben-
den Gitterpunkte sind aus L;. Alle Wege besitzen die Liange 4. Es sei x € L;.

a) Firy =x+e, +e, € L; (1 # v) zeigt Abb. 3.7(a) und Abb. 3.7(b)
alle vier verschiedenen Wege von z iiber y zuriick zu x. Insgesamt gibt
es also 16 Wege von x iiber Gitterpunkte aus L; zuriick zu x.

b) Fiir y = x + 2e, € L; sind alle 8 Wege von z zu y in Abb. 3.7(c) und
Abb. 3.7(d) zu sehen. Ein entsprechendes Resultat erhalten wir fir
y=1x— 2e,.

¢) Des weiteren existieren 4 verschiedene Wege von x zum Gitterpunkt
y=1x+2e,+2e, € L; mit u # v, siche Abb. 3.7(e) und Abb. 3.7(f).
Ein entsprechendes Resultat erhalten wir fiir die Gitterpunkte y =
T+ 2e, —2e,, y=x—2¢,+2¢, und y =1z — 2, — 2e,.

Insgesamt erhalten wir die Behauptung. O]

Erinnern wir uns an die Grobgittermatrix (3.12),

1 1—4k 1 -8k
A=~ (1+—""D I+——" D, ;.D D :
1 ( T Lo, Ly ( + 16(1 — dr) 1ok Lo,Ll) Ll,Lg)

so kommt es offensichtlich im Vergleich zur origindren Matrix zur Auffiillung,
denn die Matrix A. beschreibt einen 9-Punkte-Stern, vgl. Lemma 3.19 und
Lemma 3.20.

Um praktikable Mehrgitterverfahren zu definieren, ist es jedoch wichtig, dafl
die Anzahl der Nichtnullelemente der Grobgittermatrizen beschrinkt und
damit der Aufwand auf der entsprechenden Stufe akzeptabel bleibt. Die fol-
gende Uberlegung zeigt, daB in dem hier diskutierten Fall lediglich im ersten
Schritt, also beim Ubergang vom originiren 5-Punkte-Stern A zur Grob-
gittermatrix RAP Auffiillung eintritt, nicht jedoch in den darauf folgenden
Schritten:
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Sind die Restriktion R, die Prolongation P und auch die Matrix A jeweils
9-Punkte-Sterne, so auch die Matrix RAP, denn die Matrizen R, A und P
erlauben es jeweils hochstens, einen Weg der Lénge 1 in einer Gitterrichtung
i zu gehen, vgl. Abb. 3.8. Dies bedeutet aber gerade, dafy die Matrix RAP
wiederum einen 9-Punkte-Stern beschreibt.

OO0 e e0e 0Oe0 e e0 e
PO®O0® 0O B 0,8 0.8 080
NSNS
CeOeOceO0e DeOeOCeqe
NN TN
@O O @O0 00 e 0.6 0@ o0
N NS NS
Cecec-eC e DeOecec e
NS NN
© O O QO © 006 O 06 O O O
NG LS NS
ce€ocecece DeoeOeOe
/NS NN
pocececeo Woeoeoeo

(a) (b)

Abbildung 3.8: Beschreiben Restriktion R, Prolongation P und Matrix A
jeweils 9-Punkte-Sterne, so ist die Galerkin-Approximation RAP wiederum
ein 9-Punkte-Stern (a), da das Verlassen des grau eingefarbten Bereiches
unmoglich ist (b).

Durch die Wahl der Restriktion R = Ry und Prolongation P = Py, vgl. (2.24)
und auch (3.10), wird die konstante Gitterfunktion, welche Eigenvektor zum
kleinsten Eigenwert der Matrix A ist, exakt auf das Grobgitter abgebildet.

Auf dem Grobgitter gilt:
Lemma 3.21. Esist A.1 = A\ (A)1.

Beweis. Mit Hilfe der Lemmata 3.19 und 3.20 erhalten wir
DLQ,LlDLl,LQ]- = 81, DLQ,LlDLl,LODLO,LlDLl,LQ]- — 641

Es folgt fiir die Galerkin-Approximation

1—4k 1—4xk 1-—8k
4A1=(1+8 64 1 =4(1—-4k)1,
<+ R 16(1—4/{)) (1-4x)

also A.1 = (1 —4k)1. O
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Nach Lemma 3.21 ist die konstante Gitterfunktion auch Eigenvektor der
Galerkin-Approximation, so dafl durch eine rekursive Vorgehensweise, d.h.
durch ein echtes Mehrgitterverfahren mit entsprechend gewéhlter Restrikti-
on R = Ry und Prolongation P = Py sowie einer Galerkin-Approximation
RAP als jeweilige Grobgittermatrix der Fehleranteil des glatten Eigenvektors
vollstdndig eliminiert werden kann. Dies ist der Grund dafiir, daf§ der hier
dargestellte Mehrgitter-Ansatz fiir geordnete Systeme besonders effizient ist.

Fiir ungeordnete Systeme sind, wie bereits in Kapitel 2 angemerkt, klassi-
sche Mehrgitterverfahren ungeeignet. Daher wenden wir uns ab jetzt den
Schurkomplement-Verfahren zu.

3.4.2 Schurkomplement-Verfahren

Anstelle eines klassischen Mehrgitter-Verfahrens untersuchen wir nun Schur-
komplement-Verfahren zur Losung des origindren Systems bei einer kal-
ten Konfiguration. Anschliefend werden ausfiihrlich Schurkomplement-
Verfahren fiir realistische und heifle Konfigurationen behandelt. Zu Beginn
der Diskussion sehen wir uns das exakte Schurkomplement an:

Das exakte Schurkomplement

Die Lange eines Weges von einem groben Gitterpunkt x € €2, zu einem ande-
ren Grobgitterpunkt y € €2, ist bzgl. des Gitters 2, stets gerade. Diese erste
Uberlegung rechtfertigt die explizite Formulierung des folgenden Lemmas.

Lemma 3.22. Fiir alle v € N ist
DCfDJZJJiHDfC =0
und

2 — ((PrireDro,)” 0 Yy
" 0 (DL07L1DL1,LO)

Beweis. Trivial. ]

Lemma 3.23. Das exakte Schurkomplement S der Matrix A lautet
SA =71 — 52DL2,L1 ([ — K/QDLLLQDLO,Ll)_l DL1,L2- (313)

Beweis. Wir rechnen unter Verwendung der Neumann-Reihe

SA = ACC — AcfA;}Afc =1 - /€2Dcf Z (/ﬁJfo)V ch.

v=0
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Mit Hilfe des ersten Teils von Lemma 3.22 folgt

SA =1—- /{2Dcfz (linf)QV ch.

v=0

Betrachten wir die beteiligten Matrizen Dy, D]%‘J’c und Dy, vgl. (3.9) und
Lemma 3.22, so gilt

o0

Sy = I—kKDp,1, Z (KQDLhLoDLoaLl)V Dry,

v=0

—1
= ] - 52DL2,L1 (I — KQDLLLDDLO,Ll) DLl,LQ'

Damit ist der Beweis erbracht. ]

Niitzlich ist die folgende Identitét:

Lemma 3.24.

SA = [ - I{QDLQ?L1 <I—|— I€2 (I — R2DL1,LODL0,L1)_1 DL1,L0DL0,L1> DL1,L2-

Beweis. Wegen

o0 o0

2 v 2 2 v
E (5°DrypeDror,) =1+k E (k°Dypy,10Dro,ry)” DiyinoDro,r,
v=0 v=0

ist dies klar. O]

Die kalte Konfiguration

Wir diskutieren zunéchst Schurkomplement-Verfahren fiir eine kalte Kon-
figuration. Ein Gegeniiberstellung von Mehrgitter- und Schurkomplement-
Verfahren zur Losung des origindren Systems zeigt, dafl bei geeigneter Wahl
der Parameter die Verfahren vergleichbar effizient sind.

Das exakte Schurkomplement

Die konstante Gitterfunktion 1 nicht nur ein Eigenvektor zum kleinsten Ei-
genwert von A, sondern auch ein Eigenvektor des exakten Schurkomplements:

Lemma 3.25. Fiir eine kalte Konfiguration gilt

8k?2
1=11-— 1
54 ( 1— 8/@2)
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Beweis. Wir betrachten zunachst

_ _ 1
Aflefc]- = 2Af} ( ) 22 Hfo [—l— /<.',fo) (0>
= QZ (/{fo)2y (*> Z linf ( ) .

v=0

Nun gilt

- vy ’ 1
VZO<K2DL1’L0DLO’L1) 122(8/{,2) 1: 1—8/{,21'

v=0

Daher folgt mit

2 -1 8k°
SA]_:]_—H DcfAffoc]-: 1-— 1
die Behauptung. O

Restriktion und Prolongation

Fiir eine kalte Konfiguration ist /4+xD¢ bis auf Skalierung die exakte Inverse
fiir den Eigenvektor 1 zum kleinsten Eigenwert der Matrix A:

Lemma 3.26. Es gilt

~ 1
141 _ §#—1 -1 __

Beweis. Aus Lemma 3.18 folgt unmittelbar DJ% 71 =81 und daher

AL = Y (kDyy)"t = (I +£Dyp) Y (kDyp)*1
v=0 v=0
1

— (I+kD 1= (I +rDs)1=A;11
+ K ff; g2+ rDyy) 7L

was zu zeigen war. O

Lemma 3.27. Es sei die Approximation gﬁ der Inversen der Matrix Ay
so wie in Lemma 3.26 gewahlt,

~ 1
-1
Aff = —1 — 8/—{2 ([—{— /{fo).
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Dann ist die matrixabhéngige Restriktion R gegeben durch

R = (—fxcfﬁf; )

= 13 (KDLQ,Ll KJQDLQ,[JDLLLO (]_ — 8/{)]) .

Beweis. Ausrechnen. O

Bei der in Lemma 3.27 dargestellten Wahl der approximativen Inversen wirkt
die Restriktion auf die konstante Gitterfunktion so wie die , exakte“ Restrik-
tion aus (2.26). Analog erhalten wir eine entsprechende Aussage fiir P = R,

Exkurs: Restriktion und Prolongation fiir die Matrix (1.3)

Das folgende Lemma offenbart, daf§ die matrixabhéngige Restriktion bei ge-
eigneter Parameterwahl mit der bekannten Restriktion Ry aus (2.24) bis auf
einen skalaren Faktor iibereinstimmt. Fine entsprechende Aussage gilt auch
fiir die Prolongation.

Lemma 3.28. Fiir die normalisierte Matrix (1.3) aus Beispiel 1.13,

1
A=1—-kD = -
kD, K 1

stimmt die matrixabhingige Restriktion

R— (—Acfﬁ;fl 1) . A7l =2(I 4 kDyy)
bis auf Skalierung mit der 9-Punkt-Restriktion Ry iiberein.
Beweis. Ist g;} = a(l + kBDyy), so lautet die Restriktion

200 4a 2ap
R = 6 da 16 4«
2a03 4o 2a0

Fiir « = 2 und 3 = 1 erhalten wir bis auf den skalaren Faktor die Restriktion
Ry. O
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Approximation des Schurkomplements

Nachdem mittels Lemma 3.27 die Wirkung der Restriktion und Prolongati-
on auf die konstante Gitterfunktion festgeschrieben wurde, verfolgen wir das
Ziel, das exakte Schurkomplement und insbesondere seine Wirkung auf Ei-
genvektoren zu kleinen Eigenwerten gut zu approximieren. Dazu betrachten
wir zwei Ansétze zur Approximation des Schurkomplements.

Der erste Ansatz repréisentiert einen 5-Punkte-Stern auf dem Grobgitter:

Lemma 3.29. Es sei §A =71 — WHQDLQ,LlDLl,L2- Dann gilt §A1 = S41 fir
w=1/(1-8k?).

Beweis. Offensichtlich ist
§A1 = ([ - WH2DL2,L1DL1,L2) 1= (1 - 8&}52) 1,
und ein Vergleich mit Lemma 3.25 liefert das gewiinschte Resultat. O]

Eine verbesserte Approximation an das exakte Schurkomplement erwarten
wir von einem 9-Punkte-Stern:

Lemma 3.30. Essei Sy = I—«2Dy, 1, (I +wk?Dy, 1,Dro.1,) Dr,.1,. Dann
gilt Sa1 = 941 fiir w =1/ (1 — 8x?).

Beweis. Wir verifizieren

Sal=1—8k*1 + 64wkl = 1 — 8k (1 + 8wr?) 1.

1

Fiir w=! = 1 — 8«2 erhalten wir

82 1
]. 8 2:1 pry
oW T 182

also §A1:SA1. O

Ein Blick auf das exakte Schurkomplement (3.13) offenbart, da§ sowohl der
5-Punkte- als auch der 9-Punkte-Stern auf der Approximation

1
I
1 — 8k2

(I — KDy, 1,Diyy) " ~

beruhen. Dies entspricht einer Approximation des Spektrums durch den
groften Eigenwert 1/(1 — 8x2%), denn es gilt:

Lemma 3.31. Es ist Ay (I — k2Dp, 1, Dror,) = 1 — 8k2.
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11 8 1}82 1 ‘84 l.‘EE 1 ‘SE 1‘9 1. ‘92 1 ‘94 l.‘% 1. ‘QE 2 D02 0.2‘05 0.‘21 0. 2‘15 0. ‘22 0.2‘25 0. ‘23 0.2‘35 O.‘ZA 0. 2‘45 0.25
(a) K(S7'S4), K A 0.24876 (b) K(S7'S4), w=1/(1—8k?)

Abbildung 3.9: Die Kondition des prakonditionierten Schurkomplements
fiir verschiedene w und festes x sowie fiir verschiedene x und optimales w
(N = 16). Erwartungsgemif ist der 9-Punkte-Stern dem 5-Punkte-Stern
iiberlegen, und fiir hinreichend grofles x betréigt die Verbesserung der Kon-
dition ungefihr einen Faktor 2.

Beweis. Mit Lemma 3.32 und Lemma 3.33 ist dies klar. OJ

Numerische Experimente zeigen, dafl fiir beide vorgestellten Ansétze zur
Approximation des Schurkomplements die Kondition des prikonditionierten
Schurkomplements S;'S4 bei w = 1/(1 — 8x?) minimal ist, vgl. Abb. 3.9.

Zusammenfassend ist fiir eine kalte Konfiguration mit dem hier hergeleiteten
Schurkomplement-Prikonditionierer ein effizientes Multilevel-Verfahren vor-
handen. Der Prékonditionierer besteht aus einer Restriktion und einer Pro-
longation, welche &hnlich sind zu der bei geometrischen Mehrgitterverfahren
verwendeten Restriktion Ry und Prolongation F,y. Als Schurkomplement-
Approximation bevorzugen wir den vorgeschlagenen 9-Punkte-Stern, da
dieser das exakte Schurkomplement besser als der ebenfalls vorgestellte
5-Punkte-Stern approximiert. Die Konstruktion eines echten Multilevel-
Verfahrens erfolgt in natiirlicher Weise. Fiir konstante Gitterfunktionen
wirkt der Schurkomplement-Prékonditionierer wie die exakte Inverse der Ma-
trix A, und daher ist diese Priakonditionierung fiir das Dirichlet-Problem so
effizient wie die Prikonditionierung durch klassische (geometrische) Mehr-
gitterverfahren.

Die (realistische und die) heifle Konfiguration

Wir wenden uns ab jetzt dem Fall einer heiflen Konfiguration zu und untersu-
chen Schurkomplement-Verfahren fiir diese ungeordneten Systeme. Der Fall
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einer realistischen Konfiguration wir nicht gesondert behandelt, da dieser
sich vom Fall einer heiflen Konfiguration (nach Auswertung umfangreicher
numerischer Experimente) kaum unterscheidet.

Analog zur Diskussion von Schurkomplement-Verfahren im Falle einer kalten
Konfiguration werden wir

a) lokal wirkende, approximative Inverse der Matrix Ay und
b) geeignete Schurkomplement-Approximationen

konstruieren. Beweise theoretischer Aussagen, welche es ermoglichen, die
Giite der Approximation zu beurteilen, werden wir wiederholt auf den Fall
geordneter Systeme zuriickspielen, da hierfiir entsprechende Aussagen leicht
bewiesen werden konnen.

Die Matrix Ay

Zunéchst werden wir zeigen, daf} die Matrix A;y = I —x D gut konditioniert
ist. Dazu benotigen wir einige Aussagen iiber die Spektren der beteiligten
Matrizen.

Lemma 3.32. Es ist O-(DLi,LlDLl,Li) g [0,8] fir 1 = 0,2

Beweis. Fir ¢ = 0,2 folgern wir analog zum Beweis von Lemma 3.10, dafl
p(Dp, 1, D, 1, —4I) < 4 ist, also

0<ADr,1,Dr,1,) <8
gilt. Fiir eine kalte Konfiguration sind die Abschatzungen scharf. O
Lemma 3.33. Es gilt 0(Dy, ,Dr,1,) = 0(Dg, n,Dp,.1,) U{0} fir i =0, 2.
Beweis. [50], Satz 6.4.4. O
Lemma 3.34. Es gilt diag (Dy, 1,Dr, 1,) = 2 fiir i =0, 2.
Beweis. Klar. O
Lemma 3.35. Es gilt p(Dy;) < 2v/2.

Beweis. Wir kombinieren Lemma 3.22, Lemma 3.32 sowie Lemma 3.33 zu
O-(D.?lf) = U(DLO7L1DL17LO) U O-(DLl,LODLo,Ll) g I:O, 8].

Es folgt o(Dys) C [-2v/2,2v/2] und p(Dyy) < 21/2. O
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Lemma 3.36. Mit A ist auch —\ ein Eigenwert der Matrix Dyy.
Bewers. Vollig analog zum Beweis von Lemma 3.13. [
Es ist nun moglich zu beweisen, daf§ die Matrix A gut konditioniert ist:

Satz 3.37. Die Kondition x(Afs) der Matrix Ass = I — kDys geniigt der
Abschétzung

14+2v26 1422k,
K(Aff) < <
1—2V26  1—2V2k,

Beweis. Klar, da wir fiir das Spektrum der Matrix Ay die Abschatzungen

<1234, 0<k < Ks.

0<0.15 < 1—2V2k, < 1-2V25
< AMApp) < 1+2V2k < 1+ 2V2k, < 1.85

unmittelbar aus Lemma 3.35 gewinnen. O

Die approximative Inverse KJTJ}

Da die Matrix A gut konditioniert ist, kann die approximative Inverse bei-
spielsweise implizit durch einige wenige Schritte eines einfachen Iterations-
verfahrens definiert werden. Ist P — () die das einfache Iterationsverfahren
induzierende Zerlegung, so entspricht diese Vorgehensweise nach Lemma 1.42
der Approximation der Inversen durch

k—

A=Y (PP (3.14)

=0

[y

N

Wir formulieren zunéchst explizit einige approximative Inverse und diskutie-
ren anschliefend die verschiedenen Ansétze.

Jacobi-Prikonditionierer

Lemma 3.38. Die durch die Jacobi-Zerlegung der Matrix A;; induzierte
approximative Inverse ist gegeben durch

k—1

A;fl = Z(Hfo)V.

=0

N

Beweis. Siehe (1.8) mit w = 1. O
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GS-Prakonditionierer

Lemma 3.39. Die durch die GS-Zerlegung

A . I 0 . 0 FJDLI,LO
= \=kDpyp, 1 0 0

der Matrix Ay; induzierte approximative Inverse ist gegeben durch

0 IiDL L li DL L DL L )V_1> ( I 0)
=7+ 1, 0 0,L1 Lo )
A ( Z < (52 Do, Dr,y o) Do, 1
Beweis. Siehe (1.10) mit w = 1. O

SGS- und ILU-Prikonditionierer

Sowohl die durch die SGS-Zerlegung (o = 1) als auch durch die direkte ILU-
Zerlegung (o = 1 — 2k%) zum Muster der Nichtnullelemente der Matrix A
induzierte approximative Inverse wird durch das folgende Lemma gegeben,
vgl. Lemma 3.34.

Lemma 3.40. Essei R = (a—1)I+k*Dy, 1, Dy, 1,- Die durch die Zerlegung

A . I 0 1 _'LQDLl,Lo o 0 0
= \=kDpyr, I1)\0 ol 0 R

der Matrix Ay; induzierte approximative Inverse ist gegeben durch

T "i 0 a'xDp,,R\" (I o 'kDr,r, I 0
£ = 0 Oé_lR 0 CY_II K'DLO,Ll 1)
Beweis. Klar. O

Praktikable Priakonditionierer

Die Giite der Approximation der Inversen durch die vorgestellten Priakon-
ditionierer wird durch die Wahl des Parameters k gesteuert. Jedoch ist klar,
daB der durch die Prékonditionierung entstehende zuséatzliche Aufwand mit k
wiéchst, so daf eine Priakonditionierung fiir £ > 3 i.a. nicht mehr praktikabel
ist.

Wir wihlen den Jacobi-Prékonditionierer aus Lemma 3.38 mit £ = 2, ver-
nachlassigen Terme hoherer Ordnung und bestimmen die Kondition der
prakonditionierten Matrix Ay:
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Lemma 3.41. Es sei Z}} = I+ kDys. Dann gilt
a<g;}Aff) = U([ - HzDLo,LlDLl,Lo) U U([ - KZDLLLODLO,Ll)?

und die Kondition der prakonditionierten Matrix EJT}AH geniigt der
Abschétzung

1 - 1
1 —8k? 1—8k?2

k(A7 }Agy) < <358, 0<k <k,
Beweis. Trivial, da Z;}Aff =1- HQDJQCf ist. O

Mit Lemma 3.56 treten die Eigenwerte der Jacobi-prikonditionierten Matrix
Ay mit gerader Vielfachheit auf.

Fiir die durch die GS-, SGS- und ILU-Zerlegung induzierte approximative
Inverse erhalten wir eine zu Lemma 3.41 analoge Aussage, jedoch ist die
Eigenwertverteilung in diesen Fillen wesentlich giinstiger als bei der durch
die Jacobi-Zerlegung induzierten approximativen Inversen:

~ I 0
-1 _
Aff o (KZDLO,LI [> )

Lemma 3.42. Es sei

Dann gilt
o(A;1Ag) = o(1 — D1y 1, Dp o) U1}, w(A71A;) < 1_—18%2

Beweis. Es gilt

=g 1 amoits, ).
Mit Lemma 3.32 folgt nun die Behauptung. O
Lemma 3.43. Es sei

It ([ OJ_IHDLLLO) ( I O>‘

rf 0 a I kDpor, 1

Dann gilt
1

O-(Z;;Aff) = a_la([ - KJQDLO,L1DL1,L0) U {1}7 ’%(‘Z};Aff) < 1——8%2
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Beweis. Es gilt

A4, — (I oflfiDLl,Lo) (] —KDry,10 )
fretfr 0 0571] 0 I-— KJQDLO,LlDLl,LO
a (0 a (I - HQDLO,LlDL17L0)> '

Mit Lemma 3.32 folgt nun die Behauptung. O]

Die prékonditionierte Matrix A besitzt den Eigenwert 1 mit Vielfachheit
n/2, falls der Prékonditionierer aus Lemma 3.42 bzw. Lemma 3.43 verwendet
wird.

Da bei diesen Ansétzen Terme hoherer Ordnung vernachlissigt werden, er-
scheint es naheliegend, eine Gewichtung des Nichtdiagonalanteils kDy¢ ein-
zufithren, um die fehlenden Terme zu subsumieren. Tatséchlich zeigt aber
das folgende Lemma, dafl der einfache Ansatz jedenfalls bei einer Jacobi-
Prakonditionierung bereits optimal ist.

Lemma 3.44. Es sei ﬁ;} = I + wkrDjsy mit w € R. Dann ist die Kondition

der prikonditionierten Matrix g]?}A #¢ minimal fiir w = 1.

Beweis. Mit p(t) = (1 + wt)(1 —t) gilt AVJT;Aff = p(kDyys). Nach Lemma
3.36 liegen die Eigenwerte symmetrisch um den Ursprung. Eine einfache
Kurvendiskussion offenbart die Minimalitdt der Kondition fiir w = 1: Fiir
w > 1 ist der rechte Zweig (¢t > 0) der Funktion p gréofer und der linke (¢ < 0)
kleiner als der fiir w = 1, vgl. Abb. 3.10, also ist die Kondition gréfler. Analog
fiir w < 1. O

i
1 L L L L L L L L L
-1 -08  -06 -04  -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Abbildung 3.10: Die Funktion p(t) = (1 + wt)(1 — t) fiir verschiedene w.
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Ein né&chster Schritt wére die Hinzunahme von Termen héherer Ordnung.
Tatséchlich ist die Kondition der priakonditionierten Matrix A bereits hin-
reichend gut, so dafl die zu erwartende minimale Verbesserung der Kondition
den hierfiir zu leistenden Aufwand nicht rechtfertigt.

Restriktion und Prolongation

Da wir bereits eine hinreichend gute approximative Inverse der Matrix Ay
bestimmt haben, kénnen wir diese zur Konstruktion der matrixabhéngigen
Restriktion und Prolongation verwenden. Dabei stellt sich heraus, daf§ die
Restriktion (Prolongation) bei einer durch die SGS-Zerlegung induzierten ap-
proximativen Inversen (k = 2) identisch ist mit der Restriktion (Prolongati-
on) bei einer durch die Jacobi-Zerlegung induzierten approximativen Inversen

(k= 3):

Lemma 3.45. Ist ﬁ;} die durch die SGS-Zerlegung induzierte approxima-
tive Inverse, so entspricht die matrixabhingige Restriktion und Prolongation
gerade dem Ansatz

k(I + kD¢ + k2D2%,.)D+,
R = (kDey(I+ kDyss +s2D3%,) 1), P:<( s i) f)_

Beweis. Da die durch eine approximative Inverse der Gestalt

D D 0
2 Ly,Lo~ Lo,L1
I + K,fo + K ( 0 *)

beschriebenen Kopplungen zwischen Gitterpunkten aus Ly weder zur matrix-
abhéngigen Restriktion noch zur matrixabhéngigen Prolongation beitragen,
sind die Restriktion und die Prolongation bei einer durch die SGS-Zerlegung
induzierten approximativen Inversen

A7} =1+ KDy + K (D Ll’LOOD Lo:Ln 8)

insbesondere identisch mit der Restriktion und der Prolongation bei einer
durch die Jacobi-Zerlegung induzierten approximativen Inversen,

]+I€fo+/{2D§f:]+/{fo+/{2 <DL1,L0DL07L1 0 >

0 DLO,LlDL1,L0

was zu zeigen war. O
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Approximation des Schurkomplements

Der Diskussion der Restriktion und Prolongation folgt nun die Approxima-
tion des exakten Schurkomplements

2 2 -1
Sa=1—-k DL27L1 (I — K DLLLODLO,Ll) DL17L2'
Dazu miissen wir eine geeignete Approximation der Matrix

K

o 1 2 -
(I - KZDLl,LODLo,Ll) = 1 _ 21‘%2 <I - 1 . 2,{/2 (‘DLLLODLle - 2‘[>>

konstruieren.

Lemma 3.46. Es gilt

[1—8k* 1]

1%2
i (I " 1o g Prnelron =2 >) S Too

2
T [1—8k2,1] € [0.34,1.22], 0<k <k,

Beweis. Siehe Lemma 3.33 und Lemma 3.32. O

Wir folgern, da$ die Matrix (I — 2Dy, 1,Dr,1,) " gut konditioniert ist. Es
bietet sich daher an, zur Approximation den Ansatz

1 K2
T2 (w1f + WeiT 55 (D, .1oDro.ry — 2[)) (3.15)

zu verwenden. Die Matrix (3.15) beschreibt einen 7-Punkte-Stern und die
zugehorige Schurkomplement-Approximation

I§}2

1 —2k2

2

~ K
S,=1— _r
A 1 — 22

DLQ,Ll (wl[ + w2 (DLl,LoDLo,Ll - 2[)) DLl,LQ

(3.16)
einen 9-Punkte-Stern, vgl. Abb. 3.11.

Fiir w; # 0 und wy = 0 reduziert sich die Schurkomplement-Approximation
auf eine Néchste-Nachbar-Kopplung auf den Gitterpunkten aus Lo,

SA:I_wl_—MDL27L1DL17L2’ (317)

bei der die Nichtdiagonalanteile durch einen Relaxationsparameter w gewich-
tet werden.



3.4. Multilevel-Verfahren 67
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) 9-Punkte-Stern

® O U 0 O

® ® O 0 O

(a) 7-Punkte-Stern

Abbildung 3.11: Der 7-Punkte-Stern der Matrix (3.15) und der 9-Punkte-
Stern der Schurkomplement-Approximation S4.

Eine mogliche und naheliegende Wahl in (3.15) bzw. in (3.16) ist w; = 1.
Um die Approximation zu verbessern, bestimmen wir eine erste Ndherung
der Diagonale der Matrix

K2 !
(I - m (DLLLODL(LLI - 2])) )

indem wir die entsprechende Neumann-Reihe trunkieren,

IiQ 2 I{2 s
= <1 < s .
w1 1+6(1_2K2) +12<1_2K2> <109, 0<k<rh,. (3.18)

Den optimalen Wert ws, so dal die Kondition des priakonditionierten Schur-
komplements minimal wird, ermitteln wir konfigurationsabhéngig. Nume-
rische Experimente zeigen aber, dafl im allgemeinen w; = 1 und wy = 2
eine gute Parameterwahl ist, vgl. Abb. 3.12. Fiir w; aus (3.18) erscheint
wy =~ 1.65 sinnvoll, und die Kondition des prikonditionierten Schurkomple-
ments ist gegeniiber w; = 1 und wy = 2 kleiner. In der Abbildung ist aufler-
dem deutlich zu erkennen, daB der Ubergang von einer Nichsten-Nachbar-
Kopplung hin zu einem 9-Punkte-Stern zu einer Verbesserung der Kondition
des prakonditionierten Schurkomplements um einen Faktor 5 — 6 fithrt. Aus
diesem Grund ist der 9-Punkte-Stern dem 5-Punkte-Stern vorzuziehen.
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(a) 5-Punkte-Stern (b) 9-Punkte-Stern

Abbildung 3.12: Die Kondition des préikonditionierten Schurkomple-
ments in Abhéngigkeit des Relaxationsparameters fiir eine gegebene hei-
Be Konfiguration. Im Falle des 9-Punkte-Sterns ist die Kondition des
prékonditionierten Systems fiir wy aus (3.18) und w; = 1 (gestrichelte Li-
nie) aufgetragen.

3.4.3 Schurkomplement-Verfahren zur Losung des
odd-even reduzierten Systems

Wir werden im folgenden darlegen, daf§ die vorgestellten Ideen zur Konstruk-
tion von Schurkomplement-Prékonditionierern auch fiir das odd-even redu-
zierte System erfolgreich angewendet werden kénnen. Wir werden beweisen,
dafl die Schurkomplement-Verfahren zur Loésung des odd-even reduzierten
Systems denen zur Losung des origindren Systems deutlich iiberlegen sind.

Ausgehend vom odd-even reduzierten System stellen wir in diesem Abschnitt
fest, daf} es im Gegensatz zum urspriinglichen, nicht reduzierten System nun
moglich ist, die Kopplungen des odd-even reduzierten Systems einzuteilen in
schwache und starke. Trotz der auf dieser algebraischen Charakterisierung
basierenden Auswahl der groben Gitterpunkte kann eine Hierarchie von Git-
tern definiert werden, welche identisch ist mit der auf rein geometrischen
Kriterien beruhenden Auswahl.

F/C-Anordung der geraden Gitterpunkte

Betrachten wir eine F/C-Anordnung der geraden Gitterpunkte mit Q; = Ly
und 2. = Lo, so sind die Matrizen D., und D,. gegeben durch
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D
Do = <D§Z:§i) + Doe = (DLLLO DL1,L2) )

und die odd-even reduzierte Matrix A©) = A, besitzt die Gestalt

(e) (e) (e) (e)
A = (A{z; A{s) I-# (D@s D{;) (3.19)
A AL DY D

mit
D;e} = DL(),L1 DLLLO’ D](“c) DL() L1 DL1 Loy
D((:;f) = D1y, D10y DY =Dy, Dy,

Wir bestimmen im folgenden die Nichtnullblocke der beteiligten Teilmatrizen.

Besetztheitsmuster der Blockdiagonalmatrizen

Lemma 3.47. Fiir i = 0,2 ist diag (Dy, 1, D, ;) = 41.

Beweis. Fiir i = 0,2 gilt

(DL LlDLl ZUFL +U ( u)Uf(lC—eu).
pn=1
Da |U,(x)| = 1 ist, erhalten wir die Behauptung unmittelbar. O

Die Matrizen A% und Agff) reprisentieren eine Néchste-Nachbar-Kopplung
auf den groben bzw. den feinen Gitterpunkten:

Lemma 3.48. Fiir ¢ = 0,2 besitzt die Matrix Dy, 1, D, 1, genau 5 Nicht-
nullelemente an den Positionen (p = 1,2)

(x,z) : 4
(z,x+2e,) : Uyzx)U,(z+e,)
(x,x—2e,) : Uf(x—eu)Uf(x—Qe“).

Beweis. Klar. ]
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Besetztheitsmuster der Nichtdiagonalblécke

Zwischen benachbarten geraden Gitterpunkten x € L;(€2,) und y € L;(€4),
1 # 7, gibt es genau zwei Wege der Lénge 2 bzgl. des urspriinglichen Gitters
Q. Diese zwei Wege sind fiir Systeme mit konstanten Gewichten identisch,
fiir ungeordneter Systeme hingegen sind diese unterschiedlich gewichtet.

Lemma 3.49. Fiir 7,5 = 0,2 mit ¢ # j besitzt die Matrix Dr,1,Dr, 1
genau 4 Nichtnullelemente an den Positionen (z,y),

Ul + €,) + U (@)Up(a +e,)

UH(y) + UL (2 — e)Up(z —<,)
y=z—eute, : Ul(e—e)U(x—e)+Un@)Ul (y)
Y=t eu—e © U e U () + U - e)UR (),

y=xz+e,+e, : Uyx)
y=x+e,—e, Uu(z)

H

wobei u # v ist.

Beweis. Nachrechnen. O

Diagonaldominanz

Lemma 3.50. Die Matrizen Agff) und Agi) sind diagonaldominant.

Beweis. Es gilt

e e , 1
1—4r* = |( A;f )ii| > Z] A;f )i = 4k? fiir alle |k| < Wik
J#i 2v2

insbesondere also wegen 1/(2v/2) ~ 0.35 fiir 0 < x < k. O

Die Eigenschaft ’streng diagonaldominant’ rechtfertigt eine Approximation
der Inversen der Diagonalblocke des odd-even reduzierten Systems durch eine
lokal wirkende Matrix.

Nachdem wir uns die einzelnen Teilmatrizen der odd-even reduzierten Ma-
trix genauer angesehen haben, werden wir nun mit Hilfe einer Einteilung
der Kopplungen in schwache und starke erkldren, warum die gewéhlte F/C-
Anordnung mit 2y = Ly und {2, = Ly eine sinnvolle Anordnung der Gitter-
punkte ist.
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Schwache und starke Kopplungen

Durch die folgenden Uberlegungen wird eine Klassifizierung der Kopplungen
in starke und schwache im Sinne der Definition 2.18 mit § = 0.5 nahegelegt.

Lemma 3.51. Fiir 4,57 = 0,2 seien # € L; und y € L; zwei Gitterpunkte
mit  # y. Im Falle einer kalten Konfiguration ist die Kopplung zwischen x
und y fiir ¢ = j schwach, fiir ¢ # j hingegen stark.

Beweis. Fiir i = j erhalten wir mit Lemma 3.48 sofort |A§f§,| = k2, fiir i # j
hingegen |AL)| = 2x2 mit Lemma 3.49. O

Dieses Resultat 148t sich auf den Fall einer heiflen Konfiguration iibertragen,
indem wir eine analoge Aussage fiir den Erwartungswert F(-) beweisen.

Satz 3.52. Fiir i,j = 0,2 seien z € L; und y € L; zwei Gitterpunkte mit
x # y. Dann gilt

2 . .
(e) o K 1=
|E(Ax,y>’ - { 41{2/7.(. : Z?’éj

Beweis. Siehe Lemma A.1 und Satz A.2 im Anhang. O

Fiir realistische Konfigurationen 148t sich die Frage nach dem Erwartungs-
wert nicht ohne weiteres beantworten, da in diesem Fall die Gewichte U,,(x)
nicht mehr gleichverteilt sind.

Verallgemeinern wir die Bedingung (2.21) zu

[B(AE)| > Bmax | B(AL)], (3.20)

so gilt:

Lemma 3.53. Fiir7,j = 0,2seien x € L; und y € L; zwei Gitterpunkte mit
x # y. Im Falle einer heilen Konfiguration und § = 7/4 ist die Kopplung
zwischen z und y fiir ¢ = j im Sinne der verallgemeinerten Bedingung (3.20)
schwach.

Beweis. Wegen \A;(f;| = k? fiir i« = j folgt die Behauptung sofort mit Satz
3.52. ]

Fiir i # j ist a priori nicht klar, ob die Kopplung zwischen x und y tatséchlich
eine starke oder eine schwache im Sinne der Bedingung (3.20) ist, jedoch
erwarten wir aufgrund des Satzes 3.52 eine starke.
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Auswahl der Grobgitterpunkte

Wir bezeichnen die Kantenmenge Eg der starken Kopplungen fiir den Fall
einer kalten Konfiguration auch mit E§. Fiir eine realistische bzw. eine heifle
Konfiguration untersuchen wir anstelle des reduzierten Graphen G 4 (V, Es)
den (evtl. um schwache Kopplungen reprisentierende Kanten erweiterten)

Graphen G4 (V, EY), vgl. Abb. 3.13.

o o @ O 0 O 06 00
® ® o ./O\./O\. O
¢ ¢ D Q\Q/Q\O/Q @

SN NS
o o o ® O 0 O @ O

AN

/

o o ® ® O O @ O
(a) Gae (V, E\EG) (b) Gae (V; E3)

Abbildung 3.13: Die Zerlegung des Graphen G 4 (V,E) in die Graphen
GA(E) (V, E\EE) und GA(E) (V, Egv)

Trivialerweise ist 0y = Lo(€2;,) eine maximal unabhéngige Menge des Gra-
phen G 4@ (V, E%) bzgl. der Kantenmenge E§. Obwohl fiir realistische und
heifle Konfigurationen die Kantenmenge E¢ nicht notwendig ausschliefilich
aus starken Kopplungen besteht, ist die durch diese Vorgehensweise moti-
vierte Auswahl der feinen Gitterpunkte offensichtlich d&hnlich zu der in rein
algebraischen Ansétzen. Die verbleibenden Gitterpunkte bilden das Grob-
gitter Q. = Ly(€2p,). Bemerkenswert bei diesem Ansatz ist es, da8 die resul-
tierenden Gitter a priori bekannt sind, so dafl aufwendige Auswahlverfahren
(engl.: coarsening strategies) entfallen. Insbesondere erscheint durch diese
Uberlegungen die F /C-Einteilung der geraden Gitterpunkte im Ansatz (3.19)
gerechtfertigt.

Bevor wir uns der Konstruktion einer geeigneten Approximation des Schur-
komplements zuwenden, untersuchen wir die Eigenschaften der Matrix A;e},
definieren lokal wirkende Prékonditionierer und analysieren deren Effizienz.
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. . (e)
Die Matrix A
Sehen wir uns die Matrix Agce} =1- /<;2D(ef) genauer an:

Lemma 3.54. Eine obere Schranke der Kondition der Matrix Agcef) ist gege-
ben durch

1 1
A(e)><
(457 S T8 182

< 3.58, 0< K < K.
Beweis. Die Matrix Agf} kann geschrieben werden als

2
(e) _ 2 K (e)
Aff = (1 —4r") (I— 12 <fo —4[>) .

Es sei p der Spektralradius der die Nachste-Nachbar-Kopplung auf den feinen
Gitterpunkten reprasentierenden Matrix D](ff) —41,

pzp(DSf})—4[>.

Mit Lemma 3.32 erhalten wir p < 4, womit nun

(A(e)) <(14+ K2 /(1 K2 < 1
,i'/ —_
)= P14 PT 02 ) = 1-8k?

unmittelbar folgt. O

Trunkierte Neumann-Reihen

Basierend auf einer trunkierten Neumann-Reihe konnen wir nun einen ersten
)
einfachen Prakonditionierer der Matrix Al) einfiithren:
ff

p1o) R — (D
(ff) T 142 +w1—4/<;2< ff_4) ' (3.21)

Dies ist der Jacobi-Prikonditionierer mit einer zusétzlichen Gewichtung des
Nichtdiagonalanteils, welche durch den Parameter w € R gesteuert wird.

Lemma 3.55. Es sei eine approximative Inverse der Matrix Agf} gegeben
durch (3.21). Die Kondition der prékonditionierten Matrix ist minimal fir
w =1, und in diesem Fall gilt die Abschatzung

O NG 0z 1
R ((Aff> Aff) <(1-48") 125
1

< (1 — 4/@?)2

13 2<1.47, 0 < Kk < Kg.
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Beweis. Vollig analog zum Beweis von Lemma 3.44 erhalten wir die Opti-
malitat fiir w = 1, vgl. auch Abb. 3.10, und fiir diese Wahl von w, also

2

() =1 (S (). )

gilt die Abschétzung

Fle -1 e HZ 2 - 2 1
(1) A;})§<1—(p1_4ﬁ2>> (e

wobei wie zuvor p = p (fo}) — 4]) ist. O]

Odd-even Anordnung der feinen Gitterpunkte

Das Ziel ist es nun, genauere Aussagen iiber die Eigenwertverteilung der
prékonditionierten Matrix (3.22) herzuleiten. Dazu setzen wir im folgenden
eine odd-even Anordnung der feinen (Lo-)Gitterpunkte voraus:

Ist D;ef) = Dgff) — 41, so kann die Matrix A;f} in der Form

2 r(€)
(e) _ 2 O] s _ B A _ [ 0 Doe
Aff—(1—4/<:)(l—/<ngf>, =11 fo—<f)£§) 0 )
mit D = DI und D) = DY geschrieben werden.
Spektrum der Jacobi-prikonditionierten Matrix Agf}
Lemma 3.56. Es gilt o(DY DY) = (DY D).
Beweis. [50], Satz 6.4.4. O

Als eine unmittelbare Folgerung halten wir fest, dafl die Eigenwerte der Ma-
trix (3.22) mit gerader Vielfachheit auftreten:

Satz 3.57. Es gilt

T 4@ g ge2 R A yle) _
0(<Aff> Aff)_(l 4/4:)a<] — 0 (DGOD% ar) ).
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Beweis. Aus der Gleichung

~o\ 1 . 2 (e (e
(A9) Al =1-#2 (D)) =1-# (Doe by o )

;2 DYDL) _4r 0
=(1—4~%) | I - oc e o) A
(1 - 4&%) ( 1 — 472 ( 0 DYDY — 41

folgt mit Hilfe des Lemma 3.56 sofort die Behauptung. O]

Unvollstindige Dreieckszerlegungen

Neben der trunkierten Jacobi-Entwicklung bietet die unvollstéandige Drei-
eckszerlegung eine weitere Methode zur Konstruktion effizienter Prikondi-
tionierer:

Lemma 3.58. Es sei 1 — 442 # 0. Die Matrizen L, U und R seien definiert
durch

I 0 I —iDY 5 (0 0
L= A U= oe R= VR .
(—/%Déf,) I) ’ (0 (1—4&2)1)° " \o DYDY a1
Dann ist LU — R die direkte ILU-Zerlegung der Matrix (1 — 4/@2)*1A§ff) zum

Muster der Nichtnullelemente.

Beweis. Wir rechnen nach:

I 0\ /(I -—iDY )_ I —&D{¢
—&DY) 1) \0 (1—4R)1 kDY (1 4i2)T 4+ #2DE DY )

Aus diag (Dé?bg‘?) — 4] folgt diag <(1 4RV g?f)é?ﬁgi)) - 0
Die Existenz der direkten ILU-Zerlegung klart das folgende Lemma:

Lemma 3.59. Die direkte ILU-Zerlegung der Matrix A}e} existiert fiir alle
0 < kK < K.

Beweis. Aus 1 — 4k? = 0 folgt & = 0.5, also 1 — 4k? = 2x%. Letzteres gilt,
falls kK = 1/\/6 ~ 0.4 ist. Es gilt aber stets 0 < k < kK, < 0.4. O

Ohne Miihe kénnen wir nun auch die entsprechende direkte unvollstédndige
LDU-Zerlegung angeben:
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Lemma 3.60. Die Matrizen L, D und U seien definiert durch

I 0 I 0 I —#D%Y
L = A~ D = N = oe .
<—/%D§§) [) ’ (0 (1- 4/{2)1) U (o I

Dann ist LDU — R mit R aus Lemma 3.58 die direkte unvollsténdige LDU-
Zerlegung der Matrix (1 — 452)_1A§cef) zum Muster der Nichtnullelemente.

Beweis. Offensichtlich. O

Spektrum der ILU-prikonditionierten Matrix Agf}
Satz 3.61. Mit den Bezeichnungen aus Lemma 3.60 gilt

£.2
o (((1 — 4x?) LDU) " AES}) ~(1lUo (1 = _’{W (bg?ﬁgi) - 41)) .
Beweis. Es gilt
o (((1=4s%) LDU) " AY)) = o (I = (LDU)'R)
=o(I-U'D'L'R)=0(I-D'L'RU").

Da aber L='RU~! = R ist, folgt

o (((1 —4x%) LDU) ™ A;e}) —o(I-D'R)=0¢ (1 - ﬁR) .

Insgesamt erhalten wir das gewiinschte Resultat. [

Vergleich der Prikonditionierer

Nachdem wir nun zwei verschiedene Arten der Priakonditionierung zur Kon-
struktion einer approximativen Inversen der Matrix Agf} untersucht haben,
stellen wir diese vergleichend gegeniiber:

Satz 3.62. Es sei (1 — 4k?)LU der durch die direkte ILU-Zerlegung von
Agce} zum Muster der Nichtnullelemente induzierte ILU-Prakonditionierer und

o -l
(Agff) der Jacobi-Prékonditionierer aus (3.21) mit w = 1. Dann gilt

o (((1=4s?) L) AY)) = {1} U 1%4%2 o ((21;6})_1 Agf}) . (3.23)

Beweis. Satz 3.57 und Satz 3.61. ]
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Abbildung 3.14: Spektrum der Matrix Agf} (x), des Prakonditionierers M J(c?

—1
(o) sowie der priikonditionierten Matrix (M }?) Agff) () .

Abbildung 3.14 zeigt eine typische Eigenwertverteilung der beteiligten Ma-
trizen.

Offensichtlich ist der ILU-Prakonditionierer dem Jacobi-Prakonditionierer
aufgrund der giinstigeren Eigenwertverteilung vorzuziehen. Wir zeigen nun,
dafl auch die Effizienz des ILU-Priékonditionierers durch eine Relaxation
nicht verbessert werden kann, vgl. Lemma 3.55.

Relaxierte ILU-Préikonditionierung

Ausgehend von der direkten ILU-Zerlegung ist eine Verallgemeinerung hin
zu relaxierten ILU-Zerlegungen einfach.

Lemma 3.63. Ist W die Diagonalmatrix mit Diagonaleintrigen
= wh D DO 4]) ,
p> ( )

so ist die relaxierten ILU-Zerlegung LU — R der Matrix (1 — 4x?%)~ 1A(f zum
Muster der Nichtnullelemente gegeben durch

I 0 I —&D
L= ~ (e , U= e :
(—/%Dé() 1) (o (1 —4&2)I + W

Beweis. Als Restmatrix R erhalten wir

0 0
R= <0 W 4 a2 <D§?f)§z> _ 4])) :
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Per Definition von W€ ist klar, daB die Gleichung
Rii:wZRij, izl,...,n
J#i
erfiillt ist. 0

Durch eine Argumentation dhnlich zu der des Beweises von Satz 3.61 bewei-
sen wir:

Lgtmma 3.64. Sei AEf} = LDU — R eine Zerlegung der Matrix (1—4/12)_114;6}
mi

I 0 I 0 I —iDY
L: A D: pr— oe .
(_,wg? 1)’ (0 M<e>)’ u <0 I

Dann gilt

o (((1=4s%) LDU) " A)) = {1} U

2
(1—442) o <(M<e>)‘1 <1— : “4@ (Dgf)Dgg) —4I>)> .
— 4K

Beweis. Analog zum Beweis von Satz 3.61. m

Mit den Bezeichnungen aus Lemma 3.64 erhalten wir fiir
M© = (1 — 4T + W'
die relaxierte ILU-Zerlegung der Matrix (1 — 4/42)‘1A§f]2.

Fiir eine kalte Konfiguration ist W () = 12w&?I konstant, so daB eine re-
laxierte ILU-Priakonditionierung gegeniiber der nicht-relaxierten Variante zu
keiner Verbesserung der Kondition fiithrt. Das gleiche Resultat erhalten wir
aufgrund numerischer Experimente fiir eine heile Konfiguration, vgl. Abb.
3.15.

Wir wenden uns jetzt der Approximation des exakten Schurkomplements zu:

Das exakte Schurkomplement

Lemma 3.65. Es gilt

2 2 -1
Saw =1 —r"Dpy 1, (I —&°Dpy 1,Drgn,) Dry,rs-
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Abbildung 3.15: Die relaxierte ILU-Prékonditionierung der Matrix ASfJB
Fiir eine heile Konfiguration (N = 16) wurde die Kondition der prikon-

ditionierten Matrix A;ef) in Abhéngigkeit von w bestimmt.

Beweis. Anfanglich ist
2 2 2 -1
SA(E) = ] — K DLQ,Ll (]+ K DL1,L0 (I— K DLO,LlDL1,L0) DLO,Ll) DLl,Lg‘

Aus p(k*Dry.1, D1, 1,) < 8k% < 1 fiir alle x < k.. folgt

Saer = I =KDy, 1, (I + 52D,y 1, Z (H2DL0,L1DL1,L0)VDLO,L1> Dy, L,

v=0

= I —x’Dyp, 1, (I + K2 Z (HQDLl,LODLO,Ll)V) Dy, L,
v=1

[e.9]

2 2 v
= I—=& DL27L1 § :(K DLLLODL&LI) DL17L2’
v=0
150 Sae) = I — k2D I —k2D; ;. D D u
also Sy = I = K°Dp, 1, (I = &*Dry 10Dror,)  Dry -

Approximation des Schurkomplements

Ein Vergleich des exakten Schurkomplements der odd-even reduzierten Ma-
trix A mit dem der originéren Matrix A zeigt, daB diese identisch sind, vgl.
Lemma 3.23. Insofern ist die Konstruktion einer geeigneten Approximation
des Schurkomplements eine bereits bekannte Aufgabe, siehe Seite 66f. Im
Gegensatz zum origindren Problem kommt es jedoch im Falle des odd-even
reduzierten Systems bei der Approximation des Schurkomplements zu keiner
Auffiilllung der Grobgittermatrix. Somit ist eine rekursive Vorgehensweise
ohne Probleme moglich.
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Restriktion und Prolongation

Zur Konstruktion von matrixabhéngiger Restriktion und Prolongation
konnen einerseits die bereits hergeleiteten approximativen Inversen der Ma-
trix Agf} verwendet werden. Andererseits ist es denkbar, aufgrund der Iden-
titat
—1 -1
(_ACfAff I) = ('%2DL2,L1 DL17L0 (I - HQDLO,LlDLLLO) I)
= (KQDLle (I - ﬁQDLl,LoDLo,Ll)_l DLl,LO I)

bzw.

I 1

_ (K2DL0,L1 (I — R2DL1,LODL0,L1)_1 DLl,L2>
1

(_A;}Afc> — (K’2 (I - KZDLOJ& DLhLo)il DL07L1DL1,L2)

eine geeignete approximative Inverse der Matrix I — k?Dp, 1, Dr,.1, Zu ver-
wenden, vgl. (3.15) und die anschlieBende Diskussion der Parameterwahl.

Aufwand

Um den durch die Prikonditionierung entstehenden zusétzlichen Rechen-
aufwand pro Iterationssschritt zu bewerten, bestimmen wir den Aufwand
fiir eine Matrix-Vektor-Multiplikation (MVM) mit dem Schurkomplement-
Prékonditionierer im Vergleich zu dem Aufwand einer MVM mit der odd-
even reduzierten Matrix. Als Mafl k verwenden wir dabei die Anzahl der
Kopplungen, die zu berechnen sind:

a) Der Aufwand einer MVM mit Dy, 1, ist k(Dy, ;) = n.

b) Eine MVM mit D., (D,.) besteht aus einer MVM mit Dy, 1, (Dr, 1,)
und einer mit Dy, 1, (Dp,.1,), also gilt k(De,) = k(D,e) = 2n.

c¢) Sowohl fiir eine MVM mit A als auch fiir eine mit der odd-even redu-
zierten Matrix A(©) folgt k(A) = 4n respektive k(A©)) = 4n.

d) Der Aufwand einer MVM mit beiden vorgestellten approximativen In-
versen (die Matrix aus (3.21) und die durch die direkte ILU-Zerlegung

induzierte aus Satz 3.61) der Matrix Agf} und der Aufwand einer MVM

mit Agf} ist gleich. Bei einer naiven Realisierung der MVM betragt
dieser k(Dp,.1,) + k(Dr,,1,) = 2n. Da die Matrix Agce} eine Néchste-
Nachbar-Kopplung auf den feinen Gitterpunkten beschreibt, kann der
Aufwand jedoch in einfacher Weise halbiert werden, k(Ays) = n.
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e) Wegen k(DLQ,LlDLg,LO) = k(DLo,LlDLl,LQ) = 2n betrégt der Aufwand
fiir die matrixabhéngige Restriktion und Prolongation mit der approxi-
mativen Inversen aus (3.21) bzw. der durch die direkte ILU-Zerlegung
induzierten approximativen Inversen, s. Satz 3.61, insgesamt jeweils 3n.
Werden die Kopplungen Dy, 1, Dr, 1, und Dy, 1, Dy, 1, in einer Vor-
verarbeitungsphase explizit bestimmt, reduziert sich der Aufwand auf
k(Dp,1,Dry o) = k(Dro,1,Dry.1,) = n. Diese Reduktion bedeutet fiir
die Restriktion und Prolongation jeweils einen Aufwand von 2n.

Vernachlissigen wir den Aufwand zur Losung des Grobgittersystems, so sind
der Aufwand fiir eine MVM mit dem Schurkomplement-Prakonditionierer
und der fiir eine MVM mit der Matrix A bei einer geschickten Implemen-
tierung und einer Vorverarbeitung zur Berechung der effektiven Kopplungen
identisch.

3.5 Numerische Ergebnisse

Die numerischen Ergebnisse wurden mit Hilfe von MATLAB Version 5.3
erzeugt [1]. Fiir verschiedene GittergroBen N = 16, N = 32 und N = 64
wurden jeweils 5 heifle Konfigurationen zuféllig generiert und anschlieend
die odd-even reduzierte Matrix A initialisiert. Berechnet wurde

a) Die Kondition der Matrix Agcef) und der durch die Jacobi- bzw. der
[LU-Zerlegung induzierten approximativen Inversen, vgl. Satz 3.62.

b) Die Kondition des exakten Schurkomplements 51(46) und die des durch
(3.16) prikonditionierten Schurkomplements mit w; aus (3.18). Der
Wert w, wurde so gewéhlt, dafl die Kondition des prikonditionierten
Schurkomplements minimal ist.

c¢) Die Kondition des odd-even reduzierten Systems A© sowie des
Schurkomplement-priakonditionierten odd-even reduzierten Systems.
Dabei stehen in der ersten Zeile die erzielten Resultate fiir die ILU-
prakonditionierte Matrix Agff) und in der zweiten Zeile die Resultate
fiir die Jacobi-Prékonditionierung.

d) Die asymptotische Konvergenzgeschwindigkeit

A -
cG X li(A)

des CG-Verfahrens fiir das odd-even reduzierten Systems A(®) und das
Schurkomplement-priakonditionierte odd-even reduzierte System. Wie
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zuvor stehen in der ersten Zeile die erzielten Resultate fiir die ILU-
prakonditionierte Matrix Agf} und in der zweiten Zeile die Resultate
fiir die Jacobi-Prékonditionierung.

In den Tabellen 3.2, 3.3 und 3.4 sind die einzelnen numerischen Ergebnisse,
in Tabelle 3.5 die Mittelwerte und Standardabweichungen dargestellt. Dabei
wurde der Parameter k so gewéhlt, dafl gilt

1/1 1
m Q(K ﬁc) (3.24)

Eine Auswertung der numerischen Ergebnisse ergibt eine um einen Faktor
5—6 hohere asymptotische Konvergenzgeschwindigkeit des CG-Verfahrens fiir
das Schurkomplement-prikonditionierte odd-even reduzierte System im Ver-
gleich zum unpréakonditionierten System. Dies entspricht einer Verbesserung
der asymptotischen Konvergenzgeschwindigkeit des CG-Verfahrens fiir das
origindre System um einen Faktor 10 —12. Die asymptotische Konvergenzge-
schwindigkeit des CG-Verfahrens ist fiir die durch die Jacobi-Zerlegung indu-
zierte approximative Inverse erwartungsgeméaf etwas schlechter als die durch
die ILU-Zerlegung induzierte, und das optimale konfigurationsabhéngige Ge-
wicht variiert geringfiigig.

Des weiteren wurden numerische Messungen durchgefiihrt fiir die durch die
ILU-Zerlegung induzierte approximative Inverse bei

K(A) = (1 + i) / (1 - i) —N*- 1. (3.25)

C C

Die Ergebnisse zeigen mit wachsender Gitterdimension N eine Verbesserung
der asymptotischen Konvergenzgeschwindigkeit des CG-Verfahrens fiir das
Schurkomplement-prikonditionierte odd-even reduzierte System im Vergleich
zur asymptotischen Konvergenzgeschwindigkeit des CG-Verfahrens fiir das
unprakonditionierte System, vgl. Tab. 3.6, Tab. 3.7 und Tab. 3.8. Diese
Aussage ist auch fiir eine kalte Konfiguration richtig, vgl. Tab. 3.9.
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Konfiguration H confl6a confl6b confl6c confl6d confl6e

k(A 2.3878 25721 25451 23530  2.3001
/{(@ﬁ?) A | 12015 12401 12342 11945 11837
k(S 40) 40.5566 40.7711 41.1354 43.1539 39.1483
wy 1.62 1.66 1.72 1.56 1.7
k(S8 Sa) 2.8927 3.2617 2.7714 24923  3.6004
r(A©) 86.9595 86.2654 86.3168 87.5484 87.4731

k(M~LAE) 3.2356  3.6685  3.0878  2.7547  4.0140
41594  4.5823  3.9828  3.4627  5.0927

Ay (AP) 0.1072  0.1076  0.1076  0.1068  0.1069
Ag(M~TA®) 0.5559  0.5221  0.5690  0.6025  0.4991
0.4903  0.4671 0.5010  0.5374  0.4431

Tabelle 3.2: Numerische Ergebnisse fiir die Schurkomplement-prékondition-
ierte odd-even reduzierte Laplace Matrix auf €2, mit N = 16 und m = 0.01.

Konfiguration H conf32a conf32b conf32c conf32d conf32e

k(AY)) 25006 2.5084 24812 24284  2.3956
m((ﬁ;j?) A9 | 12251 12268 12210 12100 1.2033
(S @) 42,0053 40.3408 40.3210 41.9699 41.5442
wy 1.68 1.48 1.58 1.62 1.7
k(S50 Sae) 3.0404 45696 3.8590 2.9750  2.4077
R (A@) 87.3258 86.8460 86.7904 87.4749 87.9307
K(MLAD) 3.3807  4.9403  4.2127  3.3027  2.7025
43318  5.6930 52370 4.2042  3.4580

Ay (A©) 0.1070  0.1073  0.1073  0.1069  0.1066
Ag(M~TA®) 0.5438  0.4499  0.4872  0.5502  0.6083
04804 04191 04369 04877  0.5377

Tabelle 3.3: Numerische Ergebnisse fiir die Schurkomplement-prikondition-
ierte odd-even reduzierte Laplace Matrix auf {2, mit N = 32 und m = 0.01.
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Konfiguration H conf64a conf64b conf64c conf64d conf64e

r(AY) 24301  2.3442 2.3983 24452 24473
n(</~1§f}> CAO) | 12104 11027 12038 12135 1.2140
k(S a@) 43.6641 42.5844 42.3731 41.2609  41.349
wo 1.67 1.7 1.69 1.73 1.66
k(S5 S a0) 24386 24325 1.9482  2.7938  3.3437
K(AC) 88.0057 88.8251 88.4891 87.6063 87.5839
r(M~LAE) 2.7427  2.8249  2.2100 3.2510  3.7214
3.5587  3.8357 3.1346  4.6097  4.8103

Ay (AP 0.1066  0.1061  0.1063  0.1068  0.1068
Agg(M~1A®) 0.6038  0.5949  0.6726  0.5546  0.5183
0.5300  0.5105 0.5648  0.4657  0.4559

Tabelle 3.4: Numerische Ergebnisse fiir die Schurkomplement-priakondition-
ierte odd-even reduzierte Laplace Matrix auf €2, mit N = 64 und m = 0.01.

Konfiguration H confl6 conf32 conf64
K(A;f”}l) 2.4316 (0.1204)  2.4628 (0.0489)  2.4130 (0.0432)
H(@}ef)) A9 | 12108 (0.0250)  1.2172 (0.0102)  1.2069 (0.0089)
(S 400 40.9531 (1.4426) 41.2362 (0.8462) 42.2463 (0.9895)
W 1.6520 (0.0642)  1.6120 (0.0879)  1.6900 (0.0274)
k(S8 Sa) 3.0037 (0.4331)  3.3703 (0.8469)  2.5914 (0.5170)
K(A©) 86.9126 (0.6112) 87.2836 (0.4897) 88.1020 (0.5468)
K(M~TA®) 3.3521 (0.4946)  3.7078 (0.8740)  2.9500 (0.5683)
4.2560 (0.6164)  4.5848 (0.8849)  3.9898 (0.7068)

Aeg(AD) 0.1073 (0.0004)  0.1070 (0.0003)  0.1065 (0.0003)
Agg(M~TA®) 0.5498 (0.0404)  0.5279 (0.0611)  0.5889 (0.0579)
0.4878 (0.0356)  0.4724 (0.0465)  0.5054 (0.0452)

Tabelle 3.5: Mittelwert und Standardabweichung fiir verschiedene Gitter-
groflen.
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Konfiguration H confl6a confl6b confl6c confl6d confl6e

r(AY) 2.3734 25552 25285  2.3380  2.2868
m(@;j?) A9 | 11085 12365 12307 11916 11810
k(S 400)) 30.1218 30.5336 30.7768 31.8265 28.9235
wo 1.61 1.65 1.70 1.56 1.68
k(S5 S a0) 2.4709  2.7579 24206  2.1671  2.9518
K(AE) 64.2488 64.2494 64.2496 64.2474 64.2501
k(M~LAE) 2.7318  3.0708 2.6663  2.3802  3.2521
Ay (A) 0.06262 0.06262 0.06262 0.06262 0.06262
Ay (A©) 0.12476  0.12476 0.12476 0.12476 0.12476
Aeg(M~TA®) 11 0.60502 0.57065 0.61242 0.64818 0.55452

Tabelle 3.6: Numerische Ergebnisse fiir die Schurkomplement-préakondition-
ierte odd-even reduzierte Laplace Matrix auf €2, mit NV = 16 und x(A) = 255.

Konfiguration H conf32a  conf32b  conf32¢c conf32d  conf32e

k(AY)) 25309 25394 25114 24565  2.4224
4(215;2) A | 12315 12333 12274 12159 12088
k(S a0) 122.0795 117.7743 117.8172 121.7541 119.8830
wy 1.69 1.46 1.57 1.64 1.71
K(S7LSa0) 6.3782 11.6993  9.5515  6.4028  3.3336
K(A©) 256.2501 256.2501 256.2500 256.2501 256.2501
K(MLAE) 7.2825 12.6838 104471  7.2848  4.1384
A, (A) 0.03126  0.03126  0.03126  0.03126  0.03126
Ay (A©) 0.06246  0.06246  0.06246  0.06246  0.06246
Ay (M~TA®) || 037056  0.28079  0.30939  0.37050  0.49157

Tabelle 3.7: Numerische Ergebnisse fiir die Schurkomplement-prékondition-
ierte odd-even reduzierte Laplace Matrix auf 2, mit N = 32 und x(A) =
1023.
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Konfiguration H conf64da  conf64b  conf64c  conf64d  conf64de
k(AY)) 24680 23790  2.4354 2485  2.4871

~ —1
/i((AEf}) Ay | 12185 11998 12115 12218 1.2223
k(S 1)) 501.9592 484.8792 484.4884 475.9954 476.7222
wo 1.69 1.74 1.72 1.70 1.65
k(S 10 Sa) 12,6197  13.5279 24807 13.3761  27.0091
r(A©) 1024.248 1024.249 1024.249 1024.249 1024.249
k(M—LA®) 15.2301  18.0533  3.2643  17.5445  30.8162
Auy(A) 0.01562 0.01562 0.01562 0.01562  0.01562
Aeg(A©)) 0.03124  0.03124  0.03124  0.03124  0.03124
Ag(M~1A®) 0.25624  0.23535  0.55348  0.23874  0.18014

Tabelle 3.8: Numerische Ergebnisse fiir die Schurkomplement-prikondition-
ierte odd-even reduzierte Laplace Matrix auf €, mit N = 64 und x(A)

4095.

Konfiguration H confl6 conf32 conf64
K(Ajf}l) 1.9693  1.9922 1.998
M(ﬁﬁf}) AV | 11193 11235 11246
#(S 40)) 32.6255 128.6251 512.6250
Wy 1.65 1.67 1.67
k(578 Sa) 1.2091  1.3205  1.6476
K(A©) 64.2510 256.2502 1024.2501
k(M—LAE) 1.7357  3.4133  11.7903
Auy(A) 0.06262  0.03126  0.01562
Ay (A®) 0.12476  0.06246  0.03124
Agg(M—TA®) 110.75905  0.54127  0.29123

Tabelle 3.9: Numerische Ergebnisse fiir die Schurkomplement-préakondition-
ierte odd-even reduzierte Laplace Matrix auf €, mit N = 16, N = 32,
N = 64 fiir eine kalte Konfiguration und x(A) = N? — 1.
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3.6 Zusammenfassung

Fiir eine kalte Konfiguration ist die konstante Gitterfunktion ein Eigen-
vektor zum kleinsten Eigenwert der Laplace Matrix. Daher wurden ma-
trixabhingig lokal wirkende Restriktionen und Prolongationen angegeben,
welche konstante Gitterfunktionen bis auf Skalierung exakt von einem Git-
ter auf das andere transformieren. Weiter wurden zwei Schurkomplement-
Ansétze vorgestellt und gezeigt, dafl bei geeigneter Parameterwahl die Wir-
kung der Schurkomplement-Approximation auf konstante Gitterfunktionen
mit der des exakten Schurkomplements {ibereinstimmt. Erwartungsgeméif
fallt die Kondition des prakonditionierten Schurkomplements bei einer 9-
Punkte-Approximation gegeniiber einer 5-Punkte-Approximation deutlich
giinstiger aus.

Fiir eine heifle Konfiguration wurde gezeigt, dal bei einem Standard-
Grobgitter und einer entsprechenden Partition der Laplace Matrix Aussagen
tiber die Spektren der beteiligten Teilmatrizen Ayy und A.. getroffen werden
kénnen. Insbesondere fiihrte dies zu einer oberen Schranke der Kondition
der Matrix Asp, so dafl diese Matrix fiir alle 0 < kK < k. gut konditio-
niert ist. Diese Beobachtung rechtfertigte eine Approximation der Inversen
von Asy durch eine lokal wirkende Matrix. Genauer untersucht wurden ein
Jacobi- und ein ILU-Prakonditionierer. Fiir die prdkonditionierte Matrix
Ay wurde jeweils die Eigenwertverteilung bestimmt und eine obere Schran-
ke fiir die Kondition angegeben. Ein Vergleich der Spektren offenbarte die
Uberlegenheit des ILU- gegeniiber dem Jacobi-Prikonditionierer. Da zudem
auch bei der matrixabhéngigen Restriktion und Prolongation bei gleichem
Aufwand mehr Gitterpunkte beriicksichtigt werden, ist die ILU- der Jacobi-
Prakonditionierung vorzuziehen. Eine relaxierte ILU-Zerlegung bringt keine
weitere Verbesserung. Es wurde des weiteren motiviert, warum es sich nicht
lohnt, aufwendigere Prakonditionierer der Matrix A, zu untersuchen.

Die verwendeten Schurkomplement-Approximationen basieren auf einer ap-
proximativen Inversen eines gut konditionierten 7-Punkte-Sterns. Eine kon-
figurationsabhéngige Gewichtung des Nichtdiagonalanteils des 7-Punkte-
Sterns fithrt zu einer wesentlichen Verbesserung der Kondition des priakon-
ditionierten Schurkomplements.

Es wurde festgestellt, dafl die odd-even reduzierte Laplace Matrix im Gegen-
satz zur origindren Matrix eine in rein algebraischen Multilevel-Verfahren
iibliche Charakterisierung der Kopplungen erlaubt, welche zu a priori be-
kannten und einfach zu konstruierenden Grobgittern fithrt. Ebenso wie fiir
die origindre Matrix wurde auch fiir die odd-even reduzierte Laplace Matrix



88 Kapitel 3. Das ungeordnete Laplace-System

in der resultierenden F/C-Anordnung der Gitterpunkte die Kondition der
(nicht-)priakonditionierten Teilmatrix Agf} ausfiihrlich diskutiert und jeweils
obere Schranken ermittelt. Da das resultierende Schurkomplement identisch
ist mit dem im Falle der origindren Laplace Matrix, entfiel eine gesonderte
Betrachtung der Schurkomplement-Approximation.

Die Prikonditionierung des odd-even reduzierten Systems ist der des ori-
giniren Systems vorzuziehen: Zum einen fithrt allein der Ubergang vom
origindren System zum odd-even reduzierten System zu einer Verbesse-
rung der Kondition, zum anderen ist die obere Schranke der Kondition der
priakonditionierten Matrix ASf} kleiner als die der prdkonditionierten Ma-
trix Ay, so dafl wir bei gleicher Schurkomplement-Approximation von dem
Prakonditionierer der odd-even reduzierten Matrix bessere Approximations-
eigenschaften erwarten.

Die numerischen Resultate offenbaren eine um einen Faktor 5 — 6
hohere asymptotische Konvergenzgeschwindigkeit des CG-Verfahrens fiir das
Schurkomplement-prikonditionierte odd-even reduzierte System im Vergleich
zum unprakonditionierten System. Dies entspricht einer Verbesserung der
asymptotischen Konvergenzgeschwindigkeit des CG-Verfahrens fiir das ori-
gindre System um einen Faktor 10 — 12. Die asymptotische Konvergenzge-
schwindigkeit des CG-Verfahrens ist fiir die durch die Jacobi-Zerlegung indu-
zierte approximative Inverse erwartungsgeméaf etwas schlechter als die durch
die ILU-Zerlegung induzierte, und das optimale konfigurationsabhéngige Ge-
wicht variiert geringfiigig.

Mit proportional zur Gitterdimension N wachsender Kondition zeigen die
numerischen Ergebnisse sowohl fiir eine heifle als auch fiir eine kalte
Konfiguration eine Verbesserung der asymptotischen Konvergenzgeschwin-
digkeit des CG-Verfahrens fiir das Schurkomplement-prékonditionierte odd-
even reduzierte System im Vergleich zu der des unprikonditionierten Sy-
stems.



Kapitel 4

Das Schwinger-Modell

Das Schwinger Modell ist ein einfaches physikalisches Modell, das bereits
einige interessante, ebenfalls in der Quantenchromodynamik zu beobach-
tende Phidnomene aufweist. Nach einer kurzen Einfiihrung des Schwin-
ger Modells und der Darstellung wichtiger elementarer Figenschaften der
Schwinger Matrix werden wir zeigen, dafl sich die in Kapitel 3 hergeleiteten
Schurkomplement-Verfahren erfolgreich zur Losung des Schwinger Modells
adaptieren lassen.

4.1 Einfiihrung

Das Schwinger Modell reprisentiert wiederum eine Néchste-Nachbar-
Kopplung auf einem zweidimensionalen Gitter. Im Gegensatz zu dem in
Kapitel 3 vorgestellten Modellproblem existieren jedoch zwei Freiheitsgrade
auf jedem Gitterpunkt.

Um das Schwinger Modell zu formulieren, werden einige Definitionen
benotigt:

Definition 4.1. Die Matrizen v; € C**? fiir 4 = 1, 2 sind wie folgt definiert:

(01 (0 —i
/71_ 10 772— /l O .

89
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Definition 4.2. Fir A = (a;;) € C™" und B = (b;) € CP* ist das
Kroneckerprodukt A ® B € C™P*" definiert durch

allB a12B s alnB
A® B = :
amlB amQB e amnB

Lemma 4.3. Es gilt (A® B)(C ® D) = (AC) ® (BD), wann immer die
auftretenden Produkte definiert sind.

Beweis. Nachrechnen. O
Lemma 4.4. Es seien A € C™*" und B, C' € CP*¢. Dann gilt

a) (A® B)¥ = AH @ BH

b) A(B+C)=(A®B)+ (A®(C).
Beweis. Nachrechnen. O]
So wie in Kapitel 3 definieren wir Konfigurationen und unterscheiden diese:

Definition 4.5. Eine Konfiguration U = {U,(z)} ist eine Sammlung von
2n1ny unitdren Zahlen U, (z),

Up(2) = exp(—2rid(e, ), oz.p) € [0,1)
wobei z Gitterpunkt und p € {1,2} ist.

Definition 4.6. Eine Konfiguration heift kalt, falls alle U,(x) = 1 sind. Sie
heifit hei, falls alle U,(z) gleichverteilt sind. Eine Konfiguration, die weder
kalt noch heif ist, heifft realistisch.

Nun formulieren wir das Gleichungssystem des Schwinger Modells:

Definition 4.7. Das lineare Gleichungssystem des Schwinger Modells fiir
eine gegebene Konfiguration {U,(z)} und den reellen Parameter x > 0 ist
gegeben durch

Ay =¢, A=1—-kD, (4.1)
wobei die Matrix D = (D, ,) gegeben ist durch (u =1, 2)

Dw,y = ((I - '7#) ® U#(x)) 51721—6# + ((I + 7#) ® Uf(l‘ - eu)) 5r,y+ew (4‘2)
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Ein Vergleich der Schwinger Matrix mit der Laplace Matrix offenbart, dafl
diese sich lediglich in der «,-Struktur unterscheiden.

Definition 4.8. Der kritische Wert k. ist definiert als k., = 1/ /\mz%]}é) Re A.
co

Physikalisch ist k ~ k. besonders interessant, da dies kleinen Gittermassen
m, auf physikalischen Gittern mit Gitterabstand a,

1 /1 1
—(2-= 4.
Ma ™ 5, (/{ /{c)7 (43)

entspricht, vgl. auch (3.24).

4.2 Eigenschaften

Analog zur Diskussion der Eigenschaften der Laplace Matrix halten wir ele-
mentare Eigenschaften der Schwinger Matrix fest. Dazu nehmen wir im
folgenden stets an, daf

ni=2N N, >2 i=1,2

erfillt ist.

Das Besetztheitsmuster

Lemma 4.9. Die Matrix D besitzt genau vier Nichtnulleintrége pro Zeile,
namlich an den Positionen (u = 1,2)

(r,r+e,) @ (=) @Uur)
(x,2—e,) : ([+7M)®Uf(x—eu).

Beweis. Trivial. ]

Die v,-Matrizen

Die ,-Matrizen antikommutieren.

Lemma 4.10. Es gilt v, = I und 7,7, + 7,7, = 0 fir p # v.

Bewers. Klar. O

Lemma 4.11. Es gilt (I+7,)(I—v,) = ([ —7v,)(I+7,) =0und (I£~,)? =
2(1 £ 7,)-

Beweis. Folgt unmittelbar aus v, = I. O
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Symmetrieeigenschaften

Die Schwinger Matrix besitzt zwei wichtige Symmetrieeigenschaften. Die
erste ist die bereits bekannte odd-even Symmetrie, die zweite die sogenannte
~v5-Symmetrie.

Definition 4.12. Die Matrix 75 € C**? ist definiert durch

(=10

Lemma 4.13. Es gilt 75 =7 =~ = L.

Beweis. Offensichtlich. O
Lemma 4.14. Es gilt 75,7 = —7, flir alle p = 1,2.

Beweis. Nachrechnen. O
Definition 4.15. Die Matrix I's € C™"*" ist definiert durch I's = In @ s
Satz 4.16. Die Matrix D ist ys-symmetrisch, d.h. DI's = I's D'

Beweis. Wir zeigen, dafl I's DI's = D ist. Dazu betrachten wir die Block-
zeile x der Matrix I's DI's. Dort gibt es 4 Nichtnullblocke der Grofie 2 x 2,
namlich an den Positionen (u = 1,2)

(m,z—e,) + (I+7%77) @ Uf(ﬁp —eyu)
(z,r+eu) (I —9775) @ Uu@).

Entsprechend ergeben sich fiir die z-te Blockzeile von D die Blocke (u =
1,2)

(x7x_eﬂ) : (I_Vu)(g)Uf(x_eu)
(,x+e,) + (I+7,) @Ux).

Da die 7,-Matrizen nach Lemma 4.14 antikommutieren, erhalten wir die
Behauptung. O]

Die v5-Symmetrie der Matrix D {ibertriagt sich auf die Schwinger Matrix A.

Satz 4.17. Die Matrix D ist i.a. nicht normal, d.h. DD # DDH.
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Beweis. Es seiy =z + e, + e, mit u # v. Dann gilt

(D"D)ey = ((I+7,) @ Un(2)) (I = 1) @ Uz + ¢,))
(T + %) @ U () (I =) @ Uuz + €))
= ([ +7)J =) @ Uu(2)U,(z +e,))
(T + %) = %) @ U(@)Uu(z + €,))
= (I =%+ — 7w @UJz)U,(z +e,))
(= +7 =) @U(2)Uu(z +e,))

und

(DDM)py = ((I =) @ Un(@)) (I + ) @ U (7 + ¢,,))
+((I =)@ U, () (I +7,) @ Uuz +e,))
= (I =7) + %) ® Uu(2)U,(x +e,))
+ (I =) +7,) @U,(2)Uu(x +¢,))
= ((T4+% =% — 7w @Uu@)Uy,(x +e,))
+ (T + 7 =% — 1) @ U(2)Uu(z +e,)) -

Wegen v, # 7, liefert ein Koeffizientenvergleich (D* D), , # (DD"),,. O

Wir schlielen, dafl auch die Schwinger Matrix A i.a. nicht normal ist.

Das Spektrum

Die Eigenwerte von D kommen in konjugiert komplexen Paaren vor:

Lemma 4.18. Ist v ein rechtsseitiger Eigenvektor zum Eigenwert A der Ma-
trix D, so ist v# 15 ein linksseitiger Eigenvektor zum Eigenwert \.

Beweis. Aus \v = Dv = I'sD"Tsv folgt (ATsv)" = (D"Tsv)" und daher
)\’UHP5 = UHF5D. ]

Zusammen mit der odd-even Symmetrie ist klar, daf die Eigenwerte der
Matrix D in Quadrupel {\, —A, A\, —A} auftreten, vgl. Lemma 3.13.

Lemma 4.19. Fiir k < k. ist die Matrix A = I — kD positiv reell, d.h. alle
Eigenwerte liegen in der rechten Halbebene.

Beweis. Klar, s. Def. 4.8. O]
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Aus numerischen Experimenten ist bekannt, dafl der Spektralradius einer
heiflen stets kleiner ist als der einer kalten Konfiguration. Fiir eine kalte
Konfiguration 148t sich wegen D1 = 41 leicht zeigen, dal p(D) > 4 ist.
Tatséchlich gilt sogar p(D) = 4, was mittels einer diskreten Fouriertrans-
formation auch bewiesen werden kann. Abbildung 4.1 zeigt eine typische
Eigenwertverteilung einer kalten und einer heiflen Konfiguration.

(a) kalt (b) heif

Abbildung 4.1: Das Spektrum o (D) der Matrix D im Falle einer kalten und
einer heiflen Konfiguration.

In vielen Bereichen der Gittereichtheorie ist eine Eichfixierung der Konfi-
guration auf dem Gitter hilfreich. Hierzu stehen verschiedene nicht-triviale,
iterative Verfahren zur Verfiigung [57], [34]. Allen diesen Verfahren ist ge-
mein, daf} sie auf einer Folge von (lokalen) Eichtransformationen

Uu(z) = G (2)Uu(2)G(z +e,),  G(2) €Un) (Glx) € SU(n))

beruhen, so daf§ die anféingliche Konfiguration in eine finale Konfiguration
iiberfithrt wird, welche beispielsweise die Landau-Bedingung,

R(U)=Re) 1- %tr(Uu(w)),

minimiert. Dies fithrt dazu, daf die resultierenden Systeme geordneter und
die Eigenvektoren zu betragskleinen Eigenwerten geometrisch glatter sind.

Eine einfachere Moglichkeit, die sich auch als (Eich-)Fixierung der Konfi-
guration interpretieren lat, liefert der folgende Satz, welcher sicherstellt,
dafl der zum betragskleinsten Eigenwert zugehorige Eigenvektor sowohl geo-
metrisch glatt als auch reell ist.
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LA AN
PSR\ i
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“ v R /‘

15

(b) Eigenvektor V 1z

Abbildung 4.2: Ein Eigenvektor x zum Eigenwert Ay der Matrix A und der
korrespondierende Eigenvektor V ~'z der Matrix V1AV als Gitterfunktion.
In den Zeilen steht der Betrag, der Real- und der Imaginérteil, in den Spal-
ten die Norm, die erste Komponente und die zweite Komponente auf dem
jeweiligen Gitterpunkt.
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Satz 4.20. Es sei v ein Eigenvektor zum Eigenwert A der Matrix A = I—xD.
Dann gilt A1 = A1 mit A =V 1AV, wobei V = diag (v) ist.

Beweis. Esist VAV =V 1Av = \V"lv =1. O

Das Spektrum der Matrix V~'AV bleibt gegeniiber dem der Matrix A un-
verandert. Betrachten wir einen Eigenvektor zum betragsméflig zweitklein-
sten Eigenwert als Gitterfunktion aufgetragen, vgl. Abb. 4.2, so erfolgt eine
Gléattung der Komponenten.

Eine &hnliche Idee ist in [70] zu finden, wobei dort zur Eichfixierung die Ei-
genvektoren zu kleinen Eigenwerten der kovarianten Laplace Matrix benutzt
werden.

4.3 Schurkomplement-Verfahren

Im diesem Abschnitt werden wir zeigen, dafi die bereits in Kapitel 3 her-
geleiteten Schurkomplement-Verfahren fiir die Laplace Matrix auch im Fall
der Schwinger Matrix erfolgreich angewendet werden konnen. Wir be-
schrénken uns hier auf die Darstellung der Schurkomplement-Verfahren zur
Prakonditionierung der odd-even reduzierten Schwinger Matrix fiir eine heifle
Konfiguration.

Die odd-even reduzierte Schwinger Matrix

Bei einer F/C-Anordnung der (geraden) Gitterpunkte mit Q; = Lo und €. =
Ly besitzt die odd-even reduzierte Schwinger Matrix A(©) die Blockstruktur

(e) (e) (e) (e)
a0 — (A A\ _ 2 (P D
A© 400 DY) DY
cf cc cf e
mit
D(e) = DL07L1DL17L07 D(ec) = DLO:LIDLhLQ’

i !
DS‘) = DL27L1 DL17L07 D(i) = DL27L1 DLl’LQ.

C

Diese Anordnung der Gitterpunkte entspricht der in Kapitel 3 gewéhlten
Anordnung, vgl. (3.19).

Wir geben die Nichtnullblocke der beteiligten Teilmatrizen an und beweisen,
dal die vy5-Symmetrie beim Ubergang auf das odd-even reduzierte System
bestehen bleibt:
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Besetztheitsmuster der Blockdiagonalmatrizen
Lemma 4.21. Fiir i = 0,2 gilt diag (Dy, 1, Dz, 1,) = 0.
Beweis. Wir zeigen, dafl sogar die Blockdiagonale verschwindet:

2

(z,2) = Y (=) @ Uul@))(( +7,) ® U ()

p=1
2

+ Z((I + V) ® Uf@ —e))((I =) @ Unlz — ey))

pu=1
2

= Y U =) +7%) ® Uu2)Uf (2)

p=1

+Z(I + %) =) ® Uf@ —e)Uu(z —¢y)

p=1

2
= 2) I-v)@l=0

pn=1
da ~2 = I ist. O

Lemma 4.22. Fiir ¢ = 0,2 besitzt die Matrix Dy, 1, Dy, 1, genau 4 Nicht-
nullblocke in der Blockzeile = (u = 1,2),

(x,x+2e,) @ 2(L—7,) U, (x)Uu(z+e,)
(x,x—2e,) @ 2(Il4+v,)® Uf(m — eM)Uf(x —2e,,).

Beweis. Es gilt

(DL Driit)ypioe, = (Prii)sove, (PLiLi)yie, vioe,
= ((I_%L) ®U“(x)) ((I_%L) ®Uu(x+€u))
= (I- 7#)(1 - 7#) ® Uu(x)Uu(x + eu)-

Analog erhalten wir

(DLi,LlDLlyLi)x7m—Qeu = (DLiaLl>x’x—eM <DL11LZI)1‘76H,.’£726N
= ((I + V) ® Uf(x - e#)) ((I V) ® Uf(x - 26#))
= (I""Vu)(I""Yu)®U5($_eu)U5(5"_2€u)-

Mit Lemma 4.11 folgt nun die Behauptung. O]
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Besetztheitsmuster der Nichtdiagonalblécke

Lemma 4.23. Fiir 4,57 = 0,2 mit ¢ # j besitzt die Matrix Dy, 1, Dr, 1,
genau 4 Nichtnullblécke in der Blockzeile z,
(,x+e,+e) @ ([—7)I =) QU (z)U,(z+¢,)
+ (=) =) @Up(2)Uu(z + €,)
(o t+en—e) + (I=7)T+%) @ U2)0) (z +e, —e)
F 430 =) © U1z = Uz~ )
(0= cpter) + (T4 —21) @U@ — ) Uy(w - e,)
+ =) +v)® Uy(x)Uf(x —e,+e)
(e —cp—e) 5+ (I +7) @U@ — ) U (0 — e, - ¢,)
+ (T +7)I +7,) @ UM (z - e,,)Uf(x —e,—€),
wobei u # v ist.

Beweis. Nachrechnen (wie im Beweis von Lemma 4.22). O
Wir geben die Eintrége der Matrizen (I £ ,)(f £ ,) explizit an:
Lemma 4.24. Es gilt

1+ =141 (1= 141
([—71)(1—72)—<_1_Z- 1—2’)’([—’_71)([_72)_(1—2' 1—1—i)’
1—7 —1+414 1+4 1+
11— 1+i>>(I_72)([+71) >>

1—2 1—1

( (
a-wie = (255 1) e = (110 1T
( | (

1—72 1—12
144 1+4)°
Beweis. Ausrechnen. O

Lemma 4.25. Die odd-even reduzierte Schwinger Matrix A ist ~s-
symmetrisch.

Beweis. Da A = I — kD eine ys-symmetrische Matrix ist, erfiillen die Teil-
matrizen D., und D,. die Gleichungen

P5Deol's = Dy, TsDol's = DI, (4.4)
Die Matrix De,Doe (und D,eDe,) ist vs-symmetrisch,
F5 (DeoDoe) FE) = 1—‘5l)eoFSFE’)l)oeFE) = DOZDZ = (DeoDoe)H . (45>

Der Nachweis der v5-Symmetrie von A®) =T — k2D, D, ist nun trivial. O
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Starke und schwache Kopplungen

Die in Kapitel 3 eingefiihrte Einteilung in starke und schwache Kopplun-
gen kann fiir eine kalte Konfiguration in natiirlicher Weise auf die Blocke
tibertragen werden (vgl. Lemma 3.51):

Lemma 4.26. Fiir 4,7 = 0,2 seien # € L; und y € L; zwei Gitterpunkte
mit z # y. Im Falle einer kalten Konfiguration ist die Kopplung zwischen x
und y fiir « = j schwach, fiir © # j hingegen stark.

Beweis. Vergleichen wir die Betragsmatrizen der die Kopplungen zwischen
den Gitterpunkten x und y beschreibenden Nichtnullblécke der Matrix
Dr,1,Dr, ;, 80 erhalten wir fiir ¢ = j mit Lemma 4.22 Nichtnullelemen-
te an den Positionen (u = 1,2)

11
wot2e) o 2= =2l -l =2 (7 1)

11
(z,2—2e,) : ‘2([+7u)’:2|l+7u’:2(1 1>.

Fiir ¢+ # j folgt mit Lemma 4.23 unter Beachtung von Lemma 4.10

(@x+et+e) + [(I=v)T—w)+ T =) =)

= 201 =7 — W) + (e + 1) =211 = 70 — ]
(@ rt+e—e) @ [(I—2)+n)+T+n)T =)

= [2(I =+ %) — (v + 7))l =211 =3 + v
(ZB,QZ—BM—I—e,,) : ‘(I_l'%l)([_'yu)+([_'7V)([+7u)’

= 201+ =) — (v + 1)l = 21T+ 9 — v
(@r—e,—e) + [(I+7)T+n)+ T +7%){T+ 7))

= |2([+7M +’7V) + (’7;{71/ +71/Yu>| =2 |[+7u +’7V|>
wobei u # v ist. Des weiteren gilt
|I+7u+'7u| - |I+/7,u_'711| - |I_7,u+'7u|
e
Yu — Yo \/5 1)

Ein Koeffizientenvergleich offenbart

2k G }) < 22 (\}5 \?)

also sind die Kopplungen fiir ¢ = j (innerhalb eines Blockes komponenten-
weise) schwécher als die fiir ¢ # j. O
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Fiir eine heifle Konfiguration hingegen tritt eine andere Situation ein:

Lemma 4.27. Fiir ¢,j = 0,2 mit ¢ # j ist der Erwartungswert £ der Kom-
ponenten des die Kopplung zwischen z € L; und y € L; beschreibenden
Nichtnullblockes im Falle einer heiflen Konfiguration gegeben durch

N2k e (i 1) :
Beweis. Es sei y = x + e; 4+ e3. Des weiteren sei
a=U(x)Us(x+e1), b=Us(x)Ui(x+ ey).
Dann gilt mit Lemma 4.24

(=) —r)@at+ (I =)l —-m)®Db
((a+b)+i(a—b) —(a—l—b)+i(a—|—b)>
—(a+b)+i(a+b) (a+b)—ila—0) )~

Mit Satz A.3 erhalten wir

(E(](a+b)+i(a—b)

) E(!—(a+b)+z‘<a+b>!>)_4ﬂff2 (1 1)
E(|—(a+b)+i(a+Db)| ) '

) E(l(a+0b)—i(a—0 o7 11
Die verbleibenden Félle werden analog bewiesen. O]

Obwohl fiir eine heifle Konfiguration nach dem obigen Lemma 4.27 der FEr-
wartungswert der Kopplungen fiir i = j grofler ist als der fiir ¢ # j,

, (1 1 AV (1 1\ 5 (1 1

rechtfertigen numerische Experimente eine zu Lemma 4.26 analoge Aussage,
vgl. Abb. 4.3, so dal ebenso wie fiir die Laplace Matrix auch im Fall des
Schwinger Modells die gewéhlte Partitionierung der odd-even reduzierten
Matrix gerechtfertigt erscheint. Eine Erklarung hierfiir liefert die folgende
Beobachtung:

In Abbildung 4.3 ist insbesondere zu sehen, dafl es in jedem Nichtnullblock
(mindestens) eine Kopplung gibt, die betragsméfiig > 22 ist und somit auch
betragsméaflig > als jede Kopplung zwischen zwei Gitterpunkten =,y € L;,
x # y. (In diesem Sinne ist fiir eine heifle Konfiguration und i,j = 0,2 die
Kopplung zwischen z € L; und y € L; mit x # y fiir ¢ # j stark und fiir
i = j schwach.)

Diese Beobachtung 148t sich wie folgt beweisen:
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Satz 4.28. Fiir i, 7 = 0,2 mit ¢ # j ist mindestens ein Diagonalelement des
die Kopplung zwischen € L; und y € L; beschreibenden Nichtnullblockes
betragsmiflig > 2x2.

Beweis. Ein Blick auf Lemma 4.24 zeigt, daf} die Diagonalelemente des die
Kopplung zwischen x € L; und y € L; beschreibenden Nichtnullblockes von
der Gestalt —? (a +b=+i(a—b)) mit a = exp(2mwis), b = exp(2mit) und

s,t € [0,1) sind. Mit Lemma A.4 folgt nun die Behauptung. O
0 T T 0 T
Cs] L} L} L} Oe o o o
A - oo oo
2ieo iee tlo. e
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5r eOe O eOeD 5 e e[ OOee
S e 128 e
Sieo 2iee 22es ..
sese E b -
o e . B
10r0 e OeOe Oe 10r e O ee e Oe
S TtON.s S
OeOe OOeOe e oo LR N
See Tlias e, tiles
seas anet M M
15 eoen enen 15 OoeOono enOD e
OOeOe OOeOe eele OOe e
o Tiee ee so ""ltae oo
T -
eDe eOe O OOeee eOe O
20 OeOe OeOe 20 eee oooo
S Ttinas .. T80,
FR I sesroiee
Ttee TUlis PO
I - P
251 L sl eoen L sl 25 oo eOOe e
AN - R
PP $2ee TTlies
seas anet -+
Sl TNl Se. "T00.s
301 OeOe OeOe 30 OOee DenDO
FEPPL . .. Uit
SR P -+
0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30
nz =128 nz =130
(a) kalt (b) heif

Abbildung 4.3: Das Besetztheitsmuster der Matrix A;ec). Die Matrixeintréige
an den durch O gekennzeichneten Positionen sind betragsmifliig > 2x2, und
der zugehorige Nichtnullblock reprasentiert eine starke Kopplung.

. . (e)
Die Matrix Aff

Mit Hilfe des Lemma 4.22 ist es einfach zu zeigen, dal die Matrix Agce; inter-
pretiert werden kann als eine neue Schwinger Matrix auf den Gitterpunkten
aus Ly,

~ ~

A=1-%D, %=2x% D=D), (4.6)
wobei die Matrix D aus sogenannten Produktlinks besteht,

0={0.@}, Ou@) = U)o +ey). (4.7)

Insbesondere ist Agf} eine ys-symmetrische Matrix, und falls 4|N gilt, so ist
auch die odd-even-Symmetrie gegeben.
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Fiir eine gegebene kalte (heifie) Konfiguration U ist die resultierende neue
Konfiguration U wiederum kalt (heif). Insbesondere gilt k. = k.. Nu-
merische Experimente zeigen, dafl fiir realistische Konfigurationen U die
Konfiguration U ,heifler® wird, d.h. es gilt k. < Re.

Da p(ﬁ) < p(D) und K < & fir alle 0 < k < kK, ist, ist die Matrix Agce}
deutlich besser konditioniert als die urspriingliche Matrix A, vgl. Abb. 4.4.

(a) o(AY) (b) o(A)

Abbildung 4.4: Die Spektren der Matrizen A und Aﬁf} fiir eine heifle
Konfiguration.

Diese Beobachtung motiviert eine Approximation der Inversen durch einen
lokal wirkenden Prikonditionierer:
Approximative Inverse der Matrix Agff)

Vollig analog zu den in Kapitel 3 diskutierten Prikonditionierern lassen sich
entsprechende Priakonditionierer fiir die Matrix Agff) herleiten. Ein wichtiges
Hilfsmittel hierzu ist das folgende Lemma:

Lemma 4.29 (Zarantonello). Es sei K(0,p) der Kreis mit Radius p um
den Ursprung und z, € C\K (0, p). Dann gilt

min mwumnzcﬂf7

PEPLp(20)=1 2€K (0,p) |Zo
und das Minimum wird angenommen fiir das Polynom (z/20)*.

Beweis. Siehe [56]. O
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Im Falle einer heiflen Konfiguration gilt fiir das Spektrum der Matrix Agcef)
die Inklusion

o (A49)) € K(Lpw?), o= p(Dryr, Di, )

Mit Hilfe des Lemmas 4.29 kénnen wir daher fiir eine heiffle Konfiguration eine
polynomiale Approximation der Inversen der Matrix Agf} konstruieren, so dafl
das Spektrum der priakonditionierten Matrix bestmoglich um 1 geclustert
wird:

Lemma 4.30. Es sei eine approximative Inverse der Matrix Agff) definiert
als

~ -1
(A;?) =1 + LUIQQDLleDLhLO.

Dann wird fiir die Parameterwahl w = 1 das Spektrum der prakonditionierten
Matrix bestmdoglich um 1 geclustert, und es gilt

~ -1
o ((3) 7 4) K (L) = pDrs i)

Beweis. Mit py(z) = wz? — (w — 1)z ist I — p,(kDpyr,Dr,.1,) die
prakonditionierte Matrix. Wir wenden das Lemma 4.29 an und erhalten

. 2
1min max w(2)] = K )
PuEP2,pu(1)=1 2€ K(0,px?) |p ( )| (P )

Das Minimum wird fiir p;(z) = 22, also fiir w = 1 angenommen. ]

Aufgrund der odd-even Symmetrie besitzt die Matrix Agf} bei einer odd-even
Anordnung der feinen Gitterpunkte die Gestalt

0 D(e)
Al =1 — K2 .
ff Dgi) 0

Vergleichen wir den durch die direkte ILU-Zerlegung zum Muster der Nicht-
nullelemente induzierten Prakonditionierer

I 0\ (1 —x*DY
M — oe
v (—I{ZDéZ) I) (0 I

mit dem Jacobi-Prakonditionierer

0 D
Myt =1+ ks “,
! (Déi) 0 )
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so ist der Aufwand in beiden Féllen identisch. Auch die Eigenwertverteilung
ist im wesentlichen die gleiche,

o <MI_L1UA§”6J2> = {l}Uo (I - “4D£?Dg?)
o (M;%Sf}) = o(I-K'DYDD) Ue (I - k'DEDE) .

Der Eigenwert 1 der ILU-prékonditionierten Matrix tritt n/2-fach auf. Die
Eigenwerte der Jacobi-prikonditionierten Matrix treten doppelt auf. Aus
diesem Grund ist die ILU- der Jacobi-Priakonditionierung vorzuziehen. Au-
Berdem tragt die durch

_ I x2D% I 0 _ DYDY
MIL%J = (O [ ) (FJ2D£§) [) - MJ ! + ’Q4 ( 0 0 (48)

gegebene approximative Inverse iiber zusétzliche Kopplungen zur Restriktion
und Prolongation bei.

Beide Prékonditionierer M{Lb und M ! sind ~ys-symmetrisch, reflektieren
also die in Lemma 4.25 bewiesene v5-Symmetrie der odd-even reduzierten
Matrix.

Schurkomplement- Approximation

Zur Konstruktion einer geeigneten Approximation des exakten Schurkomple-
ments der odd-even reduzierten Schwinger Matrix,

2 2 -1
Saw =1 —r"Dpy 1, (I —&°Dpy Do) Dry,rss

bestimmen wir in einem ersten Schritt eine trunkierte Neumann-Reihe als
polynomiale Approximation der Inversen der Matrix I — x?Dy, 1, Dz, 1, und
verwenden anschlielend als eigentliche Schurkomplement-Approximation den
Ansatz

k

§A(g) =1 K2DL27L1 Z (H2DL17LODLO7L1)V DLl,Lg‘ (49)
v=0

Wegen I'sDp, 1, I's = ij 1, sind sowohl das exakte Schurkomplement als
auch die obige Schurkomplement-Approximation vs-symmetrische Matrizen.

Da wir einer rekursive Vorgehensweise ermoglichen wollen, fordern wir, daf3
die Schurkomplement-Approximation ebenso wie die odd-even reduzierte
Schwinger Matrix einen 9-Punkte-Stern beschreibt. Diese Forderung fiihrt
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dazu, daf wir die Schurkomplement-Approximation (4.9) fiir & > 1 auf das
entsprechende Muster trunkieren miissen.

Bereits bei der Konstruktion einer Schurkomplement-Approximation fiir die
Laplace Matrix wurde festgestellt, dal der 9-Punkte-Stern (k = 1) dem 5-
Punkte-Stern (k = 0) vorzuziehen ist, s. Seite 66f. Daher verwenden wir als
Schurkomplement-Approximation (4.9) mit & = 1, und erhalten als ersten
einfachen Ansatz die Approximation

§A(E) =71 — 52DL2,L1 (I —+ KJQDLl,LODLO,Ll) DLl,Lg- (410)

Aufgrund von Lemma 3.33 sind die Spektren der Matrizen I —x*Dy, 1,Dr, .1,
und I — k?*Dy, 1, Dy, 1, im wesentlichen identisch, so daf§ fiir eine heifie
Konfiguration I + HQDLL roDro,r, die im min-max-Sinne beste polynomiale
Approximation der Inversen der Matrix I — IQQDLL LoDro,1, ist, vgl. Lemma
4.29. Natiirlich muf§ sich diese Optimalitéit nicht auf die Schurkomplement-
Approximation iibertragen, so dafl eine durch eine Relaxation modifizierte
Matrix

§A(e) =1 - IQQDLQ’L1 (I+WR2DL17LODL07L1) DLl,Lg (411)

durchaus bessere Approximationseigenschaften aufweisen kann. Da es aber
unmoglich erscheint, a priori zu einer gegebenen Konfiguration einen optima-
len Relaxationsparameter anzugeben, verwenden wir statt dessen mit k = 2
einen anderen Zugang,

2

§A(e) = ] — /{2DL2,L1 Z (I{QDLLLODLle)V DL17L2, (412)
v=0

und trunkieren die resultierende Schurkomplement-Approximation, einen 21-
Punkte-Stern, so dafl wir den iiblichen 9-Punkte-Stern erhalten.

Interessant ist dieser Ansatz insbesondere deswegen, weil mit Lemma 4.31
die Graphen der Matrizen Dy, 1,Dr, 1, und (Dy, 1,Dr,.1,)? disjunkte Kan-
tenmengen besitzen. Daher liefern die durch die Matrix

2
D1y, (Dry2oDro.ry) Dra 1y

reprisentierten Kopplungen gegeniiber dem ersten Ansatz (4.10) echte
neue Beitrige, welche auch nicht durch eine Relaxation der Gestalt (4.11)
beriicksichtigt und in einfacher Weise aufaddiert werden konnen.

Lemma 4.31. Es sei 1 <k < 3. Dann gilt diag ((Dg,,1,Dro.0.)") = 0.
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Beweis. Betrachten wir die Abbildung 4.5, so sind alle durch (Dy, 1, Dro.z, )"

reprasentierten Wege mit Anfangs- und Endpunkt = von der Gestalt
(l’:1)1,...,Ui,?)i+1,UZ'+2,...,U2k+1:.CE), Vit = Uy, 26{1,,2]€—1}

Aufgrund der 7,-Struktur der Matrizen, vgl. Lemma 4.11, tragen diese Wege
jedoch nicht zum Diagonaleintrag

<(DL1,L0DL0,L1>}C)

T,x

bei. (Die Situation dndert sich erstmalig fiir k = 4, s. Abb. 4.5). 0
O 0=0 0 O O =0=0 O O O
® O ® O @ O ® O ® O @ O
O 0 O 0 O 0 O 0 O 0O O
® O O g) ® O ® O O % ® O
O % O 0<=O O O y) O 0 O O
® O O 0 O ® % ® O 0 O

(a) k=1 (b) k=2
=0=0 O O O O 0 O 0 O 0
® % ® O 0 O ® O ® O @ O
O 0 O %:O @ O 0-0-0 O O
® O O g) ® O ® Cg ® Cg ® O
O 0 O 0 O 0 O 6«@«6 O O
® O ® O 0 O ® O O @ O

(c) k=3 (d) k=4

Abbildung 4.5: Die Diagonale der Matrix (DLl,LODLO,Ll)k firl <k<4.

Da in beiden Ansétzen die Kopplungen zu den nichsten Nachbarn von
der Ordnung O(x?), die Kopplungen zu den verbleibenden Nachbarn hin-
gegen von der Ordnung O(x?) sind, sieche Abb. 4.6(b), ist eine Einteilung
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der Kantenmenge in starke und schwache Kanten offensichtlich. Diese Ein-
teilung der Kantenmenge korrespondiert zu einer odd-even Anordnung der
Schurkomplement-Approximation. Dazu partitionieren wir die Gitterpunkte
aus Lo in eine Menge von geraden und eine Menge von ungeraden Gitterpunk-
ten. Die Kopplungen der geraden (ungeraden) Gitterpunkte mit geraden (un-
geraden) Gitterpunkten sind schwach, die Kopplungen zwischen geraden und
ungeraden Gitterpunkten sind stark. Eine rekursive Vorgehensweise ist nun
naheliegend, so dal echte Multilevel-Verfahren in einfacher Weise konstruiert
werden kénnen, siche Abb. 4.6(c) und Abb. 4.6(d).

Abbildung 4.6: Die 9-Punkte-Sterne der ersten vier (Grobgitter-)Matrizen.
Ausgangspunkt ist der 9-Punkte-Stern des odd-even reduzierten Systems (a).
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4.4 Numerische Ergebnisse

Die numerischen Ergebnisse wurden mit MATLAB 5.3 erzeugt. Als Loser
diente das BiCGStab-Verfahren in Form der MATLAB-Funktion bicgstab.
Die Konvergenz wurde erreicht, falls das relative Residuum der Bedingung

Il < ellells,  e=1.0E -9
geniigte. Zu losen war
a) Das originére System Ay = ¢,
b) Das odd-even reduzierte System At = @,

c¢) Das prikonditionierte odd-even reduzierte System,

jeweils auf Gittern verschiedener Grofle und fiir 5 zufillig erzeugte heifle
Konfigurationen bei einer Masse m, = 0.01 (a = 1). Die rechte Seite ¢
wurde zufillig erzeugt, @, wie in Definition 3.15 initialisiert. Der Startwert
der Iteration war stets der Nullvektor.

Es wurden zwei Schurkomplement-Prékonditionierer untersucht, die sich le-
diglich in der Auswahl der Schurkomplement-Approximation unterschieden.
Bei der ersten Methode der Prékonditionierung wurde der Ansatz (4.10),
bei der zweiten hingegen (4.12) verwendet. In beiden Féllen kam der ILU-
Prékonditionierer (4.8) als approximative Inverse zum Einsatz.

Abbildung 4.7 zeigt das typische Konvergenzverhalten fiir die drei oben ange-
gebenen Systeme. In der Tabelle 4.1 ist die Anzahl der benétigten BiCGStab-
Iterationsschritte bis zum FErreichen des vorgegebenen Abbruchkriteriums
(Konvergenzkriteriums) aufgelistet.

Eine Bewertung der numerischen Ergebnisse erfolgt in Abschnitt 4.6.

4.5 Die hermitesche Schwinger Matrix

In diesem Abschnitt fithren wir die hermitesche Schwinger Matrix ein
und zeigen kurz auf, wie im wesentlichen ohne zusétzlichen Aufwand ein
Schurkomplement-Verfahren fiir die hermitesche Schwinger Matrix aus ei-
nem existierenden Schurkomplement-Verfahren fiir die origindre Schwinger
Matrix abgeleitet werden kann. Der Schwerpunkt dieses Abschnitts liegt
jedoch im Nachweis der Glattungseigenschaft (2.29). Fiir die hermite-
sche Schwinger Matrix ist deshalb eine Kombination von Schurkomplement-
Prakonditionierern mit Glattungsiterationen, wie sie beispielsweise in [49]
vorgeschlagen wurde, realisierbar.
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Abbildung 4.7: Das typische Konvergenzverhalten des BiCGStab-Verfahrens
fiir die drei dquivalenten Systeme. In der Abbildung sind die Resultate fiir
die Konfiguration conf32c zu sehen (N = 32). Aufgetragen wurden die
Norm des relativen Residuums iiber die BiCGStab-Halbschritte. Das un-
prikonditionierte BiCGStab-Verfahren zur Losung von Ay = ¢ benotigt
ungefiahr 700 Halbschritte, das unprékonditionierte BiCGStab-Verfahren zur
Losung des odd-even reduzierten Systems A1), = ¢, etwa 350 Halbschritte.
Das via (4.12) priakonditionierte odd-even reduzierte System verdeutlicht mit
55 Halbschritten die Effizienz des Priakonditionierers.

Lemma 4.32. Es gilt (['54)7 = T5A.
Beweis. QH = (Fg,A)H = AHF5 = (F5AF5>F5 = F5A ]
Definition 4.33. Die Matrix () = I'5 A heifit hermitesche Schwinger Matrix.

Ist 0 < ko(Q) der Wert von «, bei dem die Matrix () zum ersten Mal singulér
wird, so gilt:

Lemma 4.34. Die hermitesche Schwinger Matrix () ist maximal indefinit
fiir 0 < k < K.(Q).

Beweis. Fiir k = 0 besitzt die Matrix () die Eigenwerte 1 mit Vielfachheit
n/2. Also ist () maximal indefinit. Fiir 0 < k < k.(Q) folgt die Behauptung
durch ein einfaches Homotopieargument. O

4.5.1 Schurkomplement-Verfahren

Die Herleitung von Schurkomplement-Verfahren fiir ) kann zuriickgefiihrt
werden auf die Konstruktion geeigneter Verfahren fiir A. Ausgangspunkt ist
eine exakte Schurkomplement-Zerlegung der Matrix A.
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Konfiguration | Ny N (Ni/Na) N3 (Na/N3) Ny (No/Ny)
confl16a 1730  88.5 (1.9548) 20.0 (4.4250) 18.5 (4.7838)
conf16b 185.5  93.5 (1.9840) 22.5 (4.1556) 20.5 (4.5610)
conf16¢c 184.5  92.5 (1.9946) 21.5 (4.3023) 18.0 (5.1389)
conf16d 159.5  78.5 (2.0318) 20.0 (3.9250) 19.5 (4.0256)
conf16e 159.5  77.5 (2.0581) 18.0 (4.3056) 17.5 (4.4286)
Mittelwert 172.4  86.1 (2.0023) 20.4 (4.2206) 18.8 (4.5798)
conf32a 369.5 186.5 (1.9812) 35.5 (5.2535) 31.5 (5.9206)
conf32b 399.5 200.0 (1.9975) 41.5 (4.8193) 37.5 (5.3333)
conf32c 351.5 174.5 (2.0143) 31.0 (5.6290) 27.5 (6.3455)
conf32d 322.0 159.5 (2.0188) 29.0 (5.5000) 25.5 (6.2549)
conf32e 372.0 180.5 (2.0609) 36.5 (4.9452) 33.5 (5.3881)
Mittelwert 362.9 180.2 (2.0139) 34.7 (5.1931) 31.1 (5.7942)
conf64a 388.0 204.5 (1.8973) 39.0 (5.2436) 32.0 (6.3906)
conf64b 277.0 143.5 (1.9303) 26.5 (5.4151) 23.5 (6.1064)
conf64c 405.5 203.5 (1.9926) 35.5 (5.7324) 31.5 (6.4603)
conf64d 284.5 143.0 (1.9895) 26.0 (5.5000) 21.0 (6.8095)
conf64e 226.0 113.5 (1.9912) 19.5 (5.8205) 17.5 (6.4857)
Mittelwert 316.2 161.6 (1.9567) 29.3 (5.5154) 25.1 (6.4382)

Tabelle 4.1: Anzahl benotigter BiCGStab-Iterationen bis zum Erreichen des
Abbruchkriteriums. Dabei kennzeichnet N; die Iterationszahlen fiir das ori-
gindre, N, die fiir das odd-even reduzierte sowie N3 und N, die fiir das via
(4.10) bzw. (4.12) préakonditionierte odd-even reduzierte System.

Lemma 4.35. Es gilt

0 - I 0 D54 0 I AjAg
T\ DsAgA T T 0 TIs5S4 0 I

Beweis. Wir kennen bereits die exakte Schurkomplement-Zerlegung (2.13)
von A. Daher folgt

. I 0N[4, o0 I A7lA,
OO AgAgy T 0 Sa 0 I
- I 0 A 0 I A7lA;,
—F(ACfA11>F5F5<o SA>< I

I 0 D54 0 1 A A
PsAcsArTs 1 0  T5Sa I ’

wobei I'5 entsprechend partitioniert sei. O]
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Ein Schurkomplement-Prékonditionierer der Matrix @) ist gegeben durch

_ I —A7lA Al 0 I 0
Mol — fréife s ~ 4.13
¢ (0 I )( 0 SA1F5> (—FsAcfA;}Fs I)’ 1)

wobei die approximative Inverse der Matrix A;; und die Schurkomplement-
Approximation bereits bekannt seien aus der Diskussion geeigneter
Schurkomplement-Prikonditionierer der Matrix A.

Abschliefend weisen wir darauf hin, dafl die matrixabhéngige Restriktion
und die zugehorige Prolongation

- — AT AL
Rg = <—P5AcfAf}r5 I), PQ=< Z f), (4.14)

zueinander adjungiert sind, sofern eine ~s-symmetrische approximative In-
verse der Matrix Ay gewdhlt wird,

[5A;Ts = A7/ = Rq = P} (4.15)

4.5.2 Glattungseigenschaft

Da die Matrix @ hermitesch ist, konnen wir die Gléattungseigenschaft
(2.29) fiir eine Reihe von Iterationsverfahren beweisen. Wir werden den
Nachweis der Glattungseigenschaft zunéchst explizit fiir den modifizierten
Jacobi-Glétter fithren und anschlieBend einen optimalen semiiterativen
Glétter herleiten. Dies ist bereits als eigensténdiges Resultat interessant.
Aber auch eine Kombination von Schurkomplement-Prikonditionierern mit
Gléattungsiterationen [49] ist dadurch fiir die hermitesche Schwinger Matrix
vorstellbar.

Der (modifizierte) Jacobi-Glitter

Wir untersuchen zunéchst einen einfachen Glattungsansatz. Der vorgestellte
Glitter entspricht dem Jacobi-Glitter im Falle von Q2.

Lemma 4.36. Essei S = (I —0Q)(I +0Q) mit § = 1/||Q||2. Der Glétter S
besitzt die Glattungseigenschaft, denn es ist

1 2v 1\
v < .
0571 < < (5225 ) Il
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Beweis. Es gilt [|QS”]|s = 07H|0Q(I — 62Q?)”||> = ||p(6Q)]]2]|Q||2, wobei das
Polynom p durch p(t) = t(1 — t*)” definiert ist. Wegen o (0Q) C [-1,1]
geniigt es, das Maximum von p im Intervall [—1, 1] durch eine einfache Kur-
vendiskussion zu bestimmen. Aus

1
Vor+1’

1 1 2v \”
+1) =0, t—) ==
p(EL) p( \/2y+1) \/21/+1(21/—|—1)

folgt die Behauptung. m

Pt)=0 < t=+1, t=+=+

Lemma 4.37. Die Glattungiteration wird durch die Zerlegung Q) = M — N
der Matrix Q mit M~! = 6%Q induziert.

Beweis. Es gilt M 'N=M"YM-Q)=1-M1'Q=1-6°Q*=S. O
Die Iterationsvorschrift lautet
2®D = (1 = MQ)a™ + M~ = 2™ M1 (®),
und fiir das Residuum erhalten wir
rt) = — Q™) = b — Q™ + MWy = ® QM 1r®),

Insgesamt erhalten wir Algorithmus 4.1.

Algorithmus 4.1 Jacobi-Glatter fiir Q)

1: wihle z(©

2: T(O) =b— Q:B(O)

3 for k=0,...,v—1do
4 p(’“) - (92@7»(16)

6: r(k+1) — r(k) — Qp(k)
7: end for

Semiiterative Glatter

Verallgemeinern wir den Ansatz einer modifizierten Jacobi-Glattung, indem
wir v Glattungsschritte mit einem noch ndher zu bestimmenden Glatter S
durchfiihren,

S =5(0Q), s(t)=1-tqt*), 0=1/]Ql-, (4.16)
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so ist zum Beweis der Glattungseigenschaft wegen

05"l = 16Qs(6Q)l: = Ip(6Q) Q1. p(t) =r1s(t) (417

ein geeignetes Polynom p zu konstruieren und die Norm des Polynoms p iiber
dem Spektrum von 6@ durch eine Nullfolge 7(r) abzuschétzen.

Aufgrund des Ansatzes ist klar, dafl das gesuchte Polynom p den Bedingungen

p(0) =0, p(0)=1 (4.18)
geniigen muf3.

Zur Konstruktion eines geeigneten Polynoms p (s. Satz 4.39) werden wir die
Chebyshev-Polynome T,,,

Tn(t) = cos (marccos(t)), [|t| <1, (4.19)

verwenden. Daher erinnern wir zunéchst an einige wichtige Eigenschaften
der Chebyshev-Polynome:

Satz 4.38. Die Chebyshev-Polynome T,, geniigen der Rekursionsvorschrift
To(t) =1, Ti(t)=t, Tuwi(t)=2T,(t) —Tn(t), m=>1. (4.20)
Es gilt |T,(¢)] < 1 fur alle |t| < 1, wobei die angegebene Schranke scharf ist,
T, (0;) = (—1)", 0; = cos (%) , i=0,...,m. (4.21)

Des weiteren ist 775, ,,(0) = (=1)"(2m + 1).
Beweis. [38]. O
Wir konstruieren das Polynom p als Losung der Minimierungsaufgabe (4.22):

Satz 4.39. Das Minimierungsproblem

min ma t 4.22
PEPam 41, ])(()):O7 p’(O):l ,lgt)él ’p< )’ ( )

hat die eindeutige Losung

(=)™ 1
= Toma1(t), )] < ,
2m+12+1() |p()|_2mJrl

p(t)

wobei T}, die Chebyshev-Polynome sind.

(4.23)
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Beweis. Per Konstruktion erfiillt das normalisierte Chebyshev-Polynom

=™

t) = Tomi1(t
p(t) om 12 +1(t)
die Bedingung 4.18, und es ist durch
1 1
1) = Tomsr ()] <
p(O)] = 5 Tonsa ()] < 5

eine geeignete obere Schranke n(v) gegeben, welche nach (4.21) auch ange-
nommen wird,

1 T
)= ()" ———, o0, = , 1=0,...,2 1.
plo) =(=0)"5 =7 @ COS(Qm—i—l) ! m

Es bleibt zu zeigen, daf§ fiir jedes andere Polynom p* vom Grad deg(p*) <
2m + 1 das Maximum in (4.22) gréfler als 1/(2m + 1) ausfillt. Aus

1
2m+1

Ip*(03)| < =Ip(oy)], i=0,....,2m+1

schliefft man fiir die Differenz r = p — p* unmittelbar

>0 : 1 gerade

o) =plo) —ploy ={ 20 T B im0,

so dafl r der Vielfachheit nach 2m + 1 Nullstellen hat. Wegen r(0) = 0 hat r
eine weitere 2m + 2-te Nullstelle, und aus deg(r) < 2m + 1 folgt » = 0, also

p=p*. O

In Tabelle 4.2 werden die Glattungsfaktoren 7; des (modifizierten) Jacobi-
und 7 des semiiterativen Gléatters,

() 1 2v v () 1
V)= V) =
n w+1\2v+1/) T2 u+1’

einander gegeniibergestellt.

Lemma 4.40. Ist p die Losung der Minimierungsaufgabe (4.22), so erhalten
wir als Glatter s

_ 1 (=™
Ct2m+1

s(t)

Beweis. p(t) = ts(t). O

Tom11(t). (4.24)
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v 1 2 3 4 5 6 7 3
ni(v) | 0.385 | 0.286 | 0.238 | 0.208 | 0.187 | 0.176 | 0.159 | 0.149
n2(v) | 0.333 0.2 ]0.143 | 0.111 | 0.091 | 0.077 | 0.067 | 0.059

Tabelle 4.2: Der Gléattungsfaktor im Falle eines modifizierten Jacobi-Glatters
7, und bei einer semi-iterativen Glattung .

Die Darstellung (4.24) des Glétters ist aus praktischen Griinden nicht sehr
sinnvoll. Statt dessen wére eine kurze Rekursionsvorschrift dhnlich zu der
der Chebyshev-Polynome (4.20) wiinschenswert.

Satz 4.41. Die Funktionen s,
L (=1)"

wt) = 5o
st = S0 T

geniigen der Rekursionsvorschrift

$n(t) = (A 1t® + Bn1)sn_1(t) + (1 = Bu_1)sn_a(t), n>1 (4.25)

T2n+1 (t>7

mit

2n —1 2n —1
>1), By =2

1 EW Fr=25mm

Bo=1und s_1(t) = so(t) = L.

(n >2),

Qp—1 = —

Beweis. Aus der Rekursionsvorschrift der Chebyshev-Polynome folgt

T = 2Ty —Tho = 2t(2tT_o — Tpu3) — Tpus
= At = D)Tpo — 2T 3 = (4% — DTpg — (Thno + T_s)
(4t — )Ty 9 — Trs.

Fir m = 2n + 1 erhalten wir
Tons1 = (4% = 2)Top g — Ty = (487 — 2)Ton-1)11 — To(n—2)+1-

Gehen wir mit dieser Identitét ein in die Darstellung der Funktion s,,, so gilt:

((_an)fir;zl - (2(7:_‘1_){:)15 ((4t2 — 2)T2(n71)+1 — T2(n72)+1)
_ ((_1)n(4t2 —2)2(n—1)+ 1) (=1)" " Ton—1)41
S\ @+ (=D 2n—1)+ 1
_ ( (=)™ 2(n—-2)+ 1) (—=1)" " Thn—2)41

Cn+1)t (—1)n2 2n—2)+1
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also erhalten wir die Rekursionsformel
2n —1
2n+1

2n—3
2n+1

Sp = — (4t — 2)8,_1 — Sp_9.

Durch Nachrechnen bestéiitigen wir s = 1, s; = 1 — 4/3t*. Es ist

B =1 2n—1 2n+1—-(4n—-2) —2n+3  2n—-3
e 2n+1 2n + 1 T 241 241

Die Definition der «,,_; ist offensichtlich. Die Wahl (3, = 1 ist trivial. O

Lemma 4.42. Es gilt
16
S9 = 1—4x2—|—€x4

s3 = 1—8z%+ 16z — %xﬁ

7
40 256
sS4 = l—gx + 48z* — 642° +7x8

Beweis. Anwenden der Rekursionsformel. O

Satz 4.43. Erfiillen die Funktionen s, eine Drei-Term-Rekursion der Gestalt
(4.25), so gilt fiir die Iterierten 2™ der zugehorigen Glittungsiteration

2™ = B, 1™V —a,_10°Q(b— Qx(”_l)) + (1= Bp)z™?. (4.26)
Beweis. Es sei 0 = 1/]|Q||z. Wegen 7™ = s5,,(0Q)r® erhalten wir

rm = (an-107Q° + 5n—1)5n71(9Q)7“(0) + (1 — ﬁn71)3n72(9Q)7n(0)
= (a,-10°Q* + 571—1)7’(”71) + (1 - 6n71>7’(n72)
= (1 0PQ* + B 1) (b — Q") + (1 = B, 1) (b — Qz"7?).

Durch Zusammenfassen der Terme folgt

_ Qx(”) = a, 10%°Q% — an_192Q2Qx(”‘1)
— @L_le(n—l) _ Q:):("_Q) + ﬁn_lQI(n—2)

= Q (,—160°Qb — ap 102Q% ™D _ 3, gD _ p(n=2) 4 ﬁn—ﬂ("_?))

= Q (an10°Qb — Q) = B — (1= B ),

und somit ist

2" = B2 — 4, 102°Q(b — Q") + (1 = Bmy)a )

die Rekursionsvorschrift fiir die Iterierten. ]
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Die Rekursionsvorschrift (4.26) fiir die hermitesche Schwinger Matrix ) kann
zuriicktransformiert werden auf entsprechende Groflen der origindren Schwin-
ger Matrix A:

Lemma 4.44. Es sei Q = I'sA und b = I's. Dann gilt
2™ =6, _12Y —q, 102AH (o — AzV) + (1 = B_q)a Y.
Beweis. Klar. O

Bemerkung 4.45. Die hier vorgestellte semiiterative Glattung ist eng ver-
wandt mit dem CG-Verfahren als Glattungsiteration, vgl. [37], Lemma 3.3.5.
Tatséchlich sind fiir die hermitesche Schwinger Matrix die Glattungsfaktoren
bei n Schritten einer semiiterativen Glattung und bei einer Glattung durch
n Schritte des nicht-prikonditionierten CG-Verfahrens fiir Q? = A” A iden-
tisch.

4.6 Zusammenfassung

Analog zur Diskussion der Schurkomplement-Prikonditionierer fiir die
Laplace Matrix konnen auch fiir die Schwinger Matrix entsprechende
Préakonditionierer erfolgreich konstruiert werden. Exemplarisch wurde die
Vorgehensweise fiir die odd-even reduzierte Schwinger Matrix vorgestellt.

Da im Falle der Schwinger Matrix pro Gitterpunkt zwei Freiheitsgrade exi-
stieren, wurde die Charakterisierung der Kopplungen in starke und schwa-
che iibertragen auf Blocke der Grofle 2 x 2. Es wurde bewiesen, dafl bei
der verwendeten Charakterisierung der Kopplungen in starke und schwache
die Kopplungen zwischen feinen (groben) Gitterpunkten schwach, und dafl
die Kopplungen zwischen groben (feinen) und feinen (groben) Gitterpunkten
stark sind. Somit entfillt auch fiir die Schwinger Matrix eine aufwendige
dynamische Konstruktion der groben und feinen Gitter.

Verglichen wurden wiederum der Jacobi- und der ILU-Prakonditionierer
der Matrix Agf} Beide Prikonditionierer reflektieren die ~v;-Symmetrie.
Der ILU-Préakonditionierer ist dem Jacobi-Prékonditionierer vorzuziehen.
Untersucht wurden zwei ebenfalls ~5-symmetrische Schurkomplement-
Approximationen, so dafl die ys-Symmetrie in Lanczos-basierten Krylov-
Unterraum-Verfahren ausgenutzt werden kann. Beide Ansétze sind 9-
Punkte-Sterne, und es wurde gezeigt, dafl eine rekursive Vorgehensweise zur
Konstruktion echter Multilevel-Verfahren ohne Probleme realisierbar ist.
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Die numerischen FErgebnisse veranschaulichen, dafl die vorgestellten
Schurkomplement-Prékonditionierer die Anzahl der BiCGStab-Iterationen
fiir die hier untersuchten Konfigurationen im Mittel um einen Faktor 4-5
(5-6) zu reduzieren vermogen. Fiir grofere Gitter féllt die Verbesserung der
[terationszahlen deutlich hoher aus.

Ist ein Schurkomplement-Priakonditionierer der Schwinger Matrix gegeben,
so kann in einfacher Weise ein Schurkomplement-Prikonditionierer der
hermiteschen Schwinger Matrix bestimmt werden. Fiir die hermitesche
Schwinger Matrix ist der Nachweis der Glattungseigenschaft fiir eine Rei-
he von einfachen Iterationsverfahren moglich. Somit ist eine Kombinati-
on von Schurkomplement-Priakonditionierern und Glattungsiterationen [49]
moglich. Es wurde exemplarisch der Beweis der Gléattungseigenschaft fiir
die modifizierte Jacobi-Glattung gefiihrt, anschliefend ein semiiterativer
Glatter hergeleitet und die Optimalitit dieses Glatters bewiesen. Obgleich
die semiiterative Glattung relativ teuer ist, steht mit ihr eine optimale
Gléattungsiteration zur Verfiigung. Fiir die hermitesche Schwinger Matrix
ist auch die Glattung durch das CG-Verfahren optimal.

Skizziert wurde auferdem eine einfache Art der (Eich-)Fixierung einer ge-
gebenen Konfiguration, welche zu geometrisch glatteren Eigenvektoren be-
tragskleiner Eigenwerte fiihrt. Der Ansatz wurde nicht weiter verfolgt, da es
ein Ziel dieser Arbeit ist, zur Prikonditionierung ungeordneter Systeme rein
algebraische Eigenschaften zu verwenden.



Kapitel 5

Wilson-Fermionen

Die Quantenchromodynamik (QCD) ist eine physikalische Theorie zur Be-
schreibung der Wechselwirkungen zwischen Elementarteilchen als Bausteine
der Materie. Mit Hilfe der QCD sollen Eigenschaften von Quarks vorher-
gesagt und mit Messungen verglichen werden. Eine wesentliche Teilaufgabe
ist dabei die Losung eines sehr grofien, jedoch diinn besetzten linearen Glei-
chungssystems. Die Matrix dieses Systems heifit Wilson Fermion Matrix.

5.1 Einfiihrung

Das Gleichungssystem des Modellproblems beschreibt eine Néachste-Nachbar-
Kopplung auf einem 4-dimensionalen Raum-Zeit-Gitter

Q= {x = (z1,29,23,24) | m=1,...,n;, n;= 2Ni} (5.1)

mit periodischer Fortsetzung an den Réndern. Bezeichnen wir die Gitterdi-
mensionen mit ny, ny, ng (Raum) und ny (Zeit), so gibt es insgesamt nynangny
Gitterpunkte. Aufgrund der Periodizitit sind Komponenten von x aulerhalb
des jeweiligen Bereiches modulo Indexgrenze zu verstehen.

Auf jedem Gitterpunkt = gibt es zwolf Variablen, die zu einem Vektor
Y(z) € C? zusammengefalt werden. Diese 12 Komponenten entsprechen
in der Physik den moglichen Kombinationen von 3 Farben und 4 Dirac-
Komponenten. Jede Néchste-Nachbar-Kopplung wird beschrieben durch ei-
ne Matrix U € SU(3), die auf die Farben wirkt, und eine Matrix der Form
I+, € C*4 die auf die Dirac-Komponenten wirkt.

119
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Wir setzen im folgenden stets voraus, dafl N; hinreichend grof§ ist. Insbe-
sondere gibt es also zu jedem Gitterpunkt = genau 8 verschiedene néchste
Nachbarn.

Definition 5.1. Die Matrizen ; € C*** fiir i = 1,...,4 sind wie folgt
definiert:

0 0 0 i 00 0 1
[ o 0 io o 0o -10
M=l 0 oo™ o -1 0o o]
i 0 00 1 0 0 0
0 0 i 0 10 0 0
[ 0o 00 —i o1 0 o
B 00 0 [ oo -1 o0
0 i 0 0 00 0 -1

Definition 5.2. Eine Konfiguration ist eine Sammlung von 4nnonsns Ma-
trizen U,(z) € SU(3), wobei z Gitterpunkt und p € {1,2,3,4} ist. Die
Konfiguration heifit kalt, falls alle U,(x) = I sind. Sie heifit heif, falls alle
U,(z) gleichverteilt sind. Eine Konfiguration, die weder kalt noch heif ist,
heifit realistisch.

Definition 5.3. Das lineare Gleichungssystem des Modellproblems fiir eine
gegebene Konfiguration und den reellen Parameter x > 0 ist gegeben durch

Y(x) — K (Z (I =) @ Up(z)] (7 +ey)

L (5.2)
3 U= ] e - )] = o0
firze{l,... ,m}x...x{l, ... ng}.

Durch (5.2) sind n = 12nynsnsny Gleichungen fiir nynynsngs Unbekannte
Y (z) € C? gegeben. Die rechte Seite ¢ wird auch als Quelle bezeichnet.

Die numerischen Berechnungen der QCD gehoren zu den rechenintensivsten
Anwendungen iiberhaupt. Bei heutigen physikalisch bedeutsamen Simula-
tionen, s. z.B. [52], werden sukzessive O(10°) Gleichungssysteme der Gestalt
(5.2) auf einem 643 x 112-Gitter geldst.
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5.2 Eigenschaften

Wir diskutieren nun voéllig analog zu Kapitel 4.2 dieser Arbeit einige wichtige
Eigenschaften der Wilson Fermion Matrix.

Anordnung der Gitterpunkte

Wir iibertragen die Definition der lexikographischen und der odd-even An-
ordnung der Gitterpunkte auf das gegebene 4-dimensionale Gitter 2 aus
(5.1):

Definition 5.4. Fiir zwei Gitterpunkte @ = (z1,29,23,24) und y =
(y1,Y2,y3,Ys) gelte x < y genau dann, wenn entweder z; < y; ist oder es
ein 7o gibt, so daBl z; = y; firalle i =1,... ;70 — 1 und z;, < y;, gilt.

Die Anordnung einer Menge von Gitterpunkten beziiglich der Relation ,,<“
heifit lexikographische Anordnung.

Definition 5.5. Ein Gitterpunkt x = (1, 29,23, z4) heifit gerade (even),
falls die Summe seiner Komponenten gerade ist,

r1+ 2o+ 23+ x4 = 0 mod 2,
ansonsten heifit er ungerade (odd).

Werden zuerst alle ungeraden, dann alle geraden Gitterpunkte gezahlt, so ist
heifit die resultierende Anordnung der Gitterpunkte auch odd-even Anord-
nung.

Odd-even Symmetrie

Bei einer odd-even Anordnung der Gitterpunkte bekommt die Matrix des

Modellproblems mit I € C**™ und D,,, D,. € Cz*% die Gestalt

0 Doe
A=1—kD, D_(Deo ; ) (5.3)

wodurch sich mit ¥ = (¢(z)) und ® = (p(z)) das lineare Gleichungssystem
AV = @ (5.4)

ergibt. Die Matrix A wird als Wilson Fermion Matrix bezeichnet. Der Nicht-
diagonalanteil D heifit Hopping-Term, das Gewicht x Hopping-Parameter.
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Die v5-Symmetrie

Definition 5.6. Die Matrix 5 € C*** ist definiert durch

0010
V5= TN = | 8 8 (1) (5.5)
01 00
Lemma 5.7. Es gilt
a) 5= =7 =
b) Y5V = — 5 firalle u=1,...,4
Beweis. Nachrechnen. O

Definition 5.8. Die Matrix I'5 ist definiert durch I's = I ® (75 ® I3).

['s ist die Permutation, welche auf jedem Gitterpunkt fiir jede Farbe die
Dirac-Komponenten 1 mit 3 und 2 mit 4 vertauscht.

Satz 5.9. Die Wilson Fermion Matrix ist ys-symmetrisch, Al's = I's A7,
Beweis. Analog zum Beweis von Satz 4.16. m
Satz 5.10. Die Wilson Fermion Matrix ist i.a. nicht normal, d.h. A#A #
AAH,

Beweis. Analog zum Beweis von Satz 4.17. O

Das Spektrum

Definition 5.11. Der kritische Wert &, ist definiert als k. = 1/ /\mz%x) Re A
co(D

Die Wilson Fermion Matrix A(k) = I — kD ist positiv reell fiir x € [0, k)
mit k. € [, 7).

Physikalisch interessant ist die Losung des Modellproblems (5.4) fiir k = k.
Diese Wahl entspricht einer kleinen Quarkmasse auf dem Gitter, vgl. (4.3).

Aufgrund der odd-even Symmetrie und der ys5-Symmetrie gilt:

Satz 5.12. Ist A\ ein Eigenwert von A, so sind auch A, 2 — XA und 2 — X
Eigenwerte von A.

Beweis. Vgl. Abschnitt 4.2. m

Abbildung 5.1 zeigt das Spektrum der Wilson Fermion Matrix und der odd-
even reduzierten Matrix fiir eine realistische Konfiguration.
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0.6 T

0.6 T T T T T T T T T

04 r 1 04 -

02 r b 0.2 -
-0.2 B -0.2

04 1 0.4 F

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 0O 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
(a) o(A) (b) o(A)

Abbildung 5.1: Das Spektrum der Wilson Fermion Matrix A und der
odd-even reduzierten Wilson Fermion Matrix A fiir eine realistische
Konfiguration mit einem moderaten Wert x < k.

5.3 Schurkomplement-Verfahren

In diesem Abschnitt werden wir erkldren, warum sich die in Kapitel 3
und Kapitel 4 hergeleiteten Schurkomplement-Préakonditionierer der odd-
even reduzierten Matrix nicht sinnvoll auf die odd-even reduzierte Wilson
Fermion Matrix iibertragen lassen. Statt dessen werden Schurkomplement-
Préakonditionierer fiir die origindre Wilson Fermion Matrix bestimmt.

Anordnung der Gitterpunkte

Wir verallgemeinern die in Def. 2.13 eingefiihrte Einfarbung der Gitterpunkte
wie folgt:

Definition 5.13. Fiir ¢ = 0,...,4 sei die Menge L;(€2) von Gitterpunkten
definiert durch

Li(Q) = {z = (x1, 22, x3,74) € Q| x besitzt genau ¢ gerade Komponenten} .
Im folgenden gehen wir stets davon aus, dafl zunéchst alle ungeraden und
anschliefend alle geraden Gitterpunkte gezdhlt werden. Dabei werden die
Gitterpunkte aus L;(€2) vor den Gitterpunkten aus L3(€2), die Gitterpunkte
aus Lo(€Q) vor den Gitterpunkten aus Ly(£2) und die Gitterpunkte aus Ly(£2)

vor den Gitterpunkten aus L,(€2) angeordnet.

Bei dieser Anordnung der Gitterpunkte besitzt die Wilson Fermion Matrix

A die Gestalt
0 Doe
A=1—& < D.. 0 )
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mit
D B gL27L1 DL67L3 D . DL1,L2 DLl,Lo 0
eo = Lo,L1 ? oe Dy, 1, 0 Drsr, )
O DL4,L3

Lemma 5.14. Es sei N gerade, n; = N fir i =1,...,4 und Q mit [Q| =n
Gitterpunkten gegeben. Dann gilt

1 1 3
6" |L1(2)] = |L3(Q)] = e |Lo(2)| = 3™

Beweis. Abzahlen. O]

|L0(Q)| = ‘L4<Q)‘ =

Die odd-even reduzierte Matrix

Lemma 5.15. Es gilt

DLz,LlDL1,L2 + DLz,LsDLs,Lz DL27L1 DLLLO DL2,L3DL3,L4
DeoDge = DLo,L1DL1,L2 DL07L1DL17L0 0
Dpy 1y Dry Lo 0 DryryDry Ly

Beweis. Nachrechnen. O

Lemma 5.16. Die odd-even reduzierte Matrix A© = [ — k2D,,D,. be-
schreibt einen 33-Punkte-Stern.

Beweis. Der Gitterpunkt « koppelt mit sich selbst, seinen 8 Nachbarn x+2e,,
in Gitterrichtung p sowie fiir u < v mit je 4 Gitterpunkten x £e¢, e, in
insgesamt 6 verschiedenen pv-Ebenen. O

Wir bestimmen die einzelnen Kopplungen der beteiligten Teilmatrizen ge-
nauer:

Lemma 5.17. Die Blockdiagonale (mit Blocken der Grole 12 x 12) der Ma-
trix D,,D,. verschwindet.

Beweis. Analog zum Beweis von Lemma 4.21. O

Lemma 5.18. Die Matrizen Dy, 1, Dy, 1, und Dy, 1, Dr, 1, besitzen genau
8 Nichtnullblécke in der Blockzeile z (u=1,...,4),

(x,x+2e,) @ 2(L—7,) U, (x)Uu(z+e,)
(x,x—2e,) @ 2(L+7,)® Uf(x - eM)Uf(x —2e,).

Beweis. Analog zum Beweis von Lemma 4.22. m
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Die Matrizen Dy, r, Dy, 1, und Dy, 1,Dp, 1, beschreiben nach Lemma 5.18
die Kopplung eines Gitterpunktes  mit seinen néchsten Nachbarn in Gitter-
richtung p = 1,...,4. Somit kénnen Dy, , Dy, 1, und Dy, 1,Dr, 1, jeweils
durch einen 9-Punkte-Stern reprisentiert werden.

Geméif Lemma 5.16 und Lemma 5.17 koppelt jeder Gitterpunkt x via D, D,
mit insgesamt 32 anderen Gitterpunkten. Zusammen mit Lemma 5.18 ist
daher klar, dafl die Matrizen Dy, 1, Dp, 1, und Dy, 1,Dr, 1, jeweils Kopp-
lungen eines Gitterpunktes  mit 24 Nachbarn aus L, (2) beschreiben. Wir
prézisieren:

Lemma 5.19. Die Matrizen Dy, 1, Dy, 1, und Dy, 1, Dy, 1, besitzen jeweils
genau 24 Nichtnullblocke in der Blockzeile x,

(o tete) + (I—)d —w) @Usz)Us(z+ey)

+ (=) =) @ Up(2)Uu(z + )
(aten—e) i (1= +%) @ Uz + e, — e,)

+ I+ =) @ U (= e,)Un(z — ¢,)
(o —eute) : (I+7)I—n)@UN(x—e)U(x—ep)

+ =) +v)® Uy(:U)Uf(x —e,+e,)
(x,2—e, —e,) : (I—I—%)(I—I—%)®Uf(m—eu)Uf(x—eﬂ—ey)

+ I+ +7) @ U (x = e)Ul (x = e, — ),

wobei p < v ist.

Beweis. Analog zum Beweis von Lemma 4.23. 0

Um die Diskussion der verbleibenden Kopplungen zu vereinfachen, fiithren
wir eine Unterteilung der Gitterpunkte Ls(€2) in sechs disjunkte Mengen ein:

Definition 5.20. Fiir ¢ < v sei die Menge Lg“’y)(Q) von Gitterpunkten
definiert als

Lg“’y)(ﬂ) = {SL’ e ($1,372, ;€3,Q?4) € L2(Q> ’ JJ“, Ty gerade} .

Sind die Komponenten g und v des Gitterpunktes z € Ly(€2) gerade, so
koppelt x mit insgesamt 4 Gitterpunkten aus Lg(£2):
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Lemma 5.21. Die Matrix Dy, 1, Dy, 1, besitzt genau 4 Nichtnullblocke in
der Blockzeile z € LY (Q), pu < v,

(z,z4e,+e) @ (I—=5)I =) @Uu)U(x +e,)
+ (= 7) =) @ Uy(z)Uu(r +e,)
(o +e,—e) + (I—7)I+%) @U.()UM (x+ e, —e)
+ (I +%)I —7,) @UH(z —e,)U,(x —e,)
(z,0 —ey+e,) o (I+7)0 =) QU (x —e)Un( —e,)
+ =) +7)® Ul,(a:)Uf(x —e,+e)
(2 —ep—e,) + (I+73)+w) QU (& —e U (x — e, —e,)
+ (T +%)T +7) UMz — e,)UN (z — e, — e).

Beweis. Analog zum Beweis von Lemma 4.23. O
Eine entsprechende Aussage gilt natiirlich auch fiir die Matrix Dy, 1, Dr, 1,:

Lemma 5.22. Die Matrix Dy, 1,Dr, 1, besitzt genau 4 Nichtnullblécke in
der Blockzeile z € LY"")(Q). Ist p,v € {1,2,3,40\{i, v/} mit pu < v, so
sind die Nichtnullblécke an den Positionen

(z,x+est+e) © (I—7)I —n)@Uu(2)U(x +ep)
+ (L= w) =) @ Up(x)Uu(x + e)
(Tx+e—e) + (I—=7)I +) @ Ux)U) (z+ e, —ey)
+ (L +w) =) ® U (x — e,)Uu(z —ey)
(0 —eute)) ()0 =) ® U (@ — e)Uyfz — e,)
+ (I =) +7) @ Uy ()T, (z — e, +e,)
o —en—e) + I+ +7) ® U (@ — e U (@ — e, — e,)
+ (T +%)T +7,) U (z - e,,)Uf(:L’ —e,—€).

Beweis. Analog zum Beweis von Lemma 4.23. O

Um die Kopplungen der Matrix Dy, 1, Dr, 1, + Dr,.1, D1y 1, 20 beschreiben,
ist das folgende Lemma niitzlich:

Lemma 5.23. Es sei py < po und ps, g € {1,2,3, 43\ {11, o} mit psz <
ft4. Dann koppeln Gitterpunkte aus L*"**)(Q) nicht mit Gitterpunkten aus

LEMSHUA)(Q).

Beweis. Offensichtlich. O
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Nun gilt:

Lemma 5.24. Die Matrix Dy, 1, Dy, 1, + Dr, 1, Dr,,1, beschreibt einen 24-

Punkte-Stern. In der Blockzeile z € L{"*#*) () gibt es 8 Nichtnullblscke an
den Positionen (u=1,...,4)

(z,24+2e,) @ 2(I =) @ Up(x)Uu(z + €,)
(x,2—2e,) @ 2(/+7,)® Uf(x — 6M)Uf($ — 2e,,)

und 16 Nichtnullblocke an den Positionen

(x,x+e,+e) @ ([—7)T =) QU (z)U,(z+e€,)
+ (I - ’YV)(I - 7#) ® UV(m)Uu(x + eu)
(o te,—e) o (I=7)+%)@Uua)0) (z +eu— )
+ (I +3)( =) @ Ul (z — e)Uu(w — )
(T2 —e,t+e) : (I+7u)(1_7u)®U5(x_6u)Uu($_eu)
+ (I =) +7) ® Uy (@)U (x — e+ €)
(0 —eu—e) (T2 +%) © UL — UM — ey~ e,)
+ (I +7)I+7) @US (= e, ) U (x — e, —e,),

wobel p € {1, po} und v € {1,2,3, 41\ {1, pa} ist.
Beweis. Analog zum Beweis von Lemma 4.22 und Lemma 4.23. [l

Abbildung 5.2(a) zeigt das Besetztheitsmuster der odd-even reduzierten Wil-
son Fermion Matrix bei einer Anordnung

Ly(€2) = Lo(€2) — La(92),

wobei die Gitterpunkte innerhalb der Mengen jeweils lexikographisch ange-
ordnet sind. (Die Notation L;(2) — L;(Q2) bedeutet, daf8 alle Gitterpunkte
aus L;(Q2) vor den Gitterpunkten aus L;(£2) gezéhlt werden.) In Abbildung
5.2(b) ist ebenfalls das Besetztheitsmuster der odd-even reduzierten Wilson
Fermion Matrix zu sehen. Die Gitterpunkte sind nun aber in der Anordnung

L&?(Q) — L9 (Q) — LYV () — LEY ()
—L5(Q) — LE(Q) — Lo(Q) — La(Q)

gegeben. Zuséatzlich wurde innerhalb der Mengen eine odd-even Anordnung
der (stets geraden) Gitterpunkte verwendet, wobei Gitterpunkte z mit z; +
To+x3+24 = 2 mod 4 odd und Gitterpunkte x mit z1+xs+x3+24 = 0 mod 4
even genannt werden.
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Abbildung 5.2: Das Besetztheitsmuster der odd-even reduzierten Wilson Fer-
mion Matrix A(©).
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Wie in Kapitel 4 konnen die Kopplungen des Gitterpunktes x mit seinen 8
Nachbarn x+2¢,, als schwach und die verbleibenden 24 Kopplungen als stark
charakterisiert werden. In Abbildung 5.2(b) bilden die schwachen Kopplun-
gen die Blockdiagonale, die starken Kopplungen befinden sich auflerhalb der
Blockdiagonalen. Da wir aber im folgenden aufzeigen werden, dafl der in Ka-
pitel 4 erfolgreich eingesetzte Schurkomplement-Prikonditionierer sich nicht
sinnvoll auf die odd-even reduzierte Wilson Fermion Matrix iibertragen 148t,
werden wir nicht ndher auf die Einteilung in starke und schwache Kopplungen
eingehen.

Lemma 5.25. Mit den Bezeichnungen aus Lemma 5.23 sind die Mengen
Lo(£2) U Ly(2) und Lé‘“””)(Q) U Lg’“’““)(ﬁ) jeweils maximal unabhéngige
Knotenmengen des reduzierten Graphen G 4 (V, EY).

Beweis. Klar. ]

Der in Kapitel 4 erfolgreich eingesetzte Schurkomplement-Prékonditionierer
wiirde im Falle der odd-even reduzierten Wilson Fermion Matrix fiir alle
unabhéingigen Knotenmengen aus Lemma 5.25 lediglich auf einer Menge
von n/8 feinen Gitterpunkten basieren. Das Grobgitter bestiinde aus ins-
gesamt 3n/8 Gitterpunkten, und das exakte Schurkomplement wire (oBdA
mit Lo(§2) als grobes Gitter) von der Gestalt
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I— HZDL27L1DL17L2
—1
— K (DLQ,LIDLI,LU (I = #°Dry1aDryre) DioiaDista
-1
+ Diy15Drg,ny (I = #°Dryry Digry) DL4,L3DL3,L2> :
Bei einer Approximation der Inversen durch eine Diagonalmatrix beschreibt
die resultierende Schurkomplement-Approximation einen 145-Punkte-Stern!
Da der Stern selbst bei dieser einfachen Approximation der Inversen viel zu

grof} ist, ist der Schurkomplement-Prakonditionierer fiir die odd-even redu-
zierte Wilson Fermion Matrix nicht praktikabel.

Also betrachten wir statt dessen ab jetzt die origindre Wilson Fermion Ma-
trix.

F/C-Anordnung der Gitterpunkte

Im folgenden wollen wir Schurkomplement-Prékonditionierer der Wilson Fer-
mion Matrix mit

Q= Lo(@) ULi(), 2 =0\Q (5.6)

konstruieren [48]. Diese Wahl der groben und feinen Gitterpunkte entspricht
einer Partition der Hopping-Matrix D mit

0 0 Dy, 1,
fo: 0 0 DLg,Lg
DL2,L1 DLz,La 0
und
Dy, 1, 0
L D 0 0
4,L3

0 0

Abbildung 5.3 zeigt das Besetztheitsmuster der Wilson Fermion Matrix, wo-
bei hier die feinen Gitterpunkte in einer lexikographischen Anordnung vor-
liegen.
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Abbildung 5.3: Das Besetztheitsmuster der Wilson Fermion Matrix A bei
einer lexikographischen und einer F/C-Anordnung (5.6).

Restriktion und Prolongation

Zur Konstruktion einer matrixabhingigen Restriktion und Prolongation
bendtigen wir eine approximative Inverse der Teilmatrix Afy = I — kDyy.
Da die Matrix Ay eine y5-symmetrische Matrix ist, beschrénken wir uns auf
approximative Inverse, welche die v5-Symmetrie reflektieren,

A7} =TsA T (5.7)

Auf den ersten Blick ist es nicht notwendig, daf fiir die Restriktion und die
Prolongation identische approximative Inverse gewéhlt werden,

~ — AT AL,
R= (—AcfAf} 1), P—( i f), (5.8)

jedoch erscheint dieser Ansatz natiirlich, da zusammen mit (5.7) die Restrik-
tion und Prolongation zueinander ys-adjungiert sind,

IsRY = PT. (5.9)

Satz 5.26. Fiir 0.072 < k < K. ist die Matrix Ayy = I — kDyy nicht diago-
naldominant.

Beweis. Die Matrix Dy besitzt in der Blockzeile x € Ly genau 8 Nichtnull-
blocke an den Positionen (p =1,...,4)

(w,xtes) o (I —v) Ul

(r,x—eu) © (I+7,) QUM (z—e).
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Wir erhalten

> ‘(fo)x,y

yF#T p=1
A(z) 0 C(x) D(x)
_ 0 A(z) D(z) C(x)
C(x) D(z) B(z) 0
D(z) C(z) 0 B(x)
mit
A(x) = Y |Uu(@)| + U (z = e)| + 2|Uf (& = ea)]

und

C(x) = [Us(2)] + U (v — e3)

, D(x)= Z ‘Uu(x” + |U5(w - e#)| .

Da die beteiligten Matrizen U, (x) unitér sind, gilt fiir die Zeilensummen der
Betragsmatrizen

3 3
D@ =1 Y UM —e)], 21 i=1....3
j=1 Jj=1

Firi=1,...,3 folgt mit A(z) = (4;;(x)), B(z) = (Byj(x)), C(x) = (Ci;(z))
und D(x) = (D;j(x))

3

> Ay(x) =8, ) Bi(x) =8, > Cylx)>2, Y Dy(x) >4

J=1 Jj=1 Jj=1 Jj=1

Daher ist fiir k > 1/14 wegen

> ‘(Aff)i,j =K ‘(fo)z‘,j

J#i JF#i

> 14k >1

die Matrix Ay; nicht diagonaldominant. O
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Aus Satz 5.26 folgern wir, dafl auch die Wilson Fermion Matrix A fiir 0.072 <
k < K. nicht diagonaldominant ist.

Obwohl die Matrix A nicht diagonaldominant ist, beobachten wir in nume-
rischen Experimenten, dafi die Betrige der Komponenten der Inversen der
Matrix Ayy mit zunehmender Entfernung von der Diagonalen exponentiell
fallen, vgl. Abb. 5.4. Wir schlieSen daher, daf§ die Matrix Ay, gut konditio-
niert.

Real
Euklid. Norm

o

»

Komponente Gitterpunkt

Euklid. Norm
o
S

OAZi .
0

Komponente Komponente

Abbildung 5.4: Die Losung W; des Systems AWy = &; mit $r(z*) = ¢
und ®;(z) = 0 fiir alle © # 2* bei einer levelweisen Anordnung der Gitter-
punkte. Definieren wir die Mengen M, induktiv durch (a) My = {z*} und
(b) z € M, falls x ¢ My, k < [, und es existiert ein y € M;_1 N N(z), so
bedeutet eine levelweise Anordnung gerade, dafi alle Gitterpunkte aus M, vor
Gitterpunkten aus M, angeordnet werden.

Diese Beobachtung rechtfertigt eine Approximation der Inversen der Matrix
Ay durch eine trunkierte Neumann-Reihe. Damit zum einen Gitterpunkte
aus Lo(Q2) sowohl zur Restriktion beitragen als auch Information durch die
Prolongation erhalten und zum anderen eine Matrix-Vektor-Multiplikation
billig ist, verwenden wir zunéchst den Ansatz

12(;} =]+ /inf, (510)

bzw. mit einer zusétzlichen Gewichtung,

Z}T} = ool + a1kDyy. (5.11)
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Fiir eine kalte Konfiguration werden mit ap;' = 2k und aj' = 16x? kon-
stante Gitterfunktionen auf konstante Gitterfunktionen abgebildet. Da in
diesem Fall die konstante Gitterfunktion 1 auch Eigenvektor zum klein-
sten Eigenwert 1 — 4x? der Matrix A ist, ist diese Wahl optimal, sofern
die Schurkomplement-Approximation die Wirkung des exakten Schurkom-
plements auf 1 gut refektiert, vgl. auch Seite 59. Mit S aus (5.16) werden
wir im néchsten Abschnitt eine solche Schurkomplement-Approximation vor-
stellen. Fiir realistische bzw. heifle Konfigurationen ist die optimale Wahl
der Gewichte jedoch nicht bekannt und kann lediglich konfigurationsabhéngig
experimentell ermittelt werden.

Wie bereits in Kapitel 4 diskutiert, ist eine unvollstédndige LU-Zerlegung bzw.
eine SGS-Zerlegung

_ I 0 'KLDLl,Lg I 0 0
A= (0 I wDpyp, 0 I 0 (5.12)
0 0 I KDL27L1 I‘{,DLQ,L3 I

dem Ansatz (5.10) vorzuziehen, da u. a. bei gleichem Aufwand die Restriktion
und die Prolongation bei dieser Vorgehensweise identisch ist zur Restriktion
und Prolongation mit der approximativen Inversen

A;} =T+ kDsp+ (kDygy)* . (5.13)
Fiir eine approximative Inverse der Gestalt (5.10) erhalten wir

. D 0 0 0 0 x2D; . D
_ -1 _ Lo,L1 2 Lo, Li YLy ,Ly
AcrAyy ﬁ( 0 D, 0)*R (0 0 H2DL47L3DL37L2)’

bei einer durch die ILU-Zerlegung (5.12) induzierten approximativen Inversen
hingegen

T D 0 0 0 0 2D D
—A. A7l =k Lo.La + P Lo,L1+L1,L2
i < 0 Dpyr, O 0 0 k°Dr,1.Dr,1,

+/{3 DLO,L1DL1,L2DL27L1 DLO,LlDLl,LzDLz,LS 0
DL4,L3DL3,L2DL2,L1 DL4,L3DL3,L2DL2,L3 0

Dieser Ansatz beriicksichtigt bei der Restriktion auf den Gitterpunkt x
zusétzlich Information von Gitterpunkten y mit

yEH@) = {y#a | lu—pl <1 p=1...4}%

Des weiteren sind kompliziertere matrixabhingige Restriktionen und Prolon-
gationen denkbar, die nicht notwendig auf einer trunkierten Neumann-Reihe
basieren. Als ein Beispiel einer solchen matrixabhéngigen Restriktion moge
ein Restriktion dienen, bei der Information von allen Gitterpunkten y € H(x)
auf den Gitterpunkt x transportiert wird.
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Die Schurkomplement-Approximation

Wegen der Wahl der groben Gitterpunkte (2. koppeln grobe Gitterpunkte
untereinander nur, wenn diese bzgl. €2 iiber Wege gerader Léange verbunden
sind, vgl. Lemma 3.22. Somit folgt fiir das exakte Schurkomplement

SA =1- /'QQDCf Z (Hfo)2V ch.
v=0
Um eine rekursive Vorgehensweise zu ermdglichen, ist es zwingend, das
Besetztheitsmuster der Schurkomplement-Approximation so vorzuschrei-
ben, dafl zum einen Auffiilllung vermieden wird und zum anderen die
Schurkomplement-Approximation lokal wirkt. Wird als Schurkomplement-
Approximation die Matrix

gA =1- Hchfoc
gewahlt, so représentiert diese Grobgittermatrix eine Néchste-Nachbar-

Kopplung auf den groben Gitterpunkten 2.,

4

Ve(w) — 267 (Z (s = ) @ Up(@)Up( + eu)) el + 2€,,) (5.14)

p=1

4
+ Z (I +7,) ® Uf(x - 6N)Uf(£€ —2e,)) Yoz — 26u)> = ().
pn=1

Tatséchlich existieren zwei voneinander unabhéingige Grobgittersysteme auf
den Gitterpunkten Ly(€2) und L4(€2), vgl. Abb. 5.5.

Alle Eigenschaften der Wilson Fermion Matrix bleiben erhalten, so dafl die
Schurkomplement-Approximation als neue Wilson Fermion Matrix mit

R=22 U,(z) =Uu(2)Uu(z +e,) (5.15)
angesehen werden kann, vgl. (4.6), (4.7).

Ein Vergleich mit Lemma 5.18 offenbart, dal die Wilson Fermion Matrix auf
den groben Gitterpunkten sich gerade aus schwachen Kopplungen der odd-
even reduzierten Wilson Fermion Matrix zusammensetzt. Insgesamt ist die
Matrix sehr gut konditioniert. Da eine schlecht konditionierte Matrix sich
nicht sinnvoll durch eine gut konditionierte Matrix approximieren laft, ist
es notwendig, den Nichtdiagonalanteil (mindestens) durch einen zusétzlichen
Parameter zu steuern,

§A =1 - LU/'{QDCfoC. (516)
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Abbildung 5.5: Das Besetztheitsmuster der Schurkomplement-Approxi-
mation. Zu erkennen sind die zwei unabhéngigen Grobgittersysteme auf
Q..

Fiir eine kalte Konfiguration ist w = 1/(1 — 48k?) eine geeignete Wahl, da
man in diesem Fall analog zum Beweis von Lemma 3.29 ohne Miihe beweisen
kann, daf} die konstante Gitterfunktion ein Eigenvektor zum betragskleinsten
Eigenwert des exakten Schurkomplements und S41 = S41 ist.

Eine weitere Heuristik ist es, als Grobgittergewicht w™! = 2k zu wihlen. In

diesem Fall sind die effektiven Hopping-Parameter identisch,
2wK? = k.

Allerdings ist, obwohl eine kalte (heifie) Konfiguration beim Ubergang zum
Grobgittersystem eine kalte (heifle) Konfiguration bleibt, fiir realistische
Konfigurationen die Konfiguration auf dem Grobgitter deutlich , heifler*,
d.h. fiir die kritischen Werte k. und &, gilt k. < K., vgl. Abb. 5.6.

Die Verteilung der Konfiguration U = {U,(z)} wird in der Theoretischen
Physik durch einen Parameter 3 > 0 gesteuert. Erste Messungen zeigen,
daBl realistische Konfigurationen bei = 6.0 zu realistischen Grobgitter-
konfigurationen bei § = 3.0 fiihren.

Eine systematische Untersuchung des physikalischen Zusammenhangs zwi-
schen der origindren und der resultierenden Konfiguration steht seitens der
Physik aus, jedoch glauben wir, dafl dies zum Versténdnis des funktiona-
len Zusammenhangs zwischen optimalen Restriktions-, Prolongations- und
Grobgittergewichten unerlaflich ist. Deshalb wurde der optimale Wert von
w mittels numerischer Experimente bestimmt.
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Abbildung 5.6: Die Extrapolation des kritischen Wertes k. fiir eine realisti-
sche Konfiguration auf 2 und fiir die korrespondierende Konfiguration auf
Q.. Als Maf fiir den Wert von x wird hier die Anzahl der CG-Iterationen
zur Losung der Normalengleichung verwendet.

Abbildung 5.7 zeigt die Anzahl benétigter Iterationen eines einfachen Zwei-
gitterverfahrens fiir eine kalte Konfiguration bei k = 0.124. Deutlich ist zu
erkennen, dafl zum einen eine Relaxation der Grobgitterkopplungen fiir ei-
ne schnelle Konvergenz des Verfahrens notwendig ist und zum anderen das
Grobgittergewicht w nicht unabhéngig von den Parametern o; = o der Re-
striktion und Prolongation gew&hlt werden kann. Empfehlenswert ist o = 2

und w =~ 3.8.
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Abbildung 5.7: Die Anzahl benétigter Iterationsschritte einer einfachen Zwei-
gitteriteration fiir eine kalte Konfiguration und x = 0.124 bei drei verschie-
denen Restriktions- bzw. Prolongationsparametern «; = « in Abhéangigkeit

vom Grobgittergewicht w.
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In Abbildung 5.8 ist der Iterationsverlauf einer einfachen Zweigitteriteration
fiir eine realistische Konfiguration und einem moderaten Hopping-Parameter
k = 0.15 zu sehen. Zum Vergleich sind die entsprechenden Residuen bei einer
GS-Iteration (und odd-even Anordnung der Gitterpunkte) aufgetragen.

0.1 ™.
0.01 ¢
0.001 ¢
0.0001 ¢
1le-05 ¢
1e-06
le-07

Norm des Residuums

0 20 40 60 80 100 120 140
Iteration
Abbildung 5.8: Das Konvergenzverhalten einer einfachen Zweigitteriteration

und des GS-Verfahrens (bei einer odd-even Anordnung) fiir eine realistische
Konfiguration mit k = 0.15, a; = 1.6 und w = 3.8.
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Abbildung 5.9: Die Ausfithrungszeiten des BiCGStab und des
Schurkomplement-priakonditionierten BiCGStab-Verfahrens fiir eine reali-
stische Konfiguration auf einem 16*-Gitter mit x = 0.155 und w = 3.7.
Dem Prékonditionierer sind zusétzlich eine Jacobi-Iteration vor- und zwei
GS-Iterationen (odd-even Anordnung) zur Glattung nachgeschaltet.
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Die Ausfithrungszeiten des BiCGStab und des Schurkomplement-pra-
konditionierten BiCGStab-Verfahrens fiir eine realistische Konfiguration auf
einem 16*-Gitter mit x = 0.155 und w = 3.7 in Abhéngigkeit der Gewich-
te a; = « sind in Abbildung 5.9 wiedergegeben. Dem Préakonditionierer
sind zusétzlich eine Jacobi-Iteration vor- und zwei GS-Iterationen (odd-
even Anordnung) zur Gliattung nachgeschaltet. Zu erkennen ist, dal das
Schurkomplement-prikonditionierten BiCGStab-Verfahren fir a« = 1.8 le-
diglich ca. 80% der CPU-Zeit des unprikonditionierten BiCGStab benotigt.

5.4 Schwarz-Iteration

Ein weiterer Ansatz, der im Rahmen dieser Arbeit untersucht wurde, basiert
auf einer Gebietszerlegung, bei der die Unterrdume auf einer Zerlegung der
Wilson Fermion Matrix nach Symmetrien beruhen. Die Diskussion dieses
Ansatzes mit Vertretern der Theoretischen Physik fithrte zur Entwicklung
der Single-Flavour-Algorithmen [46].

Definition 5.27. Die Unterrdume V; und V5, seien definiert als V; =
kern (I —I's) und V5 = kern (I 4 T'5).

Lemma 5.28. Essei x € V; und y € V5, so gilt © = 'sz und y = —['5y.
Beweis. Trivial. O]
Das Skalarprodukt (-,-) 4 ist symmetrisch auf V;.
Lemma 5.29. Fiir 2,y € V; ist (x, Ay) = (Az,y).
Beweis. Es seien x,y € V;. Wir erhalten

(@, Ay) = (Tsz, Ay) = (2,T5Ay) = (z, A"Tsy) = (z, A"y) = (Az,y).
Der zweite Teil wird analog bewiesen. O]
Fir z € V;, y € V}, i # j, hingegen ist (z,y)4 antisymmetrisch.

Lemma 5.30. Es sei x € V; und y € Vj, i # j. Dann gilt (z,Ay) =

Beweis. Es seien x € Vi und y € V5. Dann gilt
(x, Ay) = (Tsz, Ay) = (2, T54y) = (v, AT5y) = —(x, AMy) = (Ax,y)

Der zweite Teil wird analog bewiesen. O]
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Das folgende Lemma zeigt, dafi das Skalarprodukt (-, -) 4 unter gewissen Vor-
aussetzungen sogar symmetrisch positiv definit auf Vj ist.

Lemma 5.31. Es sei x € V;. Ist 0 < kK < k. hinreichend klein, so ist
(x, Az) > 0.

Beweis. (Az,z) = (z, Ax) = (z,x) — k(z, Dx) > 0. O

Definition 5.32. Die Matrizen P; seien definiert als P, = (I + I's) und
Py =L(I-T).

Die Matrizen P; sind orthogonale Projektionen auf V;.

Lemma 5.33. Es gilt P2 = P, PP =PI =P, P, =1—- P, Plv=T5Pw

)

und P = —I's Py fiir alle v € C™.
Beweis. Per Definition von I's Kklar. O

Satz 5.34. Die Matrizen P; sind die eindeutig bestimmten orthogonalen
Projektionen auf V;.

Beweis. Es sei v = v; + v mit v; € V;. Wir erhalten v = vy + vy = I'sv; —
[svy = I'5(v1—v9). Aus v = v14vy und vy —vy = ['5v folgt sofort v; = Pv. [

Sowohl bei der additiven als auch bei der multiplikativen Schwarz-Iteration

[38] ist es erforderlich, Teilsysteme mit den Matrizen P;AP! zu lésen. Aus
diesem Grund betrachten wir diese Matrizen genauer.

Lemma 5.35. Es gilt AP, = 1P(A+ A") = (A + AY)P,.
Beweis. Wir zeigen PLAP, = $Pi(A+ AP) = L(A+ AP,

4PLAP, = A+ T5A+ AT + T5ATs = A+ A 4+ (I'; A+ ATs)
Mit ['sA 4+ AT5 = I'5(A + A7) = (A + A")'5 und

2P (A+ AT) = A+ A" +T5(A + AT)
A+ AT 4 (A+ ATy = 2(A+ APy

ist die Behauptung fiir ¢ = 1 bewiesen. Analog fiir i = 2. O

Lemma 5.36. Fiir i # j gilt PAP; = 1P(A— A") = 1(A— A")P;.
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Beweis. Wir zeigen 2P AP, = 3P (A — A") = (A — A")P,.
4P1AP2:A+F5A—AF5—F5AF5:A—AH+(F5A—AF5)
Mit F5A - AF5 = F5(A - AH) = —(A - AH)Fg) und

2P (A— A"y = A— AM 1T, (A— AM)
A— A" — (A— AM\D5 = 2(A — AT\ P,

ist die Behauptung bewiesen. O]

Zerlegen wir die Wilson Fermion Matrix in ihren hermiteschen und schief-
hermiteschen Anteil,

A=A, —A, A, = AZAH, A= A_QAH, (5.17)
so gilt nach Lemma 5.35 und Lemma 5.36 offensichtlich
PAP,=PA, =A\FP, PAP,=PA_ =A_P;,, i#]. (5.18)
Lemma 5.37. Ist A, v = A\v, so folgt A, 'sv = Al'sv.
Beweis. (A+ AH)5 = AT5 + 54 = T5(A + AH). O

Die Eigenwerte der Matrix A, treten also paarweise auf. Wir wechseln nun
die Eigenvektor-Basis und zeigen, daf} die Spektren der Matrizen P;AP; und
A, identisch sind.

Lemma 5.38. Ist A, v = Avund A, T'sv = A\['5v, so gilt auch A, Piv = APjv.

Beweis. Ay Piv = Ay (v+Ts5v)/2 = (Ao + A T50)/2 = Ao + Tsv)/2 =
)\Pﬂ). ]

Lemma 5.39. Es gilt 0(PLAP,) = 0(P,AP,) = {0} Uo(Ay).

Beweis. Es sei A, Pu = AP,v. Dann gilt (P,AP,)P,v = P,AP*v = P,APjv =
AL Pv = APv. Umgekehrt folgt aus P,AP,v = Av mit v € V; sofort v =
P,APv = A,Pv=A,v. Fir v ¢ V; ist P,AP,v = 0 trivial. O

Lemma 5.40. Mit D, = (D + D)/2 und D_ = (D — D) /2 gilt A, =
I — kD, sowie A_ = —kD_.

Beweis. Trivial. ]
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Konfiguration £.(A4) k.(A)
cold 0.125 0.125
hot  0.250 0.188

Tabelle 5.1: Der kritischer Wert k.. fiir A sowie fiir den hermiteschen Anteil
Ay von A

Fiir die Matrix A, = I — kD, definieren wir den kritischen Wert r.(Ay)
analog zum kritischen Wert . = k.(A) der Wilson Fermion Matrix A als
ke(Ay) =1/ max Re A\

Aea(D4)

Aus der Tabelle 5.1 ist ersichtlich, dafl sowohl fiir A als auch A, im Falle
einer kalten Konfiguration x.(A) = 0.125 und k.(Ay) = 0.125 ist.

Da jedoch fiir A, im Falle einer heiflen Konfiguration k.(Ay) < 0.25 ist,
ist es wesentlich schwieriger, fiir ein hinreichend grofles x ein System mit
dem hermiteschen Anteil A, der Matrix A zu l6sen als eines mit der Matrix
A. Die Spektren der Matrizen P;A;P; und A, sind aber identisch, also ist
eine Schwarz-Iteration zur Priakonditionierung der Wilson Fermion Matrix A
nicht geeignet.

Die obige Diskussion l&8t sich vollig analog auch fiir das Schwinger Modell
(s. Kapitel 4) fithren. In Abbildung 5.10 sind die Spektren von D, D, und
D_ im Falle einer heiflen Konfiguration aufgetragen. Deutlich zu erkennen
ist ke(AL) < Ke(A).

” L L L L L L L
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Abbildung 5.10: Die Spektren von D, des hermiteschen Anteils D, (reelle
Achse) und des schief-hermiteschen Anteils D_ (imagindre Achse) von D im
Falle der Schwinger Matrix und einer heiflen Konfiguration, N = 16.
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5.5 Zusammenfassung

Es wurden insgesamt vier verschiedene maximal unabhéngige Mengen des
reduzierten Graphen G 4. (V, E%) der odd-even reduzierten Wilson Fermi-
on Matrix bestimmt. Jede dieser Mengen beinhaltet aber lediglich n/8
Gitterpunkte. Wird eine dieser maximal unabhéngigen Mengen als Menge
der feinen Gitterpunkte ausgewéhlt, so sind selbst naive Schurkomplement-
Priakonditionierer der odd-even reduzierten Wilson Fermion Matrix nicht
geeignet, da die resultierende Schurkomplement-Approximation einen zu
groflen Stern beschreibt.

Anschliefend wurden Schurkomplement-Prékonditionierer der origindren
Wilson Fermion Matrix untersucht, wobei als Grobgitterpunkte zwei inein-
ander verschrinkte Standard-Grobgitter gew#hlt wurden.

Als approximative Inverse der Matrix Ass bieten sich sowohl der durch
die Jacobi- als auch der durch die ILU- bzw. SGS-Zerlegung induzier-
te Prékonditionierer an. In beiden Féllen sind die Prikonditionierer ~s-
symmetrisch, und die matrixabhéngigen Restriktionen und Prolongationen
sind zueinander vys-adjungiert.

Die Schurkomplement-Approximation besteht aus zwei voneinander un-
abhéngigen Néchste-Nachbar-Kopplungen, welche wiederum als Wilson Fer-
mion Matrizen interpretiert werden kénnen. Somit ist prinzipiell eine re-
kursive Vorgehensweise einfach umzusetzen, wobei von einer Gitterebene zur
néchsten sich die Anzahl der Grobgittersysteme jeweils verdoppelt.

Numerische Experimente zeigen, dafl eine zusétzliche Gewichtung der Grob-
gittermatrizen, aber auch der Restriktionen und Prolongationen zu einer
erheblichen Reduktion der Iterationszahlen fiihren. Im Falle einer kalten
Konfiguration kann die Wahl geeigneter Gewichte motiviert werden, fiir eine
realistische bzw. heifle Konfiguration ist dies zunéchst nicht moglich. Da
die Grobgittermatrizen aber Wilson Fermion Matrizen sind, erscheint eine
physikalisch motivierte Wahl der Parameter denkbar. Erste Ansétze wie ein
Festhalten der effektiven Hopping-Werte x oder der effektiven Massen m,
wurden untersucht und verworfen, da sich aufler dem Gitterabstand a und
dem kritischen Wert k. auch weitere physikalische Grofien, beispielsweise der
die Verteilung der Matrizen U, (x) steuernde Parameter 3 beim Ubergang
von €2 auf das grobe Gitter (). d&ndern.

Es sei an dieser Stelle darauf hingewiesen, dafl vollig analog zum Beweis der
Glattungeigenschaft des (modifizierten) Jacobi-Glétters und der Herleitung
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eines optimalen semiiterativen Glatters im Falle der hermiteschen Schwinger
Matrix entsprechende Aussagen fiir die hermitesche Wilson Fermion Matrix
I's A formuliert und bewiesen werden kénnen.

SchluBlendlich wurden ausgehend von der ~;-Symmetrie der Wilson Fermi-
on Matrix Schwarz-Iterationen untersucht. Dabei wurden die Unterrdume
so gewihlt, dafl die resultierenden Teilsysteme hermitesch positiv definit
sind. Es wurde bewiesen, dafl der Ansatz im wesentlichen identisch ist
zu einer Zerlegung der Wilson Fermion Matrix in ihren hermiteschen und
schiefhermiteschen Anteil. Obwohl gezeigt werden konnte, dafl die Teil-
systeme schwieriger zu losen sind als das urspriingliche System, ist dieser
Prakonditionierungsansatz als Erfolg zu werten, da diese Untersuchungen
den Anstof§ zur Entwicklung der Single-Flavour-Algorithmen gaben [46].
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Anhang A

Statistik

Lemma A.1. Seien z und y gleichverteilte und unabhéngige Zufallsvaria-
blen auf dem Einheitskreis S. Dann ist auch das Produkt zy gleichverteilt
auf S.

Beweis. Aufgrund der Periodizitédt auf S ist dies klar. [

Satz A.2. Es seien x und y gleichverteilte und unabhéngige Zufallsvariablen
auf dem Einheitskreis S. Dann ist £ = 4/7 der Erwartungswert von |z + y|.

Beweis. Zuniéchst sei 2 = exp(2mit) und y = exp(2mis) mit s,¢ € [0,1). Der
gesuchte Erwartungswert ist definiert durch

1

1
// lexp(2mit) + exp(2mis)| ds dt
00

1

1 1
= / lexp(2mit)| |1 + exp(2mi(s — t))| ds dt = / |1 + exp(2mit)| dt.
00 0

Mit z = 1 + exp(2mit) folgt |2|> = 2(1 + cos(27t)), und wir erhalten
1 1
/ 11+ exp(2rit)| dt = V2 / T cos@ri)dt.
0 0

145
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Aus cos(2nt) = cos?(wt) — sin?(7t) = 2 cos?(wt) — 1 folgt nun
1 1 1
\/5/ V1 + cos(2mt)dt = \/5/ V2 cos?(mt)dt = 2/ |cos(mt)| dt
0 0 0

1
2

0

™

1
4
= 4/cos(mf)dt = — sin(nt)
0

Damit ist der Satz bewiesen. OJ

Satz A.3. Esseien z und y gleichverteilte und unabhéngige Zufallsvariablen
auf dem Einheitskreis S. Dann gilt fiir den Erwartungswert:

E(|(1+d)a+ (1 —i)yl) = B((1 -z + (L +i)y|) = 4V2/x,
E(|(1+i)(z +y))) = E((1 - )(z +y)|) = 4V2/x.

Beweis. Es sei © = exp(2mit) und y = exp(2mis) mit s,¢ € [0,1). Dann gilt

// |(1 4 ¢) exp(2mit) + (1 — i) exp(2mis)| ds dt

11—
= (1 (2mit)| |1
//| + 1) exp(2mit)| +1—|—

= f/u—z'exp 2mit)| dt.
0

exp(?m(s —t))|dsdt

Mit z = 1 — i exp(2mit) folgt |2|? = 2(1 + sin(27t)), und wir erhalten

1 1
\/5/\1—iexp(27rz't)|dt:2/\/1+sin(27rt)dt
0

1 3/4
= /\/1+00827r(t—1/4 dt—Q/\/l—l—COSQWtdt
0 ~1/4
3/4 1/2 3/4
= 2V/2 / |cos(t)| dt = 2v/2 / cos(mt)dt — /cos(mﬁ)dt
—1/4 —1/4 1/2
1/2 3/4
= 2V2/7 | sin(nt) — sin(nt) = 42/
~1/4 1/2
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Der zweite Teil der Behauptung folgt wegen
E(|(L+1d)(z +y)| = V2E((z +y)|)
bzw.
E(|(L = i)z +y)| = V2E(|(x +y)])
aus Satz A.2. O

Lemma A.4. Es seien = exp(2mis), y = exp(2mit) komplexe Zahlen mit
s,t € [0,1). Des weiteren seien z; = v +y+i(zr—y) und 2o = v +y—i(z —y)
definiert. Dann gilt

|21|* = 4(1 — sin(27(s — 1)), |z|* = 4(1 +sin(27(s — 1)),
also insbesondere max{|z1], |22} > 2.

Beweis. Wir rechnen nach:

1z1]* = ((1+1)exp(2mis) + (1 — i) exp(2mit))
((1 — i) exp(—2mis) + (1 + 1) exp(—2mit))
= 2(14+d)(1 —4) 4+ (1 +4)? exp(2mi(s — t)) + (1 — i)* exp(27i(s — 1))
= 4+ 2iexp(2mi(s —t)) — 2iexp(2mi(s — t)) = 4 — 4sin(27(s — t)).

Analog gilt

|| = ((1 —4)exp(2mis) + (1 + i) exp(2mit))
((1 +4) exp(—2mis) + (1 — i) exp(—2mit))
= 2(14+d)(1 —4) 4+ (1 —4)? exp(2mi(s — t)) + (1 +1)* exp(27i(s — 1))
= 4 —2iexp(2mi(s —t)) + 2iexp(2mi(s — t)) = 4 + 4sin(27(s — t)).

Nun folgt die Behauptung unmittelbar. O]
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