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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Flissigkeitsstromung in der Drucktechnik

Die Aufgabe der Drucktechnik besteht in der Informationsiibertragung mit-
tels Farbe auf die unterschiedlichsten Substrate. Um dies zu erreichen, wer-
den entweder Farbstoffe in einer Fliissigkeit geltst, oder Farbpigmente in ei-
ner Fliissigkeit dispergiert, so dafl die Farbe mittels Stromungsvorgéngen auf
den Bedruckstoff gelangen kann. Das Losungsmittel stellt also lediglich ein
Hilfsmittel fiir die Informationsiibertragung dar, welches nach dem Drucken,
durch Verdunstung oder andere Trocknungsverfahren wieder beseitigt wird.
Die Schwierigkeit beim Drucken besteht darin, aus einem sehr grofien Fliissig-
keitsreservoir kleine Mengen auflagenstabil und in vorgegebener Anordnung
auf einem Substrat zu separieren. Die Druckpunkte haben dabei einen Durch-
messer von 10 um bis zu ungefiahr 0, 5 mm. Die Farbschichtdicke von Druck-
punkten bzw. Volltonflichen betrégt je nach Druckverfahren ca. 2 um bis
10 pm. Diese Dosierung im Pikoliterbereich, welche im Druckwerk einige tau-
send mal pro Sekunde stattfindet, soll mit mdglichst wenig Informationsver-
lust behaftet sein. Der flachenselektive Materialauftrag, d.h. der Wechsel von
farbfithrenden und farbfreien Flidchen, grenzt die Drucktechnik auch von den
artverwandten Lackier-und Laminierverfahren ab.

Die Separation kleinster Farbvolumina aus einem quasi unendlich groflen
Reservoir kann in einigen Féllen nicht in einem einzigen Schritt erfolgen.
Je nach Druckverfahren erfolgt vielmehr eine Hintereinanderschaltung vieler
Farbtrennungsprozesse, bis schliefilich Volumina bzw. Schichtdicken geeigne-
ter Mafle zur Verfiigung stehen. In Farbwerken von Offsetdruckmaschinen ist
diese Vorgehensweise durch die Hintereinanderschaltung einer grolen Anzahl
von Verreiberwalzen verwirklicht.

Im Flexodruck erfolgt die Farbseparation mittels einer Rasterwalze. Eine sol-

11



12 KAPITEL 1. EINLEITUNG

che Walze besitzt meist eine Metall- oder Chromoxidoberfliache, in die eine
periodische Struktur gelasert, graviert oder gedtzt wurde. Die Anzahl dieser,
als Napfchen bezeichneten Vertiefungen, variiert bei handelsiiblichen Raster-
walzen von ca. 6 bis 500 Linien pro Zentimeter, also von ca. 36 bis 250000
Népfchen pro Quadratzentimeter. Die Tiefe der Népfchen variiert von 5 um
bis 500 pm.

Das Wirkprinzip der Rasterwalze besteht darin, daf§ sie aufgrund ihrer erhoh-
ten Oberflache mehr Farbe an sich binden und transportieren kann als eine
ideal glatte Walze. Dies liegt in den Wechselwirkungskriften von Fliissigkeits-
und Feststoffmolekiilen begriindet, welche die sogenannten Kohésions- oder
Kapillarkréfte hervorrufen. Eine vergroflerte Oberfliche erhoht natiirlich die
Flache, an der diese Kohésionskréifte ansetzen konnen.

In diesem Sinne &hnelt der Vorgang der Farbiibertragung beim Flexodruck
mittels einer Rasterwalze der Farbiibertragung beim Tiefdruck. In beiden
Verfahren spielt die Farbentleerung aus Néapfchen eine entscheidende Rolle.
Die Rasterndpfchen eines Tiefdruckzylinders tragen jedoch schon die zu iiber-
mittelnde Information. Diese liegt in Anordnung, Tiefe und Grundfliche der
Népfchen, welche ihre Farbfiillung direkt dem Bedruckstoff anbieten. Die Ra-
sterwalze im Flexodruckverfahren dient, im Gegensatz dazu, der moglichst
genau dosierten und gleichméfigen Einfarbung der Hochdruckform auf dem
Gegenzylinder. Thre Népfchen sind demnach geometrisch dhnlich.

Ein besonderer Vorteil dieser Art der Einfarbung liegt in der Riickwirkungs-
freiheit dieser Verfahren. Sowohl der Tiefdruckzylinder als auch die Raster-
walze werden bei jeder Umdrehung iiberschiissig eingefdrbt und abgerakelt,
so daB sich die angebotene Farbmenge nicht mit der Zeit dndert.

Ein weiterer Vorteil von Rasterwalzen gegeniiber ideal glatten Walzen fiir
die Einfirbung besteht darin, daf§ sie ein sehr kurzes und damit preiswertes
Farbwerk ermoglichen und dennoch fiir eine gleichméfige Farbzufuhr sorgen.

In der Drucktechnik wird im Wesentlichen zwischen zwei Stromungsformen
unterschieden. Es gibt zum einen die reine Schichtspaltung, die sich da-
durch auszeichnet, daf ein im Vergleich zum Druckpunkt grofles Farbvo-
lumen zur Verfiigung steht. Diese Stromungsform tritt beispielsweise bei der
Ubertragung von Volltonflichen oder zwischen den Verreiberwalzen einer Off-
setdruckmaschine auf. Man spricht in diesem Zusammenhang auch von der
Farbspaltung 1. Klasse.

Die Punktspaltung oder Farbspaltung 2. Klasse zeichnet sich dadurch aus,
dal die zur Verfiigung stehenden Farbvolumina wesentlich kleiner und in
sich abgeschlossen sind. Die Spaltung eines einzelnen Druckpunktes oder die
Entleerung eines vollkommen abgerakelten Tiefdruckzylinders sind hierfiir
typische Beispiele.
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1.2 Zielsetzung

Zielsetzung dieser Arbeit ist es, Stromungen, wie sie im Druckprozess ins-
besondere bei der Farbspaltung vorkommen, analytisch, experimentell und
mittels Computersimulationen zu untersuchen.

Analytische Untersuchungen

In diesem Teil der vorliegenden Arbeit soll sowohl die quasistatische als auch
die hydrodynamische Farbspaltung anhand moglichst einfacher mathemati-
scher Modelle untersucht werden. Dabei sollen die auftretenden Instabilitdten
bei der Punktspaltung (viscous fingering) und Schichtspaltung (Mikrostrei-
fen) besondere Beriicksichtigung finden. Diese Instabilitdten erzeugen in bei-
den Farbspaltungsklassen Schichtdickenschwankungen im Farbfilm. Da die
optische Dichte exponentiell von der Farbschichtdicke abhéngt, verursachen
bereits kleine Abweichungen in der Schichtdicke erhebliche Qualitatsverluste
im Druckerzeugnis. Des weiteren wird die optische Dichte im Mittel herab-
gesetzt, wodurch die Farbgebung der Pigmente schlechter ausgenutzt wird.
Bei der Punktspaltung verursachen diese Instabilitdten zusétzlich eine Auf-
fingerung des Druckpunktrandes, was den Kontrast zwischen farbfreien und
farbfithrenden Fléachen herabsetzt.

Das Stromungsverhalten von Fliissigkeiten zwischen strukturierten Festkor-
pern soll ebenfalls behandelt werden. Motivation hierfiir ist das, bisher erst
unzureichend untersuchte, Entleerungsverhalten von Rasterwalzen. Bislang
basiert die Auswahl geeigneter Rasterwalzen fiir unterschiedlichste Druck-
und Beschichtungsprozesse fast ausschliellich auf Erfahrungswerten. Daher
ist es wiinschenswert, diesen Stromungsprozess besser zu verstehen, um Op-
timierungsmoglichkeiten zu finden.

Instabile Stréomungen haben bei der Farbentleerung von Rasterwalzen, ne-
ben dem verursachten ungleichméfligen Farbauftrag, noch einen zweiten we-
sentlichen Nachteil: Bei einer instabilen Lage der freien Farboberfliche im
Spalteinlauf oder Spaltauslauf ist es vorstellbar, daf§ Luft in den Walzenspalt
transportiert und somit der sich dort ausbildende Unterdruck ausgeglichen
wird. Gerade dieses Unterdruckgebiet hat aber die willkommene Eigenschaft,
neben den Kohésionskriften zwischen Farbe und Klischee, verstirkend auf
die Entleerung der einzelnen Népfchen zu wirken. Aus diesem Grund wird die
instabile Stromung zwischen rauhen Oberflachen ein weiteres Thema im ana-
lytischen Teil dieser Arbeit sein. Es sei aber bereits hier darauf hingewiesen,
daBl selbst stark vereinfachende Modelle der instabilen Stromung zwischen
rauhen Festkorpern auf Grund der komplexen Randbedingungen keine ana-
lytische Losung der hydrodynamischen Grundgleichungen zulassen.
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Experimentelle Untersuchungen

Das Ziel im experimentellen Teil dieser Arbeit ist es, das instabile Stromungs-
verhalten der Schichtspaltung (Mikrostreifen) zu untersuchen und mit den
analytischen Ergebnissen zu vergleichen. Dabei soll insbesondere gezeigt wer-
den, da3 die dominante Wellenzahl im Druckbild wesentlich stérker vom abso-
luten Schopfvolumen beteiligter Rasterwalzen beeinflufit wird, als von deren
expliziter Oberflachentopologie (Rasterwalzenlineatur).

Simulation

Bei der rein analytischen Behandlung der oben beschriebenen Stromungs-
probleme gelangt man auf Grund der komplexen hydrodynamischen Grund-
gleichungen (bzw. Randbedingungen) sehr schnell an die Grenzen der ma-
thematischen Losbarkeit. Daher soll im numerischen Teil dieser Arbeit ein
neuartiges Simulationsmodell vorgestellt werden, welches es erlaubt, drei-
dimensionale Zweiphasenstromungen mit freien Oberflichen realitdtsnah zu
simulieren. Da es sich bei diesem sog. Gitter-Boltzmann Verfahren um ein
noch sehr junges Simulationsverfahren handelt, soll zum besseren Versténdnis
auch dessen Vorgénger, das sogenannte Gittergasmodell, vorgestellt werden.
Des weiteren werden die Vor- und Nachteile beider Verfahren gegeniiber den
klassischen Simulationsverfahren der Hydrodynamik (finite Elemente, finite
Volumen, finite Differenzen,...) kurz diskutiert. AbschlieBend sollen drucks-
pezifische Stromungen (quasistatische Punktspaltung, dynamische Schicht-
spaltung) mit diesem Gitter-Boltzmann Verfahren untersucht werden. Zur
Uberpriifung des Algorithmus werden die Simulationsergebnisse der quasi-
statischen Punktspaltung zuséitzlich mit realen Experimenten verglichen.

1.3 Stand des Wissens

Von den vielen Arbeiten, die sich mit druckspezifischen Stréomungsprozessen
beschiiftigt haben, seien an dieser Stelle die Dissertationen von G. Hiibner [3]
und H. Behler [2], sowie die Arbeit von S.-Z. Zhang [9] hervorgehoben, da
auf diese spéter noch intensiv Bezug genommen wird.

Im Zusammenhang mit Gitter-Boltzmann Simulationen soll bereits hier die
Dissertation von M.Schelkle [1] erwidhnt werden, da das dort beschriebene
Simulationsmodell in groflen Teilen auch in der vorliegenden Arbeit Verwen-
dung findet.

Ansonsten soll aber auf Grund der groflen Anzahl relevanter Arbeiten zu den
unterschiedlichen Themengebieten am Anfang jeden Kapitels bzw. Paragra-
phen auf die dort verwendete Literatur verwiesen werden.



Kapitel 2

Die quasistatische Farbspaltung

In diesem Kapitel soll ein erstes, stark vereinfachtes Modell zur Farbspaltung
der 2. Klasse beschrieben und diskutiert werden. Der Farbspaltungsvorgang
sei hier als so langsam angenommen, dafl bewegungsinduzierte Kréfte, wie sie
spater in der Hydrodynamik vorkommen werden, vollkommen vernachléssigt
werden konnen. Dieser hydrostatische Einstieg in die Problematik der Farb-
spaltung hat den Vorteil, daff man sich auf diese Weise anfangs noch nicht den
groflen, mathematischen Schwierigkeiten bei der Behandlung partieller Dif-
ferentialgleichungssysteme gegeniibersieht, und sich daher intensiver mit den
prinzipiellen Schwierigkeiten der Farbspaltung auseinandersetzen kann. Daf3
diese Vereinfachung nur sehr bedingt zuléssig ist, wird Anfang des vierten Ka-
pitels, welches sich mit der hydrodynamischen Sichtweise auseinandersetzt,
beschrieben. Trotz dieser groben Vereinfachung des realen Farbspaltungs-
prozesses werden aber bereits in diesem Kapitel die grundlegenden Probleme
mathematischer Natur sichtbar.

Im Folgenden werden unterschiedliche Geometrien eines abgeschlossenen Fliis-
sigkeitsvolumens betrachtet, welches sich zwischen zwei parallelen Platten be-
findet. Es wird jeweils der Versuch unternommen, Aussagen iiber das Spal-
tungsverhaltnis des Fliissigkeitsvolumens zu gewinnen, wenn sich der Ab-
stand der beiden Platten ,,unendlich langsam® vergrofiert.

Literatur: Dieses Kapitel ist als Einstieg in die Problematik der Farbspal-
tung zu verstehen und orientiert sich an der Dissertation von G. Hiibner [3].
Sowohl die Abbildungen als auch die Modellierungsansétze dieses Kapitels
sind dieser Arbeit entnommen; die mathematische Umsetzung ist allerdings
an vielen Stellen abweichend.

In Bezug auf quasistatische Fliissigkeitsbriicken sei exemplarisch auf die Ar-
beiten von Martinez [22], [23], De Bishop [24] und Mesgeguer [25] verwiesen.
Im Zusammenhang mit Problemen der Variationsrechnung sowie gewohnli-

15



16 KAPITEL 2. DIE QUASISTATISCHE FARBSPALTUNG

cher Differentialgleichungen sind z.B. die Biicher von Walter [45], Clegg [43],
Grauert [47] und Velte [44] zu nennen.

2.1 Die quasistatische Punktspaltung

¥_;— Rmin
h .

dl
R(2) l 1‘}o

Abbildung 2.1: Modell eines rotationssymmetrischen Tropfens zwischen
parallelen Platten.

Im Gegensatz zur dynamischen Punktspaltung soll in diesem Kapitel die
Trennung eines Druckpunktes als so langsam angesehen werden, dafl bewe-
gungsinduzierte Krafte und Druckunterschiede keinen Einflul auf die Farb-
spaltung haben und somit allein die Konturkurve der freien Oberfliche des
Druckpunktes die Farbspaltungszahl festlegt: Der rotationssymmetrische Trop-
fen wird sich beim langsamen Auseinanderziehen der Platten genau da spal-
ten, wo sein Radius minimal ist (sieche Abbildung 2.1). Eine mathematische
Funktion, die diese Tropfenkontur beschreibt, 148t sich theoretisch aus der
Young-Laplace Gleichung ermitteln, welche besagt, dafl der Drucksprung an
der freien Oberfliache gleich dem Produkt aus der Kriimmung und der Ober-
flichenspannung der Fliissigkeit ist (siche z.B. Spurk [26] S.148ff., Becker [32]
S.30ft.):
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Hierbei ist die Kriitmmung x der freien Oberfliche durch die beiden Kriim-
mungsradien R, Ry gegeben:

1 1

"R R
Weiterhin ist in diesem einfachsten Modell der Punktspaltung angenommen,
dafl der Innendruck p; des Tropfens konstant ist. Dies liegt darin begriindet,
daBl zum einen der Vorgang der Trennung als unendlich langsam angesehen
wird und zum anderen die Bondzahl Bo = pgL?/~;, welche ein Verhiltnis von
Gravitationskraft zu Oberflachenkraft angibt, bei der Spaltung eines Druck-
punktes so klein ist, dal auch die Gravitation den Innendruck im Tropfen
nicht mafigeblich mit variabler Hohe verdndert (siehe hierzu Hiibner [3]). Die
charakteristische Lange L ist dabei die dritte Wurzel aus dem Tropfenvolu-
men V. Es sei an dieser Stelle noch einmal darauf hingewiesen, dafl vor allem
der Wegfall bewegungsinduzierter Kréfte eine sehr grobe Vereinfachung des
dynamischen Spaltungsprozesses darstellt.
Aus obiger Young-Laplace Gleichung 2.1 folgt nun, unter Ausnutzung der
als bekannt vorausgesetzten, differentialgeometrischen Gleichungen fiir die
Kriimmungsradien (siehe hierzu z.B. Bronstein [41]), eine gewdhnliche Diffe-
rentialgleichung 2. Ordnung fiir die noch unbekannte Konturkurve R(z):

1" Pi — Pa / 2\3/2 1 / 2
R'(z) = - (1+ R(2)?) +R(2)<1+R(z)) (2.3)
Diese Differentialgleichung ist stark nichtlinear und trotz ihres recht un-
komplizierten Aussehens nicht geschlossen losbar. Auf einen numerischen
Losungsversuch soll hier verzichtet werden. Es sei aber bereits darauf hinge-
wiesen, dafl im Paragraph 10.1 die hier beschriebene quasistatische Punkt-

spaltung mittels eines sog. Gitter-Botzmann Verfahrens simuliert wird.

K (2.2)

Einen Schritt weiter kommt man, wenn man die Aufgabe der Konturkur-
vensuche als isoperimetrisches Variationsproblem interpretiert (siche z.B.
Clegg [43] und Velte [44]). Dies bedeutet, dal man eine Funktion R(z) sucht,
welche die Oberflache A des Tropfens minimiert. Mit der Parametrisierung

¢: [0,h] x[0,20] — A
s R(z) - cos(yp)
< ) o R(z) - sin(yp) (2.4)
1 z
der freien Oberflache A ergibt sich:
2w h

14l = [ [ 6. x o]l d=dg
0

0
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R(:)cos(g) \ [ —R(z)sin(y)
R ) | x| G es(e \

2r by [ —R(2) cos(y)
= // ( R(z sin(gof )

R(z)R/(z)

dz dp

dz dp

— on / R()W1 + R(2)2dz (2.5)

Dieses Integral gibt den Betrag der Oberfliche A des rotationssymmetrischen
Tropfens an und soll daher aus energetischen Griinden minimiert werden. Als
Nebenbedingung muf} allerdings das Tropfenvolumen konstant bleiben, da
Druckfarben in guter Ndherung als inkompressible Fluide betrachtet werden
konnen. (Wiirde man auf diese Nebenbedingung verzichten, so hiefle das, nach
der Konturkurve einer rotationssymmetrischen Seifenblase zwischen zwei par-
allelen Platten zu suchen, was in diesem Zusammenhang nicht von Interesse
ist.)

In mathematischer Schreibweise lautet diese Nebenbedingung,

W/R(Z)Q dz=V (2.6)

wobei das Tropfenvolumen V eine vorgegebene Konstante ist. Durch Uber-
gang auf dimensionslose Koordinaten £ = R/h und ( = z/h ergibt sich aus
den Gleichungen 2.5 und 2.6:

o = €O er T (2.7
e = [eaorac (28)

Aus der Variationsrechnung sind Lésungsmethoden fiir solche Probleme be-
kannt (siehe z.B. Clegg [43] und Velte [44]). Notwendig fiir eine solche Funk-
tion £(¢) ist die Minimierung folgenden Integrals:

1

[€© Ve +1en-erdc = [Fegha (29

0
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Hieraus folgt nun mit Hilfe der sogenannten Eulerschen Gleichung (siehe
hierzu Clegg [43]):

OF (&, ¢
F(¢)-¢ - é?g) = ¢ = const. (2.10)
Nach Einsetzen der Funktion F'(§,¢’) aus Gleichung 2.9 ergibt sich hieraus
nun immerhin eine gewohnliche DGL 1. Ordnung fiir £(¢) (Gleichung 2.3 ist

eine DGL 2. Ordnung) und damit auch fir R(z):
e Q) 211)

Diese gewohnliche DGL 1. Ordnung ist nun unter gewissen, allerdings sehr
strengen Voraussetzungen, allgemein 16sbar und unterteilt die Losungen in
verschiedene Klassen: Undoloiden, Katenoiden, Nodoiden und Kreise (siche
Hiibner [3]). Wollte man allerdings auf die sehr strengen Voraussetzungen
verzichten, so miiite man auch an dieser Stelle nach numerischen Losungen
obiger DGL 2.11 suchen.
Es sei an dieser Stelle noch angemerkt, dafl die Gleichungen 2.3 und 2.11 im
folgenden Sinne &dquivalent sind: Differenziert man Gleichung 2.11 implizit
nach ¢ und setzt man

A ow Pazpi)h (2.12)

"

so erhélt man Gleichung 2.3.
Selbst unter der (nicht zutreffenden) Voraussetzung, daf§ die Gleichungen 2.3
bzw. 2.11 eine allgemeine Losung R(z) bzw. £({) hétten, blieben einige Pro-
bleme bei der Wahl geeigneter Randbedingungen bestehen: Fiir die Bestim-
mung der 3 unbekannten Konstanten A, ¢, d diirfen auch lediglich 3 Randbe-
dingungen herangezogen werden (d ist die, hier nicht explizit auftauchende,
Integrationskonstante beim Losen einer DGL 1. Ordnung). Als unerléglich
muf} dabei die Bedingung des konstanten Volumens angesehen werden. Wird
auch eine Haftbedingung des Fluids an den Platten vorausgesetzt, so sind
auch die Randradien Ry, R;, unbedingt notwendige Randbedingungen. Dies
aber bedeutet, daf§ fiir die Randwinkel ¥y, 1}, keine weiteren Konstanten mehr
zur Verfiigung stehen, sie ergeben sich “automatisch®. In diesem Sinne haben
die Randwinkel und die mit ihnen iiber die Young-Dupre Gleichung (siehe
z.B. [8])

Vs = Ysu + Y1 - cos(?F) (2.13)

verbundenen Oberflichenspannungen der Platten, sowie die Grenzflichen-
spannungen zwischen den Platten und dem Fluid, keinerlei Einflufl auf die
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Konturkurve. Diese, sich aus dem Modell ergebende Eigenschaft, ist in vie-
len Fallen sicherlich zweifelhaft, so dafl man sich also sehr genau iiberlegen
muf, welche Randbedingungen einen mafigeblichen Einflufl auf die Kontur-
kurve haben. Losungsfindung von Differentialgleichungen (bzw. Differential-
gleichungssystemen) und Wahl geeigneter Randbedingungen stellen auch die
Hauptschwierigkeiten beim analytischen Umgang mit hydrodynamischen Pro-
zessen dar. Eine etwas leichter zu behandelnde Geometrie als die des rotati-
onssymmetrischen Tropfens wird im néchsten Abschnitt beschrieben.

2.2 Die quasistatische Lamellenspaltung

ERR
LT T

Abbildung 2.2: Modell einer sich spaltenden Fliissigkeitslamelle

Im Gegensatz zum rotationssymmetrischen Tropfen gibt es bei der Fliissig-
keitslamelle lediglich einen endlichen Kriimmungsradius. Mit Ry = oo folgt
aus der Young-Laplace Gleichung 2.1:

po—p; = (2.14)

Die hieraus resultierende Differentialgleichung fiir die Konturkurve X (z) be-
sitzt eine allgemeine Losung. Analog zum vorherigen Kapitel soll hier aber
der dquivalente Weg zur Losungsfindung iiber die Variationsrechnung be-
schrieben werden. Die freie Oberfliche der Lamelle wird sich so einstellen,
daBl ihr Betrag bei vorgegebenem, konstantem Volumen minimal ist. Da die
Lage der freien Oberfliche unabhéingig von der Koordinate y ist, mufl also
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die Weglédnge
h
S = /\/1 +X(2)2dz (2.15)
0

minimiert werden, unter der Nebenbedingung, daf3 die Fléche
h
F= /X(z) dz (2.16)
0

einen konstanten, vorgegebenen Wert annimmt. Gesucht sind also die Extre-
malen folgenden Integrals:

h

/1/1 S X224+ X(2)de = /F(X, X')dz (2.17)

0

Aus der Eulerschen Gleichung 2.10 folgt:

(=X X(2) 1+ X(2)? =1 (2.18)

Diese gewthnliche DGL 1. Ordnung hat nun die allgemeine Losung:

eA % (/A2 — Ni(z — d)?2

X(z) = 12 (2.19)
Durch leichte Umformungen ergibt sich:
c\2 s 1
(X(2) - X) +(z—d)f =5 (2.20)

Die Konturkurve X (z) wird also durch Kreise mit Radius 1/A beschrieben.
Spezielle Losungen ergeben sich hieraus durch die Wahl geeigneter Randbe-
dingungen.

Genau wie im Fall der Punktspaltung kénnen jedoch lediglich drei Randbe-
dingungen zur Ermittlung der drei Konstanten ¢, d, A herangezogen werden.
Wiirden beispielsweise die Werte fiir Xy, 1y aus Abbildung 2.2 und das kon-
stante Tropfenvolumen V' als Randbedingungen vorgegeben, so lieflen sich c,
d und A aus folgendem Gleichungssystem ermitteln,

X(0) = X,
X'(0) = —tan(vy)

/hX(z)dz =V
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welches numerisch, beispielsweise mit dem Newtonverfahren, zu l6sen wére.
Ermittelt man von einer solchen speziellen Losung die z-Komponente des
Minimums 2z,,;,, so ist der Quotient

Zmin

X(z)dz
S (2.21)
be(z) dz

ein geeignetes Maf fiir das Spaltungsverhéltnis der Lamelle.

Bemerkung 2.1

Es ist durchaus maoglich, bereits an dieser Stelle Untersuchungen dariiber zu
fiihren, wie sich das Spaltungsverhéltnis dndert, wenn man von ideal glatten
Platten zu strukturierten Platten iibergeht. Eine Strukturierung der Platten
beeinfluft in diesem Modell die Randbedingungen (nicht etwa die DGL 2.18,
welche die Konturkurve bestimmt) in folgender Weise:

1. Die sich einstellenden makroskopischen Randwinkel v, ) gehorchen
nun nicht mehr der Young-Dupre Gleichung, sondern hingen mit den
Youngschen Winkeln geméf3 der Wenzelgleichung zusammen:

cos(ty,) = r - cos(y) (2.22)

Hierbei ist r < 1 die Rauhigkeit der Platten, d.h. die makroskopischen
Randwinkel verkleinern sich im Vergleich zu ideal glatten Platten (siehe

Jung [7]).

2. Das konstante Fliissigkeitsvolumen der Lamelle ist iiber die Rauhigkeit
der Festkorper auch mit den Groflen Xy und X, verkniipft.

An dieser Stelle soll nicht im Einzelnen untersucht werden, wie das Zusam-
menspiel dieser beiden Eigenschaften von rauhen Oberflichen die Integrati-
onskonstanten und damit das Spaltungsverhéltnis beeinflussen, da es in die-
sem Zusammenhang unumgénglich erscheint, hydrodynamische Effekte in ein
realitdtsnahes Modell aufzunehmen. Fiir langsamere Prozesse als den Farb-
spaltungsprozess im Druckwerk kénnten dies jedoch interessante Untersu-
chungen sein.

Zusammenfassung:

In diesem Kapitel wurde gezeigt, dafl sich das Problem der quasistatischen
Farbspaltung mit Hilfe der Variationsrechnung auf eine gewohnliche DGL
1. Ordnung reduzieren léft. Diese ist jedoch nur in einigen Spezialfillen,
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wie z.B. den der Farblamelle, analytisch 16sbar und erlaubt somit prinzipi-
ell eine Berechnung des Konturkurvenverlaufs. Selbst fiir diese Spezialfille
bleibt aber das Problem, geeignete Randbedingungen zu wéhlen. Im Para-
graph 10.1 dieser Arbeit wird die quasistatische Farbspaltung daher mit Hilfe
einer Gitter-Boltzmann Simulation numerisch untersucht.

Bevor dieses Simulationsverfahren in den Kapiteln 6-9 erldutert wird, beschéfti-
gen sich die folgenden Kapitel jedoch mit der analytischen Betrachtung der
hydrodynamischen Farbspaltung.



Kapitel 3

Hydrodynamische
Grundgleichungen

Literatur: In diesem Kapitel sollen die wesentlichen Gleichungen vorgestellt
werden, welche allgemeine Stromungen und damit auch die Farbspaltung
beschreiben. Da zahllose Lehrbiicher und Arbeiten existieren, die sich mit
diesen allgemeinen Zusammenhéngen beschiéftigen, das vorliegende Kapitel
sich aber an keiner dieser Quellen orientiert, seien in diesem Zusammen-
hang nur exemplarisch einige Literaturhinweise genannt: Spurk [26], [27],
Oertel/Boehle [29], Oertel/Delfs [30], Stauffer [33], Wieghardt [34], Feyn-
man [38], Truckenbrodt [35], [36], [37], Drazin/Reid [31].

Das grundlegende Gleichungssystem zur Beschreibung von Stréomungsvor-
giangen besteht aus der Kontinuitétsgleichung fiir den Stofftransport,

Op . .
a5 + div(p - ¥) =0 (3.1)

welche die Massenerhaltung beschreibt, und der als Ersten Cauchyschen
Bewegungsgleichung bekannten Differentialform des Impulssatzes,

d(pv)
dt

= pk + div(T) (3.2)

welche die Impulserhaltung beschreibt.

Neben diesen beiden Gleichungen existieren zusétzliche Gleichungen fiir die
Energieerhaltung, Drehimpulserhaltung, Entropiebilanz sowie thermodyna-
mische Zustandsgleichungen, die in diesem Zusammenhang aber von unter-
geordnetem Interesse sind (siche z.B. Spurk [26]).

Die Kontinuitédtsgleichung und die erste Cauchysche Bewegungsgleichung
werden im Folgenden kurz erldutert.

24
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Eine kurze Erlauterung der Kontinuitédtsgleichung:

Der Divergenzoperator div in Gleichung 3.1 wirkt auf einen Vektor ¥ genau
so, wie die Vektormultiplikation dieses Vektors mit dem Nablaoperator V. Im
dreidimensionalen Vektorraum gilt also in kartesischen Koordinaten folgende
Definition:

o]
e "
ov ov ov
N S ) _ovp 2 3
d“)(l)) =V U= 87; . (%) = % + aiy + E (33)
9 U3
0z

Es sollte weiterhin beachtet werden, dafl in der Hydrodynamik ein grofler
Unterschied zwischen der totalen zeitlichen Ableitung d/dt und der partiellen
zeitlichen Ableitung 0/0t besteht (siche dp/dt in Gleichung 3.1). Durch die
Kettenregel der Differentialrechnung ergibt sich der folgende Zusammenhang
fiir eine reellwertige Funktion F(¢, x(t),y(t), z(t)):

dF  OF O0FO0x OF0y 0F0z OF

o oo Tagar tarar o TV B4

Mit der Dichte p des Fluids und dem Geschwindigkeitsfeld v, gibt j= pU
die Stromdichte der Fliissigkeitsstromung an. D.h. j gibt an, wieviel Mas-
se der Fliissigkeit pro Zeiteinheit durch einen Querschnitt vom Betrag einer
Fldcheneinheit flieft und zeigt in Richtung der Geschwindigkeit ¢. Das Ober-
flachenintegral der Stromdichte

if:—%ﬁw

iiber einer geschlossenen Oberfliche O ist dann gleich der Differenz zwischen
der pro Zeiteinheit in das Integrationsvolumen hineinflieBenden und der aus
dem Integrationsvolumen herausflieBenden Masse.

Die Masse in diesem Volumen ist gegeben durch:

M= / pdV (3.5)
1%
Hierbei ist V' das von der Oberfliche O eingeschlossene Volumen. Es ergibt
sich also: 9
1% -
Sav =~ jdo 3.6
/V ot 0] (3:6)

Daraus folgt mit Hilfe des GauBschen Integralsatzes (zum Gaufischen Inte-
gralsatz siehe z.B. Jénich [40], Walter [46]):

/ngdv — —/de'v(j) v (3.7)
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Da diese Gleichung fiir beliebige Integrationsvolumina giiltig sein muf, folgt:

3p 2
S TV i=0 (3.8)

Dies ist genau die Kontinuititsgleichung 3.1.

Eine kurze Erliduterung zur Ersten Cauchyschen Bewegungsglei-
chung:

In der Ersten Cauchyschen Bewegungsgleichung 3.2 bezeichnet T den Span-
nungstensor des Fluids, welcher, wie fast alle physikalischen Matrizen, sym-
metrisch ist und von den Eigenschaften des betrachteten Fluids abhéngt.
(Auf Tensoren und deren Eigenschaften wird in einem spéteren Teil dieser
Arbeit, im Paragraph 7.3, noch genauer eingegangen ). Der Spannungstensor
ist als Verallgemeinerung des Druckes zu interpretieren und als solcher eine
Art Fléchenkraft:

(T): ist die Kraft pro Flicheneinheit in i-Richtung auf eine zur k-Richtung
senkrechte Einheitsfliche.

(T):x setzt sich aus zwei Arten von Kréften zusammen:

1. Druckkrifte
2. Scherkréfte, die aus innerer Reibung resultieren.

In ruhenden Fliissigkeiten ist der Druck p iiberall gleich, und es existieren

—

keine Scherspannungen: (7);x = —pd; k-

Hierbei bezeichnet 0, das Kronecker Symbol, und —pd; wird auch als
Drucktensor bezeichnet.

Unter der Divergenz eines Tensors versteht man den Vektor, dessen Kom-
ponenten die Divergenzen der Zeilen (oder Spalten) des Tensors sind. In
kartesischen Koordinaten gilt also:

(dw(?))z =>

0Ty
8.’13'k

(3.9)

Der Term pl; in Gleichung 3.2 bezeichnet die im Fluid herrschenden Volu-
menkrifte. In einer ruhenden Fliissigkeit wére also k gleich der Erdbeschleu-
nigung g.

Falls in einem bestimmten Fliissigkeitsvolumen sowohl eine Volumenkraft plg
als auch eine auf seine Oberflache angreifende Flachenkraft ? vorhanden ist,
so ergibt sich die Gesamtkraft F aus:

ﬁ:fo? d0+/vp/2:’dvz/v(dw(?)+p/§) v (3.10)
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Mit Hilfe des Newtonschen Bewegungsgesetzes,

= [ d(pv)
F_/ Loy (3.11)

folgt hieraus die Erste Cauchysche Bewegungsgleichung 3.2.

Die Euler-Gleichung nicht-viskoser Fluide; der nicht-viskose Span-
nungstensor:
Geht man von einer reibungsfreien Stromung aus, so ist der Spannungstensor

>

mit dem Drucktensor identisch: (T);x = —pd; k-
Vernachlassigt man zusétzlich die Volumenkrifte, so ist die Erste Cauchysche
Bewegungsgleichung 3.2 dquivalent zu:

_ _vp &, 20)

o Y + (V- V)(pt) = =Vp (3.12)

Geht man des weiteren von einer inkompressiblen Stromung aus, so ist obige
Gleichung aquivalent zur sogenannten Euler-Gleichung:

o . . 1
i (0- V) = ;Vp (3.13)

Die Euler-Gleichung stellt die Impulserhaltung in einer nicht-viskosen inkom-
pressiblen Stromung unter Vernachlédssigung von &ufleren Volumenkréften
dar.

Bevor nun der Einflul der Viskositét, also der inneren Reibung, untersucht
wird, lohnt es sich allerdings, diese Impulserhaltung etwas genauer zu be-
leuchten. Dabei sollen auch einige neue Notationen eingefiihrt werden, die
insbesondere im numerischen Teil dieser Arbeit immer wieder Verwendung
finden werden.

Nach der Produktregel der Differentialrechnung gilt fiir die Impulsénderung
in einem fest gewahlten Volumen:

0y (pva) = PO + Vo 0ip (3.14)

Hierbei ist 0 eine abkiirzende Schreibweise von 9/0t und v, die a-Kompo-
nente des Geschwindigkeitsvektors ¢. Setzt man nun die EulerGleichung 3.13
in den ersten Summanden der rechten Seite und die Kontinuitétsgleichung 3.1
in den zweiten Summanden der rechten Seite ein, so erhélt man:

Oi(pva) = —pua0avs — Oup — V,05(pUs) (3.15)
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Hierbei wurde die Einsteinsche Summenkonvention benutzt, welche besagt,
dafl wiederholte Indizes in einem Produkt die Summation iiber diese Indizes
impliziert:

D
XYa =Y XY, (3.16)
a=0

Hierbei gibt D die rdumliche Dimension an. Bewahrt man diese Notation bei,
so ergibt sich aus Gleichung 3.15 durch Zusammenfassung der rdumlichen
Ableitungen mittels der Produktregel:

9i(pva) = —0ap — 95(pvavs) (3.17)

Letztlich erh&lt man eine einfache Gleichung fiir die Impulserhaltung nicht-
viskoser Strémungen durch die Definition des nicht-viskosen Spannungsten-
SOTs:

Oi(pva) = —05TL) (3.18)

—(0)
Dabei ist der nicht-viskose Spannungstensor 77 neu definiert worden durch:

T = pbas + pravs (3.19)

Bemerkung 3.1

Es muf3 an dieser Stelle angemerkt werden, daf3 die Neudefinition des Span-
nungstensors nach Gleichung 3.19 auch seine physikalische Interpretation
verdndert.

Der erste Term pd,p ist nach wie vor die Kraft pro Flicheneinheit in a-
Richtung auf eine zur 3-Richtung senkrechten Einheitsflédche.

Der zweite Term pv,vg stellt aber den sogenannten Impulsstromtensor dar
und gibt den Fluf3 der a-Komponente des Impulses durch eine zur 3-Richtung
senkrechten Einheitsfliche an.

Im Folgenden werden daher beide Bezeichnungen, Spannungstensor und Im-
pulsstromtensor, fiir solche Tensoren benutzt.

Der viskose Spannungstensor und die Navier-Stokes Gleichung:
Um innere Reibung von Fluiden in die Betrachtung mit einzubeziehen, mufl
der Spannungstensor (bzw. Impulsstromtensor) T(i%) in 3.18 um einen visko-
sen Anteil erweitert werden. Fiir den Spezialfall newtonscher Fliissigkeiten
besteht ein linearer Zusammenhang zwischen dem durch innere Reibung ver-
ursachten Spannungstensor TC%S’“ und dem sogenannten Verformungstensor
E.s (siehe z.B. Spurk [26]):

T;%Sk = —[lapys - Eys (3.20)
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Diese Gleichung kann man als Verallgemeinerung des Hookeschen Gesetzes:
Riickstellkraft = C - Auslenkung interpretieren. Hier ist pig,s5 allerdings
keine Konstante sondern ein Tensor 4. Stufe, der demnach in 3 rdumlichen
Dimensionen aus 3* = 81 Elementen besteht.

Da Gleichung 3.20 isotrop (invariant unter Rotationen und Translationen
des Bezugssystems) sein muf}, wenn es sich um isotrope Fluide handelt, kann
lapys also lediglich ein isotroper Tensor sein. Die allgemeinste Form eines
solchen isotropen Tensors 4. Stufe ist (siche hierzu Satz 7.1):

Haprys = A6a35’75 + B5a7565 + Céaééﬂ'y (321)

Hierbei sind A, B, C beliebige Konstanten. Um ng}f’“ explizit anzugeben, muf}
nun noch der Verformungstensor F. 5 definiert werden. Da E.5 ein Ma$ fiir die
Verformung eines Fluidelementes ist, mufl ein Zusammenhang mit den Ge-
schwindigkeitsgradienten 0,vs bestehen. Tatsachlich ist bekannt, dafl der Ver-
formungstensor folgende, symmetrische Form hat (siehe z.B. Stauffer [33]):

Emg = 672)5 + 85'07 (3.22)

Setzt man Gleichung 3.21 in Gleichung 3.20 ein, so erhélt man durch Be-
trachtung der Kronecker Symbole und der Einsteinschen Summenkovention:

To5" = —AbupEss — (B + C)Eqgs (3.23)

«Q

Mit B + C =: n und 2A =: £ folgt hieraus, mittels Gleichung 3.22:
T35 = —n(Bavp + pva) — 040,005 (3.24)

Hieraus ergibt sich nun der Spannungstensor (bzw. Impulsstromtensor) fir

viskose Fluide: ‘
Top = T5% + 1) (3.25)

Setzt man dieses Ergebnis in die Impulserhaltungsgleichung
@(pva) = —85Ta3 (326)
ein, so erhélt man:

Ou(pva) + 05(pvavs) = —0ap + 03 [1(Davs + Osva) | +0a(60yv,)  (3.27)

Ist die Stréomung zusétzlich inkompressibel, so folgt aus der Kontinuitétsglei-
chung 3.1, daBl alle Terme, die den Faktor 0,v, beinhalten, verschwinden.
In Vektorform ergibt sich dann nach kurzer Rechnung die Navier-Stokes
Gleichung fiir newtonsche, inkompressible Strémungen:

—

d
p- d—: = —Vp +nAv (3.28)
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Falls zusétzlich Volumenkrifte anwesend sind, ergibt sich hieraus:

p~(§;+U«V17) :pE—Vp—i—nAU (3.29)

Hierbei ist der Laplaceoperator A gerade das Quadrat des Nablaoperators:

o* 0* D

= o2 + ({973/2 + @ (3.30)

Mit der Navier-Stokes Gleichung 3.29 und der Kontinuitétsgleichung 3.1 sind
nun die elementaren Gleichungen zur Losung von inkompressiblen Stromungs-
problemen newtonscher Fliissigkeiten vorgestellt worden. Sie stellen zusam-
men ein Gleichungssystem von vier gekoppelten, stark nichtlinearen, partiel-
len Differentialgleichungen dar.
Es sollte dabei beachtet werden, dafl sich die Kontinuitdtsgleichung im Fall
einer inkompressiblen Strémung in folgender vereinfachter Form schreiben
1a8¢t:

V-u=0 (3.31)

Neben diesen Gleichungen stellen auch die Randbedingungen, welche selbst
Differentialgleichungen sein kénnen, Bedingungen an die zu ermittelnde Lo6-
sung eines Stromungsproblems.

Bei der quasistatischen Punktspaltung in Kapitel 2 hat man gesehen, dafl
selbst das Losen einer gewohnlichen Differentialgleichung grofie mathemati-
sche Schwierigkeiten bereiten kann, so daf§ man in diesem Fall um so mehr
damit rechnen muf, an Grenzen der analytischen Berechnung zu gelangen.
Die oben eingefiihrten Tensoren wurden an dieser Stelle relativ ausfiihrlich
behandelt, da sie im numerischen Teil dieser Arbeit noch eine entscheidende
Rolle spielen werden.



Kapitel 4

Die Farbspaltung 2. Klasse

Abweichend von der quasistatischen Farbspaltung im 2. Kapitel, sollen hier
bewegungsinduzierte Kréfte beriicksichtigt werden. Die Notwendigkeit dieser
Vorgehensweise fiir die realitdtsnahe Modellierung der Farbspaltung 1a3t sich
sowohl bei der Farbspaltung 2. Klasse als auch bei der Farbspaltung 1. Klasse
beobachten.

H. Behler untersucht in seiner Dissertation [2] das Trennverhalten verschie-
dener Normoltropfen zwischen zwei sich voneinander wegbewegenden Glas-
platten. Wie man an Abbildung 4.1 gut erkennen kann, zeigt der Tropfen

Abbildung 4.1: Viscous fingering eines Tropfens zwischen zwei ausein-
ander strebenden Glasplatten.

nicht etwa eine rotationssymmetrische Form, &hnlich der eines einschaligen
Hyperboloiden, wie man es aus hydrostatischer Sicht erwarten wiirde, son-
dern er besitzt vielmehr eine starke Auffingerung des freien Randes.

Es ist in einer Modellierung also nicht davon auszugehen, dafl die freie Ober-
flache, in Zylinderkoordinaten betrachtet, unabhéngig vom Raumwinkel ist.

31
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Mit anderen Worten: Die gesuchte Funktion R in der Parametrisierung 2.4
ist nicht nur 2- sondern auch p-abhéngig. In diesem Kapitel wird daher die
zur Trennrichtung senkrechte Ebene betrachtet, wéhrend im Kapitel 2 eine
zur Trennrichtung parallele Ebene von Interesse war.

Diese, an mathematische Fraktale erinnernde, Struktur des freien Tropfen-
randes ist auf Grund ihrer groflen Oberfldche hydrostatisch nicht zu erkléren.
Die Begriindung fiir eine solche, als viscous fingering bezeichnete, Geometrie
des freien Randes liegt in der starken Empfindlichkeit der Navier-Stokes Glei-
chung gegeniiber leicht verédnderten Randbedingungen. Die Form des Trop-
fens im Parallelschnitt zu den beiden Glasplatten wird bereits zu Beginn des
Trennvorgangs kleine Abweichungen von der Kreisform zeigen. Diese kleinen
“Anfangsfehler konnen sich im Laufe des dynamischen Prozesses bei geeig-
neter Wellenzahl so sehr verstédrken, daf§ Formen des viscous fingering entste-
hen. In diesem Sinne ist die hydrodynamische Fliissigkeitsspaltung durchaus
als chaotisch anzusehen. (Zum Thema Chaos und Fraktale siche z.B. Peit-
gen [68], Mandelbrot [69].)

Strukturen, wie in Abbildung 4.1, sind in der Druckindustrie des 6fteren bei
Vergroflerungen einzelner Druckpunkte zu beobachten. Da diese Unebenhei-
ten der Farbschichtdicken einen Informationsverlust darstellen und die Brilli-
anz des Druckbildes vermindern, sind sie in der Druckindustrie unerwiinscht.

]
y
'-I
{!
|
¥

T,

Abbildung 4.2: Mikrostreifen beim Druck einer Volltonflache.
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Auch bei der Farbspaltung 1. Klasse, also der Schichtspaltung, lassen sich
solche Phanomene beobachten. Abbildung 4.2 zeigt den Druck einer Vollton-
fliche auf PE-Folie. Die dort gut sichtbaren Strukturen in Druckrichtung,
welche als Mikrostreifen bezeichnet werden, lassen sich nur durch ein insta-
biles Verhalten der freien Farboberflache im Spalteingang oder Spaltausgang
und somit nicht hydrostatisch erkléaren.

Die néchsten Abschnitte werden sich mit solchen Instabilitéiten bei der Farb-
spaltung beschéftigen.

Literatur: Der Inhalt des Paragraphen 4.1 orientiert sich an der Dissertation
von H. Behler [2]. Der Modellierungsansatz zur Berechnung der dominanten
Wellenzahl der Instabilititen, sowie die Abbildung 4.1 und 4.3 sind dieser
Arbeit entnommen. Die mathematische Umsetzung sowie einige Ergebnisse
unterscheiden sich jedoch stark von dieser Quelle.

Der Inhalt der Paragraphen 4.2 und 4.3 orientiert sich an keiner Literatur-
quelle. Ahnliche Phianomene werden jedoch auch in anderen Arbeiten bei
der Behandlung von Instabilitdten der Stromung in einer Hele-Shaw Zelle
untersucht. Exemplarisch seien die Arbeiten von Paterson [10], Chuoke [21],
Saffman [12], Bensimon [13]|, Gorodtsov [14], Park [11] und Miranda [15]
genannt.

4.1 Stabile und instabile Punktspaltung

Formen des viscous fingering sind schon Gegenstand vieler Untersuchungen
gewesen. Diese standen anfangs meist im Zusammenhang mit der Olférde-
rung (siehe z.B. Chuoke [21]), da man dort beobachtete, dafl die Verdrangung
von Ol, mittels der niedriger viskosen Fliissigkeit Wasser, dhnliche Struktu-
ren, wie die in Abbildung 4.1 gezeigten, hervorriefen.

Das dabei am hé#ufigsten genutzte experimentelle Hilfsmittel ist die soge-
nannte Hele-Shaw Zelle. Diese besteht aus zwei parallelen Glasplatten, die
ein kleiner Abstand h voneinander trennt. In der Mitte einer der Glasplat-
ten befindet sich eine Vorrichtung um Fliissigkeiten in den Zwischenraum zu
injizieren. Ist dieser Zwischenraum mit einer Fliissigkeit gefiillt, so erzeugt
eine zweite Fliissigkeit, welche injiziert wird, bei der Verdrangung der Ersten
eben diese Formen des viscous fingering.

Die Grundgleichungen, welche den Prozess beschreiben, sind selbstverstéand-
lich auch hier die Kontinuitétsgleichung und die Navier-Stokes Gleichung.
Da im vorliegenden Problem jedoch die typische radiale Strecke R (mittlerer
Abstand der Grenzflache der beiden Fliissigkeiten zur Injektionsvorrichtung)
grof} ist gegen die typische axiale Strecke h, 148t sich die Navier-Stokes Glei-
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chung in guter Ndherung durch das wesentlich leichtere Darcysche Gesetz
ersetzen (siehe hierzu Spurk [26], Paterson [10]). Das Darcysche Gesetz wird
in der Literatur mitunter auch als Poiseuille-Darcy Gleichung bezeichnet und
lautet:

h2
12n;

Hierbei gibt der Index i € {1,2} an, um welches der beiden Fluide es sich
handelt, ©; bezeichnet den iiber die Spalthche gemittelten zweidimensiona-
len Geschwindigkeitsvektor, p; bezeichnet den Druck und 7; die dynamische
Viskositit.

Die Voraussetzung fiir diese Vereinfachung, d.h. die Ersetzung der Navier-
Stokes Gleichung durch das Darcysche Gesetz, ist auch bei der Spaltung
eines Druckpunktes erfiillt, da auch hier die typische radiale Ausdehnung
R grof} ist gegen die typische axiale Ausdehnung h. Von Interesse sind hier
nur die Stromungsgrofien der Fliissigkeit (Index 1) und nicht der umgeben-
den Luft (Index 2), so daf hier nicht mit 7; sondern lediglich mit ¢} = ¢
bzw. dessen r-Komponente u und dessen p-Komponente w sowie mit dem

Fliissigkeitsdruck p gearbeitet wird.
Kie Oberflache

Fluid

—

(%

(4.1)

obere Platte

Po
//o\ u *{ h(1)

freie Oberflache untere Platte

Z'h' h

7

Abbildung 4.3: Modell zur Untersuchung von Instabilitdten bei der
Spaltung eines Tropfens.
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Zur Modellierung der Spaltung eines Druckpunktes betrachtet man einen
Fliissigkeitstropfen zwischen zwei parallelen Platten, welche einen Abstand
h voneinander haben und sich mit der Geschwindigkeit h voneinander weg-
bewegen (siehe Abbildung 4.3). Es sei angenommen, dafl die Fliissigkeit in-
kompressibel ist, der Stromungsvorgang isotherm verlauft und der Einflufl
von Volumenkréften vernachlissigbar ist. Das Problem wird in Zylinderko-
ordinaten betrachtet, R, ist der Radius der Tropfenkontur, R der mittlere
Radius.

Die Gleichung fiir die Massenerhaltung wird in diesem Modell wie folgt her-
geleitet: Betrachtet man einen diinnen Zylinder der Héhe h im Tropfen, so
ergibt sich die zeitliche Anderung seiner Masse M durch:

dM . L
= —%Opv dO = —/de(pv) dV (4.2)

Hierbei bezeichnet O die Oberflache des Zylinders. Teilt man diese Gleichung
durch die infinetisimale Grundfldche des Zylinders, so ergibt sich fiir die zeit-
liche Anderung der Masse m pro Flacheneinheit:

h

d

dL? - —/dw(pm dz = —p- h-div(7) (4.3)
0

Man beachte, dal die Farbe in guter Naherung als inkompressibel angesehen
werden kann, und ¢ iiber die Héhe h gemittelt ist. Damit ist p ortsunabhéngig
und v unabhéngig von der z-Koordinate, so dafl das Integral nicht auf div(p?)
wirkt.

Andererseits gilt fiir die zeitliche Anderung von m:

dm dh

b s 4.4
at ~ "t (4.4)
Aus den Gleichungen 4.3 und 4.4 folgt:
dh o 34 Oh _ s
i —h-div(v) < T + (V- V)h = —h - div(V)
< @:—U-Vh—hv-ﬁ
ot
h
= gt = —div(h - 7) (4.5)
Aus den Gleichungen 4.1 und 4.5 kann nun ¢ eliminiert werden:
3
41 = —div(hv) =V - (——Vp) (4.6)

121
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Da h hier ortsunabhéngig ist, folgt daraus mit 4.5:

12nh

Diese Gleichung, welche die Impuls- und Massenerhaltung beinhaltet, ist die
Ausgangsgleichung fiir die nun folgende lineare Stabilitéitsanalyse, welche so-
wohl die ungestorte als auch die gestorte Stromung beriicksichtigt. (Behler [2]
betrachtet die ungestorte und gestorte Stromung getrennt voneinander.)
Geht man davon aus, daBl der Radius R des Tropfens anfangs von kosi-
nusformigen Storungen beliebiger Wellenzahlen n iiberlagert ist, so ergibt
sich der Ansatz:

Ap

(4.7)

R, = R(1 4 ¢ - &P1Fine) (4.8)

Hierbei kennzeichnet ¢ die imagindre Einheit der komplexen Zahlen, ¢ die
Amplitude der Stérung, und g = 3(n) ist ein Ma$ fiir die zeitliche Entwick-
lung der Storung. Der Spaltungsprozess ist also stabil, falls fiir den noch zu
ermittelnden funktionalen Zusammenhang 3 = (n) folgendes gilt:

B(n) <0VneN (4.9)

Geht man nun davon aus, dafl eine Anfangsstorung der freien Oberflache
geméf 4.8 auch in das Druckfeld hineingetragen wird, so ist es angebracht,
den Gesamtdruck p als Summe des ungestorten Druckes pg und des Stordruckes
p1 auszudriicken:

p<r7 P, t) = pO(T7 t) + 4! (Ta ©, t) = pO(T7 t) + €g(7", t)eﬂtJrimo (41())

Man beachte, dafl die skalare Stordruckfunktion g(r,t) die Einheit Pa des
Druckes tréagt. Setzt man Gleichung 4.10 in Gleichung 4.7 ein, so erhélt
man bei Kenntnis des Laplaceoperators A in Zylinderkoordinaten (A =
0?/0r* + 9/rdr + 0%/r*0p* + 0?/02* siehe Spurk [26]) folgende partielle
Differentialgleichung;:

(62170 1%) (82}71 19p: i82p1)_1277il
or? r Or or? ror 12 dp? R

(4.11)

Hieraus ergeben sich nach Einsetzen von p; und Herauskiirzen des Storterms
die beiden folgenden gewchnlichen Differentialgleichungen:

py | 10po 12nh
or?2  ror k3
0%g 109 n?

— 4+ -————qg=0 4.13
87"2+r8r rzg ( )

(4.12)
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Die allgemeinen Losungen dieser gewohnlichen Differentialgleichungen lau-
ten:
3nhr?

po(r,t) = ”h3 +e+ f-ln(r) (4.14)

g(r,t) = e +dr ™"

Des weiteren sollten folgende physikalisch notwendigen Bedingungen erfiillt
sein:

Ipo(0,8)]] # 00 = f=0 (4.15)
1p1(0, 0, )] # 00 = lg(0,1)[| # 00 = d =0 (4.16)
Die Integrationskonstante e erhélt man aus der Young-Laplace Gleichung 2.1:
1 2
po(R) = pa + - K(R) = p, + %(E - cos(0)) (4.17)
4.14 I 2 3nhR?
= e=p, + %(ﬁ — % cos(&)) — (4.18)

Der Summand —2/h - cos(f) ensteht dadurch, daf§ die Kriimmung in axialer
Richtung als kreisformig angesehen wird (6 ist dabei, wie aus Abbildung 4.3
ersichtlich, der Randwinkel), und somit fiir die Kreiskriimmung gilt:

1 2
P 4.1
7 h cos(0) (4.19)

Dies ist fiir die folgende Rechnung allerdings unerheblich; man hétte fiir
diesen Term auch ganz allgemein kq(R) setzen konnen. Insgesamt ergibt sich
also fiir den Innendruck p = py + pr:

3nhr?
po(T, t) = T +e (420)
glr,t) = e = pi(r,p,t) = creeTne (4.21)

Hieraus folgt mit Hilfe des Darcyschen Gesetzes 4.1 fiir die r-Komponente «
der Geschwindigkeit:

h* 0 0
u(r, . t) = up(r,t) +ui(r,p,t) = — 12n(8}j~0+ ;D
h?  6nhr
= n— Bt+in
_1277< s +onr #)
h h? ‘
= _l _ 7cnrnflgeﬂt+znga (422)
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Die p-Komponente der Geschwindigkeit ¢ ergibt sich lediglich aus dem Stor-
druck p;:

(. o.1) (1.8) + wr(r,0.8) = wn(r i, t) = ——_ 11
w(r, o, t) = wy(r, wi(r, o, t) = w(r, o, t) = — —_—
Y 0 e e 12nr Op
h? )
= ———cr"lingefttine (4.23)
127

Um einen funktionalen Zusammenhang der Form [((n) zu erlangen, werden
noch zwei weitere Randbedingungen zur Bestimmung von ¢ und 3 herange-
zogen:

Die kinematische Randbedingung:

Nach dem Lagrangeschen Theorem gilt: “Die Oberfliche der Fliissigkeit be-
steht immer aus denselben Teilchen.“

In die Sprache der Mathematik iibersetzt bedeutet dies, daf fiir eine implizite
Form der Oberfliche, welche F'(r, p, z,t) = 0 lautet, gelten muf:

dF  OF
dt ot
Im vorliegenden Fall folgt mit F(r, ¢, 2,t) = r — Rs(¢, t) und unter Ausnut-

zung der Gleichungen 4.23 und 4.8 sowie der Darstellung des Nablaoperators
in Zylinderkoordinaten (V = (9/0r,0/rd¢p,0/0z) siehe Spurk [26]):

w OR,
r Oy

+ (7 V)F =0 (4.24)

0 = —R,+u(R,)—

= —R,+u(R,) +O(c?)

Hier und im Folgenden werden alle Terme der Ordnung gréfler gleich zwei in
e vernachlissigt (daher heifit es “lineare® Stabilitdtsanalyse). Es ergibt sich
also:

u(Ry) = R, (4.25)
Entwickelt man uo(Rs) und uy(R;) in eine Taylorreihe um R, so folgt:
0 ,
uo(Ry) = uo(R) + #(R)Rseﬂtﬂw +O(2) (4.26)
ui(Rs) = wi(R)+ O(e?) (4.27)

Vernachlissigt man die Terme O(g?), so ergibt sich:

h _
up(Rs) = wuo(R) — ﬁRseﬁHm“" (4.28)
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h? :
u(Rs) = —@can_lgeﬁHm‘p (4.29)

Mit der kinematischen Randbedingung 4.25 und Gleichung 4.8 folgt:

h h2 n—1\ _Bt+ing
u(Rs) = w(R)— (%R + @cnR )e
— R+ (R+ fR)eeP e = R, (4.30)

Mit uo(R) = R und Herauskiirzung des Stérterms folgt:

h h? N
_ — _enR" Y = 4.31
(2hR+12776nR )=R+ 0GR (4.31)
Lost man diese Gleichung nach § auf, erhélt man:

2 n—2
= _RenR™" (4.32)

12n

Die Dynamische Randbedingung:

Der Drucksprung an der freien Oberfliche ergibt sich auch hier, wie bei der
quasistatischen Punktspaltung, aus der Young-Laplace Gleichung 2.1. Jedoch
kann der Innendruck p; hier nicht mehr als Konstante angesehen werden. Die
Unabhéngigkeit des Innendruckes von z bleibt auf Grund der kleinen Bond-
zahl Bo und der iiber die Spalthohe gemittelten Geschwindigkeit ¢ zwar
erhalten, jedoch besitzt p; nun eine Abhéngigkeit von r und ¢ gemaf Glei-
chung 4.10. Die Young-Laplace Gleichung lautet hier also:

p(Rs) —Pa =1 KJ(RS) (433)

Entwickelt man nun p(R;) in eine Taylorreihe um R, so ergibt sich:

19) .

P(R.) = po(B) +pi(Ry) = poR) +pu(R) + 52 (R)Ree™ % 4 O(c?) (4.34)
Die Kritmmung der freien Oberfliche x(R;) ergibt sich aus der Summe der
invertierten Kriimmungsradien. Betrachtet man zuerst die (r, ¢)-Ebene, so
erhilt man aus bekannten differentialgeometrischen Gleichungen ( siehe z.B.
Bronstein [41]):

f1(R) = & (1+ (02 = 1)ee %) 4 O(c?) (4.35)

R

Betrachtet man die (7, z)-Ebene, so sei die Kriitmmung in dieser Richtung
mit ko(Rs) bezeichnet. Man konnte auch hier eine kreisférmige Kriimmung
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ka(Rs) = —2/h - cos() annehmen, was allerdings fiir die nachfolgende Rech-
nung unerheblich ist.
Mit Hilfe der Gleichung 4.33 folgt also unter Vernachlédssigung der Terme
O(&?):

: 0 :
E(1+ (0 = 1)) i ma(R) = po(R) +p1 (R) + 52 (R)Ree ™ —p,

Mit po(R) = 7 - [I/R + k2(R)] + po sowie der Tatsache, da es fiir die
Kriimmung in axialer Richtung keine Rolle spielt, ob die Strémung in der
r, p-Ebene gestort ist oder nicht (ko(Rs) = ka(R)), folgt aus obiger Glei-
chung nach Herauskiirzen des Storterms:

%(n? —1) = g(R) + R%°(R)

N LR
= c:ﬁ<%(n2—1)—6@i’—f2)
= —c=R7(&1-n?) + ) (4.36)

Setzt man dies in Gleichung 4.32 ein, so ergibt sich die gesuchte Abhéngigkeit
B(n): .
~n(l—n®*)yh* | hn

= — 4,
p 12nR3 2h (4.37)

Bemerkung 4.1

Es sollte beachtet werden, daf3 der, Gleichung 4.37 entsprechende, funktionale
Zusammenhang bei Behler [2] (dort Gleichung 4.18) von dem hier Errechne-
ten abweicht. Der Grund hierfiir ist in Gleichung 4.9 dieser Arbeit [2] zu
suchen. Dort wird bei der partiellen zeitlichen Ableitung der Radialkoordi-
nate R, der freien Oberfliche ein Summand vernachléssigt.

Mit den dimensionslosen Kennzahlen,

2h
Bt = ﬁf (4.38)

. R nhR?
Ca* = Caﬁ = (4.39)

ergibt sich aus Gleichung 4.37:
2

—1

L Gt (4.40)
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Der Spaltungsvorgang verlduft stabil, falls G(n) <0 <= (*(n) < 0 fiir alle
auftretenden Wellenzahlen n gilt. Dies ist dquivalent zu:

6Ca* +1 <n? (4.41)

Im Hinblick auf einen stabilen Farbspaltungsprozess wére es also optimal,
die Kapillarzahl Ca = nh/ v1, welche ein Verhiltnis von Reibungsspannungen
zu Kapillarspannungen angibt (also gleich dem Verhéltnis von Weberzahl
zu Reynoldszahl ist), bzw. die modifizierte Kapillarzahl C'a* verschwindend
klein einzustellen, da in diesem Fall (Ca*=0) Gleichung 4.41 fiir alle natiirli-
chen Zahlen n erfiillt ist.

Da in diesem Modell h < R vorausgesetzt wurde, kann die modifizierte Ka-
pillarzahl C'a* jedoch sehr grofl werden, so dal Relation 4.41 nur fiir ebenfalls
grofie Wellenzahlen n erfiillt ist. (Fiir hinreichend grofie Wellenzahlen einer
Anfangsstorung ist der Spaltungsvorgang automatisch stabil, da f(n) = —oo
fir n — o0.)

Daher sollte zumindest diejenige Wellenzahl n*, welche die Anfachungsrate
(* maximiert, in einem vom Beobachter nur schwer wahrnehmbaren Bereich
liegen. Diese dominante Wellenzahl n* 148t sich aus Gleichung 4.40 ermitteln:

ag* d?p3* P R |
dn_OA dn?<0:n— 2Ca +§ (4.42)

Fiir die drucktechnische Praxis kann also abschliefend festgestellt werden,
daf} durch eine extreme Verkleinerung der Viskositét, der Druckgeschwindig-
keit oder der Druckpunktradien, bzw. durch eine extreme Vergréflerung der
Farboberflaichenspannung, auftretende Instabilitdten bei der Punktspaltung
theoretisch vermieden werden konnten. Diese ermittelten Anforderungen fiir
die stabile Trennung eines Druckpunktes stehen allerdings in Konkurrenz zu
anderen Anforderungen der Druckindustrie. So verlangt z.B. die Forderung
h < 1 nichts anderes als ein langsames Drucken, was anderen, wirtschaft-
lichen Aspekten der Druckindustrie abtraglich wéire. Im Einzelfall miissen
also Kompromisse zwischen diesen konkurrierenden Anforderungen an den
Druckprozess geschlossen werden.

4.2 Stabile und instabile Lamellenspaltung

In Analogie zum 2. Kapitel iiber die quasistatische Farbspaltung soll nun
auch hier eine, zum rotationssymmetrischen Farbtropfen verédnderte, Geome-
trie des abgeschlossenen Farbvolumens betrachtet werden. Die Abbildung 2.2
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der Farblamelle aus Kapitel 2 kann auch hier als Ausgangsskizze herangezo-
gen werden; es ist jedoch zu beachten, dafl sich die beiden parallelen Platten
nun mit einer Geschwindigkeit h voneinander wegbewegen.

Genau wie im Fall der dynamischen Punktspaltung des letzten Paragraphen
sind auch hier die Ausgangsgleichungen, welche Massen- und Impulserhal-
tung beschreiben, gegeben durch:

oh
= = _ds - 4.4
5 div(h - V) (4.43)

Man muf} allerdings beachten, dafl man sich hier, im Gegensatz zum rota-
tionssymmetrischen Tropfen, nicht mehr in Zylinderkoordinaten, sondern in
kartesischen Koordinaten bewegt. Dies bedeutet, daf§ der Laplace-Operator
A in der resultierenden Grundgleichung,

B 127]71

Ap=—3 (4.45)

nicht mehr die rotationssymmetrische Darstellung,

0? 0 0? 0?

A=(—+—F—+—-=+= 4.46
(87“2 + ror N r20p? * 8z2> (4.46)
sondern die kartesische Darstellung
02 02 02
A= (@+a—y2+@) (4.47)

besitzt. Hieraus ergeben sich in der nun folgenden linearen Stabilitdtsanalyse
erhebliche Abweichungen vom rotationssymmetrischen Fall.

Nehmen wir also auch hier an, daf§ die nun nicht mehr kreisférmige, sondern
gerade Dreiphasenkontaktlinie in y-Richtung durch eine kosinusférmige An-
fangsstorung kleiner Amplitude € und beliebiger Wellenzahl n pro Léngenein-
heit iiberlagert ist. (Es ist zu beachten, dafl n hier mit der Einheit [n] = 1/m
behaftet ist.) Die freie Oberfliche gehorcht hier also der Gleichung:

X,(y,t) = X(t)(1 + eeftTiny) (4.48)

Diese kleine Anfangsstorung wird in das Druckfeld hineingetragen, so dafl
der ungestorte Druck py nun durch den Stérdruck p; iiberlagert wird:

p(,y,t) = po(x,t) + pi(z,y,t) = po(x, t) + g(x, t)ee’ T (4.49)
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Setzt man dies in Gleichung 4.45 ein, so erhélt man:

Ppy P 9P 12nh

Bt+iny ) __
o2 st ayg)(g(m,t)se )= 5 (4.50)
Hieraus folgt nach Herauskiirzen des Storterms ee®+:
9%po 12nh
52 (x,t) = 3 (4.51)
P g 2
@(x,t) —ng(z,t) =0 (4.52)

Die allgemeinen Losungen dieser beiden gewthnlichen Differentialgleichungen
erster Ordnung sind gegeben durch:

6nha?
po(z,t) = nh3 +cr+d (4.53)
g(z,t) = fe " 4 ke™ (4.54)

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten c,d, f, k werden die folgenden
Randbedingungen herangezogen:

up(0,t) = 0= ¢=0 (4.55)
6nhX?
po(X, ) = r(X)+pe = d=— ”h3 + (X)) + pa (4.57)

Hierbei bezeichnet u die x-Komponente des Geschwindigkeitsvektors. Es er-
gibt sich also fiir den Druck p = pg + p1:

6nh(z? — X
poe.t) = XD ) (1.58)

pila,y,t) = f(e — e )eelttiny (4.59)

Fiir die x-Komponente u des Geschwindigkeitsvektors ¢ errechnet sich mit
dem Darcyschen Gesetz 4.1:

uo(z,t) = —37 (4.60)

h? :
u(x,y,t) = —%fne"‘”eﬂ”my (4.61)
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Zur Bestimmung des funktionalen Zusammenhangs (3(n) wird auch hier die
kinematische - bzw. dynamische Randbedingung ausgewertet.

Die kinematische Randbedingung:
Die implizite Form der freien Oberfldche ist hier gegeben durch:

F(z,y,t) =2 — Xs(y, 1) (4.62)
dF/dt = 0F /0t + (V- V)F = 0 liefert:
0=—X(y,t) + u(X,) + O(?) (4.63)

Die Taylorreihenentwicklung von wug(Xs) und ui(Xs) um X ergibt:

up(Xs,t) = uO(X,t)+%‘;f(x,t)XgeﬁHmuO(s?) (4.64)
u(Xe,y,t) = w(X,y,t)+ O (4.65)

Setzt man diese Terme in Gleichung 4.63 ein, so erhélt man bis zur ersten
Ordnung in ¢:

. . . 0 ;
X 4 (X 4 BX)ePH = uo(X, 1) + un (X, y, 1) + %(X, 1) X e (4.66)
T
Mit uo(X,t) = X = —hX/h und durch Herauskiirzen des Storterms ergibt

dies:

: h o
h2
= [ = —6anne"X (4.68)

Die dynamische Randbedingung:
Der Drucksprung an der freien Oberflache ergibt sich wieder aus der Young-
Laplace Gleichung;:

p(Xs) — Pa = leﬁ(Xs) (469)

Die Taylorreihenentwicklung von py(X;) und p;(Xs) um X ergibt:
0 .
Po(Xert) = po(X,t) + SUX X L O (470)
x

p(Xs,y,t) = m(X,y,t)+0() (4.71)
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Die Kriimmung der freien Oberfliche x(X;) = 1/R,(X;) + 1/R.(X,) ist
gegeben durch (siehe Bronstein [41]):
1 X//

= = —n’Xeet 4+ O(e” 4.72
R(%) (L4 X)) R

Die Young-Laplace Gleichung verlangt also:

9o

Xt X, y,t
pO( ) )+p1( » Y )+ or

(X, 1) XeelHm = ~, (nQXgeﬁtH"y + + Pa

RZ(XS))

Die Anderung des Vorzeichens von 1/R,(X,) in obiger Gleichung erfolgt auf
Grund der Tatsache, dafl die Kriimmung léngs der &ufleren Normalen auf die
freie Oberflache gerichtet ist.

Setzt man die bereits errechneten Ausdriicke fiir po(X,t) und p;(X,y,t) ein,
so erhélt man mit po(X,t) = v/ R.(Xs) + pa:

12nhX? . .
e + f(e"® — e %) = yn?X
12nh X2 1

Dieses Ergebnis wird in die Bestimmungsgleichung fiir 3 eingesetzt. Man
erhélt den gesuchten funktionalen Zusammenhang 3(n):

h?n 12nhX? ) enX
= X))
2nhX  yn3h? enX
= — 4.74
( h 6n ~enX —enX (4.74)
Mit den dimensionslosen Kennzahlen,
. 2h
g* = = (4.75)
h
h
Ca = (4.76)
"
ergibt sich:
n3h3 onX
= (4nX — 4.77
g7 = (4n 3C’a)e"X —e X (477)
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Stabilitéat herrscht fiir 8 < 0 <= * < 0. Fiir eine ungestorte Trennung der
Fliissigkeitslamelle muf also fiir alle positiven Zahlen n gelten:

n3h? n2h? n?h?
— 1< =
3Ca — 12CaX 12Ca*

Hierbei ist C'a* die modifizierte Kapillarzahl Ca* := C'a- X /h, welche auch in
diesem Modell (h < X entspricht i < R bei der Punktspaltung) sehr grof§
werden kann.

AnX < (4.78)

Die qualitative Interpretation obiger Gleichungen 4.78 erfolgt analog zum
Fall der Punktspaltung (Gleichung 4.41), d.h. auch hier verlduft der Spal-
tungsprozess um so stabiler, je kleiner die Kapillarzahl eingestellt wird.

Um diejenige Wellenzahl pro Lingeneinheit in y-Richtung zu bestimmen,
welche eine maximale Anfachung der Stérung garantiert, mufl noch das Maxi-
mum der Funktion *(n) ermittelt werden. Die notwendige Bedingung hierfiir
ist:

6ﬁ* n2h3 6nX n3h3 62nX —1—= (€2nX + 1)
— = (4X — 4nX — X
0 on ( Ca )e”X — e X + (4n SCCL) (enX — e—nX)2
n2h? n3h3
— 4X _ nX/  nX _ _-—nX 4 X _ X -9
= 0= (4X = )X (€ — )+ (X — o) X(=2)
n2h? n2h?
= (4X — X _ 1) —2nX(4X —
0= (4X = T)(eY 1) - 20X (4X — T )

Diese Gleichung 148t sich nicht nach n auflésen. Um trotzdem eine Aussage
iiber die Existenz und Lage eines Maximums von (3*(n) machen zu kénnen,
wird das Grenzwertverhalten der Funktion betrachtet:

1. Nach dem Satz von 1'Hospital ist n = 0 eine stetig hebbare Liicke der
Funktion (*(n):
lim *(n) =2 (4.79)
2. Durch zweimalige Anwendung des Satzes von 1‘Hospital folgt fiir die
1. Ableitung bei n = 0:

lim 06" (n)

n—0 On

=2X >0 (4.80)

3. Das Grenzwertverhalten fiir divergierendes n wird beschrieben durch:

lim #*(n) = —o0 (4.81)

n—-—uoo
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4. Obwohl physikalisch nicht sinnvoll, betrachtet man zusétzlich den Grenz-
wert fiir negative n:
lim 3%(n) =0 (4.82)
Aus diesen Betrachtungen lafit sich auf die Existenz eines Maximums n*
schlieflen, welches kleiner sein muf als die positive Nullstelle ny von 8*(n):

12CaX

e (4.83)

n*el0,ng|, mno=
Abschlieend erkennt man also, dafl die Groéfle der Kapillarzahl, also das
Verhiltnis von Zahigkeitskréften zu Oberflichenkréften, ein entscheidendes
Stabilitdatsmal fiir die Farbspaltung 2. Klasse zu sein scheint. Fiir zwei voll-
kommen unterschiedliche Farbvolumengeometrien, die des rotationssymme-
trischen Tropfens und die der geraden Farblamelle, ergab die lineare Sta-
bilitdtsanalyse, dafl bei kleiner Kapillarzahl (Ca — 0 bzw. Ca* — 0),
kleine Anfangsstorungen im Laufe des Trennvorgangs abklingen und somit
ein gleichméafBiger scharf berandeter Farbauftrag gewéhrleistet ist.
Da die Voraussetzung einer verschwindenden Kapillarzahl im realen Druck-
prozess jedoch nicht erfiillt werden kann, sollte es mittels Variation der Kapil-
larzahl bzw. mittels Variation der geometrischen Groflen h und X zumindest
moglich sein, die Wellenzahl der dominanten Storung auf einen fiir den Be-
obachter schwer wahrnehmbaren Bereich einzustellen.

4.3 Einfluf3 rauher Oberflachen

In diesem Abschnitt soll, mit rein analytischen Methoden, der Einflufl rauher
Festkorper auf die gestorte und ungestorte Stromung bei der Farbspaltung
der 2. Klasse untersucht werden. In der Druckindustrie haben viele, an der
Farbiibertragung beteiligten Elemente des Druckprozesses (z.B. Rasterwalze,
Druckplatte, Substrat), diese Oberflicheneigenschaft.

4.3.1 Die Fliissigkeitslamelle

In diesem Paragraphen wird die Farbspaltung einer Fliissigkeitslamelle zwi-
schen rauhen Festkorperoberflachen in kartesischen Koordinaten betrachtet.
Zur Modellierung dieses Prozesses mufl der Spalththenverlauf h (siehe Ab-
bildung 2.2) nicht nur von der Zeit ¢, sondern auch von den kartesischen
Koordinaten x,y abhéngig sein:

h(x,y,t) = ho(t) + hi(z,y) (4.84)
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Hierbei gibt hy(z,y) die Strukturierung der rauhen Platten an (vorstellbar
wére z.B. hy(z) = 14¢-cos(2mz/1)-cos(2my/k) fiir periodische Oberfldchento-
pologien wie die einer Rasterwalze), und h(z,y,t) = ho(t) ist die Geschwin-
digkeit, mit der die Platten getrennt werden. In diesem Sinne beinhaltet
dieses Kapitel eine Verallgemeinerung der Lamellenspaltung im Paragraph
4.2 (h = h(t)).

Die Kontinuititsgleichung und die Poiseuille-Darcy Gleichung bleiben die,
die Stromung beschreibenden, Grundgleichungen:

ii — _div(h-5) = -V - (h-7) (4.85)
, h?

Neu ist allerdings die jetzt vorhandene Ortsabhéngigkeit des Spalthchenver-
laufs h = h(z,y,t).

Die Ableitungsoperatoren wirken in obigen Gleichungen also nicht nur auf die
Geschwindigkeit ¢ und den Druck p, sondern zusétzlich auf h(zx,y,t). Damit
ergibt sich aus dem Darcyschen Gesetz:

h3 h3 h3

V.(h-T) = V.( — vty LA
V. (h-7) \% (12an) V(l%) Vp+12n p
3h? h?
= —Vh- — A 4.
1277V Vp + 121 D (4.87)

Mittels der Kontinuitétsgleichung ergibt sich dann fiir den Druck p in karte-
sischen Koordinaten:

h h? h3
gt = i)QT]Vh -Vp + 120 - Ap (4.88)
2 3 92 2
:yq@@+@@hl4@gﬁq
12n\0z dx Oy dy 12n\0z2  Oy?

Die Bestimmungsgleichung fiir den Druck p ist also durch eine partielle Dif-
ferentialgleichung zweiter Ordnung gegeben, welche in dieser Allgemeinheit
nicht geschlossen losbar ist.

Betrachtet man aber den Spezialfall einer Fliissigkeitslamelle zwischen zwei
parallelen Platten, die lediglich ein Profil in xz-Richtung besitzen (solch ein-
fach strukturierte Oberflichen werden in Zukunft auch als “ideal rauh* be-
zeichnet), so 148t sich zumindest die ungestorte Stromung analytisch unter-
suchen. In diesem Fall ist der Spalthohenverlauf nicht mehr y-abhéingig:

h(x,y,t) = ho(t) + hi(x) (4.89)
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Man beachte, daf§ in diesem Fall die partielle Ableitung von h nach y ver-
schwindet: oh

= 4.
5y = ° (4.90)

Die ungestorte Stromung:

Fiir die ungestorte Stromung gilt auf Grund der Symmetrie in y-Richtung:
&%p _ dp
1 491
92~ Oy (4.91)

Mit diesen Vereinfachungen ergibt sich aus Gleichung 4.88 eine gew&hnliche
Differentialgleichung 2. Ordnung fiir den ungestorten Druck p:

0%p 9 Op B 12nh

— +3%. — = 4.92
o2 *h BT W (4.92)
Mit der Substitution
__Op
P= 5z
erhélt man eine gewdhnliche Differentialgleichung 1. Ordnung fiir p,
op o 12nh
= +3% . 5= 4.93
or Tn PT e (4.93)
deren homogene Losung gegeben ist durch:
pn(z,tye) = et TWSER e _ o o8 [Tz iz
— p.e3m) — € 4.94
c-e ) (4.94)

Eine spezielle inhomogene Losung ergibt sich mittels Variation der Konstan-
ten (siehe hierzu Walter [45]):

o(x) = / “12ni(t)dz = 125ha (4.95)

Man beachte, daB in obiger Gleichung ausgenutzt wurde, daff h unabhéingig
von x ist, was beispielsweise beim Modell der Hele-Shaw Zelle mit sich 6ffnen-
den Platten (wird im Paragraphen 5.1 behandelt) nicht der Fall ist. Mittels
der allgemeinen Losung von p(z)

B 12nh(t)z + ¢

pz,t) = —3 e.0) (4.96)
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folgt durch Riicksubstitution:

x 1277h zZ+c
p(z,t) =d+ / ) ———dz (4.97)

Die Poiseuille-Darcy Gleichung liefert hiermit, unter Ausnutzung der Bedin-
gung uo(0,t) = 0, die ungestorte x-Komponente des Geschwindigkeitsfeldes:
h2(z,t)0p  h(t)

12n Ox _h(x,t)x
Dieses Ergebnis ist konsistent mit dem analogen Ergebnis der Lamellenspal-
tung zwischen zwei parallelen ideal glatten Platten, wo der Spalthchenverlauf
lediglich zeit- und nicht ortsabhéngig ist. (Siehe hierzu Gleichung 4.60)
Kennzeichnet man das Geschwindigkeitsfeld im Fall ideal glatter paralleler
Platten mit dem Index g und im Fall beteiligter “ideal rauher” Platten mit
dem Index r, so gilt also:
o(z,t)  h(t)+h h

u(, t) h(t) h(t)
Somit verlangsamt sich die ungestorte Stromung mit anwachsender Rauhig-
keit.

up(z,t) = —

(4.98)

Instabiles Verhalten:
Eine Storung der freien Oberfliche gemaf

X,(y,t) = X(t)(1 + eeltTiny) (4.100)

wird in das Druckfeld hineingetragen, so da} der ungestoérte Druck py nun
iiberlagert wird durch den Stérdruck py:

p(xv Y, t) = p()(ff, t) + h (IE, Y, t) = pO(xv t) + g(ZE, t)geﬁt+iny (4101)
Setzt man den Stordruck p; in Gleichung 4.88 ein, so ergibt sich als Bestim-
mungsgleichung fiir g(z,t) unter Beriicksichtigung von g—’; =0
%y h'(z,t) dg

z,t) — ¢*g(z,t) =0 (4.102)

0x? (=) h(x,t) %(

Eine allgemeine analytische Losung dieser Differentialgleichung 2. Ordnung
konnte allerdings nicht gefunden werden (Systemprogramme mit der Moglich-
keit Differentialgleichungen zu lésen, wie Maple oder Mathematica, finden
hierfiir ebenfalls keine Losung). Auch Ansétze spezieller periodischer Funk-
tionen fiir die Rauhigkeitsfunktion hy (z.B. h(x) = ho(t)+1+¢ cos(z)) machen
Gleichung 4.102 nicht 16sbar.

Auf numerische Losungswege wird hier verzichtet.
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4.3.2 Der Fliissigkeitstropfen

Der wesentliche Unterschied zum letzten Paragraphen besteht im Ubergang
von kartesischen Koordinaten auf Zylinderkoordinaten. Die Kombination von
Massenerhaltung und Darcyschem Gesetz liefert dann bei beliebigem Spalt-
hohenverlauf A(r, ¢, t):

oh 3h2<8h(‘3p 1 Oh (9p)+ h? (82p 1@+ 1 82p)

oo i NI (e T I 4.103
at  12n 12n \Or? * ror  r?op? ( )

—— +

or dr  120p dyp
Auch hier handelt es sich um eine partielle Differentialgleichung 2. Ordnung,
welche nicht allgemein 16sbar ist.

Die “ideal rauhe“ Platte weist hier eine rotationssymmetrische Oberfléiche
auf, so dafy der Spalthohenverlauf gegeben ist durch:

h(r,,t) = ho(t) + hy(r) (4.104)
Man beachte, daf} in diesem Fall gilt:

oh

35 =" (4.105)

Die ungestorte Stromung;:
Fiir die ungestorte Stromung gilt zusétzlich auf Grund der Rotationssymme-
trie:

0? 0
b P (4.106)
Op Op
Mit diesen Vereinfachungen ergibt sich aus Gleichung 4.103:
Pp 1 0 9 9p  12qh
gp L 9P sor 9P _ 14N (4.107)

or2 r Or h or  h3

Die Losung dieser Differentialgleichung erfolgt, in vollkommener Analogie
zum vorherigen Paragraphen, mittels Variation der Konstanten. Man erhélt
fiir den ungestorten Druck:

pirty=d+ | ' %dz (4.108)

Die Poiseuille-Darcy Gleichung liefert hiermit, unter Ausnutzung von
uo(0,t) = 0, die ungestorte r-Komponente des Geschwindigkeitsfeldes:
R2(r,t)dp _ h(t)

12n Or  2h(rt)

uo(r, t) = r (4.109)
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Diese Ergebnisse sind konsistent mit den Ergebnissen der Punktspaltung zwi-
schen zwei parallelen ideal glatten Platten, wo der Spalthohenverlauf lediglich
zeit- und nicht ortsabhéngig ist (siche hierzu Gleichung 4.22).

Bezeichnet man die ungestorte Radialkomponente der Geschwindigkeit eines
sich spaltenden Tropfens zwischen zwei ideal glatten parallelen Platten mit
uf(r,t) und die mit beteiligten ,ideal rauhen“ Platten mit uj(r,t), so gilt

also:
ud(r,t) _ h(t) + h(r) 14

wrd) A 10} (4.110)

Instabiles Verhalten:
Eine Storung der freien Oberfliche gemaf
Ry(ip,t) = R(t)(1 + ge’Tin?) (4.111)

wird in das Druckfeld hineingetragen, so dal der ungestoérte Druck py nun
iiberlagert wird durch den Stérdruck py:

p(rv 2 t) = p0<r7 t) + D1 (7”, 2 t) = pO(r7 t) + g(rv t)geﬁtﬂ'mp (4112>
Setzt man dies in Gleichung 4.103 ein, so ergibt sich als Bestimmungsglei-
chung fiir g(r,¢) unter Beriicksichtigung von c‘% = 0:
R (r,t)
h(r,t)
Eine allgemeine analytische Losung dieser Differentialgleichung existiert al-
lerdings nicht.

r2g" (r,t) + 7“[1 + 3r }g’(r) —n2g(r,t) =0 (4.113)

Zusammenfassung:

Wie die Berechnungen in diesem Paragraphen gezeigt haben, beeinflussen die
Oberflichentopologien der Platten die Spaltstromung erheblich. Da die ermit-
telten Gleichungen fiir die ungestorte Stromung, Gleichung 4.109 bzw. 4.98,
im Fall verschwindender Rauhigkeit, hi(r) = 0 bzw. hy(x) = 0, exakt mit den
in Paragraph 4.1 bzw. Paragraph 4.2 ermittelten Gleichungen 4.22 bzw. 4.60
iibereinstimmen, ist dieser Paragraph (fiir die ungestorte Stromung) als echte
Verallgemeinerung der vorherigen Paragraphen zu verstehen.

Des weiteren hat sich gezeigt, dafl der Spalthohenverlauf h die Durchfiihrbar-
keit und das Resultat einer Stabilitdtsanalyse beeinfluflt. Obwohl eine ana-
lytische Berechnung der Stéramplitude 3(n) hier nicht moglich war, scheint
diese vom Spalthchenverlauf abhéngig zu sein. Es ist also davon auszugehen,
dafl die Obeflichentopologien beteiligter Festkorper die Stabilitdt des Spal-
tungsvorgangs beeinflussen.

Wie stark der Spalthohenverlauf die Stabilitdtsanalyse beeinfluflt, zeigt sich
auch im folgenden Kapitel, welches die Farbspaltung 1. Klasse behandelt.



Kapitel 5

Die Farbspaltung 1. Klasse

Literatur: Dieses Kapitel orientiert sich an der Arbeit von Zhang [9]. Der
Modellierungsansatz nach Abbildung 5.1 ist dieser Arbeit entnommen.
Neben den bereits in Kapitel 4 erwdhnten Literaturquellen im Zusammen-
hang mit dem instabilen Stromungsverhalten innerhalb einer Hele-Shaw Zel-
le sei hier noch exemplarisch auf die Arbeiten von Huntingford [16], Tabe-
ling/Libchader [17], Daccord/Nittmann [18], Pons [19] und Hadavinia [20)]
hingewiesen.

Zu den in diesem Kapitel auftauchenden Bessel Funktionen gibt es eine grofle
Anzahl von Biichern und Arbeiten. Exemplarisch seien hier nur zwei genannt:

Grosswald [39], Farrell [42].

Wihrend bei der Farbspaltung 2. Klasse kleine abgeschlossene Farbvolumina,
wie der Druckpunkt oder die Farblamelle, im Walzenspalt betrachtet wurden,
sieht man sich bei der Schichtspaltung einer anderen Problematik gegeniiber.
Hier wird von einer Walze kontinuierlich Farbe zugefiihrt, wéhrend eine zwei-
te Walze (bzw. das Substrat) kontinuierlich Farbe abtransportiert. In dieser
Problematik macht es keinen Sinn, auseinanderstrebende parallele Platten
mit sich dazwischen befindender Farbe konstanten Volumens zu betrachten.
Dies ist im Fall der Farbspaltung 2. Klasse moglich, da die dort auftretenden
charakteristischen Léngen der abgeschlossenen Farbvolumina klein gegen den
Walzenradius sind, und somit die Walzenkriimmung vernachlaflighar scheint.
Der Grund fiir die Farbspaltung liegt dann einfach im konstanten, in sich ab-
geschlossenen Farbvolumen.

Im Falle der Schichtspaltung ist aber kein konstantes, abgeschlossenes Farb-
volumen vorhanden. Um ein moglichst einfaches und damit noch lésbares
Modell erstellen zu kénnen, betrachtet man den Vorgang aus dem Bezugs-
system eines Farbpartikels im Walzenspalt. In diesem Bezugssystem sieht
es so aus, als wiirden sich zwei anfangs parallele Platten mit einer Winkel-

23
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geschwindigkeit w gegeneinander 6ffnen. Im Inertialsystem eines auflenste-
henden Beobachters nennt sich ein solches System: Hele-Shaw Zelle mit sich
offnenden Platten (siehe Abbildung 5.1).

Da aus dem Bezugssystem der Farbe der Vorgang im Walzenspalt dhnlich
zur Stromung in einer Hele-Shaw Zelle mit sich 6ffnenden Platten ist, scheint
dieses Modell geeignet, um diese instabile Stromung der Schichtspaltung zu
modellieren.

5.1 Die sich 6ffnende Hele-Shaw Zelle

®

'}:"\

Abbildung 5.1: Die Hele-Shaw Zelle mit sich 6ffnenden Platten.

In vollkommener Analogie zur dynamischen Farbspaltung der 2. Klasse im
letzten Kapitel, lassen sich auch hier die Ausgangsgleichungen, welche Massen-
und Impulserhaltung beschreiben, herleiten:

O giv(h-5) = -V - (h-7) (5.1)
ot

h2
v o= Vp (5.2)

_m
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Die explizite Ortsabhéngigkeit des Spalthohenverlaufs h(x,t)
h(z,t) = hog + x tan(wt) =: hg + x - a(t) (5.3)

fithrt in kartesischen Koordinaten auf Gleichung 4.88, welche sich nun wegen
Oh/0y = 0, weiter vereinfachen 148t:

oh . 3ah?0p R?

o = op A
o =T Ty o 12y P
3adp 12nax
— Ap+ 2290 _ 5.4
P s T T (54)

Diese Gleichung ist auf Grund ihres zusétzlichen Summanden wesentlich
komplizierter als die korrespondierenden Grundgleichungen 4.45 bzw. 4.7 fiir
die Farbspaltung 2. Klasse mit beteiligten ideal glatten Platten. Im Gegensatz
zum Fall ideal rauher Platten (h(x,y,t) = ho(t)+hi(z) und h(x) periodisch)
erlaubt sie aber eine lineare Stabilitdtsanalyse der gestorten Stromung.

Der nun schon bekannte Ansatz fiir die freie Fliissigkeitsoberfliche lautet:

X, (y,t) = X(£)(1 + geftimy) (5.5)

Die kleine Anfangsstorung der Amplitude € wird in das Druckfeld hineinge-
tragen:

p(xv Y, t) = po(l', t) + p1 (IL’, Y, t) = pﬂ(xa t) + g(l’, t)eeﬁt-i—iny (56)
Einsetzen in Gleichung 5.4 liefert:

0z? h(z,t) Ox  h3(a,t)

(5.7)

0?g(z,t)  3a(t) Og(z,t)
Ox? h(z,t) Oz
Die allgemeinen Losungen dieser Differentialgleichungen wurden mit dem Sy-
stemprogramm Mathematica j berechnet. (Beachte: Die &ltere Version Ma-
thematica 3 liefert ein falsches Ergebnis fiir die Stérdruckfunktion g.) Hierbei
wurde zur Bestimmung von g folgende Substitution benutzt:

nh(x,t)

—n’g(x,t) =0 (5.8)

€= o) (5.9)
Die Ergebnisse lauten:
_ 12pap hy 1 kG
wat) = gt (@) - sl - e O
9(&) = 1[D1]1(5)+D2K1(5)}

§
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Hierbei sind [;(§) bzw. K;(§) die modifizierten Besselfunktionen erster Ord-
nung, der ersten bzw. zweiten Gattung (Zu den modifizierten Besselfunktio-
nen siehe z.B. Grosswald [39], Bronstein [41], Farrell [42]). Unter Ausnutzung
der Tatsache, daf} fiir die x-Komponente u des Geschwindigkeitsvektors v,
up(0,t) = 0 gelten mufB, folgt nach kurzer Rechnung:

hg Ipo

C5 lieBe sich aus der Young-Laplace Gleichung

pO(Xs) —Pa =" R(Xs) (511)

ermitteln, wird aber im Weiteren nicht mehr benétigt.
Da der Stordruck p; bis zum geschlossenen Ende der Hele-Shaw Zelle abge-
klungen sein sollte, ist eine weitere Randbedingung;:

0=pi(0,9,1) = 5€ﬂt+my§10[D1[1(§0) + DyK(&)] <= D1 = ~DyGh(&)

Hierbei wurden folgende Definitionen benutzt:

Ky

Gi(§) = 71(5) (5.12)

S = §0,t) = —= (5.13)

Fiir die z-Komponente der Geschwindigkeit ¢ gilt also:

h? ,0p op
u = U0+U1=—@(87;($,t)+87;(%75)>

= _Zh(xa,t)cﬁ(h(x’t) - h0)2 +

2
h 1(5;775) ZDQ [G1 (o) I2(§) + Kg(g)}geﬁt-‘riny

ax? hQ(Z',t)n .
= o 1 €2 [G1(60) 1o(€) + K (€)] e

h(z,t) h*(x,t)n iy
2h(x, t)x 12n EDQ [Gl(&J)I?(f) + K2(§)}€ef8
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Hierbei wurde ausgenutzt, dafl fiir die Ableitung der Funktion g gilt:

Jg
%(5)

_n
¢

I, und K, sind dabei die modifizierten Besselfunktionen zweiter Ordnung,
der ersten bzw. zweiten Gattung (siehe hierzu [39], [41], [42]).

[Di(€) = Do) = £ Da[Ga(E)B() + Ko(©)]  (514)

Die kinematische Randbedingung;:
Die implizite Form der freien Oberfldche ist hier gegeben durch:

F(z,y,t) =2 — Xs(y, 1) (5.15)
Die kinematische Randbedingung dF/dt = OF /0t + (v - V)F = 0 liefert:
0=—X.(y,t) +u(X,) + O(?) (5.16)
Die Taylorreihenentwicklung von uy(Xs) und u;(Xs) um X ergibt:

uo(Xs,t) = wug(X,t)+ %?;:O(X, t) XeeP T 4 O(?) (5.17)

ur(Xs,y,t) = ui(X,y,t) +O(?) (5.18)

Setzt man diese Terme in Gleichung 5.16 ein, so erhilt man bis zur ersten
Ordnung in €:

. . o) :
X 4 (X 4 BX)ee® T — yo(X, 1) +uy (X, y, 1) + %(X, t) XeeP T (5.19)
X

Mit ug(X,t) = X = —hX/2h = —aX?/2h und Herauskiirzen des Stérterms
ergibt dies:

Xeax -~ 2Ly s 22 e K
+ X = —o- (5 2)(X) T onex 2| G1(&0) 1> (6x) + Ko (6x)]
] 4aXh — 2aaX? h?
= —;—hXQ—I—ﬁX == e «“ X+mg(D2[G1(fo)]2(§X)+K2(§X>]

= f=—g ot X120§D2 {G1(€o)f2(fx) + Kz(gx)}

_ h(XY) aaX? +ah(X,t)
O 2h(X,t)  2R2(X,t) 12X

D, |G () I2(€x) + Ka(6x))
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Hierbei bezeichnet: {x := £(X,t) = nh(X,t)/a
Es sel an dieser Stelle angemerkt, daf} in obiger Rechnung, wie auch im Fol-
genden, 6fters h bzw. h abkiirzend fiir (X, t) bzw. h(X,t) benutzt wird.

Die dynamische Randbedingung:
In Analogie zu Paragraph 4.2 der Lamellenspaltung erhélt man auch hier als
dynamische Randbedingung;:

Ipo Bt+iny _ 2 Bt-+iny
pO(Xut)+p1<X7y7t)+87(X7t>X€€ _71(77‘ Xee +F3Z()(s)>+pa
Setzt man die bereits errechneten Ausdriicke fiir po(X,t) und p1(X,y,t) ein,
so erhilt man mit po(X,t) = v/ R.(Xs)+p, und Herauskiirzen des Storterms:

127:3& 223<h ho)* X + ;{D2 [Ki(€x) = Gr (&) hi(6x)] = wn®X
— ;{D2 (K1 (6x) = Gil&) 1 (6x)] = X — 6];7;)(3
— Ex(yn?X — S X3) _p,

K1(§x) — Gi(&) 1 (éx)
yn2h3X — 6nanX? _
ah? [Kl(fx) - Gl(fo)fl(fx)}

Setzt man dieses Ergebnis in obige Bestimmungsgleichung fiir 5 ein, so erhélt
man:

2

h aaX?
TR
ah yn3h3X — 6nanX?
G 1. + K
20X i oen) — GrlE)h (M[ 1(60) Fa(6x) + Ks(€x)]
_ b aaX?  nthX = GpanX® Gi(&)h(Ex) + Ka(éx)
2h ' 2h2 12nh X Ki(§x) — Gi(&)h(€x)
b aaX?
- T e
yndh? — 6nanX?  T(6x)[Gr (&) + Ga(éx)] (5.20)

12nh L(x) [Gl(é‘x) - Gl(é‘o)]
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Approximationen fiir kleines t:
Fiir t = 0, und dies ist fiir ein realitdtsnahes Modell der Schichtspaltung die
interessante Phase, ergeben sich folgende Vereinfachungen:

aaX? X?%w tan?(wt =~ 0)
— (X, t=0) = ~
o Xt~ 0 =— s~y 0

Der zweite Summand in Gleichung 5.20 verschwindet also.

Fiir die Approximation des letzten Summanden in 5.20 nutzt man das expo-
nentielle Verhalten der Besselschen Funktionen aus (siehe z.B. Grosswald [39],
Farrell [42]):

Gi(éx) = Ga(€x) N Gi(&) = Ga(&o)
Rl = 1<K Ey = Gy (€x) < Ga(&)
I(€x) ~ 1 (€x)

Mit diesen Vereinfachungen gilt also fiir 5 zu Beginn dieses Vorgangs:

h ynPh? — 6nanX?

= —— -1 21
3 57+ 20k (—1) (5.21)
B i ym2h? n anX?
2h 12n 2h
_ h(nX —1)  yn’h?
B 2h 12n
Mit den dimensionslosen Kennzahlen:
. 2h
g = [B— (5.22)
h
h
Ca = 1 (5.23)
M
ergibt sich hieraus:
n3h3 04
=X —-1)— 5.
Stabilitat herrscht, falls 5* < 0 fiir alle positiven Zahlen n gilt:
3h3 3h3
(nX—l)—n <0+ Ca< " (5.25)

6Ca 6(nX —1)
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Um diejenige Wellenzahl n* pro Léngeneinheit in y-Richtung zu bestimmen,
welche eine maximale Anfachung der Stérung garantiert, mufl noch das Maxi-
mum der Funktion 5*(n) ermittelt werden. Die notwendige Bedingung hierfiir
ist:
op* 3n*h3(X) 2CaX
_x w2 e 200X
on 6Ca " h3(X)
Man beachte, daffi n* auch die hinreichende Bedingung fiir Extremstellen

erfiillt. Diese Gleichung wird im folgenden Paragraphen mittels Druckversu-
chen experimentell iiberpriift.

0=

(5.26)

5.2 Experimentelle Untersuchung

In diesem Paragraphen soll die Giiltigkeit von Gleichung 5.26 fiir die domi-
nante Wellenzahl bei der Schichtspaltung experimentell untersucht werden.
Hierfiir wird die Farbspaltung zwischen Druckform (gedruckt werden aus-
schlieBlich Volltonflichen) und Substrat (PE-Folie) betrachtet.

Da die sich 6ffnende Hele-Shaw Zelle ein sehr vereinfachtes mathematisches
Modell fiir die Farbspaltung der 1. Klasse darstellt, miissen die einzelnen
physikalischen Groflen aus Gleichung 5.26 in diesem neuen Kontext richtig
interpretiert werden.

Die in der Kapillarzahl C'a enthaltenen Groflen v, und 7 entsprechen der
Oberflichenspannung und Viskositit der Farbe; A(X) ist ein Maf fiir die
Vertikalkomponente der Druckgeschwindigkeit am Spaltpunkt.

Die geometrischen Groflien A und X sind in Abbildung 5.2 dargestellt. Die
Hohe h des spaltauslaufseitigen Farbfilms entspricht dabei nicht der Hohe
des in den Spalt transportierten Farbfilms, sondern ist auf Grund eines sich
ausbildenden Farbreservoirs etwas grofer. (In den an spéterer Stelle dieser
Arbeit durchgefithrten Simulationen ist dieser Effekt der Farbreservoiraus-
bildung gut zu beobachten.) X entspricht der zu h senkrechten Ausdehnung
des Farbfilms von der freien Oberfliche bis zum Spaltmittelpunkt. Diese bei-
den Groflen A und X sind allerdings abhéngig von den Walzenradien, der
Druckgeschwindigkeit, der {ibertragenen Farbschichtdicke, den physikalischen
Eigenschaften der Druckplatte und von der Oberflichenspannung und der
Viskositét der Farbe. Ein funktionaler Zusammenhang, der diese Abhéngig-
keiten beschreibt, ist nicht bekannt.

Es stellt sich also die Frage, wie in einer experimentellen Untersuchung ein-
zelne Groflen in Gleichung 5.26 gezielt variiert werden konnen, ohne andere
Groflen entscheidend zu beeinflussen.

Am einfachsten scheint dies iiber eine definierte Verdnderung der in den Wal-
zenspalt transportierten Farbschichtdicke bei sonst gleichen Druckparame-
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Abbildung 5.2: Geometrische Groéflen bei der Schichtspaltung

tern realisierbar zu sein. So bewirkt z.B. eine Erh6hung der Farbschichtdicke
in erster Linie einen Zuwachs der geometrischen Groéfle h. Die wahrschein-
lich gleichzeitig gegebene Erhohung der Grofle X hat dabei schon aus dem
Grund, da8 h kubisch und X linear in Gleichung 5.26 eingeht, einen wesent-
lich geringeren Einflu} auf die theoretisch berechnete dominante Wellenzahl,
die sich demnach bei Erhéhung der Farbschichtdicke verringern sollte.

Die Versuchsdurchfithrung, welche an der Universitit - Gesamthochschule
Wuppertal im Fachbereich Kommunikationstechnologie Druck stattfand, sei
im Folgenden kurz skizziert:

1. Druckverfahren/Druckmaschine:
Der Andruck erfolgte auf einer Zentralzylinder-Flexodruckmaschine,
die iiber ein computergesteuertes Farbwerk mit Schrittmotoren verfiigt.
Dies erméglichte eine exakte Einstellung der Druckbeistellung, die in
allen Versuchsdurchgéngen 120um betrug.

2. Substrat/Motiv:
Als Bedruckstoff wurde eine glatte, weil durchgefarbte LDPE-Flachfolie
mit einer Dicke von 60um ausgewéhlt. Gedruckt wurden ausschliefSlich
Volltonflachen.

3. Druckplatte:
Gedruckt wurde mit einer Photopolymerplatte mit einer Dicke von
2,84mm. Diese wurde auf einen Druckzylinder mit 540mm Umfang
und hartem Unterbau geklebt.
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4. Farbe:

Vor Beginn der Druckversuche wurde die alkoholbasierende Farbe un-
ter Raumtemperatur gelagert und eine Stunde vor Druckbeginn im
Farbwerk zum Umlauf gebracht, um eine konstante Farbviskositit zu
gewéhrleisten. Der Festkorperanteil der Farbe betrug beim Druck im
Mittel 31, 5%.

. Druckgeschwindigkeit:

Es wurde mit einer Geschwindigkeit von 120m/min gedruckt.

. Einfarbung:

Die Einfarbung der Druckplatte erfolgte mittels einer Rasterwalze, wel-
che iiber vier Bédnder verschiedener Lineaturen und Schopfvolumina
verfiigt. Das Einfiarben der Rasterwalze erfolgte iiber ein offenes Kam-
merrakelsystem.

Der Versuch wurde zweimal hintereinander mit unterschiedlichen Rasterwal-
zen bei sonst identischen Druckparametern durchgefiihrt. Die Daten dieser
Béinderwalzen, im Folgenden als Rasterwalze 1 (RW1) und Rasterwalze 2
(RW2) bezeichnet, finden sich in der folgenden Tabelle:

RW1 [ Raster [L/cm] || 180 | 140 | 120 | 100

Népfchentiefe [um] || 11 | 16,8 | 20,3 | 31,7
Volumen [ml/m?] || 5,1 | 7.6 | 9,5 | 14,2
Steganteil [%] 26,6 | 28,9 | 24 | 23,8

RW2 Raster [L/cm] 180 | 140 | 120 | 100

Népfchentiefe [um] || 8,8 | 13,2 | 16 | 27
Volumen [mi/m?] || 2,9 | 49 | 6,4 | 10,2
Steganteil [%] 31,5 1295 | 30 | 26,8

Wie man aus dieser Tabelle abliest, verfiigen beide Rasterwalzen iiber die-
selben Lineaturen, unterscheiden sich aber in Néapfchentiefe, Steganteil und
Schopfvolumen. Diese Rasterwalzenauswahl erfolgte aus dem Grund, den oft
diskutierten Einflufl der Rasterwalzenlineatur auf die Wellenzahl der Mikro-
streifen im Druckbild endgiiltig verwerfen zu kénnen.

Im Anschlu8 an die Versuche wurden die gedruckten Volltonflichen mikros-
kopisch erfafit (siehe z.B. Abbildung 4.2) und ausgewertet.
Die Auszédhlung der Streifenmuster brachte folgende Ergebnisse:
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RW1 Raster RW1 [L/cm] 180 | 140 | 120 | 100
Volumen RW1 [ml/m? 5,1 (7,6 | 95| 14,2

Wellenzahl im Druckbild [L/cm] || 88 | 74 | 64 | 50

RW2 Raster RW2 [L/em) 180 | 140 | 120 | 100
Volumen RW2 [ml/m?] 29149 6,4 | 10,2

Wellenzahl im Druckbild [L/em] || 120 | 94 | 80 | 60

Trégt man die im Versuch ermittelte dominante Wellenzahl im Druck, im Fol-

120} o

110¢

100} |-= RW

Li neatur RW

120 140 160 180

Abbildung 5.3: Dominante Wellenzahl im Druck von Volltonfléchen als
Funktion der Rasterwalzenlineatur [L/cm).

genden als n bezeichnet, iiber der Lineatur der Rasterwalze auf (siche Abbil-
dung 5.3), so erkennt man sofort, dafi diese beiden Groflen augenscheinlich
nicht miteinander korrelieren. Wéare dies der Fall, so miifiten sich die ein-
zelnen MeBpunkte beider Rasterwalzen in Abbildung 5.3 gut durch einen
Funktionsgraphen approximieren lassen. Ein Einflufl der Rasterwalzenlinea-
tur auf die dominante Wellenzahl im Druck ist daher auszuschlieflen.

Ganz anders stellt sich der Zusammenhang zwischen der dominanten Wel-
lenzahl im Druck und dem Schopfvolumen V' der Rasterwalzen dar (siehe
Abbildung 5.4). Hier erkennt man sofort einen offenbar gegebenen funktio-
nalen Zusammenhang beider Gréflen. Geht man nun néherungsweise von der
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Abbildung 5.4: Dominante Wellenzahl im Druck n[L/cm] von Vollton-
fliichen als Funktion des Schopfvolumens V' [ml/m?] der
Rasterwalzen.

Annahme aus, daf§ eine Verinderung des Schopfvolumens V' sich lediglich
auf die Hohe des Farbfilms A, nicht aber auf die geometrische Gréfie X bzw.
die Geschwindigkeit A(X) auswirkt, so bleiben bis auf 4 alle Gréfien in Glei-
chung 5.26 wahrend des Versuchs unverdndert. Da h auf Grund eines sich
ausbildenden Farbreservoirs grofler als das flichenbezogene Schopfvolumen
V' ist, wird fiir diese beiden Groflen der einfachst mogliche funktionale Zu-
sammenhang angesetzt:

h=V+c¢ (5.27)

Es sei angemerkt, dafl ein allgemeiner linearer Zusammenhang der Form
h = b-V + ¢ die im Folgenden berechnete Ausgleichsfunktion noch bes-
ser an die Messpunkte angleichen wiirde, die Anzahl der Freiheitsgrade hier
aber bewuflt klein gehalten werden soll. Die theoretische Berechnung der do-
minanten Wellenzahl im Druckbild ergibt sich unter diesen vereinfachenden
Annahmen dann aus Gleichung 5.26:

. [2CaX | 2CaX a
TTNTE VNV VVrep (5.28)

Da die beiden Konstanten a und ¢ im Experiment unbekannt sind, kann ein
absoluter Vergleich der theoretisch berechneten Wellenzahl mit der aus dem
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Experiment ermittelten Wellenzahl nicht erfolgen. Daher wird zum qualitati-
ven Vergleich der beiden Wellenzahlen eine Ausgleichsfunktion des Typs 5.28
durch die Messpunkte (V;,n;) gelegt (sieche Abbildung 5.5). Gibt man das

120

100+

80+

60 ¢

0.0004 0.0006 0.0008 0.001 0.0012 0.0014

Abbildung 5.5: Ausgleichsfunktion des Typs 5.28 mit a ~ 3,23-10"%cm,
c~1,0445 - 10 3cm.

flichenbezogene Schiépfvolumen V' der Rasterwalze in em = ml/cm? an, so
errechnet sich durch Minimierung der Summe der vertikalen Abstandsqua-
drate: a =~ 3,2310 %cm, ¢ ~ 1,044510 3cm.

Abbildung 5.5 zeigt die sehr gute Approximation der Messpunkte durch die
Ausgleichsfunktion mit einer mittleren relativen Abweichung von ca. 3%.

Zusammenfassung:

In diesem Kapitel wurde die instabile Schichtspaltung analytisch und experi-
mentell untersucht. Abschliefend kann gesagt werden, dafl obwohl ein quan-
titativer Vergleich von Theorie und Experiment auf Grund der unbekannten
Groflenverhéltnisse im Walzenspalt hier nicht mdéglich erscheint, der theo-
retisch errechnete qualitative Verlauf nach Gleichung 5.26 durch die experi-
mentellen Untersuchungen voll bestétigt wurde. Trotz der stark vereinfachten
Modellierung der instabilen Schichtspaltung mittels der sich 6ffnenden Hele-
Shaw Zelle, scheinen die theoretischen Ergebnisse sehr gut mit der Realitét
zu korrelieren.

Des weiteren konnte gezeigt werden, dafl die Rasterwalzenlineatur keinen
entscheidenden Einflul auf die Wellenzahl der Mikrostreifen im Druckbild
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hat. Der Grund hierfiir ist aber nicht etwa in der Vermutung zu suchen,
daf die spezielle Oberflachentopologie der Rasterwalze keinerlei Einflufl auf
die Stabilitdt des Spaltungsvorgangs hétte. Ein solcher Einfluf} ist nach den
theoretischen Betrachtungen in Paragraph 4.3 sogar eher naheliegend. Da
der Spaltungsvorgang an dem die Rasterwalze direkt beteiligt ist jedoch vor
der Farbspaltung zwischen Druckform und Substrat stattfindet, hat es aber
zumindest den Anschein, daf§ sich dieser Einflufl nicht unmittelbar auf das
Substrat iibertrégt sondern vorher abklingt bzw. durch die Quetschstromung
im Spalteinlauf zwischen Druckform und Gegendruckzylinder beseitigt wird.

Es sollte hier erwdhnt werden, daf} eine einfache Auszéhlung der dominanten
Wellenzahl im Druckbild bei den hier verwendeten Druckparametern zwar
ohne Weiteres moglich war, da den Mikrostreifen eine eindeutige Wellen-
zahl zugeordnet werden konnte (wie z.B in Abbildung 4.2), dies bei anderen
Druckparametern aber nicht der Fall sein mufl. Dies zeigt sich beispielsweise
an Abbildung 5.6. Diese Mikroskopaufnahme einer gedruckten Volltonfliche
zeigt eine weitere Verdstelung der urspriinglich dominanten Finger (eine sog.
Baumrindenstruktur), so daf die dominante Wellenzahl nicht ohne Weiteres
zu ermitteln ist. (Die zu dieser Mikroskopaufnahme gehorigen Druckparame-
ter unterscheiden sich von denen des oben beschriebenen Versuchs lediglich
durch ein erhchtes Schopfvolumen der zur Einfiarbung benutzten Rasterwal-
ze: V = 15ml/m?.)

Ein solches Verhalten ist mittels der hier durchgefithrten linearen Stabilitéts-
analyse nicht vorhersagbar, da diese nur ein lokales Maximum n* (Glei-
chung 5.26) der Storamplitude §*(n) (Gleichung 5.24) und keine lokalen Ne-
benmaxima zulaflt.

Abbildung 5.6: Baumrindenstruktur bei vergréflerter Farbschichtdicke.



Kapitel 6

Simulationsverfahren

Will man die Farbspaltung am Rechner simulieren, so stellt sich die Fra-
ge, welche Anforderungen ein Simulationsmodell erfiillen muf}. Da in den
vorhergehenden Kapiteln gezeigt wurde, dafl die freie Farboberfliche bei
der Farbtrennung sehr komplexe Formen annehmen kann (Stichwort: vis-
cous fingering, Mikrostreifen), sollte ein geeignetes Simulationsmodell zum
einen dreidimensional sein und zum anderen die Implementierung von Zwei-
phasenstromungen (Farbe: fliissige Phase, Umgebungsluft: gasformige Phase)
zulassen. Des weiteren sollten die makroskopischen Zustandsgrofien wie Vis-
kositédt und Oberflichenspannung der Farbe im Modell variierbar sein.

Die geschichtlich ersten Verfahren, die sich zur Simulation von Zweiphasen-
stromungen eigneten, basierten auf den klassischen finite Differenzen, finite
Elemente bzw. finite Volumen Verfahren, die in dieser Arbeit unter dem
Begriff finite xxx-Verfahren zusammengefasst werden. All diesen finiten xxx-
Verfahren ist gemeinsam, dafl sie Fluide als Kontinua auffassen, den Berech-
nungsraum mittels eines Gitters diskretisieren und somit die diskretisierten
Navier-Stokesschen Gleichungen iterativ 16sen.

Zur Implementierung von freien Oberflichen wurden diesen Modellen soge-
nannte Lagrangesche Markierungsteilchen hinzugefiigt, welche frei im Raum
beweglich sind und die Lage der freien Oberfliche angeben. Der grofite Nach-
teil bei diesem sogenannten ,, marker and cell“ Verfahren, welches von Harlow
und Welch [51] entwickelt wurde, ist der enorm grofie Speicherbedarf, her-
vorgerufen durch die Markierungsteilchen. Trotz einiger Weiterentwicklungen
dieses Verfahrens (siche z.B. Tome [52]) ist die Anwendung auf dreidimen-
sionale Stromungsprobleme daher stark eingeschrankt.

Ein weiteres Verfahren zur Simulation von Zweiphasenstromungen ist das
sogenannte ,, Volume of fluid*“ Verfahren, welches ebenfalls auf den finite xxx-
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Verfahren basiert. In diesem Modell wird eine Variable definiert, die den
Volumenanteil eines der beiden Fluide in den Berechnungszellen angibt. Die
zeitliche und rdumliche Entwicklung dieser neuen Variablen wird durch eine
zusitzliche Transportgleichung beschrieben (siehe z.B. Hirt [53]). Aus dieser
sogenannten VOF-Variablen lassen sich dann sowohl die Fluideigenschaften
in beiden Phasen als auch die Lage der freien Oberfldche berechnen. Die Dis-
kretisierung der zusétzlichen Transportgleichung erfordert dabei allerdings
eine komplizierte Oberflichenkonstruktion.

Eine vollkommen andere Modellierung zur Simulation von Zweiphasenstro-
mungen wird bei den sogenannten molekulardynamischen Verfahren verwen-
det. Hier werden Fluide nicht makroskopisch als Kontinua, sondern mikro-
skopisch als Vereinigung vieler Teilchen betrachtet.

Bei einigen dieser Verfahren sind die Teilchen frei im Raum beweglich, und die
Dynamik der Teilchen wird im wesentlichen durch Anziehungs- und Absto-
Bungskréfte beschrieben. Zur Simulation von Zweiphasenstrémungen werden
diese zwischenmolekularen Krifte durch Teilchenpotentiale definiert, welche
sich in den beiden Phasen unterscheiden. Die Lage der freien Oberfliche
ergibt sich hier also automatisch und mufl nicht, wie bei den finiten xxx-
Verfahren, aufwendig modelliert werden. Zur Simulation von dreidimensio-
nalen Stromungsproblemen sind diese Verfahren auf Grund des erheblichen
Rechenaufwands jedoch ungeeignet. Dieser Rechenaufwand entsteht bei der
Berechnung der Ortskoordinaten der frei beweglichen Teilchen, so daf} selbst
auf Grofirechnern nur wenige tausend Teilchen gleichzeitig beobachtet wer-
den konnen (siehe z.B. Greenspan [54]).

Mitte der achtziger Jahre entstanden vollkommen neuartige Verfahren zur
Simulation von Zweiphasenstromungen. Auch bei diesen Verfahren werden
die Fluide durch Teilchen approximiert; nur kénnen sich diese nicht frei im
Raum bewegen, sondern Ort und Geschwindigkeit der Teilchen sind durch
zu Grunde liegende regelméflige Gitter diskretisiert. Die Dynamik der Teil-
chen wird hier im wesentlichen durch freie Fortbewegung und Teilchenstéfle
beschrieben.

Diese sogenannten Gittergase basieren auf der Grundidee von zelluldren Au-
tomaten, welche erstmals von J. von Neumann entwickelt wurden ([55]). Das
erste Gittergas zur Simulation einer zweidimensionalen Einphasenstromung
wurde von Frisch, Hasslacher und Pomeau 1986 entwickelt [49] und war auf
einem hexagonalen Gitter beheimatet. Auf dieses sogenannte FHP-Gittergas
wird in dieser Arbeit noch genauer eingegangen. Es entstanden dann auch
sehr bald Gittergase fiir dreidimensionale, einphasige Stromungen, wobei sich
aber herausstellte, daf§ ein vierdimensionales Gitter (FCHC-Gitter) verwen-
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det werden muf} [56]. Die erste Simulation einer Zweiphasenstréomung in
zwei rdumlichen Dimensionen mittels Gittergasen gelang dann Rothmann
und Keller 1986 [57]. Die grofien Probleme bei diesen Arbeiten lagen in der
fehlenden Galileiinvarianz und dem geschwindigkeitsabhéngigen Druck die-
ser Modelle. Auch auf diese Probleme wird im Laufe der vorliegenden Arbeit
noch genauer eingegangen.

Die Farbspaltung soll hier mittels eines sogenannten Gitter-Boltzmann Ver-
fahrens simuliert werden. Diese Verfahren entstanden aus den Gittergasen,
indem anstelle der diskreten Teilchen deren kontinuierliche Verteilungsfunk-
tion betrachtet wurde. Bei den Gittergasen wurden diese Gréflen indirekt
durch Mittelung iiber viele Gitterpunkte berechnet. Mittels dieser neuen Ver-
fahren konnten die Nachteile der Gittergase schrittweise beseitigt werden.
Die Gitter-Boltzmann Verfahren zeichnen sich, im Gegensatz zu den finiten
xxx-Verfahren und den molekulardynamischen Verfahren, durch duflerst ef-
fiziente Berechnungsalgorithmen aus, welche zusétzlich gut parallelisierbar
sind. Dem gegeniiber steht allerdings die Schwierigkeit, moglichst einfache
Berechnungsvorschriften fiir die Teilchendynamik zu formulieren, welche ma-
kroskopisch auf die Navier-Stokesschen Gleichungen und die gewiinschten
Stoffgrofien fithren.

Schelkle gelang es 1997 [1] mittels eines Gitter-Boltzmann Verfahrens mit
Krookschem Stofiterm, Tropfenkollisionen zu simulieren. Er verglich seine
Simulationsergebnisse mit Experimenten und stellte hervorragende Uberein-
stimmung fest (siehe Abbildung 6.1).
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Da sich die iiberkritische Tropfenkollision mit enstehenden Satellitentrop-
fen, genau wie die Farbspaltung, durch komplexe Verformungen der freien
Oberflache auszeichnet, scheint dieses Grundmodell also geeignet, um auch
die dreidimensionale Zweiphasenstromung der Farbspaltung realitdtsnah zu
simulieren.



Kapitel 7

2-dimensionale Gittergase

Literatur: Der Inhalt dieses Kapitels orientiert sich am Lehrbuch von Roth-
man und Zaleski [60]. Alle Abbildungen und Modellierungsansétze des vor-
liegenden Kapitels sind diesem Buch, welches selber eine Vielzahl an Litera-
turhinweisen enthélt, entnommen.

Dieses Kapitel ist als reine Einfithrung in die Theorie der in Kapitel 8 behan-
delten Gitter-Boltzmann Modelle zu verstehen. Da diese eine Weiterentwick-
lung der Gittergase darstellen, kann das vorliegende Kapitel vom Leser mit
bereits vorhandenen, tiefergehenden Kenntnissen in der Gitter-Boltzmann Si-
mulation iibersprungen werden. Zum Versténdnis der in Kapitel 8 beschrie-
benen Probleme ist eine Untersuchung der weniger komplexen Gittergase
jedoch sehr hilfreich. Eine Durchsicht des Paragraphen 7.3, welcher von Ten-
soren und deren Eigenschaften handelt, empfiehlt sich auch fiir den in der
Theorie der Gittergase versierten Leser, da auf diesen Paragraphen in Kapi-
tel 8 Bezug genommen wird.

Bemerkung 7.1

Es sei an dieser Stelle angemerkt, dafi in dieser Arbeit nur 2-dimensionale
Gittergase behandelt werden. Mdéglichkeiten der 3-dimensionalen Simulation
werden spéter im Kapitel 8 dieser Arbeit, an Hand von Gitter-Boltzmann
Modellen erldutert. Selbstverstindlich kénnten auf den dort benutzten 3-
dimensionalen Gittern ebenfalls Gittergassimulationen stattfinden.

Des weiteren sollte beachtet werden, dafi in diesem Paragraphen die Teil-
chenmasse, der Abstand zwischen zwei Knoten und der diskrete Zeitschritt
auf eins normiert sind. Physikalische Gréen haben daher als Einheiten so-
genannte ,lattice-units*.

Im Kapitel 8 wird dagegen die 'Teilchenmasse als m, der Abstand zwischen
zwel Knoten als h und der diskrete Zeitschritt als dt bezeichnet, wodurch
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sich fiir alle GréBen die iiblichen physikalischen Einheiten ergeben.

7.1 Das FHP-Gittergas

In diesem Abschnitt wird ein mikroskopisches Fliissigkeitsmodell vorgestellt,
welches wesentlich einfacheren Gesetzen gehorcht als ein reales Fluid. Tat-
sdchlich hat dieses Modell so gut wie nichts mit realen Fliissigkeiten gemein-
sam, bis auf die entscheidende Ausnahme, daf} es auf einer makroskopischen
Skala dasselbe Fliessverhalten wie reale Fliissigkeiten zeigt. Dieses Modell
stellt einen Versuch dar, die hydrodynamischen Bewegungsgleichungen auf
ihren logischen Ursprung zu reduzieren.

Geschichtlich geht dieses Modell auf Uriel Frisch, Brosl Hasslacher und Yves
Pomeau zuriick [49]. (Die Anfangsbuchstaben der Nachnamen geben dem
Modell seinen Namen.) Sie zeigten 1986, dafi die molekulare Bewegung in
Fliissigkeiten, ein sehr komplizierter Prozess mit einer Gréflenordnung von
10%* Freiheitsgraden, nicht annihernd so detailliert und komplex sein muf,
um auf einer makroskopischen Skala reales Fliefverhalten zu simulieren. Statt
dessen reicht es aus, ein Modell zu konstruieren, welches aus fiktiven Teil-
chen der gleichen Masse und dem gleichen Geschwindigkeitsbetrag besteht.
Die Anzahl der moglichen Geschwindigkeitsvektoren, die diese fiktiven Teil-
chen haben konnen, ist ebenfalls endlich. Frisch, Hasslacher und Pomeau
zeigten, dafl 6 Geschwindigkeitsvektoren ausreichen, um ein 2-dimensionales
isotropes Fluid zu simulieren.

Die Teilchen dieses “Fluids“ bewegen sich auf einem hexagonalen Gitter
(sieche Abbildung 7.1). Die Bewegungsgesetze der Teilchen sind sehr leicht
zu beschreiben. Das Gitter ist anfangs so belegt, dal sich nicht mehr als
ein Teilchen an einem festen Gitterknoten in eine bestimmte Richtung be-
wegt (Abbildung 7.1(a)). Jeder Knoten dieses hexagonalen Gitters kann also
hochstens mit 6 Teilchen belegt sein (eines in jede der 6 Richtungen). In
einem diskreten Zeitschritt gelangen die Teilchen geméafl ihrer Geschwindig-
keitsrichtung zu einem der 6 Nachbarknoten. Dort kénnen sie mit anderen
Teilchen kollidieren. Einige Kollisionen haben zur Folge, daf sich die Bewe-
gungsrichtung der Teilchen &ndert (Abbildung 7.1(c)), wéhrend andere die
Teilchenrichtung nicht beeinflussen (Abbildung 7.1(b)), so daf sie sich gemé&8
ihrer vorherigen Richtung zum néchsten Gitterpunkt weiterbewegen. In bei-
den Fillen diirfen die Kollisionen jedoch weder die Anzahl der Teilchen noch
die Summe ihrer Geschwindigkeitsvektoren verédndern. Mit anderen Worten,
Masse und Impuls bleiben erhalten.

Tatséchlich lassen sich Gleichungen aufstellen, welche die Entwicklung die-
ser beiden Groflen, Masse und Impuls, im Modell beschreiben. Auf einer
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(&)

(B

(e

Abbildung 7.1: Beispiel fiir einen Zeitschritt im FHP-Modell: Jeder Pfeil
symbolisiert ein Teilchen und gibt dessen Bewegungs-
richtung an. (a) beschreibt die Ausgangskonfiguration.
(b) beschreibt den Zustand nach einem Zeitschritt ohne
Kollisionen. (c) beschreibt die Zustandséinderung durch

Teilchenkollisionen, wobei Masse und Impuls erhalten
bleiben.

mikroskopischen Skala sind diese Gleichungen nichts anderes als eine mathe-
matische Formulierung der Kollisionsgesetze.

Uberraschenderweise 18t sich allerdings zeigen, daf sich auf makroskopischer
Skala Gleichungen ergeben, welche asymptotisch dquivalent sind zu:

ZL—HZ«Vﬁ:—;ijLVAE (7.1)
und
V-i=0 (7.2)

Dieses sind genau die Navier-Stokes Gleichung und die Kontinuitéatsgleichung
der inkompressiblen Hydrodynamik (siehe Kapitel 3). Die Geschwindigkeit @
und der Druck p werden hier iiber eine gemittelte Teilchenbewegung definiert.
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p stellt eine gemittelte Teilchendichte dar, und die kinematische Viskositét v
héngt von den expliziten Kollisionsgesetzen ab.

Man koénnte nun naiv argumentieren, dafl die Navier-Stokes Gleichung und
die Kontinuitédtsgleichung, welche Impuls- und Massenerhaltung in der Hy-
drodynamik beschreiben, keine bemerkenswerten makroskopischen Folgerun-
gen aus dem Gittergasmodell darstellen, da sich Massen- und Impulser-
haltung auf mikroskopischer Skala auf die makroskopische Skala fortsetzen
miissen. Dabei vergifit man allerdings den wichtigen Aspekt, dafl man auf
makroskopischer Skala nicht lediglich hydrodynamische Gleichungen erhélt,
sondern diese zusatzlich isotrop sind. Dies bedeutet, dafl obwohl sich ein
einzelnes Teilchen nur in 6 diskreten Richtungen ausbreiten kann, das ma-
kroskopische ,Fluid“ keine bevorzugte Richtung hat, genau wie eine reale
Fliissigkeit.

Diese Isotropieeigenschaft ist eine herausragende Figenschaft des FHP-Git-
tergases, die bei fritheren Gittergasen, welche auf Quadratgittern beheimatet
waren, nicht gewahrleistet war.

7.1.1 Mikrodynamische Gleichungen

Die Teilchendynamik des FHP-Gittergases (und jeden anderen Gittergases)
kann durch folgende Gleichung dargestellt werden:

ni(Z+ Gt + 1) = ny(#,1) + A[ii(7,1)] (7.3)

Hierbei bezeichnet t einen bestimmten Zeitpunkt, 7 = (ni,ns,...,ng) sind
Boolesche Variablen, die die Anwesenheit (n;, = 1) bzw. die Abwesenheit
(n; = 0) von Teilchen beschreiben, welche sich von einem Gitterpunkt & auf
einen benachbarten Gitterknoten ¥ + ¢; zubewegen. Fiir allgemeine Gitter-
gase gilt 7 = (ny,ns,...,np), wobei b die Anzahl der Nachbarknoten eines
Gitterpunktes angibt. In einem einfachen Quadratgitter wére also b = 4. Die
Teilchen bewegen sich mit gleichem Geschwindigkeitsbetrag in Richtung der
G = (COS(%Z),Sin(%Z)), i=1,2,...6 (7.4)
(Andere Gittergeometrien wiirden selbstverstandlich andere ¢; implizieren.)
Die Funktion A; wird als Kollisionsoperator bezeichnet. Dieser beschreibt
die Anderung der n;(Z,t), hervorgerufen durch Teilchenkollisionen, und hat
demnach den Wertebereich {—1,0,1}. Der Kollisionsoperator héingt sowohl
von der gewéhlten Gittergeometrie als auch von den expliziten Kollisionsge-
setzen ab.
Zur Verdeutlichung betrachten wir beispielsweise einen Gitterknoten & des
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FHP-Gittergases, auf den 3 Teilchen zur Zeit t aus den Richtungen ¢;, €12, G4
zukommen. Nachdem diese Teilchen am Knoten ¥ kollidiert sind, bewegen
sie sich zur Zeit t 4+ 1 auf ¥+ 11, Z + 43, T + Ciys zu (Abbildung 7.2). Man

- /
Abbildung 7.2: Darstellung der Kollisionsgesetze im FHP-1 Modell. Die
linke Spalte beschreibt die Zustéinde an einem Knoten
vor der Kollision, wihrend die rechte Spalte die Zu-
standséinderung nach der Kollision darstellt. Die Zwei-
teilchenkollision mit verschwindendem Gesamtimpuls
kann die Ausgangskonfiguration sowohl im - als auch
gegen den Uhrzeigersinn dndern. Die Zweiteilchenkolli-
sion ohne verschwindenden Gesamtimpuls kann die Aus-

gangskonfiguration nicht #ndern, da keine andere Kon-
figuration Massen- und Impulserhaltung gewéhrleistet.

beachte, daf eine solche Kollision Masse und Impuls erhélt. Fiir diesen Fall
der Dreiteilchenkollision ist der Kollisionsoperator gegeben durch:

AL e T Tt — T s o T e d Thss Tl s aTL: 75
i = M1 N3N 511421544 NN 2M 4 M1 M4 3T 45 ( . )

Hierbei ist
und die Indizierung ¢ ist gleichbedeutend mit i mod 6.

Kommen auf einen Gitterknoten ¥ zwei Teilchen zur Zeit ¢t aus den Rich-
tungen ¢, C;13 zu, so konnten sie sich nach einer Kollision zur Zeit ¢ + 1 auf
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T+ Ciy1, %+ Cirq (Abbildung 7.2) oder auf Z + &9, ¥ + ;15 zubewegen, oh-
ne dal Massen- und Impulserhaltung verletzt wiirden. Fiir diesen Fall der
Zweiteilchenkollision ist der Kollisionsoperator also gegeben durch:

2 - _ _
A7 = an (1M a5 T T oy 3 + G2 M 5T T4 1 T 37044
MM 3N 44T 1T 42T 45 (7.7)
Hierbei ist a(Z,t) eine Boolesche Variable, die angibt, ob die Kollision die
Ausgangskonfiguration im - oder gegen den Uhrzeigersinn éndert. Fiir das

einfachste hexagonale Gittergas, das sogenannte FHP-1 Modell, lautet der
gesamte Kollisionsoperator also:

A=A AP (7.8)

Selbstverstéandlich sind auch kompliziertere Kollisionsoperatoren denkbar,
beispielsweise solche, die Vierteilchenkollisionen beriicksichtigen. Man be-
achte allerdings, dafl 1,5,6-Teilchenkollisionen die Ausgangskonfiguration auf
Grund der geforderten Massen-und Impulserhaltung nicht d&ndern kénnen
und somit ein AW, A®) A®) nicht zu definieren ist.

Welchen Kollisionsoperator man auch wahlt, erfiillt bleiben miissen die Mas-

senerhaltung:
Y A7) =0 (7.9)

und die Impulserhaltung:

> GA(i) =0 (7.10)
Diese Gleichungen sind dquivalent zu:

Zni(f—i— Gt +1) :Zni(f,t) (7.11)

und:
S Eni(T+ 6, t+1)=> &ny(7, 1) (7.12)

Diese Gleichungen beschreiben die Entwicklung von Masse und Impuls des
Booleschen Feldes und kénnen als mikroskopische Massen- und Impulserhal-
tung des (allgemeinen) Gittergases interpretiert werden.

7.1.2 Makrodynamische Gleichungen

Der folgende Abschnitt behandelt die makrodynamischen Gleichungen belie-
biger Gittergasmodelle, d.h. es gibt keine Einschrinkungen bzgl. Dimension,
Gittergeometrie oder Kollisionsgesetzen.
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Bei der Herleitung makrodynamischer Gleichungen des Gittergases geht man
in einer zur klassischen Hydrodynamik analogen Weise vor. Auch bei der
Herleitung der Kontinuitdtsgleichung bzw. der Navier-Stokes Gleichung be-
trachtet man nicht die Wechselwirkung einzelner Molekiile, sondern man geht
davon aus, daf} sich ein Fluid in einer bestimmten makroskopischen Grofens-
kala als ein Kontinuum beschreiben 1a8t. Diese Annahme erméglicht es, Er-
haltungsgleichungen in Form von Differentialgleichungen aufzustellen, wie es
in Kapitel 3 dieser Arbeit geschehen ist.

Betrachtet man also einen makroskopischen Bereich A von mehreren Gitter-
punkten des zu Grunde liegenden Gitters, welcher von der Berandung 0A = S
eingeschlossen wird (Abbildung 7.3 zeigt dies am Beispiel des hexagonalen
Gitters), so ergibt sich ein mikroskopisches Analogon zur Gleichung 3.6 durch:

> Z[nz(f, t+1) —n(Z, t)] = —(Massenfluss durch S) (7.13)
TEA 1
Gesucht wird nun eine Gleichung fiir den Massenfluss, die anstatt der mi-
kroskopischen Variablen n;, makroskopische Variablen besitzt.
Diese makroskopischen Variablen werden mit N; bzw. < n; > bezeichnet und
entstehen aus den Booleschen Gréflen n; durch geeignete Durchschnittsbil-
dung iiber mehrere Gitterknoten.
Auf die Umskalierung von der mikroskopischen - zur makroskopischen Ska-
la soll an dieser Stelle nicht genauer eingegangen werden. Es sei lediglich
bemerkt, dafl die makroskopische Lingeneinheit grofl gegen die Gitterweite
und die makroskopische Zeiteinheit grof3 gegen einen diskreten Zeitschritt
sein miissen.
Ubersetzt man nun Gleichung 7.13 in die makroskopischen Einheiten, so sieht
man, daB die linke Seite der zeitlichen Anderung der Masse im Bereich A und
die rechte Seite der Divergenz des Massenflusses entspricht:

Mit den an fritherer Stelle eingefiihrten Notationen (0, := 9/dx und der
Einsteinschen Summenkonvention) ist dies dquivalent zu:

atZNl = —8QZCiaNi (715)

Eine analoge Argumentation liefert nun auch eine entsprechende Gleichung
fiir die Impulserhaltung. Aus

) Z[ni(f’t + 1) — ni(Z, t)}cm

T€EA 1
= — (Fluss der o — Komponente des Impulses durch S) (7.16)
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(a)

Abbildung 7.3: Abbildung 7.1 mit einem makroskopischen Bereich A,
welcher von S berandet ist.

folgt fiir die makroskopischen Einheiten:

(9t Z NiCm = —85 Z CiaciﬁNi (717)

Um die Gleichungen 7.15 und 7.17 physikalisch zu interpretieren, werden nun
noch Dichte und Geschwindigkeit des Gittergases definiert:

p = 2N (7.18)

1
7= -Y &N (7.19)
P

Setzt man dies in Gleichung 7.15 und 7.17 ein, so erhélt man genau die
Kontinuitatsgleichung

Oup = ~s(pus) (7.20)
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und eine Gleichung fiir die makroskopische Impulserhaltung,
Or(puy) = —(%TOE%) (7.21)

in welcher das Analogon des Gittergases zum nicht viskosen Spannungstensor
(bzw. Impulsstromtensor) definiert ist durch:

Man erkennt nun, dafl Gleichung 7.21 formal identisch mit der klassischen
Impulserhaltungsgleichung 3.18 ist, sich die Spannungstensoren aus Glei-
chung 7.22 und Gleichung 3.19 allerdings unterscheiden. Um den Spannungs-
tensor des Gittergases mit dem Spannungstensor der klassischen Hydrody-
namik vergleichen zu konnen, mufl man die makroskopischen Variablen N;
noch als Funktionen der Dichte p und der Geschwindigkeit « ausdriicken.
Dieser funktionale Zusammenhang N;(p, @) wird selbstverstédndlich von der
Dimension und der Gittersymmetrie abhéngen.

Im néchsten Abschnitt soll nun dieser funktionale Zusammenhang fiir das
geometrisch einfachste Gittergas, das sogenannte HPP-Gas (Hardy, de Pazzis,
Pomeau [58], [59]), einmal explizit hergeleitet werden.

7.2 Das HPP-Gittergas

Ziel dieses Abschnittes ist die explizite Herleitung der Euler-Gleichung fiir
das geometrisch einfachste 2-dimensionale Gittergas, das sogenannte HPP-
Gas. Hier ist das zu Grunde liegende Gitter ein Quadratgitter, und es gibt
nur eine mogliche Kollision, welche eine Ausgangskonfiguration unter Erhal-
tung von Masse und Impuls verédndern kann:
Kommen auf einen Gitterknoten & zur Zeit t zwei Teilchen aus den Rich-
tungen ¢;, G0 zu, so konnen sie sich nach einer Kollision zur Zeit ¢t + 1 auf
T+ Cit1, T+ Cir3 zubewegen, ohne dafl Massen- und Impulserhaltung verletzt
wiirden (Abbildung 7.4). Hier gilt:

g = (cos(im),sin(im)) i=1,2,3,4 (7.23)
Die mikrodynamische Gleichung, die dieses Modell beschreibt, ist also gege-
ben durch:

ni(Z+ ¢, t+ 1) = ng (2, t) + A[1i(Z, 1)) (7.24)

Hierbei ist der Kollisionsoperator folgendermafien definiert:

Ai(7) = TTigoNi1Mig3 — NNy oTi1 T4 (7.25)
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(a) (b}

Abbildung 7.4: Der Kollisionsoperator des HPP-Modells. Im Gleichge-
wicht wechseln gleich viele Zustdnde von (a) nach (b)
wie umgekehrt.

Eine Durchschnittsbildung dieser Gleichung ergibt:
< MM 2N 1M 3 >=<< MMMy 1 M3 > (726)

Eine wiederholte Anwendung des Kollisionsgesetzes 7.24 bewirkt, dafl sich
die makroskopischen Variablen < n; > sehr schnell einer Gleichgewichtsver-
teilung anndhern werden und zwar unabhéngig von gewéhlten Anfangsbedin-
gungen. Dies bedeutet, dal bereits nach wenigen Zeitschritten dhnlich viele
Wechsel vom Zustand (1,0,1,0) zum Zustand (0,1,0,1) stattfinden werden wie
umgekehrt.

Im Gleichgewicht gilt Gleichung 7.26 dann exakt.

Wenn man nun weiterhin annimmt, dafl die n; unkorreliert sind, so folgt, daf3
der Durchschnitt obiger Produkte gleich dem Produkt der Durchschnitte ist:

Nz’NHQNH—l Ni+3 = NiNi-i-QNi-s-lNiJrS (7-27)

Hier ist wieder N; =< n; > die makroskopische Teilchendichte. Zusammen
mit den Gleichungen:

P:ZNi

1
i = =Y GN; (7.28)
P

hat man also 4 Gleichungen fiir die 4 unbekannten makroskopischen Teilchen-
dichten N;(p, ). Eine analytische Losung dieses nicht linearen Gleichungssy-
stems existiert allerdings nicht.

Man sollte bei diesem Ansatz noch beachten, dafl man folgende Annahme ge-
troffen hat: Die makroskopischen Teilchendichten /V; sind im Gleichgewichts-
zustand lediglich von den Systeminvarianten Masse und Impuls, nicht aber
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vom Ort & abhéngig. Mit anderen Worten: Der Gleichgewichtszustand soll
homogen sein.
Die Berechnung der Gleichgewichtsverteilung N;(p, #) erfolgt nun unter der
Annahme kleiner Geschwindigkeiten u = |@| mit Hilfe eines Potenzreihenan-
satzes: =

N; = A + By + " D; @+ O(u®) (7.29)

bzw. in Komponentenschreibweise:
N; = A; + Bigg + Digpuqug + O(u?) (7.30)

Insgesamt beinhalten diese 4 Gleichungen noch 28 Unbekannte. Aus Symme-
triegriinden 148t sich diese Zahl aber auf 3 Unbekannte reduzieren:
Betrachtet man den Fall & = 0 und beachtet, dafl fiir diesen Fall keine Git-
terrichtung bevorzugt ist, so ergibt sich aus der Definition fiir p sofort:

A = g i€ {1,2,3,4} (7.31)

Es verbleiben also noch 24 Unbekannte. Diese reduzieren sich durch folgende

Symmetriebetrachtungen: Die Vektoren él und die Tensoren Bl miissen inva-
riant gegeniiber allen Isometrien (Isometrien sind orthogonale Abbildungen
des Raumes, also Transformationen, welche invariant gegeniiber Lingenein-
heiten sind.) sein, welche das Gitter und die i-Richtung beibehalten: Fiir
¢ = 1 mufl also gelten:

B\ =E; B (7.32)
Rad (—}T(-) Rad
Dv=FE, D1E (7.33)

Hierbei beschreibt El die Spiegelung an der ¢;-Achse, also der y-Achse:

Ei= ( _01 (1) ) (7.34)

Setzt man dies in obige Gleichungen ein, so folgt:

—

Bl = blgl (735)

g Dlxz 0
= 7.36
D1 ( 0 Dy, ) ( )

Analoge Ergebnisse gelten fiir ¢ = 2,3, 4:
B, = bé (7.37)

b= (% o) (7.38)

Yy
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Da das Gitter ebenfalls invariant unter einer -Rotation ist, gilt weiterhin:

EQ :EQ gl (739)
N (—)T(—) «—>
D2=FEs Di1FE> (7.40)

Hierbei beschreibt EQ die 7-Rotation:

Eo= < ? _01 ) (7.41)

Setzt man dies in obige Gleichungen ein, so folgt:

by = b (7.42)
D1z = Dny; Dlyy:Dsz (743)

Die Invarianz des Gitters unter einer m-Rotation liefert schlieBlich noch:
Dlmz = D?m:x; Dlyy - D3yy D2ww = D4xz> D2yy = D4yy (744)

Allgemein hat man also:

1

B, = B (7.45)
Di = Diw (7.46)
D; = < 0 Diyy ) Dl:vx = D2yy> Dlyy = D2xz (747>

und es verbleiben noch insgesamt 3 Unbekannte.

Die obigen Bedingungen an die B, sind sowohl fiir D;,3 = d.p als auch
fir Djog = ciaCip erfiillt. Da diese beiden Losungen linear unabhéngig sind,

ergibt sich als allgemeine Losung fiir die BZ
Dmg = )\101'0167;5 + /\25,15 (748)

Hierbei sind Aq, Ay noch unbekannte Konstanten. Setzt man diese Ergebnisse
in die Potenzreihenentwicklung 7.29 ein, so erhélt man:
1%

N, = 1 + BcigUa + (A1CiaCig + A20apg)tatis + O(u?) (7.49)
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Nach Multiplikation dieser Gleichung mit ¢;, und Aufsummierung {iber alle
1 liefert die Impulsgleichung 7.28 unter Vernachlissigung aller Terme der

Ordnung O(u?):

Ply = Z Z Cia + B Z CiaCigUlg + A1 Z CiaCifCinUgUy + Ao Z Cia 0B UzU,
(7.50)

Diese Gleichung vereinfacht sich dadurch, dafl der erste, dritte und vierte
Term der rechten Seite dieser Gleichung auf Grund folgender Gittersymme-
trie verschwinden:

Vie{1,2,3,4}3j € {1,2,3,4} : & = —¢ (7.51)

Somit verbleibt:
pu, = B Z CiaCiglUp (7.52)

Da fiir das Quadratgitter 3°; ciaCig = 2044 gilt, folgt sofort, dafl B = £ gelten
muf3.
Aus der Massengleichung 7.28 folgt nach Aufsummierung von 7.49 {iber alle
7, daB:

p=p+ Z(/\lcmcig + A25a5)uauﬁ (753)

Hieraus ergibt sich mit Y, ¢;qcig = 243, daB Ay = —A1/2. Die einzige ver-
bleibende Unbekannte ist somit \;, welche sich nach Einsetzen aller anderen
Unbekannten in Gleichung 7.49 und Ausnutzung von 7.27 nach aufwendiger
Rechnung und Vernachlissigung aller Terme der Ordnung O(u?®) berechnen
168¢:

p(l1—1%)
A = 7.54
Letztlich erhélt man folgenden funktionalen Zusammenhang:
p P p(1—£) 1 3
N =EF . P\ 2/ )
i =7 + o Cialla + 2 (CiaCip 2(5a5)uaug + O(u”) (7.55)

Mit der Definition von f :=, Dichte pro Nachbarknoten* (hier: f = p/4)
ergibt sich:
1—-2f 1 3
N; = f[l + 2Ciqla + Qﬁ(ciacw — §5a/g)uau/g} + O(u”) (7.56)
Nun ist man in der Lage, fiir das HPP-Gas den Spannungstensor 7.22 und
die Euler-Gleichung 7.21 explizit anzugeben.
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Hierzu sollte man allerdings beachten, dafl obige Rechnung fiir den Gleich-
gewichtszustand des Gittergases N;/(p, @) erfolgte. Geht man nun von ei-
ner nicht elementaren Stromung des Gittergases aus (erlaubt sind nun auch
Fluidbewegungen aufler einfachen Translationen), ist die Annahme, daf} sich
eine Gleichgewichtsverteilung einstellen wird, nicht mehr gesichert giiltig.
Trotzdem kann man davon ausgehen, dafl die Abweichung vom Gleichge-
wicht klein bleibt, wenn man voraussetzt, daf3 sich Dichte und Geschwindig-
keit nur langsam in Ort und Zeit verandern, d.h daf z.B. @(z,t) ~ u(z+¢;, t)
giiltig ist. (Diese Annahme ist sicherlich berechtigt, falls die makroskopische
Skala geeignet gewéhlt ist.) Mit anderen Worten bleibt die oben errechnete
Gleichgewichtsverteilung auch im Fall eines stromenden Gittergases eine gu-
te Approximation fiir die makroskopische Teilchendichte.

Setzt man nun 7.56 in 7.22 ein, so ergibt sich unter Beriicksichtigung von
> CiaCig = 2043 der Spannungstensor bis zur zweiten Ordnung in w:

T = 3 ciacisN;

1-2f
1—f
= 2f(5a5 + UagysUyUs (757)

= 2f(50<,6 + 2f (Z CiaCipCinCis — 5a[3576)u7u5

Durch obige Gleichung wird der gitterabhéngige Tensor 4. Stufe pqgys defi-
niert. Der darin enthaltene Tensor Y7, ¢;nCigciyCis kann fiir das Quadratgitter
leicht berechnet werden:

Z CiaCigCinCis = 2 (758)

fira=pF=~=97, und
Y CiaCipCintis = 0 (7.59)

7

in allen anderen Fallen. Man erhalt also:
1—-2f
1—f

Dies ist, wie weiter unten erldutert wird, ein nicht isotroper Tensor 4. Stufe.
Einsetzen in Gleichung 7.57 liefert:

Papys = 2f (20060810+6 — Gap0+s) (7.60)

Tpw = 2f[1+11__2f(2u§—u2)} (7.61)
T, = 2f[1+11__2f (2u? — u?)] (7.63)
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Hiebei ist u = |i|. Durch Einsetzen in 7.21 ergibt sich:

Oi(pug) + 0p(Tyz) =0 (7.64)
O(puy) + 0:(Ty,) =0 (7.65)

Es ist wichtig zu erkennen, dafl diese Gleichungen im Gegensatz zur klassi-
schen Euler-Gleichung nicht isotrop sind, d.h sie sind nicht invariant unter
allen Isometrien der Ebene.

Im folgenden Abschnitt sollen nun die theoretischen Grundlagen fiir diese,
bei Gittergasmodellen und Gitter-Boltzmann Simulationen sehr wichtigen
Isotropieeigenschaften, zur Verfiigung gestellt werden. Gleichzeitig erfolgt ei-
ne kurze Einfiihrung in die Tensoralgebra, sowie der Beweis, dafl die Wahl
des hexagonalen Gitters isotrope Tensoren 4. Stufe garantiert.

7.3 Tensoren

Vorausgehend sei bemerkt, daf§ auch in diesem Paragraphen von der Ein-
steinschen Summenkovention Gebrauch gemacht wird.

Definition 7.1

Sei R eine Isometrie des D-dimensionalen Raumes. Ein Objekt mit k Indizes
To,y . o, heiBt Tensor k-ter Stufe (bzw. Tensor vom Rang k), wenn es sich
unter ]3; wie folgt transformiert:

/

T = TBL-ﬂkROqﬂl"'ROékﬁk ;, B; € {17,D} (766)

aq...0

Definition 7.2 _ o .
Ein Tensor T heifit invariant unter einer Isometrie R, falls in 7.66: T'=T gilt.

Definition 7.3
Ein Tensor T heilst isotrop, wenn er invariant unter allen Isometrien ist.

Die physikalische Bedeutung isotroper Tensoren ist folgende: Es sei vorausge-
setzt, dafl ein Tensor die physikalischen Eigenschaften eines Mediums angibt
(z.B. Elastizitidt oder Viskositit). Erfolgt nun eine Koordinatentransforma-
tion (z.B. eine Drehung des Koordinatensystems), so mufi der Tensor diese
Eigenschaften nach wie vor angeben. Fiir ein isotropes Medium miissen diese
Eigenschaften aber unveréndert bleiben, d.h. daff auch der Tensor isotrop
sein muf.

Definition 7.4
Ein Tensor T heifit invariant unter Permutation der Indizes, wenn fiir jede
Permutation P der Indizes gilt:

Tal...ak = TP(al.,.ak) (767)
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Bemerkung 7.2
Diese FEigenschaft der Invarianz unter Permutationen ist fiir alle in dieser
Arbeit auftauchenden Tensoren erfiillt.

Satz 7.1 _
1. Ein Tensor T vom Rang 0 (ein Skalar) ist immer isotrop.

2. FEin Tensor ? vom Rang 1 (ein Vektor) ist dann, und nur dann isotrop,
wenn es der Nullvektor ist.

3. Ein Tensor T vom Rang 2 (eine Matrix) ist dann, und nur dann isotrop,
wenn er proportional zur Einheitsmatrix ist:

Taﬂ = )\5045 (768)

4. Ein Tensor ? vom Rang 3 ist dann, und nur dann isotrop, wenn es der
Nulltensor ist.

5. Ein 'Tensor ? vom Rang 4 ist dann, und nur dann isotrop, wenn gilt:
Taﬂvé = A(Sag(s,y(; + B(Sa,y(;g(; + C(Sm;dﬁﬂ, (769)

Beweis: Daf§ obige Tensoren isotrop sind, beweist man durch Einsetzen in
Gleichung 7.66.

Die Tatsache, daf} alle isotropen Tensoren obige Gestalt haben, beweist man,
indem man allgemeine Tensoren (aus Invarianzgriinden gegeniiber verschie-
denen Isometrien) so weit einschriankt, bis man obige Tensoren erhélt. Fine
genaue Ausfithrung dieses leichten, aber relativ miihevollen Beweises findet
sich bei Rothman und Zaleski [60].

Folgerung 7.1
Ein Tensor T vom Rang 4 ist dann und nur dann isotrop und invariant
gegeniiber Permutation der Indizes, wenn gilt:

Togys = A((Saﬁ(sy(s + 0ay035 + (5045(550 (7.70)

7.3.1 Tensoren und Gitter

An mehreren Stellen in dieser Arbeit (z.B in den Gleichungen 7.57, 3.20)
kommen allgemeine Zusammenhénge der Form:

Top = HaprstiyUs (7.71)
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bzw.
Top = HaprsEys (7.72)

vor. In der klassischen Hydrodynamik isotroper Medien miissen diese Tenso-
ren 4. Stufe ji,43,5 selbstversténdlich isotrop sein, da die obigen allgemeinen
funktionalen Zusammenhénge in jedem Inertialsystem gelten miissen. Im Zu-
sammenhang mit Gittergasen sind diese Tensoren 4. Stufe allerdings ledig-
lich invariant gegeniiber denjenigen Isometrien, die das Gitter in sich selbst
iiberfithren, d.h. gegeniiber den Gittersymmetrien. Im Folgenden werden Ten-
soren 2.- und 4. Stufe betrachtet, die invariant gegeniiber den Gittersymme-
trien des hexagonalen- bzw. quadratischen Gitters sind. Es wird gezeigt, dafl
die Invarianz gegeniiber den Symmetrien des hexagonalen Gitters ausreicht,
um Isotropie zu garantieren.(Diese Eigenschaft ist fiir Tensoren 4. Stufe, die
invariant gegeniiber den Symmetrien des Quadratgitters sind, nicht erfiillt.)

Satz 7.2
Alle Tensoren 2. Stufe, die invariant gegeniiber den Gittersymmetrien des
hexagonalen- bzw. des quadratischen Gitters sind, sind bereits isotrop.

Beweis: Beide obigen Gitter sind invariant gegeniiber den beiden folgenden
Transformationen:

1. Spiegelung an der x-Achse, gegeben durch die Matrix

Fr= < _01 (1) ) (7.73)

2. Spiegelung an der y-Achse, gegeben durch die Matrix
© 1 0

>
Fiir einen Tensor 7', der invariant gegeniiber diesen beiden Transformationen
ist, gilt also:

> (—)T(—><—)

T=F,; TE; (7.75)

Hieraus folgt sofort:
T12 = T21 = O (776)

Aus der Invarianz des Quadratgitters unter einer 7-Rotation:

Ps= ( (1) (1) ) (7.77)
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bzw. der Invarianz des hexagonalen Gitters unter einer 2%—Rotation:

- ( - ) (7.78)

2
1
2
Tn = TQQ (779)
Damit ist T,,3 = Adap nach Gleichung 7.68 isotrop.

|
>

folgt nun ganz analog:

Satz 7.3
1. Alle Tensoren 4. Stufe, die invariant gegeniiber den Gittersymmetrien
des hexagonalen Gitters und zusétzlich invariant gegeniiber Permuta-
tion der Indizes sind, sind bereits isotrop.

2. Alle Tensoren 4. Stufe, die invariant gegeniiber den Gittersymmetrien
des quadratischen Gitters und zusétzlich invariant gegeniiber Permu-
tation der Indizes sind, sind nicht automatisch isotrop.

Beweis: Beide Gitter sind, wie bereits oben erwéhnt invariant gegeniiber:

Er= ( _01 (1) ) (7.80)

Eo= ( (1) _01 ) (7.81)

Nach Auswertung von Gleichung 7.66 verbleiben fiir einen Tensor T 4. Stufe,
der invariant gegeniiber diesen Transformationen ist, noch die Unbekannten:

und

Tlllla T22117 T21217 T21127 T12217 T12127 T11227 T2222 (782>

Alle anderen Elemente von ? miissen gleich Null sein. Da ? zusatzlich inva-
riant gegeniiber Permutation der Indizes ist, gilt:

Too11 = T2121 = To112 = Thoo1 = Ti212 = Thi22 (7.83)

und es verbleiben ledlghch die Unbekannten Tllll; TQQQQ, T1122.

Quadratgitter: Das Quadratgitter ist zusétzlich invariant gegeniiber:

Pz= ( (1) (1) ) (7.84)
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Nach Auswertung von Gleichung 7.66 folgt sofort:
To292 = T (7.85)

Es verbleiben 2 Unbekannte Tiq11,T1122. Um zu zeigen, dafl keine weitere
Variablenreduktion mehr méglich ist, betrachtet man den Tensor:

Tag,yg = )\(50{5(575 + 50475@5 + 5a5(55'y) + /L5aﬂ(5755a7 (786)

Der erste Summand der rechten Seite ist, wie bereits in Gleichung 7.69
erwihnt, isotrop. Der zweite Term ist, wie man leicht sieht, invariant ge-
geniiber den Achsenspiegelungen sowie dem Koordinatenwechsel: z; — ;.
Aus Dimensionsgriinden folgt also, dal Gleichung 7.86 alle Tensoren 4. Stufe
charakterisiert, die invariant gegeniiber Koordinatenwechsel und Achsenspie-
gelung sind. Man spricht in diesem Fall von kubischer Invarianz.

Hexagonales Gitter: Hier gilt neben der Achsenspiegelung, zusétzlich eine
Invarianz gegeniiber einer 2?”—Rotation:
_V3
_i > (7.87)
2

Pae (
3

Wendet man darauf Gleichung 7.66 an, so ergibt sich fiir die Komponenten

|
*fel-

T1111, Tr992:

Thin = PuPuPuPinTin
+ P12 PioPioPioTh990

+6P11 P11 PioPioTh190

1 9 18
= ETHH + T6T2222 + T6T1122 (7.88)

Too2e = PPy Py PyTh90
+Po1 Py Poy PorThim1

+6 o1 Py Pog PooT' 122

1 9 18
= T6T2222 + T6T1111 + T6T1122 (7.89)

Zieht man diese Gleichungen voneinander ab, so erhélt man 77117 = The9e und
ebenfalls eine kubische Invarianz. Einsetzen in Gleichung 7.88 liefert 11117 =
Tho09 = 3T1122. Wertet man nun Gleichung 7.86 bei a = 3 =7y =6 =1 und
a=p=1,~v=09 =2 aus, so erhilt man:

T1111 = 3)\+/L
T1122 = )\
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bzw.:

Tiin — 3122 = p
Ti192 = A

Da auf Grund der Invarianz gegeniiber einer 27 /3-Rotation hier aber 771, =
T2222 = 3T1122 gllt, fOlgt on = 0. Mit Gleichung 7.86 erglbt sich:

Topys = /\(50465“/5 + 5@75,86 + 5046567) (790)
Dies ist nach Satz 7.1 ein isotroper Tensor.

Zusammenfassung: Die beiden obigen Sitze stellen die wichtigsten geome-
trischen Grundlagen 2-dimensionaler Gittergasmodelle zur Verfiigung. Der
wesentliche Vorteil des hexagonalen Gitters gegeniiber dem quadratischen
Gitter besteht in der Tatsache, dafl das hexagonale Gitter genug Symmetri-
en besitzt, um isotrope Tensoren 4. Stufe zu garantieren.

Es sei an dieser Stelle noch angemerkt, daf sich obige Sétze samt Beweisen in
analoger Form in beliebige Dimensionen verallgemeinern lassen. Fiir D = 4
ist das Analogon des hexagonalen Gitters das sogenannte FCHC-Gitter (face-
centered-hypercubic), auf das an spéterer Stelle (Paragraph 8.1.1) noch ein-
gegangen wird.

Im Folgenden soll die Euler-Gleichung fiir das FHP-Gittergas hergeleitet wer-
den. Die Vorgehensweise ist eine Verallgemeinerung derjenigen beim HPP-
Gittergas und benotigt einige bekannte Tatsachen aus der statistischen Phy-
sik.

7.4 Die Fermi-Dirac Verteilung

Die Herleitung der makroskopischen Teilchendichte N; war fiir das HPP-
Gittergas auf Grund der gegebenen Geometrie und der leichten Kollisionsge-
setze relativ einfach. Bei allgemeineren Gittergasen bedient man sich jedoch
bekannter Verteilungsfunktionen der statistischen Physik, die errechnet wer-
den konnen, falls die Erhaltungsgréfien eines Systems bekannt sind.

Fiir Boolesche Systeme, welche lediglich Masse und Impuls erhalten, ist diese
Gleichgewichtsverteilung gegeben durch die sogenannte Fermi-Dirac Vertei-
lung:

1

NeT — — F(h+q-¢ o1
! 1+exph+q-c) (h+q-c) (7.91)
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Die Funktion F' ist dabei folgendermafien definiert:

1

F =
(z) T o

(7.92)

Die Gleichungen 7.28 und 7.91 definieren die Unbekannten h und ¢ implizit
als Funktionen der Dichte p und der Geschwindigkeit , so dafl sich 7.91
prinzipiell darstellen 148t als Funktion der Parameter p und «. Normalerweise
ist es aber nicht moglich, eine geschlossene Form fiir diese Funktion N;%(p, i)
zu finden. Man hilft sich hier, genau wie beim HPP-Gittergas, mittels eines
Potenzreihenansatzes:

h(p, @) = ho + hou® + O(u") (7.93)
(p, @) = qii + O(u?) (7.94)
Die Funktion A muf} gerade und die Funktion ¢ ungerade sein, da die Vertei-

lung Nf? invariant unter (¢; — —¢;, 4 — —u) sein muf.
Entwickelt man nun F' in eine Taylorreihe um x = hg, so ergibt sich:

1
N{" = F(ho) + F'(ho)(hou® + q:4G;) + §F//(h0)(h2U2 +qic)* + O(u?)

1
= F(ho) + F'(ho)(hou* + quiic;) + 5F”(ho)qf(ﬁa)2 +0(u?®)  (7.95)

Summiert man diese Gleichung iiber alle ¢ und setzt zusitzlich @ = 0, so sieht
man sofort, dafl F'(hg) = p/b =: f gelten muf. Nutzt man weiterhin aus, da8
F'= —F(1 — F) gilt, so ergibt sich bis zur Ordnung O(u?):

Net= [ (0= ) + i) + 50— N1 -2 (@E?]  (7.96)

Setzt man diese Gleichung nun in die Massen- und Impulsgleichung 7.28 ein,
so ergeben sich die Gleichungen:

_ 1 — _
0=~ fFaruaC + (5T = 2)61C5 — bf Thads Juaus  (7.97)
und
_ 1 — _
pua = FO —f FarusCufl+ (5 FF(1=2) GO, ~bf ThaC D, Jugu, (7.98)
Hierbei wurden implizit folgende Tensoren definiert:

CL) o =D Ciay--Cia, (7.99)
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Da alle hier betrachteten Gitter zu jedem Vektor ¢; einen Vektor ¢; besitzen
mit ¢; = —cj, folgt, daf fiir jede ungerade Zahl r gelten muf:

Cl) 4 =0 (7.100)
Der in 7.98 und 7.97 verbleibende Tensor 2. Stufe C((X%) ergibt sich aus folgen-
dem Satz:

Satz 7.4
Fiir jedes Gitter mit mindestens kubischer Invarianz (diese Eigenschaft haben

alle in dieser Arbeit betrachteten Gitter) gilt:

b 2
CE) =3 ciacis = %5(15 (7.101)

Hierbei ist ¢ = |¢;| , ¢ € {1,..b} , und D die Dimension des zu Grunde
liegenden Vektorraumes.

Beweis: Es ist aus Satz 7.1 bekannt, daf§ bereits kubisch invariante Tensoren
2. Stufe proportional zur Einheitsmatrix sind. Der Proportionalitatsfaktor
berechnet sich durch:

bc?

b
C =3 Ciatin = — (7.102)
=1 D

Die letzte Gleichung ergibt sich fiir alle in dieser Arbeit verwendeten Gitter
(quadratisches Gitter, hexagonales Gitter, FCHC-Gitter) sofort durch Ein-
setzen der ¢;. Ein allgemeiner Beweis dieser Gleichung soll hier nicht erfolgen,
kann aber bei Rothman und Zaleski [60] nachgelesen werden.

Mit diesem Ergebnis vereinfacht sich Gleichung 7.97 zu:

_ be? _
0= (50— 21135 6y — b Fhodias iy (7.103)

Gleichung 7.98 vereinfacht sich zu:
2

— be
Plg = —fo]_Uﬂiéaﬁ (7.104)

Aus Gleichung 7.104 bestimmt man ¢; und damit aus Gleichung 7.103 hs.
Setzt man diese Ergebnisse in Gleichung 7.96 ein, so errechnet sich die Fermi-
Dirac Gleichgewichtsverteilung:

NET= U+ Gt + G(F)Quptaus] +Ow) (7105
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Hierbei wurde definiert:

D? 1-2f c?

f )7 Qla,@ = Ciaci,@ - Eaaﬁ (7106)

G(f) = 274(?

Man beachte, dafl Gleichung 7.105 eine Verallgemeinerung der Gleichung 7.56
ist: Setzt man in 7.105 D = 2,¢ = 1, f = p/4 ein, so entsteht Gleichung 7.56.

7.5 Die Euler-Gleichung des FHP-Gittergases

Nachfolgend wird die Fermi-Dirac Gleichgewichtsverteilung benutzt, um die
Euler-Gleichung des hexagonalen Gitters herzuleiten. Die Vorgehensweise ist
vollkommen analog zum quadratischen Gitter im Paragraphen 7.2.

Setzt man in Gleichung 7.22 die Fermi-Dirac Verteilung 7.105 ein, so erhélt
man:

To(z%) = Z N qczaczﬁ — Z f[l + Cwu7 + G(f)nguvu(g} CiaCip

D D? 1-2f c?
= Y i+ 2l + o (T 7 )cinCis — 5%)%“6} CiaCig

= fCO) + FG(F)(CY 5 - 5 5O s (7.107)

Hierbei wurde ausgenutzt, dafl c®) 0By = 0 ist.
Cé ist aus Satz 7.4 bekannt, und C%) agys Derechnet sich fiir das hexagonale
Gitter wie folgt:

3
Z(dag(sfy(; + 5&75[36 + 5046567) (7.108)

Dies ist eine spezielle Form des folgenden allgemeinen Satzes:

4) _
C Bré

[}

Satz 7.5
Fiir solche Gitter, die isotrope Tensoren 4. Stufe garantieren (z.B. das hexa-
gonale Gitter oder das FCHC-Gitter), gilt:

(4) bC4

Caprs = m(%ﬁ% + 0ay0s5 + 0asdsy) (7.109)

Beweis: Da Cglﬁ)wé isotrop sein muf, ergibt sich (da Cc(;lﬁ)vé zusétzlich invariant
gegeniiber Permutation der Indizes ist):

05275 - )‘(50@575 + dandps + 5a6(55»y) (7.110)
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Der Proportionalitéitsfaktor A ergibt sich aus der Aufsummierung von 7.99
iiber paarweise gleiche Indizes:

D D
C]S?jj — Z Z Z CikCikCijCij
i=1 k=1 j=1
D D
— Z(Z Cikcik) (Z Cz‘jcij)
i=1 k=1 j=1
b
_ Z C_;2C_£2
i=1
_ (7.111)

AuBerdem gilt nach 7.110:

Cs = Maadss +2025)

: D D
= A(ZZékkéjj+25,§j)

k=1j=1
= MND?*+2D) (7.112)
Aus 7.111 und 7.112 folgt:
bet
= A1
DD +2) (7.113)

Setzt man nun die Gleichungen 7.108 und 7.101 in Gleichung 7.107 ein, so
ergibt sich:

bc? 1. be?

3
Toy = [y 0as + G| (Bapds + OrBas + Gasbsy) = 5 0a- 1y O ttyus
3 3
= 3f0as+ fG(f [1 a6575+5m5ﬁ5+5a5557) 2575(5&5}%%
= 3fdus+ fO(f [ 8005 + = (5M(555+(5a55@7)]u7u5 (7.114)

Setzt man dies in die Impulserhaltungsgleichung 7.21 ein, so ergibt sich:

Oilpua) = —05To3
3
5a5575 + - (5,17555 + (5045(557)}117115]

— o[ f6[-;
= —fG(f)3B<[ i5aﬁ576 + 3(5a75ﬁ5 +0 55ﬁv)}uvué>

= FG()D5(~ 2 Bapbrni) + > 2uus)
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= —fG(f) [aa(_z&wl‘?y) ™ aﬁ(;““uﬂ)]

= —IG) [l 50) + Oyt
- —2?:02:2 {(%(—2112) + Qg(;uauﬂ)}
= =g =2[on(=5v") + Os(uous)]
Mit -,
9(p) = 6=, (7.115)
ergibt sich:
Oulpua) + 9 (p(p)uaus) = da(Ga(p)r’) (7.116)
Mit: p
p(p.u®) = 5 (1= g(p)’) (7.117)
ergibt sich:
D(ptta) + D5 (pg(p)uatis) = = (p(p, u”)) (7.118)

Man erkennt nun, dafl obige Gleichung 7.118 zwar isotrop ist, sich aber trotz-
dem noch von der Euler-Gleichung 3.17 “realer Fluide* unterscheidet. Es
148t sich jedoch zeigen, dafl die beiden Gleichungen fiir den inkompressiblen
Fall einer kleinen Machzahl asymptotisch identisch sind (siehe Rothman und
Zaleski [60]).

Formal identisch wiren beide Gleichungen nur fiir g(p) = 1, was hier aller-
dings nicht der Fall ist. Die Ursache dafiir liegt im Fehlen der Galileiinvarianz
der Gittergase:

Gleichung 7.118 ist nicht invariant unter der Galileitransformation 7 ~—
Z — wt, mit einer konstanten Geschwindigkeit . Vereinfacht gesagt, ver-
ursacht der eindeutige Geschwindigkeitsbetrag der Gittergasteilchen die Ver-
letzung der Galileiinvarianz. Dieser hat zur Folge, dal ein ruhendes Inerti-
alsystem gegeniiber allen anderen Bezugssystemen besonders ausgezeichnet
ist.

Des weiteren erkennt man eine unphysikalische Geschwindigkeitsabhéngigkeit
des Druckes p in Gleichung 7.118, welche die Rolle der thermischen Zustands-
gleichung einnimmt.

Diese beiden Probleme:
1. Fehlende Galileiinvarianz

2. Geschwindigkeitsabhéngiger Druck
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werden im spéter besprochenen Gitter-Boltzmann Verfahren eliminiert.

Es sei an dieser Stelle erwahnt, dafl es sinnvoll sein kann, dem FHP-Gittergas
ein weiteres ruhendes Teilchen (bzw. mehrere ruhende Teilchen) pro Kno-
ten hinzuzufiigen. Diese ruhenden Teilchen verharren nach einem Zeitschritt
entweder an ihrem Gitterknoten, oder sie sind in Kollisionen verwickelt und
bewegen sich nach einer Kollision gemafi Massen- und Impulserhaltung zu ei-
nem Nachbarknoten. Der Vorteil dieses zusétzlichen Teilchens besteht in der
von ihm verursachten hoheren Kollisionsrate des Gittergases. Diese fiihrt zu
einer schnelleren Annéherung an das statistische Gleichgewicht sowie zu einer
niedrigeren Viskositét. Die Viskositéit von Gittergasen soll nun im folgenden
Abschnitt behandelt werden.

7.6 Viskositit der Gittergase

Wiéhrend in den vorherigen Paragraphen das nicht viskose Verhalten ver-
schiedener Gittergasmodelle untersucht wurde, soll nun die Viskositét solcher
Fluidmodelle ndher beleuchtet werden. Wie bereits in Kapitel 3 erlautert
wurde, existiert fiir newtonsche Fluide ein linearer Zusammenhang zwischen
dem viskosen Spannungstensor und dem Verformungstensor. Fiir Gittergase
wird nun in gleicher Weise vorgegangen:

T2 = —prapnsBrs (7.119)

Hierbei ist E,p = Oqug + Ogua und fiags €in Tensor 4. Stufe der die Sym-
metrieeigenschaften des Gitters tragt. Mit anderen Worten: fi,3+5 ist isotrop
fiir das hexagonale Gitter und das FCHC-Gitter und anisotrop fiir das Qua-
dratgitter (Dies ist eine direkte Folgerung aus Satz 7.3). In analoger Vorge-
hensweise, wie in Kapitel 3, 148t sich also auch fiir Gitter mit hinreichender
Symmetrie zeigen, daf:

ng%sk = —1(Oaup + 0tia) — N20U003 (7.120)
Wenn nun 7; und 7, und damit der viskose Spannungstensor T;’%s’“ des Git-
tergases bekannt wire, so liefle sich auch die Navier-Stokes Gleichung (die
viskose Form der Euler-Gleichung 7.118) des Gittergases aufstellen:

u(pua) = —0p(TUs" + L)) (7.121)

Hierbei ist T 0(1?6) aus Gleichung 7.114 (fiir das hexagonale Gitter ) bzw. aus
Gleichung 7.61 (fiir das Quadratgitter) bereits bekannt. Fiir das hexagonale
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Gitter ergibt sich unter Beriicksichtigung von 7.120 im inkompressiblen Fall:

Ou(pua) + 0 (pg(p)uatis) = —0a(plp.u)) + Os[m(Duus + Opua)|
= p- (?: +g(p)u - Vﬁ) = —Vplp,u?) + A (7.122)

Zur expliziten Bestimmung der Viskositdten 7; und des viskosen Spannungs-
tensors T%“’k 148t sich die sogenannte Chapman-Enskog Methode benutzen,
auf die spéter (Paragraph 8.4) noch eingegangen wird.

Im Folgenden soll (aus didaktischen Griinden) aber erst einmal die Visko-
sitdt 1, des geometrisch einfachsten Gittergases, des HPP-Gases, berechnet
werden.

7.6.1 Viskositiat des HPP-Gases

Zur Berechnung der Viskositét 1, des HPP-Gases wird eine einfache parallele
Scherung (Abbildung 7.5) im Winkel von 45 Grad zu den Achsen betrachtet.
Der Geschwindigkeitsvektor « sei dabei folgendermaflen definiert:

Uy = Uy = w(z —Y) (7.123)

Es wird davon ausgegangen, dafl sich der viskose Spannungstensor 7’ ijfk in

Abbildung 7.5: Scherung im 45 Grad Winkel zu den Achsen

einer zur Gleichung 7.22 analogen Weise darstellen 1&8t:

T;jésk = Z CiaCiBNineq (7124)



98 KAPITEL 7. 2-DIMENSIONALE GITTERGASE

Hierbei ist N;"? = N; — N/ eine Korrektur der Gleichgewichtsverteilung, die
durch das viskose Verhalten des Gittergases hervorgerufen wird (verursacht
wird dieses Verhalten durch die Scherstrémung ).

Um N;"Y bzw. N; zu bestimmen, betrachtet man die, durch Mittelung von
Gleichung 7.3 entstehende, sogenannte Gitter-Boltzmann Gleichung:

Ni(& + Gt +1) = Ny(Z, 1) + A [N(7, 1)] (7.125)
Der nicht lineare Kollisionsoperator:
Ai(N) = NiNi2Nis1Niss — NiNipa N1 Nigs (7.126)

wirkt nun auf die gemittelten Groflen N;(z,¢) und nicht mehr auf die mi-
kroskopischen Gréflen n;. Beim Aufstellen von Gleichung 7.126 trifft man,
wie bei Gleichung 7.27, die Annahme, daf} die n; unkorreliert sind; dies ist
die sogenannte , molekulares Chaos Approximation®.
Gleichung 7.125 soll nun ndherungsweise gelost werden, indem man den nicht
linearen Kollisionsoperator A; linearisiert, und als erste Néherung fiir N;
die Fermi-Dirac Verteilung N;? annimmt. Fiir kleine Scherraten w erscheint
folgender Ansatz sinnvoll:

Ni(Z) = NfU(Z, @) + €;(w) + O(w?) (7.127)
Hierbei ist ¢;(w) ein zu suchender Korrekturterm der Ordnung w fiir die

Gleichgewichtsverteilung N;“(Z, @), welche sich durch Einsetzen von 7.123 in
Gleichung 7.105 ergibt:

NY(@) = f[14 2w(z — y)] + O(w?)
N§*(7) = f[14 2w(z — y)| + O(w?)
N§“(#) = f[1 - 2w(z — y)| + O(?)
N{U(#) = f[1 = 2w(z — y)| + O(?) (7.128)

Man setzt nun Gleichung 7.127 als Argument des Kollisionsoperators in
die Gitter-Boltzmann Gleichung 7.125 ein und erhélt die stationére, zeitun-
abhéngige Form der Gitter-Boltzmann Gleichung:

Ni(& + &) — Ni(@) = A [N*(Z, )] + > afv; (N“)e; + O(w?)  (7.129)

0

Wie bereits im Anschlufl an Gleichung 7.26 erlautert, verschwindet dabei der
erste Term auf der rechten Seite obiger Gleichung.
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Der zweite Term auf der rechten Seite ist das Produkt der Jakobimatrix
des Kollisionsoperators (ausgewertet im Gleichgewichtszustand) mit dem zu
ermittelnden Storvektor €. Eine erste Niherung ergibt sich, wenn man im
Ausdruck N die Geschwindigkeit @ = 0 setzt:

0N; / = " OJAY

R v eq( _ =
higi= gy (V9(@.0) = g5 (F. 4.1, 5) (7.130)

Mit 7.126 errechnet sich:

Ay = —N3NoNj— NsNoNy=—ff2— ffP=—fF (7.131)
Az = N{NsNi+ NNsNy = Ff2+ ff = fF (7.132)
AI,S - _N1N2N4 — N1N2N4 = —?fQ - f72 = —f? (7133)
A1’4 - N1N3N2 —|— N1N3N2 - 7]02 —|— f?2 - f7 (7134)

Insgesamt erhélt man folgende nicht reguldre Matrix:

-1 1 -1 1
-1 11 -1
A=FT T (7.135)

1 -1 1 -1

Man setzt nun Gleichung 7.127 auch in die linke Seite von 7.129 ein und
erhalt:
N+ &) — N{*(T) = Aé+ O(w?) (7.136)

Setzt man hier noch die Ergebnisse aus 7.128 ein, so ergibt sich das folgende
lineare Gleichungssystem:

2fw €1
—2fw | €2

2 fw =A e (7.137)
—2fw €4

Um dieses singulédre LGS zu l6sen, betrachte man die Eigenvektoren von A:

1 1 0 1

o 1 5 0 o 1 o —1

€1 = 1 ) 2 = -1 ) 3= 0 ) €4 = 1 (7138)
1 0 -1 -1
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Die ersten drei Eigenvektoren haben den Eigenwert Null, wiahrend €; den
Eigenwert A = —4f f besitzt:

Aey = —4ffe, (7.139)
Gleichung 7.137 ist dquivalent zu:
2fwey, = A€ (7.140)

Nach 7.139 ist dies gleichbedeutend mit:

—2“}1\54 — AE (7.141)
Hieraus folgt:
€1 1
€9 w —1
- _= 7.142
€4 -1

Da ¢; nichts anderes als die erste Nidherung von N, = N; — N7 ist, 143t
sich also nun der viskose Spannungstensor des HPP-Gases berechnen:

Tag* = ciaCiN'™ = 3 ciaCipe; (7.143)
Man erhalt: } y | y
Tyeh = ——— Tuk = —— (7.144)

—p T
Um hieraus die Viskositét n; zu errechnen, beachte man, daf in einer Scher-
stromung der Form 7.123 nach 7.120 folgender viskose Spannungstensor zu

erwarten ist:
Tvh = —2mw,  Tok = 2w (7.145)

Insgesamt ergibt sich also fiir das HPP-Gas folgende dynamische Viskositét:
1 w1 1

R T T
Die Behandlung des HPP-Gases soll mit obiger Behandlung der viskosen
makrodynamischen Gleichungen abgeschlossen werden. Es sei noch einmal
darauf hingewiesen, dafl dieses Modell zur Simulation isotroper Fluide unge-
eignet ist, da Tensoren 4. Stufe, die invariant gegeniiber den Gittersymmetri-
en sind, anisotrop sein konnen. Dies erklédrt den bevorzugten Gebrauch des
hexagonalen Gitters.
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7.6.2 Viskositiat des FHP-1 Gases

Die Berechnung der Viskositat n; erfolgt, genau wie beim HPP-Gas, durch
eine gendherte Losung der Gitter-Boltzmann Gleichung 7.125. Im Falle des
FHP-1 Gases hat man es allerdings mit einem anderen gemittelten Kollisi-
onsoperator A; zu tun. Durch Mittelung von Gleichung 7.8 ergibt sich:

Ay o= AP 4 AP
= Nit1NiysNiys NiNiyoNiys — NiNipoNi aN; 1N s Nigs
+ANi 1Ny aNiy s NiNiyoNips + ANipoNiysNiNi 1Ny 3Ny
—NiNi3NipaNitiNipoNis (7.147)

Hierbei ist A die Mittelung der Booleschen Variable a, welche besagt, ob eine
Dreiteilchenkollision (Gesamtimpuls gleich null) die Ausgangskonfiguration
im- oder gegen den Uhrzeigersinn verdndert (siehe Gleichung 7.7). Es sei
vorausgesetzt, dal beide Kollisionsausginge gleich hiufig sind: A = A = 0.5.
Es gilt also:

i+6

_ . 1 -~ . .
A = H(Nj) [—Ni i+3 T §<Ni+1Ni+4 + NiyoNiys)
j=i
~NiNis2Nisa + Nip1NipsNigs (7.148)
Hierbei ist:
N; = al (7.149)
" 1- N, -

Der linearisierte Kollisionsoperator A wird nun genau so errechnet wie in

Gleichung 7.130:

0A,;

o 5 A
AM;:aNﬁN@@im):gN;fJ;ﬁﬁij i,j€{1,...,6}  (7.150)

Es ergibt sich:
Gy a1 az az G2 ai
air ap ap G2 Aas as

A=ff (7.151)

a3z az aip ap a; a2
Gz az az daip Qap ai
a; az a3 ag a1 Qo

mit den Koeflizienten:

ag = —1 (7.152)
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o = ;<1+ /) (7.153)
@ — ;(1—3]”) (7.154)
a = 2f —1 (7.155)

Betrachtet man nun eine einfache Scherstrémung der Form:

Uy = WY
u, = 0 (7.156)

so ergibt sich aus 7.105 und dem Ansatz 7.127 durch Einsetzen obiger Scher-
stromung;:

Ni= [+ 2wyci) +€6(w) + O(w?) (7.157)
—

Aus Gleichung 7.129 ergibt sich dann mit

folgendes LGS:
2fwcmciy == ZAijei (7159)
J
Da beim hexagonalen Gitter die Richtungsvektoren gegeben sind durch:
L m, . Tl .
¢ = (cos<§),sm(§)), i=1,2,..6 (7.160)
lautet dieses LGS ausgeschrieben:
1 apg a1 Qs az Gy aq €1
—1 ay Qg a1 ao az as €1
3 0 a2 a ar ap a1 ax as €1
2w T 1 =Ae=J7 az a2 ap ap ap az €1
-1 s az a2 ap Qg aq €1
0 ap ag az a2 ap Qo €1
~—_——
=€

Mit den a; aus 7.152ff. erkennt man, daf§ der Vektor & auf der linken Seite
obiger Gleichung ein Eigenvektor von A zum Eigenwert A = —3 ff?’ ist:

AG=\e (7.161)
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Es ergibt sich also fiir den zu ermittelnden Korrekturterm:

2
€= ﬂ(? (7.162)
A
bzw. mit der Notation 7.106:
2
fw — Qizy (7.163)
Damit ergibt sich aus 7.157 bis zur ersten Ordnung in w:
fu)
Ni=  f(14+2wyciy) + ——Qixy (7.164)
— %/_/
= N;* = €;(w)
Der viskose Spannungstensor ist daher gegeben durch:
, 2
To%s’“ = Z CiaCig€i = Z CiaCi wamy (7.165)
Daraus ergibt sich:
VLS Qf(.d sz 3f(.d
sz f= chczmey DY Z(Cimciy>2 = o\ (7.166)

i

Um hieraus die Viskositdt 7, zu errechnen, beachte man, dafl in einer Scher-
stromung der Form 7.156 nach 7.120 folgender viskose Spannungstensor zu
erwarten ist:

To* = —w (7.167)

Insgesamt ergibt sich also fiir das FHP-1 Gas folgende dynamische Viskositét:

_3f mom 1
_ _m_mo_ 1 7.168
M=o T VT, T 6T 4 (7.168)

Dieses Ergebnis bedarf jedoch noch einer Korrektur, deren Ursprung in der
diskreten Natur des Gitters liegt. Wie in Kapitel 3 bereits erwéhnt, beschreibt
T,s den Flu$l der a-Komponente des Impulses auf eine zur 3-Richtung senk-
rechten Einheitsflache.

Die hier vorliegenden Definitionen fiir Dichte p und Impuls pu aus Glei-
chung 7.18f bezieht sich aber jeweils auf einen Gitterknoten und nicht auf
eine Einheitsfliche. Ein Gitterknoten im hexagonalen Gitter ,,bedeckt® nun
wiederum eine Fliche von F' = 4/3/2. (Jedes Dreieck hat eine Fliche von
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V/3/4, jeder Gitterknoten besitzt 6 benachbarte Dreiecke, und jeder Gitter-
knoten teilt sich jedes Dreieck mit 2 anderen Gitterknoten. — F = v/3/4-6/3)
Man definiert nun Dichte und Impuls pro Einheitsflache:

=i
£y
i

p =

w‘%‘b
“@Pi

In diesem Kontext ist der Flufl nichts anderes, als der Flufl pro Einheitslange

und es ergibt sich:
_ Top

aﬁ_f
2

S

T, ermittelt man nun einfach durch Addition des x-Impulses der Teilchen,

Abbildung 7.6: Die Berechnung des Spannungstensors erfolgt durch
Aufsummierung des x-Impulses der Teilchen, die in ei-
nem Zeitschritt die Einheitslange AA’ passieren.

welche in einem Zeitschritt eine zur y-Richtung senkrechte Einheitslinge AA’
passieren (Abbildung 7.6):

T:Ey = Nl(f—}‘ 51)0133 + NQ(f—i_ EQ)CQx - N4<f)04w - N5<f>65x(7169)

_ ;{Nlm &) — No(@ + &) + Nu(7) — Ns(7) (7.170)

Multiplikation mit § und Einsetzen von 7.164 liefert:

Ty = \/gf[1+2w(y+\é§)l+2;u\2§

4

V3. -1 2w —V3

—(1+2w(y+7)7+7(T))
-1 2w+3
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AR

-(1
:£(2£ \/5)

> TN
1
= *fw( X)
1 1
= — 4+ = 171
polgs +3) (1171)
Vergleicht man dies mit Gleichung 7.167, so errechnet sich:
1 1 1 1
=—p(——+ = =—— = 172
m=-ply+tg) = v=-;-3 (7.172)

Nun ist man in der Lage, die Navier-Stokes Gleichung fiir das FHP-1 Git-
tergas explizit anzugeben. Sie ergibt sich durch Einsetzen von 7; aus Glei-
chung 7.172 in Gleichung 7.122.

Will man aber die Stromung eines Fluids mit gegebener Viskositédt simu-
lieren, so laBt sich aus Gleichung 7.172 unschwer erkennen, dafl innerhalb
des FHP-1 Modells nur wenige Moglichkeiten bestehen, die Viskositét (und
damit die Reynoldszahl) gezielt zu variieren. Diese ist lediglich vom Eigen-
wert A der Jakobimatrix des linearisierten Kollisionsoperators A abhéngig.
A= -3 ffa selbst ist ein Maf fiir die, durch Kollisionen verursachte, Ent-
wicklung zum Gleichgewicht und daher immer negativ. Dieser Wert wird
selbstverstandlich immer kleiner, wenn f = p/b verkleinert wird. Man kénn-
te also annehmen, daf} eine ,,diinne“ Anfangsbesetzung des Gitters nicht nur
weniger Rechenaufwand, sondern auch eine gezielte Erhohung der kinemati-
schen Viskositét v = —-5 — £ (entspricht Verkleinerung der Reynoldszahl)
zur Folge hat. Tatséchlich aber liefert f — 0 ein nicht hydrodynamisches Ver-
halten, dessen Ursache in der Erhohung der mittleren freien Weglénge 1, ¢,
der Teilchen zu finden ist. Geht f +— 0, so divergiert [, s, und iiberschreitet
die makroskopische Léngeneinheit Lyyqr, (In der Literatur wird Lyyq., auch
oft als hydrodynamische Langeneinheit bezeichnet). Dies widerspricht einer
Grundvoraussetzung der Kontinuumsmechanik l,,,¢, << Lpydro- Es ist daher
unabdingbar, die mittlere freie Weglénge der Teilchen klein gegeniiber der

makroskopischen Lingeneinheit zu halten.

Erweitert man das FHP-1 Modell um ein ruhendes Teilchen, so ergibt sich
eine hohere Kollisionswahrscheinlichkeit p fiir die einzelnen Partikel. Dies hat
zur Folge, daf sich die mittlere freie Weglénge verkleinert:

1

gy % (7.173)
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Dies erklart den bevorzugten Gebrauch von FHP-Gittergasen mit zusétzlich
ruhenden Teilchen gegeniiber dem FHP-1 Gas.

Tatséchlich werden in letzter Zeit aber immer héufiger sogenannte Gitter-
Boltzmann Verfahren zur Stromungssimulation benutzt. Ein Vorteil dieser
Verfahren ist die bessere Variierbarkeit gegebener Parameter, wie z.B. der
Reynoldszahl. Auf diese Verfahren wird im folgenden Kapitel dieser Arbeit
ndher eingegangen.



Kapitel 8

3-dim. Gitter-Boltzmann
Verfahren

Literatur: Sowohl das vorliegende, als auch das folgende Kapitel orientieren
sich an der Arbeit von M. Schelkle [1], dessen Modellierungsansatz zur Si-
mulation von dreidimensionalen Zweiphasenstromungen hier zum Teil iiber-
nommen wurde.

Des weiteren sind im Zusammenhang mit Gitter-Boltzmann Simulationen
die Arbeiten von Takada/Tsutahara [48], Chopard [61], [62], Chen [63], [64],
[65], [66] und Skordos [67] zu nennen.

Im folgenden Paragraphen soll lediglich auf die grundlegenden geometrischen
Probleme von 3-dimensionalen Gitter-Boltzmann Simulationen eingegangen
werden.

8.1 3-dimensionale Gitter

Voraussetzung fiir Gittergassimulationen und Gitter-Boltzmann Simulatio-
nen sind regelmifBig aufgebaute homogene Gitter, denn nur fiir solche Git-
ter lassen sich Vorschriften fiir die Anderung der Teilchengeschwindigkeiten
aufstellen, die dann fiir alle Gitterknoten gelten und gleichzeitig ausgefiihrt
werden konnen. Es handelt sich folglich um spezielle Bravais Gitter.

Definition 8.1
FEin Bravais Gitter B in D Dimensionen ist definiert durch D linear un-

abhéngige Vektoren b;. Ein Punkt 7 des D-dimensionalen Raumes ist Git-

107
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terpunkt, falls ganze Zahlen x1, .., xp existieren, so daf:

D
=1

Bemerkung 8.1
Die in dieser Arbeit betrachteten Bravais Gitter haben zusétzlich die Eigen-

schaft, daf8 alle Vektoren b; gleich lang sein miissen ||b;|| = h.

Eine Folgerung aus obiger Definition ist die Tatsache, dafl alle Punkte eines
Bravais Gitters identische Umgebungen haben. Betrachtet man also die Nach-
barpunkte P; eines beliebigen Gitterpunktes O, so liefern auch die ¢; := oP,
eine Beschreibung des Bravais Gitters. Dies sind genau die Geschwindig-
keitssvektoren, mit denen sich die Teilchen eines Gittergases (bzw. die Ver-
teilungsfunktionen eines Gitter-Boltzmann Verfahrens) in einem Zeitschritt
0t zum néchsten Nachbarn bewegen ||| = ¢ = h/dt.

Kombinationen dieser Vektoren bilden nun Tensoren k-ter Stufe C’gj)ak =
> i Ciay ---Ciay,» deren Invarianzeigenschaften gegeniiber Isometrien des Rau-
mes entscheidend fiir die Brauchbarkeit eines Bravais Gitters zum Zwecke
von Gittergassimulationen sind. Dies wurde fiir den 2-dimensionalen Fall im
Kapitel 7 ausfiihrlich beschrieben, mit dem Resultat, dafl das hexagonale Git-
ter dem Quadratgitter vorzuziehen ist, da nur fiir dieses der Tensor 4. Stufe
C™ isotrop ist.

Die Wahl eines geeigneten Gitters in 3 Dimensionen gestaltet sich wesentlich
komplizierter, da dort kein Bravais Gitter mit hinreichend vielen Symmetrien
existiert, um isotrope Tensoren 4. Stufe zu gewéhrleisten. Aus der Literatur
sind zwei unterschiedliche Anséitze bekannt, dieses Problem zu l6sen:

1. Berechnung mittels des 4-dimensionalen FCHC-Gitters.

2. Gewichtete Kombination aus zwel 3-dimensionalen kubischen Bravais
Gittern.

Nachdem im Folgenden beide Modelle vorgestellt werden, erfolgt eine geo-
metrische Betrachtung, die eine Verbindung zwischen ihnen herstellt.

8.1.1 Das FCHC-Gitter (face centered hypercubic)

Im Gegensatz zum 3-dimensionalen Raum existiert in vier raumlichen Dimen-
sionen ein Bravais Gitter, welches isotrope Tensoren 2. und 4. Stufe erzeugt.
Dieses Bravais Gitter ist durch folgende Vektoren OP; = ¢; definiert:

h
G = 5 -perm(£1,+1,0,0) (8.2)
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Dies ergibt fiir jeden Gitterpunkt insgesamt 24 Nachbarknoten (6 mogli-
che Permutationen und 4 Varianten die Vorzeichen zu wéhlen). Diese 24
Vektoren ¢; bilden nun ein Objekt des 4-dimensionalen Raumes, welches als
24-Polytop P»4 bezeichnet wird, und dessen Symmetriegruppe geniigend Iso-
metrien enthélt, um isotrope Tensoren C'® 2. und 4. Stufe zu garantieren.
Die grundlegende Idee zur 3-dimensionalen Simulation mittels des FCHC-
Gitters besteht darin, die makroskopischen Grofien auf drei Dimensionen zu
projizieren. Dies wird erreicht, indem man das FCHC-Gitter so auslegt, dafl
in der vierten rdumlichen Dimension lediglich die Werte 0, +1 vorkommen,
und an allen Gitterpunkten der Form (a, b, ¢, 1) symmetrische Randbeding-
ungen gesetzt werden. Die Teilchenentwicklung an den Punkten (a,b,c,0)
(diese formen eine 3-dimensionale Hyperebene des 4-dimensionalen Raum-
es) liefert dann die 3-dimensionale Simulation. Die Partikelbewegungen und
Partikelstofle werden allerdings im 4-dimensionalen Raum berechnet.

Der Vorteil dieses Modells gegeniiber dem Folgenden liegt im eindeutigen Ge-
schwindigkeitsbetrag aller Teilchen. Dem gegeniiber besteht hier der Nachteil,
alle Berechnungen in vier Dimensionen ausfiihren zu miissen, was einen er-
heblich grofleren Rechen- und Speicheraufwand erfordert. Daher besitzt das
folgende Verfahren eine erheblich bessere Auflésung.

8.1.2 Gewichtete Kombination 3-dimensionaler Gitter

Eine weitere Gittervariante, die isotrope Tensoren 2. und 4. Stufe garantiert,
entsteht durch die Kombination von 3-dimensionalen kubischen Bravais Git-
tern GG7. Insgesamt existieren drei solche Gitter:

1. Das einfache kubische Gitter G°=1:

h h
Ci(o=1) = 5 -perm(£1,0,0), b=6, |G|:=c= 5 (8.3)

2. Das flichenzentrierte kubische Gitter G°=2:

h
Cito=2) = 5 cperm(+1,£1,0), b=12, |G| =+V2¢c (8.4)

3. Das raumzentrierte kubische Gitter G°=3:

h
Cilo=3) = 5 -perm(£1,41,+1), b=38, |&| =3¢ (8.5)

Hierbei bezeichnet h den orthogonalen Abstand zweier benachbarter Gitter-
knoten, und b die Anzahl der Nachbarn eines Knotens.
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Diese erzeugen zwar isotrope Tensoren 2. Stufe,

)

L, =8c2® (8.6)
)

allerdings anisotrope Tensoren 4. Stufe:
4
Chly = 2¢t®
Cll, = AcH(AW — ) (8.7)
Clly = 8cH(A® —25¥)

Hierbei sind 6 das Kroneckersymbol 2. Stufe, sowie A® isotrope Tensoren.
Dagegen ist 6V, das Kroneckersymbol 4. Stufe, ein anisotroper Tensor (siche

Satz 7.1):
1, a=p
(2 — — ’
J _5a5_{07 a%ﬁ} (8.8)
4) — — ’
O™ = Oapys = { 0 sonst } (8.9)
AW — Aogrs = 6080y + 0ar0p5 + 00503y (8.10)

Die gewichtete Kombination aller drei kubischen Bravais Gitter ergibt aller-
dings fiir die Tensoren k-ter Stufe:

3 b
ng),ozg,...ozk = Z Zw(g)cial(a)'--ciak(cr) (811>

o=11i=1

Unter Beriicksichtigung von 8.6 ergibt sich fiir den resultierenden Tensor
2. Stufe:

C? =2 {w(l) + 4w® + 4w(3)}6(2) (8.12)

Dieser ist, unabhingig von den Gewichtungsfaktoren w(®), nach Satz 7.1 im-
mer isotrop.

Unter Beriicksichtigung von 8.7 ergibt sich fiir den resultierenden Tensor
4. Stufe:

W = 4¢t {w@) + 2w(3)} AW 4 9t {w(l) — 20 — 8w(3)]5(4) (8.13)

Dieser ist nach Satz 7.1 genau dann isotrop, wenn gilt:

wV = 2w® + guw® (8.14)
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- 4

Abbildung 8.1: Kombination aus dem einfach kubischen und dem
flichenzentrierten kubischen Gitter.

Wihlt man beispielsweise w!) = 2w®, w® = 0; dies entspricht einer ge-
wichteten Kombination des einfachen kubischen Gitters mit dem flaichenzen-
trierten kubischen Gitter, so erhélt man fiir jeden Gitterknoten 18 Nach-
barknoten (6 vom einfach kubischen Gitter und 12 vom flichenzentrierten
kubischen Gitter). Das bedeutet, man erhélt auch Geschwindigkeitsvektoren
¢ - perm(+£1,0,0), ¢ - perm(+1,+£1,0), die allerdings nicht alle den gleichen
Betrag haben (siehe Abbildung 8.1).
Im spéter beschriebenen Gitter-Boltzmann Verfahren wird auf diesem Git-
ter gerechnet. Die dabei benutzten Gewichtungsfaktoren zum Erhalt isotro-
per Tensoren 4. Stufe ergeben sich zusétzlich aus der dort beschriebenen
Chapman-Enskog Methode.

8.1.3 Projektion des P»; Polytops

Im Folgenden wird ein enger geometrischer Zusammenhang zwischen dem
FCHC-Gitter und der gewichteten Kombination des einfachen kubischen Git-
ters mit dem flachenzentrierten kubischen Gitter hergeleitet.

Dazu betrachtet man die senkrechte Projektion des Py Polytops (Elementar-
zelle des FCHC-Gitters) auf den 3-dimensionalen Raum. Bei der Projektion
der Vektoren ¢; = c-perm(£1,£1,0,0) entstehen zwei unterschiedliche Arten
von Vektoren. Es existieren zwolf 3-dimensionale Richtungsvektoren, die im
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4-dimensionalen Raum lediglich ein Urbild haben:

&V = ¢ perm(+1,+1,0,) (8.15)

und zusétzliche sechs Vektoren mit jeweils 2 Urbildern:
& = ¢ perm(+£1,0,0,) (8.16)

So hat z.B. der Vektor c¢- (1,1,0) lediglich das Urbild ¢- (1, 1,0,0), wiahrend
die Vektoren ¢-(1,0,0,1) und ¢-(1,0,0,—1) beide auf den Vektor c¢-(1,0,0)
projiziert werden.

Betrachtet man nun die 3-dimensionalen Vektoren mit einem Urbild, so sieht
man, dal diese die Elementarzelle des flachenzentrierten kubischen Gitters
definieren, wiahrend die Vektoren mit zwei Urbildern die Elementarzelle des
einfachen kubischen Gitters definieren. Daraus resultiert die oben errech-
nete zweifache Gewichtung des einfachen kubischen Gitters gegeniiber dem
flichenzentrierten kubischen Gitter.

8.2 Das Gitter-Boltzmann Verfahren

Das Gitter-Boltzmann Verfahren stellt eine Weiterentwicklung der Gitter-
gasmodelle dar. Der wesentliche Unterschied zu den Gittergasen liegt in der
Ersetzung der diskreten Teilchen durch deren kontinuierliche Geschwindig-
keitsverteilungsfunktion. Diese beschreibt die Verteilung der Orts- und Ge-
schwindigkeitskoordinaten aller Teilchen und wird nachfolgend auch kurz als
Verteilungsfunktion bezeichnet. Bei den Gittergasmodellen ergibt sich diese
Verteilung indirekt, durch 6rtliche Mittelung der diskreten Teilchenpopulati-
on an den Gitterknoten; beim Gitter-Boltzmann Verfahren wird sie zu einem
Zeitpunkt t + &t direkt aus ihrem Wert zur Zeit ¢t berechnet.

8.3 Die Verteilungsfunktion

Die Verteilungsfunktion f(c,Z,t) hat ihren Ursprung in der kinetischen Gas-
theorie (siehe z.B. Bird [28]). Dort beschreibt sie die Verteilung der konti-
nuierlichen Geschwindigkeitskoordinaten ¢ und der kontinuierlichen Ortsko-
ordinaten ¥ zu einem Zeitpunkt ¢. Da hier mittels einer gewichteten Kom-
bination zweier kubischer Bravais Gitter simuliert wird, sind diese Gréflen
(Geschwindigkeit und Ort) diskretisiert. Wahrend die Ortsdiskretisierung
durch Verkleinerung der Knotenabstidnde (h +— 0) beliebig verfeinert wer-
den kann, bleibt die Geschwindigkeitsdiskretisierung in jedem Fall erhalten.
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Daher wird die, in der Geschwindigkeit diskrete Verteilungsfunktion, in ver-
schiedene Klassen unterteilt:

f(@Z,t) = feu(Z,t) o€{l,2} (8.17)

Hierbei bezeichnet o das jeweilige Untergitter, und ¢ die Geschwindigkeits-
richtung auf dem jeweiligen Untergitter. Mit anderen Worten gibt f,;(7,t)
an, wieviele Teilchen (gemeint ist eigentlich die Teilchendichte, d.h. f,; wird
mit der Gesamtzahl aller Teilchen normiert) mit der Geschwindigkeit ¢,; sich
zur Zeit t am Ort & befinden. (Damit ist f,;(Z,t) das Analogon zu N; bzw.
< n; > im vorigen Kapitel 7.)

Die Werte von f,; verindern sich nun durch Partikelbewegungen und Par-
tikelkollisionen. Diese Verdnderung wéhrend eines diskreten Zeitschrittes ot
kann durch die Gitter-Boltzmann Gleichung beschrieben werden:

Foil( @ + it t + 0t) — foi(F,t) = Aoi( F(E,1)) (8.18)

Wie gehabt, beschreibt die linke Seite obiger Gleichung die Anderung von
foi, hervorgerufen durch die Bewegung der Teilchen zum jeweiligen Nachbar-
knoten innerhalb eines diskreten Zeitschrittes dt, wihrend die rechte Seite
die Anderung von f,; auf Grund von Teilchenkollisionen beschreibt.

Der Kollisionsoperator A,; soll nun aber nicht mehr, wie beispielsweise in
Gleichung 7.147, die Teilchenkollisionen im Detail beschreiben (explizite Kol-
lisionsgesetze sind in diesem Modell nicht definiert), sondern die Verteilungs-
funktion f,; mittels der sogenannten Relaxationszeit 7 an die Verteilungs-
funktion im Gleichgewicht fé?) anndhern:

Bos( 1)) = = o) — S0 (8.19)

Ein solcher Kollisionsoperator wird in der Literatur als Krookscher Stoffiterm
bezeichnet. Er besagt qualitativ, dafl sich die Verteilungsfunktion so lange
dndern wird, bis ein lokaler Gleichgewichtszustand erreicht ist. Dabei erfolgt
die Verdnderung um so schneller, je grofler die Abweichung vom Gleichge-
wicht ist. Aus den Gleichungen 8.18 und 8.19 erkennt man nun, dafl die rein
kollisionsbedingte Anderung der Verteilungsfunktion gegeben ist durch:

oot +81) = (1= ) (1) + @) (5.20)

Diese explizite Berechnung des Kollisionsvorganges ist der Grund fiir die her-
vorragende Effizienz des Gitter-Boltzmann Verfahrens.
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Die Gesamtverdnderung der Verteilungsfunktion, hervorgerufen durch Kol-
lision und Fortschreiten der Teilchen wihrend des Zeitschrittes dt, wird be-
schrieben durch:

Fri(T + Cpilt, t + 6t) = (1 — (f)fm(:z-‘, t) + f<0>< t) (8.21)

Mit dieser einfachen Berechnungsmethode kann man die Verteilungsfunktion
und damit die makroskopischen Zustandsgroflien zu allen Zeiten berech-
nen:

1. Die Teilchendichte

= ZZfai(fv t) (822)

ergibt sich aus dem sogenannten nullten Moment der Verteilungsfunk-
tion.

2. Die Massendichte

=mYy_ Z foi(@,t) = m - n(Z,t) (8.23)

ergibt sich aus der Multiplikation der Teilchendichte mit m. Hierbei ist
m die Masse eines Teilchens.

3. Die Impulsdichte

p(Z, t)u(Z,t) mZZcmfm Z,t) (8.24)

ergibt sich aus dem sogenannten ersten Moment der Verteilungsfunk-
tion.

4. Die Geschwindigkeit

u(z,t) = (8.25)
ergibt sich aus der Impulsdichte.
5. Der Impulsstromtensor
Tag =m Z Z Coiacgwfgi (Zf, t) (826)

ergibt sich aus dem sogenannten zweiten Moment der Verteilungsfunk-
tion.
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Ziel muf} es nun noch sein, die Verteilungsfunktion im Gleichgewicht fég) zu
ermitteln. Fiir diese wird folgender Ansatz gewahlt:

9@ = (@) [AU By (Gyill) + Cy(Gsl)? + Dﬂﬂ] —  (827)
fé?) (fa t) = ’I’L(f, t) |:AO' + Bacaiaua + Oacaiacaiﬂuauﬁ + Dauozuﬁ(saﬁ]

Hierbei sind A,, B, C,, D, noch zu bestimmende Konstanten.

Bemerkung 8.2

Es stellt sich an dieser Stelle die Frage, wieso obiger Ansatz fiir die Vertei-
lungsfunktion im Gleichgewicht gerechtfertigt ist. Hierzu ist es sinnvoll, noch
einmal die Herleitung der Gleichgewichtsverteilung 7.49 im Paragraphen 7.2
zu betrachten. Es wird dann leicht ersichtlich, daf} sich der Ansatz 8.27 aus
folgendem Potenzreihenansatz ergibt:

FO(@, 1) = n(@,t) [Am- + Byt + @ Doi T+ O(u3)] (8.28)
In Komponentenschreibweise ergibt sich:
f(g(z)) =N |:Aoi + Baiaua + Daiaﬁuauﬂ + O(Us):| (829)

Die Tatsache, dal3

A(ri = Aoj = Ao
Boia = Bacaia
Daiozﬁ = Cacaiacaiﬁ + Daéaﬁ (830)

gilt, ergibt sich aus, zu Paragraph 7.2 analogen Symmetriebetrachtungen.
Des weiteren erkennt man leicht die formale Ahnlichkeit der Fermi-Dirac
Verteilung 7.105 mit Gleichung 8.27.

Gleichung 8.27 ergibt sich aber auch aus einer Taylorreihenentwicklung der
Maxwellverteilung bis zur zweiten Ordnung in i

f(O) —  Ape BlE-9)?
~ n|Ae P’ 4+ 2ABe P (G) + 2AB% ¢ (¢0)? — ABe P2

fiir ¢ > u, was fiir inkompressible Stromungen in guter Naherung erfiillt
ist.(Tatséchlich ist die Bedingung ¢ > U dquivalent zu einer kleinen Mach-
zahl: Ma = /cs, wie sich spéter in Gleichung 8.73 bzw. Gleichung 8.95
herausstellen wird.)
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Wie bereits dargelegt wurde, ist es sinnvoll, neben dem einfachen kubischen
Gitter (o = 1) und dem fldchenzentrierten kubischen Gitter (¢ = 2) noch
weitere Ruheteilchen mit der Geschwindigkeit null einzufiigen (¢ = 0). Damit
ergeben sich fiir die Verteilungsfunktion im Gleichgewicht zehn zu ermitteln-
de Konstanten A,, B,, Cy, D,:

FOF ) = n(@6)| A+ Bi(Eui) + O (Guid) +D1u2} (8.31)

FOF ) = n(@ 1) As + Bal(Guid) + Co(Gsii)’ +D2u2} (8.32)

0T 1) = n(@1)| Ao+ Dou? (8.33)

Den obigen Ansatz fiir die Verteilungsfunktion im Gleichgewicht setzt man
nun in die Definitionsgleichungen der makroskopischen Zustandsgréfien Teil-
chendichte 8.22, Geschwindigkeit 8.25 und Impulsstromtensor 8.26 ein. Dabei
setzt man voraus, dafl sich Dichte und Impuls sowohl mittels der Verteilungs-
funktionen f,;, als auch durch die Gleichgewichtsverteilungsfunktion fﬁ?) be-
rechnen 1af3t.

Man erhélt:

2
n(@t) = n@HY Y {AU b B, (,5i0) + Cy (Griil)? + Douﬂ

o=0 1

2
a7 = 3 Y a, [Aa 4 Bo(2,:0) + C, (E,:@0) + Dauz]
o=0 1
2
TO(C%) = m:- n(f, t) Z Z CoiaCoif |:Aa + Bg(gm‘ﬁ) + Cg(aﬂ;ﬁ)g + DUU2:|

o=0 1

Unter Beriicksichtigung der Tensoreigenschaften aus den Gleichungen 8.6
und 8.7 resultiert hieraus:

1 = AO + 6A1 + 12142 + (26201 + 80202)5a3ua7m + (DO + 6D1 + 12D2)u2
niu, = n(2¢2B; + 8¢*By)dasus

70 = p{(202A1 1862 43)005 + 26" C16ams + 46 Co Dagins — dums)| s
+(2¢2Dy + 802D2)5agu2}

Damit die erste dieser drei Gleichungen erfiillt sein kann, mufl gelten:

1 = Ap+6A; +124, A
0 = 2¢%(Cy +4Cy) + Dy + 6Dy + 12D, (8.34)
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Diese Gleichungen garantieren die Massenerhaltung in den Teilchenkolli-
sionen, sowie die Unabhéngigkeit der Teilchendichte von der Stromungsge-
schwindigkeit.

Aus der zweiten Gleichung folgt:

1 =2c¢%(B; + 4By) (8.35)

Die dritte der obigen Gleichungen bedarf einer genaueren Betrachtung. Unter
Beriicksichtigung der Definitionsgleichung 8.10 ergibt sich:

Aopystiatis = Oapt® + 2untig (8.36)

Setzt man dieses Ergebnis in die dritte Gleichung ein, so vereinfacht sich
diese zu:

T(i%) = p{ [202A1 + 8c? Ay + (4¢*Cy + 262Dy + 802D2)u2} 0o
+(2¢*C, — 40402)5(1575%115 + 8C4Cguaug} (8.37)

Vergleicht man dies mit der aus Gleichung 3.19 bekannten Form des nicht-
viskosen Spannungstensors,
L) = poos + puaus (8.38)
so muf} gelten:
= 40402 + 202D1 + 802D2 N
p(262A1 + SCQAQ) A
= 20401 — 40402 VAN
= 8c'Oyyp (8.39)

T o o
I

Bemerkung 8.3
Mit diesen Gleichungen werden die, am Ende von Pragraph 7.5 angesproche-
nen, Hauptprobleme der Gittergase beseitigt:

1. Fehlende Galileiinvarianz

2. Geschwindigkeitsabhingiger Druck

Die ersten beiden Gleichungen in 8.39 sichern einen von der Geschwindigkeit
unabhéngigen Druck, wobei speziell die zweite Gleichung als thermische Zu-
standsgleichung aufgefafit werden kann.

Die dritte Gleichung in 8.39 sichert die Isotropie des Impulsstromtensors.
Die letzte Gleichung in 8.39 sichert die Galileiinvarianz der Bewegungsglei-
chungen, da nun im Gegensatz zu den Gittergasen g(p) = 1 gilt (siehe hierzu:
Ende des Paragraphen 7.5).
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Mit den Gleichungen 8.34, 8.35 und 8.39 stehen nun sieben Gleichungen fiir
die zehn unbekannten Konstanten A,, B,, C,D, zur Verfiigung.

Eine der drei noch fehlenden Bedingungen ergibt sich aus der Betrachtung
des Nichtgleichgewichtszustandes mit Hilfe der Chapman-Enskog Methode.

Bemerkung 8.4
Der Chapman-Enskog Methode vorgreifend sei schon hier gesagt, daf3 die im
nédchsten Paragraphen ermittelte zusétzliche Bedingung an die Konstanten

lauten wird.

Diese ergibt sich natiirlich auch aus den Vorbetrachtungen im Paragraphen 8.1,
wo die zweifache Gewichtung des einfach kubischen Gitters gegeniiber dem

flichenzentrierten kubischen Gitter hergeleitet wurde.

Obwohl also die Beziehungen A, = 2A,, By = 2Bs, C1 = 2C5, D1 = 2Dy be-

kannt sind, und somit die Berechnung der Konstanten schon an dieser Stelle

moglich ist, ist die Chapman-Enskog Methode zum einen notwendig zur Be-

rechnung der Viskositdten, und zum anderen erleichtert sie die Berechnung

der thermischen Zustandsgleichung unter Beriicksichtigung zwischenmoleku-

larer Kréfte im Paragraphen 9.2 erheblich.

8.4 Die Chapman-Enskog Methode

Die Chapman-Enskog Methode hat ihren Ursprung in der kinetischen Gas-
theorie. Dort stellt sie ein Losungsverfahren fiir die, in Ort und Zeit kon-
tinuierliche Boltzmanngleichung dar. Diese Gleichung ergibt sich durch die
Taylorreihenentwicklung von f,;(Z + ¢,;0t,t + 0t) aus Gleichung 8.18 bis zur
ersten Ordnung:

ol bt 4 01) = fl ) + D0y I B0

= fo’i(f7 t) + (5t8tfgi(:f, t) + (5tcaia(9afai (f, t) (841)

Voraussetzung fiir den Abbruch der Taylorreihe sind kleine Zeitschritte ot
und kleine Knotenabsténde h = |¢,;0t|.

Setzt man dies in Gleichung 8.18 ein, so lautet die in Ort und Zeit kontinu-
ierliche Gitter-Boltzmann Gleichung;:

afdi(f’ t) afai(:a t) - _1 (7 _ 0) /=
ot + OF Coi = - faz(xat) foi (ZL‘,t) (842>




8.4. DIE CHAPMAN-ENSKOG METHODE 119

Diese ist noch diskret in den Teilchengeschwindigkeiten, entspricht ansonsten
aber der bekannten Boltzmanngleichung mit Krookschem Stofiterm, welche
aus der kinetischen Gastheorie bekannt ist:

of(&,1) L of(Z,1) 1

ot 57 = - |f@1) - FO&, 1) (8.43)

Der von Chapman und Enskog vorgeschlagene Ansatz geht davon aus, dafl
sich die Verteilungsfunktion mittels eines Storparameters € als Potenzreihe
darstellen 1a8t:

Fri= FQ 4 efD 425D 4 (8.44)

Hierbei ist der Storparameter ¢ proportional zur Knudsenzahl K'n = 1/ Lyygro,
also zum Verhéltnis der mittleren freien Weglédnge [ zur charakteristischen
makroskopischen Lénge Lpyaro. Man setzt voraus, dafl sich das Fluid wie ein
Kontinuum verhélt, d.h: Kn < 1 gilt.

fﬁ), 5? stellen Abweichungen entsprechender Ordnung von der Gleichge-
wichtsverteilung fé?) dar, die mittels des Storparameters gewichtet werden.
Die ortlichen und zeitlichen Gradienten werden ebenfalls durch Potenzen des

Storparameters € ausgedriickt:
Oy = €0y, + €20, und O = €04, (8.45)

Wie man aus den obigen Ansétzen erkennt, werden ortliche Gradienten bis
zur ersten Ordnung, zeitliche Gradienten jedoch bis zur zweiten Ordnung, in
¢ beriicksichtigt. Diese sogenannte , long-wavelength, low-frequency“ Appro-
ximation wurde von Frisch eingefiihrt [50]. Zur Ableitung der Navier-Stokes
Gleichungen sind dabei insbesondere zwei unterschiedliche Zeitskalen not-
wendig, die einerseits den konvektiven Charakter und andererseits und ins-
besondere den diffusiven Charakter der Gleichung beschreiben. (Betrachtet
man lediglich Gradienten erster Ordnung, so ergibt sich die Euler-Gleichung.)
Man betrachtet nun die Taylorreihenentwicklung von fu;(Z+ ¢,;0t, t+dt) aus
Gleichung 8.18 bis zur zweiten Ordnung:
Ofyi(Z, 1) Ofyi(Z,1)

fm-(x + Cyi0t, t + (5t> = fm'(iﬁ, t) + T(St + Tcaiét +

1
—1—5(6}”'515, §t) - Hy,,(Z,t) - (€0t 6t)"

- fai(fa t) + 5tatfai(f7 t) + 5tcaiozaafoi(f7 t)

2
+6;atatfai (fa t) ‘I’ (StQCm'ozaaatfai(fa t)

2

+6;Cm-acgi53a@5fm(f, t) (846)
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Hierbei bezeichnet Hy & die Hessematrix von f,;. Setzt man dies in Glei-
chung 8.18 ein, so erhélt man in Indexschreibweise:

ot? ot?

5tatfai + 6tcoio¢aafai + 7atat.fai + 5t2caiaaaatfai + 7caio¢coiﬁaaaﬁfai

= =12 (8.47)

Die sechs Terme dieser Gleichung werden nun geméafl 8.44 und 8.45 als Po-
tenzreihen in ¢ ausgedriickt:

Ocfoi = €0 [ +E20u 5 + €20, 15 + O(E?)
CoiaOafoi = ECoiay O c(r?)+520cria13a1f<§zl')+0(53)
00, fri = 20,0, fY + O(%)
CoiaOaOLfsi = 5200m15’a18t1f§?) + O(%)
CoiaCoifOaOpfoi = €QCaialcm‘ﬁ18a18B1f(5?) +0(e%)
foi = 1) = efl) + 250 + O (8.48)

Da in den obigen Gleichungen alle ortlichen Gradienten nur in erster Ord-
nung auftreten, wird im Folgenden der Index 1 bei den ¢rtlichen Gradienten
weggelassen.
Setzt man obige Gleichungen in 8.47 ein, so ergibt sich bis zur ersten Ordnung
in e: ]

Onfgi + coialadsi = =137 (8.49)

Bis zur zweiten Ordnung in € ergibt sich (unter Beriicksichtigung von 8.49):

ot

Onfoi) + 05+ Coiadal) + 5 0000 o7 + 01Coialulr, 57
ot 1
+ S CoinCoindadpl) = =157 (8.50)
T

Mit Hilfe von 8.49 14t sich diese Gleichung noch vereinfachen. Nach kurzer
Rechnung erhélt man:

1
)00 + o) 1) =~ L2 (851)

T

at2fc5(z?) + (1

Mit Gleichung 8.49 bzw. Gleichung 8.51 stehen also die kontinuierlichen
Gitter-Boltzmann Gleichungen 1. und 2. Ordnung in € zur Verfiigung. Aus
Gleichung 8.49 143t sich f(g) naherungsweise aus fa(?) berechnen. Gleichung 8.51
ermdglicht die Berechnung von fo(f) aus é?) und fa(?.
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Zur Herleitung der Kontinuitiatsgleichung betrachtet man nun das nullte Mo-
ment der kontinuierlichen Gitter-Boltzmann Gleichung 1. bzw. 2. Ordnung.
Zur Herleitung der Navier-Stokes Gleichung betrachtet man das erste Mo-
ment der kontinuierlichen Gitter-Boltzmann Gleichung 1. bzw. 2. Ordnung

Da die Gleichungen 8.22 und 8.25 sowohl fiir f,; als auch fiir f gelten
(letzteres wurde in Paragraph 8.3 zur Bestimmung der unbekannten Kon-
stanten im Ansatz der Gleichgewichtsverteilung ausgenutzt), ergibt sich, dafl
die nullten und ersten Momente der Verteilungsfunktionen héherer Ordnung
verschwinden:

S —0 fir k>0
SN Eifs) =0 fir k>0 (8.52)

8.4.1 Herleitung der Kontinuitéitsgleichung

Das nullte Moment der kontinuierlichen Gitter-Boltzmann Gleichung 1. Ord-
nung in € ergibt:

1
On 3D I + 00 D Coiafe = = D20 o) (8.53)

Der Term auf der rechten Seite verschwindet nach Gleichung 8.52, und durch
die Definitionsgleichungen fiir Dichte und Geschwindigkeit ergibt sich nach
Multiplikation mit der Teilchenmasse m:

atlp + 5apua =0 (854)

Das nullte Moment der kontinuierlichen Gitter-Boltzmann Gleichung 2. Ord-
nung in € ergibt:

315222 (0) 1_7 &flszm +a chazafm - ZZ (2)

Auf Grund von Gleichung 8.52 ist nur der erste Term der linken Seite ungleich
Null, und es verbleibt nach Multiplikation mit der Teilchenmasse m:

Op =0 (8.55)

Die Dichte andert sich auf der zweiten Zeitskala nicht mehr und ist damit
keiner Diffusion unterworfen.
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Die Addition der Kontinuitdtsgleichung auf beiden Zeitskalen 8.54 und 8.55
ergibt:
€0y, p + €0apliq + €201,p = 0 (8.56)

Die Riickskalierung mittels 8.45 liefert genau die bekannte Kontinuitétsglei-

chung;:
Oip + Oaptiq =0 (8.57)

Das Gitter-Boltzmann Verfahren approximiert die Kontinuitatsgleichung der
Hydrodynamik also bis zur zweiten Ordnung in .

8.4.2 Herleitung der Navier-Stokes Gleichung

Das erste Moment der kontinuierlichen Gitter-Boltzmann Gleichung 1. Ord-
nung in ¢ ergibt:

1
atl Z Z Coiafzg(i)) + aa Z Z Coiacoiﬂfé(i)) = _; Z Z Coia éi) (858)

Der Term auf der rechten Seite verschwindet nach Gleichung 8.52 und durch
die Definitionsgleichungen fiir Impulsdichte und Impulsstromtensor (siehe 8.24
und 8.26) ergibt sich nach Multiplikation mit der Teilchenmasse m:

s, plie + 0T = 0 (8.59)

Die Konstanten im Ansatz der Gleichgewichtsverteilung wurden im Para-
graph 8.3 so bestimmt, daf} gilt:

T = poas + priaus (8.60)

Einsetzen in Gleichung 8.59 liefert, nach Riicktransformation der Zeit, die
Impulsgleichung erster Ordnung in €. Dies ist aber genau die Euler-Gleichung
der Hydrodynamik:

Oiptie, + OaPlap + 3apuau5 =0 (8.61)
= ZL + (4 V)i = —pr (8.62)

Das erste Moment der kontinuierlichen Gitter-Boltzmann Gleichung 2. Ord-
nung in ¢ ergibt:

(5t

0 03 cria i) + (1= 5-)(0 D Z Coiafoi) + Da D Z CoinCaipf)
_ _i N3 o (8.63)
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Wegen Gleichung 8.52 sind nur der erste und der letzte Term der linken Seite
ungleich Null, und es verbleibt nach Multiplikation mit der Teilchenmasse m
gerade die Impulsgleichung zweiter Ordnung in ¢:

[23
27
Zur Ableitung der Navier-Stokes Gleichung (und damit der Viskositéten) muf
To(élﬁ) noch durch makroskopische Grofien ausgedriickt werden. Dazu setzt man

Dyt + (1 — - 2)0TL) =0 (8.64)

nun in TO%) Gleichung 8.49 aufgeltst nach fﬁ) ein und erhélt:

T = m Y cacoinfl)
= S oiatois| (01 + coindsf )]
= o[ S s 0, Y ot £
= [0, 40, 55 cocoon 1] (5.65)

Fiir die Gleichgewichtsverteilung fo(,?) wird nun der Ansatz aus 8.27 eingesetzt
und man erhélt:

To((/lg) = -7 |:at1 T(i%) + &Yp Z Z CoiaCoifBCoiry (AO' + Bacai5u5
+CyCoisCoictistic + Dyu?) (8.66)

Auf der rechten Seite dieser Gleichung verschwinden alle Tensoren ungerader
Stufe. Der verbleibende Tensor 4. Stufe ist fiir das einfach kubische Gitter
und das raumzentrierte kubische Gitter bereits im Paragraph 8.1 berechnet
worden (siehe hierzu Gleichung 8.7). Es ergibt sich:

T3 = —7 |0, T + 8,(2¢' By — 4¢ By) pdasnsus
+0,4¢* BapA o551 (8.67)

Der anisotrope Tensor .4, verschwindet genau dann, wenn (siche Bemer-
kung 8.40):

Hiermit steht eine weitere Gleichung zur Bestimmung der zehn Unbekannten
Ay, By, Cy, D, zur Verfiigung. Unter Beriicksichtigung von Gleichung 8.35
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ergibt sich:
1 1

B
! 12¢2
Gleichung 8.67 ist dann dquivalent zu:

r 1
T(i/lg) = —7 atlTC(y%) + 3712024C4PAW75“5]

_ 02
= 70,19 + 0y P(Gapdas + Gardps + 5a65ﬁw)ué]

r 2
C
= —T ango(é%) + g(a,yp(sag(s,ygu(s
+&y,0(5a7(5g5u5 + 87[)5&5(557?@;)}

2
= —7 8t1TCE%) + %(87/)%6&5 + Oapug + Oppuy) (8.70)

Die letzte der obigen Gleichungen ergibt sich durch die Auswertung der Ein-
steinschen Summenkonvention.
Im Folgenden wird der Term atlejg) niher beleuchtet. Nach Gleichung 8.38
gilt:
0
0T = Or, (pOap + pUiaug) (8.71)

In dieser Gleichung, soll nun der Druck p mittels der thermischen Zustands-
gleichung durch die Dichte p ausgedriickt werden. Eine besonders einfache
Form der thermischen Zustandsgleichung ergibt sich durch Einfithrung der
isothermen Schallgeschwindigkeit:

dp

Cs,id = dp (872)

Bemerkung 8.5

Der Index id“ bei der isothermen Schallgeschwindigkeit weist auf die Ana-
logie zum idealen Gas hin. In dieser Betrachtung werden Kréfte zwischen den
Molekiilen also vernachléssigt.

Es sei allerdings bereits an dieser Stelle darauf hingewiesen, dafi die Form
der thermischen Zustandsgleichung fiir ein inkompressibles Fluid keinen Ein-
flufl auf die Bewegungsgleichungen hat. Hieraus folgt, daf3 die Navier-Stokes
Gleichung bei der spéteren Betrachtung von zwischenmolekularen Kréften
unverdndert bleibt.

Aus Gleichung 8.39 und 8.72 folgt:

Cosa = /22 A1 + 8c2 A, (8.73)
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Es ergibt sich:
00Ty = € iabapdup -+ O (puas) (8.74)

In dieser Gleichung miissen die zeitlichen Gradienten noch durch ortliche
Gradienten ersetzt werden. Dazu formt man obige Gleichung mittels der Pro-
duktregel der Differentialrechnung weiter um:

ahTo(z%) = Cz,iddaﬁatlp + uﬁafq (pua> + puaatluﬂ
= Cg,idéaﬁahp + uﬁah (puoc) + uo&aﬁ (puﬁ) - uauﬂahp (875)
Durch Einsetzen der Kontinuitdtsgleichung 8.57 in den ersten und letzten

Term, sowie Einsetzen der Euler-Gleichung 8.61 in den zweiten und dritten
Term, ergibt sich bei Vernachléssigung aller Terme dritter Ordnung in u:

@Jﬁz—éq@@@w%www—%%ﬂ (8.76)

Dies setzt man nun in Gleichung 8.70 ein und erhélt den Impulsstromtensor
erster Ordnung als Funktion makroskopischer Grofien:

02
T4 = =7 OnT) + 5 (0rpubas + Dapus + Oapua)]

— |~ Gapd: o) — ws0up — waap)
2
—l—g((%puﬂaﬁ + Oapug + (%pua)}
2
c
= -7 [(3 - C?,idwaﬁ&y(ﬂ“v) - C?,iduﬁaap - C?,id“aaﬂﬂ

2 2

—l—%@a(/)uﬁ) + Cgag(pua)] (8.77)

Nach Addition der Impulsgleichung erster Ordnung 8.59 mit der Impulsglei-
chung zweiter Ordnung 8.64 ergibt sich (beachte: TS@) € O(e) nach 8.70):

ot
€0y, Pl + €204, pig + €04 {Tc(y%) + (1 - %)Télﬁ)} =0 (8.78)
Die Riickskalierung liefert:
(0) ot ] _

Vergleicht man dies mit dem viskosen Spannungstensor der Hydrodynamik
nach Gleichung 3.24, so liefert Gleichung 8.77:

St T,c?
(7= DG~ a)usd(12) — saisup — oo

2 c?
+§({9a(pu@) + gﬁg(pua) = n(Oatp + Opta) + £0Uy00p (8.80)
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Man erkennt nun, daf§ diese Gleichung nur fiir inkompressible Fluide erfiillt
werden kann, da nur fiir solche Strémungen die ortlichen Gradienten der
Dichte verschwinden. Fiir inkompressible Fluide folgt mit d,p = 0:

_n_¢, o
V= 073 (1 ) )
5t 2 8,1
i — (= DG — ) =v[1 -3y (8.81)

Die kinematische Viskositét v 148t sich also beim Gitter-Boltzmann Verfahren
iiber die Relaxationszeit 7 des Krookschen Stofiterms steuern. Theoretisch
konnte man sie mit 7 < 0t/2 sogar negativ gestalten, was bei Simulationen
jedoch zu instabilem Verhalten fiihrt.

Die sogenannte Volumenviskositédt & ist beim Gitter-Boltzmann Verfahren
linear mit der kinematischen Viskositit verkniipft. Der Proportionalitéatsfak-
tor liefle sich mit Gleichung 8.73 durch die noch frei wahlbaren Konstanten
A; und A, steuern.

Die Volumenviskositét spielt allerdings nur eine untergeordnete Rolle, da
durch die vorausgesetzte Inkompressiblitdt der Term mit £ aus Gleichung 8.80
auf Grund der Kontinuititsgleichung verschwindet (Im néchsten Paragra-
phen werden die Konstanten entsprechend gewéhlt).

Bemerkung 8.6

An dieser Stelle erkennt man die Berechtigung von Bemerkung 8.5. Die
FEinfiihrung der isothermen Schallgeschwindigkeit in der thermischen Zu-
standsgleichung hat fiir inkompressible Fluide keinerlei Einflulf auf den Im-
pulsstromtensor erster Ordnung, da in diesem Fall Gleichung 8.71 verschwin-
det (siehe hierzu Gleichung 8.76).

Zusammengefalit kann gesagt werden, dafi die Chapman-Enskog Methode
die makroskopischen Bewegungsgleichungen samt Viskositdten des Gitter-
Boltzmann Verfahrens liefert. Fiir inkompressible Stromungen stimmen die
Bewegungsgleichungen, unter der Bedingung By = 2By, bis zur 2. Ordnung
in € mit der Navier-Stokes Gleichung iiberein.

Die Chapman-FEnskog Methode liefert jedoch nur eine weitere Bedingung fiir
die Konstanten im Ansatz der Verteilungsfunktion. Die noch offenen Kon-
stanten miissen also noch festgelegt werden.

8.5 Wahl der noch offenen Konstanten

Bisher wurden acht Gleichungen fiir die zehn Konstanten im Ansatz der
Gleichgewichtsverteilung hergeleitet. Daraus ergibt sich, dafl zwei Konstanten
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noch frei wahlbar sind. Man setzt daher:
Ao = Q, Al == ﬂ (882)
Aus Gleichung 8.34 folgt dann:

1l-a-6p

A .
2 3 (8.83)
Damit ist die thermische Zustandsgleichung 8.73 gegeben durch:
2 2
p= g(l—a—BB)c p (8.84)

Die beiden Konstanten By, By wurden bereits im letzten Paragraphen be-
stimmt (8.69).
1 1

“6e T

Die beiden Konstanten C, C5 ergeben sich aus den Gleichungen 8.39:

B (8.85)

Cy = 414 Cp= L (8.86)
Fiir die drei Konstanten Dy, Dy, Dy stehen mit 8.34: 0 = 2¢*(C} + 4Cs) +
Dy + 6Dy + 12D5 und 8.39: 0 = 4¢*Cy + 2¢*Dy + 8¢ D5 aber nur zwei Glei-
chungen zur Verfiigung. Es ist jedoch naheliegend, fiir die Konstanten D,
und Dy dasselbe Verhéltnis zu wéhlen wie fiir die Konstanten By, By bzw.
C1, Cy (Die in Paragraph 8.1 errechnete zweifache Gewichtung des einfachen
kubischen Gitters gegeniiber dem flichenzentrierten kubischen Gitter legt
ebenfalls dieses Verhiltnis nahe):

g;:glzglzz (8.87)
Hieraus folgt mit Gleichung 8.39:
D, = _121(;2’ Dy = _24102 (8.88)
Eingesetzt in Gleichung 8.34 ergibt dies:
Dy= -1 (8.89)

2c2
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Durch Einsetzen aller ermittelten Konstanten in den Ansatz der Verteilungs-
funktion ergibt sich nun folgende Form:

R 1 1
fl(?)(x>t) = n ﬁ + (Cll )_'_ 4c 4(01116) 1202u2:|
0) (=, _ 1—a—6ﬁ P, 1, 1,
Pl (@) = [Ty g () g (@) = v
. 1
féo)(x,t) = nla— @u (8.90)

Man beachte, dafl die Wahl der Konstanten «, 8 nicht vollkommen belie-
big ist. Ein Grund dafiir ist die Tatsache, dafl die thermische Zustandsglei-
chung 8.84 noch nicht ausgenutzt wurde. Setzt man in die obigen Gleichungen
@ = 0 ein, so erkennt man, daf sowohl «, 3 als auch A, positiv sein miissen:
l—a—60 1 1

1 >0 «— pg< 6a+6 (8.91)
Mit dieser Einschréankung ergibt sich auch automatisch eine reellwertige iso-
therme Schallgeschwindigkeit nach Gleichung 8.73:

cszd—c\/2A1+8A2—C\/Qﬁ+8 66 C\/z(l—a—?)ﬁ) (8.92)

Betrachtet man nun noch die Volumenviskositéit ¢ nach Gleichung 8.81, so
ergibt sich fiir diese ein positiver Wert unter der Bedingung;:

1 1

> —= - 8.93
f2—gatz (8.93)
Optimal erscheint die Wahl von:
1 1 1
e _ =1—a—30=— 8.94
f=—gato =7 a—30=g (8.94)

Diese Bedingung steht im Einklang mit 8.91 und liefert ¢ = 0, also eine
verschwindende Volumenviskositit.
Des weiteren sieht man, dafl unter dieser Bedingung gilt:

c
Csid = —= 8.95
sid \/g ( )
Setzt man dies in 8.80 ein, so ergibt sich:
ot c?
(r = )5 | us0up — uadsp + Dalpua) + Dalpa)| = n(Outis + O5u0)
ot c?
= (71— 5) 3 [p(? ug + pOgue | = N(Oag + Opiy)
2
n c ot
_ 0 _c % 8.96
= v 073 (1 5 ) (8.96)
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Bedingung 8.94 scheint also optimal zur Erfiilllung der Navier-Stokes Glei-
chung eines inkompressiblen Fluids geeignet zu sein.

Wahlt man nun «, § aus dem ersten Quadranten geméfl 8.94, so stehen
mit 8.90 und 8.21 alle Gleichungen zur Verfiigung, um eine Einphasenstro-
mung zu modellieren. Dabei bleibt einem die Moglichkeit, {iber die Rela-
xationszeit 7 die kinematische Viskositdt und damit die Reynoldszahl eines
gegebenen Stromungsproblems zu steuern.

Bemerkung 8.7
In den, an einer spéteren Stelle dieser Arbeit (Kapitel 10), durchgefiihrten
Simulationen werden die Parameter o und 3 folgendermafBen gesetzt:

1
, B=1g (8.97)

1
¢T3
Diese spezielle Belegung der beiden Parameter o und 3 hat den Vorteil, dafl
zum einen Gleichung 8.94 erfiillt wird, und zum anderen die in Paragraph 8.1
errechnete zweifache Gewichtung des einfachen kubischen Gitters gegeniiber
dem fldchenzentrierten kubischen Gitter gegeben ist:

A, 128
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Kapitel 9

Zweiphasenstromungen

Bei den fiir die Drucktechnik relevanten Farbstromungen handelt es sich
grofitenteils um Zweiphasenstromungen mit freien Fliissigkeitsoberflachen.
Darunter fallen beispielsweise die Farbspaltung erster und zweiter Art, die in
dieser Arbeit bereits theoretisch untersucht worden sind.

Um solche Zweiphasenstromungen mit freien Oberflichen mittels Gitter-
Boltzmann Verfahren simulieren zu konnen, ist es unerlafilich, Wechselwir-
kungskrifte zwischen den Partikeln zu beriicksichtigen, da diese Kréfte (in
der kinetischen Gastheorie als van der Waals Kréfte bezeichnet) fiir die Aus-
bildung freier Oberfléchen verantwortlich sind.

Des weiteren bestimmen diese zwischenmolekularen Krifte die Oberflichen-
spannung des Fluids.

9.1 Zwischenmolekulare Krifte

Im Folgenden wird davon ausgegangen, dafl zwischen den Partikeln eines
Fluids Anziehungs- bzw. AbstofSungskréfte herrschen. Diese zwischenmole-
kularen Krifte heben sich im Inneren einer Phase gegenseitig auf, so dafl
die resultierende Kraft F verschwindet. Im Grenzgebiet zwischen zwei Pha-
sen existiert jedoch eine resultierende Volumenkraft F , fiir die nun folgender
Ansatz der Autoren Shan und Chen iibernommen wird:

—

F@t) = - Solo@ ) X ol + Gt (O)

Man erkennt an dieser Gleichung, dafl die resultierende Volumenkraft F am
Knoten #, neben der dort vorhandenen Dichte, nur von der Dichte der direkt
benachbarten Gitterknoten & + ¢,;0t abhéngen soll. Die Reichweite der zwi-
schenmolekularen Krifte ist also als gering angenommen und liegt im Bereich

130
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der mittleren freien Weglénge eines Molekiils.

G ist ein Parameter, der Starke und Richtung der zwischenmolekularen Kréfte
festlegt, wiahrend die Funktion v die Abhéngigkeit des Teilchenpotentials von
der Dichte beschreibt und erst an spéaterer Stelle (Gleichung 9.18) genauer
definiert werden soll.

Liegen am Knoten Z keine Dichtegradienten vor (z.B. innerhalb einer inkom-
pressiblen Phase): ¢[p(&, )] = ¢[p(Z+ ,:0t, )], so folgt aus 9.1 sofort: F = 0

Die Einfiihrung dieser zwischenmolekularen Kréfte hat eine Verdnderung
der mikroskopischen Impulshilanz zur Folge. Es ist nun nicht mehr davon
auszugehen, dafl die Impulsdichte am Knoten 7 wahrend des Stofivorganges
unverdndert bleibt. Vielmehr verursacht die aus den zwischenmolekularen
Kriften resultierende Volumenkraft F eine Anderung der Impulsdichte an
diesem Knoten. Mit Hilfe der Definitionsgleichung der Impulsdichte 8.24 so-
wie Gleichung 8.20 ergibt sich:

Pzt — [p(:i’, £+ 6)i(Z,t + 6t) — p(, 1), t)}

[(1 - it)mz > Coifai(,1) + cstst > Gt (1)
Y oifi(d )|
= ? {Z > Gl (F.8) = 303 Crifoil, t)} (9.2)

1
ot
1
ot

Aus dieser Gleichung ergibt sich, dafl sich die ersten Momente, und damit
die makroskopischen Geschwindigkeiten, der Verteilungsfunktion f,; und der
Gleichgewichtsverteilungsfunktion fg?) voneinander unterscheiden miissen.
Driickt man die rechte Seite dieser Gleichung durch die makroskopische Ge-
schwindigkeit im Gleichgewicht u(®) nach Definitionsgleichung 8.25 aus, so
ergibt sich:

F(z,t) = ? n(Z )i (F 1) — 33 Eifoi(F,1)
= i) = - (;, . {Z S ifilF 1) + S, t)} (9.3)

Fiir die Berechnung der Gleichgewichtsverteilung nach 8.90 wird nun also
@ an Stelle von @ nach Definitionsgleichung 8.25 benutzt.

Fiir die Definition der makroskopischen Geschwindigkeit @ unter Beriicksich-
tigung der zwischenmolekularen Kréfte bildet man nun das arithmetische
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Mittel der Impulsdichten vor und nach dem StoB j(Z, t), 7(Z,t + 6t):

1 J(@ ) + 5@t +6t)
p(Z, 1) 2
- cEp T T aEn + g F@n] o

u(z,t): =

n(z,t

Sowohl @ als auch  unterscheiden sich lediglich durch den Kraftterm von
der bisherigen Geschwindigkeit nach Definitionsgleichung 8.25. Der Unter-
schied zwischen diesen Geschwindigkeiten ist also lediglich an der Phasen-
grenze von Bedeutung, da innerhalb einer als nahezu inkompressibel ange-
nommenen Phase keine Dichtegradienten vorliegen, und damit F=0 gelten
muf.

Im Folgenden wird noch die kontinuierliche Form der resultierenden Volu-
menkraft F' sowie deren Potential benotigt. Dafiir wird die Funktion 1) in
eine Taylorreihe nach dem Ort bis zur zweiten Ordnung entwickelt:
. o L o0t 7
YT+ Ci0t] = Y[F] + G0t V[T] + 7cgin($)cgi
2

ot
= w[f] + 5tcoiaﬁa¢[f] + TCUianigaaagw[f] (95)

Einsetzen in Gleichung 9.1 liefert zusammen mit den Tensoreigenschaften 8.6:

Pt = _fw zz( 1 + &0tV lE 1] + 5; (D)% )
= —GulF chm( (1)) s
= —100291/)[27,t]vw[x,t] (9.6)

Hieraus ergibt sich fiir das Potential V (&, t) von F(Z,1):
F(Z,t) = =VV(&,t) <= V(&t)=53G)[Z, 1] (9.7)

Bemerkung 9.1
Es sollte beachtet werden, dafi der gewéhlte Ansatz 9.1 fiir die resultierende

Kraft F zwar keine Impulserhaltung am einzelnen Gitterknoten, jedoch eine
Erhaltung des Gesamtimpulses garantiert:

Z ﬁ(f7 t) = _gf Z Z Zw[:a t]¢[f+ Eaiétv t]gai
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= EZZZw[f,tW—amat,t]a,i
= ZZwa + Cidt, t]p[a Z—ZFIE )

Hierbei wurde 1/ = T — C,;0t benutzt.
Vergleicht man die erste und letzte Zeile obiger Gleichung, so folgt:

S F(Z,t) =0 (9.8)

9.2 Thermische Zustandsgleichung

Die Vorgehensweise in diesem Paragraphen erfolgt in vollkommener Analo-
gie zu Paragraph 8.4.2, nur daf} hier die zwischenmolekularen Kréfte bertick-
sichtigt werden. Diese zwischenmolekularen Kréfte verdndern lediglich die
mikroskopische Impulsbilanz, welche nun durch folgende Gleichung gegeben
ist:

Pz — ;t[ (7, + O1)T(T,t + 0t) — p(Z, 8)a(7, t)]

5t{22fmx—l—5tcm,t—l—5t szm } (9.9)

Die Herleitung der Kontinuitétsgleichung in Paragraph 8.4.2 bleibt also voll-
kommen unverédndert, da dort lediglich die nullten Momente der kontinuier-
lichen Gitter-Boltzmann Gleichung gebildet werden.
Die Herleitung der Navier-Stokes Gleichung in Paragraph 8.4.2 erfahrt auf
Grund der zwischenmolekularen Kriéfte jedoch eine kleine Verdnderung. Setzt
man in die mikroskopische Impulsbilanz, Gleichung 9.9, nun die Gleichung 8.41
ein, so erhélt man unter Beriicksichtigung von 8.48 bis zur ersten Ordnung
in e:

Opy i + 0T = Foy = =8,V (9.10)

Bemerkung 9.2

Genau das gleiche Ergebnis erhédlt man, wenn noch einmal das erste Mo-
ment der kontinuierlichen Gitter-Boltzmann Gleichung 1. Ordnung in €, Glei-
chung 8.58, betrachtet wird:

1
at1 Z Z Caiafé(i]) + aoz Z Z Coiacoiﬁfé(i]) = _; Z Z Caiafcg) (911)
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Bei Beriicksichtigung der zwischenmolekularen Kréfte kann auf Grund von
Gleichung 9.2 nicht mehr davon ausgegangen werden, daf} die rechte Seite obi-
ger Gleichung verschwindet. Setzt man in die rechte Seite von Gleichung 9.2
den Ansatz 8.44 fiir f,; ein, so erhalt man nach Multiplikation von 9.11 mit
der Teilchenmasse m bis zur ersten Ordnung in € wiederum Gleichung 9.10.

Analog erhédlt man durch Einsetzen von Gleichung 8.46 in Gleichung 9.9,
unter Beriicksichtigung von 8.48, bis zur zweiten Ordnung in e:

atqua + (1 — Z)(%Taﬁ = Fa = —8aV (912)

Die Gleichungen 9.10 und 9.12 stimmen bis auf den Potentialterm auf der
rechten Seite exakt mit den Gleichungen 8.59 und 8.64 iiberein. Durch Zu-
sammenfassung und Riickskalierung der Gleichungen 9.10 und 9.12 ergibt
sich, ganz analog zur Gleichung 8.79, folgendes Ergebnis:

5t
Duptia + 9a|TO) + (1 - E)T(g}; —F, = -0,V (9.13)

Die beiden Tensoren T(%) und TOE%) sind dabei nach wie vor durch die Glei-
chung 8.77, bzw. Gleichung 8.38 mit der bisherigen Form der thermischen
Zustandsgleichung 8.84 bestimmt:

2
Té%) = §<1 —a — 3B)pdug + pUais (9.14)

Erweitert man den Impulsstromtensor im Gleichgewicht TC(Y%) um das Poten-
tial V', so nimmt dieser unter Beriicksichtigung von 9.7 folgende Form an:

2
Ty = |50 =0 = 30)p +5GU(E 1) |das + puay  (9.15)

Setzt man diese neue Form des Impulsstromtensors in die Gleichung 9.13 ein,
so ist diese formal identisch mit der Gleichung 8.79. Hieraus ergibt sich, dafl
die Chapman-Enskog Methode auch unter Beriicksichtigung der zwischen-
molekularen Kréfte auf exakt dieselbe Navier-Stokes Gleichung fithrt wie in
Paragraph 8.4.2.

Lediglich die Form der thermischen Zustandsgleichung veréndert sich und ist
nun, unter Beriicksichtigung der zwischenmolekularen Kréfte, gegeben durch:

p=2[20—a~30)p+560(,1) (9.16)
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Bemerkung 9.3

Wéhrend die thermische Zustandsgleichung 8.84 ohne Beriicksichtigung zwi-
schenmolekularer Kréfte der idealen, isothermen Gasgleichung p ~ p ent-
spricht, ist Gleichung 9.16 im Sinne der van der Waals Gleichung zu inter-
pretieren, welche allerdings noch die Temperatur T' als Parameter enthélt:

(p+ %)(v —b)=RT (9.17)
Gleichung 9.16 gibt nun Aufschluf dariiber, wie die Funktion 1, die wiederum
von der Dichte p abhéngt, zu wéhlen ist:
Die Ausbildung einer fliissigen und einer gasférmigen Phase tritt nur dann
auf, wenn der Druck p als Funktion der Dichte p nicht monoton steigend ist,
sondern ein lokales Maximum und ein lokales Minimum aufweist.
Dies kann erreicht werden, indem G hinreichend negativ, und die Funktion
1 (p) als monoton steigend aber beschrénkt gewéhlt wird (Die obere Schranke
sei mit py bezeichnet, damit ist das Potential V' durch 5G - (cpg)? beschréinkt).
Fiir eine solche Funktion sind im Folgenden drei Beispiele gegeben:

vi(p) = po(l—e )

__Pop
Pa(p) = Do+ p
Ys(p) = poc® (9.18)

Wiéhlt man nun eine dieser Funktionen, so ergibt sich der kritische Zustand
des Systems, ganz analog zur Behandlung der van der Waals Gleichung, aus
der thermischen Zustandsgleichung 9.16 zusammen mit den Bedingungen:

g]; = [§(1 —a—30)+ 10(]1/1(,0)655] =0 (9.19)
0? d d?
oh = 10g[( +up) Gy =0 (9:20)

Aus der letzten Gleichung folgt die kritische Dichte pg.;. Setzt man dies in
die erste Gleichung ein, so ergibt sich:

{(—1 +a+30)

_ v
G :|kr7;t = 15¢(pkmt) dp (pkmt) (921)

Der Term T := (—1+ a + 33)/G ist also das Aquivalent zur Temperatur in
der van der Waals Theorie.

Setzt man dies nun wiederum in die thermische Zustandsgleichung 9.16 ein,
so ergibt sich der kritische Druck pg;-
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Beispiel 9.1
Wéahlt man ¢ =1y , pg = 1, sowie a und (3 gemaf Gleichung 8.94, z.B. als
a =1/3 und § = 1/18, so ergibt sich:

(—1+a+ 35)] 15 2
= In(2 - = ==
Pkrit n( )a |: g it 4 — gk’mt 15
1, 1
Pt = 3¢ (ln(2) - 5) (9.22)

p
/
___ G>Guw I
- G< G
— 1 /
e /
e /

// /
/// o~ - _ 7
% ~_ -

O]

Abbildung 9.1: Zustandsdiagramm fiir verschiedene Werte von G.

verschiedene Werte von G, so erkennt man eine horizontale Wendetangente
fir G = Gy.i. Eine Verkleinerung dieses Wertes (Die oberste Funktion in
Abbildung 9.1 entspricht G = 0,9 - G,y ) fiihrt zu einer Erhohung der ,Tem-
peratur® T := (=14« +303)/G iiber ihren kritischen Wert. Damit steigt der
Druck p monoton mit der Dichte p, und es kann sich kein Zweiphasensystem
einstellen.

VergréBert man jedoch den Wert von G iiber seinen kritischen Wert (die un-
terste Funktion in Abbildung 9.1 entspricht G = 1,15 - Gyt ), so kommt es
zu einem Phaseniibergang.

Selbstverstandlich ist der theoretisch errechnete Verlauf des Zustandsdia-
gramms fir T" < Ty <= G > Gy zwischen dem Maximum und dem
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O

Abbildung 9.2: Reales Fluidverhalten nach der Maxwellkonstruktion

Minimum des Funktionsgraphen unphysikalisch, da dies einer Druckverring-
erung bei isothermer Dichteerh6hung entsprechen wiirde.

Das reale Verhalten des Fluids ergibt sich, nach Abbildung 9.2, indem man
dem theoretisch errechneten Funktionsgraphen nur bis zu einem noch un-
bestimmten Punkt (p,; po) vor Erreichen des lokalen Druckmaximums folgt.
Ab diesem Punkt ersetzt man den theoretisch errechneten Graphen durch
den konstanten Funktionsgraphen p = pg und folgt diesem bis es, nach dem
theoretisch errechneten Minimum, zu einem weiteren Schnittpunkt (p;;po)
mit dem Funktiosgraphen kommt. Ab hier beschreibt Gleichung 9.16 wieder
das reale Fluidverhalten. Der konstante Abschnitt der so erzeugten Kurve ist
gerade der Bereich in dem es zu einem Phaseniibergang kommt. Die Berech-
nung des konstanten Wertes pg erfolgt in der van der Waals Theorie mittels
der sogenannten Maxwell-Konstruktion, welche allerdings die Hauptsétze der
Thermodynamik, d.h. eine Gleichung fiir die Energieerhaltung bené6tigt. Hat
man pg berechnet, so ergeben sich die Dichten der fliissigen und gasférmigen
Phase im Gleichgewicht, p; und pg, durch die beiden, in Abbildung 9.2 ge-
kennzeichneten Schnittpunkte der beiden Kurven.

Im hier vorgestellten Gitter-Boltzmann Verfahren ist aber weder eine Ener-
giegleichung noch eine Temperatur definiert, so dafl die Berechnung des
Gleichgewichtszustandes im Zweiphasengebiet mit Hilfe der mikrodynami-
schen Gleichungen erfolgen mu#f.



138 KAPITEL 9. ZWEIPHASENSTROMUNGEN

9.3 Gleichgewichtszustand

Fiir die Belegung eines Anfangszustandes ist es von elementarer Bedeutung,
die Abhéngigkeit der makroskopischen Zustandsgréfien po, p, und p; von den
Modellparametern «, 3, 1, G, 7 zu ermitteln. Da das vorgestellte Modell
keine Energiedefinition beinhaltet, muf} sich diese Abhéngigkeit aus den mi-
kroskopischen Gleichungen ergeben.

Mit der thermischen Zustandsgleichung 9.16, ausgewertet bei p, und p;, ste-
hen bereits zwei Gleichungen fiir die drei Unbekannten py, p, und p; zur
Verfiigung.

Eine weitere Gleichung gewinnt man durch folgende Vorgehensweise:

Der Impulsstromtensor im Gleichgewicht T, 5 ) 1:8¢ sich fiir ein Zweiphasensy-
stem, unter Beriicksichtigung der ZW1SChenmolekularen Krifte, aus der mitt-
leren Impulsdichte (Gleichung 9.4) ermitteln:

(Z,t) + j(Z,t + t) ot

5 =mY_ > Coifai(T 1) + 513(5, t) (9.23)

.

Setzt man hier F aus Gleichung 9.1 ein, so folgt:

(:z:,t)+j2(x,t+(5t) _ mZZEUifm‘(m _g¢ ZZ¢x+cU,5t0m

= mZZCUZfUZ g Zzw$_cazétcaz

<.y

Multipliziert man die a-Komponente dieser Gleichung mit der S-Komponente
der Teilchengeschwindigkeit ¢,;, so erhidlt man gerade die mikroskopische
Form des Impulsstromtensors T,,3. Befindet sich das System im Gleichgewicht
(d.h. die Zeitabhéngigkeit entfillt), so folgt:

0 _ (k) ()
Taﬁ - Taﬁ +Taﬂ

= m Z Z Coiacazﬂ g Z Z ¢ Cozét CUzaCUzB (9 24)

Der erste Term wird als kinetischer Term bezeichnet und entspricht dem
Impulsstromtensor eines Einphasensystems ohne zwischenmolekulare Krifte:

B =m Z Z CJ'LaCJ’Lﬁfm - C ( —a— 3ﬁ)p6aﬁ + pu(ao)ug)) (925)
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Die makroskopische Geschwindigkeit im Gleichgewicht @(® ist durch die Glei-
chungen 9.3, 9.6 gegeben:

- [z 3 o fol) = 1022630, (9.26)

Der erste Term dieser Gleichung héngt allerdings noch von mikroskopischen
Groflen ab, so daBl es notwendig ist, die makroskopische Geschwindigkeit
im Gleichgewicht zusétzlich direkt aus der Gitter-Boltzmann Gleichung mit
Krookschem Stofiterm 8.21 zu berechnen. Aus 8.21 folgt nach Multiplikation
mit ¢, und Summation iiber alle Richtungen 7, o:

u((xo) = - ZZ Uzaf(O)

1 . T o

= ﬁ |:(1 - g) Z Z Coiafo'i(x> + a Z Z Co-iafgi(l' + Cét):|(927)
Geht man nun davon aus, dafl im Gleichgewicht kein Massenaustausch zwi-
schen benachbarten Gitterknoten erfolgt,

fai(f) = fai(f + Egt) — Z Z Cawzfaz T + 05t Z Z Cozafaz

(9. 28)
wobei 4 die zu i entgegengesetzte Richtung bezeichnet, so ergibt sich aus

Gleichung 9.27:
1

u® =21 Z) 2 X o) (9.29)

Vergleicht man nun die Gleichungen 9.29 und 9.26, so erhilt man die ma-
kroskopische Geschwindigkeit im Gleichgewicht als Funktion der Dichte und
der Modellparameter:

2 —
w0 — _Wwaaw (9.30)

Bemerkung 9.4

Die makroskopische Geschwindigkeit im Gleichgewicht @©) ist nur an der
Phasengrenze ungleich Null, da innerhalb einer inkompressiblen Phase 0,1 =
0 gilt.

Die makroskopische Geschwindigkeit @ zwischen den Phasen berechnet sich
hingegen aus Gleichung 9.3 und Gleichung 9.4:

21 — 6t)F
7© = (sz) + (9.31)
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Durch Einsetzen von @®) aus Gleichung 9.30 und F aus Gleichung 9.6 ergibt
sich das zu erwartende Ergebnis:

2p
2 _ — 2 o
__bc (27'p (5t)ngw+ (27 gz;)l()c ngw _3 (9.32)

Setzt man nun Gleichung 9.30 in Gleichung 9.25 ein, so erhélt man:

25¢* (21 — 6t)*G?

2
T = 51— a = 38)pbs + o RrG R (9.33)
Der Potentialterm aus Gleichung 9.24 berechnet sich unter Ausnutzung der
Taylorreihenentwicklung 9.5 und der Tensoreigenschaften 8.6, 8.7 zu:

2542
To(ép) — CQQw . |:5¢6O¢B — Cgtaaaﬁw(saﬁ'yﬁ + 626t28787'¢5a/6 +

2c25t2aaaﬂw} (9.34)

Man beachte, dal alle Tensoren ungeradzahliger Stufe verschwinden. Es ist
somit gleichgiiltig, ob ¥[Z + ¢,;0t] oder ¥[Z — ¢,;dt] in eine Taylorreihe ent-
wickelt wird.

Die Addition des kinetischen Terms und des Potentialterms ergibt somit den
Impulsstromtensor im Gleichgewicht, der nun aufler von den Modellparame-
tern nur noch von der Dichte abhéngt:

2
T = |51 a=38)p+55GY" + '°G0,0,0 |8y —

4(5t2
¢ . g@z)aaaﬁwaw + 204 G512 D) +

25¢4 (21 — 6t)2G?

V20,1001 (9.35)

Fiir ein ruhendes Einphasensystem ist dieser Impulsstromtensor isotrop und
Gleichung 9.35 reduziert sich auf die thermische Zustandsgleichung 9.16.
Betrachtet man nun ein Zweiphasensystem in Ruhe, so ist dieser Tensor mit
dem Drucktensor identisch.

Zur Berechnung eines Dichteprofils ldngs einer Phasengrenze wird nun eine
ebene Begrenzung in der x,y-Ebene angenommen. Die Menge aller Punkte
{(z,y,2) : z < 0} befinden sich in fliissiger Phase, deren Dichte in hinreichen-
der Entfernung von der Phasengrenze, mit p; bezeichnet wird. Die Menge aller
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Punkte {(z,y, 2) : z > 0} befinden sich in gasformiger Phase, deren Dichte,
in hinreichender Entfernung von der Phasengrenze, mit p, bezeichnet wird.
Das Gesamtsystem befindet sich in Ruhe, und die Phasengrenze bei z = 0

wird durch N
po =1 (9.36)

festgelegt.

Fiir dieses geometrisch einfache Zweiphasensystem hat der Drucktensor T (i%) =

Pap aus Gleichung 9.35 Diagonalgestalt (beachte: 0, = 0, = 0):
pwy(Z) = Pez(2) = pyz<z) =0 (9.37)

Aus Symmetriegriinden sind die beiden zur Phasengrenze tangential wirken-
den Driicke gleich, und Gleichung 9.35 erlaubt die Berechnung des Tangen-
tialdruckes pp:

px;v(z) = pyy(z> - pT(z)
2

02§(1 —a —38)p + 52GY* + c*6t?Gipo.0.p  (9.38)
Der zur Phasengrenze normal wirkende Druck p,. = pn(z) = po muB auf-
grund des mechanischen Gleichgewichts (V- 7= 0) konstant sein. Da dieser
Druck im gesamten Zweiphasengebiet gleich ist, wird er auch als hydrostati-
scher Druck bezeichnet; py 148t sich aus Gleichung 9.35 berechnen:
5cot:G

2

(0:4)? (9-39)

2
Po = 025(1 —a—30)p+ 502g@/)2 + 10,0, +

Zct(2r — 31)°G°

Da aber eine Gleichung gesucht ist, die den Dichteverlauf senkrecht zur Pha-
sengrenze darstellt (des weiteren ist in den Funktionen ¢ die Ortskoordinate
z nur implizit, als Argument der Dichte p enthalten), werden die rdumlichen
Ableitungen in obiger Gleichung durch folgende Ausdriicke ersetzt:

ov _ oy
0z Op 0z

2 2 2
M — M(%)Z %@ (9.40)

0722 0p? "0z dp 07>

Einsetzen in 9.39 liefert:
20wt BTG [ p 00 0
25¢ (21 — 6t)2G% , 00, Op.,

— ) (= A1
— S D) (9.41)
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Dies ist eine gewthnliche DGL zweiter Ordnung fiir die Funktion p(z).
Da im Grenzwert z = oo die rdumlichen Ableitungen von p nach z in Glei-
chung 9.41 verschwinden, gelten dort die thermischen Zustandsgleichungen:

2
po = 023(1 —a = 30)p, +5°GY(py)*  fiirz = 400
2
po = c2§(1 —a—38)p +5c°G(p)?  fiirz = —o0 (9.42)
Die Losung dieses Randwertproblems (DGL 9.41 mit den Randbedingungen:

dp/dz = 0 fir z = £00) errechnet sich folgendermafen.
Mittels der Transformation

dp\? dp dp
= — — | = —_ == A
¢ (dz> @‘dz’ \/5<:> dz \/;b (9-43)
kann Gleichung 9.41 in eine gewdhnliche lineare DGL {ibergefithrt werden.
Mit
2
dp _ _ldfé@ _ _ljdzjdg _ 1d¢ (9.44)
dz? 2 dz 2ldpldz  2dp

folgt aus Gleichung 9.41:
5cA5t2G  did 5cAot2G | d> 25c¢t (21 — 6t)%G? dip 2
[ @bﬂ(ﬁ + { p2v Bl ) @bz(w)}cb
4 dpldp 2 dp p dp
+ 02§(1 —a—38)p 452Gy —py =0 (9.45)

Dies ist eine lineare DGL fiir die Funktion ¢(p) der Form

do B
i P(p)¢ = Q(p) (9.46)
mit den Randbedingungen:
¢(pg) = ¢(p1) =0 (9.47)

Die allgemeine Losung einer solchen linearen DGL ist gegeben durch:

(p) = =) [K + /[ Q(t)eG<t>dt] (9.48)

Pg

Hierbei ist K eine Integrationskonstante, und die Funktion G ist definiert
durch:

p

G(p) = /p P(k)dk (9.49)

g
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Die Funktionen P(p) und Q(p) ergeben sich aus Gleichung 9.45:

Plo) = 28 1005~ 126 )
Q0 =~ (00) () [P50 - a = 39)p + 5607 —

Aus der Randbedingung ¢(p,) = 0 folgt sofort K = 0.
Aus der Randbedingung ¢(p;) = 0 folgt, da die Exponentialfunktion keine
Nullstellen hat, dal der zweite Faktor in Gleichung 9.48 verschwinden muf:

o
/ Qp)eWdp =0 (9.50)
Pg

Setzt man hier die Definitionsgleichungen der Funktionen Q(p) und G(p) ein,
so erhalt man:

[ (o) v)” 21— a=39)p+5Gu? —po|ehn " dp = 0 (951

Da der hydrostatische Druck pg konstant ist, kann man diese Gleichung nach
po auflosen:

-1 )
b (w(p) ' ¢’(P)) [62?,)(1 —a—3B)p+ 5ng¢2]€fpg P
;Z <¢C§£)lefpp9 P(k)dkdp

Mit den Gleichungen 9.42 und 9.52 stehen nun also drei Gleichungen zur
Verfiigung, um die drei Unbekannten pg, p, po aus den Modellparametern zu
ermitteln. Da in allen drei Gleichungen die Dichten aber nur implizit ent-
halten sind, liegt es nahe, ein iteratives Berechnungsverfahren zu wéhlen,
welches an einer spéteren Stelle dieser Arbeit (Paragraph 9.5) beschrieben
wird.

Po = (9.52)

Fiir spatere Simulationen ist es des weiteren von Bedeutung, das Dichte-
profil orthogonal zur Phasengrenze zu berechnen. Die Integration von Glei-
chung 9.43 liefert unter Beriicksichtigung von Gleichung 9.48 das inverse
Dichteprofil:

ol

o) = — | p olt) = — | j[eG(t) /p :Q(k)e%)dk}_ dt (9.53)

Der Verlauf des Dichteprofils p(z) ergibt sich, indem man obige Gleichung
fiir verschiedene diskrete Dichten p, < p < p; numerisch 16st und {iber den
so errechneten z-Werten auftrégt.
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9.4 Oberflaichenspannung

Fiir eine ebene Oberfliche in der x, y-Ebene ergibt sich die Oberflichenspan-
nung per Definition aus folgendem Integral (siche z.B. Spurk [26]):

= [ () = pr(2))dz (9.54)

—00

Dieses Integral ergibt, unter Beriicksichtigung der Gleichungen 9.38 und 9.39:

o 3ct6t2G 25¢4 (21 — 0t)%G?
M :/ ( )

] 5 10,04 + V2 (0,1))2dxz (9.55)

Pg
Da {w-dw/dz} = [zﬁ-dw/dp-dp/dz} = 0 gilt, folgt aus obiger Gleichung
mittels pa,lrtielle;>O Integration und Gleicﬁung 9.40:

[e.e]

dp
2 d 9.56
Pldp (9.56)

3c6t*G [ra200 , 7 1,1 dip
= 59 - e -1«
2 o L3 70t 20 p dp
Setzt man hier Gleichung 8.81 ein, so erkennt man, dafl die Oberflachenspan-
nung quadratisch von der kinematischen Viskositéat abhangt:

_ Po 2 ﬁ_% 4 2] % 2@
=g ; 900v°G ; 5¢ ot (dp) dzdp (9.57)

Fiir die praktische Anwendung des Gitter-Boltzmann Verfahrens mufl die-
se Abhéngigkeit bei der Einstellung der makroskopischen Zustandsgréfien
beriicksichtigt werden.

9.5 Modellparameter und Stoffgréfien

Fiir eine realitdtsnahe Simulation mittels des hier beschriebenen Gitter-Boltz-
mann Verfahrens wére es ideal, wenn sich die Modellparameter o, 3, 7, G, 9
direkt aus den makroskopischen Zustandsgroen p;, pg, po, Vi, v eines gege-
benen Stromungsproblems berechnen lieflen.

Wie sich in den vorherigen Paragraphen gezeigt hat, ist jedoch lediglich das
hierzu inverse Problem (Berechnung der makroskopischen ZustandsgroBen
aus den Modellparametern) 16sbar und auch dieses, im Fall der Oberflichen-
spannung (y;) sowie des Gleichgewichtszustandes (p;, py, Po), nicht mit rein
analytischen Methoden.

Des weiteren zeigt Gleichung 9.57, daB z.B. eine Anderung der kinemati-
schen Viskositét v (beispielsweise durch Variation des Modellparameters 7
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nach Gleichung 8.81) immer auch eine Anderung der Oberfliichenspannung
v impliziert. Die Einstellung der makroskopischen Stoffgrofien (bzw. der di-
mensionslosen Kennzahlen) durch die Modellparameter bedarf also einer ge-
naueren Betrachtung.

Wihrend die Berechnung der kinematischen Viskositét v nach Gleichung 8.81
explizit moglich ist, erfordert die Berechnung des Gleichgewichtszustandes p;,
Pg, Po und damit auch die Berechnung der dynamischen Viskositdt der fliissi-
gen Phase 1, = vp; bzw. der Oberflichenspannung v, nach Gleichung 9.42
und 9.52 bzw. Gleichung 9.40 ein iteratives Berechnungsverfahren, welches
hier im Systemprogramm Mathematica erstellt wurde, da dieses Programm
die Moglichkeit der numerischen Integration beinhaltet. Der Aufbau dieses
[terationsverfahrens ist im Folgenden skizziert:

1. Eingabe der Modellparameter h, G, m, dt, «, (3, T, ¥(p).

2. Eingabe einer Fehlertoleranz e.

(0

3. Berechnung des Anfangsdruckes p(® aus den Extrema der thermischen

Zustandsgleichung 9.16:
dp
dp

Pmaz = p(min(py, p2))

Pmin = P(max(Pla p2))

(0) _ Pmazx +pmzn
b 2

=0 — p,p

4. Tteration iiber den Index n:

(a) Berechnung der Dichten:

p(p) —p™ =0 p € [0,min(py, p2)] — pi"
p(p) = p™ =0 pe[0,maz(pi, p2)] — pi"
(b) Neuberechnung des Druckes:

Numerische Integration von Gleichung 9.52 in den Grenzen pé”)

bis p\" liefert p+D),
(¢) Abbruchkriterium:

(n+1) n+1)

P > e —p =pl

0 oy = o, py =

lp
Ip" ) —p™| < e —py=p



146 KAPITEL 9. ZWEIPHASENSTROMUNGEN

5. Berechnung der Oberflichenspannung 7; mittels numerischer Integra-
tion von Gleichung 9.40.

Mittels dieses Programms wurden nun fiir verschiedene Werte der Modellpa-
rameter G /Gy, und 7/dt die zugehorigen makroskopischen Zustandsgrofien
und dimensionslosen Kennzahlen bestimmt. Dabei wurde h = 1, m = 1,

=1, a=1/3, =1/18, ¢¥(p) =1 — e ” gesetzt.
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Abbildung 9.3: Dynamische Viskositédt der fliissigen Phase n als Funk-
tion der Modellparameter G/Gy;+ und 7/4t.

Abbildung 9.4: Oberflichenspannung ~; als Funktion der Modellpara-
meter G/Gyir und 7/6t.
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Abbildung 9.5: Machzahl Ma als Funktion der Modellparameter
G/Grrir und 7/0t.

Abbildung 9.6: Reynoldszahl Re als Funktion der Modellparameter
G/Grit und 7/0t.
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Abbildung 9.7: Weberzahl We als Funktion der Modellparameter
G/Grrit und 7/4t.

Abbildung 9.8: Kapillarzahl Ca als Funktion der Modellparameter
G/Grrit und T/0t.
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Abbildung 9.9: Dichteverhaltnis p,/p; als Funktion der Modellparame-
ter G/Grrie und 7/6t.

An den Abbildungen 9.3 und 9.4 erkennt man, dafl sowohl die Oberfléchen-
spannung v; als auch die dynamische Viskositét der fliissigen Phase 1, = pjv
mit steigenden Modellparametern G /Gy, und 7/t anwachsend sind. Es ist
jedoch ersichtlich, daf die Viskositét n; dabei stérker von der Relaxationszeit
7 , die Oberflichenspannung ~; jedoch stéarker von der Grofle des Parameters
G beeinflufit wird, so dal es moglich ist, diese beiden Groflen weitestgehend
unabhéngig voneinander einzustellen.

Zur Berechnung der relevanten dimensionslosen Kennzahlen wird noch. ei-
ne charakteristische Lénge L und ein charakteristischer Geschwindigkeitsbe-
trag v benotigt, welche hier vollkommen willkiirlich gesetzt wurden: L = 65,
v=0.1112.

Die Machzahl Ma der fliissigen Phase ergibt sich mittels Gleichung 8.72 und
Gleichung 9.16:

v v

v
& B 21— a—35) +10Gv(p) % ()

Die Machzahl ist eine fiir die Gitter-Boltzmann Simulation sehr wichtige di-
mensionslose Kennzahl, da sie dariiber entscheidet, ob ein Strémungsproblem
als inkompressibel angesehen werden kann, was in guter Naherung nur fiir

Ma = (9.58)
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Ma < 0.3 erfiillt ist. Wie man aus Abbildung 9.5 erkennt, mufl zur Simulation
einer inkompressiblen Stromung mit dem hier gewéahlten charakteristischen
Geschwindigkeitsbetrag v, G > 1.3- G+ gesetzt werden, um dieses Kriterium
zu erfiillen.

Da die Machzahl nach Gleichung 9.58 linear von der charakteristischen Ge-
schwindigkeit v abhéngt, ist diese untere Schranke G/Gp.; = 1.3 selbst-
verstandlich nicht allgemeingiiltig, sondern ebenfalls v-abhéngig. Des wei-
teren zeigt Abbildung 9.5, dafi die Machzahl wesentlich empfindlicher auf
Anderungen des Parameters G als auf Anderung der Relaxationszeit 7 rea-
giert.

Realistische Machzahlen im Druckprozess sind auf Grund der hohen Schall-
geschwindigkeit in der Farbe und der im Vergleich dazu geringen Druck-
geschwindigkeit durchweg kleiner, als sie in der Simulation eingestellt wer-
den koénnen. Solange aber die Machzahl der Simulation eine inkompressible
Stromung garantiert (Ma < 0.3), ist der Einflufl dieser Abweichung auf das
Stromungsverhalten als gering zu erachten.

Die Reynoldszahl Re einer Gitter-Boltzmann Simulation ist, im Gegensatz zu
allen anderen relevanten dimensionslosen Kennzahlen, explizit berechenbar.
Sie gibt das Verhéiltnis von Tragheitskraften zu Zahigkeitskréaften an und ist
damit mafigebend fiir die Ausbildung von Turbulenzen im Stréomungsbild.
Fiir die Reynoldszahl gilt nach Gleichung 8.81:

_wlLp vl 3vL

m v A(r — %)

Re :

(9.59)

Wie man an dieser Gleichung und an Abbildung 9.6 erkennt, ist die Reynolds-
zahl also unabhéingig vom Parameter G und besitzt bei 7 = 0t/2 eine Pol-
stelle. Die Wahl von 7 < §t/2 liefert daher auch instabile Simulationen.

Abbildung 9.7 zeigt die Abhéngigkeit der Weberzahl We, welche das Verhélt-
nis von Trigheitskriaften zu Oberflichenspannungskréiften angibt, von den
Modellparametern G/Gy,;; und 7/§t. Die Weberzahl der fliissigen Phase ist
dabei folgendermaflen definiert:
2
We i UL (9.60)
Vi

Es ist leicht ersichtlich, dafl der Einflufl der Oberflachenspannungskrifte fiir
kleine Werte des Parameters G/Gy,.;; stark abnehmend ist, wodurch sich die
Weberzahl erhoht.
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Das Verhiltnis von Zéhigkeitskréiften in der fliisssigen Phase zu Oberfléchen-
spannungskraften wird durch die Kapillarzahl beschrieben:

_We_ﬂ

Ca: (9.61)

~ Re "
Kleine Werte des Parameters G erhohen diese dimensionslose Kennzahl (durch
Verringerung der Oberflichenspannung), wiahrend kleine Werte des Parame-
ters T sie verkleinern (durch Verringerung der dynamischen Viskositét).

Mit Hilfe der oben beschriebenen Zusammenhénge ist es nun moglich, die
relevanten dimensionslosen Kennzahlen (Re, We, Ca) auf ein gegebenes
Stromungsproblem einzustellen.

Es sei an dieser Stelle noch bemerkt, daf§ die obigen Kennzahlen (Ma, We,
Ca) sich jeweils auf die fliissige Phase beziehen. Der Einflufl der Umgebung,
also der gasformigen Phase, wird daher als klein angenommen. Diese Annah-
me ist in der Realitdt der Farbspaltung auf Grund des sehr kleinen Dich-
teverhaltnisses p,/p; sicherlich gerechtfertigt. In der Simulation sollte dieses
Verhéltnis daher ebenfalls so klein wie moglich gewahlt werden. Aus Ab-
bildung 9.9 148t sich ersehen, daf diese Bedingung mit wachsendem G /Gy
immer besser erfiillt wird. Realistische Werte des Parameters p,/p; im Druck-
prozess sind jedoch erheblich kleiner, als sie in der Simulation verwirklicht
werden konnen. Ein bemerkbarer Einflul der gasférmigen- auf die fliissige
Phase ergibt sich aber erst ab einem Verhéltnis von p,/p; > 1/30, so dafl bei
Simulationen darauf geachtet werden muf}, diese Schranke nicht wesentlich
zu iiberschreiten.

9.6 Randbedingungen

Literatur: Neben der Arbeit von Schelkle [1] ist hier in erster Linie die Ar-
beit von Takada und Tsutahara [48] von Bedeutung. Die dort beschriebene
Randbedingung zur Implementierung von bewegten Festkérpern in zweidi-
mensionale Gitter-Boltzmann Verfahren wird in Paragraph 9.6.2 auf das hier
verwendete dreidimensionale Gitter iibertragen.

Dieses Kapitel behandelt die Schwierigkeiten bei der Berechnung der Ver-
teilungsfunktionen an den Réandern des zu Grunde liegenden Gitters. Alle
sich dort befindenden Gitterknoten werden im Folgenden als Randknoten
bezeichnet, wihrend alle anderen Gitterknoten als innere Knoten bezeich-
net werden.
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Vor der Berechnung der zwischenmolekularen Kréfte fiir die inneren Knoten
des Berechnungsgitters mufl die Dichte p an allen Randknoten bekannt sein,
da auf diese nach Gleichung 9.1 zugegriffen wird. Des weiteren werden fiir
den Verschiebungsschritt all diejenigen Verteilungsfunktionen von Randkno-
ten benétigt, die in Richtung eines inneren Knotens weisen.

Neben den bei Schelkle [1] beschriebenen symmetrischen, periodischen und
dirichletschen Randbedingungen, auf die hier nicht niher eingegangen wird,
sind im Zusammenhang mit der Farbspaltung weitere Randbedingungen not-
wendig. Diese ergeben sich aus der Tatsache, daffl im Gegensatz zur freien
Tropfenkollision bei Schelkle [1] eine Simulation der Farbspaltung die Imple-
mentierung von Festkoérpern erfordert.

9.6.1 Ruhende, ebene Festkorper

Die hier beschriebene Randbedingung zur Implementierung ruhender, ebe-
ner Festkorper kommt bei der Simulation der quasistatischen Punktspaltung
nach Abbildung 2.1 zum Einsatz (siche Paragraph 10.1).

Betrachtet man z.B. die (2 = 0)-Ebene in Abbildung 2.1, so stellt sich die
Frage nach einer geeigneten Wahl der Verteilungsfunktionen f,; fiir die sich
dort befindenden Randknoten.

Um sicherzustellen, daf§ keine Masse iiber diese Ebene ausgetauscht wird,
werden vor der Verschiebung der Verteilungsfunktionen symmetrische Rand-
bedingungen gesetzt:

fs(z,y,2=0) = fe(x,y,z = h)
fu(z,y,2=0) = fizs(r,y,2 = h)
Sz, y,2=0) = fio(z,y, 2 = h)
fis(z,y, 2 =0) = fir(z,y,2 = h)
fis(z,y,2 =0) = fig(x,y,2 = h)

Vor der Berechnung der zwischenmolekularen Kréfte nach Gleichung 9.1
muf} die Dichte an den Randpunkten bekannt sein. Setzt man beispielsweise
p(x,y,z = 0) = p(x,y,z = h), so ergibt sich ein Randwinkel J, von 90°.
Dieser Randwinkel kann allerdings iiber einen Faktor k variiert werden:

Wahlt man k& < 1, so folgt hieraus, dafl die Kohésionskréfte zwischen den
Fluidpartikeln grofer als die Adhésionskrifte zwischen Fluid und Festkorper
sind, und es ergibt sich ein Randwinkel grofler als 90°; wéahlt man k£ > 1, so
ergibt sich entsprechend ein Randwinkel kleiner als 90°.
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Der Einflufl unterschiedlicher Randwinkel an der Dreiphasenkontaktlinie bzw.
unterschiedlicher Oberflichenspannungen des Fluids auf den Verlauf der Pha-
sengrenze wird in Paragraph 10.1 untersucht.

Es sei an dieser Stelle angemerkt, dafl obige Randbedingung zur Implemen-
tierung eines ruhenden, ebenen Festkorpers an der (z = 0)-Ebene analog fiir
die anderen fiinf Rénder des Berechnungsgitters formuliert werden kann.

9.6.2 Bewegte, gekriimmte Festkorper

Die hier beschriebene Randbedingung zur Implementierung sich bewegender
gekriimmter Festkorper kommt bei der Simulation der dynamischen Schicht-
spaltung in Paragraph 10.2 zum Einsatz. Die sich bewegenden gekriimmten
Festkorper sind dort rotierende Walzen.

Im Gegensatz zur Randbedingung ,,ruhender, ebener Festkorper®, welche im
vorigen Paragraphen beschrieben wurde, lassen sich Dichte und Verteilungs-
funktionen an den Randknoten nun nicht mehr aus entsprechenden Grofien
von benachbarten inneren Knoten berechnen. Dies liegt zum einen daran, daf3
eine einfache Spiegelung der Verteilungsfunktionen bzw. der Dichte, wie in
Paragraph 9.6.1, hier nicht mdoglich ist, da sich gekriimmte Festkorperober-
flichen nicht der Gittersymmetrie anpassen. Zum anderen muf3 die Eigenge-
schwindigkeit der Festkorper in die Verteilungsfunktionen an den Randkno-
ten einfliefen.

Entwickelt und {iberpriift wurde diese Randbedingung von Takada und Tsuta-
hara [48] auf einem zweidimensionalen hexagonalen Gitter. Die Ubertragung
auf das hier verwendete dreidimensionale Gitter bereitet jedoch keinerlei
Schwierigkeiten und sei im Folgenden kurz skizziert. An den Randknoten
sind, genau wie an allen inneren Knoten, zu Beginn eines Zeitschrittes alle
19 Verteilungsfunktionen f,; und die Dichte p (fiir die Berechnung der zwi-
schenmolekularen Kraft nach Gleichung 9.1) gegeben (siehe Abbildung 9.10
(a).

Da keine Masse iiber die feste Wand ausgetauscht werden kann, bleiben die-
jenigen Verteilungsfunktionen, welche von einem Randknoten in Richtung
des Festkorpers zeigen, wiahrend der Verschiebung der Verteilungsfunktionen
erhalten. Diejenigen Verteilungsfunktionen, welche von einem Randknoten
in Richtung eines inneren Knotens zeigen, werden, genau wie es an allen in-
neren Knoten der Fall ist, geméafl ihrer Richtung verschoben. Mittels dieser
Verteilungsfunktionen (sieche Abbildung 9.10 (b)) wird die Dichte p an den
Randknoten nach Gleichung 8.23 neu berechnet.

Die neuen Verteilungsfunktionen an den Randknoten berechnen sich nun
aus der Gleichgewichtsverteilung nach Gleichung 8.90 mittels der Wandge-
schwindigkeit Uy, und der neu berechneten Dichte p, so daf fiir den néchsten
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Abbildung 9.10: Randbedingung bewegter, gekriimmter Festkorper.
Dargestellt ist lediglich die zweidimensionale Projek-
tion des dreidimensionalen Gitters.

Zeitschritt Dichte und Verteilungsfunktionen an den Randknoten erneut ge-
geben sind (siehe Abbildung 9.10 (c)).

Ein goBler Vorteil dieser Randbedingung, gegeniiber der bei Schelkle be-
schriebenen dirichletschen Randbedingung, liegt in der dynamischen Berech-
nung der Dichte. Hierdurch wird die Ausbildung einer Phasengrenze fliissig-
gasformig an der Festkorperoberflache ermoglicht.

9.7 Algorithmus

Der Algorithmus des hier verwendeten Gitter-Boltzmann Verfahrens ist in
Abbildung 9.11 schematisch dargestellt. Anfangs erfolgt die Eingabe der
Gitterparameter, der Modellparameter sowie der Anfangs- und Randbedin-
gungen fiir die Stromung. Aus diesen Gréflen wird das Berechnungsgitter
erzeugt und mittels Gleichung 8.90 eine Anfangsverteilung f,; = (S? be-
rechnet. Es ist zu beachten, dal im Fall der dynamischen Schichtspaltung
unnotige Gitterknoten innerhalb der Walzenkorper, auf die von keinem inne-
ren Punkt des Fluids zugegriffen werden kann, aus dem orthogonalen Gitter
entfernt werden sollten, um Speicherplatz einzusparen. Die verbleibenden
Gitterknoten werden in die folgenden Klassen unterteilt:

1. Innere Knoten (Bezeichnung: I).

2. Randknoten mit symmetrischer Randbedingung (Bezeichnung: RS).



156 KAPITEL 9. ZWEIPHASENSTROMUNGEN

3. Randknoten mit periodischer Randbedingung (Bezeichnung: RP).
4. Randknoten mit dirichletscher Randbedingung (Bezeichnung: RD).
5. Randknoten: ruhender, ebener Festkorper (Bezeichnung: RR).

6. Randknoten: bewegter, gekriimmter Festkorper (Bezeichnung: RB).

Nun beginnt die Iterationsschleife, in der zunéchst die Dichte p nach Glei-
chung 8.23 (fur I, RB) berechnet wird. Fiir die Randknoten RS, RP und RR
ergibt sich p aus der Dichte entsprechender innerer Knoten. Fiir die Rand-
knoten RD ist p vorgegeben.

Es folgt die Berechnung der zwischenmolekularen Kraft F nach Gleichung 9.1
(fiir I). Randknoten miissen hier nicht berticksichtigt werden.

Mittels der zwischenmolekularen Kraft F' bestimmt man nun aus den Glei-
chungen 9.3 bzw. 9.4 die Geschwindigkeiten @® und @ (fiir I). Fiir die Rand-
knoten RD und RB ist die Geschwindigkeit #(®) vorgegeben. An allen anderen
Randknoten werden keine Geschwindigkeiten bendotigt.

Nach Ausgabe der Dichte- bzw. Geschwindigkeitsverteilung kénnen im Post-
processing der Verlauf der freien Oberfliche bzw. das Stréomungsbild grafisch
dargestellt werden.

Es folgt die Berechnung der Gleichgewichtsverteilung fc(,?) (Z,t) nach Glei-
chung 8.90 (fiir I, RD und RB).

Im Kollisionsschritt werden die Verteilungsfunktionen fiir den néchsten Zeit-
schritt ¢ + 0t berechnet. Fiir alle inneren Knoten wird hierfiir Gleichung 8.20
verwendet, fiir die Randknoten RD und RB gilt f;(%,t + 0t) = (S?) (@, 1),
und fiir alle verbleibenden Randknoten ergeben sich die f,;(Z,t+ dt) aus den
Verteilungsfunktionen geeigneter innerer Knoten.

Der Iterationsschritt wird mit der Verschiebung der Verteilungsfunktionen
(fiir I und RB) abgeschlossen. An allen inneren Knoten & verschieben sich
die f,;(Z,t + 6t) dabei auf die Nachbarknoten Z + ¢,;6t. Fiir die Randknoten
RB ist der Verschiebungsschritt in Paragraph 9.6.2 erldutert.

Der Iterationsschritt ist hiermit abgeschlossen und wird solange wiederholt
bis das Ende der Simulationszeit erreicht ist.

Fiir eine erste Uberpriifung des obigen Algorithmus wurden, wie bei Schel-
kle [1], Tropfenkollisionen simuliert. Die erzeugten Simulationsergebnisse un-
terscheiden sich nicht von den bei Schelkle [1] erzeugten Ergebnissen, so dafl
davon auszugehen ist, dafl obiger Algorithmus reales Fluidverhalten simu-
liert. Die neuen Randbedingungen zur Implementierung von Festkdrpern,
RR und RB, werden im folgenden Kapitel verwendet, um druckspezifische
Zweiphasenstromungen zu simulieren.
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Eingabe:
Gitterparameter: N,, Ny, N, h, &
Modellparameter: m, a, 3, T, G, Y(p)
Anfangsbedingungen: p(x,tg), V(X,tg)
Randbedingungen: RS, RP, RD, RR, RB

{

Gittergenerierung; Eliminierung UberflUssiger Festkorperpunkte

{

Vorbelegung: f; (X,tg) = ff,oi) (X,tg)

Y

Dichteberechnung: p(x,t)

{

Zwischenmolekulare Kraft: F(x,t)

{

Geschwindigkeiten: v(x,t), vO(x,t)

!

Ausgabe: p(x,t), v(x,t)
Postprocessing: Phasengrenze, Strémungsbild

!

Gleichgewichtsverteilung: f f,oi) (X,to)

{

Kollision: fg; (x,t+dt)

{

Verschiebung: fg; (X+Cgi Ot t+0t)

|

Abbildung 9.11: Algorithmus des Gitter-Boltzmann Verfahrens.



Kapitel 10

Simulationsbeispiele

10.1 Quasistatische Punktspaltung

Wie in Paragraph 2.1 gezeigt wurde, ist die Bestimmung der Konturkurve
R(z) eines rotationssymmetrischen Tropfens zwischen parallelen Platten (sie-
he Abbildung 2.1) mit rein analytischen Mitteln nicht ohne weiteres moglich,
da eine allgemeine Losung der Gleichungen 2.3 bzw. 2.11 nicht ermittelt wer-
den kann.

Im Folgenden soll dieses Problem der quasistatischen Punktspaltung daher
mittels des oben beschriebenen Gitter-Boltzmann Verfahrens simuliert wer-
den. Dafiir wird ein orthogonales Gitter mit Nx - Ny - Nz Knoten erzeugt.
Die Randknoten der (z = 0)-Ebene und der (2 = Nz — 1)-Ebene erhalten
dabei die Randbedingung RR (Paragraph 9.6.1); alle anderen Randknoten
erhalten die symmetrische Randbedingung RS.

(Je nach Anzahl der Symmetrieebenen eines Problems, bezeichnet mit m,
kann durch symmetrische Randbedingungen der Speicheraufwand um den
Faktor 1/2™ reduziert werden.)

Die folgenden Modellparameter sind bei allen durchgefithrten Simulationen
konstant:

Parameter | « 6] 0l »(p) po | h|dt|m
Wert || 1/3 | 1/18 | 1/2 | ¢(p) = po(l—e P70y [ 1 | 1] 1 | 1

Die Wahl von @ = 1/3 und g = 1/18 erfolgt gem#f Gleichung 8.97; die
Wahl von v = 1/2 erfolgt gemif Gleichung 8.94. Uber die in obiger Tabelle
noch nicht festgesetzten Modellparameter 7 und G werden in den folgenden
Simulationen die Stoffgrofien, insbesondere die Oberflachenspannung +; und
der Gleichgewichtsdruck pg, gesteuert. Die Diskretisierungsparameter h, ot

158
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und die Teilchenmasse m skalieren das Problem lediglich (siehe Schelkle [1]);
die Wahl von 9(p) = 91 (p) erfolgt willkiirlich und wére z.B. durch die Funk-
tionen ¥y(p) bzw. 13(p) aus Gleichung 9.18 ersetzbar.

Anfangs wird zwischen den parallelen Platten an der (z = 0)-Ebene und der
(2 = Nz — 1)-Ebene ein Fliissigkeitzylinder vom Radius Ry initialisiert, wel-
cher beide Platten gerade beriihrt (siche z.B. Abbildung 10.1 bei t = 0).
Die zeitliche Entwicklung des Konturkurvenverlaufs ergibt sich dann aus dem
Gitter-Boltzmann Verfahren geméfl des Algorithmus aus Abbildung 9.11.

Abbildung 10.1 zeigt die zeitliche Entwicklung der freien Oberflaiche vom
Anfangszustand bei t = 0 bis zum Erreichen des Gleichgewichtszustandes
bei t = 2000 fiir folgende Modellparameter:

Modellparameter || Nx | Ny | Nz g T Ry | k., | Kk,
Wert 40 | 40 | 50 | —0,185 [ 0,75 | 25 | 1,5 | 1,5

Hierbei ist (Nz — 1) - h der Abstand der parallelen Platten; Ry - h ist der
anfangs konstante Radius des Fliissigkeitszylinders, und die dimensionslo-
sen Groflen &, bzw. k, bestimmen die Adhéasionskrifte an der unteren - bzw.
oberen Platte (siche Gleichung 9.62). Alle diese Groen haben einen unmittel-
baren Einflul auf die Form der freien Oberfliche im Gleichgewichtszustand,
wéahrend die Groflen Nx und Ny lediglich gewéhrleisten miissen, dafl der sich
verformende Fliissigkeitstropfen nicht die Grenzen des Berechnungsgebietes
iiberschreitet. Aus den verbleibenden Modellparametern 7 und G berechnen
sich, mittels des in Paragraph 9.5 beschriebenen Algorithmus, folgende ma-
kroskopische Stoffgrofen:

StoffgroBe | py Py | pi/pg | i o ol
Wert || 2,3015 | 0,0654 | 35,18 | 0,1918 | 0,0181 | 0,0704

Von diesen makroskopischen Stoffgréfien haben sowohl der Wert der Ober-
flaichenspannung ~; als auch der Wert des Gleichgewichtsdruckes pg, bei dem
beide Phasen gleichberechtigt existieren kénnen, einen unmittelbaren Einflufl
auf die Form der freien Oberfliche im Gleichgewichtszustand (siehe Young-
Laplace Gleichung 2.1). Die Grofle der dynamischen Viskositét 7, ist ein Mafl
fiir die Geschwindigkeit, mit der sich das System seinem Gleichgewichtszu-
stand annédhert, beeinflult diesen stationdren Zustand aber nicht direkt. Das
Verhiltnis der Dichten p;/p, > 30 sichert den dominanten Einflul der fliissi-
gen - gegeniiber der gasférmigen Phase. Die Absolutwerte der Dichten haben
keinen Einfluf} auf den Gleichgewichtszustand, da im vorliegenden Problem
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duBere Volumenkrifte wie z.B. die Gravitation nicht beriicksichtigt werden.
Die fiir den Gleichgewichtszustand R(z) unmittelbar relevanten Grofien sind
in der folgenden Dimensionsmatrix noch einmal zusammengefaft:

R(z)| H=Nz—1|Ro | ky | ko | Po | ™

Léange [m)] 1 1 1100 |-1]0
Masse [kg] 0 0 0l0]0] 1|1
Zeit [s] 0 0 00022

Der Rang dieser Dimensionsmatrix besitzt den Wert 2, so dafl sich das
vorliegende Problem mittels des m-Theorems von Buckingham (siehe z.B.
Spurk [27]) auf die folgenden 5 dimensionslosen Kenngrofien reduzieren 148t:

1. Die, die Kontur beschreibende, dimensionslose Grofle R(z)/H.

2. Die bereits dimensionslosen Kenngroflen k,, und k,, welche den Ein-
fluB der Adhéasionskrifte an den Platten und damit die Randwinkel
festlegen.

3. Das Verhéltnis der beiden geometrischen Groflen H und Ry: Ro/H.
4. Das Verhiltnis der Druckspannung zur Oberflichenspannung: poRo/m

Man erwartet daher folgenden funktionalen Zusammenhang fiir die gesuchte
dimensionslose Grofie R(z)/H:

R(z)
H

Ry P()Pm)

— (ko by, 20 10.1
Rk .22 (10.1)
Ausgehend von Abbildung 10.1 (k, = k, = 1,5, Ry/H ~ 0,5, poRo/v ~ 6,4)

werden diese vier dimensionslosen Kennzahlen nun gezielt variiert.

Erhoht man die Werte der dimensionslosen Kennzahlen k, und &k, und ver-
groflert somit die Adhésionskréifte an den Platten, so sollten sich die Rand-
winkel verkleinern.

Abbildung 10.3 zeigt dieses zu erwartende Verhalten fiir verschiedene Gleich-
gewichtszusténde eines Tropfens bei unterschiedlichen Werten von k, = k, =
k. Die verbleibenden beiden dimensionslosen Kenngrofien behalten dabei ihre
Werte von Ry/H =~ 0,5 und pyRy/v = 6,4 aus Abbildung 10.1 bei.

Selbstverstindlich miissen die Werte von k, und k, nicht identisch sein, so
daf sich an den Platten unterschiedliche Randwinkel einstellen lassen. Es
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ist jedoch zu beachten, daf fiir diesen Fall mehr Speicherplatz erforderlich
ist als bei identischen Werten von k, und k,, da eine Symmetrieebene des
Problems wegfillt. Abbildung 10.2 zeigt die zeitliche Entwicklung der freien
Oberfliche vom Anfangszustand bei ¢ = 0 bis zum Erreichen des Gleichge-
wichtszustandes bei t = 5000 fiir £, = 1,4 und k, = 1, 8 bei sonst identischen
dimensionslosen Kenngréfien wie in Abbildung 10.1.

Eine Variation der dimensionslosen Kenngrofie poRy/; erfolgt iiber die Mo-
dellparameter 7 und G. Abbildung 10.4 zeigt die Gleichgewichtszustiande ei-
nes Tropfens fiir zwei unterschiedliche Werte dieses Parameters. Wie nach
Gleichung 2.1 zu erwarten, erhoht sich dabei die Kriimmung der Tropfeno-
berflache, wenn sich der Einflul der Oberflaichenspannung verringert.

Erhoht man den Wert von k, = k, = k nun noch weiter und verkleinert
gleichzeitig den Radius Ry des Fliissigkeitszylinders, so werden alle vier di-
mensionslosen Kenngroflen variiert. Abbildung 10.5 zeigt die zeitliche Ent-
wicklung eines Fliissigkeitszylinders fiir die Kenngroflen & = k, = k, = 2,5,
Ry/H =~ 0,3 und pyRy/v ~ 3,9. Auf Grund des kleinen Wertes von Ry/H
kommt es hier zur Spaltung der Fliissigkeit und zur gleichzeitigen Ausbildung
eines Satellitentropfens.
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“ =0 =100
Q =200 =300
Q =400 =500

.

t=2000

Abbildung 10.1: Zeitliche Entwicklung des Oberflichenverlaufs eines
Fliissigkeitszylinders zwischen parallelen Platten. In
der dreidimensionalen Gitter-Boltzmann Simulation
wurde k, = k, = 1,5 und Ry/H = 0,5 gesetzt. Aus
7=0,75 und G = —0, 185 folgt poRo/v ~ 6,4.
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Abbildung 10.2: Zeitliche Entwicklung des Oberflichenverlaufs eines
Fliissigkeitszylinders zwischen parallelen Platten. In
der dreidimensionalen Gitter-Boltzmann Simulation
wurde k, = 1,4, k, = 1,8, Ry/H = 0,5 gesetzt. Aus
7=0,75und G = —0, 185 folgt poRy/v ~ 6, 4.
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k=1,5 =1,8

alz

k=21 k=24

Abbildung 10.3: Gleichgewichtszustéinde eines Fliissigkeitstropfens zwi-
schen parallelen Platten. In den dreidimensionalen
Gitter-Boltzmann Simulationen wurde Ry/H = 0,5
gesetzt. Aus 7 = 0,75 und G = —0, 185 folgt poRo /7 ~
6,4; ky, = ko, = k variiert von 1,5 bis 2,4.

2
2

pR/[I pR/III

Abbildung 10.4: Gleichgewichtszustédnde eines Fliissigkeitstropfens zwi-
schen parallelen Platten. In den dreidimensionalen
Gitter-Boltzmann Simulationen wurde Ry/H = 0,5
und k, = k, = 2,5 gesetzt. Uber 7 und G wird poRy /v
variiert.
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-4 59 59
p-q b-4

Abbildung 10.5: Zeitliche Entwicklung des Oberflichenverlaufs eines
Fliissigkeitszylinders zwischen parallelen Platten. In
der dreidimensionalen Gitter-Boltzmann Simulation
wurde Ryg = 15, Nz = 50, k, = k, = 2,6, 7 = 0,75
und G = —0, 185 gesetzt. Folglich ist Ry/H = 0,3 und
pollo/m ~ 3,86

10.1.1 Vergleich von Experiment und Simulation

In diesem Paragraphen sollen die Ergebnisse der Gitter-Boltzmann Simu-
lation mit realen Versuchen zur quasistatischen Punktspaltung verglichen
werden.

Dazu betrachtet man die linke Spalte von Abbildung 10.6, welche der Ar-
beit von Hiibner [3] entnommen ist. Diese zeigt die zeitliche Entwicklung der
freien Oberfliche eines Fliissigkeitstropfens, welcher mit langsamer Trenn-
geschwindigkeit zwischen parallelen Platten gespalten wird. Die Fotografien
entstanden bei Umgebungsdruck unter einem Mikroskop bei einer Trennge-
schwindigkeit von ca. 1mm/s; bei der Fliissigkeit handelt es sich um Glycerin,
die parallelen Platten bestehen aus Teflon. Die wesentlichen Parameter dieses
Versuchs (Trenngeschwindigkeit v, Tropfenvolumen V', Umgebungsdruck pyg
so wie die dynamische Viskositédt n, Dichte p; und Oberflichenspannung ~;
von Glycerin) sind in folgender Tabelle zusammengefafit:

vlm/s] | VIm’] | n[Ns/m?] | pilkg/m’] | po[N/m?] | w[N/m]

1-107310,37-107° 1,48 1,261 -10% | 1,01325-10° | 6,57 - 1072

Die Grenzflichenspannung zwischen Teflon und Glycerin v, ; ist in obiger Ta-
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belle nicht enthalten, da diese lediglich fiir die Grofle der Randwinkel verant-
wortlich ist (Young-Dupre Gleichung 2.13). Die Randwinkel lassen sich in der
Gitter-Boltzmann Simulation aber nur durch ,, Ausprobieren* (Wahl von &, =
ko, = k) einstellen. Das Tropfenvolumen V' ergibt sich aus Abbildung 10.6 Bild
a) durch Abmessen des mittleren Radius Ry = (Rpae + Rmin)/2 sowie des
Plattenabstands H aus V = wR2H = 0,377mm? und bleibt wihrend des
Trennvorgangs konstant.

Aus diesen Parametern ergeben sich (mit L = V'/3) folgende dimensionslose
Kenngrofien:

2
We - PLv ~1,39-1071 (10.2)
M
L
Re = ¥ ~6,15-10710 (10.3)
n
W
Ca = R—:z2,3-10—3 (10.4)
2
Fr = %zm (10.5)
g
L2
Bo = P97 98210715 (10.6)
M

Die kleine Bondzahl Bo und die relativ grofle Froudezahl F'r besagen, dafl die
Gravitation in diesem Versuch vernachldssigbar ist. Die kleinen Werte von
Reynolds - und Weberzahl besagen, daf3 die Tragheitskrifte ebenfalls ver-
nachléssigbar sind. Der kleine Wert der Kapillarzahl C'a besagt schliellich,
dafl der Einflufl der Oberflichenspannung iiber den Einflufl der Zahigkeit do-
miniert.

Folglich kann davon ausgegangen werden, dafl sich der Fliissigkeitstropfen
trotz der vorhandenen kleinen Trenngeschwindigkeit zu jedem Zeitpunkt in
der Néhe seines Gleichgewichtszustandes befindet, welcher durch die Young-
Laplace Gleichung 2.1 gegeben ist.

Die fiir das Problem dominanten dimensionslosen Kennzahlen sind also neben
den Randwinkeln (gegeben durch die Young-Dupre Gleichung 2.13) sowohl

das GroBenverhiltnis Ro/H (Ry = /V/mH) als auch das Verhéltnis der
Druckspannung zur Oberflichenspannung poRo/v,. Da das Tropfenvolumen
V ~ 0,37mm? wihrend des Trennvorgangs konstant bleibt und der Plat-
tenabstand H gleichzeitig anwéchst, variieren diese beiden Kennzahlen. Die
folgende Tabelle zeigt die Werte der Kennzahlen fiir die fiinf Momentaufnah-
men aus Abbildung 10.6 (linke Spalte).
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Versuch || Bild a) | Bild b) | Bild ¢) | Bild d) | Bild e)
H[mm] 0,62 | 0,79 | L1 | 1,26 | 1,31
Ry[mm] 0,44 0,39 0,33 0,31 0,3
Ro/H[-] | 0,71 | 0,49 | 0,3 | 0,25 | 0,23

po - Ro/v[—] 68 60 51 48 47

Diese Verhiltnisse sollen nun in den Gitter-Boltzmann Simulationen nach-
gestellt werden. Wahlt man 7 = 0,7 und G = —0, 16, so ergibt sich, mittels
des in Paragraph 9.5 beschriebenen Algorithmus, ein Gleichgewichtsdruck
von pg ~ 0,036 und eine Oberflichenspannung von v, &~ 0,0263. Durch ge-
eignete Wahl von Ry sichert man die Ubereinstimmung von py - Ry/7; in
Simulation und Experiment. Darauthin wird H so gewéhlt, dafl auch das
Grofenverhéltnis Ry/H mit den Experimenten iibereinstimmt. Mittels die-
ser Wahl von Ry und H wird gleichzeitig ein konstantes Tropfenvolumen
Viim|h3] & 5,388 - 105 fiir alle Simulationen garantiert. In der nachfolgenden
Tabelle sind die so errechneten Gréfien fiir die Simulation angegeben:

Simulation || Bild 1) | Bild 2) | Bild 3) | Bild 4) | Bild 5)
iz] 70 89 124 141 148
Ry 50 44 37 35 34
Ro/H 0,71 | 0,49 | 0,3 | 0,25 | 0,23
po - Ro/i 68 60 51 48 A7

Die Einstellung der Randwinkel (bzw. der Grenzflichenspannung ~s;) er-
folgt iiber die Wahl des dimensionslosen Parameters & = k, = k, in der
Randbedingung RR.

Die rechte Spalte in Abbildung 10.6 zeigt die jeweiligen Gleichgewichts-
zustdnde der Simulationen fir £k = k, = k, = 1,19. Bei diesen Bildern
handelt es sich um Projektionen der freien Oberfliche auf die x, z-Ebene,
wobei an jedem Gitterknoten der Dichte des Fluids ein entsprechender Grau-
wert zugeordnet wurde. Es zeigt sich, dafl Experiment und Simulation sehr
gut iibereinstimmen.



168

Bild a)

Bild b)

Bild ¢)

Bild d)

Bild e)

KAPITEL 10. SIMULATIONSBEISPIELE

Bild 1)

Bild 2)

Bild 3)

Bild 4)

aalal |
aaalal

Bild 5)

Abbildung 10.6: links: Experiment, rechts: Simulation
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Zusammensfassung:

In diesem Paragraphen konnte gezeigt werden, daf sich das vorgestellte Gitter-
Boltzmann Verfahren zusammen mit der Randbedingung RR hervorragend
zur Simulation der quasistatischen Farbspaltung eignet. Die kleinen Abwei-
chungen zwischen Simulation und Experiment ergeben sich durch die Unge-
nauigkeit bei der Bestimmung des konstanten Tropfenvolumens V' im Expe-
riment und bei der Wahl der Simulationsparameter k, und k,, welche nur
durch Ausprobieren ermittelt werden konnten. Trotz dieser Unsicherheiten
stimmen die Simulationsergebnisse sehr gut mit den experimentellen Daten
iiberein.

Der Algorithmus wurde in der Programmiersprache C++ auf einem herkémm-
lichen PC implementiert. Bei einem Arbeitsspeicher von 256 MB (ist in
obigen Simulationsbeispielen ausreichend, um das Schreiben von Auslage-
rungsdateien auf die Festplatte zu verhindern) und einem Prozessor mit ei-
ner Taktfrequenz von 800 MHz betrigt die benétigte Simulationszeit vom
Anfangszustand bis zum Erreichen des Gleichgewichtszustandes fiir jede der
durchgefiihrten Simulationen ca. 15 Stunden.

10.2 Dynamische Schichtspaltung

Eine Simulation der, z.B. fiir den Druck von Volltonfléichen relevanten, dyna-
mischen Schichtspaltung stellt sich wesentlich schwieriger dar als die Simula-
tion der quasistatischen Farbspaltung 2. Klasse, welche im vorigen Paragra-
phen beschrieben wurde. Der Grund hierfiir ist weniger in der Dynamik des
Prozesses, sondern vielmehr in den komplizierteren geometrischen Verhélt-
nissen zu suchen.

Dies sei im Folgenden an dem geometrisch einfachsten Beispiel eines Walzen-
spaltes, einem beidseitig hart berandeten Walzenspalt zwischen zwei Walzen
mit gleichem Radius R = Ry = R und gleicher Tangentialgeschwindigkeit
wy = wy = w, erldutert. Der Einfachheit halber sei zusétzlich angenommen,
daf} beide Walzen dem Spalteinlauf die gleiche Menge Fliissigkeit zufiihren,
also mit der gleichen Farbschichtdicke S = Sy = S eingefarbt sind. Der
kleinste Abstand der beiden Walzen sei mit H bezeichnet. Zusétzlich sind
die Oberflichenspannung +;, die dynamische Viskositdt 7, und die Dichte
p1 der Fliissigkeit sowie der Umgebungsdruck py wesentliche Parameter, die
den Prozess der Schichtspaltung beeinflussen. Die dynamische Viskositdat und
Dichte der umgebenden Luft werden, wie der Einflul der Erdbeschleuni-
gung, vernachlissigt. Da sich bei einer vollflichigen Einfarbung der Wal-
zen keine Dreiphasenkontaktlinie an der Walzenoberfliche befindet, wird die
Grenzflichenspannung v, fiir die folgende Dimensionsanalyse ebenfalls ver-
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nachléssigt. (Bei den Simulationen der Stromung im Spaltauslauf wird die
Grenzflichenspannung 74 berticksichtigt. Siehe Paragraph 10.2.2) Alle rele-
vanten Parameter, die den Prozess der Schichtspaltung in diesem idealisierten
Modell beeinflussen, sind in der folgenden Dimensionsmatrix zusammenge-

faf3t.

Masse [kg]
Zeit [s]

R | H
Lange [m] || 1 | 1

0]0

010

o O | W
—
(e
|
—_
|
w
|
—_

-1 -2,-2] 0 | -1

Da der Rang dieser Dimensionsmatrix den Wert 3 hat, verbleiben nach dem
m-Theorem von Buckingham 5 dimensionslose Kenngréfien, die diesen idea-
lisierten Farbspaltungsprozess charakterisieren.

Unter diesen 5 Kenngroéfien befinden sich unter anderem die Grofienverhélt-
nisse R/S und H/S. Im idealisierten, beidseitig hart berandeten Walzenspalt
sollte H/S =~ 2 gelten:

Gilt H/S > 2, so kommen die Farbschichten der beiden Walzen nicht in
Kontakt und man kann somit nicht von einer Spaltung sprechen.

Gilt H/S < 2, so wird dem Walzenspalt mehr von der als inkompressibel an-
genommenen Fliissigkeit zugefiihrt, als durch ihn transportiert werden kann.
Da sich der Walzenspalt bei beidseitig harter Berandung nicht weiten kann,
wiirde der Spalteinlauf nach kurzer Zeit mit Farbe ,,vollaufen®“. Die Einstel-
lung der dimensionslosen Kenngrole H/S & 2 bereitet in der Simulation nur
geringe Probleme.

Ganz anders stellt sich die Problematik beim zweiten Groflenverhéltnis R/.S
dar. Setzt man hier fiir den Druckprozess typische Werte ein, so erhélt man,
beispielsweise fiir einen Walzenradius R = 10cm und eine Farbschichtdicke
S = 10pum, die dimensionslose Kennzahl R/S = 10*. Der relativ groBe Wert
dieser Kennzahl bedingt einen enorm hohen Speicherbedarf fiir eine realitéts-
nahe Simulation, welcher im Folgenden einmal grob abgeschéitzt wird:

In einem Simulationsmodell sollte, bei hinreichend genauer Auflésung des
Spaltvorgangs, die Farbschichtdicke S mindestens 15 Gitterknoten beinhal-
ten (S > 15 - h). Hieraus folgt, daf fiir realitdtsnahe Groenverhéltnisse
der Walzenradius R mindestens 150000 Gitterknoten beinhalten muf§ (R >
150000 - h).

Mochte man also beispielsweise zwei Walzen mit dem Radius R = 10cm und
einer Breite von B = 1lmm (entspricht demnach 1500 Knoten) bei hinrei-
chend genauer Auflosung in ein kubisches Berechnungsgitter implementieren,
so muf} dieses mindestens ein Volumen von 4R-2R - B besitzen, d.h. aus min-
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destens 600000-300000-1500 = 2, 7-10'* Knoten bestehen. Zusitzlich miissen
an jedem Gitterknoten ca. 50 Groflen (19 Verteilungen f,;, 19 Gleichgewichts-
verteilungen f;?), 3 Geschwindigkeitkomponenten, 3 Kraftkomponenten ...)
mit einem Speicherbedarf von je ca. 10 Byte pro Zeitschritt berechnet wer-
den. Insgesamt ergibt sich also ein enorm groBer Speicherbedarf von ca. 1017
Byte.

Selbst wenn alle Gitterknoten innerhalb der beiden Walzen aus dem Be-
rechnungsgitter entfernt werden (Knoten innerhab der Walzen ohne inneren
Nachbarknoten werden fiir die Simulation nicht ben6tigt) und symmetrische
Randbedingungen genutzt werden (wegen Ry = Ry, S; = Sy und w; = ws,
besitzt die betrachtete Geometrie eine Symmetrieebene), bleibt der Speicher-
bedarf so grof}, dal weitere Einschrinkungen notwendig sind:

1. Diein dieser Arbeit vorgestellten Simulationen zur dynamischen Schicht-

spaltung sind auf zwei rdumliche Dimensionen beschrénkt. In z-Richtung
(axiale Richtung der Walzen) werden also lediglich drei Ebenen in das
Berechnungsgitter implementiert:
Aus den Verteilungsfunktionen der Gitterknoten innerhalb der (z = 1)-
Ebene ergibt sich das zweidimensionale Stromungsverhalten; an den
Gitterknoten der (z = 0)-Ebene und der (z = 2)-Ebene werden symme-
trische Randbedingungen gesetzt. Damit entspricht die hier gew&hlte
Vorgehensweise zur zweidimensionalen Simulation mittels eines drei-
dimensionalen Gitters pinzipiell der Vorgehensweise im FCHC-Modell
(siehe Paragraph 8.1.1), welches dreidimensionale Simulationen mittels
vierdimensionaler Gitter ermdglicht.

2. Das Groflenverhiltnis R/S muf in der Simulation kleiner als im realen
Druckprozess gewéahlt werden.

3. Es kann nur ein kleiner Ausschnitt des Walzenspaltes betrachtet wer-
den.

4. Spalteinlauf und Spaltauslauf werden voneinander getrennt betrachtet.

Aus dem zweiten Punkt ergeben sich nun weitere Schwierigkeiten bei der
Behandlung der drei verbleibenden dimensionslosen Kennzahlen fiir die Si-
mulation:

Die dimensionslosen Kennzahlen Re = Lpv/m, We = Lpw?/~y und poL /7,
enthalten alle die charakteristische Lénge L, welche hier beliebig aus der
Menge L € {R, H,S} gewéhlt werden kann. Es macht daher keinen Sinn,
diese Kennzahlen in der Simulation so einzustellen, dafl sie der Realitét
des Druckprozesses entsprechen, wenn nicht gleichzeitig die geometrischen
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Groflenverhéltnisse der Realitét gewahrt bleiben konnen.

In Kapitel 5 der vorliegenden Arbeit konnte gezeigt werden, dal die Kapil-
larzahl Ca = v, /v, also das Verhéltnis von Weber- zu Reynoldszahl, welche
die charakteristische Léange L nicht enthélt, entscheidend fiir die Stabilitét
der Schichtspaltung ist.

Es mufl jedoch beachtet werden, dafl sich bei verinderten geometrischen
Verhéltnissen auch das Verhiltnis der beiden Geschwindigkeitskomponenten
einer zweidimensionalen Stromung dndert. So bewirkt eine Verkleinerung der
realen Walzenradien R,., auf einen fiir den Arbeitsspeicher zu bewéltigen-
den Simulationswert Ry, bei gleicher Druckgeschwindigkeit w,cqy = Wsim
eine Vergroferung der typischen Stromungsgeschwindigkeit vy, > Vpeq. Der
Grund hierfiir liegt in der vergroflerten Trenngeschwindigkeit bei verklei-
nerten Walzen und gleichbleibender Druckgeschwindigkeit. Die in der Ka-
pilarzahl enthaltene typische Geschwindigkeit v ist also ebenfalls geometrie-
abhéngig, so dafl die Tangentialgeschwindigkeit der rotierenden Walzen in
der Simulation kleiner als die reale Druckgeschwindigkeit gewéhlt werden
muf3.

10.2.1 Spalteinlauf

In diesem Paragraphen soll die Zweiphasenstréomung im Spalteinlauf zwi-
schen zwei rotierenden Zylindern mit Hilfe des Gitter-Boltzmann Verfahrens
simuliert werden. Dafiir wird ein orthogonales Berechnungsgitter bestehend
aus Nz - Ny - Nz Knoten angelegt, in welches die Spaltgeometrie nach Ab-
bildung 10.7 implementiert wird:

Die Symmetrieachsen der beiden gleich grofien Walzen (R; = Ry = R) seien
parallel zur z-Achse; der minimale Abstand der beiden Walzen sei an der
Stelle z = X, gegeben und mit H bezeichnet. Da, wie oben beschrieben,
nicht das Gesamtsystem der beiden Walzen in ein Berechnungsgitter imple-
mentierbar ist, schneiden die Walzenoberflichen den Berechnungsrand an der
(y = 0) bzw. (y = Ny — 1)-Ebene. Im Spalteinlauf seien diese Schnittpunkte
mit (X3,0,2) bzw. (X1, Ny — 1, z) bezeichnet. Das Berechnungsgitter wird
nun léangs der xz-Achse in drei Abschnitte unterteilt, in denen die folgenden
Randbedingungen gesetzt werden:

1. Um Speicherplatz einzusparen wird nur die Hélfte des symmetrischen
Rechengebietes betrachtet. An der (y = (Ny — 1)/2)-Ebene werden
symmetrische Randbedingungen gesetzt.

2. {(z,y,2)|0 <z < Xy}
Hier wird, mittels der Randbedingung RB, an der (y = 0)-Ebene eine
glatte Platten mit der Eigengeschwindigkeit w implementiert, die dem
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Abbildung 10.7: Simulationsgeometrie des Walzenspaltes

Walzenspalt das Fluid zufiihrt. Diese Geometrie wird gewahlt, da die
Stromung léngs einer Gittersymmetrie gut in die Randbedingung an der
(x = 0)-Ebene implementierbar ist, indem dort alle Werte (p und fy;)
der (z = h)-Ebene iibernommen werden. Man geht also davon aus, da8
sich die eigentliche Spaltstromung im Bereich {(z,y, 2)|X; < x < X5}
nicht bis zum (z = 0)-Rand des Berechnungsgitters auswirkt, so da8
obige Randbedingung eine konstante Fliissigkeitszufuhr garantiert.

3. {(z,y,2)| X1 <z < Xo}
Hier wird, mittels der Randbedingung RB, eine rotierende Walzen mit
der Tangentialgeschwindigkeit w implementiert. Alle Gitterknoten in-
nerhalb der Walze werden aus dem Berechnungsgitter entfernt, um
Speicherplatz einzusparen.

4. {(z,y,2)| X2 <z < Nz —1}
Die Stréomung im Spalteingang wird hier in eine ebene Kanalstrémung
iiberfithrt. Es wird wieder die Randbedingung RB und die Eigenge-
schwindigkeit w fiir die Gitterknoten an der Kanalwand benutzt. Alle
Gitterknoten, fiir die ||y — (Ny — 1)/2|| > H/2 gilt, werden ebenfalls
aus dem Berechnungsgitter entfernt, um Speicherplatz einzusparen. Die
verbleibenden Randknoten an der (x = Nx —1)-Ebene iibernehmen die
Werte der Dichte und der Verteilungsfunktionen von ihren Nachbarn

der (x = Nz — 2)-Ebene.

Anfangsbedingungen: Zu Beginn der Simulation sei der Spalteinlauf nach
Abbildung 10.7 im Ruhezustand (w = 0). Anfangs werden beide Zylinder
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und die ebenen Platten mit einer Fliissigkeitsschicht der Hohe S = H/2
bedeckt (siehe z.B. Abbildung 10.8 bei ¢ = 0). Dabei wird ein lineares Uber-
gangsgebiet von 8 Knoten zwischen der fliissigen - und gasférmigen Phase
implementiert (siehe Schelkle [1] Abbildung 3.2-2).

Mit D(Z) := min{ || — ¢]| : ¥ € RB} und p, := (p, + p1)/2 gilt also:

g falls D(Z) > S + 4h
7)< S—4h

p(Zt=0)=1 P falls D(
(0 = p)/81) (D(@) = 8) + p.falls | (&) - S < 3

Diese Anfangsbelegung der Dichteverteilung dient der Vermeidung grofer
Dichtegradienten und dadurch hervorgerufener grofler Betriage der zwischen-
molekularen Kraft F (nach Gleichung 9.1) an der Phasengrenze. Der nicht
vermeidbare ,, Anfangsfehler” bei der Vorbelegung der im Detail unbekann-
ten Dichteverteilung im ruhenden Walzenspalt soll in der Simulation also
moglichst klein gehalten werden, um grofle Geschwindigkeitsbetriage (nach
Gleichung 9.3 bzw. Gleichung 9.4) am Simulationsbeginn zu vermeiden.
Wiéhrend der Zeititeration werden die beiden Zylinder und Platten lang-
sam vom Wert w = 0 auf ihren Maximalert w = w,,,, beschleunigt. Diese
Beschleunigungsphase ist notwendig, da die Geschwindigkeitsverteilung im
kinematischen Walzenspalt (w # 0) nicht bekannt ist. Daher muf die Bele-
gung eines Anfangszustandes bei ruhenden Walzen (w = 0) erfolgen. Es wird
also fiir alle Gitterknoten #(Z, ¢ = 0) = 719 (&,t = 0) = 0 gesetzt.

Des weiteren mufl die Geschwindigkeitvergrosserung sehr langsam erfolgen,
damit sich Stérungen der freien Oberfliche, welche durch die Beschleunigung
hervorgerufen werden, nicht bis zum (x = 0)-Rand des Berechnungsgitters
ausbreiten und somit die zugefiithrte Farbschichtdicke S ~ H/2 veréndern
koénnen.

Bemerkung 10.1

Die Implementierung der dirichletschen Randbedingung am (x = 0)-Rand,
welche die Schwierigkeit bei der konstanten Fliissigkeitszufuhr beseitigen
wiirde, ist hier nicht méglich, da sowohl das Dichte- als auch das Geschwindig-
keitsteld an diesen Randknoten unbekannte Grofien sind. Es sei aber darauf
hingewiesen, dafi bei der Simulation der Strémung im Spaltauslauf (Para-
graph 10.2.2) die dirichletsche Randbedingung Verwendung findet, da dort
keine Phasengrenze im Bereich der Fliissigkeitszufuhr vorhanden ist.

Die zeitliche Entwicklung des Dichte- und Geschwindigkeitsfeldes ergibt sich
nun aus dem Algorithmus gemé&f Abbildung 9.11.
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Eine erste Simulation wurde fiir folgende Modellparameter durchgefiihrt:

Modell | Nx | Ny | Nz | ¥(p) Q G |h|m|dot| T g
Wert 690 | 92 3 [1l—e”|1/31/18 1|1 | 1]1,0|—-0,2

Die in das Berechnungsgitter implementierten geometrischen Groflen R, H,
S, X1, X und w4, sind in folgender Tabelle zusammengefaflt.

Geometrie R H| S | Xi| Xo | Whaa
Wert 2203 | 32| 16 | 80 | 650 | 0,1

Aus den Modellparametern berechnen sich, mittels des in Paragraph 9.5 be-
schriebenen Algorithmus, folgende makroskopische Stoffgrofien:

Stoffgrofe P Py pu/pg | M Do ol
Wert 2,6522 | 0,07657 | 34,64 | 0,442 | 0,0201 | 0, 1378

Setzt man die typische Stromungsgeschwindigkeit v gleich der Maximalge-
schwindigkeit der Walzen bzw. der Kanalwénde w,,q, so ergibt sich folgender
Wert fiir die Machzahl (siehe Gleichung 9.58): Ma ~ 0, 2.

Die Machzahl ist, wie bereits in Paragraph 9.5 angedeutet, wesentlich gréfler
als im realen Druckprozess, garantiert aber in hinreichend guter Naherung
eine inkompressible Stromung. Das Verhéltnis p;/p, sichert den dominanten
Einfluf der fliissigen - iiber die gasformige Phase.

Abbildung 10.8 zeigt die zeitliche Entwicklung der Dichteverteilung zwischen
dem Anfangszustand bei ¢t = 0 und dem Ende der Beschleunigungsphase bei
t = 15000. Es zeigt sich, dal die Position der freien Oberfliche des Fluids
wéahrend dieser Beschleunigungsphase instationér ist und sich keinem Gleich-
gewichtszustand annéhert. Vielmehr werden einzelne ,Luftblasen® mit an-
wachsender Frequenz durch den Walzenspalt transportiert. Auch nach Errei-
chen der Maximalgeschwindigkeit wy,q, = 0, 1-h/dt stellt sich keine stationére
Dichteverteilung ein. Abbildung 10.9 (oben) zeigt, daf sich auch lange nach
Beendigung der Beschleunigungsphase einzelne ,,Luftblasen® von der freien
Oberfliache 16sen deren zeitliche Frequenz nun allerdings konstant ist.
Erhoht man in einer weiteren Simulation die Maximalgeschwindigkeit auf
Winaz = 0,15 h/dt, so ergibt sich qualitativ das gleiche Bild. Abbildung 10.9
(unten) zeigt jedoch, daf sich die Frequenz der ,, Luftblasen* dabei vergrofert,
wéhrend ihr Volumen abnimmt.
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Abbildung 10.8: Beschleunigungsphase im Spalteinlauf
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Abbildung 10.9: Spalteinlauf bei verschiedenen Geschwindigkeiten
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Abbildung 10.10: Vollaufen des Walzenspaltes fiir H/S ~ 1,8

Zusammenfassung:

In diesem Paragraphen sollte lediglich gezeigt werden, dafl das vorgestellte
Gitter-Boltzmann Verfahren mit der Randbedingung RB die Untersuchung
von instationdren Zweiphasenstromungen im Walzenspalt erlaubt. So konn-
te gezeigt werden, dafl bei den gegebenen Randbedingungen (von Abbil-
dung 10.8 und Abbildung 10.9) Luft durch den Walzenspalt transportiert
wird, und dafl sowohl die Frequenz als auch das Volumen dieser Luftblasen
geschwindigkeitsabhéngig ist.

Auf intensivere Untersuchungen des Strémungsverhaltens wurde hier verzich-
tet (vorstellbar wiren eine variable Oberflichenspannung, Grenzflichenspan-
nung, Viskositét...), da das gegebene Modell die Realitét des Druckprozesses
gerade im Spalteinlauf nur unzureichend beschreibt. Der Grund hierfiir liegt
in der harten Berandung des Walzenspaltes, welche im Simulationsmodell den
dimensionslosen Parameter H/S auf einen Wert H/S ~ 2 festlegt. Wihrend
der weich berandete Walzenspalt im realen Druckprozesses unterschiedliche
Beistellungen zulafit, da die Spaltweite H variabel und von der Schichtdicke
S abhéngig ist, fithrt eine Verkleinerung des Verhéltnisses H/S < 2 in der
Simulation zum unrealistischen ,, Vollaufen“ des Walzenspaltes (siehe Abbil-
dung 10.10). Zudem ist, wie bereits in Bemerkung 10.1 erldutert, eine exakte
Einstellung des Parameters H/S in der Simulation nicht moglich, da der
vorhandene Phaseniibergang am (z = 0)-Rand des Berechnungsgitters die
Implementierung der dirichletschen Randbedingung nicht erlaubt.

Als Beispiel betrachte man Abbildung 10.10, welche die zeitliche Entwicklung
der Dichteverteilung fir H/S ~ 1, 8 zeigt.
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Abbildung 10.11: Geschwindigkeitsfeld an der Phasengrenze.
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Ein typisches Stromungsbild im Bereich der Phasengrenze fiir H/S < 2 zeigt
die in Abbildung 10.11 dargestellte VergroBerung des in Abbildung 10.10
markierten Rechtecks. Alle Geschwindigkeitsvektoren in dieser Abbildung
sind auf den Betrag eins normiert, um die Stromungsrichtung deutlich sicht-
bar zu machen. In beiden Phasen des Fluids bilden sich Bereiche aus, in de-
nen die Stromungsrichtung der eigentlichen Druckrichtung entgegengesetzt
gerichtet ist. Diese Riickstromwirbel zeigen, daf} sich auch bei den hier gege-
benen Randbedingungen keine rein laminare Stromung ausbildet.

Jede der durchgefiirten Simulationen benétigte auf einem herkémmlichen PC
(Arbeitsspeicher: 256 MB, Taktfrequenz: 800 MHz) eine Rechendauer von ca.
50 Stunden. Eine Ausdehnung auf drei rdumliche Dimensionen ist daher nur
mittels einer sehr groen Rechenkapazitdt moglich.

10.2.2 Spaltauslauf

In diesem Paragraphen soll die spaltauslaufseitige Stromung der Schichtspal-
tung im Walzenspalt moglichst praxisnah simuliert werden. Optimal wiére es
daher, wenn nicht nur die physikalischen Eigenschaften der Farbe sondern
zusétzlich die Geometrie des Druckwerks in das Simulationsmodell imple-
mentierbar wéren. Dies ist aber auf Grund des grolen Speicherbedarfs bei
realistischen Werten von R/S bisher nicht moglich. Es sei daher noch einmal
darauf hingewiesen, dafl die notwendige Verkleinerung der Walzenradien um
einen Faktor k < 1, Ry = k - Ryea, auch eine Verkleinerung der Druckge-
schwindigkeit wg;, < wyq bedingt. Besonders deutlich wird dies am Beispiel
der Zentripetalbeschleunigung b = w?/R die sich fiir Wy, = Wrew um den
Faktor 1/k vergroflern wiirde.

Die Geometrie zur Simulation der Stromung im Spaltauslauf wird durch Ab-
bildung 10.7 beschrieben. Die dort eingezeichneten Geschwindigkeitsvektoren
w an den Festkorperoberflichen miissen jedoch durch — ersetzt werden. Die
Randbedingungen sind in den drei Abschnitten des Berechnungsgitters fol-
gendermaflen gesetzt:

1. Um Speicherplatz einzusparen wird das gesamte Rechengebiet langs
der Symmetrieebene halbiert. An der (y = (Ny — 1)/2)-Ebene werden
symmetrische Randbedingungen gesetzt.

2. {(z,y,2)|0 <z < Xy}
Hier wird, mittels der Randbedingung RB, an der (y = 0)-Ebene eine
glatte Platte mit der Eigengeschwindigkeit w implementiert. An der
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(x = 0)-Ebene werden alle Werte der Dichte p und der Verteilungs-
funktionen f,; der (z = h)-Ebene tibernommen. Diese Randbedingung
garantiert einen freien Auslauf des Fluids aus dem Berechnungsgitter.

3. {(z,y,2)| X5 <z < Xy}
Hier wird, mittels der Randbedingung RB, eine rotierende Walze mit
der Tangentialgeschwindigkeit w implementiert. Alle Gitterknoten in-
nerhalb der Walzen werden aus dem Berechnungsgitter entfernt, um
Speicherplatz einzusparen.

4. {(z,y,2)| Xy <x < Nz —1}

Es wird die Randbedingung RB und die Eigengeschwindigkeit w fiir die
Gitterknoten an der Kanalwand benutzt. Alle Gitterknoten, fiir die ||y—
(Ny —1)/2|| > H/2 gilt, werden aus dem Berechnungsgitter entfernt,
um Speicherplatz einzusparen. An den verbleibenden Randknoten der
(x = Nz—1)-Ebene werden dirichletsche Randbedingungen mit p(Nx—
1L,y,2,t) = ppund ¥(Nz — 1,9y, z,t) = (—w, 0,0) gesetzt. Damit ist eine
konstante Fliissigkeitszufuhr garantiert.

Die Implementierung einer Grenzflichenspannung v, an den Gitterknoten
mit der Randbedingung RB erfolgt wahrend der Berechnung der zwischen-
molekularen Kraft nach Gleichung 9.1:

Ist an einem inneren Gitterknoten ¥ zu einem Zeitpunkt ¢ die Dichte p(Z,t)
grofler als die Dichte an der Phasengrenze p(Z,t) > ps, d.h. dieser Knoten
befindet sich innerhalb der fliissigen Phase, und besitzt dieser Gitterknoten
einen Nachbarknoten 7 € RB, so wird die Dichte dieses Nachbarknotens fiir
die Berechnung der zwischenmolekularen Kraft (und nur hierfiir) um den
Faktor k erweitert p(y,t) — k- p(¥/,t). Diese Vorgehensweise erméoglicht die
Implementierung von Adhésionskréiften (geméafi Paragraph 9.6.1) ohne auf
eine dynamische Dichteberechnung an den Gitterknoten RB zu verzichten.

Anfangsbedingungen: Zu Beginn der Simulation sei der Spalteinlauf nach
Abbildung 10.7 im Ruhezustand (w = 0) und ganz mit der gasformigen
Phase des Fluids ausgefiillt. Lediglich die dirichletschen Randknoten der
(x = Nx — 1)-Ebene werden, wie wihrend der gesamten Simulationszeit,
mit der fliissigen Phase vorbelegt:

p, ¥Z€IURBURS
Tt =0) =

p Vi&eRD
#(#t=0)=0 VZeIURBURDURS
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Mit diesen Rand- und Anfangsbedingungen kann das reale Stromungsver-
halten im Spaltauslauf wesentlich besser beschrieben werden als dies beim
Spalteinlauf in Paragraph 10.2.1 der Fall war:

Zum einen garantiert dieses Modell eine konstante Fliissigkeitszufuhr mittels
der dirichletschen Randbedingung, wodurch auch eine Beschleunigung von
w = 0 auf die Maximalgeschwindigkeit w = w4, in wenigen Zeititerationen
erfolgen kann.

Zum anderen muf} kein Fehler bei der Anfangsbelegung der Dichte- und Ge-
schwindigkeitsverteilung hingenommen werden, da an allen inneren Knoten
des Gitters die gasférmige Phase des Fluids implementiert wird, und somit
kein Phaseniibergang im inneren Berechnungsgitter vorhanden ist.

Auch die Auswirkungen des hart berandeten Walzenspaltes, welcher nicht der
Realitét des Druckprozesses entspricht, sind fiir die Simulation der Stromung
im Spaltauslauf weniger folgenschwer als im Spalteinlauf:

Die weiche Berandung des Walzenspaltes beeinflufit im realen Druckprozess
spalteinlaufseitig sowohl die Spaltgeometrie als auch den Betrag der maxi-
malen Fliissigkeitsmenge, welche durch ihn transportiert werden kann. Im
Spaltauslauf ist diese Fliissigkeitsmenge dann fest vorgegeben, was in der Si-
mulation mittels der dirichletschen Randbedingung ausgenutzt wird, so daf3
die weiche Berandung hier lediglich die Spaltgeometrie verédndert.

Trotz dieser kleinen geometrischen Abweichung zwischen Realitét und Simu-
lation kann man davon ausgehen, dafl die folgenden Simulationen das reale
Stromungsverhalten der Schichtspaltung im Spaltauslauf, zumindest qualita-
tiv, gut approximieren.

Eine erste Simulation wurde fiir folgende Modellparameter durchgefiihrt:

Modell || Nz | Ny | #(p) a G | h|m/|ot| 7 g k

Wert || 1040 | 210 [1—e?|1/3|1/18 |1 |1 |1 |1,0|—-0,2]1,8

Die in das Berechnungsgitter implementierten geometrischen Groflen R, H,
X1, X9 und w,,q, sind in folgender Tabelle zusammengefafit.

Geometrie R H | X | X5 | Wnas
Wert 5046 | 32 | 60 | 1000 | 0,15

Aus den Modellparametern berechnen sich, mittels des in Paragraph 9.5 be-
schriebenen Algorithmus, folgende makroskopische Stoffgrofien:
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Stoffgrofie ol Py P/ Py i Do N
Wert 2,6522 | 0,07657 | 34,64 | 0,442 | 0,0201 | 0,1378

Diese Werte sollen nun (lediglich zum besseren Versténdnis) skaliert werden,
indem den Diskretisierungsparametern h, m und ¢ feste Werte zugeordnet
werden. Setzt man z.B.

m==6-10""kg, h=10"%n, o6t=2-10"Cs, (10.7)

so besitzen die beiden gleich grolen Walzen einen Radius von R = 5046-h =
5,046 mm und fithren dem Walzenspalt beide ein Fliissigkeitsvolumen von
S =16 - h = 16 ml/m? zu. Da der Walzenradius nicht auf realistische Wer-
te des Druckprozesses einstellbar ist (Stichwort: Speicherbedarf), und somit
auch die Druckgeschwindigkeit kleiner als in der Realitét zu wihlen ist (Stich-
wort: Trenngeschwindigkeit, Zentripetalkraft K = mw?/R ), soll hier eine
realitdtsnahe Winkelgeschwindigkeit erreicht werden.

Mit einer Tangentialgeschwindigkeit der Walzen von wp,, = 0,15h/6t =
0,075m/s erhélt man eine Winkelgeschwindigkeit von 4 = Wpee/R &
15/s. Diese Winkelgeschwindigkeit ergibt fiir einen realitdtsnahen Walzenra-
dius R = 10 em eine Druckgeschwindigkeit von w,q, = 90 m/min.

Fiir die Viskositat und die Oberflachenspannung der Fliissigkeit ergeben sich
ebenfalls Werte die sich im Bereich typischer Flexodruckfarben befinden:

kg
m = 0, 4427 =3-0, 04427 =0,1326 Pa - s
h -0t .S
3 kg N
= 0, 1378— =—-0,01378—= = 0,02067— 10.8
N si2 9 52 ) m ( )

Setzt man die typische Stromungsgeschwindigkeit v gleich der Maximalge-
schwindigkeit der Walzen bzw. der Kanalwiande w,,q., so ergibt sich nach
Gleichung 9.58 der folgende maximale Simulationswert fiir die Machzahl:

Winaz - B /Ot
B/t /31— a — 38) + 10G¢(p) 52 (1)
0,15

_ ~ 0,33
\/ (1 — o= 308) + 1069 () % (o1)

Der relativ groffe Wert der maximalen Machzahl besagt, dafl die Stromung an
den inneren Nachbarknoten der Randknoten RB in der Simulation schwach
kompressibel ist. Ein unmittelbarer Einflufl dieser lokalen, schwachen Kom-
pressibilitat auf das makroskopische Stromungsverhalten im Walzenspalt ist
aber nicht zu erwarten.

Mayue =
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Abbildung 10.12: Dichteverteilung im Spaltauslauf
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Abbildung 10.12 zeigt die zeitliche Entwicklung der Dichteverteilung wéhrend
und nach der Beschleunigungsphase, die innerhalb von 2000 Zeitschritten,
zwischen ¢t = 0 und ¢t = 2000 - 6t stattfindet. Skaliert man die diskre-
ten Zeitschritte mittels Gleichung 10.7, so erfolgt die Beschleunigung in
4 -1073s. Der gesamte in Abbildung 10.12 gezeigte Vorgang dauert dem-
nach 7' = 5-10° - 6t = 1s. In diesem Zeitraum rotieren die Zylinder ca.
k=T Wna/27R ~ 2,4 mal um ihre Rotationsachse.

Man erkennt, wie tiber die dirichletsche Randbedingung an der (z = Nx—1)-
Ebene, die fliilssige Phase in den Walzenspalt transportiert wird. Der sich
ausbildende Randwinkel zwischen der Phasengrenze des Fluids und den Fest-
korperoberflichen ist dabei sowohl von der Oberflichenspannung des Fluids
als auch von der implementierten Grenzflachenspannung, und damit vom di-
mensionslosen Faktor k, abhingig.

Nach Ausbildung eines bereits in Paragraph 5.2 vermuteten Fliissigkeitsre-
servoirs, ndhert sich die Dichteverteilung einem stationdren Zustand, der in
obiger Simulation nach ca. 1,5 - 105 Zeitschritten erreicht ist.

Abbildung 10.13 (dies ist eine Vergrofierung des in Abbildung 10.12 am Spalt-
punkt eingezeichneten Rechtecks) zeigt die Geschwindigkeitsverteilung im
Bereich der Phasengrenze nach Erreichen der stationdren Dichteverteilung.
Es zeigt sich, daff die Fliissigkeitsstromung kurz vor dem Spaltpunkt P, nicht
rein laminar ist sondern sich kleine Riickstromgebiete ausbilden. Diese beein-
fluen auch das charakteristische Stréomungsbild oberhalb des Spaltpunktes.
Es zeigt sich, daB dort zwei weitere Staupunkte Py, P, mit 7(P;) = 0(P,) = 0
existieren.

Dieses Stromungsverhalten steht nicht im Einklang mit der von Van der
Bergh [5] beobachteten und von Brotz [4] beschriebenen Riickstromung, wel-
che auf der Existenz zweier Staupunkte aufbaut und in Abbildung 10.14
schematisch dargestellt ist. Zudem unterscheiden sich die beiden Stromungs-
formen aus den Abbildungen 10.13 und 10.14 durch entgegengesetzt gerich-
tete Wirbel.

Eine mogliche Ursache hierfiir liegt in der Verwendung der symmetrischen
Randbedingung an der (y = (Ny — 1)/2)-Ebene, welche keinen Massetrans-
port iiber diese Symmetrieebene erlaubt, und somit jede Wirbelausbildung,
deren Geschwindigkeitsvektoren eine zur (y = (Ny—1)/2)-Ebene orthogona-
le Komponente besitzen, unterdriickt. Beim Ubergang von einer laminaren -
in eine turbulente Stromung ist dieses, durch die symmetrische Randbedin-
gung vorrausgesetzte Stromungsverhalten unphysikalisch. In den nachfolgen-
den Simulationen wird daher auf die symmetrische Randbedingung an der
(y = (Ny — 1)/2)-Ebene verzichtet (— verdoppelter Speicherbedarf).
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Abbildung 10.13: Geschwindigkeitsverteilung an der Phasengrenze.
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Abbildung 10.14: Riickstromwirbel nach Van der Bergh bzw. Brotz

Weitere Simulationen zeigten jedoch, dafl die sich ausbildenden Riickstrom-
wirbel, trotz Verzicht auf die symmetrische Randbedingung, die falsche Ori-
entierung besitzen und sich anstatt von den impulsgebenden Walzen weg
(sieche Abbildung 10.14) - zu ihnen hin drehen (siche Abbildung 10.13).
Dieses unphysikalische Stromungsverhalten wird in der Simulation durch die
Berechnung der zwischenmolekularen Kraft Fin Verbindung mit der Rand-
bedingung RB, den implementierten Anfangsbedingungen und der Diskre-
tisierung der Walzenoberflichen durch einen Polygonzug verursacht. Abbil-
dung 10.15 zeigt eine zweidimensionale schematische Darstellung dieses Sach-
verhaltes.

Die Randknoten RB auf der diskretisierten Walzenoberfldche unterteilen sich
in vier unterschiedliche Typen, die sich jeweils durch Anzahl und Lage ihrer
inneren Nachbarknoten auszeichnen.

Die Dichte an diesen Randknoten RB ergibt sich mittels der in Paragraph 9.6.2
beschriebenen Randbedingung aus denjenigen Veteilungsfunktionen, welche
zu einem Nachbarknoten RB weisen (diese in Abbildung 10.15 rot mar-
kierten Verteilungsfunktionen kénnen nicht abgegeben werden) und denjeni-
gen Veteilungsfunktionen, welche von einem inneren Knoten zum jeweiligen
Randknoten verschoben werden (diese Verteilungsfunktionen sind in Abbil-
dung 10.15 gelb markiert).

Fiir die Ermittlung der Verteilungsfunktionen zur Zeit t+0t mittels der so be-
rechneten Dichte p und der Tangentialgeschwindigkeit ' (Gleichung 8.90) si-
chert diese Art der Dichteberechnung, dafl keine Masse iiber die Festkorpero-
berfliche ausgetauscht werden kann. Eine Ausbildung von Quellen bzw. Sen-
ken an den Randknoten wird somit verhindert.
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diskretisierte Walzenoberfléiche — Verteilungsfunktion zu Randpunkt
— Verteilungsfunktion nach Innen Innerer Punkt
Verteilungsfuktion von Innen @® Randpunkt

Abbildung 10.15: Diskretisierungsfehler durch die Randbedingung RB.

Fiir die Berechnung der zwischenmolekularen Kraft F an den benachbarten
inneren Knoten (Gleichung 9.1) darf diese Dichte jedoch nur dann benutzt
werden, wenn sie sich nicht durch grofie Dichtegradienten gegeniiber den
inneren Nachbarn auszeichnet. Betrachtet man beispielsweise Strémungspro-
bleme bei denen sich die Dichte an den Festkorperoberflachen nicht entschei-
dend mit der Zeit verdndert, so regulieren sich die Dichteunterschiede zwi-
schen Randknoten und benachbartem inneren Knoten (hervorgerufen durch
die Randbedingung RB) iiber die Verschiebung der Verteilungsfunktionen
mit der Zeit von selbst. Dies gilt z.B. fiir einphasige Strémungen oder die
Simulation des Spalteinlaufes in Paragraph 10.2.1, da die Walzenkorper dort
bereits am Simulationsbeginn mit der fliissigen Phase bedeckt sind. Bei den
hier gewahlten Anfangsbedingungen stellt sich die Situation jedoch anders
dar:

Anfangs sind alle Randknoten RB mit der Dichte der gasférmigen Phase p,
vorbelegt. Uber die dirichletsche Randbedingung an der (z = Nz — 1)-Ebene
und die Eigengeschwindigkeit ¢ der Walzen wird im Laufe der Zeititeration
die fliissige Phase zu den Randknoten transportiert (siche Abbildung 10.12).
Die mittels der Randbedingung RB an den Randknoten errechnete Dichte
gleicht sich dabei in unterschiedlichem Mafl an die verdnderten Verhéltnisse
an:

Wiéhrend diejenigen Randknoten, welche in Abbildung 10.15 mit Typ 1 bzw.
Typ 3 bezeichnet sind, in drei Dimensionen jeweils 8 bzw. 5 Verteilungs-
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funktionen mit ihren benachbarten inneren Knoten austauschen, und die be-
rechneten Dichten sich somit relativ schnell den verédnderten Verhéltnissen
anpassen, stellen sich bei den Randknoten vom Typ 4 und insbesondere vom
Typ 2 grofle Dichtegradienten zu ihren inneren Nachbarn ein. Dies wird nach-
folgend fiir die Randknoten vom Typ 2 erldutert:

Ist der einzige innere Nachbarknoten eines Randknotens vom Typ 2 mit der
fliissigen Phase p(Z,t) = p; belegt, so sind seine Gleichgewichtsverteilungs-

funktionen fé?) (nach Gleichung 8.90) und damit auch seine Verteilungs-
funktionen f,; geméf der vorhandenen Stromungsgeschwindigkeit ¢’ gerichtet.
Dies hat zur Folge, daf3 die Verteilungsfunktion in Richtung des Randkno-
tens vom Typ 2 (diese Richtung schliefit mit der Stromungsrichtung einen
stumpfen Winkel ein), nur einen sehr kleinen Anteil der Teilchendichte n(Z,t)
an diesen iibermittelt. Im Gegensatz dazu gibt ein Randknoten vom Typ 2
einen relativ grofflen Anteil (spitzer Winkel zwischen Richtung zum inneren
Nachbarn und Stromungsrichtung) seiner Teilchendichte an seinen einzigen
inneren Nachbarn ab. Durch diesen Effekt konnen sich die Dichten an den
Randknoten vom Typ 2 nie an die Dichteentwicklung ihrer inneren Nachbarn
anpassen und die errechneten Dichten bleiben wahrend der gesamten Simu-
lationszeit im Bereich von pg.

Folglich ist die resultierende zwischenmolekulare Kraft an einem inneren
Knoten, welcher einen Randnachbarn des Typs 2 besitzt, immer von die-
sem weg gerichtet. Dieses Phédnomen erkldrt die falsche Orientierung der
Riickstromwirbel aus Abbildung 10.13. Diese werden durch die oben beschrie-
bene unphysikalische, vom Randknoten des Typs 2 weg weisende, Impulszu-
fuhr angetrieben.

Zur Vermeidung dieses unphysikalischen Kraftterms wird daher in den nach-
folgenden Simulationen bei der Ermittlung der zwischenmolekularen Kraft
nicht auf die berechnete Dichte der Randknoten RB zuriickgegriffen:
Besitzt ein innerer Knoten der sich bereits in fliissiger Phase befindet einen
Nachbarn RB, so wird zur Berechnung der zwischenmolekularen Kraft (und
nur hierfir) fir diesen Randknoten stattdessen eine gemittelte Dichte ge-
eigneter innerer Knoten verwendet.

Betrachtet man beispielsweise den einzigen inneren Nachbarn des Randkno-
tens vom Typ 2 aus Abbildung 10.15, so benétigt man zur Berechnung der
Kraft F mittels Gleichung 9.1 die Dichte an diesem Randknoten (selbst-
versténdlich wird auch die Dichte an allen anderen Nachbarknoten benétigt).
Diese sollte dann die realen Dichteverhéltnisse an der Walzenobefliche wie-
derspiegeln. Dies wird, wie oben beschrieben, von der errechneten Dichte
i.a. nicht erfiillt. Da der Schnittpunkt der realen Walzenoberfliche und der
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Verbindungslinie vom Randpunkt 2 zu seinem inneren Nachbarn aber in un-
mittelbarer Ndhe des inneren Punktes selbst liegt, wird die Dichte des Rand-
nachbarn gleich der Dichte des inneren Knotens gesetzt. Mit den anderen
Randnachbarn innerer Knoten wird in entsprechender Weise verfahren.

In den nachfolgenden Simulationen wird diese Vorgehensweise bei der Be-
rechnung der zwischenmolekularen Kraft verwendet. Auf die symmetrische
Randbedingung an der (y = (Ny — 1)/2)-Ebene wird verzichtet, so dafl der
erhohte Speicherbedarf eine Verkleinerung der Walzenradien bedingt.
Ausgangspunkt fiir weitere Betrachtungen sind die Modell- bzw. Geometrie-
parameter und die daraus resultierenden makroskopischen Stoffgréfien und
dimensionslosen Kennzahlen welche in Tabelle 10.1 zusammengefasst sind.
Dabei sind die charakteristische Lange L und die charakteristische Geschwin-
digkeit v zur Berechnung der dimensionslosen Kennzahlen Re, We, Ma und
Ca folgendermaflien definiert: L := H v := Wz

Eine Umrechnung in physikalische Einheiten kann z.B. mittels Gleichung 10.7
erfolgen, so daf fiir diese Skalierung Viskositdt und Oberflichenspannung der
Fliissigkeit weiterhin durch Gleichung 10.8 gegeben sind.

Tabelle 10.1: Modell- und Geometrieparameter; resultierende makrosko-
pische Stoffgroflen und dimensionslose Kennzahlen

Modell | Wert Stoffgrofle - | Wert Geometrie | Wert
Kennzahl
Nz 795 o 2,6522 R 3597
Ny 181 Py 0,07657 H 24
v(p) | 1—e? p1/Pg 34,64 X1 25
! 1/3 m 0,442 Xs 770
16 1/18 Do 0,0201 Winaz 0,125
h 1 ol 0,1378
m 1 Ma 0,28
ot 1 We 7,2
T 1,0 Re 18
g —0,2 Ca 0,4
k 1,8
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Einflufl der Druckgeschwindigkeit auf die Dichte- und Geschwin-
digkeitsverteilung:

Abbildung 10.16 zeigt die Dichteverteilung zu unterschiedlichen diskreten
Zeitpunkten wihrend der Einlaufphase des Fluids fiir die drei Geschwindig-
keiten wyee = 0,1+ h/8t, Wiae = 0,125 - A/t und wpe, = 0,15 - h/§t. Die
anderen Modell- und Geometrieparameter bleiben in den drei Simulationen
unverdandert, so dafl sich fiir w,,,, = 0,1 und w,,., = 0, 15 die dimensionslo-
sen Kennzahlen im Vergleich zu Tabelle 10.1 folgendermafien dndern:

Ma = 0,22 Ma = 0,34
We=4,6 We = 10,4

Winaz = 0,1 = e — 14 Winaz = 0,15 = Re = 21.6 (10.9)
Ca=0,33 Ca =0,48

Die Beschleunigung betrigt in allen Simulationen: b = 107%h/§t%. Dies be-
deutet, dafl zum Erreichen einer Maximalgeschwindigkeit vom Betrag w4, =
n - h/t die Beschleunigungsphase n - 10* Zeitschritte ¢ benotigt.

Selbstverstéindlich wird, wie aus Abbildung 10.16 ersichtlich ist, die fliissige
Phase umso schneller in den Walzenspalt transportiert je grofler die Wand-
geschwindigkeit ist.

Des weiteren zeigt Abbildung 10.16 eine geschwindigkeitsabhéngige Verlage-
rung des Spaltpunktes:

Je grofer die Wandgeschwindigkeit w,,,q, ist, desto grofer wird auch das Volu-
men des sich ausbildenden Fliissigkeitsreservoirs (dies dndert sich auch nicht
nach Erreichen eines stationéren Zustandes).

Die physikalische Begriindung fiir diesen Sachverhalt hat ihren Ursprung im
Anwachsen der Weberzahl We = p,Hw? . /v bei VergroBerung der Wand-
geschwindigkeit w,,q.. Dadurch steigt der Einflu der Tragheitskraft, wel-
che hier in Richtung einer Vergréflerung des Fliissigkeitsreservoirs wirkt, ge-
geniiber dem Einflu der Oberflichenspannung, welche einer Vergréflerung
des Fliissigkeitsreservoirs entgegen wirkt.
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Abbildung 10.16: Dichteverteilung im Spaltauslauf bei unterschiedli-
chen Maximalgeschwindigkeiten.
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t=150000

Abbildung 10.17: stationdrer Zustand der Dichteverteilung

il il
I il
it il

Abbildung 10.18: Geschwindigkeitsverteilung am (z = 0)-Rand des Be-
rechnungsgitters

Nach der Einlaufphase ndhern sich die Dichteverteilungen einem stationéren
Zustand, welcher fiir w = 0,125 in Abbildung 10.17 dargestellt ist.
Abbildung 10.18 zeigt die Geschwindigkeitsverteilung am (x = 0)-Rand des
Berechnungsgitters (Vergrofierung des Rechtecks aus Abbildung 10.17). Das
Geschwindigkeitsfeld der fliissigen Phase besitzt am (z = 0)-Rand des Gitters
einen deutlich sichtbaren Gradienten Vv # 0. Dieses Phénomen erklirt sich
durch das Stromungsverhalten des Fluids unterhalb des Spaltpuntes (siehe
Abbildung 10.19):

Nachdem das Fluid den Spaltpunkt passiert hat, besitzt das Geschwindig-
keitsfeld innerhalb der beiden Fliissigkeitsschichten einen senkrecht zur Wal-
zenoberflache gerichteten, Gradienten. Dieser Geschwindigkeitsgradient ver-
groflert sich bei anwachsender Wandgeschwindigkeit (w; > we = Vv >
V), da am Spaltpunkt (nach Erreichen eines stationdren Zustandes des
Dichtefeldes) die x-Komponente des Geschwindigkeitsfeldes verschwinden mu$,
wéahrend sie an den Walzenoberflachen proportional zur Wandgeschwindig-
keit ist.

Der Geschwindigkeitsgradient verkleinert sich durch die innere Reibung der
Fliissigkeit (gegeben durch n;) je weiter sich die Stréomung vom Spaltpunkt
entfernt. Wahrend dieser Phase verkleinert sich selbstverstindlich auch die
Schichtdicke der Fliissigkeit.

Dieses Phénomen erklirt den Geschwindigkeitsgradienten in Abbildung 10.18.
Dieser ergibt sich durch die rdumliche Begrenzung des Berechnungsgitters:
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Abbildung 10.19: Geschwindigkeitsverteilung am Spaltpunkt

Die Phase der Verkleinerung des Geschwindigkeitsgradienten ist am (z = 0)-
Rand des Gitters noch nicht abgeschlossen, so dafi die endgiiltige Schichtdicke
noch nicht erreicht ist.

Will man also in spéteren Simulationen die Weberzahl deutlich erhohen und
damit das Fliissigkeitsreservoir vergrofiern, so mufl demnach auch das Be-
rechnungsgitter um einige Knoten erweitert werden.

Da in Abbildung 10.19 das Richtungsfeld der Stromung nicht gut erkenn-
bar ist, sind in Abbildung 10.20 (diese ist eine Vergroflerung des in Abbil-
dung 10.17 am Spaltpunkt eingezeichneten Rechtecks) alle Geschwindigkeits-
vektoren auf die Lange 1 normiert. Die in Abbildung 10.19 bzw. 10.20 blau
gefarbten Richtungsvektoren markieren dabei die Lage der diskretisierten
Walzenoberfléche.
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Abbildung 10.20: Riickstromwirbel fiir Parameter aus Tabelle 10.1.
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Es zeigt sich, dafl die sich ausbildende Riickstromung nun exakt dem von
Van der Bergh [5] beobachteten Stromungsverhalten entspricht, welches in
Abbildung 10.14 dargestellt ist. Es bilden sich nun, im Gegensatz zu Abbil-
dung 10.13, zwei Staupunkte aus, und die Riickstromung besitzt die von Van
der Bergh beobachtete Orientierung.

Die Geometrie dieses Riickstromgebietes und insbesondere die Lage des zwei-
ten, dem eigentlichen Spaltpunkt vorgelagerten Staupunktes, bestimmen da-
bei das Spaltungsverhéltnis des Fliissigkeitsfilms. Ein solches Spaltungsmo-
dell wurde schon Ende der fiinfziger Jahre von Hopkins [6] vorgeschlagen und
kann nun, mittels der oben beschriebenen Randbedingung an der diskretisier-
ten Walzenoberfliche, erstmals an Hand einer Gitter-Boltzmann Simulation
untersucht werden.

Die Stromungsbilder der stationédren Zustdnde fiir w,,q, = 0,1 und Wy =
0, 15 unterscheiden sich lediglich durch die rdumliche Ausdehnung des Riick-
stromwirbels von Abbildung 10.20: Das Riickstromgebiet nimmt ein umso
groferes Volumen ein je hoher die Maximalgeschwindigkeit w,,,, ist.

Dieses Phénomen wird durch die Vergroflerung von Weber- und Reynolds-
zahl bei anwachsender Rotationsgeschwindigkeit der Walzen hervorgerufen
und ist daher besser zu beobachten, wenn diese Kennzahlen im Vergleich zu
Tabelle 10.1 deutlich erhoht werden.

Dies ist jedoch nicht durch eine weitere Vergroflerung der Wandgeschwin-
digkeit moglich, da die Machzahl Ma = 0,34 fir w;.,=0,15 (siehe Glei-
chung 10.9) bereits am oberen Ende des vertretbaren Bereiches einer inkom-
pressiblen Stromung liegt. Aus diesem Grund ist es notwendig die makro-
skopischen Stoffgréflen zu variieren. Dies wird im nachfolgenden Abschnitt
demonstriert.
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Einflufl von Weber- und Reynoldszahl auf die Dichte- und Ge-
schwindigkeitsverteilung:

Eine Erhéhung von Weber- und Reynoldszahl erfolgt iiber eine Variation der
makroskopischen Stoffgrofien und diese wiederum iiber eine Verdnderung der
Modellparameter G und 7 geméfl Tabelle 10.2. Die Maximalgeschwindigkeit
der Walzen und der minimale Walzenabstand werden ebenfalls erhéht. Auch
die Geometrieparameter aus Tabelle 10.1 miissen dabei verdndert werden,
um grofle Geschwindigkeitsgradienten am (z = 0)-Rand des Berechnungs-
gitters (sieche Abbildung 10.18) bzw. das ,,Herauswandern“ des Spaltpunk-
tes aus dem Berechnungsgitter, zu verhindern. Die Verkleinerung von ||G||

Tabelle 10.2: Modell- und Geometrieparameter; resultierende makrosko-
pische Stoffgréfien und dimensionslose Kennzahlen

Modell |  Wert Stoffgrofle |  Wert Geometrie | Wert
Nz 850 o 2,3004 R 3597
Ny 182 Py 0,06467 H 26

vip) | 1—e” p1/Pg 35,57 X1 80
Q 1/3 il 0,2 X, 850
15} 1/18 Do 0,018 Winaz 0,14
h 1 ol 0,072
m 1 Ma 0,336
ot 1 We 18,7
T 0,75 Re 44,9
g —0, 185 Ca 0,42
k 1,8

(G|l = 0,2 — ||G]| = 0, 185) bewirkt nach Abbildung 9.4 eine Verkleinerung
der Oberflichenspannung und damit nach Abbildung 9.7 eine Vergroflerung
der Weberzahl. Die Verkleinerung von 7 bewirkt nach Abbildung 9.3 eine
Verkleinerung der Viskositdt und damit nach Abbildung 9.6 eine Vergrofie-
rung der Reynoldszahl. Die Auswirkungen dieser Anderungen sind sowohl an
der Dichte- jedoch besonders deutlich an der Geschwindigkeitsverteilung zu
beobachten. Abbildung 10.21 zeigt die Geschwindigkeitsverteilungen welche
sich geméf} der Parameter aus Tabelle 10.2 nach Erreichen eines stationéren
Dichtezustandes ergibt.
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Abbildung 10.21: Riickstromwirbel fiir Parameter aus Tabelle 10.2.
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Ein Vergleich von Abbildung 10.21 und Abbildung 10.20 zeigt, daf sich Form
und Ausdehnung des Riickstromgebietes durch die Variation von Weber- und
Reynoldszahl deutlich veréndern.

In beiden Abbildungen ist in z-Richtung nur jeder zweite Gitterknoten mit
seiner jeweiligen Geschwindigkeit dargestellt. Demnach betriagt der Abstand
der beiden Staupunkte aus Abbildung 10.20 ca. 86 - h. Durch die Vergrofle-
rung von Weber- und Reynoldszahl wird diese Distanz in Abbildung 10.21
auf einen Wert von ca. 120 - A erhoht. Die von der Riickstromung insgesamt
eingenommene Fldche wird durch die Erh6hung der Kennzahlen mehr als
verdoppelt.

Des weiteren zeigt sich, daf§ das Riickstromgebiet oberhalb (stromaufwérts)
des Spaltpunktes in Abbildung 10.21 das Stromungsverhalten der Fliissigkeit
iiber den Spaltpunkt hinaus (stromabwaérts) wesentlich stérker beeinflufit als
dies in Abbildung 10.20 der Fall ist. Dieses Verhalten erklért sich durch den
vergroBerten Abstand vom Spaltpunkt zu den Walzenoberflachen (hervorge-
rufen durch das vergroferte Fliissigkeitsreservoir) und dem erhéhten Einflufl
der Tragheitskrafte gegeniiber den Zahigkeitskraften.

Insgesamt ergibt sich also, dafl die Dichte- und die Geschwindigkeitsvertei-
lung sehr empfindlich auf Anderungen der dimensionslosen Kennzahlen rea-
gieren.

Einflufl der Grenzflaichenspannung auf die Dichte- und Geschwin-
digkeitsverteilung:

In diesem Abschnitt soll der Einflul der Grenzflichenspannung zwischen
Festkoérper und Fluid auf die Dichte- und Geschwindigkeitsverteilung un-
tersucht werden. Wahrend alle weiteren Werte aus Tabelle 10.1 unveréndert
bleiben, wird der dimensionslose Faktor k£ in der Randbedingung RB vom
Wert k = 1,8 auf k = 2,2 erhoht. Abbildung 10.22 zeigt den grofien Einfluf3
der Grenzflichenspannung auf die Dichteverteilung wiahrend der Einlaufpha-
se der Fliissigkeit zur Zeit t = 7000-6t. Da sich die Geschwindigkeit des Fluids
in diesem Zeitabschnitt aus einer Uberlagerung der Wand- und Benetzungs-
geschwindigkeit ergibt, erfolgt der Fliissigkeitstransport umso schneller, je
grofer die zwischenmolekulare Kraft zwischen Festkorper und Fluid und da-
mit die Grenzflichenspannung ist. Des weiteren a3t Abbildung 10.22 erah-
nen, daf} sich der Randwinkel an der Dreiphasenkontaktlinie mit anwach-
sender Grenzflichenspannung verkleinert. Dieser zu erwartende Einflufl der
Grenzflachenspannung auf den Randwinkel wurde in Paragraph 10.1 jedoch
wesentlich ausfiihrlicher untersucht.
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t= 7000

o }

t=150000

k=22

Abbildung 10.22: Dichteverteilung im Spaltauslauf bei unterschiedli-
chen Grenzflichenspannungen.

Sobald die Festkorper aber vollstédndig mit der fliilssigen Phase bedeckt sind,
und sich somit keine Dreiphasenkontaktlinie mehr an den Festkorperober-
flichen befindet, beginnen sich die Dichteverteilungen einander anzugleichen,
bis sie schliefflich einen nahezu identischen stationéren Zustand erreicht ha-
ben, welcher in Abbildung 10.22 bei ¢t = 150000 erreicht ist.

Abbildung 10.23 zeigt das Richtungsfeld der Stromung im Bereich des Spalt-
punktes nach Erreichen der stationdren Dichteverteilung. Ein Vergleich mit
Abbildung 10.20 zeigt, dal sich auch die Geschwindigkeitsverteilungen im
Bereich des Spaltpunktes nach Erreichen des stationdren Zustandes nicht
erkennbar voneinander unterscheiden.
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Abbildung 10.23: Riickstromwirbel fiir Parameter aus Tabelle 10.1 und
k=2,2.
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Physikalisch ist dieses Verhalten durch die nur sehr geringe Reichweite der
Grenzflachenspannung begriindet. Diese betrdgt in der Realitdt nur weni-
ge Pikometer; in der Simulation ist sie durch die Gittergeometrie auf den
Wert v/2 - h (von einem Festkorperknoten bis zum néchsten inneren Nach-
barknoten léngs einer Flachendiagonalen) beschriankt. Eine makroskopische
Auswirkung dieser lokalen Kraft nur dann zu erwarten, wenn sie die gegebe-
nen Randbedingungen am Festkdrper mafigeblich beeinflufit, wie es z.B. bei
der Farbspaltung 2. Klasse (Stichwort: Randwinkel) der Fall ist.

Bei der stabilen Schichtspaltung hingegen scheint der Einflul der Grenz-
flachenenergie zwischen Festkorper und Fluid (solange sie Benetzung ga-
rantieren) auf den Farbspaltungsproze8 vernachlédssigbar: Eine verdnderte
Grenzflichenspannung iibt eine Kraft auf diejenigen Knoten (Molekiile) aus,
welche sich unmittelbar an der Walzenoberflache befinden. Diese Kraft ist
im Falle einer vollflichigen Einfarbung normal zur Oberfliche gerichtet und
verdndert somit lediglich die Normalkomponente der Geschwindigkeit dieser
Teilchen. Diese Geschwindigkeitskomponente ist gegeniiber der Tangential-
geschwindigkeit rotierender Walzen jedoch vernachléssigbar.

Kommt es aber durch Instabilitdten (z.B. Mikrostreifen, Lufttransport durch
den Walzenspalt) zum Ausbilden einer Dreiphasenkontaktlinie, so bewirken
hohe Grenzflichenspannungen ein schnelleres Abklingen dieser Strukturen:
Die zwischenmolekulare Kraft an einer Dreiphasenkontaktlinie besitzt eine
Komponente tangential zur Festkorperoberfliche.

Zusammenfassung:

In diesem Kapitel wurde die Zweiphasenstromung im Spaltauslauf zwischen
rotierenden Walzen mittels des vorgestellten Gitter-Boltzmann Verfahrens
untersucht. Es konnte gezeigt werden, dafl sich ein Riickstromgebiet einstellt,
welches stromabwérts vom eigentlichen Spaltpunkt - und stromaufwérts von
einem weiteren Staupunkt begrenzt wird. Dieses Stromungverhalten ent-
spricht den Beobachtungen von Van der Bergh [5] und scheint somit die
realen Gegebenheiten im Walzenspalt gut zu approximieren.

Sowohl die Geschwindigkeitsverteilung als auch die Lage der freien Ober-
flache werden dabei von den Geometrieparametern und den makroskopischen
Stoffgrofen (zusammengefasst in den dimensionslosen Kennzahlen) stark be-
einflult. Eine Auswirkung der Grenzflichenenergie zwischen Festkorper und
Fluid auf die stabile Schichtspaltung konnte hingegen ausgeschlossen werden.

Jede der durchgefithrten Simulationen benétigte auf einem herkémmlichen
PC (Arbeitsspeicher: 256 MB, Taktfrequenz: 800 MHz) eine Rechendauer
von ca. 150 Stunden. Eine Ausdehnung auf drei rdumliche Dimensionen bzw.
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die Implementierung realitdtsnaher Groflenverhéltnisse ist daher nur mittels
einer sehr groflen Rechenkapazitdt mdoglich.



Kapitel 11

Zusammenfassung und Ausblick

In den ersten Kapiteln der vorliegenden Arbeit wurde die quasistatische - und
die dynamische Farbspaltung mit analytischen Mitteln untersucht, wobei je-
weils eine Reduzierung der Problemstellung auf zwei rdumliche Dimensionen
erfolgte.

So wurde bei der quasistatischen Farbspaltung in Kapitel 2 die zu den Fest-
korperplatten parallele Ebene in den Berechnungen vernachléssigt. Diese
Vorgehensweise ist fiir quasistatische und damit stabile Prozesse keine Ein-
schréankung, da sich das dreidimensionale Verhalten durch eine periodische
Fortsetzung der physikalischen Groflen langs der verbleibenden Koordinaten-
achse im jeweiligen Koordinatensystem (kartesische Koordinaten bzw. Zylin-
derkoordinaten) ergibt.

Aufbauend auf der Arbeit von Hiibner [3] konnten fiir die unbekannten Kon-
turkurven des Fliissigkeitstropfens bzw. der Fliissigkeitslamelle, mittels Me-
thoden der Variationsrechnung, Differentialgleichungen 1. Ordnung hergelei-
tet werden. Im Fall der Fliissigkeitslamelle ergab sich als Losung dieser DGL
eine Kurvenschar, deren einzelne Fuktionsgraphen Kreise beschreiben. Im
Fall des Fliissigkeitstropfens ergab sich keine allgemeine Losung.

In beiden Féllen konnten jedoch nur drei Randbedingungen aus der Menge
{V, 90,0, Xo, X} gewihlt werden, die eine spezielle Losung der DGL dann
eindeutig festlegen. Wéhlt man z.B. die Randbedingungen {V, 4,9}, so
werden Phénomene wie z.B. die Randwinkelhysterese und die Fliissigkeits-
haftung am Festkorper in diesem Modell vernachléssigt.

In Paragraph 10.1 erfolgte daher eine Simulation der quasistatischen Punkt-
spaltung. Dabei konnten erstmals benetzbare Festkorper in ein dreidimensio-
nales Gitter-Boltzmann Verfahren zur Simulation von Zweiphasenstromun-
gen mit freien Oberflachen implementiert werden. Die Grenzflachenspannung
der Festkorper ist dabei iiber den dimensionslosen Faktor £ in der Rand-
bedingung RR beliebig variierbar. Wie der Vergleich zwischen Experiment

204



205

und Simulation anhand der Kombination Teflon-Glyzerin-Teflon zeigte (sie-
he Abbildung 10.6), ist die Ubereinstimmung von Realitit und Simulation
sehr gut.

Durch wachsende Rechnerkapazitdten und durch eine Parallelisierung des
Algorithmus sollte es in Zukunft mdoglich sein, neben den makroskopischen
Stoffgrofien des Fluids und der Grenzflichenspannung der Festkorper, auch
deren spezifische Oberflichentopologien in ein Simulationsmodell zu imple-
mentieren. Eine solche Strukturierung sollte nach Jung [7] den makroskopi-
schen Randwinkel geméafl der Wenzelgleichung 2.22 verkleinern.

Dazu muf} die hier verwendete Randbedingung RR lediglich durch die Rand-
bedingung RB mit der Eigengeschwindigkeit w = 0 der Festkorper ersetzt
werden, damit auch Oberflichentopologien implementierbar sind, die sich der
Gittersymmetrie nicht anpassen. Es ist dabei jedoch zu beachten, daf kleine
Rauhigkeiten in den Festkorperoberflichen eine hohe ortliche Auflésung des
Berechnungsgitters und damit einen sehr grofien Speicherbedarf erfordern.

Nach einer kurzen Herleitung der hydrodynamischen Grundgleichungen, wur-
de in den Kapiteln 4 und 5 (aufbauend auf den Arbeiten von Behler [2] und
Zhang [9]) die instabile, dynamische Farbspaltung 2. Klasse bzw. 1. Klasse
analytisch untersucht. Die Komplexitéit der Navier-Stokes Gleichung erfor-
derte auch hier eine Reduzierung des Problems auf zwei rdumliche Dimen-
sionen, so dafl als Gleichung fiir die Impulserhaltung das Darcysche Gesetz
herangezogen werden konnte. Dieses beschreibt die Stromung in einer Ebe-
ne deren Normalenvektor in Richtung der Trenngeschwindigkeit zeigt. Im
Gegensatz zu stabilen Prozessen, stellt die Reduzierung auf zwei rdaumliche
Dimensionen hier aber eine echte Einschrinkung des realen Vorgangs dar:
Eine einfache periodische Fortsetzung der physikalischen Groflen lings der
verbleibenden Koordinatenachse ist nicht moéglich.
Die Kombination aus Darcyschem Gesetz und der Kontinuitédtsgleichung
fithrte auf die Grundgleichung aller in dieser Arbeit durchgefiihrten linea-
ren Stabilitdtsanalysen:

Oh  3h* h?

T th'Vp+ﬁ~Ap
Diese partielle Differentialgleichung 2. Ordnung fiir den Druck p innerhalb
der Fliissigkeit, ist in dieser Allgemeinheit nicht analytisch 16sbar, da mit
dem Spalthohenverlauf A i.a. auch der Druck p von beiden raumlichen Koor-
dinaten abhéngt.
In Kapitel 4 dieser Arbeit wurde daher die Spaltung eines abgeschlossenen
Fliissigkeitsvolumens zwischen parallelen, ideal glatten Platten betrachtet.
Hier entfillt die Ortsabhéingigkeit des Spalthchenverlaufs und die durch-
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gefiihrten Stabilitdtsanalysen erlauben somit die Berechnung eines Stabi-
litdtskriteriums und einer dominanten Wellenzahl des Spaltvorgangs.

Es stellte sich heraus, dal in beiden Fallen (Tropfen, Lamelle) die Kapillar-
zahl die, fiir die Stabilitidt des Spaltvorgangs entscheidende, dimensionslose
Kennzahl darstellt.

In Paragraph 4.3 wurde schliellich der Versuch unternommen den Einflul
strukturierter Platten auf ein Stabilitatskriterium zu berechnen. Dafiir mufite
der Spalthohenverlaufs h = hy + hy in zwei Anteile zerlegt werden: Eine rein
ortsabhéngige, periodische Funktion hy, welche eine Parametrisierung der
Oberflachentopologien darstellt und eine nur von der Zeit abhéngige Funk-
tion hg, welche den mittleren Abstand der beiden Platten beschreibt. Selbst
einfachste Ansétze fiir die periodische Funktion h; lassen aber lediglich eine
analytische Berechnung der stabilen Stromung zu.

Numerische Losungsversuche des resultierenden instabilen Stromungsverhal-
tens, auf welche in dieser Arbeit verzichtet wurde, konnten interessante The-
mengebiete fiir zukiinftige Arbeiten sein.

Die Modellierung der instabilen Schichtspaltung erfolgte iiber eine spezielle
(nicht periodische), trigonometrische Funktion h(z,t) = hy + x tan(wt), wel-
che den Spalthohenverlauf in einer sich 6ffnenden Hele-Shaw Zelle beschreibt.
Dieser Ansatz erlaubte die approximative Berechnung einer dominanten Wel-
lenzahl der entstehenden Instabilitdten. Der errechnete Zusammenhang

. [2CaX
T B

wurde in einem Druckversuch an der BUGH-Wuppertal experimentell iiber-
priift, indem mittels unterschiedlicher Rasterwalzen verschiedene Farbvolu-
mina als Volltonfldchen iibertragen wurden. Die Wellenzahlen der im Druck-
bild ausgezahlten Mikrostreifen passen sich dabei qualitativ sehr gut an den
theoretisch berechneten funktionalen Zusammenhang an. Ein absoluter Ver-
gleich von Theorie und Experiment war auf Grund der unbekannten geo-
metrischen Verhéltnisse des weich berandeten Walzenspaltes und des sich
ausbildenden Farbreservoirs nicht moglich.

Nebenbei konnte gezeigt werden, daf§ ein Einflufl der Rasterwalzenlineatur
auf die Wellenzahl der Mikrostreifen im Druckbild zu vernachléssigen ist.

Nach einer Einfithrung in die Theorie der Gittergase wurde, aufbauend auf
den Arbeiten von Schelkle [1] und Takada [48], ein Gitter-Boltzmann Ver-
fahren entwickelt, welches eine genaue und effiziente Simulation von dreidi-
mensionalen Zweiphasenstrémungen mit freien Oberflichen erlaubt. Erstmals
ist es in dieser Arbeit gelungen in ein solches Simulationsmodell benetzba-
re Festkorper zu implementieren. Durch eine Ubertragung der von Takada
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entwickelten Randbedingung auf das hier verwendete dreidimensionale Git-
ter, konnen diese Festkorper zusétzlich eine gekriimmte Oberflache und eine
Eigengeschwindigkeit tangential zu ihrer Oberflédche besitzen. Die Implemen-
tierung der Adhésionskréfte erfolgt dabei wihrend der Berechnung der zwi-
schenmolekularen Kréfte.

Dieses Simulationsverfahren erlaubte neben der Berechnung der quasista-
tischen Flussigkeitsspaltung zwischen parallelen Platten (Paragraph 10.1),
auch die Simulation der dynamischen Schichtspaltung zwischen rotierenden
Zylindern (Paragraph 10.2).

Die dynamische Berechnung der Dichteverteilung an den Festkorperknoten
(Randbedingung RB) ermdoglichte dabei, im Gegensatz zur dirichletschen
Randbedingung (hier miiiten Geschwindigkeit und Dichte an den Festkorper-
knoten vorgegeben werden), die Ausbildung von Dreiphasenkontaktlinien.
Dies hat zum einen den Vorteil, dafl z.B. die Einlaufphase der Fliissigkeit
in den Walzenpalt oder die dynamische Punktspaltung zwischen rotierenden
Zylindern etc. iiberhaupt simulierbar werden, und sich zum anderen Instabi-
litdten der Dichteverteilung beliebig iiber die Festkorperoberflichen ausbrei-
ten konnen.

So konnte in Paragraph 10.2.1 gezeigt werden, dafl bei den dort gewéhl-
ten Rand- und Anfangsbedingungen, spalteinlaufseitig einzelne Luftblasen
durch den Walzenspalt transportiert werden, deren Frequenz und Volumina
geschwindigkeitsabhéngig sind.

Abschliefend wurden verschiedene Simulationen der spaltauslaufseitigen Zwei
phasenstromung im Walzenspalt durchgefiihrt.

Auf Grund des grolien Speicherbedarfs fiir die Implementierung realitédtsna-
her Groflenverhéltnisse im Walzenspalt, muflten diese Simulationen jedoch
auf zwei rdumliche Dimensionen beschrénkt werden. Der Normalenvektor
der Berechnungsebene weist dabei (im Gegensatz zur Betrachtungsebene in
Kapitel 5) in Achsenrichtung der Walzen.

Es konnte gezeigt werden, dafl sowohl die Dichte- als auch die Geschwindig-
keitsverteilung im Walzenspalt sehr empfindlich auf eine Verdnderung der
Druckgeschwindigkeit und der makroskopischen Stoffgrofien des Fluids rea-
gieren:

Das sich ausbildende Farbreservoir vergréflert sich mit anwachsender We-
berzahl, welche {iber die Druckgeschwindigkeit w die Spalthéhe H oder die
Oberflichenspannung ~; gesteuert werden kann. Dabei ist zu beachten, daf}
ein vergrofertes Fliissigkeitsreservoir die Stabilitdt des Farbspaltungspro-
zesses negativ beeinfluft (siche z.B. Abbildung 10.21), da durch den ver-
groserten Abstand vom Spaltpunkt zu den Walzenoberflichen der Einflufl
der Tragheitskrifte ansteigt.
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Die in den Simulationen erechnete Geschwindigkeitsverteilung entspricht den
Beobachtungen von Van der Bergh:

Es stellt sich ein Riickstromgebiet ein, welches vom eigentlichen Spaltpunkt
an der freien Oberfliche und einem weiteren Staupunkt begrenzt wird. Da-
mit ist es in dieser Arbeit erstmals gelungen ein Gitter-Boltzmann Verfahren
zu entwickeln, welches eine Untersuchung des von Hopkins [6] eingefiihrten
Spaltungsmodells erlaubt, welches besagt, daf§ die Lage dieses Riickstromge-
bietes das Spaltungsverhéltnis des Fliissigkeitsfilms bestimmt.

Mittels einer Variation der makroskopischen Stoffgrofien konnten in weite-
ren Simulationen Weber- und Reynoldszahl deutlich erhoht werden, wobei
sich herausstellte, dafl sich dabei sowohl das Volumen des Farbresevoirs als
auch die rdumliche Ausdehnung des Riickstromgebietes vergrofern. Fiir die
drucktechnische Praxis ist es aber von groflem Interesse eine moglichst la-
minare und damit stabile Stromung zu erzeugen. Mit dem vorgestellten Si-
mulationsverfahren kénnen somit in Zukunft Optimierungsmoglichkeiten in
der geometrischen Anordnung des Druckwerks (Verhéltnis der Walzenradi-
en zueinander, Beistellung etc.) oder den physikalischen Eigenschaften der
Druckfarbe gefunden werden, welche diese Riickstrémung verhindern oder
zumindest einschréanken.

Abschlieflend wurde gezeigt, daf3 die Grenzflichenspannung zwischen Fest-
korper und Fliissigkeit die stabile Schichtspaltung nicht beeinflu3t. Der oft
diskutierte Zusammenhang zwischen grenzflichenenergetischen Eigenschaf-
ten von Substrat bzw. Druckplatte und dem Farbiibertragungsverhalten kann
somit zumindest bei vollflichiger Einfirbung ausgeschlossen werden.

Da in das vorgestellte Simulationsverfahren bereits drei rdumliche Dimen-
sionen implementiert sind und in dieser Arbeit die Achsenrichtung der Wal-
zen lediglich auf Grund des hohen Speicherbedarfs unbeachtet blieb, soll-
te mittels Parallelisierung des Algorithmus und anwachsenden Rechnerka-
pazitidten zukiinftig auch die Wirbelausbildung in Achsenrichtung simuliert
werden konnen. Eine solche Turbulenz, die in der drucktechnischen Praxis
eine weitere mogliche Ursache von unerwiinschten Strukturen senkrecht zur
Druckrichtung (Mikrostreifen bzw. Baumrindenstrukturen) darstellt, kann
somit realitdtsnah simuliert werden.

Des weiteren eignen sich die Gitter-Boltzmann Verfahren auf Grund ihres
Teilchencharakters besonders gut zur Implementierung von Festkorperparti-
keln, welche von der Strémung mittransportiert werden. Daher ist es vor-
stellbar die Fliissigkeit/Farbe zu , pigmentieren® um Riickschliisse auf eine
optimale Groénverteilung der Farbpigmente ziehen zu kénnen.
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