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Einleitung

In der vorliegenden Arbeit betrachten wir die folgende Situation:

e X = Spec(R) ist eine normale, dreidimensionale Gorenstein-Varietét iber
dem Korper der komplexen Zahlen C.

e f:Y — X ist eine Auflésung von Singularititen mit folgenden Eigen-
schaften:

— Rf.Oy = Ox.
— fist crepant, d.h. f*Kx = Ky

Zusétzlich sei X eine torische Varietét, d.h. es ist R = C[S,], wobei:

e M = Hom(N,Z) das zu einem Gitter vom Rang 3, N = Z3, duale Gitter
ist,

e 0=>" Q5 v, C N®Q ein von gewissen Elementen vy,...,v, € N
erzeugter Kegel ist,

e S, =0"NM={p € M]|p(v) >0 fir alle v € o} die zu o assoziierte
Halbgruppe ist,

e und C[S,] = C[x? | ¢ € S,], x? - x¥ := x?*¥, die zu S, assoziierte C-
Algebra ist.

Weil S, C M geséttigt ist, ist X dann automatisch normal. Nach [30] oder
[3, Proposition 2.2.2, (ii)] ist X genau dann eine Gorenstein-Varietét, falls ein
my € M existiert mit

me(v;) =—1, firallei=1,...r.

Dies bedeutet gerade, dass die kanonische Klasse von X trivial ist [16, Pro-
position 4.3.]. Wir nennen eine (nicht notwendigerweise projektive) Varietéit
Calabi-Yau, falls ihre kanonische Klasse trivial ist. Somit ist eine affine torische
Varietét genau dann Gorenstein, wenn sie Calabi-Yau ist. In diesem Fall nennen
wir das konvexe Polygon Px = {v € o | my,(v) = —1} das torische Diagramm
von X. Eine Desingularisierung f : ¥ — X mit den obigen Eigenschaften er-
halten wir dann durch eine Unterteilung des torischen Diagramms in Dreiecke
mit Ecken im Gitter N und Flécheninhalt % Im Allgemeinen gibt es mehrere
Moglichkeiten, Px so zu unterteilen; dementsprechend existieren dann mehrere
crepante Auflésungen von X.



Michel van den Bergh hat in [6, Definition 4.1 und Lemma 4.2] ein nicht-
kommutatives Analogon zum Begriff einer (kommutativen) crepanten Auflgsung
Y — Spec(R) entwickelt: Unter einer nichtkommutativen crepanten Auflésung
von R versteht man die Endomorphismenalgebra Endg (M) eines R-Moduls M
mit folgenden Eigenschaften:

o M ist reflexiv.
e A ist ein maximaler Cohen-Macaulay-Modul.
e gldim(A) < occ.

Eine Branenkachelung ist gegeben durch die Einbettung eines bipartiten Gra-
phen G in einen kompakten 2-Torus T = R?/T" derart, dass die Zusammen-
hangskomponenten von T' — G Polygone sind. Falls der Graph G wenigstens
eine perfekte Paarung besitzt, kann man zu ihm ein eine affine torische, dreidi-
mensionale Calabi-Yau-Varietdat U, assoziieren.

Zu einer Branenkachelung G kann man auch den sogenannten dualen Kocher
mit Relationen (Q,I) assoziieren. Falls G geometrisch konsistent ist, ist von
Sergey Mozgovoy gezeigt worden, dass die Algebra Ag := CQ/I eine nichtkom-
mutative crepante Auflésung des Koordinatenrings von U, ist. Aulerdem ist
das Zentrum von Ag isomorph zu C[U,].

Nathan Broomhead [10, Abschnitt 4.2.] und Daniel R. Gulotta [17, Abschnitt
6] haben gezeigt, dass man fiir jede affine torische 3-Calabi-Yau-Varietit X eine
geometrisch konsistente Branenkachelung G finden kann, mit X = U,,,.

Somit gibt es fiir jede dreidimensionale affine torische Gorenstein-Varietdt X =
Spec(R) eine nichtkommutative crepante Auflésung des Koordinatenrings R.

Um eine crepante Auflosung von U, zu erhalten, betrachtet man nun folgen-
des: Sei a = (1,...,1) € Z9 0 € Z% a-generisch und Mg = My(Ag, ) der
Kéchermodulraum der 0-semistabilen Ag-Darstellungen mit Dimensionsvektor
a. Dann kann man My als eine crepante Auflosung von U, auffassen. Um-
gekehrt erhélt man jede torische crepante Auflésung von U, durch Variation
des Stabilitidtsparamters 6 [21, Theorem 15.1]. Weil 6 a-generisch ist, existiert
ein universelles Vektorbiindel Uy = @ier Up.i, Up; € Pic(Mp). Es folgt dann
aus [6, Theorem 6.3.1], dass man eine Aquivalenz von triangulierten Kategorien
gegeben hat durch

D’(mod — AZ) — D*(Coh(My)), M*+— M* @4 Up.

Nach einem Theorem von Alexei Bondal [8] ist dies dquivalent dazu, dass Uy
eine Tiltinggarbe auf My ist, das heifit Uy erzeugt D?(Coh(My)), und es ist
Ext® (Up,Uy) = 0, fiir alle k > 0. Eine Tiltinggarbe, die die direkte Summe von
Linienbiindeln ist, nennen wir Tiltingbiindel.

Wir werden sehen, wie man die My entsprechende, passende Unterteilung des
torischen Diagramms von U, graphentheoretisch bestimmen kann. Man kann
sich nun fragen, ob man Divisoren fiir die direkten Summanden von Uy ebenfalls
graphentheoretisch bestimmen kann. Ein dahin zielender Algorithmus wurde in
[18] von Amihay Hanany, Christopher Herzog und David Vegh vorgeschlagen.

Das Hauptergebnis dieser Arbeit ist, dass dieser Algorithmus tatsédchlich Divi-
soren fiir die direkten Summanden von Uy liefert.



Aufbau der Arbeit und Ergebnisse

In Kapitel 1 wiederholen wir zun#chst einige grundlegende Eigenschaften von
torischen Varietédten. Fiir ein Linienbiindel p : Y — X auf einer torischen Va-
rietdt X werden wir in Proposition 1.1.1 sehen, wie man aus einem Fécher fiir
X einen Fécher fiir Y konstruieren kann. Danach werden wir sehen, dass es fiir
die Existenz eines Tiltingbiindels auf einer torischen 3-Calabi-Yau-Varietdat X
mit einfach zusammenhingendem torischen Diagramm Px notwendig ist, dass
Px konvex ist. (Lemma 1.3.7). In diesem Fall ist X dann eine (méglicherweise
nur teilweise) crepante Auflosung einer affinen 3-Calabi-Yau-Varietit. Wir de-
monstrieren dann anhand des Falls eines suspended pinch point, wie man ex-
plizit ein Tiltingbiindel auf einer crepanten Aufldsung einer affinen, torischen
3-Calabi-Yau-Vareitdt bestimmen kann.

In Kapitel 2 werden wir zunéchst definieren, was wir unter einer Branenka-
chelung G verstehen. Danach werden wir sehen, wie man zu einer Branenka-
chelung eine affine torische 3-Calabi-Yau-Varietét assoziieren kann. Wir zeigen
dann, wie man das torische Diagramm dieser Varietidt graphentheoretisch be-
stimmen kann. (Lemma 2.2.8 und Bemerkung 2.2.10). Es stellt sich dann
die Frage, wie man crepante Auflosungen dieser Varietdt erhélt. Dazu wer-
den wir den zu G dualen Kécher mit Relationen (Q,Z) und die Theorie der
Kochermodulraume geméafi A.King verwenden. Auflerdem werden wir G be-
stimmte Konsistenz-Bedingungen auferlegen. Durch die Wahl einer generischen
Stabilitit 6 € Z9° werden wir so eine Auflssung von Singularititen My — U,
erhalten, die crepant ist. (Satz 2.3.13.) Die Varietdt My ist dabei ein geome-
trischer Quotient, der die 6-stabilen CQ/Z-Darstellungen mit Dimensionsvektor
(1,...,1) € Z90 parametrisiert. Nach Ishii und Ueda ist jede crepante Auflésung
der Form My — U,,. Das Kapitel endet mit der Antwort auf die Frage, wie die
zu der crepanten Auflésung My passende Unterteilung des torischen Diagramms
von U, graphentheoretisch bestimmt werden kann. (Proposition 2.4.6).

In Kapitel 3 beschiftigen wir uns mit einem Algorithmus von Amihay Hanany,
Chistopher P. Herzog und David Vegh, der in [18, Abschnitt 5.2] vorgeschlagen
wurde (zur Begriffskldrung siche die Definitionen 2.2.1 und 2.2.9):

Algorithmus von Hanany et al. Sei § € Z9° eine generische Stabilitit.
e Bestimme alle 0-stabilen perfekten Paarungen auf G, I,..., I, € A.
o Fiziere eine Ecke ip € Qo.
e Wiihle fiir alle i € Qo eine Wanderung in QQ von ig nach i, ju; € Z9".

e Die den 0-stabilen perfekten Paarungen Iy,...,I. entsprechenden Ths-
invarianten Primdivisoren auf My seien mit D, ..., D, bezeichnet. Defi-
niere fiir jedes i € Qo einen Divisor auf My durch

Ei = lej (/Jz) . Dj.
j=1

Sie erwarteten dabei, dass die direkte Summe der so konstruierten Linienbiindel
O, (E;), i € Qo, ein Tiltingbiindel fiir D?(Coh(Myg)) ist.



Zunichst zeigen wir in Abschnitt 3.1, dass die aus obigem Algorithmus resultie-
renden Linienbiindel universelle Biindel fiir My sind (Theorem 3.1.6); dabei
werden wir die Erkenntnisse aus Kapitel 2 und die Proposition 1.1.1 benutzen.

Von Sergey Mozgovoy wurde gezeigt, dass Ag eine nichtkommutative crepante
Auflssung des Koordinatenrings von U, ist. Es folgt dann aus [6, Theorem
6.3.1], dass der obige Algorithmus tatséchlich ein Tiltingbiindel auf M, liefert.

Dies ist das Hauptresultat dieser Arbeit:

Theorem 3.2.4. Es sei G eine geometrisch konsistente Branenkachelung und
6 € Z90 eine generische Stabilitit. Fir ein i € Qq sei F; der aus dem Algorith-
mus von Hanany et al. resultierende Divisor auf My. Dann ist durch

Lo = P Om,(Ei) € Coh(Msy)

1€Qo
ein Tiltingbiindel fiir D®(Coh(May)) gegeben.

Wir beschlieen das Kapitel mit einem Beispiel, anhand dessen wir die in den
Kapiteln 2 und 3 gewonnenen Ergebnisse demonstrieren.

Sei X eine glatte torische Varietdt und p : ¥ — X ein Linienbiindel auf X. In
Kapitel 4 benutzen wir Ergebnisse aus den vorhergehenden Kapiteln, um der
folgenden Frage nachzugehen:

Wann existiert ein Tiltingbiindel auf Y, und wie kann man im Falle der Existenz
ein solches konstruieren 7

Fiir den Fall, dass X eine projektive torische Fliche und p : Y — X das kano-
nische Biindel auf X ist, haben Lutz Hille und Markus Perling in [20] bewiesen,
dass ein Tiltingbiindel auf Y genau dann existiert, falls die anti-kanonische Klas-
se — K x numerisch effektiv ist. In diesem Falle ist dann ein Tiltingbiindel auf Y’
durch den Pull-Back eines Tiltingbiindels auf X entlang p gegeben. Weil in die-
sem Fall Y eine torische 3-CY-Varietét ist, finden wir mit Hilfe von Resultaten
aus den Kapiteln 1 bis 3 einen alternativen Beweis. (Satz 4.1.1.) In Abschnitt
4.2 kehren wir zur allgemeinen Situation einer glatten torischen Varietdt X und
einem Linienbiindel p : Y — X zuriick: Wir werden ein fiir die Existenz eines
Tiltingbiindels auf Y hinreichendes Kriterium beweisen. (Satz 4.2.4.)

Weil es projektive torische Flichen ohne Tiltingbiindel gibt (siehe [19]), kann
Satz 4.1.1 nicht fiir den Fall, dass p : Y — X irgendein Linienbiindel ist, verall-
gemeinert werden. Falls ein Tiltingbiindel auf X existiert, vermuten wir, dass
Satz 4.1.1 eine Verallgemeinerung besitzt (Vermutung 4.3.1), und zeigen die
Giiltigkeit dieser Vermutung fiir den Fall, dass X eine projektive Ebene oder
eine Regelfldche ist.



Danksagung

An erster Stelle sei hier Sergey Mozgovoy gennant, der diese Arbeit betreut hat.
Ohne seine Motivationskiinste, seinen Ideenreichtum und seine Geduld mit dem
Autor wére diese Arbeit nicht fertig gestellt worden.

Danach ist sofort Markus Reineke zu nennen, der diese Arbeit mitbetreut hat,
und in dessen Vorlesungen iiber geometrische Invariantentheorie und Darstel-
lungstheorie der Autor viele fiir diese Arbeit notwendige Konzepte erlernt hat.
Besonders sei an dieser Stelle auch den Kollegiaten des Graduiertenkollegs 1052
“Darstellungstheorie und IThre Anwendungen in Mathematik und Physik” sowie
allen Mitarbeitern der Arbeitsgruppe Algebra und Zahlentheorie der Bergischen
Universitdt Wuppertal gedankt dafiir, dass die letzten Jahre in Wuppertal so
erbaulich gewesen sind.

Magdalena Boos hat diese Arbeit Korrektur gelesen und mich auf einige Un-
stimmigkeiten und viele Rechtschreibfehler aufmerksam gemacht. Dafiir sei Ihr
recht herzlich gedankt.

Win Nuding, Matthias Lichter und Sergey Mozgovoy haben mir bei vielen Pro-
blemen im Umgang mit IXTEX mit Rat und Tat zur Seite gestanden. Sie haben
mir deswegen viel Miihe und Zeit erspart.

AbschlieBend sei hier die Deutsche Forschungsgemeinschaft (DFG) erwéhnt, die
mir von Februar 2008 bis Mai 2010 ein Promotionsstipendium gewéhrt hat, fiir
welches Ich mich herzlichst bedanke.






Kapitel 1

Torische 3-CY-Varietiaten
und Tiltinggarben

Torische Varietédten werden durch konvex-geometrische Objekte, den sogenann-
ten Fichern definiert. Dies sind endliche Mengen von streng konvexen Kegeln
mit gewissen Eigenschaften. Die Eigenschaften dieser Varietdten kénnen dann
in Eigenschaften der die Varietdt definierenden Ficher iibersetzt werden. In
diesem Kapitel sollen zunéchst zwei verschiedene Konstruktionswege aufgezeigt
werden: Der lokale Ansatz, wie man ihn zum Beispiel im Buch von William
Fulton ([16]) findet und die Konstruktion von David Cox und Ian Musson einer
torischen Varietit als Quotientenvarietdt. Der letztere Ansatz enthélt dariiber
hinaus eine Beschreibung der kohdrenten Garben auf einer torischen Varietét,
die der Beschreibung der kohérenten Garben auf einem projektivem Raum mit
Hilfe des homogenen Koordinatenrings nachempfunden ist.

Sei p : Y — X ein Linienbiindel auf einer torischen Varietdt X, die allen-
falls Quotientensingularitdten hat. Wir werden sehen, wie man einen Féacher
(Proposition 1.1.1) und globale Koordinaten (Lemma 1.2.4) fiir Y erhélt.

Danach werden wir dreidimensionale torische Varietdten betrachten, die Calabi-
You sind, d.h. ihre kanonische Klasse ist trivial. Kovex-geometrisch bedeutet
dies, dass der definierende Fécher einer solchen Varietdt die Eigenschft hat,
dass die primitiven Erzeuger seiner eindimensionalen Kegel in einer affinen Hy-
perebene eines dreidimensionalen Q-Vektorraums enthalten sind. Den Schnitt
des Féchers mit dieser Hyperebene nennt man das torische Diagramm.

Eine koh#rente Garbe G auf einer glatten quasi-projektiven Varietdt X wird
Tiltinggarbe genannt, falls Ext*(G,G) = 0 fiir alle & > 0 ist, und falls G die
beschrinkte derivierte Kategorie der kohirenten Garben auf X, D’(Coh(X)),
erzeugt, d.h. die kleinste triangulierte Unterkategorie von D’(Coh(X)), die G
enthilt, ist bereits gleich D?(Coh(X)). Solche Garben liefern eine derivierte
Aquivalenz zwischen D®(Coh(X)) und der beschrinkten, derivierten Kategorie
der Rechts-Moduln von End(G), der Algebra der Endomorphismen von G. Eine
Tiltinggarbe, die die direkte Summe von invertierbaren Garben ist, nennen wir
Tiltingbindel.

Falls X eine torische 3-CY-Varietéit mit einfach zusammenhéingendem torischem
Diagramm ist, werden wir sehen, dass die Existenz eines Tiltingbiindels die
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Konvexitét des torischen Diagramms vorraussetzt (Lemma 1.3.7). In diesem
Fall ist die Varietdt dann eine crepante Aufloésung einer affinen torischen 3-
Calabi-Yau-Varietdt. Fiir den Fall eines suspended pinch point, werden wir fiir
alle torischen, crepanten Auflésungen ein Tiltingbiindel berechnen (Beispiel
1.4.4).

Abschlieflend skizzieren wir fiir den Fall, dass die Faserdimension einer crepanten
Auflésung hochstens gleich 1 ist, wie Kentaro Nagao mit Hilfe von Methoden von
Michel van den Bergh ein Tiltingbiindel auf der aufgelosten Varietét konstruiert
hat.

1.1 Torische Varietidten: Der lokale Ansatz

Beweise zu den nichtbewiesenen Aussagen dieses Abschnittes findet man in [16].
Wir fixieren folgende Notationen:

o N = 7" ein Gitter vom Rang n.

o Ngp =N ®Q der von N erzeugte Q-Vektorraum.

e M = Hom(N,Z) das zu N duale Gitter.

e o = {>,_ v |\ € Qs0} C Ng der von Elementen vi,...,v, € N
erzeugte Kegel.

e 0V ={pe My | ¢(v;) >0, Vi=1,...,r} der zu o duale Kegel.
e ot ={pe My | ¢d(v)=0 Vo€ o} der zu o orthogonale Q-Vektorraum.
e S, =0V NM die zu o assoziierte Halbgruppe.

o A, =CI[S,] :=C[x?| ¢ € S,], mit x?- x? := x?T¢", die von S, erzeugte
C-Algebra.

Dann ist S, eine endlich erzeugte, geséttigte Halbgruppe, weswegen A, eine
endlich erzeugte, normale C-Algebra ist. Es ist also durch

U, := Spec A,
eine normale affine Varietét gegeben, fiir die folgende Identifikationen gelten:
U, = Homgan (pt, Uy) = Home alg (Ao, C) = Homgg, (S5, (C, ).

Sei ferner o streng konvex, d.h. es existiert ein ¢ € ¢¥ mit cN¢* = {0} . Dann
ist M = S, + Z>¢ - (—¢) und somit hat man eine offene Einbettung
Ty := Spec C[M] = Spec (4,)

L
x¢ Uo’a

die einen algebraischen n-Torus T; mit einer offenen und dichten Untervarietéit
von U, identifiziert. Auf dem Level von Halbgruppenmorphismen gilt fiir « dann

das folgende:
¢ eTy = HOHlAb(JM'7 ((C*7 ))7

L(¢) = ¢|Sa € Us.
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Vermoge ¢ operiert dann T); auf U, als Multiplikation von Halbgruppenmor-
phismen, und U, wird die zu o assoziierte affine torische Varietit genannt.

Unter einer Seite 7 < o von o versteht man einen Unterkegel 7 C o von o mit
der Eigenschaft, dass ein ¢ € ¢V existiert mit o N ¢+ = 7.

Ein Facher ¥ in N ist eine endliche Menge von streng konvexen Kegeln

Y ={o | o C Ng}

so, dass fiir jeden Kegel o € X auch jede Seite 7 < ¢ in ¥ enthalten ist, und
dass je zwei Kegel 01,09 € ¥ sich in einer gemeinsamen Seite schneiden. Man
kann dann ein ¢ € 01" N —03" finden so, dass gilt:

Salﬁaz = S<71 + ZZO . (7¢) = Saz + ZZO : (¢)

So erhilt man Identifikationen

(Uﬁl)x‘i’ = UcflﬂUz = (Uﬂz)x*‘f”

mittels derer man U,, und U,, entlang U,, N Uy, = Uy ,ns, verkleben kann.
Auf diese Weise kann eine Varietdt Xy konstruiert werden, die eine offene affi-
ne Uberdeckung {U, | o € ¥} besitzt, und die durch die offenen Einbettungen
Ty — U,, o € X, zu einer T);-Varietéit wird.

Es gibt dann eine Bijektion zwischen den Orbiten der Tj;-Aktion auf Xx und
den Kegeln o € X:

Definiere dazu fiir einen Kegel o € ¥ den ausgezeichneten Punkt von Uy, z, :
S, — C, durch
. (u):{ 1 fallsueot
7 0 sonst.

(1.1)

Wir bezeichnen mit O, := Th; -2 den Ty-Orbit von x, und mit V(o) := O, C
Xy dessen Zariski-Abschluss in Xy. Es ist dann Xy die disjunkte Vereinigung
der O,, 0 € X, und es gilt:

O, = Hom(ot N M, C*) = (C*)n~dim(@), (1.2)
V(o) =[] Oa- (1.3)
o<«

Falls ein Gittermorphismus ¢ : N — N’ einen Kegel 0 C Ng in einen Kegel
o’ C N'g abbildet, dann ist ¢*(S,/) C S, und es ist

¢ : Homgg,, (S, (C,+)) — Homggp (Sov, (C, ), d(z) = 2 0 (¢"]s,.) (1.4)

ein Morphismus von affinen Varietéiiten. Bildet allgemeiner ¢ jeden Kegel o eines
Féchers ¥ aus Ng in Kegel o/ eines Fiichers N aus N’ ab, dann verkleben sich
die Morphismen U, — U, zu einem Morphismus Xy — Xy/. Dieser Morphis-
mus ist kompatibel mit den Torus-Aktionen und wir nennen solche Morphismen
torische Morphismen.

Die Tps-invarianten Primdivisoren auf X sind gerade der Form V (), fiir ein-
dimensionale Kegel 7 € 3. Sei

(1) ={v1,..., 4} CN
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die Menge der primitiven Erzeuger der eindimensionalen Kegel {7 = Qx¢ -
V1,..., 7t = Q>0 - v}, D; := V(7;) die entsprechenden T)-invarianten Primdi-
visoren auf Xy, und

t
Ty-Div(Xy) = P 7Z- D = 7 (1.5)
1=1

die Gruppe der Tyr-Divisoren. Dann ist jeder Divisor rational dquivalent zu
einem T)/-Divisor, d.h. die Divisorklassen der D, erzeugen die Klassengruppe
von Xy, Cl(Xx):

Cl(Xs) =Y Z-[Dy]. (1.6)
=1

Jedes ¢ € M definiert einen Charakter x? : Thy — C* und somit eine rationale
Funktion auf Xy; fiir den Divisor dieser rationalen Funktion gilt dann:

t
div(x?) = Z¢(vi) - D;. (1.7)
i=1
Demzufolge existiert eine exakte Sequenz von abelschen Gruppen

M Y 7y Div(Xs) L Cl(Xs) — 0. (1.8)

Ein Ty/-Divisor D = " a;D; ist genau dann Cartier, wenn fiir alle o € ¥ ein
oo € M existiert mit

div(x**)|v, = Dlu, - (1.9)
In diesem Fall definiert D eine lokal freie Garbe vom Rang 1, O(D), die die

Garbe von Schnitten von folgendem Linienbiindel pp : Xp — Xy ist (vergleiche
dazu [28, Proposition 2.1]):

X p besitzt eine offene Uberdeckung {U, x C | o € ¥} und die Ubergangsfunktio-
nen sind gegeben durch

9o,r

Us x CDOUynr x C —= Usnr x CC U, xC,

(p,t) = (p, X" ™ (p) - t). (1.10)

Falls ¥ simplizial ist, d.h. falls jeder Kegel 0 € ¥ erzeugt ist von linear un-
abhéngigen Vektoren, ist Xp = X, fiir einen Facher T in (N & Z)qg.

Proposition 1.1.1. Sei ¥ ein simplizialer Ficher in Ng, (1) = {v1,..., v}
die primitiven Erzeuger der eindimensionalen Kegel in X, a0 = {01,...,0,}
die Menge der mazimalen Kegel in ¥, und D =Y a;D; ein Cartierdivisor auf
Xs:. Dann st

V; (N 0
Tmaa:: ! PR ° ) G139 Vg Emaav
{<(_) (1 ) () ety & }

die Menge der mazimalen Kegel eines Fichers Y in (N @ Z)g. Der von der
Projektion my : N @ Z — N induzierte Morphismus p : Xy — Xx ist ein
Linienbiindel und O(D) seine Garbe von Schnitten.

10
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Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass T ein Fécher ist. Seien dazu zunéichst o, 7 €
Ymaz und o', 7" € T4, die 0 und 7 entsprechenden Kegel. Weil X ein Ficher
ist existiert ein ¢ € S, N (=S,) mit c N7 =0 N ¢t = 7N ¢t Deswegen gilt

1 1
((g) €S,y N(=8),o' N’ co'n (((;)b) ,oont crn <(§) . (1)

Um die zu (1.11) umgekehrten Inklusionen zu zeigen, benutzen wir, dass jeder
Kegel in ¥ ein Erzeugendensystem besitzt, das linear unabhéngig ist: Seien diese
im Falle von o, 7 und ¢ N 7 gegeben durch

onNT = <U7;1,...,Uir>@20, 0:0’0T+<1)j17...,’l]j5>@20

und 7=0 N7+ (Vg5 -, Uk )go s (1.12)

fir gewisse v;,,,vj,,, vk, € X(1). Sei nun

a' = <x> :Ah(% ) +...+/\ir( Vi )+
t —Qqy —Q;,
1
X Ujl . Ujs 0 ! ¢
b () e () ) e ()

Dann ist x € o N 7, und weil das Erzeugendensystem von o aus (1.12) linear
unabhingig ist, folgt:
Ajp =...= A5, =0,

d.h. es ist ' € ¢’ N 7/. Wir haben somit gezeigt, dass ¢’ N 7’ eine Seite von ¢’
ist. Die verbleibende Inklusion beweist man analog, und somit schneiden sich ¢’
und 7/ in einer gemeinsamen Seite. Falls ¢’ und 7’ keine maximalen Kegel sind,
zeigt man genau so wie oben, dass ihr Schnitt eine gemeinsame Seite ist. Somit
ist T ein Fécher.

Als niichstes berechnen wir die lokalen Trivialisierungen von p : Xy — Xy

Sei o € 3. Weil D Cartier ist, existiert ein m, € M mit m,(v;) = a; fir alle
v; € o(1)(siehe (1.7) und (1.9)). Fiir ein Erzeugendensystem {my,...,ms} von

Sy ist dann
) ) e

ein Erzeugendensystem von S,: Zerlege dazu ein Element m’ € S,/ in

ml = (M) = (Mame (T
\a/) 0 1
Es ist « eine nicht-negative Zahl, weil e, 11 € ¢’ und m/(e,41) = « ist. Aufler-
dem ist fiir alle v; € o(1)

(m —ama)o) = () (( % N =0

11
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d.h. es ist m — am, € S,, und somit erzeugt T die Halbgruppe S,.. Der von
m : N ®&7Z — N induzierte Morphismus U, — U, kommt demzufolge vom
C-Algebra-Morphismus

Ao— _ (C[Xml, . 7X’rns] N AJ’ _ AJ ® (C[Xmg . Z} , Xm,- N X"Li ® 1.

Deswegen ist
Uy = Spec (A, @ C[x™ - z2]) 2 U, x C,

und vermoge dieses Isomorphismusses ist p : U,» — U, die Projektion nach der
ersten Komponente U, x C — U,.

Nun zu den Ubergangsfunktionen: Wir hatten gesehen, dass fiir 0,7 € Lpnaz,
und ¢ € S, N (=S,;) mit 6 N7 = o Ne¢t = 7N ¢, fiir die entsprechenden

0-/7 '€ Tmam gﬂt:
1 1
/ m !/ — /! m ¢ — !/ m ¢ .
g T g (0) T <0

Deswegen hat man fiir die Koordinatenringe:

Aa’ﬁT’ = (AO')X‘i’ ® (C[Xm” : Z] = (AT)X_d’ ® (C[XmT . Z]
Man beachte nun, dass die rationale Funktion x"~~™ € C(Xyx) wegen
m-(v;) = me(vy), fiir alle v; € (e N7)(1),

eine Einheit von A,n, ist. Die Ubergangsfunktionen sind dann wie gewiinscht
der Form (1.10):

9o, v

UUXCDUO'QTX(C—)UJmTXCCUTXC
(p, 1) = (X"~ " (p) - ).
O

Bemerkung 1.1.2. Dieses Resultat findet sich auch im Buchprojekt Toric
Varieties von David Cox, Hal Schenk und John Little ([12, Proposition 7.3.1]).

1.2 Globale Koordinaten fiir torische Varietaten
und koharente Garben

In diesem Abschnitt skizzieren wir die Konstruktion von torischen Varietdten
als Quotientenvarietéiten geméf [11] und [26], und {ibernehmen die Notation aus
dem vorherigen Abschnitt. Insbesondere sei 3(1) = {v1,...,v;} die Menge der
primitiven Erzeuger der eindimensionalen Kegel in einem Fécher 3.

Definition 1.2.1. Sei S :=Clz, | p € ¥(1)] = Clz1,...,x;]. Dann ist S gradu-
iert durch Cl(Xy) vermége des Morphismus [—] : Z! — Cl(Xx).

e Der Cl(Xy)-graduierte Ring S wird der homogene Koordinatenring von
X5 genannt.

o By = ([l,¢,1)%p | 0 € E) C S wird irrelevantes Ideal von S genannt.

12
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o V, :=Spec Sz, |p ¢ o(1)] = {peC| [1,¢00)Pp # 0}, fiir ein 0 € .
o Vz :=Uyex Vo =C' = V(Bg) Cc C.

Durch Anwenden des Funktors Hom(—,C*) auf (1.8) erhalten wir die exakte
Sequenz

1 — Hom(Cl(Xs),C*) = ().
Somit operiert Gy, := Hom (Cl(Xx),C*) auf C* vermoge [—]. wie folgt:

9. = (9([DiD'Pi)ie[t]7 peClgeGs.

Offensichtlich ist dann fiir alle 0 € X die affine Varietéit V, Gx-invariant. Er-
zeuge nun %(1) den Q-Vektorraum Ng. Dann gilt:

Theorem 1.2.2. [11, Proposition 1.1, Theorem 2.1, Lemma 2.2] In der obigen
Situation gilt das folgende:

o Fiir alle o € ¥ gilt fiir den Invariantenring: (C[VU]GE >~ A,. Somit existiert
ein kategorieller Quotient V, — V,//Gs = U,.

e FEs existiert ein kategorieller Quotient Vs, — Vs //Gs = Xx,.

o Vx — Xy ist genau dann ein geometrischer Quotient, falls der Fdcher
3 simplizial ist, d.h. jedes o € X ist erzeugt von linear unabhdngigen
Vektoren.

e Fiir alle [D] € Cl(Xx) ist S;p) = H*(Xx, O(D)).

Beweis. Der Beweis der ersten Aussage wird fiir Lemma 1.2.4 benotigt werden.
Sei 0 € ¥ und XPm := g™ ... 21" € C[V,], d.h. die m; sind ganze Zahlen und
falls i € o(1) ist, gilt: m; > 0. D,, sei dabei der Tj;-Divisor

D,, =miDy+...+mDy.
Dann ist XP”™ genau dann Gy-invariant, falls D,, ein Hauptdivisor ist, d.h.
Ik € M - div(x*™) = D,,.
Wegen (1.7) ist dies gleichbedeutend damit, dass fiir alle : = 1,...,¢ gilt:
km(v;) = m;.

Somit ist durch
(C[VU]GE - Aaa XDm = ka (1.14)

offensichtlich ein Isomorphismus von C-Algebren gegeben. O

Bemerkung 1.2.3. Falls 3(1) einen echten Unterraum V' ; Ng erzeugt, ist
N = N'@N"” mit N := VN N. Dieser Isomorphismus bildet jeden Kegel o € ¥
auf einen Kegel ¢’ @ {0} ab. Die Kegel der Form o’ bilden einen Ficher ¥’
in (N')g. Es ist dann Xy = Xsv x (C*)k, mit k =rg(N"), und ¥'(1) erzeugt
den Q-Vektorraum (N')g. Mit dem Theorem 1.2.2 erhélt man dann globale
Koordinaten fiir Xs. Zusammen mit affinen Koordinaten fiir die Varietit (C*)*

bilden diese dann globale Koordinaten fiir Xy.

13
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Gelte weiterhin, dass (1) den Q-Vektorraum Ng erzeugt. Globale Koordinaten
fiir Linienbiindel erh&lt man so:

Lemma 1.2.4. Seien ¥ bzw. T simpliziale Ficher in Ng bzw. (N @ Z)g wie
in Proposition 1.1.1, und S := C[xy, ..., x| der homogene Koordinatenring von
Xs, graduiert durch Cl(Xsx). Dann ist Cl(Xy) isomorph zu Cl(Xs). Der ho-
mogene Koordinatenring von X ist S" := Cly1, ..., yt,y], mit der Graduierung
deg(y;) = deg(z;) € Cl(Xyx), firi = 1,...,t und deg(y) = [D], die Klasse
des Divisors D. Auferdem liest sich die Projektion p : Xy — Xy in globalen
Koordinaten wie folgt:
Xy 3 [ug, .. upul B [ug,. .. u] € Xx

Beweis. Betrachte die Sequenz (1.8) aus Abschnitt 1.1. Weil diese exakt ist, ist
auch durch

Moz ztoz EL cixy) — 0

(2] = ane e, (7 )= 014 510

eine exakte Sequenz gegeben. Deswegen hat man folgendes:
o Cl(Xyx) = Cl(Xy).
o deg(y;) =deg(z;), fir allei =1,...,t.
e deg(y) = [D].

Wir kénnen somit setzen S’ := Clxy,..., 2, y] DO S. Fiir das irrelevante Ideal
von S’, By, hat man dann, dass gilt:

By =5 Bs.
Fiir Vy ergibt sich daraus:
Vy =C'' — V(8" By) = (C' = V(Bg)) x C = V& x C.

Gy = Gy, wirkt auf Vy x C dann auf der ersten Komponente durch die Gx-
Aktion auf Vs, und auf der zweiten Komponente als

gt:==g([D])-t, ge€Gs, teC.

Insbesondere ist also die Projektion Vy x C — Vx dquivariant beziiglich der
Gx-Aktionen. Somit erhalten wir einen Morphismus

Xy =V xC)/Gs = Vy/Gs =Xs, [u1,...,up,u] — [ug,...,u.

Dieser stimmt mit dem von 71 : N @ Z — N induzierten Morphismus p : Xy —
Xx (vergleiche Proposition 1.1.1) iiberein: Sei o € ¥ und ¢’ € T der geliftete
Kegel. Betrachte nun den von der Projektion V,» = V, x C — V, induzierten
Morphismus von affinen Varietéiten

UU/ = Val/Gz — VJ/GE = Uo.

14
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Dieser entspricht gerade der Inklusion von C-Algebren
C[VU]GZ — C[Vg X (C]GE’ le th N x?lﬂl lnlm

Nun benutzen wir den Isomorphismus (1.14) und sehen, dass die so entstehende
Inklusion von C-Algebren
Ao — Aol

gerade dem von 71 : N @ Z — Z induzierten Morphismus von C-Algebren aus
Proposition 1.1.1 entspricht. O

Beispiel 1.2.5. (i) Betrachte den folgenden Fécher ¥ in (Z?)g mit
Zmaz = {0’1,0’2,03} und 2(1) = {61,62, —e1 — 62} C Z2.

€2

02

€1

g3
[
—€1 — €2

Abb. 1.2.1. Ein Ficher fir P2.

Dann berechnet man
[]:7° = Cl(Xs)=Z, []=(1 1 1).
Somit ist der homogene Koordinatenring S = Clx1, z2, x3] Z-graduiert durch
deg(z1) = deg(z2) = deg(xs) = 1.

Das irrelevante Ideal ist By = (x1, 22, 23). Somit hat man Vs = C* — {0}, und
Gy = C* wirkt auf Vx durch Skalierung der z;:

/\(.Z‘l,l‘g,l‘g) = (/\xl,/\l‘g,/\l'g), A€ (C*, (1‘171‘2,.1‘3) S (C3 — {0}

Es ist also X5, = P? eine projektive Ebene. Sei D = a1 D1 + asDs + a3Ds ein
Th-Divisor. Dann ist D stets Cartier und es ist [D] = a, wobei a = a1 + az + a3
ist. Das D entsprechende Linienbiindel ist O(a) und globale Koordinaten sind
dann mit ¢t € C*:

X(a) > [$17$27$3>y] = [t 'xht'ant'm:’nta y]
! ! |
P2 > [331,.%2,333] = [t'l‘l,t~$2,t'£3].

(ii) Sei nun ¥ der Fécher in (Z?)g mit

Ymaz = {01,02,03,04} und X(1) = {xey, tea}.
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€2

o2 o1

—e1 e1

o3 04

—eo

Abb. 1.2.2. Ein Ficher fiir P! x P!,
Man berechnet dann: [—] : Z* — Z2, (a1, ag, s, aq) — (a1 + az, ag + ay).
Das irrelevante Ideal ist gegeben durch
By = (x1,23) N (72, 24),

und Gy, = (C*)? wirkt auf Vs = {p € C* | (p1,p3) # 0V (p2,ps) # 0} wie folgt:

up = (p1-p1, fi2-P2, f1°P3, f2-Pa), = (i1, p2) € G, p = (p1,p2,p3,P4) € V.

Also ist Xy, das Produkt von zwei projektiven Geraden. Eine Divisorklasse
a = (a1, as) € Z* entspricht dem Linienbiindel m1*O(a;) ® m3*O(az), wobei mit
m1 bzw. my die Projektionen P' x P! — P! nach der ersten bzw. zweiten Kom-
ponente gemeint sind. Globale Koordinaten sind nun mit p = (uy, o) € (C*)%:

X(a) > [$17$2a$37$4,y] = [/1/1 c X1, M2 - T2, 1 T3, M2 $47M1a1,u1a2 : y]
| !
Pl X]Pl > [331,372,«1:3,334] = [,Ul '1‘17[1“2"1:27”1'1‘33“2'3:4]'

Sei § die Kategorie der endlich erzeugten Cl(Xy)-graduierten S-Moduln.
Fiir ein P € § und o € Cl(Xy) sei P(«) der S-Modul mit der Graduierung
P(OL)ﬁ = P43, g € Cl(Xyx).
In [11] wird ein fiir projektive Rdume wohlbekanntes Resultat verallgemeinert.

Theorem 1.2.6. [11, Proposition 3.1, Proposition 3.3, Corollary 3.6] Es exi-

stiert ein exakter, kovarianter Funktor (—) : § — Coh(Xyx) mit folgenden Ei-
genschaften:

—_—~—

e Fiir alle [D] € Cl(Xy) ist S([D]) = O(D).

o Fulls ¥ simplizial ist, ist jede kohdrente Garbe der Form M, fir ein M €
S.

o Fulls X5 glatt ist, ist M=0 genau dann, wenn ein k € Zx>q existiert mit
BEM =0.

16
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Wir wollen nun an zwei Beispielen demonstrieren, wie man das Theorem
1.2.6 benutzen kann, um die Grothendieckgruppe Ky(Coh(X)) einer glatten
torischen Varietidt X zu berechnen.

Beispiel 1.2.7. Betrachte erneut Beispiel 1.2.5 (ii): Wir hatten gesehen, dass
Xy, = P! x PL. Es ist By = p1 N pa, wobei p1 = (x1,23) und po = (72, 74)
ist. AuBerdem ist deg(z1) = deg (x3) = e; und deg (x2) = deg(x4)= ea. Sei
a = (a1,az) € Z? und betrachte die freien Z2-graduierten Auflésungen von
$/p1(a) und S/pa(a)

0— S(a—2e;) — S(a—e)®? — S(a) — S/pi1(a) — 0,

0 — S(a —2e) — S(a —e3)®? — S(a) — S/pa(a) — 0.

Nach Theorem 1.2.6 hat man dann folgende exakte Sequenzen in Coh (P! x P!):
0 — O(a—2e1) — O(a —e1)®? — O(a) — 0,
0 — Oa —2e3) — O(a — €)% — O(a) — 0,

und deswegen fiir beliebige o € Z? die folgenden Gleichungen in der Grothen-
dieckgruppe Ko(Coh(P! x P1)):

2[0(a —e1)] = [O(a — 2¢1)] + [O(a)], (1.15)

2[0(a — e3)] = [O(a — 2e2)] + [O()]. (1.16)

Nach dem Hilbertschen Syzygiensatz besitzt jedes M € S eine freie Auflésung
endlicher Linge. Wegen Theorem 1.2.6 ist somit jede kohirente Garbe auf P! x
P! quasi-isomorph zu einem Komplex P* € C’(Coh(P' x P')) derart, dass fiir
alle n € Z mit P™ # 0 gilt, dass P™ die direkte Summe von lokal freien Garben
vom Rang 1 ist. Somit ist Ko(Coh(P* x P)) erzeugt von

{lo@)] 6 ez}

Mit Hilfe der Gleichungen (1.15) und (1.16) erhélt man dann, dass Ko(Coh(P! x
P1)) erzeugt ist von

{01, [O(e1)], [O(e2)], [O(er + €2)]} -

Weil Xy glatt und projektiv ist, ist zum Beispiel nach [32] der Rang der Gro-
thendieckgruppe gleich der Euler-Charakteristik von Xy, x(Xyx). Nach einem
Theorem von Biatynicki-Birula ([7]) ist dies die Anzahl der Torus-Fixpunkte,
und dies ist die Anzahl der volldimensionalen Kegel in ¥ (siehe (1.2)).

Also ist rg(Ko(Coh(P! x P'))) = 4 und es folgt:
Ko(Coh(P! x P)) = Z[0] © Z[O(e1)] @ Z[O(e2)] @ Z[O(e1 + e2)].
Analog kann man fiir Beispiel 1.2.5(i) zeigen:

Ko (Coh(P?)) = Z[O] @ Z[O(1)] @ Z[O(2)].
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1.3 Crepante Auflésungen von torischen 3-Calabi-
Yau-Varietiten

Proposition 1.3.1. [16, Proposition 4.3.] Fiir eine glatte torische Varietit Xx
mit irreduziblen Thr- Divisoren Dy, ..., Dy ist — > D; ein kanonischer Divisor.

Bemerkung 1.3.2. Falls Xy, nicht glatt ist, ist — > D; dennoch ein kanonischer
Divisor: Sei ® C ¥ der Unterfécher, der aus den Kegeln besteht, die von einem
Teil einer Basis von N erzeugt sind. Dann ist j : X¢ — Xy der glatte Ort von
Xy (vergleiche [16, 2.1]). Die irreduziblen Ths-Divisoren von X¢ sind der Form

Ei::Diﬂch, Z:Lt

Weil X5 normal ist, ist j.(— > E;) ein kanonischer Divisor auf Xx. Jedes v; €
3(1) ist Teil einer Basis von N, weswegen gilt: O, C F;. Daraus folgt nun:

Je(= Y Ei)=-) D

Definition 1.3.3. Wir nennen eine (nicht notwendigerweise projektive) Va-
rietét X Calabi- Yau, falls ihre kanonische Klasse trivial ist.

Korollar 1.3.4. FEine torische Varietit Xx, ist Calabi-Yau genau dann, wenn
ein m € M existiert mit m(v;) = —1, fir alle v; € X(1). Insbesondere sind
torische Calabi- Yau- Varietdten nicht projektiv.

Beweis. Die erste Behauptung ergibt sich aus Proposition 1.3.1 und der Glei-
chung (1.7). Nach [13, Proposition 5.5.6] ist Xy komplett genau dann, wenn
gilt:

X := U o = Ng.

Eine torische Calabi-Yau-Varietét ist somit niemals komplett, und insbesondere
niemals projektiv. O

Bemerkung 1.3.5. Falls Xy, Calabi-Yau ist, ist nach Korollar 1.3.4 die Menge
der primitiven Erzeuger (1) enthalten in einer affinen Hyperebene von Ng

H,, ={ve Ng|m(v)=-1}, m € My.

Es gibt einen Isomorphismus von Gittern (Z")Y = M mit a(—e;*) = m. Es ist
dann ¥ := {(a*)g(0)|o € L} ein Ficher in (Z™)g so, dass a* einen Isomorphis-
mus Xy, — Xy induziert. Ferner ist /(1) enthalten in der affinen Hyperebene
{z1 =1} C (Z")q

Definition 1.3.6. Man nennt den Schnitt von |¥'| mit der affinen Hyperebene
{z1 =1} C (Z™)g aus Bemerkung 1.3.5 das torische Diagramm von Xy. Dafiir
verwenden wir von nun an das Symbol Ps.

Lemma 1.3.7. Sei Xy eine torische 3-Calabi- Yau- Varietdt mit einfach zusam-
menhingendem torischem Diagramm Ps, C {x1 = 1} C (Z ® Z*)g. Dann gilt:

Extl(OXE, Ox,)=0 <= Px ist konvez .
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Beweis. “ = “: Seien Fx = {vg,...,v,.} C Z?,r > 2, die Ecken von Px. Die
Ecken seien im entgegengesetzten Uhrzeigersinn angeordnet. Fiir jedes a € Z
existiert genau ein b € {0,...,r} mit a — b € (r 4+ 1)Z. Wir setzen dann

Vg =V € FBx.
Kontraposition: Sei Py, nicht konvex. Dann existiert eine affine Gerade in R?
G:={veR?|(myw)=p}, mecZ*pcZ,

derart, dass fiir die Ecken von Py, folgendes gilt:

e Fiir alle v € Ey, ist (m,v) < p.

o Es existieren Indizes ¢,j mit |¢ — j| > 1 so, dass gilt: v;,v; € G.

e Esist (m,v,) <p, firalleae{i—1,i+1,j—1,7+1}.
Sei nun p’ < p maximal mit der Eigenschaft, dass ein v, € E; existiert, mit:

vs € G = {v eR? | (m,v) =p'}.

Wegen vs, m € Z? ist p’ € Z und wir kénnen somit das (p’, —m) entsprechende
Element ¢ € M = (Z3) betrachten. Setze nun

Z(¢) = {w € [Z] [ (w) = 0}.

Nach Konstruktion gilt dann: (1,v;), (1,v;) € |X| — Z(¢), und jeder stetige Weg
von (1,v;) nach (1,v;) in |¥| trifft Z(¢). Somit ist |3| — Z(¢)) nicht zusam-
menhéngend.

G G
Abb. 1.3.1. (|X] — Z(¢0)) N Pyx besteht aus den beiden roten Dreiecken.
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Nach [16, Abschnitt 3.4] ist fiir alle k& > 0, Ext'(Ox,,, Ox,,) M-graduiert und es
ist fiir ein p € M

(Eth(Osz OX2)¢ = Hé(qﬁ)(lE" (C)a
fiir alle £ > 0. Man hat die folgende lange exakte Sequenz, die die Kohomologie
von |X| und |X| — Z(¢) mit der relativen Kohomologie von || beziiglich Z(¢)
in Verbindung bringt:

- = Hy ) (IZ],C) — H*(|Z],C) — H*(|8| - Z(¢),C) — Hy(y)(IZ],C) — ...

Weil mit Px, auch |3| einfach zusammenhiingend ist, und weil wegen Z(v) # |X|
die nullte relative Kohomologie von |X| beziiglich Z(v) trivial ist, erhalten wir
eine kurze exakte Sequenz

0— C— H(|Z] = Z(v),C) — Hy(y(|2,C) — 0.
Das |X| — Z() nicht zusammenhiingend ist, ist somit dquivalent zu
Eth(OX):a OX2)¢ 7é 0.

“ <« “ Diese Aussage findet man direkt in [16, 3.4]: Fiir alle ¢ € M ist mit Py,
auch |X| — Z(¢) konvex, und somit gilt sogar fiir alle & > 1:

Eth(OXZ,OXE) =0.
L]

Bemerkung 1.3.8. Falls man torische Diagramme betrachtet, die nicht einfach
zusammenhéngend sind, gilt obiges Lemma nicht: Sei o der von der Standard-
basis von Z3 erzeugte Kegel und X das Komplement von z, in U, = C3. X ist
eine torische 3-Calabi-Yau-Varietét; ihr torisches Diagramm ist der Rand eines
Dreicks und somit nicht konvex. Dennoch ist Extl(O x,0x)=0und es ist Ox
sogar eine Tiltinggarbe fiir D’(Coh(X)).

Definition 1.3.9. Sei f : X — Y ein birationaler, projektiver Morphismus von
Varietédten und sei X glatt. Dann nennt man f crepant, falls gilt: f*Ky = Kx.

Das torische Diagramm einer affinen torischen 3-Calabi-Yau-Varietét ist stets
konvex und einfach zusammenhingend. Umgekehrt ist eine torische 3-Calabi-
Yau-Varietét, deren torisches Diagramm einfach zusammenhéingend und konvex
ist, stets eine (moglicherweise nur teilweise) crepante Auflosung einer affinen
torischen 3-Calabi-Yau-Varietét:

Bemerkung 1.3.10. Eine Auflésung von Singularitéiten einer torischen Va-
rietét erhélt man durch eine feinstmogliche Unterteilung des Féchers ¥ in einen
Fécher X'. Der von ide Autz(N) induzierte Morphismus Xy — Xy (vergleiche
(1.4)) ist dann eine Desingularisierung (vergleiche [16, 2.3]). Desingularisierun-
gen einer affinen torischen Calabi-Yau-Varietéit enstehen somit aus Simplizia-
lisierungen des torischen Diagramms. Weil die glatte Varietdt dann ebenfalls
Calabi-Yau ist, sind diese Auflésungen crepant; der Pull-Back des trivialen Li-
nienbiindels auf Xy, ist das triviale Linienbiindel auf Xs.

Beispiel 1.3.11. (i) Sei U, die affine torische 3-Calabi-Yau-Varietét, deren tori-
sches Diagramm die Eckenmenge {v; = 0,v3 = (2,0),v3 = (0,1),v4 = (1,1)} C
Z? hat. Dann gibt es 3 volle Triangulierungen des torischen Diagramms
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Abb. 1.3.2. Die 3 Triangulierungen fiir einen suspended pinch point

Die Xy, sind glatte 3-Calabi-Yau-Varietdten, weil die maximalen Kegel der
Fiicher %; erzeugt sind von Basen fiir Z3. Aquivalent dazu: Jeder 2-Simplex
im torischen Diagramm hat Flécheninhalt 3. Es ist Pic(Xy,) = Z? und der
homogene Koordinatenring S := Clxy, 22, 3, T4, 5] hiingt nicht von der Trian-
gulierung ab; die Graduierung durch Z? ist jeweils gegeben durch

deg(z1) = (‘01),deg(x2) - (?),deg(xg) - G) — —deg(xy), deg(zs) = (11>.

Man berechnet dann Sy = Clz12275, T324, 122325, T2224w5] und es ist

U, = Spec So = {y1°y2 = ysya} C C*.

Der singulére Ort ist die Gerade {y; = y3 = y4 = 0} C U,. Man nennt U, einen
suspended pinch point.

Nun zu den Auflésungen: Es ist By, = (2924, 2122, z123). Betrachte nun 6, =
(=1,1). Dann ist Sy, iiber Sy erzeugt von {xlxg,x22x4,x12x3}, d.h. es ist

2 2
501 = 212950 D x2°x4So D x1°13S).

Sei p1 € Hom((C*)2,C*) der 6, entsprechende Charakter von Gy, = (C*)2.
Dann ist

Va, = {z122(p) # 0} U{x2?za(p) # 0} U {z1 23(p) # 0} C C°
die Menge der p;-semistabilen Punkte und es ist zum Beispiel nach [25, Kapitel
6.1]
X5, = (C°)Pr>//(C*)* = Proj € S,

m>0

Seien zg, 71, 2o homogene Koordinaten fiir P2. Man berechnet dann

Xz, = {y € Uy, 2122 = 20°y2, Y120 = Y121, Y371 = 22y1} C C* x P2,

Analog findet man fiir ¥y (bzw. X3) 62 = (1,2) (bzw. 3 = (—2,—1)) so, dass
gilt:
Xz, = Proj @ Sme, bzw. Xs, = Proj € Sme,,

m>0 m>0
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und man berechnet
Xy, = {y € U, 22Ys = 20Y2, 2021 = 222111} C C* x P?,

Xz, = {y € Us, 2194 = 2041, 2220 = 21”51 } C C* x P2
Aus dem Gittermorphismus id : Z2 — Z?2 erhilt man dann 3 birationale Mor-

phismen Xy, ELR U,, die von der Projektion C* x P2 — C* induziert sind.
Deswegen sind die f; projektiv und wegen f;*Op, = Oxy, sind sie dann cre-
pante Auflésungen.

(ii) Betrachte das Dreieck mit den Ecken {(1,0), (0,1), (—1,—1)}. Es gibt dann
genau eine Triangulierung des torischen Diagramms

Abb. 1.3.3. Das kanonische Biindel von P? als Auflssung von C3/Z3

Man hat dann U, = Spec(Clxy, z2, 23])%), fiir Zs — SI(3,C), 1 ~ diag(&, £, €),
mit & := e*". Nach den Propositionen 1.1.1 und 1.3.1 ist X5 = wp2 der Total-
raum des kanonischen Biindels auf P2. Es ist also

X5, = Op2(—3).

1.4 Tiltinggarben

Definition 1.4.1. Sei X eine glatte quasi-projektive Varietéit und F € Coh(X)
eine kohédrente Garbe auf X. Dann definieren wir folgendes:

e F heifit voll, falls F die beschrédnkte, derivierte Kategorie der kohérenten
Garben auf X, D’(Coh(X)), erzeugt, d.h. D?(Coh(X)) ist die kleinste
volle triangulierte Unterkategorie von D®(Coh(X)), die F enthilt.

F heifit exzeptionell, falls fiir alle k& > 0 gilt: Ext*(F, F) = 0.

F heiBt Tiltinggarbe, falls F voll und exzeptionell ist.

e Eine Vektorbiindel F, welches eine Tiltinggarbe ist, heifit Tiltingvektorbindel.

Ein Tiltingvektorbiindel F heifit Tiltingbiindel, falls F die direkte Summe
von Linienbiindeln auf X ist:

F=L1D...®Ls, L1,...,Ls € Pic(X).

Bemerkung 1.4.2. (i) Fiir ein Linienbiindel V € Pic(X) induziert die exakte
Autodquivalenz
(=) ®o5 V: Coh(X) — Coh(X)

einen Automorphismus der Grothendieckgruppe Ko(Coh(X)). Aulerdem ist
Ko(D¥(Coh(X))) — Ko(Coh(X))
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[F*) = > () [HY(F)],
i€’
ein Isomorphismus von Gruppen. Somit ist eine kohirente Garbe F € Coh(X)
genau dann voll, wenn F ® V € Coh(X) voll ist.

(ii) Sei F = L1 @ ... @ L, die direkte Summe von Linienbiindeln £4, ..., L;.
Man hat dann, dass fiir alle £ > 0 gilt:

Ext"(£,L)= @ Ext"(Li, L))

1<i,j<s
P HRHom(L;, L;)= P HYX, L;0Li7"). (1.17)
1<i,j<s 1<4,j<s

(i) Sei F=L1®... 8 L, ein Tlltlngbundel auf X. Dann ist wegen (i) und (ii)
firallei=1,...,s dle Garbe £ ® £; ! ebenfalls ein Tiltingbiindel. Man kann
somit ohne Einschrinkung annehmen, dass £, = Ox ist.

(iv) Aus (1.17) folgt, dass es fiir die Existenz eines Tilitingbiindels F auf X
notwendig ist, dass fiir alle k£ > 0 gilt:

Eth(Ox,Ox) =0.

Eine Tiltinggarbe F auf einer quasi-projektiven, glatten Varietdt X liefert
eine derivierte Aquivalenz zwischen der Varietédt X und der Endomorphismusal-
gebra von F, A = Endp, (F).

Theorem 1.4.3. [8] Sei F eine kohdrente Garben auf einer quasi-projektiven,
glatten Varietat X und sei A := Endp, (F) die Algebra der Endomorphismen
von F. Dann ist F genau dann eine Tiltinggarbe, wenn der Funktor

DP(A-mod) — D"(Coh(X)),
P* = P@rF
eine Aquivalenz von triangulierten Kategorien ist.

Beispiel 1.4.4. Betrachte die glatten quasi-projektiven Varietdten aus Beispiel
1.3.11. (i): Wir wollen versuchen, Tiltingbiindel fiir die X, zu finden. Dazu be-
stimmen wir zunéchst die Divisorklassen, deren zugehorige Linienbiindel hohere
Kohomologie haben. Wir orientieren uns dabei an [14] und [2]. Die irrelevanten
Ideale sind gegeben durch:

Bgl = ($2$4,I1I2,I1I3), BZ‘Z = (1321‘5,1721'3,1‘1563), Bga = (1‘2$47$1I4,$1I5).

Wir bestimmen nun die Betti-Zahlen von minimalen freien Auflésungen der
Stanley-Reisner-Ideale der Simplizialkomplexe 31, Y5 und X3,

Is, = (x1@2, x124, x2x3), I, = (122, X375, T223), Iy, = (122, X124, T4T5).

Iy, 122 123
61,1 = (_1,_1’07()’0) 62,1 = ( ,—1 7070) ﬁS,l = (_L 170’070)
61,2 = (_LO, =0, _170) ﬁ2,2 = ( ,0,—-1,0, 1) ﬁ3,2 = (_170707 _1’0)
B3 =(0,-1,-1,0,0) | B23=(0,-1,-1,0,0) | pBs3=(0,0,0,—1,-1)
6174 = (71; 71707 71’0) 5274 = (7 s T 17 70) ﬂ3,4 = (713 71707 7130)
51,5 = (_1a _17 _1a070) /62,5 = (07 - 1707 1) 53,5 = (_17())07 ]-7 ]-)
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Fiir eine Betti-Zahl 8; ;, ¢ = 1,2,3, j = 1,...,5, definieren wir den Orthanten
Aij={r €2 x<0falls (Bi;)r=—1, x>0 falls (B ,)r =0}

Bezeichne C; ; das Bild von 4; ; unter deg : Z° — Pic(Xy,) = Z*. (vgl. 1.3.11).
Ein Linienbiindel £ € Pic(Xy,) hat genau dann nicht-triviale hohere Kohomo-
logie, falls die £ entsprechende Divisorklasse D, in einem C;;, j = 1,...,5,
enthalten ist. In der néchsten Abbildung sind in Rot diese Divisorklassen dar-
gestellt.

%, Z,

Abb. 1.4.1. In Rot die Divisorklassen, deren zugehtrige Linienbiindel
nicht-triviale héhere Kohomologie haben.

Aus dieser Abbildung ist ersichtlich (siehe dazu (1.17)), dass die Vektorbiindel
L;:= OX):i D OXEi (1, 0) D OXEi (1, 1)

die Eigenschaft haben: Extk(ﬁi,ﬁi) = 0, fiir alle ¥ > 0. Um zu zeigen, dass
L; ein Tiltingbiindel auf Xy, ist, miissen wir noch zeigen, dass £; voll ist. Wir
benutzen dazu ein Resultat aus [9]. Betrachte dazu die kurze exakte Sequenz

0— M2, 75 L2, pic(Xy,) — 0.

Wir kénnen nun den Morphismus div zu einer Abbildung f : Mz — Z° fortset-
zen durch
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wobei mit [z] der ganzzahlige Anteil einer reellen Zahl x gemeint ist. Wir er-
halten somit eine Abbildung F' := dego f : Mg — Pic(Xy,). Wegen F(M) =0
existiert dann eine Abbildung G : Mr/M — Pic(Xy,). Nach [9] erzeugt das
Bild dieser Abbildung D®(Coh(Xsy,)). Wir berechnen:

G(MR/M) = {OXzi ) Oij (il’ O)a OXEi (0’ il)v Oij (17 1)’ Oij (_1’ _1)}'

Nun benutzen wir wie in Beispiel 1.2.7 das Theorem 1.2.6, um zu zeigen, dass
gilt:

G(Mg/M) C D; := (Oxy,, Oxy, (1,0), Oxy, (1,1)) € D*(Coh(Xsy,)).
Sei i = 1. Mit py := (21, x2),p2 := (x1,24) und p3 = (x2,x3) gilt dann:
By, =p1NpaNps.

Fiir ein o € Z? bezeichnen wir mit [a] die Klasse von Oxy () in der Grothen-
dieckgruppe von Coh(Xs, ). Wir erhalten nun fiir ein 3 € Z? aus den minimalen
freien Auflosungen von S/p1(5), S/p2(8) und S/p3(5) die Gleichungen:

6] + 8+ (=L 1)] = [B+ (=1,0)] + [3+ (0,1)] (1.18)
[B]+ B+ (=2, -D] = [+ (=10 + [+ (-1,-1)] (1.19)
[B]+ 1B+ (1,2)] = [+ (0, )] + [8 + (1,1)] (1.20)

e Aus (1.20) und g = (0, —1) erhélt man, dass Ox,, (0,—1) € Dy ist.
e Nun folgt mit 8= (1,0) und (1.19), dass Ox,, (—1,—1) € Dy ist.
e Mit 3= (0,—1) und (1.18) folgt jetzt: Ox,, (—1,0) € Ds.

e Und nun folgt aus (1.18) und 3 = (1,0), dass Ox,, (0,1) € Dy ist.

Es ist also G(Mgr/M) C D;. Somit ist £y eine volle Garbe. Fiir i = 2 und ¢ = 3
verfahrt man, um die Vollheit von £o und L3 zu zeigen, analog.

1.5 Crepante Auflésungen von Faserdimension
kleiner gleich 1

Von Michel van den Bergh stammt das folgende

Theorem 1.5.1. [5, Theorem A] Sei f : X — Y = Spec(R) ein projektiver
Morphismus zwischen quasi-projektiven Varietdten von Faserdimenison kleiner
gleich 1, und sei R normal und Gorenstein. Sei ferner Rf.Ox = Oy. Dann
ezistiert ein Vektorbiindel € auf X derart, dass O ® & eine Tiltinggarbe auf X
15t.

& konstruiert man dabei so: Wihle zunéchst ein Linienbiindel £ auf der
quasi-projektiven Varietdt X, das ampel ist. Bestimme ein Erzeugendensystem
{f1,..., fr} des R-Moduls Ext' (£, ©). Dann ist f = (f1,..., f») € Ext'(£,O").
Betrachte nun die f entsprechende nicht-spaltende kurze exakte Sequenz
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0-0"—>M—L—0,

und setze £ := M. Falls f : X5y — Xy, ein torischer Morphismus ist, der aus
einer Verfeinerung von ¥ ensteht, gilt : Rf.Ox,, = Ox, ([16, 3.5]).

Man erinnere sich an den Begriff eines torischen Morphismus (1.4) und den
ausgezeichneten Punkt eines Kegels (1.1). Die folgende Aussage ist wohlbekannt.

Lemma 1.5.2. Sei¢: N — N’ ein Morphismus von Gittern und seien o € Ng,
o' € Ny Kegel derart, dass gilt: (o) C o'. Sei ferner 7' < o' die kleinste Seite
von o', die ¢(o) enthilt.

Dann gilt fiir den von ¢ induzierten torischen Morphismus ¢ : Uy — Uy :

O(x5) =27 € Ugr.

Insbesondere ist also: ¢(Ths - x4) = Tarr - (26) = Tapr - 1.

Beweis. Es ist fiir ein u € Sy

B * 1 1
Blar)) = (a0t = { o B P ETT [T v e dlo)

Sei nun 7’ < ¢’ die kleinste Seite von o’, die ¢(o) enthélt.

Wegen der Minimalitéit von 7/ existiert ein v € rel.int.(7")N¢(0), wobei rel.int.(77)
das relative Innere von 7’ bezeichnet. Daraus folgt nun:

()Y N7 = (o) nvt = (') N o),
und die Behauptung ist gezeigt. O

Korollar 1.5.3. Sei f : Xy, — U, eine crepante Auflosung einer torischen
3-Calabi- Yau-Varietit U,. Dann ist die Faserdimension von f hdochstens gleich
1 genau dann, wenn das torische Diagramm von U, entweder eindimensional
ist oder kein innerer Punkt von P, Element des Gitters N ist.

Beweis. Es ist fiir alle x € U,:
dim £~ (z) < dim £~ (z,).
Somit sind wir auf der Suche nach torischen Diagrammen P, mit:
dim f(z,) < 1.

Falls P, zweidimensional ist, ist x, ein Fixpunkt unter der Torusaktion. Nach
dem vorhergehenden Lemma ist somit f~'(z,) die Vereinigung der Orbiten O,
mit 7 € ¥ und 7 ist in keiner echten Seite von ¢ enthalten. Bezeichne C die
Menge dieser Kegel. Dann haben wir die Gleichungen:

. -1 . . - .
dim [~ (z,) = rTneaéc{dlm 0,;}=3 rTIél(I}{dlm T}
Also ist die Faserdimension von f genau dann kleiner gleich 1, wenn C' kei-

nen Strahl enthiilt. Dies ist genau dann der Fall, wenn kein innerer Punkt des
torischen Diagramms von ¢ ein Element von N ist.
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Sei nun P, eindimensional, also ein Geradensegment mit Endpunkten 0 und
nei,n > 0. Es ist dann U, = U, x C*, wobei ¢’ der von den Elementen
e1,e1 +n- ey € Z2 erzeugte Kegel ist. AuBerdem ist Xy, = Xy x C* und unter
diesem Isomorphismus ist f(z,t) = (f'(x),t), fir ein ' : Xs» — U,s. Somit ist

dim f~Hz,) = dim f''(z,) < 1
O

Es gibt somit 4 Typen von torischen Diagrammen P, derart, dass eine cre-
pante Auflésung von Faserdimension kleiner gleich 1 ist:

1. P, ist ein Trapez mit den Ecken 0,n7eq1, es, 5 + nieq, mit ny > ny > 0.
2. P, ist ein Dreieck mit Ecken 0,neq, es, fiir ein n > 0.

3. P, ist das Dreieck mit den Ecken 0, 2eq, 2e,.

4. P, ist ein Geradensegment mit Endpunkten 0, ney, fiir ein n > 0.

Fiir die Falle 1 und 2 hat Kentaro Nagao explizit Tiltingbiindel O & £ mit
Hilfe von Theorem 1.5.1 konstruiert.([27, 1.1]). Tiltingbiindel fiir den Fall 4
kann man dann leicht mit Hilfe eines Tiltingbiindels fiir den Fall 2 berech-
nen: Sei P, also ein Geradensegment mit Endpunkten 0,ne;, fiir ein n > 0.
Es gibt dann genau eine crepante Auflésung f : Xy — U,. Sei wie im Be-
weis von Korollar 1.5.3 ¢/ der von den Elementen eq,e; + n - es € Z? erzeugte
Kegel. Dann hat man: Xy & Xy x C*, U, =2 U, x C* und unter diesen
Isomorphismen ist f(x,t) = (f'(x),t), fir ein f' : Xy — Uy . Es ist weiter
2/(1) = {’Ul =e1,V2 = €1 + €2,...,Un4+1 = €1 + neg}. Seien Dl, . .,Dn+1 die
Torus-invarianten Primdivisoren auf Xs. Definiere nun n — 1 Divisoren

Gl = Dn+17
G2 =D, + 2Dn+1a
GS =Dp_1+2D, + 3Dn+17

Gn—l = D3 + 2D4 + ...+ (Tl — 1)Dn+1.
Bezeichne die entsprechenden Linienbiindel mit L4, ..., L, _1 und setze
L=0LD...DL,H_1.

Betrachte Xy = Xy x C. Dann ist Xy die crepante Auflosung der affinen
Varietdt vom Typ 2(n). Sei p : Xy — Xy die Projektion nach der ersten
Komponente. Es folgt dann aus der Arbeit von Nagao ([27]), dass

PL=0x, ®p"L1®...OPp" LH_1

ein Tiltingbiindel fiir X~ ist. Dies ist dquivalent dazu, dass £ ein Tiltingbiindel
fiir XE/ ist. Sei nun q: XE = Xg/ x C* — XE/.

Dann ist durch ¢*£ ein Tiltingbiindel auf Xy gegeben.
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Kapitel 2

Branenkachelungen und der
Zusammenhang mit

torischen 3-CY-Varietiaten

In diesem Kapitel werden wir den Begriff einer Branenkachelung einfithren. Da-
bei handelt es sich um einen bipartiten Graphen G auf einem kompakten 2-Torus
T. Wir werden dariiber hinaus fordern, dass die Flachen von G Polygone sind,
weswegen wir mit Hilfe von G die simpliziale Homologie des Torusses berechnen
konnen.

Dann werden wir sehen, wie man unter Verwendung der perfekten Paarungen
auf G eine affine torische 3-CY-Varietdt U,, konstruieren kann. Dabei wird
H1(T) = Z? implizieren, dass U,,, dreidimensional ist; die Tatsache, dass perfek-
te Paarungen in die Konstruktion von U, involviert sind, wird dieser Varietét
die Calabi-Yau-Eigenschaft verleihen. Wir werden auch sehen, wie man das to-
rische Diagramm P, graphentheoretisch bestimmen kann. (Lemma 2.2.8 und
Bemerkung 2.2.10.)

Es stellt sich dann die Frage, wie man crepante Auflosungen dieser Varietét
erhélt. Dazu werden wir den zu G dualen Kécher mit Relationen (Q,Z) und die
Theorie der Kéchermodulrdume gemif A.King verwenden. Auflerdem werden
wir G bestimmte Konsistenz-Bedingungen auferlegen. Durch die Wahl einer ge-
nerischen Stabilitit 0 € Z9° werden wir so eine Auflésung von Singularititen
My — U, erhalten, die crepant ist. (Satz 2.3.13.) Die Varietidt My ist dabei
ein geometrischer Quotient, der die 8-stabilen CQ /Z-Darstellungen mit Dimensi-
onsvektor (1,...,1) € Z90 parametrisiert. Nach Ishii und Ueda ist jede crepante
Auflosung der Form My — U,,,.

Das Kapitel endet mit der Antwort auf die Frage, wie das torische Diagramm
von My graphentheoretisch bestimmt werden kann. (Proposition 2.4.6.)

2.1 Branenkachelungen und der duale Kécher

Definition 2.1.1. Man nennt einen Graphen G = (Go, G1) mit Ecken G und
Kanten G bipartit, falls es eine Zerlegung Gy = Gar U G, in weile Ecken GS“
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und schwarze Ecken G|, gibt so, dass fiir alle g € G genau ein Paar (i4,i_) €
G§ x Gy existiert mit i,,i_ € g.

Definition 2.1.2. Sei {a, 3} C R? linear unabhiingig und I' := o - Z + 3 - Z.

Einen bipartiten Graphen G = (G(T,Gl) zusammen mit einer Einbettung in
einen kompakten 2-Torus Tt := R?/T', ¢ : G < T, nennt man eine Branenka-
chelung, falls die Zusammenhangskomponenten von 71 — G Polygone sind.

Die Zusammenhangskomponenten von 7t — G nennen wir die Flichen von G
und verwenden dafiir das Symbol Ga.

Bemerkung 2.1.3. Sei G = (G&,G4) eine Branenkachelung mit einer Ein-
bettung ¢ : G — Tr fiir ein Gitter I' = aZ + (Z. Betrachte die universelle
Uberlagerung 7 : R? — Tp. Dann ist 7~1(G) ein planarer, bipartiter unendli-
cher Graph, der periodisch beziiglich des von o und g aufgespannten Paralello-
gramms ist.

Beispiel 2.1.4. Sei I' = e;Z + esZ und G ein Graph mit 2 Ecken, 4 Kanten
und der folgenden Einbettung ¢ : G — 1

ey
Abb. 2.1.1. Eine Branenkachelung mit 2 Fldchen; Fundamentalmaschen des
Torus Tt sind durch die gestrichelten Linien gekennzeichnet.

Es ist dann G2 = {F1, F2}, G1 = {91,92,93,94}, Gy = {e} und G(J)r = {o}.

Definition 2.1.5. Sei Q = (Qo, Q1) ein Kocher mit Pfadalgebra CQ und sei
a = ai---a, € CQ ein Zykel in Q. Fiir ein u € @ definieren wir dann die
formelle Ableitung

da _J ai1ran-ar-ora;q fallsu=aq; fireini=1,...,n
u 0 sonst .

Definition 2.1.6. Sei G = (G?’f7 G1,G2) eine Branenkachelung. Wir definieren
einen periodischen Kocher Q = (Qo, Q1) mit Relationen Z C CQ wie folgt: Als
Graph ist @ der zu G duale Graph. Sei nun @ € @1 = G;. Dann ist a der
Schnitt von 2 Flidchen F, F’ € Qg = Gs. Orientiere o so, dass die weifle Ecke
rechts liegt. Jetzt zu den Relationen. Sei dazu g € G = Q2 und w(,) € CQ der
Zykel in ), den man erhélt, wenn man g umkreist. Setze

29



Kapitel 2. Branenkachelungen und der Zusammenhang mit torischen
3-CY-Varietéten

W= wg— Y -

gEG'D" g€Gy

Dann definieren wir

I::(aa—vjl/|a€Q1)C(CQundAGz:(CQ/I.

Beispiel 2.1.7. Betrachte die Branenkachelung aus dem Beispiel 2.1.4. Die
néichste Abbildung zeigt den zugehorigen periodischen Kdcher.

€2

Abb. 2.1.2. In Rot der zu Abb. 3.1.1 periodische Ké&cher.
Wir haben dann den Ko6cher @ mit

Qo = {F1,F2} und Q1 = {g1,93 : F1 — F2,92,94 : F2 — F1}.

Des weiteren ist W = g4939291 — 92939491 und wir berechnen

T = (949392 — 929394, 919493 — 939491, 929194 — 949192, 939291 — 919293) -

2.2 Branenkachelungen und die assoziierte affi-
ne torische 3-Calabi-Yau-Varietét

Betrachte nun den folgenden Komplex von freien abelschen Gruppen mit den
Basen Qz, Ql und QO

0 — 7Q2 d_Z)ZCh d—1>ZQ°—>O,
d(F) = g, fiir F € Qs und di(g) := s(g) — t(g), fiir g € Q.
geF

Die Kohomologie dieses Komplexes ist die simpliziale Homologie von Tr. Also
ist

Kern(d;)

Kern(dp) = Ha(Tr) = Z , “Tm(dy)

= Hy(Tr) = /i Cokern(dy) = Ho(Tr) = Z.
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Den dazu dualen Komplex bezeichnen wir mit

dy d3
Zgy, — Lo, —> Zg,.

0

Definition 2.2.1. Sei I C @;. Dann definieren wir ein x; € Zg, durch

1 fallsgel
xi1(g) = { 0 sonst .

Definition 2.2.2. Eine Teilmenge I C Q1 heifit perfekte Paarung auf G, wenn
fur alle F' € Q2 gilt:
x1(d2(F)) =1.

Wir bezeichnen die Menge aller perfekten Paarungen auf G mit A. Wir setzen
A =79 )(do(F) — do(F') | F, F' € Qo).

Fiir eine perfekte Paarung I C Q; faktorisiert dann y; : Z@* — Z iiber A in ein
zr: A — 7.

Bemerkung 2.2.3. Definition 2.2.2 stimmt mit der klassischen Definition einer
perfekten Paarung {iberein. Eine Teilmenge I C @1 = G ist eine perfekte
Paarung im Sinne von Definition 2.2.2 genau dann, wenn fiir jede Ecke i € Gy
genau ein g € [ existiert mit 7 € g.

Lemma 2.2.4. [31, Lemma 3.5] A ist frei, falls wenigstens eine perfekte Paa-
rung auf G existiert.

Sei, wenn nichts anderes gesagt wird, G stets derart, dass wenigstens eine per-
fekte Paarung existiert.

Sei M := Kern(d). Dann gilt folgendes:
Korollar 2.2.5. M ist eine freie abelsche Gruppe vom Rang 3.

Beweis. Die Freiheit von M = Kern(d) folgt unmittelbar aus der Freiheit von
A. Nun gilt einerseits wegen H;(Tr) = Z*:

rang A/M = rang Im(d;) = #Q1 — rang Ker(dy) = #Q1 — 2 — rang Im(ds) .
Andererseits hat man
rang A = rang cokern(ds) + 1 = #Q1 + 1 — rang Im(dz) .
Somit folgt, dass rang M = 3 ist. O

Definition 2.2.6. Setze B := Im(d). Wir erhalten damit eine kurze, exakte
Sequenz von freien abelschen Gruppen

0-M5AL B0
Das zu M duale Gitter bezeichne N. Die zu ¢ duale Abbildung sei t* : AY — N.
Fiir ein I € A setzen wir vy := t*x; € N. Wir definieren dann einen Kegel in

Ngr durch

oG ‘= ZQZ()-?)ICNQ .
IcA
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So erhalten wir eine dreidimensionale affine torische Varietdat Uy, mit einem
offenen und dichten Torus Ty C Uy, .

Lemma 2.2.7. o definiert eine affine torische 3-CY-Varietit Uy, .

Beweis. Sei F € Qy beliebig und 7 : Z9 — A die kanonische Projektion. Dann
ist wegen der Definition von A

wp :=7(de(F)) € A
unabhéingig von der Wahl von F' € Q2 und es ist ferner wy € M, weil gilt:
d(wp) = d1do(F) = 0.
Weiterhin hat man
vr(wa) = ar(m(da(F))) = x1(da(F) = 1,
weil I € A ist. Somit sind alle v; enthalten in der affinen Hyperebene von Ng
Hy, = {v e Ng|v(wr) =1},
weswegen Uy, eine affine torische 3-CY-Varietét ist. O

Sei f : Z9 — Z definiert durch f(F) = 1, fiir alle F' € Q. Das folgende
kommutative Diagramm zeigt alle in diesem Abschnitt definierten Gruppen:

7,Q2 da . 7 d; > B
/4

f &7

7 LA

1 N
WA |

v

M

Das folgende Lemma und die daran anschlieBende Bemerkung 2.2.10 ermoglicht
einen graphentheoretischen Weg zur Bestimmung des torischen Diagramms P, .

Lemma 2.2.8. Fiziere eine perfekte Paarung Iy € A. Dann ist fiir jede perfekte
Paarung I € A, x1 —x1, € Kernds, also ein 1-Cozykel. Das torische Diagramm
von og kann dann mit der konvezen Hille der Kohomologieklassen xr — X1, €

HY(Tr,7Z), I € A, identifiziert werden.
Beweis. Wie folgt definieren wir einen Morphismus von Gruppen

~Kernd;

N :
Imd; -

Sei x € Kerndj ein 1-Cozykel. Dann existiert wegen der Definition von A genau
ein £’ € AV mit x = 7*(2'). Wir setzen nun:
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a(T) =5 (2).

Weil ¢ : M — A ein Kern von d : A — B ist folgt, dass a wohldefiniert und
injektiv ist.
Betrachte nun wy € M aus Lemma 2.2.7. Man iiberpriift ohne weiteres, dass

0— HYTr,Z) % N 2% 7 —0 (2.1)
eine kurze exakte Sequenz ist. Sei nun Iy € A beliebig. Dann hat man fiir alle
I € A die Gleichung a(x7) = ¢*(21) = vy. Somit ist

vr = (X1 — XIo) + VI, -

Aquivalent dazu ist: Der Morphismus von freien abelschen Gruppen

Hl(TFaZ)GBZl)Na (fﬂy) r—>a(f)+y~v107

bildet fur jedes I € A, (x1 — X1,,1) auf v; ab. Dieser Morphismus ist wegen der
Exaktheit von (2.1) ein Isomorphismus, weswegen die Behauptung folgt. O

Definition 2.2.9. Sei Q ein Kécher, x € Z%* mit d;(z) = i — j. Dann nennen
wir x eine Wanderung von i nach j, falls x eine Zerlegung x = 1 + ... + zp
besitzt mit folgenden Eigenschaften:

e Fiir alle r =1,...,k ist entweder z,, € 1 oder —x, € Q1.
e Firaller =1,...,k — 1ist t(z,) = s(zr41)-

Bemerkung 2.2.10. Wir kénnen G = (G, G1, G2) ebenfalls als einen Kocher
mit Flichen auffassen: Fiir eine Kante a € G = @y sei s(a) stets der weifle
Stein. Identifiziere Gg mit Q2 und G5 mit Q). Betrachte nun das Diagramm

ha hy

z%: - 7N - 7%

1
1R
1R

(2.2)

Zq

> ZQl > ZQ27

T z

wobei die vertikalen Pfeile die Standardisomorphismen sind. Das Diagramm
(2.2) ist kommutativ mit

hg(i):Za und  hy(a) = s(a) — t(a).

Es ist also ho(i) die geschlossene Wanderung in G entlang der Fliche i € Go =
Q. Die Homologie des oberen Komplexes ist also die simpliziale Homologie von
Tr. Insbesondere gilt nun:

Kern hy
Im h2

= Hl(T[‘) = 7T1(T1").
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Wie in Lemma 2.2.8 fixiere man nun ein Iy € A, und f; = x5 — x1, € Zg, sei
der 1-Kozykel fiir eine perfekte Paarung I. Sei nun fr = I — Iy € Z% das f;
entsprechende Element aus Z¢'. Dann ist f; € Kernhq, also die Summe von
geschlossenen Wanderungen in G. Wegen der Kommutativitéit des Diagramms
(2.2) haben wir einen Isomorphismus von freien abelschen Gruppen vom Rang
zwel

HYTr,Z) — m(Tr), f*+Imd}— f+TImhy.

Mit dem Lemma 2.2.8 folgt nun, dass das torische Diagramm von U, mit der
konvexen Hiille der Homotopieklassen

{(I—1p) +Imhy | I € A} C mi(Tr) = 72

identifiziert werden kann. Das sich so ergebende Verfahren zur Bestimmung des
torischen Diagramms wurde zum Beispiel in [15, Abschnitt 2.2] von Sebasti-
an Franco und David Vegh vorgeschlagen. Dieses Verfahren wird fast forward
algorithm gennant und anhand des néchsten Beispiels demonstriert.

Beispiel 2.2.11. Betrachte die Branenkachelung aus Beispiel 2.1.4. Dann ist
A= {Iz = {gz} | 1= 1,273,4}.

die Menge der perfekten Paarungen. Fiir die Sequenz Z2 % Z* %4, 72 haben
wir

Somit ist A = Z@ = Z*, B = Z und wir berechnen fiir 0 — M = A 4 B0

undd=(1 -1 1 -1).

OO = =
O = = O
_ -0 O

In diesem Fall ist og der von den Zeilen von ¢ erzeugte Kegel in Nr. Das
torische Diagramm kann man nun entweder durch scharfes Hinschauen oder
wie wir im folgenden mit Hilfe des fast forward Algorithmus bestimmen: Es ist
I' = e1Z + esZ. Mit €1 und e3 seien die Homotopieklassen der entsprechenden
geschlossenen Wege in 1T bezeichnet. Die Fundamentalgruppe von 7T ist dann
die von €7 und e3 erzeugte freie abelsche Gruppe. Fixiere I; € A und sei f; =
Xx1; — x1, € Kerndj. Dann hat man in m (71) die Gleichungen:

fi=0,
f2=92— g1 = —e1,
fs=9s—gi=—e1—¢e3,
fi=9i— g1 = .

Das torische Diagramm ist also ein Quadrat von Kantenlinge 1:
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Iz I

I3 Iy

Abb. 2.2.1. Ein torisches Diagramm fiir Uy, .

Man berechnet dann: U,, = {z122 — 2324 =0} C C*. Diese Varietéit nennt
man die nicht-aufgeloste conifold.

Definition 2.2.12. Man nennt eine Branenkachelung G nicht ausgeartet, wenn
jede Kante von G Element einer perfekten Paarung ist

Definition 2.2.13. Eine Branenkachelung G heif3t geometrisch konsistent, falls
eine Abbildung R : Q1 — (0,1) existiert, mit

Z R(a) =2 fiir alle F' € @9,

acF

> (1= R(a)) =2 fiir alle i € Qo.

i€a

Bemerkung 2.2.14. Geometrisch konsistente Branenkachelungen sind nicht-
ausgeartet nach dem Birkhoff-von Neumann-Theorem. Ab jetzt werden wir le-
diglich geometrisch konsistente Branenkachelungen betrachten.

Sei V eine affine, torische 3-Calabi-Yau-Varietéit. Es gibt dann einen Algorith-
mus von Daniel R. Gulotta [17, Abschnitt 6] zur Bestimmung einer Branenka-
chelung G, mit V =2 U,,.

Theorem 2.2.15. [10, Abschnitt 3.4.] Fiir jede affine torische 3-CY-Varietit
V' existiert eine geometrisch konsistente Branenkachelung G so, dass gilt:

V =2Us,.
Bemerkung 2.2.16. Sei P ein Dreieck mit Ecken pi,ps,ps € Z2. Betrachte
die kurze exakte Sequenz von abelschen Gruppen

e} okern o 1
0 73 &, g3 Cokena o 0, a(m)=(<m, (p) >)iel3]- (2.3)

Es ist S eine endliche abelsche Gruppe. Wegen Cokern «(1,1,1) = 0 erhélt man
dann durch Anwenden von Hom(—, C*) auf (2.3) eine Einbettung

E:S < SI(3,C).

Aus den Abschnitten 1.2 und 1.3 wissen wir, dass eine affine torische 3-CY-
Varietdt X mit Klassengruppe S und torischem Diagramm P existiert: X ist
der geometrische Quotient fiir die von E induzierte S-Aktion auf C3.

Andererseits kann man zu der Einbettung F einen Kocher mit Relationen (Q, )
assoziieren, den sogenannten McKay-Kdécher. Es gibt dann eine Einbettung

t:Q —1Tr
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von () in einen kompakten 2-Torus Tr derart, dass der zu @ duale Graph G
zusammen mit ¢ eine geometrisch konsistente Branenkachelung ist, und dass
(Q,7) der zu G duale Kocher mit Relationen im Sinne von Definition 2.1.6 ist.

Die zu G assoziierte affine torische 3-CY-Varietdt U, ist dann isomorph zu X.
Fiir Details siche man [24, Abschnitt 5.2].

Definition 2.2.17. Sei At C A die von {7 (a) | a € Q1} erzeugte Halbgruppe.
Der Morphismus d : A — B versieht dann C[A"] mit einer B-Graduierung.
Definiere nun einen Kegel in Ag durch

P .= {Z ai\; | a; € on, A € AT fiir alle 1} .

Lemma 2.2.18. [10, Lemma 2.3.4] Die Halbgruppe P¥ N AV ist erzeugt von
den Elementen xr, I € A (Definition 2.2.2). Dariber hinaus sind die xy gerade
die primitiven Erzeuger der Strahlen von PV.

Bemerkung 2.2.19. (i): Eine direkte Folgerung ist somit:

PNM={meM| {lm),z;)>0VIec A}
={meM]|(mu)>0VI€e A} =0c"NM .
(ii) : Im allgemeinen ist AT nicht gesiittigt. Die Séttigung von AT ist PN A: Als
Schnitt eines Kegels mit einem Gitter ist P N A geséttigt. Weil fiir alle Pfeile

a € Q1 gilt, dass w(a) € PNA ist, hat man aulerdem, dass PNA die Halbgruppe
AT erzeugt.

Sei nun M+ = M N AT. Dann hat man folgendes Resultat:

Lemma 2.2.20. [24, Corolllary 3.6.] Die Halbgruppe M™ ist gesdittigt. Insbe-
sondere ist deswegen M+ = PN M, und C[M™] = C[A]y ist isomorph zum
Koordinatenring von Ug,, .

Lemma 2.2.21. [10, Lemma 4.58.1.] Das Zentrum der Pfadalgebra CQ/Z ist
isomorph zu C[M].

Somit ist also das Zentrum von Ag isomorph zum Koordinatenring von U, .

2.3 Moduli fiir Ag-Darstellungen von dim = (1, ...

Sei a = (1,...,1) € Z%. Dann gilt fiir die CQ-Moduln von Dimension «:
Mod(CQ, a) = C?" = Spec C[(Z>0)?"] = Homgg, ((Z>0)?", (C, ).

Sei Mod(Ag,a) C Mod(CQ, a) die Untervarietéiit derjenigen Moduln, die die
vom Superpotential W induzierten Relationen erfiillen. Sei a € Q1. Dann ist a
der Schnitt von zwei Flichen F;f und F; . Es existieren dann zwei Wege in Q,
TaySa € (Z>0)?", derart, dass gilt:

ow
do(Ff)=a+7rq, do(F) =a+ s, und — =1, — 8, . (2.4)
a
Mit dieser Notation ist der Koordinatenring von Mod(Ag, ) gegeben durch

R :=C[(Z20)?]/(X"* = x> [a € Q1) -
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Der Morphismus 7 : Z€* — A induziert einen Epimorphismus von C-Algebren

Cl(Z0)?"] — C[AT], (2.5)

der wegen r, — s, € Kern(w) (siehe (2.4)) tiber R¢ faktorisiert. Es existiert
somit ein Epimorphismus von C-Algebren Rg — C[A™]. Dazu ist dquivalent:
Es existiert eine abgeschlossene Einbettung von affinen Varietdten

Spec C[AT] — Mod(Ag, a) -
Man hat dann das folgende Resultat:

Proposition 2.3.1. [2/, Proposition 4.2] Spec C[A™] ist eine irreduzible Kom-
ponente von Mod(Ag, o).

Der algebraische Torus (C*)?° operiert auf Mod(Ag, ) durch Basiswechsel:

(tr)g =t " - 24 - t;, x € Mod(Ag,),t € (CH9 a:i—j€Q.

K2

Die Bahnen dieser Wirkung sind die Isomorphieklassen der Ag-Darstellungen
von Dimension a. Der diagonale Torus C* C (C*)%° operiert trivial. Somit hat
ein Punkt € Mod(Ag, @) niemals endlichen Stabilisator, weswegen die Men-
ge der (C*)%@o-stabilen Punkte leer ist. Wir betrachten deshalb die induzierte
Wirkung von

T = Hom(B,C*) = (C*)?/C*

auf Mod(Ag, ), deren Bahnen dann ebenfalls die Isomorphieklassen der Ag-
Darstellungen von Dimension « sind.

Definition 2.3.2. Sei § € B, d.h. es ist (§,a) = 0. Wir nennen ein z €
Mod(Ag, o) 6-stabil (bzw. f-semistabil), falls fiir jeden echten Untermodul y C
x gilt:

(6, dim(y) > 0. (baw. (6, dim(y)) > 0).

Definition 2.3.3. Ein 0 € B heifit a-generisch, falls fiir alle 0 < 8 < a gilt:

(0.8) %0

Bemerkung 2.3.4. Von nun an bedeutet generisch stets a-generisch. Falls
0 € B generisch ist, ist jedes @-semistabile x € Mod(Ag, &) auch #-stabil.

Proposition 2.3.5. [23, Proposition 3.1] Sei 0 € B, xg9 : Tg — C* der
entsprechende Charakter, x € Spec Rg und M, € Mod(Ag,«) der x entspre-
chende Ag-Modul. Dann ist © xg-semistabil (bzw. xg-stabil) genau dann, wenn
M, 6-semistabil (bzw. 0-stabil) ist.

Definition 2.3.6. Fiir eine Stabilitédt § € B definieren wir den Kéchermodulraum
der #-semistabilen Ag-Darstellungen von Dimension « als den GIT-Quotienten

Mg := (Spec Ra)/ /4T = Proj @D (Ra)j.0-
3=>0

Proposition 2.3.7. [24, Proposition 4.4] Falls 0 € B generisch ist, gilt:

My = (Spec C[AT])/oT5.
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Die Normalisierung von My ist dann gegeben durch

My = (SpecC[P N A])/oT5.

Falls 6 € B generisch ist, haben Akira Ishii und Kazushi Ueda [21, Proposition
5.1] gezeigt, dass My glatt ist. Insbesondere ist My dann normal, weswegen
gilt: Mg = My. Ab sofort seien alle Stabilitiiten §# € B generisch. Dann hat
man eine Auflésung von Singularititen

My = Proj @(Rg)j.e 1, Mg = SpecC[P N A]y = SpecC[M 1] = U, .
Jj=>0
Wir werden sehen, dass diese Auflésung crepant ist, in dem wir zeigen, dass My
eine torische 3-CY-Varietét ist.

Lemma 2.3.8. Sei o = PV und Vy C U, = SpecC[P N A] die Menge der xg-
stabilen Punkte. Fiir eine Seite T < o sei x, € U, der ausgezeichnete Punkt.
Definiere

X0):={r<0|0; =Tp -z, ist xp-stabil }.

Dann ist ¥(0) ein Facher in AV @ Q und Vy die zu X(0) assoziierte Ty -torische
Varietit.

Beweis. Sel 7 < o eine Seite und z, : PN A — C der ausgezeichnete Punkt.
Dann ist x, genau dann yg-stabil, wenn ein j > 0 und ein A € P N A existiert
mit d(A) = j60 und

0 # M) =z, (N) .
Letzteres bedeutet gerade, dass A € 71 ist. Somit ist z, genau dann ys-stabil,
wenn gilt:

3j>0:d N ({jo)nrt#£0 .
Mit z, ist dann auch fiir alle ¢t € Ty der Punkt tx, xg-stabil, weil gilt:

X Mtzy) = ter(N) = t(N) -z (N) .

Vo= |J O-r.

T<0
x X g-stabil

Somit ist

Seien nun 7; und 79 Seiten von o mit yp-stabilen ausgezeichneten Punkten.
Dann ist wegen 7+ C (1N TQ)L auch der ausgezeichnete Punkt von 71 N 7
Xeo-stabil. Somit ist 3(6) ein Ficher und man hat

Vo = U Ur = X5(0)-
xq-xzfs‘trabil

Unmittelbar aus dem Lemma 2.2.18 folgt nun:

Korollar 2.3.9. In der Situation des obigen Lemmas ist

2(0)(1) = {z1 | I € A und der ausgezeichnete Punkt von Qso-xr ist xg-stabil }.
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Beweis. Nach Lemma 2.2.18 sind die z;, I € A, die primitiven Erzeuger der
Strahlen von o. O

Man erinnere sich daran, dass fiir eine Seite 7 < o der Torus T auf der Ty-
torische Varietdt U, vermoge des Morphismus d : A — B operiert.

Lemma 2.3.10. Sei 7 < . Dann hat man fir den Invariantenring:
Clrv nA™® = CL(r) N M].
Somit ist ein kategorieller Quotient fiir die Tp-Wirkung auf U, gegeben durch:
U, = Homggy (7" N A, C) 5 U,.(;) = Homgg, (% (1) N M, C),

T TOL. (2.6)

Beweis. Ein x* € C[rV N A] ist Tg-invariant genau dann, wenn gilt: d(\) = 0.
Somit hat man, dass folgendes gilt:

ClrY N A™ = ClrY no(M)].
Weil fiir alle m € M, p € 7 gilt:
(t(m), ) = (m, " (n)) (2.7)
ist das folgende ein wohldefinierter Morphismus von Halbgruppen:
()Y N M — 7V Nu(M),
m — (m).

Dieser Morphismus ist wegen der Injektivitéit von ¢ ebenfalls injektiv. Der Mor-
phismus ist surjektiv aufgrund von (2.7), weswegen er ein Isomorphismus ist.
Somit folgt die erste Aussage des Lemmas. Fiir die Aussage (2.6) beachte man,
dass 1 induziert ist vom C-Algebramorphismus

(C[L*(T)V NM]— C[rYNnA]l, x™— Xb(m).
O

Fiir eine generische Stabilitdt 8 € B sind alle yg-semistabilen Punkte auch xy-
stabil. Somit haben wir einen geometrischen Quotienten

U Ur = X5 () L My = U Up(r)-
rex(9) r€(0)

Definition 2.3.11. Wir bezeichnen mit
Q) == {7 (1) | T € X(0)}
die Menge der mit ¢* nach Ng projezierten Kegel aus X(6).

Lemma 2.3.12. Es gelten folgende Aussagen:
1. Q(0) ist ein Ficher in Ng.
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2. Die Zuordnung 3(6) L Q(0) ist eine Bijektion.
3. Fir alle 7 € 3(0) ist dim(7) = dim(:*(7)).

Beweis. 1. Seien v*(7), t* (1) € Q(f). Weil My separiert ist, ist Uy () N U,«(71
affin und nach [16, Kapitel 1] ist dies dquivalent dazu, dass sich +*(7) und ¢*(7’)
in einer gemeinsamen Seite schneiden. Um zu zeigen, dass Q(#) ein Fécher ist,
geniigt es somit zu zeigen, dass die Seiten eines Kegels ¢*(7) genau der Form
t*(), fiir eine Seite o von 7 sind: Falls @ < 7 ist, verwendet man obiges Sepa-
riertheitsargument mit o = 7/ und erhélt: t*(«) < ¢*(7) ist eine Seite. Sei um-
gekehrt p = 1*(7)Nmt, m € (1*(7))V, eine Seite von ¢*(7). Dann ist t(m) € 7V,
weswegen a := 7 N 1(m)" eine Seite von 7 ist. Nun gilt: 1*(a) = p.

2. Seien 7, 7/ € X(0) mit ¢*(7) = ¢*(7') und seien z, und z,, die ausgezeichneten
Punkte. Man hat dann ¢(x,) = x;0t = 2,+(,) bezichungsweise ¢ (2,/) = x; 01 =
Ty (vel (2.6)). Also ist (x,) = ¥(x,). Weil (Mp,1)) ein geometrischer
Quotient ist, ist dies gleichbedeutend mit: Tgx, = Tgx, . Also existiert ein
g € Tp mit gx, = x.. Ein solches g € T existiert genau dann, wenn gilt:
7+ = ()%, und dies ist dquivalent zu: 7 = 7.

3. Fiir einen Kegel 7 € X(0) ist der ausgezeichnete Punkt z, xg-stabil. Insbe-
sondere ist der Stabilisator von z, endlich. Fiir diesen gilt:

(TB)a, ={9 €T | gz, =2;} = {g € Tp | g(d(r" N A)) = 1}.

Somit ist der Stabilisator von z, genau dann endlich, wenn gilt: d(71) = Bg.
Dies ist dquivalent zu:
7’l + L(MQ) = AQ. (28)

Man beachte jetzt, dass ¢ einen Isomorphismus von Q-Vektorraumen 7+ NMg ~
(¢*(7))* induziert, und das wegen (2.8) gilt:

dim(Ag) = dim(7+) + dim(Mg) — dim(7+ N «(Mg)).
Insgesamt erhalten wir nun die Gleichung

dim(7) = dim(Ag) — dim(TL) = dim(Mg) — dim(L*(T)L) = dim(:*(7)).

Satz 2.3.13. Es gelten folgende Aussagen:
1. My ist die zum Ficher Q(0) assoziierte Tyy-torische Varietit.
2. Der Morphismus v : Vg — My ist der von
A — N, X(0) — Q)
induzierte torische Morphismus.

3. My ist eine Calabi- Yau- Varietdt, weswegen durch

Mo f(9) Uy,

eine crepante Auflésung von U, gegeben ist.
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Beweis. 1. Es folgt aus den Lemmata 2.3.8, 2.3.10 und 2.3.12, dass gilt:
My = XQ(@)

2. Man siehe dazu (1.4) aus Abschnitt 1.1. Die Aussage folgt dann aus (2.6) und
weil 2(0) ein Fécher ist.

3. Die primitiven Erzeuger der eindimensionalen Kegel in £2(6) sind diejenigen
H(zr) = vy € N, I € A, fur die der ausgezeichnete Punkt von Qx>¢ - x5 Xo-
stabil ist. Wir hatten in Lemma 2.2.7 gesehen, dass alle v; in einer affinen
Hyperebene von Ng enthalten sind, weswegen My eine Calabi-Yau-Varietét ist.
Der Morphismus f(#) ist der von id : N — N, Q() — o induzierte torische
Morphismus und somit eine crepante Auflsung. (sieche Bemerkung 1.3.10.) O

Durch Variation des Stabilitdtsparamters @ € B erhilt man jede crepante Auflos-
ung von Us,:

Theorem 2.3.14. [21, Theorem 15.1] Jede crepante Auflésung von Uy, ist der
Form

M@ m Uagv
fiir eine generische Stabilitit 0 € B.

2.4 Das torische Diagramm von M,

Im vorherigen Abschnitt hatten wir gesehen, dass man fiir eine generische Sta-
bilitit § € B den Kéchermodulraum der #-semistabilen Ag-Darstellungen von
dim = (1,...,1), My, als eine crepante Auflésung von U, auffassen kann.
Wir wollen uns nun iiberlegen, wie man dass torische Diagrammm der torischen
3-CY-Varietit My = Xqg) graphentheoretisch bestimmen kann.

Definition 2.4.1. Sei I € A eine perfekte Paarung und 6 € B eine generische
Stabilitdt. Wir nennen I 0-stabil, falls der von x; € AV erzeugte Strahl 77 ein
Element von 3(0) ist.

Bemerkung 2.4.2. Im allgemeinen existieren perfekte Paarungen 7, J € A mit
1 # Jund v; = vy. Dann kénnen I und J nicht beide #-stabil sein: Nach Lemma
2.3.12, 2., liefert +* eine Bijektion zwischen ¥(0) und (). Somit existiert fiir
jedes v € Q(0)(1) genau eine perfekte Paarung I mit v = v;.

Lemma 2.4.3. Genau dann ist I 0-stabil, wenn die durch

1 fallsae @ —1
0 fallsael

definierte Ag-Darstellung yr 0-stabil ist.

yr(a) =

Beweis. Es ist I 6-stabil genau dann, wenn der ausgezeichnete Punkt von 77
xg-stabil ist. Dieser Punkt entspricht gerade der Ag-Darstellung y;, denn:

Sei a € Q1. Dann gilt fiir den ausgezeichneten Punkt z,, € Homgg, (7Y N A, C):

1 falls z7(w(a)) =0
satr@) ={ o i) 20 = wia)

Mit Proposition 2.3.5 folgt nun die Behauptung. O
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Proposition 2.4.4. [10, Proposition 6.5] Sei G geometrisch konsistent und I €
A eine perfekte Paarung auf G. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

o Q>¢ - vr ist eine Seite von og.
e Fiir alle J € A mit J#1 ist vy # vy.

e y; ist eine einfache Ag-Darstellung.

Bemerkung 2.4.5. Eine perfekte Paarung I € A, die eine Vorraussetzung aus
Proposition 2.4.4 erfiillt, nennt man eine extremale perfekte Paarung. Weil dann
yr eine einfache Ag-Darstellung ist, ist y; stabil beziiglich jeder generischen
Stabilitit 0 € B.

Seien nun I,J € A zwei f-stabile perfekte Paarungen. Dann sind v;,v; € N
primitive Erzeuger von Strahlen im Facher von My, entsprechen also zwei Git-
terpunkten im torischen Diagramm von My, die wir mit py, p; bezeichnen. p;y
und py sind genau dann durch eine Kante im torischen Diagramm verbunden,
wenn der von zy und x; erzeugte Kegel a = ;) eine Seite von PV ist und die
Eigenschaft hat, dass sein ausgezeichneter Punkt yy-stabil ist. Genau so, wie im
Beweis des letzten Lemmas zeigt man, dass dieser Punkt dann der #-stabilen
Ag-Darstellung definiert durch

1 fallsae @1 — (T UJ)
Yala) '_{ 0 fallsaeTUJ

entspricht. Dies beweist alternativ folgendes Resultat aus [24, Abschnitt 4]

Proposition 2.4.6. Seien I und J zwei 0-stabile perfekte Paarungen. Genau
dann gibt es eine Kante im torischen Diagramm von My zwischen den Punkten
pr und py, wenn die CQ-Darstellung definiert durch

1 fallsae @ —(ITUJ)
Ya(a) _{ 0 fallsaelIUJ

eine @-stabile Ag-Darstellung ist.

Bemerkung 2.4.7. (i): Die CQ-Darstellung y,, erfiillt stets die vom Superpo-
tential W induzierten Relationen und ist somit eine Ag-Darstellung, denn:

Sei g € @1 und %—‘2/ =1y — 54 die g entsprechende Relation. Wir unterscheiden
zwei Fille. Sei zunichst g € I N J. Dann gilt:

H Yola) = H Yala) =1.
agry agsy

Falls g nicht enthalten ist in I N J, hat man, dass gilt:
H Ya(a) = H Yala) =0.
acrg acsgy

Also ist y, tatséchlich eine Ag-Darstellung.

(ii): Es sind y; und y; stets Ag-Unterdarstellungen von y,. Somit folgt, dass
falls y, #-stabil ist, ebenso y; und y; #-stabil sind.
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Beispiel 2.4.8. Betrachten wir nun die Branenkachelung aus dem Beispiel
2.1.4. Dann ist Qg = {F1, F»},

Q1={91,93: F1 — F5, 92,94 : Fo» — F1},

und jede CQ-Darstellung von dim = (1,1) erfiillt die vom Superpotential W
induzierten Relationen, weswegen gilt:

Mod(Ag, (1,1)) = C*.

Bis auf Skalierung mit einer positiven ganzen Zahl gibt es zwei generische Sta-
bilitdten §; = (—1,1) und 6 = (1,—1). Ein p € C* ist dann 6;-stabil (bzw.
O2-stabil) genau dann, wenn p; # 0 oder p3 # 0 (bzw. py # 0 oder py # 0) ist.
C* = T operiert auf C* dann mit den Gewichten

d=(1 -1 1 -1).

Zum Beispiel mit dem Lemma 1.2.3 iiber globale Koordinaten fiir Linienbiindel
auf torischen Varietdten sieht man dann, dass sowohl My, als auch My, iso-
morph zum Totalraum des P!-Vektorbiindels O(—1) & O(—1) sind: Die Fase-
rungen sind dabei die Projektionen

M91 _)Pl ) [p17p27p37p4] = [pl :p3] ’
M92 - ]Pl 5 [p17p27p37p4] = [p2 :p4] .

Nun zu den torischen Diagrammen. Wir hatten in Beispiel 2.2.11 gesehen, dass
das torische Diagramm von U, ein Quadrat von Kantenlénge 1 ist. Eine crepan-
te Auflosung erhélt man also durch das Hinzufiigen einer Diagonale. Fiir jede
perfekte Paarung I ist y; einfach, weswegen jede perfekte Paarung beziiglich
jeder Stabilitdt stabil ist. Fiir die wie folgt definierten Ag-Darstellungen

1 fallsae Q1 — (12U Ly)
p(a) _{ 0 fallsael, Ul
( ) N 1 fallsate—(IlLJIg)
NY =90 fallsac LUl

gilt nun, dass p 6;1-stabil und q f3-stabil ist.

I 5L I I

[3 I4 13 I4
Abb. 2.4.1. Links das torische Diagramm von My, und rechts das von Mg,
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Beweis der Vermutung von
Hanany et al.

Wir haben nun gesehen, wie man Branenkachelungen benutzen kann, um cre-
pante Auflésungen von affinen 3-CY-Varietéiten zu konstruieren. In diesem Ka-
pitel werden wir zeigen, wie man ein Tiltingbiindel fiir D®(Coh(My)) graphen-
theoretisch bestimmen kann. Ein dahin zielender Algorithmus wurde von Ami-
hay Hanany, Chistopher P. Herzog und David Vegh in [18, Abschnitt 5.2] vor-
geschlagen. Dieser Algorithmus liest sich mit unseren Notationen wie folgt:

Algorithmus von Hanany et al. Sei § € B eine generische Stabilitdt.
e Bestimme alle 0-stabilen perfekten Paarungen auf G, I,...,I. € A.

e Fiziere eine Ecke ig € Qg.

Wiihle fiir alle i € Qo eine Wanderung in Q von ig nach i, p; € 79,

Die den 0-stabilen perfekten Paarungen Iy,...,I. entsprechenden Ty;-
Primdivisoren auf My seien mit D1, ..., D, bezeichnet. Definiere fiir jedes
i € Qo einen Divisor auf My durch

E; = ZXI,- (1) - Dj.
=1

Sie erwarteten dabei, dass die direkte Summe der so konstruierten Linienbiindel
Om, (E;), i € Qo, ein Tiltingbiindel fiir D®(Coh(My) ist.

Kochermodulraume sind haufig mit sogenannten universellen Biindeln versehen,
z.B. falls die Komponenten des Dimensionsvektors zueinander teilerfremd sind,
also insbesondere, falls all diese gleich 1 sind. Man kann nun erwarten, dass
sich Tjs-Divisoren fiir die universellen Linienbiindel auf My graphentheoretisch
beschreiben lassen. Zunéchst zeigen wir in Abschnitt 3.1, dass die aus dem
Algorithmus von Hanany et al. resultierenden Linienbiindel universelle Biindel
fiir My sind (Theorem 3.1.6).

Manchmal ist die direkte Summe aller universellen Biindel auf einem Kéchermod-
ulraum eine Tiltinggarbe (siehe dazu z.B. [1]). So auch im Falle einer crepanten
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Auflésung My — U, wobei G eine geometrisch konsistente Branenkachelung
ist: Es wurde von Sergey Mozgovoy gezeigt, dass die Algebra Ag eine nichtkom-
mutative crepante Auflosung des Koordinatenrings von U, ist. Zusammen mit
Resultaten von Michel van den Bergh aus [6] fithrt dies dann zum Beweis der
Vermutung von Hanany et al. (Theorem 3.2.4).

Zum Schluss betrachten wir als Beispiel den Fall, dass U, eine orbifold vom
Typ %(1, 3,4) ist: Wir finden fiir jede Triangulierung des torischen Diagramms
eine generische Stabilitét 6 derart, dass My — U, eine crepante Auflésung ist.
Danach konstruieren wir fiir jedes solche My ein Tiltingbiindel mit Hilfe des
Algorithmusses von Hanany et al.

3.1 Universelle Biindel fiir My

In diesem Abschnitt werden wir zeigen, wie man universelle Biindel graphen-
theoretisch konstruieren kann. Der dabei resultierende Algorithmus wurde von
Hanany et al. [18] fiir die Bestimmung eines Tiltingbiindels vorgeschlagen.

Wie in Kapitel 2 sei fiir ein § € B mit My der Kéchermodulraum der 6-
semistabilen Ag-Darstellungen von Dimension a = (1, ..., 1) bezeichnet.

Definition 3.1.1. Eine durch )y indizierte Menge von Linienbiindeln
{mi: Vi = Mg |i€Qo}

zusammen mit einer durch @ indizierten Menge von Vektorbiindelmorphismen
{90 :Vi=Vjla:i—j}

nennt man universelle Biindel genau dann, wenn fiir alle [z] € My die Ag-
Darstellung mit Dimensionsvektor o = (1,...,1)

{m: 1 ([2]): galm,~1(1a)): C = C | i € Qo,a € Q1 }
isomorph zu M, der x entsprechenden Ag-Darstellung, ist.
Proposition 3.1.2. Falls 0 generisch ist, existieren universelle Biindel fiir Mg.
Beweis. Wie kopieren den Beweis von Alastair King aus [23, Proposition 5.3]:

Fiir alle i € Q¢ betrachten wir die trivialen Linienbiindel Vy x C; — Vjp, mit
C; := C. Fixiere nun eine Ecke iy € Qo. Fiir ein i € Qg ist dann h; :=ig—1 € B.
Wir setzen nun die Ts-Wirkung auf V, vermoge des Charakters x : Tz — C*
auf Vy x C; fort, d.h. es ist

¢(x,p) == (qu,xhi(qﬁ) -p)y, (z,p) € Vg xC;,¢ € Tp. (3.1)

Die Projektion nach der ersten Komponente pr; : Vy x C; — Vp ist dann Tz-
dquivariant, weswegen wir das folgende kommutative Diagramm haben:

r
Vo x C; pry

Vo
(4
V@}iZ: Vg X (Ci/TB & ‘/Q/TB = Me
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Wir haben somit eine durch Q)¢ indizierte Familie von Linienbiindeln auf Mg
{pi : Vo, = Mg |i€Qo}
Sei nun a : i — j € Q1. Man erinnere sich daran, dass fiir generisches 6 gilt:
Vo C Spec C[AT].

Somit kénnen wir ein € Vj als Halbgruppenmorphismus von (A1, +) nach
(C,-) auffassen und erhalten einen Morphismus von Varietéten

ha: Vo x Ci = Vo xCj,  (2,p) = (x,2(m(a)) - p).

Dann ist h, dquivariant beziiglich der beiden Tg-Aktionen:

Beachte zunéchst, dass gilt:
d(r(a)) = di(a) =i —j = (io — j) — (io — i) = hj — ha.

Nun hat man fiir alle (z,p) € Vp x C; und ¢ € Tg die Gleichungen

<
5
®
3
I
<
®
8
3

(¢z, X" (¢) - z(w(a)) - p)
= (9, ¢(h;) - (7 (a)) - p)
= (9, ¢(d(m(a))) - p(hi) - (7 (a)) - p)
= (¢, X" () - (¢)(n(a)) - p)

welche die Tg-Aquivarianz von h, zeigen. Wir erhalten deswegen ein kommuta-
tives Diagramm von Varietdten

Vo
D,
N v
hq
% X (Cl > ‘/9 X (Cj
Va.i Ja ~ Vo j
My .

Wegen der Kommutativitdt des unteren Dreiecks sind die g, Morphismen von
Vektorbiindeln. Sei nun ¢ (x) € My die Isomorphieklasse einer Ag-Darstellung
x € V. Dann ist fiir jedes ¢ € Qq:

p; () = C;,



Kapitel 3. Beweis der Vermutung von Hanany et al.

und unter diesen Identifikationen ist fiir ein a : i — j € Q1:
9a|p;1(¢(m)): Ci—Cj, pra(n(a))-p.
Die so definierte Ag-Darstellung von Dimension o = (1,...,1) € Z%°,
{Cr 9a|p;1(w(w)) | k€Qo, a:i—jeEQ},

stimmt mit M,, der x entsprechenden Ag-Darstellung, iiberein. Somit sind
durch

{pi:Voi— Mo |i€Qo} und {ga:Ve; — Vo, |a:i—j}
universelle Biindel fiir My gegeben. O

Sei nun o0 = PV C AY ®Q wie in Kapitel 2. Wir hatten gesehen (siehe Definition
2.3.11, Lemma 2.3.12, Korollar 2.3.13), dass My = Xqg) ist, mit

Q(Q) = {L*(T) C NQ | T <0, Thx, ist Xg—Stabﬂ}.

Fiir ein ¢ € Qo werden wir nun einen Fécher Y (6,7) in (N@Z)g konstruieren mit
Vo,i = Xv(g,:)- Die Projektion p; wird dann der von der Projektion N ®Z — N
induzierte torische Morphismus sein.

Sei dazu zunéchst 0/ = 0 X Q> C (AYDZ)®Q. Dann ist Vy xC C U, xC = U,
eine Untervarietéit und die Ts-Wirkung (3.1) ldsst sich zu einer Tp-Wirkung auf
U, fortsetzen. Es gilt dann:

Vo x C=UX""" ={p €Uy | pist xe-stabil} .

Vo x C; ist eine normale torische Varietét, die durch den Facher S(6) beschrieben
wird, dessen maximale Kegel gegeben sind durch

SO)max ={Tx Q>0 CABZ)®Q | 7€ Z(max}-

Wir werden nun fiir ein 7 X Q> € S(0)max den Ring der Tp-invarianten re-
guléiren Funktionen auf U:xq., bestimmen. Die Spektren dieser Ringe bilden

dann eine Thrgz-invariante, offene affine Uberdeckung fiir die Thsqz-torische
Varietédt Vy ;. Wihle ein A; € A mit d(\;) = h; und betrachte die kurze exakte
Sequenz von abelschen Gruppen

0=MaZ Aoz B0,

L L —>\1'
Ly = 0 1 s

di=(d hi).

Die von d; induzierte Ts-Wirkung auf Vy x C; stimmt mit der Tp-Wirkung
(3.1) iiberein und man hat das folgende Lemma, dass man genau so wie Lemma
2.3.10 beweist.
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Lemma 3.1.3. Sei 7/ := 7 X Q>0 < o¢'. Dann hat man fiir den Ring der
Tp-invarianten reguldren Funktionen auf U,

CrVnAez)]™ =cl(+) nM a1z,

und somit einen kategoriellen Quotienten fiir die Tg-Aktion auf U, gegeben
durch

Uy = Homggy (7)Y N A & Z,C) 25 Homagy (¢3()" 0 M & Z,C),
T T o
Definition 3.1.4. Wir bezeichnen mit
Y(0,1) :={(v") | 7" € S()}

die Menge der mit ¢} nach (N @ Z)g projezierten Kegel aus S(6).
Lemma 3.1.5. Es gelten folgende Aussagen:

e Fiir jeden Punkt i des Kdchers Q ist Y(0,1) ein Ficher in (N & Z)g.

o Vg, ist die zu Y(0,1) assoziierte Thgz-torische Varietdt.

e Der Morphismus ' : Vg x C; — Vy; ist der von ¢ : AVeZ - NaZ
induzierte torische Morphismus.

e Der Morphismus p; : Vop; — My ist von der Projektion N @ Z — N,
7' 7 induziert.

Beweis. Wir haben einen geometrischen Quotienten
1/)/
Vo x C; = U Uy — U UL;‘(T’) = V9,i~
T'eS(0) T'eS(0)

Es folgt exakt wie in Lemma 2.3.12, dass gilt: Y(6,4) ist ein Fécher, Vy,; =
X0, und ¢’ ist von ¢f induziert. Fiir die letzte Aussage beachte man, dass
das kommutative Diagramm von abelschen Gruppen

Ty AR \ N

1 ™

*

P N

das folgende kommutative Diagramm von torischen Varietéten induziert:

/

Vo x C; Lj Va.i
pry Di

Vo

Mo
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Mit diesen Vorbereitungen sind wir nun in der Lage zu beweisen, dass der Al-
gorithmus von Hanany et al. universelle Biindel fiir My liefert:

Theorem 3.1.6. Seien Iy,...,I. € A die 0-stabilen perfekten Paarungen auf
G und Dy, ..., D, die entsprechendden Tys-invarianten Primdivisoren auf der
torischen Varietit My. Fiziere eine Ecke ig € Qqo. Fir alle Ecken i € Qg
existiert dann ein pu; € 791 mit dy(u;) = ig — i. Definiere nun fiir alle i € Qq
ewnen Divisor

s
B = xi,(pi) - Dj.
j=1
Dann ist die E; entsprechende invertierbare Garbe Lg; die Schnittgarbe des
universellen Biindels zum Punkt i € Qg

Di : Vi — Ma.

Beweis. Um einen Divisor fiir das Linienbiindel Vp ; 2 My zu finden, miissen
wir geméfl Proposition 1.1.1 lediglich die primitiven Erzeuger der eindimensio-
nalen Kegel in Y(6,4) bestimmen. Fiir den Ficher von Vy x C gilt:

S(0)(1) = {(”;’>| I 0-stabile perfekte Paarung} U { (?) 1.

Mit dem letzten Lemma erhalten wir dann, dass die primitiven Erzeuger der
eindimensionalen Kegel fiir den Fécher von Vy ; gegeben sind durch

T(0,4)(1) = 17 (S(0)(1))-

Bezeichne mit \f das \; entsprechende Element aus AY. Wir berechnen dann:

% (“f{) = ( W ) (ﬁf) = (fx(jﬁiﬁ) - (—J@))’

fiir die #-stabilen perfekten Paarungen I € A, und

J* 0\ c0 0\ [0
1)\ a1 1) \1)°
Fiir ein p; € Z9 mit 7(p;) = A; gilt auBerdem

rr(A\i) = xr(pi),

und die Aussage folgt nun aus Proposition 1.1.1. O

3.2 Nichtkommutative crepante Auflésungen

Der Begriff einer nichtkommutativen crepanten Auflésung geht auf Michel van
den Bergh zuriick. Mit Hilfe von Resultaten aus [6] und [24] werden wir dann
sehen, dass der Algorithmus von Hanany et al. tatséichlich ein Tiltingbiindel auf
My definiert.

Definition 3.2.1. Sei X = Spec(R) normal und Gorenstein. Eine R-Algebra
A = Endgr(M) wird nichtkommutative crepante Auflosung genannt, falls gilt:
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e M ist ein reflexiver R-Modul.
e Die globale Dimension von A ist endlich.

e A ist ein maximaler Cohen-Macaulay-Modul.

Proposition 3.2.2. [24, Proposition 3.13.] Sei R = Z(Ag) der Koordinaten-
ring der zu einer geometrisch konsistenten Branenkachelung G zugeordneten
affinen torischen 3-C'Y-Varietit. Dann ist R normal und Gorenstein, und Ag
ist eine nichtkommutative crepante Auflosung von R.

Eine direkte Konsequenz aus [6, Theorem 6.3.1] ist nun das

Theorem 3.2.3. Sei 6 € B generisch und Ly := EBie“QOEQ,,» die direkte Summe
aller universellen Linienbiindel. Dann gibt es eine Aquivalenz von derivierten

Kategorien
¥ : D*(mod —(A®)) — D”(Coh(My)),

o\ _ o L
U(M®) = M*®jy, Ly
Nun folgt die Vermutung von Hanany, Herzog und Vegh:

Theorem 3.2.4. Sei G geometrisch konsistent und 6 € B generisch. Dann ist
die direkte Summe der Linienbiindel aus Theorem 3.1.6

Eg = @ ‘Cg’i

1€Qo
ein Tiltingbiindel fiir D’(Coh(My)).
Beweis. Zunichst beachte man, dass fiir den AY-Modul Ag gilt:
U(Ag) = Ac @4, Lo = Lo.
Weil Ag ein projektiver A¥-Modul ist, gilt fiir alle & > 0:
Eth(Ag, AG) = HkR HOHl(AG7 Ag) =0.
Weil U eine derivierte Aquivalenz ist, folgt nun fiir alle k& > 0:
Ext® (L, Lo) = BExtF(¥(Ag), U(Ag))
= H*RHom(¥(Ag), U(Ag))
= H*R Hom(Ag, Ag)
= Eth(AG, A(;)
=0

Ag erzeugt D’(mod —(AY)). Weil W eine derivierte Aquivalenz ist, erzeugt
deswegen ¥(Ag) = Ly die beschrinkte derivierte Kategorie der kohérenten
Garben auf My, Db(Coh(My)).

Somit ist durch Ly ein Tiltingbiindel fiir D?(Coh(M,)) gegeben. O
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3.3 Ein Beispiel

Die gewonnenen Erkenntnisse wollen wir nun anhand eines Beispiels demon-
strieren: die affine 3-CY-Varietit X soll ein geometrischer Quotient C?/Zg sein,
fiir die Zg-Aktion auf C? vom Typ %(1, 3,4).

Wie in Bemerkung 2.2.16 erwahnt, gibt es dann einen direkten Weg, eine geome-
trisch konsistente Branenkachelung G, mit U, = X, zu finden ([24, Abschnitt
5.2]).

Betrachte dazu die folgende Branenkachelung G mit 8 Flidchen, 32 Kanten und
16 Ecken auf dem 2-Torus Tt = R?/T mit I' = oy Z + s Z:

Abb. 3.3.1. Eine Branenkachelung fiir eine 3-orbifold vom Typ (1,3,4);
In Blau eine Fundamentalmasche fiir 7.

Der zu G duale periodische Ko6cher ist dann der folgenden Form:

VAVAVACLAVAY]
ANAANAN
CABAITANAT
AVAVAVAVATAV

Abb. 3.3.2. Der periodische Kocher fiir die Branenkachelung G.
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Der duale Kocher mit Relationen (Q, I) ist der McKay-Kdécher fiir die Einbet-

tung

m + 8Z — diag(¢™, ¢, (™),

By oy

Yo

p: Zg — S1(3,C),

Ba

T

Ci=eT.

By

Tp

(3.2)

Bg

Yc

Op

Bo

By

Og

W = ~yaBaca +v8BBaB + vcBcac + vpBpap
+veBeaE + YrBrar +veBeac + yHBHOH
— BevBOA — Brycap — Baypac — BaYEQD
— Bavrar — Beycar — Boyaac — Bpyacn

Abb. 3.3.3. Der aus G resultierende Kocher Q mit Relationen I = oW

Es gibt dann 33 perfekte Paarungen, die in der folgenden Tabelle zusammen
mit zugehorigen Koordinaten fiir das torische Diagramm dargestellt sind.
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Iy ={aa,ap,ac,ap,ap, ap,aq,ag}
I, = {Ba,ap,ac,ap,Be,ar, aq,ag}
I, ={aa, BB, ac,ap,ap, fr,aq,an}
Is ={aa,ap,fc,ap,ap,ap, Ba,an}
Iy ={aa,ap,ac, Bp,ap, ar,ac, fu}
Is = {aa,aB,Bc,Bp, o, ar, B, Bu}
Is = {aa, BB, ac, b, g, Br,aq, Bu}
I; = {Ba,ap,ac,Bp, Be, ar,aq, Bu}
Is = {aa, BB, Pc,ap, g, Br, Ba, m }
Iy = {Ba,aB,pc,ap, Be, ar, Ba, m }
IlO = {6A35B7QC,0[D76E76F3aGaaH}
Iy = {aa, BB, Bc, Bp, aE, Br, Ba, Bu}
Iy = {Ba, BB, Bc,ap, Be, Br, Ba,an}
Iiz = {Ba, BB, ac, Bp, PE. Br,aq, fu}
Iy = {Ba,as, Bc, Bp, BE, aF, Ba, Bu}
Il5 = {ﬂA7ﬂBaﬂCaﬂDaﬂEaﬂF;ﬁGaﬁH}

R R R R R R R R Rl e P 00 000000000000 0O

%WWOJOJM[\DQN[\D[\D[\?H)—‘)—‘}—‘O
NN s g 2 s N i s s N s s s

AN AN AN AN N AN N N AN N N N N N N N N N N N N N N N N N N N N S N S

116:{IYA?’)/Bv’YCv’yDv’YEv’YFaIYGa’YH} ;2)
Ly ={Ba,ar,ac,an,v8,7¢,70, 76} | (0,1)
Iis = {BB,an,ac,an,vc, Y0, Ve, 7r} | (0,1)
Ly ={Bc,aa,ap,aq,vp,ve,vr:vc} | (0,1)
I = {Bp,aa,ap,ac,ve,vr, e, vu} | (0,1)
121:{/BEaana07aD7PyA77Fa’YGa’YH} Oa )
Iy, = {Br,ac,ap,ap,va,78,7a,va} | (0,1)
Iys = {Bg,ap, o, ar,va,78,7c,va} | (0,1)
Ly = {Bu,ap, ar,aq,v4,78,7c, 70} | (0,1)
Is = {ac, Ba, Bp, Br,vB, VE- VG, YE ) | (1,1)
Iy¢ = {ap, BB, Br, Ba,va,vc,vr,vu} | (1,1)
Iy; = {ag, e, Br, Bu,v4,7v8, 7D, va} | (1,1)
Is = {aa, BB, Be, Bu,va,7vc, 70, vr} | (1,1)
Iyg = {ar,Ba, B, Ba, VB, Yo, Ve, vE ) | (1,1)
I30 = {aa, BB, Bp, Ba,vo, Ve, vr,vu} | (1,1)
I3y = {am, Ba, Bc, Br,vB,7E, YD, Ya ) | (1,1)
132 = {OéBvﬂCHﬂEvﬂHa’YAa’VDa’YFv’YG} ]-7 )

Tab. 3.3.1. Links die perfekten Paarungen auf G und rechts die jeweiligen
Koordinaten im torischen Diagramm

Bei dieser Branenkachelung empfiehlt es sich, das torische Diagramm mit Hilfe
des fast forward Algorithmus zu bestimmen (sieche Lemma 2.2.8 und Bemer-
kung 2.2.10). Dabei wurde die perfekte Paarung Iy fixiert; die Koordinaten sind
beziiglich der Z-Basis von 7 (1T), {[a1], [a2]}, angegeben: Fiir eine perfekte
Paarung I;,j € {0,...,32}, zeigt die rechte Spalte in obiger Tabelle also

I; — Iy € Z[oy] & Z[a] = 71 (Tr),

die Homotopieklasse der Summe geschlossener Wanderungen in G, I;—Io € Z%1.
Die nichste Abbildung zeigt die geschlossene Wanderung Io; — Iy € Z&'. Thre
Klasse in mq (11) ist [a1] + [a2] = (1, 1).
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Abb. 3.3.4. In Gelb die geschlossene Wanderung Io7 — Iy € Z¢ und in Blau
eine Fundamentalmasche von Tr.

Ein torisches Diagramm fiir U, ist somit durch das Dreieck mit den Ecken
(0,0), (4,0) und (—1,2) gegeben:

(_17 2)

(0,0) (1,0) (2,0) (3,0) (4,0)

Abb. 3.3.5. Ein torisches Diagramm fiir Us,.

Wir haben dann eine kurze exakte Sequenz von abelschen Gruppen

1 0 0
1 4 0
1 -1 2

Somit ist Zg die Klassengruppe von Uy, und wie gewiinscht gilt:

(1 3 4

0— 73 VA

Zg—>0.

UO'G = SpeC C[x17x27x3]287

wobei die Zg-Wirkung auf Clzy, zq, 23] die von p (vgl. (3.2)) induzierte ist. Es
gibt 6 volle Triangulierungen des torischen Diagramms. Die folgende Tabelle
zeigt 6 unterschiedliche generische Stabilititen und die zugehorigen stabilen
perfekten Paarungen.
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0=(1,1,1,1,1,1,1,—
—9=(-1,-1,-1,-1,—-1,-1, -1,

9= (3,3,—4,3,3,-7,3,
(77 715 717 77 727 7157 77 -

I, Ig, I11, Io, Io7
I, 17,114, 11, I3o
I3, I5, I1, I23, I26
Iy, 17,113, I, I25
14, I7, 113, I, I25

7

7
e=(-3,7,4,1,-3,-3,-3,-3
1

2

3

Il =

n (_17107_27 _27_17107_171 I3aI87112;I233I31

Tab. 3.3.2. Generische Stabilitéiten fiir die crepanten Auflésungen von Us,,.

Dabei sei bemerkt, dass die Ag-Darstellungen, die den externen perfekten Paa-
rungen Iy, I15 und I4 entsprechen, keine trivialen Unterdarstellungen besitzen,
und somit stabil beziiglich jeder Stabilitiit sind.(vergleiche auch N.Broomheads
Resultat Proposition 2.4.4). Sie sind deswegen nicht in der Tabelle aufgelistet.

Die 6 unterschiedlichen generischen Stabilitdten sind so gewihlt, dass sie die
6 unterschiedlichen Triangulierungen des torischen Diagramms ergeben; jede
andere generische Stabilitdt ergibt dann eines dieser 6 torischen Diagramme.

Io I I, I Is Iy I, Iy Ly 115

Abb. 3.3.6. Die 6 Triangulierungen des torischen Diagramms
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Wir wollen nun den Algorithmus von Hanany et al. anwenden, um Tiltingbiindel
fiir die crepanten Auflésungen von Uy, zu bestimmen. Wir fixieren dazu die Ecke
0 € Qo und wéhlen Wanderungen w; in @ zu jeder anderen Ecke j € Q.

wp : 0 — 0 = triviale Wanderung
w1:0—>1:651
w2:0H2:6515§1
w3:0—>3:a}1
HJ4IO—>4=’}/G
ws:0—5=ac
we : 0 — 6 = Brfr
wry:0—7=0p

Sei b € Z% eine generische Stabilitit. Die Ty-invarianten Primdivisoren von
My sind dann die Abschliisse derjenigen T);-Orbiten, die durch die eindimen-
sionalen Kegel im Fécher von M, indiziert sind. Sie konnen also durch die
Gitterpunkte im torischen Diagramm nummeriert werden. Wir werden nun die
folgende Nummerierung benutzen:

Der Algorithmus von Hanany et al. ergibt dann fiir die verschiedenen crepanten
Auflésungen von U, die folgenden Divisoren. Die direkte Summe der entspre-
chenden Linienbiindel ist dann ein Tiltingbiindel.

Tio=—Dog—Dsg—Dyyg
Tog=—Dog—2-D3g—2-Dyg— Dey
T39 = —Do g
Tag=Dsg+ Dsg+ D7y
Ts0 =Dog+ D19+ Dsyo
Ts9=D19+Dop+Dsg+2-Dyg+ Dsg+ Dsp
Tr70=D1,9+Dog~+ Dsg+ Dypg+ Dsg+ Deg

7
Somit ist Ly := Opq, @ @OMQ (Ti) € D*(Coh My) ein Tiltingbiindel.

=1
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Ti, ¢ =—D3_9— D4 9
Th_9=—Dy_9—2-D3_9g—2-Dy_g—Ds ¢
T35, _9g=—Do_—9g—D1,—9g—Da_9g—D3_g— Dy _g
Ty,—9g=Ds 9+ Ds g+ D7 g
Ts5,—9 = Do,—0+ D1,_g+Da_g+Ds g
To,—9g = D1,—0+ Do _g+ D3 _g+-Dy_g+Ds _g+ Dg o
T7,_6 = D4, ¢

7
Somit ist £_g 1= Onm_, &) Opm_,(Ti—g) € D*(Coh M_y) ein Tiltingbiindel.

i=1

Tl,s = _Dl,s - DZ,E - DB,E - D4,€
TQ,E = _Dl,s -2 D2,5 -2 D3,€ -2 D4,5
T37a = _DO,E - Dl,e - D2,s - DS,E
T4,5 = D?,s
T5,s = DO,s
TG,E = DB,E +2- D4,€ + DG,E
T7,£ = DS,E + D4,5

7
Somit ist L. := O, & @) Oum. (Ti.) € D'(Coh M.) ein Tiltingbiindel.

i=1

Thvo=—Duay
Toy =—Doy—Dsy—2-Dyy
T39 = —Doy — D19 — Day
Ty9 = D59 + Dgy + D7y
T59 = Doy + D19+ Day+ D39+ Ds g+ Dso
Tey=D19+Doy+2-D39y+2-Dsy+ Dsyp
T79=D3y+ Diy+ Dy

7
Somit ist Ly := Opm, B @ O, (T;.9) € D*(Coh My) ein Tiltingbiindel.
i=1
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Ty, =Dy,
15, =-Dy1,— Dy, — D3, —2-Dyy
T3, =-Doy—D1y— D2y
T4,u = D5,u + Dﬁ,u + D?,u
TS,/L = DO,,u, + Dl,/l, + D2,/J. + DB,/L + D5,/L + D6,/1,
Tey =Dz, +2-D3,+2-Dyy+ Ds
T7,,u, = DS,;L + D4,p, + DG,,U,

7
Somit st £, 1= Opq, @ @D O, (Ti) € D’(Coh M,,) ein Tiltingbiindel.

i=1

T3,7] = 7D0,n - Dl,n - D5,77
T4,n = D6,77 + D7,n
T5, = Doy
Toyy =Doy+2-D3y+2-Dyy+ Dgy
17, = D2, + D3+ Dyy+ Dey

7
Somit ist £, := Opt, & ) O, (Ti.y) € D*(Coh M,) ein Tiltingbiindel.

i=1
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Kapitel 4

Tiltingbiindel fiir
Totalraume von
Linienbiindeln auf torischen
Varietiten

Sei X eine glatte torische Varietdt und p : ¥ — X ein Linienbiindel auf X.
Wir wollen in diesem Kapitel der Frage nachgehen, wann ein Tiltingbiindel
auf Y existiert. Fiir den Fall, dass X eine projektive torische Flidche und p :
Y — X das kanonische Biindel auf X ist, haben Lutz Hille und Markus Perling
in [20] bewiesen, dass ein Tiltingbiindel auf ¥ genau dann existiert, falls die
anti-kanonische Klasse — K x numerisch effektiv ist. Weil in diesem Fall Y eine
torische 3-CY-Varietét ist, finden wir mit Hilfe von Resultaten aus den Kapiteln
1 bis 3 einen alternativen Beweis. (Satz 4.1.1.)

In Abschnitt 4.2 kehren wir zur allgemeinen Situation einer glatten torischen
Varietdt X und einem Linienbiindel p : Y — X zuriick: Wir werden ein fiir die
Existenz eines Tiltingbiindels auf Y hinreichendes Kriterium beweisen. (Satz
4.2.4.)

Weil es projektive torische Fldchen ohne Tiltingbiindel gibt (siehe [19]), kann
Satz 4.1.1 nicht fiir den Fall, dass p : Y — X irgendein Linienbiindel ist, verall-
gemeinert werden. Falls ein Tiltingbiindel auf X existiert, vermuten wir, dass
Satz 4.1.1 eine Verallgemeinerung besitzt (Vermutung 4.3.1.)

4.1 Kanonische Biindel auf projektiven torischen
Flichen

Sei X = Xy eine projektive torische Flidche. Dann gilt folgendes (siehe [16]):

3 ist ein Ficher in einem zweidimensionalen Gitter N. Die primitiven Erzeu-
ger der eindimensionalen Kegel (1) = {vy,...,v:} seien im entgegengesetzten
Uhrzeigersinn angeordnet. Wir setzen vg := vy und vy := v1. Weil X projektiv
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ist, gilt:
%] = No.

Weil X glatt ist, ist fiir alle s = 1,... ¢
det(vi|vi41) = £1.
Es gibt dann fiir alle ¢ = 1,...,t eindeutig bestimmte ganze Zahlen a; mit
Vi—1 + a;v; + vip1 = 0. (4.1)

Wenn D; C X der v; entsprechende Torus-invariante Primdivisor ist, dann ist
a; seine Selbstschnittzahl D? und man hat fiir alle 4,5 = 1,...,¢

o 1 falls|i—j[=1
DZ'DJ{ 0 falls|i—j]>1

Somit ist wegen Proposition 1.3.1 fiir allei =1,... ¢t
t
~Kx.D;=Y» Dj.Di=a;+2, (4.2)
j=1

weswegen die anti-kanonische Klasse von X genau dann numerisch effektiv ist,
wenn fir alle i =1,...,¢ gilt:
a; > —2.

Wegen den Propositionen 1.1.1 und 1.3.1 wissen wir, dass die Totalrdume kano-
nischer Biindel auf projektiven torischen Flichen 3-Calabi-Yau-Varietéten sind.
Aus Lemma 1.3.7 und den Theoremen 3.2.4 und 2.2.15 ergibt sich nun der

Satz 4.1.1. Seip:Y — X das kanonische Biindel einer projektiven torischen
Fliche X. Dann existiert ein Tiltingbiindel auf Y genau dann, wenn die anti-
kanonische Klasse von X, —Kx, numerisch effektiv ist.

Beweis. Das torische Diagramm von Y, P, ist einfach zusammenhéngend. We-
gen Lemma 1.3.7 existiert auf Y kein Tiltingbiindel, wenn P nicht konvex ist. Sei
umgekehrt P konvex. Dann ist Y eine crepante Auflésung einer affinen torischen
3-CY-Varietédt V. Nach Theorem 2.2.15 wissen wir, dass eine geometrisch kon-
sistente Branenkachelung G existiert, mit V = U,,. Auflerdem existiert nach
Theorem 2.3.14 eine generische Stabilitit 8 € B mit My =2 Y. Mit Theorem
3.2.4 erhalten wir dann ein Tiltingbiindel auf Y. Somit ist die Konvexitéit von
P dquivalent zur Existenz eines Tiltingbiindels auf Y.

Aus (4.1) ergibt sich fiir alle ¢ = 1,...,¢, mit a; # 0, die Gleichung

-1
v = ((T) “Vi-1+ (7) Vi1

Somit ist P genau dann nicht konvex, wenn ein ¢ = 1, ..., ¢ existiert mit:
a; < —2.

Wegen (4.2) ist dies dann und nur dann der Fall, wenn —K x nicht numerisch
effektiv ist. O
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Satz 4.1.1 ist bereits mit anderen Methoden von Lutz Hille und Markus Perling
bewiesen worden:

Definition 4.1.2. [20] Sei X eine projektive torische Fliche und wx das ka-
nonische Biindel. Eine unendliche Folge von Linienbiindeln {£;};cz C Pic(X)
heifit zyklische streng exzeptionelle Folge von Periode n > 0, falls folgendes gilt:

e Firallei e Zist L;,_,, = L; Quwx.
e Fiir alle i € Z ist @27 L; ein Tiltingbiindel auf X.

Theorem 4.1.3. [20, Theorem 8.5 und 8.6] Sei X eine projektive torische
Fliche. Dann existiert eine zyklische streng exzeptionelle Folge {L}icz auf X
genau dann, wenn die antikanonische Klasse —Kx numerisch effektiv ist. Bis
auf Isomorphie gibt es 16 solche Flichen.

In [20] wird ferner bemerkt, dass in diesem Fall dann durch Zuriickziehen von

i+n

D &

j=i+1

entlang der Projektion p : wx — X ein Tiltingbiindel auf wx gegeben ist.

4.2 FEin hinreichendes Kriterium

Lemma 4.2.1. Sei Xyx glatt und p : Xy — Xx wie in Proposition 1.1.1 das
Linienbiindel mit zugehérigem Cartierdivisor D =" a;D;. Dann induziert der
Pull-Back p* : Coh(Xys) — Coh(Xy) einen Isomorphismus zwischen den Gro-
thendieckgruppen

Ko(p®) : Ko(Coh(Xx)) — Ko(Coh(Xy)), Ko(p")[F]:= [p*F].
Beweis. Weil p flach ist, ist p* : Coh(Xyx) — Coh(Xy) ein exakter Funktor.
Somit ist Ko(p*) ein wohldefinierter Morphismus von Gruppen.

Zuniéchst zeigen wir die Surjektivitit von Ko(p*): Sei dazu G € Coh(Xy). Nach
Theorem 1.2.6 und dem Syzygiensatz von David Hilbert existiert dann eine
exakte Sequenz in Coh(Xy)

0—H™ KD 5 S HO g0,

wobei die H*) der Form

H® = @ Ox,(Fiy) , Fip € T-Div(Xy)
sind. Wir erhalten daraus in der Grothendieckgruppe die Gleichung
G]= D (1! [Ox((Fj)l.
0<k<n
1<j<ri

Weil Xy, glatt ist, ist ebenso X~ glatt, und jeder Divisor ein Cartierdivisor. Also
sind alle H*) direkte Summen von Linienbiindeln.

61



Kapitel 4. Tiltingbiindel fiir Totalrdume von Linienbiindeln auf torischen
Varietéten

Wir zeigen nun, dass jedes Linienbiindel auf X~ der Pull-Back eines Lini-
enbiindels auf X ist:

Sei L = Ox,(E) € Pic(Xx), mit einem Divisor E = 1Dy + ... + B:D;. Fiir
jedes o € ¥ existiert dann ein m, € M mit m,(v;) = G;, fir alle v; € o(1).
Der Morphismus p : X+ — Xy ist der von der Projektion nach der ersten
Komponente 7 : N & Z — N induzierte torische Morphismus.

Fiir den p*Ox,, (F) beschreibende Divisor p*E gilt dann:

P Elpw,y =p" divix™)|p-1v.)
= diV(Xm”owl)‘pfl(UU)

= 3 (myom) (_“a) Dj+ (mg om) (2) Dy

v;€o (1)

= Z mU(Ui)Dgﬁ

v;€c (1)
wobei D}, j = 1,...,t, (bzw. Dj ;) den Abschluss des Orbits, der dem von
(") ex),j=1,....t, (bzw. (0) € T(1)) erzeugten Strahl entspricht, be-

a; 1
zeichnet. Es ist also:

p'E=p"(b1D1+ ...+ BDy) = f1 Dy + ... B D;.

Nach Lemma 1.2.4 ist jeder Divisor auf Xy rational dquivalent zu einem Divi-
sor 11D} + ...+ 7D}, weil Di,; — p*D ein Hauptdivisor ist. Somit ist jedes
Linienbiindel auf Xy der Pull-Back eines Linienbiindels auf Xs. Insbesondere
ist mit OXT (Fi,k) = p*(l)xZ (Ri’k)Z

6] = Ko(p")( Y (~1)*[Oxs(Ry0)]) € Im Ko(p").

0<k<n
1<j<rg

Nun zur Injektivitdt von Ko(p*): Zuniichst sei bemerkt, dass fiir eine kohérente
Garbe F € Coh(Xy,) gilt:

PF=0=F=0:
Es ist p*F = 0 genau dann, wenn fiir alle x € Xy gilt:
(0" Fa = Fpa) DOy pe) Oxy.e = 0.

Weil p flach ist, ist dies aquivalent dazu, dass fiir alle z € X gilt: 7,y = 0. Weil
p surjektiv ist, folgt dann: F, = 0, fiir alle y € Xx. Und dies ist gleichbedeutend
damit, dass F = 0 ist.

WEeil p flach und surjektiv ist, ist
0—>£1—>E2—>£3—>0, £17£2,£3EPiC(X2),
genau dann eine kurze exakte Sequenz, wenn

0—p"Ly —p"Lo—p*L3—0, p*Ly,p"Lo,p" L3 € Pic(Xy),
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eine kurze exakte Sequenz ist. Wir hatten oben gesehen, dass wegen der Glatt-
heit von Xy die Grothendieckgruppen von den Linienbiindeln erzeugt sind und
dass jedes Linienbiindel auf Xy der Pull-Back eines Linienbiindels auf Xy, ist.
Somit ist Ko(p*) injektiv.

O

Fiir die Kohomologie eines Linienbiindels p* L, £ € Pic(Xy), hat man folgendes:

Lemma 4.2.2. Sei wie in Proposition 1.1.1 p : Xy — Xx ein Linienbindel
mit zugehorigem Cartierdivisor D = a1 D1 + ... 4+ a;Dy. Dann gilt fir alle £ €
Pic(Xx) und k > 0:

H*(X~v,p"L) = @ H* (X5, L@ O(—nD)).

n>0
Beweis. Wir haben die offenen affinen Uberdeckungen fiir X5, und X+
V=AUs;- s Us, | 0i € Baw} und V' = {Uss, ..., Uysr | 0] € Taz},
wobei 0} € T nax der geliftete Kegel von o; € Ypax ist (vgl. Proposition 1.1.1.)
o HF (Xr,p*L) ist die k-te Kohomologie des Cech-Komplexes
€ (V' p"L))r>0:
cCrV,p'L) = @ HO(UmO/ N...NUy, ,p*L) und

1<ip<...ir <k

e H*(Xy, £ ® O(—nD)) ist die k-te Kohomologie des Cech-Komplexes
(C"(V, L& O(—nD)))r>0:

C'(V,.LeO(-nD)= P H(U,, N...NU,, ,L&O(-nD)).

1<ip<...ip <k

Sei E =kiDy + ...+ k¢D; ein Divisor fiir £. Dann ist E' = k1 D] + ... + kD,
ein Divisor fiir p*£ und es ist nach [16, Kapitel 3]

O ’ ’ * = . (m7n)
H'(Uy; N...N0Uy; ,p*L) P cC«x (4.3)
(m,n)EP;,... i

der C-Vektorraum mit einer Basis indiziert durch

PiOwHyir = {(7:;) S M@Z|TL Z O, (:) ( vi ) Z —ki V’Ui € (Uig n... ﬂoir)(l)}

= {<7;Z) ceM® Z|TL > 0, m(vi) > 7(](31 — nai) V”Ui S (Uio Nn...N (Tir)(l)},

i) € Ymaz ist (vgl. Proposition 1.1.1).

r

wobei 0y, :=m1(0},),..., 04, = m(0]

Definiere nun fir ein n > 0

Pig....ipn = Pig,.i, "M @ {n}.
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Dann haben wir analog zu (4.3) aus [16, Kapitel 3] die Formel

H(U,,

ﬂ...ﬁUgiMC@O(—nD)): @ C,X(mm).

(m,n)EPiy, . iy,

Insgesamt erhalten wir die Gleichung

$u'w,, n...n0,, L& O(-nD)) =H(U,

n>0

N...NU, ,p*L).

/
ig i

Fiir den Cech-Komplex erhilt man somit eine Graduierung

(V. prL)=EPCr (V. Lo O(-nD)),

n>0
die von den Cech-Differentialen respektiert wird. O

Bemerkung 4.2.3. Alternativ kann man Lemma 4.2.2 wie folgt beweisen:
Zunichst hat man fiir ein Linienbiindel £ € Pic(Xx) die Formel:

pp*L=EPL®O(-nD). (4.4)
n>0

Sei T' = k1 D1 +...+ kD ein Divisor fiir £. Dann ist 77 = k1 D] +. ..+ k:D; ein
Divisor fiir p* L. Sei ferner ¢’ € T4, und 0 = 71(0”) € Xjpar wie im Beweis von
Lemma 4.2.2. Dann existiert ein m, € M mit m,(v;) = k;, fiir alle v; € o(1).
Wegen p~1(U,) = U, haben wir dann die Gleichung
HO(Uy, pup*L) = HO(Uyr, p*L)

— {f € C(Xx) | div(f) + T']ir, > 0}

= ("™ e CIM @ 2] | div(x"™™) + div(x"* )|y, > 0)¢

= ("™ e CM @ Z] | X" € Ayr)e

= (™™ |0 >0, (m+m")<vi ) >0V v € o(1))

n —a; c
= @ <X(m,n) | m(v,) > 7(]67 — nai) Yov; € O’(l)>c
n>0
= @{g € C(Xx) | div(g) + (T - nD)|y,> 0}
n>0
= P H(U,, L O(~nD)).
n>0

Das zeigt (4.4). Daraus folgt nun Lemma 4.2.2: Es ist
Hk(XTvp*L") = Eth(p*Oinp*‘C)
= Eth(OXE,P*P*E)
= @Extk(oxz,ﬁ ® O(-nD))

n>0

= P H"(Xn, L2 O(-nD)).

n>0
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Eine direkte Konsequenz aus den Lemmata 4.2.1 und 4.2.2 ist nun der

Satz 4.2.4. Sei X eine glatte torische Varietit, D ein Divisor auf X und sei
p:Y — X das D entsprechende Linienbiindel. Fin Tiltingbiindel aufY existiert
genau dann, wenn die folgenden beiden Bedingungen erfillt sind:

o Es existiert ein Tiltingbiindel L= L1 ® ... D L, auf X.
o Fiirallet,j=1,....,n und k > 0 gilt:
P HNX, L7 ® L; ® Ox(—tD)) = 0.
>0
In diesem Fall ist dann p*L ein Tiltingbiindel aufY .

Beweis. Sei L' = L} @ ... ® L] die direkte Summe von Linienbiindeln £ €
Pic(Y). Wir hatten in Lemma 4.2.1 gesehen, dass jedes Linienbiindel auf Y
der Pull-Back eines Linienbiindels auf X entlang p ist. Somit existieren fiir alle
i = 1,...,n Linienbiindel £; € Pic(X) mit p*£; = L;,. Wegen Lemma 4.2.2
haben wir dann fiir alle £ > 0

Ext*(£', L) = Ext®(p* L, p* L)
= @ Extk(p*ﬁi,p*ﬁj)

i,j=1,....n

= P HpLeL))

7,7=1,..., n

= P PHX L' ®L; e 0x(-tD)).

Nach Lemma 4.2.1 ist £ € CohY genau dann voll, wenn £1®...®L,, € Coh(X)
voll ist.

Somit folgt die Aussage des Satzes. O
Beispiel 4.2.5. (i) Sei X = P". Dann ist nach Beilinson [4]

n
L™ = P Opn (i) € Coh(P™)
i=0
ein Tilitingbiindel auf der torischen Varietiit X. Eine invertierbare Garbe Opn (),
a € Z, hat genau dann nicht-triviale héhere Kohomologie, wenn gilt:
a< —(n+1). (4.5)

Sei nun p, : Y, — P" das Linienbiindel, dass die Garbe von Schnitten O(a)
hat. Dann ist wegen (4.5) und Satz 4.2.4 der Pull-Back pZL'(") genau dann ein
Tiltingbiindel auf Y,, falls gilt:

—a > 0. (4.6)

Zu (4.6) aduivalent ist: Die Divisorklasse von Opn(—a) ist numerisch effektiv.
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Falls a > 0 ist, existiert kein Tiltingbiindel auf Y,: Wegen (4.5) und Lemma
4.2.2 gilt:

@ Ext” (Oya , Oy, )

k>0

= P Ext" (p; Opn, s Opr)

k>0

:@Hk(ya,pj;opn)

k>0

PP ", 05 (~ta)

k>0 >0

£ 0.

4.3 Eine Vermutung

Die Motivation fiir die folgende Vermutung kommt von Satz 4.2.4 und den Er-
gebnissen von Markus Perling iiber azyklische Linienbiindel auf torischen Va-
rietéiten in [29].

Vermutung 4.3.1. Sei X eine projektive, glatte torische Fliche mit einem
Tiltingbiindel £ € Coh(X), seip: Y — X ein Linienbindel auf X und D ein
Divisor fir dieses Linienbiindel. Dann ist p*L ein Tiltingbiindel auf Y genau
dann, wenn —D numerisch effektiv ist.

Wir zeigen nun, dass Vermutung 4.3.1 fiir alle X mit rang Pic(X) < 2 wahr ist.

e Falls Pic(X) = Z ist, ist X isomorph zu einer projektiven Ebene. Beispiel
4.2.5 (i) zeigt, dass die Vermutung 4.3.1 fiir X = P? richtig ist.

e Falls die Picardzahl von X gleich zwei ist, ist X zu einer Regelfliche F,
isomorph.

Seia € Z>pund F, = P(Op1 ®Op:1 (a)) die zugehorige Regelfldche. Die primitiven
Erzeuger der eindimensionalen Kegel in einem Fécher fiir IF, sind gegeben durch

O

Wir haben dann die kurze exakte Sequenz (1.8) von abelschen Gruppen

1 0
0 1
a

-1 0 1 01
0 -1 1 —a 1 0

0> M —— Ty — Div(F,)

Pic(F,) — 0.

Sei £ = O(aq,a2) € Pic(F,) = Z[D4] ® Z[D,]. Wir benutzen nun die in Beispiel
1.4.4 vorgestellte Methode zur Bestimmung der azyklischen Linienbiindel auf
F,:

Es ist H*(F,, £) # 0 genau dann, wenn (a1, az) enthalten ist in

(22 ) () (%)
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und H*(F,, £) # 0 gilt genau dann, wenn (a1, az) enthalten ist in

(f) + 0 <01> s @ U (_02) + 0 <_01> + s <(1))

Sei D; der v; entsprechende Torus-invariante Primdivisor. Die Selbstschnittzah-
len der D; sind dann gegeben durch

(D?, D% D2, D?) = (0, —a,0,a).
Fiir den Kegel der numerisch effektiven Divisorklassen berechnen wir dann
Z>o X Lo C Pic(Fy,).
Definiere T := O®O(1,0)®0(0,1)®O(1,1) € Coh(F,). Dann ist fiir alle £ > 0

Ext"(T,7) = @ H"(F.,0(,j)) = 0.
i,j==%1

Mit der in Beispiel 1.4.4 vorgestellten Methode konnen wir zeigen, dass 7 eine
volle Garbe ist. Somit ist 7 € Coh(F,) eine Tiltingbiindel auf F,. Die néchste
Abbildung behandelt den Fall a = 2.

(D]

°
e =
°
°
[ )

[ )

Abb. 4.3.1. In Gelb die 7 definierenden Divisorklassen, in Blau die

Divisorklassen, deren zugehorige Linienbiindel nicht-triviale hohere

Kohomologie haben, und in Rot der Kegel der numerisch effektiven
Divisorklassen.

Fiir ein Linienbiindel p : Y — F, gilt nun wie in 4.3.1 vermutet:

p*7T ist genau dann ein Tiltingbiindel auf Y, wenn die dem Linienbiindel p : Y —
F, entsprechende Divisorklasse [D] die Eigenschaft hat, dass —[D] numerisch
effektiv ist.
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