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1 Einleitung

Die reduktive algebraische Gruppe G L, (C) operiert auf d Kopien von n x n Matrizen
durch simultane Konjugation, das heit fir g € GL,(C) und (Ay,..., Ag) € M,(C)? sei
die Aktion durch

g.(Ay, ..., Ag) = (gAig7t, ... gAag™)

gegeben. Der Raum M, (C)? ist auf natiirliche Weise eine affine Varietét. Hier ist der
Ring der reguliren Funktionen C[M,,(C)?] isomorph zum Polynomring in dn? Variablen.
Er wird erzeugt von den Koordinatenfunktionen

:1:2’3) M, (C)¥ — C

(A1, .. Ag) — (A,

wobel (Ay);; der (i,j)-te Eintrag der Matrix Ay sei. Die GL,-Aktion setzt sich auf
C[M,(C)4] durch

(g (A, Ag) = (g Avg, . g Aug)

fort. Der Invariantenring ist der durch
Cha:={f €CIMY | g.f = f fiir alle g € GL,}.

gegebene Unterring. Nach dem Endlichkeitssatz von Hilbert ([Kra84] S. 72) ist dieser
endlich erzeugt, korrespondiert also zu einer affinen Varietat. Somit stellt sich die Frage,
wie diese Erzeuger aussehen. Dies hat Procesi in [Pro76] beantwortet. Die Erzeuger sind
Spuren von generischen Matrizen, d.h.

Cnd = {tT(X“ sz) ‘ ’il,...,ik (- {1,,d},k I~ N}, (11)
wobei die generische Matrix X = (a:y;))” die Matrix der zugehorigen Koordinatenfunk-
tionen ist. Offensichtlich ist das in (1.1) angegebene Erzeugendensystem nicht endlich.

Abhilfe schafft hier ein Zusatz von Procesi, der eine Gradschranke fiir die benotigten
Erzeuger angibt.

Damit stellt sich natiirlich die Frage, wie ein minimales Erzeugendensystem von Cq4
genau aussieht. Der Invariantenring C,,; ist eine positiv graduierte endlich erzeugte C-
Algebra. Somit lasst sich ein minimales homogenes Erzeugendensystem Grad fiir Grad
bestimmen. Insbesondere haben alle minimalen homogenen Erzeugendensysteme von C,,4
die gleiche Anzahl von Elementen und deren Grade stimmen, bis auf eine Permutation,



1 Einleitung

iiberein. Sei nun ¢4, ..., %, ein solches minimales homogenes Erzeugendensystem von C4
und R := C[T}, ..., T| der Polynomring in k Variablen. Die kanonische Abbildung

gOZC[Th...,Tk] — Cnd
T, —

ist ein graduierter C-Algebrenhomomorphismus, sofern der Grad von T; dem Grad von
t; entspricht. Insbesondere ist I := ker(y) ein homogenes Ideal in R.

Die Ziel dieser Arbeit ist die Bestimmung der notwendigen Erzeuger des Ideals I fiir
n = d = 3. Das Ergebnis fasst Theorem 7.0.8 zusammen. Das Ideal I hangt von der Wahl
des minimalen Erzeugendensystems von C,,4 ab. Gliicklicherweise gilt dies aber nicht fiir
die Anzahl und die Grade der notwendigen Erzeuger von I, da diese nach [BH93, Kap
1.5] durch die minimale freie (=projektive) graduierte Auflésung

0= PR - ... > PRI = R— Cua— 0
i i

von Cq als R-Modul gegeben sind. Dabei ist 8;; die Anzahl der notwendigen Erzeuger
von I im Grad j. Setze hier

N'(n,d) := maz;{B;; # 0}.

Die Relationen beziiglich eines minimalen Erzeugendensystems von (), lassen sich
Grad fiir Grad bestimmen, da ¢ graduierte Abbildung ist, was in 6.2.1 vorgestellt wird.
Um Theorem 7.0.8 zu beweisen und zu formulieren sind zwei Probleme zu losen.

1. Wieviele Grade miissen untersucht werden? Dies ist aquivalent zur Bestimmung
von N'(3,3).

2. Ein minimales Erzeugendensystem von C33 hat 48 Erzeuger (siche 5.5.1). Das
Relationenideal I hat 365 Elemente, deren Darstellung teilweise mehrere Seiten in
Anspruch nehmen. Wie kann man diese kompakt aufschreiben?

Das folgende Beispiel verdeutlicht das erste Problem.
Beispiel 1.0.1. Betrachte die reguldre Abbildung
o: A — A3
to—s (834 1°).

Die Koordinaten des affinen Raums A3 seien mit X,Y,Z bezeichnet. Das Bild dieser
Abbildung ist das Nullstellengebilde N(X° — Z3, X4 — Y3 Y5 — Z%), somit ist das Bild
abgeschlossen. Wie sieht das Verschwindungsideal

V(Imy):={fcCIX,Y, Z]| f(t*t*,t°) = 0Vt € C}



aus? Gesucht wird offenbar der Kern der Abbildung

ClX,Y,Z] — CJt
I GRAR D)

Setzt man deg X := 3, degY =4, deg Z := 5, so ist dies eine graduierte Abbildung, die
man Grad fir Grad untersuchen kann. Sei

f= Z a; ;. XY ZF € C[X,Y, Z]

(4,4,k)EN3

gegeben. In Grad O ergibt sich somit agpo = 0. Dies entspricht der trivialen Relation,
d.h. dem Polynom 0 in C[X,Y,Z]. Die interessanten Relationen ergeben sich ab Grad

8.
Grad Koeffizienten Relation

8 a1,0,1 + Ap,2,0 = 0 XZ-— Y2
9 @3,0,0 + ap,1,1 = 0 X3 -YZ
10 21,0 + ap,0,2 = 0 X2y — 72
11 20,1 + a120 = 0 XQZ — XY2
Dabei folgt die Relation in Grad 11 schon aus der Relation vom Grad 8, da

X(XZ-Y?) =X*2Z - XY?

qilt. Die Frage ist nun, wieviele Grade man hier untersuchen muss, um ein Erzeugen-
densystem fiir das Verschwindungsideal zu bestimmen.

Dieses Beispiel hat mehr als nur die Graduierung mit C,4 gemein. Der Invarianten-
ring C,q ist der Koordinatenring des algebraischen Quotienten von M¢ beziiglich der
G L,-Aktion durch simultane Konjugation. Ein solcher ist gegeben durch einen GL,-
invarianten Morphismus 7: M¢ — Y von Varietiten, so dass jeder G L,-invariante Mor-
phismus M? — Z eindeutig iiber 7 faktorisiert. Damit ist ein algebraischer Quotient bis
auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

Die Anzahl k der Elemente des minimalen Erzeugendensystems entspricht hier dem
kleinsten affinen Raum, in dem der Quotient V,,; realisiert werden kann. Bilden die Ele-
mente f1, ..., fr ein minimales Erzeugendensystem von C,,4, so lasst sich der Morphismus
7 durch

T Mff = A" Vi < AF

o= (ful@),. . felx))

definieren. Dabei ist V,,; := I'm . Das Verschwindungsideal V (Im ) entspricht dem Re-
lationenideal I beziiglich des gewahlten minimalen homogenen Erzeugendensystem von
Cha. Insbesondere ist hier I stets ein Primideal, denn mit Mﬁf ist auch V4 irreduzibel.



1 Einleitung

Bei der Losung des ersten Problems spielt die Cohen-Macaulay-FEigenschaft des Invari-
antenrings die entscheidende Rolle. Daher wird die zugrundeliegende Theorie in Kapitel
3 ausgearbeitet. Dies beginnt mit einer grundlegenden Einfiihrung nach dem Artikel
[Spr89]. Hier ist insbesondere die Darstellung der homogenen Parametersysteme iiber-
arbeitet worden, da dort, neben einigen Tippfehlern, die Beweisabfolge etwas ungiinstig
war. Ferner wurden noch einige grundlegende Beweise, zum Beispiel von 3.1.23 und 3.1.8
hinzugefiigt, da diese in den angegebenen Quellen nur teilweise vorhanden waren. Der
Abschnitt iiber die Hilbertreihen wurde hier noch um einige Beispiele und eine alter-
native Berechnungsmethode erweitert. Diese Methode bildet zusammen mit der Cohen-
Macaulay-Eigenschaft von (33 die Grundlage des Beweis von Theorem 7.0.8. Die dort
angewandte Methode wird in Abschnitt 6.4.2 beschrieben.

Mit einer etwas theoretischeren Methode beschaftigt sich ein Theorem von Harm Derk-
sen 3.3.11, das eine obere Abschatzung fir die N*(n,d) liefert. Da im Beweis die Kos-
zulauflosung eine wesentliche Abschatzung ermdoglicht, wird diese hier zuvor erlautert.
Im hier angegebenen Beweis wird zusatzlich noch der Zusammenhang des T'or-Funktors
und der freien graduierten Auflosung diskutiert. Der Nutzen dieses Theorems wird an
Beispiel 1.0.1 illustriert. In 6.4.1 wird mit dieser Methode eine allgemeine Abschéatzung
fir N'(n,d) gewonnen. Diese ist allerdings sehr grob. Daher wird hier eine Moglichkeit
entwickelt, diese Abschatzung zu verbessern, falls ein “gutes” homogenes Parametersys-
tem existiert. Dieses miindet in Satz 6.4.4, woraus N'(3,3) < 27 folgt.

Dass die Invariantenringe C,,4 die Cohen-Macaulay Eigenschaft besitzen ist ein Spe-
zialfall des Theorems von Hochster-Roberts 3.2.21. Der hier angegebene Beweis die-
ses Theorems beruht auf Kapitel 6.5 in [BH93]. Hier werden zunéchst die notwendigen
Grundlagen (treuflache Moduln, Jacobsonringe) kurz erldutert. Im Gegensatz zum Be-
weis in [BH93| wird das Theorem zuerst fiir endliche Korper bewiesen. In diesem Fall
wurde auch ein iiberfliissiger Index entfernt. Ferner wird die Vorgehensweise bei der Re-
duktion genauer erlautert und der gesamte Beweis etwas iibersichtlicher dargestellt.

Das zweite Problem lasst sich durch das zweite Fundamentaltheorem 2.3.10 l6sen.
Dieses beschreibt die Relationen zwischen den kanonischen Erzeugern aus (1.1). Dabei
lassen sich dort die Relationen durch Tupel von Monomen beschreiben. Die Summe der
Lange dieser Tupel entspricht gerade dem Grad der zugehorigen Relation. Um diese
kurze Notation zu iibernehmen, miissen die gegebenen Relationen als Ausdriicke des
gewahlten minimalen Erzeugendensystems geschrieben werden. Dazu wird in 6.2.3 der
Relationenbriiter eingefiihrt und sehr ausfiihrlich erlautert. Dieser ermdéglicht mit den
zugehorigen Algorithmen einen eindeutigen Weg die Relationen aus dem zweiten Fun-
damentaltheorem als Ausdriicke des minimalen Erzeugendensystems zu schreiben.

Da das zweite Fundamentaltheorem eine so wesentliche Rolle spielt, wird der Beweis
nach [Pro76] nachvollzogen. Hier wird die Notation im Beweis vom ersten Fundamen-
taltheorem benotigt, so dass auch dessen Beweis ausgefiihrt wird. Das erste Fundamen-
taltheorem wurde schon in [Hog06] behandelt. Der hier angefithrte Beweis beinhaltet



eine etwas schwachere Form des Doppelzentralisatorsatzes und im Beweis von Theorem
2.2.31 wurde ein Fehler verbessert. Ferner werden einige in der Orginalliteratur nicht an-
gegebene Beweisschritte nachvollzogen. Insbesondere wird im Beweis von Korollar 2.3.10
bei der Reduktion auf multilineare Relationen etwas genauer argumentiert.

Auf Mff operiert neben der GL,, auch die GL; durch lineare Transformationen, das
heiflt fir h € GLy gilt

d d
h.(Al, ce 7Ad) - (Z hilAi7 ey Z hszz)
=1 1=1

Diese Operation vertauscht mit der simultanen Konjugation und setzt sich somit auf
den Invariantenring )4 fort. Somit lassen sich die Methoden der Darstellungstheorie
der GL4 auf C,4 anwenden. Diese Tatsache wird insbesondere in 6.2.2 und an einigen
Stellen in Kapitel 7 benutzt.

Nach dem Haupttheorem 7.0.8 wird noch kurz eine Anwendung des Ergebnisses auf
die Berechnung von Fasern beziiglich homogener Parametersysteme erlautert.

In Kapitel 8 werden einige Vermutungen aufgestellt, die sich aus den bisher berech-
neten Féllen ergeben. Ferner wird dort ein Ausblick auf die Anwendbarkeit der hier
angefithrten Methoden auf weitere Falle gegeben.






2 Die Fundamentaltheoreme fur
Matrixinvarianten

Fiir den Beweis des zweiten Fundamentaltheorems wird die Darstellungstheorie der sym-
metrischen Gruppe benotigt. Diese wird im nachsten Abschnitt behandelt. Danach wird
der Beweis des ersten Fundamentaltheorems und die Gradschranke fiir (minimale) Erzeu-
gendensysteme behandelt. Die Ausfilhrungen basieren auf dem urspriinglichen Artikel
von Procesi [Pro76] und den darauf aufbauenden Ausfithrungen von Le Bruyn [LeB05].
Die folgende kurze Einfiihrung in die Darstellungstheorie der symmetrischen Gruppe
beruht auf [FHI1].

2.1 Darstellungstheorie der symmetrischen Gruppe

Die Gruppenalgebra der symmetrischen Gruppe Sy ist iiber C vollstandig reduzibel. Thre
Zerlegung in irreduzible Komponenten lasst sich durch Young-Symmetrisierer darstellen.
Diese sind bis auf einen skalaren Faktor idempotent. Das folgende Lemma liefert die
Existenz einer solchen Zerlegung.

Lemma 2.1.1. Sei A eine unitare halbeinfache Algebra. Dann wird jedes Linksideal W
von einem idempotenten Element w € W erzeugt.

Beweis. A ist halbeinfach. Damit ergibt sich eine direkte Zerlegung A = W & Y mit
einem Linksideal Y von A. Da A unitar ist, existiert eine Zerlegung der Eins

l=w+y
mit w € W und y € Y. Damit folgt fiir jedes z € W
r—rzw=xyceWnyYyY

und damit zy = 0 sowie x = rw aufgrund der direkten Summe. Insbesondere also w? = w
und Aw = W. N

Bemerkung 2.1.2. Ist W isotypische Komponente von A, so ist w eindeutig durch
w? = w und Aw = W bestimmt.

11



2 Die Fundamentaltheoreme fiir Matrixinvarianten

2.1.1 Tableaux

Definition 2.1.3. Ein Youngdiagramm mit d Kdstchen ist eine linksbundig angeordnete
Menge von d Kdstchen, wobei die Anzahl der Kastchen in den Zeilen schwach absteigend
18t.

Beispiel 2.1.4.

st ein Youngdiagramm, aber

st keines, da in der zweiten Zeile mehr Kdstchen als in der ersten Zeile sind.

Bemerkung 2.1.5. Die Menge der Youngdiagramme steht in Bijektion zu den Parti-
tionen A = (Ay > Ao > ... > X\, > 0), indem man die Anzahl der Kdstchen in den
Zeilen als Eintrage der Partition identifiziert. Im obigen zuldssigen Beispiel entspricht
das Youngdiagramm der Partition (5,4,3,3,1).

Definition 2.1.6. Ein Youngtableau ist ein Youngdiagramm versehen mit einer Num-
merierung von naturlichen Zahlen, die folgende Bedingungen erfullt:

1. Jede Zeile enthdlt eine schwach wachsende Folge (von links nach rechts).
2. Jede Spalte enthdlt eine streng wachsende Folge (von oben nach unten).

Sei ein Youngdiagramm mit d Kéastchen gegeben. Ein Standardtableau zu diesem
Youngdiagramm ist ein Youngtableau, in dem die Eintrage von 1 bis d genau einmal
vorkommen. Es gibt stets eine kanonische Weise, ein solches Standardtableau zu erhalten,
indem man die Zeilen von oben nach unten mit den entsprechenden Eintrigen fillt.
Dieses Youngtableau wird auch mit A bezeichnet, falls A die Partition des zugehérigen
Youngdiagramms ist.

Definition 2.1.7. Sei T ein Standardtableau mit d Kdstchen. Setze

P = Pr:={oeS;| Fir allei sindi und (i) in der gleichen Zeile von T'},
Q = Qp:={7 € Sy| Fir alle j sind j und 7(j) in der gleichen Spalte von T'}.

Bemerkung 2.1.8. P und Q) sind Untergruppen von Sg. Die Untergruppe P ist das

direkte Produkt der Permutationsgruppen der Zeilen und Q) ist das direkte Produkt der
Permutationsgruppen der Spalten.

12



2.1 Darstellungstheorie der symmetrischen Gruppe

Beispiel 2.1.9. Ist T' das folgende Youngtableau

3[4

OO@[\D‘

‘@\IO“H‘

so sind

P = Su234) X S5 X Sirsy X Sqoy
Q = Susrer X Spaesy X S(ay X Sqay
P und Q lassen sich also direkt aus dem Youngtableau ablesen.

Definition 2.1.10. Sei T ein Youngtableau von d. Dann fasse

ar = Z o, by = Z sgn(T)T

oceP TEQ

als Elemente der Gruppenalgebra CSy auf. Das Produkt cr = apbr heifit Youngsymme-

trisierer zu T

Beispiel 2.1.11. Ist T das folgende Standardtableau

1]2]
3

E— Y

so ist cp = 1+ (12) — (13) — (132), wobei die Permutationen als Zyklen dargestellt sind.

Bemerkung 2.1.12. Fir jedes Standardtableau T ist cp # 0, denn der Koeffizient von

(), des neutralen Elements, ist 1.
Lemma 2.1.13. Sei T ein Standardtableau von d. Dann gilt
1. Firpe P istp-ar =ar =ar-p.

2. Firq e @ ist q-br = sgn(q) -br =br - q.

3. Firallep € P, q € Q gilt: p-cp-sgn(q)-q = cr. Ferner ist cr, bis auf Multiplikation

mit einem Skalar, das einzige Element mit dieser Eigenschaft.

4. Fiir alle x € CSy gilt crxer € Cer.

Beweis. 1. p verschiebt nur die Elemente von P.

2. Bis auf das Vorzeichen bewirkt ¢ lediglich eine Verschiebung der Elemente von Q).

3. prer-sgn(q)g =p-ar-br - sgn(q) - ¢ = cr. Fir den Beweis der Eindeutigkeit siehe

=ar =br

[FHO1, Seite 53].

13



2 Die Fundamentaltheoreme fiir Matrixinvarianten

4. Sind p € P, g € @, so gilt
prer-x-crp-sgn(q)-q=(p-cr-id)-x-(id-cr-sgn(q)-q) = cr-x - cr.

Da dies fiir alle p € P und ¢ € @ gilt, muss nach aufgrund der Eindeutigkeit
cr - x - cp ein skalares Vielfaches von ¢ sein.
m

Lemma 2.1.14. Sei A eine Algebra iber einem Korper K und x € A ein von Null
verschiedenes Element mit xax C Kx fur alle a € A. Dann ist Az minimales Linksideal
von A.

Beweis. Es gilt tAx C Kz. Sei W C Ax ein Ideal von A. Auch hier gilt zW C Kz. Da
W ein K-Vektorraum ist und dim Kz = 1 ist, bleiben nur die Moglichkeiten zW = Kx
oder zW = {0}. Im ersten Fall gilt

Ax = AKx = AW =W,
was ausgeschlossen war. Im zweiten Fall folgt

WW CAxW =0
K~

=0
und somit W = 0, da es sonst nach Lemma 2.1.1 ein nicht triviales idempotentes Element

in W gabe. O]

Korollar 2.1.15. Fir jedes Standardtableau T ist CSycr irreduzible Darstellung von
CSy.

Lemma 2.1.16. Sind T und T" Standardtableauz zur gleichen Partition, so sind die
Darstellungen CSycy = CSyer isomorph, da cr und cp zueinander konjugierte Ele-
mente in Sy sind.

Bemerkung 2.1.17. Die CSycr sind alle irreduziblen Darstellungen von Sy, denn es
qilt
(CSd ~ @ VdimV

V irred.

und alle irreduziblen Darstellungen kommen in der reqularen Darstellung vor.

2.2 Das erste Fundamentaltheorem

Die Erzeuger von C,,4 haben die folgende Form:

14



2.2 Das erste Fundamentaltheorem

Theorem 2.2.1. [Pro76] Der Invariantenring Cyq wird durch die Spuren der Form
tT(XilXZ'2 . X,Lk>

erzeugt, wobei X; generische n x n Matriz und i; € {1,...,d} sowie k € N. Ein solches
Element ist als polynomiale Funktion gegeben durch

M,(C) x...x M,(C) — C
(Al,...,Ad) — t’f’(A“Alk)

Der hier angegebene Beweis fiihrt die einzelnen Schritte in dem oben angefiihrten Ar-
tikel aus. Dabei besteht der Beweis hauptsichlich aus Ubersetzungen, der Schur-Weyl
Dualitat und einigen Riickiibersetzungen. Hier spielt die Graduierung von C,4 eine we-
sentliche Rolle. Der Invariantenring C,,4 ist Teilring des standardgraduierten Polynom-
ringes C[MJ], d.h. jede Variable z\") hat Grad 1. Da sich die GL,-Aktion linear autf
diesen Koordinatenring fortsetzt, ist die Aktion dort graderhaltend. Insbesondere sind
die homogenen Bestandteile einer Invariante ebenfalls Invarianten und C,,; damit ein
graduierter Teilring von C[M¢]. Weist man den Koordinatenfunktionen der i-ten Matrix
den i-ten Einheitsvektor zu, so ist aufgrund der Diagonalaktion C,4 beziiglich dieser
Graduierung N%-graduiert.

Die Ubersetzung richtet sich nach folgendem Schema:

Cnd

wird erzeugt von

homogene Elemente von C),4 D Elemente vom Multigrad k = (k,. .., kq)
‘Polarisation

d:=k +ko+...+kyg multilineare Elemente von C,;

univ. Eig. Tensorprodukt

V.=C" lineare Invarianten M&? — C

My =V eV

lineare Invarianten V& @ (V*)&4 — C
Endgr, (V®?)

Schur-Weyl Dualitat

(Sa)

15



2 Die Fundamentaltheoreme fiir Matrixinvarianten

Polarisation

Sei V' ein endlichdimensionaler K-Vektorraum auf dem eine Gruppe G linear operiert,
sowie f € K[V] ein homogenes Polynom vom Totalgrad k. Hier soll f in ein multilineares
Polynom F' € K[V*¥] “polarisiert werden”. Dabei bedeutet multilinear, dass F'(vy, ..., vx)
linear in jeder Komponente ist. In der folgenden Definition wird ein Monom als regulare
Abbildung aufgefasst.

Definition 2.2.2. Sei V' ein endlichdimensionaler K -Vektorraum und m € K[V] mit
m(v) = €;,(v)---&;,(v) ein Monom vom Grad k in den Koeffizienten von v. Dabei ist
g; die Projektion auf die i-te Komponente. Die Polarisation P(m) € K[V*] ist die
Abbildung:

P(m)(vy,...,u) = Z i, (Vo)) * + + €if (Vo))

ocESk

Fiir homogene f € K[V] vom Grad k setze P linear fort.

Beispiel 2.2.3. Sei V = C? und f(v) = f((}!)) = vive, also iy = 1,0y = 1,i5 = 2,k = 3.
Dann st
P(f)(z,y,2) = 2z19120 + 22012192 + 2Y1 2172

Lemma 2.2.4. Der Operator P: K[V]y = K[V*|uiin. hat folgende Eigenschaften:
1. P st linear.
2. Fir jedes f € K[V ist P(f) symmetrisch, d.h.
P (v, oe) = P ) (wrqys - vrey)
fur alle T € Sy.
3. P(f)(v,...,v)=klf(v) fir allev e V.
4. P ist G-daquivariant, d.h. goP =P o g fir alle g € GL(V).

Beweis. 1. Folgt direkt aus der Definition. Damit geniigt es die folgenden Behaup-
tungen fiir Monome zu zeigen. Sei im Folgenden stets m € K[V]; ein Monom.

2. Es gilt
P(m)(vrqy, -5 ve) = Z €i (Vo)) €iy (Vro(h))
€Sk
o'=ro Z £, (UU’(1)> .. 'gik(va’(k)>
o' €S,

= P(m)(vi,...,vx)

3. P(m)(v,...,v) = desk gi, (V) - g4 (v) = desk m(v) = k!'m(v).
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2.2 Das erste Fundamentaltheorem

4. Die G-Aktion ist linear auf V. Durch die G-Aktion erhalt man folgende homogene

Funktion:

also

Restitution

(RF)(v) := F(v,..

1. R ist linear.

P(gtm)(v1,. .., v)

> >, 9L Ik (Vo) -+ €5 (Vo))
Z €1 (9-Vo(1)) - €, (9-Vo (k)

oES}
P(m)(g.vi,...,9.0x)
(gL P(m))(ve, ..., ).

Definition 2.2.5. Se: K[Vk]multilin die Menge der multilinearen polynomialen Abbil-
dungen in K[V¥] und F € K[V¥|uuitin. Bezeichne mit RF € K[V] die Abbildung
.,v). Diese wird Restitution von F genannt.

Lemma 2.2.6. Der Operator R hat folgende Figenschaften:

2. Fir eine lineare G-Aktion auf V' ist R eine G-dquivariante Abbildung.

3. Fir f € K|V] ist RPf = k!f.

Beweis. Seien F, H € K[V*],a,8 € K,v €V und g € G. Dann gilt:

1. R(aF + pH)(v) =aF(v,...,v)+ SH(v,...,v) = (¢RF + fR(H))(v).

2. (g7 R(F))(v)

F(gv,...,gv) =R(g7 .F)(v).

3. Siehe Lemma 2.2.4.

17



2 Die Fundamentaltheoreme fiir Matrixinvarianten

Spezialisierung von Restitution und Polarisation

Seien V1, ...,V K-Vektorrdume. Hier sollen Polarisation und Restitution auf K[V; &
... @ Vy] so definiert werden, dass lediglich in den einzelnen V; linearisiert wird. Dazu
betrachte den Isomorphismus

KW@ - @K[Vy] = KWV&- &V
fiw--@fa — ((v1,..,04) = fi(vr) - fa(va)).

Insbesondere ergibt sich damit die folgende Definition.

Definition 2.2.7. Sei f € K[V} @ --- & V] multihomogen vom Grade (ki, ..., kq). Sei
P; die Polarisation in V;. Dann setze

Pfi=PiPar...Pif e K[V @ ® V).
Pf wird ebenfalls Polarisation von f gennant.

Pf ist multilinear. Analog wird die Restitution definiert.

Definition 2.2.8. Sei F € K[V} @ ... ® V] multilinear. Dann sei

RF(v1,...,0q) == F(v1,...,01,02,...,09,...,04,...,0q)
—— —— S——

k1 mal ko mal kg mal
fur v; € V;. Bezeichne RF auch als Restitution von F'.
Die letzten zwei Abschnitte liefern folgendes Lemma:

Lemma 2.2.9. Die Operatoren

-----

sind GL(V}) X ... x GL(Vy)-dquivariant und haben folgende Figenschaften:
1. P und R sind linear.
2. RPf = kilko! -« - k4f.

Insbesondere sind in Charakteristik 0 Polarisation und Restitution bis auf einen positiven
Skalar zueinander invers.

.....

Polarisation
PfcCM@...¢ MG

eine multilineare G L,-invariante Abbildung nach Lemma 2.2.9. Diese wird im folgenden
Abschnitt untersucht.

18



2.2 Das erste Fundamentaltheorem

Die multilinearen invarianten Abbildungen

Gegeben sei eine multilineare Invarianten M? — C. Die universelle Eigenschaft des Ten-
sorproduktes liefert eine lineare Invariante M®% — C. Betrachtet man diese nur auf den
reinen Tensoren, so erhalt man die urspriingliche multilineare Invariante zurtick. Somit
geniigt es, diese lineare Invariante zu betrachten. Im nachsten Schritt wird M,, aufge-
spalten. Da dies G L,-kompatibel geschehen soll, werden nun geignete G L,,-Aktionen auf
den einzelnen Teilen definiert.

Lemma 2.2.10. V = C" ist GL,,-Darstellung via Linksmultiplikation. Sei ferner V* der
Dualraum mit der zugehorigen G L,,-Darstellnung, d.h. fir o € V* ist (g.0)(v) = p(g~'v)
fir alle v € V.. Damit ist

VeV =M,

ein G L, -Isomorphismus, wobei die GL,, auf M, wie gehabt durch Konjugation operiert.

Bewers. Fiir beliebige endlich dimensionale K-Vektorraume V und W ist

V*eW — Hom(V,W)
pRw — (v p(v) - w)

ein Isomorphismus von K-Vektorraumen. Fir V =W = C" ergibt sich damit
V'@V = End(V) = M,.
Die GLn—Aquivarianz folgt direkt aus dem oben angegebenen Isomorphismus. O

Bemerkung 2.2.11. Spurbildung und Matrixmultiplikation tbertragen sich mit obigem
Isomorphismus auf V @ V*.

1. Dabei entspricht der Spurabbbildung die Auswertungsfunktion v @ f — f(v), da
beide linear sind und auf der Standardbasis die gleichen Werte annehmen.

2. Bezeichne die auf V@ V™ durch die Matrizmultiplikation induzierte Multiplikation
durch

*:VV'xVeV" — VeV*
v [V f — fef.

Dieses ldisst sich ebenfalls auf Standardbasen von V@ V* @V @ V* nachpriifen, da
die obige Multiplikation bilinear ist.

Das folgende Lemma bereitet die Definition einer G L,-Aktion auf End (V®) vor.

Lemma 2.2.12. Sei V' endlichdimensionaler Vektorraum und d € N. Dann gilt:

End(V)® =  End(V®) wia
P1R...Qpg — (M ®...vg— v1(V1) @ ... R @a(vy))

19



2 Die Fundamentaltheoreme fiir Matrixinvarianten

Beweis. Der Isomorphismus ergibt sich aus Lemma 2.2.10, indem man die folgenden
Identifikationen nachvollzieht.

(V*eV)®?
V. . oVeVe..eV

vV vV
d-mal d-mal

(VO g Vel
End(V®%).

I

End(V)®?

2

I

I

Definition 2.2.13. Mit obigen Isomorphismus ergibt sich
1. GL, 2 GL(V) : End (V®) = End (V)®? via
9(P1®...®ps) =gopiog ' ®...Qgopsog!
durch simultane Konjugation.
2. Fiir fi,...,fqs € V* schreibe (fi @ ...® fq) € (VEY* fiir die Abbildung

(fl R... fd)('Ul X... ®’Ud) = fl('Ul) . --fd(vd).

3. Fir A € End (V®9) setze
or: (V) oV® — C
®.. . @fi®u®...0v — [®...0 fd(Mn1®...®v)).
Der dritte Teil des folgenden Lemmas liefert den néchsten Ubersetzungsschritt.
Lemma 2.2.14. Sei A € End (V®?). Dann gilt:
1. @y ist wohldefiniert und linear.
2.
End (V) = (V") g Vel
Aoy
3. X ist genau dann G Ly-linear, wenn @y GL,-invariant ist. Insbesondere gilt also

End gy, (V) 2 [(V*)24 @ V&)l

Beweis. 1. Wohldefiniertheit und Linearitat folgen wiederum durch die universelle
Eigenschaft des Tensorprodukts.

20



2.2 Das erste Fundamentaltheorem

2. Da beide Seiten gleiche Dimension haben, reicht es die Injektivitat der Abbildung
nachzuweisen. Sei also 0 # A € End (V®?). Dann gibt es ein v := v;®. . .Qu,; € V&4
mit A(v) # 0 und auch ein f € (V*)®4 = (V®4)* mit f(\(v)) # 0. Insbesondere ist
ox(f ®v) # 0 und die obige Abbildung injektiv.

3. Sei g € GL,. Die Behauptung folgt, falls ¢ 0 g = ¢,-1 5 gilt, denn dann ist
2 _
prog=9ria=pn & A=g7l

& A=glolog
& god=)Aog

wobei o andeutet, dass hier die GL,-Aktion auf V®? (bzw. (V*)®? @ V&4 oben)
gemeint ist. Da hier alles linear ist, gentigt es die Behauptung auf reinen Tensoren
zu zeigen. Mit der gleichen Begriindung kann auch

A=\ ®...0 N\ € End(V)®?
als reiner Tensor angenommen werden. Dann gilt:

Ao g(fi®.. @ f1@u®...Qv)
= o\(f1g7'®...® fagT @ gu1 @ ... R gvg)
= i ®...®@ fag " (Milgu) @ ... @ Aa(gua))
= fillg™ o M)(gn)) - fallg™" o Aa)(gva))
= fillg™ o dog) () fal(g™ 0 Aao g)(va))
= [1®...® fd((g_l oNog)(n)®...® (g_l oAgog)(vg))
= PrA(fi®... @ fa@u ®...® 1)

Schur-Weyl-Dualitat

Definition 2.2.15. Betrachte die folgenden zwei Aktionen.
1. GL, : V® via g (v, @ - ®@vy) = gu, @ -+ X gug,
2. S, : Ve yig 0.(V1 ® - ®Vqg) = Vo1 - ® Vg (d)-

Diese liefern Abbildungen GL,, — End(V®d) bzw. Sq — End(V®?). Bezeichne die Vek-
torraumerzeugnisse der Bilder mit (G Ly) und (Sg).

Die Schur-Weyl-Dualitéit beschreibt folgendes Theorem:
Theorem 2.2.16. Seien n,d € N. Dann gilt:
1. (GL,) = End s,(V®).
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2 Die Fundamentaltheoreme fiir Matrixinvarianten

2. <Sd> = EndGLn(V(@d).

Fiir den Beweis des zweiten Teils des Theorems werden folgende Lemmata aus der
Strukturtheorie einfacher und halbeinfacher Algebren benétigt.

Lemma 2.2.17 ([Lor90] §28 F5). Fir jede Algebra A und n € N gilt:

A = End EndA(A")<An)
a +— (v av)

Lemma 2.2.18 ([Lor90] §29 F2). Alle einfachen Moduln einer einfachen und halbein-
fachen Algebra A # 0 sind isomorph.

Lemma 2.2.19 ([Lor90] §29 Satz 1). Jede halbeinfache Algebra A # 0 besitzt nur endlich
viele minimale Ideale Ay, ..., A,. Jedes der A; ist beziiglich der von A gegebenen Addition
und Mulitplikation eine einfache Algebra und es gilt

A=A x...x A,.

Lemma 2.2.20. Sei B eine endlichdimensionale halbeinfache K-Algebra, V ein B-
Modul mit dimg (V') < oo und A := End g(V'). Dann ist

End 4(V) = (B),
wobei (B) das Bild von
B — Endg(V)
b — (v bv)
set.
Beweis. Da B halbeinfach ist, ist B nach 2.2.19 isomorph zu
B=B; x...x B,,

wobei die B; einfache K-Algebren sind. Als Ideal von B entsprechen die B; den n Iso-
morphieklassen von einfachen B-Moduln. Da V' als B-Modul halbeinfach ist, erhalt man
eine Zerlegung V =V, & ... @ V,,, wobei B komponentenweise auf V' operiert und die
V; = Bl direkte Summe der B; sind. Insbesondere gilt End (V) = [[ End g,(V;). Sei
nun ¢ € End gpq (V) und ¢ = ¢ 0idy, om; € End g(V'), wobei ¢; die Einbettung von
Vi in V und 7; die Projektion von V' auf V; sei. Wegen der Zerlegung von V' kann man
¢ = >, €ipi m; ebenfalls als n x n-Matrix schreiben. Die End p(V)- Linearitét von ¢
mit ¢ ergibt dann ¢; ; = 0 fiir ¢ # j. Insbesondere gilt:

End A(V) = Endgpa,an(V)
= H End EndBi (Vz)(‘/i)
l;
- H End Ends, (Bji)(Bz‘ )

2.2.17

27 (B x ... x (B,) = (B)
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2.2 Das erste Fundamentaltheorem

Nun folgt der Beweis von Theorem 2.2.16. Der Beweis des ersten Teils beruht auf
folgender Idee:

Feststellung 2.2.21. Sei V' ein K-Vektorraum und U C V' ein Untervektorraum. Gilt
fiir jede lineare Abbildung f:V — K mit fly =0 schon f =0, soist U =1V.

Beweis. von 2.2.16.

1. (GL,) C Endg,(V®?) ist klar, da ¢ ® ... ® g offenbar permutationsinvariant ist.

Betrachte das Bild S der Einbettung von Ends,(V®?) in den End (V)®?. Nach
Feststellung 2.2.21 folgt nun die Behauptung, falls gilt:
Jede lineare Abbildung

A S—=C

die auf den ¢ ® ... ® g verschwindet ist die Nullabbildung.
Sei nun A eine solche Abbildung. Bestimme zunéachst eine Basis von S. Sei dazu
{e1,...,e,2} Basis von End (V). Dann ist

BI:{611®...®€id"il,...7id€{1,...,n2}}

eine Sg-stabile Basis von End (V)®4. Somit operiert Sy auf B. Jeder Orbit enthilt
genau ein Element der Form

®h,,2

n2

M. . Qe

mit hy + ... + hyz = d. Sei r(hy,...,h,2) die Summe aller Elemente in dem
entsprechenden Orbit. Diese 7(hy,...,h,2) bilden eine Basis von S. Betrachte

e = Zil a;e; € End (V). Dann gilt

Me®...Q¢) = Z a’fl~--a2’52)\(r(h1,...,hnz)).

h1+"‘+hn2 =d

Man erhélt also ein Polynom f € C[End(V)] mit

Xt Xe) = Y X XA (. b)),

h1+..4+hn2:d
Dieses verschwindet fiir alle ¢ € GL,, nach Voraussetzung. Da die GL,, dicht in der
irreduziblen affinen Varietit End(V') liegt, muss f schon das Nullpolynom sein.
Der Koeffizientenvergleich liefert

ARy, hy2)) =0

fiir alle Basiselemente von S. Somit ist A = 0.
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2 Die Fundamentaltheoreme fiir Matrixinvarianten

2. Die Gruppenalgebra CSj ist eine halbeinfache Algebra ([Pie82] S. 42) nach Masch-
ke. Da jedes homomorphe Bild einer halbeinfachen Algebra wieder halbeinfach ist
(siche [Pie82] S. 42), ist (S;) eine halbeinfache Unteralgebra der Matrixalgebra
End (V%) = M,. Aus Lemma 2.2.20 folgt nun:

2.2.20)

(Sa) =" Endpng 5,(V@d) (V®d>

1))

= End GLn (V®d).

]

Die o € S, bilden damit ein Erzeugendensystem fiir (S;). Der erste Schritt ergibt sich
direkt aus Lemma 2.2.14.

Proposition 2.2.22. Jede lineare G L, -invariante Abbildung
(V*)®d ® V®d -5 C
st eine Linearkombination der Invarianten p, mit

o(fi® ... @ fa@1®...Qug) :Hfi(va(i))7

wobei o € Sy durchlauft.
Der néchste Schritt macht den Isomorphismus M,, = V ® V* riickgéngig.

Proposition 2.2.23. Sei 0 = (i142...%4)(J1j2---Jg) - - - (2122 ... 2¢) die Zyklenzerlegung
von o € Sy (inklusive Zykel der Linge 1). Dann gilt die Identitdit:

Mo‘(Al ®X...Q0 Ad) = tr(AilAiQ s Aia)tT(Alej2 cee AJB) e t?"(AZIA22 s AZC)'

Beweis. Beide Seiten sind multilinear. Also geniigt es die Gleichung fiir Matrizen vom
Rang 1 zu zeigen. Schreibe A; = v; - f;. Dann gilt:

o(A1® ... QA1) = e(fi®.. @ fu@0®...Qv)
=[] fivew)-
Betrachte nun das Teilprodukt
fil (Ui2)fi2(vi3) T fiafl(via) =: 5.
Das Matrixprodukt
Ai Ay -+ Aig =00, @ fiy %03, @ fiy %o k05, @ fi
ist nach Produktregel 2.2.11 gerade
(fil (Ui2)fi2 (Uis) e fia—1 (Uia>vi1> ® fion
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2.2 Das erste Fundamentaltheorem

und mit der Spurregel 2.2.11 folgt
tr(An Ai, -+ Ai) = [ [ 1, (o) = S
j=1

]

Bemerkung 2.2.24. Um nun zu den multilinearen Invarianten zurickzukehren muss
lediglich der Tensor durch ein Tupel ersetzt werden. Setze also

Tre(Ay, ..., Ag) == (A1 ® ... ® Ay).

Anwendung der Restitution

Die multilinearen Invarianten vom Grad d lassen sich also als Linearkombinationen von
Produkten von Spuren schreiben. Es gilt nach Proposition 2.2.23, dass P f die Form

Pr(AL .. A = agTre(Ar,... Ag)

o€Sg
mit d =k, + ...+ kg und o, € C fiir 0 € S; hat. Nun liefert Lemma 2.2.9

kll"'def(/117"'7/4d) = 737)](/417"'714d)
= > @ Tre(An.. AL Ay, Ay Ay, Ag)

o€Sp

und somit ist Cpg = Cltr(X;, -+ Xi,) | t1,. .., ik € {1,...,d}], wobei X; die generischen
Matrizen bezeichne.

2.2.1 Eine Gradschranke fiir die Erzeuger

Das erste Fundamentaltheorem gibt nur ein unendliches Erzeugendensystem fiir C,4
an. Hier wird eine Schranke fiir den Grad der benotigten Erzeuger hergeleitet. Diese
wird nur von der Matrixdimension n abhangen und ist fiir grofles d scharf. Die letzte
Eigenschaft wird hier aber nicht behandelt, man kann einen Beweis dazu z.B. in [Pro76]
finden. Dieser Abschnitt dient in dieser Arbeit dazu, spéter eine Vermutung zwischen
der Gradschranke der Erzeuger und der Gradschranke der Relationen zu formulieren.
Die Ausfithrungen hier beruhen natiirlich auch auf der Arbeit von Procesi [Pro76].

Das Nagata-Higman Theorem

Das Nagata-Higman Theorem gibt eine obere Schranke fiir den Grad der Nilpotenz einer
(nichtunitdren) K-Algebra an, in der alle Elemente nilpotent von festen Grad sind. Im
Beweis wird folgendes Lemma benétigt.
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Lemma 2.2.25. Sei V' ein K-Vektorraum. Seien ferner n € N und vg,...,v, € V
gegeben. Man betrachte die Abbildung

p: K —V,
p(c) = Zcivi.
i=0

Hat nun p mehr als n Nullstellen, so sind notwendigerweise alle v; = 0.

Beweis. Sei U := (vg,...,v,) der von den v; erzeugte Unterraum von V. Sei ferner
é1,...,en eine Basis von U. Schreibe die v; als Linearkombination dieser Basis:

m
V; = E ozijej
=1

mit «;; € K. Fiir jede Nullstelle ¢ von p erhalt man

n n m m n
0= g c'v; = E c g ;e = g E a;;c ] e
i=0 i=0  j=1

j=1 \i=0

Da die e; linear unabhéngig sind, gilt fiir jede Nullstelle ¢ von p:

n
E O{ijCZ =0
1=0

fir alle j. Hier miissen notwendigerweise alle «;; = 0 sein, denn sonst hétten die Po-
lynome Y " ;X" € K[X]| mehr als n Nullstellen. Damit sind aber insbesondere alle
V; = 0. ]

Bemerkung 2.2.26. Beschrdinkt man sich auf Kérper mit char(K) = 0, so sind die
Voraussetzungen des Lemmas erfillt, falls p(K) = 0 gilt. Dies wird im Folgenden stets
vorausgesetzt.

Die folgenden Ausfithrungen stammen aus [DF04] § 6.

Theorem 2.2.27 (Nagata-Higman). Sei K ein Kdrper der Charakteristik 0 und R eine
assoziative K-Algebra (ohne 1).Ferner gebe es ein festes n € N mit ™ = 0 fiir alle
r € R. Dann gilt B>~ = 0.

Beweis. Das Theorem wird durch Induktion tiber n bewiesen. Fiir n = 1 ist die Behaup-
tung klar. Sei nun n > 1. Definiere

f:RxR — R

n—1

(x,y) — Zxkyx(”*l)*k.
k=0
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2.2 Das erste Fundamentaltheorem

Dann gilt fir alle c € K, z,y € R:
0= (y+co)" =c"a" +" ' f(x,y)+... +y"
und nach Lemma 2.2.25 ist f(x,y) = 0. Fiir x,y, 2z € R gilt dann
0 = flz,2)y" "+ fla,z9)y" 7 + flo, 29"y 7 o+ fla, 2"
=y 2 f (Y + a2
+ 22z2f(y, 2" ) + .+ 2" 2 f (y, o).

1,,n 1

und da alle anderen Terme verschwinden, folgt 2" '2y"~! = 0. Sei I das von allen z"~
erzeugte zweiseitige Ideal von R. Es gilt TRI = 0. In der Quotientenalgebra R = R/I

-1
Fn—1 T

gilt @ = 0 fiir alle x € R. Nach Induktionsvoraussetzung folgt I = 0, d.h.
R?"'=1 C . Damit gilt

R¥'1 = RR@I-DHL _ pri-lppeiol  rpr— ).
0

Die hier angegebene Schranke ist nicht optimal. Aber sie gibt Anlass zu folgender
Definition.

Definition 2.2.28. Sei K ein Korper der Charakteristik O und fiir festesn € N sei M,
die Klasse aller assoziativen K-Algebren R mit x" = 0 fur alle x € R. Aufgrund des
Nagata-Higman Theorems ist

N:N — N
n +—— min({m € N| R™ =0 fir alle R € M,})

wohldefiniert.

Diese Funktion wird die Schranke fiir den Grad der Erzeuger von C,4 sein. Allerdings
ist N nicht ganz so leicht zu berechnen. Die folgende kurze Ubersicht iiber die erreichten
Resultate stammt aus [DF04] Kapitel 6.2. Dort findet sich auch ein Beweis, dass N (n) >
n(n + 1)/2, was urspriinglich von Kuzmin in [Kuz75] bewiesen wurde.

Dubnov [Dub35] zeigte 1935:

N(1)=1, N(2)=3, N(3)=6.
Vaughan-Lee [VL93] hat 1993 den Wert
N(4) =10
berechnet. Razmyslov [Raz74] hat gezeigt, dass N(n) < n? gilt. Insgesamt ergibt dies

nin+1) < N(n) < n”

Dies legt die folgende, immer noch nicht bewiesene oder widerlegte Vermutung nahe:
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Vermutung 2.2.29 (Kuzmin [Kuz75]). Der exakte Wert von N(n) ist

NWZW%Q

Bisher ist noch nicht klar geworden, was diese Ausfiihrungen mit C,4 zu tun haben.
Chq ist der Ring der polynomialen GL,-invarianten Abbildungen M? — C; falls man
auf C die GL,, trivial operieren lasst, so kann man auch von polynomialen G L, -aquiva-
rianten Abbildungen sprechen. Ebenso kann man den Ring 7,4 der G L,-aquivarianten
polynomialen Abbildungen M? — M,, betrachten, wobei die GL,, auf der rechten Seite
durch Konjugation operiere. C,,; und T,,4 stehen in engem Zusammenhang. Insbesondere
ist T4 eine C,,4-Algebra, wobei ein Element A € C,4 durch

A MY — M,
(Al,...,An> — A(A1,7An)En

in T,,4 einbettet, wobei F,, die n X n Einheitsmatrix sei.
Das nachste Theorem vertieft den Zusammenhang zwischen C,,4 und 7T,,4. Man beachte,
dass die Projektion auf die i-te Komponente

XZ‘Z (Al,...,Ad) — Az
in T,,4 enthalten ist.

Theorem 2.2.30. [Pro76, Theorem 2.1] Der Ring T,4 wird als Algebra iber C,q von
den Elementen X1,..., Xy erzeugt.

Beweis. Gegeben sei ein (f: M2 — M,) € T,4. Ordne f die Invariante

Mt - C
(Ala"'7Ad+1) = tT(f(A1,...,Ad)‘Ad+1)

zu. f ist aufgrund der G’Ln—Aquivarianz von [ eine Invariante. Ferner ist diese Zuordnung
injektiv, da die Spur eine nicht ausgeartete Bilinearform ist. f ist linear in Ay, lasst
sich also nach dem ersten Fundamentaltheorem als

7 = Z Aig .o ijtT(AilAiz i 'Aiin—f—l) =tr ((Z Nig.... iinlAiz i 'Aij> Ai+1>
schreiben, wobei A, 5, € Cpg und idy,...,7; € {1,...,d}. Aufgrund der Invarianz der
Spur bzgl. zyklischer Vertauschung kann hier A;,; ans Ende der Spur geschoben werden.

Da die Zuordnung injektiv war, folgt

F=) iy X Xy Xy, € Cgl Xy, .., Xy
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Ein Element aus f € T4 ist durch seine n? Koordinatenfunktionen gegeben. Jede sol-
che Koordinatenfunktion von f ist eine polynomiale Abbildung M¢ — C. Insbesondere
lasst sich damit

Tnd C Mn(C[Mg])a

als Teilalgebra der n x n Matrixalgebra iiber dem Ring der reguliren Funktionen von M¢
auffassen. Fiir jedes solche Element in M, (C[MZ]) gilt der Satz von Cayley-Hamilton
(siehe z.B. [Eis95] S. 120). Insbesondere existiert zu f ein Polynom

0#£pr=T"+ T+ ...+ ¢, € C[MI[T]

mit ps(f) = 0. Dieses ist gegeben durch p;(X) = det(f — X - id). Insbesondere sind die
Koeffizienten G L,,-invariant, da py = p,s,-1. Aufgrund der G'L,-Aquivarianz von f folgt

Ci(gAlg_la"'7gAdg_1> :Ci(A17"'7Ad) v.ge GLna

das heifit die Koeffizienten von py liegen in C,,4. Diese Uberlegung bildet das wesentliche
Argument im folgenden Theorem, welches die Nagata-Higman Schranke wieder ins Spiel
bringt.

Theorem 2.2.31. Die C,4-Algebra T,q wird durch die Monome in den generischen
Matrizen Xy, ..., X4 vom Grad < N(n) — 1 erzeugt.

Beweis. Betrachte nur die positiven Anteile 7'y, und Cy von 7,4 bzw. C,4. Nach der
Voriiberlegung erfiillt jedes t € T', eine Gleichung der Form

t"tet" .+, =0

mit ¢; € Cy. Sei R := T, /C,T,. Fiir alle x € R folgt damit 2" = 0 und aus dem
Nagata-Higman Theorem folgt RV = 0. Insbesondere wird R von den Restklassen
aller Monome vom Grad < N(n) — 1 erzeugt. Bezeichne die Menge dieser Monome mit,
Mon<y(ny—1. Nun gilt

Tnd = CndMOnSN(n)—l + C+Tnd,

und damit 75,y = Cr,yMon<nn)—1 nach dem Lemma von Nakayama 2.2.32. O

Lemma 2.2.32 (Nakayamas Lemma). Sei A = €D, -, An eine N-graduierte Algebra iiber
einem Korper K = Ay und M = @nZO M, ein graduierter A-Modul. Ferner sei N ein
graduierter Untermodul von M. Gilt dann M = N + A, M, so ist M = N.

Beweis. Ware M # N, so giabe es ein homogenes Element minimalen Grades m €
M — N. Nach Voraussetzung gibt es homogene Elemente a € A, ,m’ € M und n € N
mit m = n + am’. Insbesondere wire degm’ < degm und m’ ¢ N, was der Minimalitat
des Grades von m widerspricht. O

Theorem 2.2.33. Der Invariantenring Cng wird von den Spuren vom Grad < N(n)
erzeugt.
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2 Die Fundamentaltheoreme fiir Matrixinvarianten

Beweis. Sei My, die Menge aller Monome in C[X7,..., Xy C T,q vom Grad < k und
M} := M), — {1}. Die Behauptung folgt mit Nakayamas Lemma 2.2.32 und folgenden
Definitionen.

A = (C[t?”(MN(n))] =N
M = Cnd-
Dazu muss natiirlich noch die Voraussetzung M = N + A, M {iberpriift werden. Die

Inklusion M O N + A, M ist klar. Fiir die andere Inklusion geniigt es M, C A, M zu
zeigen. Es gilt

My € r(ClXy, ..., Xd]y)
== tT(C[Xl,,Xd](CX1++CXd))
2.2.31
- tT(CndMN(n)_1<CX1 + ...+ (CXd))
g MA+ — A+M,
denn C,4 ist kommutative Algebra. O

2.3 Das zweite Fundamentaltheorem

Der Invariantenring C,; wird also von von Spuren von Produkten generischer Matri-
zen erzeugt. Das zweite Fundamentaltheorem beschreibt die Relationen zwischen diesen
Erzeugern. Es gibt stets die trivialen Relationen, die durch zyklisches Vertauschen der
Faktoren in den Spuren entstehen. Die nicht-trivialen Relationen findet man also in der
folgenden Algebra.

Definition 2.3.1. Bezeichne mit Cy, die kommutative C-Algebra der formalen Spuren,
die von den Symbolen
TT(XilXiz cee sz>

mit k € N, iq,...,1 € N erzeugt wird. Fir die Erzeuger gilt
Tr(M)=Tr(N) < M ist zyklische Vertauschung von N,

wobet M und N Worte in den X; sind. Das heifit C, ist die freie C-Algebra in abzdhlbar
unendlich vielen Variablen modulo obiger Relationen.

Bemerkung 2.3.2. Durch die zyklische Vertauschung des Wortes hat eine solche for-
male Spur mehrere Darstellungen. Die Normalform einer solchen formalen Spur ist ge-
geben durch das Wort, dessen Tupel (iq,. .., 1) lexikografisch minimal ist. Zum Beispiel
ist Tr(X1Xs) die Normalform von Tr(X,X7).

Die obige Definition deutet schon an, dass hier unendlich viele generische Matrizen
betrachtet werden sollen. Die folgende Definition konkretisiert dies.
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2.3 Das zweite Fundamentaltheorem

Definition 2.3.3. Sei M:° der Raum der geordneten Folgen (Ay, Ay, ...) mit A; €
M, (C), wobei nur endlich viele A; # 0 seien. Auch hier operiert die GL, durch si-

multane Konjugation und Cy bezeichne die Algebra der polynomialen G L, -invarianten
Funktionen M* — C.

Bemerkung 2.3.4. Da polynomiale Funktionen betrachtet werden hangt jedes Element
i Chee nur von endlich vielen Matrizen ab. Somit ldsst sich ein solches als Element
eines geeigneten Invariantenringes Crq auffassen. Damit gilt analog zum ersten Funda-
mentaltheorem

Choo = {tr(Xi, - Xi,) | 41, ..., 1 € N}

Definition 2.3.5. Sei

d:Co — C,oo
Tr(XilXiQ cee X’Lk) — tT’(XiIXi2 s Xlk)

der kanonische C-Algebraepimorphismus, der die Buchstaben X; durch die entspre-
chenden generischen Matrizen ersetzt. Bezeichne ker ® als das Ideal der Spurrelationen
(von n x n Matrizen). Die Elemente dieses Ideals heiffen Spurrelationen (von n X n
Matrizen).

Bemerkung 2.3.6. Beschrankt man sich auf Spurrelationen, die nur von den ersten d
Buchstaben abhangen, so erhdlt man die Relationen zwischen den kanonischen Erzeugern
von Cpq. Diese heiffen auch Spurrelationen (von Cpq). Aus dem Kontext sollte stets klar
sein, welche Spurrelationen gemeint sind.

In diesem Kapitel werden die Spurrelationen von n x n Matrizen betrachtet. Die
multilinearen Invarianten vom Grad d lassen sich nach 2.2.16 durch Elemente von CS,
beschreiben. Ein Element ) s, X0 € CSy liefert nach Bemerkung 2.2.24 die Invariante

Z aoTry(T1, ..., 2q).
oESy

Diese ist nach Theorem 2.2.16 genau dann eine Spurrelation, falls

0=1Im () a,0) € Endqr, (V)

€Sy
gilt, denn dieses Element entspricht genau der trivialen multilinearen Invariante

MY — C

n

(Al,...,Ad) — 0.

Fasst man V®? als CS;-Modul auf, so entsprechen die multilinearen Spurrelationen ge-
rade Ann cg,(V®?). Nun gilt fiir die Gruppenalgebra

(CSd = @ (CSdCT.

T Standardtableau
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2 Die Fundamentaltheoreme fiir Matrixinvarianten

Die Abbildung

CSy; — End(V®?)
r — (v o)

ist ein Ringhomomorphismus (Die S;-Aktion ist eine Aktion von rechts). Somit ist
Ann cg,(V®?) ein Ideal in CSy und zerlegt sich in irreduzible Komponenten, da CSy
halbeinfach ist. Jede irreduzible Komponente ist isomorph zu CSycy, wobei die Partiti-
on \ geignet gewahlt sei. Die ¢y erzeugen nach 2.1.16 eine isomorphe Darstellung, falls
das Standardtableu T' die Form A besitzt. Ein minimales Linksideal in Ann cg,(V®9)
wird also von einer CS,; Linearkombination solcher ¢ erzeugt. Aufgrund der direkten
Summe gibt es eine (Links-)Zerlegung der Eins, so dass das Ideal von gewissen xpcy mit
xr € CS, erzeugt wird. Gilt 0 # xper, so liegt auch ¢r in der davon erzeugten Darstel-
lung, da diese ja als irreduzibel gegeben war. Somit wird Ann cg,(V®¢) von den Youngs-
ymmetrisierern cr erzeugt. Es geniigt nun zu zeigen, wann diese ¢y in Ann g, (V%)
liegen. Dieses macht das folgende Theorem. Das Theorem selbst steht schon in der Ar-
beit von Procesi [Pro76]. Auf den Beweis wird dort allerdings nicht weiter eingegangen.
Der erste Teil des hier angegebenen Beweises stammt aus [LeB05]. Dort wird die Aussage
durch die Untersuchung der Aktion von by gefolgert. Allerdings muss noch sichergestellt
werden, dass ar die Aussage nicht verfélscht. Dies geschieht hier im 2. Teil des Beweises
durch Konstruktion eines geeigneten w.

Theorem 2.3.7. Ein Element der Form
Z aoTre(zy, ..., 2q)
ocESy
ist genau dann eine Spuridentitat von n X n Matrizen, falls
Z a,o € CSy
ogESy

zum Ideal der Youngsymmetrisierer cp gehort, deren Standard-Youngtableau T zu d mehr
als n Zeilen hat.

Beweis. Nach den Voriiberlegungen ist lediglich zu priifen, wann ¢y € Ann (V®?) liegt.
Sei A = (Aq,..., ) die Partition zum Tableau T und p = (pq, ..., ) die konjugierte
Partition zu A (Spiegelung des Youngdiagramms). Damit ergeben sich

I

PT S)\IX...XS)%
Qr = S, X ...x 5,

ar = Z o, br := Z sgn(T)T,

ocEPr TEQT

gilt
H1 H
Imby)=A\Ve. o \Vvcve
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2.3 Das zweite Fundamentaltheorem

Insbesondere gilt Im (by) = 0 genau dann, wenn ein ¢ mit u; > n existiert, da

k
/\V:0<:>k>dimv.

Dies entspricht gerade dem Kriterium des Theorems, da py > ps > ... > py und gy ist
die Anzahl der Zeilen in T'. Es geniigt nun zu zeigen, dass ar sich wohlverhélt. Dazu
ist fiir den Fall £ < n ein Element zu finden, welches nicht von ¢, annuliert wird. Zur
[lustration betrachte das folgende Beispiel. Sei A = (4,2,2,1) und sei

11213]4] e1Re e ®er ®
?g und w = e Qer®
T:i €3®63®
€4

zeilenweise gelesen. Dabei sind die e; linear unabhangige Vektoren in V. Nun ist die
Aktion der Sy auf V®4 nach 2.2.15 gliicklicherweise eine Aktion von rechts. Es gilt

w.ay = #P - w,

da P offensichtlich lediglich die Zeilen permutiert, was in diesem Fall trivial ist. Da in
keiner Spalte zwei Eintrage doppelt vorkommen erhalt man durch Anwenden von b, auf
w eine Summe von verschiedenen Basisvektoren von V9, also w.by # 0. Insgesamt gilt

vi=w.cy = (w.ay).by = #P - w.by #0.
Analog wahlt man w im allgemeinen Fall. [

Korollar 2.3.8. Jede multilineare Spuridentitat vom Grad n + 1 ist ein skalares Viel-
faches von F(Xq,..., X1) = Zoesnﬂ sgn(o)Tre (X1, ..., Xnt1)-

Beweis. Theorem 2.3.7 besagt, wie die multilinearen Spuridentitaten vom Grad d aus-
sehen. Ist d = n + 1, so gibt es genau ein Standardtableau mit mehr als n Zeilen,
nédmlich das Tableau zur Partition A = (1,...,1). In diesem Falle ist P\ trivial und
Q) = Sq = S,;1. Insbesondere gilt

cy = Z sgn(o)o.

oESh+1

Mit der Ubersetzung aus dem Beweis vom 1. Fundamentaltheorem folgt, dass

Z Sgn<0—)TTU(X17 s aXn+l)

oESh+1

alle solche Relationen erzeugt. O]

33



2 Die Fundamentaltheoreme fiir Matrixinvarianten

Definition 2.3.9. Bezeichne obiges F als die fundamentale Spuridentitat fir n x n
Matrizen.

Korollar 2.3.10. Das Ideal der Spuridentitditen ist das zweiseitige Ideal von Cy erzeugt
von den Elementen

F(M,...,M,.1),

wobei die M; tiber alle Monome in den Variablen { X, Xa, ...} laufen.

Aus der im Beweis vom ersten Fundamentaltheorem gewonnenen Zuordnung CS; —
Cha ergibt sich eine Zuordnung CS; — C. Diese ist additiv, aber nur auf disjunkten
Zyklen multiplikativ (siehe 2.2.23). Da im Beweis von Korollar 2.3.10 auch Produkte
von Permutationen eine gewisse Rolle spielen, wird in den folgenden Lemmata diese
“Multiplikativitat” genauer untersucht.

Lemma 2.3.11. Sei 0 € Sy. Entspricht x € CSy dem Spurpolynom f(Xy,...,X4) €
Cs, so entspricht cxo~t € CSy dem Spurpolynom F(Xo@)s -, Xoga) € Coo.

Lemma 2.3.12. Gegeben seien die Zyklen o = (i iyis ... 1) und 0 = (i j1ja ... J1), wobei
Uy 1y e v oy lky J1, - - - J1 vETSChieden seien. Dann entspricht of mit der obigen Korrespon-
denz

(XX, - X5 X, - X)),

d.h. in tr(X;X;, -+ X;, ) (=0) wird X; durch X;Xj, --- X, ersetzt.

Beweis. Folgt aus 00 = (i iyis...0%) (7 J1jo .- J1) = (i jij2 ... Jiirde ... 9x) mit 2.2.23. [

Lemma 2.3.13. Seid € N, n < d und o0 € Sg. Dann existieren o' € S,, und 6 € Sy
mit o = 0’0, so dass in jedem Zykel der Zykelzerlequng von 6 hochstens ein Element aus
{1,...,n} vorkommt.

Beweis. Fiir n = 1 ist offenbar nichts zu zeigen. Sei also n > 2. Enthalt ein Zykel von
o mehr als 2 Elemente aus {1,...,n}, etwa der Zykel (141 ...4,2j;...7;), so lasst sich
dieser wie folgt aufspalten

(Liy ... 3251 ... ) :@(1@1 i) (21 )

€Sn

Da die Zykel in der Zykelzerlegung untereinander vertauschen, lasst sich o mit diesem
Verfahren in die geeignete Form bringen. O]

Lemma 2.3.14. Seid € N. Fiir 1 <t <d setze ¢, :== ),
cq n dem von c; erzeugten zweiseitigem Ideal.

ses, Sgn(o)o € CSy. Dann liegt
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2.3 Das zweite Fundamentaltheorem

Beweis. Es geniigt die Behauptung fiir t = d — 1 zu zeigen. Dort gilt

Cqg = ngn(o)a

ocESy
d—1
= cd_l—l—z Z sgn(o)o
i=1 o€eSy
o(i)=d
d—1
= co1— Y | Y sgn(o(id) o (id) | (id)
=1 oSy €S
o(i)=d d

-1
= C4-1— Z ca—1 (i d)
=1

]

Lemma 2.3.15. Sei T' ein Standardyoungtableau zu d mit mehr als n Zeilen. Dann liegt

cr in dem von Coy1 =g ., Sqn(o)o erzeuglen zweiseitigem Ideal in CSy.

Beweis. Sei k die Anzahl der Zeilen von T' und seien [ = iy, . .., 7, die Menge der Eintrage
der ersten Zeile. Es gilt also Q7 = Q; x Q" und by = b;b' mit by € CQ; und V' € CQ'.
Nach Lemma 2.3.14 geniigt es zu zeigen, dass c¢r in dem von ¢ erzeugten zweiseitigem
Ideal liegt. Es gilt

Ccr = ClTbT
= aTb[b/
ar Z sgn(c) o b’
oEST
= arT (Z Sgn(O’)O’) T,
€S
wobei 7 € S die Partition mit 7(x) = 7, fiir alle x € {1,...,k} ist. O

Beweis. von 2.3.10. Da C, multigraduiert ist, geniigt es die multihomogene Spurrela-
tion zu betrachten. Sei f eine solche multihomogene Spurrelation vom Grad d. Da die
Multigraduierung von C, und C, kompatibel sind, gentigt es sich auf multihomoge-
ne f zu beschranken, die genau von d Matrizen abhangig sind. Der Beweis ist in zwei
Schritte unterteilt.

1.) Es geniigt multilineare Spurrelationen in genau d Variablen zu betrachten.

2.) Theorem 2.3.7 liefert eine Darstellung von f, wobei hier die Multiplikation in Sy
nach C, iibersetzt werden muss.
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2 Die Fundamentaltheoreme fiir Matrixinvarianten

1. Schritt: Die Ubersetzung geschieht durch Polarisation. Dieses wurde schon in 2.2 be-
handelt. Das Verfahren dort ist aber auf den sehr speziellen Fall K[V] eingeschrinkt.

Daher wird hier noch einmal genauer darauf eingegangen. Seien v = (X3,...,X,) die
Buchstaben in f, die den Matrizen entsprechen. Ferner seien vy, . .., vq weitere Buchsta-
bensétze mit v; = (X{Z), . ,XC(ZZ)). Betrachte
fltwr+ .o tgvg) = > 8t fa (1, va) € Coolty, o ta]. (21)
S1+...+sq=d

wobei fs, 5, der multihomogene Anteil vom Grad s; in ¢; ist. Die linke Seite ist eine
Spurrelation von C,4, und somit auch die rechte Seite. Die Graduierung durch die ¢;
ist etwas grober als die Multigraduierung von Cy, (Mehrere Matrizen werden zusam-
mengefasst). Somit sind die f, . s, ebenfalls Spurrelationen. Die Komponente f; . ; ist
multilinear in den v; und heifit die Polarisation von f. Durch Einsetzen von v in (2.1)
folgt d!f(v) = fi._1(v,...,v) mit Koeffizientenvergleich in den ¢;. Da die Restitution nur
ein Ersetzen von Variablen ist, geniigt es die multilineare Spurrelation f; ; zu unter-
suchen. Diese hat Grad d und erhélt tiblicherweise mehr als d Variablen. Aufgrund der
Multigraduierung von C,, geniigt es aber die multilinearen Anteile in genau d Variablen
zu betrachten.

2. Schritt: Nach Theorem 2.3.7 liegt das zu f gehdrende Element in CS,; zum Ideal der
Youngsymmetrisierer mit mehr als n Zeilen. Diese liegen nach Lemma 2.3.15 im von

Z sgn(o)o

0E€ESn+1

erzeugten zweiseitigem Ideal in Sy. Zu betrachten sind damit Elemente der Form

> ai,jn( > sgn(a)a>7'j.

Ti,Tj€Sq oESh+1

=Cn+1
mit o;; € C. Es geniigt natiirlich, die Behauptung fiir die Summanden zu zeigen. Fiir
7,7 € Sy existieren o’ € S, 1 und 6 € Sy mit 7'7 = 0’0, so dass in jedem Zykel von 6
maximal ein Element aus {1,...,n + 1} vorkommt (Lemma 2.3.13). Damit folgt
Ten1T = T(CupT'T)T !
= 7(cpp10'0)7 !

= 7(cpp10)7 7t

Insbesondere entspricht dies einem Element der gewiinschten Form, denn
Cnt1 = ZUGS”H sgn(o)o € CSy entspricht gerade

F(Xla s 7Xn+1)tr(Xn+2) e tr(Xd)v

und nach Lemma 2.3.12 bewirkt 6 nur das Einsetzen von Monomen in die X;. Ferner
vertauscht die Konjugation mit 7 nach Lemma 2.3.11 lediglich die Xj;.
n
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3 Die Cohen-Macaulay Eigenschaft

Der Koordinatenring von C),4 ist ein kommutativer Ring. Oft ist es zweckméafig, einen
solchen Ring modulo geeigneter Elemente zu reduzieren. Da hier Ideale untersucht wer-
den, sollten diese Elemente keine Nullteiler sein. Gibt es nun “geniigend gute” Nicht-
nullteiler, so hat ein solcher Ring die Cohen-Macaulay Eigenschaft. Der erste Abschnitt
dieses Kapitels konkretisiert diese “Definition®. Grundsatzlich lasst sich diese Eigen-
schaft fiir kommutative Ringe und ihre Moduln definieren, siehe z.B. [BH93]. Hier wird
diese Eigenschaft nur fiir eine spezielle Klasse eingefiihrt, namlich endlich-erzeugte po-
sitiv graduierte zusammenhangende k-Algebren und endlich-erzeugte positiv-graduierte
Moduln iiber solchen Algebren. Praktischerweise liegen alle C,,4 in dieser Klasse.

Die Invariantenringe C,,; besitzen die Cohen-Macaulay Eigenschaft. Dieses, und noch
ein wenig mehr, ist die Aussage des Theorems von Hochster-Roberts. Da dies, in dieser
Arbeit, die enscheidende Eigenschaft von Cs3 ist, wird der Beweis im zweiten Abschnitt
behandelt.

Der dritte Abschnitt behandelt ein Theorem von Harm Derksen, welches eine Ab-
schatzung der notwendigen Relationen zulasst.

3.1 Graduierte Ringe und Moduln

Die folgenden Ausfiihrungen stammen aus [Spr89]. Sei k ein algebraisch abgeschlossener
Korper mit char k = 0. Insbesondere hat das Polynom (1 — 7'%) nur eine einfache
Nullstelle in 1.

Definition 3.1.1. 1. FEine positiv-graduierte k-Algebra A ist eine k-Algebra mit einer
k-Vektorraumzerlegung
A=A,

n>0

in endlichdimensionale Vektorrdume A,, so dass A;A; C A;y; fur alle i,j € N.
Gilt Ay = k, so heifst A zusammenhdngend.

2. Der (echt) positive Anteil von A ist A% := @, _, An.

3. Ein graduierter A-Modul M ist ein A-Modul versehen mit einer Zerlegung
V=@,
nez

als k-Vektorraum in endlichdimensionale M,,, so dass A;M; C M, ; fir alle i und
J gilt.

37



3 Die Cohen-Macaulay FEigenschaft

4. Fir einen graduierten A-Modul M und k € Z sei M[k] der um k verschobene
graduierte A-Modul, d.h.

(MIK])n = My

5. Ein graduierter Modul M heifit positiv-graduiert (oder N-graduiert), falls M, = 0
fur alle n < 0

6. Ist m € M,, so wird m homogen genannt. Ist m # 0 so setze degm = n. Fur
nichthomogenes m € M zerlege M in homogene Komponenten

m="my+Mp_1+...+My
mit m; € M; und setze degm = n.

7. Ein Morphismus ¢: M — N wvon graduierten A-Moduln ist ein Morphismus von
A-Moduln, so dass

o(M,) C N,

fur alle n € Z gilt.

Bemerkung 3.1.2. Ist k < 0 und M ein N-graduierter Modul, so ist auch MI[k] ein
N-graduierter Modul.

Bemerkung 3.1.3. Sei M ein N-graduierter A-Modul. Um zu zeigen, dass M endlich-
dimensional ist, geniigt es zu zeigen, dass M, = 0 ab einem gewissen Index ist. Ist A
endlichdimensional und M als A-Modul endlich erzeugt, so ist M endlichdimensional.

3.1.1 Hilbertreihen

Definition 3.1.4. Sei A eine positiv-graduierte k-Algebra und M ein graduierter A-
Modul. Die Hilbertreihe von M ist die formale Laurentreihe

H(M,T) =Y dimy(M,) T" € k[T, T7"]].

nez

Bemerkung 3.1.5. Fir einen um d € Z verschobenen graduierten A-Modul gilt
H(Md],T)=T"“H(M,T).
Lemma 3.1.6. Sei A eine positiv-graduierte k-Algebra. Dann gilt:
1. Fir jede exakte Sequenz 0 — M’ — M — M" — 0 von graduierten A-Moduln gilt:

H(M,T)=H(M'T)+ HM"T).
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3.1 Graduierte Ringe und Moduln

2. Sei M ein graduierter A-Modul. Fir ein homogenes Element a € AT vom Grad d

setze
oM = {m € M | am = 0}.
Dann gilt
(1—=THH(M,T)=H(M/aM,T) — T*H(,M,T).
Beweis. 1. Aus der exakten Sequenz ergibt sich in jedem Grad eine exakte Sequenz

von k-Vektorraumen
0— M, — M, — M, — 0,
und somit gilt dimy M,, = dimy, M, + dim;, M/.

2. Die Gleichung folgt aus der vorhergehenden Beobachtung mit den folgenden zwei
exakten Sequenzen von graduierten A-Moduln:

0—aM — M — M/aM — 0

0 — M[—d] — M[—d] — aM — 0
Diese liefern
H(aM,T)+ H(M/aM,T) = H(M,T)
TH( M, T)+ H(aM,T) =T*H(M,T)

Zieht man die zweite von der ersten ab, so erhalt man die Behauptung.
m

Bemerkung 3.1.7. Ab hier werden nur noch endlich erzeugte N-graduierte zusam-
menhdngende k-Algebren A betrachtet. Ferner sei auch M stets ein N-graduierter Modul,
der tiiber A endlich erzeugt sei. Diese Festlequng gilt fir den Rest dieses Abschnittes.

Lemma 3.1.8. Sei A = klay,...,a,| der Polynomring in n Variablen von positiven
Grad. Ferner sei K der Quotientenkorper von A. Ist M ein N-graduierter A-Modul und
als solcher endlich erzeugt, so gilt

F(T)
(1—Td). - (1— Td)

H(M,T) =

mit F € Z[T| und F(1) = dimg (K ®4 M).

Beweis. Im Falle n = 0 ist M endlichdimensionaler k-Vektorraum. Somit ist H(M,T)
ein Polynom, da M positiv graduiert ist. Insbesondere gilt

Sei nun n > 0. Nach Lemma 3.1.6 gilt

(1—-T"YH(M,T)=H(M/a,M,T) —T*"H(,, M, T).
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3 Die Cohen-Macaulay FEigenschaft

Da M/a,M und ,, M endlich erzeugt iiber klay, ..., a,_1] sind, folgt per Induktion

Fy(T)

H(M/anM,T) = (1—=Th) .- (1 — Tdn1)

und
Fy(T)

(1 _ le) ... (1 _ Tdn—l)

H(,,M,T) =

mit Fy(T), F5(T') € Z[T]. Ferner folgt
Fi(1) =dimg/(K' @4 M/a,M), Fy(1)=dimg (K ®@ar o, M)

wobei A" = klay,...,a,—1] und K’ = k(ay,...,a,—1) sind. Damit folgt die Darstellung

Fl(T) — Td"FQ(T)

H(M,T) = (1—Th)-- (1 — Tdn)

und fiir den Zahler gilt F(T) — T4 Fy(T) € Z[T)]. Bleibt
zu zeigen. Dies ist aber gerade die Aussage von Lemma 3.1.9. O]

Lemma 3.1.9. Sei k[x] der Polynomring in einer Variable und k(z) sein Quotien-
tenkorper. Sei ferner degx > 0 und M ein N-graduierter endlich erzeugter k|x]-Modul.
Dann gilt

dimy () (k(2) Qpa) M) = dimyg (M /xM) — dimy (;M).

Beweis. Aufgrund der endlichen Erzeugtheit von M iiber k[x] sind hier alle Dimensionen
endlich. Sei my,...,m, € M/xM eine k-Basis von M/xM. Da M/xM ebenfalls gradu-
iert ist, konnen die m; als homogen vorausgesetzt werden. Insbesondere ist mq,...,m,
ein minimales k[x]-Erzeugendensystem von M, d.h. fiir die exakte Sequenz

0— K — k[z]" -2 M —0

e = my;
gilt K C zk[z]". Dies ist eine minimale homogene freie Auflésung von M, da die globale
Dimension von k[x] gerade 1 ist. Insbesondere ist K freier k[z]-Modul. Bilden nun die
Bilder der v, ..., v® € k[z]" eine k-Basis von .M, so ist xv), ... zv® ein k[z] Er-
zeugendensystem von K. Dieses ist auch frei, denn falls 22:1 pi(r) Xv® = 0 gilt, so lasst

sich eine maximale z-Potenz ausklammern. Da z kein Nullteiler auf k[z]™ ist, kann man
diese z-Potenz vernachlassigen. Damit gilt

0 = Zpi(iﬁw(v(i))

= me(v(”)
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3.1 Graduierte Ringe und Moduln

und da die ¢(v®) eine k-Basis von ,M bilden sind die p;(0) = 0. Da eine maximale
x-Potenz ausgeklammert wurde, waren die p;(x) = 0. Da Lokalisieren exakt ist, ist

0 s k(x)dimk(zM) . k(x)dimk(M/xM) AN k(2) Qppa) M — 0
exakt, und damit dimy,)(M) = dimy(M/xM) — dimy(,M). O

Bemerkung 3.1.10. Unter den Voraussetzungen von Lemma 3.1.8 ldsst sich

f(T)

HOM.T) = 5=

mit eindeutigem f € Q(T') schreiben. Falls M # 0 ist, gilt f(1) > 0, da H(M,1) > 0 ist.

o —T24T
Beispiel 3.1.11. H(k[z,y]/(2?,2y)) =1+ 2T + T* + 1% + ... = =LA+

Beispiel 3.1.12. H(k[z,y,z]|/(zz,yz),T) = —(TIQ_J%;A.

Beweis. Es gilt (zz,2y) C (2) C k[z,y,z|. Hier gilt H((2),T) = ﬁ Ferner ist
(2) = (zz,y2) ® (2" | n > 1);. Also gilt

T S T T  -T%+277?
3 (=T 1-T (1-T)3 "

H((rz,y2),T) = =7y

Insbesondere folgt

1+ TP-2T* TP+ T+1

H(k‘[l’,y, z]/(xz,yz),T) (1_T)3 o (1—T)2

O

Bemerkung 3.1.13. Im letzten Beispiel hat der Zdahler keine Nullstelle mehr in 1.
Trotzdem konnen die Koeffizienten negativ sein.

Beweis. Einfacher: x — z ist kein Nullteiler. Wende Lemma 3.1.6 auf obiges Beispiel
an. ]

In den obigen Beispielen wurde die Hilbertreihe eines Polynomringes modulo eines
Ideals berechnet. Dies kann zwar grundsatzlich mit Lemma 3.1.6 geschehen, ist aber
fehleranfillig aufgrund der vielen Schreibarbeit (Briiche). Das folgende Lemma liefert
eine einfachere Berechnungsweise.

Lemma 3.1.14 ([GP08] 5.2.2). Sei I C k[X] :=k[X,...,X,] ein homogenes Ideal und
sei a € k[X] ein homogenes Polynom vom Grad d. Dann gilt

H(k[X]/I,T) = H(k[X]/(I,a),T) +T*H(K[X]/(I : (a)),T).

Dabei ist
I:(a):={z €k[X]|xacl}.
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3 Die Cohen-Macaulay FEigenschaft

Beweis. Betrachte die exakte Sequenz

0 — (K[X]/(I : (a)))[~d) -3 K[X]/T = K[X]/(I,a) = 0
mit Lemma 3.1.6. O
Beispiel 3.1.15. Obige Methode mit a = z.

H(klx,y, z]/xz,y2,T) = H(klz,y,2]/2,T)+TH(klz,y,z2]/(z,y),T)

1 T(1—T)
A—Tp (1-1)
T4+ T+1
(1-T1)

Die in 3.1.14 ist insbesondere bei Idealen hilfreich, die von Monomen erzeugt werden,
da die in jedem Schritt erzeugten neuen Ideale ebenfalls durch Monome erzeugt werden.
Im Gegensatz zu Lemma 3.1.6 kann es hier aber passieren, dass man iiber die gleiche
Variable mehrmals reduziert.

Beispiel 3.1.16. In diesem Beispiel wird immer tiber a = X reduziert.

H(k[z]/2®,T) = H(k[z]/z,T)+ TH(k[z]/z*T)
= 1+T(H(k[z)/z,T)+T*H(k[x]/z,T))
= 14+T+T%

Bei einem monomialen Ideal ist es einfach, ein minimales Erzeugendensystem zu be-
stimmen. Daher lésst sich die Hilbertreihe wie folgt berechnen. Reduziert man nach einer
Variable, die in einem echten Monom (keine Variable) vorkommt, so verringert sich der
Grad dieses Erzeugers in den neuen Erzeugendensystemen. Diese sind ebenfalls mono-
mial. Insbesondere ist die Hilbertreihe einfach zu berechnen, sobald nur noch Variablen
im Erzeugendensystem stehen (siehe 3.1.20). Nun wird nicht jedes homogene Ideal von
Monomen erzeugt. Dieser Fall wird spater in Kapitel 4 behandelt.

Definition 3.1.17. Die Krulldimension d(M) von M ist die Ordnung des Poles bei
T =1 der rationalen Funktion H(M,T). Fir M =0 setze d(M) = —o0.

Bemerkung 3.1.18. Es gilt H(M,1) = dimg(M). Insbesondere ist M = 0, falls
H(M,1) =0 gilt.

Definition 3.1.19. Sei a € A. Ist a kein Nullteiler von M, d.h. ;M = 0, so wird a
M -regular genannt.

Lemma 3.1.20. Seien A und M wie in 3.1.7.
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1. Ist a € AT homogen und a M-regquldr, so gilt

d(M) = d(M/aM) + 1.

2. Sind ay, . ..,as algebraisch unabhangige homogene Elemente,wobei a; Grad d; > 0
habe, so gilt
1

H(klay, ... a4, T) = 0T8I T%)

3. Ist A ganz dber einer Teilalgebra klay,...,as] mit homogenen algebraisch un-
abhdingigen Elementen tber k, so gilt d(A) = s.

Beweis. 1. Es gilt (1 —=TY)H(M,T) = H(M/aM), da (1 —T?) genau eine Nullstele
in 1 besitzt. Insbesondere erhoht sich die Polordnung um Eins, falls H(M /aM,T)
keine Nullstelle in 1 besitzt. Andernfalls gilt M /aM = 0 nach Bemerkung 3.1.18.
Es wiirde also aM = M gelten. Das geht allerdings nur, falls M = 0 ist, da
dega > 0 ist (Lemma von Nakayama). Da d(0) = —oo ist, folgt auch hier die
Behauptung.

2. Folgt direkt aus Lemma 3.1.6, da (1 — T H(A,T)) = H(A/aA,T) gilt.

3. A ist endlich erzeugt iiber k. Da A ganz iiber klay, ..., a4 ist, ist A auch endlich
erzeugt iiber klay, ..., as]. Es gilt also
F(T)
(1= T (1 —Td)

H(A,T) =

mit F' € Z[T] und F(1) = dimg (K ®4 A), wobei A" = k[ay,...,as] und K =
k(ay,...,as). Es gilt K ®4 A # 0, denn dies ist gerade die Lokalisierung nach
S =(a,...,as)A" — {0}, und 1 € A wird von keinem Element aus S annuliert.
Damit ist /(1) # 0 und d(A) = s.

]

3.1.2 Homogene Parametersysteme

Homogene Parametersysteme sind die erste Anaherung an die “gentigend guten” Nicht-
nullteiler, die im Vorwort dieses Kapitel genannt wurden. Tatsachlich werden sich die
Elemente von homogenen Parametersystemen im Cohen-Macaulay-Fall als geeignet her-
austellen.

Definition 3.1.21. Sei M ein graduierter A-Modul. Ein homogenes Parametersystem
fiir M st eine endliche Folge von homogenen FElementen (ai,...,a;) € AT, so dass
M/(ayM+---+a; M) endlichdimensional iiber k ist und t minimal mit dieser Eigenschaft
151.
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Bemerkung 3.1.22. M st nicht nur ein A-Modul, sondern auch ein A/Ann (M)-
Modul. Da ein Element a eines homogenen Parametersystems niemals in Ann (M) lie-
gen kann, stehen die homogenen Parametersystemen fir M dber A und A/Ann (M)
in Bijektion zueinander, dass heift durch Ubergang zu A/Ann (M) kann M als treuer
Modul vorausgesetzt werden.

Der néchste Satz liefert eine Konstruktion von homogenen Parametersystemen fiir
M = A.

Satz 3.1.23 (graduierte Noethernormalisierung). Sei A = klay, ..., a5 eine graduierte
k-Algebra mit homogenen a;. Es gibt homogene Elemente by, ..., b, € AT, die algebraisch
unabhdngig tber k sind, so dass A ganz tber k[by,... by ist. Sind die a; algebraisch
abhangig, so gilt t < s.

Beweis. Ein Beweis in einer etwas konkreteren Situation findet sich in [GP08]. Hier folgt
ein Beweis fiir den obigem Fall. A ist ganz tiber A’ = k[a]?, ..., a"] fir alle n; € Nyo.
Wahlt man die n; so, dass die Potenzen der a; den gleichen Grad haben, so gentigt
es die Behauptung fiir A’ statt A zu zeigen. Seien also oBdA die Erzeuger homogen
vom gleichen Grad. Sind die a; algebraisch unabhangig tiber k, so ist nichts zu tun.
Andernfalls gibt es ein nichttriviales Polynom

p € k[Ty,...,Ts] mit p(ay,...,as) = 0.
Firi=1,...,s —1 setze b; := a; — \jas. Dann gilt
play,...,as) = p(by+ Aas, by + Xaay ..., bs1 + A\s_10s, as)
= q()\l,...,As_l)afegp+iqi(bl,...,bs_l,)\l,...,/\s_l)aﬂeg”i
i=1

mit den Polynomen ¢ € k[Ty,...,Ts_1|, ¢; € k[T1,...,Ts_1,51,...,Ss_1] fir alle i. Da
q # 0 gilt und k£ unendlich viele Elemente besitzt, gibt es Aq,..., A¢_1 mit

q(/\b ct )\s—l) 7é 0.
Insbesondere ist a; ganz iiber k[by, ..., bs_1]. Aus der Definition der b; folgt
k[al, R ,CLS] = /{Z[bl, Ce ,bsfl, (IS].

Sind nun die by, ..., b, 1 algebraisch unabhéngig iiber k, so folgt die Behauptung. An-
dernfalls fithre man dieses Verfahren mit k[by, ..., bs_1] statt A fort. Man erhélt so nach
spatestens s Schritten die angegebenen Elemente by, ..., b;. Nach dem hier angegebenen
Verfahren ist klar, dass t < s ist, sobald die a; algebraisch abhangig sind. O]

Bemerkung 3.1.24. Die b; vm Satz 3.1.23 sind ein homogenes Parametersystem von
A, denn A/(by,...,b)A ist endlichdimensional dber k, da A tber k[b, ..., b ganz ist.
Ferner ist t minimal aufgrund von Lemma 3.1.20, denn d(A) = t. Der Beweis liefert

44
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insbesondere einen Algorithmus zur Bestimmung eines solchen homogenen Parameter-
systems, falls genug Relationen zwischen den Erzeugern gefunden werden konnen. Fir
Cha wird in Kapitel 6 beschrieben, wie man diese Relationen finden kann. Somit liefert
Satz 3.1.23 ein relativ effektives Verfahren, um ein homogenes Parametersystem von Cq
zu bestimmen. Ferner kann auf die Homogenisierung der a; verzichtet werden, solange
die \; so gewdhlt werden kénnen, dass die b; homogen bleiben.

Fiir die Charakterisierung der homogenen Parametersysteme endlich erzeugter A-
Moduln werden die folgenden zwei Lemmata benotigt.

Lemma 3.1.25. Sei A eine Algebra iiber der kommutativen Algebra R mit Eins. Sei
ferner M ein A-Modul, der als R-Modul endlich erzeugt ist. Gelte ferner Ann 4(M) =0
.Dann ist A ganz tiber R.

Beweis. Sei mq,...,m, ein endliches Erzeugendensystem von M als R-Modul. Dann
lasst sich die Multiplikation mit einem Element a € A

n
am; = E bijmj
J=1

als n x n-Matrix mit Eintragen in R beschreiben. Bezeichne X = (6;;a — b;;); ; die n X n-
Matrix mit Eintrdgen aus A. Dann gilt 0 = X € End4(M). Multipliziert man diese
Gleichung mit der adjugierten Matrix von X so ergibt sich

0 =det XE, € End(M).

Da der Annulator von M in A aber trivial ist, muss det X = 0 gelten. Nach Determi-
nantenformel ist a dann ganz tiber R. ]

Bemerkung 3.1.26. Ganzheit lasst sich uber geigneten Moduln prifen.

Lemma 3.1.27. Sei A eine endlich-erzeugte N-graduierte k-Algebra mit Ay = k und R
eine graduierte Teilalgebra. Dann sind aquivalent:

1. A ist ganz uber R.
2. A/R* A ist endlichdimensional iber k.

Beweis. Die Riickrichtung ist einfach. Sei ay, .. ., a, eine k-Basis von A/RT A und M der
von den Urbildern erzeugte R-Modul. Dann gilt A = M + R* A gilt und nach Nakayama
ist damit A = M endlich erzeugt. Das vorige Lemma zeigt, dass A ganz iiber R ist.

Sei nun A ganz iiber R gegeben. Da A endlich erzeugt ist, ist A = Rlaq,...,a,] eine
ganze Ringerweiterung und damit ist A ein endlich erzeugter R-Modul (die a; erfiillen ja
gewisse Ganzheitsrelationen). Dann ist A/RT A ein endlich erzeugter R/R™ = k-Modul,
also endlichdimensionaler k-Vektorraum. ]

Satz 3.1.28. Es seien (ay,...,as) ein s-Tupel homogener Elemente aus A™.
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1. Esist(ay,...,as) genau dann ein Parametersystem fiir M, wenn die zwei folgenden

Bedingungen erfillt sind.
a) A/Ann (M) ist ganz iber klaq, ..., ag).
b) Die Bilder der a; in A/Ann (M) sind algebraisch unabhdingig.

2. d(M) ist die Anzahl der Elemente eines homogenen Parametersystems.

Beweis. 1. Bemerkung 3.1.22 erlaubt es Ann (M) = 0 anzunehmen, da alle hier
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durchgefithrten Uberlegungen in A/Ann (M) ablaufen. Um die Notation zu ver-
einfachen schreibe a; statt @;. Setze R = klay, ..., as]. Zundchst wird

dimg(M/a;M + ...+ a;M) < 0o = A ganz iber klay, ..., as]

bewiesen. Nach Anwendung von Lemma 3.1.25 gentigt es zu zeigen, dass M endlich
erzeugter R-Modul ist. Sei dazu my, ..., m, ein endliches homogenes Erzeugenden-
system von M /a1 M + ...+ asM (ein solches existiert immer, man nehme z.B. die
homogenen Komponenten einer endlichen Basis). Es gilt nun

M=) Rmi+(aM+...+a,M)=> Rm;+R"M,
=1

=1

da die rechte Seite eine grofiere Teilmenge von M ist, als die mittlere Menge. Nun
folgt nach Nakayamas Lemma 2.2.32 schon M = ", Rm,;. Also ist M endlich
erzeugter R-Modul.

Nun folgt der Beweis von

dimg(M/a M + ...+ asM) < 0o <= A ganz iber klay, ..., as).
Mit Lemma 3.1.27 folgt, dass A/(ay,...,as)A endlichdimensional ist. Da
M/ayM + ...+ a;M

endlich erzeugter A/(ay,...,as)A-Modul ist, ist M/(a; M + ...+ asM) nach Be-
merkung 3.1.3 endlichdimensional. Im dritten Schritt wird

(a1, ...,as) homogenes Parametersystem = (ay,...,as) alg. unabh. iiber k

gezeigt.

Wiéren die a; nicht algebraisch unabhangig iiber £, so gabe es nach Satz 3.1.23 alge-
braisch unabhéngige Elemente by, ...,b; € R, so dass R = k[ay, ..., as] ganz {iber
k[b1,...,b;] wére und t < s wire. Insbesondere wire auch A ganz iiber kb, . .., b
und damit wére (by,...,b;) ein besserer Kandidat fiir ein homogenes Parameter-
system, da ¢ < s, und somit ist s nicht minimal. Zuletzt wird

(aq,...,as) erfilllen die beiden Bedingungen des Lemmas =- s minimal
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gezeigt.

Nach Satz 3.1.8 gilt s = d(M), denn klay,...,as] N Ann (M) = 0, womit F'(1) #0
ist. Da jedes homogene Parametersystem von M diese Eigenschaften erfiillt ist s
minimal.

]

Somit ist die Existenz eines solchen homogenen Parametersystems nach Satz 3.1.28
und Satz 3.1.23 gesichert.

Korollar 3.1.29. Es seien aq,...,as homogene Elemente aus AT. Dann ist
dM/(axM + ...+ asM)) > d(M) — h.

Gleichheit gilt genau dann, wenn (ay,...,as) Teil eines homogenen Parametersystems
15t.

Beweis. Es gentigt die Behauptung fiir s = 1 zu zeigen. Sei a homogen vom Grad d.
Dann gilt nach Lemma 3.1.6:

(1-THH(M,T) = H(M/aM,T) —T*H(,M,T).

Hier lassen sich H(M,T'), H(M/aM,T) und H(,M,T) wie in Lemma 3.1.8 ausdriicken.
Dabei seien F(T), Fi(T) und F5(T') die entsprechenden Zéhler. W&hlt man dort die a;
als homogenes Parametersystem von M, so gilt sogar F'(1) > 0. Insbesondere folgt

(1—THF(T) = Fy(T) — T Fy(T). (3.1)

und durch Einsetzen von Eins erhalt man
0= Fi(1) — Fy(1).
Gilt nun Fi(1) # 0, so ist d(M/aM) = d(M). Andernfalls ist F»(1) = 0. Seien F|(T")(1—
T) = Fy(T) und F3(T)(1 —T) = F»(T). Kiirzen von (1 — T in Gleichung (3.1) ergibt
dann
d-F(1) = F{(1) = F5(1).

Hier ist F7(1) # 0, denn sonst wére

0>d-F(l)=—Fj(1) <0,

und die letzte Ungleichung folgt aus Bemerkung 3.1.10. Es folgt d(M/aM) > d(M) —1.
Der Zusatz tiber die Gleichheit ergibt sich direkt aus dieser Uberlegung. [
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3.1.3 Reguldre Folgen

Definition 3.1.30. Sei M ein graduierter A-Modul tiber der graduierten k-Algebra A.
FEine Folge (ay,...,as) von homogenen Elementen aus A™ wird M-requldre Folge oder
auch M-Sequenz genannt, wenn a; kein Nullteiler auf M/(a;M+...a;— M) firl <i<s
151.

Lemma 3.1.31. Jede M -regulire Folge ist in einem homogenen Parametersystem ent-
halten.

Beweis. Nach Lemma 3.1.20 gilt
d(M/(axM + ...a;M)) =d(M) — s.
Nach Korollar 3.1.29 ist damit (ay, ..., as) Teil eines homogenen Parametersystems. [

Satz 3.1.32. Eine Folge (ay, ..., as) von homogenen Elementen aus AT ist genau dann
eine M-Sequenz, wenn folgende Bedingungen erfillt sind:

1. ay,...,as sind algebraisch unabhangig uber k.
2. M ist ein freier klay, ..., as)-Modul mit einer Basis aus homogenen Elementen.
Beweis. 1. Sei (ay,...,as) eine M-Sequenz. Setze S := k[ay,...,as]. Die Elemente
ai,...,assind in einem homogenen Parametersystem enthalten. Insbesondere sind

(ay,...,as) damit nach Satz 3.1.28 algebraisch unabhéngig iiber k. Ferner ist M
ein kfay, ..., as-Modul. Damit ist M/(ay,...,as)M ein k-Vektorraum. Sei B eine
(evtl. unendliche) k-Basis von diesem k-Vektorraum. Diese kann offensichtlich aus
Bildern von homogenen Elementen aus M gewahlt werden. Sei B eine Menge von
Urbildern dieser Basis. Ferner sei K der Kern der kanonischen Abbildung

0—K-—88 — M—0
e, H—— €bb

Diese Abbildung ist surjektiv, da aus

M:ZS@+S+M

beB

mit dem Lemma 2.2.32 M = ), 5 Sb folgt. Sei nun ein Element aus dem Kern K
gegeben. Dies ist eine endliche Linearkombination der b € B. Bezeichne diese mit
by, ..., b,. Es gilt

n

Z Sibi == O,

i=1
wobei s; € S. Da M und die b; graduiert sind, gentigt es s; = 0 fur alle ¢ fiir
homogene s; € S zu zeigen. Ziel ist es nun, diese Gleichung in M/(ay,...,as)M

48



3.1 Graduierte Ringe und Moduln

zu betrachten, da dort die lineare Unabhiingigkeit der b; ausgenutzt werden kann.
Zunachst klammere die maximale a;-Potenz aus den s; aus. Dann folgt

n

m 3 —

a; E slbz—O
i=1

mit geeigneten 5; € S. Da ay kein Nullteiler auf M ist, folgt

n

> s =0.

=1

Das geht mit den anderen a; genauso. Man erhalt also gewisse 5; € k, die Faktoren
der urspriinglichen s; sind und obige Gleichung in M/(a, ..., as)M erfillen. Somit
sind die §; = 0 und damit auch s; = 0.

2. Seien nun die zwei Bedingungen gegeben. Es geniigt zu zeigen, dass a; M-regulir
ist, da beide Bedingungen auch fir M /a3 M und as, ..., a, erfillt sind. Gelte nun
aym = 0 fiir ein m € M. Offensichtlich kann man m homogen wahlen. M ist freier
S-Modul. Es gilt also

n

n
am = a; g S;my; = E (ay8;)m;.
i=1

=1

mit s; € klay,...,as] und m; € M. Dabei kénnen die m; nach Voraussetzung
homogen gewéhlt werden. Da dies eine freie Zerlegung ist, folgt a;s; = 0 fiir alle
1. Da aq,...,as algebraisch unabhéngig sind, folgt s; = 0 fiir alle ¢. Damit ist
insbesondere m = 0 und a; ist M-regular.

O

Definition 3.1.33. Die Tiefe depth (M) eines Moduls M ist die maximale Linge von
M -reguldren Folgen. Nach dem vorigem Lemma gilt stets depth (M) < d(M). Ein Modul
M besitzt die Cohen-Macaulay Figenschaft, falls depth (M) = d(M).

Satz 3.1.34. Es sei M ein Cohen-Macaulay-Modul, M mnoethersch. Jedes homogene
Parametersystem fiir M ist in einer maximalen M -Sequenz enthalten.

Beweis. Sei (ay,...,as) eine maximale M-regulére Folge und (by,...,bs) ein homogenes
Parametersystem fiir M. Induktion tiber s:

s=1: Setze N; :== {m € M | bm = 0}. Da M noethersch ist, wird die Folge der
Untermoduln N; € N, C ... stationér. Somit gilt N = @ N; = N, fiir ein h € N. Per
Definition gilt N NbyM = by N. Hier ist b; ein Parametersystem fiir M, also ist M /by M
endlichdimensional und damit auch N/b; N endlichdimensional, da N/byN C M /b; M.
Da N/bN — bN/b?N surjektiv ist, ist auch "' N endlichdimensional und damit dann
auch N. Insbesondere exisitiert ein { > 0 mit allN = 0. Da a; aber Nichtnullteiler auf
M war, muss N = 0 sein. Insbesondere ist damit b; auch kein Nullteiler auf M.

s > 1: Die Folge (by,...,bs) enthélt ein Parametersystem fiir M /a3 M. Sei dies gegeben
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3 Die Cohen-Macaulay FEigenschaft

durch (by,...,bs_1). Nach Induktion ist dann (by,...,bs_1,a1) M-Sequenz, und somit
dimM/a;M =s—1.In M/(byM + ...bs_1 M) ist a; kein Nullteiler und b; Parameter-
system. Nach Induktion ist by ein M/(byM+. ..4+bs_1 M )-reguléres Element, insbesondere
ist (by,...,bs) M-Sequenz. ]

Bemerkung 3.1.35. Somit entsprechen sich homogene Parametersysteme und maxima-
le requldre Folgen im Cohen-Macaulay-Fall. Dies gilt nicht allgemein, denn zum Beispiel
ist (x — z,y) ein homogenes Parametersystem fir M = k[x,y, z|/(xz,yz), abery ist ein
Nullteiler von M.

3.2 Das Theorem von Hochster-Roberts

In diesem Kapitel wird der Beweis von Hochster Roberts nach den Ausfiihrungen in
[BH93| gefiihrt. Dazu werden zunéchst einige Grundlagen iiber treuflache Moduln und
Jacobsonringe erlautert. Beim Beweis spielt der folgende Satz von der generischen Frei-
heit eine kleine, aber wesentliche Rolle. Auf den Beweis dieses Satzes wird hier verzichtet.

Satz 3.2.1 (Satz von der generischen Freiheit, [BH93] 6.5.6). Sei R = S[t1,...,t,] eine
endlich erzeugte Algebra tber einem Integritdtsbereich S. Sei M ein endlich erzeugter
R-Modul. Dann existiert ein 0 # g € S, so dass M, ein freier Sy,-Modul ist.

3.2.1 Flache und treuflache Moduln

Diese kurze Einfithrung beruht auf den Ausfiihrungen in [AM69]. Dabei wurden die dort
in die Aufgaben ausgelagerten Teile um die Beweise erganzt.

Definition 3.2.2. 1. Sei A ein kommutativer Ring mit Eins und N ein A-Modul. N
heifit flacher A-Modul, falls fiir jeden injektiven Homomorphismus f: M' — M
auch die induzierte Abbildung M' @4 N — M’ @4 M injektiv ist.

2. Fin Ringhomomorphismus f: A — B heifit flach, falls B als A-Modul flach ist.

3. Fir eimmen Ringhomomorphismus f: A — B und einen A-Modul N setze Ng :=
B®sN.

Lemma 3.2.3 ([AM69] Ex. 13 S.32). Sei f: A — B ein Ringhomomorphismus und N
ein A-Modul. Dann ist die Abbildung

g: N — B®uyN=Npg
r — 1®x

injektiv und g(N) ist ein direkter Summand von Npg.

Beweis. Seip: Ng — N, p(s®y) = sy. Hier sind p und g offenbar A-lineare Abbildungen
mit p o g = idy. Also ist g ein Schnitt, insbesondere Ng = g(N) @ ker(p). O
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3.2 Das Theorem von Hochster-Roberts

Definition 3.2.4. Fiir einen Ringhomomorphismus f: A — B setze

1. I¢:= Bf(I) fiir jedes Ideal I von A. Dies wird als Expansion von I bezeichnet.

2. J¢:= f~Y(J) fiir jedes Ideal J von B. Dies nennt man die Kontraktion von J.
Bemerkung 3.2.5. Kontraktion und Fxpansion sind inklusionserhaltend.
Proposition 3.2.6. Fir Ideale I von A und J von B gilt:

1. I D1,

2. Je C J,

3. ¢ = [°,

4. Jeee = Je.

Beweis. Die ersten zwei Aussagen sind trivial. Die letzten zwei Aussagen folgen durch
geeignetes Umklammern.

1. 2.
Je g (Iec)e — Jece — (]e)ce g Je

1. 2.
Je g (Jc)ec — Jeee — (Jce)c g Je
0

Proposition 3.2.7 ([AM69] 3.16). Sei f: A — B ein Ringhomomorphismus und sei p
ein Primideal von A. Dann ist p genau dann die Kontraktion eines Primideals von B,
wenn p% = p.

Beweis. Sei zunéchst p die Kontraktion eines Primideals von B, d.h. p = q° mit q €

Spec (B). Dann ist p*“ = q““ = q° = p.
Sei nun p = p* gegeben. Es geniigt ein Primideal q € Spec B mit

i) p°Cq,

i) qNIm(A—p)=10
zu finden, denn dann gilt

D)
P=pP“CqCp

und damit p = q°. Die Menge S := I'm (A—p) ist multiplikativ abgeschlossen und wegen
p* = f1(p°) =pund f7Y(B) C A—pgilt p° NS = 0. Somit ldsst sich p® zu einem
echten Ideal in S~!B erweitern. Dieses liegt in einem maximalen Ideal m von S~ B. Die
Kontraktion von m in B ist ein Primideal und erfiillt die beiden Eigenschaften. O]

Proposition 3.2.8 ([AM69] Ex 2 S.31). Sei A ein Ring, I ein Ideal und M ein A-Modul.
Dann gilt (A)I) @4 M = M/IM.
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3 Die Cohen-Macaulay FEigenschaft

Beweis. Die Sequenz 0 — I — A — A/I — 0 ist exakt. Da - ®4 M rechtsexakt ist, ist

IT@aM—>ARAM — A/IT @4 M — 0
N——

~M

exakt, und das Bild von I ® 4 M in M ist gerade I M.
O

Bemerkung 3.2.9. Im Gegensatz zu obigen Isomorphismus gilt i.A. nicht I ® 4 M =
IM. Zum Beispiel fir A =7, M = 7Z/AZ und I = 27.

Lemma 3.2.10. Sei B eine flache A-Algebra. Dann sind dquivalent:
1. I°¢ =1 fiir alle Ideale I von A
2. p* = p fur alle Primideale p von A

Spec (B) — Spec (A) ist surjektiv.

Fiir jedes maximale Ideal m von A gilt m® # B.

Falls M ein von Null verschiedener A-Modul ist, so gilt Mg # 0.

S ;v L

Fiir jeden A-Modul M ist die Abbildung

M — BaM
m — 1®@m
mjektiv.

Ist eine dieser dquivalenten Bedingungen erfillt, so nennt man B treuflach tiber A.
Beweis. 1) = 2) : trivial.
2) < 3) : Proposition 3.2.7.
3) = 4) : trivial.
4) = 5) : Sei x # 0 in M. Es geniigt nach Lemma 3.2.3 zu zeigen: Fiir den Untermodul
M’ = Ax gilt Mj # 0. Es gilt M’ = A/I fiir ein Ideal I # A. Damit ist nach Proposition
3.2.8 My = B/I¢. Da I in einem maximalen Ideal m liegt, gilt /¢ C m° # B, also
My # 0.
5) = 6) : Sei M’ =ker(M — Mpg). Da B flach {iber A ist, ist

0— My — Mg — (Mp)p

exakt. Nach 3.2.3 ist die Abbildung Mp — (Mg)p injektiv, also My = 0 und damit
nach Voraussetzung M’ = 0.
6) = 1) : Setze M := A/I. Aus der Voraussetzung ergibt sich die Injektion

f:AJI — BJI°

Insbesondere gilt also ¢ = f~!(I¢) C I. Die andere Inklusion gilt nach 3.2.6. O
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3.2 Das Theorem von Hochster-Roberts

Korollar 3.2.11. Sei B ein freier A-Modul. Dann ist B treuflach tuber A.

Beweis. Sei m ein maximales Ideal von A. Dann ist

me:mB:@mAzeBm%B.

3.2.2 Jacobsonringe

Definition 3.2.12. Sei A ein kommutativer Ring mit Fins.
1. Das Nilradikal /A ist der Schnitt tiber alle Primideale von A.
2. Das Jacobsonradikal J(A) ist der Schnitt iber alle mazimalen Ideale von A.

Lemma 3.2.13 ([AM69]S. 71, Ex 23). Sei A ein kommutativer Ring mit Eins. Es sind
aquivalent:

1. Jedes Primideal von A ist Durchschnitt von maximalen Idealen .
2. Fir jedes Primideal p von A gilt J(A/p) = 0.
3. Fir jedes homomorphe Bild von A ist das Nilradikal gleich dem Jacobsonradikal.

4. Jedes nicht maximale Primideal p von A ist Durchschnitt aller Primideale, die p
echt enthalten.

Beweis. Sei f: A — B ein Homomorphismus von Ringen. Dann entsprechen die Prim-
ideale von f(A) gerade den Primidealen von A/ker f. Mit dieser Uberlegung folgt
1) & 2) sofort. 3) = 1) folgt mit der Projektion 7: A — A/p.

1) = 3) Jedes homomorphe Bild von A hat die Form A/I mit einem Ideal I von A. Es

gilt:
VAII= () p= () () m= () m=JA/1)

PCA prim p2/ prim m2Op max. m2] max.

1) = 4) folgt auch direkt. Bleibt also 4) = 1) zu zeigen. Angenommen, 1) gilt nicht.
Dann gibt es ein Primideal p in A, mit

P # N m.

m maximales Ideal

Es geniigt ein Primideal konstruieren, dass 3) nicht erfiillt. In A/p gilt J(A/p) #
VA/p = 0. Sei also 0BdA A integer und J(A) # 0. Wahle f # 0 in J(A). Ay enthélt
ein maximales Ideal my. ¢ = AN my ist ein Primideal und nicht maximal, da es f
nicht enthélt. Ferner ist es maximal unter den Primidealen, die f nicht enthalten. Damit
erfiillt q 3) nicht. O
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3 Die Cohen-Macaulay FEigenschaft

Definition 3.2.14. Ein Ring der eine der obigen dquivalenten Bedingungen erfillt, heifit
Jacobsonring.

Beispiel 3.2.15. Z ist ein Jacobsonring, jeder Korper ist ein Jacobsonring.

Theorem 3.2.16 ([BH93] A 17). Sei A ein Jacobsonring und B eine endlich erzeugte
A-Algebra. Dann gilt:

1. B st Jacobsonring.
2. Fir jedes mazximale Ideal m von B ist auch m N A maximales Ideal von A.

Der Beweis dieses Theorems folgt nach dem néachsten Korollar. Dieses spielt im Beweis
des Theorems von Hochster-Roberts eine entscheidende Rolle.

Korollar 3.2.17 ([BH93] A 18). Sei R eine endlich erzeugte Z-Algebra und m ein
mazimales Ideal von R. Dann ist R/m ein endlicher Korper.

Beweis. [[Bos09] Kap 3.4 Korollar 8 und 9] Nach 3.2.16 ist ZNm = (p) fiir eine Primzahl
p € Z. Damit ist L = R/m endlich erzeugte Korpererweiterung iiber k = Z/pZ. Dies
ist auch eine endliche Korpererweiterung, da nach Noethernormalisierung algebraisch
unabhéngige Elemente vy, ..., y, existieren, so dass k[yi,...,y,] C L endliche Ringer-
weiterung ist. Damit ist aber k[y, ..., y,] schon ein Kérper, was nur fir n = 0 gilt. [

Die folgenden drei Lemmata werden im Beweis von Theorem 3.2.16 benotigt. Diese
stammen aus [AM69] Kapitel 5.

Lemma 3.2.18 ([AM69] Prop 5.7). Seien A C B Integritditsringe und B ganz iber A.
Dann ist B genau dann ein Korper, wenn A ein Korper ist.

Lemma 3.2.19 ([AMG69] Ex 25). Sei A ein Ring. Dann sind dquivalent:
1. A ist ein Jacobsonring;
2. Jede endlich erzeugte A-Algebra B, die ein Korper ist, ist endlich tuber A.

Lemma 3.2.20 ([AM69] Ex 22). Sei A ein Unterring des Integritdtsbereichs B, wobei
B als A-Algebra endlich erzeugt sei. Gilt ferner J(A) =0, so ist auch J(B) = 0.

Beweis. [von 3.2.16 | Sei p ein Primideal von B, @ = A N p. Dann sind A/q C B/p
Integritétsringe und B/p ist endlich erzeugte A/q-Algebra. Insbesondere ist J(A/q) =
0 und damit gilt nach 3.2.20 J(B/p) = 0, also ist p = [),,5, m. Somit ist B ein
Jacobsonring. Ebenso erhélt man fiir ein maximales Ideal m von B die Inklusion

A/(mnNA) C B/m.

Da A/(mnN A) ein Jacobsonring ist ist nach Lemma 3.2.19 B/m ganz tiber A/(m N A).
Nach Lemma 3.2.18 ist A/(m N A) damit ein Kérper und m N A ein maximales Ideal
von A. O
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3.2 Das Theorem von Hochster-Roberts

3.2.3 Der Beweis

Die folgenden Ausfithrungen basieren auf [BH93|. Die Cohen-Macaulay-Eigenschaft von
Ciq folgt aus dem néchsten Theorem.

Theorem 3.2.21 (Hochster-Roberts). Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum,
auf dem eine linear reduktive Gruppe linear operiert. Dann besitzt der Invariantenring
beziiglich dieser Aktion die Cohen-Macaulay-FEigenschaft.

Das obige Theorem ist ein Spezialfall von

Theorem 3.2.22 ([BH93|). Sei k ein Korper und R = k[X1,...,X,] der Polynomring
i n Variablen mat Standardgraduierung, d.h. deg X; = 1 Vi. Ferner sei S eine endlich
erzeugte graduierte k-Unteralgebra von R mit IRNS = I fiir alle Ideale I von S. Dann
ist S Cohen-Macaulay.

Die Ubersetzung in dieses Theorems gelingt durch Konstruktion eines Reynoldsope-
rators.

Definition 3.2.23. Sei R ein kommutativer Ring und S ein Unterring. Fin Reynolds-
operator von (R,S) ist eine S-lineare Abbildung p: R — S mit p|g = idg, also eine
Retraktion zur Inklusion v: S — R.

_ Das folgende einfache Lemma liefert mit einem Reynoldsoperator die gewlinschte
Ubersetzung.

Lemma 3.2.24. Sei p: R — S ein Reynoldsoperator zu (R,S). Dann gilt IRNS =1
fiir alle Ideale I von S.

Beweis. Seir € I R. Somit gibt es eine Darstellung Z?Zl r;s; mit r; € Rund s; € I. Gilt
zusatzlich r € S, so folgt

IRNS37r=p(r)=> p(r:f;) = Zﬁ@e I.
=1 i=1 cS

]

Setzte R = k[V] und S = k[V]¢. Die Konstruktion des Reynolds-Operators folgt aus
der linearen Reduktivitat der Gruppe.
Jede homogene Komponente k[V]¢ ist endlichdimensionale G-Darstellung in k[V];, hat
also ein orthogonales Komplement WW;, welches alle nicht-trivialen Unterdarstellungen
von k[V]; enthédlt (Dies wird in der Konstruktion noch gebraucht). Sei

pit k[V]i = k[VI7 & W; — K[V]?
die Projektion. Setzte p := @, p;: k[V] — k[V]®. Nach Konstruktion gilt plype =

idypjc. Es geniigt also zu zeigen: p ist S = k[V]%-linear. Nach Lemma 3.2.25 geniigt
es ker p = @, W; zu untersuchen. ker p enthélt alle nichttrivialen G-Untermoduln von
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3 Die Cohen-Macaulay FEigenschaft

R. Betrachte eine irreduzible Komponente U von ker p. Fiir s € S = k[V]% ist die
Multiplikation m,: U — R G-linear, denn

ms(g.u) = s(g.u) = (g.5)(g-u) = g.(su).

Nach Schurs Lemma ist dann I'm s = sU entweder 0 oder isomorph zu U. Da U nicht-
triviale G-Darstellung ist, liegt dann sU in beiden Fallen wieder in ker p. Insbesondere
gilt dann sker p C ker p.

Lemma 3.2.25. Sei R ein kommutativer Ring und S ein Unterring. Ferner sei p: R —
S eine k-lineare Abbildung mit p|s = ids. Dann gilt

p € Homg(R,S) genau dann, wenn skerp C kerp  fir alle s € S.

Beweis. Sei s € S und z € ker p.
“=7": p(sz) = sp(x) = 0.

=" p(sz) = p(sp(x) + s(x — plx)) = p(sp(x)) = sp(x). O
€sker pCker p \Eg/

Beweis. von Theorem 3.2.22. Der Beweis ist in zwei Teilschritten aufgeteilt. Im ersten
Schritt wird das Theorem fiir einen endlichen Korper & bewiesen. Fiir einen endlichen
Kérper ist der Beweis relativ leicht. Insbesondere spielen hier die Vorbereitungen (Satz
tiber die generische Freiheit, Jacobsonringe und treuflache Algebren) keine Rolle. Im
zweiten Schritt ist der Korper k beliebig. Dort wird augenutzt, dass die Aussage des
Theorems zur Losbarkeit gewisser linearer Gleichungssysteme tiber £ aquivalent ist. Der
Beweis geht davon aus, dass eines dieser Systeme nicht losbar ist und fithrt dies zum
Widerspruch. Dabei lasst sich der Kérper k durch eine endlich erzeugte Z-Algebra A
ersetzen, so dass die Losbarkeit iiber A dquivalent zur Losbarkeit tiber £ ist. Diese Alge-
bra A ist ein Jacobsonring. Im Falle, dass dieses System nicht 16sbar ist, kann man A so
wiahlen, dass es fiir jedes maximale Ideal m tiber A/m nicht l6sbar ist. Da A eine endlich
erzeugte Z-Algebra ist, ldsst sich mit Hilfe des Satzes liber die generische Freiheit das
gesamte Setup auf endliches k zuriickfiihren.

Sei fi,..., fs ein homogenes Parametersystem von S. Zu zeigen ist: fi,..., fs ist ein
S-reguléare Folge, d.h. falls

gfhrvi=anfit+. ...+ 9/ (3.2)

firein 0 <r <s—1und g,91,...,9 € S gilt, so ist g schon in dem von fi,..., f,
erzeugten Ideal in S. Die g,g1,...,g, konnen als homogen vorausgesetzt werden, da
S graduierte Unteralgebra ist. Ferner geniigt es wegen g € S und der Voraussetzung
IRN S =1 zu zeigen, dass g in dem von fi, ..., f, erzeugten Ideal in R liegt.

1. Schritt

Der Beweis fiir endlichen Korper k folgt hauptsachlich aus den folgenden drei leichten
Voriiberlegungen.
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3.2 Das Theorem von Hochster-Roberts

Lemma 3.2.26. Sei R = k[X,...,X,] ein Polynomring. Dann gilt

1. XF 0 XPEn st regulire Folge fiir alle k; € Nog.

2. Ist F' ein freier R-Modul, so ist Xfl, ooy, XFn aquch F-regulire Folge.
Beweis. Der zweite Teil folgt direkt aus dem ersten Teil, da hier alles komponentenweise
betrachtet werden kann. R hat die Cohen-Macaulay-Eigenschaft, denn d(R) = n und
Xi,...,X, ist eine regulare Folge. Da

dimyg k[X,, ..., X, ]/(XF 0 X)) < oo

gilt, ist X fl, ..., X¥ ein homogenes Parametersystem von R. Nach Satz 3.1.34 bilden
die Xf damit eine regulare Folge. O

Proposition 3.2.27. Ist R ein Integritatsring und M ein endlich erzeugter R-Modul,
so existiert ein freier R-Untermodul F C M und ein ¢ € R — {0} mit cM C F.

Beweis. Sei Q@ = Quot(R) der Quotientenkorper von R. Hier ist M ®p @ endlichdi-
mensionaler Q)-Vektorraum. Sei m; ® 1,...,m, ® 1 eine ()-Basis von M ®g (). Dann ist
F:=5".Rm; C M ein freier R-Modul. Da Lokalisieren exakt ist, folgt mit S = R — {0}
und 0 - F - M — M/F — 0, dass

0—=S'F—S'M—SYM/F)—=0
exakt ist. Da die ersten beiden Terme die gleiche Q-Dimension haben, gilt S™(M/F) =

0. Da M/F endlich erzeugter R-Modul ist gibt es ein ¢ € S mit ¢(M/F) = 0, also
cM C F. [

Bemerkung 3.2.28. Sei k ein endlicher Kiorper, p = char(k) und q = p°¢ fir ein
e € Nyg. Ferner sei

M = {Monome p= X" - Xt e k[Xy,..., X, | s < q fiiri=1,...,n}

Dann ldsst sich jedes h € k[Xq,...,X,] eindeutig als

h="Y (b)) mith, € k[X1,...,X,]
HEM

schreiben.

Beispiel 3.2.29. k =7Z/5Z,e = 1. Dann gilt

h=2XTX3X2 +3X1°Xs = (2X1X3)5 X2X3 + (3X2)° X,
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3 Die Cohen-Macaulay FEigenschaft

Beweis. [von 3.2.22 fiir endliche Kérper] Wende Proposition 3.2.27 auf M = S und
R = k[fi1,..., fs] an und erhalte einen freien k[f,..., fs]-Untermodul von S und ein
c€klf,..., f] = {0} mit ¢S C F. Wihle g = p® so groB, dass ¢ = >\ cfu sich mit
Koeffizienten ¢, € k schreiben léasst, z.B. ¢ > grad(c) - n. Aus der Gleichung

9frii=agif1 +...+g.fr mitg, g €S homogen (3.3)

folgt durch Potenzieren hoch ¢ und Multiplikation mit c:

71 (cg?) = 7 (cqgl). 3.4

Fl (co®) ;f (cg?) (3.4)
er - er

Hier ist f{,..., fi,; nach Lemma 3.2.26 eine F-regulére Folge, also existieren h; € F

und h;, € R=k[X;,...,X,], so dass folgende Gleichungen erfiillt sind:

D () u=cg® = > fih
HEM i=1

T

=SS )

i=1 HEM

= Z Z ff(hm)qu

HEM i=1

= ). (Zr:fihiu>qu

HeEM \i=1

- Z (h#)q:u7

HeEM

wobei h, = Y., fihiy € (f1,..., fr)R gilt. Da ¢ # 0 ist, ist ein ¢, # 0. Koeffizien-
tenvergleich liefert fiir ein ¢, € k — {0}, dass ¢, = h, € (fi1,...,f-)R und damit
ge(f17"'af7")R‘ ]

2. Schritt

Die Giiltigkeit des Theorems ist aquivalent zur Losbarkeit eines linearen Gleichungssys-
tems iiber k. Betrachte dazu das folgende Beispiel.

Beispiel 3.2.30. g = 4X?Y?, f, = 3X +2Y, f, = TX%?+5Y2. Sei I das von f; und
fo erzeugte Ideal in k[X,Y]. Falls g € I liegt, so liegt es im k-Vektorraum, der von
[X3, XY, AXY? £Y3 £, X2, £, XY, Y2 erzeugt wird. Dies entspricht dem Glei-
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Die Koeffizienten des Gleichungssystems liegen in einer endlich erzeugten Z-Algebra
(im Beispiel sogar in Z). Die Losbarkeit des Gleichungssystem ist schon iiber einer endlich
erzeugten Z-Algebra entscheidbar, da sich alle Voraussetzungen auch iiber einer endlich
erzeugten Z-Algebra A ausdriicken lassen. Dazu werden zunéachst die Koeffizienten von

g, den g; und den f; benétigt, um (3.2) auszudriicken. Ferner ist S als k[f1, . .

endlich erzeugt. Seien ry,...,r, € S Erzeuger dieses Moduls. Die Koeffizienten dieser

., fs]- Modul

Erzeuger werden ebenfalls zu A hinzugefiigt. Gesucht ist eine endlich erzeugte Z-Algebra

A, so dass fiir

1. R=A[Xy,...,X,],

2. B == A[fl,---vfm]7

3. S=DBr,...

die folgenden Eigenschaften erfiillt sind.

,Tm] C S

1. BCR,dh. fi,...,f, € R,
2. SCR,dh.r,...,rm €R,
3. S=Bri+...B,,, dh fir rg; =50 pi(fis o fo)ra ist pgu(fi, ..., fs) € B,
4. goy .-+, s EE,
5. Go,...,9s €S, dh. g = S G frse o fs)Tu
Bezeichne im Folgenden gy := ¢g. Um obiges zu erfiillen werden die Koeffizienten der

folgenden Polynome benotigt.

Lo f1,..., fs € k[Xq, ...

2. Ty oy Tm Gk[Xl

3. DPiju € k‘[Yi, -

4. go,...,gsek[Xl,...

5. qu € k[Y7,..., Y], fir i,u € {1,...,m}.

P

, Xn),
- Xl

, Xn),

Y] fur 4, j,u € {1,...,m},
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Dies ist offensichtlich méglich. Es ergibt sich damit eine endlich erzeugte Z-Algebra A,
tiber der die Losbarkeit des zur Bedingung g € (fi, ..., f,)R dquivalenten Gleichungs-
systems entscheidbar ist. Freilich ist g nur durch die Gleichung (3.2) gegeben, dessen
Koeffizienten auch in A liegen. Falls das Gleichungssystem l6sbar ist, so liegt die Losung
moglicherweise nicht in A, sondern in Quot(A). In diesem Falle fiige die endlich vielen
Briiche zu A hinzu, die fiir die Losung notig wéiren. Angenommen, das Gleichungssystem
ist auch tiber Quot(A) nicht 16sbar. Das Gleichungssytem hat die Form Mv = b. Wobei
M eine Matrix, b ein Spaltenvektor und v die gesuchte Grofle ist. Ist das Gleichungssys-
tem nicht 16sbar, so gilt rg(M, b) = rg(M)+1 (hier bezeichtnet M, b die Matrix, die durch
Anhéngen des Spaltenvektors b and M entsteht). Also verschwindet ein (k+1) x (k+1)
Minor d von (M, b) nicht. Fiige d~! zu A hinzu. Damit liegt d in keinem maximalen Ideal
m von A, das heiffit das Gleichungssystem ist auch fiir alle maximalen Ideale m von A
nicht 16sbar tiber A/m.

Hier soll modulo eines maximalen Ideals m von A reduziert werden, so dass die obigen
Forderungen erhalten bleiben. Das kann bei der Inklusion B/mB — R/mR Probleme
bereiten, da die Injektivitat nicht gesichert ist. Dieses Problem kann durch die richtige
Wahl des maximalen Ideals umgangen werden. Diese Wahl erfolgt tiber ein maximales
Ideal n von B. Da B Jacobsonring ist, ist nach Theorem 3.2.16 m := A N n maximales
Ideal von A. Nach dem Satz tiber die generische Freiheit gibt es ein 0 # ¢t € B, so dass
R, ein freier B,-Modul ist. Insbesondere ist dann die Abbildung

(B/mB), = (B/mB), ®p, B, — (B/mB), ®p, R, = (R/mR),

nach Lemma 3.2.10 injektiv. Wéhle das maximale Ideal n von B so, dass ¢t ¢ n ist. Dann
ist die Abbildung B/mB — (B/mB); injektiv, da B Polynomring iiber A und somit
mB Primideal ist. n kann so gewéhlt werden, da B Jacobsonring (und Integritatsring)
ist und daher

Schnitt iber alle maximalen Ideale von B = J(B) = VB = 0.

Insgesamt gilt

B/mB R/mR

(B/mB), (R/mR),

und damit ist A injektiv. Betrachte nun alle Objekte modulo m. Damit sind die For-
derungen 1,3,4 und 5 erfiillt. Forderung 2 ist auch erfiillt, da die 7; € R/mR liegen.
Nach Korollar 3.2.17 ist A/mA endlicher Korper. Damit gilt die Behauptung fiir einen
endlichen Korper nicht. Das kann aber nach dem 1. Teil nicht sein. O]

60



3.3 Eine obere Schranke fiir den Grad der Relationen

3.3 Eine obere Schranke fur den Grad der Relationen

In diesem Abschnitt wird das Resultat von Harm Derksen [Der04] behandelt, mit dem
eine obere Schranke fiir den Grad der noétigen Relationen von (), hergeleitet wird.
Im Beweis von Derksen wird an einer Stelle die Koszulauflosung benutzt, welche im
folgenden betrachtet wird.

3.3.1 Koszul-Komplex

Die Ausfithrungen richten sich nach dem Buch [Wei94|, wobei die Beweise hier etwas
genauer ausgefithrt werden.

Definition 3.3.1. Sei R ein Ring mit 1. Ferner seien P, und Q. Komplexe von R-
Moduln mit Differentialen d bzw. d'. Betrachte den Doppelkompler PR Q) = {P,®Q4}p.4
mit den folgenden Abbildungen:

d®1:P,8Q, — Py ®Q,

und
(-1)’®d:P,oQ, — P,® Q4
Der totale Kettenkomplex ist gegeben durch

Tot*(P®Q):={ > P,®Q,}

pt+q=n
mit den natirlichen Differentialen, die sich aus dem Quadratmuster ergeben.
Definition 3.3.2. Sei x € R gegeben. Dann sei K(z) der folgende Komplex
K():0—- RS R—0,

wobei das erste R in Grad 1 liegt. Fir eine endliche Folge x = (x1,...,%,) zentraler
Elemente von R setze

K(x) :=Tot*(K(z) ® K(2) ®p - - - @ K(z,,))

Beispiel 3.3.3. Sei R = k[z,y], x = (z,y). Dann ist

K(x) : 0 R R? R 0
Das folgende Lemma soll hier bewiesen werden.
Lemma 3.3.4 (Koszulauflosung). Fulls x = (x1,...,x,) eine reguldre Folge zentraler

FElemente in R ist, so ist K(x) eine freie Aufiésung von R/I mit I = (xy,...,z,)R. Die
freie Auflosung hat die folgende Gestalt:

0= AR S S AR SRS R— R/I—0
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3 Die Cohen-Macaulay FEigenschaft

Hierbei ist das Differential & gegeben durch

p*

p
61'1/\61‘2/\.../\6%'—>Z(—1>k+ll’ik 621/\/\5;/\61
k=1

Die Komplexeigenschaft lasst sich direkt nachrechnen. Die Priifung der Exaktheit wird
den Rest dieses Abschnittes beanspruchen. Dazu wird in Lemma 3.3.8 die Homologie
dieses Komplexes berechnet, was mit der Kiinneth-Formel fiir Koszul-Komplexe gelingt.
Die folgende Definition dient hauptsachlich zur Verkiirzung der Notation.

Definition 3.3.5. Fiir einen R-Modul M und eine zentrale, requldre M -Sequenz X setze
H,(x,M):= H,(K(x)®r M).
Fiir ein zentrales, requlires Element x € R setzte x = () und
H,(z,M) := H,(x, M).
Die folgende Bemerkung ist der Dreh- und Angelpunkt im Beweis der Kiinneth-Formel.

Bemerkung 3.3.6. Ist

o> A—->B—-C—-D—FE—---
eine lange exakte Sequenz von R-Moduln, so ist

0— B/Im(A) - C —Im(C)—0
ebenfalls exakt.

Lemma 3.3.7 (Kiinneth-Formel fiir Koszul-Komplexe). Sei C' = C, ein Kettenkomplex
von R-Moduln und x € R. Dann existiert die folgende exakte Sequenz:

0 — Hylw, Hy(C)) — Hy(K(z) ® C) — Hy(z, Hy_1(C)) — 0.

Beweis. Es gentigt die Bemerkung auf eine geeignete exakte Sequenz anzuwenden. Diese
ist gegeben durch

oo Hy(C) B Hy(C) = Hy(K(2) ® C) = Hy 1(C) 5 Hy 1(C) = -+ (3.5)
Folgendes ist zu priifen:
1. H,(C)/Im (-x) = Hylx, H,(C)).
2. Im (H,(K(z) ® C)) = Hy (2, H,1(C)).

3. Die Sequenz ist exakt.
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3.3 Eine obere Schranke fiir den Grad der Relationen

Fiir die ersten beiden Punkte betrachte den Komplex K (x) ® H,(C), d.h.
0— H,(C) = H,(C) =0
Hier gilt offensichtlich
Hy(K (x) & H,y(C)) = Hy(C)/Tm (-2),
und mit dem gleichen Komplex fiir ¢ — 1 folgt
Hi(K(x) ® Hi—1(C)) = ker («x) = Im (Hy(K(z) @ C)),

wobei die letzte Gleichung aus der exakten Sequenz 3.5 folgt.

Betrachte R als Komplex konzentriert in Grad 0. Damit erhéalt man die exakte Se-
quenz von Komplexen:

0 R K(x) —— R[-1] —— 0
0 0
0 rR—% R
jr— R.x 0
0 0

Durch Tensorieren mit C' erhalt man eine exakte Sequenz von Komplexen der Form:
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3 Die Cohen-Macaulay FEigenschaft

0 C K(z) @ C —— C[-1] —— 0

™

Cq @ Cq—l Cq—l

d «x
dq (0 —d) —da—1

C’q—l *L) C(q—l S Oq—Z L) Cq—?

Da diese Sequenz exakt ist, folgt die Existenz der langen exakte Homologiesequenz:
<= Hy 1 (C[-1]) 3 Hy(C) = Hy(K(2) © C) = Hy(C[-1]) 3 Hy 1(C) — ---

Hier gilt H,—,(C[—-1]) = H,(C) und H,(C[-1]) = H,—1(C). Die Verbindungsabbildung
0 ist die Multiplikation mit x. Dies folgt aus dem Schlangenlemma:

Hy(k(z) © C) H,(C[-1])

~ ~

1,(C)

Cy/d(Cyir) —— Cy ® Cy 1 /d(Cyy ® Cp) —— Cy1/d(Cy) —— 0

Rl
3

0 ——— kerd,—; ker

ker dg—o

qul(c)

Hyo (K(2) © C)

Hy 1 (C=1])

Dabei ist 0 die von rechts oben nach links unten induzierte Abbildung, d.h.
H,(Cl-1]) 3 ¢— ¢~ (0,¢) = (xc, —d(c)) — xc — xc.
O

Korollar 3.3.8 (Azyklizitét). Falls x eine zentrale, requldre Sequenz eines R-Moduls
M ist, so ist
M/xM  falls g =0

0 sonst

H,(x, M) :{

64



3.3 Eine obere Schranke fiir den Grad der Relationen

Beweis. Per Induktion: Da x ein Nichtnullteiler auf M ist, gilt die Behauptung fiir n = 1,
denn

Kz)@M:0 — M - M — 0.

Seinunn > 1und y = (z1,...,2,-1), T := T, sowie C := K(y) ®g M. Nach Indukti-
onsvoraussetzung gilt
M/yM fallsq=0
Hq(c> = {O
sonst

Betrachte die kurze exakte Sequenz in der Kiinneth-Formel zunachst fiir ¢ = 0:

0— H()(ZL‘, H()(C)) — H()(K(l’) & C) — ﬁ1($, H—I(O))/ — 0.

d.h.
Ho(K(x), M) = Hy(K(z)® K(y)® M)
= Hy(K(x)®C)
= Ho(z, Ho(C))
= Ho(z, M/yM)
und K(z) ® M/y M ist ja gerade
0— M/yM =5 M/yM — 0, (3.6)

und da z kein Nullteiler auf M/y M ist (Regularitit), ist Ho(z, M/yM) = M/xM. Fiir
q # 0 ergibt die Kiinneth-Formel

0 — Hy(z,H,(C)) - H)(K(z)® C) — Hy(x,H,—1(C)) — 0,
=0
und der rechte Term verschwindet auch fiir ¢ # 1. Fiir ¢ = 1 gilt
Hi(K(x)® M) =Hy(x,M/yM)=0
nach (3.6), da = kein Nullteiler von M /yM ist. O
Beweis. [von Lemma 3.3.4] Aus Korollar 3.3.8 folgt, dass

K(x)— R/I =0

exakt ist. Es bleibt also lediglich zu zeigen, dass die Auflosung die gewiinschte Form hat.
Betrachte
K():0 =R, 5 R—0

wobei R, := R und e, := 1 € R, bezeichne. Dann ist klar, dass

KP<X) = @ inl ®R Rmi2 ®R e ®R Ra:ip ®Rﬁ®R te ®R Rj

. . . TV
11 <2< <1p

n—p mal
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3 Die Cohen-Macaulay FEigenschaft

ist. Damit bilden die

62‘1/\"'/\6% I:6i1®"'€ip®1®"'®1 (ZI<ZQ<<ZP)

n—p mal

eine Basis von K,(x). Das Differential wird per Induktion iiber n berechnet. Fiir n =1

ist das klar. Fiir n > 1 seien y = (x1,...,2,-1),  := x,. Dann ist
Kp(x) = Kp-1(y) ®r R, © Kp(y) ®r R

und das entspricht gerade dem Differential, denn fiir (i; < --- < 7, < n) gilt die Be-
hauptung nach Induktionsvorraussetzung, und falls i, = n ist, so gilt

iy N Nep = 0(es Ao Neiy ) Nen + (=P ze, Ao A €,
]

Korollar 3.3.9 ([Eis05]2.6). Fir R = k[xy,...x,] ist die Koszul Aufldsung eine freie
Auflésung von k (sie ist sogar minimal).

Korollar 3.3.10. Sei deg(z;) = d; und sei dy > dy... > 0. Dann erhdlt man eine
graduierte minimale Koszul-Auflosung von k als R-Modul. Insbesondere gilt

deg(Torf(k,k)) =di+ ...+ d;

3.3.2 Resultat von Derksen

Das folgende Theorem stammt von Harm Derksen [Der04]. Das Theorem gibt eine obere
Schranke fiir die Grade der Erzeuger der Syzygien eines endlich erzeugten klxy, ..., z,]-
Moduls. Im Theorem ergibt sich eine Verbindung zwischen dem Tor-Funktor und der
freien (graduierten) minimalen Aufldsung. Dieser Zusammenhang wird hier kurz vor dem
eigentlichen Beweis von Derksen behandelt.

Theorem 3.3.11. Sei R = k[z1,...,x,] ein graduierter Polynomring mit deg(x;) = d;
und sei di > dy > ... > d, > 0. Sei ferner M ein endlich erzeugter graduierter Cohen-
Macaulay R-Modul und

O —-Fi1—-... 0o FF—>F—>M-=—>0
die minimale (graduierte) freie Aufiésung von M als R-Modul. Dann ist
F, = Torf (M, k) @ R

und es qilt
deg(Torf(M,k)) < dy +dy+ ... dgy; + a(M)

wobei s die Krulldimension von M ist, und a(M) ist der Grad der Hilbertreihe von M,
definiert als Zahlergrad minus Nennergrad.
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3.3 Eine obere Schranke fiir den Grad der Relationen

Beweis. Betrachte zunachst den Zusammenhang zwischen der freien graduierten Auf-
losung und dem Tor-Funktor. F; ist ein freier graduierter R-Modul, hat also die Form

Fi = @ R[—a@j], mit Q; 5 e N.
J

Der Korper k ist ein R-Modul via f.\ := f(0)-\. Hier ist Torf(M, k) die i-te Homologie
von F. ®p k. Fir ein festes ¢ erhalt man

E Xnr k= @k[—ai7j].
J

Betrachte nun das urspriingliche Differential § der freien Auflosung. Das Bild eines Er-
zeugers enthalt in keiner Komponente ein skalares Vielfaches eines Erzeugers, da sonst
die Auflésung nicht minimal ware. Da 0 graduierte Abbildung ist, und alle d; > 0 sind,
ist ¢ in jeder Komponente ein Polynom mit konstanten Term 0. Insbesondere ist damit
§ ®r k= 0. Also ist Tor? (M, k) = @D, k[—ai;] und damit:

TOTZS(M, k) @, R = @ R|—a;;] = F,
J

Zum eigentlichen Beweis von Derksen: Beweise die Behauptung per Induktion iiber die
Krull Dimension s = d(M). Fir s = 0 ist M noethersch und zusétzlich artinsch nach
[Eis95] (9.1). Insbesondere hat M endliche Lange und ist damit endlichdimensionaler k-
Vektorraum. Beweise nun diesen Fall durch Induktion {iber dimy(M). Die Behauptung
ist trivial falls M die Lange 0 hat, denn dann ist M = 0. Sei nun M # 0. Dann ist
a := a(M) der maximale Grad, der in M auftaucht. Der a-Anteil M, von M ist ein
Untermodul von M. Es ergibt sich eine exakte Sequenz von R-Moduln.

0— M, — M — M/M, — 0. (3.7)
Da dimy(M/M,) < dimy(M) ist und a(M/M,) < a ist liefert die Induktion
deg(Tor{ (M/M,,k)) <di +...di+a—1.
AuBlerdem ist der Untermodul M, = k™[—a]. Die Koszul Auflésung liefert
deg(Torf(k,k)) =di + ...+ d;

und somit gilt

deg(Torf(My, k)) =dy + ... +d; + a. (3.8)
Aus der exakten Sequenz 3.7 ergibt sich die lange exakte Sequenz
oo = Torf(M,, k) — Torf (M, k) — Torf(M/M,, k) — --- (3.9)

und die Abbildungen bleiben graduierte. Fiir ein Element in der Mitte mit maximalen
Grad, welches im Kern des Differentials liegt, wirkt die letzte Gleichung 3.9. Andernfalls
liegt es im Bild, ist also durch 3.8 beschrankt. Zusammen folgt:

deg(Torf(M,k)) < dy + ...+ d; + a.
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3 Die Cohen-Macaulay FEigenschaft

Sei nun s > 0. Der Modul M hat die Cohen-Macaulay-Eigenschaft, das heifit es existiert
ein homogenes reguldres p € R mit deg(e) > 0, so dass M /pM ebenfalls Cohen-Macaulay
ist ([BH93] 2.1.3). Insbesondere gilt

H(M/vat) = (1 - te)H(M7t>7
und somit a(M/pM) = a(M) + e. Die Sequenz
0— M[—e] - M — M/pM — 0

ist exakt, da p wegen der Nichtnullteilereigenschaft eine Verschiebung um Grad e her-
vorruft. Die zugehorige lange exakte Sequenz

oo = Torf | (M/pM, k) — Tori (M, k)[—e] — Torf (M, k) — - -

ist damit wieder graduiert. Hier wird jedes Element maximalen Grades im mittleren
Term auf 0 abgebildet, liegt also im Bild von Torf (M /pM, k). Insbesondere gilt

v
e + deg(deg(Tor® (M, k)) = deg(Tor (M, k)[—e]) < deg(Torﬁl(M/pM, k)) <
< di A denytapny FaM/pM) =di + -+ degi +Ha(M) e
Subtrahiert man e auf beiden Seiten, so folgt

deg(Torf (M, k)) < dy +dy + ...deri +a(M).

Theorem 3.3.12. [Kno89] Es gilt a(Chg) < —dim(Chg).

Beispiel 3.3.13. Betrachte das Beispiel 1.0.1. Gesucht ist der Koordinatenring von
Im (). Erzeuger sind X,Y und Z, mit deg X = 3, degY = 4 und degZ = 5. Die
Dimension einer Geraden ist offenbar 1. Da der A' irreduzibel ist, ist auch Im (o)
wrreduzibel, und der Koordinatenring ist ein Integritatsring. Damit ist jedes homogene
Element positiven Grades ein requldares Element. Insbesondere besitzt der Koordinaten-
ring die Cohen-Macaulay Figenschaft und X ist ein von Null verschiedenes reguldres
Element. Da die Abbildung des Kandidaten

C[X,Y, Z]/Ixana — C[Im (¢)]
surjektiv ist, ist der Grad der Hilbertreihe < 2, denn
a(C[X,Y, Z]/(Iyana, X)) = a(C[Y, Z]/(Y*,Y Z, Z%)) = 5
und somit ist a(C[Im (9)]/¢(X)]) < 5. Da X regulir auf C[Im ()] ist, gilt
a(ClIm (¢)]) = a(C[Im ()] /o(X)]) — 3.

Somit ist 5+4+2 = 11 eine obere Schranke fiir den Grad der notwendigen Relationen.
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4 Grobnerbasen

Das Hauptergebnis in dieser Arbeit wurde durch einen Vergleich von Hilbertreihen er-
zielt. Die Berechnung einer solchen Hilbertreihe lasst sich durch Grobnerbasen erzielen.
In diesem Kapitel werden kurz die wesentlichen Begriffe eingefithrt und der Zusam-
menhang mit der Berechnung der Hilbertreihe erlautert. Dagegen wird hier auf den
Existenzbeweis von Grobnerbasen verzichtet, da dieser, neben der zusatzlichen Notati-
on, recht umfangreich ist. Diese lédsst sich zum Beispiel in dem Buch [GP08] nachlesen,
auf dem auch diese kurze Zusammenfassung beruht. Dabei liefert das Buch auch gleich
das passende Programm “Singular®, mit dem diese Berechnungen durchgefithrt werden
konnen.

Definition 4.0.14. Fine monomiale Ordnung ist eine totale Ordnung < auf der Menge
der Monome Mon,, = {z* | a« € N"} in n Variablen, wobei die Ordnung bei Multiplika-
tion mit einem Monom erhalten bleibt, d.h.

< 2P = 272 <272 fir alle a, 8,7 € N™.

Definition 4.0.15. Sei < eine monomiale Ordnung. Fir ein Polynom f ist LM (f) das
grofste Monom, dass in [ bzgl. < vorkommt, LT(f) bezeichne den Leitterm von f, d.h.
das Leitmonom inklusive Koeffizienten. Fiir eine Menge M bezeichnet L(M) das von
allen Leitmonomen erzeugte Ideal, d.h.

L(M) = ({LM(f) | f € M})

Definition 4.0.16. Eine globale Ordnung ist eine monomiale Ordnung, die 1 < x® fiir
alle o« # (0, ..., 0) erfillt.

Bemerkung 4.0.17. FEine globalen Ordnung ist eine Wohlordnung, d.h. jede nichtleere
Menge hat ein kleinstes Element. Dies ldsst sich in [GP0S, Lemma 1.2.5] nachlesen.

Definition 4.0.18. Sei I ein Ideal in R = k[X1,...,X,] und < eine globale Ordnung
auf den Monomen in R. Fine endliche Menge G C R heifit Grobnerbasis von I, falls

G C 1, and L(I) = L(G).
Fine Grobnerbasis wird minimal genannt, wenn LM (g) 1 LM(f) fir alle f,g € G gilt.

Theorem 4.0.19. Sei I ein Ideal in R = k[ X1, ..., X,] und < eine globale Ordnung auf
den Monomen in R. Dann existiert eine Grébner-Basis G von 1.
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4 Grobnerbasen

Bemerkung 4.0.20. Sei [ ein Ideal im Polynomring R = k[Xy,..., X,] und f € R
ein Polynom. Ferner sei G eine Grobnerbasis von I. Wird nun das Leitmonom von f
von keinem Leitmonom der endlich vielen Erzeuger von G geteilt, so ist f ¢ I. Diese
Entscheidung ist fir Monome offenbar einfach. Gilt andererseits nun LM (g)|LM(f),
also LM (g)xY = LM (f), so hat das Leitmonom von

o
h=[f—- —fﬁg
Qg
kleinere Ordnung als das Leitmonom von f, wobei oy und o, die Leitkoeffizienten von
f und g seien. Hier geht ein, dass die Ordnung unter Multiplikation mit Monomen
betbehalten wird. Durch diese Reduktion erhalt man eine Menge von Polynomen

{f7f17f27"'}

deren Leitmonome absteigend bezuglich der globalen Ordnung sind. Da < eine Wohlord-
nung ist, hat die Menge dieser Leitmonome ein kleinstes Element. Ist dieses gleich 0,
so war f im Ideal, denn in jedem Schritt wird ja nur um Elemente des Ideals reduziert.
Ansonsten ist f wegen der Grébnerbasiseigenschaft nicht in I enthalten.

Bemerkung 4.0.21. Der in der vorangegangenen Bemerkung beschriebene Algorithmus
ist der Buchbergeralgorithmus zur Bestimmung einer Normalform.

Wie berechnet man nun eine Grobnerbasis eines homogenen Ideals? Fiir monomia-
le Ideale wurde dies schon in den Betrachtungen nach Lemma 3.1.14 untersucht. Der
nichste Satz (ohne Beweis) liefert eine Moglichkeit dieses Verfahren mit Hilfe einer
Grobnerbasis auf homogene Ideale auszudehnen.

Theorem 4.0.22 ([GP08] 5.2.6). Sei < eine monomiale Ordnung auf dem Polynomring
R =Fk[Xy,...,X,] und I ein homogenes Ideal von R. Dann gilt

H(R/I,T) = H(R/L(I),T).

Bestimme nun eine Grébnerbasis G von I. Per Definition gilt L(I) = L(G). Da G
endliche Menge ist, ist auch L(G) endlich und monomial. Mit dem Algorithmus zur
Bestimmung der Hilbertreihe von monomialen Idealen ergibt sich ein Algorithmus zur
Bestimmung der Hilbertreihe von homogenen Idealen.
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5 Bekannte Ergebnisse uber C),,

Die Dimension des Invariantenrings ist in allen Féallen bekannt.

Lemma 5.0.23 ([Dre07]). Fird > 1 ist die Krulldimension von Cpg

d(Cpg) = (d —1)n* + 1.

5.1 Fall: n=1
Fiir 1 x 1 Matrizen gilt tr(z;) = ;. Insbesondere ist also
Cld - (C[xlv s de]

und xy, ..., x4 sind algebraisch unabhangig.

5.2 Fall: d=1

Nach dem 1. Fundamentatheorem wird C,; durch Spuren der Form ¢r(X") erzeugt.
Da tr(X™*!) nach dem Theorem von Caley-Hamilton durch Spuren kleineren Grades
dargestellt werden kann, ist

Coy = Cltr(X), ..., tr(X"™)].

Falls eine Relation zwischen diesen Erzeugern besteht, lasst sich diese schon auf der
generischen Diagonalmatrix X bestimmen, da die diagonalisierbaren Matrizen dicht in
M, liegen. In diesem Falle folgt

tr(Xi) = :z:il 4+ ...+ :cfm

und diese Polynome sind algebraisch unabhangig.

5.3 Fall: n=2

Der 2 x 2 Fall wurde von Drensky [Dre03] vollstandig geldst.

Theorem 5.3.1. Seien X4,..., X, generische 2 x 2 Matrizen und seien yq,...,Yq ge-
nerische spurlose 2 x 2 Matrizen tiber C.
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5 Bekannte Ergebnisse tiber Cq4

(i) Die Algebra Coq wird erzeugt durch

tr(Xa),  tr(yaye),  tr(s3(Yjns Yinr Yis)),

mit 1 <,k <d, 1< 7 <js<j3<d. Dabei ist

s3(y1, Y2, Y3) = Z Sgn(a)ya(l)ya(Z)yU(3)

oES3
das Standardpolynom vom Grad 3.

(11) Die definierenden Relationen von Csy beziiglich der obigen Erzeuger sind

tT(SS (yi1 y Yias yig))tr<s3 (yjl » Yjas yjs))+

tr(yayi) trWavi) trviys,)
18| tr(yinysy)  tr(Yinys) tr(Yiys) | =0
(YY) r(Yis¥.) tr(YisYis)

und
3
Z(_l)ktr(y%ypk)tr(sfi(ypo’ S 7y/\pk7 s 7yp3)) =0,
k=0
mat
1§i1<i2<i3§d, 1§Z§d,
1< <j2<yg3<d, 1 <po<pi <p2<ps<d.

Upn bedeutet, dass die Variable y,, in diesem Falle weggelassen wird.

Bemerkung 5.3.2. In diesem Fuall liegen die Relationen in Grad 5 und 6. Diese sind
nur abhangig von den spurlosen Matrizen y;. Wir konnen die Hochstgewichtsvektoren in
diesem Fall angeben. Der Hichstgewichtsvektor zum Gewicht (2,1,1,1) ist gegeben durch
i=1,p1 = 1,ps = 2,p3 = 3,py = 4. Der Hochstgewichtsvektor zum Gewicht (2,2,2) ist
gegeben durch i1 = j1 = 1,19 = jo = 2,13 = j3 = 3. Insbesondere gibt es keine Relationen
fur den Fall d = 2.

5.4 Fall: n=3,d=2

Das folgende Ergebnis stammt von Helmer Aslaksen, Vesselin Drensky und Lilia Sadikova
[ADS06]. Hier sind X,Y zwei generische 3 x 3 Matrizen und x,y sind zwei generische
spurlose 3 x 3 Matrizen.

Theorem 5.4.1. Die Algebra der Invarianten Css von zwei 3 x 3 Matrizen hat die
folgende Darstellung. Sie wird erzeugt von

tr(X), tr(Y), tr(z?), tr(zy), tr(y?)
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5.5 Fall: n=3,d=3
tr(w3), tr(:z:Qy), tr(xyz), tr(y?’), v, W

mit der definierenden Relation

w? — 1w—2w+4w’ 1w”+1w—2w—1w—4w =0
27t 9 215 3 g0 23t 37 370 o) T

Dabei sind die in der Relation vorkommenden Variablen wie folgt gegeben:
v = tr(z%y?) — tr(zyxy),

w = tr(x?yry) — tr(y*2*yx),

wy = u’, wy = v, wy = w?, wy =07,
tr(z?)  tr(zy)  tr(y?)

ws = v | tr(z3) tr(z?y) tr(zy?)|,
tr(z?y) tr(zy?) tr(y?)

tr(y®)  tr(zy?)
tr(zy?) tr(zy)

tr(z3)  tr(z%y)
tr(z?y) tr(zy?)
tr(z®)  tr(zy)  tr(y?)

wy =wu | tr(z®)  tr(z?y) tr(zy?)],

tr(z?y) tr(zy®) tr(y’)

wlf = 5[ (P)r() + 1) ()

)

—30[tr? (2 )tr? (wy)tr(x?y)tr(2®) + tr?(2®)tr (zy)tr (y° ) tr(xy?)]
+3{[dtr (i )tr® (zy) + tr* (y?)tr ()] [8tr* (2°y) + 2tr (zy?)tr(2”)]
+[4tr? (xy)tr(2®) + tr2 () tr(y?)] [3tr? (xy?) + 2tr(22y)tr(y°)]}

—2[2tr3 (zy) + 3tr(x®)tr(xy)tr(y?)][9tr (zy®)tr(z?y) + tr(z)tr(y®)].

5.5 Fall: n=3,d=3

Dieser Fall wurde schon in [Hog06] und auch in [BDO08] betrachtet. Dabei wurde in beiden
Fallen ein G Ls-stabiles minimales Erzeugendensystem angegeben und einige Relationen
von Grad 7 und 8 bestimmt. Zunéchst wird hier das minimale Erzeugendensystem fest-
gelegt, auf dem alle weiteren Betrachtungen beruhen.
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Lemma 5.5.1. Die folgenden Elemente sind ein minimales Erzeugendensystem von Css.

Dabei sind diese nach ihren irreduziblen Komponenten aufgeschlisselt.

5 Bekannte Ergebnisse tiber Cq4
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(35) tr(y*2%z) + tr(y*z2?) + tr(yzyzx) + tr(yzyxz) — 2tr(y?zez) — 2tr(yz2yx)
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(33) tr(z?y?2) + tr(x?zy?) + tr(zvyxyz) + tr(zyzzy) — 2tr(x?yzy) — 2tr(vy’ez)
(34) tr(x?z%y) + tr(z?y2?) + tr(zzezy) + tr(zzzyz) — 2tr(2?2yz) — 2tr(xzzy)



5.5 Fall: n=3,d=3

W5(3%):
(36) tr(z?y’ry) — tr(y*a*yz)
(37) tr(z?2%xz2) — tr(z2x%z1)
(38) tr(y*2?yz) — tr(2*y*2y)
(39) tr(x?yxyz) + tr(x?yzzy) + tr(x?zzy?®) — tr(x®y?zz) — tr(x®yzay) — tr(z’zyzy)
(40) tr(y2zyzz) + tr(y?zyzz) + tr(y?zyx?) — tr(y?x?yz) — tr(y*zzyx) — tr(y?zoyz)
(41) tr(2%yzyz) + tr(22yzay) + tr(22ezy?) — tr(22y?2x) — tr(22yzzy) — tr(2%zyzy)
(42) tr(z?zzzy) + tr(z?zoyz) + tr(x?yxz?) — tr(z?2%zy) — tr(z?zyrz) — tr(z’yzez)
(43) tr(y*zyzz) + tr(y’zyzz) + tr(y?zyz?) — tr(y*22yz) — tr(y?zeyz) — tr(y*ezyz)
(44) tr(2?zzxy) + tr(22zzyr) + tr(22yza?) — tr(2%2?2y) — tr(22ayze) — tr(z2yzzo)
(45) tr(x?y?2?) —i— tr(z? zyzy) + tr(zyzz?y) + tr(zyzryz) + tr(zzezy?)
—tr(z?yzyz) — tr(2?2%y?) — tr(zyzy2?) — tr(avy?zaz) — tr(xzyzzy)

Die Relationen werden mit steigenden Grad recht schnell sehr kompliziert. Hier werden
zunachst nur zwei Relationen angegeben. Dabei liegt die eine Relation in Grad 7 und
die andere Relation in Grad 8.Hier steht p fiir den Multigrad der jeweiligen Relation.
pw=13,2,2]

— 2t14t1g + tistor + 2ti0taz — 3tirtos — 2ti2t1g

= [4,3,1]

— totrtir — titigtiz — 3liatar + 3tiotso

— titos + 2tatiotsy — tatsg — tstss + titatas

— 2ty5tas + 3trtes + ity
Im Artikel von Veselin Drensky [BDO8| werden sogar alle Relationen in diesen zwei
Graden bestimmt. Die Relationen vom Grad 7 werden dort sogar fiir beliebiges d be-

stimmt. Wie schon gezeigt wurde, ist ein homogenes Parametersystem von C,,; auch eine
homogene regulére Folge von C,4. Ein solches wurde von Lopatin [Lop04] bestimmt.

Theorem 5.5.2. Das folgende homogene Parametersystem fiir Css stammt aus [Lop04).

tr(X) tr(Y) tr(Z)
tr(z?) tr(zy) tr(zz)
tr(y’) tr(yz) tr(z?)
tr(z?) tr(y®) tr(23)
tr(z?y) + tr(z?z) — tr(2%z)  tr(z?z2) —tr(2%y) tr(2?z) — tr(y*z)
tr(zyz) — tr(zzy)
tr(z?y?) tr(z?2%) tr(y*z?)

)



5 Bekannte Ergebnisse tiber Cq4

Bemerkung 5.5.3. Fliir die letzten drei Spuren ist auf den ersten Blick nicht klar, wie
diese in Termen des minimalen Erzeugendensystems E geschrieben werden konnen. Es
gilt

1 1 1
tr(z?y?) = —titg+ —t2+ =t
r(z*y®) 612+34+318:

1 1 1
tr(z?2%) = —tyts+ —t2 + —t
r(xz°z%) 613+35+3197

1 1 1
tr(y?2%) = —totz + —12 + —top.
r(y“z°) 623+36+320

Bezeichne H das oben angegebene homogene Parametersystem und I das Relationen-
ideal zu E. Da tis, ti9 und toy hier isoliert vorkommen, lasst sich C[E]/(I,H) durch
Eliminieren der 19 zugehorigen Variablen realisieren. Insbesondere kann man hier auch
alternativ tig, tig und tog statt tr(z?y?), tr(x?2%) und tr(y?z?) wdhlen.

Die Hilbertreihen von C,; wurde fiir kleine n und d von Berele und Stembridge be-
rechnet. Die niachste Proposition gibt die Nenner der Hilbertreihen fiir beliebiges d an.

Proposition 5.5.4. (Berele/Stembridge [BS99])
Setze [u] == 1 —u und [u], == (1 —u)(1 —u?)...(1 —u"). Dann sind die Nenner der

Hilbertreihe von Csg und T3, die Folgenden:

G(Csartr, . tm) = [[ltds [ kPl ] [atitel,

— i

1<i<j<d 1<i<j<k<d
G(Tsa,t1,... tm) = [til[ti]2 H [tz‘tj]2[t?tj] [titjz'] H [tit ],
i=1 1<i<j<d 1<i<j<k<d

Theorem 5.5.5. (Berele/Stembridge [BS99])
Fiir d > 2 ist H(Csq) = F(Cs4)/G(Csq) bzw. H(T3q) = F(T34)/G(T54). Hier ist F' ein
symmetrisches Polynom vom Grad e(Csq)d bzw. e(T3q)d mit

e(Cya) = (d°+7d—14)/2
e(Tsq) = (d*+7d—18)/2

Als direkte Folge lésst sich hier a(Cs4) bestimmen.
Korollar 5.5.6. Der im Theorem 3.3.11 eingefiihrte Grad der Hilbertreihe ist
Q(ng) = —9d.

Proposition 5.5.7. (Berele/Stembridge [BS99])
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5.6 Fall: n=4, d=2

Zu den Nennern G(Csq) und G(Tsq) gehdren die folgenden Zihler:

_ 2 2 2
F(Ts3) = (14+e3)(1+e3+ere3 —egeg — ereges + e5 — exe3 + €165
2.2 2 2 _ 3 3 3_ 4 _ 5
+eje; — eges + erese; — €3 + eje3 — ege; — €5 — €3),
2 2 2 2
F(Cs3) = 1—ey+e3+eies+e;+ ejes — eses — 2e1eae3 + €5 + ese3
2 22, 32 22 2 2 3 2 2
—ejeges + 2efes + eje; + eje; — ejese; — ejes; — 2eje5e;

3_ .32 33 2, .3 4 _ 2.4 2.3
+2e0e; — eyes + eje; + 2ejese; — 2eje; — eje; + ejeze;

4_ 3.3 2.4 _ 25 2 4 5 .6
+eges — ehes — 2e3e; — eje; + ereye; + 2ejege; + eg

2.5 6 6 2 6 7 7 8 2.5
—e5e3 + e163 — exe3 — e7€; — €3 + €163 — €3, —€5€5

6 6 26 7 7 8
+e1e3 — ege3 — eje; — €3 + €163 — €3,

Dabei sind ey, es, e3 die elementarsymmetrischen Funktionen in ty,ts,t3, d.h. e; = t; +
tg + t3, €y = tth -+ tltg + tgtg, €3 = tltgtg.

5.6 Fall: n=4, d=2

Die folgende Zerlegung eines minimalen Erzeugendensystems von Cys stammt von Ves-
selin Drensky und Lilia Sadikova.

Theorem 5.6.1 ([DS06]). Fin minimales Erzeugendensystem von Cyy zerlegt sich als
G Lo-Modul wie folgt:

G=W(1,0) & W(2,0) & W(3,0)d W(4,0)W(2,2) & W(3,2)
dW(4,2) @ W (3,3) & W (4,3) ® W(5,3) @ W(4,4) ® W(6,3) & W(5,5),

wobei W (A1, A2) der irreduzible G Lo-Modul zur Partition (A1, \2) ist. Fir die Partitionen
(A1, A2) # (5,5) sind die Hochstgewichtsvektoren zur Partition W (A1, Xg) gegeben durch

wy(X,Y) = tr((XY — Y X)XM2),
Im Falle A = (5,5) ist
wes =tr(XY —YX)P(X?Y? - XYY X - YXXY +V?X?)
der Héchstgewichtsvektor der irreduziblen Komponente W (5,5).
Die Relationen fiir Grad 12 bis 14 wurden von Vesselin Drensky und Roberto La
Scala [DLS09] bestimmt. Die Relationen selbst sind schon recht komplex. Die Zerlegung

in irreduzible Komponenten ergibt in diesen Graden

W (7,5) @ 2W (6,6) & W (8,5) & 2W (7,6) & W(9,5) & 3W (8,6) & W (7,7).
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5 Bekannte Ergebnisse tiber Cq4

In [DS06] wird auch die Hilbertreihe von Cys angegeben. Diese wurde bis auf einige
Schreibfehler zunéchst von Teranishi [Ter87] berechnet, welche von Berele und Stem-

bridge in [BS99] korrigiert wurden.

H(C42, t, U)

Pc(t, u
Qc(t, u)

Po(t,u)
(1 =1)(1 = w)Qc(t, u)
(1 —eg+e3)(1 —ejen + ere5 + eles + eres — eey + €5)
= (1=)1 =)A= tH(1 —u?)(1 —u)(1 —u?)
(1 —tu)*(1 — 2u)*(1 — tu?)*(1 — Pu) (1 — tu®) (1 — t2u?).

Dabei sind e; =t + u und e; = tu die elementarsymmetrischen Polynome.
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6 Methoden

In Kapitel 5 wurde ein minimales homogenes Erzeugendensystem von Cjs3 vorgestellt.
Die zentrale Frage dieser Arbeit ist, wie diese Relationen beziiglich dieses Erzeugen-
densystems aussehen. Da die Algebra C,, graduiert ist, ist insbesondere auch das Re-
lationenideal ein homogenes Ideal, d.h. fiir jede Relation sind auch ihre homogenen
Komponenten Relationen. Nach den Ausfithrungen iiber minimale freie Auflésungen in
der Finleitung ist klar, dass das Relationenideal endlich erzeugt ist. Es stellt sich also
die Frage nach einem minimalen homogenen Erzeugendensystem des Relationenideals.
Die Bestimmung dieses Erzeugendensystems zerlegt sich damit in drei Teilschritte:

1.) Bestimmung von (homogenen) Relationen.
2.) Aussortieren von nicht benotigten Relationen.
3.) Priifung, ob das Relationenideal von den gefundenen Relationen erzeugt wird.

Zu jedem dieser drei Punkte gibt es verschiedene Strategien. Dabei ergibt sich fiir die
ersten beiden Punkte jeweils ein einfacher Losungsansatz, da C),4 eine endlich erzeugte
positiv graduierte C-Algebra ist. Ein zweiter recht dhnlicher Ansatz ergibt sich aus der
Tatsache, dass zusétzlich die GLy auf C,4 operiert und der lineare Span der Erzeuger
der Algebra, bzw. des Ideals sich als GLg-Modul beschreiben lassen. Ferner lasst sich
das erste Problem durch eine Anwendung des zweiten Fundamentaltheorems losen. Dies
ermoglicht es die Relationen sehr kompakt darzustellen.

Das zweite Problem besteht darin, dass man fiir eine gefundene Relation festellen
muss, ob diese schon in dem Ideal der vorher gefundenen Relationen liegt. Dieses lasst
sich durch Losen eines linearen Gleichungssystems oder mit Grobnerbasen erreichen.

Durch die sukzessive Untersuchung des Relationenideals ergibt sich das dritte Pro-
blem. Es ist ndmlich nicht von vornherein klar, wieviele Grade zu iiberpriifen sind. Hier
werden zwei unterschiedliche Losungen dargestellt. In beiden spielt die Cohen-Macaulay-
Eigenschaft eine zentrale Rolle. Die erste Losung folgt aus dem Theorem 3.3.11, welches
eine obere Schranke fiir den Grad der zu untersuchenden Relationen angibt. Fiir den
zweiten Ansatz wird die Hilbertreihe von C,,4 benotigt, da diese mit der Hilbertreihe des
Kandidaten verglichen wird. Ein Kandidat ist hier

ClTy,....Tv/(p1, -, m), (6.1)
wobei T1, ..., T} Variablen sind, die fiir die Erzeuger eines minimalen Erzeugendensys-
tems von ()4 stehen und die Polynome pq, ..., p; sind Relationen zwischen diesen Er-
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6 Methoden

zeugern des hier festgelegten minimalen Erzeugendensystems. Stimmen die Hilbertreihen
iiberein, so ist der Kandidat isomorph zu C,4.

6.1 Grundlegende Vereinfachungen

Die hier angegebenen Methoden beruhen grofitenteils auf dem Koeffizientenvergleich
in C[M4]. Insbesondere steigt der Aufwand der Berechnungen mit der Anzahl der zu
beriicksichtigen Variablen stark an. Daher ist es ratsam, vorab einige Variablen zu elimi-
nieren. Diese folgenden Vereinfachungen finden sich schon in [ADS06]. Zunéchst konnen
die generischen Matrizen als spurlos vorausgesetzt werden, was d Variablen spart. Fer-
ner kann die erste Matrix zusatzlich als Diagonalmatrix vorausgesetzt werden, da die
diagonalisierbaren Matrizen dicht in der Menge aller Matrizen liegt. Da die Invarianten
konjugationsinvariant sind, kann man damit die erste Matrix stets als spurlose Diago-
nalmatrix voraussetzen. Dies spart nochmals n? — n = n(n — 1) Variablen.

Die folgenden Uberlegungen konkretisieren die Vereinfachung zu den spurlosen gene-
rischen Matrizen noch ein wenig.

Lemma 6.1.1. Sei M? die Menge der spurlosen Matrizen. Dann gilt
M, ¥ Co M
1
A — (tr(A),A——E,),
n
wober E,, die entsprechende Finheitsmatrix sei.

Korollar 6.1.2. Es gilt
M= Clo (M)~

Auf den Koordinatenringen liefert dies
C[My] = C[CY] ®c C[(My)].

Korollar 6.1.3. Schrdinkt man den, durch die obigen Abbildungen, gegebenen Isomor-
phismus auf C[M2)%Lr = C,4 ein, so erhdlt man

Cha = Cltr(Xy), ..., tr(Xa)] @cCltr(z;, - --xi,) | k> 2 und iy, ..., € {1,...,d}].

~c[ce)

Dabei sind X4, ..., Xy generische Matrizen und x1, ..., xq spurlose generische Matrizen.

Insbesondere sind die Relationen von C,4 aufgrund des Tensorproduktes schon durch
die Relationen von

Ci=Cltr(wsy, -+ x;,) | k> 2und 4y, ..., € {1,...,d}]
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6.2 Bestimmung von homogenen Relationen

gegeben. In Bezug auf Definition 2.3.1, geniigt es nun die Relationen in
C% = Cy/(Tr(X;)|i €N)

zu bestimmen. Um Anzudeuten, dass C% den spurlosen Fall behandelt, schreibe x; statt
X;.

Eine weitere Vereinfachung ergibt sich durch die Symmetrie von C,4. Der Invarian-
tenring C,q ist Ne-graduiert. Es geniigt nun die Relationen in den Multigraden, die
Partitionen sind, zu finden. Dann erhalt man aufgrund der Symmetrie durch Permutati-
on der Variablen die Relationen in den zugehorigen Multigraden. Da die erste generische
Matrix stets als Diagonalmatrix angenommen werden kann, ergibt dies eine zusatzliche
Rechenersparnis, da in den Spurprodukten ofter die erste generische spurlose Diagonal-
matrix vorkommt.

6.2 Bestimmung von homogenen Relationen

6.2.1 Methode: Lineare Algebra

Gegeben sei eine endlich erzeugte graduierte C-Teilalgebra A eines positiv graduier-
ten Polynomrings C[X1,...,X,,]. Diese Voraussetzung ist fiir C,4 stets gegeben, da
Cha C (C[Mﬁf]. Sei nun tq,...,t; ein minimales homogenes Erzeugendensystem und
ClTy, ..., Ty graduierter Polynomring, wobei degT; = degt; gegeben sei. Der Einset-
zungshomomorphismus ¢: T; — t; liefert eine exakte Sequenz graduierter k-Algebren

0 — kerp — C[Ty,...,Tx] = A=Cl[ty,...,t] — 0.

Aufgrund der Graduierung liasst sich diese gradweise aufspalten. Es ergibt sich damit
fiir jeden Grad [ eine exakte Sequenz von k-Vektorraumen

O—>ker(pl —)(C[Tl,...,Tk]l ﬁ)Al :C[tl,...,tk]l —)0,

wobei ¢; eine C-lineare Abbildung ist. Um ker ¢; zu bestimmen, ist es zweckméfig,
o2 CTy, ..., Ty, — C[Xy,..., X,,]; zu betrachten, da dort im Gegensatz zu A; eine
explizite Basis vom Grad [ bekannt ist. Dies sind gerade die Monome vom Grad [. Somit
lasst sich die darstellende Matrix von ¢; leicht aufstellen und der Kern bestimmen, wobei
der Aufwand mit steigendem Grad stark zunimmt.

Bemerkung 6.2.1. C,4 ist nicht nur graduiert, sondern sogar multigraduiert. Das obige
Verfahren funktioniert genauso fir Multigrade. Aufgrund der Symmetrie von Cpgq kann
man sich auf Multigrade beschranken, die Partitionen sind. Die restlichen Relationen
erhalt man durch Permutation der Matrizen.

Der Aufwand, die linearen Gleichungssysteme (exakt) zu 16sen hédngt hauptséachlich
von der Grofe der Gleichungssysteme ab. Nach [Plal0] liegt der Aufwand fiir den Gau$-
Algorithmus im Bereich O(N?), wobei N die Grofie der zugehorigen Matrix ist. Ist £
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ein minimales homogenes Erzeugendensystem von C,4, so ist NV die Anzahl der Monome
im Polynomring C[E] vom Grad [. N ist also polynomial in [ und der Aufwand wichst
polynomial mit dem Grad. Dies birgt rechentechnische Probleme. So lasst sich im Fall
(33 das Gleichungssystem fiir den Multigrad (3,2,2) noch in wenigen Sekunden 16sen,
wahrend fiir den Multigrad (4, 4,4) schon ein Tag eingeplant werden sollte.

6.2.2 Die Hochstgewichtsvektorenmethode

Die erste Methode lasst sich noch verfeinern. Die folgenden Ausfiihrungen beschreiben
die Idee des in [DLS09] verwendeten Verfahrens. Die Methode beruht darauf, dass Cq4
ein G L4g-Modul ist und sich ein minimales Erzeugendensystem von C,,4 als Basis W einer
G Lg-Teildarstellung von C,,; wahlen lésst, siehe[BD08|. Betrachtet man den Polynom-
ring C[W], so operiert die G L4 auf diesem auf kanonische Art. Insbesondere ergibt sich
eine G Lg-lineare Abbildung

C[W] -5 Cha.

Der Kern dieser Abbildung ist damit auch ein GLg;-Modul. Da die GL; Aktion auch
auf C[W] graderhaltend ist, zerlegt sich jeder Grad [ als direkte Summe von GLg4-
Darstellungen. Diese sind eindeutig durch ihre Hochstgewichtsvektoren bestimmt. Er-
setzt man in Methode 6.2.1 die Monome vom Grad [ durch die Hochstgewichtsvektoren
eines Grades, so erhalt man die Hochstgewichtsvektoren, die den Kern bilden. Dieses
Vorgehen hat den Vorteil, dass es die zu lésenden Gleichungssysteme verkleinert. Es
lasst sich wie in Methode 6.2.1 auch auf Multigraden statt Graden anwenden. Der Auf-
wand ist hier kleiner als in Methode 6.2.1. Da die Anzahl der Hochstgewichtsvektoren
allerdings von der Anzahl der Monome abhéangig ist, wachst der Aufwand ungeféahr gleich
stark. Ferner sind hier Methoden fiir die Berechnung der Hochstgewichtsvektoren und
der Basis des zugehodrigen G Lg-Modul zu implementieren.

6.2.3 Methode: Zweites Fundamentaltheorem

Das zweite Fundamentaltheorem beschreibt die Relationen zwischen den Erzeugern von
Cnd = {t?"(XilX¢2 sz) ’ il,...,ik € {1,,d},/€ I~ N},

wobei X7,..., X generische Matrizen sind. Die aus dem zweiten Fundamentaltheorem
gewonnenen Relationen sind daher leider in Kombinationen der Standarderzeuger, das
heiBt aller ¢tr(X;, ---X;,), von C,q beschrieben. Da hier aber ein minimales Erzeugen-
densystem vorliegt, miissen diese Spuren als Kombination der Erzeuger des minimalen
Erzeugendensystems ausgedriickt werden.

Das zweite Fundamentaltheorem 2.3.10 ermoglicht eine sehr kurze Notation einer Re-
lation, denn die dort angegebene Relation lasst sich durch n + 1 Monome ausdriicken.
Diese Kurznotation soll bei der Reduktion in das minimale Erzeugendensystem beibe-
halten werden. Daher muss die Umwandlung hier in eindeutiger Weise erfolgen. Fiir Cs3
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gibt es z.B. mehrere Moglichkeiten, Spuren vom Grad 7 als Produkt von Spuren kleine-
ren Grades zu schreiben. Dort sind Spuren vom Grad < 6 eindeutig durch das minimale
Erzeugendensystem darstellbar, so dass diese Umwandlung nicht weiter konkretisiert
werden muss.

Da C,,4 von den Spuren vom Grad < N(n) erzeugt wird, muss es eine Reduktionsglei-
chung fiir tr(X1 X5 - Xn@41) geben, wobei X, ..., Xn(m)+1 generische n x n Matri-
zen sind. Reduktionsgleichung bedeutet, dass sich die obige Spur als Kombination von
Spuren kleineren Grades schreiben lasst. Das ist durch Anwendung des zweiten Fun-
damentaltheorems moglich. Um die obige Spur durch Einsetzen in die fundamentale
Spuridentitét zu erhalten, teile die N(n) 4+ 1 generische Matrizen auf n + 1 Tupel auf.
Dabei spielt auch die Reihenfolge in den Tupeln eine gewisse Rolle. Da eine reine Spur
vom Grad N(n)+ 1 nur auf diese Weise erzeugt werden kann, muss die Gleichung im
Raum aller so erhaltenen Relationen enthalten sein. Jede nichttriviale Losung des zu-
gehorigen linearen Gleichungssystems ergibt dann eine Reduktionsgleichung. Da nur die
Spuren vom Grad N(n)+ 1 betrachtet werden, kénnen die Spuren kleineren Grades, die
durch Einsetzen in die fundamentale Spuridentitiat entstehen, zunédchst vernachléssigt
werden.

Beispiel 6.2.2. Betrachte Coq. Hier gilt N(2) = 3, somit liegt die Reduktionsgleichung
in Grad 4. Da beim Finsetzen in die fundamentale Spuridentitit lediglich die Num-
mer der Matriz interessiert, setze [1,2][3][4] fir das 3-Tupel (X1X2, X3, X4) und kiirze
tr( X1 X9 X3Xy) mit [1234] ab. Durch Einsetzen erqibt sich

3-Tupel  Reine Spuren vom Grad 4
1,2][3

[1, 2][3][4] [1234] + [1243]
[4,1][2][3] [1234] + [1324]
12, 4][1][3] [1324] + [1243]

und da hier eine reine Spur isoliert werden soll, gentgt es diese zu betrachten. Offen-
sichtlich lasst sich

D%MZQEﬂHM+%HMW—DAMM)

1solieren, wobet auf der linken Seite die Spur steht und auf der rechten Seite die Drei-
ertupel, die in die fundamentale Spuridentitit einzusetzen sind. Durch Finsetzten der
Terme in die fundamentale Spuridentitat ergibt sich

[1,213]4] = [12][3][4] — [123][4] — [124][3] — [12][34] + [1234] + [1243]
(4,1][2][3] = [14][2][3] — [124][3] — [134][2] — [14][23] + [1234] + [1324]
2,4][1][3] = [24][1][3] — [124][3] — [243][1] — [24][13] + [1324] + [1243],
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also insgesamt

0 = [1234]+%([243][1]_[123][4]_[124][3]_[134][2]
+[12][3][4] + [14][2][3] — [24][1][3] — [12][34] — [14][23] + [24][13]).

Fiir die Reduktion gentgt es, sich auf spurlose Matrizen zu beschranken. Da aber auch
Spuren von héheren Grad reduziert werden sollen, wird eine Matrixz nicht als spurlose
vorausgesetzt. Hier sei X4 nicht spurlos. In der Folge werden die spurlosen Matrizen mat
X1, x9, T3 bezeichnet. Dies ergibt

Tr(rirorsXy) = %(TT(I’1{E2$3)TT(X4) + Tr(zy2)Tr(v3Xy) (6.2)
+Tr(x1 Xy)Tr(xoxs) — Tr(xeXy)Tr(xx3)).

Nun muss noch festgelegt werden, wie eine Spur genau reduziert werden soll. Fine Spur
verandert sich bei zyklischem Vertauschen der Faktoren nicht. Deshalb kann stets das
lezikografisch kleinste Element betrachtet werden, d.h. statt [123113] betrachte [113123]
(in Ca3). Die Reduktion wird durch Einsetzten von x1 = 1,29 = 1,23 = 3, X, = 123
in die Reduktionsgleichung durchgefiihrt. Diese liefert dann in eindeutiger Weise eine
Reduktion auf Produkte vom Grad < 4. Sukzessive Anwendung dieser Reduktion lie-
fert eine eindeutigen Ausdruck, in dem nur Spuren vom Grad < 3 vorkommen. Diese
maussen dann noch an das minimale Erzeugendensystem angepasst werden. Dies ist hier
eindeutig, da es in Grad < 3 keine nichttrivialen Relationen gibt.

Die folgenden Definitionen und der dazugehorige Algorithmus konkretisiert das im
Beispiel angedeutete Verfahren.

Definition 6.2.3. Eine Reduktionsgleichung fir n x n-Matrizen ist eine Spurrelation

Tr(zias - onmXnme) = 3 A [ [Tr(Mp), (6.3)
P Mp
wober Mp Worte in den Buchstaben xy, ..., TNy, Xnm)+1 Sind, deren Lange kleiner als

N(n) + 1 sei. Dabei ist A\p € C der zum Spurprodukt gehorige Koeffizient. Spurrelation
bedeutet hier, dass

O(Tr(z122- - e Xnm) = ) Ap [[Tr(Mp)),
P Mp
wobei die obigen Elemente in Cw/(Tr(X;)|i € N—{N(n)+ 1}) betrachtet werden. Das

O stammt aus 2.3.5.

Bemerkung 6.2.4. Eine Reduktionsgleichung kann stets so gewahlt werden, dass sie
nur von Ty, ...,TN@m) und Xymy41 abhdngt. Hat man eine solche Reduktionsgleichung
gefunden, so schreibe R(xq, ..., Tn@m), Xnw)+1) fir die rechte Seite von (6.3).
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Beispiel 6.2.5. Die Gleichung (6.2) ist eine Reduktionsgleichung fir 2 x 2 Matrizen.

Algorithmus 6.2.6. Fine Reduktionsgleichung fiur n x n Matrizen ermaglicht eine ein-
deutige Reduktion einer formalen Spur

Tr(xi, - xi,) € CY,
der Linge k > N(n). Sei dazu R die Reduktionsgleichung.
1. Sei Tr(zj, ---xj,) die Normalform von Tr(x;, - --x;,) (vgl. Bemerkung 2.3.2).
2. Die Reduktion ist dann R(x;,, ..
Insbesondere kommen in der Reduktion lediglich formale Spuren kleineren Grades vor.

Definition 6.2.7. Fin Relationenbriiter fiir C,q ist ein Tupel (E, R, ), wobei gilt

TNy Vinmyr ~ xjk)‘

1. E C C° eine endliche Menge homogener Elemente ist, deren Bilder ein minimales
Erzeugendensystems von C°, bilden;

2. R eine Reduktionsgleichung fiir n x n-Matrizen ist und
3. r:ATr(xy---xg) | k < N(n)} — C[E] ist eine graderhaltende Abbildung mit
O(r(Tr(zy---axp))) = S(Tr(xy - ) =tr(zy - - xp).

Algorithmus 6.2.8 (Brutalgorithmus). Gegeben sei ein Relationenbriiter fir Cyq. Sei
(M, ..., Myy1) ein n+ 1-Tupel von Wértern in den Buchstaben xq,...,xq. Dann erhdlt
man wie folgt auf eindeutige Weise eine Spurrelation fir das minimale FErzeugenden-
system, das im Relationenbriter durch E kodiert wird. Sei dazu F die fundamentale
Spuridentitit (2.3.9). Der Algorithmus lauft wie folgt ab:

1. Setze f = F(M,,...,M,,,) € C%
2. Solange f formale Spuren vom Grad gréfler N(n) enthdlt, wende Algorithmus 6.2.6

auf alle formalen Spuren mazimalen Grades (gleichzeitig) an. Nenne das Ergebnis
wieder f.

3. Hier haben alle vorkommenden formalen Spuren in f einen Grad < N(n). Wende
r auf diese an. Das Ergebnis ist eine Spuridentitat beziiglich der Elemente aus E.
Als Pseudocode formuliert:

Eingabe: x = (M1,M2, ..., M(n+1)), (E,R,r)
Ausgabe: Eine Spurrelation fiir nxn Matrizen

f=F®x)
while (f enth&lt eine reine Spur der Linge > N(n))
S = alle reinen Spuren maximaler Lange in f
for s in S
f = f.subs(s=reduziere(s,R))

return r(f)
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Bemerkung 6.2.9. Der Aufwand hdngt direkt von der Anzahl der Reduktionen ab.
Ublicherweise treten im Reduktionsprozess alle mit den Anfangsbuchstaben darstellba-
ren reinen Spuren kleineren Grades auf (Ein Grad wird tbersprungen, da Spuren vom
Grad 1 ausgeschlossen sind). Zum Vergleich: Im Fall Cs3 braucht man in Grad 7 sechs
Reduktionen. Grad 12 benotigt hingegen schon fast 900 Reduktionen pro Wortetupel.

Bemerkung 6.2.10. Fin wesentlicher Punkt ist hier, dass die Reduktion eindeutig ist.
Damit lassen sich dann die notwendigen Relationen von C,q durch einen Relationen-
briter und eine Menge von n + 1 Tupeln aus Wortern wiedergeben.

Algorithmus 6.2.11. Man erhalt nun alle Relationen eines Grades k, indem man alle
Worte eines Grades in den Brutalgorithmus einsetzt. In Pseudocode:

Eingabe: k = Grad, (E,R,r) Relationenbriiter
Ausgabe: Erzeugendensystem der Relationen vom Grad k

wortetupel = bestimme_wortetupel (k)
I=10
for wt in wortetupel
I = I union {brutalgorithmus(wt,(E,R,r))}

return I

Bemerkung 6.2.12. Der Aufwand dieses Algorithmus ist recht hoch, da zum einen die
Anzahl der Wortetupel vom Grad k sehr schnell wdchst und zum anderen der Brutalgo-
rithmus recht aufwandig ist. Daher sollte zum ersten Bestimmen der Relationen Metho-
de 6.2.1, oder besser noch Methode 6.2.2 verwendet werden. Sobald man die Grade und
Vielfachheiten der notwendigen Relationen kennt, lassen sich mit dem Brutalgorithmus
durch geschicktes Raten die geeigneten Tupel bestimmen.

Betrachte den Fall 5.3.1, d.h. n = 2. Eine Reduktionsgleichung R fiir n x n-Matrizen
ist durch Gleichung (6.2) gegeben. Betrachtet man die Relationen in 5.3.1 genauer, so
ist klar, dass der lineare Span des minimalen Erzeugendensystems des Relationenideals
als GLg4-Modul die Zerlegung

W11, @ Wiz

besitzt. Somit geniigt es die Hochstgewichtsvektoren dieser Darstellungen zu bestimmen,
da sich die tibrigen erzeugenden Relationen aus diesen durch geeignete G Ls-Operationen
ergeben. Insgesamt geniigt es diesen Fall also fiir d = 4 zu betrachten. Das minimale
Erzeugendensystem ist in 5.3.1 schon angegeben. Die fundamentale Spuridentitat liefert

F(y1,y2,y3) = Tr(yiyays) + Tr(v1ysy2),

da die restlichen formalen Spuren verschwinden (0 = Tr(yy) = Tr(y2) = Tr(ys) = ...).
Das heifit, in C3, gilt
tr(yiyayy) = —tr(y1ysy2),
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insbesondere verschwindet eine Spur dritten Grades, falls sie zwei gleiche generische
spurlose Matrizen enthalt.

E= {Tr(yiyk>7TT(S3<yj17yjzayj3)> ’ 1 S l S k S 471 S jl < j2 < j3 S 4}

Da es keine nichttrivialen Relationen in den Graden < 3 = N(2) gibt, ist 7 eindeutig
bestimmt, muss im Grunde also nicht gesondert angegeben werden. Fiir Elemente der
Form Tr(y,1y2ys) ist

r(Tr(y1y2ys)) = éTT(S3(y1’ Y2, Us))-

Falls zwei gleiche Matrizen in einem solchen formalen Spur x vom Grad drei vorkommt
so ist offenbar r(z) = 0.

Theorem 6.2.13. Mit dem Relationenbriter (E, R,r) lassen sich die Hdochstgewichts-
vektoren, deren zugehorige irreduzible Darstellungen das Relationenideal von Cyy erzeu-
gen, durch Einsetzen der Tupel

(y1y2y3,y1,ya)  und (19293, Y1, Y2ys)
in den Brutalgorithmus bestimmen.

Beweis. Nur fiir das Element vom Grad 5. Fiir das Element vom Grad 6 geht dies analog.
Es gilt

[ =F(y1y2y3, y1,ya) = =Tr(y192y3) Tr(y19a) + Tr(yv19y2ysy1ya) + Tr(yiyaysya).

Reduziert man die letzten beiden Terme mit Algorithmus 6.2.6, so erhélt man

1
Tr(yiy2ysthys) = §(Tr(y1yzy3)T7’(y1y4) + Tr(y1y2) T (y1yays)
+ Tr(ytys) Tr(yays) — Tr(yiyaye) Tr(y1ys)).
——
r(-)=0
und ]
Tr(yiyaysys) = §(T7’(yfy2) Tr(ysys) + Tr(yD)Tr(yaysys))-
r(-)=0
Einsetzen in f liefert

1
[ = =Tr(yiyeys)Tr(yiya) + §(Tr(y1yzy3)T7"(y1y4) + Tr(y1y2) T (y1yays)

+Tr(ytys) Tr(yays) — Tr(yiyayz) Tr(viys) + Tr(yiye) Tr(ysys)
—— ——
(=0 (=0
+Tr(y7)Tr (y2ysys))

1
= §(T7“(yf)T7“(y2y3y4) + Tr(y1y2) Tr (y1yays) — Tr(y1ys)Tr(y1yay2)

=Tr(yya)Tr(y1y2y3)) +
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wobei ¢ die Terme zusammenfasst, die durch r annuliert werden. Somit gilt

12r(f) = Tr(y)Tr(ss(ya. ys, ya)) + Tr(y1y2)Tr(s3(y1. ys, ys))

—Tr(yrys)Tr(s3(y1, yar y2)) — Tr(y1ya)Tr(ss(y1, yo, y3))
3

= Z(—1>k+1T7”(y1, yk)Tr<S3(y17 s 7@67 S 7yp4))7
k=1

was genaw der Darstellung in 5.3.1 entspricht.

6.3 Aussortieren von nicht benotigten Relationen

Da die obigen Methoden die schon gewonnen Relationen nicht berticksichtigen, erge-
ben diese auch Relationen, die schon von Relationen kleineren oder gleichen Grades
erzeugt werden. Solche Relationen gehoren natiirlich nicht in ein minimales Erzeugen-
densystem des Ideals und sollten daher aussortiert werden. Diese Aufgabe entspricht dem
Idealzugehorigkeitsproblem, d.h. dem Problem zu entscheiden, ob ein Element in einem
gegebenen Ideal liegt. Ublicherweise lisst sich dieses Problem mit Grobnerbasen 16sen.
Da hier aber ein homogenes Ideal vorliegt, kann dies auch durch Losen eines linearen
Gleichungssystems entschieden werden.

6.3.1 Methode: Losen eines linearen Gleichungssystems

Da das Ideal homogen ist, ist jeder Grad dieses Ideals ein endlichdimensionaler Vektor-
raum. Somit geniligt es zu priifen, ob ein neuer Kandidat schon in diesem Vektorraum
enthalten ist. Dies entspricht wiederum der Losung eines linearen Gleichungssystems.
Ein Erzeugendensystem des Grades k des Kandidatenideals erhalt man, indem die be-
reits gefundenen Relationen mit geeigneten Monomen in den Erzeugern multipliziert.
Somit wachst auch hier der Aufwand polynomial in k. Allerdings ist hier der Aufwand
im Vergleich zum Aufwand von 6.2.1 vernachlassigbar, da hier die Anzahl der Monome
deutlich kleiner ist (Relationen verringern den Grad der notwendigen Monome um ihren

Grad).

6.3.2 Grobnerbasen-Methode

Diese Methode wurde schon in Kapitel 4 behandelt. Die Berechnung der Grébnerbasis
ist fiir viele Variablen sehr aufwandig, empfiehlt sich daher nur in kleinen Fallen. In
dieser Arbeit wurde diese nur in einigen kleinen Féllen benutzt.

6.4 Algorithmuseigenschaft

Durch das Berechnen der Relationen Grad fiir Grad ergibt sich automatisch die Fra-
ge nach einer oberen Schranke fiir die zu durchsuchenden Grade. Eine solche existiert
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auf jeden Fall, da der Polynomring k[T},...,T}] noethersch ist. Fir C,4 bezeichnet
N'(n,d) die minimale obere Schranke, die obige Bedingung erfiillt (siehe Einleitung).
Eine Abschatzung dieser Gradschranke liefert der nachste Abschnitt. Allerdings wird
sich diese Abschétzung in den meisten Fallen als sehr ungenau herausstellen. Da der
Aufwand der obigen Methoden mit jedem Grad stark ansteigt, ist diese nur in sehr klei-
nen Fallen zu gebrauchen. Im zweiten Ansatz werden die Hilbertreihen von C,4 und
dem Kandidaten verglichen. Da diese unendlich viele Koeffizienten haben, ergibt dies
auch ein Endlichkeitsproblem. Dieses lasst sich umgehen, indem man zu Hilbertreihen
der Algebren modulo eines homogenen Parametersystems tibergeht. Dieser Ansatz hat
den Nachteil, dass die Hilbertreihe von C,,; bekannt sein muss. Ferner ist ein homogenes
Parametersystem zu bestimmen.

6.4.1 Abschatzung der zu betrachtenden Grade

Dies lasst sich mit dem Theorem von Harm Derksen 3.3.11 erreichen. Es gilt

s = (d-—1n*+1
di < N(n)<n?
a(M) < -—s.

Ni(n,d) Nm)(d—1)n*+2) — ((d—1)n*+1)
n*((d—1)n*+2) — ((d — 1)n* + 1)
= (d—l)n4+2n2—(d—1)n2—1

= (d—1)n*(n*—1)+2n* -1

IA A

Dieses ergibt sich eine erste Abschatzung.
Theorem 6.4.1. Seien n,d > 1. Dann gilt
N'(n,d) < (d —1)n*(n* — 1) +2n* — 1.

Fiir Cy, erhalt man also eine obere Schranke von 19. Diese ist um 19 zu grof}, da es
in diesem Fall keine nichttrivialen Relationen gibt. Fiir Cs3 ergibt sich 163 als obere
Schranke. Diese ist aufgrund der Ergebnisse dieser Arbeit in Kapitel 7 sehr schlecht. In
obiger Berechnung wurden allerdings einige Werte sehr grofiziigig abgeschatzt. Mit den
genaueren Werten aus 5.5.1, 5.0.23 und 5.5.6

M = Cs3
s = 19
di = (6%,5%,4°,3",2° 1%,
a(M) = =27
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ergibt sich
N'(3,3)<10-6+5-9+1-4—19=90.

Diese Schranke ist immer noch sehr schlecht. Dies liegt daran, dass bei der Reduktion
der Krulldimension, im Beweis von Derksen 3.3.11, recht grofiziigig abgeschéatzt wird.
Im konkreten Fall ldsst sich dieses mit folgendem Theorem verbessern.

Theorem 6.4.2. Sei R = k[Xy,...,X,| der Polynomring in | Variablen tiber einem
Korper k mit deg X; > 0 und I ein homogenes Ideal von R. Sei (fi, ..., fn) ein minima-
les homogenes Erzeugendensystem von I und g ein homogenes R/I-requlires Element
mit 0 < deg(g) < min{deg(f;)}. Dann ist (f1,..., fn,g) ein homogenes minimales Er-
zeugendensystem von (I, g).

Beweis. Sei J = (f1,..., fn,g9) = (I,g) das neue Ideal. Zu zeigen ist, dass fi,..., fn, g
ein homogenes minimales Erzeugendensystem von J ist. Sei hq,..., h, ein minimales
homogenes Erzeugendensystem von J. Sortiere die Erzeuger durch

deg(hy) < deg(hs) < ... < deg(hy,).

Dann haben g und h; den gleichen Grad. Insbesondere lasst sich hy = g wahlen, da
im kleinsten Grad nur die k-Vektorraumstruktur zu beachten ist und jede k-Basis auch
zu einem minimalen Erzeugendensystem gehort. Insbesondere lasst sich jedes h; in der
Form
h; = Zaijfj + Qg9 mit Qjj, Qg € R
j

schreiben, d.h. fiir die restlichen hs, ... h,, lasst sich durch geeignetes Subtrahieren von
g damit h; € I erreichen. Jetzt schreibe die f; wieder in den h; und g:

J

Damit folgt, dass ;9 € I liegt, und da g regulér ist, folgt 3;; € I. Da deg(g) > 0 ist,
gilt B;; = 0 (Minimalitdt des Grades von f;). Somit bilden die h; ein Erzeugendensystem
von I. Damit es minimal ist, muss es die gleichen Vielfachheiten wie die f; haben. [

Korollar 6.4.3. Sei R = k[Xy,...,X)] der Polynomring in | Variablen iber einem
Korper k mit deg X; > 0 und I ein homogenes Ideal von R. Sei (f1,. .., fn) ein minimales
homogenes Erzeugendensystem von I und x = x1,...,x, eine homogene R/I-requldre
Folge mit max;(deg(x;)) < min;(deg(f;). Dann ist (x1,...,Tn, f1,---, fn) €in homogenes
minimales Erzeugendensystem von (x,1).

Beweis. Die Reihenfolge der x; spielt keine Rolle. Also ist das vorige Theorem nach
geeigneter Umsortierung der x; sukzessive anwendbar. O

Satz 6.4.4. Sei zusdatzlich zu den Voraussetzungen in Theorem 3.3.11 noch ein homoge-
nes Parametersystem fi,..., faary von M bekannt, so dass max;(deg(f;)) < d,. Dann
gilt

deg(Tor{{(M,k)) < dy +a(M)+ ) deg(f).
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Beweis. Nach Korollar 6.4.3 gilt

deg(TO?‘{%(M, k)) = deg(Torf(M/(fl, e 7fd(M)>7 /{)),

und da im Cohen-Macaulay Fall das homogenes Parametersystem auch M-regulare Folge
ist, folgt mit Lemma 3.1.6:

a(M/(fi;- - Jaon)) = a(M) + ) deg(f;).

Korollar 6.4.5.
N'(3,3) < 27.

Beweis. Das homogene Parametersystem in 5.5.2 erfiillt die Bedingung des Satzes 6.4.4.
Somit gilt
N'(3,3) <6 —27+ 48 = 27.

]

Dies ist eine deutlich bessere Schranke, die aber leider fiir Berechnungen noch zu
schlecht ist.

Beispiel 6.4.6. Betrachte nochmals Beispiel 1.0.1 bzw. 3.3.13. Da X regulares Element
ist, lasst sich die Abschdtzung des Beispiels noch verbessern. X hat Grad 3, erfillt also
die Bedingung des obigen Korollars. Nach Herausteilen von X hat die zugehorige Hil-
bertreihe einen Grad < 5. Es ergibt sich 5+ 5 = 10 als noch bessere, und hier sogar
optimale, obere Schranke.

6.4.2 Vergleich der Hilbertreihen

Die Abbildung
k[T17~--7Tk] é A: k[t1,7tk] — O

ist graduiert und surjektiv. Insbesondere gilt fiir die Koeffizienten der Hilbertreihen stets
H(k[Ty,...,Ty|/1,T), > H(k[t1,...,te], T)y

fiir jeden Grad n, solange I C ker ¢. Insbesondere lasst sich die Gleichheit der Alge-
bren auf den Koeffizienten der Hilbertreihe entscheiden. Sind in dieser Situation die
Koeffizienten gleich, so sind die dazugehorigen Algebren isomorph. Das Problem hier
ist allerdings, dass unendlich viele Koeffizienten gepriift werden miissen. Dieses Problem
lasst sich wie folgt umgehen.
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Lemma 6.4.7 ([Sta78]). Sei R eine positiv graduierte k-Algebra und seien hy, ..., hy,
homogene von null verschiedene Elemente positiven Grades mit degh; = d;. Ferner sei
S:=R/(h1,...,h,). Dann gilt

H(S,T)
MR = =y

wobei die Hilbertreihen hier beziglich threr Koeffizienten verglichen werden. Gleichheit
gilt genau dann, wenn hy, ..., h, eine R-Sequenz bilden.

Beweis. Es geniigt, den Beweis fiir n = 1 zu betrachten, da alle Eigenschaften fiir R/h,
erhalten bleiben. Dies folgt aber direkt aus Lemma 3.1.6. O

Nun besitzt der Invariantenring nach Theorem 3.2.21 die Cohen-Macaulay FEigen-
schaft. Es gibt also eine homogene reguldre Folge hi,..., hqc,,) in klti, ..., t]. Der
Noethersche Normalisierungssatz liefert eine Methode, ein homogenes Parametersystem
zu finden. Aufgrund der Cohen-Macaulay-Eigenschaft ist jede solche nach Satz 3.1.34
auch eine regulére Folge. Sei h = (hi, ..., hyc,,)) eine solche homogene Folge. Mit Ij,
bezeichne das Kandidatenideal I (die bisher gefundenen Relationen) ergénzt um die
kanonischen Urbilder der h;. Durch zweimalige Anwendung obigen Lemmas ergibt sich

H(K[Ty, ... . Ti/In) H(k[t1, ..., t]/(h))
[[=, (1 —T%) [[-,(Q-1%) °

wobei hier aus Platzgriinden die Variable T" verzichtet wurde. Insbesondere lasst sich die
Gleichheit der zwei inneren Ausdriicke durch die Gleichheit der aufleren Terme zeigen.
Dieses ist damit ein endliches Problem, da der Zahler des rechten Ausdrucks nur endlich
viele Koeffizienten # 0 besitzt. Um die Hilbertreihen vergleichen zu konnen, braucht
man zunachst ein Verfahren um die Hilbertreihen zu berechnen. Fur C,,; wurde diese
von [BS99] fiir kleine d und n durchgefiihrt, insbesondere fiir Cs3. Bleibt natiirlich die
Berechnung der linken Seite. Fiir dieses Problem wurde im Anschluss an das Theorem
4.0.22 schon eine Losungsmoglichkeit aufgezeigt. Diese beinhaltet die Berechnung einer
Grobnerbasis des Ideals [,. Fiir viele Variablen ist dies allerdings ein recht aufwéndiges
Unterfangen. Falls das homogene Parametersystem in den Erzeugergraden liegt, kann
man einige Variablen eliminieren. Fiir C33 wurde dieses Verfahren erfolgreich mit dem
Programm Singular durchgefiihrt. Die Ergebnisse werden im nachsten Kapitel préasen-
tiert.

> H(k[Ty, ..., Th]/T) > H(k[ty, ... . t]) =
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[ Ergebnis

Die folgende Tabelle gibt die Anzahl der notwendigen Relationen an, aufgeschliisselt nach
dem Grad. Dabei ist auch die Anzahl der Erzeuger im minimalen Erzeugendensystem
von C'33 mit angegeben.

Grad Erzeuger Relationen

1 3

2 6

3 11

4 9

) 9

6 10

7 3

8 30
9 73
10 114
11 90
12 25

In den Graden 1-6 gibt es keine Relationen zwischen den Erzeugern. Damit léasst sich jede
Spur eindeutig als Linearkombination des minimalen Erzeugendensystems schreiben. Da
(33 sogar multigraduiert ist, ist die obige Darstellung sehr grob. Aufgrund der Symmetrie
in den generischen Matrizen geniigt es die Multigrade zu betrachten, die Partitionen
sind. Die folgende Tabelle schliisselt diese auf. Dabei ist die Multiplizitat die Anzahl der
Multigrade, die durch Vertauschen der Eintrage in der Partition entstehen.
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7 Ergebnis

Grad Partition Anzahl Multiplizitat Gesamt

7
8

10

11

12

(3,2,2) 1 3 3
(4,3,1) 1 6 6
(4,2,2) 3 3 9
(3,3,2) 5 3 15
(5,3,1) 1 6 6
(5,2,2) 2 3 6
(4,4,1) 2 3 6
(4,3,2) 7 6 42
(3,3,3) 13 1 13
(6,2,2) 1 3 3
(5,4,1) 2 6 12
(5,3,2) 5 6 30
(4,4,2) 10 3 30
(4,3,3) 13 3 39
(6,4,1) 1 6 6
(6,3,2) 1 6 6
(5,5,1) 2 3 6
(5,4,2) 5 6 30
(5,3,3) 5 3 15
(4,4,3) 9 3 27
(6,6,0) 1 3 3
(6,5,1) 1 6 6
(6,4,2) 2 6 12
(6,3,3) 2 3 6
(5,5,2) 2 3 6
(5,4,3) 3 6 18
(4,4,4) 4 1 4

Summe

30

73

114

90

95

365

Auf den Relationen operiert wie auf den Erzeugern die GL3 durch lineare Transforma-
tionen. Damit ergibt sich eine Zerlegung des minimalen Erzeugendensystems in folgende
irreduzible Komponenten

S D D D

2]

Wiz2,2
Wiaz1) ®© 2Wia22) © Wiz 32
3

)
Wisz1) @ W2 © Waat) @ 3Wuze) @ 2Wi333)
Wis2,2) @ 2Wis4,1) D 2W(532) © 3W(442) ® Wia 33
)
)

Wi6,a1) ® Wiss1) ©2Wis42) @ Wiz
Wie.6,0) © Wie a2

Hier wiirde es sogar gentigen, die 29 Hochstgewichtsvektoren zu notieren. Da diese sehr
komplex sind, wird hier ein anderer Ansatz verfolgt. Die Relationen werden hier mit
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der Methode 6.2.3 dargestellt. Dazu wird ein Relationenbriiter benotigt. Dabei ist £ auf

kanonische Art durch das minimale Erzeugendensystem 5.5.1 gegeben. Man nimmt ein-
fach die entsprechenden Elemente in C% . Damit ist auch r eindeutig gegeben, da keine

nichttrivalen Relationen in den Graden < 6 existieren. Bleibt also die Bestimmun

g einer
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[[2’ 4’ 3]7 [67 5]7 [1]’ [7“ _1/18 [[3’ 2, 4]7 [57 6]7 [1]7 [7]] _2/9
[[3,2,4],16, 5], [1], [7]] 2/9 [[3,4,2], 1[5, 6], [1], [7]] 2/9

[[3,4,2],16,5], [1], [7]] —1/9 [[4,2,3],[5,6], [1], [7]] 4/9

[[4,2,3],16,5], [1], [7]] 7/9 [[2,3,4],[5,7], [1], [6] —1/18
[[27 4’ 3]7 [57 7]7 [1]7 [6“ _7/18 [[37 2, 4]7 [77 5]7 [1]7 [6]] _5/9
12,5,3], [1,4], 6], [7] 16 [12,3,5].[1,6], [4]. [7] 1/2

[[2,3,5],16, 1], [4], [7]] 5/9 [[2,5,3],[1,6], [4], [7]] —2/27
(3,2, 5], [1,6], [4], [7]] 1/27 [[3,5,2],[1,6], [4], [7]] 1/27
[[5,2,3],[1,6], [4], [7]] 17/54 [[2,3,5], (6, 4], [1], [7] 5/9

[[2,5,3],[4,6], [1], [7]] —5/9 [[2,4,5],[1,6], [3], [7]] 1/9

[2,4,5],16,1], [3], [7]] 1/3 [[4,5,2],[1,6], [3], [7]] —1/9
[11,2],3,4], [5,6], [7] 1/6

Dabei steht zum Beispiel [[1, 2, 3], [4, 5], [6], [7]] fir das 4-Tupel

(X1X2X37 X4X57 X67 X7)7

das in die Fundamentale Spuridentitat eingesetzt wird. Summiert man die sich dadurch
ergebenen Terme mit den angegebenen Koeffizienten, so erhalt man eine Gleichung der
Form:

0 = tr(X; XoX3X, X5X6X7) + Produkte von Spuren kleineren Grades.

Setzt man hier Xi,..., X als spurlos voraus, so erhalt man eine etwas kiirzere Rela-
tion. Damit werden Spuren vom Grad > 7 mittels Algorithmus 6.2.6 reduziert. Sei die
Reduktionsgleichung R so gegeben.
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7 Ergebnis

Theorem 7.0.8. Sei (E,R,r) der zuvor definierte Relationenbriiter. Dann lassen sich
die Relationen von C%5 mit dem Algorithmus 6.2.8 aus den folgenden Tupeln berechnen.

104

Grad 7

(3,2,2)  (111,22,3,3)
Grad 8
(4,3,1)  (1111,22,2,3) (3,3,2) (1112,22,3,3)
(4,2,2)  (1111,22,3,3) (1122,21,3,3)
(1112,21,3,3) (1122,23,1,3)
(1122,11,3,3) (1322,23,1,1)
(3312,11,2,2)
Grad 9
(5,3,1) (1112,112,2,3) (3,3,3) (1112,223,3,3)
(5,2,2) (1111,212,3,3) (1132,223,1,3)
(1112,112,3,3) (1332,223,1,1)
(4,4,1)  (1112,122,2,3) (3332,221,1,1)
(1132,122,2,1) (3331,221,2,1)
(4,3,2) (1111,222,3,3) (2223,331,1,1)
(1112,122,3,3) (2213,331,2,1)
(1122,112,3,3) (111,222, 33,3)
(1222,113,1,3) (112,223,33,1)
(3222,111,1,3) (122,231,33,1)
(3322,111,1,2) (123,123,12,3)
(3322,121,1,1) (132,123, 12,3)
(132,132,12,3)
Gradl0
(6,2,2) (121132,11,1,3) (4,3,3) (1111,222,33,3)
(5,4,1) (121122,21,1,3) (1112, 122,33, 3)
(122122,11,1, 3) (1122,112, 33, 3)
(5,3,2) (122121,11,3,3) (1322,112,13,3)
(122111, 21, 3, 3) (22213, 11,13, 3)
(122311,21,1,3) (22123, 11,13, 3)
(122131, 21,1, 3) (21223, 11,13, 3)
(121231, 21,1, 3) (12223,11, 13, 3)
(4,4,2) (123212,21,1,3) (22231, 11,13, 3)
(123212, 11,2, 3) (23221, 11,13, 3)
(323212, 11,2, 1) (32221, 11,13, 3)
(12211, 122, 3, 3) (22321, 11,13, 3)
(12121,122,3, 3) (23123,11,12,3)
(11221,122,3,3)
(11122,122,3,3)
(22111,122, 1, 3)
(22113,122,1,3)
(22311,122,1,3)



Grad 11

(6,4,1) (1111,1122,22,3) (4,4,3) (1212,2121,33,3)
(6,3,2) (1113,1122,21,3) (1212,2112, 33, 3)
(5,5,1)  (1112,1122,22,3) (1212, 2211, 33, 3)
(2112,1122,12, 3) (1212, 1221, 33, 3)
(5,4,2) (13112,1222,1,3) (1212, 1212, 33, 3)
(1133,1122,22,1) (1212,1122, 33, 3)
(1133,1212,22, 1) (1122,1122,33,3)
(1311, 121,222, 3) (1122,2211,33,3)
(111,112,222, 33) (1122, 2121, 33, 3)
(5,3,3)  (11223,112,13,3)
(11232,112, 13, 3)
(11223,121, 13, 3)
(11223,211, 13, 3)
(11232, 121,13, 3)
Grad 12
(6,6,0) (2112,121,122,12) (5,4,3) (33131,121,212,2)
(6,5,1) (112212,1123,1,2) (1231,132,321,21)
(6,4,2) (112122,1133,1,2) (123,132,321, 112)
(112312,1123,1,2) (4,4,4) (11232,123,123,3)
(6, 3, 3) (112212, 1133, 1, 3) (13233, 11223, 1, 2)
(112312,1132,1, 3) (13232,1123, 13, 2)
(5,5,2) (1122,112,122,33) (1323,123,123,12)
(123,132,112, 221)

Dabei steht (22311,122,1,3) fiir das 4-Tupel (z3w32?, v123, 21, 23). Hier sind nur die
Relationen aufgefiihrt, deren Multigrad eine Partition ist. Die anderen erzeugenden Re-
lationen erhalt man durch geeignete Permutation der Erzeuger.

Beweis. Die Bestimmung der Relationen wurde mit den in Kapitel 6 angegebenen Me-
thoden durchgefiihrt. Da der Beweis hauptsachlich auf Berechnungen am Computer
beruht, wird nur die Vorgehensweise erlautert. Um den Rechenaufwand zu minimie-
ren, wurden die grundséatzlichen Vereinfachungen aus Abschnitt 6.1 beriicksichtigt. Der
folgende Pseudocode illustriert die Verkniipfung der Methoden.

E = Erzeuger
I = [] (Idealkandidat)
for n=1 to 12 do
for partition in partitionen(n) do
kandidaten = bestimme_relationen(partition,E) (1)
for kandidat in kandidaten do
if not ist_in_ideal_enthalten(kandidat,I,E) (2)
neue_relationen = permutiere(kandidat)
I = I union neue_relationen
return I
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7 Ergebnis

An der Stelle (1) wird die Relationen mit Methode 6.2.1 bestimmt. Ob die neu erhalte-
nen Relationen schon im Kandidaten enthalten ist wird mit Methode 6.3.1 an Stelle (2)
iberprift. Damit ergibt sich ein Kandidaten fiir das Relationenideal.

Dieser Kandidat wird mit Methode 6.4.2 durch Vergleich der Hilbertreihen bestatigt.
Dies ist moglich, da die Hilbertreihe von Cs3 durch 5.5.7 gegeben ist. Als homogenes
Parametersystem wird 5.5.2 gewahlt. Fiir die Rechenzeit ist hier sehr hilfreich, dass die
Elemente dieses Parametersystem sich als Linearkombination der Erzeuger schreiben
lassen. Somit lésst dies eine Variablenelimination zu, statt das Parametersystem dem
Ideal zuzuschlagen. Die Berechnung der in 6.4.2 angegebenen Hilbertreihe wurde mit
dem Programm Singular [GP08] durchgefiihrt.

Da die Vielfachheiten durch den ersten Durchlauf bekannt sind, lassen sich die Viertu-
pel durch geschicktes Raten bestimmen. Diese Berechnungen wurden mit Sage [S*09]
durchgefiihrt. Die Berechnungen in (1) und (2) lassen sich durch jedes Computeralgebra-
system durchfiihren, das lineare Gleichungssysteme halbwegs effizient exakt 16sen kann.

Hier wurde Maple [Map04] dafiir verwendet. O
Das homogene Parametersystem 5.5.2 liefert einen Morphismus
P Vg — C.
Dieser ist durch die Werte der Elemente des homogenen Parametersystems hq, ..., hig

auf dem 3 x 3 Matrixtripel (A, Ay, A3) gegeben, da die Punkte von Vi3 so gegeben sind.
Die zugehérige Abbildung wurde in der Einleitung mit 7: M3 — V33 bezeichnet. Ist nun
(a1, ...,ay9) ein solcher Punkt, so gilt fiir die Faser

|¢71(CL1,~-;G19)| =|N(,h1 —aq,..., h1g — a1g)],

wobei N das Nullstellengebilde bezeichne. Die Anzahl der Punkte ist die C-Dimension
des zugehorigen Koordinatenringes. Allerdings ist das Ideal (I,h; — ay,...,h1g — a19)

im Allgemeinen nicht reduziert. Das Radikal 1asst sich hier zum Beispiel mit Singular
[GPO08, 4.8.8] berechnen. Damit ergibt sich das folgende Korollar.

Korollar 7.0.9. Es gilt

000 000 001
v x|l [1 0 0],l0 00,000 = 2
000 010 000

und
[¥~ym((0,0,0))] = 1.

Bemerkung 7.0.10. Hier ist die zweite Aussage trivial, denn fir ein homogenes Ideal
ist fiur jede Nullstelle auch jedes skalare Vielfache eine Nullstelle. Da die Nullstellen-
menge aber als endlich vorausgesetzt war, kann nur 0 eine Nullstelle sein. Der Aufwand
fur die Berechnung des Radikals steigt stark an, sobald das Ideal nicht mehr homogen
1st. Im homogenen Fall dauerte dies keine zweit Minuten, wahrend im ersten Fall die
Berechnung einen Tag in Anspruch nahm.

106



8 Vermutungen

Fiir minimale homogene Erzeugendensysteme von C,4 sind die Anzahl von Erzeugern
und die Vielfachheit ihrer Grade Invarianten. Insbesondere ist in diesem Zusammen-
hang der maximal notige Grad eines solchen Erzeugendensystem eindeutig bestimmt.
Der kleinste solche Grad fiir alle d wurde hier mit N(n) bezeichnet. Bezeichnet R =
C[Ty, ..., Ty den Polynomring, wobei die T; fiir die Erzeuger von C,,4 stehen, so hat C,,4
eine endliche homogene, freie Auflésung

O—-F—rHh,1—-.. - NN—-R—->C,—0

iitber R. In dieser sind die F; wieder endlich erzeugte graduierte R-Moduln. Die Anzahl
der Erzeuger und die Vielfachheit ihrer Grade liegen auch hier fest. Mit den Bezeichungen
aus der Einleitung gilt N°(n,d) < N(n) nach Theorem 2.2.33, wobei R =: F;. Hier ist
besonders, das N(n) nicht mehr von der Anzahl der betrachteten Matrizen abhéngt. Die
erste Vermutung lautet daher

Vermutung 8.0.11. N'(n,d) lisst sich unabhdingig von d abschitzen, d.h. es gibt ein
N'(n) € N mit N'(n,d) < N'(n) fir alle d € N.

Die zweite Vermutung ist direkte Konsequenz aus allen hier betrachteten Fallen. In
diesen gilt das Folgende.

Vermutung 8.0.12. N'(n,d) < 2N(n) fir alle d,n € N.

Diese Vermutungen lassen sich auch fiir die hoheren Syzygien formulieren. Allerdings
gibt es dort noch nicht genug Berechnungen um eine seriose Vermutung zu formulieren.
Das ergibt folgende Frage.

Frage 8.0.13. Gilt N'(n,d) < (i + 1)N(n) fiir alle d,n € N?

Ein weitere Vermutung lasst sich tiber den minimalen Grad der notwendigen Relatio-
nen formulieren. In allen bekannten Fallen gibt es ndmlich keine nichttrivialen Relationen
vom Grad < N(n) + 1. In Methode 2.2.33 wiirde das bedeuten, dass lediglich eine Re-
duktionsgleichung fiir Spuren des Grades > N(n) angzugeben ist, um eine eindeutige
Reduktion der aus dem 2. Fundamentaltheorem gewonnenen Relationen zu bekommen.

Vermutung 8.0.14. Es gibt keine nichttriviale Relation in Cyq vom Grad < N(n).

Die vierte und letzte Vermutung betrifft den maximalen Grad eines homogenen Pa-
rametersystems. Da die Erzeuger von C,4 verschiedene Grade haben, kann man nicht
ohne weiteres davon ausgehen, dass die Grade eines homogenen Parametersystems in
den Graden der Erzeuger liegen. Diese Problematik deutet sich schon beim homoge-
nen Parametersystem von Cs3 an, da dieses nicht mehr multihomogen ist, sondern nur
homogen.
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8 Vermutungen

Frage 8.0.15. Lasst sich ein homogenes Parametersystem von C,q finden, dass eine
Linearkombination des minimalen Erzeugendensystems ist?

Die in Kapitel 6 vorgestellten Methoden sind aufgrund des Rechenaufwandes nur auf
kleine Falle anwendbar. Die nédchsten zu untersuchenden Félle waren Csy und Clys.

1. Fiir O34 lasst sich die Methode 6.2.3 anwenden, da die Reduktionsgleichung schon
gegeben ist. Ein minimales Erzeugendensystem hat dort 189 Elemente ([Hog06)),
so dass die Methoden 6.2.1 und 6.2.2 vermutlich sehr groien Rechenaufwand er-
fordern.

2. Fiir Cys sind die Methoden 6.2.1 und 6.2.2 geeignet, da dort das minimale Erzeu-
gendensystem nur 32 Elemente besitzt. Allerdings gibt es dort erst ab Grad 12
nichttriviale Relationen, so dass hier vermutlich die effektivere Methode 6.2.2 be-
vorzugt werden sollte. Methode 6.2.3 wird in diesem Fall Schwierigkeiten bereiten,
da hier schon die Bestimmung einer Reduktionsgleichung Probleme bereitet. Man
vergleiche dazu die Reduktionsgleichung fiir 2 x 2 Matrizen mit der Reduktions-
gleichung fiir 3 x 3 Matrizen.
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